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Aliasing und Neue Medien
Ein Beitrag zur Integrativen Medienpadagogik

Horst Hischer, Saarbriicken

Zusammenfassung: ,,Integrative Medienpédagogik* zielt darauf ab, Medien, und zwar insbesonde-
re die ,,Neuen Medien®, nicht nur zur methodischen Optimierung des Unterrichts als Unterrichts-
mittel einzusetzen, sondern sie auch zum Unterrichtsinhalt werden zu lassen, wobei hieraus eine
Bildungsaufgabe fiir nahezu alle Unterrichtsfacher (mit je fachspezifischer Akzentuierung) er-
wachst. Dieses Konzept wird fir den Mathematikunterricht am Beispiel des ,,Aliasing* bei Funktio-
nenplottern konkretisiert, worunter bestimmte systematische Fehldarstellungen verstanden werden.

Summary: “Integrative media education” focuses on the media, particularly the “New Media”, in
two educational contexts: as a tool for the improvement of teaching methods and as instruction con-
tent with a potential affinity to nearly every subject field (with specific emphasis). In this article,
this concept is demonstrated in a mathematics unit dealing with the “aliasing” phenomenon of func-
tion plotters, which is to be understood as a typical misrepresentation of periodic functions.

1 Einleitung

Die sogenannten ,,Neuen Technologien* stellen einen bedeutsamen Bildungsgegenstand dar,
der jedoch durch bloRen Einsatz des Computers im Unterricht nicht angemessen behandelt
werden kann. Vielmehr zeigt eine Erorterung dieses Begriffs, dall Neue Technologien einen
Anlal} bilden kdnnen, die Aufgabenstimmung von Schule generell zu Gberdenken, was Uber
den umfassenden Begriff ,, Technologie* verallgemeinernd zu dem Konzept einer ,,technologi-
schen Bildung* als einem Aspekt von Allgemeinbildung flhrt: Hilfen zur verantwortbaren
Technikgestaltung vermitteln. Hieraus ergeben sich Konsequenzen auch fir eine erneute
Standortbestimmung des Mathematikunterrichts, wobei Zusammenhange zwischen Techno-
logie, Allgemeinbildung und Mathematik einerseits und das Verhéltnis von Mathematik und
Spiel im Sinne des Schaffens von ,,Spielrdumen* andererseits eine Rolle spielen. Solche
»opielrdume® sind erforderlich, um Freiheit und Muf3e im Bildungsprozel} als Gegengewicht
zu kognitiven Aspekten wirksam werden zu lassen. Mathematik kann als Unterrichtsfach ei-
nen bedeutsamen Beitrag zur Ausgestaltung solcher Spielrdume im Rahmen technologischer
Bildung leisten.

Speziell bei den ,,Neuen Technologien® spielt bei der technologischen Bildung das Verhaltnis
von Mathematik und Informatik eine Rolle. Zwar sind fundamentale Ideen aus beiden Wis-
senschaften fur den Bildungsauftrag der Schule bedeutsam, jedoch kann das nicht durch zwei
Unterrichtsfacher Mathematik und Informatik geldst werden. Vielmehr ist es sinnvoll, ein
gewandeltes Unterrichtsfach Mathematik mit solchen Aufgaben zu betrauen. *
Dies ist der Abstract meiner Abhandlung ,,Neue Technologien als Anlal} einer erneu-
ten Standortbestimmung fir den Mathematikunterricht* von 1991. Die hierin formu-
lierten didaktischen Visionen halte ich zwar bis heute (bis auf gewisse sprachlich-
begriffliche Nuancen von durchaus inhaltlicher Bedeutung!) unverandert aufrecht, sie
haben aber leider noch immer kaum Spuren im Mathematikunterricht hinterlassen.

1 Abstract in [1991, 3]. Literaturzitate wie [1991, 3] stehen im Folgenden fiir [Hischer 1991, 3].
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Der derzeitige Aktionismus auf KMK-Ebene (und auch in Teilen der Didaktik der
Mathematik!) im Umfeld der sog. Bildungsstandards, der den 1985 von Klafki er-
freulicherweise in die erziehungswissenschaftliche Diskussion ,,heimgeholten Bil-
dungsbegriff« 2 verbal auf Bildung als Produkt reduziert und dabei den komplementar
unverzichtbaren Aspekt von Bildung als Prozess ausblendet (oder etwa nur nicht be-
leuchtet?), so dass man ehrlicherweise von ,,Leistungs-Standards* statt von ,,Bildungs-
Standards* sprechen sollte, stimmt diesbeziglich leider auch nicht hoffnungsvoll.

Die oben zitierte Abhandlung ist als Ergebnis einer Auftragsarbeit anzusehen:
Am 11. 10. 1990 veranstaltete EImar Cohors-Fresenborg in der Universitdt Osna-
briick in Gedenken an den kurz zuvor verstorbenen Walter Hanke ein Symposium
zum Thema ,,Der Beitrag des gymnasialen Mathematikunterrichts zur Allgemeinbil-
dung®, und ich war gebeten worden, hierzu mit einem Vortrag inhaltlich Position zu
beziehen. Anlass fiir die Themenwahl dieses Symposiums war einerseits die durch
Wolfgang Klafki 1985 entfachte Allgemeinbildungsdiskussion und andererseits das
1984 von der BLK ® verabschiedete Rahmenkonzept fiir die informationstechnische
Bildung in Schule und Ausbildung, an dem sich nahezu alle Bundeslander mit Mo-
dellversuchen unterschiedlicher Akzentuierungen beteiligten. Die VVorbereitungen zu
diesem Vortrag fihrten unter den gegebenen Randbedingungen schliel3lich zu dem
Vortragstitel ,,Warum eigentlich Mathematikunterricht? — Reflexionen zur Aufgabe
des Mathematikunterrichts*, woraus dann die 0. g. Abhandlung entstand.

Im hier vorliegenden Beitrag mochte ich insbesondere auf den ersten Satz des
0. 9. Zitats eingehen, also darauf, dass die so genannten ,,Neuen Technologien® einen
bedeutsamen Bildungsgegenstand darstellen, der jedoch durch bloRBen Einsatz des
Computers im Unterricht nicht angemessen behandelt werden kann. So schrieb ich
schon 1989 in diesem Sinn:*

Es kann also bei dem zu entwickelnden Bildungskonzept nicht vordergriindig um den Einsatz

des Computers im Unterricht zur Verbesserung der Lernsituation und des Lernerfolgs gehen

— das gehort in den Bereich methodischer Fragen der jeweiligen Fachdidaktik —, vielmehr

mul ein solches Bildungskonzept das Anliegen verfolgen, die jungen Menschen in geeigneter

Weise mit dem Problemfeld ,,Neue Technologien* als einem gesellschaftlich relevanten Phé-

nomen vertraut zu machen und ihnen damit eine Orientierungshilfe zu geben, indem man ver-

sucht, sie in die Lage zu versetzen, Chancen und Risiken dieser Techniken begriindet ab-

schatzen zu kdnnen, ihnen somit technologische Erkenntnis zu erméglichen.
Es hat sich in den vergangenen Jahren (nicht nur bei den ,,Bildungsstandards®, son-
dern auch etwa bei ,,Dynamischer Geometrie* ®> oder bei ,,Neuen Technologien“) ge-
zeigt, dass mit Sprache nicht immer hinreichend sorgfaltig umgegangen wird, so dass
z. B. ,, Technologie* sprachlich tberhohend anstelle von ,, Technik* verwendet wird,
wo doch das englische ,,technology* nur ,, Technik® bedeutet, man also dann unpas-
send vom ,,Einsatz von Technologie(n)“ spricht. Da es als mii3ig und vergeblich an-
zusehen ist, diesem unkritischen Sprachgebrauch mit dem Ziel der Verénderung ei-
nen Spiegel vorzuhalten, ist es zunédchst hilfreich, andere Bezeichner zu verwenden.

[Berg 1988, 20-21]

BLK: Bund-Lander-Kommission flr Bildungsplanung u. Forschungsférderung.
[1989, 98]

Vgl. die Anmerkungen hierzu in [2003].
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Bereits in den 1980er Jahren begann parallel zu den BLK-Modellversuchen zur in-
formationstechnischen Bildung eine zunéchst noch wenig beachtete Hinwendung von
Vertretern der Medienpadagogik und auch generell der Erziehungswissenschaften zu
dieser Thematik. Mittlerweile fuhrte dies zu einer stiirmischen Entwicklung mit dem
Fokus auf die ,,Neuen Medien**, wenngleich die Didaktik der Mathematik in toto den
damit einhergehenden Bildungsanspruch noch nicht adaptiert hat, sondern sich (wei-
terhin!) im Wesentlichen mit dem Einsatz des Computers zum Verbessern des Leh-
rens und Lernens begniigt (vgl. obiges Zitat).

2 Integrative Medienpadagogik — Skizze eines Konzepts

Wir wahlen im Folgenden eine p4ddagogikbezogene Deutung von ,,Medien®, die eine
Doppelgesichtigkeit von Medien zeigt und die wie folgt beschrieben werden kann: °

« Medien vermitteln Kultur, und Medien sind dargestellte Kultur.

Dies gilt auch fur die sog. ,,Neuen Medien“’, die im Konzept der Integrativen Me-
dienpéadagogik eine besondere (wenn auch keine ausschlieBliche) Rolle spielen, und
unter denen wir uns vereinfachend Computer, Hypertextdarstellungen und multime-
diale Lernumgebungen vorstellen kénnen.

Wie bereits angedeutet, kann es aus padagogischer Sicht nicht nur um den Ein-
satz von Medien gehen, sondern diese missen auch selbst in den padagogischen
Blickpunkt geraten. Das fiihrt zu einer Charakterisierung der Medienpadagogik: ®

Fur die Behandlung padagogischer Fragen theoretischer und praktischer Art im Zusammen-

hang mit Medien wird in der Literatur am h&ufigsten der Begriff Medienpadagogik verwen-

det [...]. Erumfalitalle Bereiche, in denen Medien fir die Entwicklung des Menschen, fiir die

Erziehung, fur die Aus- und Weiterbildung sowie flr die Erwachsenenbildung padagogische

Relevanz haben. Es erscheint deshalb sinnvoll, den Begriff ,,Medienpadagogik* als tiberge-

ordnete Bezeichnung fur alle padagogisch orientierten Beschaftigungen mit Medien in Theo-

rie und Praxis zu verstehen und einzelne Aspekte der Medienpadagogik néher zu spezifizieren.
Issing hebt in diesem Sinne die Teilbereiche Mediendidaktik, Medienkunde, Medien-
erziehung und Medienforschung hervor, wobei ich in Ubereinstimmung mit Kron °
die Medienforschung nicht als eigenstéandiges Gebiet betrachte. Ich komme daher mit
Bezug auf Issing zu einer Charakterisierung der ersten drei Teilbereiche: *°

Mediendidaktik befasst sich

mit den Funktionen und Wirkungen von Medien in Lehr- und Lernprozessen, d. h. also mit
medienvermitteltem Lernen [...]. Ihr Ziel ist die Férderung des Lernens durch eine didaktisch
geeignete Gestaltung und methodisch wirksame Verwendung von Medien. Die Auswahl und
der Einsatz von Medien soll dabei in Abstimmung mit den Unterrichtszielen, den Unterrichts-
inhalten und den Unterrichtsmethoden erfolgen sowie unter Beriicksichtigung der anthropo-
genen und soziokulturellen Bedingungen von Schule und Umwelt [...].

Vgl. [Kron 2000, 324 f].
Detaillierte Ausfuhrungen dazu in [2002]; es ist eine bewusste Grof3schreibung!

[Issing 1987, 24]
[Kron 2000, 322]
19 1ssing 1987, 25 f]
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Neue Medien bilden damit gewiss einen wichtigen Untersuchungsgegenstand der
Mediendidaktik. Allerdings betrifft dies dann nur den bereits angesprochenen Aspekt,
der Uberwiegend in der Didaktik der Mathematik mit Neuen Medien assoziiert wird,
namlich den Einsatz des Computers zum Verbessern des Lehrens und Lernens.

Medienkunde betrifft die

Vermittlung von Kenntnissen tber Medien, z. B. Uber die historische Entwicklung der Medien,

uber Medieninstitutionen und ihre Organisation, tber Mediengesetzgebung, Produktionspro-

zesse, Technik und Gestaltung von Medien; auch die Vermittlung von Erfahrungen in der

Bedienung und praktischen Handhabung von Medien z&hlt zu den Aufgaben der Medienkunde.
Hier erkennen wir einen weiteren die ,,Neuen Medien“ betreffenden pédagogischen
Aspekt, der allerdings in bisherigen Zielsetzungen des Mathematikunterrichts bis auf
Aspekte der Handhabung faktisch keine erkennbare Rolle spielt.

Medienerziehung "
befalit sich [...] vorwiegend mit den Massenmedien, aber auch mit Unterrichtsmedien. Sie hat
das Ziel, zu einem bewuf3ten, reflektierten, kritischen, d. h. sozial erwiinschten Umgang mit
Medien zu erziehen.
Auch Neue Medien sind daher Gegenstand von Untersuchungen zur Medienerzie-
hung, wenn auch wohl bisher kaum erkennbar beziiglich des Mathematikunterrichts.
Auf dem Bisherigen aufbauend postuliere ich nun eine Integrative Medienpa-
dagogik als normativen Begriff, bei dem ,,integrativ* eine zweifache Qualitat hat:

1. Alle drei Aspekte der Medienpadagogik — namlich: Mediendidaktik, Medien-
erziehung und Medienkunde - sind bei Planung, Durchfiihrung und Evaluation
von Unterricht in ihrer Ganzheit (also: ,,integrativ*“!) und nicht losgel6st vonein-
ander bzw. nur fur sich isoliert zu berticksichtigen.

2. Eine so verstandene Medienpéadagogik kann bei Bezug auf die Neuen Medien
wegen der Komplexitat des Gegenstandes nicht von einem Unterrichtsfach allein
Ubernommen werden, auch nicht von der Mathematik oder der Informatik — viel-
mehr sind im Prinzip alle Unterrichtsfacher gemeinsam (also: ,,integrativ*‘!) mit
je spezifischen Ansatzen (!) gefordert.

Die zweite Aussage ist zugleich eine klare Absage an das in den 1980er Jahren oft
propagierte ,,Leitfachprinzip“, weil sich jedes ,,Leitfach* damit verheben wirde. Eine
integrative Medienpadagogik kommt somit also stets in ihrem doppelten Sinn zum
Tragen: namlich Gber alle drei Aspekte der Medienpédagogik und Gber (im Prinzip)
alle Unterrichtsfacher! Und hinsichtlich der drei Aspekte der Medienpadagogik ist
dann speziell beztuglich der Neuen Medien zu beachten:

« Mediendidaktik: Computer und Internet werden eine immer wichtigere Rolle im
Rahmen von Lehr- und Lernprozessen spielen, und zwar als ein neuartiges Medium
(Hilfsmittel oder Werkzeug) bei der Aneignung von und Teilhabe an Kultur,
also beim Enkulturationsprozess. Lehrkréfte, Didaktiker, Bildungsplaner, Soft-
wareentwickler und Schulbuchverlage stehen hier vor groRen Herausforderungen.

11 Medienerziehung* wird gemaR Issing in der Literatur z. T. auch als ,,Medienpadagogik im
engeren Sinn“ definiert.
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« Medienkunde: Voraussetzung ftr eine sinnvolle Nutzung solcher Medien ist eine
solide Kompetenz im Umgang mit ihnen. Dazu gehoren auch Kenntnisse u. a. tber
Aufbau und Funktionsweise solcher Medien, die als grundlegend und allgemein-
bildend zu bestimmen (!) sind.

« Medienerziehung: Unverzichtbar zur Personlichkeitsbildung ist eine Anleitung
zum bewussten, reflektierten und kritischen Umgang mit solchen Medien, und zwar
im Rahmen eines Allgemeinbildungskonzepts.

3 Unterrichtsmittel oder Unterrichtsinhalt,
Werkzeug oder Hilfsmittel?

Bei den mediendidaktischen Aspekten Neuer Medien geht es vorrangig um ihren
fachdidaktisch begrindeten Einsatz im Unterricht und damit um den Umgang mit ih-
nen. Hingegen werden die Neuen Medien nun sowohl unter medienkundlichen als
auch unter medienerzieherischen Aspekten zum Unterrichtsinhalt, und sie dienen da-
bei der Aufklarung und der Vermittlung von Haltungen und Einstellungen. Damit
wird zugleich klar, dass auch der Umgang mit den Neuen Medien und ihre Anwen-
dung nicht nur mediendidaktischen Zielen dienen, sondern dass entsprechende indi-
viduelle Erfahrungen eine geradezu unverzichtbare Voraussetzung dafiir sind, dass
sie zum Unterrichtsinhalt werden kénnen, indem ihre Grundlagen und Grundstruktu-
ren und ihre Bedeutung fir Individuum und Gesellschaft erortert werden. Da nun so-
wohl dieser Umgang mit den Neuen Medien als auch deren Thematisierung jeweils in
Unterrichtsfachern erfolgt, liegt eine zweifache fachdidaktische Perspektive vor:
Neue Medien in ihrer doppelten Rolle als Unterrichtsmittel und als Unterrichtsinhalt.
Die im vorigen Abschnitt vorgestellten drei medienpadagogischen Aspekte zéh-
len methodologisch zur sog. Bereichsdidaktik. ** Damit gibt es zumindest folgende
zwei Perspektiven, unter denen wir die Neuen Medien betrachten kénnen (Abb. 1):

« fachdidaktische Funktion Neuer Medien:
— als Unterrichtsmittel (d. h.: als Werkzeug oder Hilfsmittel)
— als Unterrichtsinhalt (d. h.: als Gegenstand des Unterrichts)
« bereichsdidaktische Sicht Neuer Medien:
— mediendidaktischer oder medienkundlicher oder medienerzieherischer Aspekt

Die Neuen Medien spielen unter mediendidaktischem Aspekt zundchst methodisch
als Werkzeug oder Hilfsmittel die entschei- r=rmmrrr -

dende Rolle. Daneben sollte aber im Un- [ unter dem Unterrichtsmittel | Unterrichtsinhalt
terricht auch ihre instrumentelle Rolle fiir Aspert

den individuellen Erkenntnis- und Lern- | mediendidaktik
vorgang inhaltlich reflektiert werden, sie
konnen also in ihrer mediendidaktischen
Rolle auch zum Unterrichtsinhalt werden.

Medienkunde

Medienerziehung

Abb. 2: Perspektivenmatrix Neuer Medien:
12 vgl. [Kron 2000, 35 f]. bereichsdidaktische und fachdidaktische Sicht
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Diese Darstellung soll deutlich machen, dass die beiden Kategorien ,,Unter-
richtsmittel* und ,,Unterrichtsinhalt” der Perspektivenmatrix nicht trennscharf sind:
dass also einerseits zum Unterrichtsmittel, dem ,,Instrument®, stets auch der Unter-
richtsinhalt, das ,,Thema“ bzw. der ,,Gegenstand*, gehdrt und umgekehrt; dass jedoch
andererseits ,,Mediendidaktik®, ,,Medienkunde* und ,,Medienerziehung* zwar jeweils
Schwerpunkte unterrichtlichen Handelns beschreiben, aber dennoch nicht voneinan-
der zu trennen sind. Oder anders:

« Neue Medien als Unterrichtsmittel gehdren zwar aus bereichsdidaktischer Sicht im
Rahmen von Unterrichtsplanung und -evaluation zunéchst in die Mediendidaktik,
aber dennoch miussen teilweise auch ihre medienkundlichen und medienerzieheri-
schen Aspekte beriicksichtigt werden, indem sie unter diesen Aspekten dann zum
Unterrichtsinhalt werden.

« Neue Medien als Unterrichtsinhalt sind primar medienkundlich und medienerziehe-
risch von Bedeutung, aber hierzu mussen sie auch in gewissem Umfang mediendi-
daktisch betrachtet werden und also als Unterrichtsmittel verwendet werden.

« Und gleichwohl wird es unterrichtliche Situationen geben, in denen Neue Medien
als Unterrichtsmittel nicht auch zum Unterrichtsinhalt werden (kénnen oder sollen),
und es wird vielfach unvermeidbar sein, dass Neue Medien als Unterrichtsinhalt
nicht auch zum Unterrichtsmittel werden kénnen oder sollen (z. B. weil eine Ver-
wendung spezieller Medien im Unterricht gar nicht méglich ist — evtl. auch gar
nicht erwiinscht ist!).

Die noch nicht spezifizierte Unterscheidung der Unterrichtsmittel in Werkzeug und

Hilfsmittel mag irritieren, weil sie nicht selbstredend (und ebenfalls nicht trenn-

scharf!) ist. Sie zielt jedoch akzentuierend auf idealtypisch grundsatzliche Unter-

schiede im Anwendungsbereich solcher Medien ab: Ein Werkzeug ist — so meine
implizite Definition im padagogischen Kontext — in diesem Sinne dadurch gekenn-
zeichnet, dass es — zumindest in einem bestimmten Bereich — recht vielseitig ver-
wendbar ist. Ein Hilfsmittel dagegen ist (nach diesem Verstandnis) weniger vielsei-
tig, sondern es kann im Prinzip flr nur einen Zweck konstruiert worden sein. So wird
ein Korkenzieher in der Regel nur ein Hilfsmittel sein und nur in extremen Notsitua-
tionen als Werkzeug verwendet werden (wenn anderes nicht verfiigbar ist). Ein
Werkzeug verleiht seinem Benutzer aber — im Gegensatz zum Hilfsmittel — Macht
im Sinne von Carl Friedrich von Weizsacker: **
Macht nenne ich die Bereitstellung von Mitteln fur offengehaltene Zwecke.

So waére beispielsweise ein Computeralgebrasystem als (vielseitiges!) ,,Macht verlei-
hendes* Werkzeug anzusehen, hingegen ware ein ,kastrierter” Funktionenplotter, der
nur die Veranschaulichung und Formvariablenvariation fest implementierter Funk-
tionsterme erlaubt, ein geradezu ,,ohnmachtiges* Hilfsmittel, das nur fir vom ,,Au-
tor* vorgegebene Zwecke verwendet werden kann. ** Diese Betrachtungen kénnen im
Prinzip zur Beurteilung jeglicher sog. ,,Lehr- und Lernprogramme* **dienen:

3 [von Weizsacker 1992, 19].

4 Hierbei soll jedoch nicht geleugnet werden, dass auch ein Korkenzieher gelegentlich Macht ver-
leihen kann.

1> Ein fachwissenschaftlich noch nicht definierter Terminus — z. Z. noch extrem ,,fuzzy*“.
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Wenn Softwaresysteme ,,offen” konzipiert sind, fur nicht eng umgrenzte Gebiete
anwendbar sind (wie z. B. Computeralgebrasysteme, Programmiersprachen), sind sie
»,machtig®, sonst sind sie nur Hilfsmittel und eher ,,ohnméchtig“. Weitere Beispiele
fur solche ,,Werkzeuge* in diesem Sinn aus dem Bereich der Neuen Medien wéren
dann etwa im facherubergreifenden Kontext Programme fir Textverarbeitung und
Tabellenkalkulation und in der Mathematik z. B. Funktionenplotter.

Im Folgenden wird exemplarisch ein Unterrichtsbeispiel skizziert, das zwar auf
einem mediendidaktisch wohl begriindeten Einsatz basiert, das aber zugleich medien-
kundliche und medienerzieherische Perspektiven der vertiefenden Behandlung auf-
zeigt und damit einen ,,integrativen Beitrag des Faches Mathematik darstellt.

4 Aliasing als ,,Fehlsimulation* bei Funktionenplottern

4.1 Das Phanomen

Funktionenplotter (nicht: ,,Funktionsplotter*) sind tberaus nitzliche Werkzeuge, und
sie liefern von termdefinierten (1) Funktionen schnell einen (in Abhangigkeit von der
Auflésung) mehr oder weniger ,,schénen* Funktionsplot. Es gibt sie als eigenstandige
Anwendung fir PCs, sie sind heute wesentlicher Bestandteil jedes graphikfahigen
Taschenrechners (GTR) und jedes Taschencomputers (TC), und man findet sie ferner
als Beigabe zu den heute tiblichen Computeralgebrasystemen (CAS). ** Und so ist zu
erwarten, dass Funktionenplotter auch im kunftigen Mathematikunterricht zu einem
selbstverstandlichen, ja gar unverzichtbaren Werkzeug werden, so wie es im grofiten
Teil des 20. Jahrhunderts noch Tafelwerke, Rechenschieber und Kurvenlineal waren.
Im Rahmen der Einfuhrung und Untersuchung trigonometrischer Funktionen
wird man auch sin(z), sin(2z), sin(3z), ... diskutieren und dabei experimentell ge-
stitzt und argumentativ begriindbar den Zusammenhang zwischen dem Frequenzfak-
tor a bei sin(amx) und der Periodenanzahl in einem Intervall, z. B. in [, @], ent-
decken, dass namlich stets genau a Perioden in [-m, «t] vorliegen. Doch welche Uber-
raschung tritt ein, wenn man den Frequenzfaktor spielerisch weiter vergroRert und
dabei statt erwarteter immer dichterer Ausfillung des Bildschirms zunéchst sehr
merkwurdige Muster entdeckt und dann irgendwann sogar denselben Funktionsplot
wie von sin(z) erhalt (sic!): So erweisen sich etwa beim TI 92 oder beim Voyage
200 von Texas Instruments die Funktionsplots von sin(z) und von sin(239z) als
identisch. Greift man hoffnungsvoll zu einem anderen TC, etwa dem FX 2.0 von
CASIO, so sind z. B. die Funktionsplots von sin(z) und sin(127x) identisch, und
auch beim Class PAD 300 von CASIO findet man eine passende Einstellung mit solch
einem ,verrlckten* Ergebnis (Abb. 2)! Sind etwa diese TCs fehlerhaft konzipiert?
Kann man ihnen nicht trauen? — So begegnet uns hier der ,,Rechner als Tauscher“!

18 Funktionenplotter haben nichts mit Computeralgebra zu tun, sondern sie sind nur ein Appendix
des sog. ,,numerisch-graphischen Modus* heutiger professioneller Computeralgebrasysteme.

17 12002, 58]
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Greifen wir nun hoffnungsvoll zu ei- [ein Ublicher Taschencomputer .|
nem PC-basierten Funktionenplotter, etwa !
dem Plotter des in Schulen verbreiteten sin(z)
CAS DEerIVE ™, so finden wir bei geeigne- -
ten Einstellungen denselben verheerenden
Effekt: Bei einer Bildschirmauflésung von

=

1024 x 768 Pixel, ,vertikal* nebeneinander | x 1l -
angeordnetem Algebra- und Graphikfenster Abb. 2: Der , Rechner als Tauscher* —
und [-m, w] als horizontalem ,,Zeichenbe- T1 92 und Voyage 200: Funktionsplots

reich“ ergibt sich eine augenscheinliche  Vvonsin(z) und sin(239z) sind identisch.

- - . CASIO FX 2.0: Funktionsplots
Qberelnstlmmung der Funktionsplots von von sin(z) und sin(127z) sind identisch.
sin(z) und sin(497z).

4.2 Funktionsplot als Simulation einer Funktion

Das letzte Beispiel und diejenigen in Abb. 2 zeigen uns offensichtlich Fehldarstel-
lungen der ,,richtigen” Funktionsplots. Aber was ist hier schon ,richtig“? Richtig wé-
ren in diesem Zusammenhang ja nur die gedachten Funktionsgraphen als Punktmen-
gen bezlglich jeweils konkret gegebener Definitionsmengen. Insofern konnen ja
Funktionsplots fast nie ,richtig” sein, weil eine diskretisierende Abbildung des ideel-
len, gedachten Funktionsgraphen auf die jeweils konkret verfligbaren Pixel des Dis-
plays mit den notwendigen durch algorithmische Approximation bedingten Kom-
promissen stattfindet. Winkelmann bezeichnet daher jeden Funktionsplot auch sinn-
fallig als ,,Simulation“ einer Funktion. *®

Doch was ist eine ,,Simulation“? Das lateinische simulo (abbilden, darstellen;
auch: vorgeben, erheucheln) begegnet uns sowohl in simulacrum (Abbild, Nachbil-
dung; auch: Trugbild) als auch in simulatio (Verstellung, Heuchelei, Tauschung)! **
»Simulation® hat damit urspriinglich eine negative Konnotation, die aber offenbar aus
unserem heutigen Bewusstsein verschwunden ist: Denn es beabsichtigt wohl nie-
mand, eine trigerische Darstellung zu liefern, wenn es z. B. um ,,Modellbildung und
Simulation oder um ,,Simulatoren® geht! Nun zeigt uns aber Abb. 2 sowohl eine Si-
mulation von sin(x) im heute tblichen Verstandnis als auch eine Simulation von
sin(127x) bzw. sin(239x) im urspriinglichen Verstandnis, ndmlich als ,.triigerische
Darstellung® und damit als ,, Tauschung“ (wenngleich hier keine tduschende Absicht
der Entwickler bzw. der Hersteller unterstellt wird!). Wir werden gleichwohl solche
»Fehldarstellungen* pleonastisch als ,,Fehlsimulationen* bezeichnen. %

Kehren wir nun zu dem am Ende von Abschnitt 4.1 skizzierten Beispiel mit
DERIVE ™ zuriick und variieren die Fensterbreite interaktiv mit der Maus, so erhalten
wir ein Fulle verheerender ,,Fehlsimulationen” von sin(497 ), die z. T. durchaus
recht &sthetisch wirken, jedoch aber ,,wirklich falsch* sind. Dagegen erhalten wir fiir
»hinreichend kleine* Frequenzfaktoren Simulationen, die zwar (in Abhangigkeit von
der Bildschirmauflosung) wegen ihrer Stufigkeit z. T. nicht sonderlich schén ausse-

% IWinkelmann 1992, 41 f.]; vgl. auch die zugehérigen Ausfiihrungen in [2002, 295 ff.].
9 Nach einem Hinweis von Anselm Lambert.
20 \/gl. auch hierzu die ausfiihrliche Diskussion in [2002, 295 ff.].
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hen, gleichwohl aber ,,im Prinzip richtig” sind und damit ,,dennoch einen giltigen
Eindruck der Funktion*? liefern. In diesem Sinne kénnen und werden wir (wenn
auch nicht trennscharf) zwischen Simulationen und Fehlsimulationen unterscheiden.

4.3  Analyse und Deutung des Phdnomens

Wir kdnnen allerdings mit anderen Funktionenplottern auch zu ganz anderen Ergeb-
nissen als denen mit DERIVE ™ gelangen, etwa mit PARAPLOT von Robert Trifts-
hauser: 2 Wenn man hier namlich in Analogie zu DERIVE einen passenden Wert fiir
a gefunden hat, der zu der beschriebenen ,,Fehlsimulation* wie in Abb. 2 fiihrt, so ist
diese Uberraschenderweise unabhéngig von der Fensterbreite — also ganz im Ge-
gensatz zu derjenigen bei DERIVE! Das Durchforsten der Einstellungsmoglichkeiten
von PARAPLOT fuhrt dann zu der Entdeckung, dass man hier die Anzahl der (aquidis-
tanten) Stitzstellen frei wéhlen kann — bei DERIVE hingegen sucht man eine solche
Option vergeblich. — Dieses unterschiedliche Verhalten der beiden Funktionen-
plotter kommt uns sehr gelegen: Es flihrt zur Problemlésung!

Halten wir fest: Da diese Fehlsimulation nicht bei allen Funktionenplottern von
der Fensterbreite abhéngig ist, wird sie somit (primér!) nicht durch die Bildschirm-
aufloésung verursacht, sondern ihre Ursache muss bereits rechnerintern zu suchen
sein: Der Funktionsterm wird durch die vorgegebenen bzw. gewahlten Stiitzstellen
abgetastet, ? und die damit erhaltenen Koordinatenpaare (z; f(x)) bilden eine inter-
ne Wertetabelle, die dann auf Pixel auf dem Bildschirm abgebildet werden. ** Das
Programm PARAPLOT macht dieses Phdnomen nun auch fir Schilerinnen und Schi-
ler erfahrbar und ,,begreifbar®, weil die Stutzstellenanzahl einzeln flr jeden Funkti-
onsterm (1) wahlbar ist.

Abb. 3 zeigt das Wesentliche des beobachteten Phdnomens: Sukzessive werden
hier sin(nx), sin(2nz), ... , sin(8nz) jeweils tiber dem Intervall [0; 2] ,,abgetastet”
(rechnerintern wird hierbei eine Wertetabelle mit dquidistanten Stitzstellen erstellt),
und die so gefundenen Wertepaare (z; f (x)) werden durch Pixel auf dem Bildschirm
linear interpoliert dargestellt (dunkel). Als Schrittweite wurde in diesem elementaren
Beispiel % gewabhlt, d. h., hier liegen 9 Stitzstellen und damit 8 Abtastintervalle
vor. Die Anzahl der Abtastintervalle ist die Abtastrate oder Sampling-Frequenz fs,
es ist in diesem Beispiel also fs = 8.

Bei der Abtastung von sin(4nz) (Frequenzfaktor a = 4 = % f,) und sin(8mx)
(a = 8 = f) ergibt sich als Fehlsimulation jeweils die z-Achse, denn die Abtastung
erfolgt immer gerade im Nulldurchgang des Graphen! Die Abtastungen von sin(nx),
sin(2nz) und sin(3mz) unterscheiden sich zwar vom Original, aber sie sind dennoch

21 [Winkelmann 1992, 34], zitiert auch in [2002, 296].
22 Freeware, sehr schon und sehr leistungsfahig, herunterladbar unter http:/mathematikunterricht.info/.

2 Detaillierte Ausfiihrungen hierzu in [2004]: Und zwar liegt hier eine zweifache Diskretisierung
vor, indem namlich der Funktionsterm durch die vorgegebenen bzw. gewéhlten Stitzstellen erst
abgetastet wird und diese Abtastwerte (sog. ,,Samples*) dann quantisiert werden. Jedoch reicht
es zum Grundverstandnis dieser Fehlsimulation aus, die Wirkung der Abtastung zu untersuchen!

24 Dabei ist eine sekundare Fehldarstellung bei der Bildschirmdarstellung méglich, der wir hier
nicht nachgehen mussen, weil sie fur die grundlegende Erklarung des Phanomens entbehrlich ist.
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Abb. 3: Fehlsimulationen (dunkel) von sin(nz), sin(2nz), ... , sin(8nx) Uber [0; 2]
(zeilenweise der Reihe nach von links oben nach rechts unten) mit der Abtastrate fs=8
in linearer Interpolation, zusatzlich ,,dahinter” die ,,richtigen* Simulationen (hell) mit fs =500 .

jeweils in Bezug auf die dargestellte ,,Periodenanzahl* dem Original noch ,,recht dhn-
lich“. Bei den anderen Abtastungen ist dieses Ahnlichkeitsmerkmal hingegen gravie-
rend verletzt! Und wir erkennen sofort, dass bei grél3erer Abtastrate die durch die
(Ubliche!) lineare Interpolation bedingte ,,Eckigkeit” gar nicht mehr augenscheinlich
wére. Wirden wir weitere Frequenzfaktoren hinzu nehmen, so wére die Abtastung
von sin(9nz) mit fs = 8 identisch mit der Abtastung von sin(nz), und die Abtastung
von sin(10mx) ware identisch mit der Abtastung von sin(2nz) etc.

Diese elementaren Experimente fiihren induktiv zu folgenden Entdeckungen:

1. Die Fehlsimulationen von sin(anx) wiederholen sich mit wachsendem a, genauer:
Die Simulationen von sin(anz) und von sin((a+8k)mx) sind identisch! (keZ)

2. Die Samplingfrequenz f; muss groRer als die doppelte abzutastende Frequenz sein,
um einen einigermassen guten Eindruck von der zu simulierenden Funktion zu er-
halten: f; > 2a

Mit der zweiten Entdeckung haben wir zugleich das Shannonsche Abtasttheorem der
Informationstheorie plausibel gemacht, das in der Audiotechnik bedeutsam ist.

Wir kénnen nun die in Abb. 1 dargestellte Fehlsimulation bei jedem Funktio-
nenplotter gezielt erzeugen: ® Die Skalierung des Graphikfensters sei wie in Abb. 3
gewabhlt, also das Intervall [0; 2] fur die 2-Achse. Die Anzahl der Stitzstellen (bzw.
Abtaststellen) sei n+1, und damit ist die Sampling-Frequenz f; = n. Die zu betrach-

tenden Funktionsterme werden damit genau an den n+1 Stellen z, = 2~ mit
ve{0, 1, ... , n} abgetastet. Die erste der beiden obigen induktiven Entdeckungen

fuhrt uns dann verallgemeinernd zu dem eindrucksvollen Satz:

25 Sofern die Funktionsterme aquidistant abgetastet werden, was der ,,Normalfall* ist.
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« Essei fs die Abtastfrequenz eines Funktionenplotters, [0; 2] das Abtastintervall,
und ferner seien a € R und k € Z beliebig gewahlt. Dann gilt:

Die Simulationen von sin((a+kfy)mz) und sin(anz) sind identisch.

Fur den elementaren Beweis bendtigen wir nur ein Additionstheorem, die Abtaststel-

lenz, = 2% und £, = n, und dann folgt;

sin((a + kf )nx, ) = sin(anz, ) cos(kf,nz, ) + cos(anz, ) sin(kf,nz, )

= sin(anz, ) cos(2kvn) + cos(anz, )sin(2kvn) = sin(anz,)
1 0
Mit zwei weiteren elementaren Séatzen konnen Bedingungen dafiir angegeben wer-
den, genau wann sich als Fehlsimulation von sin(anx) die a-Achse ergibt. *°

4.4  Aliasing

»Aliasing® ist zundchst verallgemeinert eine in technischen Prozessen mégliche Fehl-
darstellung von Graphik- oder Audiodaten, der man teilweise bei pixelorientierten
Graphikprogrammen durch die Option des ,,Anti-Aliasing* zu begegnen versucht.

Wir haben hier in der Gestalt von Fehlsimulationen bei Funktionenplottern einen
speziellen Aliasing-Effekt betrachtet, der durch Uberlagerung von zwei periodischen
Strukturen auftreten kann: namlich der zu simulierenden periodischen Funktion und
der aquidistanten Abtastung, die ihrerseits als eine periodische Funktion aufzufassen
ist. Damit flhrt jeder mathematische Funktionenplotter zwangslaufig zu derartigen
Fehlsimulationen und also zu diesem Aliasing, solange dieser Plotter (wie ublich!)
auf einer aquidistanten Abtastung basiert.

4.5 Medienpadagogische Aspekte

Fur den Mathematikunterricht ergibt sich nun sowohl die Aufgabe als auch die
Maglichkeit, diesen Aliasing-Effekt im medienkundlichen Sinn zu entschlisseln und
Im medienerzieherischen Sinn eine kritische und wachsame Haltung gegentiber den
Ergebnissen zu entwickeln, die uns die Neuen Medien liefern. So plédierte Winkel-
mann bereits 1991 ganz im Sinne dieses medienpadagogischen Anliegens dafiir,
Probleme wie solche Fehlsimulationen zum Unterrichtsinhalt zu machen:

Auch hierbei muB natiirlich die Simulation durch qualitative Uberlegungen unterstiitzt wer-
den, um etwa den Stroboskop-Effekt entlarven und aufkléren zu kénnen. [...] Die grundsétzli-
chen Maglichkeiten und Grenzen symbolischen und numerischen Rechnens sollen auch im
Mathematik-Unterricht vermittelt werden.
Die bisherigen Ausfuhrungen sollten exemplarisch deutlich machen, dass so etwas im
Mathematikunterricht moglich ist, dass also mehr geleistet werden kann, als nur die-
sen Aliasing-Effekt zu demonstrieren bzw. ihn erleben zu lassen: So kénnen wir die-
ses Phdnomen im Mathematikunterricht als systematische Fehlsimulation ,,entlarven®
und dann anschlieBend diesen Effekt sogar gezielt erzeugen!

26 \/gl. hierzu [2006].
27 [Winkelmann 1992, 42], wobei dieser Aliasing-Effekt auch ,,Stroboskop-Effekt heifit.
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Wir kdnnen das medienpadagogische Anliegen im Kontext dieses Beispiels wie folgt

beschreiben:

« Entwicklung von Verstandnis fur die Ursache(n) dieses Aliasing-Effekts im me-
dienkundlichen Sinn.

« Wecken eines kritisches Bewusstseins gegeniber den Mdoglichkeiten und Grenzen
der Neuen Medien im medienerzieherischen Sinn,

Darlber hinaus ist anzumerken: Mit der Interpretation des Funktionenplottens als

Simulation zeigt sich im Nachhinein, dass auch die vertraute handische Darstellung

von Funktionen im Rahmen klassischer Kurvendiskussionen eigentlich nur eine Si-

mulation (von Funktionsgraphen) ist. Aber was ist dann eigentlich ein Funktions-

graph oder gar eine Funktion? Und wir kénnen solche Betrachtungen fortsetzen, etwa

bei der Zeichnung eines Kreises. Was ist eigentlich eine Gerade, ein Kreis, ...?

Wenn wir also Neue Medien zum Unterrichtsinhalt werden lassen, werden damit
zugleich klassische philosophisch-mathematische Fragen bedeutsam, so etwa die Un-
terscheidung zwischen der Idee eines Objekts und dessen Darstellung — hier wirken
Neue Medien auf alte Medien zurilick: Wir kdnnen damit neue Inhalte in alten sehen!
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