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HORST HISCHER

(Mathematisches) Modellieren als Axiomatisieren

1  Ausgangssituation und Ziel

Hans-Jiirgen Bandelt hat mit seinem Beitrag iiber ,,Modellbildung versus

1

Modellisieren und Scheinmodellierung® * eine Diskussion iiber didaktische
Aspekte des Modellierens im Mathematikunterricht eréffnet, an die hier
unter einem weiteren Gesichtspunkt angekniipft sei:

Seit rund einem Vierteljahrhundert gibt es in der Didaktik der Mathematik
zahlreiche Bemiihungen und Vorschlige dahingehend, wie man im Mathe-
matikunterricht anstelle von Aufgaben, die de facto nur Scheinanwendungen
zwecks Verpackung vorhandener Formeln oder Verfahren sind, alternativ im
Sinne eines ,,Realitdtsbezugs“ echte Anwendungen behandeln kann. Das
fithrte bekanntlich zum Modellieren als didaktischem Konzept und fand
auch bereits Eingang in Lehrplane, Richtlinien und Schulbiicher.

Bei diesem Konzept stehen nicht etwa denkbare Anwendungen bereits
vorliegender mathematischer Verfahren auf ,reale” Probleme auBlerhalb
ithrer selbst (oft ,,Rest der Welt* genannt) im Fokus. Vielmehr sollen hierbei
Situationen von nicht vordergriindig mathematisch erscheinendem Typ den
Ausgangspunkt der Betrachtungen bilden. Damit liegt ein sehr anspruchs-
volles Ziel vor.

Nun besteht kein Zweifel daran, dass die Wissenschaft Mathematik auf
den gerade erwihnten Rest der Welt anwendbar ist, wobei aulermathemati-
sche Probleme und Fragestellungen sogar oft erst zur Entwicklung bzw.
Weiterentwicklung mathematischer Methoden (und auch Theorien) gefiihrt
haben, was schon seit Langem z. B. fiir die Physik gilt. Insbesondere ist es
in den letzten Jahrzehnten progressiv zu einer Mathematisierung der
Wissenschaften gekommen. *

' [Bandelt 2015]

> Vgl. z. B. die vielfiltigen Beitrige einer Vortragsreihe an der ETH Ziirich 1981 in

[Hoyningen-Huene 1983].



Andererseits verfiigt die Mathematik (wie auch die Philosophie) iiber die
ihr wesentliche Moglichkeit, zu erforschende Gegenstdnde auch selber kon-
struieren zu konnen und dies auch zu tun, namlich als Wirklichkeit eigener
Art, also gemall Alexander Isracl Wittenberg als Wirklichkeit sui generis.
Auch das ist dann ein ,,Realititsbezug® — wenn auch ein géanzlich anderer als
der iiblicherweise im didaktischen Kontext von ,,Modellierung* gemeinte.

Seit ihren Anfidngen in vorgeschichtlicher Zeit bis heute umfasst die
Mathematik das Spannungsfeld zwischen zwei Seiten einer Medaille: eine
spielerische, philosophische Seite, die als ,,Wirklichkeit sui generis“ nicht
auf Nutzen und Anwendung gerichtet ist und die zur reinen Mathematik
gehort, aber andererseits auch eine utilitaristisch-technische Seite, die auf
Anwendung gerichtet ist und die dann das angesprochene ,,Modellieren*
betrifft und die zugleich ebenfalls Anregungen zur Entwicklung der Mathe-
matik beigesteuert hat. So sind damit beide Seiten — Spiel und Anwendung —
gemeinsam kennzeichnend fiir die Mathematik.

Bandelt geht in seinem o. g. Beitrag u. a. auf den ,,Heiratssatz* und die
,Eulertour (also das Konigsberger Briickenproblem) ein und weist aus-
driicklich darauf hin, dass dies keine Beispiele fiir reale Anwendungen und
schon gar nicht fiir ,,Modellierung® im angestrebten Sinn sind. — Vielmehr
liegen hier Gedankenspiele im Sinne von ,,Mathematik als Spiel des Geis-
tes™ vor, die vorziiglich sowohl der Foérderung und dem Entwickeln mathe-
matischen Denkens als auch der Freude an der Mathematik dienen.

Unterstellt man gemiB Wittenberg als ein wichtiges Ziel des Mathematik-
unterrichts die Vermittlung eines gultigen Bildes der Mathematik, so sind
demgemall bei dessen Inszenierung diese beiden Aspekte (,,Anwendung®
und ,,Spiel*) zu beriicksichtigen. Konsequenterweise sollte man vermeiden,
dem utilitaristischen Zeitgeist folgend den Mathematikunterricht damit
rechtfertigen zu wollen, dass Mathematik doch niitzlich und anwendbar sei.
Odo Marquard kritisiert dariiber hinaus grundsitzlich eine solche ,,allge-
genwirtige® Haltung als ,,Ubiquisierung des Rechtfertigungsverlangens*:

Denn heute bedarf offenbar alles der Rechtfertigung: [...] nur eines bedarf — warum
eigentlich? — keiner Rechtfertigung: die Notwendigkeit der Rechtfertigung vor allem
und jedem.

[Marquard 1986, 11]



Das sei durch folgende Auffassung flankiert:

e Mathematik bedarf ebenso wenig einer Rechtfertigung wie Dichtung,

Literatur, Kunst und Musik!

Die nachfolgenden Betrachtungen gehen von dem Fakt aus, dass ,,Modellie-
ren” im auBerschulischen Bereich in aller Regel keine rein mathematische
Tatigkeit ist, sondern meist einer transdisziplindren Kooperation mit Exper-
ten aus den zu modellierenden Gebieten bedarf. Das fiihrt dazu, dass im Ma-
thematikunterricht — wenn man der proklamierten Idee eines Modellierens
folgt — in nur beschriankter Weise ernsthaft modelliert werden kann. Zwar
sind facheriibergreifende Strukturen wie Projekte dafiir geeignet, jedoch
sind diese im Schulalltag aus vielerlei Griinden nur selten umsetzbar.

Nun gibt es bekanntlich im Mathematikstudium auch Lehrveranstaltungen
zum ,,Modellieren*, worauf Bandelt in seinem Beitrag kritisch-konstruktiv
eingeht. Solche Lehrveranstaltungen dienen dann aber genau genommen oft
nur dem sog. ,,Mathematischen Modellieren®.

Als Fazit zielt dieser Essay auf folgende Aussage: Das eigentlich ,,Ma-
thematische am Modellieren ist das Mathematisieren, das aber in seiner
technischen und handelnden mathematischen Bedeutung im Wesentlichen
ein Axiomatisieren ist.

2 Zum mathematischen Modellbegriff

Neben dem seit vielen Jahren engagiert propagierten Ziel eines ,,Modellie-
rens im Mathematikunterricht” — in Verbindung mit der Bildung von ,,Mo-
dellen — scheint in der Schule und auch im Studium zunehmend aus dem
Blick zu geraten oder schon geraten zu sein, dass seit gut einem Jahrhundert
mit ,,Modell” ein grundlegender Begriff der Mathematik bezeichnet wird,
der fern jeder auflermathematischen Anwendung zu sehen ist:

Im Rahmen der (in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts begonnenen
und dann in der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts weitergefithrten) Bemii-
hungen um eine axiomatische Grundlegung der Mathematik, basierend auf
der zugleich entwickelten axiomatischen Mengenlehre und der formalen
Logik, spielen ,,Modelle® eine wesentliche Rolle. Doch was ist hierbei
eigentlich unter einem ,,Modell* zu verstehen?



Oliver Deiser bietet in seinem aktuellen Werk eine intuitive Eingangs-
definition an: *
Ein Modell ist intuitiv eine Welt fiir ein mathematisches Axiomensystem, ein

Bereich von Objekten, innerhalb dessen die Axiome gelten, oder etwas weniger
hochgestochen, ein konkretes Beispiel.

So ist z. B. (M, ) mit M :={-1, 1} und der normalen Multiplikation eine
(wenn auch recht triviale) Gruppe, denn alle Gruppenaxiome werden ,,er-
fullt™ (sie gelten ohne Ausnahme). (M, -) ist somit ein Modell fiir das Axio-
mensystem einer Gruppe. Damit konnen sich die Gruppenaxiome logisch
nicht widersprechen: Ein solches Axiomensystem heiflt daher widerspruchs-
frei.

Andererseits gilt bekanntlich: Wird ein neues Axiomensystem (wie auch
immer) gebildet, und gelingt es ohne Konstruktion eines Modells, zu bewei-
sen, dass dieses System widerspruchsfrei ist, so weill man, dass ein Modell
existiert, auch wenn noch kein einziges konkret gefunden wurde.

Beispielsweise fiihrt etwa die Vorstellung eines ,,Kettenmodells*

OO0 s e

fiir die ,,Struktur der — wie auf einer nicht abbrechenden Perlenkette aufge-
fadelt gedachten — natiirlichen Zahlen zu den Dedekind-Peano-Axiomen. °

Ist dieses Axiomensystem widerspruchsfrei? Falls man zu akzeptieren
bereit ist, obige Visualisierung des Aufeinanderfolgens als ein konkretes
Modell aufzufassen, so ist man fertig.

Alternativ kann man versuchen, auf gesicherter Grundlage ein Modell zu
konstruieren. So erzeugte z. B. 1923 John von Neumann (1903 — 1957) ite-
rativ die Menge {J,{D},{T,{D}}, ... }, ° die erkennbar und beweisbar alle

Dedekind-Peano-Axiome erfiillt, wobei sich die Moglichkeit dieser Kon-
struktion auf die axiomatische Mengenlehre stiitzt. Sofern diese wider-
spruchsfrei ist, wiirde also ein Modell fiir das Dedekind-Peano-Axiomen-
system existieren, das damit ebenfalls widerspruchsfrei wére. Leider ldsst
sich die Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre nach einem grundlegenen
Satz von Kurt Godel aus dem Jahre 1931 nicht mit den Mitteln der Mengen-

* [Deiser 2010, 153]
Ausfiihrlich dargestellt in [Hischer 2012, 209 ff.].
® [Ebbinghaus 1983, 303]



lehre beweisen — obwohl die bekanntesten Axiomensysteme der Mengenleh-
re heute als widerspruchsfrei gelten. ’

Die Widerspruchsfreiheit der Dedekind-Peano-Axiome stiitzt sich also auf
die — nicht beweisbare — Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems der
Mengenlehre, wobei diese Axiome lediglich plausibel sind. Immerhin l&sst
sich (aufwendig) beweisen, dass je zwei Modelle fiir das System der Dede-
kind-Peano-Axiome isomorph sind, ® was bedeutet, dass sie sich nur in der
Schreibweise unterscheiden.

Die naturlichen Zahlen sind also einzigartig, und Entsprechendes gilt
z. B. fiir die reellen Zahlen. Solche Axiomensysteme, bei denen je zwei Mo-
delle isomorph sind, heiBen monomorph oder kategorisch. David Hilbert
bewies 1899 erstmalig, dass das Axiomensystem der euklidischen Geometrie
monomorph ist, und auch die Axiomensysteme fiir die reellen Zahlen sind
monomorph. Hingegen sind z. B. die Axiomensysteme fiir Gruppen, Ringe,
Korper und Vektorrdume nicht monomorph.

Was ist ein Axiomensystem? Man unterscheidet heute vielfach nicht mehr
zwischen Axiomen und Postulaten: Vereinfacht gesehen sind Axiome quanti-
fizierte Aussageformen, die als Grundsatze am Beginn einer axiomatisch be-
griindeten mathematischen Theorie stehen und die man akzeptiert, um sie fiir
deduktive Beweise so nutzen zu konnen, als wéren es wahre Aussagen. Das
(Er-)Finden und Aufstellen eines sinnvollen widerspruchsfreien Systems von
Axiomen als Grundlage einer mathematischen Theorie nennt man ,,Axioma-
tisieren®, so wie man z. B. eine konkrete Geometrie axiomatisiert.

Ergénzend sei angemerkt, dass ein Axiomensystem Vollstandig heif3t,
wenn es bei Hinzufligung eines weiteren Axioms, das mit den bereits vor-
handenen nicht beweisbar (also nicht ,,deduzierbar®) ist, widerspruchsvoll
wird und damit also kein Modell mehr besitzt. Beispiele hierflir sind die
Axiomensysteme fiir die reellen Zahlen und fiir die euklidische Geometrie.

7 [Ebbinghaus 1983, 306]
Beweis z. B. in [Hischer 2012, 226], eine Definition dieser ,,Jsomorphie* findet sich
dort zuvor.



3 Modellierung in der Mathematik

,Modell“ und ,,Modellierung* sind aktuelle und etablierte Termini in der
Didaktik der Mathematik. Jedoch scheint beides nichts mit dem zu tun ha-
ben, was in der Mathematik unter einem Modell eines Axiomensystems ver-
standen wird. Oder etwa doch? Wird innerhalb der Mathematik modelliert?
So zeigt sich zunéchst, dass in Bezug auf Axiomensysteme Modelle in der
Mathematik unter den folgenden beiden Aspekten auftreten:
(1) Axiomatisierung:
,,Modell“ als axiomatisch zu beschreibende vorhandene Leitstruktur.
Ziel: Entwicklung eines (widerspruchsfreien) Axiomensystems, dem diese
Leitstruktur geniigt.
(2) Verifizierung:
,,Modell als (zu findende oder zu konstruierende) konkrete Teststruktur,
die ein vorliegendes Axiomensystem erfiillt.
Ziel: Uberprifung eines gegebenen Axiomensystems auf Widerspruchs-
freiheit.

Ein Beispiel fiir (1) ist das o. g. Kettenmodell der natiirlichen Zahlen (das
dann zum Dedekind-Peano-Axiomensystem fiihrt), hingegen ist das von-
Neumann-Modell {&,{J},{T,{T}}, ... }ein Beispiel fiir (2).

Und was wire nun in der Mathematik unter ,,Modellieren* zu verstehen?
— Sprachlich ist das zundchst eindeutig: Modellieren ist die Herstellung
eines Modells. Aber ,,Modell wovon‘?

Wenn man im Fall (2) zu einem vorliegenden Axiomensystem ein Modell
konstruiert oder dieses findet, so hat man damit wohl im Wortsinn etwas
modelliert. Im Fall (1) hingegen liegt bereits ein Modell vor, das nun axio-
matisiert worden ist.

Wenn dann auf diese Weise ein so entstandenes Axiomensystem auf die
Existenz weiterer (und moglichst nicht-isomorpher) Modelle untersucht
wird und solche gefunden werden, so hat man aber auch hier modelliert
(Modelle erzeugt). Und hat man dabei tatsidchlich nicht-isomorphe Modelle
gefunden, die nicht den Erwartungen entsprechen, so kann man versuchen,
dem durch Modifikation dieses Axiomensystems abzuhelfen: Es wird dann
wieder axiomatisiert.



Diese Aktionen des Modellierens und Axiomatisierens kénnen aufeinander
folgen, was Assoziationen an den ,,Modellierungskreislauf wecken mag, den
Bandelt aber als ,,Ablauf* bezeichnet, denn der , Kreislauf*

hatte eigentlich einen engeren Kontext und wurde von den Mathematikdidaktikern

verabsolutiert. Ich wiirde selbst nie von einem Kreislauf sprechen wollen. Und ein

,Ablauf* kann je nach Gebiet etwas anders sein. ?

Nun geht es in der Axiomatik nicht um ,,Anwendung der Mathematik auf
den Rest der Welt“, denn so ein Modellierungsablauf ist hier (zumindest zu-
ndchst) nur innermathematisch relevant. Dieser Aspekt des Modellierens
spielt aktuell in der Didaktik der Mathematik expressis verbis keine Rolle.

Vielmehr geht es dann dort meist um die Untersuchung von auflermathe-
matischen Phdnomenen und Situationen usw. mit Hilfe der Mathematik:
Man macht sich ein erstes ,,Bild“ von einem bestimmten Ausschnitt der
,Realitdt”, bildet sich also ein gedachtes Modell von diesem Ausschnitt (ei-
nem ,,Realmodell‘), um dieses dann mathematisch zu beschreiben, was also
ein Mathematisieren ist — und zunéchst als Umkehrung und dann sogar als
Erweiterung von ,,Anwendung® auffassbar ist. Das so gebildete mathemati-
sche Modell besteht dann i. d. R. aus einem System von Gleichungen, Un-
gleichungen, Differentialgleichungen, ..., ergdnzt um Anfangs- und Rand-
bedingungen — und das sind quantifizierte Aussageformen.

Ein solches System quantifizierter Aussageformen ist damit strukturell
wie ein Axiomensystem aufzufassen, das sich im Modellierungsablauf bei der
Verifikation mit Bezug auf die ,,Realitdt” entweder als widerspruchsfrei (und
damit als ,,passend*) oder widerspruchsvoll (also ,,unangemessen‘ im Sinne
von ,,nicht passend*) zu erweisen hat, um dann ggf. bedarfsweise angepasst
und ,,verbessert* zu werden.

Da das ,,Mathematisieren® (also das mathematische Modellieren) in der
auBlerschulischen Praxis nur ein Teil des (umfassenderen!) dort praktizierten
,Modellierens* ist, kann festgestellt werden:

These 1: ,,Mathematisches Modellieren** entspricht in technisch-formaler
und handelnder Hinsicht dem ,,Axiomatisieren®.

These 2: ,,Modellieren* ist jedoch in der Regel allein aus der Mathematik
heraus nicht leistbar.

? Hans-Jiirgen Bandelt, Univ. Hamburg, in einer Mitteilung an mich vom 23. 09. 2015.

g



These 1 wurde bereits ausfiihrlich begriindet. These 2 wird schon dadurch
einleuchten, dass einerseits zwingend solide Fachkenntnisse aus dem Fach-
gebiet oder den Fachgebieten des zu ,,modellierenden* Phdnomens erforder-
lich sind, was in der Praxis in aller Regel eine transdisziplindre Zusammen-
arbeit erfordert (s. 0.), weil Mathematiker nur selten iiber eine je notwendige
solide situative Expertise verfiigen (konnen). Und andererseits verfiigen Ex-
perten aus dem zu modellierenden Themenbereich meist nicht iiber erforder-
liche umfangreiche mathematische Kenntnisse.

Liegt jedoch z. B. ein Phdnomen oder eine Situation aus der Physik vor, so
ist eine Modellierung meist ohne Beteiligung von Mathematiker(inne)n zu
bewerkstelligen, weil in der (forschenden) Physik die dazu erforderliche
Mathematik zum Alltagswerkzeug gehort bzw. dort erst entwickelt wird —
die Physik hat sogar wesentlich zur (Weiter-)Entwicklung der Mathematik
beigetragen: So fiihrte etwa die in der Physik erfundene Diracsche Delta-
funktion zur Entwicklung der nunmehr mathematischen Theorie der Distri-
butionen, und Ahnliches gilt fiir andere mathematische Gebiete wie z. B. fiir
die Differentialgleichungen.

4 Modellierung in der Physik

Die Physik ist diejenige Disziplin, in der ,,aus eigener Kraft™ par excellence
modelliert (und zwar nicht nur mathematisch modelliert!) wird und werden
kann, und der Modellierungsablauf wird in der Physik wie selbstverstind-
lich praktiziert. So sind die in der Physik iiblichen und typischen ldealisie-
rungen physikalischer Situationen (wie z. B. Massenpunkt und Fadenpendel)
stets Modellierungen.

Auch z. B. der elektrische Widerstand und der elektrische Strom sind iiber
Modellvorstellungen zu erfassen, die sich erst bewédhren mussten (oder auch
nicht). Ferner denke man an erste ,,Atommodelle* (Demokrit, Dalton, Bohr)
und (zunichst) gegensitzliche Modellvorstellungen von ,,Licht* (,,Teilchen
vs. Welle®), die erst spéter ,,versohnt* werden konnten. Und die im 19. Jahr-
hundert giingige Modellvorstellung eines fiktiven , Athers® musste spiter
komplett verabschiedet werden.

Hervorhebenswert sind ferner interpretierende und weiterfithrende Theo-
rien wie die Relativitdtstheorie (mittels Modellvorstellung und vor allem mit
wesentlicher mathematischer Modellierung), die bis dahin ungeahnte Vor-

_8—



hersagen moglich machte — und zuletzt die Theorie von Peter Higgs, der in
seiner Theorie in den 1960er Jahren das nach ihm benannte neue ,, Teilchen*
(,,Higgs-Boson*) vorhersagte, dessen Existenz dann 2013 endlich experi-

mentell bestétigt werden konnte, wofiir er im selben Jahr den Nobelpreis er-
hielt.

o Modellierungen sind wesentliche Triebfedern zur Weiterentwicklung der

Physik!

Ohne Mathematik wéren viele wichtige physikalische Phdnomene nicht mo-
dellierbar gewesen, allerdings hitten viele mathematische Modelle auch
nicht allein aus der Mathematik heraus entstehen konnen — denn hier liegen
Realmodell und Mathematisierung fachlich quasi ,,in einer Hand*.

Es ist noch anzumerken, dass bis in die zweite Halfte des 20. Jahrhunderts
hinein eine enge (auch personal reprisentierte) Verwandtschaft zwischen
Mathematik und Physik bestand, was sich auch darin zeigte, dass beide Dis-
ziplinen universitdr zur selben Fakultit oder zum selben Fachbereich gehor-
ten, was heute nicht mehr der Normalfall ist — und entsprechend gehort es
heute nicht mehr zum Normalfall, dass Physik ein tlibliches Zweitfach fiir
Mathematiklehrkrifte ist (und vice versa).

5 Heinrich Hertz: Modellieren als Axiomatisieren

Das Bewusstsein fiir Modellierung in der Physik wird dem genialen, friih
verstorbenen Physiker Heinrich Hertz (1857 — 1894) mit seinem 1894 post-
hum erschienenen fundamentalen Werk ,,Die Prinzipien der Mechanik in
neuem Zusammenhange dargestellt* zugeschrieben. Er spricht allerdings
nur selten expressis verbis von ,,Modell*“: zweimal in der 49 Seiten umfas-
senden Einleitung, dann allerdings 29-mal im ,,Zweiten Buch* beim drei
Seiten umfassenden Thema ,,Dynamische Modelle*, und sonst nirgends ex-
plizit, sondern nur implizit.

Gemal Hertz machen wir uns ,,(Schein-)Bilder von den ,,auleren Ge-
genstanden* als ,,unsere Vorstellungen von den Dingen*, die ,,wie Model-
le* anzusehen sind, so dass wir daraus ,,Folgen** vorhersagen konnen.

,Modell* ist hier offenbar zunéchst als konkretes, fassbares Objekt (wie
z. B. ein Flugzeugmodell) anzusehen, das beispielhaft und anschaubar fiir
etwas anderes ,,Reales* (bzw. auch fiir etwas ,,Gedachtes*) steht, wodurch
,,Modell*“ schliellich zur Metapher auch fiir etwas nicht Greifbares wird.

—9_



Hertz® Darstellung ist streng mathematisch aufgebaut und erscheint wie
eine axiomatisch aufgebaute Theorie. Dazu passen insbesondere seine le-

senswerten Ausfithrungen beispielsweise zu ,,Dynamischen Modellen®. "

6 Fazit

Eine Analyse sowohl des fiir die Wissenschaft Mathematik innermathema-
tisch typischen Axiomatisierens als auch des fiir Anwendungen der Mathe-
matik auf auBermathematische Fragestellungen zunehmenden mathemati-
schen Modellierens (durch ,,Mathematisierung der Wissenschaften®, s. 0.)
zeigt, dass zwischen beiden Vorgehensweisen kein grundséatzlicher techni-
scher Unterschied besteht, dass jedoch bei der Anwendung dieses Modellie-
rens auf den ,,Rest der Welt* meist nicht-mathematische Fachkenntnisse er-
forderlich sind, die in der auflerschulischen Praxis vornehmlich Uber trans-
disziplindre Zusammenarbeit einzubringen sind.

Im Mathematikunterricht ist fiir das Modellieren realer Situationen dem-
entsprechend prinzipiell eine fachlibergreifende projektartige Zusammenar-
beit erforderlich, die oft nur schwer realisierbar sein wird. Nur bei gilinstigen
personellen und thematischen Situationen wird ein solches ,,Modellieren im
Mathematikunterricht gelegentlich auch ohne einen solchen Fachiibergriff
redlich moglich sein. Dies ist beispielsweise bei geometrienahen oder man-
chen stochastischen Situationen denkbar.

Fiir einen kreativen, die individuellen Féhigkeiten und Interessen der
Schiilerinnen und Schiiler férdernden und fordernden gymnasialen Mathe-
matikunterricht bendtigen wir aber auch Freiheit im Bildungsprozess in Ver-
bindung mit dem Vertrauen auf fachliche Expertise der Lehrkrifte, um es zu
ermdglichen, ein Thema wie ,,Modellieren* ggf. anders als tliber ,,Realbe-
zug* zu behandeln und damit nicht nur die Niitzlichkeit der Mathematik zu
betonen, sondern auch deren Schonheit.

So wird hier abschliefend die These vertreten, dass die Technik des ma-
thematischen (!) Modellierens (also das Mathematisieren auf der Basis eines
vorliegenden ,,Realmodells* wie z. B. des erwdahnten Kettenmodells fiir die
natiirlichen Zahlen) im Mathematikunterricht auch durch Erfahrung und

10 [Hertz 1894, 197]
'S0 z. B. endliche Geometrien wie die ,,Miihlegeometrie* in [Schupp 2002, 331 — 339].
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Ubung im Axiomatisieren (als einem tastenden, nicht aber starr und geradli-
nig ablaufenden Prozess) erlernbar ist. Bereits in den 1960er und 1970er
Jahren wurden in der Didaktik der Mathematik viele Vorschlidge zu entspre-
chenden Axiomatisierungsiibungen entwickelt.

Damit wird man dann — so die hiermit intendierte Hoffnung — die von
Bandelt so bezeichneten und kritisierten ,,Scheinmodellierungen‘ vermeiden
und zugleich aber gemill Arnold Kirsch ,,intellektuell ehrlich* vorgehen
konnen: 2

Intellektuell ehrliches Argumentieren ist auf vielen Niveaus mdglich. Was wir fordern
ist, daf} das einmal beanspruchte Niveau des Argumentierens im Unterricht durchge-
halten wird, ja bei Bedarf gesteigert — und nicht nach einigen Alibi-Stunden wieder
preisgegeben wird.
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