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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit entwickelt auf Grundlage der Methode der finiten Elemente
automatiserte Modellordnungsreduktionsverfahren, die eine schnelle und zuverlassi-
ge Charakterisierung passiver Mikrowellenstrukturen in Abhéngigkeit der Frequenz
ermoglichen. Es werden Strategien und Abbruchkriterien fiir Mehrpunkt-Verfahren
untersucht, die sich auf Anregungsprobleme und Wellenleiterformulierungen anwen-
den lassen.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist ein effizient auszuwertender a-posteriori-Feh-
lerschitzer fiir Einpunkt-Verfahren im Zusammenhang mit verlustlosen Systemen.
Hierbei werden die Komponenten des ordnungsreduzierten Modells in zwei komple-
mentédre Anteile aufgespalten: der erste Anteil ist aufgrund der Krylov-Unterraum-
Iterationen hinreichend exakt bestimmt, der zweite Anteil kann mit Hilfe des bekann-
ten Konvergenzverhaltens der Krylov-Verfahren abgeschitzt werden. Durch Wieder-
verwendung von Zwischenergebnissen und Anwendung schneller Auswerteverfahren
kann der Rechenaufwand fiir den Fehlerschitzer im Verhiltnis zum gesamten Mo-
dellordnungsprozess gering gehalten werden.

Anwendungsbeispiele belegen die Zuverléssigkeit und Effizienz der vorgestellten An-
satze.

iii



v




Abstract

The present work develops automated model-order reduction techniques, which ena-
ble a fast and reliable characterization of passive frequency-dependent microwave
structures. The investigated strategies and stopping criteria for multipoint methods
are applicable to driven problems as well as waveguide formulations.

The main result of this work is given by an efficient a posteriori error estimator for
single-point methods in combination with lossless systems. The fundamental idea
of the presented approach lies in the separation of the components of the reduced
model into two complementary parts: the first part is sufficiently approximated due
to Krylov subspace iterations and seen to be exact. For the second part a lower bound
of the error can be estimated using well-known convergence characteristics of Krylov
subspace methods. Due to re-utilization of intermediate results and application of
fast evaluation methods, the overall computation costs are low compared to the
expense of the entire model order reduction process.

Real-world examples demonstrate the reliability and efficiency of the methods pre-
sented.
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Kapitel 1

Einleitung

Elektromagnetische Wellenphédnomene sind in technischen Anwendungen von im-
mer groferer Bedeutung. Neben den klassischen Anwendungsfeldern in der Hoch-
frequenztechnik, wie beispielsweise der Auslegung von Antennen und deren Speise-
netzwerke, erlangt die Untersuchungen der Welleneigenschaft elektromagnetischer
Felder zunehmend auch in anderen Bereichen an Bedeutung. So wird beispielsweise
bei der Entwicklung integrierter Schaltkreise und bei Untersuchungen im Zusam-
menhang mit elektromagnetischer Vertriglichkeit die Analyse der Wellenph&nome
unverzichtbar. Die dabei betrachteten Strukturen besitzen iiblicherweise komplizier-
te Geometrien und setzen sich aus einer Vielzahl von Einzelkomponenten zusammen,
weshalb in der Regel keine analytischen Ansétze verfolgt werden kénnen. Stattdessen
muss die Behandlung mit numerischen Verfahren erfolgen.

Bei den numerischen Methoden sind Integralgleichungs- und Differenzialgleichungs-
verfahren zu unterscheiden. Erstere kommen insbesondere bei Anwendungen zum
Einsatz, bei denen die Abstrahlungscharakteristik flichenhafter Quellen zu bestim-
men ist. Sobald jedoch inhomogene Materialien auftreten wird eine Volumendis-
kretisierung erforderlich. Das Bestimmen der Losung des zugehorigen linearen Glei-
chungssystems ist aufgrund der vollbesetzten Matrix daher schon fiir einfache Struk-
turen sehr rechenintensiv. Zur Ausdiinnung der Matrizen und damit zur Steigerung
der Effizienz von Integralgleichungsverfahren existieren jedoch wirkungsvolle Verfah-
ren, wie die fast multipole Methode [Rok85|, adaptive cross-approximation [Beb00]
und H-Matrizen [Hac99).

Differenzialgleichungsverfahren hingegen diskretisieren nicht Quellen sondern Felder
und sind somit grundsétzlich nur auf beschrinkte Gebiete anwendbar. Abstrah-
lung in den Freiraum lésst sich durch Kopplung mit Integralgleichungsverfahren
oder durch N&herungen wie absorbierende Randbedingungen [EM77|, [BT80], in-
finite Elemente [Bet77| oder perfectly matched layers [SKLL95| beriicksichtigen.
Differenzialgleichungsverfahren werden in der Regel als Teilbereichs- oder Kolloka-



2 Einleitung

tionsmethoden ausgefiihrt, die auf schwachbesetzte Matrizen fiihren. Innerhalb der
Differenzialgleichungsverfahren kann zwischen den Zeitbereichs- und den Frequenz-
bereichsverfahren unterschieden werden.

Im Zeitbereich kommen oftmals die Methode der Finiten Differenzen (FD) [Yee66],
[THO5] oder die Finite Integrationstechnik (FIT) [Wei96| zum Einsatz, weil diese
explizite Zeitschrittverfahren erlauben und daher keine Matrixfaktorisierungen be-
notigen.

Im Frequenzbereich hingegen ist die Methode der finiten Elemente (FE) [SE73] weit
verbreitet. Diese beruht im Gegensatz zu den meisten Zeitbereichsverfahren auf un-
strukturierten Gebietsdiskretisierungen und bietet daher wesentlich hohere Flexibili-
tat in der Modellierung von Geometrie und Materialeigenschaften. Zudem lassen sich
durch Ansatzfunktionen hoherer Ordnung bessere asymptotische Konvergenzraten
erzielen als mit FD-Verfahren. Durch die Einfiihrung diskontinuierlicher Galerkin-
verfahren [RH73| hat sich die FE-Methode auch im Zeitbereich zu einem iiberaus
leistungsfihigen Losungsansatz entwickelt.

In dieser Arbeit werden lineare zeitinvariante Materialeigenschaften vorausgesetzt.
Dies erlaubt eine Beschreibung der Problemstellung im Frequenzbereich und damit
die Verwendung finiter Elemente. Die FE-Diskretisierung der im Weiteren betrachte-
ten Anregungsprobleme fiihrt auf frequenzabhéngige lineare Gleichungssysteme mit
hunderttausend bis einigen Millionen Unbekannten. Die Losung solcher Systeme in
einem einzigen Frequenzpunkt ist mit entsprechend ausgestatteten Computern und
Verwendung effizienter Algorithmen in akzeptabler Zeit zu bewerkstelligen. Hierbei
konnen direkte [Met|, [Par| oder (semi-)iterative [HFDEO03], [HFDEO04] Verfahren
eingesetzt werden. Vielfach ist jedoch in Anwendungen nicht das elektromagnetische
Feld fiir einen Frequenzpunkt, sondern vielmehr das breitbandige Systemverhalten
von Interesse. Zur Bestimmung des Frequenzgangs fiir eine feste Bandbreite muss
das Systemverhalten an hinreichend vielen Frequenzstiitzstellen ausgewertet werden.
Nur so konnen auch schmalbandige Effekte dargestellt werden. Das Losen des zuvor
genannten Gleichungssystems fiir alle einzelnen Frequenzstiitzstellen ist bereits fiir
einfache Strukturen mit einem hohen numerischen Aufwand verbunden. Im Rahmen
von Optimierungen, wird dieser Ansatz zusitzlich unattraktiv, da hierbei die Zahl
der Systemauswertungen leicht im Bereich von mehreren Zehntausend liegt.

Hier bieten Verfahren der Modellordnungsreduktion elegante Moglichkeiten, diese
Einschrankungen zu vermeiden. Ein wichtiger Vertreter im Bereich der Modellord-
nungsreduktion ist durch das balancierte Abschneiden [Moo81] gegeben, welches auf
Singularwertzerlegungen der Operatoren basiert. Die Vorteile dieses Ansatzes lie-
gen in der Existenz globaler Fehlerschranken [Glo84| und der gesicherten Stabilitét
des ordnungsreduzierten Modells. Allerdings sind beim balancierten Abschneiden
vollbesetzte Lyapunov-Gleichungen zu l6sen, weshalb schon fiir Systemdimensionen
von wenigen Tausend Freiheitsgraden der Rechenaufwand sehr hoch ist. Ansétze, die
die Anwendung des balancierten Abschneidens auch auf Systeme hoherer Ordnung



erlauben, werden beispielsweise in [LW02] und [Ben04] vorgestellt.

Einen anderen Ansatz stellen die Projektionsverfahren dar. Bei diesen werden ord-
nungsreduzierte Modelle generiert, bei denen die Ubertragungsfunktion und gegebe-
nenfalls auch deren Ableitungen mit dem Originalmodell in einer definierten Anzahl
von Stiitzstellen tibereinstimmen. Anstatt einer Singuldrwertzerlegung sind lediglich
Matrix-Vektor-Multiplikationen oder Vorwérts-/Riickwértseinsetzungen faktorisier-
ter Matrizen zu berechnen. Da die beteiligten Matrizen in vielen Anwendungen
diinnbesetzt sind, konnen diese Verfahren auch fiir sehr hochdimensionale Syste-
me effizient eingesetzt werden. In Abhéngigkeit der Anzahl der Stiitzstellen werden
Einpunkt- und Mehrpunktverfahren unterschieden. Die ersten Ansétze dieser Art
[PRI0], [SCNZ94] sind Einpunktverfahren, die den Momentenabgleich explizit voll-
ziehen. Neuere Methoden [FF95] basieren auf Projektion und nutzen Krylov-Unter-
raumverfahren, um numerische Stabilitit zu gewahrleisten. Eine weitere Steigerung
der Robustheit lasst sich durch die Kombination von Einpunkt- und Mehrpunktver-
fahren erzielen [Gri97|. Die frithen Ansétze der momentenabgleichenden Verfahren
setzen eine lineare Parametrisierung der Systemmatrix voraus. Die Verfahren geméafs
[SLLO3b], [BS05a|, [SLO6] erlauben auch eine quadratische oder allgemein polyno-
miale Abhéngigkeit der Systemmatrix von einem Parameter. Ist die Systemmatrix
von mehreren Parametern in unterschiedlichen Potenzen abhingig, konnen multiva-
riate Verfahren [Far(7] eingesetzt werden.

Aus der Berechnung ordnungsreduzierter Modelle der zweiten Kategorie resultie-
ren keine unmittelbaren Fehlerschranken. Als sehr effizient haben sich inkrementel-
le Abbruchkriterien [SLLO02|, [RRMO09], [SFDE09| bzw. heuristische Fehlerschétzer
[BSSY99| erwiesen. In Kapitel 5 werden entsprechende Kriterien im Zusammen-
hang mit Mehrpunktverfahren diskutiert, unterschiedliche Strategien gegeniiberge-
stellt und die Leistungsfihigkeit im Bereich der FE-Simulation elektromagnetischer
Felder analysiert.

Inkrementelle Abbruchkriterien und auch heuristische Fehlerschétzer sind zwar gute
Indikatoren, um die Qualitit des ordnungsreduzierten Modells einschitzen zu kon-
nen, eine garantierte Fehlerschranke liefern sie aber nicht. In [CHMR10] und [PS10]
werden a-posteriori-Fehlerschdtzer vorgeschlagen, die dieser Einschrankung nicht
unterliegen. Allerdings ist die Bestimmung der Fehlerschranke mit diesen Verfahren
sehr rechenintensiv und dominiert schon bei wenig komplexen Anwendungen den
gesamten MOR-Prozess. In Kapitel 6 wird daher ein neuer Fehlerschétzer fiir linear
parametrierte Systeme vorgestellt. Diese Systemklasse stellt in technischen Anwen-
dungen einen wichtigen Spezialfall dar, beispielsweise bei der Modellierung verlustlo-
ser elektromagnetischer Strukturen. Der vorgestellte a-posteriori-Fehlerschatzer lie-
fert eine beweisbare Fehlerschranke und ist numerisch effizient zu berechnen. Sowohl
Speicheranforderung als auch Gesamtrechenzeiten sind im Vergleich zum gesamten
MOR-Prozesses als gering zu bewerten. Numerische Beispiele belegen die Zuverlés-
sigkeit und Effizienz des Verfahrens.
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Kapitel 2

Modellierung passiver
Mikrowellenstrukturen

2.1 Passive Mikrowellenstrukturen

Die Hochfrequenztechnik beschreibt elektromagnetische Phéinomene, bei denen die
auftretenden Wellenlédngen dhnlich der Abmessungen der untersuchten Strukturen
sind. Die Welleneigenschaft der elektromagnetischen Feldgrofen kann unter diesen
Gegebenheiten nicht vernachlissigt werden. Ein typisches Anwendungsfeld ist durch
die Mikrowellentechnik gegeben. Aufgrund des Verhéltnisses von Wellenléinge und
Bauteilgrofe sowie der zu iibertragenden Leistungen stellen hier Hohlleiterstruktu-
ren geeignete Schaltungselemente dar. Es existieren unterschiedliche Angaben zur
Abgrenzung des Mikrowellenfrequenzbereichs. Fiir technische Anwendungen wird
tiblicherweise der Bereich von 300 MHz bis 300 GHz genannt [Poz05, S. 1]. Die im
Folgenden behandelten Untersuchungen beschrinken sich ausschlieflich auf passive
Mikrowellenstrukturen, welche schematisch durch das in Abbildung 2.1 dargestellte
Modell beschrieben werden kénnen. Hierbei weist das beschriankte Feldgebiet

QCcRYde {23}, (2.1)

Bereiche ortlich variierender Materialeigenschaften auf, die durch die Materialten-
soren der magnetischen Permeabilitit p, der elektrischen Permittivitdt € und der
elektrischen Leitfdhigkeit o beschrieben werden. Dariiber hinaus ist der geschlosse-
ne Rand

F — FWGUFRUFDUFN (2.2)

Y
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Abbildung 2.1: Modales Mehrtor mit Randbedingungen.

von () als Vereinigung disjunkter Teilmengen gegeben. Die Randsegmente représen-
tieren hierbei die folgenden Eigenschaften:

[Nwa ... Tor bzw. Wellenleiter,

s ... Abstrahlung in den Freiraum,
I, ...idealer elektrischer Leiter

I'x ...1dealer magnetischer Leiter.

Die Randsegmente selbst konnen wiederum durch eine Vereinigung nicht zusammen-
hingender Teilmengen gegeben sein, also

r,= U Fg), T € {WG, R, D, N}, N* e N. (23)

i€{1,2,..,N*}

Elektromagnetische Felder in {2 werden iiber Quellen im Feldgebiet und iiber Feld-
belegungen auf dem Rand I' angeregt.

In den nachfolgenden Abschnitten wird ausgehend von dem System der Maxwell-
Gleichungen ein Randwertproblem hergeleitet, welches den Ausgangspunkt fiir die
rechnergestiitzte Feldsimulation darstellt.
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2.2 System der Maxwell-Gleichungen

Bei klassischen Betrachtungen werden die elektromagnetischen Felder in einem Ge-
biet €2 durch das System der Maxwell-Gleichungen beschrieben. Im Zeitbereich lau-
ten diese in differenzieller Form

oB
= —— 2.4
V xE& 5 (2.4a)
Vx?—L:J—l—aa—lt), (2.4b)
V- -D =y, (2.4¢)
V-B=0, (2.4d)

wobei € die elektrische Feldstirke, H die magnetische Errequng, B die magnetische
Flussdichte und D die elektrische Verschiebungsdichte bezeichnen. Die elektrische
Stromdichte

T=T+J. (2.5)

lasst sich in die Leitungsstromdichte J; und die eingeprdgte Stromdichte J . un-
terteilen, wobei letztere — wie auch die Raumladungsdichte ¢ — zu den Quellgrofen
zu zahlen ist. Dariiber hinaus kann auf makroskopischer Ebene der Einfluss un-
terschiedlicher Materialien mittels der Konstitutivgleichungen ausgedriickt werden.
Unter der Voraussetzung, dass kein magnetisches Gedéchtnis vorliegt und sich die
Materialeigenschaften linear verhalten, gilt

D =c€, (2.6a)
B=uH, (2.6b)
Ji =o€ (2.6¢)

Hierin sind p, € und o als ortsabhingige Materialtensoren zu verstehen, die die
Feldgrofsen € und H auf die entsprechenden Flussgrofen D, B und J abbilden.
Im Vakuum vereinfachen sich die Materialtensoren € und p zu skalaren, orts- und
richtungsunabhingigen Groéfsen

€0, Mo € Ra (27)

was die Darstellung
£ = €&, und (2.8a)
b= [oftr (2.8b)

mit den relativen Materialtensoren ¢, bzw. p, erlaubt. Fiir die weiteren Betrachtun-
gen werden isotrope Materialien angenommen, bei denen die Materialeigenschaften
zwar orts- aber nicht richtungsabhéngig sind. Damit vereinfachen sich die Material-
tensoren zu skalarwertigen Funktionen. Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren
sind ebenfalls uneingeschrinkt anwendbar, wenn fiir die vorkommenden Materialien
gilt:



8 Modellierung passiver Mikrowellenstrukturen

e ¢, und pu, sind durch symmetrisch positiv definite Tensoren gegeben.

e o ist durch einen symmetrisch positiv semi-definiten Tensor beschrieben.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden die Materialbeziehungen (2.6) als linear
und zeitinvariant angenommen, was die Beschreibung der Maxwell-Gleichungen im
Frequenzbereich erlaubt. Die Zeitabhingigkeit der Feldgrofen ist dann in der Form
e/“t mit der imaginiren Einheit j := /=1 und der Kreisfrequenz w darstellbar. Die
Zeitableitungen lassen sich in diesem Fall geméfs der Vorschrift

0 :
5 v (2.9)

algebraisieren, so dass die Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich die Form

V x E=—juwB, (2.10a)
VxH=J+ jwD, (2.10b)
V.-D =p, (2.10c)
V-B=0 (2.10d)

annehmen. Hierin stellen E, H, D, B, J, p die den Feldgrofen £, H, B, D, J, o ent-
sprechenden Phasoren dar. Fiir die Phasoren gelten die Materialbeziehungen (2.6)
in unveranderter Weise:

D =c¢F, (2.11a)
B = uH, (2.11b)
J, =0E. (2.11c)

Die Algebraisierung der Zeitableitung ist insbesondere bei der numerischen Behand-
lung der Maxwell-Gleichungen im Zusammenhang mit der Finite-Elemente-Methode
von elementarer Bedeutung. Die folgenden Herleitungen basieren daher ausschliefs-
lich auf der Darstellung im Frequenzbereich.

2.3 Die vektorielle Helmholtz-Gleichung

Das System der Maxwell-Gleichungen ldsst unter Einbeziehung der Konstitutivglei-
chungen die Eliminierung einer Feldgrofe zu, so dass ein Randwertproblem in nur
einer unbekannten Feldgrofe formuliert werden kann. Hierzu wird (2.11b) in (2.10a)
eingesetzt und anschlieRend der Operator V x p~! angewendet. Dies fiihrt auf die
vektorielle Helmholtz-Gleichung in der Unbekannten E,

V x p 'V x E+ jwoE — w?eE = —jwd.,. (2.12)
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Das System partieller Differenzialgleichungen erster Ordnung wird damit in eine
partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung iiberfiihrt. Vollig analog kann auch
eine Formulierung in der magnetischen Erregung H als unbekannte Grofe beschrie-
ben werden. Fiir die weiteren Betrachtungen wird aus Griinden der Vereinfachung
eine Parametrisierung mit der Freiraumwellenzahl

k?() = W+/Eplo (213)

gewahlt. Wird aukerdem der Freiraumwellenwiderstand

o= |2 (2.14)
€0

eingefiihrt, kann die vektorielle Helmholtz-Gleichung mit (2.8) in der Form

V x 41, 'V % E + jkonoo E — kje, E = —jkonoJ . (2.15)

geschrieben werden. Die in dieser Arbeit betrachteten elektromagnetischen Problem-
stellungen werden fiir die numerische Behandlung stets auf die E-Feld-Formulierung
zuriickgefiihrt, die auf der Differenzialgleichung (2.15) basiert.

2.4 Randbedingungen

Entsprechend der Darstellung in Abbildung 2.1 liegen bei der betrachteten Pro-
blemstellung unterschiedliche Randbedingungen vor. Deren physikalischer Hinter-
grund und die entsprechenden mathematischen Modellierungen werden nachfolgend
beschrieben.

2.4.1 Ideal elektrische Leiter

In Korpern ideal elektrischer Leitfdhigkeit verschwinden alle elektromagnetischen
Felder. Entsprechend verschwindet auch an der Grenzfliche zu idealen Leitern die
Tangentialkomponente von E. Diese Figenschaft ldsst sich mathematisch als homo-
gene Dirichlet-Randbedingung formulieren,

nx(Exn)=0 auf I'p,. (2.16)

Hierin bezeichnet n den aus dem Gebiet () zeigenden Einheitsnormalenvektor.
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2.4.2 1Ideal magnetische Leiter

Ideal magnetisch leitende Randbedingungen werden zur Modellierung von Symme-
trien eingesetzt, wenn a priori feststeht, dass an der gewdhlten Symmetrieebene die
Tangentialkomponente der magnetischen Erregung H verschwindet:

A x (1, 'V x E) x fi = —jkonefe x (H x 7)) =0 auf T'y. (2.17)

Entsprechend ist die Grenzfliche zu einem idealen magnetischen Leiter als homogene
Neumann-Randbedingung zu verstehen.

2.4.3 Absorbierende Randbedingung

Differenzialgleichungsverfahren, wie die in dieser Arbeit behandelte FE-Methode, ba-
sieren auf der Diskretisierung des Feldgebiets €2, also einer beschrinkten zusammen-
hingenden Teilmenge in R?. Tritt Abstrahlung in den Freiraum auf, so ist diese bei-
spielsweise durch Kopplung mit Integralgleichungsverfahren zu bestimmen [HEL94|,
|ZVLO06|. Fiir den Fall des Modellproblems in Abbildung 2.1 sind die Feldverlaufe
aufserhalb von €2 nicht von Interesse. Hier ist die Abstrahlung nur im Sinne einer
Verlustleistung zu betrachten. Daher ist es ausreichend kiinstliche Randbedingun-
gen zu modellieren, die auftreffende elektromagnetische Wellen absorbieren. In der
vorliegenden Arbeit werden daher absorbierenden Randbedingungen erster Ordnung
(ABC: absorbing boundary condition) zur Beschreibung von Abstrahlungen in den
Freiraum herangezogen |[Pet88|. Hierbei werden im Sinne einer homogenen Robin-
Randbedingung

"ZUh x (B x f) —noH x =0 auf I'y (2.18)

die Tangentialkomponenten von E und H iiber den Feldwellenwiderstand des Frei-
raums 1 in Bezug gesetzt und somit senkrecht einfallende ebene Wellen ideal ab-
sorbiert.

Mit absorbierenden Randbedingungen kann vollig analog auch Abstrahlung in an-
dere, nichtleitende Medien mit ¢,, i, # 1 modelliert werden. Hierbei ist lediglich der

Wellenwiderstand des Mediums n := 1 ‘6‘— mitzufithren. Fiir weitere Anséitze zur

Modellierung von Abstrahlung in den Freiraum wird auf die entsprechende Literatur
verwiesen: [WK89|, [Ber94|, [SKLL95|.
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2.4.4 Tor-Randbedingung

Erfolgt die Anregung einer Struktur mittels modaler Tore iiber den Rand des Feldge-
biets, beispielsweise iiber Wellenleiter I'y, so kann dies in Form einer inhomogenen
Neumann-Randbedingungen modelliert werden. Hierbei wird die Anregung durch
Vorgabe der am Rand tangential gerichteten magnetischen Erregung H, geméif

X (1, 'V x E) x fu = —jkonoH,; auf [ye (2.19)

eingeprigt. Die besonderen Eigenschaften modaler Tore und die somit vorzugeben-
den Felder H; werden in Abschnitt 2.5 behandelt.

2.5 Homogene Wellenleiter

2.5.1 Grundlegende Eigenschaften homogener Wellenleiter

Bei dem Modellproblem gemif Abbildung 2.1 erfolgt die Anregung der Struktur
iiber zylindrische Wellenleiter, wobei die Randsegmente ng)G,i =1,2,..., N*"* gera-
de die Querschnittflichen der einmiindenden Wellenleiter darstellen. Charakterisie-
rend fiir zylindrische Wellenleiter ist die Symmetrie entlang einer ausgezeichneten
Richtung. Fiir die folgenden Betrachtungen sei dies entsprechend Abbildung 2.2 die
z-Richtung. Die nachfolgend betrachteten Wellenleiter weisen in der transversalen
Ebene homogene Materialeigenschaften auf und werden daher als homogene Wellen-
leiter bezeichnet. Die Beriicksichtigung der allgemeineren Klasse axial homogener
Wellenleiter, bei denen die Materialeigenschaften nur in z-Richtung konstant sind,
in radialer Richtung jedoch variieren diirfen, ist in der FE-Methode und auch im
Kontext der Modellordnungsreduktion [FHDE04| [SFDE08]| moglich.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden die Wellenleiter zusétzlich als verlustlos
angenommen, d. h.

o — 00 in metallischen Leitern, (2.21)
Ery by € R in Qwe. (2.22)

Ein Wellenleiter mit den beschriebenen Eigenschaften ist schematisch in Abbil-
dung 2.2 dargestellt. Die Randbedingungen I', und I'y reprisentieren in Analogie
zu Abbildung 2.1 auch hier den elektrisch ideal leitenden bzw. den magnetisch ideal
leitenden Rand, so dass die in Abschnitt 2.4 beschriebenen mathematischen Mo-
delle auch hier giiltig sind. Wie im iibrigen Feldgebiet miissen die Felder auch im
Wellenleiter den Maxwell-Gleichungen bzw. der Helmholtz-Gleichung (2.12) genii-
gen, jedoch lassen die speziellen Eigenschaften, Symmetrie in der Geometrie und
Homogenitit der Materialien, vereinfachte Formulierungen zu.
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Abbildung 2.2: Axial homogener, zylindrischer Wellenleiter.
2.5.2 Eigenwertproblem fiir homogene Wellenleiter

Aufgrund der Homogenitéit der Materialien und nicht vorhandener Quellen im Feld-
gebiet Qe vereinfachen sich (2.12) und (2.10c) zu

VxVxE-—kicuE=0 (2.23)

beziehungsweise
V-D=V . .-cE=:cV-E=0. (2.24)

Mit der Identitéit
VxVxE=V(V-E)-(V-V)E (2.25)

gilt somit fiir homogene Wellenleiter
~AE - K’E =0, (2.26)

wobei

A=V -V (2.27)
den auf Komponentenebene wirkenden Laplace-Operator und
k= wy/ep (2.28)

die Wellenzahl im vorliegenden Medium bezeichnet. Die Symmetrie in z-Richtung
erlaubt fiir die elektrische Feldstiarke einen Produktansatz der Form

E(t z)=e(t)e ™ (2.29)
und analog fiir die magnetische Erregung den Ansatz

H(t,z) = h(t)e 7". (2.30)
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Hierin steht t fiir die transversalen Komponenten des Koordinatensystems, d. h.
t = () im Falle von Abbildung 2.2. Die komplexe Zahl

v =a+jp mit o, f > 0, (2.31)

stellt den Ausbreitungskoeffizienten dar, welcher den Feldverlauf in z-Richtung be-
schreibt. Der Realteil « ist der Ddmpfungskoeffizient und der Imagindrteil 5 der
Phasenkoeffizient. Fiir § > 0 pflanzt sich eine Welle in positive z-Richtung fort, und
ein nicht verschwindender Realteil o« > 0 bewirkt ein exponentielles Abklingen der
Welle entlang der positiven z-Richtung.

Die folgenden Untersuchungen zur Herleitung eines geeignet gestellten Wellenleiter-
problems beschrinken sich auf beziiglich z vorwérts laufende Wellen. Vertauschen
des Vorzeichens im Exponent von (2.29) fithrt demnach auf Wellen, die sich entgegen
der z-Richtung fortpflanzen. Das Eigenwertproblem zu riickwérts laufenden Wellen
unterscheidet sich daher nur in den entsprechenden Vorzeichen.

Fiir die Wellenform in (2.29) erlaubt der Produktansatz eine Algebraisierung der
Ableitung beziiglich der z-Richtung in der Form

0

N 9.32
5, I (2.32)

In die Maxwell-Gleichungen eingesetzt 1isst sich somit zeigen, dass die transversalen
Komponenten

e =2 x(exz), h, =2 x (h x z) (2.33)
allein aus den z-Komponenten
e, =e-z, h,:=h-z (2.34)

der Faktoren e(t) und h(t) bestimmt werden konnen [Sim79, S. 738|. Liegt ein mehr-
fach zusammenhéngendes Wellenleitergebiet (¢ vor, treten aukerdem Wellenfor-
men auf, deren z-Komponenten verschwinden. Die somit rein transversal gerichteten

Feldkomponenten lassen sich aus einem elektrostatischen Randwertproblem ermit-
teln [Poz05, S. 94].

In homogenen Wellenleitern kénnen demnach die folgenden Wellenformen unter-
schieden werden:

e Transversal elektrische (TE) Wellen mit

e, =0und h, # 0, (2.35)

e Transversal magnetische (TM) Wellen mit
e. # 0 und h, =0, sowie (2.36)
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e Transversal elektromagnetische (TEM) Wellen mit
e; =0und h, =0. (2.37)

Zur Bestimmung von h, und e, und somit der TE- und TM-Wellen ist das im
Folgenden beschriebene skalare ebene Eigenwertproblem zu losen.

Problem 2.5.1. Sei Qwe € R? ein beschrinktes Gebiet mit homogenen Materialei-
genschaften ¢ und p. Gesucht sind Eigenfunktionen u : (e — C und Eigenwerte
k% € R, die das Eigenwertproblem

A —k*u=0 in Quwe, (2.38a)
u=0 auf ', (2.38b)
% =0 auf I'\T',,. (2.38c¢)
l6sen. Hierbei ist
& > 2.39
A= — + — )
T g2 + 0y? ( )

als in der Transversalebene wirkender Laplaceoperator und w als Platzhalter fiir
entweder e, (t) oder h,(t) zu verstehen. Fiir den Fall u = e, entspricht I',, einer ideal
elektrisch und I'\I', einer ideal magnetisch leitfahigen Randbedingung. Fiir u = h,
sind die Zuordnungen der Randbedingungen gerade umgekehrt.

Das Problem fiir e, fithrt dann auf TM-Wellen, wihrend mit i, TE-Wellen gefunden
werden. Die Eigenwerte k2 sind iiber die Dispersionsgleichung

k2 =2 + Kk (2.40)

direkt mit dem Ausbreitungskoeffizienten v der Wellenform verkniipft. Dem Wert
k. kann somit die physikalische Bedeutung der Grenzwellenzahl zugewiesen werden.
Fiir Arbeitswellenzahlen k& < k. gilt R D v = a > 0, so dass die zugehorige Wellen-
form exponentiell gedampft wird und nicht entlang des Wellenleiters propagiert. Ist
hingegen k > k. und somit v = j rein imaginéar, breitet sich die Welle ungeddmpft
aus.

Auf die numerische Behandlung des Eigenwertproblems 2.5.1 wird in der vorliegen-
den Arbeit nicht weiter eingegangen. Fiir effiziente Algorithmen zur Berechnung der
Wellenformen wird auf [FHDEO4| verwiesen.

Mit den bisher eingefiihrten Bezeichnungen lassen sich Felder in Wellenleitern in der
Form
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darstellen, wobei der Index v jene Wellenformen beschreibt, die sich beziiglich z
vorwarts, d. h. in positiver Richtung ausbreiten, wihrend r die beziiglich der z-
Richtung riickwéirts laufenden Wellen kennzeichnet. Geméf der Eigenschaft (2.35)
verschwindet die Komponente e, (t) im Falle einer TE-Welle. Entsprechend wird fiir
TM-Wellen wegen (2.36) die Komponente h,(t) zu Null.

Die hier aufgezeigten Eigenschaften der Wellenformen fiihren auf zwei weitere Er-
gebnisse von zentraler Bedeutung.

Satz 2.5.2. Seien (E™,H™, ~,,) und (E", H",~,) Figenformen in einem homo-
genen Wellenleiter mit beschrinktem Querschnitt. Dann erfilllen die zugehdrigen
Transversalkomponenten e und h;" die Orthogonalititsrelation

/ (e x h})-z2dQ =0, falls m # n und v, # Yn. (2.42)
Qwa
Beweis. Siehe [Col91, S. 333 ff.]. O

Die Form (2.42) nimmt fiir den Fall m = n Werte ungleich Null an, so dass stets
eine Normierung der Eigenformen der Art

/ (e x hI) - 2dQ = oy, (2.43)
Qwa

vorgenommen werden kann. Hierin bedeutet d,,, das Kronecker-Symbol. Dariiber
hinaus gilt auerdem der Satz zur Darstellbarkeit:

Satz 2.5.3. Wellenformen eines homogenen Wellenleiters mit beschrinktem Quer-
schnitt bilden ein vollstindiges orthonormales Funktionensystem. Damit sind Felder
im Wellenleiter stets als Uberlagerungen der Wellenformen gemdyfs

E=> (aE}+bE}), (2.44a)
k=1
H =) (a,H + b HY) (2.44b)

B
Il

1

darstellbar, wobei a;, die komplexe Amplitude einer in positiver z-Richtung und by,
die Amplitude einer in negativer z-Richtung propagierenden Wellenform bezeichnet.

Beweis. Siehe [Col91, S. 359 f.]. O

Ist das Wellenleitergebiet mehrfach zusammenhéngend, d. h. es liegen N > 1 Elek-
troden vor, so sind zusitzlich N — 1 TEM-Wellen ausbreitungsfihig.
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Das Verhalten elektromagnetischer Strukturen wird in der Regel nur in einem be-
schriankten Frequenzbereich

Iw - [wminywmaa}] = {w eR: Wmin S w S wmaa}} (245)
bzw. im entsprechenden Wellenzahlintervall
]k = [kmina kmam] (246)

untersucht. Zur Darstellung der Felder im homogenen Wellenleiter ist es in der Regel
ausreichend, nur die ausbreitungsfiahigen Wellenformen zu beriicksichtigen. In man-
chen Fillen, zum Beispiel wenn sich Diskontinuitidten in der Nihe der Tore befinden
und evaneszente Wellen in dieser Entfernung noch nicht ausreichend abgeklungen
sind, werden mitunter zusitzliche Wellen mit k. > k,,,, mitgefiihrt. Alle weiteren
Wellen mit k. > k;,q, konnen aufgrund der exponentiellen Dadmpfung vernachlassigt
werden. Die unendlichen Summen in (2.44) gehen damit in endliche Summen geméf
(2.47) iiber. Zur Herleitung des mathematischen Modells fiir die FE-Methode sind
dariiber hinaus nur die transversalen Komponenten der Wellenformen von Interesse,
um die Randbedingung (2.19) vorgeben zu konnen. In diesem Zusammenhang lassen
sich mit (2.41) die Verhéltnisse im Wellenleiter in der Form

M
= (ax+bi)ef, (2.47a)
k=1
M

= (ar —by) by (2.47D)
k=1

darstellen.

2.6 Starke Formulierung des Randwertproblems fiir
Mikrowellenstrukturen

Mit den bis hierher aufgezeigten Beziehungen lisst sich fiir das Modellproblem aus
Abschnitt 2.1 das folgende Randwertproblem formulieren:

Problem 2.6.1. Sei 2 C R3_ein beschrinktes Gebiet und I' = 'y UT'R UT, U Ty
der Rand von €2, so dass gilt {2 = QUT. Gesucht ist das Vektorfeld E, das folgende
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Bedingungen erfiillt:

V X u 'V x E + jkgnoo E — kie,E = —jkonod. in Q, (2.48a)
nx (Exn)=0 auf T, (2.48b)
nx(Hxn)=0 auf Iy, (2.48c¢)

nx(Exn)—nHxn=0 auf I'g, (2.48d)

M
(1, 'V x E) x 0 = —jkono Y (ar —bp)hy x i auf Tyg.  (2.48e)
k=1

Eine klassische Losung fiir die starke Formulierung (2.48) existiert nur in einigen
Spezialfillen. Daher wird in Abschnitt 3.1 eine Formulierung mit schwéicheren An-
forderungen an die gesuchte Losung hergeleitet, welche auch die Grundlage fiir den
numerischen Zugang darstellt.

2.7 Schaltung von Mikrowellenstrukturen auf Sys-
temebene

Die Analyse komplexer Mikrowellenstrukturen ist hiufig durch die verfiighare Re-
chenleistung und Speicherkapazitit limitiert. Daher werden diese Strukturen haufig
in Subsysteme untergliedert, die separat untersucht werden kénnen.

Neben dem Feldverlauf ist vor allem das Ubertragungsverhalten dieser Subsysteme
von Interesse, welches durch verallgemeinerte Netzwerkmatrizen beschrieben wer-
den kann. Hierzu wird in weiterer Folge die Analogie der Mikrowellenstrukturen zu
modalen Mehrtoren herausgearbeitet und die Konstruktion von Netzwerkmatrizen
gemif der Klemmenmehrtortheorie aufgezeigt. Die Ubertragungsfunktion der Ge-
samtstruktur wird schlieflich durch Verschaltung der Einzelkomponenten auf der
Systemebene gewonnen.

Mit Satz 2.5.2 ist gewihrleistet, dass unterschiedliche Wellenformen in einem Wel-
lenleiter voneinander entkoppelt, und somit als unabhéngige Signale zu betrachten
sind. Wie in Abbildung 2.3 gezeigt, kann somit jeder Wellenform (Ey, Hj,) ein eige-
nes Tor zugeordnet werden, welches im Modell des modalen Mehrtors genau einem
Klemmenpaar (ug, i) entspricht.

Ein Klemmenmehrtor (/N-Tor) lisst sich beispielsweise mittels der Impedanzmatriz
Z charakterisieren. Diese wird bestimmt, indem sukzessive jeweils an einem Tor ein
Strom ¢ eingepragt wird, wihrend die iibrigen Tore im Leerlauf betrieben werden.
Die sich somit einstellenden Tor-Spannungen liefern die zugehorigen Eintrige der



18 Modellierung passiver Mikrowellenstrukturen

a) b)
i1 i
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Abbildung 2.3: Aquivalente Darstellung von modalem Mehrtor und Klemmenmehr-
tor: a) Modales Zweitor; b) dquivalentes Klemmenmehrtor.

Impedanzmatrix [Poz05, S. 170 f],

U,

: m=1...N. (2.49)

Zmn - .
In 14, =0,k#n

Der Zusammenhang von Stromen und Spannungen an den Toren des Netzwerks
kann somit in der kompakten Form

u=7i (2.50)

dargestellt werden. Hierin sind
u=(uy,...,un)" und (2.51)
i=(ir,...,in)" (2.52)

die Torspannungen bzw. -strome in Vektorschreibweise.

Da im Bereich der Mikrowellentechnik vielfach Hohlleiter mit nur einer Elektrode
Verwendung finden und somit Strome und Spannungen nicht eindeutig festzulegen
sind, wird das Konzept der dgquivalenten Strome und Spannungen eingefiihrt [Poz05,
S. 162]. In Analogie zu den Leitungsgleichungen kénnen diese mittels der komplexen
Amplituden a und b aus (2.44) in der Form

uy = ax + by, bzw. (2.53)
ik = ag — bk (254)
definiert werden.
Bei der Betrachtung eines beschrinkten Frequenzbereichs ist geméfs (2.47) die Zahl
M der ausbreitungsfihigen Eigenformen endlich. Damit kann eine lineare Wir-

kungsfunktion gefunden werden, die den Zusammenhang zwischen den #quivalen-
ten Stromen und Spannungen beschreibt. Diese Wirkungsfunktion wird in Analogie
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zur Schaltungstechnik durch eine verallgemeinerte Netzwerkmatrix dargestellt. Bei-
spielsweise ergibt sich fiir die verallgemeinerte Impedanzmatrix analog zu (2.50)

u = Zi. (2.55)
Entsprechend lasst sich auch die verallgemeinerte Admittanzmatrix Y aufstellen:
i=Yu (2.56)

Die verallgemeinerte Streumatriz S verkniipft hingegen die Amplituden der reflek-

tierten Wellen
b= (by,..., bM)T (2.57)

mit jenen der eingepriagten Wellen
a = (al,...,aM)T (258)

geméls der Vorschrift
b = Sa. (2.59)

Fiir die Netzwerkmatrizen von Mikrowellenmehrtoren gelten, wie fiir Klemmenmehr-
tore, die folgenden Umrechnungsvorschriften:

Z=Y"' (2.60)

und

S=(Z+I)"Y(Z-1). (2.61)

Mit den hier aufgezeigten Beziehungen kann die Tor-Randbedingung (2.48¢) des
Randwertproblems 2.6.1 in der Form

M
A X (1, 'V x E) x = —jkono »_ixhy auf Tyg (2.62)
k=1

geschrieben werden. In Abschnitt 3.3 wird dargestellt, wie aus der Losung E die
aquivalenten Spannungen uy auf 'y folgen und somit die gesamte Impedanzmatrix
Z der untersuchten Struktur zu bestimmen ist.
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Kapitel 3

Finite-Elemente-Methode fur
Anregungsprobleme

Wie in Abschnitt 2.6 beschrieben, ist eine Losung fiir das Randwertproblem 2.6.1 in
der Regel nicht auf analytischem Wege zu finden. Stattdessen kann mit Hilfe nume-
rischer Verfahren eine Approximation der gesuchten Feldgrofse bestimmt werden.

Grundlage der in dieser Arbeit entwickelten Verfahren bildet die FE-Methode. Die-
se basiert auf einer Diskretisierung des Feldgebiets in primitive Grundkorper, auf
denen lokale Ansatzfunktionen definiert sind. Mit den Ansatzfunktionen wird eine
Approximation der gesuchten Feldgrofe ermittelt.

Die Stirke der FE-Methode liegt insbesondere in der grofsen Flexibilitit des Ein-
satzbereiches, da die Verwendung angepasster Grundkorper eine beliebig genaue
Approximation der Geometrie erlaubt. Zusatzlich kénnen die Ansatzfunktionen auf
die vorliegende Problemstellung zugeschnitten werden. Insbesondere ist es moglich
mittels geeigneter Fehlerschitzer festzustellen, in welchen Bereichen des Feldgebiets
die Diskretisierung die geforderte Genauigkeit der approximierten Losung nicht ge-
wahrleistet, so dass in jenen Bereichen die geometrische Diskretisierung verfeinert,
oder der Grad der Approximationsfunktionen erhoht werden kann. Damit ist eine
hohe Konvergenzrate des Verfahrens und das Erreichen einer hohen Genauigkeit
der Approximation gewihrleistet [GB86| [SB91| [Los13]. Ein weiterer Vorzug der
FE-Methode stellt die Moglichkeit dar, Materialspriinge im Feldgebiet durch die
Diskretisierung sehr genau nachzubilden. Somit kénnen die physikalischen Stetig-
keitsbedingungen an Materialgrenzen exakt in die diskrete Doméne iibertragen und
auch orts- und richtungsabhéngige Materialeigenschaften mit hoher Genauigkeit be-
riicksichtigt werden.

In den folgenden Abschnitten werden ausgehend vom mathematischen Modell die
Anforderungen an die Feldgrofen bestimmt und entsprechende Funktionenrdume de-
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finiert. Mit der Galerkin-Methode [Cia78, S. 37| erfolgt der Ubergang zur schwachen
Formulierung des Randwertproblems 2.6.1.

Entsprechend der Problemstellung 2.6.1 wird als gesuchte Funktion das elektrische
Feld E gewahlt. Alternativ kann auch eine Formulierung in den Potenzialen A und
V' aufgestellt werden, die {iber die Beziehungen

B=VxA und .

E=-VV (3.2)
definiert sind. Im Gegensatz zur E-Feld-Formulierung wird mit der Potenzialformu-
lierung eine bessere numerische Stabilitéit im Niederfrequenzbereich erzielt [DEB96].
Fiir die in der vorliegenden Arbeit gezeigten Anwendungen aus der Hochfrequenz-
bzw. Mikrowellentechnik ist die Feldformulierung uneingeschrinkt geeignet. Der Vor-
teil gegeniiber einer stabileren Potenzialformulierungen liegt in der direkten physi-
kalischen Interpretierbarkeit der Ergebnisse und der vergleichsweise einfachen Im-
plementierung als Computer-Programm. Damit kénnen an der E-Feld-Formulierung
alle wesentlichen Eigenschaften der Modellordnungsreduktion anschaulich aufgezeigt
werden. Die Anwendung der Modellordnungsreduktionsverfahren auf Potenzialfor-
mulierungen ist ebenso moglich [Far07].

3.1 Funktionenraume und schwache Form

Zur Konstruktion der schwachen Form wird die Differenzialgleichung (2.48a) mit
einer geeigneten Testfunktion v multipliziert und iiber das Gebiet 2 integriert:

/'v-(quTleE) dQ+jk0770/v~(aE) dQ—kS/'v-(erE) dQ
Q 0 Q

= —jkoﬁo/’v (Je) A (3.3)
0

Mittels der Identitét
Vi(uxv)=v-(Vxu)—u-(V xv) (3.4)
und der Festlegung u = p, 'V x E liisst sich dieser Ausdruck schreiben als

/(va)-(MZIVxE) dQ+jk0n0/'v-(aE) dQ—k:g/v-(grE) dQ
Q Q Q

= —jk:ono/v-JedQ—/V- [(1,'V x E) x v] dQ. (3.5)
Q Q
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Anwendung des Gaufsschen Satzes auf der rechten Seite und Beriicksichtigung des
Induktionsgesetzes (2.10a) fiihrt auf

/(v x v) - (u'V x E) dQ+jk0770/v~(aE) dQ—kg/v.(grE) o

Q Q Q

= —jkono/’v : Je d€} —I—]kfonof(H X ’U) -ndl. (36)

Q T

Damit gewihrleistet ist, dass die auftretenden Integrale definierte Werte annehmen,
miissen die Funktionen v, EZ und deren Rotation quadratisch integrierbar sein. Hier-
zu wird der Raum

H(rot; Q) :={u € L* (Q) |V xu e L*(Q)} (3.7)

eingefiihrt, wobei

L*(Q) := {u:Q—>C3]/|u-u| dQ < oo} (3.8)

den Raum der quadratisch Lebesque-integrierbaren Funktionen darstellt. Mit dem
Skalarprodukt

(%, V) rorsg) = /u ~vdQ + /(V xu) - (V xwv)dQ (3.9)
0 0

ist der Raum H (rot; €2) vollstdndig und somit ein Hilbertraum [Bos98, S. 128]. Die
eingepriagte Stromdichte muss der Bedingung

J, € L*(Q) (3.10)
geniigen.

Um das Randwertproblem 2.6.1 vollsténdig in seiner schwachen Form zu représentie-
ren, sind auch die Randbedingungen im Ausdruck (3.6) zu beriicksichtigen. Hierzu
wird das Randintegral in die Anteile

7{:/+/+/+/ (3.11)

T'wa

aufgespalten und die Terme getrennt betrachtet:

e AufT';, verschwindet geméf (2.48b) die Tangentialkomponente des elektrischen
Feldes, so dass fiir die Losung E die Einschrinkung auf den Unterraum

Hy(rot; ) := {w € H(rot; Q)|A x (w x n) =0 auf I'; } (3.12)
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einzubringen ist. Entsprechend diirfen die Tangentialkomponenten der Test-
funktionen v auf dem Dirichlet-Rand ebenfalls keinen Beitrag leisten, weshalb
Hy(rot; Q) auch als Testraum geeignet ist. Die Integration mit v € Hy(rot; )
iiber I'y liefert demnach keinen Beitrag, und es gilt

/(v xn)-Hdl'=0  Yv e Hy(rot; Q). (3.13)

I'p

Der Anteil des homogenen Neumann-Randes verschwindet wegen (2.48¢) in
natiirlicher Weise, weshalb diese Randbedingung auch als natiirliche Randbe-
dingung bezeichnet wird.

Auf dem absorbierenden Rand, der die Abstrahlung in den Freiraum be-
schreibt, kann geméf (2.48d) die magnetische Erregung durch die elektrische
Feldstarke ausgedriickt, und der Anteil

jkono/(H xv) -ndl = —jk:o/(v xn)-(Exn)dl’ (3.14)

I'r I'r
auf die linke Seite gebracht werden.

Die Integration iiber die modalen Tore 'y liefert mit (2.48e) und (2.54) den
Anregungsterm

(Hxv)'ﬁdF:XMJik (hy x v) - ndl. (3.15)
/ /

k=1

T'wa M'wa

Damit lautet die schwache Form des Randwertproblems 2.6.1 wie folgt:

Problem 3.1.1. Gesucht ist jene Funktion E € Hy(rot; 2), die die Beziehung

[ (7 %0) (59 % B) a2+ jtam [ v () ag

Q

Q

+jk:0/('v><'h)-(E><ﬁ)dF—kS/v-(eTE)dQ

Tr Q
M
= —jk’ono/'v : Je dQ-}-]k’oﬁoZ@k / (hf X 'U) ﬁdF, (316)
Q k=1 I'wa

fir alle v € Hp(rot; Q) erfiillt.

Die wesentliche Modifikation gegeniiber der starken Form 2.6.1 liegt darin, dass nur
noch Ableitungen erster Ordnung der beteiligten Funktionen auftreten. Dariiber
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hinaus muss die Losung E lediglich das globale Kriterium (3.3) erfiillen, d. h. es
wird gefordert, dass das mit v gewichtete und iiber €2 aufintegrierte Residuum

=V X 1 'V x E+ jkgnoo E — kie,E — (—jkonod ) (3.17)

verschwindet. Daher wird das Verfahren auch als Methode der gewichteten Residuen
bezeichnet |[ZT00, S. 42].

3.2 Finite-Elemente-Ansatz

3.2.1 Triangulierung des Feldgebiets

Die grundlegende Idee der FE-Methode besteht in der Zerlegung des Feldgebiets
in primitive Grundkérper, der Triangulierung Ty,(€2). In der vorliegenden Arbeit
entspricht die Triangulierung einer Zerlegung in eine endliche Anzahl von Simplices,
welche fiir Q € R? durch Dreiecke und fiir Q C R3 durch Tetraeder gegeben sind.
Die Simplices S erfiillen folgende Eigenschaften [Mon03, S.112]:

1. Jedes S ist eine offene Menge.
2. Sind S, 5" € T},(Q) zwei verschiedene Simplices, dann gilt: SN .S = .

3.0= U S

SET,(Q)

Hierbei bezeichnet € den Abschluss von Q und S entsprechend den Abschluss des
Simplex S.

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit ist eine kon-
sistente Triangulierung 7}, (£2) des Feldgebiets 2. Eine Triangulierung wird als konsis-
tent bezeichnet, wenn ausgehend von zwei Tetraedern T, T" € Tj,(Q) mit TNT’ # ()
sich diese einzig auf eine der folgenden Arten beriihren [Mon03, S.112]:

e Beide Tetraeder beriihren sich in genau einem Punkt und dieser Punkt ist ein
Knoten beider Tetraeder.

e Beide Tetraeder beriihren sich entlang einer gemeinsamen Kante, deren Knoten
beiden Tetraedern eigen sind.

e Beide Tetraeder beriihren sich an einem gemeinsamen Dreieck, dessen Knoten
beiden Tetraedern eigen sind.
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3.2.2 Finite-Elemente-Ansatzfunktionen

Zur numerischen Bestimmung einer Losung E € Hp(rot; Q) fiir das Problem 3.1.1
wird ein Ansatz der Form

E = f: zw; € W, (3.18)
i=1
gewihlt, wobei der endlich-dimensionale Unterraum
Wy, C Hp(rot; Q) (3.19)
von den linear unabhingigen Ansatzfunktionen wy, ..., wy aufgespannt wird, also
Wy, = span{w,...,wy} und dimW, = N. (3.20)

Die Konstruktion des Unterraums W}, und damit auch die Anzahl der Freiheitsgrade
N ist unmittelbar mit der Triangulierung 73,(€2) des Feldgebiets verkniipft.

Zur Beschreibung des elektrischen Feldes E oder der magnetischen Erregung H in
der FE-Methode hat sich die Wahl der Kantenelemente basierend auf den Whit-
ney-Formen als der natiirliche Ansatz herausgestellt [Whi57] [Ned80| [Bos88|. Die
Bezeichnung als Kantenelemente ist auf die Eigenschaft zuriickzufiihren, dass die
Freiheitsgrade z; im Ansatz (3.18) dem Wert des Integrals entlang der zugeordneten
Simplexkante entsprechen; zumindest gilt dies fiir die Ansatzfunktionen niedrigs-
ter Ordnung. Das wesentliche Merkmal der Kantenelemente liegt zudem darin, dass
die Tangentialkomponenten der Funktionen w; iiber Elementgrenzen hinweg stetig
sind. In der Literatur wird daher der Begriff der H (rot; Q2)-konformen Elemente ver-
wendet. Die tangentiale Stetigkeit bildet exakt die physikalischen Eigenschaften der
Feldgrofsen E und H an Grenzflichen von Bereichen unterschiedlicher Materialien
ab.

In [Ned80| wird dargestellt, wie endlich-dimensionale Riume mit oben beschriebenen
Eigenschaften durch vektorwertige Polynome aufgespannt werden kénnen. Vorschrif-
ten zur konkreten Konstruktion entsprechender Basen liefern [Lee90]|, [Web99] und
[Ing06], wobei letztere im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwendet wird.

Damit fiir die Formulierung 3.1.1 ein lineares Gleichungssystem aufgestellt werden
kann, ist auch der Raum der Testfunktionen auf einen endlichdimensionalen Unter-
raum

Vi, :=span{vy,...,vn} C Hp(rot; Q) (3.21)

einzuschrianken.

Mit dem Ansatz (3.18) und der Vernachldssigung eingepriagter Strome, J. = 0,
ergibt sich somit die algebraisierte Darstellung des Randwertproblems zu

(S + jkoD — k§T) x = jkonob, (3.22)
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mit den Systemmatrizen

S = [Sij] € RNXN, (323)
D = [d;;] € RVN, (3.24)
T = [t;;] € RV (3.25)
sowie
x = [r;] € CY, (3.26)
b = [b;] € RY. (3.27)

Die Matrixeintriage berechnen sich hierbei wie folgt:

Sij = / (V xw;) - (' V x wy) d€, (3.28a)
Q

dij = 770/'Ui (ow;) dQ + / (v; xn) - (w; x n) dl, (3.28Db)

Q Tr

tij = /'UZ' : (67-'11)]') dQ, (328C)
Q
M

b= ir [ (fw;xv;) nAdl. (3.28d)
k=1 I'wa

In (3.28d) treten die noch nicht niher bestimmten Wellenformkoeffizienten cF auf,
deren Berechnung im folgenden Abschnitt erldutert wird.

3.3 Transfinite-Elemente-Methode

Wellenleitertore sind in der Modellierung so zu setzen, dass der Abstand zu Dis-
kontinuitdten grofl genug ist, um im Wellenleiter nicht ausbreitungsfahige modale
Wellenformen ausreichend zu unterdriicken. Damit setzen sich an den Wellenleiter-
toren I'yg die Felder wegen (2.47) aus endlich vielen Wellenformen (E™, H™, ~,,)
zusammen. Entsprechend konnen die Freiheitsgrade, die den Toren zugeordnet sind,
mit einem globalen Ansatzes so restringiert werden, dass nur modale Wellenformen
durch die transversalen Feldkomponenten darstellbar sind. Durch gewichtete Uber-
lagerung der modalen Wellenformen kann somit jede zulédssige Feldverteilung am
Wellenleitertor konstruiert werden.

Fiir beliebige Wellenleiterquerschnitte kénnen durch numerische Losung des Pro-
blems 2.5.1 die notwendigen Wellenformen fiir ein gewéhltes Tor bestimmt werden.
Das dieser Arbeit zugrundeliegende Computerprogramm basiert auf der in [FHDE04]
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beschriebenen Vorgehensweise, die auch eine Behandlung wesentlich allgemeinerer
Wellenleiterklassen, als die in Problem 2.5.1 definierten, erlaubt. An dieser Stelle
wird lediglich darauf hingewiesen, dass die Berechnung der Wellenformen auf der
FE-Triangulierung am Wellenleiterquerschnitt geschieht und somit die gefundenen
Losungen direkt in das Anregungsproblem eingebracht werden kénnen. Zu diesem
Zweck wird eine Partitionierung der Ansatzfunktionen in der Form

Wy, =Wl e Wi (3.29)
vorgenommen, wobei

W, = {w e Wj|n x w # 0 auf Dy} (3.30)

jene Funktionen umfasst, welche am Wellenleiter nicht verschwindende Tangential-
komponenten aufweisen, wahrend

W}? = {w € Wh‘ﬂ x w = 0 auf FWG} (3.31)
das Komplement zu dieser Menge darstellt, also all jene Funktionen, deren Tangen-
tialkomponente auf 'y, keinen Beitrag leistet.

Die Zerlegung der gesuchten Losung (3.18) lautet demnach
E=E"+1e¢ (3.32)
mit 0
E cW! und é W, (3.33)

wobei hier die Nomenklatur dem Ansatz (2.29) folgt. Mit der Einschrinkung, dass
am Wellenleiterquerschnitt 'y, nur ein diskretes Wellenformenspektrum vorliegt,
kann der zweite Term in (3.32) wegen (2.47a) in der Form

M M
. _p (253 .
e = Z(ak + by)ér (59 Zukef (3.34)
k=1 k=1
geschrieben werden. Im numerischen Kontext stellt die approximierte Wellenform
Nwa
& =Y dw, (3.35)
j=1

mit den modalen Koeffizienten cé? € C eine globale Ansatzfunktion auf I'yg dar, ei-
ne sogenannte TFE-Ansatzfunktion (TFE: Transfinite-Elemente). Die Koeffizienten
ergeben sich aus der Losung des Eigenwertproblems 2.5.1 fiir Wellenformen, wo-
bei eine Normierung derart vorgenommen wird, dass die Orthogonalititsbeziehung
(2.42) auch im diskreten erhalten bleibt, also

el x h, ) -ndl = —b,, (3.36)
[ (e =)

M'wa
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erfiillt ist. Das negative Vorzeichen resultiert aus der Tatsache, dass n aus dem Feld-
gebiet heraus zeigt und somit der Ausbreitungsrichtung z der Welle entgegengesetzt
ist. Mit den hier aufgezeigten Beziehungen kann der Ansatz (3.32) in der Form

Nwa

No M No M
E= Z T,W; + Z U, Z cf'wj = Z T,W,; + Z uper (3.37)
i=1 k=1 j=1 i=1 k=1

mit
w; € Wit und &F e W;T (3.38)

geschrieben werden, wobei
W .= span{é;,..., e} c W} (3.39)

den durch die diskreten Wellenformen &} aufgespannten Unterraum von W} be-
zeichnet.

Einsetzen von (3.37) in (3.16) fithrt schlieflich auf die diskretisierte schwache For-
mulierung des Randwertproblems:

Problem 3.3.1. Gesucht ist jene Funktion E € W & W™, die

Q Q
+jk0/(wi><ﬁ,)~(E><ﬁ) dr—kg/wi-(grE) a0
I'r Q

M
- —jkono/wi-JedQ + jkomo i / (izf X wZ-) Adl, (3.40)
Q

k=1 F'wa

fiir alle w; € WS & W™ erfiillt.

Im Sinne der Galerkin-Methode wird der Testraum identisch zum Ansatzraum W&
W gewdhlt. Das Randintegral iiber I'yg liefert wegen (3.36) fiir Testfunktionen
ey € W} mit

M M
S i / (hf x é?) Adl = b = i (3.41)

k=1 Pwa k=1

gerade die dquivalenten Strome und somit die komplexen Amplituden der modalen
Wellenformen an der Tor-Randbedingung.
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3.4 Die FE-Formulierung als LTI-System

Im Gleichungssystem (3.22), in dem die Restriktionen am Wellenleiterquerschnitt
noch nicht explizit eingebracht sind, lassen sich die Systemmatrizen S, D, T derart
umsortieren, dass eine Partitionierung in der Form

AII AIT
A= Ae{S,D,T 3.42
(ATI ATT)’ {8:D. T}, (3.42)

vorliegt, wobei A;; den Funktionen aus W, und A7t denjenigen aus W zugeordnet
ist. A;p und Ap; = AL, stellen die Koppelmatrizen dar, die die Kopplung zwischen
dem Inneren der Struktur und den Tor-Randbedingungen gewéhrleisten. Gemaf der
Restriktion (3.37) werden die Freiheitsgrade an den Tor-Randbedingungen im Sinne
globaler Ansétze verstanden. Hierzu werden die modalen Vektoren

=, ) k=12, M, (3.43)
und mit diesen die Restriktionsmatrix
C:=[c! ¢ - ] (3.44)

eingefiihrt. Die TFE-Systemmatrizen ergeben sich dann durch Anwendung von C
in der Form

(1 O A A\ (I 0\ (A A
A = (0 CT) (ATI arr)l0 )" \ae Ace) B
Hierin sind die Eintrége mit Index C' den modalen Ansétzen aus W, " zugeordnet.
Durch die Restriktion der Matrizen verringert sich die Anzahl der Unbekannten da-

hingehend, dass jede Wellenform nur noch mit einem Koeffizienten, der dquivalenten
Spannung wu;, verkniipft ist. Fiir den Losungsvektor aus (3.22) fiihrt die Partitionie-

rung auf die Darstellung
X x
X = (X;) — Xopp = (111) : (3.46)

u = (uy, us, ..., un)’ (3.47)

mit
Vollkommen analog folgt fiir den Anregungsvektor b die Darstellung

b= 0 —>bTF:(.) 3.48
(1) 7= (5) 648

i:= (i1, d9,...,00)7. (3.49)

mit



Die FE-Formulierung als LTI-System 31

Das vollstandige TFE-Gleichungssystem lautet schliefllich

wobei sich die Matrixeintrige wie in (3.28) berechnen, jedoch mit v;, w; € Wi &
W'*. Die Dimension des TFE-Systems ergibt sich zu

Ny := dim WS @ W™ = N + M. (3.51)

Im Anregungsvektor br. entspricht jeder Eintrag i, der Anregung der zugeordne-
ten Wellenform am entsprechenden Tor. Durch sukzessive Anregung der einzelnen
Wellenformen mit dem Einheitsstrom i, = 1 kann die jeweilige Systemantwort und
somit die gesamte Ubertragungsmatrix des Systems bestimmt werden. In kompakter
Blockschreibweise ist das TFE-System gegeben durch

. Sre + jkoDre + (ko) 2Toe) Xow = jkonoBre,

ETF(ka):{ (S1e + JkoDare + (7o) Trr) Xor BN (3.52)

mit
Xop = () e VoMU g 3.53

TF +— U ) - lag(u17u27"'7u1\4)7 ( . )

und
1
0[ NTFXM .
By:=|7)€R , I= - . (3.54)
1

Die Ausgangsmatrix Z € CM*M gstellt die fAquivalenten Spannungen und Stréme in

Relation und wird daher als verallgemeinerte Impedanzmatriz bezeichnet.

Gemil der in Kapitel 4 ndher erlduterten Eigenschaften ist (3.52) ein linear-zeitin-
variantes System zweiter Ordnung.

Aufgrund des hier angewandten Galerkin-Ansatzes erfiillt die Losung E € WEQWIF
die anschauliche Eigenschaft, dass das Residuum (3.17) im Sinne des Lo-Skalarpro-
dukts orthogonal auf dem Ansatzraum W & W™ steht, also

rlWee W (3.55)
Aus der Definition des Gleichungssystems (3.22) lassen sich folgende weitere Eigen-

schaften der Systemmatrizen ablesen:

e Die Steifigkeitsmatriz Str ist symmetrisch positiv-semidefinit. Der Nullraum
wird im Wesentlichen durch die Gradienten V¢ € W,'" gebildet, da diese im
Kern des Rotationsoperators liegen.
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e Die Dimpfungsmatriz D1 ist symmetrisch positiv-semidefinit.

e Die Massenmatriz T.p ist stets symmetrisch positiv definit.

Das resultierende algebraische Problem bewahrt somit die wichtigen Systemeigen-
schaften des Ausgangsmodells, wie Passivitat [VCK98, S. 348] und Reziprozitit.
Letztere folgt direkt aus der Symmetrie der Ausgangsmatrix Z [Poz05, S. 170].

3.4.1 TE- und TM-Wellen im FE-System

Das Einbringen der TFE-Restriktionen in das FE-System ist direkt mit der Nor-
mierung (3.36) verbunden, die nur im Zusammenhang mit TEM-Wellen von der
Frequenz unabhingig ist. Wenn im betrachteten Problem TE- und TM-Wellen auf-
treten, sind zwar nach wie vor die transversalen Feldverldufe, und damit die modalen
Vektoren in (3.43) frequenzunabhéngig,

ck = const (ko), (3.56)
jedoch nicht die Ausbreitungskoeffizient,

v o ko. (3.57)

Dies wird unmittelbar aus der Dispersionsgleichung (2.40) ersichtlich. Jedoch ist bei
Vorhandensein von dispersiven Wellenformen die Normierung bzw. die Restriktion C
nicht in jedem Frequenzpunkt neu zu bestimmen. Stattdessen kann mittels einer ge-
eigneten Skalierung der Anregung B die explizite Frequenzabhingigkeit eingebracht
werden.

Zunachst wird hierzu die Feldwellenimpedanz Z eingefiihrt, die die modalen Felder
in der Form

ef(ko) = Z5, (ko)hF (ko) x 2, W € {rr, mm} (3.58)
verkniipft. Aus den Maxwell-Gleichungen lassen sich die konkreten Darstellungen
T = 221 fiir TE-Wellen, (3.59)
Y
T = -1 fiir TM-Wellen (3.60)
Jwe

ableiten. Um die explizite Frequenzabhéingigkeit der TFE-Restriktion zu bestimmen,
wird in einem néchsten Schritt eine Normierung fiir ein festes kg = k¢ in der Form

1= / (ef(ffo) X hf(l%o)> A dD

T'wa
2 xei(ko) | ) | Adl (3.61)
Ziy (ko)
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vorgenommen. Fiir ko # ko gilt dann wegen (3.56)

[ (ebth) x hitha)) - mdr 2 [ (eb) x At () - adr

B - f (et [ND .

Ein Vergleich von (3.61) und (3.4.1) fithrt schlieflich auf die gesuchte Skalierung

2 1.2
L @ fiir TE-Wellen
) Dy (ko) _ ) iR
Enlko, ko) == 3 — — (3.63)
Zyy (ko) m fiir TM-Wellen

wobei k. die Grenzwellenzahl zur entsprechenden Wellenform ist.

Die Zustandsgleichung in (3.52) ist somit bei Anwesenheit von TE- bzw. TM-Wellen
um die Skalierung der Anregung in der Form

(STF + jkODTF + (jkO)zTTF) XTF = j];'OUOBTFE<kO> (364)
zu erweitern, wobei

. fl(]%(hk())
E(ko, ko) = c RM>xM (3.65)

Enr (ko ko)

die frequenzabhingige Skalierung der auftretenden Wellenformen vorgibt.
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Kapitel 4

Schnelle Frequenzgangberechnung
linearer Systeme

Fiir eine Vielzahl technischer Anwendungen fiihrt die mathematische Modellierung
physikalischer Problemstellungen auf ein System von Differenzialgleichungen, wobei
hier der wichtige Spezialfall der LTT-Systeme (engl. Linear Time-invariant) von be-
sonderer Bedeutung ist. Solche Systeme konnen beispielsweise aus der Beschreibung
elektrischer Netzwerke oder der Diskretisierung partieller Differenzialgleichungen re-
sultieren. Aufgrund der praktischen Relevanz von LTI-Systemen existieren effiziente
Methoden zur Charakterisierung derselben. LTT-Systeme erlauben beispielsweise die
Beschreibung im Frequenzbereich, womit eine Algebraisierung der Zeitableitung ein-
hergeht. Fiir hochdimensionale Systeme ist die Konstruktion einer expliziten Uber-
tragungsfunktion in der Regel nicht praktikabel. Vielmehr wird das Ubertragungs-
verhalten in diskreten Stiitzstellen in einem festgelegten Parameterintervall, zum
Beispiel dem Frequenzbereich

I = [Fuir foue] CRT (4.1)

gesucht. Um schmalbandige Effekte, wie scharfe Resonanzen (engl. Spikes), auf-
zulosen oder die Riicktransformation in den Zeitbereich zu ermdglichen, muss der
diskrete Frequenzbereich

Il =1{fi fo, - Ny mit fi = fan < fo <o <INy = faa (4.2)

ausreichend hoch aufgeltst sein.

Aufgrund der kompakteren Darstellung wird fiir die folgenden Betrachtungen auch
der entsprechende Wellenzahlbereich

I}I:O = {]ﬂo’l, k072, ey k’ova} mlt kO,i = 27Tfi\/80,u0, ’L = 1, N Nf, (43)
bzw. das Intervall des komplexen Frequenzparameters s
IZ = {51, S9,y ...y SNf} mit S; = jk’()’i7 1= ]_, ey Nf, (44)

35
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herangezogen.

Ein SISO-LTI-System (SISO, engl. Single Input - Single Output) kann mit den vor-
angegangenen Erlduterungen allgemein beschrieben werden durch

L L
ST stAx(s) =0 s'bu(s),
i=0 i=0

X(s) = L
z(s) = Z% s'elx(s) + du(s)

(4.5)

mit Systemmatrizen A; € CV*V | Anregungsvektoren b;, Ausgangsvektoren c; € CV,
der Fingangsgrofie u(s), der Ausgangsgrifie z(s) und dem Losungs- bzw. Zustands-
vektor x € CV. Die Systemordnung ist definiert durch L € N, also der héchsten
Potenz in s, die in den Termen von (4.5) vorkommt. Ist die maximale Potenz in ei-
nem der Terme I < L, sind die Komponenten mit Index ¢ > I zu Null zu setzen, also
g, =0fiiri>I,g; € {A;,b;,c;}. Fiir die weiteren Betrachtungen wird o. B. d. A.

u(s) =1 (4.6)

angenommen und die Regularitdt der Matrix A, vorausgesetzt. Aukerdem wird zur
Vereinfachung auch der Durchgangsfaktor

d

0 (4.7)

gesetzt, da dieser durch die Operationen im MOR-Kontext ohnehin unverdndert
bleibt, und somit keinen Beitrag in den Fehlerbetrachtungen liefert. Die Einfiihrung
der Abkiirzungen

L
A(s) = Z s'A,
i=0
L
b(s) := Z s'b; und (4.9)
i=0
L
c(s) :== Z s'c;
i=0

erlaubt die kompakte Darstellung des Systems (4.5) in der Form

5(s) = { AP 22

o) = ot (4.11)

x(s).

Die Ubertragungsfunktion des LTI-Systems (4.5) ist als das Verhéltnis von Ausgangs-
zu Eingangsgrofe definiert und lautet wegen (4.6)

H(s) := z(s) = c(s)T A7 (s)b(s). (4.12)
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Zur Charakterisierung eines LTT-Systems im Parameterintervall Z* ist demnach die
Ubertragungsfunktion fiir alle Stiitzstellen s; € Z; auszuwerten. Entsprechend muss

das Gleichungssystem
A(s)x(s) = b(s) (4.13)

Ny mal gelost werden, wobei die Systemdimension N leicht Grofenordnungen von
mehreren Millionen aufweisen kann. Bei mehreren Hundert oder gar Tausend Stiitz-
stellen s; wird die Simulation daher sehr zeitaufwindig, insbesondere wenn im Rah-
men eines Optimierungsprozesses fiir unterschiedliche Systemvarianten die Ubertra-
gungsfunktion immer wieder neu berechnet werden muss.

Mit Hilfe der nachfolgend vorgestellten Modellordnungsreduktionsverfahren wird eine
sehr gute Approximation der Ubertragungsfunktion konstruiert, die im Vergleich zu
vollen FE-Losungen um ein Vielfaches schneller ausgewertet werden kann.

In weiterer Folge werden ausschlieflich Projektionsverfahren behandelt, die fiir hoch-
dimensionale, schwach besetzte Systeme besonders geeignet sind.

Aus Griinden der Anschaulichkeit wird vorerst der SISO-Fall mit skalaren Eingangs-
und Ausgangsgrofen u(s) und z(s) betrachtet. Die vorgeschlagenen Verfahren lassen
sich mittels Block-Algorithmen auf MIMO-Systeme (engl. Multiple Input - Multi-
ple Output) erweitern, die entsprechend auf Ausgangsmatrizen Z € CM*M fijhren.
Hierbei ist M die Anzahl der betrachteten System-Tore.

4.1 Projektionsbasierte Modellordnungsreduktion

Ein auf Projektion basierendes ordnungsreduziertes Modell von (4.5) unter Beriick-
sichtigung von (4.6) ist gegeben durch

L L
Z SiAZ'f((S) = Z Szbi,
S(s) ={ =0 =0 (4.14)
zZ(s) =Y stel'x(s),
i=0
mit
A; = PTA,Q, (4.15)
b; :=P’b;, (4.16)
C, .= QTCZ‘ (417)

fir i = 1,...,L und P,Q € CN*X K <« N. Entsprechend gilt auch hier die
kompakte Schreibweise

(4.18)
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Die Ubertragungsfunktion in ordnungsreduzierter Form lautet schlieflich
H(s) :=¢(s)" A7 (s)b(s). (4.19)

Aufgrund der im Vergleich zu N wesentlich niedrigeren Dimension K des Sys-
tems (4.18) ist der numerische Aufwand fiir die Auswertung vieler Stiitzstellen s;
um Grofkenordnungen geringer.

Der Ansatz der Projektionsmethoden ist wie folgt motiviert: Fiir das System (4.5)
wird eine Naherungslosung x ~ x mit

x = Qx (4.20)
derart gesucht, dass das Residuum
L L
r= Z s'Aix(s) — Z s'b;u(s) (4.21)
i=0 i=0

im Sinne der Galerkin-Bedingung orthogonal auf dem Unterraum bild P steht, also
P'r = 0. (4.22)

Aufgrund der Beziehungen (4.20) und (4.22) werden die Bezeichnungen Ansatzraum
fiir bild Q und Testraum fiir bild P eingefiihrt.

Die konkrete Wahl der Unterriume bild P,bild Q@ C C¥ hat einen entscheidenden
Einfluss auf die Qualitit der Ndherungslosung x. Bei der Konstruktion sind daher
drei Aspekte zu beachten:

1. Der Ansatzraum bild Q muss die wesentlichen Komponenten des gesuchten
Losungsvektors x(s) beinhalten.

2. Das Verfahren muss numerisch robust und effizient zu analysieren sein.

3. Das resultierende ROM soll die physikalischen Eigenschaften des Ausgangs-
systems (4.5) erhalten.

Fiir Punkt 1 werden hier zwei unterschiedliche Ansétze vorgestellt. Beim Mehr-
punktverfahren wird bild Q durch Lésungsvektoren x(s;) an definierten Stiitzstellen
s; € Z; aufgespannt, wihrend beim Einpunktverfahren geeignete Eigenvektornihe-
rungen, namlich Krylov-Vektoren, die lineare Hiille der gesuchten Ndherungslosung
festlegen.

Damit Punkt 2 erfiillt ist, werden fiir bild Q und bild P orthonormale Basen be-
stimmt, wobei die Basisvektoren explizit paarweise auf Orthogonalitit getestet wer-
den.
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Zuletzt ist im Hinblick auf Punkt 3 die Erhaltung der Systemmatrixeigenschaften,
wie positive (semi-)Definitheit und Symmetrie zu gewéhrleisten. Auch die polyno-
mielle Struktur des ROM bleibt unveréndert zum Ausgangssystem (4.5), womit die
korrekte Frequenzabhéngigkeit der Systemkomponenten sichergestellt ist.

4.1.1 Mehrpunktverfahren
Die Idee beim Mehrpunktverfahren besteht darin, an unterschiedlichen Stiitzstellen
51,...,5k im Parameterbereich Z; die Zustandsvektoren

xp i =xX(8k), k=1,..., K, (4.23)

des Systems (4.5) zu bestimmen. Diese spannen den Suchraum bild Q auf [Gri97].
Aus Griinden der numerischen Stabilitdt wird z. B. mit dem modifizierten Gram-
Schmidt-Verfahren [TB97, S. 58| eine orthonormale Basis {qi, qo,...,qx} fiir den

durch span{xy, X, . .., X } aufgespannten Raum konstruiert. Damit kann Q als eine
aus den Spalten q; generierte Matrix
Q:=[q @ - 9qx] (4.24)

dargestellt werden, wobei
bild Q = span{xi, Xg, ..., Xk} (4.25)

und

gilt. Das Mehrpunktverfahren erweist sich insbesondere bei breitbandigen Anwen-
dungen als sehr robust. Diese Eigenschaft ldsst sich dadurch erkldren, dass die Lo-
sungsvektoren zu unterschiedlichen Parameterwerten s ergidnzende Informationen
iiber das System liefern. Das Systemverhalten kann somit im gesamten Parameter-
bereich sehr gut wiedergegeben werden. Der Nachteil dieses Verfahrens liegt in der
Notwendigkeit, das hochdimensionale Ausgangssystem (4.5) an K Stiitzstellen 16-
sen zu miissen, um eine ausreichend gute Approximation des ROM gewahrleisten
zu konnen. Bei resonanten Strukturen muss die Dimension des ordnungsreduzierten
Modells gegebenenfalls in der Gréfsenordnung von K > 50 liegen, was zu einem
grofien Rechenaufwand fiihren kann. In vielen Anwendungen ist jedoch fiir K’ < Ny
ein sehr gutes Ergebnis erzielbar, so dass mit dem Mehrpunktverfahren ein effizientes
Werkzeug zur schnellen und duRerst robusten Berechnung der Ubertragungsfunktion
gegeben ist.

Beim Mehrpunktverfahren kénnen zudem iterative Gleichungsléser zur Bestimmung
der Losungen x;, eingesetzt werden. Damit ist insbesondere die Simulation sehr hoch-
dimensionaler Systeme effizient durchzufithren. Wie in Abschnitt 4.2.1 beschrieben,
ist dies ein wesentlicher Vorteil gegeniiber der Einpunktverfahren.
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Eine besondere Bedeutung kommt beim Mehrpunktverfahren der Wahl der Ent-
wicklungspunkte $1,...,S8k zu, da diese erheblichen Einfluss auf die Qualitit des
ordnungsreduzierten Modells haben. Unterschiedliche Strategien zur Bestimmung
der Stiitzstellen sowie Kriterien zur Bewertung ordnungsreduzierter Modelle werden
in Abschnitt 5 vorgestellt und untersucht.

4.1.2 Einpunktverfahren

Im Gegensatz zu den Mehrpunktverfahren wird mit den Einpunktverfahren eine
Néaherungslosung allein aus der Systeminformation im Parameterpunkt s, gewon-
nen. Aufgrund der einfachen Darstellung wird fiir die folgenden Herleitungen ohne
Beschriankung der Allgemeinheit sy = 0 gesetzt. Um problemangepasst den Entwick-
lungspunkt in s # s¢ zu legen, kann ein Parameter-Shift s — o := s — 59 vollzogen
werden. Details zur Shift-Invert-Vorkonditionierung werden in Abschnitt 4.2.5 er-
lautert.

Die grundlegende Idee der Einpunkt-Modellordnungsreduktionsverfahren besteht in
der Konstruktion einer Ubertragungsfunktion, deren Momente in einer hinreichend
kleinen Umgebung von sy = 0 mit denen der Taylor-Entwicklung iibereinstimmen.
Aus der Darstellung der Ubertragungsfunktion mittels der Taylor-Reihe

— 1 d"H -
H) =3 " = s’ 21
n=0 n=0

kénnen die Momente m, als Taylor-Koeffizienten direkt abgelesen werden. Demnach
wird eine ROM-Ubertragungsfunktion H(s) derart gesucht, dass die Bedingung
d"H(s)
ds® }
erfiillt ist. Ordnungsreduktionsverfahren mit dieser Eigenschaft werden daher auch
als Momentabgleichende Verfahren (engl. Moment Matching Methods) bezeichnet.

d"H(s)
s=0 - ds™ ‘3:0

firn=0,1,...,R—1 (4.28)

Die Berechnung einer solchen MOR-Ubertragungsfunktion liisst sich iiber eine Re-
kursionsbeziehung bilden. Hierzu wird in einem ersten Schritt der Zustandsvektor
x(s) ebenfalls als Taylor-Entwicklung

x(s) = ) xps" (4.29)
n=0
um so = 0 mit vektoriellen Taylor-Koeffizienten x,, dargestellt. Einsetzen in (4.5)
und Vergleich der Terme selber Potenz in s liefert die Rekursionsvorschrift
0 fiir n < 0,

L

=1

(4.30)

Xp =
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fiir die Taylor-Koeffizienten. Wegen
H(s) = 2(s) = c’(s)x(s) (4.31)

kénnen auch die Momente m; iiber einen Koeffizientenvergleich ermittelt werden.
Einsetzen von (4.29) in (4.31) fiithrt auf

L oo
H(s) = Z cl st Z X, S", (4.32)
=0 n=0

so dass mit der Festlegung

;=0 fiiri> L (4.33)

durch .
my, = Z clx, 4, firn=1,2,... (4.34)

i=0

eine Vorschrift zur Bestimmung der Momente gegeben ist. Durch (4.30) und (4.34)
liegen demnach sdmtliche Schritte vor, die zur Bestimmung der Momente benotigt
werden. An dieser Stelle gilt es festzuhalten, dass in (4.30) nur die Wirkung von A;*
auszuwerten ist. Es geniigt A zu faktorisieren und die Wirkung von A, ' durch Vor-
warts-Riickwértseinsetzen zu berechnen. Gegeniiber einer expliziten Berechnung der
Inversen A, ' reduzieren sich Rechenaufwand und Speicheranforderungen erheblich.
Weitere Operationen bestehen im Wesentlichen in der Bildung von Matrix-Vektor-
Produkten, die im Falle diinnbesetzter Matrizen effizient zu berechnen sind.

Aufgrund des hiufig sehr kleinen Konvergenzradius der Taylor-Reihe, wird die Uber-
tragungsfunktion nicht in Form eines Taylor-Polynoms approximiert. Stattdessen
wird die gebrochen-rationale Struktur der Ubertragungsfunktion (4.12) des Systems

(4.5) geméls
P

. > ai(s — o)’
H(s) = cT(s)%b(s) = = 5 (4.35)
1+ ;bj(s — S0)7

J

auch fiir die ROM-Ubertragungsfunktion angenommen. Dies wird iiber den Padé-
Ansatz

R i &Z(S — Soy
Hypq(s) = z:Oq - (4.36)
1 -+ Zlbj(é‘ - So)j

gewihrleistet, wobei das Verhiltnis von Zihler- zu Nennergrad in (4.36) der Uber-
tragungsfunktion (4.35) anzupassen sind, also
p P
-~ —. 4.37
¢ @ (437

Fiir den Padé-Ansatz wird weiterhin die Aufrechterhaltung der momentabgleichen-
den Eigenschaft (4.28) gefordert.
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4.2 Einpunktverfahren fiir linear parametrierte
Systeme

Eine wichtige Klasse in der Modellierung technischer Anwendungen bilden die LTI-
Systeme erster Ordnung. Diese werden durch eine Systemmatrix

A(S) = A() + SA1 (438)

beschrieben, die linear vom Parameter s abhéngt. Insbesondere ist es stets moglich,
Systeme hoherer Ordnung in linear parametrierte Systeme zu iiberfithren [Saa92b,
S. 299 f|, so dass Werkzeuge, die zur Behandlung von Systemen erster Ordnung
entwickelt wurden, oftmals auch auf Systeme hoherer Ordnung anwendbar sind.

Bei der Definition des Systems erster Ordnung werden zunéchst die Anregung b =
const(s) und der Ausgangsvektor ¢ = const(s) als konstante, vom Parameter s
unabhéngige Grofen angenommen. In Abschnitt 4.4 wird gezeigt, dass dies keine
notwendige Einschrinkung darstellt. Die momentabgleichende Eigenschaft der Mo-
dellordnungsreduktion kann auch fiir Systeme aufrecht erhalten werden, bei denen
b beziehungsweise c eine explizite Abhdngigkeit von s der Form

b(s) = a(s)by (4.39)

mit by = const(s) aufweisen.

Mit den hier getroffenen Vereinbarungen kann ein LTI-System erster Ordnung somit
geschrieben werden als

| (Ag+sAx(s) =b
Yi(s) = { 2(s) =cTx(s), (4.40)
mit konstanten Matrizen Ay, A; € CM*V. Fiir die weiteren Betrachtungen wird

vorausgesetzt, dass
rang Ag = N (4.41)

gilt und damit A, invertierbar ist. Aus der Definition der Ubertragungsfunkti-
on (4.35) ist zu sehen, dass sich diese fiir (4.40) als eine gebrochen-rationale Funktion
mit Zahlergrad

P :=grad(adjA(s)) =N —1 (4.42)

und Nennergrad
Q = grad(det A(s)) = N (4.43)

ergibt. Die in weiterer Folge vorgestellten Verfahren liefern als Niherung der Uber-
tragungsfunktion daher einen Padé-Ansatz, der die Forderung (4.37) beriicksichtigt.
Als weitere Nebenbedingung sind die Koeffizienten a;, l;j so zu finden, dass die Mo-
mente mg, my, ..., mg der Padé-Ndherung (4.36) mit jenen von (4.27) iibereinstim-
men. Die wesentlichen Unterschiede liegen in den Anforderungen an das untersuchte
System und in den numerischen Eigenschaften, wie beispielsweise Robustheit oder
Rechenaufwand.
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4.2.1 Asymptotic Waveform Evaluation

Ein friither Ansatz, der vor allem in der Berechnung grofser linearer Netzwerke aus
der Schaltungstechnik Anwendung fand, stellt das AWE-Verfahren (engl. Asympto-
tic Waveform Evaluation) [PR90| dar. Die Modellierung eines Schaltungsnetzwerks
fithrt auf ein System der Form (4.40), so dass dieses als Beispiel zur Verfahrensbe-
schreibung herangezogen wird. Die Rekursion (4.34) zur expliziten Berechnung der
Momente vereinfacht sich fiir Systeme erster Ordnung zu

m, =c'A"g (4.44)
mit den Abkiirzungen

A=—-A;'A, (4.45)
und

g=A;'b. (4.46)

Durch Koeffizientenvergleich kann damit das lineare Gleichungssystem

mog My ... Mp_1 b, My,
mp Mg ... My, b—1 Mp41
= . (4.47)
Mmp—1 Mp ... Mop—2 b1 Mon—1

zur Bestimmung der Padé-Koeffizienten Bj aufgestellt werden. Die Padé-Koeffizien-
ten a; des Zahlerpolynoms resultieren aus der Rekursion

C~L0 = My, (448)
C~L1 =my + Blmo (449)
(4.50)
n—1 ~
&n,1 = My_1 Z bkmn,k,l. (451)
k=1

Wie aus (4.44) und (4.45) zu sehen ist, muss nicht explizit A;"', sondern nur die
Wirkung der Inversen von A, auf Vektoren berechnet werden. D. h. nach einmaliger
Faktorisierung ist die Wirkung von A;' in Sinne einer Vorwirts-Riickwiirts-Einset-
zung einzubringen. Die mafgeblichen Operationen bestehen daher in der Berechnung
von Matrix-Vektor-Produkten, wobei die beteiligten Matrizen typischerweise diinn-
besetzt sind. Der numerische Aufwand im Vergleich zum Mehrpunktverfahren, bei
dem in jeder Stiitzstelle s ein Gleichungssystem A(S;)x(5x) = b(8;) zu losen ist,
fallt daher deutlich geringer aus. Demgegeniiber steht allerdings die Einschrinkung,
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dass ausreichend Speicherkapazitét fiir die Faktorisierung verfiigbar sein muss. Ein
iterativer Ansatz zur Berechnung von (4.45) stellt hierbei keine erfolgversprechende
Alternative dar, da zur Bestimmung jedes Moments das Gleichungssystem gelost
werden miisste und damit der Vorteil gegeniiber dem Mehrpunktverfahren verloren
wire. Die Notwendigkeit der einmaligen Faktorisierung von Aj ist bestimmend fiir
alle hier vorgestellten Einpunktverfahren.

Auch wenn das AWE-Verfahren sich in vielen Anwendungen bewihrt hat, stofst es
insbesondere bei breitbandigen Charakterisierungen schnell an seine Grenzen und
fiir Ordnungen im Bereich von n = 10...15 bricht das Verfahren erfahrungsgemaf
zusammen [ZC02, S. 327]. Der Grund hierfiir liegt in der Tatsache, dass die Mo-
mente m,, durch Ausdriicke der Form A"g gebildet werden, welche fiir n — oo nach
der Von-Mises-Tteration gegen den Eigenvektor zum betragsgrofiten Eigenwert kon-
vergieren. Damit werden Momente héherer Ordnung immer dhnlicher, bzw. sind im
Rahmen der Maschinengenauigkeit kaum mehr voneinander zu unterscheiden. Das
Koeffizientengleichungssystem (4.47) des AWE-Ansatzes wird durch diese numeri-
schen Ausloschungseffekte zunehmend schlecht konditioniert. In praktischen Anwen-
dungen hat dies zur Folge, dass die gefundene Padé-Naherung keine ausreichende
Ubereinstimmung mit der tatsichlichen Ubertragungsfunktion iiber den geforder-
ten Parameterbereich aufweist. Mehrpunktverfahren unterliegen dieser Limitierung
nicht.

Ein Kompromiss fiir eine breitbandigere Giiltigkeit der AWE-Ubertragungsfunk-
tion ist, dhnlich wie bei den in Abschnitt 4.1.1 geschilderten Mehrpunktverfahren,
durch Hinzunahme weiterer Entwicklungspunkte §; erreichbar. In den zusétzlichen
Entwicklungspunkten werden ebenfalls Momente und entsprechende Ubertragungs-
funktionen mittels (4.44) und (4.47) bestimmt, die in einer hinreichend kleinen Um-
gebung von §; eine sehr gute Approximation darstellen. Anschliefsend werden die
so bestimmten Teiliibertragungsfunktionen zu einer Gesamtiibertragungsfunktion
verkniipft. Ein weit verbreitetes Verfahren dieser Art stellt das Complex Frequen-
cy Hopping (CFH) dar [KSNT96]. Bei diesem Ansatz muss jedoch fiir jeden Ent-
wicklungspunkt erneut die Systemmatrix faktorisiert werden, was einem erheblichen
Mehraufwand entspricht und den Vorteil gegeniiber den Mehrpunktverfahren relati-

viert. Eine weitergehende Diskussion solch gemischter Ansétze ist beispielsweise in
[Gri97| zu finden.

4.2.2 Krylov-Unterraum-Verfahren

Einen wesentlich robusteren Ansatz im Vergleich zum AWE-Verfahren stellt das
Verfahren Padé-Via-Lanczos (PVL) [FF95] oder der Arnoldi-Algorithmus [GL96,
S. 499| dar. Fiir diese Verfahren wird explizite eine Basis des zugrundeliegenden
Krylov-Unterraums konstruiert, und die momentabgleichende Eigenschaft erfolgt
durch eine Projektion auf diesen Unterraum (vgl. Abschnitt 4.1).
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Der n-dimensionalen Krylov-Unterraum zu einem Paar (A, g), A € CNVN g e CV
ist definiert als

K.(A, g):=span{g,Ag, A%, ..., A" g}, n<N. (4.52)

Die ROM-Ubertragungsfunktionen, die mittels Projektion generiert werden, verfii-
gen im Entwicklungspunkt {iber dieselben Eigenschaften wie die AWE-N&herung,
jedoch ist aufgrund der numerisch robusteren Formulierung eine deutlich hohere
Ordnung des Padé-Ansatzes, und damit eine groflere Anzahl abgeglichener Momen-
te erreichbar. Ein bestimmender Faktor in der numerischen Stabilitit resultiert aus
der Forderung der Unitaritdtseigenschaft

Q'Q =T, (4.53a)
PP =1 (4.53b)

Es ist dabei I = diag(1,1,...,1) die n x n-Einheitsmatrix. Der Momentenabgleich
wird erreicht, indem eine Losung X geméf (4.20) mit

bild Q D span{xg, X1, ...,X,} (4.54)

gefunden wird. Hierin entsprechen die Vektoren x;, ¢+ = 0,1,...,q, den Taylor-Ko-
effizienten in (4.30). Fiir Systeme erster Ordnung sind diese wegen (4.44) gegeben
durch

x; =A'g = —(A;'A)'A;'b. (4.55)

Abkiirzend wird die Definition
Ko(21) == K (A A, Ay 'b) (4.56)

des Ansatz-Krylovraums fiir Systeme erster Ordnung eingefiihrt. Damit kann die fiir
Krylov-Unterraum-Verfahren zentrale Aussage formuliert werden:

Fiir das System ¥ fiihrt ein Projektionsverfahren basierend auf der Ansatzmatriz

Q mit

bild Q D K, (%) (4.57)
unter der Bedingung
det(PTA,Q) #0 (4.58)
auf ein ordnungsreduziertes System X, das auf Taylor-Koeffizienten
Xy = QX (4.59)

fithrt, die bis zum Grad ¢ — 1 mit jenen des Originalsystems iibereinstimmen, also
X, =X, fir k=0,1,...,q— 1. (4.60)

Hierbei sind die ROM-Taylor-Koeffizienten X;. definiert iiber die Entwicklung

X(s) = ) Rps". (4.61)
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Die ROM-Momente berechnen sich entsprechend zu
Mk = ¢ X, (4.62)
und es gilt
mp =my fir k=0,1,...,q— 1. (4.63)

Zusitzliche Freiheitsgrade stehen mit dem Testraum bild P zur Verfiigung. Eine
geeignete Wahl des aufgespannten Unterraums erlaubt die Anzahl abgeglichener
Momente weiter zu erhohen [Far07, S. 114]. Die Konstruktion des Testraums erfolgt
analog zur vorangehend beschriebenen Vorgehensweise, jedoch wird in diesem Fall
das transponierte System

ST (s) = { (AL + sAT)w(s) =< (1.64)

betrachtet. Wegen
v(s) = vl (s) =wl(s)b=c’(Ag+sA;)'b = 2(s) (4.65)

ist die Ubertragungsfunktion des transponierten Systems identisch zu derjenigen
des Originalsystems (4.40). Die Rekursion fiir die Taylor-Koeffizienten des Systems
(4.64) lautet in Analogie zu (4.55)

w; = (A;TAT)Y A ¢, (4.66)
womit der geeignete Ansatzraum fiir w durch
K,(27) := span{wq, w1, Wy, ..., W, 1} (4.67)
gegeben ist. Wegen (4.65) gilt daher fiir das reduzierte Modell (4.14) mit
bildP 2 K,(%7) (4.68)

unter der Bedingung (4.58), dass die ROM-Momente mg, my, ..., m,_; mit jenen
des Originalmodells {ibereinstimmen.

Mit den am transponierten System aufgezeigten Eigenschaften kann die Aussage
(4.63) wie folgt erweitert werden:

Die Verwendung von Projektionsmatrizen P und Q mit den Eigenschaften (4.57)
bzw. (4.68) fithrt unter der Bedingung (4.58) auf ein ordnungsreduziertes Modell,
mit der Eigenschaft

my =my fir k=0,1,...,p+q—1. (4.69)

Die ROM-Ubertragungsfunktion stimmt also in den ersten ¢+p Momenten mit jenen
der Originaliibertragungsfunktion iiberein.



Einpunktverfahren fiir linear parametrierte Systeme 47

Der Beweis fiir die momentabgleichende Figenschaft der Krylov-Unterraumverfahren
wird beispielsweise in [FF95] erbracht. In [SLLO03a] wird dieser Beweis auf Krylov-
Verfahren fiir Matrix-Polynome hoherer Ordnung erweitert.

Neben der Beibehaltung der momentabgleichenden Eigenschaften iiberwinden die
Krylov-Verfahren die in Abschnitt 4.2.1 aufgezeigten Schwéchen der AWE-Methode
und ermoglichen die effiziente Anwendbarkeit der Modellordnungsreduktion auf eine
Vielzahl praktischer Problemstellungen.

Eine Einschriankung des PVL-Verfahrens besteht in der Drei-Schritt-Rekursion, die
dem Lanczos-Algorithmus bei der Bildung der Projektionsbasis zugrunde liegt. Auf-
grund numerischer Effekte kann damit ein Orthogonalitatsverlust der Basisvektoren
einhergehen und ein vorzeitiger Einbruch des Verfahrens eintreten. Zwar existieren
modifizierte Algorithmen |[GL96, S. 482 ff], die diesen Nachteil eliminieren, fiir die
vorliegende Arbeit wird jedoch die Arnoldi-Tteration geméfs Algorithmus 1 gewé#hlt,
da diese einen guten Kompromiss aus Robustheit und Rechenaufwand darstellt. Im
Gegensatz zur Lanczos-Iteration ist zudem keine Symmetrie der Systemmatrizen ge-
fordert, und die Rekursion zur Berechnung der Projektionsbasis bezieht alle zuvor
ermittelten Basisvektoren mit ein. Damit ist beim Arnoldi-Algorithmus die Bedin-
gung (4.53) stets gewihrleistet, und er ist unverdndert auch auf nicht-symmetrische
Systeme anwendbar.

Algorithmus 1 Arnoldi-Algorithmus zur Berechnung von IC,, (A, g) geméf (4.52)

1: q1 =g/ g,

2: for k=1,2,...,n—1do
30 Qry1 = Aqy;

4: for j=1,2,... .,k do
5: hjr = q;HAQId

6: Qr+1 = Aev1 — hjrqy;
7. end for

8 hpgrk = [ Qryrlls;

9 Qi1 = Qes1/ Ptk
10: end for

Die mit dem Arnoldi-Algorithmus berechneten Koeffizienten hj;, stellen die Eintrige
einer oberen Hessenberg-Matriz dar,

hll h12 o 0. hln

H, = |2 P r (4.70)
o . ;
0 . honot hom

Diese entspricht der Projektion von A auf den Krylov-Unterraum K, (A, g). Der
Arnoldi-Algorithmus bildet die Grundlage effizienter iterativer Gleichungs- und Ei-
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genwertloser, wie beispielsweise der GMRES-Verfahren (Generalized Minimal Resi-
dual Method) [Saa96, S. 157|. Die Losungsverfahren haben gemeinsam, dass Nahe-
rungen der gesuchten Grofen anhand der niedrigdimensionalen Hessenberg-Matrix
bestimmt werden. Bei geeigneten Matrizen A, d. h. bei Matrizen die am Rand des
Spektrums keine Eigenwert-Cluster aufweisen, stellen die betragsgrofiten Eigenwerte
von H,, bereits fiir niedrige Dimensionen n < N sehr gute Approximationen der
Eigenwerte von A dar [Saa92b, S. 204]. Aufgrund der niedrigen Dimension von H,,
kénnen die Eigenwerte zum Problem

H,v = \v (4.71)

mit klassischen Ansitzen, wie dem QR-Verfahren effizient bestimmt werden. Die so
approximierten Eigenwerte von A heifsen Ritz- Werte und die zugehorigen Eigenvek-
torndherungen

v =Qv (4.72)

entsprechend Ritz- Vektoren [Saa92b, S. 175].

4.2.3 Residuenberechnung im Arnoldi-Verfahren

Eine wichtige Grofe zur Bewertung von Niherungslosungen, beziehungsweise der
Qualitdt ordnungsreduzierter Modelle, stellt das Residuum dar. Fiir die Zustands-
gleichung des Systems (4.40) ist das Residuum zu einer Naherungslosung x = Qx
durch die Beziehung

r:=(Ay+sA)x—b (4.73)

gegeben. Aus der Arnoldi-Tteration

a = Ay'b, (4.74)
AQ_IAIQTL = Qan + hn—f—l,ndn—i—lé?—: (475)

folgt mit €7 = (0,0,...,0,1) € R1*",

A;'b = Qe h (4.76)
und der Naherungslosung
x = Q,X (4.77)
das Residuum in der Form

= (Ag+5A1)Q,x — AgQé1h1
= AoQ, [(T+ sH,)X —é1hi]| + Shn—i—l,nAOéln—i—léZ:}_(- (4.79)
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Mit der Bedingung

Qlr=0 (4.80)
kann der Ausdruck geschrieben werden als
Q1 Ao [Qu(I+ sH,) + shos10Gu1€,] X = Qpb, (4.81)
A [I +sH, + Sthrl,n(QZAOQrJilQZAO(AanrléZ} X = e1hy. (4.82)
Durch Einsetzen in (4.79) gilt fiir das Residuum schlieflich
r = shpi1nAo [I— Qu(QFA0Q,) ' Q) Ag] duii(e]%). (4.83)

Damit sind in der Darstellung des Residuums nur noch Terme der Dimension n < N
oder Produkte, die ohnehin im Arnoldi-Verfahren berechnet werden, enthalten. Die
Residuenauswertung fiir eine grofe Zahl an Parameterstiitzstellen s; ist daher mit
geringem Aufwand zu bewerkstelligen. Durch eine Eigenzerlegung der Systemma-
trix ldsst sich der Rechenaufwand nochmals verringern, wie im folgenden Abschnitt
gezeigt wird.

4.2.4 Schnelle Auswertung von Ausgangsgrofie und
Residuum

Die Bewertung der Qualitidt der Naherungslosung aus einem ordnungsreduzierten
Modell ist umso aussagekriftiger, je feiner der untersuchte Parameterbereich abge-
tastet ist. Um den Aufwand im Vergleich zum gesamten MOR-Prozess moglichst
gering zu halten, werden effiziente Methoden zur Auswertung der Residuen (4.83)
und der Ausgangsgrofe z(s) vorgeschlagen. Grundlage der Vorgehensweise ist die

Berechnung der Eigenpaare (\;,v;),7 = 1,...,n zum verallgemeinerten Eigenwert-
problem in der ROM-Doméne:

on = Al\_f dlag ()\1, )\2, cey /\n) mit \7 = [\_/1 ce \_/n], (484)

VI'A V=1 (4.85)

Da Ay und A; symmetrisch sind und auferdem A, positiv definit ist, ist die Dia-
gonalisierbarkeit des Paars (Ag, A1) gegeben [Saa92b, S. 295|. Der Basiswechsel

x=Vw (4.86)
fithrt auf die als Funktion von s schnell auswertbaren Beziehungen
w = diag (Ai i S) Vb, (4.87)
z = s(V'b)" diag <5\i :_ s) Vb, (4.88)
r = shyi1,A0[I— Q,V diag (Ai) VTQLAy]qn i1 (6L VW). (4.89)



50 Schnelle Frequenzgangberechnung linearer Systeme

Insbesondere die Auswertung des Residuums kann sehr effizient gestaltet werden,
da lediglich der konstante Anteil

)

_ 1\ -
ro = hpt1nAo [I —Q,Vdiag (5\—) VTQZAO]QnH (4.90)

mit einem s-abhéngigen Faktor in der Form
r = s(el Vw)r, (4.91)

skaliert werden muss.

4.2.5 Shift- und Invert-Vorkonditionierung

Die bisher aufgezeigten Eigenschaften der Modellordnungsreduktionsverfahren ba-
sieren auf einem Momentenabgleich im Ursprung s = 0. Dabei wird die Approxima-
tionseigenschaft der Krylov-Unterraum-Verfahren unter anderem mit der Tatsache
erklart, dass die Krylov-Vektoren den Raum jener Eigenvektoren aufspannen, die
zu isolierten Eigenwerten am Rand des Spektrums gehoren [BDDT00, Kapitel 7].
Im konkreten Fall des Raums K,(3;) = K,(A; A, A;'b) heikt das, es werden
Approximationen zum verallgemeinerten Eigenwertproblem

(Ag—AA)v=0 (4.92)
& AJTA v = %V (4.93)

bestimmt, wobei die gefundenen Ritzwerte A im Wesentlichen in der Abfolge
Ml < el <A <. (4.94)

konvergieren [BDD'00, S. 369]. Mit der Invertierung von Ay, also der Invert-Vorkon-
ditionierung, werden die betragskleinsten Eigenwerte an den Rand des Spektrums
iiberfiihrt. Mit dem Arnoldi-Algorithmus konvergieren daher zunéchst die Eigenwer-
te in der Umgebung von s = 0. Ist fiir ein gegebenes System das Verhalten in einer
Umgebung
Zs = [Smin, Smax] = [So — As, s + As] (4.95)
um den Entwicklungspunkt so # 0 von Interesse, kann durch einen Parameter-Shift
§:5—8— 8 (4.96)

das Spektrum des Systems derart verschoben werden, dass zuerst die Figenwerte in
der Umgebung von sy konvergieren und auch der Momentenabgleich im Entwick-
lungspunkt sq stattfindet. Der Shift (4.96) fiihrt auf die Darstellung der Systemglei-
chung in der Form

AO -+ (8 — So + So)Alx =b (497)
<~ (A() + SQAl) + sA1x =Db. (498)
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Mit der Abkiirzung

Ag = Ay + s0A, (4.99)
wird das Eigenwertproblem (4.92) in die Form
Ay — MV =0 (4.100)
iiberfiihrt, wobei der hierin auftretende Eigenwert {iber die Beziehung
A=)+ 5. (4.101)
mit dem Eigenwert A in (4.92) zusammenhéngt. Das LTI-System
$(3) = { (Ao + SAl)}Z‘ ZETX (4.102)

ist nach dem Parameter-Shift wieder mit derselben Parametrierung wie in (4.40)
gegeben und es gelten dieselben Aussagen beziiglich der Eigenwert-Konvergenz, in
diesem Fall jedoch fiir die Umgebung von § = 0. Der mittels Shift- und Invertvorkon-
ditionierung generierte Krylov-Unterraum zum System (4.102) lautet entsprechend

Ka(E1) = span{g, Ag, A%g,..., A"'g} (4.103)

mit X X R
A:=—-A;'A; und g:=A;'b. (4.104)
Die Shift-Invert-Vorkonditionierung ist genauso auch auf Systeme héherer Ordnung
anwendbar, also fiir die Verfahren aus Abschnitt 4.3 zugénglich. Hierzu werden nach
Anwendung des Parameter-Shifts (4.96) Terme selber Ordnung in § umsortiert und
ein aquivalentes System um den Entwicklungspunkt sy aufgestellt. Im MOR-Prozess

findet dann, wie hier fiir linear parametrierte Systeme gezeigt, der Momentenabgleich
im Punkt sg statt.

4.3 Systeme hoherer Ordnung

In Abschnitt 4.1.2 wird die Anwendung des Arnoldi- und des Lanczos-Algorithmus
auf Systeme mit linearer Parametrierung, das heifft L = 1, gezeigt. Allgemein poly-
nomiell parametrierte Systeme (4.5) mit L > 1 bediirfen eines erweiterten Ansatzes.
Eine Moglichkeit stellt beispielsweise die in [ZC02] aufgezeigte Linearisierung des
Systems dar. Allerdings wird hierbei die Systemdimension mit dem Faktor L verviel-
facht und die symmetrische Struktur muss aufgegeben werden. Strukturerhaltende
Projektionsverfahren fiir Systeme hoherer Ordnung stellen fiir L = 2 das Second
Order Arnoldi- (SOAR) [BS05b| und fiir beliebiges L das Well Conditioned AWE -
Verfahren (WCAWE) [SLL03a| dar. Diese basieren beide auf der Konstruktion ei-
ner orthogonalen Basis fiir den Krylov-Unterraum hoherer Ordnung. Fiir Matrizen
Ay, Ay, ..., A € CY*N und Vektoren by, by,..., by € CV ist dieser definiert als

qu(AQ, Al, ceey AL, b(), bl, ceey bL) = Span{xo, X1y ,Xq_l} (4105)
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mit
Xp = bO (4106&)
X1 = b1 - A1X0 (4106b)
X9 = b2 — A1X1 — AQXO (4106C)

L
Xp = bg — Z AOCXQ_Q (4106(1)
a=1

und

by =0 fiir 8> L. (4.107)

Damit ldsst sich die Aussage (4.60) des Momentenabgleichs auch auf Systeme ho-
herer Ordnung entsprechend der Definition (4.5) iibertragen: Erfiillt ein ordnungs-
reduziertes Modell geméf (4.14) die Bedingung

det(PTA,Q) #0 (4.108)
und ist die Ansatzmatrix Q derart gewéhlt, dass
spanQ D K,(X) = AJ'K (A, A, ... Ap;bg by, ..., by) (4.109)
gilt, dann lasst sich der Momentenabgleich in der Form
my =my fir k=0,1,...,¢—1 (4.110)
auch fiir Systeme hoherer Ordnung aufrecht erhalten.

Entsprechend kann die Anzahl abgeglichener Momente vergréfsert werden, wenn zu-
satzlich
K,(2") C span P (4.111)

gilt. Beweise zu den getroffenen Aussagen finden sich in [Far07].

Dariiber hinaus sind Einpunktverfahren auch sehr effizient bei der Ordnungsreduk-
tion multivariater Systeme einsetzbar [Far07].

4.4 Systeme in der Simulation elektrodynamischer
Felder

In Kapitel 3 wird gezeigt, wie sich die Maxwell-Gleichungen in das Finite-Elemen-
te LTI-System (3.52) tiberfiihren lassen. Grundlage der folgenden Betrachtungen
wie auch der Computerimplementierung bildet ausschlieklich das TFE-System; aus
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Griinden der Ubersichtlichkeit wird jedoch auf die Angabe des Index v+ bei den
Systemkomponenten verzichtet.

Damit das LTI-System den Werkzeugen der Modellordnungsreduktion zugénglich
gemacht werden kann, sind vorab spezielle Eigenschaften des Systems zu erldutern.
Die hier gewihlte FE-Formulierung (3.28) ist auf die Analyse von Wellenph&nome-
nen in Mikrowellenstrukturen, also auf Hochfrequenzanwendungen zugeschnitten.
Fiir diese Formulierung ist aus (3.28a) zu erkennen, dass aufgrund des Rotations-
operators alle Gradienten grad¢ € W), im Nullraum von S liegen und damit S
singuldr wird. Das System hat fiir den Grenzfall jky — 0 keine eindeutige Losung.
Unter Beachtung dieser Einschrankung wird fiir die Charakterisierung des FE-Sys-
tems der Wellenzahlbereich

Iy = {koy, koo, ... ko, } mit ko; = 27 f;\/Eot0, i =1,..., Ny (4.112)
festgelegt.

Die in der Systemdefinition (4.5) geforderte Regularitét der Matrix A kann fiir das
FE-System geméfs der Betrachtungen in Abschnitt 4.2.5 durch einen Parameter-
Shift

§: gk — j(ko — ko) (4.113)

bewerkstelligt werden. Dadurch wird zum einen die Invertierung der parameterun-
abhingigen Matrix

S := S+ jkoD + (jko)>T (4.114)

ermoglicht und zum anderen, bei entsprechender Wahl von l%o € I,]fo, eine verbesserte
Konvergenz in der Modellordnungsreduktion erzielt. Nach Anwendung des Parame-
ter-Shifts (4.113) lésst sich das FE-System in der Form

schreiben, wobei
D := D + 2jkT (4.116)

gilt. Mit (4.115) liegt somit ein System zweiter Ordnung vor, das alle Eigenschaften
der Definition (4.5) erfiillt und daher den projektionsbasierten Modellordnungsre-
duktionsverfahren zugénglich ist. Damit sind auch die momentabgleichenden Eigen-
schaften der entsprechenden MOR-Verfahren gewahrleistet.

Wie in Abschnitt 3.4.1 erlautert, ist die polynomielle Parametrierung der rechten
Seite nicht mehr aufrecht zu erhalten, wenn TE- oder TM-Moden im System zu
beriicksichtigen sind. Diese wirken gemiR (3.64) mit der Skalierung =(ko, ko) auf
die rechte Seite. Eine genaue Betrachtung der Definition von Krylov-Unterrdumen

mit héherer Ordnung in B geméf (4.106) zeigt jedoch, dass diese Rdume invariant
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gegeniiber Skalierungen der rechten Seite sind. Die lineare Hiille des Krylov-Unter-
raums zum System X pg(8) wird von der konkreten Skalierung der Anregung B nicht
beeinflusst. Es gilt

K.(Ere) = Téjkoﬁosle)

S 'T; (jko + 8)10S™'B)

S T; (jko + $)m0S ™' BE ko, ko))
S~'T;S™'B).

(4.117)

Da die Skalierung E(l%o, ko) identisch auf die Ubertragungsfunktionen des Original-
und des ROM-Systems wirkt, bleibt die momentabgleichende Eigenschaft unverén-
dert erhalten.

Fiir den wichtigen Spezialfall des verlustfreien elektrodynamischen Systems, bei dem
Leitungs- und Abstrahlungsverluste vernachléssigt werden konnen, gilt D = 0. Dies
erlaubt die Einfiihrung des Parameters

ko= k2 — k2, (4.118)

und damit die Formulierung eines elektrodynamischen Systems mit linear parame-
trierter Systemmatrix

(S — k2T) + (k2 — k2)T = S + &T. (4.119)

In Kapitel 6 wird die Anwendung von MOR-Verfahren fiir diese wichtige Systemklas-
se beschrieben und in diesem Zusammenhang ein neuer Fehlerschitzers vorgestellt.

4.5 Definition und Eigenschaften von ROM-Fehlern

Um eine Aussage hinsichtlich der Approximationseigenschaften eines ROMs treffen
zu konnen, sind geeignete Bewertungskriterien zu definieren. In der vorliegenden Ar-
beit werden ausschlieflich jene Fehler betrachtet, die beim Ubergang vom originalen
System (4.5) zum ordnungsreduzierten Modell (4.14) entstehen. Andere Modellie-
rungsfehler, wie beispielsweise Diskretisierungsfehler der FE-Methode, sind nicht
Bestandteil der nachfolgenden Untersuchungen.

Als naheliegende Kriterien werden zunachst der Fehler im Lisungsvektor
ex(s) == Qx(s) — x(s) (4.120)
und der Fehler in der Ubertragungsfunktion

er(s) = H(s) — H(s) (4.121)
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eingefiihrt. Fiir ordnungsreduzierte Systeme mit den Eigenschaften (4.57) und (4.58)
gilt dann
lex(s)[l € O(s?), (4.122)
ler(s)] € O(s7). (4.123)

In der Umgebung des Entwicklungspunkts s = 0 verhélt sich der Fehler also pro-
portional zu s9.

Die Eigenschaft (4.122) lésst sich durch Einsetzen von (4.60) in die Taylor-Entwick-
lung (4.29) {iberpriifen. Die Giiltigkeit von (4.123) folgt dann wegen

<" (s)]| = Zsicf(s) c0(1) (4.124)
len(s)] = [e” (s)ex(s)| < || (s)] llex(s)l] € O(s°*) = O(s?). (4.125)

Ebenso wie die Anzahl der abgeglichenen Momente, verdoppelt sich auch die Fehler-
ordnung in der Ubertragungsfunktion, wenn zusétzlich der Testraum die Bedingung
(4.68) erfiillt.

Um dies zu zeigen, wird zunéchst das ordnungsreduzierte Modell zum transponierten
System (4.64) aufgestellt,

s = { 4760

&(s),
o(s) = b7 (s)W(s) (4.126)

und der Fehlervektor des transponierten Systems
ew = Pw—w (4.127)

eingefiihrt. Fiir den gesuchten Ausgangsfehler ey folgt damit

en "EV o= c’(Qx — x) 120 (T 29 GT Ae,
(120 (PW — ew) Ae, = w/PTAe, — el Ae,. (4.128)
Aufgrund der Galerkin-Bedingung (4.22) gilt
PTAe, =P'r=0 (4.129)
und somit
eg = —el Ae,. (4.130)

Da A ein Polynom in s ist und die Fehlervektoren den Beziehungen ||ex(s)|| € O(s9)
bzw. |lew(s)|| € O(s?) geniigen, ist die Behauptung

e € O(s71P) (4.131)

erfiillt.
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Kapitel 5

Adaptive Strategien in der
Mehrpunkt-
Modellordnungsreduktion

Modellordnungsreduktionsverfahren haben sich in vielen Anwendungsfeldern als ein
sehr effizientes Werkzeug zur schnellen Frequenzgangberechnung linearer Systeme
bewédhrt. Wie in Abschnitt 4.1.1 erlautert, zeichnen sich Mehrpunktverfahren durch
eine hohe Flexibilitdt aus und erlauben die effiziente Anwendbarkeit von iterati-
ven Losern. Neben FE-Anregungsproblemen kénnen Mehrpunktverfahren auch zur
Charakterisierung inhomogener Wellenleiter eingesetzt werden. Die Wellenleiterfor-
mulierung fiithrt auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, dessen Losungen die
Ausbreitungskoeffizienten und zugehorige modale Wellenformen sind [SFDEOS].

Ein zentraler Aspekt im Rahmen der Modellordnungsreduktion besteht in der For-
mulierung eines geeigneten Abbruchkriteriums, welches die folgenden Anforderungen
beriicksichtigen muss:

e Das Kriterium darf nicht zum Beenden der MOR-Iteration fiithren, bevor das
ordnungsreduzierte Modell die gewiinschte Genauigkeit erreicht hat.

e Das Kriterium soll die Generierung redundanter Informationen unterbinden,
also die Anzahl zeitintensiver MOR-Iterationen klein halten, um eine effiziente
Auswertung zu gewéhrleisten

e Die Auswertung des Kriteriums soll die zusétzlichen Rechenzeiten und Spei-
cheranforderungen moglichst gering halten.

In den folgenden Abschnitten werden in Anlehnung an [KFK*11]| und [SFKDE11]
unterschiedliche Strategien zur adaptiven Konstruktion des ROMs untersucht. Hier-

o7
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bei kommen residuenbasierte sowie inkrementelle Fehlerindikatoren zur Anwendung.
In der vorliegenden Arbeit wird ein direkter Vergleich der genannten Strategien
dargestellt, der insbesondere auf die spezifischen Eigenschaften elektrodynamischer
Problemstellungen eingeht.

Der naive Ansatz, Entwicklungspunkte s; gleichméfig iiber den Frequenzbereich zu
verteilen, fiihrt in der Regel nicht auf ein optimales Ergebnis in der Mehrpunkt-
Iteration. Insbesondere werden neue Punkte an Stellen gesetzt, an denen die Sys-
temlosung weitestgehend redundante Information liefert. Gleichzeitig wird mit die-
sem Vorgehen in Frequenzbereichen mit hoher Systemdynamik das Systemverhalten
nicht hinreichend aufgelost. Dieser Ansatz fithrt demnach auf ordnungsreduzierte
Modelle unnétig hoher Dimension oder unzureichender Genauigkeit.

Mit der Greedy-Methode [RRMO09| wird eine Strategie vorgeschlagen, die diese Ein-
schriankung iiberwindet. Hierbei werden neue Stiitzstellen in jene Punkte gelegt, in
denen ein geeignetes Fehlerkriterium ein Maximum annimmt.

Alternativ zur Greedy-Methode wird das Bisektions-Verfahren untersucht. Dieses
beruht auf der sukzessiven Teilung jener Intervalle, die den maximalen Wert fiir ein
Fehlerkriterium beinhalten [SFDE09|. Im Gegensatz zur Greedy-Methode miissen
hierbei die Fehlerkriterien nicht punktweise betrachtet werden. Stattdessen ist es
auch moglich ein integrales Fehlermaf fiir Teilintervalle heranzuziehen. Die Vorge-
hensweise des Bisektions-Verfahrens wird dadurch begriindet, dass der Interpolati-
onsfehler fiir glatte Felder dazu tendiert, um den Mittelpunkt zwischen zwei Stiitz-
stellen sein Maximum anzunehmen. Daraus resultiert die Annahme, dass durch die
Wahl einer Stiitzstelle in diesem Mittelpunkt ein Maximum an neuer Information
zur ROM-Basis hinzugefiigt werden kann.

Die numerischen Experimente in Abschnitt 5.4 belegen, dass fiir beide Ansétze, die
Greedy- wie auch die Bisektions-Methode, exponentielle Konvergenz und somit eine
vergleichbare Effizienz erreicht wird.

Unabhéngig von der Punktwahlstrategie muss in jedem Adaptionsschritt ein Feh-
lerkriterium in einer Vielzahl von Auswertungspunkten berechnet werden, weshalb
der schnellen Berechnung des Kriteriums eine zentrale Bedeutung zukommt. Ein zu
hoher Aufwand wiirde die Vorteile der Modellordnungsreduktion zunichte machen.

5.1 Mehrpunkt-Modellordnungsreduktion in der Si-
mulation elektrodynamischer Felder

Wie bereits bei den Einpunktverfahren festgestellt, kann die mathematische Be-
handlung der FE-Systeme ohne Beschriankung der Allgemeinheit anhand des SISO-
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Falls hinreichend erldutert werden. Im Falle mehrerer Ein- und Ausgangsgrofsen sind
entsprechende Blockalgorithmen anzuwenden, die in trivialer Weise aus den SISO-
Gleichungen abzuleiten sind [SFDE09].

5.1.1 Anregungsprobleme

Basierend auf den in Abschnitt 4.1.1 gezeigten Zusammenhéngen wird nachfolgend
das Mehrpunkt-Verfahren auf elektrodynamische Problemstellungen angewendet.

Dazu wird als Ausgangspunkt das FE-Gleichungssystem (3.52) herangezogen, das
mit der Abkiirzung
s = jko (5.1)

und unter Weglassen der ,,TF“-Indizes in der Form
A(s) == (S+sD+ s*T) x = spob (5.2)
gegeben ist. Wie in Abschnitt 4.1.1 beschrieben, werden Lésungen
X, 1= X(s) (5.3)
an Stiitzstellen s, € Z; bestimmt, die die lineare Hiille des Ansatzraumes
bild Q := span{xy, ..., Xk} (5.4)
mit
Q= a1, q,...,ax), a;'q; = dy;, (5.5)
aufspannen.

Im Sinne einer Galerkin-Methode wird der Testraum mit dem Ansatzraum gleich-
gesetzt,

P :=Q. (5.6)

Entsprechend der Definition in Abschnitt 4.1 ergibt sich so das ordnungsreduzierte
Modell der FE-Gleichung durch Projektion in der Form

< [ A(s)x(s) :71036,
ﬂﬁ—{ 5(s) = bTR(s) (5.7)

mit der Systemmatrix

A(s):=Q" (S+sD+sT)Q (5.8)
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und der Anregung
b:=Q’b. (5.9)
Die Niherungslosung X(s) ~ x(s) zum FE-System (3.52) ist dann durch
X(s) = Qx(s) mit %(s) € CY und =x(s) € C* (5.10)

gegeben. So lange die Dimension K des ROM wesentlich kleiner als die des Origi-
nalsystems ist, K < N, kann das ROM um ein Vielfaches schneller ausgewertet,
und somit eine hohe Auflésung im relevanten Frequenzbereich erreicht werden.

5.1.2 Radial inhomogene Wellenleiter

In den bisherigen Ausfiithrungen wurden lediglich homogene Wellenleiter betrach-
tet, bei denen die Feldverlaufe von der Frequenz unabhingig sind und der Aus-
breitungskoeffizient iiber die Dispersionsgleichung (2.40) einfach bestimmt werden
kann. Entsprechend Abschnitt 4.4 erlaubt diese explizite Frequenzabhingigkeit die
Anwendung der Modellordnungsreduktion ohne weitere Einschriankungen.

Bei inhomogenen Wellenleitern treten hingegen allgemein dispersive Wellenformen
auf, deren transversale Feldverlaufe frequenzabhéngig sind. Der Ausbreitungskoeffi-
zient kann fiir diesen Wellenleiter in der Regel nicht mehr durch einen geschlossenen
Ausdruck angegeben werden, dieser ist daher numerisch zu bestimmen. Die Metho-
de zur Behandlung allgemein dispersiver Wellenformen im Rahmenwerk der Modell-
ordnungsreduktion wurde in [SFDEOS| vorgestellt. An dieser Stelle wird lediglich
die grundlegende Idee der Vorgehensweise angedeutet, da der Fokus nachfolgender
Untersuchungen auf den anzuwendenden Abbruchkriterien, jedoch nicht auf dem
Verfahren selbst liegt.

Das Ziel der Modellordnungsreduktion im Zusammenhang mit inhomogenen Wel-
lenleitern besteht darin, den Feldverlauf und der zugehdrige Ausbreitungskoeffizient
einer Wellenform iiber einen breiten Frequenzbereich zu berechnen. Grundlage bildet
hierbei das verallgemeinerte Eigenwertproblem, wie es geméf [LLL03] und [FHDEO4]
aus der FE-Diskretisierung resultiert:

S ISx(f) = ) T(): (5.11)

Hierin ist v € C der Ausbreitungskoeffizient und x € CY¥W¢ der zugehorige Ei-
genvektor. Analog zum Anregungsproblem in Abschnitt 3.4 werden die Komponen-
ten Sg 1o RYWeXMwe als Steifigkeitsmatrizen bezeichnet, wihrend T € RNwexNwe
die Massenmatrix darstellt. Die vorliegende Struktur erlaubt somit die Anwen-
dung des Mehrpunktverfahrens in gleicher Weise wie fiir den Anregungsfall. Al-
lerdings werden hier modale Losungen x(f;),j = 1,2,..., M, also Eigenvektoren
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in den Entwicklungspunkten fi, fo, ..., far € I]’} gesucht, um eine Projektionsbasis
{w1, wa,..., wy} mit der Eigenschaft
span{wy, W, ..., Wy} C span{xy,Xa, ..., X} (5.12)

zu konstruieren.

Fiir die numerische Berechnung muss geméf der Ausfiihrungen in [SFDEO0S| ge-
wahrleistet sein, dass die Basisvektoren w; T-orthogonal zum a priori bekannten
Unterraum

N = span{n;(f),ny(f),...,nn,} (5.13)

von Nullfeldern n;(f) sind. Die Nullfelder ergeben sich als nicht-triviale Losungen
aus dem Gleichungssystem

> 8m(f)=0 (5.14)

und miissen zur Vermeidung unphysikalischer Losungen im MOR-Prozess aus den
Projektionsrdumen ausgeschlossen werden. Es wird daher gefordert, dass die Basis-
vektoren w;(f) der Bedingung

n; (f)Tw;(f) =0 (5.15)

fiir alle Frequenzen f geniigen. Wie in [SFDEOS| gezeigt, kann dieser Forderung
mittels einer frequenzabhéngigen Transformation der Form

q;(f) = (Qo+ fQi)w,; mit geeigneten Matrizen Qg, Q; € RVwe*Nwa (5 16)

geniige getan werden. Mit den so ermittelten Basisvektoren werden, wie im Anre-
gungsfall, die Projektionsmatrizen

Q = [q192" - qx] und P = Q (5.17)

zusammengesetzt und das ordnungsreduzierte Modell
4
DS =D FTX(f) (5.18)

mit Sg_4, To.o € CM*M gebildet. Hierin berechnet sich die linke Seite iiber die
Beziehung

4
S8 = QM@+ fa) (Y 1S (Qo+ 1Q)Q (5.19)

r=0
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und fiir die rechte Seite gilt
2 —
> T =Q"(Qo + fQ)'T(Qo + fQ)Q. (5.19b)
r=0
Die ROM-N&herungsldsung x ~ x ist {iber die Beziehung
X(f) = (Qo + fQ1)Qx(f) (5.20)

gegeben.

5.2 Fehlerindikatoren

Die Modellordnungsreduktion erméglicht eine breitbandige Charakterisierung elek-
trodynamischer Systeme bei gleichzeitig hoher Auflésung im betrachteten Frequenz-
bereich Z;. Fiir typische Anwendungen wird eine Auflésung von N; = 1000...5000
Frequenzpunkten angestrebt, um auch schmalbandige Effekte darstellen zu konnen.
Damit wird deutlich, dass neben der schnellen Auswertbarkeit des ROMs auch die
Berechnung des Fehlerkriteriums effizient gestaltet werden muss. Nachfolgend werde
zwei Ansitze vorgeschlagen, die diese Voraussetzung erfiillen.

5.2.1 Residuen-basierte Indikatoren

Die Residuen r zu den FE-Gleichungen (5.2) bzw. (5.11) beziiglich der ROM-Ap-
proximationen X geniigen den folgenden Beziehungen:

e Anregungsfall: Fiir (5.2) gilt mit (5.10) fiir das Residuum
r(s) = A(s)x(s) — nosb. (5.21a)
e Wellenleiterprobleme: Fiir (5.11) gilt mit (5.20)

w(f) = (32 8, = 4*T)(Qo + FQUX(f). (5.21b)

Als lokaler Indikator wird das relative Residuum

_ lx(s)ll
r(s) = PR (5.22)
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herangezogen; analog r(f) fiir das Wellenleiterproblem. Hierin wird das Referenz-
residuum py von einer initialen Schétzung der FE-Losung x, abgeleitet. Im Anre-
gungsfall berechnet sich dieses iiber

po = max | A(s;)xg — nosib||, (5.23)

5761

und fiir Wellenleiterprobleme ergibt sich entsprechend

<[ (32, #18 — b)) (5.24)

Zur Berechung des Residuums im Wellenleiterfall muss zusétzlich eine Approximati-
on des Eigenwerts 72 bestimmt werden. Diese erfolgt iiber den Rayleigh-Koeffizienten
in der Form

po = max

T
2 2 Xy S(/fi)%o
Mit den eingefiihrten Grofen ldsst sich der globale Indikator R iiber dem gesamten
Parameterbereich als skalierte L,-Norm auf der Menge der Evaluierungspunkte Z;

bzw. If

(5.26)

formulieren, wobei hier die Abkiirzung r; = r(f;) bzw. r; = r(s;) verwendet wird.

Haufig wird fiir iterative Losungsverfahren als Abbruchkriterium das Residuum her-
angezogen, was sich fiir praktische Anwendungen als sehr effizient und zuverlissig
erweist. Daher ist auch im Rahmen der Modellordnungsreduktion diese Vorgehens-
weise naheliegend, auch wenn ein kleines Residuum nicht notwendig auf einen kleinen
Fehler schliefsen lésst.

Wie zuvor schon erldutert, ist eine wesentliche Anforderung durch die schnelle Aus-
wertbarkeit der Indikatoren gegeben. In der Residuengleichung (5.21) erfolgt die
Berechnung anhand hochdimensionaler FE-Matrizen und -Vektoren. Obwohl die
Matrizen diinnbesetzt sind und somit Produkte effizient berechnet werden kénnen,
ist der Aufwand zur Indikatorberechnung nicht mehr zu vernachlissigen. Dies liegt
insbesondere an der groffen Anzahl N; an Auswertepunkten. Das Auswerten des
Kriteriums in jedem ROM-Iterationsschritt wiirde somit den gesamten ROM-pro-
zess dominieren.

In weiterer Folge wird gezeigt, wie die Auswertung des Residuums und damit auch
des globalen Fehlerkriteriums sehr effizient gestaltet werden kann. Mit Hilfe der
Darstellung der Niaherungslosung (5.10) kann die quadrierte Norm des Residuums
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im Anregungsfall (5.21a) geschrieben werden als

Ir[l; = " (Q" A" (s)A(5)Q) x
+2Re [7705 (b A(5)Q) x} ]2 b?. (5.27a)

Entsprechend fiihrt das Wellenleiterproblem mit (5.20) und (5.21b) auf

Iel=%" > ;%" (Q"s!'s,Q)x
—2Re [72 > = (Q1sITQ) x}
+ [ (QTTTTQ) x. (5.27b)

Damit weisen alle auftretenden Matrizen und Vektoren in (5.27) lediglich die Di-
mension K auf, so dass die notwendigen Berechnungen mit den iibrigen ROM-Ope-
rationen vergleichbar und damit sehr schnell auszuwerten sind. Auferdem fallen die
Produkte A(s)Q,S,Q und TQ ohnehin wihrend der Generierung der ROM-Matri-
zen A(s),S, und T, in (5.8) bzw. (5.19) an und miissen nicht zusiitzlich berechnet
werden.

Die Kosten der Berechnung residuenbasierter Fehlerindikatoren fallen somit sehr ge-
ring aus, was die Fignung des globalen Kriteriums R als Indikator in einem adaptiven
Prozess unterstreicht.

5.2.2 Inkrementelle Indikatoren

Inkrementelle Indikatoren, wie in [SFDE09] beschrieben, basieren auf der Differenz
der Ausgangsgrofen zweier aufeinanderfolgender ROM-Iterationen £ — 1 und k. Im
spezifischen Fall von Anregungsproblemen in der elektromagnetischen Feldsimula-
tion stellen Netzwerkparameter, insbesondere S-Parameter S,,,, geeignete Grofen
dar, um ein ROM zu bewerten. Der Zusammenhang zwischen der Ausgangsgrofie Z
in (3.52) und S-Parametern wird in Abschnitt 6.5 n&her erldutert. Fiir Wellenlei-
tern bildet der Ausbreitungskoeffizient v jene Grofe, die zur Bewertung des ROM
herangezogen wird.

Fiir die weiteren Ausfithrungen wird der lokale Indikator e(f) eingefiihrt:

VE(f) =A% 1(f)|  fiir Wellenleiter. (5.28)

1Sk (f) — SE-L(f)| im Anregungsfall,

e(f) =
Aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird in weiterer Folge nur noch die Frequenz
f als System-Parameter gewéhlt. Da der Ausbreitungskoeffizient in I}: beschriankt
ist und fiir S-Parameter einer passiven Struktur stets |S,,,| < 1 gilt, ergibt sich der
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entsprechende globale Indikator £ fiir den gesamten Frequenzbereich als Maximum
von e(f) auf der Menge Z} zu

E = maxe(f;). (5.29)

fiEI}"

Gleichung (5.28) zeigt, dass inkrementelle Indikatoren mit sehr geringem Rechenauf-
wand zu bestimmen sind. Dariiber hinaus sind diese, im GGegensatz zu den residuen-
basierten Indikatoren, direkt mit der Systemlosung verkniipft. Demgegeniiber steht
die Tatsache, dass der tatsdchliche Fehler insbesondere bei Verfahren mit langsamer
Konvergenz unterschitzt wird. Dies fithrt zu einem vorzeitigen Abbruch der MOR-
Iteration und somit zu einem ROM, das nicht die gewiinschte Approximationsge-
nauigkeit aufweist. Wie sich jedoch bei den numerischen Beispielen in Abschnitt 5.4
zeigt, kann das Risiko des verfrithten Beendens der Iteration im MOR-Kontext ein-
geschriinkt werden. Der globale Indikator £ beriicksichtigt die Anderung in vielen
Frequenzpunkten gleichzeitig. Damit der Indikator versagt, miisste demnach die Lo-
sung iiber dem gesamten Parameterbereich, also in allen Ny Evaluierungspunkten,
stagnieren. Zudem zeigen die untersuchten Ordnungsreduktionsverfahren eine sehr
schnelle Konvergenz, so dass betragsméibig kleine Differenzen in aufeinanderfolgen-
den Iterationsschritten in der Regel erst dann auftreten, wenn das ROM schon in
sehr guter Ndherung mit dem Originalmodell iibereinstimmt.

5.3 Adaptive Strategien zur Bestimmung von
Entwicklungspunkten

Wie in Abschnitt 4.1.2 gezeigt, wird bei Einpunktverfahren lediglich die Losung in
einem einzelnen Entwicklungspunkt benotigt. In den meisten Anwendungen basiert
die Festlegung der Entwicklungsfrequenz auf Erfahrungswerten, so dass zum Beispiel
die Mittenfrequenz gewihlt wird. Ein ungiinstig positionierter Entwicklungspunkt
kann dabei das Konvergenzverhalten des Verfahrens negativ beeinflussen, so dass
das resultierende ROM beziiglich der Modellordnung nicht optimal ist.

Im Gegensatz dazu ist bei Mehrpunktverfahren die Moglichkeit der adaptiven Punkt-
wahl gegeben. So kann im MOR-Prozess das Systemverhalten aus bereits bekannten
Losungsanteilen bewertet und zur Wahl weiterer Entwicklungspunkte herangezogen
werden. Die folgenden Abschnitte behandeln zwei konkurrierende Strategien zur Po-
sitionierung der Entwicklungspunkte, wobei die Bewertung der Zwischenergebnisse
anhand der Fehlerindikatoren aus Abschnitt 5.2 erfolgt.
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5.3.1 Bisektionsmethode

Im ersten Schritt der Bisektionsmethode erfolgt eine Aufteilung des Frequenzbe-
reichs in zwei gleichgrofe Teilintervalle [SFDE09|. Fiir die jeweiligen Abschnitte
werden die globalen Fehlerindikatoren aus Abschnitt 5.2 ausgewertet und mitein-
ander verglichen. In jenem Teilintervall, das den grofiten Wert fiir das Fehlermaf
aufzeigt, wird ein neuer Entwicklungspunkt in der Intervallmitte platziert. Das ent-
sprechende Teilintervall wird also erneut in zwei gleichgrofe Abschnitte halbiert.

Anhand des Anregungsproblems kann diese Strategie wie folgt motiviert werden: Sei
[f1, f2] ein Intervall der Breite W := fy — f; und x(f) ausreichend glatt, so dass die
zweite Ableitung x”(f) beschréinkt ist,

IX"(f)ll. <L < oo fiir f € [f1, o). (5.30)

Unter der Voraussetzung, dass der durch Q aufgespannte Spaltenraum wesentli-
che Komponenten in Richtung von x(f) aufweist, was fiir ein ROM ausreichender
Dimension angenommen werden kann, folgt aus der diskreten Version von [BS94,
Theorem 5.7.6] unter schwachen Annahmen fiir A(f) [BS94, Abschnitt 5.7, dass
das ROM dahingehend quasi-optimal ist, dass eine normabhingige positive Kon-
stante C' < oo derart existiert, dass

[%(f) =x(N)l <C min_|[y(f) —x(f)]| (5.31)

yebildQ
gilt.

Da die FE-Losungen x(f1) und x(f2) in den Entwicklungspunkten f; und f; in
bild Q liegen, gilt fiir die lineare Interpolation p;(f),

pr(f) = [(f = fu)x(f2) = (f = f2)x(f1)] /W (5-32)

Gemil [SB92, Theorem 2.1.4.1] ist der entsprechende Interpolationsfehler p;(f) —
x(f) beschréankt durch

lpr(f) = x(f)]l < CrLW? fir f € [fo, f1], (5.33)

mit einer normabhéngigen positiven Konstante C'; < oo. Substitution von y durch
ps in (5.31) liefert fiir den ROM-Fehler die Schranke

I1%(f) - x(f)|| < CCLW? fiir f € [fo, fi]- (5.34)

Aus Plausibilitidtsgriinden kann die Bisektionsmethode als sehr effiziente Strategie
angenommen werden, da hierbei die maximale Breite des neuen Subintervalls auf
W /2 minimiert wird. Durch (5.34) wird damit die Konvergenz garantiert. Gleichzei-
tig wird zudem die minimale Distanz zwischen dem neuen Entwicklungspunkt und
dem néchsten Nachbarn maximiert, was Ausloschungseffekte vermeidet.
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5.3.2 Greedy-Methode

Im Vergleich zur Bisektionsmethode verfolgt die Greedy-Methode [RRMO09| eine
aggressivere Strategie: In jedem Iterationsschritt wird ein neuer Entwicklungspunkt
f an jener Stelle platziert wird, an der der lokale Fehlerindikator sein Maximum
annimmt,

f = arg max e( fi)- (5.35)

fi EI}‘

Die Attraktivitdt dieses Ansatzes liegt in dem Versuch begriindet, im Gegensatz
zur Bisektionsmethode mehr lokale Information in den adaptiven Zyklus einfliefsen
zu lassen. Die mathematischen Grundlagen und Eigenschaften sind in [BMPT12]
[BCDT11] dargestellt.

Ein potenzielles Problem besteht jedoch in der moglichen numerischen Ausléschung,
da Entwicklungspunkte beliebig nah beieinander liegen konnen. In diesem Fall wird
der Grofteil der neuen Information einer FE-Losung durch Rundungsfehler elimi-
niert. Fiir Interpolationsansitze kann ein solches Verhalten zum Versagen des ganzen
Verfahrens fiihren. Zwar ist im Rahmenwerk der Modellordnungsreduktion durch
Projektion aufgrund der Orthogonalisierung in (5.5) diese Gefahr nicht gegeben,
dennoch wichst durch die Hinzunahme redundanter Ansatzvektoren die ROM-Di-
mension mehr als notig und die ROM-Generierung nimmt zusétzlich Rechenzeit und
Speicherkapazitdt in Anspruch.

5.4 Numerische Untersuchungen

In den folgenden Beispielen ist die Anzahl der Evaluierungspunkte stets auf N; =
2001 gesetzt. Zur Beurteilung der untersuchten Verfahren wird jeweils auch der Be-
zug zum tatsichlichen Fehler entsprechend der Definition (4.121), also der Vergleich
zur klassischen FE-Losung, in den Evaluierungspunkten aufgezeigt. Der dargestell-
te Fehler beinhaltet somit nicht den Diskretisierungsfehler der aus der FE-Methode
selbst resultiert. Fiir alle Berechnungen erfolgt der Abbruch erst, wenn der Fehler im
Bereich des numerischen Rauschpegels liegt. Damit wird gewéhrleistet, dass die un-
terschiedlichen Varianten der betrachteten adaptiven MOR-Verfahren bestmoglich
zutage treten. In praktischen Anwendungen wird ein adidquates Abbruchkriterium
festzulegen sein, das eine bestmogliche Effizienz der Verfahren gewéhrleistet.

Der Fokus liegt bei den numerischen Untersuchungen auf

e den Konvergenzraten,

e dem Rundungsverhalten der schnellen Residuenberechnung geméfs (5.27),
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Abbildung 5.1: Vivaldi-Antenne: Geometrische Struktur und Amplitudenantwort
iiber der Frequenz.

e der Effizienz der residuellen wie auch der inkrementellen Fehlerschatzer und

e den Unterschieden zwischen den adaptiven Strategien, also der Greedy- und
der Bisektionsmethode.

5.4.1 Vivaldi-Antenne

Das Beispiel beschreibt eine einfache Breitbandantenne geméf Abbildung 5.1(a),
wobei die Metallisierung als idealer elektrischer Leiter modelliert ist. Die Frequenz-
antwort von |Sy;| in Abbildung 5.1(b) zeigt ein nicht-resonantes Verhalten der ab-
strahlenden Struktur. In Abbildung 5.2(a) und Abbildung 5.3(a) wird das Verhalten
des residuenbasierten und des inkrementellen Fehlerindikators beziiglich der ROM-
Dimension K gezeigt. In beiden Féllen kann kein Vorteil der Greedy- gegeniiber der
Bisektionsmethode festgestellt werden. Zusétzlich ist aus dem Vergleich mit dem
tatséchlichen Fehler in S}; geméf Abbildung 5.4(a) zu erkennen, dass die residuen-
und die inkrementell gesteuerten adaptiven Strategien dhnlich gute Ergebnisse er-
zielen: Die Linien konstanter durchschnittlicher Steigung in semi-logarithmischen
Darstellung weisen darauf hin, dass eine exponentielle Konvergenz erzielt wird, mit

| SEOM (M) — S| o< 107055 (5.36)

In Abbildung 5.2(a) ist zu erkennen, dass die schnelle Residuenberechnung (5.27a)
ab der ROM-Dimension K = 28 im numerischen Rauschen resultiert und ein rela-
tives Residuum von r ~ 10~7 anzeigt. Demgegeniiber liefert die naive, wenn auch
unpraktikable Berechnung des Residuums noch aussagekréftige Werte bis zur ROM-
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Abbildung 5.2: Vivaldi-Antenne: adaptive ROM-Generierung gesteuert von residu-
enbasiertem Fehlerindikator in der euklidischen Norm. Dreiecke auf der Abszissen-
achse markieren die Entwicklungspunkte.



70 Adaptive Strategien in der Mehrpunkt-Modellordnungsreduktion

1001 .
W
—
%
s
E 100" '
=)
—
—
2
E
g 10100 1
& 10
g
2
q [ ~
= | |- - Bisektion

1015+ —Greedy Methode pR
5 10 15 20 25 30 35

ROM Dimension K
(a) Globaler Indikator vs. ROM-Dimension.

5
\\.
—~ >,
S— AN
|
~— N
Q ]
—
o
=
=
=
=] -
o
— 10-10 5 R \ Rk : Ra R
<] ' [} Faeh ’ A H
+—~ PR [N . Ve S ," HPEN !
= o 1y, ’ u M !
) ) . N AS K " LU Y
= Ry ; Vo ' € gy
bk ' ) 1 ' t vy
9] Vil \ ) 1 1 ' \
= "ot ! v R B
-15 L i ] 1 L] i
= 10 i | | [T O
—
YV'V VYV VYV V V YYVVYVW V'V V V VYV VYV V VV VW VY
1 1 1

Frequenz / GHz
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Abbildung 5.3: Vivaldi-Antenne: adaptive ROM-Generierung gesteuert von inkre-
mentellem Fehlerindikator in der Maximumnorm. Dreiecke auf der Abszissenachse
markieren die Entwicklungspunkte.
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Abbildung 5.4: Vivaldi-Antenne: tatséchlicher Fehler bei adaptiver ROM-Generie-
rung gesteuert von inkrementellem Fehlerindikator in der Maximumnorm. Dreiecke
auf der Abszissenachse markieren die Entwicklungspunkte.
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Dimension K = 30 und bis zu einem Niveau von etwa r ~ 3 - 1072, Jedoch zeigt
Abbildung 5.4(a), dass bereits fiir K = 24 das Fehlerniveau bei 107!2 liegt. Damit
ist der Fehler des Modellordnungsprozesses unterhalb typischer Modellierungsfehler
der FE-Methode und damit fiir praktische Anwendungen ausreichend klein.

Die Abbildungen 5.2(b), 5.3(b) und 5.4(b) zeigen die lokalen Indikatoren und den
tatsdchlichen Fehler in S7; als Funktion der Frequenz fiir verschiedene Stadien des
bisektion-basierten adaptiven Prozesses. Die Dreiecke auf der Abszissenachse zeigen
dabei jeweils die Entwicklungspunkte des finalen reduzierten Modells an.

5.4.2 Bandpassfilter

Ein weiteres Untersuchungsbeispiel fiir den Anregungsfall stellt das Bandpassfilter
mit dielektrischen Resonatoren geméf Abbildung 5.5(a) dar [BL97]. Die Frequenz-
antwort der hochresonanten Struktur ist in Abbildung 5.5(b) gezeigt. Die Abbildun-
gen 5.6(a), 5.7(a) und 5.8(a) illustrieren das Verhalten der Fehlerindikatoren und des
tatsdchlichen Fehlers gegeniiber der ROM-Dimension. Auch hier zeigt sich, dass sich
der residuenbasierte Indikator sehr dhnlich zum inkrementellen Indikator verhalt. In
beiden Féllen liefert die Greedy-Methode etwas bessere Ergebnisse. Abbildung 5.6(a)
zeigt, dass wie schon im vorangegangenen Beispiel die schnelle Residuenauswertung
frither den Pegel des numerischen Grundrauschen erreicht als die naive Berechnung.
Allerdings gilt auch hier wieder, dass entsprechend Abbildung 5.8(a) dieser Effekt
erst auftritt, wenn der tatséchliche Fehler bereits unterhalb eines fiir die Praxis
relevanten Niveaus liegt.

Der einzig nennenswerte Unterschied zum Untersuchungsbeispiel aus Abschnitt 5.4.1
liegt im Gesamtverlauf der Konvergenzkurven. Im Fall des Bandpassfilters tritt eine
langere Periode der Stagnation ein, auf welche die nahezu sofortige Konvergenz folgt.
Begriinden lisst sich dies wie folgt: Die scharfen Resonanzen in Abbildung 5.5(b)
zeigen, dass die Ubertragungsfunktion im betrachteten Frequenzbereich eine grofe
Anzahl an Polstellen in enger Nachbarschaft aufweist. So lange die MOR-Iteration
nicht in der Lage ist, alle diese Polstellen mit einer hohen Genauigkeit aufzulosen,
liegt in der Néhe dieser Polstellen eine grofe Dynamik in den Frequenzantworten
unterschiedlicher Iterationsstufen vor. Die Fehlerindikatoren liefern hier zuverléssig
grofse Werte, so dass ein vorzeitiger Abbruch des Verfahrens verhindert wird.

Insbesondere beim Vergleich des tatsichlichen Fehlers in Abbildung 5.8(b) mit der
Frequenzantwort geméfs Abbildung 5.5(b) wir dieser Effekt deutlich: Sogar bei der
ROM-Dimension von N; = 50 weist der Fehler signifikante Spitzen in vielen der
Resonanzfrequenzen auf.

Die Abbildungen 5.6(b) und 5.7(b) demonstrieren, dass beide Ansitze, der resi-
duenbasierte, wie auch der inkrementelle Indikator, dieses Verhalten sehr gut wi-
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markieren die Entwicklungspunkte.
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derspiegeln. Im weiteren Verlauf des adaptiven Prozesses sammelt das ROM stets
Informationen zu zusétzlichen Losungskomponenten, so dass sukzessive die Reso-
nanzen aufgelost werden konnen. Sobald sdmtliche Polstellen im ROM darstellbar
sind, erfolgt die Konvergenz unmittelbar.

Tatséchlich verkleinert sich der Fehler mit einem Faktor von 108 innerhalb nur zweier
[terationen. Dies zeigt, dass die Konvergenz des Verfahrens offensichtlich von der
Anzahl und Verteilung der Polstellen im betrachteten Frequenzbereich abhéngt.

5.4.3 Wellenleiter mit dielektrischem Einsatz

Als numerisches Beispiel fiir das Eigenwertproblem (5.11) wird der radial inhomo-
gene Wellenleiter in Abbildung 5.9(a) untersucht, vergleiche hierzu [SA85]. Die Di-
spersionskurve in Abbildung 5.9(b) zeigt den Verlauf der dominanten Wellenformen.

Das Verhalten des globalen Fehlerindikators und des tatséchlichen Fehlers in Abhén-
gigkeit der ROM-Dimension ist in Abbildung 5.10 bzw. Abbildung 5.12 dargestellt.
Auch im Wellenleiterfall ist festzustellen, dass der residuenbasierte wie auch der
inkrementelle Indikator vergleichbar gute Ergebnisse liefern. Zudem konnen keine
signifikanten Unterschiede zwischen der Greedy- und der Bisektionsmethode festge-
stellt werden.

Wie bereits im Anregungsfall aufgezeigt, kann aus Abbildung 5.10(a) auch fiir das
Wellenleiterproblem das Verhalten der unterschiedlichen Residuenberechnungen re-
produziert werden. Mit der schnellen Residuenberechnung liegt der Pegel des Grund-
rauschens etwas hoher als bei der naiven Residuenberechnung. Allerdings erfolgt
auch hier die Stagnation der schnellen Residuenauswertung erst, wenn der tatsdchli-
che Fehler bereits unterhalb typischer FE-Modellierungsfehler liegt. Der tatséchliche
Fehler in Abhéngigkeit von der ROM-Dimension ist in Abbildung 5.12(a) dargestellt.

Dariiher hinaus bestétigt Abbildung 5.12(a) erneut, dass alle Varianten der adapti-
ven Strategien exponentielle Konvergenz erzielen, mit

Dies entspricht auch der Erwartung, da der Verlauf von v2( f), ausgenommen fiir die
Bifurkationspunkte, glatt ist.
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Abbildung 5.9: Wellenleiter mit dielektrischem Einsatz: Geometrie der Struktur,
Mafke in mm und Dispersionskurven der dominanten Wellenformen.
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Abbildung 5.10: Wellenleiter mit dielektrischem Einsatz: adaptive ROM-Generie-
rung gesteuert von residuenbasiertem Fehlerindikator in der euklidischen Norm.
Dreiecke auf der Abszissenachse markieren die Entwicklungspunkte.
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Abbildung 5.11: Wellenleiter mit dielektrischem Einsatz: adaptive ROM-Generie-
rung gesteuert von inkrementellem Fehlerindikator in der Maximumnorm. Dreiecke
auf der Abszissenachse markieren die Entwicklungspunkte.
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Abbildung 5.12: Wellenleiter mit dielektrischem Einsatz: tatsichlicher Fehler bei
adaptiver ROM-Generierung gesteuert von inkrementellem Fehlerindikator in der
Maximumnorm. Dreiecke auf der Abszissenachse markieren die Entwicklungspunkte.
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5.5 Fazit

Die Untersuchung der in diesem Kapitel beschriebenen adaptiven Prozesse fiir die
Mehrpunkt-Modellordnungsreduktion im Anregungs- wie auch im Wellenleiterfall
lassen die nachfolgend dargestellten Schlussfolgerungen zu.

5.5.1 Konvergenzraten

Fiir den Fall, dass die Frequenzantwort hinreichend glatt ist, zeigen die numerischen
Beispiele in Abschnitt 5.4 exponentielle Konvergenz. Lediglich bei hoch-resonanten
Strukturen ist fiir den Anregungsfall eine praasymptotische Zone in den Konvergenz-
kurven festzustellen, auf die eine nahezu plotzliche Konvergenz folgt. Eine qualitative
Einschédtzung zu diesem Verhalten wird in Abschnitt 5.4.2 beschrieben.

5.5.2 Vergleich von Bisektion und Greedy-Methode

Die beiden Ansitze weisen nur geringe Unterschiede in der Effizienz auf. Aus Griin-
den der numerischen Stabilitit ist geméf den Erlauterungen in Abschnitt 5.3 die
Bisektionsmethode zu favorisieren.

5.5.3 Vergleich residuenbasierter und inkrementeller
Fehlerindikatoren

Beide Methoden liefern vergleichbare Ergebnisse. Allerdings sind fiir die inkremen-
tellen Indikatoren zwei Vorteile festzustellen:

e Die inkrementellen Indikatoren basieren direkt auf den gesuchten Ausgangs-
grofen.

e Die Berechnung der inkrementellen Indikatoren ist trivial und hat minimale
Anforderungen an Speicher und Rechenzeit.

Es sei an dieser Stelle jedoch darauf hingewiesen, dass mit den in Abschnitt 5.2.1
entwickelten Gleichungen (5.27) auch die Berechnung der Residuen sehr effizient und
verlasslich gestaltet werden kann.
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5.5.4 Abbruchkriterien

Ein Vergleich der Darstellungen in Abschnitt 5.4 zeigt schliefslich, dass die inkremen-
tellen Indikatoren den Verlauf des tatsdchlichen Fehlers gut wiedergeben. Dennoch
sollte in praktischen Anwendungen ein eher konservatives Abbruchkriterium gewéahlt
werden; aufgrund der hohen Konvergenzraten ist der rechnerische Mehraufwand als
sehr gering einzuschitzen. Die Erfahrung aus einer Vielzahl an Untersuchungen zeigt,
dass fiir den Anregungsfall ein Wert von &,,;,,—10~* als Abbruchkriterium in der Re-
gel ausreichend ist.

Aus den gewonnenen Daten ergibt sich fiir den Autor die Schlussfolgerung, dass fiir
praktische Anwendungen die Bisektionsmethode in Verbindung mit dem inkremen-
tellen Fehlerindikator zu empfehlen ist.
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Kapitel 6

A-posteriori-Fehlerschatzer in der
Einpunkt-Modellordnungsreduktion

Wie in den vorangegangenen Kapiteln gezeigt, stellt das Rahmenwerk der Modell-
ordnungsreduktion sehr effiziente Werkzeuge zur Verfiigung, um eine schnelle und
breitbandige Charakterisierung von LTI-Systemen durchfiihren zu kénnen. Zudem
wird in Kapitel 5 die Praktikabilitdat der adaptiven Methoden im Bereich der elek-
trodynamischen Feldsimulation gezeigt. Die hierbei eingesetzten globalen Fehlerin-
dikatoren konnen vollig analog auch als Abbruchkriterium im Zusammenhang mit
Einpunktverfahren verwendet werden: Residuen sind mittels (4.89) sehr effizient zu
bestimmen und der inkrementelle Fehlerindikator ergibt sich, wie beim Mehrpunkt-
verfahren, auf triviale Weise. Durch die Eigenzerlegung (4.88) des ordnungsredu-
zierten Modells kann auch bei den Einpunktverfahren die Auswertung zusétzlich
beschleunigt werden. Weitere Fehlerindikatoren fiir Einpunktverfahren werden bei-
spielsweise in [BSSY99] und [RRMO09| vorgestellt.

Die zuvor genannten Indikatoren bzw. Abbruchkriterien sind fiir praktische Anwen-
dungen von grofsem Nutzen und auch sehr zuverldssig, allerdings basieren sie auf
heuristischen Annahmen und konnen somit keine garantierte Fehlerschranke fiir die
ordnungsreduzierten Modelle liefern. Sowohl residuenbasierte wie auch inkrementel-
le Indikatoren kénnen zum vorzeitigen Abbruch der MOR-Iteration fiihren, obwohl
im Vergleich zum Originalmodell ein nicht vernachléssigbarer Fehler vorliegt.

Beweisbare Fehlerschranken, die solche Effekte ausschliefen, werden in [CHMR10)|
und [PS10] vorgeschlagen. Die Fehlerschétzer basieren hierbei auf der unteren Schran-
ke fiir die Inf-Sup-Konstante, welche mittels der Successive Constraint Method (SCM)
[HRSPO7], [CHMR10] effizient bestimmt wird. Die SCM basiert auf der Losung von
Eigenwertproblemen der Dimension des Originalsystems. Daher kann der Rechenauf-
wand insbesondere bei resonanten Strukturen grofer sein, als zur ROM-Generierung
an sich. Zudem liegen fiir Immitanzformulierungen die Pole verlustloser Strukturen
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auf der Frequenzachse und die Inf-Sup-Konstante kann beliebig klein werden. Dies
limitiert die Praktikabilitdt dieser Fehlerschatzmethoden zusétzlich.

In weiterer Folge wird ein neuer Fehlerschidtzer im Kontext der krylov-unterraum-
basierten Modellordnungsreduktion vorgestellt. Es wird gezeigt, dass der Aufwand
zur Berechnung der Fehlerschranke wesentlich effizienter durchzufiihren ist als bei
den zuvor genannten Fehlerschitzverfahren. Insbesondere die Online-Kosten (vgl.
Abschnitt 6.3) kénnen durch Ausnutzen der Systemeigenschaften gering gehalten
werden. Damit wird die Laufzeit des MOR-Iterationsprozesses nur wenig beein-
flusst, und die Effizienz der Modellordnungsreduktion bleibt erhalten. Der vorgestell-
te Fehlerschitzer ist zwar auf die Anwendung verlustloser Systeme eingeschriankt,
allerdings stellt diese Systemklasse einen sehr wichtigen Fall in der Modellierung
elektrodynamischer Systeme dar. Im Kontext von Optimierungsaufgaben kénnen
beispielsweise Verluste in guten Leitern und Polarisationsverluste vernachléssigt wer-
den. Die nachfolgenden Ausfiihrungen basieren auf den Methoden, wie sie vom Au-
tor in [KFDE10] beziehungweise in einer iiberarbeiteten Version in [KFDE13| und
|[KFS*14] veréffentlicht wurden. Ein komplementéirer Ansatz im Zeitbereich, der auf
einer dhnlichen Berechnung basiert, wird in [Saa92a| gezeigt.

Wie bereits in Abschnitt 4.1.2 erldutert, sind Krylov-Unterraum-Methoden sehr effi-
zient, da die Systemmatrix nur in einem einzigen Entwicklungspunkt zu faktorisieren
ist. Alle weiteren Berechnungsschritte erfolgen dann mittels Vor- und Riickeinset-
zen, d. h. es wird lediglich die Wirkung der inversen Systemmatrix - jedoch nicht
die Inverse selbst benotigt. Fiir den Fehlerschitzprozess wird dann die zentrale Ei-
genschaft der Krylov-Unterraum-Methoden ausgenutzt: die schnelle Auflésung der
Eigenvektoren in der Umgebung des Entwicklungspunktes (vgl. Abschnitt 4.2.5).
Aus der spektralen Zerlegung des Residuenvektors in konvergierte und nicht-kon-
vergierte Eigenvektoren kann dann eine obere Schranke fiir den tatsichlichen Fehler
gefunden werden.

Der zusétzliche Aufwand zur Berechnung der Fehlerschranke fillt hierbei verhalt-
nismékig klein aus: Es ist lediglich die zuséatzliche Faktorisierung einer symmetrisch-
positiv-definiten Matrix der Dimension des Originalsystems durchzufiihren. Alle wei-
teren Grofsen konnen innerhalb der ROM-Doméne bestimmt werden.

Im Zusammenhang mit elektrodynamischen Feldproblemen ist die vorgeschlagene
Vorgehensweise in direkter Form nur auf die Immitanzformulierung anwendbar,
d. h. die Fehlerschranke bezieht sich auf eine unbeschrinkte Grofe, die Singularita-
ten aufweisen kann. Um diese Einschrinkung zu umgehen, wird der Fehlerschitzer
dahingehend erweitert, dass auch das asymptotische Verhalten des Fehlers in den
Streumatrizen aufgezeigt werden kann.
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6.1 MOR fiir verlustlose elektrodynamische
Systeme

In vielen praktischen Anwendungen konnen elektrische Leiter als ideal leitfihig an-
genommen werden, was deren Modellierung als Dirichlet-Randbedingung erméglicht
(vgl. Abschnitt 2.4.1). AuRerdem ist in vielen Féllen zusétzlich das Vernachlissigen
dielektrischer Verluste erlaubt, womit ¢ € R gilt. Weist die Struktur zudem keine
Abstrahlung in den Freiraum auf, also I'y = (), dann liegt ein verlustloses System
vor und (3.52) vereinfacht sich im SISO-Fall zu

. 2 o .
ETF(jkO) _ { (STF + (]ko) TTF) XTZ, ;{)];07}7;)pr7 (6.1)
TF“*TF)
mit
Spe, Trp € RVY, (6.2)

Gemifs (4.117) hat die Skalierung der rechten Seite by, keinen Einfluss auf den
Momentenabgleich oder die Konstruktion der Krylov-Vektoren. Auf der linken Seite
kann somit der Shift-Parameter

ko= k2 — k2 (6.3)

eingefiihrt werden, woraus sich das verlustlose FE-System um den Entwicklungs-
punkt kg in der Form

_J (A-KkT)x =b
i) = § N (6.4)
ergibt. Hierin ist .
A:=S-KT (6.5)

die Systemmatrix im Entwicklungspunkt ]%0 und die Wellenzahl

ko = ko(k) = \/ k + ko (6.6)

ist als eine Funktion von x zu sehen. Das verlustlose FE-System ist somit ein LTI-
System erster Ordnung (L = 1). Wie in den vorangegangenen Kapiteln wird auch
hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit der Index , v+ weggelassen und zudem der
Faktor jkono in die Ausgangsgrofe iiberfiihrt.

Da (6.1) dieselbe Struktur wie das System (4.40) aufweist, kann zur Konstrukti-
on der Projektionsmatrizen der Arnoldi-Algorithmus (Algorithmus 1) herangezogen
werden. Um im Rahmen der Modellordnungsreduktion den Momentenabgleich zu
gewihrleisten, ist dabei eine Basis fiir den Krylov-Unterraum

]CK(El) = ]CK(A_lT,A_lb) (67)
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zu bestimmen. Aufgrund der Symmetrie der rellen Systemmatrizen A, T € RY*V
und dem, bis auf Skalierung, identischen Anregungs- und Ausgangsvektor b € RY
gilt

Kic(Sh) = K (E7), (6.8)

so dass mit Projektionsmatrizen
P=Q und (6.9)
bild Q = Kk (%1) (6.10)

die ersten 2K — 1 Momente des ROMs mit dem Originalsystem iibereinstimmen.
Die Komponenten des ordnungsreduzierten Systems

b

Si(k) = { (A= HT)? A (6.11)
lauten entsprechend

A = QTAQ, (6.12)

T:=Q'TQ und (6.13)

b:=Q’b, (6.14)

mit A, T € REXK und b € RX.

6.2 Fehlerschatzer fiir die Impedanzmatrix

Der vorgeschlagene Fehlerschitzer basiert auf der Annahme, dass im betrachteten
Frequenzbereich 7y, bzw. im dquivalenten Parameterbereich 7, die Eigenvektoren
und Eigenwerte eines konvergierten ordnungsreduzierten Modells mit denen des Ori-
ginalmodells iibereinstimmen. Diese Annahme ldsst sich mittels zweier Argumente
rechtfertigen:

1. Das Arnoldi-Verfahren konvergiert im Zusammenhang mit der Shift-Invert-
Vorkonditionierung gegen die Eigenwerte in der Umgebung des Shift-Parame-
ters kg = ko bzw. k = 0, vergleiche hierzu Abschnitt 4.2.5

2. Nicht-aufgeloste Eigenwerte liefern einen wesentlichen Beitrag zum Fehler in
der Ubertragungsfunktion, da die Figenwerte auf der Frequenzachse liegen.
Damit wird ein vorzeitiges Abbrechen verhindert.

Fiir die Herleitung des Fehlerschitzers wird der Fehlervektor e, also die Differenz
der ROM-Losung zur Losung des originalen FE-Systems geméaf

e:=Qx—x (6.15)
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betrachtet. Dariiber hinaus ist vor allem die Beurteilung des Fehlers in der Aus-
gangsgrofe geméf Definition (4.121) gesucht, im Fall der Formulierung (6.4) also
der Impedanzfehler

e, =Z7Z—2. (6.16)

Die nachfolgend aufgezeigte Vorgehensweise basiert im Wesentlichen auf der Idee,
dass die gesuchte Losung x in zwei Anteile aufgespalten werden kann: in einen Anteil
x|, der durch das ROM im Rahmen der numerischen Genauigkeit exakt bekannt ist,
und einen Anteil x,, dessen Fehler gegen eine obere Schranke abgeschétzt werden
kann. Fiir den Fehlervektor gilt damit

e=Q(x+x1)— (x +x1)
= Qf(” —X| +Qx, — x|
=0
Entsprechend lésst sich auch der Impedanzfehler zerlegen:
€, = jko'l]o (ETX — bTX)
= jko’ﬂo(f)T(iH + Xl) — bT(XH + XJ_))
= jkomo(bTx) — bTxy) + jkomo(b"x, — b))
=0

= jkono(b'x, — bTx). (6.18)

Die Aufteilung der Losung in der gezeigten Form wird iiber eine Eigenzerlegung der
Systemmatrizen erreicht. Hierzu wird zunéchst das verallgemeinerte Eigenwertpro-
blem

Av =KTv (6.19)
zum FE-System (6.1) herangezogen. Mit Hilfe der Eigenvektormatrix
V=[v ... vy (6.20)
lassen sich die Systemmatrizen A und T gemif der Vorschrift
VTAV = diag (k1, ko, . . ., kn) (6.21)
VITV =1 (6.22)

diagonalisieren. Dies fiihrt auf die Darstellung der inversen Systemmatrix in der
Form

(A — kT)' = Vdiag ( ) vt (6.23)

R; — R
Im néchsten Schritt wird mit dem Residuum

r(k) = (A—-rT)Qx —b (6.24)
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die Fehlergleichung
(A—kT)e=r (6.25)

aufgestellt, wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit das Argument s weggelassen
wird. Mit (6.23) und der Galerkin-Bedingung Q”r = 0 gilt somit fiir den Impedanz-
fehler

e, = jkonob’ (A — kT) 'r
= jkono(Qx — )" (A — kT)(A — kT) 'r
= jkono [X"Q" (A — KT)(A — KT) 't — e (A — KT)(A — kT) ']
= jkono [)’(Tgirl'—rT(A — mT)*lr}

=0

1
= —jk}onorTV dlag </{,~ — /{,) VTI'. (626)

Anhand dieser Darstellung kann die Aufspaltung des Fehlers in Anlehnung an (6.18)
erfolgen. Seien hierzu {vi,...,vp} Eigenvektoren und ky,..., kg die zugehorigen
Eigenwerte zum Problem (6.19) mit der Eigenschaft x; € Z.,i = 1,..., B. Dann
kann unter der Voraussetzung, dass Linearkombinationen

mit
existieren, die Beziehung
span(vy,...,vp) C bild Q (6.29)

angenommen werden. Dies bedeutet daher auch, dass das Residuum r orthogonal
auf span(vy, ..., vp) steht, und es gilt:

]T

VTI‘:[VI...VBVB+1...VN T
= [V Vi]'r
=Vir. (6.30)

An dieser Stelle wird die Eigenschaft der Krylov-Unterraumverfahren ausgenutzt,
dass — wie in Abschnitt 4.2.5 beschrieben — im ROM zunéchst die betragskleins-
ten Eigenwerte konvergieren. Durch Anwendung der Shift-Invert-Vorkonditionierung
heifst das im konkreten Fall des Systems (6.1), dass mit wachsender ROM-Dimen-
sion K die Eigenwerte in der Umgebung von x = 0 mit zunehmender Genauigkeit
bestimmt werden kénnen. Sei {(v;, k;)|i = 1,..., B} die Menge aller konvergierten
Eigenpaare fiir ein gegebenes ROM mit der Eigenschaft

0 <|mi] <k <o <ol < rpya| <0 <kl (6.31)



Fehlerschétzer fiir die Impedanzmatrix 91

Dann gilt wegen (6.30) fiir den Impedanzfehler (6.26) die Abschétzung

1 1
le.| < konor’ V| diag < e ) VIr
KB — K |k — K
k
< Ty VT, (6.32)
min |k; — K|
Ki¢URB
wobel
Up = {kK € Iﬂ‘ |k| < |kB|} (6.33)

die Umgebung von x = 0 beschreibt, in der simtliche Eigenwerte konvergiert sind.
Die Konvergenz der Eigenwerte wird in Abschnitt 6.2.1 niher erlautert. Bei der
Berechnung einer Schranke fiir |e,| wird aus Griinden der numerischen Effizienz
die Aufspaltung V = [VH \% L] nicht explizit durchgefiihrt. Stattdessen wird die
Beziehung T~! = VVT ausgenutzt, die aus der T-Normierung (6.22) resultiert.
Wegen

'V, Vir=r'VVir =T 'r (6.34)

lasst sich (6.32) somit schreiben als
k
e (#)] < ——20 \ T ()T r(k). (6.35)

min |k; — K|
ki ¢Up

Mit (6.35) ist schlieklich eine obere Fehlerschranke fiir die Ausgangsgrofe z(k) fiir
alle k € Up gegeben.

6.2.1 Bewertung der ROM-Eigenwerte

In der Zerlegung (6.30) wird die Annahme getroffen, dass die Eigenpaare (v;, K;),i =
1,..., B bekannt sind. Bei der numerischen Auswertung im MOR-Verfahren muss
demnach ein Kriterium herangezogen werden, das die Konvergenz der Eigenwerte
und -vektoren priift. Ein solches Kriterium kann aus dem folgende Satz abgeleitet
werden:

Satz 6.2.1. Secien x € CN £ 0 ein beliebiger Vektor und & € C eine beliebige Zahl,
A € CV*N eine hermitesche Matriz und T € CV*N eine hermitesche positiv definite
Matriz. Dann existiert fir das verallgemeinerte Eigenwertproblem

Ax = kTx (6.36)

stets ein Figenwert kK mit

[Ax — FTX[p

%] ¢

Ik — & < (6.37)
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Beweis. Der Fall k = k ist offensichtlich. Andernfalls folgt mit der Spektralzerlegung

VHAV = diag (k;) =: A, (6.38)
VATV =1 (6.39)

die Beziehung

I(A — RT)x|3y = [V HIVI(A - RT)VV x|,
= x"*V~H diag (k; — &) (VETV) diag (k; — &) V" 'x
= x"V~H diag (rk; — &))" diag (k; — &) V7'x
> miin ki — &P xTVHVIx, (6.40)

und mit V-#V~1 = T~! die Behauptung (6.37). O

Sei (R, v;) das Eigenpaar zum ROM-System (6.11), welches aufgrund der niedrigen
Systemdimension K beispielsweise mit dem QZ-Verfahren effizient bestimmt werden
kann [GL96, S. 374ff]. Dann gilt fiir den Eigenwertfehler im Originalsystem

€ri = |I~{z - I{i| (641)

die Abschétzung

[(A = &T)Qvillp- Trp—1 . 11/2
€ri - =|p; T 'p;| . (6.42)
1QVillx : ]
Hierin ist

das Residuum zum Eigenwertproblem (6.19). In den numerischen Beispielen werden
Eigenwerte als konvergiert betrachtet, wenn der relative Fehler durch

|Ri - /{A/Ri S 10_3 (644)

abgeschitzt werden kann. Wie im Falle des Impedanzfehlerschétzers (6.35) muss
auch hier das Residuum nicht iiber die Komponenten der Originaldoméne bestimmt
werden. Der folgende Abschnitt zeigt, wie die effiziente Auswertung unter Verwen-
dung der ROM-Komponenten erfolgt.

6.3 Numerischer Aufwand bei der Fehlerschiatzung

Hinsichtlich des numerischen Aufwands kann der Prozess im Rahmen der Modell-
ordnungsreduktion in zwei grundlegende Kostenfaktoren unterteilt werden:
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1. Offltine-Kosten umfassen jene Berechnungen, die zur Generierung des ROMs
notwendig sind. Die Offline-Kosten sind unabhéngig von der Anzahl N; der
Evaluationspunkte und beziehen sich auf Operationen in der Doméne des hoch-
dimensionalen Originalsystems.

2. Online-Kosten umfassen die Berechnungen innerhalb der ROM-Doméne, das
heifst insbesondere die Auswertung des ROMs an den Ny Evaluationspunkten.

Diese Aufteilung ist insbesondere im Hinblick auf hochdimensionale Systeme von
Bedeutung, da beispielsweise fiir Optimierungsprobleme die Offline-Schritte auf Re-
chen-Clustern ausgefiihrt werden konnen wéhrend die Auswertung des Online-An-
teils auf Arbeitsplatzrechnern erfolgt. In weiterer Folge wird gezeigt, dass der nume-
rische Aufwand zur Auswertung des Fehlerschitzers (6.35) ebenfalls in Offline- und
Online-Kosten aufteilbar ist. Auferdem wird der zusétzliche Aufwand im Vergleich
zum reinen MOR-Prozess diskutiert.

Die Offline-Kosten im MOR-Prozess werden insbesondere von der einmaligen Fakto-
risierung der symmetrischen Systemmatrix A dominiert. Wie aus (6.35) abzulesen
ist, wird fiir den Fehlerschiitzer zusitzlich die Wirkung von T~! benétigt. Da T
symmetrisch positiv definit ist, kann die Faktorisierung mittels der Cholesky-Zer-
legung erfolgen. Die Kosten fiir die Faktorisierung von T sind daher etwa halb so
hoch wie fiir die Faktorisierung von A [TB97, Lecture 23|, und deshalb, gemessen
am Gesamtaufwand fiir den MOR-Prozess, akzeptabel.

Bei den Online-Kosten des Fehlerschétzers ist insbesondere die Auswertung des fre-
quenzabhéngigen Terms r(k)"T 'r(k) = |r(x)||%-: zu untersuchen. Gemif der
Vorschrift (4.83) kann das Residuum r direkt aus Komponenten der ROM-Doméne
bestimmt werden, die ohnehin im Arnoldi-Algorithmus anfallen. Fiir das System
(6.4) gilt somit

r(k) = Khpy1A [I— QAT QL A] Gnyr(]%(k))
= rro(erx(k))
= /{I‘Oi‘n(li) (6'45)

mit einem frequenzunabhéngigen Term
1o = hprinA [I— QAT'QIA] Gt (6.46)

Die Auswertung des Residuums fiir alle Stiitzstellen k € Z" besteht demnach ledig-
lich aus eine Skalierung von ry mit dem Parameter x und der n-ten Komponente
Zn (k) des ROM-Losungsvektors.

Die Abschitzung des Eigenwertfehlers (6.42) erfolgt analog: Das Residuum (6.43)
lasst sich schreiben als

P; = RiloUin, (6.47)
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wobei ry identisch zu (6.46) ist und v;,, die n-te Komponente des ROM-Eigenvektors
v; zum ROM-FEigenwert &; beschreibt.

Damit gilt fiir die Fehlerschitzer folgende Berechnungsvorschrift:

e Berechne einmalig in jeder ROM-Iteration

rollps = (xg T "eg) 2. (6.48)

e Bewerte die Eigenwerte r; € Up mit

€ri < |RiVinl |Iro]|p-1 - (6.49)
e Bewerte den Impedanzfehler fiir alle Stiitzstellen x € Z"" mit

Kono _ 2
()] < a2 ) ol (6.50
ki EUB

Aus dieser Berechnungsvorschrift ist zu erkennen, dass einmalig die quadratische
Form gemifs (6.48) zu bestimmen ist. Die zusétzlichen Online-Kosten der Residuen-
auswertung reduzieren sich daher auf Multiplikationen von Skalaren.

Im hier vorgeschlagenen Ablauf ist noch eine weitere Beschleunigung der Berech-
nungen zu erreichen. Wie in Abschnitt 6.2.1 beschrieben, wird fiir das ROM eine
vollstdndige Eigenzerlegung mit dem QZ-Verfahren in der Form

VTAV = diag (&), (6.51)
VITV =1 (6.52)

bestimmt. Daher muss das ROM-Gleichungssystem nicht explizit durch Invertierung
der Systemmatrix (A — kT fiir alle Stiitzstellen gelost werden. Stattdessen erlaubt
der Basiswechsel

x=Vw (6.53)

die schnelle Auswertung der Beziehungen

1 o
w = diag ( ) Vb, (6.54)
R; — KR
z = jkono(VIb)Tw, (6.55)
_ 1\ -
ro = hpp1nA [I —Q,V diag (/%_) VTQSA] Qn+1- (6.56)

Zusammenfassend lisst sich feststellen, dass der zusitzliche Aufwand fiir den gesam-
ten Fehlerschitzungsprozess, sowohl bei den Offline- wie auch den Online-Kosten,
jeweils deutlich unter denen des reinen MOR-Prozesses liegen.
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6.4 Fehlerschatzer fiir MIMO-Systeme

Die Fehlerschranke (6.32) ist ohne weiteres auch auf MIMO-Systeme anwendbar:
Der Vektor by € RY in (6.1) wird, wie in (3.54), zu einer Matrix B € RY*M worin
M die Anzahl modaler Tore definiert. Der Residuenvektor r wird entsprechend zu
einer Residuenmatrix R € RV, Damit nimmt (6.26) die Form

Ez; = —jkopR'VDV'R (6.57)
an. Hierin ist
E;=7Z-17 (6.58)

die Impedanzfehlermatrix und

D = diag (dy, . .., dy) (6.59)
mit
-1
d - <I€Hég; |ki — m\) , wenn k; ¢ Up, (6.60)

0, wenn k; € Up

eine Diagonalmatrix mit Abschitzungen fiir die Eigenwerte auferhalb der konver-
genten Umgebung Up. Der Ausdruck (6.57) fiihrt somit zur Fehlerschranke

e2mal = Komol| V" Rey |2 [ D]lo[ V' Re, .

Fono

min |k; —
Ki¢UB

< IRen ]z [Re -1 (6.61)

Auch im MIMO-Fall kann R geschrieben werden als ein konstanter Faktor Ry, dessen
Spaltenvektoren mit dem Parameter s sowie Komponenten der ROM-Losungsvek-
toren skaliert werden. Die Berechnung des Terms ||-||p-1 bendtigt also auch hier
nur O(K) Operationen, wobei K die Dimension des ordnungsreduzierten Modells
beschreibt.

6.5 Asymptotischer Fehlerschatzer fiir
Streuparameter

In der Hochfrequenz- bzw. Mikrowellentechnik werden zur Systemcharakterisierung
meist Streumatrizen herangezogen. Fiir Problemstellungen in der Elektrodynamik
kann die FE-Formulierung auch so gewéhlt werden, dass als Resultat unmittelbar
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die Streumatrix folgt [CL88|. Im Gegensatz zur Immitanzformulierung (3.64) muss
dann nicht der Umweg iiber die Impedanz- bzw. Admittanzmatrix gegangen wer-
den. Allerdings fithrt die Streuformulierung auf frequenzabhéngige Systemmatrizen,
wenn an den Tor-Randbedingungen I'y Nicht-TEM-Wellenformen zu beriicksichti-
gen sind. Auch bei verlustlosen Systemen resultiert die Formulierung in einer echt-
quadratischen Frequenzabhingigkeit. Damit miissen fiir diese Formulierung alterna-
tive MOR-Ansétze gewdhlt werden, beispielsweise die in Abschnitt 4.3 erwihnten
SOAR- oder WCAWE-Verfahren. Eine detaillierte Diskussion der Streuparameter-
formulierung ist auferdem in [FLDE10]| gegeben.

Die unmittelbare Anwendung des in Abschnitt 6.2 vorgestellten Fehlerschitzers ist
fiir Systeme, wie sie aus der Streuformulierung resultieren, nicht méglich. Um mittels
des hier préasentierten Fehlerschétzers dennoch Aussagen beziiglich der Genauigkeit
von S-Parametern treffen zu konnen, wird ein Verfahren zur asymptotischen Fehler-
schiatzung der Streumatrix vorgeschlagen.

Die Streumatrizen des Originalmodells und des ordnungsreduzierten Modells, S und
S, ergeben sich aus der Impedanzmatrix geméf der Vorschrift

S=Z+D) " (Z-1)=1-2(Z+1)", (6.62a)
S=Z+D) " (Z-1)=1-2(Z+1)"". (6.62b)

Der zugehorige Fehler Eg = S — S ist entsprechend durch

Es=-2Z+1)"'+2Z+1)"
= 2[(Z+1) " —(Z—-Ez+1)7] (6.63)

gegeben. Unter Einbeziehung von Z +1—E; = [I—Ez(Z +I)7'[(Z +I) und der
Entwicklung von [I — Ez(Z +1)7'] ! in einer Neumann-Reihe folgt daraus

(Z-Ez+D) "= (Z+1) "I+ EZ(Z+1)" +O(e2)] (6.64)

mit
€, = MaX |Zmn — Zmn| - (6.65)
m,n

Somit ist durch
Es = 2(Z+1)'EZ(Z+1)" (6.66)

eine asymptotische Approximation fiir (6.63) gegeben. Substituieren von E; durch
(6.57) fiihrt auf

Es — —2jkoo[VIR(Z + 1)~ " D[V'R(Z + 1)7!]. (6.67)

Mit der Abkiirzung
pi = R(Z +1)e; (6.68)
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und der Beziehung

Vv RNXN _
IVIpi|2 V=" p'VvVTp, = pIT !p; = ||pil%s (6.69)

lautet der asymptotische Fehlerschétzer fiir die Streumatrix schlieflich

[Smn = Smn| < 2korol| P |21 |Pa [l 21| Dl2- (6.70)

Die Auswertung von ||p,,||t-1 und ||p,||t-1 benétigt nur O(n) Operationen fiir einen
festen Parameter x, weshalb auch der asymptotische Fehlerschitzer fiir S-Parame-
ter in das MOR-Rahmenwerk integriert werden kann, ohne den Rechenaufwand in
erheblichem Mafe zu vergrofern.

6.6 Numerische Beispiele

Die in der vorliegenden Arbeit prisentierten Verfahren sind als MATLAB-Programm
realisiert. Uber eine Schnittstelle zur institutseigenen FE-Software kénnen die Kom-
ponenten des FE-Gleichungssystems, also die Systemmatrizen und Anregungsvekto-
ren, an den MOR-Prozess iibergeben werden. Aufgrund der Dimension der FE-Glei-
chungssysteme wird zudem die Anbindung an einen externen Gleichungssystemloser
(Intel MKL PARDISO) notwendig. Die Schnittstellen sind in Abbildung 6.1 grafisch
dargestellt. In den folgenden Abschnitten werden anhand numerischer Beispiele die

Kommerzielle Anwendungen Institutseigene MATLAB
FE-Software
CRBITEIT Netz-Generierung | Assemblierung | LAIOIR
U ™ (Tetraeder) ™ FE-Matrizen ™ <
Randbedingungen Fehlerschatzer

Y

PARDISO-
Loser

Abbildung 6.1: Programmschnittstellen im MOR-Fehlerschétzprozess.

Verlésslichkeit des Fehlerschitzers und die Effizienz der Algorithmen untersucht und
bewertet.

6.6.1 Bandpassfilter

In Abbildung 6.2 ist die Struktur eines Bandpassfilters dargestellt. Die FE-Diskre-
tisierung fiihrt auf ein System mit N = 213472 Freiheitsgraden. Betrachtet werden
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Ny = 201 dquidistante Evaluierungspunkte im Frequenzbereich Z; = [0.58,0.63] GHz
mit dem Entwicklungspunkt bei f = 0.6 GHz. Um den gesamten Fehler iiber das

200 |
15 29 S
I17.91 B S
- ____ ],, Y O — PR
S 40
(V]
S
| O
Y =
50 |
)

g =2R A
Ji—. ,, ( ,,,, L 1 ,,,,,,, ,,,,,,, mj—:l

Abbildung 6.2: Bandpass Filter. Alle Dimensionen sind in mm.

Frequenzband zu beriicksichtigen, wird das Fehlermafs
Eo(N; By) = max |V (fi) = Vinn (fi)] (6.71)

als Bewertungskriterium herangezogen. Hierin steht N als Platzhalter fiir eine fre-
quenzabhéngige Netzwerkmatrix, also N € {Z,S,Y}. Die geschitzten Fehler sind
mittels (6.61) und (6.70) berechnet und werden gegen die tatsédchlichen Fehler

(6.72)

£ Z — 7 fiir Impedanzmatrizen,
Y7 1S —S fiir Streumatrizen

verglichen. Dariiber hinaus sind den so ermittelten Fehlern die Ergebnisse basie-
rend auf dem Fehlerschétzer von [CHMR10] und [PS10] gegeniibergestellt. Letzterer
basiert auf der Ermittlung einer unteren Schranke fiir die Inf-Sup-Konstante, wel-
che durch den kleinsten Singuldrwert der Systemmatrix abgeschétzt wird. Fiir die
Schnelle Online-Auswertung der Fehlerschranke wird die SCM Methode [CHMR10],
[HRSPO7] herangezogen. Abbildung 6.3 zeigt einen Vergleich zwischen dem tatséch-
lichen Fehler, der State-of-the-Art-Schitzung und der vorgeschlagenen Fehlerschran-
ke. Die vertikalen Linien in Abbildung 6.3(e) und Abbildung 6.3(f) zeigen jene ROM-
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Dimension an, bei welcher simtliche Eigenwerte im Frequenzbereich Z; im Sinne
der Schranke (6.44) konvergiert, und damit die Fehlerschitzungen (6.32) und (6.70)
iiber den gesamten Bereich Z; giiltig sind. So lange der tatsichliche Fehler iiber dem
numerischen Grundrauschen liegt, stellt der vorgeschlagene Fehlerschitzer entspre-
chend der theoretischen Herleitung eine obere Schranke dar. Der State-of-the-Art-
Schitzer ist im Vergleich um drei bis fiinf Gréfenordnungen ungenauer. Das nu-
merische Grundrauschen wird von beiden Fehlerschitzern nicht realistisch erfasst.
Letztere Tatsache stellt jedoch fiir den praktischen Nutzen keine Einschrinkung dar,
da ein Unterschdtzen des Fehlers erst eintritt, wenn das ROM bereits vollstindig
konvergiert ist.

Ein Vergleich der Rechenzeiten ist in Tabelle 6.1 dargestellt. Beide Fehlerschitzer
erlauben eine effiziente Auswertung der 201 Frequenzpunkte im Online-Schritt, al-
lerdings fithrt die SCM-basierte Methode im Offline-Teil zu einem betréchtlichen
Mehraufwand: die Rechenzeit von 18943 s wird benétigt, um Losungen fiir 418 Ei-
genwertprobleme der Dimension N zu berechnen. Der in dieser Arbeit vorgeschla-
gene Ansatz benétigt hingegen im Offline-Teil nur 3 s, die im Wesentlichen der
Faktorisierung der Massenmatrix T zuzuschreiben sind.

Tabelle 6.1: Berechnungsdaten®

Bandpassfilter | Dielektrischer
Resonator

N 213472 426 878

Parameter K 12 108
Ny 201 401

. .. | Neuer Schatzer 3s 10.5 s
Offtine Rechenzeit State-of-the-Art 18943 s | n.a. (vgl. 6.6.2)
. .. | Neuer Schatzer 1.36 s 31.8 s
Online Rechenzeit State-of-the-Art 1.57 s | n.a. (vgl. 6.6.2)

L MATLAB 2010 Programm auf Intel Core i7-3370KCPU, 3.5 GHz Prozessor.
Intel MKL PARDISO zum Lésen diinnbesetzter Gleichungssysteme.

6.6.2 Filter mit dielektrischen Resonatoren

Als weiteres Beispiel dient ein Filter mit dielektrischen Resonatoren geméfs Abbil-
dung 6.4. Um die Zuverldssigkeit des vorgeschlagenen Fehlerschitzers auch fiir breit-
bandige Anwendungen zu zeigen, wird das Filter im Frequenzband Z; = [4,12] GHz
mit Ny = 401 dquidistanten Evaluierungspunkten untersucht. Aus den Abbildun-
gen 6.5(a) und 6.5(b) ist zu sehen, dass im untersuchten Frequenzband eine Vielzahl
scharfer Resonanzen vorliegt. Der Vergleich zwischen tatsichlichem und geschétz-
ten Fehler in den Abbildungen 6.5(c) und 6.5(d) bestéitigt, dass der vorgeschlagene
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Fehlerschitzer eine obere Schranke darstellt, solange der tatsichliche Fehler Werte
oberhalb des numerischen Grundrauschens aufweist. Die vorgeschlagene Methode
zeigt zuverldssig die Konvergenz des ordnungsreduzierten Modells an. Ein Vergleich
zur State-of-the-Art-Methode kann hier nicht angegeben werden, da die SCM bei der
Berechnung einer giiltigen unteren Schranke fiir die Inf-Sup-Konstante versagt. Dies
lasst sich damit begriinden, dass Schatzwerte fiir den kleinsten Singuldrwert sehr
sensitiv von der Qualitdt der Losung des linearen Programms abhéngen, welches
Bestandteil dieses Verfahrens ist.
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Kapitel 7

Zussammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Verfahren vorgestellt, die die automatisierte An-
wendung von projektionsbasierten Modellordnungsreduktionsverfahren ermaoglichen.
Untersuchungen der Strategien und Verfahren anhand numerischer Beispiele belegen
die Funktionalitiat und Effizienz.

In Kapitel 4 werden die Grundlagen fiir die effiziente Berechnung von Residuen
und die schnelle Auswertung der ordnungsreduzierten Modelle entwickelt. Auferdem
werden die speziellen Eigenschaften der Systeme aus der elektrodynamischen FE-
Simulation aufgezeigt, insbesondere die Beibehaltung des Momentenabgleichs der
MOR-Verfahren auch bei vorliegen von TE- und TM-Wellen.

Bei der Untersuchung in Kapitel 5 zeigen die unterschiedlichen Strategien zur Stiitz-
stellenwahl in Mehrpunkt-Anwendungen ahnliches Konvergenzverhalten. Der Autor
schliefst aus den Untersuchungen, dass die Bisektionsmethode gegeniiber der Greedy-
Methode zu bevorzugen ist, da eine geringere Tendenz zur Haufung von Stiitzstel-
len in einem schmalen Parameterbereich vorliegt. Bei den Fehlerindikatoren zeigt
der inkrementelle Ansatz im Vergleich zum residuenbasierten Verfahren eine héhere
numerische Effizienz bei gleicher Zuverlassigkeit.

Fiir den wichtigen Spezialfall verlustloser Systeme in der Elektrodynamik wird in Ka-
pitel 6 als weiteres Abbruchkriterium ein a-posteriori-Fehlerschéitzer fiir Einpunkt-
Verfahren vorgestellt. Durch konsequente Anwendung schneller Auswerteverfahren
und durch Wiederverwendung von Zwischenergebnissen, die im MOR-Prozess an-
fallen, kann der zusétzliche Rechen- und Speicheraufwand gering gehalten werden.
Damit die notwendige lineare Parametrierung des untersuchten Systems aufrecht
erhalten werden kann, ist der Fehlerschitzer in der Impedanzformulierung anzuwen-
den. Die so bestimmten Fehler kénnen mit beschrinkten Gréfsen in Bezug gesetzt
werden, indem zuséitzlich ein asymptotischer Fehlerschiatzer in den S-Parametern
eingesetzt wird. Die Abschiatzung des Fehlers in den S-Parametern ist insbesondere
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fiir praktische Anwendungen von grofser Bedeutung. Numerische Beispiele belegen
die Zuverlassigkeit und Effizienz des vorgestellten Verfahrens.

Eine Erweiterung der Fehlerschranke auf verlustbehaftete Systeme der Elektrody-
namik beziehungsweise auf allgemein polynomiell parametrierte Systeme ist Gegen-
stand aktueller Forschung. Die bei der Erstellung der Arbeit bekannten Ansétze
sind nur mit erheblichem numerischen Aufwand umzusetzen und daher fiir prakti-
sche Anwendungen unattraktiv.
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