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Kurzfassung

Die Methode der finiten Elemente (FE) ist ein weit verbreitetes Werkzeug zur Simu-
lation elektromagnetischer Strukturen im Frequenzbereich. Der numerische Aufwand
zur direkten Losung des resultierenden Gleichungssystems steigt jedoch signifikant
mit zunehmender elektrischer Grofe der zugrundeliegenden Struktur, so dass der
Ubergang zu iterativen Losungsstrategien unabdingbar wird. Fiir diese ist die Ver-
fiigharkeit effizienter Vorkonditionierer von hochster Bedeutung.

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der iterativen Losung des aus der FE-Diskreti-
sierung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung resultierenden linearen Gleichungssys-
tems. Zur Vorkonditionierung der Systemmatrix wird ein nicht-iiberlappendes Ge-
bietszerlegungsverfahren unter Beriicksichtigung von Kopplungsbedingungen héhe-
rer Ordnung aufgezeigt. Dariiber hinaus wird anhand analytischer und numerischer
Untersuchungen der Einfluss unterschiedlicher Kopplungsbedingungen auf das Kon-
vergenzverhalten des iterativen Losers untersucht.

Die Simulation abstrahlender elektromagnetischer Strukturen mittels der FE-Metho-
de erfordert dariiber hinaus eine Beschrinkung des Feldgebiets, welche beispielswei-
se durch die Einfiihrung kiinstlicher, sogenannter absorbierender Randbedingungen
geschieht. Aufbauend auf analytischen Untersuchungen zur Herleitung geeigneter
Kopplungsbedingungen werden absorbierende Randbedingungen héherer Ordnung
hergeleitet und im Rahmen einer FE-Diskretisierung umgesetzt.

Um eine breitbandige Charakterisierung der betrachteten Strukturen zur ermdogli-
chen, wird aufbauend auf dem Gebietszerlegungsverfahren ein Modellordnungsre-
duktionsverfahren vorgestellt. Insbesondere wird eine Reduktion des zeitlichen Auf-
wands zur Generierung des reduzierten Models mithilfe einer adaptiven Grobraum-
korrektur erreicht.
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Abstract

The finite-element (FE) method is a commonly used tool for simulating electroma-
gnetic structures in the frequency domain. However, the numerical effort for the
direct solution of the resulting system of equations is growing significantly with
increasing electrical size of the underlying structure, so that the transition to itera-
tive solution strategies becomes indispensable. For these, the availability of efficient
preconditioners is of utmost importance.

The focus of this work is on the iterative solution of the system of linear equations
resulting from the FE discretization of the vector Helmholtz equation. For precondi-
tioning the system matrix a non-overlapping domain-decomposition method, under
consideration of higher-order transmission conditions, is pointed out. In addition,
the effects of different kinds of transmission conditions on the convergence behavior
of the iterative solver are analyzed by means of analytical and numerical investiga-
tions.

Moreover, the simulation of radiating electromagnetic structures by the FE method
requires the field domain to be truncated, which may be done by, e.g., introducing
so-called absorbing boundary conditions. Based on analytical investigations for deri-
ving suitable transmission conditions, absorbing boundary conditions of higher order
are derived and implemented in the context of a FE discretization.

To enable the broadband characterization of the considered structures, a method
of model-order reduction based on the domain-decomposition approach is proposed.
In particular, a reduction in the time spent for generating the reduced model is
obtained, by means of an adaptive coarse-space correction.
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Kapitel 1

Einleitung

Numerische Simulationsverfahren haben sich in vielen Bereichen der Elektrotech-
nik, sowohl in Nieder- als auch in Hochfrequenzanwendungen, als effizientes Werk-
zeug zur Analyse, Synthese und Optimierung komplexer Strukturen etabliert. Ins-
besondere die FE-Methode stellt in diesem Rahmen aufgrund der Handhabbarkeit
komplexer geometrischer Strukturen, inhomogener Materialeigenschaften sowie der
natiirlichen Beriicksichtigung von Randbedingungen ein leistungsfihiges Werkzeug
zur Diskretisierung dar. Basis fiir die FE-Methode ist das in differentieller Form
gegebene Randwertproblem und dessen schwache Formulierung [BS02|, [Bra02|. Un-
ter der Voraussetzung zeitharmonischer Anregungen, sowie linearer, zeitinvarianter
Materialeigenschaften lasst sich ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen die
vektorielle Helmholtz-Gleichung herleiten [HarOla|, deren Diskretisierung mittels
der FE-Methode in einem linearen Gleichungssystem resultiert, wobei die beteiligte
Matrix weder symmetrisch noch positiv definit ist [Mon03|. Die Losung des Glei-
chungssystems erfolgt abhingig von dessen Dimension und der verfiigharen Rech-
nerkapazitit mittels direkter oder iterativer Losungsverfahren. Der im Rahmen der
FE-Diskretisierung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung entstehende Approximati-
onsfehler setzt sich aus zwei Fehleranteilen zusammen: Auf der einen Seite eine lokale
Fehlerkomponente, welche durch Projektion der kontinuierlichen Feldgrofsen auf den
FE-Approximationsraum entsteht und auf der anderen Seite eine globale Fehlerkom-
ponente, welche durch numerische Dispersion hervorgerufen wird. Diese globale, hau-
fig als Dispersionsfehler bezeichnete Fehlerkomponente ist insbesondere nicht durch
eine konstante Anzahl an finiten Elementen pro Wellenlinge beschréankt und domi-
niert besonders im Rahmen elektrisch grofser Strukturen den Approximationsfehler
[IB95], [Mon03], [MP94], [Ain04]. Um bei steigender elektrischer Grofe einen kon-
stanten Fehler zu gewéahrleisten, benotigt es somit eine Verfeinerung des FE-Netzes
bzw. einen ausreichend hohen Polynomgrad der FE-Ansatzfunktionen. Die damit
verbundene hohe Dimension des Gleichungssystems macht einen Ubergang von di-
rekten Methoden zu iterativen Losungsverfahren unumginglich. Eine weit verbreite-
te Klasse an iterativen Verfahren zur Losung hochdimensionaler, schwach besetzter
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linearer Gleichungssysteme stellen die Krylovunterraumverfahren dar, welche sich
in die Gruppe der Projektionsverfahren einordnen lassen. Statt das urspriinglich
hochdimensionale Gleichungssystem zu 16sen, sucht man eine Ndherungslosung als
Element des niedrigdimesnionalen Krylovunterraums im Rahmen einer Petrov-Galer-
kin-Projektion [Saa03]. Durch die Wahl der Petrov-Galerkin-Bedingung lassen sich
unterschiedliche Formen an Krylovunterraumverfahren gewinnen. Welches Verfahren
schlieflich zum Einsatz kommt, hangt von den Eigenschaften der Systemmatrix ab:
Als die am weitesten verbreiteten Verfahren ist zum einen die Methode der konjugier-
ten Gradienten (CG) |Saa03| und zum anderen das Generalized-Minimal-Residual
Verfahren (GMRES) [SS86] zu nennen. Wihrend das CG-Verfahren im Rahmen von
Gleichungssystemen mit positiv definiter Systemmatrix beweisbar konvergiert, ldsst
sich das GMRES-Verfahren auch im Fall einer indefiniten Matrix anwenden. Die
Konvergenzgeschwindigkeit dieser Verfahren, und damit verbunden, der benétigte
numerische Aufwand zur iterativen Losung des Gleichungssystems wird weitestge-
hend durch die spektralen Figenschaften der beteiligten Systemmatrix bestimmt.
Ziel einer geeigneten Vorkonditionierung ist es somit, das resultierende Spektrum des
vorkonditionierten Systems so zu beeinflussen, dass sich eine moglichst hohe Konver-
genzgeschwindigkeit einstellt. Die Konstruktion geeigneter Vorkonditionierungsver-
fahren im Rahmen einer FE-Diskretisierung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung
erweist sich hierbei aufgrund der indefiniten Gestalt der Systemmatrix als beson-
ders anspruchsvoll: Neben physikalischen Resonanzen der Struktur, resultiert der
hochdimensionale Nullraum des Rotationsoperators, in der Existenz negativer Ei-
genwerte [DEPL00|. Die Konstruktion geeigneter Vorkonditionierungsstrategien, ist
Schwerpunkt aktueller Forschung, so dass in der Literatur eine Vielzahl unterschied-
licher Verfahren existieren. Ein Uberblick iiber die unterschiedlichen Methoden ist
in [Wat15] zu finden. Zu erwihnen sind hierbei Mehrgitterverfahren [Hac85], [TS01],
ILU-Verfahren [SLCO1] [MvdV77] und Gebietszerlegungsverfahren [TWO05], [QV99],
[SBG96|. Der Fokus dieser Arbeit liegt hierbei ausschlieflich auf der Klasse der
Gebietszerlegungsverfahren (engl.: domain-decomposition, DD), welche aufgrund ih-
rer Parallelisierbarkeit und Flexibilitidt zunehmend an Bedeutung gewinnen. Die
wesentliche Idee hinter DD-Verfahren besteht darin, das urspriinglich hochdimen-
sionale Problem in mehrere gekoppelte Teilprobleme zu zerlegen. Die Teilprobleme
werden dabei auf Basis einer geometrischen Zerlegung des urspriinglichen Feldge-
biets in beliebig viele Teilgebiete definiert. Die entstandenen Teilgebiete werden mit-
tels Kopplungsbedingungen (engl.: transmission conditions, TC) gekoppelt, welche
zum einen die Aquivalenz zum urspriinglichen Problem gewihrleisten und zum an-
deren die Qualitit des resultierenden Vorkonditionierers beeinflussen. Im Rahmen
von DD-Verfahren fiir die vektorielle Helmholtz-Gleichung existieren, basierend auf
den Arbeiten [DJR92|, [Des91] eine Vielzahl unterschiedlicher TCs [RL10], [PL12].
Hierbei werden die in |[DJR92| eingefiihrten TC erster Ordnung unter Hinzunahme
weiterer tangentialer Differentialoperatoren erweitert. Sie stellen lokale Approxima-
tionen des Dirichlet-zu-Neumann Operators (engl.: dirichlet-to-neumann, DtN) dar
[BAG14].



Das im Rahmen dieser Arbeit dargestellte DD-Verfahren ermoglicht schlieflich die
iterative Losung des FE-Systems in einem Frequenzpunkt. Praxisrelevante Anwen-
dungen erfordern jedoch meist eine breitbandige Charakterisierung der zugrundelie-
genden Struktur, so dass die Losung in einem Frequenzpunkt nicht ausreichend ist.
In diesem Rahmen stellen Modellordnungsreduktionsverfahren (MOR) eine etablier-
te und effiziente Methodenklasse dar. Das Ziel dieser Methoden ist die Generierung
eines reduzierten Modells (engl. reduced-order-model, ROM), das im betrachteten
Frequenzbereich das Systemverhalten des urspriinglichen Modells approximiert. Da
das ROM von wesentlich geringerer Dimension als das urspriingliche Modell ist,
lasst es sich um ein Vielfaches schneller auswerten. Projektionsbasierte MOR-Ver-
fahren erreichen die Ordnungsreduktion durch Projektion des Ausgangsmodells in
einen niedrigdimensionalen Unterraum. Die resultierenden ROMs weisen hierbei die-
selbe parametrische Struktur wie das Originalmodell auf. Ein etabliertes Verfahren
dieser Klasse ist die Reduzierte-Basis-Methode (engl.: reduced-basis-method, RBM)
[PRO6], die den Projektionsraum aus Losungen des Originalmodells in unterschiedli-
chen Frequenzpunkten konstruiert. Dieses Verfahren weist hohe numerische Robust-
heit auf und resultiert in niedrigdimensionalen Projektionsrdumen. Zudem stehen
fiir diese Methode adaptive Abtaststrategien [FHMS11| [HSZ14] sowie effizient aus-
wertbare a-posteriori-Fehlerschranken zur Verfiigung [CHMRO09).

Ist das zugrundeliegende Feldgebiet unbeschrankt, wie es bei der Beschreibung von
Abstrahlungs- oder Streuproblemen der Fall ist, erfordert deren Diskretisierung mit-
tels der FE-Methode eine Beschrinkung des Feldgebiets mit Hilfe kiinstlich einge-
fithrter Randbedingungen, welche hiufig als absorbierende Randbedingungen (engl.:
absorbing boundary condition, ABC) bezeichnet werden. Diese Randbedingungen
sollten einen moglichst grofen Anteil der einfallenden elektromagnetischen Wellen
absorbieren und somit die Abstrahlung in den Freiraum modellieren. Eine perfekte
reflexionsfreie ABC lésst sich jedoch ausschlieflich mithilfe nichtlokaler Operatoren,
wie beispielsweise im Rahmen von Integralgleichungsverfahren erreichen [Né01]. Um
den numerischen Aufwand zur Umsetzung der nichtlokalen ABCs zur verringern,
bedient man sich dessen lokalen, auf Differentialoperatoren basierenden Approxi-
mationen. Beispiele dazu sind unter anderem in [Mur81|, [BT80|, [EMT77]|, [GZLO6]
nachzulesen. Die Umsetzung solcher ABCs im Rahmen der FE-Methode erweist
sich jedoch aufgrund der darin enthaltenen Differentialoperatoren héherer Ordnung
als nicht trivial, so dass in der Praxis meist von einer moglichst einfachen Rand-
bedingung erster Ordnung Gebrauch gemacht wird. Eine detaillierte Analyse der
Reflexionseigenschaften unter Berticksichtigung einer ABC erster Ordnung bis hin
zu einer Erweiterung auf ABCs hoherer Ordnung wird im Rahmen dieser Arbeit
aufgezeigt.

Zusammengefasst liegt der Fokus dieser Arbeit auf der breitbandigen Charakteri-
sierung elektrisch grofer Strukturen. Grundlage hierfiir stellt die Umsetzung eines
nicht-iiberlappenden DD-Verfahrens zur Losung der vektoriellen Helmholtz-Glei-
chung unter Nutzung von TCs hoherer Ordnung dar. Darauf aufbauend wird ein
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projektionsbasiertes MOR-Verfahren vorgestellt, welches durch eine adaptive Gro-
braumkorrektur erweitert wird. Mithilfe dieser Grobraumkorrektur lésst sich der
bendtigte Aufwand zur Konstruktion des ROMs wesentlich reduzieren. In Kapitel 4
werden die genutzten TCs im Rahmen des DD-Verfahrens hergeleitet und im Kon-
text analytischer Untersuchungen auf ihren Einfluss auf das Konvergenzverhalten des
iterativen Losers untersucht. Kapitel 5 prasentiert darauf aufbauend entsprechende
FE-Formulierungen und zeigt Moglichkeiten zur Konstruktion eines effizienten Vor-
konditionierers auf. Auf Basis eines numerischen Beispiels werden anschlieffend die
spektralen Eigenschaften des vorkonditionierten Systems untersucht und mit den
zuvor dargestellten analytischen Ergebnissen verglichen. Weitere numerische Expe-
rimente untersuchen dariiber hinaus die Abhéngigkeit der Konvergenzgeschwindig-
keit von verschiedenen Parametern welche im Rahmen einer FE-DD-Diskretisierung
von Interesse sind. Aufgrund der Ahnlichkeit von TCs zu ABCs priisentiert Ka-
pitel 6 mogliche Erweiterungen der haufig verwendeten ABCs erster Ordnung auf
ABCs héherer Ordnung resultierend aus den Uberlegungen im Kontext des DD-Ver-
fahrens. Analytische Untersuchungen zeigen im Anschluss die Vorteile der ABCs
hoherer Ordnung und werden anschliefsend im Rahmen einer FE-Diskretisierung va-
lidiert. In Kapitel 7 wird aufbauend auf dem DD-Verfahren ein projektionsbasiertes
MOR-Verfahren aufgezeigt. Zusétzlich wird im Rahmen der ROM-Generierung eine
Grobraumkorrektur vorgeschlagen, welche die benétigte Zeit zur ROM-Erstellung
deutlich reduziert. Numerische Beispiele demonstrieren die Effizienz des vorgeschla-
genen Verfahrens.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Maxwellsche Gleichungen

Die klassische Theorie elektromagnetischer Felder basiert auf den Maxwellschen Glei-
chungen. Diese entsprechen einem gekoppelten System partieller Differentialgleichun-
gen gegeben durch

oB

\Y Xg:-a, (21&)
VA= Tor Tir O (2.1b)
V-D-=op, (2.1¢)
v-B=0. (2.1d)

Dabei bezeichnet H die magnetische Erregung, D die elektrische Flussdichte, J. die
elektrische Leitungsstromdichte, J; die eingeprigte Stromdichte, £ die elektrische
Feldstarke, B die magnetische Flussdichte und o die Raumladungsdichte. Die Max-
wellschen Gleichungen sind durch Materialbeziechungen zwischen den Feldgrofen zu
ergdnzen. Diese sind durch die Konstitutivgleichungen der Form

B=pH=popH, (2.2a)
D =¢cE =cog, £, (2.2b)
Jc=0€, (2.2¢)

gegeben. Hierbei bezeichnet p den magnetischen Permeabilitidtstensor, welcher als
Produkt der Vakuumpermeabilitit ;o und dem relativen magnetischen Permeabili-
titstensor w, geschrieben werden kann, g den elektrische Permittivitdtstensor als
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Produkt der Vakuumpermittivitit €y und dem relativen elektrischen Permittivitits-
tensor €,, und o den elektrischen Leitfahigkeitstensor. Die vorliegende Arbeit be-
schrinkt sich im weiteren Verlauf auf lineare, zeitinvariante und isotrope Materia-
leigenschaften, so dass sich die Konstitutivgleichungen (2.2) unter Beriicksichtigung
der nun skalarwertigen Materialparametern p, € und o wie folgt vereinfachen:

B=uH = popH, (2.3a)
D=cE =¢¢¢,€, (2.3b)
J.=0€&. (2.3¢)

Unter der Voraussetzung linearer zeitinvarianter Materialeigenschaften lassen sich
die Maxwellschen Gleichungen durch Transformation in den Frequenzbereich in zeit-
harmonischer Form angeben. Unter Beriicksichtigung der Kreisfrequenz w, welche
durch die Beziehung

w=2mf (2.4)

mit der Frequenz f in Verbindung steht lauten die Maxwellschen Gleichungen in
zeitharmonischer Form

VxE=-jwB, (2.5a)
VxH=J.+J;+jwD, (2.5b)
V-D =p, (2.5¢)
V- -B=0. (2.5d)

Hierin beschreiben E, D, H, B, J., J; und p die den Groken €, D, H, B, T,
J; und p zugeordneten Phasoren. Die zugehorigen Konstitutivgleichungen lauten in
diesem Fall

D =¢FE = ¢y, E, (2.6a)
B =uH = pop.H, (2.6b)
J.=0FE. (2.6¢)

2.2 Mathematische Hilfsmittel und Notation

An dieser Stelle sollen die wichtigsten innerhalb dieser Arbeit genutzten mathema-
tischen Hilfsmittel zusammengefasst werden. Sei 2 ¢ R3 ein beschrinktes Gebiet
mit hinreichend glattem Rand 0f€). Der Einheitsvektor n bezeichnet den nach aufen
gerichteten Normalenvektor auf 2. Fiir vektorwertige Funktionen u, v : Q — C3 auf
dem Gebiet €2 sei das Skalarprodukt entsprechend

(u,’u)Q :zgfﬂ-de (2.7)
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definiert. Hierbei bezeichnet w die konjugiert komplexe Darstellung von w. Weiterhin
seien die folgenden, auf dem Rand 0f2 definierten Bilinearformen entsprechend

:fa-vdr, (2.8)
o0
=/13-de, (2.9)
oN

eingefiihrt. Hierbei beschreibt sowohl w als auch v eine vektorwertige Funktion wah-
rend p und f skalarwertige Funktionen darstellen. Aufbauend auf dieser Notation
lassen sich die folgenden Funktionenrdume definieren:

£(9) = {w | (ww)Q < oo, (2.10a)
22() = {u| (v, u) oo}, (2.10b)

H (rot; Q) = {ueL2(Q) | queLQ(Q)} (2.10¢)
H(grad; Q) = {w e L*(Q) | vw e L) }. (2.10d)

Fiir hinreichend glatte Funktionen w und p seien zuséitzlich die Spuroperatoren 7y,
Y1, Y durch

mr(u) =nx (uxn) auf 002, (2.11a)
yr(u) =nxu auf o€, (2.11Db)
Ye(w) = wlo auf 012, (2.11¢)

definiert. Fiir eine detaillierte Beschreibung der Spuroperatoren (2.11) im Rahmen
der Sobolevraume (2.10) geméfs

mr(w) : H(rot; Q) = H ™2 (rot; 99) ¢ H 2(9%), (2.12)
yr(w) : H(rot; Q) — H_%(div; oN) c H_%(ﬁQ), (2.13)
vp(w) : H(grad; Q) » H 2 (9Q), (2.14)

und insbesondere den damit verbundenen Spurrdumen H_%((?Q), H~2(09)) sowie
H‘%(rot;aQ) und H_%(div;ﬁﬁ) sei auf die Arbeiten [BCOla] und [BCO1b| verwie-
sen. Innerhalb dieser Arbeit wird zusétzlich zu den Differentialoperatoren rot, grad
und div, von auf dem Rand I' c 0f) definierten tangentialen Differentialopera-
toren rotr,grad, sowie divy Gebrauch gemacht. Am einfachsten lassen sich die-
se im Rahmen eines kartesischen Koordinatensystems einfiihren. Hierzu bezeichne
[':={(z,y,0) € R3} eine in der z—y-Ebene befindliche Fliache. Mithilfe der Zerlegung
des Nablaoperators V in tangentiale und normale Komponenten entsprechend

0
V=V;+ 5, (2.15)
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seien die Oberflichendifferentialoperatoren gemaf

rotru =V x u, (2.16)
grad, w = Vyw, (2.17)
divpu = Vr - u, (2.18)

definiert, deren Definition im Rahmen von Sobolevraumen Beispielsweise in [BCO1a),
|BCO1b] und |Né01] nachzulesen ist. Die Grofse e, bezeichnet hierbei den Einheits-
vektor in z-Richtung .

2.3  Finite-Elemente-Methode

Die Diskretisierung der innerhalb dieser Arbeit betrachteten Randwertprobleme er-
folgt mithilfe der FE-Methode. Das grundsétzliche Vorgehen im Rahmen dieser Me-
thode soll an dieser Stelle zusammengefasst werden. Eine detaillierte Beschreibung
ist beispielsweise in [BS02| oder |[EG04| nachzulesen. Ausgangspunkt der FE-Me-
thode ist die aus einem Randwertproblem resultierende schwache Formulierung der
Form:

Finde u € X, so dass a(u,v) = f(v), Yve X, (2.19)

definiert durch die Billinearform a(-,-) : X x X ~ C, dem linearen Funktional f :
X = C und einem geeigneten problemangepassten Funktionenraum X. Wird das
schwache Problem (2.19) mithilfe eines endlichdimensionalen Teilraums V" ¢ X im
Rahmen eines Galerkin-Verfahrens entsprechend

Finde u" € V", so dass a(u”,v") = f(v"), Yo" e V", (2.20)
approximiert so lisst sich durch Ubergang zu einer Basis {v;} ¢ V" und entsprechen-
der Darstellung des Losung u” geméif

N
ul =3 [x], v, v; e VI (2.21)
i=1
aus dem diskreten Problem (2.20) ein lineares Gleichungssystem der Form
Ax=b (2.22)
gewinnen. Die beteiligten Grofen sind hierbei wie folgt definiert:
[A],; = a(vi,v;) e CMN, (2.23)
[b], = f(vi) e CY, (2.24)
x:=([x]y,....[x]y)" €CV. (2.25)
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Die FE-Methode zeichnet sich durch die Wahl der Basisfunktionen v; aus: Basierend
auf einer geometrischen Zerlegung 7 (€2) des zugrundeliegenden Feldgebiets €2 c R3
in sogenannte finite Elemente einfacher geometrische Gestalt werden die Basisfunk-
tionen v; meist lokal, auf Basis eines einzelnen Elementes durch Polynome definiert
[BS08]. Im Rahmen dieser Arbeit basiert die FE-Methode auf einem FE-Netz 7(Q)
bestehend aus geradlinigen Tetraedern, wobei die genutzten FE-Rdume jenen aus
[Ing06] entsprechen. Somit bezeichne im Folgenden

Vit e H(rot; Q), (2.26)
Ve ¢ H(grad; Q) (2.27)

den H (rot;Q2)- bzw. H(grad; 2)-konformen FE-Ansatzraum gemif der Definition
aus |Ing06]. Entsprechende auf dem Teilrand I' c 92 definierte FE-Rdume lassen
sich durch Anwendung der Spuroperatoren 7y und vy, geméf

Vit i=mp (VE') © H_%(rot; oN) c H_%(E)Q), (2.28)
Vel oo (VER) ¢ H3(99) (2.29)

gewinnen.

2.4 Vektorielle Helmholtz-Gleichung

Aus den Maxwellschen Gleichungen (2.5) ldsst sich eine partielle Differentialglei-
chung zweiter Ordnung in der elektrischen Feldstéirke gewinnen. Unter Zuhilfenahme
der Konstitutivgleichungen (2.6) folgt durch Anwendung des Rotationsoperators auf
(2.5a) und Substitution der Gleichung (2.5b) die vektorielle Helmholtzgleichung fiir
die elektrische Feldstirke, gegeben durch

V x 1;'V x E + jkonoo E - kje, E = —jkonoJ, (2.30)

mit der Freiraum-Wellenimpedanz

o=+ |22 (2.31)
€o
sowie der Freiraumwellenzahl
ko = =, (2.32)
Co
worin
1
Co = (233)
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2.4.1 Randwertproblem

Unter Beriicksichtigung geeigneter Randbedingungen lisst sich aus der vektoriellen
Helmholtzgleichung (2.30) ein zugehoriges Randwertproblem gewinnen, welches im
weiteren Verlauf mithilfe der FE-Methode diskretisiert wird werden kann. Hierzu
sei € c¢ R3 ein hinreichend regulires Gebiet entsprechend Abbildung 2.1, dessen
Rand 0f) sich aus dem Dirichletschen Rand I'p, dem Neumannschen Rand Iy,
sowie dem absorbierenden Rand I'4 zusammensetzt. Ausgehend von der vektoriellen
Helmholtzgleichung (2.30) wird das folgende Randwertproblem betrachtet:

o

Q

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Gebiets (2

Problem 2.1. Es sei Q) c R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand 0Q =T ULz UT 4.
Finde E so dass:

V x 1 'V x E + jkonoo E - ke, E = —jkonoJ ., in Q, (2.34a)
mr(E) =0, auf T'g, (2.34Db)

(v x E) = jkonoHy, auf 'y, (2.34c)

Yo (it x E) = jkonr(E), auf I 4. (2.34d)

Gleichung (2.34b) beschreibt hierbei eine homogene Dirichlet-Randbedingung und
modelliert perfekt elektrisch leitfdhige Rénder, wihrend (2.34c¢) eine inhomogene
Neumann-Randbedingung darstellt, mithilfe derer die Anregung der Struktur reali-
siert wird. Die Robinsche Randbedingung (2.34d) beschreibt eine ABC erster Ord-
nung und dient der Beschrankung des Feldgebiets.

2.4.2 Schwache Formulierung

Zur Diskretisierung des Randwertproblems (2.34) wird in dieser Arbeit die FE-
Methode geméifs Abschnitt 2.3 herangezogen. Grundlage hierfiir ist die zugehdrige
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schwache Formulierung. Die starke Form entsprechend Problem 2.1 lasst sich durch
Multiplikation von Gleichung (2.34a) mit einer Testfunktion v € H g (rot;{2) und
anschliekender partieller Integration in eine schwache Form iiberfiihren. Hierbei be-
zeichnet H g (rot; Q) ¢ H (rot;2) den durch

Hp (rot; Q) = {u € H(rot; Q) : mp(u) = 0 auf FE} (2.35)

definierten Unterraum jener Funktionen mit verschwindender Tangentialspur auf
dem Dirichletschen Rand I'g. Die schwache Formulierung lautet somit:

Problem 2.2. Finde E € H g (rot;Q)), so dass

(Iu;lv x B,V x v)g + (OE,’U)Q - kg(erE,v)Q +jk0<7rT(E),7rT(v)>

Ca

= _jk()n(](']ia'v)g —jkoﬁo<ht>7TT(U)> , YV veH(rot,Q). (2.36)

'y

Mithilfe der Bilinearform a : H g (rot; Q) x Hg (rot;2) - C sowie dem Funktional
f:Hpg(rot; Q) - C, gegeben durch

a(w,v) := (,u;IV x E,V x v)ﬂ +jk0n0(aE,v>Q - kg(erE, 'v)Q (2.37)
+jk0<7rT(E),7rT(fv)>FA,

f(v):= —jk‘ono(Ji,’U>Q —jko%(ht, 7TT(’U)> (2.38)

Ty
folgt die kompakte Notation des schwachen Problems 2.2 geméf: Finde E € H g (rot; (),
so dass

a(E,v) = f(v), YveHg(rot,Q). (2.39)

Die beteiligte Bilinearform (2.37) erweist sich als indefinit. Das damit verbundene
instabile Verhalten des Losungsoperators kommt besonders unter Anwesenheit von
ausgepragten Resonanzerscheinungen zum tragen. Die weiteren Untersuchungen be-
schrianken sich dementsprechend auf den Fall verschwindender Leitfahigkeit o = 0
um die Robustheit der vorgestellten Verfahren zu demonstrieren. Die Frage nach
der Wohlgestelltheit der kontinuierlichen schwachen Formulierung (2.39) ldsst sich
in diesem Fall mithilfe der Fredholmschen Alternative [Wer07, S. 266| beantworten,
welche sich im Wesentlichen die spektralen Eigenschaften des zugehorigen Operators
zu Nutze macht. Entsprechende Beweise sind unter anderem in [MDO01|, [Mon03| und
[Hip02| nachzulesen: Im Falle eines nicht verschwindenden Randes 'y # @ ist das
schwache Problem 2.2 unabhéngig von der Wellenzahl kj stets wohlgestellt. Im Falle
verschwindender ABCs, ['4 = @ lasst sich die Wohlgestelltheit nur fiir jene Wellen-
zahlen ko gewdhrleisten, welche keine Eigenresonanzen der Struktur darstellen.



12 Grundlagen

2.4.3 Finite-Elemente-Diskretisierung

Die Approximation des schwachen Problems nach (2.39) mithilfe des endlichdimen-
sionalen Teilraums V' ¢ H (rot; 2) nach (2.26) resultiert in dem approximierenden
Problem:

Problem 2.3. Finde E) € V5", so dass

a(E"v") = f(v"), vo"e V" (2.40)
Durch Ubergang zu einer Np-dimensionalen FE-Basis {w1,...,wy,} ¢ V&' des

Approximationsraums V5* folgt fiir die elektrische Feldstérke die Darstellung

Ng
Ey =) [ze];wi, w; € VY, (2.41)
i=1

und somit das lineare Gleichungssystem der Gestalt
Die Systemmatrix A und die rechte Seite b sind entsprechend

A =(S+jkgB-k3T) e CNexNe, (2.43)
b = —jkoob" - jkonob”’ € RV (2.44)

definiert. Die enthaltenen Groken S € RVexNe, B e RVexNe T ¢ RVexNe bh ¢ RNe
und b’ € RVe sind gegeben durch

[S]i,j = (M;lv X w;, V x wj)ﬂ, (2.45a)
[B]Z‘,j = (ﬂ't (w;) , m (wy) )Q, (2.45Db)
[T],; = (eri>wj)9, (2.45¢)
[bh]Z = <Ht,7Tt(’wi)>FH, (2.45d)
[b7],, = (. w)Q (2.45¢)

Auch im Fall des diskreten Problems 2.3 stellt sich die Frage nach der Existenz ent-
sprechender Losungen. Aussagen zur Wohlgestelltheit von Problem 2.3 lassen sich
fir das betrachtete Problem nur asymptotisch beziiglich der Dimension dim(Vg*)
und somit auch der Netzfeinheit h aus jener des kontinuierlichen Problems 2.1 ab-
leiten. Dieses Verhalten iibertragt sich entsprechend auf das Konvergenzverhalten
E, - E, falls h - 0. Der wesentliche Grund fiir dieses Verhalten ist hierbei die
Existenz einer nicht-lokalen Fehlerkomponente, welche haufig mit Dispersionsfehler



Vektorielle Helmholtz-Gleichung 13

bezeichnet wird. Detaillierte Aussagen diesbeziiglich sind unter anderem in [Kik89),
[MDO1], [Ain04] und [Ihl13] nachzulesen. Des Weiteren erweist sich die Bilinearform
in (2.40) und somit auch die Matrix (2.43) aufgrund des Nullraums des Rotations-
operators, entsprechend range(grad) c ker(rot) als indefinit: Betrachtet man exem-
plarisch den Fall eines verschwindenden absorbierenden Randes 'y = @ so zeigen
sich selbst fiir eine beliebig kleine Wellenzahl ky > 0 negative Eigenwerte im Spek-
trum der Matrix A, welche Feldern im Nullraum des Rotationsoperators zuzuordnen
sind. Ubersteigt die Wellenzahl kg jene einer physikalischen Resonanz der Struktur,
so resultiert dies ebenfalls in einem Eigenwert in der negativen Halbebene. Auf ei-
ne detaillierte Spektralanalyse der FE-Systemmatrix A soll an dieser Stelle jedoch
nicht néher eingegangen werden. Der interessierte Leser sei auf die Arbeit [DEPLO0]
verwiesen.
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Kapitel 3

Iterative Losungsverfahren fir
lineare Gleichungssysteme

Die Losung des aus der FE-Formulierung (2.40) resultierenden Gleichungssystems
(2.42) mit Hilfe direkter Losungsverfahren ist aufgrund der hohen Dimension der
FE-Systemmatrix A in (2.42) insbesondere fiir den Fall komplexer, elektrisch grofer
Strukturen mit hohem numerischem Aufwand verbunden: Die Dimension des Glei-
chungssystems wird hierbei durch die Dimension des FE-Ansatzraums V&' und
somit durch die Netzfeinheit h und die Polynomordnung p der Ansatzfunktionen
bestimmt. Insbesondere die Reduktion des in Abschnitt 2.4.3 erwdhnten Disper-
sionsfehlers [MP94| erfordert eine hinreichend feine Netzfeinheit h beziehungsweise
Polynomordnung p und fiihrt zu einem wesentlichen Anstieg der Dimension des Glei-
chungssystems. Unter der Voraussetzung beschriankter Rechnerkapazitaten ist somit
der Ubergang von direkten Verfahren auf iterative Losungsverfahren unumggnglich.

Im weiteren Verlauf soll auf die Losung des FE-Gleichungssystems (2.42) mit Hil-
fe iterativer Losungsverfahren eingegangen werden. Iterative Losungsverfahren fiir
lineare Gleichungssysteme lassen sich im Wesentlichen in zwei Klassen einordnen:
Stationére Verfahren und projektionsbasierte Verfahren [TB97| [Saa03]. Innerhalb
dieser Arbeit werden Verfahren beider Klassen eingesetzt und sollen im weiteren
Verlauf kurz zusammengefasst werden. Hierzu wird das Gleichungssystem

Ax=b (3.1)

mit der reguliren, quadratischen und komplexwertigen Matrix A € CN*N_ der rech-
ten Seite b € CV und dem gesuchten Losungsvektor x € CV betrachtet.
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3.1 Stationare Verfahren

Iterative Losungsverfahren, welche einer Iterationsvorschrift der Form
x" = GxF + f (3.2)

geniigen, werden als stationdre Verfahren bezeichnet. Diese basieren auf einer Zerle-
gung der Matrix A entsprechend

A=M-N (3.3)
und motivieren durch Einsetzen von (3.3) in (3.1) die Iterationsvorschrift
x"1 = M INx* + M~'b. (3.4)

Diese Darstellung ist von der Gestalt (3.2), wobei die Iterationsmatrix G und die
rechte Seite f durch

G=M'N=I-M"A, (3.5)
f=M"'b, (3.6)

definiert sind. Die innerhalb dieser Arbeit genutzten Verfahren basieren auf einer
Zerlegung der Matrix A der Gestalt

M=D, N=D-A, (Jacobi), (3.7)
M=D-E, N=F, (Vorwérts-Gauss-Seidel). (3.8)

Die Matrix D beschreibt hierbei den Diagonalanteil, wihrend die Matrizen —E und
-F den strikten unteren bzw. strikten oberen Dreiecksanteil der Matrix A beinhal-
ten.

3.1.1 Konvergenz stationirer Verfahren

Das Spektrum o(A) einer Matrix A € CV*N sei definiert durch die Menge

o0(A):={\eC; A -\ nicht injektiv}, (3.9)
weiterhin bezeichne
p(A) = Jnax, Al (3.10)

den Spektralradius der Matrix A € CN*N. Das Konvergenzverhalten eines stationéren
Verfahrens nach (3.2) ist durch die spektralen Eigenschaften der Iterationsmatrix G
bestimmt, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.1. Sei G € CV*N| mit p(G) < 1, dann konvergiert die durch (3.2) defi-
nierte Folge {xy},oy fir alle £ € CN und alle xo gegen die exakte Lisung x von

(3.1). Umgekehrt, konvergiert die Folge {xXy}, . fiir alle f e CN und alle xo, dann gilt
p(G) < 1.

Beweis. Siehe [Saa03, S. 112]. O
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3.2 Krylovunterraumverfahren

Die zweite hier betrachtete Klasse von Verfahren zur Losung des Gleichungssystems
(3.1) sind die sogenannten Krylovunterraumverfahren [Saa03, S. 151|. Diese lassen
sich in die Klasse der Projektionsverfahren einordnen und suchen im m-ten Itera-
tionschritt eine Naherungslésung X,, im Rahmen eines Petrov-Galerkin-Verfahrens
entsprechend

Xom € Xg + Ky, (3.11a)
P =b- A%, € L2 (3.11b)

Der Raum /C,,, wird als Krylovraum m—ter Ordnung bezeichnet und basiert auf dem
Residuum rg = b — Axg, so dass

K =Kn(A,1p) = span {ro, Arg, A%rg, -, Am‘lrg} : (3.12)

Mit Hinblick auf die Definition (3.12) lisst sich die Nadherungslosung x,, und das
zugehorige Residuum r,, wie folgt darstellen:

im ~ Ailb =Xp+ qm_l(A)rO, (313)
I'm=b-Ax,,=(I-Ag¢gn-1(A)) 1o =pn(A)r. (3.14)

Hierbei bezeichnet ¢,,_; ein beliebiges Polynom vom Grad m—1 und p,, ein Polynom
von maximalem Grad m sowie der Nebenbedingung p,,(0) = 1. Krylovunterraum-
verfahren basieren somit alle auf dem Konzept der Polynomapproximation (3.13),
unterscheiden sich jedoch in der Wahl der Petrov-Galerkin-Bedingung (3.14) und
somit der Wahl der Testraums L,,. Basierend auf der projektionsbasierten Definiti-
on existieren unterschiedliche Ausfithrungen von Krylovraumverfahren. Diese Arbeit
beschrénkt sich diesbeziiglich auf das GMRES-Verfahren nach [SS86], da es insbeson-
dere auch im Falle einer nicht symmetrischen Matrix A zur Losung des zugehdrigen
Gleichungssystems geeignet ist.

3.2.1 GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren [SS86| wird durch die Wahl £,, = AK,, charakterisiert und
lautet geméfs (3.11):

Finde x,,, € xg + K,,,, sodass b-Ax,, L AK,,. (3.15)

Es lasst sich zeigen [Saa03, S. 164|, dass das in (3.15) dargestellte Projektionsver-
fahren die euklidische Norm des zugehoérigen Residuums r,, = b — Ax,, iiber dem
Krylovraum K,,, minimiert. Somit lisst sich das GMRES-Verfahren nach (3.15) eben-
falls als Minimierungsproblem in der Darstellung

min_ |[b-AXx,l,=_ min_ |, (3.16)

Xmexo+Km mEX0+Am
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formulieren. Mithilfe der Darstellung (3.14) erhilt man eine weitere dquivalente
Darstellung des GMRES-Verfahrens entsprechend

min ||p, (A)roll,, (3.17)

Pmellm

welche die Grundlage fiir eine Vielzahl von Konvergenzaussagen darstellt.

3.2.2 Konvergenz des GMRES-Verfahrens

Analog zu den Ergebnissen aus Abschnitt 3.1.1 soll eine Aussage iiber das Konver-
genzverhalten des GMRES-Verfahrens getroffen werden. Im Fall einer nicht symme-
trischen Matrix A € CN*N lisst sich nur wenig iiber die Konvergenz des GMRES-
Verfahrens aussagen [SS86],[Saa03]. Um dennoch ein Gefiihl fiir das Konvergenz-
verhalten zur erhalten, wird im Folgenden die Diagonalisierbarkeit der Matrix A
vorausgesetzt. Basierend auf der Charakterisierung des GMRES als polynomielles
Minimierungsproblem (3.17) folgt fiir die euklidische Norm des Residuums im m-ten
Iterationsschritt die Darstellung

[Fm 2 = min|[pm (A)roll (3.18)
peP
und somit die Abschitzung
[Fmla .
< min [pp (A)]2- (3.19)
Iroll2 ™ pep

Der folgende Satz basiert auf Abschiatzung (3.19) und zeigt ein Konvergenzresultat
unter der bereits erwdhnten Einschrinkung der Diagonalisierbarkeit von A.

Satz 3.2. Sei A € CN*N diagonalisierbar, entsprechend A = XAX~!. Hierbei be-
zeichnet A = diag A1, Ao, ..., Ay die aus den Eigenwerten bestehende Diagonalma-
triz. Es bezeichne r,, = b — AXx,, das Residuum im m-ten Iterationsschritt. Fir die
euklidische Norm des Residuums folgt in diesem Fall die Darstellung

[T |2
o]l

< [ X[ X7 o min max p(A))| (3.20)
peP i=1,...N

-----

Beweis. Siehe [Saa03, S. 206]. O

Aufgrund der in (3.20) anwesenden Konditionszahl x(X) = || X||2[|X 1|, der Eigen-
vektormatrix ist die Abschétzung (3.20) im Allgemeinen jedoch nur von geringem
Nutzen. Gilt jedoch die Einschréankung x(X) ~ 1, also insbesondere unter der Vor-
aussetzung einer normalen Matrix A, so ist die Abschétzung scharf und beschrinkt
sich auf das polynomielle Approximationsproblem der Gestalt

mipirrllax Ip(\i)] - (3.21)

peP i=1,..., n
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Fiir den Fall einer normalen Matrix wird in [LT04] eine Losung des Approximati-
onsproblems aufgezeigt: Unter der Annahme, dass das Spektrum der betrachteten
Matrix A in der komplexen Kreisscheibe B,(c) := {z € C;|z - ¢| < r} enthalten ist,
kann mithilfe des Polynoms p,(2) = (¢}(c-2))" € B,, die folgende Abschétzung
gewonnen werden:

Tm

min max [p(\;)| < (3.22)

peP =1,...,n

Mit Blick auf (3.19) und (3.22) folgt eine Abschitzung fiir das Residuum im m-ten
Iterationsschritt des GMRES-Verfahrens der Form

m

r

c

[Fml2

Iroll ~

(3.23)

Dementsprechend ist eine umso grofere Konvergenzgeschwindigkeit zu erwarten, je
kleiner der Radius r der Kreisscheibe B,.(c) ist, und je weiter diese vom Ursprung
entfernt liegt. Verallgemeinerungen der Resultate auf nicht-normale Matrizen sind
beispielsweise in [LT04] nachzulesen und aktueller Stand der Forschung.

3.2.3 Bemerkungen zur algorithmischen Umsetzung des
GMRES-Verfahrens

Mithilfe einer der Darstellungen aus Abschnitt 3.2.1 ist das GMRES-Verfahren voll-
standig beschrieben. Praktisch stellt sich jedoch die Frage, wie das Optimierungspro-
blem (3.16) innerhalb jeder Iteration moglichst mit geringem Aufwand gelést werden
kann. Zuerst erweist es sich als notwendig, eine Orthonormalbasis des Krylovraums
K. zu erzeugen. Dies geschieht mithilfe eines modifizierten Gram-Schmidt-Verfah-
rens im Rahmen des folgenden Arnoldi-Algorithmus:

Bezeichne V,,, € CN*m mit range(V,,) = K,, sowie V*V,, =TI die aus den nach
Algorithmus 3.1 definierten Basisvektoren v; erzeugte Matrix, so ldsst sich gemaf
[Saa03, S. 172] das Residuum (3.16) in Abhéngigkeit des Koordinatenvektors y,, wie
folgt darstellen:

min_ ||b - AX,,|[, = min |[b - A (x0 + Vi ym)|ls
yeCN

iméxo +]Cm

= ;Ielqu% ||I‘0 - AVmYW||2

:;relé%Hﬁel ~H,ym,- (3.24)
Die Matrix H,, beschreibt hierbei die (m + 1) x m-dimensionale Hessenbergmatrix
erzeugt nach Algorithmus 3.1. Das urspriingliche Optimierungsproblem (3.16) l4sst
sich somit durch jenes aus Gleichung (3.24) ersetzen, welches ein lineares Ausgleichs-
problem darstellt und beispielsweise im Rahmen einer QR-Zerlegung mittels Givens-
rotation oder Householderverfahren geldst werden kann. Zusammenfassend besteht
das GMRES-Verfahren aus zwei wesentlichen Schritten:
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Algorithmus 3.1 Modifiziertes Arnoldi-Verfahren

Eingang:Residuum ry, Matrix A, Dimension m des Krylovraums KC,), .
Ausgang: Orthonormale Basis {v;},i = 1...m des Krylovraums K,,, Hessen-
bergmatrix H,, .

Wihle vy = 2 mit = |ro
for j=1,2,...,m do
w; = Av;
for 1=1,2,...,5do
H; ;= (vi,w;)
W; i =W; — Hi,jvi
end for
Hjir = [ wil

Vil = =
AR ST

end for

1. Die Konstruktion einer orthonormalen Basis V,,, des Krylovraums K,,, mithilfe
des Arnoldi-Verfahrens entsprechend Algorithmus 3.1.

2. Die Losung des Optimierungsproblems (3.24) im Rahmen einer QR-Zerlegung
mittels Givens-Rotation oder Householder-Verfahren.

Die Kosten des GMRES-Verfahrens werden von jenen des Arnoldi-Verfahrens do-
miniert. Von Bedeutung ist auch der Speicheraufwand des Verfahrens, da alle Ba-
sisvektoren v;,7 = 1...m abgespeichert werden miissen, um abschlieftend die Né&-
herungslésung x,, = V,,y,» berechnen zu kénnen. Der im Laufe der Iteration des
GMRES-Verfahrens ansteigende Speicheraufwand stellt somit insbesondere bei der
Losung hochdimensionaler Gleichungssysteme ein Problem dar. Um den Speicher-
aufwand zu begrenzen, ldsst sich das GMRES-Verfahren nach jeweils [ Tterationen
abbrechen, um dann den iterativen Prozess mit der aktuellen Iterierten als Startvek-
tor neu zu starten. Diese Variante des GMRES-Verfahrens wird im Folgenden als
GMRES(I)-Verfahren bezeichnet, dessen detaillierte Umsetzung in [Saa03, S. 179]
nachzulesen ist. Ein Nachteil dieser Variante ist jedoch die mogliche Stagnation der
Konvergenz, was wiederum die Notwendigkeit einer geeigneten Vorkonditionierung
motiviert.

3.3 Vorkonditionierung

Unter einer geeigneten vorkonditionierenden Matrix fiir das Gleichungssystem (3.1),
versteht man eine invertierbare Matrix M € CN*N | so dass M1 A ~ I. Mit Hinblick
auf die Konvergenzeigenschaften des GMRES-Verfahrens geméifs Abschnitt 3.2.2,
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sollte die Matrix M so gewdhlt werden, so dass ein moglichst konzentriertes Spek-
trum der vorkonditionierenden Matrix M~! A entsteht. Weiterhin sollte die Wirkung
x —» M~1x des Vorkonditionierers mit moglichst geringem numerischen Aufwand zu
berechnen sein. Interpretiert man die Iterationsvorschrift (3.2) als Fixpunktiteration
zur Losung des linearen Gleichungssystems

(I-G)x-=f, (3.25)
so folgt aus
(I-G)=M"1A (3.26)
eine dquivalente Darstellung von (3.25) der Form
M-Ax = M'b. (3.27)

Das System (3.27) hat somit die Gestalt eines zu (3.1) gehorigen vorkonditionierten
Systems. Hierbei ist die Matrix M wie folgt definiert:

M =D, (Jacobi), (3.28)
M=D-E, (Vorwirts-Gauss-Seidel). (3.29)

Der Fokus der folgenden Kapitel liegt in der Konstruktion eines geeigneten Vorkon-
ditionierers der Gestalt (3.28) bzw. (3.29) zur Losung des Gleichungssystems mittels
des GMRES(I)-Verfahrens, resultierend aus der FE-Diskretisierung der vektoriellen
Helmholtzgleichung. Grundlage hierfiir stellt das im nichsten Schritt eingefiihrte
nicht-iiberlappende DD-Verfahren dar.
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Kapitel 4

Nicht-uberlappende
Gebietszerlegungsverfahren fir die
vektorielle Helmholtz-Gleichung

Nicht-iiberlappende DD-Verfahren haben in den letzten Jahren zunehmend an Auf-
merksamkeit gewonnen. Insbesondere im Rahmen der Simulation elektromagneti-
scher Strukturen haben sie sich als effektives Werkzeug herausgestellt. Ein Schwer-
punkt der Forschung liegt diesbeziiglich insbesondere auf der Konstruktion geeigne-
ter TCs. In der Arbeit von Després [DJER92|, wurden TCs erster Ordnung vorge-
schlagen und die damit verbundenen Konvergenzeigenschaften untersucht: Wahrend
die Dampfung ausbreitungsfihiger Fehlerkomponenten gewéhrleistet ist, erfahren
evaneszente modale Fehlerkomponenten keine Ddmpfung. Um dieses Konvergenz-
verhalten positiv zu beeinflussen, liegt der Fokus aktueller Forschung auf der Erwei-
terung TCs durch Hinzunahme zusétzlicher tangentialer Differentialoperatoren. Auf-
bauend auf den Arbeiten [RL10], [PRL10], [RGGO06] und [DGL*15] werden innerhalb
dieses Kapitels TCs hoherer Ordnung eingefiihrt und im Rahmen eines iterativen
DD-Verfahrens einer detaillierten Konvergenzanalyse unterzogen. Nicht-iiberlappen-
de DD-Verfahren basieren auf einer Zerlegung des zugrundeliegenden Feldgebiets
2 ¢ R? in Np nicht-iiberlappende Teilgebiete ;, mit i € {1... Np}. Die hieraus
resultierende Zerlegung des Feldgebiets wird somit durch

Np
Q=1 (4.1a)

i=1
%O =2, (4.1b)
L' =F~—Q mQ (4.1¢)

beschrieben, so dass durch die Zerlegung des Feldgebiets €2 geméf (4.1) zusétzliche

Grenzflachen I';;, mit ¢,j € {1,..., Np} entstehen. Zur Vereinfachung der Notation,
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(a) Grenzflache I’ (b) Grenzflichen I'i; und I'y;

Abbildung 4.1: Zerlegung des Gebiets €2 in die beiden Teilgebiete €; und 2

basieren die nachfolgenden Betrachtungen stets auf einer Zerlegung in die beiden
nicht-iiberlappenden Teilgebiete 2; und €25 der Form

Q= Ql U QQ, (42&)
=0 N, (4.2b)

Die Zerlegung ist exemplarisch in Abbildung 4.1 dargestellt. Auf Grundlage der
geometrischen Zerlegung des urspriinglichen Feldgebiets {2 in die beiden nicht-iiber-
lappenden Teilgebiete €2; und Qy gemif (4.2) ldsst sich unter Beriicksichtigung ge-
eigneter Stetigkeitsbedingungen ein zum urspriinglichen Randwertproblem (2.34)
dquivalentes Problem aufstellen. Dieses hat die folgende Gestalt:

Problem 4.1 (Zweigebiets-Randwertproblem).

V x 1V x By = kie,1 By = —jkonod i in Qq, (4.3a)
V % 1,5V % By = kgeng By = —jkonod iz in Q, (4.3b)
V(i V x B1) = =7 (112 V % Es) auf T, (4.3¢)

r(Ey) = mp(E2) auf T, (4.3d)

mr(E;) =0 auf T}, (4.3e)

mr(E2) =0 auf T'%, (4.3f)

V(i V x Ey) = jkonohy auf T'ky, (4.3g)

V(2 V % Eg) = jkonohs auf T'%, (4.3h)

V(v x Ey) = jkornp(Ey) auf T'Y, (4.3i)

(2 V x Ev) = jhorr(Es) auf T%, (4.3))

wobei die Restriktion '\, und I'%, fir X € {E, H, A} wie folgt definiert sind:
F}X:F)(ﬂan, (44)
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2 =TyxndQ, fir X e {E, H, A}, (4.5)

Weiterhin bezeichnen die Groken J;1, J;2, hy und hs die den Teilgebieten 2; und
Q25 zugeordneten Restriktionen der in Problem 2.1 definierten Anregungen h und
J;. Es ist zu erkennen, dass Problem 4.1 neben den durch Restriktion des globalen
Randwertproblems entstandenen lokalen Gleichungen (4.3a) und (4.3b) zusétzliche
TCs (4.3¢)-(4.3d) auf der Grenzflache I" vorschreibt. Diese stellen notwendige Stetig-
keitsbedingungen fiir die elektrische Feldstirke und die magnetische Erregung dar

und fiihren zur Aquivalenz des globalen Randwertproblems (2.1) und jenem nach
Problem 4.1:

Satz 4.1 (Aquivalenz). Das Randwertproblem nach Problem 2.1 und jenes nach
Problem 4.1 sind dquivalent.

Beweis. Seien

ar : Hg(rot, Q) x Hg(rot, ;) — C, (4.6)
as : Hp(rot,Qs) x H g(rot,Qy) - C, (4.7)
f1: Hg(rot,;)-C, (4.8)
fo : Hp(rot, Qy)—C, (4.9)

die Restriktionen der global definierten Bilinearform a : H g(rot, Q) x H g(rot, ) —
C und des linearen Funktionals f : Hg(rot,2) - C nach (2.37) und (2.38) auf
die Teilgebiete 2; bzw. 5. Die schwache Form von Randwertproblem (4.3) lautet
hiermit:

Finde E; € Hg(rot,Q,) and E5 € Hg(rot,§)s), so dass:

a1(Eq,v1) = f1(vy) Voy € Hp(rot, ), (4.10a)

as(Eq,v3) = fa(vs) Vwy € Hrp(rot,Qs), (4.10b)

wr(Ey) = nr(Es) auf T, (4.10c)

a1(E1, RiX) + ax(Ea, RoA) = fi(RiA) + fo(RoA), YAeVT (4.10d)
mit

Hr(rot,Q;) :== {ue Hg(rot,Q;) : m(u) =0 auf I'}, (4.11)

V= {w:w=m,(u) auf T fiir uw e Hg(rot,Q)} (4.12)

und den beliebigen Fortsetzungsoperatoren R : vl H g(rot,€Q;) und Ry : vl
H g(rot,s) . Die Gleichung (4.10d) stellt hierbei eine schwache Form der TC (4.3c)
dar. Sei zundchst E € H g(rot, ) die Losung des globalen Randwertproblem (2.34).
Die Restriktionen E; und E, auf die jeweiligen Teilgebiete erfiillen somit die lokalen
Cleichungen (4.10a) und (4.10b) sowie die Stetigkeitsbedingung (4.10c). Fiir A e V'
sei

in
N AL (4.13)
RoX  in €,
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so dass RX € H g(rot,2) und somit

a(E,R\) = f(E), VeVl (4.14)
al(El,Rl)\) +a2(E2,R2)\) :fl(E1)+f2(E2), Ve VF, (415)

so dass (4.10d) ebenfalls erfiillt ist. Nun seien E; und E, die lokalen Losung des
schwachen Problems (4.10). Es bezeichne

E, inQ
p={_t B (4.16)
E2 mn QQ,

die aus E; und E, zusammengesetzte Losung. Gleichung (4.10c) impliziert E €
H(rot, ). Fiir ein beliebiges v € HO(rot, Q) gilt A := mp(v) € V', so dass mit R\
nach (4.13), (vy — RiA) € Hp(rot, 1) und (v, — RoA) € Hp(rot, €)s). Hieraus folgt
unter Beriicksichtigung von (4.10a), (4.10b) und (4.10d) die Behauptung

2

a(E,v) = Zai (E;,v;) +a; (E;, R;X\) —a; (E;, R;\) (4.17)
- ‘2 [a;(E;, (v;— R;X\)) +a;(E;, R;\)] (4.18)
= /(). (4.19)

O
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4.1 Iterative Gebietszerlegungsverfahren

Die Beriicksichtigung geeigneter TCs ermdglicht, auf Basis einer nicht-iiberlappen-
den Zerlegung des Feldgebiets ein zum urspriinglichen Randwertproblem dquivalen-
tes Randwertproblem geméf (4.3) zu formulieren. Der Vorteil einer solchen Gebiets-
zerlegung besteht in der Moglichkeit, anstatt eines moglicherweise sehr komplexen
Randwertproblems, iterativ eine Folge weniger komplexer Teilprobleme zu lésen. Ei-
ne solche Folge von Losungen soll im weiteren Verlauf im Rahmen eines iterativen
Prozesses konstruiert werden. Um die entstehenden Teilprobleme méglichst vonein-
ander zu entkoppeln, erweist es sich als zweckmébig, zwischen den beiden Réndern

[ =0 und Ty = QT (4.20)

zu unterscheiden, so dass sich die TCs (4.3c) und (4.3d) im Rahmen von Problem
4.1 in dquivalenter Weise entsprechend

V(i V x Ey) = =7 (13 V x Ey) auf T'yo, (4.21a)
V(s V % Bz) = =y (111 V % E) auf Iy, (4.21b)
mr(Ey) = mp(Es) auf I'yp, (4.21c)
nr(Es) = np(E") auf 'y, (4.21d)

angeben lassen. Wihrend die TCs (4.21) nach Satz 4.1 hinreichende Aquivalenzbe-
dingungen darstellen, sind sie im Rahmen eines iterativen Losungsverfahrens nur
bedingt geeignet: Werden beispielsweise die beiden Spuren g; := yr(p,4V x E3) und
St :=7mr(E>) als bekannt vorausgesetzt, so stellen die Gleichungen (4.3a), (4.3g) und
(4.31) aus Problem 4.1 in Verbindung mit (4.21a) und (4.21c¢) ein lokales Randwert-
problem der Form

V x 1V x By = kjen By = —jkonod n in Q, (4.22a)
V(v x Ey) = jkorr(EY) auf ' (4.22D)

Yo (1 V x Ey) = g auf T, (4.22¢)

mr(Ey) = fi auf I'yq, (4.22d)

dar. Erfolgt die Anregung bei einer Frequenz nahe der Resonanz des Teilgebiets €2,
so erweist sich, insbesondere im Fall einer verschwindenden ABC, T'l = &, das Pro-
blem (4.22) als zunehmend schlecht gestellt. Diese Tatsache ldsst sich jedoch durch
Umformen der TCs (4.21) umgehen. Diese lassen sich durch Linearkombination in
der dquivalenten Darstellung

’}/T(,u;llv X El) + O[7TT(E1) = —’}/T(,U/;QIV X EQ) + Oéﬂ'T(EQ) auf Flg, (423&)
V(s V x BEy) + amp(Ey) = —vp (i V x Ey) + anp(E) auf I'y;,  (4.23b)

mit dem Parameter a € C notieren. Sei a; := —yr (14 V x Es) + anr(Es), so folgt in
diesem Fall das lokale Randwertproblem der Form

V X 11V x By = kjen By = —jkonod e in Q, (4.24)
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(i V x Ev) = jhorr (En) auf Iy, (4.25)
Yo (v x Ey) + arp(Ey) = ay auf T'yj,. (4.26)

Durch den Ubergang von (4.21) auf die Linearkombinationen (4.23) folgt somit
insbesondere auch im Fall T'}, = & stets die Wohlgestelltheit des Problems. Die TCs
(4.23) stellen Robinsche Randbedingungen dar und wurden erstmals im Rahmen
eines iterativen DD-Verfahrens zur Losung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung in
der Arbeit [Des91] vorgestellt. Das dort vorgeschlagene iterative Verfahren ldsst sich
wie folgt notieren:

Problem 4.2 (Iteratives DD-Verfahren). Zu gegebenen Initialwerten
(EY, EY), finde (E7}, EY) e H(rot, Q1) x H(rot, ), so dass:

Vx iV x EY - ke EY = —jkonod o1 in Qy, (4.27a)
V x 1V x BY — k2e,0 BY = —jkonod ea in Qg, (4.27b)
(i V < BY) + aB} = =0 (v x By ) + a By auf I'a,  (4.27¢)
V(s V % By) + aEy = —VT(/%IV x EY7) + By auf Iar,  (4.27d)
mr(EY) = auf T}, (4.27e)

mr(EY) = auf T'%, (4.271)

Vr(pra V x EY) = koﬁohl auf Uy, (4.27g)

Yr(paV x EY) = jkonohs auf T'%,, (4.27h)

Yr(piVv x EY) = jkorr(Ey) auf T, (4.271)

V1 (42 V % Ey) = jkomr(Es) auf T%. (4.27j)

Dariiber hinaus zeigt die Arbeit [CDJP97] erstmals detaillierte Konvergenzresultate
mithilfe einer Fourieranalyse. Die Ergebnisse zeigen die Schwéchen einer TC erster
Ordnung geméf (4.27¢) und (4.27d): Wihrend ausbreitungstihige Modenkomponen-
ten der aus (4.2) resultierenden Fehlerfolge im Laufe der Iteration geddmpft werden,
erfahren evaneszente Modenkomponenten keine Dampfung. Die Konvergenz dieser
evaneszenten Komponenten lésst sich jedoch, wie in der Arbeit [RGGO06]| gezeigt, mit-
hilfe einer Erweiterung der T'Cs durch Hinzunahme tangentialer Differentialoperato-
ren erreichen. Dementsprechend seien die TCs wie nachfolgend in verallgemeinerter
Form gegeben:

V(i V % B1) + Bi(En) = =7 (s V x B) + By(E2) auf I'y, (4.28a)
YT (,LLTQV X EQ) + BQ(EQ) = —VT(,uTlV X El) + Bl(El) auf Fgl, (428b)
wobei die Operatoren B; und B, verallgemeinerte Kopplungsoperatoren darstellen.
Die TC gemifs (4.27c) und (4.27d) folgt durch die Wahl B; = By = oZ. Hierbei be-
schreibt 7 den Identitdtsoperator. Unter Beriicksichtigung dieser verallgemeinerten
Kopplungsoperatoren lautet das iterative Verfahren schlieflich:
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Problem 4.3 (Iteratives DD-Verfahren). Zu gegebenen Startwerten

(EY, E3), finde (ET, E%) e H(rot, Q) x H(rot, ), so dass
V X piV x E} - ke, B} = —jkonod o1 in Q, (4.29a
V x ,U;le X Eg - k(Q)ErQEg = —jk’oﬁoojeg m QQ, (429])
(it V < EY) + Bu(EY) = =y (1 V < B3 ™) + Bo(E5™)  aufTha,  (4.29c
V(i V x B3) + Bo(Ey) = —yr(pi V x EY7) + Bi(ET™)  auf o, (4.29d

ar(E}) =0 auf Ty,  (4.29
mr(Ey) =0 auf T'%, (4.29f
(i V x EY) = jkonoha auf T}, (4.29¢
(12 V x E3) = jkonohs auf T, (4.20h
Yr(p 1V x EY) = jkomp (Ey) auf T, (4.29i
V1 (ks V x Ey) = jkomr (Es) auf T2, (4.29j

4.1.1 Der Halbraumfall

Es stellt sich nun die Frage nach dem Einfluss der Kopplungsoperatoren B; und Bs
auf die Konvergenzgeschwindigkeit des iterativen Losungsverfahrens nach Problem
4.3. Dieser Abschnitt prisentiert eine detaillierte Konvergenzanalyse des iterativen
DD-Verfahrens. Um das enthaltene Randwertproblem in eine mdglichst einfache Ge-
stalt zu tiberfithren und somit analytische Losungen angeben zu kénnen, beschriankt
sich die Konvergenzanalyse auf den Halbraumfall, eine Zerlegung des Gebiets der
Form:

Q=0,uQy, (4.30a)
0 =R? x (-0,0), (4.30b)
Qg = R? x (0, 00), (4.30c)

I'=R%x {0}, (4.30d)
Fo=I'nQy, Dy =T'n . (4.30e)

Weiterhin werden im weiteren Verlauf stets homogene Materialeigenschaften voraus-
gesetzt. Die betrachtete Zerlegung erlaubt aufgrund der unbeschriankten Geometrie
des Randes I' den Einsatz der Fouriertransformation. Im Rahmen der weiteren Kon-
vergenzanalyse wird die Konvergenz der Fehlerfolge (E7 — Eq, Ey — E5) gegen die
Nulllésung untersucht. Hierbei beschreibt FE;,7 = 1,2 die exakte Losung von Problem
4.1 und E},n € N;i = 1,2 die durch Problem 4.3 definierte Folge. Es sei bemerkt,
dass dieses Vorgehen durch die Linearitdt des betrachteten Randwertproblems ge-
rechtfertigt ist. Dieses Vorgehen fiihrt unter den gemachten Einschrankungen an das
Gebiet 2 auf das folgende homogene Randwertproblem fiir den Fehler, welcher im
weiteren Verlauf mit E7',n e N;i = 1,2 bezeichnet wird:

Vx 1, V x EY ~ ke, B} =0 inQ,, (4.31a)
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(' < BY) + Bi(EY) = =0 (' V x B3 ™) + By(E5 ™) auf Typ,  (4.31D)
‘l‘im Vx EY x|r[tr + jkoE} =0, (4.31c)
Vxu'vx EY-kie,Ey =0 in €, (4.31d)
(i 'V x B3) + Bo(E3) = —yr(p'V x EY7) + By(EY™")  auf Tay,  (4.31e)
lim Vv x Ey x |r['r + jkoEY = 0. (4.31f)

|r|—o0

Die Randbedingungen (4.31c) und (4.31f) werden als Silver-Miillersche-Abstrah-
lungsbedingungen bezeichnet und gewéhrleisten die Wohlgestelltheit des Randwert-
problems (4.31) auch im Fall eines unbeschrinkten Feldgebiets 2 [Né01]. Mithilfe
der Fouriertransformation beziiglich der transversalen Koordinaten rr = ze, + ye,
definiert durch

E(kr,z) = FE = fE(rT,z)ej’"T'defrT = fE(rT,z)eer'derT, (4.32)
I R2
wobei k7 = k,e, + kye, die transversale Wellenzahl beschreibt, und unter Beriick-
sichtigung der Identitit
VxVxF=vV(V-F)-AF (4.33)

lasst sich das Randwertproblem (4.31) in ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen der Form

—;—;El + (ks - %*)E, =0 in Q, (4.34a)

Fyr (u;lv X El) + 0'317TT(E1)
= ~Fyr (u7'V x By) + o, (Es) auf Ty, (4.34D)
lg‘iixio V x By x|z| 'z + jkoE; = 0 (4.34c)
—%Ez + ([kr? - %*) B2 =0 in Q, (4.34d)

Frr (u;lv X EQ) + 0B, T (Eg)
= ~Fyr (1, x E1) + o, 77 (Er) auf Ty, (4.34e)
Jim v x Ey x|z '+ jkoE, =0 (4.34f)

iiberfithren. Zur Vereinfachung der Notation wurde an dieser Stelle auf den Iterati-
onsindex n € N verzichtet. Die Grofen o, und op, in (4.34b) sowie (4.34e) bezeich-
nen hierbei die Symbole der Kopplungsoperatoren By und By, welche in Abhéngigkeit
der fouriertransformierten Tangentialkomponenten

Frr(Ey) = mr(Ey) = [ép1,641,0]" (4.35)
Frp(Ey) = mp(Ey) = [é29,842,0] ", (4.36)
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entsprechend
B, (E,)=F " (op,7r (E)), (4.37)
By (Ey) = F (05,77 (E>)) (4.38)

definiert sind. Der Operator F~! beschreibt die inverse Fouriertransformation gege-
ben durch

E(r)-F'E- f E(kr, 2)e ™ Ak (4.39)
R2

Die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen (4.34a) und (4.34d) lassen
sich unter Beriicksichtigung der Ausstrahlungsbedingungen (4.34c) und (4.34f) wie
folgt angeben:
E, = a(kr)e™ in O, (4.40a)
E, = b(kr)e ™ in Q,, (4.40D)
wobei die Grofe A = \/k? — |kr|? den Ausbreitungskoeffizienten beschreibt. Um die
TCs (4.34b) und (4.34e) zu beriicksichtigen, miissen die fouriertransformierten Spu-
ren yr (p; 'V x E1) und v (4;'V x Eg) berechnet werden. Mithilfe der Losungen
(4.40a) und (4.40b) lassen sich die damit verbundenen Symbole o.,; und o, » im
Sinne von
Yr (M;lv X El) = F_l (0'%171"1“ (El)) (441&)
Yr (M;lv X Eg) = F_l (0'%271"1“ (EQ)) (441b)

berechnen. Sie sind im folgenden Satz zusammengefasst dargestellt:

Satz 4.2. Seien E, und Ey die Losungen von Randwertproblem (4.31). Die Symbole
04,1 und 0., o der Tangentialspuren gemdfs Definition (4.41) sind gegeben durch

R 0
0,1 =0v2= [O O] ) (442)
-1 |k2-k* -k.k
‘ I o L oKy
mit R BYs |:—l<:zk;y k2 - /{:2] . (4.43)

Beweis. Der Beweis beschrankt sich auf das Gebiet €25, analoges Vorgehen liefert
die Behauptung ebenfalls in 2;. Mithilfe einer Zerlegung der elektrischen Feldstirke
in transversale und longitudinale Komponenten entsprechend E5 = 7 (E2) + €, 2€,
sowie der entsprechenden Aufspaltung des Nablaoperators in transversale und lon-
gitudinale Komponenten gemif vV = vV + %ez folgt fiir die Fouriertransformation
des Spuroperators die Darstellung

fvT(u;lv X E2> = ]-"VT(M;l [VT + %ez] X M;l[wT (Es) + €Z7262:|>
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= Fyr(p'Vr x . e ) + fw(#f%ez xmp(Es)).  (4.44)

Mithilfe der tangentialen Fouriertransformation lésst sich der tangentiale Nablaope-
rator im Rahmen der Korrespondenz

angeben. Weiterhin folgt aus (4.40) fiir die Ableitung Ze, die Darstellung

%ez g _j)‘ezv (446)

so dass sich (4.44) unter Beriicksichtigung von (4.45) und (4.46) durch
= 'YT(/J;IVT X éz,2ez> - VT(M;lj)\ez X T (E2) )
= 1y (ke x . 0e. ) + iy o (B2) (4.47)

darstellen lasst. Die fouriertransformierte longitudinale Komponente €, innerhalb
des ersten Summanden von (4.47) ldsst sich fiir Wellenzahlen & # 0 unter Beriick-
sichtigung der Quellenfreiheit

V- (eEy)=0=F(V-eEy) =k (eEy) =0 (4.48)

durch die fouriertransformierten Transversalkomponenten 7 (El) in der Form

Ero = N ky - mp (Es) (4.49)
ausdriicken. Mit (4.49) folgt fiir den ersten Summanden in (4.47) die Darstellung
jkxéz,Q
M;l'VT(jkT X €z72€z) = pi;t | Tkyes
0

[k (Kybro + kyéya)
= g AN T Ry (Ko + kyéy o)
0

[ k2 ko, 0][éns
= A Rk, kB2 0|6y
Lo 0 oo
(K2 kok, 0]
:,u;lj)\_l kwky k’; 0 7TT(E2). (450)
0 0 0

Unter Beriicksichtigung von (4.50) folgt aus (4.47) schlieklich die gesuchte Darstel-
lung der fouriertransformierten Spur fVT(M? 1y x Ez) in Abhéngigkeit der Tangen-

tialkomponenten Frp (E3) = 7p (Ez) entsprechend

]‘WT(HJ;lV x EQ) = M;17T<jkT x éz,2€z> + jypy (Ez)
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K2 kk, 0] X oo ool
ZM;lj)\_l k’xky k; 0 7TT(E2)+,LL;1 0 ])\ 0 WT(EQ)
0 0 0 0 0 O

j X2 k2 —k,k, O )
- = ~koky,  -N2=jk2 0|mp(Es)
Hor 0 0 0

(k2K -kyk, O
7 : ~
= _kmky k‘% - ]{Z2 0 7TT(E2)

mA g 0 0
-1 [R 0] .
= ])\MT [O O] 7TT(E2) =04,2- (451)

Die erhaltenen Symbole der Spuroperatoren nach Satz 4.2 ermdglichen, auf Basis
der Iterationsvorschriften (4.34b) und (4.34e) die Konvergenz der fouriertransfor-
mierten Tangentialspuren WT(ET) und WT(E;) auf den Réndern I'j5 und I'y; ndher
zu analysieren. Einsetzen der Symbole o, ; und o, gemif Satz 4.2 in die Kopp-
lungsgleichungen (4.34b) und (4.34e) fiithrt auf den Zusammenhang

Rir(E) +opmr(E)) = Ror(Ey ) vogrr(Ey ) auf D, (4.52)

n

~n Amn ~ n-1 ~n-1
R?TT(EQ) + UBQWT(EQ ) = —Rﬂ'T(El ) + 0'317TT(E1 ) auf FQl, (453)

welcher ausschlieflich in den Tangentialkomponenten formuliert ist. Unter der An-
nahme der Regularitit der Matrizen [R + og,] € C**2 sowie [R + 0p,] € C>2 folgt
aus (4.52) und (4.53) die Darstellung

~n ~n—1

7-‘-T(lal) = [R + 031]_1 [032 - R’] 7T-T(E2 )7 (4'54)
wr(Ey) = [R+05,]) " [o8, - R]mp(E; ), (4.55)

. 0 . 0
woraus sich unter Beriicksichtigung des Initialfehlers np(E;) und np(E,) die ge-
suchte Iterationsvorschrift

~ 2n ~ 0

(B = By (BY), (4.56)
~ 2n ~ 0

mr(ES) = Borp(Ey) (4.57)

ableiten lasst. Die beiden Iterationsmatrizen B; und By sind definiert durch

By = ([R+05] " [o5, - R])([R+05,] ' [05, - R]), (4.58a)
B, = ([R+05,] " [o5, - R])([R+05,] " [05, - R]). (4.58b)
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Mit Hinblick auf den Zusammenhang (4.58) konvergieren die Fehlerfolgen mr(E)
und WT(E;) genau dann gegen die Nulllosung, wenn der Spektralradius der Iterati-
onsmatrizen By und By den Bedingungen

p(B1) <1, (4.59)
p(B,) <1 (4.60)

geniigt. Aufgrund der Eindeutigkeit des Randwertproblems (4.31) impliziert die Kon-
vergenz der Tangentialkomponenten ebenfalls die Konvergenz der Fehlerfolgen E?

und EZ im inneren der Teilgebiete (2, und €2,. Insbesondere resultiert die Wahl einer
TC geméfs

0B, =0B, = R (461)

in einem verschwindenden Spektralradius der Iterationsmatrizen geméf p(B;) =
p(Bs3) = 0. Unter Beriicksichtigung einer Kopplung geméf (4.61) konvergiert die Feh-
lerfolge innerhalb von zwei Iterationen gegen die Nulllésung. Ein Kopplungsoperator
der Gestalt (4.61) reprisentiert dementsprechend einen im Sinne der Konvergenzge-
schwindigkeit optimalen Kopplungsoperator. Dieser dem Symbol o5 = R zugehdrige
Operator, welcher die Tangentialkomponente 7 (FE) der Losung des Randwertpro-

blems auf die zugehorige Spur ’yT<u;1V X E) abbildet entspricht dem DtN-Operator
und ist im Rahmen des folgenden Satzes definiert.

Satz 4.3. Sei Q = R? x (0,00) ein Gebiet, wobei I' = R? x {0} den Rand darstellt.
Unter der Voraussetzung homogener Materialeigenschaften sei E die Losung des
Randwertproblems

Vxu,'VxE-kleE=0 in Q, (4.62)
mr(E) = gr auf T, (4.63)
|1|im V x E x |r|™'r + jkou = 0. (4.64)

Bezeichne weiterhin £L71 den zu Randwertproblem (4.62) zugehorige Lisungsopera-
tor, so dass E = L7'gp = L7 wp(E). Der Operator C definiert durch

Crr(E) =7 (1,'V x (L 'nr(E))) auf T’ (4.65)

wird im Folgenden mit Dirichlet-zu-Neumann Operator bezeichnet. Das Symbol oc
des Operators C, so dass

Crp(E)=F! [Ucﬂ'T (E)] : (4.66)
st gegeben durch
R 0 ~ . -1 [k2-Kk> —k.k
= A Ty
e lo 0] mr(E), mit R Y [ ks k2 kQ] : (4.67)

wobei E die Fouriertransformierte der Lisung E von (4.62) darstellt.
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Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folgerung aus Satz 4.2. [

Die Definition (4.66) des DtN-Operators C zeigt insbesondere dessen nicht-lokale
Struktur, da dessen Anwendung die Lisung von Randwertproblem (4.62) beinhal-
tet. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird eine Moglichkeit zur Diskretisierung des
iterativen DD-Verfahrens (4.31) vorgestellt. Auf Basis der bisherigen Resultate wiir-
de es nahe liegen, in diesem Rahmen eine diskrete Version des DtN-Operators zur
Kopplung heranzuziehen. Die Diskretisierung des DtN-Operators [MP96| im Rah-
men eines numerischen Verfahrens resultiert jedoch aufgrund seiner globalen Struk-
tur in einer dicht besetzten Matrix, so dass dessen Umsetzung einen hohen nume-
rischen Aufwand mit sich bringt. Um die Kosten im Rahmen einer Diskretisierung
zu reduzieren, bedient man sich in der Praxis lokaler, durch Differentialoperatoren
darstellbarer Approximationen des DtNOperators, welche im Folgenden motiviert
werden sollen.

4.1.2 Approximation des Dirichlet-zu-Neumann Operators

Auf Basis des Symbols R des DtN-Operators C nach Satz 4.3 lassen sich zugehorige
lokale Approximationen des Operators gewinnen: Die inverse Fouriertransformation

des Ausbreitungskoeffizienten A = \/k? — |kr|? resultiert in der Darstellung
1
Sy el |kl Loy?
Fi=kF1- 5L —k(I—ﬁAT , (4.68)

wobei Ar den tangentialen Laplace Operator auf I' darstellt [Né01]. Weiterhin sei
das Symbols o des zweifach angewendeten tangentialen Rotationsoperators entspre-
chend

F(VrxVy x7p(E)) = op m0(E)
= —kT X kT X WT(E)

K2 —kok .
:[—kjk;y 5 y]nT(E), (4.69)

definiert. Durch Aufspalten des Symbols R des DtN-Operators C nach Satz (4.3)
geméaf

_ 2_12 _ _ 2 _ 12
SUER keky ] L (TR k)[R0 (470
Gy | “haky  KE =k Gy \| ~Raky k3 0 -k
folgt durch Anwendung der inversen Fouriertransformation auf Gleichung (4.70), die

folgende Darstellung des DtN-Operators C:

C=C'Cy, (4.71a)
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1
) _1
wobei Gy = (1 _ ﬁAT) | (4.71b)
1 2
CQ = jMTk‘ ( I‘Otr I‘Otr -k I) (471C)

Die TCs (4.31b) und (4.31e) haben unter Beriicksichtigung einer DtN-Kopplung
gemél By = By = C die Gestalt

'YT(,U;lVXEl)-i‘C?TT(El) =—’YT(,UJ7_‘1VXE2)+C7TT(E2) auf Flg, (472)
'YT(,Uz;IV X Eg) + C7TT(E2) = —’}/T(,u;lv X El) + C7TT(E1) auf Fgl, (473)

und lassen sich mithilfe der beiden Operatoren C; und Cy nach (4.71) sowie dem
Zusammenhang C = C;'C; in die dquivalente Darstellung

Cl’}/T(,u;lv X El) + C27TT(E1) = —Cl’}/T(lu;lv X Eg) + CQTFT(EQ) auf Flg, (474)
Cl’VT([L;lV X EQ) + CQWT(EQ) = —CwT(,u;lV X El) + CQ?TT(El) auf Fgl, (475)

tiberfithren. Die Darstellungen (4.74)-(4.75) stellen die Grundlage einer Vielzahl lo-
kaler Approximationen dar [RL10],|[BAG14|. Die in dieser Arbeit genutzte Approxi-
mation des DtN-Operators nach [RL10| basiert auf einer Naherung des Operators
C; entsprechend

Cy » I+~ grad, divr, (4.76a)
Cy = al + Brotyroty, (4.76b)

mit den komplexwertigen Parametern o € C,3 € C und ~ € C. Der approximierte
Operator C; sowie der Operator C, beinhalten ausschlieflich tangentiale Differen-
tialoperatoren und lassen sich im Gegensatz zur der DtN-Abbildung aufgrund ihrer
lokalen Gestalt durch eine schwach besetzte Matrix im Rahmen eines Diskretierungs-
verfahrens darstellen. Auf Basis der Grofen C; und Cy nach (4.76) lassen sich somit
die folgenden Kopplungsoperatoren gewinnen:

Bi(E) = arr(E), (4.77a)
Bri(E) = arr(E) + BVr x Vr x 1p(E), (4.77b)
Bry(E) = arr(E) + V1V -yr(p, 'V x E), (4.77c)

Bo(E) = amp(E) + fVr x Vp x 10 (E) +4VeVr - yr(p 'V < E),  (4.77d)

mit den komplexen Grofen a, 5 und ~y. Die weiteren Ausfiihrungen beschrinken sich
auf die Kopplungsoperatoren Bx, X € {1,TE, TM,C'}.

4.1.3 Analyse lokaler Kopplung im Halbraumfall

Nachdem Ausgehend von der optimalen Form C des Kopplungsoperators B die loka-
len Approximationen nach Definition 4.1.2 motiviert wurden, soll eine Aussage iiber
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das Konvergenzverhalten des iterativen DD-Verfahrens (4.31) unter Beriicksichti-
gung der Kopplungsoperatoren By, Brg, Brys sowie B nach (4.77) getroffen werden.
Dariiber hinaus soll in diesem Rahmen eine konkrete Wahl der Parameter o, 5 und
~ aus Definition 4.1.2 vorgestellt werden. Die Konvergenzanalyse beschrankt sich
analog den bisherigen Betrachtungen auf den Fall homogener Materialbeziehungen
sowie den Halbraumfall entsprechend einer Gebietszerlegung geméif (4.30). In die-
sem Fall lassen sich die Fehler EF; und FE5 innerhalb der beiden Teilgebiete €2, und
()5 entsprechend

E,=E™ + ETM, (4.78a)
E,=-E*+ EIM (4.78b)

in die transversal-elektrischen (TE) und transversal-magnetischen (TM) Komponen-
ten zerlegen, welche wiederum selbst Losungen des homogenen Problems (4.31) dar-
stellen [Har01b]. Diese Zerlegung erméglicht somit eine separate Konvergenzanalyse
fiir TE- und TM-Moden. Sie erlaubt insbesondere, die Symbole der in den Kopp-
lungsoperatoren nach (4.77) enthaltenen Differentialoperatoren in eine maoglichst
einfache Gestalt zu iiberfiihren, welche im folgenden Satz dargestellt sind.

Satz 4.4 (Halbraum-Fall, TE-TM). Es seien ETY, EL®, sowie ET™ und EIM
die TE- sowie die TM-Komponenten der aus dem iterativen Verfahren (4.31) resul-

tierenden Fehlerfolge. In Abhdngigkeit der fouriertransformierten Tangentialkom-

ponenten WT(EITM), WT(EZM), WT(EITE) und WT(EZE) lassen sich die folgenden

Zusammenhdnge gewinnen:

F (e (451 < ETF)) = i—Af(wT(EiTE)), (4.792)
F (Ve < Vr x 70 (E ")) = ke F (72 (B} ")), (4.79D)
F(Vevr-yr(u'v < Ef7)) =0 (4.79¢)

fur die TE-Komponenten, sowie

2

F (vr (ptv x EM)) = —jAqu(wT(EiTM)) : (4.794)
F (Ve x Ve xmr(EIM))) =0, (4.79¢)
- TM |kz%|k2 T M
f(VTvT -fyT(Hrlv X l‘jZ )) = —Wf (WT(Ei )) (479f)

fir TM-Komponenten und i € {1,2}.

Beweis. Der Beweis beschriankt sich wiederum auf das Teilgebiet €25 und ldsst sich
analog fiir das Gebiet €2, fiihren. Die Zerlegung in TE- und TM-Komponenten sowie
die Quellenfreiheit der Feldgrofen erlauben die Darstellung der Feldgrofen mithilfe
von Einkomponenten-Vektorpotentialen [HarO1b] der Form

F2 = Fzgez in QQ, (4803)
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AQ = Azgez in QQ. (480b)

Die z—Komponenten des elektrischen Vektorpotentials F'; und des magnetischen
Vektorpotentials A, geniigen hierbei den homogenen Differentialgleichungen

—AFZQ - k’ZFZQ =0 in QQ, (481&)
_AAZQ - kQAZQ =0 in QQ. (481b)

Anwendung der transversalen Fouriertransformation (4.32) iiberfiihrt die partiellen
Differentialgleichungen (4.81) in die gewohnlichen Differentialgleichungen der Form

o .

o Fa (|kr|* - k*) Fa =0 in Q, (4.82a)

Z

—gAZQ + (Jkr - k*) Az =0 in Q, (4.82b)
VA

deren Losungen unter der Beriicksichtigung der Austrahlungsbedingungen (4.34c)
und (4.34f) durch

Fz2

~

AzQ

al(kT)e_j’\Z in QQ, (483)
bl(kT)G_jAz in Qg, (484)

gegeben sind. Hierbei beschreibt A = \/k? — |[kr|? analog zu den vorangegangenen
Betrachtungen den Ausbreitungskoeffizienten. Ist die Losung von (4.81) gefunden,
folgt die elektrische Feldstirke im TE- bzw. TM-Fall entsprechend

1 1 1
EgE = _EV x Fpe, = Eez x VrkFs = E’YT (VrFss) in €y, (4.85)

E;M =

Jwite

Mithilfe der Zusammenhé#nge (4.85) und (4.86) lassen sich die fouriertransformierten
Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstarke entsprechend

1
Vx(VxAge,)=——(-jA\Vrds +|kr[° Ane.)  in Q. (4.86)
Jw e

1
Frr(E3") = ~Fr (Vrlis), (4.87)
oA 5\
Frr(E3™) = —Frr(VrAn) = ——Fyr (VrAs xe.) (4.88)
WefL WefL

durch Vektorpotentiale ausdriicken. Auf Basis einer Zerlegung des Nablaoperators
in tangentiale und longitudinale Komponenten entsprechend

0 )
V=Vr+o-e.=Vr - jle, (4.89)

und den Zusammenhéngen (4.81) und (4.87) folgt fiir das fouriertransformierte Bild
des Spuroperators 7 unter der Voraussetzung von TE-Moden die Darstellung

1
Fyr (v x EF) = =——F~r (V x V x Fise.)

€p
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1
——Fyr (-AFe, +V (V-F.se,))

T

(k2F22€z - j/\VTFZQ - )\2Fz2ez)

(‘k%‘ Fz2ez _j/\VTFZQ)

A

) = = Frr (BT, (4.90)
.

Dariiber hinaus folgt aus Gleichung (4.88) unter Beriicksichtigung von (4.89) das

fouriertransformierte Bild des Spuroperators vy unter der Voraussetzung der Anwe-
senheit von TM-Moden geméaf

1
Fyr (p'v x E3™M) = jw—e,u]:%p(u;lv X ( —JAVT AL + ‘k?r‘ Az2€z>>

N Je2
= - J fVT(V X VTAZQ) + ‘ T‘ ’VT(V X AzQGz)

JWELL Ly WELLLLy

2 k7|

== Yr (VA xe,)+ - yr (V1AL xe,)

JWELL Ly JWELLLy

A2 WGN}— (ETM) | T| WEN]_— (ETM)
" jwepy Jwepfly —A
i\ k3
J g (ETM) ‘ T‘ WT(EgM)

]A ()\2 + |k3| ) Frr(EEY)

-k

= Frr(ETMY. 4.91
Y mr(Ey™) (4.91)

Die verbleibenden gesuchten Gleichungen (4.79b), (4.79¢),(4.79¢) und (4.79f) folgen
durch analoges Vorgehen entsprechend

}"(VTXVTWTT(EQTE)) :_l}—(VTXVTX (VngeZ))

= (i x (Ve (V1 Fae.) - ArFae.))

—|k—€T‘-7:(VT X FzQez)

= |k%| Frr (), (4.92)

f(VTVT v (M;lv X EgE) ) = ‘L—)\f(VTVT 7T (EgE) )

= ‘Ef(VTX Vo X mp (E;FE)) 7

Hor Hr

]rATTFT (ETE)
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- iﬁ k2| Frop (BTF) - il k2| Frr (ETF) =0 (4.93)

im TE-Fall und gemaéfs

i\
.7:(VT X Vo X Tp (EQTM) ) = jiéﬂf(VT X Vr % (7Tt (VrA.s) ))
i\
- jie,f(w x V1 x (VrAz)) =0, (4.94)

2

F(vrvrar (1'v % BY) ) = = F(Veve o (BSY) )

e
—k? T™ ™
:])\u F(VTXVTXWT(EQ )+AT7TT(E2 ))
k2| k2
- ‘];L Frr (E3™) (4.95)
unter der Annahme von TM-Moden. O

Die Gleichungen (4.79¢) und (4.79¢) nach Satz 4.4 zeigen insbesondere, dass TE- und
TM- Moden im Nullraum verschiedener tangentialer Differentialoperatoren liegen.
Wiéhrend fiir TE-Moden

VoeVr (v x E3F) =0 (4.96)
folgt, lasst sich fiir TM-Moden der Zusammenhang
Vo x Ve xmp(ESM)) =0 (4.97)

folgern. Auf die Konsequenz dieser Eigenschaft wird in Abschnitt 4.1.5 wieder ein-
gegangen.

4.1.4 Verallgemeinerung auf beschrankte Grenzflachen

Die im Laufe der weiteren Untersuchungen gewonnenen analytischen Konvergenzre-
sultate werden in Kapitel 5 im Rahmen der FE-Methode mittels eines numerischen
Beispiels validiert. Die Gebietszerlegung (4.30) erweist sich in diesem Kontext auf-
grund der unbeschrinkten Grenzfliche I' jedoch als ungeeignet. Somit erweist es
sich als notwendig, die Gebietszerlegung auf eine beschrinkte Grenzfliche zu ver-
allgemeinern. Die bisherigen Betrachtungen basierend auf der Halbraumgeometrie
ermoglichen aufgrund der Unbeschréinktheit der Grenzfliche I" nach (4.30d) den
Einsatz der transversalen Fouriertransformation (4.32). Im Fall einer beschrinkten
Grenzflache ist diese Vorgehensweise nicht mehr anwendbar, jedoch lassen sich die
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Ergebnisse aus Satz 4.4 tibertragen, was im Folgenden gezeigt werden soll. Unter
Beriicksichtigung des beschrankten Randes I' ¢ R? lautet die Gebietszerlegung

Q=000 (4.98a)
Q=T x (=00,0), Q5 =1 x(0,00) (4.98b)
I'=Tx{0}, (4.98c)
Dp=TnQy, Ty =TNnQ,. (4.98d)

Unter der Voraussetzung ausschlieflich perfekt elektrisch leitfahiger Rander 9€21\I'15
und 0€2,\I'y; lautet das Randwertproblem fiir die Fehlerfolgen E7 und E7 in diesem
Fall

Vxu'vx EY-kie,EY =0, in Q;, (4.99a)

V(U7 x EY) + Bi(EY) = -yr(u;'V x By ') + By(E3 ™), auf Ty, (4.99b)
mr(Ep) =0, auf 00\,

(4.99¢)

|}|1£Iio V x E} x |r|'r + jkoE} =0, (4.99d)

Vxu'vx EY - ke, EY =0, in Qy,  (4.99¢)

(' V x By) + Bo(E3) = —yr(p,' v x BV ) + By(EY™),  auf Ty, (4.99f)
mr(Ey) =0, auf 0Qp\I'yy,

(4.99g)

|}|1£Iio Vx EY x|r[ v+ jkoE}y = 0. (4.99h)

Zur Vereinfachung der Notation beschrinken sich die folgenden Betrachtungen auf
das Gebiet §25. Analog zu dem Vorgehen in Abschnitt 4.1.3 lasst sich die elektrische

Feldstirke in TE- und TM-Moden geméf (4.78) zerlegen und unter Zuhilfenahme
der Einkomponenten-Vektorpotenziale F5 und A,

Fg = Fzgez in QQ, (4100&)
A2 = AZQGZ in QQ (4100b)

darstellen, welche wiederum dem homogenen Randwertproblem
~Avy —k*vy, =0 in Qy, vy € {A.z, F.a}, (4.101)

geniigen. Aufgrund der beschrinkten Geometrie der Grenzfliche ist es in diesem
Fall nicht zulissig, die partielle Differentialgleichung (4.101) mithilfe der tangentia-
len Fouriertransformation in eine gewohnliche Differentialgleichung zu iiberfiihren.
Jedoch lédsst sich mithilfe des Zerlegung des Laplaceoperators in tangentiale und
transversale Komponenten geméfs

52

A= AT + @, (4102)
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und einem Separationsansatz entsprechend
ve(r) = Va(ry) Za(2) (4.103)
die z-Abhéngigkeit in der Differentialgleichung in der Form

~ArVa(rr)Zi(2) - 88—;‘/2("°T)Zz(2) —k*Va(rr) Zy(2) = 0 in Qy (4.104)

separieren. Somit ldsst sich die Losung von (4.104) unter der Beriicksichtigung der
Austrahlungsbedingungen (4.34c) und (4.34f) in der Form

UQ(’I“) = ‘/Q(TT)€_j>\z in QQ (4105)

angeben, womit sich die auftretenden Differentialoperatoren zu

0
—=—JA 4.1
A=Ay )2 (4.107)

vereinfachen lassen. Einsetzen dieser Beziehungen in (4.104) liefert die Gleichung
~ArVa = (K2 =2?) V2 =0 in Tyy. (4.108)
Mit der Substitution k2 := k2 — A2 folgt schlieflich
~ApVy - k2Vy =0 in [y;. (4.109)

Insbesondere bleiben die Gleichungen (4.85) und (4.88) zur Berechnung der elektri-
schen Feldstirke auf Basis der Vektorpotenziale A; und F'5 weiterhin giiltig. Somit
lassen sich die Berechnungen (4.90)-(4.95) im Rahmen des Beweises von Satz 4.4
durch die Substitution k7 = |k7| auf diesen Fall iibertragen. Wéhrend |kr| im Fall
einer unbeschrankten Grenzfliche den Betrag der transversalen Wellenzahl im Rah-
men der Fouriertransformation darstellt, entspricht k£ unter Beriicksichtigung eines
beschriankten Randes einem Eigenwert. Das zugehorige Eigenwertproblem lautet mit
(4.109) und unter Beriicksichtigung der homogenen Dirichletrandbedingung (4.99g)

_AT‘/Q = ]{?%‘/2, in Fgl, (4110)
‘/2 =0 auf 8F21. (4111)
Mithilfe der Losungen des Eigenwertproblems (4.110) und der Gleichung (4.105)

folgen die gewiinschten Zusammenhange entsprechend

A
v (' < E) = ‘L—WT(E?E), (4.112a)

T

Vi x Vo xwp(ELE)) = k2ap(ETF), (4.112b)
VoV yr(p' V< E{ ) =0 (4.112¢)
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fiir die TE-Komponenten, sowie

2
vr (v x ETM) = - ‘k mr(EMY), (4.112d)
Tk
Vi x Ve xop(EFM) =0, (4.112¢)
k2 )2
VoVr - yr(pstv x EFMY = —jiu (BT (4.112f)

fiir TM-Komponenten und i € {1,2}.

4.1.5 Konvergenzverhalten des iterativen Verfahrens

Die gewonnenen Resultate aus Satz 4.4 bzw. die Zusammenhénge in (4.112) ermdog-
lichen nun eine detaillierte Konvergenzanalyse des iterativen DD-Verfahrens (4.29)
unter Beriicksichtigung der Kopplungsoperatoren (4.77). Ausgehend von der Iterati-
onsvorschrift auf den Grenzflichen entsprechend

V(v x EY) + Bx (E}) = —yp(u'v x ES ) + By (Ey™Y)  auf Ty,  (4.113)
(' x By) + Bx (E3) = —yr(p; 'V x EY7) + By (ET™Y)  auf Ty, (4.114)
mit Bx, X € {1,TE,TM,C} nach (4.77) folgt durch Substitution der Gleichungen

(4.112) die Iterationsvorschrift fiir die Tangentialkomponenten 77 (E;),i = 1,2 ge-
maf

WT(E%H) = p}Z/’iTT(E(I)) auf Flg, (4115&)
mr(E3") = pinp(EY) auf 'y, (4.115b)

worin EY i = 1,2 den Anfangsfehler beschreibt. Der Konvergenzfaktor py, mit Y €
{TE, TM} und Z € {By,Brg, Brar, Bc} ist gegeben durch:

PBL = % (4.116a)
DBy = % (4.116b)
Plrp = _J:?.A;Z:;f;f ;;f%, (4.116¢)
pEL = _j;;z;f;f ﬁk;f% (4.116d)
fiir TE-Moden, sowie
pEM = K== ajh (4.117a)

k2o,
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oy K- agAp, - ykik?

= 4.117h
PBra = 12 gty — YR2R (4.117)
k? — ajAu
M = — 11 4.11
PBri k2 + ajApy’ ( 7c)
k2 = oMty — Yk k2
phM = 2 TV (4.117d)

k2 + aj A, — kA k2

fiir TM-Moden, mit den Parametern «, 3, € C.

Diskussion der Konvergenzfaktoren

Die geschlossene Form der Konvergenzfaktoren (4.116) und (4.117) ermdglicht im
folgenden Schritt eine separate Konvergenzanalyse des iterativen DD-Verfahrens fiir
TE- und TM-Komponenten der Fehlerfolge durchzufiihren.

Kopplung Bx = B;

Unter Beriicksichtigung des Kopplungsoperators niedrigster Ordnung B = B; verein-
fachen sich die Darstellungen (4.116a) und (4.117a) des Konvergenzfaktors zu

TE _ JAu +a T™M _ k? — agj A

) - . 4.118
P — A+« PBi k2 + g\, ( )

Die Konvergenzfaktoren unterscheiden sich somit im Allgemeinen fiir TE-Felder und
TM-Felder und héngen wesentlich von der Lage des Parameters a € C innerhalb der
komplexen Ebene ab. Mit dem rein komplexen Parameter

a=—ju'k (4.119)
folgt aus (4.118) die Gleichheit der Konvergenzfaktoren

k-

welche in Abbildung 4.2a exemplarisch fiir £ = 2 rad/m dargestellt sind. Es ist
zu erkennen, dass unter Beriicksichtigung ausbreitungsfihiger Moden, k£ > kr, und

somit
/\:\/k:Q—k:%e]RJr (4.121)

der Konvergenzfaktor (4.120) stets kleiner als eins ist, wihrend evaneszente Moden,

k < kr, und dementsprechend
A=\/k? - k% € jR* (4.122)
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1/—Pg 11=Ps,
™
~Pp
= 0.8 = 0.8 1
o o TE _
E E _pBl, kTE =1,5rad/m
< 0.6f c 0.6
() )
2 2
g g
0.4 S04
X ¥
0.2 0.2
00 1 2 3 G0 1 2
Tranversale Wellenzahl Kr (rad/m) Tranversale Wellenzahl kT (rad/m)
(a) a=—ju'k. (b) a=—ju*\/k? - k2, krg =1,5 rad/m.
Abbildung 4.2: Betrag des Konvergenzfaktors pgf bzw.pglM fiir k=2 rad/m in

Abhéngigkeit der Wellenzahl k.

einen Konvergenzfaktor pg” = pg™ =1 erfahren. Somit erfahren ausbreitungsfihige

TE- und TM-Komponenten des Fehlers im Rahmen des iterativen Verfahrens eine
Dampfung, wihrend die evaneszenten Komponenten unbeeinflusst bleiben. Weiter-
hin sei bemerkt, dass der Konvergenzfaktor (4.120) eine Nullstelle bei k = X besitzt,
was kp = 0 impliziert. Diese Klasse von Feldern lisst sich im Halbraumfall mit nor-
mal einfallenden Wellen identifizieren. Hinsichtlich der allgemeinen Form (4.118) der
Konvergenzfaktoren besitzen diese die von o abhéngigen Nullstellen

a=—p'jh = ppfla) =0 fiir TE-Moden, (4.123)
L2

= —j)\ = pp(a)=0 fiir TM-Moden. (4.124)
Moy

Dementsprechend lésst sich nach Abbildung 4.2b fiir eine vorgegebene transversale
Wellenzahl kt = k1o durch die Wahl

a=—p i\ k2 -k, fiir TE-Moden, (4.125)

k2
oa=—j——— fiir TM-Moden 4.126

ST (4.126)
eine Nullstelle des Konvergenzfaktors bei ky = krys bzw. kr = kpg erreichen. Mit
Blick auf Abbildung 4.2b bewirkt dies jedoch zum einen einen Anstieg des Kon-
vergenzfaktors pgf fiir Wellenzahlen k; < k7p und zum anderen eine Verschlechte-
rung des Konvergenzfaktors piM fiir ausbreitungsféhige TM-Komponenten. Bisher
wurde ein rein imaginarer Parameter a € —jR* betrachtet. Durch Hinzunahme ei-

nes nicht-verschwindenden Realteils ldsst sich nach Abbildung 4.3 die Konvergenz
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o
©

o
2

Konvergenzfaktor
o©
£

o
(S

0 1 2
Tranversale Wellenzahl kr (rad/m)

Abbildung 4.3: Betrag des Konvergenzfaktors pgfj bzw.pglM fiir k =2 rad/m und
o= (—ju-tk +0.2) in Abhingigkeit von kr.

evaneszenter TE-Felder erreichen. Dies bewirkt jedoch einerseits den Anstieg der
Konvergenzfaktoren pg” und pg™ im Bereich ausbreitungsfédhiger Moden und zum
anderen einem Konvergenzfaktor pi > 1 im Fall evaneszenter TM-Felder. Unter
Beriicksichtigung einer TC erster Ordnung gemaf B = B; ist somit die simultane
Konvergenz sowohl ausbreitungsfihiger TE- und TM-Komponenten als auch evanes-

zenter TE- und TM-Komponenten nicht zu erreichen.

Kopplung Bx = Bry,

Im weiteren Verlauf sei o = —jkp; !, so dass pgP = pf™ = pp,. Hiermit vereinfachen
sich die Konvergenzfaktoren (4.116b) und (4.117b) im Rahmen zu
k-
Phra = Ty (4.127)
K2 kA -y (B2 22 k2
PBrac = 52 s kA — o (K2 - A2) k2

Die Gleichheit der Konvergenzfaktoren (4.128) und (4.120) zeigt, dass sich durch
Erweiterung des Kopplungsoperators By auf By, das Konvergenzverhalten der TE-
Komponenten nicht verbessern ldsst. Begriinden lasst sich dieses Verhalten durch
die Beobachtung, dass dieser Feldtyp nach (4.112¢) im Nullraum des Operators
ViV yr (p'V x ) liegt. Weiterhin reprisentiert der Konvergenzfaktor pg nach
(4.128) nun ein Polynom zweiten Grades in der Variable A und ldsst sich dement-
sprechend in die Darstellung

(4.128)

(k=X) (vk2 +~vkA-1)
(k+X) (vk2 —~kX-1)

ppt = (4.129)
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TE
1’—pB
™
™
.k =25rad/m
0.8 "By,
S
X
8
S0.6
[¢D)
o
(O]
£0.4
X
0.2
O0

1 2
Tranversale Wellenzahl Kr (rad/m)

Abbildung 4.4: Betrag des Konvergenzfaktors pL?  bzw. p5™ fiir k= 2 rad/m,
Brm B

TM
1

a=—jutkund vy = W7 Etm = 2,5 rad/m in Abhéngigkeit von k.

iiberfithren. Hieraus wird ersichtlich, dass neben der Nullstelle bei \ = k eine zweite
Nullstelle bei
vk? -1

A:
vk

(4.130)

existiert. Dementsprechend folgt bei Vorgabe einer transversalen Wellenzahl ky,,
durch die Wahl

1 . CEETE
Y= m, mit )\tm = k2 — thm <4]_3]_>

eine zusitzliche Nullstelle des Reflexionsfaktors pg™ an der Stelle kr = ki, Durch
die Vorgabe einer transversalen Wellenzahl k;,, > k folgt insbesondere ein Konver-
genzfaktor pgM <1 fiir evaneszente TM-Felder, wihrend die ausbreitungsfihigen
Felder unbeeinflusst bleiben. In Abbildung 4.4 ist dieses Verhalten exemplarisch fiir
kim = 2,5 rad/m dargestellt.

Kopplung B = Brg

Eine TC gemifs B = Brg, resultiert mit o = —jku;! in den Konvergenzfaktoren
(4.116¢) und (4.117¢) der Gestalt

TE j)\—jk+ﬁ(k2—)\2)
= 4.132
PBre = 5N jk+ B (k2 - 22) (4.132)
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1—piF K =28 @M | por ]
TE

™
~Pg
[ TE
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Konvergenzfaktor
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Abbildung 4.5: Betrag des Konvergenzfaktors pIBfE bzw. pTBﬂ%E fiir k =2 rad/m,

_ . _1 _ yi o . . . .
a=—ju, kund g = —k+\/’<?2——’%267 ke = 2,8 rad/m in Abhéngigkeit von kr.

; k=X
Phm, = Y (4.133)
Eine Zerlegung von (4.132) in Linearfaktoren entsprechend
k- k- ‘
(E+X) (BE+BA+7)
zeigt neben der Nullstelle in £ = A eine zweite Nullstelle in
|~ Bk
A= ]Tﬁ (4.135)

Bei vorgegebener transversaler Wellenzahl ;. fiihrt somit die Wahl

B = k+jAt Comit A=A -k (4.136)

auf einen verschwindenden Konvergenzfaktor pt” an der Stelle kr = k. Ahnlich
zum vorangegangenen Fall ldsst sich folglich durch die Wahl k;. > k& die Dampfung
evaneszenter TE-Komponenten erreichen. Ein erneuter Vergleich von (4.133) und
(4.120) zeigt dariiber hinaus, dass eine Erweiterung des Kopplungsoperators von B;
auf Brgp das Konvergenzverhalten der TM-Komponenten unverdndert lisst. Dieses
Verhalten ist in diesem Fall nach (4.112¢) auf den Nullraum des Differenzialoperators
Vi x V;x-, entsprechend (4.79e) zuriickzufithren. Abbildung 4.5 zeigt die Konvergenz-
faktoren fiir die Vorgabe einer Nullstelle bei k. = 2,8 rad/m.
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Kopplung B = B¢

Schlieflich fiihrt eine TC der Form B = B¢ unter der Vorgabe o = —ju-'k auf die
beiden Konvergenzfaktoren

R (0
¢ TR RN (K2 22) k2
vp A=k + B (k2= \2)

Poe = 3kt B (k2 - A2)

(4.137)

(4.138)

Mit Hinblick auf die Darstellungen (4.129) und (4.132) weisen die Konvergenzfak-
toren (4.137) und (4.138) neben den Nullstellen bei A = k durch die Vorgabe der
Parameter S und v entsprechend

J
_ 4.139
/8 k + )\te’ ( )
1
oL 4.140
T R Y (4.140)

weitere Nullstellen an den Stellen

Ao = VK2 - k2, (4.141)
Aim = VK2 - K2, (4.142)

auf. Somit ermoglicht eine TC gemak Bx = Bo , wie in Abbildung 4.6 dargestellt,
eine voneinander unabhéngige Modifikation der Konvergenzfaktoren p?% und P?var

TE _
1f_pBC, kte =2,8 rad/m

™ _
...pBC, ktm—2,5 rad/m

o
S

o
o

N
=

Konvergenzfaktor

o
N

1 2
Tranversale Wellenzahl kr (rad/m)

Abbildung 4.6: Betrag des Konvergenzfaktors p;‘gf bzw. p;‘gy fiir k=2 rad/m,

— _5,,-1 _ J _ 1 _ _
a=—ju "k, = Py e v = PER e kie = 2,8 rad/m und ki, = 2,5 rad/m.
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4.2 Zusammenfassung

Die durch Approximation des DtN-Operators gewonnenen Kopplungsoperatoren ho-
herer Ordnung bewirken eine wesentliche Verbesserung der Konvergenzeigenschaften
des iterativen DD-Verfahrens. Wiahrend evaneszente Fehlerkomponenten unter Be-
riicksichtigung einer TC erster Ordnung entsprechend By = B; keine Dampfung
erfahren, ermdglicht eine TC im Sinne von By = B¢ die Dampfung sowohl evanes-
zenter TE- als auch TM-Komponenten.
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Kapitel 5

Finite-Elemente-Diskretisierung des

Gebietszerlegungsverfahrens

Nachdem in Kapitel 4 die Vorteile einer TC hoherer Ordnung anhand analytischer
Untersuchungen aufgezeigt wurden, soll im weiteren Verlauf dieser Arbeit auf Basis
von [RL10] eine geeignete FE-DD-Formulierung des {ibergeordneten DD-Verfahrens
vorgestellt werden. Um einen Vergleich zu den bereits gewonnenen analytischen Er-
gebnissen zu ermoglichen, werden fiir die Kopplungsoperatoren geméf (4.77) separa-
te FE-DD-Formulierungen aufgezeigt. Der Vergleich basiert auf einer algebraischen
Form des iterativen DD-Verfahrens (4.29) sowie einer numerischen Spektralanalyse
der damit verbundenen Iterationsmatrix. Ausgangspunkt fiir diese weiteren Unter-

suchungen ist das folgende Randwertproblem:

VX/JJ;%VXEl—kSEMEl =0 in Ql,
V x /L;le X _E2 — kgGTQEQ =0 in QQ,
Vr(pni V x Br) + Bx (E1) = =712V x Eg) + By (E2) auf Iy,

Yty V x Ey) + Bx (E3) = =7 (41,1 V x E1) + Bx (Eq) auf I'yy,
mr(E1) =0 auf T'L,

mr(Eq) =0 auf T'%,

(i V < 1) = jhonoha auf T'};,

V(172 V x By) = jkonohs auf T'%;,

Yo (1 V x Ev) = jkomr(En) auf T'Y,

(12 V x Eg) = jhorr(Es) auf T'%.

TN N
(S0
—_ =
T o
N’ N N N e e e e N

—~~
ot
[u—y
o

5.1d
5.1e
5.1f

—~ o~ T

~—~
a3

A~

ot on Gt
. . H ’—l
R e

mit dem Kopplungsoperator By, X € {1,TE,TM,C} nach (4.77). Es sei bemerkt,
dass zur Vereinfachung der Notation auf volumenférmige Anregungen verzichtet

wird, so dass J; = 0.
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5.1 Kopplung By =B5;

Eine TC niedrigster Ordnung entspricht jener nach (4.77a). Die TCs (5.1¢) und
(5.1d) vereinfachen sich in diesem Fall zu den Robinschen TCs der Gestalt

V(v x Ey) + amp(Ey) = 7 (s V x Ey) + anp(Esy) auf T'yp, (5.2a)
’yT(,u;leng)-f—OﬁTT(Eg) =—’)/T(M;11VXE1)+O{7TT(E1) auf I's1. (52b)

Grundlage einer FE-Formulierung von Randwertproblem (5.1) unter Beriicksichti-
gung der TCs (5.2) stellt die zugehorige schwache Formulierung dar, welche der
folgende Satz aufzeigt.

Satz 5.1 (Schwache Formulierung Bx = B;). Eine mdgliche schwache Formulierung
von Randwertproblem (5.1) lautet: Finde (E1, E3) € H g(rot, ) x H g(rot, Q) und

(J1,72) € Hi%(diV,Flz) X Hié(div,]ﬁgl), so dass:

(u;llv x B,V x ’w1>Q - k%(GrlElawl)Q + (J'MTT(’wl))F

1 1 12

+7ko 7TT(E1);7TT('w1)>FA = _jk0770<h177TT('w1)>F1 ) (5.3a)
1 H
(,u;zlv x Ey,V x w2>92 - k:g(erzEQ, wg)Q2 + (jQ,wT(w2)>F21
+jk:0<7rT(E2),7rT(w2)>FA = jkoo{ 2, 7o (ws)) . (5.3b)
2 H

(jl,'u,l)F12 + (omrT(El),u1>F12 = —(jQ,u1>F12 + <oc7TT(E2),u1> , (5.3¢)

NP

<j2,u2)r21 + (oer(Ez),u2>F21 = —(jl,u2>F21 + <oc7TT(E1),u2>F , (5.3d)

21

V (wy,ws) € Hp(rot, Q) xH g(rot, Q) und V (uy,us) € H_%(rot, Flg)XH_%(I'Ot, [y).

Beweis. Multiplikation von (4.29a) und (4.29b) mit Testfunktionen w, € H(rot, ;)
und w,y € H'(rot, Q) sowie anschliekender partieller Integration fithrt auf die loka-
len schwachen Formulierungen innerhalb der Teildoménen 2; und 25 der Form

(u;llV x E,V x w1)Q - k%(enEl,wl)Q + (’YT(M;IIV X El)ﬂrT(wl))

1 1 12

eiko{mr(Br).mr(wn) = =jkom(hmr(wn) L (5.4)
1 H
(M;le X EQ, V x w2)Q2 — k(Q)(GTQEQ,’UJQ>Q2 + (’}/T(I[L;;V X E2)77TT(w2))F21
+jk30<7TT(E2),7TT('lU2)>F = _jk0770<h277TT(w2)>F2 . (54b)
H

Ag
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Zur Diskretisierung der TCs (5.2) erweist es sich als notwendig, zusétzliche Hilfsfel-
der einzufiithren. Auf Basis der Arbeit [RL07| werden diese entsprechend

jl :/YT(/JJ;lvxEl) EH_%(diV,Flg) auf Fl?a (55)
Jo= ’YT(,U;IV X E2) € H_%(div, I91) auf I'yy (5.6)
definiert. Durch die Substitutionen

Yr(p,'V x Ev) = jy,

(5.7)
Yo (pyy V X Eg) = iy, 5

(5-8)

folgen aus (5.4a) und (5.4b) die gesuchten Gleichungen (5.3a) und (5.3b) entspre-
chend

(H;%V x B,V xw; 0 " ko(erlEl,Uh)Q

1 1

# (41, mr(w))

12

+jko(mr(By), mr(wy)) = =jkom(h,7r(w)) . (5.99)

Aq

21

)
(

(439 % B, v x w2)ﬂ2 - ko(emEg,w)QQ + (jzmT(’wz)>F
( = —jkOT]g(hg,WT(wz)F%. (5.9b)

+j]€0 7TT(E2) T ’U)2)>

T4,
Zur schwachen Formulierung der TCs werden die Kopplungsgleichungen (5.1¢) und
(5.1d) im Sinne einer Dualpaarung mit geeigneten Testfunktionen u, € Hz (rot, T'12)
und wu, € H_%(rot, ['y1) multipliziert, so dass

<j1’u1>r12 + (cwr;p(El),ul)F12 = —<j2,u1>F12 + <a7rT(E2),u1>F , (5.10a)

<j2’u2>r21 + (aﬂT(Ez),u2>F —<j1,u2>F21 + <a7rT(E1),u2>F . (5.10b)

21 21

Zusammengefasst folgt aus (5.4) und (5.10) die schwache Formulierung nach Satz
5.1 [

5.1.1 Finite-Elemente-Diskretisierung

Basierend auf der schwachen Formulierung nach Satz 5.1 ldsst sich eine zugehorige
FE-Diskretisierung angeben. Dazu seien die folgenden endlichdimensionalen FE-An-
satzraume definiert, welche auf den Definitionen aus Abschnitt 2.3 beruhen:

Vit c H(rot, (), mif, span {v},..., 07" } =V, (5.11a)
Vi ¢ H(rot, ), mit span {v},...,v5"} = V5!, (5.11Db)

Vit c H‘%(rot, I'ys), mit span {uf,...,uf '} = Vot (5.11c)

T2
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Vit ¢ H7% (vot, ), mit  span{uj,...uy =V (5.11d)

Im Rahmen der FE-Ansatzriume (5.11) besitzen die FE-Approximation EY, Eb, j%
und j% die Darstellungen

B =[x wie ), [xT]0h v} e VKL, (5.12a)
=1 i=
NEr2 ~ Ner . .

Ey= ) [x)'] o+ ) [xfT] 0, vi e ViR, (5.12b)
=1 =1

- Ny 5 ' '

g = [x/],ui. uj € Vi, (5.12¢)
=1

o Ny2 5 ‘ ‘

gz = ) [x2],us, uh e Vi, (5.12d)
1=1

wobei innerhalb der Repriisentation der elektrischen Feldstirke E7 und E% nach
(5.12a) und (5.12b) eine Partitionierung der Freiheitsgrade beziiglich derer auf den
Grenzflichen 'y und I'y; und jener aus dem Inneren der Feldgebiete €2; und €2,
durchgefiihrt wurden. An dieser Stelle ist die nicht-konforme Approximation der
Hilfsfelder j" ¢ H _%(div,f‘ij) mit 4,5 € {1,2} mittels rotorkonformer Ansatzfunk-
tionen u! € Vliojt mit 7,7 € {1,2} zu erwdhnen. Numerische Untersuchungen, welche
im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, zeigen jedoch analog zu den Ergeb-
nissen aus [RLO7| ausschlieflich fiir diese Wahl des Ansatz- bzw. Testraums eine
Approximationsordnung, welche mit jener der herkémmlichen FE-Methode iiber-
einstimmt. Basierend auf (5.12) sowie der schwachen Formulierung nach Satz 5.1
resultiert im Rahmen eines Galerkin-Verfahrens das FEDD-System

APx =y (5.13)
Die beteiligten Grofen AB', b und x weisen hierbei die folgende Blockgestalt auf:
(A, C
ABl — 1 12 c (CN1+N2><N1+N2’ 514
C. A (5.14a)
[x) N1+N:
X = e CM+iz, (5.14b)
X2
—bl Ni+N-
y= b]e@ LA (5.14c)
2

Die Dimension der beteiligten Grofsen folgt zu Ny = Ngri + Ngri + N1 innerhalb
von Teilgebiet € sowie Ny = Ngro + Ngra + Njs in 5. Unter Beriicksichtigung der
Separation zwischen inneren Freiheitsgraden und jenen auf den Grenzflichen I'y5 und
['5; lassen sich die beteiligten Blockmatrizen Ay, Ay, Cis, Co; und Blockvektoren
X1, X2, ¥1 und ys entsprechend

AT 281 4 kT AT — j28IT 4 R TIT
Ay = | AT Z 28T 4 g T AIT 2817 4 g TIT TIE | e MM (5.15)
0 TEJ TJJ
11 11
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[ ALl — E2SI + jkoTE ALT - k2SIT + kTN 0
Ay = | AL - K2SET + jko T ALT — K2SIT + jkoTET T4F | e CN> N2 (5.16)
i 0 T3/ T3y
[0 0 0 |
Cip=(0 0 0 [eCNvN2 (5.17)
[0 -TH T4 |
[0 0 0 |
Cyxu=[0 0 0 |eCNN1 (5.18)
[0 -T3/ Ty ]
[ xE1] [ 1]
X1 = XlEr € CNle, X9 = ng € CNQXI, (519)
| x{ | x5
bP! b&!
yi=| 0 |eCNxl, yo=| 0 |eCNx! (5.20)
0 0

[An]; = (107 x 01, V % 'vZn)Qm, vi,, v, e Vi, (5.21a)
[Sm]if(ermvfﬁ,v%@) : vl vl e VL (5.21b)
[Tm]if(m(v;xm(;;n)) , v, €V, ul e Vi, (5.21c)
E - (i) eV wews (5210
[T7E],. = (wh, 7r(vi)) m uy, € Vi, vl € Vi, (5.21e)
(1571, = (wh ) ul, uf € VL (5.21f)
(o] = (Tom: vm):m v, € Vi, (5.21g)

wobei m,n € {1,2}. Die Blockgestalt des FE-DD-Systems (5.14a) représentiert cha-
rakteristisch die Gebietszerlegung: Die Diagonalblocke A; und A, reprisentieren die
den Teilproblemen zugeordneten Randwertprobleme, wihrend die Matrizen C, und
Cs; die TC der Teilgebiete bewirken. Weiterhin ist zu erwéhnen, dass die Systemma-
trix ABr unsymmetrisch ist, wahrend die den Teilgebieten zugeordneten Matrizen A
und A, zumindest im Falle einer TC erster Ordnung symmetrisch sind. Jedoch wird
sich herausstellen, dass diese Symmetrie unter Beriicksichtigung einer TC hoherer
Ordnung verloren geht.
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5.1.2 Spektralanalyse

Aufbauend auf der FE-DD-Formulierung (5.13) lsst sich eine algebraische Form des
iterativen DD-Verfahrens (4.29) angeben. Mithilfe der Blockgestalt des FE-Systems
entsprechend den Definitionen in (5.14) ldsst sich das iterative Verfahren (4.29) in
der algebraischen Form

n+l -1 n -1
X1 _ A1 0 0 —C12 X1 + A1 0 Y1 (5 22)
X9 0 A2 —021 0 X9 0 AQ Y2 ’
notieren. Unter Beriicksichtigung der Definitionen
(A o
M = 0 AQ]’ (5.23)
[ o -Cu
N = ., 0 ] , (5.24)
—X1 Y1
= , Y= ) 5.25
ol 62
folgt aus (5.22) die Darstellung
x" = Gx" +f, (5.26)
mit G=M'N, f=My, (5.27)

und entspricht somit nach (3.2) und (3.7) einer Blockvariante des stationiren Jaco-
bi-Verfahrens, dessen Konvergenz nach Satz 3.1 unter der Voraussetzung p(G) < 1
gewéhrleistet ist. Nach (3.27) ldsst sich diese Blockvariante des Jacobiverfahrens
ebenfalls als ein mittels des Vorkonditionierers

M = lel 132] (5.28)

vorkonditioniertes Gleichungssystem interpretieren. Diese stellt die Grundlage der
weiteren Untersuchungen, im Rahmen derer das Spektrum p (M™1A) des vorkondi-
tionierten Systems mittels numerischer Experimente untersucht wird. Fiir das vor-
konditionierte System folgt die Darstellung

-1
Al 0 Al 012 _ 1 _
lo AQ] lcm Az]—M (M N) (5.29)
—I-MN (5.30)
o el (5.31)

und somit der folgende Zusammenhang zwischen dem Spektrum der vorkonditionier-
ten Matrix p (M~tA) und jenem der Iterationsmatrix p(G):

p(M™A) = p(G) +[1 0]". (5.32)
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Abbildung 5.1: Geometrie des WR-90 Rechteckwellenleiters.

Nach Satz 3.1 konvergiert das Jacobiverfahren somit unter den dquivalenten Bedin-
gungen

p(G) c B(0), (5.33)
p(M1A) c Bi(1). (5.34)

5.1.3 Numerisches Experiment

Als Basis der folgenden numerischen Untersuchungen dient das Modell eines Wel-
lenleiters mit perfekt elektrisch leitfiahiger Berandung geméifs Abbildung 5.1. Die
Querschnittsabmessungen sind gegeben durch a = 22,86 mm, b = 10,12 mm und
die Léange ist zu [ = 45 mm gewdhlt. Dieser triigt ein gleichméfiges FE-Netz T (€2)
der Netzfeinheit h und ist in zwei gleichgrofe Teilgebiete €2; und €2y zerlegt, so
dass insbesondere die beiden FE-Netze T (I'12) und 7 (I'y1) der jeweiligen planaren
Grenzflichen I'y5 und I'y; iibereinstimmen. Die Polynomordnung p der beteiligten
FE-Raume ist entsprechend p = 2 gewéhlt. Die beiden Wellenleitertore des Hohl-
leiters sind mit einer absorbierenden Randbedingung erster Ordnung entsprechend
(5.1i) und (5.1j) abgeschlossen. Im Rahmen der TC ist der Parameter a auf Basis
der analytischen Voriiberlegung (4.119) geméf

Q=01 =09 = —jko (535)

gewiithlt. In Abbildung 5.2 ist das Spektrum der vorkonditionierten Matrix o (M~1AB1)
fiir unterschiedliche Betriebsfrequenzen f dargestellt. Die analytischen Vorbetrach-
tungen aus Abschnitt 4.1.5 lassen unter Beriicksichtigung einer TC Bx = B; aus-
schlieklich die Konvergenz ausbreitungsfahigen TE- und TM-Moden erwarten. Dement-
sprechend zeigen sich nach Abbildung 5.2a bei einer Frequenz von f = 6 GHz, welche
unterhalb der Grenzfrequenz f. = 6,55 GHz des TE o-Modes nach Tabelle 5.1 liegt,
hauptsichlich Eigenwerte auf dem Rand des verschobenen Einheitskreises By (1).
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Mode | m | n | Grenzfrequenz f. (GHz)
TE 110|655

TE 2 |0 |13,11

TE 0 |1 14,75

TE, T™M |1 |1 | 16,14

Tabelle 5.1: Grenzfrequenzen eines WR-90 Rechteckwellenleiters.

Jene Eigenwerte im Punkt (1,0) entsprechen den durch Anwendung des Vorkondi-
tionierers vollstdndig eliminierten, lokalen Spektren der Teilgebietsmatrizen A; und
A, nach (5.15) und (5.16). Weiterhin ist eine Punktsymmetrie des Spektrums be-
ziiglich des Punktes (1,0) zu beobachten, welche auf die symmetrische Form des
Block-Jacobi-Vorkonditionierers (5.23) zuriickzufiihren ist. Sukzessives Erhohen der
Anregungsfrequenz f fiihrt entsprechend den Abbildungen 5.2b, 5.2¢ und 5.2d auf
zusitzliche reelle Eigenwerte im Inneren des verschobenen Einheitskreises, so dass
bei einer Frequenz von f = 16.5 GHz schliefllich 5 Paare punktsymmetrischer und
reeller Eigenwerte zu beobachten sind. In Ubereinstimmung zu den analytischen
Ergebnissen entsprechen diese nach Tabelle 5.1 genau den fiinf bis dahin ausbrei-
tungsfihigen Moden. Es sei bemerkt, dass die identische Grenzfrequenzen des THEq;
und des TM;;-Modes zu doppelten Eigenwerten bei 1 ~ (0.5,0) und x5 ~ (1.5,0)
fiihren, was wiederum die vorhergesagte identische Konvergenzrate fiir TE- und TM-
Moden nach (4.120) widerspiegelt.
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Abbildung 5.2: Spektrum o (M‘lABl) des vorkoniditionierten FE-DD-Systems (5.34)
fiir unterschiedliche Betriebsfrequenzen f.

5.2 Kopplung By = Brg

Im néchsten Schritt wird eine Erweiterung des Kopplungsoperators geméfk B = Brg
nach (4.77b) untersucht. Diese resultiert somit in den Kopplungsbedingungen der

Gestalt

'YT(,U;llV X El) + CWTT(El) + BVT X Vo X 7TT(E1)
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= —’YT(,U,,_QIV X EQ) + OéT('T(EQ) + BVT x Vr X 7TT(E2) auf Fm, (536&)
(1 x Eo) + anp(Es) + fVr x Vi x 1r(Es)
= —’YT(,M;lv X El) + CWTT(El) + BVT x Vr % 7TT(E1) auf Pgl. (536b)

Das bis auf die TCs (5.36) identische Randwertproblem (5.2) lésst sich geméf dem
folgenden Satz im schwacher Form notieren:

Satz 5.2 (Schwache Formulierung B = Brg). Eine mdgliche schwache Formulierung
von Randwertproblem (5.2) lautet: Finde (E;, E3) € H g(rot, ) x H g(rot, Q) und
(j17j2) € H_% (diV, F12) x H_% (diV, 1—\21)7 50 dass

(u;llv x B,V x ’w1) - k(z)(erlEhwl)Q + <j1a7TT(w1)>

o 1 o
siho(mr(By).mr(wn)) = =jkom(hs, mr(wn)) (5:37a)

(13v % Bo. v xwn) k(e Bawa)  + (.7 (ws))
wjho(mr(Ba).mr(ws)) = =jkom(ha: mr(ws)), (5.37b)

(drwa) + (ome(Bo) )+ (89 <mr(Br), Ve xw) =
~fdow) +{omr(Ba) wn) 4 (59 xmr(By) Voxun) L (5.37c)

(g2 )+ (omr(Ba) ua)  + (8Vr xmr(Ba), Ve xua) =

fdrua) {omr(B)ua) 4 (590w (B), Vo) L (5.37d)

V (wy,ws) € Hp(rot, Q) xH g(rot, Q) und V (w1, us) € H_%(rot, Flg)XH_%(I'Ot, Iy).

Beweis. Die den Teilgebiete 2; und €25 zugeordneten Gleichungen (5.37a) und (5.37b)
folgen analog zu dem Beweis von Satz 5.1 entsprechend einer TC erster Ordnung.
Multiplikation der TCs (5.36a) und (5.36b) mit geeigneten Testfunktionen w; €
H_%(rot, I'2) und us € H_%(rot, I'y1) sowie anschliefende Integration iiber die Rén-
der I'y5 und I'y; liefert die Darstellung

<j1,u1 . + <047TT(E1),’U,1>F12 + (ﬁVT x Vo x 7TT(E1)7u1> _

T2

+(BVr x Vi x WT(Ez),ul)P . (5.38)

12 1 12

. + <CK7TT(E2)7U2>F21 + (BVT X Vo x 7TT(E2),’U,2>F _

21

|
) oo ),
|
<

J1; "2>rm + (OCWT(El)7u2>F21 - (BVT x Vi X 7rT(E1),u2)F . (5.38b)

21
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Mithilfe partieller Integration entsprechend

(VT X Vp x WT(El),U1>F = <VT xmp(Ey),Vrp x U1> ) (5.39)

IRD)

<VT XV X 7TT(E2)7U2)F = (VT x mp(Ey), Vr x U2>F (5.40)

12

folgen schlieklich aus (5.38) die gesuchten schwachen Formulierungen der Ubergangs-
bedingungen (5.37¢) und (5.37d). O

5.2.1 Finite-Elemente-Diskretisierung

Basierend auf den FE-RAumen (5.11) und der Reprisentationen (5.12) folgt aus
einer Galerkin-Approximation der schwachen Formulierung nach Satz 5.2 das Glei-

chungssystem
APrex =y, (5.41)

Die beteiligten Grofen ABre, b und x lassen sich wiederum in Blockgestalt geméif

(A, C
B — 1 12 N1+N2><N1+N2
A”TE = C., AQ] eC , (5.42a)
X = Xl] e CiNe (5.42b)
_X2
y = bl] e NNz, (5.42¢)
b,

mit den Dimensionen Ny = Ngj1+ Ngr1+ Ny sowie Ny = Ngro+ Ngro+ N o notieren,
wobei die beteiligten Blockmatrizen und Blockvektoren durch

[ ALl - k2SI + jkTiT AT - k3SIT + jkoTIT 0 ]
Ay = | AT - B3STT + kT ATV - k3STT + jkT" T{F|eCNM  (5.43)
! 0 T + St Ty |
[ AL - k2SI + jkoTY AN —k2SIT + jkTiE 0 ]
Ay =AY —k3SY 4 jkoT5 ALV — k3SIT + jk TS TP e CN>M ) (5.44)

i 0 T3 + S5 T3y |
[0 0 0 |

Ci=|0 0 0 |eCNvNz (5.45)
0 T -8 Ty
[0 0 0 |

Cgl =10 0 0 ECNQXNl (546)
0 -T5/ -85 Td]
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definiert sind. Darin entsprechen die Gréfen A,,,, S,,, Tf{nj, Ti’ﬁ, T;{M{ und b,, jenen

nach (5.21), und die aufgrund der erweiterten TC zusétzliche vorhandene Matrix
Sffw‘l] ist gegeben durch

8571, = (v xmr(vi), Vxul) el e VEL Wl eV (547)

mn

wobei m,n € {1,2}.

5.2.2 Spektralanalyse

Im Rahmen des folgenden numerischen Experimentes stimmen sowohl das Modell,
als auch die FE-Parameter Netzfeinheit und Polynomordnung mit denen aus Ab-
schnitt 5.1.3 {iberein. Die Anregung geschieht bei einer Frequenz von f =10 GHz.
Um den Einfluss der erweiterten TC (5.36) zu verdeutlichen, zeigen die Abbildun-
gen 5.3a und 5.3b die Eigenwertverteilung der vorkonditionierten Systemmatrix zum
einen fiir die Wahl der Parameter a und S geméf

a=-jky und (=0, (5.48)

was analog zum vorangegangenen Abschnitt einer TC niedrigster Ordnung ent-
spricht, und zum anderen fiir die Wahl
L _ J
a=-jkg  und f=——"-—— (5.49)

ko +\/k3 — k%

nach (4.136) mit k; = 523.2 rad/m. Wéhrend im erstgenannten Fall nach Abbildung
5.3a ausschlieflich die den ausbreitungsfihigen TE- und TM-Moden zugeordneten
Eigenwerte im Inneren des verschobenen Einheitskreises B;(1) zu erkennen sind,
fiihrt eine FErweiterung der TCs von B; auf Brg, in Analogie zu den analytischen
Vorbetrachtungen nach Abbildung 4.5 zur zusétzlichen Konvergenz ausbreitungsfa-
higer TE-Moden. Dies dufiert sich nach Abbildung 5.3b durch eine Verschiebungen
der zugehorigen Eigenwerte vom Rand ins Innere des verschobenen Einheitskrei-

ses B1(1). Die den TM-Moden zugeordneten Eigenwerte verbleiben analog zur TC
niedrigster Ordnung auf dem Rand des Einheitskreises.
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Abbildung 5.3: Spektrum o (M’IABTE) des vorkoniditionierten FE-DD-Systems bei
einer Frequenz von f = 10 GHz.

5.3 Kopplung Bx = Bry

Unter Beriicksichtigung der TC Bx = Byy nach (4.77d) folgen die TCs geméf

(i V x Ev) + amp(E1) +Vr Ve (1 V x Eq)

= —vr(paV x By) + arp(Ey) + yVrVryr(u1V x Ey)  auf Ty,
(5.50a)

121 V % Er) + anp(Ey) + VoV (i, V x Ey)

= =1V x Eo) + arp(E2) + yVrVryr(p V x Ey)  auf Ty,
(5.50b)

Die schwache Formulierung von Randwertproblem (5.1) im Rahmen einer TC nach
(5.50) zeigt der folgende Satz.

Satz 5.3 (Schwache Formulierung By = Brys). Eine mdgliche schwache Formulie-
rung von Randwertproblem (5.2) lautet: Finde (E,, Ey) € H g(rot, Q1) x H g(rot, )
, (p1,p2) € H_%(Flg)XH_%(Fgl) und (J,,75) € H: (div, Flg)XH_%(diV,Fgl) so dass

(,u;llV x FE,,V x 'wl) - k8<6r1E17w1)Q + <j1a7TT(w1)>F

Q1 1 12
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+jk0<7TT(E1)77TT(w1)>F :_jk0770<h177TT(w1)> , (5.51a)

1
Ay Uy

(M;le x Ey, V x 'wg) - k8<6r2E27w2)92 + (anWT(w2)>F

tjko{mr(Ba), wr(wa)) = ~jkomo(he,Tr(wa)) . (5.51D)

Qo 21

Ay 2
o), +{amr (B0 ), (i), - H
(4 ul)m +{amr(Bs), u1>F12 - <7V:rp2,u1)r21, (5.51c)
(pl,un}m = (41, val)Fu, (5.51d)
(d2uz) o+ (amr(Ba)un)  + (y9rmsua) =
—<.7'1, u2>r21 + <a7TT(E1)7 u2>F21 - <7VTp1,Uz)F12, (5.51e)
(p2ws) = ~{doVem) (5.51f)

V(wl,wg) € HE(I'Ot,Ql) X HE(rot,Qg) , V(wl,wg) (S H_%(Plg) X H_%(Fgl) und
('U,l,’u,g) (S H_%(rot,FH) X H_%(rOt7F21).

Beweis. Die den Teilgebieten €; und €2y zugeordneten Gleichungen (5.51a) und
(5.51b) folgen analog zu dem Beweis von Satz 5.1. Durch den zusétzlich enthalte-
nen tangentialen Differentialoperator V7Vz - y7(p,V x Es) innerhalb der Kopp-
lungsgleichungen (5.50) ist es notwendig, zwei weitere skalarwertige Hilfsfunktionen
einzufithren [RLO7]. Diese seien gemif

p1:=Vr- YT (,LL;IV X El) =Vr ~j1 € H_%(Flg), (552)
p2=Vr -7 (M,TlV X Ez) =Vr-jre H3(Ia) (5.53)

definiert. Multiplikation der Ubergangsbedingungen (5.50a) und (5.50b) mit Test-
funktionen u; € H_%(rot,l“lg) und us € H_%(I'Ot,].—‘gl) fiihrt nach Integration iiber
die Grenzflichen I'; und I'g; auf die Gleichungen (5.51¢) und (5.51e). Testen der
Definitionsgleichungen (5.52) und (5.53) mit Testfunktionen wy € H 2(I'5) und
Wy € H‘%(Fm) fithrt auf die Darstellungen

<P1,w1>F12 = (VT '.7'1,1111>F ; (5.54)

12

<P27w2>r = (VT 'j27w2>r (5.55)

21 21

und somit nach partieller Integration auf die Form

(101,7J)1>F12 = —<j1, V:le>F ; (5.56)

12
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(P27w2>r = —<j2,VT’w2>F (5.57)

21 21

entsprechend den gesuchten Gleichungen (5.51d) und (5.51f). O

5.3.1 Finite-Elemente-Diskretisierung

Zur Diskretisierung der skalarwertigen Hilfsfunktionen p; und p, nach (5.52) und
(5.53) werden zusitzlich zu den in (5.11) genutzten FE-Rdumen die Approximati-
onsraume

1 , .

ngd c H2(I'y), mit span {wf, ... Jw) P = Vﬁlzd, (5.58a)
. 1 . .

Ve ¢ Ho2(Ty), mit span {ws, ..., wh"?} = yEred (5.58b)

genutzt. Reprisentation der Grofen E7, E5 " und j% entsprechend (5.12) sowie
die Darstellung der nun zusétzlich eingefithrten Gréken p; und py nach (5.52) und
(5.53) im Sinne von

=[x i wi € Vg, (5.59)
=1
L Np2 , 4 ' .
pi =[x wi, wh € VE, (5.50D)
=1

liefert das Gleichungssystem der Form
APrvx =y, (5.60)

Die beteiligten Groken ABram | b und x lassen sich wiederum in Blockform geméaf

ABTA{ — él CAIQ] € CN1+N2><N1+N2’ (561&)
21 2
X = Xl] e CMi+N2 (5.61b)
X2
y = Ell e CM+h (5.61c)
| P2

mit der durch Np; bzw. Npy vergroferten Anzahl an Freiheitsgraden Ny = Ngpp +
Ngri1+ Ny + Npy sowie Ny = Ngro+ Ngro + Njg + Npy darstellen. Die Blockmatrizen
sind entsprechend

A 40, 0
A AT Ty 0 NyxNy
0 0 FH/ ThHP
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AY AT 0 0
AJT AT T 0 Nax Ve
| 0 0 FLJ TP
[0 0 0 0 ]
10 0 0 0 NixNo
|0 0 0 0 |
[0 0 0 0 ]
10 0 0 0 Nax Ny
0 0 0 0 |
definiert, wihrend die Blockvektoren x;, Xs, y; sowie yo die Form
xPl xP1
ET ET
xi= [ e xp =72 e, (5.66)
X1 X9
S x5
b by
yi=| g [eC oy g [ec (5.67)
0 0

besitzen. Die enthaltenen Groéfsen A,,, S,,, T,%;{, T;{;g, Ti;;]l, b,, und SE“;] entspre-
chen hierbei jenen nach (5.21) sowie (5.47). Die zusétzlichen Groken DI TPP

sowie F/P sind gegeben durch
(D2 ], = (vl ), wl, e ViU wh e VER, (5.68a)
[Ton ], = (whwh) wh, wi € VER, (5.68D)
[Fonl,; = (uh, vn). wh, wh e VE ud e et | (5.68¢)

wobei m,n € {1,2}.

5.3.2 Spektralanalyse

Die Abbildungen 5.4a und 5.4b zeigen das resultierende Spektrum der vorkonditio-
nierten FE-DD-Systemmatrix (5.61a) fiir die Parameterwahl

a=-jky und =0, (5.69)

resultierend in einer Kopplung Bx = B; sowie
1

= :
k2 + kon/kZ — K2

(5.70)

a=-jky und
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Abbildung 5.4: Spektrum o (M’IABTM) des vorkonditionierten FE-DD-Systems bei
einer Frequenz f = 10 GHz.

entsprechend Bx = Brys, wobei ky,, = 710,5 rad/m und f = 10 GHz entsprechen.
In Ubereinstimmung mit den analytischen Ergebnissen aus Abschnitt 4.1.5 lassen
sich durch die Erweiterung der Kopplungsbedingungen im Sinne von (5.50) nun die
den evaneszenten TM-Moden zugeordneten Eigenwerte beeinflussen. Dies dufsert
sich mit Hinblick auf Abbildung 5.4b durch die Verschiebung dieser Eigenwerte ins
Innere des Einheitskreises B;(1). In Abbildung 5.4a ist zum Vergleich das Spektrum
resultierend aus einer Kopplung erster Ordnung aufgezeigt.
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5.4 Kopplung B = B¢

Die FE-Diskretisierung des DD-Verfahrens entsprechend Randwertproblem (5.1) un-
ter Beriicksichtigung der Kopplungsoperatoren By, Brg und Brj, stellen schliefslich
die Grundlage fiir die vollstindige TC B nach (4.77d), so dass

Yr(pi V x Ey) + anp(Ey) + Ve x Vo x 1p(E1) + VeV -y, V x Ey)

= (i V x Es) + amp(Es) + BVy x Vp x wp(Ey) + YV Ve - yr(p V x Ey) - auf Ty,

(5.71a)
-1 -1
Yr(pa V x Ev) + arp(Ey) + BV x Vp x 1p(E2) +yVrVr -y (i, V < Ey)

= —vr(paV x Es) + arp(Ey) + BV x Vr x 7p(Eq) + yVrVr -7 (1 V x Es)  auf Tys.

(5.71b)
Die schwache Formulierung von (5.1) im Rahmen der TCs (5.71) ist gegeben durch:

Satz 5.4 (Schwache Formulierung B = B¢). FEine mdgliche schwache Formulierung
von Randwertproblem (5.2) lautet: Finde (E4, Es) € Hg(rot,Q) x Hg(rot, )
(pr.p2) € H3 (1) x H3 (grad, Tay) und (4y,45) € H 2 (div,I'15) x H2(div,Ia1) s0
dass
(M;llVXElavxwl) _kg(eﬁElawl) +<j177TT(w1)>
Q Q

1 1 T2

tjko{mr(Br), wr(ws)) = ~jkom(hi,7r(wh)) | .

A H

(5.72a)
(M;glvsz,waQ) —k‘g(emEg,um)Q +<j2>7TT(w2)>

Qo 2 21

+jk0<7TT(E2)a7TT(w2)> :_jk0770<h2>7TT(w2)>F2 ;
"(5.72b)

<j1aU1>F + <047TT(E1)>U1>F12 + (BVT x mp(Ey), Vr % U1>F12 + <7VTP17U1>F =

12 12

La,

i, o ), - o
(prown) =~(dvim) . (720

(druz) o+ (amr(Ba)owa)  +(090xmr(Ba), Vo xwa)  +(19rpawa) -
i, +lom ), oo
(pows)  =~{devima) . G72)

¥ (wy, ws) € Hp(rot, ) x Hp(rot, ) , ¥ (wy,ws) € H3(I'p) x H3(Ty) und
(u1,us) € H_%(rOt>F12) x H_%(rot,Fm).
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Beweis. Folgt aus dem Beweis von Satz 5.3 [

5.4.1 Finite-Elemente-Diskretisierung

Die Darstellung der vektoriellen Groken EY, Eb 5% j% entsprechend (5.12) sowie
der skalaren Grofen p; und p, geméf (5.59) liefert das FE-DD-System

ABex =y, (5.73)
Die beteiligten Grofen ABre b und x sind wie folgt definiert:

ABC — é—l (i12‘| c (CN1+N2><N1+N2’ (5743)

21 Ao
X = il],e(cNﬁNQ, (5.74b)

2
—bl N1+N2

y = | [e T, (5.74c)

wobei N1 = NEIl + NE‘Fl + NJl + Np1 sowie NQ = NE‘IQ + NEFQ + NJ2 + NP2 R Die
Blockgrofen Ay, Ay, Ci5 und Cy; haben die Form

(A AL 000
A A T 0
A, =|"1 1 11 e CNvNy 5.75
1=l 0 TELSE T DI (5.75)
0 o F TP
Az A 0 0]
A A T 0
A — 2 2 22 E(CNQXNQ, 576
"o TSy Ty DY 10
0 0 Ffz‘] TgQP_
[0 0 0 0 ]
0 0 0 0
Cyy = e CNixNz 5.77
2=lo -Tif-sif T)f Dif 10
0 0 0 0 |
[0 0 0 0 ]
0 0 0 0
C,, = € CN2xM1 5.78
=10 ~TyF-SJF TY D (5.78)
0 0 0 0
und
X x5
xi= |70 €€V x= |72 [T (5.79)
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bET BT
v, = g eCN. oy, 8 e, (5.80)
0 0

Die enthaltenen Grofen A,,, S,,, TEJ TJE TJJ b~ DJP SEJ ynd TPP sind

mn? mn? mn? mn? mn mn

entsprechend (5.21), (5.47) und (5.68) definiert.

5.4.2 Spektralanalyse

Die Abbildungen 5.5a und 5.5b zeigen das resultierende Spektrum der vorkonditio-
nierten FE-DD-Systemmatrix (5.74a) bei einer Frequenz von f = 10 GHz fiir die
Parameter «, § und v geméaf

a=-jky, =0, und =0, (5.81)

entsprechend einer Robinschen TC By = By sowie

' 1
a=—jky, f= S und (5.82)

N LTI

resultierend in einer TC By = B¢, wobei ki, = 710,5 rad/m und k. = 523.2 rad/m.
Entsprechend den analytischen Ergebnissen, dargestellt in Abbildung 4.6, zeigt sich
unter Beriicksichtigung einer TC Bx = Be sowohl eine Ddmpfung ausbreitungsfa-
higer TE- und TM-Moden als auch der evaneszenten TE- und TM-Komponenten,
resultierend in einer Verschiebung der entsprechenden Eigenwerte ins Innere des
verschobenen Einheitskreises geméf Abbildung 5.5b.

5.4.3 Charakterisierung der Eigenwerte

Der Einfluss der Kopplungsoperatoren auf die spektralen Eigenschaften der vorkondi-
tionierten Systematrizen aus (5.13), (5.41), (5.60) und (5.73) zeigt eine Ubereinstim-
mung mit den Ergebnissen der analytischen Untersuchungen aus Abschnitt 4.1.5.
Insbesondere konnte durch die separate Betrachtung der vier Kopplungsoperato-
ren By, Bryr, Bre und Be eine Verbindung zwischen den Teilmengen des Spektrums
o(M1ABx) X e {1,TE,TM,C} des vorkonditionierten Systems und den TE- bzw.
TM-Komponenten des Fehlers hergestellt werden. Dies motiviert eine Charakterisie-
rung des Spektrums o (MTABx) X € {1,TE,TM,C} der folgenden Gestalt:

e Typ oLF: Hierbei handelt es sich um jene Eigenwerte, welche den evaneszenten
TE-Moden zuzuordnen sind.
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Imaginarteil
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Imaginéarteil
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Realteil ' Realteil
(a) a=jko, B =0,y =0. Gﬁa:j%,ﬁzaf%jijﬁz5%2rmﬂm,

=1 und ky, = 710,5 rad /m.
V= i nd ke rad/m
Abbildung 5.5: Spektrum des vorkonditionierten FE-DD-Systems o (M‘lABC) bei

einer Frequenz von f =10 GHz.

e Typ oLM: Hierbei handelt es sich um jene Eigenwerte, welche den evaneszenten
TM-Moden zuzuordnen sind.

e Typ oLF: Hierbei handelt es sich um jene Eigenwerte, welche den ausbreitungs-
fahigen TE-Moden zuzuordnen sind.

e Typ oLM: Hierbei handelt es sich um jene Eigenwerte, welche den ausbreitungs-
fahigen TM-Moden zuzuordnen sind.

5.5 Iterative Losungsstrategie des FE-DD-Systems

Das iterative DD-Verfahren (4.29) stellt entsprechend den Uberlegungen aus Ab-
schnitt 5.1.2 eine Blockvariante des stationédren Jakobi-Verfahrens geméf (3.2) dar
und kann prinzipiell als alleinstehendes Losungsverfahren herangezogen werden.
Aufgrund der hoheren Robustheit wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch auf die
Klasse der Krylovunterraumverfahren geméaf Abschnitt 3.2 zuriickgegriffen. Speziell
wird aufgrund der unsymmetrischen Struktur der FE-DD-Systemmatrizen in (5.13),
(5.41), (5.60) und (5.73) ein vorkonditioniertes GMRES-Verfahren geméf Abschnitt
3.2.1 zur Losung des FE-DD-Systems genutzt. Die folgenden Betrachtungen zeigen
exemplarisch am Beispiel einer TC héchster Ordnung Bx = B¢, wie sich das FE-DD-
System (5.73) mittels des GMRES-Verfahrens effizient 16sen ldsst. Im Rahmen der
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FE-DD-Formulierung kommt die Gebietszerlegung unabhéngig von der Wahl der
TC durch die Blockgestalt der FE-DD-Systemmatrix A¢ nach (5.74a) geméif

A, C
AC — 1 12 c CN1+N2><N1+N2 5.83
[021 A (5.83)
zum Ausdruck. Im Laufe der Spektralanalyse geméaft Abschnitt 5.1.2 wurde bereits
das Spektrum des vorkonditionierten FE-DD-Systems anhand eines numerischen
Beispiels untersucht, wobei hierbei auf einen Block-Jacobi-Vorkonditionierer beste-
hend aus dem Diagonalanteil der FE-DD-Systemmatrix aus (5.83) zuriickgegriffen

wurde. Darauf aufbauend wird im weiteren Verlauf der Arbeit ein mit den Matrizen
M und Mg der Form

M. = ch;l XQ] ¢ CONLHN2)X(N1+ ) (5.85)

vorkonditioniertes GMRES-Verfahren genutzt. Es sei bemerkt, dass es sich bei der
Matrix Mg um eine Blockvariante des Gauss-Seidel-Vorkonditionierers nach (3.29)
handelt, welcher einer Erweiterung des Block-Jacobi-Vorkonditionierers M ; dar-
stellt. Anwendung von M}, X € {J,G} auf das FE-DD-Gleichungssystem (5.73)
resultiert in dem vorkonditionierten System der Form

MY A% = Myy, X e{J G}, (5.86)

wobel X = [X1 XQ:IT e CNi#M2 den Losungsvektor nach (5.79) und y = [y1 yQ]T €
CNi+Nz die rechte Seite nach (5.80) beschreibt. Zur Losung des vorkonditionierten
Systems (5.86) im Rahmen eines GMRES-Verfahrens wird entweder die separate
Wirkung des Vorkonditionierers x — M3!x und der Systemmatrix x —» A®x oder
die Wirkung der bereits vorkonditionierten Matrix x ~ (M3} A%)x benétigt. In
beiden Fillen ist es notwendig, die Wirkung x — A;'x,i € {1,2} zu berechnen.
Betrachtet man beispielsweise die Wirkung des Block-Jacobi-Vorkonditionierers M 7!

entsprechend
A7l 0 |[[x
— N-1lv — 1 1 _ ¥
s | D) 687

so muss die Losung der beiden lokalen, den Teilgebieten zugeordneten Teilprobleme
der Form

Aryr =Xy, (5.88a)
Agyg = X9 (588b)

berechnet werden. Ein grofser Vorteil von DD-Verfahren besteht darin, dass die Di-
mension dieser Teilprobleme durch die Anzahl der Teilgebiete in welche das urspriing-
liche Feldgebiet zerlegt wurde, variiert werden kann. Insbesondere erlaubt eine hin-
reichend hohe Anzahl an Teilgebieten eine direkte Losung der Gleichungssysteme
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(5.88), was im weiteren Verlauf der Arbeit stets vorausgesetzt wird. Die Dimension
des globalen FE-DD-Systems ist insbesondere im Fall elektrisch grofer Strukturen
jedoch sehr hoch und erfordert im Rahmen des GMRES-Lé&sers einen erheblichen
numerischen Aufwand. Die hohe Dimension lésst sich jedoch durch Modifikation des
vorkonditionierten Systems (5.86) reduzieren: Die Struktur des von (5.86) erlaubt es
die dem Inneren der Teilgebiete 0y und Q) zugeordneten Freiheitsgrade xF und x¥7
aus dem Gleichungssystem zu eliminieren. Diese hiufig als Kondensierung bezeich-
nete Reduktion auf die den Grenzflichen I';s und I's; zugeordneten Freiheitsgrade
[XfF x7 Xf]T e CNr1 und [XQEF X3 xg]T e CMNr2 wird im Folgenden exemplarisch
an dem mit M7' vorkonditionierten System (5.86) beschrieben. Dieses folgt durch
Multiplikation mit M7' von links entsprechend

-1
A, 0 A, Cpflxy _ L A11C12 X1 _ Af)’l (5.89)
0 Ay Ca Ay ||x2 A§1021 I, X2 A§1Y2 ’ '
wobei die beiden den Teilgebieten 2; und 5 zugehorigen Einheitsmatrizen I; und
I, durch

0 0 0]
0 I 0 0 .
L=lg b 1 o|®"™ (5.90)
0 0 o0 17
1 0 0 0]
ET
I, - 8 1’6 12’ 8 ¢ RNz (5.91)
0 0 o0 17

definiert sind. Mithilfe der Restriktionsoperatoren R; und Rs definiert durch

R, I/ 0 ]eRNrvM (5.92)

&
Il

I] 0 |eRN2:, (5.93)

so dass

Rix; =x} = [ x/ | e CNr1, (5.94)

RQXQ = Xg = X2J € CNF2, (595)
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lasst sich das System (5.89) unter Beriicksichtigung der Eigenschaft

(10 0 0]

RTR, =T =| 0 I/ 0 |eRNrvNri (5.96)
[0 0 1
(120 0 0]

RIRy,=I)=| 0 1] O [eRNr2xNr2 (5.97)
|0 0 I

auf ein Gleichungssystem, formuliert in den Unbekannten x} und x5 der Form

AlxT = bl (5.98)
mit
i R,A;'Cp,RT
I _ 1 143 1219y N1 xNj
A= R,A;'CyRT I e T, (5.99)
x! = XE] e CNrx1 (5.100)
- 1d 7 ,
[R,A?
r_ 1297°Y1 Nrx1
b}, R, A21y2] eC (5.101)

reduzieren. Vorteilhaft hierbei ist die durch die Reduktion bedingte wesentlich ge-
ringeren Dimension NT = N|' + NI « Nj + Ny. Gleiches Vorgehen liefert auch im
Fall des Vorkonditionierers Mg nach (5.85) das kondensierte Gleichungssystem der
Form

ALx" =bl, (5.102)
wobel
D R,A-'C;,RT
r _ |4 1439 12149 Npx N,
AL = 0 1 —R2A21C21A11012R;f] e CNr=Nr (5.103)
K] e o (5.104)
- |xd : .
R,AL
L _ 197Y1 NpxNp
b, R.AS! (2 - Ca A;lyl)] eC . (5.105)

Ist die Lésung [x} Xg]T des Gleichungssystems (5.98) bzw. (5.102) mithilfe des
GMRES-Verfahrens berechnet, so wird diese durch die Vorschrift

x; = Aj! (Y1 - C12R2TX1;) ) (5.106)
X9 = A51 (YQ - CglR{X{) (5107)

ins Innere der Teilgebiete 2; und €2y fortgesetzt. Zusammengefasst liasst sich das
folgende zweistufige Losungsschema formulieren:
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1. Losung des Gleichungssystems (5.98) bzw. (5.102) mithilfe eines GMRES-Ver-
fahrens.

2. Fortsetzung der Lésung [x} Xg]T ins Innere der Teilgebiete gemif (5.106) und
(5.107).

5.6 Numerische Experimente

Im néchsten Schritt werden die diskreten FE-DD-Formulierungen nach Abschnitt 5
zum einen auf ihre Approximationseigenschaften (h-p-Konvergenz) im Vergleich zur
klassischen FE-Formulierung entsprechend Abschnitt 2.4.3 und zum anderen auf den
Einfluss verschiedener Parameter auf das Konvergenzverhalten des GMRES-Lésers
untersucht.

5.7 h-p-Konvergenz

Zur Untersuchung der Approximationseigenschaften der FE-Formulierungen (5.13),
(5.41), (5.60) und (5.73) dient das Modell eines WR-90 Rechteckhohleiters nach
Abbildung 5.1, welcher eine perfekt elektrisch leitfihige Berandung trigt. Dessen
Abmessungen sind durch a = 22.36 mm, b = 10.12 mm und der Linge [ = 45 mm
definiert. Das zugehorige Gebiet (2 ist im Rahmen einer Gebietszerlegung in die
beiden gleichen Teilgebiete €2 und s zerlegt, und tragt ein gleichméfiges FE-Netz
T(Q) = T(21) uT(). Hierbei sei bemerkt, dass die den Teilgebieten €; und
Q)9 zugeordneten Teilnetze als gleich angenommen werden. Der Hohlleiter wird mit
dem TE;p-Mode bei einer Frequenz von f = 10 GHz gespeist wihrend die beiden
Wellenleitertore mit der Wellenimpedanz des TE;o-Modes abgeschlossen sind. Die
Abbildungen 5.6a - 5.6d zeigen den Fehler im Transmissionsparameter gegeben durch

e12 = | S12 - ngf‘ ; (5.108)

in Abhéingigkeit des Netzparameters h sowie der Polynomordnung p der beteiligten
FE-Réume fiir die unterschiedlichen FE-Formulierungen (5.13), (5.41), (5.60) und
(5.73) im Rahmen der Kopplungsoperatoren nach (4.77). Dariiber hinaus ist der
aus der klassischen FE-Diskretisierung (2.42) resultierende Fehler aufgezeigt. Es
zeigt sich in allen Fillen eine Ubereinstimmung der h — p Konvergenzeigenschaften
zwischen klassischer FE- und FE-DD-Formulierung sowie eine Konvergenzrate im
Fehler e;5 der Ordnung h?P entsprechend der theoretischen Vorhersage [MDO1].
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Abbildung 5.6: Fehler ‘5’12 - S;§f| im Transmissionsparameter in Abhéngigkeit des
Netzparameters h bei einer Frequenz von f =10 GHz.
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5.8 Skalierung des Konvergenzverhaltens

Zusitzlich zu den Approximationseigenschaften der FE-DD-Formulierung wird im
Folgenden die Auswirkung gewisser Parameter auf das Spektrum und das damit
verbundene Konvergenzverhalten des iterativen GMRES-Losers untersucht. Hier-
bei liegt das Augenmerk auf der Abhéngigkeit des Konvergenzverhaltens von der
Netzfeinheit h des FE-Netzes sowie der elektrischen Grofe der Struktur bedingt
durch eine zunehmende Anzahl an Teilgebieten. Im Rahmen der Untersuchungen
werden die entsprechende FE-Systeme (5.13), (5.41), (5.60) und (5.73) mithilfe ei-
nes Block-Jacobi vorkonditionierten GMRES(30)-Verfahrens entsprechend dem Vor-
gehen aus Abschnitt 5.5 gelost.

Skalierung beziiglich der Netzfeinheit h

Als Modell dient das aus zwei gleichen Teildoménen €24 und 5 bestehende Segment
eines WR-90 Rechteckhohleiters mit perfekt elektrisch leitfahiger Berandung nach
Abbildung 5.1 der Dimension a = 22.36, b = 10.12 mm und der Lange [ = 45 mm. Die-
ser trigt ein gleichmafkiges FE-Netz 7 (€2) der Netzfeinheit A und wird mit dem TE
Mode bei einer Frequenz von f =10 GHz gespeist, wihrend die beiden Wellenleiter-
tore mit der entsprechenden Wellenimpedanz des TE;y Modes abgeschlossen sind.
Die Abbildungen 5.7a und 5.7b zeigen die Norm des relativen Residuums des iterati-
ven Losers in Abhéngigkeit der Iterationszahl fiir die Polynomordnungen p = 1 und
p = 2 der beteiligten FE-Réume sowie fiir die unterschiedlichen Kopplungsoperatoren
By, Brg, Brar und Be. Die Netzfeinheit h betriigt h = 2. Mit Blick auf Abbildung 5.7
zeigt sich ein von der Art der TC unabhéingiger Einbruch des relativen Residuums
auf circa |r|y = 1072, welcher sich durch die unabhéingig von der TC gewéhrleisteten
Dampfung der ausbreitungsfihigen TE- und TM-Komponenten entsprechend den
Eigenwerten vom Typ oL¥ und oLM erkliren lisst. Gefolgt wird dieses Verhalten
von einem Bereich herabgesetzter Konvergenzrate, welcher je nach Wahl des Kopp-
lungsoperators Bx, X € {1,TE,TM,C} unterschiedlich stark ausgepragt ist und mit
Hinblick auf Abbildung 5.8 umso stéirker ausfillt, je feiner das FE-Netz gewahlt wird.
Dieser Effekt lasst sich durch Blick auf das entsprechende Spektrum der vorkonditio-
nierten Matrix o(M'AX), X € {1,TE,TM,C} erklaren, welches in Abbildung 5.9
und Abbildung 5.10 fiir eine Netzfeinheit von h = % und h = % sowie einer Polynom-
ordnung p = 1 dargestellt ist: Unter Beriicksichtigung einer TC niedrigster Ordnung
entsprechend Bx = By dufert sich entsprechend Abbildung 5.9a und 5.10a die Verfei-
nerung des FE-Netzes in einer erhhten Anzahl von Eigenwerten vom Typ oL” und
oM auf dem Rand 0B (1) des verschobenen Einheitskreis B, (1), deren Hiufungs-
punkt sich durch die Netzverfeinerung in Richtung des Ursprungs (0,0) bewegt. Mit
Hinblick auf die Konvergenzeigenschaften des genutzten GMRES-Verfahrens nach
(3.23) ist zu erwarten, dass diese dem Ursprung nahe liegenden Eigenwerte zu einer
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Abbildung 5.7: Relatives Residuum | 7|2 des GMRES-Losers in Abhéngigkeit des
Kopplunsgoperators Bx, X € {1,TE, TM,C'}.

Verschlechterung der Konvergenzrate fiihren, und dass somit eine ausgepragte Ska-
lierung der Iterationszahl in Abhéngigkeit der Netzfeinheit h entsteht. Betrachtet
man das Konvergenzverhalten fiir die beiden Kopplungsoperatoren Brg und Bry,
nach den Abbildungen 5.8b und 5.8¢, so zeigt sich im erst genannten Fall ein we-
sentlich geringer ausgeprégter Einbruch der Konvergenzordnung gegeniiber einer TC
Bx = By. Im zweiten genannten Fall ist nur eine geringe Verbesserung gegeniiber ei-
ner TC niedrigster Ordnung zu verzeichnen. Mit Blick auf die zugehorigen Spektren
nach Abbildung 5.9b, 5.10b, 5.9¢ und 5.10c sind die dem Ursprung am néchsten lie-
genden Eigenwerte jene vom Typ oLF, welche unter Nutzung der TC By = Brg ins
Innere von B;(1) verschoben werden. Die Eigenwerte vom Typ oL™ werden unter
Beriicksichtigung der TC By = Brj; zwar ebenfalls ins Innere von B1(1) verschoben,
hatten jedoch urspriinglich einen wesentlich kleineren Abstand zum Ursprung (0,0),
was den geringeren Einfluss des Kopplungsoperators Bx = By, erklart. Die Beriick-
sichtigung des Kopplungsoperators Bx = B¢ resultiert letztendlich in einer von der
Netzfeinheit h nahezu unabhéngigen und deutlich vergréferten Konvergenzordnung
entsprechend der Abbildung 5.8d. Diese ist bedingt durch die simultane Verschie-
bung der Eigenwerte vom Typ o4” und oLM ins Innere von B;(1). Die bendtigten
Iterationszahlen zum Erreichen eines relativen Residuums von |r|y = 1078 sind in
Abbildung 5.11a und Abbildung 5.11b fiir eine Polynomordnung von p =1 und p = 2
zu erkennen. Durch Vergleich der Abbildung 5.7a und 5.7b, lédsst sich ebenfalls eine
von der Polynomordnung unabhingige Konvergenzgeschwindigkeit vermuten.
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5.8.1 Skalierung mit der Anzahl der Teilgebiete

Das folgende numerische Experiment untersucht die Abhéngigkeit des Konvergenz-
verhaltens von der Anzahl an Teilgebieten und der elektrischen Gréfse der Struktur
unter Voraussetzung konstanter Teilgebietsabmessungen. Betrachtet wird hierzu ein
Segment eines WR-90 Hohlleiters mit perfekt elektrisch leitfdhiger Berandung der
Dimension a = 22.36 mm, b = 10.12 mm und der Lange [ = 30 mm. Dieses definiert
durch Np-faches Duplizieren in eine Koordinatenrichtung die Geometrie der Ge-
samtstruktur. Die Anregung der Struktur geschieht mit einem TE;y Mode bei einer
Frequenz von f =10 GHz, wobei die beiden Wellenleitertore mit der dem Mode ent-
sprechenden Wellenimpedanz abgeschlossen sind. Die Netzfeinheit betrigt h = %,
und die Polynomordnung der FE-Ansatzfunktionen entspricht p = 2. Abbildung 5.12
zeigt das Konvergenzverhalten des GMRES- Losers fiir Np = 40 Teilgebiete unter
Beriicksichtigung der vier Kopplungsoperatoren By, Brg, Bry und Beo. Nach dem be-
reits erlauterten Einbruch des relativen Residuums auf ungefiahr 7|2 = 1072 bedingt
durch die Démpfung der Komponenten vom Typ o5¥ und Typ obM ist ein Plateau
im relativen Residuum bis zu einer Tterationszahl von ungefihr 40 Iterationen zu er-
kennen. Dieses zeigt sich ebenso in Abbildung 5.14, welche den Konvergenzverlauf fiir
die unterschiedlichen Kopplungsoperatoren vergleichend fiir Np = 40 und Np = 20
Teilgebiete darstellt. Hieraus ist ersichtlich, dass die Léinge des zuvor genannten
Plateaus ungeféhr mit der Anzahl der Teilgebiete Np iibereinstimmt. Die sich nach
der Uberschreitung des Plateaus einstellende Konvergenzordnung ist wiederum ab-
hangig von der Art der TC und ist wie in Abschnitt 5.8 durch die unterschiedlich
starke Dampfung der Fehlerkomponenten entsprechend den Eigenwerten vom Typ
oL und Typ oEM zu erkldren. Dariiber hinaus verdeutlicht Abbildung 5.15 den
Einfluss der Teilgebietsanzahl auf das Spektrum o(M;*AX), X e {1,TE,TM,C}
der vorkonditionierten Matrix, welches exemplarisch fiir Np =2, Np =3 und Np =4
Teilgebiete unter Beriicksichtigung einer TC geméafs B = B aufgetragen ist. Es zeigt
sich, dass jedes zusétzlich vorhandene Teilgebiet eine weitere Menge an Eigenwerten
der Typen oLF, otM, oLF und oLM mit sich bringt. Zusammenfassend zeigt die Ab-
bildung 5.13 die benoétigte Iterationszahl des GMRES-Losers zum Erreichen eines
relativen Residuums von ||r|s = 107® in Abhéngigkeit der TC. Bedingt durch das zu-
vor genannte Plateau ist in allen Fillen eine deutliche Abhéangigkeit der bendtigten
Iterationszahl von der Anzahl der Teilgebiete zu erkennen.
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Abbildung 5.12: Betrag des relativen Residuums |||z in Abhéngigkeit der
Iterationszahl bei einer Frequenz von f =10 GHz, Np =40 und h = 1’\—6.
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Abbildung 5.13: Benoétigte Iterationszahl zum Erreichen eines relativen Residuum von

|72 = 107 in Abhingigkeit der elektrischen Grofe der Struktur bei f = 10 GHz und

=2
h=1{%.
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5.9 Grobraumkorrektur

Die in Abschnitt 5.8.1 aufgezeigte Skalierung des Konvergenzverhaltens mit der An-
zahl Np an Teilgebieten zeigt sich als typisches Phdnomen im Rahmen von DD-
Verfahren [Wid09], [TWO05], [PL12|. Es zeigt sich, dass eine solche Skalierung durch
die Hinzunahme einer globalen Korrektur des Fehlers innerhalb des iterativen Lo&-
sungsprozesses vermeidbar ist. Dementsprechend wird dieser Korrekturmechanismus
haufig als Grobraumkorrektur bezeichnet. Es stellt sich somit die Frage, wie sich eine
solche globale Korrektur auf geeignete Weise im Rahmen eines iterativen Losungs-
verfahrens umsetzen lisst. Speziell soll im weiteren Verlauf eine Grobraumkorrektur
auf Basis einer erweiterten Vorkonditionierung aufgezeigt werden. Ziel ist es, den
iterativen Losungsprozess, zur Losung des vorkonditioniertes Systems (5.98) bzw.
(5.102) der Form

ALx"=Dbl, X e{J G} (5.109)

um eine Grobraumkorrektur zu erweitern. Es sei bemerkt, dass das kondensierte Sys-
tem (5.109) der Dimension Ny x Nr bereits die Wirkung des DD-Vorkonditionierers
(5.84) bzw. (5.85) beinhaltet. Die Umsetzung einer Grobraumkorrektur ldsst sich
durch die folgende Uberlegung motivieren: Angenommen X bezeichne die aktuelle
Naherungslosung innerhalb eines Projektionsverfahrens zur Losung des Gleichungs-
systems (5.109). Durch Losen des orthogonalen Projektionsproblems

X=xX+17y, (5.110)
ZF=7"(b- A% (X+Z¥)) =0, (5.111)

kann die aktuelle Ndherung X durch Addition einer Grobraumkomponente x. =
Zy korrigiert werden. Hierbei spannen die Spalten der Matrix Z € CNr*Ne einen
vorgegebenen Grobraum V¢ auf. Die korrigierte Losung folgt unter Beriicksichtigung
der Losung des projizierten Systems

Z*A\Zy =77 (5.112)
entsprechend
X=-X+Zy-x+Z(Z'A%Z) " Z* (b - A})
-x+Z(Z°AYZ) " Z°F. (5.113)

Auf Basis von (5.113) lisst sich das aktualisierte Residuum T in Abhéngigkeit des
Residuums T gemafs

T=b-ALX=b- AL (X+2Z(2°A%Z) " Z2'F) (5.114)

1- ALZ (2 A%Z) ' 2% (5.115)
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berechnen, so dass insbesondere die Orthogonalititsbedingung Z*T = 0 erfiillt ist.
Somit ldsst sich die aufgezeigte Korrektur ebenfalls durch Losung des vorkonditio-
nierten Systems

PpAix=Ppb, (5.116)
mit der vorkonditionierenden Matrix
Pp = (1- AYZ(2°ARZ) ' Z") e CVor (5.117)

im Rahmen eines Projektionsverfahrens umsetzen. Entscheidend fiir das Konver-
genzverhalten des GMRES-Ldsers, angewandt auf das um eine Grobraumkorrektur
erweiterte System (5.116), ist wiederum das Spektrum der vorkonditionierten Sy-
stemmatrix PpAL, X € {J,G}. Hierbei stellt sich insbesondere die Frage, wie sich
die Grobraumkorrektur und somit die Form des Grobraums auf das Spektrum aus-
wirkt. Allgemein definiert diese Fragestellung ein noch offenes Problem und ist Ge-
genstand aktueller Forschung [LTV17]. Im Spezialfall eines Grobraums, bestehend
aus Eigenvektoren der vorkonditionierten Systemmatrix, zeigt die Arbeit [ENOS§]
jedoch folgendes Ergebnis:

Satz 5.5. Sei A € CN*N diagonalisierbar gemdff der Darstellung A = XAX™1,
Hierbei bezeichnet A = diag{\1, \o,..., \.}, die aus den Figenwerten bestehende
Diagonalmatriz. Ein Grobraum der Form range(Z) = range(X) der Dimension
dim (range(Z)) = r resultiert in dem Spektrum

oc(PpeA)={0,-,0, \s1, -, AN} - (5.118)
Beweis. Siehe [ENO0S|. O

Eine Grobraumkorrektur im Sinne von Satz 5.5 ermoglicht somit die Elimination
spezifizierter Eigenwerte aus dem Spektrum der vorkonditionierten Systemmatrix.
Der Grobraum range (Z) sollte also mdglichst so gewdhlt sein, das die hinsicht-
lich des Konvergenzverhaltens des GMRES-Losers kritischen Eigenwerte aus dem
Spektrum der vorkonditionierten Systemmatrix eliminiert werden. Ein Grobraum
der Form range (Z) = range (X) ist jedoch aufgrund der meist unbekannten bzw.
nur unter hohem numerischen Aufwand berechenbaren Eigenvektoren X nur von
geringer praktischer Bedeutung. Die Konvergenzanalyse nach Abschnitt 4.1.5 ldsst
jedoch Riickschliisse auf die kritischen Eigenwerte der vorkonditionierten Systemma-
trix PpAL, X € {J,G} zu: Mit Hinblick auf Abbildung 4.6 zeigte sich ein Konver-
genzfaktor pp” = pp =1 fiir sich tangential zur Grenzfliche T' ausbreitende Moden,
gemals einer transversalen Wellenzahl kr = k. Somit liegt es nahe, den Grobraum
range (Z) derart zu konstruieren, dass dieser diese kritischen Fehlerkomponenten
hinreichend gut approximiert. Dies motiviert die in der Arbeit [PL12| aufgezeigte
Grobraumkonstruktion auf Basis sich tangential zur Grenzflaiche I' ausbreitender
ebener Wellen.
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5.9.1 Grobraumkorrektur durch ebene Wellen

Die Konstruktion des Grobraums bestehend aus ebenen Wellen gemifs [PL12]| basiert
auf der im Rahmen der FE-DD-Formulierung eingefiihrten Hilfsfelder j,, p; und e;
der Form

e; =1r(E;), (5.119a)
3i = (i, v < E), (5.119b)
pi=Vr e (v x E;), mit i e {1,2}, (5.119c¢)

welche den Grenzflichen I';;,4,7 € {1,2} zugeordnet sind. Den Hilfsfelder (5.119)
werden anschliefend entsprechend dem Vorgehen aus [PL12| die folgenden ebenen
Wellen zugeteilt:

el = ( sin ¢, €&, — cos ¢néy)e‘j';(cos¢"“5in¢"y), (5.120a)
§r = (cos by +sin ¢néy)e—j’?@os%“ﬂw"y), (5.120b)
Pl = emik(cospnatsingny) (5.120c)
(‘5”:%’ mit i € {1,2} und n e . (5.120d)

Die Abbildung 5.16 verdeutlicht die Konstruktion des Grobraums nach (5.120), des-
sen Dimension N, im Wesentlichen durch die Zahl N¢ an Ausbreitungsrichtungen
bestimmt ist. Basierend auf der analytischen Beschreibung des Grobraums (5.120)

Abbildung 5.16: Geometrie der Grobraumzerlegung bestehend aus ebenen Wellen.
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(NPT+N7+NF)x3N?

lasst sich die Projektionsmatrix Z € C entsprechend (5.121) geméf

der Darstellung

[ZE" 0 0 0 0 0
0 Z/ 0 0 0 0
0 0 Z° 0 0 0 BT T4 NP3 N
Z=-19 o o 27 0 0 e C(NFI+N7+NT)aN (5.121)
0 0 0 0 Z 0
0 0 0 o0 o0 Z

erzeugen. Die enthaltenen Blockmatritzen sind von der Gestalt

ZE" = [ efN| e, 5.122
ZE" = [eft e | e CNETN, 5.123
2= lit5] e

[ . NP J N
Zéj nglm.]g)N:I e CNdN?

[ [ P @
Zf _ »p({ﬁlmpch ] e ONOxN 7

P _[. ¢l N¢ NP xN®
Z2 = pg) pg ] EC 2 s

wobei die enthaltenen Spaltenvektoren e/ ¢ CN‘™ 1 j%" ¢ CN/x1 und pf" e CN/1,
mit ¢ € {1,2} und n = 1.--N? durch Projektion der ebenen Wellen e?, 57 und p?
nach (5.120) auf die entsprechenden den Grenzflichen T'j5 und T's; zugeordneten
FE-Riume Vﬁzd, Vﬁid, Vit und V2 entstehen.

5.9.2 Numerisches Experiment

Um den Einfluss der Grobraumkorrektur entsprechend Abschnitt 5.9 zu untersu-
chen, wird im Folgenden das numerische Experiment aus Abschnitt 5.8.1 wiederholt.
Speziell wird in diesem Rahmen das vorkonditionierte System (5.116) mittels eines
GMRES-Verfahrens geldst, wobei der Grobraum auf Basis ebener Wellen geméfs
Abschnitt 5.9.1 definiert ist. Hierbei wird die Wellenzahl in (5.120) entsprechend
k = 2 vad/m gewihlt. Die Abbildung 5.18 zeigt das Spektrum o(PpAY) in Abhéin-
gigkeit der Anzahl ebener Wellen N und fiir eine Struktur bestehend aus Np = 4
Teilgebieten: Es zeigt sich bereits bei einer Anzahl von N¢ = 8 Basisfunktionen
eine wesentlich stirkere Konzentration der Eigenwerte um den Punkt (1,0). Um
den Einfluss der Anzahl beriicksichtigter ebener Wellen auf das Konvergenzverhal-
ten zu demonstrieren, zeigt Abbildung (5.17) den Verlauf des relativen Residuums
exemplarisch fiir Np = 160 Teilgebiete. In Ubereinstimmung mit dem Verhalten des
Spektrums zeigt sich auch in diesem Fall bereits ab einer Anzahl von N¢ = 8 Ba-
sisfunktionen ein verschwindendes Plateau im relativen Residuum. Dies resultiert
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entsprechend Abbildung 5.19 in einer von der Anzahl Np an Teilgebieten unabhén-
gigen Konvergenzgeschwindigkeit des Losers.

10
-e-N¢:8
, -6-N¢=4
10 =NO=2
~N’=0

Relatives Residuum
|_\
o
: »

10925 50 75 100 125 150 175
Iterationszahl

Abbildung 5.17: Betrag des relativen Residuums in Abhéngigkeit der Iterationszahl fiir
eine unterschiedliche Anzahl N® an ebenen Wellen bei einer Frequenz von f = 10 GHz
und Np = 160 Teilgebieten.
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Abbildung 5.18: Spektrum o(PpAY;) des vorkonditionierten FE-DD Systems bei
f =10 GHz fiir Np =4 Teilgebiete unter Beriicksichtigung einer Grobraumkorrektur auf
Basis ebener Wellen.
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Abbildung 5.19: Benotigte Iterationszahl zum Erreichen eines relativen Residuums von
|72 = 107 in Abhingigkeit der Dimension N, des Grobraums sowie der elektrischen
Grofe der Struktur bei einer Frequenz von f =10 GHz.

5.10 Numerisches Beispiel

Die bisherigen Betrachtungen zeigen den Einfluss unterschiedlicher Parameter auf
das Spektrum des vorkonditionierten FE-DD-Systems und dem damit verbundenen
Konvergenzverhalten des GMRES-Ldosers. Im néchsten Schritt soll anhand eines pra-
xisrelevanten numerischen Beispiels die Eignung des Gebietszerlegungsverfahrens zur
Simulation elektrisch grofler Strukturen demonstriert werden. Betrachtet wird ein
aus N4 Patch-Antennen bestehender quadratischer Gruppenstrahler. Die Geometrie
eines einzelnen Antennenelementes ist in Abbildung 5.20a dargestellt. Die zugrun-
deliegende Gebietszerlegung ist so gewihlt, dass die in Abbildung 5.20a dargestellte
Geometrie einem Teilgebiet entspricht. Der Rand der betrachteten Struktur tragt
eine ABC erster Ordnung gemif (2.34d). Die dukeren Teilgebieten beinhalten nach
Abbildung 5.20b keine Antennenelemente und definieren den Abstand der inneren
Teilgebiete zum absorbierenden Rand. Die Zerlegung des Gebiets resultiert somit
in Np = (Na+1)x(Ny+ 1) Teilgebieten. Die Anregung der Antennen geschieht
gleichphasig und mit einer konstanten Amplitude. Sie wird mittels einer inhomoge-
nen Neumannrandbedingung entsprechend (2.34¢) bei einer Frequenz von f =8 GHz
modelliert. Zur Losung des Problems wird die in Abschnitt 5.5 vorgeschlagene Stra-
tegie herangezogen, wobei eine Block-Gauss-Seidel-Vorkonditionierung entsprechend
(5.85) im Rahmen eines GMRES(30)-Losers zu Losung genutzt wird. Das Abbruch-
kriterium des Losers wird durch das relative Residuum von |r| = 107* bestimmt. Im
Rahmen der FE-DD-Formulierung wird eine TC By = Bo gemif (5.71) angewandt.
Die Parameter a, § und v sind geméf (5.82) mit ky,, = 710,5 rad/m und k. = 523.2
rad/m definiert. Tabelle 5.10 fasst die wesentlichen numerischen Daten zusammen:
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(a) Geometrie eines Antennenelementes.  (b) Schematische Darstellung der Gebietszerlegung,
Mafe in mm. exemplarisch fiir 9 Antennenelemente.

Abbildung 5.20: Geometrie und Anordnung der Teilgebiete

Insbesondere zeigt sich eine deutliche Reduktion der Dimension des resultierenden
FE-DD-Systems bedingt durch die Kondensation auf Grenzflichen-Freiheitsgrade.
Dies ermoglicht die Berechnung eines Gruppenstrahlers bestehend aus 14000 An-
tennenelementen in einer Zeit von 1,5 h. Wie zu erwarten zeigt sich jedoch eine
deutliche Skalierung der Iterationszahl mit der Grofe des Gruppenstrahlers da im
Rahmen dieses Beispiels keine Grobraumkorrektur zum Einsatz kommt. Weiterhin
zeigt Abbildung 5.21 die Richtcharakteristik der betrachteten Gruppenstrahlers.

‘ Anzahl Antennen Ny ‘ Dimension N ‘ Dimension NT ‘ Iterationen ‘ Losungszeit

120 x 120 = 14400 383,3 -106 38,1-106 65 90 min
50 x 50 = 2500 69,6 -10° 6,8 106 47 40 min
15 x15 =225 7,4 -106 0,7 -106 35 7 min
7Tx7=49 2,1 -106 0,19 -106 28 3 min

Tabelle 5.2: Numerische Daten zur Simulation des Patch-Antennen-Gruppenstrahlers
Matlab R2014a Prototype-Implementierung @ Intel Core 15-4570 CPU @ 3.2 GHz.
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Abbildung 5.21: Richtcharakteristik des Gruppenstrahlers fiir unterschiedliche Anzahl
an Antennenelementen N4 bei einer Betriebsfrequenz von f =8 GHz.
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5.11 Zusammenfassung

Innerhalb dieses Kapitels wurde eine FE-DD-Formulierung entsprechend dem Rand-
wertproblem (5.1) unter Beriicksichtigung der Kopplungsoperatoren By, Brg, Bras
und B¢ vorgestellt. Aufbauend auf den resultierenden FE-DD-Formulierungen konn-
te in Abschnitt 5.1.2 anschliefsend eine algebraische Form des iterativen DD-Verfah-
rens dargestellt und im Rahmen eines numerischen Experiments auf seine Konver-
genzeigenschaften untersucht werden. Hierbei wurde insbesondere der Einfluss der
TCs (6.10) auf das Spektrum der vorkonditionierten FE-DD-Systemmatrix unter-
sucht, so dass ein Zusammenhang zu den analytischen Ergebnissen aus Abschnitt
4.1.5 hergestellt werden konnte. Abschnitt 5.5 zeigte Moglichkeiten zur Vorkondi-
tionierung des FE-DD-Systems im Rahmen eines GMRES-Verfahrens und die Kon-
densation des FE-DD-Systems auf Grenzflachen-Unbekannte. Der Vorteil einer TC
zweiter Ordnung entsprechend (5.71) zeigte sich insbesondere im Rahmen der nu-
merischen Skalierungsuntersuchungen aus Abschnitt 5.8: Es konnte durch Beriick-
sichtigung dieser TC ein deutlicher Anstieg der Konvergenzgeschwindigkeit erreicht
werden, welcher sich unabhéngig von der Netzfeinheit h darstellte. Als Einschrin-
kung des DD-Verfahrens ist jedoch die Skalierung der Konvergenzgeschwindigkeit
mit der Anzahl an Teilgebieten zu nennen, welche jedoch durch die Hinzunahme
einer Grobraumkorrektur gemafs Abschnitt 5.9 beseitigt werden konnte. Es sei je-
doch bemerkt, dass die aufgezeigte Grobraumkorrektur ausschlieflich im Rahmen
des numerischen Experimentes umgesetzt wurde. Eine geeignete Grobraumkorrektur
zur Losung praxisrelevanter Beispiele stellt sich weiterhin als offenes Problem dar.
Ein abschliefendes praxisrelevantes numerisches Beispiel demonstrierte in Abschnitt
5.10 die Eignung der vorgestellten Methodik.
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Kapitel 6

Absorbierende Randbedingungen
hoherer Ordnung

Die Grundlage der FE-Methode stellt das zugrundeliegende Randwertproblem dar,
welches aus einer mathematischen Modellierung der gegebenen physikalischen Ge-
setzméakigkeiten resultiert. Weist dieses ein unbeschrinktes Feldgebiet auf, wie es
bei der Beschreibung von Abstrahlungs- oder Streuproblemen der Fall ist, erfordert
dessen Diskretisierung mittels der FE-Methode eine kiinstliche Beschriankung des
Feldgebiets. Mogliche Ansétze zur Umsetzung einer solchen Beschréankung sind un-
ter anderem InfiniteElemente (IE) [DP98|, Perfectly-Matched-Layers (PML) [Ber94]
sowie ABCs [Mur81]. Eine ABC stellt eine Randbedingung dar, die einen moglichst
grofen Anteil der einfallenden elektromagnetischen Wellen absorbiert und somit die
Abstrahlung in den Freiraum modelliert. Sie ldsst sich durch die Einfiihrung eines
fiktiven Randes I"4 welcher eine Randbedingung der Gestalt

Yr(ptv x E) + TA(E) = 0 auf ' (6.1)

tragt, beschreiben. Der Operator T4 beschreibt einen im weiteren Verlauf ndher zu
bestimmenden tangentialen Differentialoperator. Dieser sollte jedoch moglichst so
gewahlt werden, dass der absorbierende Rand I'4 minimale Reflexionen erzeugt. Ei-
ne moglichst einfache Gestalt geméf T4 = —jkZ wurde im Rahmen der ABC erster
Ordnung, (2.34d) bereits eingefiihrt. Innerhalb dieses Kapitels sollen zum einen die
Schwichen einer ABC erster Ordnung aufgezeigt und zum anderen entsprechende
Erweiterungen auf ABCs hoherer Ordnung vorgestellt werden. Wesentlich hierbei
ist es, eine Verbindung zwischen den Kopplungsoperatoren nach (4.77) und den AB-
Cs herzustellen und somit lokale Approximationen des DtN-Operators im Rahmen
von ABCs zu motivieren [Mur81|, [BT80|, [EM77|, [GZL06]. Die Umsetzung der
resultierenden ABCs héherer Ordnung im Rahmen der FE-Methode ist ebenfalls
Gegenstand dieses Kapitels.
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6.1 Reflexion am Halbraum

Zur Beurteilung der Giite einer ABC der Form (6.1), wird die damit verbundene Re-
flexion einer einfallenden Welle auf den Halbraum untersucht. Speziell wird eine sich
in der z-z-Ebene ausbreitende TE- bzw. TM-Welle betrachtet, welche unter dem Ein-
fallswinkel ¢ auf den Rand I'4 = R? x {0} auftrifft. Ein normaler Einfall wird durch

¢ = % beschrieben, wihrend ein Einfallswinkel entsprechend ¢ = 0 einen tangentia-

len Einfall darstellt. Eine weitere Moglichkeit zur analytischen Untersuchung lésst
sich unter Zuhilfenahme von Kugelflichenfunktionen im Rahmen eines sphérischen
Koordinatensystems erreichen. Dies stellt jedoch keinen Gegenstand dieser Arbeit
dar. Der interessierte Leser sei beispielsweise auf die Arbeit [WK89| verwiesen.

6.1.1 Reflexion einer TE-Welle am Halbraum

Analog zu Untersuchungen in Abschnitt 4.1.3 erweist es sich im Folgenden als zweck-
mékig, eine separate Analyse fiir TE- und TM-Wellen durchzufiihren um somit auf
bereits vorhandene Ergebnisse aus Abschnitt 4.1.3 zuriickgreifen zu kénnen. Die
elektrische Feldstirke EL” der einfallenden Welle sowie jene der reflektierten Welle
ELF sei von der Cestalt

TE _ TE, _-jkgv _ TETE
Ei" =ay e =ay Egy,

TE _  TE, _-jkpr _ ,TETE
Ey” =ap"eye =ap " Egy. (6.3)

Mithilfe des Reflektionsfaktors definiert durch

TE

a
plE = % e C, (6.4)
ag

folgt das Gesamtfeld ET® durch Superposition der einfallenden und reflektierten
Welle zu

Erp=dPELY + pTEJLEETE. (6.5)
Durch Einsetzen von (6.5) in die ABCs (6.1) folgt fiir das Gesamtfeld die Darstellung
Yr(p:'V x Erg) + Ta(Erg) = 0, auf Ty, (6.6)
und somit aus (6.5) aufgrund der Linearitit der beteiligten Operatoren
P Eyr (' V x ERg) + p" P TA(ERG) = =0 (1" V x B ) + Ta(Egg).  (6.7)
Somit folgt aus (6.7) der Reflexionsfaktor entsprechend der Darstellung

v _ 'V x B ) + Ba(Egp
V('Y % Eg ) + Ba(Epy

(6.8)
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Um nun einen expliziten Ausdruck fiir den Reflexionsfaktor p”# angeben zu kon-
nen, muss die Wirkung der Kopplungsoperatoren Ty(Epg ) und Ty (ELY) sowie die
Wirkung des Operators yp(u;'V x ELy) bzw. vp(pu:'v x ELy) berechnet werden.
Bereits in Kapitel 4.1.1 wurde in Satz 4.4 die Wirkung der besagten Operatoren fiir
den Halbraumfall in Abhéangigkeit der fouriertransformierten Tangentialspuren an-
gegeben. Unter Ausnutzung der Resultate aus Satz 4.2 folgt fiir den Reflexionsfaktor
(6.8) die Darstellung

TE _ —R+O'TA

. 6.9
R+O'TA ( )

p
Analog zu den iterativen DD-Verfahren wiirde auch im Rahmen einer ABC das Sym-
bol des DtN-Operators geméf o7, = R in einem optimalen Operator entsprechend
einem Reflexionsfaktor p”® = 0 resultieren. Dies motiviert die bereits im Rahmen
von DD-Verfahren eingefiihrten lokalen Approximationen des DtN-Operators geméf

Ti(E) = arp(E), )
Tre(E) = anp(E) + V7 x Vr x mp(E), )
Trm(E) = anp(E) +yVrVr -7 (1, Vv x E), (6.10c)

%(E) = Om'T(E) + BV x Vrp x 7TT(E) +yV1rVr- ’YT(,U;IV x E) (6.10d)

als Erweiterung der ABC heranzuziehen. Da der Reflexionsfaktor (6.8) und der Kon-
vergenzfaktor nach (4.115) gleiche Gestalt aufweisen, lassen sich die Darstellungen
der Konvergenzfaktoren (4.116) und (4.117) zur Bestimmung des Reflexionsfaktors
wiederverwenden. Mithilfe der Aufspaltung der Wellenvektoren kg und kg in trans-
versale und longitudinale Komponenten gemé&f

kp=kr+k.e,=ke,+k.e., (6.11)
kp=kr-k.e,=ke,—k.e, (6.12)

folgt die Darstellung
ELY = e, e kT = g eIk T eIk E (6.13)
ELY = e, e kT = g eIk T oIk 2 (6.14)

so dass der von den transversalen Koordinaten abhingige Term e, e=kT™ eine sich
in der durch I' 4 definierten Ebene ausbreitende ebene Welle darstellt, und somit die
Ergebnisse aus Satz 4.4 mit der Substitutionen A = &, und kr = k, genutzt werden
konnen. Mit der Abhéngigkeit der longitudinalen Wellenzahl k, vom Einfallswinkel
¢ entsprechend

k. =ksin¢ (6.15)
sowie der Dispersionsrelation

K2+ k2 = k2 (6.16)
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ergeben sich durch Substitution von (6.15) und (6.16) in die entsprechenden Glei-
chungen (4.116) die Reflektionsfaktoren im TE-Fall unter Beriicksichtigung der Ope-
ratoren (6.10) zu

re_ Jksing+a

= 1
T _jksing +a’ (6.17a)
jksing + a + Bk? cos? ¢
Py = s —, (6.17b)
—jksin¢ + a + fk? cos? ¢
e Jksing+a
ALt RS 1
Py —jksing + o’ (6.17¢)
jksing + o + Bk? cos? ¢
prE = — (6.17d)
—jksin¢ + a + fk? cos? ¢

6.1.2 Reflexion einer TM-Welle am Halbraum

Bevor die erhaltenen Reflexionsfaktoren néher analysiert werden, soll ein dquivalen-
tes Ergebnis fiir den TM-Fall angegeben werden. Angenommen wird eine TM-Welle,
charakterisiert durch die magnetische FErregung der unter dem Winkel ¢ auf den
Rand I'4 einfallenden Welle der Form

HIM = gIMe eiker = qTM TN (6.18)
sowie der reflektierten Welle gegeben durch
HE = afe,e 07 ~ G (619

Die zugehorigen elektrischen Feldstérken folgen aus (6.18) und (6.19) mithilfe der
Wellenimpedanz 71 zu

ELM = 129 HM = agM%V x eye ke = o TM g0t (6.20)
RO R “—0pg vaeye =agr LRy - (6.21)

Analog zu dem TE-Fall ldsst sich durch Superposition der einfallenden Welle EgM
sowie der reflektierten Welle ELM nach (6.20) bzw. (6.21) unter Verwendung des
Reflexionsfaktors gegeben durch

TM

a
pt™M = CL};;M (6.22)
E

das Gesamtfeld geméafs

ET]\/[ — E%M + EEM — agMEgéM + pT]WagMEgy (623)
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berechnen. Einsetzen von (6.23) in die Randbedingung (6.1) liefert den gesuchten
Reflexionsfaktor entsprechend

TM _ _’YT(IM;lv X Egé\/[) + E(Egé\/[) (6 24)
- -1 ET]\/[ 7' ETM : ’
Y (41t x By ) + Ta(Egyg

Durch Substitution von (6.15) und (6.16) in (4.117) folgen auch im TM-Fall die
Reflexionsfaktoren entsprechend den Darstellungen

v k2—ajksing

S — 2
P k2 + ajksing’ (6.25a)
k? — ajk sin ¢
I v 6.25b
Prre = 12 L ajksing’ (6:25D)
LM kg—aj:ks%n¢—’y(3052 ¢k4’ (6.25¢)
™ k2 + ajksin ¢ — 7y cos? gkt
k? — ajk sin ¢ — 7y cos? pk*
™ = : 6.25d
Pre = 2y ajksin ¢ — v cos? pk* ( )

6.1.3 Diskussion der Reflexionsfaktoren

Die Darstellungen der Reflexionsfaktoren (6.17) und (6.25) unter Beriicksichtigung
der unterschiedlichen absorbierenden Operatoren Tx, X € {1,TE,TM,C} erlau-
ben eine detaillierte Analyse der Reflexionseigenschaften. Von besonderem Inter-

esse ist hierbei die Abhéngigkeit des Reflexionsfaktors p%/-X,X e {1,TE, TM,C},
Y e {TE,TM} vom Einfallswinkel ¢ € [0,Z]. Um die Vor- und Nachteile der ein-
zelnen absorbierenden Operatoren nach (6.10) darzustellen, werden im Folgenden
separate Analysen der Reflexionseigenschaften aufgezeigt.

Absorbierende Randbedingung 7;

Dieser Fall entspricht einer von dem Parameter o € C abhéngigen ABC erster Ord-
nung der Gestalt

(7t x E) + anp (E) =0 auf I'y. (6.26)
Die Reflektionsfaktoren folgen nach (6.17a) und (6.25a) zu
re_ Jksing+a
Pr = —jksing + o’

IV k? — ajksin ¢
T T k2 4+ ajksing’

(6.27)

(6.28)
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und sind dementsprechend im Allgemeinen fiir TE- und TM-Wellen unterschiedlich.
Mit a = —jk, geméf einer ABC erster Ordnung, ergeben sich jedoch identische
Reflexionsfaktoren der Form

1-sing
pT. = p,TrlE = p%M =T S (6.29)

In Abbildung 6.1a ist der Betrag des Reflexionsfaktors pr; nach (6.29) in Abhéngig-
keit des Einfallwinkels ¢ € [O, %] aufgetragen. Entsprechend der Nullstelle von pp
bei einen Einfallswinkel von

¢ = g (6.30)

ist diese ABC fiir normal einfallende TE- und TM- Wellen perfekt transparent, wéh-
rend sich fiir Einfallswinkel von ¢ = % bereits ein Reflexionsfaktor von ungefahr 40 %
erkennen lisst. Eine Parametrierung des Einfallswinkels, unter dem die betrachtete
ABC perfekt transparent erscheint, lasst sich durch die Einfithrung des Parameters
¢? € R und die Wahl von « entsprechend

a=-c’jk, ¢®eR (6.31)

erreichen. In Analogie zur Beschreibung des Verhaltens ebener Wellen an den Grenz-
flichen zweier Medien wird dieser Einfallswinkel im Folgenden mit dem numeri-
schen Brewster-Winkel bezeichnet. Speziell folgt unter Beriicksichtigung von (6.31)
aus (6.27) und (6.28) die nun ungleiche Form der Reflektionsfaktoren fiir TE- und
TM-Wellen gegeben durch

d)—‘
g C?—sing

=— 6.32
P c? +sing’ (6:32)
v 1—c?sing

e — 6.33
T T 14 ctsing’ (633)

so dass sich die entsprechenden Nullstellen im TE-Fall bzw. im TM-Fall durch

¢TF =sin~t ¢?, (6.34)
1
T™ _ -1
@' =sin = (6.35)

ergeben. Es ist somit moglich, auch im Fall einer ABC erster Ordnung einen ver-
schwindenden Reflexionsfaktor pX (¢X) = 0, X € {TE,TM} fiir einen gegebenen

numerischen Brewster-Winkel ¢ ¢ [0, 5] zu erzwingen. Dies ldsst sich jedoch nicht
unabhéngig fiir TE-Wellen und TM-Wellen erreichen: In Abbildung 6.1b und 6.1c
sind die entsprechenden Reflexionsfaktoren fiir den Fall 7% = £ und ¢T# = T auf-
getragen. Insbesondere Abbildung 6.1b zeigt, dass das Verschieben des numerischen

Brewster-Winkels ¢7F eine Verschlechterung des Reflexionsfaktors p7T—1M iiber den

gesamten Winkelbereich ¢ € [O, g] zur Folge hat. Zusétzlich zeigt sich ein Anstieg
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Abbildung 6.1: Betrag des Reflexionsfaktors p%E bzw. p%M in Abhéngigkeit des
Einfallswinkels ¢.

des Reflexionsfaktors pT.? fiir Winkel von ungeféhr ¢ > § im Vergleich zu den Re-
flexionsfaktor pr; entsprechend einer klassischen ABC erster Ordnung (6.29). Eine
Parametrierung der beiden numerischen Brewster-Winkel ¢7# und ¢ ist also un-
ter Beriicksichtigung einer Randbedingung der Form (6.26) nicht unabhéngig fiir
TE- bzw.- TM-Wellen méglich. Ein vertretbarer Kompromiss folgt durch die Wahl
o = —jk, so dass pI.F = pIM = pr. . welcher im weiteren Verlauf der Untersuchungen
vorausgesetzt wird.
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Absorbierende Randbedingung 7g

Eine Erweiterung der ABC auf die Form
Yo (v x E) + anp (E) + fVp x Vo x 0 (E) =0 auf I'y (6.36)
resultiert mit o = —jk nach (6.17b) und (6.25b) in den Reflexionsfaktoren der Form

rg _ 1—sing+jBkcos? ¢

= 6.37

PTre 1+sing+ jBkcos?¢’ (6.37)
1-sing

M _ ) 6.38

PTre = 1 sin o (6.:38)

Ein Vergleich der erhaltenen Reflexionsfaktoren mit jenem aus (6.29) zeigt, dass
eine Erweiterung der ABC gemif (6.36) die Reflexionseigenschaften in Bezug auf
TM-Wellen unbeeinflusst ldsst. Diese Beobachtung ldsst sich analog zur Analyse der
TCs durch die Eigenschaften des Nullraums ker (V7 x Vr x 7p (+)) entsprechend Satz
4.4 erkldren. Mit Hinblick auf (6.37) zieht die Erweiterung jedoch eine Anderung
des Reflexionsverhaltens fiir TE-Wellen nach sich. Insbesondere resultiert eine Wahl
des zusitzlichen Freiheitsgrads v € C geméfs

8= %CTE, TE R (6.39)

in einem Reflexionsfaktor p7” entsprechend

rg _ 1—sing—clFcos? ¢

= 6.41
715" 1 4 sin¢p— ¢TF cos? ¢’ (6.41)
dessen Nullstellen ¢TF durch
T . 1-c"F
o7 ¢ {E,sm 1 =7 }’ (6.42)

gegeben sind. Im Vergleich zu dem Reflexionsfaktor (6.29), resultierend aus einer
ABC erster Ordnung zeigt sich eine zusétzliche Nullstelle bei ¢7F | welche durch ent-
sprechende Wahl von ¢’ in (6.41) parametrierbar ist. Abbildung 6.2 zeigt exempla-
risch die Betréige der Reflexionsfaktoren pT und p7M fiir eine zusitzliche Nullstelle
an der Stelle "% = £ bzw. ¢"# = : Ein Vergleich der Reflexionsfaktoren p7” und
prM = pr; zeigt ein deutlich verbessertes Reflexionsverhalten fiir TE-Wellen gegen-
iiber einer ABC erster Ordnung. Mit Hinblick auf die logarithmische Darstellung
in Abbildung 6.2b zeigt sich exemplarisch fiir einen Einfallswinkel von ¢ = 7 eine
Reduktion des Reflexionsfaktors von ungefihr 35 dB. Weiterhin zeigt sich im Gegen-
satz zur ABC erster Ordnung ein von der Wahl des numerischen Brewster-Winkels

¢TF unabhéngiger Reflexionsfaktor p7M = p7;.
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Abbildung 6.2: Betrag des Reflexionsfaktors p%EE bzw. p%‘é in Abhéngigkeit des
Einfallswinkels ¢.

Absorbierende Randbedingung 77,

Eine ABC der Form
V(v x E) + anp (E) +yVrVe - yr(u v x E) =0 auf 'y (6.43)

resultiert unter der Voraussetzung o = —jk in den von der Groke  abhidngigen
Reflexionsfaktoren entsprechend (6.17¢) und (6.25¢) der Gestalt

Ty _ 1—sing—ycos® gk?
Trar ™ 1 4 gin ) — y cos? gk2’
TE _ 1-sing
Tra ™ ] fging’

(6.44)

(6.45)

Auch in diesem Fall dufert sich der Nullraum des in (6.43) enthaltenen Operators
VrVr-yr(ptV x.) nach Satz 4.4 dadurch, dass das Reflexionsverhalten fiir TE-Wel-
len entsprechend dem Reflexionsfaktor p%i , = pr; unbeeinflusst bleibt. Die Wahl des
Parameters v geméf

CT]V[

resultiert in dem Reflexionsfaktor pZf ~der Form

™ _ 1-sin¢g - c™ cos? ¢
Tt ™ ] 4 ging — ¢T™M cos? ¢

(6.47)
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Abbildung 6.3: Betrag des Reflexionsfaktors p2f bzw. p?—%{ in Abhéngigkeit des

Trm

Einfallswinkels ¢.

dessen von dem Parameter ¢/ abhingigen Nullstellen durch

T l_CT]\/f
¢TJV[ € {5,3111 ! CT—M} (648)

gegeben sind. Abbildung 6.4 zeigt exemplarisch die Betrige der Reflexionsfakto-
ren p%?ﬂ , = p7ound ,0%{‘@ fiir einen zusdtzlichen numerischen Brewster-Winkel von
¢™™ =% bzw. ¢TM = £. Neben der deutlichen Reduktion des Reflexionsfaktors p77
im Vergleich zu einer ABC erster Ordnung zeigt sich ein von der Parametrierung
des numerischen Brewster-Winkels ¢”™ unabhéngiger Verlauf des Reflexionsfaktors

TE _
Py = P71

Absorbierende Randbedingung 7¢

Eine Kombination der untersuchten ABCs resultiert in einem absorbierenden Ope-
rator der Form

Yo (1t x E) + amp (E) + BVy x Vp x p (E)+ (6.49)
vaVTWT(u;leE):O, auf I'4.

Die resultierenden Reflexionsfaktoren folgen nach (6.25d) und (6.17d) unter Beriick-
sichtigung der Parameter a, § und v entsprechend

a = jk, (6.50)
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B=2d”, (6.51)
CT]\/[
V=T (6.52)

in der Form

TE _ 1-sin¢ - cTF cos? ¢
Te " 1+sind - TP cos? ¢’
T _ 1 -sing - c™ cos? ¢
To " 14sing—c™ cos? ¢

(6.53)

(6.54)

Die Nullstellen der Reflexionsfaktoren p7 und pTM nach (6.53) und (6.54) sind
gegeben durch

1 - TE
oTF € {g,sin_l CTCE } (6.55)
1= T M
6™ ¢ {g,sin_l %} (6.56)
C

so dass im Rahmen dieser ABC sowohl p7” als auch pI? unabhingig voneinan-
der durch die Vorgabe der zusitzlichen numerischen Brewster-Winkel ¢7 und ¢™™
beeinflusst werden kénnen. Die Abbildungen 6.4a und 6.4b zeigen die Betréige der
Reflexionsfaktoren p7” und p7)' exemplarisch fiir die numerischen Brewster-Winkel
¢TF = % und ¢™ = Z. Eine Erweiterung der ABC in der Form (6.49) ermdéglicht
es somit, die Reflexionseigenschaften fiir TE- und TM-Wellen durch Vorgabe der
numerischen Brewster-Winkel ¢™™ und ¢7® unabhéingig voneinander zu beeinflus-
sen, was zu einer deutlichen Verbesserung der Reflexionseigenschaften im Vergleich
zur herkdmmlichen ABC erster Ordnung fiithrt. Da jedoch in der Praxis héufig kei-
ne konkreten Kenntnisse iiber die Form der zu erwartenden Feldgréfen existieren
liegt es nahe identische numerische Brewster-Winkel ¢™™ = ¢TF = ¢, vorzugeben,
resultierend in identischen Reflexionsfaktoren p7)' = pT = pr. Um abschliekend
die verbesserten Reflexionseigenschaften gegeniiber einer ABC erster Ordnung her-
ausstellen zu konnen wird ein geeignetes Mal zu Bewertung der Giite bendtigt. Mit
Hinblick auf Abbildung 6.5a zeigt sich ein von dem numerischen Brewster-Winkel
¢o abhingiges lokales Maximum im Reflexionsfaktor definiert durch

(o) = max_pr (). (6.57)

¢€[¢0,%]

Auf Basis der analytischen Darstellung des Reflexionsfaktors pr., nach (6.53) bzw.
(6.54) folgt das lokale Maximum p™@*(¢p,) an der Stelle

ORI
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Abbildung 6.4: Betrag des Reflexionsfaktors p?—f bzw. p%w in Abhéngigkeit des
Einfallswinkels ¢.

Abbildung 6.5b zeigt, dass das lokale Maximum umso stérker ausgeprigt ist je klei-
ner der Brewster-Winkel gewihlt wird. Der auf Basis von (6.57) definierte Winkel-
bereich der Form

Bro(@)={0<0< 7 | pro < 7™ (0)]} (6.59)

stellt im Folgenden ein geeignetes Mak fiir die Giite des Reflexionsfaktors dar. Bei
vorgegebenem maximal zuldssigen Reflexionsfaktor p™a* hat eine ABC also eine
umso hoherer Giite je breiter der Winkelbereich By, (¢) ist. Abbildung 6.5¢ zeigt
einen Vergleich zwischen den beiden Winkelbereichen By, (¢) und By, resultierend
aus einer ABC erster und zweiter Ordnung. Der Winkelbereich B! ist hierbei wie
folgt definiert:

Br={0<0< T | pr <m0 (6.60)

Es zeigt sich, dass ein vorgegebener maximaler Reflexionsfaktor p™#* unter Beriick-
sichtigung einer ABC hdéherer Ordnung iiber einen wesentlich groferen Winkelbe-
reich garantiert werden kann.
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Abbildung 6.5: Reflexionsfaktor sowie daraus abgeleitete Grofen in Abhéngigkeit des
numerischen Brewster-Winkels ¢y.
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6.1.4 Finite-Elemente-Diskretisierung

Nachdem in Abschnitt 6.1 die wesentlichen Vorteile der ABC der Form (6.49) aufge-
zeigt wurden, soll im Folgenden deren Diskretisierung im Rahmen eine FE-Formu-
lierung aufgezeigt werden. Ausgangspunkt fiir die gesuchte FE-Formulierung stellt
das folgende Randwertproblem dar:

Vxu'VxE-kieE=0 in Q, (6.61a)
mr(E)=0 auf I'g, (6.61Db)

(v x E) = jkonohr auf Ty, (6.61c)
(v x E) + To (E) = 0 auf I'4. (6.61d)

Der absorbierende Operator 7¢ sei entsprechend einer ABC geméf (6.10d) definiert.
Weiterhin sind die Parameter «, 8 und v entsprechend den Definitionen aus (6.50)
gewihlt. Die FE-Formulierung folgt aus der schwachen Formulierung des Randwert-
problems (6.61), welche im folgenden Satz aufgezeigt wird.

Satz 6.1. Fine schwache Formulierung von Randwertproblem (6.61) lautet:
Finde E € Hg(rot,Q) , pe H’%(grad,FA) und j € Hié(diV,FA) so dass

(,u;lv x B,V x 'w)Q - l{:g(erE, 'w)Q + (j, 7TT(’(U)) = jkono(ht, WT(w)) (6.62)

FA 1—‘Hj

(j, u)FA ; <a7TT(E), u>FA 4 (BVT x 17 (E), Vi % u)r 4 <7th, u)F =0, (6.63)

A A

<p7w>1“,4 = _<.77 th>FA» (664)
VweHpg(rot,Q) , we H2(grad,T4) und u e H_%(div7 T4).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zur jenem der Formulierung aus Abschnitt 5.4.
O

Auf Basis der schwachen Formulierung nach Satz 6.1 lsst sich eine FE-Formulierung
angeben. Unter Beriicksichtigung der FE-Rdume der Form

V&t e H(rot, ), mit span {v',...,oNE} = VI (6.65a)
Vit c H_%(rot, T4), mit span {u',..., w7} = V' (6.65b)
Vﬁiad c H™2(grad,T4), mit span {w', ..., w"r} = Vﬁ;ad, (6.65¢)

lassen sich die approximierten Grofen E", 5" und p* in den entsprechenden Basen
geméfs

E" = %Ej [xF] v’ v e Vit (6.66)
- i ) Q > g

i=1
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Ny . )

i" = [x) u’ e Vi, (6.67)
=1

ph= 0 [x7] v, w} e P (6.68)
i=1

darstellen und somit ein Gleichungssystem der Form
ATex=b (6.69)

gewinnen. Die Systemmatrix A € CV*V | die rechte Seite b € CV sowie der Losungs-
vektor x € CV sind gegeben durch

[ A-K}S T/E 0
A7c = | TEJ + SEJ TJ/ DPJ| e CVN, (6.70)
0 FJP TPP

r E
X1

x=[x{|eCV (6.71)
| x{’
'b;
b=[0|eCN, (6.72)
0

wobei die Dimension durch N = Ng+ N;+ Np gegeben ist. Die in (6.70) und (6.72)
enthaltenen Blockgréfen sind gegeben durch

[A]zj = (:U’;IV X 'viu V x 'vj)ﬂ7 'via vj € Vr%t? (673&)

[S]ij = (Er'Uia’Uj)Qa v’ vl e Vi, (6.73b)

[TEJ]ij - (T‘—t(vi)7uj>r‘ ; v'e Vi, w e VI, (6.73¢)
A

[TJE]ij - (wﬂTT(Uj))F 5 u' € Vi, vl e Vi, (6.73d)
A

[TJJ]ij = (aui, uj)FA, u',ul e VI, (6.73e)

[b:]; = jkoﬂo(htJT(’U)) ; vl eV, (6.73f)

Iy

[DPJ]Z‘]‘ - <7ijvuz>r,4 ; u' e Vi, wl e Vlg“l;xad’ (6.73g)

[TPP]U = <wi,wj>FA , wh,w e V%:ad, (6.73h)

(7], = (w/, vu'), w,w! € VEM, e Y (6.731)

[SEJ]ij - <5V x p(v'), V x uj>p ’ VeV, ule Ve (6.73))

A
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6.1.5 Numerisches Experiment

Zur Validierung der FE-Formulierung wird im weiteren Verlauf die Reflexion einer
TE- bzw. TM-Welle am Halbraum entsprechend den analytischen Vorbetrachtungen
nach Abschnitt 6.1.3 betrachtet. Hierzu wird das Randwertproblem (6.61) wie zuvor
beschrieben mithilfe der FE-Methode diskretisiert. Der Rand I', trdgt somit eine
ABC zweiter Ordnung entsprechend (6.10d). Die Polynomordnung der beteiligten
FE-R&ume betrégt p = 2, und der Netzparameter entspricht h = A\/32, so dass sich der
FE-Approximationsfehler im Rahmen dieser Untersuchungen vernachléissigen lasst.
Abbildung 6.6a zeigt sowohl den analytischen als auch den numerisch berechneten
Verlauf des Reflexionsfaktors unter Beriicksichtigung der Parameter o = —jk, 5 =0
und 7 = 0, entsprechend einer ABC erster Ordnung. Abbildung 6.6b zeigt dariiber
hinaus einen Vergleich zwischen dem numerisch und analytisch berechneten Refle-
xionsfaktor fiir die Parameterwahl o = jk, 5 = %CTE und v = % Hierbei sind die
Groken ¢’ und ¢™ derart gewahlt, dass numerischen Brewster-Winkel an den
Stellen ¢”% = Z und ¢™ = Z resultieren. In beiden Fillen ist eine deutliche Uberein-

stimmung zwischen den analytischen und den numerischen Ergebnissen zu erkennen.

® T 1® T T
— Py, andlytisch _pﬂ", o™ = n/3, analytisch
1 c
0.8f obr FEM l ggd . p1=. 0" = /6, analytisch |
R C
S 5 o p o™ =3, FEM
X V4 C
< 0.67 < 0.67
< i . TE TE
@ @ + Pr , & —=m/6, FEM
RS 9 c
x x
= 0.4 = 0.4
(&) (O]
x o
0.2f 0.2
O L 0 -
0 /6 /3 /2 0 /6 /3 /2
Einfallswinkel ¢ [rad] Einfallswinkel ¢ [rad]
(a) Reflexionsfaktor pr;. (b) Reflexionsfaktor prre bzw. prra.

Abbildung 6.6: Vergleich des numerisch und analytisch berechneten Reflexionsfaktors

in Abhéngigkeit des Einfallswinkels ¢ fiir p = 2 und % = %
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6.2 Zusammenfassung

Ziel dieses Abschnitts war die Entwicklung geeigneter Erweiterungen der ABC erster
Ordnung gemif (6.26). Analog zu den Uberlegungen aus Abschnitt 4.1 zeigte sich,
dass eine optimale ABC durch den DtN-Operator gegeben ist, so dass auf die be-
reits eingefithrten lokalen Approximationen gemaft Abschnitt 4.1.2 zuriickgegriffen
werden konnte. Durch die Beriicksichtigung der resultierenden ABCs hoherer Ord-
nung konnte eine deutliche Reduktion des Reflexionsfaktors fiir TE- und TM-Wellen
erreicht werden. Dariiber hinaus erméglicht der Einsatz eines erweiterten transpa-
renten Operators eine voneinander unabhidngige Parametrierung der numerischen
Brewster-Winkels sowohl fiir TE- als auch fiir TM-Wellen.
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Kapitel 7

Ein Ordnungsreduktionsverfahren

Zur Diskretisierung elektromagnetischer Strukturen von elektrisch grofer Dimension
hat sich das vorgestellte nicht-iiberlappende DD-Verfahren als eine effiziente Mog-
lichkeit zur Vorkonditionierung im Rahmen eines iterativen Ldosers herausgestellt.
Ist jedoch eine breitbandige Charakterisierung der zugrundeliegenden Struktur er-
forderlich, so erfordert dies die Losung des FE-DD-Systems an einer Vielzahl von Fre-
quenzpunkten. Dies ldsst sich auf Basis des hochdimensionalen FE-Systems nur un-
ter hohem numerischen Aufwand erreichen. Eine effiziente Klasse von Methoden zur
breitbandigen Charakterisierung elektromagnetischer Strukturen stellen die MOR-
Verfahren dar. Das Ziel dieser Methoden ist die Generierung eines ROMs, das im
betrachteten Frequenzbereich das Systemverhalten des urspriinglichen Modells ap-
proximiert. Da das ROM von wesentlich geringerer Dimension als das urspriingliche
Modell ist, lasst es sich um ein Vielfaches schneller auswerten. Projektionsbasierte
MOR-Verfahren erreichen die Ordnungsreduktion durch Projektion des Ausgangs-
modells in einen niedrigdimensionalen Unterraum. Die resultierenden ROMs weisen
hierbei dieselbe parametrische Struktur wie das Originalmodell auf. Ein etabliertes
Verfahren dieser Klasse ist die RBM [PRO06], die den Projektionsraum aus Losun-
gen des Originalmodells in unterschiedlichen Frequenzpunkten konstruiert. Zudem
stehen fiir diese Methode adaptive Abtaststrategien [FHMS11| [HSZ14| sowie effizi-
ent auswertbare a-posteriori-Fehlerschranken zur Verfiigung [CHMRO09]. Im weiteren
Verlauf wird ein projektionsbasiertes MOR-Verfahren auf Basis des FE-DD-Systems
(5.73) aufgezeigt und umgesetzt.
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7.1 Projektionsbasiertes Ordnungsreduktionsverfah-
ren

Voraussetzung fiir die effiziente Umsetzung eines projektionsbasierten MOR-Verfah-
rens ist die affine Abhéngigkeit des betrachteten FE-DD-Systems (5.73) von der
Wellenzahl k.

Satz 7.1 (Affin-parametriertes FE-DD-System). Gegeben seien die von der Wellen-

zahl abhdngigen Parameter a(ky), 5(ko) und (ko) innerhalb des Kopplungsopera-
tors Bo nach (4.77d). Das von der Wellenzahl ko abhingige FE-DD-System (5.73)
besitzt die beziiglich ko affin-parametrische Gestalt der Form

5
(2 filko) As)x(ko) = g(ko)b. (7.1)
=1
Die Funktionen f;:R - C und g: R — C sind gegeben durch
fi=1, (7.2)
f2 = k%a (73)
fs = a(ko), (7.4)
f4:ﬁ(k0)7 (75)
f5 = ’7(]{:0)7 (76)
g =—Jjkono (7.7)

und beschreiben von der Wellenzahl ky abhingige Funktionen, wdahrend die von der
Wellenzahl unabhingigen Groflen A; und b durch

A = Alll Cllﬁ € CNiHNaxial = = L PR (7.8)
C21 A2

definiert sind. Die enthaltenen Blockmatrizen bzw. Blockvektoren sind gegeben durch

AL Al 0 00 0 O
ALl AIT TEJI 00 0 O
1 _ m m mm Ny XNy 1 _ Ny xNp,
An=l'0 o T o [C » Cun=lg o0 T o€ ’
0 o FP, TPP 00 0 o
(7.9)
'S SIP 0 0 0 0 0 0
ST ST o 0000
2 _ m m N XN 2 _ Ny xNp,
An=l0o o o ol¢C ) Con=lo 0 0 o|€C )
o0 0 00 0 0 00

(7.10)
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0 0 00 0 0 00
R I RO LR . R
o 0 0o 0 0 o000
(7.11)
0 0 00 0 0 00
Al = g ng 8 g e CNm*Nm, Con = 8 _SOJE 8 8 e CNmn,
o 0 00 0 0 oo
(7.12)
000 0 000 0
000 O 000 O
5 _ Ny XNy, 5 _ Ny xNp,
An=lo 0 o prs|€C ’ Con=1o 0 0 psr|C ’
000 o0 000 o0

(7.13)
entsprechend den Definitionen (5.21), (5.47) und (5.68), wobei m,n € {1,2}.

Beweis. Folgt direkt aus der Wellenzahlabhingikeit der beteiligten Grofen nach
(5.21), (5.47), (5.68) sowie (4.139), (4.140) und (4.119). O

7.1.1 Ein adaptives Mehrpunktverfahren

Ausgehend von dem beziiglich ky affin parametrierten System (7.1) ldsst sich wie
folgt beschrieben ein projektionsbasiertes MOR-Verfahren angeben.

Definition 7.1 (Projektionsbasiertes MOR-Verfahren). Es bezeichne V" den Pro-
jektionsraum der Dimension dim V" = n und V € CN1+N2)xn die entsprechend Pro-
jektionsmatriz, so dass range(V) = V". Das orthogonale Projektionsverfahren der
Form

Finde y eV, (7.14a)
mit (ko) = g(ko)b - (gfz(ko)Az)f’ e (V™) (7.14b)

resultiert mit der Darstellung y = VX in dem zugehérigen ROM der Form
(gkaoml)fc(ko) = g(ko)b. (7.15)

Die reduzierten Grifen A, und b sind definiert durch
A =V AV eC™, (7.16)
b=V*beC" (7.17)
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Das nach (7.15) erzeugte ROM lésst sich unter der Annahme n < Ny + Ny aufgrund
der entsprechend niedrigen Dimension effizient fiir beliebige Wellenzahlen ky auswer-
ten. Es lassen sich somit zwei wesentliche Prozesse im Rahmen des MOR-Verfahrens
herausstellen:

1. Konstruktion der Projektionsmatrix V e C(¥1+72)n und der reduzierten Gro-
fen A; und b entsprechend (7.16) und (7.17).

2. Assemblierung und Losung des ROMs (7.15) im gewiinschten Parameterpunkt
ko.

Hierbei wird der erste Schritt haufig als Offline-Teil bezeichnet, wihrend der Zweite
Online-Teil genannt wird. Die nachfolgenden Betrachtungen beschreiben die Kon-
struktion der Projektionsmatrix V und somit den Offline-Teil des MOR-Verfahrens.
Der Projektionsraum V" bzw. die zugehdrige Projektionsmatrix V wird innerhalb
dieser Arbeit im Rahmen eines Mehrpunktverfahrens konstruiert [PROG].

Definition 7.2 (Mehrpunktverfahren). Das Mehrpunktverfahren konstruiert den
Projektionsraum V" bzw. die Projektionsmatriz V entsprechend

V" =range(V) = span {x(k}); kb € 2, Vie{l...n}}. (7.18)

Hierbei bezeichnet = c P eine dichte, zur Parametermenge P gehorige Trainings-
menge und x(k{) die Losung des FE-DD-Systems (7.1) an der Stitzstelle k} € =.

Die Wahl der Stiitzstellen k) € = und damit verbunden die Konstruktion der Projektions-
basis V geschieht hierbei adaptiv im Rahmen eines Greedy-Verfahrens nach Algo-
rithmus 7.1. Der zugehérige Fehlerindikator entspricht in dieser Arbeit der 2-Norm
des relativen Residuums geméfs

JaGko)b = (L1 filko)Ar) VE(ko) |

plho, V") = o] |
2

(7.19)

welcher sich effizient auf Basis ausschlieklich reduzierte Grofien auswerten ldsst
[dIRRMO09.

7.1.2 Grobraumkorrektur durch reduziertes Modell

Entsprechend dem Algorithmus 7.1 erfordert die Konstruktion der Projektionsba-
sis V die Losung des vollen FE-DD-Systems (7.1). Dies geschieht mit Hilfe des
iterativen Losungsverfahrens nach Abschnitt 5.5, so dass der verbundene Zeitauf-
wand zur ROM Generierung insbesondere durch die Konvergenzgeschwindigkeit des
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Algorithmus 7.1 Adaptives Mehrpunktverfahren

Eingang: FE-Modell (7.1), Trainingsmenge = c P, Toleranz p. >0 .
Ausgang: Projektionsbasis V, ROM X .

Initialisierung:
Wiéhle kj c Z beliebig, lose FE-DD-System (7.1), setze V! = span {x(k})}
und entsprechend V* = [x(k})] sowie N = 1.
Initialisiere ROM ¥ entsprechend (7.16) und (7.17).
repeat
Berechne Fehlerindikator p(ko, VV) fiir alle kg € =
Wiéhle £+ = arg max;, = p(ko, VV)
Setze SN+ = SN U {k)'*1}
Lose FE-DD-System (7.1) und setze YN+ = VN @span {x(k)'*1)}
und entprechend VVN+1 = [VN x(k{V+1)]
Konstruiere ROM ¥ entsprechend (7.16) und (7.17).
until p < p, fiir alle ky € =.

Losers bestimmt wird. Um diese zu verbessern, wird eine Grobraumkorrektur ba-
sierend auf dem in der aktuellen Iteration des Algorithmus 7.1 vorhandenen ROMs
vorgeschlagen. Die Umsetzung einer Grobraumkorrektur im Rahmen eines iterati-
ven Losers wurde bereits in Abschnitt 5.9 erldutert. Der Unterschied zu den dort
dargestellten Vorgehen ist jedoch die Tatsache, dass das ROM ausgehend von dem
nicht kondensierten FE-DD-Systems (5.73) erzeugt wird und somit im Gegensatz zu
dem kondensierten Gleichungssystem (5.98) bzw. (5.102) die Wirkung des DD-Vor-
konditionierers (5.84) bzw. (5.85) noch nicht beinhaltet. Dies erfordert eine Vorkon-
ditionierung, welche sowohl die Wirkung des DD-Vorkonditionierers als auch die
Grobraumkorrektur beriicksichtigt. Diese ldsst sich mit dem in der Arbeit [ENOS|
vorgeschlagenen additiven Vorkonditionierer der Form

Pip=QpMyPp+ZE'Z* Xe{J G} (7.20)

erreichen. Die beteiligten Matrizen Qp und Pp sind gegeben durch
Pp:=1-AZE'Z* e CN*V, (7.21)
Qp:=I1-ZE'Z*A e CVV, (7.22)

wobei N = N; + N, und E-! = (Z*AZ)™" sowie A = (Z;il fl(kO)Al). Zur Verdeut-
lichung des Vorgehens ist in Algorithmus 7.2 der den Losungsschritt beinhaltende
Teil aus Algorithmus 7.1 separat aufgefiihrt: Bezeichnet V¥ die Projektionsmatrix
und X das zugehorige ROM innerhalb des N-ten Iterationschrittes von Algorithmus
7.1, so folgt die Losung von (7.1) mithilfe des adaptiven Vorkonditionierers geméf
(7.20). Der Grobraum Z wird entsprechend der bereits erzeugten Projektionsmatrix
VA im Sinne von

Z=VV (7.23)
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Algorithmus 7.2 Grobraumkorrektur durch ROM

Eingang:Stiitzstelle k', ROM ¥ und Projektionsbasis VV im N-ten Iterations-
schritt, .
Ausgang: Losung x(k)'*1) des FE-Systems (7.1) .

if N =1 then
Lose FE-DD-System (7.1) iterativ mit Vorkonditionierer M nach (5.85)
else

Lose FE-DD-System (7.1) iterativ mit Vorkonditionierer P,4p definiert
durch Pap = QpM™'Pp + VVE(VV)*, mit B = (VN)"AVY, A =
(Zle fl(ko)Al)

end if

gewdhlt. Die Berechnung der Wirkung x = P 4px des adaptiven Vorkonditionierers
P 4p benétigt zusétzlich zur Wirkung x — M~1x die Wirkung x » E-!'x im Rahmen
des zweiten Summanden in (7.20). Dies erfordert die Losung eines Gleichungssystems
der Form

Eu=(VY)*AVNu=v. (7.24)

Die in (7.24) enthaltene Matrix (VV)* AV € C»" entspricht genau der reduzierten
Matrix, so dass sich diese Wirkung auf Basis reduzierte Grofen effizient berechnen
lasst.

7.1.3 Numerisches Beispiel - Vivaldi-Antenne

Als numerisches Beispiel dient eine lineare Antennengruppe bestehend aus N, = 50
Antennenelementen. Die Geometrie eines einzelnen Antennenelementes ist in Ab-
bildung 7.1a dargestellt. Der Rand des Feldgebiets triagt einer ABC erster Ord-
nung entsprechend (2.34d) deren Abstand zu den Antennelementen der Abbildung
7.1b zu entnehmen ist. Die Ansteuerung der Antennenelemente erfolgt mit konstan-
ter Amplitude und gleicher Phasenlage. Im Rahmen des MOR-Verfahrens entspre-
chend Algorithmus 7.2 wird zur Losung des FE-DD-Systems (7.1) ein iteratives
GMRES(30)-Verfahren mit dem relativen Residuum von prg = 1076 als Abbruchkri-
terium herangezogen. Die Parameter a, 5 und v sind geméf (5.82) mit k,, = 710,5
rad/m und kg = 523.2 rad/m definiert. Als Abbruchkriterium des Algorithmus 7.2
ist p. = 1076 gewahlt. Die numerischen Daten sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst.

Die Grobraumkorrektur im Rahmen der ROM-Konstruktion bewirkt eine Reduktion
der ROM-Generierungszeit von 6,2 h auf 2,1 h im Vergleich zu einem herkémmlichen
Ansatz. Abbildung 7.2 zeigt, dass die benétigte Iterationszahl des GMRES-Lésers
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Abbildung 7.1: Vivaldi-Antenne: Geometrie der Antennengruppe. Alle Mafke in mm.

Tabelle 7.1: Vivaldi-Antenne: Numerische Daten™

Modell ROM FE-DD FE-DD
Vorkonditionierer - M-! Paip
Dimension 42 8106 8106
FE-DD-System Auswertung (s) - 4.8-1072 -
ROM Konstruktion (h) - 6.2 2.1
ROM Auswertung (s) 9.3-1073 - -

* Matlab R2014a Prototype-Implementierung @ Intel Core 15-4570 CPU @ 3.2 GHz.

zum Erreichen des Abbruchkriteriums mit steigender ROM-Dimension deutlich redu-
ziert wird. Dargestellt ist hierbei die benétigte Iterationszahl des GMRES(30)-Losers
zum Erreichen des Abbruchkriteriums ppgp = 1076 in Abhéngigkeit der ROM-Dimen-
sion N. Dariiber hinaus zeigen die Abbildungen 7.3a und 7.3b die beiden auf Basis
des ROMs berechneten Grofsen, Betrag und Phase der reflektierten Welle fiir ein
Antennenelement am Rand sowie im Zentrum des Gruppenstrahlers. Sowohl der
Betrag als auch die Phase des aktiven Reflexionskoeffizienten zeigen eine deutliche
Sensitivitit gegeniiber der Lokalisierung innerhalb des Gruppenstrahlers, was durch
die TC der einzelnen Antennenelemente untereinander begriindet ist. Dariiber hin-
aus zeigt Abbildung 7.4 das Strahlungsdiagramm des Gruppenstrahlers bei einer
Frequenz von f =4 GHz und f =1 GHz in der Ebene definiert durch ¢ = 5, welches
ebenfalls auf Basis reduzierter Grofen berechnet wird [SFDE15].
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Abbildung 7.2: Vivaldi-Antenne: Bendotigte Iterationszahl des GMRES(30)-Losers zum
Erreichen des Abbruchkriteriums prp = 107% in Abhiingigkeit der ROM-Dimension N.
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Abbildung 7.3: Vivaldi-Antenne: Frequenzgang der reflektierten Welle fiir
unterschiedlich lokalisierte Antennenelemente.
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7.1.4 Numerisches Beispiel - Patch-Antenne

Als zweites numerisches Beispiel dient ein quadratischer Gruppenstrahler der Di-
mension 20 x 20 bestehend aus Patch-Antennen entsprechend der Geometrie aus
Abbildung 7.5a. Der Rand des Feldgebiets tragt einer ABC erster Ordnung ent-
sprechend (2.34d) dessen Abstand zu den Antennelementen der Abbildung 7.5b zu
entnehmen ist. Die Ansteuerung der Antennenelemente erfolgt mit konstanter Am-
plitude und gleicher Phasenlage. Die Abbruchkriterien fiir den GMRES(30)-Loser
sowie den Algorithmus 7.2 zur ROM Generierung sind analog zu dem vorherigen
Beispiel entsprechend prp = 1076 und p, = 1076 gewéhlt. Die Parameter «, 5 und ~
sind geméf (5.82) mit kyy, = 710,5 rad/m und ki = 523.2 rad/m definiert. Die beno-
tigte Iterationszahl des GMRES(30)-Losers zum Erreichen des Abbruchkriteriums
zeigt Abbildung 7.6: Sie reduziert sich durch die Anwendung des additiven Vorkon-
ditionierers von ungefahr 28 auf ca. 5 Iterationen. Somit ldsst sich eine Reduktion
des Zeitaufwands zur ROM-Generierung von 8.6 h auf 2.8 h erreichen. Abschliefend
zeigen die Abbildungen 7.8 und 7.7 das auf Basis des ROM berechnete Strahlungs-
diagramm sowie Betrag und Phase des aktiven Reflexionskoeffizienten.

15

o E=2 2
S
17.92
(a) Geometrie eines (b) Schematische Darstellung der
Antennenelementes. Mafe in mm Gebietszerlegung, exemplarisch fiir

9 Antennenelemente.

Abbildung 7.5: Patch Antenne: Geometrie und Anordnung der Teilgebiete

Tabelle 7.2: Patch-Antenne: Numerische Daten*

Modell ROM  FE-DD FE-DD
Vorkonditionierer - M-t Pap
Dimension 42 17-106 17-106
FE-DD-System Auswertung (s) - 8-10? -
ROM Konstruktion (h) - 8.6 2.8
ROM Auswertung (s) 5.1-1073 - -

* Matlab R2014a Prototyp-Implementierung @ Intel Core i5-4570 CPU @ 3.2 GHz.
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Abbildung 7.6: Patch Antenne: Benotigte Iterationszahl des GMRES(30)-Losers zum
Erreichen des Abbruchkriteriums prg = 107% in Abh#ingigkeit der ROM-Dimension N.
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Abbildung 7.8: Patch Antenne: Antennengewinn in der Ebene ¢ = 5 fiir
unterschiedliche Betriebsfrequenzen f.
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7.2 Zusammenfassung

Ausgehend von dem FE-Formulierung des nicht-iiberlappenden-DD-Verfahrens nach
Kapitel 5.4 wurde ein projektionsbasiertes MOR-Verfahren zur breitbandigen Cha-
rakterisierung elektrisch grofer Strukturen vorgestellt. Insbesondere konnte aufbau-
end auf den Ergebnissen aus Kapitel 5.9 eine Grobraumkorrektur auf Basis des
ROMs aufgezeigt werden, welche eine deutliche Reduktion der Offlinezeit ermog-
licht.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein nicht-iiberlappendes DD-Verfahren zur Lésung
der indefiniten vektoriellen Helmholtz-Gleichung aufgezeigt und mit MOR~Verfahren
kombiniert, so dass eine breitbandige Charakterisierung elektrisch grofier Struktu-
ren ermdglicht wird. Des weiteren werden ABCs hoherer Ordnung vorgestellt und
im Rahmen der FE-Methode umgesetzt, was zu einer deutlichen Verbesserung der
Reflexionseigenschaften gegeniiber herkommlicher ABCs erster Ordnung fiihrt.

Kapitel 2 stellt die wesentlichen mathematischen und physikalischen Grundlagen zur
Verfiigung, auf deren Basis das zu untersuchende Randwertproblem formuliert wird.
Weiterhin wird auf Aspekte der FE-Methode zur Diskretisierung der vektoriellen
Helmholtz-Gleichung eingegangen.

Die Eigenschaften der entsprechenden FE-Formulierung zeigen, dass insbesondere
im Fall elektrisch grofser Strukturen eine Losung des FE-Gleichungssystems mittels
direkter Losungsverfahren nur unter sehr hohem numerischem Aufwand mdoglich ist.
Somit ist der Ubergang zu iterativen Losungsverfahren unumginglich. Kapitel 3 ver-
mittelte einen Uberblick iiber iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssys-
teme. Aufgrund der hoheren Robustheit gegeniiber stationdren Verfahren liegt der
Fokus hierbei insbesondere auf der Klasse der Krylovunterraumverfahren, wobei das
GMRES-Verfahren in diesem Kontext im Vordergrund steht. Allen gemeinsam ist
die Forderung nach einer geeigneten Vorkonditionierung, welche durch die indefinite
Struktur des aus der FE-Formulierung resultierenden Gleichungssystems erschwert
wird.

Eine geeignete Methodik stellen nicht-iiberlappende DD-Verfahren dar. Diese basie-
ren auf einer Zerlegung des Feldgebiets in beliebig viele, nicht-iiberlappende Teilge-
biete. Auf den durch die Zerlegung entstehenden Grenzflichen werden in Kapitel
4 TCs aufgezeigt, welche die Aquivalenz zum urspriinglichen Randwertproblem ge-
wiahrleisten. Weiterhin zeigt sich eine Abhangigkeit der spektralen Eigenschaften des
resultierenden vorkonditionierten Gleichungssystems von der konkreten Form der
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TCs. Auftbauend auf TCs erster Ordnung werden diese auf TCs hoherer Ordnung
erweitert und mittels analytischer Betrachtungen auf ihre Konvergenzeigenschaften
im Rahmen eines iterativen DD-Verfahrens untersucht. Als Feldgebiet wird im Rah-
men dieser Untersuchungen der Halbraum gewahlt, so dass sich das zu untersuchen-
de Randwertproblem unter Zuhilfenahme der Fouriertransformation vereinfachend
darstellen lasst. Somit kann ein beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit optima-
ler Kopplungsoperator aufgezeigt und mit dem DtN-Operator identifiziert werden,
dessen nicht-lokale Gestalt die Herleitung lokaler Approximationen motiviert.

Kapitel 5 zeigt die dem resultierenden Randwertproblem zugehérigen FE-Formulie-
rungen unter Beriicksichtigung der aufgezeigten Kopplungsoperatoren héherer Ord-
nung. Auf Basis der erhaltenen FE-Formulierungen wird eine geeignete Strategie zur
Vorkonditionierung aufgezeigt. Desweitern wird eine effiziente Strategie zur Losung
des resultierenden vorkonditionierten Gleichungssystems mittels Kondensierung der
Freiheitsgrade auf Grenzflichen-Unbekannte dargestellt. Um den Einfluss der TCs
auf die Qualitdt des Vorkonditionierers zu untersuchen, erfolgt eine detaillierte nu-
merische Analyse der spektralen Eigenschaften der resultierenden vorkonditionierten
Systemmatrizen. Mit Hilfe dieser Analyse ldsst sich ein Zusammenhang zu den ana-
lytischen Betrachtungen herstellen. Die dargestellten FE-DD-Formulierungen zeigen
unter Beriicksichtigung der im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Kopplungsope-
ratoren eine Ubereinstimmung mit der aus der herkdmmlichen FE-Diskretisierung
resultierenden Approximationsordnung. Durch den Einsatz einer vollstandigen TC
zweiter Ordnung wird eine von der FE-Netzfeinheit unabhingige Verbesserung der
Konvergenzgeschwindigkeit erreicht. Es zeigt sich jedoch auch eine deutliche Ab-
hiangigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit von der Anzahl an Teilgebieten resultie-
rend aus der Gebietszerlegung. Diese Skalierung ldsst sich mit der dargestellten
Grobraumkorrektur auf Basis ebener Wellen zumindest im Rahmen eines einfachen
numerischen Beispiels beseitigen. Der Einfluss der Grobraumkorrektur wird zudem
anhand des Spektrums des vorkonditionierten Systems demonstriert. Generell ist die
Frage nach einem effizienten Grobraum ein noch offenes Problem und Thema aktuel-
ler Forschung. Ein numerisches Beispiel demonstriert die Effizienz des vorgestellten
Verfahrens anhand einer praxisrelevanten Struktur.

Zur Simulation von Abstrahlungsproblemen im Rahmen der FE-Methode werden
aufgrund ihrer einfachen Umsetzung hiufig sogenannte ABCs niedrigster Ordnung
genutzt. In Kapitel 6 dieser Arbeit wird eine Verallgemeinerung der ABCs vorgestellt
und eine Analogie zu den zuvor aufgezeigten Kopplungsoperatoren im Rahmen ei-
nes DD-Verfahrens hergestellt. Dies erméglicht die Konstruktion ABCs hoherer Ord-
nung. Es folgt eine detaillierte analytische Analyse der Reflexionseigenschaften der
betrachteten ABCs hoherer Ordnung. Weiterhin wird eine zugehorige FE-Diskreti-
sierung vorgestellt und mit Hilfe der analytischen Voruntersuchungen verifiziert.

Die breitbandige Charakterisierung elektromagnetischer Strukturen stellt insbeson-
dere fiir den Fall elektrisch grofer Feldgebiete aufgrund beschréankter Rechnerressour-
cen eine Herausforderung dar. Methoden der MOR haben sich in diesem Kontext
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etabliert. Kapitel 7 stellt auf Basis der FE-DD-Formulierung ein projektionsbasier-
tes MOR-Verfahren vor. Des weiteren wird eine Grobraumkorrektur auf Basis der
reduzierten Modells vorgestellt, mit Hilfe derer eine deutliche Reduktion des Zeit-
aufwands bei der ROM-Generierung erzielt wird. Zwei numerische Beispiele demons-
trieren letztendlich die Effektivitit des vorgestellten Verfahrens.

Die wesentlichen Beitrige, welche im Rahmen der vorliegenden Arbeit entstanden
sind lauten zusammengefasst:

e Detaillierte Untersuchung des Einflusses von TCs hoherer Ordnung auf das
Konvergenzverhalten nicht-iiberlappender DD-Verfahren auf Basis analytischer,
sowie numerischer Analysen.

e Herleitung und Analyse von ABCs hoéherer Ordnung auf Basis analytischer,
sowie numerischer Betrachtungen.

e Kopplung von nicht-iiberlappenden DD-Verfahren und Methoden der Ord-
nungsreduktion zur Beschleunigung der ROM-Generierung mittels einer Grob-
raumkorrektur.
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