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Kurzzusammenfassung

Algebraische Ableitungsschdtzer sind lineare zeitinvariante Filter zur naherungs-
weisen numerischen Differentiation gemessener Signale in Echtzeit. Wegen ihrer Ro-
bustheit gegen Messrauschen konnen algebraische Ableitungsschatzer vielfaltige prak-
tische regelungstechnische Problemstellungen vereinfachen, wie in dieser Arbeit an-
hand zahlreicher Beispiele und einer umfangreichen experimentellen Fallstudie de-
monstriert wird. Eine Herausforderung stellt die Wahl anwendungsspezifisch vorteil-
hafter Filterparameter dar. Hierzu werden in dieser Arbeit Empfehlungen basierend
auf approximationstheoretischen Grundlagen sowie Filtereigenschaften im Zeit- und
Frequenzbereich hergeleitet. Ebenfalls von grofier praktischer Bedeutung ist die effi-
ziente Echtzeit-Implementierung. Hierfiir werden verschiedene Verfahren zur Reduk-
tion der Schatzverzogerung und der benotigten Rechenressourcen erortert.

Abstract

Algebraic derivative estimators are linear time-invariant filters for approximating
numerical derivatives of measured signals in real-time. Since they are robust to
measurement noise, algebraic derivative estimators may simplify a wide variety of
practical control engineering tasks, as this thesis demonstrates through numerous
examples and an extensive experimental case study. The selection of favorable filter
parameters is a key challenge in the application of these estimators. To this end,
parameter selection criteria are derived based on approximation theory fundamentals
and filter performance in the frequency and time domains. As efficient real-time
implementation of these methods is of great practical interest, various techniques to
reduce estimation delay and computational effort are discussed.
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Notation

Konstanten
e Euler’sche Zahl: e == ) |, 5 ~ 2,718
2% Euler-Mascheroni-Konstante: v := lim,, (ZIL 17— n) ~ 0,5772
1 Imaginire Einheit: 1:= /—1
Mengen
N Natiirliche Zahlen {0, 1,...}
N+ Positive natiirliche Zahlen {1, 2,...}
7 Ganze Zahlen {...,—1,0,1,...}
Y/ Negative ganze Zahlen {...,—2,—1}
R Reelle Zahlen
R* Positive reelle Zahlen {x € R|x > 0}
R~ Negative reelle Zahlen {x € R|x < 0}
C Komplexe Zahlen
K Absolut integrierbare Funktionen mit abzahlbar vielen Unstetigkeitsstel-
len
cP p-fach stetig differenzierbare Funktionen
LP Funktionen mit beschrankter £P-Norm:
LP([a,b]) = {f a, b] —>R’(f f(T)[P dT)l/p < oo}
Th Polynomiale Funktionen n-ten Grades:

= {p:R—HR’p(T) =2 roCk TS Ck € R}



vi Notation
O(-) Asymptotische obere Schranke:
O(g) fiir x — xq
= {f|Jc > 03Ix"Vx, [x — xq| < |x — x| : [f(x)] < clg(x)]}
It (t) Gleitendes Zeitfenster: J+(t) == [t — T, t]

Operatornotation

c,f(t)

{c}

Zahlen, Funktionswerte
Konstante Funktion: t — ¢
Funktion: t — f(t)
Ableitungsoperator
Inverse eines Operators

Algebraische Ableitung

Operationen

z

AT

Konjugiert komplexe Zahl: z .= R(z) —17(z)
Transponierte einer Matrix / eines Vektors: (aij)T = (aji)
Funktionsverkettung: f o g(t) == f(g(t))

Punktweise Multiplikation: f - g(t) := f(t) g(t)

(e ¢]

Faltungsprodukt: fg(t) == [~ _f(t—1)g(t) dt

Norm von f

Abstand zwischen f und g
Inneres Produkt (Skalarprodukt)
k-tes Moment: my (f) == [*_t*f(1) dt

k-tes zentrales Moment: mj (f) == fo_ooo (T —m; () f(t) dr
Runden zur nachsten ganzen Zahl

Abrunden zur nachsten ganzen Zahl

Aufrunden zur nachsten ganzen Zahl



Funktionen vil

f=g Gleichheit: f =g < d(f,g) =0
f=g Identitat: f =g < Vt: f(1) = g(7)
F{q} Fourier-Transformierte: F{g}(w) == [~ _g(t)e**Tdr
FYg} Inverse Fourier-Transformierte: F{g}(t) == 5 [©_g(w)e** dw
F) Approximierte Fourier-Transformierte: F{-} ~ F{-}
r{f} Impulsautokorrelationsfunktion: r{f}(t) == [~ _f(t+t) f(t) dt
E{X} Erwartungswert der Zufallsvariable X
P{A} Wahrscheinlichkeit des Zufallsereignisses A
R{f} Autokorrelationsfunktion: R{f}(T) == &{f(ty) f(to + T)}
P(f) Mittlere Leistung: P(f) := R{f}(0)
8{f} Leistungsdichtespektrum: 8{f} .= F{R{f}}
> Verschiebeoperator: & f(t) == f(t — 1), 8° f(t) :== f(t — 0)
Vorwiartsdifferenzoperator: A = § 1 —
\Y Riickwartsdifferenzoperator: V:=1— 29
Funktionen
G Gauss-Funktion: G(t / NoX::
erf Gauss’sches Fehlerintegral: erf(t) := \/iﬁ f; e v dr
Heo Sprungfunktion (Heaviside-Funktion): Hg(t) = {O’ ts©@
1, t>0
Re Rampenfunktion: Rg(t) == { 0, t<©®
t—0, t>0
R Bei Null startende Rampen-Funktion: R = Ry
r Gamma-Funktion: I'(x) = [, T e "dt
B Beta-Funktion: B(x,y) := fé o l(1—1)¥  dr = r]fg‘x)i(y?
B, Unvollstandige Beta-Funktion: B (x,y) f T (1= Ldt

I Regularisierte unvollstdndige Beta-Funktion: I;(x,y) = B:(x,y) /B(x,y)



viil

Notation

Jv,k

(e,3)
Mi,k

Binomialkoeffizient: (1) == %
Fallende Faktorielle: t™ := r(rt(j—f_lll)

; ; LT T(t4n)
Steigende Faktorielle: t™ := — ( t?

Digamma-Funktion: ¥ := & = (InT)’

Bessel-Funktion erster Gattung: J, (z) =) 7., r(v(+_1—1+)]1:)kl (§)2k+v
k-te positive Nullstelle von J,

Kummer’sche M-Funktion: M(a,b,z) =) 7, ¥

Kummer’sche M-Funktion:

M{YP (2) = M(a+i—k+ 1,0+ B +1+272)

Diskretes Tschebischeff-Polynom n-ten Grades:
tir =1 AYg mit g(x) = (})(*7")
Gewichtsfunktion der Jacobi-Polynome:

“ﬂmBWT)::{(l_JUa(T+‘HB, T€e[-1,1]

0, sonst

Legendre-Polynom n-ten Grades:

=y, My - ()"

Jacobi-Polynom n-ten Grades:

k

PP () = i o (L) () =0 (e )

k-te Nullstelle von P'*P’

N PP 5(e,B)
ST

Reproduzierender Kern von 7y : R](\Ioff) =)

Transformation von Jy(t) auf [—1,1]: ¢1(T) =t — 5T

Transformation von [0, T] auf [—1,1]: 61(1) = ¢7i(t—T) =1— 27



Charakteristika algebraischer Ableitungsschatzer
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Charakteristika algebraischer Ableitungsschatzer

n Ableitungsordnung
Y Genauigkeitsgrad
At Schatzverzogerung
N Polynomgrad der Approximation
T Fensterbreite
2 Verzogerungsparameter
x, 3 Gewichtsfunktionspotenzen der Jacobi-Polynome
W, Knickfrequenz
18 Minimum der Gewichtsfunktionspotenzen: p := min{x, 3} + 1
K Differenz der Gewichtsfunktionspotenzen: k := | — «f
o Vorzeichen von  — &: 0 == { Lo Bz
—1, sonst
Ts Abtastperiode
L Anzahl Abtastperioden je Fensterbreite: L := T/T;
Wy Nyquist-Frequenz: wy = 7t/ T
g](\,“TB 13, Impulsantwort der algebraischen Ableitungsschatzer
h](\,o‘TB 39 Sprungantwort der algebraischen Ableitungsschatzer

ety Eeauensgang 934 = {8
) Impulsautokorrelationsfunktion: r(%f) = r{g(®#)
9 pulsautokorrelatlionsrunkeion: rN,T,B = g To

|§”](\,”1'-< ’BU) |, Asymptotische untere Hiillkurve des Betragsgangs fiir [w| — oo

., Asymptotische obere Hiillkurve des Betragsgangs fiir lw| — oo
|3‘”](\,”TK ﬁd) |, Mittlere Asymptote des Betragsgangs fiir |w| — oo

., Asymptotische Welligkeit fiir |w| — oo

|§'“](\,”TK ’{,G)‘ Approximation des Betragsgangs basierend auf |§'”T(\,”TK ’{f)‘

(0¢]






1. Einleitung

In vielen technischen Anwendungen ist die Kenntnis zeitlicher Ableitungen bestimm-
ter Prozessgroflen wiinschenswert, beispielsweise zur Verbesserung der Prozessfiih-
rung oder zur Diagnose von Fehlfunktionen. Oft sind keine geeigneten Sensoren fiir
die Ableitungen der Prozessgrofien verfiighbar oder der Einsatz entsprechender Senso-
ren ist wirtschaftlich nicht sinnvoll. Auch erhoht jeder Sensor die Systemkosten und
stellt selbst eine mogliche Fehlerquelle dar.

Daher ware es oftmals vorteilhaft, die zeitlichen Ableitungen aus vorhandenen
Messsignalen zu errechnen. Jedoch ist die Rekonstruktion von Ableitungen aus ge-
messenen Daten ein schlecht gestelltes inverses Problem (Engl et al., 1996; Hanke und
Scherzer, 2001), so dass kleine Fehler in den Messdaten zu grofen Fehlern in den re-
konstruierten Ableitungen fiihren konnen. Dies aufiert sich haufig in einer deutlichen
Verstarkung von Messrauschen bei der Ableitungsschatzung.

In Mboup et al. (2007, 2009) wurden die sogenannten algebraischen Ableitungs-
schdtzer mit gleitendem Zeitfenster oder, kurz, algebraischen Ableitungsschadtzer
eingefiihrt. Diese echtzeitfahigen Ableitungsschatzer basieren auf dem in Fliess und
Sira-Ramirez (2003a); Fliess et al. (2003) eingefiihrten algebraischen Verfahren zur
Parameteridentifikation dynamischer Systeme. Diese Identifikationsmethode und so-
mit auch die algebraischen Ableitungsschatzer besitzen eine sehr gute Robustheit
gegeniiber Messrauschen, da die bendtigten zeitlichen Ableitungen der Messgrofien
in Integrale tiberfithrt werden, wie es fiir einen Spezialfall bereits in (Lanczos, 1956)
als Differentiation durch Integration bezeichnet wurde.

Die Arbeiten Sidhom (2011), Listmann und Zhao (2013), Liu et al. (2014a) und
Judalet et al. (2014) bestdtigen die im Vergleich zu anderen echtzeitfdhigen Ab-
leitungsschatzverfahren, wie beispielsweise Gleitregime-Ableitungsschatzern hoherer
Ordnung und einem speziellen Kalman-Filter, effektivere Rauschunterdriickung der
algebraischen Ableitungsschatzer. Jedoch mangelt es bis dato an praktikablen Ver-
fahren zur zielgerichteten Wahl der Parameter der algebraischen Ableitungsschatzer.
Dieser Umstand ist eine mafigebliche Motivation fiir die vorliegende Arbeit.

1.1. Stand der Technik

Die algebraischen Ableitungsschatzer mit gleitendem Zeitfenster wurden in den Ori-
ginal-Veroffentlichungen Mboup et al. (2007, 2009) mittels differentialalgebraischer
Manipulationen einer abgeschnittenen Taylor-Reihe des Messsignals eingefiihrt. Diese
Vorgehensweise ermoglicht es, Ableitungsschatzer mit Hilfe einfach anzuwendender
Rechenregeln herzuleiten. Jedoch werden hierbei die resultierenden Filtereigenschaf-



2 Kapitel 1. Einleitung

ten nicht ersichtlich, so dass die Parameter der Ableitungsschatzer in einer prakti-
schen Anwendung per Versuch und Irrtum bestimmt werden miissen.

In Néthen (2007); Mboup et al. (2007, 2009) wurde gezeigt, dass die algebrai-
schen Ableitungsschatzer implizit bei jeder Ausfiihrung ein Optimierungsproblem
im Sinne der Methode der kleinsten Fehlerquadrate losen, namlich eine gewichte-
te lokale polynomiale Bestapproximation des abzuleitenden Signals oder, synonym,
der zu schatzenden Ableitung.! Diese approximationstheoretische Sichtweise verdeut-
licht sehr gut die mit den algebraischen Ableitungsschatzern erzielbare sehr effektive
Glattung von Messrauschen. Aufierdem wird eine wesentliche Eigenschaft der kau-
salen algebraischen Ableitungsschatzer deutlich, namlich die zeitliche Verzogerung
der Schatzung. Dennoch wird auch beim approximationstheoretischen Zugang nicht
unmittelbar klar, wie die Parameter der algebraischen Ableitungsschatzer in prakti-
schen Anwendungen zweckmafig gewahlt werden sollten.

In Mboup et al. (2009) wurde gezeigt, dass die algebraischen Ableitungsschatzer
als lineare zeitinvariante Filter mit endlich dauernder Impulsantwort interpretiert
werden konnen. In Kiltz und Rudolph (2013) wurde eine explizite Darstellung des
Frequenzgangs der algebraischen Ableitungsschatzer hergeleitet und es wurde gezeigt,
dass die algebraischen Ableitungsschatzer als Tiefpassfilter interpretiert werden kon-
nen, die auf der zu schatzenden Ableitung operieren, wobei die Tiefpasswirkung an-
hand der Knickfrequenz und der asymptotischen Stoppbandsteigung sehr anschaulich
charakterisiert werden kann. Auflerdem wurde in Kiltz und Rudolph (2013) gezeigt,
wie aus einer gewiinschten Knickfrequenz und einer gewiinschten asymptotischen
Stoppbandsteigung die erforderlichen Parameter der algebraischen Ableitungsschat-
zer berechnet werden konnen. Dies vereinfacht die Parameterwahl der algebraischen
Ableitungsschatzer und ihren Vergleich mit anderen Filtern zur Ableitungsschatzung
in der Praxis erheblich.

Zur Echtzeit-Implementierung werden die algebraischen Ableitungsschatzer als Fal-
tungssummen approximiert. Nach Kenntnis des Autors wurde bisher nicht systema-
tisch diskutiert, welche Abtastrate fiir die hinreichend genaue zeitdiskrete Approxi-
mation der algebraischen Ableitungsschatzer erforderlich ist. Aufierdem fiihren nach
Kenntnis des Autors die bisherigen zeitdiskreten Approximationen der algebraischen
Ableitungsschatzer dazu, dass die resultierenden zeitdiskreten Filter langsam veran-
derliche Ableitungen systematisch falsch schatzen.

In den meisten Veroffentlichungen zu den algebraischen Ableitungsschatzern wird
die Faltungssumme in jedem Abtastschritt nicht-rekursiv ausgewertet. Dies fiithrt
dazu, dass die Anzahl erforderlicher Rechenoperationen je Abtastschritt und die An-
zahl der zu speichernden Filterkoeffizienten mit steigender Anzahl an Summanden

!Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass in der Literatur zahlreiche Verfahren zur Glittung
bzw. naherungsweisen numerischen Differentiation bekannt sind, die auf einer lokalen polynomialen
Bestapproximation beruhen, siehe bspw. Savitzky und Golay (1964); Bromba (1978); Vasseur et al.
(1979); Bromba (1981); Bromba und Ziegler (1983); Hamming (1989); Wand und Jones (1995); Fan
und Gijbels (1996). Diese Verfahren wurden fiir zeitdiskrete Messdaten hergeleitet, wihrend die alge-
braischen Ableitungsschatzer zeitkontinuierlich hergeleitet wurden.
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der Faltungssumme linear ansteigt und somit sehr groff werden kann. Aus Lindert
und Rudolph (2003); Gensior et al. (2007, 2008); Gensior (2008) ist ein Verfahren
zur rekursiven Auswertung der algebraischen Ableitungsschatzer bekannt. Hierdurch
kann die Rechenzeit- und Speicher-Effizienz der zeitdiskretisierten algebraischen Ab-
leitungsschatzer wesentlich verbessert werden, da die Anzahl an Rechenoperationen
je Abtastschritt und die Anzahl zu speichernder Filterkoeffizienten unabhangig von
der Anzahl an Summanden der Faltungssumme wird. Jedoch ist das Verfahren aus
Lindert und Rudolph (2003); Gensior et al. (2007, 2008); Gensior (2008) nicht fiir
alle Parameterkombinationen der algebraischen Ableitungsschatzer anwendbar und
die Genauigkeit der zeitdiskreten Approximation verschlechtert sich mit zunehmen-
der Stoppbandsteigung.

1.2. Beitrag dieser Arbeit

Diese Arbeit liefert neue Resultate zur praktischen Anwendung der algebraischen
Ableitungsschatzer, insbesondere zur Wahl ihrer Filterparameter und zur zeitdiskre-
ten Implementierung. Der Einsatz der algebraischen Ableitungsschatzer wird anhand
zahlreicher akademischer Beispiele und einer Fallstudie verdeutlicht.

Zum besseren Verstandnis der Filterparameter werden die Eigenschaften der al-
gebraischen Ableitungsschatzer im Zeit- und im Frequenzbereich ausfiihrlicher als
bisher erlautert. Zur Wahl der Filterparameter anhand einer gewiinschten Filtercha-
rakteristik werden die Ergebnisse aus Kiltz und Rudolph (2013) wesentlich erweitert;
so werden beispielsweise neue Asymptoten des Betragsgangs angegeben, die eine Be-
riicksichtigung der Stoppandwelligkeit der algebraischen Ableitungsschatzer bei der
Filtersynthese erlauben. Im Vergleich zu Kiltz und Rudolph (2013) wird genauer dis-
kutiert, wie eine gewiinschte Tiefpass-Charakteristik mit moglichst geringer Schatz-
verzogerung realisiert werden kann; dies ist fiir die Riickfilhrung der geschatzten
Ableitungen im geschlossenen Regelkreis wichtig. Auflerdem wird gezeigt, wie mit
den algebraischen Ableitungsschatzern ein im Sinne der Unscharferelation nahezu
optimaler Kompromiss aus der Zeit- und der Frequenzauflosung bei der Ableitungs-
schatzung erzielt werden kann. Ein wichtiger Einsatzzweck der algebraischen Ablei-
tungsschatzer ist die Detektion von Diskontinuitaten in den zeitlichen Ableitungen
schwach stationar verrauschter Messsignale; hierzu wird beschrieben, wie ein hin-
sichtlich des Signal-Rausch-Verhaltnisses optimales Suchfilter mit den algebraischen
Ableitungsschatzern angenahert werden kann.

Zur zeitdiskreten Implementierung der algebraischen Ableitungsschatzer wird eine
Abschatzung fiir die erforderliche Abtastrate auf der Basis des Abtasttheorems an-
gegeben. Auflerdem wird dargestellt, wie der bisher iibliche systematische Schatzfeh-
ler der zeitdiskretisierten algebraischen Ableitungsschatzer bei langsam veranderli-
chen Ableitungen durch eine Normierung der Filterkoeffizienten kompensiert werden
kann. Es wird gezeigt, dass bei algebraischen Ableitungsschatzern mit einer groffen
Stoppbandsteigung durch Kiirzen des Zeitfensters eine wesentliche Verbesserung der
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Schatzverzogerung und der Echtzeit-Effizienz erreicht werden kann, ohne die Ge-
nauigkeit der Schatzung wesentlich zu verschlechtern. Auflferdem werden zwei neue
Verfahren zur rekursiven Implementierung der algebraischen Ableitungsschatzer vor-
geschlagen, wovon ein Verfahren fiir beliebige algebraische Ableitungsschatzer an-
wendbar ist; das zweite Verfahren eignet sich zwar nur fiir bestimmte algebraische
Ableitungsschatzer, vermeidet aber einen Approximationsschritt des ersten Verfah-
rens und weist daher eine besonders hohe Genauigkeit auf.

1.3. Gliederung dieser Arbeit

Der verbleibende Teil dieser Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Kapitel 2 werden we-
sentliche Aspekte der algebraischen Ableitungsschatzer anhand von Schatzern fiir
die erste zeitliche Ableitung diskutiert. Obwohl die resultierenden mathematischen
Ausdriicke besonders einfach sind, konnen dennoch die meisten Grundlagen moti-
viert werden, die fiir das Verstandnis allgemeinerer algebraischer Ableitungsschatzer
erforderlich sind. So werden, ausgehend von einer Herleitung eines Ableitungsschat-
zers in Analogie zu den Originalverdffentlichungen Mboup et al. (2007, 2009), dessen
Filtereigenschaften im Zeit- und Frequenzbereich erortert und die approximations-
theoretische Interpretation inklusive der wichtigen Konzepte des Genauigkeitsgrades
und der Schatzverzogerung motiviert. Es wird verdeutlicht, was es bedeutet, einen
algebraischen Ableitungsschatzer auf ein nicht differenzierbares Signal anzuwenden,
und worauf bei der Echtzeit-Implementierung geachtet werden sollte. Zum besseren
Verstandnis dieser Arbeit sollten auch diejenigen Leser, die mit den algebraischen
Ableitungsschatzern bereits vertraut sind, Kapitel 2 zumindest iiberfliegen.

Kapitel 3 verallgemeinert die Betrachtungen aus Kapitel 2 auf Schatzer fiir beliebi-
ge ganzzahlige Ableitungsordnungen. Die approximationstheoretische Interpretation
der algebraischen Ableitungsschatzer als Ausgangspunkt der Betrachtungen gestat-
tet eine anschauliche Motivation aller Filterparameter und eine systematische Dis-
kussion des bei der Ableitungsschatzung auftretenden Schatzfehlers. Anschlieflend
werden die Zeit- und Frequenzbereichseigenschaften der algebraischen Ableitungs-
schatzer ausfiihrlich diskutiert. Neben Hinweisen zur vorteilhaften Realisierung einer
gewlinschten asymptotischen Filtercharakteristik wird erlautert, warum die Hinter-
einanderschaltung mehrerer algebraischer Ableitungsschatzer vorteilhaft im Vergleich
zur Verwendung eines einzelnen algebraischen Ableitungsschatzers sein kann und wie
ein optimales Suchfilter fiir Diskontinuitaten in den Ableitungen verrauschter Messsi-
gnale mit den algebraischen Ableitungsschatzern angenahert werden kann. Anschlie-
fend wird die zeitdiskrete Implementierung der algebraischen Ableitungsschatzer
ausgehend von der Wahl der Abtastrate iiber die Wahl des fiir die Zeitdiskretisie-
rung erforderlichen Quadraturverfahrens bis hin zu verschiedenen Moglichkeiten zur
Verbesserung der Echtzeit-Effizienz beschrieben.

Wahrend in den vorherigen Kapiteln einzelne Eigenschaften der algebraischen Ab-
leitungsschatzer an kurzen Beispielen verdeutlicht werden, wird in Kapitel 4 die
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praktische Anwendung der algebraischen Ableitungsschatzer anhand einer umfangrei-
cheren Fallstudie demonstriert, namlich der modellbasierten Echtzeit-Diagnose von
Kollisionen bei einem Laborexperiment. Wesentlich hierbei ist die Generierung ei-
nes hinsichtlich Messrauschens robusten Residuums, welches bis zum Auftreten einer
Kollision naherungsweise verschwindet und durch eine Kollision deutlich angeregt
wird. In Kiltz et al. (2013); Kiltz und Rudolph (2013) wurde gezeigt, dass sich die
algebraischen Ableitungsschatzer prinzipiell sehr gut fiir diese Aufgabe eignen. Mit
den neueren, in Kapitel 3 beschriebenen Empfehlungen zur Parameterwahl, insbe-
sondere der naherungsweisen Nachbildung optimaler Suchfilter fiir Diskontinuitaten,
wird eine bessere Signalqualitdt des Residuums im Vergleich zu Kiltz et al. (2013);
Kiltz und Rudolph (2013) erreicht, wodurch in der Praxis Kollisionen mit geringerem
Aufprallimpuls detektiert werden konnen. Aufierdem wird mit den in dieser Arbeit
beschriebenen Verfahren zur rekursiven Implementierung der algebraischen Ablei-
tungsschatzer eine wesentliche Reduktion der Anzahl der fiir die Echtzeit-Berechnung
des Residuums erforderlichen Rechenoperationen und des Speicherbedarfs erreicht.

Jedes der vorherigen Kapitel endet mit einer kurzen Zusammenfassung. Kapitel
5 fasst die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit, insbesondere die praktischen Hin-
weise zur Parameterwahl der algebraischen Ableitungsschatzer, nochmals zusammen
und gibt einen kurzen Ausblick auf deren weitere mogliche Anwendungen. Zur Ver-
besserung der Nachvollziehbarkeit dieser Arbeit werden die wesentlichen erforder-
lichen mathematischen Grundlagen in Anhang A wiederholt, wahrend die teilweise
sehr technischen, fiir die praktische Anwendung der algebraischen Ableitungsschatzer
nicht unbedingt erforderlichen Herleitungen der in den Kapiteln 2 und 3 benutzten
Formeln in Anhang B zusammengefasst sind.






2. Tutorium: Algebraische
Schatzung der ersten Ableitung

In diesem Kapitel wird die algebraische Schdtzung der ersten Ableitung t — x(t)
eines Signals t — x(t) diskutiert. Zur Anwendung der algebraischen Identifikations-
methode aus Fliess et al. (2003); Fliess und Sira-Ramirez (2003a) ist ein mathema-
tisches Modell erforderlich, in dem der gesuchte Schatzwert als Parameter auftritt.
In Mboup et al. (2007, 2009) wurde hierzu als lokal giiltiges Signalmodell das Tay-
lor’sche? Polynom vorgeschlagen: Falls x stetige erste und zweite Ableitungen x und
X besitzt, gilt nach dem Satz von Taylor x(t) = x(0) +x(0) t+ O(t?) fiir t — 0. Daher
ist die gesuchte Ableitung von x fiir hinreichend kleine t naherungsweise konstant:

x(t) ~ c. (2.1)

Durch Integration von (2.1) auf dem Intervall [0, T] erhdlt man als Schétzwert fiir x(T)
den Differenzenquotienten ¢ ~ (x (T) —x(0)) /T. Um zu einer Schitzung t — x(t)
der Funktion x zu gelangen, wird das Signal x synchron zu t verschoben:

2 X(t) —X(t—T)

X(t) = - (2.2)

Diese Schatzung nutzt zu jedem Auswertezeitpunkt lediglich zwei Werte von x und
ist daher empfindlich gegeniiber Messrauschen. Im Gegensatz hierzu berticksichtigen
algebraische Ableitungsschatzer nach Mboup et al. (2007, 2009) den Verlauf von x
auf [t — T, t] und sind daher robuster gegeniiber Messrauschen, siehe Abbildung 2.1.

2Brook Taylor (1685-1731)

Signal
Differenzenquotient
Algebraischer Schatzer

Zeit Zeit Zeit

Abbildung 2.1.: Schatzung der ersten Ableitung eines mit einem bandbegrenzten Rauschen
iberlagerten sinusférmigen Signals mit dem Differenzenquotienten (2.2) und
dem algebraischen Schétzer (2.8).
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2.1. Algebraische Ableitungsschatzung

Einen sehr eleganten Formalismus zur Herleitung des in Abbildung 2.1 angewand-
ten algebraischen Schatzers bietet Mikusinskis® Operatorenkalkiil, dessen fiir diese
Arbeit wesentliche Eigenschaften in Anhang A.1.1 zusammengestellt sind. In Opera-
tornotation lautet (2.1) sx —x(0) ~ c¢/s, weshalb durch algebraische Differentiation
;—s der Anfangswert x(0) eliminiert werden kann:

dx c

— o ——, 2.3
x+sds 2 (2.3)

Die linke Seite von (2.3) ist nicht realisierbar, da hierzu eine zeitliche Differentiation
von x erforderlich wére. Daher wird (2.3) zeitlich integriert, also in Operatornotation
mit dem Integraloperator s—! multipliziert:

x dx c

-4 — =~ ——. 2.4
S * ds 53 (24)
Mit den Rechenregeln & = {—tx(t)} und 1/s® = {t?/2} liefert die Auswertung von
(2.4) zum Zeitpunkt T die Schétzvorschrift
2 2 (7
C~ TX(T) — ﬁ JO X(T) dr. (25)

Dieser Ausdruck kann realisiert werden, da keine zeitliche Differentiation von x vor-
kommt. Jedoch wirkt sich Messrauschen infolge des ersten Summanden auf der rech-
ten Seite von (2.5) direkt auf das Schatzergebnis aus. Um zu einer gegeniiber Mess-
rauschen robusteren Schitzung zu gelangen, wird (2.4) ein weiteres Mal zeitlich in-

tegriert:
x ldx ¢

e sds T s
was, ausgewertet zum Zeitpunkt T, folgender Schatzvorschrift entspricht:

-

¢~ EJ (27— T)x(1) dr. (2.6)
T2 Jo

Hierbei wirkt sich Messrauschen im Gegensatz zu (2.5) nur zeitlich integriert auf

das Schatzergebnis aus, was sich in Abbildung 2.1 in der im Vergleich zum Differen-

zenquotienten wesentlich effektiveren Rauschunterdriickung dufiert. Ausgehend von

(2.6) kann eine Schédtzung t — x(t) der Funktion % auf zwei Arten definiert werden:

1. Die rechte Seite von (2.6) wird als Funktion der unabhédngigen Variablen T
interpretiert:
. 6 [*
x(t) = e L (2T —1)x(7) dT. (2.7)
Mit steigendem t wird die Integrationsdauer grofer, weshalb (2.7) ein algebrai-
scher Ablettungsschdtzer mit wachsendem Zeitfenster ist. Der Schétzer (2.7)

3Jan Mikusinski (1913-1987)
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ist ein lineares zeitvariantes Filter. Da mit steigendem t das Signalmodell (2.1)
ungenauer wird, ist eine Strategie zum Zuriicksetzen des Integrals erforderlich.
Algebraische Ableitungsschatzer mit wachsendem Zeitfenster wurden in Fliess
und Sira-Ramirez (2003b) eingefiithrt und werden in Fliess und Sira-Ramirez
(2004); Reger et al. (2005, 2006); Reger und Jouffroy (2009); Garcia-Rodriguez
et al. (2009); de Brito Novaes und Pereira da Silva (2009); Lopez Murgueytio
et al. (2013); Morales et al. (2014) diskutiert.

2. Die Integrationsdauer T wird beibehalten und x synchron zu t verschoben:

-
x(t) = %J 2T—T)x(t—T+ 1) dr. (2.8)
0

In diesem Fall wird i(t) aus dem Verlauf von x auf [t — T, t] berechnet, weshalb
(2.8) ein algebraischer Ableitungsschdatzer mit gleitendem Zeitfenster ist.
Der Schéatzer (2.8) ist ein lineares zeitinvariantes Filter. Der Fensterbreite T
kommt eine entscheidende Bedeutung zu: Eine grofie Fensterbreite bewirkt ei-
ne effektive Glattung von Messrauschen, fithrt jedoch auch zu einer ungenauen
Rekonstruktion der interessierenden Ableitung. Algebraische Ableitungsschat-
zer mit gleitendem Zeitfenster wurden in Mboup et al. (2007) eingefiihrt und
werden in Mboup et al. (2009); N&then (2007); Barbot et al. (2007); Zehet-
ner et al. (2007); Gensior et al. (2007); Mai und Hillermeier (2008); Gensior
et al. (2008); Gensior (2008); Reger und Jouffroy (2008, 2009); Liu (2011); Liu
et al. (2011a,b, 2012, 2014a,b); Kiltz et al. (2012, 2013, 2014); Kiltz und Ru-
dolph (2013); Mboup und Riachy (2014); Judalet et al. (2014); Hu und Mao
(2014); Tisserand et al. (2015); Schwalb Moraes und Pereira da Silva (2015a,b)
diskutiert.

Im Gegensatz zu den algebraischen Ableitungsschatzern mit wachsendem Zeitfens-
ter haben jene mit gleitendem Zeitfenster zu jedem Auswertezeitpunkt ein gleich-
bleibendes Ubertragungsverhalten und fiir ihre Parametrierung kann auf méchtige
Methoden fiir lineare zeitinvariante Systeme zuriickgegriffen werden. Auflerdem kon-
nen die algebraischen Ableitungsschatzer mit gleitendem Zeitfenster sehr effizient
und numerisch stabil in Echtzeitanwendungen implementiert werden. Daher werden
im weiteren Verlauf dieser Arbeit ausschliefllich algebraische Ableitungsschatzer mit
gleitendem Zeitfenster betrachtet. Diese werden im Folgenden kurz als algebraische
Ableitungsschdtzer bezeichnet. Fiihrt man in (2.8) die Substitution T = 1 — T/2
durch, so erhalt man

) =S (2 SJW ax(t— L iz)ar
x(t) == | = x| t—— :
2\T) |1 2

Dies entspricht der Lanczos’schen* verallgemeinerten Ableitung (Lanczos, 1956),
ausgewertet zum Zeitpunkt t — T/2. Lanczos bezeichnete diese ndherungsweise Dif-
ferentiation treffend als D:ifferentiation durch Integration.

“Cornelius Lanczos (1893-1974)
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Zeit Zeit

Abbildung 2.2.: Impuls- und Sprungantwort des algebraischen Ableitungsschétzers (2.9).

2.2. Filtereigenschaften

Zur Analyse der Filtereigenschaften wird (2.8) mittels partieller Integration in
. 6 ('
x(t) = ﬁj (T—1t)tx(t—T+ 1) dt (2.9)
0
uberfiihrt. Man beachte, dass, unabhangig vom Verlauf des Messsignals x, die iibli-
cherweise bei der partiellen Integration auftretenden Randterme in diesem Fall infolge

der Nullstellen von (T — )T an den Integrationsrdndern verschwinden. Fiihrt man
n (2.9) die Substitution T =t — T + 7 durch, so erhilt man

x(t) = %J; (t—7) (T —t+7)%(T) dT. (2.10)

Definiert man nun

S (T—t)t, telo,T],
glt) =g " - 0.7 (2.11)
0, sonst,
so kann (2.10) in Operatornotation als Faltungsprodukt geschrieben werden:
x=gx. (2.12)

Dies bedeutet, dass die Schatzung (2.8) der Anwendung eines linearen zeitinvarianten
Filters mit der Impulsantwort g auf die gesuchte Ableitung x entspricht und daher
mit der Impulsantwort identifiziert werden kann (Oppenheim und Willsky, 1997). In
Abbildung 2.5 sind die Impulsantwort g und die zugehorige Sprungantwort

0, t<0
hi=d=¢(4)(3-24), 0<t<T
1, sonst

dargestellt. Man erkennt die Achsensymmetrie von g(t) zu t = T/2, die zu einer
Punktsymmetrie von h beziiglich des Punktes (T/2,1/2) fithrt. Da g nur auf dem
kompakten Intervall [0, T] von Null verschieden ist, ist der algebraische Ableitungs-
schatzer ein Filter mit endlicher Impulsantwortdauer, ein sogenanntes FIR-Filter
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Abbildung 2.3.: Antwort des algebraischen Ableitungsschétzers (2.8) auf die Sprung- und die
Rampenfunktion.

(engl. finite tmpulse response) (Oppenheim und Schafer, 2009). Partielle Integrati-
on von (2.12) liefert

t t

fcmzj gt — 1) k(1) dr = g(T) x(t —T) — g(0) x(t) + J ot — 1) x(x) dr,
t—T \:6-/ \:/0/ t—T

so dass der algebraische Ableitungsschitzer (2.8) auch als Anwendung eines FIR-
Filters mit der Impulsantwort g auf das Signal x interpretiert werden kann:

X =gx. (2.13)

Wahrend sich die Darstellung (2.12) besonders zur Erlduterung der Filtereigenschaf-
ten des algebraischen Ableitungsschatzers und somit zur Herleitung von Parametrie-
rungsregeln eignet, ist (2.13) die Grundlage seiner Echtzeit-Implementierung.

Ausgangssignal bei nicht-differenzierbaren Eingangssignalen Das Filter (2.8)
antwortet auf die Sprungfunktion (A.4) mit seiner (zeitlich verschobenen) Impuls-

antwort:

~

Ho =sgHe =69, (2.14)

und auf die Rampenfunktion
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Abbildung 2.4.: Amplituden- und Phasengang des algebraischen Ableitungsschétzers (2.9)
zusammen mit der Asymptote (2.17).

mit seiner Sprungantwort:
f{@ = gH@ = 562 = 661'1,

siehe Abbildung 2.3. Obwohl weder die Sprung- noch die Rampenfunktion differen-
zierbar sind, ist das Ausgangssignal des Ableitungsschatzers in beiden Fallen stetig.

Frequenzgang Aus (2.12) folgt die Fourier-Transformierte® der Schitzung x als

FEHw) = FlgHw)FEHw) = 1w FgH(w)Fx}(w) (2.15)

Der Faktor w auf der rechten Seite von (2.15) entspricht der typischen Verstarkung
um 20 dB je Frequenzdekade infolge zeitlicher Differentiation. Der Ableitungsschatzer
muss diese Verstarkung bei hochfrequenten Signalanteilen iiberkompensieren, um
Messrauschen zu unterdriicken. In Abschnitt 3.3 wird die Fourier-Transformierte von

FlgHw) = e+ (i\g ( g > (2.16)

mit der Bessel-Funktion® J;/» erster Gattung der Ordnung 3/2, siche Anhang A.4.2.
Die Nullstellen j;,o der Bessel-Funktion fiihren dazu, dass J{g} Nullstellen wy =
2j3/2,/T aufweist, siehe Abbildung 2.4. Hierdurch kénnen harmonische Stérungen
ohne zusatzliche Filter eliminiert werden. Eine Asymptote von F{g} ist gegeben durch

g hergeleitet:

1, |wl<w,

Flghw) = { . w, = e/, (2.17)
|

w—le’ SOIlSt,

siehe Abschnitt 3.3. Das bedeutet, dass Frequenzen w < w. naherungsweise konstant
verstarkt werden, wahrend Frequenzen w > w. mit steigender Frequenz naherungs-
weise um 40 dB je Frequenzdekade abgeschwacht werden. Insbesondere iibersteigt die-

5Jean Baptiste Fourier (1768-1830)
SFriedrich Wilhelm Bessel (1784-1846)
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se Abschwachung die Verstarkung infolge der Differentiation um 20 dB je Frequenzde-
kade. Der algebraische Ableitungsschitzer (2.9) hat also ausgeprigte Tiefpasseigen-
schaften. Der Bereich |w| < w, wird Passband genannt, |w| > w. Stoppband und w,
Knickfrequenz, siehe Abbildung 2.4. Der Phasengang des Ableitungsschatzers lautet
nach Abschnitt 3.3

arg F{g}(w) = —gw + ; Z Hey, (w).

k>0
Da die Diskontinuitaten im Phasengang lediglich an den Nullstellen des Frequenz-
gangs auftreten, ist die Gruppenlaufzeit (Papoulis, 1962)

_ darg g} T

2 w) =5, wia (2.18)

mit Ausnahme der Nullstellen wy konstant. Dies ist eine Konsequenz der Achsensym-
metrie der Impulsantwort g (Papoulis, 1962). Filter mit konstanter Gruppenlaufzeit
werden linearphasig oder, synonym, phasenverzerrungsfrei genannt, da samtliche
Frequenzanteile des Eingangssignals mit derselben Verzogerung (lediglich entspre-
chend dem Amplitudengang verstarkt) im Ausgangssignal sichtbar werden.

Vergleich mit lIR-Filtern Der Frequenzgang linearer zeitinvarianter Tiefpassfilter
zweiter Ordnung, die einer Eingangs-Ausgangs-Differentialgleichung

L2edx s % (>0 (2.19)

vom Eingang X zum Ausgang x geniigen, besitzt ebenfalls die Asymptote (2.17) (Op-
penheim und Willsky, 1997). Filter der Form (2.19) haben eine unendliche Impul-
santwortdauer und werden daher IIR-Filter (engl. infinite impulse response) ge-
nannt (Oppenheim und Schafer, 2009). Der Ddmpfungsgrad ( = 1/+/2 ergibt ein
Butterworth-Filter”, welches sich durch einen moglichst flachen Betragsgang im
Passband auszeichnet (Butterworth, 1930), und ¢ = v/3/2 ein Bessel- Filter, welches
im Passband eine geringe Phasenverzerrung bietet (Thomson, 1949). Abbildung 2.5
bestatigt FIR- bzw. IIR-typische Eigenschaften des algebraischen bzw. des Bessel- so-
wie des Butterworth-Filters (Oppenheim und Schafer, 2009): Wahrend die IIR-Filter
einen steileren Verstirkungsabfall im Ubergang vom Passband zum Stoppband er-
reichen, zeichnet sich das algebraische Filter durch seine Phasenverzerrungsfreiheit
sowie seine Sprungantwort ohne Uberschwingen und mit endlicher Ubergangsdau-
er aus. Bei der zeitdiskreten Implementierung mit endlicher Rechengenauigkeit ist
zu beachten, dass IIR-Filter durch die erforderliche Riickfiihrung vergangener Fil-
terausgangswerte durch Rundungsfehler insbesondere bei schneller Abtastung im
Verhéltnis zur Filterdynamik numerisch instabil werden konnen,® wahrend dies bei
FIR-Filtern nicht der Fall ist.

"Stephen Butterworth (1885-1958)
8Kaiser (1966); Rader und Gold (1967) behandeln die zeitdiskrete Implementierung linearer zeit-
invarianter IIR-Filter sowie die bendtigte Rechengenauigkeit.
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Abbildung 2.5.: Vergleich des algebraischen Ableitungsschétzers (2.9) mit Butterworth- und
Besselfiltern mit derselben Frequenzgangasymptote (2.17).

2.3. Approximationsbasierte Ableitungsschiatzung

Nothen (2007) und Mboup et al. (2007) zeigten, dass die algebraischen Ableitungs-
schatzer implizit ein Optimierungsproblem im Sinne der Methode der kleinsten Feh-
lerquadrate 16sen. Optimierungsbasierte Ableitungsschatzer beruhen auf der Appro-
ximation der Messung durch eine Ansatzfunktion, deren Ableitung als Schatzwert
verwandt wird. Haufig eignen sich hierzu Polynome, da jede stetige Funktion auf
einem kompakten Intervall gleichméRig durch Polynome approximiert® (Weierstra®,
1885; Courant und Hilbert, 1966) und die Ableitung eines Polynoms sehr effizient
ausgewertet werden kann.

Ableitungsschitzung als Optimierungsproblem Um das Signal x auf [t — T, t] im
guadratischen Mittel durch eine Gerade zu approximieren, wird das Funktional

g = JT ()“c(t) +7?<(t)T—X(t—T+T)>2 dt (2.20)
0

beziiglich %(t) und x(t) minimiert. Lést man hierzu das Gleichungssystem

o] _, 9
o%(t) 7 ax(t)

®Durch Erhéhung des Polynomgrades wird der Approximationsfehler beliebig klein.
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Abbildung 2.6.: Schatzverzogerung bei Anwendung des algebraischen Ableitungsschatzers
(2.8) auf ein sinusférmiges Signal.

nach x(t), so erhilt man den algebraischen Schitzer (2.8). Nun soll die Ableitung x
auf [t — T, t] durch eine Konstante approximiert werden. Minimiert man hierzu

T
J (T (k6 —%(t— T+ T)>2 dr, (2.21)
0
also ein Funktional mit der nicht konstanten Gewichtung (T — T) T des quadrierten
Fehlers, beziiglich fc(t), so erhélt man (2.9). Dies bedeutet, dass der Ableitungsschét-
zer (2.8) zu jedem Auswertezeitpunkt implizt ein Optimierungsproblem 16st.}° Durch
die Wahl der Fensterbreite T wird das zugrunde liegende Giitefunktional (2.20) bzw.
(2.21) parametriert, was nach Abschnitt 2.2 der Einstellung des Tiefpassverhaltens
des Ableitungsschatzers durch Verschiebung seiner Knickfrequenz entspricht.

Genauigkeitsgrad und Schatzverzégerung No&then (2007) beobachtete bei der An-
wendung von (2.8) eine zeitliche Verzdgerung der Schatzwerte von etwa einer halb-
en Fensterbreite, siehe Abbildung 2.6. Dies korrespondiert mit der Gruppenlaufzeit
T/2 in (2.18) (Papoulis, 1962). Mboup et al. (2007, 2009) lieferte hierfiir eine ap-
proximationstheoretische Erklarung, die fiir diese Arbeit wesentlich ist und in ver-
einfachter Form fiir das Filter (2.8) wie folgt lautet: Ist das Signal x eine Parabel,
x(t) = co+c1 t+cat?/2, so ergeben (2.8) und (2.9) zum Zeitpunkt t den Schitzwert

X(t) =c1+co (t—T/2) =x(t —T/2).
Trotz einer Gerade als Ansatzfunktion wird also auch die erste Ableitung einer Para-
bel exakt rekonstruiert, jedoch mit einer zeitlichen Verzogerung von T/2. Bei dreifach
stetig differenzierbaren Signalen x folgt dann aus dem Satz von Taylor

X(t) =x(t—T/2) + O(T?) fiir T -0, (2.22)

was Nothens Beobachtung erklart. Alle algebraischen Ableitungsschatzer geben Ab-
leitungen polynomialer Signale bis zu einem bestimmten Grad exakt wieder, jedoch
zeitlich verzogert (Mboup et al., 2007, 2009). Der Polynomgrad, bis zu dem ein al-
gebraischer Ableitungsschatzer die gesuchte Ableitung eines polynomialen Signals

10Mboup (2009) vertieft diesen Aspekt fiir allgemeinere algebraische Schitzverfahren.
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exakt wiedergibt, wird in dieser Arbeit als Genauigkeitsgrad'! v bezeichnet, die re-
sultierende zeitliche Verzogerung als Schatzverzogerung At. Der Ableitungsschatzer
(2.8) hat also den Genauigkeitsgrad y = 2 und die Schéatzverzogerung At = T/2.

Verringerung der Schatzverzégerung Im Folgenden sollen zwei Moglichkeiten zur
Verringerung der Schatzverzogerung unter Beibehaltung der Fensterbreite aufgezeigt
werden. Die verwendeten Gleichungen werden in Kapitel 3 hergeleitet.

Minimiert man statt (2.21) das Funktional

LT (T—1)P <>°<(t) —X(t—TJrT))Z dr, B >0,

beziiglich x(t), so ergibt sich der Ableitungsschitzer x = gp x mit der Impulsantwort

BB+ (T _4)Bt, te[0,T],
gﬁ(t) — { T8

2.23
0, sonst, ( )

_2_

siehe Abbildung 2.7. Die Schatzverzogerung At = 53
3 verringert werden, wodurch die Sprungantwort schneller ansteigt. Eine Asymptote

T kann durch Vergroferung von

des Frequenzgangs lautet

1, |l <w, VB+1)(B+2)

?{gﬁ}(w) - {(B+1)(B+2) sonst W, = T .
lwT2 )

Daher fiihrt eine Vergrofferung von 3 zu einer Verbreiterung des Passbands. Zudem
ist in Abbildung 2.7 zu sehen, dass dann ein flacherer Abfall des Betragsgangs beim
Ubergang vom Passband zum Stoppband in Kauf genommen werden muss.

Ersetzt man x(t) in (2.21) durch cp(t)+cy(t) T, verwendet also eine Ansatzfunktion
mit hoherem Polynomgrad, so erhalt man

JT (T—1)T(colt) +cr(t) T—x(t—T+1))° dr.
0

Dieses Funktional nimmt sein Minimum beziiglich co(t) und c,(t) fiir

colt) :%LT (T—1)T(3T—51) %(t—T + 1) dr,

ci(t) :%J:(T—T)T(ZT—T)X(t—TJrT) dt

"Der Genauigkeitsgrad (engl. degree of precision, degree of ezactness oder degree of accuracy)
bezeichnet bei der numerischen Integration iiblicherweise den Grad eines polynomialen Integranden,
bis zu dem ein Quadraturverfahren den exakten Wert des Integrals liefert (Krylov, 1962; Stroud
und Secrest, 1966; Stroud, 1974; Davis und Rabinowitz, 1984; Krommer und Ueberhuber, 1998).
Entsprechend wurde der Genauigkeitsgrad hier auf die algebraischen Ableitungsschatzer tibertragen.
Eng mit dem Genauigkeitsgrad ist die (Fehler-)Ordnung verbunden (Freund und Hoppe, 2007). Bei
den algebraischen Ableitungsschatzern sollte zwischen dem Genauigkeitsgrad und der Fehlerordnung
unterschieden werden, da der Genauigkeitsgrad eine Eigenschaft allein des algebraischen Schatzers ist,
wéhrend die Fehlerordnung im Sinne von (2.22) auch von der Differenzierbarkeit des Eingangssignals
abhangt. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion sei auf Abschnitt 3.1.2 verwiesen.
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Abbildung 2.8.:

Vergleich von ga nach (2.25) fiir verschiedene Schitzverzogerungen.
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an. Zur Berechnung von x(t) wird die Ansatzfunktion bei T — Ty ausgewertet:

)
(1) = colt) + ea(t) (T—Ta) = L gaT—D)x(t—T+1 dr  (2.24)

mit der Impulsantwort

T T (2.25)

L (T-tt(5(222—1)t+3T—5TA), telo,Tl,
gal(t) =

0, sonst,

siehe Abbildung 2.8. Hier kann die Schatzverzogerung At = To beliebig vorgegeben
werden. Fir Ty = \ggjng erhoht sich der Genauigkeitsgrad auf y = 3, ansonsten
gilt v = 2. Fiir To = 0 erhalt man eine verzégerungsfreie Schatzung, wahrend fiir
Ta < 0 sogar zukiinftige Werte von x pradiziert werden. Jedoch zeigt Abbildung 2.8,

dass eine kleine Schatzverzogerung zu einer iiberschwingenden Sprungantwort sowie

einem Frequenzgang mit deutlicher Amplitudeniiberhohung und Phasenverzerrung
fihrt.

2.4. Implementierung

Ist die Messgrofie x nur zu diskreten Abtastzeitpunkten (t;);., bekannt, muss zur
Implementierung des Filters (2.13) das Faltungsintegral approximiert werden. Die
ndherungsweise numerische Integration von Funktionen einer Variablen wird (nume-
rische) Quadratur genannt. Im Folgenden wird von einer dquidistanten Abtastung
ti 1 =ty + Ts ausgegangen.

Mittelpunktregel Die Mittelpunktregel (engl. midpoint rule), siche bspw. Krom-
mer und Ueberhuber (1998), ist ein besonders einfaches Quadraturverfahren, das bei
hinreichend grofier Anzahl L := T/T, von Abtastperioden je Fensterbreite eine gute
Approximation des zeitkontinuierlichen Ableitungsschatzers liefert. Ist L ganzzah-
lig, so kann das Faltungsintegral in (2.13) als Summe von Integralen der Breite T
dargestellt werden:

. T . L1 (k+1)T; .
x(t) = L g(1)x(t —7) dt = kZ_O LTS g(1) x(t — 1) dr. (2.26)

Wenn sich die Abtastzeitpunkte in der Mitte der Integrationsintervalle befinden,
tix =t—(k+ 1/2) T, kann jeder Summand in (2.26) durch ein Rechteck der Breite T
und der Hohe ¢((k + 1/2) Tg) x(t;_x) angenédhert werden, sieche Abbildung 2.9. Dann
kann zum Abtastzeitpunkt t; der Wert von X zZum Zeitpunkt t; 4+ T,/2 ndherungsweise
als gewichtete Summe der L aktuellsten Messwerte berechnet werden:

—

—1
WicXiok, W= Tsgyy 1 =
0

6(L—1—2k)
2T

Q

(2.27)

X
-~
e

=~
|
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Abbildung 2.9.: Zur Quadratur nach der Mittelpunktregel.

Hierbei wurde die Notation fy := f(kT;) benutzt. Die Mittelpunktregel approxi-
miert den zeitkontinuierlichen Ableitungsschatzer also durch ein lineares verschiebe-
invariantes FIR-Filter und kompensiert eine halbe Abtastperiode der Schatzverzoge-
rung.

Wahl der Abtastperiode In Operatornotation kann (2.27) als 5 2x ~ Y ¢ Wy 8% x
geschrieben werden. Vergleicht man dies mit (2.12), so approximiert der Operator

o wTs

5%
gs Zwk 8% mit F{g.}(w
k=0

Zw e 1wk (2.28)

den algebraischen Ableitungsschitzer g. GemaR dem Abtasttheorem!? (Nyquist,
1928; Kotelnikov, 1933; Shannon, 1948, 1949) muss die Nyquist-Frequenz'® wy =
7/ T zur Vermeidung von Aliasing-Effekten hinreichend groff im Verhéltnis zur Knick-
frequenz w, sein. Um ein Verhaltnis wy/w. zu erreichen, sind infolge (2.17)

6
£ N ~ 0,78 On
T W, W,

L=

Abtastperioden je Fensterbreite erforderlich. Daher ist bereits bei einer Abtastpe-
riode von T, = T/8 die Nyquist-Frequenz um mehr als eine Dekade grofler als die

12Als interessante Abhandlung iiber die Historie des Abtasttheorems sei auf (Liike, 1999) hinge-
wiesen.
13Harry Nyquist (1889-1976)
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Abbildung 2.10.: Frequenzgénge des algebraischen Ableitungsschitzers g nach (2.11), dessen
zeitdiskreter Approximation gs nach (2.28) und des Savitzky-Golay-Filters
gs nach (2.30) fiir L = 8.

Knickfrequenz, was sich in einer guten Ubereinstimmung der Frequenzginge von g
und g in Abbildung 2.10 aufert. Eine weitere Reduktion der Abtastperiode gleicht
die Frequenzgange von g; und g weiter an. Dies rechtfertigt, die Fensterbreite T
in einer praktischen Anwendung weitgehend unabhangig von der Diskretisierung zu
wahlen, beispielsweise durch die Vorgabe einer gewiinschten Knickfrequenz w, und
Anwendung von (2.17).

Bemerkung 1. Kaiser (1966) vergleicht zeitdiskrete FIR-Schétzfilter fiir die erste
Zeitableitung hinsichtlich ihrer nutzbaren Bandbreite in dem Sinne, bis zu welchem
Anteil der Nyquist-Frequenz die Filter den Betragsgang eines idealen Differentia-
tors naherungsweise nachbilden. Demnach weist der zeitdiskretisierte algebraische
Ableitungsschatzer (2.28) bei der vorgeschlagenen Wahl von wy ~ 10 w, eine nutz-
bare Bandbreite von lediglich ca. 10% der Nyquist-Frequenz auf, wahrend andere
FIR-Filter in Kaisers Vergleich bis zu ca. 80 % nutzbarer Bandbreite erreichen. Die
vergleichsweise geringe nutzbare Bandbreite des algebraischen Ableitungsschatzers
(2.28) liegt daran, dass sein Betragsgang im Stoppband lediglich um 20dB je De-
kade starker abfillt, als derjenige des idealen Differentiators ansteigt; daher erfor-
dert das Abtasttheorem einen grofien Abstand zwischen der Knickfrequenz und der
Nyquist-Frequenz. Prinzipiell konnen algebraische Ableitungsschatzer mit beliebig
grofier asymptotischer Stoppbandsteigung und somit wesentlich grofierer nutzbarer
Bandbreite realisiert werden, siehe Kapitel 3.

Normierung Abbildung 2.10 zeigt, dass g; im Gegensatz zu g den Gleichanteil
von x abschwacht. Die zeitdiskrete Approximation hat also zu einer Reduktion des
Genauigkeitsgrades von 2 auf 0 gefithrt. Die Abschwachung des Gleichanteils soll nun
berechnet werden, um sie zu kompensieren. Nach Krommer und Ueberhuber (1998,
S. 132) betrdgt der Quadraturfehler bei Anwendung der Mittelpunktregel, sofern x



2.4. Implementierung 21

zweifach stetig differenzierbar ist,

-1
. LT3.
s — Y = s it £(£) = (&) x(t — 2.29
Xiyi k:OWkX K 5 (&) mit f(&) = g(&) x(t — &) (2.29)
und einem geeigneten & € [0, T]. Fiir x(t) = ¢y + c1 tist f = — 2%, AuRerdem gilt

dann fci+1 s2 = ¢1 wegen des Genauigkeitsgrades v = 2 von ¢. Einsetzen von f und
X1 s21n (2.29) ergibt ¢; = L2L_i1 Zt;é Wy Xi_x. Dies motiviert den Ableitungsschatzer

1
i+% = E Wix Xi—k, = . 2 (230)

mit dem zugehorigen Operator g; = g;/=. Abbildung 2.10 bestatigt die korrekte
Wiederg:atbe des Gleichanteils in der ersten Ableitung durch g;. Falls x eine Parabel
ist, gilt 721+1 /2 = Xi_L /2, S0 dass der diskrete Ableitungsschatzer (2.30) den Genauig-
keitsgrad v = 2 und die Schatzverzégerung At = (T — T;) /2 hat.

Beziehung zum Savitzky-Golay-Filter Auch die Minimierung des Funktionals

R 2 2
<Xi+ + kTs Xipl — Xi—(L—1]+k>

1
2

beziiglich >:ci+1 /2 und iiﬂ /2 liefert den Ableitungsschatzer (2.30), weshalb dieser ein
Savitzky-Golay-Filter'® ' ist (Savitzky und Golay, 1964; Persson und Strang, 2003;
Luo et al., 2005; Schafer, 2011). Das Savitzky-Golay-Filter g; kann also als diskrete
Approximation des algebraischen Ableitungsschatzers g interpretiert werden. Die Be-
deutung der Savitzky-Golay-Filter wird anhand folgenden Zitats aus Riordon et al.
(2000) deutlich, welches sich auf die Original-Arbeit Savitzky und Golay (1964) be-
zieht: ,It can be argued that the dawn of the computer-controlled analytical in-
strument can be traced to this article*. Mai und Hillermeier (2008) bezeichnen die
Savitzky-Golay-Filter als Least-Squares-Ableitungsschatzer und zeigen deren Op-
timalitat hinsichtlich der Robustheit gegeniiber GauR’schem?!® weiRen Rauschen.

Rekursive Implementierung Da die Filterkoeffizienten wy polynomial in k sind,
kann (2.30) in die dquivalente Rekursion'’

Yi =c1 (xi —xir—1) —C2 (Xi—1 —Xi—1) + 2Yi—1 — Yi—2 (2.31)

mit ¢y = ﬁ, Cy = ﬁ iiberfiihrt werden (Blum, 1957; Bromba und Ziegler,

1979). Der Schétzwert betrdgt dann fci +1 ~ ;. Dies wird in Abschnitt 3.4.4 erlautert.

14 Abraham Savitzky (1919-1999)

15Marcel Jules Edouard Golay (1902-1989)

16 Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855)

17Zur Veranschaulichung betrachte man den gleitenden Mittelwert y; = 1';;(1) xi_x/L, welcher
auch als Rekursion y; = yi—1 + (xi — x4—1) /L implementiert werden kann (Smith, 1999).
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Um eine numerische Instabilitat infolge einer endlichen Wortbreite zu vermeiden,
empfehlen Bromba und Ziegler (1979) die Implementierung von (2.31) in der Form

zi = dy (x4 —Xi—1—1) —da (Xi—1 —Xi—1) + 221 — Zi—2 (2.32)

mit d; = L —1, dy = L 4+ 1. Der Schatzwert lautet dann 72#% =~ (Lffzilﬁ. Wich-
tig an (2.32) ist, dass sdmtliche Koeffizienten ganzzahlig sind. Sind die Abtastwer-
te x; ebenfalls ganzzahlig, beispielsweise als Ausgangssignal eines Analog-Digital-
Wandlers, konnen die Werte z; fehlerfrei in Ganzzahl-Arithmetik berechnet werden.
Wahrend (2.27) in jedem Abtastschritt 21 — 1 Rechenoperationen (L Multiplikatio-
nen, L — 1 Additionen) zur Ausfithrung des Ableitungsschatzers erfordert, bendtigt
die Auswertung von (2.32) unabhingig von der Filterbreite L lediglich 9 Rechenope-
rationen je Abtastschritt (4 Multiplikationen, 5 Additionen bzw. Subtraktionen). Es

kann also eine deutlich verbesserte Rechenzeiteffizienz erreicht werden.

2.5. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden anhand algebraischer Schatzer fiir die erste Ableitung
verschiedene Sachverhalte erortert, die fiir alle im Folgenden behandelten algebrai-
schen Ableitungsschitzer giiltig sind. Algebraische Ableitungsschitzer (mit gleiten-
dem Zeitfenster) sind lineare zeitinvariante Filter mit endlicher Impulsantwort. Sie
rekonstruieren zeitliche Ableitungen gemessener Signale und konnen als zeitlich ver-
zogerte Auswertung einer gleitenden lokalen polynomialen Approximation der zu
schatzenden Ableitung interpretiert werden. Die polynomiale Approximation fiihrt
zu einem ausgepragten Tiefpassverhalten der algebraischen Ableitungsschatzer. Ins-
besondere iibersteigt die Abschwachung hoher Frequenzen deren Verstarkung infolge
der Differentiation, so dass Messrauschen effektiv unterdriickt wird. Eine Betrach-
tung im Frequenzbereich ermoglicht eine systematische Wahl der Filterparameter. Je
nach den gewahlten Filterparametern sind algebraische Ableitungsschatzer phasen-
verzerrungsfrei, weisen eine Sprungantwort ohne Uberschwingen auf und erlauben die
Elimination harmonischer Storungen ohne zusatzliche Filter. Bekannte Filter konnen
als Sonderfalle der algebraischen Ableitungsschatzer betrachtet werden, beispielswei-
se die Lanczos’sche verallgemeinerte Ableitung als Sonderfall der zeitkontinuierlichen
Ableitungsschatzer oder auch die Savitzky-Golay-Filter als Sonderfall der zeitdiskre-
ten Approximation.



3. Algebraische Schatzung
beliebiger Ableitungsordnungen

Nachdem im vorhergehenden Kapitel wesentliche Aspekte der algebraischen Ablei-
tungsschatzer mit gleitendem Zeitfenster exemplarisch anhand von Schatzern fiir die
erste Ableitung diskutiert wurden, werden nun Filter zur Schatzung beliebiger ganz-
zahliger Ableitungsordnungen untersucht.’® Ausgangspunkt der Betrachtungen ist
die gleitende lokale polynomiale Approximation der gesuchten Ableitung, vergleiche
Abschnitt 2.3. Dieses den algebraischen Ableitungsschatzern zugrunde liegende Op-
timierungsproblem verfiigt iiber zahlreiche Parameter, deren Auswirkung auf die fiir
die Praxis wichtigen Filtereigenschaften nicht unmittelbar ersichtlich ist. Daher wird
in diesem Kapitel gezeigt, wie aus der Vorgabe eines gewiinschten Ubertragungs-
verhaltens im Frequenzbereich die erforderlichen Filterparameter ermittelt werden
konnen. Um die Filter in einer praktischen Anwendung einsetzen zu konnen, wer-
den abschliefend Naherungsverfahren zur Zeitdiskretisierung vorgestellt. Durch eine
geschickte Vorgehensweise konnen hierbei die Speicherplatz- und Rechenzeiteffizienz
sowie die effektive Schatzverzogerung der resultierenden zeitdiskreten Ableitungs-
schatzer wesentlich verbessert werden.

3.1. Approximationstheoretische Eigenschaften

Einen besonders anschaulichen Zugang zu den algebraischen Ableitungsschatzern
bietet deren Interpretation als polynomiale Approximation der zu schatzenden Ab-
leitung (bzw., synonym, der polynomialen Approximation des nicht abgeleiteten Si-
gnals und anschliefenden Berechnung der zeitlichen Ableitung des Approximations-
polynoms als Schatzwert fiir die gesuchte Ableitung, siehe Abschnitt 2.3). Sollen die
algebraischen Ableitungsschatzer in einer Echtzeitanwendung eingesetzt werden, so
kann stets nur ein Kompromiss aus der Unterdriickung unerwiinschten Rauschens
und der genauen Nachbildung auch schneller Anderungen der interessierenden Ab-
leitung sowie einer geringen Schatzverzogerung erzielt werden. Daher werden, als
Grundlage fiir die weiteren Ausfiihrungen in dieser Arbeit, in diesem Abschnitt die
fiir den praktischen Einsatz der algebraischen Ableitungsschatzer wichtigen Konzepte
des Genauigkeitsgrades und der Schatzverzogerung sowie die wesentlichen Kompo-
nenten des resultierenden Schatzfehlers erortert.

18Siehe Liu et al. (2012); Liu und Laleg-Kirati (2015) fiir die Erweiterung der algebraischen Ablei-
tungsschitzer auf fraktionale zeitliche Ableitungen und Chesne (2014) fiir die Anwendung der alge-
braischen Ableitungsschatzer zur Rekonstruktion der Ortsableitungen einer ortlich verteilten Grofe.

23
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Abbildung 3.1.: Approximationstheoretische Interpretation der algebraischen Ableitungs-

schatzer: Zum Zeitpunkt t wird die zu schdtzende Ableitung lokal durch
ein Polynom approximiert (links). Das Polynom wird zeitlich verzdgert aus-
gewertet (Mitte). Dies wird zu jedem Auswertezeitpunkt wiederholt, wobei
das Approximationsintervall verschoben wird (rechts). Die Approximation
bewirkt eine effektive Glattung von Rauschen.

3.1.1. Approximationstheoretische Interpretation

Im Folgenden soll ein Schitzwert (™) : R — R der n-ten Zeitableitung eines Signals
x : R — R ermittelt werden. Es wird davon ausgegangen, dass die gesuchte Ablei-
tung x(™ auf jedem kompakten Intervall J;(t) := [t — T,t] quadratisch Lebesgue-
integrierbar ist. Dann konnen die algebraischen Ableitungsschatzer als Anwendung
der in Anhang A.2.3 zusammengefassten Methoden zur lokalen polynomialen Appro-
ximation in drei Schritten aufgefasst werden, siehe auch Abbildung 3.1:

1. Zum Zeitpunkt t wird x(™) auf I (t) durch ein Polynom %\ des Grades N ap-

proximiert (Abbildung 3.1 links). Dieses Approximationspolynom kann nach
Abschnitt A.2.3 durch Projektion von x(™ auf den reproduzierenden Kern
R](\Jof’f) von 7ty berechnet werden und lautet nach (B.3a)

M (1) = (x™ o dr, R](\,oif;)lt(ﬂ>

mit dem inneren Produkt (A.30). Siehe (A.35) und (B.1) fiir explizite Darstel-
(«,B) -1
lungen von Ry 7, ¢ und 7.

. Um einen Schitzwert X(™)(t) von x(™(t) zu erhalten, wird die Approximati-

on %\ zum Zeitpunkt t — T, ausgewertet (Abbildung 3.1 Mitte): x(™(t) =
%™ (t — Tx). Nach (B.3b) lautet der gesuchte Schitzwert

%(n)(t) — <X(n) o d)T,'u R](\'oibﬁ)> mit ¥ = GT(TA) =1- 2TA/T- (3'1)

Der Parameter Ty (bzw. 9) hat einen wesentlichen Einfluss auf die Qualitat der
Schatzung — an dieser Stelle sei an den Schatzer ga in Abschnitt 2.3 erinnert,
bei dem eine spezielle Wahl von TA eine Erhohung des Genauigkeitsgrades be-
wirkte. Prinzipiell kann T, auch zu Null bzw. negativ (oder entsprechend ¥ = 1
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Abbildung 3.2.: Vergleich einer verzogerten Schitzung (To > 0) mit einer verzogerungsfreien
(Ta = 0) und einer préadizierenden Schéatzung (Tao < 0) bei ansonsten unver-
anderten Schatzparametern. Im dargestellten Fall fithrt die Verringerung der
Schatzverzogerung bis hin zur Pradiktion zu einer deutlichen Verschlechte-
rung des Schatzergebnisses.

bzw. & > 1) gewdhlt werden, so dass sich eine verzdgerungsfreie Schdtzung
bzw. Pradiktion ergibt. Diese prinzipiell wiinschenswerte Verringerung der Ver-
zogerung kann jedoch zu einer Verschlechterung des Schatzergebnisses fiithren,
wie in Abbildung 3.2 exemplarisch gezeigt wird.

3. Die ersten beiden Schritte werden in jedem Auswertezeitpunkt t unter Beibe-
haltung des Polynomgrades N, der Fensterbreite T, des Parameters ¥ sowie der
Gewichtsfunktionspotenzen «, (3 des inneren Produkts (A.30) wiederholt (Ab-
bildung 3.1 rechts). Sukzessive erhilt man die gesuchte Schitzung t — (™) (t).
Da das Approximationsintervall J(t) synchron zum Auswertezeitpunkt ver-
schoben wird, wird es auch als gleitendes Zeitfenster bezeichnet und die In-
tervalllange T als Fensterbreite.

Die algebraischen Ableitungsschatzer 16sen also zu jedem Auswertezeitpunkt ein Op-
timierungsproblem. Die praktische Herausforderung besteht darin, dieses Optimie-
rungsproblem so zu formulieren, dass ein guter Kompromiss zwischen der Schatzge-
nauigkeit und der Storunterdriickung erreicht wird. So miissen der Funktionenraum
der Approximation durch Festlegung des Polynomgrades N, das zu minimierende
Giitefunktional durch Festlegung der Fensterbreite T und der Gewichtsfunktionspo-
tenzen «, 3 des inneren Produkts (A.30) sowie der Verzogerungsparameter 9 geeignet
gewahlt werden.

Bemerkung 2. Mboup et al. (2007, 2009) leiteten die algebraischen Ableitungsschit-
zer basierend auf einer Taylor-Entwicklung und elementaren differentialalgebraischen
Manipulationen mittels Mikusinskis Operatorkalkiil her, wie in Abschnitt 2.1 de-
monstriert. Daher kommt die Bezeichnung algebraische Ableitungsschdtzer. Die
approximationstheoretische Interpretation geht ebenfalls auf Mboup et al. (2007,
2009) und auf N&then (2007) zuriick, wurde dort jedoch primér zur Erlduterung
der Schatzverzogerung und der exakten Rekonstruktion der Ableitung polynomia-
ler Signale verwandt. In den neueren Arbeiten Liu et al. (2011a,b); Liu (2011); Kiltz
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Abbildung 3.3.: Zur verzogerungsfreien Kompensation von Ausreiffern wird aus dem Mess-
signal x die Préadiktion % nach (3.2) berechnet. Im dargestellten Beispiel
flihrt der Ausreiffer zum Zeitpunkt © dazu, dass das Residuum r = x — X
den Schwellwert ( liberschreitet, weshalb der Messwert zu diesem Zeitpunkt
durch den pradizierten Wert ersetzt wird.

und Rudolph (2013) diente hingegen der approximationstheoretische Zugang als Aus-
gangspunkt. Im Vergleich zum algebraischen Zugang bietet der approximationstheo-
retische Zugang wesentliche technische Vorteile (Kiltz et al., 2014):

e Die Anforderung hinreichender Differenzierbarkeit fiir die Taylor-Entwicklung
beim algebraischen Zugang reduziert sich auf lokale quadratische Lebesgue-In-
tegrierbarkeit. Hierdurch bleibt der approximationstheoretische Zugang auch
bei Ableitungen mit abzahlbar vielen Diskontinuitatsstellen giiltig.

e Es ergibt sich auf natiirliche Weise die Moglichkeit, die Gewichtsfunktionspo-
tenzen « und 3 des inneren Produkts (A.30) nicht-ganzzahlig zu wahlen. Dies
ist beispielsweise zur Unterdriickung harmonischer Storungen wesentlich, siehe
Abschnitt 3.3.3.

e Die zeitliche Verzogerung der Ableitungsschatzung wird unmittelbar klar.

Beispiel 3 (Verzogerungsfreie Kompensation von Ausreiffern). Zur verzogerungs-
freien Erkennung und Kompensation ,unphysikalischer Ausreiffer” in nicht zu stark
verrauschten Messsignalen kann mit Hilfe des Schétzers (3.1) der Messwert x(t) ba-
sierend auf vergangenen Messwerten aus dem Intervall J1(t — T;) pradiziert werden:

%(t) = (xo dr1,,RNY) mitd = 07(-T,). (3.2)

Hierbei sollte ein niedriger Polynomgrad gewihlt werden, beispielsweise N = 1. Uber-
schreitet das Residuum r(t) .= x(t) —X(t) einen Schwellwert (, so wird x(t) als Aus-
reifer gewertet und durch %(t) ersetzt (Abbildung 3.3). Eine vergleichbare Methode
wurde in Kiltz et al. (2012) zur Identifikation sprungférmiger Sensorfehler angewandt.
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3.1.2. Genauigkeitsgrad und Schatzverzogerung

In Abschnitt 2.3 wurden der Genauigkertsgrad vy als derjenige Polynomgrad einge-
fiihrt, bis zu dem die Ableitungsschatzung noch exakt ist, und die Schadtzverzoge-
rung At als die hierbei resultierende Verzogerung. Diese Kenngrofien wurden flir den
algebraischen Ableitungsschdtzer (3.1) in Anhang B.1.2 hergeleitet:

B _ (B +1 =
L {n+N+1, N=0VO=p\le L _ {(xi‘sz’ N=0" gy

n+ N, sonst, L2T, sonst.
Hierbei bezeichnet p&“ﬁ}k die k-te Nullstelle des Jacobi-Polynoms Py .

Die Schatzverzogerung kann also, sofern fiir die lokale Approximation ein Poly-
nomgrad N > 0 gewahlt wurde, mit dem Parameter ¥ beliebig vorgegeben werden.
Bemerkenswert ist, dass in diesem Fall die Wahl von & als Nullstelle des Jacobi-
Polynoms (N + 1)-ten Grades den Genauigkeitsgrad erhoht (Mboup et al., 2007). Da
die Nullstellen der Jacobi-Polynome im Intervall (—1, 1) liegen, siche Anhang A.4.3,
impliziert ¥ = pl(\,“ﬁ’)k eine Schatzverzogerung At € (0,T). Es ist also in diesem Fall
keine verzogerungsfreie oder pradizierende Schatzung moglich.

Einen Sonderfall stellt N = 0 dar. Hier wird die Schatzverzogerung durch die Null-
stelle des Jacobi-Polynoms Pi“’m und somit durch die Wahl von « und (3 bestimmt.
Nach (B.6) wird At dann mit steigendem « groRer und mit steigendem £ kleiner.

In Abbildung 3.4 sind verschiedene Schatzverzogerungen gegeniibergestellt, wo-
bei jeweils der Parameter ¥ als grofite Nullstelle des zugehorigen Jacobi-Polynoms
(N + 1)-ten Grades gewahlt wurde. Dies entspricht der kleinsten moglichen Schatz-
verzogerung unter Ausnutzung der Erhohung des Genauigkeitsgrades. Es bestatigen
sich fiir N = 0 die Erhohung der Schatzverzogerung mit steigenden o und die Ver-
ringerung mit steigendem 3. Eine besonders deutliche Verringerung der Schatzver-
zogerung wird durch Erhohung des Polynomgrades von N = 0 auf N = 1 erzielt.

3.1.3. Schatzfehler

Der Schitzwert (™) ist gegeniiber der gesuchten Ableitung x(™ mit einem Fehler
behaftet, der im Wesentlichen folgende Ursachen hat (Mboup et al., 2007, 2009):

1. Die polynomiale Approximation fiihrt zu einer Glattung schneller Anderungen
der interessierenden Ableitung (Approzimationsfehler )Zg,n) = &) §At (),

2. Infolge der Schatzverzogerung hat sich die Ableitung zum Auswertezeitpunkt
bereits weiterentwickelt ( Verzdgerungsfehler %; == (62t —1) x(M).

3. Das zugrunde liegende Signal ist verrauscht (unsystematischer Schdtzfehler
~(n))

Xﬁ)
Der Approximations- und der Verzogerungsfehler zusammen werden in dieser Arbeit
als systematischer Schdtzfehler bezeichnet. Uberdies treten bei einer Echtzeitimple-
mentierung mit endlicher Wortbreite Zeit- und Wertdiskretisierungsfehler auf; hierauf
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Abbildung 3.4.: Vergleich resultierender Schatzverzdgerungen fiir verschiedene Gewichtsfunk-

tionspotenzen «, 3 und Polynomgerade N fiir & = p](\I“J’ﬁ)N 41

wird in Abschnitt 3.4 eingegangen. Daher sollen an dieser Stelle nur die Schatzfehler
infolge der polynomialen Approximation, der Schatzverzogerung und des Messrau-
schens diskutiert werden.

Systematischer Schitzfehler Ist At € [0,T] und x(™) € C!([t — At, t]), so liefert
der Taylor’sche Satz

O] s )AL= O(T) fur T o (3.32)

Fiir x(™ € ¢™+1([t —T,t]), m € N, folgt aus (B.13)

p+1
|72(n)(t)‘ < M] (I) sup |X(n+p+1) (T)‘ = O(Tp+1) fuirT — 0 (33b)
pt \2 Telt—T,t]

mit p := min{m,y —n} und der von den Parametern des algebraischen Ableitungs-
schatzers abhangigen Konstante M. Die Fensterbreite T sollte also moglichst klein
sein, um einen geringen systematischen Schatzfehler zu gewahrleisten.

Bei hinreichend glatten Signalen (m > y — n) verbessert sich der Approximati-
onsfehler nach (B.5) um eine Ordnung, sofern 9 eine Nullstelle des Jacobi-Polynoms
(N + 1)-ten Grades ist. Dies erkldrt die herausragende Bedeutung einer derartigen
Wahl von O fiir den praktischen Einsatz der algebraischen Ableitungsschatzer. So
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empfahl bereits Mboup et al. (2007), eine Schatzverzogerung entsprechend der letzten
Nullstelle des Jacobi-Polynoms (N + 1)-ten Grades zu wahlen. Man erkennt in Ab-
bildung 3.4, dass auf diese Weise bei praktikablen Parameterkombinationen Schatz-
verzogerungen deutlich unter der halben Fensterbreite moglich sind.

Unsystematischer Schatzfehler Zunidchst betrachte man eine harmonische Sto-
rung @(t) = a sin(wgt + @q). Da die algebraischen Ableitungsschitzer lineare zeit-
invariante Filter sind, ist der durch @ hervorgerufene Schatzfehler ebenfalls harmo-
nisch, 7’2(@“ = A sin(wg t + @yp), wobei die Amplitude gegeniiber der von @ um

A/a = wp|FFs] (o) (3.4)

verstarkt wird. Hierbei ist 97](\10}[5’1% der Frequenzgang des Ableitungsschatzers (Ab-
schnitt 3.3.1) und der Faktor wg entspricht der Verstarkung bei zeitlicher Diffe-
rentiation um 20dB je Frequenzdekade und Ableitungsordnung (Oppenheim und
Willsky, 1997). Soll die Amplitude von )’igl) einen Schwellwert ¢ nicht tiberschreiten,
SO muss ‘fﬂ(\,“fg (wo) < ¢/ (awg) erfiillt sein. Folglich sollte der Betragsgang eines
linearen zeitinvarianten Ableitungsschatzers bei hohen Frequenzen um mindestens
n-mal 20dB je Frequenzdekade abfallen, um hochfrequente Rauschanteile gentigend
abzuschwachen.

Ublicherweise resultiert Messrauschen aus der Uberlagerung vieler Phinomene,
so dass es schwierig ist, die Amplitude des unsystematischen Schatzfehlers exakt
zu prognostizieren. Daher wurden in Liu (2011); Liu et al. (2011b, 2014a) die al-
gebraischen Ableitungsschatzer statistisch analysiert. Im Rahmen dieser Arbeit hat
es sich als zweckméRig herausgestellt, das Ubertragungsverhalten der algebraischen
Ableitungsschatzer im Frequenzbereich zu beschreiben, da wesentliche, in der Praxis
haufig dominante Storungen auf natiirliche Weise im Frequenzbereich beschrieben
(man denke etwa an elastische Vibrationen mechanischer Strukturen, elektromagne-
tische Wechselfelder oder Pumpenpulsationen) und die Filtereigenschaften der alge-
braischen Ableitungsschatzer elegant im Frequenzbereich quantifiziert und fiir die
Filtersynthese angendhert werden konnen (siehe Abschnitt 3.3).

Im Folgenden wird stets davon ausgegangen, dass das Messrauschen @ mittelwert-
frei, schwach stationar, dem abzuleitenden Nutzsignal x additiv iiberlagert und mit
diesem unkorreliert ist."® Die Varianz 07, des unsystematischen Schatzfehlers y = &z
entspricht dann seiner mittleren Leistung und betrdgt nach (A.40)

5 1

(e¢]
— 2n|qleB) |2
Oy = EJO@‘U Efnei)

-S{oHw) dw (3.5)

mit dem Leistungsdichtespektrum S{@} des Rauschens.
Beispielsweise hat das eingangs erwdhnte sinusformige Signal die Varianz 0% =
a?/2 und das Leistungsdichtespektrum ${@} = ta? (§~%° + §+°) /2 (Papoulis, 1962).

19F{ir eine Einfiihrung in die Grundlagen stochastischer Prozesse sei bspw. auf (Parzen, 2015)
verwiesen. Fiir diese Arbeit wesentliche Formeln sind in Anhang A.3 zusammengefasst.
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Abbildung 3.5.: Bei Anwendung eines algebraischen Ableitungsschatzers auf ein Rauschsignal
mit asymmetrischer, von einer Normalverteilung deutlich abweichender Ver-
teilungsfunktion (links) ist das Ausgangssignal hdufig dennoch ndherungs-
weise normalverteilt (rechts).

Die mittlere Leistung der harmonischen Storung wird daher durch den Ableitungs-
schétzer um 03 /02, = wi™ ‘ff"N Th ?(wo) verstarkt. Verglichen mit (3.4) wird deutlich,
dass die Verstarkung der Signalamplitude auch aus der Verstarkung der Standard-
abweichung errechnet werden kann: A/a = o /0.

Fir allgemeinere Rauschsignale @ kann zumindest die Wahrscheinlichkeit, dass
der unsystematische Schatzfehler im Zeitraum [a, b] den Schwellwert ( nicht iiber-
schreitet, mit der Tschebischeff-Ungleichung

P{suPiciap W) <} = 1—(0y/0)? (14 (b—a)oy/oy) (3.6)

fiir stochastische Prozesse abgeschitzt werden (Parzen, 2015).%° Dies rechtfertigt die
Filtersynthese im Frequenzbereich mit dem Ziel einer Verringerung der Rauschleis-
tung am Filterausgang in der Erwartung einer Verringerung der Rauschamplitude.
Die Tschebischeff-Ungleichung (3.6) ist fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen giiltig und liefert daher konservative Schatzungen fiir die zu erwartende mittlere
Rauschleistung. Oft ist jedoch die Antwort eines algebraischen Ableitungsschatzers
auf das Messrauschen naherungsweise normalverteilt. Ein Beispiel hierfiir ist in Abbil-
dung 3.5 dargestellt. Die Verteilungsfunktion F,(x) = P{y < x} des unsystematischen
Schétzfehlers gentligt dann naherungsweise F,, ~ FN(o,og) mit der Verteilungsfunktion

FN(u,O'z) (X) ; (1 + erf( \/_ g)) ) erf(t) = %{ JX eiT2 dT, (378.)
0

der Gauf’schen Normalverteilung (Papoulis und Pillay, 2002). Dies ergibt

C
Pyl < & = Fno,02)(C) — Fvjo,02) (—C) = erf(\/ﬁ%> (3.7b)

und somit beispielsweise fiir ( = 3 o, die Wahrscheinlichkeit von ca. 99,7 % dafiir,
dass der unsystematische Schatzfehler den Schwellwert ¢ nicht iiberschreitet. Soll also

20Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von (3.6) ist die zweifache Differenzierbarkeit der Autokorrela-
tionsfunktion von @ (Parzen, 2015).
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der unsystematische Schétzfehler bei ca. 99,7 % der Schitzwerte den Schwellwert (
nicht iiberschreiten, so muss der Ableitungsschéitzer nach (3.5) entsprechend

0_2 ZLJ'OO 2n}gj0¢:

o7 - S{@}w) dw ~ (¢/3)°

voo2m).

an das Messrauschen angepasst werden (wie diese Anpassung in der Praxis ndhe-
rungsweise bewerkstelligt werden kann, wird in Abschnitt 3.3.2 demonstriert). Im
Vergleich hierzu resultiert fiir dasselbe Szenario aus der Tschebischeff-Ungleichung
(3.6) bereits fiir a = b die wesentlich konservativere Anforderung Gi > (¢/19,25)%.

3.2. Zeitbereichseigenschaften

3.2.1. Impuls- und Sprungantwort

Die algebraischen Ableitungsschatzer mit gleitendem Zeitfenster konnen als linea-
re zeitinvariante Filter interpretiert werden, die auf der zu schatzenden Ableitung
operieren (Kiltz und Rudolph 2013). Daher kann der Ableitungsschitzer (3.1) mit
seiner Impulsantwort gN T 3 identifiziert und %™ als Faltungsprodukt angeschrieben
werden (Oppenheim und Willsky, 1997):

M) = gl x™. (B.17)

In Anhang B.2.3 wurden verschiedene Ausdriicke fiir gl(\,o‘T(5 ‘2) hergeleitet, siehe (B.22).
Exemplarisch sei hier folgende Variante wiedergegeben:

( 2 v PIP0)  (wp) e
BT = T;IIP_W H'( wi*P) . pi*F))o 0y (B-22a)

mit der Zeittransformation 01 nach (B.1b), der Gewichtsfunktion w(*#) nach (A.31)
und P dem zugehi‘}rigen Jacobi-Polynom i-ten Grades, siehe (A.64a). Die Sprung-
antwort hN T 19 gN T 9 / s wurde in Anhang B.2.4 hergeleitet:

0, t<0,
o d - N W(&)B) 7[3
BP) (1) = { 1 (3, B) + (25 -Zfl, “BH Pfl)>oeT(t), 0<t<T,
1, sonst.

)

(B.36)
mit & == o+ 1, B =B + 1 und I der regularisierten unvollstindigen Beta-Funktion
(A 48) Da w!*P) nur auf dem Intervall [-1,1] von O verschieden ist, verschwindet
gN T {, auferhalb von [0, T]. Algebraische Ableitungsschdtzer mit gleitendem Zeit-
fenster sind also Filter mit zeitlich beschrankter Impulsantwort (FIR Flter) und
berechnen daher zum Zeitpunkt t einen gewichteten Mittelwert von x™ auf [t — T, t].
Entsprechend besitzt die Sprungantwort die endliche Ubergangsdauer T. Abbildung
3.6 illustriert verschiedene Eigenschaften der Impuls- und Sprungantwort der alge-
braischen Ableitungsschatzer, die im Folgenden vertieft werden.
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Abbildung 3.6.: Impuls- (links) und zugehdrige Sprungantworten (rechts) algebraischer Ab-
leitungsschatzer.
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Fiir N = 0 ist die Impulsantwort nicht-negativ, da sie in diesem Fall, bis auf eine
konstante Skalierung, der Gewichtsfunktion der Jacobi-Polynome entspricht:

T*(T—1)P

_ , T€l0,T],

gé %)( ) = { BlaFr LB+ (B.22b)
0, sonst,

mit B(a+ 1, 3 + 1) der Beta-Funktion (A.46). Daher schwingt die Sprungantwort fiir
N = 0 nicht {iber, was in (B.36) wegen 0 < I.(x+ 1, +1) < 1 fiir T € [0,1] klar
wird. Da des Weiteren nach (B.38a) m, (géofr%]) = 1 gilt, ist die Impulsantwort fiir
N = 0 stets eine Dichtefunktion im Sinne von (A.20).

Im Fall N = 0, « = 3 = 0 ist die Impulsantwort eine Rechteckfunktion. Eine
simultane Erhohung von « und 3 bewirkt eine starkere Gewichtung der Werte von
x(™) in der Mitte des gleitenden Zeitfensters. Eine Erhdhung von (3 im Vergleich zu
« bewirkt eine starkere Gewichtung der Impulsantwort in Richtung 0. Dies bedeu-
tet eine stirkere Gewichtung jiingerer Werte von x(™) und korrespondiert mit der
Verringerung der Schitzverzdgerung nach (B.5). Im Gegensatz hierzu fiihrt eine Er-
hohung von o im Vergleich zu 3 zu einer starkeren Gewichtung der Impulsantwort in
Richtung T, was einer stirkeren Gewichtung alterer Werte von x(™ und somit einer
Vergrofierung der Schatzverzogerung entspricht.

Bei einem Polynomgrad N > 0 kann die Impulsantwort auch negative Werte an-
nehmen, was zum Uberschwingen der Sprungantwort fithrt. Eine Verringerung der
Schatzverzogerung durch Erhohung von ¥ fiihrt dann tendenziell zu einer starkeren
negativen Gewichtung &lterer Werte von x(™) innerhalb des gleitenden Zeitfensters.

Fir N =0, o = 3 ist die Impulsantwort achsensymmetrisch beziiglich T/2. Nach
(B.21) gilt allgemeiner: Vertauscht man bei beliebigem Polynomgrad N die Gewichts-
funktionspotenzen « und (3 und spiegelt die Schatzverzogerung At an T/2, andert also
das Vorzeichen von ¥, so geht die resultierende Impulsantwort aus der urspriinglichen
Impulsantwort durch Spiegelung an T/2 hervor:

o 2gNT8() 52gNT){)( 7). (3.8a)

Daher ist die Impulsantwort fiir « = 3 und At = T/2, also & = 0, sogar fiir beliebige
Polynomgrade N achsensymmetrisch beziiglich T/2, also

—I (o, T (o,
572 gro (1) = 82 giro (=), (3.8Db)

und die zugehorige Sprungantwort punktsymmetrisch beziiglich (T/2,1/2). Derartige
Filter werden auch linearphasig genannt, sieche Abschnitt 3.3.1.

Aus (3.8a) folgt, dass die Impulsautokorrelationsfunktion r\{fy = r{g\{ s} der
algebraischen Ableltungsschatzer nach (A.40b) dem um die Fensterbreite T verscho-

benen Faltungsprodukt von gN T 19 mit dem an T/2 gespiegelten Ableitungsschatzer
gN T s entspricht:
(o,3) —T (e,B) _(B,x)
'N '1[319 =5" gNojT,ﬁ gN,Toffs, (3.92)
was sich im linearphasigen Fall o« = 3, At =T/2 zu

(o,

2
e =57 (ekerh) (3.9b)
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vereinfacht.

Mit Erhohung von « bzw. [3 wird die Impulsantwort g](\,of’f,g der algebraischen Ab-
leitungsschatzer bei 0 bzw. bei T haufiger differenzierbar. Dies ist grundlegend fiir die
Realisierbarkeit der algebraischen Ableitungsschatzer: In dieser Arbeit wird g](\lof’TB’é
als realisterbar zur Schdtzung der n-ten Zeitableitung (oder kurz realisierbar)
bezeichnet, wenn das Faltungsprodukt (B.17) in eine Form tiberfithrt werden kann,
in der die Messgrofie in der resultierenden Schatzvorschrift nur in integrierter Form
auftritt, siehe auch Abschnitt 2.1. Nach Anhang B.2.2 ist dies fiir &, > n —1 ge-
geben, da dann die Ableitung im Faltungsprodukt (B.17) von der Messgrofe zum

Ableitungsschatzer verschoben werden kann:
2™ = (glf) ™ x. (3.10)

Ein realisierbarer algebraischer Ableitungsschatzer kann daher auch als lineares zei-
tinvariantes Filter mit der Impulsantwort (g][\lof’f’é)(n) interpretiert werden, welches
auf das Signal x angewandt wird. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird stets Rea-

lisierbarkeit der algebraischen Ableitungsschatzer vorausgesetzt.

Bemerkung 4 (Zusammenhang mit Lanczos’ verallgemeinerter Ableitung und mit
Legendre-Ableitungsschitzern). Fiir « = = n und N = 0 kann die n-te Ablei-
tung (B.20) der Impulsantwort der algebraischen Ableitungsschétzer mit Hilfe von
(A.70) als (géf’}’%)) ) _ % (Py 0 01) mit Py, = P%% dem Legendre-Polynom n-ten
Grades dargestellt werden. Fiir n = 1 wurde diese Art der naherungsweisen Diffe-
rentiation von Lanczos (1956) beschrieben und wird daher auch Lanczos’ verall-
gemeinerte Ableitung genannt. Blackman (1965) leitete schliefilich Schatzfilter fiir
beliebige Ableitungsordnungen her, basierend auf einer gleitenden Projektion auf die
Legendre-Polynome. Diese Ableitungsschatzer werden auch in Mai und Hillermeier
(2008) untersucht.

3.2.2. Reihenschaltung

Mboup und Riachy (2014) beobachteten, dass die Reihenschaltung zweier algebrai-
scher Schatzer fiir die erste Ableitung zu giinstigeren Filtereigenschaften fithren kann
als ein einzelner algebraischer Schatzer fiir die zweite Ableitung. Zur Erlauterung die-
ses Sachverhaltes wird die Reihenschaltung p algebraischer Ableitungsschatzer mit
den Impulsantworten g; = gg\ﬁffgi, i=1,...,p, betrachtet. Es wird davon ausge-
gangen, dass alle g; Dichtefunktionen im Sinne von (A.20) sind, was nach Abschnitt
3.2.1 beispielsweise fiir N = 0 stets erfiillt ist.

Die Impulsantwort g, der Reihenschaltung ergibt sich als Faltungsprodukt g, =
g1 92 - - gp der Impulsantworten der beteiligten algebraischen Ableitungsschatzer
und hat den kompakten Trager [O,Tp}, Tp = > P  Ti. Da die Impulsantworten g;
Dichtefunktionen sind, ergeben sich der Mittelwert u, = m;(g,) und die Varianz

cr% = m;(gy,) der Reihenschaltung durch Summation der Mittelwerte beziehungswei-



3.2. Zeitbereichseigenschaften 35

se Varianzen der beteiligten Ableitungsschatzer (Papoulis, 1962):

P p
wp =) mi(gi), o) =) mj(gi). (3.11)

Explizite Darstellungen fiir den Mittelwert und die Varianz der algebraischen Ablei-
tungsschétzer wurden in Anhang B.2 hergeleitet, siehe (B.38b) und (B.39).

Nach einem zentralen Grenzwertsatz konvergiert g, mit steigender Anzahl p
beteiligter Ableitungsschatzer gegen die Dichtefunktion der Gaufi’schen Normalver-
teilung (Papoulis, 1962):

1 t—
Gy (t) = Gp(t) = —G(—“p> fiir p — 00 (3.12)
Op Op
mit der Gaufé Funktion G( )= e t7/2 /+/2 m. Definiert man die Breite einer Funktion
f als w(f) = [~ 72 If )’ dt und ihre Energie als E(f = [~ 7)) dr, so gilt,
sofern llmt_>ioo \/_ f(t) = 0 erfiillt ist, die Unschc’irferelatwn (Papouhs, 1962)
w(f) w(F{f}) \/E
—— U ) 3.13
E(f) 2 ( )

wobei das Gleichheitszeichen genau fiir Funktionen der Form f(t) = ae® /2 erfiillt
ist. Daher konvergiert g, entsprechend (3.12) gegen einen im Sinne von (3.13) op-
timalen Kompromiss zwischen der Breite der Impulsantwort, also einer deutlichen
Konzentration zu filternder Werte und somit einer hohen Schatzgenauigkeit, und der
Breite des Frequenzgangs, was einer effektiven Tiefpasswirkung entspricht.

Dies erkldrt die eingangs erwdhnte Feststellung in Mboup und Riachy (2014).
Ebenso kann das in Hu und Mao (2014) vorgeschlagene modifizierte algebraische Ab-
leitungsschatzverfahren als Reihenschaltung eines algebraischen Ableitungsschatzers
mit einer Rechteckfunktion, also dem algebraischen Ableitungsschatzer fiir N = 0,
«x = 3 =0, interpretiert werden.

Neben der Konvergenz gegen eine Gauf-Funktion konvergiert G, auch gegen die
Dichtefunktion der Betaverteilung (Papoulis, 1962), welche der Impulsantwort eines
algebraischen Ableitungsschatzers mit dem Polynomgrad N = 0 entspricht:

Jp — ggip’sp) fiir p — oco. (3.14a)
rips
ami €n 1rtelwert |, un 1€ vVarianz o €811ZtT, mussen aie sewicnts-
Damit g, 3"'5") den Mittelwert 11, und die Varianz o2 besitat, miissen die Gewicht

funktionspotenzen &, und B, nach (A.21) und (B.38b) zu

G N O o e N e S A S
o205 (). b= () ) (0)

gewahlt werden. Zusammen mit (3.12) folgt, dass der algebraische Ableitungsschatzer
(3.14) als FIR-Approximation einer Gau®-Funktion verwendet werden kann.
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Abbildung 3.7.: Approximation der Reihenschaltung von Rechteckfunktionen g((]o%ojs durch
die GauR-Funktion (3.12) und durch den algebraischen Ableitungsschétzer
(3.14) fir p = 2, 3,4 in Reihe geschaltete Filter.

Beispiel 5 (Reihenschaltung linearphasiger Ableitungsschétzer). Der Mittelwert und
die Varianz einer Reihenschaltung von p identischen Ableitungsschatzern g; = géf’}’ﬁ;)
lauten nach (3.11) und (B.40)

T 2 PT2

be =0 % T i ata)

Die Approximation nach (3.14) ist géi‘”}f“g’) mit &, = p (x+3/2) —3/2. Abbildung
3.7 demonstriert die rasche Annaherung der Reihenschaltung von Rechteckfunktio-
nen gé?}% sowohl an die Approximation géi"ﬁg ! als auch an die Gau®-Funktion (3.12).
Folglich kann die Impulsautokorrelationsfunktion von géf’}’? nach (3.9b) fiir hinrei-
chend grofe Gewichtsfunktionspotenzen o als

(e, &2,02)

— (
roj’.‘rg) ~ 6T gty (3.15)

angenahert werden.

3.2.3. Nicht-differenzierbare Eingangssignale

Es wird angenommen, dass die n-te Ableitung eines Signals x mit einem algebrai-
schen Ableitungsschatzer g = g](\lof’Tﬁ’g geschatzt werden soll. Wegen o, 3 > n—1
(Realisierbarkeit) ist g € "1, so dass der Filterausgang %™ in Operatornotation
als

£ =g"gx

angeschrieben werden kann.

Hat x eine Sprungstelle der Hohe & zum Zeitpunkt © in der k-ten Ableitung,
k €{0,...,n}, ist aber ansonsten iiberall n-fach stetig differenzierbar, so kann es in
einen Anteil x, € C™ und einen k-fach integrierten Sprung zerlegt werden:

6@

He
X:X°+E’S_k:X°+E'Sk+1
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mit der Sprungfunktion Hg und dem Verschiebeoperator §€ nach (A.4) bzw. (A.5).
Infolge des Superpositionsprinzips betragt der Filterausgang dann

£ =ghgx. + 69 kg, (3.16)

Fir k = n antwortet das Filter also, zusatzlich zur geschatzten Ableitung von x., mit
seiner zum Sprungzeitpunkt © einsetzenden Sprungantwort, fiir k = n —1 mit seiner

Impulsantwort und fiir k € {0, ...,n — 2} mit einer Ableitung der Impulsantwort:
R =5M 4 £89 gntH), (3.17)
wobei im Fall k = n die Sprungantwort g(~!) = h](\,“f’ 39 des Ableitungsschatzers zu

verwenden ist. Das Ausgangssignal des Filters ist also wegen g € ™! stetig.

Oft besteht die Aufgabe, eine Diskontinuitat in einer zeitlichen Ableitung eines mit
einem mittelwertfreien Rauschen @ iiberlagerten Signals y := x4+ @ automatisiert zu
detektieren und zu lokalisieren, beispielsweise zur Segmentierung stiickweise stetig
differenzierbarer Signale oder fiir Diagnosezwecke. Sofern der stetige Anteil %ﬁ“) in
(3.17) ndherungsweise verschwindet, was wie in Beispiel 7 oder der Fallstudie in
Kapitel 4 haufig durch zusatzliche Differentiationen erreicht werden kann, kann der
Schatzwert des abgeleiteten Messsignals naherungsweise als

r=0" ~sPg (£8%s9+ @) =£89gPH 4¢P @ (3.18)

dargestellt werden. Er wird also neben dem Messrauschen nur von der Diskontinuitat
angeregt und eignet sich somit als Grundlage fiir deren automatisierte Detektion. Das
Signal r wird daher in dieser Arbeit als Diskontinuitatsindikator bezeichnet.

Um Diskontinuitaten mit moglichst kleinem Gewicht & mit hoher Wahrscheinlich-
keit detektieren zu konnen und gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit von Fehlalarmen
infolge des Rauschens gering zu halten, muss g(P*9) moglichst ,,groR" im Vergleich zu
g?) @ sein. Von einem optimalen Suchfilter (auch als angepasstes Suchfilter oder,
engl., matched filter bezeichnet) spricht man, wenn das normierte Signal- Rausch-

Verhdltnis )

|g(p+qJ (t)‘

NR ="——"7—
SNR P(gP @)’

(3.19a)

also das Verhéltnis der Augenblicksleistung des normierten Nutzsignals g(P*%) zur
mittleren Leistung P(g'P?) @) des Rauschsignals, maximal wird. Den in diesem Sinne
optimalen Diskontinuitatsindikator erhalt man fir

}\elw’f
=h@ mit Fh}(w) = ——— 3.19b
9 S@w) (3:190)
mit A € C\ {0} und T € R beliebig, also wenn das Filter g die g-te Ableitung eines
linearphasigen Filters h ist, dessen Betragsgang das Leistungsdichtespektrum des
Rauschens kompensiert (Scheithauer, 1998; Ohm und Liike, 2010). Hierbei wurde
davon ausgegangen, dass das Rauschen @ als Musterfunktion eines schwach statio-

niren stochastischen Prozesses modelliert werden kann. Auferdem miissen g(P*+4)
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Solltrajektorie
Erste Ableitung
Zweite Ableitung

Zeit Zeit Zeit

Abbildung 3.8.: Generierung einer zweifach stetig differenzierbaren Solltrajektorie sowie ihrer
ersten beiden Ableitungen aus einer Treppenfunktion.

und g'?) @ bandbegrenzt sein, was bei den algebraischen Ableitungsschitzern durch
die Vorgabe einer hinreichend ausgepragten Tiefpass-Charakteristik, wie in Abschnitt
3.3.2 erlautert, naherungsweise erreicht werden kann.

Die den algebraischen Ableitungsschatzern fiir ¢ = 3, At = T/2 innewohnende
Linearphasigkeit sowie die in Abschnitt 3.3.2 diskutierte Anpassbarkeit ihrer Tief-
pass-Charakteristik sind also vorteilhaft fiir die Diskontinuitatsdetektion.

Beispiel 6 (Trajektoriengenerierung). FIR-Filter kénnen zur Echtzeit-Generierung
stetig differenzierbarer Solltrajektorien sowie ihrer Ableitungen aus nicht differen-
zierbaren Eingangssignalen verwendet werden, siehe bspw. Biagiotti und Melchiorri
(2012). Dies ist beispielsweise dann niitzlich, wenn bei einer Positionierung mit Hilfe
eines Trajektorienfolgereglers durch die iibergeordnete Steuerung lediglich stiickweise
konstante Sollpositionen vorgegeben werden. Als Beispiel betrachte man die Trep-
penfunktion x = ) , &; He, mit Sprunghdhen &; und Sprungzeitpunkten ©;. Mit
dem algebraischen Ableitungsschatzer g](\,of’f:g, x, > n — 1, kann eine n-fach ste-
tig differenzierbare Approximation X von x mit zugehorigen Ableitungen generiert
werden:

(k)

= (enr0) Mx k=0,...,m, (3.20)

siche Abbildung 3.8. Die Symmetrieeigenschaft (3.8b) kann sich giinstig auf die
maximal erforderlichen Stellgrofien auswirken. Im Fall N = 0 ist durch die iiber-
schwingungsfreie Sprungantwort sichergestellt, dass die generierten Solltrajektorien
die stiickweise vorgegebenen Sollpositionen niemals iiberschreiten. Auch kann die
in Abschnitt 3.3.3 erlauterte Ausblendeigenschaft diskreter Frequenzen vorteilhaft
genutzt werden, um etwa die Anregung von Resonanzfrequenzen zu vermeiden.?!

X

Beispiel 7 (Modellbasierte Erkennung einer sprungformigen Storkraft (Kiltz et al.,
2014)). Ein Korper der Masse m wird mit Hilfe eines Aktors positioniert, welcher die
Kraft f einpragt. Auflerdem wirken auf den Korper die unbekannte langsam veran-
derliche Kraft g, g ~ 0, sowie die unbekannte sprungformige Storkraft h := & Hg. Zur
Erkennung von h aus der Kraft f und der Position x wird die Bewegungsgleichung

21Die Vermeidung ungewiinschter Anregungsfrequenzen bereits bei der Trajektoriengenerierung
wird in der englischsprachigen Literatur auch als command shaping bezeichnet (Singhose, 2009).
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Abbildung 3.9.: Zur Detektion einer sprungférmigen Storkraft im geschlossenen Positionsre-
gelkreis. Wéhrend aus dem stark verrauschten Positions- (links) bzw. Kraft-
signal (Mitte) keine automatisierte Erkennung der Storkraft moglich ist, un-
terdriickt das modellbasierte Residuum (3.21) (rechts) effektiv das Rauschen
im Vergleich zum Kraftsprung und erlaubt somit dessen Detektion.

mx —f = g + h zundchst nach der Zeit abgeleitet, um die langsam veranderliche
Storung zu unterdriicken:
r=mx® —fx~ £5°.

Einen Schatzwert ¥ des Residuums r erhalt man durch Anwendung eines algebrai-
schen Ableitungsschatzers mit Gewichtsfunktionspotenzen «, 3 > 2:

o (,B)NGB) o (BN £ ¢ O _(et,B)

f=m(gnre) x—(BnTe) T~E8%8NTe. (3.21)
Der Schatzer antwortet also auf die sprungformige Storung im Wesentlichen mit
einer zum Sprungzeitpunkt © beginnenden Impulsantwort des algebraischen Ablei-
tungsschatzers. Das geschatzte Residuum  erlaubt eine zuverlassige Erkennung der
sprungformigen Storkraft (Abbildung 3.9). Da die zeitliche Verzdgerung der Detekti-
on durch die Impulsantwort bestimmt und somit bekannt ist, kann anwendungsspe-
zifisch leicht entschieden werden, ob die Verzogerung tolerierbar ist.

3.3. Frequenzbereichseigenschaften

3.3.1. Frequenzgang

In Kiltz und Rudolph (2013) wurde folgende Darstellung des Frequenzgangs der al-
gebraischen Ableitungsschatzer vorgeschlagen, deren Herleitung in Anhang B.3 wie-
dergegeben ist:

N . (o,B) i .

, (c+p+2i+1)P; (9) ik (1 ,

o) - Y BB DPII0) 5 e (Ypgem )
i—0 k=0

(B.45)
Hierbei bezeichnet Mgﬁi’ﬁ) die Kummer’sche M-Funktion (B.43), siehe Anhang A.4.2.

Abbildung 3.10 verdeutlicht das ausgepragte Tiefpassverhalten der algebraischen Ab-
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leitungsschatzer, welches im folgenden Abschnitt 3.3.2 diskutiert wird.?2
Die Symmetrieeigenschaft (3.8a) der Impulsantwort lautet im Frequenzbereich

T T (W) = e T TP (—w). (3.22)

Bildet man auf beiden Seiten von (3.22) den Betrag, so folgt mit der Symmetrieei-
genschaft (A.12c) der Fourier-Transformierten rellwertiger Funktionen

T

‘FN T,—9 (3.23)

Vertauscht man also bei einem algebraischen Ableitungsschatzer die Gewichtsfunk-
tionspotenzen und spiegelt die Schatzverzogerung an T/2, so weist der resultierende
Ableitungsschatzer denselben Betragsgang auf. Daher wurden in Abbildung 3.10 le-
diglich Frequenzgange fiir « < [3 dargestellt.

Die Schatzverzogerung (B.5) stimmt mit dem ersten Moment (B.38b) des algebrai-
schen Ableitungsschatzers tiberein: At = m; (gN T {,) Daher geniigt der Phasengang
der algebraischen Ableitungsschétzer (Papoulis, 1962)

arg&'](\ff’f,g(w) ~—wAt fir |w| — 0.

Die Gruppenlaufzeit entspricht also fiir niedrige Frequenzen der Schatzverzogerung
(Papoulis, 1962). D.h., niedrige Frequenzen werden um At verzdgert am Ausgang
des Ableitungsschatzers wiedergegeben.

Im Fall x = B At = T/2 ist die um die Schatzverzogerung verschobene Impulsant-

67At (o)

wort gn.1o nach (3.8b) eine gerade Funktion mit einer reellwertigen Fourier-

Transformierten, siehe Anhang A.1.2. Daher weist g](\I“T“c), den Phasengang

T {0, et @ AT (w) > 0,

7, sonst,

’

auf, hat also fast iiberall die konstante Gruppenlaufzeit T/2. Lediglich bei Frequen-
zen mit ‘ffN To (w) = 0, also bei Signalanteilen, die durch den Ableitungsschéatzer
eliminiert werden, ist die Gruppenlaufzeit nicht definiert. Daher sind algebraische
Ableitungsschatzer fiir « =  und At = T/2 stets linearphastg (Papoulis, 1962),
siehe auch das Beispiel in Abschnitt 2.2.

3.3.2. Tiefpass-Charakteristik

Fir N = 0 ist gOTs wegen (B.22b) und (B.36) eine Dichtefunktion im Sinne
von Anhang A.1.2, so dass der Betragsgang nach (A.22) keine Uberhéhung besitzt:

22Man beachte, dass zur numerischen Auswertung der Kummer'schen M-Funktion eine an die
jeweiligen Parameter, den Wertebereich und die erforderliche Genauigkeit angepasste Vorgehensweise
erforderlich ist (Olver, 1991; Nardin et al., 1992; Muller, 2001; Gil et al., 2007; Pearson, 2009). In
Anhang B.3.2 wird eine Methode erlautert, die sich im Rahmen dieser Arbeit als praktikabel zur
graphischen Darstellung von (B.45), wie beispielsweise in Abbildung 3.10, herausgestellt hat.
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Abbildung 3.10.: Betrags- und Phasengédnge der Ableitungsschatzer aus Abbildung 3.6.
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|3"éf"f’g)‘(w) < 1. Fiir N > 0 kann der Betragsgang hingegen eine deutliche Uberho-
hung aufweisen. In jedem Fall folgt aus (A.15) und (B.38a) die Gleichanteilverstéar-
kung zu S"NT{,( ) =1.

Zusammen mit der in Anhang B.3.3 hergeleiteten mittleren Asymptote ‘?N”’T'-( o) .
(B.58b) des Betragsgangs fiir hohe Frequenzen erhdlt man folgende Approximation

des Betragsgangs der algebraischen Ableitungsschatzer (Kiltz und Rudolph, 2013):

1
)\ H
L, ol < w, . Inp
mit W, = = [ =) 3.24
¥ sonst, T (r(H‘F K) ( )

3 () = {\ﬁ
w

W= min{oc [5}+1, K=|f—«af,c=1fiir B > «, 0 =—1 fiir « > 3 sowie dem Koeffi-
zienten qy ”’ i geméﬂ (B.57b). Die Frequenz w,. wird in dieser Arbeit Knickfrequenz
genannt, da sie die Frequenzen |w| < w, mit nahezu konstanter Verstarkung (Pass-
band) von den Frequenzen |w| > w, trennt, die mit steigender Frequenz asymptotisch
um 20 udB je Frequenzdekade abgeschwicht werden (Stoppband), sieche Abbildung
2.4. Die Tiefpass-Charakteristik der algebraischen Ableitungsschatzer kann also na-
herungsweise durch die Knickfrequenz w. und die Stoppbandsteigung p beschrieben
werden. Wegen p > n (Realisierbarkeit) dominiert die Stoppbandabschwachung die
Verstarkung hochfrequenter Signalanteile infolge n-facher Differentiation.

Nach (3.3) ist eine geringe Fensterbreite wiinschenswert, um den systematischen
Schatzfehler gering zu halten. Daher wurde in Kiltz und Rudolph (2013) vorgeschla-
gen, die Filterparameter so zu wahlen, dass ein gewiinschtes Tiefpassverhalten im
Sinne von (3.24) bei moglichst geringer Fensterbreite erreicht Wird. Im Folgenden
soll eine Losung fiir dieses Problem fiir « < 3 und ¥ > p angegeben werden.
Zur Einschrankung o < f3 sei daran erinnert, dass die Ergebmsse nach (3.23) durch
Vertauschen von « und (3 und Spiegelung der Schatzverzogerung an T/2 auf den Fall
} < o ubertragen Werden konnen. Die zweite Einschrankung § > pg\j’f’ﬁ) umfasst

neben dem Fall ¥ = pN +1 N 41, bel welchem die in Abschnitt 3.1.2 erlauterte Verbes-
serung des Genauigkeitsgrades mit der kleinstmoglichen Schatzverzogerung erreicht
wird, beispielsweise auch die verzogerungsfreie Schatzung fiir N > 0 und ¥ = 1.

Aus (B.70) folgt, dass dann die kleinste Fensterbreite stets fiir den Polynomgrad
N = 0 erreicht wird. Des Weiteren gelten nach (B.72) und (B.73)

or =0 or >0 or >0 (3.25)
0V [n—o , Olny 0K [n—g ’

so dass die Fensterbreite dann minimal ist, wenn die Gewichtsfunktionspotenzen «
und 3 identisch und moglichst klein gewahlt werden. Dies entspricht dem Ergebnis
in Kiltz und Rudolph (2013) fiir den wesentlich restriktiveren Fall & = pN +1 N 41~ Die
resultierende Linearphasigkeit des Ableitungsschatzers korrespondiert ebenfalls mit
dem wichtigen Ergebnis aus Blackman (1965), dass die bestmdgliche Unterdriickung
schwach stationarer Rauschsignale unter allen linearen zeitinvarianten FIR-Filtern ge-
gebener Fensterbreite T und gegebener Flache durch ein linearphasiges Filter erreicht
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Abbildung 3.11.: Zusammenhang zwischen Knickfrequenz, Fensterbreite und Schatzverzoge-

rung fiir verschiedene algebraische Ableitungsschétzer (9 = p](\locﬁ’)N 41)-

wird.?® Es sei an dieser Stelle auch an die in Abschnitt 3.2.3 erdrterte Optimalitit
linearphasiger Filter zur Diskontinuitatsdetektion erinnert.

Abbildung 3.11 bestatigt den Anstieg der Fensterbreite bei Erhohung des Poly-
nomgrades oder von p bzw. k. Jedoch wird das Verhaltnis zwischen der fiir N > 0
erforderlichen Fensterbreite und jener fiir N = 0 mit Erhohung von p immer kleiner.
Wahlt man beispielsweise @1 = 3, um eine Stoppbandsteigung von 60dB je Fre-
quenzdekade zu erzielen (die entsprechenden Schétzer sind fiir Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung realisierbar), so ist fiir k = O die bei derselben Knickfrequenz im
Fall N = 1 bendtigte Fensterbreite lediglich um ca. 53 % grofer als die entsprechen-
de fiir N = 0 benoctigte Fensterbreite. Infolge des hoheren Genauigkeitsgrades kann
daher der Schatzer mit N = 1 trotz der grofleren Fensterbreite zu einem geringeren
Approximationsfehler fiithren als der Schatzer mit N = 0. Zusatzlich ist die Schatz-
verzogerung fiir N = 1 um ca. 4% geringer als fiir N = 0, weshalb ein geringerer
Verzogerungsfehler zu erwarten ist.

Je nach Anwendung konnen jedoch auch spezifische Eigenschaften des Schatzers

Z3Genauer gesagt zeigt Blackman (1965), dass dasjenige lineare zeitinvariante FIR-Filter mit der
Impulsantwort g bei gegebener Fensterbreite T und gegebener Fldche, also nulltem Moment mg(g),
die mittlere Ausgangsrauschleistung G@ bei Anregung mit einem schwach stationdren Rauschen @
minimiert, bei dem das Faltungsprodukt aus g und der Autokorrelationsfunktion R{@} des Rauschens
eine Rechteckfunktion ist: g R{@} = k (Hg — Ht), k € R, und dass hierflir die Achsensymmetrie von
g zu T/2 notwendig ist, also g(t) = g(T —1t).
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mit N = 0 von entscheidendem Vorteil sein, wie beispielsweise die Phasenverzer-
rungsfreiheit fiir « = 3 und die damit einhergehenden Symmetrieeigenschaften im
Zeitbereich, die Sprungantwort ohne Uberschwingen oder die im folgenden Abschnitt
3.3.3 diskutierte Moglichkeit, harmonische Storungen ohne zusatzliche Filter zu un-
terdriicken.

Beispiel 8 (Bandbegrenztes weifies Rauschen). Ein wichtiges Rauschmodell ist das
mittelwertfreie bandbegrenzte weifle Rauschen. Dieses ist durch sein rechteckformi-
ges Leistungsdichtespektrum

2
${@} = (H o —Ho) Gg” (3.26)
charakterisiert und wird daher nach (3.5) durch einen algebraischen Ableitungsschat-
zer um
0y _ L7 amjglap) 2 L2 p((glB)y ()
- =—| MFTs] (W) dw mit o =P((gNTs) @) (3.27)
o, Qg T o

verstarkt. Einen Schatzwert hierfiir liefert die Betragsgangapproximation (3.24):

Q2n
2 JE
O-y L Q< We,

A wgn+l ( 21 (%)2 p72n71>’ sonst, (3-28)

~
~

2
(op _
2p—2n-10Q \2n+1 Q

Fir O < w, liegt die gesamte Leistung des Rauschsignals im Passband des Ablei-
tungsschatzers, so dass das Rauschen entsprechend seiner Bandbreite und der Ab-
leitungsordnung verstarkt wird. Hingegen befindet sich fiir O > w. ein Teil der
Rauschleistung im Stoppband des Ableitungsschatzers und wird daher abgeschwacht.

Damit der Ableitungsschatzer realisierbar ist, muss p > n gelten, siehe Abschnitt
3.2.1. In einer Echtzeitanwendung wird p oft sogar wesentlich grofer als n sein, um
das Abtasttheorem nicht zu verletzen, siehe Abschnitt 3.4.1. Fiir p > n + 1/2 folgt
aus (3.28) ndherungsweise

2n+1l 2
5 2 Hwg 05

—>
% 2n+1)2pu—2n—-1)Q

fir Q — co. (3.29a)

Dies bestatigt, dass durch Verringerung der Knickfrequenz w. und Erhohung der
Stoppbandsteilheit p das bandbegrenzte weifle Rauschen zunehmend starker ab-
geschwacht wird, wobei die Verringerung der Knickfrequenz den unsystematischen
Schatzfehler fiir n > 0 besonders deutlich verringert. Des Weiteren verringert sich der
unsystematische Schatzfehler bei Vergroflerung der Bandbreite des Rauschsignals, da
dann ein groferer Anteil der Rauschleistung im Stoppband des Ableitungsschatzers
liegt und daher abgeschwacht wird.

Ist der unsystematische Schatzfehler ndherungsweise normalverteilt (vergleiche Ab-
schnitt 3.1.3), so kann ein k-faches der Standardabweichung o, sehr anschaulich als
Schwellwert interpretiert werden, der vom Schatzfehler mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit nicht iiberschritten wird (iiblich sind bspw. die 3- oder 4-fache Stan-
dardabweichung entsprechend einer Wahrscheinlichkeit von ca. 99,73 % bzw. 99,99 %,
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dass eine normalverteilte Zufallsvariable den Schwellwert k o, nicht {iberschreitet).
Soll dieser Schwellwert einem vorgegebenen Wert ( entsprechen, so miissen nach
(3.29a) die Knickfrequenz und Stoppbandsteigung zu

2n+1 2
Hw? N (C) 2n+1)Q (3.29b)

2u—2n—1 k 202

gewahlt werden.

Beispiel 9 (Quantisierungsrauschen). In einer digitalen Signalverarbeitungskette
werden wertkontinuierliche Sensorsignale quantisiert, also durch Anwendung einer
Treppenfunktion auf eine endliche Anzahl diskreter Werte abgebildet. Bei aquidis-
tanter Abtastung (Abtastperiode T;) und Quantisierung (Stufenhdhe q) kann die
Differenz zwischen dem wertkontinuierlichen und dem quantisierten Signal, das so-
genannte Quantisierungsrauschen, in vielen praktischen Anwendungen naherungs-
weise als gleichverteiltes bandbegrenztes weifles Rauschen mit der Bandbreite QO =
/T, = wy, der mittleren Leistung 02 = ¢?/12 und der Dichtefunktion f, =
(H_q/2 — Hq/2) /q modelliert werden (Bennett, 1948; Oppenheim und Schafer, 2009).
Die mittlere Leistung des Quantisierungsrauschens am Ausgang eines algebraischen
Ableitungsschatzers betrdgt nach (3.29a) ndherungsweise

2n+1 42
o2 — heoe 4 fiir wy — 0.
Yooe(2n+1)(2pu—2n—1)wy

Der unsystematische Schatzfehler infolge des Quantisierungsrauschens verringert sich
also bei Verdoppelung der Abtastrate um ca. 3dB (U berabtastung, engl. oversamp-
ling) und bei Erhohung der Aufldsung der Quantisierung um 1 bit, also bei Halbie-
rung der Stufenhohe ¢, um ca. 6dB.

3.3.3. Stoppbandwelligkeit

Der Betragsgang der algebraischen Ableitungsschatzer weist im Stoppband eine mit
steigender Frequenz abklingende Welligkeit auf, die insbesondere fiir kleine k deutlich
ausgepragt ist (Kiltz und Rudolph, 2013; Mboup und Riachy, 2014), siehe Abbildung
3.12. Zur Abschatzung der Welligkeit werden in dieser Arbeit die asymptotischen
Hiillkurven ‘frr&’{ﬁ)]; und f;'“l(\lpt{"f)‘; (B.54a) vorgeschlagen, siche Anhang B.3.3.
Abbildung 3.12 zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den asymptotischen
Hiillkurven und dem Betragsgang an dessen lokalen Extrema. Nach (B.56) kann der

Abstand zwischen den asymptotischen Hiillkurven fiir hohe Frequenzen in der Form

A (,k,0) | We [HHK

}gr](\lu’,{,ac) ’oo(w) = PN

w

angeschrieben werden. Folglich fiihrt eine Erhéhung von p (Vergleich der ersten mit
der zweiten Zeile in Abbildung 3.12) oder von k (Vergleich der linken mit der rechten
Spalte in Abbildung 3.12) zu einem schnelleren Abklingen der Welligkeit.
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Abbildung 3.12.: Approximation der Stoppbandwelligkeit des Betragsgangs mit den asymp-
totischen Hillkurven (N = 0).

Fir N = 0 und « = 3, also k = 0, ist die Stoppbandwelligkeit so deutlich aus-
geprégt, dass der Betragsgang Nullstellen besitzt (Abbildung 3.12 linke Spalte). Die
Amplitudenberge werden dann auch als Keulen bezeichnet, wobei die Keule um die
Frequenz 0 Hauptkeule und die iibrigen Keulen Nebenkeulen genannt werden. Die
Ausbildung der Nullstellen kommt daher, dass sich in diesem Fall der Frequenzgang
(B.45) zu fﬂ(,fxfg)(w) = Mé:’é’“)(—le) vereinfacht, was mit Hilfe von (A.63) zu

atl
(o, 0x) _wT 3 4 2 wT
fTrO,T,S ((,U) —e 2 F(OC+ 5) (ﬁ) J(XJr% (T (330)

mit der Bessel-Funktion J,1/2 erster Gattung der Ordnung « + 1/2 umgeschrieben
werden kann, siehe Anhang A.4.2. Die Bessel-Funktion J 1/, hat positive Nullstellen
(j rx+1/2,i) iOO:O, so dass der Frequenzgang von géf’}’fg) die Nullstellen (Zjaﬂ/z,i/T) C;OZO auf-
weist. Diese Nullstellen gestatten die Unterdriickung harmonischer Storungen ohne
zusdtzliche Filter (Kiltz und Rudolph, 2013; Kiltz et al., 2013, 2014). Soll beispiels-
weise eine Frequenz w, eliminiert werden, so miissen die Filterparameter T und «
gemaf

2jpi1i=Tw, i€N, (3.31)

gewahlt werden, sieche Abbildung 3.13.
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Abbildung 3.13.: Zusammenhang zwischen Stoppbandsteigung, Schatzverzogerung und
Knickfrequenz bei Elimination einer Frequenz w, nach (3.31).

3.4. Implementierung

In einer praktischen Anwendung sind die Messgrofien tiblicherweise nur zu den dis-
kreten Abtastzeitpunkten (t;);., bekannt, weshalb die zeitkontinuierliche Schatzvor-
schrift (3.10) approximiert werden muss. Neben der Wahl eines hinreichend genauen
Verfahrens zur ndherungsweisen numerischen Integration (Quadratur) muss auch
dem Abtasttheorem Rechnung getragen werden. Uberdies sollte der resultierende
Algorithmus moglichst rechenzeit- und speichereffizient sein. In der folgenden Dis-
kussion wird von einer aquidistanten Abtastung ti,; = ti+ T ausgegangen sowie von
einer Fensterbreite T = L T;, die ein ganzzahliges Vielfaches der Abtastperiode T; ist.

3.4.1. Abtastrate

Als Konsequenz des Abtasttheorems (Nyquist, 1928; Kotelnikov, 1933; Shannon,
1948, 1949) sollte bei der Synthese eines zeitdiskreten Filters durch Approximation
eines zeitkontinuierlichen Filters darauf geachtet werden, dass dessen Verstarkung
bei der Nyquist-Frequenz wy = 7t/T; hinreichend klein ist, um Schwebungen (engl.
aliasing) gering zu halten, siehe auch (A.11). Nach (3.24) betrdgt das Verhaltnis der
Verstarkung bei wy und jener bei der Knickfrequenz

(3.32)

_ WR [T (wn) (wc)“—“
N = ~ .

(W)™ [T |(we)  \wn

Um bei der Nyquist-Frequenz mindestens die relative Abschwachung ky zu erreichen,
sollte also diese Frequenz gemaf
1\ e
Wy p—m
> — 3.33
2> (5 (3.59)

gewahlt werden. Abbildung 3.14 zeigt, dass kleine Differenzen p—n zu einem starken
Anstieg der nach (3.33) erforderlichen Nyquist-Frequenz fithren kénnen. Fiir 1 — oo
wird die durch das Abtasttheorem gegebene theoretische Grenze wy = w, erreicht.
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Abbildung 3.14.: Minimale Nyquist-Frequenz und Anzahl Abtastperioden nach (3.33) bzw.
(3.34) filr ky = —60dB, n =1, k =0 und 9 = pu5 )\ 5.

Neben einer niedrigen Nyquist-Frequenz und somit einer geringen Abtastrate ist ei-
ne geringe Anzahl [ von Abtastperioden je Fensterbreite wiinschenswert, um wenige
Messwerte und Filterkoeffizienten speichern zu miissen und, je nach Implementie-
rung, den Filterausgang mit einer geringen Anzahl von Rechenoperationen in jedem
Abtastschritt berechnen zu kdnnen. Die Nyquist-Frequenz in (3.33) entspricht nach
(3.24) einer Fensterbreite von

(1,k,0) L

T(UN 1 PN 1 Hom
[=———> | ——— — 3.34
I s (F(u+ K)) (kN> (3:34)

Abtastperioden. Man erkennt in Abbildung 3.14, dass auch die Anzahl erforderli-
cher Abtastperioden fiir geringe Differenzen p — n infolge des rapiden Anstiegs der

El=

erforderlichen Nyquist-Frequenz stark ansteigen kann.

Zur effizienten Implementierung ist also eine hinreichend grofie Differenz zwischen
der Stoppbandsteigung p und der Ableitungsordnung n erforderlich, wahrend aus der
zeitkontinuierlichen Analyse lediglich die Realisierbarkeitsanforderung p > n folgte.

Beispiel 10. Es soll ein Schatzer fiir die erste Ableitung bei einer Nyquist-Frequenz
wy = 1,2 w, und einer relativen Abschwachung ky < —60dB bei wy implementiert
werden. Aus (3.33) folgt die minimal erforderliche Stoppbandsteigung zu

In kN

~ 38,89.
In(wn/wc) ’

Hmin =T —

Zur Implementierung sollte die Fensterbreite ein ganzzahliges Vielfaches der Abtast-
periode sein. Mit Hilfe von (3.34) ermittelt man beispielsweise, dass fiir N = 2,
v = p](\,“fl’)N 410 4 = Hmin und K ~ 1,527 die minimale Zahl von Abtastperioden je
Fensterbreite L = 25 betrdagt. Abbildung 3.15 bestatigt die Konformitat der resultie-
renden Tiefpass-Charakteristik mit der Vorgabe.
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Abbildung 3.15.: Frequenzgang des Ableitungsschatzers aus Beispiel 10.

3.4.2. Zeitdiskretisierung

Zur Implementierung muss das Faltungsintegral (3.10), welches als

T
M (t) = J g™ () x(t—1) dt mit g =g (3.35)
0

angeschrieben werden kann, in jedem Abtastschritt naherungsweise unter Verwen-
dung der zeitdiskreten Messwerte x; := x(t;) berechnet werden. Die im Folgenden vor-
gestellten Quadraturverfahren?® approximieren den Ableitungsschitzer (3.35) durch
lineare verschiebe-invariante Filter der Form

1
MRS Y Wik (3.36a)

k=0
mit der Filterbreite ny. In Abschnitt 2.4 wurde demonstriert, dass durch die Diskreti-
sierung die unverfalschte Wiedergabe des Gleichanteils der zu schatzenden Ableitung
verloren gehen kann. Um dies zu kompensieren, wurde in (3.36a) der Normierungs-
parameter = eingefiihrt. Setzt man beispielsweise x(t) = t™ mit der konstanten n-ten

Ableitung x(™(t) = n! in (3.36a) ein, so erhilt man

=_ s > wi (=K. (3.36b)

Zum Vergleich verschiedener Quadraturverfahren ist ein Giitekriterium erforder-
lich. Gemaf® (3.36a) approximiert der Operator §(™ = %Z{Igl Wy 8% mit dem
Frequenzgang F{§™ }(w) = % T P wy et @k0)Te den algebraischen Ableitungs-
schitzer g™ in (3.35). Da in dieser Arbeit die Erhaltung der Frequenzbereichseigen-
schaften des Ableitungsschatzers von primarem Interesse ist, wird zur Beurteilung

der Quadraturgiite das Gilitefunktional
_Jo [7{a™} (@) dw
[5 13{g™}(w) da

24Siehe beispielsweise die Lehrbiicher Krylov (1962); Stroud und Secrest (1966); Stroud (1974);
Davis und Rabinowitz (1984); Krommer und Ueberhuber (1998); Freund und Hoppe (2007); Schwarz
und Kockler (2011) fiir eine Einfithrung in die numerische Integration.

J: mit =§—g (3.37)
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verwandt, wobei Q) als obere Grenze des interessierenden Frequenzbereichs gewahlt
wird (beispielsweise die Nyquist-Frequenz wy = 7/T;). Ist @ ein bandbegrenztes
weifes Rauschen mit der Bandbreite (), dann folgt aus (3.27)

D.h., das Giitefunktional (3.37) setzt die Verstarkung der mittleren Rauschleistung
durch den Diskretisierungsfehler §'™) in Relation zu deren Verstirkung durch den
kontinuierlichen Ableitungsschitzer g™ und liefert so eine Abschitzung, ob der Dis-
kretisierungsfehler im Vergleich zur Rauschverstarkung des kontinuierlichen Ablei-
tungsschatzers vernachlassigt werden kann.

In Abschnitt 2.4 wurde die Mittelpunktregel vorgestellt, bei der der Integrand als
Treppenfunktion angenihert wird. Ubertragen auf (3.35) ergibt sich (3.36a) mit

0=1/2, we=Togi"y mx=L (3.38)

D.h., es wird eine halbe Abtastperiode der Schatzverzogerung kompensiert. Die Aus-
fiilhrung von (3.38) erfordert 2L — 1 Rechenoperationen (L Multiplikationen, L — 1
Additionen) sowie die Speicherung von je L Filterkoeffizienten und Messwerten.

In den Original-Verdffentlichungen Mboup et al. (2007, 2009) wurden die algebrai-
schen Ableitungsschatzer mit der Trapezregel implementiert, bei der der Integrand
in (3.35) durch einen Polygonzug angendhert wird. Man erhilt (3.36a) mit

T.g™/2, k=o0,L,
920, Wk:{ gk /

o ne=L+1. (3.39)
Tsgy, k=1,...,L—1,

Hier wirkt sich die Schatzverzogerung vollumfanglich aus. Auflerdem werden zwei
Rechenoperationen mehr benotigt als bei der Mittelpunktregel und es miissen ein
Filterkoeffizient sowie ein Messwert mehr gespeichert werden.

Nutzt man aus, dass g(™ in (3.35) analytisch integriert werden kann, ist eine
verbesserte Quadraturgenauigkeit zu erwarten, da nur die Messgrofe approximiert
wird. Ndhert man x durch eine Treppenfunktion an, x(t) ~ x; fiir T € (tifl /2y tiva /2] ,
so folgt 7252)% ~ 1Yo :‘;” g'™ (7) xi_x dr, also (3.36a) mit

0=1/2, wy= g](grll) — glinfl), ny = L. (3.40)
Wie bei der Mittelpunktregel wird eine halbe Abtastperiode der Schatzverzogerung
kompensiert und es werden dieselbe Anzahl Rechenoperationen und derselbe Speicher
benstigt. Ist g™ wie in Abschnitt 2.4 eine Gerade, so sind (3.38) und (3.40) identisch.

Die obige Treppenfunktion kann als stiickweise Interpolation von x durch Poly-
nome nullten Grades interpretiert werden. Bei Erhohung des Grades der Interpo-
lationspolynome ist eine weitere Steigerung der Quadraturgenauigkeit zu erwarten.
Beispielsweise ergibt sich fiir die Approximation von x als Polygonzug,

Xi— Xi

- 1 firtelo,T,), (3.41)

x(ti —T) &~ xi —
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Abbildung 3.16.: Vergleich der vorgestellten Diskretisierungsverfahren anhand des Ablei-
tungsschatzers aus Beispiel 10.

nach (B.74) ein Ausdruck der Form (3.36a) mit
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siehe Anhang B.4. Die effektive Schatzverzogerung sowie der Rechenzeit- und Spei-
cherbedarf sind identisch zur Trapezregel.

Beispiel 11. Beim Filter aus Beispiel 10 wird der Frequenzgang bei der Mittelpunkt-
und der Trapezregel genauer erhalten als bei der Approximation der Messgrofie durch
eine Treppenfunktion oder einen Polygonzug (Abbildung 3.16 links). Als obere Gren-
ze im Gilitefunktional wurde die Nyquist-Frequenz entsprechend der in Beispiel 10
ermittelten minimal erforderlichen Abtastrate von L = 25 Abtastperioden je Fenster-
breite verwandt. Bei dieser Abtastrate reproduzieren insbesondere die Mittelpunkt-
und die Trapezregel die Tiefpass-Charakteristik des kontinuierlichen Filters bereits
sehr gut (Abbildung 3.16 rechts). Wegen der besseren Rechenzeit- und Speicheref-
fizienz sowie der Kompensation einer halben Abtastperiode der Schatzverzogerung
bietet sich eine Implementierung mit der Mittelpunktregel an.

3.4.3. Kiirzung des Zeitfensters

Fiir grofe Stoppbandsteigungen p ist der Faltungskern g™ in (3.35) typischerweise
am Anfang und am Ende des Approximationsintervalls sehr klein (Abildung 3.17
oben links). Daher kdnnen der Anfang und das Ende des Faltungsintegrals (3.35)
naherungsweise vernachlassigt werden:

M (1) ~ J g™ x(t—1)dt mito<t <7"<T. (3.43)
Zur Implementierung wird das Integral (3.43) anstelle von (3.35) diskretisiert. Bei
Anwendung der Mittelpunktregel ergibt sich ein Filter der Form (3.36a) mit 0 =
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Abbildung 3.17.: Zur Kiirzung des Zeitfensters beim Ableitungsschatzer aus Beispiel 10.

172+ 1 /T, we = T 91&1)9 und n; = L. Neben einer Verringerung des Rechenzeit-
und Speicherbedarfs wurde also auch die effektive Schatzverzogerung um 1~ verkiirzt.
Zur Bestimmung von T~ und Tt wird die Verteilungsfunktion?®

_ Jolg™|(0) dr
T mollg™)

D(t) mit g = gy (3.44)
eingefiihrt (Abbildung 3.17 oben rechts). Wahlt man @ (1) =1 — ®(t"), so ist der
vernachlassigte Beitrag zu Beginn und zum Ende des Integrationsintervalls nahe-
rungsweise gleich groft. Sofern x stetig ist, kann dann der resultierende Approxima-
tionsfehler mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung zu

Tt
()~ [ g x(t—) dr| <2 max Wiv)mo(|g™) o)

abgeschitzt werden. Der Approximationsfehler ist also O(® (7t )) fiir T~ — 0. Des
Weiteren sollte die reduzierte Fensterbreite im Hinblick auf die Zeitdiskretisierung
wiederum ein ganzzahliges Vielfaches der Abtastperiode sein: 7+ — 1t =1LT,.

Beispiel 12. Zur Kiirzung des Zeitfensters des Ableitungsschatzers aus Beispiel 10
eignen sich die Mittelpunkt- und die Trapezregel, analog zu Beispiel 11, besser als

25Siehe Anhang A.1.2 fiir die Definition einer Verteilungsfunktion.
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die Approximationen der Messgrofe als Treppenfunktion bzw. als Polygonzug (Ab-
bildung 3.17 unten links). Bereits fiir L = 13 wird das Tiefpassverhalten des konti-
nuierlichen Filters mit der Mittelpunktregel sehr gut reproduziert (Abbildung 3.17
unten rechts). Die Schétzverzogerung verkiirzt sich von ca. 0,376 T auf ca. 0,147 T.

3.4.4. Rekursive Implementierung

Zur Uberfithrung der zeitdiskretisierten algebraischen Ableitungsschitzer (3.36a) in
eine in vielen Fallen hinsichtlich Rechenzeit und Speicherplatz effizientere Rekursion
werden zundachst lineare verschiebe-invariante FIR-Filter

—1lki41—1

! Z_ZZ (P], X: 1 € Ty, O:k0<k1<~--<kq:nk.
1=0 k=k;

IDIRN

(3.45)
mit stiickweise definierten polynomialen Koeffizienten betrachtet. Da bei Polynomen
r-ten Grades die (1 + 1)-te Riickwartsdifferenz V™! ¢, mit dem Riickwartsdifferenz-
operator V := 1 — § verschwindet (Hamming, 1986; Graham et al., 1994), kann die
Faltungssumme in (3.45) in die dquivalente Rekursion

T+1 T—|—1 o q T )
:—Z( ) —1) 8 y+) D cydtix (B.79)

1=0 j=0

mit Koeflizienten c,; gemaff (B.78) iiberfithrt werden (Blum, 1957; Bromba und
Ziegler, 1979), siehe Anhang B.4.2.

Wahrend die Anzahl 2n; — 1 benotigter Rechenoperationen zur Auswertung der
Faltungssumme in (3.45) mit steigender Filterbreite n, immer groRer wird, betrégt
sie bei der Darstellung (B.79) (q + 1) (21 + 1)+2 und héngt somit nur von der Anzahl
q und dem Grad r der Polynome ¢; ab. Auferdem ist die Anzahl (q+2) (r+1) zu
speichernder Filterkoeffizienten bei (B.79) im Gegensatz zu ny bei (3.45) von der Fil-
terbreite unabhéngig.?® Daher wird bei grofen Filterbreiten eine Effizienzsteigerung
durch die Rekursion (B.79) erreicht, sieche Abbildung 3.18.

Bei einem mit der Mittelpunktregel (3.38) diskretisierten algebraischen Ableitungs-
schitzer kdnnen die Filterkoeffizienten wy im Fall «, 3 € N nach (B.25) als

oB—m+1 ox+pB+N-—nm B+N

Yy &) G (3.46)

Wi —=
K 2—{lLJ

s i=0  j=R(n—a+i)

mit c; gemdR (B.24) angeschrieben werden. Der Schétzer (3.36a) fiir y; = x1 +9 liegt
dann also bereits in der Form (3.45) mit q =1, r = o+ 3 + N —n und @o(k) =
wy vor. Die Rekursion (B.79) benétigt dann 41 + 3 Rechenoperationen sowie die
Speicherung von 3 (r + 1) Filterkoeffizienten und somit fiir ny > 2 (r+ 1) weniger

26Zusdtzlich miissen beim rekursiven Filter (B.79) noch ny +r vergangene Messwerte sowie v+ 1 ver-
gangene Ausgangswerte des Filters gespeichert werden. Die Gesamtzahl der benotigten Speicherplétze
betrdgt also (q +4) (r+ 1) + nx — 1 im Vergleich zu 2ny bei (3.45).
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Abbildung 3.18.: Filterbreite, ab der die Rekursion (B.79) weniger Rechenoperationen (links)
bzw. Speicherpldtze (rechts) erfordert als (3.45).

Rechenoperationen sowie fiir ny > 3 (r + 1) weniger zu speichernde Filterkoeffizienten
als die Darstellung (3.36a). Im Gegensatz hierzu konnen bei keiner der iibrigen in
Abschnitt 3.4.2 erlauterten Diskretisierungsverfahren die Filterkoeffizienten durch ein
einzelnes Polynom ausgedriickt werden, was den Speicherplatz- und Rechenzeitbedarf
der resultierenden Rekursionen (B.79) vergrofert.

Sind die Filterkoeffizienten wj nicht-polynomial in k, konnen sie stiickweise poly-
nomial approximiert werden. Zunichst werden die Ubergangsstellen ki, ... , Kq—1 na-
herungsweise dquidistant als k; = [n, 1/q] verteilt, wobei [-] Aufrunden zur néchst
groferen Ganzzahl bedeutet. Dann werden die Polynome ¢, als Bestapproximatio-
nen von wy bezliglich der inneren Produkte (f,g), = tijﬁq_l f(k) g(k) bestimmt
und lauten daher nach (A.29)

r ki ¢,
oL = Z <Wk, ) t12,L1>1 5kl ti,Ll,
i—0 ||ti,L1 ||
mit t;; den diskreten Tschebischeff-Polynomen, siehe Anhang A.2.2.

Zur Vermeidung numerischer Instabilitdt sollte die Rekursion (B.79) in Ganzzahl-
Arithmetik implementiert werden (Bromba und Ziegler, 1979). Nach Anhang B.4.2
sind die Eingangsverstarkungen c.; in (B.79) genau dann ganzzahlig, wenn die Koef-
fizienten d, ; der Polynome ¢(k) = Y | _,dii(k— kl)i in (3.45) ganzzahlig sind. Um
auch bei nicht-ganzzahligen Polynomkoeffizienten eine stabile Rekursion zu erhalten,
kann der Filterausgang y als

I_1 = kH—l —1— k1 (347)

q—]. kH»l*l T
z . . i
YRz, z= z PLk) 8%,  Pu(k) = E [Adii] (k—Kky) (3.48a)
= 1=0 k=k; i=0

mit A € R\ {0} approximiert werden, wobei [-] Runden zur nédchsten Ganzzahl be-
deutet. Da die Polynome @, ausschlieflich ganzzahlige Koeffizienten aufweisen, kann
die skalierte Approximation z; rekursiv in Ganzzahl-Arithmetik berechnet werden.
Zur Ableitungsschitzung wird die Normierung = analog zu (3.36b) berechnet:

T Atk

) ) (=Kt

*1=0 k=k;

[

(3.48b)
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Um den darstellbaren Zahlenbereich des Ganzzahl-Datentyps moglichst gut auszu-
nutzen und somit die Quantisierungsfehler durch die Rundung der Polynomkoeffizi-
enten moglichst gering zu halten, kann deren Skalierung A als

A= Dmax dmax == max |dy i (3.48c¢)
Amax L

gewahlt werden, wobei n,., die grofite darstellbare Zahl des Ganzzahldatentyps be-
zeichnet. Beispielsweise konnen bei binarer Zweierkomplement-Reprasentation mit
einer Wortbreite von ny, Bits die Werte —2™»~1, ... 2™~1 — 1 dargestellt werden
(Oppenheim und Schafer, 2009), so dass dann Npy,, = 2™ ! — 1 gilt. Im Folgenden
wird stets von einer binaren Zweierkomplement-Reprasentation ausgegangen.

Die Quantisierung (3.48) der Polynomkoeffizienten fiihrt zum Quantisierungsfehler

q—1 k4

=> Z idh k—k)' 6%x mit dy; = [AAdg] _ dui (3.49)

1=0 k=k; i=0 =

<

Il
] ™

|
[I]I N

im Filterausgang, der als Antwort eines linearen verschiebe-invarianten Filters auf x
interpretiert werden kann. Zur Abschatzung des Quantisierungsfehlers wird angenom-
men, dass x ein mittelwertfreies weiles Rauschen ist, also einem schwach stationaren
und unkorrelierten stochastischen Prozess entstammt (Hayes, 1996). Nach (B.87) gilt
dann fiir hinreichend groffe Filterbreiten n; naherungsweise

5% q (E)zﬁm (3.50)
- 2 ~~ 2 2 . .
0; 12A2(r+1) q

Anhand des relativen Quantisierungsfehlers Jr = j /d mit J der Quadraturgi-
te (3.37) des zeitdiskretisierten, nicht quantisierten Ableitungsschétzers kann dann
beurteilt werden, ob der Quantisierungsfehler im Verhaltnis zum Fehler infolge der
Zeitdiskretisierung des Ableitungsschatzers vernachlassigt werden kann.

Abbildung 3.19 verdeutlicht, dass der relative Quantisierungsfehler J,.; mafigeblich
vom Polynomgrad r bestimmt wird, wahrend die Filterbreite ny in den dargestellten
Beispielen eine untergeordnete Rolle spielt. So erfordern beispielsweise die in Abbil-
dung 3.19 dargestellten Schatzer fiir die erste Ableitung mit N =0 und o« = 3 =4,
also polynomialen Filterkoeffizienten der Form (3.46) mit dem Polynomgrad r = 7,
Wortbreiten von 56 bit bei L = 100 bzw. 61bit bei L = 200, um einen relativen
Quantisierungsfehler von —60dB nicht zu iiberschreiten. Im Vergleich hierzu genii-
gen im Fall «x = = 1, also v = 1, jeweils Wortbreiten von 15bit. Des Weiteren
bestatigt Abbildung 3.19, dass sich (3.50) zur Abschitzung der erforderlichen Wort-
breite eignet. Soll also ein relativer Quantisierungsfehler J,. erzielt werden, so ist bei
binarer Zweierkomplement-Reprasentation der Polynomkoeffizienten eine Wortbreite

von circa
Ny ~ lo q max,|dy (E)TH +1 (3.51)
b8\ {3700 2(r+1) \q ‘

Binéarstellen erforderlich.
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Abbildung 3.19.: Relativer Quantisierungsfehler fiir die Ableitungsschatzer aus Abbildung 3.6

bei Filterbreiten L = 100 und L = 200 (durchgezogene Linien: numerisch
ausgewertet bei Anregung mit einem mittelwertfreien weiffen Rauschen,
gestrichelte Linien: Approximation (3.50)).
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Die Filterkoeffizienten (3.46) des mit der Mittelpunktregel (3.38) diskretisierten
algebraischen Ableitungsschatzers mit «,3 € N konnen exakt in die Form wy =
@o(k) /= mit einem Polynom ¢g(k) mit ganzzahligen Polynomkoeffizienten tiberfiihrt
werden, sofern ¥ eine rationale Zahl ist, also 9 = Zy/Ny mit Zyg € Z und Ny € N*,
vergleiche das einfiihrende Beispiel in Abschnitt 2.4. Die Polynomkoeffizienten von
@o stimmen dann mit den Koeffizienten q; aus (B.29b) fiir Zg = 1, Ng = 2 iiber-
ein. Jedoch konnen die ganzzahligen Polynomkoeffizienten in diesem Fall sehr grof
werden, so dass eine exakte Implementierung mit einem Ganzzahldatentyp prakti-
kabler Wortbreite nicht moglich ist. Folgende wesentlichen Einfliisse der Parameter
des Ableitungsschatzers auf die Grofie der Polynomkoeffizienten q; konnen direkt
angegeben werden:

e Anhand des Faktors LP*N in (B.28) erkennt man, dass eine verhiltnismiRig
schnelle Abtastung in Kombination mit einer hohen Stoppbandsteigung oder
einem hohen Polynomgrad N zu grofien Polynomkoeffizienten q; fiihrt.

e Durch die Faktoren N} in (B.27) und (Ng — Zo)™ ' (Zs + Ny)'in (B.26) wird
deutlich, dass grofte Zahler Zy und Nenner Ny von ¥ in Kombination mit einem
hohen Polynomgrad zu groffen Polynomkoeflfizienten q; fithren.

e Fir N = 0 verschwinden die von Zy und Ny abhangigen Terme in q;, da dann
die Impulsantwort der algebraischen Ableitungsschatzer unabhangig von ¥ ist.

Eine Reduktion des Polynomgrades N wirkt sich also giinstig auf die Grofe der
Polynomkoeffizienten q; aus.
Ein nicht-rationaler Parameter ¥ kann mit der Rekursion

Tk—
by = { . 2J y Tk =Tik—2 = biTko1, P =DbkPr-1+ P2 qx =Dk i1+ qi2

Tk—1
(3.52a)
mit den Anfangswerten
T o = 1(), T_1 = ]., P2 = 0, P-1= ]., gJo = ]., q-1 = 0 (352b)

in beliebiger Genauigkeit rational approximiert werden (Khinchin, 1964). Die Re-
kursion (3.52) wird bei Erreichen von [9 — py/qx| < tol mit einer Fehlerschranke tol
abgebrochen und Zy = py, Ny = qx gesetzt. Die resultierende rationale Approxima-
tion ist optimal in dem Sinn, dass sie zur gegebenen Fehlerschranke tol die rationale
Approximation von ¥ mit dem kleinsten Nenner liefert, da sie auf einer Entwick-
lung von ¥ in einen endlichen Kettenbruch mit den ganzzahligen Nennerkoeffizienten
bo, . . ., by basiert (Khinchin, 1964). Wie zuvor erwahnt wirkt sich der moglichst klei-
ne Nenner positiv auf die Grofie der Polynomkoeffizienten q; aus. Fiir Polynomgrade
N > 0 kann es daher auch vorteilhaft sein, zu einem rationalen Parameter ¥ mit der
Rekursion (3.52) eine Approximation mit kleinerem Nenner zu berechnen.

Bemerkung 13. In Lindert und Rudolph (2003); Gensior et al. (2007, 2008); Gensi-
or (2008) wurde eine weitere Methode zur rekursiven Implementierung algebraischer
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Abbildung 3.20.: Zur rekursiven Implementierung des Filters aus Beispiel 10.

Schatzer vorgeschlagen, die jedoch nur bei ganzzahligen Gewichtsfunktionspotenzen
« und 3 angewandt werden kann. Hierbei werden, in Abhangigkeit des Polynomgra-
des der Impulsantwort des Schatzfilters, in jedem Abtastschritt mehrere Rekursio-
nen ausgewertet. Uberdies sind Strategien erforderlich, um bei Implementierung in
Ganzzahlarithmetik einen Uberlauf des Wertebereichs zu verhindern. Des Weiteren
ist, insbesondere bei Impulsantworten hoheren Polynomgrades, eine Verschlechte-
rung der Approximationsgenauigkeit zu erwarten. Wegen der genannten Nachteile
wird das Verfahren im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht.

Beispiel 14. Das Filter aus Beispiel 10 wird mit einer Abtastrate entsprechend
L = 250 Abtastperioden je Fensterbreite implementiert. Gemaf Beispiel 12 wer-
den das Zeitfenster auf L = 130 Abtastperioden verkiirzt und das Filter mit der
Mittelpunktregel diskretisiert. Da « und (3 nicht ganzzahlig sind, muss das diskre-
te Filter zur rekursiven Implementierung zunachst stiickweise polynomial approxi-
miert werden. Als Kompromiss zwischen einem geringen Diskretisierungsfehler und
der Anzahl benétigter Rechenoperationen wurden r = 3 und q = 7 gewahlt (Ab-
bildung 3.20 links). Die polynomiale Approximation mit Gleitkomma-Koeffizienten
gibt das Tiefpassverhalten des kontinuierlichen Filters sehr gut wieder (Abbildung
3.20 rechts) und eignet sich somit als Grundlage fiir die Ganzzahl-Approximation
(3.48a). Fiir J,eq < —30dB liefert (3.51) eine erforderliche Anzahl von mindestens
n, = 27bit fiir die Ganzzahldarstellung der Polynomkoeffizienten. Abbildung 3.20
rechts bestatigt den Erhalt der Filtercharakteristik auch fiir die entsprechende Ganz-
zahl-Approximation. Die resultierende rekursive Implementierung benotigt 65 Re-
chenoperationen im Vergleich zu 259 Rechenoperationen bei nicht-rekursiver Imple-
mentierung.

3.5. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden algebraische Filter zur Schatzung beliebiger ganzzahliger
Ableitungsordnungen erlautert. Die phanomenologische Beschreibung als gleitende
polynomiale Approximation der zu schatzenden Ableitung erlaubt eine anschauliche
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Interpretation der algebraischen Ableitungsschatzer. Zur Parameterwahl bietet es
sich an, die algebraischen Ableitungsschatzer als lineare zeitinvariante Tiefpassfilter
zu betrachten, die auf der zu schatzenden Ableitung operieren. Zur Filtersynthe-
se konnen dann nach der Wahl einer Knickfrequenz und einer Stoppbandsteigung
die erforderlichen Filterparameter berechnet werden, wobei auch linearphasige Filter
realisiert sowie harmonische Storungen ohne zusatzliche Filter gezielt unterdriickt
werden konnen. Zur Implementierung werden die algebraischen Ableitungsschatzer
als lineare verschiebe-invariante FIR-Filter approximiert. Bei geeigneter Diskretisie-
rung verringert sich die Schatzverzogerung und es wird eine sehr gute Speicher- und
Rechenzeiteffizienz erreicht, insbesondere bei rekursiver Implementierung.

Wie die Beispiele 10, 11 und 12 zeigen, konnen mit algebraischen Ableitungs-
schatzern sehr hohe asymptotische Stoppbandabschwachungen numerisch stabil mit
einer geringen Anzahl an Rechenoperationen realisiert werden. (In den genannten
Beispielen wurde ein Schatzer fiir die erste zeitliche Ableitung mit einer asympto-
tischen Stoppbandabschwachung von circa 750dB je Frequenzdekade bei einer FIR-
Filterbreite von 13 Abtastperioden und einer Schatzverzogerung von circa 4 Ab-
tastperioden erzielt.) Als Anwendungen algebraischer Ableitungsschatzer wurden die
verzogerungsfreie Echtzeitdetektion von Unstetigkeiten in verrauschten Messsignalen
(Beispiel 3), die Echtzeitgenerierung differenzierbarer Solltrajektorien und ihrer Ab-
leitungen aus unstetigen Sollsignalen (Beispiel 6) sowie die modellbasierte Echtzeit-
diagnose sprungférmiger Aktorfehler bei stark verrauschten Messdaten (Beispiel 7)
diskutiert.






4. Fallstudie: Modellbasierte
Diagnose von Kollisionen

In Kiltz et al. (2013) wird das automatisierte Jonglieren eines Tischtennisballs mit der
in Abbildung 4.1 gezeigten im magnetischen Feld vierer Elektromagnete frei beweg-
lich gelagerten Platte beschrieben. Die Platte ist mit dem in Kiltz et al. (2012, 2014)
beschriebenen Regler in der Lage, schnellen Solltrajektorien fiir die Vertikalposition
mit hoher Genauigkeit zu folgen. Um den Ball am Springen zu halten, muss dessen bei
den Kollisionen dissipierte Energie kompensiert werden. Hierzu muss sich die Platte
wahrend der Kollision mit dem Tischtennisball in einer Aufwartsbewegung befinden.
D.h., die Aufwartsbewegung der Platte muss synchron zu zukiinftigen Kollisions-
zeitpunkten gestartet werden, wie in dem unter Rudolph und Kiltz (2013) on-line
abrufbaren Video der jonglierenden Platte gut zu sehen ist.

Zur Planung der Solltrajektorien der Plattenposition ist somit eine Pradiktion
der Kollisionszeitpunkte des Balls mit der Platte erforderlich. Hierzu wird in Kiltz
et al. (2013) kein dedizierter Sensor fiir die Ballposition bendtigt. Stattdessen wer-
den die Kollisionszeitpunkte aus der gemessenen Vertikalposition der Platte und den
geschatzten Magnetkraften mit einem modellbasierten Diagnoseverfahren unter Nut-
zung algebraischer Ableitungsschatzer in Echtzeit geschatzt. Aus zwel vergangenen
Kollisionszeitpunkten wird dann mit elementaren mathematischen Modellen fiir die
Kollision und den Ballflug der folgende Kollisionszeitpunkt pradiziert.

Die praktische Herausforderung besteht in der genauen Echtzeitrekonstruktion der
Kollisionszeitpunkte. Dies ist schwierig, da die Masse des Tischtennisballs von circa
2,7 g sehr gering im Verhaltnis zur Masse der Platte von circa 4,7 kg ist und die Platte
infolge ihrer Elastizitat deutlich horbar vibriert; daher ist beim Positionsverlauf in
Abbildung 4.2 links mit dem bloflen Auge kaum zu erkennen, wann die Kollision
stattgefunden hatte. Eine Kollision fiihrt also bei der schwebenden Platte nur zu einer
geringen Auslenkung, deren Beginn aus stark verrauschten Messsignalen in hoher
Genauigkeit in Echtzeit rekonstruiert werden muss. Gleichzeitig sollen natiirlich, wie
bei jedem Diagnoseverfahren, Fehlalarme, also in diesem Fall fehlerhaft detektierte
Kollisionen, vermieden werden.

Daher wird in diesem Kapitel als herausforderndes Anwendungsbeispiel fiir die
algebraischen Ableitungsschatzer die robuste modellbasierte Echtzeitrekonstruktion
der Zeitpunkte von Kollisionen des Tischtennisballs mit der schwebenden Platte er-
13utert. Die grundsétzliche Vorgehensweise entspricht derjenigen in Kiltz et al. (2013);
Kiltz und Rudolph (2013) und ist eng verwandt mit der modellbasierten Diagnose
sprungformiger Aktorfehler in Kiltz et al. (2014) und Beispiel 7. Als Erweiterung zu
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Abbildung 4.1.: Magnetisch gelagerte Platte mit Tischtennisball (Foto: Universitdt des Saar-
landes, Oliver Dietze).

Kiltz et al. (2013); Kiltz und Rudolph (2013) werden die verbesserten Verfahren zur
Parameterwahl und effizienten Echtzeitimplementierung aus Kapitel 3 genutzt. Hier-
durch wird eine nochmals feinfiihligere Detektion von Kollisionen ermoglicht und die
Anzahl der benotigten Rechenoperationen deutlich reduziert.

4.1. Kollisionsdetektion und Rekonstruktion der
Kollisionszeitpunkte

Als Messsignale stehen ein Schatzwert der Vertikalposition der Platte sowie die vom
Positionsregler berechneten Sollwerte der Magnetkrafte zur Verfiigung, nicht aber
die Position des Balls (Kiltz et al., 2012, 2013, 2014). Die Kollisionen miissen also
indirekt aus der Reaktion der Platte beziehungsweise des Positionsreglers detektiert
und zeitlich lokalisiert werden. Hierzu soll nun aus den Messsignalen ein Signal ge-
neriert werden, welches naherungsweise verschwindet, solange noch keine Kollision
stattgefunden hatte, aber durch die Kollision deutlich angeregt wird, sieche Abbildung
4.2 rechts. Dieses Signal wird in dieser Arbeit Kollisionsindikator genannt, wie in
(Kiltz et al., 2013) vorgeschlagen.

Zur Herleitung des Kollisionsindikators wird eine Kollision des Balls mit der schwe-
benden Platte zum Zeitpunkt © betrachtet. Die Bewegung der Platte in vertikaler
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Abbildung 4.2.: Links: Positionsverlauf der schwebenden Platte (Sollposition —4,5 mm) bei
einer Kollision des Balls aus einer Fallhohe von circa 3 cm. Rechts: Zugehori-
ger Kollisionsindikator (4.4) und dessen Nominalverlauf £8® § mit g einem
algebraischen Ableitungsschatzer (T =27,4ms, N =0, x =3 =5).

Richtung kann in Operatorschreibweise naherungsweise durch
Ms?x=¢—&86° —MT mit E~m(1+¢)V2IH. (4.1)

beschrieben werden (Kiltz et al., 2013). Hierbei bezeichnen M = 4,691 kg die Masse
der Platte, x die Vertikalposition ihres Massenmittelpunktes, ¢ die Summe der ein-
gepragten Magnetkrafte, I' = 9,8091 m/s2 die Erdbeschleunigung, m = 2,7 g die Masse
des Balls, ¢ = 0,9314 die Stofzahl und H die Fallhohe des Balls.?” Differenziert man
die Bewegungsgleichung (4.1) einmal nach der Zeit und gruppiert sie so um, dass ge-
messene Grofien und deren zeitliche Ableitungen auf einer Seite der Gleichung stehen
und die unbekannten Terme auf der anderen Seite der Gleichung, so erhalt man

Ms®*x —sdp = —£s8°. (4.2)

Durch die zeitliche Differentiation wurden langsam veranderliche Modellunbestimmt-
heiten, wie beispielsweise Fehler der im Positionsregler hinterlegten Magnetkraft-
kennfelder, naherungsweise eliminiert.

Ersetzt man in (4.2) die Istposition x der Platte durch den Messwert y und die
Magnetkraft ¢ durch den Sollwert f, so erhalt man

Msly—sf=s(—£8°+ @) (4.3a)

mit dem Messrauschen
@ =Ms?(y—x)—(f—d). (4.3b)

Die Anwendung eines kausalen linearen zeitinvarianten Filters mit mindestens drei-
fach differenzierbarer Impulsantwort g auf (4.3a) liefert das realisierbare Residuum

ri=g(Ms*y—sf) =Mg®¥y—gf. (4.4a)

27R&llt der Ball aus der Hohe H, so kollidiert er in etwa mit der Geschwindigkeit —v/2T H mit
der Platte und hebt anschliefend in etwa mit der Geschwindigkeit ev/2T H von der Platte ab. Das
Kollisionsgewicht & in (4.1) entspricht also der Impulsdnderung des Balls infolge der Kollision.
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Die Antwort des Residuums auf die Kollision und das Messrauschen betragt
r=s5g(-£8°+ @) =-£8°g+ g . (4.4b)

Sie setzt sich also aus einer mit dem unbekannten Kollisionsgewicht ¢ skalierten, zum
unbekannten Kollisionszeitpunkt © beginnenden zeitlichen Ableitung der Impulsant-
wort des Filters und dem mit g gefilterten Messrauschen zusammen und eignet sich
folglich als Kollisionsindikator. Es handelt sich also bei der Kollisionsdiagnose um die
Detektion und Lokalisation einer Diskontinuitdt in einem verrauschten Signal, wie
sie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben wurde. Daher wird der Ableitungsschatzer g auch
als Suchfilter bezeichnet.

Wie in Abbildung 4.2 rechts demonstriert, ist die Detektion und Lokalisation von
Kollisionen anhand des Kollisionsindikators (4.4) sehr einfach mdglich. Solange noch
keine Kollision stattgefunden hat, verschwindet der Kollisionsindikator mit Ausnah-
me des mittelwertfreien gefilterten Rauschens g @ in (4.4b). Die Mittelwertfreiheit
wurde durch die zeitliche Differentiation beim Ubergang von (4.2) zu (4.3) erreicht.
Zur Vermeidung von Fehlalarmen geniigt es daher, den Kollisionsindikator mit einem
konstanten Schwellwert ¢ zu vergleichen, der so groff gewahlt werden muss, dass er
mit ausreichend hoher Wahrscheinlichkeit vom gefilterten Messrauschen g @ nicht
unterschritten wird. Im Umkehrschluss muss der Ball aus einer bestimmten Mindest-
hohe H.,;, auf die Platte gefallen sein, damit die Anregung des Kollisionsindikators
durch die Kollision grof genug fiir die Schwellwertunterschreitung ist; die Fallhohe
Hpmin wird daher in dieser Arbeit als minimal detektierbare Fallhéhe bezeichnet. In
der Praxis wird die minimal detektierbare Fallhéhe mafigeblich von der Anpassung
des Suchfilters g im Kollisionsindikator an das Messrauschen bestimmt. Hierauf wird
im Detail im folgenden Abschnitt 4.2 eingegangen.

Solange der Schwellwert nicht unterschritten wurde, wird davon ausgegangen, dass
keine Kollision stattgefunden hat. Zum Kollisionszeitpunkt © wird dann die mit dem
Kollisionsgewicht & skalierte Ableitung g der Impulsantwort des Suchfilters als a
priori bekannte Signalform im Kollisionsindikator sichtbar. Bei guter Anpassung des
Suchfilters g an das Messrauschen @ hebt sich das Nutzsignal & g bereits bei geringen
Fallhohen des Balls, also kleinen Kollisionsgewichten ¢, deutlich vom Messrauschen
ab (man beachte die Fallhohe von lediglich circa 3cm in Abbildung 4.2) und fiihrt
somit zu einem Unterschreiten des Schwellwerts ¢ durch den Kollisionsindikator. Das
Unterschreiten von (¢ kann also zur Detektion einer Kollision genutzt werden, weshalb
die Dauer zwischen der Kollision und dem Unterschreiten des Schwellwerts in dieser
Arbeit als Detektionsdauer bezeichnet wird.

Die Detektionsdauer hangt, insbesondere fiir kleine Fallhohen, sehr stark von der
Fallhohe des Balls ab, wie in Abbildung 4.3 zu sehen ist. Daher erlaubt der Detekti-
onszeitpunkt im Allgemeinen keinen genauen Riickschluss auf den gesuchten Kollisi-
onszeitpunkt. Hingegen ist die zeitliche Verzogerung des auf die Kollision folgenden
Nulldurchgangs von ¢ g unabhangig von der Fallhohe und hangt, mit Ausnahme des
gefilterten Messrauschens, nur vom bekannten Verlauf von ¢ ab, ist also ndherungs-
weise bekannt. Beispielsweise entspricht diese Verzogerung im Fall des linearphasigen
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Abbildung 4.3.: Detektionsdauer fiir den Nominalverlauf EZS@g des Kollisionsindikators in
Abhéngigkeit der Fallhohe des Balls (Ableitungsschétzer und Schwellwert
wie in Abbildung 4.2).

Ableitungsschatzers in Abbildung 4.2 infolge der Achsensymmetrie von g genau der
Halfte der Fensterbreite T, siehe Abschnitt 3.2.1. Als geschatzter Kollisionszeitpunkt
wird dann der Zeitpunkt des Nulldurchgangs abziiglich dessen bekannter Verzoge-
rung in g genutzt.

Die primare verbleibende Herausforderung besteht also in der Auswahl eines an
das Messrauschen @ gut angepassten Suchfilters g, damit Kollisionen aus moglichst
geringer Fallhohe detektiert und deren Zeitpunkte mit hoher Genauigkeit rekonstru-
iert werden konnen. Fiir die Echtzeitimplementierung des Kollisionsindikators (4.4a)
sind iiberdies hinreichend genaue, hinsichtlich Speicherplatz und Rechenzeit effiziente
zeitdiskrete Approximationen der Operatoren ¢ und g®) erforderlich.

4.2. Auswahl des Suchfilters

Wahlt man den fiir die Kollisionsdetektion mafgeblichen Schwellert ¢ in Abbildung
4.2 als (;q-faches der Standardabweichung 04, des Rauschanteils im Kollisionsindi-
kator (4.4), so betrdgt das minimal zum Unterschreiten des Schwellwerts erforderliche
Kollisionsgewicht

Crel Ogmo
maXrer g(T) ’

was nach (4.1) einer minimal detektierbaren Fallhdhe

Emin ~

1 < Crel Oygm > 2

Hmin ~ — . (4:5)
2T \m (1 + &) max cr g(T)

des Tischtennisballs entspricht.

Abbildung 4.4 zeigt exemplarisch, wie deutlich sich die Wahl des Suchfilters auf
die minimal detektierbare Fallhdhe (4.5) auswirkt. Wahrend der auch in Abbildung
4.2 verwendete vorteilhafte algebraische Ableitungsschatzer T = 27,4ms, N = O,
x = (3 =5 fiir (;q = 5 die aus Abbildung 4.3 bekannte minimal detektierbare Fall-
hohe von circa 1 cm ergibt, fithrt eine Vergrofierung der Fensterbreite auf 30,3 ms bei
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Abbildung 4.4.: Links: Minimal detektierbare Fallhchen (4.5) fiir verschiedene algebraische
Ableitungsschatzer g. Die Standardabweichung 04 o des Messrauschens wur-
de analog zu (Kiltz et al., 2014) aus Messwerten y und f bei der kollisionsfrei
schwebenden Platte geschétzt — in diesem Fall gilt nach (4.4) § @ = r. Rechts:
Resultierende Verteilungsfunktion des Rauschens und deren Approximation
durch eine mittelwertfreie Normalverteilung fiir den besonders vorteilhaften
Ableitungsschétzer aus dem linken Bild (vergleiche Abschnitt 3.1.3).

ansonsten unveranderten Filterparametern dazu, dass erst Kollisionen ab einer Fall-
hohe von 37 cm detektiert werden konnen; die verhaltnismafig geringe Vergroferung
der Fensterbreite um 10,6 % verschlechtert also die minimal detektierbaren Fallh6he
in etwa um den Faktor 37. Fiir die in Abbildung 4.4 links ebenfalls ausgewerteten
algebraischen Ableitungsschatzer mit von o« verschiedenen Gewichtsfunktionspoten-
zen (3 werden minimal detektierbare Fallhohen nahe 1cm erst fiir Fensterbreiten
T > 55 ms erreicht; die zeitliche Verzogerung der Detektion ist daher wesentlich gro-
Rer als beim vorteilhaften algebraischen Ableitungsschatzer fir 3 = «. Auflerdem
vergrofiern sich der in der Echtzeit-Hardware benodtigte Speicherplatz und — im Fall
der nicht-rekursiven Implementierung (3.36) — die Anzahl bendtigter Rechenopera-
tionen je Abtastschritt auf mehr als das Doppelte.

Neben der zuverlassigen Detektion von Kollisionen aus moglichst geringer Fallho-
he ist es wichtig, dass die Wahrscheinlichkeit von fehlerhaft detektierten Kollisionen
moglichst klein ist, das modellbasierte Diagnoseverfahren also moglichst keine Fehl-
alarme generiert. Hierzu muss ein besonderes Augenmerk darauf gelegt werden, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Kollisionsindikator (4.4a) den Schwellwert ( alleine
durch den Rauschanteil g @ tiberschreitet, da zur Berechnung des Kollisionsindikators
die einfache beziehungsweise dreifache numerische (ndherungsweise) Differentiation
verrauschter Messsignale erforderlich ist. Fiir den vorteilhaften algebraischen Ablei-
tungsschatzer T = 27,4ms, N =0, «x = 3 = 5 zeigt Abbildung 4.4 rechts, dass der
Rauschanteil in guter Naherung mittelwertfrei und normalverteilt ist. Daher konnen
fir den Schwellwert ( = 504, also fiir eine minimal detektierbare Fallhohe von
circa 1cm, Fehlalarme infolge des Rauschens nahezu ausgeschlossen werden.?®

28Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert einer mittelwertfreien normalverteilten Zufallsvariable ihre
fiinffache Standardabweichung iiberschreitet, ist geringer als 0,6 - 107% %.
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Abbildung 4.5.: Links: Geschétztes Leistungsdichtespektrum (4.6b) des Rauschens. Rechts:
Betragsgange des aus dem geschétzten Leistungsdichtespektrum resultieren-
den optimalen Suchfilters (4.6a) und der beiden in Abbildung 4.4 links her-
vorgehobenen algebraischen Ableitungsschatzer.

Die Wahl des Suchfilters g ist also von sehr grofler Bedeutung fiir die vorliegen-
de Anwendung. Wesentlich ist hierbei das Leistungsdichtespektrum S{@} des Mess-
rauschens, vergleiche Kiltz et al. (2014). Nach (3.19) ist das optimale Suchfilter g
linearphasig mit dem Betragsgang

Fglw) = o —, A€ C\{0} (4.62)
I = S (w)’ ‘ ‘
Im Fall der kollisionsfrei schwebenden Platte kann das Leistungsdichtespektrum des
Rauschens gemaf (4.4b) mit (A.40d) als

_ 8{Mg®¥y —gf}(w)

Stejw) w? |G (w)

(4.6b)

aus den MessgroRen berechnet werden.?® Hierbei ist § ein beliebiger realisierbarer
linearer zeitinvarianter Ableitungsschatzer mit mindestens dreifach differenzierbarer
Impulsantwort, dessen Frequenzgang keine Nullstellen im interessierenden Frequenz-
bereich aufweisen sollte.

Abbildung 4.5 links zeigt, dass das Leistungsdichtespektrum des Messrauschens fiir
hohe Frequenzen um 60 dB je Frequenzdekade ansteigt. Dies kann durch die dreifache
zeitliche Differentiation der gemessenen Plattenposition erklart werden, die zur Be-
rechnung des Kollisionsindikators erforderlich ist. Nach (4.6a) sollte der Betragsgang
des Ableitungsschatzers daher fiir hohe Frequenzen um 120dB je Frequenzdekade
abfallen,*® was nach Abschnitt (3.3.2) fiir min{c, B} = 5 der Fall ist. AuRerdem er-
kennt man im Leistungsdichtespektrum eine ausgepragte Resonanziiberhohung bei

29Giehe beispielsweise Oppenheim und Schafer (2009); Stoica und Moses (2005); Vaseghi (2008);
Hayes (1996); Kay (1988) fiir eine Einfiihrung in die Schitzung von Leistungsdichtespektren aus
gemessenen Signalen.

30FEs sei daran erinnert, dass Leistungsgrofen, wie beispielsweise Leistungsdichtespektren, per
10 logyo(+) in dB umgerechnet werden, wahrend bei Leistungswurzelgrofen, wie etwa Betragsgéngen,
die Umrechnung per 20 log,(-) erfolgt.
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der Frequenz w, ~ 941rad/s infolge der deutlich horbaren elastischen Vibrationen
der Platte. Die Resonanziiberhohung kann nach Abschnitt 3.3.3 fiir N = 0 und
« = {3 dank der Nullstellen im Frequenzgang der algebraischen Ableitungsschatzer
eliminiert werden. Abbildung 4.5 rechts verdeutlicht, dass hierdurch der grofe Un-
terschied in der minimal detektierbaren Fallhohe zwischen den beiden in Abbildung
4.4 links hervorgehobenen Ableitungsschatzern erklart werden kann — wahrend bei
dem vorteilhaften Filter mit der Fensterbreite T = 27,4 ms die zweite Nullstelle des
Frequenzgangs mit der Resonanzfrequenz zusammenfallt, besitzt der Betragsgang
des wesentlich unvorteilhafteren Filters mit der Fensterbreite T = 30,3 ms ein lokales
Maximum bei der Resonanzfrequenz. Uberdies implizieren N = 0 und o« = p nach
Abschnitt 3.2.1 die fiir das optimale Suchfilter erforderliche Linearphasigkeit.

Zusammengenommen stellt der algebraische Ableitungsschatzer mit den Parame-
tern N =0, T =27,4ms, x = 3 = 5 eine gute Annaherung an ein optimales Suchfilter
fiir die Kollisionen dar, wie in Abbildung 4.5 rechts zu erkennen. Dies erklart die als
sehr gut zu bewertende Erkennbarkeit von Kollisionen des Tischtennisballs mit der
circa 1700-fach schwereren, deutlich vibrierenden Platte aus einer Fallhche von 1cm
bei gleichzeitig nahezu vernachlassigbarer Wahrscheinlichkeit von Fehlalarmen.

4.3. Implementierung des Kollisionsindikators

Nachdem der algebraische Ableitungsschatzer mit den Parametern N = 0, T =
27,4ms, « = [3 = 5 als Suchfilter fiir die Kollisionsdetektion bestimmt wurde, miis-
sen die Operatoren ¢ und g'® zur Echtzeitimplementierung des Kollisionsindikators
zeitdiskretisiert werden. Vorab soll jedoch, wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, eine
mogliche Verletzung des Abtasttheorems iiberpriift werden. Der algebraische Ablei-
tungsschétzer besitzt nach (3.24) die Knickfrequenz w. =~ 303,8rad/s, woraus nach
(3.32) bei einer Abtastrate von 10kHz Verstarkungen bei der Nyquist-Frequenz von
kn ~ —201dB fiir § beziehungsweise ky ~ —121dB fiir g'®) folgen. Signalanteile
jenseits der Nyquist-Frequenz werden also jeweils derart stark abgeschwacht, dass
keine relevante Verfalschung der Filtercharakteristiken durch die Zeitdiskretisierung
zu beflirchten ist.

Dies spiegelt sich in den Giitekriterien (3.37) von J ~ 5,05 - 10~'* beziehungsweise
J ~ 2,47 - 107° wider, die man bei der Zeitdiskretisierung von ¢ beziehungsweise
g'® mit der Mittelpunktregel (3.38) erhilt. Der Fehler infolge der Zeitdiskretisierung
mit der hinsichtlich benotigter Echtzeitressourcen, effektiver Schatzverzogerung und
Eignung flir die rekursive Implementierung vorteilhaften Mittelpunktregel kann also
bei beiden im Kollisionsindikator benotigten Filtern vernachlassigt werden. Daher
eriibrigt sich ein Vergleich mit den sonstigen in Abschnitt 3.4.2 erlauterten Diskreti-
sierungsverfahren.

In Abschnitt 3.4.3 wurde als Mafinahme zur Steigerung der Rechenzeit- und Spei-
chereffizienz sowie zur Reduktion der effektiven Schatzverzogerung vorgeschlagen,
bei algebraischen Ableitungsschatzern mit sehr steilflankigem Stoppband den Be-
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Abbildung 4.6.: Erste und dritte Ableitung der Impulsantwort des Suchfilters.

ginn und das Ende des gleitenden Zeitfensters zu vernachlassigen. Im Vergleich zum
dort behandelten Ableitungsschatzer, dessen abgeleitete Impulsantwort in Abbildung
3.17 dargestellt ist, steigen die fiir den Kollisionsindikator bendtigten zeitlichen Ab-
leitungen der Impulsantwort des Suchfilters wesentlich schneller an, siehe Abbildung
4.6. Besonders gut zu sehen ist dies bei der dritten Ableitung in Abbildung 4.6 rechts.
Folglich ist die Kiirzung des Zeitfensters aus Abschnitt 3.4.3 fiir den Kollisionsindi-
kator nicht sinnvoll anwendbar und wird daher nicht weiter untersucht.

Die nicht-rekursive Implementierung (3.36a) der mit der Mittelpunktregel (3.38)
diskretisierten Operatoren § und g'® in (4.4a) erfordern jeweils 547 Rechenope-
rationen je Abtastschritt und jeweils die Speicherung von 274 Filterkoeffizienten.
Insgesamt benotigt die nicht-rekursive Implementierung also 1094 Rechenoperatio-
nen je Abtastschritt fiir die beiden Ableitungsschatzer und die Speicherung von 548
Filterkoeffizienten. Daher erscheint die in Abschnitt 3.4.4 vorgeschlagene rekursive
Implementierung vielversprechend.

Wegen der ganzzahligen Gewichtsfunktionspotenzen «, 3 und der Diskretisierung
per Mittelpunktregel sind die Koeffizienten des zeitdiskreten FIR-Filters nach (3.46)
bereits Polynome der Form (B.29) mit ganzzahligen Polynomkoeffizienten. Fiir ¢
hat das Polynom in (B.29a) den Polynomgrad r = 9, wobei die bindre Zweierkomple-
ment-Reprasentation der ganzzahligen Polynomkoeffizienten (B.29b) eine Wortbreite
von Ny, = 51bit erfordert, und fiir g den Polynomgrad r = 7 mit einer Wortbreite
von Ny, = 47bit fiir die bindre Zweierkomplement-Reprasentation der ganzzahligen
Polynomkoeffizienten. Fiir die rekursive Implementierung von g sind daher 59 Re-
chenoperationen je Abtastschritt erforderlich und es miissen 49 Filterkoeffizienten
gespeichert werden, wihrend g'® bei rekursiver Implementierung 47 Rechenopera-
tionen je Abtastschritt und die Speicherung von 39 Filterkoeffizienten erfordert. In
Summe kann also, bei im Vergleich zur nicht-rekursiven Implementierung identischen
Filterausgangswerten, die Anzahl an Rechenoperationen je Abtastschritt auf 106 und
die Anzahl zu speichernder Filterkoeffizienten auf 88 reduziert werden, was einer Re-
duktion der Anzahl benétigter Rechenoperationen um 90,3 % und einer Reduktion
der Anzahl zu speichernder Filterkoeffizienten um 83,9 % entspricht.

Eine Reduktion der erforderlichen Wortbreite fiir die ganzzahligen Polynomkoeffi-
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Abbildung 4.7.: Vergleich des mit der Mittelpunktregel diskretisierten Kollisionsindikators
mit einer rekursiven Ganzzahl-Approximation (g: r = 3, q = 6, n, = 26 bit,
g®:r =3, g =8, ny, = 33hit) fiir die Kollision aus Abbildung 4.2 rechts.

zienten kann durch die in Abschnitt 3.4.4 beschriebene stiickweise polynomiale Ap-
proximation mit ganzzahligen Polynomkoeflizienten erreicht werden. Im vorliegenden
Fall ergeben fiir das Filter g der Polynomgrad r = 3, die Anzahl q = 6 an Polynomen
und die Wortbreite n;, = 26 bit fiir die Zweierkomplement-Reprasentation der Poly-
nomkoeffizienten und fiir das Filter g(®) die Approximationsparameter r =3, q = 8,
N, = 33bit eine sehr gute Approximationsgenauigkeit, siche Abbildung 4.7. Dann
benotigt die rekursive Implementierung von g in jedem Abtastschritt 58 Rechenope-
rationen und die Speicherung von 39 Filterkoeffizienten, wahrend 72 Rechenoperatio-
nen je Abtastschritt fiir g'® erforderlich sind und 47 Filterkoeffizienten gespeichert
werden miissen. Insgesamt miissen also 130 Rechenoperationen je Abtastschritt aus-
gefiihrt und 86 Filterkoeffizienten gespeichert werden, was eine Reduktion der Anzahl
an Rechenoperationen von 88,1 % und zu speichernder Filterkoeffizienten von 84,3 %
im Vergleich zur nicht-rekursiven Implementierung bedeutet.

4.4. Zusammenfassung

In dieser Fallstudie wurde die Echtzeit-Detektion von Kollisionen eines Tischten-
nisballs mit einer schwebenden Platte anhand von verrauschten Messwerten fiir die
Plattenposition und die eingepragte Kraft demonstriert. Durch den modellbasier-
ten Diagnoseansatz fiir den Kollisionsindikator wurde die Problemstellung auf die
Detektion und Lokalisierung einer Diskontinuitdt in einer zeitlichen Ableitung ei-
nes verrauschten Signals zurilickgefiihrt, wie sie in Abschnitt 3.2.3 erlautert wurde.
Mit einem geeignet parametrierten algebraischen Ableitungsschatzer konnte der ent-
sprechend Abschnitt 3.2.3 optimale Kollisionsindikator gut angendhert werden. Als
wesentlich hat sich hierbei die in Abschnitt 3.3.3 erlauterte Moglichkeit der algebrai-
schen Ableitungsschatzer herausgestellt, die dominante Resonanzfrequenz der Platte
ohne zusatzliche Filter zu eliminieren, ebenso wie die in Abschnitt 3.3.2 erlauterte
freie Wahl der Stoppbandsteigung und die entsprechend Abschnitt 3.2.3 fiir optimale
Suchfilter erforderliche Linearphasigkeit, die beispielsweise mit linearen zeitinvarian-
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ten IIR-Filtern nicht realisierbar ist.

Im Vergleich zu den fritheren Publikationen Kiltz et al. (2013); Kiltz und Rudolph
(2013) konnte durch die Anndherung des Ableitungsschdtzers an ein optimales Such-
filter eine nochmals deutlich verbesserte Signalqualitat des Kollisionsindikators erzielt
werden. Uberdies wurde durch die rekursive Implementierung aus Abschnitt 3.4.4 ei-
ne wesentliche Verbesserung der Echtzeit-Effizienz erreicht, namlich eine Reduktion
der Anzahl an Rechenoperationen je Abtastschritt um ca. 90% bei gleichzeitiger
Reduktion der Anzahl zu speichernder Filterkoeffizienten um ca. 84 %.






5. Zusammentfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden verschiedene Aspekte einer Klasse von echtzeitfahigen linea-
ren zeitinvarianten Filtern zur Tiefpassfilterung und naherungsweisen numerischen
Differentiation beliebiger ganzzahliger Ordnung von Signalen behandelt, die soge-
nannten algebraischen Ableitungsschatzer mit gleitendem Zeitfenster, die in dieser
Arbeit kurz als algebraische Ableitungsschatzer bezeichnet werden.

Wahrend die algebraischen Ableitungsschatzer in den Originalveroffentlichungen
Mboup et al. (2007, 2009) anhand von differentialalgebraischen Manipulationen ei-
ner Taylor-Entwicklung des Eingangssignals hergeleitet wurden, wie in Abschnitt
2.1 demonstriert, wurde in dieser Arbeit der in Abschnitt 3.1 beschriebene appro-
ximationstheoretische Zugang gewahlt. Aus der Sicht des Autors gestattet der ap-
proximationstheoretische Zugang eine wesentlich anschaulichere Interpretation der
algebraischen Ableitungsschatzer und ihrer Parameter als die abstrakte differential-
algebraische Vorgehensweise. Auflerdem rechtfertigt die approximationstheoretische
Herleitung formal die Anwendbarkeit der algebraischen Ableitungsschatzer auf dis-
kontinuierliche Signale, wahrend dieser wesentliche Einsatzfall bei der Herleitung
basierend auf einer Taylor-Entwicklung zunachst nicht klar ist.

Da die algebraischen Ableitungsschatzer lineare zeitinvariante Filter sind, liegt eine
Analyse ihrer Filtereigenschaften im Zeitbereich und im Frequenzbereich nahe, also
anhand ihrer Impuls- bzw. Sprungantwort und ihres Frequenzgangs. Dies wurde in
den Abschnitten 3.2 bzw. 3.3 erlautert. Ebenso ermoglicht diese Betrachtungsweise
einen Vergleich mit anderen bekannten linearen zeitinvarianten Filtern zur nahe-
rungsweisen numerischen Differentiation, wie in Abschnitt 2.2 exemplarisch gezeigt.
Zur anschaulichen Interpretation der Filtereigenschaften eignet sich insbesondere die
Sichtweise, dass die algebraischen Ableitungsschatzer Tiefpassfilter sind, die auf der
zu schatzenden Ableitung operieren; in diesem Sinne wurde in dieser Arbeit die Im-
pulsantwort der algebraischen Ableitungsschatzer eingefiihrt.

Bei den algebraischen Ableitungsschatzern handelt es sich um FIR-Filter, also Fil-
ter mit einer endlich andauernden Impulsantwort. Daher konnen die algebraischen
Ableitungsschatzer linearphasig ausgelegt werden, was mit kausalen linearen zeitinva-
rianten Filtern mit einer unendlich andauernden Impulsanwort, wie sie haufig durch
gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten oder durch gebro-
chen rationale Ubertragungsfunktionen beschrieben werden, nicht mdglich ist.

Die Linearphasigkeit ist vorteilhaft zur Anndherung optimaler Suchfilter zur De-
tektion und Lokalisation von Diskontinuitaten in den zeitlichen Ableitungen ver-
rauschter Messsignale, wie sie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben und zur modellbasierten
Diagnose in Kapitel 4 angewandt wurde, zur Echtzeit-Trajektoriengenerierung, wie

73
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in Beispiel 6 diskutiert, und allgemein zur moglichst effizienten Unterdriickung von
schwach stationarem Rauschen bei moglichst geringer Fensterbreite des verwendeten
Tiefpassfilters, siehe Abschnitt 3.3.2. In Abschnitt 3.2.2 wurde gezeigt, dass die al-
gebraischen Ableitungsschatzer sogar zur FIR-Approximation eines hinsichtlich der
Unscharferelation optimalen Kompromisses aus der Auflosung im Zeit- und im Fre-
quenzbereich genutzt werden konnen, also eine besonders effiziente Tiefpasswirkung
bei besonders geringer effektiver Breite der Impulsantwort bieten konnen.

Die Tiefpass-Charakteristik der algebraischen Ableitungsschatzer, die anhand ih-
rer Knickfrequenz und ihrer Stoppbandsteigung im Sinne von Abschnitt 3.3.2 quan-
tifiziert werden kann, kann beliebig vorgegeben werden. Umgekehrt ermoglicht die
Vorgabe einer gewiinschten Knickfrequenz und einer gewiinschten Stoppbandstei-
gung eine besonders anschauliche Synthese der algebraischen Ableitungsschatzer. Da
die algebraischen Ableitungsschatzer jedoch neben der zu schatzenden Ableitungs-
ordnung noch fiinf weitere Parameter aufweisen, miissen iiber die Knickfrequenz und
die Stoppbandsteigung hinaus noch weitere Vorgaben getroffen werden, um einen an-
wendungsspezifisch vorteilhaften algebraischen Ableitungsschatzer eindeutig zu be-
stimmen. Dies ist im Allgemeinen ein nicht-triviales Problem. Dennoch konnen aus
den Abschnitten 3.2 und 3.3 sowie der Fallstudie in Kapitel 4 folgende Empfehlungen
als Faustregeln abgeleitet werden:

1. Soll bei der Ableitungsschatzung eine dominante konstante Resonanzfrequenz
ohne zusatzliche Filter eliminiert werden, so werden die Parameter des algebrai-
schen Ableitungsschatzers wie in Abschnitt 3.3.3 beschrieben gewahlt, insbe-
sondere entsprechend (3.31). Dies war in dieser Arbeit wesentlich zur Verbesse-
rung des Signal-Rausch-Verhaltnisses des modellbasierten Kollisionsindikators
fiir die elastisch vibrierende schwebende Platte in Abschnitt 4.2.

2. Zur Rickfiihrung der geschatzten Ableitung in einem geschlossenen Regelkreis
ist es wichtig, dass die Schatzverzogerung bei gegebener Tiefpass-Charakteristik
besonders gering ist. Wie in Abbildung 3.11 zu sehen ist, kann es sich dann je
nach gewiinschter Stoppbandsteigung lohnen, den Polynomgrad N der dem
Ableitungsschatzer zugrunde liegenden Polynomapproximation der zu schat-
zenden Ableitung grofier als Null und den Verzogerungsparameter 9 als letzte
Nullstelle des Jacobi-Polynoms (N + 1)-ten Grades zu wahlen, vergleiche auch
die Diskussion des systematischen Schatzfehlers in Abschnitt 3.1.3. Im Hinblick
auf die fiir die Implementierung erforderlichen Echtzeit-Ressourcen ist eine ge-
ringe Fensterbreite T vorteilhaft, weshalb der Parameter k nur so groff gewahlt
werden sollte, dass die Welligkeit des Betragsgangs des Ableitungsschatzers im
Stoppband akzeptabel ist. In vielen Anwendungen sollte k = 0 geniigen, wo-
durch die kleinst mogliche Fensterbreite und somit die beste Echtzeit-Effizienz
erreicht wird.

3. Ist die zeitliche Verzogerung der Ableitungsschatzung von sekundarem Inter-
esse, so bietet sich wegen des nahezu optimalen Kompromisses aus Zeit- und
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Frequenzauflosung und der Vorteile linearphasiger Filter eine linearphasige Ap-
proximation der Gaufi-Funktion entsprechend Beispiel 5 an.

Fiir die Echtzeit-Implementierung miissen die algebraischen Ableitungsschatzer zeit-
diskret approximiert werden. Hierzu empfiehlt es sich, die algebraischen Ableitungs-
schatzer derart zu interpretieren, dass die Ableitung ihrer Impulsantwort als lineares
zeitinvariantes FIR-Filter auf das zu differenzierende Signal angewandt wird.

Fir die Zeitdiskretisierung ist wichtig, welche Abtastrate erforderlich ist, damit
der zeitkontinuierliche Ableitungsschatzer hinreichend genau durch das zeitdiskrete
Filter angenahert wird. Nach Kenntnis des Autors existierten hierzu bisher in der
Literatur keine praktikablen Naherungsformeln. Anhand der Tiefpass-Charakteristik
aus Abschnitt 3.3.2 kann nun iiberpriift werden, inwieweit das Abtasttheorem durch
die Zeitdiskretisierung verletzt wiirde. So kann in der Praxis recht anschaulich ent-
schieden werden, ob die beabsichtigte Abtastrate ausreicht. Dies wird in Abschnitt
3.4.1 erlautert und wurde bei der Fallstudie in Abschnitt 4.3 angewandt. Ebenso
wurde in dieser Arbeit nach Kenntnis des Autors erstmalig darauf hingewiesen, dass
sich durch die Zeitdiskretisierung der Genauigkeitsgrad der algebraischen Ableitungs-
schatzer verschlechtern kann, was sich umso deutlicher auswirkt, je geringer die Ab-
tastrate ist, sieche Abschnitt 3.4.2; ein Erhalt des Genauigkeitsgrades ist mit der
ebenfalls in diesem Abschnitt angegebenen Normierung moglich.

Ein wichtiges Vergleichsmerkmal zeitdiskreter Ableitungsschatzfilter ist, bis zu wel-
cher Frequenz relativ zur Nyquist-Frequenz sie den idealen, nicht realisierbaren Dif-
ferentiator entsprechender Ordnung gut nachbilden. In den Beispielen 10, 11 und 12
wurde demonstriert, dass algebraische Ableitungsschatzer mit hoher asymptotischer
Stoppbandsteigung mit verhadltnismaflig geringer Abtastrate implementiert werden
konnen. So konnen auch auf Basis der algebraischen Ableitungsschatzer numerisch
stabile differenzierende Filter entworfen werden, die das nach der Zeitdiskretisierung
nutzbare Frequenzband gut ausnutzen.

Bisher wurden die zeitdiskretisierten algebraischen Ableitungsschatzer iiblicher-
weise als Faltungssumme implementiert. Dies hat den Nachteil, dass die in jedem
Abtastschritt zur Ausfiihrung des Filters benctigte Anzahl an Rechenoperationen
sowie die Anzahl an zu speichernden Filterkoeffizienten mit der Anzahl an Abtastpe-
rioden je Fensterbreite des Ableitungsschatzers linear ansteigen und somit sehr grofs
werden konnen. Mit folgenden Maffnahmen konnte in dieser Arbeit die Echtzeit-
Effizienz der algebraischen Ableitungsschatzer gesteigert werden:

1. Wahrend in den Original-Ver6ffentlichungen Mboup et al. (2007, 2009) die zeit-
diskreten Filter mit Hilfe der Trapezregel synthetisiert wurden, konnten in der
vorliegenden Arbeit sehr gute Ergebnisse mit der Mittelpunktregel erzielt wer-
den, siehe die Abschnitte 3.4.2 und 4.3. Auf diese Weise konnen bei jeder Aus-
fihrung des Filters zwei Rechenoperationen eingespart werden und es muss
ein Filterkoeffizient weniger gespeichert werden. Zusatzlich verringert sich die
Schatzverzogerung um eine halbe Abtastperiode.



76 Kapitel 5. Zusammenfassung und Ausblick

2. Bei algebraischen Ableitungsschatzern mit grofler Stoppbandsteigung kann ein
bedeutender Anteil des Zeitfensters weggeschnitten werden, ohne dass sich das
Schatzergebnis wesentlich verschlechtert, sieche Abschnitt 3.4.3. Auf diese Weise
konnen gegebenenfalls etliche Rechenoperationen je Abtastschritt sowie Filter-
koeffizienten eingespart werden. Aufierdem ist eine erhebliche Verringerung der
Schitzverzogerung moglich, etwa in Beispiel 12 um ca. 61 %.

3. In Abschnitt 3.4.4 wurden zwei Verfahren zur rekursiven Implementierung der
algebraischen Ableitungsschatzer vorgeschlagen, wodurch die Anzahl an Re-
chenoperationen und Filterkoeffizienten unabhédngig von der Anzahl an Ab-
tastperioden je Fensterbreite wird. Hiermit kann eine erhebliche Steigerung der
Echtzeit-Effizienz erreicht werden. (Bei der Fallstudie in Abschnitt 4.3 konnte
die Anzahl an Rechenoperationen um ca. 90 % und die Anzahl der Filterkoeffizi-
enten um ca. 84 % gegeniiber der Implementierung als Faltungssumme reduziert
werden.) Dies hat keine Auswirkung auf die Schéatzverzogerung.

Beispiele fiir regelungstechnische Anwendungen von echtzeitfahigen Ableitungsschat-
zern und somit prinzipiell auch der algebraischen Ableitungsschatzer sind die Zu-
standsregelung, die modellbasierte Fehlerdiagnose, die Identifikation von Modellpa-
rametern oder auch adaptive Regler bzw. Beobachter. Die Ergebnisse dieser Arbeit
konnen dazu genutzt werden, die algebraischen Ableitungsschatzer mit gleitendem
Zeitfenster zukiinftig bei derartigen Anwendungen zielgerichteter mit anderen Ver-
fahren zur naherungsweisen Echtzeit-Differentiation verrauschter Messsignale bzw.
zur Zustandsrekonstruktion vergleichen zu konnen, als dies bisher moglich war.



A. Mathematische Grundlagen und
Formelsammlung

A.1. Operatorenkalkiil und Fourier-Transformation

A.1.1. Mikusinskis Operatorenkalkiil

Der Operatorenkalkiil nach Mikusifiski (1983) ermoglicht, wie die Laplace-Trans-
formation®!, die Uberfiihrung linearer zeitinvarianter Differentialoperatoren in alge-
braische Ausdriicke. Auflerdem ergibt sich, wie bei der Distributionentheorie nach
Schwartz (1950), ein verallgemeinerter Ableitungsbegriff, welcher auch fiir unstetige
Funktionen giiltig ist. Dieser Abschnitt fasst die fiir diese Arbeit wesentlichen Grund-
lagen aus Mikusinski (1983) zusammen und fiihrt die verwendete Operatornotation
ein.

Funktionen und Zahlen Funktionen und Zahlen werden strikt unterschieden. Die
Funktion t — f(t) wird als f oder {f(t)} geschrieben, wahrend fiir den Funktionswert
von f an der Stelle t die iibliche Schreibweise f(t) verwendet wird. Entsprechend wird
die Zahl ¢ € C dargestellt als c, wahrend die konstante Funktion t — c dargestellt
wird als {c}. Es werden ausschlieflich Funktionen mit linksseitig beschranktem Trager
behandelt, es wird also implizit stets f(t) = 0 fiir T < 0 vorausgesetzt.

Addition und Faltung als grundlegende Operationen Im Folgenden werden Funk-
tionen f,g € C°([0,00)) betrachtet. Grundlegende Operationen auf C°([0, c0)) sind
die Addition f+ g = {f(t) + g(t)} und die Faltung fg = { [~ _f(t — 1) g(t) dt}, wel-
che sich fiir f(t) =g(t) =0flirt<0zufg= {ﬁ f(t—1)g(T) dT} vereinfacht. Die
wiederholte Faltung wird abkiirzend f™ := ff" !, f0 .= 1, geschrieben. Die Integrati-
on einer Funktion kann als Faltungsprodukt {f; () dr} — {1} f geschrieben werden.

Fiir die n-fache Integration folgt die Cauchy-Formel®? fiir wiederholte Integration

t ptn Ta B o B t (t—T)n_l
{L JO L () dTl---d’tn_ldTn}—{l} f—{L I d’t}. (A.1)

Die Faltung ist kommutativ, assoziativ und distributiv beziiglich der Addition. Wei-
terhin ist C°([0, c0)) beziiglich der Faltung nach dem Satz von Titchmarsh®® nulltei-

31Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827)
32 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
33Edward Charles Titchmarsh (1899-1963)
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lerfrei: f g = 0 ist dquivalent dazu, dass gilt f =0 oder g = 0.

Operatoren Operatoren sind Quotienten h = f/g mit f, g € €°([0,00)), g # 0. Es
gilt dann f = gh. Hierbei ist h infolge des Satzes von Titchmarch eindeutig, kann
jedoch im Allgemeinen nicht als Funktion dargestellt werden. Jede Zahl ¢ € C ist
wegen ¢ = {c}/{1} und jede Funktion f € €°([0, c0)) ist wegen f = (fg) /g, g # 0, ein
Operator. Fiir Operatoren h; = fi/gi, i = 1, 2, gilt

fifs figa g i _fige

hi=hy <— f =fyqg1, hihy = , hi+hy= , = .
1 o) 102 201 1 No 91 92 1+ o 91 92 Ty T2 01

Auch hier wird die Schreibweise h™ = hh™ !, h® = 1, verwendet. Ein Operator h # 0
besitzt einen inversen Operator 1/h = h~!. Es gilt der binomische Lehrsatz

(hy +hy)" = i (2) hl" *h¥. (A.2)

k=0

Ableitungsoperator Der Ableitungsoperator s ist die Inverse des Integraloperators:
s = {1} *. Daher wird der n-fache Integraloperator auch dargestellt als s™™. Fiir eine
Funktion f mit Ableitung f € C°([0,00)) folgt aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung sf = f + £(0) und somit

st f =M 4 ) s* (), (A.3)

sofern f n-fach differenzierbar ist. Die Anwendung von s auf einen Operator ergibt
wieder einen Operator und kann daher als verallgemeinerte Ableitung interpretiert
werden. Jeder Operator hat verallgemeinerte Ableitungen beliebiger Ordnung.

Unstetige Funktionen Die Menge X umfasst die Funktionen f, die in jedem kom-
pakten Intervall [a, b] C [0, 00) héchstens eine endliche Anzahl von Diskontinuitats-
stellen aufweisen und fiir die f; If(T)| dt < oo fiir alle t > 0 gilt. Ein Beispiel fiir eine
Funktion aus X ist die Heaviside-3* oder Sprungfunktion

Ho(t) = {O’ ts®, (A.4)

1, somnst.
Die Sprungfunktion ermoglicht die Definition des Verschiebeoperators
5° = sHe. (A.5)

Fiir f € K gilt € f = {f(t — ©)} und somit 5° 6% = §9+¢. Bei Abtastvorgingen wird
die Schreibweise § f := 6 f verwandt.

34Qliver Heaviside (1850-1925)
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Algebraische Ableitung Seien f,g € K, h = f/g und « eine Zahl. Die algebraische
Ableitung % erfiillt:

de_dlaf) __df d(f+g)_df dg d(fg)_df _ dg
ds ds T ds’ ds  ds ds’ ds  ds ds
sowie
dh  (df  dg\ ,, d(s™) _d(™Y)  df
ds (ds g_fds> /9% ds " ds ’ ds = ().

Die algebraische Ableitung wird also formal wie die klassische Ableitung angewandt.

A.1.2. Fourier-Transformation

Die im Folgenden angegebenen Eigenschaften der Fourier-Transformation sind bei-
spielsweise in Papoulis (1962) hergeleitet. In dieser Arbeit wird folgende Definition
der Fourier-Transformierten sowie der inversen Fourier-Transformierten ver-
wandt:

Fghw) = | glwereTar, TG = o[ gle)evtde. (a6

Die Fourier-Transformation ist von groffem Nutzen zur Analyse der algebraischen Ab-
leitungsschatzer, da ein Faltungsprodukt durch Fourier-Transformation in ein punkt-
weises Produkt uberfiihrt wird:

F{f g} = {f}- Hg}. (A.7a)
Umgekehrt wird ein punktweises Produkt in eine Faltung tiberfiihrt:
1
Fif - g} = 5 Ff} Fgh (A.7b)
Fiir achsensymmetrische Funktionen g;(T +t) = go(T — t) gilt
et TFgi}(w) = e TF{go}(—w). (A.8)
AuRerdem gilt fiir g(w) = e **f(ocw) mit o,p € R
1 t—
FUgHt) = = F A — ). (A.9)
|o] o

Abtastfolgen Fiir die dquidistante Abtastfolge § =Y - _ gk 8™, g = g(kT,),
vereinfacht sich (A.6) zu

~ = —w 1 N ~ 1w
F{g} (w) = Z gre ‘T gx = 2wNJ FgHw)e***=dw  (A.10)
k=—0o0 —wN

mit der Nyquist-Frequenz wy = 7/T;. Sofern g stetig ist, sind die Fourier-Transfor-
mierten von g und § per

ff{g}(w):Tl > FHoHw+2wyk) (A.11)

$ k=—o0

miteinander verkniipft.
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Reellwertige Funktionen Die Fourier-Transformierte einer reellwertigen Funktion
g lautet

o]

FgHw) = JOO g(t) cos(w T) dT—lJ g(T)sin(w T) dr, (A.12a)

—00 —0o0

/

=R (FHgH(w) ==J(HgH(w)
so dass der Realteil von F{g} gerade und ihr Imagindrteil ungerade ist:
R(FHgh(w) =R(FHgh(—w), T(FHgH(w) =-T(FHg)(—w). (A.12Db)
Entsprechend ist der Betragsgang gerade und der Phasengang ungerade:
[Hgll(—w) = F{gll(w), argF{g}(—w) = —arg F{g}(w). (A.12¢)

Des Weiteren ist die Fourier-Transformierte gerader reellwertiger Funktionen rein
reell und diejenige ungerader reellwertiger Funktionen rein imaginar:

g(t)=g(—1) = I(F{gH(w) =0, g(t) =—g(—1) = R(FgH(w)=0.

(A.12d)
Momente einer Funktion Das k-te Moment einer Funktion f ist als
my (f) = J ™f(1) dTr, k€N, (A.13)

definiert. Das erste Moment wird auch Mittelwert genannt. Wenn die Funktion g
durch Skalierung des Arguments aus f hervorgeht, g(t) = f(t/0) mit o > 0, dann
ergibt sich das k-te Moment von g aus dem k-ten Moment von f gemaf

my(g) = o my(f). (A.14)

Wenn samtliche Momente von f existieren, konnen diese aus den Ableitungen der
Fourier-Transformierten von f berechnet werden:

my(f) =1 (F{F) " (0). (A.15)
Daher betragt das k-te Moment des Faltungsprodukts zweier Funktionen f und g,

deren Momente samtlich existieren,

k

my(fg) = Z (5) m; (f) my_i(g) . (A.16)

i=0

Das k-te zentrale Moment einer Funktion f ist

m? (f) == JOO (t—my ()< f(7) dr. (A.17)

—00
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Die Varianz von f ist deren zweites zentrales Moment. Das k-te zentrale Moment
entspricht dem um den Mittelwert von f verschobenen k-ten Moment:

my(f) = J T+ my () dr = my (50 £) (A.18)
Sofern die Momente von f bis zum k-ten Moment existieren, kann (A.17) durch An-
wendung des binomischen Lehrsatzes (x +y)* = Y & (¥)x*y*~* aus den Momenten
von f berechnet werden:

k

mi(f) =y (k) (1) (ma(F)' (miea(1)) (A.19)

. 1
i=0

Dichte- und Verteilungsfunktionen Eine reellwertige Funktion f wird in Anleh-
nung an die Wahrscheinlichkeitstheorie Dichtefunktion genannt, wenn sie

f(t) >0, mo(f) =1, (A.20)

erfiillt (Papoulis, 1962), vergleiche Anhang A.3. Aus (A.19) folgt, dass die Varianz
einer Dichtefunktion aus ihrem Mittelwert und ihrem zweiten Moment berechnet
werden kann:

mj (f) = my(f) — (my (f))*. (A.21)

Ist f eine Dichtefunktion, so gilt wegen (A.15) und (A.20)
FifHo) =1, [Ffil(w) <1, wekR. (A.22)

Das Integral @ (t) := ft_oo f(t) dt ist die mit der Dichtefunktion f assoziierte Verte:-
lungsfunktion.

A.2. Lokale polynomiale Approximation

Die folgenden approximationstheoretischen Grundlagen erleichtern das Verstandnis
der algebraischen Ableitungsschétzer im Zeitbereich (Abschnitt 3.1.1) und werden
zur rekursiven Implementierung (Abschnitt 3.4.4) benotigt.

A.2.1. Approximation in einem Hilbert-Raum

Sei H ein N-dimensionaler Hilbert-Raum® (wobei auch N = oo zuldssig ist) mit
dem inneren Produkt (-,-) und V ein endlichdimensionaler linearer Unterraum von
H. Das innere Produkt induziert die Norm ||x|| := /(x,x) und das Abstandsmaf
d(x,y) = ||x —y||. Ein Element f € V heifit Bestapprozimation von f € H beziiglich
V, wenn d(f,f) < d(f, g) fiir alle g € V. Eine derartige Bestapproximation existiert
unter den genannten Voraussetzungen stets und ist eindeutig (Projektionstheorem)

3David Hilbert (1862-1943)
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(Luenberger, 1969; Meinardus, 1967). Wenn {vi};_, _ eine orthogonale Basis von V
ist, also (v;,v;) = 0 fiir i # j gilt, dann kann f als

z

f= Vi (A.23)

berechnet werden. Der Abstand zwischen f und f betrigt (Luenberger, 1969; Meinar-
dus, 1967)

= [(f, vl
d(f,f) = | IfI° = > ~—F>o0. (A.24)
= vill
Aus (A.24) folgt die Bessel’sche Ungleichung
N 2
|<f) Vi>|
2 e <l (A.25)
= Ivill

Wichtig ist des Weiteren die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung (Luenberger, 1969)
[y < DIyl (A.26)

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn x ein Vielfaches von y ist, also
x =AYy, A € C, oder x =0 und y beliebig bzw. y = 0 und x beliebig.

A.2.2. Diskrete polynomiale Approximation

Es wird die Menge £>([0,L —1]), L € N, der auf dem kompakten Intervall [0, — 1]
beschrankten Funktionen betrachtet. Mit dem inneren Produkt

L—1
(f,g) =) f(k)g(k) (A.27)
k=0

ist £°([0,L — 1]) ein L-dimensionaler Hilbert-Raum (Luenberger, 1969). Die Menge
7ty der Polynomfunktionen N-ten Grades, N < L, ist ein (N + 1)-dimensionaler linea-
rer Unterraum von £>([0,L — 1]). Eine orthogonale Basis von 7ty beziiglich (A.27)
bilden die T'schebischeff-Polynome einer diskreten Verdnderlichen (Szegd, 1959;
Erdélyi, 1953b)

. —L
tir =i1A'g mitg(x) = <)1(><X1 ), i=0,...,N—1, (A.28a)

mit der Norm _
2 LH;:]_ (Lz_jz)
[t ll” = .
2141
(abkiirzend wird in dieser Arbeit von diskreten T'schebischeff-Polynomen gespro-
chen). Die polynomiale Bestapproximation N-ten Grades von f € £>([0,L — 1]) be-
ziiglich des inneren Produkts (A.27) kann daher nach (A.23) als Linearkombination
N
A f, t;
f=> %tﬂ (A.29)
= tiLll

(A.28b)

diskreter Tschebischeff-Polynome bis zum Grad N angeschrieben werden.
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A.2.3. Kontinuierliche polynomiale Approximation

Mit £2([a, b]) wird die Menge der Funktionen bezeichnet, die auf dem Intervall [a, b]
quadratisch Lebesgue-integrierbar®® sind (wobei in dieser Arbeit ausschlieRlich kom-
pakte Intervalle [a, b] betrachtet werden):

b
£2([a,b]) = {f: [a,b] — C J If(7)]° dt < oo} .

a

Es wird nun das Intervall [—1, 1] betrachtet. Mit dem inneren Produkt
1
(f,9)= | w0 o g e (A.30)
-1

mit der Gew:ichtsfunktion

_ )X B _
wmmhkz{u T ®, B >—1, (A.31)

0, sonst,

ist £2([—1,1]) ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum (Luenberger, 1969; Meinar-
dus, 1967).

Gleichheit und Identitdt Infolge des durch (A.30) induzierten Abstandsmafies ist
es wichtig, die Begriffe Gleichheit und Identitdt zu unterscheiden. Gleichheit f =g
bedeutet, dass der Abstand d(f,g) = 0 ist. Hierzu geniigt es, dass f(t) und g(7)
fast tiberall auf [a, b] iibereinstimmen, sich also auf einer Nullmenge innerhalb [a, b]
unterscheiden diirfen. Im Gegensatz hierzu wird mit f = g die Identitdt von f und
g auf [a,b] bezeichnet, also die Ubereinstimmung f(t) = g(t) an allen Punkten
T € [a,b].

Reihenentwicklung auf Basis der Jacobi-Polynome Die orthogonalen Jacobi-
Polynome®” {PE“’B) }fozo bilden eine orthogonale Basis von £2([—1, 1]) beziiglich des
inneren Produkts (A.30) (Szegd, 1959; Tricomi, 1955). Daher kann jede Funktion
f € L£%([-1,1]) in eine konvergente verallgemeinerte Fourier-Rethe von Jacobi-
Polynomen entwickelt werden:

PR (R
f= Z Cim mit Ci = W. (A32)

Explizite Darstellungen der Jacobi-Polynome sind in Anhang A.4.3 zu finden. Aus
der Bessel'schen Ungleichung (A.25) folgt mit (A.32) die Konvergenz der Reihe
> oleil® = |[fI* < oo. Daher ist die Folge (lci*);", und somit auch die Folge
(leil);2, eine Nullfolge:

Ve >03ip, e NVi>1ip: |cif <e.

36Henri Léon Lebesgue (1875-1941)
37Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
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Fiir f € €°([—1,1]), also falls f auf [—1, 1] stetig ist, ist die Konvergenz in (A.32) nach
dem Approximationssatz von Weierstrah (Weierstraff, 1885; Courant und Hilbert,
1966) gleichmafig:

N (c,3)
P.
Ve > 0dNg € NVN > Ng : sup |f(T) — Z cilTﬁ()T) < E. (A.33)
te(-1,1] o HPi : H

In diesem Fall ist f zu ihrer verallgemeinerten Fourier-Reihe auf [—1, 1] sogar iden-
tisch:

o,B)

PP
f—ZqHP(“ s (A.34)

Lokale polynomiale Approximation im quadratischen Mittel Die Polynomfunk-
tionen N-ten Grades 7ty bilden einen (N + 1)-dimensionalen linearen Unterraum von
£2([—1,1]) mit {PE“’B)}iNZO als orthogonaler Basis. Die Bestapproximation fn von
f € £2([—1, 1]) beziiglich 7ty kann nach (A.23) als

N («,B) N ()
fn=) —<|f’ P{ ) p(sp) (f,RoP))  mit RSP Z P P!*P) (A.35)

dargestellt werden. Wegen
p=(p,RY) filr p € my (A.36)

wird R](\,“,’Tm reproduzierender Kern (engl. reproducing kernel) von 7y genannt
(Luenberger, 1969). Vertauscht man im inneren Produkt (A.30) die Parameter o und
B, so ergibt sich mit (A.72a) und (A.74) folgende niitzliche Symmetrieeigenschaft:

N (B,x) N pleB)
P." (1) P, 7" (—1)
Rie () =) o) PP =) (@B) |2 PP (—t) = RyE) (1),
o [P oo [P
(A.37)
Aus (A.24) und (A.32) folgt, dass der Abstand zwischen f und fy mit steigendem

Polynomgrad monoton fallt und beliebig klein gemacht werden kann:

0 < d(f,fnsr) < d(f,fn), Ve >03Ng € NYN > Ng: d(f,fn) <e

A.3. Stochastische Prozesse

Haufig wird Messrauschen als Zufallssignal, also als Beobachtung eines stochasti-
schen Prozesses, modelliert. Siehe beispielsweise (Parzen, 2015; Papoulis und Pil-
lay, 2002) fiir eine Einfiihrung in die Theorie stochastischer Prozesse. Zufallssignale
besitzen im Allgemeinen keine Fourier-Transformierte (Papoulis, 1962), kdnnen aber
teilweise im Frequenzbereich durch ihr Leistungsdichtespektrum beschrieben werden.
Im Folgenden sollen die fiir diese Arbeit wesentlichen Eigenschaften stochastischer
Prozesse wiederholt werden.
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Zufallsvariablen Eine reelle Zufallsvariable X : Q — R bildet den Wahrscheinlich-
keitsraum Q, also die Menge aller moglichen Ergebnisse eines als zufallig ablaufend
erachteten Phanomens, auf die reellen Zahlen ab.

Verteilungs- und Dichtefunktion Die Verteitlungsfunktion Fx : R — [0, 1] einer
Zufallsvariable X ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert von X einen vorgegebe-
nen Wert nicht tiberschreitet: Fx(t) := P{X < t}. Eine Verteilungsfunktion ist mo-
noton steigend, rechtsseitig stetig und besitzt die Grenzwerte lim_, ., Fx(t) = 0,
lim, , Fx(t) = 1. Die Dichtefunktion fx von X ist die (verallgemeinerte) Ableitung
der Verteilungsfunktion: fx = Fj.

Erwartungswerte Der Erwartungswert £{g(X)} einer Funktion g, angewandt auf
die Zufallsvariable X, lautet

0]

{g(X)} = J g(7) fx (1) d. (A.38)

—00

Wichtige Erwartungswerte sind der Mittelwert pux = &{X}, die Varianz o% =
E{(X — ux)’} = &{X?} — 1% sowie die Standardabweichung ox = /0%

Zusammenhang zwischen mehreren Zufallsvariablen Der Erwartungswert einer
Funktion mehrerer Zufallsvariablen X; : Q — R, 1 =1,...,n, berechnet sich zu

E{g(xl,...,xn)}zj J 9(Trs ) o (T1y ) Ty -+ AT

. . . . n .
mit der gemeinsamen Dichtefunktion fx,, . x, = atla—atFXh-..,Xnund der gemein-
ot

samen Verteilungsfunktion Fx, . x, (ti,...,tn) =PX; < ty,..., Xy < tn). Die Zu-
fallsvariablen X, Y sind statistisch unabhdngig, wenn ihre gemeinsame Dichtefunk-
tion separierbar ist, also wenn fxy = fx - fy erfiillt ist. Eine gewichtete Summe
Y =) ,a;iXi, a; € R, von Zufallsvariablen X; hat den Mittelwert

Wy = Z ai Mx; (A.39a)
i
und die Varianz
oy =) alok, +2) aigjexx (A.39D)
i i#j

mit der Kovarianz cxy = &{(X — ux) (Y — uy)}. Wenn die Zufallsvariablen unkor-
reliert sind, vereinfacht sich (A.39b) zu

oy = Z a? ok, . (A.39¢)
i
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Stochastische Prozesse Ein reeller stochastischer Prozess x : © > t — X(t) ist ei-
ne indizierte Menge reeller Zufallsvariablen X(t) : Q — R auf der Indexmenge ©. Ein
stochastischer Prozess x ist mittelwertfre:, wenn w, = 0 erfiillt ist. Ein stochastischer
Prozess x ist schwach stationdr®®, wenn sein Mittelwert und seine Varianz konstant
sind, py = &{x(t)} = const, 02 == E{(x(t) — ps)’} = const. Sei nun x ein schwach
stationarer stochastischer Prozess. Dann hangt seine Autokorrelationsfunktion

R{x}(1) == &{x(to) x(to + T)}

nur von T ab, nicht aber vom Bezugsindex tg, und ist eine gerade Funktion, R{x}(T) =
R{x}(—t). Die mittlere Leistung P(x) = 8{(X(t0))2} von x berechnet sich zu

P(x) = RIx)(0) = 0% + 122,

Das Leistungsdichtespektrum 8{x} = F{R{x}} von x beschreibt gemaf dem Wiener-
Khintchine-Theorem3%4° (Wiener, 1930; Khinchin, 1934) die Verteilung der Leis-
tung von x im Frequenzbereich.

Antwort linearer zeitinvarianter Filter Bei Anwendung eines stabilen linearen zeit-
invarianten Filters mit der Impulsantwort g auf eine Musterfunktion eines schwach
stationadren stochastischen Prozesses x ist das Ausgangssignal y = gx ebenfalls ein
Zufallssignal mit dem Erwartungswert

eyl = Elgx(th = | gl e (A.400)

Die Faltung und die Bildung des Erwartungswertes diirfen also vertauscht werden.
Die Autokorrelationsfunktion des Filterausgangs kann durch Faltung der Autokorre-
lationsfunktion von x mit der Impulsautokorrelationsfunktion

r{g}(t) = J_ g(t+t)g(t) dt (A.40Db)
des Filters berechnet werden:
R{y}(t) = &{y(to) y(to + 1)} = 1{g} R{x}(1), to €R. (A.40c)

Die Fourier-Transformierte von r{g} wird Energiedichtespektrum genannt und ent-
spricht seinem quadrierten Betragsgang. Daher kann das Leistungsdichtespektrum
des Filterausgangs nach (A.7a) als punktweises Produkt

8{y} = 1F{gll* - S{w} (A.40d)

aus dem Energiedichtespektrum des Filters und dem Leistungsdichtespektrum des
Zufallssignals angeschrieben werden.

38In der Literatur sind fiir schwach stationér auch die Begriffe stationdr 1m weiteren Sinne (engl.
wide-sense stationary, oft abgekiirzt mit WSS) oder kovarianz-stationdr gebrauchlich.

3%Norbert Wiener (1894-1964)

40 Alexander Jakovlevich Khintchine (1894-1959)
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A.4. Spezielle Funktionen

A.4.1. Gamma-Funktion und verwandte Funktionen

Die folgenden Eigenschaften der Gamma-Funktion sowie einiger mit ihr verwandter
Funktionen sind beispielsweise in Erdélyi (1953a); Tricomi (1955); Abramowitz und
Stegun (1965); Magnus et al. (1966); Nikiforov und Uvarov (1988) dargestellt.

Gamma-Funktion Die Fuler’sche* Gamma-Funktion ist fiir z ¢ Z~ als

MNz) = JOO e Tdr (A.41)

0

definiert. Sie geniigt der Funktionalgleichung I'(z + 1) = zT'(z) und kann fiir natiirli-
che Argumente n € N als Fakultat

Mn41) =n! (A.42)

angeschrieben werden. Die Gamma-Funktion geniigt der Legendre’schen Verdopp-
lungsformel

222—1
rN2z) = NG MNz)T(z+1/2) (A.43)
und ermoglicht die Definition des Binomaialkoeffizienten als
X MNx+1)
= . A.44
<y) My+1Tx—y+1) (4.44)

Steigende und fallende Faktorielle Die stetgende Faktorielle t™ (in der Literatur
oft auch als Pochhammer-Symbol*? (t), bezeichnet) und die fallende Faktorielle
t™ sind als N ) N 0
_ t4+n t+
th=——, th=————. A.45
re) NMt+1—mn) ( )

definiert.

Beta-Funktion Die Fuler’sche Beta-Funktion lautet

' rx)y)
Bix,y)=| ™ '(1-1)¥tdr=——"2" A .46
xy) = | - ey (4.46)
die unvollstandige Beta-Funktion
t 1 1 Tt 1
Bi(x,y) = L 1 —1)Y  dr = = JO (T —1)Y" dr, (A.47)
und die regularisierte unvollstandige Beta-Funktion
Bt(X,U)
| == A48

41Leonhard Euler (1707-1783)
42Leo August Pochhammer (1841-1920)
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Fiir natiirliche Argumente m,n € N kann die Beta-Funktion nach (A.46) und (A.42)
als Quotient von Fakultaten angeschrieben werden:

m!n!

B 1 l) = ———. A.49
(m+1n+1 (m+n+1)! ( )
Fiir identische Argumente x = y vereinfacht sich (A.46) mit (A.43) zu
I
B(x,x) = — YY) (A.50)

Co2x-IT(x 4+ 1/2)°

Digamma- und Trigamma-Funktion Die Digamma-Funktion ist die logarithmi-
sche Ableitung der Gamma-Funktion:

r/
= T = (InT)". (A.51)
Fir z ¢ Z~ kann die Digamma-Funktion als Reihe
Vit = v+ (Lo (A.52)
Tk vk '

mit v = lim,, . (Z“ ! _In n) ~ 0,5772 der Euler-Mascheroni-Konstante dar-

i=17
gestellt werden und geniigt der Rekursionseigenschaft

n—1 1
Y(z+n)= é =t Y(z). (A.53)

Die Ableitung der Digamma-Funktion wird auch als Trigamma-Funktion bezeich-
net. Sie besitzt die Reihendarstellung

Wix) =Y (x+—1k)2 (A.54)

k=0

A.4.2. Bessel-Funktion erster Gattung und Kummer'sche
M-Funktion

Fiir die folgenden Eigenschaften der Bessel-Funktion erster Gattung sowie der Kum-
mer’schen M-Funktion siehe Erdélyi (1953a,b); Abramowitz und Stegun (1965); Ma-
gnus et al. (1966); Nikiforov und Uvarov (1988); Whittaker und Watson (1927).

Bessel-Funktion erster Gattung Die Bessel-Funktion erster Gattung der Ord-
nung v ist fiir z € C als

_ s (_1)k 2\ 2k+v
Tvlz) = kZO Mv+1+kK <§> (A.55)

definiert. Sie hat unendlich viele einfache positive Nullstellen j, i, i € N: 0 < j, 0 <
jv,1 < ... Die Nullstellen sind streng monoton steigend in der Ordnung v der Bessel-
Funktion: j,; < j«,; fir v <k.
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Kummer'sche M-Funktion Die Kummer’sche*® M-Funktion

® 4Kz
(a,b,z) Z or (A.56)

k=0

o

wird in dieser Arbeit als Funktion des dritten Arguments z € C aufgefasst, wahrend
die ersten zwei Argumente als Parameter betrachtet werden. Die Kummer’sche M-
Funktion geniigt der Kummer’schen Differentialgleichung

"+ (b/z—1)f —af/z=0. (A.57)
Der Funktionswert an der Stelle 0 betragt stets
M(a,b,0) =1. (A.58)
Die n-te Ableitung nach z lautet

M™(a,b,z) = g—ﬁl\/{(a—i-n,b—l-n,z). (A.59)

Die Kummer’sche M-Funktion besitzt die Integraldarstellung

I=bez [t :
M(a1b72) = B(b——Cl,(l)J_ W(a_l’b_a_l)(’f) e_§TdT, (AGO)
die Symmetrieeigenschaft
M(a,b,z) =e*M(b—a,b,—z) (A.61)

und flir |z| — oo, —7t < argz < 7, die asymptotische Darstellung

M(a,b,z) grasigni(z) P (a b+ 1) (a
rb) za Z Kl ZK +0(l)
=0
Q 3
e~ 1 —a
) zb—a Z k' 2k ! }e z-(brarQr ‘) (A.62)

k=0

Sie hangt fiir b = 2 a wie folgt mit der Bessel-Funktion erster Gattung zusammen:

Mat1/2); oz, (A.63)

M(a,2a,21z) =e'* ———
(2/2)*7Y

A.4.3. Jacobi- und Legendre-Polynome

Ausfiihrliche Einfiihrungen in die orthogonalen Jacobi-Polynome und andere ortho-
gonale Polynome sind in Szegd (1959); Erdélyi (1953b); Tricomi (1955) zu finden.
Eine Ubersicht iiber wichtige Formeln findet sich in Abramowitz und Stegun (1965).

43Ernst Eduard Kummer (1810-1893)
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)

Jacobi-Polynome und ihre Norm Die orthogonalen Jacobi-Polynome PE“’B und

ihre durch (A.30) induzierte Norm besitzen folgende explizite Darstellungen:
— (D" it (i+B -
pled)(gy =y 2L 1—1) 7 (14 1)" A.64
SPm= Y (7 (D) a0 et (e

”Pga,muz _ 20BN (4 oo+ 1) T(A+ B + 1) .
! UR2i+a+B+1)Ti+ax+p+1)

(A.64b)

Aus (A.31) und (A.64a) folgt, dass die Jacobi-Polynome auf dem Intervall [—1, 1] als
Linearkombinationen von Gewichtsfunktionen dargestellt werden konnen:

1. plaB) oy ()T o) (it B (i-kk)
te[-1,1: P, (T)_kz_o 5 (k>(i_k)w (7). (A.65)

Eine weitere Darstellung der Jacobi-Polynome ist

P!*P) (1) = (t—1). (A.66)

1

i (1> Moa+i+1) T+ B +i+j+1)

i) 2UT(e+B+1+1)T(x+j+1)

j=0

Die Jacobi-Polynome nullten und ersten Grades lauten

_aFpHZ =B (A.67)

PPty =1, P™F(7) 5 5

Die Norm von Pé“’ﬁ) kann unter Verwendung der Euler’schen Beta-Funktion (A.46)

als
C2%FBHIT (e 4+ 1) T(R + 1)

Mo+ p+2)
dargestellt werden. Im wichtigen Sonderfall @« = 3 ist die Gewichtsfunktion (A.31)

der Jacobi-Polynome achsensymmetrisch zu 0: w(®®) (1) = w(®*)(—1). Aus (A.64b)
und (A.43) folgt in diesem Fall die Norm der Jacobi-Polynome als

1P| = 2P 1B+ 1,4 + 1) (A.68)

(o0 (|2 _ \/7_1(2oc+i+1){l“(i+ o+ 1) ()2 VAT (a+1)
IR = e aram 0 P = g A6

mit dem Pochhammer-Symbol x™ nach (A.45).
Legendre-Polynome Fiir & = 3 = 0, also bei konstanter Gewichtung w(*#f) (1) =1

fiir T € [—1, 1], heiRen die Jacobi-Polynome auch Legendre-Polynome**. Setzt man
o =3 =01in (A.64) ein, so ergibt sich

P«ﬂ~—i£(1)(1—ﬂi“(Tm“ ([ (A.70)
RSP N © T 2i4 ‘

4% Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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Symmetrieeigenschaften der Jacobi-Polynome und der Gewichtsfunktion Aus
der Definition (A.31) folgt die Symmetrie der Gewichtsfunktion in den Gewichts-
funktionspotenzen «, f3:

w(B) (—1) = wB) (1) | (A.71)

Die Jacobi-Polynome weisen folgende Symmetrie in « und 3 auf:
P!*B) (1) = (—1) PP (1), (A.72a)

Hieraus folgt, dass Pi(“’“) fliir gerade 1 eine gerade Funktion ist und fiir ungerade i
eine ungerade Funktion:

(A.72b)

i

P(“,OC)(T) _ PECX’“)(_T) ) i gerade,
—PE(X’“J (—1), 1 ungerade.

Aus (A.66) und (A.72a) folgen die Werte der Jacobi-Polynome an den Rindern des
Orthogonalitatsintervalls zu

;ﬁ“m(n::(’f“>, [ t—ni(ifﬁ)~ (A.73)

1

e
R
=
|
—
I

Vertauschen von o und (3 in (A.64Db) liefert die Symmetrie der Norm der Jacobi-
Polynome
e i (A.74)

Ableitungen der Jacobi-Polynome Die Jacobi-Polynome geniigen der Rodrigues-
Formel*
(W(“’ﬁ)>(n) = (—2)" nlw(x B pla—mn,p-m) (A.75)

n

Hieraus folgt

(W(cx+i,f5+i))“+“) (—2)t i (W(oc,ﬁ) .p(“ﬁ))(“)

i

(_2)i+n (i+ n)!W(oc—n,[S—n) ) P(oc—n,Bfn)

i+n

und somit der fiir diese Arbeit wichtige Ausdruck fiir die n-te Ableitung des punkt-
weisen Produkts aus Gewichtsfunktion und Jacobi-Polynom nach dem Argument:
(—2)" (i +n)!

(wlop) .pg“'ﬁ))(“) — oy wlompon)  plemBon) (A.76)

Die n-fache Ableitung der Jacobi-Polynome nach dem Argument betragt

{@YWW+B+i+Unﬂ%Tﬁ”% n<i,

45Qlinde Rodrigues (1795-1851)
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Die Ableitungen von Pg“’ﬁ) nach « bzw. § lauten fiir T € [—1, 1] (Frohlich, 1994)

—— =) 4V P A.78
oo kZ_O VOB 1K) K (A.782)
R ik 2(ap) T+ 141)
1 — —1 1— d.fxyﬁ) P(OC,B) A78b
op k_o( S N ar Tt ( )
mit

i—1 1 . s
(c.B) ZJ':O o+B+i+j? i>0Ak=i,
B)._ ) 1 Bi+2k M(x+B+1+k) - .

di" =1 ¢ :‘fﬁflfkﬁ Farpriry >0 Nk <A1, (A.78¢c)

0, i=k=0.

Nullstellen Die j-te Nullstelle, j € {1,...,1}, des Jacobi-Polynoms PE“’BJ wird mit
p{%®) bezeichnet, diejenige der Ableitung (PL*))" mit p}'*), j € {1,...,i—1). Die
Nullstellen von PE“’B) sind einfach und liegen innerhalb des offenen Intervalls (—1,1):

—1<ppP < <piTP <1 (A.79)

Daher befindet sich nach dem Satz von Rolle*® (Heuser, 2001) zwischen je zwei Null-

) ()

stellen von P{*") 1 > 1, genau eine Nullstelle der Ableitung (P\™P)"

i>1: p7P <pl™® <p ¥, jefy,...,i-1}. (A.80)

Hieraus folgt insbesondere, dass die Nullstellen von (P\*"))" durch die Nullstellen
von P{*P) beschrankt sind:

o . ( ) ) ( ) ) ( » ) : :
i>1: p’m.‘”3 E(pif’l‘ﬁ,pii‘ﬁ), je{l,...,i—1}. (A.81)
Die Nullstellen aufeinanderfolgender Jacobi-Polynome trennen sich gegenseitig:
piP) <piPP < piTP L, jeft,.. i) (A.82)

Dabher ist die Folge der groften Nullstellen (bei festgehaltenen Gewichtsfunktionspo-
tenzen «, ) streng monoton steigend:

piTP > pl*Pl e, i1 (A.83)

Wegen (A.73), (A.81) und (A.83) sind alle Jacobi-Polynome PJ.(“’BJ, j > 0, ab der

letzten Nullstelle von PE“’ﬁ ), i > j, streng monoton steigend und vor der ersten
Nullstelle von PE“’B) je nach Polynomgrad streng monoton steigend oder fallend:

izj>0: (B*) (1) >0, (1) (B[~*) (1)

)

el >0. (A.84)

46Michel Rolle (1652-1719)
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Aus (A.73), (A.82) und (A.84) folgt insbesondere

i>j>0: PP >0, (—1)P!™P)(7) > 0. (A.85)

) (,B)

T>pi,i
Eine Konsequenz aus der Symmetrie (A.72a) der Jacobi-Polynome ist, dass Vertau-
schen von o und 3 zur Spiegelung der Nullstellen an O fiihrt:

pgg"ﬁ) = —pgﬁf‘l)fj. (A.86a)

Insbesondere folgt fiir i = 1 zusammen mit (A.67)

(p) _ _B—« (B,a)

P11 =—DP11 signpgoi’ﬁ)
: x+p+2 ’ ’

=sign (fp — o). (A.86Db)

Der Wert des Jacobi-Polynoms zweiten Grades an der Nullstelle des Jacobi-Polynoms
ersten Grades betragt

(x+1)(p+1)(x+p+4)

P(“:B) (“1[3) —
2 (P 2(a+ B +2)°

(A.87)






B. Herleitung von Eigenschaften
algebraischer Ableitungsschatzer

B.1. Approximationstheoretische Eigenschaften

B.1.1. Polynomiale Approximation mit gleitendem Zeitfenster

Zur Erweiterung der kontinuierlichen polynomialen Approximation aus Anhang A.2.3
vom Orthogonalitatsintervall [—1, 1] der Jacobi-Polynome auf das gleitende Zeitfens-
ter

Jt(t) =t —T,t] mitteR,TeR"
werden zunachst folgende Variablentransformationen eingefiihrt:

1. Die Funktion ¢+, die das Orthogonalitatsintervall [—1, 1] der Jacobi-Polynome
auf Jr(t) abbildet, sowie ihre Inverse ¢ 1t:
T—t
T

$r,e(T) —t4 T $d7i(T) = (B.1a)

2. die Funktion 01, die den Punkt t — T auf den zugehorigen Punkt von [—1, 1]
abbildet, sowie ihre Inverse 0

9ﬂﬂ:ﬂﬁﬂt~ﬂ:1—%n 0l (t)=~(1—7).  (B.1b)

NI—I

Zur Entwicklung einer Funktion f auf Jt(t) in eine verallgemeinerte Fourier-Reihe
auf Basis der Jacobi-Polynome geniigt es dann, in (A.32) bei der Berechnung der
Fourier-Koeflizienten c; die Funktion f durch f o ¢ zu ersetzen, um weiterhin das
innere Produkt (A.30) verwenden zu kénnen und die Reihe bei ¢7}(7) anstelle von
T auszuwerten:

P o, .(“,ﬁ)
- Z Ci oco(?)d)HT : mit Ci = <f - ﬁ);E:,[I;IH > ' (Bz)

Hierbei bezeichnet f o g(’r) '= f(g(t)) die Funktionsverkettung. Die Bestapproxima-
tion fn von f € £2(J1(t)) beziiglich 7t lautet daher

{?N( ) <fod)Tt7 N(xf) (T )> (Bsa‘)

und der Wert von fN bei t — T kann mit Hilfe von 0+ als
fn(t—1) = (fodr, RGY) mit 9= 0(7) (B.3b)

dargestellt werden.

95
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B.1.2. Genauigkeitsgrad und Schatzverzégerung

Fiir x(™) € my, also x € mnn, liefert die Anwendung der Reproduktionseigenschaft
(A.36) von Rg\,"ff) auf (3.1)

™) =xMo dr(9) = x(m (t — ?T) (B.4)

Wenn ¥ eine Nullstelle pN +1 k des J acobl Polynoms PN 1 ) ist, folgt aus der Definition

(A.35) von RN’S unmittelbar RN,S = R](\ﬁ(i,)ﬁ, so dass (B.4) sogar fiir x € m, N1

gilt. Fiir N = 0 ist R(()ogﬁ) wegen P\™") = 1 unabhingig von 9. Jedoch gilt Réj’é’ﬁ) =

(e, 5) (,B) . B—«
R T oatpB+2

Zusammengefasst lauten der Genauigkeitsgrad y und die Schatzverzogerung At
des algebraischen Ableitungsschitzers (3.1)

, 50 dass (B.4) auch in diesem Fall mit 9 = p; ; fiir x € 7,41 gilt.

N+1, N=0Vd= atl T N =0

n+ N, sonst, %T, sonst.

Fir N = 0 fiihrt eine Erhohung von o zu einer Vergrofierung der Schatzverzogerung,
wahrend eine Erhohung von (3 die Schatzverzogerung verringert:

ot
ox

o+1

P g, o
N=0 (x4 B +2)°

Noo (x4 B +2)° T 0B

T<o. (B.6)

B.1.3. Approximationsfehler

Sei f € @™*1([—1,1]) und f die Bestapproximation von f beziiglich 7ty. Der Appro-
ximationsfehler f :== f — f auf [—1, 1] betrigt nach (A.32) und (A.35)

00 (Xf’)
= 3 (P ®) . JN+1, 9 {phh)
fo) = = < >HP Hz’ N._{ N, sonst, (B.7)

i=N+1
mit pl(\,“ﬂ’)l den Nullstellen von Pl(\,“ﬁ). Nach dem Taylor’schen Satz kann f auf [—1, 1]
als
P
f(k)(l) T f(p+1)(e)
T):Z ” (T—l)k+J_lT(T—9)p de, pef{o,...,m} (B.8)

k=0

dargestellt werden (Forster, 2008; Stroud, 1974). Mit Hilfe der Funktion?’

(t—0)", T>0,
T (1—0)F = { (B.9)
0, sonst,

47Die Funktion (B.9) ist fiir den Satz von Peano (nach Giuseppe Peano, 1858-1932) wesentlich,
welcher zur Fehlerabschdtzung bei der numerischen Integration genutzt wird (Forster, 2008; Stroud,
1974).
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kann das Restglied in (B.8) als Integral mit konstanten Grenzen ausgedriickt werden:

p 1 +1
f(7) ZZf(k]i,(l) (T—l)k+J wh—e)p de. (B.10)
k=0 : -1 '

Die Projektion von f auf das Jacobi-Polynom i-ten Grades kann daher als

P ogli) _ \k ple,B) 1 e(p+1) o ploB)
<f,P£“,m>:Zf (1) ((t—1)*, P! >+J P (=07 P
— —1

k! p!

k=1

(B.11)
dargestellt werden. Hierbei wurde ausgenutzt, dass Pi“"” zu jedem Polynom nied-
rigeren Grades orthogonal ist (Szegd, 1959; Tricomi, 1955) und durch die Funktion
(t— 6)3 das innere Produkt und die Integration vertauscht werden konnen. Fiir
i>N+1und p =max{N, m} verschwindet zusétzlich die Summe in (B.11), so dass
dann der Approximationsfehler (B.7) zu

(B.12)

00 1 f(P+1)(C) <(T_ C)E’r ’Pga,6)> PE“’B)(ﬁ)
0= J ! AT ERTTE
SR P 1Pl
umgeformt werden kann. Infolge (A.33) konvergiert die Reihe in (B.12) gleichmaRig,
so dass Summation und Integration vertauscht werden diirfen:

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann f(9) auf [—1, 1] wie folgt abge-
schatzt werden:

flp+1) 1 00 _\P (e,3)
f(f})‘ - SUPse( 1,1 | (&)] J' Z ((t— Q% ,P; >chx,f3)(8) dc. (B.13)
—1

P! S |

Eine Ubertragung von (B.13) auf das gleitende Zeitfenster J(t) ist mit Hilfe der
Variablentransformation (B.la) einfach moglich. Fir f € €™ (J1(t)) kann so der
Approximationsfehler f = f — fyy auf J1(t) zu

p+1 (p+1) 1 00 _7\P (e,B)
1’5(9)‘ < (I) SUPgeg+(t) ‘f (E')} J Z <(T C)—l— ’Pi >PF0€,B)(8) dc
-1

2 p! i=N+1 ”Pi((x’ﬁ)Hz '

(B.14)
mit ¥ = cl);,lt(e) abgeschatzt werden. Die Fehlerordnung betragt daher

f®) =0(TP™) fir T—0, ¥ € Jr(t). (B.15)
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B.2. Zeitbereichseigenschaften

B.2.1. Algebraische Ableitungsschatzer als FIR-Filter

Setzt man in die Schatzvorschrift (3.1) die Definition (A.30) des inneren Produkts
ein, so erhalt man

1
M (1) = J (wlP) RGP (1) (x™) 0 i) (1) dT. (B.16)
-1

Hierbei bezeichnet f - g(t) = f(7) g(t) das punktweise Produkt zweier Funktionen.
Nun wird in (B.16) die Substitution T = ¢ ¢(t) durchgefiihrt und ausgenutzt, dass
nach (B.1b) cl);’lt('c) = 0r(t—7) ist:

X br,e(1) 2 () )
X(n)(t) :J T( (oc,B) . R‘N,:9 ) o) (I)‘F,t(’f) X(n)('f) dt

t
:J 2( (o) R](\H) )oOr(t—1)x™ (1) dt.
1 T

Dies entspricht dem Faltungsprodukt

2
= = (wlP) Ryw)) 007 (B.17)
Algebraische Ableitungsschatzer konnen also als zeitkontinuierliche FIR-Filter inter-
pretiert werden, die auf die zu schatzende Ableitung angewandt werden.

B.2.2. Realisierbarkeit

Durch wiederholte partielle Integration kann (B.17) als
n—1 t
x = [Z(gmﬁé)(“(t—ﬂ x(““m] +et)Mx By
T=t—T
dargestellt werden. Damit x in (B.18) nur in integrierter Form auftritt, miissen die

Randterme unabhangig vom Verlauf von x verschwinden. Dies ist genau dann erfiillt,
wenn

o, B) (k) o, B) (k)
(gnefs) T (0) = (gPy) (M) :0, k=0,...,n—1, (B.19)
gilt. Aus (B.22a) folgt die k-te Ableitung von gN als

k+1 N (,B)
(B () _ k(2 P 0) (wp) plap)y (k)
(gN,T,ﬁ) _( 1) (T) ;HP H ( Pi ) OeT'

Dieser Ausdruck kann mit (A.76) zu

)(k) _ 22k+1 N (l+k)'PEa’B)(‘8)
o TER i—0 “Hpg(x’ﬁ)“z

92k+1 b v A DRPIEPIO) s
= T <W((x kpi Ly P pl* P )00 (B.20)

—%,p— —k,B—k
(50 B oy

i=0
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mit dem Pochhammer-Symbol (1 + 1)2, siehe (A.45), umgeschrieben werden. Um die
in (B.19) geforderten Nullstellen der Impulsantwort und ihrer Ableitungen an den
Randpunkten des Integrationsintervalls zu erzielen, wird daher

wle kbR (1) = (kB (1) =0 firk=0,...,n—1

gefordert. Aus (A.31) wird ersichtlich, dass dies genau fiir a, 3 > n — 1 gilt, so dass
in diesem Fall auf der rechten Seite von (B.18) nur das Faltungsprodukt verbleibt.

B.2.3. Impulsantwort

Symmetrie der Impulsantwort Vertauscht man in (B.17) die Gewichtsfunktions-
potenzen o und {3, so folgt aus den Symmetrieeigenschaften (A.37) und (A.71) von
R](\]“’bm und w(*P) sowie 01 (T/2 + 1) = —01(T/2 —1):

[T 2 (a T
R )
2 o T T
:—W(“’B)-R](\]”B{;(GT(E—T)) gl(\ITB)S(E_T)‘ (B.21)

Spezielle Darstellungen der Impulsantwort Setzt man die Definition (A.35) von
R](woif) in (B.17) ein, so erhalt man

2 ¢« PI*P(9) ) (wlep) . pleat))
=g e

(o,
woT
Fiir N = 0 vereinfacht sich (B.22a) mit (A.67) und (A.68) zu

)
EN,T,9

o 0. (B.22a)

(T-7)f

—1, TE0,T],

gé?’%)(ﬂ — ) Bla+1,B+1) T BH1 : (B.22b)
0, sonst.

Hierbei bezeichnet B die Beta-Funktion, siche Anhang A.4.1. Fiir « = 3 vereinfacht
sich (B.22b) mit (A.69) weiter zu

9\ 20x+1 r(“+§)T“(T7T)‘X
géo%:o‘;)(ﬂ _ (T) r(zoc+1)\/E , T€l0,T],

0, sonst.

(B.22¢)

mit ' der Gamma-Funktion, siehe Anhang A.4.1. Mit Hilfe der Rodrigues-Formel
(A.75) kann (B.22a) als Linearkombination von Ableitungen der Gewichtsfunktion
dargestellt werden:

g «B) _ Z (“B)(f}) (W(oc+i,(3+i))m o 0. (B.22d)
Gl P e

Einsetzen von (A.65) in (B.22a) liefert die Darstellung

(a0 o) (i+B\ (D" P ariwpin
gn Z ( )(i—k) 2i—1THP£o¢,(3)H2 w 007, (B.22€)

1=0 k=0
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woraus mit w(*P) 0 01 (1) = (%)“+B (T —1)® der Ausdruck

i : _ 1)k gat+p+iplap) 4
it =Y 3 (H) () L R kg

i—k TotB+1+i ”PE“’B)H

(B.22f)
folgt.

Impulsantwort fiir ganzzahlige Gewichtsfunktionspotenzen Fiir k € N ergibt
der binomische Lehrsatz (T — 1)~ = Z}(:o (‘;)Tj (—1)*7. Setzt man dies in (B.22f)
ein, so erhdlt man nach Substitution der Summationsvariable j durch 3 +1i—j und
Vertauschen der Summationsreihenfolge

goc+p+1 BN

(a,B) _ T\ *H
EN,T,0 BEN(T) =7 JEO S <T) (B.23)
mit den Koeffizienten
N (e,B) m
_ j Z
Cj - (_1) —HP(“’B)H2 E Cj,m,k (B.24)
m=R(j—f) m k=R(m—j)

mit Cjmx = (™7 %) (T1P) (BE;k—;) und R(x) := max{0, x} der bei Null beginnenden
Rampenfunktion. Fiir ganzzahlige Gewichtsfunktionspotenzen «, 3 folgt aus (B.23)

die n-te Ableitung von g](\jof’TB’% zum Zeitpunkt ty, o = (k+0) T, zu

gx+p+1 chioﬁnLan Pi ki

(o) (M)
(gN T,ﬁ)cx BeN(tk+9) TnHILotB+N+1 (B.25a)
mit [ := T/T; und den Polynomkoeffizienten
P x+j—mn
pi = Z ( 1 ) (o) LN ¢y gx it (B.25b)
j=R(n—a+1)
mit ¢; aus (B.24). Fiir 9 = Zy /Ny folgt aus (A.64)
”PE‘?,MHZ o 2m+(x+f5+1N31 m,l
mit
D= (0™ (M) (M4 PY (g —zmtzo N0t (B26)
l m+oa—1

und somit aus (B.24)

(1)
€ = garpiNINY Z B Z C]meDml

m=R(j—p) k=R(m—j)
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mit
Bni=(2m+oa+p+1)2Ny)N™. (B.27)
Fiir 0 = Zg/Ng liefert dann (B.25b)

[3+N N

Pi= 2a+B+N+1N§NNg+B+N—n—i
mit .
s f+)—n N —j x—n—i+j
Aij = (=1) < 1 ) (o +3§)™ (LNg) PN zgmm, (B.28)

Daher lautet (B.25a) dann

Z?C+B+an qs ki

o,B) (n) _ i=0
(gN T Ze/Ns)oc BEN(tk+Ze/N9) - T£+1L“+B+N+1Ng+B+N_n (2 N{))N (B29a)
mit den Polynomkoeffizienten
B+N N
q=Njy Y Ay > Bn Z Cimx Z Dot (B.29b)
j=R(n—a+i) m=R(j—B) k=R(m—j)

Maximum der Impulsantwort fiir N = 0 Die k-te Zeitableitung von géf’}’g) kann
mit (B.20), (A.68), (B.1b) und (A.31) fiir o, 3 > k — 1 als

P ()t (T—1)P P RPN _2¢/T)
(g(a,ﬁ))(kJ(T) _ SRTaT PRI (11,5 11) , Telo, T, (B.30a)
0, somnst,

angeschrieben werden. Dies vereinfacht sich fiir k =1, also «, 3 > 0, mit (A.67) zu

T L (T—r) P (o )—B 1)
(gé?%))(l)(’t) _ 2T PHBlas1p+1) 0 ' C 0,7, (B.30Db)
T 0, sonst,

und im Speziellen fiir « = 3 zu

4%a (o § ) (T—1) " (T—271)
(gc()?_cr,z))(l)(,_c) _ TZaH I (o 1) /7 ) S [OaT])

0, sonst.

(B.30c)

Die einzige Nullstelle von (go T ))(1) innerhalb von (0, T) ist %TB Daher lauten die

Maxima von go bZW go T 19)

(o, ) (,B) oaT ) O(ocf)(3
max = = , B.31a
gOTﬁ( ) gOTﬂ (OC B ((X B)O(+f3 B(CX 1,6 1)-|— ( )

T 2T (x+ %)
(o, x) x, 0
manoTs (T) = goTs) (5) = Tt 1)2\/7—(. (B.31b)
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Die Impulsantwort gé?‘f’%) ist auf (0,%) streng monoton steigend, auf [0 +f3

stetig und somit dort invertierbar. Fiir « = 3 kann die Inverse analytisch bestimmt

werden. Vergleicht man (B.22c) mit (B.31b), so kann g, auf [0, 7] auch als

2

2
T
(o OC) _ = 04 . — . L (o CX) b
g0T19 (T) <€ [0,T/2] = Omax (T) (f(T)) mit f(T) k T(T T) Omax = gOT{) <2)

angeschrieben werden. Die Inverse von gé’o}'ﬁ;) auf [0, 7] lautet daher

_ 1/
(go Toé)) 1(C) = g 1— \/1 — (gjax) , C€[0,&]. (B.32a)

Dies kann leicht auf ein p-faches von géf’}’i;) , p € R\ {0}, verallgemeinert werden:

1/x
(o, 00) o T < G ) [Oap gmax] y P> 0,
=5 1—/1— ) ¢ e
<p gO,T,S > ( ) 2 \/ P Imax [p Jmax; O] , p< 0.

(B.32b)

B.2.4. Sprungantwort

Die Sprungantwort h](\,o‘TB g](\]“ 5/s kann nach (B.22d) als

(,B) __
hN T —

1 9 w(%B) o 01 N i (_1)1 P?X’B)(ﬂ) (W(oc+i,l3+i))(i)o 01
(2l N =Rkl 12 ®
(B.33)
dargestellt werden. Fiir i > 1 liefert die Rodrigues-Formel (A.75)
wiertB+i\ ) g T o
( . ) °oT — _5 (W(oc+1,[3+1))( 1 007
= (—1)' T2V 2 (i — 1)1 (wlot LBt  plarbby o g0 (B.34)

Fir i = 0 lautet (B.34)
wePofr 1] (2)" P (T—0f, o<t<T
S 0, sonst
0, t<0
— (%)HB ;T‘X(T—T)B dr, 0<t<T
(%)‘XH5 J"; (T —1)P dt, sonst

Vergleicht man die hierbei auftretenden Integrale mit den Definitionen (A.46) bzw.
(A.47) der Beta-Funktion bzw. der unvollstdndigen Beta-Funktion, so erhdlt man

W(OC,B) o) e 0’ t < O
% =4 2°"PTB(&,B), 0<t<T (B.35)
2°"PTB(&,B), sonst
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mit & = o« + 1, B := B + 1. Einsetzen von (B.34) und (B.35) in (B.33) ergibt

0, t<0
_ 2B (,B)
hef) = 4 L (3 B) +(5 - I ﬁngf))oeT(t), 0<t<T
? ’ 1 i '
1, somnst

(B.36)
mit der regularisierten unvollstdndigen Beta-Funktion I, nach (A.48).

B.2.5. Momente

Das k—te Moment eines algebraischen Ableitungsschatzers mit der Impulsantwort
gl T{, lautet nach (A.13)

o T2 PP o
ma(e0) = || 5 3 T (o0t

0

1
:J wl*B) (1) (071 (1) "R (1) dr = ((071) ", RGY))  (B.37)
-1

mit Rl(\,of’ﬁﬁ) gemif (A.35), 01 und 07" nach (B.1b) sowie dem inneren Produkt (A.30).
Zur Auswertung von (B.37) ist es sinnvoll, die Falle k < N und k > N zu unterschei-
den.

o Fiir k < N gilt (9?1)k € 1N, so dass in diesem Fall aus der Reproduktionsei-
genschaft (A.36) von Ry{y folgt my (g ) = (0:1(9))" = (521"

e Fiir k > N wird (B.46) zusammen mit (A.58) in (A.15) eingesetzt:
(,B) o, B) (k)
my(gnrp) =1 NER 7)) (0)
( i

N ocB) . _
g oc+[3+1+1)k+1 ;( ) ) (eri=j+1)

Dies vereinfacht sich fir N =0 bzw. N =1 zu

(e,B) — (OC+ 1)E 7Tk
mk(g TB) —(oc+[3+2)k ,
(py  Tlxe+1+K)TMa+p+4) (2—Ka+Pk+2+k .
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Zusammengefasst ergeben sich folgende Ausdriicke fiir das nullte bis zweite Moment:

(‘xrB) (0(,[3) O(igi2T’ N = 0’
mg (gN,T,S) =1, m; (gN,T,,g) = 19T sonst (B.38a)
9 ) )

(oc+1)(ex+2) ) .
(cx+(3+2)(tx+[5+3)T ’ N = 0’

(e,B) (o8
m; (gN,T,{)) = tx+gi4 (af’_gi?) —19> T2, N=1, (B.38Db)

2
@TQ, sonst.

Die Varianz lautet nach (A.21), sofern g](\ff’T%(t) > 0 ist,

(x+1)(B+1) 2 _
( , ) (oc+[3+2)2(oc+6+3)T , N=0,
(,B) _ ) o+B+4—((a+B)*+7(x+B)+12)9°—(a—B)(4(2x—B)d+ox—B) 1y
T) = (ot p+3) (ot p+4) T N=1,
0, sonst.

(B.39)

Fir N =0 und « = 3 lauten daher das erste Moment und die Varianz

) o) T

my (gO,T,S ) = m, (g((J,T,S ) = m. (B.40)

B.3. Frequenzbereichseigenschaften

B.3.1. Frequenzgang

Fourier-Transformierte der Gewichtsfunktion der Jacobi-Polynome Nach (A.6)
lautet die Fourier-Transformierte der Gewichtsfunktion w(*#) der Jacobi-Polynome

1
?{W(“’ﬁ)}(w) — J W(oc,ﬁ)(,t) e 1T .
-1

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Integraldarstellung (A.60) fiir die Kum-
mer’sche M-Funktion, so erhalt man

?{W(“’B)}(w) —e "W TBHIB( + 1, + 1) M(at4+ 1,0+ B +2,21w).

Die Fourier-Transformierte von w(®f) o0 81, 01 gemaf (B.1b), lautet dann

T 1
T
rJr{W(«x,m 007 }Hw) = J w(®B) 6 9 (1) e W T dr = elgaj w(®B) (1) et 3T dt
0

-1
CoT Q
e 229'{‘”( ,[5)}( 2)

=2°"PTB(a+1,p+ ) M(x+ 1,0+ p+2,—0Q) (B4l)

mit der skalierten Frequenz O .= w T.
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Frequenzgang Nach (B.22¢) kann FN T ) als Linearkombination von Fourier-Trans-
formierten von w(®P) o @1 dargestellt werden:

o N i + i (_ ) P(oc,ﬁ)(a i
=L () () S o e e

21T ||P

Einsetzen von (B.41) in diesen Ausdruck liefert

N
TN ZZam PP o) MGH (—Q) (B.42)
k=0

i=0

mit den Kummer’schen M-Funktionen

M{YP (2) = M(a+i—k+ 1,0+ B +1+22) (B.43)
sowie
i+a\/i+B\Bla+i—k+1,8+k+1)
e e ) . B.44
o= (50) ()5 e o

Durch Einsetzen der Ausdriicke (A.44), (A.46) und (A.44) fiir den Binomial-Koeffi-
zienten, die Beta-Funktion und die Norm der Jacobi-Polynome vereinfachen sich die
Koeffizienten a; x nach (B.44) zu a; = (;)%, so dass sich schlieRlich folgen-

der Ausdruck fiir den Frequenzgang der algebraischen Ableitungsschatzer ergibt:

N . (o, ) i .

«, (c+P+2i+1)P, " (D) ik (1 «,

Tobalw) =" A S S (M 0). (Bas)
i=0 k=0

Die n-te Ableitung des Frequenzgangs lautet mit (A.59) unter Verwendung der Poch-
hammer-Symbole (A.45)

“i (x+B+2i+1) PP/ ()

?(0@5) (n)(w) _
(o) “ (a+p+it+1)™H

Y (-t (;) (+i—k+1)"M™P (1Q). (B.46)
k=0

B.3.2. Numerische Auswertung des Frequenzgangs

Zur graphischen Darstellung des Frequenzgangs (B.45) miissen die Kummer’schen
M-Funktionen in (B.45) an Stiitzstellen (—1.Q){_,, 0 < Qp < --- < Q, ausgewertet
werden. Hierzu werden im Folgenden die drei Falle Qg = 0,0 < () < Qgep und Qg <
QO < Q, unterschieden. Die Frequenz Q. ergibt sich wahrend der Ausfithrung.

1. Im Fall Q, = 0 folgt aus (A.58) unmittelbar M{}* (—1.Qy) =
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2. Fiir die auf den Fall 1 folgenden Frequenzen ), wird ausgenutzt, dass die j-te

Partialsumme der hypergeometrischen Reihe (A.56) wie folgt rekursiv berech-
net werden kann (Nardin et al., 1992; Pearson, 2009):

)
(a), 2" & +m;
kZ_O (b)kk' Cj ) ( )

mit den Startwerten &g =0, o = 1 und (g = 1 und den Rekursionsschritten

& =j(b+j—1) (&1 +mj-1), my=z(a+j—1)nj1, (B.47D)
G=jb+j—1) G (B.47c¢)

Die Rekursion wird abgebrochen, sobald die relative ,Verbesserung” des Schatz-
wertes eine Schranke unterschreitet,

eio - 950,1

< tol, (B.47d)
ejo—l

wobei hier tol = 107'® verwendet wurde, und dann M(a,b,z) ~ 0;, ange-
nommen. Die Rekursion (B.47) vermeidet Rundungsfehler, die sich bei einer
summandenweisen Berechnung von Partialsummen von (A.56) durch die Divi-
sion betraglich sehr unterschiedlicher Werte ergeben wiirden. Auf diese Weise
werden ME’O‘k’B) (—Q;) und ng‘_fll(—l Q) bis zu jener Frequenz (), berechnet,
bei der &;, 15 oder (; den zur Verfiigung stehenden Wertebereich tiberschreitet

und daher (B.47d) nicht mehr erfiillt wird. Dann wird Qg = Qy,—1 gewahlt.

Fir die verbleibenden Frequenzen Q; > (g, wird die Kummer’sche Diffe-
rentialgleichung (A.57) numerisch gelost. Zur numerischen Auswertung von
M(a, b, ) an Punkten ¢(t;), die sich auf der Geraden ¢ : [A,B] — C,x — 0¥,
befinden, kann (A.57) zundchst in die Zustandsdarstellung

x' =f(z,x) mitf(z,x) = (2 L ) X (B.48)

mit x(z) = (M(a,b,z) ,1\/[’(a,b,z))T iiberfiihrt werden. Ausgehend vom An-
fangswert xo := x(@(A)) hat sich im Rahmen dieser Arbeit das in Dormand

und Prince (1980) eingefiihrte eingebettete Runge-Kutta-Verfahren*®4® zur nu-
merischen Losung von (B.48) bewédhrt:
)
Xp,q+1 = Xg,q + O hyq Z Cpx kg P =256, (B.49a)

k=0

mit 5{6,0 = Xp,

k—1
fk,q = f((T (eq + o hq) ,}Ea,q + th Z Bk,l fl,q) (B49b)

1=0
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k 0 1 2 3 4 5 6
1 3 4 8
X 0 5 10 5 9 1 1
B 1 3 44 19372 9017 35
k,0 5 40 45 6561 3168 384
B 9 56 25360 355 0
k,1 40 15 2187 33
B 32 64448 46732 500
k,2 9 6561 5247 1113
B _ 212 49 125
k,3 729 176 102
B 5103 2187
k.4 18656 6784
B u
k5 84
RPN
c 3 g 50 125 2187 11
5,k 384 1113 192 6784 84
. 5179 () 7571 393 92097 187 1
6,k 57600 16695 640 339200 2100 40

Tabelle B.1.: Koeffizienten des eingebetteten Runge-Kutta-Verfahrens (B.49) nach Dormand
und Prince (1980).

und den Koeffizienten oy, By sowie ¢, entsprechend Tabelle B.1. Hierbei
sind X5 4 bzw. Xg 4 Naherungen lokaler vierter bzw. fiinfter Fehlerordnung von
x(@(0q)), 80 = A, 0441 = 04 + hyq. Die Schrittweite wird geméaf

9 tolh 1
hyi1 = —h _ _ ) B.49c
1= 19 q(nxﬁ,q—m,qnm (B.49¢)

aktualisiert, wobei mittels tol der relative Approximationsfehler in jedem Lo-
sungsschritt vorgegeben wird. Die Stiitzstellen 0, unterscheiden sich im Allge-
meinen von den interessierenden Stiitzstellen t;, weshalb M(a, b, @(t;)), t; €
[04,04+1], durch lineare Interpolation berechnet wird:

X6,q+1,1 — X6,q,1 (

M(a;b,@(ti)) %5&6,q,1+ h
q

t—04). (B.49d)

N ; T
Fiir den Anfangswert xo = (M{$P)(—1 Q) %Mgifﬁ(—l Qgep))  wer-

den die Naherungswerte aus dem zweiten Fall verwendet, weshalb in Fall 2
neben ME,O{;B) auch Miif’,z berechnet wurde. In dieser Arbeit wurde tol = 103
fiir die Schrittweitensteuerung (B.49c) verwendet.

B.3.3. Asymptoten des Frequenzgangs

Betrag der Summe zweier komplexer Zahlen Sei x(0) := ae*®/? + be 92 mit
a,b,0 € R. Wegen a®?+2abcos8+b? = (a+b)? fiir cos0 = +1 vereinfacht sich der

48Carl David Tolmé Runge (1856-1927)
49Martin Wilhelm Kutta (1867-1944)
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Betrag [x(0)| = va2 +2abcos0 + b2 fiir 0 =k, k € Z, zu

+bl, 8=2km,
o) =4 ¢! & (B.502)
la—bl, 6=02k+1)m
und es gilt die Abschatzung
min{la — b|,|a + b[} < [x(0)] < max{la —b|,|a+Dbl}, O F#km. (B.50Db)
—A —B

Der Betrag [x(0)| liegt also stets innerhalb des Intervalls [A, B] und erreicht die In-
tervallgrenzen, wenn 0 ein ganzzahliges Vielfaches von 7t ist. Der Mittelpunkt und
die Breite des Intervalls [A, B] betragen

A+B
5 —max(lal, b}, B—A=2min{lal, b}, (B.50c)

so dass die Intervallgrenzen auch als
A =llal—[bll, B=lal+]b| (B.50d)
berechnet werden konnen.

Asymptotische Hiillkurven Im Folgenden werden die Abkiirzungen & = o« + 1,
B:=PR+1,j:=1—ksowie Q:=wT verwendet. Fiir P=Q =0,z=—1Q,a=p +k

und b = & + B +1 lautet (A.62)

M%) () g5 (5+)) et(5(B+k)—0)

= —min{[_3+k,c'x+'}_1
M(&+p+1i) r(B+k)Q5‘+i+F(6¢+i—k)QB+k+o(“’ L

fir w — oo. Setzt man dies in (B.45) ein und wendet man die Symmetrieeigen-
schaft (A.12c) der Fourier-Transformierten reellwertiger Funktionen an, so kann der
Betragsgang der algebraischen Ableitungsschatzer fiir |w| — oo als

Mz

TN

[}

(w) =

(c+B+2i+1)T(ec+ B+i+1)P§“’B)(8)Z(—1)j (1>

=

/\g

e 13 (a+)) et(3(B+¥x)-0)
— — + =
r(B+k) Q¥ T(&+j) QP+«

dargestellt werden. Fiir |w| — oo gilt ferner

i ( )( 1) e vz (atii B e 2% —|—O( _a—l)
—\x)T(B +k) Qxi% T T(B+yQx )
i ')(—1))el( T(B+k)—Q) (—1 i 1(2p-0Q)

1 €
kZ_O(k Na+i—k)QBF+k — T(&x+1i) QP




B.3. Frequenzbereichseigenschaften 109

so dass (B.51) unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft (A.72a) der Jacobi-Poly-

nome zu o
|FEP | (w) = [fl(w) + 0 (jQ™={Fai) (B.52a)
mit
(0B) cazx o (B) 1(35-0)
_Pnp €2 PNSeC
flew) s N0 o PR (B.52b)
N .
2 1 1
Z (x+B+2i+1D)T(ax+p+1+ )ngx,g)(ﬁ) (B.52)
— rp+i+1)

vereinfacht werden kann. Mit den Abkiirzungen

L, B>«

(B.53a)
L, a>p,

wiminfa, B, ke IB—al, m:{

sowie @(Q) = Q —m(n+«/2), CEH’K) =Q2u+k+2i—1)TR2u+x+i—1),

N u K)
(u,K,GJ (b—1,u+k—1) (u—l,u+l<—1)
rN,{) = PN ,o 0 - ; r + K -+ 1 1 (08) ) (B53b)
( ) (n+k—1,p—1) = (u, ) p (L ptK—1)
HK,0) pr-K—L,nH—= H—Ll,Ht+-K—
= = od B.53
SN, PN,—c9 ; F LL—I—I P; ( ) ( c)
kann f(w) als
T.(H,K,U) o ol0) S(H K,0) vol0)
m@:(guez+ggﬁﬂz>wam B33
dargestellt werden. Fiir N = 0 bzw. N = 1 konnen r(“ ) und SN ” ) als

1,K,0)

(
(ko) T2H+K)  Tig (2p+«)
= , = l1—k+2u+k-+1 0‘8, B.53e
0,9 F(H+K) T‘((J%Ko') 2(H+K)( ( p’ ) ) ( )
(1,x,0)
(u,k,0) r(2 PL+ K) S1 D (2 PL+ K)
= = 1—xk—((2 1 B.53f
So.p M sé%’“c) o (1—xk—(2p+«k+1)od)) (B.53f)

dargestellt werden, was sich fiir k = 0 (und somit ¢ = 1) mit (A.43) weiter zu

( 70) ) ( )0) )

rof;) o :sojg ¢ 2\/_ MNu+1/2), (B.53g)
(1,0,0) (u,0,0)
N4 aut Dy, M1 (2u41)9 (B.53h)
(15,0,0) H 1 T (m0,0) H :
To,9 S0,9

vereinfacht. Der Betrag von f besitzt nach (B.50) die Hiillkurven

W,K,0) ‘T‘ LL,K7O<)| ](\IH,ZSKJ)} F(u,k,0) |+ ‘T’ ) | ‘S LL,K7O_)|
‘?N T,9 Lx,(w) = |Q]“ - ’Q’HJrK ’ ‘?N,T,B }oo(w) = |Q]” ’Q’quK :

(B.54a)
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Im Fall N =0, k = 0 vereinfacht sich (B.54a) mit (B.53g) zu
4N (p+1/2)

( - F(,0,0) |+
OL% { o,uT,a(y ‘oo(w) = W (B.54Db)
Wegen der Konvergenzeigenschaft (B.52a) werden |§’”T(\l‘f{§) - ] ]&”TKS) |:; in die-

ser Arbeit als asymptotische untere bzw. obere Hullkurve des Betragsgangs der
algebraischen Ableitungsschatzer fiir hohe Frequenzen bezeichnet.

Abstand der asymptotischen Hiillkurven Nach (B.54a), (B.50c) und (B.53) be-
rechnet sich der Abstand zwischen oberer und unterer asymptotischer Hiillkurve zu

) | a0) — [ () = 21 s
h aF

Dies kann mit Einfiihrung der Knickfrequenz w, (3.24) z

N Qryltec)
1(\]}1;,1[(’,80') ‘OAO(('U —9 111111{’ (T‘(E 19T) | | ‘} ’wc (B55)
) —gla)

umgeschrieben werden. Einsetzen von (3.24) zusammen mit (B.57b) liefert

min{k,1/k}, k=0,
glw) =1 |a/mir|s, k>o0AlQf <k
k/}r”“’], k>0A Q"

mit k := ‘s b G)/r](\t;;’o) |. Daher vereinfacht sich (B.55) fiir k = 0 oder |Q* > k zu

2min{k,1/k}, k=0,
mit pyy” = o (B.56)
2k/|r b, k>0

A u+K

(e.¢]

We

ér(u,K,G)
N,T,d ‘ w

(@) = i

Mittlere Asymptote Fiir k > 0 kann der Betrag von f(w) geméf (B.53d) als
(u,K,0)|

.
fllw) =2 140

O (Jw| ™) fiir Jw| — oo

dargestellt werden. Fiir k = 0 folgt zusammen mit (B.50) fiir |w| — oo

|Tur<0') uKG)e,I@‘ maX{hH,KG‘ | H,KO'}}

IQI” a [olly

fl(aw) = L 0wl ™).

Zusammengefasst ergibt sich

(K,k,0)

qNﬁ —u—K .
f =—— — 40 H f B.57
Ifl(w) I + O(lwl ) fir Jw| — oo (B.57a)
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mit
o F(u)max{!r”’oc‘ s ”’00)‘}, k=0,
dny” = o (B.57b)
M+« ‘r , k>0,
und im Speziellen fiir N =0 bzw. N =1
o) o (55 +B) T2r+1), =0,
2u+|<+1+0_’9) T ! k> 0.
Setzt man dies in (B.52a) ein, so erhilt man schlieRlich
TP | (W) = [Fury)] L (w) +o<|w|*“*mi“{“”) fiir |w| — oo (B.58a)
mit
~(1,K,0) CINMf;< o)
S9N (w) = s Iar B.58b
N T 1‘) }oo r( ) |Q|u ( )

Fir den Quotienten qy ” ,0) /T (1 + k) sollen wiederum die Spezialfdlle N = 0 bzw.
N = 1 angegeben Werden.

) ) 4" (n+3/2) —
qo%%K ') . {4pr(2%1_/2): k=0, q1tL9K o . <2 wrn T |8|> \F;% , k=0,
- (2 pu+k) (2 u+Kk+2)

M+ «) T k>0, Mu+k) )2u+K+1+08‘ —2rﬁ+|<+1) kK > 0.

(B.58c)
Fir k = 0 oder |Q[" ‘s i0) jp(H0) | ist ‘?N“{fgy nach (B.50c) das arithmetische

Mittel der asymptotlschen unteren und oberen Hiillkurve. Daher wird ‘ﬁ-‘&”f? | in
dieser Arbeit als mittlere Asymptote des Betragsgangs der algebraischen Ableitungs-

schatzer fiir hohe Frequenzen bezeichnet.

B.3.4. Abhangigkeit der Fensterbreite von den Filterparametern

Abschiatzungen der Digamma- und Trigamma-Funktion Fiir die folgenden Her-
leitungen sollen zunachst zwei niitzliche Sachverhalte wiederholt werden.

e Integralkriterium (Heuser, 2001): Sei f : [kq, 00) — R, kg € Z, nicht-negativ und
monoton fallend. Dann gilt

ro f(x) dx < i f(k) < f(ko) + JOO f(x) dx. (B.59)
ko o ko

e Abschdtzung der In-Funktion (Abramowitz und Stegun, 1965): Sei x > —1 und
x # 0. Dann gilt

<In(1 < X. B.60
1+x nl+x) <x ( )
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Gesucht ist nun eine Abschétzung fiir die Differenz W(x +y) — W(x) der Digamma-
Funktion (A.51) fiir x,y > 0. Aus der Reihendarstellung (A.52) folgt

i 1 1
Y(x+y)—Y¥(x) = — X B.61
x+y) (x) é(wk x+y+k) ( )
—f(k)

Die Funktion f in (B.61) erfiillt die Voraussetzungen des Integralkriteriums (B.59).
Wegen [ f(k) dk =In (1 +y/x) folgt daher

1n(1+%> <VYx+y)—V¥(x) < %_xj—y +1n(1+%>.

Nach (B.60) gilt ferner y/ (x +y) < In (1 +y/x) < y/x, was schlieRlich auf

1 1 1
Y <VY(x+y)—Y¥(x) < Ty :(x+y+ )y
x+y X Xty (x +y)x

(B.62)

fihrt.

Als Nichstes soll die Trigamma-Funktion W/ (x) fiir x > 0 abgeschatzt werden.
Die Grundlage hierzu bildet die Reihendarstellung (A.54). Die Funktion f(k) =
1/ (x +k)* geniigt den Voraussetzungen von (B.59) und es gilt Jo f(k) dk = 1/x.
Dabher liefert die Anwendung von (B.59) auf (A.54)

1 x+1

1
Y <-+5=
x X2 x2

. (B.63)

Xl

Die Abschitzung (B.63) kann nun zur Abschédtzung des Integrals fz xW(x+y) dx
mit b > a >0 und y > 0 genutzt werden. Aus (B.63) folgt

b b I by
J dx gJ x V' (x +y) dx gJ dx-l—J 5 dx. (B.64)
ax—l—y a ax+y G(X+y)

Die beiden Integrale auf der linken bzw. rechten Seite von (B.64) lauten

b _
J x dx:b—a—y1n<1+u>,
a Xty a+y
° —b b—
[ = la—b)y HH(H )
a (x+1y) (a+y)(b+y) a+y

Somit kann (B.64) in

b—a-— 1n<1+b—a><be‘1’/(x+ ) dx
Y a-+y h Y

Yy b—a
S (1_ (a+y)(b+y)) (b_a)ﬂl_y)ln(“r a+y)

(B.65)
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umgeformt werden. Der hierbei auftretende In-Ausdruck ist infolge (B.60) durch

b—a b—a b—a
— <In(1+ <
b+y a+t+y a-+y

beschrankt. Setzt man diese Abschdtzung in (B.65) ein, so erhdlt man schliefflich

b— b cilate ), y<y,
%<J xV¥(x+y)dx < biz oty (B.66)
aty boa (bt o), y>1.

Abhiangigkeit der Fensterbreite von den Filterparametern Die Fensterbreite T

kann nach (3.24) als
1
K,0) \ ®
1 (4N
T=—|—"— B.67
W (F(u+ )) (B.67)

dargestellt werden. Mit den Ableitungsregeln

wreeofesm). ()< (5

o)

ergeben sich die partiellen Ableitungen von T nach q](\luﬁK sowie den Parametern 3,

u und K zu
K,0)
oT T oT T quy
aqee) gl 0 Lo g9 ! (B.69a)
an LN, S AN
sowie
T T 1 aq”“’ 1 qN“SK“)
o CY(p k) — —ln N2 B.69b
op u(qf{g’“ op " po Tp+x) ( )
d 1 dquue
CA Moyt ), (B.69¢)
ok ql(\lu’sK’U) aK

mit der Digamma-Funktion ¥ entsprechend (A.51).

Seix < PB,sodass p=oa+1, k= [3 « und o = 1 gelten. Sei ferner eine monoton
steigende Folge (¥);.y mit d; > pi,i Vfiiri>0 gegeben. Dann folgen aus (A.85),
(A.72b) und (A.84) fir j €{1,...,1}

PP 9) >0, P{(0) > P (=), PP (0i) > PP (0y).

Daher vereinfacht sich (B.57b) zu

. . 2 2i—1)T (2 i1
”’ °) Zsl “F)(9) >0 mltsi::( ptk+2i—1) (TH+K+1 )>O,

(n+x)*

so dass
N

AN — AN = sna PUSE (Onn) + ) st (PI Onia) =PI (00) ) > 0

i=1
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folgt. Nach (B.69a) ist ferner aT/aq](\ﬁt;;’c) > 0, woraus

T|N+1,19N+1 > T’N,SN

resultiert.

Fiir den Polynomgrad N = 0 gilt qé"gK’c) =T(2n+ k) und somit

0 (1,k,0) 1 0 (H,k,0) 1 0 (1,k,0)
q?} =0 umo>q? =2¥2p e, (uw&q?
doo H do,o K
Einsetzen von (B.71) in (B.69) ergibt
o7,
00 |no
sowie
oT T r2up+«)
— =—(2pV¥Y(2up+ k) —pW¥( +K)—1n—>,
i N u2<‘* " HE M+ &)
oT T
P =—W2u+«k)—¥Y(u+«)).
Kin—o M

(B.70)

=Y(2u+«).

(B.71)

(B.72a)

(B.72b)

(B.72¢)

Zur Abschitzung von (B.72b) wird der Klammerterm auf der rechten Seite als Inte-

gral dargestellt:

r2u+«)

2uVYQ2u4 k) — pW(u4 ) —1
pY(2p+Kk) —p¥(pn+k) S P

n

= [xW(x+ k) —InT(x + )]*"

2
= J x V' (x + k) dx.

Dabher liefert (B.66) fiir a = p, b =2 p und y = k die Abschdtzung

(2pu+x+2)T

T . oT G KS
w—+ K OM | n (2p+2k+1)T
N=0 Guroen K> 1

Xx=p

(B.73a)

Eine entsprechende Abschatzung von (B.72c) liefert (B.62) fiir x = p+ k und y =

T oT

_ T Qu+k+1)T
2u+k 0K

o RO (L)

(B.73b)
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B.4. Implementierung

B.4.1. Approximation der Messgrole als Polygonzug

Ersetzt man im Faltungsintegral (3.35) die Messgrofe x durch den Polygonzug (3.41),
so erhalt man
L—-1 .7,

tk+1
£M(t) = J g™ (1) x(t; — 1) dt = Z J g™ (T 4+t ) x(tix —7) dt
k=0t k=00
L-1 T, ) . T,
%Z <Xi_kJ g(n)(’f—f—tk) dT—wJ g(n)(T+tk)TdT)
k=0 0 s 0
L1 L
= (ak — bk) Xi_k + Z bk,1 Xi—k (B.74a)
k=0 k=1
mit den Abkiirzungen
Ts
Ak = J g™ (t+t) dr = 91(<+1 - gkn 1)a (B.74b)
0
1 Ts (n—2) _(n—2)
by = ?J g™ (t+t ) tdT = g\" M + I T 1 (B.74c)
s JO s

B.4.2. Rekursive Implementierung

Gleichung (3.45) lautet abgekiirzt

-1 kip1—1

fix mit f| = Z (k) 8 . (B.75)

k=k;

e

[l =

y:
1

II
o

Anwendung des Riickwartsdifferenzoperators V :=1 — 6 auf f; liefert

kip1—1 kit1—1 ki1—1 Ki+1
Vii= ) k)& = Y @& = > k)8 — )  @i(k—1)5"
K=k, K=k, K=k, k=ki+1
Kit1
=[o (k)ékkk11+ Z (Vou)(k
k=ki1+1

Wiederholt man dies p-mal, so erhalt man sukzessive

p—1 Kt Kip1i—1+p
VP = [Z (At ) (k) VPITK zsk“] + ) (VPe)k)o*  (B.76)
=0 k=ki41 k=ki+p

mit dem Vorwartsdifferenzoperator A == 5! — 1. Wegen ¢ € m, gilt V""'1h = 0
(Hamming, 1986; Graham et al., 1994), so dass fiir p = v + 1 die zweite Summe in
(B.76) verschwindet:

T ki

VT‘—!—l fl — [Z vr i 6l+k]

i=0 i=ki+1
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Der binomische Lehrsatz liefert V™18t = S 71 (—1)" ) (") 8%+ und somit

)=0 J
[ r—i . ki
\viRs! fL = Z (Al (Pl) (k) Z (_1)f*i*)' (T ]_ 1) 5k+ri]
Li=0 j=0 k=ki41
. ] T—1 ; -
_ Z e ( ) (A @) (K) 5k+J]
Lj=0 1=0 - k=ki1

Folglich kann der Operator f; als Quotient

Y im0 bryil@1) 8T — 30 by, () 81
VT+1

mit by (@) = %:0 (—1) 7t (I:;) (Ai (pl)(k) dargestellt werden. Setzt man (B.77)

in den Ubertragungsoperator in (B.75) ein, so ergibt sich

q y (Z]TZO bkm’ ((pl) Skati — Z]T:O bk1+1,)’ ((Pl) 5k1+1+j)
Z fl Vr+1 .

fL = (B.77)

Dies kann durch Gruppieren der Zahlerterme mit identischen Potenzen von & zu
by, (@), 1=0,

mitcyj = by, j(@1) — by jlo11), 1=1,...,9—1,
—bi,jl@q-1), l=q,

q—1 q T .Skt
Z £ 2 120 Zj:O CL,;d
L= \VARS!

(B.78)
umgeformt werden. Mit V™1 =1 + ZTH (TJTI) (—1)’ & kann (3.45) als

T+1
yz—z(h;l)( Foly 2 ZZCIJéklﬂx (B.79)

j=1 T 1=0 j=0

realisiert werden.

B.4.3. Quantisierungsfehler bei rekursiver Implementierung

Da der Quantisierungsfehler (3.49) als Antwort eines linearen verschiebe-invarianten
FIR-Filters auf x interpretiert werden kann, folgt aus der Annahme der schwachen
Stationaritat von x auch die schwache Stationaritat des Quantisierungsfehlers {
(Hayes, 1996; Oppenheim und Schafer, 2009). Fiir eine hinreichend feine Quanti-
sierung, also eine hinreichend grofie Wortbreite des Ganzzahldatentyps, konnen die
Quantisierungsfehler al i der Polynomkoeffizienten in Analogie zu Beispiel 9 als Wer-
te unkorrelierter, auf [—3, 55| gleichverteilter Zufallsvariablen modelliert werden
und sind daher mittelwertfrei, Ha, = 0. Auch die Langen L, der Approximationsin-

tervalle sind quantisiert und werden daher wegen Z?;ol Ly = ng—q+1 als Werte un-

neg+l 3 nxt+l
q 2" g

Auferdem wird angenommen, dass xy, au und [, statistisch unabhangig sind.

korrelierter, auf [ %] gleichverteilter Zufallsvariablen angenommen.
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Nach (A.39) folgt aus der Mittelwertfreiheit von d; die Mittelwertfreiheit von {:

Hg =izg{zlki} Mg, Hx = 0. (B.80)

1=0 i=0 k=0

Daher stimmt die Varianz von {j mit dessen zweitem Moment iiberein,

(ZiZduk Xj - )2 (ZiZd“ )2 o2. (B.81)

1=0 i=0 k=0 1=0 i=0 k=0

u'_'zl\J

Beim Ubergang zur rechten Seite von (B.81) wurden wiederum die schwache Statio-
naritat von x und dessen statistische Unabhangigkeit vom Quantisierungsfehler der
Filterkoeffizienten ausgenutzt. Mit

<Zf(i)> ZZZf(i) fG) =) (FL)*+ ) fi)f (B.82)

i i#j
(Graham et al., 1994) kann (B.81) zu

2 (i Zl al’i ki) + qZ ¢ H (i Zl al,i ki) (B.83)

1=0 i=0 k=0 11,12=0 Le{ly,lo}
Li#ls

xw|u:m
I

umgeformt werden. Die rechte Summe in (B.83) besteht aus Summanden der Form
killk?&{ah,h 5112711 }, die fiir l; # 1, wegen der Unkorreliertheit von am verschwinden.
Die erneute Anwendung von (B.82) auf den verbleibenden linken Summanden auf
der rechten Seite von (B.83) liefert

q- L 2 -1
Sy yef(aXe) (+X 3 el T1 (Zaue)f, @
1=0 i=0 k=0 1=0 iy, 1;10 ie{iy,ia}

xm|u:w

wovon wiederum der rechte Summand auf der rechten Seite verschwindet. Mit

ka: m+1 ) bmi1
m+1

(Graham et al., 1994) mit den Bernoulli-Polynomen B, (x) == Y I ; (7)bix™* und
den Bernoulli-Zahlen b; = B;(0), die der Rekursion

n
1 1, n=0,
‘ i 0, sonst,
1
07 o Biti(Li+1) —bipr~ \°
o2 ; +1 dut
O 1D izo i
1

q-1 r i i4+1—j 2
141 I—l + 1) T,
¢ <Z < ) i+1 du, (B.85)

j=0

,_.
Il
IS)
-
Il
S)



118 Anhang B. Herleitung von Eigenschaften algebraischer Ableitungsschatzer

Mit (B.82) kann (B.85) weiter zu

q—1r4+1i-1 i—1

:Zzzz<')( )b Preld, (L1

xqw |u:'9w

(B.86)

12
1=0 1i=1 u=0 v=0

umgeschrieben werden. Infolge der Annahme statistischer Unabhéingigkeit von d;

und L; konnen die zusammengesetzten Erwartungswerte in (B.86) als Produkt von
Momenten von au und L, + 1 dargestellt werden,

a{a%,H (L, + 1)21—“} - a{a%,ifl} e»:{(Ll + 1)21—P—q} .

Eine auf [a,b] gleichverteilte Zufallsvariable X besitzt die Dichtefunktion fx =
—— (Ho — Hp) und somit die Momente

1 b bk+1_ak+1
" "
= — d et
e{X*} b—aLT * (b—a) (k+1)
1 b—a " hagyen a~t(b—a)
_b—aJo (tT+ a) dT_;<i>—i+l :

ni+1 1 ng+1

a3 g —i—%} folgt daher

Aus der Gleichverteilung von di; auf [—3i, ;1| sowie derjenigen von L + 1 auf

. 1 o v [s+1\2ne—q+2)
(=g st on=3 (1) h

j=0
Hiermit kann (B.86) als

2 r+1 i—-1 i—1 2i—
_‘J

1 1 u—v . j
B 2i—u—v+1\ byb,(2ng—q+2)
sz r s 2 (JOC)s

= 2(2i—u—v+1)(2q)

q 1 . 2(r+1) it
_ . P B.87
TVE (r+1)2(q> +0(m™) Hr Ny — 00 ( )

angeschrieben werden.
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