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Zusammenfassung

Das Thema dieser Arbeit ist die Rekonstruktion der rdumlich variablen Verzerrungs-
energiedichte eines hyperelastischen Materials aus zeitabhéngigen Randmessungen. Dies
ist auch im Zusammenhang mit der Schadensdetektion bei Strukturen aus derartigen Ma-
terialien sehr interessant, da die Verzerrungsenergiedichte alle mechanischen Eigenschaften
des Materials enthélt. Mathematisch handelt es sich um eine Parameteridentifikation bei
einem System von zeitabhéngigen, nichtlinearen Differentialgleichungen und damit um
ein nichtlineares, dynamisches, inverses Problem.

Das finale Ziel dieser Arbeit ist es ein Verfahren auf Grundlage des Landweber-Verfahrens
zu entwickeln, um dieses Problem numerisch zu 16sen. Dazu wird gezeigt, dass der ent-
sprechende Vorwértsoperator Fréchet-differenzierbar ist und die Fréchet-Ableitung die
eindeutige Losung eines linearen Anfangs-Randwertproblems darstellt. Aufserdem wird
eine Darstellung der Adjungierten der Fréchet-Ableitung angegeben. Unter der Annahme
der Darstellbarkeit der Verzerrungsenergiedichte als konische Kombination endlich vieler
Funktionen eines Dictionaries ist das Aufstellen eines geeigneten, derartigen Dictionaries
ebenso Bestandteil dieser Arbeit. Anschliefsend wird gezeigt, dass das betrachtete Identi-
fikationsproblem die lokale Kegelbedingung erfiillt und somit das geddmpfte Landweber-
Verfahren zur Losung dieses Problems lokal konvergiert. Schliefslich wird das entwickelte

Verfahren an diversen Beispielen getestet.



Abstract

The topic of this thesis is the reconstruction of the spatially variable stored energy func-
tion of hyperelastic materials from time-dependent boundary measurements. In connection
with the detection of damages in structures consisting of such materials this problem is re-
ally interesting because all mechanical properties are hidden in the stored energy function.
The mathematical model is a parameter identification for a system of time-dependent,
nonlinear differential equations. That means it belongs to the class of nonlinear, dynamic,
inverse problems. The major objective of this thesis is the development of an algorithm
based on the damped Landweber method to solve the problem numerically. Therefore, it
will be proven that the appropriate forward operator is Fréchet differentiable and that
the Fréchet derivative represents the unique solution of a linear initial boundary value
problem. In addition, a representation for the adjoint of the Fréchet derivative will be
given. Under the assumption that we have a dictionary at hand so as to the stored energy
function is given as a conic combination of the dictionary’s elements the specific choice
of such functions is another emphasis of this thesis. Afterwards it will be proven that the
considered identification problem fulfills the local tangential cone condition and therefore
the damped Landweber method for solving the problem converges locally. Finally, the

algorithm is tested with several examples.
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Kapitel 1
Einfihrung

1.1 Motivation

In den letzten Jahrzehnten ist der Bedarf an alternativen Leichtbaumaterialien beispiels-
weise im Bereich der Luft- und Raumfahrttechnik aber auch des Bauingenieurwesens und
Maschinenbaus stark angestiegen, um in Zukunft den Herausforderungen der Energie- und
Materialeffizienz entgegenzutreten und gleichzeitig die Leistungsfahigkeit und Produkti-
vitdt der aus dem entsprechenden Material bestehenden Komponenten beziehungsweise
Systemen zu erhéhen. Zu den Leichtbaumaterialien gehort unter anderem die Klasse der
sogenannten Faserverbundwerkstoffe, die zum Beispiel kohlenstofffaserverstarkte Kunst-
stoffe (CFK) und glasfaserverstiarkte Kunststoffe (GFK) beinhaltet. Das Buch [Ehr06]
gibt einen guten Uberblick iiber diese Klasse von Materialien. Des Weiteren zéhlen bei-
spielsweise [Sch05] und [FZR96| zu den Standardwerken, wenn es um die Konstruktion
mit Faserverbundwerkstoffen geht.

Der Name legt bereits nahe, dass das hauptséchliche Ziel der Leichtbauweise die Kon-
struktion eines Bauteils mit maximal méglicher Gewichtseinsparung ist. Allerdings ist es
mithilfe von Leichtbaumaterialien auch unter anderem moglich mehrere Bauteilfunktio-
nen in ein Bauteil zu integrieren und die Dynamik und Steifigkeit von Komponenten oder
auch Systemen zu verbessern. Somit stellt die Leichtbauweise fiir die Industrie neben der
Moglichkeit zur Gewichtseinsparung und den damit verbundenen Folgen, wie Reduzierung
von Rohstoffen, Kosten und Energie bei der Nutzung des Systems, auch eine Chance zur
Realisierung von neuen Anwendungen sowie neuartigen FEigenschaften von Systemen dar.
Dariiber hinaus kénnen Leichtbaumaterialien sich widersprechende Anforderungen erfiil-
len. Beispielsweise ldsst sich durch die Leichtbauweise der Kraftstoffverbrauch bei Fahr-

zeugen reduzieren, sodass es heutzutage Autos gibt, die trotz hoherer Fahrzeugsicherheit
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mit einem Kraftstoffverbrauch von nur 31/100km fahren kénnen. Somit beschrénkt sich
das grofte Ziel der Leichtbauweise nicht nur auf einen einzelnen Faktor, wie der Gewichts-
reduktion, sondern man ist vielmehr interessiert an einem Gesamtoptimum sowohl im
technologischen, als auch im 6konomischen und 6kologischen Sinn.

Allerdings bringt die Leichtbauweise auch Nachteile mit sich. Zum Beispiel haben die
eingesetzten Bauteile von vornherein eine begrenzte Lebensdauer. Diese héngt davon ab,
welchen Belastungen die Struktur beziehungsweise das System im Laufe der Zeit ausge-
setzt wird. So kénnen dufiere Einfliisse, wie Vogelschlag, Materialermiidung, Korrosion
und viele weitere, zu Schédigungen in den Leichtbauteilen fiihren. Diese Schiden treten
haufig innerhalb der Struktur auf und sind somit von aufsen nicht sichtbar. Dies spielt
vor allem dann eine Rolle, wenn man speziell Laminate betrachtet. Laminate bestehen
meistens aus mehreren Schichten von Faserhalbzeugen, welche eine Zusammenfassung von
mehreren Fasern in Form von beispielsweise Geweben, Geflechten oder Vliesstoffen dar-
stellen. Im Fall eines Laminats kann es dann durch kurzzeitige Einwirkung einer &dufseren
Kraft, wie zum Beispiel einer Schlaghelastung, dazu kommen, dass sich einzelne Schichten
voneinander 16sen. Dies nennt man dann Delamination. Eine ausfiihrlichere Einfiihrung
in die Leichtbauweise findet man unter anderem in [Kle07].

Da das Versagen eines Bauteils wihrend des Betriebs verheerende Folgen fiir das gesamte
System haben kann, ist es essentiell wichtig fiir die Leichtbauweise, dass zuverlassige und
kostengiinstige Methoden zur Lokalisierung von Schadstellen zur Verfiigung stehen. Eine
Moglichkeit zur Uberpriifung einer Struktur, wie beispielsweise einer Laminatkonstrukti-
on, auf Schiden ist die Ortung einer Schidigung durch Ultraschallwellen mithilfe eines in
die Sturktur integrierten Netzwerks aus Piezoaktuatoren und -sensoren. In plattenahn-
lichen Strukturen, die neben schalendhnlichen Strukturen oft den Hauptbestandteil von
Leichtbaukonstruktionen darstellen, werden dabei iiblicherweise sogenannte gefithrte Wel-
len eingesetzt. Gefiihrte Wellen sind elastische Wellen, welche durch die Rander der Struk-
tur entlang dieser gefithrt werden. Somit sind sie Wellen, die der Bewegungsgleichung fiir
elastische Materialien geniigen. Sie erhalten ihren speziellen Charakter durch die Begren-
zung des betrachteten Gebiets und der Randbedingung, welches meistens Spannungsfrei-
heit am Rand ist. Ein wichtiges Beispiel fiir gefithrte Wellen sind Lamb-Wellen. Insgesamt
stellt ein in die Struktur integrierte Netzwerk aus Piezoaktuatoren und -sensoren ein soge-
nanntes Structural Health Monitoring (SHM)-System dar, da damit eine kontinuierliche
und automatisierte Uberwachung des Zustands der Struktur méglich ist. Ausfiihrliche Er-
lauterungen iiber gefithrte Wellen und insbesondere Structural Health Monitoring findet

man in [Giu08|.
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1.2 Zielsetzung

Die wesentliche Aufgabe der Schadenslokalisierung besteht darin die mechanischen Eigen-
schaften des Materials zu identifizieren. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir dazu
sogenannte hyperelastische Materialien. Die Klasse der hyperelastischen Materialien bein-
haltet neben beispielsweise isotropen Materialien, Mooney-Rivlin-Materialien oder Neo
Hookesche Materialien auch die fiir die Leichtbauweise interessanten, kohlenstofffaserver-
starkten Kunststoffe. In der sogenannten Verzerrungsenergiedichte eines hyperelastischen
Materials sind alle mechanischen Eigenschaften dieses Materials enthalten. Aus diesem
Grund und unter der Annahme, dass die Verzerrungsenergiedichte rdumlich variabel ist,
sollte ihre Identifizierung hervorragend geeignet sein fiir die Schadensdetektion bei Struk-
turen, die aus solchen Materialien bestehen. Die Aufgabenstellung der Identifikation der
Verzerrungsenergiedichte und somit der Rekonstruktion der Materialeigenschaften aus
piezokeramischen Messungen, die auf dem Rand der Struktur vorgenommen werden, léasst
sich dann der Theorie der inversen Probleme zuordnen. Die piezokeramischen Sensoren
kénnen dabei durch geeignete Randintegrale modelliert werden.

Mittlerweile gibt es zahllose Arbeiten, die sich mit den verschiedensten inversen Problemen
in elastischen Medien auseinandersetzen. Dabei variieren diese teilweise oft sehr stark auf-
grund der Annahme unterschiedlicher Randbedingungen, Messdaten und Materialmodelle.
Eine umfassende Ubersicht iiber verschiedene inverse Probleme im Bereich der Elastizi-
tatstheorie bietet der Artikel [BCO5].

Die Grundlage unseres Modells bildet die Cauchysche Bewegungsgleichung der Kontinu-
umsmechanik fiir hyperelastische Materialien, ausgestattet mit geeigneten Anfangs- und
Randwerten. Dabei treffen wir fiir dieses nichtlineare Modell der Wellenausbreitung die
Annahme, dass wir die Verzerrungsenergiedichte als eine konische Kombination endlich
vieler, fest vorgegebener Funktionen schreiben kénnen. Fiir diesen Fall wird in [SW14]
gezeigt, dass dann das inverse Problem der Rekonstruktion der Verzerrungsenergiedichte
aus piezokeramischen Ultraschallmessungen unter gewissen Bedingungen eindeutig 16sbar
ist und die Losung stetig sowohl von den Messdaten als auch von den Anfangswerten der
Struktur abhéngig ist. Diese Ergebnisse basieren auf dem Artikel [KLO7]|, wobei das dort
behandelte Modell entscheidend erweitert wurde. Unter anderem wird zugelassen, dass
die Verzerrungsenergiedichte raumlich variabel ist und somit inhomogene Kérper durch
das Modell erfasst werden konnen. Dies ist auch zwingend erforderlich, um Schadstellen
im Material, die wir uns als 6rtliche Anderung der Verzerrungsenergiedichte vorstellen

wollen, modellieren zu koénnen. Des Weiteren wird in [WS15| gezeigt, dass unter den
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bereits genannten Annahmen und begriindeten Glattheitsbedingungen fiir das Verschie-
bungsfeld und den Rand des betrachteten Gebiets das Vorwértsproblem, ein nichtlineares
Anfangs-Randwertproblem, eindeutig losbar ist und die Losung stetig von den Anfangs-
werten abhingt. Das sogenannte Verschiebungsfeld stellt dabei gerade eine Losung der
Cauchyschen Bewegungsgleichung dar.

Aufbauend auf den Artikeln [SW14] und [WS15] wollen wir in dieser Arbeit das inverse
Problem der Identifikation der Verzerrungsenergiedichte, die raumlich variabel sei, aus
zeitabhéngigen Randwerten zunéchst weiter analysieren. Dazu nehmen wir an, dass wir
einen Dictionary an Verzerrungsenergiedichten gegeben haben, sodass wir die Verzer-
rungsenergiedichte darstellen konnen als eine konische Kombination von Elementen dieses
Dictionaries. In diesem Fall konnen wir den Losungsoperator des Vorwartsproblems, auch
Vorwartsoperator genannt, auffassen als den nichtlinearen Operator, der den Vektor der
Koeffizienten der konischen Kombination fiir die Verzerrungsenergiedichte abbildet auf
die Losung der Cauchyschen Bewegungsgleichung fiir hyperelastische Materialien. Eine
Hauptaufgabe dieser Arbeit besteht darin die Fréchet-Ableitung dieses Losungsoperators
und die Adjungierte dieser Ableitung zu bestimmen, beziehungsweise zu zeigen, dass der
Losungsoperator des Vorwartsproblems tiberhaupt Fréchet-differenzierbar ist. Der Artikel
[KR14| kann dabei in gewissem Sinne gesehen werden als ein Analogon fiir die akustische
Wellengleichung.

Die Kenntnis der Fréchet-Ableitung und ihrer Adjungierten spielt unter anderem dann ei-
ne entscheidende Rolle, wenn man das inverse Problem der Identifikation der Verzerrungs-
energiedichte iterativ beispielsweise mithilfe des Landweber-Verfahrens 16sen mochte. Un-
ter der Annahme der Darstellbarkeit der Verzerrungsenergiedichte als konische Kombina-
tion miissen wir dazu allerdings vorher noch ein geeignetes Dictionary aus physikalisch
sinnvollen Funktionen fiir die Elemente in der konischen Kombination erstellen, was eben-
so Bestandteil dieser Arbeit ist. Eine weitere Hauptaufgabe dieser Arbeit liegt dann darin,
aufbauend auf den Ergebnissen in [BSS15| ein Verfahren zur Losung des inversen Problems
zu entwickeln. Im Unterschied zu unserem Problem ist das in [BSS15] vorgestellte inver-
se Problem allerdings ein lineares Problem, genauer gesagt bildet dort die inhomogene,
linearisierte Cauchysche Bewegungsgleichung fiir ein anisotropes Material die Grundlage
des Modells. Dabei stellt die Inhomogenitéit die externe (zeitlich und rdumlich variable)
Volumenkraftdichte dar. Die Idee in dem genannten Artikel ist dann Schédigungen der
Struktur als Einwirkung externer Volumenkréfte zu deuten und somit das inverse Problem
der Rekonstruktion der externen Volumenkraftdichte aus den gegebenen Randmessungen

zu betrachten.



1.3 Gliederung der Arbeit 5

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wurden auch in den beiden Artikeln [SS16] und
[SS17| veroffentlicht.

1.3 Gliederung der Arbeit

Um die im letzten Abschnitt genannten Ziele zu erreichen, wollen wir in dieser Arbeit
folgendermafen vorgehen:

In Kapitel 2 stellen wir die benotigten Grundlagen der Kontinuumsmechanik vor. Dabei
wollen wir insbesondere auf den Begriff der Hyperelastizitiat eingehen, um schliefslich die
Cauchysche Bewegungsgleichung fiir hyperelastische Materialien herzuleiten. Diese wird
anschliefsend in Kapitel 3 dazu verwendet unser inverses Problem der Rekonstruktion der
Verzerrungsenergiedichte aus Randmessungen mathematisch zu modellieren.

In Kapitel 4 wird danach die Fréchet-Ableitung des Vorwértsoperators und deren Ad-
jungierte behandelt. Dabei wird dieses Kapitel von dem Beweis der Aussage, dass der
Vorwartsoperator tatsdchlich Fréchet-differenzierbar ist, dominiert.

Die Aufgabe von Kapitel 5 besteht im Wesentlichen darin ein geeignetes Dictionary fiir
die Verzerrungsenergiedichte zu bestimmen. Zunédchst wird gezeigt, dass die Forderung
nach Konvexitit der Verzerrungsenergiedichte physikalisch nicht sinnvoll ist. Aus diesem
Grund werden anschliefsend alternative Konvexitdtsbegriffe vorgestellt insbesondere der
der Polykonvexitét. Darauf aufbauend werden verschiedene polykonvexe Verzerrungsener-
giedichten angegeben, da sich diese Einschrankung als geeignet zeigt. Schliefslich werden
im zweiten Teil des Kapitels einige Verzerrungsenergiedichten von isotropen, hyperelasti-
schen Materialien vorgestellt und auf Polykonvexitat untersucht.

Somit haben wir dann alles zusammen, um in Kapitel 6 ein Verfahren zur Losung un-
seres Identifikationsproblems vorzustellen. Als Grundlage dafiir dient das (geddmpfte)
Landweber-Verfahren. Bevor darauf allerdings eingegangen wird, miissen noch jeweils ein
Verfahren zur Losung des Vorwartsproblems und des adjungierten Problems hergeleitet
werden. Der Unterschied ist dabei neben der Zeitrichtung, dass wir beim Vorwértspro-
blem im Gegensatz zum adjungierten Problem ein nichtlineares, partielles Differentialglei-
chungssystem l6sen miissen. Am Ende des Kapitels werden schliefslich die daraus resul-
tierenden numerischen Ergebnisse fiir ein spezielles Materialmodell prasentiert, wobei ein
Neo Hooksches Material betrachtet wird.

Abschliefsend werden in Kapitel 7 noch die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst.

Aufserdem weisen wir auf mogliche Schwerpunkte und interessante Fragestellungen fiir



1.3 Gliederung der Arbeit

die weiteren Forschungstéatigkeiten hin.



Kapitel 2

Hyperelastizitat in der

Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik stellt die Grundlage unseres Modells dar. In diesem Kapitel
wollen wir die daraus stammenden und benétigten Begriffe einfithren und erldutern, um
schliefllich das in dieser Arbeit betrachtete Modell zur Ausbreitung von Wellen in hyper-
elastischen Materialien herzuleiten. Die Begrifflichkeiten entstammen dabei hauptséachlich
[Hol00] und [Cia88], die auch dariiber hinaus sehr umfangreiche Werke iiber Kontinuums-

mechanik darstellen.

2.1 Grundbegriffe

In dieser Arbeit betrachten wir ausschlieflich den Raum R? mit einer fest gewihlten Basis
{e1, €2, e3}, da uns dieser auch in Hinblick auf Anwendungen am interessantesten erscheint.
Wir nehmen an, dass eine beschrinkte, offene, zusammenhsingende Teilmenge € des R?
mit einem hinreichend glatten Rand existiert. Auferdem sei die Menge €2 die Darstellung
eines nicht deformierten Korpers. In diesem Fall wird die Menge 2 Referenzkonfiguration
genannt und wir treffen die Annahme, dass der Korper gerade zum Zeitpunkt t = 0 in
der Referenzkonfiguration vorliegt. Dann lasst sich eine Bewegung des Kérpers folgender-

maflen definieren.

Definition 2.1. Eine Bewegung eines Korpers 2 ist eine invertierbare, stetig differen-
zierbare Abbildung ¢ : [0,7] x Q — R3 die orientierungserhaltend ist, das heiRt, es
gilt

det(Vp(t, X)) >0 Y(t,X) € [0,T] x Q,
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wobel

op; "

F(t,X):=Vop(t,X) = <5§ (t,X)> = (Ox,;0i(t, X))ij=123 € R
J i,j=1,2,3

die Funktionalmatrix ist. Eine Bewegung eines Korpers, die unabhéngig von der Zeit ist,

nennt man eine Deformation eines Korpers. Die Matrix F(t,X) = V(t, X) € R3*3

(t,X) € [0,T] x Q, wird auch oft Deformationsgradient genannt.

Aufgrund dieser Definition einer Bewegung ist gewéahrleistet, dass der Kérper nicht zerris-
sen wird und infolge der Invertierbarkeit der Abbildung ¢ lassen sich die Punkte zu jedem
Zeitpunkt unterscheiden. Die Forderung, dass die Determinante der Funktionalmatrix po-
sitiv ist, stellt sicher, dass das Vorzeichen positiver Volumen unter einer Deformation gleich
bleibt und sich damit die Materie nicht selbst durchdringt. Falls eine Referenzkonfigura-
tion Q und eine Bewegung ¢ : [0,T] x 2 — R? gegeben sind, so nennt man die Menge
Q(t) := o(t, Q) Momentankonfiguration zu einem Zeitpunkt ¢ > 0. Dann bezeichnen wir
die Punkte in der Momentankonfiguration mit x € Q(¢) und es gilt x = (¢, X). Dabei
werden die Komponenten des Vektors = = (x1, 29, x3) auch als FEulersche oder aktuelle Ko-
ordinaten bezeichnet im Gegensatz zu den Komponenten des Vektors X = (Xj, X3, X3),
die man Lagrangesche Koordinaten oder Materialkoordinaten nennt. Aufterdem verwen-
den wir im Folgenden jeweils fiir den Abschluss von Q, Q(t) beziehungsweise einer Teil-
menge B(t) < Q(t) die Bezeichnungen €2, Q(t) und B(t).

Mithilfe der Definition 2.1 kann man auch das Verschiebungsfeld U : [0, T] x  — R? defi-
nieren, welches ebenfalls eine Charakterisierung zur Beschreibung des aktuellen Zustands

des Korpers darstellt.
Definition 2.2. Sei ¢ : [0,T] x © — R? eine Bewegung. Dann ist U : [0,T] x Q — R?
mit

U(t7X) = Qo(t>X) -X
das Verschiebungsfeld in der materiellen Beschreibung (Lagrangeschen Form).
Mit anderen Worten stellt das Verschiebungsfeld die Differenz zwischen der aktuellen
Position eines materiellen Punktes und dessen Position in der Referenzkonfiguration dar.

Analog dazu kann man aber auch das Verschiebungsfeld in Abhéngigkeit von der Position

eines materiellen Punktes in der Momentankonfiguration definieren.

Definition 2.3. Sei ¢ : [0,T] x Q — R? eine Bewegung. Dann stellt u : [0, T] x Q(t) — R?
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mit
u(t,x) =T - Sp_l(tax)

das Verschiebungsfeld in der raumlichen Beschreibung (Eulersche Form) dar.

Aufgrund des Zusammenhangs = = (¢, X') kann man leicht sehen, dass U(t, X) = u(t, x)
gilt. Somit haben die Funktionen u beziehungsweise U fiir die beiden Beschreibungen eines
Verschiebungsfeldes zwar unterschiedliche Definitionsbereiche, aber sie liefern die gleichen
Werte. Das Verschiebungsfeld kann man, wie wir das auch schon fiir die Bewegung gesehen

haben, nach den Ortskoordinaten differenzieren.

Definition 2.4. Sei ¢ : [0,T] x  — R? eine Bewegung und U das zugehorige Verschie-

bungsfeld in der materiellen Beschreibung. Dann heifst
VU(t, X) = (aX]UZ(t, X))i,j:1,2,3 = F(t, X) — [

der Verschiebungsgradient in materieller Darstellung, wobei I die Einheitsmatrix in R3*3

ist.

Oftmals betrachtet man auch den Tensor C' := F'T I beziehungsweise den Green- Lagran-
geschen Verzerrungstensor E := (FTF — I), da eine Deformation, fiir die FTF = I gilt,
gerade eine Starrkorperbewegung beschreibt. Diese Definitionen und weitere Erlauterun-
gen dazu findet man beispielsweise in [Hol00] und [Cia88]. Bevor wir zu den Erhaltungs-
gleichungen fiir verschiedene Grofen, wie dem Impuls, kommen, die notwendig sind zur
Herleitung unseres Modells, wollen wir das Geschwindigkeitsfeld im Zusammenhang mit

einer Bewegung ¢ definieren.

Definition 2.5. Sei ¢ : [0,7] x Q — R? eine Bewegung. Dann heift die zeitliche Ab-
leitung V' (¢, X) := 0,p(t, X) der Bewegung fiir festes X € Q materielle Darstellung des
Geschwindigkeitsfeldes. Die vektorwertige Funktion v(t,z) := V (¢, (t,x)) = V(t,X)

nennt man rdumliche Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes.

2.2 Erhaltungssatze

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Erhaltungssidtze der Kontinuumsmechanik er-
lautern. Dabei versteht man unter den Erhaltungssétzen keine Sétze im mathemati-

schen Sinn, sondern vielmehr physikalische Axiome, aus denen Vorhersagen iiber die



2.2 Erhaltungssétze 10

Verhaltensweise des entsprechenden Korpers beziehungsweise Materials abgeleitet wer-
den konnen. Die fiir uns relevanten Erhaltungssitze sind die der Masse, des Impulses
und des Drehimpulses. Diese Erhaltungsgréfen wollen wir zunédchst definieren, wobei
p(t,-) : Q(t) — (0,00) die Massendichte sei.

Definition 2.6. Sei p: [0,7] x (t) — (0, 00) stetig differenzierbar und B(t) < §(t) ein

Teilvolumen. Dann heif3t

(i)

Masse (von B(t)),

(ii)
I(t B(t)) = J ot 2)o(t, z) da

Impuls und

(iid)
A(t B(#)) = J © x pt 2)o(t, z) dz
B(t)

Drehimpuls um den Nullpunkt.
Das Axiom der Massenerhaltung lasst sich dann folgendermafien definieren.

Axiom 1. (Massenerhaltung) Die Masse jedes Teilvolumens B(t) < €(¢) ist unabhéngig

von der Zeit. Es gilt somit

dt dt

B(t)

im(t,B(t)) _4 f p(t,z)dr =0

fir alle t € [0,T].

Sei nun B < Q und B(t) := ¢(t, B). Dann gilt mit

g(t,X) = ,O(t, gp(t,X))det(F(t,X))
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fir alle X € B

f ot ) d — J ot o(t, X)) det (F(t, X)) dX — f olt, X) dX.

Aufgrund von Axiom 1 erhalten wir damit fiir alle B < (2

_4d
Cdt

B(t)

0 p(t,z)dx = J@tg(t,X) dX.
B

Da B < ) beliebig gewahlt wurde, folgt daraus d;o(t, X)) = 0 fiir alle (¢, X) € [0,T] x Q
und somit héngt ¢ nicht von ¢ ab. Dies fiihrt auf die folgende Definition der Dichtefunktion

in der Referenzkonfiguration (2.

Definition 2.7. Die Grofe
o(X) = p(t, p(t, X)) det(F(t, X))

fiir alle X € € heiflt Referenzdichte.

Da wir diese spéter bendtigen, wollen wir zunéchst eine Aussage iiber die Vertauschbarkeit
von Differentiation und Integration bei Parameterintegralen einer speziellen Form zeigen.
Allerdings wollen wir vorher noch zwei Ableitungsbegriffe definieren, die im weiteren Ver-

lauf des Kapitels eine Rolle spielen.

Definition 2.8. Die Funktion f = f(t,x) = f(t, ¢(t, X)) sei partiell differenzierbar nach
t und z. Dann heiftt die partielle Ableitung

orf(t,x) = g—{(t,x)

lokale Ableitung nach der Zeit. Die totale Zeitableitung

aftr) = TELEXD o5 ) 1 10000 X)

= Of(t,x) + Vf(t,x)v(t,x)

wird als materielle Ableitung nach der Zeit bezeichnet.
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Lemma 2.1. Sei eine glatte Funktion ® : [0,T] x Q(t) — R gegeben. Fiir jedes Teilvolu-
men B < Q und B(t) = ¢(t, B) gilt dann

p(t,x)®(t,x) de = J p(t,x)d;®(t, z) dx.
B(t) B(t)

dt

Beweis. Mithilfe von mehrfacher Anwendung des Transformationssatzes und der Defini-

tion 2.7 erhalten wir

% J p(t,x)®(t, x) dx
B(t)
_ % p(t, o(t, XN (L, o(t, X)) det(Vep(t, X)) dX

o(X)®(t, p(t, X)) dX

Sl

e W

o)

—
.

iy

X)d®@(t, o(t, X)) dX

plt, ot X)) det (Vip(t, X))diB(t, o(t, X)) dX

%Uﬂ%

p(t,x)d;(t, z) dx.

[
v

oy
~
~
=

]

Bemerkung 2.1. Man kann sogar zeigen, dass die Aussage von Lemma 2.1 dquivalent

zu Axiom 1 ist.

Beweis. Der Beweis von Lemma 2.1 und die Erlauterungen zur Definition 2.7 liefern, dass
aus Axiom 1 die Aussage des Lemmas 2.1 folgt. Andererseits folgt, wenn man in Lemma
2.1 ® = 1 wahlt, das Axiom 1. O

Zur Formulierung der Impuls- und Drehimpulserhaltung miissen wir zunéchst noch die auf
einen Korper einwirkende Kréfte definieren. Diese beschreiben die Wirkung der Aufenwelt

auf den Korper. Dabei unterscheidet man prinzipiell zwei Arten von Kréften:

(i) Korperkrifte (oder auch Volumenkréfte genannt), die durch eine massenbezogene
Kraftdichte
f:[0,T] x Q(t) — R,



2.2 Erhaltungssétze 13

der sogenannten Volumenkraftdichte, definiert werden. In diesem Fall heifft dann

F(t,B(t)) := ff(t,:c)dz
B(t)

Volumenkraft fiir B(t) < Q(t). Beispiele hierfiir sind die Gravitationskraft, aber

auch Krafte aus elektrischen oder magnetischen Feldern.

(ii) Oberflichenkrafte, die durch eine flichenbezogene Kraftdichte
g:[0,T] x 09(t) — R?,
der sogenannten Oberfiichenkraftdichte, definiert werden. Dann nennt man
Glt.w(t) = | glt.z)doa)
w(t)

Oberflichenkraft, wobei w(t) := B(t) n 0Q(t) gilt. Beispiele fiir Oberflichenkriifte
sind Reibungs- oder Kontaktkrafte.

Nun haben wir alle Begrifflichkeiten, um die Erhaltungssétze fiir den Impuls und den

Drehimpuls anzugeben. Diese werden im folgenden Axiom zusammengefasst.

Axiom 2. (Spannungsprinzip von Cauchy und Euler) Auf den Korper Q(¢) mogen Kréfte
wirken mit den Dichten f: [0,T] x Q(¢t) » R3>und ¢ : [0,T] x T'}(¢) — R3, T (¢) < dQ(¢).
Dann existiert ein Vektorfeld 7 : [0, 7] x Q(t) x S* — R3, wobei

Sti={reR®: |z|, =1}

die Einheitssphire im R? sei, sodass:

(i) Fiir jedes Teilgebiet B(t) = Q(t) und x € T'(t) N dB(t), in dem der #ufere Norma-
leneinheitsvektor v an T''(t) N 0B(t) existiert, gilt

T(t,x,v) = g(t, x).
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(ii) Es gilt die Impulserhaltung

%I(t,B(i)) = ff(t,x)dx—i— f 7(t, & v)do(§)

B(1) dB(t)
fiir jedes Teilgebiet B(t) < (t).
(iii) Es gilt die Drehimpulserhaltung

%A(t,B(t)) - J x x f(t,x)dx + f §x7(t,&,v)do(§)

B(t) oB(t)
fir alle B(t) < Q(t).

Bemerkung 2.2. (i) Das Axiom 2 geht davon aus, dass elementare Oberfléchenkrifte
7(t, &, v)do(§), die nur iber v in € € 0B(t) von B(t) abhéngen, existieren.

(ii) In Axiom 2 wird die intuitive Vorstellung formuliert, dass das Momentengleichge-
wicht auf jedem Teilgebiet B(t) = Q(t), in dem Volumenkrifte F (¢, B(t)) und Ober-
flichenkrifte G(t,w(t)) wirken, durch die zusitzliche Wirkung elementarer Oberflé-
chenkréfte 7(t,&, v)do(§) auf 092 erreicht wird.

(iii) Auferdem wird in dem Axiom 2 angenommen, dass sich sowohl der Impuls als auch
der Drehimpuls nur durch die Einwirkung von Volumen- und Oberflichenkréften an-
dern. Falls keine Volumen- und Oberflachenkrifte auf den Kérper einwirken, so sind

offenbar Impuls und Drehimpuls konstant in der Zeit und bleiben somit erhalten.

2.3 Das Theorem von Cauchy

Wir wollen nun die Ergebnisse der letzten Abschnitte nutzen, um ein wichtiges Resultat

der Kontinuumsmechanik zu formulieren.

Satz 2.1. (Theorem von Cauchy) Das Aziom 1 der Massenerhaltung und das Aziom 2
der Impuls- und Drehimpulserhaltung seien erfillt. Auflerdem sei fir jedes t € [0,T] die
Oberflichenkraftdichte T(t,-,v) : Q(t) — R3 stetig differenzierbar fir alle v € S* und fiir
festes © € Q(t) sei 7(t,x,) : St — R3 stetig. Dann existiert ein stetig differenzierbares
Tensorfeld o : [0, T] x Q(t) — R3*3 derart, dass
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(i) T(t,x,v) = o(t,z)v fir alle (t,z,v) € [0,T] x Q(t) x S' gilt. Mit anderen Worten

hangt T linear von v ab.
(ii) o(t,x)" = o(t,x) auf [0,T] x Q(t) gilt und somit o symmetrisch ist.

(1) die Cauchysche Bewegungsgleichung
plt, 2)do(t,2) — V- o(t,2) = (t,2) (2.1)

fir alle (t,x) € [0,T] x Q(t) erfillt ist.
Das Tensorfeld o heifst dabei Cauchyscher Spannungstensor. Fiir den Beweis des Theorems

von Cauchy miissen wir noch den folgenden Satz formulieren und beweisen.

Satz 2.2. (Reynoldscher Transportsatz) Sei ¢ = p(t, X) eine in t € [0,T] und X € Q
stetig differenzierbare Bewegung. Auferdem sei die vektorwertige Funktion f = f(t,x)
definiert uber [0,T] x Q(t) mit Q(t) = ¢(t,Q2). Dann gilt

% f flt,x)dx
Q(t)

= JP Of(t,x) + V- (f®u)(t, z)dx
(

Q)
.

- ,J dif(t,x) + f(t, )V -v(t,x) dx
Q)

_ f ouf(h2)do + J (f @ v)(t vt €) de,

Q(t) (1)

wobet v das Geschwindigkeitsfeld von ¢ darstellt und v den dufseren Normaleneinheits-
vektor von 0S2(t). Schliefllich sei ® das Tensorprodukt, welches allgemein fir a € R™ und
be R" definiert ist durch a @b := (a;b;)' =)™

j=
Im Folgenden werden wir immer wieder die Notation - : - fiir das Skalarprodukt von

Matrizen verwenden. Dabei definieren wir fiir A, B € R™*"

A:B:= tl"(ATB) = Z Z AZ]BZ]
i=1j=1
Dieses Skalarprodukt induziert die Frobenius-Norm | - ||,. Fiir den Beweis des Reynold-

schen Transportsatzes bendtigen wir allerdings auch noch das folgende Lemma.
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Lemma 2.2. Es sei ¢ eine stetig differenzierbare Bewegung mit Geschwindigkeitsfeld
Ve CH[0,T] x Q). Dann gilt

Or(det(Vp(t, X))) = det(Vo(t, X))V - V(t, X).
Beweis. Mithilfe der Kettenregel gilt

0(det(Ve(t, X)))
VA det(A)‘A:vw(t7x) : 8t(Vg0(t, X))
VA det(A)\A:Wj(t’X) . V((’)t@(t, X))

Nun gilt nach Lemma A.1 fiir ein invertierbares A € R3*3, dass
Vadet(A) : H = tr(A™ H) det(A)
fir alle H € R¥*3 ist. Mit A = Vo(t, X) und H = V(0;p(t, X)) erhalten wir daraus
O(det(Vp(t, X)) = tr(V(2up(t, X)) (Vep(t, X)) 1) det(Vip(t, X)).

Dabei haben wir tr(AB) = tr(BA) fiir alle A, B € R**? ausgenutzt. Andererseits gilt mit
V(t,X) = orp(t, X) und dem Satz von der Umkehrfunktion

VV(t,X) = V[V(t,@fl(t,x))] = V(atgp(t,X))Vgofl(t,iL’) = v<at90(t> X))(VQD@vX))il'

Damit folgt wegen V - V (¢, X) = tr(VV (¢, X)) die Behauptung. O
Nun konnen wir den Reynoldschen Transportsatz beweisen.

Beweis von Satz 2.2: Mithilfe des Transformationssatzes und Lemma 2.2 gilt

dit f f(t,x)dx
Q)

_ %Jf(t,gp(t,X))det(Vgp(t,X))dX

Jdtf det(Vp(t, X))dX + va TV (t, X) det(V(t, X)) dX
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_ J df(t2) + f(t.2)V - o(t, 7) da.

Q(t)

Unter Verwendung der Definition der materiellen Ableitung nach der Zeit gilt
dif+[(V-v)=af+(Vv+ [(V-v)=af+V (f®v),

wobei die Gleichheit aus Lemma A.2 folgt. Damit erhalten wir insgesamt
d
pr J ft,x)dx = f of(t,x) + V- (f®u)(t, z)de.
Q(t) Q(t)

Schliefslich kann der Satz von Gauk-Ostrogradski (siehe Satz A.1) in jeder Komponente

angewendet werden aufgrund der Darstellung

V- (fiv)
V- (fev)=| V- (fw)
V- (f3v)
und wir erhalten
fiv-v
[ veona= [ | fov |a©- [ (o0 v,
Q(t) a0(t) fav-v o0(t)
Damit ist alles bewiesen. O

Bei dem Beweis von Satz 2.1 halten wir uns an die Vorgehensweise in [Cia88|. Allerdings

wird dort das Theorem von Cauchy fiir den stationdren Fall bewiesen.
Beweis von Satz 2.1: Nach Satz 2.2 und der Definition des Impulses gilt
d d
%I(t’ B(t)) = pr p(t,x)v(t,z)de = | di(pv) + pvV -vdx
B(t) B(t)

= f (dip)v + pdyv + pvV - vdx = f v(dip + pV - v) + pdyv dz.

B(t) B(t)
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Mit Axiom 1 und erneuter Anwendung des Reynoldschen Transportsatzes gilt

d

0= —
dt

p(t,z)dr = f dip + pV -vdx (2.2)

B(t) B(t)

fir B(t) < Q(t) beliebig. Damit folgt direkt
0=dip+pV v, (2.3)

da (2.2) fiir alle B(t) < Q(t) gilt. Somit ergibt sich insgesamt

d

—I(t. B = .
p (t, B(t)) J pdyv dx
B(t)

Zusammen mit der Impulserhaltung aus Axiom 2 liefert dies

J ot 2)dyo(t, 7) da — f Ft2)dz + f (¢, 6,) do ()

B(t) B(t) oB(t)

und damit die dquivalente Formulierung

0 = [ s - pedntn o+ [ e dote
B(t)

2B(t)

= f b(t,x)dx + f 7(t, &, v)do(§)
B(t) OB(1)
mit
b(t,z) := f(t,z) — p(t,z)dw(t, ).
Wir betrachten im Folgenden einen fest gewéhlten Zeitpunkt ¢ € [0,7] und setzen zur
Vereinfachung b(z) := b(t, ) fir alle z € B(t) und 7(&,v) := 7(t,&,v) fir alle £ € 0B(t)
und v € S*. Dann haben wir bisher die Gleichung

0= J b(x)dx + f (&, v)do(§) (2.4)
B(t) OB(1)

fiir alle Teilgebiete B(t) < Q(t) gezeigt.

Wir wollen nun im néchsten Schritt die Aussage (i) beweisen. Sei dazu x € Q(t) fest
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gewahlt. Da wir angenommen haben, dass €(t) offen ist, existiert ein Simplex S < Q(t),
das z als Eckpunkt hat und dessen Seitenflachen, die wir mit F;, F5 und F3 bezeichnen,
die dufseren Normaleneinheitsvektoren vy = —ej, vy = —es beziehungsweise v3 = —e3
haben. In Abbildung 2.1 haben wir diesen Simplex mit den zugehorigen Bezeichnungen
dargestellt. Die vierte Seite Fy hat die dufere Normale v, = Zf’zl n;e; mit n; > 0 fir

i = 1,2,3. Dann gilt nach Lemma A.5 der Zusammenhang vol(F;) = n;vol(Fy) fiir alle

€3

Ps3

Fy

£ D2 €2

P
€1

Abbildung 2.1: Skizze des Simplex

i=1,2,3. Damit B(t) = S in (2.4)
0= fb(x) dx + JT(S,V) do(§)
5 as

gilt, folgt somit daraus

[ barde =~ [ riemdate) - —Z | 7t ~erdote) - [ rie vy doto)

S oS Fy

Nun kann in jeder Komponenten auf der rechten Seite der letzten Gleichung der Mittel-
wertsatz der Integralrechnung angewendet werden, da alle Integranden nach Vorausset-

zung stetig sind. Dann existieren a;; € F; mit ¢ = 1,2,3,4 und j = 1,2, 3 so, dass

sup |b;(y)[vol(S)

yes
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U

Tj (aij, —ei)VOI(FD + Tj(a4j> V4)V01(F4)’
i=1

= vol(Fy)| Y 7j(ay, —ei)n; + 7j(as;, va)|

agls

1=

fiir alle j = 1,2, 3 gilt. Unter der Annahme, dass die anderen Eckpunkte des Simplex, die
wir mit pi, po und p3 bezeichnen, gleichméfig gegen z streben, das heifst, dass die Ent-
fernungen |p; — z| fir i = 1,2, 3 gleichméfig abnehmen, so bleiben die Normalenvektoren

von S erhalten. Lemma A.5 liefert dann fiir alle j = 1,2,3

1 3
0—suployy)|  lim oK = | Y 7y, —en)ng + 75, )|

yes (p1,p2,p3)—x VOl F4 =

und wir erhalten ,
Z —7(x, —e;)n; = 7(x,vy).
i=1

Durch eine geeignete Wahl von p;, p» und ps kann man analog zeigen, dass

Z —7(x, —e;)n; = 7(x,v)

=1

fiir alle v € S* und x € Q(¢) gilt.

Es sei nun j € {1,2,3} fest gewdhlt und wir betrachten den Grenziibergang v — e;.
Mithilfe der Stetigkeit von 7 in v € S* gilt —7(x, —e;) = 7(x,¢;) fiir alle 2 € Q(t) und
j €{1,2,3}. Dann folgt

Z T(z,e;)n; = 7(x,v)

fiir alle z € Q(¢) und v = (ny,ng,n3)" € S*. Mit der Definition 0;;(x) := 7,(, ¢;) fiir alle
i,7 € {1,2,3} erhalten wir schlieflich

o(x)v =71(x,v)
fiir alle v € S. Damit ist die Aussage (i) gezeigt, da dies fiir alle x € Q(¢) und ¢ € [0, T]

gilt.

Als Néchstes wollen wir die Aussage (iii) zeigen. Dazu halten wir wieder einen Zeitpunkt
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t € [0,T] fest. Wenn wir die Aussage (i) in die Gleichung (2.4) einsetzen, erhalten wir

0= f b(x)dx + J o(§vdo(€) = f b(z)+ V- -o(x)dx

B(t) OB(t) B(t)

unter der Verwendung des Gauk-Ostrogradski-Theorems fiir alle B(t) < €(t). Dies liefert
fir t € [0, 7] und = € Q(t)

0=0t2z)+V - o(t,x)=f(t,z) — p(t,z)dw(t,x) + V- o(t,x)

und damit die behauptete Bewegungsgleichung aus (iii).
Es bleibt noch die Aussage (ii) zu zeigen, wobei fiir den Beweis die Drehimpulserhaltung
aus Axiom 2 eine wesentliche Rolle spielt. Unter Verwendung von Satz 2.2 gilt zunéchst

fiir den Drehimpuls

d
A B()
- % x x p(t, x)v(t, z) do

B(t)

I
—

di(z x pv) + (z x pv)V -vdx

o)
—~
o~
=

= (dix) x pv +x x di(pv) + (x x pv)V - vdx.

B(t

—~
~

Mit dyz = v erhalten wir dyx x pv = p(v x v) = 0 und somit

d
S B(D)

= z x di(pv) + (z x pv)V - vdz
B(t)

r

= z X (dip)v + x x pdyv + (x x pv)V - vdx

B(t)
.

= x x pdyv + x x v(dip + pV - v) dx

B(t)
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= J x X pdyvdzx,
B(t)

wobei bei der letzten Gleichung (2.3) verwendet wurde. Dies liefert zusammen mit der

Drehimpulserhaltung
f T X pdyvdr = f x x f(t,x)dxr + f ExT(t, & v)do(§).
B(t) B(t) B(1)
Diese Gleichung lasst sich mit der bereits definierten Funktion b schreiben als
- J x x b(t,z)dx = Ex1(t,&v)do(§)
B(1) B(t)
und somit erhalten wir unter Verwendung von (i)
— J x x b(t,r)dx = Exo(t,§rdo(€).
B(t) B(t)

Nun gilt fiir den Integranden auf der rechten Seite

Eses ov — Esed ov (&263 — 365 )ov
Exov=| &Gelov—CE&ejov | =] (&ef —&ey)ov
Eiegov — Eyel ov (&1eg — &aef Jov

und wir kénnen in jeder Komponenten von £ x ov das Gauf-Ostrogradski-Theorem an-
wenden. Dazu miissen wir zundchst die Divergenzen berechnen. Es gilt fiir 4, j € {1,2, 3}

mit ¢ # j
V- [(&e) —&el)a]

(&e) —¢iel )oer]
[

ok — &oik]

3

D 0%
k=1

3
0%
k=1

3 3

= 05+ & Y, 005 — 05— & ) Oe.0u
k=1 k=1

= 05 —0ij + &V - (%TU) — &V (e 0)
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T T
= O'ji—O'ij—f-fiGjV'O'—fjeiV‘O'

= 05— 0 +e (Ex Vo)

mit [ € {1,2,3}\{7, 7}. Dann folgt insgesamt

032 — 023
— Jxxb(t,x)d:cz Exo(t,rdo(§) = f 013 — 03 | dr+ Jxxv-adx.
B(t) B(t) B(t) 021 — 012 B(t)

Dies fithrt mithilfe von (iii) auf

032 — 023
013 — 031 dr =0

B(t) 021 — 012

fir alle B(t) < Q(t) und somit auf die Symmetrie von ¢. Damit ist auch die Aussage (ii),

die noch gefehlt hat, gezeigt. O

In Satz 2.1 haben wir gesehen, dass man mithilfe des Cauchyschen Spannungstensors die
Oberflachenkraftdichte und den duferen Normaleneinheitsvektor in der Momentankonfi-
guration zueinander in Beziehung setzen kann. Es liegt nahe, dass man diese Beziehung
auch in die Referenzkonfiguration iibertragen mochte. Um Tensorfelder auf den beiden

Konfigurationen in Beziehung zu setzen, definieren wir die Piola-Transformation.

Definition 2.9. Es sei ¢ eine Bewegung, so dass ¢(t,-) : @ — Q(t) fiir alle t € [0, 7]
injektiv ist. Auferdem seien s : Q(t) — R**3, 2 — s(z), ein iiber der Momentankonfigura-
tion definiertes Tensorfeld und S : Q — R3*3 X — S(X), das dazu assoziierte Tensorfeld

iiber der Referenzkonfiguration. Die Transformation P : s — S gemaf
S(X) = det(Vep(t, X))s(p(t, X)) Ve(t, X) ™'

heifst Piola- Transformation. In diesem Fall nennt man S = P(s) Piola-Transformierte

vo1 S.

Mithilfe dieser Definition kénnen wir nun die genannte Beziehung aus Satz 2.1 in die
Referenzkonfiguration iibertragen. Dazu wenden wir die Piola-Transformation zunéchst

auf den Cauchyschen Spannungstensor an und erhalten damit die folgende Definition.
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Definition 2.10. Es sei o der Cauchysche Spannungstensor. Dann heifst
P :="P(o0)

erster Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor.

Dieser erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor ist allerdings im Allgemeinen nicht mehr
symmetrisch. Man kann aber dennoch auch in der Referenzkonfiguration eine lineare Ab-
héngigkeit von dem &uferen Normaleneinheitsvektor zeigen. Dabei wird die Rolle des
Cauchyschen Spannungstensors vom ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor iiber-
nommen. Bevor wir darauf genauer eingehen, wollen wir noch die Piola-Transformation

mithilfe des folgenden Satzes nidher untersuchen.
Satz 2.3. Es seien S : Q0 — R332, s: Q(t) — R*3 und S = P(s). Dann gilt:
()
V- S(X) =det(Vep(t, X))V - s(z)
fiir alle z = ¢(t, X) und X € Q,
(i)
JS(X)NdA = J s(x)vda
B

d¢(t,B)

fiir ein beliebiges Teilgebiet B < (0,

(iii)
det(Vo(t, X))|Veo(t,X) " N|ydA = da.

Dabei ist dA das Fldachenelement im Punkt X € 02 mit dufferem Normaleneinheits-
vektor N und da das Flichenelement im Punkt x = o(t, X) € 0Q(t) mit duferem

Normaleneinheitsvektor v.
Fiir den Beweis von Satz 2.3 benotigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 2.3. Es gilt die Piola-Identitdt:
V- (det(Ve(t, X)) Ve(t, X)™T) =0

fir alle (t,X) € [0,T] x Q.
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Beweis. Sei A € R**3. Dann entsteht Al € R2*2 fiir 4,7 € {1,2,3} durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Damit lasst sich die Kofaktor-Matrix von A definieren
durch

Cof(A) = (dij)1<ij<s € R¥? mit  dy; := (—1)"" det(A})

fiir 4,7 € {1 2,3}. Mlthllfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes gilt die Gleichheit von
det(A) = Z a;;d;; = Z a;;d;; fir 4, j € {1,2, 3} und damit folgt
i=1

izl
A(Cof(A))T = (Cof(A))TA = (det(A))I.
Ist A invertierbar, so gilt Cof(A) = (det(A))A™T. Wenn wir nun A = V(t, X) setzen,

erhalten wir

det(Ve(t, X))Veo(t, X)™" = Cof(Ve(t, X))
mit
(Cof(V))ij = 0j410i+10j420it2 — Oj120i+10j41Pit2,

wobei die Indizes modulo 3 betrachtet werden. Dann folgt schlieflich
3
V- (Cof(Vep)) = (D, 05(Cof(Ve))ij),_y 5 = 0
j=1

durch direktes Nachrechnen. O

Beweis von Satz 2.3: Es gilt zundchst unter Verwendung von Lemma 2.3 und der Ket-

tenregel fiir die i-te Komponente der Divergenz von S

[V - S(X)];
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j=1k=1
= 30 (@, st X)))[Vip(t, X) 7Ty det(Vep(t, X))
+ > si(p(t, X))V - (det(Vep(t, X)) Vip(t, X) 1))
k=1

= Z D (Ox;sik(p(t, X)) [Vep(t, X) ™ iy det(Vep(t, X))

<
Il
—
b
Il
—_

2 (Onsin(@)0x,01(t, X)) [Vep(t, X) ™ iy det(Vip(t, X))

=1

I
e
e

<.
Il
it
o
Il
fu

Il
MCO
Mw

Z Ve(t, X)]i[Ve(t, X) ™ iy det(Vp(t, X)).

Ee
I
—

[y

Aufgrund der Tatsache, dass mit dem Kronecker-Symbol
3 3
2Vt X)1u[Ve(t, X) ™y = D IVelt, X)1i[Ve(t, X)
j=1 j=1
= [Vo(t, X)Ve(t, X) " i = du

fir k,1 € {1,2,3} gilt, folgt

[V S(X)]i = D0 Caysie()d det (Veo(t, X))

k=11=1

O, Sik(x) det(V(t, X)) = [det(V(t, X))V - s(x)];

uMw

und somit die Aussage (i).

Es sei nun B < Q offen und beschrinkt. Dann gilt mithilfe des Divergenzsatzes von Gaus,

der Aussage (i) und dem Transformationssatz

J S(X)N dA = fv L S(X)dX = f Voot - s(p(t, X)) det(Ve(t, X)) dX

0B

_ -s(z) do = s(x)vda.
\Y

o(t.B) 2¢(t.B)
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Damit ist auch die Aussage (ii) bewiesen und es bleibt (iii) zu zeigen. Dazu wahlen wir
speziell s(z) := I = (0;j)i j=123- Dann gilt S(X) = det(V(t, X))Vp(t, X)~ T und mit (ii)
erhalten wir

fdet(Vgo(t,X))Vgp(t,X)_TN dA = f vda

B 2¢(t,B)

fiir alle B < Q. Da wir B < Q beliebig gewiihlt haben und mit |v|, = 1 folgt schlieRlich
det(Vo(t, X)) |Ve(t, X) " N|,dA = da.

Somit ist auch (iii) und damit alles bewiesen. O

Wir definieren nun die Oberflichenkraftdichte 7' = T'(¢, X, N) in der Referenzkonfigura-
tion iiber die Beziehung
T(t,X,N)dA = 7(t,z,v)da,

wobei 7 die Oberflachenkraftdichte aus Axiom 2 ist. Diese Definition ist eine geeignete
Wahl, da mit Satz 2.1 und Satz 2.3 der Zusammmenhang

T, X,N)=1(t,z,v) =o(t,x)v =P(o)(t,X)N = P(t, X)N

gilt und somit auch in der Referenzkonfiguration die Oberflichenkraftdichte linear abhén-
gig ist von dem &ufseren Normaleneinheitsvektor.
Damit haben wir alles zusammen, um die Bewegungsgleichung aus Satz 2.1 auch in der

Referenzkonfiguration zu formulieren.

Korollar 2.1. Fir alle (t,X) € [0,T] x Q gilt
o(X)dV(t,X) -V -P(t,X)=F(t,X).

Dabei bezeichnet o die Referenzdichte aus Definition 2.7.

Beweis. Es seien F(t, X) := det(V(t, X)) f(t,z) und o(X) = det(V(t, X))p(t, o(t, X)),

wobei wir erneut auf das Axiom 1 der Massenerhaltung verweisen. Dann liefert die Mul-

tiplikation der Gleichung (2.1) mit det(Vp(t, X)) > 0 und Satz 2.3, dass die Gleichung
o(X)d,V(t, X))~V - P(t,X) = F(t, X)

erfiillt ist. Dabei gilt die Beziehung d;v(t, z) = d;V (¢, X') entsprechend Definition 2.5. [
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2.4 Elastische Materialien

Wir betrachten die im Satz 2.1 hergeleitete Bewegungsgleichung
p(t,x)dw(t,z) —V -o(t,xz) = f(t,z)

fiir alle (¢,z) € [0,T] x (¢) und die Symmetrie 0" = ¢ des Cauchyschen Spannungsten-
sors. Dann féllt auf, dass dieses System unterbestimmt ist derart, dass wir nur drei Glei-
chungen zur Verfiigung haben, aber neun Variablen darin auftreten. Dies sind zum einen
die drei Komponenten des Verschiebungsfeldes und zum anderen die sechs Komponenten
des Spannungstensors. Die restlichen Bedingungen miissen somit aus den Eigenschaften
des Materials, das verwendet wird, hergeleitet werden. Aus diesem Grund miissen wir die
Klasse der betrachteten Materialien einschrénken. In dieser Arbeit wollen wir dafiir die

sogenannten elastischen Materialien betrachten.

Definition 2.11. Ein Material heifst elastisch, falls eine Abbildung
7 :Qx GL,(3) = Sym(3), (X, M) — &(X, M),
existiert, sodass
o(t,x) =a(X,Ve(t, X)) (2.5)
fiir jede Bewegung ¢ gilt. Dabei ist
GL,(3) := {M e R¥?|det(M) > 0}

die Menge der 3 x 3-Matrizen mit positiver Determinante und Sym(3) die Menge der
symmetrischen 3 x 3-Matrizen. Die Funktion ¢ wird Antwortfunktion fiir den Cauchyschen
Spannungstensor o genannt. Die Gleichung (2.5) nennt man konstitutive Gleichung des

Materials.

Falls ¢ eine Funktion, die nur von ¢ abhéangt, wire, so wiirde sich ¢ bei einer starren
Bewegung der Momentankonfiguration verédndern, was physikalisch nicht sinnvoll ist. Aus

diesem Grund wéhlt man fiir 6 eine Funktion in Abhéngigkeit von V.

Bemerkung 2.3. Aus der Existenz einer Antwortfunktion & fiir den Cauchyschen Span-

nungstensor o eines elastischen Materials folgt nach Definition 2.10 die Existenz einer
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Funktion P, fiir die gilt

P(t,X) = P(X,Vp(t, X))
mit

P(t, X)
= det(Ve(t, X))o(t,z)Ve(t, X) T
= det(V(t, X))5(X, V(t, X))Ve(t, X)~T

= P(X,Vp(t, X)).

Die Funktion P nennt man dann Antwortfunktion fiir den ersten Piola-Kirchhoffschen

Spannungstensor.

Definition 2.12. Falls die Antwortfunktion nicht von der Ortskoordinate X abhéngig

ist, so heiltt das Material homogen. Ansonsten wird es heterogen genannt.

Man kann allerdings die Antwortfunktionen nicht beliebig wahlen, sondern muss sie mithil-
fe physikalisch sinnvoller Axiome einschrénken. In den beiden folgenden Unterabschnitten

werden zwei solche Axiome und deren Auswirkungen auf die Antwortfunktion behandelt.

2.4.1 Objektivitit

Ein grundlegendes Axiom der Physik geht davon aus, dass jede Observable unabhéngig
vom gewahlten Bezugssystem sein muss. Im Zusammenhang mit elastischen Materialien
ist diese Observable die Oberflachenkraftdichte 7 aus dem Satz 2.1. Um dies mathematisch
zu formulieren, sei SO(3) die Menge der orthogonalen 3 x 3-Matrizen mit Determinante

1. Das entsprechende Axiom lautet dann:

Axiom 3. (Objektivitdt) Es werde ein Zeitpunkt ¢ € [0, T'] festgehalten und die Momen-
tankonfiguration Q(¢) werde in eine andere deformierte Konfiguration Q(t) rotiert, das
heit, es sei Q(t) = QQ(¢) fiir ein Q € SO(3). Dann gilt

7(t,z,Quv) = Q7(t, x,v)

fir alle v = o(t,X), 2 = Qp(t,X), X € Q und v € S*. Wir bezeichnen dabei mit
71 [0,7] x Qt) x St — R? sowie 7 : [0,T] x Q(t) x St — R?® die Oberfliichenkraft-
dichten in der rotierten Momentankonfiguration Q(t) beziehungsweise der urspriinglichen

Momentankonfiguration Q(t).
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Dies schréinkt die Klasse der méglichen Antwortfunktionen in der folgenden Art und Weise

ein.
Satz 2.4. Die folgenden Ausssagen sind dquivalent:
(i) Es gilt das Aziom 3 der Objektivitdt.
(ii) Fiir jedes X € Q gilt
5(X.QF) = Q5(X,F)Q"

fiir alle F € GL,(3) und Q € SO(3), wobei 5 : Q x GL,(3) — Sym(3) die Antwort-

funktion fiir den Cauchyschen Spannungstensor ist.

(iii) Es gilt der Satz von Richter: Fiir jedes X € Q ist
5(X,F)=Rs(X,U)R"

fir alle F = RU € GLy(3) erfillt. Dabei ist ' = RU die Polarzerlegung der Matriz
F mit R e SO(3) und U € Sym, (3) und wir bezeichnen mit Sym_(3) die Menge der

symmetrischen, positiv definiten 3 x 3-Matrizen.

Beweis. Um die Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen, gelte zuniichst (i) und damit das
Axiom 3. Dann sei ein Zeitpunkt ¢ € [0,T] fest gewahlt, &(¢,%) der Cauchysche Span-
nungstensor in der rotierten Momentankonfiguration im Punkt 2 € fl(t) und o(t,z) der
Cauchysche Spannungstensor in der nicht rotierten Momentankonfiguration im Punkt
x € Q(t). Nach Satz 2.1 und mit Axiom 3 gilt

o(t,2)Quv =7(t,z,Qv) = Q1(t,z,v) = Qo(t,x)v

fir alle v € S' und Q € SO(3). Da dies fiir alle Einheitsvektoren v gilt und @ nach

Voraussetzung orthogonal ist, ist dies sogar dquivalent zu
6(t,2) = Qo(t,r)Q".
Dies ist wiederum mit V[Q¢](t, X) = QVp(t, X) und (2.5) dquivalent zu
5(X,QV(t, X)) = 5(X, VIQg](t, X)) = 6(t,7) = Qult, 2)Q" = Q5(X, Viplt, X))@

Da zu jedem F' € GL, (3) ein ¢ existiert mit Vi = F', ist dies dquivalent zu (ii).

Damit kommen wir zum Beweis der Aquivalenz von (ii) und (iii). Dazu sei ' = RU die
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Polarzerlegung der Matrix /' € GL,(3) mit R € SO(3) und U € Sym, (3) < GL,(3). Aus
der Aussage (ii) folgt dann mit Q = RT

R3(X,U)R" = R6(X,R"TRU)R" = R6(X,R"F)R" = RR"6(X,F)RR" = (X, F)

und damit (iii). Umgekehrt sei nun (iii) erfiillt. Da die Polarzerlegung nach Korollar A.1
eindeutig ist, ist die Polarzerlegung der Matrix QF gerade QF = (QR)U und aus (iii)
folgt

(X, QF)
= (X, (QR)U) = (QR)5(X,U)(QR)" = QR&(X,U)R'Q"
= Q5(X,RU)Q" =Q5(X,F)Q".

Dies ist gerade die Aussage von (ii) und damit das Ende des Beweises. ]

2.4.2 Hyperelastische Materialien

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass wir die Klasse der zuldssigen Antwortfunk-
tionen fiir ein elastisches Material einschréanken kénnen durch das Axiom der Objektivitét.
Diese Klasse ldasst sich auch noch weiter beschranken durch das folgende Axiom. Dieses
ist eine Folgerung aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik. In diesem Abschnitt
halten wir uns an die Vorgehensweise in [Gur81|. Allerdings benotigen wir zum Aufstellen

des Axioms noch einige Begriffe.

Definition 2.13. Es sei ein Zeitintervall [to,t1] = [0,7] und p := ¢, +,1x0 mit einer
Bewegung ¢ : [0,T] x  — R® gegeben. Dann heifit p Prozess. Des Weiteren nennt man
einen Prozess p geschlossen, falls p(ty, X) = p(t1, X) und p(te, X) = p(t;, X) fir alle
X € Q gilt.

Definition 2.14. Es sei p := ¢, +,1xq ein Prozess und B < Q. Dann ist

A(to, t17 B)

t1

— f( f (ot 2)w(t,2), v(t, 2)>da + f<f(t,x),v(t,x)>dx> dt
op(t,B) p(t,B)

to
t1

_ f (i (Pt X)N(2), V(X)) dA + 1! <F(t,X),V(t,X)>dx> dt

to
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die auf B wahrend [to, t1] geleistete Arbeit. Dabei ist o wieder der Cauchysche Spannungs-
tensor und P der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor, v und f beziehungsweise N
und F' der Normaleneinheitsvektor und die Volumenkraftdichte in der Momentan- bezie-

hungsweise Referenzkonfiguration.

Hier und in der gesamten Arbeit bezeichnen wir mit (-, ) das euklidische Skalarprodukt
im R3.
Unter der zuséatzlichen Annahme, dass der Prozess geschlossen ist, erhalten wir die fol-

gende Darstellung fiir die geleistete Arbeit.

Lemma 2.4. Es sei p := @[, 1,1x0 €in geschlossener Prozess und B < Q. Dann gilt

Alto, t1; B)
= ( J o(t,z) : Vou(t,x) dx dt

J
to p(t,B)

= WP(t, X): VV(t, X)dX dt.

J
to B

Beweis. Mithilfe des Gauk-Ostrogradski-Theorems, der Symmetrie von o und Lemma A.3
folgt

f {o(t,x)v(t,z),v(t,x))da

op(t,B)
_ f<a(t,x)Tv(t,x),V(t,x)>da
op(t,B)
_ J V- (o(t, 2)u(t,x)) dz
p(t,B)
- J<V-a(t,x),v(t,x)>dx+ f o(t,x): Vo(t,x) dz

p(th) p(th)

und damit

Alto, t1; B)
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t

_ <J<at:c (t,2), v(t, ) da + J<ftx ta:)>d:c)
op(t,B)

to (t B)
tr‘ 131

= f (V-o+ f(t,x),v(t,z))ydxdt + J J o(t,x) : Vo(t,x) dz dt.
tJo p(t,B) to p(t,B)

Unter Verwendung von Satz 2.1 erhalten wir damit

Alto, t1; B)
b
= {p(t, x)dyo(t, x),v(t,x))de dt + J J o(t,z) : Vou(t,x) dz dt
tJo p(t‘iB) to p(t,B)
o *
= p(t, x){dw(t, x),v(t,z))dx dt +J J o(t,x) : Vu(t,x)dzdt. (2.6)
;o p(t‘jB) to p(t,B)

Des Weiteren gilt

{dp(t, x),v(t, x))
= {(Ow(t,z),v(t,z)) + {Vu(t,x) - v(t,z),v(t, x))

3 3 3
= Y @it 2))vilt, ) + >0 vt ) (Qvilt, x))vy(t, @)
i=1 i=17=1
1 3 1 3 Z’f
=—Z&vltx + = ZZ@Uth Jv;(t, z)
2 i=1 2 i=17j=1
1./ 1g >
— 5&(;1}@-(@%)2) + 53-:1 @(;W(t ) )vj(t x)
1

= S0t 2)[3 + VHv(t )3 - vt @)

1
~ St )3

Mithilfe von Lemma 2.1 und dem Transformationssatz folgt daraus

T f p(t, x){dw(t, x), v(t, x))dz dt

to p(t,B)
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_ JJ () ds ot 2)|2 da dt

toptB)
- fdtf (t2)|o(t, 2) 3 do dt
to p(t,B)
- J dt f o(t, X)) |v(t, @(t, X))[5 det(Ve(t, X)) dX dt

= (t, X)|5dX dt
f ° j W X3

= j oIV (11, )13 = |V (to, X)[3) dX

B

Da der Prozess p nach Voraussetzung geschlossen ist, gilt V(tg, X) = V (¢, X) fiir alle

X € Q und somit erhalten wir schlieflich

T f p(t, z){dp(t, z),v(t, z)) dz dt = 0.

to p(t,B)

Wenn wir dies in die Darstellung (2.6) einsetzen, liefert das gerade die erste Behauptung.
Diese wollen wir nun verwenden, um die zweite Gleichung zu zeigen. Mithilfe der Ket-
tenregel erhalten wir zunéchst V,u(t,z)|s—pex) = Vxu(t, ¢(t, X))Vxe(t,X)". Unter
Verwendung dieser Gleichheit, der eben gezeigten Behauptung und des Transformations-

satzes gilt

Alto, t1; B)
= J J (t,x) : Vo(t,z)dx dt
t0p(tB)
= J J ZZawtx [Vo(t,z)];j dedt
top(tB i=1j=1

- f JZZ% X)[Velt, (t, X)Vep(t, X) ']y det(Veplt, X)) dX di

i=1j5=1
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_ J (ZZ%(@ ot X)) S [Volt, o(t, X))l Viplt, X) iy det(Vip(t, X)) dX dt

= J(ii[w (t, X) ZkZU” X)N[Ve(t, X) ™ iy det(Ve(t, X)) dX dt

| [ Dttt X0 X oot X Tt X) (Ve X)) X

voi=1k=1 j=1

_ J (ZZ[W(t,go(t,x»]ik[a(t,<p(z,X))w(t,X)T]ikdeuw(z,X))dth

- f [ Vot o(t, X)) - (a(t,gp(t,X))Vgp(t,X)_T det(w(t,X))) dX dt

= (VV(t, X): P(t, X)dX dt.

Da das Skalarprodukt symmetrisch ist, folgt daraus die zweite Behauptung und wir haben

alles gezeigt. O

Nun haben wir alle benotigten Begrifflichkeiten und Aussagen zusammen, um das bereits

erwahnte Axiom anzugeben.
Axiom 4. In geschlossenen Prozessen wird eine nichtnegative Arbeit verrichtet.

Bemerkung 2.4. Das Axiom 4 ist dquivalent zu

Altog, t1; B) = JJP(:&,X) :VV(t, X)dX dt =0

to B

fiir alle B < €, [to,t1] = [0,7] und geschlossene Prozesse p := ¢|p, ;,1x0- Des Weiteren
sieht man leicht, dass durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge diese Aussage und

damit das Axiom 4 ebenso dquivalent ist zu der Aussage, dass

t1
JP(t,X) VYV, X)dt =0

to
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fiir alle X € B gilt.

Damit kénnen wir nun die Klasse der elastischen Materialien weiter einschranken, derart,
dass wir elastische Materialien betrachten wollen, die gerade das Axiom 4 erfiillen. In
Satz 2.5 werden wir sehen, dass dies genau die sogenannten hyperelastischen Materialien
sind. Bevor wir allerdings zu diesem Resultat kommen, miissen wir noch definieren, was

iiberhaupt ein hyperelastisches Material ist.

Definition 2.15. Ein elastischer Korper heifst hyperelastisch, falls
P(X,Y) = VyC(X,Y)

fiir alle (X,Y) € Q x GL,(3) und eine Funktion C' : Q x GL, (3) — R gilt. Diese Funktion

C wird Verzerrungsenergiedichte genannt.
Die in Definition 2.15 verwendete Ableitung ist dabei folgendermafsen zu verstehen:

Bemerkung 2.5. Sei f : M < R¥3 — R in Y € M differenzierbar. Dann sind die
Eintrige von (Vy f)(Y) € R**? gegeben durch

[(Vy H)Y)]ij = Oy, f(Y), 4,5 = 1,2,3.

Analog gilt fiir eine Funktion f : Q x M — R mit Q x M < R x R3*3

VYf(X7 Y) = [aYijf(Xa Y)]lsz‘,y<3

firalle X eQund Y € M.

Der Zusammenhang zwischen der Antwortfunktion P und der Verzerrungsenergiedichte
C in der Definition 2.15 zeigt, dass die Verzerrungsenergiedichte, falls sie existiert, nur
bis auf eine beliebige Funktion, die lediglich von X abhéngt, durch die Antwortfunktion
bestimmt wird. Damit kommen wir nun zu dem bereits erwdhnten Satz, der die Klasse

der hyperelastischen Materialien charakterisiert.

Satz 2.5. Fin elastischer Korper ist genau dann hyperelastisch, wenn die in geschlossenen

Prozessen geleistete Arbeit nichtnegativ ist.

Wir wollen an dieser Stelle auf den etwas léngeren Beweis verzichten. Diesen findet man

beispielsweise in [Gur81|.
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Damit haben wir unser Material soweit eingeschrankt, dass wir nun eine Gleichung an-
geben konnen, die eine wesentliche Rolle in unserem Modell (siehe Kapitel 3) spielt und

somit fiir die gesamte Arbeit essentiell ist.

Lemma 2.5. Der Kdrper bestehe aus einem hyperelastischen Material. Dann gilt
o(X)d,V(t, X) = V- VyO(X, V(t, X)) = F(t, X)

fiir alle (t,X) € [0,T] x Q. Dabei seien wieder C' die Verzerrungsenergiedichte, o die Re-
ferenzdichte, V' das Geschwindigkeitsfeld der Bewegung ¢ und F die Volumenkraftdichte.

Beweis. Die Aussage des Lemmas folgt direkt aus Korollar 2.1 unter Zuhilfenahme von
Bemerkung 2.3 und Definition 2.15. O

Damit haben wir die Grundlagen geschaffen, um im néchsten Kapitel unser Modell auf-

zustellen.



Kapitel 3

Mathematische Modellierung des

inversen Problems

Als Grundlage fiir unser Modell dient uns nun die Differentialgleichung
o(X)d,V (t,X) -V - VyC(X,Vp(t, X)) = F(t, X)

aus Lemma 2.5. Diese haben wir im vergangenen Kapitel aus dem Axiom 1 der Mas-
senerhaltung, dem Axiom 2 der Impuls- und Drehimpulserhaltung, dem Axiom 3 der
Objektivitét und dem Axiom 4 hergeleitet. Dabei seien C' die Verzerrungsenergiedichte, o
die Referenzdichte, V' das Geschwindigkeitsfeld der Bewegung ¢ und F' die Volumenkraft-
dichte. Nach Definition 2.4 gilt der Zusammenhang VU(t, X) = Vp(t, X) — I zwischen
Deformations- und Verschiebungsgradient. Aus diesem Grund kénnen wir die Verzerrungs-
energiedichte auch als Funktion von X und VU (¢, X) betrachten. Somit ist es moglich

diese auch folgendermafsen zu schreiben:
C(X,VU(t, X)) = C(X,V(t, X)) = C(X,VU(t, X) + I).

Auferdem setzen wir voraus, dass der Korper keine Vorspannungen besitzt. Mathematisch
bedeutet dies

P(X,I)=6(X,1) = 0.

Nach Definition 2.15 ist dies gleichbedeutend mit

VyC(X,0) = VyC(X, 1) = 0.
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Des Weiteren haben wir bereits im Zusammenhang mit Definition 2.15 festgestellt, dass die
Verzerrungsenergiedichte nur bis auf eine additive Funktion von X festgelegt ist. Deshalb

kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
C(X,0)=0

fiir alle X € Q gilt.

Die bisher verwendete Notation ist iiblich in der Kontinuumsmechanik. Im Folgenden wol-
len wir aber iibergehen zu der Notation, wie sie in der Mathematik gewohnlich verwendet
wird. Aus diesem Grund benutzen wir ab hier kleine, lateinische Buchstaben fiir die Be-
zeichnung von Ortsvariablen und Funktionen und schreiben p anstelle von g, obwohl wir
im Weiteren ausschlieflich die Referenzkonfiguration {2 betrachten.

Ausgestattet mit geeigneten Anfangsbedingungen betrachten wir dementsprechend mit
dw(t,z) = u(t, z) das System

fir t € [0,7] und z € Q = R3 mit gegebenen Anfangswerten
u(0,-) = ug € H*(Q,R?), (3.2)

W(0,-) = uy € HY(Q,R?) (3.3)

und homogenen Dirichlet-Randwerten
u(t, &) =0, te[0,T], &€ . (3.4)

Ausfiihrliche Einfiihrungen und Herleitungen dieser Gleichungen findet man auch in der
Standardliteratur, wie zum Beispiel in [Cia88], [Hol00| oder [MHS83|. Dabei nehmen wir
noch an, dass

0< in{fzp(x) = pmin < P(2) < Pax 1= sup p(z) < (3.5)
xre

zeQ
gilt.
Das Ziel unserer Untersuchungen ist nun die inverse Bestimmung der Verzerrungsenergie-
dichte C' in einem hyperelastischen Material aus Daten, die Messungen von am Rand der
Struktur angebrachten piezokeramischen Sensoren entsprechen. In dem Artikel [SW14]

wurde aufbauend auf Ergebnissen aus [KLO7| gezeigt, dass dieses inverse Problem unter
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gewissen Bedingungen an die Eingangsdaten (f, ug, u1) und den Zeitpunkt 7" eindeutig 16s-
bar ist, falls sich die Verzerrungsenergiedichte C' als konische Kombination endlich vieler

Funktionen (4, ..., Cy darstellen lésst,

M=

C = OJKCK. (36)

=
)

Damit lésst sich (3.1) schreiben als

N
p(2)ii(t,x) = > agV - VyCklx, Vu(t,z)) = f(t,x) (3.7)
K=1

fiir t € [0,7] und z € Q < R?. Dabei ist ag >0, K =1,..., N, und Cx : Q2 x R¥3 > R
erfiilllt die Bedingungen Ck(x,0) = 0 und VyCgk(2z,0) = 0 fir alle K = 1,...; N und
r € Q < R3, da bereits insgesamt die Verzerrungsenergiedichte C' diese letzten beiden
Bedingungen erfiillen muss. Es sei dabei angemerkt, dass mindestens ein K € {1,..., N}
mit ai # 0 existieren muss, da es ansonsten im Folgenden zu Widerspriichen beziehungs-
weise zur Division durch Null kommt. Unter der Annahme, dass ein geeignetes Dictionary
{C4,...,Cn} gegeben ist, reduziert sich die Rekonstruktion der Verzerrungsenergiedichte
C schlieflich auf ein endlichdimensionales (nichtlineares) Identifikationsproblem fiir den
Vektor o = (v, ...,ay) " € RY. Mathematisch ldsst sich somit unser Problem der Bestim-
mung der Verzerrungsenergiedichte C' eines hyperelastischen Materials aus Messdaten als
das folgende inverse Problem formulieren:
Gegeben (f,ug,u1) und das Verschiebungsfeld u(t,z) fiir ¢t € [0,7] und x € Q, bestim-
me die Koeffizienten v = (o, ..., ) € RY, sodass u das Anfangs-Randwertproblem (3.7)
mit (3.2) bis (3.4) erfiillt. Fiir die weiteren Untersuchungen dieses Problems definieren wir
durch 7 den sogenannten Vorwdirtsoperator (oder auch Losungsoperator des Vorwérts-
problems), welcher einen Vektor o € D(7") abbildet auf die eindeutige Losung von (3.7),
(3.2)—(3.4) fiir feste Daten (f, ug, u;). Dann ist unser inverses Problem gegeben durch die

nichtlineare Operatorgleichung

T(a) = 1. (3.8)

Dabei bezeichnen wir mit D(7") den Definitionsbereich von 7, der spéter noch spezifiziert

wird.



Kapitel 4

Fréchet-Ableitung des

Vorwartsoperators

Fiir die Linearisierung, aber auch fiir die iterative Losung des im letzten Kapitel hergelei-
teten inversen Problems ist es notwendig die Fréchet-Ableitung des Vorwértsoperators T
beziehungsweise dessen adjungierten Operator zu bestimmen. Dies ist Gegenstand dieses

Kapitels.

4.1 Voraussetzungen und Hilfsresultate

4.1.1 Voraussetzungen

Im Folgenden miissen wir einige Annahmen treffen, die fiir die weiteren Beweise zum
einen notig sind und zum anderen notwendig sind, um die Resultate aus [SW14] und
[WS15] verwenden zu konnen. Zunéchst schrianken wir die Nichtlinearitat der Funktionen
Ck und damit von C' ein. Aus diesem Grund nehmen wir an, dass positive Konstanten

/@Eg], /{Z%], /,ng], /,L%] fiir K = 1,..., N existieren, sodass

0 0
KAV, < Ok, Y) < by 2, (4.1)

und
WIHIZ, < H:VyVyCrxle, Y)H < @I H|2, (4.2)

fir alle H,Y € R**3 und fast alle x € Q erfiillt wird. Des Weiteren miissen noch verschie-

dene hohere Ableitungen der C'x nach den Komponenten von Y wesentlich beschrénkt

. . . 2 7] g .
sein. Dazu nehmen wir an, dass weitere Konstanten /JEQ, - ,u%] fir K = 1,..., N existieren
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mit
10y, 0v;, 0y, Crc | oo (axraxsy < 2 (4.3)
10y, 0%,,0v,, 0 O | o ax sy < pulg) (4.4)
1010y, Cc || Lo (o xmaxsy < ,u%] (4.5)

|0v:, 010y Cc || Lo cmsnsy < b

l.l;
~
SN—

1010y, 0%, Cic | Lo (@xraxsy < g

(
6
[6] (
Hﬁypqazayij Oviy Ok | oo (axm3x3) < MEZ] (

fir a,b,7,7,k,l,p,g =1,2,3und K = 1,..., N. Aufserdem gelte noch
63/”, 018yk10(x, Y) = 618yij (9YMC($, Y) (49)

fiir alle i, 5, k,1 = 1,2,3, was zum Beispiel erfiillt ist fiir C' € C*(2 x R3*3). Schlieflich
fordern wir, dass die Abbildung Y +— Ck(z,Y") dreimal stetig differenzierbar fiir fast alle
x € () ist.

Als Nichstes wollen wir die Menge der zulissigen Koeffizientenvektoren o = (o, ..., an) T,

welche die konische Kombination (3.6) spezifizieren, einschrénken auf

_ Jaelo,0)N SR asid = sl SR aruld < pl?
' fir allea=0,1 und b=0,...,7 .

Diese Menge ist direkt verbunden mit den Einschriankungen der Nichtlinearitat von Ck
(siche (4.1) bis (4.8)). Schliefslich definieren wir noch die Menge der zuléssigen Losungen

u des Vorwértsproblems (3.1). Diese sei fiir gegebene Konstanten M;, i = 0, ..., 4,

A = A(My, My, My, Ms, My)

([ uwe LP((0,T) x QR n WH*((0,T), HY(Q,R?)) :
10105l oo (0,1, 22(2)) < Mo, | Ortin] e 0,0)x0) < Mi,
|G105 || Lo 0,1y x ) < Mo, [ 010Uk Lo(0,myx0) < Ms, ¢ - (4.10)

N

I
A

|Orur ]| oo 0,y x0) < My
fir alle 4, 5, k, 1 =1,2,3
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Damit man u € A(My, My, My, M3, My) annehmen kann, sollten 02, f, ug, u; und Ck
hinreichend glatt sein.

Es sei darauf hingewiesen, dass diese Menge A(My, My, Ms, M3, My) im Vergleich zu der
Menge A(My, My, My, M;) in dem Artikel [WS15| und der Dissertation [Wos13| lediglich
eine Erweiterung um die zusétzliche Bedingung |0jug||r=(omx0) < My fir k,1 = 1,2,3
und ein My > 0 darstellt.

4.1.2 Hilfsresultate

Fir die Untersuchungen und Beweise im néchsten Abschnitt bendtigen wir noch eini-
ge Resultate, die wir in diesem Abschnitt zusammenfassen wollen. Dazu definieren wir
zunichst fiir u e H'(Q)

HuH%ﬁ(Q) = 2 ”@xUH%%Q)

lo]<1

firue HY}(Q) = {ye H(Q): y =0 auf 0Q} ¢ H(Q)

HUHJQLI(}(Q) = Z HaaUH%Q(Q)

la|=1
und fiir v € H*(Q)
HUHJ%I?(Q) = 2 ”aauH%Q(Q)

|o] <2

Weitere Erlduterungen dazu findet man beispielsweise in [Tr609]. Aus der Poincaré-Ungl-

eichung folgt, dass es eine Konstante C > 0 gibt, sodass
|u|mr@rs) < V1 + Calul g ors) (4.11)
fiir alle uw € HJ (2, R?) gilt. Dies liefert fiir w € L?(0,T; H} (2, R?))
Hw||L2(0TH1 QR SV 1 +CQ”wHL2 0,T;HL(Q,R3)) (4.12)
AuRerdem folgt direkt aus der Definition der H'-Norm und der L2-Norm

HUHLQ(Q,R:;) < HuHHl(Q,R&) (413)
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fiir alle w € H'(2, R?) und

lu g orsy < [ullpr@rs) < |ulmz@rs) (4.14)

fiir alle u € H?(Q2,R3). Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert fiir Q < R?, dass eine

Konstante Csg > 0 existiert mit
|l L) < Csrllu|m g (4.15)

fiir alle u e H'(2).

Lemma 4.1. Fiir alle uw € H*(Q,R3) gilt

1
2

3 3 4
( f (Zz|ajui(x)|) dx) < 27(1 + Ca)C2plul3egq 2oy (4.16)
o i=lj=1

Beweis. Sei u € H?*(2,R3). Dann folgt mithilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
(4.11), (4.15) und einigen Umformungen:

J(.S iajui(fv)!>4dx

i=1j7=1
3 3
< 9322J]6jui(:ﬂ)\4dw
i=lj=1g
3 3
= 9 > 0wl
i=1j=1
3 3
< 950&22\@%“?{1(9)
i=1j=1
3 3 2
< P(1+Ca)Cép ) D, ( > \5a9jui|%2(g))
i=1j=1 \lal=1
3 3
< 9%(1+ Coq) CSE(EZ 2 10a0; ul||L2 )
=1j=1|a|=1
< 93(1 + Cp)? CSEHUHH2(Q,R3)~

Dies liefert die Aussage des Lemmas. m
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Die Beweise im néchsten Abschnitt basieren in der Regel auf dem folgenden Lemma von

Gronwall:

Lemma 4.2. (Lemma von Gronwall) Seien ¢ € C(0,T) und b,k € L*(0,T) nichtnegative
Funktionen. Wenn 1 die Ungleichung

W(r) <a+ f b(£)(t) dt + J k(t)(£)P dt

fir alle T € [0, T] mit Konstanten p € (0,1) und a = 0 erfillt, so gilt

t

W(7) < exp fb 1) dt) [1 P (1—p fk exp 1)Jb(o)d0) dt]l/(lp) (4.17)

0 0
fir alle T € [0, T].

Einen Beweis dieser Version des Lemmas kann man beispielsweise in [BS92| finden. Aller-
dings benétigen wir in der Regel das Lemma von Gronwall nur fiir den Fall, dass a, b, k
konstant sind und p = 3 gilt. Dann erhilt man als Ergebnis dieses Lemmas fiir (4.17) die

folgende vereinfachte Ungleichung

k

—(exp (%bT) - 1)] (4.18)

1 1
P(T) < [exp (ébT)a? + 2

fir alle 7 € [0,T].
Einen Beweis des folgenden Lemmas, welches wir fiir einige Abschétzungen in den Bewei-

sen im néchsten Abschnitt benétigen, findet man in der Dissertation [Wés13|.

Lemma 4.3. Eine Implikation von (4.2) ist die Giltigkeit von

fiir alle Y € R3*3, fast alle x € Q und alle i, 7,k 1 = 1,2,3 sowie fiir alle K =1,...,N.

Als Néchstes zitieren wir eine Eindeutigkeitsaussage fiir das Vorwértsproblem und somit
fiir die Losung des Anfangs-Randwertproblems (3.1)-(3.4). Dieses wichtige Resultat wird
in [WS15] bewiesen.

Satz 4.1. (Theorem 2.1 in [WS15]) Seien u, 4 zwei Lésungen des Problems (3.1) bis

(3.4) zu den Parametern und Anfangswerten (o, ug,uy, f) beziehungsweise (@, g, Uy, f).
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Auferdem nehmen wir u,u € A(My, My, My, M3, My) an. Wenn fir

N N
Z OéKliK und [ : Z aKu%] (4.20)
K=1
die Bedingung
7 9
= = 4.21
gh <K< g (4.21)

erfillt ist und es Konstanten k() und p(a) gibt mit
k= k(o) >0 und p < pa), (4.22)
dann existieren Konstanten Cy, Cy und Cs, sodass die Stabilititsabschditzung

[p(it — w)(t, )2 ps) + H(@(Vu = Va)(t, )| L2 qpses)

+pl (it = w)(t, )2 ps) + K@) (Vi = Vi)t ) | L2 pses)

1

2
- a, ->||%12<Q,R3)]

N

<o [ma)nu() ol namey + 1 — ulnélm,Rs)]

+Ci|f = flwrrom,rz@rsy) + Colla — @l

fiir alle t € (0,T) gilt. Dabei hingen die Konstanten Cy, Cy und Cy nur ab von T, Mo,
M17 MQ; M3;
N N -1
= aKME?( D aKf;%]) (4.23)
K=1 K=1

und

K v, m)
Afo 1 1
Cla) := ng_l Qe (Kg_l osz-@K) , (4.24)

wobei € > 0 eine Konstante ist, deren Existenz aus (4.21) folgt. Die Konstante K >0 ist
definiert durch die folgende Stetigkeit der Einbettung

HN(Q,R?) := HX(Q,R?) n HH(Q,R?) — H*(Q,R?) :

X 3
||l 28y < KHgHHg’l(Q,I[@ = ( Z JZ Z (0i0;9x(x dx)

1=1j=1



4.1.2 Hilfsresultate 47

fur alle g € Hg’l(Q,]R?’). Auperdem sind die Konstanten Cy, C, und Cy gleichmdfig be-
schrinkt, wenn (Mg, My, My, M, C(a), C(a), T) € M mit M < (0,0)7 beschrinkt ist.

Die Funktion C' ist aufgrund der Nichtnegativitit der Koeffizienten ag positiv und be-

schrankt,
. 2 2
0 < (= —ISKSN b < C(a) < A <o 1 =17 < 0. (4.25)
maxj<K<nN "f%] minj<g<n H%]

Als Néchstes zeigen wir ein Korollar, welches wir fiir den Beweis von Satz 4.7 bendtigen

und unmittelbar aus Satz 4.1 folgt.

Korollar 4.1. Seien u,u € A(My, My, My, M3, My) zwei Losungen des Problems (3.1)-
(3.4). Dann folgt fir i = v — u und alle t € (0,T)

3

> [ oyttt 0t e < M2l g (4.26)
i,7=1 Q

Beweis. Aus der Bedingung u,u € A(My, My, My, M3, My) folgt direkt mithilfe der Drei-
ecksungleichung

|0t Lo 0,7y x0) = [ us — Ojtiil| Lo 0,7y <) < [ 0jill oo (0, x ) + [0t pe 0,7y x02) < 2Ma

fiir alle 7,7 = 1,2, 3. Daraus ergibt sich

|05t (t, )|
2M,

|0;;(t, )| 4< |05a:(t, )\ ?
2M, h 2M,

fir alle 4,5 = 1,2,3 und (¢,z) € (0,7) x Q. Dies fithrt schlieklich auf die Abschitzung

<1

und somit

i,]= 1
3 4
_ 4 10;1(t, )|
_ Z (2My) f (—2M4 dzx
i,7=1 Q

3 ~ 2
|0t (t, )|
< Sem " (—2M4 dr
- Q
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3
j=1 Q
= (2My)? H (7')HH6(Q,R3)

und somit die Aussage des Korollars. O

Wir definieren fiir die gesamte Arbeit
V= H'(Q,R*) und H:= L*(Q,R?

und identifizieren H nach dem Satz von Riesz mit seinem Dualraum H’. Dann erhalten
wir das Gelfandsche Tripel
VcH=H V'

mit dichten, stetigen Einbettungen. Des Weiteren betrachten wir
U:= H;(Q,R?)

und damit gilt
UcVcH=HcV cU

mit dichten, stetigen Einbettungen. Aufserdem benétigen wir im néchsten Abschnitt den
folgenden Satz, der von Lions [Lio71| stammt, iiber die Losbarkeit linearer Anfangswert-

probleme einer speziellen Form.

Satz 4.2. (Lions) Seien A(t), t € [0,T], eine Familie von Operatoren, die von U nach
U’ abbilden, und a(t;vi,ve) := (A(t)vy, v)urxu zugehirige Bilinearformen in U, die die

folgenden Bedingungen erfiillen:
(i) a(t;vi,ve) ist differenzierbar in t Yvi,vo € U, t € [0,T7].
(i) a(t;vy,ve) = a(t;ve,v1) Yoy, v € U, t € [0,T].

(11i) Es existieren Konstanten o > 0 und A € R mit

a(t;v,v) + A|v|3 = allv|} YveU, te[0,T].

Dann existiert fiir jedes f € L*(0,T;H), vo € U und v; € H ein eindeutiges, schwaches
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ve L2(0,T;U) mit v' € L*(0,T; H), welches

VAt = f auf (0,7),
— (4.27)

erfillt. Weiterhin ist die Abbildung

{f? Vo, Ul} i {Ua Ul}
stetig als eine Abbildung von L*(0,T; H) x U x H nach L*(0,T;U) x L*(0,T; H).

Bemerkung 4.1. In [LMKT72| zeigen Lions und Magenes, dass die Losung v auch stetig
ist von [0,7"] nach U und v’ stetig ist von [0,7] nach H.

Das folgende Lemma resultiert direkt aus einer Anwendung von Theorem 30.4 in [W1087|
(siche [BSS15]).

Lemma 4.4. Angenommen, es gilt f € HY(0,T;H), vo € H(Q,R3) <« U und v; € U.
Dann erfillt die eindeutige Losung v von (4.27)

ve (Hl(o,T; U)n H*0,T; H))

sowre

ve L*0,T; H3 (9, R?)).

Damit haben wir nun alle Hilfsresultate zusammen und kénnen zur Fréchet-Ableitung

unseres Losungsoperators kommen.

4.2 Die Fréchet-Ableitung des Losungsoperators
Sei der Definitionsbereich D(7) = RY von T gegeben durch
D(T):={ae€ RY : (3.7), (3.2)(3.4) hat eine eindeutige Losung u € A} (4.28)

und wir nehmen an, dass int(D(7)) # 0 gilt. Im Folgenden wollen wir nun zunéchst

einmal die Gateaux-Ableitung von T charakterisieren.
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Lemma 4.5. Die Gdteauz-Ableitung v = T'(a)h des Ldosungsoperators T erfillt fir
h € RY das folgende lineare Differentialgleichungssystem mit homogenen Anfangs- und

Randbedingungen
pi(t,z) =V - [VyVyCq(x,Vu(t,z)) : Vo(t,z)] = V- VyCh(x, Vu(t, z)) (4.29)
firt € [0,T] und x € Q < R3,
v(0,z) =0(0,z) =0 (4.30)

fiir x € Q und
v(t,&) =0 (4.31)
fir alle t € [0,T] und & € 092.

Dabei haben wir ug(z) = ui(x) = 0 fiir x € Q und die Randbedingungen (3.4) angenom-

men. Wir setzen

N N
C, = Z agCk  beziehungsweise C), = Z hCgk.

K=1 K=1

Beweis von Lemma 4.5: Es seien o, h € RY und s € R, hinreichend klein. Dann betrach-
ten wir u(a + sh) als Losung von (3.1) beziiglich a + sh und f mit den Anfangswerten
up(a + sh) = ui(a + sh) = 0. Analog sei u(«) eine Losung von (3.1) beziiglich o und f,
die die Anfangsbedingungen ug(«) = u;(a) = 0 erfiillt. Folglich gilt

p(i(a + sh) —i(a)) = V - [VyC(z, Vu(a + sh)) — VyC(z, Vu(a))] = 0. (4.32)

Wir nehmen an, dass der folgende Grenzwert existiert:

v e lim u(a + sh) — u(a).

s—0t S

(4.33)

Demzufolge stellt v = T'(«)h die Gateaux-Ableitung an der Stelle « in Richtung h dar. An
dieser Stelle wollen wir darauf hinweisen, dass die Bildung des Grenzwertes wohldefiniert
ist, da wir angenommen haben, dass « € D(7T) nicht isoliert ist. Das Ziel ist es nun

eine partielle Differentialgleichung zu bestimmen, welche v als Losung hat. Dazu ist es
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notwendig die Gleichung (4.32) umzuformulieren.

VyC(z,Vu(a + sh)) — VyC(z, Vu(a))

— Z(% + sh;)VyCj(z, Vu(a + sh)) Z iVyCj(x, Vu(a))

7j=1

N N
= Zoz]—i-sh )VyCj(x, Vu(a + sh)) Zoz]—&-sh )WVyCj(x, Vu(a))

J=1

N N
Z a;j + sh;)VyCj(x, Vu(a Z i VyCj(x, Vu(a))

(a; + sh;)[VyCj(z, Vu(a + sh)) — VyCj(x, Vu(a))]

l
.MZ

<
Il
_

+ i shijCj (17, VU(Q))

7j=1

(a; + sh)[VyCj(x, Vu(a + sh)) — VyCj(x, Vu(a))]

I
.MZ

I
—

J

+sVy Ch(z, Vu(a))
Auflerdem gilt mit
F(r):= VyCj(x,rVu(a + sh) + (1 — r)Vu(a))
fir r € [0, 1] die folgende Gleichungskette

VyCj(z, Vu(a + sh)) — VyCj(z, Vu(a))
F(1) — F(0)

1

JF’(r)dr

0

nyVij(x, rVu(a + sh) + (1 —r)Vu(a)) : (Vu(a + sh) — Vu(a)) dr.

Fir
Y, = VyVyCj(z,rVu(a + sh) + (1 — r)Vu(w))
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gilt
lim Y, = VyVyCj(z, Vu(a))

s—0t
aufgrund der Stetigkeit von a — wu(«) (siehe Satz 4.1) und wir erhalten damit

o1
lim -
s—0t S

[VyC(z, Vu(a + sh)) — VyC(z, Vu(a))]

s—0t+ 4

— lim 3oy +shj)fyr ; %(vu(m sh) — Vu(a)) dr
+Vy0h<l‘,vu(0é))

N 1
= Z a; JVyVij (z, Vu(a)) : Vudr + VyCh(z, Vu(a))
0

j=1

= VyVyCy(z,Vu(a)) : Vo + VyCy(z, Vu(a)).

Wenn wir das unter Verwendung der Definition von v in die Gleichung (4.32) einsetzen,
liefert dies die Differentialgleichung fiir v. Auferdem folgt direkt aus der Definition von v
und (3.4) die Randbedingung fiir v. Die Anfangsbedingungen fiir v ergeben sich unmit-
telbar aus den Voraussetzungen ug(a + sh) = uy(a + sh) = 0 und up(a) = uy () = 0. Die
Existenz des Grenzwertes in (4.33) wird spater durch Satz 4.5 begriindet, wo wir sogar

zeigen, dass der Losungsoperator Fréchet-differenzierbar ist. O]

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass eine eindeutige Losung von (4.29)-(4.31) existiert.

Dies liefert der folgende Satz.

Satz 4.3. Das Anfangs-Randwertproblem (4.29)-(4.51) besitzt in L*(0,T; V) eine eindeu-
tige, schwache Losung v = T'(a)h.

Beweis. Die Differentialgleichung (4.29) ist linear in v. Deswegen kénnen wir den Satz 4.2

anwenden. Dazu definieren wir zunédchst fiir v e U
At)v := =V - [VyVyC(z, Vu(a)) : Vv (4.34)

und
f1:=V - VyCy(z, Vu(a)). (4.35)

Damit kénnen wir (4.29) schreiben in der Form

pv + A(t)v = fi. (4.36)
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Nach Voraussetzung gilt p > 0 mit (3.5), sodass wir mit A(t) = %A(t) und f; = %fl die
Gleichung (4.29) schreiben kénnen als

v+ A(t)v = fi auf (0,T) (4.37)

mit v(0,2) = 0(0,z) = 0 fir z € Q und v(t,§) = 0 fir ¢t € [0,7] und & € Q2. Um nun
Satz 4.2 auf (4.37) anwenden zu konnen, miissen wir als Erstes zeigen, dass die Abbildung
A(t) : U — U’ linear und stetig auf U ist, das heikt, dass A(t)v € U’ fiir alle v € U gilt.

Dazu definieren wir
a(t;w,v) = (At)w, vy p fiir w,ve U
und formulieren dies mithilfe von Lemma A.4 zunéchst um. Dabei gelte w,v € U.

a(t; w,v)
= (At)w, v pwu
= (=V-[VyVyC(z,Vu(a)) : Vw],v)p«u
_ J (VyVyC(a, Vu(a) : Vi) : Voda (4.39)

Q

An dieser Darstellung kann man sehen, dass a(t; w,v) fiir festes ¢t € [0, T] linear in w € U
und v € U ist und damit tatséchlich eine Bilinearform auf U definiert. Aufserdem erhalten
wir mit Lemma 4.3 und mehrfacher Anwendung der Hélder-Ungleichung fiir w, v € U:

‘a(t;w,v)‘
‘ (VyVyC(z,Vu(a)) : Vw) : Vodx

N

N
[-]=
Q
=
=
=
Dt
=
S
ol
S
s
&
S

N
=
Q
=
=
~E
VR
o
/N
D
>
S
=
SN—
[\
2
S
N—"
VR
0t
VR
Rl
>
&
—
.
S
N—
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<9 2 g plke (J > yalwk|2dx) (Ji aui|2da;)é

lel

N
1
= 9 axldfulu ol
K=1

und somit N
la(t;w,v)| <9 Y agpuy |wlulv]v,
K=1

wobei 92%:1 aK,u%] > 0 gilt. Dies liefert die Stetigkeit von a(t;w,v) in w,v € U.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass A(t) abbildet von U nach U’. Als Nichstes gilt es
die Bedingungen von Satz 4.2 zu zeigen. Die Differenzierbarkeit von a(t; w,v) fiir w,v € U
folgt aus den Annahmen, dass die Abbildung Y — Cg(x,Y") dreimal stetig differenzierbar
ist und u € A(Moy, My, My, M3, M) gilt.

Die Symmetrie erhalten wir mithilfe der Bedingung
(’/)yij ayleK(SC, Y) = aYklaYij C’K(:r, Y) (439)

fiir alle ¢, 7, k,1 = 1,2,3 und Y € R**3 und (4.38) folgendermaRen. Es seien w, v, € U, dann
folgt

a(t;w,v)
= J(VyVyC($ Vu(a)) : Vw) : Vodz

Mz

i,9,k,0=1

ak J& 10y, Ck (z, Vu(a))owy05v; dx

=
I

1

N
= Z [(077¢ J&ymé’y CK l’ VU( ))@vi&lwk dx

1,5,k l=1 K=1

= J(VYVYC(x,Vu(a)) : Vo) : Vwdz
= a(t;v,w).

Schliefslich miissen wir noch die dritte Bedingung zeigen. Dazu seien v € U und t € [0, T].
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Dann gilt mit (4.2)

a(t;v,v)
(VyVyC(z,Vu(a)) : Vv) : Vodz

I
L

\%
=z

3 aerdd f Vol do
K=1
OéKH,% Z f\@ w2 do = Z CYKHK HUHU

1 2]1

I
M=

=
I

und damit

a(t;v,v) Z ozK/iK ||1)HU (4.40)

[1]

Sei 7y := Z%Zl agky > 0. Dies liefert zusammen mit der Definition der Raume U, V und

H

a(t;v,0) +9lvly = AlolE +vvlE = Al = AlolE

fiir alle v € U und wir erhalten mit A := v und a := ~ die dritte Bedingung aus Satz 4.2.
Abschliefiend miissen wir noch zeigen, dass f; € L?(0,T; H) gilt. Aufgrund der Definition
fi = /l)fl mit p > 0 folgt dies unmittelbar aus f; € L?(0,T; H). Dies bedeutet, dass wir
die Bedingung | fi[z2(,mm) < o0 beweisen miissen. Mithilfe der Definition von f; und

Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir

| filZ2 0 2.

)
w
[

3 3 N L
< NE YD Y [ [ 100, Ot Vut) P dedr
E=1% 9

.
Il
—
<.
Il
—
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Mit (4.2), (4.5) und (4.10) fithrt dies zu

N 2
1B 0rmy < 2TNTvol @)%, D 4k + 90Moph))

K=1

und mit ,u%] + 9M0u%] > ( fiir alle K =1, ..., N schlieklich zu

N

HleLQ(O,T;H) 27NTVOI Z (MK + 9MO/”LK > Hh”OO < 00.
K=1

Somit sind alle Voraussetzungen fiir Satz 4.2 erfiillt, was beweist, dass fiir

- 1
fi ==V -VyCy(z,Vu(a)) e L*(0,T; H)
p
eine eindeutige Losung v € L2(0,T;U) von (4.37) mit v € L*(0,T; H) existiert und damit
besitzt auch (4.29) eine eindeutige Losung v € L*(0,T; U). Mithilfe von (4.12), der stetigen
Einbettung von U in V| folgt damit aber auch, dass v e L?(0,T;V) gilt. H

Bemerkung 4.2. Nach Satz 4.3 existiert eine eindeutige Losung v des Anfangs-Rand-
wertproblems (4.29) bis (4.31) fiir alle » € RY und damit ist 7'(a)h wohldefiniert auf
RY fiir alle nicht-isolierten o € D(T). Dies spielt eine wichtige Rolle in Hinblick auf den
Beweis, dass v = T'(«)h die Fréchet-Ableitung darstellt.

Damit 7 tatséchlich auch Gateaux- beziehungsweise Fréchet-differenzierbar ist, muss au-
ferdem T'(a) € L(RY, L*(0,T;V)) gelten, das heift, dass der Operator T'(«) angewendet
auf h € RY linear und stetig ist. Die Linearitit folgt direkt aus der Tatsache, dass die
Differentialgleichung (4.29) fiir v = 7"(a)h linear in v ist. Die Stetigkeit zeigen wir in dem
folgenden Satz.

Satz 4.4. Die Gateaus-Ableitung v = T'(«)h ist stetig in h fir alle h € RY, das heifst,

es gibt eine Konstante Ly > 0, sodass ||v] 20y < Li||h|w gilt.

Bemerkung 4.3. Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass die Gateaux-Ableitung
h — T'(a)h als endlichdimensionale, lineare Abbildung automatisch stetig auf RY ist.
Allerdings bendtigen wir die Stetigkeitskonstante fiir den Beweis von Satz 4.5. Aus diesem

Grund ist der Beweis von Satz 4.4 im Folgenden gegeben.

Beweis. Multiplikation der Gleichung (4.29) mit 20 und Integration tiber € liefert

2{pii(t,-),0(t,-))r2rs) — 2{V - [Vy VyColz, Vu(t, x)) : Vu(t, )], 0(t, ) r20rs)
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= 2<V . [Vyoh(l', Vu(t, :L‘))], ?}(t, ')>L2(Q,R3)
fiir ¢ € [0, T]. Mithilfe partieller Integration unter Verwendung von v € L*(0,T; HZ(£2, R?))

(siche Lemma 4.4) folgt

2 Z osz VyVyCk(z,Vu(t,x)) : Vou(t,z)) : Vo(t, z) dr +

+2<PU( ), 0(t, ) r2r?)
= AV [VyCile, Vult, 2)], 0(t, )drzzo. (4.41)

Wir betrachten wieder

a(t;v, ) = Y ag J (VyVyCx(z, Vu(t,z)) : Vo(t,z)) : Vi(t,z) da (4.42)

K=1

und
fl =V- VYOh(fE, VU(t, J]))

Die Bilinearform a(t; -, -) ist fiir alle ¢ € [0, 7] symmetrisch auf V', da
a)/ij ayleK(ZC, Y) = ayklayijCK(l‘, Y)
fiir alle 7,7,k,0 = 1,2,3 und Y € R3*3 gilt (siche Beweis von Satz 4.3). Damit erhalten
wir
2a(t;v,0) + paro(t, ) |T2@ms) = 20fi(E ), 0, ) rao.rs)
und damit
dla(t;v,v) + plot, ) aen] = @/ (tv,0) + 2(fi(t, ), 0t ) r2o,ms).-
Integration dieser Gleichung tiber [0, 7] mit 0 < 7 < T liefert mithilfe der Anfangsbedin-

gungen v(0,z) = v(0,z) =0

a(t;v,v) + pllo(r, ||L2(Q R3) J (t;v,0) dt + 2 J<f1 t,r2rsy dt.  (4.43)
0

Im Folgenden wollen wir nun die einzelnen Bestandteile dieser Gleichung geeignet ab-
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schitzen. Als Erstes folgt mit (4.2)

a(t;v,v

)
ag | (VyVyCk(z,Vu(r,z)) : Vo(r,z)) : Vou(r,x) d
Q

3
ozK/{ 1l Z Z f |0;vi(7, )| d.

1 i=1j 719

1

M= TMZ

=
I

Dies liefert v
a(riv,0) = Y ok [Vo(r, )32 pes)-
K=1

Mit den Voraussetzungen von Satz 4.1 kann man dies weiter abschétzen und erhélt
a(75v,v) = K() [V (T, ) |72 psws)- (4.44)

Des Weiteren ergibt sich mit (4.3) und (4.10)

/
a

—~

t;v,v)

1

ax J ([VyVyVyC’K(:c,Vu(t,x)) V()] : Vv(t,:c))  Vo(t, o) de

3

M= TD=

< e f\anjaYkﬁquCK(ﬂf Vu(a)) |04ty () ||05vi]|Orug| d
K=1 i,3,k,
l,p,q= 1
< 9ZQKNK f(ZZ]@U,) dx.

i=1j=1

Damit erhalten wir mit erneuter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
N
a(t;v,v) < 81 Z aK,u%]MlHVv(t, M Z2@psxs)
K=1
und daraus ergibt sich mit Satz 4.1 und (4.25)

729
@ (t0,0) < (@) M Vo(t, ) gens) (4.45)

Unter Verwendung von (4.5), (4.2) und (4.3) lasst sich der noch fehlende Teil der Gleichung
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(4.43) folgendermafen abschétzen

Cfilt, ), 0t ) reare)
= (V- VyCu(z, Vu(t, x)),0(t, )20k

- fZZ [Py, Ca(a, V()i (t, @) do

N

> hi ) J|616YMCK z, Vu(o)||ok(t, z)| dx

K=1 k=11

S s

f 1Oy, v O (&, V()| |000 4 (@) [0 (8, )| dt

K=1  igkl=1
N 3
< 3 Z hK,u%] Z f|vk(t,x)| dx
K=1 k:IQ
N
S bl Y fm (t, 2)||00us(0)| da
K=1 4,9,k 0=1

< 34/3vol(Q) 2 hac k6 (¢, )| 2 me) + 27Mo 2 hacibd [0t )] 22 ).
K=1

K=1

Dabei haben wir bei der letzten Abschétzung mehrfach die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung angewendet und (4.10) ausgenutzt. Somit erhalten wir mithilfe von (3.5)

Chult ), bt D rzoms) < 3pmm2hK<«/3vol )i+ 9Mopl?) pA 001, )20 0 (4.46)

Damit folgt aus (4.43), (4.44), (4.45), (4.46) und (4.25) mit

Sy —pmm Z («/3\/01 ,LLK +9M0uK)

K=1

schlieftlich

k(@) [Vo(, )| L @psxs) + PIO(T, )12 zs)

7290(c)
8r(a)

T

nM, f (0) [V 0(t, ) o mons, + plilt, ) 2ams dt
0
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r 3
+6|hoo51J (Fé(a)v?}(f’ N Eapaa + pllo(t, ')|%2(Q,R3)) dt.
0
Wir wollen nun (4.18) auf diese Ungleichung anwenden mit a = 0, p = %,
(1) = K(@)[Vo(r, ) T2@pss) + o107 )72 m9).
729u()
= niviy
8k ()
und
k= 6[[hfwS1.
Dies liefert dann fiir 7 € [0, 7]
2 2
9 . 9 k 1
@) Ve(r, ) oz + A0 e < gz (ex0 (507) = 1)
und schlieklich die Abschétzung
[v(7, o = Vol )| 2@ rsxs)
16514/ k() . 7290(c) M 1) ]
———V 7 [ ex T — :
243pu(a)nM; P 16K(cv) O *
Wir erhalten also mit
I 16514/ k()
YT 243pu(a)nM,
und 7201(c)
(o
S(r) := M —1 4.47
(r)i=exp (S uair) (4.47)
die Abschétzung
[o(, )l < LiS(7) Al oo (4.48)

Die Funktion S : [0,7] — R aus (4.47) ist nichtnegativ und stetig fiir 7 € [0,7], da
729u(a)nM; /(16k()) > 0 aufgrund der gemachten Annahmen gilt. Auferdem ist die

Funktion S monoton wachsend in 7 € [0,77], da

S'(1) = 71269’Z(040;) nM exp (71269:(140[))77]\417) >0
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fur alle 7 € [0, T] gilt. Damit folgt S(7) < S(T) fur alle 7 € [0, 7] und wir erhalten

[o(7, )l < LaS(T)[h]loo- (4.49)

Ebenso ist P(7) := (5(7))? nichtnegativ und stetig. Damit liefert der Mittelwertsatz der

Integralrechnung

fur ein € € [0,T]. Da P auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 7] monoton wachsend ist,
gilt P(&) < P(T) fiir alle £ € [0, 7] und schlieklich

f P(r)dr < P(T)T.

Somit folgt mit (4.48)

”UH%Q(O,T;U)

T
_ f [o(r, I dr
0
T

N

2In2 f P(r)dr
0

LIP(T)T?|h|2,. (4.50)

A

Dies liefert

] 20,00y < LiS(T)T Ao

und mithilfe von (4.12)

[ollz20,7iv) < Ll (4.51)
mit 99
Lii=~/1+ CoLi( exp “<O‘)77M1T )7 >0,
16K(cv)
was zU zeigen war. O

Bemerkung 4.4. Es sei angemerkt, dass genau genommen die Multiplikation der Glei-
chung (4.29) mit 20 nicht zuliissig ist, da dies nicht in L?*(0,T;U) liegt. Anstelle dessen
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miisste man iibergehen zur Galerkin-Approximation und dann schwache Grenzwerte be-
trachten. Da dies allerdings unnotig technisch ist, verzichten wir darauf und nehmen die

kleine Unsauberkeit hinsichtlich der Notation an dieser Stelle in Kauf.

Um schliefllich zu zeigen, dass der Losungsoperator 7 nicht nur Gateaux-differenzierbar,
sondern auch Fréchet-differenzierbar ist, miissen wir noch die folgende Konvergenz fiir
v =T'(a)h zeigen:

lu(ee + h) —u(e) —vl20mv)

lim = 0. 4.52
s Tl (4.52)

Dies zeigen wir im néchsten Satz.

Satz 4.5. Es existiert Lo > 0 mit
3
|u(a + h) = u(e) = v]r20rv) < Lo| Al (4.53)

fir |h]o — 0.

Fiir den Beweis dieses Satzes miissen wir zunéchst den Satz 4.1 anpassen an unsere Pro-
blemstellung. Dazu betrachten wir f = f, ug = o, uy = @1, u = u(a + h), @ = u(a) und
@ = u(a+ h) —u(a). Aukerdem setzen wir a aus Satz 4.1 auf o + h und @ auf «. Dann

16st @ = u(a + h) — u(a) die Gleichung

pﬁ(t,x) — Z agV - [VyCrk(z, Vu(a + h)) = VyCk(z, Vu(a))]
V- VyChlx, Vala + h))] (4.54)

fir (t,z) € [0,T] x €,
(0, 2) = a(0,z) = 0 (4.55)

fiir x € Q) beziehungsweise
u(t, &) =0 (4.56)

fir (¢,€) € [0, T] x 02 und wir erhalten die Abschétzung

[PW(’Z Nizes) + £(@)[Vilt, )12 pss) + plult, MLz zs)

N |=

+()[Valt, ) [12i0 sy + [0t ) 20p9)

< Gollilo (4.57)
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fir @ = u(a + h) — u(a). Schlieklich bendtigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 4.6. Firte [0,T] erfillt t = u(a + h) — u(a) mit
'LL(O[ + h)7 U/(Oé) € A(M07 M17 M27 M37 M4)

die Abschdtzung
( 2 J]Olak(t,x)|4 dx) < \/2M1HV12(t,~)H22(Q7R3X3). (4.58)
kl=1¢)

Beweis. Es gilt nach der Dreiecksungleichung und (4.10) fiir alle k,1 = 1,2,3
\@ﬂk(t,x)] = |6luk(oz + h) — 8luk(oa)\ < ‘aﬂlk(& + h)‘ + laluk(a)] < 2]\/[1
mit M; > 0 (siehe Satz 4.1). Dementsprechend gilt

|0yt (t, )]
2M,

(%> = <%) (4.59)

fur alle (t,z) € [0,T] x Q. Somit erhalten wir mit (4.59)

: :
< 3 f|8l&k(t,x)|4dx>

ki=1g

[ (1t )\ O\

( 20, dz

1

( (ot x)\* | \*
1 ( oM, dx

1

<1

und daraus folgt

e
(=

D

- (!

k1l

w
DMes 7
N

D

< ((2M1)4

k1l

e

— <(2M1)2 ;\alﬁk(t,x)Pd:c)

. 1
— M\\Vﬁ(ta‘)||z2(g,k3x3)'

kl=1

Damit ist die Aussage gezeigt. O
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Beweis von Satz 4.5: Es sei d := u(a + h) — u(a) — v. Dann 16st d aufgrund von (4.29)
und (4.54) die Differentialgleichung

pd(t,-) — 2 axV - [VyVyCk(z, Vu(a)) : Vd(t, )]

K=1

I
=

agV - [VyCk(z,Vu(a + h)) — VyCk(z, Vu(a))

=
[

1

—VyVyCk(z,Vu(a)) : Va(t,-)]
+ > hgV - [VyCx(z, Vu(e + h)) = VyCx(z, Vu(a))].

Multiplikation der Gleichung mit 2d und Integration iiber € liefert mithilfe von Lemma
A4, wobei die Randterme wegen (4.31) und (4.56) verschwinden, und

Y, := pVu(a+ h) + (1 — p)Vu(a), p € [0,1],
die Gleichung

2(pd(t,-), d(t,))r2(59)

+2 i aKJ (VyVyCx(z, Vu()) : Vd(t,-)) : Vd(t, ) dx

/

v~

=a(t;d,d)

—ZiaKJJJ ([VyVyCx(z, V) : Va(t, )] : Va(t, ) : Vd(t, ) dr ds dz

J

g

=:(A)

E%z

hKff (VyVyCx(x,Y,) : Va(t, ) : Vd(t,-) ds dz .

1

(=
[

J/

=(B)

Die Bilinearform a(t; -, -), t € [0, 7], haben wir bereits im Beweis von Satz 4.4 betrachtet.
Somit gilt die Symmetrie von a(t;-,-) geméf der Voraussetzung (4.39). Die Differential-
gleichung fiir d weicht von der Form her im Vergleich mit (4.41) nur beziiglich der rechten
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Seite ab. Aus diesem Grund folgt (vgl. Beweis von Satz 4.4) fiir 7 € [0, T
olridod) + pldlr Wi = [dd dyaesa - - @ 4o
0 0
Einsetzen von (4.44) und (4.45) in diese Gleichung liefert
N
[1] Vvd(r. )|? d A2
Z ark [VA(T, )72 @rexs) + old(T, ) |20z
K=1
[ 729 ) (
< ?T]M(Oé)M1”Vd(t7 ’)HLQ(Q’RSXB) dt + 2 [—(A) — (B)] dt. (461)
0 0

Somit miissen wir nur 2 §;[—(A) — (B)] dt abschétzen. Dabei gilt

T

f[—(A) —(B)]dt = —f(A) dt — J(B) dt < UT(A) dt‘ + UT(B) dt‘.

Wir schatzen nun die beiden Summanden auf der rechten Seite ab. Dabei lassen wir aus

Platzgriinden jeweils (¢,-) weg und verwenden oy, hx = 0, K = 1,..., N. Fiir den Ersten

gilt mit (4.3), (4.4) und (4.10)

N
=
Q
=
o%
SJ
{O%
o%
o%

P,q,k,
l,i,j=1
N T 11 3
+ Z &KJJJJS Z |6ybaypqay 6YMC’K(9@,Y;S)\
K=l 95900 ®bpa

Z O, Oy, Oy Crc (@, Vi) Oy iy Oyt O3s dr ds ] dt)
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X |rsOptg(a + h) + (1 — 1rs)Optia () || 0yt | Otk || 0;d;| dr ds dax dt
1
.

N Tk 3
Y ae | J 5 10wy 0v, Oy Crc (2, Yo i1 05| dr ds v
K=1 gz 00 zp{?’ii

N i 3
£ g | J 5 SN 10wy 0vt, O Crc (&, Yoo )|ty |1fin] 05| i dis s i
0

p,q,k,
0 ij=1

und mithilfe der Anfangsbedingungen fiir @ und erneuter Anwendung von (4.3) weiter

N
< Yax f f f S o G Co o Yo i (7)) i s
K=1

qu

+ Z aKuK JJJI Z |0qtip || Ortig||0;d; | dir ds dx dit
= 0

N
N T 11 3
+2 Z ozK,u%] JJJJS Z |0qip||Ortig || 05| dir ds da dt
K=l 0000 pok

) 2 |0;d;(7)| da

I\
N =
=
Q
=
=
=
D
VR
]
>
<
??‘

K=1 k,l=1 i,7=1
N ; P 3 2 3
K=1 0 O k,l=1 j=1
N . 3 3
K=1 0o \pa=l k=1 i,j=1

N

< %iawg‘gjq(imk(m) ) (J(Zmd )m)

i,7=1
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=

N
N
=
Q
=
=
~
VRS
Qe
—~
w
>
=4
ES
-
—
S
QU
8
N——
SIS
VR
Ne)
ol {O%
]
S
&
S
)
Q
8
N~
SIS

K=1 k=1 ij=1
N " . 3 3 1
~ 2
+§M1 Z Qg by J( ( Z |8luk|) d:v) <9f2 10;d,;| d:v) dt
K=1 0 k=1 i,j=1

'L]l

sowie mit (4.16) und ||d(r, ~)HH5(Q’R3) < |a(r, )| m2rs) + |v(T, -)||H5(QVR3)

81
< 5 — (1 +Cq) CSE KZ:I @KMK HU( )H%JQ(Q,R?’)Hd(Ta ')HH&(Q,H@)
729
04 o)z, ) f it ez 08, e

K=1

+81\/1+0905E2aw f ST T P,
- 0

(J RGN da:) dt.

k=1
Unter Verwendung von (4.58) kann man dies weiter abschétzen mit

81 -
< Svenct, Y awlic, Wi (10 Moz + ot )l

K=1

729
01 o)z, ) f it ez . ) g
K=1



4.2 Die Fréchet-Ableitung des Lésungsoperators 68

T

813205 (1 + Ca)Csi Z e f sz |t s s
- 0

x | Valt, -)H;(QRM) dt
und mithilfe von (4.48) und (4.57)

81
2

VAN

- (1+ Ca)Csp Z arc i O3 [h%(Co + LiS(T)) []o

K=1

729
1+ Ca)CEMCE Y. o f\d oz dt

K=1

2M; (1 + C,
+81 MCSECQ Z OéKUK |h‘wf’d HHl Q,R3)

k(@) =

— Bunl2 + Ba(h) |h||oof|d Witz d

mit
5. 8l N 2]
By i= o (1+ Ca)C5pC3(Cr + LiS(T)) D kg
K=1
und
By(h) = 81 Q‘Ml(l—JrCQC or i
2 : m(a) SEUs o KMK
729 o 1
—-(1+ Co)CgpMh G > o R
K=1

Mithilfe der Voraussetzungen aus Abschnitt 4.1.1 und in Satz 4.1 kénnen wir diese Kon-

stanten abschatzen durch

- 729 oA =
B, < By := E(l + C)C2 05 (Cy + L1 S(T))nu(a) (4.62)

beziehungsweise

- 129 [2My(1 + Co)

By(h) < By(h) g o) CspCinp(a)
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729 . a1 L
+5 (14 C)C3pMiCE Y eyl | ] (4.63)

K=1
Die Konstante B (h) konvergiert fiir |h], — 0 und festes, endliches o gegen die Konstante

B, :
8 k()

die unabhéngig von « und h ist. Damit erhalten wir

T

3
| [carar] < Bunl, + Baw bl [ ) gz e (464
0 0

Nun wenden wir uns dem zweiten Integral zu und werden es abschétzen, wobei wir wieder

aus Platzgriinden (t,-) weglassen werden.

T

() dt)

TN 1
_ fz hKff(vyvch(x,n) V) : Vddsd:ndt‘
Q0

N

1
Z J J ay” @yleK(x, ifs)ajﬂialdk ds dCL’] dt‘

K=1 k=18 g

3 7 N
+ Z JJJ Z hK\aypqéyij(?yle’K(:v,Y;)]
0Q0

A

—

k=))
[+

>

=

o
=

Dies kénnen wir mithilfe von (4.4), (4.2),(4.10), der Holder-Ungleichung, der Abschéitzung

147 ) 0.9y < @) [a2@.p9) + [0 ) | g ops)
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70

und der Anfangsbedingung fiir @ folgendermafsen weiter abschétzen
N 3
a3 Jos(r)lda(r)] o
K=1 & ikl=1

N T
+9M1 2 hK,U/E?'] JJ
K=1 00
3

T

Z |0;14]|0ydly.| dez dt
k=1

.,

_|_

hwljf Z 10,11 |0y d | dz dlt
1 i,5,k,0=1

0

VAN
©

= Tp=

1 ~
hic b |V (T, ) 2 g0.me) (T, )| 1 )

=
I

1

+81M1 Z hK/JJK JVU, )HLz Q,R3x%3) Hd( )”Hl Q,R3) dt

K=1

03 ! fWu ) rmoeo |d(t, gy

K=1

und mit (4.57)

N
9 Z s (Cy + LiS(T))| A,

C
+81M, Z pl =2

|2 f\d Yo dt
K=1 \/T

N
Cy
19 30— C . [ 10 g

K
N _
Cy
< 9 E ,u%] (Co + LiS(T)) ||,

N N [
P9 (9000 Y w2+ 30 ) [t ) g e

Mit

(4.65)



4.2 Die Fréchet-Ableitung des Lésungsoperators 71

und
Cy SITCR
By i= 9———(9M; . i + Y k) (4.66)
V(@) K=1 K=1
ergibt sich
[ [B)at] < Bt + Bk, [ 1,y . (4.7
0 0

Insgesamt erhalten wir aus (4.61) mit (4.64) und (4.67)

K(@)d(r, )7y pe) + PlA(T: ) 720 0)

7291 (v [
%77]% f ld(z, ')H%I&(Q,Rig) dt

LB, + 2By(h) ]S f It )y oz

L2By|hJS, + 2B4huzof\d<t, ST

und damit

r(@)]d(7, ) @ms) + 1A ) L2 ms)

29 r _
8/1(0(4)>77M1 in(a)d(t, ‘)H?{é(Q,R% + plld(t, ')H%z(Q’Rs) dt
0

1 3 1
+2(By + Bs)|h[2, + 2(Ba(h) + Bs|h| %) |h]2

2
L

[NIES

[ (W@l gz + 1t )
0
Darauf wenden wir jetzt (4.18) mit

v o= w()]d(r, ) ees) + Pl )i 0ms),

a:=2(B + Bg)HhHio

729u()

b= 8k ()

’I]M1>O
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und
1

V(@)

1 3
k:= Q(Bz(h) + B4Hh|‘30> |5

an. Dann erhalten wir fir 7 € [0, 7]

k(o) [d(T, ')H?—I&(Q,H@) + plld(r, ')”%Q(Q,H@)

< lexp <%br) az + %<exp <%b7) - 1)]2. (4.68)

Dies fithrt schliefllich mit den oben definierten Konstanten auf

|d(T,-) HH&(Q,R?’)

< <exp (%m) 2(B; + By) + (exp (%br) - 1) : Z(&) (BQ(h) + B4Hh\§o)>

1 3
X ——=||h[&.

V(@)

Das Ziel ist es nun zundchst anstelle von [[d(7, )| g3 q.rs) die Norm | 207,y abzuschit-

zen. Dazu quadrieren wir die letzte Ungleichung, verwenden die Cauchy-Schwarzsche Un-

gleichung und integrieren {iber 7 € [0, 7] analog zum Beweis von Satz 4.4.

1407, = f (7,2 o 7
0

T
2(B Bs)
< 2l (222 e

0

+4(32( + B4 |hHo%o)2 JT (eXp < ) _ 1)2617), (4.69)

Wie wir im Beweis von Satz 4.4 gesehen haben, gilt

j( (3r)-1)

Analog dazu kann man zeigen, dass fiir die nichtnegative, stetige, monoton wachsende

I
O
N
\]

—

QL
\]

N
=2
=3

[N}
N
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Funktion R(7) := exp(br) fiir alle 7 € [0, T] und b > 0 gilt

fR( fexp br)dr < R(T)T.

Damit erhalten wir aus (4.69)

”dH%%o,T;U)
2(B1 BS) 4(BQ(h) B4||hHO%O)2 1 ’ 3
< _ — — .
2< (@) exp(bT)T + r(a)? exp 2bT 1) T)|h|s,

Daraus ergibt sich schlieflich mit

Ly, = \/ﬁ(w exp(bT)T + A(Ba(h) + Ballh]3)? (exp (%bT) - 1)2T)é

k() b2k (a)?

> 0 (4.70)

die Abschétzung
3
|d| 2070y < La| |3

Dies liefert zusammen mit (4.11) die Ungleichung

3
ld| 20,r:v) < La|h[%

mit Ly := v/1 + CoL, und somit die Aussage des Satzes. O

4.3 Die Adjungierte der Fréchet-Ableitung

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass der Losungsoperator 7 Fréchet-differenzierbar
ist. Im Folgenden wollen wir nun den adjungierten Operator der Fréchet-Ableitung be-
stimmen. Dieser spielt zum Beispiel dann eine entscheidende Rolle, wenn man iterative
Loser, wie etwa das Landweber-Verfahren oder Newton-dhnliche Methoden, auf das in-
verse Problem 7 (a) = u° mit Messdaten u’ oder dhnliche Probleme anwenden mochte.
Dies werden wir auch spéter in Abschnitt 6.5 sehen. Nach Lemma 4.5 16st v = T'(«)h
das lineare Differentialgleichungssystem (4.29) mit homogenen Anfangs- und Randwerten
(4.30) und (4.31). Wir wollen somit die hyperbolische Gleichung (4.29) mit beliebiger
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rechter Seite f e L?(0,T; H)
pi(t,x) =V - [VyVyCu(z,Vu(t,x)) : Vou(t,z)] = f (4.71)

betrachten. Satz 4.3 besagt, dass dieses System zusammen mit (4.30) und (4.31) eine
eindeutige Losung v = T'(a)h in L?(0,T;V) besitzt. Es gilt sogar v € L*(0,T;U). Wir
nehmen an, dass die Anfangs- und Randwerte (4.30) und (4.31) fest seien. Dann definieren
wir X als den Raum, der alle Losungen von (4.71) fiir f € L?(0,T; H) enthélt. Dies wollen

wir zundchst mathematisch genauer erldutern. Wir definieren dazu die Abbildung
B:L*0,T;U)n H(0,T; H) — H (0, T;U")

durch
Bv = pt = V - [VyVyCy(z, Vu) : Vo] (4.72)

in dem Sinne, dass fiir alle v e L*(0,T;U) n H'(0,T; H) und ¢ € H}(0,T;U)

<BU> 90>H*1(0,T;U/)><H3(0,T;U)

= ffpi}(t,x)gb(t,:v) — [VyVyCy(z,Vu(t,z)) : Vou(t,z)] : Vo(t,z) dx dt

gilt. Dabei ist H~1(0,T;U’) der Dualraum von H}(0,T;U).

Dann erhalten wir X = B~*(L?(0,T; H)) < (L*(0,T;U)nH'(0,T; H)) und die Abbildung
B:X — L*(0,T; H) ist bijektiv, da (4.71) mit (4.30) und (4.31) nach Satz 4.3 eindeutig
16sbar ist. Aus diesem Grund existiert B~! : L*(0,T; H) — X, f — v, wobei v (4.71)
mit (4.30) und (4.31) 16st. Ausgestattet mit der Norm [[v|x = |Bv||r2(0,7,m) stellt X einen
Hilbertraum dar, der ein abgeschlossener Teilraum von L?(0,T;U) n H*(0,T; H) ist. Die
Einbettung X — L?(0,T;U) n H*(0,T; H) ist sogar stetig, was Gegenstand des niichsten

Lemmas ist, welches wir beweisen wollen.

Lemma 4.7. Die Einbettung X — L*(0,T;U) n HY(0,T; H) ist stetig, das heift, es

existiert eine Konstante C > 0, die nicht von v abhdngt, sodass
] 20,0y~ E 0,1y < OV, ve X,

qgilt.
Beweis. Satz 4.2 besagt, dass die Abbildung f — v mit f = %f € L?(0,T;H) und v e X
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mit X < L*(0,7;U) n H'(0,T; H) stetig ist als eine Abbildung von L?*(0,T; H) nach
L*(0,T;U) n HY(0,T; H). Damit existiert eine Konstante C' > 0, die unabhingig von v
ist, sodass

- o o
Il 2010y~ 010 < ClFlr207.m) = CIBB™ flr20.1.mm = ;HBB Y21 = Clvlx

mit C == € > 0 gilt. 0

Wir wollen nun den zu 7'(a) : RY — X adjungierten Operator 7'(a)* : X — RY fiir

festes v € RY bestimmen. Dies formulieren wir in dem folgenden Satz.

Satz 4.6. Sei a € int(D(T)) < RY fest und w € X. Die Adjungierte T'(a)* : RN — X

der Fréchet-Ableitung des Losungsoperators ist gegeben durch
T
T () w = [ — JJVYCK(:U, Vu(t,z)) : V(B ) *w(t, =) dx dt] e RN,  (4.73)
0 Q

wobei p := (B™Y)*w die schwache Lisung des hyperbolischen Anfangs-Randwertproblems

pp(t,x) =V - [VyVyCq(z, Vu(t,z)) : Vp(t,z)] = w(t, x) (4.74)
p(T,z)=p(T,x) = 0, xe (4.75)
p(t,€) = 0, (1,€) e [0,T] x Q. (4.76)

18t.

Beweis. Sei w € X. Unter Verwendung des Gauk-Ostrogradski-Theorems erhalten wir
(T'(a)h, w)x
T

= ( r‘<v(t, x),w(t,z))dsdt

J
0 Q

_ fJP<B—1(v (Y Colz, Vult, 2))]), w(t, ) dz dt
= [‘ r‘<V [VyCu(z, Vu(t, )], (B~ *w(t, z)) dz dt

J
Q

o«
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T

B J J Vy Cul€, Vu(t, €)(B™) w(t, €) - v(€) dE dt

0 02
T

_ J f Vy il Vult, 2)) : VB~ w(t, o) do dt

0
T
0

| 3 haevvCucte vatt. ) (B it v dsat

20 K=1

i h.Vy Ok (z, Vu(t,z)) : V(B *w(t, r) dr dt

( Vy O (€, Vult, ) (B w(t, €) - v(€) de

Dies liefert zunachst

“T (J VyCr (& Vu(t, O)(B™) w(t,€) - v(€) d¢
0 o0

— fvch(x, Vu(t,z)) : V(B Y *w(t, x) dw) dt} .47

77777

Wir wollen nun p := (B~!)*w niher untersuchen, um (4.77) umzuformulieren. Fiir w € X
und p € L*(0,T; H) ist der adjungierte Operator (B~1)* : X — L*(0,T'; H) gegeben durch
w— p = (B71)*w. Es sei auferdem v € X' eine Losung von (4.29) mit (4.30) und (4.31).
Dann gilt

w,wyxr = (B7 fowyae = (f, (B~ wrzorm) = (B, p)r2o,r;m)-

Mit der Definition von B, partieller Integration und der Symmetrie von Vy VyC,(z, Vu)

lasst sich dies weiter umformen zu

(v, wHx

(pt =V - [VyVyCo(z,Vu) : Vv],p)r20.1:m)
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= (,pp— V- [VyVyColz,Vu) : V12011
#] [t piteonde] |~ [ [<to),ppte. o))
Q

t=0 =
Q

T

- <p(t7 5), vaYCoz (57 vu(tv 6)) : Vv(tv €>>V(€) dg dt
6 (?JQ
T
[

+ | | lt,€), Vy Vy Ca(€, Vu(t, §)) - Vp(t, §))w(€) dE dt

J J
0 0Q

und mit (4.30) und (4.31) fiir v

(v, wyy

= (v, pp—V - [VyVyColz, Vu) : Vp])r20m:m)

+ [T o). (T ) do — [T, 0),pp(T )y
- f f (D1, €), Vy Uy Cal€, Vult, ) - Volt, €)w(€) de dt.

0 00

Mit den Endbedingungen
p(T,z) =p(T,z) =0 VreQ (4.78)
und der Randbedingung
p(t, &) =0 Y(t, &) € [0,T] x 090 (4.79)
erhalten wir schlieflich
v, wyx = v, pp =V - [VyVyColz, V) : VD) r207:m)
Somit ist p = (B~1)*w die schwache Lésung von

pp(t,x) — V- [VyVyCyulz, Vu(t,x)) : Vp(t, )] w(t, ) (4.80)
p(T,x) =p(T,x) = 0, xe (4.81)
p(t, &) = 0, (t,£) €[0,T] x 0. (4.82)



4.4 Die Kegelbedingung 78

Damit vereinfacht sich die Darstellung (4.77) der Adjungierten der Fréchet-Ableitung mit
p= (B H*w zu

T ()

o%ﬂ

JVyCK z,Vu(t,z)) : Vp(t, z) dxdt] :
Q
was den Beweis beendet. O

4.4 Die Kegelbedingung

In diesem Abschnitt wollen wir die sogenannte Kegelbedingung fiir unser Identifikations-
problem beweisen, da diese beispielsweise im Zusammenhang mit der Konvergenz des
Landweber-Verfahrens eine grofe Rolle spielt. Dabei betrachten wir im Folgenden immer
u(a),u(a) € A(My, My, My, M3, M) zwei Losungen des Problems (3.1) bis (3.4) zu den
Parametern und Anfangswerten (o, ug, u1, f) beziehungsweise (&, ug, u1, f). Einen inter-
essanten Artikel im Zusammenhang mit dem Beweis der Kegelbedingung stellt [Han97|
dar. Wir zeigen zunédchst aufbauend auf den bisherigen Resultaten dieses Kapitels das

folgende Lemma.

Lemma 4.8. Fiird = u(a) —u(a)—T'(a)h mith = a—a e RN gilt unter der Annahme
|hllew < 7 fiir ein v > 0 die Bedingung

de L*(0,T;U) n H'(0,T; H).

Dabei sei

HZHLQ(O,T;U)mHl(O,T;H) = HZHLQ(O,T;U) + HZHHl(o,T;H)

fiir alle z € L*(0,T;U) n H'(0,T; H).

Beweis. Es seien im Folgenden u = u(a) und u = u(@).
Mit der Definition der L*(0,T;U) n H'(0,T; H)-Norm erhalten wir zunéchst

||| 220,00y~ m1 0,0m) = || 200,500 + || E1 0,758 -

Im néachsten Schritt wollen wir die beiden Summanden auf der rechten Seite dieser Un-

gleichung einzeln abschétzen.
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Fir den ersten Summanden erhalten wir mithilfe des Beweises von Satz 4.5
_ 3 - 3
ld| L2070y < L[S < Lor2 < oo

mit Ly < 00 aus (4.70).

Fiir den zweiten Summanden betrachten wir

|l 0 om
T

| Qe + e o )

0

= Hd”2L2(o,T;H) + HJH%Q(O,T;H)'
Dabei gilt zundchst mit (4.13) und Satz 4.5

HdH%Z(O,T;H) < Hd”2L2(0,T;V) < (T+ CﬂﬂnghHgo <(1+ 09)537”3 < 0.
Des Weiteren liefert (4.68) im Beweis von Satz 4.5 fiir 7 € [0, 7] mit

a:=2(B1 + Bs)|hl2,

~ 729p(a)

= M
b 8k () My >0

und
1

V(@)

1 3
ki=2(Ba(h) + Balh|13) 0]
die Abschétzung
: 1 k 1
|d(7, )| z2rsy < exp | b7 a2+~ exp(=br ) —1).
' 2 b 2
Analog zur weiteren Vorgehensweise im Beweis von Satz 4.5 erhalten wir damit
ldl1Z20 75y < K@) L3[R, < k() Lar® < oo.
Somit folgt fiir den zweiten Summanden

||l 0,10y < 0
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und schlieklich die Aussage des Lemmas. O

Der folgende Satz liefert nun das Hauptresultat dieses Abschnitts, welches die bereits

erwahnte Kegelbedingung fiir unser Identifikationsproblem darstellt.

Satz 4.7. Seien o, @ € By, (&) = RY fiir ein festes & € RY gegeben und h = o — a € RY.

Dann existiert eine Konstante L > 0, sodass fir d := u(a) —u(a) — T'(a)h gilt

HdHLZ(o,T;U)mHl(o,T;H) < LHU(CY) - u(d)HLQ(O,T;U)mHl(O,T;H)- (4-83)

Bevor wir zu dem Beweis von Satz 4.7 kommen, miissen wir allerdings noch das folgende

Lemma beweisen.
Lemma 4.9. Fir d = u(a) — u(a) — T'(a)h € L*(0,T;U) n HY(0,T; H) folgt, dass fiir
die schwache Lésung p = (B~1)*d von
pp(t,x) =V - [VyVyCy(z, Vu(t,z)) : Vp(t,z)] = d(t,z) (4.84)
p(T,z)=p(T,xz) = 0, xeQ (4.85)
p(t,§) = 0, (t,§) €[0,T] x 002 (4.86)
qgilt:
p= (B Y*de L*0,T;U).
Beweis von Lemma 4.9: Nach Multiplikation der Gleichung (4.84) mit 2p und anschlie-

fender Integration iiber €2 erhalten wir

2<P}3(t, ')ap(t> )>H - 2<V ’ [VYVYCa('> Vu(t, )) : VP<t7 ')],].?(t, )>H = 2<d(t7 '>7p<t’ )>H

fir ¢ € [0, T]. Eine analoge Vorgehensweise wie im Beweis von Satz 4.4 liefert fiir 7 € [0, 7]

T

a(rip,p) + plp(r, )7 = fa/(t;p,p) dt + 2J<d(t> ), p(t, ) dt

mit der Funktion a aus (4.42) und ebenso

()| VP(T, )12 0.3 + pIP(T, ) [

729

< )My [ Vbt gz de+2 [ 1, it )
0 0
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K

729
< o @)Vt ) Faqzana) + pl(t, )y ) dt
O
A 1
j Tl (@) 19908 Vs + B )
0

Das Lemma von Gronwall ergibt nun fiir () = £(a)[Vp(t,)|Z2qpsxsy + pIP(E )| F
a=0,0b(t) =b="T29u(a) M /(8k(c)), k(t) = 2|d(t,-)|u//p und p = 1/2 fiir 7 € [0, T]:

P(r) < exp(br) F fk:(t) exp ( — %bt) dtr

1 2
= —eXp (b1) [f—lld ) e exp ( — §bt) dt] :

Dies fiihrt mithilfe der Holder-Ungleichung auf

\)

T

() < %exp(bT) J |d(t, )3 dt fexp(—bt) dt

0

1
< b—p(exp(bf) = Dl Z20.2.)-

Des Weiteren erhalten wir damit unter Verwendung von (4.13) und Satz 4.5

1 1
w(r) < g (explbr) = Dlld[Z20.:m) < 5y XP(7) - Dld|Z20.zov)

L3 s
< %thlw(exp(bﬂfl)-

Damit folgt

L2
br(a)p

Ip(7, )G = 1VD(7, ) 72@mses) < ¢(7) < |2 (exp(br) — 1)

fir 7 € [0,T]. Analog zur Argumentation im Beweis von Satz 4.4 erhalten wir fiir die

Funktion S(7) := exp(br) — 1 fiir alle 7 € [0,T] mit b > 0, dass S(7) < S(T) fiir alle
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7 € [0, T] gilt. Dies fiihrt schlieklich auf

B0 < —E2 B[ (exp(BT) — 1) <
Plr2oo,rv) S bm(a)p 0 \EXP

und damit die Aussage des Lemmas. O]

Beweis von Satz 4.7: Nach Voraussetzung erfiillen u = u(a)) und @ = u(a@) die Differenti-
algleichungen
N
pfb — Z agV - VyCK(LL‘, VU) = f
K=1
beziehungsweise
N
pl_t - Z @KV . VYCK(JI, Vﬂ) = f
K=1

Auferdem gilt nach Abschnitt 4.3 beziehungsweise (4.29) fir v = 7' («)h
N
Bv =) hgV-VyCi(z,Vu).
K=1
Dann folgt daraus fiir d = u — @ — v unter Zuhilfenahme der Definition und Linearitét
von B
Bd = Bu-— Bu-— Bv

N
— Bu-Bu— ) hgV-VyCk(z,Vu)

K=1

N
= Bu-— Bu-— Z agV - VyCK<$,VU) +

K=1

@KV . VYCK(ZE,VU)
1

N
= Bu-— agV - VyCk(zx,Vu) — Bu +

K=1

M= T =

agV - VyCK(l’, VI_L)

=
I

1

_l’_

M=

dKV . [VyCK(I, VU) — VyCK(JZ, Vﬂ)]

=
[

1

N
= Bu+ f—pu— Bu+ p?j —f+ Z agV - [VyCK(QZ, VU) - VYCK($, Vﬂ)]
K=1

= V [VyVyCi(z,Vu): (Vu — Vu)]

N
+ > agV - [VyCx(z, Vu) = VyCk(z, Va)).

K=1
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Dies fiithrt mit
Y, :=rVu+ (1 -r)Vu

fir r € [0,1] und
Y, :=sVu+ (1—9)Y,
fur s € [0,1] auf
N
Bd = ) axV-[VyVyCk(z,Vu): (Vi - Vu)]
N
+ Z agV - [JVyVyCK(I‘,Y;) : (VU — Vﬂ) d?”]

agV - [VyvyCK( ,Vu) : (VU — Vﬂ)

- f Vy Uy (2, Y,) : (Vi — Vi) dr]

_ i hiV - _nyVyCK(x,Y;)  (Vu— Va) dr]

=1

agV - [ [‘J‘VYVyVyCK@L’,}/TS) :(1=7r)(Vu—Va): (Vu—Va)drds
K=1 5
N —
— > hgV- f VyVyCx(z,Y,) : (Vu — Vi) dr].
K=1 L
Damit gilt
N
d = — Z agV - [ nyVyVyCK z,Y): (1 —7r)(Vu—Va): (Vu—Vau) dr ds]
00
N 1
— > hgV- f VyVyCx(z,Y;) : (Vu— Va) dr|. (4.87)
= 0

Nach Lemma 4.8 gilt d = u —u — T'(a)h € L*(0,T;U) n H(0,T; H). Aukerdem sei ein
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zunichst beliebiges z € L?(0,T;U) gegeben. Dann folgt mit @ = u — @ aus (4.87)
<Bd7 Z>L2 (0,T;H)
N 11
‘ - Z ag(V - [fJVYVYvYCK@»Yrs) c(1=r)(Va): (Va) dr dS}@L?(o,T;H)
K=l 00

N

1
— 3 iV l f VyVy Cr (2, Y,) : (Vi) dr],zmmm)
K=1 0

und mit partieller Integration, der Dreiecksungleichung und ag > 0 fiir alle K =1,.... N

<Bd: Z>L2(O T~H)
T

fjff(VyVyVyCK(x,Ym) :(1=r)Va:Va): Vzdrdsdx dt’
0

0
T 1

JJJVYVYCK z,Y,): (Va)) : Vz drdxdt‘

0

(03¢
K=1

o

N
+ ) hxl

[e=]

Dies lésst sich weiter unter Verwendung von (4.2), (4.3), der Hélder-Ungleichung, der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Korollar 4.1 abschétzen durch

(Bd, Z>L2(O,T;H)
11

T
3
< Z ag Z Jfff(l —1)|0y;, Oy, Oy, Crc (2, Ys)|| 03] | Orin | | Og 2| dir ds daz it
0000

N ; T 1

+ Z |hk| Z fffmy Oy O (x, Yo ||0;0;| |12 | drr dx dt
K=1 Likl=1y 9 4

| X A 3
< ézawglff<z \(?uz> ( Z 8y2y) dadt

K=1 0 0 2,j=1 p,q=1
N A 3 3
K=1 0o hi=l k=1

1 3 1

1Sl [([(S0a) @) ([( S o) w) a

Q 3,j=1 Q p,q=1
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N T
+ZlhKluﬁ?J(J Z|auz dx J Z|(71zk dm) dt
K=1

Q 5,j=1 Q k=1

N
< —M42aw£3 J Ja(t, ) lol=(t, )| dt

N

+9 3 el f Jat, Yol=(¢, Yo de
K=1

81 N 1 -
< ( AT Z pid + 9l D’ u&ﬁ) ] 220,70 2] 220007

K=1 K=1

N N
81 ).
< (Gneo+ial) X+ 300 Y il il o
K=1 K=1

Daraus folgt mit

~ 8l J
Ls = — Ma(2p + |d]0) D i)+ 36p Z pl >0 (4.88)
K=1 K=1
die Ungleichung
(Bd, z)120,1311) < Ls|t] 20,701 12 ] 20,70 (4.89)

fiir alle z € L*(0,T;U).
Sei nun z = (B71)*d. In Lemma 4.9 haben wir dabei gesehen, dass dann z € L?(0,T;U)
gilt. Dann folgt

<Bd7 Z>L2(0,T;H)
= J<Bd(t7 ')» (B_l)*d(t, )> dt = <B_1Bda d>L2(O,T;U)mH1(O,T;H)

= Hd”i2(0,T;U)mH1(O,T;H)

und somit

<Bd> Z>L2(0,T;H) = Hd”%2(O,T;U)mH1(O,T;H) : (4-90)
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Aufserdem gilt mit (4.11) und entsprechend dem Beweis von Lemma 4.7

e Booray = j (B )2 dt

<de Z>L2(0,T;U)mH1(0,T;H)

< |d| 2010y~ m 07m | B 2 20 mvyam o,
< C|d| 2 (0,15U)H (0,T;H) HZHLQ(O,T;H)
< COV1+ Calld| 20,07~ 0,0 | 2 20,707)
und damit
2] 20,0y < CA/ 1+ Colld| t20,m,0)~ 11 (0,1 H) - (4.91)

Schliefslich erhalten wir aus (4.89), (4.90) und (4.91)

Hd”2L2(0,T;U)mH1(o,T;H) < E3C v1+ CQWHB(O,T;U)||dHL2(0,T;U)mH1(0,T;H)

und somit insgesamt

|| 2070y~ 0,10 < L3C/ 1+ Colla| r20.7.0)~m (0,750 (4.92)

da u(a) —u(@) = u(a) —u(@) —v+v =d+ve L*0,T;U) n H'(0,T; H) unmittelbar aus
Lemma 4.8, v = T'(a)h € X und Lemma 4.7 folgt. Dies liefert mit L := L3C+/1 + Cq > 0
die Aussage des Satzes. O

Bemerkung 4.5. Damit die Ungleichung aus Satz 4.7 tatsédchlich die Kegelbedingung

darstellt, muss in der Regel L < % oder zumindest L < 1 gefordert werden (siche bei-

spielsweise [HNS95]). Dass dies unter gewissen Bedingungen an o € RY und a € RY gilt,

wird im Beweis von Satz 6.7 gezeigt.



Kapitel 5

Bestimmung eines geeigneten
Dictionaries fiir die

Verzerrungsenergiedichte

In diesem Kapitel soll nun ein geeignetes Dictionary {C1,...,Cy} fiir die Verzerrungs-
energiedichte C' = SX_, axCi (siehe Kapitel 3), welches von dem betrachteten Material

abhéngt, gewihlt werden. Natiirliche Kandidaten sind Tensorprodukte der Form

Dabei wollen wir fiir v; : Q < R?* — R Funktionen mit kleinem Triger, wie beispielsweise
B-Splines, Wavelets oder radiale Basisfunktionen, verwenden, da sich aufgrund des klei-
nen Trigers eine Anderung der Koeffizienten nur lokal auswirkt. Auf v; wird allerdings
auch noch genauer in Kapitel 6 eingegangen. Fiir C; : R** — R wihlen wir material-
abhéngige Funktionen C;(Y) = C(Y) in Y = Vu(t,z) mit (¢,z) € [0,T] x Q, die im
Folgenden genauer analysiert werden. Wir kénnen nun mit den Definitionen und Zusam-
menhéngen aus Kapitel 2 die zu untersuchenden materialabhéngigen Funktionen C;(Y")

in Y folgendermafien schreiben:
Ci(Y) = C5(Vu(t,2)) = C(F(t,)) = C;(Vu(t,) + 1)

fir alle (¢, ) € [0, T] x Q. Allerdings werden wir in diesem Kapitel oft die in der Literatur,
wie beispielsweise in [Cia88|, sehr haufig verwendete Notation von W (F') anstelle von
C'j(F (t,z)) fiir die Verzerrungsenergiedichte in Abhéngigkeit vom Deformationsgradienten

benutzen.
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5.1 Konvexitat der Verzerrungsenergiedichte

In der Literatur, wie zum Beispiel in [Cia88| oder [Bal77]|, werden bei der Untersuchung
von Verzerrungsenergiedichten fiir hyperelastische Materialien im Fall der nichtlinearen

Elastizitit hauptsichlich Vektorfelder u :  — R? gesucht, die Integrale der Form

I(w) = J (e, Vu(z)) dz — {F(u) + C(u)} (5.2)

Q

minimieren. Darauf werden wir spater noch genauer eingehen und zeigen, dass dies dqui-
valent ist zur Losung der stationdren Cauchyschen Bewegungsgleichung mit geeigneten
Randwerten und entsprechend definierten Funktionen F' und G. Unabhéngig von der De-
finition der Funktionen F' und G, die im weiteren Verlauf des Kapitels auch folgen wird,
lasst sich direkt erkennen, dass man gerne in Hinblick auf dieses Optimierungsproblem
Konvexitit von C' in Y = Vu(z), x € Q, fordern wiirde. Aus diesem Grund wollen wir
im Folgenden die Konvexitdt der Verzerrungsenergiedichte beziehungsweise der Funktion
C;inY = Vu(t,z), (t,z) € [0,T] x €2, ndher untersuchen. Die Zeitabhéngigkeit des Ver-
schiebungsgradienten hat dabei keinen Einfluss auf die Konvexitédtsbetrachtungen. Der
folgende Satz liefert zunéchst, dass die Konvexitiat von C; in Y = Vu(t, z) dquivalent zur
Konvexitét von C; in F(t, x) ist, wenn fiir alle (t,z) € [0,T] x Q gilt F(t,z) = Vu(t,z)+1
mit det(F'(¢,x)) > 0 (siche Definition 2.1).

Satz 5.1. Es sei (t,x) € [0,T] x Q und F(t,x) = Vu(t,x) + I mit det(F(t,z)) > 0.
Auferdem sei C;(Vu(t,z)) = C;(F(t,x)). Dann gilt, dass C;(F(t,z)) genau dann konvex
in F(t,x) ist, wenn C;(Vu(t,z)) konvex in Vu(t,x) ist.

Beweis. Sei zunéichst C;(-) konvex, das heifit, fiir A € [0,1], F,G € R**3 mit det(F) > 0
und det(G) > 0 gilt:

~

Ci(A\F + (1 = NG) < AC(F) + (1 =N Cy(@). (5.3)
Wir setzen Vuy := F — I und Vuy := G — I. Dann folgt mit (5.3)

C;
- ¢
- ¢
~- ¢

(AVus + (1 — A\)Vu)

AE =1+ (1 =N)(G 1))
(

(

.

.

AF + (1= NG =\ — (1= M)
AF +(1=M)G=1)

<.

<.
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~

Ci(AF + (1 —N)G)
ACS(F) + (1 = N)C(G)
= )\Cj(Vul) + (1 — )\)C](VUQ)

N

Damit ist die eine Richtung gezeigt.
Sei nun C}(-) konvex und somit gilt fiir A € [0, 1], Vuy, Vuy € R¥*3:

C’j()\Vul + (1 — )\)VU/Z) < )\C](Vul) + (1 — )\)C](VUQ) (54)

Es gelte jetzt F} := Vuy + [ mit det(F}) > 0 und Fy := Vuy + I mit det(F,) > 0. Dann
folgt mit (5.4)

Ci(AFy + (1 = N\ F)
= C;(MVuy + 1)+ (1= N (Vuy + 1))
= C;(A\WVuy + (1 = \)Vuy + 1)
= Cj(A\Vuy + (1 = A\)Vuy)
< ACj(Vug) + (1= N)C;(Vug)
= AG(F) + (1= NCy(F)
und damit ist der Beweis vollstandig. O

Die Konvexitét einer Verzerrungsenergiedichte in Abhéngigkeit vom Deformationsgradi-
enten F'(t,x) steht allerdings im Widerspruch zu der physikalischen Annahme, dass man
mit endlicher Energie das Volumen eines Kérpers nicht gegen Null deformieren kann. Dies

besagt der folgende Satz.

Satz 5.2. Es sei x € Q, sodass die Funktion
Cij(z,-) : RP>? .= {G e R¥3 : det(G) > 0} — R,

F— éﬁ(l’,F),

konvez ist. Dann steht dies im Widerspruch zu der Eigenschaft Cy;(x, F) — +oo, falls
det(F) — 0F fiir F e RY*? gilt.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [Cia88]. Fiir Cy;(z, F) = v;(x)Cj(F) ist dieser
Satz auch iibertragbar auf C;(F), das heiRt, dass die Konvexitéit von C;(F) in F bereits
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zu dem obigen physikalischen Widerspruch fiihrt. Es folgt damit aber auch aufgrund von
Satz 5.1, dass auch die Konvexitat von C; in Abhangigkeit vom Verschiebungsgradienten
im Widerspruch zu der oben genannten physikalischen Annahme steht.

Die Frage ist, ob man die Anzahl der Argumente der Verzerrungsenergiedichte beispiels-
weise vergrofern sollte, um eine geeignete konvexe Funktion zu erhalten. Zumindest
scheint es naheliegend die Konvexitidt der Verzerrungsenergiedichte in Abhéngigkeit vom
Deformations- beziehungsweise Verschiebungsgradienten durch schwéchere Bedingungen

zu ersetzen. Dies wollen wir im néchsten Abschnitt genauer untersuchen.

5.2 Alternative Konvexitatsbegriffe

Die Problematik die Konvexitéit der Verzerrungsenergiedichte beziiglich des Deformations-
beziehungsweise Verschiebungsgradienten durch abgeschwichte Bedingungen zu ersetzen
wird fiir spezielle Randwertprobleme der nichtlinearen Elastizitéit bereits seit vielen Jah-
ren untersucht, siehe zum Beispiel [Bal77|, [Mor52], [SN10] und [MHS83]. Genauer gesagt,
werden dabei Vektorfelder ¢ : Q0 — R3 gesucht, die das Funktional () mit I aus (5.2)
minimieren. Fiir eine Deformation ¢ eines Koérpers Q < R? und C cine Verzerrungs-
energiedichte eines hyperelastischen Materials ist diese Aufgabenstellung dquivalent zur
Losung der stationdren Cauchyschen Bewegungsgleichung mit geeigneten Randwerten.
Dies besagen die néchsten beiden Satze. Allerdings benétigen wir dafiir noch die folgen-
de Definition, welche man mit weiteren Erlduterungen in [Cia88] findet. Es wird dabei
im Folgenden angenommen, dass angreifende Kréifte immer entweder Eigenlasten (dead
loads) sind oder ihre Dichte von der Form f(z) = f(z,¢(z)), z € Q, bezichungsweise
g(&) = §(&,V(€)), € € Ty < 09, fiir gegebene Abbildungen f : Q x R? — R3 und
G: Ty x R — R3 ist.

Definition 5.1. (i) Eine angreifende Korperkraft, auch Volumenkraft genannt, mit
Dichte f : Q — R? heift konservativ, falls das Integral

[<t@n o d = [(Faspla)) o) do
Q Q
geschrieben werden kann als Géateaux-Ableitung

F(p)0 = f<f<x, o(2)), 8(x)) de
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(i)

eines Funktionals F' der Form

Fios F(g) = j e, i(x)) da

fiir ¢ : O — R3. Wenn dies der Fall ist, dann heift die Funktion ' : Q x R® —» R
Potential der angreifenden Kérperkraft.

Eine angreifende Oberflichenkraft mit Dichte ¢ : I'; < 02 — R3 heifit konservativ,
falls das Integral

j<g (6)) dor(€) J<ggw><>>do<>

geschrieben werden kann als Gateaux-Ableitung

e—j@sw (). 6(6)) do(€)

eines Funktionals G der Form

G G) = f GI&, (€), V(&) do(€)

I'

fir ¢ : Q — R3. Wenn dies wiederum der Fall ist, dann nennt man die Funktion
G:QxR3x R3*3 — R Potential der angreifenden Oberflichenkraft.

Satz 5.3. Sei ein hyperelastisches Material gegeben, auf das konservative Korper- und

Oberfliachenkrifte wirken. Dann sind die Gleichungen

~V - VyC(z, V() = f(z,9(z), 20
VyCl(z, Vo(z)) v §(x,Vo(x)), zelycdQ

aquivalent zu den Gleichungen

I'()0 =0

fiir alle glatten Abbildungen 6 : Q — R3, die auf 'y = 0Q\I'; verschwinden. Dabei ist das
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Funktional I fiir hinreichend glatte Abbildungen 1 : Q — R® definiert durch

1) = [ Clo. Vo) do — (Fw) + G} (55)

Q

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [Cia88].

Fiir hinreichend glatte Abbildungen v nennt man das durch W () = SQ z,Vip(z)) dx
definierte Funktional Verzerrungsenergie und das Funktional Gesamtenergze.

Als Folgerung aus Satz 5.3 erhélt man die folgende Aussage, welche man ebenfalls mit

Beweis beispielsweise in [Cia88] findet.

Satz 5.4. Seien die Annahmen und Notationen wie in Satz 5.3 gegeben. Dann ldst jede

hinreichend glatte Abbildung o, fir die
ped:={1: Q>R =gy auf To= 00T}
mit einer vorgegebenen Funktion oy auf T'g und

I(¢) = nf I (1)

1) = f O, V(@) di — {F(6) + G())
Q

gilt, das folgende Randwertproblem

~V-VyC(x,Ve(x)) = flz,p(x)), 29 (5.6)
o(x) = po(z), xely =00\ (5.7)
VyC'(ac Vo()'v = gz, Vo)), el (5.8)

Um unter anderem Aussagen iiber die Existenz einer Losung des betrachteten Minimie-

rungsproblems machen zu konnen, bendtigen wir noch die folgenden beiden Begriffe.
Definition 5.2. Sei X ein Banachraum und 7 : X — R ein Funktional auf X.

(i) I heit schwach unterhalbstetig, wenn fiir alle schwach konvergenten Folgen uj, — u
in X gilt
I(u) < lim inf I(ug).
k—o0
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(ii) Wir nennen [ koerziv, wenn fiir jede Folge uy mit klim |ug | x = oo gilt
—00

lim I(uy) = co.
k—00

Dann wird mithilfe der von Tonelli eingefiihrten direkten Methode der Variationsrechnung

unter anderem in [Dac89| folgender bekannter Satz bewiesen.

Satz 5.5. Sei X ein reflexiver Banachraum , I : X — R schwach unterhalbstetig und

koerziv, dann besitzt

I(p) = inf I(y)

PeX
mindestens eine Losung ¢ € X.
Bemerkung 5.1. Fiir X werden hiufig in Anwendungen Sobolevraume W*?(Q) fiir

1 < p < o, ke N und offene Teilmengen 2 = R? verwendet, da diese reflexiv sind und

mit der jeweiligen Sobolev-Norm Banachréume darstellen.

Satz 5.5 wird sehr haufig verwendet, um Integrale der Form

I(u) = ff(:c,u(x),Vu(x)) dx (5.9)

mit u :  — R3, O < R3 offene Menge und f :  x R? x R**3 — R eine Caratheodory-
Funktion zu minimieren. Beispielsweise werden in [Dac89|, [Mor52|, [Gan94| und [FFL* 14]
Integrale der Form (5.9) auf schwache Unterhalbstetigkeit untersucht, um Bedingungen
fiir die Existenz einer Losung des Minimierungsproblems angeben zu kénnen. Dazu fiihrte

Morrey 1952 in seiner Arbeit [Mor52| den folgenden Begriff der Quasikonvexitét ein.

Definition 5.3. (siche [Dac89]) Eine Borel-messbare und lokal beschrénkte Funktion

f:R¥3 — R heikt quasikonver, wenn

1
16 < o j F(€ + Vip(a)) de

fiir alle beschréinkten, offenen Mengen Q < R3, fiir alle £ € R¥*3 und ¢ € Wy *(Q,R?)
gilt.
Auferdem hat Morrey in seiner Arbeit fiir (5.9) gezeigt, dass wenn f quasikonvex in

Vu ist, dies eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass I schwach un-

terhalbstetig ist. Einen Beweis dieser Aquivalenz findet man beispielsweise in [Mor52]
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beziehungsweise [Dac89]. Dabei muss aber darauf hingewiesen werden, dass zusitzlich
gewisse Wachstums- und Glattheitsbedingungen vorausgesetzt werden. Allerdings muss
man feststellen, dass die Quasikonvexitit zwar sehr interessant fiir die Theorie ist, aber die
Bedingung dafiir in Form einer Integral-Ungleichung in der Praxis schwer zu iiberpriifen
ist. Hinzu kommt, dass die Wachstumsbedingungen sich bei praktischen Anwendungen als
relativ unrealistisch herausgestellt haben. Aus diesem Grund wurde von Ball in [Bal77|
1977 der Begriff der Polykonvexitat eingefiihrt, um die Losbarkeit von Randwertproble-
men in der nichtlinearen Elastizitatstheorie im 1-, 2- und 3-Dimensionalen zu untersuchen.
Wir wollen nun den Begriff der Polykonvexitit definieren. Da wir uns in dieser Arbeit auf
den 3-dimensionalen Fall, welcher bei praktischen Anwendungen hauptséchlich eine Rolle
spielt, konzentrieren, geben wir hier die Definition nur fiir diesen Fall an. Fiir die Definition

im Fall einer beliebigen Dimension verweisen wir zum Beispiel auf [Dac89).

Definition 5.4. Eine Funktion g : R3*3 — R heifit polykonver genau dann, wenn eine

konvexe Funktion G : R3*3 x R3*3 x R — R existiert mit
g(F) = G(F, Cof(F),det(F))

fiir alle F e R3*3,

Im Folgenden wollen wir nun einen von Ball (|Bal77|) stammenden Satz iiber die Existenz
einer Losung im Raum W'P(Q), p > 2, fiir das Problem aus Satz 5.3 und Satz 5.4 unter
der Annahme, dass die Verzerrungsenergiedichte C'(x, Vi)(z)) polykonvex in V) (x) ist,

angeben. Einen Beweis des Satzes findet man beispielsweise in [Cia88|.

Satz 5.6. Sei Q) ein Gebiet im R3 und C : Q x R3*3 — R eine Verzerrungsenergiedichte

mit den folgenden Figenschaften:

(i) Polykonvezitat: Fir fast alle x € Q0 existiert eine konvexe Funktion
C(z, ) : R¥3 x R¥® x (0, +o0) — R,
sodass fiir alle F' e R3*?
C(z, F, Cof(F),det(F)) = C(x, F)

gilt. Die Funktion C(-, F, H,8) : Q — R ist fiir alle (F, H,§) € R¥*3 xR3*3 x (0, +0)

messbar.



5.2 Alternative Konvexitédtsbegriffe 95

(ii) Verhalten fiir det(F') — 07 : Fir fast alle x € Q gilt

lim C(z, F) = +c0.
det(F)—0+t

(111) Koerzivitit: Es gibt Konstanten o, B, p, q, r mit « >0, p =2, ¢ = p%l, r>1 und

C(z, F) = a(|F|]” + | CoftF)|* + (det(F))") + 3
fiir fast alle x € Q und fiir alle F € RY3.

Sei I' = T'yg u I'y eine da-messbare Zerlegung des Randes I' = 0€2 von €2, sodass Ty ein

positives Maf$ besitzt, und g : g — R? eine messbare Funktion, sodass die Menge

U= (e WP(Q) : Cof(Veh) e LU(Q), det(Vah) € LT(Q), ¥ = o da-f. ii. auf T,
det(V) > 0 f. d. auf Q}

nicht leer ist. Des Weiteren seien f € LP(Q2) und g € L°(T'1), sodass die Linearform

L:yp— L) = |{f,h)dx + |{g,1) do(§)
fros]

fiir alle vp € WHP(Q) stetig ist. Auferdem sei
1) = [ ¢, Vo)) do - L(v)
Q

und es gelte ;n‘g[(qb) < +00. Dann existiert mindestens eine Funktion ¢ mit p € ¥ und
€

I(p) = inf 1().

Bemerkung 5.2. In [Cia88] wird erldutert, dass fiir alle ¢ € W'P(Q) zum einen die
Linearform 1) — §(f, 1) dx wohldefiniert und stetig ist, wenn gilt f € L”(2) mit

3

= 4p—f3, falls p < 3
p > 1, fallsp =3
=1, fallsp > 3
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und zum anderen die Linearform ¢ — §{g,¢)do(£) ebenso wohldefiniert und stetig ist
I
fiir den Fall g € L7(I'y) mit

— 2 _ fallsp <3

3(p—1)°
o > 1, fallsp =3
=1, fallsp >3

erfillt ist.

Satz 5.6 zeigt auch, dass die Polykonvexitdt der Verzerrungsenergiedichte physikalisch
sinnvoll ist und im Unterschied zur Konvexitdt nicht der physikalischen Annahme aus
Satz 5.2 widerspricht. Aus diesem Grund wollen wir fiir die materialabhéngigen Funktio-
nen C; in unserem Problem polykonvexe Funktionen wihlen. Diese sollen im Weiteren
naher betrachtet werden und wir wollen konkrete Beispiele fiir polykonvexe Verzerrungs-
energiedichten angeben. Zunéachst wollen wir aber erst noch den Zusammenhang zwischen
den betrachteten Konvexitétsbegriffen darlegen. Dazu definieren wir zusétzlich noch einen

weiteren Konvexitatsbegriff, welchen wir spater noch benétigen werden.

Definition 5.5. (siche [Dac89]) Eine Funktion f : R**3 — RuU{+0o0} heikt Rang-1-konvez,
wenn

FOAA+ (1 —=XN)B) < Af(A) + (1 =N f(B)
fiir alle A € [0,1] und A, B € R**3 mit Rang{A — B} <1 gilt.

Bemerkung 5.3. Mithilfe der Tensorschreibweise léasst sich die Definition von Rang-1-
Konvexitéit auch folgendermafen formulieren:
Eine Funktion f : R3*® — R U {400} heillt Rang-1-konvez, wenn ¢ : R — R U {+00} mit

p=pt)=f(A+ta®D)

fiir t € R konvex ist fiir alle A € R**3 und fiir alle a, b € R3. In diesem Fall definiert a ® b

einen Tensor 2. Stufe.

Satz 5.7. Sei f : R®*® — R, dann gilt:
f konvex = f polykonver = f quasikonvexr = f Rang-I1-konvexz.

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir noch das folgende Lemma.
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Lemma 5.1. Es gilt fir T : R3*® — R33 x R¥3 x R mit T(§) = (&, Cof(€), det(€))

() - ﬁ f T(€ + Voo(a)) do (5.10)

fiir alle € € R¥3 und ¢ € W™ (Q,R?).
Einen Beweis dieses Lemmas findet man in [Dac89].

Beweis von Satz 5.7: (i) f konvex = f polykonvex:
Wir definieren G : R?**? x R3*3 x R — R mit G(&, Cof(€),det(£)) := f(£). Dann ist

G konvex und damit ist f polykonvex.

(ii) f polykonvex = f quasikonvex:
Wir kénnen annehmen, dass eine konvexe Funktion G : R**3 x R3*3 x R — R mit
G(&,Cof(€),det(€)) = f(&) fiir alle ¢ € R3*3 existiert, da f nach Voraussetzung
polykonvex ist. Dann erhalten wir f(§) = G(7'(¢)) mit der Definition von 7" im
vorherigen Lemma. Auferdem folgt mithilfe der Jensenschen Ungleichung und (5.10)

1
o Jf(& T V() da
- ﬁ f G(T(E + Vpla))) de

> ( f§+V<p d:zc)
(€))

= ( f€)
fiir alle &€ € R3*® und ¢ € W,*(Q, R?) und somit die Quasikonvexitét von f.

(iii) f quasikonvex = f Rang-1-konvex:
Einen Beweis dieser Aussage findet man in [Dac89).

Damit ist alles gezeigt. O
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5.3 Polykonvexe Verzerrungsenergiedichten

Wir wollen, wie bereits erwahnt, im Weiteren fiir die materialabhdngigen Funktionen in
unserem Problem polykonvexe Funktionen wéhlen. Dazu werden wir in diesem Abschnitt
einige polykonvexe Funktionen vorstellen beziehungsweise Verzerrungsenergiedichten auf
Polykonvexitét untersuchen. Bei der Untersuchung von polykonvexen Verzerrungsenergie-
dichten hyperelastischer Materialien wird die Klasse der Verzerrungsenergiedichten haufig,

wie beispielsweise in [HNO03], folgendermafen eingeschrankt:

Korollar 5.1. Se: W(F) = Wy (F) + Wa(Cof(F)) + Ws(det(F')). Wenn die Funktionen

Wi, i =1,2,3, konvex beziiglich ihres Arguments sind, dann ist W insgesamt polykonvexz.

Dieses Korollar dient dann als Werkzeug, um polykonvexe Verzerrungsenergiedichten zu
konstruieren, indem man Funktionen als konvex im entsprechenden Argument identifiziert
und dann eine konische Linearkombination dieser bildet. Allerdings gibt es auch neuere
Artikel, die fiir die Konstruktion polykonvexer Verzerrungsenergiedichten keine additiven,
sondern multiplikative Terme betrachten. Ein Beispiel dafiir ist der Artikel [IK14|. Dar-
in konstruieren Itskov und Khiém polykonvexe freie Energiefunktionen fiir elektro- und
magneto-empfindliche Elaste, welche nicht-additive Terme voraussetzen. Wir wollen uns
hier aber auf Materialmodelle mit additiven Termen konzentrieren, da diese im Vergleich
zu Materialmodellen, die multiplikative Terme enthalten, wesentlich besser erforscht sind.
Fiir die Beweise der Polykonvexitdt der Verzerrungsenergiedichte von speziellen Mate-
rialmodellen bendtigen wir noch einige Resultate beziiglich Konvexitat. Diese und weitere
findet man auch in dem Artikel [HNO3], genauso wie den Beweis der Polykonvexitét einiger

interessanter Terme in Abhéngigkeit von den Hauptinvarianten.

Satz 5.8. Fiirn,de N sei P: R™* — R konver mit P(Z) = 0 fiir alle Z € R"*¢. Dann
ist die Funktion
7 B(Z) = [P(Z)F, p>1, ZeR™

konvez.

Beweis. Seien F,G € R™4 und X € [0, 1]. Dann gilt
E\F + (1 -=MNG) =[P(\F + (1= MNG)]P.

Die Funktion fi(z) := 2P ist fiir x > 0 und p > 1 monoton wachsend. Aus diesem Grund
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folgt mithilfe der Konvexitit von P und der Annahme P(Z) > 0 fiir alle Z € R™*?
EAF+ (1-=MNG) <[AP(F)+ (1—-XNP(G)].

Da fi(x) := zP auberdem fiir x > 0 und p > 1 konvex ist, folgt schlieklich mit der

Jensenschen Ungleichung

E(O\F + (1-)\)G)
< AP + (1= N[PG)
— AE(F)+ (1-)\E(G)

und damit die Konvexitat von E. O

Bemerkung 5.4. Aufgrund der Allgemeinheit von n,d € N an dieser Stelle kann man den
Satz 5.8 nicht nur fiir Matrizen im R3*3, sondern auch fiir Skalare in R beziehungsweise
Vektoren im R? beispielsweise anwenden. Dies sind die drei Fille des Satzes, die uns im

Folgenden interessieren.

Damit wollen wir einige spezielle Terme auf Polykonvexitdt untersuchen, die wir spéter
benotigen, um die Polykonvexitdt von Verzerrungsenergiedichten in konkreten Material-

modellen zu zeigen.

Lemma 5.2. Sei die Verzerrungsenergiedichte von der Form

F 2
W(F) _ H ||FT .
(det(F))?

fiir alle F € R3*3 mit det(F) > 0. Dann ist W(F) polykonvez.

Das Lemma 5.2 findet man als Lemma 2.1 in [HN03| inklusive Beweis. Auch den Beweis
des folgenden Lemmas findet man in dem sehr hilfreichen Artikel [HNO3], weshalb wir ihn

hier auch weglassen.

Lemma 5.3. Sei F' € R3*3 mit det(F) > 0. Dann sind die folgenden Terme polykonvex:

. |7 '
Pl )"
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(i)

| Cof(E) [ 7

Wir wollen im néchsten Abschnitt hyperelastische Materialien noch weiter unterteilen,
um am Ende dieses Kapitels polykonvexe Verzerrungsenergiedichten fiir einige spezielle,

hyperelastische Materialien anzugeben.

5.4 lIsotrope Materialien

Elastische Materialien und somit auch hyperelastische Materialien unterteilt man in iso-
trope und anisotrope Materialien. Da dies auch Einfluss auf die Verzerrungsenergiedichte
eines hyperelastischen Materials hat, wollen wir, wie gesagt, diese Unterteilung ebenfalls
bei der Betrachtung von polykonvexen Verzerrungsenergiedichten beriicksichtigen. Im Fol-
genden wollen wir allerdings die Verzerrungsenergiedichten hyperelastischer Materialien
darauf einschrinken, dass das dazugehorige Material isotrop ist. Diese Eigenschaft basiert
auf der physikalischen Idee, dass die Antwort des Materials in allen Richtungen gleich
ist, das heifst, dass das Materialverhalten richtungsunabhingig ist. Ein Beispiel fiir ein
(annéhernd) isotropes Material mit vielen Anwendungen ist Gummi. Bevor wir allerdings
spezielle Verzerrungsenergiedichten fiir isotrope, hyperelastische Materialien untersuchen,
wollen wir uns mathematisch mit dem Begriff der Isotropie eines Materials auseinander-

setzen.

Definition 5.6. Ein elastisches Material heifst isotrop im Punkt zy € €2, wenn fiir die

Antwortfunktion des Cauchyschen Spannungstensors gilt:
d(xg, FQ) = (0, F) (5.11)

fir alle F € GL,(3) und alle @ € SO(3). Wenn die Gleichheit fiir alle F € GL, (3) und
Q € S,y & SO(3) gilt, so heifst das Material anisotrop im Punkt zq € . Ein Material

heifst (an)isotrop, wenn es in jedem Punkt (an)isotrop ist.

Lemma 5.4. Sei S,, < SO(3) und es gelte fir ein xo € Q die Gleichheit
6(w0,FQ) = 6’($0,F>

fiir alle F € GL,(3) und Q € S,,. Dann ist S,, eine Gruppe, die sogenannte Symmetrie-

gruppe von T.
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Beweis. Offenbar ist I € S,,. Seien nun @1, Q2 € S, und F' € GL,(3) beliebig. Dann ist
FQi7' e GL,(3) und wir erhalten

d(x0, F) = 6(x0, (FQT")Q1) = &(z0, FQT).
Damit folgt Q' € S,,. Aufgrund von FQ; € GL,(3) und
(o, F) = 6(0, FQ1) = 0(0, FQ1Q2)

ist auch Q1Q2 € S;,. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wir konnen die Definition der Isotropie eines elastischen Materials auch mithilfe des fol-
genden Lemmas unter Zuhilfenahme des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors

formulieren.

Lemma 5.5. Ein Material ist isotrop im Punkt xo € 2 genau dann, wenn
P(x, FQ) = P(z0, F)Q (5.12)

gilt fir alle F'e GL,(3) und Q € SO(3).

Beweis. Das Material sei zunéchst isotrop. Dann folgt mithilfe von (5.11) und der Definiti-
on der Antwortfunktion des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors fiir ' € GL, (3)
und @ € SO(3):

P(xo,FQ)
— det(FQ)6(z0, FQ)(FQ)™T
= det(F) QF'Q
= det(F) )F'Q

~

= P(ZL‘(), F)Q

(3'([L‘0,F
5'(ZL‘(),F

Somit erhalten wir (5.12).
Fiir die andere Richtung gelte (5.12) fiir alle '€ GL,(3) und @ € SO(3). Dann folgt mit
Definition 2.9

det(F)é (xo, FQ)F~TQ = P(x0, FQ) = P(xo, F)Q = det(F)é (o, F)F~'Q
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und somit

det(F)6(zo, FQ)F~'Q = det(F)o(xo, F)F~'Q.
Dies ist dquivalent zu (5.11), weshalb das Material isotrop im Punkt zq € € ist. O
In [Cia88] wird die Verzerrungsenergiedichte C' = C(z,Y") eines hyperelastischen Materi-
als als isotrop in x € () definiert, wenn die zugehorige Antwortfunktion des Cauchyschen
Spannungstensors ¢ isotrop in x € € ist, also wenn (5.11) gilt und somit das hyper-

elastische Material isotrop in z € €2 ist. Eine dquivalente Definition liefert der folgende
Satz.

Satz 5.9. Die Verzerrungsenergiedichte C:Qx GL,(3) — R eines hyperelastischen

Materials ist isotrop in x € ) genau dann, wenn gilt

N

Cz, F) = C(z, FQ) (5.13)

fiir alle F e GL.(3) und Q € SO(3).

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [Cia88]. Des Weiteren findet man in [Cia88§]

einen Beweis des nachsten Satzes. Dazu wird mit
J(A) = (1(A), L(A), I5(A)) € R?

der Hauptinvariantenvektor einer Matrix A € R**3 bezeichnet. Dabei werden drei Haupt-

invarianten einer Matrix A € R3*3 definiert durch

L(A) = tr(A)
L(A) = tr(Cof(A))z%{(tr(A))Q—tr(fP)} (5.14)
L(A) = det(A)

mit [(A) € R fiir k£ = 1,2, 3. Fiir den Fall, dass \;, i = 1,2, 3, die Eigenwerte der Matrix

A € R3*3 sind, kann man die drei Hauptinvarianten von A auch folgendermafien darstellen:

L(A) = M+ X+ A3
L(A) = XA+ A3+ M3 (5.15)
I3<A) = /\1/\2A3.
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Auferdem gilt J(FTF) = J(FF") fiir alle F' € GL,(3) und mit
Sym, (3) = {M € R**3|M ist symmetrisch und positiv definit}

ergibt sich
J(Sym, (3)) = {J(A) e R® : Ae Sym, (3)} = (0, +0)>.

Fiir A = FTF erhilt man eine Darstellung der drei Hauptinvarianten, die wir im Folgen-

den hauptséachlich benutzen werden:

I :=L(F'F) = |F|
L= L(F'F) = [Cof(F)|}, (5.16)
Iy :=I3(FTF) = (det(F))?.

Satz 5.10. Die Verzerrungsenergiedichte C:Qx GL,(3) — R eines hyperelastischen Ma-
terials erfille das Azxiom der Objektivitdt. Dann ist die Verzerrungsenergiedichte isotrop

in x € Q genau dann, wenn eine Funktion C(z,-) : J(Sym_,(3)) — R mit

~

Clz,F) =C(x, J(F'F)) = C(z, JIFF"))

fir alle F € GL(3) existiert.

Dieser Satz besagt somit, dass unter Annahme des Axioms 3 der Objektivitéit ein hyper-
elastisches Material isotrop ist genau dann, wenn sich die Verzerrungsenergiedichte dar-
stellen lasst als eine Funktion, die nur von x € €2 und den drei Hauptinvarianten abhéangig
ist.
Mithilfe dieser Aquivalenz wollen wir im Weiteren nun einige spezielle Modelle fiir iso-
trope, hyperelastische Materialien dahingehend untersuchen, ob die entsprechende Ver-
zerrungsenergiedichte polykonvex ist. Wir betrachten also Verzerrungsenergiedichten, die
von den drei Hauptinvarianten abhéngen. Dabei spielt insbesondere die Hauptinvariante
I3(FTF) eine wichtige Rolle. Man differenziert nimlich bei isotropen Materialien zwi-
schen kompressiblen und inkompressiblen Materialien. Inkompressibilitit bedeutet, dass
das Material unter endlicher Deformation (Druck, Dehnung) sein Volumen nicht &ndert.
Mit anderen Worten lasst sich ein inkompressibles Material nicht komprimieren. In diesem
Fall gilt

J :=det(F) = 1. (5.17)
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Auch wenn es einige Materialmodelle fiir inkompressible Materialien in der Theorie gibt,
so existieren in der Realitdt keine vollkommen inkompressiblen Materialien. Somit sind
alle Materialien in der Realitdt kompressibel, das heifit, ihr Volumen &ndert sich unter
Deformation, wenn auch teilweise nur in einem sehr geringen Mafse. In diesem Fall spricht
man von nahezu inkompressibel (schwach kompressibel). Die einzigen Materialien, die
man als nahezu inkompressibel ansehen kann, sind auf der einen Seite Biomaterialien, wie
biologisches Weichgewebe, und auf der anderen Seite Feststoffe aus Polymeren, wie gum-
midhnliche Materialien. Weitere Erlduterungen dazu findet man beispielsweise in [Hol00].
Im Folgenden wollen wir nun, wie bereits angekiindigt, einige spezielle Verzerrungsenergie-
dichten von sowohl inkompressiblen, als auch kompressiblen, isotropen, hyperelastischen

Materialien auf Polykonvexitat untersuchen.

5.4.1 Inkompressible, isotrope, hyperelastische Materialien

Die Bedingung (5.17) fiir Inkompressibilitat fithrt dazu, dass im Fall eines inkompressiblen,
isotropen, hyperelastischen Materials die Verzerrungsenergiedichte nur von x, I,(FTF)
und I,(FTF) abhiingt. Interessante Artikel, die einen Uberblick zur Theorie inkompres-
sibler, isotroper Hyperelastizitit geben, sind beispielsweise [Ogd72a| und [Ogd82]. Ogden
hat sich in den genannten Arbeiten, aber auch in weiteren Publikationen, insbesondere
mit inkompressiblen, gummidhnlichen Feststoffen auseinandergesetzt. In diesem Zusam-
menhang hat er in dem Artikel [Ogd72a] das folgende sogenannte Ogden-Modell fiir in-
kompressible (gummidhnliche) Materialien entwickelt. Dazu seien erneut \;, i = 1,2,3,
die Eigenwerte von F'TF. Dann hat die Verzerrungsenergiedichte im Ogden-Modell die
Gestalt

M o
Wolh, Ao As) = S EOF + 07 + A7 —3) (5.18)
=1

a;

mit Materialparametern v; und a;, ¢ = 1,..., M. In [Hol00] findet man zum Beispiel ty-
pische Werte fiir a; beziehungsweise ~;. Die Verzerrungsenergiedichte in (5.18) kann man

(sieche [Cia88|) umschreiben in

(|

Wo(F) = 2 Z—((tr(FTF NF —3) =) " —3). (5.19)

i=1

SI\2

Damit kann man gut erkennen, dass sich die Verzerrungsenergiedichte im Ogden-Modell

fiir ein inkompressibles, isotropes, hyperelastisches Material nur in Abhéngigkeit von der
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ersten Hauptinvariante von F'TF darstellen ldsst:

M
o(lh) =Z

Im folgenden Satz wollen wir nun zeigen, dass die Verzerrungsenergiedichte fiir inkom-

g|<

(17 - (5.20)

pressible Ogden-Materialien polykonvex unter gewissen Annahmen ist.

Satz 5.11. Die Verzerrungsenergiedichte eines inkompressiblen Ogden-Materials Wo (F')
aus (5.19) ist polykonvex fir v; > 0 und a; = 1 fir allei =1, ..., M.

Beweis. Da die Funktion Wy nur von F und nicht von Cof(F') beziehungsweise det(F)
abhéngig ist, miissen wir fiir die Polykonvexitat der Funktion Wy nur zeigen, dass sie
konvex in F ist. Dazu seien F,G € R**3 und A € [0, 1]. Dann gilt mithilfe der Konvexitét

der Frobenius-Norm | - ||, v > 0 und a; > 0 fiir alle s = 1,..., M:

Wo(/\F + (1 — )\)G)

> T(AF + (1= NCl5, - 3)
< DRI Fler + (1= X)[Clr) - 3] (5.21)

1 (2

-
I

Man kann leicht nachpriifen, dass die Funktion r(z) = 2% konvex fiir alle z € R mit = > 0

ist fiir a; > 1. Dann gilt

ALz + (1= N]G]pr)™ <

+ (1 =)

Somit kénnen wir (5.21) weiter abschétzen und erhalten
Wo(AF + (1 = N)G)

2 PP + (=)

Vi M’Y
- )\Z —~(IFI% —3) Eal
=1 "

le

= AWo(F) + (1 = )Wo(G).

— 3]

N
= 3

Dies zeigt, dass Wo(F) konvex in F' und damit polykonvex fir v; > 0 und a; > 1,
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i=1,.., M, ist. 0

Weitere Materialmodelle fiir inkompressible, hyperelastische, isotrope Materialien, die oft
verwendet werden, sind zum Beispiel das Mooney-Rivlin-Modell und das Neo Hookesche
Modell. Ein recht interessanter Artikel, der das Ogden-Modell, das Mooney-Rivlin-Modell
und das Neo Hookesche Modell fiir Polychloropren vergleicht, ist [KLL*12|. Polychloro-
pren, welches auch Chloropren-Kautschuk genannt wird beziehungsweise als Neopren be-
kannt ist, stellt einen Synthesekautschuk dar, der beispielsweise im Automobilbau oder
fiir wirmedammende Sportbekleidung verwendet wird.

Das Neo Hookesche Materialmodell ist eines der einfachsten hyperelastischen Material-
modelle, da die Verzerrungsenergiedichte fiir dieses Modell im inkompressiblen Fall nur

von einer Materialkonstanten und der ersten Hauptinvarianten von F'T I abhingig ist:
Wyg(F) = Cy(I; — 3) (5.22)

mit einer Materialkonstanten C;. Wahlt man in (5.19) oder (5.20) M = 1, a; = 2 und
~v1 = 2C", so erhalt man das Neo Hookesche Modell als Spezialfall des Ogden-Modells im
inkompressiblen Fall. Damit kann man direkt aus Satz 5.11 folgern, dass fiir C; > 0 auch
die Verzerrungsenergiedichte des Neo Hookeschen Modells polykonvex ist. Es hat sich al-
lerdings gezeigt, dass experimentelle Daten fiir einige isotrope, inkompressible, elastische
Materialien nicht durch (5.22) reproduziert werden kénnen (siehe [Hol00]). Dies legt nahe,
dass eine zusétzliche Abhéngigkeit der Verzerrungsenergiedichte von der zweiten Hauptin-
varianten von F'TF sinnvoll ist.

Das Mooney-Rivlin-Modell, welches fir M = 2, a1 = 2, ao = —2, 77 = 2C; und
72 = —2C5 in (5.20) ebenfalls einen Spezialfall des Ogden-Modells darstellt, enthélt die

zweite Hauptinvariante in der folgenden Art und Weise:
WMR<II; ]2) = 01(11 — 3) + CQ(]Q — 3) (523)

Wir wollen nun im Folgenden diese Funktion auf Polykonvexitit untersuchen. Dazu for-
mulieren wir die Funktion in (5.23) zunéchst mithilfe der Definition der ersten und zweiten

Hauptinvariante folgendermafen um

Wur(F) = Ci(|F|%, - 3) + Ca(|Cof(F)[2, - 3) (5.24)

Crl[F |5, + Col| Cof(F)[, — 3(C1 + Ca).
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Lemma 5.6. Die Verzerrungsenergiedichte fiir das Mooney-Rivlin-Modell in (5.24) ist
fiir Cy,Cy > 0 polykonvez.

Beweis. Zunichst einmal lisst sich leicht zeigen, dass fiir Funktionen f,g : R®*® — R
und eine Konstante a € R gilt, dass f(X) = g(X) + a genau dann konvex in X € R3*3
ist fiir alle a € R, wenn g konvex in X € R**3 ist. Wir setzen in (5.24) a := —3(Cy + Cy).
Damit ist fiir Cy, Cy > 0 mit Satz 5.8 die Funktion Wy, r(F') konvex in F' und konvex in
Cof(F'), da die Frobenius-Norm konvex und nichtnegativ ist. Somit erhélt man insgesamt
die Polykonvexitat von Wy r(F). O

Nach [Hol00] ist das Mooney-Rivlin-Modell nicht sehr gut geeignet, wenn man inkompres-
sible, gummidhnliche Materialien betrachten will, die Verstarkerfiillstoffe, wie Ruf oder
Kieselerde, enthalten. Aus diesem Grund wurde das sogenannte Yeoh-Modell aufgestellt,

dessen Verzerrungsenergiedichte die folgende Form besitzt:
Wy (I1) = Cio(51 — 3) + Cao(I1 — 3)* + Cso(L; — 3)° (5.25)

mit Materialparametern Cjg, i = 1,2, 3. Diese Bezeichnung der Materialparameter fiir das
Yeoh-Modell findet man héufig in der Literatur. Dies riithrt daher, dass das Yeoh-Modell
ein Spezialfall des 1951 von Rivlin und Saunders entwickelten allgemeinen (polynomialen)

Rivlin-Modells

N M

Wr(I1,I) = > Cij(Iy = 3)'(Iy — 3) (5.26)

i=0j=0
mit den Materialparametern Cj;, 7 = 1,...,N, j = 1,..., M, darstellt fir N = 3, M =0
und Cpp = 0. Man kann leicht sehen, dass beispielsweise auch das Mooney-Rivlin-Modell
ein Spezialfall des Rivlin-Modells ist fiir M = N = 1 und Cyy = C1; = 0. Im Folgenden
wollen wir nun das Rivlin-Modell im Allgemeinen und das Yeoh-Modell im Speziellen auf

Polykonvexitat untersuchen.

Lemma 5.7. Die Verzerrungsenergiedichte
Wy (F) = Cio(| Fll, = 3) + Coo(|F |7 — 3)* + Caol(| FII 7, — 3)°

des Yeoh-Modells ist fiir Cyo > 0, k = 1,2,3, polykonvez.

Beweis. Die Terme (|F|%, — 3)" fiir i = 1,2, 3 sind nach Lemma 5.3 mit det(F) = 1 (In-
kompressibilitdtsbedingung (5.17)) polykonvex. Deshalb besteht Wy unter der Annahme
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Cro > 0 fiir £ = 1,2,3 aus einer Summe polykonvexer Funktionen und ist dementspre-

chend wieder polykonvex. O]

Im Gegensatz zu der Verzerrungsenergiedichte im Yeoh-Modell muss festgestellt werden,
dass die Verzerrungsenergiedichte des Rivlin-Modells (5.26) im Allgemeinen nicht poly-
konvex ist aufgrund des Terms (I, — 3)7 (siehe [HNO3]).

Modelle fiir gummiahnliche Materialien beziehungsweise Polymere werden unterteilt in
phdnomenologische und mikromechanische Materialmodelle. Die Struktur dieser Mate-
rialien ist charakterisiert durch kettendhnliche Makromolekiile, welche an bestimmten
Punkten miteinander verkniipft sind (siehe [HDPS07]). Im Gegensatz zu den bisher be-
trachteten Materialmodellen ist das Arruda-Boyce-Modell ein mikromechanisches Modell,
welches durch diese spezielle mikromechanische Netzwerkstruktur motiviert ist. Bei die-
sem 1993 von Arruda und Boyce in [AB93| entwickelten Modell wird angenommen, dass
es in einem kubischen reprisentativen Volumenelement acht Ketten gibt zwischen dem
Mittelpunkt und den Ecken des Wiirfels. Aus diesem Grund wird das Modell von Arruda
und Boyce auch 8-Ketten-Materialmodell genannt. Die Verzerrungsenergiedichte dieses
Modells hat die Gestalt

Wap(L) = ¢ Y diN'7H(If — 3%) (5.27)
k=1
beziehungsweise
Wap(F) = ¢ Y diN'"*(|F|3 — 3%) (5.28)
k=1

mit den beiden Materialparametern ¢ und N. Dabei wird mit N > 0 die Anzahl der
Segmente, wobei alle die gleiche Lénge haben, in einer Kette bezeichnet. Die Faktoren dj,
sind feste Zahlen, welche a-priori durch eine Taylor-Entwicklung der inversen Langevin-
Funktion definiert sind (siehe [Tre05|). Es gilt unter anderem d; =
hungsweise d3 = %.
Polykonvexitéat untersuchen.

1 - L je-
5, do = 55 bezie

Im Folgenden wollen wir die Verzerrungsenergiedichte W4p(F') auf

Satz 5.12. Firc> 0 und d, > 0 fir alle k = 1,...,m ist Wag(F) aus (5.28) polykonver.

Beweis. Nach Voraussetzung ist N'=* fiir alle k& = 1,...,m positiv. Mit den Annahmen
¢ > 0 und d, > 0 fiir alle k£ = 1,...,m muss also nur gezeigt werden, dass die Funktion
fe(F) := | F||% —3* polykonvex ist fiir alle k = 1, ..., m. Die Polykonvexitit von f;,(F) folgt

allerdings unmittelbar aus Lemma 5.2 mit der Inkompressibilitdtsbedingung det(F) = 1
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und Satz 5.8. Somit folgt direkt die Polykonvexitit von Wap(F) = ¢ Y0 dp N7 fi(F),

was zu zeigen war. O

Neben den betrachteten Materialmodellen fiir inkompressible, isotrope, hyperelastische
Materialien existieren noch weitere Modelle fiir diese Art von Materialien, wie beispiels-
weise das Gent-Modell oder das Blatz-Ko-Modell (siehe zum Beispiel [Hac15]). Allerdings
ist die Klasse der inkompressiblen Materialien sehr beschrinkt beziehungsweise findet
man, wie bereits erwahnt, in der Realitdt nur Materialien, die nahezu, wenn iiberhaupt,
inkompressibel sind. Aus diesem Grund wollen wir uns im Weiteren nun den kompressiblen
Materialien widmen. Auferdem sei erwéhnt, dass in der Regel Modelle fiir kompressible
Materialien ein inkompressibles Pendant haben respektive man das entsprechende inkom-
pressible Materialmodell durch Setzen von det(F) = 1 im kompressiblen Modell erhélt.
Beispielsweise existieren auch unter anderem kompressible Ogden-, Mooney-Rivlin- oder

Neo Hookesche Modelle, wie wir im Folgenden sehen werden.

5.4.2 Kompressible, isotrope, hyperelastische Materialien

Um von inkompressiblen iiberzugehen auf kompressible Materialien, beginnen wir diesen
Abschnitt mit einer multiplikativen Aufteilung des Deformationsgradienten F' in einen
volumenéndernden und einen volumenerhaltenden Teil. Dieser auf Flory (|Flo61]) zu-
riickgehende Ansatz wird in der Literatur hdufig genutzt, insbesondere im Hinblick auf
Materialien, welche nur schwach kompressibel sind (siche beispielsweise [Ogd77], [Hol00],
[HNO03], [ST91]). Dazu definieren wir

F=FF (5.29)

mit dem volumenerhaltenden (isochorischen) Teil F = J~3F mit det(F) = 1 und dem
volumenveréndernden (volumetrischen) Teil [ = J3I. Dabei gilt wie im vorherigen Ab-
schnitt J = det(F). Mithilfe dieser Zerlegung von F kann man auch C' = FTF zerlegen,
indem man

C=FTF=J3C (5.30)

definiert.
Im Zusammenhang mit schwach kompressiblen, isotropen, hyperelastischen Materialien

wird diese Zerlegung des Deformationsgradienten oft genutzt, um auch die Verzerrungs-
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energiedichte in zwei Teile aufzuspalten:

A —

W (F) = Wy (J) + Wiso(F). (5.31)

Hier steht “vol” fiir volumetrisch und “iso” fiir isochorisch. Diese Bezeichnungen liegen
nahe, da die Funktion W,, nur von dem volumenéndernden J = det(F') abhéngt und
die Funktion W, ausschlieflich von den volumenerhaltenden Groken I := I 1(F TF ) und
I, := I,(FTF) abhingig ist. Weitere Erliuterungen dazu findet man beispielsweise in
[Hol00]. Aufserdem soll W kennzeichnen, dass es sich dabei um eine Verzerrungsenergie-
dichte eines kompressiblen Materials handelt im Unterschied zu W fiir die Verzerrungs-
energiedichte eines inkompressiblen Materials.

Wir wollen nun im Folgenden zunéchst spezielle Verzerrungsenergiedichten von kompres-
siblen, isotropen, hyperelastischen Materialien, die die Form (5.31) aufweisen, betrachten
und auf Polykonvexitidt untersuchen. Allerdings kommt es in der Literatur haufiger vor,
dass die Modelle zwar eine Aufspaltung der Verzerrungsenergiedichte in einen volumetri-
schen und einen isochorischen Term beriicksichtigen, aber der isochorische Term direkt
vom Deformationsgradienten F und nicht vom modifizierten Deformationsgradienten F
abhéngig ist. In diesem Fall wird also eine multiplikative Aufspaltung von F' wie in (5.29)
nicht verwendet.

Wie auch bei den inkompressiblen Materialien stellen auch hier die kompressible Ogden-
Materialien unser erstes Beispiel dar. In [Cia88| findet man ein Modell fiir Ogden-Mate-

rialien mit der Verzerrungsenergiedichte
X M N s
Wo(F) = > bill Fllg, + 3 cs| Cof ()], + T(det(F)) (5.32)
i=1 j=1

mit b; >0, p; = 1fir1<i<M,¢;>0undd; >1fir1<j<NundI':(0,00) - R
einer konvexen Funktion mit lims o+ I'(0) = +00. Wie man leicht erkennen kann, weist
diese Funktion zwar eine Zerlegung in einen volumetrischen Term I'(det(F")) und einen
isochorischen Term Y ;| F |5 + Zjvzl chCof(F)HifT auf, aber ohne die Zerlegung des
Deformationsgradienten F' und damit F' zu verwenden. Allerdings stellt (5.32) eine sehr
allgemeine Formulierung der Verzerrungsenergiedichte eines Ogden-Materials dar. Wir
wollen hier zunéchst erst einmal die Funktion WO(F ) ganz allgemein auf Polykonvexitéat
untersuchen und anschlieffend eine spezielle Darstellung einer Verzerrungsenergiedichte
eines Ogden-Materials angeben, die die Zerlegung des Deformationsgradienten (5.29) er-
fiillt.
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Satz 5.13. Die Verzerrungsenergiedichte Wo(F) in (5.32) ist polykonvex.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [Cia88|.

Bevor wir noch eine andere Formulierung der Verzerrungsenergiedichte eines Ogden-
Materials angeben wollen, mochten wir, wie bereits auch bei den inkompressiblen Mate-
rialien, auf zwei Spezialfille der Verzerrungsenergiedichte eines Ogden-Materials in (5.32)
eingehen.

Die Verzerrungsenergiedichte eines kompressiblen Neo Hookeschen Materials kann man

darstellen in der Form
Wia(F) = a|F |}, + T'(det(F)) (5.33)

mit @ > 0 und einer konvexen Funktion I' (siehe (5.32)). Die Polykonvexitét der Funktion
Wy (F) in F folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass af| F|%, fiir a > 0 konvex in F ist
und I'(det(F)) nach Voraussetzung konvex in det(F’) sein soll.

Einen zweiten Spezialfall der Verzerrungsenergiedichte in (5.32) stellt die folgende Ver-

zerrungsenergiedichte eines kompressiblen Mooney-Rivlin-Materials dar:
Wur(F) = a|F[[3, + b|Cof(F)|%, + T (det(F)) (5.34)

mit @ > 0, b > 0 und T'(d) = ¢§? — dlog(d) fiir ¢ > 0 und d > 0. Mann kann leicht zeigen,
dass die Funktion I'(¢) konvex in § = det(F’) ist. Damit entspricht die Funktion in (5.34)
fir M =N =1,a; =a, b =bund yy = d; = 2 in (5.32) der Verzerrungsenergiedichte
in (5.32) und ist somit nach Satz 5.13 polykonvex in F'. In [Hol00| wird die folgende Dar-
stellung einer Verzerrungsenergiedichte eines Ogden-Materials angegeben. Dabei wird der
isochorische Term analog zu der Verzerrungsenergiedichte eines inkompressiblen Ogden-
Materials (siehe (5.18)) definiert:

Q|\Q

M M
_ Yi — % — %4 — 94

WE(F) =), =\ +AF +A7 —3 5.35
(F)= 320 )= 2 (539)

mit den Eigenwerten \; = J%)\i, i=1,2,3,von F'TF und y;a; > 0 fiiri = 1, ..., M (siche

(5.18)).

Fiir gummidhnliche Materialien hat Ogden 1972 in [Ogd72b| einen volumetrischen Term

in Abhéangigkeit von J der Form

WO, (J) = kG(J) mit G(J) = B2(BIn(J) + JF — 1) (5.36)
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fiir 8 > 0 vorgeschlagen. Dabei bezeichnet x das konstante Kompressionsmodul in der
Referenzkonfiguration und § eine (empirische) Konstante. Unter der Voraussetzung, dass
das Material schwach kompressibel ist, das heifst, dass J = det(F) ~ 1 gilt, kann man
zeigen, dass die Funktion G fiir § > 0 strikt konvex ist. Wir erhalten also als Verzerrungs-
energiedichte eines Ogden-Materials in der Darstellung von [Hol00]

Wo(F,J) = WO (F) + WQ(J) (5.37)

180

mit W2

180

Definition von F umschreiben als Funktion in Abhingigkeit von F:

WO (F,det(F)) = Z Ji <($) - 3) . (5.38)

= 1

(F) aus (5.35) und W2

“(J) aus (5.36). Den isochoren Term kénnen wir mit der

Mithilfe dieser Umformulierung erhalten wir fiir die Verzerrungsenergiedichte eines Ogden-
Materials (nach Holzapfel, [Hol0O0])

Wo(F)
= W@?O(F det(F)) + W (det(F))
= L —”FHFT ai— kB2(B1n(de e -6 _
B Z i(((det(F)):ls) 3)* B72(BIn(det(F)) + (det(F))~" —1). (5.39)

Diese Funktion wollen wir nun im néchsten Satz auf Polykonvexitdt untersuchen.

Satz 5.14. Die Verzerrungsenergiedichte Wo(F) in (5.39) ist fir v; > 0, a; = 2, > 0
und k > 0 polykonvex in F.

Beweis. Zunichst einmal erinnern wir daran, dass G(J) = 872(8In(J) + J =¥ — 1) kon-
vex in J > 0 ist fiir B > 0. Damit ist W9, (det(F)) = xG(det(F)) fiir x > 0 konvex in
det(F). Wir miissen also fiir die Polykonvexitit von Wy (F) in F zeigen, dass die Funk-
tion W2 (F,det(F)) in (5.39) konvex sowohl in F' als auch in det(F) ist, also insgesamt

polykonvex in F' ist. Dazu definieren wir k; := a;/2 mit k; > 1 fir a; > 2,1 = 1,..., M.

(( de]:(‘jj;) )k _3>'

Nach Lemma 5.2 ist | F|2, /(det(F))3 polykonvex in F und somit konvex in F und det(F).
Daraus folgt mit Satz 5.8, dass (| F2,/(det(F))5)* polykonvex in F ist fiir k; > 1 und

Dann folgt

’LSO

M
WO (F,det(F Z
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somit fir v, > 0,7 = 1,..., M, und damit die Aussage des Satzes. O

Weitere Verzerrungsenergiedichten fiir Modelle von kompressiblen, isotropen, hyperelasti-
schen Materialien, die einen isochorischen als auch einen separaten volumetrischen Term
haben, findet man beispielsweise in [Cia88|. Darin werden unter anderem ein Material-
modell von Ciarlet und Geymonat von 1982 oder Hadamard-Green-Materialien genannt.
In dem bereits héufig zitierten Artikel [HNO3] von Hartmann und Neff wird allgemein
eine Aufteilung einer Verzerrungsenergiedichte in einen isochoren und einen volumetri-
schen Teil angenommen und dann getrennt fiir beide Teile Beispiele angegeben und auf
Polykonvexitéat untersucht. In diesem Zusammenhang werden zwar iiberwiegend keine
konkreten Materialmodelle betrachtet, allerdings kann man auch zum Beispiel fiir den
isochorischen Term die Verzerrungsenergiedichten von inkompressiblen Materialmodellen
verwenden (siehe [HMO09]). Fiir die Identifikation von W;s, mit der inkompressiblen Ver-
zerrungsenergiedichte benotigt man allerdings, dass die entsprechende Volumenénderung
(J) infinitesimal ist und die volumetrische Funktion W, (J) erweitert werden kann als
eine Taylorreihe fiir diesen Bereich von Volumenédnderungen. In [HMO09] wird gezeigt, dass
experimentelle Daten nahelegen, dass die zweite Bedingung nicht immer erfillt ist, ins-
besondere fiir grofe Deformationen. Unter diesen Voraussetzungen erhélt man mit einer
geeigneten Funktion in Abhéngigkeit von det(F') eine kompressible Version des entspre-
chenden inkompressiblen Materialmodells. Beispiele dafiir ergeben sich, wenn man die
kompressible und die inkompressible Version der Verzerrungsenergiedichte der oben vorge-
stellten Ogden-, Mooney-Rivlin- oder Neo Hookeschen Materialien miteinander vergleicht.
Wir wollen zunéchst einige isochorische Terme vorstellen, deren Polykonvexitét in [SNO3]

bewiesen wird:

[ ]
Wio(l) = (If =3, i=1, k>1,
[ ]
_3k .
W2 (L) = (I —(3V3)*Y, j=1, k=1,
[ ]
Wi?;o(m/i{eo(jl)) = eXp(Wilso(Il)) - 17 1= 17 k = 17
[ ]
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Diese Beispiele fiir polykonvexe, isochorische Terme einer Verzerrungsenergiedichte sind
insbesondere von Interesse, wenn man die multiplikative Zerlegung des Deformationsgra-
dienten ausnutzt (siche oben).

In dem Artikel [HNO3] werden auferdem altbekannte volumetrische Terme einer Verzer-
rungsenergiedichte aus der Literatur angegeben. Allerdings gibt es auch noch weitere sehr
interessante Artikel in Hinblick auf volumetrische Terme einer Verzerrungsenergiedichte,
wie beispielsweise [HMO09]| und [DS00]. Insbesondere in [DS00] findet man auch eine Liste
von volumetrischen Termen. Sowohl in [HNO03|, als auch in [DS00| werden die volumetri-
schen Termen nicht nur auf Konvexitit, was fiir die Polykonvexitat der Verzerrungsener-
giedichte notwendig ist, sondern auch auf weitere physikalische Bedingungen untersucht.
Diese Bedingungen sind unter anderem notwendig, um eine energie- und spannungsfreie
Referenzkonfiguration vorauszusetzen. Aufgrund der mathematischen Einfachheit wird im
Allgemeinen angenommen, dass der volumetrische Term endlich polynomial in J = det(F)
ist. Aber in [HMO09| wird beispielsweise auch ein rationaler Funktionsansatz vorgestellt.
Ein Beispiel fiir einen polynomialen volumetrischen Term haben wir schon mit der Funk-
tion G(J) (siehe (5.36)) beim kompressiblen Ogden-Modell kennengelernt. Der am héu-
figsten gebrauchte Ausdruck fiir den volumetrischen Term einer Verzerrungsenergiedichte

eines kompressiblen, isotropen, hyperelastischen Materials ist allerdings
K
Wh(J) = 5(7 = 1)2

Dabei und im Weiteren wird mit x der Kompressionsmodul bezeichnet. Die Funktion W},

ist konvex in J fir £ > 0. In [HMO09]| wird experimentell gezeigt, dass der quadratische
Term W, eine gute Wahl ist fiir moderate Deformationen, fiir die etwa 1 < J < 1.0003

gilt. Wir wollen im Folgenden einige weitere bekannte konvexe, volumetrische Terme in-

klusive einer Referenz auflisten:

W2i(J) = 5(In(J))%, Simo et al. (1985) (|STP85]),
W3 (J) = Z((J 1% (111(J))2>, Simo und Taylor (1982) ([ST82]),

Wi (J) =k(JIn(J) — J + 1), Liuet al. (1994) (JLHM94]),

vol
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5
Wv ol

(J) = g(ﬁ —1-2In(J)), Simo und Taylor (1991) ([STO1]).

Ein weiterer konvexer, volumetrischer Term ist

c _
WS,(J) = EI(J 2 1), (5.40)
Dabei seien = 5> > 0 mit der Poissonrate v und ¢; = £ > 0 mit dem Schubmodul p.

Es sei schliefslich erwahnt, dass jede additive Zusammensetzung der einzelnen volumetri-
schen Funktionen W, bis W5  als eine zulissige Verallgemeinerung der einzelnen Funk-

tionen gesehen werden kann. Dies ldsst sich auch damit begriinden, dass eine additive

Zusammensetzung von konvexen Funktionen wieder konvex ist.



Kapitel 6

Numerische Realisierung und

Ergebnisse

6.1 Das Materialmodell

Fiir die numerische Losung sowohl des Vorwértsproblems als auch des inversen Problems
bendtigen wir zunéchst ein konkretes Materialmodell. Dabei wollen wir ein isotropes,
hyperelastisches Material betrachten. Es wurde bereits ausfiihrlich erldutert, dass wir fiir

die Verzerrungsenergiedichte C'(z,Y") in unserem Modell eine konische Kombination

C(z,Y) = Z agCk(z,Y),

K=1

ag = 0 fir alle K =1,..., N, von Tensorprodukten
Ck(x,Y) = vg(z)C(Y)

ansetzen wollen. Dazu haben wir bereits in Kapitel 5 ein Dictionary an Funktionen C'(Y)
fiir isotrope, hyperelastische Materialien aufgestellt. In diesem Abschnitt und somit fiir
die numerische Umsetzung wollen wir ein Neo Hookesches Material mit der folgenden

Verzerrungsenergiedichte (siehe (5.22) und W9 (J) in Kapitel 5) betrachten:

vol

CY) = er(l) — 3) + %(J?B —1). (6.1)

Als Materialparameter enthalt dieses Modell § = #- = % >0und ¢ = § >

0 mit der Poissonrate v, dem Schubmodul g und dem Kompressionsmodul . Bei der
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numerischen Umsetzung haben wir dabei x = 68.6GPa und p = 26.32GPa verwendet,
womit 5 ~ 0.96986 und ¢; = 13.16GPa positiv sind. Diese Werte entstammen dem Artikel
[RL15].

6.1.1 Der Messaufbau

Um im néchsten Abschnitt unsere Wahl der ortsabhédngigen Funktionen vg, K =1,..., N,
genau erlautern zu konnen, wollen wir zunéchst im Folgenden genauer auf den Aufbau des
numerischen Experiments eingehen. Dabei betrachten wir eine Platte, die in x;-Richtung
relativ diinn im Vergleich zu den anderen beiden Richtungen xy und x3 ist. Genauer
gesagt, hat die Platte im gerechneten Beispiel die Mafe [—0.1,0.1] x [-15, 15]%. AuRerdem
nehmen wir an, dass wenn ein Schaden an der Platte auftritt, sich dieser am Rand der
Platte befindet und die Platte im Inneren unbeschéadigt bleibt. Dies ist beispielsweise bei
Delaminationen der Fall. Aus diesem Grund betrachten wir in z;-Richtung zwei Schichten
I, 1] nah am Rand der Platte und zwar I bei x1 = —0.1 + e und I bei 1 = 0.1 — ¢
fiir ¢ > 0 (siehe Abbildung 6.1). Zwischen den beiden Schichten gilt Cx(z,Y) = C(Y)

T

D)

I7

4 z

Abbildung 6.1: Skizze der Platte mit den beiden Schichten

€3
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fiir alle K = 1,..., N und somit ist die Verzerrungsenergiedichte dort unabhéngig vom
Ort beziehungsweise es gilt v = 1 fiir alle K = 1,..., N. In den Schichten hingegen gilt
entweder 1 = —0.1 + € oder 1 = 0.1 — € und die Verzerrungsenergiedichte C'(z,Y") héngt
somit beziiglich des Ortes nur von zo und z3 ab. Wir gehen jetzt davon aus, dass wir

sowohl in zo- als auch in x3-Richtung eine dquidistante Zerlegung
—15:a:xl(0) <a:l(1) < .. <xl(n) =b=15,1=2,3, ne N,

des Intervalls [a,b] = [—15,15] mit konstanten h = xl(k) - xl(k_l) = 3 fiir [ = 2,3 und
alle k = 1,...,n haben. Somit erhalten wir ein Gitter auf [—15,15]* und nummerieren
die Gitterpunkte zeilenweise beginnend beim Punkt (xgo),xéo) ) = (—15,—15) von 1 bis
N mit N = (n 4+ 1)® durch. Dann lésst sich der Zusammenhang zwischen dem Punkt
(xgi), x(j)), i,j =0,...,n,und der Nummer K € {1, ..., N} dieses Punktes darstellen mithilfe
der bijektiven Abbildung ¢ : {0,..,n}*> — {1,..,N}, ¢(i,7) := i + (n + 1)j + 1 fiir
1,7 = 0,...,n. Dieser Zusammenhang wird uns im Folgenden sehr hilfreich sein bei der

Wahl der ortsabhéngigen Funktionen in den beiden Schichten.

6.1.2 Wahl der ortsabhdangigen Funktionen

Mithilfe der Notationen aus dem vorherigen Abschnitt wahlen wir nun fiir die Funktionen

vi(x), K =1,..., N, bilineare Splines
Bij(w2,w3) = bi(x2)bj(73)

mit ¢,j € {0, ...,n}. Dabei definieren wir

1(z —2l=h) ,z e [z07D 20)
bi(2) = Nia(2) = 41— L(z—2) ze [z 20HD) (6.2)
0 , sonst
firi=1,...,n—1,
1 0
bo(2) = Noa(2) = (1 — (2 = 27) ) X[z ) (2) (6.3)
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und

1
bn(z) = Npa(2) = E(Z — 2" D) X 1) iy (2). (6.4)

Dabei steht z immer entweder fiir x5 oder fiir x3 und y fiir die Indikatorfunktion. Bevor
wir zur Verzerrungsenergiedichte zurtickkehren, wollen wir zunéichst einige Aussagen iiber
die in (6.2) bis (6.4) definierten Splines, den sogenannten B-Splines 1. Ordnung, zeigen.
Dazu benétigen wir aber noch die folgende Definition von N;(z) fiir alle ¢ = 0, ...,n. Es

seien
Nio(2) = X[z o0 (2) (6.5)
fir i =0,...,n — 1 und
Npo(z) = 0. (6.6)

Mithilfe dieser B-Splines 0. Ordnung kénnen wir nun die in (6.2) bis (6.4) betrachteten

Funktionen b;(z) = N;1(z) fiir i = 0, ...,n auch folgendermafen formulieren:

bi(2) = Nia(z) = %(z — 2N o(2) 4+ (1 — %(z — D)) Ny o(2) (6.7)
fiir alle i = 1,...,n — 1,
bo(2) = Noa(2) = (1 = (= = 20)) N 2) (65)
und
ba(2) = Noa(2) — %(z — 2 DYNL o). (6.9)

Die folgende, sogenannte Marsden-Identitdt ist niitzlich, um die darauffolgende Eigen-

schaft, die Zerlegung der Eins, der hier definierten Splines zu zeigen.

Lemma 6.1. Fir alle x € [a,b] und s € R gilt
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Beweis. Es seien x € [a,b] und s € R. Dann gilt

(Qi(i) — $)N;1(x)

-

=0
n 1 n—1 1
- > E(M —8) (@ — 2Ny o(z) + D (2 = 5)(1 = - (z — 29))Nio(x)
=1 =0
n—1 1 1
= 2 G EY —s) (@ —2D)Nig(z) + (29 = 5)(1 = —(x — 29))N;o(2)]
="h h
e , . .
= = D[ = )@ — 1) + @ = )@ — )] N;o(0)
i=0
n—1
= (r—35) ) Niolx)
=0
= (z—15) ) Nig(x)
i=0
= (z—23) Z X[z 26+ ()
i=0
= (z—23)
und somit die Aussage des Lemmas. O

Damit kénnen wir nun die bereits erwahnte Zerlequng der Fins beweisen:

Korollar 6.1. Es gilt fiir alle x € [a, b]

Beweis. Sei f(s) := x — s fiir ein festes x € [a,b]. Dann gilt f’(s) = —1. Mithilfe der
Marsden-Identitat (Lemma 6.1) gilt

und damit ist das Korollar bewiesen. O

Als letzte Eigenschaft der B-Splines 1. Ordnung, die wir hier beweisen wollen, betrachten
wir die Splines an den Stiitzstellen 2, k = 0,...,n, der dquidistanten Zerlegung des
Intervalls [a, b].
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Lemma 6.2. FEs qilt fiir alle k =0,....n undi=0,...,n
Nz’l(x(k)) = 5zk

Beweis. Es seien 4,k € {0, ...,n} beliebig. Angenommen es gilt *) ¢ [20~) 20+D) dann
folgt nach (6.2) N;;(z®) = 0. Damit betrachten wir nun 2®*) e [2(=Y 2z(+D) Wir
untersuchen zuerst den Fall, dass z(® e [20~1 z(®) gilt. Dann folgt z® = 20~V und
damit nach (6.2) Ny (z®™) = 1 (" — z(=1) = 0. Somit miissen wir nur noch den Fall,
dass ®) e [z, £(+1)) ist, behandeln. Dann gilt aber 2*) = () und dies liefert mithilfe
von (6.2) wiederum N;;(z™) =1 — 1(z(® — z)) = 1. Da dies fiir alle i,k € {0, ..., n} gilt,

folgt die Behauptung. n

6.1.3 Ableitungen der Verzerrungsenergiedichte

Um sowohl das Vorwértsproblem als auch das inverse Problem numerisch 16sen zu kon-
nen, miissen wir, wie wir spéater sehen werden, im néchsten Schritt die erste und zweite
Ableitung der Verzerrungsenergiedichte C'(Y') aus (6.1) nach Y bestimmen. Dabei ist Y
ein Tensor 2. Stufe, welcher im Zusammenhang mit unserer Problemstellung den Defor-
mationsgradienten F'(t,z) = I + Vu(t,z) mit dem Verschiebungsgradienten Vu(t,x) fiir
alle (t,x) € [0,T] x Q représentiert. In Kapitel 2 haben wir erldutert, dass det(Y) > 0
fiir den Deformationsgradienten ¥ = I + Vu gilt und damit Y invertierbar ist. Fiir die
Ableitungen nach Y bendtigen wir das folgende Lemma, welches Rechenregeln fiir die

Differentiation nach einem Tensor 2. Stufe liefert.

Lemma 6.3. Fir Tensoren 2. Stufe A, B und C' gilt:

& J(A: B) 0B 0A
a0 :A:%—FB:%,

(i)
A L A

a_A . - . a_A — B7
(i) fir A invertierbar:
ddet(A) T
Y det(A)A™ ",
(iv)
oA~

:B=—-A"TBTA° T,

0A
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Einen Beweis dieses Lemmas findet man beispielsweise in [Hol00]. Mithilfe des Lemmas

6.3 erhalten wir

oL oY :Y)w, Y Y (i) _
=y SV itV i DY hy =y (6.10)

Damit kénnen wir nun den folgenden Satz angeben und beweisen.

Satz 6.1. Sei H € R3*3 ein beliebiger Tensor 2. Stufe. Fiir die Verzerrungsenergiedichte
C(Y) aus (6.1) gilt dann:

(1)
VyC(Y) = 2¢,Y — 2¢,J YT,
(i)

VyVyC(Y): H =2c,H + 4,3 (Y T QY™ ")t H+2c,J Y TH'Y T,

Beweis. Zuniachst einmal gilt

_ahL 951 0J
VYC(Y) = Clé’_Y 261J a—Y

Mithilfe von (6.10), J = det(Y) > 0 und Lemma 6.3 (iii) folgt daraus
VyC(Y) = 2¢1Y —2c, 2Py~ (6.11)

Damit ist (i) gezeigt. Dies fiithrt bei dem Beweis von (ii) aufserdem im ersten Schritt auf

4 0 opt
VyVyC(Y) = QCla_Y - QCla—Y(J Y )

Daraus erhalten wir mit Lemma 6.3 (ii) fiir alle Tensoren 2. Stufe H € R3*3
0 gt
VyVyC(Y): H =2c;H — 201&—}/(] Y~'): H.
Die Ableitung im zweiten Summanden lésst sich mithilfe der Produktregel und Lemma

6.3 folgendermafsen umformulieren

0

a—Y(J—QﬁY—T) - H
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o(J %) -T —28 oy
_ ( - .H)Y y <8Y .H)
oy

= (—26J‘25‘16—Y CH)Y T - g2y THTY T
= 287 T H)Y T ¥y THTY T

= 28 BY TRY ):H-J¥Y THTY T

Damit erhalten wir schlieflich die Aussage von (ii). O

6.1.4 Zusammenfassung: Die konische Kombination fiir die

Verzerrungsenergiedichte

Wie bereits im Abschnitt 6.1.1 erldutert, wollen wir fiir die numerischen Experimente
eine Platte mit den MaRen [—0.1,0.1] x [—15,15]* betrachten. Somit ist die Platte in
x1-Richtung im Vergleich zur x5- beziehungsweise x3-Richtung relativ diinn. Aufserdem
betrachten wir in x;-Richtung zwei Schichten I und II nahe am Rand der Platte und
zwar bei 1 = —0.1 + € und bei 21 = 0.1 — € fiir € > 0 (sieche Abbildung 6.1). Zwischen

diesen beiden Schichten gilt fiir die Verzerrungsenergiedichte

O(z,Y) = O(Y) (6.12)
mit
OY) =ei(l, —3) + %(J—Qﬂ ~1)

(siche (6.1)) und aufgrund von Satz 6.1
VyC(Y) = 2¢Y —2c,J 2Py~ T
und
VyVyC(Y): H =2cH+ 4,8 (YT QY ") H+2c,J Y TH'Y .

In den beiden Schichten gilt entweder x1 = —0.1 4+ € oder z; = 0.1 — € und die Verzer-

rungsenergiedichte C'(x,Y") hingt beziiglich des Ortes nur von x5 und x3 ab. Dann wéhlen
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wir

= D > aibi(@2)by (@) C(Y) (6.13)

i=0 j=0

mit a;; = 0 fiir alle ¢, 5 = 0, ..., n, den B-Splines 1. Ordnung
bi(x2) = Nia(x2), bj(x3) = Nja(zs)

(siche (6.2) bis (6.4)) fur alle 4,5 = 0,...,n und der Verzerrungsenergiedichte eines Neo

Hookeschen Materials

Clog-28
5 (J 1)

(siehe (6.1)). Da 337 >37  @ijbi(w2)bj(23) unabhéngig von Y ist, folgt fiir die Ableitungen
von C'(x,Y) aus (6.13) nach Y mithilfe von Satz 6.1

C(Y)=c(I; —3)+

VyC(z,Y) = ZZ ;b (22)b;(23)Vy C(Y)
= ii bj(w3)(21Y — 2¢,J YT (6.14)

und fiir alle Tensoren 2. Stufe H € R3*3

VYVYC(*T Y): H
- ZZ ;i (22)b;(23)Vy VyC(Y) : H

7,0]0

= ZZ% 22)b;(23)2c1 H + 46, 6J (Y T®@Y ™) : H (6.15)
1=07=0
20, 7Y THTY .

Fiir den Fall, dass wir fiir x5 und x3 jeweils eine dquidistante Zerlegung

~15=3" <2 < <2 =151=23 neN,
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des Intervalls [—15,15] betrachten, erhalten wir an den Stiitzstellen xl(k) e [—15,15],
1=23,k=0,..n,

Ca? 297) = a,,CY) (6.16)
VyC@P, 2 Y) = 0, VyC(Y) (6.17)
VyVyC@W 20 V) H = a,,VyVyC(Y): H (6.18)

fir alle p,¢ = 0,...,n und alle Tensoren 2. Stufe H € R3**® mit den Ableitungen von
C(Y) nach Y aus Satz 6.1. Dies spielt vorallem dann eine wichtige Rolle, wenn wir im
Verfahren zur Losung des Vorwértsproblems beziehungsweise des inversen Problems die
entsprechende Funktion an den Quadraturpunkten integrieren wollen. Da wir die Gaul-
Lobatto-Quadratur gewahlt haben, stimmen diese mit den Gitterpunkten iiberein fiir den
Fall, dass wir fiir alle Zellen in jeder Richtung zwei Quadraturpunkte pro Richtung wihlen.
Darauf wollen wir aber spéter noch genauer eingehen. Im nichsten Schritt betrachten wir

die Losung des Vorwartsproblems.

6.2 Das Verfahren zur Losung des Vorwartsproblems

6.2.1 Die Herleitung des Verfahrens

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren zur Bestimmung einer Losung von
pi(t,z) — V- VyC(z, Vu(t,z)) = f(t,z), te [0, T], 1€ QL R? (6.19)
mit den Anfangsbedingungen
u(0,2) = u(0,2) =0, x € Q (6.20)
und homogenen Dirichlet-Randwerten
u(t,§) =0, (t,£) € [0,T] x 092 (6.21)

vorstellen. Wir betrachten hier, wie bereits in den vorherigen Abschnitten erwahnt, als
Struktur Q = R? eine Platte mit den MaRen [—0.1,0.1] x [—15,15]?. Fiir die Verzer-
rungsenergiedichte C(z, Vu(t, x)) fir alle (¢,x) € [0,7] x © in (6.19) wollen wir (6.12)
beziehungsweise (6.13) mit (6.1) verwenden, wobei Y = I + Vu(t,z), (t,z) € [0,T] x £,
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gelte. Um die Gleichung (6.19) im Folgenden zu diskretisieren und numerisch zu 16sen,
tiberfithren wir diese Gleichung in ein System 1. Ordnung, indem wir r(t,z) := u(t, z)
fir alle (¢, x) € [0,T] x Q setzen. Dann erhalten wir als zur Gleichung (6.19) dquivalente

Formulierung

u(t,x) —r(t,z) =0

(6.22)
pr(t,z) =V - VyC(z,Vu(t,z)) = f(t,x)

fir alle (t,z) € [0,T] x Q. Nun diskretisieren wir dieses System von Differentialgleichun-
gen zunéchst in der Zeit, indem wir die sogenannte #-Methode benutzen. Der Vorteil
dieser Methode liegt einerseits darin, dass wir dabei nur zwei Zeitschritte benotigen, und
andererseits darin, dass wir mehrere Methoden der Zeitdiskretisierung durch eine belie-
bige Wahl von 6 € [0, 1] abdecken. So erhalten wir beispielsweise fiir § = 0 die explizite
Euler-Methode, fiir § = 1/2 das Crank-Nicolson-Schema und fiir § = 1 das implizite Euler-
Verfahren. Um die #-Methode anzuwenden, unterteilen wir das Zeitintervall I = [0,7] in
m > 0 gleichgrofe Zeitschritte der festen Lénge k = T'/m mit ¢t; = jk, j = 0,...,m. Dann
liefert die #-Methode in Zeitschritt j fiir alle 7 = 1,...,m die folgende Formulierung der

zeitdiskretisierten Gleichung
—“j_;jjfl =0ri +(1—0)r7!
P = V- Vy C(2, 0V + (1 — 0)Va/ ™) + 07 + (1 —0) f7~1.
Dabei und im Weiteren steht ein hochgestelltes j fiir den Wert der Variablen zum Zeit-

punkt ¢;. Nun stellen wir die beiden Gleichungen nach u’/ beziehungsweise r/ um und

erhalten

w = uw Tt + kOr + k(1 —0)ri!

=i 4 BV Yy O, 0V + (1 - 0)Vui 1) + 2 p7 4 B0 pimt,
Schlielich eliminieren wir 77 aus der ersten Gleichung:

w == kT BV Yy O, 0V + (1 - 0) Vi)
k202 pj | k20(1—0) pi—1
B e e (6.23)

vl =i+ BV Uy 2,0V + (1 — 0) Vi ~h) 4 2 f7 4 MU0 gyt
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In dem Gleichungssystem (6.23) ist die erste Gleichung nicht linear in u/, die zweite
Gleichung ist aber linear in 77. Dies hat zur Folge, dass wir einen nichtlinearen Loser
fiir die erste Gleichung implementieren miissen, um die beiden Gleichungen im Raum
diskretisieren und 16sen zu kénnen. Somit widmen wir uns zunéchst der ersten Gleichung,

welche wir mit dem Newton-Verfahren 16sen wollen. Dazu definieren wir

F(u) = uf —uj‘l—Wl‘k_,f)v'vyc‘u,ew +(1=0)Ve'T)
202 2 _ )
_kp@ #i - k 9(1p ) fi=1 (6.24)

mit dem Iterationsindex [ = 0, 1, .. des Newton-Verfahrens. Damit entspricht die zu 16sen-
de erste Gleichung in (6.23) der nichtlinearen Gleichung F(u]) = 0. Das Newton-Verfahren

liefert eine Losung dieser Gleichung, indem &u{ mit
F'(uj)ouj = —F (uj)

bestimmt und anschliefend

I 2d 4
Upyy = Uy + 0

fiir alle [ = 0,1,.. mit u) = w/~" gesetzt wird, bis eine hinreichende Genauigkeit erreicht
ist. Die Darstellung der Richtungsableitung von F' an der Stelle uf in Richtung 8uf liefert
der folgende Satz.

Satz 6.2. Die Funktion F : H}(Q,R?) — H71(Q,R3) sei gegeben durch (6.24). Dann gilt
fiir alle ou] € HE (9, R?)

F'(u])ou] = ou] — %V [ VyVyC(z,0Vu] + (1 —0)Vu/ ™) : V(oud)].

Bemerkung 6.1. Im Kapitel iiber die Fréchet-Ableitung haben wir gesehen, dass fiir
die Losung u der Differentialgleichung (6.19) v € H'(Q2,R?) gelten muss und mit (6.21)
schlieflich u € H}(Q,R?) folgt. Aufgrund dessen, dass u] und /="' eine Losung dieser Dif-
ferentialgleichung im entsprechenden Zeitschritt beziehungsweise 1/ die zeitliche Ableitung
der Losung v’ zum Zeitpunkt ¢; darstellen soll, muss damit auch u{, wtriml e HY(Q,R3)
gelten. Dies fithrt am Ende dazu, dass wir auch fiir die Richtung du] € H}(Q, R?) jeweils

betrachten.

Beweis von Satz 6.2: Es seien uj, 0u] € H}(Q,R?) und s > 0 hinreichend klein. Unter der
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Annahme, dass der Grenzwert

(6.25)

existiert, gilt

Mit (6.24) erhalten wir

F(u] + sou]) — F(u))

k262 ; ; ,
p V- [VyC(z,0V(u] + soul) + (1 —0)Vu/ ™)

= sdu] —

~VyC(z,0Vu] + (1 —0)Val ).
Mit der Definition
G(r) := VyC(z, 70V (u] + sou]) + (1 —r)0Vu] + (1 —0)Vui ")
fiir alle r € [0, 1] folgt

VyC(x,0V (u] + s0u)) + (1 — )Vl ™) — VyC(z,0Vu] + (1 — 0)Vul ™)

= G(1) - G(0)
= JG'(r)dr

1
= JYr OV (4] + sou]) — OVu]) dr
0
mit
Y, := VyVyC(z,r0V (u] + sou]) + (1 — )0Vl + (1 —0)Vu ™).
Dabei gilt
lim Y, = VyVyC(z,0Vu] + (1 —6)Vui 1)

s—0t
Dies liefert

[VyC(z,0V (u] + sou]) + (1 —0)Vul ')

1
lim —
s—0t S
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—VyC(z,0Vu] + (1 —60)Vui )]
. 1
= lilgl ~ | Y, 0sV(0u]) dr
s—0+ S
0
1

= lirél+ Y, : OV (0u]) dr
0

= VyVyCO(z,0Vu] + (1 - 0)Vai ™) : 0V (ou)).

Nun konnen wir alles zusammensetzen und erhalten

lim F(u] + sou)) — F(u))
s—0t S

1292 . . .
= Ou] — TV [VyVyC(z,0Vu] + (1 —0)Vu/ ™) : 6V (ou])].

Dies ergibt schlieflich mit (6.25) und v = F'(u})du] die Behauptung, O

Bevor wir die zeitdiskretisierten Gleichungen (siehe (6.23)) auch im Ort diskretisieren,
wollen wir die schwache Formulierung dieses Systems inklusive nichtlinearem Loser in
jedem Zeitschritt ¢; = jk angeben. Wir betrachten als Losungs- beziehungsweise Testraum
H}(Q,R?) und erhalten:

Finde du] € HY(Q,R?), sodass
(F'(uf)ou], )rams) = —(F(u]), 0)r20.m9) (6.26)
fiir alle p € HY(Q,R3) gilt, und setze
oy =i + 0

fur allel = 0,1, ....
Finde r7 € H} (2, R?), sodass

<7ﬂj, 90>L2(Q7R3)
= T e ars) + ;<V - VyC(z,0Ve + (1 = 0)Vu ™), 0)reapey  (6.27)
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k(1 —0)

ko -
+7<f] P L2(QR3) T 7Y or2am3)

fiir alle p € H(Q,R3) gilt.

Bemerkung 6.2. Die erste Gleichung beinhaltet ein iteratives Verfahren, mit anderen

Worten wird sie in jedem Zeitschritt mehrfach gelost, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist.

Wir kommen nun zur Diskretisierung dieser schwachen Formulierung unseres zeitdiskreti-
sierten Problems im Raum. Dazu wollen wir die Finite-Elemente-Methode verwenden. Es
sei V), ein endlichdimensionaler H} (2, R?)-konformer Finite-Elemente-Raum mit nodaler
Basis {¢1, ..., o1}, wobei dimV), = L < oo gelte. Als Néachstes entwickeln wir alle in der
schwachen Formulierung auftretenden Funktionen mithilfe dieser nodalen Basis.

Dabei bezeichnen wir immer die entsprechenden Koeffizientenvektoren mit Groftbuch-
staben. So erhalten wir zum Beispiel v/ = 3" Ulyp, € H}(Q,R?) mit U7 € R*. In der
schwachen Formulierung verwenden wir anstelle von ¢ € HJ (2, R?) als Testfunktion ¢, fiir
se{l,..,L}, da ¢ € H}(Q,R?) darstellbar ist als ¢ = 3" | Ay, A = (A),—,
und (-, -)r2(qrs) bilinear ist. Fiir das erste Skalarprodukt in der schwachen Formulierung

unseres Problems erhalten wir mit H = L?(2,R3)

-----

(F'(u})oud, p)n

L
[<6U5~j7l90ra s H
=1
k26% . ,
p UV - [VyVyC(z,0Vu] + (1 — )Vl ™) : Vo, ], poou].

r

Wir definieren fiir r,s =1, ..., L
A 7Y = (V- [Vy VyC(2,0Vu] + (1 — )Vl ™) : Vg, pom.
Mit der Randbedingung (6.21) und partieller Integration folgt

Aps(u] ™) = — f(VyVyC’(m,QVU{ +(1-0)Vu/™) : V,) : Vo, dz.
Q

Die Definition

A(u{,ujfl) = (Ars(u{,ujfl))mzl L= (— flrs(u{',uj’l)) o e RI*E

.....
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liefert

(F'(uf)ou], esyu
L 202

- k=0 , o
[&Uﬂ’l@r, 903>H + TaUg’lArs(U{,ujfl)]

r=1

und schlieflich

2092 ) ] )
F(UMour = (M + %A(ug, W)Ut (6.28)

mit der Massematrix
M = (<Q07~, 908>H)r,s=1 ..... L€ RLXL.

Nun wollen wir das zweite Skalarprodukt in der schwachen Formulierung unseres Problems

betrachten. Dabei verwenden wir M, = (p,, ps g fir alle r;s = 1,..., L und erhalten

(F(ul), sy

(UM, — UI7' M,y — kR M,

r=1

k%6 . ,
— V- [Vy Cla, 0Vl + (1= OV )] pou
202 201 _ '
_]{7 0 Fngs . k (1 6>0F371Mrs]-
p p

Jetzt definieren wir fiir s =1, ..., L
Ds(u{,uj_l) ={(V- [VyC(x,HVu{ + (1 -0V D], oou

und erhalten dafiir mit der Randbedingung (6.21) beziehungsweise erneutem Anwenden

von Lemma A.4

Dy(ul ,u?™1) = — nyC’(x, OVl + (1 —0)Vul ™) : Vo, du.
Q

Wenn wir

.........
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setzen, liefert dies schliefllich

Fh(Uj’l)
j\l j—1 j—1 k%0 J a1 k>0 j
= MU -U"""—kRTY) + TD(ul,u] ) — TMFJ (6.29)
P

Somit haben wir die Komponenten der Gleichung (6.26) im Raum diskretisiert. Es ver-
bleibt jetzt noch (6.27) im Raum zu diskretisieren. Mit den obigen Definitionen erhalten

wir dafir

<Tj7 ()08>H
L
. .. . 1 — .
= [Rﬁ,_ers — EDs(u], uj_l) + k—QFers + uFﬂ_le]
) P P P
und am Ende
. . o 0 . 1-— -
MR = MR~ — ED(uﬂ, W) + k—MFJ + uMFﬂ—l. (6.30)
P P P

Zusammengefasst lasst sich sagen, dass in jedem Zeitschritt ¢; damit die folgenden Ma-

trixgleichungen geldst werden miissen:

F(UINoUH = — F, (U3
U+l = Uit ouit U0 = Uit (6.31)
MR/ = MRI™' — ED(w/ i =) + B Fd 4 B0 i
P ’ P I '

Es stellt sich nun die Frage, welchen Loser man fiir die erste Gleichung in (6.31) verwenden
kann. Im Folgenden wollen wir zeigen, dass die zugehérige (zu invertierende) Systemmatrix
(siche 6.28)

k262
S:=M +

A(u{, ) e REXE

symmetrisch und positiv definit ist. In diesem Fall kénnen wir als numerischen Loser fiir
die erste Gleichung in (6.31) die Methode der Konjugierten Gradienten (CG-Verfahren)
verwenden. Es ist offensichtlich, dass die Matrix .S symmetrisch ist, falls sowohl M als auch

A(u],w 1) symmetrisch sind. Da C' := % > ( fiir 6 # 0 gilt, folgt, dass S positiv definit

ist, wenn wir zeigen konnen, dass M positiv definit und A(u{, w1 positiv semidefinit
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ist. Im Fall 8 = 0 gilt S = M und damit ist dann S genau dann positiv definit, wenn M
positiv definit ist. Aus diesem Grund untersuchen wir die beiden Matrizen in den néchsten

beiden Satzen separat.

Satz 6.3. Die Massenmatriz

M = (Mrs)r,szl ..... L = (<§0r7 SOS>H)7",5:1 ..... L€ RLXL

(orr 501t = f (on(@), pul)) da

fur alle r,s = 1, ..., L ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Die Symmetrie der Matrix M folgt direkt aus der Symmetrie des Skalarproduktes
(-, >g. Um zu beweisen, dass M positiv definit ist, miissen wir zeigen, dass (¢, M&)pe > 0
fiir alle &€ € RE\{0} gilt. Sei also £ € RE\{0}. Dann erhalten wir

L
<€7 M€>RL = 2 2 57’ rsgs

=1 s=

<
—_

j orl@). pulay e )&,

Z Esps(x)) da

226
B

I
b%

L
= > &l
r=1

Damit folgt (£, M&)pe = 0. Allerdings gilt || Zle &prllz = 0 genau dann, wenn

25:1 &ror = 0 ist, wobei z = Zle & als Element von V), gesehen werden kann. Dies
bedeutet, wenn z = 0 gilt, dass dann & = 0 fiir alle r = 1,..., L und somit £ = 0 gelten
muss. Damit folgt (&, M&)pe > 0 fiir alle £ € RE\{0} und somit die Behauptung. O

Satz 6.4. Sei

A = ( 'rs U{,U,J 1))7“,3:1

= (f (VyVyC(x,0Vu] + (1 —0)Vu~') : Vi) : Vi, dx) e RFXL,
)

-----
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Dann ist die Matriz A symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Zuerst wollen wir zeigen, dass die Matrix A symmetrisch ist. Dazu schreiben wir
die Frobenius-Skalarprodukte in der Definition von A aus und erhalten fiir alle
rs=1,..,L

3
Aps = Z aYklaquC(.Z', Y)al<907">ka‘1(gps)p dx

k,l,p,q=1 9]

mit Y = 0Vu] +(1—60)Vui~!. An dieser Darstellung sicht man leicht, dass A symmetrisch
ist, falls fiir alle k,l,p,q = 1,2,3 und Y € R3*3

ayklayqu(iL‘, Y) = aypq 8YMC’(x, Y)

gilt. Da wir, wie bereits in den vorherigen Abschnitten erlautert, fiir die numerische Losung

unseres Problems die Verzerrungsenergiedichte
O(Y) = Cl(ll - 3) + %(J_Z'B — 1)

aus (6.1) verwenden wollen, werden wir im Folgenden zeigen, dass diese Verzerrungsener-
giedichte die obige Symmetriebedingung erfiillt. Dabei spielt die ortsabhéingige Kompo-
nente keine Rolle, da fiir alle k,1,p,q = 1,2,3

Oviu O, O, Y) = Y ¥ cighi(ws)b;(w3) 2y, 0, C(Y)

i=0j=0

in den beiden Schichten am Rand der Platte (siehe vorheriger Abschnitt) und
ayklayqu(l', Y) = 8Ykl ayqu(Y)

im Inneren der Platte gilt. Somit miissen wir zeigen, dass dy,,dy,, C(Y) = 0y, 0y, C(Y)
fir alle k,1,p,q = 1,2,3 und C(Y') aus (6.1) gilt.
Es seien k,I,p,q € {1,2,3} und Y € R¥3. Aus [; = Y : Y = 3P V2 folgt dann

ij=11ij
ol __ .
v = 2Y,, und damit

(7[1 C1

0J
i 28-1 ¢
Ypy B

0yqu(Y) = 6Y
pq

(=25)J~
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0J
= 261}/;,(] — 201J_26_167
pq

fir alle p, ¢ € {1,2,3}. Wenn wir diese Funktion jetzt nach Y}, differenzieren, erhalten wir

unter Verwendung des Satzes von Schwarz

Oy, Oy,,C(Y)

oJ  aJ 0*J
218,10, — 261 | (—28 — 1 J—QH—-—+J‘25_1—]
10pkOql 1[( 5 ) aYkl aYZDq OYM&Y}DQ
oJ  aJ 027
20181yl — 201 | (—28 — 1) T 22 Sy WL D
C10kpOlq 01[( p=1) Yy, Vi * Y, 0Y

aqu &Ykl C(Y)

fir alle k,1,p,q € {1,2,3}, womit die Symmetrie gezeigt ist. Wir wollen nun zeigen, dass
die Matrix A positiv semidefinit ist, das heifit, dass (¢, A&)pe = 0 fiir alle £ € RX\{0} gilt.
Sei also € € RX\{0} beliebig. Dann folgt

<£7 A§>RL

I
=

l
ST

L L
= Z Z frArsfs
r=1s=1

-
2 gr(J<VYVYC(IE, OVl + (1 —0)Vui~') : Vi) : Vi, dq;)fs

1s=1

%
Il

Q

(VyVyCl(z,0Vu] + (1 —0)Val ™) : V2): Vzda

mit z := 25:1 Eker. In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass die Verzerrungsenergiedichte C'(Y')

aus (6.1) polykonvex und damit auch Rang-1-konvex ist. Dies bedeutet, dass die Funktion
g: R—>Ru{w}mit g(t) = C(Y +ta®b) konvex in ¢ ist fiir alle Y € R**3 und a,b € R3.
Dann gilt fiir alle t e R, Y € R¥3 und a,b e R?

g"(t) = (VyVyC(Y +ta®b) : a®b) : a®b = 0.

Da z = Z£=1 &epr als Element des V), gesehen werden kann und damit z(z) € R fiir alle

x € € folgt, stellt Vz einen Tensor 2. Stufe dar. Damit kann man Vz = a®0b fiir geeignete
a,b € R? schreiben. Mit der Wahl t = 0 und Y = (V] + (1 — 6)Vu/ ™) € R¥*3 erhalten

WIr

(VyVyC(OVu] + (1 — )Vl ™) : Vz): Vz = 0.
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Da 30 D0 aijbi(z)bj(z3) = 0 fiir alle z € Q gilt, folgt schlieflich

J(VyVyC(x, OVl + (1 —0)Vul ') : V2): Vzdr =0
O

und damit die zweite Behauptung des Satzes. [

6.2.2 Das volistandige Verfahren fiir das Vorwartsproblem

In diesem Abschnitt wollen wir das Verfahren, welches im letzten Abschnitt hergelei-
tet wurde, vollstdndig skizzieren. Dabei soll es konkret um den tatséchlichen Ablauf des
Verfahrens gehen. Implementiert haben wir dieses Verfahren zur Losung des Vorwértspro-
blems in C++ mithilfe der deal.Il Finite-Elemente-Bibliothek. Erlauterungen zu deal.Il
findet man beispielsweise in [BHKO07].

Bei der Herleitung des Verfahrens zur Losung des Vorwértsproblems im letzten Abschnitt
haben wir bereits festgestellt, dass wir die erste Gleichung in (6.22) mithilfe des Newton-
Verfahrens 16sen, da diese nicht linear ist. Die linearen Gleichungssysteme, die aus der
Ortsdiskretisierung in jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens fiir diese nichtlinea-
re Gleichung resultieren, wollen wir mithilfe des Verfahrens der Konjugierten Gradienten
(CG-Verfahren) 16sen. Dies léasst sich dann schematisch insgesamt in folgender Art und

Weise darstellen:

Algorithmus 1. (u = vorw(«))

Eingabe: o € R+ x(n+1)
1. Setze U° = 0 € R-.
2. Setze MR® = 0 € RL.

3. Fiir jedes j =1,....m:
3.1 Setze | = 0.
3.2 Setze U0 = U1,
3.3 Berechne Fy,(U"0) = —kM R/~ + 0D () wi=t) — K& pp s — 200y ot
3.4 Berechne F}(U°) = M + @A(ug,ufl),
3.5 Berechne 0U?°? mit F}(U°)oU?° = —F,(U%9).
3.6 Setze UPt = U0 + oUIY.
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3.7 Solange | F},(U)| > tol gilt, wiederhole:
i. Setze l =1+ 1.

ii. Berechne

B (U
) ) ) k20 o k202 .
= MU -0 kR + ~—D(ul ,ui ) — ——MF
P p
_k:Q(l — Q)QMFJ'—I.
P

iii. Berechne F}(UM) = M + kQPQQA(u%ujfl)‘
iv. Berechne U’ mit F}(UM)oU = —F,(UM).
v. Setze UPH1 = Ut + oU.
3.8 Setze MR/ = MRI™' — ED(u, wi=1) + MM pi 4 M0 ppi-t,

Ausgabe: U7 € RL fiir j =0, ..., m.

6.3 Das Verfahren zur Losung des adjungierten

Problems

Fiir die numerische Losung des inversen Identifikationsproblems benétigen wir nicht nur

ein Verfahren zur Losung des Vorwértsproblems, wie wir es in Abschnitt 6.2 vorgestellt

haben, sondern auch ein Verfahren zur Losung des adjungierten Problems aus Kapitel 4.

6.3.1 Die Herleitung des Verfahrens

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren herleiten, welches eine Losung p := (B™)*w

des adjungierten Problems

pp(t,x) — V - [VyVyC(z, Vu(t,z)) : Vp(t,z)] = w(t,z), t € [0,T],z € Q = R? (6.32)

mit den Endbedingungen

p(T.z) = p(T,x) = 0, z € Q,

(6.33)
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und homogenen Dirichlet-Randwerten

p(t, &) =0, (t,&) €[0,T] x 29, (6.34)

liefert. Dabei wird spéter im Verfahren zur Losung des Identifikationsproblems w = u—u’

% sein. Wir wol-

mit der Losung u des entsprechenden Vorwértsproblems und Messdaten «
len bei der Herleitung des Verfahrens analog zur Vorgehensweise fiir das Vorwértsproblem
in Abschnitt 6.2.1 verfahren. Der Unterschied ist, dass die Differentialgleichung (6.32)
hier linear ist. Allerdings enthélt (6.32) auch wieder die zweite Ableitung nach der Zeit,
weshalb wir auch diese Differentialgleichung zunéchst wieder iiberfithren in ein System
1. Ordnung, indem wir ¢(¢,z) := p(t, z) fir alle (¢,z) € [0,T] x Q setzen. Dabei miissen
wir beriicksichtigen, dass wir in diesem Fall riickwérts in der Zeit gehen. Dann erhalten

wir als zur Gleichung (6.32) dquivalentes System

p(tv J]) - Q(tax) =0
pq(t,x) =V - [VyVyC(z, Vu(t,x)) : Vp(t,z)] = w(t,x)

(6.35)

fir alle (¢,2) € [0,T] x 2. Als Néchstes diskretisieren wir wieder dieses Differentialglei-
chungssystem mithilfe der #-Methode in der Zeit. Das Zeitintervall [0, T'] sei abermals un-
terteilt in m > 0 gleichgrofte Schritte der festen Lange k = T'/m mit t; = jk, j = 0,...,m.
Dann erhalten wir in Zeitschritt j fiir alle 7 = 0,...,m — 1 die folgende Formulierung der
zeitdiskretisierten Gleichung
PP — g + (1 - 0)g/t!
pl= — 7 [VyVyC(z, 0V + (1 - 0)Vuitl) : (0Vp + (1 - 6)Vp/+)]
+0w? + (1 — O)uwtt.

Nun stellen wir die beiden Gleichungen nach p’/ beziehungsweise ¢ um und erhalten

P =+ kO + k(1 — 0)g7 !
¢ =¢" + BV - [VyVyC(z,0Vw + (1 - ) Vu/+') . Vp/]
+EEAY - [Vy Vy C(z, 0V + (1 — 0)Vult!) : Vprtt] 4 Hypd 4 B0y,
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Im nichsten Schritt eliminieren wir ¢/ aus der ersten Gleichung:

P =P kg BV [V OO, 090+ (1= Vi) s O]
BT [Ty Vy O, 0V + (1 - 6) V) : Vpr ]
4 R0 i 4 B0, it
p p

¢ = ¢+ BV [VyVyC(z, 0V + (1= 0)Vu/t) - Vpl]
+HOG  [Vy VyC(, 0V + (1= 0)Vurtl) : Vpitt] 4 My 4 B0+t

\

Man sieht auch hier, dass die beiden Gleichungen jeweils linear sind. Aus diesem Grund
kénnen wir jetzt direkt die beiden Gleichungen im Raum diskretisieren und anschliefend
16sen und miissen nicht wie im Fall des Vorwértsproblems zunéchst einen nichtlinearen
Loser fiir eine Gleichung einbauen. Fiir die Diskretisierung im Raum wollen wir analog zu
der Vorgehensweise in Abschnitt 6.2.1 wieder die Finite-Elemente-Methode verwenden. Es
sei daher wieder V), ein endlichdimensionaler H} (2, R?)-konformer Finite-Elemente-Raum
mit nodaler Basis {¢1, ..., pr}, wobei dimV), = L < o gelte. Aukerdem sei w € V; < V.
Dann erhalten wir mit der dualen Basis (¢.),=1. .1 zu (¢;)r=1,..1, Wobei (@], ps) = s
fir alle r,s = 1, ..., L gilt, und mit der in Abschnitt 6.2.1 verwendeten Notation fiir das

adjungierte Problem das Gleichungssystem

(V[P = MPI+L 4 bMQI+T — B8 Ay yi+1)pi — K000 gy 1) pi1
P ’ P ’
+EWJ' 4 MW]’-H
. 9 r e o . (6.36)
M@ = MQ'*! — %A(ua’uﬁl)py _ (_—)A(uj’uj+1)pj+1

P
ROy ROy
p p

\

Dies lasst sich noch etwas umstellen und wir erhalten das folgende zu l6sende lineare

Gleichungssystem

(M + @A(uj,uj“))lx = (M - MA(uj,uj“))Pj“ +EMQIt!
+&Wﬁ 4 M[/VJJr1
‘ p p . (6.37)
M@ = M@ — k—fA(uj,uJH)PJ

A0 Ay i) PItL 4 ROy 4 KOO i
P ’ P P ’
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Mithilfe der Definitionen

k0% .
Sy = M + A(u? ,utt) e REXE (6.38)
P
und
K1-0)0 , . .
Sy =M — %A(uﬂ,uﬁl) e RI*L (6.39)

lasst sich das Gleichungssystem (6.37) auch folgendermafen schreiben:

SoP? = Sy PP+ + kMQIH 4 B2y 4 B0y

p
MQ = MQ/*! — M AW /) P — MDA, 1) PO (6.40)
L ROy 4 RO it
p p

Bemerkung 6.3. Ein Unterschied zwischen den Gleichungssystemen (6.31) und (6.40)
ist die Zeitrichtung, die fiir das Vorwéartsproblem positiv und fiir das adjungierte Problem
negativ ist. Es gibt allerdings auch noch einen weiteren Unterschied zwischen diesen bei-
den Gleichungssystemen im Zusammenhang mit der Diskretisierung der jeweiligen rechten
Seite f beziehungsweise w der entsprechenden Differentialgleichung und zwar fehlt auf der
rechten Seite von (6.40) die Massenmatrix M jeweils bei W7 und W7*t!. Der Grund da-

fiir ist, dass f7 beziehungsweise f7™! in der Basis (,),—1. .7 dargestellt werden, aber

.....

w! beziehungsweise w/™ in der dualen Basis (¢)).—1....

schnitt 6.4 sehen, dass diese Wahl vorteilhafter bei der Diskretisierung des (adjungierten)

Beobachtungsoperators ist.

6.3.2 Das vollstandige Verfahren fiir das adjungierte Problem

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren zur Losung von (6.40) vorstellen. Als Basis
dafiir verwenden wir das Verfahren der Konjugierten Gradienten. Mithilfe von Satz 6.3 und
Satz 6.4 folgt, dass die Matrix Sy symmetrisch und positiv definit ist. Somit ist das CG-
Verfahren auch auf dieses lineare Gleichungssystem anwendbar. Das Verfahren zur Losung

des adjungierten Problems lésst sich dann schematisch folgendermaifsen formulieren:

Algorithmus 2. (p = adjl(w,u))
Eingabe: W7 € RF und v/ € H}(Q,R3?) fiir j = 0,...,m

1. Setze P™ = 0 € R~.
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2. Setze MQ™ = 0 e R~.

3. Fiir jedes j =m —1,...,0:
3.1 Berechne A(u/,u/*1).
3.2 Berechne Sy = M + £ A(uf w/+h).

p

3.3 Berechne S} = M — MA(uj,ujH).

3.4 Berechne PJ mit

k26? k(1 - 6)0

SoP? = S P74 EMQTT + W7 + Wi+t
p p
3.5 Berechne M@’ mit
MG = it — B i witrypi - BUZ0) i ey pitt
p p
_;’_k;er 4 MWJ'JA.
P p

Ausgabe: PJ e R” fiir j =0, ..., m.

6.4 Der Beobachtungsoperator

Der sogenannte Beobachtungsoperator dient nun dazu, die Geometrie des Messvorgangs
mathematisch zu modellieren. Genauer gesagt, mochte man damit ein Sensornetzwerk
modellieren mit Sensoren auf der Oberfliche der Struktur. Diese Sensoren messen dann
schlieklich das Verschiebungsfeld am Rand des Korpers. Im Weiteren wollen wir uns auf
den bereits in dem Artikel [BSS15| verwendeten Beobachtungsoperator beziehen und die-
sen auch zu unserer numerischen Losung des Identifikationsproblems verwenden. Dieser
Beobachtungsoperator mittelt die Messungen gewichtet iiber eine kleine Flache und lasst
sich dann wie folgt definieren.

Essei Q: L?(0,T;U) — L?(0,T;R!) der Beobachtungsoperator mit

Qul(t) = [t de) = (GuTwDieasy) R (6
4

k=1,...1 k=1,...1

mit dem Spuroperator I': V — H %(é’Q, R3), I € N der Anzahl der Sensoren beziehungs-

weise g, € L*(09Q, R?) den nichtnegativen Gewichtungsfunktionen, die den Messbereich der
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Sensoren modellieren sollen (siehe [BSS15]). Dann stellt L?(0,T; R') den Raum der beob-
achteten Daten dar. Anhand der Darstellung (6.41) ist leicht zu erkennen, dass Q linear in
we L*0,T;U) ist. Des Weiteren wird in [BSS15] die Stetigkeit von Q in u € L*(0,T;U)
bewiesen. Ein weiterer Vorteil der Wahl von Q aus (6.41) als Beobachtungsoperator ist,

dass wir bereits den dazu adjungierten Operator Q* wiederum aus [BSS15| kennen und
zwar gilt fiir alle a € L2(0,T; R')

!
Q*a =) a;I*g. (6.42)

k=1
Den Beobachtungsoperator miissen wir schlieftlich noch diskretisieren, bevor wir zum voll-
standigen Verfahren zur Losung des Identifikationsproblems kommen kénnen. Dazu gehen
wir wieder analog zum Artikel [BSS15] vor. Sei v € V). Dann lésst sich v schreiben als

v = Zle V@, mit einer Basis (¢;)y<1.. 1 des V. Damit konnen wir den Beobachtungs-

.....

operator folgendermafien formulieren als

ol <Zv f <gk,wr>R3ds) — (GO )1t (6.43)

..........

darstellt. Des Weiteren lasst sich Rl bemehungswelse LQ(O,T ;RY) mit seinem Dualraum
identifizieren, wenn man das Standardskalarprodukt im R’ wihlt. In diesem Fall entspricht
die Matrix GT gerade der Darstellung von Q* : R! — V;, in den Basen (e;);-1,.; von R
und (¢]),=1,.. von V; (siehe Bemerkung 6.3).

Wenn wir die Gewichtungsfunktionen gi, £ = 1, ..., [, ebenfalls aus V), wahlen, das heif’t,

dass g, = Zle Grrpr fiir alle k=1, ..., 1 gilt, dann folgt mit (6.43)

L
ol = (S J Gprres dE)

r=1 < 77
L

= (XX Ve®gs f<sos, ©Or )R d&)
r=1s=1 &~ 7

= GM@Q(M")T:I ..... L

wobei Maq € REY*F mit (Mag)rs = §,{@r, psyrs d fiir alle r,s = 1, ..., L die Randmas-

senmatrix und G € R>*L die Koeffizientenmatrix der Sensoren mit Gjs = grs fiir alle
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k=1,...,lund s =1, ..., L seien. Dann folgt schlieflich

G = GM&Q und GT = MagéT.

6.5 Das Verfahren zur Losung des

Identifikationsproblems

Wir haben jetzt alles zusammen, um das vollstindige Verfahren zur Losung unseres
Identifikationsproblems (3.8) zu skizzieren, deren numerische Ergebnisse wir im néchs-
ten Abschnitt prasentieren werden. Implementiert wurde dieses Verfahren, genauso wie
der Algorithmus zur Losung des Vorwértsproblems, in C++ mit Verwendung der Finite-
Elemente-Bibliothek deal.II.

Als Grundlage fiir unser Verfahren dient das sogenannte Landweber-Verfahren, welches

wir im Folgenden zunéchst kurz vorstellen wollen.

6.5.1 Nichtlineares (geddmpftes) Landweber-Verfahren

Das nichtlineare Landweber-Verfahren ist eine einfache, aber auch sehr umfangreich un-

tersuchte Methode zur Losung von nichtlinearen, schlechtgestellten Problemen der Form
T(x) =y, (6.44)

wobei T ein nichtlinearer Operator mit einem offenen Definitionsbereich D(7) < X und
dem Bild in Y sei. Dabei seien X und ) jeweils Hilbertrdume. Das Landweber-Verfahren

ist dann im Fall von exakten Daten gegeben durch die iterative Vorschrift
g® ) = 2 T (N (T (™) —y), k=0,1,2,.... (6.45)

Man kann leicht erkennen, dass fiir die Anwendbarkeit des Landweber-Verfahrens der
Operator T Fréchet-differenzierbar sein muss. Aufserdem kann das Landweber-Verfahren
nur konvergieren, wenn das Problem (6.44) geeignet skaliert ist. Aus diesem Grund wird
in der Regel bei Konvergenzuntersuchungen zur Landweber-Iteration, siehe beispielsweise

[KNSO08] und [EHN96|, angenommen, dass

[T (=) <1 (6.46)
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gilt fiir alle z € B,(z”) < D(T) mit B,(z() einer Kugel mit Radius p > 0 um einen
Startwert x(® € D(T) der Iteration (6.45). Dies lisst sich umgehen, wenn man einen

sogenannten Dampfungsparameter oder auch Relaxationsparameter

we <o, c%g) (6.47)

mit
C, i= sup{|T'(2)] : x € B,(a®)} (6.48)

einfithrt und somit das geddmpfte Landweber-Verfahren
e ® ) = 2 ® T () (T (™) — ), k=0,1,2, ... (6.49)

betrachtet, siche zum Beispiel [Sch98|. Ausfiihrliche Ergebnisse und Untersuchungen zum
(geddmpften) Landweber-Verfahren findet man auch unter anderem in [DES98|, [Sch95],
[HNS95] und [Rie03]. Wir wollen als Néchstes zwei allgemeine Konvergenzresultate fiir
die Landweber-Iteration aus (6.45) angeben, die wir im weiteren Verlauf dazu verwenden
wollen, um zu zeigen, dass das Landweber-Verfahren fiir unser Identifikationsproblem

konvergiert.

Satz 6.5. Es habe T eine stetige Fréchet-Ableitung mit |[T'(-)| < 1 in einer Kugel
By, (@) = D(T) um 2. Wenn T (z) =y ldsbar ist in B,(x?) und

~ - - 1
IT() @) ~ T - ) < sl T@ - T@l mep <5 (650)
in Ba,(2V) gilt, so konvergiert die michtlineare Landweber-Iteration (6.45) angewendet
auf exakte Daten y gegen eine Lisung von T (x) = y. Falls aufferdem fiir die Nullriume
N(T'(2")) = N(T'(x)) fiir alle x € B,(a") gilt, so konvergiert ), gegen die Minimum-

Norm-Lésung ! fiir k — oo.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [EHN96| beziehungsweise [KNS08|. Dabei ldsst
sich die Aussage leicht auf das geddmpfte Landweber-Verfahren (6.49) tibertragen, wenn
man /w|T"(x)| < |T'(z)]/C, < 1 fiir alle x € By, (z?) beriicksichtigt.

In Hinblick auf praktische Anwendungen muss man nun allerdings davon ausgehen, dass
keine exakten Daten y vorliegen. Sondern es existieren in der Regel nur Daten, die durch
einen gewissen Messfehler gestort sind. Dies spielt vorallem dann eine grofe Rolle, wenn

man schlechtgestellte Probleme betrachtet, da diese die Eigenschaft aufweisen, dass be-
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liebig kleine Stérungen in den Daten zu starken Abweichungen in den Lésungen fiihren
konnen. Wir gehen im Weiteren davon aus, dass gestorte Daten 3° vorliegen, die fiir ein

0 > 0 die Bedingung
Iy’ =yl <6 (6.51)

erfiillen. Die Iterierten bezeichnen wir in diesem Fall dann mit (ac(k)’é) k=0,1,2,... Bevor wir
allerdings im néachsten Satz ein Konvergenzresultat beziiglich gestérter Daten angeben
kénnen, miissen wir noch das folgende, sogenannte Diskrepanzprinzip als eine Abbruchre-
gel fiir das Landweber-Verfahren einfiihren. Demnach soll die Iteration nach k. := k(d,y°)

Schritten abbrechen, wenn
ly* = T(@*)| <76 < |y° = T(@®)] (6.52)

fiir alle 0 < k < k, gilt. Dabei ist 7 eine positive Zahl, welche die Bedingung

1+ NKB
1 —2nkp

T>2 > 2 (6.53)

mit der Konstanten nxp aus (6.50) erfiillt.

Satz 6.6. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.5 und falls die Landweber-Iteration
angewendet auf y° abbricht mit k, = k(6,y°) beziiglich des Diskrepanzprinzips (6.52) mit
7 aus (6.53), so konvergiert x®)° gegen eine Liosung x € B,(z®) von T(x) = y fir
5 — 0.

Damit haben wir alles allgemein zusammen, um im néchsten Abschnitt die lokale Konver-
genz des geddmpften Landweber-Verfahrens angewendet auf unser Identifikationsproblems

Zu zeigen.

6.5.2 Konvergenz des gedampften Landweber-Verfahren

Nachdem wir im letzten Abschnitt das geddmpfte Landweber-Verfahren vorgestellt ha-
ben und allgemeine Konvergenzresultate angegeben haben, wollen wir nun zeigen, dass
dieses Verfahren mit x = o und y = @ angewendet auf unser Identifikationsproblem (3.8)
konvergiert. Dabei setzen wir voraus, dass wir vollstdndige Daten haben. Als Iterations-

vorschrift fiir das geddmpfte Landweber-Verfahren angewendet auf unser Problem (3.8)
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erhalten wir

a® ) — o® _ T (") (T (™) — @), k=0,1,2,.... (6.54)
Dabei ist in diesem Abschnitt o) = (ag];)) Kk=1,.,~ im k-ten Iterationsschritt fiir alle

k = 0,1,2,... und mit den Koeffizienten ay fiir alle K = 1,..., N aus der Darstellung
(3.6), da wir im Folgenden dann die Aussagen und Ergebnisse aus Kapitel 4 verwenden
kénnen.

Wir wollen nun die lokale Konvergenz des geddmpften Landweber-Verfahrens angewendet

auf (3.8) zeigen.

Satz 6.7. Sei T () = @ ldsbar in einer abgeschlossenen Kugel B,(a(9) = D(T) um einen

Startwert o9 e RY mat

1

[a©@] < A
81My Y gy /i£<]

und Radius

_ 1 — 81CVT + CoMyla® |, SN _ 1l

O0<p 18CVI+ Co SN (9M it 4 4ty
+ QZK:l( Ay + MK)

(6.55)

Dann konvergiert das nichtlineare, gedampfte Landweber- Verfahren mit

we (0, L%) (6.56)

mit Ly > 0 aus Satz 4.4 angewendet auf exakte Daten i € L*(0,T;U) ~ H*(0,T; H) gegen
eine Losung von T (a) = @. Falls auferdem N (T'(al)) =« N(T'(«)) fir alle o € B,(al)

gilt, so konvergiert o'®) gegen die Minimum-Norm-Lésung o fiir k — co.

Beweis. Um die Aussage des Satzes zu zeigen, wollen wir die Annahmen von Satz 6.5
tiberpriifen. Zunéchst einmal ist der Operator 7 nach Satz 4.5 Fréchet-differenzierbar und
nach Satz 4.4 gilt |7 ()| < Ly fiir ein L; > 0, womit die Fréchet-Ableitung beschrénkt
ist. Dies liefert insgesamt, dass T stetig Fréchet-differenzierbar ist. Aufserdem folgt ebenso
aus Satz 4.4, dass |T'(«)|| < L; fiir ein L; > 0 und fiir alle « € D(7) und somit auch
fiir alle a € B,(a(?)) = D(T) erfiillt ist. Damit folgt mithilfe von (6.56) die Abschiitzung
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Vw|T' ()] < vwL; < 1 fiir alle « € B,(a(?). SchlieRlich gilt nach Satz 4.7 die Bedingung
IT (&) —T(a) — T’(a)(d - O‘)HLQ(O,T;U)mHl(O,T;H) < ns|T (&) — T(a)HLQ(O,T;U)mHl(O,T;H)

fir o, € ng(a(o)) und nxp = L3C+/1 + Cq. Dabei folgt mithilfe von

e = 6 — a© + 0@, < 2%+ @]y wnd & — allo = & — a® + a® — al, < 49

fiir alle o, & € Ba,(a(?) beziehungsweise aus (6.55)

nks = LsCa/1+Cq
— _M4OMHQHOO Z i+ 901+ Colld — au Z e

N

—M4C«/1 + Calla @ Z W2 9o/ T+ O Z ( MylP2p + 4pu£§)
_ —M4C«/1 + Calla®|., Z W2y 9041+ Co Z <9M4MK + 4M£<])
< —M4C«/1 + Calla®|., Z u2 (1 ~ 81IMyC/1 + Cala®| Z )

K=1

N | —

Somit gilt nxp < 1/2. Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 6.5 erfiillt. Dies liefert
schlieflich die Aussage des Satzes. ]

Aufbauend auf diesem Satz wollen wir noch das folgende Konvergenzresultat im Fall
gestorter Daten u® € L2(0,T;U) n H'(0,T; H) mit |u® — @l 2070y ~m (07201 < 6 filr ein
0 > 0 zeigen. Ein interessanter Artikel im Zusammenhang mit der lokalen Konvergenz des
geddmpften Landweber-Verfahrens im Fall gestorter Daten ist [GHH16].

Korollar 6.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 und falls die Landweber-Iteration

angewendet auf u® abbricht mit k, = k(5,u’) beziiglich des Diskrepanzprinzips

||u5 — T(Oé(k*)’é)HLZ(O,T;U)mHl(O,T;H) <7< HU6 - T(Oé(k)’a)|’L2(0,T;U)mH1(07T;H) (6.57)

J p
von ; (O[) = U f?:/:? 5 — 0
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Beweis. Im Beweis von Satz 6.7 haben wir gesehen, dass alle Voraussetzungen von Satz
6.5 und damit auch von Satz 6.6 erfiillt sind. Somit folgt die Aussage direkt aus Satz
6.6. O

6.5.3 Das vollstandige Verfahren fiir das Identifikationsproblem

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt alles zusammenbringen, um schliefslich den Algorith-
mus zur Losung unseres Identifikationsproblems (3.8) zu skizzieren. Dazu wollen wir das
im letzten Abschnitt vorgestellte geddmpfte Landweber-Verfahren aus (6.54) verwenden.
Allerdings haben wir im letzten Abschnitt fiir den Beweis der Konvergenz den Koeffizien-
tenvektor o« = (i) k=1, n betrachtet, um die Annahmen und Ergebnisse aus Kapitel 4
zu verwenden. Fiir die numerische Losung gehen wir nun davon aus, dass & = ()i j=o...n
mit der Beziehung zwischen ¢, j € {0,...,n} und K € {1,..., N} aus Abschnitt 6.1.1 bezie-
hungsweise (6.16) bis (6.18) sei.

In der Iterationsvorschrift (6.54) kann man leicht erkennen, dass man in jeder Iteration
sowohl einmal das Vorwartsproblem l6sen muss als auch einmal das adjungierte Problem.
Bisher sind wir bei der Formulierung der Algorithmen zur Losung des Vorwértsproblems
beziehungsweise des adjungierten Problems (siche Algorithmen 1 und 2) davon ausge-
gangen, dass das ganze Verschiebungsfeld bekannt ist und somit auf ganz (2 Messdaten
vorliegen. Dies ist allerdings insbesondere im Zusammenhang mit realen Daten in der Re-
gel nicht der Fall. Aus diesem Grund wurde in Abschnitt 6.4 der Beobachtungsoperator Q
eingefiihrt und diskretisiert. Damit erhalten wir als Iterationsvorschrift fiir das gedampf-
te Landweber-Verfahren zur Losung unseres Identifikationsproblems aus Messdaten am
Rand der Platte

ot — o® — T (") *Q*(QT (a™) — @), k=0,1,2,.... (6.58)

Bevor wir also das vollstéandige Verfahren zur Losung des Identifikationsproblems skizzie-
ren, miissen wir in den Algorithmus 2 noch den Beobachtungsoperator einbauen. Dann

erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 3. (p = adj2(w, u))
Eingabe: W7 € R! und v/ € H}(Q,R?) fiir j = 0,...,m

1. Setze P™ = 0 € RE.

2. Setze MQ™ = 0 € R”.
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3. Fiir jedes j =m —1,...,0:
3.1 Berechne A(u?,u/*1).
3.2 Berechne So = M + %A(uﬂuﬂ*l)‘

3.3 Berechne S = M — MA(UJ’UFJ)‘

3.4 Berechne PJ mit

k202 K2(1—60)0

SoP! = S PI 4 kMQTT + = MaoGTWI + MoaG WL,
p

3.5 Berechne M@’ mit

ko

kO gt wittypi — FL=0)
P

P
k6 . k(1-—0 .
+?M59GTWJ + (p)MaQGTWJH.

M@ = M- A(w? /1) P

Ausgabe: P/ e R fiir j = 0,...,m.

Somit haben wir alles zusammen, um das Verfahren zur Losung des Identifikationspro-
blems anzugeben. Allerdings kommen noch einige Besonderheiten hinzu:

Als Startwert o®) verwenden wir die Matrix, deren Eintriige alle gleich 1 sind, womit
wir bei der unbeschédigten Struktur starten. In jeder Iteration des Landweber-Verfahrens
(6.54) und (6.58) miissen wir 7'(a®™)*w mit w = T(a®) — @ beziechungsweise w =
Q*(QT (a'®) — @) und der Darstellung von 7' (a®)*w aus (4.73) ermitteln. Dabei muss
jeweils ein Integral iiber das Zeitintervall [0, 7] bestimmt werden, welches wir mit der

Trapezregel berechnen. Fiir

grs(t) := JVyCrs(x,Vu(t,x)) - Vpl(t, x) dz (6.59)

mit Cys(x, Vu(t,z)) = b.(22)bs(x3)C(Vu(t,z)) (siehe (6.13)) in den beiden Schichten,
Crs(z, Vu(t,z)) = C(Vu(t,z)) im Inneren der Platte und C,s(z, Vu(t,x)) = 0 am Rand
der Platte fiir alle r,s = 0,...,n und ¢ € [0, T] gilt dann

m—1

(@) whe = | gl ~ [1 9a0) + 3 0ra(L7) + lgrs(T)]

m| 2 i 2
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fir alle r,s = 0,...,n. Im folgenden Verfahren definieren wir fiir die Berechnung der
grs(t?) fiir alle r,s = 0,...,n aus (6.59) gerade die Funktion compadj(r, s, u’,p’) fiir al-
le r,s = 0,...n und v/ = u(#’) beziechungsweise p’ = p(#/) mit t/ = jT/m fiir alle
j = 0,...,m. Dabei wird das Integral iiber {2, wie in der Finite-Elemente-Methode (sie-
he [Bral0]) iiblich, mittels Quadratur berechnet, das heifst, dass das Integral durch eine
gewichtete Summe iiber eine Menge von Punkten, den Quadraturpunkten, in jeder Zelle
ersetzt wird. Mit anderen Worten das Integral iiber €2 wird aufgeteilt in Integrale iiber
alle Zellen und anschliefsend wird der Beitrag jeder Zelle durch Quadratur approximiert.

Schliefslich fithren wir noch die Projektion auf den ersten Quadranten

Proj.(c) :=

fiir alle ¢ € R ein, um zu gewéhrleisten, dass die Koeffizienten in der konischen Kombina-

tion (6.13) fiir die Verzerrungsenergiedichte nichtnegativ bleiben.

Algorithmus 4. (« = inv(@))

Eingabe: @’ fiir j = 0, ..., m und Basisfunktionen ¢, mit r =1, ..., L.

1. Berechne die Matrizen M, M;q und G mit
MTS = <<)07‘7 905>H vfr, S = 1, ...,L,

(Maq)rs = {¢r, 905>L2(99,R3) Vr.s=1,..., L,
und
Grs = Grs Vh=1,.,1,s = 1,..., L.

2. Setze § = 1.

3. Setze o = (s )rs=0

.....

4. Setze i = 0.

5. Solange (i < maxiter) und (d > tol) gilt, wiederhole:
5.1 Setze i = ¢ + 1.
5.2 Berechne u = vorw(«).

5.3 Berechne @ = G Mqu.
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5.4 Setze w = u — 4.
m—1 .

5.5 Setze § = %[%Hwonfy + Z HwJ”]%gl + %me”%l]
=

5.6 Berechne p = adj2(w, u).
5.7 Fiir alle r,s =0, ...,n:

5.7.1 Berechne z? = compadj(r, s,u’, p’) Vj = 0, ..., m.
m—1

5.7.2 Setze vy = %[%ZO - Zl 2+ %zm]
j=

5.7.3 Berechne o, = a5 + w.

5.7.4 Setze o,y = Proj-o(aus).
Ausgabe: a = (Qypg)psm,..p € ROFDXMHD),

Man kann erkennen, dass sich dieser Algorithmus leicht auch auf den Fall vollstandiger
Daten anpassen lésst. Aus diesem Grund geben wir hier keinen separaten Algorithmus

fur diesen Fall an.

6.6 Numerische Ergebnisse

Um das im letzten Abschnitt vorgestellte Verfahren zu testen, haben wir einige Bei-
spielrechnungen durchgefiihrt. Diese werden im Folgenden vorgestellt. Dazu haben wir
zunachst eine Simulation mit Schaden berechnet. Ist das Ergebnis ug, so ist der

Beobachtungsoperator angewendet auf ug, also
U = Qu57

die Eingabe zum Algorithmus. Auf diese Weise wurden verschiedene Schadensszenarien
untersucht. Dabei wird zuerst von vollstdndigen Daten und somit von Q = I ausgegangen.
Danach wird mithilfe eines Beobachtungsoperators, der nur auf einen Teil des Randes ab-
bildet, gezeigt, wie sich das Ergebnis des Algorithmus bei unvollstdndigen Daten éndert.
Im ersten Unterabschnitt werden die fiir den Algorithmus notwendigen Daten und Spezi-
fikationen, die betrachteten Schadensszenarien und die verwendeten Beobachtungsopera-

toren vorgestellt. Anschliefsend werden im zweiten Unterabschnitt die Ergebnisse gezeigt.
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6.6.1 Numerische Umsetzung

Wie bereits im Laufe des Kapitels erwahnt, betrachten wir eine Platte aus einem Neo
Hookeschen Material (sieche Abschnitt 6.1) mit den Mafken von 1m x 1m bei einer Di-
cke von 6.7mm. Der Koordinatenursprung befindet sich in der Mitte der Platte und die
Plattendickenrichtung ist x;. Diskretisiert wird die Platte mit 5 x 31 x 31 Knoten in 16
Zeitschritten, die das Zeitintervall [Ous, 133us]| dquidistant zerlegen. Somit erhalten wir in
x1-Richtung vier Zellen und in z9- und x3-Richtung jeweils 30 Zellen und somit wird die
Platte in insgesamt 3600 Zellen unterteilt. Numerisch lasst sich dies insgesamt auf eine
Platte mit den Abmessungen [—0.1,0.1] x [—15,15]? iibertragen. AuRerdem betrachten
wir in unserem Algorithmus das Zeitintervall [0, 7] mit T = 4.

Fiir die Zeitdiskretisierung sowohl bei der numerischen Simulation des Vorwértsproblems
als auch des adjungierten Problems verwenden wir # = 0.5 und somit das Crank-Nicolson-
Schema. Als Quadraturformel haben wir die Gaufs-Lobatto-Quadratur gewéhlt. Der Vor-
teil dieser Quadratur ist, dass bei einer Wahl von zwei Quadraturpunkten pro Zelle in
jeder Richtung diese mit den Eckpunkten der Zelle und somit den Gitterpunkten iiberein-
stimmen und somit keine Interpolation nétig ist. Dann erhélt man acht Quadraturpunkte
pro Zelle.

Als Ansatzraum fiir die Galerkin-Diskretisierung wurden trilineare Splines verwendet.
Somit wird in jeder Finite-Elemente-Rechnung ein lineares System mit sowohl 230640
Gleichungen als auch Unbekannten gelost.

Wir betrachten die beiden Schichten bei 21 = —0.05 beziehungsweise ;1 = 0.05 und somit
e = 0.05 (siehe Kapitel 5). Wenn die Quadraturpunkte den Gitterpunkten entsprechen,
kann man die Quadraturpunkte aufgrund der gewéhlten Daten der Platte und der aqui-
distanten Zerlegung —15 = a = :1:,(0) < a:l(l) <. < xl(go) =b=15,1= 2,3, des Intervalls
[—15,15] in x5- und x3-Richtung (siche Kapitel 5) wie folgt definieren:

e = 15+ k&, k=0,..,30, i = 2,3.

)

Die Quadraturpunkte benotigt man, wenn man iiber die Platte und somit {2 integrieren
will. Dies ist beispielsweise beim Berechnen der Funktionen A und D (siehe Kapitel 5)
der Fall. Bei der Integration iiber ) wird zum einen iiber alle Zellen iteriert und fiir je-
de Zelle wird wiederum iiber die Quadraturpunkte iteriert (siehe vorheriger Abschnitt).
Somit kennt man dann in jeder Iteration die Koordinaten @, (Q.[1], @.[2], @.[3]) des ak-
tuellen, r-ten Iterationspunktes. Fiir den Fall Q,[1] = 0 folgt C(Q,,Y) = C(Y) und die
Ableitungen nach Y sind entsprechend. Aufgrund der Randbedingung (21) und der Bedin-
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gung C(z,0) = 0 fir fast alle x € Q an die Verzerrungsenergiedichte muss C(Q,,Y) = 0
fir Q,.[1] = £0.1 erfiillt sein. Ansonsten, falls @,.[1] = +0.05 gilt, bestimmt man aus
den Koordinaten @,(£0.05, :ng), xél)) die zum r-ten Quadraturpunkt zugehorigen Werte
k=15 +$gk) und [ = 15 +x§l). Dann kann man fiir C'(Q,,Y) = C(£0.05, xgk), x:())l), Y) und
den Ableitungen nach Y die Funktionen aus (6.16) bis (6.18) verwenden. Damit kann man
schliefslich die beiden von der Verzerrungsenergiedichte abhéngigen Funktionen A und D
im oben erlauterten Verfahren zur Losung des Vorwértsproblems implementieren.

Aufserdem wird die Platte mit einer Volumenkraft f, die an einer Stelle der Platte und
zwar in der Mitte der Platte wirkt, angeregt. Bei unseren numerischen Simulationen haben

wir die Kraftanregung folgendermafen definiert:

f(x1, 29, 23, 1) = fi(t) f2(22) f3(23) (6.60)

= O O

Die Kraft wirkt somit in z3-Richtung. Die Zeitfunktion f; sei auf dem Zeitintervall [0, 0.5]
fi(t) = t, t € [0,0.5], und ansonsten gilt f;(t) = 0 fiir alle ¢ > 0.5. Durch Einbezie-
hung der Zeitfunktion ist die Anregung recht breitbandig, da f; einen kompakten Tréager
hat und somit nicht bandlimitiert ist. Dies ist sehr vorteilhaft, da moglicherweise un-
terschiedliche Schiaden empfindlich auf verschiedene Frequenzen reagieren. Die fiir unser
Zeitintervall gewdhlten 133us entsprechen einer Abtastfrequenz von 120kHz. Nach dem
Nyquist-Shannon-Abtasttheorem folgt daraus, dass nur Signale, die keine Frequenzen ho-
her als 60kHz enthalten, eindeutig bestimmt werden kénnen und zwar durch Messungen
im Abstand von 1/(120kHz) = (25/3)us. Dies macht zwar deutlich, dass die Wahl der
Frequenz beschriankt ist, aber dies spielt keine wesentliche Rolle fiir unsere Methode. Fiir

die anderen beiden Faktorfunktionen f; und f5 betrachten wir mit i € {2, 3}

0, falls x; < —loderxz; > 1
filzs) = <y + 1, falls —1<xz; <0

Die Graphen dieser drei Funktionen sind in der Abbildung 6.2 dargestellt.
Es entsteht ein Peak als Anregung in der Mitte der Platte. Den Ansatz (6.60) fiir die
Kraftanregung haben wir aus [BSS15| ibernommen. Der Unterschied ist zum einen, dass

wir die Platte nur an einer Stelle anregen und nicht wie im genannten Artikel an vier
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Abbildung 6.2: Faktorfunktionen fiir die Anregung der Platte

Stellen, und zum anderen verwenden wir hier andere Faktorfunktionen.

Schadhafte Stellen werden durch verédnderte Koeffizienten in der konischen Kombinati-
on fiir die Verzerrungsenergiedichte modelliert. Dabei gehen wir davon aus, wie bereits
in Abschnitt 6.5.3 erwdhnt, dass die Koeffizienten fiir die unbeschidigte Struktur gerade
alle gleich 1 seien. Die schadhaften Stellen sind zylinderférmig mit Achse in Plattendi-
ckenrichtung z; und einem Quadrat als Grundfliche in der ws-z3-Ebene. Dann stellen
die Eckpunkte des Quadrats gerade vier entsprechend in der xs-x3-Ebene beieinander
liegende Quadraturpunkte dar und somit entspricht das Quadrat gerade einer Gitterzel-
le in der xzy-x3-Ebene. Somit sind die Seitenldngen des Quadrats alle gleich 1. Die drei

Schadensszenarien sind:
e Ein Schaden etwa in der Mitte der Platte bei (—1.5, —1.5) (Schadensszenario A)

e Zwei Schiden, einer von diesen weiter in der Mitte, der andere relativ nahe am Rand
bei (—1.5,—10.5) und (5.5,5.5) (Schadensszenario B)

e Zwei Schéden, wobei beide relativ mittig liegen bei (—1.5, —4.5) und (5.5, 5.5) (Scha-

densszenario C)

Dabei haben wir jeweils den Mittelpunkt des Quadrats angegeben, welches den Schaden
darstellen soll. Die drei Szenarien sind in Abbildung 6.3 zu sehen. Bei Schadensszenario
A haben wir aj313 = 2, ag314 = 3, 413 = 4 und ay414 = 2 gesetzt. Fiir das Scha-
densszenario B wurden die Schidden mit aggog = 2, (iogo1 = 2, Qo199 = 2 und g0 = 2
beziehungsweise ay13 = 3, ag14 = 4, az13 = 4 und 514 = 3 simuliert und fiir Schadens-

szenario C mit 2020 = 2, 021 = 2, 2120 = 2 und 9121 = 2 beziehungsweise 1013 = 3,
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Q1014 = 4, o113 =4 und aq114 = 3.

Es ist zu beachten, dass die Koordinaten wie in Abbildung 6.4 zu verstehen sind. Des

Abbildung 6.3: Die drei Schadensszenarien. Die schwarz umrandeten Quadrate markieren

die Schadstellen in den Platten der Schadensszenarien A, B und C.
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Abbildung 6.4: Skizze der Platte in der xo-z3-Darstellung
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Weiteren haben wir bei unseren numerischen Experimenten den Beobachtungsoperator

Q wie in Abschnitt 6.4 beschrieben gewéhlt. Dabei sei (¢;),—1.. 1 die Lagrange-Basis

des Galerkin-Ansatzraumes der gewahlten Finite-Elemente-Diskretisierung. Somit ist je-

de Basisfunktion an genau einem Diskretisierungsknoten 1 und an allen anderen 0. Wir

haben aufserdem als Gewichtsfunktion jedes Sensors ein auf den Rand der Platte einge-

schrianktes Basiselement gewahlt. Diese Wahl des Beobachtungsoperators wurde aus dem

Artikel [BSS15] entnommen. Fiir unsere Rechnungen wurde dann ein Beobachtungsopera-

tor gewéhlt, zu dessen Definition es ausreicht, diejenigen Gitterpunkte aufzulisten, deren
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zugehorige Lagrange-Basisfunktionen auch Gewichtsfunktionen eines Sensors darstellen.
Damit geniigt es die Lage der verwendeten Sensoren anzugeben. Bei der Durchfithrung
des gedampften Landweber-Verfahrens und somit des Algorithmus 4 haben wir im Fall
vollstandiger Daten als Dampfungsparameter w = 10 gewéhlt.

Fiir die Auswertung der Experimente im Folgenden haben wir jeweils die entsprechen-
de Koeffizientenmatrix o = ()i j—o,.30 graphisch dargestellt, wobei wir zwischen den
einzelnen Eintragen interpoliert haben. Dabei stehen unterschiedliche Farben fiir verschie-
dene Werte der einzelnen Eintrage der Matrix. Damit soll untersucht und sichtbar gemacht
werden, ob die Methode fahig ist, schadhafte Stellen unter Beriicksichtigung verschiedener

Faktoren fiir Detektierbarkeit zu lokalisieren.

6.6.2 Numerische Experimente

Es wurden unter der Annahme vollstdndiger Daten insgesamt drei Experimente durchge-
fiihrt, um die Lokalisierung von Schaden anhand der drei Schadensszenarien zu untersu-
chen. Dabei ging es zunéchst darum, wie sich die Anzahl der Iterationen des Algorithmus
auf das Ergebnis auswirkt. Anschlieflend wurde ein Experiment mit zwei Schiden durch-
gefiihrt, um zu sehen, welchen Einfluss die erhohte Anzahl und Lage der Schidden hat.
Zuletzt fand noch ein Experiment zur Anfélligkeit im Hinblick auf verrauschte Daten
statt.

Im ersten Experiment haben wir die Auswirkungen der Anzahl der Iterationsschritte
untersucht. Dazu wurde das Schadensszenario A mit je 1, 50, 100 und 200 Iterationen
gerechnet. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.5 zu sehen. Es zeigt, dass selbst eine sehr ge-
ringe Anzahl an Iterationsschritten erahnen lédsst, wo ein Schaden vorliegt. Man kann aber
auch erkennen, dass bei einer hoheren Anzahl an Iterationsschritten der Schaden deutlich
sichtbarer wird. In den nachfolgenden Experimenten werden wir daher entweder 25 oder
50 Iterationen je Rechnung verwenden. Des Weiteren liefern die jeweiligen Wertebereiche,
dass zwar sowohl die Werte der unbeschadigten Struktur als auch des beschadigten Be-
reichs ansteigen, aber der Abstand zwischen den entsprechenden Werten mit steigender
Iterationsanzahl wichst und somit der Schaden deutlicher wird.

In einem zweiten Experiment wurden die Schadensszenarien B und C mit jeweils 50 Ite-
rationen gerechnet, um zu sehen, wie sich das Verfahren beim Vorliegen von zwei Schaden
verhélt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Man sieht, dass jeweils beide
Schéden lokalisiert werden. Allerdings ist auffallig, dass bei beiden Schadensszenarien im-

mer ein Schaden stérker sichtbar ist und zwar derjenige der ndher am Mittelpunkt der
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Abbildung 6.5: Die Ergebnisse aus Experiment 1 unter Verwendung von Schadensszenario
A, von oben links nach unten rechts: 1, 50, 100 und 200 Iterationen.

Platte und somit am Ort der Anregung liegt. Auferdem treten jeweils im Bereich zwischen
dem Mittelpunkt und dem néher liegendem Schaden Artefakte auf. Um die Ursachen fiir
das Auftreten solcher Artefakte genauer zu untersuchen, wurde das Schadensszenario C
betrachetet. Der Unterschied dabei zum Schadensszenario B ist, dass wir zwar den bei B
naher am Mittelpunkt liegenden Schaden beibehalten haben, aber den zweiten, relativ am
Rand liegenden Schaden néher an den Mittelpunkt gelegt haben. Man sieht deutlich, dass
beim Schadensszenario C der Schaden, der vorher stérker ausgepréigt war bei B, jetzt
schwécher sichtbar ist und andersherum der Schaden, der vorher schwicher dargestellt
war, jetzt bei C deutlicher sichtbar ist. Somit ldsst sich vermuten, dass die Artefakte aus

Reflexionen der Welle am ersten Schaden, auf den die Welle trifft, resultieren.
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Im dritten und fiir vollstandige Daten letzten Experiment haben wir das Verfahren auf

1.009 1.024
. &1... 1.0217
1.007 1.0195

Abbildung 6.6: Die Ergebnisse aus Experiment 2 unter Verwendung von Schadensszenario
B (links) und Schadensszenario C (rechts).

Sensibilitat hinsichtlich fehlerbehafteter Daten untersucht. Dazu seien
L L Lo
e(t;) = Y Eulty)pr, u'(t;) = > U (t;)p, und d(ty) = > Un(t;)er
r=1 r=1 r=1

mit t; = j7/m fir alle j = 0, ..., m (siche Abschnitt 6.2). Mit diesen Darstellungen haben
wir einen zufilligen Vektor e mit |E| 2 rrey = 6 |0 r2(0,r;rt)y auf das Eingabeverschie-
bungsfeld @ addiert, so dass fiir die verrauschten Daten u® = @ + e und das unverrauschte

Eingabeverschiebungsfeld @ die Bedingung

HU(S - UHLZ(O,T;RL) _

101220.7m2)

erfiillt ist.

In Abbildung 6.7 ist der Unterschied zwischen dem unverrauschten und dem verrausch-
ten Verschiebungsfeld zum festen Zeitpunkt ¢ = 108us dargestellt. Dabei gilt fiir das
verrauschte Verschiebungsfeld 6 = 1. Die Ergebnisse aus Experiment 3 nach jeweils 25
Iterationen sind in Abbildung 6.8 zu sehen. Offenbar beeintréichtigt das Rauschen selbst
fiir grofere 0 die Lokalisierung des Schadens nur wenig. Allerdings fiihrt die Einfiihrung
eines Rauschens zu insgesamt geringeren Werten im Ergebnis, wobei die Unterschiede

minimal sind. Schlieflich sind vorallem fiir § = 1 kleine Artefakte im Vergleich zu den
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- | |
| - ‘6165 ) aes
Abbildung 6.7: Der Unterschied zwischen unverrauschtem und verrauschtem (6 = 1)

Verschiebungsfeld aus Experiment 3. Das abgebildete Verschiebungsfeld
stammt aus dem Schadensszenario A und wurde zum Zeitpunkt ¢ = 108us
aufgenommen. Die Farbung entspricht der Norm des Verschiebungsfeldes.

anderen Ergebnissen deutlich erkennbar.

Nachdem die drei Experimente unter Annahme vollstdndiger Daten durchgefiihrt wurden,
fand ein Experiment unter der Annahme unvollstdndiger Daten statt. Dabei wurden als
Eingabedaten das Verschiebungsfeld @ = Qu mit dem Beobachtungsoperator Q verwen-
det, wobei wir zwei verschiedene Beobachtungsoperatoren betrachtet haben. In beiden
Féllen haben wir die Sensoren im Quader jeweils lings der vier Kanten der Platte auf
beiden Seiten der Platte angebracht. Im ersten Fall betrachten wir den Beobachtungsope-
rator R57d, das heifit an jeder Kante der Platte auf beiden Seiten der Platte befinden sich
57 Sensoren und somit insgesamt 448 Sensoren auf der Platte. Um zu sehen, wie sich eine
geringere Anzahl von Sensoren auf das Ergebnis auswirkt, haben wir anschliefend noch
in einem zweiten Fall den Beobachtungsoperator R8d verwendet mit jeweils 8 Sensoren
an jeder Kante der Platte auf beiden Seite der Platte und somit insgesamt 56 Sensoren
auf der Platte. Dabei haben wir wieder jeweils 25 Iterationen des Verfahrens berechnet,
allerdings in diesen beiden Féllen mit dem Dampfungsparameter w = 100, da anderenfalls
die Werte nach 25 Iterationen zu gering fiir ein sichtbares Ergebnis wéren.

Die Ergebnisse aus Experiment 4 sind in der Abbildung 6.9 dargestellt. Zunéchst kann
man festhalten, dass in beiden Féllen der Schaden lokalisiert wird. Allerdings muss man
auch sagen, dass eine geringere Anzahl an Sensoren zum einen zu einer hoheren Anzahl an

Artefakten fiihrt und zum anderen im Hinblick auf die jeweils angegebenen Wertebereiche
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Abbildung 6.8: Die Ergebnisse aus Experiment 3. In jedem Bild Schadensszenario A, von
oben links nach unten rechts: Rauschlevel von § = 0, 0.2, 0.5 und 1.
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der Unterschied zwischen den Werten der beschidigten und der unbeschadigten Struktur
in diesem Fall wesentlich geringer ist. Somit ist der Schaden bei der hoheren Anzahl von
Sensoren deutlich sichtbarer. Dies bestétigt allerdings nur die logische Annahme, dass

mehr Sensoren und somit mehr Informationen zu besseren Ergebnissen fithren.
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Abbildung 6.9: Die Ergebnisse aus Experiment 4. In beiden Bildern Schadensszenario A.
Links Beobachtungsoperator R57d und rechts R8d.




Kapitel 7

Fazit und Ausblick

In vielen Bereichen, wie beispielsweise der Luft- und Raumfahrttechnik, spielen zersto-
rungsfreie Verfahren zur Schadensdetektion fiir Faserverbundstrukturen eine immer gro-
Ker werdende Rolle. Einen vielversprechenden Ansatz bildet dabei die Applikation eines
Netzwerks von Piezosensoren und -aktuatoren auf der Oberflache der Struktur. Ein ein-
faches Modell fiir einen solchen Piezosensor stellt zum Beispiel ein Sensor dar, der ge-
mittelte, gewichtete mechanische Spannungen an der Oberfliche misst. In dieser Arbeit
ging es darum aus den Messungen solcher Sensoren iiber die Identifikation der Verzer-
rungsenergiedichte eines hyperelastischen Materials auf die mechanischen Eigenschaften
der Struktur und somit auf die mogliche Existenz von Schaden zu schlieffen. Dabei sind
beispielsweise kohlenstofffaserverstiarkte Kunststoffe in der Klasse der hyperelastischen
Materialien enthalten. Als Modell zur Wellenausbreitung in hyperelastischen Materialien
dient die Cauchysche Bewegungsgleichung. Aufbauend auf den Ergebnissen des Artikels
[WS15] haben wir gezeigt, dass der Losungsoperator 7 des Vorwiértsproblems, also der
Cauchyschen Bewegungsgleichung fiir hyperelastische Materialien, Fréchet-differenzierbar
ist. Des Weiteren wurde bewiesen, dass die Gateaux-Ableitung zum einen die eindeutige,
schwache Losung eines linearen Differentialgleichungssystems mit homogenen Anfangs-
und Randbedingungen und zum anderen stetig in A fiir alle Richtungen A ist. Anschlie-
fend wurde eine Darstellung fiir die Adjungierte der Fréchet-Ableitung hergeleitet und
die lokale Kegelbedingung fiir unser Problem bei Vorliegen vollstandiger Daten bewie-
sen. Dies war notwendig, um das Problem der Identifikation der Verzerrungsenergiedichte
numerisch mit dem (geddmpften) Landweber-Verfahren zu 16sen beziehungsweise um zu
zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen das Landweber-Verfahren angewendet auf
unser Identifikationsproblem lokal konvergiert.

Wiederum aufbauend auf [WS15| und [KLO7]| haben wir in der gesamten Arbeit angenom-

men, dass sich die Verzerrungsenergiedichte darstellen lésst als eine konische Kombination
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von endlich vielen, fest vorgegebenen Funktionen. Dies hat den Vorteil, dass sich unter
Vorgabe eines Dictionaries solcher Funktionen unser Identifikationsproblem auf ein end-
lichdimensionales Problem reduziert, ndmlich der Identifikation der Koeffizienten in der
konischen Kombination fiir die Verzerrungsenergiedichte. Aus diesem Grund war auch
ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit das Aufstellen eines geeigneten Dictionaries von
Funktionen fiir die konische Kombination. Dabei hat sich zunéchst herauskristallisiert,
dass dafiir polykonvexe Funktionen sinnvoll sind. Anschliefend haben wir verschiedene
Verzerrungsenergiedichten isotroper, hyperelastischer Materialien prasentiert und auf Po-
lykonvexitat untersucht.

Ein dritter Schwerpunkt und das eigentliche Ziel dieser Arbeit bestand darin, das Pro-
blem der Identifikation der Verzerrungsenergiedichte eines hyperelastischen Materials und
somit der Schadensdetektion bei Strukturen aus derartigen Materialien numerisch zu 16-
sen. Dazu haben wir das gedampfte Landweber-Verfahren angewendet auf unser Problem
implementiert. Allerdings muss dabei in jedem Iterationsschritt sowohl einmal das Vor-
wartsproblem als auch einmal das adjungierte Problem gelost werden. Fiir die Losung des
adjungierten Problems konnten wir auf den Artikel [BSS15| und den darin vorgestellten
Algorithmus zuriickgreifen. Entgegengesetzt dazu bestand die eigentliche Hauptaufgabe
dieses Schwerpunkts darin, ein Verfahren zur Lésung des nichtlinearen Vorwartsproblems
zu konzipieren und umzusetzen. Dieses wurde auch verwendet, um synthetische Daten zum
Testen des Verfahrens zur Losung des inversen Problems zu erzeugen. Einige Rechenbei-
spiele haben schlieflich gezeigt, dass unser so entwickeltes Verfahren zur Identifikation
der Verzerrungsenergiedichte erfolgreich diese synthetisch erzeugten Schiden lokalisiert.
Dabei wurden mithilfe von drei Schadensszenarien, bei denen entweder ein Schaden oder
zwei Schiden auftraten, auch verrauschte beziehungsweise mithilfe eines Beobachtungs-
operators erzeugte, unvollstandige Daten getestet.

Die erhaltenen Ergebnisse legen nahe, dass das Verfahren weiter entwickelt werden sollte.
Ein néchster Schritt in Hinblick auf die Entwicklung eines autonomen, sensorgestiitzten
SHM-Systems wére die Verifizierung des Verfahrens anhand von (realen) Messungen an
Piezosensoren, welche auf die Struktur appliziert werden, beziehungsweise von durch einen
Laservibrometer erfassten Daten. Des Weiteren konnte man anstelle der in dieser Arbeit
betrachteten plattendhnlichen Strukturen auch fiir die praktische Verwendung von Faser-
verbundwerkstoffen ebenso wichtige gekriimmte Strukturen betrachten und untersuchen,
wie sich das Verfahren in diesem Fall verhalt.

Eine andere Moglichkeit das entwickelte Verfahren hinsichtlich der Eingabedaten zu tes-

ten wire weitere Beobachtungsoperatoren zu verwenden, um zu sehen, wie sich Lage und
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Anzahl der Sensoren auf das Ergebnis auswirkt. Es sei darauf hingewiesen, dass wir hier
mit dem Neo Hookeschen Material ein sehr einfaches Materialmodell betrachtet haben.
Dies gibt aber auch Raum zum weiteren Testen des Verfahrens, indem man alternative
Materialmodelle verwendet.

Aufserdem sollte man sich bei der Weiterentwicklung des Verfahrens mit den insbesondere
im Fall von zwei Schiden auftretenden Artefakten auseinandersetzen. Diese lassen sich
moglicherweise durch das Einbauen von Sparsity Constraints unterbinden.

Ein weiterer Punkt, der in Zukunft auch noch Optimierungsbedarf hat, ist, dass das fiir
unseren Algorithmus verwendete gedampfte Landweber-Verfahren zwar auf der einen Seite
sehr stabil ist, aber auf der anderen Seite auch ziemlich langsam konvergiert. Dies hat sich
auch stark auf unser Verfahren zur Identifikation der Verzerrungsenergiedichte ausgewirkt.
Aus diesem Grund kénnte man beispielsweise Ideen der sequentiellen Unterraummetho-
den verwenden (siehe [Wall6]), um die Konvergenz des Verfahrens zu beschleunigen.
Zusammenfassend bietet diese Arbeit einen wichtigen Schritt im Hinblick auf die Scha-
densdetektion bei hyperelastischen Materialien, aber auch noch ein breites Spektrum an

weiteren Forschungsgegenstinden.



Anhang

In diesem Anhang wollen wir einige Aussagen angeben und beweisen, die wir in der Arbeit
fiir gewisse Beweise benétigen, die aber ansonsten keine Rolle im Verlauf der Arbeit

spielen.

A.1 Differentialrechnung

Wir bendtigen im Verlauf des Kapitels zur Kontinuumsmechanik die folgende Darstellung

der Ableitung der Determinante.

Lemma A.1. Sei Ae GL(3). Dann ist die Abbildung
d:R¥™ R, M — &(M) = det(M),
in A differenzierbar und es gilt
VO(A): H=tr(A"H)®(A)

fiir alle H € R3*3,

Beweis. Nach der Leibnizschen Formel ist ®(A) ein Polynom dritten Grades in den Ein-
tragen A;;, 4,7 = 1,2,3, von A € R**3. Somit ist ® stetig. Da GL(3) = ®1(R\{0}) gilt
und die Menge R\{0} = R offen ist, folgt insgesamt, dass GL(3) < R3*3 offen ist. Nach
dem Laplaceschen Entwicklungssatz gilt fiir alle M e R3*3

det(I + M) =1+ tr(M) + f(M),

wobei f(M) eine Summe von Monomen in den Komponenten von M vom Grad grofer
gleich 2 und damit f(M) = o(M) fiir M — 0 ist. Daher gilt

DA+ H) = det(A+ H) = det(A)det(I + A~ H)
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= det(A)[1 +tr(AH) + o(H)] = ®(A) + tr(A"H)D(A) + o(H)

und damit die Behauptung. O
Als Néchstes stellen wir die Divergenz eines Tensorproduktes geeignet dar.

Lemma A.2. Es seien f,v: Q c R® — R? partiell differenzierbar. Dann gilt
V- (f®v)=(Viv+ f(V-v),

wobet ® das Tensorprodukt sei.

Beweis. Es gilt

V-(f®v) = V-((fiv)iZ133) = (V- (fivy)j=123)i=123

(]Z aj(fivj))i—lﬂ,?) B (Zl(ajfl)vj + ]Zl fi(ajvj))i-l,l?»
3

(X

—_

(Vs + 1 33(0) | = (VP + f(V )

j=1
Dies liefert direkt die Aussage. m

Zusatzlich zeigen wir die folgende Darstellung der Divergenz des Produktes einer matrix-

wertigen Funktion mit einem Vektorfeld.

Lemma A.3. Es sei T : Q < R3 — R3*3 ¢in partiell differenzierbares Tensorfeld und

v:Qc R R? ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt
V- (TT)=(V -T,v)+T: Vo.

Beweis. Direktes Nachrechnen liefert
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(V- -T,wy+T: Vv

und damit die Aussage des Lemmas. O]

Des Weiteren wird das folgende Theorem von Gauk-Ostrogradski (auch bekannt als Gauf-
scher Integralsatz oder Divergenzsatz) im Zusammenhang mit dem Beweis einiger wich-

tiger Abschétzungen im Verlauf der Arbeit, insbesondere im Kapitel 4, verwendet.

Satz A.1. (Theorem von Gauf-Ostrogradski) Sei Q < R3 ein beschrinktes Ct-Gebiet mit
dem duperen Normaleneinheitsvektor v = v(z) fiir v € Q auf 0Q und f : Q — R? stetig

| v s@s = [ 1€ vierde (A1)
Q o0

Einen Beweis dieses Satzes findet man beispielsweise in [Barl3|. Allerdings wird auch oft

differenzierbar. Dann gilt

die nachstehende Folgerung aus Satz A.1 verwendet.

Lemma A.4. (Partielle Integration) Unter den Voraussetzungen aus Satz A.1 an § sei
T:Q c R? — R33 ein stetig differenzierbares Tensorfeld und v : Q < R3 — R? ein stetig

differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

f (V - T(), o(z)ydz = f (T(E)T0l€)) - v€) de — f T(c): Vo()de.  (A2)

20 Q
Beweis. Essei f: Q — R® mit f(x) := T(z) v(x) fiir alle x € Q. Dann folgt aus Satz A.1
| v @@t e = @) veds
Q o
Dies liefert unter Verwendung von Lemma A.3
f (V- Tla) o)) + T(o) s Vola)do = [ (2(€)70(6) - o(6) de
20

und somit die Behauptung. O
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A.2 Geometrie

Fiir den Beweis des Theorems von Cauchy benétigen wir das folgende Lemma, welches
unter anderem eine Aussage iiber den Grenzwert des Verhéltnisses aus dem Volumen
und der Fléche eines Simplex im dreidimensionalen Raum liefert, wenn sich drei der vier
Eckpunkte des Simplex gleichméfig auf den Vierten zubewegen.

Lemma A.5. Es sei S < R? ein Simplex mit den Eckpunkten p; = = + M\e;, i = 1,2, 3,
und py = x. Des Weiteren seien die Seitenflichen Fy, Fy und F3 so benannt, dass sie
die Normalen ey, ey beziehungsweise ez haben. In Abbildung A.1 ist der Simplex mit den
entsprechenden Bezeichnungen dargestellt. AufSerdem sei v der duflere Normaleneinheits-
vektor der vierten Seitenfliche von S, die wir mit Fy bezeichnen und die x gegeniiber liegt.
Dann gilt

vol(F;) = viwol(Fy), i = 1,2,3.

Ist \j = \ih, i =1,2.3, so gilt

€3

Ps3

£y

b2 €2
P1
€1
Abbildung A.1: Simplex S

vol(S) ’ vol(S)

lim = lim
(pr.p2.p3)—x VOI(FYy) h—0 vol( Fy)

?

das heifst, dass falls sich die Eckpunkte pi, po und ps des Simplex S gleichmaifig dem
Eckpunkt x ndhern, so verschwindet das angegebene Verhdaltnis aus dem Volumen von S
und der Fldche von Fy.
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Beweis. Zunéchst einmal wird die Seitenflache F) aufgespannt durch die Vektoren

a:=pPy—pP1 = )\262 — )\161 und b:= P3 —P1 = )\363 — )\161.

Dann gilt fiir den Normaleneinheitsvektor von Fj

L axb
la x bl
und somit
1 1 )\2)\3 VOl(Fl)
vvol(Fy) = gHa < blo=gaxb=c| Mg |= | vol(F)
)\1)\2 VOl(Fg)

Damit ist die erste Aussage des Lemmas gezeigt. Weiter gilt mit xp; := p;—z firi = 1,2, 3

1 1
vol(S) = 6|($p1 X TPg) - Tp3| = 6)\1)\2/\3

und mit \; = \h, i = 1,2, 3,
1 oe ~ ~
VOl(S) = 6]13)\1)\2)\3.

Auferdem ist

1 1 < - - - -
VOI(F4) = 5”0/ X b”g = §h2\/()\2>\3)2 + ()\1)\3)2 + ()\1)\2)2
und somit schliefflich
vol(.9) 0
h—ovol(Fy)
Damit ist das Lemma bewiesen. ]

A.3 Lineare Algebra

Um &aquivalente Aussagen zum Axiom der Objektivitdt zu beweisen, benétigen wir die

folgenden Resultate zur Polarzerlegung einer Matrix.

Korollar A.1. (Polarzerlequng) Es sei M € R¥*® eine invertierbare Matriz mit det(M) >
0. Dann ezistieren eindeutig bestimmte Matrizen R € SO(3) und U € Sym (3) derart, dass
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die Gleichung
M = RU

qilt. Diese Darstellung nennt man Polarzerlegung von M und es gelten
U= (M"MY?* und R=MU".

Um dieses Korollar zu beweisen, bendtigen wir noch den folgenden Satz.

Satz A.2. Es sei M € Sym,(3). Dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes S € Sym_ (3)
derart, dass die Gleichung S* = M gilt. In diesem Fall bezeichnen wir die Lisung dieser
Gleichung unter der Nebenbedingung S € Sym., (3) mit S = M'2.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [Cia88|, aber auch in vielen Biichern iiber lineare
Algebra, wie beispielsweise [Bro04].

Damit kommen wir zum Beweis des Korollars A.1 iiber die Polarzerlegung.

Beweis von Korollar A.1: Zundchst wollen wir die Eindeutigkeit der Polarzerlegung zei-
gen. Dazu nehmen wir an, dass eine Darstellung M = RU mit R € SO(3) und U € Sym, (3)

existiert. Dann gilt
M™ = (RU)"(RU)=U"R"RU =U"U = U*

Da MTM € Sym_(3) ist, folgt aus Satz A.2, dass ein eindeutiges U = (M TM)Y? mit
U € Sym_ (3) existiert, das die Gleichung erfiillt. Somit ist schlieflich auch R = MU
eindeutig festgelegt.

Wir kommen nun zum Beweis der Existenz der Polarzerlegung. Dazu definieren wir wieder
U:=(MTM)? und R = MU' Dann folgt direkt M = RU. Auferdem gilt

R'R= MUY (MUY)Y=U M MU=UT0U" =1

und somit tatséchlich R € SO(3). Damit ist alles bewiesen. O
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