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Abstract

Die Randelementmethode ist ein aktueller Gegenstand der mathematischen Forschung. Sie
ist ein vielseitig einsetzbares Verfahren und hat sich im Bereich der Elastizitétstheorie
bewihrt. Verfahren, wie H2-Matrizen wurden entwickelt, um Schwierigkeiten wie die Voll-
besetztheit der Gleichungssysteme zu umgehen. Am Beispiel der Lamé-Gleichungen wird
die Randelementmethode mit Hilfe von matrixwertigen radialen Basisfunktionen (RBF)
vom Lamé-Typ erweitert, um Inhomogenitéten, sei es aufgrund von Nichtlinearitédten oder
Volumenkraftdichten behandeln zu konnen. Fiir die hergeleiteten matrixwertigen RBF wer-
den Fehler- und Stabilitdtsuntersuchungen durchgefiihrt und neue numerische Verfahren
zur Losung von Gleichungssystemen entwickelt. Weiter ist es mdglich, die matrixwertigen
RBF auch im Kontext der H2-Matrizen zu verwenden, d.h. die Matrizen besitzen eine
Niedrigrangapproximation und kénnen folglich komprimiert werden. Es zeigt sich, dass die
Konvergenzordnung der Randelementmethode von diesem Ansatz nicht beeinflusst wird.
Im konkreten Anwendungsfall an einem Schidigungsmodell der Elastizitétstheorie entsteht
ein nicht lineares System, welches mit Hilfe eines modifizierten Steklov-Poincaré-Operators
und den neu entwickelten RBF behandelt wird. Zur Losung wird eine Fixpunktiteration
verwendet und die Konvergenz an einem numerischen Beispiel nachvollzogen.

Abstract

The boundary element method (BEM) is a recent subject of mathematical research and
widely used for example for problems of elasticity. Methods such as H?-Matrices have
been developed to circumvent difficulties with fully populated matrices. In this work the
boundary element method for elasticity is extended by means of matrix-valued radial basis
functions (RBF) of Lamé type to treat inhomogeneities due to nonlinearities or body
forces. For the matrix-valued RBF of the Lamé type, error and stability estimates are
presented and a new numerical method for solving the system of interpolation equations
is developed. Furthermore, it is shown, that the H?-matrix technique is also applicable
to the interpolation matrices, i.e. they have a low-rank approximation and can thus be
compressed. It turns out that the convergence order of the boundary element method is
not affected by this approach. As application, a nonlinear damage model is considered.
The non linear system is treated numerically by a modified Steklov-Poincaré operator and
the newly developed RBF.
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6 1 UBERBLICK UND MOTIVATION

Teil 1
Einleitung

1 Uberblick und Motivation

Die Elastizitatstheorie ist ein klassischer Teil der angewandten Mathematik bzw. der Me-
chanik und wurde bereits von vielen beriihmten Mathematikern und Mechanikern unter-
sucht und weiterentwickelt. Dennoch ist das Gebiet weiter Gegenstand aktueller Forschung,
sei es in Bezug auf neue Materialien, wie Komposite, oder auch der Weiterentwicklung klas-
sischer Materialmodelle um z.B. bestimmte Phanomene, wie Rissbildung oder plastische
Verformung, abzubilden. Neu entwickelte Materialien wie glasfaserverstiarkte Kunststoffe,
hochfeste Stahle, Beton oder auch bestimmte Metalle stellten bisher nicht behandelte An-
forderungen an die Modelle, vor allem in Bezug auf Komplexitdt und Wiedergabetreue.
Die experimentelle Untersuchung dieser Materialien ist meist zeitaufwendig und falls gro-
fsere Strukturen betrachtet werden wie z.B. in der Automobilindustrie, beim Maschinenbau
oder im Bauwesen auch teuer, so dass neue Verfahren und Modelle bendtigt werden.

In der Praxis werden haufig phanomenologische Modelle zur Untersuchung von Verbund-
werkstoffen verwendet. Dabei wird das Material als homogen angenommen und die Pa-
rameter, z.B. fiir das Versagensverhalten, werden durch Parameteridentifizierung mittels
Experimenten bestimmt. Ein besserer Zugang nicht-lineare Effekte des Materials, wie Riss-
bildung, Faserablosung, etc. zu modellieren ist es, dies direkt in der Mikroebene eines
Multiskalenmodells zu tun.

In diesem Zusammenhang werden Homogenisierungsstrategien, [25, 66|, und andere Mo-
delle auf Mikroebene benotigt. Auf dieser Skala findet das Konzept eines repréisentativen
Volumen-Elements Anwendung, [15]: ein spezifischer Ausschnitt bzw. Volumen des Ma-
terials, dessen effektives Verhalten représentativ und damit ununterscheidbar von dem
heterogenen Verhalten des Materials ist. Fiir ein fiktives perfekt homogenes Material wire
dieser Ausschnitt unendlich klein. Fiir ein reales Material, d.h. insbesondere bei Vorhan-
densein von Mikrostruktur, muss das RVE ein geniigend grofses Volumen enthalten, um
aus statistischer Sicht charakteristische Eigenschaften abbilden zu kénnen.

Auf Mikroebene wird die lineare Elastizitatstheorie mit Hilfe eines Schadigungsmodells er-
weitert, um die nicht-linearen Effekte, wie Rissbildung, Faserablosung, etc. zu behandeln.
Das entwickelte Modell ist jetzt nicht mehr rein mit der klassischen Theorie von elliptischen
partiellen Differentialgleichungen behandelbar. Ziel ist die Entwicklung eines numerischen
Verfahrens zur Losung des neuen Modells auf Mikroebene basierend auf der Randelement-
methode mit einer Erweiterung durch matrixwertige radiale Basisfunktionen. Durch das
Modell entstehen bei der Integralformulierung des Randwertproblems auf Mikroebene nicht
nur Integrale iiber den Rand, sondern auch Volumenintegrale. Sie reprisentieren dabei die
Anwendung des Newton-Potentials und stellen dabei eine partikuldre Losung dar. Im Falle
einer bekannten partikuldren Losung entfillt das Volumenintegral. Aufgrund des Modells
ist keine partikulére Losung bekannt und folglich ein anderer Zugang notwendig.

Bereits in frithreren Arbeiten, [52, 53|, wurden radiale Basisfunktionen verwendet, um fiir
spezielle rechte Seiten partikuldre Losungen zu finden (fiir konservative rechte Seiten siehe
[3]). Die vektorwertige Lamé-Gleichung verbietet allerdings eine direkte Anwendung der
radialen Basisfunktionen fiir allgemeine rechte Seiten. Im Kontext dessen wird die Theorie
der matrixwertigen radialen Basisfunktionen erweitert und schlieklich zur Konstruktion
einer partikuldren Losung verwendet.

Das in Abschnitt 1.3 vorgestellte Schiadigungsmodell wird auf ein RVE angewendet. Die da-
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bei entstehenden Gleichungen sind nicht linear und passen nicht in das Konzept der BEM.
Mit Hilfe der entwickelten Theorie der matrixwertigen RBF wird mit einem iterativen
Verfahren eine Losung moglich.

Die Arbeit ist wie folgt organisiert: In Abschnitt 2 wird eine Integralformulierung der Lamé-
Gleichung gegeben und diese in Abschnitt 5 mit Hilfe der matrixwertigen radialen Basis-
funktionen erweitert. Eine vollstdndige Formulierung der Methode mit Schadigungsmodell
und der entsprechenden Gebietszerlegung und Kopplung findet sich in Abschnitt 7.4. Fi-
ne Diskussion der Gleichungssysteme und deren Behandlung mit Hilfe von H?2-Matrizen
als auch Algorithmen zum schnellen Losen des Interpolationsproblems der matrixwertigen
RBF sowie der schnellen Auswertung des Interpolanten, finden sich in den Abschnitten 3
und 6.

Die numerischen Ergebnisse zu verschiedenen RVE finden sich im letzten Abschnitt.

1.1 Einfiihrung in die Elastizitatstheorie

Ein Korper ist aus einer Menge diskreter Strukturen in Form von Atomen, Molekiilen etc.
zusammengesetzt. Die Kontinuumsmechanik stellt die Pramisse auf, dass bei der Betrach-
tung von Deformationen die diskrete Natur des Materials vernachléssigt werden kann, falls
die betrachteten Grofen betréchtlich grofer sind als die Skalenldnge des Materials. Der
Korper wird folglich als Kontinuum beschrieben und die auftretenden physikalischen Gro-
flen werden als Funktionen dargestellt. Ein Koérper wird in eine unendliche Anzahl von
Punkten und deren eindeutigen Positionen im Raum zerlegt. Zusammen liefert dies die
Konfiguration eines Korpers. Es wird dabei angenommen, dass das vom Korper einge-
nommene Volumen ein Gebiet ist. Die Referenzkonfiguration eines Kérpers B, welcher das
Gebiet R mit dem Rand OR einnimmt, wird von der Momentankonfiguration des Kérpers
B zur Zeit ¢t mit dem Gebiet R; mit Rand 9R; unterschieden.

Wenn B in Referenzkonfiguration vorliegt, dann wird die Position eines Punktes

P € B (relativ zum Ursprung)

mit X (P) beschrieben. Dabei wird X(P) als Referenzposition bezeichnet. Das Gebiet R
ist nun als

R={X(P): PeB}
darstellbar. Liegt B in der Momentankonfiguration zur Zeit ¢ vor, dann wird die Position

eines Punktes P € B (relativ zum Ursprung) mit x(P,t) beschrieben. Dabei wird x(P,t)
als Momentanposition bezeichnet. Das Gebiet R ist als

R, = {x(P,t): PeB}

darstellbar.
In diesem Abschnitt werden die kartesischen Koordinaten der Referenzkonfiguration mit
X = (X1, X2, X3) und die der Momentankonfiguration mit x = (z1, z2, x3) bezeichnet. Da
jeder Punkt P € B nur eine Position zur Zeit ¢ einnehmen darf, gibt es zu jeder Zeit ¢ eine
Funktion

X(,t) R — Ry,

welcher jeder Position aus R eine eindeutige Position in R; zuordnet. Folglich bezeichnet
X = X(Xv t)

die Momentanposition eines materiellen Punktes P, welcher zu einer Referenzposition
X(P) zugeordnet ist. Die Forderungen an die Abbildung y implizieren deren Injektivi-
tét.
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Da aber auch jeder Punkt P € B eine eindeutig bestimmte Position sowohl in der Referenz-
als auch in der Momentankonfiguration besitzt, gehort auch jede Momentanposition in R;
zu einer Referenzposition in R. Folglich ist x ein Isomorphismus und somit fiir jeden
Zeitpunkt t invertierbar. Fiir jede zu einem Punkt P € B gehorende Momentanposition
x(P,t) in Ry ist

X = Xil (X7 t)

die Referenzposition des gleichen Punktes P in der Referenzkonfiguration. Die Abbildung
x wird Bewegung eines Korpers genannt. Falls die Abstdnde zwischen zwei Punkten des
Materials konstant bleiben, so spricht man von einer Starrkérperbewegung, wenn dies fiir
alle Paare von Punkten gilt. Andernfalls spricht man von einer Deformation.

Fiir eine Teilmenge C C B bezeichnet

C={X(P): PeC}

die Menge der Referenzpositionen der Punkte P aus C. Falls C eine stetige Kurve ist, so
spricht man von einer Linie im Material. Analog bezeichnet

C:={x(Pt): PecC}

die Menge der Momentanpositionen und definiert ebenfalls eine stetige Kurve im Raum.
Genauso wird von einer Oberfliche S des Materials gesprochen, falls

S={X(P): PeS}

eine zusammenhangende Oberfliche definiert. Von einem Volumen B’ C B des Materials
wird gesprochen, falls
R ={X(P): PeB'}

ein zusammenhéngendes Volumen im Raum definiert. Zu jedem Zeitpunkt ¢ definieren die
Mengen S; und R} ebenfalls eine zusammenhingende Oberfliche bzw. ein zusammenhén-
gendes Volumen. Weiterhin beschreiben die Positionen der Punkte P € 0B den Rand

OR ={X(P): P € 0B} von R bzw. den Rand dR; = {x(P,t) : P € 0B}

von R;. Es folgt aus dieser Darstellung, dass wiahrend der Verformung keine weiteren Ober-
flichen entstehen. Insbesondere sind dabei die Betrachtung von Briicken ausgeschlossen.
Die Verschiebung u eines Punktes P zur Zeit ¢ ist definiert als der Verbindungsvektor der
Position in Momentankonfiguration zur Position in Referenzkonfiguration

u(P,t) = x(P,t) — X(P).
Die materielle Beschreibung der Verschiebung ist durch
u=x(X,t) =X
gegeben, die rdumliche Beschreibung durch
u=x—x '(x,1).

Seien P und @ zwei beliebige Punkte und C ein Weg im Material, welcher P und Q
verbindet mit zugehdriger stiickweise glatter Kurve C in der Referenzkonfiguration. Die



1.1 Einfiihrung in die Elastizitdtstheorie 9

Position Rg p = X(Q) — X(P) von @ relativ zu P in der Referenzkonfiguration ist in
Form eines wegunabhangigen Kurvenintegrals

RQ,p:/dX:/de

C C

gegeben, wobei v der Einheits-Tangentenvektor der Kurve ist.

Dem Weg C im Material ist zum Zeitpunkt ¢ ebenfalls eine glatte Kurve C; in der Momen-
tankonfiguration zugeordnet. Analog definiert rg p = x(Q,t) — x(P,t) die Position von
Q relativ zu P in der Momentankonfiguration und ist ebenfalls als das wegunabhéngige

Kurverenintegral
rQ7p:/ldx:/fytds
Ct Cy

gegeben, wobei 7; der Einheits-Tangentenvektor der Kurve C; ist. Die Kurve C; ist durch
x und C eindeutig bestimmt. Fiir den Weg C im Material lasst sich das Differential dx
eindeutig durch das Differential dX ausdriicken. Es gilt

F = grad x,
so dass
dx = FdX
und
dX = Fldx (1)

gelten. Der Tensor F ist von der Ordnung zwei und heifst Deformationsgradient (in mate-
rieller Darstellung). Seine Inverse ist bestimmt durch

F! =grad X.

Umgekehrt gilt, falls der Deformationsgradient in jedem Punkt einer Linie im Material
existiert und nicht singulér ist, dann gilt die Gleichung (1), so dass jede Kurve C; eindeu-
tig durch eine Kurve C bestimmt ist. Folglich existiert ein Isomorphismus zwischen der
Referenz- und der Momentankonfiguration. Somit ist eine Bewegung x genau dann ein
Isomorphismus, wenn der Deformationsgradient existiert und

0#J=detF

in keinem Punkt singuldr ist. Die Kurvenintegrale lassen sich mit Hilfe von F und F~!
schreiben als

rop = /FdX und Rg p = /F—ldx.
C Ct

Falls der Deformationsgradient fiir eine Abbildung der Referenz- zu einer Momentankonfi-
guration konstant in jedem Punkt des Materials ist, so spricht man von einer homogenen
Bewegung. Die Abbildung x = x(X,¢) kann dargestellt werden als

x=AX +c,

wobei A ein konstanter Tensor zweiter Ordnung und c ein konstanter Vektor ist.
Der Deformationsgradient besitzt eine Polarzerlegung, d.h. er lasst sich eindeutig zerlegen
in

F=RUbzw. F=VR,
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wobei R ein Rotationstensor,

U= (F'F)Y/?
der materielle rechte Strecktensor, und
V = (FFT)I/Q

der rdumliche linke Strecktensor sind. Die Tensoren U und V sind symmetrisch und positiv
definit. Die Kenntnis von U und V beschreibt die Deformation des Korpers vollstandig,
wihrend R eine separate Starrkdrperbewegung ist.

Fiir die Beschreibung der Deformation ist es sinnvoll, diese unabhéngig von Translationen
und Rotationen zu formulieren. Betrachtet wird die Kurve C im Material mit Lange

S—/ldS
c

in der Referenzkonfiguration, bzw. mit Linge

/lds

Cy

S

in der Momentankonfiguration. Es gilt
(ds)? = dxdx = dX (F'F) dX = (WT(FTF)V) (dS)?
und somit
ds = (VT(FTF)V) s,
wobei v der Einheits-Tangentenvektor der Kurve C ist.
Definition 1. Der rechte Cauchy-Green-Tensor C, definiert als
C=F'F
ist positiv definit und symmetrisch.
Das Kurvenintegral kann in der Referenzkonfiguration berechnet werden zu

s = / (J(FTF)V)I/ " s,

C

Definition 2. Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E ist definiert durch
E- -1
=3 .

Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor hat gegeniiber dem Cauchy-Green-Tensor den Vor-
teil, dass er fiir die Festkorperbewegungen verschwindet. Er ldsst sich auch in Form des
Verschiebungsfeldes angeben. Mit Hilfe der Relation

F =gradx

schreibt sich
F =1+ gradu.
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Definition 3. Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor schreibt sich als Funktion der Ver-
schiebung

1
E = 3 (gradu + (gradu) " + (gradu) " grad u) :

Wird das Kurvenintegral S in der Momentankonfiguration berechnet, so liefert eine dhnli-
che Diskussion die Darstellung des Verzerrungstensors.

Definition 4. Der linke Cauchy-Green-Tensor B ist definiert als
B=FF'.
Der Euler-Almansi-Verzerrungstensor schreibt sich in der Form
1
=-(I-B7Y).
e= LB

In einem Punkt mit kleinem Verschiebungsgradienten ist der Unterschied zwischen den
Referenz- und Momentanrichtungen im Material vernachléassigbar klein und somit auch
die Rotation.

Der Euler-Almansi-Verzerrungstensor und der Green-Lagrange-Verzerrungstensor sind folg-
lich fiir kleine Verschiebungsgradienten gleich.

Definition 5. Der linearisierte Verzerrungstensor e ist durch
1 T
e=3 (Vu+(Vu) )

definiert.

Spannungstensor

Betrachtet wird ein Korper B mit Oberfliche OB und sei weiter B’ C B ein beliebiger Teil
des Korpers. Zu B’ sind R’ und R’ in der Referenzkonfiguration bzw. R} und dR} in der
Momentankonfiguration zugeordnet. Die momentan auf das Volumen wirkenden Kréfte
konnen entweder Oberflichenkrifte sein, die auf OB’ wirken, oder auch Volumenkrifte,
die auf die Masse von B’ wirken. Dabei rithren die Oberflichenkrifte vom Kontakt mit
dem Rest des Korpers her, bzw. falls der Schnitt des Randes von B’ und B nicht leer ist,
mit dem Kontakt eines anderen Korpers. Wahrenddessen sind Volumenkrifte z.B. durch
Gravitation entstehende Kréfte.

Betrachte einen Punkt P € OB’ auf dem Rand von B’ und eine Oberfliche AS mit
P € AS C OB'. Zur Zeit t existiert eine auf AS wirkende Oberflichenkraft, welche zu
einer momentan auf den Punkt x(P,t) resultierende Kraft AF® und einen Rest AM?®
dquivalent ist. In der Referenzkonfiguration wird die Flache von AS mit AA und der &u-
Rere Normalenvektor in P mit N bezeichnet. Dabei wird angenommen, dass

. M?°
A, Ag T
und dass AFS
F
(N) — imy =
t AlégP AA

gegen einen Vektor, der Oberflachenspannung, konvergiert. Weiterhin wird verlangt, dass
t) unabhingig von dem Volumen B’ ist und somit

tV) = tM(X N, t).
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Die resultierende Kraft auf die Oberfliche des Volumens B’ zur Zeit ist in der Form

Fo(t) = / tM(X, N, t)dA
IR/
gegeben. Das resultierende Moment (beziiglich des Ursprunges) der Oberflachenkrifte zur
Zeit t ist durch
M = / (X, t) x tMV)(X, N, ¢)dA
OR/!

gegeben.

Betrachte einen Punkt () innerhalb von B’ und bezeichne mit AB ein Volumenelement mit
Q € AB C B'. Zur Zeit t existiert eine auf AB wirkende Kraft, welche dquivalent zu einer
resultierenden Kraft AF? ist, welche auf den Punkt x(Q,t) wirkt, und einen Rest AMP.
Das Volumen von AB werde mit AV bezeichnet. Wie im Falle der Oberflachenkréfte wird

i AM?P
im =
AB—Q AV
gefordert, sowie die Konvergenz von
AFP
b= lim ——.
po malglcg AV

Dabei ist pgb die momentane Volumenkraft pro Einheitsvolumen in der Referenzkonfigu-
ration. Der Vektor b beschreibt die momentane Volumenkraft pro Einheitsmasse. Die auf
das Volumen B’ zur Zeit t wirkende resultierende Kraft ist gegeben durch

FP(0) = [ po(X)b(X, ).
Rl
Das resultierende Moment schreibt sich in der Form
MP(6) = [ X(X.6) % (m(X)b(X, )V
R/

Das Gleichgewicht der Momente erster Ordnung in der Referenzkonfiguration schreibt sich

in der Form d
/t<N>dA+/p0de:/p0d;’dV,

OR/ R/ R!
wobei v(X,t) die Geschwindigkeit ist. Analog schreibt sich das Gleichgewicht der Dreh-
momente in der Form

d
/ X X t(N)dA+/p0x x bdV = /pox X d—‘t/dV.
OR/ R/ R/
Mit Hilfe der Momente erster Ordnung lésst sich speziell
tM(X, -N,t) = —tM(X, N, ).

zeigen. Mit Hilfe des ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S lassen sich die Oberfla-
chenspannungen in der Form

3
A N A
tM =Ns, " =Y NS
=1
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schreiben, wobei

3
S = Z Sjieje;-r
ij=1
mit
(N)

Sji :tj (X, —ej,t)ei

und eq, eg, e die Basisvektoren des Koordinatensystems sind. Durch Einsetzen in die Glei-
chung der Momente und Anwendung des Gaufs’schen Integralsatzes erhélt man die Glei-

chungen

. dv
divs’ + pob = 'OOE (2)

und die Bedingung
FS=S'F'.

Der nicht symmetrische erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor kann durch den zweiten
symmetrischen Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

S=SF '

ersetzt werden.
Wird die Diskussion in der Momentankonfiguration durchgefiihrt, so schreibt sich Glei-

chung (2) in der Form
dv

divT" + pb = P

wobei
3
T= ) Tyeie]
i,j=1
der Cauchy’sche Spannungstensor
Tji = tjei
ist. Das Gleichgewicht der Drehmomente impliziert die Symmetrie.

Bemerkung 6. Die Spannungstensoren S, S und T lassen sich ineinander {iberfiihren. Es
gilt

S =detFF'T,
1
T=——FS
detF~
S =detF TF ',
1 ~
T = FSF'.
detF

Linearisierung

Im Falle kleiner Deformationen fallen die Spannungstensoren der Referenz- und Momen-
tankonfiguration zusammen. Es gilt S ~ S ~ T, [61]. Fiir alle drei wird die linearisierte
Form des Cauchy-Spannungstensors

o=0(X,t) =0o(x,t)
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benutzt. Die Beziehung der Oberflichenspannungen zu den Spannungstensoren schreibt
sich in der Form

3
N N
t=n o, t; = E n;oj;
j=1

mit Normalenvektor n. Gleichung (2) geht {iber in

dv
dive" +f=p—

o + p TR
wobei f = pb die Volumenkraft ist. Das Gleichgewicht der Drehmomente impliziert auch
die Symmetrie, so dass die Oberflaichenspannung in der Form

3
t= O'fl, ti = E O'Z'jflj
J=1

geschrieben wird und

d
diva—i—f:pd—\t’ (3)

gilt.

Konstitutive Bedingungen

Die Gleichung (3) ist im Allgemeinen nicht ausreichend um die Spannungen zu berechnen.
Ein elastisches Material ist dadurch definiert, dass die Verdnderung der Spannung zwischen
zwei Zustdnden nicht von der Zeit abhéngig ist und somit allein von der Deformation in
der Form

T = g(F(x,1),x)

abhéngt. Falls zusitzlich g = g(F) gilt, heift das Material homogen. Im linearisierten Fall
vereinfacht sich dies zu
o = h(e),

wobei h(e) eine symmetrische, tensorwertige Funktion ist. Konstitutive Beziehungen wer-
den allgemein auch Werkstoff- bzw. Materialgleichungen genannt. Die Werkstoffgleichung
driickt aus, dass die Spannungen nur von den aktuellen Verzerrungen abhéngen. Voraus-
gesetzt wird, dass der durch dufsere Kréafte belastete Korper nach Entfernung dieser Kréfte
spannungsfrei ist.

Fiir den Fall eines hyperelastischen Materials lésst sich die Verzerrungsenergiedichte ver-
einfacht angeben in der Form

t 3 3 e
U=Ue) = /O‘ijéijdt = ZZ/O’ijdezj
0 i=1 j=17
und
L
Yo 861']"

Eine zusétzliche Linearisierung von h liefert die konstitutive Bedingung
o = Ce,

wobei C der Elastizitdtstensor vierter Ordnung ist.
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Bemerkung. Fir den Fall eines hyperelastischen Materials und aufgrund der getroffenen
Annahmen der Symmetrie des Spannungs- und Dehnungstensor und

3
aU(e) = Z Cijrser57

aeij r,s=1
sowie
02U (e)
- = Ciju
86@‘86@ "
folgen
Cijki = Chuij)
Cijrr = Cjini,
Cijki = Cijik

und C besitzt folglich 21 unbekannte Materialparameter, [2].

Die Energiedichte schreibt sich in der Form

1 1
U= 2¢" C:e, U= 3 Z Cijricijer
i7j7k7l

oder

U 1

=—0:e.
2

Die konstitutiven Gleichungen fiir isotrope Materialien finden im Kapitel der Randelement-
methode spiter Anwendung.

Definition 7. Ein Material heif’t isotrop, wenn der Elastizitdtstensor invariant unter allen
orthogonalen Transformationen ist.

Die konstitutiven Gleichungen schreiben sich unter Beriicksichtigung der Symmetrien
0ij = Aijoriens + p(0irdji + 6udjr)ert,

wobei A und p die Lamé-Konstanten sind. Die in Definition 7 geforderte Invarianz impliziert
die Hyperelastizitat des Materials, [61].

1.2 Komposite

Seit einigen Jahren riickt die Verwendung von Komposit-Materialen immer mehr in den
Fokus der Industrie, z.B. bei der Verwendung zum Bau von Windradern, Flugzeugen oder in
der Automobilindustrie. Das Anwendungsfeld ist vielféltig aufgrund unschlagbarer Vorteile
gegeniiber gewohnlichen Materialien wie Stahl oder Aluminium; dazu zéhlen vor allem das
bessere Verhéltnis von Festigkeit zu Gewicht bzw. Steifigkeit zu Gewicht.

Weit gefasst spricht man bereits von einem Komposit, falls es aus zwei oder mehr Materia-
lien mit Grenzschicht besteht. Das resultierende Material besitzt im Verbund nun Eigen-
schaften, welche sich von denen der Einzelmaterialien deutlich unterscheiden und betrécht-
lich von deren geometrischer Anordnung sowie Volumenanteilen abhidngen. Grundsétzlich
besteht ein Verbundmaterial aus dem sogenannten Matrixmaterial und dem Fiillmaterial
(reinforcement). Je nach Wahl der Matrix unterscheidet man zwischen:

e PMC (polymer matrix composites, Polymermatrix Verbundwerkstoffe),
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e MMC (metal matrix composites, Metallmatrix-Verbundwerkstoffe),
e CMC (ceramic matrix composites, Verbundkeramik).

Die Wahl des Matrixmaterials wird héufig aufgrund des Einsatzgebietes getroffen. So wur-
den MMC-Verbundwerkstoffe bereits um 1975 im Space-Shuttle-Programm wegen ihrer
geringen Wirmeausdehnung verwendet, wiahrend CMC-Verbundwerkstoffe dort als Hitze-
schutz verbaut wurden und heutzutage auch im Bau von Gasturbinen Verwendung finden
(siehe [43]).

Die Komposite besitzen z.B. eine polymere Matrix und werden je nach Faser-Fiillmaterial
in folgende Gruppen unterteilt:

o glasfaserverstarkter Kunststoff (GFK),
e aramidfaserverstiarkter Kunststoff (AFK),
e kohlenstofffaserverstarkter Kunststoff (CFK),

um hier nur einige zu nennen. Eine Auflistung und genaue Beschreibung vieler Komposite
findet sich in [1]. Speziell werden in dieser Arbeit sogenannte kurzfaserverstiarkte Kunststof-
fe betrachtet. Mit ihren Eigenschaften schliefsen sie die Liicke zwischen langfaserverstéarkten
und unverstirkten Kunststoffen, besitzen aber dabei den Vorteil, dass sie im Spritzguss-
verfahren hergestellt werden konnen. Im Anwendungsbereich ist vor allem die Erhohung
der Steifigkeit und Festigkeit sowie der Dimensionsstabilitdt von Vorteil gegeniiber unver-
starkten Kunststoffen.

1.3 Schadigungsmodell

Komposite besitzen neben den in Abschnitt 1.2 genannten Vorteilen auch eine Schwé-
che. So konnen sich bei zu grofser Belastung die Fasern vom Matrixmaterial 16sen oder
brechen. Dabei geht die Steifigkeit verloren, ohne dass es mit dem linearen Modell aus
Abschnitt 1.1 vorhersagbar ist. Aufserdem bilden sich aufgrund des Herstellungsprozesses
und je nach Fliekbedingungen in der Schmelze oder auch wegen der Geometrie des Bautei-
les, bestimmte Faserorientierungen aus, welche die mechanischen Eigenschaften verdndern.
Die Modellierung dieser Effekte wiirde zu einem komplexen Modell fithren. Anstelle jedes
der einzelnen Phénomene zu modellieren, wird bei einem kontinuumsmechanischen Sché-
digungsmodell eine Schadigungsvariable d eingefiihrt, um die Degradation des Materials
auch im Falle von Faserablosungen oder Ahnlichem zu modellieren. Kachanov, [33], fiihrte
die Idee einer skalaren Schadigungsvariable ein, begriindet durch die Veranderung der ef-
fektiven Oberflache, welche einer geschadigten Oberfliche zugeordnet ist. Die lasttragende
Querschnittsfliche wird durch Entfernen von Briichen, Lochern etc. erhalten. Die effektive
Oberflache ist definiert iiber

A=(1-d)A,

wobei d = 0 keine Schidigung und d = 1 ein komplett zerstortes Material bedeuten. Die
von Lemaitre und Chaboche, [37], aufgestellte Hypothese, dass jede Deformation eines
geschidigten Materials durch die konstitutiven Gleichungen des urspriinglichen Materials
dargestellt werden konnen, in dem die Spannungen durch die effektiven Spannungen ersetzt

werden, fiihrt auf die Definition
o

1—-d

E:
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o o
< O —> < —>
< O 5 < —>
Physikalischer Raum ~—————> Effektiver Raum

Abbildung 1: Schematische Darstellung des Konzeptes der effektiven Dehnung

der effektiven Spannung. Im Kontext dieser Theorie findet das Modell von Simo und Ju,
[60], Verwendung, in der die konstitutiven Gleichungen aus der freien Energie

U:%(l—d)e:C:e

hergeleitet werden, wobei C der Elastizitdtstensor des ungeschédigten Materials ist. Als al-
ternatives Konzept wird von Simo und Ju, [60], jedoch das Konzept der effektiven Dehnung
postuliert: Die Spannungen, welche zu einem geschéadigten Zustand mit den angewandten
Dehnungen fiihren, ist dquivalent zu den Spannungen, welche das ungeschédigte Material
unter den effektiven Dehnungen erfahrt, d.h.

e=(1—d)e,

wobei € die effektiven Dehnungen sind.
Der Spannungstensor ist iiber die Ableitung

~ dU(e)

7= Oe

=(1-d)C:e
definiert. Die spannungsdhnliche innere Variable

_ue) = 1e :C:e. (4)

Y=""34 3

ist der verzerrungsidhnlichen inneren Variablen d zugeordnet und wird folglich auch als kon-
jugierte oder duale innere Variable bezeichnet. Fiir den rein mechanischen Fall, also ohne
Beachtung von Temperaturdnderungen, schreibt sich die Clausius-Duhem-Ungleichung?

U +o5:6>0,

wobei é die Verzerrungsgeschwindigkeit ist. Die Spannungsleistung muss stets grofier sein,
als die Produktion an freier Energie, also

: . ov., ov . -
—\If+a.e——<aee—8dd>—Yd20. (5)

Zur Beschreibung der fortschreitenden Schédigung des Materials wird ein einfacher iso-
troper Mechanismus ausgewéahlt. Die in dem Zusammenhang verwendeten dquivalenten

Dehnungen
e(Y)=v2Y

! Dissipationsungleichung fiir den isothermalen Fall.
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werden durch Gleichung (4) motiviert. Auch andere Formen sind denkbar, wie z.B. die von

Lemaitre und Mazars, [38],
ele) =+Ve:e,

welche allerdings den Nachteil einer nicht symmetrischen Materialtangente? aufweist. Das
Kriterium fiir Schiadigung wird iiber die Bedingung

g(e(Y),r) <0
geregelt, wobei
g(e(Y),r) =€(Y) =1, <0, t € R, (6)

Der Index t in ¢ ist dabei eine zeitabhéngige Schwelle, ab der Schiadigung eintritt. Falls be-
reits eine Schidigung des Materials zu Beginn vorliegt, so wird zusétzlich r; > rg gefordert.
Gleichung (6) bewirkt, dass Schiddigung eintritt, sobald die Energienorm des Dehnungs-
tensors die Schwelle rq iiberschreitet. Fiir den isotropen Fall wird die Evolution von d iiber
die Gleichungen

dy = pH(e(Y), dy)

= i
wobei £t > 0 ist, beschrieben. Der Index ¢ in d; bezieht sich dabei auf die Zeit; so beschreibt
dy die Schidigung zum Zeitpunkt ¢. Aus den Beschrankungen fiir die Werte der Funktion

g und g folgen zusammen mit den Belastungs- und Entlastungsbedingungen die Kuhn-
Tucker-Bedingungen

ft >0, g(e(Y), ) <0, fug(e(Y),r¢) = 0.
Ist nun ¢ < 0, so muss folglich & = 0 gelten. Es folgt, dass d = 0 ist und keine weitere
Schidigung entsteht. Ist andererseits i > 0 und findet weitere Schiadigung statt, so muss
g = 0 gelten. Der Parameter y ist nun iiber
9=9=0
durch 1 = €(Y) festgelegt. Betrachtet wird im folgenden ein Modell mit

He(Y), d) = H(e(v)) = 220,

Die Schidigungsvariable erhélt man mittels
d=¢(Y) = d=¢(Y)+dy.

Die anfingliche Schiadigung dy wird im Folgenden als 0 vorausgesetzt. Fiir ¢ wird hier das
von J. Spahn, [62], vorgeschlagene Modell

¢(Y) = 1 — exp(—Hpara(e(Y) — Y0))

verwendet. Die eigentliche Schédigungsvariable ist zusétzlich von der Materialgeschichte
d(t) = max {d(r), ¢(Y)}

abhéingig. Der Parameter Hy,.q entspricht mathematisch der plastischen Verfestigung, be-
schreibt jedoch, wie schnell Schédigung bzw. Entfestigung bei zunehmender Verzerrungs-
energiedichte Y bzw. bei steigender dquivalenter Dehnung anwéchst und Yy ist eine Grofse,
die vorgibt, ab wann Schidigung eintritt.

?Die Materialtangente stellt den Zusammenhang zwischen dem Differential der totalen Dehnungen und
dem resultierenden Spannungswert her.
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2 Randelementmethode

Die mathematische Beschreibung vieler physikalischer Prozesse fiithrt zu Differential- und
Integralgleichungen. Oft ist es dabei unmdglich eine Lésung in geschlossener Form, d.h.
als elementare Funktion, zu finden. Die Ursache dafiir ist z.B. eine komplexe Geometrie
oder eine Nichtlinearitdt. Die Idee der Randelementmethode entwickelte sich als Ansatz,
die Losung eines Randwertproblems in integraler Form der entsprechenden Randwerte der
gesuchten Losung darzustellen. Bei einem wohl definierten Randwertproblem werden dabei
nur die Hélfte, z.B. die Dirichlet-Daten, der Randwerte vorgegeben, welche spéter in die
integrale Form eingehen. Dabei wird die direkte von der indirekten Methode unterschie-
den. Die Unterschiede liegen in der Form der gesuchten Unbekannten. Bei der direkten
Methode werden physikalische Grofien gesucht und berechnet, wiahrend bei der indirek-
ten Methode nur Potentiale verwendet werden, die zur spéateren Berechnung physikalischer
Grofen herangezogen werden. Als wichtige Arbeiten im Bereich der direkten Formulie-
rung der Randelementmethode in der Elastostatik sind die Arbeiten von Rizzo und Cruse,
[12, 13, 57], von Kupradze, [34, 35|, und in der neueren Zeit von Steinbach, [64, 65], und
von Sauter und Schwab, [59], anzusehen. In den néchsten Abschnitten werden die Grund-
begriffe und die Idee der direkten Formulierung fiir partielle Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten aufgezeigt.

2.1 Grundbegriffe

In diesem Abschnitt werden Definitionen und Eigenschaften von Sobolev-Réumen einge-
flihrt. Es werden dabei stets reellwertige Funktionen betrachtet. Die Darstellung orientiert
sich an [58].

Es seien a = (a1, ..., aq) € Nd ein Multiindex und = € R? mit

d d
la] = Zai, al = Hai!
i=1 i=1

und

Fiir die spéatere Anwendung auf die Laplace- und Lamé-Gleichungen wird d = 3 sein. Die
partiellen Ableitungen einer Funktion u lassen sich schreiben als
g% 9% 0™

= %} o) a3
Ox{™* 0ry* Oxy

D%u(x) u(z1, 29, 23), o € N3,

Seien 2 C R3 ein nicht-leeres beschrinktes einfach zusammenhingendes Gebiet und k € Ny.
Mit C*(Q) werden alle k mal stetig differenzierbaren Funktionen auf  versehen mit der
endlichen Norm

lullory = Y sup [Du(w)]
|a|§kx€ﬂ

bezeichnet und
Ce@Q) = [ CFQ).
keNy
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Fiir k¥ € Ng und x € (0,1) wird der Raum der Holder-stetigen Funktionen mit C**(()
bezeichnet, versehen mit der Norm

| D%u(x) — D%u(y)|
[ullorniy = lullor gy + sup
creioy = Iulere + 2. s ) ol
T a#y
Der Tréger einer Funktion u : £ — R ist der Abschluss in 2 der Menge
{zr € Q: u(zx) #0}

und wird mit supp u bezeichnet. Sei K C 2 kompakt. Mit
Cr(Q) = {u e C*(Q) : suppu C K}

und
CEQ) = ) Ck(Q)
keNy

werden die k£ mal bzw. unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit Trager in K
genannt. Analog definiert

Ck(Q) = {u: u € CF-(Q) fiir ein K C Q},
CQ) ={u: ue CF(Q) fur ein K C Q},

den Raum der k£ mal bzw. unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager. Der Raum L,(€2) besteht aus allen Lebesgue-mefibaren Funktionen auf 2, deren
p-te Potenz integrierbar ist, versehen mit der Norm

1/p

full iy = | [lu@lPaz )] 1< <.
Q

L,(€2) ist ein Banachraum. L (2) ist der Raum aller wesentlich beschrénkten Funktionen
versehen mit der Norm

U = esssup{|u(x)|} = inf sup |u(x)].
lull 2oy () st {lu(z)[} Jnf, IGQ\K! (@)

K Nullmenge
Es gelten dabei die Minkowskische

lu+ vl < lullp,@ + v, woe L)

und die Holdersche Ungleichung

1 1
/u@w@wmsnw%mwm%mwue@ﬂmveLam,p+q=L
Q

Weiterhin definiert fiir p = 2
||U||%2(Q) = <U7U>L2(Q) , u€ La(Q)

eine Norm mit dem zugehorigen Skalarpodukt

(W, 0) [y0) = /u(:c)v(:c)dx

Q
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auf Lo(92). Der Raum L2(€2) versehen mit dem Skalarprodukt ist ein Hilbertraum. Beziig-
lich des Dualitatsproduktes

(u,v)q = /u(x)’u(x)dx
Q
kann der Dualraum von Ly () fir 1/p+ 1/¢ = 1 mit L,(Q) identifiziert werden.

Definition 8. Eine Funktion

we L) =L u: /]u(:ﬁ)]dx < 00, fiir jedes Kompakutm K C Q

besitzt eine verallgemeinerte partielle Ableitung nach x;, wenn eine Funktion v € L°¢(€)
existiert, so dass (v, ), ) = — (4, 0,0) 1, (q) fiir alle ¢ € D(Q) = C§°(Q) erfiillt ist. Die
verallgemeinerte Ableitung v wird mit 0 ,u(-) bezeichnet.

Definition 9. Seien 1 < p < 00, k € Ny und © C R? ein nicht-leeres Gebiet. Der Sobolev-
Raum der szf(Q) der Ordnung k ist definiert durch den Abschluss
W) = @) e
beziiglich der Norm
1/p

lulwgey = | 1Dl o] - 1<p<oo
|| <k

Fiir den Fall p = oo wird die Norm tiiber

ullyr @) = max [D%ullf,__ (e

definiert.

Analog zu den Holder-stetigen Funktionen wird die Sobolev-Norm fiir 0 < s € R mit der
Zerlegung s = k + k verallgemeinert, indem man den Raum C°(Q2) beziiglich der Norm

1/p
S (L
vervollstandigt, wobei
oy N 1/p
‘u’W,lc(Q): Z//’D = ‘ikz(y)’pdxdy
lal=kQ O

Die Sobolev-Raume fiir p = 2 lassen sich auch mittels der Fouriertransformation von Dis-
tributionen als Einschrinkung des R? auf Q einfiihren. Eine Distribution 7 ist eine stetige
Linearform iiber dem Raum der Testfunktionen D(£2). Mit S(R?) wird der Raum der schnell
abklingenden unendlich oft differenzierbaren Funktionen bezeichnet. Eine temperierte Dis-
tribution ist eine stetige Linearform {iber S(R?). Die Gesamtheit aller temperierten Distri-
butionen wird mit S’(R3), die Gesamtheit aller Distributionen mit D’(Q2) bezeichnet. Fiir
eine Funktion ¢ € S(R?) definiert

B(6) = (Fo)(€) = (2m) 2 / o(z) exp(—i(z, ))dz, € € R?

]RS
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die Fouriertransformation. Fiir T € &'(R3) definiert T(¢) = T(¢) fiir ¢ € S(R?) die
Fouriertransformation. Der Bessel-Operator [J° : S(R?) — S(R3) ist definiert durch

Tu(z) = (2m)~Y/2 / (1+ [€)/2a(€) expli(z, €))dé, = € B?

R3

und seine Fouriertransformation ist gegeben durch
(FT*u)(€) = (1+ €2 (Fu)(€).

Fiir T € §'(RY) definiert

(T°T)(p) = T(T%p)
einen beschriankten linearen Operator

J*: 8'(R%) — §'(R?)

auf dem Raum der temperierten Distributionen. Der Raum H®(R3) ist der Raum aller
Distributionen u € &'(R3) mit J%u € Ly(R3) mit der vom inneren Produkt

(v, U>HS(R3) = (J*v, jSU>L2(R3)

induzierten Norm H“H%{sm@) = HjsuH%Q(RQ). Der Raum H*(2) wird als Einschrankung der
Funktionen auf 2 definiert.

Definition 10 (Lipschitz-Gebiet). Sei Q C R? ein Gebiet. Zu jedem x € 99 gebe es
eine offene Umgebung U, C R3 und eine orthogonale Transformation Q, : U, — Uy mit
T Yy = (ylay27y3)—r € R3 mit

1. Q(U, N ON) ist der Graph einer Funktion ¥, : Y, C R? = R, d.h. y3 = ¥, (y1,v2)
mit (y1>y2) S Yxa

2. Q. (U, N Q) liegt oberhalb des Graphen,
3. Qu(Uz N (R3\Q)) liegt unterhalb des Graphen.

Ein solches Gebiet  heifst Lipschitz-Gebiet, wenn alle W, Lipschitz-stetig sind. Man spricht
von einem C**-Gebiet, falls alle ¥, C**-Funktionen sind.

Fiir die spéter betrachteten Lipschitz-Gebiete, bzw. Gebiete mit einer inneren gleichméfsi-
gen Kegelbedingung, stimmen die so definierten Rdume H*(§2) und W3 (Q) tiberein, (44,
Kapitel 3.

Satz 11 (Sobolev’scher Einbettungssatz). Sei @ C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet

und d < s fiir p=1 bzw. 3/p < s fiirp>1. Es gilt W;(2) C C(Q) und
[l < cllullwsq) fir alle uw e Wy(S).

Die Definition von Sobolev-Réumen auf Mannigfaltigkeiten erfordert zundchst eine stiick-
weise liberlappende Parametrisierung des Randes I' = 02 eines beschrinkten Gebietes
Q c R? in der Form

r=Jr, (7)
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wobei

Ii={zeR’: z=x(¢ fir E € T, C R?}
und eine zugehorige Partition der Eins

J
ngz(x) =1fiir x €T, p;(x) =0 fiir x € T\, o; € Cg°(R?), p;(x) >0
i=1

gegeben sind. Eine auf I' definierte Funktion v lésst sich als

J
(@) =) wila)u(z)
i=1

darstellen. Beziiglich der lokalen Parametrisierung ergibt sich aus

pi(x)v(x) = ei(xi(€))v(xi(€)) = Bi(€), £ € Ti CR?
firi=1,...,J die Moglichkeit, eine Norm auf H*(I") durch

S 1/2
[0l g (ry = (Z H@Hfr{s(ﬂ)> ®)
=1

zu definieren.

Definition 12 (Sobolev-Riume auf dem Rand, positive Ordnung). Sei Q C R3 ein O~ 11
Gebiet und 0 < s <[. Der Raum H*(I") ist definiert durch

HI)={v: v, € H(T;), i=1,...,J}
versehen mit der Norm (8).

Definition 13 (Sobolev-Riume auf dem Rand, negative Ordnung). Sei Q C R3 ein ¢!~ 1!
Gebiet und 0 < s <. Der Raum H*(I") ist definiert als Dualraum von H*(I"), versehen
mit der Norm

(w,v)
||wHH75(F) = sup H L )
verr* (1) |10l s (r)
v#0

wobei

(w,v)p :/w(x)v(x)dsw.
r

Die in der Definition gegebene Norm ist von der gewéhlten Parametrisierung abhéngig. Es
kann jedoch gezeigt werden, dass die Voraussetzungen an den Rand geniigen, um die Aqui-
valenz zweier Normen zu unterschiedlichen Parametrisierungen zu zeigen. Der konstruierte
Raum H*(T") ist somit unabhéngig von der Parametrisierung, [70].

Fiir die Betrachtung von gemischten Randwertproblemen werden zusatzlich Sobolev-Réume
benoétigt, die nur auf offenen Randstiicken 'y definiert sind, z.B. dem Dirichlet- oder Neu-
mannrand bzw. auch Rédume, die nur stiickweise glatte Funktionen enthalten.

Definition 14. Sei I'y C I' ein offenes Randstiick. Die Sobolev-Riaume der Ordnung s > 0
auf I'g werden durch

H*(Tg) = {u=1ilr,: &€ HT)},
H*(Ty) = {u=1|r, : @€ H*T) und suppa C T'p}
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definiert, versehen mit der Norm
lealge gy = 10 {ll oy = @ € H(T) und il =}
Uber die Dualitéit
H?(To) = (H™*(To)) und H*(Ty) = (H~*(Ty))

werden fiir s < 0 die Sobolev-Raume negativer Ordnung definiert. Fiir einen geschlossenen
und stiickweise glatten Rand I' mit Zerlegung (7) mit I'; N I'; = @ fiir ¢ # j wird iiber

H}:S)W(F) = {u € LQ(F) : u|Fi € HS(FZ)a = ]-a . 7‘]}

der Raum der stiickweise glatten Funktionen mit der Norm

J 1/2
el g, ) = (Z Hu!rillﬁs(m>
i=1

definiert.
Fiir die Betrachtung von Randwertproblemen ist es erforderlich, die normale Restriktion
u|r einer Funktion u € H*(Q2) auf den Rand I' zu verallgemeinern. Fiir hinreichend glatte
Oberflachen lassen sich Funktion aus H*(Q) stets auf I definieren, wobei der Differentia-
tionsindex um eine halbe Ordnung reduziert wird:
Definition 15 (Spur). Sei Q C R? ein C'~11-Gebiet. Fiir 1/2 < s <[ ist

Wt H(Q) — HVA(T)

int . ~
= 1
’YO U(SC) 95711’1}]361_‘ U(l‘)

ein beschriankter linearer Operator mit

int

[l ey < oy fir alle u € H(Q).

Die Abbildung v{"* wird innerer Spuroperator genannt.
Eine Erweiterung auf vektorwertige Funktionen kann wie folgt vollzogen werden:

Definition 16. Seid € N, k € Ny und 1 < p < co. Mit

(H3(Q)d = {f: (Fioee )72 i€ HAQ), i = 1,...,d}

wird der vektorwertige Sobolev-Raum bezeichnet, versehen mit der Norm

J 1/2
1 s ey = (Z Hfi!?qs(ﬂ)) :
=1
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2.2 Formulierung fiir Laplace-Gleichung

Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet mit fast iiberall gegebener duferer Normale
n(x) fir z € I' = 09Q. Die Laplace-Gleichung fiir eine Funktion u :  — R lautet

—Au = 0 fir z€ Q.

Die Multiplikation der Gleichung mit einer Testfunktion v und anschliefsender Integration
iiber  liefert

/(—AU(y))v(y)dy = /(VU(y),W(y))dy — /vi“tU(y)%“tv(y)dSw (9)
Q Q T

wobei die innere Konormalenableitung gegeben ist durch

W) = m_ (n(y). Vu().

Die Bilinearform

a(u,v) = / (Vuly), Vo(y))dy

Q

auf der rechten Seite ist dabei symmetrisch. Die Formel (9) wird erste Greensche-Formel
genannt. Vertauscht man die Rollen von v und v so erhélt man daraus die zweite Greensche-
Formel

[autmeay+ [Atutnitotds, = [+ [ mnituds,
Q T Q T
Durch Einsetzen der Fundamentallosung

u* o RP X R? - R,

*( ) 1 1
u(x,y) = —
T dn e —y]

des Laplace-Operators erhélt man die Darstellungsformel

u(z) = /U*(fc,y)vilntU(y)dSy —/vil?iu*(w,y)véntu(y)dsy, z €. (10)
T T

Die Anwendung des Spuroperators v{"* auf die Darstellungsformel liefert
20 u(z) = 15" / u* (2, y)ituly)dsy — 75" / Moy (2, y) 75 uly)dsy (11)
r r

fiir fast alle z € I.
Das Einfachschichtpotential fiir x € 2

V:HY2T) - HYQ), (Vw)(z) = /u*(m,y)w(y)dsy, x €
r

ist beschrankt. Mit Hilfe des Spuroperators erhélt man den entsprechenden Integralopera-
tor V =~V . H-/2(I') — HY(I).
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Lemma 17 ([59, 65]). Das Einfachschichtpotential
V =~PV  H-Y2(T) — HY2(T)
st beschrankt mat
IVl gr/emy < cllwllg-12qy » fir ale w e HV(T)
und H~Y/2-elliptisch
(Vw,w) > ¢ Hsz,l/g(F) , fiir alle w € H-Y2(T).
Fiir Funktionen w € Loo(T) gilt die Darstellung

(Vw)(z) = 4;/ |;U(_y;|dsy, reT.
I

Das Doppelschichtpotential
W HY(I) — HY(Q)

(Wo)(x) = / A () (y)dsy, @ € Q
T

ist beschrankt. Die Anwendung des Spuroperators liefert den Integraloperator
AtW s HY2(D) — HY2(D).

Lemma 18 (|59, 65]). Der Integraloperator
A Hl/Z(F) N H1/2(F)

st beschrankt mit

96 Wol| 12y < €ll0llsaqry s fiir alle v € HYA(T).
Fiir Funktionen v € HY/?(T) gilt die Darstellung

w0 (Wo)(z) = (-1 + o(x))v(z) + (Kv)(z), 2 €T,

mit
(Kv)(x) = lim / A (2, ) (y)dsy
yE\Be(z)
und )
o(x) = l%m / ldsy, v €T
yeN
|lz—y|=e

Der Beitrag von ¢ zu dem Operator ist von der Geometrie abhéngig. Betrachtet man ein
glattes Randstiick, so ist nach Definition 0 = 1/2. Im Folgenden wird dies ohne Einschrén-
kung stets angenommen. Gleichung (11) schreibt sich nun in folgender Form

W't u(e) = (VA™u)(z) + %vbﬂtum — (B u)(x). (12)
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Eine Anwendung der inneren Konormalenableitung auf die Darstellungsformel (10) liefert

APy () = At / (2, ) u(y)dsy — A / A (i u(y)ds,. (13)

r r
Der erste Integraloperator wird als das adjungierte Doppelschichtpotential bezeichnet:
A HVYA(D) — HVYA(D).
Es besitzt die Darstellung
W (Vw)(z) = o(z)w(e) + (K'w)(z),
wobei

(K"w)(x) = lim / A (2, ) (y)dy

e—0
y€r\Be(z)

und ist beschrankt mit

Insbesondere gilt die adjungierte Darstellung fiir o = 1/2

mtva < cllwll geray, we HVAD).

H- 1/2

in 1
< WV, v>r =3 (w,v)p + (w, Kv)p

fiir alle v € HY2(T).

Der zweite Operator wird als hypersingulérer Operator bezeichnet:
D = —i"Ww . HY2() - H-Y2(T).

Eine explizite Darstellung als Cauchy-Hauptwertintegral ist nicht mehr mdoglich. Fir die
Galerkin-Formulierung geniigt eine Darstellung als Bilinearform

(Du.v) // (curlpu(y Clllflrv(l’))dsydgg37 u,v € HY2(T)n C(D),
T 4r [z =y

wobei

curlpu(z) = n(x) x Vyu(x), z €T

und @ eine in der Umgebung von I' definierte Fortsetzung von w ist. Der Integraloperator
D ist beschrankt mit

D] gr-1/2¢ry < cllvll sz, fiir alle v € HY2(D)

und H'/2(I")-semi-elliptisch
(Dv,v)p > C|U|12r{1/2(r)

bzw. es gilt fiir den Raum
HYA(T) = {v e HYV2(T) : (V-1o,1), =0}
Lemma 19 (|59, 65]). Der hypersingulire Operator D ist H;l/Q(F)—elliptz'sch, d.h. es gilt

(Dv,v)p = cllvll gz, firalle v e H1/2( ).
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Gleichung (13) schreibt sich jetzt in der Form

AWhu(e) = Su(@) + (K'9) () + (D)) x) (19

im Sinne von H~Y2(I'). Aus den Gleichungen (12) und (14) erhélt man den Calderon-

Projektor
1
c— ;I — K v
D JI+K

'yéntu _ %I - K |4 'yéntu (15)
Vi D  iI+K ity )

Mit Hilfe des Calderon-Projektors konnen Relationen der Integraloperatoren hergeleitet
werden.

und

Lemma 20 ([65]). Fir die Randintegraloperatoren gelten die Relationen

1 1
D=|-I+K)|=I-K
vo= (514 K) (31-K).
DV = 1I+K’ 11'—K’

S\ 2 2 ’

KV =VK/,
DK = K'D.

Da das Einfachschicht-Potential H~/2(T)-elliptisch ist, ist es nach Lax-Milgram invertier-
bar. Das System (15) kann nach 7™ (z) aufgelést werden. Der entstehende Operator

st jY2(r)y — H-Y2(DD),
(s e) = v (314 K ) aftute)

heifst Steklov-Poincaré-Operator. Erneutes Einsetzen in die 2. Zeile von System (15) liefert
die symmetrische Form des Steklov-Poincaré-Operators

. 1 1
St — D 4 <21 + K’) v (21 - K) . (16)

Dabei werden die Figenschaften der Beschranktheit und der Elliptizitat in den entsprechen-
den Rédumen von dem hypersinguldren Operator vererbt. Der Steklov-Poincaré-Operator
fiir die Lamé-Gleichung wird in der Betrachtung des gekoppelten Problems eine entschei-
dende Rolle spielen.

2.3 Formulierung fiir die Lamé-Gleichungen
Die Gleichgewichtsgleichungen der linearen Elastostatik lauten

3
- Z iUij(u,:c) =0, firze, i=1,2, 3, (17)
Ly



2.3 Formulierung fiir die Lamé-Gleichungen 29

wobei o € R3*3 der Spannungstensor und u : R> — R? die Verschiebung ist. Weiter gilt
fiir ein homogenes und isotropes Material mit dem Elastizitdtsmodul F und Querkontrak-
tionszahl v das Hookesche Gesetz in der Form

E
Uij(ual‘) = (1 Iy 61_7 Zekk u, l' 1+uv ezj(ual‘)a (18)
flir 4,5 = 1, 2, 3 mit dem linearisierten Dehnungstensor
1/ 0 0
i(u, ) == | =—u, — Uy , furd,5 =1, 2, 3. 19
el = 5 (o) + %jum) ir i, (19)

Durch Einsetzen des Spannungs- und Dehnungstensors in die Gleichgewichtsgleichungen
erhélt man die Lamé-Gleichung

—pAu(x) — (A + p)graddivu(z) =0, fir z € Q

mit den Lamé-Konstanten

Ev E

AT AT a2y P aa )

Die Multiplikation der Gleichgewichtsgleichungen mit einer Testfunktion und anschliefen-
der Integration iiber 2 liefert die erste Bettische Formel

/ S .- )y = aluv) = [ (G u(y). A u(w) ds,
,j=1 r
wobei die innere Konormalenableitung gegeben ist durch
nhu(y) = o(u,y)n(y)

= Mdivu(y) n(y) + 2u(9T:9<Z/)u(y) + un(y) x curlu(y), fir y € T

Die Bilinearform

3
Z oij(u,y)eij(v,y)dy
3,0=1

DL

3
= 2u/ Z eij(u,y)ei;(v y)dy—l—)\/divu(y) divo(y)dy

4,j=1 Q

auf der rechten Seite ist dabei symmetrisch. Wie im Falle der Laplace-Gleichung wird durch
Vertauschen der Rollen von u und v und Gleichsetzen der Bilinearform die zweite Bettische
Formel

/Z 8 vayul( )dy+/( o v(y), 7(1)nt ( ))dsy

4,j=1

/Z ay; 7Y (u, y)vi(y )dy+/( Pu(y), 10" v (y)) dsy

1,j=1
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erzeugt. Der Raum der Starrkérperbewegungen wird mit

1 0 0 —T3 0 T3
R = span O, 1}, 01, r1 1 —x3 |, 0
0 0 1 0 9 —T

bezeichntet. Die Funktionen aus R sind Losungen des folgenden homogenen Neumann-
Randwertproblems

)
_Z 87j(77;j(1),3lc) =0, fir z € Q,

j=1
(’yilntv)i(a:) =0, firzel,

firi =1, 2, 3und v € R. Durch Einsetzen der Fundamentallésung, genannt Kelvin-Tensor,
uf :R3xR? = R,

1+v

uy (2, y) = SrE(1—v) <(3 —4v)

Ol (zk — yi) (21 — yl)>
+ 3 )
|z —y| [z -yl

fir k,1 = 1, 2, 3 in die zweite Bettische Formel als Testfunktion v liefert die komponen-
tenweise Darstellungsformel

uxw)Z:/(UT@ay%v?”KyD<hy—1/(VE&JCEQLV?“KyD(By, (20)
I I

firz € Qund [ = 1, 2, 3. Mit u; wird die I-te Spalte von u* bezeichnet. Dabei ist die

int, *

Randspannung 7% uy(z,y) = Ty (z,y) von u*(z,y) fiir fast alle y € I' durch

Ty (x,y) = Adivy up(z,y) n(y) + 2u87uk(x, y) + pn(y) x curlyug(z,y)
y

1 v yp—ak E 0 “(n,y) + E
- uf(z
Arl—v]z—yl3  14+wvdn, © Y

mn(y) x curlyug(z,yv),

fir k =1, 2, 3 gegeben?®. Durch Anwenden des inneren Spuroperators auf die Darstellungs-
formel erhélt man das Einfachschicht- und das Doppelschichtpotential. Das Einfachschicht-
potential ist gegeben durch

 rLame — & * .
(VEmew) (o) = [ 3 iy n)ds,

r J=1

S T 0 0
T2E(1+v) (3 —4v)( wk)(x)+z2;( ww)(z) |, 2 €eQ,

wobei V' das Einfachschichtpotential des Laplace-Operators und

’ Lz — ) (@ — w)
v =
(Viywy) () 47r/ |a:—y|3
I
1 0 1
- — ) ———ds,, fir kI =1, 2
An /wl(y)(fk yk)ayl ‘CL’ — y’ Sya ur x, y Ly 3
I
sind.
3 9

BT,T,(ulv u2,u3) = ((8901“1)”1)?:1
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Lemma 21 ([58, 65]|). Das Einfachschichtpotential
s~ 3 3
VLame — q/g)ntVLame . (H—I/Q(Iw)) N (HI/Q(F))
ist ein beschrdnkter linearer Operator mit

H VLame 3

s < clull

wH(HW(r)) H=1/2(I))

fir alle w € (H_1/2(F))3. Fiir v € (0,1/2) ist Viame (H_1/2(F))3—elliptisch

<VL"”m3w,w>F > c||w||( 3

H*1/2(F))

fir alle w € (H*1/2(F))3, wobei

(o) = [ () v(w)ds,.
r
Fiir w € (Loo(T))? gilt die Darstellung

3
1+v
Lame _ _ g

wobei V' das Einfachschichtpotential des Laplace-Operators ist und

(Viaw)@) = o= [ wilw)on — )y

Ay v —y| |
T

firk,l=1,2, 3 sind.
Das Doppelschichtpotential ist eine stetige Abbildung gegeben durch
W (YD) (1 (),
Whmeo) @) = [ (i o.), o) d,

r
fir l =1, 2, 3.
Lemma 22 ([58, 65]). Der Integraloperator

,y(i)ntWLame . (H1/2(F))3 N (H1/2(F))3

ist ein beschrdnkter linearer Operator mit

int WLame

&% ”H(Hl/z(r))s < clloll ey

fiir alle v € (HY2(I))3. Fiir stetige v € (HY*(I) N C(T))? gilt die Darstellung

(yintypLamey) () = _%U(x) + (KM™mey)(z), x €T
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und dem Doppelschichtpotential

(b)) = ot [ ey

41 =0 T%M—y\ %y
yel\Be(z)

1 1 E ame
- F/ o W)y + (V) ()

= (Kv)(z) — (VM (9,n)v) (x) + 1fy(vLMM(a, n)v) (),

mit der Definition

0 0
— Ny a0 iu ‘:17 27 37
0 (y)ayj j

M;(9y, n(y)) = n;(y)

wobei K und V' das Doppelschicht- und das Einfachschichtpotential des Laplace-Operators
sind. Fir alle Starrkorperbewgungen v € R gilt

<;I + KLame) v(x) =0, x €T.
Eine Anwendung der Konormalenableitung auf die Darstellungsformel (20) liefert
u(z) = A (T ) (2) — APV ) ()
firx eI
Lemma 23 (|58, 65]). Der Integraloperator
APt (D)) ()

st ein beschrankter linearer Operator mit

fiir alle w € (HY2(I"))3. Fiir w e (H-Y2(T"))? gilt die Darstellung

inty7Lame
n V wH(H*1/2(F))3 S CHw||(H71/2(F))3

S 1
(70 () = L) + () ) ()
im Sinne von (HY/2(T))3. Insbesondere gilt fiir die Bilinearform
int y7Lame 1 ame
<’yl ty L w,fu>r = §<w,v>r + <w,KL v>r, vE Hl/Q(F).
Lemma 24 (|58, 65]). Der hypersinguldre Integraloperator
DLame — _,YilntWLame . (H1/2(F))3 N (Hfl/Q(F))?)
ist ein beschrinkter linearer Operator mit
HDLameUH(H,l/Q(F))g <c HUH(Hl/Q(F))?’ 5
sowie H713/2 (') -elliptisch

<DLameU, v) > ¢ \|UH?H1/2(F))3 , fir alle v € Hf,lz/2(F),
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wobes

H712/2(F) = {ve (H*I))?: (v,w)p =0 fiir we R}.
Fiir stetige u,v € (H'/2(T') N C(T"))? gilt fiir die Darstellung der Bilinearform, [31],

P
:ﬁrr/ / E=r <,§ AR asfm)“(m)) doydes
+ [ [ @) (£~ 4 ) M@ usy s,
I
+Afjrp/F/iglekﬂ'(aﬂ“"(f’“’))”i(@mimMki(("y,n(y))w(y)dsydsx,
wobei
as?(x) = Ms2(0, n(@)), agf(x) = Mi3(9s, n(a)), asf(x) — My (9, ().

Wie im Falle der Laplace-Gleichung folgt aus der Anwendung des inneren Spuroperators
bzw. der Konormalenableitung das System mit dem Calderon-Projektor. Die Aussagen von
Lemma 20 bleiben erhalten.

Diskretisierung der Variationsformulierung

Sei I' = 9Q der Rand eines Lipschitz-Gebietes Q C R? und

N
Iy = U TI
Jj=1

die Diskretisierung des Randes in N ebene Dreiecke. Die dabei durch die Diskretisierung
auftretenden Geometriefehler werden nicht beriicksichtigt. Bei den folgenden Randdiskre-
tisierungen wird stets Zuldssigkeit, Formregularitdt und Gleichméfigkeit vorausgesetzt.

Definition 25. Die Randdiskretisierung heifft zuléssig, wenn zwei benachbarte Randele-
mente entweder einen Knoten oder eine Kante gemeinsam haben. Eine Familie von Rand-
diskretisierungen {I';,} heifst formregulér, wenn eine Konstante c¢g unabhéngig von N exis-
tiert, so dass

1/2
d; < cephy, dp= sup |z —y|, h = /1dsx )
T,YeT]
i
fir alle I = 1,... N und quasi-uniform oder global gleichméfig, wenn eine Konstante cg

unabhingig von N und hp,x existiert, so dass

hmax

hmin

< cq,

wobei
RAmin = l min h; und hpax = l max hy

=1,..., =1,...

ist.
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Beziiglich der Randdiskretisierung T, ist der Raum SP(T) der stiickweise konstanten Ba-

sisfunktionen
1 firxzemn,
Yi(r) = {

0 sonst,

fir Il =1,..., N gegeben durch

Sp(T) = span {¢}{L;.

Es gilt dim SP(I") = N, wobei N die Anzahl der Dreiecke ist. Eine Funktion u € La(T)
kann mittels Lo-Projektion als

N
up = Qpu = Zuﬂ/fl € Sp(T)

=1
dargestellt werden, wobei QQpu den Lo-Fehler
lw = wnl 7,y

minimiert. Sei weiter {asj}j]\il die Menge aller zu I', gehorigen Knoten. Der Raum der
global stetigen und stiickweise linearen Basisfunktionen wird mit

M
Sflb(r) = {Spj}j:l
bezeichnet und hat Dimension M, wobei
1 fir x = x;,
i(z) =40 fir o = x; # xj,
stiickw. linear  sonst
ist. Eine Funktion u € Lo(I') kann wieder mittels Lo-Projektion dargestellt werden.

Lemma 26 ([59, 64]). Seien o € [—1,0] und uw € H*(I') mit s € [o,1]. Dann gilt die
Approzimationseigenschaft

inf U— U oy < ch® T ul sy
=l ul2v(ry

Lemma 27 (|59, 64). Seien I' = 9Q ein C1*)'-Rand, o € [0,1], s € [0,2] und u € H*(T).
Dann gilt die Approzimationseigenschaft

inf U—u oy < ch? 7% ul grs -
wneSi(D) H hHH (1) ’ ‘H ()

Fiir die Variationsformulierung sei X ein reeller Hilbertraum mit innerem Produkt (-,-)
und induzierter Norm |[|-|| . Der Dualraum sei iiber das Dualitatsprodukt

() X'xX >R
definiert, so dass fir f € X’ gilt

HfHX/Z sup |<f,u>|

0#ueX HU’HX '

Sei f € X' gegebenund A : X — X' ein selbstadjungierter, beschrankter und X-elliptischer
linearer Operator. Fiir gegebenes f € X’ sei u € X als Losung der Variationsformulierung

(Au,v) = (f,v) fur allev e X (21)

zu bestimmen.
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Satz 28 ([64]). Sei der Operator A : X — X' beschrankt und X -elliptisch. Dann besitzt
die Gleichung (21) eine eindeutig bestimmte Losung w € X und es gilt

1
lullx < =1 fllx
c
wobei ¢ die Elliptizitdtskonstante von A ist.
Fiir die Galerkin-Formulierung des Variationsproblems wird ein Ansatzraum
_ M
Xu =span{p;};=; C X

gewahlt und ups, vy € Xy in Gleichung (21) eingesetzt. Es ergibt sich das endlich dimen-
sionale Variationsproblem

Apunr = far, (An)y, = (Aer, 1) 5 farg = (fr ) -

Theorem 29 (Lemma von Cea und Strang, [59, 65]). Sei A wie im vorangegangenen Satz.
Fiir die eindeutige Losung upy € X der Variationsformulierung gilt die Stabilitdtsabschit-
zung

1
lunrllx = - fllxe

und die Fehlerabschdtzung

A
e —unelly < P20 i = onelly
C vmEXm
wobel HA ||
u
1A = sup 1AULe
SUP allx

die Operatornorm von A ist. Sei weiter der gestérte Operator A von A mit Elliptizitits-
konstante ¢ gegeben. Dann ist das gestorte Variationsproblem

<A11M,UM> = (f,vnr) fir alle vy € Xy

eindeutig l6sbar mit der Fehlerabschdtzung

1AL 0 lu—vnllx +e H(A - A)UH

Cc vyeXy

=@l < (14214l + 14D o
Das vorherige Theorem ist fiir die Approximation der Integraloperatoren mit den Me-
thoden aus dem néchsten Kapitel wichtig. Es garantiert die Losbarkeit der approximierten
Variationsformulierung auch im Falle eines gestorten Operators A, insbesondere auch unter
Quadraturfehlern.

Das gemischte Randwertproblem

3

d
—Z %jaij(u,:v) =0 fir x € Q,
int

Yo u(z) =gp(x) firaxelp,

Jj=1

3
S oii(u,2)n(z) =gn(z) fiirz € Dy,
j=1
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fir ¢+ = 1, 2, 3 wird nun als Variationsformulierung geschrieben. Die fehlenden Cauchy-
Daten you auf I'y und y1u auf I'p sind zu bestimmen.

Gesucht sind Funktionen @ € (HY/2(I'y))3 und & € (H~Y/%(T'p))3, wobei die Funktionen
auferhalb von I'p bzw. I'y durch 0 fortgesetzt werden. Fiir die gegebenen Dirichlet- und
Neumann-Daten werden geeignete Fortsetzungen gp € (HY/?(I'))? und gy € (H~'/?(T"))?
definiert, so dass

i ="~ gp € (H*(Ty))* und £ = 7{"u — gy € (H~/*(I'p))°

gesucht sind. Durch Einsetzen in die Integralgleichungen schreibt sich das System in der
Form

1

(viemeq)(z) — (KHmea)(z) = 59p(2) + (KM gp)(z) — (VI*"°gy)(2), o € Ip,
(DYmeq) () + ((KMmeYi)(z) = %QN(@“) — (K")gn)(x) — (D"™*gp)(x), x € Ty.

Die Variationsformulierung lautet:
Finde (£,%) € (H™1/2(I'p))? x (HY?(T'y))?, so dass

<VLame£’w>F <KLameu w>p + <£7 KLameU>FN + <DLamel~L,U>FN
1
_ 5 <g’w>f‘D + <KLameg U}> <VLameg w> (22)
1
—+ 5 <gN7U>FN — <§N, KLamev>FN <DLame /U>F

fiir alle (w,v) € (H-Y?(I'p))® x (HY?(T'y))? erfiillt ist.
Fiir die Diskretisierung der Variationsformulierung werden vektorwertige Testfunktionen
durch komponentenweise Verwendung von S(I') bzw. S} (T') definiert:

Sp(Tps) = SpC)NH Y*(Tp,) = Span{%h ,
SHIn,;) = SET)NHYA(Iy,) = Span{‘ﬂz}l ,

fir = 1, 2, 3. Die Variationsformulierung lautet somit:
Finde fh,i € S,?(FDJ-) und yp; € Si(FN7i), so dass

3
Z (<(VLamet~h)i7wh,i>FD _ <(KLameﬁh)iawh,i>rD>

i=1

3
+ z; (<Ei,h7 (KLameUh)i>FN + <(DLameah)i’vh’i>FN)
i=
21
—Z <2 Gis Whi)p +< (K'ameg )Zawh,i>FD - <(VLame§N)i’whvi>FD) (23)
3

+ Z < (N vnilp ISV <§Nﬂ" (KLame”h)i>FN - <(DLame§D)i,Uh7i>FN> ’

fir alle wy,; € Sh(FD,i) und vy ; € S,ll(FN’Z-) fiir ¢ = 1, 2, 3 erfiillt ist. Um aus den R&u-
men Sp(I') und S}(I) auf die entsprechenden Teile abzubilden, werden Projektionen auf
Dreiecke und Knoten definiert:

P :RY — RVDA,

Pw=w"
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und
Qi:RM — RMNi
Qv =",
fir « = 1,2, 3. Die Projektion fiir auf I'p ; ist gegeben durch

NDZ N

wh’L Z wld)l E S}?(FDJ), Wh = Zwl¢l € S}?(F)

I=1
und die Projejektion auf I'x; durch

MNZ

vpi(x Z v ) € Sh(FN'L vp = Zvlﬁﬂl € Sh( )-

=1

Die Anwendung der Randintegraloperatoren auf die entsprechenden Einschrankungen wer-
den unter Verwendung von der Projektionen P und @ mit Hilfe der urspriinglich aus der
Galerkin-Diskretisierung stammenden Matrizen VhLame, K,I;ame und D%ame beschrieben:

v}}ame _ PVhLamePT, R}[L;ame _ ]3[(}]:&11’16621—7 [)%ame _ QD}I_L,ameQT.

Das System (23) schreibt sich in der Form

(7 Lame __grLame ~ N
Vi T K, th Y\ _ ( 9D
(K}I:ame) D}[L;ame Uup, gN,h ’
wobei gp », und g, die entsprechenden Anteile der rechten Seite des Systems (23) auf I'p
und I'y darstellen.

Die Berechnung der Eintriige der Integraloperatoren beziiglich den Réumen (S2(I"))? und
(S,ll(lj))?’ des Einfachschicht- und Doppelschichtpotentials

ds,ds, fir k,1 =1,.
Vi) 4#//\x—y\ syds; fiir

Tk Ti
1 0
((‘/Yij)h)k,l = 471_//(:1;@ - yl)@(xj - yj)dsydsx fiir kal = 17 ...N und Z)] = 17273a
Tk Ti !
(K. //Ww( )ds,ds, fir k=1,...,N, I =1,..., M,

wird durch eine analytische Integration des inneren Integrals durch Koordinatentransforma-
tion und anschliefender adaptiver numerischer Integration des dufseren Integrals realisiert.
Eine Symmetrisierung der Eintrége des Einfachschichtpotentials erfolgt durch Bilden einer
Halbsumme.

Die Anwendung von K}I;ame und D}];ame erfordert das Einfachschicht- und das Doppel-
schichtpotential sowohl der Laplace-Gleichung als auch der Lamé-Gleichung. Dabei ist zu
beachten, dass die generierten Eintrdge von Vj, Vi;, und K}, nicht von v und E abhéngig
sind und so auch bei Anderung der Parameter weiter verwendet werden kénnen. Fiir die
Fehler in den Randdaten zeigt sich folgendes:
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Satz 30 ([65]). Die Variationsformulierung (22) habe die Lésungen i € (HST'(T'y))?
und t € (H3, (Tp))>. Fiir die Ansatzriume (Sj/(I))* und (S},(I))? ist die Diskretisierung
((??)-(??) der Variationsformulierung eindeutig lsbar. Bei hinreichend reguldren Fortset-
zungen gp € (HTY(T))? und gy € (HS,(T))? der Randdaten gilt fir —1/2 < s < 1 die
Fehlerabschdtzung

HfL - ﬂ’hH%Hl/Q(F))?) + Ht - thH?H—l/2(l“))3 < Ch2s+l (”aH%HS+1(F))3 + HtH?HSw(F))3> .

Eine alternative Formulierung des gemischten Randwertproblems ist mittels der sym-
metrischen Darstellung des Steklov-Poincaré-Operators (16) moglich. Fir z € T’ und
g € (H'?(I"))? gilt die Darstellung

1 - 1 ame
SLameg(m) — DLameg(:L,) + <2I+ (KLame)/> (VLame) 1 <2I+KL >g(x)

1
— DLameg(l,) + <2I—|- (KLame)/> w(m),
wobei w € (H~V2(T"))? die eindeutige Lésung des Variationsproblems
1
(VEamey ) = <<21 + KLame> g,zZ)> fiir alle @ € (H~Y2(I"))* (24)
r

ist. Eine analytische Berechnung der Eintriage von S,I;ame ist nicht moglich, sondern nur in
numerischer Form. Sei dazu wy, € (SY(T'))? C (H~'/2(I"))3. Durch die Diskretisierung der
Variationsforumlierung (24)

1
<VhLamewh,,J)h>F _ <<2I + K}I;ame> gh,ﬁ/h> fir alle wy, € (S]?(F))Zi
r

wird eine Naherungslosung wy, bestimmt und durch
~ 1
SLameg — DLameg + <21 + (KLame)/> wp,

eine Approximation definiert. Dabei ist S“@™¢ beschrénkt und H'/2-elliptisch und es gilt
die Fehlerabschatzung

655 . s 50 e

Die so definierte Approximation garantiert dabei, dass die Konvergenzordnung erhalten

bleibt.

2.4 Gebietszerlegung
Das Gebiet €2 sei in p nicht iiberlappende Teilgebiete €; zerlegt, wobei

P
Q= UﬁkunkoHQl:Qﬁirk#l.
k=1

Weiterhin seien I'y, = 0 Lipschitz-Rénder. Die Rander 'y, k& > 1 werden als Koppel-
rinder bezeichnet. Ausgeschlossen ist dabei der Fall, dass sich zwei Réander I'y fir k£ > 2
beriihren. Die Gesamtheit aller Koppelrander und I'g = 992 wird mit

FS:FOUPQU'”UF];
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bezeichnet. Der Rand I'; bestehe aus I'g, d.h. alle Qk, k& = 2,...,p liegen vollstindig
innerhalb von . Anstelle des gemischten Randwertproblems werden nun auf den einzelnen
Gebieten 2, lokale Probleme

L
_Z 70’@'1j(u17x) =0 fiir o € th,
et Ox;
’Yé’lntul(x) =gp(z) firzely=Tp,
und
LI,
> Lok =0 mrren,
j=1 7%

fir i =1, 2,3 und k = 2,...,p gestellt, wobei der Rand I'p der Rand des Gebietes () ist.
Fiir die Koppelréander werden dabei die entsprechenden Ubergangsbedingungen

70"t () = 70" () (25)

und . ‘
Ml (@) = =yl () (26)
fir x € Iy und [ = 2, ..., p gestellt. Durch Bestimmen einer Losung u auf ganz I'g, welche

die Dirichlet-Bedingungen und die einzelnen Ubergangsbedingungen erfiillt, kénnen die
einzelnen Probleme lokal gel6st werden.
Das gekoppelte Problem lautet: Finde u € (H'/?(T's))? mit u(zx) = gp(z) fiir # € Iy und

ub(z) = wulp (v) firzely, k=1,...,p,

Glame,Ly 1 (z)  Shamelylz)y = 0 firzel;, l=2,...,p.

Zunichst werden die Ubergangsbedingungen aufgeteilt: Die Forderung (25) wird durch die
Definition
uF(z) = u(zx), z €Ty,

fir k=1,...,pund u € (H/?(T's))? mit v = gp auf I'p erfiillt. Die Forderung (26) lautet
in schwacher Formulierung

/ (SLame,1u|Fl (l‘) + SLamevlu|Fl (x)) Ul(l‘)de = 07
Iy

fiir alle v; € (HY?(T'))? und 1 = 2,...,p.
Der Raum
HS/Z(I‘S,I‘D) ={ve HYV2(,): v(x) =0 fiir alle z € ['p}

definiert die Testfunktionen fiir die Variationsformulierung: Finde @ € (Hé/ 2(I‘S, I'p))3, so
dass »
[l @olr, ()dss = = 3 [ Egple )@l (@)ds, (20)

W k=2p,

fiir alle v € (Hy/*(T'g,T'p))3 erfiillt ist. Die Bilinearform auf der linken Seite von Glei-

chung (27) ist dabei beschrénkt und Hé/ 2(FS,F p)-elliptisch mit Konstante 5. Die ent-
sprechenden Konstanten werden von den lokalen Steklov-Poincaré-Operatoren vererbt. Die
eindeutige Losbarkeit ergibt sich wieder aus dem Lemma von Lax-Milgram.
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Satz 31 ([64]). Seien u, @ € (H'/?(T's))3 die Losungen des gekoppelten Systems bzw. der
Formulierung (27). Dann gilt die Fehlerabschitzung

1 . Lame,k JLame,k 2
o= llrnesye < 755 kE_j I L
Fiir die Diskretisierung werden die Rander I'g,I'p, ..., I', trianguliert. Als Ansatzraum fiir

up, wird (S3(Ts))® gewiihlt und die Abbildung A : RM — RM2F-+Mo alg Projektion auf
die inneren Knoten definiert. Die diskretisierte Formulierung lautet

gllllame,Q 0 0
ATS;I:ame’lAuh + 0 0 Up = ATS}I:ame’lgDa (28)
0 0 S,Lame,p
h

wobei up, € (S}(Ts\Ip))? ist und gp die Fortsetzung von gp auf die inneren Rénder durch
Null. Die Losung auf I'g ergibt sich zu u;, = up + gp.

Satz 32 ([64]). Sei uy, € (Si(Ts))? die Losung der diskretisierten Variationsformulierung
und u € (HY?(I's))? des gekoppelten Systems. Dann gilt die Fehlerabschitzung

~ 2 3 P 2
Il = Gnl(rrrr2(rg)ys <1 é?(frs))s Il = gD = vnll(en 2 gy

+CQZ 1nf 3HSLame’iu\ whH H-L/2(T5)3

2.5 Inhomogenitat

Die in der Randelementmethode benutzte Fundamentallésung fithrt die auf einem Gebiet
formulierten Differentialgleichungen zuriick auf Randintegralgleichungen. Ein Problem ist,
dass fiir die meiftten Differentialgleichungen keine Fundamentallosung in geschlossener ana-
lytischer Form gefunden wurde, z.B. fiir nichtlineare, oder die Verwendung dieser zu auf-
wendig ist. Allgemein haben Malgrange und Ehrenpreis, [67, Proposition 1, Seite 458,
nachgewiesen, dass jeder nicht iiberall verschwindende partielle Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten der Form

o iz 833 .
Z Oﬁjldz,]sa i 81'322 a:U , N € N fixiert
]17]27]3

eine Fundamentallosung im Raum der Distributionen besitzt.
Allerdings ist es moglich, auch ohne eine entsprechende Fundamentallésung die Randele-
mentmethode anzuwenden. Betrachtet man das Randwertproblem

Lu = 0, in Q, (29)
= g, aufI'p
= f, auf 'y

wobei L ein nichtlinearer Operator mit variablen Koeffizienten der Form

3
Lu(z) ==Y O, (aij(u, 2)0,u(x))

ij=1
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ist. Findet man einen linearen Differentialoperator £; mit konstanten Koeffizienten, fiir
dessen adjungierten L] die Fundamentallésung bekannt ist, so wird

L=L+L

in einen linearen Teil £; und einen Rest £’ aufgeteilt. £’ enthélt alle variablen Koeffizienten
und Nichtlinearitdten. Die Differentialgleichung schreibt sich dann in der Form

Liu=—L'u= —b.
Die Darstellungsformel erhélt ein zusétzliches Volumenintegral

u(zr) = /u*(:v,y)fyilmu(y)dsy - /yill};u*(x,y)véntu(y)dsy+/u*(x,y)b(y)dy, x € €,
r r Q

wobei u* die Fundamentallosung des adjungierten Operators L] ist. Genauso verhilt es
sich, wenn anstelle von (29)
Lu=1D

betrachtet wird. Sei £ der Laplace-Operator.

Lemma 33 ([59, 64]). Das Newton-Potential

No: B1(Q) — HY(Q), (Nob)(z) = / (2, ) bly)dy
Q

ist eine stetige Abbildung mit
HNObHHl(Q) < clbllg-1@)-
Die Anwendung des inneren Spuroperators liefert eine Abbildung
No = ~iM(Nob) : HH(Q) — HY2(ID).
Lemma 34 (|59, 64|). Die Abbildung Ny ist ein linearer und beschrinkter Operator mit
INOD || 12y < € 1Bl -1y » b € HH).

Fiir b € Loo(Q) gilt die Darstellung

(Vob)(@) = [ " (a,p)b(w)dy, @ €T
Q

Die Anwendung der inneren Konormalenableitung liefert eine Abbildung
Ny =" (Nob) : HH(Q) — H™Y(D).
Lemma 35 ([59, 64|). Die Abbildung Ny ist ein linearer und beschrinkter Operator mit

HN1b||H1/2(p) <c Hngq(Q)-
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Der Operator Nob ist die verallgemeinerte Losung von
—ANpb(z) = b(x), = € Q.

Fiir die in Abschnitt 2.4 formulierte Gebietszerlegung ist es von Vorteil, das Newtonpo-
tential als Losung einer Variationsaufgabe zu formulieren, um die starke Kopplung der
Dirichlet-Daten zu gewéhrleisten. Die Methode ist dabei nicht beschrankt auf das New-
tonpotential, sondern ist auch mit den im folgenden Abschnitt 2.5.1 erwéhnten Methoden
durchfiithrbar. Dazu wird das Problem

—Au=>b, €

mit Nullrandbedingungen
ulr =0

betrachtet. Fiir das Randwertproblem gilt die Darstellungsformel
u(w) = [ ppttut)ds, + [ (@b
r Q
fir x € Q. Eine Anwendung des inneren Spuroperators liefert
[ @onituw) = - [ @b
r Q

fir x € T". Definiert man
Nb(z) = yilntu(x) = —V_lNob(:U),

so erhdlt man die entsprechenden Neumann-Daten. Die so definierte partikuldre Losung
besitzt auf dem Rand per Definition den Wert Null, d.h. die Kopplung des Systems aus
Abschnitt 2.4 formuliert sich analog, nur dass der verwendete Operator S in der Form

Spgp = Sgp — Nb

modifiziert werden muss.

2.5.1 Ansitze zur Eliminierung des Volumenpotentials

Die Inhomogenitit mittels eines Volumenpotentials auszudriicken wurde als ein Problem
der Randelementmethode angesehen. Verschiedene Vorgehensweisen wurden entwickelt um
den Volumenterm in ein Randintegral umzuformen. Zu der in Abschnitt 5.2.2 neu entwi-
ckelten Methode, sind die folgenden historisch erwéhnenswert.

Fundamentall6sungen héherer Ordnung

Betrachtet wird die Poisson-Gleichung
—Au=b, z€Q (30)

mit einer harmonischen rechten Seite b auf einem Gebiet 2 mit entsprechenden Rand-
bedingungen. In diesem Fall ldsst sich der Volumenterm in der Darstellungsformel in ein
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Randintegral umformen, so dass eine Diskretisierung von {2 vermieden wird. Dazu definiert
man eine neue Fundamentallésung u* der biharmonischen Gleichung mit

' = —Au*.

Durch Einsetzen in die zweite Greensche Formel

/(b(y)Aa*(fﬂ,y)—ﬂ*(%y)Ab(y))dy:/( 0 by (2, y) — W)y a (2, y))dsy

Q T

wird die Darstellung des Volumenterms

/b(y)U*(m,y)dyz —/( 0 by (2, y) — W)y a (2, y))dsy

Q T

mittels eines Randintegrals ermoglicht. Die Fundamentallésung «* wird Fundamental-
16sung hoherer Ordnung genannt.

Dual Reciprocity Methode

Fiir die Poisson-Gleichung (30) entwickelte Brebbia, [53], ein Verfahren fiir eine allgemeine
Funktion b. Die Dual Reciprocity Methode teilt die Losung in einen partikuldren und einen
homogen Teil auf. Dabei wird die partikuldre Losung als Summe von partikuldren Losungen
dargestellt. Die rechte Seite b wird approximiert mit

M+L

b~ Z Oéjfj,

J=1

wobei a;; € R und f; geeignete Funktionen sind, z.B. radiale Basisfunktionen. M ist dabei
die Anzahl der Randknoten und L die Anzahl der inneren Knoten der Diskretisierung des
Gebietes. Die partikuldre Losung wird in der Form

M+L

Up = E , Qjuy,
i=1

mit Funktionen 4; dargestellt. Die zu den f; passenden 4, werden durch
Aty = f;
definiert. Die Darstellungsformel hat die Form

+

u() = / (2, gy (y)ds, — / A (2, )i () dsy — Z / Ay () (z, y)dy,

r r =
fir x € Q. Durch Einsetzen in die zweite Greensche Formel
/ (4 (y)Au*(z, y)—u*(z, y) At;(y))dy = / (v ()Y (2, ) =™ ()™ (0, ) ) dsy,
Q T

wird die Darstellung des Volumenterms

/ Adiy (y)u (2, y) = () + / (i (s (2, ) — 7 () (2, ) )ds,
I
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fir j =1,..., M + L erhalten. Die Dual Reciprocity Darstellungsformel lautet dann

u(z) = / u* (2, y) v u(y)dsy — / Yt (2, y) v u(y)dsy,

I Iy
M+L

+3 o (o) + [ OF G wn i @) - ()ds,
j=1 T

fir z € Q.

Multiple Reciprocity Methode

Als weitere Methode die Volumenintegrale als Randintegrale zu formulieren, wurde die
MRM von Neves und Brebbia, [51], vorgeschlagen. Sie ist eine Weiterentwicklung der DRM
bzw. der Verwendung von Fundamentallosungen hoherer Ordnung.

Fiir die Poisson-Gleichung (30) mit einer Funktion b werden nun Fundamentalldsungen
definiert durch

Au*(l) —ut = U*(O),

Au ) = =D =9

und die zugehorigen Funktionen

p) — Ab(i_l), i=2,....
Der Volumenterm
DR = [ 50z, )dy = [ )20 Dz, g)dy
Q Q

kann mittels der Greenschen Formel geschrieben werden als

DR = / (WO ()t D (@, y) — 1O ()it u D (@, y))ds,
N

+ / @O (2, )b () dy.
0

Der letzte Term hat die Form

DR = / 0D (a2, )b () dy
Q

und kann wiederum mittels Greenscher Formel in Randintegrale und Volumenintegrale
umgeschrieben werden. Das urspriingliche Volumenintegral D(© lisst sich in Form der
Reihe

DR =3~ / (W0 () (2, y) — WD ()i (2, y)) s, (31)
=0 T
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ausdriicken. Die Multiple Reciprocity Darstellungsformel lautet dann

u(z) = / w* (2, y) v u(y)ds, — / Thu* (2, y)r u(y)ds,,
T I

+y / (0D () (2, ) — A (y)yirh Y (2, ) )ds,,
1=0 T

fir x € Q. Die Konvergenz dieser Reihe wurde unter geeigneten Skalierungsbedingungen
von Nowak und Brebbia, [52], gezeigt . Im Falle einer harmonischen Funktion b stimmen
die MRM und die Verwendung einer Fundamentallésung héherer Ordnung iiberein. Fiir
allgemeine b muss die Fehlerabschétzung fiir das Residuum DR 4D einer nach L Gliedern
abgebrochenen Reihe so gewahlt werden, dass die Konvergenzordnung der Randelement-
methode nicht beeinflusst wird. Dabei ist zu beachten, dass die Integration der in (31)
verwendeten Reihe aufwendiger sein kann als den entsprechenden Volumenterm

/ b0 (y)u*© (2, y)dy
Q

direkt numerisch zu berechnen. Als weiteres Problem erweist sich die Berechnung der ent-
sprechenden Fundamentallosungen v*(® im Falle der linearen Elastizitit. Ist zusitzlich b
eine Funktion von u, so wird auch die Berechnung der b() numerisch instabil und die
Methode ist nicht mehr anwendbar.
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3 Hierarchische Matrizen

Viele grofidimensionierte Probleme rithren von der Diskretisierung partieller Differential-
gleichungen her. Géngige Methoden sind unter anderem die Randelementmethode oder
auch die Kollokationsmethode mit radialen Basisfunktionen. Typischerweise entstehen da-
bei wegen der Nichtlokalitat der Kernfunktion vollbesetzte Gleichungssysteme. Im Sinne
der Komplexitatstheorie bedeutet dies jedoch einen Aufwand der quadratisch oder sogar
kubisch mit der Anzahl der Unbekannten wéchst, sowohl in Bezug auf den Speicher also
auch auf den Rechenaufwand. Um diesen Nachteil auszugleichen entwickelte man zahlrei-
che Methoden, zu denen Ansitze mit Hilfe von Wavelets, radialen Basisfunktionen mit
kompaktem Trager oder Panel-Cluster und Multipole Methoden gehoren. Die letzten bei-
den haben das Ziel, die Kernfunktion in eine ,degenerierte” Form zu zerlegen und sind nahe
mit den H-Matrizen verwandt. Weitere Fortschritte wurden auch beim iterativen Losen
der dabei entstehenden Gleichungssystem erzielt. So wird bei Krylov-Unterraum-Methoden
nur die Approximation der zugehodrigen Matrix-Vektor-Multiplikation benétigt und eben
nicht die voll abgespeicherte Matrix.

Als erster stellte Hackbusch, [26], 1999 seine Idee von H-Matrizen als eine Erweiterung der
Panel-Cluster Methode vor. So beschrieb er allgemein eine H-Matrix als eine komprimierte
Matrix, in der bestimmte Blocke mit Hilfe einer Niedrigrangapproximation abgespeichert
werden. Das Geriist einer H-Matrix stiitzt sich dabei auf bestimmte Baumstrukturen,
den Clustern und Block-Clustern, wobei letzteres im Sinne einer hierarchischen Zerlegung
der Matrix in Blocke zu verstehen ist, welche adaptiv mit Hilfe einer (oder mehrerer)
wZulassigkeitsbedingung konstruiert wird. Im zweiten Teil des Artikels, [29], wurde auch
gezeigt, dass fiir elliptische Probleme der Rechen- und Speicheraufwand fast linear sind.
Ein weiterer Vorteil gegeniiber den Panel-Cluster Methoden ist die einfache Multiplikation,
ja sogar Inversion der H-Matrizen, [28], was vor allem bei der FEM héufig eingesetzt wird.
In Bebendorf, [8], findet sich eine vollstdndige Ausfithrung von Anwendungen auf BEM
und FEM Probleme, sowie eine Weiterentwicklung der H-Matrix Rechenoperationen, wie
z.B. Cholesky- oder LU-Zerlegung.

Eine konsequente Weiterentwicklung stellten Hackbusch, Khoromskij und Sauter bereits
ein Jahr spéter in Form der H2-Matrizen vor, [30]. Dabei werden durch eine geschicktere
Niedrigrangapproximation sogenannte Clusterbasen gebildet. Der Speicher- und Rechen-
aufwand ist in der Regel dabei linear. Haufig wird lineare Komplexitit bei einem Algo-
rithmus mit einer groffen Konstanten erkauft und Verfahren dieser Art finden deswegen
nur selten den Weg in die Anwendung. Im Falle der H2-Matrizen ist die Situation jedoch
besser.

In den folgenden Jahren wurden hier weitere Verfahren vorgestellt, die es bereits fiir H-
Matrizen gab. Beachtlich ist z.B. die Matrix-Matrix Multiplikation mit linearer Komplexi-
tat.

Die Ausfiihrungen in folgenden Abschnitten orientieren sich dabei an den Arbeiten von

Hackbusch, |27, 30], Bebendorf, [8] und Bérm, [9].

3.1 Grundbegriffe

Der Begriff Indexmenge spielt eine wichtige Rolle. Es wird darunter stets eine endliche,
nicht angeordnete Menge verstanden. In der Regel (und auch fiir die spétere Implementie-
rung) werden intern Listen gefiihrt und so implizit eine Anordnung vorgegeben.
Mit n = #1 bzw. m = #J wird stets die Kardinalitét der Indexmenge I bzw. J bezeichnet.
Weiter bezeichne

Bild(M) = {Mz: x € R™}
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das Bild einer Matrix M € R™*™ und

Rang(M) = dim Bild(M)

den Rang der Matrix. Die euklidische Norm sei definiert durch

lzlly = /D uil?
i€l

und die Frobenius Norm durch

]| = sup 1TV
verm |lylly
y70
wobei || - ||x und || - ||y zwei Normen auf R™ bzw. R sind.

3.1.1 Rang-k-Matrizen

Im spéteren Verlauf dieses Kapitels wird sich die Niitzlichkeit der Rang-k-Matrizen zei-
gen. Sie spielen eine herausragende Rolle, wenn es um die Niedrigrangapproximation geht.
Hier soll zunéchst eine allgemeine Darstellung gegeben werden. Darauf, wie man diese
konstruiert, wird in Kapitel 3.1.3 eingegangen.

Definition 36. Die Menge aller Matrizen M € R™*™ mit Rang kleiner gleich k ist gegeben
durch
R(k,I,J)={M € R*™™: Rang(M) < k}

und werden als Rang-k-Matrizen bezeichnet.

Bemerkung. Man kann die Definition anders auffassen: Es ist die Menge aller Matrizen
M € R™ "™ mit hochstens k linear unabhéngigen Spalten oder Zeilen.

Man spricht nur von der ,Menge“, denn bei R(k, I, J) handelt es sich um keinen Vektor-
raum. Im Allgemeinen ist der Rang von A+ B, A, B € R(k, I, J) beschriankt durch

Rang(A + B) < Rang(A) + Rang(B) = 2k

und somit A+ B € R(2k,1,J).

Um weiter mit diesen Matrizen arbeiten zu konnen, wird eine effiziente Darstellung der
Menge R(k,I,J) benotigt. Aus der Definition des Ranges einer Matrix leitet sich die
Folgende ab:

Korollar 37. Fine Matriz M € R™™ jst genau dann eine Rang-k-Matriz, falls M in der
Form
M = AB"

mit A € R™* und B € R™** faktorisiert.
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M | | Mo | | |7 lokal

J lokale Matrix

(?
Tﬂo‘\'
QRU'/\H

lokale Rang-k-Matrix

Abbildung 2: lokale Matrix, lokale Rang-k-Matrix

Folglich ist es moglich die gesamte Matrix M mit Hilfe von A und B darzustellen. Beziig-
lich des Speicheraufwandes ergibt sich k(n 4+ m). Auf den ersten Blick verringert sich der
Speicheraufwand, falls £k < n bzw. kK < m. Fiir gewohnliche Matrizen, beispielsweise eine
zufillig erzeugte, wird sich k allerdings im Bereich von n oder m bewegen und im Vergleich
zur vollbesetzten Speicherung sogar mehr Speicherplatz benttigen. Die folgende Definition
tragt dieser Tatsache Rechnung:

Definition 38. Eine Matrix M € R(k, I, J) heifst Matrix mit niedrigem Rang, falls
E(n4+m)<n-m
gilt.

In der Tat ist es so, dass Matrizen dieses Typs leider nur sehr selten anzutreffen sind.
Die haufig aus Diskretisierungen stammenden System-Matrizen besitzen vollen Rang, so
dass die obige Beschreibung von Rang-k-Matrizen in der Regel keine Anwendung findet.
Betrachtet man allerdings gewisse 7 C I und o C J, so stellt sich heraus, dass unter
bestimmten Umstdnden

M|rxo = (Mij)icrcr
jeEaCJ

eine Matrix mit niedrigem Rang ist. Wie 7 und o abhéngig von der Problemstellung zu
konstruieren bzw. zu wahlen sind, wird in Kapitel 3.1.2 erlautert. In diesem Zusammenhang
ist die folgende Definition zu sehen.

Definition 39. Esseien I, J Indexmengen und 7 C I und o C J zwei beliebige Teilmengen
von I bzw. J. Es bezeichne b das Produkt 7 x o. Dann bezeichnen

R(k,b) = R(k,T,0),

R(r,0) ={M|rxo: Tk € Ng mit M € R(k,7,0)}
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die Menge der lokalen Rang-k-Matrizen.

Aufser einem verringerten Speicherbedarf besitzen die Rang-k-Matrizen weitere Vorteile,
wie z.B eine schnell durchfiihrbare Matrix-Vektor-Multiplikation.

Seien dazu k > 0, x € R™ und M € R(k,I,.J). Weiter sei M in der Form M = ABT aus
Korollar 3.1.3 gegeben. Dann ergeben sich beispielsweise fiir

y=Mz=AB")z

k(n + m) Multiplikationen.

Viel wichtiger wird es allerdings sein, Matrizen M € R™*™ mit Hilfe eines R € R(k, I, J) zu
approximieren. Dabei ist zu beachten, dass dies mit einem kontrollierbaren Fehler passiert.
Dazu folgendes:

Korollar 40. Seien 0 < k < min{n,m} und M € R™™ mit Singuldrwertzerlegung M =
USVT, wobei U € R™™ und V € R™ ™ orthogonale Matrizen sind und

Y= diag(ol, SR Umin{n,m}) S

eine rechteckige Diagonalmatriz mit den Singuldrwerten in absteigender Reihenfolge auf
der Diagonalen ist. Es gilt fiir eine beliebige unitdr-invariante Norm, [16],

min ||M — R| = [[M — M| = [|Z — Z]],
ReR(k,I,J)

wobei My, = UiV und

5 _Joi  fiiri=j <min{n,m,k},
( k)ij 0 sonst.

Der Fehler, der bei der Operation entsteht, kann in einfacher Art abgeschétzt werden, z.B.
beim Verwenden der Spektralnorm

|M — Mgy = k11

oder im Falle der Frobenius Norm

| M — My|lp =

Bei der Suche nach einer geeigneten Approximation ist es niitzlich, sich einen relativen
[M — M| < el M]]

oder absoluten
| M — M| < e

Fehler e vorzugeben und den Rang k davon abhéngig zu wahlen.

Definition 41. Seien die Bezeichnungen wie im vorherigen Korollar und € > 0. Es be-
zeichnen

EM(e) = min{k € Ng : o441 < €01}

kM () = min{k € Ny : 041 <€}

abs

den relativen und absulten e-Rang der Matrix M beziiglich der Spektralnorm.



50 3 HIERARCHISCHE MATRIZEN

Bemerkung. In den spéater betrachteten Aufgabenstellungen wird ein weiterer Fehler hinzu-
kommen, der Quadraturfehler. Betrachtet man eine Matrix M und seine gestérte Version

M mit HM - M H < 6. Der Fehler ist in diesem Fall nur noch dann absolut kontrollierbar,

falls € > §. Es gilt dann auch k¥ (e) ~ kX (¢). Eine Angabe fiir den relativen Fehler ist
nicht mehr exakt moglich.

Fiir die spéatere Anwendung bedeutet dies vor allem, dass Fehler bei den Matrixeintragen
immer deutlich unter dem des vorgegebenen ¢ liegen miissen. Eine Quadratur niedriger
Ordnung kdénnte dazu fiithren, dass eine Matrix mit eigentlich niedrigem Rang voll gespei-
chert werden miisste.

3.1.2 Matrixpartition

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Rang-k-Matrix als effiziente Approximation einer
Matrix mit niedrigem Rang eingefiihrt. Der einfachste Weg wire es, eine Matrix global in
dieser Form zu approximieren. Allerdings ist dies in der Praxis selten moglich. Ein Ausweg
bieten hier die lokalen Rang-k-Matrizen, welche sich auf einzelne Blécke der Form 7 X o,
7 C I, o C J beschrianken. Solche Blocke haben in einer Vielzahl von Problemstellungen
einen niedrigen Rang. Ziel ist es, eine Zerlegung der Matrix in einzelne Blocke zu realisieren,
also eine sogenannte Blockpartition P von I x J mit bestimmten Eigenschaften anzugeben.
So soll P z.B. moglichst wenige Blocke enthalten, um den Speicheraufwand gering zu halten.
Auf der einen Seite ist also eine natiirliche Forderung, moglichst grofte Blocke zu erzeugen,
um den Speicheraufwand mit den Rang-k-Matrizen gering zu halten, andererseits sollten
die Blocke allerdings nicht so grofs sein, dass ein zu groftes k& gewéahlt werden muss, um
eine bestimmte Genauigkeit zu garantieren. Ein Ausweg wird die spédtere Angabe einer
yZuldssigkeitsbedingung® bieten. Eine zu komplexe Blockpartition wiirde wiederum eine
Matrix-Vektor-Multiplikation aufwendig machen.

Clusterbaum

Essentiell fiir die spatere Konstruktion der Blockpartition ist der Clusterbaum. Dazu sei I
eine nichtleere und endliche Menge. S sei eine Abbildung von I in die Potenzmenge P(I).

Definition 42. 1. Seii € I und j € S(i). Dann heift j Sohn von ¢, bzw. ¢ Vater von j.

2. Seien k € Ny und eine Folge (v;)i=0,...x € I**1 Dann heifit die Folge Pfad der Linge
k, falls
vir1 = S(v;)

flir alle i =0, ..., k — 1 gilt. vy wird als Nachfolger von vy bezeichnet.

Definition 43. Es sei I eine nichtleere Menge und S : I — P(I) eine Abbildung. Das
Tupel T' = (1, S) heift Baum, falls die Eigenschaften (1)-(3) erfiillt sind:

1. Es existiert genau ein r € I mit

iy =Js0)

Jel
und wird als Wurzel des Baumes mit root(7") bezeichnet.
2. Alle j € I sind Nachfolger von root(7").

3. Alle j € I\{root(T')} besitzen genau einen Vater.
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Die Menge L(T) ={i € I : S(i) = @} bezeichnet die Menge der Blatter von 7.

Bemerkung. Fin Baum kann per Definition keine Pfade in Form von endlosen Schleifen
enthalten und garantiert einen eindeutigen Pfad von root(7") zu einem beliebigen i €
T\{root(T)}, so dass eine Level-Funktion definiert werden kann. Im Folgenden wird 7" mit
I identifiziert.

Definition 44. Sei T ein Baum mit Wurzel r. Sei weiter ¢ € T'\{r}. Die Abbildung
stufe : T\{r} — Ng, k = stufe(i),

die jedem i € T die eindeutige Pfadlinge des Pfades (r,vo,...,vp_1,%) zuordnet, heifst
Stufen-Funktion. Die Baumtiefe ist

tiefe(T") = max{stufe(i) : ¢ € T}.
Der Grad eines Knotens ist definiert durch
grad(i) = #S5(i), i € T,
und der des Baumes
grad(T) = max grad(i).

Das Konstrukt eines Baumes eignet sich, um eine Menge zu zerlegen. Gibt es eine Ab-
bildung p : T — P(I) so heikt der Baum bezeichneter Baum. Eine geeignete Definition
ist:

Definition 45. Sei I eine Menge. Ein Baum 7" mit p: T — P(I)\{@} heift Zerlegungs-
baum zu I, falls die Eigenschaften

1. p(root(T)) =1,
2. fiir alle i € T und 7, 5" € S(i) mit j # j/, dann gilt u(5) N (') = 2,
3. fur alle : € T\L(T) gilt ‘
U () = n(i)
JES(9)
erfiillt sind, wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.

Mit Hilfe eines Zerlegungsbaumes kann I in geeignete Cluster zerlegt werden; deshalb der
Name Clusterbaum. Fiir spitere Betrachtungen sei hier zusétzlich gefordert, dass

#5(7) #1

gilt. Um den am Anfang geduflerten Eigenschaften der spédteren Zerlegung Rechnung zu
tragen, kann man eine zuséatzliche Bedingung an die Clusterung stellen, z.B. in der Form
der Abbildung

mincsy(yy : P(I) — {wahr, falsch}

mit den Eigenschaften mincsypy(7) = wahr impliziert, dass fiir alle 7' D71 gilt
mincsy(p) (') = wahr,

sowie
mincsy(p)(7) = falsch

fir alle 7 € L(T'(I)). Sie sorgt fiir den Erhalt einer minimalen Clustergrofe, um eine allzu
komplexe Partitionierung der Matrix spéter zu vermeiden.
Fiir den Speicheraufwand eines Clusterbaumes ergibt sich insgesamt ein linearer Aufwand.
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Stufe 0 {1,7,11,15,14, 13}1
e N
Stufe 1 {1, 7, 13}2 {11, 15, 14}3
/ O\ /N
Stufe 2 {7, 13}4 {1}5 {11}6 {15, 14}7
/ \ / \

Stufe 3 {13}8 {7}9 {14}10 {15}11

Permutation 41 42 i3 g U5 g

Speicherung der Knoten des Baumes
Nr. 123 45 6 7 8 9 10 11
Indexpin 1 1 4 1 3 45 1 2 5 6
Indexpax 6 3 6 2 3 4 6 1 2 5 6
Abbildung 3: Speicherung eines Clusterbaumes

Lemma 46. Sei T ein Zerlegungsbaum der Indexmenge I. Weiter gelte #S(i) > 2 fiir alle
i€ T(IH\L(T(I)). Dann hat der Baum T hochstens 2L(T (1)) —1 Knoten, wobei Gleichheit

fiir #£S5 (i) = 2 gilt.

Weiterhin sei angemerkt, dass es, um spéater den Baum effizient zu beschreiben, zum einen
geniigt, die Cluster 7 € L£(T'(I)) anzuordnen, da diese rekursiv eine Anordnung der Cluster
'€ T(I)\L(T(I)) induzieren und zweitens die Eigenschaft

I'= Uieﬁ(T(i))Ti

garantiert, dass diese Beschreibung gentigt. Zu diesem Zweck wird I neu angeordnet. Falls
7 C I z.B. in zwei S6hne 71 und 7 geteilt wird, werden die entsprechenden Indizes so
angeordnet, dass max7 < max7y . Aufgrund der Eigenschaften des Zerlegungsbaumes
wird dadurch der Vater nicht gedndert. Es wird letztendlich pro Knoten des Baumes eine
konstante Anzahl an Informationen gespeichert; insgesamt ergibt sich ein Speicheraufwand
von hochsten O(2L(T(I))—1) fiir die Knoten und nochmal zusétzlich ein Vektor der Lange
#1 fiir die entsprechende Permutation.

Weiter ist es mogliche mit folgender Definition zu garantieren, dass die Baumtiefe hochstens
logarithmisch zu #1 steht.

Definition 47. Sei T'(I) ein Zerlegungsbaum. Er wird balanciert genannt, falls

. #i1 . . }
11111 =, i1, 19 € S(1
iET(D\L(T(D)) { i, 2 €S0
unabhéngig von n nach unten beschrankt ist.

Lemma 48 ([8]). Sei T(I) ein balancierter Zerlegungsbaum der Indexmenge I. Weiter gelte
S(i) > 2 fir alle i € T(I)\L(T'(I)). Dann gilt

tiefe(T'(I)) < clog(n),

wobei ¢ eine von n unabhdingige Konstante ist.
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geometriebasiert

kardinalitatsbasiert

PCA basiert

Abbildung 4: Zerlegung in Minimalquader

53
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Konstruktion des Clusterbaumes

Fiir die Konstruktion eine Baumes gibt es mehrere Moglichkeiten. Je nach spéterer An-
wendung kann die eine oder andere Clustermethode giinstiger sein.
Sei dazu 7 C I nichtleer. Jedem i € 7 wird eine Teilmenge X; C R? zugeordnet, wobei

X; cQcR?

ist. Typischerweise handelt es sich dabei um den Tréger der i-ten Basisfunktion. Den Tréger
eines Clusters 7 setzt man dementsprechend auf

X, = UX

1ET

Definition 49. (vgl. [8, S. 33 ff.]). Seien die Bezeichnungen wie oben. X;, ¢ € I werden
quasi-uniform genannt, falls es eine Konstante cy gibt, mit

max 4(X;) < ey min p(X;).
iel el

Die Konstruktion mittels Minimalquader ist die einfachste Methode.

Definition 50. Sei X C R?. Der Minimalquader zu X ist der kleinste Quader mit

d

Q= H[az,bl] D X.

=1

Die oben definierten X; ersetzt man durch Knoten, also X, = {&} und definiert X, = Q-,
wobei Q) der Minimalquader der @Q);, i € 7 ist. Als &; bietet sich z.B. das Massenzentrum X;
an. Die einfachste Idee ist Q- entlang der ldngsten Seite zu halbieren. Auf die Verteilung
der Punkte wird keine Riicksicht genommen. Weiterhin ist es moglich die Teilung des
Quaders entlang der ldngsten Seite so zu wahlen, dass die beiden neu entstehenden Cluster
die gleiche Kardinalitat besitzen. Im Gegensatz zum geometriebasierten Teilen erhilt man
einen balancierten Baum.

Eine weitere Methode geht auf Pearson, [54], aus dem Jahr 1901 zuriick. Zunéchst benotigt
man das Massenzentrum m, von X; und berechnet damit die Hauptrichtung, also eine
Richtung r; mit [|r;|], = 1 und

D

1ET

2 2

rl (& —my) max Z HUT(fz —my)
2 lv]l,=1 e 2

Die Aufgabe reduziert sich darauf, die Eigenwerte und Eigenvektoren der Korrelationsma-
trix

KT = Z(Sz - mT)(g’L - mT)T

zu berechnen. Der normierte Eigenvektor zum gréfiten Eigenwert 16st dabei das Maximie-
rungsproblem und gibt die Hauptrichtung an. Die Teilung des Clusters 7 kann mit Hilfe
einer Trennung an der Hyperebene bestimmt werden zu

n={ier: r (&—m;) >0}, (32)
To = T\T]. (33)

Dies entspricht der Idee der geometriebasierten Teilung der Minimalquader.
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Abbildung 5: uniforme Familie von Diskretisierungen.

Eine andere Idee ist es, die Menge mit Hilfe der Grofe .| (& — m,) in der Form
rl (& —me) <l (& —my), firalled <j, i,j € {1,..,#7}
neu zu sortierten. Als Definition fiir die neuen Cluster ergeben sich

n=A{&: i=1,..,[#7/2]},

Ty = T\T2.

Der entstehende Clusterbaum ist dabei balanciert. Wie die geometriebasierte und kardi-
nalitdtsbasierte PCA-Clusterung zueinander stehen, erklart sich wie folgt.

Definition 51. Sei Q C R? eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit gegeben und mit p das
m-dimensionale Maf bezeichnet. Weiter seien eine Folge (£2;) jen von Diskretisierungen und
die jeweils dazu assoziierte Indexmenge I; und X; ; gegeben. Dann nennt sich eine Cluste-
rung geometrisch balanciert, falls es Konstanten ¢4, c¢g > 0 fiir alle { = 0, ..., tiefe(T'(1;))
gibt mit

(diam X, )™ < 275 und w(Xr;)eq > 27U fiir alle 7; € T (I;)
fiir alle Elemente der Folge.

Definition 52. Sei Q C R? eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit gegeben. Weiter seien
eine Folge (€2;)jen von Diskretisierungen und die jeweils dazu assoziierte Indexmenge I;
und X; ; gegeben. Dann wird die Familie der Diskretisierungen quasi-gleichmaéfig genannt,
falls es eine Konstante cy > 0 gibt mit

max (X j) < ey minp(X;;), fir alle j.
icl, icl;

Die Familie (5, I, (Xi j)ic1,)jen wird formreguldr genannt, falls es ein cg > 0 gibt mit
,U,(Xi,j) > cR(diamXi’j)m, 1€ I@j

fiir alle Mitglieder der Familie.

In Theorem 1.25 und Lemma 1.26 in [8] wird gezeigt, dass eine kardinalitatsbasierte PCA-
Clusterung einer uniformen Familie von Diskretisierungen einen geometrisch balancierten
Baum erzeugt und umgekehrt die geometriebasierte PCA-Clusterung auf balancierte Béu-
me fithrt. In diesem Spezialfall sind die Begriffe also dquivalent. In Abbildung 5 findet
sich die uniforme Diskretisierung einer Geometrie. Die obigen Begriffe sind nicht auf ein
einzelnes Gitter anwendbar, sondern nur auf eine Folge von Diskretisierungen.

In Abbildung 4 sind alle Verfahren im Vergleich zu sehen. Man erkennt das unterschiedliche
Verhalten von geometriebasierten und kardinalitdtsbasierten Verfahren.
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Blockclusterbaum

Als néchstes wird der Clusterbaum benutzt, um eine Blockstruktur zu zerteilen. Zunéchst
eine
Definition 53. Seien I und J endliche Indexmengen. Sei P = {b1,...,b,} C P(I x J)\{<}.
Dann heiftt P Blockpartition von I x J, wenn

1. firallei € {1,...,p}ist by =7 xomit 7 C [, 0 C J,

2. der Schnitt zweier Blocke b; N b; ist leer,

3.

bi:IXJ
1

p
1=

erfullt sind.

Problematisch bleibt die Konstruktion der b;. Eine direkte Anwendung der Verfahren fiir
Clusterbaume auf I x.J ist zwar moglich, jedoch gilt # (1 x J) = #I #J. Eine Einschrankung
der Struktur ist in der Definition nicht vorgegeben, so dass eine Art Tensorblockstruktur
mit Hilfe des Clusterbaumes aufgebaut werden kann. Mit Hilfe der Angabe einer speziellen
Sohnabbildung lasst sich ein spezieller Blockclusterbaum definieren.

Definition 54. Seien I, J Indexmengen und 7'(I) und 7'(J) die entsprechenden Cluster-
baume mit den Sohnabbildungen St(y) bzw. Sz (7). Die Sohnabbildung St(7x.y) sei definiert
durch

1%} falls ST(I) (1) = @ oder ST(J) (0)=2,

S(1x0)(T X 0) = { {m'x o'+ 7" € Sp)(7), o' € Sp(s)(0)} sonst.

Der durch die Sohnabbildung Sty sy definierte Baum mit der Wurzel I x J wird stufen-
treuer Blockclusterbaum genannt. Er hat die folgenden Eigenschaften

1. Es gilt
tiefe(T'(I x J)) = min{tiefe(T(I)), tiefe(T'(J))}.

2. Alle b € T(I x J)\L(T'(I x J)) lassen sich als disjunkte Vereinigung ihrer Séhne
darstellen.

3. Die Eigenschaften der Funktion mincs iibertragen sich auf 7'(1 x J).
4. T(I x J) ist stufentreu, d.h. fir alle 7 x o € T'(I x J) gilt

level(T x o) = level(T) = level(o).
Eine Modifikation der Sohnabbildung zu

Strxn)(T X 0)

/@ / falls S7(r)(7) = @ und Sy (0) = @
{r" xo: 7€ Spq(r)} falls Sy (1) # @ und Sy (o) =
{rx0o": o' € Spp(0)} falls Sppy(7) = @ und Sp(y) (o) #

{7' x o' "€ Spy(7), o' € Sp(yy(0)} sonst.

induziert auch eine Blockpartition und wird fiir die Konstruktion der H?-Matrizen von
Interesse sein.
Fiir die Einfiihrung des Begriffes Matrixpartition wird zusétzlich eine Zuléssigkeitsbedin-
gung bendtigt.
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Definition 55. Die Funktion
Adm : P(RY) x P(R?) — {wahr, falsch}

heillt Zuléssigkeitsbedingung, falls fiir alle X, Y C R¢ mit Adm(X,Y) = wahr folgt, dass
auch Adm(X,Y) = wahr ist fiir alle X C X und ¥ C Y. Adm heift symmetrische
Zulassigkeitsbedingung, falls zusétzlich die Symmetrie

Adm(X,Y) = Adm(Y, X)

gilt.

+ - I

Abbildung 6: Blockclusterbaum (links) mit symmetrischer Adm Bedingung (rechts, zulés-
sige Blocke mit griin gekennzeichnet).

Die eigentliche Aufgabe dieser Kontrollfunktion ist es schon a priori, die Blécke zu markie-
ren, welche eine Niedrigrangapproximation besitzen. Dabei spielt es zunéchst keine Rolle,
welche konkrete Form die Zuléssigkeitsbedingung annimmt, sondern nur, dass sie bestimm-
te Eigenschaften erfiillt.

Definition 56 (zuldssige Partition, Matrixpartition). Seien I, J Indexmengen, Adm eine
Zuléssigkeitsbedingung und 7'(I x J) ein Blockclusterbaum. P heifft eine Partition von
I x J, falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. PcT( x J),
2. alle Blocke der Partition disjunkt sind,
3. die disjunkte Vereinigung der Blocke I x J ergibt.
P heift Adm zuléssige Partition, falls fiir alle Blocke 7 x o € L(P) gilt:
Adm(7,0) = wahr oder mincs(7 x o) = falsch.

In Abbildung 6 ist beispielhaft ein Blockclusterbaum zu sehen, fiir den eine symmetrische
Zulassigkeitsbedingung verwendet wurde.
3.1.3 Niedrigrangapproximation

Fiir die Niedrigrangapproximation werden Teilblocke Al|;xy, 7 C I, 0 C J einer Matrix
A € R™™ betrachtet. Dabei stammt die Matrix aus der Diskretisierung eines Kernes

E:RIEXRT SR, deN
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oder eines Integraloperators A:V — V'

(Av)(y) = / Bz, y)o(z)ds,
T

(Av)(y) = / (e, y)o(z)da.
Q

Hierbei bezeichnen Q und I' die jeweiligen Integrationsgebiete. Unter bestimmten Vor-
aussetzungen kann k approximiert werden und daraus eine Niedrigrangapproximation der
Matrix gewonnen werden.

Definition 57. Seien X, Y C R? Teilmengen. Jede Funktion & : X x Y — R, die in der
Form

l
k(o) =Y P (@) (y)
v=1

fir x € X und y € Y geschrieben werden kann, heifft degeneriert in X x Y mit Grad [.
Lasst sich die Funktion in der Form

!
k(x,y) = ol @)y (y) + Ri(z,y) (34)

v=1

fiir z € X und y € Y schreiben, so heifst diese Entwicklung degenerierte Approximation
vom Grad [ mit Restglied R;.

Da die einzelnen Komponenten des Einfachschichtpotentials der Lamé-Gleichungen Ablei-
tungen des Kernes des Einfachschichtpotentials der Laplace-Gleichung beinhalten, kann
mit Hilfe des folgenden Lemmas eine degenerierte Entwicklung {ibertragen werden.

Lemma 58 ([27]). 1. Die degenerierten Funktionen bilden einen Ring, d.h. Summen
und Produkte sind degeneriert.

2. Polynome in x© und y sind degeneriert.

3. Soweit die auftretenden Funktionen differenzierbar sind, sind auch die Ableitungen
einer degenerierten Funktion wieder degeneriert. Gleiches gilt fiir Stammfunktionen
beztiglich x oder y.

Von einer degenerierten Approximation wird zusétzlich folgende Eigenschaft gefordert:

Definition 59. Die degenerierte Approximation (34) heikt exponentiell konvergent beziig-
lich einer Norm ||-||, falls es Konstanten ¢, ¢y > 0 und o > 0 gibt, so dass

| R;|| < c1exp(—cal®)
gilt. Dabei darf o von der Dimension des Raumes abhéngen.

Die degenerierten Entwicklungen werden anschliekend zur Erzeugung der Rang-k-Matrizen
in der zuldssigen Blockpartition benutzt. Fiir die einzelnen Eintrige der Matrix, der aus
A stammenden Diskretisierung, entstehen im Falle einer Galerkin-Formulierung Eintrége
der Form

Ay = F/F/k(%y)wi(y)wj(x)dsxdsy, i,j=1,...,N,
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bzw.

//k: z,y)ei(Y)(x)dsgdsy, i=1,..,M, j=1,..,N
r

im Falle einer Galerkin-Petrov-Formulierung. Ist der Kern degeneriert, bzw. ist eine dege-
nerierte Approximation verfiigbar, so folgt fiir einen Block b=7xocundi e, j €0

Ay = [ [ ke e)ass,
I T

l

- Z / A0 wo)ds, [ 30 (@) (a)ds, (35)

r

oder im Falle verschiedener Basis- und Testfunktionen

= / 2,92 (y)y (2)ds, ds,
T
-1/ (i 0 ) () (2)sds,

:2/@1 Del)ds, [ 0@ ()ds,
v=Irp r

Der Block besitzt folglich einen niedrigen Rang.

Fiir die Erzeugung einer degenerierten Darstellung gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine,
die spéter in der Theorie der radialen Basisfunktionen angewandt wird, bietet das Theorem
von Mercer.

Satz 60 ([19, 45]). Sei k : [a,b] X [a,b] — R ein stetiger, symmetrischer positiv definiter
Kern, d.h

n
Z cicjk(:):i,xj) >0
i,j=1

fir allen € N, z1,...,x, € [a,b] paarweise disjunkt und ci,...,c, € R mit wenigstens
einem ¢; # 0. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {@;}; von La([a,b]) aus Eigenfunktionen
des linearen Operators

b
Mk]p(z) = /k(%y)w(y)dy,
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so dass die zugehorigen Eigenwerte {\;} nicht negativ sind. Die Figenfunktionen zu den
positiven Eigenwerten sind stetig auf [a,b] und der Kern k hat die Darstellung

k(z,y) =Y Njei(@)ei(y)-
j=1

Die Reihe konvergiert absolut fiir jedes (z,y) € [a,b] X [a,b] und gleichmdfig auf jeder
kompakten Teilmenge von [a,b].

Beispiel. Der Kern
k(x,y) = exp(—€*(z — )?)
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes (siehe Teil 3). Beziiglich des mit

p(xr) = iexp(—ozzaUQ), a>0

LS

gewichteten Raumes Lo (R, p) schreibt sich der Kern in der Form

o] o ¢ n—1
o) =)\ arere <O[2+52+62>
n=1

X Yy exp(—022?) Hy—1 (aBx) v, exp(—02y?) Hy—1(aBy),

26\ /4 / B a?
ﬁ:(l‘f'(a)) y Yn = m,%:?(ﬁ - 1),

« ein entsprechend gewahlter Skalierungsfaktor ist und H,_; die Hermite-Polynome vom
Grad n — 1 sind.

wobei

Anstelle fiir jeden Kern einzeln eine degenerierte Approximation zu entwickeln, sind auch
allgemeinere Verfahren denkbar. Sei die Kernfunktion k : X xY — R, X, Y C R? analytisch
in der zweiten Variable. Eine Taylorentwicklung liefert

Ky) = 32 S0k )y — ) + Ryla,y),

laf<p

wobei das Restglied die Darstellung

1
Ry(z,y) = > ~19 (@ 90)(y —%0)*
la|>p
besitzt. Dabei ist
1 (0% «
Tolk)(z,y) = > 100k, 90)(y = vo)
leel<p
ein Polynom vom Grad hochstens p—1 in y und somit eine degenerierte Approximation von
k mit hochsten p? Termen. Da die Konstruktion Ableitungen der Kernfunktion beinhaltet,
ist ein solches Verfahren fiir die praktische Anwendung kaum brauchbar. Einen Ausweg
liefert die Approximation des Kernes durch eine geeignete Interpolation. Betrachtet wird

eine Kernfunktion der Form k : [a,b] X [a,b] — R. Die Verwendung von Tschebyscheff-
Knoten z1, ..., x; im Intervall [a, b] liefert

l

kD (2,y) = Ly(@)k(zy,y)

v=1
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eine degenerierte Approximation der Kernfunktion, wobei

l .
Ll,(x):H T — T,

=1 Ty — a;j
v

die zugehorigen Lagrange-Polynome sind.

Uber die Konvergenz der degenerierten Approximation lisst sich ohne weitere Forderungen
an den Kern sowie an X und Y keine Aussage treffen. Eine wichtige Eigenschaft eines
Kernes ist die asymptotische Glattheit.

Definition 61 ([27]). Seien X,Y C R? Teilmengen, sodass der Kern k(z,y) fiir z € X
und y € Y, x # y, definiert und beliebig oft differenzierbar ist. Dabei heiftt & asymptotisch
glatt in X x Y, falls fiir (z,y) € X xY, 2 #y, o, 3N, a+B#0

10208 k(w,y)| < c(v)|a —y| =18
mit einem s € R und

c(v) = CVllv['W, v =a+ B e N
gilt, wobei C, r und v geeignete Konstanten sind.

Lemma 62 ([27]). Sei k ein asymptotisch glatter Kern. Wird die Zuldssigkeitsbedingung
(Definition 55) in der Form diam(Y') < ndist(X,Y) mit n < 1/~ gefordert, so gilt fir die
Taylorentwicklung die Fehlerabschdtzung

1k, -) = Tp[k](, )l oo x < €1 (y0)”
und somit exponentielle Konvergenz.

Lemma 63 (|27]). Sei k ein asymptotisch glatter Kern mit den Konstanten aus Definition
61. Wird die Zuldssigkeitsbedingung (Definition 55) in der Form diams(X) < ndist(X,Y)
fiir eine Tensorprodukt-Interpolation mit | — 1 Tschebycheff-Stiitzstellen in jeder Koordina-
tenrichtung gefordert, dann gilt fir I + s > 0 die Fehlerabschétzung

[k = KOG < eren)

mit Konstanten c1 und co unabhdngig von .

Um den Fehler bei der Approximation des Kernes genauer zu untersuchen, wird ein ge-
storter Operator

(AW)(y) = / (e, y)o(z)ds,
r

definiert. Die Operatoren A : Lo(I") — R™ und Aoy Lo(T) — R™ 7 = #71, m = #o0
sind fiir die Galerkin-Formulierung definiert durch

(A f)i= /f(z:)wz(:p)dsx, ierund (A, f); = /f(x)cpj(a:)dsx, jE€o.
T T

Die Tréger der entsprechenden Basisfunktionen werden mit X, und X, benannt und das
entsprechende Maf auf I' mit p (siehe Seite 54) bezeichnet. Weiterhin gebe es Konstanten
CA;» CA, > 0 mit

A flly < enfllzyx,y > € La(Xr)
und

120 flly < eo lFlly(x,y 0 € La(Xo).
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Satz 64 ([8]). Seien P eine Blockpartition von I x J, b=1x 0o, 7 C I, 0 CJ und eine
Approzimation der Kernfunktion k gegeben mit

’k(ﬂ?,y) - ];(I‘,y” <€ T € XT) RS XO"

Dann gilt die Komponentenweise Fehlerabschdtzung der Galerkin-Matrix

a5 — gy — / / (k) — k(1)) ()0 () ds,ds,

Xr Xo

|aij — aij| < elldill L, xy leill L, x,) 1€ T €0,

bzw.
HA‘TXO’ - A|‘r><0'

- S ECAChy ((Xo) p(X))"/?

i der Frobenius-Norm. Fir die globale Matrix gilt die Fehlerabschdtzung

1/2
HA - le2 < ecp,cp, < Z ,LL(XT),LL(XU)> .

TXoEP

Die Ausfithrungen in (8|, Kapitel 3, zeigen, dass jeder Kern, der bei einer elliptischen par-
tiellen Differentialgleichung auftreten kann, stets asymptotisch glatt ist. Die Kernfunktion
im Falle der Lamé-Gleichungen ist asymptotisch glatt und ihre degenerierte Approximation
konvergiert exponentiell.

Die Approximation der Kernfunktion durch Interpolation liefert in zwei Dimensionen ak-
zeptable Ergebnisse. In drei Dimensionen aber besitzt die degenerierte Approximation einen
deutlich zu grofsen Rang.

3.2 Definition und Eigenschaften hierarchischer Matrizen

Die allgemeine H-Matrix benutzt bei der Speicherung der zuléssigen Blocke eine Rang-k-
Matrix in faktorisierter Form.

Definition 65. Es seien I und J Indexmengen und P eine zuldssige Partition von I xJ. Der
Rang der zuléssigen Blocke sei mit k£ € N fixiert. Dann besteht die Menge der hierarchischen
Matrizen H (k, P) aus allen M € R™™ mit

rang(M o) < k
fiir alle 7 x o0 € PT, wobei
PT ={be€ P: mincs(b) = wahr}.

Auf eine Charakterisierung der Blécke von P~ = P\ P wurde in der Definition verzichtet.
Am gebrauchlichsten ist es, die Blocke voll abzuspeichern, denn eine Umwandlung in Rang-
k-Format wiirde den Speicheraufwand vergroffern. Anstelle eines fixierten Ranges k& kann
auch eine adaptive Wahl pro Block getroffen werden.

Fiir die Abschitzung des gesamten Speicheraufwandes einer H (k, P)-Matrix sei kurz die
Grofe cg, erwéhnt.
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Definition 66. Das Schwachbesetztheitsmaf c), ist definiert durch

csp(P) = max{ max cgp(7), max csp’r(a)} )

TeT(I) ceT(J)
wobei
cspl =#{oceT(J): T xo€ P},
cspr =#{T€T(): Tx0€P}.

Die Grofen cgp; und cgp - beschreiben wie héufig die Cluster 7 und o als Spalten- bzw.
Zeilenblock, in der Partition P enthalten sind. Werden die Cluster mittels PCA erzeugt,
so ist das Schwachbesetztheitsmals konstant. Verwendet man allerdings die Konstruktion
mittels Minimalquader, so kann bereits fiir einfache Beispiele gezeigt werden, dass csp nicht
beschrénkt ist.

Lemma 67 ([8]). Die minimale Clustergrofie (siehe Seite 51)sei mit nyin gegeben. Dann
betragt der Speicheraufwand fir Matrizen aus H(k, P) hochstens

csp(P) max{nmin, k} ((tiefe(T'(I)) + 1)n + (tiefe(T'(J)) + 1)m) .

Beispiel 68. Betrachtet wird die Laplace-Gleichung aus Kapitel 2 auf einem Wiirfel der
Kantenldnge 1. Weiter wird eine uniforme Verfeinerung des Gitters vorgenommen. In Ta-
belle 1 sind die Ergebnisse fiir die Approximation der Galerkin-Matrizen des Einfach- und
Doppelschichtpotentials der Laplace-Gleichung aufgelistet.

’ Netz ‘ Knoten | Dreiecke ‘ V in MB ‘ Kompr. ‘ pro DOF ‘ K in MB | Kompr

0 8 12 0.001 1.08 103 0.007 9.86
1 26 48 0.02 1.09 419 0.01 1.10
2 98 192 0.32 1.13 1748 0.16 1.08
3 386 768 2.54 0.57 3475 1.93 0.85
4 1538 3072 16.4 0.23 5613 13.10 0.36
) 6146 12288 89.3 0.078 7621 71.73 0.12
6 24578 49152 449.2 0.024 9584 606.47 0.066
7 98306 196608 2149.8 0.007 11466 6134.62 0.042

Tabelle 1: Ergebnisse fiir die Approximation der Galerkin-Matrizen des Einfach- und Dop-
pelschichtpotentials der Laplace-Gleichung mit e = 1074

Rekompression der Niedrigrangblocke

Die Erzeugung der Niedrigrangblécke mittels der oben beschriebenen Verfahren fiihrt héu-
fig zu einem zu grofen Rang. Um den optimalen Rang eines Blockes zu erhalten, wére
eine Singulirwertzerlegung des Blockes notwendig. Ist eine Matrix in Form von M = ABT
gegeben, so kann mit Hilfe zweier QR— und einer gekiirzten Singuldrwertzerlegung eine
bessere Approximation gefunden werden:

1. Berechne die QR-Zerlegung von A = Q4R4 und B = QpRp,
2. Berechne die Singularwertzerlegung von R ARE =UxvT,

3. Setze U = QAU und V = QgV.
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Dann ist USV T die Singuldrwertzerlegung von M und kann zur Bestimmung einer Be-
stapproximation benutzt werden.

In der Tabelle 2 wurde die Tensorinterpolation benutzt und anschliefsend eine Rekompres-
sion angewandt. Im direkten Vergleich erkennt man eine deutlich bessere Kompression.

Verfeinerung | Knoten | Dreiecke Vohne ‘ V/Vohne ‘
0 8 12 0.001 1
1 26 48 0.02 1
2 98 192 11.42 0.026
3 386 768 124.14 0.017
4 1538 3072 794.28 0.021
5 6146 12288 5078.76 0.018
6 24578 49152 28261.6 0.016
7 98306 196608 | > 143 GB -

Tabelle 2: Ergebnisse fiir die Approximation des Einfachschichtpotentials der Laplace-
Gleichung mit und ohne Rekompression.

3.3 Definition und Eigenschaften von H?-Matrizen

Fiir die Definition des H?2-Formates werden zunichst Matrizen aus M € R(k,,0) be-
trachtet. Eine geeignetere Darstellung der urspriinglichen Form

M = ABT

wird durch die Verwendung von Tensorproduktraumen motiviert.
Zu einem zuldssigen Block b = 7 x ¢ € PT werden die Vektorriume

Vy = {ob, ... ,vzby} CR™ 7= #r,
mit dim)}, = k) und
Wy = {uh, ... >wlb€b,w} CR™ m=#0c

mit dimW, = kp)y fixiert. Die Basiselemente von V}, und W, erzeugen die zugeordneten
Matrizen

% — (,Ull)‘ . ‘vzbv> c Rﬁ,Xk‘b,V und Wb — (wl{‘ Ce ‘wzb W) c RTth‘b,W'
Der aufgespannte Vektorraum ist
b( b\
Vy ® W, = span {vi <wj> 1 <i<ky, 1 <5< k@w}.
Der Block ist nun durch

M|, = ViKW, K, € Rev>kow

darstellbar.
Die uniformen H-Matrizen sind iiber diese Darstellung der R(k)-Matrizen gegeben.

Definition 69 ([27]). Sei P C T(I x J) eine Partition. Fiir alle b € P seien die Vektor-
rdume V;, und W, gegeben. Dann besteht die Menge der uniformen hierarchischen Matrizen
H(P,{Vy, Wy hpcp+) aus allen M € R™™ ™ so dass fiir alle b= 7 x 0 € P gilt

M|7—><g- S Vb ® Wb
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Uniforme H-Matrizen sind folglich H-Matrizen und eine H-Matrix kann in eine uniforme
umgewandelt werden. Der Speicherbedarf wird nicht verringert, da fiir jeden Block eine
blockabhéngige Basis abgespeichert werden muss.

Fiir die H?-Matrizen werden zu dem Block b = 7 x o € P* die Vektorrdume

Ve={vl,. ., ,} C R™
mit dimV; = k;y und
W, = {w‘f,...,wgaw} CR™
mit dimW, = k, fixiert. Die Basiselemente von V; und W, erzeugen die zugeordneten
Matrizen V. und W,. Der Block ist nun durch
M| = VaKGW, | Ky € REnv>Fow
darstellbar.

Definition 70 ([27]). Sei P C T'(IxJ) eine Partition. Fiir alle 7 € T'(I) und o € T'(J) seien
die Vektorrdume V- und W, gegeben. Dann besteht die Menge H (P, {V-}.cr(1) » {Wotoer(s))
aus allen M € R"™™ 5o dass fiir alle b= 7 x 0 € PT

M|T><0’ € V’T ®W0'

gilt. Die Menge der links uniformen hierarchischen Matrizen H (P, {V:} cp(p): {Wblpep)
besteht aus allen M € R™¥™ so dass fiir alle b =17 x 0 € P*

M|7’><O' S VT ® Wb
gilt. Die Menge der rechts uniformen Matrizen wird analog definiert.

Der Speicheraufwand hat sich gegeniiber den uniformen H-Matrizen verringert. Es miissen
anstelle von {Vj, Wi} p+ nur die Basen {V:} o) und {Ws} 7 ) abgespeichert werden.
Weiter sei die Einschrinkung eines Teilvektorraumes U von R™ definiert durch

U, ={vl;: veld} cR™
Sei 7" ein Sohn von 7 € T'(I) und ¢’ ein Sohn von o € T'(J). Gilt fiir alle 7/ € S(7) und
o' € S(o)
Vrlr € Ve und Wy lor C W,
so wird die Basis geschachtelt genannt. Es gibt daher Matrizen EX, e RF-v*kry und
EW € RFew>korw it
Ves > (VED) [P
T'eS(T)
und
Ws = Z (WU’EZ[’/) ‘TXkU,W‘
o'eS(o)
Definition 71. Sind {V:}, cq ;) und {Ws},cp () geschachtelte Basen, dann wird die Men-
ge H(P, {VT}TGT(I) , {WU}JET(J)) als

HQ(R {VT}TGT(I) ) {WJ}UGT(J))

bezeichnet. Ist die Anzahl der Basiselemente durch k € Ny beschriankt, so wird die Menge
mit

HQ(k‘, P, {VT}TET(I) ) {WG}JGT(J))
bezeichnet.
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Lemma 72 ([27]). Der Speicherbedarf der geschachtelten Basen ergibt sich zu
Z #7 kT,V + Z kVater(T),VkT,V

TeL(T(I)) TEL(T(I)\{I}
—+ Z #O’ ka,W + Z kVater(o‘),WkOHW'
oeL(T aeL(T(I)\{J}

Der Speicherbedarf der geschachtelten Basis einer H?(k, P, {VT}TeT(I) , {WU}UGT(J)) ergibt
sich zu

(n+m)k + 2k*(F#L(T(I)) + #LT(J)) — 2).
Der gesamte Speicherbedarf ist von der Ordnung (n+ m)k.

Beispiel 73. Die geschachtelten Basen sind bei der Vorgabe der Kernfunktion als eine
degenerierte Approximation bzw., falls die Kernfunktion

Z (p(l) w(l)

selbst degeneriert ist, einfach zu erhalten. Fiir jeden Block b = 7 x ¢ € PT seien die
entsprechenden Vektorraume

VE = span{p(” : 1 <v <k.y}
und
WFE = span{yp(?) : 1<v < kow}
gegeben. Fiir die Eigenschaft der Schachtelung iibertragen sich die obigen Bedingungen
analog zu
VE|x, cVE, 7 e S(r)
und
Wh|x , C WE, o' € S(o).
Die kontinuierlichen Funktionenrdume implizieren, dass die entsprechend definierten
Vr = Span{(aiu)i@r s 1<v< kT,V}
und
Wy = Span{(biu)iGT 1< < kJ,W}

diese Eigenschaft erben (siehe Gleichung (35) fiir a;, und b;,). Auf den Integraloperator

(Av)(y) = / Bz, y)o(z)ds,
T

wird das Galerkin-Verfahren angewandt. Dann haben die Matrixeintrage die Form

Aij = F/F/k(ﬂc,y)qﬁi(y)qu(:c)dsgcdsy, i,j=1,...,N.

Zur Vereinfachung sei I' ein Intervall und b = 7 x ¢ € PT und die degenerierte Approxi-
mation des Kernes sei gegeben durch

sz xy,, 20) Ly () Lo(y), (z,y) € Xr x Xo CT xT.

v=1p=1

Die Lagrangepolynome erfiillen LZ(I‘;) = 0, und besitzen deswegen die Schachtelungsei-
genschaft.
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Die Approximation durch Interpolation liefert, wie in Kapitel 3.2 am numerischen Beispiel
gezeigt wurde, héufig zu grofe Rénge bei grofer werdender Dimension. Die wesentliche
Frage ist die der Konstruktion der geschachtelten Basis aus einer H-Matrix.

Im Unterschied zum Beispiel konnen die geschachtelten Basen nicht aufgrund von bestimm-
ten Basisfunktionen gebaut werden. Diese Information geht in der H-Matrix aufgrund der
Darstellung der Niedrigrangblécke verloren. Um dennoch an eine Basis zu kommen, wer-
den zunéchst links uniforme hierarchische Matrizen gebildet, fiir die bereits eine totale
Clusterbasis vorliegt.

Definition 74. Sei 7 € T'(I). Dann ist die Menge aller Nachfolger gegeben durch

{r} U s7(") , falls S(7) # 2,
5%(r) = 7€S(r)
{7} , sonst

und die Menge aller Vorgénger
vorg(T) = {T' eT): 1€ S*(T’)}.

Fiir eine Blockpartition P zu T'(I) und T'(J) werden zuléssige Blockzeilen und Blockspalten
definiert durch
zeile™ (P, 7) ={oc € T(J): (1,0) € P*}

und
spalte” (P, o) = {r € T(I): (1,0) € P},

sowie deren erweiterte Version
zeile* (P, 1) = U zeilet (7).
T'evorg(T)
Definition 75 (Totale Clusterbasis). Sei A € R"*™. Die Menge (V) er(r)

V. = Z XTAXO' = Z Z XTAXU

o€zeile® (P,T) T'evorg(T) oezeile™ (P,1")

heifst totale Clusterbasis und ist geschachtelt. Die Abbildung x, : T(I) — R™ "™ hat die

Darstellung
1 , wenni=jerT,
(XT)z'j =

0 sonst.
Die Abbildung x, wird analog definiert.

Fiir die geschachtelte totale Basis seien Matrizen C; € R™* und D, € R™** gegeben, so
dass
V, —C.D]

in einer geeigneten Norm klein genug ist fiir alle 7 € T'(I). Die Konstruktion einer ortho-
gonalen geschachtelten Clusterbasis funktioniert wie folgt: Wenn 7 ein Blatt von T'(I) ist,
wird C mittels @ R-Zerlegung in die Form

CT = QTRT
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gebracht. Sei 7 € T'(I) kein Blatt. Dann gibt es S6hne {7y, ..., 7} und vorher konstruierte
Q,, € R™#7i fiir alle 4 = 1, ..., t. Die Projektion von C;, wird definiert durch

Tc
T1 T
CNf‘r = UTU:CT = U‘r = Z QT/QJ'—/ T = U‘ré‘r-
;_';CT T'eS(T)
CfTeR#-rxk

Eine weitere QR-Zerlegung von C; = Q, R, liefert die gesuchte Faktorisierung

CT = QTRT

5
QT = UTQT = (QTl""|QTt) ’
b,

wobei EX = Qr|nxr' Somit wurde eine geschachtelte orthogonale Clusterbasis V, = Q.
fir alle 7 € T'(I) konstruiert. Die Matrix wird als links uniforme H-Matrix dargestellt.
Analog wird das Verfahren auf AT angewandt, um eine Clusterbasis fiir W zu erhalten.
Die entsprechenden K} werden aus den R, und R, erhalten. Fiir Darstellung der Matrix
in Form einer H2-Matrix sind nun alle Voraussetzungen erfiillt.

Eine optimierte Version dieses Vorgehens fiir hierarchische Matrizen findet sich in [9, Ka-
pitel 6]. Eine weitere effektive Strategie um eine Clusterbasis zu erhalten ist, diese durch
Abschneiden von Singuldrwerten zu gewinnen. Die Konstruktion einer H?-Matrix, ohne
den Umweg iiber eine bereits erstellte H-Matrix, ist moglich und wird ebenfalls in [9]
beschrieben.

3.4 Vergleich H- und H?-Matrix

H-Matrizen besitzen durch ihre einfache Struktur der Blocke aus P grundsitzlich den
Vorteil, dass Operationen wie die Matrix-Vektor-Multiplikation, einfacher ausgefithrt und
parallelisiert werden koénnen.

Matrix-Vektor-Multiplikation

Sei A eine H(k, P)-Matrix zu der Blockpartition P C T'(I x J), wobei n = #I, m = #J.
Fir z € R™ und y € R™ zerfillt das Produkt y = Az in die Matrix-Vektor-Multiplikation
der einzelnen Blocke. Es gilt

Yy = Z A|T><a$|0'-

TXoEP

Lemma 76. Die Anzahl an Operationen Nypy ldsst sich durch den Speicheraufwand Sy (k, P)
angeben mit

Su(k,P) < Ny < 28y (k, P).

Eine direkte Ubertragung auf eine H?(k, P)-Matrix ist moglich, liefert allerdings ein nicht
optimales Vorgehen. Stattdessen wird die Multiplikation in drei Schritte zerlegt. Zunéchst
werden fiir o € L(T'(J))

iy = W] x|, € RFw
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berechnet und anschliekend mit Hilfe der Transfermatrizen
T T
Ty = WJZE‘J = Z ((WO'/E;'/‘//) |T><ka’w> Ty = Z <(E(Iy/"/) |T><ko’w> Zgr
o’'eS(o) o’eS(o)
fir o € T(J)\L(T(J)) bestimmt. Anschliefend wird mittels
QT = Z KTXO'Z%U

oeT(J)

TXoEPT
fiir alle 7 € T'(I) berechnet. Analog zum ersten Schritt wird mit Hilfe der Transfermatrizen

> (Ve + ELir)) [Fy
T'eS(r)

y|7’ =

fir 7 € T(I)\L(T(I)) und

y|7- = VT@T
fir 7 € L(T(I)) bestimmt. Die Multiplikation der Blocke aus P~ wird anschliefend aus-
gefiihrt.

Korollar 77. Die Anzahl der Operationen fir die Matriz- Vektor-Multiplikation mit einer
H?-Matriz entspricht dem Speicherbedarf der Clusterbasen, Kopplungsmatrizen und aller
vollbesetzten Blocke und ist von der Ordnung (n + m)k.

Beispiel 78. Betrachtet wird die Laplace-Gleichung aus Kapitel 2 auf einem Wiirfel der
Kantenldnge 1. Weiter wird eine uniforme Verfeinerung des Gitters vorgenommen. In Ta-
belle 3 sind die Ergebnisse der Matrix-Vektor-Multiplikation des Einfach- und Doppel-
schichtpotentials der Laplace-Gleichung aufgefiihrt.

H-Matrix

Verfeinerung | Knoten | Dreiecke | Zeit V' | pro DOF | Zeit K

0 26 48 | 0.0002 0.4 | 0.0001

1 98 192 | 0.0042 2.18 0.001

2 386 768 | 0.066 8.55 0.032

3 1538 3072 0.30 9.84 0.33

4 6146 12288 1.61 13.13 2.02

5 24578 49152 7.93 16.14 11.42
H?-Matrix

Verfeinerung | Knoten | Dreiecke | Zeit V' | pro DOF | Zeit K

0 26 48 | 0.003 6.25 0.002

1 98 192 0.23 118.38 0.22

2 386 768 0.23 29.60 0.21

3 1538 3072 0.31 10.12 0.33

4 6146 12288 0.98 7.98 1.14

5 24578 49152 3.59 7.31 4.44

Tabelle 3: Ergebnisse der Matrix-Vektor-Multiplikation der Galerkin-Matrizen des Einfach-
und Doppelschichtpotentials der Laplace-Gleichung. Angabe der Zeit in 10~2 Sekunden.
Angabe pro DOF in 1075, Die Genauigkeit der Approximation betrug stets 104,
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Speicheraufwand

Den Speicheraufwand kann man grundsétzlich auf zwei Arten vergleichen. Bei fixiertem
e-Rang wird der Speicheraufwand bei einer uniformen Verfeinerung des Gitters angege-
ben. Hier erwartet man bei den H-Matrizen einen Anstieg mit etwa N log N und bei den
H?-Matrizen mit N. Die Ergebnisse des Speicheraufwandes fiir das Einfach- und Doppel-
schichtpotential sind in Tabelle 4 angegeben.

H-Matrix

Verfeinerung | Knoten | Dreiecke V| pro DOF K

0 26 48 0.02 0.4 0.01

1 98 192 0.33 1.73 0.15

2 386 768 3.80 5.07 2.53

3 1538 3072 | 24.92 8.31 | 22.98

4 6146 12288 | 147.13 12.26 | 157.85

5 24578 49152 | 769.65 16.03 | 958.51
H?-Matrix

Verfeinerung | Knoten | Dreiecke V | pro DOF K

0 26 48 0.02 0.4 0.01

1 98 192 0.33 1.74 0.18

2 386 768 2.28 3.04 1.96

3 1538 3072 9.75 3.25 9.43

4 6146 12288 | 38.81 3.23 | 33.99

5 24578 49152 | 151.21 3.15 | 111.39

Tabelle 4: Ergebnisse fiir die Approximation des Einfach- und Doppelschichtpotentials der
Laplace-Gleichung bei einer vorgegebenen Genauigkeit von 10~4. Angabe pro DOF in KB.

Andererseits kann der Speicheraufwand bei fixiertem Gitter in Abhéngigkeit der Genauig-
keit betrachtet werden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5 zu finden.

€ Vv K

H H? H H?
1073 | 61.74 | 25.00 | 54.89 | 21.68
107% | 88.07| 3881 | 75.26 | 33.99
107° | 118.39 | 60.48 | 99.79 | 51.32
107 [ 155.22 | 85.35 | 124.3 | 71.99
10-7 | 193.74 | 116.91 | 150.86 | 96.71

Tabelle 5: Ergebnisse fiir die Approximation des Einfach- und Doppelschichtpotentials
der Laplace-Gleichung bei vorgegebener Genauigkeit. Verwendet wurde das Gitter der 4.
Verfeinerung.
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Teil 11
Radiale Basisfunktionen

Gitterfreie Methoden stehen in letzter Zeit im Fokus der aktuellen Forschung. So wurden
zum Thema radiale Basisfunktionen (RBF) zahlreiche Paper zur Losung von partiellen
Differentialgleichungen (siehe z.B. [17]) bzw. zur Rekonstruktion von Oberflichen (siehe
z.B. Grzibovskis [24]) veroffentlicht. Den Grundstein der Theorie fiir radiale Basisfunktio-
nen legte Zongming, 72|, woraufhin sich das Interesse signifikant steigerte. Bereits 1994
trug Wendland in seiner Diplomarbeit, [68], einen wesentlichen Teil zur Entwicklung bei
und veréffentlichte 2004 sein Buch, [69], iiber “Scattered Data Approximation”. Einen be-
trachtlichen Anteil leistete zu dieser Zeit auch Fasshauer, welcher sich zu Beginn nidher mit
der Hermite-Interpolation auf Kugeloberflachen beschéftigte.

Auf diesen Ergebnissen bauen die Arbeiten [22] und [23] von Fuselier auf. Er beschéftigt
sich dort mit der Konstruktion von divergenz- und rotationsfreien matrixwertigen radia-
len Basisfunktionen, deren nativen Rdumen und Erweiterungen, nebst Eigenwerten der
Interpolationsmatrix.

Ziel des Kapitels ist es, mit Hilfe der Basisfunktionen fiir vektorwertige elliptische partiel-
le Differentialgleichungen néherungsweise partikuldre Losungen herzuleiten und fiir diese
Fehler- und Stabilitatsabschétzungen zu gewinnen.

Im Verlauf des Kapitels wird eine weitere Klasse von matrixwertigen radialen Basisfunk-
tionen behandelt, deren Eigenschaften es ermoglichen partikulére Losungen fiir elliptische
Differentialgleichungen anzugeben, vorausgesetzt die gesuchte Losung erfillt gewisse Ei-
genschaften.

Fiir die Anwendung auf das Schédigungsmodell im Konzept der BEM wird in Kapitel 7.4
die Kopplung mit der BEM zusammen mit der entsprechenden Gebietszerlegung diskutiert.
Auf der numerischen Seite wurde ein Krylov-Verfahren entwickelt, welches sowohl im Kon-
text der radialen Basisfunktionen als auch zur Invertierung der Galerkin-Matrix des Ein-
fachschichtpotentials der BEM Einsatz findet. Die Anwendung der hierarchischen Matrizen
wird ebenfalls auf den RBF-Kontext durchgefiihrt. Mit Hilfe der asymptotischen Glattheit
kann gezeigt werden, dass eine Niedrigrangapproximation moglich ist.

4 Grundbegriffe

Mit X wird stets eine Menge von N Punkten z; € R? bezeichnet sowie die Werte einer
stetigen Funktion f : R? — R? mit ¢;, also f(z;) = ¢j, j = 1,..., N. Aus welchem Raum
die Funktion stammt, spielt hier zunéchst keine Rolle.
Eine reelle Funktion ¢ : R? — R wird als radiale Basisfunktion bezeichnet, falls der Wert
der Funktion nur vom Abstand des Punktes vom Ursprung abhéngt. Es muss also eine
Funktion ¢ : Ry — R mit ¢(x) = ¢(r), 7 = ||z||, existieren. Es gibt einige Vertreter mit
mehr oder weniger grofen Vorteilen:
e Die Gauf’sche radiale Basisfunktion
~ 2

p(r) = e

mit Parameter o > 0. Als C'°°-Funktion eignet sie sich insbesondere zur Interpolation
von C*°—Funktionen.

e Wendland-Funktionen ¢, 1, welche definiert sind durch
Gi(r)=(1-7),, 1N
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und
On(r) = Ik¢[n/2J+k+1(T), keN
mit
Ig?)(r): /sqb(s)ds ,r>0'
Zo(—r) , <0

Diese Funktionen haben einen kompakten Triger und liegen in C2*.

e Hardy Multiquadrics

d(r) = (1)1 (2 4 42)”,
B>0und 8 ¢ N.

e Inverse Multiquadrics
o) = (24177,
B >d/2.

e Thin Plate Spline

o(r) = (=) 1og (r), ke N.

e cinfache Potenzen

(;;(r) = (—1)(5/217“6, B >0und 8 ¢ N.

Definition 79 (Gitternorm). Es sei X eine Menge von N Punkten und 2 ein beschrénktes
Gebiet mit X C €. Die Gitternorm von X beziiglich €2 ist definiert durch

hx.q =sup inf ||z — x|, .
a=sup inf o=,

Bemerkung. Definition 79 macht nur fiir beschrankte Gebiete Sinn, da sonst h x o unendlich
ist.

Die Gitternorm kann vielfach geometrisch interpretiert werden. Eine mogliche Veranschau-
lichung ist die folgende: Fiir alle z €  existiert ein Punkt x;« € X, welcher hochstens
hx o von x entfernt ist.

Definition 80 (Separationsradius). Es sei X eine Menge von N Punkten. Der Separati-
onsradius von X ist definiert durch

1 .
qx = irﬁggllfﬂj — g, -

Es gilt stets gx < hx n. Viel wichtiger ist jedoch das Verhaltnis

Bemerkung. px o ist ein Maf dafiir, wie gleichméfig die Punkte in 2 verteilt sind. Existiert
z.B. ein ,Loch®, so gilt beispielsweise px o > 1.
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Nativer Raum

Definition 81 (reproduzierender Kern). Es sei H ein Hilbertraum von Funktionen
f: Q>R

mit Skalarprodukt (-,-)z. Eine Funktion ® : Q x @ — R wird reproduzierender Kern fiir
H genannt, falls

1. ®(-,y) € H fiir alle y € €,
2. f(y)=(f,®(,y)) g fir alle f € H und alle y € Q.
Das folgende Korollar liefert Existenz und Eindeutigkeit eines reproduzierenden Kernes.

Korollar 82 ([69]). Es sei H ein Hilbertraum von Funktionen f : Q — R mit Dualraum
H*.

1. Falls ® ein reproduzierender Kern fir H ist, so ist er eindeutig.

2. H besitzt einen reproduzierenden Kern genau dann, wenn die Punktauswertungen
8y(f) = fly) fir f € H in H* liegen fiir alle y € Q.

3. Falls H den reproduzierenden Kern ® besitzt, gilt
‘I)(x, y) = (q)(v .%'), q)(a y))H = (5337 5y)H*

Die Eigenschaft ,positiv definit” aus dem vorangegangenen Kapitel tibertrégt sich in diesem
Fall auf natiirliche Weise:

Definition 83. Es sei @ : R? x R? — R eine stetige Funktion. ® ist positiv definit, falls fiir
alle N € N die Menge X = {x1,...,zn}, bestehend aus paarweise verschiedenen Punkten
und fiir alle o € RV\{0}

N N
ZZaiajCI)(xi,wj) >0
i=1 j=1

gilt.
Die Definition besagt insbesondere, dass die Matrix Ag x € RV*N  definiert durch
(Ao x)ij = ®(xi, z5)

positiv definit ist.
Betrachtet man fiir eine Menge X = {x1, ..., zn }, bestehend aus NV paarweise verschiedenen
Punkten, die Definition 83, so folgt fiir & € RV mit Korollar 82

2

N
2
== Z a]6$3 2 07
Jj=1 H*

N N N N

ZZO@O&]‘(I)(@"Z',HJ]‘) = Zai(Sgci,Zaj(Swj
i=1 j=1 i=1 j=1 e
dass der reproduzierende Kern positiv semidefinit ist. Die Ungleichung ist sogar strikt,

falls zusdtzlich gefordert wird, dass die Punktauswertungen 4, linear unabhéngig sind.
Demzufolge wére der reproduzierende Kern positiv definit.
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Korollar 84. FEs sei H ein Hilbertraum von Funktionen f : Q — R mit reproduzierendem
Kern @ : Q x Q — R. © ist positiv definit genau dann, wenn die Punktauswertungen linear
unabhdngig sind.

Die Konstruktion des sogenannten nativen Raumes fiir einen Kern ® erfolgt zunéchst iiber
eine Zwischenstufe. Sei Hilbertraum H mit einem stetigen, symmetrisch positiv definiten
reproduzierendem Kern ®. Dann sind Elemente der Form

N
f= Zajq)('axj)
j=1
in H enthalten mit X = {z1,...,any} C Q, denn

N N N N
IAE =D ogon (C,2), (- 2n) = > > ojoag®(ay, o) <oo.  (36)

J=1k=1 j=1k=1
Es liegt folglich nahe, den Raum
Fy(€) = span {®(-,) : y € Q)

zu definieren und mit dem Skalarprodukt

Ny Ny Ny Ng
(F, D) roi) = | D i®Co25), > Br® (-, yr) =3 ) i B®(xj, yk),
= k=1 =1 k=1

F3(92)

mit X = {z1,...,on,} CQund Y = {y1,...,yn, } C Q zu versehen (Korollar 84).

Durch den Abschluss von Fg(£2) beziiglich der von (-, ), (o) induzierten Norm wird ein
entsprechender Raum Fg(2) konstruiert. Um eine Funktion f € Fg(€2) punktweise aus-
werten zu kénnen ,wird

f(@) = (f, (-, 2)) gy () - filr alle f € Fo(R2)
definiert und die zugehorige Abbildung durch
R: f@(ﬂ) - C(Q)v = (f7 (I)(ax))Fq,(Q)
bezeichnet.

Definition 85. Es sei @ : 2 x 2 = R ein symmetrischer und positiv definiter Kern. Der
zu ® gehorige native Hilbertraum ist durch

N3(Q) = RF ()
definiert, mit innerem Produkt

(f: DN () = (RS, R_lg)Fé(Q)‘

Satz 86. Es seien @ : Q) x Q — R ein symmetrischer und positiv definiter Kern und H
ein Hilbertraum mit Funktionen f : Q — R. Ist ® der reproduzierende Kern fiir H, dann
ist H= Ng(Q) und das innere Produkt ist gleich.

Der native Raum spielt eine wesentliche Rolle bei Fehlerabschédtzungen, ist aber auf der
anderen Seite sehr restriktiv und ist als Funktionenraum sehr eng. Deswegen wurde von
H. Wendland in [69] ein Verfahren entwickelt, den nativen Raum zu verlassen, um so
auch Funktionen aus Sobolev-R&umen interpolieren zu kénnen und Fehlerabschétzungen
anzugeben.
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5 Matrixwertige radiale Basisfunktionen

Matrixwertige radiale Basisfunktionen sind ein neues Gebiet der Theorie der radialen Ba-
sisfunktionen. Zu den in Abschnitt 5.1 bereits bekannten divergenz- und rotationsfreien
matrixwertigen radialen Basisfunktionen wird ein neuer Typ, passend zum Lamé-Operator,
konstruiert. Fiir diesen wird in Kapitel 5.2 die Stabilitdtsaussage hergeleitet, und soweit
moglich, der native Raum charakterisiert. Da aber im Kontext der Aufgabe eine parti-
kuldre Losung zu konstruieren auch Fehlerabschiatzungen beziiglich einer Sobolev-Norm
wiinschenswert sind, wird die Aufgabe aus der Sicht einer verallgemeinerten Hermite-
Interpolation betrachtet. Die Eindeutigkeit der partikularen Losung wird durch zusatzliche
Randbedingungen gesichert.

5.1 Grundbegriffe und Konstruktion

Zunichst wird unter einer matrixwerten Funktion ® : R — R3*3 eine gewohnliche Funk-
tion verstanden, deren einzelne Komponenten in einer Funktionenklasse liegen. Die Ein-
schriankung auf R? ist dabei rein problembezogen; es wiiren auch andere Fille denkbar. Die
Definition der positiven Definitheit tibertragt sich in folgender Weise:

Definition 87. Es sei ® : R3 — R3*3 eine stetige symmetrische matrixwertige Funktion.
® ist positiv semidefinit, falls fiir alle N € N die Menge X = {x1,...,zn}, bestehend aus
paarweise verschiedenen Punkten, und fiir alle oy € R?, i =1,.... N

N N
Z Z oz;-rq)(xj —zg)ag >0 (37)
=1 k=1

gilt. Ist Gleichung (37) strikt fiir o = (o ,...,a)" € R3¥\{0}, so wird ® positiv definit
genannt.

In Narcowich und Ward, [48], wurden erstmals divergenzfreie Interpolanten eingefiihrt. Die
Konstruktion erfolgte tiber eine entsprechende inverse Fouriertransformation. Es stellte sich
heraus, dass die Konstruktion selbst einfach ist:

Dyiv = (~AI+VV ),

wobei V der Gradient, und A = V'V der Laplace-Operator und ¢ € C? eine gewthnliche
radiale Basisfunktion ist. Die konstruierte Funktion ist eine matrixwertige Funktion

Dgiy : R? — R

mit divergenzfreien Spalten. Ein Interpolant der Form

N
9(@) =) Paiv(x — i)y (38)
=1

ist folglich divergenzfrei. Divergenzfreie Interpolanten mit Funktionen mit kompakten Tré-
gern wurden von S. Lowitzsch, [41, 42|, eingefiihrt. Anstelle von globalen radialen Basis-
funktionen fanden Wendland-Funktionen Verwendung.

In Fuselier, [22, 23], werden zusitzlich rotationsfreie matrixwertige RBF definiert. Ahnlich
wie im Fall der divergenzfreien matrixwertigen radialen Basisfunktionen wird iiber

(I)curl = VVT ¢
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eine matrixwertige radiale Basisfunktion definiert, deren Spalten rotationsfrei sind. Ein
Interpolant in der Form

ist rotationsfrei.
Fiir beide Typen ist es moglich unter bestimmten Voraussetzungen die positive Definitheit
nach Definition 87 zu zeigen.

Satz 88 (|23, 40]). Es sei ¢ € C? eine positive definite radiale Basisfunktion auf R3.
Zusitzlich seien ¢ und —A¢ in L1(R3). Dann sind ®qiy und @y positiv definit.

Als Folgerung erhélt man direkt, dass das Interpolationsproblem eindeutig 16sbar ist. Die
Definition 81 iibertragt sich in natiirlicher Weise.

Definition 89. Es seien Q C R3 ein Gebiet und H ein Hilbertraum von Funktionen
f: Q — R3. Eine Funktion ® : Q — R3*3 wird reproduzierender Kern fiir H genannt, falls

1. (- —y)c € H fiir alle y € Q, c € R3,
2. c"fly) = (f,®(- —y)c)y fiir alle f € H und alle y € Q, ¢ € R3.
In der Definition des nativen Raumes wird die Abbildung R zu
R:Fo(Q2) = C(Q), R(f)j(z)=(f,2(- —x)ej)a, 1=1,2,3

abgedndert und iibertragt sich danach in analoger Weise. Fiir die beiden Klassen von
matrixwertigen radialen Basisfunktionen ergeben sich folgende Charakterisierungen der
nativen Rdume:

Satz 90 ([22, 40]). Es sei ¢ € C*(R3) eine positiv definite Funktion mit ¢, —A¢ € L1(R3).

FEs sei
Gaiv = { f € (L1(R*) N C(R?))? / F(&)* Bai ()T F(€) dE < 00 und ef £(€) =0 foi.
R3

mit der Bilinearform

(f, 0)gu, = (2m)" / GE) B (€)' F(6) e

R3

versehen, wobei e¢ der Einheitsvektor in Richtung & und <I;.;,(-)Jr die pseudoinverse Matrix
ist. Dann ist Gaiy ein Hilbertraum mit Bilinearform (-,-)g,., und reproduzierendem Kern
Daiv und es gilt

Nay, = Gaiv-

Es seq
o ={ € (La®) N CE) [ O Tamil©) F€)d < o0

und f(€) = ech(€),h € LZ(Rg)}
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mit der Bilinearform

—

(f, 9)gun = (27) 2 / §(E) T (€)F F(6) de

R3

versehen, wober e¢ der Einheitsvektor in Richtung § und <I>/Cu\r1()+ die pseudoinverse Ma-
triz ist. Dann ist Geyn ein Hilbertraum mit Bilinearform (-,-)g,,., und reproduzierendem
Kern @y und es gilt No = Geunl- Sei weiter s > 3/2 und <2> erfiille zusdtzlich die
Abklingbedingung

curl

cr(1+[€)3) 75D < §(€) < ea(1+ [|€]17) . (39)
Dann gilt
Gaiv = {f € (H*(R%))®: 3g € (H*T(R?))® mit V x g = f},
Geurt = {f € (H*(R?)) : 3g € H*"(R®) mit Vg = f}.
Die Charakterisierung der nativen Ridume als Sobolev-R&ume ist der erste Schritt, um

geeignete Fehlerabschétzungen formulieren zu kénnen. Um diese Identifizierung zu ermog-
lichen, ist die algebraische Abklingbedingung (39) unerlésslich fiir den folgenden Satz.

Satz 91 ([23|). Es seien k eine positive ganze Zahl, 0 <17 < 1,1 <p<oo, 1 <g< oo
und o ein Multiindex mit k > |a| + 3/p oder p =1 und k > |a| 4+ 3. Weiter seien X C Q
eine Menge von Punkten mit Gitternorm hx q, s =k + 7 und B eine positive ganze Zahl
mit 3/2 < B < s. Wenn f € (HP(2))? eine divergenzfreie Funktion ist, dann gilt

1/2—1 s—
1F = sxllweays < CRA 27 0381l asayys

wobei i eine reelle Zahl mit 0 < p < S und

<x>+:{‘”” e

0 sonst

18t.
Sind |B] > 3/2 und B < s und f € (H?(Q))? eine rotationsfreie Funktion, dann gilt

1/2—1 S
1f = s xllweays < CPA 2T 03 81l o

Fiir die Stabilitat des Interpolationsprozesses geniigt die Untersuchung des kleinsten Ei-
genwertes um die Konditionszahl der Interpolationsmatrix zu erhalten. Betrachtet werden
hierbei eine gegebene Menge von Punkten {xz}f\il = X C 9, gegebene ¢, € R? und
Koeffizienten oy, € R? fiir k = 1, ..., N. Das Interpolationsproblem lautet: Finde oy, mit

Z i)y =cj, firj=1,...,k

oder in Matrixform
Ap xa=d

mit @ = (af ,...,al)’ € RN und ¢ = (¢],...,c})" € R3N. Der grofite Eigenwert der

Matrix Ag x lésst sich mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin nach oben durch N ||®(0)|
abschatzen. Um die Konditionszahl

max A<I’ X)

)= et 3], = e

abschétzen zu kénnen, wird also nur der kleinste Eigenwert benotlgt.
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Satz 92 (|22]). Es seien ¢ eine gerade, positiv definite Funktion mit positiver Fourier-

transformierter ¢ € C(R3) und

~

M(o)= inf ().

[€ll;<e
Fiir den kleinsten Figenwert der Interpolationsmatriz gilt

o )5/2 ( M(o)r

. ) > — AT /(= /o)
/\mm(AX,‘Pdw) = <167T 477)"F(5/2)7

wobei o > é/qX fiir eine von ¢ und X unabhdngige Konstante C.
Fiir den kleinsten Figenwert der Interpolationsmatriz gilt

o2 \*? M(o)m
Amin (A . > | —= (ANRT(E /O)’
(Axoen) <167T> (4m)"T(5/2)
wobei o > é/qX fiir eine von ¢ und X unabhdngige Konstante C.

In der Arbeit [40] von Lowitzsch, werden die Konstanten fiir die Wendland-Funktionen
@3, explizit hergeleitet. Es ergibt sich als Schranke fiir den kleinsten Eigenwert

)‘min(AX@div) > ng(kil’

wobei ¢ von der Dimension des Raumes d abhéngig ist.
Fiir die in Kapitel 5.2 vorgestellten matrixwertigen radialen Basisfunktionen des Lamé-
Operators konnen dhnliche Abschitzungen hergeleitet werden.

5.2 Konstruktion partikuliarer Losungen fiir die Lamé-Gleichungen
Im Folgenden werden zwei Methoden zur Konstruktion einer partikuldren Losung vorge-
stellt.

5.2.1 Konstruktion mittels ®4;, und @,y

Sei u : Q — R? eine Funktion und Q C R3 ein Gebiet mit geniigend glattem Rand.
Betrachte die Gleichung der linearen Elastizitdt

Lu(z) = —pAu(z) — (A + p)grad divu(z) = f(z)

fir x € Q mit den Lamé-Konstanten

FEv E

A AT 0=y P T 2w

Die divergenz- und rotationsfreien RBF aus den vorherigen Kapiteln sind

Dy (¢) := (—AI + VV ) € R®*3,
Beui(9) := —VV ' ¢ € R33

bzw. ihre vektorwertigen Pendants ®giy (4)c und ®¢yp(¢)c mit ¢ € R3 konstant und ¢ eine
geniigend differenzierbare RBF. Die zusétzliche Kennzeichnung der generierenden Funktion
¢ bietet fiir die Herleitung die bessere Notation. Es gilt weiterhin

div(®giv(¢)c) = 0, Ve € R? (40)
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und

curl(Peyr1(d)e) = 0, Ve € R3. (41)
Ziel ist es nun eine partikuldre Losung fiir die spezielle rechte Seite

[ = <I>div(¢)c bzw. f = <I>curl(¢)c

herzuleiten.

Herleitung fiir ®4;,(¢)c
Betrachte als Ansatz fiir u eine Funktion der Form
u = Pgiy (Y)c
fiir eine genligend differenzierbare Funktion 1), so folgt
—pAu — (A + p)grad divu = —pAu.

Weiter gilt

A(@giv(Y)e) = Paiv(At)e (42)
wegen
5 3
A@aiv(1h)e) = [ A (=659 + 02,02, ¢
Jj=1 =
3 1 3
= | D (05 A(AY) + 0,0, (AY)) ¢
j=1 i=1

= (I)div(AQzZ))C

und somit

— Ay = —u®giy (AY)e = Pgiy(@)e.

Falls nun gilt
AY(z) = ¢(x), z € R3,

so folgt
1
L <—u> = (I)div(gb)c.
7

Herleitung fiir ®.,1(¢)c
Betrachte als Ansatz fiir u eine Funktion der Form
U = Peur1(Y)c
fiir eine geniigend differenzierbare Funktion v, so folgt wegen der Identitét
curl curly = graddivu — Au =0
die Gleichung

—pAu — (A + p)graddivu = —(A + 2p)Au — (A + p)(grad dive — Au)
= — (A +2u)Au.
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Falls nun wie oben

Ay(z) = p(z), = € R
gilt, so folgt

Satz 93. Seien in
Lu(z) = —pAu(z) — (A + p)grad divu(z) = f(z)
die Funktion f gegeben durch

f = (I)div<¢)c bzw. f = q)curl(¢)c7

dann sind die Funktionen

1 -1

=—o iv b . = 7(I)cur
w= = P baw. 1 = B (e

Lésungen der Gleichung Lu = f, falls Ay = ¢ gilt.

Die Forderung nach einer Losung von Ay = ¢ kann auf die Losung der gewohnlichen
Differentialgleichung

e (75 ) ) = o0

fiir radiale Funktionen ¢ und ¢ tiberfiithrt werden.

Konkrete RBF

Betrachtet man die inversen Multiquadrics

Be(r) = (14 (er)®) %2,
so ist

ch = ¢c

zu 16sen. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ohne Randbedingungen liefert eventuell
auch singulare Losungen. Um dies zu vermeiden, seien die Funktion v eine radiale Funktion
und die Ableitungen in 0 entsprechend vorgegeben, so dass keine Singularitét in 0 entstehen

kann. Man erhalt z.B.
—arcsinh(cr)

Ye(r) =

c3r
Es ergeben sich die Funktionen

2,2 .

2 (s — e i#i
CT‘(Qsz,i-l* (7“27:1:%) (202 (Tzfx?)Jrl)Jer%)f(Sx%frz) (02r2+1)3/2arcsinh(cr)
A3r5(c2r2+1)3/2

—Paiv(¢e) i# 7,
c(3cai4222 (2 (r2—a?)+1)—(r?—a?)(c?(r2—22)+1))

(I)curl(¢c) =< Bri(c2r241)3/?

4 (r23:c?)arcsinh(cr)>

c3rd

q)div (¢c) =
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Konstruktion der partikuldren Lésung

Man geht wieder von der Gleichung
—pAu(z) — (A + p)graddivu(z) = f(z)

aus und sucht eine partikuldre Losung u fiir f. Ist eine Helmholtz-Zerlegung von f in der
Form

f = fdiv + fcurly

wobei fgiy und feu in den entsprechenden Sobolev-Raumen fiir die matrixwertigen radialen
Basisfunktionen ®g4;, und @, liegen, gegeben, so ist eine Interpolation moglich.

Satz 94. Seien Q C R? ein Gebiet mit gendigend glattem Rand, k eine positive ganze Zahl,
0<7<1,1<p<oo 1<q<oo0unda ein Multiinder mit k > |o| + 3/p oder p =1
und k > |a| + 3. Weiter seien X C Q eine Menge von Punkten mit Gitternorm hx q,
s =k+ 7 und B eine positive ganze Zahl mit 3/2 < § < s. f sei in einer Zerlequng der
Form f = faiy + feur1 mit faiy € (HP(Q))? divergenzfrei und fonm € (HP(Q))? rotationsfrei
gegeben. Dann gilt

—u—3(1/2—-1 S—
Hf - Sf,X"(Wg(Q))3 < Ch?{)gl; (t/ /q)+ﬂx,g HfH(Hﬁ(Q))3 )

wobei p eine reelle Zahl mit 0 < u < B und

<x>+:{“”“ te

0 sonst

sind. Die entsprechende partikuldre Losung ist nach Satz 93 gegeben.

Beweis. Verwendet man Satz 91 mit den entsprechenden Fehlerabschidtzungen und den
Voraussetzung an das Gebiet, erhdlt man die Fehlerabschitzung fiir den Interpolanten.
Danach wird Satz 93 benutzt, um eine partikuldre Losung anzugeben. O

Bemerkung. Die in Satz 94 hergeleitete Fehlerabschétzung bezieht sich auf den Interpolan-
ten. Fiir eine Fehlerabschéitzung der partikuldren Losung selbst fehlt in diesem Fall die
Eindeutigkeit. Seien u; eine exakte partikulére Losung zu Luy = f und us eine nach Satz
93 konstruierte partikuldre Losung. Das Beste, was man in diesem Fall erwarten konnte,
ware eine Abschétzung der Form

inf flug —ug 4 ul| < ChL % inf [l 4 ul.
uEKern(ﬁ)” ! 2 H - X7QpX’QuEKern(£)|| 1 ||

5.2.2 Konstruktion mittels ®y,,,¢

Die in [22, 40] eingefithrten matrixwertigen radialen Basisfunktionen sind mittels Differen-
tialoperatoren konstruiert worden. Definiert man

6 0 0
(I)triv:0¢0
00 ¢

als die triviale matrixwertige radiale Basisfunktion, als Erweiterung des skalarwertigen
Falles, und ldsst den Lamé-Operator

— Ay (2)e — (A + p)grad div Dy (2)e, ¢ € R?
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auf diesen wirken, so wird

(@Lamé)ij = _51]/~LA¢ - ()\ + N)az]¢7 27] = 1a 27 3

eine aus dem Differentialoperator generierte matrixwertige radiale Basisfunktion konstru-
iert. Fir diese Stellen sich zunéchst die Fragen, ob das Interpolationsproblem eindeutig
16sbar ist und ob die Interpolation stabil ist. Weitere Fragestellungen liefern die nativen
Ré&umen und die Fehlerabschéatzungen.

Eindeutigkeit der Interpolation

Eine der wichtigsten Eigenschaften einer matrixwertigen radialen Basisfunktion ist die
positive Definitheit. Im Allgemeinen kann diese Eigenschaft fiir die Klasse ®p,m¢ nicht
hergeleitet werden. Betrachtet man jedoch eine positiv definite radiale Basisfunktion, kann
die Eigenschaft unter bestimmten Voraussetzungen gefolgert werden.

Satz 95. Es sei ¢ € C? eine positive definite radiale Basisfunktion auf R3. Zusditzlich seien
¢ und —A¢ in Li(R3). Dann ist ®pame positiv definit im Sinne von Definition 87.

Beweis. Zu zeigen ist Definition 87. Sei N € N und X = {z1,...,2x5} C R? eine Menge
von Punkten und o; € R?, i = 1,...,N. Ziel ist es ®rame mit Hilfe der inversen Fourier-
transformation darzustellen. Zunéchst gilt nach dem Satz von Bochner, [69], dass mit ¢
auch —A¢ positiv definit ist. Weiter ist —A¢ stetig und nach Voraussetzung in L;(R3).
Die Voraussetzungen von Korollar 6.12 aus [69] sind erfiillt. Die Fouriertransformation ist
somit nicht negativ und liegt in L;(R3). Fiir die Fouriertransformation ergibt sich

Frame(€) = (1 lIEI3 35 + N+ w)it)

1,j= 123

Betrachtet man

N N
2m) Pl Ax @y = 2m) 2D 0> ) Prame(ai — x)ay

i=1 j=1

I
Mz

N
S>> a7 | [ sl explia] €) exp(-ia] €1 |

1j=1

.
I

R3
N
= D ol (A + wEE () + nll€l3 16(8)) expliz] €) exp(—ix &)aydé
g3 =17=1
N * X N
= (\/A + 1Y ogexp(—iz) 5)) ) | A+ 1) ajexp(—izf€) | d¢
R3 i=1 j=1

* N
/ (fzoczeXp m:Tg)) 1115 1(€)  Vie D oy exp(—izj &) | dé
j=1

R3
2
/WZ& a; exp(—iz] €)| H(§)d¢
R3 ,
+ / lel2 || v Zazexp (-] 6)|| de)de > 0,
2




5.2  Konstruktion partikuldrer Lésungen fiir die Lamé-Gleichungen 83

so erkennt man, dass die erste Forderung der Definition erfiillt ist. Es muss noch gezeigt
werden, dass aus o' A X, ®pame @ = 0 direkt o = (0,0, 0)" folgt. Fiir den ersten Summanden
wird [69, Lemma 6.7] verwendet und fir den zweiten [22, Lemma 1|. Die Lemmata sagen
aus, dass falls Terme der Form

N N
ZET%‘ exp(—iz; £) und Zai exp(—iz; &)

i=1 i=1

auf einer offenen Menge des R? verschwinden, bereits a; = 0 gelten muss. Um eine offene
Menge zu finden wéhlt man ein & # 0 mit ¢(§p) > 0. Es folgt, dass eine offene Umgebung
U von & existiert, in der ¢(&y) > 0 gilt. Es muss

N
VIS agexp(—iz]€)

i=1

N
VAt ,uZﬁTozi exp(—im?£)| =0 und
=1

'zOfﬁrallefGU

gelten. Aus den Lemmata folgt o; = 0. O

Satz 96. Seien die Voraussetzung aus Satz 95 erfillt. Das Interpolationsproblem zu gege-
benen Werten fi, ..., fx € R3 und Stiitzstellen X = {x1,...,an} C R? einen Interpolanten
der Form

N
srx(r) =) Prame(e — z))a;
i=1

zu finden, wobei die Koeffizient {aj}j—1,. N C R3 aus dem Gleichungssystem
spx(r) =fi, 1<i<N

bestimmt werden, ist eindeutig l6sbar.

Stabilitat

In Kapitel 5.1 wurde eine Abschétzung fiir den kleinsten Eigenwert der Interpolationsma-
trix fiir divergenz- und rotationsfreie radiale Basisfunktionen gegeben. Den Arbeiten von
Wendland und Fuselier, [22, 69], folgend wird eine Funktion ¥ gesucht, fiir welche

N N
Z a;rq)(xj —xp)ag > Z a;»r\I/(:Ej —xp)ag >0 HaHg fiir alle a; € R,
Jik=1 gk=1
wobei a = (af,...,a))" ist und das @ einfacher zu bestimmen ist. Ein solches 6 ist

offensichtlich eine untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert. Wegen
OéTAqu)Laméa

N
_ / VA S € g exp(—ia] €)
=1

R3

2

3(6)de + / )2
RS

2

P(€)d¢
2

N
VA ajexp(~ia] €)
=1

geniigt es ein 9 zu finden mit qAS > 1&, mit dessen Hilfe das entsprechende ¥ konstruiert
wird. Ein Weg dieses ¥ zu konstruieren, ist die charakteristische Funktion der Kugel der
Dimension d mit Radius ¢/2 um 0, genannt Xg,d; gefaltet mit sich selbst. Um die Funktion
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1 zu erhalten, wird die inverse Fouriertransformation angewandt. Eine allgemeinere Be-
schreibung der Anforderung an 1 bzw. ¢ findet sich beispielsweise in [46]. In [69], Kapitel
12, wird die inverse Fouriertransformation berechnet zu

(1‘) _ o d/2J HxHQU
2B |||, s\ 2

mit der Bessel-Funktion erster Gattung

>

)2r+d/2

0=y
= T(5 +r+ 1)l

Satz 97. Seien Y, = X% g bzw. 12?, =XZ2d*XZd und die auf den d-dimensionalen Raum
z
erweiterte matrizwertige radiale Basisfunktion

(\IjLame) = (>\ + M) ijd}a - 6ij,uA¢m ,j=1,... ,d
gegeben. Dann gilt die Darstellung
Upame = —B(@)(A+ pax " +dullz(l3 1) — A(@) A+ (d+ D),

wobei

Fiir die Eigenwerte von Wiame gilt

—pd ||||3 B(z) — A(x)(A + (d+ 1)) , Vielfachheit d — 1,
—(B(x) ||lz|l3 + A(z))A+ (d+ 1)p) , Vielfachheit 1.

Beweis. Zunidchst werden die partiellen Ableitungen von ), berechnet:

o i) o\ [T
0w £ Dy <<4wuxn2> J‘W( 2 )
d/2 _
o\ 0 ((llelyo ™ (o
8w 8$k 2 2 2
d/2 —
(N (Melao T (alo o
8 2 T\ 2 ) 2z,
Ty 8 2 =R
o2\ @HD/2 [ oy N —(d42)/2 2l o
() () ()

= —xk27r)2%7d+2.

und

0

o Yo = —TkATX 2 4 X2 dt2-
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Weiter gilt

0? 3 3 3 2 3
@% = —4mXg.q Xg.a+2 + 248 <<X;’,d+2) +Xga- X‘;,d+4>
ke
und
0? 9 . 2 .
dx; 0y, Yo = xjx) 8T (X%,dw) + XZ.d*Xg,d+4a

fiir 7 # k. Durch Einsetzen in die Darstellung

(VLame)ij = —(A + 1)0ij e — 6ijppAthy
= —(1 = 0i))(A + waix; B(x) — 65(A + p)(A(z) + 27 B(x)) — dijdu(A(x) + ||=||3 B(x))
= —(A + pzix;B(x) — dijdp|z])3 B(x) — 6ij(A + (d + 1)p) A(x)

oder in Matrix-Form
Upame = —B(@) (A + paz” +dp |23 1) — A@@)(A+ (d+ D)L

Die Eigenwerte der Matrix berechnen sich durch Multiplikation der Matrix mit Vektoren
aus

vt ={yeR’: (y,z) =0}

und z. O

Lemma 98. Es gilt

Q)| <2 (2 RICTA T
- 8 2 ’

o2 Bl <27 (2 (el
2 - 8 2 '

Beweis. Der Beweis folgt durch Abschéitzen der Ableitungen. Zusétzlich wird das folgende
Ergebnis benétigt, [47]: Fiir d = 1,2, ... und fiir alle z > 0 gilt

2d+2

J2(2) < )
%(z)* 2T

Ein Vorgehen wie in [21] liefert:

B@)| = 4r (02)“1 (Hﬂcllza)‘“ 7y (B2 s (L))
8 2 2 2 2 2
< 4r (o?)d“ (Hwnw)-d—l (2“3)
B 8 2 mlzlly %

d+1 —d—2
_ 9d+5 072 [zlly 0
8 2 ’
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Fiir |B(x)| folgt

2122 ) o2\ |:c||2 2 (alye
8m ||fUH %d+2_87T ||3U”2 g J% T
2\ d+2 —d—2 d+4
) qu 2
= 8 ol (&r) ( ) ) <7r||arH2"
2
+2 —d—3
o 2], 0
— 2 a (8) ( : )
+1
_ git6 ||, o
87r 2

und
9 2. . 2 2 o2\ [zlly o i
87 ||zl Xg,aXg,ara = 87" llzllz | o~ 5
[zlly o [zlly o
<8 2”1,”2 02 2 ”‘rHQO— —2 2d+4
T ha -
- 2\ 87 2 ||z, §
d+1 —d—1
s llzl o
871' 2
und somit

o2 B <20 () (Mo )™
2 ] 2 ’

Fiir das angewendete Verfahren werden zunéchst die Eigenwerte von Wy,n,¢ nach oben
abgeschétzt. Betrachtet wird der betragsmafig grofite Eigenwert

—(B(2) llz[l3 + A(2))(A + (d + D)p).

O

Korollar 99. Sei
Alx) = A+ (d+ D)) (|B(@)| [|=]15 + |A(2)])

gegeben. Dann gilt

A@) < (4 (d+ 1))t ( 8ﬂ>d+1 ((”“2'2“)“ +4 <”””'2’2">_d_1> |

Beweis. Mit den Abschétzungen von Lemma 98 folgt das Ergebnis. 0l

Fiir die ndchste Aussage wird ein Hilfslemma benétigt.

Lemma 100 (|46]). Sei f : R — R eine stetige skalarwertige Funktion. X eine Menge von
Punkten im R® mit Separationsradius qx. Dann gilt

> flwy = anll,) < 37 Zm K f.ms

J#k

wobei
krm =sup {|f(|z][x)] : max < |zlly < (m+1gx}.
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Satz 101. Se:

mit

o (24 +2)5m  (d+2 W“).
8(d—1) 2

Dann gilt

maXZA i — Tk) —(A+ (d+ 1)'U)A(O).
Jj#k

Beweis. Es gilt wegen Lemma 100

oo
1She i () — @) < Zm RAm
j

87

Fiir die Summanden gilt wegen den Voraussetzung an ¢ und Korollar 99 die Abschéitzung

-1 d—1 s (02T [ pmaxoy—d-2 mgxo\~d-1
M8 opm < M O (d+ 1)p)2 <> <( ) +4( ) )

8 2 2

o d+1
<mB Y+ (d + 1) )24+ <8 >
T

B (1) )

d s (2T raxoy a1 d d
< mA YA+ (d + 1)p)2dt? <8ﬂ> ( : ) (m* 1 am” *1)
q —d—1

d+1
< d+5 4xo d—1, —d—1
5O\ + (d + 1)p)2 <8w) < ; ) md—1m

5O+ (d + 1))2%+5 <8W>d+1 <%>—d—1 2.

Es folgt

o
d d—1
max A —x1) <3 E m* 'k
1<k<N (@ — ) < Am

Jj#k
< 35\ + (d + 1)p)2H (;i)dJr ((p;a) —d— 1m§°:m_2
= 395\ + (d + 1)p)2%+° <1‘7;r>d+1 (”f%)fd*l 7:
<5m2(\ + (d + D)) (f;)dﬂ (q;(—f) -

Fiir den Wert von

)d/2+1

6 o? d+l 8
L((d+2)/2)0((d+4)/2) <167r> (d+2)I*((d+2)/2)



88 5 MATRIXWERTIGE RADIALE BASISFUNKTIONEN

zusammen mit ogx > C ergibt sich

d+1 / &\ 4L
E : 2 o C
max Az —xp) <Br(A+ (d+ 1)p) <167r) (24>

J#k
A+ @+ D) [ o2\ 8m(d—1)
- 2d <167r> (d+2)T2((d+2)/2)
A+ @+ 1))
= A0

O

Satz 102. Es seien ¢ eine gerade, positiv definite Funktion mit positiver Fouriertransfor-
mierter ¢ € C(RY) und es gelten die Voraussetzung von Satz 95. Weiter sei

M(o) = Hslﬁf o(8).

Fiir den kleinsten Figenwert der Interpolationsmatriz gilt

9 2\ (d+2)/2 M 4
)\min(AX,‘@Lamé) Z 7/’1’ L d (U> T )
3" \ 167 (4m)dr(d/2 + 1)

wobei o > C’/qx fiir eine von A\, p, ¢ und X unabhingige Konstante C ist.
Beweis. Zunéchst wird nach [69, 22| die Funktion ¢ definiert durch

1/] = CJ@Z)J
mit ¥, aus Satz 97 und
o M(o)T'(d/2+1)
T odrd/2 '

Fiir das definierte positiv definite @) liegt der Trager der Fourie}"transformierten in der
Kugel mit Radius o. Fiir den Fall H§H2 > o gilt folglich B(€) > P(€). Im Falle €l < o
gilt wegen der Definition von Cy, auch (&) < M(c) < ¢(¢). Betrachtet man

N N
T T
a Ax o, 0= E g a; Prame(zi — xj)0;

i=1 j=1
2

/\/)\—i- ZfTozzexp —iz] &) (&)d¢
R3
/ |2 Zazexp ia)€) <z><s>§
R3
/ VAT Zs s exp(—iz] £) 1&<s>d§
R3
N A
+ / €12 | VS as exp(—iaT€) w(f)dﬁ
=1 2

—C Zza \I’Lame - )aj7

=1 j5=1
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wobei a; € R% Der Wert von Wp,ms(0) berechnet sich zu
\IjLamé(O) = _A(O)()‘ + (d + 1)“)1

Zusammen mit Lemma 101 wird

N
Co Z a;‘r‘IlLamé(xj - xk>ak > — ||05||§ CU()‘ + (d + 1)M)A(O)
k=1

~Co Y )a;’r\PLamé(xj — Tp) o
7k

> — [lal3 Co (A + (d + 1)) A(0)

~ dflal3max 3 Coh(z; 1)

J#k
=~ lal} (€t (1) - €, O 40))
1
== 50 (A + (d+ 1)) A(0) [loll3
erhalten. Durch Einsetzen des Wertes von A(0) folgt

1
)‘min(AXﬂI)Lamé) > _500()‘ + (d+ 1)p) A(0)

o 2 \ d+1 .
= ;M( )1;55?375 D23+ @+ ) (16%) d+ 2)r28((d +2)/2)
_Ar(A+(d+Dp) 1 <02>d+l M (o)
d+2 odmd/2 \ 167 I'((d+2)/2)
Cdr(A At (d+ D) [ 02\ M(o)
- d+2 (m) (47)IT((d + 2)/2)

- 2 g2 \ /2 M(o)4rm
Z 3M

167 (4m)aT((d +2)/2)

Fiir den Fall von Interesse erhalt man fir d = 3

Ar(\ + 4p) <02 )5/2( M(o)

)\min A ) 2 167 (47)3T(5/2)
( qu)Lame) 5 167T 47T)3F(5/2)

Fiir den Fall der Gauf’schen radialen Basisfunktion ¢(z) = exp(—a|z]|3), o > 0 erhilt

man das folgende Ergebnis:

Satz 103. Sei ¢p(x) = exp(—a ||z||3) mit a > 0. Dann gilt

2
c
" 4aq2 =5
AInin(‘/4)(7<I)Lamé) Z Ce i qX ?

mit einer von C, \, u und o abhingigen Konstanten.



90 5 MATRIXWERTIGE RADIALE BASISFUNKTIONEN

Beweis. Die Fouriertransformation von ¢ ist gegeben durch

3(6) = (20) ¥ exp (‘ﬂi"3> .

Fir die Funktion

M(o) = inf $(€) = (2a)""?exp (—402>

€ll;<e o

folgt zusammen mit

2 C o2
azmax{,c}zcz(jgfﬁrd:?),
ax 49x ax ax

die Abschétzung

M(o) (0%)° (A + 4p1)
6144073
_ Y 5/2
(20) 3/2 exp (4—:) (02) / (AN +4p)
6144075
o\ 5/2 __c%
(%) (A +4p)e "%
122880+/2753/2
02
= (e %aq? q;<5.

Amin(Ax.0,.0) =

Satz 104. Sei ¢ die (Inverse) Multiquadric ¢(z) = (2 + ||z|3)?. Dann gilt

_ —cC
Amin(AX,éLamé) 2 qu( 3eXp ( ) Y
ax

mit einer von ¢, C, A und p abhingigen Konstanten.

Beweis. Die Fouriertransformation von ¢ ist gegeben durch, [69, Theorem 8.15],

e = 2 (gl
50 =g () Kymesteliel). € 20

wobei K3/, 5 die modifizierte Besselfunktion ist. Weiterhin gilt nach [69, Crollary 5.12]

. —p-3/2 (e
P(&) > <|£c||2> 0(5)1’(“5”"5”2)
clisliz

fir c[/£||, > 1 und ¢ ist nicht wachsend. Es folgt

—B=3/2 exp(—co)

M(o)= inf_9(6)=C(9) (%) e

_C 20
qx qx

Fur
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folgt

5/2 -
M(o) (o)™ (A + 4p) > C(B,e, O)g exp(;cC)‘

6144075 ax

)\min (AX,<1>Lamé ) >

Satz 105. Sei ¢ die Wendland-Funktion ¢3 . Dann gilt
Amin(AX,8p,.6) > nggk_l
mit einer von C’, A und p abhdngigen Konstanten.

Beweis. Fiir die Fouriertransformation der Wendland-Funktion ist nur eine Abschéitzung
der Form

dsk(§) > Cllg| >
fiir gentigend grofe ||£]|, bekannt, [69]. Es folgt

M(o) (03)** (\ + 4p)
614407>
= CM(o)o®

—2k+1
=Clo| ™"

= Cq_%{k_l.

)\min (AX,éLamé ) >

Nativer Raum

Fiir den Fall eines auf ganz R? betrachteten nativen Raumes ist fiir skalarwertige radiale
Basisfunktionen eine Charakterisierung vorhanden, [69, Theorem 10.12].

Satz 106. Sei ¢ € C(R3) N L1(R3) eine reellwertige positiv definite radiale Basisfunktion.
Der Raum

N

f

Vo

G=<(fe LQ(RS) N C(R?)) : S LQ(R3>

mit dem Skalarprodukt

I

Vo Vo L

ist ein Hilbertraum mit innerem Produkt (-,-)g und reproduzierendem Kern ¢(-—-). Weiter

ist G = N¢(R3).

(fag>g = (27T)_3/2

Eine direkte Ubertragung auf den Fall der divergenz- oder rotationsfreien matrixwertigen
radialen Basisfunktionen fiihrt auf die inverse Matrix. Allerdings sind deren Fouriertrans-
formierten nach Konstruktion nicht invertierbar. Als Ersatz fiir ®(x)~! wird die pseudoin-
verse Matrix verwendet. Das Skalarprodukt schreibt sich dann als

(F Dy ey = (27) /2 / GE)B()" f(e)ae.

RS
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Als Problem erweist sich die pseudoinverse Matrix, da bestimmte Funktionen im Kern lie-
gen. Im Falle divergenz- und rotationsfreier matrixwertiger radialer Basisfunktionen fallen
gerade die Funktionen der anderen Klasse in der Kern. Im Falle von ®p .6 ist die Matrix
@Lamé invertierbar.

Korollar 107. Fiir die Inverse von @Lamé ergibt sich

—1
b = (04 06650 +un€1350) )
1

= ~ A+2u) ] — (A ecel
w2 e O AT D)

fiiri,7 =1,2,3 mit den Eigenwerten (A + 2u)~ und p=' (doppelt).

Satz 108 ([69]). Falls ¢ € C(RY)NLY(RY) positiv definit ist, dann liegt ihre nicht negative
Fouriertransformierte in L*(R™).

Mit diesem Ergebnis kann der native Raum fiir ®1,,,¢ angegeben werden.

Satz 109. Es sei ¢ € C%(R3) eine positiv definite Funktion mit ¢, —A¢ € L1(R3). Es sei

Grami = {1 € CEINLIE)* s [0 B ©) 7€) de < o0}

mit dem Skalarprodukt

(F, g = (27) / 3(E) Brame )1 1(6) d
R3

versehen. Dann ist Grame ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -)
dem Kern ®pame¢ und es gilt

Grame Und reproduzieren-

Na,.... = GLame-

Beweis. Zunéchst zeigt man die Eigenschaft, dass ®ra.m¢ der reproduzierende Kern fiir
GLameé ist. Nach Definition von Gyame ist die erste Figenschaft des reproduzierenden Kernes
immer erfiillt. Es seien nun ¢,y € R? Vektoren. Dann gilt

— —

(FBramil- =~ 9)0) = 20 [ (Brame@ee™) Brama(e) ) a6

RS

= (2m) 7" / T B () Prame (&) T F(§)e' ¥ de

RB

= 2m) 3 [ T f()e v ae
/

— T | @n / fOe e | = T r).
R3
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Die Linearitét von (-,-)g,, . ist offensichtlich, genauso wie die Symmetrie. Es sei nun

(f, f)Grame = 0. Wegen

(f, Fgpame = (27) 3 / F(E) Brame(€) 1 (6) de
RS

B 2w — (N p)eged
— (27 3 * _ 3 d
) R/ d WO 2d el (e
N 2
iG]
27) 73 2 d
- R/ 2 13000

folgt direkt f = 0, wobei die Abschétzung der Eigenwerte aus Korollar 107 benutzt wurde.
Es muss noch gezeigt werden, dass (-, -)g,,... reellwertig ist. Fiir eine reellwertige Funktion

fgilt f &) = f (=¢&) fast iiberall. Es gilt weiter mit

o —

@Lamé,part(é-)_l = ()‘ + 2:“’)1 - ()‘ + :U’)efega §= |§’€§, ec € 82

(95t = (20)* [ 906 Brams(€) 1) 6
R3
T —— 5 . T — 5
:(27_[_)73 / (g(g) (I)Lamé,partQ(g?f(f) _’_g(_g) (I)Lamé,part(;é)f(_g)) df
Lo (A =+ 2p) [I€]I5 D) (A =+ 2p) [I€]I5 & (€)

ey 126 1/2 f
— (2 -3 g(g) cI)Laume,paurt(g) Lam?,part(é) f(g)) d
en | ( WO+ 22 €2 9(6) ‘

£1>0

~

cen | <g(é)T@L;;m<f>1/2¢@;art<5>l/2f<s>) ”
u -+ 200 [€l15 9(6)

&1>0

de.

. R
on Re (5 ¢Lamé,part<5>{<5>)

55
elo  HOAF 2l o
Durch dieselbe Argumentation wie in Satz 95 folgt, dass gg positiv ist. Somit ist (f, ¢)g,... €
R gezeigt.
Es bleibt zu zeigen, dass Grame¢ vollstindig ist. Dazu eine kurze Vorbetrachtung: Nach
Voraussetzung ist ¢ positiv definit. Der Charakterisierung von Bochner zufolge ist —A¢
ebenfalls positiv definit. Mit Hilfe von Satz 108 erhalten wir, dass f € L;(R3) ist fiir alle
f € gLamév denn

A sof N\
J = Men2 27en 2
IGEE / e [Hfu B(e)ac

R3

und
2

o 2 o
Gl G

¢ < =2 A < (A +200)* (f, )Grame-
jae = Tegac ¢ =T

R3
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Sei { fy }nen eine Cauchy-Folge in Gpame. Nach Definition ist
fr
5 -
Jigel

eine Cauchy-Folge in Lo(R3). Demzufolge konvergiert sie gegen ein g € Lo(R?), und es gilt

/% W2 o \%<mmmﬁwm 3
und )
g OV )| A& < NgillF, sy | 115 0, gy

RS

fiir alle j = 1,...,3. Also ist gy/||||3 ¢ € L2(R3) N Ly (R?). Die durch

f@z@mS/@@ M%MQWQ&

RS

definierte Funktion f ist wohldefiniert, stetig und f € Li(R?). AuRerdem gilt die Gleichung

. ~\ —1/
F(H28) 7" = g e Lo(@?).

Mit
. . 2
fa(&) - (&)
Fo = PG < (2m)° o ©
[ 161 0e < (2) R/ €l (e)
. R 2
f(&) = 70|
S 1 (2 )73 - 2 d
g g)\m%@
- 12 —1/2
=171 @2m) | Full- 13 9) 72 = F (11115 6) Hum
-1/2 2
27T an Il ”2 QHLQ(Rg) =0
fiir n — oo folgt f,, — f in Grame. Somit ist Gram¢ vollstandig. U

Die Identifizierung des nativen Raumes mit einem Sobolev-Raum bendétigt allerdings mehr
Voraussetzungen. Zum einen muss die Abklingbedingung (39) erfiillt sein. Zum anderen
wird die Identifizierung mit dem nativen Raum erst durch den Fortsetzungsoperator von
Stein moglich (siehe dazu Formel (43)). Sei dazu der Raum H*(R?) definiert mit

(I ®) = [ et /Hmu (1+112)™" de < oo

Satz 110. Die Normen von ﬁs(R‘g) und Grameé sind dquivalent, falls ¢ zusdtzlich die Ab-
klingbedingung aus Ungleichung (39) erfiillt.
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Beweis. Die positiv definite Matrix

—

(I)Lamé,part(g)_l = ()‘ + 2/")1 - (/\ + #)Bgeg—

besitzt die Eigenwerte (A + 2u) und p. Es folgt fir f € Grame

(f, Fopune = (27)73 / F(&) Brame €)1 7€) de

/f (I)Lamepart ) 1f(§) d§

A+ 20) [[€]13 H(€)

|22
e / 2 [EEAE

L (2 Hf H
< (2m) 3/ (,\+2u) €113 $(€)

/ |7 |er2 (14 €12)°1de = e (2m) ™ | F12 0 oy -

bzw.

(f, Fgpame = (27) 73 / F(&) Brame ) F(6)

2

H(I)Lamepart 7/2f(§)H
) / WO+ 20 30

)
= R/ W+ 20) Hﬁ!é o6

> ey(2n) / ol (1+ el3) e = ea(2m) ™ £ e o

A+ 2p) [I€]15

95

O

Die Identifizierung von (H*(R3))% als Teil des Raumes (H*(R3))? erméglicht folgendes

Lemma:

Lemma 111 ([21]). Die Norm von (fIS(R3))3 ist dquivalent zur durch

112 —/H e 2 Wy

definierten Norm.
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Beweis. Man findet Konstanten ¢; und ¢y mit

| (1+161)™" 1
s+ (14 1e?) ) s <[ =+ 1+£28>-
“ (Hfué (1 1) ) & . (Hfué (1 bel)

Bemerkung. Das bedeutet, es gilt (H*(R%))? C (H*(R?))®.

Fiir die Fehlerabschétzungen wird zusétzlich ein Fortsetzungsoperator benotigt, um Funk-
tionen von H*(Q) auf H*(R3) fortzusetzen. Dazu wird der Fortsetzungoperator von Stein,
[63], bendtigt. Zusitzlich muss das Gebiet beschréankt sein und einen glatten Rand besitzen.
Dann definiert der Fortsetzungsoperator

Sg(w) = €g(x) — Eg(x — o) (43)

cine Fortsetzung auf (H*(R?))3, wobei € der Fortsetzungsoperator von Stein ist und das g
so gewéhlt ist, dass der Schnitt der Trager von g und Eg(-—x) leer ist. Dies ist moglich, da
Q kompakt in einer Kugel mit geniigend grofem Radius liegt, und der Fortsetzungsoperator
von Stein so definiert ist, dass der Tréger der Funktion innerhalb dieser Kugel bzw. Quader
liegt. Sei nun g € (H*(Q))3. Da g € Ly(R?) ist und einen kompakten Triger besitzt,
gilt g € L1(R3). Ebenso folgt, dass der Triger von Fg in einer kompakten Menge liegt.

Infolgedessen ist Fg stetig und @g(O) ist wohldefiniert und 0 nach Konstruktion. Dann gilt

/H&C’ H2 “HSQH

& Tk

(H5(Q H(R3))

2

_ / 596 dhld PRV / Hg HZdHHg H s

ey Nl oy N6l
|59, o, T
§ T IR T R 7
ll€ll<1
<€ 50l g

wegen
39(6) — 0] = [39(6) — F9(0)]
[ Fo@)1 - exp(-agTa)dal

supp(g)CR?
kompakt
< [ Bo@llellalyds < lel, S, sup o]l
L1 (R? )xésupp( )CR3
supp(g)CR3 kompakt
kompakt

fiir ][, < 1.
Als direkte Folgerung erhélt man zusammen mit Lemma 111 das Resultat, dass Funktionen
aus H*®(Q) nichts anderes sind als Einschrinkungen von Funktionen aus H*®(R?).



5.2  Konstruktion partikuldrer Lésungen fiir die Lamé-Gleichungen 97

Satz 112. Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Dann gilt
HQ) ={fla: feH*®)}.

Der zentrale Satz zur Herleitung von Fehlerabschétzungen sowohl innerhalb als auch aufser-
halb des nativen Raumes ist der in [49, 69, Theorem 11.32] formulierte Satz fiir Funktionen
mit ,scattered zeros”.

Satz 113. Es seien k > 0 eine ganze Zahl, 0 < s < 1,1 < p < oo, 1 < q < o0 und
o € N? ein Multiindex mit k > |a| +d/p oder p =1 und k > |a| + d. Weiter seien Q ein
beschrinktes Gebiet mit Q kompakt, dessen Rand eine innere Kegelbedingung erfillt und
X C Q eine Menge aus paarweise verschiedenen Punkten mit Norm hx . Dann gibt es
eine Konstante Cq, welche nur von €2 abhdngt. Falls nun hx o < Cq gilt, dann gilt fir alle
Funktionen u € WZ?‘FS(Q) mit ulx =0

k+s—la|—d(1/p—1/q9)+
< Crdpglolhxn |u|W,’f+5

[l 1o 0 (@

Die Konstante C' ist unabhingig von hx o und u. Dabei ist
1/p

[ulwsoy = |Z 1wl
al=k

die Halbnorm des Raumes sz(Q)
Bemerkung. Im Falle von u € (Wf*s(Q))S gilt wegen

1
3 /a

[ulowp @ = | D2 il
i=1
1/p

k+s—m—3(1 1
< Ch + (1/p—1/q)+ Z ’uj‘wk-»-sm

1/p
< Ccd/a- 1/p)+hk+3 m=3(1/p—1/q)+ Z’u]’ o
W S

_Chk‘-i-s m—3(1/p—1/q) +|U’ k+S(Q))d

die gleiche Abschitzung.

Das in [46, Lemma 4.1]| formulierte Lemma tibertragt sich auf den Fall der matrixwertigen
radialen Basisfunktionen.

Lemma 114. Seien s > 3/2, f € (H™(2))? und X C Q eine Menge von N Punkten in
einem beschrinkten Gebiet mit Lipschitz-Rand und bezeichnen mit sy x den eindeutigen

Interpolanten von f beziiglich X und ®yame. Falls qz; die algebraische Abklingbedingung aus
Ungleichung (39) erfiillt, dann gibt es eine von 2 und ¢ abhingige Konstante Cq 4, so dass

If = Sf,XH(HT(Q))s < CO e HfH(HT(Q))3
gilt. Sind weiterhin die Voraussetzungen von Satz 113 erfillt, so gilt fir die Halbnorm

[f = sr.xlpior < Crglal,Q@rame [A=3AL2VD 4| £l ey
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und es gilt

B 1 = vllzagpe < Crpame” 11l mr(ys

wobei

VX7q>Lamé = Span{(bLamé( - x), X G X}

Beweis. Der Fortsetzungsoperator von Stein, der bei der Konstruktion von § verwendet
wurde, gilt zundchst nur fiir ganzzahlige, positive 7. Brenner und Scott, [10, S. 280], zeigten,
dass die Verwendung der Ergebnisse von DeVore und Sharpley, [14, Theorem 6.1 und 6.7],
die Existenz von € auch fiir gebrochen rationale 7 fiir 1 < p < oo liefert.

Wegen §f = f in Q gilt ebenfalls SfX = S5fx- Es folgt weiter

17 =555 e = || = 5571

HSf B SfXH (H™(R3))3
<c 3f—8§f7XH

(H7(2))?

PLamé (Rd)

<c Sf”

HT(R3))3

<c 3” [A7ERtNE

Eine Anwendung von Satz 113 auf u = f — sy x fiir p = 2 liefert zusammen mit dem
vorherigen Teil die zweite Aussage. Mit

I;lfbn If = U||(L2(Q))3 <|f- Sf,XH( 0))3 < Crrame’ 0-80/2=1/2) HfH (H™(Q))3
»*Lamé

folgt der letzte Teil. O
Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt, um mit dem aus [23| bzw. in [50] benutzten
Verfahren Fehlerabschétzungen fiir Funktionen aufierhalb des nativen Raumes herzuleiten.
Bandbeschriankte Funktionen

In diesem Abschnitt werden zunéchst Eigenschaften bandbeschrankter Funktionen behan-
delt und deren Approximationseigenschaften gezeigt. Zunéchst sei B, der Raum

B, = {f € (La®)*: supp(f) € B(0,0)}

der bandbeschrénkten Funktionen definiert, wobei o > 0 und B(0, o) die Kugel mit Radius
o in R? ist. Fiir die Definition bandbeschrinkter Funktionen in (H*(R?))? muss die zu-
sitzliche Eigenschaft aus Lemma 111 verwendet werden. Der entsprechende Raum definiert

sich iiber H
_ f§
b= / Tk 2d§<

Lemma 115. Es seient > r > 0. Falls f € HT(R3), dann gibt es fir jedes o > 0 eine
Funktion g, € B, mit
1f — ga”f{r(RS) <ot Hf“]:]t(RS) .
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Beweis. Die durch g, = f Xo definierte Funktion besitzt die gewiinschte Eigenschaft, denn

N 2
7(©)
1 = Gl sy = / . 2(1 4¢3 ae
€2
l€|=>0
fo|
- / 2(1 4 €2 (1 + [€]D) e
€2
l€I>o
fo
< o200 L2 14 g2y ae
G
lENI>0

2
D Hngt(R:a) .
O
Zusitzlich werden Eigenschaften des Raumes H7(R®) benétigt. Der Raum ist ein Hil-
bertraum mit reproduzierendem Kern K fiir 7 > 3/2. Der Kern K wird dabei tiber die
Fouriertransformierte definiert, um die Abschétzungen aus Ungleichung (39) benutzen zu

koénnen und so die folgenden Ergebnisse unabhéngig von der konkret verwendeten radialen
Basisfunktion ¢ zu halten. Es gilt

KT = (A + e’ + plléllz DL+ 1€lz) =T+

Die inverse Fouriertransformation mit [69, Theorem 6.13] liefert

Kr_1ya(ll2ll2),

wobei K die modifizierte Besselfunktion zweiter Art und ¢, konstant ist. Beziiglich dieses
Kernes kann die vorherige Theorie fiir Interpolanten der Form

K™ = er(—pAT — (A + )V ) [z 7 2

N
= Z/CT(x—$j)cj, c;j eR3 j=1,...,N
j=1
mit X = {x1,...,zn} verwendet werden. Fiir g ergibt sich

N N
1911 53y = (9 Drame = | DK (@ = x5)ej Y KT (@ = x5)e

GLamé
N

_ (27‘(‘)3/ Z,@T({-)Cjewgﬁ (Z K7(¢ 1ICT C ezxjf) d¢

R3 Jj=1

N —_— *

=(2m) ) /(’CT@ —aj)e;) cje!m) € dg

i.j=1ps

N

= Z ch/CT(xj —T)¢

ij=1
Das ist folglich genau die Bilinearform, welche bei der Stabilitédtsuntersuchung betrachtet
wurde. Es gilt demnach

Amin(AXJCT) ||C||§ < ||9||§QT(R3) < AmaX(AX,ICT) ”CHS
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Lemma 116. Fir den kleinsten Figenwert gilt speziell die Abschdtzung
Amin(AX,ICT) > CT,A,;LQ?(Tig'
Beweis. Das Infimum der Fouriertransformierten berechnet sich zu

dnE (L IR0 = (14 0%) 4D 2 g7,
<o

Zusammen mit Satz 102 folgt die Aussage. O
Lemma 117. Der Kern K™ hat die Gestalt

K™ =cr (= (lolls™ (=3Komr(ll2lly) + Kuma(lizll) 2ll,)) 1

-2
~O+ 1) )5 Kol )aa )
und besitzt die Eigenwerte

—crpt (ll2lly™ (=3K,1(ll2lly) + Koma(l2lly) ll]) )
und
—crn (257 (3K (lally) + Koa(lally) llells) ) = e A+ ) [l Ko—a(lz ).

Der Betrag des gréfiten Eigenwertes ist fir ||z|l, > 3 eine monoton fallende Funktion.
Weiterhin gilt 0 < K7(0) < oo.

Beweis. Zunédchst werden die Ableitungen des Kernes bestimmt. Dazu werden die Kom-
ponenten von

T T—1/2
K™ = er(—uAL = A+ m)VV ) |lall;™2 Koy a(lally)
einzeln betrachtet. Es gilt

Alels ™ K Zy (llz]) = N2l (=3Kuoa(l|z]ly) + Ku—a(llz]l,) l2]ls),
0,0, (12115 K1 pa(l2lly)) = @iz |2y Koo (|lzls),

wobei v = 7 — 1/2. Fiir den gesamten Term folgt

K™ e (=nl (o5~ (=3Ko1(2lly) + Ku-a(llzll) 21l,))

~O+ w5 Koo (llelly) )
Die Matrix besitzt den doppelten Eigenwert
—crp (215 (=31 (l2lly) + Koa(lally) le]l,))

und den einfachen

—Crfh (lell?1 (3K -1 ([[2l2) + Ko ([l2]l) Hﬂcllz)) —er(A+ ) [l Ky—2(llzll,)-
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Da der zweite Eigenwert der betragsméfig grofere ist, liefert ein Abschatzung

—er3u el Kumr(lelly) — er (A + 20) |zl Ko—a(llz]l,)

-1 2 -2
<crallzlly™ Koa(llelly) + era ll2lla 2l Kz (llzll,)

e 2w v—1)2
<era |5 exp(— ||z]l) exp (())

B 2ol

2m (v —2)2

+ecallal | 2 expl= el exp Gt
2 2

fir ||z||, > 0, wobei [69, Lemma 5.13| verwendet wurde. Die Funktion auf der rechten Seite
der Ungleichung sei mit &(r, v) bezeichnet. Beide Summanden sind monoton fallend, denn

o (v Eevcnon (452))

™

1 w—?
= — 2\/76 e —rypv=3 ((1/ — 1)2 +2r? + (3-— 21/)7“) <0
r

fur alle v € R und

o, G«ﬁ exp(—r) exp <(”2T2)2>>

1 w22
= - ;r\/7€ o Tpr 2 (v — 2)% 4 212 — 2ur + r) <0
r

fiir v > 7/2 + 3/v/2 bzw. fiir v beliebig und r > 3. Fiir die Bessel-Funktion ergibt sich
aus [69, Lemma 5.14 | ein asymptotisches Verhalten von 77, so dass der Term K7(0)
auswertbar ist. O

Fiir die Abschétzung des Fehlers bei der Interpolation bandbeschriankter Funktionen wird
wie in [50] vorgegangen.

Lemma 118. Es sei

N
9= K'(—azj)ej, ¢ eR®
7=1

und g, thre bandbeschrinkte Version, definiert durch o = gx». Dann ezistiert eine von X
und cj, j =1,..., N unabhingige Konstante k > 0, so dass fir o = k/qx die Ungleichung

I, = - < 1 -
o =llg —QUH(HT(R3))3 =5 HQH(HT(H@)):S

gilt.
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Beweis. Zunéchst betrachte die Variablensubstitution w = ¢£ und
9= 9ol rcuoye = 200 [ 57 FF (€ ate)d
lgl=e

— (2m) 73 / §(0€) K7 (0€) 1 g(0€)de
l€][>1

f N /\*/\ N o
= (27r)_305 / (Z ]CT< — JJj)Cj) ,CT(Jg)_l (Z ICT( — :Cj)Cj) dé
(GBS =1

j=1

N * N
= (2m) 303 / (Z cjezxjga) I/C;(ag) (Z cke_”zfa> dé¢.

l€l=1

Fiir [[£]|, > 1 gilt die Ungleichung

2 +1
(1+a*&lI5)~ < (1+[lg)z)~ T+

— 27+2
und somit

lg — gcr”(ﬁ[T(R3 )3

N . */\ N
= (2m)” / (Z et 50) K7(o§) (Z Cke”kTg"> d¢
lef=1 \I=1

k=1
Cene | (i ) (O €T + I3 ) (i k§> i«
lei>1 \J=1 L+ Elz) D\
N * N
< (2m) 3372 (Z cjemﬂTfa) //C\T(f) (Z cke_lkag”) d¢.
lef=1 \I=1 k=1

Da I@T() positiv definit ist, gilt folglich

N * N
E —w ] fo T —1z, €0

lg = goll i sy < (2”)3”32T2T+1/ ( et ) KT (€) (ZCW a >d£
Jj=1

— (27.‘_)—30_3—27'27'—‘,-1
Cke—zxk fa)
1

N . * - . .
x / (Z cje 50) K7 (&) K7 (&) 7K (¢) (
R3 Jj=1
N N
= o327t Z Z ;K™ (ozj — oxy)cy,

J=1 k=1
< 0'3_2T2T+1>\max(AaX,lC") ||CH§ .

WE

b
Il

Aus der Abschétzung
)\min(AX,ICT) > CT)\,qug 3
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von Lemma 116 erhalt man

3—2
lell3 < NgllPe oy ¢k w03 >

und
Hg gUH(HT R3))3 = 03 2rorH H || (A7 (R3))3 Cri,uq3 2T)‘max(AUX,ICT)'

Es gilt gox = 0gx. Die Funktion & aus dem Beweis von Lemma 117 ist monoton fallend fiir
2]l > 3. Sei o so gewiihlt, dass g,x > 3 gilt und sei ¢ € R3*N der normierte Eigenvektor
20 Amax (Ao x k7). Dann gilt

N N
T
>\max oX, ICT Z ZC] ICT 0'1"] - O'l‘k) Ck

7j=1 k=1
<KT(O)ly +3) ] KT (0w — owp)ex
J#k
<|KTO)l, +3> 1K (025 — o),
J#k
< |KT(0)]ly 43> &(ox; — o).
J#k

Lemma 100 angewendet auf

Z &(ox; — oxy)
i#h
ergibt
IKT(0)ly + 3 3%coan > m*®(mogx)

m=1

< IKTO0)ly 43 3Pcran Y mPB(m) = -

m=3

)\max (AUX,ICT )

IN

eine Konstante unabhiingig von ¢x. Die Reihe iiber m2®(m) ist wegen der exponentiellen
Konvergenz gegen 0 von & gesichert. Schliefslich schreibt sich die Abschéitzung in der Form

-2 2
lg = g0l (e ey < 0° 2 ey ulox 19l royyo
Durch die Wahl von ¢ kann der Faktor qi}% so gewahlt werden, dass

3—27 T+1 -1
g 2 ,)\“LL T)\,Ll,qO'X S

=

gilt. Bezeichne dann og¢x = k. O

Das folgende Theorem liefert nun die Grundlage zur Approximation mit Hilfe bandbe-
schriankter Funktionen. Eine dhnliche Version findet sich in [50, 23].

Satz 119. Es seien 7, t € R mit 7 > 3/2 und t > 0. Sei f € (H™(R3))? und eine
Menge X = {acj}j-vzl C R? mit Separationsradius qx gegeben. Dann gibt es eine Funktion

fo € By (R3), so dass
f’X = fU|X
und .
If — fo”(gr(RS))?s < 5diSt(gr(R3))3(f7 B,) < 5ﬁ_tqg( ||f”(gr+t(R3))3 .



104 5 MATRIXWERTIGE RADIALE BASISFUNKTIONEN

Beweis. Der Beweis erfolgt wie in [50, Theorem 3.4], in dem an den entsprechenden Stel-
len die Bezeichnungen abgeéndert werden. Fiir den zweiten Teil der Ungleichung muss
Folgendes betrachtet werden:

diSt(ﬁT(RS))?’(ﬁ B,(R?))?

~ (2m)° / &) K7 (€)1 f(e)ae

(3P
_ N2 — (N p)egel .

— (27)3 * £1+§2T+1f§d€

L oz RO

20T — (A peged (14 ||¢H)TH

G IO 2 f(e)de

L Ol o+l

_ T

S (27T)_30'_2t R * (A + QM)I ()\ + M)egeg (1 n Hg“g)T'f‘t-i-lfA(g)df

(X + 2p) [1€]15
ez ( ) €112

< o |’f”(]~—[7'+t(R3))3 .

Fiir die gesamte Approximation gilt schliefslich der folgende Satz:

Satz 120. Seien die Voraussetzungen von Satz 113 erfillt und § < t. Fiir f € (HP(Q))3
gilt die Abschdtzung

1f = s5.x |l gy < C W% 1l rmgayys
fir alle0 < p < .

Beweis. Mit Hilfe des mit Formel (43) definierten Fortsetzungsoperators und des Satzes
119 koénnen die entsprechenden Teile im Beweis von [23, Theorem 1| bzw. in [50, Theorem
4.2] ersetzt werden. O

Zusammen folgt eine Abschéitzung fiir die Interpolation der partikuldren Loésung wie in
Satz 91.

Korollar 121. Seien die Voraussetzung von Satz 120 erfillt. Sei weiter eine Interpolation
von f € (HP())? in der Form
N
Z PLame(- — j)c;
j=1
gegeben. Dann gilt die Abschdtzung aus Satz 120 und die partikuldre Losung ist in der Form

N
Y S —2))e
j=1

gegeben.
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Bemerkung 122. Die Konstruktionsweise von ®y,,¢ ist nicht nur auf den Lamé-Operator
beschrénkt, sondern ist fiir alle elliptischen partiellen Differentialgleichungen (ohne enthal-
tene erste Ableitungen) moglich. Aus der Elliptizitdt kann direkt geschlossen werden, dass
die Fouriertransformierte des Kernes positv definit ist und somit ein Skalarprodukt fiir den
nativen Raum induziert. An der Art des Vorgehens dndert sich dabei nichts, es miissen nur
die Konstanten in den einzelnen Beweisen abgeandert werden.

Auch im Falle skalarer elliptischer partieller Differentialgleichungen kénnen die Argumente
in dhnlicher Weise {ibertragen werden. Im Falle des Laplace-Operators ergeben sich die
gleichen Réume.

Fiir nicht konstante Koeffizienten ist eine Verallgemeinerung in der Regel nicht méoglich.
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6 Numerische Verfahren fiir matrixwertige RBF

Die bisherigen Verfahren fiir radiale Basisfunktionen beschrinken sich auf den skalaren
Fall. Ziel des Abschnittes ist, bestimmte, spater verwendete Verfahren auf den Fall der
matrixwertigen radialen Basisfunktionen zu erweitern. Bestimmte Verfahren, die explizit
die Eigenschaft ,radial® benutzen, sind nicht direkt iibertragbar, so z.B. bestimmte Ver-
fahren zur schnellen Auswertung mittels Interpolation auf einem Grobgitter.

6.1 Matrix-Vektor-Multiplikation und schnelle Auswertung

Obwohl die radialen Basisfunktion schon ein breites Anwendungsspektrum aufweisen, so
hindert doch der numerische Aufwand. Tatsachlich benttigt das Losen eines Interpolations-
problems in der Regel Gleitpunktoperationen in der Ordnung N3 bzw. die Auswertung in
M verschiedenen Stellen bei NV Stiitzpunkten von der Ordnung M N. Ein erster Ansatz die
Rechenkosten der Auswertung zu reduzieren, wurde von Powell, [55|, unternommen. Dabei
wurden bestimmte Minimierungseigenschaften der Thin-Plate Splines zur Auswertung des
Interpolanten genutzt und daraus eine Methode entwickelt. In Arad, [4], wurden fiir die-
ses Problem Tensorgitter betrachtet, mit dem es mdglich wurde, eine direkte Auswertung
mit einem reduziertem Aufwand zu realisieren. Genutzt wurde dabei, dass Abstdnde und
damit auch Auswertungen auf dem Tensorgitter vorberechnet werden kénnen. Im Falle ei-
nes Tensorgitters entstehen rekursive Toplitz-Matrizen, deren Struktur mit Hilfe der FFT
ausgenutzt werden kann, [36].

Ein neues Vorgehen stellten Beatson und Newsam, [7], vor: Sie erkannten Gemeinsamkeiten
des N-Korperproblems und der Auswertung von Thin-Plate Splines. Die Fast-Multipole-
Methode in Beatson, 7], verwendet Taylorreihen. Powell verwendete diese Ergebnisse und
schuf daraus einen Algorithmus zur schnellen Auswertung von Thin-Plate-Splines, [56],
mit einer Komplexitdt von N log/V fiir uniform verteilte Punktmengen. Fiir andere radiale
Basisfunktionen wurde die FMM in [6, 11] umgesetzt.

Als eines der neusten Verfahren ist die Multilevel Auswertung, [39], ein Verfahren mit einem
Aufwand von der Ordnung N. Ein Problem stellt hier die Auswertung auf dem Grobgitter
dar, die wesentlich dazu beitrigt, dass das Verfahren in drei Dimension erst ab ca. 107
Punkten rentabel wird. Verwendet man als Grobgitter ein Tensorgitter, so kann mit Hilfe
von [36] der Aufwand in hoheren Dimensionen deutlich reduziert werden. In numerischen
Tests, konnte fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall die Ordnung O(NN) nachvollzogen
werden. Bei der Ubertragung des Verfahrens auf den matrixwertigen Fall stellte sich jedoch
heraus, dass der Interpolationsoperator radiale Funktionen bendétigt, d.h. dass Terme der
Form wx;x; nicht schnell ausgewertet werden konnen.

Die schnelle Auswertung ist essenziell um grofe Probleme handhaben zu kénnen. Die Kon-
dition der Matrix spielt bei diesen Verfahren eine wesentliche Rolle. Hier wird ein Verfahren
mittels H?2-Matrizen beschrieben.

Die Eintrége (®Pramé)ijs 4,J = 1, 2, 3 sind Ableitungen der Kernfunktion ¢. Um in der
Theorie die H?-Matrix-Struktur zu verwenden, werden bestimmte Eigenschaften an den
Kern ¢ gestellt, wie z.B. die asymptotische Glattheit. Im Falle positiv definiter Kerne ¢
ist es moglich iiber die Charakterisierung positiv definiter Funktionen eine degenerierte
Darstellung zu erzeugen.

Satz 123 ([69]). Fiir eine Funktion ¢ : [0,00) — R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. ¢(||-||5) ist positiv definit auf R?, fiir alle d € N,
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2. ¢(y/*) ist vollstandig monoton, d.h

dl
l

Sl 0, leN
dxlcb(\/:?)>, €N,

(=1

auf [0,00) und nicht konstant,

3. Es existiert ein nicht auf die 0 konzentriertes endliches Borelmafl p auf [0,00), so
dass

exp(—r2t)du(t).

Dabei hat p in fast allen relevanten Féllen eine Lebesgue-Dichte und kann fiir relevante
radiale Basisfunktionen direkt angegeben werden z.b. hat ¢(r) = (c2+r2)~# die Darstellung

o0

/exp )t’B Lexp(—c?t)dt.
0

Fiir die Darstellung der Summe bleibt

N < N
> eio(lle — 4],) = / > " cjexp(— [z — l3 t)dpu(t).
J=1 o J=1

Nimmt man z.B. ¢(r) = (1 +r2)71/2 so bleibt die Aufgabe ein Integral der Form

/f )t3/2 exp(—t)dt
0

mit Hilfe der Gauss-Laguerre Quadratur

/t‘3/2 exp(— Z wi f () + PLp (_2;))/!2 1) o),
0

wobei £ € (0,00), die ¢ die Nullstellen der Laguerre-Polynome sind, zu approximieren. Es
folgt

N P 1 N

2
2 citllle = aill ~ 3 e | g7y 2o expl= e =zilate) |
=1 k=1 j=1

d.h. es bleibt stets eine Summe von exp-Funktionen iibrig, die mit Hilfe von [69, Theorem
15.6] in eine degenerierte Darstellung umgeschrieben werden kann. Fiir den Fehler der
degenerierten Approximation gilt unter geeigneten Skalierungsbedingungen Definition 59.

Korollar 124. Fir alle relevanten Fille positiv definiter radialer Basisfunktionen exis-
tiert eine degenerierte Approximation und erfillt unter geeigneten Skalierungsbedingungen
Definition 59.

Um eine konkrete degenerierte Approximation zu erhalten, muss das Verfahren einzeln auf
verschiedene Kerne angewandt werden. Ein weiterer Nachteil, wie im Falle der Taylorent-
wicklung, ist der zu grofte Rang, der erst durch anschliefende Kiirzung eine verwendbare
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Anzahl [10%] | Speicher | Kompression
1 0.8 0.76
4 37.6 0.31
8 84.9 0.17
16 173.3 0.092
32 344.6 0.044
64 650.0 0.021

Tabelle 6: Kompression bei zufillig verteilten Punkten in [—1,1]3 fiir die Wendlandfunk-
tion ¢35 1(r) mit einer Genauigkeit von 10~® der Niedrigrangapproximation. Angaben sind
Durchschnittswerte.

Grofe annimmt. Deshalb wird das von M. Bebendorf, [8|, entwickelte ACA-Verfahren an-
gewandt.

Die Kompression und damit der Aufwand einer Matrix-Vektor-Multiplikation sind in Ta-
belle 6 dargestellt.

Fiir die Anwendung auf matrixwertige radiale Basisfunktionen werden einzelne Matrizen
aus den Eintrégen der Matrix erzeugt. Es bleiben aufgrund der Symmetrie von ®p .6 nur 6
symmetrische Matrizen. Die Matrix-Vektor-Multiplikation wird durch eine Sortierung der
Unbekannten nach der Dimension durchgefiihrt: Seien die Punkte X = {z1,...,2x} C R?

gegeben und ein Koeffizientenvektor a = (o] ,...,a%)" € R3V. In der Form
(Prame)11 (Prameé)12  (PrLamé)13 &
(Prame)12  (Prame)22  (Prame)23 )
(Prame)13  (Prameé)2s  (PrLamé)ss ag

mit

(Prame)kl = (Prame)ri(zi — 2))ije1,... v € RVN k1=1,....3
und
Q; = (al,i7 R ,aN,i)T € RN
kann die Matrix-Vektor-Multiplikation mit den Methoden aus Abschnitt 3 durchgefiihrt
werden.

6.2 Schnelle Loser fiir das Interpolationsproblem

Die Auswahl an schnellen Losungsverfahren ist im Vergleich zu den Algorithmen zur schnel-
len Matrix-Vektor-Multiplikation recht begrenzt. Zu nennen sind vor allem das iterative
Verfahren, [5|, und der Countour-Padé bzw. RBF-QR-Algorithmus, [20]. Hier wird ein
Krylov-Verfahren von Faul und Powell, [18|, auf den Fall von matrixwertigen radialen Ba-
sisfunktionen erweitert. Das Verfahren nutzt dabei nur einen selbstadjungierten Operator
und die von ihm induzierten Norm, wobei auch eine Ausweitung auf positiv-semidefinite
radiale Basisfunktionen mdoglich ist. Die allgemeine Form macht es zusétzlich moglich, die-
ses Verfahren auch zur Invertierung des Einfachschichtpotentiales der BEM-Formulierung
der Lamé-Gleichungen zu verwenden.

Induzierte Norm

Sei ein Interpolant in der Form

s(z) =) ®(x — z))c;, (44)
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mit ¢; € R3 und X = {z1,..., 25} C R? gegeben. Mit
M = (®(z; — 5))ij=1,..n € RN

werde die entsprechende Interpolationsmatrix der matrixwertigen radialen Basisfunktion
bezeichnet, welche aus Blocken

(Prr(@i — @5) ) i=1,2,3
fir 4,7 =1,..., N besteht. Der Koeffizientenvektor ¢ sei definiert durch
c=(cf,...,ch)" e RN,
Das Interpolationsproblem ist dann gegeben durch
Mec = f,

zu gegebenen Werten einer Funktion f(x;) € R3, i =1,... N. Der Raum aller Funktionen
s der Form (44) werde mit S bezeichnet. Fiir zwei Funktionen s,t € S mit

N
t(z) =) Oz —x;)d;
=1
definiert
(s,t) = c¢' Md

eine Bilinear-Form auf S mit induzierter Norm

Islls = (s,8)"/2.

Die Eigenschaften einer Norm folgen direkt aus der positiven Definitheit der matrixwertigen
radialen Basisfunktion.

Korollar 125. Fir s,t € S gilt

O

Die Berechnung der Bilinear-Form benétigt folglich die Matrix M nicht. Sei weiter s* der
gesuchte Interpolant des Interpolationsproblems. Es ist somit mdglich das Skalarprodukt
zu berechnen, ohne den gesuchten Interpolanten zu kennen, denn es gilt:
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Krylov-Unterraummethode

Die Krylov-Unterraummethode ist ein iteratives Verfahren und baut auf den Eigenschaften
eines linearen Operators A, gesehen als Abbildung von § nach S auf. Sei k die Iterations-
nummer und Sy, der lineare Unterraum von S, welcher von A7s*, j =1, ..., k aufgespannt
wird, wobei s* der gesuchte Interpolant ist. Ziel ist im néchsten Schritt einen Interpolanten
Sg+1 zu finden mit

s = sialls < lls* = sills (45)
Die Folge ||s* — sj|ls, j = 1,... fillt streng monoton. Die Koeffizienten von A7s* werden
wie bei einem normalen Krylov-Unterraumverfahren wegen der Instabilitdt nicht explizit
berechnet. Stattdessen werden orthogonale Suchrichtungen dj verwendet und sxiq mit
Hilfe einer entsprechenden Skalierung oy durch

Sk4+1 = Sk + apdy, ap € R (46)

berechnet. Die Suchrichtung selber muss die Orthogonalitiatsbedingung (dg, dr—1) = 0 er-
fiillen und schreibt sich in der Form

di, = A(s* — s) + Brdi—1, Br € R. (47)
Aus Ungleichung (45) und der Orthogonalitdtsbedingung werden die Parameter

(8% — sp, d) (di—1, 2k)
<dk7dk> <dk’—17dk—1>

bestimmt. Fiir £k = 0 wird sp = 0 und dy = A(s* — sp) gesetzt.

und 8, = —

ap —

Satz 126. Fulls der Operator A die Eigenschaften
1. (s,As) >0 fir s € S mit s # 0,
2. Es gilt (t, As) = (At,s) fir s,t € S.
erfillt, konvergiert das Verfahren.
Beweis. Die Vorgehensweise aus [18, Section 3| iibertrégt sich auf den vektorwertigen Fall.
O
Herleitung von A

Sei 1;, j =1,...,3N eine Basis von S. Die Anwendung von A auf s € S sei definiert durch

3N
<¢j75>
As = i
=2 T

Lemma 127. A erfillt die Eigenschaften aus Lemma 126.

Beweis. Seien t,s € §. Dann gilt

3N
(t, As) Z %’yﬂzm ) = (At,s) .

Jj=1

Sei weiter
3N

o <71Z}j7 S>2
e As) = Zl (5, 05)

J

=0.
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Es folgt (1;,s) = 0 fiir alle j = 1,...,3N. Da 1); eine Basis von S ist, besitzt es eine
Darstellung der Form
3N
s = Z gjwj‘
j=1

Somit folgt s = 0 wegen

3N

Isl% = (s.5) = 3, {aby. ) = 0.

j=1
O

Idealerweise werden die v; so gewéhlt, dass sie beziiglich des auf S definierten Skalarpro-
duktes orthogonal sind. In diesem Fall erhélt man Aw; = 4; fiir alle j = 1,...,3N. Fiir
die Suchrichtung ergibt sich direkt d; = a;18* mit a; = 1.

Werden die 1); als Lagrange-Basis gewihlt, also

N
¢j = Z (I)(l' — xl))\jl, )‘jl S RS
=1

und
pj(x;) = 5\.” i€k k=jmod3+1,i=1,...,N,
3 K
wobei e, € R? der k-te Einheitsvektor ist, dann gilt Ay; = ; und (¢;,1;) = 0 fiir
1 # j. Der numerische Aufwand, diese Basis zu erstellen, ist dabei wesentlich grofer als das
System direkt zu 16sen. Deshalb wird die Basis zunéchst in folgender Weise abgeéndert:

N
pi= Y Bz —x)Ajp, A € R (48)
=[4]
und .
’lﬁj(ﬂjl) = 5I_%J7iek’ k :jm0d3+1, 1= \“;J + 1,...,N.

Es ergibt sich

N N N
(s ) = D NG Y B35 — ) Amj = 3 Mgthm ()
i=1 j=1 i=1

Ur(25) " Amj,

I
WE

<.
Il
-

wobei die fehlenden A,,; bzw. Ai; durch 0 ergdnzt werden. Aus dieser Darstellung folgt

<¢ka ¢m> = 6km-

Der numerische Aufwand ist allerdings mit dem der vollen Lagrange-Basis vergleichbar,
so dass eine weitere Modifikation notig ist. Die Idee der approximierten Lagrange-Basis
stammt dabei aus [Powell 1994]. Statt die volle Indexmenge {L%J 3,..., N} fir den Sum-

mationsindex [ in Gleichung (48) zu verwenden, werden Mengen der Form

Injc{gJ,...,N}
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verwendet, welche die ¢ € N néchsten Nachbarn aus {L%J ,..., N} enthélt bzw. falls N —
J + 1 < g einfach die folgenden Indizes.

Lemma 128. Die approximierte Lagrange-Basis ist eine Basis von S.

Beweis. Sei C € R3*V>3N die Matrix mit den Koeffizienten Aji in den Spalten, wobei die
fehlenden Aj; durch 0 ergénzt werden. C ist nach Konstruktion eine obere Dreiecksmatrix,
deren Diagonaleintriage positiv sind, denn es gilt

(Akk)kmod 341 = Zi/)k; ;)" Aij = (U, vp) > 0 fiir alle k =1,...,3N.

Die letzte Ungleichung ist strikt, da ¢y # 0 gilt. 0

Der Operator A hat fiir s € S die Form

3(N7q) <,¢) >
As = Hs,
> TRTACAs
wobei -0
—-q
<¢j78>
Hs= (U

Dabei bildet H Funktionen s € S auf Funktionen des 3¢g-dimensionalen Teilraumes

N

§=<s: Z ®(x — x;)cj, ¢; €R?
J=N—g+1

von S ab. Es gilt weiterhin Hs = s fiir alle Funktionen s € §’. Wegen

wka Z )\kz sz

hangt die Anwendung von H aufein s € S nur von den Werten s(z;) firi = N—qg+1,..., N
ab. Daher gilt folglich Hs = Ht fiir ein eindeutiges ¢t € S’ mit

t(x;) = s(x;) firallei =N —qg+1,...,N.
Hs fiir s € S ist folglich die Losung des Interpolationsproblems in S’.

Lemma 129. Der diber die approzimierte Lagrange-Basis definierte Operator A erfillt die
FEigenschaften aus Lemma 126.
Algorithmus

Als Eingabe wird die entsprechende matrixwertige RBF, die Punkte X = {z;}Y, , die
Grofse der Indexmengen ¢ und die rechte Seite entgegengenommen.

1. Zunéchst werden die Indizes In; erzeugt. Dabei ist zu beachten, dass sich zwei Mengen
In; und Inj nicht unterscheiden falls, L%J = L%J gilt.
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Schritte in Abhéngigkeit von ¢
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113

Abbildung 7: Anzahl der Krylov-Iterationen in Abhéngigkeit verschiedener Paramter.
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2. Losen der Interpolationsprobleme fiir
pj(x;) = 5'_” €k, k=jmod3+1, i=1,...,N,
3 I

wobei hier die Faktorisierung bei gleichen Indexmengen wiederverwendet werden
kann.

3. Faktorisierung der Matrix zur Losung des Interpolationsproblems von H.

| N | CG [ Krylov (g =100) |

1000 | 170 29
2000 | 542 41
3000 | 954 49
4000 | 1308 60
5000 | > 3N 70

Tabelle 7: Vergleich mit CG-Verfahren, Skalierung 10.0.

Mit ¢(s) € R3*N wird der Koeffizientenvektor einer Funktion s € S bezeichnet. Im k-ten
Iterationsschritt wird das Residuum 7, ; € R3

Tk = fi — Sk(zi)

firi =1,..., N berechnet. Fiir £ = 1 wird r1 ; = f; verwendet. Die Anwendung von A auf
s* — s;, liefert
c(di) = c(A(s* — si)) + Bre(dp—1), k> 2,

wobei flir £ = 1 die Suchrichtung di_; entfernt wird. Es folgt aus der Orthogonalitdtsbe-
dingung der di und der Definition des Skalarproduktes auf S

SN (A — s1))] di—1(22)
SN e(dy1)dy 1 (z:)

Br = —

sowie

Zz’]\il c(dp)] rhi
ity e(di)] di(i)
wobei ¢(s); der Vektor bestehend aus den 3i,3i 4+ 1 und 3i + 2 Komponenten von ¢(s) ist.

A —

Numerisches Beispiel

In den Tests wurden zufillig in [0, 1]? verteilte Punkte verwendet. Als matrixwertige RBF
wurde P, verwendet, erzeugt aus einer inversen Multiquadric. Die Skalierung der RBF
wurde dabei fixiert, d.h. insbesondere nicht an die Anzahl der Punkte angepasst. Die
Abhéngigkeit der Anzahl der Krylov-Iterationen in Abhéngigkeit verschiedener Parameter
findet sich in Abbildung 7.

Es zeigt sich, dass das Verfahren wesentlich effizienter als ein CG-Verfahren ist, welches
nicht immer konvergierte (siehe Tabelle 7). Allerdings ist auch zu beobachten, dass im Falle
einer steigenden Konditionszahl, d.h. bei steigender Problemgréfe oder anderer Skalierung,
eine Vergroferung der Indexmengen notwendig ist.
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Teil III
Anwendung auf das Schadigungsmodell und
numerische Ergebnisse

7 Einbettung in das Konzept des Multiscale Modellings

Industriell gefertigte, als auch aus der Natur stammende, Materialien sind in der Regel
heterogen, zumindest ab einer bestimmten Grofenskala. Typische Vertreter finden sich in
Abschnitt 1.2. Viele ihrer Eigenschaften werden durch das Vorhandensein von Mikrostruk-
tur verursacht. Dabei spielen Grofse, Aussehen und Verteilung der beteiligten Stoffe eine
erhebliche Rolle. Ein ebenfalls wichtiger Faktor sind die Grenzschichten zwischen zwei
Materialien. Die Bestimmung der makroskopischen Eigenschaften von heterogenen Mate-
rialien spielt eine wichtige Rolle in ingenieurstechnischen Anwendungen. Die Untersuchung
des Zusammenhangs zwischen Phénomenen auf der mikroskopischen und der makrosko-
pischen Ebene erlaubt es, das Materialverhalten vorherzusagen, oder auch ein Material
entsprechend zu designen, um bestimmten Anforderungen gerecht zu werden.

7.1 Vorstellung der Methode

Eine Reihe von Methoden zur Homogenisierung eines heterogenen Materials wurden ent-
wickelt. Die einfachste Methode ist die gewiinschten Eigenschaften iiber die Bestandteile
und deren Volumina zu mitteln. Der grofse Nachteil ist dabei, dass aufser dem Verhéltnis
der Volumina der Bestandteile keine Eigenschaften einer Mikrostruktur verwendet werden
und ein Einbringen zusétzlicher Parameter in die Mikrostruktur keine Auswirkungen auf
die Homogenisierung hat.

Einen anspruchsvolleren Weg stellt die Methode nach Eshelby dar, welche in Hashin, [32],
weiterentwickelt wurde. Entsprechende materielle Eigenschaften werden aus der Losung
eines Randwertproblems fiir eine sphérische oder ellipsoidale Inklusion innerhalb eines
unendlich ausgedehnten Materials entweder in analytischer oder semi-analytischer Form
erhalten. Dieses Verfahren liefert eine gute Approximation im Falle, dass das Material eine
gewisse geometrische Regularitédt erfiillt. Hohe Konstraste in den Eigenschaften zwischen
den einzelnen Bestandteilen konnen mit diesem Verfahren nicht abgebildet werden.

In den letzten Jahren entwickelte sich der Ansatz die Homogenisierung mittels Multiskalen-
modellierung, auch FE2-Methode genannt, durchzufithren. Dabei handelt es sich um eine
Multiskalentechnik, die auf der Ableitung der lokalen makroskopischen Antwort aus der
Losung eines entsprechenden Randwertproblems der zugrunde liegendenden Mikrostruk-
tur basiert. Haufig werden dafiir FE-Methoden verwendet.

Die Prinzipien der klassischen numerischen Homogenisierung mittels FE-Methoden entwi-
ckelten sich aus den Prinzipien der bisherigen Methoden:

1. Definiere ein représentatives Volumenelement (RVE), dessen materielle Eigenschaf-
ten, wie z.B. Elastizitdatsmodul etc., vollstdndig bekannt sind.

2. Herleitung des Randwertproblems fiir das RVE, d.h. Erstellung der Randdaten aus
den Vorgaben der Makroebene.

3. Losen des Randwertproblems.

4. Berechnung der nétigen Variablen zur Ausgabe an die Makroebene mit Hilfe des
gelosten Randwertproblems.
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Makro Mikrostruktur

Abbildung 8: Schematische Darstellung einer heterogenen Mikrostruktur in einem makro-
skopischen Punkt M.

5. Berechnung der Beziehung zwischen den Eingabe- und Ausgabevariablen der Makro-
ebene.

Die wichtigsten Ideen der numerischen Homogenisierung wurden in Suquet, [66], formuliert
und in Guedes und Kikuchi, [25], weiterentwickelt.

Unter den Vorteilen der numerischen Homogenisierung sind unter anderem die folgenden
erwiahnenswert:

e Es wird keine Werkstoffgleichung auf Makroebene benétigt, da das makroskopische
Verhalten aus der Losung eines zugehdrigen Randwertproblems auf Mikroebene ab-
geleitet wird.

Es besteht die Méglichkeit, auch grofse Deformationen abzubilden.

Beliebiges, auch nichtlineares Materialverhalten, ist abbildbar.

Informationen aus der Mikroebene konnen in die Analyse auf Makroebene einfliefien.

Auf Mikroebene kann ein beliebiges Losungsverfahren gewéhlt werden wie z.B. FE-
Methoden, Randelementmethoden, FFT-basierte Methoden etc..

Die Berechnung eines vollstandig gekoppelten mikro-makro Problems ist allerdings sehr
rechenintensiv. Mittels Parallelisierung wird dabei die Rechenzeit verkiirzt. Weiter wird
durch eine Vorauswahl von nicht kritischen Regionen des Materials das Verhalten mittels
der Materialgleichungen abgeleitet und so der Anteil an Berechnungen auf Mikroebene
reduziert.

In diesem Abschnitt wird die Losungsstrategie auf Mikroebene mittels einer mit matrix-
wertigen RBF gekoppelten BEM vorgestellt.

7.2 Makroebene

Das betrachtete Material sei makroskopisch homogen, jedoch mikroskopisch betrachtet
heterogen, d.h. es bestehe aus unterscheidbaren Komponenten, wie Inklusionen, Lochern
etc. wie es in Abbildung 8 schematisch dargestellt ist.

Da die Langenskala der Mikroebene sich immer noch um Gréfenordnungen von der eines
Molekiil unterscheidet, ist auch hier ein Ansatz mittels Kontinuumsmechanik gerechtfertigt.
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Abbildung 9: Schematische Darstellung einer lokal periodischen (links) und einer global
periodischen (rechts) Mikrostruktur.

Weiterhin sollte die Langenskala der Mikroebene wesentlich kleiner als die Léngenausdeh-
nung des betrachteten Werkstiicks sein.

Die meisten Homogenisierungsansétze gehen davon aus, dass sich das gesamte Werkstiick
aus periodisch wiederholten RVE zusammensetzt. In dem verwendeten Ansatz konnen hier
jedoch fiir jeden makroskopischen Punkt unterschiedliche RVE gewihlt werden, wie in
Abbildung 9 dargestellt ist.

Auf Makroebene wird fiir jeden makroskopischen Punkt M, d.h fiir jeden Integrationspunkt
der FE-Methode, der Deformationsgradient bestimmt. Mit Hilfe des Deformationsgradien-
ten werden anschlieftend fiir jeden Punkt M die Randdaten fiir das Randwertproblem auf
Mikroebene erzeugt. Wie dies im einzelnen erfolgt, ist Abschnitt 7.3 zu entnehmen. Aus
der Losung des Randwertproblems des entsprechenden RVE wird fiir jeden Punkt M der
Spannungstensor als Mittelung des mikroskopischen Spannungstensor iiber das Volumen er-
zeugt. Die Beziehungen zwischen Spannungstensor und Dehnungstensor sind folglich leicht
zu ermitteln. Zusétzlich wird die lokale makroskopische konsistente Tangente numerisch
aus der Mikrostruktur erzeugt. Schematisch findet sich das Verfahren in Abbildung 10.
Das hier verwendete Verfahren ist deformationsgesteuert, d.h. auf Makroebene lautet das
Problem wie folgt: Gegeben ist der Deformationsgradient; bestimme den Spannungstensor
und die konsistente Tangente basierend auf der Losung des Randwertproblems auf Mi-
kroebene. Ebenfalls denkbar, aber nicht in das Konzept der FE-Methode passend, ist ein
spannungsgesteuertes Verfahren, d.h. gegeben ist der Spannungstensor und zu bestimmen
ist der Deformationsgradient. In Tabelle 8 sind die wichtigsten Schritte der Methode mit
Unterscheidung der beiden Ebenen aufgelistet.

7.3 Mikroebene und repriasentatives Volumenelement

Die physikalischen und geometrischen Eigenschaften der Mikrostruktur werden mit Hilfe
eines RVE dargestellt. Die tatséchliche Wahl eines RVE bedarf besonderer Sorgfalt. Das
RVE sollte grofs genug sein, um die Eigenschaften der Mikrostruktur wiederzugeben, ohne
dabei nicht vorhandene Effekte, wie z.B. Anisotropie, einzufithren. Andererseits sollte es
aber auch so klein sein, dass das gesamte Modell nicht zu rechenintensiv wird. Fiir die
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Makroebene Mikroebene

Initialisierung

Initialisiere das makroskopische Modell

Ordne jedem Integrationspunkt ein RVE zu

Schleife iiber alle Integrationspunkte — Initialisiere RVE
Berechne Randdaten
Berechne Tangente

Speichere Tangenten

Nachstes Inkrement auf Makroebene

Néchste Iteration

Berechne die makroskopische Tangente

Lose das System auf Makroebene

Schleife iiber alle Integrationspunkte

Berechne Deformationsgradient — RVE
Berechne Randdaten
Lose das Randwertproblem
Berechne makroskopische Spannung
— Berechne Tangente
Speichere Tangenten und Spannungen

Konvergenz

Keine Konvergenz = Néchste Iteration
Konvergenz = Nachstes Inkrement

Tabelle 8: Losungsverfahren.
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Makroebene

Spannungen

Deformationsgradient
Tangente

Mikroebene

€ /
Randwertproblem / \

Abbildung 10: Mikro-Makro

Formulierung des Randwertproblems auf Mikroebene geht man demzufolge davon aus,
dass bereits ein entsprechendes passendes RVE gewihlt wurde.

Ziel ist es, die Mikrostruktur eines Komposites abzubilden. Dabei werden die Inklusio-
nen gemaf eines statistisch ermittelten Faserorientierungstensors in das RVE eingebracht.
Einige RVEs finden sich in Abbildung 11.

Grundsétzlich gibt es mehrere Moglichkeiten das Problem auf Mikroebene zu formulieren:

1. Uniforme Verschiebung: Die Verschiebungen aller Knoten werden geméf

3

U; = Zejixiv .] = 172’37
i=1

Abbildung 11: RVE mit isotroper und unidirektionaler Faserverteilung.
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vorgegeben, wobei x die M Knoten der Diskretisierung der Oberfliche des RVE sind
und ej; der Verzerrungstensor aus der Makroebene.

2. Periodische Randbedingungen: Basierend auf der Annahme, dass die Mikrostruktur
periodisch ist, werden periodische Randbedingungen auf dem Wiirfel vorgeschrieben,
d.h. die Randspannung ¢t muss antiperiodisch und die Verschiebung periodisch sein.
Im Kontext der BEM sind diese Randbedingungen nicht direkt aufzubringen, sondern
sie miissen in Form von Nebenbedingungen implementiert werden.

3. Uniforme Spannungen: Die Randspannungen des RVE werden durch die Makroebene
vorgegeben.

Das grundsétzliche Problem bei 3. ist, dass das Randwertproblem nicht eindeutig 16sbar
ist, da Starrkdrperbewegungen nicht erfasst werden kénnen. Die Randbedingungen aus 2.
ermdglichen eine gute Approximation des Elastizitdtstensors und der gemittelten Span-
nungen. Jedoch passt 2. nicht in das Konzept der BEM. Die Netze miissen zusétzlich
periodisch sein und die Randbedingungen miissen iiber Nebenbedingungen implementiert
werden, was zu einer hoheren Anzahl an Freiheitsgraden fiihrt. Das in 7.4 beschriebene
Verfahren verwendet die Randbedingungen aus 1..

Mittelung

Fiir die Riickgabe an die Makroebene werden der Cauchy-Spannungstensor und der Elasti-
zitatstensor benotigt. Nach dem Losen des Randwertproblemes auf Mikroebene wird mit-
tels

1
o = V/U(u, 2)dz, V = |0,
Q

der makroskopische Spannungstensor zuriickgegeben. Fiir die Mittelung des Elastizitéts-
tensors wird eine numerische Tangente berechnet: Dazu wird ausgehend von der Losung
o* fiir den von der Makroebene iibergebene Dehnungstensor e numerisch

da};

Cijrl = Ben,

berechnet.

7.4 Kopplung der partikulidren Losung mit der BEM
Das Gebiet §2 sei in p nicht iberlappende Teilgebiete ; zerlegt, wobei

p
Q=) Q% und QN = @ fiir k #1.
k=1

Weiterhin seien I'y, = 92 Lipschitz-Réander. Die Rénder I'y, k£ > 1 werden als Koppelrén-
der bezeichnet. Wie in Abschnitt 2.4 diirfen sich die inneren Réander nicht . Die Gesamtheit
aller Koppelrander und T'g = 92 wird mit

FS:F[)UFQU"'UFP

bezeichnet. Der Rand I'y bestehe aus I'g, d.h. alle Q, £ = 2,...,p liegen vollstandig
innerhalb von 2. Schematisch zeigt Abbildung 12 die Darstellung eines RVE mit den
Bezeichnungen.
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Abbildung 12: Bezeichnungen.

ﬁb(};) Maximale Schadigung

H Verfestigung

elastisch, d = 0, Schaden Y0 Schédigungsbeginn
0<d <

‘ _ 1, ..
% V2 Y=3e:C:e
Abbildung 13: Reaktion der Schiadigungsvariablen d in Abhéngigkeit der spezifischen un-

geschidigten Energie.

Ziel ist es, das gekoppelte Problem mit dem Schiadigungsmodell im Matrixmaterial aus
Abschnitt 1.3 mit Hilfe einer gekoppelten BEM-RBF Methode zu 16sen. In Abbildung 13
ist schematisch der Verlauf der Grofse

) {1—exp (—Hiawa(V2Y = ¥5)) V2V — ¥ >0,

0 , sonst.

abgebildet, die den Schidigungsparameter d bestimmt.
Die Problemstellung lautet:
Bei gegebenen Randbedingungen gp auf I'g finde wug, fiir Kk =1,...,p mit

.0
- E fafj(uk,$) =0 firzeQy,
fir kK > 1 und

N
—Z — (1 —d)ol(ut,z) =0 fir x € Oy,
’yé’intul(x) =gp(x) firxzelynTy,

zusammen mit den Koppelbedingungen

70"t (@) = 76w () (49)

und . .
Ml (@) = =yl () (50)
fir l =2,...,p und x € I';. Die Konormalenableitungen fiir das Matrixmaterial {2; &ndern

sich fiir das Modell mit Schiadigung zu

Wu(y) = (1= d(u,y))o(u, y)n(y), y € I'1.



122 7 EINBETTUNG IN DAS KONZEPT DES MULTISCALE MODELLINGS

In € wird zuniichst eine Aufteilung von u vorgenommen. Mit ur wird der Teil von u!

bezeichnet, der mit Hilfe der entwickelten Methode aus Abschnitt 5.2.2 konstruiert wird,
mit up der Teil, der mittels der Randelementmethode erzeugt wird. Die Losung u' schreibt
sich in der Form

ul =UR +up.

Fiir Q1 kann der Differentialoperator umgeschrieben werden. Es folgt
—div((1 — d(ut, z))o(ul, ) = —div(o(u, 2)) + div(d(u!, 2)o(ut, z)) =0
Die Bedingungen fiir ug und up lauten

div (o(ug,x)) = div(d(ug + up,x,hist)o(ur + up,z)) fir x € Q,

div (o(up,z)) = 0 fir z € Q. (51)

Die Beschreibung des numerischen Verfahrens wird in 3 Abschnitte aufgeteilt.

Das System (51) ist in der ersten Gleichung nicht linear, so dass eine direkte Losung nicht
moglich ist. Daher wird eine Fixpunktiteration verwendet. Die Dirichlet-Daten gp werden
in S einzelne Inkremente

S
g%:ijgD, s=0,...,85,
j=0

mit den Gewichtungsfaktoren w; mit

aufgeteilt.

Data : RVE, gp

Result : Losung u

for s=0,...,5 do

9b = D5—oWjigD;

1 =0;

while Fehler>Toleranz do

ug, ; Losung der ersten Gleichung von (51);
Finde uj ; Losung der zweiten Gleichung von (51);
mit korrigierten Randbedingungen;

Setze u; = uSRJ + uSB,Z-;

Berechne Fehler;

i+ +;

end

end
Algorithmus 1 : Schematische Darstellung der Fixpunktiteration.

Algorithmus - Allgemeiner Teil

Fiir das diskretisierte System miissen die Koppelbedingungen (49) und (50) in jedem Ite-
rationsschritt modifiziert werden. Die partikuldre Losung up erfiillt die Bedingungen (49)
und (50) nicht, so dass eine Korrektur der Randdaten nur iiber die Randelementmethode
erfolgen kann.
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Algorithmus - RBF Teil

Das Volumen ; wird in diskretisierter Form benétigt. Die Menge
X={zy,..,an} CQQ CR?

bestehe dabei aus den inneren Knoten und den Dreiecksmittelpunkten der diskretisier-
ten Oberfliche I';. Weiter seien ugr; und up; aus der letzten Iteration bekannt. Fiir die
Berechnung der rechten Seite des Systems (51)

div(d(ug + up, z, hist)o(ur + up, z))

wird die Auswertung der BEM in inneren Knoten mittels der Darstellungsformel durch-
gefiihrt. Die Auswertung von o auf dem Rand erfordert eine tangentiale Ableitung der
Dirichlet-Daten, [71].

Fiir die Berechnung der Ableitung in den Interpolationspunkten X werden die einzelnen
Komponenten des Tensorfeldes

d(ur + up,z, hist)o(ur + upg, x)
mittels einer positiv definiten RBF ¢ interpoliert

d(ug + up,z, hist)o(ur + up, x)

a1 d(r — x5)  aid(r—x5) apip(r — xi)
~ Z azid(x —x;) as0(x — x4)

=1 Symim 043,i¢(33 — .%‘Z)
und die Ableitung durch

N

(d(ur +up,z, hist)o(up + up, v)); ~ Z Qi
i=1

igb(x—xi), k=1,23,j=1,...,6

OT% oxy.

berechnet. Die Divergenz eines Tensorfeldes S zweiter Ordnung schreibt sich in der Form

3. 3. 88,

divszv-stzza—wkei,

i=1 k=1

wobei e; der Einheitsvektor in R? ist. Folglich berechnet sich die rechte Seite zu

N [ arige (@ — i) + asig (e — i) + as iz oz — ;)
rhs(z) = Z 0447i8%1¢(a: —x;) + ag,i%(ﬁ(a: — ;) + a57ia%3q§(m —z) |,
=1 aﬁ,iaimﬁf)(vr —x;) + a5,i3%2¢(90 —x;) + a3,z’a%3¢(33 — ;)

wobei aq, ..., € RV. Die Ableitungsmatrizen

0
<8xk: ij=1,...N

sind unabhéngig vom Interpolanten und werden mit den Methoden aus Kapitel 3 gene-
riert. Fiir die Schidigungsvariable d wird ebenfalls ein Interpolant erzeugt und fiir die

Lo-Projektion der Schadigungsvariable auf die Rdnder verwendet.
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Die rechte Seite ist folglich apriori weder divergenz- noch rotationsfrei, so dass die in
Abschnitt 5.2.2 entwickelte Methode angewendet wird. Das Interpolationsproblem lautet:
Finde den Interpolanten in der Form

N
Srhs, X (JZ‘) = Z cI)Lamé (w - xj)ﬁj
j=1

mit gegebenen Werten rhs(z;) € R, z; € X.
Die approximierte partikuldre Losung up ist in der Form

N
ur(z) =Y Buiv(x — 2;)B;
j=1
gegeben.

Algorithmus - BEM Teil

Die Einarbeitung der Randbedingungen in die partikulédre Losung ist im Allgemeinen nicht
moglich und muss, nebst den Transmissionsbedingungen durch Korrekturen der Randda-
ten, eingebunden werden. Die Koppelbedingungen der Dirichlet-Daten

Lint, 1, N _ _Lint |
Yo u(x) =y u(x)
schreiben sich mit u! = up + up in der Form

" (@) + up(@) = 7 (ur(@) + 25" (wp () = 76" (@)

firz el l=2,...,p.
Die Koppelbedingungen der Neumann-Daten

Mt (@) = =7l ()
fir x € I'; ist wegen

L () = A (1 = d)o(ul, 2)n(x)

= wé’im(l —d)o(up,z)n(x) + fyé’mt(l —d)o(ug, z)n(z)

von der Schiadigungsvariable d abhéngig und bedarf besonderer Sorgfalt. Da d im Algorith-
mus abhéngig von der Losung ist, miissten bei der Galerkinformulierung die entsprechenden
Matrizen des Steklov-Poincaré-Operators neu generiert werden und wére entsprechend auf-
wendig. Fiir den symmetrischen Steklov-Poincaré-Operator wird die Schadigungsvariable
in diskretisierter Form in die Galerkinformulierung eingebracht. Fiir die Diskretisierung
werden die Rénder I'g,I'g, ..., I', sortiert und trianguliert. Als Ansatzraum fiir up; wird
(S1(I's))? gewiihlt und die Abbildung A : RM — RM2+-+Mp )5 Projektion auf die inneren
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Knoten definiert. Die diskretisierte Formulierung lautet

g}]:ame,2 0 0

SﬂLame,l
h UB,h — 0 0 UB,h
0 0 Spemer
gD —URh
T as—1 77 Glame,1 0
—AT M HSE 0
0
gLame,Q 0 0
h
1,in 1,in
+ (717 tuR)h"‘ 0 0 Yo’ tuR(x)>h

mit
S}I;ame,l _ AM_lHS}I;ame’IAT

der modifizierte Steklov-Poincaré-Operator, S’,I:ame’i die nicht modifizierten Steklov-Poin-

caré-Operatoren, (’yll’imuR>h die Lo-Projektion der Funktion (1 — d)o(ug, z)n(z) auf die

linearen Basisfunktionen, (’yé’imuR(x)> die Lo-Projektion der Funktion ug auf die linea-

ren Basisfunktionen, der Massenmatrix M und der diinnbesetzten Matrix
H = ((1=d)pi,; ) 1,rg) -
Die neue Systemmatrix

S]Eame,2 0 0
_SLame,l .

h 0 . 0
0 0 Spemer

ist wegen des modifizierten Steklov-Poincaré-Operators nicht mehr symmetrisch. Insbeson-
dere ist ein CG-Verfahren nicht zur Losung des Systems verwendbar. Anstelle dessen wird
das GMRES-Verfahren verwendet.

8 Volumenkraftdichte

Betrachtet man die Volumenkraftdichte f in

3
0
- %Uij(“@) = fi(z), ©€Q,

J
/ f(z)da

vV

so beschreibt

die Kraft, die durch das Volumen V auf das Volumen eines Koérpers wirkt. Typische Beispie-
le sind die Gravitation, elektrische oder magnetische Feldkréfte, Zentrifugalkréfte, Coriolis-
krafte und thermische Kréfte. In den folgenden beiden Abschnitten werden die Gravitation
und Zentrifugalkrifte behandelt.
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Abbildung 14: Halbsphére mit Oberflichenspannungen (links) und Geometrie (rechts).

8.1 Gravitation

Die Gravitationskraft wirkt aufgrund des Eigengewichtes des Kérpers und spielt vor allem
bei der statischen Auslegung von Briicken und Geb&uden eine wesentliche Rolle. Sie hat
die Dichte

f(@) = —pges
mit e3 = (0,0,1)T, wobei p die Dichte des Materials bezeichnet. Eine partikulire Losung
ist gegeben durch
2 T
Pgx3 )

up(m) e (0, 0, m

Im Beispiel wird eine Halbsphére verwendet, d.h.
Q={zeR®: 23>0, |z|l, <5}
und die Dirichlet-Daten auf
Tp={reQ: o3=0, |al], < 5}

durch
(70“)(33) = (0’ 0, O)T

fixiert. Die restlichen Rénder sind kréftefrei.

Fiir die Diskretisierung wird eine quasi-uniforme Folge von Tetraeder-Gittern verwendet.
In Abbildung 14 sind die Oberflichenspannungen und die Geometrie fiir die zweite Verfei-
nerung dargestellt.

Fiir die Projektion der Dirichlet- und Neumann-Daten wird eine Quadratur der Ordnung
8 je Dreieck verwendet. Anzumerken ist, dass ein Clustern der Oberflichenpunkte der
Quadratur gegen die Knoten des Volumennetzes grofte Blocke und folglich eine gute Kom-
pression der entsprechenden H2-Matrix bei akzeptabler Genauigkeit zulésst. In Tabelle 9
finden sich die Parameter der Netzfolge.

Um einen Vergleich mit einer exakten Losung herzustellen, wird das Problem wie folgt
modifiziert. Betrachtet wird die rechte Seite

f(z) =—(0,0,10)7

mit der partikuldren Losung

up(z) = (o,o,%)T.
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’ Konten | Elemente ‘ Knoten ‘ Elemente

Volumen Oberflache
380 1368 261 518
2386 10944 1038 2072
16751 87522 4146 8288
125197 700416 16578 33152

Nummer | Quadraturpunkte Kompression
Quadratur | Interpol. | BEM
0 33152 0.119 0.81 1.0
1 132608 0.023 0.50 | 0.365
2 530432 0.0158 0.27 | 0.205
3 2121728 0.002 - | 0.057

Tabelle 9: Parameter der Netzfolge. Fiir die Approximation der auftretenden Matrizen wur-
de bei der Randelementmethode eine Genauigkeit von 1076, bei den Interpolationsmatrizen
10719 und bei den Matrizen zur Auswertung des Interpolanten 10~® verwendet.

Die Randwerte werden mittels
(vou)(z) = up(x),

fir
zelp={xel: z3=0, ||z|]| <5}
und
(nw) (@) = (r1up)(@),
flir

rely={zel: a3 >0}

gesetzt. Die relativen Fehler der Dirichlet- und Neumann-Daten sind in Abbildung 15
dargestellt.

8.2 Fliehkraft

Die Zentrifugalkraft tritt bei Dreh- oder Kreisbewegungen auf. Sie wirkt dabei radial von
der Rotationsachse nach aufsen. Bei schnellen Rotationen, wie z.B. bei einer Kurbelwelle,
entstehen dabei Kréfte, die eine leichte Deformation des Bauteils verursachen. Sie hat die
Dichte

f(z) = mw?r,

wobei 7 den Radiusvektor zur Drehachse bezeichnet. Im Beispiel wird eine Kurbelwelle
betrachtet, die entlang der xz-Achse rotiert. Die Randwerte werden mittels

(hou)(z) =0,
fir
xelp={zxel: x; = -2 oder z; = 8.25}

vorgeschrieben. Die restlichen Rénder sind kréftefrei. In Abbildung 16 ist die deformierte
Kurbelwelle zu sehen. Fiir die Materialparameter wurden die Parameter £ = 75 GPa und
v = 0.2 verwendet.
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Abbildung 15: Konvergenz der berechneten Dirichlet- und Neumann-Daten im Vergleich
mit der exakten Losung.

disp X
5.176e-04
E0.00026224
6.8378e-6
E-0.00024856
-5.040e-04

Abbildung 16: Deformierte Kurbelwelle (Faktor 200); aufgetragen sind die Richtung der
Verschiebungen, die Farbe der Oberfliche zeigt die Verschiebung in xz-Richtung.
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Abbildung 17: RVE mit isotrop verteilten Fasern.

y | 227 | 150 | 100 | 50 | 25 | ungefiillt
Dreiecke | 51458 | 34344 [ 23204 | 12088 [ 6534 | 978
Knoten | 26185 | 17474 | 11804 | 6146 | 3319 | 491
Zeitinh | 2.9 | 1.06 | 047 | 0.15 | 0.08 -

Tabelle 10: Rechenzeiten und Geometrien der einzelnen RVE.

9 Modell mit und ohne Schadigung

9.1 Ohne Schidigung

In diesem Abschnitt werden zunachst verschiedene RVE untersucht und mittels der Mate-
rialtangente

da};
Oeg;

charakterisiert. Die Angabe des Tensors C' erfolgt mittels Voigt-Notation als 6 x 6 Matrix.

Cijkl =

RVE - isotrope Verteilung

FEine isotrope Verteilung liegt vor, wenn die eingebrachten Fasern keine Vorzugsrichtung
besitzen, in der sie ausgerichtet sind. In Abbildung 17 ist eine solche Verteilung zu sehen.
Um den Einfluss der eingebrachten Fasern auf die Steifigkeit des Materials zu verdeutli-
chen, wurden in den numerischen Experimenten die Anzahl schrittweise erhoht, bis eine
Fiillung mit 227 Fasern vorlag. In den Abbildungen 18 bis 23 sind die einzelnen Steifigkeits-
tensoren mit den zugehorigen 6 Experimenten und deren Oberflichenspannung zu sehen.
Die Oberflache der Box ist dabei herausgeschnitten. Es ist zu erkennen, dass bei steigen-
dem Volumenanteil die Steifigkeit zunimmt. Allerdings bildet sich aufgrund der isotropen
Verteilung keine Vorzugsrichtung aus. Man erkennt, dass sich die Oberflaichenspannungen
auf den Faserenden konzentrieren.

Die Kompression der Einfachschicht- und Doppelschichtpotentiale sind in Tabelle 11 auf-
gelistet. Es zeigt sich, dass die Kompression fiir die Geometrie mit den Fasern im Vergleich
zu einer Oberfldche ohne Inklusionen bei vergleichbarer Anzahl der Unbekannten deutlich



130 9 MODELL MIT UND OHNE SCHADIGUNG

4012.34 2160.49 2160.49 0.00 0.00 0.00
2160.49 4012.34 2160.49 0.00 0.00 0.00
2160.49 2160.49 4012.34 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 925.93 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 925.92  0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 925.93

Abbildung 18: Ungefiilltes Material, Fat = 2.5 GPa, vy, = 0.35.

--—"‘\\

4048.22  2173.91 2172.39 0.09 —0.64 —0.84
2173.89 4046.56 2172.04 —-0.66 —0.36 1.16
2172.37 2172.05 4046.45 —0.28 —2.25 —0.60

¢= 0.11 —0.63 —0.30 936.00 —-0.55 —0.49
—0.62 —0.40 —2.32 —0.55 936.33 0.02
—0.85 1.17 —0.57 —-0.49 0.01 937.84

Abbildung 19: Gefiilltes Material, 25 Fasern,
Emat = 2.5 GPa, Epps = 75 GPa, v = 0.35, vphs = 0.2, Volumenanteil 0.24%.
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W=
-
S,

=

B P

/1
—~A B
S

4082.18 2185.83 2184.25 0.37 1.18 -0.91
2185.82 4083.42 2184.63 0.02 1.04 0.55
C— 2184.23 2184.65 4082.35 0.00 -1.35 —0.10
0.39 0.05 —0.02 947.61 —0.08 1.02
1.19 1.00 —1.41 —0.08 947.01 0.45
—0.92 0.57 —0.07 1.02 0.45 948.72

Abbildung 20: Gefiilltes Material, 50 Fasern,
Eat = 2.5 GPa, Epps = 75 GPa, vimae = 0.35, vphs = 0.2, Volumenanteil 0.47%.
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4152.06 2210.19 2208.29 —0.47 2.65 —1.58
2210.18 4160.36  2209.75 —1.51 1.51 —3.15
C= 2208.30 2209.79 4150.88 —0.83 2.03 0.67
B —0.45 —1.49 —0.88 970.37 0.29 1.43
2.67 1.46 1.91 0.28 968.63 —0.53
—1.58 —-3.13 0.71 1.42 —-0.52  970.77

Abbildung 21: Gefiilltes Material, 100 Fasern,
Ermat = 2.5 GPa, Epps = 75 GPa, v = 0.35, vphs = 0.2, Volumenanteil 0.96%.
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4231.75 2236.32 2232.38 0.71 —-5.44 -5.10
2236.34 4232.39 2234.63 -3.22 —1.11 —1.66
2232.43 2234.65 4222.13 -554 —-3.62 0.97

0.71 —-3.21 —5.58 993.83 0.62 —1.22
—5.43 —1.12 —3.65 0.63 990.95 0.41
—5.04 —1.67 0.99 —-1.22  0.39 994.827

Abbildung 22: Gefiilltes Material, 150 Fasern,
Enmatr = 2.5 GPa, Epps = 75 GPa, vmae = 0.35, vphs = 0.2, Volumenanteil 1.4%.
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4350.70 2272.71 2270.64 —0.34 —6.26 —5.39
2272.74 4338.37 2269.86 4.78 —0.52 —0.89
C— 2270.64 2269.86 4336.34 —0.08 —4.20 1.66
- -0.31 4.82 —0.11 1026.68 1.44 —1.16
—6.27 —0.57 —4.28 1.44 1026.18 —0.10
—5.40 —0.86 1.70 —-1.18 —-0.10 1029.87

Abbildung 23: Gefiilltes Material,
227 Fasern, Fnat = 2.5 GPa, Ephs = 75 GPa, vmar = 0.35, vphs = 0.2, Volumenanteil 2.8%.
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’ Matrix | K [ W W[V [ W[ Vi V]| V|
’Kompression in % ‘ 11.7 ‘ 4.1 ‘ 6.8 ‘ 7.3 ‘ 7.3 ‘ 6.9 ‘ 7.3 ‘ 6.9‘

Tabelle 11: Kompression der BEM-Matrizen bei 227 Fasern, Genauigkeit 1076,

[ Mk [ K [V Vi [ V]V ViV V|
| Kompression in % [ 23.6 [ 7.8 | 12.1 [ 12.9 [ 13.1 [ 11.8 [ 13.1 | 12.1 |

Tabelle 12: Kompression der BEM-Matrizen bei 25 Fasern, Genauigkeit 1075,

schlechter ist. Der Grund hierfiir liegt in der Geometrie selbst, da das Gitter der Fasern
dreidimensional innerhalb der Box liegt.

RVE - mit Vorzugsrichtung

Um eine grofere Steifigkeit in einer Vorzugsrichtung zu beobachten, wird eine unidirektio-
nale Faserverteilung verwendet. Dazu wird eine Geometrie mit 25 Fasern erzeugt (28918
Dreiecke, 14511 Knoten), deren Hauptachse in z-Richtung zeigt. Die Rechenzeit betrug 0.7
Stunden pro Experiment. Die Kompression der BEM Matrizen findet sich in Tabelle 12.
In dem Steifigkeitstensor zeigt sich folglich ein deutlicher Kontrast in der dritten Diago-
nalkomponente.

Zugversuche

Im Zugversuch werden die wesentlichen mechanischen Eigenschaften eines Probenmaterials
ermittelt. Diese Eigenschaften werden in der Regel fiir Vergleichszwecke eingesetzt. Dazu
zéhlen unter anderem die Zugspannung (die Kraft bezogen auf den Anfangsquerschnitt der
Probe) und die Dehnung (bezogen auf die Anderung der Linge im Vergleich zum Beginn).
Der Zugversuch liefert eine gute Basis, um die Verdnderung der mechanischen Kennwerte
auch unter Beachtung von z.B. Alterung zu charakterisieren.

Auf Makroebene wird fiir die FEM ein Probekérper mit 224 Elementen diskretisiert und
fiir die Auswertung der Mikroebene jeweils 8 Gaufspunkte verwendet (siche Abbildung 25).
In den Gaufspunkten wird mittels der BEM der Steifigkeitstensor ermittelt. Dabei werden
jeweils das RVE mit 227 isotrop verteilten Fasern und deren Abstufungen bzw. unidi-
rektional verteilten Fasern verwendet. Beim RVE mit Vorzugsrichtung liegen die Fasern
entlang der Zugrichtung, was zur Folge hat, dass die ermittelte Zugkraft deutlich grofer
ist als z.B. die beim RVE mit isotrop verteilten Fasern. In Abbildung 26 sind die Kréfte in
Kraft-Weg-Diagrammen zusammengefasst.

9.2 Homogenes Material

Betrachtet wird eine RVE, welches nur aus Matrixmaterial besteht. Die BEM-RBF ge-
koppelte Methode wird auf Mikroebene verwendet. Die Korrekturen auf RBF-Ebene sind
allerdings dementsprechend klein, da die Schédigungsvariable ndherungsweise konstant ist
und somit die rechte Seite div(do(up + ugr)) ~ 0. Das ermoglicht eine Vorberechnung
der Schadigung und des Steifigkeitstensors. Der Zugversuch wird wieder mit jeweils acht
Gaufspunkten pro Element auf Makroebene durchgefiihrt. Im Gegensatz zum linearen Fall
ist hier ein Abfall der Zugkraft zu erkennen (siehe Abbildung 27).
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W4

5947.99 2730.95 2535.97 —0.01 —0.13 —0.04
2730.95 5947.65 2535.88  0.05 0.01 0.07
C= 2535.66 2535.56 11812.80 0.02 —0.08 —0.06
—0.05 0.03 0.08 1509.08 0.05 0.03
—0.01 0.01 —0.07 0.05 1508.91 —0.07
0.04 0.21 —-0.03 0.03 0.03 1335.72

Abbildung 24: Gefiilltes Material, 25 Fasern, Epa; = 2.5 GPa, E,s = 75 GPa, vy = 0.35,
Vphs = 0.2, Volumenanteil 24.9%.

stress Magnitude
3.268e+01
E26.278
-19.877
“13.475
E7.073e+00

Abbildung 25: Zugprobe. Auf der Oberfliche aufgetragen ist die Norm der Spannung.
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1074 1073
T T T T T
—e— homogen 1.2 ||~ homogen
] ||—=— 25phs —=— unidirektional
—e— 50phs 11 |
> —— 100phs >
2 6[|—— 150phs : 2 08l ,
. -eo- 227phs r
b5 2 06| .
~ 4 [ | ~
iy i
e e
N 0.4} =
20 | 0.2 |
| | | | 0 L | | | | |
02 04 06 0.8 1 02 04 06 0.8 1
Verschiebung in mm Verschiebung in mm
(a) Isotrope RVE im Vergleich (b) Unidirektional

Abbildung 26: Kraft-Weg-Diagramme.

Gemessene Kraft in Abhéngigkeit der Verschiebung, Yy = 0.1

1073
T
—e— ohne
1.2 = H =0.1
1+ e H =0.2
Z, ——H =0.3
ET: -eo-H =05
= 06|
-~
o0
S 04|
0.2
| |

| |
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Verschiebung in mm

Abbildung 27: Zugversuch homogenes Material mit und ohne Schiadigung, verwendet wur-
den gemittelte Lamé-Parameter, um in etwa das Verhalten des RVE mit unidirektionalen
Fasern wiederzugeben.
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Abbildung 28: Geometrie: RVE mit Kugel.

9.3 RVE - Inklusion - Kugel

Betrachtet wird das Schédigungsmodell angewandt auf ein RVE mit einer Kugel im Inneren
(sieche Abbildung 28). Die Diskretisierungsparameter sind wie folgt:

e 312 Dreiecke und 158 Knoten auf der Oberfliche der Kugel,
e 1664 Dreiecke und 834 Knoten auf der Oberfliche der RVE,

10979 Tetraeder im Matrixmaterial, davon 1339 Knoten im Inneren,

14294 Punkte zur Interpolation

126464 Quadraturpunkte zur Projektion der Interpolanten auf die Oberflachen.

Bei der Parameterwahl muss wegen der Differenzierung von do(ug + up) die Einschrin-
kung Yy = 0 getroffen werden. In Tests hatte sich gezeigt, dass eine nicht glatte rechte
Seite zu Oszillationen und damit zur Erhéhung der Energie und in letzter Konsequenz zu
Schidigung fiihrt.

Die Wahl des Parameters H ist kritisch und beeinflusst die Konvergenz des Verfahrens.
Im Experiment wurde mit einem elastischen Pradiktor H vorab so eingestellt, dass die
folgende Ungleichung

d < 0.20

fiir den Schédigungsparameter im ersten Iterationsschritt gilt.
Als Abbruchkriterium wird wie in Spahn, [62],

leit1 — el
el
verwendet, mit der punktweisen Norm des Interpolanten in den Interpolationspunkten.
Die Randdaten wurden als uniforme Verschiebungen mittels

0.01 O 0
u=ex, e = 0 001 O
0 0 0.01

<107
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dam

1.941e-01 eps‘éz.me-oz

=0.1804 —0.022828

Z0.16978 £0.015219

EO.]S‘)] 7
1.517e-01

z

Eo.oomooa
1.436e-03

al

Abbildung 29: Entlang der yz-Ebene geschnittenes RVE ohne Inklusion. Die Farbe der
Oberfliche zeigt die Schidigung innerhalb des Matrixmaterials (links) bzw. e, (rechts).

¥

aufgebracht. Als Parameter fiir das Schidigungsmodell wurden
Yo=0, H=0.1
verwendet. Das Material wurde mittels
Enat = 2.5 GPa, Eyps = 75 GPa, vpar = 0.35, vpps = 0.2

charakterisiert. In Abbildung 29 ist die Losung nach 13 Schritten abgebildet. Dabei wurde
die Inklusion entfernt und die Werte der Schidigungsvariablen bzw. e,, sind zu sehen.
Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt ist durch die Projektion der Losung des letzten
Schrittes und der partikuldren Losung etc. auf die Rédnder enorm hoch. Ein Iterationsschritt
benétigte einige Stunden. In Abbildung 30 ist die Fehlergrofe

leit1 — el
el

aufgetragen. Die Fixpunktiteration erreicht nach 13 Schritten eine Genauigkeit von 1077.
Es handelt sich um einen stabilen Fixpunkt.

T 7]
102 ° :
103 | ’ i

B ° E

g 104} ¢ .

E B J i

< 1070} y E

= B ° ]
106 | ° -

§ ° E
B o o
U BEICEN
E\ | | | | | | | \E
2 4 6 8 10 12 14 16

Schritte

Abbildung 30: Konvergenzgraph zur Fixpunktiteration.

Um die Wirkung der Schidigungsvariablen auf die Konormalenableitung zu verdeutlichen,
wurde ein Linienplot durch die Punkte (0,0, 5) und (0,0, —5) angefertigt (siche Abbildung
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31). Zu sehen ist dabei, dass im Vergleich zum elastischen Pradiktor (Schritt 0) die Sché-
digung zum Rand der Box hin etwas abnimmt, jedoch zum Rand der Inklusion deutlich
zunimmt. Der Grund hierfiir ist, dass der Kontakt zwischen Matrix und Inklusion durch die
Interface-Bedingungen in Form von stark gekoppelten Dirichlet-Daten vorgegeben ist. Die-
se kann man vereinfacht auch so verstehen, inwieweit sich die Inklusion verschieben muss,
um die entsprechenden Randspannungen zu erzeugen. Allerdings sind die Randspannungen
des Matrixmaterials durch den Faktor (1 —d) abgeschwécht. Im vorliegenden Beispiel liegt
der Wert von (1—d) bei ungefihr 0.8 auf dem Rand. Letztendlich bewirkt dies eine kleinere
Verschiebung des Randes der Inklusion, da sich dort per Vorgabe keine Schadigung bilden
kann. Insbesondere steigt e in den Regionen der Schiadigung im Matrixmaterial in der Nahe
des Randes demzufolge an.

1072

: a5l :
0.2| |— Losung 0 i 7| |— Losung
——Schritt 0 | /- \ ——Schritt 0 |/
/ \ /
/ /
/ \ /
0.19 | / \ B 3 /
2 / \
Eﬂ // \ /
< 0as| y \ i 3
= Yy \\\ 2.5 /
5} R
0.17 | 1
ol
0.16 [ |
Il Il Il
0 1 2 8 9 10 0 1 2 8 9 10
Bogenlange Bogenlange
(a) Verlauf der Schadigungsvariable im Vergleich (b) Verlauf von e.. im Vergleich zu Schritt 0.

zu Schritt 0.

140

130

120

110

100

90

8 9 10

Bogenlidnge

(c) Verlauf der zz-Komponente von ¢ im Vergleich
zur geschéadigten zz-Komponente (1 — d)o..

Abbildung 31: Auswertung des Linienplots durch die Punkte (0,0,5) und (0,0, —5).

10 Periodische Randbedingungen

Im Hinblick auf die Ermittelung der Materialtangenten werden periodische Randbedin-
gungen bevorzugt. Wie im Abschnitt 7.3 bereits erlautert, ist das Aufbringen der Rand-
bedingungen nicht direkt moglich, sondern muss in Form von Nebenbedingungen in die
Formulierung eingehen.

Dazu wird ein speziell konstruiertes RVE betrachtet: Die Netze der einzelnen gegeniiber-
liegenden Seiten werden durch Verschiebung der entsprechenden Seiten erzeugt, so dass
spéter eine eineindeutige Identifizierung der Knoten moglich ist (siehe Abbildung 32). Die
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S1,1

S2,-1 S$2.1
S1,—-1 ’

Abbildung 32: Periodische Geometrie.

Projektionsoperatoren auf einzelne Seiten und Kanten der Box sowie auf die Knoten der In-
klusion bei der Formulierung mit symmetrischen Steklov-Poincaré-Operator erfordert eine
Ordnung der Knoten. Die Kanten der Box werden mit & bezeichnet, die Seitenfléichen (ohne
Kanten) werden geméf Abbildung 32 mit s11, S2.1, $3.1,51,—1, S2,—1 und s3 _1 bezeichnet.
Durch eine Verschiebung der Knoten der diskretisierten Oberflache in s. 1 entlang eines
Verschiebungsvektors ds. _1 werden diese auf s.; abgebildet, wobei

(5817_1 = (0,0,ds), 582’_1 = (O,ds,()), 583’_1 = (ds,O,())

und dg der Abstand der Seiten ist.
Das Aufbringen der Randbedingungen gliedert sich in:

1. Direkte Randbedingungen auf den Kanten mittels

u(z) =ex, x € k.

2. Indirekte Randbedingungen durch Kopplung der Seiten mittels Dirichlet-Daten
w(z) = u(x + ds1,—1) + e(ds1,-1), = € 51,1,
w(z) = u(x + ds2,—1) +e(ds1,-1), = € 52,1,
u(z) = u(z+ds3 1) +e(ds1,-1), « € s3-1
und Neumann-Daten
t(x) = —t(x + ds1,-1), = € s1,-1,
t(x) = —t(x + Jds2,-1), = € 52,1,
t(z) = —t(x + 0s3,-1), T € S3,—1.
Die diskretisierte Formulierung geméfs (28) erfordert eine neue Sortierung der Knoten. Fiir

die Diskretisierung werden die Rander der Inklusionen I's, ..., I', sortiert und trianguliert.
Der Rand I'y der Box wird in

I'p=kuU S§1,-1Usg 1Us3 1 UsiiUsgaiUssy
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zerlegt und diskretisiert. Die Anzahl der gesamten Anzahl M an Knoten auf I'g teilt sich
auf in:

e Anzahl M;, auf den Kanten,

e Anzahl My _, auf den Flichen s. _y,

e Anzahl M; auf den Fléchen s. 1,

e Anzahl M; auf den Randern I';, 7 =2,...,p.

Der Vektor aller Knoten wird geméf Kanten, s. _1, s.1, und Knoten der Inklusionen
[s,..., I', sortiert. Der Vektor der gesuchten Knoten besteht aus den Knoten von s. 1
und I'g, ..., I',. Die dabei verwendeten Projektionen sind:

e Projektion auf den gesamten Knotenvektor

0 O
| moo

Al - ]Il 0 9y
0 Iy

e Projektion auf den gesuchten Knotenvektor
(0 L4 I O
Az = ( 00 0 I ) ’
e Projektion auf die Knoten der Inklusion
As=(0 I ),

e Projektion der Knoten der Inklusion auf den gesamten Knotenvektor

0
0
Ay = 0 ,
I
wobei
I € RMSTI XMs, _4 I, € RMa+-+Mpx Ma+-+Mp
M
sind.

Als Ansatzraum fiir up, wird (S} (Ts))? gewiihlt. Die diskretisierte Formulierung lautet

AQ(S}I:ame,lAl n A4g}1;ame,incA3)uh _ _AQS}I:ame,lgD,
wobei gp = (gk, 0, €ds. _1, O)T7 und die Projektionen
A RMs. 1 tMattMp RQJWSA’_l-i-]WIc-i-Mz-i-'~~—i—Mp7
Ay R¥Mo. ot Myt Motk My pM, g+ Mottt My
A3 . RMS',—1+M2+“'+MP - RM2+"'+MP,

Ay RM2+---+Mp N RQMs.7,1+Mk+M2+“'+Mp
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trac_Magnitude
7.415e+02
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Abbildung 33: Periodische Losung. Die Farbe der Oberfliche zeigt die Spannung, die Pfeile
die Richtung der Oberflichenspannung. Die Kopplung der Neumann-Daten auf der Ober-
flache der Box sind deutlich zu erkennen.

16.9265  5.013 5.01313 -0.0 —-0.0 0.0
5.01296 16.9289 5.01359 -0.0 -0.0 0.0
Coi = 5.01308 5.01362 16.9305 -0.0 —-0.0 0.0
unt -0.0 —-0.0 —0.0 5.85958 0.0 —-0.0
—-0.0 —0.0 -0.0 0.0 5.8587 —0.0
0.0 0.0 0.0 -0.0 —0.0 5.85838
16.8323 5.00657 5.00841 —0.0 0.02 —0.05
5.00148 16.8365 5.00299 0.01 0.02 —0.06
Co = 5.00519  5.0057 16.8365 0.0 0.04 -0.01
per — —0.01 —0.06 —0.04 5.65101 —0.02 0.01
0.0 -0.0 0.0 0.01 5.65638 0.01
0.0 0.03 —-0.0 0.0 —0.01  5.65277

Abbildung 34: Tangenten im Vergleich. Oben nicht periodisch, unten periodisch.

sind.

Fiir das numerische Beispiel wurden die Parameter Fn,; = 0.114 GPa, E,,s = 75 GPa,
Vmat = 0.24 und vy, = 0.2 verwendet. In Abbildung 33 ist die Losung zu den Randbedin-
gungen fir

0 05 0
e=|( 05 0 O
0 0 0

dargestellt. Ein Vergleich der Homogenisierung mittels direktem Aufbringen der Randbe-
dingungen durch er und dem periodischen Ansatz zeigt eine geringere Steifheit, wie es
geméf Aboudi, [1], auch zu erwarten ist. In Abbildung 34 sind entsprechenden Tangenten
zu finden.

Im Allgemeinen wére durch eine Anpassung der Sortierung der Knoten auch Inklusionen
denkbar, die den Rand schneiden. Dazu ist es aber unbedingt erforderlich, dass die innere
Struktur des RVE ebenfalls periodisch ist.

Fiir die periodischen Randbedingungen sind in einigen Schritten auch periodische matrix-
wertige RBF anzuwenden. Eine Verallgemeinerung der bisherigen Theorie auf diesen Fall
ist ebenfalls denkbar.

11 Fazit und Ausblick

Die Randelementmethode ist ein vielseitig einsetzbares Verfahren. Im konkreten Anwen-
dungsfall wurde eine Erweiterung mit Hilfe von matrixwertigen radialen Basisfunktionen
betrachtet, um die entstehenden Inhomogenitédten, sei es aufgrund von Nichtlinearitdten
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oder bestehenden Volumenkraftdichten zu behandeln. Die hergeleiteten matrixwertigen
RBF vom Lamé-Typ wurden untersucht und Fehler- und Stabilitdtsabschétzungen in Ka-
pitel 5.2.2 hergeleitet. Des Weiteren wurden bestehende numerische Verfahren zur Losung
des Interpolationsproblems in Kapitel 6 auf den matrixwertigen Fall iibertragen und ange-
wendet. Es wurde weiter gezeigt, dass die entstandenen RBF im Kontext der H?-Matrizen
eine Niedrigrangapproximation besitzen und komprimiert werden kénnen. Im numerischen
Teil wurde belegt, dass die verwendete Approximation einer Volumenkraftdichte die Kon-
vergenzordnung der Randelementmethode nicht stort.

Auf Seiten der Randelementmethode wurde eine gekoppelte Formulierung fiir das nicht-
lineare Schadigungsmodell hergeleitet und mit den neu entwickelten matrixwertigen RBF
sowie einem modifizierten Steklov-Poincaré-Operator ergénzt. Zur Lésung wurde eine Fix-
punktiteration verwendet und die Konvergenz an einem numerischen Beispiel nachvoll-
zogen. Trotz der Verwendung von H2-Matrizen und iterativen Gleichungslésern bei der
rein linearen Aufgabe oder auch dem nichtlinearen Schadigungsmodell bleibt der Rechen-
aufwand im Vergleich zu FFT-basierten Methoden hoch. Auf der anderen Seite 16sen die
FFT-basierten Methoden die Geometrie aufgrund der Voxel-Struktur nur grob auf. Die auf-
windigen Schritte sind vor allem die L?-Projektionen der RBF-Interpolanten und deren
Ableitungen auf die Oberflichen. Folglich wurde nur im lineare Fall eine Multiskalenrech-
nung an einem Zugstab durchgefiihrt. Die Rechenzeit fiir das nichtlineare Schadigungsmo-
dell ist zum jetzigen Zeitpunkt zu hoch. Verbesserungen in der Rechnerstruktur und CPU
konnten zukiinftig eine Anwendung ermoglichen.
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