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Zusammenfassung

Der Vektorraum MZ der Siegelschen Modulformen vom Gewicht k und Grad n besitzt
nach Klingen (siehe [K1i90]) eine Zerlegung in eine direkte Summe

n
k_ k
M =P Mk,
m=0

Der Raum M}, von Klingen-Eisensteinreihen zu Spitzenformen vom Grad m ist dabei
isomorph zum Raum S der Spitzenformen vom Gewicht k£ und Grad m.

Weiter konnen Siegelsche Modulformen fiir alle 0 < r < n in ihre Fourier-Jacobikoeffi-
zienten vom Grad (r,n — r) zerlegt werden.

Wie Dulinski in [Dul93] gezeigt hat, lasst sich der Vektorraum der Jacobiformen
TF,_(T) vom Gewicht k, Grad (r,n —r) und Index T als direkte Summe

j'rk,nfr (T) = @ Jrlfnfr,s (T)
s=0

schreiben. Dabei sind die Riume 7, . (T') isomorph zu einer direkten Summe von
Ré&umen von Jacobi-Spitzenformen vom Grad (s,n — r) und verschiedenen Indizes.

Es stellt sich die Frage, wie diese Zerlegungen zusammenpassen. Dazu kann man die
Summanden eines Jacobikoeffizienten einer Klingen-Eisensteinreihe in M,’f’m beziiglich
der Zerlegung von jrlfn_,,(T) betrachten. Insbesondere stellt sich die Frage wie die
Fourierkoeffizienten eines solchen Summanden berechnet werden kénnen.

Fiir m = n oder r = 0 ist diese Fragestellung trivial, fir m = 0 und » = n wurde dies
von Boécherer gelost. Sonst sind Ergebnisse nur fiir n = 2 unter weiteren Einschran-
kungen bekannt.

In dieser Arbeit werde ich diese Fourierkoeffizienten fiir allgemeine n und ohne Ein-
schrankungen berechnen.

Dazu werden wir eine Verallgemeinerung der Garrettschen Abbildung A7, : SF, —
ME benutzen, die durch

AL(f)(Z1) = <f(*)’Eﬁ+m’0 (OZl 0>>

*

definiert ist. Wir werden zeigen dass die gesuchten Fourierkoeffizienten mit denen der
Verallgemeinerung von A} bis auf eine Konstante iibereinstimmen. Dies kénnen wir
benutzen um die gesuchten Fourierkoeffizienten zu berechnen.
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Abstract

The vector space ME of Siegel modular forms of weight k and degree n has a decom-
position (due to Klingen ([K1i90])) into a direct sum

n
k _ k
Mn - @ Mn,mv
m=0

where the spaces M,’f,m of Klingen-Eisenstein series are isomorphic to spaces of cusp
forms of weight k and degree m.

We can also decompose a Siegel modular form into Fourier Jacobi coefficients of
degree (r,n —r) for all 0 < r < n.

Due to Dulinski, the vector space of Jacobi forms jr’fnfr(T ) of weight k, degree
(r,n —r), and index T can be decomposed as a direct sum

jr]fn—r(T) = @jrlfn—r,s(T)'
s=0

Each space jffn_n 4(T) is isomorphic to a direct sum of spaces of Jacobi cusp forms of
degree (s,n — r) and varying indices.

This leads to the question how these decompositions fit together. That is, what are
the components of a Fourier Jacobi coefficient of the Klingen Eisenstein sreies in the
above decomposition.

In particular, we want to compute the Fourier coefficients of the summands in the
spaces jrk,:n—r,s(T)'

This is trivial for 7 = 0 or m = n. The cases m = 0 and r = n were solved by
Bocherer.

Besides these cases there are known results only for n = 2 with some further restric-
tions.

In the present thesis, the Fourier coefficients are computed for general n and restric-
tions.

For that purpose, we will use a generalisation of Garrett’s map A", : S¥ — MFE,
which is given by

k ~Z1 0
w2 = (160, B (0 1))
In this dissertation I show that the desired after Fourier coefficients correspond to
those of the generalisation of A7, up to one constant.
This can be used to compute the Fourier coefficients.






Einleitung

In dieser Arbeit werde ich die Fourierkoeffizienten von Zerlegungen der Fourier-Jacobiko-
effizienten von Klingen-Eisensteinreihen berechnen.

Es sei H := {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene. Unter einer elliptischen
Modulform vom Gewicht k& € N verstehen wir eine holomorphe Funktion

fTH—-C,

die fur alle Matrizen (Z b) € SLy(Z) die Gleichung

d
F(E5) =+ atse)

erfillt und eine Fourierzerlegung
f(z) = bje(jz)  (mit e(z) = exp(2miz))
JEN

besitzt.

Gilt by = 0, kommen in der Fourierzerlegung von f also nur Summanden zu posi-
tivem j vor, so nennen wir f eine Spitzenform. Es ist bekannt, dass der Vektorraum
der Modulformen My, eine Zerlegung

Mg =8P < Gi >
in den Raum der Spitzenformen S und das Erzeugnis der Eisensteinreihe
1
Gi(T) := —_—
C%;Z (cT + d)*
(e,d)=1

besitzt.

Eine mégliche Verallgemeinerung von elliptischen Modulformen sind Siegelsche Mo-
dulformen. Hierbei werden Funktionen in mehreren Variablen betrachtet. Dazu be-
trachten wir den Siegelschen oberen Halbraum

H, :={Z c C"™" | Z="Z, Im(Z) ist positiv definit}

und die symplektische Gruppe

Sp,(Z) == {M € GLay(Z) ['MJM = J}, mit J := <(1n1n 01” > .

vii



Einleitung

Siegelsche Modulformen sind holomorphe Funktionen

f:H, = C,

die fur alle (é g) € Sp,(Z) die Gleichung

f((AZ 4+ B)(CZ 4+ D)™ ') = det(CZ + D)* f(2)

erfiillen.
Diese Funktionen haben eine Fourierzerlegung

F(2) = by (D)e(tr(TZ)),
T

wobei die Summation iiber alle symmetrischen, positiv semidefiniten, halbganzen Ma-
trizen lauft. Auch der Begriff der Spitzenform l&sst sich verallgemeinern: Von einer
Spitzenform spricht man hier, wenn die Summation nur iiber positiv definite Matrizen
T lauft.

Auch der Vektorraum der Siegelschen Modulformen MF besitzt (fiir ausreichend
grofies Gewicht) eine Zerlegung in direkte Summanden, bei der allerdings mehr Sum-
manden als bei elliptischen Modulformen auftreten

n
M =P M ...
m=0
Hierbei liefern der Siegel-Operator
o ME St
und die Klingen-Eisensteinreihen
Sk M
f = E’r]i,nb(f)
E

zueinander inverse Abbildungen zwischen dem Raum My
Spitzenformen vom Grad m. In diesem Zusammenhang definieren wir noch S§ := C.

ta
Im Fall n = 2 schreiben wir Z = (Zl 22) und T = (2 2 ) Setzen wir dies in
Z2 24 5ty

2
die Fourierzerlegung von f ein, so erhalten wir

f(Z) = Z bf(tl,tg,t4)€(t121 + t222 + t4Z4),

t1,t2,ta

und dem Raum SF, der

wobei 4t1ty — t3 > 0 gilt. Wir fassen dies als Funktion in z4 auf und betrachten die
Fourierkoeffizienten dieser Funktion, die wiederum Funktionen in z; und z5 sind:

¢f7t4(zl, 2’2) = Z bf(tl,t27t4)€(t121 —+ t222).

ti,t2
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Diese Funktionen haben ein Transformationsverhalten beziiglich einer Untergruppe
der symplektischen Gruppe Sp,(Z), das sich aus dem Transformationsverhalten von f
ableiten lasst.

Solche Funktionen werden Jacobiformen (vom Gewicht k und Index t4) genannt und
wurden schon von Eichler und Zagier in [EZ85] genauer untersucht.

Dort wurde gezeigt, dass auch der Raum der Jacobiformen

jk(t‘l) = j}:{]cis(t4) D jclflsp(t4)

eine Zerlegung in den Raum der Spitzenformen JC’flsp(u) und den Raum der Eisen-
steinreihen 7% (1) besitzt.
Analoge Uberlegungen kénnen wir auch fiir beliebige n durchfiihren. Dazu teilen wir

die Matrizen
[ Z1 Z
z=(7 7)

[Ty T
(2 1)

auf in Blocke mit Z1,T7 € Z™*" und Zy,Ty € Z™ """ fur 0 < r < n. Durch dhnliche
Uberlegungen wie im Fall n = 2 erhalten wir Funktionen

$:H, x C"" - C,

die auch ein Transformationsverhalten unter einer Untergruppe der symplektischen
Gruppe Sp,,(Z) besitzen. Diese Jacobiformen vom Gewicht (r,n — r) hat Dulinski
untersucht und gezeigt, dass der Raum 7, _,.(T}) eine Zerlegung

jrlfn—r(T4) = @ jrl?n—r,s(T‘l)
s=0

besitzt. Hier ist der Raum 7, . (T4) isomorph zu einer direktem Summe von Réu-

men von Spitzenformen vom Grad (s,n — r) und verschiedenem Index.

k

n,i’

Es stellt sich die Frage, wie diese Zerlegungen zusammenpassen, d.h. ist f € M
wie zerlegt sich dann &7, =3 P, ; mit $7, , € jrlfn_m(Tél)?

Fir f € MF, sehen wir leicht, dass 7, € JF,_, .(T4) gilt. Fir f € MF ; hat

Bocherer in [BécSB} nachgerechnet, dass @7, € JF (Ty) gilt. Weiter hat er im

n—r,0
Fall n = 2, m = 1 fiir Matrizen (ti f) und fiir eine Basis des Raums M5 ; die
2 " :
Fourierkoeffizienten

1 b(tsv?)
Cy0(t1,t2) = con—F—7——=va2(T) Z Tl (1)
Lo(f, 2k — 2) sty (at?)
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Einleitung

von @, ¢ und

1 b(tav? + tauv + t1u?)
t1,to) = _ 2
ctaa(tiste) = conpmop s aa(T) Zz2 (202 + touv + tyu2)F—1 @
u,ve

u#0

von <I>} ta als Teilsummen der Fourierkoeffizieten

1 b(tav? + tauv + tu?)
t1,t2) = ——aq(T
cta(tiste) = e2a oy aa(T) ZZ (ta02 + touv + tyu2)F-1
u,ve
(u,0)#(0,0)

der Funktionen f dargestellt. Dabei ist

¢ —k)C(2k —2)
2

C21 =

eine Konstante und

1
L2(f7 5) = 1;[ (1 — af,pfs)(l _ ﬂ%p*‘q)(l _ pkflfs)

eine L-Funktion mit o, + 8, = b(p) und a3, = p*~1. Um diese Fourierkoeffizienten
zu berechnen, hat Bocherer die Werte der Jacobiformen ®;, an den Spitzen bestimmt,
um so den Eisensteinreihenanteil ®;, o und dessen Fourierkoeffizienten c;, o berechnen
zu koénnen.

Um Bécherers Ergebnisse zu verallgemeinern, werde ich hier einen anderen Ansatz

verfolgen:
Wir werden die Funktionen ®7 ¢ zu einer Funktion wanw : H,, — C zusammensetzen,
indem wir
¢ Z1 23
Hn,m,r(fv tZ2 Z4 ) = Z cbm-l-t—rg(T)(Zlv Z2)e(tr(TZ4))

T>0

definieren. Der Fourierkoeffizient cp s(R1, R2) von ®p s entspricht dann dem Fourier-

koeffizient von Hfﬁnmf &M,y <£1 };2> Zum Berechnen der Fourierkoeffizienten
2
der Funktionen H/ . . benutzen wir die Methoden, mit Hilfe derer wir auch die Fou-

rierkoeffizienten von E,, ,,(f) berechnen. Bei deren Berechnung nutzen wir aus, dass

(Brmatt, (B )0 122) = NDIBE (5. 20)

gilt, sofern f eine Eigenform eines speziellen Heckeoperators ist. Da der Wert A\(f) # 0
von Bocherer in [B6c83] und [Boc84] berechnet wurde, reicht es nun, die Fourierkoef-
fizienten der Funktion

< > ae(F Z02>)_’“7f(22)>

YECn1+m\ SPy 4 (Z)



(als Funktion in Z) zu berechnen.
Wir werden diese Methode verwenden, indem wir Teilmengen X, ., . C Sp,,, (%)
finden, die die Gleichung

<f(Zz)7 > (g ZOQ)>>:A<f>Hz;;;m<f,Zl>

7€@wr+mr\X:—i,m,r

erfilllen. Dann konnen wir die gesuchten Fourierkoeffizienten der Funktion Hfl,mﬂa be-
stimmen, indem wir die Fourierkoeffizienten der Funktion

<f<zz>, > ie( ZO)>>

’YeCner\X;i,m,r

berechnen.

Mit Konvergenzbetrachtungen werden wir uns in dieser Arbeit nicht befassen: Die be-
trachteten Klingen-Eisensteinreihen konvergieren fiir Gewicht k& > n + m + 1 absolut.
Fiir diese Gewichte konvergiert auch die Siegelsche Eisensteinreihe E¥ +m und damit
alle anderen Funktionen als Teilreihen dieser beiden Eisensteinreihen.

m

In Kapitel 1 werden wir die in diesem Themenbereich iiblichen Notationen einfithren.

In Kapitel 2 werden wir die symplektische Gruppe definieren, einige Eigenschaften
zusammenstellen und wichtige Untergruppen definieren.

In Kapitel 3 werden wir Siegelsche Modulformen definieren und einige Eigenschaften
dieser zusammenstellen. Insbesondere werden wir hier die Zerlegung

k _ ~n k
Mn - 69m:()'/\/ln,m

einfiihren.

In Kapitel 4 werden wir Jacobiformen von beliebigem Grad definieren und wich-
tige Eigenschaften zusammentragen. Hier werden wir uns an die Bezeichnungen von
Dulinski halten und insbesondere die Zerlegung

jr]fnfr(T) = EBg:O*jrk:nfr,s (T)

kennenlernen. Im zweiten Abschnitt werden wir noch eine kurze Zusammenfassung
iiber Fourier-Jacobizerlegungen von Funktionen H,, — C angeben. Im letzten Ab-
schnitt werden wir die Vorarbeit Dulinskis benutzen, um einen Vektorraum, in dem
die Fourier-Jacobikoeffizienten Siegelscher Modulformen liegen, alternativ zu beschrei-
ben.

In Kapitel 5 werden wir Mengen thm’r definieren. Zusétzlich werden in diesem Ka-

pitel die notwendigen Rechnungen durchgefiihrt, die fiir die spétere Arbeit von Bedeu-
tung sind. Insbesondere wird in Satz 5.21 ein Reprisentantensystem fiir C, ,,, \ M},

,m,r

Xi



Einleitung

angegeben und in Satz 5.24 eine alternative Beschreibung der Mengen Mfww.

In Kapitel 6 werden wir die Funktionen

HE . (f.2) = Y fe<Z>)jv2)"
’Yecnﬂn\‘l\/liﬂnw

als Teilreihe der Klingen-Eisensteinreihe definieren und in Satz 6.2 nachrechnen, dass
diese auch die Gleichung

VAR,
t 1 2\,
Hn,m,r(fv (tZ2 Z4>) = Tz>:oq)m+t—rg(T)

erfiillt. Aulerdem koénnen wir im zweiten Abschnitt dieses Kapitels eine genauere Be-
schreibung der Funktionen ®7; angeben, indem wir sie konkret als Summe von Eisen-
steinreihen schreiben.

v
n,m,r

In Kapitel 7 werden wir die Mengen X definieren und in Satz 7.7 die Formel

<@ G (0 ) 2= NDHL .20

beweisen.

In Kapitel 8 konnen wir schliellich in Satz 8.7 die Fourierkoeffizienten der Funktion

<f(Zz)7 > e ZO)>>

’Y€®n+m\X;i,m,r

berechnen und anschlieflend in Satz 8.8 das Ergebnis der Arbeit formulieren.

Abschlieflend werden wir in Kapitel 9 die erhaltenen Aussagen auf Spezialfille an-
wenden und mit bereits bekannten Aussagen vergleichen. Des Weiteren werden fiir
n = 2 Abschitzungen fir die auftretenden Fourierkoeffizienten angegeben.
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1 Notationen

Wie iiblich nennen wir N, Z, @, R und C die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationa-
len, reellen und komplexen Zahlen. Fiir n1, ns € IN bezeichnen wir mit Z™**"2 die Men-
ge der ny X no-Matrizen mit Koeffizienten in Z und entsprechend mit C™**"2 die Menge
der ny X no-Matrizen mit Koeflizienten in C. Mit Zl*l *l1 hegeichnen wir die Menge der
quadratischen Matrizen mit vollem Rang. Weiter seien GL,,(Z), GL,(Q®), GL,(R) und
GL,,(C) die Gruppen der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintrdgen in der entspre-
chenden Menge. Fiir eine Matrix A bezeichnen wir ihr Transponiertes mit ‘A und fiir
eine weitere Matrix B definieren wir

A[B] :='BAB,

sofern die Produkte definiert sind. Wir bezeichnen mit 1,, die n x n-Einheitsmatrix und
mit Oy, pn, die ny Xxne-Nullmatrix. Wir werden die Grofle der Matrix nicht angeben, falls
sie durch den Zusammenhang bestimmt ist. Fiir eine invertierbare Matrix U € GL,,(Q)
und eine symmetrische Matrix S € Q™*™ setzen wir

L(U,S) := (tUO_l v )

und
L(U) := L(U,0).

Insbesondere werden wir die so definierte Abbildung

L:GL,(Q) — GL2,(Q)

betrachten.
Fiir eine Matrix A bezeichnen wir mit tr(A) die Spur von A und definieren

e(A) := exp(2mitr(A)).

Ist m < n, so bezeichnen wir den oberen linken m x m-Block einer komplexen sym-
metrischen Matrix Z € C™*" mit Z*, den unteren rechten m x m-Block mit Z,.
Fiir eine Matrix T bedeutet T' > 0, dass T' positiv definit ist, und 7" > 0, dass T
positiv semidefinit ist. Entsprechend bedeutet T > T’, dass T — T" positiv definit ist,
und 7' > T', dass T — T’ positiv semidefinit ist

Wir bezeichen mit A} die Menge der positiv definiten, symmetrischen, halbganzen
n X n-Matrizen und mit A,, die Menge der positiv semidefiniten, symmetrischen, halb-
ganzen n X n-Matrizen. Halbganz heifit fiir eine Matrix T', dass die Eintrage auf der
Diagonalen in 7 liegen und die anderen Eintrége in %Z. Die Riemannsche Zetafunktion
und die Gammafunktion werden wie tiblich mit ¢(s) bzw. mit I'(s) bezeichent.






2 Die symplektische Gruppe

In diesem Kapitel werden wir die symplektische Gruppe Sp,,(Z) (bzw. Sp,,(IR)) definie-
ren und einige Eigenschaften zusammenstellen. Diese Gruppe spielt eine wichtige Rolle
in der Theorie der Siegelschen Modulformen, bei der sie die Rolle der Modulgruppe
SLo(Z) aus der Theorie der elliptischen Modulformen iibernimmt. Weiter werden wir
einige Untergruppen definieren, die bei der Untersuchung Siegelscher Modulformen
und Jacobiformen auftreten.

Definition 2.1. Firn € N definieren wir die symplektische Gruppe vom Grad n tber
R als

Sp, (R) := {M € QLon(R) | JIM] = J},  mit J := (2”1” o > .

)

Die eckigen Klammern [*] bedeuten dabei (wie in den Notationen) A[B)]:='BAB fiir
zwei Matrizen A, B € C"*™. Diese Menge bildet eine Untergruppe von GLso,(RR). Ent-
sprechend ist die Gruppe Sp,,(Z) als Untergruppe von Glia, (Z) definiert. Ein Element
M € Sp,,(Z) dieser Gruppe werden wir stets in n x n-Blocke zerlegen:

- (428 22%),

A B
v=(c )

falls die Matriz M aus dem Zusammenhang bestimmt ist.

oder einfacher

Wir werden nun zwei Einbettungen der symplektischen Gruppe in eine sympektische
Gruppe groflerer Dimension definieren.

Bemerkung 2.2. Fir natirliche Zahlen n,n’ € N mit n' < n und eine symplektische

Matriz (é g) € Sp,,/(Z) seien

) A 0 B 0
A B\"™ [0 1. 0 0
(C D) =lc o b o |€5P(®)
0 0 0 Ly,
und
. Liw 0 0 0
A B\™ 0 A4 0 B
<C D) =1 0 0 1w ofE5P®
0o ¢ 0 D



2 Die symplektische Gruppe

zwei Finbettungen in die Gruppe GL,,(Z).
Weiter sehen wir, dass die Abbildung

L:GL,(Q) = GL2,(Q)
aus den Notationen schon in die symplektische Gruppe Sp,,(Q) abbildet.

Lemma 2.3. a) Fir eine Matrix

M= (é g) € Sp,, (%),

ist die Bedingung J[M] = J dquivalent zu
1. die Matrizen 'AC und 'BD sind symmetrisch, '"AD —'CB = 1,,, (2.1)
bzw. dquivalent zu

2. die Matrizen A'B und C'D sind symmetrisch, A'D — B'C = 1,,. (2.2)

b) Weiter erhalten wir aus dieser Darstellung das Inverse der Matriz M € Sp,,(Z)

@B (%)

¢) Eine Matriz M ist genau dann in der symplektischen Gruppe Sp,,(Z), wenn dies
fiir ihr Transponiertes M gilt.

Beweis. [Chr75] Gleichungen (76),(77) und (79), Satz 3.10. O
Satz 2.4. Es seien A,C € Z™*" fir r < n gegeben. Genau dann kann man <é)
zu einer Matriz in Sp,,(Z) ergdnzen, wenn (é) primitiv und *AC symmetrisch ist.

Primitiv heifit, dass sich die Matrix <é> zu etner Gber Z invertierbaren n X n— Matriz

erganzen ldsst.
Beweis. [Chr75] Satz 3.15. O

Lemma 2.5. Seien X,Y € Z1*2 mit [} > Iy gegeben, sodass XY symmetrisch ist.
Dann gibt es eine Matriz v € Sp;, (Z) mit

()= ()

Analog gibt es zu Matrizen X,Y € Zh>*2 mit XY symmetrisch, eine symplektische
Matriz v € Sp;,(Z), die

(X Y) v=(0n1 *)
erfillt.



Beweis. Seien zunéchst die Spalten von (if) linear unabhingig.

Dann koénnen wir v auf Elementarteilergestalt bringen, d.h. wir finden Matrizen

U € GLy, (%) und V € GLy,(Z) sowie eine Matrix T' € Z!"*!2 in Elementarteilerge-

stalt, sodass
X T
()-v ()"

(U1 U,
v=(5; v2)
mit [y x {; Matrizen Uy, Us, U3z und Uy.
Dann gilt X = U;TV und Y = U3TV. Mit XY = tVtTtUlUgTV ist auch TU,U;

gilt. Wir schreiben

symmetrisch, da TV vollen Spaltenrang hat. Nach Satz 2.4 kann man (U1> zu einer

Us
Matrix v € Sp;, (Z) ergénzen.
Die Behauptung folgt dann aus:

X Y) = (g) V.

Sind die Spalten nicht linear unabhéngig, dann kann man linear abhéngige Spalten
streichen, wobei die Bedingung !XY = ¥ X erhalten bleibt. Daher gibt es eine Matrix
v € Sp,, Z, die die Behauptung fiir die linear unabhéngigen Spalten und daher auch
fiir die zuvor entfernten linear abhéngigen Spalten erfiillt.

Die zweite Aussage erhalten wir, indem wir die erste Aussage transponieren und von

rechts mit ( 2 161> € Spy, (Z) multiplizieren. O
—1,,

Seien nun m,n € N mit m < n, dann definieren wir fiir eine Matrix

M= (é g) € Sp, (7)

im Folgenden die Zerlegung

Ay Az By Bi
A1 Ay Bay By
Cii Ci2 Dy Dy
Co1 Caa Doy Do

in Blockmatrizen der Groflen

m X m mxn—m mxXm mxXn—m
Mo [nmmxm n—mxn-—m n-—mxm n-—mxn—m
- m xm mxn—m m xm mxn—m

n—mxXxm n—mXn—m n—mXm nNn—mXn—m



2 Die symplektische Gruppe

Mittels dieser Zerlegung kénnen wir folgende Mengen definieren, die als Mengen von
Block-Dreiecksmatrizen Untergruppen sind:

Definition 2.6. Es seien die Untergruppen

A11 A12 Bll BlQ
L Aoy Az By Bas
Cnm = Ci1 Ci2 D1 Dig € Spa(Z)
Onfm,m Onfm,nfm Onfm,m D22
und
A11 A12 Bll Bl2
Aoy Ao By Bao
Jnom = € Sp,,(Z
’ Ci C12 Dy, Dys Pa(Z)

On—m,m O’n—m,n—m On—m,m 17L—m
der symplektischen Gruppe Sp,,(Z) gegeben.

Bemerkung 2.7. Die Gruppen Cy , treten bei [K1i90] und [Chr75] als Fizgruppen
von m-dimensionalen Spitzen auf. Insbesondere treten sie auch bei der Definition von
Klingen-FEisensteinreihen auf.

Die Gruppen Jy, . spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der Jacobiformen. Dort
1im 0 0 0
0 ]-nfm 0 322
0 0 1m 0
0 0 0 1,-m

wird die Quotientengruppe Jp m/ auch Jacobigruppe

genannt.
Wir konnen eine alternative Beschreibung dieser Gruppen angeben:
Lemma 2.8. Es gilt

A Om,n—m By B2
Ao Ago By Bao

Crm = Ci1 Om,n—m Dy Dqs € Sp.(Z)
On—m,m On—m,n—m On—m,m tA22_1
und
An Om,n—m Bn By
Az Ln—m Bay B
Jn m = €S n Z )
’ Ci1 Om,n—m Dy, Dy, Pa(Z)

On—m,m On—m,n—m 0n—7n,m 1n—m

d.h. fir jede Matriz M € C,, ,, gilt schon Ci12 = 0,412 = 0 und Doy = f‘A2_21. Fir
M € Jp m gilt zusdtzlich auch Agg = 1,_,. Alternativ zu Definition 2.6 kann man die
Untergruppen auch wie folgt definieren:

A11 Om’nfm Bll BIQ

Aoy Asg By Bao
Chom i= € Sp,, (Z
: Cii Omn—m Du Dig Pu(Z)

tA—1
021 Onfm,nfm D21 A22



und

A Omp—m Bu Bro

Aoy Li—m Ba1 Bas
Jnom = € Sp,,(Z
’ Ci1 Omp—m D11 Dio Pu(Z)

C121 Onfm,nfm D21 D22
Beweis. Das folgt aus den Gleichungen (2.1) und (2.2). O
In den nachfolgenden Rechnungen bendtigen wir oft die folgenden Zerlegungen von
In,m und Cy, .
Satz 2.9. a) Wir definieren die Heisenberggruppe

t)\ 1n7m t:U/ K )\“u c Zm,nfm’ Kk € Zn—mn-—m

m 0 0 I —=A K+ A symmetrisch
0 0 0 1,-m
Die Gruppe Cy, ,, zerlegt sich in das semidirekte Produkt

Hym X (Spm(Z)T" X L(GLn—m(Z))in)-

Dabei sind v *» und L(x) wie Bemerkung 2.2 definiert.

b) Analog zerlegt sich die Gruppe Jy m in

Hyn % Sp,, (Z) . (2.4)

¢) Fir den Spezialfall m = 0 ergibt sich die Darstellung

Co = {M € Sp,(Z) | C(M) =0} = {L(U,S) | U € GL,(%),'S = S € Z"*"}.
(2.5)

Beweis. In Kapitel 1 aus [Dul95] O

Wir definieren noch die Gruppe Q7" ", die fiir die Definition von Eisensteinreihen
von Jacobiformen bei Dulinksi [Dul95] benétigt wird sowie die Gruppe Q7" ", die
spéter in einigen Rechnungen auftaucht.



2 Die symplektische Gruppe

Definition 2.10. Wir definieren die Untergruppen der symplektischen Gruppe

* 0 0 EE *
Qi = (M e Sp,z) | c) = [0 0 o), Do ={0 « o |}
0 0 0 0 * 1,_,
Die Zerlegungen sind jeweils in Blocken der Grofien
$Xs SXTr—3s sxXmn—r
T—8XS T—8SXr—s r—sxXn-—r
N—TXS8S M—TXr—8§ Nn—rxXn-—r
gegeben. Analog definieren wir die Gruppe
B A B * 0 0 * * *
QYT = {(C’ D) €Sp,(Z)|C=10 0 0| D=0 1,5 x|}
0 0 0 0 0 =«

Die Zerlegungen sind fir diese Gruppe jeweils in Blicken der Grifien

s X8 SsXn—r SXr—s
nN—rXxs n—rXxXxn—r n—rxXxr—s
r—SXs r—sXn—r r—sXxr—s

gegeben.

Bemerkung 2.11. Mt
1s 0 0
S=10 0 1,_s
0

gilt _
QT = L(STHQY"TTL(S).

Analog zu Lemma 2.8 und der dortigen Aussage tber die Gruppen C, , und Jy, » kann
man auch fir M € Qy"~" zeigen, dass

* 0 0
AM) =[x = *
¥ 0 1,
und fiir M € Q0" dass
* 0 0
AM)= % 1, 0
* * *

gilt. Analog zu den Gruppen Cy, » und Jy m ist auch hier die Definition tber die Be-
dingungen an die Blocke A(M) und D(M) mdglich.



Wir werden nun fiir n € N den Siegelschen Halbraum H,, definieren. Dieser ist eine
Verallgemeinerung der oberen Halbebene H := {z =z + iy € C | y > 0} und wird fiir
die Definition von Siegelschen Modulformen benétigt. Weiter geben wir eine Operation
der symplektischen Gruppe Sp,,(R) auf dem Siegelschen Halbraum H,, an.

Definition 2.12. Fiirn > 0 definieren wir den Siegelschen Halbraum durch
H,:={Z=X+iY € Mxn,(C)| Z="Z,Y >0}
Lemma 2.13. Firn > 0 operiert die Gruppe Sp,,(R) auf H,, vermdge
Sp,(R) x H, - H,, (M,Z)~ M < Z >=(AZ+B)(CZ+ D).

Fiir festes M liefert dies eine biholomorphe Abbildung H,, — H,,. Fir M € Sp,,(Z)
mit m <n und Z € H,, gilt

(MM < Z> =M< Z* >

und
(M*» < Z>), =M< Z, >

Lemma 2.14. Ist dXdY = Hkgl dXdYy das Fuklidische Volumen, so ist

dXxdy

dV, = ————
det(Y)n+1

ein unter der Operation von Sp,,(Z) auf H,, invariantes Volumen von H,.






3 Siegelsche Modulformen

In diesem Kapitel werden wir zunéchst Siegelsche Modulformen definieren und dann
einige, im Folgenden benoétigte Eigenschaften dieser zusammenstellen.

Definition 3.1. a) Fir k € N definieren wir eine Operation der Gruppe Sp,,(Z)
auf den Funktionen f :H, — C durch
(f Ix M)(Z) == f(M < Z >)j(M,Z)~"
mit j(M,Z) := det(CZ + D).

b) Eine Siegelsche Modulform von Grad n und Gewicht k ist eine Funktion

f:H, —C,
die folgende Bedingungen erfullt:
1. f ist holomorph
2. Fir alle vy € Sp,,(Z) gilt
flev=1f

8. Im Falln =1 soll f eine Fourierentwicklung
F(2) =Y b(f,n)e(nz)
i=0

besitzen.

Den Vektorraum der Siegelschen Modulformen vom Grad n und Gewicht k be-
zeichnen wir mit M= .

Dass hier eine Operation definiert wird, folgt sofort aus der Multiplikativitdt des
Automorphiefaktors

j(M1M27Z) :j(MlaMQ <Z >).7(M2aZ)
fiir alle My, My € Sp,,(Z) und Z € H,,.

Fiir n > 1 folgt die Existenz der Fourierzerlegung aus den ersten Bedingungen:
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3 Siegelsche Modulformen

Satz 3.2. (Kécher-Prinzip)
Ist n > 1 und f erfillt die Bedingungen 1. und 2., so besitzt f eine Fourierzerlegung
der Form

f(2)= > al)e(T2).

TeA,

Dabei ist, wie in den Notationen definiert, A, die Menge aller symmetrischen, positiv
semidefiniten halbganzen n x n-Matrizen und e(TZ) := exp(2mitr(TZ)).

Beweis. [K1i90], Kapitel 4, Theorem 1 O

Definition 3.3. Gilt fiir eine Siegelsche Modulform f € ME schon a(T) = 0 fiir alle
nicht positiv-definiten Matrizen T, ldsst sich f also schreiben als

[(Z)="> a(T)e(TZ),

TeAd

so nennen wir f eine Spitzenform. Dabei ist AT, wie in den Notationen, die Menge

n >’

aller positiv definiten symmetrischen und halbganzen Matrizen.

Den Vektorraum der Spitzenformen vom Grad n und Gewicht k bezeichnen wir mit
sk,

Um eine alternative Charakterisierung von Spitzenformen zu erhalten, definieren wir
den Siegeloperator:

Definition/Satz 3.4. Seien m <n, z € H,, und f € MF gegeben.

Fiir eine Folge
ACES <tZV Z%) e H,,
22 24

bei der z§ beschrankt ist und die Eigenwerte von Im(z}) gegen oo laufen, existiert der
Grenzwert

e g (79)

und definiert eine Siegelsche Modulform vom Grad m und Gewicht k. Der Operator
definiert eine lineare Abbildung:

d: MF 5 ME
Beweis. [K1i90], Kapitel 5, Proposition 1 O

Lemma 3.5. Eine Modulform f € MF ist genau dann eine Spitzenform, wenn f
unter dem Operator ® auf 0 abgebildet wird.

Beweis. [K1i90], Kapitel 5, Proposition 2 O
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Definition/Satz 3.6. Sei k > n+ m + 1 gerade. Fiir eine Siegelsche Spitzenform
f € Sk st die Klingen-Fisensteinreihe

Ef o (f):H, = C

Z Yoo fy<zZ>Mji(v. 27"
YECH,m \ Sp,, (Z)

eine Siegelsche Modulform vom Grad n. Dabei ist, wie in den Notationen erkldrt,
v < Z >*e H,, der linke obere m x m-Block von v < Z > H,.
Hierdurch wird eine injektive Abbildung Sk — MPE definiert. Wir bezeichen mit
Mﬁ’m das Bild dieser linearen Abbildung.
Dann gilt:

Ef (f)| =] fiir alle f € Sk (3.1)
und

Ef (flo@m ™) =f fiir alle f € ME, . (3.2)

Dies induziert eine Zerlegung in direkte Summanden
n
k k
Mn = @ Mn,m
m=0

mit ME = Sk . Dabei definieren wir S§ := C.
Wir setzen die Abbildung
E) . Sy — M),

fort zu einer Abbildung
[]m, « ME — M5

indem wir fiir f € Mﬁ“
[fT = B (@™ (f))
definieren.

Beweis. [K1i90], Kapitel 5, Theorem 2 O

Definition 3.7. Seien f,g € ME Siegelsche Modulformen und mindestens eine von
thnen eine Spitzenform. Das Petersson-Skalarprodukt ist das Integral

/ (2)9(Z) det(Im(2)")dVi,.
Sp,, (Z)\H,,

Proposition 3.8. Die Klingen-Fisensteinreihen stehen beziiglich des Petersson-Skalarprodukts
senkrecht auf Spitzenformen.

Beweis. [K1i90] Kapitel 5,Proposition 8 O
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4 Jacobiformen

In diesem Kapitel behandeln wir die Theorie der Jacobiformen. Zunéchst werden
wir an einige bekannte Sachverhalte erinnern. Im zweiten Teil werden wir uns néher
mit Fourier-Jacobizerlegungen beschéftigen. Insbesondere werden wir dort primitive
Fourier-Jacobikoeffizienten definieren. Im letzten Abschnitt betrachten wir den
Vektorraum JF, ('), der von Dulinski in [Dul93] eingefiihrt wurde, und leiten eine
alternative Definition her.

Im gesamten Kapitel seien » < n und k natiirliche Zahlen.

4.1 Grundlagen

Wir benutzen nun die Operationen der symplektischen Gruppe auf der verallgemei-
nerten oberen Halbebene, um daraus eine Operation der Untergruppe J,, , abzuleiten.
Diese werden wir zur Definition von Jacobiformen benutzen.

Definition/Satz 4.1. o) Die Gruppe J, , operiert auf dem Raum
H,,_,:=H, x C™""

als Gruppe biholomorpher Abbildungen, indem wir fir (z1,22) € H, ,_, eine

Erginzung zu einem Element Z := (él ?) € H,, wdhlen und M < (21, 22) >
2 24

als die ersten r Zeilen von M < Z > setzen. Dies ist von der Wahl der Erginzung

z4 unabhdngig.

b) Firk € Z und T € A,_, erhalten wir eine Operation der Gruppe Jy, , auf den
Funktionen ¢ : H, ,,_, = C, indem wir

(@ Ik, e M)(21,22) = ((¢(21, 22)e(T24)) | M) e(=T'24)

22 Z4
Fiir M € J,, , ist die Operation unabhdngig von der Wahl von zy.

setzen. Dabei ist z4 wieder eine Ergdnzung von (21 22) 2U (t ! 2) € H,.

Beweis. [Dul93], Satz 1 O
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4 Jacobiformen

Mit Hilfe dieser Vorarbeit konnen wir nun Jacobiformen definieren:

Definition 4.2. FEs seien n > r und k natirliche Zahlen sowie T € A,,_, gegeben.
Wir nennen eine Funktion ¢ : H, ,,_, — C Jacobiform vom Grad (r,n —r), Gewicht
k und Index T, falls

1. f holomorph ist,
2. fir alle M € J,,, die Identitit ¢ | v M = f gilt und

3. r =1 gilt, ¢ eine Fourierzerlequng

Z C(Rl, Rg)e(RlZl + 2R2tZ2)
Ri,R»

besitzt, wobei Ry € A, und Ry € Z"™*"~" alle Matrizen durchlaufen fir die
(Rl R2) e A, gilt.

Ry T
An(T) = {(: ;) € An}.

(T) den Vektorraum der Jacobiformen vom Grad (r,n—r),

Wir setzen fir T € A,_,

Wir bezeichnen mit J*

rn—r

Gewicht k und Index T'.

Bemerkung 4.3. Wir konnen die Darstellung 2.4 von J, . als semidirektes Produkt
benutzen um 2. in

(21, 22) == §(M, z1) Fe(T (=2 (Cz + D) 1C2)) f(M < 21 >,'(Cz + D) 12)

fiir alle (é g) € Sp,(Z) und

0(z1,22) == e(T(A XN+ Xzo +1290)) f (21, 20 + 21N + 1)
fiir alle (X, ) € (Z"™"=")? aufzuspalten.

So werden in [EZ85] Jacobiformen vom Grad (1,1) und in [Zie89] Jacobiformen von
beliebigem Grad definiert.

Wir werden unsere Definition benutzen, da im Verlauf dieser Arbeit Funktionen
der Form (21, 22)e(Tz4) wiederholt auftreten werden. Daher ist es fiir uns niitzli-
cher, unsere Definition der Operation der Gruppe J,, , C Sp,,(Z) auf den Funktionen
f:+H, p—r — C zu betrachten.

Weiter motiviert dies folgende Definition.

16



4.1 Grundlagen

Definition 4.4. Auferdem definieren wir zu einer Jacobiform ¢ € jrlfn_T(T) die
Funktion

21z
P2 2)) = plarsselTa)
2 24
Hat ¢ die Fourierzerleqgung

(p(Zl, 2’2) = Z C(Rl, Rz)e(RlZl + QRQtZQ),
R1,R»

so hat p\T) die Fourierzerlegung

d(2 2N = X emeroe((g ) (22):

R1,R2

Ahnlich wie bei Siegelschen Modulformen benétigen wir Bedingung 3. nur fiir r = 1,
da diese fiir » > 1 aus 1. und 2. folgt:

Satz 4.5. (Kécherprinzip fir Jacobiformen)
Es seien 1 < r < n natiirliche Zahlen, k ganz und T € A, _,. Ist ¢ eine Jacobiform
vom Grad (r,n —r), Gewicht k und Index T, so besitzt @ eine Fourier-Zerlequng der
Gestalt
o(z1,22) = Z c(Ry, Ra)e(Ry21 + 2Rhz),
Ri,Ro
wobei die Summation tber alle Ry, Ry zu erstrecken ist, fir die

Ry Ry
(tRQ T) € A, (T)
symmetrisch, halbganz und positiv definit ist. Aquivalent hierzu ist die Beschrinktheit
von (21, 22) exp(—2m tr(Tyy Hya])) (mit 21 = @1 +iyy und 2o = 29 + iys) auf jedem
Bereich y; > d1,, mit beliebigem, positivem §.

Insbesondere sieht man, dass es keine nichttrivialen Jacobiformen zu nicht semi-
positivem Index geben kann.

Beweis. Dies ist in dieser Form in [Dul93] (Kapitel 1, Kécherprinzip fiir Jacobiformen)
zu finden, in der urspriinglichen Fassung in Lemma 1.6 von [Zie89]. O

In den Arbeiten von Dulinksi ([Dul93],[Dul95]) werden n,r und s in einem anderem
Zusammenhang als hier benutzt. Dulinski betrachtet Jacobiformen vom Grad (n, s).
Da Jacobiformen in dieser Arbeit vor allem als Fourier-Jacobikoeffizienten von Funk-
tionen H,, — C vorkommen, werden sie hier in der Regel mit dem Grad (r,n — r)
auftreten. Hier eine kurze Ubersicht der verwendeten Notation:

Dulinksi hier Verwendung
n r erste Komponente des Grades
s n—r zweite Komponente des Grades
r s natiirliche Zahl mit r < n (bzw. hier s <r),
die insbesondere bei Eisensteinreihen auftritt.
Ffi=n—r|r—=

17



4 Jacobiformen
Lemma 4.6. Sei V € Z"™ """ und p € JF,_(T), so ist durch
o | Uy : (21,22) — @(zl,ZQtV)

eine Jacobiform vom Index T[V] gegeben.
Wir nennen die zugehirige Abbildung

UV : jrlfnfr(T) - jrlfnfr(T[V])

Fiir die Funktion oT) entspricht dies dem Ubergang von o™ zu o) |, L(WV~1)4n,
auch dies werden wir mit Uy bezeichnen.

Beweis. Um den zweiten Teil zu zeigen, rechnet man nach, dass

t
NI 21 29 (= z5V
LV < (tzg 2’4) == (VtZQ VziV)

gilt. Der erste Teil folgt daraus mit

e(TVZYV) = exp(2mitr(TV z,'V)) = e(VTV z4) = e(T[V]24).

Lemma 4.7. Das vorherige Lemma liefert uns einen Homomorphimus
Tonr(T) = T (TIV]).

Ist V € GL,—(Z) invertierbar, so ist dieser ein Isomorphismus. Ist t der Rang von
!

T, so ist J¥, ,.(T) also isomorph zu j,kn_r((z(; 8)) mit einem T' € A}. Dies ist

isomorph zu JF,(T").

Beweis. [Zie89], Rechnung nach Lemma 1.4 O
Wir werden Spitzenformen und Eisensteinreihen nur fiir Jacobiformen definieren,
deren Index maximalen Rang hat. Auf beliebige Jacobiformen kénnen wir dies mit

Hilfe dieser Isomorphismen {ibertragen. Die Wahl des Isomorphismus spielt dabei keine
Rolle.
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4.1 Grundlagen

Definition 4.8. Eine Jacobiform ¢ € JF, .(T) mit T € Al heifit Spitzenform,
falls fiir Fourierkoeffizienten c(Ry, Ry) von ©T) nur ¢(Ry, Ry) # 0 fiir solche (Ry1, Ry)

gilt, fur die (3;1 %) positiv definit ist.
2

Dass eine Jacobiform ¢ € Jr’fn_T(T) Spitzenform ist, ist dquivalent dazu, dass die
Funktion oT) eine Fourierzerlequng der Form

Z c¢(R)e(RZ)

_(Br Ra\_ .
R_<tR2 T)eAn

hat.

Falls der Index T nicht positiv definit ist, heifit eine Jacobiform Spitzenform, falls
sie unter einem Isomorphismus aus Lemma 4.7 auf eine Spitzenform abgebildet wird.
Dies ist offensichtlich unabhdangig von der Wahl des Isomorphismus.

Ahnlich wie im Fall von Siegelschen Modulformen ist es méglich, eine alternative
Definition von Spitzenformen anzugeben. Hier reicht es allerdings nicht, einen ein-
zelnen Siegeloperator zu betrachten, stattdessen muss hier eine endliche Menge von
Siegeloperatoren betrachtet werden.

Definition 4.9. Sei s < r gegeben. Zu U € GLy_(Z) und ¢ € JF, . (T) definieren
wir eine Abbildung

z1 0 z9
TSy Hapnr = C, o | Sp(2) = lim oD | LW ([ 0 wil,—y 0 ),
V—r00 t
Z92 0 Z4

. 21 29
wobei z = t,

. ) € Hsqp—r in 21 € Hy, 20 € C¥"" und z4 € H,,—, zerlegt ist.
2 24

Ist U= (i : >, so ist nach den Rechnungen in Kapitel 2 von [Dul93] die Funkti-
4

on () | Sy)e(=T[uy']) € Tspnr(T[u;]) eine Jacobiform vom Index T[], wir
konnen also eine Abbildung Sy : 7, _.(T) = J¥, (T [fu;']) definieren. Da der Vek-

s,n—r
torraum JF, _.(T[fuy']) nulldimensional ist, falls T[tu; '] nicht halbganz ist, konnen

wir uns auf solche U aus der Menge
Un—s,r—3T):={U= (: :) € GL,_4(Z) | ug € Z" """ "Tlu;'l € Ap_r}
4

beschranken.
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4 Jacobiformen

Wir werden einige Mengen und Gruppen definieren, die dabei helfen, den Raum der
Eisensteinreihen zu beschreiben.

Definition 4.10. Seien die Gruppen

* *

Un =)= =5 " ) €CL@)

und

Un = sy = = (% o) e oL@

* Wy

sowte die Mengen

Pin—s,n—nT).:={u= (Zi) | w primitiv, ug € Z2" """ Tl € Ap_r}
und
Pn—s,n—1):={u= (Zi) | w primitiv, uy € 277"}
definiert.

Lemma 4.11. Fir ¢ € JF, (T), U € U(n —s,r —5,T).,V € U(n — s)p_s1 und
W elU(n —s)"~*° gilt die Gleichung

™ | Svow = det(wi) Fo(T) | Su | L(wa)tr.
Beweis. [Dul93], Kapitel 2 O

Satz 4.12. Es seien n > r > s nattrliche Zahlen. Ferner sei k rational und T €
Al . Ist  eine Jacobiform vom Grad (r,n—r), Gewicht k und Index T mit Fourier-
Entwicklung

eM(2)= Y c(R)}e(RZ), ZecH,,
ReA,(T)

so sind dquivalent
a) ¢(R) =0 fir alle R € A,(T) mitrg(R) <s+n-—r
b) ¢ | Sy =0 fir alle U aus einem Reprasentantensystem der Doppelnebenklassen

Un—8)r—s1\UMn —s,7—35,T) /Un—s)""°.

Beweis. [Dul93], Satz 4 O
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4.1 Grundlagen

Satz 4.13. Die Voraussetzungen seien wie im Satz zuvor. Dann sind dquivalent
a) ¢(R) =0 fir alle R € A, (T) mit rg(R) <s+mn—r

b) ¢ | Sy =0 ist fir alle U aus einem Reprasentantensystem der Doppelnebenklas-
sen

Un—8)r—s1\Un—s,7—3s,T) /Un—3s)"°
eine Spitzenform.
Beweis. [Dul93], Satz 5 O

In der Theorie der Siegelschen Modulformen haben wir Klingen-FEisensteinreihen
betrachtet. Fiir eine Spitzenform f € S¥, gilt:

By m(f)] @ = f.

Wir werden nun die bei Dulinski definierten Eisensteinreihen einfithren, um eine ent-
sprechende Aussage fiir Jacobiformen zu erhalten.

Definition 4.14. Sein > r und s < r gegeben. Sei weiter ¢ eine Jacobi-Spitzenform

vom Gewicht k > n+s+1, Grad (s,n—r) und IndexT. FirU = (i : > € GL,—(Z)
4

mit ug € 237" definieren wir die Funktion

k,(T[*u an - _
BRI (2 0,U) = S oD (y < 2 >j(v,2)7*
YEQL" T \L(U-1)In T,

Dabei ist die Abbildung % := H,, — H,_,s definiert durch
«
z1 * 29
tZQ * 24 2 4
mit z1 € Hg und z4 € H,,_,..

Die so definierten Funktionen

EF (z,0,U) := Ek’(T[tu4])e(—T[tu4])z4)

rn—r,s rn—r,s

sind Jacobiformen vom Grad (r,n —r) und Index T'['u4]. Folgender Satz beschreibt die
Wirkung der Siegeloperatoren auf die Eisensteinreihen:
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4 Jacobiformen

Satz 4.15. Seien n > r natirliche Zahlen, 0 < s < r und k > n+ s + 1 gerade.
Ferner sei T € AT u€ P(n—s,n—7), undv € P(n — s,n —r;T[tuy])«. Fiir jede
Jacobi-Spitzenform vom Grad (s,n —r), Gewicht k und Index T gilt

B rs(x,0,u) | So =@ e L(Uilvzx),

falls
Un—8)r—sajuld(n—r)=UN —s)r_s1vU(n —1)

erfillt ist, sonst
Erp—rs(x,0,u) | S, =0.

Beweis. [Dul93], Satz 6 O

Diese Funktionen sind nach Lemma 4.11 nur von den letzten n — r Spalten von U
abhéngig. Wir ersetzen daher teilweise auch in der Definition U durch seine letzten
n —r Spalten.

Bei Dulinski ist auch genauer der Fall unterschiedlicher Dimensionen der Eisensteinrei-
he und des Siegeloperators beschrieben, der hier nicht benétigt wird. Auflerdem stellt
uns Dulinski den Darstellungssatz fiir Jacobiformen zur Verfiigung:

Satz 4.16. Fir natirliche Zahlen n > r, gerade k > n+r und T € AZ_T gilt

T

jr]?n—r(T) - @ @ jr]fn—r,s(T7 U)

s=0 yeron-r
Dabei ist Ry™™" ein vollstindiges Reprdsentantensystem von
Un—s)r—s1\P(n—s,n—n,T)./GL,,_(Z)

und

Jr’fnfr,s(T7 U) = {ET,TI*T,S(& <107 ) | QO € Ss n— 7‘( [tull])}

Beweis. [Dul95], Theorem 2 O
In diesem Zusammenhang definieren wir noch

jrlfnfr,s(T) = @ jrkn rs T U) (41)

UeR,™"

und erhalten

jrlfnfr(T) = @ jr]fnfr,s (T>

s=0
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4.2 Fourier-Jacobizerlegung

4.2 Fourier-Jacobizerlegung

Beispiele von Jacobiformen kommen in natiirlicher Weise als Fourier-Jacobikoeffizienten
von Siegelschen Modulformen vor.

Wir werden in dieser Arbeit auch Fourier-Jacobikoeffizienten von anderen Funktionen
f + H, — C betrachten. Dazu werden wir hier einige Eigenschaften von Fourier-
Jacobikoeffizienten festhalten und Notationen festlegen.

Lemma 4.17. Sei eine holomorphe Funktion f:H, — C gegeben. Gilt

fleM=f

fiir alle M € J,, » und hat f im Fall r = 1 zusdtzlich eine Fourierzerlegung

f(Z)= ) a(R)e(RZ),
ReA,
so hat [ eine Zerlegung

f(<tZl Zz))_ > or(z, 2)e(Tz).

20 Z
2 4 TeA,_r

Dabei ist Z € H,, zerlegt in z; € Hy, 20 € C™*"" und z4 € H,,_,..
Die hierbei auftretenden Funktionen o sind Jacobiformen vom Grad (r,n —r), Ge-
wicht k und Index T

Beweis. Da f unter der Gruppe J,, , invariant ist, gilt insbesondere f(Z) = f(Z + 5)
fiir symmetrische Matrizen S € Z"*™. Daher hat f eine Fourierzerlegung

f(2) = a(R)e(RZ)

R

mit symmetrischen, halbganzen Matrizen R. Im Fall » = 1 sind diese nach Vorausset-
zung zusétzlich semipositiv definit.
Wir spalten die Matrizen R auf in
_ (R R
n (i 7)

mit Ry € Z"™", Ry € Z"*™ " und T € Z™"*™~". Dann gilt

-2 5 el TP T (5 2)

T Ri,R2

=2 > <tR1 T)) (R121)e(2'Ra22)e(Tza).

T Ri,R»
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4 Jacobiformen

Wir definieren
_ Ry Ry t
or(z1,22) = Z a( <tR2 T>)6(R1z1)e(2 Roz2)
R1,R2
und erhalten die gesuchte Zerlegung. Da f unter der Operation von .J, , invariant ist,
gilt
Z@T(zl, zo)e(Tz4) |k M = Z o1 (21, 22)e(T24)

T T
fiir alle M € J, . Da z4 unter der Operation von J,, , fest bleibt, gilt nach Koeffizien-
tenvergleich auch
or(21,22)e(Tz4) |k M = pr(21, 22)e(T24)

fir alle T. Somit ist ¢ eine Jacobiform vom Index T. Da Jacobiformen mit nicht
semipositiv definitem Index verschwinden, ist die Aussage gezeigt. O

In Anlehnung an die Notation ¢(7)(Z) := (21, z2)e(T'24) fiir eine Jacobiform vom
Index T definieren wir hier

mit 1) (Z) := pp(z1, 22)e(T24).

Lemma 4.18. Ist f wie im vorherigen Lemma zusdtzlich unter der Gruppe Cy, »» 2 Jy, »
invariant, so gilt
QD(T) | Uy = cp(T[V])

fir alle V € GL,,—.(Z).
Beweis. Dies folgt sofort aus dem vorherigen Lemma, indem wir
Flo LV = f
betrachten. O

Fiir Funktionen aus Lemma 4.18 kénnen wir auch primitive Fourier-Jacobikoeffizienten
definieren:

Definition 4.19. Fir eine Funktion f : H, — C, die unter C, , invariant ist, defi-
nieren wir die primitiven Fourier-Jacobikoeffizienten @4 (fir T € AY_, ) durch

YT = Zsﬁi}[w—l] | Uw.
w

Dabei liuft W iiber alle Matrizen GL,,_(Z)\Z"~"*"~" mit T[W '] € AF_ .

Diese Definition ergibt fiir » = 0 die primitiven Fourierkoeffizienten. Die Wohldefi-
niertheit folgt mit demselben Argument, wegen dem auch die primitiven Fourierkoef-
fizienten wohldefiniert sind. Dies ergibt sich aus den Gleichungen (29a) und (29b) in
[B6c86]. Offensichtlich sind diese Funktionen wieder Jacobiformen vom Index T'.
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4.3 Der Vektorraum f k

rn—r

(T)

4.3 Der Vektorraum JF, _ (T

Im vorherigen Kapitel haben wir Fourier-Jacobikoeffizienten definiert.
Nun werden wir uns damit beschéaftigen welche Jacobiformen als Fourier-Jacobikoeffizienten
von Siegelschen Modulformen auftreten kénnen.

Dulinski beschreibt in Kapitel 6 von [Dul93] einen Unterraum j,ffn_r(T) des Raumes

Jrlfnfr(T), und zeigt dass dieser die Fourier-Jacobikoeffizienten Siegelscher Modulfor-
men enthélt ([Dul93], Satz 7). Um diesen Unterraum zu definieren, bendtigen wir
folgende bei Dulinski vorkommende Mengen:

Definition 4.20. Wir definieren die Mengen

ug € ZRTTX"TT | es gibt eine Ergdnzung ) e P(n—s,m— 1),
M!=3(T) := Ua
Tltug'l € Ay

und

PE(n—s,ug) i={ue P(n—s,n—r), |u= <;‘4>}.

Fir die zweite Menge sei ug € Z3~"%"7T.
Damit lassen sich Summen gewisser Eisensteinreihen betrachten:
k(T L k,(T)
BN (2 0.u) = > B (2 ,u).
wueU(n—8)n—r,1\PE(n—s,us)

Damit definieren wir die Vektorrdume

o~ /\k7 T —
TE o (Toug) = {ESD (2, 00u) | @ € SE_(Tlug ')},

j\rlfnfr,s(T) = @ \?r]?nfr(T7 U’4)

us€M"=*(T)/ GL,.(Z)
und schlieSlich
T (1) = P T (1)
s=0

Ziel dieses Kapitels ist es, eine alternative Beschreibung dieses Raums mittels der
Hecke-Operatoren Uy und der schon bei Ziegler [Zie89] vorkommenden Eisensteinrei-

hen EXT)

7',71—7“,5(*3 *, 1,_s) anzugeben.

Lemma 4.21. Fir eine Matriz X € Z""*""" gilt:

a)
o LX) = J LX) T,
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4 Jacobiformen

b)

Q?n_TJnJ‘L(X_l)i" = UQg’n_TL(Yy_l)in Jn,r’

Y

1,
wobei Yy, = < TO s )y() ist, und <)y() ein Reprisentantensystem von

Un — s)rs,l\{@) € 7"y
durchlduft.
Beweis.  a) Es gilt nach Satz 2.9
Jnr = Sp,(Z)"" % H,y .
Da die Gruppe Sp,.(Z) mit L(X ~!)*» kommutiert, reicht es

H, . L(X Y»H,,=H,, LX)

zu zeigen. Fiir ein Element M = 0 0 1 2\ € H, , gilt
0 0 1n—r
1. 0 O 0 1, 0 0 I
0 X 0 0 A 1,— ! K
—1yin — n—r M
L(X™) M = 0o o0 1, 0 0 0 1, =0
0 0 0 X! 0 0 0 1,—r
1, 0 0 I
XX X Xy Xk
N 0 1, —i\
0 0 0 X!
1, 0 0 uX 1, 0 O 0
XA 1, Xp XkX 0 X 0 0
10 0 1, -]2X 0o o0 1, 0
0 0 0 ln—r 0 0 0 X!
Wegen

ist die Aussage gezeigt.
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4.3 Der Vektorraum f k

T‘,TL—T‘(T)

b) Nach a) und wegen L(Y, ')t J, , = L(X)¥" J, . ist die Inklusion , D¢ gezeigt.
Fiir die umgekehrte Inklusion ,C“ zeigen wir, dass ein beliebiges Element der
Doppelnebenklasse Q7" "J,, .L(X~1)*" in einer der Doppelnebenklassen der
rechten Seite liegt. Dazu werden wir ein solches Element 2 L(X 1) mit z € J,,
durch Multiplikation mit Elementen aus .J,, , von rechts und mit Elementen aus
Q5™ von links multiplizieren, bis wir ein L(Y, ') erhalten.

1. Es reicht € H,, , zu betrachten:
Die Jacobigruppe zerlegt sich wie oben in
Jnr = Sp,(Z)'" x Hy,

und der Faktor Sp,.(Z)™ kommutiert mit L(X ~!)¢».
2. Man kann z wihlen als L(V) mit V € L~ (H,,,):

Da der linke untere n x n-Block eines Elements von H,, , nach Definition
0 ist, kann es in der Form L(V,S) = L(1,S)L(V) mit V € L~ (H, )
geschrieben werden. Wegen L(1,5) € Q7" " ist die Aussage gezeigt.

-1
3. Da alle Matrizen von der Form L(U) = tUO 8) sind, reicht es, die
oberen linken n x n Blocke zu betrachten, also
I, 0 0 1s 0 0
0 1,-¢ 0 0 1,5 O

I xTo 1n—r 0 0 tX

Der Block unseres Elements kann auf die Gestalt

1, 0 0
0 1,_s O
0 xTo tX
gebracht werden:
1, 0 0
Das erreichen wir durch Multiplikation von links mit U’ := 0 1,_, 0

—I 0 Tn—r
wobei L('U'™1) € Q0" gilt.

4. Der Reprisentant kann als ein L(Y, ') gewéhlt werden:
Wir konnen den linken oberen Block von rechts mit Elementen der Form

1, 0 0 1

0 = 0 und von links mit Elementen der Form | 0 0

0 *= 1, 0 0 1,-,
multiplizieren. Durch Transponieren kommt man auf das angegebene Re-
prasentantensystem.
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4 Jacobiformen

Es bleibt zu zeigen, dass die Nebenklassen auf der rechten Seite disjunkt sind.

Sei also
aL(Y, )ro = LY, ')

mit z € Q""" und v € J,, » gegeben.

Man kann z € Q7" " aufspalten in z179 mit 72 € Spy(Z)™ und mit v, =
L(U,,S1). Analog kann man v € J, , aufspalten in vive mit v € Sp,(Z)T und
mit ve = L(Us, Sa). Wir erhalten

L(Uy, S1)z2 L(Y, ) o1 L(Us, S2) = L(Y,, ).
Wir kénnen nun L(Y, ') mit x5 vertauschen und bekommen die Gleichung
L(U, S1)L(Y, ) aov1 L(Us, S2) = L(Y,, ). (4.2)

Da nun alle Elemente bis auf xsv; von der Art L(x,*) sind, muss das auch fiir
(zv1) gelten, und wir erhalten, indem wir den oberen linken n x n-Block von
(4.2) betrachten,

u 0 0 1 0 O x* vy 0 1 0 O
« % s« {o1 o)x « o]=(o0o 1 o] @3
* 0 1/ \0 % X * 1 0 %W X

Hiermit folgern wir uvs = 0 und, da u invertierbar ist, auch v, = 0. Dann ergibt
aber der rechte untere Block von (4.3)

GG xC )= &)

Aus dieser Gleichung folgt

oo (0 )= W,

63 ()= (%)

) in der selben Nebenklasse unter U(n — s),_s 1 sind,

und somit

/

X
haben wir die Aussage bewiesen.

Da also )Zi, und (y

O
Wir brauchen noch einige Vorbereitungen:

Definition/Lemma 4.22. Fir eine Matriz A € Z'2*!+ und eine Matriz R € Zh>*h
mit mazimalem Rang schreiben wir R | A, falls es eine Matriz A’ € 72> gibt mit

A'R=A.
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4.3 Der Vektorraum ]rkn (1)

Mit ZR‘A bezeichnen wir die Summe tber ein Reprdsentantensystem der Nebenklas-

sen GLy, (Z)R mit R | A.
Seien zwei Matrizen A € 712> B € ZB*h mitrg (g) =l gegeben. Wir definieren

den grofiten gemeinsamen Teiler ggT(A, B) als die Nebenklasse GLy, (Z)G, fir die
G | A und G | B gilt, und die fir jede weitere Matric G' mit G' | A und G’ | B die
Bedingung G' | G erfillt.

FEs gilt genaw dann ggT(A, B) = GL;,(Z), wenn <g

()= o) (D)«

é ). Dann ist G := DX ein Teiler von A =
U1 DX und B = U3DX. Sei G’ ein weiterer Teiler von A = A’G’ und B = B’G’. Dann

ist einerseits L
Uy, U\ ~[4A
Us Uy B’
eine ganze Matrix und andererseits
U U\ (AN _ (U U\ (A o1 (DXG
Us Uy B’ Us Uy B 0 :
Also ist DXG'™! ganz und somit G’ ein Teiler von G = DX. Damit ist die Existenz
des grofiten gemeinsamen Teilers bewiesen.

> primitiv ist.

Beweis. Sei

die Elementarteilerdarstellung von (

Die letzte Aussage folgt, da eine Matrix <A

B) genau dann primitiv ist, wenn ihre

Elementarteilergestalt (1(l)1> ist. O

Jetzt koénnen wir den folgenden Satz formulieren:

Satz 4.23. Es gilt:

EpD (M 1) | Ux = 37 BED, (2, (6™ | Uv), XYY,
WX

Beweis. Die linke Seite ist nach Definition

k(T an - _
BT (2o 1asy) | Ux = 3 oDy < 2 >j(v,2)7".
YEQL T\ T, L(EX —1)4n

Nach Lemma 4.21 kénnen wir dies umformen zu

> > My < 2>j(v,2)7"

y ’YEQ7 n— ’\L( _1)i"Jnr
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4 Jacobiformen

0 X

I oy) _ (1 yeeT(y,'X) 1\ (1 0
0 X)) \0 XggT(y,’X)"')\0 geT(y,)X))"

Wir betrachten nun nur solche y, fiir die ggT(y,!X) = W fiir ein festes V | X gilt.

mit Yy := (1 y) und y wie in Lemma 4.21. Es gilt:

Hier durchléuft (tXt:‘g/_l) ein Reprasentantensystem von

= 9r-ea\ (o1 )}

mit der Zusatzbedingung, dass (tXtZ‘//_;L) primitiv ist. Also durchlauft <tX"V ) die

Nebenklassen
Un—8)r—s1\PE(n —s, X'y -1

Wir erhalten

tvltX ( y > ( ) \ ( - )’YEQ;” T\L(tv_l)LW'L(tVYyil)lnJn,r
tXtV_l cU(n—s)r—s,1\PE(n—s,t XtV 1
oD (y < 2 >%j(y,2)7F.
Da v € Q7" genau dann gilt, wenn L(V )4y € Q77" gilt, erhalten wir

D 2 2.

o J u PE Xy-1 YEQYTTINL(VY, t)tn Jy
txty—1 eU(n—8)r—s,1\PE(n—s, )

M Uv)(y < 2 >%)j(v,2)7"

= Z Z Efn rs( (T)|UV7U)

VX w€lU (n—s)p—s.1\PE(n—s,XV-1)

Z Ek ,(T) (T) | UV)7tXtV_1).

r,n—r, S
WX

Damit bekommen wir die angekiindigte Darstellung;:
Satz 4.24. Es gilt:
Tons @) = {EBHE V20, 10m0) | UV) | 0 € S5, (TV LTIV € Ansy]}.
Beweis. Die Inklusion ,,0¢ folgt aus Satz 4.23. Nach [B6c86], Formel 29a),29b) kann

man dann auch die E als Linearkombinationen der (Ef ;ST[XSA])(Z, ©, 1) | Uy) dar-
stellen, und die Aussage ist gezeigt. O
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen
Chm \ Sy (7Z)

Wir wollen die Fourier-Jacobikoeffizienten der Klingen-Eisensteinreihe

Ewm(f,2):= ),  f(y<Z>"j(y,2)7*
YECn,m\ Sp,, (Z)

und insbesondere deren Aufspaltung geméafl der Zerlegung
jrlfnfr(T) = @ jrk,‘/nfr,s(T)
s=0

untersuchen. Zu diesem Zweck werden wir die Summation iiber die Nebenklassen
Ch.m\ Sp,,(Z) aufspalten in

min{n—r,n—m}

Bom(f,2)= > H.,..(f2)

t=0

mit
Hpri= > f(y<Z>j(v,2)7"
YECH, m\M], ,, .

und Mengen M} C Sp,(Z). In diesem Kapitel werden wir zunéchst die Men-

n,m,r

gen M} . . definieren. Der Parameter r wird dabei den Grad (r,n — r) der Jacobi-

Fourierkoeffizienten festlegen, der Parameter ¢ wird bestimmen, zu welcher Kompo-
nente der Zerlegung

jrlfnfr(T) = @ jr]?nfr,s(T)
s=0

die Jacobi-Fourierkoeffizienten der Funktion H/ . . .(f) gehoren. Diesen Zusammen-
hang wird Satz 6.2 des folgenden Kapitels herstellen. Um den Satz zu beweisen, beno-
tigen wir ein passendes Reprasentantensystem der Nebenklassen Cy, ., \M, , ... Dieses
werden wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels in Satz 5.21 finden, der das erste Er-
gebnis dieses Kapitels darstellt.

Fiir die Rechnungen in Kapitel 9 bendtigen wir noch ein weiteres Repréisentanten-
system der Nebenklassen Ci, y1,0\M;,,,, - Dieses werden wir im zweiten Abschnitt

dieses Kapitels in Satz 5.23 mit Hilfe der Rechnungen des ersten Abschnitts erhalten.
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen Cy, y,\ Sp,,(Z)

Das letzte Ergebnis dieses Kapitels ist Satz 5.24. Dieser liefert eine alternative De-
finition der Mengen MrtL,m,r' Diese wird uns helfen, in Kapitel 8 die Identitét

(1. Gme (00 ) =AD" )

mit spiter definierten Funktionen G, aus Satz 7.7 fiir Eigenformen f € S* zu
n,m,r g m

beweisen. Mit dieser Formel und den Ergebnissen des zweiten Abschnitts kénnen wir
dann in Kapitel 9 die Fourierkoeffizienten der Funktionen Hfl’m’r berechnen.

Im gesamten Kapitel seien n,m,r,t € N natiirliche Zahlen, fiir die n > m,r und
t <min{n —m,n —r} gilt.

5.1 Ein Reprasentantensystem von C, ,,\ M}

1T

Fur Matrizen M = é g) in den schon bekannten Gruppen C, ,, und J,, , zerlegen
wir, wie in Kapitel 2, die vier n x n-Blocke A, B,C, D jeweils in vier Teilmatrizen

A= A Aw (fir B, C, D entsprechend) der folgenden Formate:
A1 Ago
Cn,m:

n—m>x>xm n—mXn-—m

( m X m mxn—m )7 (5.1)
Inr

N—7rXr n—rxXxn-—r

( rXT rXn—T ) (5.2)

Um die Mengen M} zu definieren, teilen wir die vier Blocke A, B,C, D jeweils

n,m,r

weiter in Blocke der Grofien

( mxr mxmn—r ) (5.3)

n—mxr n—mxn-—r
ein. Mit dieser Zerlegung kénnen wir nun die Mengen M , . definieren:
m,

Definition 5.1. Fir n,m,r,t und die Zerlegung von Matrizen wie in (5.3)
definieren wir
M, . = {M € Sp,,(Z) | rg(Ca2) = t},

n,m,r

sowie die in einigen Rechnungen auftretenden Mengen

M, = {0 €S @) o=, ) er T glenn) =1

n—m-—t,n—r

=M? N MO

n,m,r n,m+t,r:
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5.1 Ein Représentantensystem von Cy, ,,,\ M},

,m,r

Weiter definieren wir als Untergruppe der Sp, (Z) die Gruppe

Cn,(m,m+t) = Cn;rn N Cn,m+t~
Diese Mengen M? haben folgende Eigenschaften:

n,m,r

Proposition 5.2. FEs gilt:

(l) Cn,mez,m,r = MrtL,m,r
+ min{n—m,n—r} .

b) U_, M}, s = S0, (2)

C) M:L,m,'rc’ﬂﬂ‘ = M'rtL,m,'r‘

Beweis. Sind (mit den Zerlegungen (5.1), (5.2) und (5.3)) Ny € Cppn, M € M} .
und Ny € C, ., gegeben, so gilt:

N1 MN;y =

*
*
*

I
* X ¥ X
* X ¥ *

D(N71)22C(M)22A(N3)2o

Da die Matrizen N; und Ny invertierbar sind und daher auch D(N1)ay € GLy,—1 (Z)
und A(N2)22 € GLn,T(Z) gllt, hat mit C(M)22 auch D(Nl)QQC(M)QQA(NQ)QQ
Rang t. Dies zeigt die erste und letzte Aussage. Die zweite folgt direkt aus der Defin-
intion, da t alle moglichen Rénge von Cyo durchlauft. O

Bemerkung 5.3.  a) Die Gleichung aus Teil a) von Proposition 5.2 besagt, dass
sich fiir eine Siegelsche Spitzenform f € SF, vom Grad m Funktionen

Hymo([:2):= Y f(y<Z>j0y,2)7"
')’Ecn‘m\Mytz,m,r
als Teilreihe der Klingen-FEisensteinreihe
BN (12) = ). f(r<Z>"i(v,2)7F
YECn,m\ Sp,,(Z)
definieren lassen. Diese werden im ndchsten Kapitel genauer betrachtet.

b) Gleichung b) aus Proposition 5.2 liefert eine Zerlegung der Klingen-FEisensteinreihe

in die Teilrethen:
min{n—m,n—r}

Er (= > H.,.(f)

t=0

¢) Die Gleichung aus Teil ¢) dieser Proposition zeigt (unter Beriicksichtigung der
Konvergenz der Klingen-FEisensteinreihe), dass diese Funktionen invariant unter
der Gruppe J,, C Cp, sind, also eine Jacobi-Fourierzerlegung besitzen. Auch
mit dieser werden wir uns im ndchsten Kapitel beschdftigen.
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen Cy, y,\ Sp,,(Z)

Im Folgenden wollen wir ein geeignetes Reprédsentantensystem der Nebenklassen
Cn,m\thm?T finden, das uns die Berechnungen des folgenden Kapitels ermdglicht.
Dazu werden wir die ndchsten Rechnungen durchfiihren.

Lemma 5.4. Die Menge M} besteht nach Teil a) von Proposition 5.2 aus

n,m,r
Cp,m-Rechtsnebenklassen. Zusdtzlich gilt: Die Menge Mﬁ’,gn,r besteht aus C, (m,mt)-
Rechtsnebenklassen und die Einbettung Mf{,%z,r — M'rtL,m,r induziert eine Bijektion der
Nebenklassen:

Con, )\ Mo = Cro\ My,

)m7’r.
. . 0 _ gt 0
Beweis. Es gilt Mn’m’r = Mn’m’T N Mn,(m+t,r

0

: . ¢
Mn,(m+t,r) invariant unter Cp, 4+ und M,
MES | invariant unter Cy (mmtt) = Cnim N Crme- Aus Cy (mmtt) S Crnym und

MOt folgt, dass die angegebene Abbildung wohldefiniert ist.

n,m,r = n,m,r

) Nach Teil a) von Proposition 5.2 ist

m,r invariant unter Cp, ,,,. Also ist auch

Surjektivitét:
Sei M € Mf,l’mm gegeben. Dann gibt es ein U € GL,,_,,, sodass die unteren n —m — ¢

Zeilen von UC(M )22 Nullzeilen sind. Mit

1. 0 0 0
0o tu=* 0 o0
_ In
N:=L({U) = 0 0 1.0 € Chpm
0 0 0 U
gilt dann NM € M}, .
Injektivitét:
Seien M, M5 € M,’;ﬂmr und N € C,, ., mit My = N M, gegeben. Dann gilt C(Mi)22 =

D(N)22C(Ms)22. Da die oberen ¢ Zeilen von C(M)ae und C(Maz)ag jeweils Rang ¢
haben und die unteren n — m — t Zeilen jeweils Nullzeilen sind, muss D(N )92 von der

Gestalt
* *
Onfmft,t *

sein. Deshalb gilt

* 0 *
_ | ¥ DNy
N = " % € Cn7(m,m+t)7
0 0 0 D(N)a
und die Behauptung ist bewiesen. O

Lemma 5.5. Es gilt:

Mr?,m—i—t,r = U C",m+tL(U) SpT(Z)T"
UeGL,, (Z)
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Beweis. ,2“:
Die Menge MY .., . besteht nach Teil a) von Proposition (5.2) aus Cy pm4¢-Rechts-
nebenklassen und nach Teil ¢) aus J, ,-Linksnebenklassen. Da L(U) fiir alle U €

GL,(Z) immer in der Menge Mg,m 4+, liegt, haben wir die Inklusion bewiesen.

77g“:
Sei eine beliebige Matrix
A1q A1 Bii Bia
Ao Az By1 B 0
M = eM ,
Cn Cia Dyy Dyo Lt

C'21 On—m—t,n—r D21 D22

gegeben. Wir wollen statt M schrittweise andere Représentanten der Doppelneben-
klasse C, m+tM Sp,.(Z)' finden, bis wir ein Element der Form L(U) in dieser Dop-
pelnebenklasse gefunden haben.

1. Es kann C3; = 0 gewéhlt werden:
Da M eine symplektische Matrix ist, ist nach (2.2)

Cn Ci2\ (‘D11 "Dy (= *
Co1 0 'Dis Do)~ \* C§Dyn
symmetrisch, also ist auch C%;Ds; symmetrisch. Nach Lemma 2.5 gibt es eine
Matrix 7 € Sp,.(Z) mit
(C21 D21) Y= (O *) .

Fiir diese Matrix gilt dann

M')/Tn —

O ¥ ¥ ¥
O ¥k % ¥
* X X Kk
EE G

und die Aussage ist gezeigt.

2. Zusatzlich kann C17; = 0 und C12 = 0 gewéhlt werden. Da M eine symplektische
Matrix ist, ist nach (2.1)

A1 Ao\ (Cii Chz _ tA11C11 tA1Cho
fA1p "Ag 0 0 tA15C11 *A12Ch0
symmetrisch. Da nun
A1 ‘411011 *A11Che
C Cia) =
(tAm) (Cu Cro) (tAuCn tA12C12
symmetrisch ist, gibt es nach Lemma, 2.5 eine symplektische Matrix v € Sp,, (%)

mit
A11 A12 _ * ok
"\en ) " \o o)
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* ok % %
Dann erfiillt v™ M = S ; : : die Anforderungen.
0 0 * =

3. Es gibt in der Doppelnebenklasse von M ein Element der Form L(U):

X ok % %
Nach (2.5) lasst sich ; ; * : schreiben als L(U, S) = L(1,,S)L(U). We-
0 0 = =x

gen L(1,,S5) € Cy, m4t ist die Aussage gezeigt.

O

Bemerkung 5.6. Fir den Fall m 4+t = n — r erhdlt man das vorherige Lemma aus
Proposition 4 von [Bic83] durch Anwenden einer Permutationsmatriz.

Das folgende Lemma wird an verschiedenen Stellen benétigt:

Lemma 5.7. Sei R ein beliebiger nullteilerfreier Ring. Seien l, k1, ko natiirliche Zahlen
mit | > ki, ko. Sei eine Matriz U € GL;(R) gegeben, die in Blocke

(U Us
U= (US U4)

ki X ko ki x 1=k
l—]ﬁXkQ l—/ﬁXl—kQ

der Gréfien

zerlegt ist.

a) Ihr Inverses U~ sei zerlegt in Blécke

1. (1 Vs
v '_<V3 V4)

der Grifien
ko X kq ko x 11—k
l—k’ngJl l—k’gXl—kl ’
Dann gilt:
rg(Vs) = rg(Us) + k1 — k2.
b) Es gilt:

max{0, ko — k1} <rg(Us) < min{l — k1, k2}.
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Beweis. Wir beweisen die Aussagen iiber dem Quotientenkorper @ von R.

)

Es reicht zu zeigen, dass dim(Ker Us) = dim(Ker V3) gilt:
Aus den Dimensionsformeln fiir Uz und V3 folgt dann mit

ko —1g(Us) = dim(Ker Us) = dim(Ker V3) = k1 — rg(V3)

die Aussage.

Um zu zeigen, dass die Kerne gleiche Dimension haben, werden wir einen Iso-
morphismus von Ker Us nach Ker V3 konstruieren.

Zur Konstruktion des Homomorphismus:

Sei x € Ker(Us) gegeben. Nach Definition der U; und V; als Blocke inverser Ma-
trizen gilt V3U; + V4Us = 0 und nach Definition von x folgt daraus V3U;x = 0.
Also ist Uz im Kern von V3 und dies definiert den gewiinschten Homomorphis-
mus.

Zur Bijektivitdt des Homomorphismus:

Wegen z € Ker(Us) gilt

Uz = (ViU + VaUs)z = 1, x,
andererseits gilt fir y € Ker(V3)

UiViy = (UiVi + UaVa)y = 1y, y.
Damit hat der Homomorphismus eine Umkehrabbildung und ist bijektiv.
Die rechte Ungleichung folgt sofort aus den Dimensionen der Matrix Us.
Fiir die linke Ungleichung betrachten wir die Matrix

(U3 Uy) .

Da U invertierbar ist, hat diese den Rang I — k1. Da Uy aber [ — ko Spalten hat,
gilt rg(Us) > (I — k1) — (I — k2) = k2 — k.

O

Bemerkung 5.8. Analog kann man

rg(V1) =1g(Us) + k1 + k2 — 1,

rg(Va) =rg(Us) + ko — k1
und

rg(Vy) =rg(Ur) +1 — k1 — k2
zeigen.
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Definition 5.9. Seien n,m,r,t wie oben gegeben. Fir die Zerlequng einer Matrixz in
Bléocke U = Ur U € GL,(Z) der Grofien
Us Uy

m+txr m+txn—r
n—m-—txr n—m-—txn-—r

definieren wir die Menge
GLIH(Z) 1= (U € GL(7) | 1g(Us) = — s}.
Nach dem zweiten Teil von Lemma 5.7 gilt
max{r —m —t,0} <rg(Us) < min{n —m —t,r}.
Also gilt GL"""™%(7Z) # () nur fiir
max{r+m+t—n,0} <s < min{r,m + t}. (5.4)

Im Folgenden betrachten wir fiir die Urbilder der Gruppen J,, , und C,, ;,,4+ unter der
Abbildung L : GL,,(Z) — Sp,,(Z):

L™ (Cormst) = {U € GLo(Z) | L(U) € Crse} = {(o h %) e GLn(Z)}

n—m—t,m-+t

und

L () = {U € GLo(Z) | L) € Jp,} = {(0 B ) € GLn(Z)} .
Lemma 5.10. FEs gibt in jeder Doppelnebenklasse
L_l(cn,"H-t)\ GL?HmS(Z)/L_l(Jn,T)
einen Reprdsentanten der Form

1

»

2 8 <10 0,> (5.5)

0 1n7m7t+sfr

o O

mit

r—8,% u U — X T—
S GLm+t7+T—2s<Z) = {(u; ui) € GLW‘H‘FT*QS(Z) | us € VA s7rg(u3) =Tr—= S}

und v’ € GLy_.(Z). Weiter gilt u=' € GLIV 75", (7).
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Zum Beweis brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 5.11. FEs gibt in jeder Doppelnebenklasse

{(Oanlt,mH %) € GLn(Z)} \ GL™HEs(7) { <Onslm §§> € GLn(Z)}

einen Reprdsentanten der Form

15 Os,r—s Os,m+t—s Os,n—m—t+s—r
Oertfs,s u U2 0m+t75,n7m7t+sfr
Orfs,s us 2 Orfs,nfmftJrsfr
On—m—t+s—r,s On—m—t-i-s—r,r—s On—m—t+s—r,m+t—s 1n—m—t+s—r

wobei ug Rang r — s hat.

Ui U
Us U,
und rechts mit Elementen aus den entsprechenden Untergruppen von GL,,(Z) auf die
gewlinschte Form bringen. Dies werden wir in mehreren Schritten durchfiihren:

Beweis. Wir werden U = < > € GL"""*(Z) durch Multiplikation von links

Orfs,s us

1. Wir kénnen Us = ( > mit rg(ug) = r — s wihlen.

On7m7t+sf7‘,s On7m7t+sfr,rfs

0 Ts 0 1,—,
um Us in Elementarteilerform zu bringen. Da Us nach Voraussetzung Rang r — s
hat, liefert das die Behauptung, wenn wir die Elementarteiler in die rechte obere
Ecke bringen.

1
Wir multiplizieren U von links mit ( """ 0 und von rechts mit (Sl 0 ) ,

1

2. Zusétzlich koénnen wir U; = (O

* .
*> erreichen:

Ty 0

Durch Multiplikation von links mit ( ) und durch Multiplikation

0 ]-nfmft
St 0 0
von rechts mit | 0 1,_, 0 kénnen wir die ersten s Spalten von U; auf
0 0 1,

Elementarteilerform bringen. Dies beeinflusst Us nicht. Da U invertierbar ist und
die ersten s Spalten von Us Nullspalten sind, hat diese die angegebene Form.

*

3. Wir kénnen Uy auf die Form bringen:
0 1n—m—t+s—r

Analog zum Vorgehen beim vorherigen Schritt multiplizieren wir U von links mit
17n+t 0 O

0 1,_s¢ 0 | und von rechts mit (1(; g)
0 0 Ty 3
4. Wir kénnen die Aussage des Lemmas erreichen:
1m+t 0 *
Durch Multiplikation von links mit 0 1, * und von rechts
0 0 ]-nfmftfrJrs
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1, * *

mit | 0 1r—s 0 kéonnen wir die verbleibenden Eintrége eliminieren.
0 0 1p—r

Dies verdndert nicht die anderen Eintrége.

O
Beweis. Von Lemma 5.10:
Die erste Aussage folgt mit
( Sy SQ>_(1T 0)( Sy Sz>
On—r,r SS 0 SS On—r,r 1n—r
direkt aus Lemma 5.11. Die Aussage iiber das Inverse folgt aus Lemma 5.7 mit [ =
m+t+r—2s,kp=m+t—sund ks =r —s. O

Uy U2

> mit us in Ele-
us  Uq

Bemerkung 5.12. Der Beweis zeigt sogar, dass man u = (
mentarteilerform wdhlen kann.

Nach Lemma 5.5 gibt es wegen Sp, (%)™ C J,, , in jeder Doppelnebenklasse

Cn,m+t\M2,m+t,r/Jn,T

ein Element der Form L(U). In Lemma 5.10 haben wir gezeigt, dass man ein Repré-
sentantensystem dieser Doppelnebenklassen wéhlen kann, das aus Matrizen der Form
(5.5) besteht. Daher werden wir nun folgende Notation einfiihren:

Notation 5.13. Wir schreiben fir u € GL, %", (7Z)

1, 0 0
u=(0 u 0 € GL,(Z)
0 0 1n7m7t+sfr

und fiir v’ € GLy,_,(7Z)
. (10 3) € GL,(2).

T—8,%

Weiter geben wir fir v € GL,, "7\ . _5,(Z) die Zerlegungen

Uy U2
u =
Uz Ugq
_ v [
[ 1 2
U3 U4

an. Nach Definition hat us Rang r — s und nach Lemma 5.7 hat vo Rang m +1t — s.

sowre

Wir werden diese Reprédsentanten jetzt genauer angeben:
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Korollar 5.14. Ist R] ein Reprisentantensystem von

L_l (Cm+t+r72s,r78)\ GL:n;Siirfzs(Z)/L_l (Jm+t+rf25m78)

und R3 ein Reprisentantensystem von

{(o * *) € GLM(Z)} \ GL,,_,(2),
n—m—t+s—r,m+t—s *

(i | ue RS, v € R}

so ist durch

ein Reprdsentantensystem von
L™H(Cy)\ GLY " (2) /L7 ()
gegeben.

Beweis. Nach Lemma 5.10 ist in jeder Doppelnebenklasse
L™H(Crn)\ GLY " (2) /L™ (1)

ein Element der Form @/ mit u € GL, . 9.(Z) und v/ € GL,,_(Z). Die Rechnung

1 0 0 O 10 0 O 1 00 0 1 0 0 0
0 Uy U2 0 0 1 0 0 ’J/ o 01 0 U2T2 0 Uy U271 0 ~
0 us Ug 0 0 0 xry T2 - 0 0 1 UQ T2 0 uz U4 0 ’
0 0 0 1 00 0 =3 0 0 0 =x3 0 0 0 1
zeigt, dass sich / von links um Faktoren aus { ( ¥ *) € GLn_T(Z)}
On7m7t+sfr,m+tfs *
abédndern lasst. Also kann v’ € R gewéhlt werden.
. . U U2 r—8,% . ) u! s
Seien jetzt also u := (U3 U4) € GL,, i, 0s(Z), v = (ué Ui) € R3 und

(W1 w2 GLT—&* 7 I wy W) RS b d Tu’ und
wi={ e wy € GL,, iy, 0.(Z), w' := - € R$ gegeben, sodass tu’ un
ry T2 T3 T4
s Te L7 T8
0 0 T9 Z10
0 0 11 T12

@w' in derselben Doppelnebenklasse liegen. Also gibt es X :=

Y Y2 Ys Ya
ud Y .= | ¥ Y6 YT U8 it XGw = aw'Y.

0 0 1 0
0 0 0 1
Es gilt
* * * ok
Xag’: T5 TgUl + Trusz * ok
0 ToU3s * %
0 Tr11Us * X
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und
* *k k k
P w w * %
Gu'Y = 1Ys 1Y6
w3yYs W3lYs * >k
0 0 * ok

Aus den obigen Gleichungen folgt x13us = 0 und wsys = 0. Da ug und w3 quadratische
Matrizen mit vollem Rang sind, gilt also 17 = 0 und y5 = 0. Aus wiys = x5 folgt
dann auch z5 = 0.

% %k ok %
. . 0 * % %

Insbesondere sind nun alle auftretenden Matrizen von der Form 0 * % %
0 x * *

Wir kénnen uns also auf den rechten unteren 3 x 3-Block beschranken und bekommen
die Gleichung

Te T7 Tg u;y uz 0 1 0 O
0 z9 210 uz ug 0 0 wuj wuh
0 0 =z 0 0 1 0 wuh wul

w; we 0 1 0 0 Yo Y7 Y8
=|ws wy 0] |0 w] w) 0 1 0
o o 1/ \o w, wy/ \o o0 1

Daraus folgt 1 (uj ) = (wh wj) und, da v’ und w’ in R$ liegen, auch v/ = w’.
Wir schreiben noch

L0 0 Ye Y1 U8 Yo yr wg) (1 0 0
0 wj wh 0 1 o]=]0 1 0 0 wp wh
0 wi wj 0 0 1 0 0 1 0 wi w)

1

mit (y7 ys)w' ™' =: (y4 y4). Wir erhalten

T T T8 up uz 0 wy we 0\ (Y6 V7 Ys
0 g9 X110 us U4 0 = w3 W4 0 0 1 0
0 0 =xm2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

und durch Betrachten des oberen linken 2 x 2-Blocks

Tg Tt up uz) _ fwr we Y Y7
0 x9 U3  Ugq w3 W4 0 1)

Diese Rechnung zeigt, dass v’ € R§ gewédhlt werden kann und fir u,w € R§ und

u',w' € RS die Matrizen uw’ und ww’ genau dann in der gleichen Doppelnebenklasse
liegen, wenn u = w und «' = w’ gilt. O

Notation 5.15. Ab jetzt werden wir mit R; und R feste Reprisentantensysteme wie
im vorherigen Korollar bezeichnen. Die Abhdngigkeiten von n,m,r und t werden in
der Notation nicht beriicksichtigt.
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Mit diesen Vorarbeiten kann fiir jedes Element von M), ., . folgende Zerlegung
gefunden werden:
Lemma 5.16. Es gilt:

min{r,m+t}

Mr?,m+t,r: U U U Cn,m+tL(ﬁ/)Jn,rL('J/)-

s=max{r+m+t—n,0} u€ER] v ERJ

Beweis. Nach Lemma 5.5 gilt

M piir= U CrmpL(U)Sp(Z)™.
UeGL, (%)
Nach (5.4) gilt
min{r,m+t}
GL,(Z) = U GL " (2),

s=max{r+m-+t—n,0}

weswegen wir zum Beweis des Lemmas nur noch

U U Cn,ertL(a)Jn,’/‘L(Jl) = U Cn,ertL(U) Spr(Z)Tn

u€ERS] v €RS UeGLI ™% (7)

betrachten miissen. Mit Sp,.(Z)™ C J,,, und nach den Definitionen aus 5.13 kénnen
wir uns dabei auf v € R und v € R§ beschrinken und erhalten

min{r,m+t}

M = U U U ComeeL@L) ;.

s=max{r+m+t—n,0} v€ER] v ER]
Mit L(J’)Jn,r = Jn’,ﬂL(zj’) haben wir die Aussage bewiesen. O

Dies werden wir im Folgenden soweit eingeschréanken, dass in der Vereinigung keine
Elemente doppelt auftreten.

Lemma 5.17. a) Seien u € R, v’ € RS und w € RS ,w' € R§ gegeben. Gibt es
Matrizen y1 € Cp 4t und v2 € Jy , mit

N L(@w)z = L(dw'),
sogilts=¢,u=w undw=w'.

b) Firue R gilt:

Cn,m+tL(a) Jn,r = n,m+tL(a) Jj;v,n—i-t—i-r—s,r'
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¢) Firu e R gilt:
(L@ T3 s LE)) N Crp g = Q™) 0V (L@ T g s LEH).
Dabei ist Qm™ s definiert wie in 2.10.

Beweis.  a) Nach Voraussetzung gilt v1 L(ut’)ye = L(@ww').

Da L(al)JLn’*'t"'T_S’T - JLTL"FH‘T—S,TL(a/) gilt, gibt es ein 75 € Jntttr—s, mib
L@’)Vg” = ’VQT"L(ﬂ’). Wir erhalten

L@ = L@TT ). (5.6)

Die rechte Seite hat die Form

1, 0 0O 0O 0 0 0 O
0 = = = 0 0 0 O
0 = x = 0 0 0 O
0 = = = 0 0 0 O
0 00 0 1, 0 0 O
0 0 0 0 0 =*x % =
0 0 0 0 0 * *= =
0 0 0 0 0 0 * =x
Mit
ai;p ap2 0 0 b11 blg * *
21 Aa22 0 0 b21 bgg * *
* ¥ % x % * * %
* S T * * %
= C11 C12 0 0 d11 d12 * * ’
Co1 C22 0 0 d21 dgg * *
0 0 0 0 O 0 x =
0 0 0 0 O 0 xzo =
u = (Ul UQ) , b=l — U1 Uz) ’
us Ug V3 V4
* * 0 0 * * * *
* * 0 0 * * * *
* * 1te—s 0 * * * *
;L * * 0 lp—m—t—rts * * * *
T2 Cii Cia 0 0 D11 Dio * *
Co1 Oy 0 0 Doy Doy * *
0 0 0 0 0 0 1tt—s 0
0 0 0 0 0 0 0 1 om—t—rts
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ergibt sich fiir die linke Seite:

* * k*  k * E O
* * * 0k * * ok Xk
* * * ok * * ok %k
* * k*  k * EOE
* * k0 ok * * ok X
* * k*  k * k* ok X
$1U3021 $1U3022 0 0 1‘1U3D21 k0 ok X
IQUgCQl 352U3022 0 0 IQU3D21 * ok ok

Vergleicht man beide Seiten, so muss

X1 _
<$2> U3021 =0

gelten. Da (?) die ersten Spalten einer invertierbaren Matrix bilden, gilt dann
2

schon u3C; = 0. Weil der Rang der quadratischen Matrix ug aber maximal ist,
folgt damit Cy; = 0.

Analog folgt Ca2 = 0 und Dy; = 0. Also ist +4 schon in der Gruppe C, s

und ldsst sich zerlegen in ¥4 L(U.,,,S,,) mit 74 € Sp,(Z)T. Fiir 74 gilt aber

La Yy L(u) € Cp it Also gelte o0BdA vo = L(U,,,S,,). Da nun in Glei-
chung (5.6) alle auftretenden GroBen aufler v; in C,, o liegen, muss auch y1 € Cy 0
gelten. Damit kann man vy, = L(U,,, S,,) schreiben. Aus (5.6) folgt nun durch
Betrachten des rechten unteren n x n Blocks:

U, wu'U,, = ww

und wegen L(Uy,) € Cp myr und L(U,,) € J,Tn”_‘_t_‘_r_syr folgt aus Korollar 5.14
auch die Aussage.

Nach 2.9 zerlegt sich die Gruppe J, , in das semidirekte Produkt
H, . x Sp,(Z)™
und entsprechend JZ{;HFS’T in
H s X0 SDA(Z)™

Wir miissen also nur zeigen, dass wir ein Element aus H,, , aufspalten kénnen in
einen Teil in L(a~1)Cy,m+¢L(@) und einen Teil in H" .., .

Sei also
1, 0 0 0 m iz
N Lyies 0 i1 K1 K2
t)\2 0 1n—7rL—t—7'+s t/fLQ K3 Ry
| o 0 0 1,  —\ Do € Hr
0 0 0 0 lpre—s 0
0 0 0 0 0 lnom—t—rais
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gegeben. Diese Matrix ldsst sich zerlegen in das Produkt von

1, 0 0 0 0 112
0 ]-ertfs O 0 O K2
I t)\2 0 ]-nfmftfr+s t,U/Z R3 R4
v 0 0 0 1, 0 A2
0 0 0 0 Liites 0
0 0 0 0 0 1n—m—t—T+s
mit
1r 0 0 0 1253 0
N Lgi—s 0 Yy K1 0
0 0 lpomtrss O 0 0
0 0 0 1, —A1 0 ’
0 0 0 0 Linstos 0
0 0 0 0 0 1n—m—t—r+s

wobei der zweite Faktor in H,T,{;Hrfsﬂ, liegt. Dass L(4)y' L(a~') € Cp m+e gilt,
rechnet man direkt nach.

c) ,C
. A B o . .
Sei M = (C D) € L(@) ) v o L) N Cpyme gegeben. Mit
ci1 c2 0 0
_ Co1 C22 0 0
= 0 0 0 0]’
0 0 0 O
)
us Ug
und
ty =l — (’01 ’Uz) :
V3 V4
gilt dann

* C12U2

* *
* * * *
fvgear  *  'wvacaaua 0

* *x

*

a—l Cta—l —

*

Da dies der linke untere n x n-Block von L(4~')ML(%) ist und L(a~)ML(a) €
J,TT{LFHPS’T gilt, folgt daraus ciovs = 0, ‘vgco; = 0 und *vacpavs = 0. Da die
quadratische Matrix vy maximalen Rang hat, gilt schon ¢;3 = 0,¢2; = 0 und

cz2 = 0. Damit ist die Bedingung an C aus der Definition 2.10 der Gruppe
QLM erfiillt.
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Weiter ist ! D7, der rechte untere nxn-Block von L(a~ )M L(4) € JI{;H,_S,,.,
gegeben durch

di1 dia Z1 0
do1  da T2 0
0 0 lmgrs 0
0 0 0 1n7m7t7r+s
Dann gilt
* * * 0
D= U1d21 uldggt’l)l + ’U,lwgt’l)z + u2t'U2 * 0
B usday U3d22tv1 + U3{E2t’l)2 + U4t1)2 * 0
0 0 0 1n7m7t77‘+s

Dies ist nach Vorausetzung der rechte untere nxn-Block einer Matrix aus C, y4+.

Aus ugds; = 0 folgt do; = 0. Mit U3d22t’U1 + U3CL‘2t’U2 + U4tU2 = 0 gilt wegen
U3t’01 + U4t1]2 = 0 auch U3d22t’U1 + U3$2t’02 — U3t1}1 =0.

Da w3 vollen Rang hat folgt daraus dos'v; + zos — 1 = 0.

Damit gilt
t t t t to ¢ t t t t
U1dag 1 +ur 2 VaFus e = u (dagv1 T2 Ve —"v1)+ur V1 U Ve = g v1Fugve = 1.

Zusammen ergibt dies

* k% 0
0 1 = 0
D= 0 0 = 0
0 00 1n—m—t—r+s

Damit ist auch die Anforderung an D erfiillt.
Die umgekehrte Inklusion rechnet man nach.

Proposition 5.18. Lduft

s von max{r +m+t—n,0} bis min{r,2r —m —t},
u durch Ri,

u’ durch RS,

y1 durch Cy, it

und o durch ein Reprisentantensystem von

(L(a_l)(Q?m—s_t_s),rn[’(a)) N J;n+t+rfs,'r)\J;nthJrrfs,N
so durchlauft
M L(@)y2 L(1')
die Menge
MS,ert,r

genau einmal.
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen Cy, y,\ Sp,,(Z)

Beweis. Nach Lemma 5.16 hat jedes Element in M?

nom+t,r €ine solche Zerlegung mit

v2 € Jpr und nach Teil b) und ¢) von Lemma 5.17 kann v, auch in J;”+t+r_s7r und
der oben angegebenen Nebenklasse gewdhlt werden.

Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen:
Seien 71, u,u’,v2 und 41, w, w’, d3 gegeben mit
wlL(ﬂ)ygL(ﬂ’) = 61[/(11)\)5211(7:(7,)

Wegen L(ﬁ/)‘];n-i-t-i-r—s,r = JTTnn—&-t—&-r—s,rL(ﬁl) und L(w/)Jj;Ln+t+r—s,r = J;;Ln—&-t—&-r—s,rL(m/)
gilt Cp i+t L(Q)L(T@ ) Jn e = Crmt L(W)L(@") Iy, und mit Teil a) von Lemma 5.17
damit (u,u’) = (w,w’). Wir bekommen

51L(0)6y = v L()y2 < L(0™ 1), 101 L(1)52 = 7o.
Nach Teil ¢) von Lemma 5.17 sind v2 und d2 in der selben Nebenklasse von

(L(ail ) (Q?mﬂis )T" L(a)) N J;];Ln—i-t—i-r—s,r)\‘];;—i-t—i-r—s,ra

also gilt v9 = d2 und damit auch ~; = d;. O
Lemma 5.19. Die Finbettung
Spm+t — Cn,m+t (57)

(2 5)~ (2 5) -

induziert eine Bijektion auf den Nebenklassen

oo
—_
i
:

B
0
D
0

Cm+t,m\ Spm+t — Cn,(m,m+t)\cn,m+t-

Beweis. Das Bild von Sp,, (%) ist in Cy, 4 enthalten. Das Bild von Ciy,4¢,p ist in
Ch,m enthalten. Wegen der Definition Cy, (1m+4) := Cnm N Cp oyt ist die Abbildung
der Nebenklassen damit wohldefiniert.

Injektivitéat:
Seien My, My € Sp,,,¢(Z), N € Cy, (m,m+t) it NMlT” = MQT” gegeben. Dann gilt
schon N € Sp,,.+(Z)™, also N € Ch, n N Sp,, (%) = CZ{ZH’W und wir haben die
Aussage gezeigt.
Surjektivitét:

Ein allgemeines Element von C), 4+ hat die Form

Ay A 0 By Bz Bis
Asy A 0 By By B
Az1 Azp Azz Bsi Bz Bss
Ci1 Ci2 0 Dy Dy Dizf|’
Cyi Caz 0 Dy Dy Do

0 0 0 0 0 D33
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5.1 Ein Représentantensystem von Cy, ,,,\ M},

,m,r

wobei A, B,C und D jeweils in Blocke der Grofien

m X m m Xt mxn—m—t
txXm txt txXxn—m-—t
n—m-txm n—m-—txt n—m-—txXxn—m-—t

unterteilt sind.

Wir zerlegen ein beliebiges Element v € Cy, 4+ gemiss Satz 2.9 in L(U)%" 172 mit
U € GLy—m—t(Z), 71 € Hpm+t und 72 € Sp,,,4(Z)™. Dann gilt L(U)¥" € Cyy (mm+1)
und v, € Hy it € Cn,(m,m+t)~ Damit ist v in der selben Nebenklasse wie 5 und somit
haben wir die Surjektivitdt bewiesen. O

Lemma 5.20. Ldauft

s von max{r +m+t—n,0} bis min{r,m +t},
w durch Ri,

u' durch RS,

Y1 durch Cryytm\ SPpyi(Z),
und o durch ein Reprisentantensystem von

(L(ﬂ_l)(Q?7m+t_s)THL(ﬂ)) N Jg{;t+r75,r)\JrE;t+rfs,r

so durchlauft
W L)y L(#)

ein Reprdasentantensystem der Nebenklassen Cn’(m_,mﬂ)\M,OL!mH’r.

Beweis. Das ist eine Folgerung aus Proposition 5.18 und Lemma 5.19. O

Wir kommen zum ersten Ergebnis dieses Kapitels:

Satz 5.21. Lduft s

von max{r +m +t—mn,0} bis min{r,m},

u durch Ri,

u durch RS,

4t durch Cm+t,m\M7sz+t,m,sf

und o durch ein Reprdsentantensystem von

(L(ﬁil ) (Qg,m%»tfs )Tn L(ﬁ)) N J;n+t+r—s,r)\‘];"+t+r—s,r’

so durchlduft
L@y L)

ein Reprisentantensystem der Nebenklassen Ch, n\M}, ,,, ..

Beweis. Wir haben in Lemma 5.4 bewiesen, dass es ausreicht, ein Reprasentantensys-
tem von Cn’(m’ert)\Mfl*o zu finden. Da wir schon ein Représentantensystem von

m,r
Co(mom+t) \ M 1. kennen und M) D MO gilt, miissen wir nur untersu-

nm+t,r = n,m,r
chen, welche Reprisentanten aus Lemma 5.20 schon in M!?  liegen.

n,m,r
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen Cy, y,\ Sp,,(Z)

Da die Menge M, . invariant unter Multiplikation von rechts mit Elementen L (')

und y, ist (siehe Teil ¢) von Proposition 5.2), reicht es, dieses fiir

i L(@)
zu Uberpriifen. Mit
tu1_(U1 U2>
U3 U4
und einer Zerlegung
Cn Ciz2 00
C(’)’I"): 021 022 0 0
0 0 0 0
in Blocke der Grofien
m X S mxm-+t—s mXxXr—s mxn—m-—t—r+s
tXs txXxm4+t—s tXr—s tXn—m-—t—r+s
n—m-txs n—m-txm+t—s n—m-ItxXxr—s n—m-txXxn—m-=t—r+s

bekommen wir
Ci1 Ciavr Crova 0
C('YIL(ﬁ)) = |Ca1 Crvy Cxpvz 0

0 0 0 0
mit Blocken der Grofien
m X s mxXr—s mxm-+t—s mxn—m-—t—r+s
tXs tXxXr—s txXxm-+t—s txXn—m-—t—r+s
n—-—m-—-txs n—m-—-txr—s n—m-txm+t—s n—m-—-txn—m-—-t—r—+s

Also ist 7] L(4) genau dann in M1, wenn rg( (Ca2v2  0)) = ¢ gilt. Da vy maximalen

n,m,r’

Rang hat, ist dies gleichbedeutend mit rg(C2) = t oder 71 € M}, ., ., .. Dies kann
nur erfiillt sein, wenn die Ungleichung ¢t < m +t — s bzw. s < m gilt. O

; - t
5.2 Ein Reprasentantensystem von C,0\M,, ., 0.
Wir werden spéter ein alternatives Reprasentatensystem von Cyym.0\ SP, ., (%) bend-
tigen. Daher werden wir jetzt Représentantensysteme von Cy4m,0\M,, |, ¢ ,, angeben,
was wegen der Zerlegung Sp,, ,,,(Z) = U~y M} |, 0., ausreicht.
Lemma 5.22. Seien Paare teilerfremder Matrizen (C D),(C’ D’) und Q € GL,,(Q)mit
(C D)=Q(C" D)

gegeben. Dann gilt schon Q € GL, (7).
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5.2 Ein Représentantensystem von Cy i 0\M}, +m.0.n

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Matrizen A, B, A’, B’, sodass

A B A B
C D)’\C" D

uber Z invertierbar sind. Schreibe
WX\ _ (A B\
Yy ZzZ)  \C' D ’
C'W+DY=0 und C'X+D'Z=1. (5.9)
A B\ (4 B\ x «
C D)\C" D “\CW+DY CX+DZ
. * * N
T\ QC'W+4+DY) QC'X+DZz)))  \0 Q)

wobei wir die Vorausetzung (C' D) = Q (C' D’) und Gleichung (5.9) benutzt ha-
ben. Dann ist @ als Block dieser {iber Z invertierbaren Matrix iiber Z invertierbar. [J

dann gilt

Damit gilt

Satz 5.23. Ein Reprdsentantensystem von Cn+m70\M£+m707m wird durch
zTn+mL(U)yTn+m
gegeben, wobei x,U und y Reprdsentantensysteme von
Ct,O\Mf,O,Ov
{(3 I) } \ { (Z; Zi) € GLpim(Z) | uz € Z™H™=t rg(uz) = t} (5.10)
bzw
CWO\ Spm(Z)
durchlaufen.

Beweis. Zur Existenz der Darstellung:
Nach Lemma 5.4 stehen die Nebenklassen C,yp, 0\M},

benklassen Cn+m,(0,t)\M:{0

+m,0,m"*

Nach Lemma 5.5 hat jedes Element M € M9, ., 2> My o
M = zL(U)y™ mit @ € Cpyms, U € GLpym(Z) und y € Sp,, (7).
Wir zerlegen y in yoy1 mit yo € Cro und y1 € Cpyo\Sp,,(Z). Dann kénnen wir

yo € Cp o schreiben als L(1, S,,)L(U,,). Da es S’ gibt, sodass

+m,0,m 0 Bijektion zu den Ne-

eine Darstellung

L(U)L(lv Syo)T”L(Uyo)Tn = L(l’ S/)L(U)L(Uyo)TH
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen Cy, y,\ Sp,,(Z)

erfillt ist, kénnen wir M schreiben als

M = 2L(1,8)L(U)L(Uy, )us.

Weiter kénnen wir UU,, zerlegen in UyU; mit Uy = und U; als Représentan-

*
0
ten einer in (5.10) definierten Nebenklasse. Dann kénnen wir zy := xL(1,S")L(Up) €
Chtm,m setzen. Nach Lemma 5.19 kénnen wir 1 € (Cy 0\ Sp,(Z))T+m wihlen, indem

wir zu einem anderen Représentanten von Cy, . 0,6)\Crnym,: Wechseln.

_ (a0 _(A B (U U2\ ppp—1 (V1 V2
1= <c d) Y= (C D) U= <U3 u4> P UL = V3 Vg
ergibt die untere Halfte der Matrix xI"’“nL(Ul)yI”*m
* CUy * dusg
UgC 0 U3D U4 ’

Damit dies in M} +m,0,m liegt, muss sowohl ¢ als auch vy und nach Lemma 5.7 dann
auch u3 den maximalen Rang haben. Daher gibt es die behauptete Zerlegung.

Mit

Zur Eindeutigkeit der Représentanten:
Seien zwei solche Darstellungen

* CUy * dusg
U3C 0 U3D U4

( x  dvh ox d u’2)

/ ! / / /

usC’ 0 wzD' )

gegeben. Diese liegen genau dann in der selben C), 1, 0-Nebenklasse, wenn es eine

Matrix <x1 x2> € GLy4n (Z) mit
Trs3 T4

1 T *  CUp *  dug) * vl * d'ub,
3 x4) \usC 0 wusD uy usC' 0 uhtD'

gibt. Aus
r1 w2\ [cve) [V
xr3 T4 0 - 0

folgt dann x3 = 0, da cvy vollen Zeilenrang hat. Also gilt

und

T4 (U3C 0 ugD):(ugC’ 0 uéD’)
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5.3 Eine andere Beschreibung der Mengen M, . .

und nach Lemma 5.22 gehoren die Paare (C’ D’) und (C D) dann zu Matrizen
in derselben C), o-Nebenklasse. Nach Voraussetzung stimmen diese Matrizen dann
iiberein. Weiter gilt

Ty (u3 u4) = (ug uﬁl)

/ /
und damit nach Vorausetzung U = U’. Da ausserdem (CCL 2) und (a, b) genau

d d
a b Tn+m a/ b/ Tn+m
dann in der selben Cyo-Nebenklasse liegen, wenn <c d> und (c’ d’) in
der selben Cj, 4, 0-Nebenklasse sind, ist die Aussage gezeigt.
5.3 Eine andere Beschreibung der Mengen M) |

Nun werden wir eine alternative Charakterisierung der Mengen M, . . vorstellen, die
sich in Kapitel 8 als wichtig erweisen wird.

Satz 5.24. Sei eine symplektische Matriz mit der Zerlegung (5.3) vom Anfang des
Kapitels

A1n Az B Bio
A1 Az Bai Ba

M = € Sp, (%
Ci1 Ci2 Dii Dy Pu(Z)
Co1 Caa Dai Do
gegeben.
Wir definieren zu M die Matrix

Ay A Bn
M :=|Cy Cia Dy | €zmtmxntr,

Cyn Cap Doy

die durch Streichen von n — r Zeilen und n — m Spalten entsteht.
Aus den Griflen der Matrizen, und da M’ Teil der invertierbaren Matriz M ist,
folgt sofort die Ungleichung

m+r <rg(M') <n+ min{r,m}.
Weiter kann man den Rang der Matriz M’ aus dem der Teilmatriz Cag herleiten:
rg(M') = m + 1 + rg(Ca2).
Insbesondere gilt:
M! ={M € Sp,(Z) | rg(M') =m +r +t}.

n,m,r
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5 Eine Aufspaltung der Nebenklassen Cy, y,\ Sp,,(Z)

Beweis. Wir betrachten die symplektische Matrix

Ay A By Bro Ay A B2 Bi
Axy Az By Boo L(( 0 1r>) _ | A2 A2 B2 Bxn
Cii Ci2 D1y Dy In.r O Ci2 Cn D12 Dy
Co1 Ca Da1 Do Co Ca1 Dy Doy

Das Inverse dieser Matrix ist nach (2.3) gegeben durch

D1y Dy —'Big —'Ba
‘D11 Dy —'Bi1 —'Ban
—C1y —'Cy A1y Ay
—1C1y —'Cor A "Ax

Anwenden von Lemma 5.7 liefert
D1y Dy —'Byy

rg(| ='C12 —Co A1 |) =1g(Ca2)+(2n—(n—m))— (n—7) =1g(Ca2) +m+r.
—'C1n —'Cy  'An

Multipliziert man die erste Zeile aus Blocken und die beiden ersten Spalten aus Blécken
mit —1, so dndert dies den Rang nicht. Durch Transponieren erhélt man den Rang der
Matrix

Dy Cia Cn
rg(| Da1 Coa Cop |) =1g(Co2) + m + 1.
Bii A An

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erhélt man die gesuchte Aussage

A A2 Bu
rg(| Ci1 Ci2 D11 |) =rg(Coz) + m+r.
Co1 Cy Do
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6 Eine Aufspaltung der Summation der
Klingen-Eisensteinreihen

In diesem Kapitel seien k,n,m,r,t € N natiirliche Zahlen, fiir die n > m,r, 2| k > 2n
und ¢ < min{n —m,n — r} gilt.

Dabei steht n fiir den Grad einer Siegelschen Modulform, genauer fiir den Grad ei-
ner Klingen-Eisensteinreihe zu einer Siegelschen Spitzenform f € S¥, vom Grad m. Zu
dieser Klingen-FEisensteinreihe betrachten wir die Fourier-Jacobizerlegung vom Grad
(rym—r).

6.1 Die Fourier-Jacobikoeffizienten von H!

n,m,r

Nachdem wir im letzten Kapitel die Mengen M, ,, . definiert haben und ein geeigne-
tes Reprasentantensystem von C'n’m\Mfl,m’,. berechnet haben, werden wir diese nun

benutzen, um Teilreihen der Klingen-Eisensteinreihen zu definieren:

Definition 6.1. Fiir eine Siegelsche Spitzenform f € Sk wvom Grad m wird eine
Funktion H? :H,, — C durch

n,m,r

H ., (f.2Z) = Yoo fy<zZ>Mi,2)7F
YECH, m \ME . .

definiert. Nach Teil a) von Proposition 5.2 besteht M},
womit dies wohldefiniert ist. Wie fiir Klingen-Eisensteinreihen definieren wir S§ := C.

m,r @US Chp,m-Rechtsnebenklassen,

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass die Funktion H’fl,m,r( f,Z) eine Fourier-
Jacobizerlegung

H,,. .(f.2)= > 97(f2)

TE€An_,
vom Grad (r,n — r) besitzt, und dass die Fourier-Jacobikoeffizienten ¥(™)(f, Z) im

Raum JF et t—rg(T) (T) beziiglich der Zerlegung (4.1) liegen. Ist dies gezeigt, so
folgt daraus sofort:
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6 Eine Aufspaltung der Summation der Klingen-FEisensteinreihen

Satz 6.2. Sei f € Sk eine Siegelsche Spitzenform und

En,m(fvz) = Z(I)(T)(f7Z)

T

die zugehirige Klingen-Eisensteinreihe mit ihrer Fourier-Jacobizerlegung vom Grad
(ryn —r). Sei weiter o) = Z;O @ET) die Zerlegung von ®T) gemdf} der Zerlequng

jr]fn—r(T) = @ jrl?n—r,i(T)
i=0
in direkte Summanden. Mit der Fourier-Jacobizerlequng

H, o (£,2) =) 0D (f,2)

>0

gilt dann:

(1) _ g
(I)m+t—rg(T) - \Il( )

Beweis. Das folgt mit der obigen Behauptung ¥(7) VA mtt—rg(T) (T) direkt aus

min{n—m,n—r}

B} (f.2)= > H.,.(f2)

t=0

und der Eindeutigkeit der Zerlegung

j’r]fn—'r'(T) = @\Zﬁn—r,s(T)'

O
(T)

Anstatt einen Fourierkoeffizienten von ®;”’ zu bestimmen, kann man also auch den

. . i—m~+rg(T . . .
Fourierkoeflizienten von Hy, m,, &(7T) berechnen. Die Berechnung der Fourierkoeffizien-

ten der Funktionen H? erfolgt in den néichsten Kapiteln.

n,m,r
Um ¥(D) ¢ Jf,nfr,ertfrg(T) (T) zu beweisen, benutzen wir das Reprasentantensys-

tem von Cy, m\M, ,, . aus Satz 5.21:
Lauft
s von max{r+m-+t—n,0} bis min{r,m},

u durch Rj,
v’ durch R3,
~1 durch C’m+t,m\M7€l+t,m,s’

und 7 durch ein Reprédsentantensystem von

(L(ﬁil ) (Qg’mﬂis )T" L(a)) N J:;in—i-t—i-r—s,r)\JJ;Ln—i-t—i-r—s,r3
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6.1 Die Fourier-Jacobikoeffizienten von H,

so durchlduft
W L@y L)

die Rechtsnebenklassen Cy, ;m\ M), ,, .. Die Notationen %, %, R} und R wurden dabei
in den Notationen 5.13 und 5.15 festgelegt.

Wir benutzen nun dieses Représentantensystem, um die Summation aus der Defi-
nition der Funktionen H? aufzuspalten. Die Summation iiber v, liefert dabei die

n,m,r

0 8 mit T € .A:rnﬂ. Die Summe iiber v und ' iber-
tragt diese Werte auf beliebige Matrizen vom Rang m + ¢ und die Summation iiber
o liefert die von Dulinksi definierten Eisensteinreihen zu diesen Werten. Dabei kom-
mutieren v’ und v2. Wir setzen die Summe iiber u’ aus technischen Griinden an das
Ende, da Dulinski die entsprechenden Eisensteinreihen nur fiir Indizes von maximalem
Rang definiert. Fiir andere Indizes werden die Eisensteinreihen iiber die in Lemma 4.7
gegebenen Isomorphismen definiert. Diese Isomorphismen entsprechen den u’.

Statt U(T) ¢ J(kr,nfr), T') werden wir genauer zeigen, dass fiir feste u € R,

u’ € R§ die Funktion

SN fnL(@L(@) < Z >*)j(nL(a)y L(i@), Z) ™"

Y172

Werte auf Spitzen der Form (T

m+t—rg(T) (

mit der Summation {iber v; und 7, wie im obigen Représentantensystem, eine Fourier-
Jacobizerlegung mit Koeffizienten in jrlfn47s(*) hat, deren Indizes den Rang m+¢—s
besitzen.

Fiir den Beweis dieser Aussage brauchen wir folgende Lemmata:

Lemma 6.3. Fir M € M} ., .. ., U¢& GL,(Z) gilt:
Cm-i—t,mML(U) N Cm-i—t,m-l—t—l - @

Beweis. Da die Menge anﬂ’m’s invariant unter Ci, 1+, ist, miissen wir nur zeigen,
dass ML(U) ¢ Cryyt,myt—1 fir alle Matrizen M € M, , . . gilt. Ware dies falsch, so
gibe es eine Matrix

* 0 % x
* ok ok ok
X = « 0 % € Crntt,m+i—1
0 0 0 1
mit
M=XL(U™).

Dabei ist aber die unterste Zeile des linken unteren m +t x m +t-Blocks von X L(U 1)
gleich 0. Dies ist ein Widerspruch, da in der Aufteilung

Ay A Bn By
Ay Az By B
Cii Ci2 Dy Dy
Co1 Cay Day Do
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6 Eine Aufspaltung der Summation der Klingen-FEisensteinreihen

die Teilmatrix Coy € Z!*™%t=% Rang t hat, also keine Nullzeile haben kann. Damit
haben wir die Behauptung gezeigt. O

Lemma 6.4. Sei G : H, — C eine Funktion mit Fourierentwicklung

G(Z)= > a(R)e(RZ)

ReA,
und )
. Z' 0,
Jm @ (G %) =o

fiir alle Z' € Hy,—1 und U € GL,(Z).
Dann gilt a(R) = 0 fiir nicht positiv definite Matrizen.

R R

Beweis. Mit der Zerlegung R = (tR R
2 fig

Z" 0\ .
Z3 .—(O iﬁ) gilt

> in R4 € Z und Ry € A,,_1 sowie mit

Jim G(Zg) = lim Y a(R)e(RZs)

froe poA,

— lim a(@; gi>)e(RlzI)e(R4w).
ReA,

B—00

Da e(Ry4if3) = exp(—27R4/f) gilt, miissen Summanden mit Ry # 0 verschwinden. Da R
positiv semidefinit ist, muss fiir alle R mit R4 = 0 auch Rs = 0 gelten. Somit erhalten

oy D 3 al Do

Ri€A,_1

U
und af( (%1 8) ) sind die Fourierkoeffizienten der Funktion limg_, ., G( (% 205) ). Da
diese Funktion nach Voraussetzung identisch verschwindet, muss auch a( (1(%)1 8)) =
0 gelten.
Sei nun R € A, eine nicht positiv definite Matrix. Dann gibt es eine Matrix U €
GL,,(Z) mit
0 0

Da a(URW) aber der Fourierkoeffizient von G |, L(U) ist, folgt analog zum Fall
R 0
( 0 0) auch a(R) = 0. O

UR’U:(R 0>7 ReA, .

Bemerkung 6.5. Ahnliche Aussagen kommen bei Klingen in [K1i90] und bei Dulinski
in [Dul95] bei der Charakterisierung von Spitzenformen vor.
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6.1 Die Fourier-Jacobikoeffizienten von H,

Lemma 6.6. Sei f € S¥ eine Spitzenform vom Gewicht k und Grad m. Dann besitzt
die Funktion
Fy(2) = > fly<Z>"j0v.2)7F
YECm+t,m \M?

m4t,m,s

eine Fourier-Jacobizerlegung aus Jacobi-Spitzenformen mit Grad (s,m +t —s), deren
Indizes vollen Rang m +t — s haben.

Beweis. Die Summe ist als Teilreihe der Klingen-Eisensteinreihe invariant unter Um-
ordnung. Da anﬂ,m,stH,s = anH’m’s gilt, ist sie invariant unter der Jacobigrup-
pe Jm+t,s. Daher hat F; nach Lemma 4.17 eine Fourier-Jacobizerlegung vom Grad
(s,m+t—s). Die im Fall s = 1 benotigte Wachstumsbedingung gilt wegen der folgen-
den Berechnungen.

Wir miissen noch zeigen, dass nur Fourierkoeffizienten zu positiv definiten Matrizen
vorkommen. Nach Lemma 6.4 miissen wir zeigen, dass fir alle U € GLy,4+(Z) und
Z/ € Hm+t71 gllt

e 1oy ) =o

lim
B—ro0

!/
Wir schreiben zur Abkiirzung Zg := (% zoﬂ) Wegen der absoluten Konvergenz von

F, kénnen wir uns darauf beschranken, die einzelnen Summanden zu betrachten. Nach
dem Lemma aus S. 488 von [Dul95] mit s = 0,n = m +t,v = m+t — 1 und Lemma
6.3 gilt fir v € M!

m+4t,m,s

Jim det(Im(vL(U) < Zs >")) | J(L(V). Z5) = oo. (6.1)

Nach ([K1i90], Kapitel 5, Proposition 4, mit n = m + t) gibt es Konstanten a;,as > 0
mit
1

1
F(VL(U) < Z >*) |< are %2 detImyL{U)<Z>7) m+
EACY )| (detIm~yL(U) < Z >*)

=
2
Fiir alle Summanden von Fy | L(U) gilt:

1
aje 92 det(ImyL(U)<Zg>")m+t

(det ImyL(U) < Zg >*)% | j(yL(U), Zg)* |

| FOL(U) < Z >*)j(vL(U), Z5) " |<

Da der Zahler beschriankt ist, konnen wir Gleichung (6.1) benutzen, um

Jim | f(yL{U) < Zg >*)i(vL(U), Z5) 7" |= 0

zu erhalten. Damit haben wir das Lemma bewiesen. O
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6 Eine Aufspaltung der Summation der Klingen-FEisensteinreihen

Nach diesem Lemma besitzt die Funktion Fy(Z) eine Fourier-Jacobizerlegung

Z o)

+
TeA, ,,

mit Spitzenformen o vom Grad (s,m +t — s).
Wir benutzen nun das Représentantensystem von oben, d.h. es laufen

u durch Rf,
v’ durch R3,
1 durch Cppqe,m \ M, m+t m,s?

und 2 durch ein Représentantensystem von

(L( )(QTm—H S)TnL( )) J?I’LnthJrr sr)\JgfzertJrrfs,r'

Dann gilt:

H, o r(2) =333 >3 N (A< Z>") [k m) Ik L(3) [k 2 & (@) (6.2)

s 71 u€ERJUWERS 72

=303 3T ST S Ik E@) [k s | L@,

+ s s
s TeAl ., u€ERT ' ERS 72

Fiir festes s,u,u’ und T betrachten wir

ST 1 L(@) |k vz | L(@).
Y2

Wir definieren

1 0 0 0
o0 1, 0
Pi=1y 1 s 0 0

0 O 0 1n+s—m—t—r

und erhalten aus einem Reprisentantensystem von

(L(ﬁil)(Q:’m+tis)TnL(ﬁ)) N J’rTnn—&-t—&-r—s,r)\Jj;Ln—&-t—&-r—s,r
durch Substitution von 7, mit L(P)L(%)y ein neues Représentantensystem von
(L(P)Qg’mﬂis)%L(P71)mL(P)L(ﬁ)Jm+t+T—S,TL(ﬁ71)L(P71))\L(P)L(ﬁ)<]m+t+r—sm

fir v. Mit R
L(P)(QumH =) L(P™!) =y

(vgl. Definition 2.10) erhalten wir das Repréasentantensystem von

Q=)' N L(P) L) T s, LA™ ) LIP ™) \L(P) L) Jop 47—,

60



6.2 Die Fourier-Jacobikoeffizienten von Hflymﬂ, als Elemente von jrkn_r(*)

Da w3 maximalen Rang hat, hat wegen Bemerkung 5.8 auch der rechte untere

t
m+t—sxm+t—s Block von (Pa)~! = tz?’ tzl maximalen Rang. Also er-
4 U2
gibt die Summation genau die Eisensteinreihe nach Dulinski
k o\ k
Er,m+t75,s(*? * ¢, (PU) 1) € jr,ertfs,s(T['UQ])

aus Definition 4.14. Thr Index hat maximalen Rang.
Wenden wir darauf noch L(@')'» an, so erhalten wir eine Eisensteinreihe in
T s(Tva][/71]), deren Index immer noch den Rang m + ¢ — s hat.

Fiir festes s erhalten wir also eine Funktion, deren Fourier-Jacobikoeffizienten in
jrlfn_r,s(*) liegen und deren Index Rang m + ¢ — s hat. Insgesamt hat die Funktion

H, ., (f,2)=> W7(f2),

T>0

wie behauptet, Fourier-Jacobikoeflizienten ¥ € j(]i,n—r),mﬂ—rg(T) (1).

6.2 Die Fourier-Jacobikoeffizienten von I, . als
Elemente von JF,_,(x)

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden nicht fiir die weiteren Rechnungen benotigt.
Allerdings kénnen wir mit den Vorbereitungen des letzten Kapitels ohne groflen Auf-
wand die genaue Form der Eisensteinreihen nach Dulinski angeben. Genauer werden
wir die Werte dieser Eisensteinreihen an den Spitzen berechnen. Insbesondere werden
wir konkret berechnen, dass diese Elemente schon in den Vektorrdumen J ,_, s(*)
(sieche Abschnitt 5.3) liegen. Dies wurde schon von Dulinski bewiesen, allerdings ohne
die Werte an den Spitzen konkret anzugeben.

Wir haben gesehen, dass der Fourier-Jacobikoeffizient zum Index T der Funktion
H: . in JF (1) (T) liegt. Einerseits gilt

n,m,r r,n—r,m+t—rg

min{n—m,n—r}

Erkz:,m(f7 Z) = Z Hf],,(m,r)(f7 Z)7

t=0

andererseits sind die Fourierkoeffizienten von E¥ (f,Z) in

Tk (1) =P Tk, _...(T)
s=0

mit 7%, _, ,(T) € JF,_, ,(T). Daraus folgt, dass die Fourier-Jacobikoeffizienten von
Hfl’m’r in ﬂfn_r7m+t_rg(T) (T') liegen. Dies werden wir hier genauer untersuchen.

Wir haben in Gleichung (6.2) gesehen, dass

2 (2) =3 3 ST ST ST |k L@) [ v e L@)

s TEA;+t u€ERT v €ERS V2
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6 Eine Aufspaltung der Summation der Klingen-FEisensteinreihen

gilt und anschlieffend gezeigt, dass dies fiir festes s, u,u’ und T eine Jacobiform vom
Index T'[vz][fu/~1] definiert.

Wir werden jetzt untersuchen, welche Tupel (77, s1,u,u’) und (T, $2, w,w’) zum
gleichen Index fiithren.

Da s den Rang des Index festlegt, muss s; = sy =: s gelten. Sind also wie tiblich

_ (“1 U2) t -1 _ (’Ul 112)
u = s u =
U3 Ug U3 U4
w— (wl wz) . wl= <y1 yz)
w3 W4 Ys Ya
gegeben, so fiihrt dies genau dann zum gleichen Index, wenn
Tifva] O\ ¢ m1q _ (Tolye] O 11

gilt. Wir schreiben z = (il ;2) := %/~ und erhalten
3 T4

und zusitzlich

tpy fag x 0 x1 x2\ (% 0
tCCQt.”L'4 0 0 $3l‘4_00’

wobei beide Eintrdge * vollen Rang haben. Daraus folgt o = 0, also

_ I 0 _
tul 1 — tw/ 17
I3 T4

R o ’
u_<0 *)w

und da v, w’ € R} gilt, folgt v’ = w'.

Wir werden uns auf v’ = w’ = 1,,_,. beschrinken. Fiir andere u’ folgen die Ergebnisse
daraus direkt.

Zwei Paare (T7,u) und (T, w) fihren also genau dann zum gleichen Index, wenn

d.h.

T [va] = Telys] gilt. Zu einem festen Index (g 8), wobei 7" maximalen Rang hat,

erhalten wir also fiir den zugehoérigen Fourier-Jacobikoeffizienten von H?i,'m,,r:
k Doy—1
ZZEr,m+t—s,s(*7*7<pT[z*1]7 (Pu) )7
x u

wobei die erste Summe iiber © € GLyy 4o (Z)\ZT XM+ =5 mit Tz~ € AL,
und die zweite Summe iiber v € R§ mit va(u) = z lduft. Hierbei ist ZmTt-sxmtt=s
die Menge der m +t — s x m 4+t — s-Matrizen mit maximalem Rang. Man kann die
zweite Summe also auch auffassen als Summe tiber

_ _ * _
L 1(Om+t+r—287r—3)\{u |tu t= <* 1:?)}/[/ 1(Jm+t+7'—28,7'—s)~
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6.2 Die Fourier-Jacobikoeffizienten von H), , . als Elemente von j,,kn ~(%)

Lauft u durch diese Menge, so liuft (Pu)~! durch die Menge

2 ser-aer- (S o JA(L D)

Dies entspricht L™ (Ji4t4r—2s.r—s) \PE(m +t — s,%s) und wir bekommen nach der
Definition der FE fir die Fourierkoeffizienten

Z rym-4t— ss *790T[z*1]atx)'

Dies ist eine erste Version fiir die Fourier-Jacobikoeffizienten von H}, ,, ., fiir eine

weitere erinnern wir an die Definition der primitiven Fourier-Jacobikoeffizienten.

Definition 6.7. Fir eine Funktion f : H,, — C, die unter C,, , invariant ist, definie-
ren wir die primitiven Fourier-Jacobikoeffizienten @% (fir T € AY_ ) durch

T = Zsﬁi}[w—l] | Uw.
w

Dabei liuft W iiber alle Matrizen GL,, _(Z)\Z"~"*"" mit TW~'] € A}_,.

Offensichtlich ist gp;[ 1) wieder eine Jacobiform vom Index T und, falls alle ()
Spitzenformen sind, auch wieder eine Spitzenform.

Satz 6.8. Der Fourier-Jacobikoeffizient der Funktion H, e
durch

Z romA-t— ss SDTCE 1] ZErm—i-t 5,8 *7*790T[m—1] 1m+t+7”—25) | Um

zum Index T ist gegeben

Dabei laufen beide Summen iiber & € G Ly it—s(Z)\ LTI sxmtt=s,

Beweis. Dass die linke Seite der Fourier-Jacobikoeffizient der Funktionen HY . .
Index T ist, haben wir bereits gezeigt. Es bleibt die Gleichheit zu zeigen.
Fir die linke Seite gilt:

zum

ZETm+t ss *790T[:c*1]atx)

= ZZETm+t ss *790}@*13;*1] | Uy7tx)a

wobei z,y tiber @,y € GLyyit—s(Z)\ZTH=5*mF= mit Tz, Tla~y~ € AL,
laufen.
Fir die rechte Seite erhalten wir mit Satz 4.23

*
E T m+t s s *, k, @T[g:*l]a 1m+t+r72s) | Utz
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6 Eine Aufspaltung der Summation der Klingen-FEisensteinreihen

= Z Z EF ttms,s (6% 9Ty | Uy, 2y ).
Tyt

Hier lauft  iber GLy, 14— s(Z)\ZT 5>~ mit T[z~'] € A}, und y iiber solche
mit ‘rly~1 € Zmtt—sxm+t=s Unter der Transformation x — yz entsprechen sich beide
Ausdriicke. O
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7 Gewisse Teilreihen der Siegelschen
Eisensteinreihe

Seien n,m, k,7,v € N natiirliche Zahlen und f € S¥ eine Siegelsche Spitzenform vom
Gewicht k& und Grad m. Wie wir wissen, besitzt die Klingen-Eisensteinreihe Ef  (f)
eine Fourier-Jacobizerlegung

Ef . (f) =) o"

T>0

in Jacobiformen vom Grad (r,n — r). Die Fourier-Jacobikoeffizienten ®(*) kénnen wir
gemiéss der Zerlegung

jr]?nfr(T) = @ jr]fnfr,i(T)
=0

eindeutig weiter zerlegen in
oM =% "o
7
i=0

Nachdem wir im letzten Kapitel gesehen haben, dass ®

: i—m-+rg(T e . . .
zienten zu T von H; "8 T) (#, 7Z) iibereinstimmt, werden wir nun die Fourierkoeffi-

(T)

i

mit dem Fourier-Jacobikoeffi-

zienten der Funktionen H} .. (f,Z) und somit die der Funktionen <I>§T) berechnen.
Dabei werden wir analog zur Berechnung der Fourierkoeffizienten der Klingen-Eisen-
steinreihe vorgehen:
Die Fourierkoeffizienten der Klingen-Eisensteinreihe kann man berechnen, indem

man den Pullback einer Siegelschen Eisensteinreihe

Zy 0

k 1

(@22 o1, (5 2))

betrachtet. Diese ist beziiglich Z; eine Siegelsche Modulform vom Grad n und beziiglich

Z5 eine Siegelsche Modulform vom Grad m. Weiter weist Garrett in [Gar84] nach, dass

m d(r)

Eronol (B ) ) =S S B @B Z) ()

r=1 j=1

gilt. Dabei ist d(r) die Dimension von S* und f,.; durchliuft eine Basis aus Hecke-
Eigenformen mit Eigenwerten S, ; zu einem bestimmten Hecke-Operator. Ist nun f
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7 Gewisse Teilreihen der Siegelschen Eisensteinreihe

eine Eigenform beziiglich der Hecke-Operatoren, so folgt daraus

(£ Busnot, (77 ) = NDEE ml£,20), (72

Statt die Fourierkoeflizienten von E,’j,m (f) zu berechnen, kénnen wir also auch die von
Z
<En+m,0(1, ( 01 ZO )), f(Zg)> bestimmen. Der Faktor A(f) ist aus Rechnungen von
2

S. Bécherer bekannt.

Wir werden nun analog vorgehen, um die Fourierkoeffizienten der Funktionen H. fz’m’r
zu berechnen.

Dafiir ben6tigen wir Mengen X . C Sp,,,, (%), die wir in diesem Kapitel defi-
nieren werden. Mittels dieser definieren wir Funktionen

Grm(2) = > i 2)7"

YECH+m, 0\ XY 1 e

als Teilreihen der Siegelschen Eisensteinreihe EF tm,

beweisen, dass wir analog zu (7.2) die Gleichung

o- Ziel dieses Kapitels ist es, zu

v -7 0 S
f(Z2)7Gn,m,r( ! ) = A(f)Hn,n:,'rm(fa Zl)
0 Z
erhalten. Dies werden wir in Satz 7.7 beweisen. Im néchsten Kapitel werden wir dann

die Fourierkoeffizienten von < f(Zs),G? ((_Zl 0 >)> und damit auch die von

n,m,r 0 Z2
H}, . berechnen.
Zur Definition der Mengen X, . . benétigen wir die folgende Einteilung von Matri-

zen X € Sp,,;,,(Z) in Blockmatrizen

A A Az B Bip Bis
Ag1 Az Azs Bai By Bas
Az Azx Aszz B3y Bsp Bss

X:
Cu Ci2 Ciz Din Diz Dig
Ca1 Oy Co3 Do Daa Do
Cs1 Cs2 Cs3 Dsi Dsa Das
der Groflen
mxr mXxmn—r m X m mXxr mxXmn—r mxm
N—MXr N—MXN—T N—MXM N—MXT N—MXN—T Nn—MmXxXm
mXxr mxn-—r m X m mXxr mxn-—r m X m
mxr mXxXmn—r m X m mXxr mXxXmn—r mxm
N—MXT N—MXN—T N—MXM N—MXT N—MXN—T Nn—MmXxXm
mxr mXxmn—r m X m mXxr mXxXmn—r mxm
Nun werden wir die Mengen X ,,, .. definieren:
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Definition 7.1.  a) Fiir eine Matriz X € Sp,,,,(Z) mit obiger Zerlegung definie-
ren wir die Teilmatriz

R Cn Ci2 Dn
X =1|1Cy Cos Do | € grtmxntr
C31 O3 Da

b) Mit diesen Bezeichnungen definieren wir fir v € N die Menge

~

X3 = { X € 80, (2) | 18(8) = 0}
¢) Damit kénnen wir die Funktionen

Grmr(2) = > i 2)7" (7.3)

YECH1m,0\XJ 1
mit Z € H,, 4, als Teilreihe der Siegelschen Fisensteinreihe definieren.

Proposition 7.2. FEs gilt:

a) Xpme =0 firv<m+r und v >min{n +m,n+r}
b) Cn+m,0X71£7m,r = X;;?m,r
c) X sy SPRA (L) = X
min{n+m,n+r}
d) U Xz,m,r = Spern(Z)
v=m-+r

Beweis. Fiir v > min{n + m,n + r} folgt Teil a) sofort aus der GréBe der Matrix X.
Da X aus der Matrix X durch Streichen von n — r Spalten und n — m Zeilen entsteht
und X Rang 2(n + m) hat, folgt auch der zweite Teil von a).

Teil b) gilt, da fiir eine Matrix X € Sp,,,,,(Z), U € GLy4p, und eine symmetrische
Matrix S schon L(ﬁS\)X =UX gilt und dies den Rang nicht verandert.

Teil ¢) folgt aus der Beobachtung, dass fiir eine beliebige Matrix

10 0 00 0
01 0 00 0
r_ [0 0 A3 0 0 Bss Lntm
X=100 0 10 o |E8%mT@)
00 0 01 0
00 Cy3 0 0 Dag

schon XX/ = X gilt. Die letzte Aussage folgt sofort aus der Definition und Teil a). O
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7 Gewisse Teilreihen der Siegelschen Eisensteinreihe

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass wir die oben definierten Funktionen, dhn-
lich wie Garrett die Siegelschen Fisensteinreihen in Gleichung 7.1, als Summe schreiben
konnen:

d(s)

v Z 0 - S)\— s v—r—35
Gn,m,A(Ol ZQ)>=Z<c§J> X S B e ) (1)
=

s=0

Gilt dies, so folgt daraus

(Grme (5 JNED) = N1 20

2
Gleichung b) aus Proposition 7.2 besagt, dass die Summe tiber Cp,ym 0\ X, ,,  wohl-
definiert ist; Gleichung d) aus Proposition 7.2 bzw. die Darstellung aus (7.4) besagt,
dass das Skalarprodukt wohldefiniert ist. Als Néachstes werden wir diese Summation
weiter aufspalten, und dazu die Nebenklassen C, 1m0\ X}, ,, . ndher betrachten. Dabei
werden wir auf ein Ergebnis von Garrett zuriickgreifen:

Satz 7.3. (Garrett) Ein Reprisentantensystem von Cy im0\ SPy, .y, (Z) wird gegeben
durch

m
U U gM (g/O)Tn«#'m g/T’!L*F?’YL ((g’ll)T'm )~Ln+7n g”»l/n«#'m’

s=0 U
mit
1, 0 0
] o 1,, O 0
amMm = o M 1, 0|’

M 0 0 1,

wobei M die m x n-Matrizen in Elementarteilerform mit Rang s durchlduft, deren
Elementarteiler links oben stehen. Weiter durchlaufen die Matrizen g}, g, gy und g”
Reprasentantensysteme von

Spy(Z),
Cn,S\ Spn(Z)a
I's(M)\ Sp,(Z),
bzw. von

Cm,s\ Spm(Z)
Hier ist Ts(M) die Kongruenzuntergruppe von Sp,(Z) aller Elemente g mit

0 Mt 0 Mt
(M 0 >9<M 0 )ESPS(Z)-

Dabei ist M' der Elementarteiler von M. Das heifit es gilt,
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Beweis. Der Satz folgt aus den Sitzen aus §2 und §3 von Garrett, wobei die Ele-
mentarteiler von M hier im Gegensatz zu Garrett links oben stehen. Deswegen muss
auch ((gh)+=)Tn+m durch ((gf)T=)Tn+m = (gy) T+ ersetzt werden und (g7 )¥»+m durch
((g{)Tm)¥n+m . Diese Verinderungen kann man leicht einsehen, indem man an den pas-

senden Stellen Permutationsmatrizen einfiigt. O
Damit ist es uns moglich, ein Reprisentantensystem von Cn+m,O\X11~i7m,T zu bestim-
men:

v
n,m,r

Satz 7.4. Ein Reprdisentantensystem von Cpym.0\X wird gegeben durch

m

U U gM (g(/))Tn«#'m g/Tn+7n ((g’ll)Tm, )in+7n g//lnﬁ»nza
s=0 U

wobei gur, g, 95 und g” die selben Mengen wie in Satz 7.3 durchlaufen und g ein

Reprdsentantensystem von C’n,s\M:i_(;";)s durchlduft.

Beweis. Zum Beweis muss man nur untersuchen, welche Elemente des Reprasentanten-
systems aus Satz 7.3 schon in der Menge X? . . liegen. Da ((g{)" )+ und g"+n+m
in Sp,,, (Z)*+ liegen und X2 . nach Gleichung ¢ aus Proposition 7.2 unter Multi-
plikation von rechts mit dieser Gruppe invariant ist, reicht es, gas(gp) "+mg/T+m zu
untersuchen.

Sei z := (gh)"g’. Schreibe

1, 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 1, 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1,, 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1, 0 0 0 0 0 0
o o 0 0 1,.s 0 0 0 0 0
M= 9 o M 0 1, 0 o 0 0 |°
0 0 O 0 0 0 1,y 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 1., 0 0
M0 O 0 0 0 0 0 1, 0
0 0 O 0 0 0 0 0 0 1ns

wobei M’ hier der Elementarteiler von M ist und maximalen Rang hat und schreibe

Ay A Az By Bia Big
Agy Az Azz By By B
A1 Aszp Asz B3 Bz Bss
Ci1 Ci2 Ciz Din Dy Di3
Cy1 Caa Coz3 Dy Dyy Do3
C31 Csy Cs3 D3y D3y Dsg
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7 Gewisse Teilreihen der Siegelschen Eisensteinreihe

Dann gilt:
A Aro Az 0 0 By Bis B3 0
Az Az Ass 0 0 By, Bas B3 0
Az Aso Ass 0 0 Bs; Bss Bss 0
0 0 0 1, 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 1, O 0 0 0
gmT = ’
Cn Ci2 Cis M 0 Dy Do Di3 0
Co Caa Cas 0 0 Doy Doy Do 0
C3 Cs2 Cs3 0 0 D3, D3, D33 0
M'A;y M'Ay M'Ais 0 0 M'Byy M'Byy; M'Bis 14
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Also gilt

Cu Ciz Ci3 Dy, Dy,
Can Ch Cas Dy, Dy;
C31 U3z C33 D3, D33

A Az Az B Bio

Cii Ci2 Ciz Dnn Di2| v—r—s
<8 Co1 Coy Co3 Dy Doy | vere M"’(S’T) ’

C31 C3p Csz3 Ds3i Dso

wobei fiir die letzte Aquivalenz die Darstellung von My 7T7° aus Satz 5.24 benutzt
wurde.
Weiter ist g € Spy(Z) und daher (gy)™ € C, 5. Da M?,"~% unter Multiplikation von

n,s,r

gyt € XV Srg

n,m,r

Il
<

links mit Elementen aus C,, s invariant ist, ist 2 = (gf)"™¢’ € MP;"~% Aquivalent zu

n,s,r

g € MY."~% Damit ist die Aussage bewiesen. O

Mit Hilfe dieser Vorarbeit kénnen wir Gleichung (7.4) beweisen:
Satz 7.5. Es gilt:

d(s)

v Zl 0 L (s)y— s v—r—s/ p0
Gn,m,r(( 0 Z2)) = Z(ck ) 1;SS7jEm(fs7j(Z2))Hn,s,r ( s,j?ZI)'
j:

s=0

Dabei ist cgj) eine (explizit berechenbare) Konstante, d(s) die Dimension von S¥,
{fs; | 1 < j < d(s)} eine Basis von S* aus orthonormalen Eigenformen zu dem
von Garrett in [Gar84] benutzten “symmetric square operator” und Ss ; der dazuge-
hérende Eigenwert. Der §-Operator ordnet einer Funktion f eine Funktion f° zu, die
aus [ durch komplexe Konjugation der Fourierkoeffizienten hervorgeht.

Beweis. Man benutzt das Repréasentantensystem aus Satz 7.4. Nach dem Beweis des
Satzes aus §5 von [Gar84] liefert die Summation tber ¢}, gy und gf fiir festes s:

d(s)
. Z 0 s)—1 * *
> daiat (5 ) =0 S 200120
j=1

ror o
9nr:90:91
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Berticksichtigen wir die Definition der Klingen-Eisensteinreihe
E; (f5(Z2)) = Z (9" < Za>))jlg" Za) 7"
9" €Cm,s\ Sp, (Z)
und die der Funktionen
Hy 3 (feg Z1) o= > fsi(lg' < Zi>)")jlg', 21)7",
9 €Cm \My J77°
so ergibt die Summation tiber ¢’, ¢” und s die Aussage

d(s)

Z 0 -
Gq;z,m,r(( 01 ZQ) Z ZS ’JES S]’ZQ)Hg srr S(fs,j7 Zl)

s=0

Wenn wir von der orthonormalen Basis { fs ;} zu der orthonormalen Basis { f¢ ;} wech-
seln, ist der Satz bewiesen. O

Das néchste Lemma brauchen wir fiir den Beweis des letzten Satzes dieses Kapitels:

Lemma 7.6. Sei f € S* eine Spitzenform und der 0-Operator wie oben. Dann gilt:

a)

F(=2) = f(2),
b) -
Hy 7> (f.2) = Hy (0, —2).
Beweis.  a) Ist f(z) = >,.b(t)e(tz) die Fourierzerlegung von f, so gilt:

Z b(t Z b(t)exp(2mitz) Zg(t) exp(2mitz) = fO(—2).

t>0 t>0 t>0

b) Weiter gilt nach Definition der Funktion HY "%

n,s,r

HYy o (f% —2) = > FO((~AzZ+B)(—Cz+D)1)*) det(—Cz+D)~*
MeCn, \MyJ"7*°

(e n) (e )

ist nach (2.1) eine Bijektion von Sp,,(Z) auf sich selbst und insbesondere auch

eine von M,"" . Benutzen wir diese Umsortierung, so erhalten wir

Die Abbildung

> FP(((—=Az — B)(CZ + D)~1)*) det(CZ + D)~*

MeCy \M, 577
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7 Gewisse Teilreihen der Siegelschen Eisensteinreihe

= > #9(—((Az + B)(Cz + D) 1)*)det(Cz + D) *

MeCy, \M; 7 F

Benutzen wir den ersten Teil, so bekommen wir

= > f(((Az+ B)(Cz + D)~1)*)det(Cz + D)~

MeC, My F

also nach Definition
Hy 5 *(f, 2).

Satz 7.7. Sei f € S¥ eine Eigenform. Dann gilt
v ~Zy 0 v—r—m
f( ) Gnm.r( ! ) :)‘(f)Hnmr (f’Zl)ﬂ
0 Z
mit A(f) := e(m) AL, 3*(n, k)D}(k —m) und dem Skalarprodukt beziglich der Variable

Zs.
Dabei ist

em):=1 firm=0 wund €(m):=2 sonst,

m(m—1) m(m+1) " m+ v
AF = T (4 = Tk -
w5 (4m) [[ro- "5

m

H{H 1 _az pp S 1 ai,l)p_s)}_l’

wobei «; , die p-Parameter von f sind (vgl. [And79]) und

Beweis. Zum Beweis dieser Aussage benutzen wir die Gleichung

i

B (m, k) = (-1)% (s = m)¢(k)~* [T ¢k 257!

m d(s)
v A 0 8)\— s v—r—s
Gnmr((ol ZQ)):Z(Cé)) 1ZSs,jEm(f87j(ZZ))Hnsr ( 5]7Z1)

s=0 j=1

Da f eine Spitzenform ist, steht es auf alle Klingen-Eisensteinreihen E? (fs,i, z2) mit
s < m senkrecht (vgl. Proposition 3.8). Weiter kann f,, 1 = f gewéhlt werden, sodass
f auf alle fp, ; mit j > 1 senkrecht steht. Wir erhalten also

(#2070 L)) = (2L S f 2 i ().
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Nach Lemma 7.6 gilt Hy.0 7" (f,Z1) = H ™ (f%, —Z1). Da f normiert ist, gilt
(f(Z2), f(Z2)) =1 und wir erhalten

(1. (0 Q) = S (). (09

Wir miissen nun nur noch den Wert von A(f) bestimmen.
Summieren wir iiber v, so ergibt sich mittels

UXe e = SPuim (@) und [ JMy0" = Sp,,(2)

die Gleichung

<f(Z2)7E5+m(17 <_021 Z02>)> - (Clgrm))ilstEs(fa Zl) (76)
Laut Satz 13 und den Formeln (25), (29) aus [B6c83] sowie Kapitel 6 aus [Boc84] gilt
(1@ Bt (T3 ) =20k 20 &

mit A(f) aus dem Satz (wegen eines Rechenfehlers mit dem Faktor e(m) statt 3,
siche [B6c85], Erratum). Aus den Gleichungen (7.6) und (7.7) folgt dann A(f) =

(cfcm))—lSm)l und aus (7.5) der Satz. O
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8 Berechnung der Fourierkoeffizienten

In diesem Kapitel soll die Funktion
G;}L,m,T(Z) = Z j(’% Z)_k

YECH+m 0\ XY 1 e

als Teilreihe der Siegelschen Eisensteinreihe

EE(Z) = 3 i, 2)7*
YECh4m,0\ SPsy 4 (Z)

néher betrachtet werden. Als Teilreihe der Siegelschen Eisensteinreihe EX = konver-

giert sie fiir k > n +m+ 1. Die Menge X, . ist dabei wie in Definition 7.1 gegeben.

Insbesondere soll fiir eine Siegelsche Spitzenform f(w) = 37, 4+ b(t)e(tw) € Sk die
Fourierzerlegung der Funktion

2 (12,6 (00 2D

berechnet werden. Nach den Uberlegungen der vorherigen Kapitel reicht dies, um
die Fourierkoeffizienten der Zerlegung der Fourier-Jacobikoeffizienten einer Klingen-
Eisensteinreihe thm in den Teilraumen ‘7(]?r.nfr),s zu bestimmen.

Um diese Fourierkoeffizienten zu errechnen, zerlegen wir zunéchst die Funktion

G? weiter in die Funktionen

Gol, (2) = > iy, 2)7* (8.1)

'YGCn+7TL-,0\(M7LL+m.0,nL(P"-,m)mX'g,,rn,,r)

mit der Matrix

Es gilt dann:

S oGyl (2) =G, (2).
=0

-Z, 0
0 Zy

n,m,r

Anstelle des Integrals < f(Z2),G? (( ))> berechnen wir die Integrale

<f(Zg),G}’,jlmr(<_021 ZO))> Dabei wird sich herausstellen, dass die Funktionen

o 2

_Z 0
0 Zs

[ haben. Dazu benétigen wir folgendes Représentantensystem:

71— <f(Z2), Gglm,,(( ))> nur Fourierkoeffizienten zu Matrizen mit Rang

(0]



8 Berechnung der Fourierkoeffizienten

Satz 8.1. Sei die Matrix

gegeben. Ein Reprisentantensystem von Cpym o\(M} 00 L(Pom) XY, ) wird ge-
geben durch
xTn+mL(U)y¢n+m,

wobei x ein Reprisentantensystem der Nebenklassen CI,O\MlZ,o,o durchlduft, U ein sol-
ches von

* * % Uy U2 U3 u U
Op—ig * * \ ugs us ug | € GLpym(Z) | rg(( 4)) =v— l7rg(< 6)) =m
Uz U9
Om,l * ok Uy uUg Uy

mit einer Zerlegung in Blockmatrizen der Grofien

Ixr IXn—r I xm
n—Ixr n—Ixn—r n—Ixm
mxr mxmn-—r m X m

und y ein Reprdsentantensystem von Cp, o\ Sp,,(Z).

Beweis. Nach Satz 5.23 wird ein Représentantensystem von Cpym,0\M}, | ,, 0, L(Pn.m)
gegeben durch

xT"+mL(U/)yTn+mL(Pn,m) = xTn+mL(U/)L(Pn,m)L(Pn,m)71yT"’+mL(Pn,m)a

wobei x, U’ und y Représentantensysteme von Cl,o\Mll,o,o»

x % uf  uh / nt+m—Ixm N
{(0 *) } \ { (ug “2) € GLpim(Z) |us € Z ,1g(us) =m
bzw. Cp0\ Sp,n(Z) durchlaufen. Aus L(P, )~ tyt+m L(P, m) = y*»+m und
uy Uy _ (v w
(ug uﬁl> Pom = (uﬁl ub

folgt, dass mit der Substitution U’ — UP,,, ein Repridsentantensystem von
Crim,o\ML 1 0.0 L(Pn,m) gegeben ist durch

xTn+mL(U)y¢n+m,
mit r € CZ,O\Mllyo,m
ko ok %k ur U2 U3 U
U c 0 % = \ ug us Ug | € GLpym(Z) | rg( <u6)) =m
0 * =% U7 ug Ug ’
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mit einer Zerlegung wie im Satz und y € Cy, 0\ Sp,,,(Z).
Nun miissen wir nur noch untersuchen, welche dieser Repréasentanten in der Menge
X sind. Die Matrix y spielt dabei keine Rolle, da X2 . Sp,,(Z)¥+m = X!

n,m,r n,m,r
R b
’ c d)’

gilt. Mit

Uy Uy Us v V2 U3

U:=|us us wugl, L= lu, us wg

U7z ug Ug Uz U8 Vg

gilt dann:

* * * % ok

* * % * %

g LU )ybrem = * * % * %

cvy cve x dup * %

0 0 *x wug * =

0 0 *x wuy *x x
CcU1  CU2 cvr ey dug
Da | O 0 | nach Voraussetzung Rang [ hat, hat die Matrix | 0 0 uy
0 0 0 0wy

genau dann Rang v, wenn (54) den Rang v—1 hat. Also ist die Behauptung bewiesen.
7
O

Definition 8.2. Es seien die Mengen
Zm<b = {wz € ™ | rg(ws) = 5’}
und
2= {wh e |wh = "),
55 5 Om—s’,l

sowie die Gruppen

GL(Z)y = {U € GLW(Z) | U = (0 ¥ I)}

m—s’,s’

und

[

GL(Z)} = {U € GL(Z) | U = (0 1y *>}

m—s’,s’" ¥

definiert.

Um die Funktion Gz’,lm,r genauer zu beschreiben, werden noch die folgenden Lem-
mata benotigt:
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8 Berechnung der Fourierkoeffizienten

Lemma 8.3. Sind a;(T') die Koeffizienten der Siegelschen Eisensteinreihe Elk,m so gilt

fir z € Hy
Y it = Y a@er).

YEC,0\M] , TeAS

Beweis. Dies folgt mit 7 = n aus Lemma 3 von [B6c83].

AuBlerdem ist dies ein Spezialfall aus Kapitel 6 mit n = [, r = m = 0. Nach Satz 6.2
erhélt man fiir die Summe iiber die Cj g-Nebenklassen der Menge M, llAU,o die Fourier-
Jacobikoeffizienten vom Grad (0, 1) mit maximalem Index, also die Fourierkoeffizienten
a;(T) zu den Matrizen T' mit maximalem Rang [. O

Lemma 8.4. a) Durchlauft U das Reprdisentantensystem aus Satz 8.1, so durch-
laufen die ersten | Spalten von U~1 ein Reprisentantensystem von

w1 w1
wa | | | we | primitiv, rg( (Zl>) =1, rg( <32>) =v—r /GL(Z),
ws ws 2 3

wobei wy € Z™, wy € ZX und ws € Z™*! gelten soll.

b) Durchliuft wj ein Reprdisentantensystem der Nebenklassen GLm(Z)S/\Z?El und

wY ein Reprisentantensystem der Nebenklassen GLy,(Z)/ GLy(Z)L), so durch-
wy
liuft wiwly die Menge Z*'. Dabei ist fiir feste wy,wy die Matriz Wo
whwh
w1 w
genau dann primitiv, wenn | we | primitiv ist, und ( ,,2,> hat genau dann
wh w3 W3
Rang v —r, wenn <$,2) den Rang v —r hat.
3
Beweis.  a) Ist U gegeben, so ist seine Nebenklasse in
* % %
0nfl,l * ok \GLn+m(Z)
Oy * %
durch die Nebenklasse von U~} in
* *x %
GLusn(2)/{ (00t % % | $\CLusm(2)
O, * %
w1
gegeben. Diese ist durch die ersten [ Spalten [ ws | von U~ bis auf Multipli-
w3

kation von rechts mit Elementen aus GL;(Z) eindeutig bestimmt. Diese | Spal-
ten sind nach Definition primitiv (d.h. zu einer invertierbaren Matrix erweiter-

bar). Nach Lemma 5.7 ist die Bedingung rg( <Z4>) = v — [ gleichbedeutend mit
7
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wg)

rg( <w3

re( (1)) = m wnd g (1)) 1.

b) Eine Matrix aus Z?Xl lasst sich durch Multiplikation von links mit einer Matrix
w4 € GLy,(7Z) in eine Matrix w} aus Z;’f’él transformieren. Alle anderen Matri-
zen, die dies erfiillen unterscheiden sich von w4 nur um einen Faktor von rechts
aus GL,,(Z)s . Die Matrizen, die w} festlassen, sind genau die in GL,,(Z).,. Das
ergibt den ersten Teil der Behauptung. Der zweite Teil ergibt sich, weil die Rang-

= v—r. Ebenso entsprechen sich nach Bemerkung 5.8 die Bedingungen

bedingung bzw. die Primitivitdt durch Multiplikation von links mit (I"O_T u())”)
3

bzw. mit (1" 0

,,) nicht beeinflusst wird.
0 ws

O

Die nachfolgenden Rechnungen wurden schon in Kapitel 5 von [B6¢83] durchgefiihrt,

dort allerdings ohne die zusédtzliche Bedingung an den Rang von 52 . Trotzdem
3

konnen fast alle Rechenschritte von dort iibernommen werden. Sie werden aber auch
hier wieder, teils ausfiihrlicher, durchgefiihrt. Wir kénnen Gleichung (8.1) mit Hilfe
von Satz 8.1 umschreiben:

> i, Z)7"

"/GCner,O\(Mfler,o,nL(Pn,m)mxfi,m,r)

D S SR L G

2€C0\M| ;o U y€Cm,0\Sp,, (%)

PED DD

2€C1,0\M/ ;o U y€Cm 0\ Sp,,(Z)

e LU )yt < 2 >) M (LU),ytrr < 2 >) Ryt 2)7F
= > > > e LUyt < Z>) "y, Z) 7, (8.2)

z€C,o\M] , o, U yE€Cm 0\Sp,, (%)

wobei Z = : Z* mit Z, € H,, gilt. Hierbei haben wir die Multiplikativitdt von

j und die Formel j(L(U),*) = 1 ausgenutzt. Mit Hilfe von Lemma 8.3 erhalten wir

dann
>N > ai(T)e(T(LU)y*+m < Z >))jly, Z.) 7,

TeAlr U y€Cm,0\Sp,, (%)

wobei (L(U)ytm+m < Z >)* der linke obere I x I-Block von L(U)y*"+m < Z > ist und
T iiber die Menge A;" lduft. Weiter gilt

LW+ < Z >=yboim < 2> (U]
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8 Berechnung der Fourierkoeffizienten

mit *[+] wie in den Notationen. Der linke obere | x I-Block der linken Seite hingt nur
von den ersten [ Spalten von U~! ab. Mit dem ersten Teil von Lemma 8.4 und den
dortigen Bedingungen an wi, w2 und ws erhalten wir

w1
SO a@e@ytr < 2w | D)y, 277,
Te_Al+ w1,w2 W3 yECh, 0\ Sp,, (Z) w3

Nun kann man die Summe iiber w3 nach dem zweiten Teil von Lemma 8.4 weiter in

s’y wh und wf aufteilen:
22200 2

T.g_AlJr wi,wz 8" wh wl yECm o0\ Sp,, (%)

a(D)e(T((yr+m < Z>)[| we |1)ily, Z2*)~"

", ../
W3 W3

TeAf wi,w2 s wh wl y€Cm,0\Sp,, (%)
wy
ai(T)e(T((L(wy)rtmytrm < Z >) [ w2 |1))iy, 274) 7 .
wy
Im Folgenden soll Z = (
haben.

%1 ZO > mit Z; € H,, und Z, € H,, Block-Diagonalgestalt
2

Definition 8.5. Sei k > 2m und km gerade, t eine symmetrische, positiv definite,

halbganze s’ x s'-Matriz. Fir T := é 0 0 und z € H,, seien folgende
Poincaré-Reihen vom Ezxponentialtyp vom Gewicht k definiert:
gﬁw, (2,T) := Z e(T(M < z>))j(M,z)~*,

AIGU'm,S’\Spm,(Z)
mit
Um’s/ = {M S Cm’sl | 011 = O,Dn = A11 = :tls/}.
Folgendes ist fiir diese Reihen bekannt:

Satz 8.6. Fir k > 2m und km gerade konvergieren diese Poincaréreihen. Auferdem
gelten folgende Sachverhalte:

a) FirT = (t 0 ) gilt:

0 Omfs’ﬂnfs’

[gj’,s’ (*’ T)]ZL = gfn,s’ (*’ t)

Dabei ist [|7} wie in Definition/Satz 3.6 definiert.
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b) Fiir alle Spitzenformen f € Sk, mit Fourierkoeffizienten f(z) = Y, b(t)e(tz)
gilt

mil g

() G (5, 1)) = Ap,b(E) det(t) ™2

mit der Konstanten

Ak = S (4 [ e - ;r 7).

v=1

Beweis. [K1i90] S.90, S.94 O

Sei nun die Gruppe
Uf o ={M € Cpo | C11 =0,D1y = Ay =14}
definiert. Da nun
Uy o ={L(U,B) | U € GLy,,(%Z)},, B symmetrisch}

und

Crmo={L(U,B)|U € GL,,,(Z), B symmetrisch}
gilt, durchlauft L(w}) ein Représentantensystem von U;FL’S,\C’m,O, wenn wj ein Re-
prisentantensystem von GL,,(Z)/ GL,(Z)!, durchliuft. Da y ein Repriisentantensys-
tem von Cl, 0\ Sp,,(Z) durchlduft, durchlauft L(wj )y ein Reprisentantensystem
von Ug’s,\Spm(Z). Fir s = 0 stimmen die Nebenklassen von Uy, ¢\ Sp,,(Z) und
U$7S,\ Sp,,,(Z) iiberein, sonst zerféllt jede Nebenklasse von U;,S,\ Sp,,(Z) in zwei Ne-

benklassen von U, ¢\ Sp,, (%). Mit der Gleichung j(y, Zo) = j(L(w} ")y, Z3) erhalten
wir

PIDIDILCODNEDS

TE.A?— wi,wz s’ w; I€U7Y‘L,sl\sp'"L(Z)

a)(T)e(T (ztn+m < <21 o) w1

> [| w2 |1)i(z, Z2)7",

0 Zs )
wobei €(0) = 1 und ¢(s’) = 2 fiir s’ # 0 gilt. Mit
w1 w1
Zp 0 A 0 w
~l/n+m 1 — 1 — 1 /
x < (0 Z2> > | Z? ] (O v < Z >)[ ws ] Z1[<w2)]+m<Z2>[w3],
3 3

sowie

81



8 Berechnung der Fourierkoeffizienten

erhalten wir

S am et Sany ¥

Tear  wiws wh 2€U, 2\ Sp,p (2)
e(Tlwhle < Zy >)j(x, Zo)~F

Da T[tw}] von der Gestalt (8 0 0

uber z die Poincaréreihen aus dieser Definition:

ST am Y et () 20) D els) D gk o (Zo, TIHA)).
w2

TeAr  wiws

) aus Definition 8.5 ist, ergibt die Summe

Sei eine Spitzenform f € SF mit Fourierzerlegung f(Z2) = Y,., b(t)e(tZ2) gegeben,
dann gilt:

<f<za>,Gl<(‘021 20

= 3 ) 3 )T ettt (1)) A T ).

Te_A"’ wi, w2 s’ w}

Wegen e(T! (“’1)] —77) = exp(2mitr(T]t (gg} ~77) = e(T]t (ZD]Z” ist der

w2
Fourierkoeffizient der Funktion Z; ~ <f(Z2),Gl(<OZl ZO>)> zu einer halbgan-
2

zen, symmetrischen, positiv semidefiniten Matrix R gegeben durch

Yooal®) Y D )Y (f(Z2) g (Za, T['w5))),

TEAlJr wy,wz s’ wih

wobei T" und (w1
wa

) noch die Bedingung R = T <Z1>} erfiillen. Da nach Satz 8.6
2
[gf’,s’ (*7 T)]Z’L = gfn,s’ (*7 t)

gilt, liefert das Skalarprodukt nach Proposition 3.8 nur fiir s’ = m einen Wert ungleich
0. Im Fall s’ = m liefert der zweite Teil von Satz 8.6 fiir die Fourierkoeffizienten nun

den Wert -
e(m) Z Z ZAk 4]) det(T[fwh]) 2 —*.

TeA+ w1, W2 wy

Dabei durchlauft T alle halbganzen, symmetrischen, positiv definiten Matrizen vom

Rang ! und (1w01) durchliuft Z"*!/ GL;(Z) mit maximalem Rang [ und der Bedin-
2

gung R =T <Zl>] Insbesondere hat die Funktion aus (8.1) - wie behauptet - nur
2
Fourierkoeffizienten a(R) # 0, falls rg(R) = [ gilt.
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Zusammen erhalten wir:

Satz 8.7. Der Fourierkoeffizient der Funktion

2 (12,6 (T )

zur Matriz R € A, ist gegeben durch

elm) 37 a(T) 3 37 ARHTI w]) det(T[wg)) " —F.

TE.A;r w1, W2 wh

Hierbei ist | der Rang der Matriz R und a;(T) bezeichnet die Fourierkoeffizienten der
Siegelschen Eisensteinreihe vom Grad (.
Die Summation iber die Matrizen w; € Z™%¢, wy € Z* "% und wh € Zmxt st
w1
so beschaffen, dass die Matrizen | wo | fiir ein beliebiges Reprdsentantensystem von
w
Zr+tmxl ) GL(Z) all jene Reprisentanten durchlaufen, die die Bedingungen

w3
w1
o | wy | primitiv
w
erfillen.

Aus diesen Bedingungen folgt sowohl, dass die Summen tber T und wy,wq endlich
sind als auch, dass rg( (Zl>) =1 gilt.
2

Die Konstanten A%, und e(m) sind gegeben durch

m(m—1) m(m+1) m m—+ v
k . 1 4 5 —mk T(k —
AP = (4m) I | ( 5 )

v=1

und
e(m):=1 firm=0 wund €(m):=2 sonst.

Weiter sind b(t) die Fourierkoeffizienten der Spitzenform f(z) = Y. b(t)e(tz) € Sk .
teAf

83



8 Berechnung der Fourierkoeffizienten

R Ry
‘Ry Ry

mit den Bezeichnungen

Satz 8.8. Der Fourierkoeffizient der Funktion Hfl’mm 2u R = <

(Ra4)
m+t—rg(Ra)

) e A, und

damit auch der Fourierkoeffizient zu (R, R2) von ®
aus Satz 6.2 sind gegeben durch

B (m, k) D5k —m) ™ Y (M) Y D b(T wh]) det(T[wh]) =

TeA* w1,w2 wh
mit
m
=TIHIT( = eipp ) (1 —ipp™)} Y,
p =1

wobei oy, p die p-Parameter von f sind, und

[N

B*(m, k) = (—1)F gmk—=5 _H ¢k — m)c(krlﬂwk—zp*

Die Summationen laufen tber dieselben Mengen wie in Satz 8.7 mit v =t + r + m.

Beweis. Das folgt aus den Sétzen 6.2, 7.7 und 8.7. O
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9 Spezialfille

In diesem Kapitel werden wir die bisherigen Ergebnisse auf Spezialfille anwenden und
teilweise schon bekannte Ergebnisse erhalten, teilweise bekannte Ergebnisse verallge-
meinern.

9.1 Spezielle Werte fiir r

Der Parameter r bestimmt den Grad (r,n —r) der Fourier-Jacobikoeffizienten, die wir
untersuchen. Wir werden die Ergebnisse fiir r = 0 und r = n genauer betrachten.

Der Fall r =0

Hier betrachten wir die Fourier-Jacobikoeffizienten vom Grad (0,n), d.h. die Fourier-
koeffizienten. Die Zerlegung

jr]fnfr(T> = @ Jr]fnfr,i<T)
=0

hat hier nur einen Summanden und es gilt 7, (T) = C. Der Parameter ¢ erfiillt die
Gleichung

0<t<min{n—r,n—m}=n—m.

Die Fourierzerlegung der Funktion HY, ,, , besteht nach Satz 6.2 aus Fourierkoeffizien-
ten zu Matrizen vom Rang m +¢.

Wir kénnen Satz 8.8 anwenden, um den Wert eines Fourierkoeffizienten der Funktion
Hfl,m,o zu einer Matrix R vom Rang [ zu berechnen.

Wir betrachten nun die Summation tiber T, wy, w2 und w} aus diesem Satz in der
dortigen Notation fiir den Spezialfall » = 0. Dann ist die Summation beziiglich w;
eine Summe {iber 0 x [-Matrizen, d.h. es gibt nur einen Summanden. Die Matrix ws
durchliuft Reprisentanten der Nebenklassen Z"*!/ GL;(Z). Die Matrix w3 durchliuft
m x [-Matrizen und T' die Menge .A;'.

Die weiteren Bedingungen der Summation sind, dass R = T[fws], rg(ws) = I,
rg(w}) = m und rg( i? ) = t+ m gilt und (Z,Q) primitiv ist. Aus den letzten

3

3
beiden Bedingungen folgt, dass der Fourierkoeffizient nur ungleich 0 sein kann, wenn

m +t = [ gilt. Wir sehen, dass die Funktion H} ,  tatséchlich nur Fourierkoeffizieten
zu Matrizen vom Rang m + t hat.

Fiir t = n — m erhalten wir die Fourierkoeffizienten zu positiv definiten Matrizen
und Satz 8.8 entspricht Theorem II aus [B6c83].
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9 Spezialfille

Der Fall r = n

Hier betrachten wir die Fourier-Jacobikoeffizienten vom Grad (n,0), d.h. die komplette
Siegelsche Modulform. Fiir den Parameter ¢ ist hier nur der Wert ¢t = 0 zuléssig und
es gilt BY  =H), .

Bei wy in Satz 8.8 handelt es sich um 0 x [-Matrizen und die Aussage fiir positiv
definite Matrizen entspricht wieder der von Theorem II aus [B6c¢83].

9.2 Spezielle Werte fiir m

Hier werden wir spezielle Werte fiir den Grad der Spitzenform f € S¥, betrachten.

Der Fall m =0

Es gilt S¥ = €. Wir werden f = 1 setzen und erhalten die Siegelsche Eisensteinreihe.
Der Parameter ¢ durchlduft hier die Werte 0 bis n — r.
Wir wollen Satz 8.8 benutzen, um den Fourierkoeffizienten der Funktionen H .
zu einer Matrix R vom Rang [ zu berechnen.
wq
w2
primitiv und rg(ws) = ¢t. Also kann der Fourierkoeffizient nur fiir rg(R) =1 >t von 0
verschieden sein. Wegen

o t [ W1 . wthwl wthwQ

R= T[ <w2>] - (ngtwl U)QTtUJQ
folgt nun, dass der rechte untere n — r x n — r Block von R Rang ¢ hat, falls der
Fourierkoeflizient zu R nicht verschwindet. Also sind die Fourier-Jacobikoeflizienten
von HY, . die der Siegelschen Eisensteinreihe Ef , deren Index Rang ¢ haben. Da die
)(T) liegen, folgt,
dass diese hier in Jrl‘fnf,«)o(T) sind und somit selbst Eisensteinreihen zu Spitzenformen
vom Grad (0,n — r) sind. Dies ist die Entsprechung von Siegelschen Eisensteinreihen

fiir Jacobiformen.
Dies folgt auch aus [B6¢83] von Bocherer.

Mit der dortigen Notation gilt, dass wj eine 0 x I-Matrix ist. Weiter ist (

. . . t . k
Fourier-Jacobikoeffizienten von H,, , . nach Satz 6.2 in J", ., . p

Der Fall m =n

Wir betrachten hier eine Spitzenform f € S,’j. Hier gilt 0 < ¢t < 0 und damit

Hg,,n,r = Effw(f) = f. Insbesondere ist die Funktion Hg,mr von r unabhéngig. Aus
Satz 8.8 erhalten wir:
b(R) = B (n. k) "Dk =)™ 37 an(T) 30 D B(I[wh]) det(T['wg]) ",

TeA! w1, W2 wy
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9.3 Der Fall n = 2

wobei <Zl) ein Représentantensystem der Nebenklassen Z™*"™/ GLy,(Z) mit der Be-
2

dingung R =T (Zl)] durchlduft und w} alle n x n-Matrizen mit maximalem Rang
2

rg(ws) = n.
Diese Formel entspricht einer bekannten Identitédt von Andrianov. Da diese Identitét
im Beweis benutzt wurde, ergibt sich kein neuer Beweis fiir sie.

9.3 Der Fall n =2

Betrachten wir nun den Spezialfall n = 2.

Als einziger noch nicht betrachteter Fall bleibt n =2, m =1 und r = 1.

Hier untersuchen wir die Fourier-Jacobikoeflizienten von Klingen-Eisensteinreihen
zu einer Spitzenform f € SF. Die Fourierkoeffizienten dieser Spitzenform bezeichnen
wir mit by.

Als erstes werden wir die Konstante

kg TF
B (1, k) = (~1)528 Tk — 1)¢(k)2¢(2k — 2) !
L'(k)
betrachten. Dank der Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion kénnen wir
dies zu

B (1,k) = 2¢(1 = k)71 ¢(k = 1)¢(2k — 2)7! (9-1)

umformen.
Weiter betrachten wir die Funktion D} (s — k + 1). Diese erfiillt die Gleichung

Ly(f,s) =((s —k+1)D}(s —k+1) (9.2)

1
LU= ey

wobei oy, und B, durch a;, + 8, = by(p) und oy, 6, = pF~1 definiert sind.
Gleichung (9.2) folgt aus

f: bfr(nTZQ) = H(l +p_s+k_1)D}(s —k+1), (9.3)
m=1 P
i bffn”j?) = Ly(f,s)¢(2s — 2k +2) 71 (9.4)
und
¢@2s—2k+2) [J+p ) =¢(s—k+1). (9.5)

p
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9 Spezialfille

Gleichung (9.3) ist dabei Gleichung (3.3) aus [And77]. Gleichung (9.4) ist die erste For-
mel aus [Zag77] §5. Die dort zum Beweis angegebenen multiplikativen Eigenschaften
sind in Lemma 4.5.12 Aussage (3) von [Miy06] mit m = n und d(I) = I*~2 zu finden
und beweisen die Aussage in Verbindung mit Formel (3) aus [Zag77]. Gleichung (9.5)
folgt direkt aus einem Vergleich der Eulerfaktoren.

Aus (9.1) und (9.2) folgt dann

B*(1,k)"'Dj(k—1)"" = %gu — k)C(2k — 2)Lo(f, 2k —2)~ 1.

Damit schliefen wir die Betrachtung der Konstanten ab.

Wir untersuchen jetzt die Funktionen Hﬁ’lyl. Der Parameter ¢ erfiillt
0 <t <min{n —r,n —m},

hier gilt also ¢t = 0 oder ¢t = 1.

Die Fourier-Jacobikoeffizienten von H§,1,1 zu einem festen Index T liegen nach Satz
6.2 im Vektorraum jlk,l,ljttfrg(T) (T) € JF,(T). In der Notation von [EZ85] ist dabei
I (T) = J7" der Raum der Spitzenformen und Jf; o(T) = J¥5 der Raum der
Eisensteinreihen. Gilt nicht 0 < 1+ ¢ — rg(7T") < 1, sind die entsprechenden Fourier-
Jacobikoeffizienten 0.

Wir betrachten zunédchst den Fall t = 1. Ist der Rang des Index 1, so erhalten wir
also Spitzenformen vom Grad (1,1). Daher verschwinden die Fourierkoeffizienten von
H2171,1 zu Matrizen vom Rang 1.

Ist der Rang 0, so ist die Bedingung 0 < 1+ ¢ — rg(T) < 1 nicht erfiillt, weswe-
gen diese Fourier-Jacobikoeffizienten 0 sind. Beides zusammen zeigt, dass es in der
Fourierzerlegung von H2171_1 keine Koeffizienten zu Matrizen vom Rang 1 gibt.

Dies folgt auch aus Satz 8.8, da dort bei der Berechnung dieser Fourierkoeffizienten

iiber die leere Summe von 2 x 1-Matritzen <w2> vom Rang 2 summiert wird.
3

T2

. . . . r 2
Um Fourierkoeffizienten fiir Matrizen R = (Ti 7?) vom Rang 2 zu berechnen,
4

betrachten wir zunéchst die Nebenklassen
(GL2(Q) N Z**?)/ GLy(Z).

Diese stehen in Bijektion zu den Nebenklassen

{(; i) E(GLg(Q)ﬂZ“Q)}/{(jBl i*1> E(GLQ(Z))}.

Daher konnen wir in der Notation von Satz 8.8 die Matrix (1wul) = (8 Z) mit
2

a,d>0und 0 < b < a wahlen.
Wir schreiben w} = (v v) und erhalten

rg((o z))=m+t:2

u
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9.3 Der Fall n = 2

w1
und damit v # 0. Da [ ws | als primitiv vorausgesetzt ist, folgt (u,a) = 1 und
/
w3
(av — ub,d) = 1. Wir erhalten fiir die Fourierkoeffizienten

S0 = B2k~ 2)La(£,26 ~ 27 3 as(T)

a,b,d
Z by (u2t1 + uvty + v2t4)(u2t1 + uvty + v2t4)1_k, (9.6)
u,veZ
(u,a)=1
(av—ub,d)=1
u#0

wobei

-1 -1
_(t %2 _fa b a O
(4 d)=0 o) =03

gilt mit a,d > 0 und 0 < b < a, sodass T eine halbganze Matrix ist. Falls — det(2R)
eine Fundamentaldiskriminante ist, gilt a = d = 1 und b = 0. Wir erhalten

5001 = R)C(2k — La(f, 2k —2)aa(R)

Z bf(u2T1 + uvry + v2ry) (uPry +uvry + v2rg) 1 F, (9.7)
u,vEZ
u#0
was dem Ergebnis von Bocherer aus [Bocll] entspricht (wobei wir die dortige Bedin-
gung, dass r4 quadratfrei ist, nicht beno6tigen).

Wir betrachten nun die Funktion Hg’m. Bei den Fourierkoeffizienten zu Matrizen
1 0
0 0
koeflizienten von anderen Matrizen R mit Rang 1 sind gleich dem Fourierkoeffizienten

vom Rang 1 beschranken wir uns dabei auf Matrizen der Form R = . Fourier-

zZu (g 8), wobei g der grofite gemeinsame Teiler der Eintrdge ist. Indem wir den

®-Operator auf die Klingen-Eisensteinreihe E5,(f) anwenden, erhalten wir fiir den
entsprechenden Fourierkoeffizieten von E% | (f) den Wert bs(r1) (vgl. (3.1)). Da der

Fourierkoeffizient zu <78 8) von H21’171 verschwindet und wegen

k _ 770 1
Es (f)=Hyy1+Hyq1
ist dies auch der Fourierkoeffizient von HY, ;.
Andererseits konnen wir Satz 8.8 benutzen, um diese Fourierkoeffizienten zu be-

rechnen. Wir identifizieren die 1 x 1-Matrizen T, w1, we, w3 mit ganzen Zahlen. Weiter
kénnen wir in unserem Reprisentantensystem w; > 0 wahlen.
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9 Spezialfille

Aus R=T] <Zl)] folgt w?|ry, wy = 0 und T' = Tk, Wir erhalten fiir den Fourier-
2 1

koeffizienten von R = (78 8)

1 _ r riw3, ,TIW3\ 1—k
SO —RC@k=2La(f.2k =7 3" ai(og) Do b(et) (at)
wy wy wy
w1 >0 w3 #0
wilry (w1, w3)=1

Da ai(% ) die Fourierkoeflizienten der Eisensteinreihe vom Grad 1 sind, erfiillen sie

die Glelchung 2C(1 = k)as( —) =o0r-1(7% ) Wir nutzen dies aus und erhalten

2 2 i
by(r1) = C(2k = 2)La(£.2k =27 Y o (5) D0 by(gt) ()
wy >0 1 ( w?,;e;) 1 1
wy|r1 w1, w3z)=1

Diese Gleichung kénnen wir alternativ beweisen, indem wir (9.4) benutzen und die
multiplikativen Eigenschaften der by(x) aus Lemma 4.5.12 Aussage (3) von [Miy06]

anwenden, um
o0 2
Wy Sy oy eklE)
— m2k 2

m=11|(m?,r)
zu erhalten. Die Aussage folgt, indem man

2

br( w3 riws

k—1 f 12 1Ws3 1W3\1—k

Z Zl m2k2 ngl Z br(—5>)(—=%>)

m=11|(m2,ry) w1>0 1 w3 #£0
wl\rl (w1,w3)=1

zeigt.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass die Matrix R vollen Rang 2 hat.
Wie im Fall + = 1 wihlen wir die Matrix (Zl) als <g Z) mit a,d > 0 und
2
0 < b < a. Wir schreiben w} = (u v) und erhalten

rg(<0 d))—m+t—1

u v
wq

und damit v = 0 (und wegen rg(wj) = 1 auch v # 0). Da | we | primitiv ist, folgt
w

r2
dann schon (d,v) =1, a = 1 und deswegen b = 0. Setzen wir R := 2 7? ), so lauft
5 T4

die Summe iiber wy,ws tUber alle Matrizen der Form <(1) 2) mit d | ro und d? | ry.
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9.3 Der Fall n = 2

(Ist —det(2R) eine Fundamentaldiskriminante, folgt aus diesen Bedingungen schon
d=1.)
Wir erhalten fiir die Fourierkoeflizienten den Wert

1 T2
SCA-R)CE@E=2)La(f.2k=2) " S ap (1 2) ST bp(he?)(Lhe?) R (9.8)
2 % @ d d
d|rs veZ\{0}
d?|ry (v,d)=1
Andererseits konnen wir auch Satz 6.8 auf diesen Fall anwenden. Wir erhalten den
Fourier-Jacobikoeffizienten von HQOJ’1

Z Ef,m+t—s,s(*7 *, 90;“[@*1]7 1m+t+7”—28) |’< Us, (9'9)

z2|ry

wobei ¢* die primitiven Fourierkoeflizienten der Funktion f(Z*) sind. Die Funktio-
nen EF, ., o (¥%,1,13) werden bei [EZ85] mit Ey ,, oder Ej ., o bezeichnet. Weiter
identifizieren wir hier 1 x 1—Matrizen mit ganzen Zahlen und unsere Operatoren U,
entsprechen in diesem Fall den Operatoren U, aus Kapitel 4 von [EZ85]. Die Opera-
toren U, erfiillen dabei Uy, o Uy, = Uy, 4,. Ist weiter o(7,2) =3 c(n,r)e(nt +rz)
cine Jacobiform vom Grad (1,1) mit ihrer Fourierentwicklung, so sind die Fourierko-
effizienten von ¢ | U, durch ¢(n, T) gegeben (vgl Kapitel 4 [EZ85]).
Gleichung 9.9 {ibersetzt sich mit diesen Bezeichnungen zu
r
> b}(;ﬁ)Ek,% |k Us. (9.10)

z2|ry

Wir kénnen eine dhnliche Betrachtung anstellen, um fiir den Fall von Siegel-Eisenstein-
reihen, also m = 0, den Eisensteinreihenanteil der Fourier-Jacobikoeffizienten von
HQI’OJ zu bestimmen. Dies ist

x T4
Z ‘11(;)Ek,% |k Uz, (9.11)
z2|ry
wobei aj(n) = 2¢(1 — k) ~'o}_,(n) hier die primitiven Fourierkoeffizienten der Eisen-
steinreihe vom Grad 1 sind und o} _,(n) fir n =[], p{* somit die Gleichung

ofa(n) = [J@5 " +pie V)
7

erfiillt. Die Fourierkoeffizienten as(x) von E§  sind auch die von Hj ,, der Funktion
(9.11), da diese fur positiven Index dieselbe Jacobi-Fourierentwicklung haben (siehe
m = 0).

Da die Fourierkoeffizienten von Ej, . | Uy zu (*,y) nur einen von Null verschiedenen
Wert liefern, wenn z|y gilt, erhalten wir unter der Vorausetzung, dass es kein d > 0
mit d?|ry und d|ry gibt, fiir den Wert des Fourierkoeffizienten der Funktion H21’1’1 zur

)

(1 F
Matrix ( .. 2
PR

bplra)Cd = k) <7“1 2) , (9.12)

2051 (ra)
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9 Spezialfille

Wir werden nun eine dhnliche Rechnung durchfithren, um eine entsprechende Formel
fir allgemeine r5, 74 zu bekommen.

123
Dazu betrachten wir zunéchst fiir <2 t2 ) € Al den Fourierkoeffizient der Funk-
3l

tion

ZGT(TQ)Ek,%\kUl

zu (t1,t2). Dieser ist gegeben durch

t &
a .
(i

Da der Fourierkoeffizient zu (t1,?2) von Ej, «y [U, fiir [ { to verschwindet, ist auch der
1

Fourierkoeffizient zu (t1,%2) der Funktion

t4
> a1 (33)Ey, 14 Ui
lz‘t4
”tQ

o2
a .
(5

Seien ganze Zahlen s1, s2, s4 und [ gegeben, sodass es keinen Teiler von so gibt, der s4
quadratisch teilt.

Wir werden jetzt die vorherige Berechnung benutzen, um die Fourierkoeffizienten
der Funktion

gegeben durch

U

A
E°

! *
ZM(E) Za1(84y2)Ek,54y2 |k Ui

x|l ylz

)

zu (81, s2l) zu berechnen. Der Fourierkoeffizient zu (s1, s2l) von

> a1 (549 Er sy | Us

ylz

8~

k

ist gleich dem Fourierkoeffizienten zu (s, s92) von

> a5 (s4y®) Er oy |k Us,

ylw
welcher gegeben ist durch
S2X
2 2% sqx?. )
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9.3 Der Fall n = 2

Fir den Fourierkoeffizienten von

! .
ZM(;) D @i (s4y®) Ep oy | Us U,
|l yle k
erhalten wir somit
l Sl %
—a .
;M(J}) 2 % 84$2

Auflerdem koénnen wir

8]

l
S ) [ S i) B 1 U LU

x|l ylx

umformen, indem wir die Summation umordnen und Uz o Ut, = U+, benutzen. So
k4 T y
bekommen wir

LY s
Z ZM(;) ai(54y°) B s,y |k UL.
yll \yl=|l
Mit der Substitution ' = = gilt

Damit folgt

* ta *
aj (t1t3) Ep 02 = ZM(;) D @ity By |k Us

z|to ylz

=
8|3

und der Fourierkoeffizient von (s1, s3l) von
CLT(S412)E]€75412
ist l
s, %22
e (5 ).

; T 2T 54T

Damit erhalten wir fiir die Fourierkoeffizienten zu (ry,r3) von (9.10) die Werte
b7 (3) " g
S e S e (1 ). (913)

elrs e

Wir werden nun diese Ergebnisse benutzen, um Abschitzungen fiir den Eisenstein-
reihenanteil und den Spitzenformenanteil der Fourier-Jacobizerlegung einer Klingen-
Eisensteinreihe zu erhalten.
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9 Spezialfille

Satz 9.1. Seik > 4 und gerade und f € S¥ eine normierte Eigenform und Eé“,l(f) die
zugehorige Klingen-Fisensteinreihe. Wir bezeichnen die Fourierkoeffizienten des Eisen-
steinanteils des Fourier-Jacobikoeffizienten von ES | (f) zum Index ry mit ey, (r1,72),
und die des Spitzenformanteils mit ¢, (r1,72).

Sei
R = (7;1 2 > € ./42
2 T4

eine positiv definite, halbganze symmetrische Matrix.
Es gelten folgende Abschitzungen:

a) Ist die Bedingung
d|ry und d*|ry=d=1

erfiillt, so gibt es Konstanten ¢,C > 0 mit

b%(r b%(r
LD G mY < ey (raura)] < €T oq gyt
T4 T4

b) Gilt r1 > rq > |ra|, so lasst sich der Spitzenformenanteil durch

3k

Cry (11, 72) = O(det(R) % ~31¢)
abschdtzen.

Beweis.  a) Wir haben e,,(r1,72) in Formel (9.12) berechnet und werden dies nun
abschétzen.
Fir n =[], pi* gilt

o;_1(n) 1
s = S[gp(l—'_pk—l)'

Mit der Abschitzung c¢; det(R)*~3 < ag(R) < ¢ det(R)*~2 (Theorem in §3 von
[Kit79]) folgt die Behauptung.

b) Wir werden (9.6) abschétzen.

Dazu betrachten wir fiir feste a, b, d die Matrix

() (o D) a(s O o (R st
g, 0 d b d g2l bry n

Fiir eine solche Matrix werden wir jetzt

Z bf(u2t1 + uvty + v3ty) (Ut + vty + v2t4)1_k
uvEZL
(u,a)=1
(av—ub,d)=1
u#0
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9.3 Der Fall n = 2

betrachten. Da wieder by(x) = O(x%“'f) gilt, reicht es

Z (u’ty + uvts + 112154)%+E < Z (u?ty + uvty + v2t4)%+€

U, VEZL u,VEZ
(u,a)=1 u#0
(av—ub,d)=1
u#0
abzuschétzen.

Nach der Bemerkung auf Seite 9 von [Bocll] gilt

- _ 1-k
Z (u’ty + uvty + 1}2154)%JFE =0 (det(T)ll’ZJFE min{t17t4}¥ +1t +E) .
u,EZL
u#0

Wir schétzen das Minimum gegen ¢4 ab und setzen die Eintrége von T ein:

e —b b2 1k,

Wir benutzen nun r? < r1ry < det(R) und r; — brg + 74b% > 1y > det(R)% und
erhalten - .
0 (olet(R)Tﬁa’“*HedJr det(R)T‘L%ak’l’QE) :

Mit as(T) = O(det(T)*~2) (Theorem in §3 von [Kit79]) erhalten wir fiir

as(T) Z br(u?ty + uvty + v2g) (uPty 4+ uvty + v2ty) "

(av—ub,d)=1
u#0

die Abschétzung
0] (det(R)¥+5a—k+1—25d—2k+4 + det(R)%%s+§a—k+2—2ed—2k+3) .
Da b durch a beschrankt ist, folgt, dass

Z as(T) Z by (u2t1 + uvty + v2t4)(u2t1 + uvty + v2t4)1*]C
b u,vEZ
(u,a)=1
(av—ub,d)=1
u#0

der Abschitzung

3k—5

0 (det(R) TS k22 g2k T | det(R)i"’i%+ga—k+3—25d—2k+3) .

geniigt. Da

dorrsy

12|det(R) >0

fiir x > 1 beschrankt ist, gilt die Behauptung.
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9 Spezialfille

Man kann in Fall a) des verherigen Satzes eine Abschétzung fiir allgemeine R ohne
die Bedingung
dlre und d*|ry=d=1

erreichen indem man Gleichung 9.13 abschétzt.
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