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Zusammenfassung

Drinfeld’sche Modulformen bilden im Funktionenkorperfall das Analogon zu ellipti-
schen Modulformen iiber Zahlkorpern. In der vorliegenden Arbeit betrachte ich das
bisher nicht untersuchte Zusammenspiel der linearen Darstellungstheorie mit der Theo-
rie Drinfeld’scher Modulformen und beschreibe darstellungstheoretische Eigenschaften
der Drinfeld’schen Modulformen zur Hauptkongruenzuntergruppe I'(T).

Ich gebe zunéchst einen Uberblick iiber die Ausgangssituation fiir das Studium Drin-
feld’scher Modulformen mit einem Schwerpunkt auf Modulformen fir I'(7T").

Da bekannt ist, dass die Eisenstein-Reihen in dieser speziellen Situation von beson-
derer Bedeutung sind, beschreibe ich diese genauer und fiihre insbesondere die neue
Klasse der sogenannten modifizierten Eisenstein-Reihen ein. Diese sind besonders gut
geeignet, um algebraische Eigenschaften der Modulformen zur Stufe T" zu beschreiben.
Dies zeige ich am Beispiel der Konstruktion einer Basis des Raums der Spitzenformen,
die mit der Filtrierung durch die Ordnung der Spitzenformen vertréglich ist.

Auf diese Grundlagen aufbauend widme ich mich der Untersuchung der natiirli-
chen Operation der Gruppe G = GL(2,F,), die als Quotient der vollen Modulgruppe
GL(2,F,[T]) nach I'(T') auftritt, auf der Algebra der Modulformen fiir I'(7T").

Die dabei benotigten Konzepte und Ergebnisse aus der modularen Darstellungstheo-
rie werden im mittleren Teil der vorliegenden Arbeit zur Verfligung gestellt.

Als Hauptergebnis identifiziere ich in der Drinfeld-Situation auftretende G-Moduln,
d.h. Cx-Vektorraume mit einer Struktur als Modul fir die Gruppenalgebra Co[G],
mit klassischen G-Moduln aus der Darstellungstheorie. Konkret zeige ich, dass die
G-Moduln M} der n-fachen Spitzenformen des Gewichts k (einschliefllich des Falls
n = 0) isomorph zu Determinantentwists von symmetrischen Potenzen des natiirlichen
G-Moduls sind, und dass ihre sukzessiven Quotienten isomorph zu durch Charaktere
der Borel-Untergruppe von G induzierten Darstellungen sind.

Bei den Beweisen dieser Aussagen spielt die Arithmetik der modifizierten Eisenstein-
Reihen eine entscheidende Rolle.

Mit Hilfe von Ergebnissen aus der Darstellungstheorie ist es damit moglich, unter an-
derem die Kompositionsfaktoren der genannten Moduln Drinfeld’scher Modulformen
zu bestimmen. Umgekehrt kénnen Konzepte aus der Theorie Drinfeld’scher Modulfor-
men auf die Darstellungstheorie symmetrischer Potenzen iibertragen werden.

Als Anwendungsbeispiel beschreibe ich abschlieflend einen Algorithmus, der die Viel-
fachheiten der Kompositionsfaktoren von Moduln des Typs M} bestimmt.
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Abstract

In the function field case Drinfeld modular forms are the analogue to elliptic modular
forms over number fields. In the presented thesis I examine the interaction between
linear representation theory and the theory of Drinfeld modular forms. To date these
concepts have not been studied in connection with each other. I describe representation
theoretical properties of Drinfeld modular forms for the principal congruence subgroup
(7).

First I give an overview of the classical Drinfeld setting in which I focus on Drinfeld
modular forms for T'(T).

As it is known that Eisenstein series play an important role in this particular si-
tuation I describe them in further detail. In particular, I introduce the new class of
so-called modified Eisenstein series, which are well suited to the description of alge-
braic properties of modular forms of level T'. The usefulness of the modified Eisenstein
series is illustrated by the construction of a basis of the space of cusp forms which is
compatible with the filtration given by the order of cusp forms.

In this setting I examine the natural action by the group G = GL(2,F,) on the
algebra of modular forms for I'(T'), the group G acting naturally as the quotient of the
full modular group GL(2,F,[T]) by I'(T).

The necessary concepts and results from the field of modular representation theory
are provided in the middle section of this thesis.

My main result is the identification of G-modules (meaning C..-vector spaces with
a structure as a module for the group algebra Co[G]) that occur in the Drinfeld
setting with classical G-modules. I show that the G-modules M}’ of n-fold cusp forms
(including the case n = 0) are isomorphic to determinant twists of symmetric powers
of the natural G-module. I also prove that the successive quotients of these modules
are isomorphic to G-modules which are induced by characters of the Borel subgroup
of G.

The arithmetic of the modified Eisenstein series plays a central part in proving these
statements.

Applying known results from representation theory I determine, inter alia, the com-
position factors of the modules of Drinfeld modular forms described above. Conversely,
concepts that originate on the Drinfeld side can be transferred to the representation
theory of symmetric powers.

As a final example of the application of my results I provide an algorithm that
determines the multiplicities of the composition factors for modules of type M.






Vorwort

Einleitung

Mit der vorliegenden Arbeit beschreibe ich Wechselwirkungen zwischen zwei mathe-
matischen Gebieten, die bisher nicht zusammen betrachtet worden sind. Es handelt
sich dabei um die Theorie der Drinfeld’schen Modulformen auf der einen Seite und die
lineare Darstellungstheorie endlicher Gruppen auf der anderen.

Mein urspriinglicher Ausgangspunkt ist die zuerst genannte Theorie Drinfeld’scher
Modulformen, die ihren Ursprung bei V.G. Drinfeld und den in seiner 1974 veré6ffent-
lichten Arbeit [Dri74] eingefithrten elliptischen Moduln (heute bekannt als Drinfeld-
Moduln) hat. In dieser Arbeit und darauf aufbauenden Werken wie zum Beispiel
[DH87], [Gek86], [Gos80a], [Gos80b] wurde fiir Funktionenkorper in einer Variablen
iiber endlichen Kérpern ein Analogon zu klassischen elliptischen Kurven und ellipti-
schen Modulformen etabliert.

Wiéhrend Parallelen zwischen dem Zahlkorper- und dem Funktionenkorperfall grund-
sétzlich bereits lange bekannt waren (Beispiele aus dem Bereich der algebraischen
Zahlentheorie sind etwa die Struktur der Ganzheitsringe, die Verzweigungstheorie und
die Klassenkorpertheorie), gelang es erst mit Hilfe von Drinfelds Arbeit, die funk-
tionentheoretische Untersuchung klassischer Modulformen auf Funktionenkorper zu
iibertragen.

Wie in Arbeiten {iblich, die sich mit der Drinfeld-Situation befassen, beschreibe ich
im Folgenden kurz die Grundziige der Theorie der klassischen sowie der Drinfeld’schen

Modulformen. Vergleichbare Einfithrungen mit einem etwas ausfithrlicheren Vergleich
beider Fille sind etwa in [Gek99a] oder [Gek99b] zu finden.

Allgemein ist zu den angesprochenen Analogien zwischen klassischer und Drinfeld-
Situation zu sagen, dass es sich um sehr tiefgehende Zusammenhénge handelt. Dabei
kommt es je nach Einzelfall sowohl vor, dass Resultate aus dem Zahlkorperfall auf
Funktionenkorper iibertragen werden, als auch, dass umgekehrt Methoden aus der
Drinfeld-Situation Anwendung in der klassischen Situation finden. Teilweise entspre-
chen einem Konzept auf der einen Seite simultan mehrere Konzepte auf der anderen
Seite.

Als Einfiihrung in die klassische Situation eignet sich zum Beispiel [Ser73]. Stark
vereinfacht wird einerseits einem Z-Gitter A C C mit Hilfe der Weierstraf3-Funktion
eine elliptische Kurve (eine algebraische Kurve mit einer Struktur als abelsche Varietét)
zugeordnet. Zwei Kurven zu Gittern A, A’ sind dabei genau dann isomorph, wenn die
Gitter dhnlich sind, d.h., wenn ¢ € C* existiert mit A’ = cA. Andererseits kann dem
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Vorwort

Gitter A eine Eisenstein-Reihe

11
Ep(A) = Z G
e

A

zugeordnet werden, die fir k > 2 konvergiert und fiir ungerades k verschwindet. Die
Funktionalgleichung fiir Eisenstein-Reihen zu dhnlichen Gittern motiviert die Defini-
tion elliptischer Modulformen fiir die Gruppe SL(2,Z) auf der oberen Halbebene.

Mogliche Fragestellungen funktionentheoretischer Natur sind etwa die Bestimmung
von Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten ausgewéhlter Modulformen. Vom algebrai-
schen Standpunkt interessiert man sich beispielsweise fiir Relationen zwischen Modul-
formen und die Bestimmung von Erzeugendensystemen.

In der Drinfeld-Situation betrachtet man im einfachsten Fall anstelle der klassischen
Objekte Z, Q@ und R den Polynomring A = F,[T] iiber einem endlichen Koérper, den
rationalen Funktionenkdrper K = F,(T') sowie die Komplettierung von K an oo beziig-
lich der Grad-Bewertung Ko, = F,[[T~!]], den Korper der formalen Laurent-Reihen
in der Uniformisierenden T:l. Dem Korper der komplexen Zahlen aus der Zahlkorper-

situation entspricht Co, = K o, die Komplettierung des algebraischen Abschlusses von
K, beziiglich der eindeutigen Fortsetzung der Grad-Bewertung. Fiir den Kérper Co
koénnen funktionentheoretische Konzepte mit Hilfe der rigiden Analysis formuliert wer-
den.

Drinfeld-Moduln werden analog zur klassischen Situation durch A-Gitter in Co, de-
finiert. Jedem Gitter ist dabei als Entsprechung zur Weierstraf-Funktion eine Ex-
ponentialfunktion zugeordnet. Neben dieser analytischen Herangehensweise kénnen
Drinfeld-Moduln auch als Modulstruktur auf der additiven Gruppe von C., interpre-
tiert werden.

Besonders deutlich wird die Analogie zu elliptischen Kurven fiir Drinfeld-Moduln
vom Rang 2. Hier operiert die Gruppe GL(2, A) durch Mébius-Transformation auf der
Drinfeld’schen oberen Halbebene 2 = Co \ K oo.

Dies ist die Ausgangssituation, die ich im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit
beschreibe. Dort finden sich auch Literaturverweise zu weitergehenden Ausfithrungen.

In der Drinfeld-Situation natiirlich auftretende Gruppenoperationen bestimmter Un-
tergruppen der vollen Modulgruppe GL(2, A) auf Vektorrdumen Drinfeld’scher Mo-
dulformen stellen die Verbindung mit dem zweiten eingangs erwidhnten Konzept, der
Darstellungstheorie endlicher Gruppen, her.

Die lineare Darstellungstheorie befasst sich in ihrer abstrakten Form mit Vektorrau-
men, auf denen mit Hilfe einer Gruppenoperation eine Struktur als Modul beziiglich
der Gruppenalgebra definiert ist. Fir gewohnlich beschriankt man sich dabei auf end-
lichdimensionale Vektorraume iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper sowie
auf endliche Gruppen.

Die grundlegenden Eigenschaften von Darstellungen héngen dariiber hinaus ent-
scheidend von der Charakteristik des Grundkoérpers ab. Der Satz von Maschke besagt,
dass in der beschriebenen Situation die Gruppenalgebra, und damit auch jeder Modul
iiber dieser, genau dann halbeinfach ist, wenn die Charakteristik des Grundkoérpers
teilerfremd zur Gruppenordnung ist. Es werden daher drei Félle unterschieden:
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FEinleitung

Der klassische Fall in Charakteristik 0 behandelt Darstellungen iiber dem Korper
C der komplexen Zahlen. Alle Darstellungen sind halbeinfach und werden durch ihre
Charaktere vollstdandig beschrieben. Eine umfassende Beschreibung dieser Situation ist
etwa in [Ser77] zu finden.

Der Fall endlicher, aber zur Gruppenordnung teilerfremder Charakteristik weist Par-
allelen zum ersten Fall auf. Auch hier spielen Charaktere von Darstellungen eine we-
sentliche Rolle.

In dieser Arbeit beschéftige ich mich jedoch ausschliefllich mit dem verbleibendem
Fall der modularen Darstellungstheorie, in dem die Charakteristik p des Grundkorpers
ein Teiler der Gruppenordnung ist. Da die Situation nicht halbeinfach ist, unterschei-
den sich die hier verwendeten Methoden grundlegend von denen aus den ersten beiden
Féllen. Ein Beispiel dafiir sind Kompositionsreihen, die anstelle von direkten Summen-
zerlegungen betrachtet werden miissen.

Besonders wichtig sind fir mich Darstellungen der Gruppe G = GL(2,F,), die auch
als G-Moduln bezeichnet werden. Da diese Gruppe selbst in Charakteristik p definiert
ist, spricht man in diesem Fall von modularer Darstellungstheorie in definierender
Charakteristik.

Ich greife auf bekannte Resultate wie die Klassifikation einfacher G-Moduln nach
Wack [Wac96] oder Bonnafé [Bonll] (Ergebnisse fiir SL(2,Fy) sind leicht auf G tiber-
tragbar) zuriick. Ferner verwende ich von Bardoe und Sin in [BS00] angegebene Be-
schreibungen bestimmter G-Moduln.

Verwandte Fragestellungen wurden beispielsweise von Doty oder Rust untersucht.
Ersterer beschreibt in [Dot85] unter anderem die symmetrischen Potenzen der natiirli-
chen Darstellung im Fall der algebraischen Gruppe GL(2,F,). Letztere hat in [Rus95]
unter anderem Darstellungen von G iiber Koérpern der Charakteristik 0 beschrieben.
In beiden Féllen lassen sich die Ergebnisse aber nicht ohne weiteres auf die Situation
der vorliegenden Arbeit iibertragen.

Die Zusammenhénge beziehungsweise Unterschiede zwischen den Féllen zur Charak-
teristik teilerfremder oder nicht teilerfremder Gruppenordnung sind teilweise subtiler
Natur. So treten beispielsweise bei der Beschreibung der Struktur von symmetrischen
Potenzen des natiirlichen G-Moduls universelle Formeln auf, die ganzzahlige Koeffizien-
ten besitzen und von der Charakteristik unabhéngig sind. Die konkrete Interpretation
dieser Formeln héngt jedoch davon ab, welcher der genannten Félle betrachtet wird.
Insbesondere das Verschwinden von Binomialkoeffizienten in endlicher Charakteristik
spielt hier eine entscheidende Rolle und fithrt unter anderem dazu, dass symmetrische
Potenzen, die in Charakteristik 0 als Moduln irreduzibel sind, in endlicher Charakte-
ristik nichttriviale Untermoduln besitzen.

Konkret betrachte ich in der vorliegenden Arbeit Drinfeld’sche Modulformen zur
Hauptkongruenzuntergruppe I'(T") unter der natiirlich Operation der Gruppe G, die
als Quotient der vollen Modulgruppe nach I'(T") auftritt, und untersuche in diesem
Kontext Fragestellungen aus der Darstellungstheorie. Gleichzeitig erdffnet diese Ver-
kniipfung der beiden Gebiete die Moglichkeit, umgekehrt Eigenschaften Drinfeld’scher
Modulformen vor dem Hintergrund allgemeiner Darstellungstheorie neu zu interpre-
tieren.

Die Aufgabe, die Notationen aus der Theorie Drinfeld’scher Modulformen und der
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Vorwort

Darstellungstheorie miteinander in Einklang zu bringen, hat dabei einen nicht zu ver-
nachldssigenden Anteil meiner Arbeit ausgemacht. Insbesondere muss auf Konsistenz
bei der Orientierung der verschiedenen betrachteten Gruppenoperationen geachtet wer-
den.

Ergebnisse

Ein zentrales Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist die Identifikation von G-Moduln
Drinfeld’scher Modulformen zur Gruppe I'(T") mit klassischen G-Moduln. Dabei habe
ich sowohl die Moduln M;' von Spitzenformen n-ter Ordnung des Gewichts k (ein-
schliefllich des Falls n = 0) als auch die sukzessiven Quotienten dieser Moduln be-
schrieben. Von besonderem Interesse ist dabei der Untermodul M} C M, = M},
der als G-Modul durch den von den FEisenstein-Reihen des Gewichts k zur Stufe T
erzeugten Modul komplementiert wird.

Ich zeige, dass die Moduln der Spitzenformen isomorph zu Determinantentwists von
symmetrischen Potenzen des natiirlichen zweidimensionalen G-Moduls sind. Die suk-
zessiven Quotienten sind isomorph zu von Charakteren der Borel-Gruppe induzierten
Moduln. Da die Darstellungstheorie letztgenannter Moduln (bis auf technische Details)
durch die Arbeit [BS00] vollstdndig beschrieben ist, kann ich damit zahlreiche Fragen
zur Darstellungstheorie Drinfeld’scher Modulformen fiir T'(T") beantworten.

Insbesondere gebe ich ein Verfahren an, mit dem die Vielfachheiten der Komposi-
tionsfaktoren eines beliebigen Moduls vom Typ M’ bestimmt werden kénnen. Gleich-
zeitig ist dieses Verfahren auch fiir symmetrische Potenzen anwendbar.

Der angesprochene Transfer von Erkenntnissen aus der Drinfeld-Situation in die all-
gemeinere Darstellungstheorie ist entscheidend bei Fragen der Komplementierbarkeit
bestimmter Untermoduln symmetrischer Potenzen.

Ein wichtiges Hilfsmittel sind die in dieser Arbeit neu eingefiihrten modifizierten
Fisenstein-Reihen zur Gruppe I'(T'). Durch ihre bemerkenswerten arithmetischen Ei-
genschaften spielen sie in all meinen Ausfithrungen eine zentrale Rolle und diirften
neben ihrer Bedeutung fiir die Darstellungstheorie Drinfeld’scher Modulformen auch
als Gegenstand selbstédndiger Untersuchungen von weiterem Interesse sein.

Mit Hilfe dieser besonderen Modulformen ist der tiberwiegende Anteil der Aussa-
gen konstruktiv bewiesen, also durch Angabe konkreter Basen beziechungsweise Abbil-
dungsvorschriften.

Aufbau

Die vorliegende Arbeit ist grob in drei Teile und einen Anhang gegliedert.

Der erste Teil, bestehend aus den ersten vier Kapiteln, befasst sich mit Drinfeld’schen
Modulformen, ohne Darstellungstheorie zu verwenden.

Im ersten Kapitel gebe ich kurz die wichtigsten Grundlagen aus der Theorie Drin-
feld’scher Modulformen wieder. Da es sich um wohlbekannte Konzepte handelt, ver-
zichte ich auf Beweise und gebe Literaturverweise fiir eine tiefergehende Beschéaftigung



Aufbau

mit der beschriebenen Situation an. Nach einem allgemeinen Beginn beschrénke ich
mich im Laufe des Kapitels auf den auch spéter ausschliefilich betrachteten Fall von
Modulformen zur Hauptkongruenzuntergruppe I'(T).

Das zweite Kapitel befasst sich mit den Eisenstein-Reihen zur Gruppe I'(T') und
enthilt neben bereits bekannten Ergebnissen auch neue Aussagen. Ich betrachte hier
zwei verschiedene Klassen von Eisenstein-Reihen. Die bereits bekannten gewdéhnlichen
FEisenstein-Reihen sind analog zu den Eisenstein-Reihen im Zahlkérperfall definiert.
Ich greife hier insbesondere auf Ergebnisse von Cornelissen [Cor97b] zuriick, der die
zentrale Bedeutung der Eisenstein-Reihen in der Situation fiir I'(T') gezeigt hat, und
orientiere mich auch an der dort verwendeten Notation. Als wichtige Ergénzung definie-
re ich in diesem Kapitel die Klasse der modifizierten Fisenstein-Reihen und beschreibe
deren grundlegende Eigenschaften sowie ihr Verhéltnis zu den gewohnlichen Eisenstein-
Reihen. Die unterschiedlichen Eigenschaften der beiden Klassen von Eisenstein-Reihen
haben zur Folge, dass sie fiir verschiedene Anwendungen unterschiedlich geeignet sind,
ohne dass es einen klar zu bevorzugenden Typ gébe. Besonders das jeweilige Verhalten
an den Spitzen von I'(T") ist dabei relevant.

Im dritten Kapitel untersuche ich die Filtrierung, die auf dem Vektorraum der Mo-
dulformen vom Gewicht k& durch die Ordnung der Spitzenformen gegeben ist. Ich kon-
struiere mit Hilfe der zuvor beschriebenen Eisenstein-Reihen eine Basis von M ;, die mit
dieser Filtrierung vertréglich ist. Die Basis wird im weiteren Verlauf der Arbeit bei dar-
stellungstheoretischen Fragestellungen erneut aufgegriffen werden. Abgeschlossen wird
das dritte Kapitel mit Rechenregeln zum Kongruenzverhalten von Spitzenformen.

Im vierten Kapitel betrachte ich Gruppenoperationen auf den Drinfeld’schen Modul-
formen. Der Zweck des Kapitels ist, durch einige technische Ausfithrungen zu grund-
sétzlich bekannten Sachverhalten die spéter zu untersuchenden G-Modulstrukturen zu
etablieren.

Der zweite Teil der vorliegenden Arbeit besteht aus den Kapiteln 5 und 6 und befasst
sich mit der Darstellungstheorie unabhéngig von Drinfeld’schen Modulformen.

In Kapitel 5 lege ich die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendeten Sprechweisen
aus der Darstellungstheorie fest. Es handelt sich dabei um eine kompakte Zusammen-
stellung bekannter Konzepte und Aussagen ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit. Ich
beginne mit den grundlegenden Begriffen der abstrakten Darstellungstheorie, bevor
ich n&her auf Besonderheiten der modularen Darstellungstheorie eingehe. Dabei be-
trachte ich zum Teil ausdriicklich eine im Vergleich zum Rest der vorliegenden Arbeit
allgemeinere Situation. Das Kapitel schliet mit einer Beschreibung der Darstellungs-
theorie der Gruppe G in definierender Charakteristik und greift dabei auf Resultate
aus [Bonll] und [Wac96] zuriick.

Im sechsten Kapitel betrachte ich eine Klasse von G-Moduln, die als induzierte Dar-
stellungen zu bestimmten Charakteren der Borel-Gruppe B < G definiert sind. Nach
einer allgemeinen Beschreibung der gewédhlten Realisierung und der Angabe konkreter
Basen folgt ein Abschnitt mit technischen Ausfithrungen im Hinblick auf die Parame-
trisierung bestimmter Eigenschaften der betrachteten Moduln. Es handelt sich dabei
um Konzepte, die auf [BS00] zuriickgehen, von mir an dieser Stelle jedoch systema-
tisch aufbereitet und ergénzt werden. Daraus resultierende kompaktere Schreibweisen
verwende ich im folgenden Abschnitt bei der Beschreibung der G-Modulstruktur der
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betrachteten Moduln. Es handelt sich dabei um eine angepasste Variante von Ergebnis-
sen aus [BS00]. Da die genaue Ubertragung dieser Resultate mit einigem technischen
Aufwand verbunden ist, verzichte ich an dieser Stelle darauf und habe sie in Anhang
B ausgelagert. Zum Abschluss des Kapitels wird ein Spezialfall genauer untersucht.

Der dritte Teil, der aus den Kapiteln 7 bis 11 besteht, fithrt die zuvor getrennt
eingefiihrten Konzepte zusammen.

In Kapitel 7 bestimme ich das Transformationsverhalten der Eisenstein-Reihen un-
ter der Operation der Gruppe G. Dies erlaubt auf der einen Seite, den Modul der
Eisenstein-Reihen vollstdndig zu beschreiben, auf der anderen Seite ist es wegen der
besonderen Rolle der Eisenstein-Reihen in der Situation fir die Gruppe I'(T) der
Schltissel fir sémtliche weitere Ausfithrungen zur Darstellungstheorie Drinfeld’scher
Modulformen.

In Kapitel 8 betrachte ich den Modul M}, aller Modulformen vom Gewicht k zur Stu-
fe T und identifiziere ihn mit einer symmetrischen Potenz des natiirlichen G-Moduls.
Auflerdem untersuche ich Untermoduln, die sich aus der im vorangegangenen Kapitel
bestimmten G-Modulstruktur des Moduls der Eisenstein-Reihen ergeben.

Das neunte Kapitel greift die in Kapitel 3 konstruierte Basis auf, um die Darstel-
lungstheorie der Spitzenfiltrierung zu untersuchen. Ich zeige Zusammenhénge zwi-
schen Spitzenfiltrierungen verschiedener Gewichte und bestimme schliellich die G-
Modulstrukturen der sukzessiven Quotienten, indem ich diese auf bekannte G-Moduln
zuriickfithre.

Im zehnten Kapitel wird dieselbe Fragestellung mit einer alternativen Herangehens-
weise behandelt. Dazu beginne ich zunéchst allgemein mit einer Untersuchung der sym-
metrischen Potenzen des natiirlichen G-Moduls. Ich beschreibe eine G-Modulfiltrierung
und untersuche den gréfiten nichttrivialen Untermodul dieser Filtrierung auf Komple-
mentierbarkeit. Der in Kapitel 8 gezeigte Zusammenhang zwischen den Moduln Mj
und bestimmten symmetrischen Potenzen ermoglicht es anschlieflend, diese Resulta-
te auf die Drinfeld-Situation zu iibertragen. Neben einem alternativen Beweis fiir die
Identifikation der sukzessiven Quotienten der Spitzenfiltrierung erhalte ich auf diese
Weise eine Identifikation der Moduln M}’ mit Determinantentwists von symmetri-
schen Potenzen. Das Vorgehen in diesem Kapitel illustriert besonders anschaulich das
Zusammenspiel der verschiedenen G-isomorphen Strukturen.

In Kapitel 11 betrachte ich als Beispiel fiir die Anwendung meiner Ergebnisse die
Aufgabe, die Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren der Moduln M}’ zu bestimmen.
Ich zerlege diese Moduln unter Jordan-Holder-Aquivalenz systematisch in Anteile, fiir
die die Vielfachheiten jeweils einfach zu bestimmen sind. Die ersten beiden Abschnit-
te des Kapitels befassen sich mit den Vielfachheiten in diesen Anteilen, im letzten
Abschnitt sind diese theoretischen Uberlegungen zu einem Lésungsverfahren zusam-
mengesetzt. Obwohl keine konkrete Implementierung des Verfahrens angegeben ist,
lasst sich eine solche bei Bedarf leicht realisieren.

Die Aussagen in den Anhéangen tragen zum Verstdndnis der vorliegenden Arbeit bei,
sind im Interesse der Ubersichtlichkeit jedoch aus dem Hauptteil ausgelagert.

Anhang A beschéftigt sich mit Binomialkoeffizienten. Wie bereits beschrieben spielt
das Verhalten von Binomialkoeffizienten modulo Primzahlen eine entscheidende Rolle
in der modularen Darstellungstheorie. Neben einigen elementaren Identitdten fir Bino-
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mialkoeffizienten gilt mein Augenmerk an dieser Stelle daher insbesondere der Lucas-
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In Anhang B beschreibe ich ausfiihrlich, wie die Ergebnisse von Bardoe und Sin
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1 Ausgangssituation

In diesem Kapitel beschreiben wir die Ausgangssituation fiir das vorliegende Studium
Drinfeld’scher Modulformen.

Wir beginnen mit der Beschreibung der Drinfeld’schen oberen Halbebene und der
dafiir notwendigen Notation. Anschlieend erfolgt eine kurze Einfiihrung Drinfeld’scher
Modulkurven fiir arithmetische Gruppen. Wir kénnen dann Drinfeld’sche Modulfor-
men in dieser allgemeinen Situation definieren. Abschlielend beschréanken wir uns auf
die Betrachtung der Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe 7'

Insgesamt interessieren wir uns in diesem Kapitel wie auch im Rest dieser Arbeit
weniger fiir analytische Fragestellungen. Wir nehmen daher die etablierte analytische
Struktur der Drinfeld’schen oberen Halbebene als gegeben hin und werden nur auf
einzelne Aspekte genauer eingehen, hauptsichlich im Zusammenhang mit dem Verhal-
ten an Spitzen. Fir Details zur rigiden Analysis im Allgemeinen siehe zum Beispiel
[FvdP04].

Bei diesem Kapitel handelt es sich um eine Zusammenfassung bekannter Resultate
ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit. Auf ausfiihrliche Beweise wird in diesem Kapitel
daher verzichtet.

Die im Folgenden betrachtete Situation geht zuriick auf Drinfeld ([Dri74], verglei-
che auch die darauf aufbauenden Ausfithrungen von Deligne und Husemoller [DH87]).
Weitere allgemeine Referenzen fiir die Drinfeld-Situation sind beispielsweise [Gos96]
und [Gek86].

Beziiglich der konkreten Présentation und Notation in diesem Kapitel orientieren
wir uns besonders an [Cor97b] und [GR96].

1.1 Die Drinfeld’sche obere Halbebene

Die folgende Notation gilt im gesamten weiteren Verlauf dieser Arbeit mit Ausnahme
der Abschnitte 5.1 und 5.2.

Sei ¢ = p” eine Primzahlpotenz. Sei A = F,[T| der Polynomring in der Variablen T'
iiber dem endlichen Kérper Fy. Sei K = Fy(T") der Quotientenkorper von A.

Auf K fixieren wir den (nicht-archimedischen) Absolutbetrag |-|, der durch die
Grad-Bewertung auf A induziert wird:

la| = ¢18*,  ac A.

Die Vervollstéindigung von K beziiglich dieses Absolutbetrags ist Ko, = F,[[T']], der
Koérper der formalen Laurent-Reihen im Parameter 771,
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Der algebraische Abschluss von K, ist selbst nicht vollstdndig beziiglich der ein-
deutigen Fortsetzung von |- |, allerdings ist die Vervollstdndigung

Coo = Koo
beziiglich dieses Absolutbetrags wieder algebraisch abgeschlossen.

1.1 Definition. Wir nennen
Q=Cx \ Ko

die Drinfeld’sche obere Halbebene.

Auf Q kann eine rigid analytische Struktur definiert werden. Dabei findet neben
dem gewohnlichen Absolutbetrag |- | der imagindre Absolutbetrag auf Q@ Verwendung.
Dieser ist gegeben durch die Abbildung

z |zl =inf{|z —z| |z € K&}

1.2 Drinfeld’sche Modulkurven

1.2 Definition. (i) Die Gruppe I'(1) = GL(2, A) heifit die volle Modulgruppe.

(ii) Sei N € A. Die Untergruppe

F(N):{(Z Z) eF(l)aEdEImOdN,bECEOmodN}

von I'(1) heifit die Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe N.

(iii) Ist T' < I'(1) eine Untergruppe, die ihrerseits eine Untergruppe T'(IV) fiir ein
N € A von minimalem Grad enthélt, so nennen wir I' eine arithmetische Gruppe
der Stufe N.

1.3 Proposition. Die Untergruppe I'(N) ist Normalteiler von I'(1).
Aus der Definition der Hauptkongruenzuntergruppen folgt unmittelbar:

1.4 Lemma. Ist N € A\ F, ein nichtkonstantes Polynom, so gilt
dety =1 fir alley € T(N).

Die volle Modulgruppe operiert in klassischer Weise von links auf Q2 durch gebrochen
lineare oder Mdbius-Transformation:

az+b ab
=—, = el(1),ze .
=g 1= (ta) er) =
Von nun an bezeichne I' eine beliebige arithmetische Gruppe. Wie in der klassischen
Situation betrachten wir den Quotienten X := I'\Q unter der Mébius-Transformation.
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Dieser besitzt eine Struktur als analytischer Raum {iber Co, und ist als solcher glatt von
Dimension 1. Tatsédchlich ist X sogar kanonisch isomorph zum zugrunde liegenden
analytischen Raum einer geeigneten glatten irreduziblen affinen algebraischen Kurve
iiber Co,. Wir unterscheiden daher in unserer Notation im Folgenden nicht zwischen
der Kurve und dem analytischen Raum.

1.5 (Spitzen). [Cor97b, I, (2.4)], [GR96, (2.6)] Durch Hinzunahme endlich vieler
Punkte, genannt Spitzen von I', kénnen wir Xt zu einer projektiven Kurve X, der
sogenannten Drinfeld’schen Modulkurve, kompaktifizieren. Die Spitzen von I' sind be-
stimmt durch die endliche Menge I'\P!(K), d.h., es gilt

Xr =T\(QUPY(K)).
Dabei operiert I' auf P!(K) entsprechend der natiirlichen Operation von GL(2, K):
Y(@:y)=(ax+b:cy+d) firy=(2%) e GL(2 K).

1.6 (Uniformisierende). [Cor97b, I, (2.4)], [GRY6, (2.7)] Fiir die Beschreibung der
analytischen Struktur der Drinfeld’schen Modulkurve miissen wir fiir jede Spitze eine
Uniformisierende (auch lokaler Parameter genannt) angeben.

Bei der Untersuchung von Funktionen kénnen wir das Verhalten an einer beliebigen
Spitze auf die Spitze zur Klasse von oo € P!(K) zuriickfithren, indem wir zu einer
geeignet modifizierten Funktion iibergehen. Zur Vereinfachung der Notation unter-
scheiden wir im Folgenden nicht zwischen Spitzen, d.h. Aquivalenzklassen modulo T,
und Elementen von P!(K), also Reprisentanten dieser Klassen.

Sei s € P(K) beliebig und p = p(s) € I'(1) so, dass poo = s ist. Der Stabilisator
(T'") o von oo in

I?:=p Ty

enthélt eine maximale Untergruppe der Form {(} %) | b € by} fiir ein gebrochenes Ideal
bs von A. Die Matrizen in dieser Untergruppe entsprechen auf 2 den Abbildungen z —
z+0b, b€ bg. Im Allgemeinen enthélt I'Y dariiber hinaus eine maximale Untergruppe
von Transformationen der Gestalt z +— az fir a € Fy. Sei ws die Ordnung dieser
(zyklischen) Untergruppe.

Wir definieren

(hierbei handelt es sich um die Exponentialfunktion zum Ideal by, aufgefasst als A-
Gitter, vergleiche [Gek88, Abschnitt 2]).

Fiir eine geeignete Normalisierung der Uniformisierenden bendtigen wir ferner ein
Element 7 € Cs, so dass TA das Gitter zum Carlitz-Modul ist (zum Carlitz-Modul
allgemein siehe zum Beispiel [Gek88, Abschnitt 4] oder [Gos96, Kapitel 3]). Ein solches
Element ist bis auf einen Faktor in F* bestimmt durch die Gleichung

=T -T) > (i)w.

0#a€cA
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Wir fixieren ein fiir allemal ein solches Element 7.

Damit setzen wir N

T7s = 75 (I'P) = —6’17
s s( ) = bs

wobei N die Stufe der arithmetischen Gruppe I' ist. Auf diese Weise erhalten wir eine

Abbildung 75 :  — Coo, die die Menge b \{z € Q | |z|; > ¢} fiir ausreichend grofies ¢

mit einer ausreichend kleinen punktierten Scheibe um 0 identifiziert.

Die gesuchte Uniformisierende fiir die Spitze s ist nun 7.0¢.

Bemerkung. Die angegebene Normalisierung der Uniformisierenden entspricht genau
der in [Cor97b, I, (2.4)] gewahlten mit dem einzigen Unterschied, dass wir 7 anstelle
von t schreiben.

1.7 Proposition ([Cor97b, I, (2.4)],[GR96, (2.7.6) und (2.7.7)]).

Sei f: Q — Co eine meromorphe, T'-invariante Funktion. Sei ferner s € P1(K) eine
Spitze und p = p(s) € I'(1) mit poo = s. Dann ist die Abbildung f* := f o p invariant
unter I'P und besitzt eine Reihenentwicklung

f(z) = Zaiﬁvsi(z), n ez, (1.1)

i>n
mit positivem Konvergenzradius.

Wir kénnen nun das Verhalten einer Funktion f an der Spitze s durch das Verhalten
von fP an der Spitze co beschreiben:

1.8 Definition ([GR96, (2.7.6) und (2.7.7)]). Sei f : Q@ — Co eine meromorphe,
[-invariante Funktion. Sei ferner s € P!(K) eine Spitze und p = p(s) € I'(1) mit
pPoO = 8.

(i) Gilt in der Reihenentwicklung (1.1) bereits a; = 0 fiir ¢ < 0, so sagen wir, die
Abbildung f? sei holomorph an der Spitze co. In diesem Fall heifit die Zahl n € Ny
mit a; = 0 fiir i < n und a,, # 0 die Nullstellen- oder Verschwindungsordnung
von fP an oo.

(ii) Die Abbildung f heifit holomorph an der Spitze s, wenn f* holomorph an der
Spitze oo ist. Sinngeméf ist die Nullstellen- oder Verschwindungsordnung von f
an s definiert.

Bemerkung. Holomorphie und Verschwindungsordnung von f an der Spitze s héingen
nicht von den getroffenen Wahlen des Repriisentanten s € P!(K) beziehungsweise des
Elements p € I'(1) mit poo = s ab; die konkreten Koeffizienten einer Reihenentwicklung
in 74(I'*) dagegen schon.

1.9 Beispiel ([Cor97b, I, (2.4)]).

(i) Die volle Modulgruppe I'(1) besitzt genau eine Spitze, die wir mit oo bezeichnen.
Es ist boo = A und ws, = q — 1, der Parameter ist also 741

(ii) Fir eine Hauptkongruenzuntergruppe I'(N) ist by = N und w, = 1 fur alle
Spitzen s. Wir konnen also an allen Spitzen den gleichen Parameter 74 = 7oo
wéhlen.
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1.3 Drinfeld’sche Modulformen

Wie in der klassischen Situation liegt der Definition Drinfeld’scher Modulformen die
folgende Gruppenoperation zugrunde:

1.10 Lemma. Sei k € Ny und | € Z. Wir erhalten eine rechte Operation von T'(1)
auf den Funktionen von Q nach Cx, indem wir fir eine Funktion f : Q — Co und
eine Matriz v = (¢ %) € I'(1)

Flines (2) = (det y)'(cz + d) 7 f(y2)

setzen. Dabei operiert vy auf Q durch gebrochen lineare Transformation, also vz =
Ist 1 =0, so schreiben wir auch fli, (2).

az+b
cz+d-”

1.11 Lemma. Sei k € Ny undl € Z. Sei ' eine arithmetische Gruppe und o € I'(1)
beliebig. Dann gilt: Erfillt eine Abbildung f : 2 — Co die Bedingung

Fline.(2) = f(2)  fiir alley €T,

so gendigt die Abbildung f|| : Q = C der Bedingung

ok

(f\[o]k,l) |Mk’l(z) = f|[a]k’l(z) fiir alle y € T? = o~ 'To.

Insbesondere ist die Abbildung f|[0']k,1 invariant unter der Operation von I', wenn T’
Normalteiler in T'(1) ist.

Analog zur Theorie klassischer Modulformen definieren wir nun:

1.12 Definition ([GR96, (2.8.2)]). Eine (Drinfeld’sche) Modulform vom Gewicht
ke Ny und Typ | € Z/(q — 1)Z zur arithmetischen Gruppe T ist eine rigid analy-
tische Funktion f : 2 — C, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) Fir v € T ist f|['Y]k,L(Z) = f(2).
(ii) Die Funktion f ist auf 2 holomorph.

(iii) Die Funktion f ist holomorph an den Spitzen von T.

Bemerkung. (i) Die letzte Bedingung aus Definition 1.12 bedeutet, dass fiir jede
Spitze s bei Wahl von p = p(s) mit poc = s die Abbildung f|,), , als Potenzreihe
in 7,(I') entwickelt werden kann (nach Lemma 1.11 ist f|| invariant unter
der Gruppe I'?).

Wir schreiben fiir eine solche Reihenentwicklung von f|, L, auch etwas miss-
brauchlich f(s) wie in [Cor97b, I, (4.1)], weisen aber noch einmal auf die Abhén-
gigkeit der Koeffizienten von den getroffenen Wahlen hin. Die Verschwindungs-
ordnung von f an einer Spitze s ist in der iiblichen Weise iiber die Potenzreihen-
entwicklung definiert und unabhéngig von den Wahlen.

Pli,1

(ii) Das Auftreten nichttrivialer Determinanten hat zur Folge, dass die betrachte-
ten Abbildungen in der Regel keine Reihenentwicklung in 7¢, sondern nur in
Ts besitzen (siehe [GR96, (2.8.4)]). Da dieser Fall bei Hauptkongruenzgruppen
aber nicht auftritt, ist diese Unterscheidung fiir uns im weiteren Verlauf ohne
Bedeutung.
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1.4 Modulformen zur Stufe T

Im groBleren Kontext Drinfeld’scher Modulformen fiir arithmetische Gruppen beschran-
ken wir uns nun auf den Spezialfall der Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe 7. Die
Drinfeld’sche Modulkurve YF(T) hat Geschlecht 0 (siehe [Gek86, VII, Theorem 5.11]),
wir haben es also mit einer besonders einfachen Situation zu tun.

Viele der im Folgenden angegebenen Konzepte lassen sich fiir eine beliebige Stufe
N € A oder sogar fiir beliebige arithmetische Gruppen formulieren.

1.13 Notation. Wir verzichten ab jetzt in der Regel auf die ausdriickliche Erwéh-
nung der betrachteten Gruppe. Sprechen wir beispielsweise nur von Modulformen oder
Spitzen, so sind damit Modulformen zur Gruppe I'(T) beziehungsweise Spitzen von
['(T') gemeint.

Da geméfl Lemma 1.4 in Hauptkongruenzuntergruppen keine nichttrivialen Deter-
minanten auftreten, betrachten wir ausschliefllich Modulformen vom Typ O.

1.14 Proposition ([Cor97b, III, (2.1)],[Gek86, VII, (5.8)]).
Die Modulkurve Xty besitzt q+ 1 Spitzen. Diese werden parametrisiert durch

D(D)\P!(K) = PA(F,) = {oo = (1:0), (a: 1) | a € F,}.
Wir erhalten nach Beispiel 1.9 fir alle Spitzen die gemeinsame Uniformisierende
7 :=T(Ter(z)) " .
Ein Beispiel fiir Modulformen zur Gruppe I'(T') sind die Eisenstein-Reihen:

1.15 Definition ([Cor97b, 1, (6.2)],[Gos80b]). Sei v = (v1,15) € F2 \ {(0,0)} und
k € N. Die (gewéhnliche) Eisenstein-Reihe E vom Gewicht k zur Stufe T ist definiert

durch .
EW(z) = 1 3 Ly
v T az+b)
(0,0)#(a,b)eK?

(a,b)=v mod T
Auf diese Weise erhalten wir ¢> — 1 verschiedene Modulformen vom Gewicht k zur
Gruppe I'(T).
Wir schreiben kurz F, fir E,Sl).

Bemerkung. Wir interessieren uns an dieser Stelle nicht fiir Konvergenzfragen und
halten nur fest, dass die Eisenstein-Reihen tatsichlich konvergieren. Fiir weitere Details
siche zum Beispiel [Gos80b].

Die Definition der Eisenstein-Reihen lésst sich leicht fiir beliebige Stufe NV verallge-
meinern. Im Fall der Gruppe I'(T") sind diese jedoch besonders wichtig: Sowohl bei der
Untersuchung algebraischer Erzeuger der Modulformen als auch bei darstellungstheo-
retischen Fragestellungen spielen die Eisenstein-Reihen der Stufe T eine entscheidende
Rolle. Wir werden uns in Kapitel 2 ausfiihrlicher mit dieser besonderen Klasse von
Modulformen befassen.
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1.16 Definition. Die Modulformen vom Gewicht k& € Ny zur Gruppe I'(T) bilden
einen Coo-Vektorraum My, = M, (T'(T)). Weiter bezeichnen wir mit

M = M(L(T)) = P M
keNy

die graduierte Coo-Algebra aller Modulformen zur Gruppe I'(T).
Betrachten wir fir k£ € Ny die Modulformen in My, die an jeder Spitze mindestens
die Nullstellenordnung n € Ny besitzen, so bilden diese einen Unterraum

Myt = M (T(T)) € M.

Modulformen in M} heifien Spitzenformen, Modulformen in M}, n € N, nennen wir
n-fache Spitzenformen oder Spitzenformen der Ordnung n.
Wir erhalten eine Filtrierung

M =M, D MDD MED ..

die Spitzenfiltrierung von M.

Bemerkung. (i) Die in der Definition von M betrachtete Summe der M}, ist tatséch-
lich direkt als Summe im Vektorraum der holomorphen Funktionen von 2 nach
Cso- Dies ist nicht von vornherein klar.

(ii) Wir werden die Vektorraumstruktur der Spitzenfiltrierung in Kapitel 3 genauer
studieren. Insbesondere existieren zu festem k keine von Null verschiedenen Spit-
zenformen beliebig hoher Nullstellenordnung. Die oben angegebene Filtrierung
bricht nach endlich vielen Schritten ab.

1.17 Notation. Wir verlangen von einer n-fachen Spitzenform (oder Spitzenform n-
ter Ordnung) nur, dass sie an jeder Spitze mindestens mit Ordnung n verschwindet.
Wollen wir zum Ausdruck bringen, dass zusétzlich die Verschwindungsordnung an
mindestens einer Spitze genau n ist, so nennen wir die Modulform eine Spitzenform
der genauen Ordnung n.

1.18 Satz (Gekeler). Es gibt keine nichitrivialen Spitzenformen vom Gewicht 1, d.h.,
es ist
M = {0}.

Bemerkung. Dieser Satz gilt allgemein fiir arithmetische Gruppen bei sinngeméfer
Definition von Spitzenformen und geht auf Ergebnisse von Gekeler und Teitelbaum
zuriick. Ein Beweis ist beispielsweise in [Cor97c| zu finden.

Fir Stufe 7" kann die Aussage direkt aus Ergebnissen von Cornelissen gefolgert
werden, die wir im zweiten Kapitel betrachten werden.

Wie in der klassischen Situation kénnen auch Drinfeld’sche Modulformen als Schnit-
te von Linienbiindeln aufgefasst werden ([Cor97b, I, (6.6)]).

Im Fall der Gruppe I'(T) hat das Linienbiindel der Modulformen vom Gewicht 1
den Grad ¢ (siehe [Gek86, VII, (6.1)]); fir Gewicht & ist der Grad damit kq. Da der
Satz von Riemann-Roch fiir Geschlecht 0 exakte Formeln liefert, ergibt sich direkt die
folgende Dimensionsformel:



1 Ausgangssituation

1.19 Proposition. Fir k € N ist
dim My = kq+ 1.
Insbesondere ist My = Co.

Der Grad des Linienbtindels bestimmt aulerdem den Wert der Summe aller Null-
stellenordnungen einer Modulform.

1.20 Proposition. Sei f € My, eine von Null verschiedene Modulform vom Gewicht k.
Die Nullstellenordnungen von f auf T(T)\Q (Nullstellen im Inneren) ergeben zusam-
men mit den Verschwindungsordnungen von f an den Spitzen von T'(T) stets kq.

Bemerkung. Es handelt sich bei dieser Proposition um einen (besonders einfachen)
Spezialfall einer tiefergehenden Analogie zwischen klassischen Modulformen und Drin-
feld’schen Modulformen: In der klassischen Situation meromorpher Modulformen zur
Gruppe SL(2,Z) verfiigt man fir eine von Null verschiedene Modulform f vom Ge-
wicht k tiber die bekannte %-Formel

* vilf)  vo(f) _k

I R R URS

(siehe zum Beispiel [FB95, Kapitel 6, Theorem 2.3]). Dabei sind ¢ und p die Standard-

reprisentanten der beiden elliptischen Aquivalenzklassen (Punkte mit nichttrivialem

Stabilisator), v, bezeichnet die Verschwindungsordnung an einem Punkt z in der obe-

ren Halbebene und v, die Verschwindungsordnung an der Spitze ico. Die Summe lduft
iiber die nicht-elliptischen SL(2,Z)-Aquivalenzklassen der oberen Halbebene.

Dieser Formel entspricht in der Theorie der Drinfeld’schen Modulformen zur vollen

Modulgruppe I'(1) = GL(2, A) die Formel

* w(f) | veo(f) k
Zz: v+ g+1 g-1 F-1
wobei die Summe iiber die nicht-elliptischen Aquivalenzklassen in T'(1)\Q liuft (ellipti-
sche Punkte sind sinngemé$ tiber ihren Stabilisator definiert). Analog zum klassischen
Fall bezeichnet v, die Nullstellenordnung an einem Punkt z € Q, vy die Nullstellenord-
nung an den elliptischen Punkten und vy, die Verschwindungsordnung an der Spitze
von I'(1) beziiglich der Uniformisierenden 7, (siche [Gek88, (5.14)]).



2 Eisenstein-Reihen zur Stufe T

Wir werden in diesem Kapitel die Eigenschaften der in Definition 1.15 definierten
Eisenstein-Reihen zur Stufe T' genauer studieren. Wie im ersten Kapitel erwéhnt, wer-
den wir dabei sehen, dass die Eisenstein-Reihen in der Situation zur Hauptkongruenz-
untergruppe I'(T) eine wichtige Rolle spielen.

Zunéchst fassen wir bekannte Ergebnisse zu linearen Relationen zwischen Eisenstein-
Reihen zusammen. Die dabei verwendete Beschreibung des Transformationsverhaltens
unter der Operation von I'(1) bildet im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Grundlage
fir die Beschreibung der Darstellungstheorie Drinfeld’scher Modulformen.

Im zweiten Abschnitt definieren wir eine neue Klasse von Eisenstein-Reihen, mit de-
ren Hilfe ein Resultat von Cornelissen [Cor97b] zur Erzeugung der Algebra M kompak-
ter formuliert werden kann. Diese modifizierten Eisenstein-Reihen sind fir die weiteren
Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit von grofler Bedeutung.

Anschliefend sammeln wir im dritten Abschnitt sowohl bekannte als auch neue Ei-
genschaften der Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1, bevor wir im letzten Abschnitt al-
gebraische Zusammenhéange zwischen den verschiedenen Typen von Eisenstein-Reihen
studieren.

2.1 Lineares Erzeugnis der Eisenstein-Reihen

Die erste bemerkenswerte Eigenschaft der Eisenstein-Reihen ist, dass ihr Verhalten
unter der in Lemma 1.10 angegebenen Operation von I'(1) gut zu kontrollieren ist:

2.1 Lemma ([Cor97b, I, (6.3)]). Sei k € N. Es gilt fir v € T'(1)
E{I|1,(2) = E{Y) ()

fiir alle v € F2\ {(0,0)}. Dabei bezeichnet vy das gewdhnliche Zeilenvektor-Matriz-
Produkt.

Bemerkung. Dieses Lemma ist fiir unsere spétere Beschreibung der Darstellungstheorie
Drinfeld’scher Modulformen wichtig, da wir in Satz 2.11 sehen werden, dass sich belie-
bige Modulformen zur Gruppe I'(T) als polynomielle Ausdriicke in Eisenstein-Reihen
schreiben lassen.

Das Lemma gilt sinngeméafl auch fiir Eisenstein-Reihen zu beliebigen Hauptkongru-
enzuntergruppen. In der allgemeineren Situation lassen sich Ergebnisse fiir Eisenstein-
Reihen jedoch nicht ohne weiteres auf beliebige Modulformen iibertragen.

Wir sehen mit Hilfe des Transformationsverhaltens, dass es zwischen den bisher
betrachteten Eisenstein-Reihen lineare Relationen gibt:



2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

2.2 Lemma. Seiv € F2\ {(0,0)}. FiraeF) gilt
Eg)(2) = a " E(2).

Beweis. Wir betrachten die Operation des Elements (¢ %) € I'(1). Mit Lemma 2.1

erhalten wir, dass
k
EPig 0y, () = Byl 0y(2) = ED ()

ist. Andererseits gilt aber nach Definition der Operation in Lemma 1.10

El(,k)|[(8 0)] (2) =a*EP ((39)2) =a *EP(2).

k

O

Wir beschrianken uns bei der Indexmenge fir die Eisenstein-Reihen daher auf ein
Repriisentantensystem von (Fz \ {(0,0)})/F = P'(F,), um offensichtliche lineare Ab-
héngigkeiten zu vermeiden.

2.3 Notation. Wir zeichnen die Représentanten (1, u), u € Fy, sowie co = (0, 1) aus
und fiihren in Anlehnung an [Cor97b] folgende Kurzschreibweisen ein:

EP =B, uel,

u)’?

k) . p(k)

EQ = Eg))-

Sprechen wir im Folgenden von den gew6hnlichen Eisenstein-Reihen, so sind damit die
hier angegebenen gemeint.

Tatséchlich gibt es keine weiteren linearen Relationen zwischen den ausgezeichneten
Eisenstein-Reihen:

2.4 Satz (Cornelissen [Cor97b, IV, Proposition 1.1]). Der Co- Vektorraum

Bisi := (E®), EX | u e F, )

hat Dimension q + 1 und heifit der Raum der Eisenstein-Reihen. Es gilt
M, = Eisj, © M}

als direkte Summe von Co - Vektorrdumen. Insbesondere ist

M1 = EiSl.

Bemerkung. Der Satz ist in der angegebenen Quelle sogar fiir beliebige Hauptkongru-
enzuntergruppen I'(N) mit nichtkonstantem N € A bewiesen.

2.5 Korollar. Der Vektorraum M} der Spitzenformen vom Gewicht k fir T'(T) hat
Dimension (k — 1)gq.

10



2.2 Die modifizierten Fisenstein-Reihen

2.2 Die modifizierten Eisenstein-Reihen

Wir konstruieren nun eine neue Klasse von Eisenstein-Reihen auf Grundlage der ge-
wohnlichen Eisenstein-Reihen.

2.6 Definition. Sei £ € N. Wir definieren die modifizierten Eisenstein-Reihen vom
Gewicht k (zur Stufe T') durch

52_(1@) = Z uiEl(Lk), 0<i<q-1,

u€lFy
PALRES Z uFER 4 X
u€lF,
mit der Konvention 0° = 1. Im Fall k£ = 1 schreiben wir kiirzer &; fiir Ei(l). Ferner

setzen wir in diesem Fall auch
£, =ED.

Bemerkung. Die Modulformen, die wir hier als modifizierte Eisenstein-Reihen vom
Gewicht 1 bezeichnen, treten schon in [Cor97b] auf. Fir 1 < j < ¢ stimmen die
dort im Beweis von Theorem 3.4 in Kapitel III betrachteten Modulformen Z; bis auf
den Normierungsfaktor 7 mit den soeben definierten &; iiberein. Allerdings sind diese
Modulformen nicht selbst Gegenstand weitergehender Untersuchungen.

Die Definition der modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 ist dadurch mo-
tiviert, dass sie unter Produktbildung einfachen Relationen geniigen. Es zeigt sich
aber auch, dass diese Modulformen unter der Operation von G ein bemerkenswertes
Transformationsverhalten besitzen.

Es ist dann naheliegend, die Definition wie oben angegeben fiir beliebiges Gewicht k
zu formulieren und die resultierenden Objekte genauer zu studieren.

Da bei vielen Eigenschaften Kongruenzen modulo ¢ — 1 eine Rolle spielen, fiihren
wir die folgenden Schreibweisen ein:

2.7 Notation. Fiir eine ganze Zahl € Z bezeichne [x] den Reprisentanten der

Restklasse von  modulo ¢ — 1 in {1,...,q — 1}. Weiter definieren wir
0 2=0
(x) =
[x] sonst.

[13

Bemerkung. Das Symbol ,(-)“ wird benétigt, da in einigen Formeln unterschieden
werden muss, ob eine Zahl tatséchlich Null ist oder nur kongruent zu Null. Vergleiche
die Konvention ,,0° = 1“ in der Definition der modifizierten Eisenstein-Reihen.

Im Gegensatz zu Rechnungen mit dem Symbol ,,[-]“ muss fur ,,(-)“ die Sonderrolle
der Null beriicksichtigt werden, wenn die Zahl im Argument durch einen anderen
Repréasentanten modulo g — 1 ersetzt werden soll.

Das lineare Erzeugnis einer Menge von Vektoren wird ebenfalls mit spitzen Klam-
mern geschrieben, Verwechslungen sind durch den jeweiligen Kontext jedoch ausge-
schlossen.

11



2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Fir konkrete Rechnungen ist es niitzlich, die folgende triviale Folgerung aus der
Definition der modifizierten Eisenstein-Reihen im Hinterkopf zu behalten:

2.8 Lemma. Sei k € N. Es gilt
k E E
&R =W + B,
(k) _ e(k) (k)
& =&y T EL
2.9 Proposition. Sei k € N. Die modifizierten Eisenstein-Reihen
5@‘(]6)7 OSZS‘]—L
eD,
sind linear unabhdngig. Insbesondere gilt

Eisj, = <5§’“>, R |0§z‘§q—1>~

Beweis. Schreiben wir die Relationen, durch die die Sl-(k) mit 1 <14 < ¢ — 1 ausgehend
von den gewohnlichen Eisenstein-Reihen definiert sind, in eine Matrix, so erhalten
wir eine Matrix vom Vandermonde-Typ, die somit insbesondere invertierbar ist. Wei-
ter sind die modifizierten Eisenstein-Reihen Sék) und Eélé) die einzigen, in denen das
Basiselement Eék) beziehungsweise Eg’g) auftritt.

Aus Dimensionsgriinden bilden die modifizierten Eisenstein-Reihen eine Basis von
EiSk. O

Wir kénnen also die gewohnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht k£ auch umgekehrt
als Linearkombinationen der modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht k schreiben.
2.10 Proposition. Sei k € N. Es gilt

k k k
E(() ) :gé ) _5{5_)1
sowie

(k) — (k) _ (k)
ER =gl —ell).

. <
Firu e Fy ist ferner

q—1
E&k) __ Zu—igi(k).
=1

Beweis. Zu zeigen ist nur die Aussage fir E&k) mit u € F . Wir sehen

— qz_‘iu_ifi(k) = — §u‘i Z viEf)k)
i=1 i=1 ’UE]F;(
1

|
(]

12



2.2 Die modifizierten Fisenstein-Reihen

Dabei haben wir verwendet: Fiir w € F gilt

a1 i -1 w=1
w =
= 0 sonst,

da w Nullstelle des Polynoms 29! — 1 = (x — 1)(z? 2 +... +x + 1) ist. O

Unsere erste Anwendung der modifizierten Eisenstein-Reihen ist die Beschreibung
von Erzeugern und Relationen fiir die Algebra M der Modulformen zur Gruppe I'(T).
Das folgende Resultat stammt von Cornelissen, lasst sich jedoch durch die Verwendung
der modifizierten Eisenstein-Reihen kompakter formulieren:

2.11 Satz (Cornelissen [Cor97b, III, Theorem 3.4]). Die Algebra M der Modulformen
zur Gruppe T(T) wird erzeugt von den Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 (also auch
von den modifizierten Fisenstein-Reihen vom Gewicht 1). Dabei gilt

gigj = 5i715j+1, 1 S ) S] S q— 1. (21)
Genauer existiert ein Isomorphismus von Algebren
Coo [Xi [0<i < q)/T 5 M,

der gegeben ist durch

und lineare Fortsetzung. Das Ideal I der Relationen wird dabei erzeugt von den Aus-
driicken
XiX; — Xi 1 X541, 1<i<j<qg-1.

Bemerkung. Eine einfache Rechnung liefert, dass diese Relationen tatsdchlich dquiva-
lent zu den in [Cor97b] angegebenen sind. Dazu betrachten wir fir 1 <i <j<qg-—1
die Relation

fig = Z a' T (o - B)zats — bjq-1 - Z ' ot

a,B€F, ack,

aus [Cor97b] unter dem Isomorphismus xg +— Ejg fir g € F, U {co}. Es gilt

Y o' a— B)EaEs — i1 Y o' EqEa

OZ,BE]FQ C!E]Fq
= Y, a'FE.Bs— Y o M EEs — 04181 Fx
a,B€F, a,BeF,
= ( Z o/Ea> ( Z BjE5> — 51’—1( Z Bt Eg +5j+1,quo)
a€lF, BEF, BEF,

= SZSJ — gi—15j+1~

13



2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Wichtig ist fiir uns, an dieser Stelle festzuhalten:

2.12 Korollar. Jede Modulform vom Gewicht k kann als homogenes Polynom vom
Grad k in den (gewdhnlichen oder modifizierten) Fisenstein-Reihen vom Gewicht 1
geschrieben werden. Aufgrund der vorhandenen Relationen ist eine solche Darstellung
im Allgemeinen nicht eindeutig.

2.3 Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1

Wir wollen die Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 wegen ihrer Rolle als Erzeuger der
Algebra der Modulformen genauer untersuchen. Insbesondere interessieren uns Ei-
genschaften der bisher noch nicht betrachteten modifizierten Eisenstein-Reihen. Der
Ubersichtlichkeit halber verzichten wir in diesem Abschnitt darauf, an jeder Stelle
ausdriicklich auf die Beschréankung auf Gewicht 1 hinzuweisen.

Relationen und Normalform

Ausgehend von Relation (2.1) konnen wir weitere explizite Rechenregeln fiir den Um-
gang mit Produkten von modifizierten Eisenstein-Reihen angeben. Dies erlaubt uns
insbesondere, fiir Monome eine eindeutige Normalform zu bestimmen.

2.13 Definition. Ein monomialer Ausdruck in den modifizierten Eisenstein-Reihen
vom Gewicht 1 liegt in Normalform vor, wenn er hochstens eine Eisenstein-Reihe &,
mit einem Index 0 < b < ¢ enthélt, wenn er also von der Form

&y oder EY'EY
mit m,n € Ny ist. Wir nennen eine solche Modulform auch selbst eine Normalform.

Bemerkung. Je nach Verwendung macht es Sinn, in der obigen Schreibweise auch
b = 0 zuzulassen und nur Potenzen £ gesondert aufzufiihren. Dies fiihrt lediglich zu
abweichenden Fallunterscheidungen und hat keinen Einfluss auf die Wohldefiniertheit
der Normalform.

Bevor wir zeigen, dass jedes Produkt modifizierter Eisenstein-Reihen in Normalform
iiberfiihrt werden kann, halten wir das folgende Lemma fest, bei dem es sich um eine
unmittelbare Konsequenz von Relation (2.1) handelt.

2.14 Lemma. Fir(0<1i,j < q gilt

ggz j ' j < )
&-5]-: 0Citj Z'+J.7q
Eivj—g€q 1+7>q

Beweis. Sei ohne Beschréankung der Allgemeinheit ¢ < j. Nach Relation (2.1) gilt

gigj = 5i715j+1.

14



2.3 FEisenstein-Reihen vom Gewicht 1

Ist nun 4 — 1 = 0 oder j + 1 = ¢, so ist der resultierende Ausdruck bereits von der
gewiinschten Form. Andernfalls kénnen wir Relation (2.1) erneut auf das Produkt
&i—1&j+1 anwenden. Nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen erreichen wir
auf diese Weise eine Beschreibung der Modulform &;€;, die von der gesuchten Gestalt
ist. O

2.15 Proposition. Zu einem beliebigen Produkt
g g

modifizierter Eisenstein-Reihen mit 0 < b; < q und m; € N existiert genau ein Monom
in Normalform, das die gleiche Modulform beschreibt.
Setzen wir

m:=mi+...+mg
und

b:=mib; + ...+ msb,
mit eindeutiger Zerlequng

b=cg+b, 0<b<g-—1,

so ist die Normalform von der Gestalt

emi . gm. _ JETTEE b>0
by bs g(;n—cg; b=0.

Beweis. Die angegebenen Formeln sind wohldefiniert, da wegen b < mgq in jedem Fall
¢ < m ist. Der Fall ¢ = m tritt dabei nur fiir b = 0 auf.

Die Eindeutigkeit der Normalform ist klar, da es nur dann Relationen zwischen Mo-
nomen in modifizierten Eisenstein-Reihen gibt, wenn mindestens zwei der auftretenden
Indizes von 0 und g verschieden sind.

Zu zeigen ist also, dass die angegebene Normalform tatséchlich mittels Umformungen
gemif Relation (2.1) beziehungsweise Lemma 2.14 aus dem urspriinglichen Produkt
hervorgeht.

Enthalt das Produkt 55’1‘ BERE Sg': ¢ insgesamt hochstens einen Faktor & mit 0 < b < g,
so erhalten wir die Normalform durch blofles Umsortieren. Dabei ist ¢ gerade die
Gesamtanzahl von Faktoren &, und die Anzahl der Faktoren & ist m —c oder m—c—1,
je nachdem ob ein solches &, vorkommt oder nicht.

Enthélt das Monom dagegen zwei Faktoren &, &~ mit 0 < b, b < g, so kénnen wir
deren Produkt geméfl Lemma 2.14 zu einem Produkt zweier modifizierter Eisenstein-
Reihen umformen, von denen hochstens eine einen Index besitzt, der sowohl von 0 als
auch von ¢ verschieden ist. Wir erreichen durch Hintereinanderausfiihren entsprechen-
der Umformungen also nach endlich vielen Schritten eine Normalform.

Da die Summe der Indizes unter diesen Umformungen in jedem Schritt konstant
bleibt, muss die resultierende Normalform gerade von der angegebenen Gestalt sein.

O

15



2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Bemerkung. Wir kénnen bei der Angabe der Normalform auf die Fallunterscheidung
verzichten, wenn wir (im Fall b = mgq) formal &, *&) = 1 setzen.

2.16 Korollar. Zwei Produkte von modifizierten FEisenstein-Reihen beschreiben ge-
nau dann dieselbe Modulform, wenn die Summen (mit Vielfachheiten) ihrer Indizes
libereinstimmen.
Mit Hilfe der Normalformen lassen sich Standardbasen definieren.

2.17 Lemma. Sei k € N. Die Normalformen vom Gewicht k

ETEEL, 0<b<q-1,0<1<k-1,

k

Eys
bilden eine Basis des Vektorraums My der Modulformen vom Gewicht k.
Beweis. Geméafl Satz 2.11 wird der Vektorraum M;, von Monomen vom Grad k in
den & mit 0 < i < g erzeugt. Nach Proposition 2.15 existiert zu jedem solchen Mo-
nom aber eine eindeutige Normalform, die die gleiche Modulform in M}, beschreibt.

Die angegebenen Normalformen bilden somit ein Erzeugendensystem von Mj. Aus
Dimensionsgriinden muss es sich dabei sogar um eine Basis handeln. O

Auch bei gemischten Produkten von gewthnlichen und modifizierten Eisenstein-
Reihen gibt es Relationen, wie etwa die folgende:

2.18 Lemma. Fir 1 <1 < q gilt die Relation
EiBy=—-&_1Fx.
Beweis. Wegen Eg = &y — Eq—1 ist
EiEy=Ei(&o — Eq—1) = & — Ein &y

Dabei haben wir im letzten Schritt Lemma 2.14 benutzt. Andererseits ist aber auch
Eq = &1 + Ex, so dass wir

E&i —Ein1Eg =6 —&im1(E1+ Ex) = &0& —E0€i — Eim1Bs = —E&i—1Fx
erhalten. O
Wiederholtes Anwenden liefert die folgende Version fiir héhere Potenzen:
2.19 Lemma. Sei k <1i < q. Dann gilt

EEY = (—1)"&_LEE.
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2.3 FEisenstein-Reihen vom Gewicht 1

Verhalten an den Spitzen

Wir wollen nun das Verhalten der Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 an den Spitzen
betrachten. Dabei rufen wir uns zunéchst ein Ergebnis von Cornelissen fiir die gewohn-
lichen Eisenstein-Reihen in Erinnerung.

2.20 Proposition (Cornelissen [Cor97b, III, Proposition 2.2]). Es existiert ¢ € CZ,
so dass die Eisenstein-Rethen vom Gewicht 1 an den Spitzen Reihenentwicklungen der
folgenden Gestalt besitzen:

T 1By (00) = ¢ + o(7?)

7 'E(00) =7 +0(r?), ueFR,
T 'Ex((a:1)=7+0(r?), ackF,
T 'E,((a:1) = (a+u) 't +0o(r?), a,ueF, a#—u
7 'E,((a:1)=(+o(r?), a=-uel,

Dabei verwenden wir die Uniformisierende T aus Proposition 1.1 und wdhlen das
Element ™ wie in 1.6.

Wir sehen also, dass es zu jeder Spitze genau eine Eisenstein-Reihe E, gibt, die an
dieser Spitze nicht verschwindet.

Auf diesem Ergebnis aufbauend untersuchen wir nun die modifizierten Eisenstein-
Reihen an den Spitzen. Gemif der Bemerkung zu Definition 2.6 kénnen wir dabei
teilweise auf Resultate aus [Cor97b] zuriickgreifen.

2.21 Proposition. Sei 0 < i < g. Die modifizierte Eisenstein-Reihe &; besitzt
an der Spitze co Nullstellenordnung q — i,
an der Spitze (0 : 1) Nullstellenordnung i

und verschwindet weder an den Spitzen (o : 1) mit a € F)X noch im Inneren, d.h. in
D(T)\Q. Genauer gilt mit den Bezeichnungen aus Proposition 2.20

7 ((a: 1) = (=) ¢ +o(T), ac Fy.

Beweis. Zunéchst bestimmen wir die Nullstellenordnung an der Spitze co. Cornelissen
zeigt im Beweis von [Cor97b, III, Theorem 3.4], dass die dort definierte Modulform Z,
(und damit auch &;) keine Nullstelle an co hat. Gem&f Lemma 2.18 gilt aber

EqEo = —E4—1Fse.

Da wir wissen, dass Ey an der Spitze oo eine einfache Nullstelle besitzt, und F., an
der Spitze oo nicht verschwindet, erhalten wir, dass £,_; genau Nullstellenordnung 1
an oo hat. Wenden wir nun Lemma 2.18 fiir ¢ = ¢ — 1 an, erhalten wir

gqflEO = - q72Eoo

17



2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

und sehen somit, dass £,_2 an oo genau von zweiter Ordnung verschwindet. Durch
sukzessives Fortfithren folgt die Aussage fiir alle &;.
Analog gehen wir bei der Spitze (0 : 1) vor, ausgehend von der Gleichung

E1Ey = & B,

die wieder aus Lemma 2.18 folgt. Da & nicht an (0 : 1) verschwindet (siehe [Cor97b,
im zitierten Beweis)), folgt die behauptete Nullstellenordnung.

Fir jedes 0 < i < ¢ ergeben die Nullstellenordnungen von &; an den Spitzen oo
und (0 : 1) damit zusammen bereits ¢q. Nach Proposition 1.20 kann &; also weder im
Inneren noch an weiteren Spitzen verschwinden.

Die behauptete Gestalt der Reihenentwicklung folgt mit Proposition 2.20 direkt aus
der Definition der modifizierten Eisenstein-Reihen und ist fiir Cornelissens Modulfor-
men Z; bereits in [Cor97b, im zitierten Beweis] angegeben. O

Fiir das Verhalten an den Spitzen (o : 1) mit o € F; kdnnen wir ferner die folgende
Aussage zeigen:

2.22 Lemma. Fs existiert keine nichttriviale Linearkombination Ef:_ll N.&E; mit Ko-
effizienten \; € C, die an allen Spitzen (o : 1), a € F), gleichzeitig verschwindet.

Beweis. Annahme: Die Behauptung sei falsch.
Nach Proposition 2.21 kénnen die Reihenentwicklungen der &; fir 1 <i<g—1 an
den Spitzen (o : 1) mit o € F* auf folgende Form gebracht werden:

Ei((a 1)) = (—a)'7¢ + o(7).

Nach unserer Annahme existieren Aq,..., Ay—1, nicht alle gleich 0, so dass gilt:
q—1
Z)\ic‘fi((a 1)) =o(r) fiiralle a € F;.
i=1

Ein Koeffizientenvergleich liefert fiir den Absolutterm die Gleichung

—1 q—2
0= X(-a)' = A1+ Ni(-a),
1 =1

Q

%

die fiir alle a € F erfiillt sein muss. Wir haben also ein von Null verschiedenes
Polynom vom Grad < g — 2 mit ¢ — 1 Nullstellen. Dies ist ein Widerspruch. O

Wir kénnen an Proposition 2.21 direkt ablesen, dass kein Produkt von modifizier-
ten Eisenstein-Reihen des Gewichts 1 eine Spitzenform sein kann. Fir Monome in
Normalform erhalten wir genauer:

2.23 Proposition. Sei k € N. Die Modulform 55717151,55 mit 0 < b < q—1 und
0<I<k—1 besitzt

an der Spitze oo Verschwindungsordnung ¢ — b+ (k — 1 — l)q,
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2.4 Algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen

an der Spitze (0 : 1) Verschwindungsordnung lq + b

und verschwindet weder an den Spitzen (o : 1) mit a € FX noch im Inneren.

Die Modulform 55 verschwindet an der Spitze (0 : 1) mit Ordnung kq und besitzt
keine weiteren Nullstellen.

Beweis. Um die Verschwindungsordnungen der Normalformen an den Spitzen zu be-
stimmen, miissen wir nur die Verschwindungsordnungen der modifizierten Eisenstein-
Reihen vom Gewicht 1 in Proposition 2.21 ablesen und mit der korrekten Vielfachheit
versehen. Es ergeben sich direkt die behaupteten Formeln.

Da die Ordnungen an den Spitzen zusammen jeweils kq ergeben, kann eine Normal-
form nach Proposition 1.20 keine Nullstellen im Inneren besitzen. O

Bemerkung. Das Verhalten an den Spitzen kann fiir einen alternativen Beweis der
linearen Unabhingigkeit in Lemma 2.17 verwendet werden: Da beim Durchlaufen aller
Normalformen an der Spitze (0 : 1) keine Verschwindungsordnung mehrfach vorkommt,
existiert keine nichttriviale Darstellung der 0 als Linearkombination der angegebenen
Normalformen.

Wir werden in Kapitel 3 &hnliche Argumente verwenden, um die Vektorraumstruktur
der Spitzenfiltrierung mit Hilfe von Eisenstein-Reihen genauer zu beschreiben.

2.4 Algebraische Zusammenhiange zwischen
Eisenstein-Reihen

Durch die bisherigen Ergebnisse ist folgende Fragestellung motiviert: Wir wissen, dass
sich beliebige Modulformen vom Gewicht k£ als homogene polynomielle Ausdriicke des
Gewichts k in Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 schreiben lassen. Wie sehen diese Dar-
stellungen aus, wenn wir konkret die gew6hnlichen sowie die modifizierten Fisenstein-
Reihen vom Gewicht &k betrachten? Da wir auch fiir die Eisenstein-Reihen vom Gewicht
1 die Wahl zwischen gewthnlichen und modifizierten besitzen, kommen wir insgesamt
auf vier Fille.

Bei den gewohnlichen Eisenstein-Reihen kénnen wir auf bekannte Resultate zuriick-
greifen. Im einfachsten Fall haben wir:

2.24 Proposition ([Gekl12, Korollar 2.8]). Sei k von der Form k = k'p™ fir ein
n € Ng und 1 <k <q. Dann gilt

B — (B0~ B
fir alle v € Fy U {oo0}.

Bemerkung. Im Allgemeinen werden die Relationen zwischen den Eisenstein-Reihen
E, vom Gewicht 1 und den Eisenstein-Reihen El(,k) vom Gewicht £ mit Hilfe von
Goss-Polynomen beschrieben (siehe [Gek12]). Die Proposition deckt dabei besonders
einfache Spezialfille ab. Im Allgemeinen sind die Relationen komplizierter, weshalb
wir im Folgenden die zuldssigen Gewichte wie in der Proposition einschrinken werden.
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2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Proposition 2.24 ist der Schliissel fiir die Behandlung der iibrigen Félle. So erhalten
wir als unmittelbare Konsequenz:

2.25 Lemma. Sei k = k'p™ fiir einn € Ng und 1 <k’ < q. Dann ist

Si(k): ZuiEq(f): ZuiEk 0<i<q-—1,

u?

u€lf, u€l,
) = 3" WFEP + B® = 3" Wb B + B
u€l, u€l,

Wir haben also fiir Gewichte der obigen Form eine Beschreibung der modifizierten
Eisenstein-Reihen als polynomielle Ausdriicke in den gewo6hnlichen Eisenstein-Reihen
vom Gewicht 1. Insbesondere miissen wir nicht unterscheiden, ob wir die modifizier-
ten Eisenstein-Reihen wie in der Definition als Linearkombinationen der gewdhnli-
chen Eisenstein-Reihen vom entsprechenden Gewicht oder als Linearkombinationen
von k-ten Potenzen der gewohnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 betrachten.
Wir werden im Folgenden von dieser Identifikation Gebrauch machen.

Als Nichstes wollen wir eine Beschreibung von modifizierten Eisenstein-Reihen ho-
herer Gewichte in Termen der modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 ange-
ben. Der naive Ansatz, die gewohnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 in Lem-
ma 2.25 mit Hilfe von Proposition 2.10 durch Linearkombinationen der modifizierten
Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 zu ersetzen und den resultierenden Ausdruck aus-
zumultiplizieren, erweist sich als nicht zielfiihrend. Das dabei erforderliche Auswerten
k-ter Potenzen von Summen mit g—1 oder ¢ Summanden fithrt schnell zu unhandlichen
Ausdriicken.

Um dieses Problem zu umgehen, verwenden wir zum einen Relationen zwischen be-
stimmten Produkten von Eisenstein-Reihen zur Vereinfachung der auftretenden Aus-
driicke. Zum anderen fithren wir Induktion nach dem Gewicht k& durch, so dass wir die
wachsende Komplexitét in jedem Schritt kontrollieren.

Wir benétigen die folgende alternative, aber zu (2.1) dquivalente Formulierung der
Relationen zwischen Produkten von Eisenstein-Reihen. Diese geht auf Cornelissen und
Zagier zuriick.

2.26 Lemma ([Cor97a, Addendum 6]). Die Relationen (2.1) aus Satz 2.11 sind dqui-
valent zu

(u—V)Ey E, + (BEy — Ey)Esx =0 fir alle u,v € Fy.

Aus dieser Formulierung leiten wir eine Version fiir einen bestimmten Typ von Mo-
nomen aus gewOhnlichen Eisenstein-Reihen her:

2.27 Lemma. Seik € N und u # v € Fy. Dann gilt

k
1 . 1
k _ k+1—37 nj k
EE, = ;:1 7@ oy £, B+ 7(u — o) E,E.
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2.4 Algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach k. Der Induktionsanfang fiir
k = 1 entspricht genau Lemma 2.26.

Sei die Behauptung fiir 1,...,k gezeigt. Fiir den Schritt 1,...,k — k + 1 erhalten
wir dann

EME, = E,(E*E, )
;/ Eu Ek+1 jEJ %EUEEO
= (u—v)J (U —v)
: 1 k+2— 1 k
=-Y ——EM?* B + —— E,E,Ef
(u—v)J (u—o)*
j=1
k
1 i o 1 1 1
v Z %E5+2_JE&> + - (— E,Ex + Eono) Ego
= (u—o) (w—v)" \ u—v e
kt1
_ S b e L gk
) 0 (u— )t

Bei der ersten Anwendung der Induktionsvoraussetzung haben wir die Giiltigkeit der
Behauptung fiir k benutzt, bei der zweiten die Gultigkeit fir 1. O

Mit Hilfe dieser Relationen kénnen wir das folgende Lemma beweisen, das uns er-
lauben wird, die Storterme in spéteren Rechnungen zu vereinfachen. Wir verwenden
dabei die elementare Identitét

1 -1
3wl = { a=11 (2.2)
sonst,
wE]FX
die fiir jede beliebige Primzahlpotenz ¢ gilt.
2.28 Lemma. Sei 1 <k<g—1und0<b<qg—1. Dann gilt fir 0 <i <k
> uh'ELE, Z (1) > wtIERTYIEL 6, Y WEEE
u,vElf, =1 u€ky velF,

UFv

Dabei ist 6; 1, das Kronecker-Delta. Ferner gilt wie zuvor die Konvention 00 =1.
Im Spezialfall b = 0 ist insbesondere

> WEEE, = -0 Y E,EE.

u,v€ER, v€EF,
uFv
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2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Beweis. Wir formen den Ausdruck auf der linken Seite zunachst mit Lemma 2.27 um:

k
, , 1 - 1
i,,b 1k _ i,b | _ k+1—3 nj k
Yo wEE, = Y wih (=Y ———E} Bl i BB

u,vElf, u,veF, Jj=1
uFv uFv
k
B v k+1—7 j
=— E U E E E
(u—wv)/
j=1u€ekF, vEF,
v#U
=:A1(b,9)
i
b f k
+ 30| Y —— | BEE.
(w—v)k | 7
v€EF, u€ly
uFv
=:X2(%,k)

Wir wollen die gekennzeichneten Summen in Abhéngigkeit von b und j beziehungsweise
von ¢ und k auswerten.

(i) Nach einer kurzen Umformung sehen wir, dass

v u—w b .
N = = X = S (e

vely weFy wek ) m=0
vFEU
b
_ (:L)ub—m(_l)'m E w™ ™7
m=0 weFy

gilt. Die innere Summe konnen wir mit Hilfe von Identitat (2.2) auswerten. Dazu
untersuchen wir, fiir welche Werte von m der Exponent m — j durch ¢ —1 teilbar
ist.
Da nach Voraussetzung

mfjgb*1§q72a

m—j>—-k>—(qg-1)
gilt, kommen die Moglichkeiten m — j = —(¢ — 1) sowie m — j = 0 in Betracht.

Der erste Fall tritt nur fiir £ = ¢—1 auf. Fiir j = ¢—1 nimmt dann der Summand
zu m = 0 von Aq(b,j) den Wert

(g) W (~1)%(~1) = —u

al.
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2.4 Algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen

Der zweite Fall ist dagegen fir jedes k moglich. Der Summand von A (b, j) zu

m = j nimmt den Wert
b\ . ,
(T )b (=1)d
(5

an. Da der Binomialkoeffizient fiir j > b verschwindet, ist die angegebene Formel
vertraglich mit dem Fall, dass die Summe gar nicht bis j l4uft.

In allen tibrigen Féllen verschwindet die innere Summe.

Insgesamt erhalten wir also
: b i _1yi b
A1(b,7) = — j uw ™ (=1)) — Ok 165 4—10"

(ii) Analog zum ersten Fall schreiben wir

%

. ui (’U + w)i 3 i—m m—k
WS P S N
u€l, welFy m=0 welFy
uFv
Hierbei ist
m—-k<i—-1<k—-1<qg-2,
m—k>—k>—(qg—1).

Wir sehen wiederum mit Identitédt (2.2), dass die innere Summe aufier in den
Féllen m = k (dies impliziert i« = k) beziehungsweise m = 0, k = ¢ — 1 (fir
beliebiges ¢) verschwindet. Wir erhalten

)\2(i7 k‘) = _51',1@ — (51€)q,11}i.

Zusammen ergibt sich

Z u’vik ”72 Z )JE]€+1 JEJ + 0kg—1 ZulubE Ei!

u,veR, j=1uel, u€lfy
uFv
— ik E VW E,EY — 0k g1 § ' B, B!
vEF, veEF,
k
_ b J i+b—j mk+1—37 1 ) b k
= E (j)(—l) g U E; El.— 6k vV EEY,
j=1 u€F, vER,

wie behauptet. Die spezielle Form im Fall b = 0 folgt wegen () =0furl<j<k 0O

Wir kénnen nun fir kleine Gewichte ein erstes Ergebnis fiir die gewiinschte Be-
schreibung der modifizierten Eisenstein-Reihen von héherem Gewicht in Termen der
modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 angeben.
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2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

2.29 Satz. Sei 1 <k < q. Dann gilt

pigi _ JET 0<i<k1
€8 = e _
. 1 =k.

Beweis. Durch die Beschriankung auf Gewichte & < g befinden wir uns in der Situation
von Lemma 2.25, kénnen also die modifizierten Eisenstein-Reihen als Potenzen der
gewohnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 schreiben.

Offenbar ist die Aussage des Satzes fiir k = 1 tautologisch. (Wir erinnern daran,
dass &£; nur eine alternative Schreibweise fiir ey ist.)

Wir zeigen nun: Gilt die Aussage fir ein k € {1,...,q — 1}, so gilt sie auch fiir
k+ 1. Da wir uns bereits von ihrer Giiltigkeit fiir £ = 1 iiberzeugt haben, erhalten wir
induktiv einen vollstdndigen Beweis des Satzes.

Sei die Behauptung also gezeigt fiir ein k < ¢ — 1. Fir 0 <14 < k gilt

gécﬂ—ig; _ 50(5(;@—1‘5;) v Z E, Z u'EF 46, , EX

veF, u€l,
= ‘EFE, +6; E,E¥
- u L, v T i,k 10
u,vER, vEF,
=Y VEY 4+ Y WEEE, 46 Y E,EL
vEF, u,v€EF, vEF,
uFv
— § ,U’L'ELC—l-l
vel,
_ o(k+1)
= gF .,

Im ersten Schritt haben wir dabei neben der Induktionsvoraussetzung die Beschreibung
der modifizierten Eisenstein-Reihen aus Lemma 2.25 verwendet. Auflerdem haben wir
ausgenutzt, dass Lemma 2.28 in der betrachteten Situation anwendbar ist und

> W'ELE,= -0 Y _ E,EL

u,vEF, vER,
uFv

liefert.
Sei nun 7 = k£ + 1. In diesem Fall erhalten wir

e =g e 2 Y wE, + B | | Y] WP EE + B

vEF, u€l,
=Y TEM L EET 4 N WMENE, + Y WFEFE. + ) wE EL
veF, u,u;]Fq u€l, veF,
UFV

_ g(k+1)7
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2.4 Algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen

da aus Lemma 2.28 mit ¢ = k und b = 1 folgt, dass

> wMEE, =~ Y W*EfE. - ) vE,EL

u,v€F u€lF, v€EF,
uFv

gilt. O

Bemerkung. In Abschnitt 8.2 werden wir die Aussage des Satzes darstellungstheore-
tisch interpretieren. Bereits an dieser Stelle konnen wir jedoch das folgende analytische
Resultat formulieren.

2.30 Proposition. Seil < k < qund0 <1i < k—1. Die modifizierte Eisenstein-Reihe
Ei(k) besitzt

an der Spitze oo Nullstellenordnung iq,
an der Spitze (0 : 1) Nullstellenordnung (k —i)q

und verschwindet weder an den ibrigen Spitzen (o : 1), a € FX, noch im Inneren.

q )
Die Eisenstein-Reihe EL) hat an der Spitze (0 : 1) Verschwindungsordnung kq und
keine weiteren Nullstellen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der in Satz 2.29 angegebenen Darstellung der be-
trachteten Eisenstein-Reihen als Monome in & und &, zusammen mit der Beschrei-
bung des Nullstellenverhaltens der modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 in
Proposition 2.21. O

Um die gesuchte Beschreibung der fiir & < ¢ noch verbleibenden modifizierten
Eisenstein-Reihen Si(k) mit £ < i < q¢ — 1 zu erhalten, setzen wir zunéchst die Un-
tersuchung der Monome in Normalform fort.

2.31 Lemma. Sei 1l <k<qund0<I<k—-1 Firl<b<gq-—1 gilt
k-1 . . o
5571451)5; = g[(b?l] + Z (?)(—1)] Z W HIE B
=1

u€l,
cEisy

eM}
Dabei verwenden wir die Konvention 0° = 1 und das Symbol ,[-]“ aus Notation 2.7.

Beweis. Fir k = 1 macht das Lemma die tautologische Aussage & = &,. Sei also im
Folgenden k& > 2.

Wir nutzen aus, dass wir den Faktor E(lf_l_lé'é mit Hilfe von Satz 2.29 zu einer
modifizierten Eisenstein-Reihe umformen kénnen, die wir wiederum wie in Lemma 2.25
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2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

darstellen. Wir erhalten auf diese Weise fir 0 <! <k —1
e = (& ENE

= Z ’U,lE{jil + 5l7k_1E§gl Z Uqu,

u€F, vEF,
=Y WwMEN+ > WWEETE 46k Y W EEST
u€F, u,v€EF, vEF,
uFv

Die erste Summe beschreibt offenbar die modifizierte Eisenstein-Reihe, deren Index
durch die Restklasse von b —|—l modulo q — 1 gegeben ist. Da in jedem Fall b+1 > 0
gilt, handelt es sich also um E[b e

Ferner konnen wir wegen 1 < k—1 < ¢—1 Lemma 2.28 anwenden, um die Identitat

k—1
1, bpk—1 b j bHl—j k—j i b k—1
E uv' By E, = E (j)(—l)J E wWHTTEY TR — 6 E v E,EZ
u, el j=1 u€l, veER,

uFv

zu erhalten.
Zusammen ergibt sich somit tatséchlich

k—1
et ael =gl + 3 (=17 3wt BT R
j=1 u€F,
Dabei gilt: Die Modulform

k—1

HIESIED DR
1 u€lF,

<.
Il

ist tatséchlich eine Spitzenform, da sie in jedem Summanden mindestens jeweils einen
Faktor F, sowie E, enthélt, und somit nach Proposition 2.20 an jeder Spitze ver-
schwindet. O

Bemerkung. Nach Definition der modifizierten Eisenstein-Reihen kénnen wir im Lem-
ma alternativ auch

k—1—1 l (k) k 7)
& & g 5[b+l] + Z b+l g)E]
k—l (
k
~17 e B
J:O

mit dem Symbol (- )“ aus Notation 2.7 schreiben. Dabei ist genau dann

b+1—7j=0 und (?)750,
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2.4 Algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen

wenn 1 <b=j<k—1und!=0 gilt. Andernfalls ist (b+1—j) =[b+1—j] > 0.

Wir kénnen nun mit Hilfe von Lemma 2.31 die gesuchte Beschreibung der modifi-
zierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht & in den noch offenen Fillen angeben.

2.32 Satz. Sei 1 <k<qg—1. Dannist firk <i<gqg—1

k—1
52,(k) = Z ul(’)éé“‘l‘l&_lgé
=0

() Gk) o k=1, it L=\ [t
=y = (=) (-1) (k—l—l)<l>’

Beweis. Wieder ist die Aussage fiir k = 1 tautologisch: Fiir 1 <7 < ¢g—1 ist ,uéi’l) =1.
Im allgemeinen Fall wenden wir Lemma 2.31 mit b =4 — [ an und erhalten

k-1

5667171&_7153 _ g[gi)zﬂ} + Z (i;l)(_l)j Z uiflJrl*jEl’j*ngo
j=1 ueF,
—e Y () X W REL
j=1 u€lF,
Somit ist
k=1 k=1 k=1 k=1 . . o
S e M ML LD Lt
1=0 =0 1=0 j=1 uel,
k—1 k—1 k—1
; i : D i o
- (S) e e (S S st
=0 Jj=1 =0 u€clFy

=M.

Dabei haben wir die Werte von Zf;ol ul(i) (l;l) fir 0 < j < k — 1 mit Hilfe von
Proposition A.13 wie folgt bestimmt:
Nach Definition der ,ul(l) gilt

k—1 k—1

(2) (i—1 k—1 T A VA YA
)= (-1 -1 .
S = en (2D () (0
1=0 1=0
Wir iibertragen den resultierenden Ausdruck in die Notation aus Proposition A.13:
Die Rollen von n und m aus der Proposition nehmen in der konkreten Situation k—1
beziehungsweise ¢ ein. Da wir & < ¢ voraussetzen, ist dabei die Voraussetzung an m

aus der Proposition erfiillt. Der Summationsindex heifit nicht k£ wie in der Proposition,
sondern [. Die Zahl j spielt in beiden Notationen die gleiche Rolle.
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2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Als Resultat der zitierten Proposition erhalten wir somit tatséchlich

O

Fir Gewichte k < ¢ haben wir damit samtliche modifizierte Eisenstein-Reihen als
polynomielle Ausdriicke in den modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 be-
schrieben. Die Monome liegen dabei in Normalform vor, so dass die Darstellungen
eindeutig sind im Sinne von Proposition 2.15.

Wir kénnen auch die gewdhnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht k als Polynome
in den modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 schreiben. Dazu kombinieren
wir die obigen Resultate mit der im zweiten Abschnitt gegebenen Beschreibung der
gewoOhnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht k als Linearkombination modifizierter
Eisenstein-Reihen vom Gewicht k.

2.33 Proposition. (i) Seil <k <q—1. FiruecFy ist

k—1 -1 k—1
B ==Y el e - St Y e el
i=1 i=k =0

Ferner gelten

k—1
k —1,k) oh—1—
B = - S ek, e
1=0
beziehungsweise

k—1
EC(JOC) = 55 — Z ul(k’k)ggililgkflgé.
=0

Die Koeffizienten ul(i’k) sind dabei wie in Satz 2.32 bestimmd.

(i) Sei k = q. Dann gilt fiir u € Fy

q—1
Eq(tq) =— Zuiié'gﬂf;.
=1

Dariber hinaus ist
B = €8 — &€
sowie

E® =1 -¢gi7'e,.
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2.4 Algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen

Beweis. Nach Proposition 2.10 gilt fiir u € F

q—1
E&k) _ Zu—igi(k).
i=1
Auflerdem ist
k k k
E(g ) 25(5 )_515—)1

beziehungsweise

(k) — gk) _ gF)

ES =835 — &y -
In der letzten Formel ist dabei [k] = k fiir k < ¢—1 und [k] = 1 fiir k = q. Einsetzen der
Ergebnisse aus Satz 2.29 und Satz 2.32 (letzterer findet nur fiir k¥ < ¢ — 1 Anwendung)
liefert die angegebenen Resultate. O

Bemerkung. Wie eingangs erwahnt, ist das grofite Hindernis bei der naiven Herange-
hensweise, dass unhandliche polynomielle Ausdriicke in den Eisenstein-Reihen ausge-
wertet werden miissten. Nun wissen wir aber, wie sich die auftretenden Terme zum
Teil stark vereinfachen. Beispielsweise haben wir fiir 1 < k < q gezeigt, dass

k

S| -y

u€l, u€l,

gilt. Es ist daher denkbar, dass eine genauere Betrachtung derartiger Gleichungen die
Formulierung weiterer interessanter Relationen zuldsst.

Dariiber hinaus stellt sich die Frage, ob es bei geeigneter Interpretation der auftre-
tenden Koeffizienten sogar Antworten auf allgemeine Fragestellungen kombinatorischer
Natur gibt.

2.34 (Zusammenfassung). Die verschiedenen Moglichkeiten, Eisenstein-Reihen vom
Gewicht 1 < k < ¢ als polynomielle Ausdriicke in Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1
zu beschreiben, sind noch einmal in folgender Tabelle zusammengefasst.

Klasse vom Gewicht & Klasse vom Gewicht 1  Beschreibung in

gewohnlich gewoOhnlich Proposition 2.24
modifiziert Proposition 2.33

modifiziert gewohnlich Lemma 2.25
modifiziert Satz 2.29, Satz 2.32

AuBlerdem liefern Definition 2.6 und Proposition 2.10 Vorschriften, um gewohnli-
che Eisenstein-Reihen vom Gewicht k als Linearkombination modifizierter Eisenstein-
Reihen vom Gewicht k zu schreiben und umgekehrt.
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2 FEisenstein-Reihen zur Stufe T

Verallgemeinerung auf hohere Gewichte

Die Aussagen dieses Abschnitts konnen teilweise auch fiir hohere Gewichte formuliert
werden. Wir erhalten so beispielsweise folgende Variante von Satz 2.29:

2.35 Korollar. Sei k von der Form k = k'p"™ mit 1 <k < q und n € Ny. Sei ferner
0<¢ <k undi=1ip". Dann gilt

(k) 7 ’
cimigi 5@2 0<i <k -1
TER =k
Beweis. Sei zundchst 0 < i’ < k' — 1. Unter Ausnutzung der Giiltigkeit von Satz 2.29

fiir k' sowie der Charakteristik erhalten wir

p

n

g[l)cfigé _ (5(’)“/*’5;')]7 _ Z ui/E{f’

u€l,
_ ik
= E u'Ey.

u€l,
Da in der betrachteten Situation Proposition 2.24 anwendbar ist, gilt

, e i>1
wEh =% 7
2 {55’“) i=0.

u€lF,

Diese Fallunterscheidung konnen wir genau durch das Symbol (- )* zusammenfassen.
Analog rechnet man fiir ' = k' mit Satz 2.29 und Proposition 2.24 nach, dass

n

P
gb= @y = | S W BY + EX
u€lFy
u€lFy
gilt. O

Wir sehen, dass bei grofleren Gewichten zuséatzlich die Reduktion modulo ¢ — 1 eine
Rolle spielt, wenn wir Formeln fiir Eisenstein-Reihen angeben wollen.
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3 Die Spitzenfiltrierung

Wir haben in Kapitel 2 gesehen, dass der Vektorraum M) der Modulformen vom
Gewicht &k zur Gruppe I'(T') in eine direkte Summe des Raums Eis; der Eisenstein-
Reihen vom Gewicht k£ und des Raums M} der Spitzenformen zerféllt. Wir wollen nun
den Vektorraum der Spitzenformen genauer untersuchen.

Im Hinblick auf die Untersuchung darstellungstheoretischer Fragen im spéteren Ver-
lauf wird es sich als zweckméBig erweisen, den Schwerpunkt auf die in Definition 1.16
eingefithrte Spitzenfiltrierung

M!DM?D...

zu legen und nicht etwa auf eine alternativ mogliche Beschreibung von M ,3 als direkte
Summe von Vektorrdumen.

Im ersten Abschnitt fithren wir zuerst neue Notationen ein und konstruieren an-
schlieflend eine Basis von M,i Im zweiten Abschnitt zeigen wir die Vertraglichkeit
dieser Basis mit der Spitzenfiltrierung in dem Sinne, dass bestimmte geschachtelte
Teilmengen der konstruierten Basis ihrerseits Basen der Untermoduln M, von Spit-
zenformen hoherer Ordnung sind. Wir fithren diesen Beweis mit Hilfe arithmetischer
Eigenschaften der Eisenstein-Reihen durch.

Fiir die spétere Betrachtung der sukzessiven Quotienten der Spitzenfiltrierung sam-
meln wir im letzten Abschnitt schlielich einige Reduktionsregeln.

Wir setzen bei den folgenden Argumenten, abgesehen von dim M}, keine Informa-
tionen iiber die Vektorrdume M voraus. Insbesondere bendtigen wir weder ihre Di-
mensionen noch Kenntnis der maximal auftretenden Ordnung von Spitzenformen.

3.1 Konstruktion einer Basis von M}
Die folgende Notation findet im gesamten weiteren Verlauf dieser Arbeit Verwendung.

3.1 Notation. Betrachten wir Modulformen vom Gewicht k € N, so schreiben wir

o~

E=t+tq+1)

mit eindeutig bestimmten Zahlen 1 < £ < ¢+ 1 und t € Ny. Ferner setzen wir

Dabei bezeichnet ,,| - |“ den ganzzahligen Anteil.
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3 Die Spitzenfiltrierung

Bemerkung. Bei der Untersuchung von Spitzenformen sind geméf Satz 1.18 nur Ge-
wichte k > 2 zu betrachten. Da einige der im Folgenden hergeleiteten Formeln jedoch
auch mit der trivialen Situation im Fall £ = 1 kompatibel sind, lassen wir bei der hier
eingefithrten Notation ausdriicklich Gewicht 1 zu.

Diese Notation, die auf Division mit Rest durch g 4+ 1 basiert, ist vertraglich mit
dem Zusammenhang zwischen Modulformen vom Gewicht k£ und Modulformen vom
Gewicht k — (¢ + 1), den wir in Kapitel 9 beschreiben.

Aus der Definition von m(k) ergeben sich direkt die folgenden Abschitzungen:
3.2 Lemma. Sei k € N. Es gilt
0<mk)<k-L
Fir k > 2 ist m(k) > 1.

Fiir spitere Rechnungen beschreiben wir als Néchstes m(k) konkret in Termen der
oben angegebenen Zerlegung von k. Anschliefend leiten wir Formeln fiir das Gewicht k
sowie fiir die Dimension von M, ,i her.

3.3 Lemma. Sei k € N. Dann gilt

kq=q+1—t+(E—1+8)(g+1).
Dabei ist 0 < g+ 1—¢ < gq, d.h., insbesondere gilt

m(k) =t —1+tq.
Beweis. Mit der Zerlegung von k aus Notation 3.1 erhalten wir fir kq die Zerlegung
kg =(E+Eg+1))g
—tg+tg(g+1)
=tqg+1)—t+Eg(g+1)

=q+1—t+(E—1D(g+1)+tg(g+1)
=q+1—E+(E—1+Eg)(q+1).

Die Behauptung folgt aus der Definition von m(k). O

3.4 Lemma. Firk e N gilt R
k=m(k)+t+1.

Beweis. Aus Lemma 3.3 folgt unmittelbar, dass
m(k) +E+1=t+Eqg+1) =k

ist. O
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3.1 Konstruktion einer Basis von M ,i

3.5 Lemma. Sei k € N. Dann gilt
dim M, = (k—1)g=q+2—t+ (m(k) —1)(¢g+1)
mitl <qg+2-t<qg-+1.

Beweis. Wir wissen aus Korollar 2.5, dass (k — 1)g = dim M} gilt. Die Behauptung
folgt unmittelbar durch Modifikation der Zerlegung von kq, die wir in Lemma 3.3
bestimmt haben. O

Bemerkung. Die Bedeutung der angegebenen Zerlegung von (k — 1)q fir die Struktur
von M} wird im weiteren Verlauf klarer werden.

Vereinfacht ausgedriickt kann der Satz von Riemann-Roch angewendet werden, um
den Ubergang von einem Vektorraum M. + zum Unterraum M ,i"“ zu beschreiben. Dabei
erhélt man an jeder der ¢+ 1 Spitzen von I'(T") eine zuséitzliche Bedingung, was in der
Kodimension g+ 1 resultiert. Die Dimensionen, die in der Spitzenfiltrierung auftreten,
kdénnen somit bestimmt werden, indem die Dimension von M, mit Rest durch ¢ + 1
geteilt wird.

Wir wollen nun eine Menge von Modulformen konstruieren, von der wir spater bewei-
sen werden, dass sie fiir k > 2 eine Basis des Raums der Spitzenformen vom Gewicht k
beschreibt.

Fir die Konstruktion nutzen wir aus, dass wir geméaf Korollar 2.12 Modulformen
vom Gewicht k& durch polynomielle Ausdriicke in FEisenstein-Reihen vom Gewicht 1
beschreiben koénnen. Im Gegensatz zu fritheren Betrachtungen werden wir diesmal
jedoch nicht reine Monome in entweder gewOhnlichen oder modifizierten Eisenstein-
Reihen bilden, sondern gemischte Ausdriicke.

3.6 (Konstruktion der Basis). Sei k¥ > 2. Fir 1 <¢ <m(k) — 1 bilden wir

flgi’k) = 8§_i_15bEéO, 0<b<qg—1,
sowie

FM = (—1)' e By
und definieren die Menge
B = {]—'lfi’k), FER10<b<q— 1}.
Ferner setzen wir
FMOP = gle Em0) . 0<b<q 1t
und definieren

Br® = {FmIM o <b<q+ 1t
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3 Die Spitzenfiltrierung

Fiir 1 <4 < m(k) konstruieren wir schliellich die Mengen

Bz’*' = U Bi (disjunkte Vereinigung).
i<j<m(k)

3.7 Lemma. Die in Konstruktion 3.6 angegebenen Monome von Eisenstein-Reihen
sind wohldefiniert und beschreiben Modulformen vom Gewicht k.

Beweis. Nach Lemma 3.2 gilt k —i—1 > 1 fir ¢ < m(k) — 1. Da somit alle in Kon-
struktion 3.6 auftretenden Exponenten nichtnegativ sind, sind die Monome tatséchlich
wohldefiniert.

Dass die zugehorigen Modulformen Gewicht k besitzen, ist fir 1 < i < m(k) — 1
offensichtlich. Das Gewicht der Modulformen fém(k)’k) ist nach Lemma 3.4 bestimmt

als £+ 14+ m(k) = k. O

Offensichtlich sind die in Konstruktion 3.6 angegebenen Monome paarweise ver-
schieden. Allerdings ist ihnen nicht direkt anzusehen, ob sie sich auch modulo der
Relationen (2.1) unterscheiden, d.h., ob verschiedene Monome auch verschiedene Mo-
dulformen reprasentieren.

Wir bestimmen daher zunéchst ausdriicklich nur die Anzahl der formalen Monome in
den Mengen Blk"'r und werden erst spater nachweisen, dass dies tatséchlich der Anzahl
der von ihnen beschriebenen Modulformen entspricht.

3.8 Lemma. Sei k> 2 und 1 < i < m(k). Fassen wir die Elemente der Menge BZ’+
als formale Monome von Eisenstein-Reihen auf, so ist ihre Anzahl kq +1 —i(q+1).

Beweis. Nach Definition ist Bi’*’ gegeben als disjunkte Vereinigung

Bt= |J B

i<j<m(k)

Die Menge B;(k) besteht dabei aus ¢ + 2 — ¢ Monomen.

Jede der Mengen B{; mit 7 < j <m(k) — 1 enthélt ¢ + 1 Monome. Die Anzahl dieser
Mengen ist m(k) — i.

Da die betrachteten Monome paarweise verschieden sind, ist ihre Anzahl insgesamt

q+2—t+ (m(k) —i)(qg+1).
Mit Hilfe von Lemma 3.5 kénnen wir dies wie folgt umformen:

g+2—t+mk)—i)g+1)=q+2—t+ (mk) - )(g+1)— (i —1)(¢g+1)
=(k-1Dg+q+1—i(g+1)
=kq+1—i(g+1).

O

Fiir unsere weiteren Untersuchungen ist das Verhalten der zugehorigen Modulformen
an den Spitzen entscheidend.
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3.1 Konstruktion einer Basis von M ,i

3.9 Lemma. Sei k > 2.

(i) Ist 1 <i<m(k)—1, so gilt fir0<b<gq—1:
Die Modulform }“Igz’k) hat an oo Nullstellenordnung g—b+(k—i1—1)q,
n (0:1) Ordnung b+,
an (a: 1), a € FY, Ordnung .
Die Modulform ]:éé’k) hat an oo Nullstellenordnung ,
an (0 : 1) Nullstellenordnung (k —i)q,
an (a: 1), a € F, Ordnung i.

.

(ii) Fir0<b<q+1-—¢ gilt:
Die Modulform ]-'lgm(k)’k) hat an oo Nullstellenordnung q—b+tq,

an (0 : 1) Nullstellenordnung b+ m(k),
an (a:1), a € F¥, Ordnung m(k).

Beweis. Fir Modulformen, die als Produkte von Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 ge-
geben sind, kénnen wir die Verschwindungsordnungen an den Spitzen direkt ablesen,
da wir das Verhalten der gewohnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 aus Proposi-
tion 2.20 und das der modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 aus Proposition
2.21 kennen.

Auf diese Weise ergeben sich wie in Proposition 2.23 die behaupteten Verschwin-
dungsordnungen. Dabei ist zu beachten, dass die Modulform E+, an den Spitzen (a : 1)
mit o € F, jeweils eine einfache Nullstelle besitzt im Gegensatz zur Modulform &, die
an diesen Spitzen nicht verschwindet. O

3.10 Lemma. Fir jede Zahl 1 <1 < (k—1)q existiert genau eine Modulform in B,i*,
die an der Spitze oo Nullstellenordnung [ besitzt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass wir fir 1 < I < (k — 1)¢ mindestens eine solche
Modulform in B,i’Jr finden. Wir fithren dazu eine Fallunterscheidung nach [ durch.

(i) Ist 1 <1 < m(k) — 1, so besitzt nach Lemma 3.9 die Modulform FEP e Bt an
der Spitze oo Nullstellenordnung .

o~

(if) Falls m(k) <1 < (8+ 1)q gilt, so erfillt

o~

b= (Et+1)g—1
die Ungleichungen

~

0<b < (E+1)g—m(k)
=(+1)g—t+1—tg

=qg+1-¢
Somit enthélt Bg(k) die Modulform }"é,m(k)’k), die nach Lemma 3.9 an oo Null-
stellenordnung N R
g—((E+Dg—-D+tg=1
besitzt.
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3 Die Spitzenfiltrierung

o~

(iii) Im verbleibenden Fall 1 + (¢ + 1)q <1 < (k — 1)q finden wir eine Zahl 1 < j <
m(k) — 1 mit
1+ (k—j—-1g<1<(k—-j)g

da wir aus Lemma 3.4 wissen, dass k —(m(k) —1)—1 = £+ 1 ist. Setzen wir nun
b/ = (k _j)q - l7
so gilt

0<b <(k—j)g— 1+ (k—j—1)q)

Wir kénnen folglich die Modulform £, (k) ¢ Bi betrachten, die nach Lemma 3.9
an der Spitze co mit Ordnung

q—((k=dlg—0)+(k—-j—1)g=1
verschwindet.

Damit ist die Existenz gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt nun, da die Modulformen in
B,i’Jr geméfl Lemma 3.8 durch (k — 1)g verschiedene Monome beschrieben werden. [J

Wir haben damit gezeigt, dass die in Konstruktion 3.6 angegebenen Monome paar-
weise verschiedene Modulformen vom Gewicht k représentieren. Die Méchtigkeiten der
Mengen By sind damit wie in Lemma 3.8 bestimmt.

3.11 Korollar. Fir 1l <i<m(k) gilt
#B =kqg+1—i(qg+1).
3.12 Korollar. Die Modulformen in B,lc’+ sind linear unabhdngig.

Beweis. Da die Elemente von B]i"s' an der Spitze oo paarweise verschiedene Nullstel-
lenordnungen besitzen, lassen sie keine Darstellung der 0 als nichttriviale Linearkom-
bination zu. O

Betrachten wir auch die Nullstellenordnungen an den {ibrigen Spitzen, so sehen wir,
dass es sich bei den Elementen von Bi”L um Spitzenformen handelt. Wir kdnnen sogar
genauer zeigen:

3.13 Lemma. Sei k > 2 und 1 <i <m(k). Dann ist
Bj, € M;,

und keines der Elemente von By, liegt in einem der Unterriume M,g mit j > 1.
Mit anderen Worten: Der Unterraum M} ist der kleinste Unterraum der Spitzenfil-
trierung, der Elemente von Bi enthiilt.
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3.1 Konstruktion einer Basis von M ,i

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Elemente von Bj Spitzenformen der genauen
Ordnung 4 sind, d.h., dass sie an jeder Spitze mindestens Nullstellenordnung i haben
und an mindestens einer Spitze genau mit Ordnung ¢ verschwinden.

Sei zunéchst 1 <4 < m(k) — 1. Betrachten wir eine Modulform ]-"lfl’k) mit 0 < b <
q — 1, so wissen wir bereits, dass ihre Verschwindungsordnung an den Spitzen (a : 1)
mit a € Fy genau i ist. An der Spitze (0 : 1) besitzt sie Verschwindungsordnung
b+ i > i. Die Nullstellenordnung an oo kénnen wir wie folgt abschétzen:

g—b+(k—i—-1)g>1+(k—i—1)qg
> 1+ (k— (m(k) — 1) — 1)q
=1+ (E+1)g
=q+1 +§q
>t—1 —&-Eq
=m(k) > i.
Dabei haben wir die Beschreibungen von m(k) aus Lemma 3.3 beziehungsweise die von
k aus Lemma 3.4 verwendet und ausgenutzt, dass nach Definition € < g + 1 gilt.

Es handelt sich bei ]-'lgi’k) somit um eine Spitzenform der genauen Ordnung i.

Die Modulform F$*) besitzt an den Spitzen (o : 1) mit a € F sowie an oo
Nullstellenordnung i. Die Verschwindungsordnung an (0 : 1) geniigt der Ungleichung

(k —i)qg = (k= (m(k) —1))q
=(t+2)q
= 2q +Eq (3.2)
>t—1+%g
=m(k) > i.
Damit ist auch féé’k) eine Spitzenform der genauen Ordnung i.

Wenden wir uns nun dem Fall i = m(k) zu. Sei 0 < b < g+ 1 — ¢. Die Nullstellen-

ordnung von fém(k)’k) an den Spitzen (o : 1) mit a € F ist jeweils genau m(k). Die

Nullstellenordnung an (0 : 1) ist groBer oder gleich m(k). Die Nullstellenordnung an
der Spitze oo erfiillt die Ungleichung

g—b+tg>qg—(g+1-8) +¢
=&—1+tq=m(k).

Auch die Elemente von B;:(k) weisen also das gewiinschte Verhalten an den Spitzen
auf und die Behauptung ist gezeigt. O

3.14 Korollar. Sei k > 2 und 1 <14 < m(k). Dann ist

i, + i
Bt C Mj.
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3 Die Spitzenfiltrierung

Beweis. Nach Definition ist _ _
Bt= |J B
i<j<m(k)
Wir erhalten mit Lemma 3.13, dass Bi C M,Z ist fiir ¢ < j < m(k). Jedes solche M,i
ist aber bereits in M}, enthalten und die Behauptung ist gezeigt. O

3.15 Proposition. Sei k > 2. Die Menge B,i"" ist eine Basis von M.

Beweis. Nach Korollar 3.12 und Korollar 3.14 ist B,i’+ eine linear unabhénige Teil-
menge von M}. Gemi Korollar 3.11 gilt ferner

#B," = (k —1)g = dim M,

und die Behauptung ist gezeigt. O

3.2 Vertraglichkeit der Basis mit der Filtrierung
Geméf der Konstruktion haben wir auf der Basis B,i"*' von M} eine Filtrierung
Byt oBEt o ... OBt

Wir wollen nun zeigen, dass diese Filtrierung der Basis mit der Spitzenfiltrierung von
M} kompatibel ist, d.h., dass B}, eine Basis von Mj ist fiir alle 4.

Hierfiir gibt es zwei Vorgehensweisen: Wie in der Bemerkung zu Lemma 3.5 angedeu-
tet, konnen die Dimensionen der Unterrdume M, ,ﬁ mit Hilfe des Satzes von Riemann-
Roch bestimmt werden. Die obige Fragestellung lduft dann auf ein einfaches Dimen-
sionsargument hinaus. Stattdessen wollen wir die Behauptung direkt mit Hilfe von
FEigenschaften der zuvor konstruierten Basiselemente beweisen, um ein Beispiel fiir die
Anwendung der Arithmetik von Eisenstein-Reihen zu sehen.

‘Nach unseren bisherigen Uberlegungen wissen wir: Fiir 1 <4 < m(k) ist die Menge
BZ’+ eine Teilmenge von M}, erzeugt also einen Untervektorraum von M}. Es bleibt zu
kldren, ob es weitere Spitzenformen der Ordnung 7 gibt, die nicht bereits im Erzeugnis
von By liegen.

Fiir die Beantwortung dieser Frage ist die folgende Eigenschaft entscheidend:

3.16 Lemma. Seik > 2 und 1 < i <m(k). Dann exzistiert keine nichttriviale Linear-
kombination der Elemente von By, die in M,ZC+1 liegt.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall 1 < ¢ < m(k)—1. Angenommen, es existiere
eine nichttriviale Linearkombination

q—1
Fi=Y M 4 Ao FIP € Mt
b=0

mit Koeflizienten in Co,. Die Modulform F habe also an jeder Spitze mindestens Null-
stellenordnung ¢ + 1.
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3.2 Vertréaglichkeit der Basis mit der Filtrierung

Wir betrachten die in Lemma 3.9 bestimmten Nullstellenordnungen der Elemente
von Bj an den Spitzen. Mit Hilfe der Abschétzungen (3.1) und (3.2) sehen wir:

Unter den Elementen von B ist ¥ die einzige Modulform, die an (0 : 1) ge-
nau mit Nullstellenordnung ¢ verschwindet; die iibrigen Modulformen haben an dieser

Spitze echt groflere Nullstellenordnungen. Ebenso besitzt nur }'éé’k) an der Spitze oo
eine genau i-fache Nullstelle. Da aber F eine ¢ + 1-te Spitzenform ist, muss bereits

Ao =Aoo =0

gelten. Wir kénnen also

q—1 q—1 q—1
F=Y MR =3 NG GEL = 67T EL Y M

b=1 b=1 b=1
schreiben, wobei nicht alle Koeffizienten A, Null sind. Wir wissen: Die Nullstellenord-
nung des Faktors £ "' E’_ an den Spitzen (a : 1) mit a € [ ist genau i. Da F aber

an allen Spitzen mindestens Nullstellenordnung ¢ 4+ 1 hat, muss Eg;i My an allen
Spitzen (a : 1) mit o € F;¢ verschwinden. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 2.22
und die Annahme ist widerlegt.

Sei nun ¢ = m(k). Angenommen, es existiere eine nichttriviale Linearkombination

q+1-—¢
Fi= Y WF"OP,
b=0

die an allen Spitzen mindestens Nullstellenordnung m(k) + 1 habe.

Mit Lemma 3.9 sehen wir, dass Fém(k)’k) unter den betrachteten Basiselementen das
einzige ist, das an der Spitze (0 : 1) genau mit Ordnung m(k) verschwindet; die iibrigen
Elemente von B?(k) haben an dieser Spitze eine echt hohere Verschwindungsordnung.
Ferner ist F érgkjek) das einzige Basiselement, das an der Spitze oo Nullstellenordnung
m(k) besitzt.

Nach Voraussetzung an F kénnen wir also wie im ersten Fall

~ q_E
F=EEXM N NE,
b=1
schreiben, wobei nicht alle A, Null sind. Analog zum ersten Fall erhalten wir einen
Widerspruch zu Lemma 2.22 (das wegen q¢ — € < ¢ — 1 anwendbar ist), wenn wir die
Nullstellenordnungen an den Spitzen (« : 1) mit a € F betrachten. O

Wir haben damit gezeigt: Nicht nur die Elemente von Bi selbst, sondern auch alle
ihre nichttrivialen Linearkombinationen sind Spitzenformen der genauen Ordnung i.
Dies liefert direkt:

3.17 Korollar. Sei k > 2. Ist i > m(k), so gilt
Mj, = {0}.
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3 Die Spitzenfiltrierung

Schreiben wir eine Spitzenform als Linearkombination der Elemente von Bi’*’, o)
koénnen wir ihre genaue Ordnung direkt ablesen.

3.18 Lemma. Sei k > 2. Sei 0 # F € M} und sei 1 < i < m(k) so, dass in
der Darstellung von F beziiglich der Basis Bi’Jr ein Element von B}, mit von Null ver-
schiedenem Koeffizienten auftritt. Dann besitzt F an mindestens einer Spitze hochstens
Nullstellenordnung i.

Ist i dariber hinaus minimal, so ist die Verschwindungsordnung von F an mindes-
tens einer Spitze genau i.

Beweis. Wir schreiben F = Fy + ... 4 Fiu(k), wobei fiir 1 < j < m(k) der Summand
F; Linearkombination von Basiselementen aus Bi ist. Diese Darstellung ist eindeutig.

Nach Lemma 3.16 ist jedes dieser F}, sofern es von Null verschieden ist, eine Spit-
zenform der genauen Ordnung j. Ist ¢ der kleinste Index mit F; # 0, so sind die
Nullstellenordnungen der iibrigen nichttrivialen F; an allen Spitzen echt gréfier als i.
Es kann somit zu keinen Ausléschungen kommen, und F besitzt an mindestens einer
Spitze Nullstellenordnung genau 1. O

Wir kénnen damit das gewiinschte Resultat beweisen.

3.19 Satz. Sei k> 2 und 1 <i <m(k). Die Menge By ist eine Basis von M;.

Beweis. Wie eingangs dieses Abschnitts erwahnt, wissen wir bereits, dass B,i’+ einen
Unterraum von M}, erzeugt.

Ist nun aber F eine Spitzenform, die nicht in der linearen Hiille von B;’Jr liegt, so
verschwindet sie nach Lemma 3.18 an mindestens einer Spitze mit einer Ordnung,
die echt kleiner als 4 ist. Somit ist F kein Element von M ,’c und die Behauptung ist
bewiesen. O

Bemerkung. Es ist keineswegs selbstverstandlich, dass eine Basis von M, ,% in dem Sinne
mit der Spitzenfiltrierung vertréglich ist, dass wir Basen der Unterrdume i-facher Spit-
zenformen angeben kénnen, indem wir unter den Basiselementen alle Spitzenformen
der Ordnung ¢ auswéhlen.

Wir erhalten beispielsweise eine weitere Basis B von M}, indem wir zu allen Ele-

menten von B;’+ die Spitzenform fél’k) addieren. Diese Basis besitzt nicht die ge-
wiinschte Eigenschaft, da sie ,zu viele“ Spitzenformen erster Ordnung enthélt und
keine Spitzenformen héherer Ordnung. Insbesondere existieren nichttriviale Linear-
kombinationen von Basiselementen erster Ordnung, die Spitzenformen echt héherer
Ordnung beschreiben.

Wir haben oben gezeigt, dass unsere Basis B,i"s' zu jeder Nullstellenordnung genau
die richtige Anzahl von Elementen besitzt, damit dieses Phdnomen nicht auftritt.

Mit Hilfe der Basis B;’+ erhalten wir alternativ zur Spitzenfiltrierung die folgende

direkte Summenzerlegung von Vektorrdumen:

3.20 Korollar. Sei k > 2 und 1 <i < m(k). Der Vektorraum M,z besitzt eine direkte
Summenzerlegung
Mi=MiaMe.. oM"®.
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Dabei sind die Unterrdume M\Ig definiert als lineare Erzeugnisse der Mengen Bi und
enthalten (neben der 0) nur Spitzenformen der genauen Ordnung j (aber nicht alle
solchen!).

Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse zusammen:

3.21 Satz. Seik=t+8(q+1)>2mit 1 <t<q+1 und sei

kq ~
k: —_— :E—]. E.
m(k) {q—l—lJ + &g

(i) Es gibt keine Spitzenformen vom Gewicht k, deren Nullstellenordnung an allen
Spitzen echt grofler ist als m(k), d.h., es ist

M ={0} firi>m(k).
Insbesondere ist M} = {0} firi > k.
(ii) Die Spitzenfiltrierung hat die Gestalt

MEDMED ... oMM 2o}

(iti) Fir 1 <i<m(k) ist Byt eine Basis von M. Es gilt
dim M} = kq+1—i(q+1).
Insbesondere ist dim M} = (k — 1)q und dim M;:(k) =q+2-¢

(iv) Firl <i<wm(k)—1 kann eine Basis von M ™" durch Hinzunahme der Elemente
von B;, zu einer Basis von M|, erginzt werden. Es gilt

codim s (M) =q+1.

Bemerkung. Wir stellen einige Parallelen fest zur Situation fiir Gewicht 1, in der es
keine Spitzenformen gibt. So gilt die Formel

M ={0} fiiri>m(k)
auch fur k =1, da m(1) = 0 ist.
Definieren wir dartiber hinaus analog zu den Vorschriften in Konstruktion 3.6 die
Menge BY = B‘f‘(l), bestehend aus den Modulformen
FoVi=g, 0<b<q,
so wissen wir, dass es sich dabei um eine Basis von

MM = M, = Eis,

handelt.
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3 Die Spitzenfiltrierung

3.3 Kongruenzen von Spitzenformen

Zur Vorbereitung der Untersuchung der sukzessiven Quotienten der Spitzenfiltrierung
wollen wir fiir bestimmte Spitzenformen i-ter Ordnung moglichst einfache Représen-
tanten modulo M, ,i“ bestimmen. Konkret interessieren wir uns dabei fiir Monome in
gewoOhnlichen und modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1, wie sie auch in der
oben betrachteten Basis der Spitzenfiltrierung auftreten.

Die Vertraglichkeit der multiplikativen Struktur auf M mit dem Nullstellenverhalten
an den Spitzen erlaubt es uns, Aussagen, die wir fiir kleinere Gewichte bewiesen haben,
zu liften. Genauer verwenden wir:

3.22 Lemma. Seien j,m,n € Nundm <n. Sei G € M,,_,.

(i) Ist F € M},, dann gilt auch _
GF € M.

(it) Sind F,F' € M,, mit
F=F" mod M]

m)

so ist auch
GF=GF mod MJ.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da die Nullstellenordnung von G.F an allen Spitzen

grofer oder gleich der von F ist (Modulformen besitzen keine Pole an den Spitzen).
Die zweite Aussage folgt, indem die erste auf die Modulform F — F’ € MJ, ange-

wendet wird. O

Allen Umformungen in diesem Kapitel liegt die folgende spezielle Kongruenz zu-
grunde, die es erlaubt, in bestimmten Monomen Faktoren &, durch Faktoren &; zu
ersetzen, wenn wir modulo héherer Spitzenformen reduzieren. Dieses Resultat werden
wir nach und nach verallgemeinern.

3.23 Lemma. Sei 1 <i<qg—1 und 0<m < q—i. Fir beliebiges | € N gilt

ELemEL, = E{EREL, mod M1 .

Beweis. Nach Definition der modifizierten Eisenstein-Reihen konnen wir schreiben

l
L = (B2 4 B € = E16, 0+ 3 ()ELI 6,5

j=1

Wir betrachten nun fir 1 < j < [ die Modulform E{ﬂ SmEéj J und bestimmen mit
Hilfe von Proposition 2.20 und Proposition 2.21 ihre Nullstellenordnungen an den
Spitzen. Wir sehen so, dass diese Modulform an den Spitzen (a : 1) mit v € F)¢ genau
Nullstellenordnung

t+j>1+1
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3.3 Kongruenzen von Spitzenformen

hat. An der Spitze (0 : 1) betrégt die Nullstellenordnung
l—j+m+i+j=i+m+I>i+1,

da [ > 1 gilt. Die Nullstellenordnung an oo erfiillt nach Voraussetzung an m die
Ungleichung
q—m+(—j)g—1)=q-—m>i.
Fir 1 < j <1 gilt somit _ o _
ETTERELT € MITL
und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung. Die Voraussetzung an den Index der Eisenstein-Reihe &, dient dazu, die
notwendige Verschwindungsordnung an der Spitze co zu garantieren.
Insbesondere ist das Lemma fiir alle 1 < i < ¢ — 1 im Spezialfall m = 0 giiltig.

Wir wollen als Néchstes fiir ein Monom der Form £{&,, EX_ einen méglichst einfachen
Représentanten seiner Klasse modulo Spitzenformen i 4+ 1-ter Ordnung finden. Dabei
ist unser Ziel kein Monom in Normalform im Sinne von Definition 2.13, sondern ein
gemischtes Monom der Form

ELEVEL,
mit [ € Nund 0 < b < g— 1 (vergleiche Konstruktion 3.6).

Die Grundidee ist, den Anteil E{Sm zunéchst dennoch wie iiblich in Normalform zu
iiberfiithren, und daraus resultierende Faktoren &, anschlieBend durch erneute Anwen-
dung von Lemma 3.23 zu eliminieren.

Wir miissen zeigen, dass endlich viele Wiederholungen dieser Schritte tatsdchlich
zum gewiinschten Ergebnis fithren. Dazu schauen wir uns als Erstes die Struktur der
auftretenden Normalformen genauer an.

3.24 Lemma. Seic € N und 0 < b < ¢ — 1. Schreiben wir c+b = c/q+ b mit
0<bV <q—1, so gilt
Ei&y=&5° gblgg .

Dabei ist ¢ < ¢ und Gleichheit impliziert b = 0. Die resultierende Normalform enthdlt
also stets mindestens einen Faktor &.

Beweis. Da b < g —1 ist, gilt
b<clg—1)+1¥,

was dquivalent ist zu
dg+b =c+b<cqg+Vb.

Es gilt also tatsdchlich ¢’ < ¢, und Gleichheit ist nur moglich fiir c =1, b= ¢ — 1 und
b =0.
Die Identitat der Modulformen

Ec&y = E57C EEL

folgt unmittelbar mit Proposition 2.15. O
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3 Die Spitzenfiltrierung

Das Auftreten von & ist deswegen von besonderem Interesse, weil wir oben festge-
stellt haben, dass m = 0 die in Lemma 3.23 verlangte Bedingung m < ¢ — ¢ fiir alle in
Frage kommenden 14 erfiillt.

3.25 Lemma. Sei 1l <i<q—1. Ferner sei c € N und 0 < b < q— 1. Schretben wir
c+b=Cdqg+V mit 0 <V <q-—1, so gilt

ELEEL, = & &y Bl mod MTL, .
Beweis. Geméafl Lemma 3.24 ist
ELEEL = 5 EyEC EL,
wobei wir wissen, dass das Produkt 53—0' &y mindestens einen Faktor /80 enfchélt. Insbe-
sondere kénnen wir auf der rechten Seite der Gleichung den Faktor £ & EY, abspalten.

Da wir uns im Fall ;m = 0“ befinden, ist Lemma 3.23 auf diesen Faktor anwendbar
und liefert die Kongruenz
ECEEL, = EF & EL, mod MTL .

Wie in Lemma 3.22 beschrieben, kénnen wir diese Kongruenz eines Faktors zu einer
Sy / ; . .
Kongruenz von &5~ ¢ &y &5 EY, fortsetzen und erhalten auf diese Weise

& EC B = &y BL, mod MITL .
Damit ist die Behauptung gezeigt. O
Wiederholtes Anwenden dieses Lemmas liefert die folgende, stirkere Version:
3.26 Lemma. Sei 1 <i<q—1. Dann gilt firce Nund 0 <b<q—1
E{EEL, = E§EprqEL, mod M]T]
mit dem Symbol ,[-]1“ aus Notation 2.7.
Beweis. Wir definieren Zahlen ¢; € Ny, b; € {0,...,¢ — 1} mit j € Ny durch

co =c >0, bp =0
C]‘_l—‘rbj_l :qu+bj fur j > 1.

Offenbar gilt: Ist ¢; > 0, so ist
¢+ bj <cjq+ bj =c¢j1+ bj,l.

Da die ¢;, b; aber nichtnegative ganze Zahlen sind, existiert also ein minimales n € N
mit
¢;=0,b; =b, firallej>n.
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3.3 Kongruenzen von Spitzenformen

Nach Konstruktion gilt
bp=¢ch1+bp_1=...=co+by modgqg—1.
Auflerdem ist
b, >0,

denn andernfalls ware
Cn-1+bp_1 =by, = 0,

und es miisste schon ¢,—1 = 0 gelten im Widerspruch zur Minimalitdt von n. Insbe-
sondere ist
bn = [b() + Co} = [b-ﬁ-C}

Fir 1 < j < n erhalten wir mit Hilfe von Lemma 3.25 ein System von Kongruenzen

Cj—1 T — oCji—1—Cj oCj 7 1+1
EF T &, B =& £ &, By, mod Mt . .

Wir kénnen damit schrittweise die folgenden Umformungen durchfithren:

co i __ ¢oco—cC1 ocl 7 i+1
EEEL =& & BS, mod My, .

__ oCp—C1 0C1—C2 OC2 7 1+1
=&, & EPEn, ES, mod M1y,

=0 EME,, B, mod M

1+14co
_ ¢c 7 i+1
= &€y s, mod My . .

Dabei haben wir benutzt, dass ¢y = ¢ und ¢,, = 0 ist, und die Behauptung ist gezeigt.
O

Wir kénnen nun eine stirkere Version von Lemma 3.23 formulieren, bei der der
resultierende Représentant weiter vereinfacht ist.

3.27 Lemma. Sei 1 <i<qg—1und 0<m < q—1. Dann gilt firl € N

5‘llngzi>o = 5(1)5[l+m]Eéo mod Miiizir
Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist Lemma 3.23 anwendbar. Den
resultierenden Reprisentanten vereinfachen wir mit Lemma 3.26. Insgesamt erhalten
wir auf diese Weise also wie verlangt
Eéngéo = S{SME(; mod Mi’illH
_ el ; i+1

O

Um technische Fallunterscheidungen zu vermeiden, ist es sinnvoll, die Aussage des
Lemmas auf den trivialen Fall [ = 0 auszuweiten.

45



3 Die Spitzenfiltrierung

3.28 Lemma. Die Aussage von Lemma 3.27 gilt auch fir | = 0, wenn der Index
[l +m] durch den Index (I + m) ersetzt wird.

Beweis. Nach Definition der Symbole ,[-]* und ,{-)“ in Notation 2.7 gilt
l+m]=({+m) fir I+m>0.

Ist also I > 0 oder m > 0, so hat die angegebene Modifikation von Lemma 3.27 keine
Auswirkungen auf die Giiltigkeit der Aussage. Im verbleibenden Fall [ = m = 0 gilt

{I+m)=1{(0)=0,
und die Behauptung ist eine Tautologie. O

Bemerkung. Der Ubergang zum Symbol ,,(-)“ ist tatsichlich notwendig, um den tri-
vialen Fall abzudecken. Es gilt ndmlich

EYEEL, # EJ g EL, mod M,

da die Modulform
ELEEL, — EJEEL = (€0 — Eq—1)ELEL, = EyEJEL,

an der Spitze (0 : 1) Nullstellenordnung genau 4 hat.

Wir miissen bei den in diesem Abschnitt beschriebenen Umformungen also darauf
achten, ob die Summe der Indizes der auftretenden modifizierten Eisenstein-Reihen
tatséachlich gleich 0 ist oder lediglich kongruent zu 0 modulo ¢ — 1. Dies liegt daran,
dass die Reduktion im Index von einem Schritt ,&, — &;“ herriihrt, wir aber wie
gerade beschrieben nicht £,_; zu &, reduzieren kénnen.

Vergleiche auch die Bemerkung zu Notation 2.7.

Wir kénnen nun eine allgemeinere Umformungsregel herleiten:

3.29 Proposition. Seil1 < i <g—1und 0 < m < qg—1. Firl € N seien beliebige
a,...,a; €40,...,q} gegeben. Dann gilt

l
H Ea, ngéo = 5(ng<a+m>ECi>0 mod Mii'tll“'l
j=1

mita:=ay+ ...+ a;.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir
l
F=|]]%, | EmEL.
j=1

Im Fall a; = ... = a; = ¢ haben wir die Behauptung in Lemma 3.27 gezeigt. Wir
kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass mindestens ein a; echt kleiner als ¢
ist. Damit ist insbesondere a < lq. Wir wissen also, dass in der Zerlegung

a=cqg+b mit 0<b <qg-—1
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3.3 Kongruenzen von Spitzenformen

bereits ¢; < [ gilt. Nach Proposition 2.15 ist somit

_ l*lfcl &
Eay = EITOE, E0
1

l
j=

beziehungsweise
F =& T8, E0 EmEL,.

Nach Voraussetzung gilt m < ¢ — ¢, wir konnen den Faktor Eglngéo von F somit
mit Hilfe unserer zuvor beschriebenen Rechenregeln vereinfachen. Wir greifen dazu auf
Lemma 3.28 zuriick, da wir den Fall ¢; = 0 zulassen, und erhalten:

F =& 6, E8 E ey ymy EL, mod M

i+14+1
— ol-1 7 i+1
= 50 £b15<61+m>Eoo mod Ml-‘rl-‘rl'

Um zu sehen, wie dieser Ausdruck weiter zu vereinfachen ist, schauen wir uns die
Zerlegung
by +{c1+m) =coqg+by mit 0<by<g-—1

genauer an. Wir wissen, dass by < ¢—1 und {¢; + m) < ¢—1 gilt. Folglich ist ¢; € {0,1}
und co = 1 impliziert bereits

by < {c1+m)<q-—1. (3.3)

Wir kénnen also
Ey Eierimy = € PEREY

schreiben, so dass insgesamt

F =& ?6,E2EL, mod M|, (3.4)

folgt.
Ist nun ¢ = 0, so vereinfacht sich Kongruenz (3.4) direkt zu

F = E(Z)Eszéo mod MZLIH
Dabei ist
bo=by+{c1+m)=bj+ci+m=b+cig+m=a+m modqg-—1.
Damit wir sehen, dass tatsdchlich
be = (a4 m)

gilt, miissen wir zeigen, dass by genau dann gleich Null ist, wenn auch a + m Null ist.

Wegen der Voraussetzung co = 0 ist by genau dann Null, wenn sowohl b; = 0 als auch
{c1 +m) = 0 gilt. Die zweite Bedingung ist wiederum &quivalent dazu, dass ¢; = 0
und m = 0 ist. Zusammen ergibt dies, dass genau dann be = 0 gilt, wenn

a=ciq+by=0 und m=0
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3 Die Spitzenfiltrierung

ist, und die Behauptung ist fiir co = 0 bewiesen.

Sei also ¢o = 1. Aus der Definition von cg, by und ¢, by folgt, dass dann insbesondere
a+m > 0 gilt.

Wir zeigen, dass auf der rechten Seite von Kongruenz (3.4) ein Eisenstein-Reihen-
Faktor auftritt, der zusammen mit £, E’_ ein Teilprodukt bildet, das wir gemé$ Lem-
ma 3.27 umformen kénnen. Wir unterscheiden erneut zwischen zwei Féllen:

Ist I > 2, so enthélt die rechte Seite von Kongruenz (3.4) mindestens einen Faktor
&y. Wir vereinfachen also das Teilprodukt SqSOEéO und erhalten

F=E7"6,6B, mod M/,

Ist dagegen [ = 1, so gilt a < ¢ und folglich ¢; = 0. Ungleichung (3.3) liefert dann

by < (m) =m.
Das Teilprodukt £,&, E., der rechten Seite von Kongruenz (3.4) geniigt damit den
Voraussetzungen von Lemma 3.27 und wir erhalten auch im zweiten Fall die Kongruenz

F=&"6,6E, mod M/,

Da nach Ungleichung (3.3) aber in beiden Féllen by < ¢ — 1 ist, kénnen wir

— el ‘ i+1
F=&Ep,+1EL, mod Mil—tl-s-l

schreiben, ohne einen zusétzlichen Faktor &£, zu erhalten. Dabei ist
bo+1=by+co=by+{c1+m)=a+m modq-—1.
Da auflerdem sowohl by + 1 > 0 als auch a +m > 0 gelten, ist tatséchlich
by +1=(a+m),
und die Behauptung ist auch fiir c; = 1 bewiesen. O

Bemerkung. (i) Die Umformungsregeln erscheinen auf den ersten Blick méglicher-
weise unnétig kompliziert, da sie doch einfach auf eine Ersetzung von &; durch
&1 hinauszulaufen scheinen und damit die Reduktion modulo ¢ — 1 im Index
naheliegend ist. Allerdings darf diese Ersetzung eben nur dann erfolgen, wenn
andere Faktoren ausreichend hohe Verschwindungsordnungen an den Spitzen ge-
wahrleisten. Vergleiche dazu die Bemerkung zu Lemma 3.28.

(ii) Da wir keine genaueren Bedingungen an die a; stellen, ist die Voraussetzung
m < q — i nicht notwendig scharf. In Bezug auf diese Bedingung, die eine ausrei-
chend hohe Verschwindungsordnung an der Spitze oo sicherstellt, ist der vorher
behandelte Fall Sé der schlimmstmégliche. Je stirker das Produkt Hé‘:1 Eq,; von
dieser reinen Potenz abweicht, desto schwécher kann die Bedingung an m sein. Ist
etwa schon a; = 0, so kann &,, im Beweis die Rolle einnehmen, die urspriinglich
& zukommt.

Ist sogar a +m < g — 1, so gilt in der Formulierung des Lemmas nicht nur Kon-
gruenz, sondern Gleichheit: Es treten keine Faktoren &, auf, die eine Reduktion
geméif der vorher gezeigten Methoden erforderlich machen.
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4 Gruppenoperationen auf
Drinfeld’'schen Modulformen

Nachdem wir bisher hauptséchlich Eigenschaften bestimmter Modulformen sowie Vek-
torraumstrukturen untersucht haben, betrachten wir zum Abschlufl des ersten Teils
der vorliegenden Arbeit Gruppenoperationen auf den Drinfeld’schen Modulformen zur
Gruppe I'(T).

Wir beschreiben, wie die volle Modulgruppe in natiirlicher Weise auf den Drin-
feld’schen Modulformen operiert. Da es sich hierbei um bekannte Sachverhalte han-
delt, geben wir Beweise verkiirzt wieder. Im Hinblick auf die Anwendung in spéteren
Kapiteln formulieren wir die Ergebnisse anschlieend noch einmal fiir die zugehorige
Linksoperation.

4.1 Die natiirliche rechte Operation

Die in Lemma 1.10 beschriebene Gruppenoperation induziert eine Operation der vollen
Modulgruppe auf den Modulformen vom Gewicht k:

4.1 Lemma. Sei k € Ny. Der Vektorraum My der Modulformen vom Gewicht k
ist abgeschlossen unter der rechten Operation der vollen Modulgruppe T'(1), die fir
v €T(1) und f € My, durch

Flinge (2) = (cz + d)7* f(v2)

definiert ist.
Die Operation ist vertraglich mit der Vektorraumstruktur von My, d.h., fir Modul-
formen f,g € My und X € Co, ist

(f + 2Dk = flie + A9l fiir alle v € T(1).

Beweis. Sei f € My und v € T'(1). Wir iiberpriifen fiir f|[,], die drei Bedingungen fiir
Drinfeld’sche Modulformen aus Definition 1.12.

Bedingung (i) gilt nach Lemma 1.11, da I'(T) als Hauptkongruenzuntergruppe ein
Normalteiler in I'(1) ist.

Die Holomorphie auf 2 bleibt unter der angegebenen Transformation offenbar er-
halten, also ist auch die zweite Bedingung erfiillt.

Betrachten wir schlieBlich das Verhalten der Modulform f|f,}, an einer Spitze s, so
entspricht dies geméf Bemerkung (ii) zu Definition 1.12 dem Verhalten von f an der
Spitze ~s.

Nk
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Da Holomorphie und Verschwindungsordnung an einer Spitze nicht von der Wahl des
Représentanten abhéngen, bewirkt das Element v unter der betrachteten Operation
insgesamt eine Permutation der Verschwindungsordnungen an den Spitzen. Somit ist
auch die dritte Bedingung erfiillt. O

Wir kénnen uns bei der Untersuchung dieser Operation auf eine endliche Untergrup-
pe der vollen Modulgruppe beschrénken:

4.2 Lemma. Sei k € Ny. Die in Lemma 4.1 beschriebene Operation von T'(1) auf My,
ist bereits vollstindig durch die Operation der endlichen Untergruppe

G = GL(2,F,) <I(1)
bestimmit.

Beweis. Nach Definition operiert die Untergruppe I'(T') trivial auf den Drinfeld’schen
Modulformen zur Gruppe I'(T'). Es handelt sich bei der in Lemma 4.1 beschriebe-
nen Operation also tatséchlich um eine Operation des Quotienten I'(T)\I'(1), den wir
wegen

I(T)\[(1) = GL(2,F,)

seinerseits als Untergruppe von I'(1) auffassen kénnen. O

Die Transformationsvorschriften fiir die verschiedenen Gewichte lassen sich wie folgt
miteinander in Beziehung setzen:

4.3 Lemma. Wir erhalten eine rechte Operation von G auf der graduierten Algebra
M = @,~o My, indem die Gruppe G auf den einzelnen direkten Summanden wie in
Lemma 4.1 beschrieben operiert.

Die resultierende Operation ist mit der multiplikativen Struktur auf M wvertrdiglich,
d.h., fir f € My und g € M; mit k,l € Ny gilt

(FDltes: = (i) @) 7 €G-

Viele der bisher betrachteten Vektorrdume von Modulformen sind unter dieser Ope-
ration abgeschlossen.

4.4 Lemma. Sei k € Ny und n € Ng. Der Unterraum M]! C M, der n-ten Spitzen-
formen ist stabil unter der betrachteten Operation von G.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Beschreibung des Verhaltens an den Spitzen im
Beweis von Lemma 4.1. O

4.5 Lemma. Sei k € N. Der Vektorraum Eisy, der von den FEisenstein-Reihen vom
Gewicht k erzeugt wird, ist unter der Operation von G abgeschlossen.

Beweis. Dies folgt direkt mit Lemma 2.1. O
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4.2 Beschreibung als linke Operation

Vektorrdume, die mit einer Gruppenoperation versehen sind, bilden den Gegenstand
der Darstellungstheorie. Da diese in der Regel von Linksoperationen ausgeht, definie-
ren wir die folgende linke Variante der in Lemma 4.3 beschriebenen Operation. Dabei
bleiben alle wesentlichen Eigenschaften der urspringlichen Operation sinngeméafl un-
verdndert.

4.6 Proposition. Wir erhalten eine linke Operation von G auf der graduierten Al-
gebra M = @,~, My, der Drinfeld’schen Modulformen, indem wir fir v € G auf den
direkten Summanden M;, mit k € Ny definieren:

’Vf = f‘['y*l]w fEMk-
Die resultierende linke Operation ist mit der Algebrenstruktur vertraglich.

4.7 Notation. Sind zwei Modulformen f € My, g € M, gegeben, so schreiben wir fiir
die linke Operation

v(f9) = (vf)vg), v E€G,

ohne die Abhéngigkeit vom Gewicht ausdriicklich anzugeben. Aus dem Zusammen-
hang ist eindeutig bestimmt, fiir welches Gewicht die Transformationsvorschrift aus
Proposition 4.6 jeweils anzuwenden ist.

Bemerkung. Im zweiten Teil dieser Arbeit, der sich mit der abstrakten Darstellungs-
theorie beschéftigt, werden wir fiir einen Vektorraum, auf dem eine Gruppe operiert,
den Begriff des G-Moduls einfithren. Dieser erlaubt die folgende Sprechweise zur Be-
schreibung der im vorangegangenen Abschnitt gefundenen Strukturen:

Versehen mit der linken Operation von G geméafl Proposition 4.6 handelt es sich bei
folgenden Vektorrdumen um G-Moduln im Sinne von Definition 5.1:

Die Algebra M der Drinfeld’schen Modulformen.

Die Vektorrdaume M) der Modulformen vom Gewicht & mit k£ € Nj.

Die Vektorrdume M;' der n-ten Spitzenformen vom Gewicht k > 2 fiir n € N.

Die Vektorrdume Eisg, die von den Eisenstein-Reihen vom Gewicht k € N erzeugt
werden.

Insbesondere ist die direkte Summenzerlegung
M, = Eis;, ® M}, kN,

aus Satz 2.4 sogar eine direkte Summe von G-Moduln. Die Spitzenfiltrierung
Mo MED ... oMM

ist eine Filtrierung von G-Moduln.
Eine genauere Untersuchung all dieser G-Moduln erfolgt im dritten Teil dieser Ar-
beit, beginnend mit Kapitel 7.
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5 Einfuhrung in modulare
Darstellungstheorie

Die in den vorigen Kapiteln eingefithrten Drinfeld’schen Modulformen sollen unter Ge-
sichtspunkten der Darstellungstheorie weiter untersucht werden. Das Ziel dieses Kapi-
tels ist, die Begriffe und Notationen, die dazu beno6tigt werden, kurz und iibersichtlich
zusammenzufassen. Es handelt sich keineswegs um eine vollstindige Ubersicht iiber
den Stand der Darstellungstheorie.

Wir definieren Darstellungen zunéchst in einer allgemeineren Situation. Dabei stel-
len wir unter anderem die Konzepte der induzierten Darstellung sowie der dualen
Darstellung vor.

Anschliefflend gehen wir im zweiten Abschnitt auf den Spezialfall der modularen
Darstellungstheorie in endlicher Charakteristik ein.

Dies prézisieren wir im dritten Abschnitt weiter, indem wir konkret die Darstel-
lungstheorie der Gruppe GL(2,F,) betrachten, mit der wir uns im Rest dieser Arbeit
beschéaftigen werden.

Da wir hier bekannte Sachverhalte wiedergeben, verzichten wir in diesem Kapitel auf
Beweise. Details zur abstrakten Darstellungstheorie kénnen beispielsweise bei Alperin
[Alp86], Benson [Ben91] oder Feit [Fei82] nachgelesen werden. Weitere Ausfithrungen
zur konkret betrachteten Darstellungstheorie in definierender Charakteristik finden
sich etwa bei Wack [Wac96] oder (fiir die Gruppe SL(2,F,)) bei Bonnafé [Bonl1].

Bei der Notation ist zu beachten: Wir ,vergessen“ in diesem Kapitel (und nur hier)
die in den vorigen Kapiteln festgelegte Notation, sofern nicht ausdriicklich Bezug auf
diese genommen wird. Beispielsweise steht K in diesem Kapitel zunéchst fiir einen
beliebigen Korper und G fiir eine beliebige Gruppe. In allen folgenden Kapiteln hat
die Notation aus dem ersten Teil bei eventuellen Konflikten Vorrang.

Alle in diesem Kapitel auftretenden Moduln sind grundsétzlich als Linksmoduln zu
verstehen, ebenso betrachten wir hier nur Operationen von links.

5.1 Abstrakte Definition von Darstellungen

Bei den Definitionen in diesem Abschnitt orientieren wir uns an [Ben91, Kapitel 3]
und [Wac96, Kapitel 1.

Sei K ein beliebiger Kérper und G eine Gruppe. Wie iiblich bilden wir die Grup-
penalgebra

K[G) =1 Xg | € K, fast alle Ay =0
geG
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5 Einfiihrung in modulare Darstellungstheorie

Wir definieren zunédchst zwei eng miteinander verwandte Begriffe.
5.1 Definition. Sei M ein K-Vektorraum.

(i) Ein Gruppenhomomorphismus p : G — Autg (M) heiit Darstellung von G auf
M. Der Vektorraum M heiflt Darstellungsraum von p. Die Dimension von M
heifit auch Dimension der Darstellung p.

(ii) Ist M versehen mit einer K[G]-Modulstruktur, so nennen wir M einen G-Modul
und sagen, G operiere auf M.

Durch K-lineare Fortsetzung erhalten wir zu einer Darstellung einen eindeutigen Al-
gebrenhomomorphismus K[G] — Endg (M). Jeder solche Algebrenhomomorphismus
induziert wiederum in offensichtlicher Weise eine K[G]-Modulstruktur auf M.

Umgekehrt liefert ein G-Modul M eine Abbildungsvorschrift fiir einen Algebrenho-
momorphismus K[G] — Endg (M) und durch Einschrankung einen Gruppenhomo-
morphismus G — Autg (M), also eine Darstellung. Wir konnen Darstellungen und
G-Moduln somit in eindeutiger Weise miteinander identifizieren.

5.2 Notation. Wir verwenden bei fixierter Gruppe G die Begriffe Darstellung und
G-Modul synonym. Insbesondere bezeichnen wir auch einen K-Vektorraum selbst als
Darstellung, wenn klar ist, wie die Gruppe G auf diesem operiert.

Betrachten wir eine feste Darstellung p : G — Autg (M), so schreiben wir fir die
K[G]-Modulstruktur auf M auch gz anstelle von p(g)z.

Auf der anderen Seite kann es Sinn machen, zwischen einem G-Modul M und dem
zugrunde liegenden Vektorraum zu unterscheiden, obwohl sie mengentheoretisch {iber-
einstimmen, etwa wenn wir eine neue Operation auf demselben Vektorraum definieren
wollen.

5.3 Definition. Eine eindimensionale Darstellung von G heifit auch ein Charakter
von G.

5.4 Beispiel. Der triviale G-Homomorphismus G — K*, g — 1, liefert auf K eine
G-Modulstruktur mit
gr=z

fur alle ¢ € G, x € K. Die zugehorige Darstellung heifit triviale Darstellung, Eins-
darstellung oder der triviale Charakter von G. Sprechen wir im Folgenden von der
Darstellung K, so ist damit stets die triviale Darstellung gemeint.

5.5 Definition. Sei M ein G-Modul. Ist 0 # = € M so, dass ein Charakter p mit
gr = p(g)x firalle g € G

existiert, so heifit x Figenvektor zum Charakter p.

5.6 Definition. Seien M und N G-Moduln. Eine lineare Abbildung ¢ : M — N
heiflt G-dquivariant oder G-Homomorphismus, wenn sie fur alle g € G, x € M die
Bedingung

¢(gz) = go(x)
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5.1 Abstrakte Definition von Darstellungen

erfillt. Wir bezeichnen den Vektorraum der G-Homomorphismen von M nach N mit
Homg (M, N); sinngeméf ist Endg (M) definiert.
Ein G-dquivarianter Vektorraumisomorphismus heifit auch G-Isomorphismus.

5.7 Definition. Sei M ein G-Modul. Ein G-Untermodul von M ist ein Untervektor-
raum U C M, der unter der Operation von G abgeschlossen ist, d.h., es gilt

greU

fir alle g € G und alle z € U.

Einer der Vorteile der Identifizierung von Darstellungen mit K[G]-Moduln ist, dass
wir dadurch den Apparat der Modultheorie zur Verfiigung haben. Wir kénnen also
beispielsweise von einfachen, freien oder projektiven Darstellungen beziehungsweise
G-Moduln sprechen. In dieser Arbeit spielen vor allem einfache G-Moduln eine wichtige
Rolle, wir erinnern daher an die ibliche Definition:

5.8 Definition. Ein G-Modul M heifit einfach, wenn er nur die G-Untermoduln {0}
und M besitzt. Ein G-Modul heif3t halbeinfach, wenn er eine direkte Summe einfacher
G-Moduln ist.

Wir kénnen durch komponentenweise Operationen in natiirlicher Weise die direkte
Summe von Darstellungen definieren. Ebenso kénnen wir Tensorprodukte von Darstel-
lungen betrachten.

5.9 Definition/Lemma. Seien M und N G-Moduln. Es existiert eine eindeutige
Operation von G auf dem Tensorprodukt M @ ¢ N der zugrunde liegenden Vektorrau-
me, so dass fiir g € G gilt:

gx@y)=gr®gy firallexze M, ye N.

Wir nennen den resultierenden G-Modul M ® N das Tensorprodukt der G-Moduln M
und N. Die zugehorige Darstellung von G auf M ® N nennen wir Tensorprodukt der
Darstellungen auf M beziehungsweise N.

Bemerkung. Wir verwenden die beim Tensorprodukt von Vektorrdumen tiblichen Kon-
ventionen, zum Beispiel identifizieren wir ohne weiteren Kommentar die G-Moduln
VOWund WeV.

Die induzierte Darstellung

Als Néchstes befassen wir uns mit der Frage, wie wir uns zu einer Darstellung fiir
eine Untergruppe H < G eine Darstellung fir die Gruppe G verschaffen koénnen.
Wir geben eine mogliche Realisierung der induzierten Darstellung an und beschreiben
grundlegende Eigenschaften. Fiir weitere Details zur hier gewéhlten Interpretation sie-
he beispielsweise [Lan02, XVIII, §7]. Eine alternative Beschreibung der induzierten
Darstellung ist zum Beispiel in [Ben91, Abschnitt 3.3] angegeben.
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5 Einfiihrung in modulare Darstellungstheorie

5.10 Definition. Sei H eine Untergruppe von G von endlichem Index und sei NV ein
H-Modul mit zugehoriger Darstellung p: H — Autg (N).
Auf dem Vektorraum W der Funktionen f: G — N, die die Eigenschaft

h(f(9)) = f(hg)
fiir alle h € H und g € G erfiillen, operiert ein Element ¢’ € G durch die Vorschrift

(9'F)g) = flgg') firallegeG.

Der dadurch beschriebene G-Modul heifit der von N induzierte G-Modul. Wir schreiben
dafiir Ind$ (N).

Die zugehorige Darstellung heifit induzierte Darstellung und wird mit Indg (p) be-
zeichnet.

Die Struktur der induzierten Darstellung lasst sich genauer beschreiben. Einige ele-
mentare Aussagen haben wir im Folgenden zusammengefasst.

5.11 Proposition. (i) Eine Funktion f € Ind$(N) ist vollstindig bestimmt durch
Angabe ihrer Werte auf einem Reprdsentantensystem der Rechtsnebenklassen
H\G.

1) Es existiert ein injektiver H-Homomorphismus N —» Ind$ (N Ly — fO der
H

gegeben ist durch
f0(g) =30 T
0 g¢H.

Wir kénnen also N als H-Modul nach Indg(N) einbetten und mit dem Unter-
modul U der Funktionen f mit f(g) = 0 fir alle g ¢ H identifizieren. Dabei
schreiben wir g € H fir g € G\ H.
(i@i) Es gilt
dimInd%(N) =[G : H] - dim N.
Beweis. Aussage (i) ist klar. Die zweite und dritte Aussage folgen aus Proposition 7.1
beziehungsweise Proposition 7.2 aus [Lan02, Kapitel XVIII]. O

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung induzierter Darstellungen liefert der
folgende Satz:

5.12 Satz (Frobenius-Reziprozitit). Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von
endlichem Index. Sei N ein H-Modul und M ein G-Modul. Dann existiert ein kano-
nischer Isomorphismus

Homg(Ind$ (N), M) = Homy (N, Res$ (M)).

Dabei bezeichnet Resg(M) den H-Modul, den wir durch Einschrinkung auf die Ope-
ration der Untergruppe H < G erhalten.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Definition der induzierten Darstellung
als universelles Objekt, vergleiche die Herleitung in [Lan02, XVIII, §7]. O
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5.2 Modulare Darstellungstheorie

Die duale Darstellung

Ein weiteres grundlegendes Konzept ist die duale Darstellung (siehe [Ben91, Ab-
schnitt 3.1] oder [Lan02, XVIII, §1]). Hier wird einer gegebenen Darstellung in kanoni-
scher Weise eine Darstellung auf dem Dualraum zugeordnet. Dazu halten wir zunéchst
allgemeiner fest:

5.13 Proposition. Sind M und N G-Moduln, so wird auf Homg (M, N) durch die
Vorschrift
(99)(x) = gp(g~'x) fir alle p € Homg (M, N), g € G

eine G-Modulstruktur definiert.

Wahlen wir fiir N den trivialen Modul K, so liefert die angegebene Operation eine
Struktur auf dem Dualraum M* = Homg (M, K) von M.

5.14 Definition. Sei M ein K-Vektorraum und M ein G-Modul. Wir erhalten eine
G-Modulstruktur auf dem Dualraum M* von M, indem wir fir ¢ € M* und g € G
die Abbildung gy durch

(99)(z) = (g~ 'x)
definieren. Der resultierende G-Modul heif3t der zu M duale G-Modul. Die zugehorige
Darstellung p* : G — Autg(M*) heit die duale Darstellung und wird nach der
iiblichen Konvention ebenfalls mit M* bezeichnet.

Bemerkung. Das Gruppenelement g muss bei der Definition der Operation invertiert
werden, um eine Linksoperation auf dem Raum der Homomorphismen zu erhalten. Fiir
einen Kommentar zur Orientierung von Gruppenoperationen siehe auch die Bemerkung
zur naturlichen Darstellung und der dualen natiirlichen Darstellung in Abschnitt B.1
des Anhangs.

5.15 Beispiel. Ist p: G — K* ein Charakter, so ist die duale Darstellung durch den
inversen Charakter p~! gegeben.

Dualisierung vertauscht mit dem Bilden der induzierten Darstellung.

5.16 Proposition ([Lan02, XVIII, Theorem 7.10]). Sei H < G eine Untergruppe von
endlichem Index und N ein endlichdimensionaler H-Modul. Dann gilt

Ind$ (N*) 2 (Ind%(N))*

als Isomorphie von G-Moduln.

5.2 Modulare Darstellungstheorie

Von nun an sei G endlich, K algebraisch abgeschlossen und alle G-Moduln endlich-
dimensional. Insbesondere ist die Gruppenalgebra K[G] damit sowohl artinsch als auch
noethersch. Wir befinden uns damit in der Situation, die in [Alp86, Kapitel I] oder bei
[Wac96] in den Abschnitten 1.2 und 1.3 beschrieben wird.
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5 Einfiihrung in modulare Darstellungstheorie

Da wir uns fiir Darstellungstheorie {iber Korpern endlicher Charakteristik interes-
sieren, stellt sich die Frage, wann beziehungsweise wie sich diese von der klassischen
Darstellungstheorie iiber den komplexen Zahlen unterscheidet. Hieriiber gibt der fol-
gende Satz Auskunft:

5.17 Satz (Maschke [Alp86, I, 3, Theorem 1]). Die Gruppenalgebra K[G] ist genau
dann halbeinfach, wenn die Charakteristik von K die Ordnung von G nicht teilt. Ins-
besondere ist die Gruppenalgebra in Charakteristik O stets halbeinfach.

Die halbeinfache Situation ist leichter zu kontrollieren: Ist K[G] halbeinfach, so
ist auch jeder K[G]-Modul halbeinfach. Wir verfiigen iiber gute Beschreibungen der
Struktur der Gruppenalgebra (etwa das Lemma von Schur) und wissen, dass sich jeder
G-Modul als direkte Summe einfacher Moduln schreiben ldsst. Auch weitere modul-
theoretische Eigenschaften vereinfachen sich in dieser Situation, so ist beispielsweise
jeder Modul projektiv.

Dies ist, wie im Satz von Maschke erwahnt, der Fall in der klassischen Darstel-
lungstheorie iiber den komplexen Zahlen. Dortige Ergebnisse und Methoden kénnen
teilweise auf die Untersuchung von Darstellungen in endlicher, aber zur Gruppenord-
nung teilerfremder Charakteristik iibertragen werden.

Ist jedoch die Charakteristik des Grundkdorpers ein Teiler der Gruppenordnung, so
haben wir es mit modularer Darstellungstheorie zu tun. Dies ist die Situation, in der
wir uns im Fall Drinfeld’scher Modulformen befinden.

Von nun an besitze also K positive Charakteristik p, und p sei ein Teiler der Ordnung
von G.

Ergebnisse der klassischen Darstellungstheorie lassen sich nicht notwendig auf diese
Situation iibertragen, etwa weil die Gruppenordnung oder einige Binomialkoeffizienten
nicht invertierbar sind (vergleiche die Bemerkung zu Proposition B.8).

Einer der auffilligsten Unterschiede ist die Existenz nicht-halbeinfacher Moduln.
Insbesondere kann nicht jeder Untermodul eines G-Moduls durch einen weiteren G-
Untermodul komplementiert werden. Die folgenden verwandten Begriffe messen die
Abweichung eines G-Moduls von der Halbeinfachheit:

5.18 Definition/Lemma. Sei M ein G-Modul.

(i) Der Sockel von M ist die Summe der einfachen Untermoduln von M. Es handelt
sich dabei um den gréfiten halbeinfachen Untermodul von M.

(ii) Das Radikal von M ist als Schnitt der maximalen Untermoduln von M defi-
niert und beschreibt den kleinsten Untermodul von M, dessen Quotient mit M
halbeinfach ist.

(iii) Der Deckel von M ist der grofite halbeinfache Quotient von M.

Wir erinnern ferner an das allgemeine Konzept von Kompositions- oder Jordan-
Holder-Reihen (siehe zum Beispiel [Fei82, I, Abschnitt 1]):

5.19 Definition. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Wir nennen eine endliche
Filtrierung von Untermoduln

M=M2M-_2...2 M ={0}
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5.3 Darstellungen von GL(2,F,) in definierender Charakteristik

eine Kompositions- oder Jordan-Hélder-Reihe, wenn jeder der Quotienten M;/M;_4
einfach ist. Die Quotienten M;/M;_1 mit 1 < i <[ heiflen Kompositions- oder Jordan-
Hélder-Faktoren. Wir nennen ! die Linge der Kompositionsreihe; diese gibt zugleich
die Anzahl der Kompositionsfaktoren an.

5.20 Satz (Jordan-Holder [Fei82, I, Theorem 1.7]). Sei R ein Ring und M ein Modul
tber R. Dann gilt: Je zwei Kompositionsreithen von M sind dquivalent, d.h., sie be-
sitzen die gleiche Linge und bis auf Reihenfolge dieselben Kompositionsfaktoren (mit

Vielfachheiten gezdhlt).

In der Regel ist die Kompositionsreihe selbst dagegen nicht eindeutig, d.h., es kon-
nen verschiedene Filtrierungen existieren, in denen die Kompositionsfaktoren an un-
terschiedlichen Positionen auftreten.

Wir verlangen nun zusétzlich, dass R noethersch und artinsch ist. In diesem Fall
besitzt jeder R-Modul eine Kompositionsreihe. Insbesondere gilt dies also fir K[G]-
Moduln in der oben betrachteten Situation.

5.21 Definition/Lemma. Ein R-Modul M heiit uniserial, wenn er genau eine Kom-
positionsreihe besitzt.

Aquivalent zu dieser Charakterisierung ist die Bedingung, dass die Untermoduln von
M unter Inklusion total geordnet sind.

5.22 Definition. Ein R-Modul M hei3t multiplizitdtsfrei, wenn jeder Kompositions-
faktor mit einfacher Vielfachheit auftritt.

5.23 Definition. Zwei R-Moduln M und N heiflen Jordan-Hélder-dquivalent, in Zei-

chen M "M N , wenn sie mit Vielfachheiten gezéhlt dieselben Kompositionsfaktoren
besitzen.

Bemerkung. Jordan-Hélder-Aquivalenz ist eine Vergréberung der durch Isomorphie
induzierten Aquivalenzrelation.

Jeder Modul ist definitionsgeméfl Jordan-Hoélder-dquivalent zur direkten Summe
seiner Kompositionsfaktoren (mit Vielfachheiten), im Allgemeinen gilt jedoch keine
G-Isomorphie.

5.3 Darstellungen von GL(2,F,) in definierender
Charakteristik

Von nun an sei im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit
G :=GL(2,F,)
fiir eine Primzahlpotenz ¢ = p”. Wir betrachten ab jetzt, auch in spéteren Kapiteln,

nur noch Darstellungen dieser Gruppe G tiber dem Korper C aus Kapitel 1, nicht wie
héufig in der Literatur iiber dem algebraischen Abschluss I, von F,. Entsprechende
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5 Einfiihrung in modulare Darstellungstheorie

Ergebnisse lassen sich jedoch direkt auf unsere Situation {ibertragen, da der natiirliche
Isomorphismus
Fy[G] ® Coo = Coo[G]
]Fq
liefert, dass die Darstellungstheorie in beiden Féllen iibereinstimmt. Wir kénnen daher
auf die Ergebnisse aus [Wac96] (insbesondere Kapitel 2 und 3) sowie [Bonll, Kapi-
tel 10] zuriickgreifen.

Da die Charakteristik p des Grundkorpers Cy nicht nur ein Teiler der Ordnung von G
ist, sondern vielmehr die Gruppe G als Matrizengruppe iiber F, selbst in Charakteris-
tik p definiert ist, sprechen wir im vorliegenden Fall von modularer Darstellungstheorie
in definierender Charakteristik.

Ist im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit von Moduln die Rede, so sind damit
stets G-Moduln iiber Co, gemeint.

Eigenschaften der Gruppe

Elementare Eigenschaften der Gruppe G sind beispielsweise in [Wac96, Satz 2.3] zu-
sammengefasst.

Zunichst stellen wir fest, dass wegen #G = (¢ — 1)(¢*> — q) = qlqg — 1)(¢* = 1)
tatséchlich p = charCy, die Gruppenordnung teilt, wir uns also im Fall definierender
Charakteristik befinden.

Wenn wir Eigenschaften einer Operation von G zeigen wollen (zum Beispiel die G-
Aquivarianz einer gegebenen Abbildung), geniigt es, diese fiir Erzeuger der Gruppe
nachzuweisen. Wir zeichnen dazu das folgende Erzeugendensystem aus:

5.24 Proposition. Die Gruppe G wird erzeugt von den Elementen
a 0 %
(0 1) , a€ ]Fq ,
1t %
(0 1) , telF,
0 1
1 0/

5.25 Notation. Sprechen wir im Verlauf der vorliegenden Arbeit von den Erzeugern
von G, so sind damit immer die in Proposition 5.24 angegebenen Matrizen gemeint.

Bei Matrizen der Form (§9) ist dabei als Generalvoraussetzung stets a € F) be-

liebig (analog fiir Matrizen der Form (%)), auch wenn wir dies nicht ausdriicklich
erwahnen. Insbesondere kénnen wir bei unseren Rechnungen ausnutzen, dass der Wert
einer Potenz von a beziehungsweise von ¢ nur von der Klasse des Exponenten modulo

q — 1 abhéangt.

Twists von Darstellungen

Im Folgenden beschreiben wir zwei Methoden, die wir benutzen werden, um aus einer
gegebenen Darstellung neue Darstellungen zu erzeugen.

60



5.3 Darstellungen von GL(2,F,) in definierender Charakteristik

5.26 Definition. Sei 0 € Z. Die Gruppe G operiert auf C,, indem wir fir v € G

v = (detv)?z fir alle x € Cxo

setzen. Wir nennen die zugehorige eindimensionale Darstellung einen Determinanten-
charakter und schreiben dafiir (det)?.

Ist M ein G-Modul, so bezeichnen wir einen G-Modul der Form M ® (det)? als
Determinantentwist von M.

Bemerkung. (i) Der Determinantencharakter (det)” héngt nur von der Restklasse

(iv)

von ¢ modulo ¢ — 1 ab. Wir kénnen uns also auf den Fall beschrianken, dass o
ein Repréisentantensystem modulo ¢ — 1 durchléuft.

Fiir o = 0 mod ¢ — 1 handelt es sich bei (det)? um den trivialen G-Modul Co.

In der Praxis identifizieren wir den zugrunde liegenden Vektorraum eines Deter-
minantentwists M ® (det)? eines Moduls M via z® 1 — x mit dem M zugrunde
liegenden Vektorraum. Die getwistete Operation einer Matrix v € G auf diesem
Raum ist gegeben durch

~v-x = (dety)? (yz) firze M,

wobei die Operation auf der rechten Seite die urspriingliche Operation auf M
ist. Es tritt also lediglich ein zusétzlicher Determinantenfaktor auf.

Wir identifizieren daher Elemente von M ® (det)? und Elemente von M und
miissen nur auf den passenden Determinantenfaktor bei der Gruppenoperation
achten. Umgekehrt konnen wir ein Element von M als Element unterschiedlicher
Determinantentwists auffassen, indem wir unterschiedliche getwistete Operatio-
nen von G betrachten.

Eigenschaften eines G-Moduls, die nur von dem zugrunde liegenden Vektorraum
abhédngen, sind unabhéngig vom konkret betrachteten Determinantentwist. Bei-
spiele hierfiir sind etwa die Dimension oder die Wohldefiniertheit der linearen
Abbildung, die einem G-Homomorphismus zugrunde liegt (nicht aber deren G-
Aquivarianz!).

Auch die grundlegenden modultheoretischen Eigenschaften eines G-Moduls blei-
ben unter Determinantentwists erhalten. So dndert sich beispielsweise (bis auf
Twist der Untermoduln) nichts an der Untermodulstruktur. Die Untermodulver-
bédnde sind also isomorph. Insbesondere ist ein getwisteter Modul genau dann
einfach, wenn der urspriingliche Modul einfach ist. Ebenfalls vertragt sich der
Determinantentwist mit der Bildung von Quotienten. Wir kénnen also Informa-
tionen iiber die Beschaffenheit von Kompositionsreihen eines Moduls auf dessen
Determinantentwists iibertragen.

Wir halten fest: Aus technischen Griinden ist es zwar wichtig, den korrekten Deter-
minantentwist zu betrachten, der Einfluss des Twists auf die Modulstruktur ist aber
gut zu kontrollieren.
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5 Einfiihrung in modulare Darstellungstheorie

5.27 Definition. Sei M ein G-Modul und sei 67 : F, — F,, 2+ a7’ fiir 0 < j < r—1

eine Potenz des Frobenius-Automorphismus von Fy. Auf dem M zugrunde liegenden

Vektorraum definieren wir eine neue Operation ,,03“, indem wir fiir (‘c’ Z) € G und
J

reM _ _
a b\ - a?’ bpj' .
c d)ei” " \ep gP

setzen. Die Operation auf der rechten Seite ist dabei durch die urspriingliche G-Modul-
struktur auf M gegeben. Auf diese Weise erhalten wir auf dem Vektorraum M eine
neue G-Modulstruktur. Den resultierenden G-Modul M? nennen wir Frobenius- Twist
von M.

Bemerkung. (i) Fiir j = 0 stimmt der Frobenius-Twist mit dem urspriinglichen
Modul iiberein.

(ii) Ebenso wie Determinantentwists dndern auch Frobenius-Twists nichts an der
grundlegenden Struktur eines Moduls, sieche [Wac96, Lemma 2.10] fiir weitere
Ausfiihrungen dazu.

Symmetrische Potenzen der natiirlichen Darstellung

Eine wichtige Rolle bei der Beschreibung von G-Moduln spielen die symmetrische Alge-
bra beziehungsweise die symmetrischen Potenzen des natiirlichen G-Moduls. Wir rufen
hier die entsprechenden Definitionen ins Gedéchtnis. Fiir eine vollsténdige Definition
der symmetrischen Algebra siehe zum Beispiel [Bou89, III, §6].

5.28 Notation. Von nun an bezeichne V stets den natiirlichen oder tautologischen
G-Modul der Dimension 2 beziehungsweise die natirliche Darstellung von G. Dabei
handelt es sich um den Vektorraum C2,, auf dem G von links durch gewohnliche Matrix-
Spaltenvektor-Multiplikation operiert.

Die Standardbasis von V' bezeichnen wir mit (X,Y).

5.29 Proposition. Fiir eine Matrix (‘g fl) € G gilt
<“ b) X = aX + ¢,
c d

( Z)Y:bXerY.

o 2

Beweis. Da es an dieser Stelle leicht zu Missverstdndnissen kommen kann, etwa Ver-
wechslungen von V' mit der dualen Darstellung (siehe dazu auch Abschnitt B.2 im
Anhang), tiberzeugen wir uns kurz von der Richtigkeit dieser Aussage. Es gilt

(a b)X_ (“) —aX +cY.
c d c

Die zweite Aussage folgt analog. O
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5.3 Darstellungen von GL(2,F,) in definierender Charakteristik

5.30 Notation/Lemma. Sei Sym(V') die symmetrische Algebra von V. Wir bezeich-
nen fiir n € Ny die n-te symmetrische Potenz von V' mit Sym™(V'), d.h., es ist

Sym(V) = €P Sym™ (V).

n>0

Vermége der natiirlichen Operation von G auf V' kénnen wir auch die symmetrische
Algebra beziehungsweise die symmetrischen Potenzen von V' als G-Moduln auffassen.
Wir erhalten dabei kanonische Isomomorphien von G-Moduln

Symo(V) ~(C, und Syml(V) ~ V.

Allgemein ist
dim Sym"™ (V) =n+1

fiir n € Ny und die Monome X"~ Y mit 0 < i < n bilden eine Basis von Sym"™ (V).
Eine Matrix (¢ %) € G operiert auf einem solchen Basiselement durch

(‘; Z) X"y = (aX + ¢ )" H(bX + dY)'. (5.1)
Bemerkung. Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir auf Klammern, wenn wir
Monome unter der Operation von G betrachten. Nur wenn wir ein Monom ausdriicklich
als Produkt zerlegen und ein Element von G getrennt auf den Faktoren operieren
lassen, setzen wir die entsprechenden Ausdriicke in Klammern.

Die gleiche Konvention gilt in spéteren Kapiteln auch fiir Monome in Eisenstein-
Reihen vom Gewicht 1.

Setzen wir in Formel 5.1 die Erzeuger von G ein, so ist das folgende Transforma-
tionsverhalten direkt abzulesen:

5.31 Proposition. Sein € Ny. Die iblichen Erzeuger von G operieren auf Monomen
vom Grad n durch

(8 ?) anlyz — anfanfiyi,
(FHX" Y =) ()XY,
7=0

((1) (1))Xn—zyz _ Xiyn—i

fir0<i<n.

Bemerkung. (i) Allgemein ist die Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen
Sym" (V) mit n < ¢ fir die Gruppe G = GL(2,F,) in [BS00] vollstéindig be-
schrieben. Man kennt den Untermodulverband sowie die Kompositionsfaktoren.

Wir geben diese Ergebnisse in Kapitel 6 der vorliegenden Arbeit wieder. In Ka-
pitel 10 zeigen wir dariiber hinaus einige Aussagen fiir den Fall n > g + 1.
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5 Einfiihrung in modulare Darstellungstheorie

(ii) Der einfache Modul Sym?~* (V) heiBt der Steinberg-Modul und ist in der Darstel-
lungstheorie von besonderer Bedeutung. Beispielsweise ist dieser Modul einfach,
projektiv und selbstdual. In [Ste67] ist das zugrunde liegende Konzept in einer
weit allgemeineren Situation beschrieben.

(iii) Fiir die algebraische Gruppe GL(2,F,) ist die Darstellungstheorie der symme-
trischen Potenzen der natiirlichen Darstellung fiir beliebiges n bekannt (siehe
[Dot85]). Dies lasst sich jedoch nicht unmittelbar auf unsere Situation iibertra-
gen.

Die einfachen GL(2,F,)-Moduln

In der modularen Darstellungstheorie kann zwar nicht jeder G-Modul als direkte Sum-
me einfacher G-Moduln geschrieben werden, dennoch sind die einfachen G-Moduln fiir
die Untersuchung beliebiger G-Moduln von Bedeutung, zum Beispiel durch ihr Auf-
treten als Kompositionsfaktoren.

Fiir die hier betrachtete Gruppe G = GL(2,F,) wurden die einfachen Moduln bereits
in [Ste67] klassifiziert. Da dort jedoch eine deutlich allgemeinere Situation betrachtet
wird, greifen wir an dieser Stelle auf die expliziteren Beschreibungen in [Wac96] bezie-
hungsweise in [Bonll1] zuriick.

5.32 Notation. Sei 0 < s < g—1 gegeben mit p-adischer Entwicklung s = Z:;Ol sip,
0 <s; <p—1. Der G-Modul &(s) ist definiert als

r—1

&(s) = ) (Sym™ (V)" .

i=0
Fir o € Z definieren wir weiter
S(s,0) :=6(s) ® (det)’.

Bemerkung. Wir haben bereits in der Bemerkung zu Definition 5.26 festgehalten, dass
der Determinantentwist nur von der Restklasse von ¢ modulo ¢ — 1 abhéngt. Wir
identifizieren daher

S(s,0) = &(s,0’) fiir 0 =0’ mod q — 1.

Insbesondere ist &(s,0) = &(s,q — 1) = &(s) fiir alle 0 < s < ¢ — 1. Dariiber hinaus
ist 6(0,0) = (det)? fur alle o.

5.33 Satz. Sei0 < s < q—1 und o durchlaufe ein vollstindiges Reprisentantensystem
modulo q—1. Die G-Moduln G (s, o) bilden ein vollstindiges Reprisentantensystem der
Isomorphieklassen einfacher G-Moduln.

Beweis. Die Klassifikation der einfachen SL(2,F,)-Moduln ist bei Bonnafé [Bonll,
Theorem 10.1.8] sowie bei Wack [Wac96, Korollar 3.11] zu finden.
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5.3 Darstellungen von GL(2,F,) in definierender Charakteristik

In der Notation von [Bon11] entsprechen unsere Moduln &(s) den Untermoduln L(n)
(sieche Aussage (c) des zitierten Theorems). Bei [Wac96] entsprechen sie den Moduln

H, aus der dortigen Definition 3.1.
Der Schritt von SL(2,F,)-Moduln hin zu G-Moduln ist in [Wac96, Abschnitt 3.3]
beschrieben und lauft auf die Hinzunahme von Determinantentwists hinaus. O

Die Moduln &(s) treten bei der Untersuchung der G-Modulstruktur der symmetri-
schen Potenzen auf. Es gilt ndmlich:

5.34 Proposition. Sei 0 < n < g—1. Der G-Modul S(n) ist der eindeutige einfache
Untermodul (und damit der Sockel) von Sym™ (V).

Insbesondere ist der Modul Sym"™ (V) genau dann einfach, wenn 0 <n <p—1 oder
n=p —1mitl<j<r gilt
Beweis. Fiir die Gruppe SL(2,F,) ist dies in [Bonll, Theorem 10.1.8] gezeigt. Daraus
folgt unmittelbar die Gultigkeit fir die Gruppe G. O

Bemerkung. Wir sehen also: Anders als in Charakteristik 0 sind die symmetrischen
Potenzen nur in Spezialfillen einfach.
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6 Die Moduln N|[J]

In diesem Kapitel betrachten wir eine allgemeine Klasse von G-Moduln, die verwandt
mit den symmetrischen Potenzen ist. Diese Moduln werden spéter fiir die Beschreibung
der Darstellungstheorie von Moduln Drinfeld’scher Modulformen verwendet. Samtliche
Definitionen und Beweise in diesem Kapitel sind jedoch unabhingig von der Drinfeld-
Situation, abgesehen von der Verwendung des Korpers Coo.

Im ersten Abschnitt werden die Moduln N[§] als induzierte Darstellungen zu be-
stimmten Charakteren der Borel-Gruppe definiert. Dartiber hinaus beschreiben wir
einige grundlegende Eigenschaften, die sich aus der Definition als induzierte Darstel-
lungen ergeben.

Die G-Modulstruktur der N[d] kann mit Hilfe von [BS00] bestimmt werden. Wir
fihren dazu im zweiten Abschnitt neue Notation ein, die an die zitierte Arbeit an-
gelehnt ist, aber auch neue Ansétze enthélt, etwa im Hinblick auf eine gleichzeitige
Beschreibung von Kompositionsfaktoren verschiedener N[0].

Im dritten Abschnitt geben wir die Resultate von [BS00] in der fiir uns relevanten
Form wieder und ergénzen einige Aussagen. Die ausfiihrliche Beschreibung, wie die
Ergebnisse aus [BS00] auf die betrachtete Situation iibertragen werden kénnen, ist in
Anhang B zu finden.

Abschlieflend wird im vierten Abschnitt der spéater wichtige Spezialfall N[1] betrach-
tet.

6.1 Realisierung als induzierte Darstellungen

Definition und Basen

Wie iiblich sei ¢ = p" eine Primzahlpotenz und G = GL(2,F,). Wir bezeichnen mit B
die Standard-Borel-Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen von G.

6.1 Proposition. Die Borel-Untergruppe B wird erzeugt von den Matrizen der Form

a 0 x
(0 d)’ a,deFg,

1t .
(1), e

Wir werden uns in diesem Kapitel mit Charakteren, d.h. eindimensionalen Darstel-
lungen, von B beschéftigen. Dabei nutzen wir aus, dass Charaktere von B durch Paare
von Charakteren von F gegeben sind (siehe zum Beispiel [Rus95, Abschnitt 1.2.2]).
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6 Die Moduln Nd]

6.2 Notation. Fiir 1 <i <g—1sei w; : FJ — CX der Charakter von F, der durch
wi(z) =" fiir z € F)
gegeben ist. Insbesondere ist w,_1 der Einheitscharakter von Fy.

Wir konstruieren damit Charaktere von B und betrachten die korrespondierenden
induzierten Darstellungen von G.

6.3 Notation. Sei 1 < § < q — 1. Wir definieren den Charakter
Xs = (wg—1,ws) : B = C%
durch
X5 (84) = wg1(a)ws(d) = &
und bilden damit den G-Modul

N1[4] := Ind xs.

Bemerkung. (1) Wir lassen im Folgenden fiir den Parameter ¢ auch beliebige ganz-
zahlige Werte zu. Gemeint ist dann stets der Modul, der eindeutig durch den
Reprisentanten modulo ¢ — 1 von 6 in {1,...,q — 1} bestimmt ist.

(ii) Fir Determinantentwists N[0] ® (det)™, n € Z, fithren wir die Kurzschreibweise
N[é,n] ein. Der Modul N[§,n] hingt dann in beiden Parametern nur von der
jeweiligen Klasse modulo g—1 ab. Es handelt sich bei diesen Determinantentwists
um induzierte Darstellungen zu Charakteren der allgemeinen Form (w;,w,).

Da Determinantentwists nichts an der grundlegenden Struktur des Moduls &n-
dern (siehe die Bemerkung zu Definition 5.26), geniigt es, in diesem Kapitel die
Moduln N[4] zu untersuchen.

Aus der Dimensionsformel in Proposition 5.11 folgt unmittelbar:
6.4 Proposition. Firl <6 <gq-—1 gilt
dim N[0 =[G : B =q+ 1.

6.5 (Realisierung). Wir verwenden die in Definition 5.10 angegebene Realisierung
der induzierten Darstellung, d.h., fiir 1 < ¢ < ¢ — 1 betrachten wir den Vektorraum

N[0l ={f:G = Cx | f(Bg) = xs(B) f(g) fir alle B € B, g € G}
und versehen diesen mit der Operation von G, die fiir v € G gegeben ist durch

(vf)(g) = f(gy) firallegeG. (6.1)

Eine Funktion f € N[J] ist geméB Proposition 5.11 vollstdndig durch ihre Werte
auf einem Reprisentantensystem R von B\G bestimmt; umgekehrt existiert zu jeder
Vorgabe von Werten auf R genau eine Abbildung in N[d].
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6.1 Realisierung als induzierte Darstellungen

6.6 Notation. Geméif der Bruhat-Zerlegung

0 1
GthJB(1 O)U

mit U = {(} 1) |t € F,} konnen wir als Représentantensystem
/10 0 1
= {l DAl o) e

Durch direktes Nachrechnen erhalten wir die folgenden Regeln, die beschreiben, wie
das Produkt eines nichttrivialen Repréasentanten mit einem Erzeuger von G so umge-
formt werden kann, dass als rechter Faktor erneut ein Représentant aus R auftritt.

wéahlen.

6.7 Lemma. Seiv € F,. Fir die tiblichen Erzeuger von G gilt:

GG D=6 0 W)
()6 1)=0 )

1v10:10
v =0.
. 1)

Dabei ist a invertierbar, da fiir die Erzeuger von G nach Generalvoraussetzung a € F
1st.

Wir wollen nun Basen der Moduln N[§] angeben und das Transformationsverhalten
der Basiselemente unter G' untersuchen.

6.8 Notation. Sei 1 < § < g— 1. Fiir u € F, sei Fy) € N|[0] die Funktion, die auf
den Reprisentanten o € R die Werte

bestimmt.
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6 Die Moduln Nd]

6.9 Lemma. Fiir 1 < < q— 1 bilden die Funktionen F°) € N[é] mit v e Fq U {oo}
eine Basis von NIJ].

Beweis. Die betrachteten Abbildungen sind offensichtlich linear unabhéangig und bil-
den somit aus Dimensionsgriinden eine Basis von N{[4]. O

6.10 Lemma. Sei 1 < § < q — 1. Das Transformationsverhalten der Funktionen
£ e N[6] mit v € F, U {oo} unter den Erzeugern von G ist wie folgt bestimmi:
FO =a®FO  weF,

F;g” - F;f),

FO =%  yueF,

u—

~~ A~ o~ o~ ~
HO RO HO OF Ok Of 08
O~ OF OF FRo = =O =0

Beweis. Wir zeigen jeweils Gleichheit der beiden angegebenen Funktionen, indem wir
ihre Werte auf dem Repréasentantensystem R vergleichen. Die Funktion auf der linken
Seite werten wir dabei mit Hilfe von Formel (6.1) und den in Lemma 6.7 gesammelten
Regeln zur Umformung der auftretenden Matrizenprodukte aus. Fiir die Funktion auf
der rechten Seite konnen die Werte auf den Repréasentanten direkt aus der Definition
abgelesen werden

Nach Formel (6.1) ist die Funktion (¢ 9) FY mit u e F, bestimmt durch

(5D FD) (9) = F (g (§3)) fiir alle g € G.

Setzen wir nun fiir g den Représentanten ({9) € R ein, so erhalten wir nach Kon-

struktion von Fy)

Fiir die Repréisentanten der Form (§ 1) mit v € Fy ist

(BDED) @D =FP D D) =FD (30 ()

5,
= Loy p(d) (0 1y _ )@ v=ua
Xe (80) Fi (] yat) {0 sonst.

Wir sehen, dass die Funktion (& ?)Fy) auf R tatsidchlich genau den Abbildungsvor-

)

schriften geniigt, durch die die Funktion a‘sFég definiert ist. Somit stimmen beide

Funktionen iiberein.
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6.1 Realisierung als induzierte Darstellungen

Analog erhalten wir fiir die Abbildung (& ?)Fég) die Gleichungen

und

fiir v € IFy. Diese beschreiben aber gerade die Funktion Fég ).

Betrachten wir die Funktion (} {)Féé), u € Fy, so gilt

beziehungsweise fiir v € I,

(BOFEO) (@ =ED () @1 =FO (3.4) = {1 e,

0 sonst.

Wir sehen also die Ubereinstimmung der Funktionen (} 5)1«15‘” und Fé‘i)t fiir u € Fy.

Analog haben wir fir die Funktion (} {)Fég ) die Werte

(EHFOY D =xs GHFD (39 =1
sowie

(GOFD) G =FD (8.4) =0

fiir v € IF;. Nach Definition wird dadurch die Funktion Fég) beschrieben.
Als Néchstes werten wir die Funktion (§3) FY mit u e Fx auf R aus. Es gilt

und

(AHED) (D =FP DO =x (5 D ED(§ ) = {“ v=u

Folglich ist (9 é)FSS) = u“sFii)1 fiir u € F;.

Fiir die Funktion (§ }))Fo(é) haben wir

) 1
(GHFEY) ) =FP (05 =1
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6 Die Moduln Nd]

und

Wir sehen also, dass tatséchlich (9§ F® = F gilt. Da die Matrix (9 §) selbstinvers
ist, ist dies dquivalent zu (9 }) & = 7. O

Bemerkung. Die Invarianz der Funktion Fég) unter den Erzeugern der Typen (& 9)

sowie (1) ldsst sich auch dadurch begriinden, dass es sich bei dieser Funktion um
das Bild des Charakters s unter der Einbettung x5 < Indg Xs aus Proposition 5.11
handelt. Nach Definition gilt ndmlich

FO)(g) = xs(9) g€B
> 0 g€ G\ B.
Wir konstruieren eine zweite Basis aus der bisher betrachteten:

6.11 Notation. Sei 1 <J <¢g—1. Wirsetzen flir 0 <i<g—1

3 i
fi( V= ZUFSS)

u€F,

mit der Konvention 0° = 1. Ferner definieren wir

f =3 W FY 4+ FY

u€lF,
= ;" +FQ.
. . . (1) g (1)
Ist § =1, so schreiben wir auch f;’ fur fso'.

Bemerkung. Die Konstruktion folgt demselben Muster, nach dem die modifizierten
FEisenstein-Reihen von den gewo6hnlichen hergeleitet wurden. Wir werden diesen Zu-
sammenhang in Kapitel 7 wieder aufgreifen.

6.12 Lemma. Sei 1 <0 < q—1. Dann gilt: Die Abbildungen
fi(6)7 OSZSQ_L
1%

bilden eine Basis von N|J].

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Proposition 2.9. O
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6.1 Realisierung als induzierte Darstellungen

Wir wollen auch das Transformationsverhalten dieser zweiten Basis unter G be-
schreiben.

6.13 Lemma. Seil < 0 < g—1. Betrachten wir die iblichen Erzeuger von G, so gilt:

(

5O =T 0<i<g-,
(69

)f(5) f(5)
(ﬁ)ﬁ”=§:GﬁFU¥% 0<i<qg-—1,

j=0
6—1
DD =3 O+ 12,
j=0
(OO = 1 <i<s—1,
OOL = §<i<a-1,
(086 1” = 12,
é
(0610 = 1",

Beweis. Geméf ihrer Definition 148t sich das Transformationsverhalten der Funktionen
fi(‘s) beziehungsweise fég) auf das in Lemma 6.10 bestimmte Transformationsverhalten

der Funktionen F\°) mit v € Fx U {oo} zuriickfiihren.
So erhalten wir fir 0 <i<g—1

uEF u€lfy
= u'a 5F g a’~ “(ua)’
u€l, u€lF,
5 zf(‘s)

Da nach Konstruktion

19 =5+ FQ

ist, sehen wir damit auch, dass

(@O =@+ (g9 FY
=0+ FY = 5®
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6 Die Moduln Nd]

gilt. Weiter erhalten wir

(A f DY W ED =3 WlFY,

u€l, u€l,
= Z (v+t)F® = Z Z )i Iyt F©)
vi=u—tel, ve]qu 0
; NN W R Z ()=
Jj= velF, 7=0

Wie oben liefert dies

Fiir i > 1 gilt

ueFy
= Z uiu_‘sFu,)1 = Z oA I
uely vi=u~leRy
[ 1<i<é—1
_{f;‘”HM §<i<q-—1

Im Fall 7 = 0 ist schliefilich
5 ) 4
10 =0H D+ Y
)
9 4 FO = 19

Daraus ergibt sich auch die verbleibende Aussage, da die Matrix (§§) selbstinvers
ist. 0

Bemerkung. Wir kénnen die Fallunterscheidung bei der Operation des Elements (9 §)
durch die Formulierung

OO = 1<i<q-1,

vermeiden.
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6.1 Realisierung als induzierte Darstellungen

Vergleichen wir die Formeln aus Lemma 6.13 mit Proposition 5.31, so sehen wir di-
rekt den folgenden Zusammenhang zwischen symmetrischen Potenzen und den Moduln
N{6], den wir in Abschnitt 6.3 wieder aufgreifen werden.

6.14 Korollar. Firl <6 < q—1 existiert eine Einbettung von G-Moduln

Sym?® (V) = N[o],
die gegeben ist durch

Xy (9 0<i<s—1,
YO £

und lineare Fortsetzung.

Frobenius-Reziprozitat

Fir 1 < 6,0’ < ¢ — 1 konnen wir die G-Isomorphismen zwischen den Moduln N[{]
und N[¢'] mit Hilfe der Frobenius-Reziprozitit beschreiben. In dieser Situation liefert
Satz 5.12 ndmlich einen Isomorphismus

Home(N[6], N[§']) = Homp(xs, ResGN[5]).

Dabei bezeichnet wie zuvor xs den Charakter (wy—1,ws) von B und Resg die Restrik-
tion einer Darstellung von G auf B.

Um die G-Homomorphismen zwischen N[0] und N[¢'] zu beschreiben, geniigt es
also, die B-Homomorphismen zwischen ys; und ResgN [0'] anzugeben. Dies gestaltet
sich durch die Eindimensionalitat von ys besonders leicht. Das Bild von x5 unter einem
nichttrivialen B-Homomorphismus ist ein eindimensionaler Untermodul von Res%N[0']
zu demselben Charakter.

Wir bestimmen daher fiir 1 < § < g—1 zunéchst die Eigenvektoren der Restriktionen
Res$ N[6] und die zugehérigen Charaktere.

6.15 Lemma. Sei 1 < § < q — 1. Der B-Modul Res$N[6] enthilt genau die beiden
FEigenraume erzeugt von den Eigenvektoren

féa) zum Charakter X5 = (ws,wg—1),

FO = o _ féé) zum Charakter x5 = (Wg—1,ws)-

Fiir § = q—1 handelt es sich um zwei Eigenvektoren zu demselben Charakter, in allen
anderen Fdllen sind die Charaktere verschieden.

Beweis. Wir kénnen ein beliebiges Element f € ResgN [0] in eindeutiger Weise als
Linearkombination

qg—1
F=Y"NAY + A fO

b=0
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6 Die Moduln Nd]

schreiben mit Koeffizienten Ao, A\p € Coo, 0 < b < g — 1.

Wir wissen, dass Charaktere von B auf Matrizen des Typs (§ ! ) trivial operieren und
durch ihre Werte auf den Diagonalmatrizen vollstdndig bestimmt sind (siehe [Rus95,
Abschnitt 1.2.2]).

Setzen wir nun voraus, dass f ein Eigenvektor ist, so muss f daher unter den Ma-
trizen vom Typ (} ) invariant sein, d.h., es gilt

>

b -1
Q —j (0
MY (OO e | SO + fO

b=0  j=0 j

qg—1

F=G0f

I
o

Wir nutzen aus, dass (b) = 0 ist fiir j > b, und erhalten durch Anderung der Summa-
tionsreihenfolge die Gleichung

-1
f= ( At f0 +Z Aoot® 1V 4 Ao fO).

b=j

2
»Q
H

<.
Il
o

Der Vergleich der Koeffizienten des Basiselements fég) auf beiden Seiten dieser Glei-
chung liefert die Bedingung

q—1
Ao =D Mpt" + Aoot” fiir alle t € F.
b=0

Wegen 6 > 1 ist dies dquivalent dazu, dass

q—1
t (Z Apt" ™+ A@“) =0 firaletecF}

b=1
gilt. Das bedeutet aber, dass das Polynom
q—2
Z )\beb + )\oox‘s_l
b=0

des Grades < ¢—2 auf ganz F verschwindet. Es miissen also bereits alle Koeffizienten
dieses Polynoms Null sein:

)\§+)\oo—
=0, 1<b<q—1b#0

Wir erhalten damit fiir einen Eigenvektor f von ResgN [0] als notwendige Bedingung,
dass f von der Form

F= M+ u(fQ - £y

mit A\, € Cx ist. Umgekehrt wissen wir bereits aus Lemma 6.10 und Lemma 6.13,
) — £(0) ()
= fo' =[5

dass die Funktionen féé) beziehungsweise Fég invariant unter Matrizen

des Typs (§ 1) sind.
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6.2 Parametrisierung durch Typen

Fiir eine Diagonalmatrix (¢ ) € B gilt

(B =@ OHEN G
=((§9)(98)(49) 1Q
=((89)(98) fO
= (6D 1"

al (6)
0o >

da wir eine linke Operation betrachten. Durch eine analoge Rechnung erhalten wir

(89 (fQ — )y = (£ — 11).

Wir sehen damit, dass es sich bei diesen Elementen um Eigenvektoren zu den ange-
gebenen Charakteren handelt und es bis auf Skalierung keine weiteren Eigenvektoren
geben kann. Dass die Charaktere genau dann tibereinstimmen, wenn 6 = g — 1 gilt, ist
offensichtlich. O

Wir sind nun in der Lage, zu beschreiben, wann Res§N|[¢’] Eigenvektoren zum
Charakter x5 enthélt. Fiir die G-Homomorphismen zwischen den betrachteten Moduln
ergibt sich damit direkt:

6.16 Proposition. Fiir 1 <46,8' < q—1 gilt

1 1<6=06<q—1
dim Homg(N[0],N[0']) =<2 d=6=q—1

0 sonst.

Bemerkung. Wir werden in Proposition 6.43 sehen, dass N[¢ — 1] die direkte Summe
zweier nicht-isomorpher einfacher G-Moduln ist.

6.2 Parametrisierung durch Typen

Bevor wir die Beschreibung der Moduln N[4] fortsetzen, fithren wir zusétzliche Nota-
tionen ein. Diese sind motiviert durch die in [BS00] angegebene Parametrisierung von
Untermoduln beziehungsweise Kompositionsfaktoren der dort untersuchten Moduln
im zweidimensionalen Fall (d.h. fir G = GL(2,F,)). Bei dem vorliegenden Abschnitt
handelt es sich somit um eine Fortfithrung beziehungsweise Erginzung von Konzepten
aus [BS00].

Da wir in Anhang B auf die hier eingefithrten Notationen zuriickgreifen, halten wir
an dieser Stelle fest, dass alle Aussagen im vorliegenden Abschnitt elementar bewiesen
sind, ohne auf darstellungstheoretische Resultate aus [BS00] zuriickzugreifen. Fiir einen
Vergleich mit der Notation aus [BS00] siche Abschnitt B.1 im Anhang.

Sei weiterhin eine Primzahlpotenz ¢ = p” gegeben. Unser Ausgangspunkt ist die
folgende Menge, die in [BS00, Theorem C] betrachtet wird:
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6 Die Moduln Nd]

6.17 Notation. Sei 1 < § < g — 1 mit p-adischer Entwicklung 6§ = Z::_Ol d;p*. Die
Menge P[d] der Parameter zu ¢ besteht aus den Tupeln t = (to,...,t—1) € {0,1}"
mit

O§5j+tj+1p—tj S?(p—l) firo0<j<r-—1,

wobei wir t,. = tg setzen.
Auf P[d] ist eine partielle Ordnung definiert durch (t,...,t._1) < (to,...,tr—1)
genau dann, wenn t;- <t fiir alle j gilt.

Bemerkung. Anders als in der entsprechenden Definition in [BS00] ist hier zusétzlich
der Fall 6 = g — 1 erlaubt.
Wir sehen direkt:

6.18 Lemma. Sei 1 < 6 < g — 1. Die Menge P[d] enthdlt das eindeutige minimale
Element (0,...,0) sowie das eindeutige mazimale Element (1,...,1).

Dem Vorgehen in [BS00, Theorem C] entsprechend definieren wir zu jedem Parame-
ter ein weiteres Tupel auf folgende Weise:

6.19 Notation/Lemma. Wir ordnen fir 1 < § < ¢ — 1 einem Parameter t € P[{]
ein Tupel a = (ag,...,ar—1) € {0,...,2(p — 1)}" zu, indem wir

O[j:5j+tj+1p—tj furogjgr—l (62)
setzen (mit ¢, = tg). Durch diese Vorschrift wird eine injektive Abbildung

typs : P[0] = T :={0,...,2(p— 1)}"\ {(0,...,0)},
die Typ-Abbildung, definiert. Wir schreiben
78] :=typs (P[6]) & T
und nennen 7 [0] die Menge der Typen zu 4.

Beweis. Unter der Vorschrift aus Formel (6.2) wird keinem Parameter das Nulltupel

zugeordnet. Offenbar kann nédmlich nur dann «; = 0 fiir alle j gelten, wenn auch alle

t; Null sind. Dann miissten aber ebenfalls alle §; = 0 sein im Widerspruch zu § > 1.
Die Abbildung typs ist damit wohldefiniert und offensichtlich injektiv. O

Bemerkung. (i) Typen treten in [BS00] zuerst bei der Untersuchung bestimmter
Monome auf (siehe [BS00, Abschnitt 3.1]). Wir werden diese Interpretation im
Folgenden jedoch nicht bendtigen. Fiir uns sind Typen deswegen interessant, da
sie es erlauben werden, fiir alle 1 < § < ¢ — 1 eine gemeinsame Parametrisierung
der Kompositionsfaktoren der N[4] zu formulieren.

(ii) Die Korrespondenz von Parametern und Typen und ihre Bedeutung fir die in
diesem Kapitel betrachteten Moduln ist bereits in [BS00, Theorem C] angegeben.

Neu sind an dieser Stelle die Bezeichnungen typy, 7[0] sowie 7 und auf diesen
Konzepten aufbauende Betrachtungen. Darunter fillt insbesondere die spéatere
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6.2 Parametrisierung durch Typen

Definition der Parametrisierungsfunktionen e und n (siche Notation 6.30) sowie
die daran anschlieBende Untersuchung ihrer Eigenschaften. Ebenso handelt es
sich bei der gleichzeitigen Betrachtung von Typen zu verschiedenen ¢ um einen
im Vergleich zum Vorgehen in [BS00] neuen Ansatz.

6.20 Notation. Wie bei den Moduln N|[§] selbst lassen wir bei spateren Anwendungen
auch bei den Mengen P[§] und T[0] ganzzahlige Werte fiir 6 zu. Gemeint ist damit
stets das zum eindeutigen Représentanten modulo ¢ — 1 in {1,...,q — 1} bestimmte
Objekt.

Bemerkung. Die Identifikation ¢, = t; erlaubt es, einen Parameter t € P[d] als Folge
(tj)jez aufzufassen, wobei t; = t; gilt, wenn j = j’ mod r ist. Da wir somit auch die
Formel (6.2) zur Konstruktion des zugehoérigen Typs fiir j € Z formulieren konnen,
lassen sich die Typen ebenfalls als Folgen (o;);cz mit a; = oy fiir j = j' mod r
interpretieren.

Wir werden Parameter und Typen im Folgenden stets als r-Tupel schreiben, machen
aber Gebrauch von der Interpretation als Folgen mit der beschriebenen zyklischen
Struktur. Beispielsweise fassen wir ¢,_1 als linken Nachbarn von ¢y auf.

Vor diesem Hintergrund ist die folgende Notation wohldefiniert:

6.21 Notation/Lemma. Ist ein Tupel &« € T\ {(p — 1,...,p — 1)} gegeben, so
bezeichnen wir fiir einen Index 0 < 7 < r — 1 den néchsten von p — 1 verschiedenen
Eintrag in a, der links von «; steht, mit ;). Dabei durchlaufen wir das Tupel c
unter Umstédnden zyklisch im oben beschriebenen Sinne.

Diese Vorschrift induziert eine von ¢ abhéngige Abbildung

l=1lg:{0,...,7 =1} = {0,...,r —1}.

Fir0<j<r—1gil

JoooyFp—1L
Ist o; der einzige von p — 1 verschiedene Eintrag von «a, so gilt I(j) = j.

6.22 Beispiel. Fiir r = 7 betrachten wir

o = (p_ 17p707p_ 17p_ 17p7p_ 1)

Dann ist
1(0) =1(1) =5,
1(2) =1,
1(3)=1(4) =1(5) =2,
1(6) = 5.
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6 Die Moduln Nd]

Aus den Eintriagen eines Typs in 7[d] lasst sich der Wert von § auf folgende Weise
bestimmen:

6.23 Lemma. Seil <0 <q—1 und sei t € P[d]. Fir o = typs(t) € T gilt

r—1

Zaipi =0+ to(q—1).

i=0
Beweis. Wir verwenden die Beschreibung der «; aus Gleichung (6.2) und erhalten
r—1

r—1
D! = (65 +tipap — t)p
=0

j=0
r—1 r—1 r—1
=2 4Dt =)
j=0 §j=0 j=0
:5+trpr—t0:(5—|—t0(q—1)
unter Ausnutzung von t, = tg. O

Bemerkung. Der Zusammenhang zwischen ¢ und der Summe iiber die «; ist bereits
in [BS00] beschrieben (siehe dort Formeln (64) und (65)). Vergleiche dazu auch den
getwisteten Grad eines Basismonoms aus [BS00, Formel (63)], der dort jedoch nur fiir
Typen zu festem § betrachtet wird.

Der folgenden Definition liegt somit ein bekannter Sachverhalt zugrunde, die Rele-
vanz der konkreten Variante ergibt sich jedoch erst durch die gleichzeitige Betrachtung
von Typen zu verschiedenen §.

6.24 Notation. Wir definieren die Abbildung
0: T —>{1,...,¢g—1}
r—1
o lz aipll .

i=0

Dabei bezeichne ,,[-]“ wie iiblich den Reprisentanten modulo ¢ — 1 in {1,...,q — 1}.
Nach Lemma 6.23 wissen wir:

6.25 Lemma. Seil <46 <q—1 und o € T[4]. Dann gilt d(ca) = 6.

6.26 Korollar. Die Mengen T[6] mit 1 <06 < q—1 sind paarweise disjunkt.

Um zu zeigen, dass umgekehrt jedes Tupel & € T ein Element von 7 [d(c)] ist,
beschreiben wir einen Algorithmus, mit dessen Hilfe wir ein Urbild von a unter der
Abbildung typy () konstruieren kénnen. Aufgrund der Injektivitét von typy(q) ist die-
ses Urbild bereits eindeutig.
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6.2 Parametrisierung durch Typen

6.27 Lemma. Sei o € T. Dann ist o € T[0(ax)].
Genauer kénnen wir die p-adischen Koeffizienten 6§a), 0<j<r—1, vond(a) und

das Urbild £ = (¢, .. %)) € P[d()] von o unter der Abbildung tYDo(o) Mit
folgendem Verfahren berechnen:

o Istaa=(p—1,...,p—1), so0 setzetga) =0 undéﬁa) =p—1 firalle0 < j <r—1.

e Betrachte andernfalls fiir jeden Index 0 < j7 < r — 1 im Tupel o« den FEintrag
a; und seinen ndchsten von p — 1 verschiedenen linken Nachbarn oy (siche

Notation/Lemma 6.21). Je nachdem, ob diese Eintrige grofier, kleiner oder gleich
()

p — 1 sind, werden t; und 6;00 wie folgt bestimmit:

(o) (o)
t; d;

Q
()

X (5)

<

p—1

Oéj—p

0

Oéj—|-1
a;—(p—1)

V
vV ALV A
[EE = I=)

Beweis. Im Fall @« = (p—1,...,p—1) ist die Behauptung offensichtlich: Es ist 9(a) =
g—1= Z;;é (p — 1)p’ und nach Definition der Typ-Abbildung sehen wir direkt, dass

typq—l ((0770)):(1)71372771)

ist.
Im Rest des Beweises sei also a € T von (p—1,...,p—1) verschieden. Entscheidend
fiir die Korrektheit des angegebenen Verfahrens ist, nachzuweisen, dass die konstruier-

ten 6§a) und t;a) zusammen mit den gegebenen «; das System von Bedingungen (6.2)

erfiillen, dass also fir 0 < j <7 —1 gilt

wobei wieder tS") = téa) ist.
Wir beobachten dazu in obiger Tabelle, dass der Wert von #%) nur vom Hlinken*

Eintrag ay(;) und nicht von a; abhéngt. Mit Hilfe der Beschreibung von I(j + 1) in

Notation/Lemma 6.21 kénnen wir in jedem der Félle also zusétzlich tﬁ)l bestimmen.

Fiir einen Index 0 < j < r — 1 liefert das Verfahren:

(i) Ist oy(jy < p—1und aj = p—1,s0gilt I(j+1) = I(j), d.h., es ist tg?_)l = 0. Setzen
wir die iibrigen im Verfahren bestimmten Werte ein, erhalten wir zusammen

5 Tt =p—140-p-0=p-1=a,
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6 Die Moduln Nd]
(i) Ist oy;y < p—1lund a; < p—1,so0ist [(j+1) = j und folglich wiederum tﬁ_)l =0.
In diesem Fall erhalten wir

5% + 15— 4% =0, +0-p 0 =0y,

(iii) Ist oyjy <p—1und aj > p—1,s0ist I(j + 1) = j und es gilt tfr)l = 1. Wieder
ist damit
3 4tV =a; —ptp-0=a,
(iv) Ist gy > p—1und a; = p—1, so ist [(j + 1) = I(j) und somit tg?_)l = 1. Dann
liefert das angegebene Verfahren

0 +tlp Y =04+ p-1=aq,

(v) Ist gy >p—1und aj <p— 1,80 ist [(j + 1) = j und tg?_)l = 0. Folglich gilt

3+l =, +140.p-1=ay

(vi) Ist gy >p—1und o; > p—1,s0ist I(j+ 1) =I(j) und tg?_)l = 1. Dann ist
5](-a) +t;?_)1p—t;a) =a;—(p—1)+p—-1=q;.

Um den Beweis abzuschlieen, miissen wir noch zeigen, dass nicht alle (5j(.a) Null sind

(nach Konstruktion gilt offenbar 0 < 5§a) < p—1 fir alle j). Angenommen, dies sei
doch der Fall, so gilt nach obiger Uberlegung

o = tﬁ_)lp — tga) fiir alle 0 < j <7 — 1.

Wegen «; > 0 fiir alle j ist dabei nur t(®) = (0,...,0) oder t(®) = (1,...,1) moglich.
Im ersten Fall wire a = (0,...,0), was aber kein Element von T ist. Im zweiten Fall
wire a = (p—1,...,p— 1), was wir fiir die aktuelle Betrachtung aber ausgeschlossen
haben. Damit ist die Annahme widerlegt.

Wir haben damit gezeigt: Setzen wir §(®) := Z;;é 5J(-a)pj, soist 1 < 6@ <g—1
und fiir den Parameter t(®) € P[§(®)] gilt

typsen (£¥) = .
Nach Lemma 6.25 ist dann aber §(®) = 9(a) und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung. (i) Die Idee hinter dem Verfahren ist, ein von (p — 1,...,p — 1) ver-
schiedenes Tupel o durch Teilstiicke (auy, ..., Qmirn) zu iberdecken, bei denen
genau die Start- und Endeintrdge von p — 1 verschieden sind. Dabei verwenden

82



6.2 Parametrisierung durch Typen

wir wieder die zyklische Struktur der Tupel. Fiir das Tupel aus Beispiel 6.22
erhalten wir so die Segmente

(04170[2), (a23 cee 70[5), (0657016,040,(11).

Auf einem Segment der beschriebenen Form liefern die Gleichungen (6.2) not-
wendige Bedingungen an die Eintréage t,,, ..., tmaen und 811, - - -, dpayn der ge-
suchten Losung.

Die Eintrage ¢; zu den Randpunkten der Segmente sind dabei iiberbestimmt aber
widerspruchsfrei, so dass mit Hilfe der gefundenen Bedingungen tatséchlich eine
Losung (wie im obigen Verfahren angegeben) konstruiert werden kann.

(ii) Die Invertierbarkeit der Typ-Abbildung ist, unter Beriicksichtigung der geén-
derten Notationen, bereits in [BS00, Abschnitt 9.1] zu finden, allerdings ohne
explizite Konstruktionsvorschriften fiir die Urbilder sowie ohne die gleichzeitige
Bestimmung der p-adischen Koeffizienten von d(cx).

Wir kénnen nun die Mengen T [d] der Typen zu ¢ alternativ charakterisieren, ohne
sie als Bilder der Typ-Abbildungen typs zu beschreiben.

6.28 Lemma. Sei 1 < § < q—1. Dann gilt

T ={aecT|d(a) =7}

r—1 r—1
= {a€T| Zaipizé oder Zaipizd—i-q—l}.

=0 =0

Beweis. Die erste Gleichheit ist unmittelbare Konsequenz von Lemma 6.25 und Lem-
ma 6.27, die zweite folgt daraus mit Lemma 6.23. O

Fir die Menge 7 erhalten wir die folgende Beschreibung:

6.29 Proposition. Die Menge T ist die disjunkte Vereinigung der Mengen T[5] mit
1<6d<qg-1.

Beweis. Wir wissen bereits aus Korollar 6.26, dass die Teilmengen 7[§] C T paarweise
disjunkt sind. Nach Lemma 6.27 ist ihre Vereinigung aber gleich 7. O

Wir bezeichnen T folglich auch als Menge der Typen. Sie fasst Informationen zu den
verschiedenen § zusammen. Dabei haben wir gesehen, dass aus einem Typ a € T ohne
zuséatzliche Information das zugehérige § rekonstruiert werden kann. Bei den Parame-
tern t € P[J] ist dies nicht der Fall, da wir beispielsweise in Lemma 6.18 festgehalten
haben, dass jede Menge P[d] die Parameter (0,...,0) und (1,...,1) enthalt. Betrach-
ten wir also gleichzeitig verschiedene 9, so ist es sinnvoll, Typen anstelle der Parameter
zu verwenden.

Wir definieren nun auf der Menge T zwei neue Funktionen, mit deren Hilfe wir
spater die Kompositionsfaktoren der Moduln N[§] durch die Typen parametrisieren
konnen.
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6.30 Notation. Mit der Hilfsfunktion

e*:{0,...,2(p—1)} = {0,...,p—1}

0<a<p—-1
o —r
{2(p—1)—a p—l<a<2p-1),

konstruieren wir die Abbildung

e: T —A{0,...,¢—1}
r—1
o — Z e*(ai)p'.
i=0

Ferner definieren wir die Abbildung

n:T—={0,...,q—1}

r—1

Dabei ist wie tiblich die leere Summe als Null definiert.
Wir nennen die Abbildungen e und 7 die Parametrisierungsfunktionen.

Offenbar gilt nach Konstruktion:

6.31 Lemma. Die Abbildungsvorschriften fir e und n beschreiben zugleich die (ein-
deutigen) p-adischen Koeffizienten von e(a) und n(a) fir a € T.

Bemerkung. Bei den spéteren Anwendungen wird es nur auf die Klasse von n(a)
modulo ¢ — 1 ankommen.

Nach Definition gilt () = ¢ — 1 genau dann, wenn & = (2(p—1),...,2(p—1)) ist.
In allen anderen Féllen ist 0 < n(a) < g — 2.

Fiir verschiedene Typen miissen sich die Bilder unter mindestens einer der Parame-
trisierungsfunktionen unterscheiden.

6.32 Lemma. Sind o, ' € T mit
ela) =e(a’) und n(a)=n(a’) modq -1,
so gilt bereits o = o

Beweis. Wir bezeichnen die Eintrage von o’ mit a} und betrachten zunéchst den Fall
at Cp—1)..... 20— 1) # .

In diesem Fall liegen n(ca) und n(a’) beide in {0,...,q — 2}, d.h., die zweite Vor-
aussetzung impliziert bereits die Gleichheit n(a) = n(a’). Fir 0 < j < r — 1 missen
daher die j-ten p-adischen Koeffizienten von n(a) und n(a’) jeweils iibereinstimmen.
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Sind dabei beide Koeffizienten von Null verschieden, d.h., ist
O<aj—(p-1)=d;—(p-1)<p-1,

so gilt aj =) >p—1.

Falls dagegen beide Koeffizienten Null sind, wissen wir, dass a;; < p—1 und a;- <p-—-1
ist. In diesem Fall ist nach Konstruktion «; der j-te p-adische Koeffizient von e(cx)
und o} der j-te p-adische Koeffizient von e(a’). Wegen der Gleichheit von e(ar) und
e(a’) gilt also auch a;; = aj.

Sei im verbleibenden Fall ohne Einschrankung o = (2(p — 1),...,2(p — 1)). Es ist
also e(a) =0 und n(a) =¢—1=0mod ¢ — 1.

Angenommen, es gelte & # a. Die zweite Voraussetzung kann dann nur erfiillt
sein, wenn 7(a) = 0 ist, d.h., es muss a; < p — 1 gelten fiir alle 0 < j <7 — 1. Nach
Definition der Funktion e liefert die erste Voraussetzung dann aber

r—1
0=ce(d) = Zajpj.
j=0

Da (0,...,0) kein Element von T ist, fihrt dies zu einem Widerspruch. O

Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Abbildung 9 und den Parametrisie-
rungsfunktionen.

6.33 Lemma. Fir a €T ist
e(a) +2n(a) =0(a) mod g — 1.
Genauer gilt: Ist t € P[0(a)] mit typy(a (t) = a, s0 dst
e(a) + 2n(a) =v(ax) +to(qg — 1).

Beweis. Sei U C {0,...,r — 1} die Menge der Indizes i, fiir die o; > p — 1 ist. Wir
schreiben kurz i ¢ U“ fur ¢ € {0,...,r — 1} \ U. Dann ist

ooy ) i¢U
¢(ai) = 2p—1)—a; €U

Nach Definition der Parametrisierungsfunktionen gilt

ela) +2n(a) =Y (2(p—1) —a)p’ + Y aip' +2) (ai—(p—1)p'

ieU i¢U ieU
=D aip'+) o'
ieU igU
r—1
i=0
Mit Lemma 6.23 und Lemma 6.25 folgt die Behauptung. O
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Abschlieflend betrachten wir ein Problem, das fiir spiatere Anwendungen interessant
ist, ndmlich die Beschreibung der Fasern von e, d.h. der Urbilder einelementiger Men-
gen unter e.

. . . . -1 j

Im Folgenden sei stets 0 < m < ¢ — 1 mit p-adischer Entwicklung m = Z;:o m;p’.
Gesucht sind alle die @ € 7 mit e(a) = m.

Nach Definition von e sind dies genau jene a € T, die fir alle 0 < j < r — 1 der
Bedingung

" (a;) = m;
geniigen. Ist m; = p — 1, so muss nach Definition von e* bereits a; = p — 1 gelten. Ist
0 <mj; < p— 2, so sind genau zwei Werte, ndmlich o; = m; < p — 1 beziehungsweise
a; =2(p—1) —m; > p—1, zuléssig.

Wir fassen zunéchst die Indizes zusammen, fiir die dieser Fall eintritt.

6.34 Definition. Sei 0 < m < ¢ — 1 mit p-adischer Entwicklung m = Z;;é mjpi.
Der duale Trager von m ist definiert als die Menge

dsupp(m)={0<j<r—1|m; <p-—1}

6.35 Notation. Motiviert durch die Voriiberlegung ordnen wir einer beliebigen Teil-
menge U C dsupp(m) (einschlielich der leeren Menge!) ein Tupel

a(m,U) = (ag(m,U),...,a._1(m,U)) € {0,...,2(p — 1)}"
zu, indem wir setzen

oy (m, U) = {2(p—1)—m]- 3:6 U
m; J&U.
Als direkte Konsequenz aus der Konstruktionsvorschrift sehen wir:
6.36 Lemma. Sei 0 <m < ¢—1 und U C dsupp(m). Dann ist
U={0<j<r—1|a;(mU)>p—1}.
Insbesondere ist a(m,U) # a(m,U’) fiir U £ U’.

Wir wissen: Jedes Element des Urbilds von m unter e muss ein solches a(m, U) sein.
Umgekehrt ist aber bereits jedes der ae(m, U) im Urbild enthalten, sofern es in 7T liegt,
also vom Nulltupel verschieden ist. Dazu stellen wir fest:

6.37 Lemma. Sei 0 <m < ¢—1 und U C dsupp(m). Dann gilt
a(m,U)=(0,...,0)&€T
genau dann, wenn m = 0 und U = () ist.

Beweis. Ist U nicht die leere Menge, so existiert mindestens ein Index, an dem der
Eintrag von a(m,U) > p — 1 ist. Ist aber U = 0, so ist a(m,U) = (mg,...,mr—1).
Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Die Fasern der Parametrisierungsfunktion e sind somit wie folgt bestimmt:
6.38 Proposition. (i) Firl <m <gq—1 ist
{aeT |e(a) =m} ={a(m,U)| U C dsupp(m)}.
Die Faser enthdlt 2# dsuPP(m) Elemente.
(ii) Es gilt
{aeTle(a) =0} ={a(0,U) |0 AU C{0,...,7r—1}}.
Die Faser enthdlt 2" — 1 Elemente.
6.39 Korollar. Die Abbildung e : T — {0,...,q — 1} ist surjektiv.

Uber das Verhalten der zweiten Parametrisierungsfunktion 7 auf den Fasern wissen
wir:

6.40 Lemma. Die Werte der Abbildung n auf einer Faser von e sind modulo g — 1
paarweise verschieden.

Ist fir 0 <m < q—1 die Faser {a € T | e(ar) = m} wie oben parametrisiert durch
die Mengen U C dsupp(m) (mit U # 0 fiir m =0), so gilt

n(a(m,U)) = (p—1—m)p.
jeU

Beweis. Die erste Aussage ist eine triviale Konsequenz von Lemma 6.32.
Die genaue Gestalt der Bilder unter 7 folgt unter Verwendung von Lemma 6.36
direkt aus den Definitionen von n und a(m,U). O

6.3 Beschreibung der G-Modulstruktur

Wir werden nun die G-Modulstruktur der N[d] beschreiben. Im Fall § = g — 1 gelingt
dies leicht durch direktes Nachrechnen. Fiir 1 < § < g — 2 ist die Struktur komplexer
und kann mit Hilfe von Ergebnissen aus [BS00] beschrieben werden. Wir geben an die-
ser Stelle nur die entsprechenden Resultate wieder und verweisen fiir ihre ausfiihrliche
Herleitung auf Anhang B.

Die zentrale Aussage ist die folgende angepasste Variante von Theorem C aus [BS00].

6.41 Satz (Bardoe-Sin). Sei 1 < < g — 2. Dann gilt:
(i) Der Modul N[8] ist multiplizititsfres.

(i) Die Kompositionsfaktoren von N[§] werden durch die Menge P[d] beziehungs-
weise durch T[0] parametrisiert. Ist t € P[0] mit korrespondierendem Typ o =
typs(t) € T[0], so ist der zugehorige Kompositionsfaktor isomorph zu

S(e(a), n(e)). (6.3)
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(iii) Fir einen Untermodul U C NJ[d] sei P[d]ly C PId] die Menge der Parameter
seiner Kompositionsfaktoren. Dann ist P[d|y ein Ideal von (P[d], <), d.h. eine
unter der Ordnungsrelation ,<“ aus Notation 6.17 abgeschlossene Teilmenge von

PI6).

(iv) Die Abbildung U — P[d]y beschreibt einen Isomorphismus vom Untermodulver-
band von N[d] in den Verband der Ideale von (P[d], <), geordnet nach Inklusion.

Beweis. Siehe Satz B.15 im Anhang. O
Als direkte Konsequenz aus Lemma 6.18 sehen wir:

6.42 Korollar. Fir 1l < § < q—2 sind der Sockel sowie der Deckel von N[d] einfach.
Der eindeutige einfache Untermodul von N|[0] ist isomorph zu &(9).

Fiir den Modul N[q — 1] erhalten wir das folgende Resultat, das wir in eine mit
Satz 6.41 vergleichbare Form gebracht haben.

6.43 Proposition. Der Modul N[q — 1] besitzt eine Zerlegung als direkte Summe
einfacher G-Moduln

Nljg—1] = <f(§q‘1), N .,f(igl),f§*1)> @ <f(§q—1) _ féz;l) + f§§*1)>.

~Sym?—1 (V) =Coo

Die Menge Plq — 1] enthdlt die beiden Parameter

(0,...,0) mit zugehéorigem Typ (p—1,...,p—1)
sowie
(1,...,1) mit zugehorigem Typ (2(p —1),...,2(p — 1)).

Die einfachen Untermoduln von N|g — 1] werden entsprechend der Vorschrift (6.3)
durch die Typen in T [q — 1] parametrisiert. Dabei liefert der Typ (p—1,...,p—1) den
zu Sym?~ (V) isomorphen Untermodul.

Weitere Aussagen tiber den Untermodulverband entfallen aufgrund der Halbeinfach-
heit von N[g —1].

Beweis. Wir haben bereits in Korollar 6.14 festgehalten, dass die Basiselemente
TR P
seeesfoma '

einen zu Squ_l(V) isomorphen Untermodul erzeugen. Nach Proposition 5.34 ist die-
ser einfach.

Die G-Invarianz des Elements féqil) — f(q_zl) + fégil) rechnen wir mit Hilfe des
in Lemma 6.13 beschriebenen Transformationsverhaltens der Basiselemente nach. Wir
sehen direkt, dass

(8?) ( (gq—l) _ f(i;l) +fég*1)) - féq—l) _ (52;1) +f(§371)
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6.3 Beschreibung der G-Modulstruktur

gilt. Da im betrachteten Spezialfall die Funktion fé(i_ll) unter () invariant ist, er-
halten wir ferner

(98) (£870 = £ 4 £@D) = 370 = 30 4 g0,

Schliefllich ist

-1

B4 (7 = 15D+ 1a0) = 170 = 3 (e Y

Q

<.

+ 3 (e Y 4 plah
=0

= fo ™ = 5D+ Y.

Q
N O

Daraus ergibt sich die angegebene direkte Summenzerlegung von N[q — 1], da die
beiden betrachteten Untermoduln offensichtlich komplementér zueinander sind.

Die angegebene Parametrisierung der einfachen Untermoduln durch die Typen in
Tlg — 1] folgt wegen
e(e) = g—1 a=((p-1,...,p—1)

0 a=2(p—-1),...,2(p—-1))

und

{O a=(p-1,...,p—1)

O

Bemerkung. Der Modul N[q — 1] entspricht in der Notation von [BS00] dem Modul
kT, der dort in Theorem A untersucht wird. Der Unterschied zu den iibrigen Moduln
N|[é] besteht darin, dass der Modul N[q — 1] als einziger halbeinfach ist.

Es macht dennoch Sinn, die Moduln N[] fiir 1 < § < g—1 zusammen zu betrachten,
da sie einheitlich als induzierte Darstellungen von Charakteren von B definiert sind,
und alle bei der Untersuchung der G-Modulstruktur Drinfeld’scher Modulformen eine
Rolle spielen.

Die Beschreibung der Typen im vorigen Abschnitt liefert das folgende Resultat:

6.44 Proposition. Der Modul @g;i N[4] ist multiplizitatsfrei. Seine Kompositions-
faktoren werden parametrisiert durch die Menge T. Ist o € T, so ist S(e(a),n(a))
Kompositionsfaktor des direkten Summandens N[d(c)].

Insgesamt besitzt die direkte Summe #T = (2p — 1)" — 1 verschiedene Kompositi-
onsfaktoren.

Beweis. Da die Menge 7 nach Proposition 6.29 disjunkte Vereinigung der 7[0] mit
1 <§ < q—1ist, folgt direkt, dass 7 die Kompositionsfaktoren der direkten Summe
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6 Die Moduln Nd]

parametrisiert. Dabei ist & € T geméfl Lemma 6.27 Element von 7 [0(c)], beschreibt
also einen Kompositionsfaktor von N[o(c)].

Aus Lemma 6.32 folgt, dass verschiedene Typen dabei stets zu nicht-isomorphen
einfachen Moduln fiithren. Die direkte Summe ist in der Tat multiplizitétsfrei. O

Bemerkung. Diese Aussage ist bereits bei [BS00] in Form von Lemma 2.1 zu finden.
Wichtiger als das eigentliche Resultat ist an dieser Stelle die in unserem Beweis ver-
wendete Methode. Wir werden in Kapitel 11 die Kompositionsfaktoren von direkten
Summen bestimmter Determinantentwists der N[d] untersuchen und dabei auf die
Beschreibung durch Typen und Parametrisierungsfunktionen zuriickgreifen.

Die Moduln N[§] sind zwar multiplizitdtsfrei, im Allgemeinen aber nicht uniserial,
wie folgende Klasse von Beispielen zeigt.

6.45 Beispiel. Sei 7 > 4 und § = 1 + p?. Die Menge P|[1 + p?] enthilt dann unter
anderem die Parameter (1,0,...,0) sowie (0,0,1,0,...,0). Damit sind sowohl

als auch
{(0,...,0),(0,0,1,0,...,0)}

Ideale von P[1 + p?]. Der Verband der Ideale von P[1 + p?] ist folglich nicht total
geordnet unter Inklusion, was nach Satz 6.41 bedeutet, dass der Modul N1+ p?] nicht
uniserial ist.

Bemerkung. Im Fall p > 2 ist es bereits moglich, nicht-uniseriale N[d] fur r = 2 zu
finden. Wihlt man § mit p-adischen Koeffizienten 0 < §; < p— 1, so ist P[] = {0,1}2.

6.46 Proposition. (i) Istr =1 und 1 <6 < q—2, so ist N[d] uniserial mit einer
Kompositionsreihe der Linge 2.

(i) Istp=2,r <3 und 1 < § < q—2, so ist N[d| uniserial mit Lange r + 1.

Beweis. Im Fall » = 1 besteht P[d] nur aus den beiden Elementen 0 und 1. Die
Behauptung folgt unmittelbar.

Sei also p = 2, d.h., die p-adischen Koeffizienten von § sind entweder 0 oder 1.

Ist 7 = 2, d.h. ¢ = 4, so rechnet man direkt nach, dass P[1] = {(0,0), (1,0),(1,1)}
und P[2] = {(0,0), (0,1), (1,1)} gilt. Die Anzahl der Ideale von P[d] ist in beiden Féllen
offensichtlich, ebenso ihre totale Ordnung und damit die Eindeutigkeit der Komposi-
tionsreihe.

Sei nun r = 3. Wir zeigen zunéchst, dass wir nicht alle § zwischen 1 und ¢ — 2 =6
einzeln betrachten miissen. Da ndmlich » = 3 gilt und nur p-adische Koeflizienten
0 oder 1 auftreten, unterscheiden sich die Folgen der p-adischen Koeffizienten zweier
Zahlen 1 < §,8’ < 6 nur um eine zyklische Permutation, wenn sie die gleiche Anzahl
von Nullen beziehungsweise Einsen enthalten.

Das bedeutet, dass sich auch die Systeme von Bedingungen

0<d;+tjpp—t;<2(p—1) fir0<j<r-—1,
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6.3 Beschreibung der G-Modulstruktur

beziehungsweise
0< & +tjpp—t; <2p—1) fir0<j<r—1,

nur um die entsprechende zyklische Permutation unterscheiden. Folglich gehen die
Elemente von P[§'] durch zyklische Permutation aus den Elementen von P[d] hervor,
und der Idealverband von P[] ist genau dann unter Inklusion total geordnet, wenn
dies fiir den Idealverband von P[d] gilt.

Es geniigt also, = 1 und § = 1+ 2 = 3 zu betrachten. Wir bestimmen mit Hilfe
der oben angegebenen Bedingungen die jeweiligen Parameter und erhalten so

P[1] = {(0,0,0),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1)}
beziehungsweise
P[3] = {(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}.

Da die Idealverbidnde beider Mengen unter Inklusion total geordnet sind, folgt die
Behauptung. O

Mit Satz 5.33 und Proposition 6.43 erhalten wir im Spezialfall ¢ = 2 das folgende
Resultat:

6.47 Proposition. Ist ¢ = 2, so sind Co, und V bis auf Isomorphie die einzigen ein-
fachen G-Moduln. Weiter ist N[1] = N[q— 1] der einzige Modul vom hier betrachteten
Typ, und es gilt N[1] 2 Coo ® V als Isomorphie von G-Moduln.

Bemerkung. Fiir unsere spétere Untersuchung von G-Modulstrukturen kénnen wir also
festhalten, dass der Fall r = 1 (wie zu erwarten) von deutlich geringerer Komplexitét
ist. Dies gilt insbesondere fiir den Fall ¢ = p = 2, der aus technischen Griinden
gelegentlich gesondert behandelt werden muss.

Symmetrische Potenzen

Wir kénnen unsere bisherigen Resultate nutzen, um die G-Modulstruktur bestimmter
symmetrischer Potenzen zu beschreiben.

6.48 Proposition. Sei 1 < § < q— 1. Wird die symmetrische Potenz Symé(V) wie
in Korollar 6.14 angegeben nach N[d] eingebettet, so entspricht sie dem Ideal

Po[d] := {t € P[d] | to = 0}
von (P[d], <).

Beweis. Im Fall 1 < § < ¢ — 2 handelt es sich um ein Resultat aus [BS00], siehe
Korollar B.16 im Anhang. Fiir 6 = ¢ — 1 folgt die Behauptung direkt aus Propositi-
on 6.43. O

6.49 Notation. Wir identifizieren im Allgemeinen den Modul Sym®(V') mit seinem
Bild unter der oben angegebenen Einbettung nach N[].
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6 Die Moduln Nd]

Die Beschreibung der G-Modulstruktur der N[d] in Satz 6.41 beziehungsweise Pro-
position 6.43 liefert dann direkt:

6.50 Proposition. Firl <¢§ <q—1 gilt:
(i) Der Modul Sym® (V) ist multiplizititsfrei.

(ii) Der Untermodulverband von Sym®(V) ist isomorph zum Verband der Ideale in
(Po[d], <)-

(iii) Die symmetrische Potenz Sym®(V) besitzt als Kompositionsfaktoren genau jene
von N[d], die durch die Parameter t € P[] parametrisiert werden.

Ubersetzt in die Parametrisierung durch Typen a € T[] sind die Kompositionsfak-
toren von Sym® (V') wie folgt charakterisiert:

6.51 Lemma. Seil <§ < q—1. Ein Typ o € T[] liefert genau dann einen Kompo-
sitionsfaktor von Sym®(V), wenn

r—1
> aip'<q-1
=0

ist. Dies ist dquivalent dazu, dass entweder o« = (p — 1,...,p — 1) ist oder fir das
grofite 0 < 7 <r —1 mit

Otj 75 P — 1
sogar

a; < p— 1
gilt.

Beweis. Sei o € T[] und t € P[d] mit typs(t) = a. Wir zeigen, dass beide Bedingun-
gen an « dquivalent dazu sind, dass t € Py[d] gilt, d.h., dass t; = 0 ist.
Im Fall der ersten Bedingung sehen wir in der Tat mit Lemma 6.23, dass genau dann

r—1
> aip'<g-1
=0

gilt, wenn ty = 0 ist.

Fiir die zweite Bedingung betrachten wir das in Lemma 6.27 beschriebene Verfahren
zur Bestimmung des Urbilds t von o unter typs;. Wir sehen dort, dass genau dann
to = 0 ist, wenn alle a; = p — 1 sind oder wenn oy < p — 1 ist. Dabei ist I(0) nach
Definition der grofite Index j € {0,...,r — 1}, so dass «; von p — 1 verschieden ist.
Wir erhalten somit gerade das angegebene Kriterium. O
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6.4 Der Modul N[1]

6.4 Der Modul N[1]

Fir beliebiges ¢ ist es im Allgemeinen schwierig, die Untermodulstruktur und Kom-
positionsfaktoren von N[d] in geschlossener Form anzugeben. Sie konnen in konkreten
Fallen zwar mit Hilfe der angegebenen Formeln berechnet werden, eine allgemeine Be-
schreibung ist aber durch die Abhéngigkeit von der p-adischen Entwicklung von § und
die Vielzahl der hierbei in Frage kommenden Méglichkeiten unhandlich.

Fiir Wahlen von § mit einfacher p-adischer Entwicklung kénnen wir dagegen genaue-
re Resultate formulieren. Im Folgenden schauen wir uns den Spezialfall § = 1 an, der
besonders interessant ist, wie der folgende Satz zeigt.

6.52 Satz. Die Abbildung N[1] — Sym%(V'), gegeben durch lineare Fortsetzung von
Y XY 0<i<y,
ist ein Isomorphismus von G-Moduln.

Beweis. Aus Dimensionsgriinden ist klar, dass es sich bei der angegebenen Abbildung
um einen Vektorraumisomorphismus handelt.

Die G-Aquivarianz folgt unmittelbar durch Vergleich des Transformationsverhaltens
der Elemente fi(l) gemaf Lemma 6.13 mit der in Proposition 5.31 beschriebenen Ope-
ration der Erzeuger von G auf den Basiselementen X9=?Y* von Sym? (V). O

Wir wollen nun die Untermodulstruktur sowie die Kompositionsfaktoren von N{1]
genauer bestimmen. Im Fall ¢ = 2 haben wir bereits im vorigen Abschnitt gesehen:

6.53 Proposition. Sei ¢ = 2. Dann gilt

sym?(V) = N[ = (£, 80 ) & (180 + £ + 1V)

=V >Coo

als Isomorphie von G-Moduln.

Wir bestimmen fiir ¢ > 2 zunéchst die Menge P[1] der auftretenden Parameter und
die Menge T[1] der auftretenden Typen.

6.54 Lemma. Sei q > 2. Der Modul N[1] besitzt die Parameter

P[1] = {t(0) := (0,...,0), t(¢) := (1,0,...,0,1,...., 1) |1 <i<r}
——r
r—i viele i—1 viele
sowte die Typen
T11] = {a(0) := (1,0,...,0), a(i) :== (0,...,0,p,p—1,...,p—1) |1 <i <r}
—— —_———
r—i viele i—1 wviele
Dabei ist
a(i) = typ, (t(i)) fir alle 0 < i <.
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Beweis. Nach Konstruktion der Parameter t € P[1] miissen diese fiir 6 = 1 die Bedin-
gungen

0<1+pt1—tg<2(p—1)
beziehungsweise
0<ptiy1—t;<2(p—1) firl<j<r-—1

erfillen.
Das bedeutet: Ist ¢t; = 1 mit 1 < < r — 1, so muss schon ¢;11 = 1 gelten. Dieses
Argument lésst sich solange anwenden, bis wir

tt=tiy1=...=t1=1

erhalten (wir verwenden wieder die zyklische Interpretation mittels ¢, = ). An der
ersten Ungleichung sehen wir aber, dass ty = 1 keine Bedingung an t; liefert, da sowohl
t; = 1 als auch t; = 0 zuléssig sind.

Da das Tupel (0,...,0) in jedem Fall ein zuldssiger Parameter ist, besitzt P[1] genau
die angegebene Gestalt.

Der Rest der Behauptung folgt direkt aus der Definition der Abbildung typ;. O

Da wir uns auf den Fall ¢ > 2 beschrédnken, befinden wir uns fiir 6 = 1 in der
Situation von Satz 6.41 und erhalten das folgende Resultat:

6.55 Proposition. Sei ¢ > 2. Der G-Modul N[1] (bezichungsweise Sym?(V')) ist
uniserial und besitzt r + 1 Kompositionsfaktoren. Diese sind isomorph zu

&(e(a(0)),1((0))) = 6(1,0) =V,
S(e(a(i)),n(a(i) =6 (p" —2p" ", p""), 1<is<r

Die Kompositionsfaktoren sind durch die Typen (i) nach aufsteigendem i angeordnet.
Der Typ a(0) beschreibt den eindeutigen einfachen Untermodul von N[1], also den
Sockel von N[1], der Typ a(r) den Deckel von N[1].

Beweis. Wir erhalten mit Lemma 6.54, dass die Ideale in P[1] genau durch die Mengen
{t(|10<i<n} fir0<n<r

gegeben sind. Diese sind offensichtlich unter Inklusion total geordnet. Aus Satz 6.41
folgt daher die Uniserialitdt von N[1] und die angegebene Reihenfolge der Kompositi-
onsfaktoren.

Die Auswertung der Parametrisierungsfunktionen liefert die angegebenen Beschrei-
bungen der Kompositionsfaktoren geméfi Parametrisierung (6.3). Es ist e(a(0)) = 1
und n(a(0)) = 0. Fir 1 < ¢ < r gilt ferner

(al) = (- + 3 (1)
j=r—itl

_ (p o 2)pr7i +pr 7pr7i+1 _ pr o 2pr %
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und
n(a(i)) =p
O

Wir kennen damit die Kompositionsfaktoren von N[1] und ihre Positionen in der
eindeutig bestimmten Kompositionsreihe von N[1] (beziehungsweise von Sym?(V)).
Wir wollen auch die Untermoduln von N[1] explizit bestimmen.

6.56 Notation. Sei ¢ > 2. Wir bilden fur 0 < ¢ < r die Vektorrdume
U; = <fl§1) €N[1]]0<b<yg, bEOmodp’"_i> C N1].

6.57 Proposition. Sei g > 2. Fir 0 <i <r ist der Vektorraum (71 ein G-Modul der
Dimension B ‘
dimU; = pl + 1.

Der Modul N[1] enthdlt neben diesen keine weiteren von {0} verschiedenen Untermo-
duln. Insbesondere ist ﬁo = < (()1), él)> =2V der eindeutige einfache Untermodul von
N[1] und U, = N[1].
Beweis. Zuerst zeigen wir die Abgeschlossenheit der betrachteten Vektorrdume unter
der Operation von G. Sei dazu 0 < i < r und fél) € N[1] mit 0 < b < ¢ und
b= 0mod p" "

Wir beschreiben das Verhalten einer solchen Funktion unter den Erzeugern von G
mit Hilfe von Lemma 6.13. Fiir Erzeuger des Typs (& 9) sehen wir direkt, dass

B4 =arn €U,
gilt. Ebenso erhalten wir
(26) zfl) = f,;l—)b e Ui,
da auch ¢ — b = 0 mod p"~* ist. Betrachten wir schlielich

b
DRV =20,
j=0

J

(

o

so treten in der Linearkombination auf der rechten Seite der Gleichung ebenfalls nur
Funktionen f;l) mit j = 0 mod p"~* auf. Da wir ndmlich b = 0 mod p"~* voraussetzen,
gilt (;’) = 0, sofern j nicht der angegebenen Kongruenz geniigt (siche Kriterium A.9).

Der Vektorraum Tj} ist somit unter der Operation der Erzeuger von G abgeschlossen,
also ein G-Modul.

Die Dimension dieses Moduls ist gleich der Anzahl der Indizes 0 < b < ¢ mit
b=0mod p"~*. Da q = p” ist, sind dies genau die b = p" %' mit 0 < b’ < p’.

Im Beweis von Proposition 6.55 haben wir gesehen, dass die Menge P[1] genau
r + 1 Ideale besitzt. Gemé8 Satz 6.41 ist dies die Anzahl der von {0} verschiedenen
Untermoduln von N[1]. Es kann also neben den U; keine weiteren geben. O
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Wir kénnen damit die Kompositionsreihe von N[1] konkret angeben:

6.58 Korollar. Fir q > 2 ist
{0} ST CTh €+ ST, = N[1]

die eindeutige Kompositionsreihe von NI[1], und die sukzessiven Quotienten T}i/ﬁi_l
mit 1 < i <r sind isomorph zu den in Proposition 6.55 angegebenen einfachen Moduln.

Abschlieflend beschreiben wir, wie die Untermoduln von N[1] beziehungsweise von
Sym? (V) selbst als (getwistete) symmetrische Potenzen aufgefasst werden kénnen.

6.59 Proposition. Sei g > 2 und 0 <i <r. Dann gilt

~ s or—i
Us = (sym” (V)
als Isomorphie von G-Moduln.

Beweis. Wir betrachten das Bild U/ von U; in Sym?(V) unter dem in Satz 6.52 be-
schriebenen G-Isomorphismus. Der Untermodul U] C Sym? (V') wird erzeugt von den
Monomen X?7°Y? mit b = 0 mod p"*.

Sei also 0 < b < ¢ mit b = 0mod p" %, d.h., es existiert 0 < ¥ < p’, so dass
b= b'p"~ ist. Wir schreiben das zugehérige Monom dann als

Xq_be _ Xpr_blprin/prfi _ (Xpi_b/Yb/)p .

T—1

Da wir in Charakteristik p rechnen, kénnen wir den Exponenten p als Frobenius-
Twist der natiirlichen Operation von G auf dem Element X7 ~'Y? von Sym? (V)
auffassen.

Wir erhalten auf diese Weise alle Monome des Grades p’, also eine Basis von

Sym?” (V) Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Bemerkung. Die Aussage der Proposition ist in den Randféllen i = 0 beziehungsweise
1 = r vertraglich mit den bereits bekannten Ergebnissen

Up =V = (Sympo(V))er ,

00

Ur = N[1] = sym?(V) = (Sym"” (V)
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7 Darstellungstheorie der
Eisenstein-Reihen

Wir betrachten nun wieder konkret die in Proposition 4.6 beschriebene linke Opera-
tion von G. Von den in Abschnitt 4.2 beschriebenen G-Moduln von Drinfeld’schen
Modulformen werden wir als Erstes den Modul Eisg, der von den Eisenstein-Reihen
vom Gewicht k erzeugt wird, unter darstellungstheoretischen Aspekten untersuchen.

Es gibt zwei Griinde, mit diesem Modul zu beginnen: Zum einen steht mit Lem-
ma 2.1 ein Werkzeug zur Verfiigung, das es erlaubt, das Transformationsverhalten von
FEisenstein-Reihen unter der Operation von G einfach zu beschreiben. Zum anderen ist
dieses Transformationsverhalten fiir allgemeine Drinfeld’sche Modulformen relevant,
da die Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 die gesamte Algebra M der Modulformen zur
Stufe T' erzeugen.

7.1 Transformationsverhalten der Eisenstein-Reihen

Wir betrachten fiir k& € N zuerst die in Satz 2.4 angegebene Basis von Eisg, die aus
den gewohnlichen Eisenstein-Reihen F, mit v € F, U {oco} besteht, und beschreiben
das Transformationsverhalten der Basiselemente unter den in Proposition 5.24 ausge-
zeichneten Erzeugern von G.

Wie in der Bemerkung zu dieser Proposition angegeben, sind im Folgenden a und ¢
stets beliebige Elemente von F. Insbesondere hiingt der Wert einer Potenz von a
beziehungsweise von ¢ nur von der Klasse des Exponenten modulo ¢ — 1 ab.

7.1 Lemma. Sei k € N. Die diblichen Erzeuger von G operieren auf den gewdhnlichen
Eisenstein-Rethen vom Gewicht k wie folgt:

(gg)E<k>—akE<k> u € Fy,
(69) EQ = B,

(31 EP = E,g@, u€Fy,
(41) EL = BL,
($9)BY = ”“E(’“), ueFy,
(94) 5" = BL,

(0§ EL = E““
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7 Darstellungstheorie der Eisenstein-Reihen

Beweis. Wir verwenden Lemma 2.1, um das Transformationsverhalten der gewohnli-
chen Eisenstein-Reihen auszuwerten. Dabei ist die zusétzliche Inversion in der Defini-
tion der linken Operation zu beachten.

Zusétzlich benutzen wir, dass wir die Operation skalarer Matrizen auf den gewdhn-
lichen Eisenstein-Reihen wie in Lemma 2.2 durch einen skalaren Faktor beschreiben
konnen.

Auf diese Weise sehen wir fiir u € F,, dass

(¢ (l))E(k) —g® L= E(f)_l o= E*) ) — ok E®)
u (17u)(a0 (1)) (a=1u) (1,ua)<a01 a91 ua
gilt. Ebenso ist
a0y gk — gk _ k) _ (k)
(0 1)Eoo _E(071)(a81 (1)) _E(O,l)_Eoo :

Weiter erhalten wir
(O ED =B 1oy = E(
1

fiir u € IF; beziehungsweise

(3§ {)E(k) —g® —g®

= = Fan(y7) ~For

Ist u # 0, so gilt

(B9 B =B ) = B = Eaung )
k),
Schliefilich haben wir
(95) B = E((i)o)((l) 1) E((g,)l) = EY)
und
QD ED ~ £, o)) =By = B

O

Wir kénnen an den Formeln fiir das Transformationsverhalten ablesen, dass die
Struktur des Moduls Eis;, nur von der Restklasse von k£ modulo ¢ — 1 abhéngt.

7.2 Lemma. Die Abbildung Eisy — Eisy), gegeben durch
E® o B fir € By U {o0}
und lineare Fortsetzung, definiert einen G-Isomorphismus

EiSk i EiS[k}.

Dabei bezeichnet ,[-]“ wie iblich den Reprdasentanten modulo ¢ — 1 in {1,...,q —1}.
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7.1 Transformationsverhalten der Eisenstein-Reihen

Tatséchlich haben wir sogar gezeigt:
7.3 Satz. Sei k € N. Die Abbildung Eisy, — Nk], die gegeben ist durch
E® s FED -y e F, U {0},
und lineare Fortsetzung, ist ein G-Isomorphismus.

Beweis. Es ist klar, dass die angegebene Abbildung ein Vektorraumisomorphismus
ist. Der Vergleich des oben bestimmten Transformationsverhaltens der gewohnlichen

Eisenstein-Reihen mit dem in Lemma 6.10 beschriebenen Verhalten der Flg[k]) liefert
unmittelbar die G-Aquivarianz dieser Abbildung. O

Da die modifizierten Eisenstein-Reihen nach denselben Vorschriften gebildet werden,
wie die in Notation 6.11 festgelegte zweite Basis der N[d], konnen wir ihr Transforma-
tionsverhalten unter G direkt angeben.

7.4 Lemma. Sei k € N. Unter der Operation der Erzeuger von G gilt:

(
(

7
(GDeY =3 (rrgh, 0<i<q-1,

NeM = gb~ie®  0<i<qg—1,
Ded =,

o oe

j=0
[k]—1
ok
(61 eW =3 (el + e,
5=0
k k ,
G0 =gy, 1<i<h -1,
k k .
O EN =& g W<i<q-1,
k ,
(93)&" = €L,
k
(93)€% =&
Dabei ist wie zuvor [k] bestimmt als Reprasentant von k modulo ¢g—1 in {1,...,q—1}.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 6.13 unter Verwendung des
Transformationsverhaltens der gewohnlichen Eisenstein-Reihen. Dabei ist zu beachten,
dass
k) _ e(k) k
E®) =&, +EY

gilt. O

Da den modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 eine besondere Rolle als
Erzeuger der Algebra M zukommt, halten wir fiir diesen Fall ausdriicklich fest:
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7 Darstellungstheorie der Eisenstein-Reihen

7.5 Korollar. FEs gilt fir 0 <i <gq:

(89)& =a’"¢

V&= (g,

Jj=0

(o

(Y6)& = Eg—i-

=k

Insbesondere ist
((1) {)&1 :t50+gq~

7.2 Beschreibung der G-Modulstruktur

Fiir die Beschreibung der Moduln Eisy mit k& € N stehen uns nun geméf Satz 7.3 alle in
Kapitel 6 beschriebenen Methoden und Ergebnisse zur Verfiigung. Als Hauptergebnis
halten wir fest:

7.6 Satz. Sei k € N.

(i) Ist k Z 0 mod q — 1, so werden der Untermodulverband sowie die Kompositions-
faktoren von Eis, wie in Satz 6.41 durch die Mengen Pk] beziehungsweise T [k]
beschrieben.

Insbesondere ist Eisy multiplizitdtsfrei und besitzt einen einfachen Sockel sowie
Deckel.

(i) Fir k = 0mod g — 1 ist der Modul Eisy, halbeinfach und isomorph zur direkten
Summe Coo ® Sym?™ (V) einfacher G-Moduln. Der eindimensionale Untermodul
wird erzeugt von der Modulform

£ -8 + e,

Als direkte Folge der Frobenius-Reziprozitit (sieche Proposition 6.16) erhalten wir
dariiber hinaus:

7.7 Proposition. Seien k,l € N. Dann gilt

1 k=1#0 modg-1
dim Homg (Eisg, N[I]) =<2 k=1=0 modgq—1
0 sonst

sowre
k=1#0 modg-—1
dim Homg (Eisg, Eis;)) = {2 k=1=0 modgq—1

sonst.
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7.2 Beschreibung der G-Modulstruktur

Bemerkung. Der Isomorphismus aus Satz 7.3 ist fiir £ # 0 mod ¢ — 1 somit eindeutig
bestimmt bis auf Multiplikation mit einem Skalar aus Cyo.

Ist £ = 0 mod g—1, so zerféllt der Isomorphismus aus Satz 7.3 in zwei Isomorphismen
zwischen den direkten Summanden, die jeweils ebenfalls bis auf Skalar eindeutig sind.

AbschlieSend betrachten wir den Spezialfall der Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1.
Ubertragen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 6.4 auf den G-Modul M; = Eis;, so
liefert Satz 6.52 zunéchst allgemein:

7.8 Proposition. Die Abbildung Eis; — Sym?(V'), die gegeben ist durch
i XY 0<i<yg,
und lineare Fortsetzung, ist ein Isomorphismus von G-Moduln.

Bemerkung. Diese Isomorphie kann auch ohne den Umweg iber N[1] direkt aus Ko-
rollar 7.5 abgelesen werden.

In Abhéngigkeit von ¢ erhalten wir eine der beiden folgenden konkreten Beschrei-
bungen der Untermodulstruktur von Eis;.

7.9 Satz. (i) Ist q =2, so besitzt der Modul Eis; =2 Sym?(V) eine direkte Summen-

zerlequng
Eis; = (&, &) @ (Eo + &1 + 52> .
—— N——

\4 =Co

IR

(it) Fiir q > 2 ist der G-Modul Eisy uniserial und multiplizitdtsfrei und besitzt genau
die r + 1 vielen von {0} verschiedenen G-Untermoduln

Up=(&10<j<q j=0modp’™"), 0<i<m
mit dimU; = p' + 1. Die eindeutige Kompositionsreihe von Eis; ist
{0} U CULC... QU = N[
mit Kompositionsfaktoren
Uy =V
beziehungsweise
U/Ui—1 =& (p" —2p" ", p" ") fiir1<i<r.

Beweis. Die Behauptung fiir ¢ = 2 folgt direkt aus Proposition 6.53.
Sei also ¢ > 2. Unter dem Isomorphismus aus Satz 7.3 gilt offenbar

& fiY firo<bp<gq

Die Mengen Uj; sind also die Urbilder der Untermoduln U; C N[1] aus Notation 6.56
unter diesem Isomorphismus.

Die angegebene Beschreibung der G-Modulstruktur von Eis; erhalten wir daher
durch Zusammenfassen der Resultate aus Proposition 6.55, Proposition 6.57 und Ko-
rollar 6.58. O
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8 G-Modulstruktur von M,

In diesem Kapitel untersuchen wir den Modul M der Drinfeld’schen Modulformen
vom Gewicht k. Dabei schreiben wir Modulformen vom Gewicht k nach Satz 2.11
als polynomielle Ausdriicke in Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 und greifen auf die
Resultate fiir das Transformationsverhalten der Eisenstein-Reihen aus dem vorange-
gangenen Kapitel zuriick.

Wir verfolgen zwei verschiedene Ansédtze: Im ersten Abschnitt werden wir den Mo-
dul My, insgesamt mit einer symmetrischen Potenz identifizieren, im zweiten Abschnitt
betrachten wir bestimmte Untermoduln von My und vergleichen diese mit der Spit-
zenfiltrierung. Fiir ¢ > 2 erhalten wir auf diese Weise eine zweite G-Modulfiltrierung
auf M.

8.1 Identifikation als symmetrische Potenz

Da der Fall £ = 0 wegen My = C trivial ist, setzen wir von nun an k& € N voraus.
In Lemma 2.17 haben wir gezeigt, dass die Normalformen, d.h. die Monome

EyITIEEL, 0<b<q-1,0<i<k-—1,
&

in den modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1, eine Basis des G-Moduls Mj
bilden. Wir bestimmen das Transformationsverhalten dieser Monome unter den in
Proposition 5.24 angegebenen Erzeugern von G.

Wie in der Bemerkung zu Notation/Lemma 5.30 erwihnt, setzen wir im Folgenden
nur dann Klammern, wenn eine Matrix ausdriicklich nur auf einem Faktor und nicht
auf dem ganzen betrachteten Monom operiert.

8.1 Lemma. SeikeN. Fiir0<b<qg—1und0<i<k—1 ist
(a9 & TEEL = albabel g,
b i
GDe T ae =3 S (el e

§j=01=0
(03 E5 608} = E4£,85
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8 G-Modulstruktur von My,

Ferner gilt

q q’
k

(b1 & =2 (Ee'e,
=0

(26)&; =&

Beweis. Da die betrachtete Operation von G mit der multiplikativen Struktur auf der
Algebra M vertraglich ist, erhalten wir die angegebenen Formeln unter Ausnutzung des
in Korollar 7.5 beschriebenen Transformationsverhaltens der modifizierten Eisenstein-
Reihen vom Gewicht 1.

Seialso 0 <b<g—1und 0<i<k— 1. Fiir Erzeuger des Typs (&) erhalten wir

a —1—1 i a k—=1—i (/g4 a 2
(BN ETTEE = (3D E) (5D &) (§9) &)
— a(kflfi)qg(l)c—l—iaqugbgé
= gk ~DIbghm1mig el

Die Erzeuger des Typs ({ {) operieren durch

(D ETTgE = (3D &) T ((E D &) (51 E)

b
=& >0 (?)tb*jej (t& + &,)°
j=0
=& (e, <Z (;)t“gg—lsg>
7=0 =0

b
=YY Qe e

j=01=0

Das angegebene Transformationsverhalten unter (§ ) kann direkt abgelesen werden.
Auf die gleiche Weise sehen wir, dass (&9)EF = €F und (9§)&F = & gilt. Im
verbleibenden Fall haben wir

(58)&5 = (t&o +&)"

k
=y (hterlel
=0

O

8.2 Satz. (i) Firk € N beschreibt die Abbildung ®y, : My, — Sym*(V'), die gegeben
ist durch

EyTITIEEL b Xhamiabytatt 0 <h<g—1,0<i<k—1,

R
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8.1 Identifikation als symmetrische Potenz
und lineare Fortsetzung, einen Isomorphismus von G-Moduln.

(i) Die Isomorphismen aus Teil (i) induzieren einen Isomorphismus graduierter
Coo-Algebren

Beweis. (i) Die angegebene Abbildung @y ist offensichtlich wohldefiniert und sur-
jektiv, aus Dimensionsgriinden handelt es sich somit um einen Vektorraumiso-
morphismus. Es bleibt also die G-Aquivarianz zu zeigen. Hierfiir greifen wir auf
Lemma 8.1 sowie die Beschreibung der Operation von G auf Symkq(V) gemafl
Proposition 5.31 zuriick.

Wir betrachten als Erstes das Bild einer Normalform Sé“_l_ié'bé; mit 0 < b <
¢—1und 0 <i <k —1unter ®;. Fiir Erzeuger des Typs (& 9) sehen wir dann,
dass

O ((§9) (6571 6EY) = @y, (a<k*i>q*beg-1—igbg;)
= ot (5 1k
— a(kfi)ququfiquyqurb

)qufiquyqurb

0
1
= (§9) @ (71768

gilt. Fiir Erzeuger des Typs ({ !) erhalten wir zunéchst

~.

|
&MQ_

<
I
<
o~
I
<

@i ((§1) (& T6E)) G Qe en(E ™ e E)

J

.

(;7) (;’)tqurbfquijqfqujquJrj_

I
e

j=(

<
I
o~
Il

Erweitern wir an dieser Stelle den Summationsbereich auf 0 < j < ¢ — 1, so
durchlduft lq + j alle Zahlen von 0 bis iq + g — 1. Gleichzeitig gilt unter den
gegebenen Voraussetzungen in Charakteristik p

5)0) =)
J)\I) — \lg+j
(siche Variante A.8 der Lucas-Kongruenz). Dabei verschwindet dieser Binomial-

koeffizient fiir j > b, also insbesondere fiir ig + b < lg+ j < ig+ q — 1. Es gilt
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8 G-Modulstruktur von My,

106

also
@ ((51) (€1 '6E)) = (gf)eiotemtamd xha-tamdy tats
7j=01=0
iq+b

n=0
_ ((1) f)qu—iq—byiq—i-b
(58 er(&TITEEY.
Schliellich ist
D ((98) (EFT1T8EY) = Pk (E5E4ET)
— xka—(k=1-i)g—(q—b)y (k—1—i)g+q—b
_ Xqurbykqfiqu
)qu—iq—byiq+b
=00 ek (E518EY).
AbschlieBend betrachten wir die Normalform ). Fiir die Erzeuger (& 9) gilt hier
©; ((59)€7)) = P (&)
— vk = (39) vk
=(§9) 0 (&)
Weiter ist

k
B ((41)€D) = @y (Z (';wlgg—lg;)

=0

=3 ()t (6 )

wobei wir ausnutzen, dass geméfl Kongruenz A.8 in Charakteristik p

(kq)z (];) n=Iq
n 0 n#0 modgq



8.1 Identifikation als symmetrische Potenz

gilt. Schliellich haben wir

und die G-Aquivarianz von ®;, ist gezeigt.

Wir miissen zeigen, dass die in Teil (i) angegebenen Abbildungen vertriglich sind
mit der multiplikativen Struktur auf M. Die Vertraglichkeit mit Gewicht 0 ist
wegen

My = Cop, =2 Sym”(V)
trivial. Seien also k,l € N.
Wir sehen direkt, dass

O, (EF) @, (EL) = YHay'la
—yktha — g, (géchl)
= Prpi (€7 &)
gilt. Ebenso erhalten wir fir 0 <¢<k—1und 0<b<g-—1
O (E571IEEL) @y (EL) = Xhaia—byriatbyla
— xka—ig=by (i+1)a+b
= X (k+Da—(i+D)a=by (i+1)g+b
= Gy (ETITIEEM)
= Ppyr (E§TEELEL)
Ist ferner 0 < j <l —1und 0 < ¢ < ¢g—1, so haben wir auf der einen Seite
Dy, (Eé“*lfié'bé’;) of (Sé_l_jgcé’g> = xhra—ia-byiatb xla—ja—cyjate

— X k+Dg—(i+j)g—b—cy (i+j)q+btc
Auf der anderen Seite iiberfithren wir zunédchst das Produkt
EaTig gl ETITIE Ll = TG L8

in Normalform, um anschlieend die Abbildung ®; auf dieser Modulform vom
Gewicht k + [ auszuwerten. Wir benétigen dazu eine Fallunterscheidung nach
dem Wert von b+ ¢, da nach Lemma 2.14 gilt:

805b+c b +c< q
&l =
Ebte—qlqy bH+c>q.
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8 G-Modulstruktur von My,

Fiir b + ¢ < ¢ erhalten wir damit
it (E571EEL €L TIEED) = Bp (8511 T8
_ X(kJrl)qf(i+j)q7bfcy(i+j)q4rb+c.
(Die angegebene Formel ist vertriglich mit dem Fall b+ ¢ = q.)
Istqg+1<b+¢<2(q—1),dh.1<b+c—q<q—2,so folgt
iyt (E71 6L £ TEE]) = Bp (E51 T G oY)
k+1 0 bCq €0 cCq | = Pk+l 0 b+c—qCq
— X (k+Dg—(i+j+1)g—b—ctqy (i+j+1)g+b+c—q
— X (k+Dg—=(i+5)g—b—cy (i+j)a+b+tc
Wir sehen, dass in beiden Féllen tatséchlich
Dy (57 EEL) D1 (71 7EE]) = by (T TEEN €L T EE])

gilt.
Damit ist die Vertriglichkeit der Isomorphismen aus Teil (i) mit der Multiplika-
tion in M gezeigt.

O

Bemerkung. (i) Im Fall k = 1 stimmt die Abbildung

(iii)

®, : M7 = Eis; — Squ(V)
mit dem G-Isomorphismus aus Proposition 7.8 iiberein.

Da die Darstellungstheorie von symmetrischen Potenzen Sym” (V') nur fiir n < ¢
vollstdndig beschrieben ist, geniigt die angegebene Identifikation der M} mit den
symmetrischen Potenzen Symkq(V) noch nicht, um beispielsweise die Bestim-
mung der Kompositionsfaktoren der M}, sowie ihrer Vielfachheiten auf bekannte
Ergebnisse zuriickfiihren zu kénnen.

Konzepte, die in der Theorie Drinfeld’scher Modulformen in natiirlicher Weise
auftreten, wie etwa Eisenstein-Reihen oder Spitzenformen, kénnen nun allgemein
im Kontext der Darstellungstheorie symmetrischer Potenzen betrachtet werden.
Dabei ist nicht von vornherein offensichtlich, wie die korrespondierenden Objekte
aussehen.

Wir koénnen die in Satz 2.11 gegebene Beschreibung der Algebra M als Erzeugnis
der Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 nun in die allgemeine Theorie symmetrischer
Potenzen einordnen. Dazu betrachten wir die folgende dquivalente Formulierung von
Korollar 2.12:

8.3 Proposition. Fir k € Ny existiert eine surjektive Abbildung
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8.2 Untermoduln von M

Gemif Satz 8.2 ist diese Proposition dquivalent zur Existenz einer surjektiven Ab-
bildung

Sym* (Sym?(V)) — Sym*¢(V)

fiir £ € N. Es handelt sich also um einen Spezialfall der folgenden allgemeinen Situa-
tion:

8.4 Proposition. Sei W ein beliebiger Vektorraum und m,n € N. Dann existiert eine
kanonische surjektive Abbildung von Sym™ (Sym"(W)) nach Sym™"(W).

Beweis. Fiir I € N sei p; der kanonische Homomorphismus

pu: THW) = Sym' (W),
wobei T (W) das I-fache Tensorprodukt von W bezeichnet (vergleiche [Bou89, 11, §6,
no. 3J).

Sei (1) ... 2(™) ein beliebiges Element von Sym™ (Sym™(W)), d.h., fiir 1 <i < m
sei (Y € Sym™(W) beliebig und besitze eine Darstellung

20 — xgi) gl :pn(xgi) ®---@z®) mit x§i) cwW
Wir bilden () - .. 2(™) ab auf das Element

D = pneV @02V e e 0P 00 e 9al™)

—
\‘?

von Sym™"(W).
Die so definierte Abbildung ist wohldefiniert, kanonisch und surjektiv. O

Bemerkung. Die in Proposition 8.4 betrachteten Abbildungen sind nach Definition ver-
tréaglich mit der natiirlichen Operation der Automorphismengruppe GL(W) auf W und
den Fortsetzungen dieser Operation auf das Tensorprodukt sowie die symmetrischen
Potenzen.

8.2 Untermoduln von M,

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Untermoduln von My, die sich durch die
in Satz 7.9 beschriebene Untermodulstruktur von M; = Eis; ergeben. Insbesondere
interessiert uns das Verhéltnis dieser Untermoduln zur Spitzenfiltrierung.

Es sind dabei noch nicht alle offenen Fragen geklart, einige Teilergebnisse kénnen
wir jedoch im Folgenden angeben.

Da sich die Untermodulstruktur von Eis; fiir ¢ = 2 stark von der fiir ¢ > 2 unter-
scheidet, fithren wir an dieser Stelle eine Fallunterscheidung durch.
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8 G-Modulstruktur von My,

Fall 1: ¢ > 2
Nach Satz 7.9 hat M; = Eis; in dieser Situation den Untermodulverband

{0} CUCUL C...CU =M
mit den Untermoduln
Ui=(£10<j<q j=0modp "), 0<i<r
8.5 Notation. Wir betrachten fiir beliebiges k£ € N die surjektive Abbildung
Sym" (My) — M,
aus Proposition 8.3. Fiir 0 < ¢ < r ist das Bild des Untermoduls
Sym*(U;) € Sym" (M)

unter dieser Abbildung (d.h. unter Anwendung der Relationen (2.1)) seinerseits ein
Untermodul W} von Mj,.
Auf diese Weise erhalten wir eine Filtrierung von Mj:

Sym*(Uy) < Sym*(U;)c -+ < Symf(U,) = Sym*(n)
WP c wy < ... < W = My,

Wir wollen die Untermoduln W,i C Mj, genauer untersuchen. Im Spezialfall i = 0
wissen wir bereits:

8.6 Lemma. Firk € N ist W = Sym*(Up).

Beweis. Da Uy = (&, &,) ist, beschreiben verschiedene Monome in Sym*(Uy) stets
auch verschiedene Modulformen. O

Um im allgemeinen Fall Basen der Untermoduln W} zu bestimmen, definieren wir
die folgenden Mengen:

8.7 Notation/Lemma. Sei k € N. Wir definieren

By ={&'el 10< 1 <k}
Fiir 1 < j < r setzen wir weiter

Bl = {7 T&ELI0<1<k—1,1<b<q—1,p 7 teilt b exakt},

so dass

UBj:{ng*l*lEbS“Oglgk—l,1§b§q—1,bEOmode*i}
j=1
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8.2 Untermoduln von M

gilt. _
Die Teilbarkeitsbedingung aus der Definition der By ist im Fall j = r dquivalent zur
Teilerfremdheit von b und p.

8.8 Lemma. Seiq > 2 und sei k € N. Dann gilt fir 0 < i < r: Die Menge
B,i’_ = U Bi (disjunkte Vereinigung)
j=0

ist eine Basis des Untermoduls W,i C M.

Beweis. Ein beliebiges Monom in den Eisenstein-Reihen aus U; kann geméafl Proposi-
tion 2.15 in Normalform tiberfithrt werden. Die dort beschriebene Formel liefert direkt,
dass auch in der resultierenden Normalform nur Eisenstein-Reihen aus U; auftreten,
dass also alle Indizes modulo p™~* kongruent zu Null sind.

Nach Konstruktion ist B,i’_ die Menge all dieser Normalformen, also ein Erzeugen-
densystem von W}, und sogar eine Basis, da Monome in Normalform nach Lemma 2.17
linear unabhéngig sind. O

8.9 Korollar. Seiq > 2 und sei k € N. Fiir 0 <i <r ist
dim W} = kp® + 1.
Isti <r—1, so gilt
codimyy i1 Wi =kp'(p—1).
Beweis. Nach Konstruktion gilt

#BY) =k 41
und

#Bi =k(p —pY) fir1<j<r
O

Die alternative Beschreibung der Untermoduln von NJ1] als Frobenius-Twists von
symmetrischen Potenzen aus Proposition 6.59 ldsst sich auf die betrachteten Moduln
iibertragen.

8.10 Proposition. Sei g > 2 und sei k € N. Fiir 0 <i <r gilt
) X i Orfi
= (Sym P (V))

als Isomorphie von G-Moduln.
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8 G-Modulstruktur von My,

Beweis. Wir verallgemeinern den Beweis von Proposition 6.59, indem wir den Modul
W mit Hilfe des G-Isomorphismus @, : M}, N Sym" (V) aus Satz 8.2 nach Sym*?(V)
einbetten. _

Wir betrachten die Elemente der Basis By~ von W} unter dieser Abbildung.

Ist 0 < b < ¢—1mit b= 0mod p"? so existiert 0 < ¥ < p* —1 mit b =p" . Fiir
0<!<k-—1gilt dann

k—1—1 I\ _ yvkq—lg—b'p iy lg+b p" "t
(&G = X Y

_ (kai_lpi_blylpi_i_b/)prii
Ebenso sehen wir direkt
; prfi
By (EF) = (Ykp )
Wie im Beweis von Proposition 6.59 folgt damit die Behauptung. O

Es stellt sich die Frage, wie die neue Filtrierung von M} durch die W} mit der
Spitzenfiltrierung (mit zusitzlichem direkten Summanden Eisy) vertraglich ist. Wir
untersuchen dazu die Zerlegung der Basiselemente der Untermoduln W} geméif der

direkten Summenzerlegung
M, = Eisj, ® M},

und ferner die Position des Spitzenformenanteils innerhalb der Spitzenfiltrierung
M} D MED ... DM
k= k= =2 k .

Betrachten wir an dieser Stelle Gewichte k& < g, so erhalten wir erste Ergebnisse mit
Hilfe der Resultate aus Abschnitt 2.4.

8.11 Proposition. Seig > 2. Ist 1 < k <gq, so gilt
Sym* (Up) = <8,(f>, EW0<n<k— 1> C Eisy..

Insbesondere ist Sym?(Up) = Eis,.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen folgt aus Satz 2.29 direkt, dass
BY={&W B 0<n<k-1}

ist. Die Gleichheit im Fall £ = ¢ folgt aus Dimensionsgrinden. [

Fiir £ > ¢ enthélt Symk(Uo) dagegen neben Nicht-Spitzenformen auch Spitzenfor-
men: Die Modulform £} verschwindet nicht an der Spitze (0 : 1), andererseits muss es
wegen

dim Sym* (Up) = k + 1 > ¢ + 1 = dim Eisy,

auch Elemente ohne Eisenstein-Reihenanteil, d.h. Spitzenformen, geben. Allgemeiner
erhalten wir mit dem gleichen Dimensionsargument:
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8.2 Untermoduln von M

8.12 Lemma. Seiq>2 und k € N. Ist 0 <1 <r so, dass
k > pr—i
gilt, dann enthdlt der Modul W} nichttriviale Spitzenformen.

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist
dim W} = kp' +1 > ¢ + 1 = dim Eisy.
O

Wir zeigen fiir k¥ < ¢, dass die angegebene Bedingung an 4 tatsichlich nicht nur
notwendig, sondern hinreichend ist. Dazu betrachten wir fiir die Normalformen in den
Mengen Bj mit 1 < j < r die eindeutige Zerlegung in einen Eisenstein-Reihen- und
einen Spitzenformenanteil, die wir in Lemma 2.31 (beziehungsweise der zugehorigen
Bemerkung) bestimmt haben:

Ist k<g,sogilt fir0<I<k—1und1<b<qg—1 die Zerlegung

k— 1
k—1—1 l (k K (k n
&0 EEg = Epiy t ebH" B - (8.1)
cEisg n=1
eM}

Erfiillt b nun zusétzlich eine Teilbarkeitsbedingung der Gestalt, wie sie in der Definition
der Mengen Bj mit 1 < j < r verlangt ist, so kdnnen wir den Spitzenformenanteil
genauer beschreiben. Dazu zeigen wir zunéchst eine Hilfsaussage.

8.13 Lemma. Seig>2und1 <k <gq. Fernersezen0<l<k lundl1 <b<qg—1.
Dann gilt fir 1 <n <k — 1: Die Modulform gtk
oo mindestens mit Ordnung q — b.

An den Spitzen (a : 1) mit o € Fy besitzt sie mindestens Nullstellenordnung n, und
es existiert § € Fy, so dass die Nullstellenordnung an (8 : 1) genau n ist.

b+l >E" verschwindet an der Spitze

Beweis. Aus Proposition 2.20 wissen wir, dass der Faktor E”. an den Spitzen (« : 1)
mit o € F,; genau Nullstellenordnung n besitzt und an der Spitze co nicht Verschwindet.

Wir untersuchen als Néchstes die Nullstellenordnung der Modulform s ( bt l n> an der
Spitze co. Dazu unterscheiden wir drei Falle:
i o<b+l-n<k—-n-1
In diesem Fall ist insbesondere b+ 1 —n < g — 1, es gilt also 5<(§J:ln)n = 5l§—k+l nq)l

Da die Voraussetzungen von Proposition 2.30 erfiillt sind, wissen wir: Die Null-

n)

Ll_p an oo ist

stellenordnung von SIS

(k=n—(b+1-n))q=q
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8 G-Modulstruktur von My,

(i) k=n<b+l-n<qg—1

Dann ist ebenfalls (b + ! —n) = b+ —n und wir erhalten mit Hilfe von Satz 2.32
eine Zerlegung

k—n—1

(k—n) _ (b+l—n,k—n) ok—n—1—1i i
Eptimn = Z Hi & Evt1-n—i€q-
i=0

Dabei gilt: Die Modulformen in den Summanden fiir ¢ < k —n — 1 enthalten
mindestens einen Faktor &, verschwinden also an co mindestens mit Ordnung q.
Fiir ¢ = k — n — 1 erhalten wir die Modulform

k—n—1
Epri—k+1E, ",

die an co mit Ordnung
g—b—1l+k—-1>qg—-b

verschwindet.

(ili) g<b+1—-n
Die Abschatzung b+1—n <qg—1+k —1—n liefert

b+l-ny=b+l-n—(¢—-1)€e{1,....k—n—1}.

Wir erhalten damit wiederum durch Anwendung von Proposition 2.30: Die Null-
glk=n) —_ olk—n)
)

stellenordnung von (b+i—n bl—n—(q—1)

an der Spitze oo ist
(k=n—(0b+l-n)+(¢—-1)g=q

In jedem Fall sehen wir, dass die Verschwindungsordnung von & <(:J:l7i)n>
oder gleich q — b ist.
Damit wissen wir insbesondere, dass 3 € [, existiert, so dass die Eisenstein-Reihe

(k—n)
8<b+l7n

an oo grofler

) an (6 : 1) nicht verschwindet (da eine Eisenstein-Reihe keine Spitzenform sein
kann). Folglich ist die Nullstellenordnung von 5'((2:71)”> E7 an dieser Spitze genau n.
O

8.14 Lemma. Seiq > 2 und 1 < k < q. Wir betrachten die Zerleqgung (8.1) einer
Normalform E(lf*l*l&,é'f] mit0<I<k—-1undl <b<qg-—1.

Ist die Normalform ein Element von Bi fir1 < j <, d.h., ist p"~7 ein exakter
Teiler von b, dann gilt:

(i) Falls k < p"—7 ist, so verschwindet der Spitzenformenanteil in der Zerlegung.
(ii) Gilt k > p"=7, so liegt der Spitzenformenanteil in M,frij und in keinem kleine-

ren Filtrierungsmodul der Spitzenfiltrierung. Insbesondere ist der Spitzenformen-
anteil von Null verschieden.
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8.2 Untermoduln von M

Beweis. Die angegebene Gestalt des Spitzenformenanteils ergibt sich aus dem Ver-
schwinden bestimmter Binomialkoeffizienten in endlicher Charakteristik.
Nach Voraussetzung an b ist die Bedingung

n=0 mod p"~

notwendig dafiir, dass der Binomialkoeffizient (2) nicht verschwindet (siehe Kriteri-
um A.9). Betrachten wir dabei nur n > 1, so muss insbesondere n > p"~7 gelten.
Da fir k < p"7 die Summationsindizes n aber der Ungleichung

1<n<k—-1<p ™

geniigen, verschwinden in diesem Fall alle Summanden des Spitzenformenanteils in
Zerlegung (8.1).

Im Folgenden gelte also k > pii.

Fiir die Modulform &* (bt l n> E7 aus dem n-ten Summanden des Spitzenformenanteils
haben wir in Lemma 8.13 Abschétzungen fiir die Nullstellenordnungen an den Spitzen
bestimmt:

Die Nullstellenordnung an oo ist mindestens ¢ — b. Nach Voraussetzung an b gilt
dabei b < ¢ — p"7, so dass diese Nullstellenordnung mindestens p™ 7/ ist.

An den Spitzen (o : 1) mit a € F, betrdgt die Nullstellenordnung mindestens n.
Da zur Bestimmung des Spitzenformenanteils aber nur solche n betrachtet werden
miissen, fir die der Binomialkoeffizient (Z) nicht verschwindet, konnen wir an dieser
Stelle voraussetzen, dass n > p" 7 gilt.

Wir sehen insgesamt, dass der Spitzenformenanteil aus Zerlegung (8.1) tatséchlich
eine Spitzenform der Ordnung p™ 7 ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Spitzenform
an mindestens einer Spitze genau mit Ordnung p" 7 verschwindet.

Dazu betrachten wir den Summanden zu n = p"~J. Schreiben wir b = p"~7b' mit
b # 0 mod p, so gilt nach Variante A.8 der Lucas-Kongruenz

(2)-(0) e mar

Die Modulform ng Hp p: )J>Ep tritt im Spitzenformenanteil also mit von Null ver-
schiedenem Koeffizienten auf.

Nach Lemma 8.13 existert eine Spitze (5 : 1) fir ein § € F,, an der diese Modul-
form Nullstellenordnung p"~J besitzt. Wir haben aber bereits gezeigt, dass die {ibrigen

Modulformen €™ E" mit n > p"~J an dieser Spitze mit einer Nullstellenordnung

(b+1—mn)
verschwinden, die echt gréfer ist als p" 7. Es kann damit zu keiner Ausléschung an
dieser Spitze kommen, und die Behauptung ist gezeigt. O

Wir erhalten damit die folgende Verallgemeinerung von Proposition 8.11:

8.15 Proposition. Seiq > 2 und 1 < k < q. Ferner sei 0 < i < r so, dass k < p"*
gilt. Dann ist

WZ:<€T(L’€),5£§) |[0<n<gqg-1, nz(),...,kflmodpr*i>gEisk.
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8 G-Modulstruktur von My,

Beweis. Wir haben bereits im Beweis von Proposition 8.11 festgehalten, dass
By ={eP, eP0<n<k-1}

gilt. Im Fall ¢ = 0 ist der Beweis damit abgeschlossen, andernfalls missen wir noch die
Elemente der Teilmenge | J;_, By, der Basis B~ von W} betrachten.
Da in dieser Situation . .
k S p’l‘—l g pT—]
ist, liefert der erste Fall von Lemma 8.14, dass es sich bei diesen Basiselementen um

Eisenstein-Reihen handelt.

Genauer treten alle S[(bkll] auf, fir die 0 < I < k—-1und 1 < b < ¢g—1 mit

ist. Nach Voraussetzung ist dabei

r—1

b=0mod p
[<pr=t—1,
woraus wir 4 . 4
p”'—l Sb_"_l Sq_p’f—l_i_p’f—l_l:q_l
erhalten. Insbesondere ist damit [b+{] = b+ L.
Wir sehen, dass die Menge U;‘:1 Bj also genau aus den Eisenstein-Reihen ST(Lk) mit

p" =4 < n < q— 1 besteht, fiir die n modulo p"~* einen Rest in {0, ...,k — 1} besitzt.
Zusammen mit der eingangs gegebenen Beschreibung von BY folgt die Behauptung. [

Im verbleibenden Fall liefert Lemma 8.14, dass sich die Moduln W} wie folgt in die
Spitzenfiltrierung einfiigen:

8.16 Proposition. Sei g > 2 und sei 1 < k < q. Weiter sei 1 < i < r so, dass
k> p"~" gilt. Dann ist A

Wi C Eis, @ MP'
und es existieren Elemente in W}, deren jeweilige Spitzenformenanteile in keinem
kleineren Untermodul der Spitzenfiltrierung liegen.

Bemerkung. Bei der Verallgemeinerung der bisherigen Ergebnisse auf den Fall & > ¢
treten vergleichbare Fragestellungen auf wie bei der Verallgemeinerung der Resultate
iiber algebraische Zusammenhénge zwischen Eisenstein-Reihen in Abschnitt 2.4 fiir
Gewichte k > q.

Fall 2: ¢ =2
Im Fall ¢ = 2 haben wir in Satz 7.9 die direkte Summenzerlegung
M, = Eis; = (£0,&2) ® (€0 + &1 + &)
bestimmt. Insbesondere ist das Element
F=E+&E+&

invariant unter der Operation von G.
Wir kénnen eine Variante der Relationen (2.1) angeben, die besser mit dieser direk-
ten Summenzerlegung von M; vertraglich ist:
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8.2 Untermoduln von M

8.17 Lemma. Sei ¢ = 2. Die Relation
E2 = &6

aus Satz 2.11, die der surjektiven Abbildung Symk(Ml) — My fir k € N zugrunde
liegt, ist dquivalent zur Relation

F2 =&+ &+ E3. (8.2)
Beweis. Nach Definition ist

FrP=E5+E+&5.

Die beiden Relationen sind somit offensichtlich dquivalent. O

Ausgehend von der direkten Summenzerlegung von M; kénnen wir nun eine direkte
Summenzerlegung von M} angeben:

8.18 Proposition. Sei g =2 und k € N. Der Modul My, ist eine direkte Summe von
G-Moduln

My, = Sym"*((€o, £)) @ F Sym* ™! ((&, &2))
= Sym"(V) ® Sym"~!(V).
Beweis. Betrachten wir ein beliebiges Monom vom Grad k in &y, & und F, so existiert
aufgrund von Relation (8.2) ein homogenes Polynom vom Grad k in &, & und F, das
die gleiche Modulform beschreibt, wobei F in jedem Term maximal mit Exponent 1
auftritt. Wir erhalten somit die angegebene Summenzerlegung von Vektorrdumen, die
offenbar direkt ist.

Da die Modulform F aber G-invariant ist, handelt es sich sogar um eine direkte
Summe von G-Moduln, die offenbar die angegebene Isomorphie erfiillt. O

Bemerkung. Im Spezialfall £k = 1 beschreibt die Proposition die urspriingliche Zerle-
gung von M; = Eis; aus Satz 7.9. Im Fall £ = 2 gilt fiir den ersten direkten Summanden

Sym2(<50, Es)) = Eisy,

vergleiche dazu die entsprechende Aussage fiir £ = ¢ im Fall ¢ > 2 in Proposition 8.11.
Allerdings entspricht der zweite Summand nicht dem Modul der Spitzenformen, da
man nach kurzer Rechnung sieht, dass
F&o =&+ Eo&r + E&r = & +E0Ex,
~~ =~
€Eisy eM;
F&E = 522 + E1E + Enés = 822 +&1FE
~~ =~
€Eisy eM;
gilt.
Fiir groflere Gewichte kann der Zusammenhang zwischen der hier angegebenen Sum-

menzerlegung und der Zerlegung in Eisenstein-Reihen und Spitzenformen (mit Spit-
zenfiltrierung) weiter untersucht werden.
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9 Darstellungstheorie der
Spitzenfiltrierung

Wir betrachten in diesem Kapitel den Modul M} der Spitzenformen vom Gewicht
k > 2. Konkret greifen wir auf die Beschreibung der Vektorraumstruktur der Spit-
zenfiltrierung aus Kapitel 3 zuriick, um die G-Modulstruktur der Spitzenfiltrierung zu
untersuchen. Dabei werden wir nicht ein Gewicht isoliert betrachten, sondern vielmehr
ausnutzen, dass die multiplikative Struktur der Algebra M Zusammenhénge zwischen
Modulformen verschiedener Gewichte liefert.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels konstruieren wir dazu mit Hilfe einer besonderen
Modulform Isomorphismen zwischen bestimmten Filtrierungsmoduln unterschiedlicher
Gewichte.

Damit kénnen wir im zweiten Abschnitt die G-Modulstruktur des kleinsten Unter-
moduls der Spitzenfiltrierung fiir beliebiges Gewicht bestimmen.

Im dritten Abschnitt betrachten wir die iibrigen Filtrierungsmoduln, indem wir das
Transformationsverhalten ausgewihlter Teilmengen B; der Basis Bi’Jr unter der Ope-
ration von G untersuchen. Aufgrund der Komplexitét der erforderlichen Rechnungen
beschrianken wir uns dabei schliellich auf die Untersuchung der sukzessiven Quotienten
der Spitzenfiltrierung.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist eine geschlossene Formel, die die sukzessiven
Quotienten der Spitzenfiltrierung mit bekannten G-Moduln identifiziert. Die an dieser
Stelle offenbleibende Frage nach einer vergleichbaren Identifikation der Filtrierungs-
moduln M} werden wir in Kapitel 10 mit einer alternativen Herangehensweise wieder
aufgreifen.

Zusammen mit der Beschreibung des Moduls Eis; in Kapitel 7 kénnen wir diese
Ergebnisse auf den Modul My, = Eisy & M} der Modulformen vom Gewicht k iiber-
tragen.

9.1 Identifikation von Filtrierungsmoduln verschiedener
Gewichte

Bevor wir mit den eigentlichen Untersuchungen beginnen, erinnern wir an Notationen
und Ergebnisse aus Kapitel 3, die wir im Folgenden verwenden werden.

9.1 (Erinnerung). Fiir beliebiges Gewicht k& € N schreiben wir

k=t+Eq+1) mitl <e<g+1
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9 Darstellungstheorie der Spitzenfiltrierung

sowie

kq ~
B = |4 | —¢_11%.
m(k) L{HJ :

Dann ist m(k) die Linge der Spitzenfiltrierung des Moduls M} fiir k > 2.
Weiter haben wir fiir £ > 2 in Konstruktion 3.6 Basen

B = |J B

i<j<m(k)
der Moduln M,i mit 1 <4 < m(k) bestimmt.

9.2 Notation. Ist k > 2 gegeben, so nennen wir den kleinsten (nichttrivialen) Modul
der Spitzenfiltrierung M ,‘: *) quch das Endstiick der Spitzenfiltrierung.

Sprechen wir vom i-ten Filtrierungsmodul mit 1 < ¢ < m(k), so ist damit stets der
Untermodul M;. der Spitzenfiltrierung gemeint.

Wir wissen aus Satz 3.21, dass der Untermodul Mg 1 eindimensional ist, und dass
es keinen eindimensionalen Filtrierungsmodul kleineren Gewichts gibt. Dieser Modul
wird erzeugt von der Modulform

EoEL.

Die Operation von G auf dieser Modulform ist also durch einen Charakter gegeben,
genauer:

9.3 Lemma. Die Erzeuger von G operieren auf der Modulform EyEL, wie folgt:

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sehen wir direkt mit Lemma 7.1 und Lemma 7.4.
Im letzten Fall wenden wir zusétzlich Lemma 2.19 an und erhalten auf diese Weise

(Y0)&EL = EEy

= (—=1)9&EL
=—-&EFL.
O
9.4 Korollar. Es gilt
M, = (det)!

als Isomorphie von G-Moduln.

Bemerkung. Wir verweisen an dieser Stelle auf die Funktion h, die héufig bei der
Untersuchung Drinfeld’scher Modulformen betrachtet wird (zum Beispiel in [Gek88]).

120



9.1 Identifikation von Filtrierungsmoduln verschiedener Gewichte

Aufgefasst als Modulform zur Gruppe I'(T") handelt es sich dabei um eine g-te Spitzen-
form des Gewichts ¢ + 1. Als Element von M,/ ist sie also ein konstantes Vielfaches
der hier betrachteten Spitzenform & EZ .

Das Interessante an dieser Modulform ist vereinfacht ausgedriickt, dass sie die bis
auf Skalar eindeutige ,kleinste* (im Sinne des Gewichts) Modulform ist, auf der G
Hlast trivial“ operiert (ndmlich als Charakter).

Wir wollen die Modulform £ EZ, im Zusammenhang mit der multiplikativen Struk-
tur auf der Algebra M der Modulformen untersuchen. Wenn wir die G-Modulstruktur
zunédchst vernachléssigen, erhalten wir:

9.5 Lemma. Sei k € N und 0 < i < m(k). Durch Multiplikation mit E¢EL ist ein
Vektorraumisomorphismus
o "
M, — M} +Z +1
gegeben.
Beweis. Multiplizieren wir eine Modulform F € M; mit £ EY, so erhalten wir offenbar

eine Modulform vom Gewicht k& 4+ ¢ + 1, deren Nullstellenordnung an jeder Spitze
mindestens um ¢ hoher ist als die von F an derselben Spitze, also ein Element von

i+q
Mk+q+1_' . i
Multiplikation mit £y EZ, beschreibt somit einen Vektorraumhomomorphismus
) i+
My, — My 5

der wegen der Nullteilerfreiheit von M sogar injektiv ist. Da fiir die auftretenden
Dimensionen aber

dim M}, = kg +1—i(qg+1)
=(k+q+1)g+1—(i+q)(qg+1)

_ gi it
= dim Mk+q+1

gilt, handelt es sich tatsachlich um einen Vektorraumisomorphismus. O

Um einen Isomorphismus zwischen G-Moduln zu erhalten, miissen wir den durch
EoEY zusitzlich auftretenden Determinantenfaktor bei der Operation von G geeignet
berticksichtigen.

9.6 Lemma. Sei k € N und 0 < i < m(k). Multiplikation mit EgEL liefert einen
G-Isomorphismus

Mj @ (det)' — M2,
Beweis. Wir bezeichnen die angegebene Multiplikationsabbildung fiir die Dauer des
Beweises mit ¢.

In Lemma 9.5 haben wir bereits gezeigt, dass die Abbildung ¢ einen Vektorraum-
isomorphismus beschreibt (wie tiblich identifizieren wir die zugrunde liegenden Vek-
torrdume der G-Moduln M} und M} ® (det)!). Es bleibt somit nur die G-Aquivarianz
von ( zu zeigen.
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9 Darstellungstheorie der Spitzenfiltrierung

Seien dazu v € G und F € M. beliebig. Sei G € M} so, dass vF = G gilt unter der
gewoOhnlichen Operation von G auf M ,2

Fassen wir F als Element von M} @ (det)! auf, so bezeichnen wir dort die Operation
von « auf F mit v - F. Einerseits ist dann

(v F) = p((dety)(vF)) = (det v)p(G) = (det v)GELL,.

Da andererseits aber

Yo(F) =7 (FEEL) = (WF)(vEoEL,) = G ((det )& EL,)
= (det7)GEET,

gilt, folgt die G-Aquivarianz von ¢. O

Bemerkung. Wir werden im Folgenden nicht mehr so detailliert auf die Interpretation
einer Modulform als Element verschiedener Determinantentwists eingehen. Insbeson-
dere werden wir nicht mehr unterschiedliche Symbole fiir die getwisteten Operationen
verwenden, da aus dem Zusammenhang stets hervorgeht, in welchem Modul gerechnet
wird.

Indem wir in Lemma 9.6 die Schrittweite vergroflern, erhalten wir G-Isomorphismen
zwischen Filtrierungsmoduln ohne zusétzliche Determinantentwists.

9.7 Korollar. Sei k € N und 0 < i < m(k). Multiplikation mit (EgE%)?~ 1 liefert
einen G-Isomorphismus

i = i+q(g—1)
M; — Mk,Jqu_1 .

Bevor wir den Zusammenhang zwischen der Spitzenfiltrierung vom Gewicht k£ und

der vom Gewicht k + g + 1 genauer beschreiben, halten wir zunéchst fiir die Gewichte
fest:

9.8 (Vergleich der Gewichte). Besitzt k € N die eindeutige Zerlegung aus Erinne-
rung 9.1, so lautet die entsprechende Zerlegung fiir Gewicht k£ + g 4+ 1 offenbar

o~

k+qg+1=t+(E+1)(g+1).
Ferner gilt

mk+q+1) = V“q“)qJ - L‘!lfl

| J+q=m(k)+q.

Wir sehen also, dass wir mit Hilfe von Lemma 9.6 jeden Filtrierungsmodul M, ,g o
fir ¢ < j < m(k+ ¢+ 1) mit einem getwisteten Filtrierungsmodul vom Gewicht k
identifizieren kénnen. Dabei werden nicht nur die Filtrierungsmoduln insgesamt inein-
ander tiberfiihrt, sondern auch bestimmte Teilmengen ihrer Basen (vergleiche Erinne-
rung 9.1).

9.9 Notation. Zur Vereinheitlichung der Notation schreiben wir im Folgenden

B = {F" =g |0<b< g}
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9.1 Identifikation von Filtrierungsmoduln verschiedener Gewichte

fiir die Basis des Moduls
M{a(l) = M1 = EiSl,

die aus den modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht 1 besteht (vergleiche die
Bemerkung zu Satz 3.21).

9.10 Lemma. Sei k € N. Ferner sei
1<i<m(k) firk>2
beziehungsweise
i=m(k)=0 firk=1
Dann definiert Multiplikation mit EgEL eine bijektive Abbildung
Bj, — Bliiqqﬂ-
Im Fall i = m(k) ist dabei

goEgo}.lgm(k),k) _ flgm(k+q+1),k+q+1) fir0<b<q+1—t
Ist 1 <i<m(k)—1, so gilt

EoBLFIM = FlHek et pir g <h<g—1
sowie

50Ego-7:éé’k) — _7:&+q,k+q+1).

Beweis. Zunichst betrachten wir fiir £ € N den Spezialfall ¢ = m(k). Wir wissen aus
dem Vergleich der Gewichte bereits, dass m(k) + ¢ = m(k + ¢+ 1) ist, und dass sowohl

die Elemente von B,T(k) als auch die von B?f;i({ﬂ) durch die Indizes 0 < b < q+1—¢
parametrisiert werden.
Fiir ein solches b sei das Basiselement ]-'ém(k)’k) S B?(k) wie in Konstruktion 3.6
definiert (beziehungsweise im Spezialfall £k = 1 wie in Notation 9.9). Dann ist
EELF™M = g, B g56, ERV
= gttlg, Emkta
_ 5§+15bE210(k+q+1)

_ I_-[Em(k+q+1),k+q+1)

und die Behauptung gilt im Spezialfall.
Sei also k >2und 1 <i<m(k) — 1. Fiir 0 < b < ¢ — 1 haben wir
EELFN = &ELEFTTIGEL
= &G EL
_ 5§+q+1_(i+Q)_1£bEéjq

_ ]_—(i+q7k+q+1)
=F .
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9 Darstellungstheorie der Spitzenfiltrierung

Schliefilich erhalten wir unter Ausnutzung von Lemma 2.19

EoBLFEM = (—1)18, EIFLY
— (-8, EY (1) €}
(71)”‘155*‘”17(”‘1)71Eé+q

_ ]:g—i-q,k+q+1).

Damit ist die Behauptung auch in diesem Fall gezeigt. O

Bemerkung. Im obigen Lemma ist zu beachten, dass wir ¢ = 0 nur fiir Gewicht £ =1
zulassen. In diesem Fall erreichen wir fiir Gewicht k+¢q+1 = ¢+ 2 das Endstiick M, ;’ o
der Spitzenfiltrierung. Die spezielle Gestalt der Basiselemente des Endstiicks ist ent-
scheidend dafiir, dass wir Bg 2 als Bild einer Basis von M; = Eis; unter Multiplikation
mit & FY auffassen konnen.

Anders verhalt es sich dagegen fir k > 2, da in diesem Fall

g<mk+q¢g+1)

q

ist. Bei den Teilmengen der Form B; .,

handelt es sich dann wegen

]_-lgq,kthHl) _ 5(?5bEgo
= &ELEFTE, fir0<b<qg—1
beziehungsweise

F@h = gyB1 X

nicht etwa um das Bild einer Basis von Eis; unter Multiplikation mit £ EZ, sondern
um das Bild von _
B:={&"6|0<b<q—1}U{Er

Zwar erginzt diese Menge ebenfalls B,i’+ zu einer Basis von My, ihr Erzeugnis ist
selbst aber nicht abgeschlossen unter der Operation von G, definiert also keinen zu
M komplementéren G-Untermodul von M. Vergleiche dazu fiir Gewicht k < ¢ auch
Lemma 2.31, das beschreibt, welche der Modulformen 8(’)“ ~1&, einen nichttrivialen Spit-
zenformenanteil besitzen.

Bei der Betrachtung sukzessiver Quotienten der Spitzenfiltrierung im spateren Ver-
lauf dieses Kapitels konnen wir die Spitzenformenanteile in B jedoch vernachléssigen,
was uns erlauben wird, den Fall von Verschwindungsordnung ¢ schliefllich doch auf die
Betrachtung von Eisenstein-Reihen zuriickzufiihren (siche Lemma 9.19).

Um Aussagen zu erhalten, die auch ohne Quotientenbildung giiltig sind, miissen wir
entweder fiir alle k > ¢ + 2 zusétzlich das Transformationsverhalten der Elemente von
B{ untersuchen oder die Konstruktion der Basis von M, ,i zum Beispiel so modifizieren,
dass die Teilmengen der Form Biq mit [ € N aus Produkten modifizierter Eisenstein-
Reihen von geeignetem Gewicht mit Potenzen von £ EZ bestehen.

Wir verlieren durch die zweite Methode jedoch die genaue Kontrolle iiber das Ver-
halten der Basiselemente an den Spitzen, das die Definition der Basis B,i’+ in Kapitel 3
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motiviert hatte. In Kapitel 10 werden wir dariiber hinaus sehen, dass dieses giinstige
Verhalten an den Spitzen Ausdruck der Vertréglichkeit der konstruierten Basis mit
bestimmten symmetrischen Potenzen ist.

9.11 (Zusammenhang der Filtrierungen). Sei k& > 2. Wir haben insgesamt ge-
zeigt, dass wir mit Hilfe von Lemma 9.6 einen Teil der Spitzenfiltrierung fiir Gewicht
k+ g+ 1 wie folgt auf die (getwistete) Spitzenfiltrierung fiir Gewicht k zuriickfithren
kénnen:

Mqul 5 Mm(k+q+1)

1
Miyqn 2 - 2 M, 2 ktgtl 2 > ktq+1
My, @ (det)! 2 M}@(det)! 2 -+ 2 M™® g (det)!

Dabei besteht zwischen den jeweiligen Basen der folgende Zusammenhang:

1 q q+1 . m(k+q+1)
Bjigi1 U U Biygr1 U Biiga Y U By gt
T-&)Egc TASOEgO
1 . m(k)
B;, U u B

Diese Beziehungen zwischen verschiedenen Spitzenfiltrierungen liefern die folgende
Beschreibung beliebiger, nichttrivialer Filtrierungsmoduln:

9.12 Proposition. Sei k > 2 und 1 < i < m(k).
(i) Im Spezialfall i = m(k) wird durch

]-'ém(k)’k) — fém(t)’e), 0<b<g+1-¢
und lineare Fortsetzung ein G-Isomorphismus

MM Z ™ @ (det)t
definiert.

(ii) Ist i <m(k) — 1, so schreiben wir in eindeutiger Weise i = j +1g mit 1 < j <gq
und l € Ng. Es gilt ‘ ‘
M, 2 M}y 44p) © (det)!

als Isomorphie von G-Moduln. Fir die Elemente von Bi gilt

FiW = (EEL) FIF D) 0 <b < g -1
sowie

FEM = (ol FGIIe1),
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9 Darstellungstheorie der Spitzenfiltrierung

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Aussage im Spezialfall i« = m(k). Betrachten wir

den Modul M;" ® g (det)%7 so erhalten wir durch E-faches sukzessives Anwenden von
Lemma 9.6 die G-Isomorphie

MM @ (det)t S MO = .

Der Isomorphismus ist dabei durch Multiplikation mit (SOEgO)ﬁ gegeben. Da nach
Lemma 9.10 aber

FO = (QELF™Y g 0<b<qtl-t

gilt, ist die Behauptung im Spezialfall bewiesen.
Sei nun also ¢ < m(k) — 1. Nach Definition der Zerlegung von ¢ ist dann

jHlg=i<mk)=t—1+¢q < (E+1)q

Wegen der Voraussetzung j > 1 muss bereits | < t gelten. Damit ist k — (¢ +1) >0
und es gilt

j=i—lg<m(k)—lg=m(k—1Il(g+1)). (9.1)
Der Modul Mgil(qﬂ) ® (det)! und die Menge Bi;l(qﬂ) sind daher wohldefiniert. Die
Behauptung folgt analog zum Beweis des Spezialfalls durch I-fache Anwendung von
Lemma 9.6 beziehungsweise Lemma 9.10. O

Bemerkung. Die Aussage der Proposition gilt offenbar auch, wenn wir fir i < m(k)—1
auf die Eindeutigkeit der Zerlegung von i verzichten und blofl j > 1 verlangen, um
die Anwendbarkeit von Lemma 9.10 zu erhalten. In diesem Fall ist unter Umstdnden
weitere Reduktion méoglich.

Betrachten wir nur die Aussage fiir die Filtrierungsmoduln, so scheint es auf den
ersten Blick kontraproduktiv zu sein, sich auf die Filtrierungsmoduln fiir kleine Ver-
schwindungsordnungen zu beschrianken, da es sich hierbei gerade um die gréfiten Fil-
trierungsmoduln zum jeweiligen Gewicht handelt.

Entscheidend ist vielmehr, dass Proposition 9.12 dariiber hinaus liefert, dass fiir
jedes Gewicht k nur ein Teil der Basiselemente in B,i’Jr untersucht werden muss, da
die Gruppe G auf der Modulform & EZ, durch Multiplikation mit der Determinante
operiert.

9.13 Korollar. Die Operation von G auf den Basiselementen in den Mengen
B,  firk>2und1<i<m(k)
ist bereits vollstandig durch die Operation auf den Basiselementen in den Mengen
Bi fiir k> 2 und 1 < i <min(m(k),q)

bestimmit.
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9.2 Das Endstiick der Spitzenfiltrierung

Nach den Voriiberlegungen im vorangegangenen Abschnitt wollen wir nun fiir belie-
biges Gewicht k das Endstiick der Spitzenfiltrierung mit einem bekannten G-Modul
identifizieren.

Geméf Proposition 9.12 konnen wir uns dabei auf Gewichte k = ¢ € {1,...,q¢ + 1}
beschrénken.

9.14 Lemma. Sei 1 <t < ¢+ 1. Die Erzeuger von G operieren auf den Elementen
.Fb(m(é) Y0 <b< q+1—¢ der Basis B ™) yon Mm(e) in folgender Weise:

(g (1))]:15"1(?)79) - aqu}"ém(e)’e)?

b

).t b\ b—j £),t

SREACEES OISR il
j=0

®),E £),t

(4 8) 7" = (C)mOFRNY,
Beweis. Nach Definition gilt
]:lgm(é)’é) _ ng;no(E)

fir 0 < b < g+ 1—¢t Wir konnen das Transformationsverhalten dieser Basiselemente
also mit Hilfe unserer Resultate fir Eisenstein-Reihen aus Lemma 7.1 und Korollar 7.5
bestimmen.

Auf diese Weise erhalten wir

(D FTOD = (5 &5 = (59)8) ((59) B20)
= at P ED® = gt b FO Y,

Ebenso sehen wir

b
((1) {)]:lgm(k)’?) ( 5bEm(E) Z tb 35 Em(E)
7=0

b
(i-s7mo
=0

J
und schlielich
(98) R0 = (43) &ERY = €05
= (-1 )m(f)g )Egto(f)
= (-1 >m“>f<‘““ i
Dabei haben wir ausgenutzt, dass nach Voraussetzung an b
g—b>t—1=m(f)

gilt und wir daher Lemma 2.18 anwenden koénnen. O
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9 Darstellungstheorie der Spitzenfiltrierung

9.15 Lemma. Sei 1 <t < q+ 1. Die Abbildung

MM = SymT (V) @ (det)™®),
gegeben durch

FMOO L ettty g <b<q41-¢
und lineare Fortsetzung, ist ein G-Isomorphismus.

Beweis. Offenbar ist die angegebene Abbildung ein Vektorraumisomorphismus.

Das Transformationsverhalten der Monome in Sym?™ ~*(V) @ (det)™® kénnen wir
unter Beriicksichtigung des Determinantentwists mit Hilfe von Proposition 5.31 ab-
lesen. Da m(¢) = € — 1 gilt, liefert Vergleich mit Lemma 9.14 unmittelbar die G-
Aquivarianz der betrachteten Abbildung. O

9.16 Satz. Sei k € N. Durch
flgm(k))k) s Xq+17?7byb’ 0 S b S q + 1— E7
und lineare Fortsetzung wird ein G-Isomorphismus
M 2 SymT 1 H(V) @ (det) ™)
definiert.
Beweis. Wenn wir den G-Isomorphismus
MP) 2 4O & (et
aus dem ersten Teil von Proposition 9.12 und den G-Isomorphismus

M?(E) =N Squ+1_E(V) ® (det)m(e)

aus Lemma 9.15 hintereinander ausfithren, erhalten wir insgesamt einen G-Isomorphis-
mus

MM 25 Sym T H 1) @ (det) ™0,
der auf den Elementen von B:(k) der angegebenen Abbildungsvorschrift geniigt. Wegen
m(k) = m(E) + tg = m(E) + & mod ¢ — 1

gilt dabei
(det)m(E)Jr@ — (det)m(k),

und die Behauptung ist gezeigt. O
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9.3 Ubrige Filtrierungsmoduln und sukzessive
Quotienten

Wir wollen nun Filtrierungsmoduln betrachten, die echt gréfer als das Endstiick sind.
Solche treten nur fir m(k) > 2, d.h. k£ > 3, auf.

Da wir das Transformationsverhalten der Basiselemente der Endstiicke bereits be-
stimmt haben, geniigt es geméfl Korollar 9.13, im Folgenden die Basiselemente in den
Mengen

B mit k>3 und 1 <i<min(m(k) —1,q)

unter der Operation von G zu untersuchen.

Als Hauptschwierigkeit wird sich dabei herausstellen, dass das Erzeugnis einer ein-
zelnen solchen Menge Bi nicht unter der Operation von G abgeschlossen ist. Bei der
Beschreibung des Transformationsverhaltens eines Elements von B}C benotigen wir fiir
bestimmte Erzeuger von G zusétzlich Elemente der Basis B,i+1’+ des Filtrierungsmo-
duls M ¢ Mj.

Zunichst betrachten wir jedoch die Fille, in denen dieses Problem nicht auftritt.
Wir kénnen dabei sogar auf die Einschrénkung i < g verzichten.

9.17 Lemma. Sei k > 3 und sei 1 <1i <m(k) — 1. Fir die Elemente von BfC gilt:

e Y N Y
) FEP = a' FEY,

b
ADFP =3O, 0<b<q-1,
j=0
) o) = (1) FG,

7 i —(i,k
JFEN = (=) R

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Lemma 9.14 vor und verwenden das Transfor-
mationsverhalten der Eisenstein-Reihen aus Lemma 7.1 und Korollar 7.5.

Auf diese Weise erhalten wir nach Definition der Basiselemente in Konstruktion 3.6
firo<b<qg-1

DA = (D) (D& ((59) EL)
ak: i— 15k i— 1aq ngz

i — k
ak: i—1+q b]:}f't )
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sowie

Fiir das Basiselement ]-"égk) sehen wir
(59 FED = (D (5D &) (59) Eg) = (~1'ef o'
— aif’éé,k)

und

() FEM = (D" ((95) &) ((28) Eg) = (-1)'& " Ex
= (-1)'F.
Da die Matrix (9 § ) selbstinvers ist, folgt daraus die angegebene Formel fir (9 ) ]-"(()i’k).
O
9.18 (Verbleibende Fille). Es bleiben somit noch die Fille
(96 A mit1<b<q-1
sowie

(51) F&Y

fir £k > 3 und 1 < ¢ < min(m(k) — 1,¢) zu betrachten. Hier werden die Rechnungen,
wie oben erwéhnt, durch das Auftreten von Spitzenformenanteilen héherer Ordnung
erschwert.

(i) Betrachten wir fiir 1 <b < ¢ — 1 die Modulform
ik —i— i
(38) 7" = &7 e B, (9:2)

so ist ihre Beschreibung als Linearkombination der Elemente von BZ’JF nicht ohne
Weiteres abzulesen. Stattdessen miissen wir den resultierenden Ausdruck mit
Hilfe der Rechenregeln fiir Eisenstein-Reihen umformen.

Nach Lemma 3.2 gilt unter den gegebenen Voraussetzungen an 4
i<m(k)—1<k-2

so dass auf der rechten Seite von Gleichung (9.2) mindestens ein Faktor &, auf-
tritt. Geméfl Lemma 2.18 ist fur ¢ < ¢ aber

E,EL = (—1)'&,EL,.
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Wir erhalten somit
i,k i —i— 7
(YD) RN = (~1)igk—172g, 1€, i Bl 9.3)

Die im Fall ¢ < k — 2 verbleibende Potenz von &, kann unter Ausnutzung der
Identitét £, = £+ E ersetzt werden. Anschliefend sind eine Reihe von Produk-
ten modifizierter Eisenstein-Reihen auszuwerten, die mit Hilfe der Relationen aus
Lemma 2.14 vereinfacht werden kénnen. Da dies im erneuten Auftreten von Fak-
toren &, resultieren kann, miissen diese beiden Schritte im Allgemeinen mehrfach
wiederholt werden.

Die angegebenen Umformungen sind zwar im Einzelfall durchfiihrbar, eine ge-
schlossene Beschreibung der resultierenden Modulform in Termen der Basis B;Cﬁ'
ist aufgrund der hohen Komplexitét aber schwierig. Die Komplexitdt wéchst da-
bei mit fallendem 1.

Ahnlich verhilt es sich, wenn wir die Modulform
FR = (-1)'ek B}

unter der Operation von () betrachten. Wir wenden auch hier zunéchst Lem-
ma 2.18 an, was die alternative Beschreibung

FM = 57718, Bl (9.4)

liefert. Diese Gestalt hat den Vorteil, dass die Eisenstein-Reihe F,, im Gegensatz
zu Ej invariant ist unter Erzeugern vom Typ (§1).
Wir erhalten damit
(51 FEM = (160 + )P0 (4 ) 9g, B (9.5)
§=0

Die dabei auftretenden Faktoren &, und die Produkte modifizierter Eisenstein-
Reihen miissen anschlieflend analog zum ersten Fall behandelt werden.

Wir kénnen dadurch Abhilfe schaffen, dass wir fiir £ > 3und 1 < ¢ < min(m(k)—1,q)
in den Féllen 9.18 anstelle des exakten Transformationsverhaltens nur noch Kongru-
enzen modulo M, ]i'H betrachten.

Da wir nach Satz 3.21 wissen, dass die Menge B., eine Basis des Quotientenmoduls
M /M * bildet, konnen wir auf diese Weise dessen G-Modulstruktur bestimmen. Mit
Hilfe der Methoden des ersten Abschnitts lassen sich diese Ergebnisse anschlieffend fiir
beliebige Verschwindungsordnungen verallgemeinern.

Bemerkung. Da wir uns in der nicht-halbeinfachen Situation befinden, kénnen wir die
Filtrierungsmoduln im Allgemeinen nicht als direkte Summe der sukzessiven Quotien-
ten schreiben. Allerdings kénnen wir ausgehend von den Quotienten beispielsweise die
Kompositionsfaktoren beliebiger Filtrierungsmoduln bestimmen.
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Die Quotienten zur Verschwindungsordnung ¢« = ¢ kénnen wir bereits mit Hilfe der
Ergebnisse aus dem ersten Abschnitt beschreiben. Dieser Fall tritt nur fir k& > ¢ + 2
auf, da genau dann m(k) — 1 > g ist (fiir £k = ¢+ 1 und k = ¢ + 2 handelt es sich bei
M! um das Endstiick).

9.19 Lemma. Sei k > q+ 2. Dann gilt
M= My (g41) ® (det)’
= Eisp_(g41) ® (det)' & My_ (1)) @ (det)!
als Isomorphie von G-Moduln. Insbesondere ist
M /M = Bisy,_(g41) © (det)™.
Beweis. Geméaf Lemma 9.6 gilt
M= My () ® (det)!

sowie

MIF = MY ) ® (det)

Die verbleibenden Aussagen folgen unmittelbar aus der bekannten direkten Summen-
zerlegung von Mj,_(441) in Eisenstein-Reihen- und Spitzenformenanteil. O

Wir miissen also nur noch Quotienten M; /M;™" mit i < ¢ — 1 untersuchen. Wir
erhalten die gesuchten Kongruenzen mit Hilfe der Reduktionsvorschriften aus Ab-
schnitt 3.3.

9.20 Lemma. Seik >3 und 1 <i<min(m(k)—1,¢q—1). Firl1 <b<q—1 gilt
ik) _ i = (irk i
(9§ FMY = (-1 F), -y mod MH
Dabei ist das Symbol ,[-]% wie in Notation 2.7 definiert.
Beweis. Geméaf Gleichung (9.3) gilt
(1 (%)]:lgi’k) = (_1)i5§_i_2gq7b5q7iEio'

Da g —b < ¢ — 1 ist, kénnen wir die resultierende Modulform wegen Relation (2.1)
aber auch als

(1) &8 b 1Eg-i 1 Bl

schreiben. Dieses Produkt von Eisenstein-Reihen erfillt wegen ¢ —i — 1 < g — i die
Voraussetzungen von Proposition 3.29. Wir erhalten dadurch die Kongruenz

ik) _ i ok—i— i
(98) 7 = (C)' & € i-aygrab1ag-ion) Bl
Da aber ¢ — b+ 1 > 0 gilt, ist

(k=i—-2)g+q—-b+1+q—i—-1)=[k—i—2)g+q—b+1+qg—i—1]
= [k —2i — ],

und die Behauptung ist gezeigt. O
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9.21 Lemma. Sei k>3 und 1 < i <min(m(k) —1,q —1). Es gilt

[k—2i]—1
((1){)‘/—_- ]:(zk + Z [k 21] [k— 2i]7m‘/1-75};,k) mod M]i—H'

Beweis. Mit Hilfe von Gleichung (9.5) erhalten wir zunéchst

(3 4) FEP = (&0 + £)" 12 GNIE B
7=0
k z—lq—z

_z: qz)tq+k 211lj£k11l55Ez
=0

<.
I
o

Wir untersuchen die Modulformen in den einzelnen Summanden genauer:

(i) Ist =k —i—1und j = ¢ — 7, so handelt es sich bei der zugehorigen Modulform
gemif Gleichung (9.4) gerade um FEm

(ii) Ist =k —4i—1und 0 < j < ¢ — 1, so ist Proposition 3.29 anwendbar und liefert
die Kongruenz

gg_i_lngéo = 5§7i715<(k,i,1)q+j>Eio mod M]i+1.
Dak—i—1>0und j >0 ist, gilt dabei

(k—i=Dg+j)=I[k—i-Lg+jl=k—i-1+jl=(k—i-1+j).

(iii) Ist 0 < I < k — 4 — 1, so erhalten wir fiir beliebiges 0 < j < ¢ — i vermoge
Proposition 3.29 (die anwendbar ist, da mindestens ein Faktor & auftritt)

EyTITIELE B = £ T E gy BL, mod M,
wobei wie oben (lg+ j) = (I + j) gilt.
(iv) Fiir I = 0 ist die Modulform im Summanden zu beliebigem 0 < j < g — i gerade
e B, — e B
Nach Definition der Elemente von Bj erhalten wir somit insgesamt

(L1)FER = FG0 4 37 (i) (i) it ghoiclg, Bl mod Mt

1}
= féé’k) + Z (kfli*l) (q;i)tk_%_l_jfgfj)> mod M,i""l,
1}

wobei die Summen jeweils iiber die 0 <! <k —i—1und 0 < j < g — ¢ laufen mit

l+j<k—i—1+4q—i=q—1+Fk—2i
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Da aber geméafl Formel A6 fir 0 <m <qg—1+k—2i—1

S (-

l,j
l+j=m

gilt, kénnen wir die Doppelsumme zu einer einzelnen Summe zusammenfassen und
erhalten so

q—14+k—2i—1
(3 £) FGR = FR) Z (q—1;k—21)tk72i7mf<(;;l;) mod M;+!
m=0
_ - q—1+k—2i—1 ‘ _ . ‘
E]_-éé,k)+tk721]_-éz,k)+ Z (qfljnkf%)tkfmfm]:(;;]k) mod M,’jl.
m=1

Wir vergleichen die Koeffizienten der Basiselemente aus B, in dieser Darstellung mit
denen in der zu beweisenden Formel.

Da die Modulform ]-"(gl’k) wegen [m] > 0 in der hinteren Summe nicht auftritt und
th=2i — ¢[k=2i] it sind die Koeffizienten von féé’k) und féi’k) von der behaupteten
Gestalt. ‘

Seinun 1 < b < g—1 beliebig aber fest. Wir wollen den Koeffizienten von ]-"lgl’k) in der
verbleibenden Summe bestimmen, miissen also die Summationsindizes m betrachten,
fir die m = b mod ¢q — 1 ist.

Offenbar ist in den zugehorigen Summanden der Faktor

ph=2i—m _ yk—2i—b _ 4[k—2i]-b

konstant und von der gewiinschten Form. Wir konnen uns also auf die Untersuchung

der Summe
q—14+k—2i—1

Ap = Z (qunkfzi)

m=1
m=b mod ¢g—1

der auftretenden Binomialkoeffizienten beschrianken.
Wir setzen nun d := [k — 2i] > 0 und schreiben k — 2i = d + h(q — 1). Wegen

k—2i=k—i—i>2—-i>2—(¢q—1)
ist dabei h > —1. Offenbar gilt dann
qg—14k—-2i—-1=d—-14(h+1)(¢g—1).

Der grofite in A auftretende Summationsindex ist b+ (b + 1)(¢ + 1), falls b < d — 1
ist, oder b+ h(q + 1), falls b > d gilt. Da mit den iiblichen Konventionen fiir Binomi-
alkoeffizienten jedoch

(d+(h+1)(q—1)>_ 1 b=d
b+(h+1)(g—1)) 0 d<b<qg-—1
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gilt, konnen wir A\, mit einheitlichen Summationsgrenzen schreiben und erhalten
h+1
_ d+(h+1)(g—1)
M= ( bisarD) )~ O
§=0

mit Kronecker-Delta. Gemafi Proposition A.16 gilt in Charakteristik p aber

h+1

d _
> (AN =6,
=0

d.h., es ist

() 1<b<d-1

Ap =
0 d<b<q-—1.
Da nach Definition d = [k — 2i] ist, folgt somit

[k—2i]—1
( {)]_—-zk) ]:(zk)_|_ Z [k 22] t[k 2i] m]_—-zk) mod M]i+1’

wie behauptet. ]

Insgesamt verfiigen wir nun fiir beliebiges £ > 3 und 1 < i < min(m(k) — 1, — 1)
tiber eine Beschreibung des Transformationsverhaltens der Basiselemente in Bi, die
den Quotientenmodul M; /M erzeugen.

9.22 Lemma. Sei k >3 und 1 < i <min(m(k) —1,q — 1). Die Abbildung, die durch

Byt 0 0<b<q -1,
FER) oy plle=2i)

und lineare Fortsetzung gegeben ist, definiert einen G-Isomorphismus

M} /MFY S Nk — 26,4

Beweis. Das in Lemma 9.17, Lemma 9.20 und Lemma 9.21 beschriebene Transforma-
tionsverhalten der Elemente von B,i entspricht gerade dem Transformationsverhalten
der in Lemma 6.13 betrachteten Basis von N[4] fiir § = [k — 2¢] mit einem zusétzlichen
Faktor (det)?. O

Dieses Ergebnis kénnen wir fiir beliebige Verschwindungsordnungen verallgemeinern.

9.23 Satz. Sei k>3 und 1 <i <m(k)— 1. Dann gilt
M /Mt = Nk — 2i,4]

als Isomorphie von G-Moduln.
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Beweis. Wir betrachten fiir ¢ die eindeutige Zerlegung i = j + g mit 1 < 5 < q.
Proposition 9.12 liefert dann

M} = My © (det)

sowie
i+1 ~ +1 l
MZ MJ k—1(q+1) ® (det)

(dabei zerlegen wir i + 1 = j + 1 + lg ohne notwendig einen Rest < ¢ zu verlangen).
Es gilt somit

M} /M = M) l(q+1)/M (det)’. (9.6)

Zigrn) ®

Den Quotienten auf der rechten Seite kdnnen wir mit unseren bisherigen Resultaten
genauer bestimmen. Mit Hilfe von Ungleichung (9.1) sehen wir nimlich, dass

j<mk—1Illg+1) <k—I(g+1)
ist.
Im Fall 1 < j < ¢ — 1 koénnen wir daher Lemma 9.22 fiir Gewicht k — (g + 1) > 3
anwenden und erhalten
j j+1 .
Mlgfl(qul)/Mk I(qg+1) = N[k —l(g+1)— 2]73]-
Ist dagegen j = ¢, so gilt geméf Lemma 9.19 fiir Gewicht k — (¢ + 1) > ¢+ 2
My ey /My = Eisk_ g1y (g1 © (det)' = N[k — (14 1)(g +1),1].

Da nach Konvention die Parameter der Moduln NJ-, -] nur von ihrer Klasse modulo
q — 1 abhéngen, kdnnen wir beide Falle als

Mli I(g+1) /Mj+llq+1) = N[k - 2(] +l)7j}

zusammenfassen. Eingesetzt in (9.6) liefert dies die Isomorphie

ME/MFY = Nk —2(+1),5+1].

jH+l=j5+lg=i modgqg—1
gilt, folgt die Behauptung. O
Bemerkung. (i) Insbesondere wird auch der Quotient
My, /M,

der auflerhalb der Spitzenfiltrierung auftritt, durch die gleiche Formel beschrie-
ben. Aus Satz 2.4 und Satz 7.3 folgt ndmlich

My, /M} = Eis, < N[k] = N[k —2-0,0].
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9.3 Ubrige Filtrierungsmoduln und sukzessive Quotienten

(ii) Es besteht ebenfalls ein Zusammenhang mit der Beschreibung des Endstiicks der
Spitzenfiltrierung in Satz 9.16. Es gilt ndmlich

k—2m(k)=t+26—206—1+8=—-£+2 modq—1

9.7
=q+1—% modg-—1. (0.7)

Wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt 11.2 genauer untersuchen.

137






10 Zur Darstellungstheorie der
symmetrischen Potenzen

Motiviert durch den in Satz 8.2 gezeigten Zusammenhang zwischen symmetrischen
Potenzen und Drinfeld’schen Modulformen beschéftigen wir uns in diesem Kapitel mit
darstellungstheoretischen Eigenschaften der symmetrischen Potenzen.

Die ersten drei Abschnitte sind dabei rein darstellungstheoretischer Natur und kon-
nen losgelost von der Drinfeld-Situation betrachtet werden. Zuerst beschreiben wir
fiir n € N eine G-Modulfiltrierung von Sym" (V). Im zweiten Abschnitt betrachten wir
den grofiten nichttrivialen Untermodul dieser Filtrierung genauer, bevor wir im dritten
Abschnitt seine Komplementierbarkeit in Sym”™ (V') untersuchen.

Im vierten und letzten Abschnitt sehen wir, dass wir diese Filtrierung durch den ein-
gangs erwiahnten Satz 8.2 zur Beschreibung der Spitzenfiltrierung Drinfeld’scher Mo-
dulformen verwenden kénnen. Wir erhalten auf diese Weise nicht nur eine alternative
Methode fiir die Bestimmung der sukzessiven Quotienten der Spitzenfiltrierung, son-
dern auch die noch fehlende Identifikation der Moduln M} mit klassischen G-Moduln.

10.1 Eine Filtrierung auf den symmetrischen Potenzen
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist der folgende Charakter von G:

10.1 Lemma. Das Element XY — X9Y € Sym?T (V) erzeugt einen eindimensio-
nalen G-Modul
(XY — X9Y) = (det).

Beweis. Man sieht direkt

(89)(XY?—XY) =aXY?—a?’X? =a(XY? - X))
und

(98)(XY?—-XY) = XY — XY?=—(XY7 - X).
Ebenso liefert eine kurze Rechnung

() (XY?T-XY)=X(tX +Y)! - XItX +Y)
=tIX 4 XYT ¢ X9t - XY = XY - XY,
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

Bemerkung. Das Element XY ? — X7Y wird unter dem Isomorphismus
V(6. &)

aus Satz 7.9 abgebildet auf
Eoll — 58 = &EL,
also gerade auf die in Abschnitt 9.1 betrachtete Spitzenform.

Diese Identifikation ist jedoch nicht zu verwechseln mit dem Isomorphismus

My =, Sym(q+1)q

gemaf Satz 8.2.
Mit Hilfe dieses Elements erhalten wir den folgenden G-Homomorphismus:
10.2 Lemma. Sein > g+ 1. Die durch Multiplikation mit XY 9 — XY gegebene

Abbildung
Sym™ @ (V) @ (det)! — Sym™ (V)

ist injektiv und G-dquivariant.

Beweis. Die Injektivitdt ist klar, da die Abbildung durch Multiplikation mit einem
von Null verschiedenen Element definiert ist.

Die G-Aquivarianz folgt mit Lemma 10.1, da der Faktor XY? — X?Y unter der
Operation von G lediglich einen zusétzlichen (einfachen) Determinantenfaktor liefert.
Diesen haben wir durch den Determinantentwist in Sym™ @™ (V) @ (det)® aber be-
reits kompensiert, vergleiche den Beweis von Lemma 9.6. O

Ist an dieser Stelle n — (¢ + 1) > ¢ + 1, so konnen wir dasselbe Prinzip erneut
anwenden. Wir konstruieren auf diese Weise das folgende System von Abbildungen:

10.3 Proposition. Sein € N mit eindeutiger Zerlegungn =n+n(g+1), 0 <n <gq.
Fiir 1 < i <1 handelt es sich bei den Abbildungen

P; : Sym™ D (V) @ (det)? — Sym™ D@D (V) @ (det) !
P P(XY7— XY)
sowie
W, : Sym™ ) (V) @ (det)? — Sym™(V)
P+ P(XY? - XY)’

um injektive G-Homomorphismen. Setzen wir zusdtzlich W := Idgymn (v, so geniigen
die angegebenen Abbildungen den Relationen

\I]i = ‘l/i,1 9] wi fur 1 S ) S f‘l\ (101)
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10.1 Eine Filtrierung auf den symmetrischen Potenzen

Beweis. Die Injektivitit und G-Aquivarianz der Abbildungen ¢; mit 1 < i < 7 folgt
jeweils aus Lemma 10.2 unter Beriicksichtigung des korrekten Determinantentwists.
Da nach Definition

U, =19ro--09; =¥;q101
gilt, ist die Giiltigkeit der verbleibenden Aussagen trivial. O

Bemerkung. Schreiben wir in der Situation der Proposition kurz
S0 = g .= gy @+ (V) @ (det)?,

so bedeuten die Relationen (10.1) anschaulich, dass das Diagramm

G —2is gy Vi Y2 oy 5O = Sym™(V)
W
Va1
L8

injektiver G-Homomorphismen kommutativ ist. Wir werden diese Interpretation im
Beweis von Satz 10.21 wieder aufgreifen und haben deswegen an dieser Stelle ver-
schiedene Bezeichnungen fiir die Abbildungen eingefiihrt, die durch Multiplikation mit
Potenzen von XY ? — X9Y gegeben sind.

10.4 Proposition. Sein € N mit eindeutiger Zerlegqungn =n—+n(qg+1), 0 <n <gq.
Dann besitzt Sym"™ (V') eine Filtrierung von G-Untermoduln

{0} C L(m) C (R—1.n) C---C LLn) C L) — Sym™(V)
mit 4 4 .
L0 = §ym™ ) (V) @ (det)”  fiir 0 < i <A

Beweis. Die Behauptung folgt direkt, wenn wir in der Situation von Proposition 10.3
fir0<:i<n _ _ _
L™ = U, (Sym™ 9D (V) @ (det)’) C Sym™(V)

setzen. O

Wir werden in Abschnitt 10.4 die Bilder der Monome in Sym" "1 (V) @ (det)?
unter der Einbettung ¥; bendtigen.

10.5 Lemma. Sein € N mit eindeutiger Zerlegungn =n+n(g+1), 0 <n < q. Sei
ferner 1 <4 <. Dann gilt fir 0 <b<n-—i(qg+1)

| yn—i(g+1)—by b\ _ i\ (¢ 1Vi—j yn—b—i—j(qg—1)v b+iti(g—1)
w; (xoi Y)Zo(j)( 1) X ila=D)yb+itia=1),
p

Beweis. Die angegebene Formel folgt unmittelbar aus dem binomischen Lehrsatz, da
die Abbildung ¥; als Multiplikation mit (XY — X9Y)? definiert ist. O
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

10.2 Der Untermodul L(n) von Sym"(V)

Wir wollen die oben bestimmte Filtrierung von Sym™ (V') niher untersuchen. Offenbar
ist sie genau dann nichttrivial, wenn n > g + 1 gilt. Dies ist gerade der Fall, in dem
die Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen nicht vollstdndig beschrieben ist
(vergleiche die Bemerkung zu Proposition 5.34).

Wir beginnen unsere Untersuchungen der Filtrierung mit dem gréfiten nichttrivialen
Filtrierungsmodul.

Um eine bessere Ubersichtlichkeit zu erhalten, fiihren wir die folgende Kurzschreib-
weise ein:

10.6 Notation. Fiir festes n > ¢ + 1 schreiben wir die Monome in Sym”™ (V) als
Zj=X"YI, 0<j<n,

und nennen ein solches Element Monom vom Index j.
Da es sich nur um eine Umbenennung handelt, kann das Transformationsverhalten
der Z; unter G unmittelbar aus Proposition 5.31 abgelesen werden.

10.7 Notation. Mit der Notation des vorigen Abschnitts zeichnen wir den Untermo-
dul
L(n) := L™ =y (symn*q“)(m ® (det)l) C Sym™(V)

aus.
10.8 Lemma. Sein > g+ 1. Die Elemente
Xj:=Zjrqg— Zj+1 mit0<j<n-—(¢g+1)
bilden eine Basis des Untermoduls L(n) C Sym™ (V).
Beweis. Die Behauptung gilt, da es sich bei den Elementen
Xty (XY — X9Y) = X"eiyite - xnoloiyitl
=Zjrq — Zj+1

fiir 0 < j < n — (¢4 1) um die Bilder einer Basis von Sym™~ (1) (V) @ (det)! unter
der injektiven Abbildung ¢ handelt. O

10.9 Lemma. Sein > g+ 1. Zwei Monome Z;, Z; € Sym™ (V) mit 0 <i,j < n sind
genau dann kongruent modulo L(n), wenn

1<i,j<n—1 und i=j modgqg—1

ist. Genauer gilt fir Ll <b<g—1undmeNmitb+m(g—1)<n

m—1

Zbtm(q—1) = Zb + Z Xp—1+41(g-1)-
1=0
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10.2 Der Untermodul L(n) von Sym"™ (V)

Beweis. Beide Aussagen folgen unmittelbar aus der Gestalt der in Lemma 10.8 ange-
gebenen Basiselemente von L(n). Bei der Summe iiber die X;_14(,—1) handelt es sich
um eine einfache Teleskopsumme. O

Wir kénnen damit direkt ablesen:
10.10 Lemma. Sein > g+ 1. Die Menge
{Z;10<j<q-1}U{Z,}
bildet eine Basis des Quotientenmoduls Sym™(V)/L(n).
10.11 Notation. Wir fixieren im Folgenden fiir n zusétzlich die eindeutige Zerlegung
n=v+70(@g—-1) mitl<vr<g-1.
10.12 Proposition. Sein > g+ 1. Dann gilt: Die Abbildung, die definiert wird durch
Zi [V, 0<j<q-1,
Zp > £

und lineare Fortsetzung, ist ein G-Isomorphismus

Sym™(V)/L(n) = N[v] = Nn].

Beweis. Die Abbildung bildet Lemma 10.10 zufolge eine Basis von Sym™(V')/L(n) auf
eine Basis von N[v] ab, ist also in jedem Fall ein Vektorraumisomorphismus.

Fiir den Nachweis der G-Aquivarianz dieser Abbildung untersuchen wir zunéchst die
Operation von G auf der betrachteten Basis von Sym"(V')/L(n).

Nach Definition der Operation auf Sym" (V') erhalten wir direkt

(69)2j=a"72;=0a""2;, 0<j<q-—1,
(69)2n =12,

Ebenso ist
(96) %o =2Zn

und

((1)(1))Zn = Zp.

Fir 1 < j < ¢ — 1 erhalten wir zunéchst ({{)Z; = Z,,_;. GeméaB Lemma 10.9 wissen
wir jedoch, dass das Basiselement Z|,,_;; = Z],_;; ein Représentant der Restklasse von
Zp—j in Sym™(V))/L(n) ist. Es gilt also

(98)2;=Z,—j) mod L(n), 1<j<q-1.
Ferner sehen wir fiir 0 < j < ¢ — 1 unmittelbar

(602 = ("2

=0
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

Es bleibt also noch die Darstellung der Restklasse von

n

(61)Zn=2_(Dt""'2

=0

beztiglich der gewéhlten Basis von Sym"(V')/L(n) zu bestimmen.
Mit Hilfe von Lemma 10.9 erhalten wir

q—1 n—1
(61)Zn=20+ (Nt"'Zy, + Z, mod L(n)
b=1 =1
[=b mod qg—1
q—1 n—1
=Zo+ Z Z () | "2y + Z, mod L(n)
b=1 =1
l=b mod qg—1

Verwenden wir die Zerlegung von n aus Notation 10.11, soist fiir 1 <bv<¢g—1
— v+o(q—1)
Ap = Z (b-‘rm(?]—l)) —Oup
m=0

mit Kronecker-Delta. Dabei haben wir ausgenutzt, dass

v+o(g—=1)\ |1 b=v
b+o(g—1)) |0 v<b<g-—1
gilt, um eine einheitliche Obergrenze der Summe zu erreichen (vergleiche den Beweis

von Lemma 9.21).
Mit Hilfe von Proposition A.16 ldsst sich A\, somit vereinfachen zu

(1) 1<b<wv-1

Ap =
0 r<b<qg-1.

Insgesamt erhalten wir also

I
-

(A Ze=> (Nt Zi+ Z, mod L(n).
l

I
=

Damit ist das Transformationsverhalten der gewéhlten Basis von Sym"(V')/L(n) voll-
stdndig bestimmt.

Die G-Aquivarianz des betrachteten Vektorraumisomorphismus ergibt sich nun di-
rekt durch Vergleich mit den Resultaten aus Lemma 6.13 fiir die Basis

(FY10<)<q—13u{fe}
von N[v]. O
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10.3 Komplementierbarkeit von L(n)

Bemerkung. Wir konnen mit Lemma 10.9 genauer bestimmen, dass beispielsweise

v—1 .
(00)2, = 7 — Zy—j+ 20 3§u_—2j—1+l(q71) l<jsv-1
Zg-14v—j + Zl:O %q—l-&-u—j—l-l-l(q—l) v<j<qg-1

gilt.
Wir erhalten mit Hilfe dieser Proposition die folgende Beschreibung der sukzessiven
Quotienten der Filtrierung von Sym" (V') aus Proposition 10.4:

10.13 Proposition. Sei n > q + 1 mit eindeutiger Zerlegung n = n + n(q + 1),
0<n<gq Fir0<i<n-—1 gilt

LO™ /L+LR) o N — 24 4],
Beweis. Nach Definition gelten
,Gn) o~ Symn—i(q—‘rl)(v) ® (det)i

und
LE+Ln) o~ L(n —i(g+1)) ® (det)".

Wir sehen mit Hilfe von Proposition 10.12 also direkt, dass
LG /L) o N — i(g + 1)] @ (det)?

gilt. Da dieser Modul nur von der Restklasse von n — i(g + 1) modulo ¢ — 1 abhéngt,
folgt die Behauptung. O

10.3 Komplementierbarkeit von L(n)

Als Néchstes befassen wir uns mit der Frage, ob der Untermodul L(n) in Sym"™ (V) als
G-Modul komplementierbar ist. Dabei werden wir folgendes Resultat zeigen:

10.14 Satz. Sein > g+ 1 und sei q kein Teiler von n. Dann existiert in Sym" (V)
kein zu L(n) komplementdarer G-Untermodul.

Bemerkung. Ist dagegen n ein Vielfaches von g, so ist die Antwort tatséchlich positiv.
Der Nachweis allein auf dem Niveau der symmetrischen Potenzen erweist sich allerdings
als technisch mithsam. Wesentlich einfacher wird es, wenn wir uns des Zusammenhangs
mit Drinfeld’schen Modulformen bedienen, siehe Proposition 10.25.

Der Beweis von Satz 10.14 wird den Rest dieses Abschnitts in Anspruch nehmen.
Wir betrachten dazu nur noch solche n > ¢ + 1, die nicht teilbar durch ¢ sind, und
fixieren wie zuvor die Zerlegung

n=v+7(@-1) mitl<v<g-1.

Aus technischen Griinden behandeln wir den Fall ¢ = 2 separat.
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

Fall 1: ¢ > 2

Wir bendtigen die folgende Hilfsaussage, die eine notwendige (aber im Allgemeinen
nicht hinreichende) Bedingung an Elemente von Sym”(V) mit einem bestimmten
Transformationsverhalten beschreibt:

10.15 Lemma. Sei q > 2 und sei n > q + 1 nicht durch q teilbar. Dann gilt: Ist ein

Element P € Sym"™ (V') invariant unter den Matrizen der Typen (&) sowie (3 1), so

ist P eine Linearkombination von Monomen Z; mit
0<j<n-(¢g—1) und j=n modq—1.

Beweis. Sei ein Element P € Sym” (V) mit dem angegebenen Transformationsverhal-
ten gegeben. Schreiben wir P als Linearkombination der Monome Z; mit 0 < j < n,
so treten wegen

(¢9YZ; =a"7Z; fir0<j<n

und der Invarianz von P unter den Matrizen (&) dabei nur solche Monome Z; mit
j=n modg-—1

auf. Wir konnen daher
P=XZ,+ P

mit A € C schreiben, wobei P’ eine Linearkombination von Monomen Z; mit Indizes
j <n—(qg—1) ist, die dieser Kongruenzbedingung geniigen.
Wegen der Invarianz von P unter (§ 1) gilt ferner

An+P =P=()P
Ao Zn+ (61D

n

A (I Zi+ (§H) P

Jj=0

wobei (§ 1) P’ wiederum eine Linearkombination von Monomen Z; mit j < n—(¢g—1)
ist. Wir erhalten somit durch Koeffizientenvergleich, dass bereits A = 0 gelten muss,
wenn wir einen Index [ mit

n—(¢g—-1)<l<n (10.2)

(7) £0 (10.3)

finden (fiir den also Z; in (§ 1) Z,, mit von Null verschiedenem Koeffizienten auftritt).
Tatséchlich finden wir ein solches I wie folgt: Nach Voraussetzung an n kénnen wir
eindeutig

und

n=m+mqg mitl<m<qg-1

schreiben.
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10.3 Komplementierbarkeit von L(n)

Ist sogar m < g—1, so setzen wir [ := n—m. Bedingung (10.2) ist dann offensichtlich
erfillt. Andererseits ist wegen

0)-(5) (2= () ) =1

(sieche Kongruenz A.8) auch Bedingung (10.3) erfillt.
Ist m = q¢ — 1, so setzen wir [ := n — 1. Da wir ¢ > 2 verlangen, geniigt auch diese
Wahl von [ Bedingung (10.2). Wegen

™y K =n=qg—1+mg=-1 modp
l n—1

ist dartiber hinaus Bedingung (10.3) erfiillt.
In jedem Fall ist also A = 0 und die Behauptung ist gezeigt. O

Unser weiteres Vorgehen unterscheidet sich in Abhéngigkeit davon, ob ¢ — 1 ein
Teiler von n ist oder nicht.

Fall 1.1: ¢ > 2 und ¢ — 1 kein Teiler von n

Gébe es einen zu L(n) komplementédren Untermodul W (n) von Sym"(V), so miisste
gemifl Proposition 10.12 insbesondere auch ein G-Isomorphismus

N[v] = W(n) C Sym"™(V)

existieren. Die folgende Proposition ist in der betrachteten Situation daher dquivalent
zu Satz 10.14:

10.16 Proposition. Sei g > 2 und sei n > g+ 1 weder durch q noch durch q — 1
teilbar. Dann gilt: Es gibt keine G-dquivariante Abbildung N[v] — Sym"™(V), deren
Bild komplementdr zu L(n) ist.

Beweis. Sei ¢ : N[v] — Sym"(V) eine G-dquivariante Abbildung. Da wir aus Lem-
ma 10.8 wissen, dass keines der Elemente von L(n) das Monom Z,, enthilt, ist die
Behauptung bewiesen, wenn wir zeigen, dass auch in keinem Element des Bildes von
¢ das Monom Z,, auftritt.

Wir betrachten dazu die Werte von ¢ auf der Basis

7 10<b<g-13U{fV}
von N[v]. Mit Hilfe des Transformationsverhaltens der Basiselemente unter der Ope-
ration von G aus Lemma 6.13 erhalten wir notwendige Bedingungen an die Bilder der

Basiselemente unter ¢. Wir wissen ndmlich einerseits, dass

(a9 f = a0 fir0<b<qg—1
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

beziehungsweise
(598 =1
gilt. Da andererseits
(89)Z; =a"" JZ =a” ij fir0<j<n

ist, liefert die G-Aquivarianz von ¢, dass wir

o= Y APz, 0<b<qg-1,
jbeJn:O dg—1
by - (00)
o(f) Z A2

mit Koeflizienten in C,, schreiben konnen.

Wir sehen an dieser Stelle bereits, dass in den Darstellungen der ¢( flfy)) mit b # v
nur Monome Z; mit 0 < j < n auftreten. Da wir voraussetzen, dass ¢ — 1 kein Teiler
von n ist, dass also v < ¢ — 1 gilt, ist dies insbesondere fiir go(f;i)l) der Fall.

Wir wissen damit einerseits, dass das Monom Z,, in

nicht auftritt. Andererseits ist Z,, nach der Voriiberlegung in keinem der Summanden
fiir I # v enthalten. Da der Koeffizient von ¢( f,g”)) im verbleibenden Summanden

<q ; 1)tu C(—1M £ 0

ist (siehe Korollar A.15), kann Z,, folglich auch in ¢( fy(”)) nicht auftreten.

Um abschlieBend zu zeigen, dass ¢( féo”)) das Monom Z,, nicht enthélt, betrachten
wir das Element
f = [0 =FY e N[,

das gemédB Lemma 6.10 invariant unter den Matrizen der Typen (&) und (1) ist.

Aufgrund der G- Aqulvarlanz von ¢ erhalten wir mit Hllfe von Lemma 10.15, dass das
Monom Z,, in <p( fyy)) und damit auch in ¢( F ) nicht auftritt. O
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Fall 1.2: ¢ > 2 und ¢ — 1 ein Teiler von n

Wir fithren die Annahme, Satz 10.14 gelte in der vorliegenden Situation nicht, zum
Widerspruch, indem wir zeigen, dass es kein G-invariantes Element in Sym" (V') gibt,
das nicht schon in L(n) liegt.

Ein Komplement von L(n) in Sym" (V') wére nach Proposition 10.12 ndmlich iso-
morph zu

Nlg—1] 2= Coe ® Sym™ (V)
beséfle also einen eindimensionalen Untermodul, der von einem G-invarianten Element

in Sym" (V) \ L(n) erzeugt wird.

10.17 Proposition. Sei g > 2 und sein > q+ 1 ein Vielfaches von q — 1, aber nicht
teilbar durch q. Ist ein Element P € Sym™(V') invariant unter der Operation von G,
so gilt bereits P € L(n).

Beweis. Sei P € Sym" (V) ein G-invariantes Element. Die Invarianz von P unter den
Erzeugern der Typen (&9) und (1) liefert zusammen mit Lemma 10.15, dass P als
Linearkombination von Monomen Z; mit

0<j<n—(¢g—1) und j=n=0 modg-1

geschrieben werden kann. Da P zusitzlich unter der Matrix (¢ }) invariant ist und
(98) 2o = Z, gilt, tritt das Monom Z; dabei nicht auf.

Gemifl Lemma 10.9 sind die iibrigen Monome Z; mit ¢ —1 < j <n — (¢ —1) und
j =0mod ¢ — 1 alle kongruent zu Z,_; modulo L(n). Wir kénnen also

P=X\Z, 1+ Py

mit A € C und Pp, € L(n) schreiben. Aufgrund der Invarianz von P unter (}¢) gilt

dann auch
q—1
P=(§1)P=2) (") 2+ (§1) Pr.

j=0

Der Koeffizient von Zj auf der rechten Seite dieser Gleichung ist

q—1 -1
A 97 =\
< 0 ) ’

da (3 ¢) Pp als Element von L(n) das Monom Zj nicht enthilt (siehe Lemma 10.8).
Damit gilt aber A = 0, wir haben also gezeigt, dass

P =P, e Ln)

ist. O
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

Fall 2: ¢ =2

In der vorliegenden Situation wére ein Komplement von L(n) in Sym" (V) geméf
Proposition 10.12 isomorph zu

N[]2Cox @ V.

Wie in Fall 1.2 beweisen wir also auch hier Satz 10.14, indem wir zeigen, dass es kein
G-invariantes Element in Sym™ (V') \ L(n) gibt. Wir miissen unser Vorgehen jedoch
modifizieren, da uns Lemma 10.15 fiir ¢ = 2 nicht zur Verfligung steht.

10.18 Proposition. Sei ¢ = 2 und sei n > 3 ungerade. Dann gibt es kein Element in
Sym"™ (V) \ L(n), das invariant unter der Operation von G ist.

Beweis. Sei P € Sym" (V) ein G-invariantes Element.
Wir schreiben P = Z?:o AjZ; mit A\; € Co und vergleichen den Koeflizienten von
Zy auf beiden Seiten der Gleichung P = ({ 1) P. Dies liefert die Bedingung

Dartiber hinaus wissen wir, dass auch (9 }) P = P ist. Es gilt also

)\j:)\n—j fUI"OS]S’n,

Da n ungerade ist, erhalten wir in Charakteristik 2

n—1
A=) 25 =0
j=0 §=0

Insbesondere ist damit

>\0 = >\77 - 0;
d.h., wir k6nnen
n—1 n—1
2 2
P = Z Ai(Zj + Zn—j) = Z Ai(Zj = Zn—j)
Jj=1 j=1

schreiben. Fiir ¢ = 2 sind geméf Lemma 10.9 aber alle Monome Z; mit 1 < j <n—1
kongruent modulo L(n). Somit ist auch

—1
Zj — n—jEL(n) fUI‘lS]SHT7

und es gilt bereits P € L(n). O

Mit dieser Proposition ist der Beweis von Satz 10.14 vollstdndig.
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10.4 Zusammenhang mit der Spitzenfiltrierung

Wir betrachten nun die Filtrierung von Sym" (V') aus Proposition 10.4 im Spezialfall
n = kg mit k > 2 und verwenden Satz 8.2, um den Zusammenhang mit den Drin-
feld’schen Modulformen vom Gewicht k£ zu untersuchen.

Als Erstes iibertragen wir die Bezeichnungen, die wir in Abschnitt 3.1 fiir die Spit-
zenfiltrierung festgelegt haben, auf die Situation symmetrischer Potenzen im Spezialfall
n = kq.

10.19 Notation. Wir schreiben fiur das Gewicht &£ € N

o~

E=t+t(¢g+1) mitl <e<qg+1.
Dann ist
m(k)=t—1+¥g

die maximale Ordnung, zu der Spitzenformen des Gewichts k existieren.
Betrachten wir fir n = kq die eindeutige Zerlegung

n=n+n(g+1) mit0<n<gq,
die wir in den Aussagen aus Abschnitt 10.1 verwenden, so gilt

m(k)

n
n

(sieche Lemma 3.3).
Insbesondere verfligen wir geméfl Proposition 10.3 zu gegebenem k fir 1 < ¢ < m(k)
iiber injektive G-Homomorphismen

i : Sym* D (V) @ (det) s Sym*~ (=D (1) @ (det) !
und

W; - Sym™ 0T (V) @ (det)’ < Sym*(V),
die durch Multiplikation mit Potenzen von XY? — X?Y gegeben sind.

Um den Zusammenhang mit der Spitzenfiltrierung herzustellen, betrachten wir nun
das System
Bt = |J Bl mit1<i<m(k)
i<j<m(k)
von Basen der Filtrierungsmoduln M ,z aus Konstruktion 3.6. Genauer studieren wir
die Einbettungen dieser Basen nach Sym®?(V) unter dem G-Isomorphismus

®y, : My, — Sym*(V)

aus Satz 8.2.
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

10.20 Lemma. Sei k > 2. Fiir die Elemente der Mengen B mit 1 < i < m(k) — 1
qgilt

o, (]_-lSi,k)) — 0, (qu—i(q—i-l)—byb) . 0<b<q-—1,
P, (}'&@) =, (ykq—i(q+1)) )
Fiir die Elemente von Bg(k) st

Oy (F"OM) = Wy (xPamm Bty e
= Uy (X800 0<b<g+1-t

Beweis. Geméaf Satz 8.2 ist @), eine Komponente eines Algebrenisomorphismus, also
vertriaglich mit der multiplikativen Struktur auf der Algebra M. Wir kénnen daher
die Bilder der Basiselemente unter ®; bestimmen, indem wir Produktzerlegungen der
Basiselemente betrachten und die Faktoren kleinerer Gewichte zunéchst einzeln ent-
sprechend Satz 8.2 nach Sym(V') einbetten.

Schreiben wir also fir 1 < ¢ < m(k) und 0 < b < ¢ — 1 (beziehungsweise fiir
0<b<qg+1—¢tim Fall i = m(k))

W = e G By, = 7T (€, - &)
so erhalten wir auf diese Weise
i (]:éj,k)) _ (X(lcfifl)q)(qubyb)(Yq N quly)i

— x(k—i)g—byb i (l) (_1)i—jyqu(i—j)(q—1)yi—j
J

3=0
%
= Z (1) (—1)7=7 xkami=b=ila=Dybritila—1),
J
=0

Fiir 1 <i <m(k) — 1 verwenden wir aulerdem die Produktschreibweise
FLH = (-1)'eg By = (-1)'€; " (&0 — £1)'
und sehen
@y (FEM) = (~1)'yEDa(xs - Xyt
= (=1)'yh=a Z (i_)(_l)jX(ifj)quyj(qfl)
J
7=0

%

(?) (_1)i—inq—j(q—1)y(k—7i)q+j(q—1)
J
0

<.
I

%

(1) (=1)i~9 xia—ila=Dyka—ilatD+i+ile=1),
J
0

<.
Il
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10.4 Zusammenhang mit der Spitzenfiltrierung

Andererseits liefert Lemma 10.5, dass im Spezialfall n = kq fiir 1 < i < m(k) und
0<b<kqg—i(g+1)

. (qu—i(q+1)—byb) =3 (O) (1) Xhebrizila D ybritila—1)
¢ J
=0

gilt. Durch Vergleich mit den zuvor bestimmten Bildern der Elemente der B,i unter @y
folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Die folgende Interpretation von Lemma 10.20 motiviert die Auswahl der
Elemente von B,i’Jr in Konstruktion 3.6:
Fiir 1 < ¢ < m(k) bildet die Menge

{qu*i(qul)*byb l0<b<qg—1}U {qufi(q+1)}
gemifl Lemma 10.10 eine Basis des Quotienten

(Symkq*i(ﬁl)(\/)/L(k‘q —i(g+ 1))) ® (det)".

Es macht daher Sinn, gerade diese Monome via ¥; in den Modul Symkq(V) einzubet-
ten. Wir kénnen die Elemente von B,i dann umgekehrt als Urbilder der resultierenden
Elemente von Sym”™ (V) unter ®;, definieren.

Die Basis Bi’Jr ist in diesem Sinne vertriglich mit den verschiedenen Einbettungen
in die symmetrische Algebra Sym(V). Diese Vertréaglichkeit, die sich auf Seiten der
Modulformen als gutes Verhalten an den Spitzen &uflert, steht in Konkurrenz zur
Vertréglichkeit mit der Zerlegung in Eisenstein-Reihen und Spitzenformen, wie in der
Bemerkung zu Lemma 9.10 erwahnt.

Welche dieser Eigenschaften zu bevorzugen ist, hdngt von der beabsichtigten An-
wendung ab.

Wir verwenden die in Lemma 10.20 gezeigten Identitdten, um die Elemente von B},
fiir 1 < i < m(k) in den Modul Sym*®~*(“*1 (V') ® (det)? abzubilden, und konstruieren
auf diese Weise die folgenden G-Isomorphismen:

10.21 Satz. Sei k > 2. Fir 1 <i <wm(k) existiert ein G-Isomorphismus
o s Mj =5 Sym™ D (V) @ (det)?,

der die Figenschaft
Uiod) = Bl (10.4)

besitzt.

Beweis. Die Idee dieses Beweises ist, die Aussage fur 1 <i < m(k) —1 aus der Giiltig-
keit der Behauptung fiir ¢ + 1 herzuleiten.
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

Wir etablieren die Behauptung also zunédchst im Fall ¢ = m(k). Aus Satz 9.16 wissen
wir bereits, dass die Vorschrift

]__ém(k),k) s Xq+1—9—byb, 0<b<qg+1-¢,

einen G-Isomorphismus

o

M;:(k) = Squ+178(v) ® (det)m(k) _ Symkqu(k)(qul)(V) ® (det)m(k)

beschreibt. Bezeichnen wir diesen Isomorphismus mit ¢,(€m(k))

zufolge

, so gilt Lemma 10.20

k
Uin(k) © ¢;(€m( ) = q)k|M:1(k>

auf einer Basis von M ,': *) und damit auch auf ganz M;: (k), wie verlangt.
Kommen wir nun zum Schritt von ¢+ 1 nach 4 fiir 1 < ¢ <m(k)— 1. Wir wollen also
mit Hilfe der Existenz der Abbildung ¢§;+1) eine Abbildung gZ),(;) mit den gesuchten

Eigenschaften konstruieren. Die Situation stellt sich insgesamt wie folgt dar:

(i4+1)

M+t 2 Sym*~ D@D (1) @ (det) it
Yit1

, o , _

My, - S Symkq*l(qul)(V) ® (det)*
Pk Mi
v;
kq
Sym™(V)
Verkniipfen wir den G-Isomorphismus gb,(fﬂ) mit der injektiven Abbildung ;41, so

liefert dies eine Abbildung
M+ = SymFa= 1t (V) @ (det)’.

Um diese Abbildung auf ganz M} fortzusetzen, nutzen wir aus, dass die Menge B., eine
Basis von M ,i‘H zu einer Basis von M, erginzt. Es geniigt also, Abbildungsvorschriften
fiir die zusdtzlichen Basiselemente in B} vorzugeben.

Ist F\'M e Bi ein beliebiges Element dieser Menge, so definieren wir qb,(j)(}",gi’k)) als
das Urbild von ‘I)k(}'y’k)) unter ¥,.

Die Vorschrift ist wohldefiniert, da ein solches Urbild in Sym*?~* 1 (V) @ (det)
gemaf Lemma 10.20 existiert und aufgrund der Injektivitdt von ¥; eindeutig ist.
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10.4 Zusammenhang mit der Spitzenfiltrierung

Durch lineare Fortsetzung erhalten wir damit insgesamt eine eindeutige Abbildung
¢\ M} — Sym* U@t (V) @ (det).

Da nach Konstruktion
i i+1
¢1(€)|M;;+1 = ¢i+1 O¢1(c+ )

ist und die Abbildung d),(fH) Bedingung (10.4) geniigt, sehen wir damit einerseits
(W0 ¢S))|M}i+1 = Y,o0 (¢;(:) ’M;Jrl)

0o (o)

= (Tiotit1)opy "

10.1 i
= )‘I’iﬂ o gy Y

(10.4)

Bl

Andererseits gilt fiir die Basiselemente FiR e Bi
(w:00) (709 = ], (FE9).

Insgesamt erfiillt qﬁl(f) also auf ganz M; die Bedingung
Wio gy = Pk -

Die Injektivitat von (IDkf api lefert damit die Injektivitdat der Abbildung ¢>,(f). Aus Di-
k

mensionsgriinden ist ¢;(€) dann ein Vektorraumisomorphismus.

Es bleibt die G-Aquivarianz von gb,(j) zu zeigen. Sei dazu v € G und F € Mj. Unter

Ausnutzung der G-Aquivarianz von <I>k| i und W5 sehen wir, dass
k

W, ( ;(f)(vf)) z fI>k|ng (vF)
= 'Yq’k’M;(]:)
U (v (0)))
= ¥ (v (P)

gilt. Aufgrund der Injektivitdt von W, ist dann aber bereits

D (4 F) = vl (F),

und der Beweis ist vollstandig. O
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10 Zur Darstellungstheorie der symmetrischen Potenzen

Bemerkung. Der im Beweis dieses Satzes verwendete Satz 8.2 kann als Spezialfall fiir
i = 0 aufgefasst werden.

Um Eigenschaften beliebiger symmetrischer Potenzen auf Moduln von Spitzenfor-
men zuriickzufiihren, ist die folgende Umkehrung von Satz 10.21 hilfreich:

10.22 Korollar. Sein € N. Wir betrachten die eindeutigen Zerlegungen
n=n+n(g+1) mit0<n<gq,
n+ﬁ:lo+llq mit 0 <lp<qg—1
und setzen
k:=q+1—-n+1l(¢g+1),
1:= q— l().
Dann gilt die Isomorphie von G-Moduln
Sym" (V) = Mj, @ (det)™".

Beweis. Nach Voraussetzung an n konnen wir direkt ablesen, dass in Termen der iib-
lichen Zerlegung von k
t=q¢+1—n
und
E=1
gilt. Somit ist
m(k) =q¢—n+lig
und
m(k)—i=qg—n+1lig—(g—1p)
=lp+lig—n

~

=n.
Zusammen mit der Zerlegung von kq aus Lemma 3.3 liefert dies

kq—i(g+1)=q+1—t+ (m(k) —d)(qg+1)
=n+n(g+1)=n.

Zusétzlich haben unsere Rechnungen gezeigt, dass 1 < i < m(k) gilt und daher auch
k > 2 ist. Wir konnen folglich Satz 10.21 anwenden, um die G-Isomorphie

M} ® (det)™ = Sym" @) (V) = Sym™ (V')
zu erhalten. O

Bemerkung. Die Wahlen von k£ und ¢ sind nicht eindeutig, vergleiche Korollar 9.7.
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Wir haben mit Satz 10.21 die in Kapitel 9 offen gebliebene Frage nach der Identifi-
kation der Filtrierungsmoduln M, ,z mit klassischen G-Moduln beantwortet.

Dariiber hinaus liefern unsere Resultate fiir die Filtrierung der symmetrischen Poten-
zen eine alternative Methode, um die Quotienten der Spitzenfiltrierung zu bestimmen.

10.23 Korollar. Sei k > 2. Fiir die Filtrierungsmoduln LU-*0 mit 0 < i < m(k) aus
Proposition 10.4 gilt
(k) o~ M;

als Isomorphie von G-Moduln.

Beweis. Dies folgt mit Satz 8.2 und Satz 10.21 direkt aus der in Proposition 10.4
angegebenen Isomorphie der Moduln L), O

10.24 Satz (Alternative zu Satz 9.23). Sei k > 2 und sei 0 < i <m(k)—1. Dann gilt
M /M = Nk — 2i,i]
als Isomorphie von G-Moduln.
Beweis. Fir 0 < i <m(k)— 1 folgt mit Korollar 10.23 und Proposition 10.13
M /MY = k) [+ Lk) = Nkg — 2, 4] = N[k — 2i,4].
O

Abschlielend beweisen wir unter Verwendung Drinfeld’scher Modulformen das noch
ausstehende Gegenstiick zu Satz 10.14.

10.25 Proposition. Ist n > g+ 1 durch q teilbar, so existiert ein zu L(n) komple-
mentdarer G-Untermodul in Sym™ (V).

Beweis. Wir schreiben n = kq und wissen, dass Symkq(V) > M, ist. Nach der Defini-
tion von L(kq) und Korollar 10.23 gilt ferner

L(kq) = LFD = ppl

Da aber M} in M}, durch den G-Modul Eis; komplementierbar ist, folgt die Behaup-
tung. O
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11 Vielfachheiten der
Kompositionsfaktoren von M/

Unsere Ergebnisse fiir die sukzessiven Quotienten der Spitzenfiltrierung erlauben uns
nun, als Anwendungsbeispiel die Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren des Moduls
M), der Modulformen vom Gewicht & sowie allgemeiner von Filtrierungsmoduln M}
zu bestimmen.

Im ersten Abschnitt halten wir zunédchst fest, wie wir diese Vielfachheiten auf das
Zahlen von Vielfachheiten in direkten Summen bekannter G-Moduln zuriickfithren
konnen. Wir zeigen, dass die Struktur im Wesentlichen von einer bestimmten Teilsum-
me abhédngt, und betrachten diese genauer.

Im zweiten Abschnitt verwenden wir diese Resultate, um auch das Endstiick und
seine Kompositionsfaktoren genauer zu untersuchen.

Als Ergebnis geben wir im dritten Abschnitt ein Verfahren an, das fiir gegebenes
Gewicht k zu jeder Isomorphieklasse einfacher G-Moduln ihre Vielfachheit als Kom-
positionsfaktor eines beliebigen Filtrierungsmoduls M} zahlt.

Gemaifl Satz 8.2 und Satz 10.21 ist das Verfahren auch geeignet, die Vielfachheiten
der Kompositionsfaktoren von symmetrischen Potenzen Sym™ (V') zu bestimmen.

11.1 Das Muster des Gewichts &k

Wir betrachten Filtrierungsmoduln fiir das Gewicht k£ € N und schreiben wie tiblich

o~

E=t+t(¢g+1) mitl<e<qg+1
und setzen

m(k) =t — 1+ tq.

Die Vielfachheit der Kompositionsfaktoren eines Moduls hiangt nur von seiner Aqui-
valenzklasse unter Jordan-Hélder-Aquivalenz ab (vergleiche Definition 5.23). Wir hal-
ten daher fiir die Untermoduln der Spitzenfiltrierung fest:

11.1 Lemma. Sei k € N und 0 < n < m(k). Dann ist

m(k)—1
e N[k —2i,i] ® (Squ“*é(V) ® (det)m(k)> : (11.1)

i=n

(Im Allgemeinen gilt jedoch keine G-Isomorphie!)

159



11 Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von M}

Beweis. Der Modul M} ist Jordan-Holder-dquivalent zur direkten Summe der sukzes-
siven Quotienten der Spitzenfiltrierung;:

m(k)—1
Mp RN (M) @

In Satz 9.23 haben wir gezeigt:
M /M = N[k —2i,4]) fiir 1 <i <m(k) — 1.

Geméf der zugehorigen Bemerkung gilt diese Formel auch im Fall ¢ = 0.
Aus Satz 9.16 folgt auerdem

MM 2 Gym Tt (V) @ (det)™ ).

Da Jordan-Hélder-Aquivalenz eine Vergroberung der durch G-Isomorphie gegebenen
Aquivalenzrelation ist, folgt die Behauptung. O]

Die in Formel (11.1) auftretenden direkten Summanden N[k — 2i,¢] hdngen nach
Definition nur von den Restklassen von k und ¢ modulo g — 1 ab. Wir wollen zunéchst
Mehrfachauftreten von Summanden ausschlieen und betrachten fiir jeweils festes Ge-
wicht k£ € N den Fall, dass ¢ ein Repréasentantensystem modulo ¢ — 1 durchlduft.

Es wird sich herausstellen, dass es sich bei dieser speziellen direkten Summe um den
reguldren Fall handelt, mit dessen Hilfe anschlieBend sowohl der allgemeine Fall als
auch das Endstiick behandelt werden kdnnen.

Wir verzichten darauf, auch k durch einen Représentanten modulo ¢ —1 zu ersetzen,
um das Gewicht der Modulformen als Parameter beizubehalten.

11.2 Notation/Lemma. Im ganzen Kapitel bezeichne R ein beliebiges, aber festes
vollstdndiges Représentantensystem modulo g—1. Fiir eine ganze Zahl x € Z bezeichne
[x]r den Représentanten der Restklasse von 2 modulo ¢ — 1 in R.
Fir k£ € N ist der Modul
P N[k — 2i,i]

1ER
unabhéngig von der Wahl des Repridsentantensystems R. Er heifit das Muster des
Gewichts k& und hédngt nur von der Klasse von k& modulo ¢ — 1 ab.

Bemerkung. Die Aussagen dieses Kapitels konnen alternativ auch ohne Auszeichnung
eines Reprasentantensystems fir Klassen in Z/(g¢—1)Z angegeben werden. Im Hinblick
auf eine mogliche Implementierung des Verfahrens ist es jedoch sinnvoll, die Aussagen
von vornherein fir ein beliebiges, aber festes Repriasentantensystem zu formulieren.

11.3 (Auftretende Parameter). Sei k € N. Um zu bestimmen, fiir welche Parame-
ter ¢ Determinantentwists von N[§] als direkte Summanden im Muster des Gewichts
k auftreten, betrachten wir die Kongruenz

k—2xr=y modgq—1 (11.2)
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mit x,y € Z. Die Gestalt ihrer Losungsmenge héngt davon ab, ob ¢ = p” eine gerade
oder ungerade Primzahlpotenz ist.

Fiir p = 2 ist 2 invertierbar modulo ¢ — 1. Zu jedem y € R existiert ein eindeutiges
r € R, bestimmt durch

r=2"k—y) modq— 1,
so dass Kongruenz (11.2) erfullt ist. Insbesondere durchléauft k& — 2z ein vollstandiges
Représentantensystem modulo ¢ — 1, wenn = durch R lauft.

Ist p > 2, so ist Kongruenz (11.2) fiir y € R genau dann 16sbar, wenn &k und y die
gleiche Paritét besitzen. In diesem Fall gibt es genau zwei Losungen modulo g — 1, die
gegeben sind durch

_k—-y k—y q—1
=9

5 mod ¢ —1 sowie xET—f—T mod ¢ — 1.

Fiir das Muster des Gewichts k gilt also:

(i) Ist p = 2, so enthélt das Muster fiir jedes 1 < 6 < ¢ — 1 genau einen Determi-
nantentwist von N[d] als direkten Summanden.

(ii) Fir p > 2 tritt nur die Halfte der Moduln N[d] als direkte Summanden im

Muster auf, dafiir aber mit jeweils zwei Determinantentwists, die sich um q;—l

unterscheiden.
11.4 (Erinnerung). Wir verwenden im Folgenden unter anderem
(i
(ii

) die Menge 7 = (J;<5<,_1 T[0] der Typen (siehe Notation/Lemma 6.19),
)
(iii) die Parametrisierungsfunktionen e und 7 (siehe Notation 6.30),
)
)

die Abbildung 2 : 7 — {1,...,q — 1} (siehe Notation 6.24),
(iv) den dualen Trager dsupp (siehe Definition 6.34),
die Klassifikation der einfachen G-Moduln aus Satz 5.33 mit Notation 5.32.

(v

Mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 6 konnen wir die Kompositionsfaktoren der
einzelnen Summanden N[k — 2i,14] eines Musters wie folgt charakterisieren:

11.5 Lemma. Sei k € N. Firi € R ist der Modul N[k — 2i,1] multiplizitatsfrei. Die
Kompositionsfaktoren sind isomorph zu den einfachen Moduln

S(e(a), n(e) + i)
mit o € T [k — 21].

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Parametrisierung der Kompositionsfaktoren
von N[k — 2i] geméf Satz 6.41 und Proposition 6.43, versehen mit dem zusétzlichen
Determinantentwist (det)®. O

Entsprechend erhalten wir fiir die Kompositionsfaktoren des Musters:
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11.6 Lemma. Sei k € N. Die Kompositionsfaktoren des Musters des Gewichts k
werden parametrisiert durch die Menge

K:=K(k) ={(a,i) € T xR |d(ex) =k —2i mod ¢ — 1}.
Der Kompositionsfaktor zu (o, 1) € K ist dabei isomorph zu
Sle(a),n(a) + ).
Weiter gilt: Fir p = 2 wird durch die Vorschrift (e, i) — o eine Bijektion
K—T

definiert. Ist p > 2, so beschreibt (a,1) — a eine surjektive Abbildung

K — U T[9],
1<6<q—1
6=k mod 2

unter der jedes Element der Bildmenge genau zwei Urbilder besitzt.

Beweis. Die Parametrisierung der Kompositionsfaktoren des Musters durch die Menge
K ergibt sich direkt aus Lemma 11.5, da wir in Lemma 6.28 gesehen haben, dass

T ={aecT|da)=0}

gilt. Die weiteren Aussagen iiber die Struktur der Menge K folgen aus den Eigenschaf-
ten der in 11.3 betrachteten Kongruenz. O

Bemerkung. In Proposition 6.44 konnten wir die Multiplizitdtsfreiheit des Moduls
g;i N[é] an Eigenschaften der Parametrisierungsfunktionen e und n ablesen. Im
Folgenden werden wir dagegen zeigen, dass das Muster des Gewichts k aufgrund der
zusitzlichen Determinantentwists (det)® im Allgemeinen nicht multiplizitétsfrei ist.
Die Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren lassen sich jedoch leicht bestimmen.

Wir wollen nun fiir eine beliebige Isomorphieklasse einfacher Moduln bestimmen,
in welchen der direkten Summanden N[k — 2, ] des Musters ein Kompositionsfaktor
auftritt, der in dieser Klasse liegt. Da die Moduln N [k—2i, ¢] alle multiplizitdtsfrei sind,
erhalten wir auf diese Weise insbesondere die Vielfachheit des betrachteten einfachen
Moduls unter den Kompositionsfaktoren des Musters.

11.7 Notation. Sei k € N. Fir 0 <m < ¢g—1 und u € R definieren wir

L (F)

als Menge aller ¢ € R, fiir die &(m, ) isomorph zu einem Kompositionsfaktor von
N[k — 2i,1] ist.
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11.8 Satz. Sei k € N. Seien 0 < m < q¢—1 und u € R. Dann gilt: Der einfache
Modul &(m, ) ist genau dann isomorph zu einem Kompositionsfaktor des Musters
des Gewichts k, wenn m und p der Kongruenz

m=k—2y modgq—1 (11.3)
gentigen. In diesem Full gilt genauer:

(i) Fir m >0 mit p-adischer Entwicklung Z;fl m;p? st

Lo (k) = [u . mj>pf] U C dsupp(m)
jeU R

Die Vielfachheit von &S(m, p) unter den Kompositionsfaktoren des Musters des
Gewichts k ist 2% dsupp(m)

(i) Firm =0 gilt

To(h) = [N—Z@—l)pj]R|®¢Uc{o,...,r—1}

jeu

Die Isomorphicklasse von &(0, u) tritt unter den Kompositionsfaktoren des Mus-
ters des Gewichts k mit Vielfachheit 2" — 1 auf.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Notwendigkeit von Bedingung (11.3). Sei also &(m, u)
isomorph zu einem Kompositionsfaktor des Musters. Nach Lemma 11.6 existieren dann
a €T und i € R, die dem System von Bedinungen

m = e(a),
p=n(a)+i modqg-—1, (11.4)
da)=k—2i modg—1

geniigen. Zusammen mit Lemma 6.33 folgt daraus

m = e(a)
=0a) —2n(a) mod g-—1
=k—2i—2(u—1) modgqg-—1
=k—2u modgqg—1.

Sei also umgekehrt die Kongruenz (11.3) fiir m und p erfiillt. Um zu bestimmen,
in welchen Moduln N[k — 2i,4] ein Kompositionsfaktor auftritt, der isomorph zum
einfachen Modul &(m, p) ist, miissen wir alle Paare («,i) € T x R ermitteln, die den
Bedingungen (11.4) geniigen. Die Menge I, ,(k) besteht dann genau aus den dabei
auftretenden i.
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11 Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von M}

Aufgrund der ersten Bedingung in (11.4) sehen wir, dass nur die Typen « aus dem
Urbild von m unter der Parametrisierungsfunktion e in Frage kommen. Die zweite
Bedingung wird fiir ein solches e nur durch den eindeutigen Représentanten

erfiillt. Tatséchlich gentigt jedes solche Paar auch der dritten Bedingung von (11.4).
Wir erhalten namlich mit Lemma 6.33

da)=e(a) +2n(a) mod g—1
m+2(pu —iq) modg—1
=(m+2u) —2iq, mod g—1
=k—2iq modgqg-—1.

Die angegebene Gestalt der Menge I, (k) erhalten wir durch die Parametrisierung
der Fasern von e in Proposition 6.38 zusammen mit der Beschreibung der zweiten
Parametrisierungsfunktion n auf diesen Fasern in Lemma 6.40. Insbesondere liefert das
zitierte Lemma, dass die oben bestimmten Reprisentanten i, paarweise verschieden
sind. Die Méchtigkeit von I,,, ,,(k) entspricht damit der bereits bekannten Méchtigkeit
der Faser von m unter e. O

Bemerkung. Wie in Punkt 11.3 beschrieben, kann die Uberpriifung, ob m und p der
Bedingung (11.3) geniigen, genau aufgeschliisselt werden:

(i) Fiir p = 2 gibt es keine Bedingung an m. Fiir gegebenes m ist p jedoch eindeutig
bestimmt durch
p=2"Y%k—-m) modgq-—1.

(ii) Fiir p > 2 kommen nur solche m in Frage, die die gleiche Paritét wie k besitzen.
Allerdings sind dann jeweils zwei Determinantentwists zuldssig, bestimmt durch
_k—m

= —5— mod g — 1

beziehungsweise

Insbesondere sehen wir: Der Sonderfall m = 0 tritt in ungerader Charakteristik
nur fiir gerades k auf.

Die explizite Bestimmung der Menge I, ,,(k), ist dann wichtig, wenn wir Vielfach-
heiten in einer Teilsumme des Musters betrachten.

11.9 Korollar. Sei k € N. Ferner sei 0 < m < q—1 und u € R. Die Vielfachheit
von &(m, p) unter den Kompositionsfaktoren von @,  ; N[k —2i,1] fiir eine Teilmenge
J CR ist

# (TN (k).
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11.1 Das Muster des Gewichts k

11.10 Beispiel. Sei p > 2 und ¢ = p?. Fiir gerades k betrachten wir

m=p—2+(p—Dp+ (p—2)p*

Da m ebenfalls gerade ist, treten unter den Kompositionsfaktoren des Musters des
Gewichts k genau zwei Determinantentwists &(m, 1) des einfachen Moduls &(m) auf,
nédmlich die mit

k—m k—m q—1
2 |x 2 2 |z

Es gilt dsupp(m) = {0, 2}, folglich ist die Vielfachheit in beiden Féllen 4 und es gilt
genauer

I (k) = {[Ww: [0 — Ur, [ — P°lrs [0 — 1 = PR} -

11.11 Beispiel (Steinberg-Modul). Sei k& € N. Wir untersuchen fiir das Muster des
Gewichts k das Auftreten von Kompositionsfaktoren, die isomorph zu Determinan-
tentwists des Steinberg-Moduls

Sym? (V) = &(¢ — 1)
sind. Da dsupp(q — 1) = () ist, treten diese hochstens mit einfacher Vielfachheit auf.

(i) Fir p = 2 befindet sich unter den Kompositionsfaktoren des Musters zu k genau
ein Twist des Steinberg-Moduls. Es handelt sich um den einfachen Modul

S(q—1,[2" "k]r),
der mit Vielfachheit 1 auftritt.

(ii) Fiir p > 2 sind genau dann Determinantentwists des Steinberg-Moduls unter den
Kompositionsfaktoren des Musters zu k, wenn k gerade ist. In diesem Fall sind

cfemafe]) e eomrftorst])

die einzigen auftretenden Twists und kommen beide mit einfacher Vielfachheit
vor.

Um zu bestimmen, wie viele Kompositionsfaktoren das Muster des Gewichts k ins-
gesamt besitzt, sortieren wir die Zahlen 0 < m < g — 1 nach der Grofle ihres dualen
Tragers.

11.12 Notation. Fiir 0 < s < r setzen wir
n(s) = #{0 <m < g — 1| #dsupp(m)

ng(s) = #{0 <m < q— 1| # dsupp(m)
nu(s) = #{0 <m < ¢ — 1 # dsupp(m)

s},

= s, m gerade},
= 87

m ungerade}.
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11 Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von M}

11.13 Lemma. Fir 0 <s <r ist

Ist p > 2, so gilt

sowie

ng(s) =ny(s) = — firl<s<r.

Beweis. Offenbar gilt die angegebene Formel fiir n(s), da es (2) mogliche Positionen
der von p—1 verschiedenen p-adischen Koeffizienten, sowie jeweils p—1 mogliche Werte
fir diese Koeflizienten gibt.

Sei also nun p eine ungerade Primzahl. Da ¢ — 1 die einzige Zahl mit leerem dualen
Tréger ist, sind ny(0) und n,(0) wie behauptet.

Fiir s > 1 konnen wir eine Bijektion angeben zwischen den geraden und den unge-
raden Zahlen in {0,...,q — 1}, deren dualer Tréger s Elemente enthélt. Dabei nutzen
wir aus: Ist 0 < m < ¢ — 1 mit p-adischen Koeffizienten m; und # dsupp(m) = s, so
existiert wegen s > 1 ein minimaler Index 0 <1 <r — 1 mit m; <p— 1.

Wir ordnen m die Zahl 0 < p(m) < ¢—1 zu, deren p-adische Koeffizienten bestimmt

sind durch
m); =
? J mj ] 75 l.
Wegen
e(m)y=m;+1 mod 2

ist ¢(m) genau dann ungerade, wenn m gerade ist. Da nach Konstruktion dartiber
hinaus

dsupp(p(m)) = dsupp(m)

und
p(p(m)) =m
gelten, induziert die Abbildung m — ¢(m) die gesuchte Bijektion. O

11.14 Satz. Sei k € N. Das Muster des Gewichts k besitzt insgesamt
2p—1)" -1
Kompositionsfaktoren (mit Vielfachheiten gezdhlt).

Beweis. Wir konnen die Gesamtvielfachheit v der Kompositionsfaktoren des Musters

des Gewichts k schreiben als
1

v = Z v(m),

q—
m=0
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11.1 Das Muster des Gewichts k

wobei v(m) fir 0 < m < ¢ — 1 die Vielfachheit der Determinantentwists von &(m)
unter den Kompositionsfaktoren des Musters zéhlt.
Im Fall p = 2 sehen wir mit Hilfe von Satz 11.8 und der anschlieBenden Bemerkung,

dass
v(m) = 2#dswpp(m) _ 5

(mit Kronecker-Delta) gilt. Fassen wir Summanden mit gleich grofien dualen Triagern
zusammen, erhalten wir also

qg—1 T
v = <Z 2#dsupp(m)> —1= (Z n(8)28> ~ 1
m=0 s=0

Ist auf der anderen Seite p > 2 und m von gleicher Paritit wie k, so gibt es unter den
Kompositionsfaktoren des Musters zwei verschiedene Determinantentwists von &(m)
mit jeweils gleicher Vielfachheit. Genauer gilt hier

(m) 9(27# dsupp(m) _ dm,0) m=kmod?2
v(im) =
0 sonst.

Fiir gerades k ist dann mit dem zweiten Teil von Lemma 11.13

q—1 T
v = Z 2# dsupp(m)+1 _9— (Z ng(5)28+1> _9
m=0 s=0

m=0 mod 2

= 22119(5)25 = (Z n(s)25> -1

s=0

Ebenso erhalten wir fiir ungerades k

q—1 r
v = Z o# dsupp(m)+1 _ Z na(s)2°%
m=0 s=0

m=1 mod 2

= 2n,(s)2° = (Z n(s)2s> —1.

s=0

Mit Hilfe der Formel fiir n(s) aus dem ersten Teil von Lemma 11.13 und des binomi-
schen Lehrsatzes sehen wir, dass in jedem Fall tatséchlich

v = (Z n(s)25> 1= (Z (M (p— 1)825) —1
s=0 s=0
=2p-1)+1)'—-1=2p-1)"-1

gilt. O
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11 Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von M}

Bemerkung. Das Muster zu k besitzt also mit Vielfachheiten gezihlt genau so viele
Kompositionsfaktoren wie der Modul @g;} N[d], ist aber im Gegensatz zu diesem
nicht multiplizitatsfrei.

Fir p = 2 erhalten wir dieses Ergebnis bereits aus der Bijektion zwischen den
Mengen K und 7 in Lemma 11.6. Der gesonderte Beweis von Satz 11.14 liefert in
diesem Fall eine Kontrolle der in Satz 11.8 bestimmten Vielfachheiten.

11.2 Vielfachheit im Endstiick

Fiir unsere beabsichtigte Anwendung, die Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von

Untermoduln der Spitzenfiltrierung zu bestimmen, miissen wir neben den im vorigen

Abschnitt betrachteten Moduln noch das Endstiick der Spitzenfiltrierung untersuchen.
Fiir das Gewicht k£ € N schreiben wir dabei weiterhin

k=t+Eq+1) mitl <e<g+1

und

m(k) =t —1+tq.

Unserem bisherigen Vorgehen entsprechend wollen wir fiir eine vorgegebene Isomor-
phieklasse einfacher G-Moduln bestimmen, ob sie unter den Kompositionsfaktoren
des Endstiicks auftritt. Dazu nutzen wir den folgenden Zusammenhang zwischen dem
Endstiick und den Moduln der Form N[k — 24, 1] aus:

11.15 Proposition. Sei k € N. Das Endstiick M;:(k) der Spitzenfiltrierung ist iso-
morph zu einem Untermodul des multiplizititsfreien Moduls N[k — 2m(k), m(k)], also
selbst multiplizitdtsfrei. Genauer haben wir:

(i) Ist £ =1, so gilt
MM =~ N1, m(k)] = N[k — 2m(k), m(k)].

Das Endstick hat in diesem Fall also genau die gleichen Kompositionsfaktoren
wie der Modul N[k — 2m(k), m(k)].

(ii) Fir2 <t < q ist das Endstick isomorph zum Untermodul
Sym* =21y @ (det)™ ™) C N[k — 2m(k), m(k)]

(beachte Notation 6.49). Dabei bezeichnet ,[-]% wie iblich den Reprisentanten
modulo ¢ — 1 in {1,...,q — 1}.

Das Endstiick besitzt genau die Kompositionsfaktoren von N[k — 2m(k), m(k)],
die durch Typen o € T [k —2m(k)] parametrisiert werden, fir die a; < p—1 gilt,
wenn 0 < j <r —1 der gréfite Index mit o; #p — 1 ist.
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11.2 Vielfachheit im Endstiick

(iii) Ist € =q+ 1, so ist das Endstiick
M]‘:‘(k) o~ (det)m(k)

bereits selbst ein einfacher Modul und isomorph zum eindimensionalen direkten
Summanden von N[g— 1,m(k)] = N[k — 2m(k), m(k)].

Beweis. Wir haben in Satz 9.16 gesehen, dass
M:‘(k) ~ Squ+1—E(V) ® (det)m(k)
gilt. Aulerdem haben wir in Kongruenz (9.7)
k—2m(k)=g+1—¢ modg—1
gezeigt.
Unter Verwendung von Satz 6.52 erhalten wir damit im Fall € = 1
M;:(k) = Sym?(V) @ (det)™*
=~ N[1] @ (det)™®
= N[k — 2m(k), m(k)].
Fir 2 < ¢ < ¢ ist das Endstiick wegen

[k —2m(k)] =q+1—¢

isomorph zur symmetrischen Potenz Sym*~2™® (V) @ (det)™® die wir gemiB No-
tation 6.49 als Untermodul von N[k — 2m(k), m(k)] auffassen. Die angegebene Para-
metrisierung der Kompositionsfaktoren folgt aus Lemma 6.51.
Fiir ¢ = ¢ + 1 sehen wir direkt
MM =~ Sym®(V) @ (det)™*)
= (det)™®),

Da andererseits

N[k —2m(k), m(k)]

Nlg+1— ¢t m(k)]
— Nlg—1,m(k)

=~ (det)™™® @ (Squ’l(V) ® (det)m<k>)
gilt, folgt die Behauptung. O
Nach Definition des Musters des Gewichts k wissen wir also, dass gilt:

11.16 Lemma. Seik € N. Ein einfacher Modul kann nur dann als Kompositionsfaktor
von My auftreten, wenn er Kompositionsfaktor des Musters zu k ist.
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11 Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von M}

Mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts konnen wir bereits bestimmen, ob ein
einfacher Modul als Kompositionsfaktor des Moduls N[k —2m(k), m(k)] auftritt. Dazu
miissen wir nur iberpriifen, ob

[m(k)|= € Im.u(k)

gilt. Sind wir aber speziell am Endstiick interessiert, so diirfen wir im Fall 2 < ¢ < ¢
stattdessen nur eine geeignete Teilmenge von I, , (k) betrachten.

11.17 Notation. Fir 0 < m < ¢—1 und p € R definieren wir analog zu Notation 11.7
die Menge
I (k) C Ly pu(k)

der Reprisentanten ¢ € R, fir die &(m, ) Kompositionsfaktor des Untermoduls
Sym* 21 (V) @ (det)’ von N[k — 2i,i] ist.

Um diese Menge zu bestimmen, miissen wir die Auswirkungen der zusétzlichen Be-
dingung an die Typen aus Fall (i4) von Proposition 11.15 genauer studieren. Wir
erhalten auf diese Weise die folgende Entsprechung zu Satz 11.8:

11.18 Proposition. Sei k € N. Seien 0 < m < g—1 und p € R. Dann ist die
Bedingung

m=k—2u modqg—1
notwendig dafiir, dass die Menge Ig%u(k) nichtleer ist. Gentgen m und p der ange-

gebenen Kongruenz, so gilt genauer:

(i) Fir m >0 mit p-adischer Entwicklung Zg;é m;p? st

Ig%u(k) = [u — Z(p —1- mj)pj} | U C dsupp(m) \ {max dsupp(m)}
jeu R

(i) Fir m =0 gilt

Ig (k) = [uZ(pl)pj]R 10£UC{0,...,r—2}

JjeU
Dabei ist I (k) leer fir r = 1.

Beweis. Da die Menge I, (k) eine Teilmenge von I,,, ,,(k) ist, folgt die Notwendigkeit
der angegebenen Kongruenzbedingung aus Satz 11.8.

Sei die Bedingung also erfiillt. Fiir die Beschreibung der Elemente von Igl, (k) be-
trachten wir den Beweis des genannten Satzes genauer. Dort haben wir jedem Typ «
im Urbild von m unter der Parametrisierungsfunktion e einen Reprisentanten i, € R
zugeordnet.

Wir kénnen an dieser Stelle genauso vorgehen, diirfen dabei aber geméfl Lemma 6.51
nur solche Typen betrachten, fir die a; < p — 1 ist, wenn 0 < j < r — 1 der grofite
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11.2 Vielfachheit im Endstiick

Index mit o; # p — 1 ist. Existiert kein solches j, so handelt es sich um den Typ
a=(p—1,...,p—1), der ebenfalls zuléssig ist.

Wir parametrisieren die Typen im Urbild von m unter e wie in Proposition 6.38
durch die Teilmengen U C dsupp(m) (mit U # @ fir m = 0).

Da ein solcher Typ a(m, U) geméf Lemma 6.36 genau an den Indizes in U Eintrige
besitzt, die echt grofler als p—1 sind, ist die vorliegende Einschrénkung édquivalent dazu,
dass hier keine Teilmengen gewéihlt werden diirfen, die das Maximum von dsupp(m)
enthalten, sofern dieses existiert.

Insbesondere kommt im Fall » = 1 flr jedes m nur die leere Menge in Betracht, so
dass es fiir m = 0 keine zuléssigen Teilmengen beziehungsweise Typen im Urbild gibt.

Der Rest der Behauptung folgt genau wie im Beweis von Satz 11.8. O

Bemerkung. Die Besonderheit fiir » = 1 besteht darin, dass die Moduln Sym‘;(V) mit
1 < § < p—1 einfach sind. Aussagen iiber die Kompositionsfaktoren dieser Moduln
sind somit trivial.

Insbesondere handelt es sich bei r = 1 und m = 0 um den einzigen Fall, in dem
die Menge ISL L (k) leer ist, selbst wenn m und p die notwendige Kongruenzbedingung
erfiillen.

Wir kénnen nun fiir einen gegebenen einfachen Modul iiberpriifen, ob er isomorph
zu einem Kompositionsfaktor des Endstiicks ist, d.h., ob er die jeweils zutreffende
Bedingung aus Proposition 11.15 erfiillt.

11.19 Satz. Sei k € N. Sei weiter 0 <m < qg—1 und u € R. Dann gilt:

(i) Ist € = 1, so tritt der einfache Modul &(m, 1) genau dann unter den Kompositi-
onsfaktoren des Endstiicks M;:(k) auf, wenn

[m(k)r € L u(k)
gilt.

(i) Fir 2 <t < q ist der einfache Modul S(m, pu) genau dann Kompositionsfaktor
des Endstiicks M,‘:(k), wenn

[m(k)lz € Iy, (k)
15t.

(iii) Ist € =q+1, so ist der einfache Modul &(m, ) genau dann Kompositionsfaktor
des Endstiicks M,':(k), wenmn

m=0 und p=m(k) modg—1
gilt.

Beweis. Die Behauptung folgt nach Definition der Mengen I, ,,(k) und Ig%u(k) un-
mittelbar aus der Beschreibung der Kompositionsfaktoren des Endstiicks in Proposi-
tion 11.15. O
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Bemerkung. Im Hinblick auf die Implementierung der Kriterien stellen wir fest, dass die
Bestimmung der Menge I?m #(k) keinen Mehraufwand gegeniiber der Bestimmung von
I, (k) bedeutet, sondern durch geeignetes Sortieren der durchlaufenen Teilmengen
von dsupp(m) parallel durchgefithrt werden kann.

11.3 Verfahren zur Bestimmung der Vielfachheiten

Die Resultate der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels setzen wir nun zu Verfahren
zusammen, mit deren Hilfe wir die Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von Fil-
trierungsmoduln der Spitzenfiltrierung bestimmen kénnen. Dabei verzichten wir dar-
auf, alle technischen Zwischenschritte explizit zu implementieren. Entscheidend ist,
zu sehen, dass die beschriebene Aufgabenstellung mit den vorhandenen Ergebnissen
algorithmisch gelost werden kann.

Wir legen weiterhin die Primzahlpotenz ¢ = p” zugrunde. Des weiteren sei R ein
beliebiges vollstdndiges Repréisentantensystem modulo ¢ — 1.

Die Mengen I,,, ,(k) und I}, ,(k), die wir bei der Untersuchung des Musters des Ge-
wichts k£ benétigen, kénnen bestimmt werden, bevor wir konkrete Filtrierungsmoduln
betrachten. Dies geschieht mit dem folgenden Verfahren:

11.20 (Algorithmus: Daten des Musters). Gegeben sei eine Zahl k € N.
Durchlaufe die Paare (m, u) mit 0 <m < ¢ —1 und pu € R, fiir die

m=k—2u modqg—1
gilt. Fiihre fiir jedes solche Paar (m, i) die folgende Prozedur durch:

(i) Initialisiere die Menge

(ii) Falls m = ¢ — 1 gilt, setze
Iiau(k) =10 (k) =1
und beende die Prozedur fiir das betrachtete Paar.

(iii) Bestimme andernfalls fir 0 < j < r — 1 die p-adischen Koeffizienten m; von m
und lese den dualen Trager dsupp(m) ab. Setze

[ := max dsupp(m)

und initialisiere die Menge

"= {lp—(p—1-m)p'lr} .
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(iv) Durchlaufe mit U alle nichtleeren Teilmengen von dsupp(m) \ {l}. Definiere

ivi=p=Yy (p—1—my)p
jeUu
und setze
19:=1°U{[iv]r},
I'=1T"U{liv —(p—1—m)p'r}.

(v) Erhalte als Resultat der Prozedur fiir das betrachtete Paar

I (k) =1
I (k) == 10U T

Beweis (Korrektheit des Verfahrens). Es ist zu zeigen, dass die im Verfahren bestimm-
ten Mengen I, ,(k) und I, (k) mit den in Satz 11.8 beziehungsweise Propositi-
on 11.18 angegebenen Mengen iibereinstimmen.

Wir wissen, dass die Bedingung

m=k—2u modqg—1

notwendig dafiir ist, dass die Mengen I,,, ,(k) und I7, (k) nichtleer sind, und kénnen
uns daher im Verfahren auf die entsprechenden Paare (m, 1) beschrénken.

Das Ergebnis des Verfahrens ist im Fall m = ¢ — 1 nach Vergleich mit den zitierten
Aussagen offensichtlich korrekt, da

dsupp(q — 1) = 0

gilt.

Fiir 0 < m < ¢ —2 ist der duale Trager von m nichtleer, besitzt also ein Maximum /.
Die im Verfahren gebildete Menge I' stimmt offensichtlich mit der Beschreibung von
Ighu(k) in Proposition 11.18 tiberein. Die Fallunterscheidung bei der Initialisierung
entspricht dabei dem Umstand, dass die leere Menge nur fiir m > 0 zuléssig ist.

Die Menge I' enthélt nach Konstruktion genau die Repréisentanten

[ — Z(p— 1—m;)p’|r

zu den Teilmengen U’ C dsupp(m), fiir die [ € U’ gilt. Damit ist I nach Satz 11.8
tatsichlich das Komplement von I® = ID, (k) in I, , (k) und die Korrektheit des

Verfahrens ist gezeigt. O

Bemerkung. (i) Welche Paare (m, ) im Algorithmus durchlaufen werden miissen,
haben wir in der Bemerkung zu Satz 11.8 explizit bestimmt.
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(ii) Da die Daten des Musters des Gewichts k nur von der Restklasse von k mo-
dulo ¢ — 1 abhéngen, muss das obige Verfahren (bei festem ¢) nur endlich oft
durchgefiihrt werden, um die Mengen I,,, ,, (k) und I, (k) fiir alle Gewichte zur
Verfiigung zu haben.

Wie bei unseren Untersuchungen von Drinfeld’sche Modulformen {iblich, schreiben
wir auch in der konkreten Aufgabe fiir das Gewicht k

~

k=t+tqg+1) mitl<e<qg+1
und setzen
m(k) =t —1+¢q.

11.21 (Aufgabe). Betrachte den Modul M]' der n-fachen Spitzenformen des Ge-
wichts k mit £ € N und 0 < n < m(k). Bestimme fiir 0 < m < ¢—1 und p € R die
Vielfachheit

Ak, m;m, pn)

des einfachen Moduls &(m, ;) unter den Kompositionsfaktoren des Moduls M.
Diese Aufgabe kann mit dem folgenden Verfahren gelést werden:
11.22 (Algorithmus: Vielfachheiten in Filtrierungsmoduln).

(Initialisierung) Durchlaufe alle Paare (m, ) mit 0 < m < ¢—1 und g € R und
setze

Ak, nymyp) == 0.
(Vorbereitung) Berechne die eindeutige Zerlegung
mk)—n=u+v(g—1) mit 0<u<g—2undv € Ny.

Setze
Ji={mk)-Ilr|1<I<u}.

Ist € = 1, so fiige zusétzlich den Repréasentanten [m(k)]r zur Menge J hinzu.
(Hauptschleife) Durchlaufe die Paare (m, ) mit 0 <m < ¢ —1 und p € R, fur die
m=k—2u modqg—1

gilt. Fiihre fiir jedes Paar die folgende Prozedur durch:

(i) (Daten des Musters) Bestimme die Mengen I,,, ,(k) und I, (k) mit Hilfe von
Algorithmus 11.20.

(ii) (Endstiick) Falls ¢ = 1 gilt, setze

A (k;m, p) = 0.
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Fiir 2 < ¢ < g definiere

1 [m(k)]r € I, (k)

Ag(k;m, p) = {

0 sonst.
Ist £ =g+ 1, so setze

1 m=0und g =m(k) modqg—1

0 sonst.

(iii) (Resultat) Gib fiir das betrachtete Paar (m, ) das Resultat

aus.

Beweis (Korrektheit des Verfahrens). Mit Lemma 11.16 folgt aus der Beschreibung der
Kompositionsfaktoren des Musters vom Gewichts k in Satz 11.8, dass in der Haupt-
schleife in der Tat nur solche Paare (m, 1) betrachtet werden miissen, die der angege-
benen Kongruenzbedingung geniigen.

Fiir die Bestimmung der gesuchten Vielfachheit nutzen wir aus, dass der Modul M}
wie in Lemma 11.1 gezeigt Jordan-Holder-dquivalent ist zum Modul

m(k)—1
M= P Nk-2i,i oM ",

i=n

Geeignetes Sortieren liefert die direkte Summenzerlegung
M=, &Mp & M (11.5)

mit Moduln

n—14v(g—1)

M= P Nk-—2ii],
m(k)—1

Mp = @ Nk — 2i,14),

i=m(k)—u

wobei wir ausnutzen, dass
n+v(g—1) =m(k) —u
gilt geméaf der Definition von v und v im Vorbereitungsschritt.
Nach Konstruktion handelt es sich bei 2Mi;, um die direkte Summe von v vielen
Kopien des Musters zu k. Gemifl Satz 11.8 ist die Vielfachheit von &(m, u) als Kom-
positionsfaktor von 9t daher

O(#Lm,u (F))-
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11 Vielfachheiten der Kompositionsfaktoren von M}

Das Vorgehen zur Beschreibung des verbleibenden Anteils hdngt von £ ab:
Ist 2 <t < g+ 1, so haben wir im Vorbereitungsschritt die Menge

J={[mk) -z |1 <1 <u}

definiert. Es gilt also
Mp = P Nk - 2i,i].
i€J
Die Vielfachheit von &(m, u1) als Kompositionsfaktor dieses Moduls haben wir in Ko-
rollar 11.9 als
# (J 0 L (F))

bestimmt. Schliefllich entspricht die in Schritt (iii) bestimmte Zahl Ag(k;m, 1) genau
der Vielfachheit von &(m, u) als Kompositionsfaktor des Endstiicks M}* (k) geméf
Satz 11.19. Insgesamt liefert das Verfahren also das korrekte Resultat.

Gilt dagegen € = 1, so ist das Endstiick isomorph zu N[k — 2m(k), m(k)]. Damit ist

m(k)
mpe My = P Nk - 201
i=m(k)—u
=P Nk - 2,1,
ieJ

da J in diesem Fall zusétzlich den Repréasentanten [m(k)]z enthélt. Die Vielfachheit
von &(m, i) als Kompositionsfaktor dieses Moduls kann wiederum durch Anwendung
von Korollar 11.9 bestimmt werden. Da das Endstiick in diesem Fall nicht separat
gezihlt wird, erhalten wir mit Ag(k;m, 1) = 0 das korrekte Resultat. O

Bemerkunyg.

(i) Gilt n < m(k) — (g — 1), so existiert zu jedem Paar (m, p1), das der Kongruenz-
bedingung geniigt, tatsdchlich mindestens ein Kompositionsfaktor von M}, der
isomorph zu &(m, p) ist.

(ii) Die Daten des Musters miissen nicht fiir jeden Filtrierungsmodul erneut be-
stimmt werden. Stattdessen bietet es sich an, Algorithmus 11.20 vorbereitend
auszufithren (moglicherweise sogar fiir alle k) und die berechneten Mengen fiir
die spatere Verwendung abzuspeichern.

(iii) Die Behandlung des Endstiicks in Schritt (iii) der Prozedur hingt zwar von
k ab, aber nicht von n. Sind mehrere Filtrierungsmoduln desselben Gewichts
zu untersuchen, so kann dieser Schritt daher aus der Hauptschleife ausgelagert
werden, um die Laufzeit zu verbessern.

(iv) Der Algorithmus ist ebenfalls geeignet, die entsprechende Fragestellung fiir sym-
metrische Potenzen zu beantworten. Bezeichnet ndmlich firn € N, 0 < m < ¢—1
und 4 € R
)‘S(n; m, NJ)
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11.3 Verfahren zur Bestimmung der Vielfachheiten

die Anzahl der Kompositionsfaktoren von Sym™(V'), die isomorph zum einfachen
Modul &(m, p) sind, so gilt

As(nym, p) = Ak, i;m, [p +1]r),
wenn k und ¢ wie in Korollar 10.22 so bestimmt sind, dass
Sym™(V) 2 Mj @ (det) ™

gilt.
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A Binomialkoeffizienten

Binomialkoeffizienten spielen im Hauptteil der vorliegenden Arbeit eine wichtige Rol-
le. Der Zweck dieses Anhangs ist, fiir entsprechende Rechnungen bendtigte Aussagen
bereitzustellen.

Im ersten Abschnitt sind dazu elementare Eigenschaften von Binomialkoeffizienten
ohne Beweis kurz zusammengefasst. Fiir detailliertere Ausfithrungen zu Binomialkoef-
fizienten im Allgemeinen siehe zum Beispiel [HHMO00, Abschnitt 2.2].

Im zweiten Abschnitt gehen wir auf Besonderheiten in endlicher Charakteristik ein.

Mit Hilfe dieser Grundlagen werden im dritten Abschnitt einige nicht-offensichtliche
Formeln fiir Binomialkoeffizienten bewiesen.

A.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Wir verwenden die kombinatorische Definition der Binomialkoeffizienten: Sind k < n
nichtnegative ganze Zahlen, so ist

(&)= momr

Wir sammeln einige bekannte Eigenschaften von Binomialkoeffizienten:

(5)=() =1

A.2 (Konvention). Die Definition der Binomialkoeffizienten lasst sich auf beliebige
n € Ng, k € Z ausdehnen, indem wir

A.1 Esgilt fiir n € Ny

(Z>:0 fuir k<O0oder k>n

setzen.

A.3 (Symmetrie). Fiir n € Ny, k € Z gilt

()= (")

A.4 (Summenzerlegung). Sein € N, k € Z. Es gilt
n\ (n-—1 n n—1
k) \k-1 k)
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A Binomialkoeffizienten

A.5 (Alternierende Summe). Fiir n € N gilt

i(—mk <Z> —0.

k=0

A.6 (Vandermonde-Summe). Fir m,n € No und k € Z gilt

()= (57)
=\ k—j k
Bemerkung. Von den Eigenschaften A.1 bis A.3 machen wir Gebrauch, ohne in jedem

Einzelfall darauf hinzuweisen. Besonders Konvention A.2 ist fiir die Wohldefiniertheit
anderer Ausdriicke wichtig.

A.2 Binomialkoeffizienten in endlicher Charakteristik

Wihrend Binomialkoeffizienten in Charakteristik 0 nur in den trivialen Féllen aus
Konvention A.2 verschwinden, sind in endlicher Charakteristik auch andere Binomial-
koeffizienten kongruent zu Null.

Dies hat zur Folge, dass Argumente, die die Invertierbarkeit der Binomialkoeffizi-
enten in Charakteristik 0 ausnutzen, nicht ohne weiteres auf endliche Charakteristik
iibertragbar sind (vergleiche die Bemerkung zu Proposition B.8).

Wir wollen daher nicht nur allgemein das Reduktionsverhalten von Binomialkoeffi-
zienten beschreiben, sondern insbesondere kontrollieren, wann diese verschwinden.

Sei p eine Primzahl. Entscheidend ist der folgende Zusammenhang zwischen Binomi-
alkoeffizienten modulo p und p-adischen Entwicklungen, der zuerst von Lucas [Luc91,
no. 228] gezeigt wurde:

A7 (Lucas—Kongruenz). Seien n,k € No gegeben mit p-adischen Entwicklungen
n=>3y._onp" bezichungsweise k = > 7_ k;p". Es gilt

(i) =TT () weov

Oft gentigt eine grobere Variante, die ohne die vollstdndige p-adische Entwicklung
auskommt.

A.8 (Variante). Seien n,n’, k,k’ € Ny. Dabei seien n,k < p? — 1 fiir ein j € N. Dann

gilt
n+pin"\ _ [n\ [(n d
kepk )~ \k)\w) TP

Die Lucas-Kongruenz liefert ein Kriterium fiir das Verschwinden von Binomialkoef-
fizienten in endlicher Charakteristik.
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A.3 Weniger bekannte Aussagen

A.9 (Kriterium). Seien n,k € Ny mit p-adischen Entwicklungen n = Y7_ n;p’
bezichungsweise k = >_°_, k;p". Es gilt genau dann

(Z) =0 mod p,

wenn ein Index 0 < 7 < s existiert, so dass n; < k; ist.

Insbesondere gilt fiir j € N: Ist n = 0 mod p?, so ist bereits (Z) = 0 mod p, wenn
nicht auch k& = 0 mod p7 ist.

A.3 Weniger bekannte Aussagen

Bei den Rechnungen im Hauptteil der Arbeit benttigen wir zwei spezielle Identitédten
fiir Binomialkoeffizienten (ndmlich Proposition A.13 und Proposition A.16). Da es sich
hierbei nicht um klassische Eigenschaften der Binomialkoeffizienten handelt, werden
die Propositionen sowie die benotigten Hilfsaussagen in diesem Abschnitt bewiesen.

In Charakteristik 0

Zunichst betrachten wir wieder Gleichungen fiir Binomialkoeffizienten tiber den na-
tiirlichen Zahlen.

Bei dem folgenden Lemma handelt es sich um eine Verallgemeinerung von Formel A.5
zur alternierenden Summe von Binomialkoeffizienten.

A.10 Lemma. Sein € Ny. Dann gilt fir j € Ng und m >n

S () (o)
P k J J—n
Ist n € N, so verschwindet die Summe insbesondere fir j = 0 und beliebiges m > n.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Beide Seiten der zu zeigenden Gleichung nehmen fiir
j € Ng und m > 0 den Wert (7]") an.

Induktionsvoraussetzung: Sei die Behauptung gezeigt fiir ein n € Nj.
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A Binomialkoeffizienten

Induktionsschritt n — n 4 1: Sei j € Ng beliebig und sei m > n + 1. Es gilt

2(—1&(“#) ("4 f“=~4:§fj<—1>'f (62 + () (5%
—gifwk ; +ij ")

n

- ST Y

k=0
v —1—n
- _( j—n ) (J—n>
A4 (m—(n+1)
‘(jm+n)‘
Bei der zweiten Gleichheit haben wir dabei benutzt, dass nach Konvention A.2

der 0-te Summand der ersten Summe sowie der n + 1-te Summand der zweiten
Summe verschwinden.

Die Induktionsvoraussetzung ist im vorletzten Schritt anwendbar, da nach Vor-
aussetzung m > m — 1 > n ist.

O

A.11 Lemma. Seien k < n < m nichtnegative ganze Zahlen. Dann ist

(G- (00

Beweis. Mit Hilfe der Definition der Binomialkoeffizienten rechnet man direkt nach,

dass
(2:) (Z) "ol (m — Z;" Z: (n—k)!
m! (m —k)!
T m—n) K (n—k)! (m— k)
m! (m —k)!

Tk (m—k) (n—k)! (m—n)

()G
gilt. O

A.12 Lemma. Sein € Ny. Firje N und m >n+1 gilt
G0 )G ) -G Gey)
. + )= . .
n j n+1/\j n+1/\j—(n+1)
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A.3 Weniger bekannte Aussagen

Beweis. Es gilt
G [ R O [ e [y ) G2 (5 + (D)
= (2 +GD) )+ G
("5 ) () (55

= (4
A.ll m m— n m— m—1l—(n
= (n+11)( ' n(Jr;SI)) + (n+11)(j7117((n:11)))
= (

n+1) ( :ill)))
O

Wir kénnen damit als erstes Hauptergebnis dieses Abschnitts die folgende Summen-
formel fiir Produkte bestimmter Binomialkoeffizienten beweisen.

A.13 Proposition. Sein € Ny. Dann gilt fiir j € Ng und m > n

S () A6 5

Insbesondere nimmt die angegebene Summe fiir 1 < j <mn den Wert 0 an.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0: Fir j € Ny und m > 0 ist die Summe auf der linken
Seite der Behauptung gleich (7). Auf der rechten Seite der Gleichung erhalten

wir 1, wenn j = 0 ist, und (T) sonst. In jedem Fall gilt tatsédchlich Gleichheit.
Induktionsvoraussetzung: Sei die Behauptung gezeigt fiir ein n € Nj.

Induktionsschritt n — n + 1: Sei j € Ny beliebig und sei m > n + 1.

Wie im Beweis von Lemma A.10 zerlegen wir die Summe zunéchst mit Hilfe von
Vorschrift A.4 in zwei Teile

n+1 n+l
ST T = S E0R O () + ) (75
k=0 k=0
n+1 ntl
=2 (DRI GED () + O CRED () (.
=:5; =:53

Die hintere Teilsumme kann mit Hilfe von Lemma A.10 vereinfacht werden. Es
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A Binomialkoeffizienten

s =S (e
I TR [
m)("f )
()

Insbesondere ist So = 0 fiir j = 0.

gilt ndmlich

In der Teilsumme S; verschwindet der Summand fir k& = 0. Wir schreiben daher

S-S (N ()

k=1

L)

und konnen diesen Ausdruck mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung vereinfachen,
da nach Voraussetzung m — 1 > n ist. Folglich gilt

5 {(U“ j=0
=93 _i-1ym-1y
GOIGVIRES!
Setzen wir die Zwischenergebnisse zusammen, so erhalten wir

S48 = (=)™ firj=0

beziehungsweise
j—1\/m-1 m—1 m—(n—|—1))
S1+5; = —
L ( " )( j )+(n+1>(j—(n+1)
A2 (5 —1\[m .
= > 1.
(G o

Nach Definition von S; und S5 ist damit die Behauptung gezeigt.

Bemerkung. Werden Binomialkoeffizienten fiir beliebiges n € Z durch
ny nm—-1)---(n—k+1)
k) k!

definiert, so kann in der Formulierung der Proposition auf die gesonderte Behandlung
des Falls j = 0 verzichtet werden.
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A.3 Weniger bekannte Aussagen

In Charakteristik p

Bei der zweiten zentralen Aussage dieses Abschnitts handelt es sich um eine Summen-
formel in endlicher Charakteristik. Im Folgenden sei daher wieder p eine Primzahl.
Wir beweisen zunéchst ein technisches Lemma.

A.14 Lemma. Seien 0 < k <n € Ny und set j € N so, dass n < pj — 1 ist. Dann gilt

(ﬁ) (_chﬂ—l—n+k

k
Beweis. Nach Definition der Binomialkoeffizienten ist einerseits

(n) -1 ... (n—k+1)

) mod p.

k k!
—n(-n+1)...(—n+k-1)
= (1" 3]
E(—l)k(pj_n)(pj_n+1])€!"' W —ntk-1) mod p.

Andererseits haben wir

(—1)’“<pj_1_"+k> P @ k) @ ko)

k k! ’

da nach Voraussetzung p’ — 1 —n > 0 gilt, und die Behauptung ist bewiesen. O

Im Spezialfall n = p? — 1 erhalten wir ein bekanntes Resultat:

A.15 Korollar. Ist j e Nund 0 < k < p? — 1, so0 ist

(pjk_ 1) = (=1)* mod p.

Bemerkung. Das Korollar erlaubt uns insbesondere, im Hauptteil der vorliegenden
Arbeit Binomialkoeffizienten der Form (qgl) zu vereinfachen.

A.16 Proposition. Sei k € Ny. Weiter sei ¢ = p” eine beliebige Primzahlpotenz.
Dann gilt fir1<m<g—1und0<n<qg—-1
<m> mod p.
n

zk: (k(q —-1)+ m)
ilg=1)+n
Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k.

Jj=0

Induktionsanfang k = 0: Die Aussage ist in diesem Fall trivial.

Induktionsvoraussetzung: Sei die Behauptung gezeigt fiir ein k& € Ng.
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A Binomialkoeffizienten

Induktionsschritt & — k + 1: Wir betrachten zunéchst die zu summierenden
Binomialkoeffizienten genauer: Mit Hilfe der Vandermonde-Identitit A.6 sehen
wir fir 0 < j < k+1, dass

(s e S e )

gilt. Da in dieser Summe jedoch alle Summanden fiir [ > ¢ verschwinden, kénnen

wir auch
n qg—1
(k+1)(q—1)+m k(q 1)+m q—1 k(g—1)+m
( jlg—1)+n Z J(q 1)+n— z) + Z ( l )((j—l)(q—1)+q—1+n—l)
=0 l=n+1

schreiben, wobei die hintere Summe fiir j = 0 oder n = ¢ — 1 leer ist.

Daraus ergibt sich die folgende Zerlegung der zu untersuchenden Summe:

k+1 k+1 n
k m k m
PG RTHAD D D) (e [ )
=0 §=0 1=0
:ZSl
k+1 g—1
— k(g—1
22 2 (O Genin e ) -
Jj=1ll=n+1

=:55

Wir formen zunéchst den Anteil zu j = k+1 in S; um. Fiir 0 <[ < n gilt wegen
m < q — 1 offenbar

( k(g—1)+m )_ 1 m=gq—1lundl=n
(k+1)(g—1)+n—1) |0 sonst.

Die Bedingung an m ldsst sich dabei durch einen Binomialkoeffizienten aus-
drucken. Auf diese Weise erhalten wir fiir 0 <! < n also

( k(g—1)+m )Z (1) l=n
k+1D(g—1)4+n-1 0 sonst.
Folglich ist
n
—1 k(g—1)+m —1 m
Z (ql )((k+1()q(q—)1)+n—l) = (qn )(q—l)'
1=0
Schreiben wir den verbleibenden Anteil von S; in der Form
k n n k
k( 1)+m _ k:( 1) +m
Z J(qq 1)+n— l Z Z qq 1)+n— l
1=0 =0

7j=0 1=
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A.3 Weniger bekannte Aussagen

so konnen wir fiir jedes [ die innere Summe mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
vereinfachen, da in der betrachteten Situation 0 <n —1 < ¢ —1 ist.

Zusammen mit der vorigen Uberlegung ergibt dies
Si=(")(" +Zq1 nl mod p.

Fiir die Summe S5 verfahren wir analog: Nach Anderung der Summationsreihen-
folge und einer Indexverschiebung erhalten wir

g—1 k

§ : § : k(g—1)+m

52 j(q 1)+q—1+n— l)
l=n+1 7=0

und koénnen auch hier die Induktionsvoraussetzung auf die innere Summe anwen-
den,da0<qg—1+4n—1<gq—1 fir alle auftretenden [ gilt. Damit ist

q—1

SQ = Z ((I?l) (qflrj:nfl) mod p.
l=n+1

Setzen wir die Resultate fiir S7 und S; nun zusammen, so sehen wir, dass

n q—1
S1+ 5 = qnl q 1 "‘Z q 1 n l Z (qil)(q_ﬁfn_z) mod p
=0 l=n+1
n g—1
= Z JFZ q 1+n l) mod p

l=n
-1

2 (- ?)(z)+l_ (o-Ton-n) (7) modp

n
A15 -
= Z( m Z m mod p

q—1
n

Q

i
M:

mod p

~

=0

gilt. Da aber m < ¢ — 1 ist, verschwindet die alternierende Summe geméfl Iden-
titdt A.5 und die Behauptung ist gezeigt.

O

Bemerkung. Die in der Bemerkung zu Proposition A.13 beschriebene Definition nega-
tiver Binomialkoeffizienten erlaubt es, Identitdten von Binomialkoeffizienten vermoge

a+xr=> <Z>X’“ filr n € Z

k>0
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A Binomialkoeffizienten

auf Aussagen fiir Koeflizienten formaler Potenzreihen iiber Z beziehungsweise iiber
), zuriickzufiihren. Beweise mit Hilfe dieses alternativen Vorgehens sind vom Umfang
jedoch vergleichbar mit den in diesem Anhang angegebenen direkten Beweisen.
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B Darstellungstheorie der Moduln N|{]

Dieser Anhang beschreibt detailliert, wie wir Ergebnisse von Bardoe und Sin [BS00]
iibertragen koénnen, um die G-Modulstruktur der Moduln N[4], die wir im Hauptteil
der vorliegenden Arbeit betrachtet haben, vollstiandig zu bestimmen. Wir legen dabei
stets die in Kapitel 5 eingefiihrte Notation fiir allgemeine Darstellungstheorie sowie
fir die Darstellungstheorie der Gruppe GL(2,F,) im Speziellen zugrunde.

Wir beginnen, indem wir im ersten Abschnitt den fiir uns relevanten Teil der Aus-
gangssituation aus [BS00] beschreiben. Dabei gehen wir insbesondere auf Anderungen
der Notation ein, die notwendig sind, um Konflikte mit der Notation der vorliegenden
Arbeit zu vermeiden.

Im zweiten Abschnitt betrachten wir den Zusammenhang zwischen der natiirlichen
zweidimensionalen Darstellung von G und ihrer dualen Darstellung. Es handelt sich
dabei um grundlegende, allgemein giiltige Aussagen, die im Hauptteil jedoch nicht
bendtigt werden.

Diese Vorbereitungen ermoglichen schliellich im dritten Abschnitt eine Beschrei-
bung der G-Modulstrukturen der Moduln N[§] fir 1 < ¢ < ¢ — 2 auf Grundlage von
Theorem C aus [BS00].

B.1 Notation

Die fiir unsere Zwecke zentrale Aussage aus [BS00] ist Theorem C. An dieser Stelle
wollen wir zunéchst nur beschreiben, fiir welche Situation das Theorem formuliert ist,
und die auftretenden Begriffe kldren. Wir beschéftigen uns hier noch nicht mit einer
Interpretation der Ergebnisse.

In einigen Fillen betrachten wir im Vergleich zu [BS00] leicht verdnderte Objekte
oder geben ihnen andere Namen. Diese Anderungen sind der Ubersichtlichkeit halber
am Ende dieses Abschnitts noch einmal in einer Tabelle zusammengefasst.

Allgemein gilt: Da wir fir unsere Anwendungen nur den zweidimensionalen Fall
bendtigen, setzen wir in der Notation von [BS00] im Folgenden stets n = 1 voraus.

B.1 (Ausgangssituation). [BS00, Abschnitt 1.1] Die zugrunde liegende Primzahl-
potenz schreiben wir wie im Hauptteil als ¢ = p”, nicht als ¢ = p* wie in [BS00].

Den in [BS00] verwendeten algebraischen Abschluss k von F, ersetzen wir durch den
in Kapitel 1 definierten Korper Co,. Wie in Abschnitt 5.3 festgehalten, bleiben dabei
alle darstellungstheoretischen Aussagen giiltig.

In beiden Notationen ist G = GL(2,F,;) und V der natiirliche zweidimensionale
G-(Links)modul, wobei wir wie erwihnt V = k? in unserer Notation durch V = CZ
ersetzen. Ferner sei V(q) = F2.
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B Darstellungstheorie der Moduln N [0]

Wir bezeichnen mit Xy und X; Koordinatenfunktionen auf V' (genauer wihlen wir
die Koordinatenfunktionen zur Standardbasis).

Die Coo-Algebra der Coo-wertigen Funktionen auf V(g) wird wie in [BS00] identifiziert
mit der Algebra

A = Coo[Xo, X1]/ (XT — X3)
= Sym(V")/(X] — Xi)

i=0,1
i=0,1

Die G-Modulstruktur auf V* ldsst sich in natiirlicher Weise zu einer G-Modulstruktur
auf A fortsetzen.

Versehen mit der natiirlichen G-Modulstruktur besitzt A die in [BS00, Formel (60)]
angegebene Zerlegung in isotypische Komponenten unter der Operation des Zentrums
von G. Statt hier mit Restklassen modulo ¢—1 zu arbeiten, wihlen wir Repréisentanten
und schreiben

Der Komponente A[0] entspricht dabei der Charakter (& 9) — a~° auf dem Zentrum.

Bemerkung. (i) Die hier angegebene Definition von A gilt nur innerhalb dieses An-
hangs. Im Hauptteil der Arbeit ist stattdessen A = F,[T’] der Polynomring iiber
F, wie in der Drinfeld-Situation {iblich.

(ii) Die Koordinatenfunktionen X, und X; bilden eine Basis des Dualraums V*
von V und diirfen nicht mit der in Notation 5.28 ausgezeichneten Standardbasis
(X,Y) von V verwechselt werden. Die beiden Basen sind vielmehr dual zueinan-
der.

Die G-Modulstruktur auf V* geht wie in Definition 5.14 beschrieben aus der
natiirlichen G-Modulstruktur auf V hervor. Insbesondere kénnen wir die Moduln
Coo[X0, X1] und Sym(V*) miteinander identifizieren.

Mit dem Vergleich der Darstellungen V und V* werden wir uns im folgenden
Abschnitt genauer befassen.

(iii) An dieser Stelle soll kurz erkléart werden, wieso die Unterscheidung zwischen den
Darstellungen V' und V* so nachdriicklich betont wird. Die folgenden Ausfithrun-
gen gelten in der allgemeinen Situation aus Kapitel 5, nicht nur fiir die Gruppe
GL(2,F,).

Sei M ein G-Linksmodul. Setzen wir fiir g € G und ¢ € M* naiv
(pg)(x) = ¢(g),

so erhalten wir dadurch eine rechte Operation auf M*. In diesem Sinne ist der
duale Modul zu einem Linksmodul also in natiirlicher Weise ein Rechtsmodul.
Durch Inversenbildung kénnen wir diesen dennoch als Linksmodul auffassen,
siehe Definition 5.14.
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B.1 Notation

Der Zusammenhang zwischen einer Darstellung und ihrer dualen Darstellung ist
somit eng mit der Wahl der Orientierung der Gruppenoperationen verwandt. Fiir
eine einzelne Gruppenoperation kénnen wir zwar durch Inversenbildung die Rich-
tung der Operation beliebig vorgeben, dadurch sind jedoch die Orientierungen
abgeleiteter Operationen festgelegt.

Wir sehen dieses Phidnomen auch am Beispiel Drinfeld’scher Modulformen. Die
volle Modulgruppe I'(1) operiert durch Mobius-Inversion von links auf der Drin-
feldschen oberen Halbebene 2. Damit ist festgelegt, dass die in Lemma 1.10 defi-
nierte Operation auf den Abbildungen f : Q — C. eine natiirliche Rechtsopera-
tion ist. Um Drinfeldsche Modulformen als GL(2, F)-Linksmoduln aufzufassen,
ist daher die in Kapitel 4 beschriebene zusétzliche Inversenbildung notwendig.

Die Wahl der Orientierung hat zwar keinen qualitativen Einfluss auf die resultie-
renden G-Modulstrukturen, es ist jedoch wichtig, die Abhéngigkeiten verschie-
dener Operationen voneinander konsistent zu beriicksichtigen, da es sonst zu
technischen Fehlern (etwa falschen Determinantentwists oder fehlender Inver-
senbildung) kommt.

Auch bei der Formulierung der Resultate von [BS00, Theorem C] nehmen wir einige
Anderungen der Notation vor.

B.2 (Parametrisierung). Anstelle von ¢-Tupeln (rg,...,r;—1) betrachten wir Tu-
pel (to,...,t.—1) der Lange r. Die Menge der betrachteten Tupel heifit bei uns P[d]
(anstelle von J#[d]). Die zugehorigen Typen werden in unserer Notation als Tupel
(g, - - -y air—1) geschrieben und nicht mit Eintrdgen A;.

Bemerkung. Nach der beschriebenen Umbenennung werden die Untermoduln bezie-
hungsweise Kompositionsfaktoren der Moduln A[d] mit Hilfe der in Abschnitt 6.2 be-
trachteten Mengen parametrisiert.

Wir konnen daher die dort angegebenen zusédtzlichen Definitionen und Aussagen
verwenden, um die Formulierung der Resultate dieses Anhangs zu vereinfachen. Ins-
besondere machen wir von den Parametrisierungsfunktionen e und n Gebrauch.

Beachte: Die in [BS00] fur Theorem A definierte Menge ¢ hat nichts mit unserer
in Abschnitt 6.2 definierten Vereinigung 7 der Mengen 7 [d] zu tun.

B.3 (Beschreibung der Kompositionsfaktoren). Fiir die Beschreibung der Kom-
positionsfaktoren wird in [BS00] die graduierte Co-Algebra S eingefiihrt, die durch

K3

= Sym(V*)/ <X§J>i:071

S = Coo[ X0, X1/ <Xp>i:0,1

definiert ist. Die G-Modulstruktur auf V* beschreibt eine G-Modulstruktur auf S.

B.4 (Frobenius-Twists). Frobenius-Twists eines Moduls beschreiben wir wie in De-
finition 5.27 mit dem Zeichen (-)? und nicht mit (-)®").
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B Darstellungstheorie der Moduln N [0]

B.5 (Zusammenfassung). Kurz gesagt lesen wir [BS00] mit den folgenden Erset-
zungen:

Notation [BS00] vorliegende Notation

n 1
q=7p" q=7p"
k Coo

d 1)
Hd) Pl
o, - - - ,’I“t_l)

()

~ o~
>

(
,...,At_l) (Of
(

~— O

B.2 Die duale natiirliche Darstellung

Wir stellen fest, dass die Herangehensweisen in der vorliegenden Arbeit und in [BS00]
sich im Wesentlichen dadurch unterscheiden, ob die natiirliche zweidimensionale Dar-
stellung V' oder deren duale Darstellung betrachtet wird.

Um die beiden Situationen miteinander zu verbinden, beschreiben wir daher zu-
néchst allgemein den Zusammenhang zwischen den Darstellungen V und V*. Beson-
ders interessieren uns dabei symmetrische Potenzen dieser beiden Darstellungen.

Das Transformationsverhalten der Standardbasis (X,Y’) von V unter der Operation
von G haben wir bereits in Proposition 5.29 beschrieben. Wir kénnen damit die in
Definition 5.14 beschriebene Operation auf dem Dualraum V* fiir die Basiselemente
Xo und X; auswerten.

B.6 Lemma. sty e G mity~ ' =(2Y), so gilt

"}/XO = CLXO + le,
’}/Xl = CXQ + Xm.

Beweis. Da die Basis (Xg, X1) dual zur Basis (X, Y) ist, sehen wir, dass die Abbildung
~vXo durch die Vorschriften

(YX0)(X) = Xo(v ' X) = Xo(aX +¢Y) =q,
(Y X0)(Y) = Xo(7 1Y) = Xo(bX +dY) = b

definiert wird. Die Aussage fiir vX; folgt analog. O

Setzen wir fiir v die {iblichen Erzeuger von G aus Proposition 5.24 ein, so ergibt sich
(unter Berticksichtigung der Inversenbildung) direkt:
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B.2 Die duale natiirliche Darstellung

B.7 Lemma. Die Erzeuger von G operieren in folgender Weise auf der Basis (Xg, X1)
von V*:

(8(1))X0:a_1X0, (8?)X1:X17
(61)Xo=Xo—1X3, (1) X1 = X,
((1)6)X0:X17 (?(1))X1:XO

Wir erhalten damit den folgenden Zusammenhang zwischen den symmetrischen Po-
tenzen von V und denen von V*:

B.8 Proposition. Sein € Ng. Dann gilt: Die Abbildung
Sym" (V) — Sym" (V") @ (det)",
die gegeben ist durch
X" (<1)'XEXTT, 0<i<n,
und lineare Fortsetzung, ist ein Isomorphismus von G-Moduln.

Beweis. Offenbar handelt es sich bei der angegebenen Abbildung um einen Isomor-
phismus von Vektorrdumen.

Das Transformationsverhalten der Monome X"~ ‘Y in Sym™ (V') unter der Opera-
tion von G haben wir bereits in Proposition 5.31 beschrieben.

Fir die Operation auf Sym"(V*) ® (det)” erhalten wir mit Hilfe von Lemma B.7
unter Beachtung des zusétzlichen Determinantentwists:

(&) ()" XEXT = a™(-1)'a " XX
=a" " (-1)' XX,
(98) (1)’ X{XT~" = (-1)"(-1)' X' X{
= (-1)""" XX,
(—1)"(Xo — tX1)' X7

(=1 ()X (=) I X TIX
j=0

= () XXy

Jj=0

Der Vergleich der Transformationsvorschriften liefert unmittelbar die G-Aquivarianz
der betrachteten Abbildung. O

Bemerkung. Ein analoger Zusammenhang ldsst sich auch in Charakteristik 0 formu-
lieren. Grundlegend verschieden ist die Situation allerdings, wenn anstelle der symme-
trischen Potenz der dualen Darstellung V* die duale Darstellung der symmetrischen
Potenz von V' betrachtet wird.
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B Darstellungstheorie der Moduln N [0]

In Charakteristik 0 sind die symmetrischen Potenzen der natiirlichen Darstellung zur
Gruppe G = GL(2,C) (oder SL(2,C)) einfach, und es existiert ein G-Isomorphismus

o

Sym" (V) = (Sym™(V))".

Bei der Beschreibung der Bilder der Monome X*Y "™~ unter diesem Isomorphismus
treten allerdings Binomialkoeffizienten (TZ‘) als Koeffizienten auf. Wahrend diese Bi-
nomialkoeffizienten in Charakteristik 0 alle invertierbar sind, lasst sich dieser Isomor-
phismus im Allgemeinen nicht auf Charakteristik p tibertragen.

Nur wenn alle Binomialkoeffizienten (?) auch modulo p von Null verschieden sind,
gilt die angegebene Isomorphie ebenfalls in endlicher Charakteristik. Dies ist der Fall
fir n < p—1oder n = p°—1 mit s € N, also insbesondere dann, wenn die symmetrische
Potenz Sym™ (V') einfach ist (vergleiche Proposition 5.34).

B.3 Ubertragung der Resultate

Den im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Zusammenhang zwischen den sym-
metrischen Potenzen von V und V* kénnen wir nun auf die Moduln N[d] und A[6] mit
1 <9 < q— 2 ibertragen.

Wir verschaffen uns dazu zunéchst Basen der Moduln A[d].

B.9 Lemma ([BS00, Abschnitt 9.1]). Sei z; das Bild von X; in

A=Sym(V*)/ (X - Xi)izo1 -

Fiir 1 <6 < q—2 ist eine Basis von A[d] gegeben durch die Monome
zé’zfﬁb, 0<b<y,
zgz‘lz_1+5_b, §<b<gq-1.
Damit kénnen wir explizite G-Isomorphismen konstruieren:

B.10 Proposition. Sei 1 < § < g — 2. Sei {fi(é), éé) | 0 < i < gq—1} die in
Notation 6.11 definierte Basis von N[8]. Dann gilt: Die Abbildung N[§] — A[§]®(det),
die durch

FO s (212l 0<i<s—1,

Q= (=15,

fi(é) — (71)1‘2621171%71" §<i<q—1,
und lineare Fortsetzung gegeben ist, ist ein G-Isomorphismus.

Beweis. Die angegebene Abbildung bildet offenbar eine Basis von N[4] auf eine Basis
von A[6] ® (det)® ab, ist also ein Vektorraumisomorphismus.
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B.3 Ubertragung der Resultate

Um das Transformationsverhalten der Basiselemente von A[6] ® (det)® unter den
iiblichen Erzeugern von G zu bestimmen, gehen wir wie im Beweis von Proposition B.8
vor.

Fur 0 <4 < § erhalten wir so unmittelbar

(59) (1= " =’ (=1)'z52 ",
01
10

S—i 5—i i
—1)° 725 2,

~—
—
I
—_
~—
'
N
O
N
=,
L
Il
—

j=0
gilt. Dabei haben wir bei der letzten Gleichung ausgenutzt, dass in A nach Definition
21 = 21

ist.
Der Vergleich mit dem in Lemma 6.13 beschriebenen Transformationsverhalten der
Basis

5 .
{0 10<i<q-13u (s}
von N[6] liefert nun unmittelbar die G-Aquivarianz der betrachteten Abbildung. [

Bemerkung. Die Moglichkeit, die Moduln A[4] als induzierte Moduln zu realisieren,
wird bereits in Bemerkung (3) zu [BS00, Theorem C] erwéhnt.

Wir miissen somit nur einen zuséitzlichen Determinantentwist berticksichtigen, um
die Ergebnisse aus [BS00, Theorem C] auf die Moduln N[§] mit 1 < § < ¢ —2 zu
tibertragen. Insbesondere sehen wir auf diese Weise: Die Untermoduln von N[4] sind
genau die getwisteten Untermoduln von A[d]. Die Struktur der Untermodulverbénde
stimmt in beiden Féllen tiberein. Ebenso sind die Kompositionsfaktoren von N[d] als
Twists der Kompositionsfaktoren von A[d] bestimmt.

Um die in Theorem C angegebene Beschreibung der Kompositionsfaktoren auf unse-
re in Abschnitt 5.3 gewéhlte Klassifikation der Isomorphieklassen einfacher G-Moduln
zuriickzufiithren, miissen wir als Erstes fiir 0 < o < 2(p—1) die homogenen Komponen-
ten S° des in Abschnitt B.1 eingefiihrten Moduls S = Sym(V*)/ (X;f")i:&1 genauer
untersuchen.
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B Darstellungstheorie der Moduln N [0]

B.11 Lemma. Sei 0 < a < 2(p—1). Dann gilt

e Sym®(V*) 0<a<p-1
T Sym?P V() @ (det)P Y p—1<a<2p-—1)

als Isomorphie von G-Moduln.

Beweis. Fiir a < p—1 entspricht die homogene Komponente des Grades o von S genau
der homogenen Komponente des Grades o von Sym(V*), da die Reduktion modulo
X? fur diese Grade keine Anwendung findet.

Sei also p — 1 < a < 2(p — 1). Wir wollen einen G-Isomorphismus zwischen den
angegebenen Moduln konstruieren. Dazu betrachten wir wie iiblich das Transformati-
onsverhalten von Basen beider Moduln unter der Operation von G.

Sei z; das Bild von X; in S. Die Monome
a—>b

xh s mita—(p—1)<b<p-1

bilden eine Basis von §a7 da es sich hierbei genau um die Monome vom Grad « in z¢
und x; handelt, in denen kein Exponent > p auftritt.

Mit Lemma B.7 sehen wir, dass fiir « — (p — 1) < b < p— 1 unter der Operation der
Erzeuger von G gilt:

a0 b, a=b _ —b_b_a—b
(§1) oy " =azgay ™",
01 b _a—b _ _a—b_b
(Y0) w2y ™" = xg ™ "2,
1t b,.a—=b _ b _a—b
(6 1) @02y ™" = (xo — tx1) 2]
b
= tb I(=1) T
JZO

b
Z (?)tbij(—l)b Jxé:c‘f‘ 7,

Jj=a—(p—1)

Dabei haben wir im letzten Schritt ausgenutzt, dass Summanden, die ein Monom

)23 ™) mit o — j > p enthalten, in S nach Definition verschwinden.

Wir passen die Standardbasis von Sym?®~1~=%(V*)®@ (det)?~1~ an, indem wir ihre
Elemente in der Form

Xpimetbxpm1=h it a— (p—1)<b<p-—1
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B.3 Ubertragung der Resultate

schreiben. Fiir das Transformationsverhalten ergibt sich dann
0 p—1l—a+byp-1-b _ p—-1—-a —(p—1)+a—byp—1—a+byp—1-b
(87)X5 X3 =a a” b X0 Xi

_ —1— b —1-b
a bXxpTiTethxp

)

01 p—1l—a+byp—1-b __ p—l—a p—1=byp—1—a+b
(10)X0 Xl - ) XO Xl

)
(B1) X5 XTI < (X — ey

+b
(p 1— a+b)tp 1—a+b— l( 1)p71704+b7lX(l)X12(17—1)—o¢—l.

(=
( )p_1_an—l—a—&-(oz—b)X{)—l—(a—b)
= (
—1—

'y

1=
Wir definieren nun eine Abbildung ¢ : § — Sym*®~D=%(V*) @ (det)?~1~* durch

zgry " = (a_(Z_U)Xg_l_aerXf_l_bv a—(p-1)<b<p-1,

und lineare Fortsetzung. Dabei gilt: Die Binomialkoeffizienten (a_ (1179—1)) sind fir die
betrachteten Werte von b alle von Null verschieden modulo p. Die Abbildung ¢ ist
somit in jedem Fall ein Vektorraumisomorphismus.

Wir rechnen nun die G-Aquivarianz von ¢ mit Hilfe des oben bestimmten Transfor-
mationsverhaltens der betrachteten Basen nach. So folgt direkt, dass

(29) pladas™) = (,_° - ) (89) Xp ety
_ (a o 1)) —bXé)flfowka{)flfb
= a"p(zga]™")
= (8 9) xo27™")

gilt. Ferner erhalten wir zunéchst

(O e(abat™) = (o oy (V5 XETIToF X0
—1— —1—a+(a—>b —1—(a—b
O L A ]

Geméf Lemma A.14 ist aber in Charakteristik p

(a-g-) = (0 550 0)

so dass sich zusammen

oa— b 1—a+(a—b —1—(a—=b
: xp e Ha) yp=(ah)

(?6) e (x5 (a (- 1))
(25~ a¥)

oz
p((96) 22y ™")
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B Darstellungstheorie der Moduln N [0]

ergibt. SchlieBlich ist

a— —1l—a+b —1-b
(5D el@gat™) = (,_oy) (3D X~ or X!
p—1—a+b
_ b —1—a+b\p—1—a+b—1 —1—a+b—1yl yv2(p—1)—a—l
- (a—(p—l)) Z (P l )tp * (71)1) * XOXl P *
1=0
b

b b—(a—(p—1))\ 1b—j b—j yvp—l—a+j yp—1—j

= Z (a—(p—l))(jfgafgqgg)t (=17 XY X,
j=a—(p—1)

wobei wir im letzten Schritt die Indextransformation [ = p — 1 — a + j vorgenommen
haben. Nach Lemma A.11 wissen wir jedoch: Fir alle« — (p—1) < j <b<p—1ist

(o) et =0 tn)

Es gilt also

b

(§D) elaget™) = > D)) () X T X
j=a—(p—1)
= > O et
j=a—(p-1)

= o((§ D) aga?™).

Insgesamt folgt, dass ¢ tatsdchlich ein G-Isomorphismus ist, und die Behauptung ist
gezeigt. O

Um eine Beschreibung durch symmetrische Potenzen von V' zu erhalten, miissen wir
erneut bestimmte Determinantentwists betrachten.

B.12 Lemma. Sei 0 < a < 2(p—1). Dann gilt
—a o ~ ) Sym®(V) 0<a<p-1
S ® (det)* = 2(p—1)—a o (p1)
Sym (V) ® (det)>—{p p—l<a<2p-1)
als Isomorphie von G-Moduln.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma B.11, indem wir Proposition B.8 verwenden.

Im Fall 0 < o < p—1 kann die angegebene Isomorphie direkt abgelesen werden. Ist
p—1<a<2(p—1),so haben wir

5% ® (det)® = Sym?*P~V=(V*) @ (det)?~*
o (sym2<p—1>—a(v*) ® (det)2(p_1)_"‘) ® (det)*~ =1
>~ Sym2P~Y=(V) @ (det)*~ P D,
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B.3 Ubertragung der Resultate

Um nun die gewiinschte Isomorphie einfacher G-Moduln zu formulieren, verwenden
wir die Notation aus Abschnitt 6.2.

B.13 (Erinnerung). Fir 1 < § < g — 2 seien die Typ-Abbildung typs sowie die
Mengen T[0] C T wie in Notation/Lemma 6.19 definiert.

Ferner seien die Parametrisierungsfunktionen e,n : 7 — {0,...,¢ — 1} aus Notati-
on 6.30 gegeben.

Dariiber hinaus verwenden wir die Charakterisierung der einfachen G-Moduln aus
Satz 5.33 mit Notation 5.32.

B.14 Lemma. Firo = (o, ...,a,—1) € T[d] gilt die Isomorphie einfacher G-Moduln

r—1

® (gai)m ® (det)® = &(e(a), n(c)).

i=0
Beweis. Wir wissen aus Lemma 6.23, dass

r—1
0= Zaipi mod g — 1
i=0

gilt. Dadurch ist der Determinantentwist im folgenden Sinne mit dem Frobenius-Twist
vertraglich:

r—1 N 5§r—1 N S
@(S ) ® (det) _1-:0 (S ) ® (det) p
=@ (5)" e @ e’
oo,
*Q® (5™ @ (det)*)

Nach Lemma B.12 ist dieser Modul wiederum isomorph zu

r—1 . r—1 .
® (Sym%(v))9 ® ® (Sme(:Dfl)*ai(v) ® (det)ai*(pfl)) )
ai%:pofl aii>:po—1

Indem wir erneut die Vertrdglichkeit von Determinantentwist und Frobenius-Twist
ausnutzen, konnen wir diesen Modul als

r—1 ; r—1 g i
Q Sym () e @ (Sym* VT V)) @ (det) 2w
ali;;o—l aii>:p071

schreiben, wobei die Summe im Exponenten des Determinantentwists tiber die Indizes
0 <i<7r—1mit a; >p—1Ilauft. Vergleich mit den Definitionen der Abbildungen e
und 7 liefert, dass es sich dabei tatséchlich um den Modul &(e(a), n(e)) handelt. O
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B Darstellungstheorie der Moduln N [0]

Wir kénnen nun die gesuchte, angepasste Variante von Theorem C fiir die Moduln
N[6] mit 1 < ¢ < g — 2 angeben.

B.15 Satz (Variante von [BS00, Theorem C]). Seil < < g — 2. Dann gilt:
(i) Der Modul N[8] ist multiplizititsfres.

(i) Die Kompositionsfaktoren von N[O] werden durch die Menge P[d] (beziehungs-
weise T[0]) parametrisiert. Istt € P[§] mit korrespondierendem Typ o = typ;(t)
in T[0], so ist der zugehdrige Kompositionsfaktor isomorph zu

S(e(a),n(a)).

(iii) Fir einen Untermodul U C NJ[d] sei Plé]ly C P[d] die Menge der Parameter
seiner Kompositionsfaktoren. Dann ist P[d]y ein Ideal von (P[0],<), d.h. eine
Teilmenge von P[d], die unter der Ordnungsrelation ,,<* abgeschlossen ist.

(iv) Die Abbildung U — P[d]y beschreibt einen Isomorphismus vom Untermodulver-
band von N[d] in den Verband der Ideale von (P[d], <), geordnet nach Inklusion.

Beweis. Nach Proposition B.10 gilt
N[0] = A[6] ® (det)®.

Samtliche Behauptungen kénnen nun direkt auf Aussagen zuriickgefiihrt werden, die
in [BS00, Theorem C] bewiesen sind.

Die erste Behauptung folgt direkt aus Aussage (a) von Theorem C, da mit A[d] auch
der Twist A[§] ® (det)® multiplizititsfrei ist.

Die Parametrisierung der Kompositionsfaktoren durch die Menge P[d] folgt (unter
Beachtung der angepassten Bezeichnungen) ebenfalls aus Aussage (a) von Theorem C,
da die Kompositionsfaktoren von A[6] ® (det)® genau die mit (det)® getwisteten Kom-
positionsfaktoren von A[d] sind.

Wir verwenden dann Lemma B.14, um die korrekten Twists der in Aussage (b) von
Theorem C angegebenen einfachen Moduln in unsere Klassifikation zu iibersetzen. Die
in Theorem C definierten A; entsprechen dabei genau den Eintrdgen unseres Tupels
a = typs(t).

Die Behauptungen (iii) und (iv) folgen unmittelbar aus den Aussagen (c) und (d) von
Theorem C, da sich beide Situationen nur um einen Determinantentwist unterscheiden.

O

Im Hinblick auf die G-Modulstruktur symmetrischer Potenzen ist der folgende Spe-
zialfall interessant:

B.16 Korollar. Sei 1 < § < q — 2. Unter der Einbettung von Sym®(V) nach N|d]
(siehe Korollar 6.14) entspricht Sym® (V') dem Ideal

{t € P[] | to = 0}
von (P[d], <).
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B.3 Ubertragung der Resultate

Beweis. Es handelt sich hierbei um die Ubertragung von [BS00, Abschnitt 10] auf die
vorliegende Situation. O

Bemerkung. Vereinfacht ausgedriickt kann in [BS00] jedes Auftreten der Koordinaten-
funktionen Xy, X; durch die Elemente X, Y der Standardbasis ersetzt werden, um eine
Beschreibung der bei uns betrachteten Situation zu erhalten. Die aus der Dualisierung
von V resultierenden Determinantentwists heben sich insgesamt wieder auf.

Wie am Ende des vorangegangenen Abschnitts angedeutet, sind die beiden Situa-
tionen jedoch nicht dual zueinander. Stattdessen ist

(N[0))" 2 Nljg—1-46] bzw. (A[§)" = Alg—1-4].

Dies folgt unmittelbar aus dem Vertauschen der Dualisierung mit der Bildung der indu-
zierten Darstellung (siehe Proposition 5.16) und der Beschreibung dualer Charaktere
in Beispiel 5.15. Damit ist also

(N[0])* @ (det)’ = Alg — 1 — 4]
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Jordan-Holder-Reihe, siehe Komposi-
tionsreihe

Kompositionsfaktor, 59
Kompositionsreihe, 59

modulare Darstellungstheorie, 58
multiplizitatsfrei, 59
Muster, 160

Normalform, 14
Nullstellenordnung, 4, 7

Parameter, 78
Parametrisierungsfunktionen, 84

Radikal, 58
Sockel, 58
Spitzen, 3

von I'(T), 6
Spitzenfiltrierung, 7
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Basis, 33

Endstiick, 120
Spitzenformen, 7

Reduktion, 42
Steinberg-Modul, 64, 165
Stufe, 2
symmetrische Potenz, 63

Typ-Abbildung, 78
Typen, 78

Uniformisierende, 3
uniserial, 59

Verschwindungsordnung, siehe Null-
stellenordnung
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Symbolverzeichnis

Das Symbolverzeichnis enthélt keine Notation, die nur in den Anhéngen oder der all-
gemeinen Situation in Kapitel 5 verwendet wird.

a ein Typ e = (ayg,...,ar_1) in T, Seite 78

a(m,U) Schreibweise fiir Elemente einer Faser der Funktion e, Seite 86

r eine arithmetische Gruppe, Seite 2

(1) die volle Modulgruppe GL(2, A), Seite 2

T'(N) die Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe N € A, Seite 2

J.. das Kronecker-Delta

¢ Koeffizient in den Reihenentwicklungen der Eisenstein-Reihen an den

Spitzen, Seite 17

n eine der Parametrisierungsfunktionen, Seite 84
ul(i) = ,ul(i’k) Koeffizient in Formeln fiir Eisenstein-Reihen, Seite 27
T ein (fixierter) Erzeuger des Gitters zum Carlitz-Modul, Seite 4
T eine Uniformisierende an den Spitzen von I'(T'), Seite 6
Dy ein G-Isomorphismus M;, — Sym®?(V), Seite 104
P der durch die @, induzierte Algebrenisomorphismus, Seite 105
l(j) ein G-Isomorphismus M} =N Sym*1=* @+ (V) @ (det)?, Seite 153
Xs ein Charakter der Borel-Gruppe B, Seite 68
U, ein G-Homomorphismus nach Sym"(V'), Seite 140
by ein G-Homomorphismus nach Sym”™~ (D@D (V) @ (det)'!, Seite 140
Q die Drinfeld’sche obere Halbebene Cy, \ Ko, Seite 2
w; ein Charakter von F, Seite 68
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A der Polynomring F,[T7], Seite 1

B die Borel-Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen von G, Seite 67
B;’Jr eine Basis von M} (,Basis der Spitzenfiltrierung®), Seite 34

B fiir k > 2 eine Teilmenge der Basis By von M}, Seite 33

BY eine alternative Schreibweise fiir die Menge der modifizierten Eisenstein-

Reihen vom Gewicht 1, Seite 41

B,i’_ eine Basis von W,i, Seite 111

Bi eine Teilmenge von B,i’_ bestehend aus Normalformen, Seite 110

Coo die Vervollstandigung des algebraischen Abschlusses von K, Seite 2
0 eine Abbildung auf der Menge T der Typen, Seite 80

det die Determinante einer Matrix y

(det)? ein Determinantencharakter, Seite 61

dsupp der duale Trager, Seite 86

e eine der Parametrisierungsfunktionen, Seite 84

E&’“), Ec(,]é) die gewohnlichen Eisenstein-Reihen vom Gewicht k fur T'(T), Seite 10
E,, Fy Kurzschreibweise fiir Gewicht 1

ka), ek die modifizierten Eisenstein-Reihen vom Gewicht & fiir I'(T), Seite 11

&, & Kurzschreibweise fiir Gewicht 1
Eis;, der G-Modul der Eisenstein-Reihen vom Gewicht k, Seite 10
fi(é), o Elemente einer Basis von N[d], Seite 72

Fy), Fég) Elemente einer Basis von N[d], Seite 69

.F,Si’k) Elemente der Basis Bi’Jr von M}, Seite 33

F, der endliche Kérper mit ¢ Elementen, g = p”
G die Gruppe GL(2,F,), Seite 50

GL(2, -) die Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen

Homg(-, -) der Raum der G-Homomorphismen, Seite 55

I (k) eine Indexmenge bei der Untersuchung des Musters, Seite 162
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10 (k) eine Indexmenge bei der Untersuchung des Endstiicks, Seite 170

m,p

nd%(-) der induzierte G-Modul, Seite 56

e fiir k € N eindeutig bestimmt durch k = & —I—E(q +1)mit 1 <E<g+1,
Seite 31

K der Quotientenkérper Fq(T') von A, Seite 1

K die Vervollstdndigung von K beziiglich der Grad-Bewertung, Seite 1

L) ein Untermodul einer Filtrierung von Sym"™(V'), Seite 141

L(n) ein Untermodul von Sym”"(V'), Seite 142

m(k) der ganzzahlige Anteil von %, Seite 31

M die Algebra der Modulformen zur Gruppe I'(T), Seite 7

M;, der G-Modul der Modulformen vom Gewicht k zur Gruppe I'(T), Seite 7

My der G-Modul der n-fachen Spitzenformen vom Gewicht k, Seite 7

N die natiirlichen Zahlen 1,2, ...

Np die natiirlichen Zahlen mit 0

NI[4] ein durch einen Charakter von B induzierter G-Modul, Seite 68

o(t™) Terme vom Grad > n in 7

Pé] die Menge der Parameter zu 4, Seite 78

P(-) der projektive Raum der Dimension n

q eine Primzahlpotenz ¢ = p”, Seite 1

R ein vollstindiges Représentantensystem modulo ¢ — 1, Seite 160

Res%(-) der durch Einschrankung erhaltene H-Modul, Seite 56
SL(2, -) die Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1
&(s,0) ein Reprisentant einer Isomorphieklasse einfacher G-Moduln, Seite 64

Sym" (V) die n-te symmetrische Potenz von V', Seite 63

t ein Parameter t = (to,...,t,—1) € P[d], Seite 78
T die Menge der Typen, Seite 78

T16] die Menge der Typen zu 4, Seite 78

tyDps die Typ-Abbildung zu 4, Seite 78
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U; ein Untermodul von Eisy, Seite 101

U; ein Untermodul von NT1], Seite 95

1% der natiirliche zweidimensionale G-Modul, Seite 62
wi ein Untermodul von My, Seite 110

Xr die Drinfeld’sche Modulkurve, Seite 3

X, ein Element einer Basis von L(n), Seite 142

(X,Y) die Standardbasis von V, Seite 62

der Ring der ganzen Zahlen

Z; bei festem n Kurzschreibweise fiir X" ~7Y7 € Sym™(V), Seite 142

[-] der Représentant modulo ¢ — 1 in {1,...,¢ — 1}, Seite 11

[ = der Reprasentant modulo ¢ — 1 in R, Seite 160

() wie [-] mit (0) = 0 (oder: lineares Erzeugnis), Seite 11

() der Frobenius-Twist eines G-Moduls, Seite 62

|11 die rechte Operation von I'(1) auf Funktionen @ — C, Seite 5
A Jordan-Hélder- Aquivalenz, Seite 59

()% die multiplikative Gruppe eines Rings
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