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Zusammenfassung

Erythrozyten zeigen abhängig von ihrer Umgebung viele verschiedene Formen. Unter normalen Be-
dingungen haben sie die Form einer bikonkaven Scheibe, in engen Kapillaren sind sie becherförmig
umgestülpt. Bei Kontakt mit Objekten wie einer Glasplatte, Mikrofasern oder anderen Erythrozyten
zeigen sich wieder neue Formen. Sie werden über die Biegeenergie ihrer Membran, deren Hauptterm
das Helfrich-Funktional ist, mit Zusatztermen für Flächen- und Volumenerhaltung modelliert. Die
Membran wird als zweidimensionale Oberfläche beschrieben und die Energie hängt nur von ihren geo-
metrischen Größen ab. Der Kontakt wird durch einen weiteren Zusatzterm zur Energie modelliert, der
das Wechselwirkungspotential enthält.

Die Formen stellen die Minima der Energie dar. Um sie zu bestimmen, muss die Variation berechnet
werden. Die Euler-Lagrange-Gleichung beschreibt die Minimalbedingung, dass die Variation verschwin-
det. Für axialsymmetrische Formen kann die Symmetrie ausgenutzt und die Euler-Lagrange-Gleichung
für eine Kurve in der x-z-Ebene, die um die y-Achse rotiert wird, gelöst werden. Im allgemeinen
dreidimensionalen Fall kann die Gleichung nicht direkt gelöst werden. Deshalb nimmt man eine An-
fangsoberfläche, die mit dem Gradientenfluss bewegt wird, der sich aus der Variation ergibt, bis eine
Oberfläche entsteht, deren Energie minimal ist. Es ergibt sich dabei ein Anfangswertproblem für die
Parametrisierung der Oberfläche, welches Ableitungen vierter Ordnung enthält. Um diese zu redu-
zieren, wird der mittlere Krümmungvektor, der der Laplace-Beltrami-Operator der Parametrisierung
ist, als zusätzliche Unbekannte eingeführt und man erhält schließlich in schwacher Formulierung ein
Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Zur Lösung des Anfangswertproblems wird die Methode
der Finiten Elemente verwendet, wobei die Oberfläche meist linear trianguliert ist.

Die axialsymmetrische Methode hat den Vorteil, dass sie wesentlich schneller minimierende Formen
liefert, da die Euler-Lagrange-Gleichung gelöst wird und keine zeitintensive Evolution durchgeführt
werden muss. Jedoch können nicht axialsymmetrische Formen nicht bestimmt werden. Dafür muss die
rechenintensivere Evolution angewendet werden.

Um eine Entartung der Dreiecke während der Evolution zu reduzieren, kann im dreidimensionalen Fall
zusätzlich eine tangentiale Korrektur durchgeführt werden, die lokal die Fläche erhält. Um Approxi-
mationsfehler bei der Flächen- und Volumenerhaltung zu verringern, ändert man die ursprüngliche
Bedingung, dass die zeitlichen Änderungen der Fläche und des Volumens verschwinden, dahingehend,
dass sie der mit einem positiven Vorfaktor multiplizierten Differenz zwischen dem aktuellen Wert und
dem Anfangswert entsprechen.

Die Flächen der Dreiecke der Diskretisierung ändern sich ohne Korrektur im Laufe der Evolution.
Im Vergleich dazu gibt es bei Berechnungen mit einer tangentialen Korrektur zur lokalen Flächen-
erhaltung jedoch kaum Änderungen. Diese Korrektur ermöglicht Berechnungen, die ohne sie nicht
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durchführbar sind, da an manchen Stellen durch die wachsende Größe der Dreiecke zu viel Genau-
igkeit verloren geht. Durch die Abwandlung der Bedingung für die Flächen- und Volumenerhaltung
ist die Erhaltung während der Evolution durch Verringerung von Approximationsfehlern besser erfüllt.

Es ist möglich, in der Natur vorkommende Formen wie Diskozyten und Stomatozyten durch Mi-
nimierung des Helfrich-Funktionals zu erhalten. Eine Einordnung einiger Formen für verschiedene
Werte der spontanen Krümmung und des reduzierten Volumens in ein Phasendiagramm, das aus axi-
alsymmetrischen Berechnungen erhalten wurde, zeigt, dass die dreidimensionalen Berechnungen mit
den axialsymmetrischen übereinstimmen. Des Weiteren konnte festgestellt werden, dass eine axialsym-
metrische Form, die durch Lösung der Euler-Lagrange-Gleichung berechnet wurde, ebenfalls minimal
unter der dreidimensionalen Evolution ist.

Durch den Kontakt mit einer Ebene erhält man eine sphärozytische Form, welche in Experimen-
ten mit Glasoberflächen beobachtet werden kann. In anderen Experimenten werden Erythrozyten in
ein Netz aus Mikrofasern gegeben, deren Formen sich durch Simulation des Kontaktes mit einem Zy-
linder ebenfalls bestimmt werden konnte. Diese sind nicht axialsymmetrisch und können nur mit der
dreidimensionalen Evolution gefunden werden. Des Weiteren ist es nicht nur möglich, den Kontakt
eines Erythrozyten mit einer künstlichen Oberfläche zu simulieren, sondern auch den Kontakt zweier
Erythrozyten untereinander.
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Übersicht

Erythrozyten zeigen in ihrer natürlichen Umgebung und unter Laborbedingungen viele verschiedene
Formen. Normalerweise haben sie die Form einer bikonkaven Scheibe, sie können sich jedoch be-
cherförmig umstülpen, um auch enge Kapillaren passieren zu können. Bei Kontakt mit Objekten
wie einer Glasplatte, Mikrofasern oder anderen Erythrozyten zeigen sich wieder neue Formen. Durch
Modellierung der Biegeenergie ihrer Membran mit Zusatztermen für Flächen- und Volumenerhaltung
sowie den Kontakt lassen sich bereits viele Formen erklären. Die Membran wird dabei als zweidimen-
sionale Oberfläche beschrieben und die Biegeenergie hängt nur von ihren geometrischen Größen ab.
Die gesuchten Formen stellen die Minima dieser Energie dar. Sie werden gefunden, indem eine Starto-
berfläche mit dem Gradientenfluss bewegt wird, also einer Geschwindigkeit, die die Energie verkleinert.
Dadurch erhält man eine partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, die mit Hilfe der Methode
der Finiten Elemente numerisch gelöst wird. Es können die bikonkave Scheibe und die Becherform re-
produziert werden. Auch die Formen durch den Kontakt mit der Glasplatte oder Mikrofasern gleichen
denen in der Natur. Der Kontakt zweier Erythrozten untereinander kann ebenfalls simuliert werden.

Abstract

In a natural and laboratory environment, erythrocytes show many different shapes. Their normal
shape is a biconcave disc, but, for passing through capillaries, they can assume a cup-like shape.
When in contact with objects like a glass slide, microfibers or other erythrocytes, new shapes are
observed. Through modeling of the bending energy of their membrane with additional terms for area
and volume conservation and the contact, it is possible to explain many of the shapes. The membrane
is described as a two-dimensional surface and the bending energy is a function of its geometrical
properties. The resulting shapes are the minima of this energy. They are found through moving a
starting surface with the gradient flow, i. e. a velocity which minimizes the energy. This involves a
partial differential equation of order four which is solved numerically by the means of the finite element
method. The biconcave disk and the cup-like shape are observed. The shapes for the contact with a
glass slide or microfibers are similar to these in nature. The contact of two erythrocytes with each
other is also simulated.
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1. Überblick

Erythrozyten sind von grundlegender Bedeutung für den Stoffwechselzyklus des Menschen. Sie trans-
portieren Sauerstoff und Kohlenstoffdioxid als passive Transportmittel im zirkulierenden Blut. Auf-
grund ihrer wichtigen biologischen Funktion, ihrer Formenvielfalt und ihres relativ einfachen Aufbaus
herrscht durch viele Disziplinen wie Medizin, Physik und Mathematik hindurch großes Interesse an
ihrer Untersuchung.

Das Innere der Erythrozyten enthält flüssiges Zytoplasma. Dieses ist von einer Membran umgeben,
deren schematischer Aufbau in Abbildung 1.1 dargestellt ist. Wie bei den meisten Biomembranen
sind die Membranlipide in einer Doppelschicht angeordnet. Erythrozyten besitzen kein Zytoskelett,
sondern nur ein Membranskelett unter der Lipid-Doppelschicht [13].

Protein Glycocalix

Membranskelett

L
ip
id
-D
op
pe
ls
ch
ic
ht

Abbildung 1.1.: Schematischer Aufbau der Membran eines Erythrozyten.

In den siebziger Jahren des vorherigen Jahrhunderts wurden die ersten mathematischen Modelle für
Erythrozyten aufgestellt. Sie verwenden dabei nur die Membran-Doppelschicht, da das Membranske-
lett höchst kompressibel ist [6]. Es werden also eigentlich Vesikel, das heißt mit Flüssigkeit gefüllte
geschlossene Doppelschicht-Membranen, modelliert [27]. Dies ist weit verbreitet, da man aus diesem
Modell die meisten Formen, die ein Erythrozyt annimmt, erhalten kann. Die Membran wird als eine
geschlossene zweidimensionale Oberfläche Γ in R3 modelliert. Ihre Energie wird als

F =
kc
2
Fh +

kg
2
FK + FA,V + Fk =

kc
2

∫
Γ

(H −H0)2 dS +
kg
2

∫
Γ

K dS + λA+ µV +W0

∫
Γ

W (|r|) dS

dargestellt. Die ersten beiden Terme, kc
2 Fh +

kg
2 FK , stellen dabei die Biegeenergie der Membran dar,

der dritte Term, FA,V , sorgt in Form von Lagrange-Parametern für Flächen- und Volumenerhaltung
und der letzte Term, Fk, beschreibt den Kontakt der Erythrozyten mit anderen Objekten.

9



1. Überblick

Das erste Modell für die Biegeenergie von Membranen wurde 1970 von Canham aufgestellt [3]. Es
beschreibt dabei die Biegeenergie der Membran durch das Oberflächenintegral über die Summe der
quadrierten Hauptkrümmungen, jedoch existiert keine physikalische Herleitung für dieses Modell. 1973
wurde von Helfrich ein modifiziertes Energiefunktional für die Biegeenergie der Membran hergeleitet
[6]. Dieses sogenannte Modell der spontanen Krümmung ist heute weit verbreitet und bildet die Grund-
lage dieser Arbeit. Die Biegeenergie der Membran wird hergeleitet, indem man die Membran als eine
dünne Platte ansieht, deren Tension dem Hookeschen Gesetz gehorcht. Die Membran wird durch eine
Oberfläche Γ dargestellt, deren Biegeenergie das Oberflächenintegral

Fb =
kc
2
Fh +

kg
2
FK

mit den Biegemodulen kc und kg ist [6]. Das Funktional wird auch freie Energie genannt, obwohl es
entgegen der physikalischen Definition weder Temperatur noch Entropie beinhaltet. Das Theorem von
Gauß-Bonnet [18] besagt, dass für eine kompakte zweidimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit
Γ von R3 mit Geschlecht, also der Anzahl ”Löcher”, G

FK =

∫
Γ

K dS = 4π(1− G)

gilt. Deshalb ist das Integral über die Gauß-Krümmung FK eine topologische Invariante und kann bei
der Energieminimierung vernachlässigt werden. Der andere Term,

Fh =

∫
Γ

(H −H0)2 dS ,

ist das Helfrich-Funktional mit der doppelten mittleren Krümmung H. Die spontane Krümmung H0

beschreibt die Tatsache, dass sich die Schichten der Membran unterscheiden. Außerdem sind die in der
Membran vorkommenden Proteine zum Teil unterschiedlich dick in den beiden Schichten. Dadurch
bekommen die beiden Schichten verschieden große Flächen, sodass die Membran auf jeden Fall gebogen
ist (siehe Abbildung 1.2).

Protein

Doppelschicht
der Membran

gebogene
Membran

spontane Krümmung

Abbildung 1.2.: Erläuterung der spontanen Krümmung.

Andere Modelle für die Biegeenergie sind das Doppelschicht-Kopplungs-Modell [33], das das Modell
von Canham um eine starke Bedingung für den Flächenunterschied der beiden Schichten erweitert,
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und das Flächenunterschied-Elastizitäts-Modell [29], das noch zusätzlich die Differenz der Anzahl der
Moleküle in den Schichten berücksichtigt. Zudem gibt es auch Arbeiten wie beispielsweise [2], die das
Membranskelett mit modellieren.

In der vorliegenden Arbeit soll nur das Helfrich-Funktional verwendet werden, da dieses die mei-
sten Formen beschreiben kann.

Oberflächentension und Druckunterschied zwischen dem Inneren und dem Äußeren führen zu Zu-
satztermen zur freien Energie,

FA,V = λA+ µV,

mit der Oberflächentension λ, dem osmotischen Druck µ, der Fläche A und dem Volumen V [6]. Wenn
λ und µ nicht bekannt sind und gefordert ist, dass Fläche und Volumen während einer Evolution
erhalten bleiben, so werden λ und µ zu Lagrange-Parametern.

Neben freien können durch einen Zusatzterm auch adhärierte rote Blutkörperchen beschrieben wer-
den. Im Experiment werden Erythrozyten in Kontakt mit anderen Objekten wie zum Beispiel einem
Objektträger gebracht. In diesem Fall nehmen die Erythrozyten eine runde Form an [1]. Der Kontakt
wird durch das Wechselwirkungspotential W, das vom Betrag des Abstandsvektors zum Hindernis r
abhängt, modelliert. Er wird durch die Kontaktenergie

Fk = W0

∫
Γ

W (|r|) dS

als zusätzlicher Term beschrieben [32]. W0 ist dabei die Adhäsionsstärke. In [28] wird der axialsym-
metrische Kontakt mit einer Ebene über den Term −W0Ak mit der Kontaktfläche Ak modelliert und
es konnte die runde Form reproduziert werden. In dieser Arbeit soll der Kontakt mit Hilfe des Wech-
selwirkungspotentials beschrieben werden.

Um aus der Energie Bedingungen für Formen von Oberflächen zu erhalten, muss das Energiefunk-
tional minimiert werden. Dazu wird die erste Variation des Energie-Funkionals F berechnet:

δφνF =
∂

∂t
F(Γ)

∣∣∣∣
t=0

mit der um tφ in Normalenrichtung gestörten Oberfläche

Γ = {P + tφ(P )ν(P ),P ∈ Γ} ,

wobei φ eine glatte Funktion und ν(P ) der äußere Einheitsnormalenvektor an Γ in P ist. Im Minimum
ist die Variation Null und man erhält die Euler-Lagrange-Gleichung

δφνF = 0 .

Es gibt zwei Möglichkeiten, das Minimum des Energiefunktionals zu finden [26]: durch Lösung der
Euler-Lagrange-Gleichung oder durch direkte Minimierung des Energiefunktionals, das heißt man ver-
schiebt die Punkte einer Anfangsoberfläche so, dass die Energie kleiner wird.
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1. Überblick

Bis in die neunziger Jahre hinein wurden nur axialsymmetrische Formen betrachtet. Mit dieser Ein-
schränkung sind viele Formen, die Erythrozyten annehmen können, reproduzierbar, da die meisten
axialsymmetrisch sind. So kann die Berechnung der Fläche Γ auf das Finden einer Kurve in der x-z-
Ebene beschränkt werden [27]. In diesem Fall wird direkt die Euler-Lagrange-Gleichung gelöst. Diese
führt auf eine gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung. Die Lösung ergibt für verschiedene
Parameter viele unterschiedliche Formen, die sich zum Teil auch in der Natur wiederfinden. Die volle
3D-Berechnung war zu dieser Zeit wegen der zu geringen Rechenleistung der Computer nicht möglich.
Mit der Verfügbarkeit leistungsstärkerer Computer können heute auch dreidimensionale Oberflächen
durch direkte Energieminimierung gefunden werden. Gegenstand dieser Arbeit ist primär die dreidi-
mensionale Modellierung, welche zur Überprüfung durch axialsymmetrische Formen ergänzt wird.

Die spontane Krümmung, das Volumen und die Fläche bestimmen im axialsymmetrischen Fall ein-
deutig die Form [7]. Deshalb fixiert man für eine dreidimensionale Berechnung H0 und evolviert eine
geschlossene Startoberfläche so, dass Fläche und Volumen konstant bleiben und die Biegeenergie klei-
ner wird. Um die Normalengeschwindigkeit, den sogenannten Gradientenfluss, für eine solche Evolution
zu erhalten, berechnet man die erste Variation der gesamten freien Energie und stellt sie in der Form

δφνF = −
∫
Γ

φvν dS

dar. Wird die Oberfläche mit der Geschwindigkeit φ = vν in Normalenrichtung bewegt, ist die Varia-
tion immer nicht positiv, das heißt die Energie kann nicht steigen.

Es müssen also die Oberflächen Γ(t) gefunden werden, die folgendes Anfangswertproblem lösen

∂X

∂t
= vν(X)ν(X) , X(Ω, 0) = Γ0 ,

wobei X : Ω × [0, t∗] → Γ(t) mit Ω ⊂ R2 die Parametrisierung und t∗ der Zeitpunkt, zu dem die
Evolution gestoppt wird, und einer gegebenen Anfangsoberfläche Γ0.

Um Flächen- und Volumenerhaltung zu gewährleisten, werden λ und µ als zeitabhängige Lagrange-
Multiplikatoren verwendet. Ihre Werte erhält man aus der Bedingung, dass ihre Zeitableitung ver-
schwindet:

dV

dt
=

∫
Γ

vν dS = 0 und
dA

dt
=

∫
Γ

Hvν dS = 0 .

Der anspruchsvollste Teil des Helfrich-Funktionals ist das Willmore-Funktional

Fw =
1

2

∫
Γ

H2 dS .

Durch Variation erhält man als Geschwindigkeit für die Oberflächenevolution zu seiner Minimierung

vw = −
(

∆ΓH +
1

2
H3 − 2KH

)
.
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Es wird also der Laplace-Beltrami-Operator ∆Γ auf die mittlere Krümmung, die selbst wiederum der
Laplace-Beltrami-Operator der Parametrisierung ist,

H = ∆ΓX · ν ,

angewendet. Man erhält somit eine Differentialgleichung vierter Ordnung. Die Gleichung vw = 0
wurde bereits 1923 als Bedingung dafür, dass das Willmore-Funktional stationär ist, aufgestellt [34].
Die geometrischen Eigenschaften untersuchte dann Willmore 1993 [37]. Ein Beweis für die Existenz
einer Lösung wurde 2004 gefunden [19]. Erste Versuche zur numerischen Lösung des Willmore-Fluss-
Problems wurden 1997 mit der Software ”surface evolver” von Brakke durchgeführt [14]. 2002 wur-
den mit Finiten Differenzen approximative axialsymmetrische Lösungen gefunden [21]. Einige Jahre
später wurde in [4], [5] und [12] der mittlere Krümmungsvektor Y = Hν als zusätzliche Hilfsvariable
zur Minimierung des Willmore-Funktionals auf parametrisierten Oberflächen eingeführt. Man erhält
ein Differentialgleichungssystem aus zwei Gleichungen zweiter Ordnung. In schwacher Formulierung
enthält das System nur noch tangentiale Ableitungen erster Ordnung. Für eine semi-implizite Zeit-
diskretisierung erhält man ein lineares Gleichungssystem. Eine andere Möglichkeit zur numerischen
Berechnung des Willmore-Flusses als mit parametrisierten Oberflächen ist die Level-Set-Methode [10],
bei der die Oberfläche als Nullstellenfunktion einer auf ganz R3 definierten Funktion beschrieben wird.
In dieser Arbeit wird die Methode mit der zusätzlichen Hilfsvariablen für parametrisierte Oberflächen
nach [12] angewendet.

Eine weitere Anwendung der Minimierung der Willmore-Evolution ist die Glättung von Oberflächen,
denn sie hat die Eigenschaft, Ecken und Kanten abzurunden [36].

Um die Evolution einer gegebenen Oberfläche Γ0 zu approximieren, werden diskrete Oberflächen Γmh ,
m ≥ 0, konstruiert. Die erste diskrete Oberfläche wird durch eine konforme Triangulierung von NK

Punkten {P i}NKi=1 ⊂ Γ0 beschrieben,

Γ0
h =

ND⋃
j=1

T j ,

wobei die Tj offene Dreiecke sind, die aus den Knoten P i gebildet werden. Die Triangulierung liefert
eine stückweise lineare Parametrisierung der Oberfläche Γ0

h. Einsetzen dieses Ansatzes in das System
führt zu einem linearen System, dessen Lösung die Änderung der Knotenpositionen bestimmt. Eine
Folge von solchen Änderungen approximiert die Evolution, das heißt man erhält Parametrisierungen
Xm der triangulierten Oberflächen Γmh .

Um das gesamte Helfrich-Funktional zu minimieren, benötigt man zusätzlich zur Willmore-Geschwin-
digkeit weitere Terme: In [5] wird ein Verfahren zur Berechnung der Evolution mit mittlerer Krümmung
vorgestellt. Des Weiteren wird die Gauß-Krümmung benötigt. Eine Methode zu ihrer approximativen
Berechnung findet man in [16]. Hier wird von der zweiten Fundamentalform ausgegangen. In [22]
wird die Gauß-Krümmung in einem Punkt berechnet, indem man die Winkel der ihn umgebenden
Dreiecke der Diskretisierung verwendet. Für den Kontaktterm wird der Abstand jedes Knotens der
Oberflächendiskretisierung zum Kontaktobjekt berechnet.
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1. Überblick

Eine sich von der vorher vorgestellten Methode stark unterscheidende Herangehensweise ist in der
diskreten Differentialgeometrie angesiedelt [36]. Dabei wird nicht zunächst die Variation der Energie
berechnet, um sie dann zu diskretisieren, sondern es wird direkt die Oberfläche trianguliert und da-
nach die diskrete Energie definiert, die dann minimiert wird. Für die Näherung von geometrischen
Größen werden sie vor der Diskretisierung in einer Form dargestellt, die auch für diskrete Oberflächen
als Definition verwendet werden kann. So wird zum Beispiel die Gauß-Krümmung im Punkt P über

K(P ) = lim
diam(A(P ))→0

A
(
Bild(νA(P ))

)
A(P )

definiert, wobei A(P ) eine infinitesimale Fläche um P ist und A
(
Bild(νA(P ))

)
die Fläche des Bildes

des Normalenvektors zur Fläche A(P ) ist. Die durchschnittliche Gauß-Krümmung

1

A(P )

∫
A(P )

K dS

konvergiert für Triangulierungen, die die ursprüngliche Oberfläche gut approximieren, gegen die exakte
durchschnittliche Gauß-Krümmung. Im diskreten Fall kann mit Hilfe des Gauß-Bonnet-Theorems das
Integral über die Gauß-Krümmung berechnet werden und man erhält für die Gauß-Krümmung im
Knoten P j

K(P j) ≈

ND(P j)∑
i(P j)=1

Ai(P j)

−12π −
ND(P j)∑
i(P j)=1

θi(P j)


mit den Flächen Ai(P j) der ND(P j) Dreiecke um P j und den Winkeln θi(P j) der Dreiecke in P j . Diese
Approximation der Gauß-Krümmung wird auch in der vorliegenden Arbeit verwendet.

In dieser Arbeit werden numerische Methoden zur approximativen Bestimmung der stationären Punk-
te des Helfrich-Funktionals mit Flächen- und Volumenerhaltung und Kontakt mit einem oder meh-
reren Objekten wie zum Beispiel einer Glasfläche oder Mikrofasern (siehe auch Abbildungen 2.2 und
2.3 aus dem folgenden Kapitel) entwickelt. In Kapitel 2 werden die den numerischen Simulationen
zugrundeliegenden physikalischen Experimente vorgestellt und die Modelle beschrieben. Außerdem
werden die benötigten mathematischen Grundlagen aus den Gebieten der Differentialgeometrie, der
Variationsrechnung und der Numerik von Differentialgleichungen beschrieben. Zur Bestimmung der
Minimierungsgeschwindigkeit wird die Variation in Kapitel 3 angewendet. In Kapitel 4 wird hergelei-
tet, wie die neuen Formen bestimmt werden, unter Verwendung der Techniken aus [5], [12] und [22]
zur Minimierung des Willmore-Funktionals, des Flächenfunktionals und zur Berechnung der Gauß-
Krümmung. Bei der Evolution können die Triangulierungen entarten, deshalb wird in Kapitel 5 eine
Möglichkeit zur Verringerung dieser Entartung besprochen. Da keine analytische Überprüfung der
numerischen Ergebnisse möglich ist, wird in Kapitel 6 zum Vergleich die axialsymmetrische Vorge-
hensweise nach [27] hergeleitet. Im darauffolgenden Kapitel 7 werden numerische Beispiele gezeigt.
Im Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen kann man sehen, dass diskozyten- und stomatozy-
tenförmige Oberflächen gefunden werden können. Außerdem kann die runde Form beim Kontakt mit
einem Objektträger reproduziert werden. Als Beispiel eines nicht axialsymmetrischen Falles, welcher
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nur in einer vollen dreidimensionalen Berechnung behandelt werden kann, wird der Kontakt mit Mikro-
fasern numerisch simuliert. Die anderen Beispiele liefern für dreidimensionale und axialsymmetrische
Berechnungen übereinstimmende Ergebnisse. Schließlich wird in Kapitel 8 noch eine Zusammenfas-
sung der Arbeit gegeben.

Ziel dieser Arbeit ist es, die dreidimensionalen Modellierungen der Form von roten Blutkörperchen
ohne und mit Kontakt mit Objekten durchzuführen, die Resultate anhand der bekannten axialsym-
metrischen Ergebnisse zu überprüfen und neue, nicht axialsymmetrische Formen zu erhalten.
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2. Einleitung

In diesem Kapitel werden die Beobachtungen aus physikalischen Experimenten, die die Motivation
dieser Arbeit darstellen, beschrieben und die Modelle für freie rote Blutkörperchen und für den Kon-
takt mit Hindernissen vorgestellt. Zudem werden die benötigten Begriffe aus der Differentialgeometrie
definiert und erklärt, wie man mit Hilfe der Variation das Energiefunktional, das zur Modellierung ver-
wendet wird, minimiert. Für die numerische Lösung wird die Methode der finiten Elemente vorgestellt
sowie die Oberflächen- und Zeitdiskretisierung beschrieben.

2.1. Physikalische und biologische Experimente

Die verschiedenen Formen, die ein Erythrozyt annehmen kann, sind in Abbildung 2.1 gezeigt. Die
natürliche Form ist eine bikonkave Scheibe (Diskozyt). Aber Erythrozyten sind sehr flexibel, sodass
sie sich durch engste Kapillaren hindurchzwängen können, auch wenn deren Durchmesser kleiner ist
als ihr eigener [13]. In diesem Fall nehmen sie eine Becherform an (Stomatozyt). Im Labor oder
in Krankheitsfällen sind weitere Formen möglich, zum Beispiel bei Austrocknung oder Vergiftungen
können sie stechapfelförmig werden (Echinozyt). Unter bestimmten Voraussetzungen, zum Beispiel
durch Aufnahme von zu viel Wasser, können sie auch Kugelform annehmen (Sphärozyt).
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where D is the membrane thickness," A is the membrane area, "b
and "! are known bending elastic moduli, and the integral is over
the surface S of the closed vesicle. Eq. 1 defines the so-called
area–difference–elasticity (ADE) model (13). Mechanically sta-
ble shapes of fixed area and volume correspond to constrained
energy minima. For appropriately chosen parameters, the ADE
model does exhibit discocytic shapes, which become unstable
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and is assumed independent of bending. The neutral surface of the leaflet is the plane
about which the net bending moment caused by the stress profile vanishes.

Fig. 1. Representative shapes from the main stomatocyte–discocyte–
echinocyte sequence, including (top to bottom) stomatocyte III, II, and I;
discocyte; and echinocyte I, II, and III. (Left) Laboratory images reproduced
with permission from refs. 31 (Copyright 1956, Grune & Stratton), 32 (Copy-
right 1980, Academic Press), 33 (Copyright 1975, Biophysical Society), and 2
(Copyright 1973, Springer). (Right) Minimum-energy shapes calculated from
our model with v0 & 0.950 and !a0 of (top to bottom in percentages) '0.858,
'0.358, 0.072, 0.143, 1.717, 1.788, and 2.003 with all other parameters re-
maining fixed.

Fig. 2. A sample of observed non-main-sequence shapes, including (top to
bottom) nonaxisymmetric discocyte, stomatocyte with triangular mouth, and
knizocyte. (Left) Laboratory images reproduced with permission from refs. 27
(Copyright 1981, Biophysical Society), 32 (Copyright 1980, Academic Press),
and 2 (Copyright 1973, Springer). (Right) Minimum-energy shapes calculated
from our model with values of v0 and !a0 of 0.989 and 0.215%, 0.950 and
'0.858%, and 1.000 and 1.144% (from top to bottom) with all other param-
eters remaining fixed.
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2 Membrane Lipids and Proteins as a Basis of Red Cell Shape and its Alterations      29 

The second type defined by Ponder, which will be the major subject of this con-
tribution, consists of shape changes without changes of cell volume. This type, ob-
served under very diverse experimental conditions, comprises only two basic 
morphologies, originally termed "crenated" and "cup-shaped", but nowadays al-
most generally called echinocytic and stomatocytic following proposals of the 
French haematologist M. Bessis (1972, 1973) (Fig. 2.1). 

 

 

Fig. 2.1. Classification and scoring of the echinocytic (E) and stomatocytic (ST) shape 
transformation of discocytic (D) human erythrocytes. Scheme modified after Bessis (1973) 
and Daleke and Huestis (1989) 

 
Both types may vary in intensity in a cell population inspected under the micro-

scope in a given experimental set-up, but also as a function of the set-up. Echino- 
or stomatocytosis can be quantified subjectively by defining shape classes, charac-
terised by scores (Bessis 1972). From these scores a "mean morphological index" 
can than be calculated (e.g. Ferrell and Huestis 1984; Schwarz et al. 1999b). More 
objective techniques to quantify shapes are also available (Grebe and Schmid-
Schönbein 1985). As will become evident in greater detail below, this second type 
of shape changes is essentially due to membrane modifications. Such modifica-
tions will sometimes also lead to changes of cell volume, giving rise to ambigui-

Abbildung 2.1.: Lichtmikroskop-Bilder der verschiedenen Formen eines Erythrozyten. Von links nach
rechts: Diskozyt [20], Stomatozyt [20], Echinozyt [20], Sphärozyt [8].

Durch Interaktion mit einer speziellen Glasoberfläche wie zum Beispiel einem Objektträger in einem
Mikroskop ändern Erythrozyten ihre Form und werden rund (siehe Abbildung 2.2). Die Änderung
geschieht dabei sehr schnell beim Kontakt mit der Oberfläche.
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2. Einleitung

t = 0 s t = 7 s t = 21 s t = 22 s

Fig. 1 illustrates the applied setup of a digital holographic phase
contrastmicroscopy system for the investigation of living cells [8].
The light of a frequency doubled Nd:YAG laser (λ=532 nm) is
divided into an object illumination wave (object wave) and a
reference wave. Single mode optical fibres are applied for a
variable light guidance. The illumination with laser light is per-
formed by coupling the object wave into the microscope con-
denser. Thus, an optimized (Koehler-like) illumination of the
sample is achieved. The reference wave is guided directly to an
interferometric unit that is adapted to one of the microscope's

camera ports. Holographic off-axis geometry is generated by a
beam splitter that affects a slight tilt of the reference wave front
against thewave front of the object wave. The interferogram that is
formed by the superposition of object wave and reference wave is
recorded by a CCD camera and transferred via an IEEE1394
(“FireWire”) interface to an image processing system for the
reconstruction and the evaluation of the digitised holograms. The
magnification of the microscope lens (Zeiss Acroplan 63×,
NA=0.75) is chosen in such a way that the smallest imaged
structures, given by the restriction of the Abbe criterion, are over-
sampled by the image recording device. In this way the maximum
diffraction limited resolution of the optical imaging system is not
decreased by the numerical reconstruction algorithm [5]. The
hologram capturing time depends on the applied imaging device
(here the CCD camera, typically: ms-range).

2.3. Reconstruction of digital holograms and evaluation of
holographic phase contrast images

The reconstruction of the digitally recorded holograms is per-
formed numerically. A spatial phase shifting based reconstruction
method has been developed that is particularly suitable to digital
holographic microscopy [5,6]. In connection with autofocus
algorithms [10], automatedmulti-focus imaging during time-lapse
measurements as well as automated quantitative focus tracking is
enabled which is of main interest in this contribution.

With information about the integral refractive index of the
specimen the digital holographically obtained quantitative phase

Fig. 3. Quantitative analysis of the sedimentation of a single human red blood
cell in dependence on time. The z-displacement of a cell relatively to the z-
position at the beginning of the experiment is obtained from subsequent digital
holographic focus correction data.

Fig. 4. Investigations on shape variations during sedimentation of a human red blood cell (in suspension) on a coated surface (63× microscope lens, NA=0.75).
(a): grey level coded phase contrast images (upper row) and pseudo 3D plots of the red blood cell before and after contact with the coated glass surface at t=22 s,
(b): cell thickness before and after the contact with the surface at the cross-sections that are marked in (a) by white arrows
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Abbildung 2.2.: Digital-holographische Mikroskopie-Bilder der Formänderung eines Erythrozyten bei
Interaktion mit einer Glasoberfläche [1].

Ein Netz aus speziellen Mikrofasern bildet eine gute Grundlage zur Zellvermehrung. Dies wird zum
Beispiel zur Wiederherstellung von verbrannter Haut genutzt. In Abbildung 2.3 wird die Interaktion
eines Erythrozyten mit solchen Mikrofasern gezeigt.

Abbildung 2.3.: Konfokal-Mikroskopie-Bilder von Erythrozyten in einem PU-Faser-Netzwerk [15].
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2.1. Physikalische und biologische Experimente

Erythrozyten können bei geringer Fließgeschwindigkeit des Blutes Rouleaus bilden (siehe Abbildung
2.4). Im Blutkreislauf werden diese durch die Scherkräfte des fließenden Blutes schnell wieder auf-
gelöst, während sie im Labor häufiger zu beobachten sind.

8µm
Abbildung 2.4.: Rouleau-Bildung [31].

Experimentell wird die Adhäsion zwischen den Erythrozyten wie folgt untersucht [31]: Ein Erythrozyt
wird auf ein Substrat gegeben, woran er haftet, ein weiterer wird an einen Cantilever geklebt, welcher in
einem Winkel von 11◦ (aus technischen Gründen) auf den ersten Erythrozyten abgesenkt wird bis zur
Berührung. Beim anschließenden Auseinanderziehen wird die Kraft gemessen. Dabei stellt man fest,
dass die Interaktionslängen bis zum Zehnfachen der Dicke eines Erythrozyten betragen. In Abbildung
2.5 sieht man den Aufbau und die Kraftmessung. Im Experiment kann die Form der Erythrozyten
nicht beobachtet werden.

Abbildung 2.5.: Experiment zur Interaktion zweier Erythrozyten. Links: schematische Darstellung,
rechts: gemessene Kraft in Abhängigkeit vom Abstand [31].
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2. Einleitung

2.2. Das Modell

Die roten Blutkörperchen werden über ihre Membran modelliert. Da diese sehr dünn ist, wird sie als
eine geschlossene zweidimensionale Oberfläche Γ dargestellt. Ihre Biegeenergie lautet

Fb =
kc
2
Fh +

kg
2
FK

mit den Biegemodulen kc und kg [6]. Der erste Term,

Fh =

∫
Γ

(H −H0)2 dS ,

ist das Helfrich-Funktional mit der doppelten mittleren Krümmung H und der spontanen Krümmung
H0 und der zweite Term ist das Integral

FK =

∫
Γ

K dS .

Die Biegeenergie ist im Gleichgewichtszustand minimal.

Der Kontakt der Erythrozyten mit anderen Objekten wird durch das Energiefunktional

Fk = W0

∫
Γ

W (|r|) dS (2.1)

mit der Adhäsionsstärke W0 und dem Wechselwirkungspotential W, das vom Betrag des Abstandsvek-
tors r jedes Punktes der Oberfläche Γ zum Hindernis abhängt, beschrieben. Es wird als zusätzlicher
Term zum Helfrich-Funktional dazuaddiert [32].

In Abbildung 2.6 ist ein Beispiel für ein Wechselwirkungspotential in Form eines Mie-Potentials mit
den Exponenten 4 und 2 aufgetragen. Wenn der Abstand des Erythrozyten größer als d0 vom Kon-
taktobjekt ist, wird er angezogen, bis er den Minimalabstand d0 erreicht. Ist der Abstand kleiner, so
entsteht eine abstoßende Kraft.
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2.2. Das Modell

Abbildung 2.6.: Mie-Potential mit den Exponenten 4 und 2 als Beispiel eines Wechselwirkungspoten-
tials für den Kontakt.

Ein Objektträger ist eine flache Glasscheibe, die wesentlich größer als der Erythrozyt ist. Deshalb
kann man diesen als (unendlich große) Ebene ansehen. Dadurch lässt sich der Abstandsvektor eines
Punktes auf der Oberfläche leicht durch Darstellung der Ebene in Parameterform berechnen.

Die Mikrofasern haben eine längliche Form mit näherungsweise kreisförmigem Querschnitt. Sie sind
deutlich länger als der Durchmesser der Erythrozyten und werden deshalb als Zylinder angenommen.
Die Achse eines Zylinders kann durch eine Geradengleichung parametrisiert werden, sodass man den
Abstand zum Zylinder entsprechend des um den Radius skalierten Abstandsvektors zur Gerade be-
stimmen kann.

Im Experiment zur Untersuchung der Adhäsion zwischen zwei Erythrozyten wird für den Kontakt
der Erythrozyten untereinander ebenfalls das Kontakt-Funktional (2.1) verwendet, hier beschreibt r
in jedem Punkt der Oberfläche des einen Erythrozyten den Abstandsvektor zum zweiten Erythro-
zyten. Das rote Blutkörperchen wird mit einem sehr starken Kleber am Cantilever fixiert, sodass es
im Gegensatz zum Kontakt mit einem Objektträger nicht auf ihm rutschen kann. Deshalb wird der
Cantilever als Kreisscheibe modelliert. Dann kann der Abstandsvektor ähnlich wie bei der Ebene be-
ziehungsweise beim Zylinder berechnet werden.

Die Oberfläche und das Volumen des Erythrozyten hängen von der Oberflächentension und dem
Druckunterschied zwischen Innerem und Äußerem ab. Sie gehen in Form von folgenden Zusatzter-
men zur freien Energie ein:

FA,V = λA+ µV

mit der Oberflächentension λ, dem osmotischen Druck µ, der Fläche A und dem Volumen V [6]. Diese
sind jedoch nicht bekannt, stattdessen werden eine Fläche und ein Volumen vorgegeben und während
der Evolution erhalten. Dabei werden λ und µ als zeitabhängige Lagrange-Parameter verwendet. Man
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2. Einleitung

erhält sie aus der Bedingung, dass ihre Zeitableitung verschwindet:

dV

dt
=

∫
Γ

vν dS = 0 und
dA

dt
=

∫
Γ

Hvν dS = 0 ,

wobei vν die Normalengeschwindigkeit ist.

Bei der üblichen Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren würde man

FA,V = λ(A−A0) + µ(V − V0)

mit der Anfangsfläche A0 und dem Anfangsvolumen V0 schreiben. Doch bei der Variation ergibt sich
kein Unterschied zu obiger Form, da die konstanten Terme wegfallen. Aufgrund der physikalischen
Interpretation als Oberflächentension und osmotischer Druck hat sich die Darstellung ohne die An-
fangswerte etabliert.

2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

Alle Berechnungen werden auf einer Oberfläche Γ durchgeführt. Dabei spielt ihre Krümmung eine
zentrale Rolle, deshalb müssen zunächst die differentialgeometrischen Grundlagen eingeführt werden.
Dieser Abschnitt beruht auf [11], [12], [18] und [30].

Definition 2.1. Eine Kurve ist eine stetig differenzierbare Immersion, die von einem Intervall in den
Raum R3 abbildet. Die Differenzierbarkeit der Kurve ist durch die Differenzierbarkeit der Immersion
gegeben.

Definition 2.2. Γ ⊂ R3 heißt eine zweidimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit von R3, p ≥ 1, wenn
für jeden Punkt P ∈ Γ offene Mengen U1, U2 ⊂ R3 mit P ∈ U1, 0 ∈ U2 und ein Cp-Diffeomorphismus
ψ : U1 → U2 existieren, sodass ψ(P ) = 0 und ψ(Γ ∩ U1) = U2 ∩ R2 ist.

Dabei wird der Unterraum von R3, der aus den Punkten (x, y, 0)> besteht, mit R2 identifiziert.

Es existieren daher lokale Repräsentationen

ψ : U2 ∩ R2 → R3 , ψ(U2 ∩ R2) = Γ ∩ U1 , ψ(0) = P ,

sodass die Vektoren
∂ψ

∂x
(0) und

∂ψ

∂y
(0)

linear unabhängig sind.

Im Folgenden sei Γ eine zweidimensionale Cp-Untermannigfaltigkeit mit p ≥ 2.

Definition 2.3. Der Tangentialraum TPΓ von Γ in P ist der aus den Vektoren τ ∈ R3 bestehende
Unterraum von R3, sodass τ = γ ′(0) für eine C1-Kurve γ : (−1, 1)→ R3 gilt mit γ

(
(−1, 1)

)
⊂ Γ und

γ(0) = P .
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2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

TPΓ hat eine Basis {
∂ψ

∂x
(0),

∂ψ

∂y
(0)

}
für eine lokale Repräsentation ψ wie oben.

Definition 2.4. Sei P ∈ Γ und f : Γ → R. Für τ ∈ TPΓ ist die Richtungsableitung Dτf ∈ R
definiert als

Dτf =
d

ds
f
(
γ(s)

)∣∣
s=0

für eine C1-Kurve γ : (−1, 1)→ Γ mit γ(0) = P , γ ′(0) = τ .

Diese Definition ist unabhängig von der Wahl der Kurve γ.

Definition 2.5. Für eine reellwertige Funktion f : Γ→ R ist der Oberflächengradient definiert als

gradΓ(f) =
2∑

α=1

(Dταf)τα

für jede Orthonormalbasis τ 1, τ 2 von TPΓ.

Definition 2.6. Für ein Vektorfeld f =
(
f1,f2,f3

)>
: Γ→ R3 ist die Divergenz definiert als

divΓ(f) =

3∑
l=1

el · gradΓ

(
f l
)
,

wobei el, l = 1, 2, 3, die Standardbasis-Vektoren in R3 sind.

”·” bezeichnet dabei das Euklidische Skalarprodukt.

Es ergibt sich:

divΓ(f) =
3∑
l=1

el · gradΓ

(
f l
)

=
3∑
l=1

el ·

(
2∑

α=1

(
Dταf

l
)
τα

)
=

2∑
α=1

(Dταf) · τα .

Definition 2.7. Der Laplace-Beltrami-Operator von f : Γ→ R ist definiert als

∆Γf = divΓ

(
gradΓ(f)

)
.

Setzt man die Definitionen von Divergenz und Gradient ein, ergibt sich:

∆Γf = divΓ

(
gradΓ(f)

)
=

2∑
α=1

Dτα( 2∑
β=1

(Dτβf)τ β

) · τα =

2∑
α=1

D2
ταf .

Definition 2.8. Ein parametrisiertes Flächenstück ist eine Immersion X : Ω→ R3 auf einem offenen
Parametergebiet Ω ⊂ R2. Man kann eine Untermannigfaltigkeit Γ von R3 lokal auch als Bild einer
solchen Immersion, deren Jacobi-Matrix Rang 2 hat, beschreiben. X heißt dann (reguläre) lokale
Parametrisierung.
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2. Einleitung

Im Folgenden werden, soweit nicht anders vermerkt, Ableitungen nach ξ1, ξ2, wobei ξ = (ξ1, ξ2)> ∈ Ω
ist, mit einem Index unten und Vektorkomponenten mit einem Index oben gekennzeichnet. Ableitun-
gen im R3 werden wie gewohnt durch ∂l, l = 1, 2, 3, dargestellt.

Die Ableitungen der Parametrisierung X1 und X2 im Punkt P ∈ Γ sind linear unabhängig und
stellen eine Basis des Tangentialraumes TPΓ dar.

Die wenigsten Oberflächen können global parametrisiert werden. Daher ist Γ zusammengesetzt aus
Teiloberflächen,

Γ =
⋃
j

Γj ,

die lokal parametrisiert sind. So bezeichnet auch im Folgenden X immer eine lokale Parametrisierung.
Die lokalen Parametrisierungen seien dabei so, dass Γ unendlich glatt ist, auch an den Übergängen
zwischen den Γj .

Definition 2.9. Eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit Γ heißt orientierbar, wenn es ein ste-
tiges Einheitsnormalenfeld ν auf Γ gibt, also eine global definierte stetige Zuordnung

P 7→
(
P ,ν(P )

)
∈ ⊥PΓ , P ∈ Γ .

Die Gerade ⊥PΓ enthält dabei die Vektoren, die senkrecht auf Γ stehen. In lokalen Koordinaten ist
der Normalenvektor

ν = ± X1 ×X2

|X1 ×X2|
.

Hier wird das positive Vorzeichen gewählt, sodass bei einer geschlossen Oberfläche ν nach außen zeigt.

Definition 2.10. Die erste Fundamentalform I : TPΓ× TPΓ→ R ist die Einschränkung des Skalar-
produkts auf alle Tangentialräume, also

I(τ 1, τ 2) = τ 1 · τ 2

für Tangentialvektoren τ 1, τ 2 ∈ TPΓ. In lokalen Koordinaten wird die erste Fundamentalform durch
die Matrix

g = (gαβ) ∈ R2×2 mit gαβ = Xα ·Xβ , α, β = 1, 2

beschrieben. g heißt metrischer Tensor.

Die obigen Definitionen der Differentialoperatoren sind unabhängig von der Parametrisierung der
Oberfläche. Für praktische Zwecke jedoch, also um sie konkret berechnen zu können, ist es nützlicher,
sie in lokalen Koordinaten auszudrücken:

gradΓ(f) =

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ
Xαfβ ,

divΓ(f) =
2∑

α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · fβ) .
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2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

Der Laplace-Beltrami-Operator als Hintereinanderausführung von Gradient und Divergenz ist damit

∆Γf = divΓ

(
gradΓ(f)

)
=

2∑
γ,δ=1

(
g−1
)
γδ
Xγ ·

(
2∑

α,β=1

(
g−1
)
αβ
fβXα

)
δ

=
1√

det(g)

2∑
α,β=1

(√
det(g)

(
g−1
)
αβ
fβ

)
α
.

Definition 2.11. Die Günter-Ableitungen sind die Richtungsableitungen entlang der orthogonalen
Projektionen der Standardbasis-Vektoren el in den Tangentialraum von Γ, also

Dl = ∂l − νl∂ν = ∂l − νl(ν · ∇) , l = 1, 2, 3 .

Dabei ist ∂ν = ν ·∇ die Normalenableitung und ∇ = (∂1, ∂2, ∂3)> der übliche dreidimensionale Nabla-
Operator.

Die Günter-Ableitungen sind Differentialoperatoren der Ordnung eins auf einer Umgebung Γ̃ von Γ in
R3. Sie sind linear abhängig, da die Tangentialoberfläche nur zweidimensional ist. Es gilt

3∑
l=1

νlDl = 0 .

Die Ableitungen ∂l sind für Funktionen auf Γ nicht definiert. Nimmt man eine Funktion f̃ auf Γ̃, so
kann man eine Funktion f : Ω→ R mit

f(ξ1, ξ2) = f̃
(
X1(ξ1, ξ2),X2(ξ1, ξ2),X3(ξ1, ξ2)

)
, ξ ∈ Ω ,

definieren.

Der Gradient von f ist mit der Graßmann-Identität und der Cramerschen Regel für g−1

gradΓ(f) =

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ
fβXα =

ν

|X1 ×X2|
× (X1f2−X2f1) =

ν

|X1 ×X2|
×

 f2X
1
1 − f1X

1
2

f2X
2
1 − f1X

2
2

f2X
3
1 − f1X

3
2

 .

Es gilt

f1 = X1
1∂1f̃ +X2

1∂2f̃ +X3
1∂3f̃ ,

f2 = X1
2∂1f̃ +X2

2∂2f̃ +X3
2∂3f̃ .

(2.2)
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2. Einleitung

Dies wird in den Gradienten eingesetzt:

gradΓ

(
f̃
∣∣
Γ

)
=

ν

|X1 ×X2|
×

 (X1
1X

2
2 −X1

2X
2
1)∂2f̃ + (X1

1X
3
2 −X1

2X
3
1)∂3f̃

(X1
2X

2
1 −X1

1X
2
2)∂1f̃ + (X2

1X
3
2 −X2

2X
3
1)∂3f̃

(X1
2X

3
1 −X1

1X
3
2)∂1f̃ + (X2

2X
3
1 −X2

1X
3
2)∂2f̃


=

1

|X1 ×X2|2


(
(X1 ×X2)2

)2
∂1f̃ − (X1 ×X2)1(X1 ×X2)3∂3f̃(

(X1 ×X2)3
)2
∂2f̃ − (X1 ×X2)1(X1 ×X2)2∂1f̃(

(X1 ×X2)1
)2
∂3f̃ − (X1 ×X2)2(X1 ×X2)3∂2f̃


− 1

|X1 ×X2|2

 (X1 ×X2)1(X1 ×X2)2∂2f̃ −
(
(X1 ×X2)3

)2
∂1f̃

(X1 ×X2)2(X1 ×X2)3∂3f̃ −
(
(X1 ×X2)1

)2
∂2f̃

(X1 ×X2)1(X1 ×X2)3∂1f̃ −
(
(X1 ×X2)2

)2
∂3f̃


= ∇f̃ − ν(ν · ∇f̃) = (D1,D2,D3)>f̃ .

Die Günter-Ableitungen lassen sich also als tangentiale Ableitungen ausdrücken,

Dlf =

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ
fβX

l
α , l = 1, 2, 3 .

Damit sind die Günter-Ableitungen auch für Funktionen auf Γ definiert.

Genauso kann man bei der Divergenz eines Vektorfeldes f̃ , das auf Γ̃ mit f̃
∣∣
Γ

= f definiert ist,
vorgehen: Mit der Lagrange-Identität erhält man

divΓ

(
f(ξ1, ξ2)

)
=

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · fβ) =
ν

|X1 ×X2|
· (X1 × f2 −X2 × f1) (2.3)

=
ν

|X1 ×X2|2
·

 f3
2X

2
1 − f3

1X
2
2 − f2

2X
3
1 + f2

1X
3
2

f1
2X

3
1 − f1

1X
3
2 − f3

2X
1
1 + f3

1X
1
2

f2
2X

1
1 − f2

1X
1
2 − f1

2X
2
1 + f1

1X
2
2

 .

Hier setzt man wieder die Ableitungen (2.2) ein:

divΓ

(
f̃
∣∣
Γ

)
=

ν

|X1 ×X2|
·

 (X1 ×X2)1∂2f̃
2
− (X1 ×X2)2∂1f̃

2

(X1 ×X2)2∂1f̃
1
− (X1 ×X2)1∂2f̃

1

(X1 ×X2)3∂1f̃
1
− (X1 ×X2)1∂3f̃

1



+
ν

|X1 ×X2|
·

 (X1 ×X2)1∂3f̃
3
− (X1 ×X2)3∂1f̃

3

(X1 ×X2)2∂3f̃
3
− (X1 ×X2)3∂2f̃

3

(X1 ×X2)3∂2f̃
2
− (X1 ×X2)2∂3f̃

2


=

3∑
l=1

(
∂lf̃

l
− νl

(
ν · ∇f̃

l
))

=
3∑
l=1

Dlf̃
l
.
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2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

Der Laplace-Beltrami-Operator schließlich lässt sich ausdrücken als

∆Γf̃
∣∣
Γ

=

3∑
l=1

D2
l f̃ .

Die Differentialoperatoren haben also durch die Darstellung über die Günter-Ableitungen eine zum
gewöhnlichen dreidimensionalen Fall analoge Form.

Definition 2.12. Für eine vektorwertige Funktion f : Γ → R3 ist die Matrix ∇Γf ∈ R3×3 definiert
als

(∇Γf)kl = Dkf l , k, l = 1, 2, 3 .

Definition 2.13. Das Skalarprodukt zweier Matrizen F und G ist definiert als

F : G =

3∑
k,l=1

FklGkl .

Der Normalenvektor ist normiert, also gilt |ν|2 = 1. Durch Ableiten dieser Gleichung erhält man
2ν · να = 0, also sind seine Ableitungen parallel zur Tangentialebene an Γ. Deshalb ist folgende
Abbildung wohldefiniert.

Definition 2.14. Die Jacobi-Matrizen Dν und DX können in jedem Punkt aufgefasst werden als
Abbildungen

Dν|P : R2 → TPΓ und DX|P : R2 → TPΓ .

In diesem Sinne ist die inverse Abbildung (DX|P )−1 auf TPΓ erklärt. Die Abbildung W, die punkt-
weise durch

W = − (Dν|P ) ◦ (DX|P )−1 : TPΓ→ TPΓ

definiert ist, heißt Weingarten-Abbildung.

Definition 2.15. Die Eigenwerte κ1 und κ2 der Matrix der Weingarten-Abbildung heißen Haupt-
krümmungen.

Definition 2.16. Die zweite Fundamentalform ist definiert durch

II(τ 1, τ 2) = I(Wτ 1, τ 2)

für Tangentialvektoren τ 1, τ 2 ∈ TPΓ. In lokalen Koordinaten wird die zweite Fundamentalform durch
die Matrix

h = (hαβ) ∈ R2×2 mit hαβ = ν ·Xαβ = −Xα · νβ = −Xβ · να , α, β = 1, 2 ,

beschrieben.
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2. Einleitung

Definition 2.17. Die Summe der Hauptkrümmungen, also die Spur der Matrix der Weingarten-
Abbildung,

H = κ1 + κ2 ,

heißt (doppelte) mittlere Krümmung H und Y = Hν mittlerer Krümmungsvektor. In lokalen Koor-
dinaten lässt sich H ausdrücken als

H =
g11h22 + g22h11 − 2g12h12

det(g)
.

Man beachte, dass hier im Gegensatz zur in der Differentialgeometrie üblichen Definition mit H die
doppelte mittlere Krümmung bezeichnet wird.

Definition 2.18. Das Produkt der Hauptkrümmungen, also die Determinante der Matrix der Wein-
garten-Abbildung,

K = κ1κ2 ,

heißt Gauß-Krümmung. In lokalen Koordinaten lässt sie sich ausdrücken als

K =
det(h)

det(g)
.

Definition 2.19. Sei X : Ω→ Γ ein Flächenstück und f : Γ→ R eine stetige reellwertige Funktion.
Dann ist für jede kompakte Teilmenge Ω̃ ⊂ Ω das Oberflächenintegral∫

X(Ω̃)

f dS =

∫
Ω̃

(f ◦X)(ξ1, ξ2)
√

det(g) dξ1 dξ2

wohldefiniert.

Genau wie im R3 gilt für eine skalarwertige Funktion f und eine vektorwertige tangentiale Funktion
f die Produktregel

divΓ(ff) = gradΓ(f) · f + fdivΓ(f) . (2.4)

Analog gilt auch die Formel der partiellen Integration∫
Γ

f∆Γf dS =

∫
∂Γ

f ∂ν∂Γ
f dL−

∫
Γ

gradΓ(f) · gradΓ(f) dS ,

wobei ν∂Γ der äußere Normalenvektor des Randes ∂Γ tangential zu Γ ist. Das Integral über den Rand
verschwindet bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten geschlossenen Oberflächen.

Für die Günter-Ableitungen ist die partielle Integration∫
Γ

fDkf dS = −
∫
Γ

(
fDkf + νkHff

)
dS , k = 1, 2, 3 .

Der Randterm wurde dabei schon vernachlässigt.
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2.4. Stationäre Formen und Variation

Lemma 2.1. Der mittlere Krümmungsvektor ist der Laplace-Beltrami-Operator angewendet auf die
Parametrisierung:

Y = ∆ΓX .

Definition 2.20. Das Geschlecht einer Fläche ist die maximale Anzahl möglicher Schnitte entlang
disjunkter, einfach geschlossener Kurven, sodass die Fläche nach dem Schnittvorgang immer noch
zusammenhängend ist.

Anschaulich kann man sich das Geschlecht als die Anzahl ”Löcher” der Oberfläche vorstellen. So hat
zum Beispiel eine Sphäre das Geschlecht Null und ein Torus das Geschlecht Eins.

Satz 2.1 (Theorem von Gauß-Bonnet). Für eine kompakte zweidimensionale orientierbare Unterman-
nigfaltigkeit Γ von R3 mit Geschlecht G gilt

FK =

∫
Γ

K dS = 4π(1− G) .

Das Integral FK ist also konstant, weil sich die Topologie der Fläche nicht ändert. Für die Evolution
spielt es daher keine Rolle und wird im Folgenden weggelassen.

2.4. Stationäre Formen und Variation

Die gesuchte Oberfläche minimiert das Energiefunktional. Ein Funktional bildet dabei eine Funktio-
nenklasse stetig auf R ab. In diesem Fall ist das Energiefunktional durch

F =
kc
2
Fh + Fk + FA,V =

∫
Γ

(
kc
2

(H −H0)2 +W0W (|r|) + λ

)
dS + µV (2.5)

gegeben. Es stellt also ein Integral der gesuchten Funktion, der Parametrisierung X, und ihren Ablei-
tungen, H = Y · ν = ∆ΓX · ν, dar. Um ein Minimum zu finden, wird Variationsrechnung verwendet.
Damit dies möglich ist, muss Γ orientierbar sein. Man betrachtet eine normale Variation von X [37]:

X(ξ1, ξ2) + tφ(ξ1, ξ2)ν(ξ1, ξ2)

mit einer glatten reellwertigen Funktion φ und −1
2 < t < 1

2 . Die Variation δφ mit einer Funktion in
Normalenrichtung φ = φν ist dabei

δφνF =
∂

∂t
F(X + tφν)

∣∣∣∣
t=0

.

Es wird also nach t abgeleitet und t anschließend Null gesetzt. Minimiert eine Oberfläche das Funk-
tional (2.5), so ist die Euler-Lagrange-Gleichung erfüllt:

δφνF = 0 .

Im folgenden Kapitel wird die Variation zu

δφνF = −
∫
Γ

vνφ dS

29



2. Einleitung

bestimmt mit

vν = −kc
(

∆ΓH +
1

2
H3 − 2KH + 2H0K −

1

2
H2

0H

)
+ λH − µ

+W0

(
W ′(|r|)r · ν

|r|
−HW (|r|) +

(
d2

0|r|−2 − 2
)
H

)
.

Damit die Variation für alle φ Null ist, muss die Bedingung

vν = 0

erfüllt sein. Das sich daraus ergebende Gradientenflussproblem ist dann, lokal durch X : Ω → Γ(t)
parametrisierte Oberflächen Γ(t) mit Γ(0) = Γ0 zu finden, sodass gilt [12]

∂X

∂t
= vνν .

Hier kann man t als Zeit interpretieren, das heißt jetzt ist t ∈ [0,∞). Dann ist die Variation immer
kleiner gleich Null und Γ minimiert für t→∞ das Energiefunktional.

Dabei genügt es, die Oberfläche Γ nur in Normalenrichtung um φν zu variieren, da tangentiale Bewe-
gungen eine glatte Oberfläche nicht ändern und nur die Form von Interesse ist. Eine weitere Möglichkeit
der Variation wäre ein Überhang (siehe Abbildung 2.7). Ein solcher Überhang könnte nicht durch eine
Variation φν beschrieben werden. Allerdings ist eine solche Form energetisch nachteilig [35], weshalb
Variationen in Normalenrichtung ausreichend sind.

Abbildung 2.7.: Variation von Γ in Form eines Überhangs, die nicht durch eine Funktion in Norma-
lenrichtung beschrieben werden kann.

2.5. Methode der finiten Elemente

In diesem Abschnitt wird die Methode der finiten Elemente, die zur numerischen Bestimmung des
Gradientenflusses verwendet wird, vorgestellt. Dabei wird nach [17] vorgegangen. Die Methode soll
am Beispiel des mittleren Krümmungsvektors erläutert werden. Die dazugehörige Gleichung für Y
lautet

Y = ∆ΓX .

Diese Gleichung wird numerisch gelöst, wobei die Oberfläche Γ diskret ist, also nur stückweise glatt. Der
gesuchte Krümmungsvektor wird durch ein Polynom niedriger Ordnung approximiert, das heißt er kann
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2.5. Methode der finiten Elemente

die Gleichung nicht punktweise erfüllen, sondern nur schwach, da die Glattheit der Ansatzfunktionen
nicht ausreicht. Dazu multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit einer auf Γ unendlich oft stetig
differenzierbaren Testfunktion φ und integriert über Γ:∫

Γ

Y · φdS =

∫
Γ

∆ΓX · φdS .

Durch partielle Integration lässt sich die Ordnung der Ableitung von X reduzieren:∫
Γ

Y · φdS = −
∫
Γ

∇ΓX : ∇ΓφdS . (2.6)

Hier werden nur noch die ersten Ableitungen vonX benötigt, sodass die Anforderungen anX geringer
werden.

Im folgenden Abschnitt werden die Räume, aus denen X und Y stammen, definiert. Dabei wird
nach [23] vorgegangen.

Definition der Räume

Definition 2.21. Der Schwartz-Raum S(R2) ist der Raum der schnell fallenden glatten Funktionen
und sein Dualraum S ′(R2) der Raum der temperierten Distributionen.

Definition 2.22. Die Fourier-Transformierte von φ ∈ S(R2) ist

φ̂(ξ) = (2π)−
3
2

∫
R2

e−ιξ·ξφ(ξ) dξ , ξ, ξ ∈ R2 .

Für eine Distribution f ∈ S ′(R2) ist die Fourier-Transformierte definiert als

f̂(φ) = f(φ̂) für alle φ ∈ S(R2) .

Definition 2.23. Sei p ∈ R und φ ∈ S(R2). Der Bessel-Potentialoperator J p : S(R2) → S(R2) ist
definiert als

(J pφ)(ξ) =

∫
R2

(
1 + |ξ|2

) p
2 φ̂(ξ)eιξ·ξ dξ , ξ ∈ R2 .

Für eine Distribution f ∈ S ′(R2) ist der Bessel-Potentialoperator J pf ∈ S ′(R2) definiert als

(J pf)(φ) = f(J pφ) für alle φ ∈ S(R2) .

Der Bessel-Potentialoperator verhält sich wie ein Differentialoperator der Ordnung p.

Definition 2.24. Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, ist für ein Gebiet Ω ⊂ R2 der Raum aller messbaren Funktionen
f : Ω→ R, sodass |f |p auf Ω integrierbar ist, also

‖f‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|f(ξ)|p dξ

 1
p

<∞ .
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2. Einleitung

Definition 2.25. Der Sobolev-Raum Hp(R2), p ∈ R, ist der Raum der Distributionen f, f ∈ S ′(R2)
mit J pf,J pf ∈ L2(R2) mit dem inneren Produkt〈

f, f
〉
Hp(R2)

=
〈
J pf,J pf

〉
L2(R2)

und der induzierten Norm

‖f‖2Hp(R2) = ‖J pf‖2L2(R2) =

∫
R2

(
1 + |ξ|2

)p |f̂(ξ)|2 dξ .

Für ein beschränktes Gebiet Ω ⊂ R2 ist der Sobolev-Raum definiert als die Einschränkung

Hp(Ω) =
{
f = f̃

∣∣∣
Ω

: f̃ ∈ Hp(R2)
}

mit der Norm
‖f‖Hp(Ω) = inf

f̃∈Hp(R2): f̃|
Ω

=f

(
‖f̃‖Hp(R2)

)
.

Definition 2.26. Sei q = (q1, q2) ∈ N2
0 ein Multiindex mit |q| = q1 + q2. Dann ist die Ableitung Dq

definiert als
Dq = (Dq1

1 , D
q2
2 )> .

Definition 2.27. L1
loc(Ω) ist der Raum der lokal integrierbaren Funktionen.

Definition 2.28. f ∈ L1
loc(Ω) heißt schwach differenzierbar, falls es eine Funktion Dqf ∈ L1

loc(Ω)
gibt mit ∫

Ω

f(ξ)Dqφ(ξ) d(ξ) = (−1)|q|
∫
Ω

Dqf(ξ)φ(ξ) d(ξ) ∀φ ∈ C∞(Ω) .

Dqf heißt dann die q-te schwache Ableitung von f .

Man beachte, dass in der Definition sowohl die schwache als auch die klassische Ableitung mit Dq

bezeichnet werden, da für klassisch differenzierbare Funktionen diese übereinstimmen.

Für den Spezialfall p ∈ N0 ist der Sobolev-Raum Hp(Ω) der Abschluss von C∞(Ω) bezüglich der
Sobolev-Norm,

Hp(Ω) = C∞(Ω)
‖·‖Hp(Ω)

,

mit

‖f‖Hp(Ω) =

∑
|q|≤p

‖Dqf‖2L2(Ω)

 1
2

.

Die Oberfläche Γ besteht aus einer beliebigen, aus endlich vielen Γj zusammengesetzten, überlappen-
den Parametrisierung

Γ =
⋃
j

Γj mit Γj =
{
P ∈ R3 : P = Xj(ξ), ξ ∈ Ωj ⊂ R2

}
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2.5. Methode der finiten Elemente

mit den offenen Parametergebieten Ωj und en lokalen Parametrisierungen Xj . Dieser Zerlegung un-
tergeordnet betrachtet man die aus nicht negativen Funktionen φj ∈ C∞(R2) bestehende Partition
der Eins ∑

j

φj(P ) = 1 , P ∈ Γ , φj(P ) = 0 für P ∈ Γ\Γj .

Jede Funktion f̃ auf Γ kann somit geschrieben werden als

f̃(P ) =
∑
j

φj(P )f̃(P ) =
∑
j

f̃j(P ) für P ∈ Γ mit f̃j(P ) = φj(P )f̃(P ) für P ∈ Γj .

Einsetzen der lokale Parametrisierung ergibt

f̃j(P ) = φj(P )f̃(P ) = φj
(
Xj(ξ)

)
f̃
(
Xj(ξ)

)
= fj(ξ) , ξ ∈ Ωj .

Für die so definierten Funktionen fj(ξ) und p ≥ 0 wird nun der Sobolev-Raum Hp(Ωj) zusammen mit
den Normen ‖fj‖Hp(Ωj) betrachtet. Damit kann nun der Sobolev-Raum Hp(Γ) mit der Norm

‖f̃‖Hp
X(Γ) =

∑
j

‖fj‖2Hp(Ωj)

 1
2

definiert werden. Diese Norm ist abhängig von der Parametrisierung X, jedoch sind die Normen zu
verschiedenen Parametrisierungen äquivalent.

Die Parametrisierung X muss aus dem Sobolev-Raum
(
H1(Γ)

)3
und der mittlere Krümmungsvektor

Y aus L2(Γ) stammen. Bei der Willmore-Evolution erhält man im nächsten Kapitel die Aufgabenstel-
lung, für eine Anfangsoberfläche Γ0 X und Y zu finden mit X(Ω, 0) = Γ0, sodass

0 =

∫
Γ

∂X

∂t
· φdS −

∫
Γ

∇ΓY : ∇ΓφdS +

∫
Γ

∇ΓY :
(
D(φ)∇ΓX

)
dS −

∫
Γ

divΓ(Y )divΓ(φ) dS

−1

2

∫
Γ

|Y |2∇ΓX : ∇ΓφdS , (2.7)

0 =

∫
Γ

Y ·ψ dS +

∫
Γ

∇ΓX : ∇Γψ dS

mit D(φ)ln = Dlφn +Dnφl für alle Testfunktionen φ und ψ erfüllt ist. Hier wird auch Y abgeleitet,

sodass Y ∈ L2(Γ) nicht mehr ausreicht und ebenfalls Y ∈
(
H1(Γ)

)3
gelten muss.

Raumdiskretisierung

Das Problem

Gesucht ist Y ∈
(
H1(Γ)

)3
mit

∫
Γ

Y · φdS = −
∫
Γ

∇ΓX : ∇ΓφdS ∀ φ ∈
(
H1(Γ)

)3
.
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2. Einleitung

wird beim Diskretisierungsansatz durch folgendes Problem ersetzt:

Gesucht ist Y h ∈
(
H1
h(Γh)

)3
mit

∫
Γh

Y h · φdS = −
∫
Γh

∇ΓhXh : ∇ΓhφdS ∀ φ ∈
(
H1
h(Γh)

)3
.

(2.8)

Der Lösungsraum
(
H1(Γ)

)3
wird durch einen endlich-dimensionalen Teilraum

(
H1
h(Γh)

)3
, genannt

Ansatzraum, ersetzt. Aus diesem stammen auch die Testfunktionen. Die geschlossene glatte zweidi-
mensionale Oberfläche Γ in R3 wird durch eine Triangulierung Γh repräsentiert:

Γh =

ND⋃
j=1

T j und Ti ∩ Tj = ∅ für i 6= j .

Tj , j = 1, ..., ND, sind dabei offene Dreiecke und ND gibt die Anzahl der Dreiecke an. Für i 6= j ist
der Durchschnitt der Abschlüsse, T i ∩ T j , leer, eine gemeinsame Seite oder eine gemeinsame Ecke.
Dabei darf die Ecke eines Dreiecks nicht in der Seite eines anderen Dreiecks liegen, sondern muss dort
ebenfalls eine Ecke bilden. In Abbildung 2.8 ist dargestellt, wie die Dreieck angeordnet sein dürfen
und welche Konfiguration verboten ist.

Abbildung 2.8.: Zulässige (grün) und nicht zulässige (rot) Anordnung von Dreiecken.

Die Dreiecke dürfen nicht entartet sein, das heißt alle Winkel müssen echt größer Null sein. Ein Beispiel
für eine triangulierte Oberfläche ist in Abbildung 2.9 zu sehen.
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2.5. Methode der finiten Elemente

Abbildung 2.9.: Triangulierung einer erythrozytenähnlichen Oberfläche mit 5120 Dreiecken.

Eine triangulierte Oberfläche Γ wird durch eine Parametrisierung dargestellt, die lokal auf einem
Dreieck Tj die Form

X(ξ1, ξ2) =

3∑
l=1

P jlφjl(ξ1, ξ2)

hat. Dabei sind die P jl , l = 1, 2, 3 die Dreiecksknoten und

φj1(ξ1, ξ2) = 1− ξ1 − ξ2 ,

φj2(ξ1, ξ2) = ξ1 , (2.9)

φj3(ξ1, ξ2) = ξ2 ,

wobei die Knoten lokal von eins bis drei durchnummeriert werden (siehe Abbildung 2.10).

0
1

1

1 2

3

12

3

Abbildung 2.10.: Abbildung vom zweidimensionalen Referenzdreieck auf das Dreieck innerhalb der
Triangulierung.
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2. Einleitung

Der Ansatzraum für die Lösung besteht ebenfalls aus stückweise linearen, stetigen Funktionen:

H1
h(Γh) =

{
φ ∈ C0(Γh) : φ|Tj Polynom erster Ordnung für alle Tj ⊂ Γh

}
.

Funktionen können somit durch

fh(ξ1, ξ2) =

NK∑
i=1

fiφi(ξ1, ξ2)

dargestellt werden, wobei NK die Anzahl der Knoten, fi die Werte von f in den Knoten und φi die
Knotenbasisfunktionen sind. Diese haben den Wert 1 im i-ten Knoten, den Wert 0 in allen anderen
Knoten und sind dazwischen linear. Auf einem Dreieck haben sie die Form (2.9).

Die glatten Problemstellungen (2.6) und (2.7) sind auch für polyhedrale Oberflächen wohldefiniert,
da alle Ableitungen L2-integrabel sind. Diese Formulierungen können also zur Approximation von
Lösungen durch finite Elemente verwendet werden.

Zur Lösung des diskreten Problems (2.8) werden nun Xh und Y h mit den Knotenbasisfunktionen
dargestellt:

Xh =

NK∑
i=1

Xiφi ,

Y h =

NK∑
i=1

Yiφi .

Γ wird dabei durch die Triangulierung Γh repräsentiert und Xi beziehungsweise Yi sind die Werte von
X beziehungsweise Y im i-ten Knoten. Die Testfunktionen sind φjel für j = 1, . . . , NK und l = 1, 2, 3.
Damit erhält man∫

Γh

(
NK∑
i=1

Yiφi

)
· (φjel) dS = −

∫
Γh

∇Γh

(
NK∑
i=1

Xiφi

)
· ∇Γh (φjel) dS , j = 1, . . . , NK , l = 1, 2, 3 .

Da die Xi beziehungsweise Yi konstant sind, können sie aus dem Integral gezogen werden und es muss
nur noch über die bekannten Knotenbasisfunktionen integriert werden:

NK∑
i=1

∫
Γh

φiφj dS

Yl
i = −

NK∑
i=1

∫
Γh

gradΓh
(φi) · gradΓh

(φj) dS

Xl
i , j = 1, . . . , NK , l = 1, 2, 3 .

Fasst man die Integrale als Matrixeinträge

Mij =

∫
Γh

φiφj dS ,

Sij =

∫
Γh

gradΓh
φi · gradΓh

φj dS
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2.5. Methode der finiten Elemente

der sogenannten Massenmatrix M und Steifheitsmatrix S auf und fasst die Knotenwerte von X und
Y in Vektoren zusammen

Xl =
(
Xl

1, . . . ,X
l
NK

)>
,

Yl =
(
Yl

1, . . . ,Y
l
NK

)>
,

so kann man die Gleichungen als lineares Gleichungssystem schreiben:

MYl = −SXl , l = 1, 2, 3 . (2.10)

Um nun die Werte von Y in den Knoten zu erhalten, muss man dieses Gleichungssytem lösen. M ist
dabei als Matrix des L2-Skalarprodukts

〈φi, φj〉 =

∫
Γh

φiφj dS ,

wobei die Knotenbasisfunktionen φi ≥ 0 und φi 6≡ 0 sind, symmetrisch positiv definit.

Alternativ kann Γ auch durch eine Triangulierung aus gekrümmten Dreiecken dargestellt werden,
deren Seiten quadratische Polynome sind [16] (siehe Abb. 2.11).
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Abbildung 2.11.: Abbildung vom zweidimensionalen Referenzdreieck auf das Dreieck innerhalb der
Triangulierung zweiter Ordnung.

Hier werden die Knoten auf jedem Dreieck von eins bis sechs durchnummeriert. Die Knotenbasisfunk-
tionen sind in diesem Fall

φj1(ξ1, ξ2) = 2ξ2
1 + 2ξ2

2 + 4ξ1ξ2 − 3ξ1 − 3ξ2 + 1 ,

φj2(ξ1, ξ2) = −4ξ2
1 − 4ξ1ξ2 + 4ξ1 ,

φj3(ξ1, ξ2) = 2ξ2
1 − ξ1 ,

φj4(ξ1, ξ2) = 4ξ1ξ2 ,

φj5(ξ1, ξ2) = 2ξ2
2 − ξ2 ,

φj6(ξ1, ξ2) = −4ξ2
2 − 4ξ1ξ2 + 4ξ2 .
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2. Einleitung

Die vorherige Berechnung kann für quadratische Knotenbasisfunktionen analog durchgeführt werden
und es ergibt sich ebenso ein Gleichungssystem der Form (2.10).

Zeitdiskretisierung

Die zeitliche Ableitung der zeitabhängigen Parametrisierung X(ξ1, ξ2, t) mit X : Ω × R+
0 → R3 wird

durch einen Differenzenquotienten angenähert [12]:

∂

∂t
X(ξ1, ξ2,mT ) ≈ X

m+1(ξ1, ξ2)−Xm(ξ1, ξ2)

T
.

Dabei ist T die Schrittweite und Xm beziehungsweise Xm+1 die Parametrisierung im m-ten bezie-
hungsweise (m+ 1)-ten Zeitschritt, also

Xm(ξ1, ξ2) ≈X(ξ1, ξ2,mT ) beziehungsweise Xm+1(ξ1, ξ2) ≈X
(
ξ1, ξ2, (m+ 1)T

)
.

In einer Differentialgleichung für X werden dann die restlichen vorkommenden Größen möglichst im
(m + 1)-ten Zeitschritt gewählt, um ein implizites Verfahren zu erhalten, damit größere Zeitschritte
gewählt werden können. Im Beispiel des mittleren Krümmungsvektors ist es möglich, überall die Größe
des nächsten Zeitschrittes zu nehmen, jedoch würden in späteren Kapiteln Nichtlinearitäten auftreten,
dort wird dann die Größe im m-ten Zeitschritt eingesetzt.
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3. Variation der freien Energie

In diesem Kapitel soll die Variation des Funktionals

F =

∫
Γ

(
kc
2

(H −H0)2 +W0W (|r|) + λ

)
dS + µV

= kcFw +
kc
2

∫
Γ

(
H2

0 − 2H0H
)

dS + Fk + FA,V

hergeleitet werden, wobei die spontane Krümmung H0 konstant ist. Dazu benötigt man zunächst die
Variation des Willmore-Funktionals

Fw =
1

2

∫
Γ

H2 dS .

Sie wurde in [12] berechnet und soll hier dargestellt werden. Die Variation der mittleren Krümmung
H, des Flächenelements dS, des Kontakt-Funktionals Fk und des Volumens V werden ebenfalls in
diesem Kapitel bestimmt.

3.1. Variation des Willmore-Funktionals

In diesem Abschnitt wird die Variation mit einer vektorwertigen Funktion φ (nicht notwendigerweise
in Normalenrichtung) des Willmore-Funktionals bestimmt.

Bei Anwendung der Kettenregel,

δφFw = δφ

∫
Ω

H2
√

det(g) dξ1 dξ2 =

∫
Γ

HδφH dS +
1

2

∫
Ω

H2 δφ

(√
det(g)

)
dξ1 dξ2 ,

zeigt sich, dass unter anderem die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors
bestimmt werden muss.

Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors

Durch

δφ
√

det(g) =
1

2
√

det(g)
δφ det(g) =

1

2
√

det(g)
(δφg11g22 + g11δφg22 − 2g12δφg12) .

ist die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors gegeben. Dafür wird die Varia-
tion des metrischen Tensors benötigt:

δφgαβ = (δφXα) ·Xβ +Xα · (δφXβ) .

39



3. Variation der freien Energie

Die Variation der Tangentialvektoren ist

δφXα =
∂

∂t
(Xα + tφα)

∣∣∣∣
t=0

= φα .

Es ergibt sich für die Variation des metrischen Tensors

δφgαβ = (φα ·Xβ) + (Xα · φβ) .

Man erhält für die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors

δφ
√

det(g) =
1√

det(g)

(
(X1 · φ1)g22 + g11(X2 · φ2)− g12(X1 · φ2)− g12(X2 · φ1)

)
.

Mit Hilfe des inversen metrischen Tensors ergibt sich

δφ
√

det(g) =
2∑

α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · φβ)
√

det(g) = divΓ(φ)
√

det(g) . (3.1)

Die Divergenz lässt sich durch Erweiterung mit dem Kronecker-Delta

δαδ =
2∑

γ=1

(
g−1
)
γδ
gαγ ,

das dadurch zustande kommt, dass das Produkt von g mit seinem Inversen die Einheitsmatrix ist,
auch als Matrix-Skalarprodukt ausdrücken:

divΓ(φ) =

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · φβ) =

2∑
α,β,γ,δ=1

3∑
l=1

(
g−1
)
αβ

(
g−1
)
γδ
φlβX

l
δgαγ

=
2∑

α,β,γ,δ=1

3∑
l,n=1

(
g−1
)
αβ

(
g−1
)
γδ
φnβX

l
γX

l
αX

n
δ =

3∑
l,n=1

DlφnDlXn = ∇ΓX : ∇Γφ .

Also erhält man für die Variation der Fläche:

δφA =

∫
Ω

δφ

(√
det(g)

)
dξ1 dξ2 =

∫
Γ

∇ΓX : ∇Ωφ
√

det(g) dξ1 dξ2 =

∫
Γ

∇ΓX : ∇ΓφdS . (3.2)

Variation des quadrierten mittleren Krümmungsvektors

Der mittlere Krümmungsvektor ist Y = ∆ΓX. In schwacher Formulierung und mit partieller Integra-
tion ergibt sich

0 =

∫
Γ

Y ·ψ dS +

∫
Γ

∇ΓX : ∇Γψ dS =

∫
Γ

Y ·ψ dS + δψA .
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3.1. Variation des Willmore-Funktionals

Die Variation des Willmore-Funktionals ist

δφFw =
1

2
δφ

∫
Γ

|Y |2 dS =

∫
Γ

Y · (δφY ) dS +
1

2

∫
Γ

|Y |2divΓ(φ) dS .

Der gestörte mittlere Krümmungsvektor Y , der sich aus der gestörten Parametrisierung X+ tφ durch
∆Γ(X + tφ) ergibt, wird durch∫

Ω

Y ·ψ
√

det(g) dξ1 dξ2 +

∫
Ω

δφ

(√
det(g)

)
dξ1 dξ2 = 0

bestimmt. Die Gleichung wird nun nach t abgeleitet und anschließend wird t = 0 gesetzt:∫
Γ

(δφY ) ·ψ dS +

∫
Γ

(Y ·ψ)divΓ(φ) dS + δψ(δφA) = 0 . (3.3)

Dafür wird die zweite Variation der Fläche δψ(δφA) benötigt.

Zweite Variation der Fläche

Es muss die Variation der bereits bekannten Variation der Wurzel des metrischen Tensors (3.1) be-
rechnet werden:

δψ(δφA) =

∫
Γ

δψ

 2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · φβ)

 dS

=

∫
Γ

2∑
α,β=1

δψ
(
g−1
)
αβ

(Xα · φβ) dS +

∫
Γ

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(δψXα · φβ) dS

+

∫
Ω

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · φβ)δψ

(√
det(g)

)
dξ1 dξ2 .

Die Variation des inversen metrischen Tensors kann man aus der Variation des metrischen Tensors
bestimmen, indem man die Variation beider Seiten von

2∑
β=1

(
g−1
)
αβ
gβγ = δαγ

bestimmt:

δψ
(
g−1
)
αβ

= −
2∑

γ,δ=1

(
g−1
)
αγ

(
g−1
)
βδ
δψgγδ = −

2∑
γ,δ=1

(
g−1
)
αγ

(
g−1
)
βδ

(
(ψδ ·Xγ) + (Xδ ·ψγ)

)
.
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3. Variation der freien Energie

Es folgt

δψ(δφA) = −
∫
Γ

2∑
α,β,γ,δ=1

(
g−1
)
αγ

(
g−1
)
βδ

(
(Xγ ·ψδ) + (Xδ ·ψγ)

)
(Xα · φβ) dS

+

∫
Γ

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(φα ·ψβ) dS

+

∫
Γ

2∑
α,β,γ,δ=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · φβ)
(
g−1
)
γδ

(Xγ ·ψδ) dS .

Schreibt man die Skalarprodukte aus, so ergibt sich

δψ(δφA) = −
∫
Γ

2∑
α,β,γ,δ=1

3∑
l,n=1

(
g−1
)
αγ

(
g−1
)
βδ
φnβψ

l
δX

l
γX

n
α dS

−
∫
Γ

2∑
α,β,γ,δ=1

3∑
l,n=1

(
g−1
)
αγ

(
g−1
)
βδ
X l

δψ
l
γX

n
αφ

n
β dS

+

∫
Γ

2∑
α,β=1

3∑
l=1

(
g−1
)
αβ
φlβψ

l
α dS +

∫
Γ

divΓ(φ)divΓ(ψ) dS .

Es gilt

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ
X l

αX
n
β = δln − νlνn , l, n = 1, 2, 3 (3.4)

(siehe Anhang). Damit folgt

δψ(δφA) = −
∫
Γ

3∑
l,n=1

DlφnDnψl dS −
∫
Γ

2∑
α,β=1

3∑
l,n=1

(
δln − νlνn

) (
g−1
)
αβ
φlαψ

n
β dS

+

∫
Γ

2∑
α,β=1

3∑
l=1

(
g−1
)
αβ
φlβψ

l
α dS +

∫
Γ

divΓ(φ)divΓ(ψ) dS

= −
∫
Γ

3∑
l,n=1

DlφnDnψl dS +

∫
Γ

2∑
α,β=1

3∑
l,n=1

νlνn
(
g−1
)
αβ
φlαψ

n
β dS

+

∫
Γ

divΓ(φ)divΓ(ψ) dS .
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3.1. Variation des Willmore-Funktionals

Variation des Willmore-Funktionals

Einsetzen der zweiten Variation in die Bestimmungsgleichung für die Variation von Y (3.3) ergibt

0 =

∫
Γ

(δφY ) ·ψ dS +

∫
Γ

(Y ·ψ)divΓ(φ) dS −
∫
Γ

3∑
l,n=1

DlφnDnψl dS

+

∫
Γ

2∑
α,β=1

3∑
l,n=1

νlνn
(
g−1
)
αβ
φlαψ

n
β dS +

∫
Γ

divΓ(φ)divΓ(ψ) dS .

Es gilt

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ
φlαψ

n
β =

2∑
α,β,γ,δ=1

(
g−1
)
αβ

(
g−1
)
γδ
gαγφ

l
βψ

n
δ =

3∑
k=1

DkφlDkψn , l, n = 1, 2, 3 .

Der Normalenvektor steht senkrecht auf dem tangentialen Gradienten, sodass

ν · gradΓ(φn) =
3∑
l=1

νlDlφn = 0

gilt. Damit ergibt sich für den Term

2∑
α,β=1

3∑
l,n=1

νlνn
(
g−1
)
αβ
φlαψ

n
β −

3∑
l,n=1

DlφnDnψl

=
3∑

k,l,n=1

νlνnDkφlDkψn −
3∑

l,n=1

(
Dlφn +Dnφl

)
Dnψl +∇Γφ : ∇Γψ .

Mit der Bezeichnung D(φ)ln = Dlφn+Dnφl und wegen der Orthogonalität des Normalenvektors zum
Gradienten erhält man

3∑
k,l,n=1

νlνnD(φ)knDkψl −
3∑

k,n=1

D(φ)knDkψn +∇Γφ : ∇Γψ

=
3∑

k,l,n=1

D(φ)kn

(
νlνn − δln

)
Dkψl +∇Γφ : ∇Γψ .

Mit (3.4) und aus der Symmetrie von ∇ΓX ergibt sich

−
3∑

k,l,n=1

D(φ)kn(∇ΓX)ln(∇Γψ)kl +∇Γφ : ∇Γψ

= −
3∑

l,n=1

(
D(φ)∇ΓX

)
ln

(∇Γψ)ln +∇Γφ : ∇Γψ

= −
(
D(φ)∇ΓX

)
: ∇Γψ +∇Γφ : ∇Γψ .
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3. Variation der freien Energie

Daher gilt

0 =

∫
Γ

δφY ·ψ dS +

∫
Γ

(Y ·ψ)divΓ(φ) dS −
∫
Γ

(
D(φ)∇ΓX

)
: ∇Γψ dS +

∫
Γ

∇Γφ : ∇Γψ dS

+

∫
Γ

divΓ(φ)divΓ(ψ) dS .

Einsetzen von ψ = Y ergibt∫
Γ

(δφY ) · Y dS = −
∫
Γ

|Y |2divΓ(φ) dS +

∫
Γ

(
D(φ)∇ΓX

)
: ∇ΓY dS −

∫
Γ

∇Γφ : ∇ΓY dS

−
∫
Γ

divΓ(Y )divΓ(φ) dS .

Für divΓ(φ) erhält man, wobei wieder verwendet wird, dass das Matrixprodukt von g mit seiner
Inversen die Einheitsmatrix ist,

divΓ(φ) =
2∑

α,β=1

3∑
n=1

(
g−1
)
αβ
Xn

αφ
n
β =

2∑
α,β,γ,δ=1

3∑
n=1

(
g−1
)
αβ
Xn

α

(
g−1
)
γδ
φnβgαγ

=

2∑
α,β,γ,δ=1

3∑
l,n=1

(
g−1
)
αβ
Xn

δX
l
α

(
g−1
)
γδ
φnβX

l
γ =

3∑
l,n=1

DlXnDlφn = ∇ΓX : ∇Γφ .

Damit ergibt sich für die Variation des Willmore-Funktionals

δφFw =

∫
Γ

(
D(φ)∇ΓX

)
: ∇ΓY dS −

∫
Γ

∇Γφ : ∇ΓY dS −
∫
Γ

divΓ(Y )divΓ(φ) dS

−1

2

∫
Γ

|Y |2∇ΓX : ∇ΓφdS . (3.5)

Variation in Normalenrichtung

Betrachtet man nun den Spezialfall der Variation in Normalenrichtung, so ist φ = φν und die Variation
berechnet sich zu

δφνFw =

∫
Γ

((
∇Γ(φν) +

(
∇Γ(φν)

)>)∇ΓX

)
: ∇Γ(Hν) dS −

∫
Γ

∇Γ(φν) : ∇Γ(Hν) dS

−
∫
Γ

divΓ(Hν)divΓ(φν) dS − 1

2

∫
Γ

H2∇ΓX : ∇Γ(φν) dS .
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3.1. Variation des Willmore-Funktionals

Die einzelnen Terme können mit der Produktregel ausgerechnet werden. Der erste Term wird

(
∇Γ(φν)∇ΓX

)
: ∇Γ(Hν) =

3∑
k,l,n=1

(DkφνnDnX lDkHνl +DkφνnDnX lDkνlH

3∑
k,l,n=1

( +DkνnφDnX lDkHνl +DkνnφDnX lDkνlH)

=

3∑
k,l=1

(
Dkφ

(
ν · gradΓ(X l)

)
DkHνl +Dkφ

(
ν · gradΓ(X l)

)
DkνlH

)

+
3∑

k,n=1

Dkνnφ(DnX · ν)DkH + (∇Γν∇ΓX) : ∇ΓνHφ .

Die Günter-Ableitung Dn angewendet auf X ergibt

DnX =

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ
XβX

n
α

und ist somit orthogonal zu ν. Damit verschwindet das Skalarprodukt mit ν, ebenso das Skalarprodukt
von ν mit dem Gradienten:(

∇Γ(φν)∇ΓX
)

: ∇Γ(Hν) = (∇Γν∇ΓX) : ∇ΓνHφ .

Für den zweiten Term wird ähnlich verfahren:

((
∇Γ(φν)

)>∇ΓX
)

: ∇Γ(Hν) =
3∑

k,l,n=1

(DnφνkDnX lDkHνl +DnφνkDnX lDkνlH

3∑
k,l,n=1

( +DnνkφDnX lDkHνl +DnνkφDnX lDkνlH)

=
(
(∇Γν)>∇ΓX

)
: ∇ΓνHφ .

Der dritte Term ist

−∇Γ(φν) : ∇Γ(Hν) = −
3∑

k,l=1

(
DkφνlDkHνl +DkφνlDkνlH +DkνlφDkHνl + (Dkνl)2φH

)
= −

(
gradΓ(φ) · gradΓ(H)

)
(ν · ν)−

3∑
k,l=1

(DkφνlDkνlH +DkνlφDkHνl)

−(∇Γν : ∇Γν)Hφ .
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3. Variation der freien Energie

Das Integral über diesen Term ergibt mit partieller Integration

−
∫
Γ

∇Γ(φν) : ∇Γ(Hν) dS = −
∫
Γ

(
gradΓ(φ) · gradΓ(H)

)
dS −

3∑
k,l=1

∫
Γ

DkφνlDkνlH dS

−
3∑

k,l=1

∫
Γ

DkνlφDkHνl dS −
∫
Γ

∇Γν : ∇ΓνHφ dS

=

∫
Γ

∆ΓHφ dS +

3∑
k,l=1

∫
Γ

φ(Dkνl)2H + φνlD2
kν

lH + φνlDkνlDkH dS

+

3∑
k,l=1

∫
Γ

νkHφν
lDkνlH dS −

3∑
k,l=1

∫
Γ

DkνlφDkHνl dS

−
∫
Γ

∇Γν : ∇ΓνHφ dS

=

∫
Γ

∆ΓHφ dS +

∫
Γ

∇Γν : ∇ΓνHφ dS +

∫
Γ

(ν ·∆Γν)Hφ dS

−
∫
Γ

∇Γν : ∇ΓνHφ dS .

Dabei wurde wieder verwendet, dass der Normalenvektor orthogonal zum Gradienten ist. Der vierte
Term berechnet sich nach der Produktregel zu

−divΓ(Hν)divΓ(φν) = −
(
gradΓ(H) · ν +HdivΓ(ν)

)(
gradΓ(φ) · ν + φ divΓ(ν)

)
.

Aus dem Verschwinden des Skalarprodukts des tangentialen Gradienten mit dem Normalenvektor folgt

−divΓ(Hν)divΓ(φν) = −H
(
divΓ(ν)

)2
φ .

Die Divergenz des Normalenvektors ist

divΓ(ν) =

2∑
α,β=1

(
g−1
)
αβ

(Xα · νβ) = −
2∑

α,β=1

(
g−1
)
αβ
hαβ = −H , (3.6)

sodass
−divΓ(Hν)divΓ(φν) = −H3φ

gilt. Für den fünften Term gilt schließlich

−1

2
H2∇ΓX : ∇Γ(φν) = −1

2
H2

3∑
k,l=1

(DkX lDkφνl +DkX lDkνlφ)

= −1

2
H2

(
3∑

k=1

(DkX · ν)Dkφ+∇ΓX : ∇Γνφ

)
.
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3.1. Variation des Willmore-Funktionals

Aus der Orthogonalität der Günter-Ableitung Dk angewendet auf X zu ν ergibt sich

−1

2
H2∇ΓX : ∇Γ(φν) = −1

2
H2∇ΓX : ∇Γνφ .

Das Integral über diesen Term berechnet sich mit partieller Integration zu

−1

2

∫
Γ

H2∇ΓX : ∇Γ(φν) dS = −1

2

3∑
k,l=1

∫
Γ

H2DkX lDkνlφ dS

=
1

2

3∑
k,l=1

∫
Γ

2HDkHDkX lνlφ+H2D2
kX

lνlφ+H2DkX lνlDkφdS

+
1

2

3∑
k,l=1

∫
Γ

νkH
2DkX lνlφ dS

=
1

2

∫
Γ

3∑
k=1

(2HDkHφ+H2Dkφ)(DkX l · ν) +H2(∆ΓX · ν)φ dS .

Das Skalarprodukt der Günter-Ableitung der Parametrisierung mit dem Normalenvektor verschwindet
wieder und mit ∆ΓX = Y = Hν folgt

−1

2

∫
Γ

H2∇ΓX : ∇Γ(φν) dS =
1

2

∫
Γ

H3φ dS .

Zusammengefasst ergibt sich für die Variation des Willmore-Funktionals

δφνFw =

∫
Γ

(
(∇Γν∇ΓX) : ∇Γν +

(
(∇Γν)>∇ΓX

)
: ∇Γν + (ν ·∆Γν)− 1

2
H2

)
Hφ dS

+

∫
Γ

∆ΓHφ dS .

Der erste Term lässt sich, wenn man die Summe über k als Skalarprodukt auffasst, formulieren als

(∇Γν∇ΓX) : ∇Γν =
3∑

k,l,n=1

DkνnDnX lDkνl =
3∑

l,n=1

gradΓ(νn) · gradΓ(νl)DnX l .

Mit der Formel für den Gradienten und mittels Umschreiben des Skalarprodukts als Summe über n
folgt

(∇Γν∇ΓX) : ∇Γν =
2∑

α,β,γ,δ=1

3∑
k,l,n=1

(
g−1
)
αβ
Xk

αν
n
β

(
g−1
)
γδ
Xk

γν
l
δDnX l

=
2∑

α,β=1

3∑
l,n=1

(
g−1
)
αβ
νnβν

l
αDnX l =

2∑
α,β=1

3∑
l=1

(
g−1
)
αβ
νβ · gradΓ(X l)νlα .
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3. Variation der freien Energie

Setzt man wieder die Formel für den Gradienten ein, so ergibt sich

(∇Γν∇ΓX) : ∇Γν =

2∑
α,β,γ,δ=1

(
g−1
)
αβ

(
g−1
)
γδ
hβγhαδ

=
1

det(g)2
(g2

22h
2
11 − 4g12g22h11h12 + 2g11g22h

2
12 + 2g2

12h
2
12 + 2g2

12h11h22

1

det(g)2
(− 4g11g12h12h22 + g2

11h
2
22) = H2 − 2K .

Beim zweiten Term kann man die Summe über n ebenfalls als Skalarprodukt auffassen:

(
(∇Γν)>∇ΓX

)
: ∇Γν =

3∑
k,l,n=1

DnνkDnX lDkνl =
3∑

k,l=1

gradΓ(νk) · gradΓ(X l)Dkνl .

Die Formel für den Gradienten und Formulieren der Summe über k als Skalarprodukt liefert

(
(∇Γν)>∇ΓX

)
: ∇Γν =

2∑
α,β=1

3∑
k,l=1

(
g−1
)
αβ
νkβX

l
αDkνl =

2∑
α,β=1

3∑
l=1

(
g−1
)
αβ
νβ · gradΓ(νl)X l

α .

Durch Einsetzen des Gradienten erhält man das gleiche Ergebnis wie beim ersten Term:

(
(∇Γν)>∇ΓX

)
: ∇Γν =

2∑
α,β,γ,δ=1

(
g−1
)
αβ

(
g−1
)
γδ
hβγhαδ = (∇Γν∇ΓX) : ∇Γν .

Für den dritten Term ergibt sich

(ν ·∆Γν) =
2∑

α,β=1

(
g−1
)
αβ

(ν · ναβ) .

Dafür werden die Ableitungen des Normalenvektors benötigt:

να =
1

|X1 ×X2|

(
(X1 ×X2)α −

(
ν · (X1 ×X2)α

)
ν
)
,

ναβ =
1

|X1 ×X2|

(
(X1 ×X2)αβ −

(
ν · (X1 ×X2)α

)
β
ν −

(
ν · (X1 ×X2)α

)
νβ (3.7)

1

|X1 ×X2|

(
−
(
ν · (X1 ×X2)β

)
να

)
.

Das Produkt der zweiten Ableitung des Normalenvektors mit dem Normalenvektor ist damit

ναβ · ν = − 1

|X1 ×X2|
(
νβ · (X1 ×X2)α

)
(3.8)

und das Produkt des abgeleiteten Normalenvektors mit der Ableitung des Kreuzprodukts

νβ · (X1 ×X2)α = − 1√
det(g)

(g12h1αhβ2 − g22h1αh1β − g11hα2hβ2 + g12h1βhα2) . (3.9)
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3.2. Normale Variation der mittleren Krümmung

Damit ist schließlich der dritte Term das Negative des ersten:

(ν ·∆Γν) = −
2∑

α,β,γ,δ=1

(
g−1
)
αβ

(
g−1
)
γδ
hαγhβδ = −(∇Γν∇ΓX) : ∇Γν .

Also ist die normale Variation des Willmore-Funktionals

δφνFw =

∫
Γ

(
∆ΓH +

1

2
H3 − 2KH

)
φ dS . (3.10)

3.2. Normale Variation der mittleren Krümmung

Hier soll die normale Variation der mittleren Krümmung

H =
g11h22 − 2g12h12 + g22h11

g11g22 − g2
12

berechnet werden. Mit Produkt- und Quotientenregel ergibt sich

δφνH =
1

det2(g)

(
(g11g22 − g2

12)(δφνg11h22 + g11δφνh22 − 2δφνg12h12 − 2g12δφνh12 + δφνg22h11

1

det2(g)

(
(g11g22 − g2

12)( + g22δφνh11)

1

det2(g)

(
− (g11h22 − 2g12h12 + g22h11)(δφνg11g22 + g11δφνg22 − 2g12δφνg12)

)
.

Dafür benötigt man die Variation des metrischen Tensors. Diese erhält man aus dem gestörten metri-
schen Tensor:

δφν =
∂

∂t

(
(X + tφν)α · (X + tφν)β

)∣∣∣∣
t=0

.

Die Ableitung ist

(X + tφν)α = Xα + t(φαν + φνα) . (3.11)

Also ergibt sich

δφνgαβ =
∂

∂t

(
gαβ − 2tφhαβ + t2(φαφβ + φ2να · νβ)

)∣∣∣∣
t=0

= −2φhαβ . (3.12)

Dies wird in die Variation der mittleren Krümmung eingesetzt:

δφνH = 2(H2 − 2K)φ+
1

det(g)
(g11δφνh22 − 2g12δφνh12 + g22δφνh11) .

Die Variation der zweiten Fundamentalform ist:

δφνhαβ = δφνXαβ · ν +Xαβ · δφνν .
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3. Variation der freien Energie

Dazu wird die Variation der zweiten Ableitung der Parametrisierung bestimmt. Die zweite Ableitung
der gestörten Oberfläche ist

Xαβ + t(φαβν + φανβ + φβνα + φναβ) .

Durch Ableiten nach und Nullsetzen von t erhält man die Variation:

δφνXαβ = φαβν + φανβ + φβνα + φναβ .

Demnach ist die Variation der zweiten Fundamentalform

δφνhαβ = φαβ + φναβ · ν +Xαβ · δφνν .

Die Ableitungen des Normalenvektors (Gleichungen (3.7)) und auch das Skalarprodukt des Normalen-
vektors mit seiner zweiten Ableitung (Gleichungen (3.8) und (3.9)) sind aus dem vorherigen Kapitel
bekannt:

ναβ · ν =
1

det(g)
(g12h1αhβ2 − g22h1αh1β − g11hα2hβ2 + g12h1βhα2) .

Jetzt wird die Variation des Normalenvektors bestimmt. Dafür wird die Variation der ersten Ableitung
von X benötigt (aus Gleichung (3.11)):

δφνXα = φαν + φνα .

Es ergibt sich

δφνν =
1

|X1 ×X2|

(
(φ1ν + φν1)×X2 +X1 × (φ2ν + φν2)− φ

(
ν · (ν1 ×X2 +X1 × ν2)

)
ν
)
.

Damit berechnet sich die Variation der zweiten Fundamentalform zu

φ√
det(g)

(
Xαβ ·

(
ν1 ×X2 +X1 × ν2 −

(
ν · (ν1 ×X2 +X1 × ν2)

)
ν
)
−
(
νβ · (X1 ×X2)α

))
+

φ1√
det(g)

Xαβ · (ν ×X2) +
φ2√

det(g)
Xαβ · (X1 × ν) + φαβ .

Die einzelnen Terme sind

να ×Xβ =
1√

det(g)
(g1βhα2 − gβ2h1α)ν ,

ν ×Xα =
1√

det(g)
(g1αX2 − gα2X1) .

Es ergibt sich für die Varation der zweiten Fundamentalform

δφνhαβ =
φ

det(g)
(g12h1αhβ2 − g22h1αh1β − g11hα2hβ2 + g12h1βhα2)

+
φ1

det(g)
Xαβ · (g12X2 − g22X1) +

φ2

det(g)
Xαβ · (g12X1 − g11X2) + φαβ .
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3.3. Normale Variation der Fläche

Der Term νβ ·(X1×X2)α wurde bereits im vorherigen Kapitel bestimmt (Gleichung (3.9)). Dies kann
nun in die Variation der mittleren Krümmung eingesetzt werden:

δφνH =
φ1

det(g)2

(
g11g12(X2 ·X22)− g11g22(X1 ·X22)− 2g2

12(X2 ·X12) + 2g12g22(X1 ·X12)

φ1

det(g)2

(
+ g12g22(X2 ·X11)− g2

22(X1 ·X11)
)

+
φ2

det(g)2

(
g11g12(X1 ·X22)− g2

11(X2 ·X22)− 2g2
12(X1 ·X12) + 2g11g12(X2 ·X12)

+
φ2

det(g)2

(
+ g12g22(X1 ·X11)− g11g22(X2 ·X11)

)
+

1

det(g)
(g11φ22 − 2g12φ12 + g22φ11) + (H2 − 2K)φ .

Zusammengefasst ergeben die Terme vor den ersten Ableitungen von φ :

1

det(g)2

(
g11g12(X2 ·X22)− g11g22(X1 ·X22)− 2g2

12(X2 ·X12) + 2g12g22(X1 ·X12)

1

det(g)2

(
+ g12g22(X2 ·X11)

)
=

1√
det(g)

((
g22√
det(g)

)
1

−
(

g12√
det(g)

)
2

)

=
1√

det(g)

((√
det(g)

(
g−1
)

11

)
1

+
(√

det(g)
(
g−1
)

12

)
2

)
.

Genauso wird mit dem Vorfaktor der zweiten Ableitung verfahren:

1

det(g)2

(
g11g12(X1 ·X22)− g2

11(X2 ·X22)− 2g2
12(X1 ·X12) + 2g11g12(X2 ·X12)

1

det(g)2

(
+ g12g22(X1 ·X11)− g11g22(X2 ·X11)

)
=

1√
det(g)

((√
det(g)

(
g−1
)

12

)
1

+
(√

det(g)
(
g−1
)

22

)
2

)
.

Damit ergibt sich für die Variation

δφνH =
1√

det(g)

2∑
α,β=1

(√
det(g)

(
g−1
)
αβ
φβ

)
α

+ (H2 − 2K)φ = ∆Γφ+ (H2 − 2K)φ . (3.13)

3.3. Normale Variation der Fläche

Für die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors kann auf die bereits bekannte
Variation des metrischen Tensors (3.12) zurückgegriffen werden:

δφν

(√
det(g)

)
= − 1√

det(g)
(h11g22 + g11h22 − 2g12h12)φ = −Hφ

√
det(g) .
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3. Variation der freien Energie

Also ist die Variation der Fläche

δφνA =

∫
Γ

−Hφ dS . (3.14)

Mit partieller Integration erkennt man, dass die Variation mit allgemeinem φ (3.2) für φ = φν das
gleiche Ergebnis liefert:∫

Γ

3∑
l,n=1

DlXnDlφn dS =

∫
Γ

3∑
n=1

gradΓ(Xn) · gradΓ(φn) dS = −
∫
Γ

3∑
n=1

∆ΓX
nφn dS

= −
∫
Γ

∆ΓX · φdS = −
∫
Γ

Y · φdS = −
∫
Γ

Hφ dS .

3.4. Normale Variation des Kontakt-Funktionals

Die Variation des Kontakt-Funktionals

Fk = W0

∫
Γ

W (|r|) dS

ist nach Produkt- und Kettenregel:

δφνFk = W0

∫
Γ

W ′(|r|)δφν |r|dS +

∫
Ω

W (|r|)δφν
(√

det(g)
)

dξ1 dξ2

 .

Die Variation des Abstandes ist

δφν |r| =
r · ν
|r|

φ

und die der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors bekanntermaßen

δφν

(√
det(g)

)
= −Hφ

√
det(g) .

Also ergibt sich

δφνFk = W0

∫
Γ

(
W ′(|r|)r · ν

|r|
−HW (|r|)

)
φ dS .

Für ein Kontakt-Potential der Form

W (|r|) = d4
0|r|−4 − 2d2

0|r|−2

ist die Variation

δφνFk = W0d
2
0

∫
Γ

|r|−2
(

4|r|−2
(
−d2

0|r|−2 + 1
)

(r · ν)−
(
d2

0|r|−2 − 2
)
H
)
φ dS .
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3.5. Normale Variation des Flächen- und Volumenerhaltungsterms

Durch Variation des Funktionals
FA,V = λA+ µV

erhält man
δφνFA,V = λδφνA+ µδφνV.

Die Variation der Fläche wurde bereits im vorherigen Abschnitt berechnet und die Variation des
Volumens ergibt sich daraus, dass ein Volumenelement aus der Basis dS und der Höhe tφ in Norma-
lenrichtung besteht [35]:

δφνFA,V =

∫
Γ

(−λH + µ)φ dS .

3.6. Zusammenfassung der Variation des gesamten Funktionals

Mit den in den vorherigen Kapiteln berechneten Ergebnissen erhält man für die Variation des gesamten
Funktionals

δφνF = kcδφνFw − kc
∫
Γ

H0δφνH dS +
kc
2

∫
Γ

H2
0 dS − 2H0

∫
Ω

Hδφν

(√
det(g)

)
dξ1 dξ2 + δφνFk

+δφνFA,V

= kc

∫
Γ

(
∆ΓH +

1

2
H3 − 2KH − 1

2
(H2

0 − 2H0H)H

)
φ dS − kcH0

∫
Γ

∆Γφ+ (H2 − 2K)φdS

+

∫
Γ

(
W0

(
W ′(|r|)r · ν

|r|
−HW (|r|)

)
− λH + µ

)
φ dS . (3.15)

Wegen der Formel für die partielle Integration gilt∫
Γ

∆Γφ dS = 0

und man erhält für die Variation des Helfrich-Funktionals

1

2
δφνFh =

∫
Γ

(
∆ΓH +

1

2
H3 − 2KH + 2H0K −

1

2
H2

0H

)
φ dS .

Dasselbe Ergebnis erhält man auch durch Variation des Willmore-Funktionals direkt in Normalenrich-
tung. In

δφνFw =

∫
Γ

δφνHH dS +
1

2

∫
Ω

H2δφν

(√
det(g)

)
dξ1 dξ2

setzt man die Variation der mittleren Krümmung ein:

δφνFw =

∫
Γ

H
(
∆Γφ+ (H2 − 2K)φ

)
dS − 1

2

∫
Γ

H3φ dS
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3. Variation der freien Energie

und mit ∫
Γ

∆ΓφH dS = −
∫
Γ

gradΓ(φ) · gradΓ(H) dS =

∫
Γ

∆ΓHφ dS

folgt das gleiche Ergebnis wie bei der Variation in allgemeine Richtung.
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4. Evolution

In diesem Kapitel wird die Durchführung der Willmore-Evolution beschrieben. Außerdem werden zur
Minimierung des vollständigen Helfrich-Funktionals noch zusätzlich zur Willmore-Geschwindigkeit der
mittlere Krümmungsvektor, die Gauß-Krümmung, der Flächen- und Volumenerhaltungsterm sowie der
Kontaktterm benötigt.

4.1. Willmore-Evolution

Das Willmore-Energiefunktional

Fw =
1

2

∫
Γ

H2dS

ist der mathematisch anspruchsvollste Teil des Helfrich-Funktionals, weshalb es gesondert betrachtet
wird.

Die Geschwindigkeit beträgt nach (3.10)

vw = −
(

∆ΓH +
1

2
H3 − 2KH

)
.

Die Oberfläche Γ muss also gemäß

∂X

∂t
= vwν = −

(
∆ΓH +

1

2
H3 − 2KH

)
ν

bewegt werden. Wegen H = ∆ΓX ·ν wird X viermal abgeleitet. Im Fall einer stückweise linear diskre-
tisierten Oberfläche verschwinden jedoch höhere Ableitungen als Ableitungen der Ordnung eins von
Funktionen auf der Oberfläche und daher auch alle Terme auf der rechten Seite.

Die Grundidee ist, eine zusätzliche unbekannte Funktion einzuführen, um die Differentialgleichung
vierter Ordnung auf ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung in gemischter Formu-
lierung zu reduzieren. Die beiden zu bestimmenden Funktionen sind dann die Parametrisierung der
Oberfläche X und der mittlere Krümmungsvektor Y = ∆ΓX = Hν. Dieser Ansatz liefert zusammen
mit einer schwachen Formulierung und einer Linearisierung in jedem Zeitschritt ein System von linea-
ren Gleichungen.

Das Anfangswertproblem lautet

∂X

∂t
= vwν = −

(
∆ΓH +

1

2
H3 − 2KH

)
ν mit X(Ω, 0) = Γ0
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4. Evolution

für eine Anfangsoberfläche Γ0. Obwohl die Differentialgleichung nicht linear, vierter Ordnung und
partiell ist, ist es möglich, eine Existenzaussage über die Evolution mit Willmore-Geschwindigkeit vw
zu machen [19]:

Satz 4.1. Sei Γ0 : Ω → R3 eine glatte Immersion einer Sphäre Ω mit Willmore-Energie Fw ≤ 16π.
Dann existiert die Willmore-Evolution mit Anfangsoberfläche Γ0 für alle Zeiten und konvergiert zu
einer Sphäre.

Ist die Anfangsoberfläche also hinreichend nahe an einer Sphäre mit Willmore-Energie 16π, so evolu-
tioniert sie zu einer Sphäre.

Die Differentialgleichung
∂X

∂t
= vwν

lautet in schwacher Formulierung ∫
Γ

∂X

∂t
· φdS = −δφFw .

Die Variation ist gemäß (3.5)

δφFw =

∫
Γ

(
D(φ)∇ΓX

)
: ∇ΓY dS −

∫
Γ

∇Γφ : ∇ΓY dS −
∫
Γ

divΓ(Y )divΓ(φ) dS

−1

2

∫
Γ

|Y |2∇ΓX : ∇ΓφdS .

Folglich ergibt sich die Aufgabenstellung, für eine gegebene Anfangsoberfläche Γ0 eine Parametrisie-
rung X ∈

(
H1(Γ)

)3
und einen mittleren Krümmungsvektor Y ∈

(
H1(Γ)

)3
zu finden mit X(t = 0) =

Γ0, sodass

0 =

∫
Γ

∂X

∂t
· φdS −

∫
Γ

∇ΓY : ∇ΓφdS +

∫
Γ

∇ΓY :
(
D(φ)∇ΓX

)
dS −

∫
Γ

divΓ(Y )divΓ(φ) dS

−1

2

∫
Γ

|Y |2∇ΓX : ∇ΓφdS ,

0 =

∫
Γ

Y ·ψ dS +

∫
Γ

∇ΓX : ∇Γψ dS

für alle Testfunktionen φ ∈
(
H1(Γ)

)3
und ψ ∈

(
H1(Γ)

)3
erfüllt ist. Die zeitliche Ableitung wird durch

den Differenzenquotienten
∂X

∂t
≈ X

m+1 −Xm

T
(4.1)

mit Xm(ξ) ≈ X(ξ,mT ) und der Schrittweite T approximiert. Um größere Zeitschritte wählen zu
können, soll die diskrete Gleichung möglichst implizit werden. Daher wird, wenn möglich, für X
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4.1. Willmore-Evolution

beziehungsweise Y Xm+1 beziehungsweise Y m+1 gewählt. An nichtlinearen Stellen wird Xm bezie-
hungsweise Y m genommen. Damit erhält man das diskrete System

1

T

∫
Γmh

Xm · φdS =
1

T

∫
Γmh

Xm+1 · φdS −
∫

Γmh

∇Γmh
Y m+1 : ∇Γmh

φdS

+

∫
Γmh

∇Γmh
Y m+1 :

(
D(φ)∇Γmh

Xm
)

dS −
∫

Γmh

divΓmh
(Y m+1)divΓmh

(φ) dS

−1

2

∫
Γmh

|Y m|2∇Γmh
Xm+1 : ∇Γmh

φdS ,

0 =

∫
Γmh

Y m+1 ·ψ dS +

∫
Γmh

∇Γmh
Xm+1 : ∇Γmh

ψ dS .

In der zweiten Zeile im ersten Term wäre natürlich auch die Wahl Xm+1 und Y m möglich gewesen.
Die diskreten Vektoren werden mit Hilfe der linearen Knotenbasisfunktionen φi und der Werte Xi

beziehungsweise Yi in den Knoten dargestellt:

Xm+1 =

NK∑
i=1

Xiφi ,

Y m+1 =

NK∑
i=1

Yiφi .

Als Testfunktionen für φ und ψ werden φiel für i = 1, . . . , NK und l = 1, 2, 3 gewählt. Damit ergibt
sich folgendes Gleichungssystem

xl =
1

T
MXl − SYl +

3∑
n=1

RlnYn +
3∑

n=1

(
Snl − Sln

)
Yn − 1

2
QXl ,

0 = MYl + SXl , l = 1, 2, 3

mit der Massenmatrix M und der Steifheitsmatrix S,

Mij =

∫
Γmh

φiφj dS , Sij =

∫
Γmh

(
gradΓmh

(φi) · gradΓmh
(φj)

)
dS , (4.2)

den Matrizen

Rlnij =

∫
Γmh

(δln − νlνn)
(

gradΓmh
(φi) · gradΓmh

(φj)
)

dS ,

Slnij =

∫
Γmh

DlφiDnφj dS ,

Qij =

∫
Γmh

|Y m|2
(

gradΓmh
(φi) · gradΓmh

(φj)
)

dS ,
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4. Evolution

den Vektoren der Knotenwerte

Xl =
(
Xl

1, . . . ,X
l
NK

)>
, Yl =

(
Yl

1, . . . ,Y
l
NK

)>
(4.3)

und der rechten Seite

xli =
1

T

∫
Γmh

(Xm)l φi dS . (4.4)

Das nicht symmetrische Gleichungssystem wird mit dem GMRES-Verfahren [24] gelöst.

4.2. Evolution mit mittlerer Krümmung

Da der mittlere Krümmungsvektor eine der Unbekannten des Gleichungssystems der Willmore-Evo-
lution ist, erhält man diesen bei der Lösung mit und kann ihn im darauffolgenden Schritt direkt
verwenden. Nur im ersten Schritt muss die Evolution mit Geschwindigkeit Y getrennt berechnet wer-
den.

Die Gleichung für den Krümmungsvektor lautet

Y = ∆ΓX .

In schwacher Formulierung erhält man nach partieller Integration∫
Γ

Y · φdS = −
∫
Γ

∇ΓX · ∇ΓφdS .

X und Y werden wieder mit den Knotenbasisfunktionen approximiert, Γ mit der Triangulierung Γh
und als Testfunktionen werden φjel mit j = 1, . . . , NK und l = 1, 2, 3 gewählt. Es folgt das diskrete
System

MYl = −SXl , l = 1, 2, 3 , (4.5)

mit den bereits aus (4.2) bekannten Matrizen M und S und Vektoren Xl und Yl aus (4.3). Um nun
die Evolution mit Geschwindigkeit Y zu bekommen, wird

∂X

∂t
= −Y = −∆ΓX

mit einer gegebenen Anfangsoberfläche gelöst.

Mit der Approximation der zeitlichen Ableitung (4.1) und dem mittleren Krümmungsvektor

Y m+1 = ∆ΓX
m+1

im schwachen Sinn, also

Yl = −M−1SXl für l = 1, 2, 3
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4.3. Gauß-Krümmung

aus Gleichung (4.5) und der Wahl φjel als Testfunktionen für j = 1, . . . , NK und l = 1, 2, 3 folgen die
diskreten Gleichungssysteme (

M − TM−1S
)
Xl = xl , l = 1, 2, 3 ,

mit der rechten Seite (4.1) wie bei der Willmore-Evolution.

Die Massenmatrix M und auch die Matrix M − TM−1S der zu lösenden Gleichungssysteme sind
symmetrisch positiv definit, das heißt es kann das Verfahren der konjugierten Gradienten verwendet
werden.

4.3. Gauß-Krümmung

Für die Approximation der Gauß-Krümmung gibt es verschiedene Ansätze. Sie kann als Determinante
der zweiten Fundamentalform aus der Näherung derselben bestimmt werden oder es können die Winkel
der Dreiecke der Diskretisierung verwendet werden.

Schwache Formulierung

Die Gauß-Krümmung ist das Produkt der Hauptkrümmungen, welche die Eigenwerte der zweiten
Fundamentalform darstellen. Diese kann in schwacher Formulierung aus∫

Γ

(IIk · φ) dS = −
∫
Γ

νkdivΓ(φ) dS −
∫
Γ

νk(Y · φ) dS , k = 1, 2, 3

bestimmt werden [16]. IIk ist dabei die k-te Spalte der zweiten Fundamentalform. Die zweite Fun-
damentalform wird als (3 × 3)-Matrix dargestellt, sie kann jedoch höchstens zwei Eigenwerte haben,
die nicht Null sind, da sie auf dem zweidimensionalen Tangentialraum definiert ist. Das diskrete Glei-
chungssystem lautet

MZkl = −Akl −BlYk , k, l = 1, 2, 3

mit der Massenmatrix M , der Matrix

Bl
ij =

∫
Γh

νlhφiφj dS ,

dem diskreten Normalenvektor νh, den Vektoren Yk der Knotenwerte von Y in den Knoten der
Triangulierung Γh und den Vektoren

Zklj = (IIhkl)j , Akl
j = −

∫
Γh

νlhDkφj dS .

Hat man die zweite Fundamentalform in jedem Knoten berechnet, kann man ihre Eigenwerte be-
stimmen, wobei einer Null ist, da die Oberfläche zweidimensional ist, und die anderen beiden die
Hauptkrümmungen darstellen.
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4. Evolution

Winkelformel

Um eine Näherung der Gauß-Krümmung für diskrete Oberflächen zu erhalten, wird sie im glatten Fall
in einer Form dargestellt, die auch im diskreten Fall verwendet werden kann [22]. Sie wird im Punkt
P über

K(P ) = lim
diam

(
A(P )

)
→0

A
(
Bild(νA(P ))

)
A(P )

definiert, wobei A(P ) eine infinitesimale Fläche um P ist und A
(
Bild(νA(P ))

)
die Fläche des Bildes

des Normalenvektors zur Fläche A(P ) ist. Zur Gauß-Krümmung zugehörig ist die durchschnittliche
Gauß-Krümmung

1

A(P )

∫
A(P )

K dS .

Diese konvergiert für Triangulierungen, die die ursprüngliche Oberfläche gut approximieren, gegen
die exakte durchschnittliche Gauß-Krümmung. Im diskreten Fall kann mit Hilfe des Gauß-Bonnet-
Theorems das Integral über die Gauß-Krümmung berechnet werden zu

∫
A(P j)

K dS = 2π −
ND(P j)∑
i(P j)=1

θi(P j) ,

wobei die θi(P j) die Winkel der ND(P j) Dreiecke um P j sind, siehe auch Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1.: Benötigte Größen zur Berechnung der Gauß-Krümmung. Hier ist ND(P j) = 5.

P j ist ein Knoten der Triangulierung und A(P j) die Fläche der Dreiecke um P j . Damit erhält man
für die Gauß-Krümmung

K(P j) ≈

ND(P j)∑
i(P j)=1

Ai(P j)

−12π −
ND(P j)∑
i(P j)=1

θi(P j)


mit den Flächen Ai(P j) der Dreiecke um P j .
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4.4. Flächen- und Volumenerhaltung

Die Geschwindigkeit v wird um die Terme für Flächen- und Volumenerhaltung ergänzt [6]:

vA,V = λH − µ .

Das Volumen und die Fläche ändern sich nicht über die Zeit. Mit der ersten Variationsformel [30]
erhält man:

dV

dt
=

∫
Γ

(v + λH − µ) dS = 0 ,

dA

dt
=

∫
Γ

(
Hv + λH2 − µH

)
dS = 0 .

Mit dem L2-Skalarprodukt 〈·, ·〉 ausgedrückt sind die Lagrange-Multiplikatoren

λ =
〈1, v〉 〈1, H〉 − 〈1, 1〉 〈H, v〉
〈1, 1〉 〈H,H〉 − 〈1, H〉2

,

µ =
〈1, v〉 〈H,H〉 − 〈1, H〉 〈H, v〉
〈1, 1〉 〈H,H〉 − 〈1, H〉2

.

Der Nenner wird Null, wenn die mittlere Krümmung konstant ist. Die einzige geschlossene Oberfläche
mit konstanter Krümmung ist die Sphäre. Da es keine andere Oberfläche mit gleichem Volumen und
gleicher Oberfläche wie eine Kugel gibt, ist sie eine ungeeignete Startoberfläche für die Evolution.
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5. Verringerung von Approximationsfehlern

Während der Evolution der diskreten Oberfläche können verschiedene Probleme auftreten. Eine Mög-
lichkeit ist, dass die Dreiecke der triangulierten Oberfläche entarten, das heißt, ein Winkel wird un-
endlich klein. Um dem entgegenzuwirken, wird eine Korrektur durchgeführt, die dafür sorgt, dass die
Fläche der Dreiecke nahezu konstant bleibt.

Ein weiteres Problem ist, da die Lagrange-Multiplikatoren zur Flächen- und Volumenerhaltung nicht
exakt berechnet werden können, ändern sich Fläche und Volumen während der Evolution dennoch.
Ist das Minimum des Energiefunktionals schon fast erreicht, so ändert es sich nur sehr wenig. Dann
kann es passieren, dass diese unerwünschte Flächen- und Volumenänderung das Energiefunktional
stärker verkleinert als die Evolution selbst. Dadurch läuft die Evolution sehr lange weiter, ohne dass
ein Minimum erreicht wird.

5.1. Lokale Flächenerhaltung

Ein mögliches Problem, das zur Entartung der Dreiecke führt, ist, dass während der Evolution die
Flächen der Dreiecke der Triangulierung stark unterschiedlich groß werden. In diesem Fall verliert man
an Stellen, an denen die Dreiecke sehr groß sind, an Genaugkeit. Außerdem können die Matrizen der
zu lösenden Gleichungssysteme durch die ungleiche Verteilung schlecht konditioniert sein.

Die Normalengeschwindigkeit ist durch die Lösung der Gleichungen, die die Evolution beschreiben,
vorgegeben. Die tangentiale Geschwindigkeit ist jedoch frei wählbar, da sie die Form einer glatten
Oberfläche nicht ändert. Sie soll nun so gewählt werden, dass sich die Flächen der Dreiecke möglichst
wenig während der Evolution ändern.

Man fordert eine gleichförmige Oberflächenänderung in jedem Flächenstück, das heißt

∂

∂t
A
(
X
(
B(ζ, ρ), t

))
= konstant

für jede Kugel
B(ζ, ρ) =

{
ζ ∈ Ω : |ζ − ζ| < ρ

}
, ζ ∈ Ω, ρ > 0 .

A(·) bezeichnet hierbei die Fläche. Die Parametrisierung X bildet dabei von Ω × [0, 1] nach R3 ab.
Sie stellt die Evolution im Zeitintervall [0, 1] dar. Nach der ersten Variationsformel [30] gilt für die
Flächenänderung

∂

∂t
A
(
X
(
B(ζ, ρ), t

))
=

∫
X
(
B(ζ,ρ),t

) divΓ

(
∂X

∂t
(ξ, t)

)
dξ1 dξ2 = konstant .
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5. Verringerung von Approximationsfehlern

Dies gilt für alle Kugeln, das heißt der Integrand muss konstant sein:

divΓ

(
∂X

∂t

)
= −C .

Daraus erhält man folgende Differentialgleichung

∂

∂t
A
(
X(Ω, t)

)
=

∫
Γ

divΓ

(
∂X

∂t

)
dS = −

∫
Γ

C dS = −CA
(
X(Ω, t)

)
.

Als Lösung ergibt sich
A
(
X(Ω, t)

)
= A

(
X(Ω, 0)

)
e−Ct = A0e

−Ct .

Die Endfläche ist
A
(
X(·, 1)

)
= AE ,

sodass die Konstante durch

C = ln

(
A0

AE

)
gegeben ist. Die Geschwindigkeit wird in einen Normal- und einen Tangentialanteil zerlegt:

∂X

∂t
= vνν + vT .

Die Normalengeschwindigkeit vν ist dabei als vorher berechnete Evolutionsgeschwindigkeit bekannt.
Die Divergenz dieser Gleichung ist

divΓ

(
∂X

∂t

)
= gradΓ(vν) · ν + vνdivΓ(ν) + divΓ(vT ) .

Der erste Term verschwindet, da der Gradient als tangentialer Differentialoperator senkrecht auf dem
Normalenvektor steht. Die Divergenz des Normalenvektors wurde in (3.6) bestimmt: divΓ(ν) = −H.
Also ist die Divergenz der Geschwindigkeit

divΓ

(
∂X

∂t

)
= −C = − ln

(
A0

AE

)
= −Hvν + divΓ(vT ) .

Um nun die tangentiale Geschwindigkeit vT zu erhalten, muss man eine Lösung der folgenden Glei-
chung finden:

divΓ(vT ) = Hvν − ln

(
A0

AE

)
.

Die Lösung ist nicht eindeutig, da nach Addition eines konstanten Vektors zu einer Lösung die Diffe-
rentialgleichung weiterhin erfüllt ist.

Die Gleichung ist genau dann lösbar, wenn die rechte Seite die Bedingung∫
Γ

(
vνH − ln

(
A0

AE

))
dS = 0
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5.2. Verringerung der Flächen- und Volumenerhaltungsfehler

erfüllt [25]. Integration der Gleichung ergibt∫
Γ

divΓ(vT ) dS =

∫
Γ

Hvν dS − ln

(
A0

AE

)
A
(
X(Ω, t)

)
.

Die linke Seite kann mit dem Gaußschen Integralsatz als Randintegral ausgedrückt werden. Aufgrund
des Fehlens eines Randes verschwindet der Term jedoch. Damit ist die geforderte Bedingung erfüllt.

Die Tangentialgeschwindigkeit vT wird nun in der Form

vT = gradΓ(Φ)

dargestellt. Damit muss folgendes Problem auf Γ gelöst werden

∆ΓΦ = vνH − ln

(
A0

AE

)
.

Wird die Fläche auch global erhalten, das heißt A0 = AE , so lautet die Gleichung

∆ΓΦ = vνH .

5.2. Verringerung der Flächen- und Volumenerhaltungsfehler

Da die Bedingungen
dA

dt
= 0 und

dV

dt
= 0 ,

aus denen die Lagrange-Multiplikatoren λ und µ berechnet werden, durch Approximationsfehler nicht
exakt erfüllt werden können, entsteht ein Fehler für die Flächen- und Volumenerhaltung im Verlauf der
Evolution. Deshalb werden Bedingungen aufgestellt, die die Anfangsfläche A0 und das Anfangsvolumen
V0 berücksichtigen:

dA

dt
= a(A0 −A) ,

dV

dt
= b(V0 − V ).

a und b sind dabei positive Vorfaktoren. Wenn die Fläche kleiner ist als die Anfangsfläche, so ist die
Differenz A0−A positiv, also ist die zeitliche Ableitung positiv, sodas die Fläche wächst. Umgekehrt,
wenn die Fläche größer ist, wird sie verkleinert. Analog gilt dies für das Volumen. Dadurch erhält man
die modifizierten Lagrange-Parameter

λ =
〈1, v〉 〈1, H〉 − 〈1, 1〉 〈H, v〉+ a(A0 −A) 〈1, 1〉 − b(V0 − V ) 〈1, H〉

〈1, 1〉 〈H,H〉 − 〈1, H〉2
,

µ =
〈1, v〉 〈H,H〉 − 〈1, H〉 〈H, v〉+ a(A0 −A) 〈1, H〉 − b(V0 − V ) 〈H,H〉

〈1, 1〉 〈H,H〉 − 〈1, H〉2
.
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6. Axialsymmetrische Formen

Da viele der möglichen Formen der Erythrozyten axialsymmetrisch sind, wird das Minimierungs-
Problem häufig auf das Finden einer Kurve in der x-z-Ebene reduziert. Die gewünschte Form ergibt
sich dann durch Rotation der Kurve um die z-Achse. Zum Vergleich mit den dreidimensional erhal-
tenen Formen wird dies auch hier durchgeführt. Als Koordinaten werden die Bogenlänge s entlang
der Kontur und der Azimutwinkel ϑ gewählt [27]. Die Form wird dann durch den Neigungswinkel θ
bestimmt (siehe Abbildung 6.1).

Abbildung 6.1.: Parametrisierung bei Axialsymmetrie.

Dann gilt

ẋ = cos(θ) , (6.1)

ż = sin(θ).

Der Punkt bedeutet dabei die Ableitung nach s. Die Parametrisierung ist

X(ϑ, s) =
(
x(s) cos(ϑ), x(s) sin(ϑ), z(s)

)
.

Die Normalengeschwindigkeit ergibt sich aus der Variation (3.15) zu

vν = −kc
(

∆ΓH +
1

2
H3 − 2KH + 2H0K −

1

2
H2

0H

)
+ λH − µ

+W0d
2
0|r|−2

(
4|r|−2

(
d2

0|r|−2 − 1
)

(r · ν) +
(
d2

0|r|−2 − 2
)
H
)
.
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Diese wird jetzt in die axialsymmetrischen Koordinaten umgerechnet. Die Ableitungen der Parame-
trisierung sind

Xϑ = x
(
− sin(ϑ), cos(ϑ), 0

)
,

Xs =
(

cos(θ) cos(ϑ), cos(θ) sin(ϑ), sin(θ)
)

und der Normalenvektor ist

ν =
(

sin(θ) cos(ϑ), sin(θ) sin(ϑ),− cos(θ)
)
.

Die erste Fundamentalform ergibt sich zu

gϑϑ = x2 , gsϑ = 0 , gss = 1

sodass ihre Determinante det(g) = x2 ist. Die zweiten Ableitungen der Parametrisierung sind

Xϑϑ = −x
(

cos(ϑ), sin(ϑ), 0
)
,

Xϑs = cos(θ)
(
− sin(ϑ), cos(ϑ), 0

)
,

Xss = θ̇
(
− sin(θ) cos(ϑ),− sin(θ) sin(ϑ), cos(θ)

)
.

Damit ist die zweite Fundamentalform

hϑϑ = −x sin(θ) , hϑs = 0 , hss = −θ̇ .

Es ergeben sich die mittlere Krümmung und die Gauß-Krümmung:

H = −θ̇ − sin(θ)

x
, K =

θ̇ sin(θ)

x
.

Der Laplace-Beltrami-Operator von H ist folglich

∆ΓH = − 1

2x3

(
2
...
θ x

3 + 4θ̈ cos(θ)x2 − 2 sin(θ)θ̇2x2 − 2 cos2(θ)θ̇x+ 2 sin2(θ)θ̇x+ 2 sin(θ) cos2(θ)
)
.

Des Weiteren gilt

1

2
H3 = − 1

2x3

(
θ̇3x3 + sin2(θ)θ̇x+ θ̇2 sin(θ)x2 + sin3(θ)

)
+KH ,

KH = − 1

2x3

(
2θ̇2 sin(θ)x2 + 2θ̇ sin2(θ)x

)
.

Für den Kontakt mit einer Ebene parallel zur x-y-Ebene ist der Abstandsvektor r = (0, 0, z − z0),
wobei z0 die z-Position der Ebene ist. Also ist die Normalengeschwindigkeit

vν =
kc

2x3

(
4θ̈ cos(θ)x2 − 3 sin(θ)θ̇2x2 + sin2(θ)θ̇x− 2 cos2(θ)θ̇x+ 2 sin(θ) cos2(θ) + θ̇3x3 + sin3(θ)

)
+kc

...
θ −

kc
x

(
2H0θ̇ sin(θ) +

H2
0

2

(
θ̇x+ sin(θ)

))
− λθ̇x+ sin(θ)

x
− µ

−W0d
2
0(z − z0)−2

(
4(z − z0)−1

(
d2

0(z − z0)−2 − 1
)

cos(θ) +
(
d2

0(z − z0)−2 − 2
) θ̇x+ sin(θ)

x

)
.
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Diese verschwindet im Gleichgewicht. Es ergibt sich die Differentialgleichung

...
θ =

1

2x3

(
3 sin(θ)θ̇2x2 − 4θ̈ cos(θ)x2 − sin2(θ)θ̇x+ 2 cos2(θ)θ̇x− 2 sin(θ) cos2(θ)− θ̇3x3 − sin3(θ)

)
+

1

x

(
2H0θ̇ sin(θ) +

H2
0

2

(
θ̇x+ sin(θ)

))
+
λ

kc

θ̇x+ sin(θ)

x
+
µ

kc

+
W0

kc

d2
0

(z − z0)2

(
4

z − z0

(
d2

0

(z − z0)2
− 1

)
cos(θ) +

(
d2

0

(z − z0)2
− 2

)
θ̇x+ sin(θ)

x

)
(6.2)

mit θ(0) = 0.

Da durch Potenzen von x geteilt wird, muss der Grenzwert x → 0 bestimmt werden. x = 0 gilt
am Anfang (s = 0) und an dem Punkt, an dem wieder die z-Achse geschnitten wird. Aus Stetigkeits-
gründen ist am Ende θ = π, also ist

sin(θ)|x=0 = tan(θ)|x=0 = 0 .

Zuerst wird der Grenzwert für den Willmore-Teil bestimmt:

lim
x→0

vw = lim
x→0

1

2x3

(
3 sin(θ)θ̇2x2 − 4θ̈ cos(θ)x2 − sin2(θ)θ̇x+ 2 cos2(θ)θ̇x− 2 sin(θ) cos2(θ)θ̇3x3

lim
x→0

1

2x3

(
− sin3(θ)

)
.

Zähler und Nenner verschwinden für x = 0. Mit Hilfe der Regel von l’Hospital ergibt sich

lim
x→0

vw = lim
x→0

1

6x2

(
10 tan(θ)θ̇θ̈x2 − 4

...
θ x

2 − 6θ̈ cos(θ)x− sin(θ) tan(θ)θ̈x− 3

cos(θ)
θ̇2θ̈x3

)
.

Dabei wurde verwendet, dass wegen Gleichung (6.1)

dθ

dx
=

θ̇

cos(θ)
,

dθ̇

dx
=

θ̈

cos(θ)
,

dθ̈

dx
=

...
θ

cos(θ)

gilt. Der Grenzwert der Terme mit quadratischen und höheren Potenzen von x kann direkt bestimmt
werden. Damit vereinfacht sich der Grenzwert zu

lim
x→0

vw = lim
x→0

1

6x2

(
− 6θ̈ cos(θ)x− sin(θ) tan(θ)θ̈x

)
− 2

3
lim
x→0

...
θ .

Hier kann mit x gekürzt werden. Wenn man außerdem annimmt, dass θ̈ für x = 0 ebenfalls verschwin-
det, kann wieder die Regel von l’Hospital angewendet werden:

lim
x→0

vw = lim
x→0

1

6

(
− 6

...
θ + 6θ̈ tan(θ)θ̇ − θ̇ tan(θ)θ̈ − tan(θ)

(
1 + tan2(θ)

)
θ̇θ̈ − tan2(θ)

...
θ
)
− 2

3
lim
x→0

...
θ

= −5

3
lim
x→0

...
θ .
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6. Axialsymmetrische Formen

Als nächstes wird der Grenzwert des Terms, der bei der Helfrich-Evolution ergänzt wird, bestimmt:

lim
x→0

1

x

(
2H0θ̇ sin(θ) +

H2
0

2
θ̇x+

H2
0

2
sin(θ)

)
= lim

x→0

(
2H0θ̈ tan(θ)− 2H0θ̇

2 +
H2

0

2 cos(θ)
θ̈x+

H2
0

2
θ̇ +

H2
0

2
θ̇

)
= 2H0θ̇

2 +H2
0 θ̇ .

Die Erhaltungsterme ergeben

lim
x→0

(
λ

kx

θ̇x+ sin(θ)

x
+
µ

kc

)
= 2

λ

kx
θ̇ +

µ

kc

und der Kontakt-Teil

lim
x→0

W0

kc
d2

0(z − z0)−2

(
4(z − z0)−1

(
d2

0(z − z0)−2 − 1
)

cos(θ) +
(
d2

0(z − z0)−2 − 2
) θ̇x+ sin(θ)

x

)

=
W0

kc
d2

0(z − z0)−2
(

4(z − z0)−1
(
d2

0(z − z0)−2 − 1
)

cos(θ) +
(
d2

0(z − z0)−2 − 2
)

2θ̇
)
.

Es folgt der Grenzwert

lim
x→0

...
θ =

3

4
H0θ̇

2 +
3

8
H2

0 θ̇ +
3

4

λ

kx
θ̇ +

3

8

µ

kc

+
3

4

W0

kc
d2

0(z − z0)−2
(

2(z − z0)−1
(
d2

0(z − z0)−2 − 1
)

cos(θ) +
(
d2

0(z − z0)−2 − 2
)
θ̇
)
.

Insgesamt ergibt sich also folgendes Anfangswertproblem

...
θ =

3

4
H0θ̇

2 +
3

8
H2

0 θ̇ +
3

4

λ

kx
θ̇ +

3

8

µ

kc

+
3

4

W0

kc

d2
0

(z − z0)2

(
2

z − z0

(
d2

0

(z − z0)2
− 1

)
cos(θ) +

(
d2

0

(z − z0)2
− 2

)
θ̇

)
(x = 0) ,

...
θ =

1

2x3

(
3 sin(θ)θ̇2x2 − 4θ̈ cos(θ)x2 − sin2(θ)θ̇x+ 2 cos2(θ)θ̇x− 2 sin(θ) cos2(θ)− θ̇3x3 − sin3(θ)

)
+

1

x

(
2H0θ̇ sin(θ) +

H2
0

2

(
θ̇x+ sin(θ)

))
+

λ

kx

θ̇x+ sin(θ)

x
+
µ

kc

+
W0

kc

d2
0

(z − z0)2

(
4

z − z0

(
d2

0

(z − z0)2
− 1

)
cos(θ) +

(
d2

0

(z − z0)2
− 2

)
θ̇x+ sin(θ)

x

)
(x 6= 0) ,

ẋ = cos(θ) ,

ż = sin(θ) ,

θ(0) = 0 ,

θ̈(0) = 0 ,

x(0) = 0 .

(6.3)
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Die Anfangswerte θ̇(0) und z(0) sind dabei unbekannt. Sie müssen genau wie λ und H0 variiert
werden. Der Lagrange-Parameter µ kann als konstant angenommen werden, da seine Änderung nur
eine Skalierung der Form bedeutet [27]. So erhält man viele verschiedene Lösungskurven, die dann
darauf untersucht werden müssen, ob die Kurve die z-Achse am Ende senkrecht schneidet, um die
Glattheit zu gewährleisten.
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7. Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden numerische Beispiele gezeigt. Zunächst werden Konvergenzuntersuchungen
für den mittleren Krümmungsvektor, die Gauß-Krümmung und die Evolution mit mittlerer Krümmung
durchgeführt. Dann werden die Evolutionen mit und ohne Verbesserungen, also mit und ohne loka-
le Flächenerhaltung sowie Verringerung der Flächen- und Volumenerhaltungsfehler für verschiedene
Vorfaktoren, verglichen. Es werden Beispiele für die Helfrich-Evolution mit verschiedenen Parametern
gezeigt und mit den axialsymmetrischen Ergebnissen verglichen. Außerdem werden Berechnungen für
verschiedene Kontaktobjekte wie Ebenen und Zylinder durchgeführt und die Adhäsion zwischen zwei
Erythrozyten untersucht.

Die dreidimensionalen Evolutionen wurden in der Programmiersprache C programmiert. Zur Lösung
des Differentialgleichungssystems im axialsymmetrischen Fall wurde das Programmpaket ”Mathema-
tica” verwendet, in dem ein Runge-Kutta-Verfahren implementiert ist.

Für eine explizite Zeitdiskretisierung ist für numerische Stabilität eine Schrittweite in vierter Po-
tenz der Maschenweite nötig [4]. Bei den Evolutionen hat sich eine Schrittweite von T = 10−5 als
praktikabel erwiesen und wurde meist verwendet. Die Anzahl Schritte, die bis zum Minimum benötigt
wird, wird jeweils mit N bezeichnet. Der Minimalabstand bei den Kontaktberechnungen ist hier für
gewöhnlich d0 = 0.1.

7.1. Konvergenzuntersuchungen

In diesem Abschnitt wird die Konvergenzordnung der verschiedenen Größen, die bei der Berechnung
der Evolutionsgeschwindigkeit auftreten, untersucht. Dabei werden als Testoberflächen eine Sphäre
und ein Torus verwendet.

Mittlerer Krümmungsvektor

Für eine Einheitssphäre

X(ξ1, ξ2) =

 sin(ξ1) cos(ξ2)
sin(ξ1) sin(ξ2)

cos(ξ1)


hat die doppelte mittlere Krümmung überall den Wert 2. Der mittlere Krümmungsvektor ist also

Y = Hν = 2

 sin(ξ1) cos(ξ2)
sin(ξ1) sin(ξ2)

cos(ξ1)

 .
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Ein Torus mit kleinem Radius 1 und großem Radius 2,

X(ξ1, ξ2) =

 (
2 + cos(ξ1)

)
cos(ξ2)(

2 + cos(ξ1)
)

sin(ξ2)
sin(ξ1)

 ,

hat die Ableitungen

X1 =

 − sin(ξ1) cos(ξ2)
− sin(ξ1) sin(ξ2)

cos(ξ1)

 , X2 =
(
2 + cos(ξ1)

) − sin(ξ2)
− cos(ξ2)

0

 .

Der Normalenvektor und seine Ableitungen sind

ν = −

 cos(ξ1) cos(ξ2)
cos(ξ1) sin(ξ2)

sin(ξ1)

 , ν1 =

 sin(ξ1) cos(ξ2)
sin(ξ1) sin(ξ2)
− cos(ξ1)

 , ν2 =

 − cos(ξ1) sin(ξ2)
− cos(ξ1) cos(ξ2)

0

 .

Also sind die Koeffizienten der ersten und der zweiten Fundamentalform

g11 = h11 = 1 , g12 = h12 = 0 , g22 =
(
2 + cos(ξ1)

)2
, h22 =

(
2 + cos(ξ1)

)
cos(ξ1) .

Damit ist die doppelte mittlere Krümmung

H =
2 + 2 cos(ξ1)

2 + cos(ξ1)

und der mittlere Krümmungsvektor

Y = −2 + 2 cos(ξ1)

2 + cos(ξ1)

 cos(ξ1) cos(ξ2)
cos(ξ1) sin(ξ2)

sin(ξ1)

 .

In Abbildung 7.1 ist die L2-Norm des Fehlers des mittleren Krümmungsvektors,∫
Γh

|Y h − Y exakt|2


1
2

für flache Dreiecke und für Dreiecke zweiter Ordnung bei verschieden feinen Diskretisierungen aufge-
tragen. Dabei ist Y h der mit Hilfe des Programmes berechnete mittlere Krümmungsvektor und Y exakt

der exakte. Das Integral wird berechnet, indem die Werte in den Knoten mit Hilfe der Knotenbasis-
funktionen auf den Dreiecken interpoliert werden. Die Maschenweite berechnet sich über√

max
j=1,...,ND

(
A(Tj)

)
.

Man sieht, dass er für beide Oberflächen bei flachen Dreiecken in erster Ordnung und bei gekrümmten
Dreiecken in zweiter Ordnung konvergiert.
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Abbildung 7.1.: L2-Norm des Fehlers des mittleren Krümmungsvektors für eine Sphäre (oben) und
einen Torus (unten).

Gauß-Krümmung

Für eine Einheitssphäre ist die Gauß-Krümmung überall 1 und für obigen Torus von vorhin gilt

K =
cos(ξ1)

2 + cos(ξ1)
.

In Abbildung 7.2 ist die L2-Norm des Fehlers der Gauß-Krümmung für flache Dreiecke mit der Win-
kelformel und für Dreiecke zweiter Ordnung in der schwachen Formulierung bei verschieden feinen
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Diskretisierungen aufgetragen. Auch sie konvergiert für beide Oberflächen bei flachen Dreiecken in
erster Ordnung und bei gekrümmten Dreiecken in zweiter Ordnung.
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Abbildung 7.2.: L2-Norm des Fehlers der Gauß-Krümmung für eine Sphäre (oben) und einen Torus
(unten).

Evolution mit mittlerer Krümmung

In diesem Abschnitt wird die Evolution mit Geschwindigkeit Y für eine Einheitssphäre untersucht. Die
mittlere Krümmung ist konstant und entspricht gerade dem Kehrwert des Radius ρ. Der Normalen-
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vektor ist der radiale Einheitsvektor. Somit erhält man für den Radius folgende Differentialgleichung:

dρ

dt
= −2

ρ
.

Diese ist trennbar:
ρ∫

ρ(0)

ρ dρ =

t∫
0

−2 dt .

Die Integrale ergeben
1

2
ρ2 − 1

2
ρ2(0) = −2t .

Der Anfangsradius ist 1 und der Radius ist immer größer gleich 0. Damit ergibt sich für ρ

ρ(t) =
√

1− 4t .

Der Radius verschwindet für t = 0.25, also wird die Evolution bis zu diesem Zeitpunkt durchgeführt.
Abbildung 7.3 zeigt den Verlauf der impliziten Evolution für verschiedene Diskretisierungen und zum
Vergleich die exakte Lösung. Man erkennt, dass der Verlauf der Kurve sich mit feinerer Diskretisierung
immer mehr an den Verlauf der exakten annähert.
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Abbildung 7.3.: Evolution mit Geschwindigkeit Y für verschieden feine Diskretisierungen im Vergleich
zur exakten Lösung.

In Abbildung 7.4 ist der Fehler des Radius zu einem festen Zeitpunkt aufgetragen. Dabei wurden
für eine bestimmte Schrittweite verschieden feine Diskretisierungen und für eine feste Diskretisierung
verschiedene Schrittweiten untersucht. Der Fehler konvergiert in beiden Fällen in erster Ordnung.
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Abbildung 7.4.: Fehler der Evolution mit Geschwindigkeit Y für verschieden feine Diskretisierungen
(oben) und verschiedene Schrittweiten (unten).

Willmore-Evolution

Gemäß Satz 4.1 konvergiert die Willmore-Evolution gegen eine Kugel. In Abbildung 7.5 sieht man die
Anwendung der Willmore-Evolution (ohne Flächen- und Volumenerhaltung) auf einen Erythrozyten.
Wie erwartet ist die Gleichgewichtsform eine Kugel.
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Abbildung 7.5.: Willmore-Evolution eines Erythrozyten mit N = 4295000.

Für einen Torus, der das Willmore-Funktional minimiert, ist das Verhältnis der beiden Radien
√

2 [37].
Abbildung 7.6 zeigt einen Torus vor und nach der Willmore-Evolution. Sein Radien-Verhältnis ist
1.4199, was einem Fehler von 0.4% entspricht.

Abbildung 7.6.: Willmore-Evolution eines Torus mit ND = 5056 und N = 3195000. Links: Startober-
fläche, rechts: Gleichgewichtsoberfläche.

In Abbildung 7.7 ist der Fehler des Radien-Verhältnisses nach der Willmore-Evolution für verschieden
fein diskretisierte Tori aufgetragen. Er konvergiert in dritter Ordnung.
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Abbildung 7.7.: Fehler des Radien-Verhältnisses für verschiedene Diskretisierungen.

Helfrich-Funktional

In diesem Abschnitt wird die Konvergenzordnung der Berechnung des Helfrich-Funktionals untersucht.

Für eine Einheitssphäre mit H = 2 ist das Helfrich-Funktional

Fh =

∫
Γ

(H −H0)2 dS = (2−H0)2A = 4π(2−H0)2 .

Bei obigem Torus ergibt sich

Fh =

∫
Γ

(H −H0)2 dS =

2π∫
ξ2=0

2π∫
ξ1=0

(
2 + 2 cos(ξ1)

2 + cos(ξ1)
−H0

)2 (
2 + cos(ξ1)

)
dξ1 dξ2

= 2π

 2π∫
0

(
2 + 2 cos(ξ1)

)2
2 + cos(ξ1)

dξ1 − 2H0

2π∫
0

(
2 + 2 cos(ξ1)

)
dξ1 +H2

0

2π∫
0

(
2 + cos(ξ1)

)
dξ1


= 8π2

(
2√
3
− 2H0 +H2

0

)
.

Bei der Helfrich-Evolution wird später eine aus einem Zylinder mit Höhe 2 und Radius 4 sowie einem
Torus mit Radien 1 und 3 zusammengesetzte Fläche verwendet (siehe Abbildung 7.8).
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7.1. Konvergenzuntersuchungen

Abbildung 7.8.: Für Helfrich-Evolutionen verwendete Startoberfläche.

Die mittlere Krümmung verschwindet für den ebenen Teil und für den gekrümmten Teil entspricht sie
der Toruskrümmung, wobei der Winkel ξ1 nur von −π

2 bis π
2 läuft. Also erhält man für das Helfrich-

Funkional

Fh =

∫
Γ

(H −H0)2 dS =

2π∫
ξ2=0

π
2∫

ξ1=−π
2

(
3 + 2 cos(ξ1)

3 + cos(ξ1)
−H0

)2

(3 + cos(ξ1)) dξ1 dξ2

= 2π

(
8 + 9

√
2 arctan

(
1√
2

)
− 2H0(3π + 4) +H2

0 (3π + 2)

)
.

In Abbildung 7.9 ist für Sphäre, den Torus und die Helfrich-Startoberfläche der Fehler des Helfrich-
Funktionals für verschieden feine Diskretisierungen aufgetragen. Es konvergiert in erster Ordnung.
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Abbildung 7.9.: Fehler des Helfrich-Funktionals der Einheitssphäre, eines Torus und einer aus Zylinder
und Torus zusammengesetzten Oberfläche mit H0 = 1.
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7.2. Verringerung von Approximationsfehlern

Lokale Flächenerhaltung

In Abbildung 7.10 sieht man das Ergebnis einer Helfrich-Evolution ohne tangentiale Korrektur und
einer mit lokaler Flächenerhaltung. Im ersten Fall haben die Dreiecke unterschiedlich große Flächen,
im zweiten Fall sind sie fast gleich groß.

Abbildung 7.10.: Unterschied beim Flächenverhältnis der Dreiecke nach einer Helfrich-Evolution ohne
tangentiale Korrektur (links) und mit lokaler Flächenerhaltung (rechts). Dabei ist
N = 177000.

Bei der Simulation des Kontaktes ist diese Korrektur nötig, um die Evolution überhaupt durchführen
zu können, da in manchen Bereichen die Dreiecke so groß werden, dass die Form der Oberfläche dort
nicht mehr genau genug aufgelöst wird.

Verringerung der Flächen- und Volumenerhaltungsfehler

Für eine Helfrich-Evolution ohne und mit Verringerung der Flächen- und Volumenerhaltungsfehler
mit verschiedenen Vorfaktoren, wie in Kapitel 5.2 beschrieben, werden in Abbildung 7.2 die Verläufe
der Fläche und des Volumens gezeigt.
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Abbildung 7.11.: Verlauf der Fläche (oben) und des Volumens (unten) bei der Verringerung der
Flächen- und Volumenerhaltungsfehler.

Man kann erkennen, dass sich mit steigendem Vorfaktor sowohl die Fläche als auch das Volumen
weniger ändern.
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7.3. Helfrich-Evolution

Die Evolution, die aus dem Helfrich-Funktional folgt, ergibt sich dadurch, dass Willmore-Evolution,
mittlere Krümmungs-Evolution, Evolution mit Geschwindigkeit mittlerer Krümmung und eine Kor-
rektur für Flächen- und Volumenerhaltung in einem Zeitschritt durchgeführt werden. In Abbildung
7.12 ist ein Beispiel für die Entstehung einer erythrozytenähnlichen Form gezeigt.

Anfangsoberfläche minimale Oberfläche

Abbildung 7.12.: Entwicklung einer Oberfläche unter Helfrich-Evolution zu einer Minimaloberfläche,
die einem Erythrozyten ähnelt.

Den späteren Kontaktberechnungen liegt immer die minimale Oberfläche aus Abbildung 7.12 zugrun-
de. Sie hat ND = 6536 Dreiecke und ihre relative maximale Maschenweite ist

√√√√ max
j=1,...,ND

(
A(Tj)

)
A

= 0.0146 .

In Abbildung 7.13 sieht man, wie das Helfrich-Funktional minimiert wird. Dabei wurde die Evolu-
tion für verschiedene Diskretisierungen durchgeführt und jeweils der Energieverlauf verglichen. Der
Verlauf ist ähnlich, nur die Werte unterscheiden sich etwas. In Bezug auf die Konvergenz des Helfrich-
Funktionals, Abbildung 7.9, ist dies durchaus angemessen.

84



7.3. Helfrich-Evolution

 38

 40

 42

 44

 46

 48

 50

 52

 0  5000  10000  15000  20000  25000  30000  35000

F h

N

238 Elemente
952 Elemente
3808 Elemente
15232 Elemente

Abbildung 7.13.: Verlauf des Helfrich-Funktionals bei der Entwicklung einer Oberfläche unter Helfrich-
Evolution.

Für eine bessere Vergleichbarkeit verschiedener Oberflächen verwendet man das reduzierte Volumen
V
c0

und das Produkt H0R0 mit

A = 4πR2
0 und c0 =

4

3
πR3

0 .

Für axialsymmetrische Oberflächen wurden bereits Parameterstudien in [27] durchgeführt (siehe Ab-
bildung 7.14).

H0R0 = 0 H0R0 = 3
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with
For , the coefficients and are negative.

At , changes sign. For , the function
has three local minima and two local maxima. The

minima with correspond to the lower stomatocyte
branch which is, thus, locally stable. The minimum with

describes the symmetric oblate-discocyte branch.
The local maxima correspond to unstable stomatocytes.
At , the local minima with merge with the local
maxima and disappear for . In this range, only
one local minimum survives.

Comparing the bending energy of the three
branches—the prolate-dumbbell, the oblate-discocyte,
and the stomatocyte branches—one finds that for

, the stomatocytes have the lowest ener-
gy, while for , the oblate shapes have
lowest energy. Since the oblate shapes are discocytes in
this regime, no spontaneous curvature is necessary in or-
der to stabilize biconcave shapes, as previously observed
by Svetina and Zeks [25]. For , finally, the
prolate shapes correspond to the ground state. In Fig. 9
we show the shapes of lowest bending energy for several
values of . Discontinuous transitions separate the three
regimes.

It is worthwhile to observe also that the energy barrier
between the oblate and the stomatocyte shapes can

be derived from Fig. 8. It is given by the energy
difference between the oblate branch and the upper part
of the stomatocyte branch which is the saddle point along
a path of axisymmetric solutions connecting the two lo-
cally stable shapes. We find for , i.e.,
at the discontinuous transition. This is typically much
more than the thermal energy. Therefore, one expects
hysteresis, i.e., the oblate-discocyte shapes can be extend-
ed into the "metastable" region with . The transi-
tion will then take place when the energy difference
becomes comparable to Note that for the transition
between the prolate and the oblate branches the activa-
tion energy cannot be read off from the energy diagram of
Fig. 8, because a path connecting the prolate and the ob-
late branches at constant involves nonaxisymmetric
shapes.

B. Complete phase diagram

We describe in this subsection the phase diagram for
as displayed in Fig. 10. The derivation of these re-

sults is sketched in Appendix D.
The right half of the phase diagram is divided into two

parts by the line , which denotes a discontinuous transi-
tion between the prolate-dumbbell and the oblate-
discocyte branches. Above , the prolate-dumbbell
shapes have lower bending energy than the oblate-
discocyte ones. As goes to 1, it has already been de-
rived analytically that this phase boundary approaches
the critical value [27]. For , this phase
boundary is at

For , with and , a
discontinuous transition between two different
prolate-dumbbell shapes occurs. This line terminates in a
critical point.

For , the pear-shaped vesicles have
lowest energy in the region which is bounded by the lines

and . While the line denotes a line of
discontinuous transitions from symmetric to pear-shaped
states (and is an approximation to this transition
as discussed in Appendix E), the line corresponds to
a continuous transition between these states. In order to
illustrate these transitions, we show in Fig. 11 the func-
tional dependence of the bending energy and in Fig.
12 the corresponding shapes for . The energy dia-
gram shows that the pear-shaped vesicles and the sym-
metric ones can, of course, be extended beyond the
discontinuous transition . This region of metastabil-
ity is briefly discussed in Appendix D.

For , budding can occur, as illustrated in Figs.

FIG. 9. Shapes for and several values of . and
denote the discontinuous prolate-oblate and oblate-stomatocyte
transitions, respectively. All shapes have the same area.

FIG. 10. Phase diagram of the spontaneous-curvature model.
This phase diagram shows the shape of lowest bending energy
for a given scaled spontaneous curvature and reduced volume

. The regions where the prolate-dumbbells, pears, oblate-
discocytes, and stomatocytes have lowest energy are separated
by transitions. The line denotes a continuous transition.
All other transitions are discontinuous. The dashed lines
and denote approximations to the discontinuous transi-
tions as derived in Appendix E. The line denotes where
budding occurs. The line corresponds to the inclusion of a
spherical cavity. Beyond the lines and , self-
intersected states occur. For , the phase dia-
gram is not yet known.
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FIG. 13. Bending energy for as a function of the re-
duced volume . The two different symmetric branches,
prolate-1 and prolate-2, are no longer connected by the asym-
metric pear-shaped branch. The latter branch bifurcates at

, attains a maximal volume at , and ends up in a limit
shape , where two spheres of different radii are connected
by an ideal neck. The prolate-2 branch starts in the (unstable)
limit shape where two prolates are connected with an
ideal neck. Along this branch, at least two instabilities with
respect to the up-down symmetry occur which are not visible on
this scale. An additional "wing" emerges for . The dot-
ted line denotes an approximation to the pear-shaped states, as
discussed in Appendix E.

are connected by an ideal neck. For and
, further instabilities of the symmetric shapes

occur. Again, we have not attempted a classification of
the shape transitions in this region.

We now turn to the lower part of the phase diagram
shown in Fig. 10. The oblate-discocyte shapes have
lowest bending energy in the region bounded by the lines

, , and . Beyond the line , the discocyte
shapes self-intersect and must be excluded physically.
This is also the physical limit of the discontinuous
prolate-oblate transition . The line denotes a
discontinuous transition between the oblate-discocyte
shapes and the stomatocytes, while is an approxi-

FIG. 11. Bending energy for as a function of the re-
duced volume . Two different symmetric branches, prolate-1
and prolate-2, are connected by an asymmetric pear-shaped
branch which bifurcates at and from the symmetric
branches. The upper part of this pear-shaped state corresponds
to locally unstable shapes. The prolate-1 branch attains
minimal volume at . The energy along its upper part then
presumably diverges. The prolate-2 branch ends up for

in the limit shape where two spheres of equal radii are
connected by an ideal neck. This short continuation of the
prolate-2 branch beyond the bifurcation is not visible on
this scale.

13 and 14 where the functional dependence of for
and stationary shapes, respectively, are displayed.

The pear-shaped vesicles approach a limit shape at ,
where two spheres of radii and are connected by
an ideal neck. The relations (3.14), with and

, and (4.5b) lead to

(5.3)

This equation determines the required spontaneous cur-
vature for budding of a small vesicle of radius . For
small , we have . Equations (5.3) and
(4.5c) lead after a little bit of algebra to the location of the
line as given by

(5.4)

The line starts at the point , with coordinates
, where two spheres of equal radii

FIG. 12. Shapes along the "reentrant" trajectory for
and several values of . and denote a discontinuous
and a continuous transition, respectively.

FIG. 14. Stationary shapes for and several values of .
denotes the discontinuous transition between the prolate-

dumbbell and the pear-shaped states. The latter terminate in
the limit shape . The prolate-2 branch starts at the (unsta-
ble) limit shape . An asymmetric shape is shown for

. These asymmetric shapes become symmetric again
with decreasing volume as displayed for

Abbildung 7.14.: Formen bei Minimierung des Helfrich-Funktionals für verschiedene Werte des redu-
zierten Volumens.

In Abbildung 7.15 sieht man drei Formen, die sich aus verschiedenen Werten für V
v0

und H0R0 ergeben.
Eine ähnelt einem Diskozyten, eine zweite einem Stomatozyten und die dritte entspricht der prolaten
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Form aus [27].

H0R0 = 0, Vv0
= 0.6 (1) H0R0 = −1, Vv0

= 0.7 (2) H0R0 = 0, Vv0
= 0.8 (3)

Abbildung 7.15.: Verschiedene Formen für verschiedene Werte von V
v0

und H0R0. Dabei sind die An-

zahlen der Dreiecke (1) 4672, (2) 4672, (3) 3552.

In Abbildung 7.16 sind die entsprechenden Stellen in das axialsymmetrische Phasendiagramm aus [27]
eingetragen. Diese stimmen mit den Formen, die hier berechnet wurden, überein.

Abbildung 7.16.: Vergleich der durch die dreidimensionale Evolution erhaltenen Formen mit dem axial-
symmetrischen Phasendiagramm.

Um die axialsymmetrische Berechnung direkt mit der dreidimensionalen vergleichen zu können, wird
die Differentialgleichung (6.2) aus der Axialsymmetrie numerisch gelöst, die Lösungskurve um die z-
Achse rotiert, die entstehende Oberfläche trianguliert und die 3D-Berechnung auf sie angewendet. In
Abbildung 7.17 sieht man eine solche Kurve. Nach der dreidimensionalen Evolution gibt es praktisch
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keinen Unterschied zur Anfangsoberfläche.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

z

x

Abbildung 7.17.: Kurve in der x-z-Ebene (links), durch Rotation dieser um die z-Achse entstandene
Oberfläche (Mitte) und Schnitt der Oberfläche vor (schwarz) und nach (rot) der
Evolution (rechts). In der Vergrößerung ist der größte Unterschied zwischen den
beiden Schnitten gezeigt. Dabei ist ND = 2372, H0R0 = 0, Vv0

= 0.80 und N = 88000.

7.4. Kontakt mit einer Ebene

Für den Geschwindigkeitsbeitrag des Kontakts benötigt man den Abstandsvektor r: Eine Ebene mit
Aufpunkt a und Richtungsvektoren b und c lässt sich darstellen als

{a+ σ1b+ σ2c : σ1, σ2 ∈ R} .

Der Abstandsvektor zu einem Punkt P ist dann

r = P − a− σ1b− σ2c

mit noch zu bestimmenden σ1, σ2. Der Abstandsvektor steht senkrecht auf den Richtungsvektoren,
also gilt

(P − a− σ1b− σ2c) · b = 0 ,

(P − a− σ1b− σ2c) · c = 0 .

Daraus lassen sich σ1 und σ2 berechnen:

σ1 =
(P − a) · b|c|2 − (P − a) · c(b · c)

|b|2|c|2 − (b · c)2
,

σ2 =
(P − a) · c|b|2 − (P − a) · b(b · c)

|b|2|c|2 − (b · c)2
.
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Insgesamt ergibt sich als Abstandsvektor

r = P − a− |b× c|−2
(
(P − a)× (c× b)

)
× (b× c) .

In Abbildung 7.18 ist der Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene gezeigt. Man erkennt, wie
der Erythrozyt bei höheren Adhäsionsstärken seine bikonkave Form verliert und eine runde Form an-
nimmt, wie es auch in der Realität beim Kontakt mit einem Objektträger (Abbildung 2.2) passiert.
Bei schwächeren Adhäsionsstärken ist die Kugelform weniger ausgeprägt und verliert sich vollends bei
W0 = kc

2 .

W0 = kc
2 W0 = 2.5kc2 W0 = 5kc2 W0 = 20kc2

Abbildung 7.18.: Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene für verschiedene Adhäsionsstärken.

In Abbildung 7.19 werden die Querschnitte von verschiedenen Stadien der Evolution am Beispiel
W0 = kc

2 gezeigt. Es ist zu erkennen, dass sich bereits sehr früh eine glatte Kontaktfläche ausbildet.

N = 0 N = 40000 N = 57000

N = 100000 N = 200000 N = 294000

Abbildung 7.19.: Querschnitte eines Erythrozyten im Kontakt mit einer Ebene zu verschiedenen Zeit-
punkten der Evolution.

Nun soll der Zusammenhang zwischen der Adhäsionsstärke und der Kontaktfläche untersucht werden.
Das Verhältnis der Kontaktfläche Ak zur Gesamtfläche A steigt an bis zu einer Sättigung, da sonst
die Krümmung der Oberfläche zu stark ist. In Abbildung 7.20 ist diese Kurve aufgetragen.
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Abbildung 7.20.: Kontaktfläche beim Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene in Abhängigkeit
von der Adhäsionsstärke.

Als ein Beispiel für nicht axialsymmetrischen Kontakt ist in Abbildung 7.21 der Kontakt mit zwei
senkrecht aufeinanderstehenden Ebenen dargestellt. Der Erythrozyt bildet dabei eine möglichst große
Kontaktfläche, indem er eine längliche Form annimmt.

Ausgangssituation Querschnitte zu Form zu verschiedenen Zeiten
verschiedenen Zeiten

Abbildung 7.21.: Kontakt eines Erythrozyten mit zwei Ebenen.
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7.5. Kontakt mit einem Zylinder

Die Achse eines Zylinders mit Aufpunkt a und Richtungsvektor b lässt sich darstellen als

{a+ σb : σ ∈ R} .

Der Abstandsvektor zu einem Punkt P ist dann

P − a− σb

mit noch zu bestimmendem σ. Der Abstandsvektor steht senkrecht auf dem Richtungsvektor, also

(P − a− σb) · b = 0 .

Daraus lässt sich σ berechnen:

σ =
1

|b|2
(P − a) · b .

Damit ist der Abstandsvektor zur Zylinderachse

|b|−2b×
(
(P − a)× b

)
.

Der Zylinder hat einen Radius r0. Es wird also der Abstandsvektor zum Rand des Zylinders, der
r0 von seiner Achse entfernt ist, benötigt. Deshalb muss man den Abstandsvektor zur Achse noch
entsprechend skalieren:

r =

(
1− r0|b|2∣∣b× ((P − a)× b

)∣∣
)
|b|−2b×

(
(P − a)× b

)
.

Die Mikrofasern aus Abbildung 2.3 kann man sich idealisiert als Zylinder vorstellen. In Abbildung
7.5 ist der Kontakt mit einem Zylinder für verschiedene Adhäsionsstärken dargestellt. Je höher die
Adhäsionsstärke ist, desto stärker wickelt sich der Erythrozyt um den Zylinder, um die Kontaktfläche
zu erhöhen.

W0 = kc
2 W0 = 2.5kc2 W0 = 5kc2 W0 = 20kc2 Querschnitte

Abbildung 7.22.: Kontakt mit einem Zylinder für verschiedene Adhäsionsstärken.
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Auch hier wird der Zusammenhang zwischen der Adhäsionsstärke und der Kontaktfläche untersucht.
Dieser ist in Abbildung 7.23 aufgetragen.
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Abbildung 7.23.: Kontaktfläche beim Kontakt eines Erythrozyten mit einem Zylinder in Abhängigkeit
von der Adhäsionsstärke.

7.6. Auseinanderziehen eines Erythrozyten

Ein Erythrozyt auf einer Ebene wird mit Hilfe einer der Ebene gegenüber liegenden kleinen Kugel, an
der er adhäriert ist, auseinandergezogen (siehe Abbildung 7.24). Dazu wird die Kugel etwas nach oben
bewegt und das Minimum des Energiefunktionals berechnet. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis der
Kontakt abreißt.

Es wird der Abstandsvektor eines Punktes P zu einer Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r0 benötigt.
Der Abstandsvektor zum Mittelpunkt ist P − a. Da die Kugel einen Radius r0 hat, muss man diesen
entsprechend skalieren:

r =

(
1− r0

|P − a|

)
(P − a) .

In Abbildung 7.24 ist dargestellt, wie ein Erythrozyt auseinandergezogen wird. Trägt man die Energie
in Abhängigkeit vom Abstand auf, so kann man durch Ableiten nach dem Abstand die Kraft, mit der
an dem Erythrozyten gezogen wird, bestimmen. Diese wird auch in den entsprechenden physikalischen
Experimenten bestimmt.
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Abbildung 7.24.: An einem Erythrozyten wird mit Hilfe einer kleinen Kugel gezogen. Links: Ausgangs-
situation, rechts: Querschnitte zu den verschiedenen Stadien. Die Adhäsionsstärken
sind dabei 10kc2 für die Ebene und 1000kc2 für die Kugel.

7.7. Kontakt zweier Erythrozyten

Hier wird das Experiment aus Abbildung 2.5 simuliert. Der Kontakt des unteren Erythrozyten mit
der Glasfläche wird durch eine Ebene modelliert, der des oberen mit dem Cantilever durch eine Kreis-
scheibe. Es wird zunächst die Gleichgewichtsform beim Kontakt der beiden jeweils einzeln mit der
Ebene beziehungsweise Kreisscheibe berechnet, dann werden sie in Kontakt gebracht und die dabei
entstehende Gleichgewichtsform wird bestimmt. Danach werden sie immer weiter auseinandergezogen
und in jedem Schritt wird das Energieminimum berechnet, bis der Kontakt abreißt. Der Abstand ei-
nes Punktes auf der Oberfläche des einen Erythrozyten zum anderen wird dabei berechnet, indem der
Abstand jedes Knotens der Triangulierung des einen zum anderen Erythrozyten berechnet wird und
der herausgesucht wird, der den geringsten Abstand hat. Diese Methode hat quadratischen Aufwand,
doch für die hier verwendete Anzahl an Dreiecken ist sie schnell genug.

Für den Kontakt mit der Kreisscheibe wird der Abstand eines Punktes P von einer Kreisscheibe mit
Mittelpunkt a, Richtungsvektoren b, c und Radius r0 benötigt. Es wird dazu zunächst der Schnitt-
punkt des Normalenvektors zur Ebene, in der die Kreisscheibe liegt, durch P mit der Ebene berechnet:

a+ |b× c|−2
(
(P − a)× (c× b)

)
× (b× c) .

Liegt dieser innerhalb der Kreisscheibe, das heißt sein Abstand zum Mittelpunkt a ist kleiner gleich
dem Radius r0, so ergibt sich der Abstandsvektor als seine Differenz von P wie bei einer Ebene. Ist
dies nicht der Fall, so wird der Abstandsvektor vom Mittelpunkt zum Schnittpunkt

|b× c|−2
(
(P − a)× (c× b)

)
× (b× c)

wie beim Zylinder skaliert:(
1− r0|b× c|2∣∣((P − a)× (c× b)

)
× (b× c)

∣∣
)
|b× c|−2

(
(P − a)× (c× b)

)
× (b× c)

und der Abstandsvektor ergibt sich dann als Summe des Abstandvektors vom Mittelpunkt zum
Schnittpunkt und des Abstandsvektors vom Schnittpunkt zu P :

P − a− r0

(
(P − a)× (c× b)

)
× (b× c)∣∣((P − a)× (c× b)
)
× (b× c)

∣∣ .
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7.7. Kontakt zweier Erythrozyten

Zusammengefasst ist der Abstandsvektor

r = P −a−
(
(P −a)× (c× b)

)
× (b× c)


1

|b×c|2 für

∣∣∣((P−a)×(c×b)
)
×(b×c)

∣∣∣
|b×c|2 ≤ r0

r0∣∣∣((P−a)×(c×b)
)
×(b×c)

∣∣∣ für

∣∣∣((P−a)×(c×b)
)
×(b×c)

∣∣∣
|b×c|2 > r0

.

In Abbildung 7.25 ist die Ausgangssituation dargestellt: Ein Erythrozyt ist in Kontakt mit einer Ebene
und einer mit einer Kreisscheibe. Man sieht, dass die Form beim Kontakt mit der Kreisscheibe keinen
Unterschied zur Form beim Kontakt mit der Ebene zeigt.

Abbildung 7.25.: Ausgangssituation des Experimentes: Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene
und eines zweiten mit einer Kreisscheibe für W0 = 10kc2 .

In Abbildung 7.26 werden verschiedene Stadien des Auseinanderziehens gezeigt, wobei die Adhäsions-
stärke für den Kontakt der beiden Erythrozyten ebenfalls W0 = 10kc2 beträgt.

Anfang 0 0.34 0.59

0.71 0.84 1.22 Ende

Abbildung 7.26.: Auseinanderziehen zweier adhärierter Erythrozyten. Bei den Querschnitten ist dabei
angegeben, um wieviel die Kreisscheibe im Verhältnis zur Dicke der ursprünglichen
Erythrozytenform jeweils nach oben verschoben wurde.
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7. Numerische Ergebnisse

Für diese (verhältnismäßig schwache) Adhäsionsstärke kann also um das 1.22-fache der Dicke eines
Erythrozyten auseinandergezogen werden, bevor der Kontakt abbricht. Dabei ist der Minimalabstand
beim Kontakt zwischen den beiden Erythrozyten d0 = 0.5, da sonst feiner diskretisiert werden müsste.
Durch den Winkel, in dem der obere Erythrozyt zum unteren steht, ist keine axialsymmetrische Be-
rechnung möglich, es wird also die dreidimensionale Evolution benötigt. In Abbildung 7.27 ist die
Energie in Abhängigkeit vom Abstand aufgetragen. Diese kann mit experimentellen Ergebnissen ver-
glichen werden.
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Abbildung 7.27.: Energie beim Auseinanderziehen zweier adhärierter Erythrozyten in Abhängigkeit
vom Abstand.
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8. Fazit

Die Form von Erythrozyten lässt sich in weiten Teilen über das Helfrich-Funktional, welches der Haupt-
teil der Biegeenergie ihrer Membran darstellt, beschreiben. Mit Hilfe von zusätzlichen Termen kann
man Fläche und Volumen erhalten und den Kontakt mit Objekten modellieren.

Um das Energiefunktional zu minimieren, muss die Variation bestimmt werden. Die Euler-Lagrange-
Gleichung beschreibt die Bedingung, dass die Variation verschwindet. Für axialsymmetrische Formen
kann die Symmetrie ausgenutzt und die Euler-Lagrange-Gleichung für die Kurve in der x-z-Ebene,
die um die y-Achse rotiert wird, gelöst werden. Im allgemeinen dreidimensionalen Fall nimmt man
eine Anfangsoberfläche, die mit dem Gradientenfluss bewegt wird, bis eine Oberfläche entsteht, wel-
che die Energie minimiert. Es ergibt sich dabei ein Anfangswertproblem für die Parametrisierung der
Oberfläche, welches Ableitungen vierter Ordnung enthält. Um diese zu reduzieren, wird der mittlere
Krümmungvektor, der der Laplace-Beltrami-Operator der Parametrisierung ist, als zusätzliche Unbe-
kannte eingeführt und man erhält schließlich in schwacher Formulierung ein Differentialgleichungssys-
tem erster Ordnung.

Zur Lösung des Anfangswertproblems wird die Methode der Finiten Elemente verwendet, wobei die
Oberfläche meist linear trianguliert ist. Die gesuchten Funktionen werden mit Hilfe der Knotenbasis-
funktionen dargestellt, die den Wert eins im ihnen zugeordneten Knoten haben und in allen anderen
Knoten verschwinden. Auf diese Art lässt sich das Anfangswertproblem durch ein lineares Gleichungs-
system ausdrücken, dessen Matrizen dünn besetzt sind, da die Integrale über die Knotenbasisfunktio-
nen nur auf benachbarten Dreiecken nicht verschwinden.

Um eine Entartung der Dreiecke während der Evolution zu reduzieren, kann im dreidimensionalen
Fall zusätzlich eine tangentiale Korrektur durchgeführt werden, die lokal die Fläche erhält. Um Ap-
proximationsfehler bei der Flächen- und Volumenerhaltung zu verringern, fordert man nicht, dass ihre
zeitliche Änderung verschwindet, sondern der mit einem positiven Vorfaktor multiplizierten Differenz
zwischen dem aktuellen Wert und dem Anfangswert entspricht.

Die axialsymmetrische Methode hat den Vorteil, dass sie wesentlich schneller minimierende Formen lie-
fert, da die Euler-Lagrange-Gleichung gelöst wird und keine zeitintensive Evolution durchgeführt wer-
den muss. Jedoch können nicht axialsymmetrische Formen natürlich nicht bestimmt werden. Hierfür
muss die rechenintensivere Evolution angewendet werden. Hierbei darf die Anfangsoberfläche nicht
zu weit vom Minimum entfernt sein, da sonst zu viele Schritte durchgeführt werden, sodass trotz
der tangentialen Korrektur die Dreiecke entarten. Wird die Triangulierung verfeinert, muss auch die
Schrittweite verkleinert werden, sodass nicht nur die Komplexität, also die Anzahl Unbekannter im
zu lösenden Gleichungssystem, steigt, sondern auch mehr Schritte bis zum Erreichen des Minimums
nötig sind.
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8. Fazit

Ableitungen zweiter Ordnung wie die mittlere und die Gauß-Krümmung können auf Konvergenz unter-
sucht werden. Man stellt fest, dass sich für eine Sphäre und einen Torus eine Konvergenzordnung von
eins für flache Dreiecke und eine Konvergenzordnung von zwei für Dreiecke, deren Kanten quadratische
Polynome sind, ergibt. Für eine Sphäre, die mit dem mittleren Krümmungsvektor evolviert, kann man
die exakte Lösung bestimmen und für verschiedene Diskretisierungen und Schrittweiten untersuchen.
Dabei stellt man fest, dass die Evolution sowohl in der Raum- als auch in der Zeitdiskretisierung in
erster Ordnung konvergiert. Wendet man die Willmore-Evolution auf ein Objekt mit Geschlecht Null
an, so evolviert es wie in der Theorie vorhergesagt zu einer Kugel. Bei einem Torus ergibt sich ein
bestimmtes Radienverhältnis, das in dritter Ordnung konvergiert. Das Helfrich-Funktional konvergiert
für verschieden Objekte in erster Ordnung.

Die Flächen der Dreiecke der Diskretisierung ändern sich ohne Korrektur im Laufe der Evolution.
Im Vergleich dazu gibt es bei Berechnungen mit einer tangentialen Korrektur zur lokalen Flächener-
haltung jedoch kaum Änderungen. Diese Korrektur ermöglicht auch manche Berechnungen, die ohne
sie nicht durchführbar sind, da an manchen Stellen durch die wachsende Größe der Dreiecke zu viel
Genauigkeit verloren geht. Durch die Abwandlung der Bedingung für die Flächen- und Volumenerhal-
tung ist die Erhaltung während der Evolution durch Verringerung von Approximationsfehlern besser
erfüllt, als wenn man nur die zeitliche Änderung gleich Null setzt. Dabei wird die Erhaltung mit wach-
sendem Vorfaktor besser.

Es ist möglich, in der Natur vorkommende Formen wie Diskozyten und Stomatozyten durch Mi-
nimierung des Helfrich-Funktionals zu erhalten. Eine Einordnung einiger Formen für verschiedene
Werte der spontanen Krümmung und des reduzierten Volumens in ein Phasendiagramm, das aus axi-
alsymmetrischen Berechnungen erhalten wurde, zeigt, dass die dreidimensionalen Berechnungen mit
den axialsymmetrischen übereinstimmen. Des Weiteren konnte festgestellt werden, dass eine axialsym-
metrische Form, die durch Lösung der Euler-Lagrange-Gleichung berechnet wurde, ebenfalls minimal
unter der dreidimensionalen Evolution ist.

Durch den Kontakt mit einer Ebene erhält man eine sphärozytische Form, welche in Experimen-
ten mit Glasoberflächen beobachtet werden kann. In anderen Experimenten werden Erythrozyten in
ein Netz aus Mikrofasern gegeben, deren Formen sich beim Kontakt mit einem Zylinder wiederfinden.
Diese sind nicht axialsymmetrisch und können nur mit der dreidimensionalen Evolution gefunden wer-
den. Es ist nicht nur möglich, den Kontakt eines Erythrozyten mit einer künstlichen Oberfläche zu
simulieren, sondern auch den Kontakt zweier Erythrozyten untereinander.

In Zukunft könnte in Analogie zur Willmore-Evolution die komplette Evolution in einem solchen
semi-impliziten Schema durchgeführt werden. Außerdem sollte nach weiteren Möglichkeiten zur Ver-
besserung der Triangulierung während der Evolution gesucht werden. Zum Beispiel ist zwar die Fläche
der Dreiecke annähernd erhalten, aber die Winkel nicht, sie können also dennoch sehr schmal werden,
was die Evolution instabil macht. Weitere Parameterstudien bei der Helfrich-Evolution für verschiede-
ne Formen wären interessant, insbesondere in Hinblick auf nicht axialsymmetrische Formen. Bei den
Zieh-Experimenten sollten noch die Parameter dahingegen untersucht werden, dass ein Vergleich mit
den Ergebnissen physikalischer Experimente möglich ist.
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A. Anhang

Hier soll
2∑

α,β=1

(
g−1
)
αβ
X l

αX
n
β = δln − νlνn

bewiesen werden. Es gibt drei Möglichkeiten: n = l, n = l + 1, n = l + 2, wobei dies, wie auch im
Folgenden, modulo 3 zu verstehen ist.

Erster Fall: n = l
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A. Anhang

Zweiter Fall: n = l + 1

Für n = l + 1 ergibt sich
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Dritter Fall: n = l + 2

Analog zum zweiten Fall verfährt man für n = l + 2:
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Wieder spaltet man die ersten beiden Summanden ab:
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B. Bezeichnungen

a Vorfaktor für Verbesserung der Flächenerhaltung
a Aufpunkt Zylinder/Ebene, Mittelpunkt Kreisscheibe/Kugel beim Kontakt
A Fläche
A(·) Fläche von ·
A(P ) infinitesimale Fläche um P
A0 Fläche zu Beginn der Evolution
AE Fläche am Ende der Evolution
Ai(P j) Fläche des i(P j)-ten Dreiecks um P j

Ak Kontaktfläche
Akl Vektor für die Berechnung der diskreten zweiten Fundamentalform
α Index mit Werten 1 oder 2
b Vorfaktor für Verbesserung der Volumenerhaltung
b Richtungsvektor Zylinder/Ebene beim Kontakt
B(ρ, ζ) Kugel
Bl Matrix für die Berechnung der zweiten Fundamentalform
β Index mit Werten 1 oder 2
c Richtungsvektor Ebene beim Kontakt
C Konstante
Cp Raum der p-mal differenzierbaren Funktionen
D Jacobi-Matrix
d0 minimaler Abstand bei Kontakt
Dτ Richtungsableitung in Richtung τ , Seite 23
Dq q-te schwache Ableitung, Seite 32
Dl Günter-Ableitungen, Seite 25
D(φ) Matrix mit Günter-Ableitungen von φ
δ Index mit Werten 1 oder 2
δφ Variation mit φ
δαβ Kronecker-Delta
∆Γ Laplace-Beltrami-Operator, Seite 23
divΓ Oberflächendivergenz, Seite 23
dL Linienelement
dS Oberflächenelement
∂Γ Rand von Γ
∂l Ableitungen im R3

∂ν Normalenableitung
el Standardbasisvektoren
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B. Bezeichnungen

f skalarwertige Funktion auf Γ
f skalarwertige Funktion auf Γ

f̃ skalarwertige Funktion auf Umgebung von Γ
f vektorwertige Funktion auf Γ
fi Knotenwerte von f
F matrixwertige Funktion auf Γ

f̃ vektorwertige Funktion auf Umgebung von Γ
F Energiefunktional
FA,V Flächen- und Volumenerhaltungsterm des Energiefunktionals
Fb Biegeenergie der Membran
fh diskrete Version von f
Fh Helfrich-Funktional
Fk Kontakt-Funktional
FK Integral über die Gauß-Krümmung
Fw Willmore-Funktional
g metrischer Tensor, g = (gαβ), Seite 24
G matrixwertige Funktion
G Geschlecht
γ Index mit Werten 1 oder 2
γ Kurve
Γ Oberfläche
Γ gestörte Oberfläche

Γ̃ Umgebung von Γ
Γ0 Anfangsoberfläche
Γh diskrete Oberfläche
Γj Teiloberfläche
Γmh diskrete Oberfläche im m-ten Zeitschritt
gradΓ Oberflächengradient, Seite 23
h zweite Fundamentalform, h = (hαβ), Seite 27
H doppelte mittlere Krümmung, Seite 28
H0 spontane Krümmung, Seite 10
Hp Sobolev-Raum, Seite 32
H1
h Ansatzraum, Seite 36

i Index mit Werten 1, . . . , NK/ND

I erste Fundamentalform, Seite 24
II zweite Fundamentalform, II = (II)kl, Seite 27
i(P j) Index mit Werten 1, . . . , ND(P j)
j Index mit Werten 1, . . . , NK/ND

J p Bessel-Potentialoperator, Seite 31
k Index mit Werten 1,2,3
K Gauß-Krümmung, Seite 28
kc Biegemodul
kg Biegemodul
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κα Hauptkrümmung, Seite 27
l Index mit Werten 1,2,3
Lp Raum der messbaren Funktionen, sodass die p-te Potenz integrierbar ist, Seite 31
L1

loc Raum der auf jeder kompakten Teilmenge von Γ integrierbaren Funktionen, Seite 32
λ Lagrange-Multiplikator für Flächenerhaltung
m Zeitschritt
M Massenmatrix
µ Lagrange-Multiplikator für Volumenerhaltung
N Anzahl Evolutionsschritte
n Index mit Werten 1,2,3
ND Anzahl Dreiecke
ND(P j) Anzahl Dreiecke um P j

NK Anzahl Knoten
ν äußerer Normalenvektor, Seite 24
νA(P ) äußerer Normalenvektor an A(P )

ν∂Γ zu Γ tangentialer äußerer Normalenvektor auf ∂Γ
∇ Nabla-Operator
∇Γ matrixwertige Ableitung, Seite 27
Ω ⊂ R2 offen

Ω̃ kompakte Teilmenge von Ω
Ωi ⊂ R2 offen
p 1 ≤ p ≤ ∞
pα ∈ N0

P Punkt aus Γ
P i Knoten aus Γh
φ 1D-Testfunktion
φ 3D-Testfunktion
Φ Hilfsfunktion für die Berechnung der tangentialen Geschwindigkeit
φi Knotenbasisfunktionen, Seite 35
ψ Diffeomorphismus
ψ 3D-Testfunktion
q ∈ N3

0, q = (q1, q2, q3)
Q Willmore-Matrix
r Abstandsvektor bei Kontakt
Rln Willmore-Matrix
r0 Radius Zylinder/Kugel/Kreisscheibe beim Kontakt
R0 Radius einer Kugel mit gleicher Oberfläche wie die betrachtete Form
ρ Radius Kugel
s Bogenlänge
S Steifheitsmatrix
S(R2) Schwartz-Raum, Seite 31
S ′(R2) Raum der temperierten Distributionen, Seite 31
Sln Willmore-Matrix

101



B. Bezeichnungen

σ Parameter bei Zylinder
σα Parameter bei Ebene
t Zeit
t∗ Endzeitpunkt der Evolution
T Schrittweite
Ti Dreieck
TPΓ Tangentialraum
⊥PΓ Menge der Vektoren senkrecht zu Γ
τ Tangentialvektor
τα Tangentialvektor
θ Neigungswinkel bei axialsymmetrischen Formen
θi(P j) Winkel um P j

ϑ Azimutwinkel bei axialsymmetrischen Formen
v skalare Geschwindigkeit
V Volumen
v0 Volumen einer Kugel mit gleicher Oberfläche wie die betrachtete Form
V0 Anfangsvolumen
vA,V Geschwindigkeitszusatz für Volumen- und Flächenerhaltung
vν Normalengeschwindigkeit
vT tangentiale Geschwindigkeit
vw Willmore-Geschwindigkeit
W Wechselwirkungspotential
W Weingarten-Abbildung, Seite 27
W0 Adhäsionsstärke
x Koordinate
xl rechte Seite bei der Berechnung der Willmore-Evolution
X Parametrisierung, Seite 23
Xh diskrete Parametrisierung
Xj lokale Parametrisierung
Xm Parametrisierung im m-ten Zeitschritt
Xl Vektor der Knotenwerte von Xm+1 oder X
XTj Parametrisierung von Tj
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Ω
y Koordinate
Y mittlerer Krümmungsvektor, Seite 28
Y gestörter mittlerer Krümmungsvektor
Y exakt exakter Wert für Y
Y h diskreter mittlerer Krümmungsvektor
Yl Vektor der Knotenwerte von Y m+1 oder Y
Y m mittlerer Krümmungsvektor im m-ten Zeitschritt
z Koordinate
z0 Position der Ebene bei Axialsymmetrie
Zkl Vektor der zweiten Fundamentalform
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ζ ∈ Ω
ζ ∈ Ω

103





Literaturverzeichnis

[1] I. Bernhardt, L. Ivanova, P. Langehanenberg, B. Kemper, G. von Bally. Application of digital
holographic microscopy to investigate the sedimentation of intact red blood cells and their inter-
action with artificial surfaces. Bioelectrochemistry (Amsterdam, Netherlands), 73(2):92-6, 2008.

[2] David H. Boal. Computer Simulation of a Model Network for the Erythrocyte Cytoskeleton.
Biophysical Journal, Volume 67, 1994.

[3] P. B. Canham. The minimum energy of bending as a possible explanation of biconcave shape of
the human red blood cell. Journal of Theoretical Biology, 26, 61-81, 1970.

[4] U. Clarenz, U. Diewald, G. Dziuk, M. Rumpf, R. Rusu. A finite element method for surface
restoration with smooth boundary conditions. Elsevier, 2004.

[5] Klaus Deckelnick, Gerhard Dziuk, Charles M. Elliott. Computation of geometric partial differen-
tial equations and mean curvature flow. Acta Numerica, 2005.

[6] H. J. Deuling, W. Helfrich. Red blood cell shapes as explained on the basis of curvature elasticity.
Biophysical Journal, Volume 16, 1976.

[7] H. J. Deuling, W. Helfrich. The curvature elasticity of fluid membranes: a catalogue of vesicle
shapes. Le journal de physique, Tome 37, 1976.

[8] B. Deuticke. Membrane Lipids and Proteins as a Basis of Red Cell Shape and its Alterations.
Aus: I. Bernhardt, J. Ellory: Red cell membrane transport in health and disease. Springer-Verlag,
2003.
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Anmerkung

Die aus der Literatur verwendeten Bilder wurden zum Teil verändert. Englische Texte wurden ins
Deutsche übersetzt und einmal ein Vergleich mit eigenen Simulationen eingetragen.
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