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Zusammenfassung

Erythrozyten zeigen abhéngig von ihrer Umgebung viele verschiedene Formen. Unter normalen Be-
dingungen haben sie die Form einer bikonkaven Scheibe, in engen Kapillaren sind sie becherférmig
umgestiilpt. Bei Kontakt mit Objekten wie einer Glasplatte, Mikrofasern oder anderen Erythrozyten
zeigen sich wieder neue Formen. Sie werden iiber die Biegeenergie ihrer Membran, deren Hauptterm
das Helfrich-Funktional ist, mit Zusatztermen fiir Flichen- und Volumenerhaltung modelliert. Die
Membran wird als zweidimensionale Oberfldche beschrieben und die Energie héingt nur von ihren geo-
metrischen Gréflen ab. Der Kontakt wird durch einen weiteren Zusatzterm zur Energie modelliert, der
das Wechselwirkungspotential enthélt.

Die Formen stellen die Minima der Energie dar. Um sie zu bestimmen, muss die Variation berechnet
werden. Die Euler-Lagrange-Gleichung beschreibt die Minimalbedingung, dass die Variation verschwin-
det. Fiir axialsymmetrische Formen kann die Symmetrie ausgenutzt und die Euler-Lagrange-Gleichung
fiir eine Kurve in der z-z-Ebene, die um die y-Achse rotiert wird, gelost werden. Im allgemeinen
dreidimensionalen Fall kann die Gleichung nicht direkt gelost werden. Deshalb nimmt man eine An-
fangsoberfliche, die mit dem Gradientenfluss bewegt wird, der sich aus der Variation ergibt, bis eine
Oberfléche entsteht, deren Energie minimal ist. Es ergibt sich dabei ein Anfangswertproblem fiir die
Parametrisierung der Oberfliche, welches Ableitungen vierter Ordnung enthélt. Um diese zu redu-
zieren, wird der mittlere Kriimmungvektor, der der Laplace-Beltrami-Operator der Parametrisierung
ist, als zusétzliche Unbekannte eingefiihrt und man erhélt schliellich in schwacher Formulierung ein
Differentialgleichungssystem erster Ordnung. Zur Losung des Anfangswertproblems wird die Methode
der Finiten Elemente verwendet, wobei die Oberfliche meist linear trianguliert ist.

Die axialsymmetrische Methode hat den Vorteil, dass sie wesentlich schneller minimierende Formen
liefert, da die Euler-Lagrange-Gleichung gelost wird und keine zeitintensive Evolution durchgefiihrt
werden muss. Jedoch kénnen nicht axialsymmetrische Formen nicht bestimmt werden. Dafiir muss die
rechenintensivere Evolution angewendet werden.

Um eine Entartung der Dreiecke wihrend der Evolution zu reduzieren, kann im dreidimensionalen Fall
zusétzlich eine tangentiale Korrektur durchgefiihrt werden, die lokal die Fliche erhélt. Um Approxi-
mationsfehler bei der Flachen- und Volumenerhaltung zu verringern, &ndert man die urspriingliche
Bedingung, dass die zeitlichen Anderungen der Fliche und des Volumens verschwinden, dahingehend,
dass sie der mit einem positiven Vorfaktor multiplizierten Differenz zwischen dem aktuellen Wert und
dem Anfangswert entsprechen.

Die Fliachen der Dreiecke der Diskretisierung &ndern sich ohne Korrektur im Laufe der Evolution.
Im Vergleich dazu gibt es bei Berechnungen mit einer tangentialen Korrektur zur lokalen Flichen-
erhaltung jedoch kaum Anderungen. Diese Korrektur ermoglicht Berechnungen, die ohne sie nicht
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durchfithrbar sind, da an manchen Stellen durch die wachsende Grofle der Dreiecke zu viel Genau-
igkeit verloren geht. Durch die Abwandlung der Bedingung fiir die Flachen- und Volumenerhaltung
ist die Erhaltung wihrend der Evolution durch Verringerung von Approximationsfehlern besser erfiillt.

Es ist moglich, in der Natur vorkommende Formen wie Diskozyten und Stomatozyten durch Mi-
nimierung des Helfrich-Funktionals zu erhalten. Eine Einordnung einiger Formen fiir verschiedene
Werte der spontanen Kriimmung und des reduzierten Volumens in ein Phasendiagramm, das aus axi-
alsymmetrischen Berechnungen erhalten wurde, zeigt, dass die dreidimensionalen Berechnungen mit
den axialsymmetrischen iibereinstimmen. Des Weiteren konnte festgestellt werden, dass eine axialsym-
metrische Form, die durch Losung der Euler-Lagrange-Gleichung berechnet wurde, ebenfalls minimal
unter der dreidimensionalen Evolution ist.

Durch den Kontakt mit einer Ebene erhilt man eine sphérozytische Form, welche in Experimen-
ten mit Glasoberflichen beobachtet werden kann. In anderen Experimenten werden Erythrozyten in
ein Netz aus Mikrofasern gegeben, deren Formen sich durch Simulation des Kontaktes mit einem Zy-
linder ebenfalls bestimmt werden konnte. Diese sind nicht axialsymmetrisch und kénnen nur mit der
dreidimensionalen Evolution gefunden werden. Des Weiteren ist es nicht nur moglich, den Kontakt
eines Erythrozyten mit einer kiinstlichen Oberfliche zu simulieren, sondern auch den Kontakt zweier
Erythrozyten untereinander.
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Ubersicht

Erythrozyten zeigen in ihrer natiirlichen Umgebung und unter Laborbedingungen viele verschiedene
Formen. Normalerweise haben sie die Form einer bikonkaven Scheibe, sie kénnen sich jedoch be-
cherférmig umstiilpen, um auch enge Kapillaren passieren zu konnen. Bei Kontakt mit Objekten
wie einer Glasplatte, Mikrofasern oder anderen Erythrozyten zeigen sich wieder neue Formen. Durch
Modellierung der Biegeenergie ihrer Membran mit Zusatztermen fiir Flachen- und Volumenerhaltung
sowie den Kontakt lassen sich bereits viele Formen erkldren. Die Membran wird dabei als zweidimen-
sionale Oberfliche beschrieben und die Biegeenergie hingt nur von ihren geometrischen Gréfien ab.
Die gesuchten Formen stellen die Minima dieser Energie dar. Sie werden gefunden, indem eine Starto-
berfliche mit dem Gradientenfluss bewegt wird, also einer Geschwindigkeit, die die Energie verkleinert.
Dadurch erhélt man eine partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, die mit Hilfe der Methode
der Finiten Elemente numerisch gelost wird. Es konnen die bikonkave Scheibe und die Becherform re-
produziert werden. Auch die Formen durch den Kontakt mit der Glasplatte oder Mikrofasern gleichen
denen in der Natur. Der Kontakt zweier Erythrozten untereinander kann ebenfalls simuliert werden.

Abstract

In a natural and laboratory environment, erythrocytes show many different shapes. Their normal
shape is a biconcave disc, but, for passing through capillaries, they can assume a cup-like shape.
When in contact with objects like a glass slide, microfibers or other erythrocytes, new shapes are
observed. Through modeling of the bending energy of their membrane with additional terms for area
and volume conservation and the contact, it is possible to explain many of the shapes. The membrane
is described as a two-dimensional surface and the bending energy is a function of its geometrical
properties. The resulting shapes are the minima of this energy. They are found through moving a
starting surface with the gradient flow, i. e. a velocity which minimizes the energy. This involves a
partial differential equation of order four which is solved numerically by the means of the finite element
method. The biconcave disk and the cup-like shape are observed. The shapes for the contact with a
glass slide or microfibers are similar to these in nature. The contact of two erythrocytes with each
other is also simulated.






1. Uberblick

Erythrozyten sind von grundlegender Bedeutung fiir den Stoffwechselzyklus des Menschen. Sie trans-
portieren Sauerstoff und Kohlenstoffdioxid als passive Transportmittel im zirkulierenden Blut. Auf-
grund ihrer wichtigen biologischen Funktion, ihrer Formenvielfalt und ihres relativ einfachen Aufbaus
herrscht durch viele Disziplinen wie Medizin, Physik und Mathematik hindurch grofles Interesse an
ihrer Untersuchung.

Das Innere der Erythrozyten enthélt fliissiges Zytoplasma. Dieses ist von einer Membran umgeben,
deren schematischer Aufbau in Abbildung 1.1 dargestellt ist. Wie bei den meisten Biomembranen
sind die Membranlipide in einer Doppelschicht angeordnet. Erythrozyten besitzen kein Zytoskelett,
sondern nur ein Membranskelett unter der Lipid-Doppelschicht [13].

Protein Glycocalix

Iy

[ muH)uppr]whu-hl

Membranskelett

Abbildung 1.1.: Schematischer Aufbau der Membran eines Erythrozyten.

In den siebziger Jahren des vorherigen Jahrhunderts wurden die ersten mathematischen Modelle fiir
Erythrozyten aufgestellt. Sie verwenden dabei nur die Membran-Doppelschicht, da das Membranske-
lett hochst kompressibel ist [6]. Es werden also eigentlich Vesikel, das heifit mit Fliissigkeit gefiillte
geschlossene Doppelschicht-Membranen, modelliert [27]. Dies ist weit verbreitet, da man aus diesem
Modell die meisten Formen, die ein Erythrozyt annimmt, erhalten kann. Die Membran wird als eine
geschlossene zweidimensionale Oberfliiche I' in R modelliert. Ihre Energie wird als

ke k ke k
f:2Fh+;FK+FA,V+Fk=2/(H—H0)2ds+;/KdS+AA+uV+Wo/W(\ry)ds

T

dargestellt. Die ersten beiden Terme, %Fh + kQ—gF %, stellen dabei die Biegeenergie der Membran dar,
der dritte Term, F4 v, sorgt in Form von Lagrange-Parametern fiir Flachen- und Volumenerhaltung
und der letzte Term, Fj, beschreibt den Kontakt der Erythrozyten mit anderen Objekten.



1. Uberblick

Das erste Modell fiir die Biegeenergie von Membranen wurde 1970 von Canham aufgestellt [3]. Es
beschreibt dabei die Biegeenergie der Membran durch das Oberflichenintegral iiber die Summe der
quadrierten Hauptkriimmungen, jedoch existiert keine physikalische Herleitung fiir dieses Modell. 1973
wurde von Helfrich ein modifiziertes Energiefunktional fiir die Biegeenergie der Membran hergeleitet
[6]. Dieses sogenannte Modell der spontanen Kriimmung ist heute weit verbreitet und bildet die Grund-
lage dieser Arbeit. Die Biegeenergie der Membran wird hergeleitet, indem man die Membran als eine
diinne Platte ansieht, deren Tension dem Hookeschen Gesetz gehorcht. Die Membran wird durch eine
Oberfliche I' dargestellt, deren Biegeenergie das Oberflichenintegral

k. k
F="F +3F
b= h+2 K

mit den Biegemodulen k. und k, ist [6]. Das Funktional wird auch freie Energie genannt, obwohl es
entgegen der physikalischen Definition weder Temperatur noch Entropie beinhaltet. Das Theorem von
Gauf-Bonnet [18] besagt, dass fiir eine kompakte zweidimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit
I' von R? mit Geschlecht, also der Anzahl ”Lécher”, G

Fr :/dezma—g)
N

gilt. Deshalb ist das Integral iiber die Gau-Kriimmung Fx eine topologische Invariante und kann bei
der Energieminimierung vernachlassigt werden. Der andere Term,

Fp = /(H—Ho)2d57
r
ist das Helfrich-Funktional mit der doppelten mittleren Kriimmung H. Die spontane Kriimmung Hj
beschreibt die Tatsache, dass sich die Schichten der Membran unterscheiden. Auflerdem sind die in der
Membran vorkommenden Proteine zum Teil unterschiedlich dick in den beiden Schichten. Dadurch

bekommen die beiden Schichten verschieden grofie Fliachen, sodass die Membran auf jeden Fall gebogen
ist (siehe Abbildung 1.2).

A(Iein; ;

Abbildung 1.2.: Erlduterung der spontanen Kriimmung.

Doppelschicht
der Membran

—rspontane Krimmung H

Andere Modelle fiir die Biegeenergie sind das Doppelschicht-Kopplungs-Modell [33], das das Modell
von Canham um eine starke Bedingung fiir den Flidchenunterschied der beiden Schichten erweitert,
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und das Flichenunterschied-Elastizitits-Modell [29], das noch zusétzlich die Differenz der Anzahl der
Molekiile in den Schichten beriicksichtigt. Zudem gibt es auch Arbeiten wie beispielsweise [2], die das
Membranskelett mit modellieren.

In der vorliegenden Arbeit soll nur das Helfrich-Funktional verwendet werden, da dieses die mei-
sten Formen beschreiben kann.

Oberflichentension und Druckunterschied zwischen dem Inneren und dem AuBeren fithren zu Zu-
satztermen zur freien Energie,
Fay =AM+ uV,

mit der Oberflichentension A, dem osmotischen Druck , der Fliche A und dem Volumen V' [6]. Wenn
A und p nicht bekannt sind und gefordert ist, dass Flache und Volumen wihrend einer Evolution
erhalten bleiben, so werden A und g zu Lagrange-Parametern.

Neben freien konnen durch einen Zusatzterm auch adhérierte rote Blutkérperchen beschrieben wer-
den. Im Experiment werden Erythrozyten in Kontakt mit anderen Objekten wie zum Beispiel einem
Objekttrager gebracht. In diesem Fall nehmen die Erythrozyten eine runde Form an [1]. Der Kontakt
wird durch das Wechselwirkungspotential W, das vom Betrag des Abstandsvektors zum Hindernis r
abhéngt, modelliert. Er wird durch die Kontaktenergie

&—%/WWMS
I

als zusétzlicher Term beschrieben [32]. W, ist dabei die Adhésionsstirke. In [28] wird der axialsym-
metrische Kontakt mit einer Ebene iiber den Term —WyA; mit der Kontaktfliche A modelliert und
es konnte die runde Form reproduziert werden. In dieser Arbeit soll der Kontakt mit Hilfe des Wech-
selwirkungspotentials beschrieben werden.

Um aus der Energie Bedingungen fiir Formen von Oberflichen zu erhalten, muss das Energiefunk-
tional minimiert werden. Dazu wird die erste Variation des Energie-Funkionals F berechnet:

0
= 57|

O F
mit der um t¢ in Normalenrichtung gestorten Oberflache
L= {P+i¢(Pw(P),PcT},

wobei ¢ eine glatte Funktion und v (P) der d&uflere Einheitsnormalenvektor an I" in P ist. Im Minimum
ist die Variation Null und man erhilt die Euler-Lagrange-Gleichung

s F = 0.

Es gibt zwei Moglichkeiten, das Minimum des Energiefunktionals zu finden [26]: durch Losung der
Euler-Lagrange-Gleichung oder durch direkte Minimierung des Energiefunktionals, das heifit man ver-
schiebt die Punkte einer Anfangsoberfliche so, dass die Energie kleiner wird.
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1. Uberblick

Bis in die neunziger Jahre hinein wurden nur axialsymmetrische Formen betrachtet. Mit dieser Ein-
schrankung sind viele Formen, die Erythrozyten annehmen kénnen, reproduzierbar, da die meisten
axialsymmetrisch sind. So kann die Berechnung der Fldche I' auf das Finden einer Kurve in der z-z-
Ebene beschrinkt werden [27]. In diesem Fall wird direkt die Euler-Lagrange-Gleichung geldst. Diese
fithrt auf eine gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung. Die Losung ergibt fiir verschiedene
Parameter viele unterschiedliche Formen, die sich zum Teil auch in der Natur wiederfinden. Die volle
3D-Berechnung war zu dieser Zeit wegen der zu geringen Rechenleistung der Computer nicht moglich.
Mit der Verfiigbarkeit leistungsstirkerer Computer kénnen heute auch dreidimensionale Oberfléchen
durch direkte Energieminimierung gefunden werden. Gegenstand dieser Arbeit ist primér die dreidi-
mensionale Modellierung, welche zur Uberpriifung durch axialsymmetrische Formen ergéinzt wird.

Die spontane Kriimmung, das Volumen und die Flidche bestimmen im axialsymmetrischen Fall ein-
deutig die Form [7]. Deshalb fixiert man fiir eine dreidimensionale Berechnung Hy und evolviert eine
geschlossene Startoberfliche so, dass Fliche und Volumen konstant bleiben und die Biegeenergie klei-
ner wird. Um die Normalengeschwindigkeit, den sogenannten Gradientenfluss, fiir eine solche Evolution
zu erhalten, berechnet man die erste Variation der gesamten freien Energie und stellt sie in der Form

Sy F = — / dv,, dS
r

dar. Wird die Oberflache mit der Geschwindigkeit ¢ = v,, in Normalenrichtung bewegt, ist die Varia-
tion immer nicht positiv, das heifit die Energie kann nicht steigen.

Es miissen also die Oberflichen I'(t) gefunden werden, die folgendes Anfangswertproblem losen
0X
ot

wobei X : Q x [0,#*] — T'(¢t) mit Q C R? die Parametrisierung und t* der Zeitpunkt, zu dem die

Evolution gestoppt wird, und einer gegebenen Anfangsoberfliche I'y.

=, (XwX) , X(Q,0) =Ty,

Um Flachen- und Volumenerhaltung zu gewéhrleisten, werden A\ und p als zeitabhéngige Lagrange-
Multiplikatoren verwendet. Ihre Werte erhélt man aus der Bedingung, dass ihre Zeitableitung ver-
schwindet:
dVv
dt

dA

:/v,,dS:O und dtz/HU,,dSzO.
r r

Der anspruchsvollste Teil des Helfrich-Funktionals ist das Willmore-Funktional
1
Fy=3 / H?dS.
r
Durch Variation erhélt man als Geschwindigkeit fiir die Oberflichenevolution zu seiner Minimierung

1
Vp = — (AFH + 5H3 - 2KH> .
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Es wird also der Laplace-Beltrami-Operator Ar auf die mittlere Kriimmung, die selbst wiederum der
Laplace-Beltrami-Operator der Parametrisierung ist,

H:AFX~V,

angewendet. Man erhélt somit eine Differentialgleichung vierter Ordnung. Die Gleichung v,, = 0
wurde bereits 1923 als Bedingung dafiir, dass das Willmore-Funktional stationér ist, aufgestellt [34].
Die geometrischen Eigenschaften untersuchte dann Willmore 1993 [37]. Ein Beweis fiir die Existenz
einer Losung wurde 2004 gefunden [19]. Erste Versuche zur numerischen Losung des Willmore-Fluss-
Problems wurden 1997 mit der Software ”surface evolver” von Brakke durchgefiihrt [14]. 2002 wur-
den mit Finiten Differenzen approximative axialsymmetrische Losungen gefunden [21]. Einige Jahre
spéiter wurde in [4], [5] und [12] der mittlere Kriimmungsvektor Y = Hv als zusitzliche Hilfsvariable
zur Minimierung des Willmore-Funktionals auf parametrisierten Oberflichen eingefiihrt. Man erhélt
ein Differentialgleichungssystem aus zwei Gleichungen zweiter Ordnung. In schwacher Formulierung
enthélt das System nur noch tangentiale Ableitungen erster Ordnung. Fiir eine semi-implizite Zeit-
diskretisierung erhilt man ein lineares Gleichungssystem. Eine andere Moglichkeit zur numerischen
Berechnung des Willmore-Flusses als mit parametrisierten Oberflichen ist die Level-Set-Methode [10],
bei der die Oberfliiche als Nullstellenfunktion einer auf ganz R? definierten Funktion beschrieben wird.
In dieser Arbeit wird die Methode mit der zusétzlichen Hilfsvariablen fiir parametrisierte Oberflichen
nach [12] angewendet.

Eine weitere Anwendung der Minimierung der Willmore-Evolution ist die Glittung von Oberfldchen,
denn sie hat die Eigenschaft, Ecken und Kanten abzurunden [36].

Um die Evolution einer gegebenen Oberfliche I'y zu approximieren, werden diskrete Oberflichen I'}",
m > 0, konstruiert. Die erste diskrete Oberfliche wird durch eine konforme Triangulierung von Ng
Punkten {Pz}fi K C I'g beschrieben,

wobei die T} offene Dreiecke sind, die aus den Knoten P; gebildet werden. Die Triangulierung liefert
eine stiickweise lineare Parametrisierung der Oberfliche Fg. Einsetzen dieses Ansatzes in das System
fithrt zu einem linearen System, dessen Losung die Anderung der Knotenpositionen bestimmt. Eine
Folge von solchen Anderungen approximiert die Evolution, das heifit man erhilt Parametrisierungen
X" der triangulierten Oberflichen I'}".

Um das gesamte Helfrich-Funktional zu minimieren, benétigt man zusétzlich zur Willmore-Geschwin-
digkeit weitere Terme: In [5] wird ein Verfahren zur Berechnung der Evolution mit mittlerer Kriimmung
vorgestellt. Des Weiteren wird die Gau3-Kriimmung benétigt. Eine Methode zu ihrer approximativen
Berechnung findet man in [16]. Hier wird von der zweiten Fundamentalform ausgegangen. In [22]
wird die GauB-Kriimmung in einem Punkt berechnet, indem man die Winkel der ihn umgebenden
Dreiecke der Diskretisierung verwendet. Fiir den Kontaktterm wird der Abstand jedes Knotens der
Oberflachendiskretisierung zum Kontaktobjekt berechnet.

13



1. Uberblick

Eine sich von der vorher vorgestellten Methode stark unterscheidende Herangehensweise ist in der
diskreten Differentialgeometrie angesiedelt [36]. Dabei wird nicht zunéchst die Variation der Energie
berechnet, um sie dann zu diskretisieren, sondern es wird direkt die Oberfliche trianguliert und da-
nach die diskrete Energie definiert, die dann minimiert wird. Fiir die Ndherung von geometrischen
Groflen werden sie vor der Diskretisierung in einer Form dargestellt, die auch fiir diskrete Oberflichen
als Definition verwendet werden kann. So wird zum Beispiel die GauBB-Kriimmung im Punkt P iiber

B ‘ A(Bild(v 4(p)))
K(P) B diam(lfil(rllJ))—)O A(P)

definiert, wobei A(P) eine infinitesimale Fliche um P ist und A(Bild(v A( p))) die Fliiche des Bildes
des Normalenvektors zur Fliche A(P) ist. Die durchschnittliche Gauf-Kriimmung

1
aie | <
A(P)

konvergiert fiir Triangulierungen, die die urspriingliche Oberfliche gut approximieren, gegen die exakte
durchschnittliche GauB-Kriimmung. Im diskreten Fall kann mit Hilfe des Gaufl-Bonnet-Theorems das
Integral iiber die Gaufl-Kriimmung berechnet werden und man erhélt fiir die Gaufl-Kriimmung im

Knoten P;
-1

Np(Pj;) Np(Pj)
K(Pj) ~ Z Aip)) 2m — Oip))
i(P;)=1 i(P;)=1

mit den Fléchen A, p;) der N p(P;) Dreiecke um P; und den Winkeln O5( p;) der Dreiecke in P;. Diese
Approximation der Gau-Kriimmung wird auch in der vorliegenden Arbeit verwendet.

In dieser Arbeit werden numerische Methoden zur approximativen Bestimmung der stationidren Punk-
te des Helfrich-Funktionals mit Fldchen- und Volumenerhaltung und Kontakt mit einem oder meh-
reren Objekten wie zum Beispiel einer Glasfliche oder Mikrofasern (siche auch Abbildungen 2.2 und
2.3 aus dem folgenden Kapitel) entwickelt. In Kapitel 2 werden die den numerischen Simulationen
zugrundeliegenden physikalischen Experimente vorgestellt und die Modelle beschrieben. Auflerdem
werden die benéttigten mathematischen Grundlagen aus den Gebieten der Differentialgeometrie, der
Variationsrechnung und der Numerik von Differentialgleichungen beschrieben. Zur Bestimmung der
Minimierungsgeschwindigkeit wird die Variation in Kapitel 3 angewendet. In Kapitel 4 wird hergelei-
tet, wie die neuen Formen bestimmt werden, unter Verwendung der Techniken aus [5], [12] und [22]
zur Minimierung des Willmore-Funktionals, des Flichenfunktionals und zur Berechnung der Gauf3-
Kriimmung. Bei der Evolution kénnen die Triangulierungen entarten, deshalb wird in Kapitel 5 eine
Moglichkeit zur Verringerung dieser Entartung besprochen. Da keine analytische Uberpriifung der
numerischen Ergebnisse moéglich ist, wird in Kapitel 6 zum Vergleich die axialsymmetrische Vorge-
hensweise nach [27] hergeleitet. Im darauffolgenden Kapitel 7 werden numerische Beispiele gezeigt.
Im Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen kann man sehen, dass diskozyten- und stomatozy-
tenformige Oberflichen gefunden werden kénnen. Auflerdem kann die runde Form beim Kontakt mit
einem Objekttriager reproduziert werden. Als Beispiel eines nicht axialsymmetrischen Falles, welcher
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nur in einer vollen dreidimensionalen Berechnung behandelt werden kann, wird der Kontakt mit Mikro-
fasern numerisch simuliert. Die anderen Beispiele liefern fiir dreidimensionale und axialsymmetrische
Berechnungen iibereinstimmende Ergebnisse. SchlieBlich wird in Kapitel 8 noch eine Zusammenfas-
sung der Arbeit gegeben.

Ziel dieser Arbeit ist es, die dreidimensionalen Modellierungen der Form von roten Blutkorperchen

ohne und mit Kontakt mit Objekten durchzufiihren, die Resultate anhand der bekannten axialsym-
metrischen Ergebnisse zu iiberpriifen und neue, nicht axialsymmetrische Formen zu erhalten.
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2. Einleitung

In diesem Kapitel werden die Beobachtungen aus physikalischen Experimenten, die die Motivation
dieser Arbeit darstellen, beschrieben und die Modelle fiir freie rote Blutkérperchen und fiir den Kon-
takt mit Hindernissen vorgestellt. Zudem werden die benétigten Begriffe aus der Differentialgeometrie
definiert und erklart, wie man mit Hilfe der Variation das Energiefunktional, das zur Modellierung ver-
wendet wird, minimiert. Fiir die numerische Losung wird die Methode der finiten Elemente vorgestellt
sowie die Oberflichen- und Zeitdiskretisierung beschrieben.

2.1. Physikalische und biologische Experimente

Die verschiedenen Formen, die ein Erythrozyt annehmen kann, sind in Abbildung 2.1 gezeigt. Die
natiirliche Form ist eine bikonkave Scheibe (Diskozyt). Aber Erythrozyten sind sehr flexibel, sodass
sie sich durch engste Kapillaren hindurchzwéngen kénnen, auch wenn deren Durchmesser kleiner ist
als ihr eigener [13]. In diesem Fall nehmen sie eine Becherform an (Stomatozyt). Im Labor oder
in Krankheitsféillen sind weitere Formen méglich, zum Beispiel bei Austrocknung oder Vergiftungen
konnen sie stechapfelféormig werden (Echinozyt). Unter bestimmten Voraussetzungen, zum Beispiel
durch Aufnahme von zu viel Wasser, kénnen sie auch Kugelform annehmen (Sphéirozyt).

Abbildung 2.1.: Lichtmikroskop-Bilder der verschiedenen Formen eines Erythrozyten. Von links nach
rechts: Diskozyt [20], Stomatozyt [20], Echinozyt [20], Sphirozyt [8].

Durch Interaktion mit einer speziellen Glasoberfliche wie zum Beispiel einem Objekttréger in einem
Mikroskop &ndern Erythrozyten ihre Form und werden rund (siehe Abbildung 2.2). Die Anderung
geschieht dabei sehr schnell beim Kontakt mit der Oberflache.
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2. FEinleitung
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Abbildung 2.2.: Digital-holographische Mikroskopie-Bilder der Forménderung eines Erythrozyten bei
Interaktion mit einer Glasoberflidche [1].
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Ein Netz aus speziellen Mikrofasern bildet eine gute Grundlage zur Zellvermehrung. Dies wird zum
Beispiel zur Wiederherstellung von verbrannter Haut genutzt. In Abbildung 2.3 wird die Interaktion
eines Erythrozyten mit solchen Mikrofasern gezeigt.

Abbildung 2.3.: Konfokal-Mikroskopie-Bilder von Erythrozyten in einem PU-Faser-Netzwerk [15].
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2.1. Physikalische und biologische Experimente

Erythrozyten kénnen bei geringer Fliegeschwindigkeit des Blutes Rouleaus bilden (siehe Abbildung
2.4). Im Blutkreislauf werden diese durch die Scherkréfte des flieBenden Blutes schnell wieder auf-
gelost, wihrend sie im Labor hiufiger zu beobachten sind.

Abbildung 2.4.: Rouleau-Bildung [31].

Experimentell wird die Adhésion zwischen den Erythrozyten wie folgt untersucht [31]: Ein Erythrozyt
wird auf ein Substrat gegeben, woran er haftet, ein weiterer wird an einen Cantilever geklebt, welcher in
einem Winkel von 11° (aus technischen Griinden) auf den ersten Erythrozyten abgesenkt wird bis zur
Beriihrung. Beim anschliefenden Auseinanderziehen wird die Kraft gemessen. Dabei stellt man fest,
dass die Interaktionslingen bis zum Zehnfachen der Dicke eines Erythrozyten betragen. In Abbildung
2.5 sieht man den Aufbau und die Kraftmessung. Im Experiment kann die Form der Erythrozyten

nicht beobachtet werden.

Cantilever

1 300
Substrat
=

1~ | Adhisions |
th _500, \M kraft

t— 0 10 20 30 40 50

. Abstand (Mikrometer)

Zuriickzichen

Anniherung

Adhisionsenergie

Kraft (Pikonewton)

Abbildung 2.5.: Experiment zur Interaktion zweier Erythrozyten. Links: schematische Darstellung,
rechts: gemessene Kraft in Abhéngigkeit vom Abstand [31].
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2. FEinleitung

2.2. Das Modell

Die roten Blutkorperchen werden iiber ihre Membran modelliert. Da diese sehr diinn ist, wird sie als
eine geschlossene zweidimensionale Oberfliche I' dargestellt. Ihre Biegeenergie lautet

k. k
F="F +3F
b= h+2 K

mit den Biegemodulen k. und k, [6]. Der erste Term,

Fh:/(H—H0)2dS,
r

ist das Helfrich-Funktional mit der doppelten mittleren Kriimmung H und der spontanen Kriimmung
Hy und der zweite Term ist das Integral

FK:/KdS.
r

Die Biegeenergie ist im Gleichgewichtszustand minimal.

Der Kontakt der Erythrozyten mit anderen Objekten wird durch das Energiefunktional

Fjp = WO/W(|r|)dS (2.1)
I

mit der Adh#sionsstiarke Wy und dem Wechselwirkungspotential W, das vom Betrag des Abstandsvek-
tors r jedes Punktes der Oberfliche I' zum Hindernis abhéngt, beschrieben. Es wird als zusétzlicher
Term zum Helfrich-Funktional dazuaddiert [32].

In Abbildung 2.6 ist ein Beispiel fiir ein Wechselwirkungspotential in Form eines Mie-Potentials mit
den Exponenten 4 und 2 aufgetragen. Wenn der Abstand des Erythrozyten groler als dg vom Kon-
taktobjekt ist, wird er angezogen, bis er den Minimalabstand dg erreicht. Ist der Abstand kleiner, so
entsteht eine abstoflende Kraft.
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2.2. Das Modell

bW (rl) = dglr|~* - 2d3|r| 2

Abbildung 2.6.: Mie-Potential mit den Exponenten 4 und 2 als Beispiel eines Wechselwirkungspoten-
tials fiir den Kontakt.

Ein Objekttrager ist eine flache Glasscheibe, die wesentlich grofler als der Erythrozyt ist. Deshalb
kann man diesen als (unendlich groBe) Ebene ansehen. Dadurch ldsst sich der Abstandsvektor eines
Punktes auf der Oberfliche leicht durch Darstellung der Ebene in Parameterform berechnen.

Die Mikrofasern haben eine ldngliche Form mit ndherungsweise kreisférmigem Querschnitt. Sie sind
deutlich langer als der Durchmesser der Erythrozyten und werden deshalb als Zylinder angenommen.
Die Achse eines Zylinders kann durch eine Geradengleichung parametrisiert werden, sodass man den
Abstand zum Zylinder entsprechend des um den Radius skalierten Abstandsvektors zur Gerade be-
stimmen kann.

Im Experiment zur Untersuchung der Adhésion zwischen zwei Erythrozyten wird fiir den Kontakt
der Erythrozyten untereinander ebenfalls das Kontakt-Funktional (2.1) verwendet, hier beschreibt r
in jedem Punkt der Oberfliche des einen Erythrozyten den Abstandsvektor zum zweiten Erythro-
zyten. Das rote Blutkorperchen wird mit einem sehr starken Kleber am Cantilever fixiert, sodass es
im Gegensatz zum Kontakt mit einem Objekttrager nicht auf ihm rutschen kann. Deshalb wird der
Cantilever als Kreisscheibe modelliert. Dann kann der Abstandsvektor dhnlich wie bei der Ebene be-
ziehungsweise beim Zylinder berechnet werden.

Die Oberfliche und das Volumen des Erythrozyten hidngen von der Oberflichentension und dem
Druckunterschied zwischen Innerem und Auflerem ab. Sie gehen in Form von folgenden Zusatzter-
men zur freien Energie ein:

FAy:)\A-i-/LV

mit der Oberflachentension A, dem osmotischen Druck u, der Fliche A und dem Volumen V' [6]. Diese
sind jedoch nicht bekannt, stattdessen werden eine Flidche und ein Volumen vorgegeben und wahrend
der Evolution erhalten. Dabei werden A und g als zeitabhéngige Lagrange-Parameter verwendet. Man

21



2. FEinleitung

erhilt sie aus der Bedingung, dass ihre Zeitableitung verschwindet:

ﬂ: v,dS =0 und dA:/HUl,dS:O,
dt dt
r r

wobei v, die Normalengeschwindigkeit ist.

Bei der iiblichen Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren wiirde man
Fav =XMA—A4) +pu(V—-W)

mit der Anfangsfliche Ay und dem Anfangsvolumen Vj schreiben. Doch bei der Variation ergibt sich
kein Unterschied zu obiger Form, da die konstanten Terme wegfallen. Aufgrund der physikalischen
Interpretation als Oberflichentension und osmotischer Druck hat sich die Darstellung ohne die An-
fangswerte etabliert.

2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

Alle Berechnungen werden auf einer Oberfliche I" durchgefiihrt. Dabei spielt ihre Kriimmung eine
zentrale Rolle, deshalb miissen zunéchst die differentialgeometrischen Grundlagen eingefiihrt werden.
Dieser Abschnitt beruht auf [11], [12], [18] und [30].

Definition 2.1. Eine Kurve ist eine stetig differenzierbare Immersion, die von einem Intervall in den
Raum R3 abbildet. Die Differenzierbarkeit der Kurve ist durch die Differenzierbarkeit der Immersion
gegeben.

Definition 2.2. I' C R? heifit eine zweidimensionale CP-Untermannigfaltigkeit von R, p > 1, wenn
fiir jeden Punkt P € T offene Mengen Uy,Us C R3 mit P € Uy, 0 € Uy und ein CP-Diffeomorphismus
Y : Uy — Uy ezistieren, sodass ¥(P) =0 und y(I' NUy) = Uy NR? ist.

Dabei wird der Unterraum von R3, der aus den Punkten (z,7,0)" besteht, mit R? identifiziert.
Es existieren daher lokale Reprisentationen
Y:UsNR? RS | ¢(UaNRY)=TNU; , %(0)=P,

sodass die Vektoren

9y

linear unabhéngig sind.

Im Folgenden sei I' eine zweidimensionale CP-Untermannigfaltigkeit mit p > 2.

Definition 2.3. Der Tangentialraum TpI' von I' in P ist der aus den Vektoren T € R? bestehende
Unterraum von R3, sodass T = ~'(0) fir eine C*-Kurve v : (—1,1) — R? gilt mit v((—1,1)) C T und
v(0)=P.
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2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

TpI' hat eine Basis
o . Y
—(0
(G050}
fiir eine lokale Reprisentation 1 wie oben.

Definition 2.4. Set P € I' und f : I' — R. Fir T € Tpl' ist die Richtungsableitung Drf € R
definiert als

Tf_if( ( ))‘s 0
fiir eine C'-Kurve v : (—=1,1) = T mit v(0) = P, 4'(0) =
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Kurve ~.

Definition 2.5. Fir eine reellwertige Funktion f :T' — R ist der Oberflichengradient definiert als

2
gradp(f) = Y (D7, )7
a=1

fiir jede Orthonormalbasis 71,72 von Tpl'.

Definition 2.6. Fir ein Vektorfeld f = (fl, 2, fg)—r : T — R3 ist die Divergenz definiert als

3
divr(f) = Zel : gradp(fl)

wobei e, | = 1,2,3, die Standardbasis- Vektoren in R3 sind.

7.7 bezeichnet dabei das Euklidische Skalarprodukt.

Es ergibt sich:

3 3 2 2
dive(f) = e -gradp (£) =D e (Z (Dmfl)‘ra) Z Dy, f)-
I=1 I=1 a=1 a=1
Definition 2.7. Der Laplace-Beltrami-Operator von f : ' — R ist definiert als

Arf = divp (gradp(f)) .
Setzt man die Definitionen von Divergenz und Gradient ein, ergibt sich:

2 2

2
Arf = divp(gradp(f)) = Y | D, (Z(Dfﬁf)T/;) ‘Ta=>» DI f
a=1

a=1 B=1

Definition 2.8. Ein parametrisiertes Fliachenstiick ist eine Immersion X : Q — R? auf einem offenen
Parametergebiet Q C R%. Man kann eine Untermannigfaltigkeit T' von R3 lokal auch als Bild einer
solchen Immersion, deren Jacobi-Matriz Rang 2 hat, beschreiben. X heifst dann (regulére) lokale
Parametrisierung.
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2. FEinleitung

Im Folgenden werden, soweit nicht anders vermerkt, Ableitungen nach &1, &, wobei € = (£1,&)T € Q
ist, mit einem Index unten und Vektorkomponenten mit einem Index oben gekennzeichnet. Ableitun-
gen im R3 werden wie gewohnt durch 9;,1 = 1,2, 3, dargestellt.

Die Ableitungen der Parametrisierung X; und X9 im Punkt P € I sind linear unabhéngig und
stellen eine Basis des Tangentialraumes TpI" dar.

Die wenigsten Oberflichen konnen global parametrisiert werden. Daher ist I' zusammengesetzt aus
Teiloberfléchen,
r=JT;,
J

die lokal parametrisiert sind. So bezeichnet auch im Folgenden X immer eine lokale Parametrisierung.
Die lokalen Parametrisierungen seien dabei so, dass I' unendlich glatt ist, auch an den Ubergidngen
zwischen den I';.

Definition 2.9. Fine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit I' heiffit orientierbar, wenn es ein ste-
tiges Einheitsnormalenfeld v auf T’ gibt, also eine global definierte stetige Zuordnung

P~ (P,v(P))elpl', PeTl.

Die Gerade Lpl' enthdlt dabei die Vektoren, die senkrecht auf I' stehen. In lokalen Koordinaten ist

der Normalenvektor
X1 X X2

V=T s
|X1 XX2|

Hier wird das positive Vorzeichen gewihlt, sodass bei einer geschlossen Oberfliche v nach auflen zeigt.

Definition 2.10. Die erste Fundamentalform I : Tpl’ x Tpl’ — R ist die Finschrinkung des Skalar-
produkts auf alle Tangentialrdume, also

I(r1,72) =71 T2

fiir Tangentialvektoren 71,79 € Tpl'. In lokalen Koordinaten wird die erste Fundamentalform durch
die Matrix
9= (9as) ER®? mit gosg=Xa-Xp, af=12

beschrieben. g heifit metrischer Tensor.

Die obigen Definitionen der Differentialoperatoren sind unabhéngig von der Parametrisierung der
Oberfléche. Fiir praktische Zwecke jedoch, also um sie konkret berechnen zu kénnen, ist es niitzlicher,
sie in lokalen Koordinaten auszudriicken:

2

gradf‘(f) = Z (g_l)aﬁ onfﬁ7
a,B=1
2

dive(£) = D (97" a5 (Xa-f5)-

a:ﬁzl
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2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

Der Laplace-Beltrami-Operator als Hintereinanderausfithrung von Gradient und Divergenz ist damit

2 2
Arf = divr(gradp(f)) = Z (g_1)76X7- ( Z (g_l)aﬁnga)
1)

7,6=1 a,f=1
1 2 _
- m Z ( det(g) (g 1)0‘5 fﬁ)a )

Ol,ﬁzl

Definition 2.11. Die Giinter-Ableitungen sind die Richtungsableitungen entlang der orthogonalen
Projektionen der Standardbasis- Vektoren e; in den Tangentialraum von I, also

D=0 -vo,=0-vv-V), 1=1,23.

Dabei ist 0, = v -V die Normalenableitung und V = (01, 02, 83)T der tibliche dreidimensionale Nabla-
Operator.

Die Giinter-Ableitungen sind Differentialoperatoren der Ordnung eins auf einer Umgebung [ von T in
R3. Sie sind linear abhingig, da die Tangentialoberfliche nur zweidimensional ist. Es gilt

3
ZVIDZ =0.
=1

Die Ableitungen 9; sind fiir Funktionen auf I' nicht definiert. Nimmt man eine Funktion f auf IN“, SO
kann man eine Funktion f : 2 — R mit

f6,6) = F(X'(6,8), X2(6,8), X2 (6,8)), €€Q,

definieren.

Der Gradient von f ist mit der Gramann-Identitit und der Cramerschen Regel fiir g—!

fX1 - A X3
fX1- f1X3

2
v 174
= X1 - 1X5

gradp(f) = ) (97") g f6Xa = XX (X1fo—X2f1) = X; x Xa| ¢
1

Q,

Es gilt
fi= Xioif+X30of + X305, 22)
fo= Xi0f+ X30:f + X305f . '
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2. FEinleitung

Dies wird in den Gradienten eingesetzt:

(X1X3 - X5X1)0of + (X1 X3 — X5X7)0sf
x| (X5XT - X1X3)0nf + (XTX3 - X3X3)0sf
(Xix3 — X X3) 4 (XE3XE - X3X)0of
X1><X2) ) 81f (X1><X2)1(X1XX2)383f:
) an (X1 % X2)" (X1 x X2)?01 f
(X1 x X>) ) B3f — (X1 x X2)2(X1 x X2)30af
1

v

gradp (f];) X % Xo|

1 (Xl X XQ) (Xl X XQ)Zan (( )2(91,]3
X R | (XX Xl (X x Xa)0sf — (X1 x X)) 00
(X1 X Xg)l(Xl X X2)381f — ((X1 X X2 2)283f
== V}V— I/(I/V]?) (Dl,DQ,Dg) f

Die Giinter-Ableitungen lassen sich also als tangentiale Ableitungen ausdriicken,

2

Dif = ) (97),508X0, 1=1,23.
a,B=1

Damit sind die Giinter-Ableitungen auch fiir Funktionen auf I" definiert.

Genauso kann man bei der Divergenz eines Vektorfeldes ?, das auf T’ mit }’F = f definiert ist,
vorgehen: Mit der Lagrange-Identitéit erhélt man

2

) _ v
leF(f(fh&) Z 1a5(X fﬁ) m (X1 x fo— Xax fq) (2.3)
a,f=1
ZN (A o A G R R
= m Xy — f1 X5 — F2X + f1X3

f3X1 - f1X5 - £X7+ f1X3
Hier setzt man wieder die Ableitungen (2.2) ein:

~2
X1><X2) 82f —(X1XX2)231f
X1><X2) 81f —(XlXX2) 82.f
X x X9 381]" — (X1 % X2)183f
X1 x X9 183_f (Xl X XZ)Salf

(

(

(
( ~3
|X1 < X2| (Xl X XQ 283f (X1 X XQ)SaQ'fQ
(Xl X XQ 382f (X1 X X2)283f

:H< S (vvF )Z

174

dive (£]) X1 x Xo|
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2.3. Differentialgeometrische Grundlagen

Der Laplace-Beltrami-Operator schlieflich lisst sich ausdriicken als
~ 3 o~
Arflp = Z Dif.
=1
Die Differentialoperatoren haben also durch die Darstellung iiber die Giinter-Ableitungen eine zum

gewohnlichen dreidimensionalen Fall analoge Form.

Definition 2.12. Fir eine vektorwertige Funktion f : T — R3 ist die Matriz Vi f € R3*3 definiert
als

(Vef)w =Drft, k1=1,2,3.
Definition 2.13. Das Skalarprodukt zweier Matrizen F und G ist definiert als
3
F:G=Y FuGu.
k=1

Der Normalenvektor ist normiert, also gilt |v|*> = 1. Durch Ableiten dieser Gleichung erhilt man
2v - v, = 0, also sind seine Ableitungen parallel zur Tangentialebene an I'. Deshalb ist folgende
Abbildung wohldefiniert.

Definition 2.14. Die Jacobi-Matrizen Dv und DX kénnen in jedem Punkt aufgefasst werden als
Abbildungen

Dv|p:R* - Tpl' und DX|p:R*— Tpl.

In diesem Sinne ist die inverse Abbildung (DX|P,)_1 auf TpD' erklirt. Die Abbildung W, die punkt-
weise durch

W=—(Dv|p)o(DX|p) ' : Tpl' = Tpl

definiert ist, heifst Weingarten-Abbildung.

Definition 2.15. Die Figenwerte k1 und ko der Matriz der Weingarten-Abbildung heifflen Haupt-
kriimmungen.

Definition 2.16. Die zweite Fundamentalform ist definiert durch
II(Tl,TQ) = I(WTl,TQ)

fiir Tangentialvektoren 71,79 € Tpl'. In lokalen Koordinaten wird die zweite Fundamentalform durch
die Matrix

h:(ha5)€R2X2 mit hOCﬁ:V-XCw:*Xa-I/ng‘XB-VO“ a,ﬁ:1,2,

beschrieben.
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2. FEinleitung

Definition 2.17. Die Summe der Hauptkrimmungen, also die Spur der Matrix der Weingarten-

Abbildung,
H =K1+ Ko,

heifst (doppelte) mittlere Kriitmmung H und Y = Hv mittlerer Kriitmmungsvektor. In lokalen Koor-
dinaten ldsst sich H ausdriicken als

_ g11haa + ga2hi1 — 2g12h12
det(g) '

Man beachte, dass hier im Gegensatz zur in der Differentialgeometrie iiblichen Definition mit H die
doppelte mittlere Kriimmung bezeichnet wird.

H

Definition 2.18. Das Produkt der Hauptkrimmungen, also die Determinante der Matriz der Wein-
garten-Abbildung,
K = KR1R2 ,

heiffit Gaul-Kriimmung. In lokalen Koordinaten ldsst sie sich ausdriicken als

 det(h)
~ det(g)

Definition 2.19. Sei X : Q — I' ein Flichenstiick und f : T — R eine stetige reellwertige Funktion.
Dann ist fiir jede kompakte Teilmenge Q) C Q das Oberflichenintegral

X (2

Fas = [ (70 X6, Videtly) dér déy
) Q
wohldefiniert.

Genau wie im R? gilt fiir eine skalarwertige Funktion f und eine vektorwertige tangentiale Funktion
f die Produktregel

dive(ff) = gradp(f) - f + fdive(f). (2.4)
Analog gilt auch die Formel der partiellen Integration
/prde = /f&,arde — /gradp(f) -gradp(f)dsS,
r ar r
wobei vyr der duflere Normalenvektor des Randes OI" tangential zu I' ist. Das Integral iiber den Rand
verschwindet bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten geschlossenen Oberflichen.

Fiir die Giinter-Ableitungen ist die partielle Integration

/kade:—/<fD’“f+ukaf> as, k=1,2,3.
T

r

Der Randterm wurde dabei schon vernachléssigt.
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2.4. Stationdre Formen und Variation

Lemma 2.1. Der mittlere Kriimmungsvektor ist der Laplace-Beltrami-Operator angewendet auf die
Parametrisierung:

Y =ArX.

Definition 2.20. Das Geschlecht einer Fliche ist die maximale Anzahl mdoglicher Schnitte entlang
disjunkter, einfach geschlossener Kurven, sodass die Fliche nach dem Schnittvorgang immer noch
zusammenhdngend ist.

Anschaulich kann man sich das Geschlecht als die Anzahl ”Locher” der Oberflache vorstellen. So hat
zum Beispiel eine Sphire das Geschlecht Null und ein Torus das Geschlecht Eins.

Satz 2.1 (Theorem von Gaul-Bonnet). Fiir eine kompakte zweidimensionale orientierbare Unterman-
nigfaltigkeit T' von R® mit Geschlecht G gilt

FK:/KdS:47r(1—g).
r

Das Integral F ist also konstant, weil sich die Topologie der Fliache nicht &ndert. Fiir die Evolution
spielt es daher keine Rolle und wird im Folgenden weggelassen.

2.4. Stationire Formen und Variation

Die gesuchte Oberfliche minimiert das Energiefunktional. Ein Funktional bildet dabei eine Funktio-
nenklasse stetig auf R ab. In diesem Fall ist das Energiefunktional durch

k k
F=ehs Ros Fay = [ (50— 0 Wow (o)) +2) ds + v (2:5)

gegeben. Es stellt also ein Integral der gesuchten Funktion, der Parametrisierung X, und ihren Ablei-
tungen, H =Y -v = ArX - v, dar. Um ein Minimum zu finden, wird Variationsrechnung verwendet.
Damit dies moglich ist, muss I' orientierbar sein. Man betrachtet eine normale Variation von X [37]:

X(glv §2) + t¢(§17 62)’/(517 62)

mit einer glatten reellwertigen Funktion ¢ und —% <t < % Die Variation 4 mit einer Funktion in
Normalenrichtung ¢ = ¢v ist dabei

S F = %]—"(X + tov)

0

t=0

Es wird also nach t abgeleitet und ¢ anschlieffend Null gesetzt. Minimiert eine Oberfliche das Funk-
tional (2.5), so ist die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt:

s F =0.

Im folgenden Kapitel wird die Variation zu

S F = /vuq{)dS

r
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2. FEinleitung

bestimmt mit
1 1
v, = —ke (AFH + 5H3 —2KH +2HoK — 2H§H> +AH —

TV
I

Damit die Variation fiir alle ¢ Null ist, muss die Bedingung

+Wo (W’(!rl) — HW(|r]) + (dglr|™* - 2) H)

v, =0

erfiillt sein. Das sich daraus ergebende Gradientenflussproblem ist dann, lokal durch X : Q — T'(¢)
parametrisierte Oberflichen I'(¢) mit I'(0) = Iy zu finden, sodass gilt [12]

X _
T =ul.

Hier kann man t als Zeit interpretieren, das heiflt jetzt ist ¢ € [0,00). Dann ist die Variation immer
kleiner gleich Null und I' minimiert fiir ¢ — co das Energiefunktional.

Dabei geniigt es, die Oberfliche I' nur in Normalenrichtung um ¢v zu variieren, da tangentiale Bewe-
gungen eine glatte Oberfliche nicht &ndern und nur die Form von Interesse ist. Eine weitere Moglichkeit
der Variation wire ein Uberhang (siche Abbildung 2.7). Ein solcher Uberhang kénnte nicht durch eine
Variation ¢v beschrieben werden. Allerdings ist eine solche Form energetisch nachteilig [35], weshalb
Variationen in Normalenrichtung ausreichend sind.

ﬁ—\
Abbildung 2.7.: Variation von T' in Form eines Uberhangs, die nicht durch eine Funktion in Norma-
lenrichtung beschrieben werden kann.

2.5. Methode der finiten Elemente

In diesem Abschnitt wird die Methode der finiten Elemente, die zur numerischen Bestimmung des
Gradientenflusses verwendet wird, vorgestellt. Dabei wird nach [17] vorgegangen. Die Methode soll
am Beispiel des mittleren Kriimmungsvektors erldautert werden. Die dazugehotrige Gleichung fiir Y
lautet

Y =ArX.

Diese Gleichung wird numerisch gelést, wobei die Oberflache I' diskret ist, also nur stiickweise glatt. Der
gesuchte Kriimmungsvektor wird durch ein Polynom niedriger Ordnung approximiert, das heifit er kann
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2.5. Methode der finiten Elemente

die Gleichung nicht punktweise erfiillen, sondern nur schwach, da die Glattheit der Ansatzfunktionen
nicht ausreicht. Dazu multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit einer auf I' unendlich oft stetig
differenzierbaren Testfunktion ¢ und integriert iiber I':

F/Y~¢dS:F/AFX-¢dS.

Durch partielle Integration lésst sich die Ordnung der Ableitung von X reduzieren:

/Y-q.‘)dS: —/va L VrgdsS. (2.6)
Iy I

Hier werden nur noch die ersten Ableitungen von X benétigt, sodass die Anforderungen an X geringer
werden.

Im folgenden Abschnitt werden die Réume, aus denen X und Y stammen, definiert. Dabei wird
nach [23] vorgegangen.

Definition der Riume

Definition 2.21. Der Schwartz-Raum S(R?) ist der Raum der schnell fallenden glatten Funktionen
und sein Dualraum S'(R?) der Raum der temperierten Distributionen.

Definition 2.22. Die Fourier-Transformierte von ¢ € S(R?) ist

(&) = (2m)3 / TEEG(E)dE, €€ € R,

RQ

Fiir eine Distribution f € S'(R?) ist die Fourier-Transformierte definiert als

f(¢) = f(d) fir alle p € S(R?).

Definition 2.23. Seip € R und ¢ € S(R?). Der Bessel-Potentialoperator J? : S(R?) — S(R?) ist
definiert als

2
2

(T76)(€) = / (14 12)E d(e)eceae, ¢cre.

R2

Fiir eine Distribution f € S'(R?) ist der Bessel-Potentialoperator JPf € S'(R?) definiert als
(T71)(9) = f(TP9)  fir alle ¢ € SR?).

Der Bessel-Potentialoperator verhilt sich wie ein Differentialoperator der Ordnung p.

Definition 2.24. LP(Q), 1 < p < oo, ist fiir ein Gebiet  C R? der Raum aller messbaren Funktionen
f:Q =R, sodass |f|P auf Q integrierbar ist, also

p

111y = /|f(g)\pdg < .
Q
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2. FEinleitung

Definition 2.25. Der Sobolev-Raum HP(R?), p € R, ist der Raum der Distributionen f, f € S'(R?)
mit JPf, TP f € LQ(RQ) mat dem inneren Produkt

<f7 i>Hp(R2) = <‘7pf7 jpi>L2(R2)

und der induzierten Norm

11y = 1777 ey = [ (1+1€1)7 7@ de.

RQ

Fiir ein beschrinktes Gebiet Q C R? ist der Sobolev-Raum definiert als die Einschrinkung
P _ _ s D (T2
mr Q) ={r=7J| :Fen®)}

mit der Norm

Wy = inf () -
feHP®R?): f| =f

Definition 2.26. Sei q = (q1,q2) € N3 ein Multiindex mit |q| = q1 + q2. Dann ist die Ableitung D9
definiert als
D= (D{*, D$)T.

Definition 2.27. L}

1oc(82) ist der Raum der lokal integrierbaren Funktionen.

Definition 2.28. f € L] (Q) heifit schwach differenzierbar, falls es eine Funktion DIf € Ll (Q)
gibt mat

/ F(€) DIp(€) d(€) = (—1)ld / DIf(&) p(€)d(€) Yo e C™(Q).
Q Q

D9f heifit dann die g-te schwache Ableitung von f.

Man beachte, dass in der Definition sowohl die schwache als auch die klassische Ableitung mit D9
bezeichnet werden, da fiir klassisch differenzierbare Funktionen diese iibereinstimmen.

Fiir den Spezialfall p € Ny ist der Sobolev-Raum HP(§2) der Abschluss von C*°(Q2) beziiglich der
Sobolev-Norm,

HP(Q) = CT(Q)H'HHP(Q) 7
mit

I fll e ) = Z 1D f11Z2 (0

lg|<p

Die Oberfléche I' besteht aus einer beliebigen, aus endlich vielen I'; zusammengesetzten, iiberlappen-
den Parametrisierung

F=JT; mit T;={PeR®: P=X,(),£cq CR}
i
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2.5. Methode der finiten Elemente

mit den offenen Parametergebieten €2; und en lokalen Parametrisierungen X ;. Dieser Zerlegung un-
tergeordnet betrachtet man die aus nicht negativen Funktionen ¢; € C>(R?) bestehende Partition
der Eins
Y ¢j(P)=1, PeT , ¢;(P)=0fir PcT\T;.
J

Jede Funktion f auf I' kann somit geschrieben werden als

FP)=>"¢;(P)f(P)=)_f;(P) fix PeT mit f;(P)=¢,;(P)f(P)fix PeT;.
j j

Einsetzen der lokale Parametrisierung ergibt

Fi(P) = ¢;(P)f(P) = ¢;(X;(6) f(X;(€)) = f;(€), €€9y.

Fiir die so definierten Funktionen f;(£) und p > 0 wird nun der Sobolev-Raum H?(£2;) zusammen mit
den Normen || fj g»(q,) betrachtet. Damit kann nun der Sobolev-Raum HP(I') mit der Norm

2

||f||Hg’<(r) = Z £l Froe,)
J

definiert werden. Diese Norm ist abhéngig von der Parametrisierung X, jedoch sind die Normen zu
verschiedenen Parametrisierungen équivalent.

Die Parametrisierung X muss aus dem Sobolev-Raum (H 1(11))3 und der mittlere Kriitmmungsvektor
Y aus L*(T') stammen. Bei der Willmore-Evolution erhilt man im néchsten Kapitel die Aufgabenstel-
lung, fiir eine Anfangsoberfliche I'y X und Y zu finden mit X (£2,0) = Iy, sodass

0 = %f¢d5—/vpyzvp¢ds+/vpy: (D($)VrX) dS—/divF(Y)divr(qS)dS
N I I N
—;/Y\QVFX . Vrpds, (2.7)
T

0 = /Y¢dS+/VpXVm[)dS
r r

mit D(¢);, = D" + D, @' fiir alle Testfunktionen ¢ und ) erfiillt ist. Hier wird auch Y abgeleitet,
sodass Y € L*(T') nicht mehr ausreicht und ebenfalls Y € (H I(F))g gelten muss.

Raumdiskretisierung

Das Problem

Gesucht ist Y € (H'(I)® mit /Y - pdS = /VFX . VrodS Ve (H(D)) .
r r
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2. Einleitung

wird beim Diskretisierungsansatz durch folgendes Problem ersetzt:

Gesucht ist Y, € (HL(T1))”  mit /Yh - pdS = —/vphxh . Vr,¢dS V¢ e (HHTh) .
Iy Ty

(2.8)
Der Lésungsraum (Hy (F))3 wird durch einen endlich-dimensionalen Teilraum (H,}L(Fh))g, genannt
Ansatzraum, ersetzt. Aus diesem stammen auch die Testfunktionen. Die geschlossene glatte zweidi-
mensionale Oberfliche I' in R3 wird durch eine Triangulierung I'j, reprisentiert:

Np
Tpy=|JT; wd TinTy=2 fiirij.
j=1

T;, j =1,...,Np, sind dabei offene Dreiecke und Np gibt die Anzahl der Dreiecke an. Fiir ¢ # j ist
der Durchschnitt der Abschliisse, T; N Tj, leer, eine gemeinsame Seite oder eine gemeinsame Ecke.
Dabei darf die Ecke eines Dreiecks nicht in der Seite eines anderen Dreiecks liegen, sondern muss dort
ebenfalls eine Ecke bilden. In Abbildung 2.8 ist dargestellt, wie die Dreieck angeordnet sein diirfen
und welche Konfiguration verboten ist.

Abbildung 2.8.: Zuléssige (griin) und nicht zuléssige (rot) Anordnung von Dreiecken.

Die Dreiecke diirfen nicht entartet sein, das heifit alle Winkel miissen echt grofier Null sein. Ein Beispiel
fiir eine triangulierte Oberfliche ist in Abbildung 2.9 zu sehen.
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2.5. Methode der finiten Elemente

Abbildung 2.9.: Triangulierung einer erythrozytendhnlichen Oberfléiche mit 5120 Dreiecken.

Eine triangulierte Oberfliche I' wird durch eine Parametrisierung dargestellt, die lokal auf einem
Dreieck T} die Form

3
X(6,8) =) Pj;(&,&)
=1
hat. Dabei sind die Pj,, [ = 1,2, 3 die Dreiecksknoten und

$j,(61,62) = 1—§& — &,
¢j,(€1,82) = &1, (2.9)
¢js(€1,62) = &2,

wobei die Knoten lokal von eins bis drei durchnummeriert werden (siche Abbildung 2.10).

Fr

Abbildung 2.10.: Abbildung vom zweidimensionalen Referenzdreieck auf das Dreieck innerhalb der
Triangulierung.
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2. FEinleitung

Der Ansatzraum fiir die Losung besteht ebenfalls aus stiickweise linearen, stetigen Funktionen:
HN(Tp) = {gb e Cry) : ¢|Tj Polynom erster Ordnung fiir alle T C I‘h} :
Funktionen kénnen somit durch

Nk
&, 6) = fidi(&1,&)
=1

dargestellt werden, wobei Nx die Anzahl der Knoten, f; die Werte von f in den Knoten und ¢; die
Knotenbasisfunktionen sind. Diese haben den Wert 1 im i-ten Knoten, den Wert 0 in allen anderen
Knoten und sind dazwischen linear. Auf einem Dreieck haben sie die Form (2.9).

Die glatten Problemstellungen (2.6) und (2.7) sind auch fiir polyhedrale Oberflichen wohldefiniert,
da alle Ableitungen L?-integrabel sind. Diese Formulierungen kénnen also zur Approximation von

Losungen durch finite Elemente verwendet werden.

Zur Losung des diskreten Problems (2.8) werden nun Xj; und Y, mit den Knotenbasisfunktionen
dargestellt:

Nk
X, = Y Xigi,
i=1

Ng
Y = ) Yigi.
=1

I" wird dabei durch die Triangulierung I'y, représentiert und X; beziehungsweise Y; sind die Werte von
X beziehungsweise Y im i-ten Knoten. Die Testfunktionen sind ¢,e; fir j =1,..., Ny und [ = 1,2, 3.
Damit erh&lt man

Ng Nk
/ (ZYN%) (¢jer) dS = —/Vrh <Z Xz’¢z’> -V, (¢je) dS, j=1,...,Ng, 1=1,2,3.
g, \i=1 v, i=1

Da die X; beziehungsweise Y; konstant sind, kénnen sie aus dem Integral gezogen werden und es muss
nur noch iiber die bekannten Knotenbasisfunktionen integriert werden:

NK NK
> /qsmsjds Yi=-) /gradph(qbi) ~gradp, (¢;)dS | X!, j=1,...,Ng, 1=1,2,3.
=1 T, =1

Fasst man die Integrale als Matrixeintrige

M, = / 6i0;dS |
I'n

Sij = /gradphqbi : grathQSj ds

Ty
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2.5. Methode der finiten Elemente

der sogenannten Massenmatrix M und Steitheitsmatrix S auf und fasst die Knotenwerte von X und
Y in Vektoren zusammen

l l l T
x! = (Xl,...,XNK) ,
T
Y = (Yll,...,YﬁvK> ,
so kann man die Gleichungen als lineares Gleichungssystem schreiben:
MY'=-5sX', 1=1,23. (2.10)

Um nun die Werte von Y in den Knoten zu erhalten, muss man dieses Gleichungssytem l6sen. M ist
dabei als Matrix des L2-Skalarprodukts

(61,05) = [ 00,45,
Iy
wobei die Knotenbasisfunktionen ¢; > 0 und ¢; # 0 sind, symmetrisch positiv definit.

Alternativ kann I' auch durch eine Triangulierung aus gekriimmten Dreiecken dargestellt werden,
deren Seiten quadratische Polynome sind [16] (siche Abb. 2.11).

ANAN

!
Abbildung 2.11.: Abbildung vom zweidimensionalen Referenzdreieck auf das Dreieck innerhalb der

Triangulierung zweiter Ordnung.

Hier werden die Knoten auf jedem Dreieck von eins bis sechs durchnummeriert. Die Knotenbasisfunk-
tionen sind in diesem Fall

0, (€1,62) = 267 +26 + 4616 — 36 — 36 + 1,
Gjy(€1,62) = —4EF — 4&1&y + A&y,

0 (1,8) = 268 — &,

¢, (61,&) = 4&41&,

055 (E1,6) = 28— &,

0o (€1,62) = —4E — 466 + 46
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Die vorherige Berechnung kann fiir quadratische Knotenbasisfunktionen analog durchgefiihrt werden
und es ergibt sich ebenso ein Gleichungssystem der Form (2.10).

Zeitdiskretisierung

Die zeitliche Ableitung der zeitabhingigen Parametrisierung X (&1, &2,t) mit X : Q x Rj — R? wird
durch einen Differenzenquotienten angenéhert [12]:

0 X" (g, &) — XM,
ax(fthamT) ~ (&1 52)T (&1,&2) '

Dabei ist T die Schrittweite und X™ bezichungsweise X™ ! die Parametrisierung im m-ten bezie-
hungsweise (m + 1)-ten Zeitschritt, also

X" (€1,6) ~ X (&1,&,mT)  beziehungsweise X 11(€1,&) ~ X (61,6, (m + 1)T).

In einer Differentialgleichung fiir X werden dann die restlichen vorkommenden Gréflen moglichst im
(m + 1)-ten Zeitschritt gewéhlt, um ein implizites Verfahren zu erhalten, damit groere Zeitschritte
gewdhlt werden konnen. Im Beispiel des mittleren Kriimmungsvektors ist es moglich, iiberall die Grofle
des néchsten Zeitschrittes zu nehmen, jedoch wiirden in spéteren Kapiteln Nichtlinearitdten auftreten,
dort wird dann die Grofle im m-ten Zeitschritt eingesetzt.
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In diesem Kapitel soll die Variation des Funktionals

F = /(";(H—HO)MWOWW;HA) ds + uVv

k
= k.F,+ 5 / (Hi —2HoH) dS + Fy + Fay
I

hergeleitet werden, wobei die spontane Kriimmung Hy konstant ist. Dazu benotigt man zunéchst die
Variation des Willmore-Funktionals

1
Fw=2/H2dS.
I

Sie wurde in [12] berechnet und soll hier dargestellt werden. Die Variation der mittleren Kriimmung
H, des Fliachenelements dS, des Kontakt-Funktionals Fj und des Volumens V werden ebenfalls in
diesem Kapitel bestimmt.

3.1. Variation des Willmore-Funktionals

In diesem Abschnitt wird die Variation mit einer vektorwertigen Funktion ¢ (nicht notwendigerweise
in Normalenrichtung) des Willmore-Funktionals bestimmt.

Bei Anwendung der Kettenregel,
1
S Fu = 5¢/H2\/det(g) A6, dey = /H5¢Hd8+ 2/H2 5 (x/det(g)) dé; des
Q N Q

zeigt sich, dass unter anderem die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors
bestimmt werden muss.
Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors

Durch

1 1
dpr/det = ————{pdet = ——(§ + 1) — 20190 .
¢ (9) 9 det(g) 1) (9) 9 det(g)( $911922 T g110¢g22 g12 ¢912)

ist die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors gegeben. Dafiir wird die Varia-
tion des metrischen Tensors bendétigt:

5¢ga5 = (5¢Xa) 'Xﬁ + X (5¢X5).
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Die Variation der Tangentialvektoren ist

0
7(Xa+t¢a) :¢a'

0 X o =
¢ ot t=0

Es ergibt sich fiir die Variation des metrischen Tensors

5(1)9046 = (¢a ) Xﬁ) + (Xa : ¢ﬁ) .

Man erhilt fiir die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors

dp/det(g) = delt(m((Xl c@1)g22 + 911(X2 - @) — g12(X1 - Pg) — g12(X2 - 1)) -

Mit Hilfe des inversen metrischen Tensors ergibt sich
2
Sp/det(g) = D (97"),5 (Xa- d5)V/det(g) = divr(d)y/det(g). (3.1)
a,B=1

Die Divergenz lésst sich durch Erweiterung mit dem Kronecker-Delta

2
das = Z (971)75 Gary,
v=1

das dadurch zustande kommt, dass das Produkt von g mit seinem Inversen die Einheitsmatrix ist,
auch als Matrix-Skalarprodukt ausdriicken:

2

2 3
dive(¢) = D (971,45 (Xa-dp) = Z > (o™ 15 D6 X 590

a,B=1 ,B,7,0=1 1=1

2 3
= > D (9 s a7 s EBXEXS, Zquﬁ“DzX” VX : V.

a,B,v,0=11n=1 l,n=1

Also erhilt man fiir die Variation der Flache:

SpA = /54, (x/det(g)) dé, déy = /va . Vadr/det(g) d; dés = /va VredS.  (3.2)
Q I I

Variation des quadrierten mittleren Kriimmungsvektors

Der mittlere Kriimmungsvektor ist Y = ArX. In schwacher Formulierung und mit partieller Integra-
tion ergibt sich

0:/Y~¢dS+/VpX:Vp¢dS:/Y-¢dS+6¢A.
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Die Variation des Willmore-Funktionals ist

1 1
S F = 25¢,/|Y]2d5:/Y'(5¢Y) dS+2/IY!2diVF(¢) ds.
r r r

Der gestorte mittlere Kriimmungsvektor Y, der sich aus der gestérten Parametrisierung X +t¢ durch
Ar(X + t¢) ergibt, wird durch

[ X vVl e + [ 6 (Vaerls)) désda =0
Q Q

bestimmt. Die Gleichung wird nun nach ¢ abgeleitet und anschlielend wird ¢ = 0 gesetzt:
/ (65Y) -4 dS + / (Y - )dive () dS + 5 (55A4) = 0. (3.3)
r r

Dafiir wird die zweite Variation der Fliche dy(d4A) bendtigt.

Zweite Variation der Fliche

Es muss die Variation der bereits bekannten Variation der Wurzel des metrischen Tensors (3.1) be-
rechnet werden:

2

Oy (6 A) = /5¢ > (070 (Xa-¢p) | dS

T a,B=1
2 2
= [ Gu o)y X @) dS+ [ D (57,5 (Gu X @) dS
T a,B=1 T a,B=1

2

+/ (gil)ag (Xa- ¢5)51/J ( det(g)) d§;dés .

9] O(,Bil

Die Variation des inversen metrischen Tensors kann man aus der Variation des metrischen Tensors
bestimmen, indem man die Variation beider Seiten von

2

Z (gil)ag 98y = dary

p=1
bestimmt:
2 2
0 (9 ) as == D 970y (97 a500956 == D (97 )0, (971 55 (W5 - X5) + (X5-9,)) -
v,6=1 7v,6=1
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Es folgt

a,f=1 I=1 T
Es gilt

> (o Y as XLXE =0, —vv" I,n=123

(siehe Anhang). Damit folgt

3

2 3
5p(5pA) = /Zqub”anldS /Z > 5ln—uu) 1) o PhWidS

r bn=l1 a,B=11n=1
2 3
* / Z D (075 PstpadS + / divr(¢)divr(3) dS
3 3
- /Z l¢’nDn’¢’ldS+/ Z ZVI/ ¢l¢ﬁdS
r lLn=1 a,B=11n=1
+ / divp(¢)divr(ep) dS .
r
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Variation des Willmore-Funktionals

Einsetzen der zweiten Variation in die Bestimmungsgleichung fiir die Variation von Y (3.3) ergibt

0 = /(54,1/) ¢ds+/(Y )divp(¢) dS — /ZD@"anldS

T T l,n=1
3
/ Z > vhn o Patl d5+/divF(¢)divF(¢)dS.
I aB=lin=1 r
Es gilt
2 2 3

Z (g_l)aﬁ ¢la1'bg = Z (g_l)aﬁ (g_l)’yéga'yqblﬁ'l'bg - ZDk¢ZDk¢n’ l,’I’L: 1,2,3.
a,f=1 a,B,v,0=1 k=1

Der Normalenvektor steht senkrecht auf dem tangentialen Gradienten, sodass

v -gradp(@”) = Z VD" =

gilt. Damit ergibt sich fiir den Term

3
Z Z v (971) 0 OatE — D Dig" D!

a,f=11n=1 l,n=1

3 3
= Y VDD — Y (Die” + Dug!) Dutp! + Vi Vi

k,l,n=1 l,n=1

Mit der Bezeichnung D(¢);, = D" + D, ¢' und wegen der Orthogonalitiit des Normalenvektors zum
Gradienten erhilt man

3 3
> VI D(@)inDid' = Y D(@)inDry" + Ve : Ve
k,l,n=1 kn=1
3

= Y D(@hn (V" = 00 Dutp! + Vi Vi

k,l,n=1

Mit (3.4) und aus der Symmetrie von VX ergibt sich

3
— Y D(P)kn(VrX)in(Vrep)u + Vi : Vg

= = (D(@)VrX),,(Vrtp)in + Vre : Vi

I,n=1

= —(D(¢)VrX) : Vrp+ Ve : V.
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Daher gilt

0 = /6¢,Y-¢dS~|—/(Y~¢)divr(¢)dS—/(D(cb)VpX) :vp¢d5+/vp¢:vp¢ds
I I I

T

+/din(¢)din(1[)) ds.

r
Einsetzen von ¥ =Y ergibt

/(5¢Y)-Yd5 = —/]Y2divF(¢)dS+/(D(¢)VpX) :VrYdS—/VF¢:VFYdS
T r r

r
—/divF(Y)din((b) ds.
r

Fiir divp(¢) erhélt man, wobei wieder verwendet wird, dass das Matrixprodukt von g mit seiner
Inversen die Einheitsmatrix ist,

2 3 2 3
divp(¢) = Z Z (g_l)aﬁ Xods = Z Z (g_l)aﬁ Xa (9_1)75 D90y
a?IBZ]' nzl a767776:1 n:1

2 3 3
= > 2 (97 XiX0 (07, ¢5X, = Y DIX"Dig" = VX : Vrg.
a,B,y,0=11n=1 l,n=1

Damit ergibt sich fiir die Variation des Willmore-Funktionals

5¢>Fw = /(D(gﬁ)VpX) :VrY dsS — /VF¢ :VrY dS — /diVF(Y)diVF(¢) ds
r r r

1
-5 / Y|’V X : Vr¢dsS. (3.5)
I

Variation in Normalenrichtung

Betrachtet man nun den Spezialfall der Variation in Normalenrichtung, so ist ¢ = ¢v und die Variation
berechnet sich zu

SopFu = / ((vp(¢u)+(vp(¢y))T)va> . Vr(Hv)dS — / Vi(¢v) : Vi(Hv)dS
T T

- / divp(Hv)divr(¢v) dS — % / H?*VrX : Vr(¢v)dS.
r r
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3.1. Variation des Willmore-Funktionals

Die einzelnen Terme kénnen mit der Produktregel ausgerechnet werden. Der erste Term wird

3
(Vr(¢v)VeX): Vo(Hy) = Y (Dpgv"DpX'DyHV' + D" D, X' Dyt H
k,l,n=1

+ D" ¢D, XD HV' + D" ¢ D, X' D' H)

3
= ¥ (Dkd>(u-gradr(Xl))DkHVl+Dk¢(y-gradF(Xl))DleH)
k=1

3
+ ) D" $(DpX - v)DpH + (VevVrX) : VovHg.
kn=1

Die Giinter-Ableitung D,, angewendet auf X ergibt

2

DX = 3 (7)) XaX2
a,B=1

und ist somit orthogonal zu v. Damit verschwindet das Skalarprodukt mit v, ebenso das Skalarprodukt
von v mit dem Gradienten:

(VF(¢I/)VFX) : VF(HI/) = (VFVVFX) : VFVHgb.

Fiir den zweiten Term wird dhnlich verfahren:

3
((VF(¢I/))TVFX> :Vr(Hv) = Z (D" D, XD HV! + D, pv*D, X' D' H
k,l,n=1

+ D ¥ ¢D, XD HV' + D, ¢D, X' D' H)
= ((Vrv)'VrX): VivHé.

Der dritte Term ist

3
—Vr(¢v): Vr(Hv) = - >  (Dp¢v'DpHV' + Dpov' Dy H + Dy 9Dy HY' + (Dy') ¢ H)
k=1
3
= —(gradp(¢) - gradp(H)) (v -v) — Z (DroV' Dyv' H + D' ¢ Dy HVY)
k=1
—(Vrv :Viv)Ho.
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3. Variation der freien Energie

Das Integral {iber diesen Term ergibt mit partieller Integration

3
— / Vr(¢v) : Vr(Hv)dS = - / (gradp(¢) - gradp(H)) dS — ) / D' Dy H dS
1N

i k=11

3
- Z /DkvlngkHul ds — /vpu : VrvH¢dS
kl=11 T

3
/ ArHpdS + ) / H(D )2 H + ov' D2V H + ov' D' Dy H dS
T k=171

3 3
+ > / viHoU'D/'HdS — / Dl oDLHV A4S
k=11 k=11

—/Vru :VrvHodS
I

= /AFHgde—l-/VFVZVFVH¢d5+/(V'AFV)H¢dS
T T T

—/VFV :VrvHe¢dS'.
I

Dabei wurde wieder verwendet, dass der Normalenvektor orthogonal zum Gradienten ist. Der vierte
Term berechnet sich nach der Produktregel zu

—divp(Hv)divr(¢v) = —(gradp(H) - v + Hdivp(v)) (gradp () - v + ¢ divp(v)) .
Aus dem Verschwinden des Skalarprodukts des tangentialen Gradienten mit dem Normalenvektor folgt
—divp(Hv)divr(¢v) = —H (divr (v)) 0.

Die Divergenz des Normalenvektors ist

2 2
dive@) = > (97 0s Ka-vp) == > (97")ughas = —H, (3.6)
a,B=1 a,f=1

sodass
—divp(Hv)divp(¢v) = —H3¢
gilt. Fiir den fiinften Term gilt schliellich

3
1
—§H2VFX:VF(¢V) = —-H* ) (DuX'Dyppv! + Dp XDyl 9)
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3.1. Variation des Willmore-Funktionals

Aus der Orthogonalitdt der Giinter-Ableitung Dy, angewendet auf X zu v ergibt sich
Lo Lo
—§H VFX : VF(¢V) = _iH VFX : VFV¢.

Das Integral iiber diesen Term berechnet sich mit partieller Integration zu

3

_;/H2VFX:VF(¢V)C15 = —% Z /HQDkX Dt ds
T k=11
1 3
= 3 / 2HDHD X'W'¢p + H*D? X'V + H?*D, X'W'Dyp dS
k=17
BN H?’D, X' ds
+2kJZ:1/Vk kX V' ¢

3
Z (2HDLH¢ + H*Dy¢)(Dp X' - v) + H(ArX -v)¢dS.
k=1

Il
N | =
\..

Das Skalarprodukt der Giinter-Ableitung der Parametrisierung mit dem Normalenvektor verschwindet
wieder und mit ArX =Y = Hv folgt

—/HQVFX Vr(¢v)d /H3¢d5

Zusammengefasst ergibt sich fiir die Variation des Willmore-Funktionals

1
5¢,,Fw = / ((VFVVFX) Vv + ((VFV)TVFX) :Vrv + (I/ . AFV) — 2H2> quds
T

+ / ArH¢dS .
r
Der erste Term lésst sich, wenn man die Summe iiber &k als Skalarprodukt auffasst, formulieren als

3 3
(VrvVrX) : Vrv = Z DD, XDyt = Z gradp(v") - gradp (V') D, X!
kzl»nzl l,n:l

Mit der Formel fiir den Gradienten und mittels Umschreiben des Skalarprodukts als Summe iiber n
folgt

2 3
(VrvVrX) : Vv = Z Z (g_l)aﬁ X];VE (g_l)w Xﬁuf;DnXl
a,B,v,0=1k,l,n=1
2 3 2 3
= Z Z (9_1)aBVgV£XD”Xl = Z Z(g_l)agVﬁ‘gradr(Xl)Vix
a,f=11n=1 a,f=11=1
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3. Variation der freien Energie

Setzt man wieder die Formel fiir den Gradienten ein, so ergibt sich

2

(VrvVrX) : Vv = Z (g_l)aﬁ (9—1)75 hgo s
C!,B,’Y,(;Zl
1
- W(Qéhfl — 4g12g22h11h12 + 2911922075 + 2975035 + 2975h11has

— 4g11g12hiohas + g3 hay) = H? — 2K .

Beim zweiten Term kann man die Summe iiber n ebenfalls als Skalarprodukt auffassen:

3 3
(V) 'V X):Viv = Y DD, X'Dpvt = Y gradp(v*) - gradp (X' D!
kvl7n:1 k‘,l:l

Die Formel fiir den Gradienten und Formulieren der Summe iiber k als Skalarprodukt liefert

2 3 2 3
((VFV)TVFX) :Vrv = Z Z (g_l)aﬁ VEX&D;CVI = Z Z (g_l)aﬂ vs - gradp (V) X, .
a,B=1k,l=1 a,f=1 1=1

Durch Einsetzen des Gradienten erhélt man das gleiche Ergebnis wie beim ersten Term:

2
((Vrv)'VirX) : Viv = (9715 (g7") . s hgrhas = (VrvVrX) : Viv.
af o7
a,B,y,6=1
Fiir den dritten Term ergibt sich

2

(v-Arw)= ) (97,5 vap).

a7ﬁ:1

Dafiir werden die Ableitungen des Normalenvektors benttigt:

1
Vo = R ] (KX Koo = (v (X0 x X))
1
var = gy (X1 % X2la = (v (X1 x Xa)a) v = (v (X1 % Xaa)ws

— (I/ . (Xl X Xg)ﬁ)l/a) .

Das Produkt der zweiten Ableitung des Normalenvektors mit dem Normalenvektor ist damit

1

Vag 'V =

und das Produkt des abgeleiteten Normalenvektors mit der Ableitung des Kreuzprodukts
1

v (X1 X Xo)o = —T()(gmhlahﬁz — g22h1ahig — gi1ha2hga + gi12higha2) -
et(g
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3.2. Normale Variation der mittleren Kriimmung

Damit ist schliellich der dritte Term das Negative des ersten:

2
(-Arv)=— Y (97,5 (97"), s harhss = —(VrvVrX) : Vrv.
a,B,v,0=1

Also ist die normale Variation des Willmore-Funktionals

S Fu = / (AFH + %H3 — 2KH> $ds. (3.10)
r

3.2. Normale Variation der mittleren Kriimmung
Hier soll die normale Variation der mittleren Kriimmung

_ g11h22 — 2g12h12 + ga2h11

H 2
911922 — 99

berechnet werden. Mit Produkt- und Quotientenregel ergibt sich

S H ((911922 — 912) Bpwg11h22 + G110suho2 — 204 g12h12 — 291204 P12 + Spgaohiy

det?(g)

+ 922040 h11)
— (g11h22 — 2g12h12 + g22h11) (Spwg11922 + 911060922 — 2912060.912)) -

Dafiir benotigt man die Variation des metrischen Tensors. Diese erhilt man aus dem gestorten metri-
schen Tensor:

9
bo = 5 (X +10v), - (X +1ov)5)

t=0
Die Ableitung ist
(X +tov), = Xo + t(pav + dr,). (3.11)

Also ergibt sich

0
5¢ugaB = A, (gaﬂ - 2t¢ha6 + t2(¢a¢ﬁ + ¢2Va : Vﬁ))

o = —20hgg . (3.12)

t=0

Dies wird in die Variation der mittleren Kriimmung eingesetzt:

1
bpH =2(H* — 2K)¢ + m(gn%yhm —2g120g0,h12 + G226, h11) -

Die Variation der zweiten Fundamentalform ist:

5¢,,ha5 = 5¢VXQB -V + Xaﬁ . 5¢VI/.
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3. Variation der freien Energie

Dazu wird die Variation der zweiten Ableitung der Parametrisierung bestimmt. Die zweite Ableitung
der gestorten Oberfléche ist

Xaﬁ + t(¢a51/ + (Z)an + ¢5Va + ¢Va5) .

Durch Ableiten nach und Nullsetzen von ¢ erhilt man die Variation:

5¢uon,B = Qbaﬁ’/ + ¢o¢’/B + ¢6Va + ¢Vaﬁ .

Demnach ist die Variation der zweiten Fundamentalform
5¢Uha5 = (;504/3 + ¢Va5 -V + Xag . 5¢,,I/ .

Die Ableitungen des Normalenvektors (Gleichungen (3.7)) und auch das Skalarprodukt des Normalen-
vektors mit seiner zweiten Ableitung (Gleichungen (3.8) und (3.9)) sind aus dem vorherigen Kapitel
bekannt:

Vag "V (912h1ahs2 — g22h1ah1p — gi1hazhge + g12h1gha2) -

1
~ det(g)

Jetzt wird die Variation des Normalenvektors bestimmt. Dafiir wird die Variation der ersten Ableitung
von X benétigt (aus Gleichung (3.11)):

5¢VX04 = ¢au+¢’/a-

Es ergibt sich

SV = ((¢1V+<Z>V1) X Xo+ X1 % (¢ov + ¢v2) — ¢(v - (11 x Xo+ X1 ¥ V2))’/>'

|X 1 X X 2|
Damit berechnet sich die Variation der zweiten Fundamentalform zu

dft@(Xa’B. (1/1 X X9+ X1 Xvy— (V' (Vl X X9+ X1 X 1/2))1/) — (V,B . (Xl X Xg)a)>
)

4 e _ 92
ety T e

Die einzelnen Terme sind

Xop (X1 XV)+ dap -

1
vox Xg = m(gmhcg — gp2hia)V,
1
vx Xy = 7(9104X2 _ga2X1) .
det(g)

Es ergibt sich fiir die Varation der zweiten Fundamentalform

¢
Oswhag = ——— hiahgo — hiahig — haooh higha
¢ ] det(g) (912 1ang2 — g22hiahip — g11la2itge + g12h1g 2)
X (19X — X)X (912X — g1 X2) + bas.
det(g) det(g)
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3.3. Normale Variation der Fliche

Der Term vg- (X1 x X2)o wurde bereits im vorherigen Kapitel bestimmt (Gleichung (3.9)). Dies kann
nun in die Variation der mittleren Kriimmung eingesetzt werden:

SpwH = dej)(lg)Q (911912(X 2 - X92) — g11g22(X1 - X 22) — 2975(X2 - X12) + 2g12922(X 1 - X 12)

+ 912922(X 2 - X11) — 932(X1 - X11))

+ (g11912(X1 - Xa2) — g11(X 2 - X 92) — 2975(X1 - X12) + 2911912( X2 - X12)

P2
det(g)?
+ g12922(X1 - X11) — g11922(X2 - X11))

detl( )(911¢22 — 2912012 + gaz11) + (H? — 2K)¢.

Zusammengefasst ergeben die Terme vor den ersten Ableitungen von ¢ :

1
W(gllgm(—x? - X 22) — g11922(X1 - Xo2) — 2935(X 2 - X12) + 2g12922( X1 - X12)

+ g12922(X2 - X11))

- \/dit(g) ((x/jz:(g)>1 B <jelt2@>2>
1

= det(@( ( det(g) (9_1)11)1 + ( det(g) (g_1)12)2> .

Genauso wird mit dem Vorfaktor der zweiten Ableitung verfahren:

1
dot(g)? (g11912(X 1 - X22) — 971 (X2 - X 22) — 2079(X1 - X12) + 20110912( X2 - X 12)

+ g12922(X1 - X11) — g11922(X2 - X11))

1

_ det(gﬂ( < det(g) (g_1)12>1 + ( det(g) (9_1)22>2> :

Damit ergibt sich fiir die Variation

SouH = Z (Vaet(9) (57") . qﬁﬂ)a 4 (H? — 2K)é = Ar + (H? — 2K).  (3.13)
a,8=1

3.3. Normale Variation der Fliche

Fiir die Variation der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors kann auf die bereits bekannte
Variation des metrischen Tensors (3.12) zuriickgegriffen werden:

Sou < det(g)) = —$(h11gz2 + g11hae — 2g12h12)¢ = —Hp+/det(g) .
det(g)
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3. Variation der freien Energie

Also ist die Variation der Fliache

SpwA= | —H¢dS. (3.14)
/

Mit partieller Integration erkennt man, dass die Variation mit allgemeinem ¢ (3.2) fiir ¢ = ¢v das
gleiche Ergebnis liefert:

/ Z D X"Dip"dS = / Zgradr ) - gradp(¢™) dS = — / ZAFX”cp” ds

Il,n=1

= —F/AFX-¢dS——F/Y-¢dS——F/H¢dS.

3.4. Normale Variation des Kontakt-Funktionals

A - WO/W(ydes
T

Die Variation des Kontakt-Funktionals

ist nach Produkt- und Kettenregel:
S =Wo | [ W/rhdalrlas + [ W(r)o (Vi) e d.
r

Die Variation des Abstandes ist

5¢V|r| | |

und die der Wurzel der Determinante des metrischen Tensors bekanntermafien

Son (\/ﬁ) — —He/det(g).

Also ergibt sich

S =0 [ (W/Ir)" W) ) 0,
I

Fir ein Kontakt-Potential der Form
W(|r|) = dglr|™* — 2d5|r| >
ist die Variation

S Fre = Wod2 / |r\_2<4|fr|_2 (2|2 +1) (r-v) — (d2|r|2 = 2) H)gde.
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3.5. Normale Variation des Flidchen- und Volumenerhaltungsterms

3.5. Normale Variation des Flichen- und Volumenerhaltungsterms

Durch Variation des Funktionals
F AV = AA + MV

erhéalt man
5¢I/FA,V = )\5¢,,A + ,u5¢,,V.

Die Variation der Flache wurde bereits im vorherigen Abschnitt berechnet und die Variation des
Volumens ergibt sich daraus, dass ein Volumenelement aus der Basis dS und der Hoéhe t¢ in Norma-
lenrichtung besteht [35]:

6¢>VFA7V = /(—)\H + M)¢dS
r

3.6. Zusammenfassung der Variation des gesamten Funktionals

Mit den in den vorherigen Kapiteln berechneten Ergebnissen erhilt man fiir die Variation des gesamten
Funktionals

ke
o F = keboyFuy — ke / Hodp H dS + 5 / HZdS — 2H, / 8, (V/det(g)) gy déa + 8, F
T r Q

+6¢VFA,V
1 1
_ k:/ <AFH S HY 2K H — (] - 2H0H)H> $dS — k:CHO/quﬁ b (H? - 2K)dS
r

I

Wegen der Formel fiir die partielle Integration gilt

/Apgde:O
T

+/ (Wo <W’(\r)’" it —HW(\T)) - )\H+u>¢d5. (3.15)
I

und man erhélt fiir die Variation des Helfrich-Funktionals

1 1 1
§6¢UFh = / <AFH + §H3 —2KH 4+ 2HyK — 2H§H> $dSs.

Dasselbe Ergebnis erhélt man auch durch Variation des Willmore-Funktionals direkt in Normalenrich-
tung. In

1
So o = / o HH dS + / H255, (/det(g)) dé1 dé
T Q
setzt man die Variation der mittleren Kriimmung ein:

S By = /H(qub + (H? — 2K)¢) dS — % /H3¢ ds
I I
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3. Variation der freien Energie

und mit

/quﬁH dsS = —/gradr(é) -gradp(H)dS = /AquﬁdS
r r r

folgt das gleiche Ergebnis wie bei der Variation in allgemeine Richtung.
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4. Evolution

In diesem Kapitel wird die Durchfithrung der Willmore-Evolution beschrieben. Auflerdem werden zur
Minimierung des vollstdndigen Helfrich-Funktionals noch zusétzlich zur Willmore-Geschwindigkeit der
mittlere Kriimmungsvektor, die Gau-Kriimmung, der Flichen- und Volumenerhaltungsterm sowie der
Kontaktterm benétigt.

4.1. Willmore-Evolution

Das Willmore-Energiefunktional
1
Fy=3 / H?dS
r

ist der mathematisch anspruchsvollste Teil des Helfrich-Funktionals, weshalb es gesondert betrachtet
wird.

Die Geschwindigkeit betridgt nach (3.10)
1
U = — (AFH + 5H3 - 2KH> :

Die Oberfliiche I' muss also geméf

0X 1

bewegt werden. Wegen H = Ar X -v wird X viermal abgeleitet. Im Fall einer stiickweise linear diskre-
tisierten Oberfliche verschwinden jedoch hohere Ableitungen als Ableitungen der Ordnung eins von
Funktionen auf der Oberfliche und daher auch alle Terme auf der rechten Seite.

Die Grundidee ist, eine zusétzliche unbekannte Funktion einzufiihren, um die Differentialgleichung
vierter Ordnung auf ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung in gemischter Formu-
lierung zu reduzieren. Die beiden zu bestimmenden Funktionen sind dann die Parametrisierung der
Oberflaiche X und der mittlere Kriimmungsvektor Y = ArX = Hv. Dieser Ansatz liefert zusammen
mit einer schwachen Formulierung und einer Linearisierung in jedem Zeitschritt ein System von linea-
ren Gleichungen.

Das Anfangswertproblem lautet

0X

1
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4. Evolution

fiir eine Anfangsoberfliche I'g. Obwohl die Differentialgleichung nicht linear, vierter Ordnung und
partiell ist, ist es moglich, eine Existenzaussage iiber die Evolution mit Willmore-Geschwindigkeit v,
zu machen [19]:

Satz 4.1. Sei Iy : Q — R? eine glatte Immersion einer Sphire Q mit Willmore-Energie F,, < 16m.
Dann existiert die Willmore-Evolution mit Anfangsoberfliche 'y fiir alle Zeiten und konvergiert zu
einer Sphdre.

Ist die Anfangsoberfliche also hinreichend nahe an einer Sphére mit Willmore-Energie 167, so evolu-
tioniert sie zu einer Sphére.

Die Differentialgleichung

lautet in schwacher Formulierung

X
. = —04F, .
o PdS =0y

Die Variation ist gemif} (3.5)

SoFy — / (D(¢)VrX) : VrY dS — / Vig: ViYdS — / divy(Y)divy (¢) dS
I I I

1
—2/|Yy2vpx : VrodS.
T

Folglich ergibt sich die Aufgabenstellung, fiir eine gegebene Anfangsoberfliche I'y eine Parametrisie-
rung X € (H' (F))3 und einen mittleren Kriimmungsvektor Y € (H 1(F))3 zu finden mit X (¢t =0) =
Ty, sodass

0 = /§-¢d5—/va;vp¢ds+/va; (D(¢)VrX) dS—/divF(Y)divr(qb) as
I I I T

1
—Q/YPVFX : Vrods,
T

0 = /Y"l,de—i—/VrX:Vr'lﬁdS
r r

fiir alle Testfunktionen ¢ € (HY(I"))* und ¢ € (H'(I"))? erfiillt ist. Die zeitliche Ableitung wird durch
den Differenzenquotienten
0X XMl XxXm
ot T
mit X" (&) ~ X (& mT) und der Schrittweite T" approximiert. Um groflere Zeitschritte wéhlen zu
konnen, soll die diskrete Gleichung moglichst implizit werden. Daher wird, wenn moglich, fiir X

(4.1)
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4.1. Willmore-Evolution

beziehungsweise Y X! beziehungsweise Y™ ! gewiihlt. An nichtlinearen Stellen wird X™ bezie-
hungsweise Y genommen. Damit erhilt man das diskrete System

1 1
T/Xm-¢d5 = T/Xm“'fde‘/VFz"Ym“1Vr;ﬂ¢d5

rm i Iy

+ / Vip Y™ (D(¢)Vip X™) dS — / divey (Y™ )divep (¢) S
e L

1
-3 / Y7 PV X7 Vippds,

i
0 = /Ym“-'z,deJr/Vr;meHivrgﬂbds-

rm ry

h h

In der zweiten Zeile im ersten Term wire natiirlich auch die Wahl X™*! und Y™ méglich gewesen.
Die diskreten Vektoren werden mit Hilfe der linearen Knotenbasisfunktionen ¢; und der Werte X;
beziehungsweise Y; in den Knoten dargestellt:

Ng
R
=1

Nk
Y™ o= > Y
=1

Als Testfunktionen fiir ¢ und @ werden ¢;e; fiir i = 1,..., Ng und [ = 1, 2,3 gewéhlt. Damit ergibt
sich folgendes Gleichungssystem

3 3
1 1
I l 1 In~n nl In n !
x' = ZMX!'-SY +z_:1R Y +Z_:1(S —- sy - 50X,
0 = MY'+8X', 1=1,2,3
mit der Massenmatrix M und der Steifheitsmatrix 5,
M;; = / $id;dS | Sij = / (gradry (90) - gradrp (65)) dS (4.2)

ry L
den Matrizen
Rzl = /(6ln —Vivy) <gfadrgl(¢5i) : gradrg(‘ﬁﬂ) ds,

Iy

s~ / D16 Dncs; S,
I

Qij = /Ym|2 (gl"adr;y(ﬁbi) 'gl"adrgl(%)) ds,

Iy
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4. Evolution

den Vektoren der Knotenwerte

X = (X X! ' Y! = (Y! Y! ' 4.3
- 19 “»Ng ’ - 1>+++9» + Ng ()

und der rechten Seite .
xt = = / (X" ¢; dS. (4.4)
oy

Das nicht symmetrische Gleichungssystem wird mit dem GMRES-Verfahren [24] gelost.

4.2. Evolution mit mittlerer Kriimmung

Da der mittlere Kriimmungsvektor eine der Unbekannten des Gleichungssystems der Willmore-Evo-
lution ist, erh&lt man diesen bei der Lésung mit und kann ihn im darauffolgenden Schritt direkt
verwenden. Nur im ersten Schritt muss die Evolution mit Geschwindigkeit Y getrennt berechnet wer-
den.

Die Gleichung fiir den Kriimmungsvektor lautet
Y =ArX.

In schwacher Formulierung erhélt man nach partieller Integration

/Y-¢dS:—/VpX-Vp¢dS.
I I

X und Y werden wieder mit den Knotenbasisfunktionen approximiert, I' mit der Triangulierung I'y,
und als Testfunktionen werden ¢je; mit j = 1,..., Ng und | = 1,2, 3 gewéhlt. Es folgt das diskrete
System

MY!'=-5sX', 1=1,2,3, (4.5)

mit den bereits aus (4.2) bekannten Matrizen M und S und Vektoren X! und Y! aus (4.3). Um nun
die Evolution mit Geschwindigkeit Y zu bekommen, wird

0X
ﬁ — —Y - —A]_"X

mit einer gegebenen Anfangsoberfliche gelost.

Mit der Approximation der zeitlichen Ableitung (4.1) und dem mittleren Kriimmungsvektor
Ym+1 — AFXm+1

im schwachen Sinn, also
Y =—-M1sX! firli=1,2,3
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4.3. GauB-Kriimmung

aus Gleichung (4.5) und der Wahl ¢;e; als Testfunktionen fiir j = 1,..., Ng und [ = 1,2, 3 folgen die
diskreten Gleichungssysteme

(M-TM'S)X'=x", 1=1,23,
mit der rechten Seite (4.1) wie bei der Willmore-Evolution.

Die Massenmatrix M und auch die Matrix M — TM~'S der zu losenden Gleichungssysteme sind
symmetrisch positiv definit, das heifit es kann das Verfahren der konjugierten Gradienten verwendet
werden.

4.3. GauB3-Kriimmung

Fiir die Approximation der Gauf-Kriimmung gibt es verschiedene Ansétze. Sie kann als Determinante
der zweiten Fundamentalform aus der Naherung derselben bestimmt werden oder es kénnen die Winkel
der Dreiecke der Diskretisierung verwendet werden.

Schwache Formulierung

Die GauB-Kriimmung ist das Produkt der Hauptkriimmungen, welche die Eigenwerte der zweiten
Fundamentalform darstellen. Diese kann in schwacher Formulierung aus

/(Hk‘qb)dS:—/ukdivF(qb)dS—/uk(Y-cﬁ)dS, k=1,2,3
T

r r

bestimmt werden [16]. Il ist dabei die k-te Spalte der zweiten Fundamentalform. Die zweite Fun-
damentalform wird als (3 x 3)-Matrix dargestellt, sie kann jedoch hochstens zwei Eigenwerte haben,
die nicht Null sind, da sie auf dem zweidimensionalen Tangentialraum definiert ist. Das diskrete Glei-
chungssystem lautet

MZF = —AM —B'YF k1=1,2,3

mit der Massenmatrix M, der Matrix
l l
B;; = /Vh<l5z'¢j ds,
Fh

dem diskreten Normalenvektor v, den Vektoren Y* der Knotenwerte von Y in den Knoten der
Triangulierung I'y, und den Vektoren

zg?l = (I1Y); Ag?’ = / Vi Do, dS.
T'n

Hat man die zweite Fundamentalform in jedem Knoten berechnet, kann man ihre Eigenwerte be-
stimmen, wobei einer Null ist, da die Oberfliche zweidimensional ist, und die anderen beiden die
Hauptkriimmungen darstellen.
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4. Evolution

Winkelformel

Um eine Naherung der Gau-Kriimmung fiir diskrete Oberfliichen zu erhalten, wird sie im glatten Fall
in einer Form dargestellt, die auch im diskreten Fall verwendet werden kann [22]. Sie wird im Punkt
P iiber

K(P)=  lim A(P)

diam (A(P)) -0

definiert, wobei A(P) eine infinitesimale Fléiche um P ist und A(Bild(v4(p))) die Fliche des Bildes
des Normalenvektors zur Fliche A(P) ist. Zur GauB-Kriimmung zugehorig ist die durchschnittliche

Gaufl-Kriimmung
1
— KdsS.
7y | Has
A(P)

Diese konvergiert fiir Triangulierungen, die die urspriingliche Oberfliche gut approximieren, gegen
die exakte durchschnittliche Gau-Kriimmung. Im diskreten Fall kann mit Hilfe des Gaufl-Bonnet-
Theorems das Integral iiber die GauB-Kriimmung berechnet werden zu

Np(P;)

/de_%— Z Oip

i(Pj)=

wobei die 0 p;) die Winkel der Np(P;) Dreiecke um P; sind, siche auch Abbildung 4.1.

Abbildung 4.1.: Benétigte GroBen zur Berechnung der GauB-Kriimmung. Hier ist Np(P;) = 5.

P; ist ein Knoten der Triangulierung und A(P;) die Flache der Dreiecke um P;. Damit erhdlt man
fiir die GauB-Kriimmung

-1

Np(Pj) Np(Pj)
K(Pj) ~ Z Aip;) 2 — Oip;)
i(Pj)= i(Pj)=1

mit den Flidchen A;p,) der Dreiecke um P;.
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4.4. Fldchen- und Volumenerhaltung

4.4. Fliachen- und Volumenerhaltung
Die Geschwindigkeit v wird um die Terme fiir Flichen- und Volumenerhaltung ergénzt [6]:
vay =AH —p.

Das Volumen und die Flidche dndern sich nicht iiber die Zeit. Mit der ersten Variationsformel [30]
erhédlt man:

d
Vo /(v+)\H—u)dS=0,
r
dA
o = /(Hv—i—)\HQ—,uH)dS:O.

r
Mit dem L2-Skalarprodukt (-,-) ausgedriickt sind die Lagrange-Multiplikatoren

(1,v) (1, H) — (1,1) (H,v)
(1,1) (H, H) — (1, H)?
(1,v) (H,H) — (1, H) (H,v)
(1,1) (H,H) — (1, H)?

A =

i

7

Der Nenner wird Null, wenn die mittlere Kriitmmung konstant ist. Die einzige geschlossene Oberfliche
mit konstanter Kriimmung ist die Sphére. Da es keine andere Oberfliche mit gleichem Volumen und
gleicher Oberfléiche wie eine Kugel gibt, ist sie eine ungeeignete Startoberflache fiir die Evolution.
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5. Verringerung von Approximationsfehlern

Wahrend der Evolution der diskreten Oberfliche kénnen verschiedene Probleme auftreten. Eine Mog-
lichkeit ist, dass die Dreiecke der triangulierten Oberfliche entarten, das heifit, ein Winkel wird un-
endlich klein. Um dem entgegenzuwirken, wird eine Korrektur durchgefiihrt, die dafiir sorgt, dass die
Flache der Dreiecke nahezu konstant bleibt.

FEin weiteres Problem ist, da die Lagrange-Multiplikatoren zur Flichen- und Volumenerhaltung nicht
exakt berechnet werden kénnen, &ndern sich Fliche und Volumen wéhrend der Evolution dennoch.
Ist das Minimum des Energiefunktionals schon fast erreicht, so dndert es sich nur sehr wenig. Dann
kann es passieren, dass diese unerwiinschte Fldchen- und Volumeninderung das Energiefunktional
stérker verkleinert als die Evolution selbst. Dadurch lduft die Evolution sehr lange weiter, ohne dass
ein Minimum erreicht wird.

5.1. Lokale Flachenerhaltung

Ein mogliches Problem, das zur Entartung der Dreiecke fiihrt, ist, dass wihrend der Evolution die
Flachen der Dreiecke der Triangulierung stark unterschiedlich grofl werden. In diesem Fall verliert man
an Stellen, an denen die Dreiecke sehr grofl sind, an Genaugkeit. Auflerdem konnen die Matrizen der
zu l6senden Gleichungssysteme durch die ungleiche Verteilung schlecht konditioniert sein.

Die Normalengeschwindigkeit ist durch die Losung der Gleichungen, die die Evolution beschreiben,
vorgegeben. Die tangentiale Geschwindigkeit ist jedoch frei wéhlbar, da sie die Form einer glatten
Oberfliache nicht dndert. Sie soll nun so gewahlt werden, dass sich die Flichen der Dreiecke moglichst
wenig wihrend der Evolution &ndern.

Man fordert eine gleichférmige Oberflichenénderung in jedem Flachenstiick, das heifit

%A(X (B(C, 0), t)> = konstant

fiir jede Kugel
B(¢,p)={¢€Q:[¢—¢l<p}., C€Qp>0.

A(+) bezeichnet hierbei die Fliche. Die Parametrisierung X bildet dabei von Q x [0, 1] nach R? ab.
Sie stellt die Evolution im Zeitintervall [0,1] dar. Nach der ersten Variationsformel [30] gilt fiir die
Flachendnderung

0

aA(X (B(C,p),t)) = / divp (%f({,t)) d&; d&s = konstant .

x(B(¢.p)t)
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5. Verringerung von Approximationsfehlern

Dies gilt fiir alle Kugeln, das heifit der Integrand muss konstant sein:
0X
di — | =-C.
1vr < ot >
Daraus erhélt man folgende Differentialgleichung

aatA(X(Q,t)) = /divr <86)t(> ds = —/C’dS =—-CA(X(Q,1)).
r r

Als Losung ergibt sich
A(X(Q,1) = A(X(Q,0))e” 9" = Age "

Die Endflache ist
A(X (1)) = Ag,

sodass die Konstante durch

gegeben ist. Die Geschwindigkeit wird in einen Normal- und einen Tangentialanteil zerlegt:

0X .
_— = 1% 7.
ot T

Die Normalengeschwindigkeit v, ist dabei als vorher berechnete Evolutionsgeschwindigkeit bekannt.
Die Divergenz dieser Gleichung ist

divp <8;t() = gradr(vy) - v + vpdive(v) + divp(vr) .

Der erste Term verschwindet, da der Gradient als tangentialer Differentialoperator senkrecht auf dem
Normalenvektor steht. Die Divergenz des Normalenvektors wurde in (3.6) bestimmt: divp(v) = —H.
Also ist die Divergenz der Geschwindigkeit

) 0X A :

Um nun die tangentiale Geschwindigkeit vr zu erhalten, muss man eine Losung der folgenden Glei-
chung finden:

divp(vr) = Hu, — In <> .

Die Losung ist nicht eindeutig, da nach Addition eines konstanten Vektors zu einer Losung die Diffe-
rentialgleichung weiterhin erfiillt ist.

Die Gleichung ist genau dann losbar, wenn die rechte Seite die Bedingung

/(U,,Hm@))dszo

T
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5.2. Verringerung der Fldchen- und Volumenerhaltungsfehler

erfiillt [25]. Integration der Gleichung ergibt

E

/divr(vT) dsS = /Hv,, dS —In <210> A(X(Q,1)).
r r

Die linke Seite kann mit dem Gaufischen Integralsatz als Randintegral ausgedriickt werden. Aufgrund
des Fehlens eines Randes verschwindet der Term jedoch. Damit ist die geforderte Bedingung erfiillt.

Die Tangentialgeschwindigkeit vy wird nun in der Form
vr = gradp(P)

dargestellt. Damit muss folgendes Problem auf I' gelost werden

A
Ar® =v,H —In (AZ> .

Wird die Flidche auch global erhalten, das heifit Ag = Ag, so lautet die Gleichung

Ar® =v, H.

5.2. Verringerung der Flichen- und Volumenerhaltungsfehler

Da die Bedingungen

EZO und EZO’

aus denen die Lagrange-Multiplikatoren A und p berechnet werden, durch Approximationsfehler nicht
exakt erfiillt werden kénnen, entsteht ein Fehler fiir die Fldchen- und Volumenerhaltung im Verlauf der
Evolution. Deshalb werden Bedingungen aufgestellt, die die Anfangsfliche Ag und das Anfangsvolumen
Vo beriicksichtigen: N

-
a und b sind dabei positive Vorfaktoren. Wenn die Fléche kleiner ist als die Anfangsfliche, so ist die
Differenz Ay — A positiv, also ist die zeitliche Ableitung positiv, sodas die Flache wichst. Umgekehrt,
wenn die Fléche grofler ist, wird sie verkleinert. Analog gilt dies fiir das Volumen. Dadurch erhélt man
die modifizierten Lagrange-Parameter

=b(Vp—V).

y = (Lo (A H) - (1) (H ) +a(do —A4) (L, 1) —b(lo — V) (1, H)
B (1,1) (H, H) — (1, H)? ’
(1,v) (H,H) — (1, H) (H,v) + a(Ag — A) (1, H) — b(Vy — V) (H, H)

o= (1,1) (H, H) — (1, H)® '
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6. Axialsymmetrische Formen

Da viele der moglichen Formen der Erythrozyten axialsymmetrisch sind, wird das Minimierungs-
Problem héufig auf das Finden einer Kurve in der x-z-Ebene reduziert. Die gewiinschte Form ergibt
sich dann durch Rotation der Kurve um die z-Achse. Zum Vergleich mit den dreidimensional erhal-
tenen Formen wird dies auch hier durchgefiihrt. Als Koordinaten werden die Bogenlinge s entlang
der Kontur und der Azimutwinkel ¥ gewéhlt [27]. Die Form wird dann durch den Neigungswinkel 6
bestimmt (siehe Abbildung 6.1).

ZA 9

>
\

Abbildung 6.1.: Parametrisierung bei Axialsymmetrie.

Dann gilt

& = cos(f), (6.1)
= sin(0).

Der Punkt bedeutet dabei die Ableitung nach s. Die Parametrisierung ist
X (9, s) = (z(s) cos(9), z(s) sin(d), z(s)) .
Die Normalengeschwindigkeit ergibt sich aus der Variation (3.15) zu
1 1
v, = —ke (AFH + 5H3 —2KH +2HyK — 2H02H) +\H —

+Woddlr| =2 (4]r[ 72 (dBlr| =2 = 1) (- v) + (d@Fr| 2~ 2) H) .
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6. Axialsymmetrische Formen
Diese wird jetzt in die axialsymmetrischen Koordinaten umgerechnet. Die Ableitungen der Parame-
trisierung sind

Xy = z(—sin(®),cos(9),0),
X; = (cos(8)cos(d),cos(f)sin(d), sin(6))

und der Normalenvektor ist
v = (sin(0) cos(¢9), sin(f) sin(d), — cos(8)) .
Die erste Fundamentalform ergibt sich zu
goo =2> . gw=0 , ge=1

sodass ihre Determinante det(g) = 2 ist. Die zweiten Ableitungen der Parametrisierung sind

Xyg9 = —z(cos(d),sin(v),0),

Xys = cos(f )( — sin(19), cos(¥), )

X = 0( — sin(0) cos(¥), — sin(6) sin(¥), cos()) .
Damit ist die zweite Fundamentalform

hgg = —xsin(d) |, hgs=0 , hg=—0.

Es ergeben sich die mittlere Kriimmung und die Gau-Kriimmung;:

He—d_ sin(0) K= QSIH(Q)'

T T

Der Laplace-Beltrami-Operator von H ist folglich
1 . . .
ArH = ~5.3 (2 02> + 46 cos(0)2® — 2sin(0)0x> — 2 cos?(0)0x + 2sin(0)x + 2sin(0) 0052(9)) .

Des Weiteren gilt

l 3 3 3 . 0 . 9 s

2H = 5.3 (0 z® + sin?(0)0z + 6 sin(0)2? + sin (9)> + KH,
= 1 2 2 )

KH = -5 (26% sin(6)a? + 20 sin*(0)z) .

Fiir den Kontakt mit einer Ebene parallel zur z-y-Ebene ist der Abstandsvektor » = (0,0, 2z — zp),
wobei zg die z-Position der Ebene ist. Also ist die Normalengeschwindigkeit

k

v = 55 (40cos(9)2” — Bsin(0)0%” + sin®(6)0x — 2cos”(0)6x + 2sin(6) cos”(0) + 6°5” + 5in*(9))
ke . H2 0 (0
kO — —(2H09sin(0) 2 (62 + 5111(9))) _prasin®)
x T

~Wodg(z — z0) (4(z —20) ' (d§(z — 20) "% — 1) cos(8) + (df(z — 20) "> — 2) W) .
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Diese verschwindet im Gleichgewicht. Es ergibt sich die Differentialgleichung

0 = —213 (3 sin(9)92x2 — 46 cos(@)yc2 - sin2(9)9x +2 0082(9)9x — 25in(0) cos2(0) — 03— sin3(9))
x
1 - HZ . . A Oz +sin(f)  p
+5<2H0c9 sin(0) + 7(095 + Sln(G))) + [ + o
Wo  d? 4 4 d? 0z + sin(0)
k. -1 (6 Ty 2 —————— 2
T =) (Z % ((Z — ) cos(0) + = )2 . (6.2)

mit 6(0) = 0.

Da durch Potenzen von x geteilt wird, muss der Grenzwert x — 0 bestimmt werden. x = 0 gilt
am Anfang (s = 0) und an dem Punkt, an dem wieder die z-Achse geschnitten wird. Aus Stetigkeits-
griinden ist am Ende 6 = 7, also ist

sin(0)|,_o = tan(f)|,_, = 0.
Zuerst wird der Grenzwert fiir den Willmore-Teil bestimmt:

limv, = lim 1 (3 sin(0)62x? — 46 cos(0)z? — sin?(0)0z + 2 cos?(0)0z — 2sin(6) cos?(0)032>

z—0 z—0 213

—sin’(0)).

Zahler und Nenner verschwinden fiir x = 0. Mit Hilfe der Regel von ’Hospital ergibt sich

x—0 6:1:2

‘ o1 RN R . i3 ong
il_r)r%)vw = lim (10tan(9)90w 40 x° — 66 cos(f)x — sin(f) tan(0)0x cos(@)g Ox” | .

Dabei wurde verwendet, dass wegen Gleichung (6.1)

o 0 o 6 U]

dz  cos(d) ° dxz  cos(d) ° dx  cos(h)

gilt. Der Grenzwert der Terme mit quadratischen und héheren Potenzen von z kann direkt bestimmt
werden. Damit vereinfacht sich der Grenzwert zu

. 1 . _ . 2 ..
ig% Uy = i}g}) @( — 66 cos()z — sin(f) tan(h)bz) — 3 ig% 0.

Hier kann mit z gekiirzt werden. Wenn man auBerdem annimmt, dass 6 fiir = 0 ebenfalls verschwin-
det, kann wieder die Regel von I’'Hospital angewendet werden:

, 1 e . Y SN 2
ilg(l) Vy = ilir(l] 6( — 66 + 66 tan(0)f — 6 tan()d — tan(6) (1 + tan®(6))66 — tan*(6) 9) —3 ill)% 2
~
- 3 z—0 ’
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6. Axialsymmetrische Formen

Als néchstes wird der Grenzwert des Terms, der bei der Helfrich-Evolution ergéinzt wird, bestimmt:

z—=0 T 2
2

0
2 cos(0)

1 . 2, 2
lim — (2H09 sin(0) + %Qx + Hy sin(@))

. .. H2. H?. . .
= lim (2}109 tan(d) — 2Ho6? + O + 709 + 209) = 2Hy0* + HZ6 .

Die Erhaltungsterme ergeben

und der Kontakt-Teil

Wo o -2 =L (200 =2 20, \-2 _ 6z + sin(0)
ili% - d3(z — 20) (4(2 20)" " (dg(z — 20) 1) cos(6) + (dg(z — 2o) 2) .
= Mo 4 d 1) cos(9) + (d 2 -2)20
o8z = 20)7 (40 = 20) ™ (B(z — 20) 7 = 1) cos() + (d(z — =0) > ~2) 20)
Es folgt der Grenzwert
i = SH?4oH2 S Ney S H
ilg(l)H = H09+ H06+4k9 Sk
3 W, _ _ _ _ )
1 k:o 2(z — 29) 72 (2(,2 —20) H(dg(z — 20) 72 — 1) cos(8) + (di(z — z0) 2 —2) 9) .
Insgesamt ergibt sich also folgendes Anfangswertproblem
PR P B R YRV
6 = 4H09 +3 09+4k 0+8k;
—|—§% i 2 i — 1) cos(0) + d7%—2 6 (x =0)
4 kc (Z — 20)2 zZ— 2 (Z — 20)2 (Z _ 20)2 - )
0 = 2—13(3 sin(0)02x% — 46 cos(0)x? — sin®(0)0z + 2 cos®(0)fz — 2sin(6) cos*(0) — #32° — sin®(6))
T
1 . H? A Oz +sin(d)  p
+ ;(2H09 sin(6) + —(037 + Sm(@))) + [ + k.
Wy d? 4 4z a2 O + sin(6)
+ kc (Z _ 20)2 z— 2 (Z _ ZO)2 1 COS(Q) + (Z — 20)2 2 - ((IJ‘ 75 0) s
& = cos(f),
z = sin(0),
0(0) = 0,
6(0) = 0,
z(0) = 0.
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Die Anfangswerte (0) und z(0) sind dabei unbekannt. Sie miissen genau wie A und Hp variiert
werden. Der Lagrange-Parameter ;o kann als konstant angenommen werden, da seine Anderung nur
eine Skalierung der Form bedeutet [27]. So erhilt man viele verschiedene Losungskurven, die dann
darauf untersucht werden miissen, ob die Kurve die z-Achse am Ende senkrecht schneidet, um die
Glattheit zu gewihrleisten.
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7. Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden numerische Beispiele gezeigt. Zunédchst werden Konvergenzuntersuchungen
fiir den mittleren Kriimmungsvektor, die Gau3-Kriimmung und die Evolution mit mittlerer Kriimmung
durchgefithrt. Dann werden die Evolutionen mit und ohne Verbesserungen, also mit und ohne loka-
le Fldchenerhaltung sowie Verringerung der Fldchen- und Volumenerhaltungsfehler fiir verschiedene
Vorfaktoren, verglichen. Es werden Beispiele fiir die Helfrich-Evolution mit verschiedenen Parametern
gezeigt und mit den axialsymmetrischen Ergebnissen verglichen. Auflerdem werden Berechnungen fiir
verschiedene Kontaktobjekte wie Ebenen und Zylinder durchgefiihrt und die Adhésion zwischen zwei
Erythrozyten untersucht.

Die dreidimensionalen Evolutionen wurden in der Programmiersprache C programmiert. Zur Lésung
des Differentialgleichungssystems im axialsymmetrischen Fall wurde das Programmpaket ” Mathema-
tica” verwendet, in dem ein Runge-Kutta-Verfahren implementiert ist.

Fiir eine explizite Zeitdiskretisierung ist fiir numerische Stabilitdt eine Schrittweite in vierter Po-
tenz der Maschenweite nétig [4]. Bei den Evolutionen hat sich eine Schrittweite von 7' = 1075 als
praktikabel erwiesen und wurde meist verwendet. Die Anzahl Schritte, die bis zum Minimum bend&tigt
wird, wird jeweils mit NV bezeichnet. Der Minimalabstand bei den Kontaktberechnungen ist hier fiir
gewohnlich dg = 0.1.

7.1. Konvergenzuntersuchungen

In diesem Abschnitt wird die Konvergenzordnung der verschiedenen Grofien, die bei der Berechnung
der Evolutionsgeschwindigkeit auftreten, untersucht. Dabei werden als Testoberflichen eine Sphére
und ein Torus verwendet.

Mittlerer Kriimmungsvektor

Fiir eine Einheitssphére

sin(&1) cos(&2)
X (&1,&) = | sin(é1)sin(&2)
cos(§1)

hat die doppelte mittlere Kriimmung iiberall den Wert 2. Der mittlere Kriimmungsvektor ist also

sin(&1) cos(&2)
Y = Hv =2 sin(&)sin(&2)

cos(&1)
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7. Numerische Ergebnisse

Ein Torus mit kleinem Radius 1 und groflem Radius 2,

(2 + cos(&1)) cos(&2)
X(&,&) = (2+cos(&))sin(&) |,
sin(&1)
hat die Ableitungen
—sin(&) cos(&2) —sin(&2)
X1 = —sin(&)sin(&2) . Xo=(2+cos(&)) cos(&2)
cos(&1) 0
Der Normalenvektor und seine Ableitungen sind
cos(&1) cos(&2) sin(&1) cos(&2) cos(&1) sin(&2)
v=—| cos(&)sin(&2) , v1=| sin(&)sin(&e) , vo=| —cos(&)cos(&2)
sin(&1) —cos(&1) 0

Also sind die Koeffizienten der ersten und der zweiten Fundamentalform

gn=hu=1 , go=h2=0 , gn=2+ COS(&))Q , hag = (2+ cos(&1)) cos(&1) -
Damit ist die doppelte mittlere Kriimmung

2 4 2cos(&1)

H= 2 4 cos(&1)

und der mittlere Kriimmungsvektor

2 4 2cos(e,) [ oS os(€e)

Y = ~ o eos(d)) COS(sgiL)(ZT;(&)

In Abbildung 7.1 ist die L?-Norm des Fehlers des mittleren Kriimmungsvektors,

2
/ |Yh - Yexakt’2
I'n

fiir flache Dreiecke und fiir Dreiecke zweiter Ordnung bei verschieden feinen Diskretisierungen aufge-
tragen. Dabei ist Y';, der mit Hilfe des Programmes berechnete mittlere Kriimmungsvektor und Y exakt
der exakte. Das Integral wird berechnet, indem die Werte in den Knoten mit Hilfe der Knotenbasis-
funktionen auf den Dreiecken interpoliert werden. Die Maschenweite berechnet sich iiber

J jmex (A(Ty).

Man sieht, dass er fiir beide Oberflichen bei flachen Dreiecken in erster Ordnung und bei gekriimmten
Dreiecken in zweiter Ordnung konvergiert.
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Abbildung 7.1.: L?-Norm des Fehlers des mittleren Kriimmungsvektors fiir eine Sphiire (oben) und

einen Torus (unten).

Gau3-Kriimmung

Fiir eine Einheitssphére ist die Gauf-Kriimmung iiberall 1 und fiir obigen Torus von vorhin gilt

cos(&1)

T oy cos(&y)

In Abbildung 7.2 ist die L?-Norm des Fehlers der GauB-Kriimmung fiir flache Dreiecke mit der Win-
kelformel und fiir Dreiecke zweiter Ordnung in der schwachen Formulierung bei verschieden feinen
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Diskretisierungen aufgetragen. Auch sie konvergiert fiir beide Oberflichen bei flachen Dreiecken in
erster Ordnung und bei gekriimmten Dreiecken in zweiter Ordnung.
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Abbildung 7.2.: L>-Norm des Fehlers der GauB-Kriimmung fiir eine Sphiire (oben) und einen Torus
(unten).

Evolution mit mittlerer Kriimmung

In diesem Abschnitt wird die Evolution mit Geschwindigkeit Y fiir eine Einheitssphére untersucht. Die
mittlere Kriimmung ist konstant und entspricht gerade dem Kehrwert des Radius p. Der Normalen-
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7.1. Konvergenzuntersuchungen

vektor ist der radiale Einheitsvektor. Somit erhélt man fiir den Radius folgende Differentialgleichung;:

dp 2
dt  p’
Diese ist trennbar: .
p
/,odp: /—Zdt.
p(0) 0
Die Integrale ergeben
Ly 1,
—p-— =p~(0) = —2t.
5P = 5r(0)

Der Anfangsradius ist 1 und der Radius ist immer grofler gleich 0. Damit ergibt sich fiir p
p(t) =1 —4t.

Der Radius verschwindet fiir t = 0.25, also wird die Evolution bis zu diesem Zeitpunkt durchgefiihrt.
Abbildung 7.3 zeigt den Verlauf der impliziten Evolution fiir verschiedene Diskretisierungen und zum
Vergleich die exakte Losung. Man erkennt, dass der Verlauf der Kurve sich mit feinerer Diskretisierung
immer mehr an den Verlauf der exakten annéhert.

1 ! ! i " 142 Elemente
568 Elemente
2272 Elemente
9088 Elemente
08 - exakte Loesung|
0.6
(2]
=)
2
©
o
04
0.2
0 1 L .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Zeit

Abbildung 7.3.: Evolution mit Geschwindigkeit Y fiir verschieden feine Diskretisierungen im Vergleich
zur exakten Losung.

In Abbildung 7.4 ist der Fehler des Radius zu einem festen Zeitpunkt aufgetragen. Dabei wurden
fiir eine bestimmte Schrittweite verschieden feine Diskretisierungen und fiir eine feste Diskretisierung
verschiedene Schrittweiten untersucht. Der Fehler konvergiert in beiden Fillen in erster Ordnung.
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In(Fehler)
(o]
(4]
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-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5
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-5.5 -

-6.5
-5.5

-4 -3.5 -3
In(Schrittweite)

-25

Abbildung 7.4.: Fehler der Evolution mit Geschwindigkeit Y fiir verschieden feine Diskretisierungen
(oben) und verschiedene Schrittweiten (unten).

Willmore-Evolution

Geméf Satz 4.1 konvergiert die Willmore-Evolution gegen eine Kugel. In Abbildung 7.5 sieht man die
Anwendung der Willmore-Evolution (ohne Flidchen- und Volumenerhaltung) auf einen Erythrozyten.
Wie erwartet ist die Gleichgewichtsform eine Kugel.
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Abbildung 7.5.: Willmore-Evolution eines Erythrozyten mit N = 4295000.

Fiir einen Torus, der das Willmore-Funktional minimiert, ist das Verhltnis der beiden Radien /2 [37].
Abbildung 7.6 zeigt einen Torus vor und nach der Willmore-Evolution. Sein Radien-Verhiltnis ist

1.4199, was einem Fehler von 0.4% entspricht.
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Abbildung 7.6.: Willmore-Evolution eines Torus mit Np = 5056 und N = 3195000. Links

fliiche, rechts: Gleichgewichtsoberfléche.
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In Abbildung 7.7 ist der Fehler des Radien-Verhéltnisses nach der Willmore-Evolution fiir verschieden

fein diskretisierte Tori aufgetragen. Er konvergiert in dritter Ordnung.
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Abbildung 7.7.: Fehler des Radien-Verhéltnisses fiir verschiedene Diskretisierungen.

Helfrich-Funktional

In diesem Abschnitt wird die Konvergenzordnung der Berechnung des Helfrich-Funktionals untersucht.
Fiir eine Einheitssphére mit H = 2 ist das Helfrich-Funktional

F, = /(H — Hy)?dS = (2 — Hy)*A = 4n(2 — Hy)?.
r

Bei obigem Torus ergibt sich

2 2w 9 n 9 )
= formrase ] ] (S0 0

=0£&1=0
(2 n 9 (5 ))2 27 27
COS
e (T [
0 0 0

2
= 8n° <\/§ — 2Hy +H§> .

Bei der Helfrich-Evolution wird spéter eine aus einem Zylinder mit Hohe 2 und Radius 4 sowie einem
Torus mit Radien 1 und 3 zusammengesetzte Fliche verwendet (siehe Abbildung 7.8).
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7.1. Konvergenzuntersuchungen

Abbildung 7.8.: Fiir Helfrich-Evolutionen verwendete Startoberfliche.

Die mittlere Kriimmung verschwindet fiir den ebenen Teil und fiir den gekriimmten Teil entspricht sie
der Toruskriimmung, wobei der Winkel §; nur von —F bis § lduft. Also erhélt man fiir das Helfrich-
Funkional

B B 3+ 2cos(&1) 2
F, = /(H Hy)?dS = /05/ <3+COS ) H0> (3 + cos(&1)) de; dés

= 27 (8 + 9v2 arctan (\%) — 2Ho(37 +4) + H3 (37 + 2)) .

In Abbildung 7.9 ist fiir Sphére, den Torus und die Helfrich-Startoberfliche der Fehler des Helfrich-
Funktionals fiir verschieden feine Diskretisierungen aufgetragen. Es konvergiert in erster Ordnung.

1 )
05 o
® 0
0 - . -
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-0.5 | ® Torus E
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-1+ . ~ -
R [ ]
5 -15F B
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E 2
= -2 ,
- [
25 PY 1 4
-3 I -
1
-35 -
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Abbildung 7.9.: Fehler des Helfrich-Funktionals der Einheitssphére, eines Torus und einer aus Zylinder
und Torus zusammengesetzten Oberfliche mit Hy = 1.
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7.2. Verringerung von Approximationsfehlern

Lokale Flichenerhaltung

In Abbildung 7.10 sieht man das Ergebnis einer Helfrich-Evolution ohne tangentiale Korrektur und
einer mit lokaler Flichenerhaltung. Im ersten Fall haben die Dreiecke unterschiedlich grofie Flichen,
im zweiten Fall sind sie fast gleich grof.

12
ime
-1.04
-1.00
10.960

0.920
0914

Abbildung 7.10.: Unterschied beim Flichenverhiltnis der Dreiecke nach einer Helfrich-Evolution ohne
tangentiale Korrektur (links) und mit lokaler Fldchenerhaltung (rechts). Dabei ist
N = 177000.

Bei der Simulation des Kontaktes ist diese Korrektur nétig, um die Evolution {iberhaupt durchfiihren
zu konnen, da in manchen Bereichen die Dreiecke so grofl werden, dass die Form der Oberfliche dort
nicht mehr genau genug aufgelost wird.

Verringerung der Flichen- und Volumenerhaltungsfehler

Fiir eine Helfrich-Evolution ohne und mit Verringerung der Flichen- und Volumenerhaltungsfehler
mit verschiedenen Vorfaktoren, wie in Kapitel 5.2 beschrieben, werden in Abbildung 7.2 die Verldufe
der Fliache und des Volumens gezeigt.
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Abbildung 7.11.: Verlauf der Flidche (oben) und des Volumens (unten) bei der Verringerung der
Fléchen- und Volumenerhaltungsfehler.

Man kann erkennen, dass sich mit steigendem Vorfaktor sowohl die Fliche als auch das Volumen
weniger dndern.
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7.3. Helfrich-Evolution

Die Evolution, die aus dem Helfrich-Funktional folgt, ergibt sich dadurch, dass Willmore-Evolution,
mittlere Kriimmungs-Evolution, Evolution mit Geschwindigkeit mittlerer Kriimmung und eine Kor-
rektur fiir Flidchen- und Volumenerhaltung in einem Zeitschritt durchgefiihrt werden. In Abbildung
7.12 ist ein Beispiel fiir die Entstehung einer erythrozytendhnlichen Form gezeigt.

Anfangsoberfliche minimale Oberflédche

Abbildung 7.12.: Entwicklung einer Oberflache unter Helfrich-Evolution zu einer Minimaloberfléche,
die einem Erythrozyten dhnelt.

Den spéteren Kontaktberechnungen liegt immer die minimale Oberfliche aus Abbildung 7.12 zugrun-
de. Sie hat Np = 6536 Dreiecke und ihre relative maximale Maschenweite ist

(A1)

A

=0.0146 .

In Abbildung 7.13 sieht man, wie das Helfrich-Funktional minimiert wird. Dabei wurde die Evolu-
tion fiir verschiedene Diskretisierungen durchgefiihrt und jeweils der Energieverlauf verglichen. Der
Verlauf ist dhnlich, nur die Werte unterscheiden sich etwas. In Bezug auf die Konvergenz des Helfrich-
Funktionals, Abbildung 7.9, ist dies durchaus angemessen.
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Abbildung 7.13.: Verlauf des Helfrich-Funktionals bei der Entwicklung einer Oberfliche unter Helfrich-
Evolution.

Fiir eine bessere Vergleichbarkeit verschiedener Oberflichen verwendet man das reduzierte Volumen
% und das Produkt HyRg mit

4
3

Fiir axialsymmetrische Oberflichen wurden bereits Parameterstudien in [27] durchgefiihrt (siche Ab-
bildung 7.14).

A=4rR3 und ¢ TRy .

HoRy =0 HoRy =3
D sto D B Ldumh Lpear Dpear
0.05 0.3 0.591 0.592 0.651 0.652 0.8 0.95 0.56 | 0.584 | 0.65 0.707 0.748 0.786 0.823 | 0.824

Abbildung 7.14.: Formen bei Minimierung des Helfrich-Funktionals fiir verschiedene Werte des redu-
zierten Volumens.

In Abbildung 7.15 sieht man drei Formen, die sich aus verschiedenen Werten fiir % und Hy Ry ergeben.
Eine dhnelt einem Diskozyten, eine zweite einem Stomatozyten und die dritte entspricht der prolaten
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Form aus [27].

HoRo =0, =0.6 (1) HoRy = —1,Y =0.7 (2) HoRy =0, = 0.8 (3)

9 %

Abbildung 7.15.: Verschiedene Formen fiir verschiedene Werte von % und HyRy. Dabei sind die An-
zahlen der Dreiecke (1) 4672, (2) 4672, (3) 3552.

In Abbildung 7.16 sind die entsprechenden Stellen in das axialsymmetrische Phasendiagramm aus [27]
eingetragen. Diese stimmen mit den Formen, die hier berechnet wurden, iiberein.

+

HoRy P S
Qo‘(‘\\ / DPer
cpear \6\(\\2‘ 4
ppear

Dpru

(]

0 02 0.4 0.6 08 v 1

Abbildung 7.16.: Vergleich der durch die dreidimensionale Evolution erhaltenen Formen mit dem axial-
symmetrischen Phasendiagramm.

Um die axialsymmetrische Berechnung direkt mit der dreidimensionalen vergleichen zu kénnen, wird
die Differentialgleichung (6.2) aus der Axialsymmetrie numerisch gelost, die Losungskurve um die z-
Achse rotiert, die entstehende Oberfliche trianguliert und die 3D-Berechnung auf sie angewendet. In
Abbildung 7.17 sieht man eine solche Kurve. Nach der dreidimensionalen Evolution gibt es praktisch
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keinen Unterschied zur Anfangsoberfliche.

0F T

L L
0 05 1 15 2 25 3
X

Abbildung 7.17.: Kurve in der z-z-Ebene (links), durch Rotation dieser um die z-Achse entstandene
Oberfliche (Mitte) und Schnitt der Oberfliche vor (schwarz) und nach (rot) der
Evolution (rechts). In der Vergréferung ist der grofite Unterschied zwischen den
beiden Schnitten gezeigt. Dabei ist Np = 2372, HyRg = 0, % = 0.80 und N = 88000.

7.4. Kontakt mit einer Ebene

Fiir den Geschwindigkeitsbeitrag des Kontakts benttigt man den Abstandsvektor r: Eine Ebene mit
Aufpunkt a und Richtungsvektoren b und c ldsst sich darstellen als

{a+ 01b+02c : 01,00 € R} .

Der Abstandsvektor zu einem Punkt P ist dann
r=P—a—o01b—o09c

mit noch zu bestimmenden o1, 02. Der Abstandsvektor steht senkrecht auf den Richtungsvektoren,
also gilt

)

(P—a—alb—agc)-b =0
(P—a—o0b—o9c)-¢c = 0

Daraus lassen sich o1 und o9 berechnen:
(P—a)-blc]> - (P—a) cb-c)
b]2lc|* — (b ¢)? ’

(P—a)-c\blz—(P—a)‘b(b-c)'
[b][c]?> = (b ¢)

o1

o9 =
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Insgesamt ergibt sich als Abstandsvektor
r=P—-a—|bxc|?*((P—a)x(cxb))x(bxc).

In Abbildung 7.18 ist der Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene gezeigt. Man erkennt, wie
der Erythrozyt bei hoheren Adhésionsstéirken seine bikonkave Form verliert und eine runde Form an-
nimmt, wie es auch in der Realitdt beim Kontakt mit einem Objekttrager (Abbildung 2.2) passiert.
Bei scl}ﬁwéicheren Adhésionsstéirken ist die Kugelform weniger ausgeprigt und verliert sich vollends bei
Wy = 5

Wy = ke Wy = 2.5%

Abbildung 7.18.: Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene fiir verschiedene Adhésionsstéirken.

Wy = 5k Wy = 20%

In Abbildung 7.19 werden die Querschnitte von verschiedenen Stadien der Evolution am Beispiel
Wy = % gezeigt. Es ist zu erkennen, dass sich bereits sehr friih eine glatte Kontaktfliche ausbildet.

N =0 N = 40000

N = 57000

T - h " /

N = 100000 N = 200000 N = 294000

Abbildung 7.19.: Querschnitte eines Erythrozyten im Kontakt mit einer Ebene zu verschiedenen Zeit-
punkten der Evolution.

Nun soll der Zusammenhang zwischen der Adhésionsstiarke und der Kontaktfliche untersucht werden.
Das Verhiltnis der Kontaktfliche A zur Gesamtfliche A steigt an bis zu einer Sattigung, da sonst
die Kritmmung der Oberfléiche zu stark ist. In Abbildung 7.20 ist diese Kurve aufgetragen.
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Abbildung 7.20.: Kontaktfliche beim Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene

von der Adhésionsstirke.

Als ein Beispiel fiir nicht axialsymmetrischen Kontakt ist in Abbildung 7.21 der Kontakt mit zwei
senkrecht aufeinanderstehenden Ebenen dargestellt. Der Erythrozyt bildet dabei eine moglichst grofie

Kontaktfliche, indem er eine lingliche Form annimmt.

Form zu verschiedenen Zeiten

Querschnitte zu
verschiedenen Zeiten
Abbildung 7.21.: Kontakt eines Erythrozyten mit zwei Ebenen.

Ausgangssituation
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7.5. Kontakt mit einem Zylinder
Die Achse eines Zylinders mit Aufpunkt a und Richtungsvektor b lédsst sich darstellen als
{a+0ob : 0 €R}.
Der Abstandsvektor zu einem Punkt P ist dann
P—a—ob
mit noch zu bestimmendem o. Der Abstandsvektor steht senkrecht auf dem Richtungsvektor, also
(P—a—o0b)-b=0.

Daraus lasst sich o berechnen: )

P

g

(P—a)-b.
Damit ist der Abstandsvektor zur Zylinderachse
b 7?6 x (P —a) xb).
Der Zylinder hat einen Radius r9. Es wird also der Abstandsvektor zum Rand des Zylinders, der

ro von seiner Achse entfernt ist, benttigt. Deshalb muss man den Abstandsvektor zur Achse noch
entsprechend skalieren:

"= (1_ |b x ((17;0|f‘a) ><b)|> B0 x (P = a) xB).

Die Mikrofasern aus Abbildung 2.3 kann man sich idealisiert als Zylinder vorstellen. In Abbildung
7.5 ist der Kontakt mit einem Zylinder fiir verschiedene Adhésionsstiarken dargestellt. Je hoher die
Adhisionsstérke ist, desto stiarker wickelt sich der Erythrozyt um den Zylinder, um die Kontaktfliche

zu erhohen.
Wo = 2.5% Wy = 20k

Abbildung 7.22.: Kontakt mit einem Zylinder fiir verschiedene Adhésionsstéirken.

=

Wy =t

Wy = 5k

Querschnitte
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Auch hier wird der Zusammenhang zwischen der Adhé&sionsstirke und der Kontaktfliche untersucht.
Dieser ist in Abbildung 7.23 aufgetragen.

0.18 ; ; ; ———

0.16 |- - .

0.14 / g

0.12 | 4

AJA
o
T
1

0.08 |- g
006 | | .

ool | i

002 L . : : '
0 5 10 15 20

2/k, W

Abbildung 7.23.: Kontaktfliche beim Kontakt eines Erythrozyten mit einem Zylinder in Abhéngigkeit
von der Adhésionsstérke.

7.6. Auseinanderziehen eines Erythrozyten

Ein Erythrozyt auf einer Ebene wird mit Hilfe einer der Ebene gegeniiber liegenden kleinen Kugel, an
der er adhériert ist, auseinandergezogen (siehe Abbildung 7.24). Dazu wird die Kugel etwas nach oben
bewegt und das Minimum des Energiefunktionals berechnet. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis der
Kontakt abreifit.

Es wird der Abstandsvektor eines Punktes P zu einer Kugel mit Mittelpunkt @ und Radius rg benttigt.
Der Abstandsvektor zum Mittelpunkt ist P — a. Da die Kugel einen Radius ry hat, muss man diesen

entsprechend skalieren:
A0
=11- P—a).
r=(1-pty) P-o

In Abbildung 7.24 ist dargestellt, wie ein Erythrozyt auseinandergezogen wird. Trigt man die Energie
in Abhéngigkeit vom Abstand auf, so kann man durch Ableiten nach dem Abstand die Kraft, mit der
an dem Erythrozyten gezogen wird, bestimmen. Diese wird auch in den entsprechenden physikalischen
Experimenten bestimmt.
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‘é
Abbildung 7.24.: An einem Erythrozyten wird mit Hilfe einer kleinen Kugel gezogen. Links: Ausgangs-

situation, rechts: Querschnitte zu den verschiedenen Stadien. Die Adhé&sionsstéarken
sind dabei 10% fiir die Ebene und 1000% fiir die Kugel.

7.7. Kontakt zweier Erythrozyten

Hier wird das Experiment aus Abbildung 2.5 simuliert. Der Kontakt des unteren Erythrozyten mit
der Glasfliche wird durch eine Ebene modelliert, der des oberen mit dem Cantilever durch eine Kreis-
scheibe. Es wird zunéchst die Gleichgewichtsform beim Kontakt der beiden jeweils einzeln mit der
Ebene beziehungsweise Kreisscheibe berechnet, dann werden sie in Kontakt gebracht und die dabei
entstehende Gleichgewichtsform wird bestimmt. Danach werden sie immer weiter auseinandergezogen
und in jedem Schritt wird das Energieminimum berechnet, bis der Kontakt abreifit. Der Abstand ei-
nes Punktes auf der Oberfliche des einen Erythrozyten zum anderen wird dabei berechnet, indem der
Abstand jedes Knotens der Triangulierung des einen zum anderen Erythrozyten berechnet wird und
der herausgesucht wird, der den geringsten Abstand hat. Diese Methode hat quadratischen Aufwand,
doch fiir die hier verwendete Anzahl an Dreiecken ist sie schnell genug.

Fiir den Kontakt mit der Kreisscheibe wird der Abstand eines Punktes P von einer Kreisscheibe mit
Mittelpunkt a, Richtungsvektoren b, ¢ und Radius g bendtigt. Es wird dazu zunéchst der Schnitt-
punkt des Normalenvektors zur Ebene, in der die Kreisscheibe liegt, durch P mit der Ebene berechnet:

a+bxec?(P—-a)x(ecxb)x(bxe).

Liegt dieser innerhalb der Kreisscheibe, das heiffit sein Abstand zum Mittelpunkt a ist kleiner gleich
dem Radius rg, so ergibt sich der Abstandsvektor als seine Differenz von P wie bei einer Ebene. Ist
dies nicht der Fall, so wird der Abstandsvektor vom Mittelpunkt zum Schnittpunkt

bx | ?((P—a) x (cxb)) x (bxc)
wie beim Zylinder skaliert:

(1_ rolb x c|?
|(P—a)x (cxb)) x(bxc)

und der Abstandsvektor ergibt sich dann als Summe des Abstandvektors vom Mittelpunkt zum
Schnittpunkt und des Abstandsvektors vom Schnittpunkt zu P:

(P—a)x(cxb) x(bxc)
[((P—a)x(ecxb)) x(bxec)|

) bxc| 2((P—a)x(cxb)) x(bxc)

P—-—a—-rg
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7.7. Kontakt zweier Erythrozyten
Zusammengefasst ist der Abstandsvektor

Bxal? fiir ‘((P_a)xz(:ixc;))X(bXC)‘ <rp
r=P—a—((P—a)x(cxb))x(bxc) , @ |((P—a)x(exb)) x(bx0)|
’((P—a)x(cxb))x(bxc)‘ o

[bxc|? > To
In Abbildung 7.25 ist die Ausgangssituation dargestellt: Ein Erythrozyt ist in Kontakt mit einer Ebene

und einer mit einer Kreisscheibe. Man sieht, dass die Form beim Kontakt mit der Kreisscheibe keinen
Unterschied zur Form beim Kontakt mit der Ebene zeigt.

— Aaa

Abbildung 7.25.: Ausgangssituation des Experimentes: Kontakt eines Erythrozyten mit einer Ebene
und eines zweiten mit einer Kreisscheibe fiir Wy = 10%.

In Abbildung 7.26 werden verschiedene Stadien des Auseinanderziehens gezeigt, wobei die Adhésions-
stiarke fiir den Kontakt der beiden Erythrozyten ebenfalls Wy = 10% betrigt.
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Abbildung 7.26.: Auseinanderziehen zweier adhérierter Erythrozyten. Bei den Querschnitten ist dabei

angegeben, um wieviel die Kreisscheibe im Verhéltnis zur Dicke der urspriinglichen
Erythrozytenform jeweils nach oben verschoben wurde.
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7. Numerische Ergebnisse

Fiir diese (verhiltnisméBig schwache) Adhésionsstirke kann also um das 1.22-fache der Dicke eines
Erythrozyten auseinandergezogen werden, bevor der Kontakt abbricht. Dabei ist der Minimalabstand
beim Kontakt zwischen den beiden Erythrozyten dg = 0.5, da sonst feiner diskretisiert werden miisste.
Durch den Winkel, in dem der obere Erythrozyt zum unteren steht, ist keine axialsymmetrische Be-
rechnung moglich, es wird also die dreidimensionale Evolution benétigt. In Abbildung 7.27 ist die
Energie in Abhéngigkeit vom Abstand aufgetragen. Diese kann mit experimentellen Ergebnissen ver-
glichen werden.

-700 T T T T T T

-800 - A
-900 - - g

-1000 |- / -

-1100 | .

Energie

-1200 [ —

-1300 y

-1400 |- 4

-1500 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Abstand

Abbildung 7.27.: Energie beim Auseinanderziehen zweier adhéirierter Erythrozyten in Abhéngigkeit
vom Abstand.
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8. Fazit

Die Form von Erythrozyten lésst sich in weiten Teilen {iber das Helfrich-Funktional, welches der Haupt-
teil der Biegeenergie ihrer Membran darstellt, beschreiben. Mit Hilfe von zusétzlichen Termen kann
man Fliche und Volumen erhalten und den Kontakt mit Objekten modellieren.

Um das Energiefunktional zu minimieren, muss die Variation bestimmt werden. Die Euler-Lagrange-
Gleichung beschreibt die Bedingung, dass die Variation verschwindet. Fiir axialsymmetrische Formen
kann die Symmetrie ausgenutzt und die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Kurve in der z-z-Ebene,
die um die y-Achse rotiert wird, gelost werden. Im allgemeinen dreidimensionalen Fall nimmt man
eine Anfangsoberfliche, die mit dem Gradientenfluss bewegt wird, bis eine Oberfléiche entsteht, wel-
che die Energie minimiert. Es ergibt sich dabei ein Anfangswertproblem fiir die Parametrisierung der
Oberfléche, welches Ableitungen vierter Ordnung enthélt. Um diese zu reduzieren, wird der mittlere
Kriimmungvektor, der der Laplace-Beltrami-Operator der Parametrisierung ist, als zusétzliche Unbe-
kannte eingefiihrt und man erhélt schliefflich in schwacher Formulierung ein Differentialgleichungssys-
tem erster Ordnung.

Zur Losung des Anfangswertproblems wird die Methode der Finiten Elemente verwendet, wobei die
Oberfliche meist linear trianguliert ist. Die gesuchten Funktionen werden mit Hilfe der Knotenbasis-
funktionen dargestellt, die den Wert eins im ihnen zugeordneten Knoten haben und in allen anderen
Knoten verschwinden. Auf diese Art lésst sich das Anfangswertproblem durch ein lineares Gleichungs-
system ausdriicken, dessen Matrizen diinn besetzt sind, da die Integrale iiber die Knotenbasisfunktio-
nen nur auf benachbarten Dreiecken nicht verschwinden.

Um eine Entartung der Dreiecke wiahrend der Evolution zu reduzieren, kann im dreidimensionalen
Fall zusétzlich eine tangentiale Korrektur durchgefiihrt werden, die lokal die Fliache erhélt. Um Ap-
proximationsfehler bei der Fldchen- und Volumenerhaltung zu verringern, fordert man nicht, dass ihre
zeitliche Anderung verschwindet, sondern der mit einem positiven Vorfaktor multiplizierten Differenz
zwischen dem aktuellen Wert und dem Anfangswert entspricht.

Die axialsymmetrische Methode hat den Vorteil, dass sie wesentlich schneller minimierende Formen lie-
fert, da die Euler-Lagrange-Gleichung geltst wird und keine zeitintensive Evolution durchgefiihrt wer-
den muss. Jedoch kénnen nicht axialsymmetrische Formen natiirlich nicht bestimmt werden. Hierfiir
muss die rechenintensivere Evolution angewendet werden. Hierbei darf die Anfangsoberfliche nicht
zu weit vom Minimum entfernt sein, da sonst zu viele Schritte durchgefithrt werden, sodass trotz
der tangentialen Korrektur die Dreiecke entarten. Wird die Triangulierung verfeinert, muss auch die
Schrittweite verkleinert werden, sodass nicht nur die Komplexitét, also die Anzahl Unbekannter im
zu losenden Gleichungssystem, steigt, sondern auch mehr Schritte bis zum Erreichen des Minimums
notig sind.
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8. Fazit

Ableitungen zweiter Ordnung wie die mittlere und die Gauf-Kriimmung kénnen auf Konvergenz unter-
sucht werden. Man stellt fest, dass sich fiir eine Sphére und einen Torus eine Konvergenzordnung von
eins fiir flache Dreiecke und eine Konvergenzordnung von zwei fiir Dreiecke, deren Kanten quadratische
Polynome sind, ergibt. Fiir eine Sphére, die mit dem mittleren Kriimmungsvektor evolviert, kann man
die exakte Losung bestimmen und fiir verschiedene Diskretisierungen und Schrittweiten untersuchen.
Dabei stellt man fest, dass die Evolution sowohl in der Raum- als auch in der Zeitdiskretisierung in
erster Ordnung konvergiert. Wendet man die Willmore-Evolution auf ein Objekt mit Geschlecht Null
an, so evolviert es wie in der Theorie vorhergesagt zu einer Kugel. Bei einem Torus ergibt sich ein
bestimmtes Radienverhéltnis, das in dritter Ordnung konvergiert. Das Helfrich-Funktional konvergiert
fiir verschieden Objekte in erster Ordnung.

Die Fliachen der Dreiecke der Diskretisierung éndern sich ohne Korrektur im Laufe der Evolution.
Im Vergleich dazu gibt es bei Berechnungen mit einer tangentialen Korrektur zur lokalen Flachener-
haltung jedoch kaum Anderungen. Diese Korrektur erméglicht auch manche Berechnungen, die ohne
sie nicht durchfiihrbar sind, da an manchen Stellen durch die wachsende Grofle der Dreiecke zu viel
Genauigkeit verloren geht. Durch die Abwandlung der Bedingung fiir die Flachen- und Volumenerhal-
tung ist die Erhaltung wihrend der Evolution durch Verringerung von Approximationsfehlern besser
erfiillt, als wenn man nur die zeitliche Anderung gleich Null setzt. Dabei wird die Erhaltung mit wach-
sendem Vorfaktor besser.

Es ist moglich, in der Natur vorkommende Formen wie Diskozyten und Stomatozyten durch Mi-
nimierung des Helfrich-Funktionals zu erhalten. Eine Einordnung einiger Formen fiir verschiedene
Werte der spontanen Kriimmung und des reduzierten Volumens in ein Phasendiagramm, das aus axi-
alsymmetrischen Berechnungen erhalten wurde, zeigt, dass die dreidimensionalen Berechnungen mit
den axialsymmetrischen iibereinstimmen. Des Weiteren konnte festgestellt werden, dass eine axialsym-
metrische Form, die durch Losung der Euler-Lagrange-Gleichung berechnet wurde, ebenfalls minimal
unter der dreidimensionalen Evolution ist.

Durch den Kontakt mit einer Ebene erhélt man eine sphérozytische Form, welche in Experimen-
ten mit Glasoberflichen beobachtet werden kann. In anderen Experimenten werden Erythrozyten in
ein Netz aus Mikrofasern gegeben, deren Formen sich beim Kontakt mit einem Zylinder wiederfinden.
Diese sind nicht axialsymmetrisch und kénnen nur mit der dreidimensionalen Evolution gefunden wer-
den. Es ist nicht nur moglich, den Kontakt eines Erythrozyten mit einer kiinstlichen Oberfliche zu
simulieren, sondern auch den Kontakt zweier Erythrozyten untereinander.

In Zukunft koénnte in Analogie zur Willmore-Evolution die komplette Evolution in einem solchen
semi-impliziten Schema durchgefiihrt werden. Auflerdem sollte nach weiteren Moglichkeiten zur Ver-
besserung der Triangulierung wihrend der Evolution gesucht werden. Zum Beispiel ist zwar die Flache
der Dreiecke annéhernd erhalten, aber die Winkel nicht, sie kénnen also dennoch sehr schmal werden,
was die Evolution instabil macht. Weitere Parameterstudien bei der Helfrich-Evolution fiir verschiede-
ne Formen wiren interessant, insbesondere in Hinblick auf nicht axialsymmetrische Formen. Bei den
Zieh-Experimenten sollten noch die Parameter dahingegen untersucht werden, dass ein Vergleich mit
den Ergebnissen physikalischer Experimente moglich ist.
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A. Anhang

Hier soll
2

D (97 0s XeXf =0 — "
a,B=1

bewiesen werden. Es gibt drei Moglichkeiten: n = [,n = [+ 1,n = [ + 2, wobei dies, wie auch im
Folgenden, modulo 3 zu verstehen ist.

Erster Fall: n =1

Fir n = [ erhalt man:

2 1
Oin — vt =1— (Vl) = det(g) (911922 - 9%2 - ((Xl X X2)l)2> :
Ausgeschrieben ergibt sich
1 2 2 2
S =0 = ((08) o (B (X5)7) = gl X + XX+ X

I4+1 - 1+2 142 3 1+1)2
o (X1+ X2+ 7X1+ X2Jr ) ) :
Zwei der gewiinschten Summanden erhélt man direkt:

1
Om — V" = det(g) <911 ((Xl2+1)2 + (Xl2+2)2) — g2 (XTI X + XX

- (X - X)) () XX () (D)

Durch Erweiterung bekommt man die restlichen Summanden:

= = o ( — (X)X + (XD + (X)) (X5 + (x57)%)

(XD (X)? — (XX 4 XX (XX XX
- (XX XX (), (K1) 2 (07, XX

+ (9_1)22 (Xl2)2
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A. Anhang

Zweiter Fall: n =141
Fiir n =1+ 1 ergibt sich

om — v = —iH
1
= (KX () - XXX () X
|y l42 v l+1 3142
- Xt xR ).
Auch hier erhélt man die ersten beiden Summanden direkt:
1
=V = s (= xix5 (X + XX 4 XX )
eulg

©XEX (XX 4 XX ¢ X X))
+ (971)11 XllelJrl + (971)22 Xl?Xl;rl

und durch Erweiterung die restlichen:

O =" = (g71) ) XAXGT + (971) p XIXGT 4+ (971) 1, XATIXG + (g71),, X5 X5
2 2
= > (97" us xLxi =% (97" s XLX7%.
a,B=1 a,f=1

Dritter Fall: n =1+ 2

Analog zum zweiten Fall verfahrt man fir n =1+ 2:

S — Ut = 2
1 I yl+1 yi+1 3142 +1\2 1y 142 I 142y l+1)2
= det(g)(—X1X1+ X5 X5+ (X)) XX+ XX (XL
I+1 3 i+2 yl yi+1
— xHxlexl x L )
Wieder spaltet man die ersten beiden Summanden ab:
1
b~V = (g)<—Xllez”(XllXéJerl“Xé“+Xll+2X’2+2)

_ Xll+2Xl2 (XZIXZQ + le+1Xl2+1 +X§+2X12+2))
- l - l
+ (g 1)11 XX+ (9 1)22 X5 X5

und erweitert fiir die restlichen

O =" = (g71) ) XIXG + (971) , XX+ (971) 1, XA XG + (g71),, X5 X5
2 2
= Z (g_l)aﬁ Xi"XfBJrZ = Z (g_l)aﬁ Xlan .
Oé,ﬁil 067511
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B. Bezeichnungen

Vorfaktor fiir Verbesserung der Flidchenerhaltung
Aufpunkt Zylinder/Ebene, Mittelpunkt Kreisscheibe/Kugel beim Kontakt
Flache

Fléche von -

infinitesimale Fliche um P

Flache zu Beginn der Evolution

Flache am Ende der Evolution

Fléche des i(P;j)-ten Dreiecks um P;
Kontaktflache

Vektor fiir die Berechnung der diskreten zweiten Fundamentalform
Index mit Werten 1 oder 2

Vorfaktor fiir Verbesserung der Volumenerhaltung
Richtungsvektor Zylinder/Ebene beim Kontakt
Kugel

Matrix fiir die Berechnung der zweiten Fundamentalform
Index mit Werten 1 oder 2

Richtungsvektor Ebene beim Kontakt

Konstante

Raum der p-mal differenzierbaren Funktionen
Jacobi-Matrix

minimaler Abstand bei Kontakt
Richtungsableitung in Richtung 7, Seite 23

g-te schwache Ableitung, Seite 32
Giinter-Ableitungen, Seite 25

Matrix mit Giinter-Ableitungen von ¢

Index mit Werten 1 oder 2

Variation mit ¢

Kronecker-Delta

Laplace-Beltrami-Operator, Seite 23
Oberflichendivergenz, Seite 23

Linienelement

Oberflachenelement

Rand von I’

Ableitungen im R3

Normalenableitung

Standardbasisvektoren
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B. Bezeichnungen

N e

100

skalarwertige Funktion auf I

skalarwertige Funktion auf I'

skalarwertige Funktion auf Umgebung von I'
vektorwertige Funktion auf I"

Knotenwerte von f

matrixwertige Funktion auf I’

vektorwertige Funktion auf Umgebung von I’
Energiefunktional

Flachen- und Volumenerhaltungsterm des Energiefunktionals
Biegeenergie der Membran

diskrete Version von f

Helfrich-Funktional

Kontakt-Funktional

Integral iiber die GauB-Kriimmung
Willmore-Funktional

metrischer Tensor, g = (gag), Seite 24
matrixwertige Funktion

Geschlecht

Index mit Werten 1 oder 2

Kurve

Oberfléche

gestorte Oberflache

Umgebung von I’

Anfangsoberfliche

diskrete Oberflidche

Teiloberfliche

diskrete Oberflache im m-ten Zeitschritt
Oberflichengradient, Seite 23

zweite Fundamentalform, h = (hqg), Seite 27
doppelte mittlere Kriimmung, Seite 28
spontane Kriimmung, Seite 10
Sobolev-Raum, Seite 32

Ansatzraum, Seite 36

Index mit Werten 1,..., Ng/Np

erste Fundamentalform, Seite 24

zweite Fundamentalform, IT = (IT);, Seite 27
Index mit Werten 1,..., Np(P;)

Index mit Werten 1,..., Ng/Np
Bessel-Potentialoperator, Seite 31

Index mit Werten 1,2,3

Gauf-Kriimmung, Seite 28

Biegemodul

Biegemodul



VAP)
Vor

TS o044
' =

<.

T OoRRES BT YN

S =
S

Hauptkriimmung, Seite 27
Index mit Werten 1,2,3

Raum der messbaren Funktionen, sodass die p-te Potenz integrierbar ist, Seite 31

Raum der auf jeder kompakten Teilmenge von I' integrierbaren Funktionen, Seite 32

Lagrange-Multiplikator fiir Flédchenerhaltung
Zeitschritt

Massenmatrix

Lagrange-Multiplikator fiir Volumenerhaltung
Anzahl Evolutionsschritte

Index mit Werten 1,2,3

Anzahl Dreiecke

Anzahl Dreiecke um P;

Anzahl Knoten

duerer Normalenvektor, Seite 24

duflerer Normalenvektor an A(P)

zu I" tangentialer duflerer Normalenvektor auf oT"
Nabla-Operator

matrixwertige Ableitung, Seite 27

C R? offen

kompakte Teilmenge von {2

C R? offen

I<p<o

€ Np

Punkt aus I’

Knoten aus I'y,

1D-Testfunktion

3D-Testfunktion

Hilfsfunktion fiir die Berechnung der tangentialen Geschwindigkeit
Knotenbasisfunktionen, Seite 35
Diffeomorphismus

3D-Testfunktion

e Nj,a = (q1,92,43)

Willmore-Matrix

Abstandsvektor bei Kontakt

Willmore-Matrix

Radius Zylinder /Kugel/Kreisscheibe beim Kontakt
Radius einer Kugel mit gleicher Oberfliche wie die betrachtete Form
Radius Kugel

Bogenlédnge

Steifheitsmatrix

Schwartz-Raum, Seite 31

Raum der temperierten Distributionen, Seite 31
Willmore-Matrix
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B. Bezeichnungen

o Parameter bei Zylinder
o Parameter bei Ebene
t Zeit
t* Endzeitpunkt der Evolution
T Schrittweite
T; Dreieck
Tpl Tangentialraum
1pl Menge der Vektoren senkrecht zu I"
T Tangentialvektor
Ta Tangentialvektor
0 Neigungswinkel bei axialsymmetrischen Formen
0ip;) Winkel um P;
Y Azimutwinkel bei axialsymmetrischen Formen
v skalare Geschwindigkeit
%4 Volumen
Vo Volumen einer Kugel mit gleicher Oberfliche wie die betrachtete Form
Vo Anfangsvolumen
VAV Geschwindigkeitszusatz fiir Volumen- und Fléchenerhaltung
Uy Normalengeschwindigkeit
v tangentiale Geschwindigkeit
Uy Willmore-Geschwindigkeit
w Wechselwirkungspotential
w Weingarten-Abbildung, Seite 27
Wo Adhéisionsstéirke
Koordinate
x! rechte Seite bei der Berechnung der Willmore-Evolution
X Parametrisierung, Seite 23
Xy diskrete Parametrisierung
X lokale Parametrisierung
xm Parametrisierung im m-ten Zeitschritt
X! Vektor der Knotenwerte von X™*! oder X
X1, Parametrisierung von 7}
13 - (gla €2) €
Y Koordinate
Y mittlerer Kriimmungsvektor, Seite 28
Y gestorter mittlerer Kriimmungsvektor
Y cxakt exakter Wert fiir Y
Y, diskreter mittlerer Kriimmungsvektor
Y! Vektor der Knotenwerte von Y™ ! oder Y’
Y™ mittlerer Kriimmungsvektor im m-ten Zeitschritt
z Koordinate
20 Position der Ebene bei Axialsymmetrie
yAL Vektor der zweiten Fundamentalform
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Anmerkung

Die aus der Literatur verwendeten Bilder wurden zum Teil verdndert. Englische Texte wurden ins
Deutsche iibersetzt und einmal ein Vergleich mit eigenen Simulationen eingetragen.
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