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Abstract

The objective of this work is the derivation of a reconstruction method for
calculating the convolution of a function f with another function using the
Radon transform or the X-ray transform of f. The approximate inverse is
used for solving the inverse problems encountered.

We start with an introduction to the theory of approximate inverse and
its extension for calculating features. As a feature, we calculate the Fredholm
integral operator and we study the corresponding structure of the approxi-
mate inverse. In particular we investigate the convolution as a special case
of a Fredholm integral operator.

Next, we develop reconstruction methods based on the inversion of the
Radon transform. We investigate three different approaches: First we derive
reconstruction methods which result immediately from the inversion formula.
Then we apply the approximate inverse to invert the X-ray transform. Finally
we use the approximate inverse for calculating features to determine the con-
volution directly from the Radon transform. We show that all reconstruction
methods are of filtered backprojection type.

Subsequently we derive reconstruction methods which make use of a new
inversion formula for the X-ray transform. Analogously to the Radon trans-
form, we investigate three different approaches: We start with reconstruction
methods which follow immediately from the new inversion formula. Next, we
use the approximate inverse to invert the X-ray transform. To determine the
convolution directly from the X-ray transform we finally apply the approxi-
mate inverse for calculating features. All developed reconstruction methods
are backprojection methods.



Kurzfassung

Ziel dieser Arbeit ist ein Rekonstruktionsverfahren zur Berechnung der Fal-
tung einer Funktion f mit einer weiteren Funktion anhand der Radon- oder
Rontgen-Transformation von f. Die dabei auftretenden inversen Probleme
sollen mit Hilfe der Approximativen Inversen gelost werden.

Wir beginnen mit der Theorie der Approximativen Inversen und deren Fr-
weiterung zur Berechnung von Eigenschaften. Als Eigenschaft berechnen wir
den Fredholmschen Integraloperator und untersuchen die daraus resultieren-
de Struktur der Approximativen Inversen. Dabei behandeln wir insbesondere
die Faltung als Spezialfall eines Fredholmschen Integraloperators.

Als néchstes entwickeln wir Rekonstruktionsverfahren, die auf der In-
version der Radon-Transformation basieren. Dabei verfolgen wir drei unter-
schiedliche Ansétze: Wir geben zunéchst Verfahren an, die sich direkt aus
der Inversionsformel ergeben. Dann verwenden wir die Approximative Inver-
se, um die Inversion der Radon-Transformation zu regularisieren. SchliefSlich
setzen wir die Approximative Inverse zur Berechnung von Figenschaften ein,
um die Faltung als Eigenschaft direkt aus der Radon-Transformation zu be-
stimmen. Wir zeigen, dass alle entwickelten Verfahren vom Typ gefilterte
Riickprojektion sind.

Anschlieflend leiten wir Rekonstruktionsverfahren her, die auf einer neu-
en Formel zur Inversion der Rontgen-Transformation beruhen. Analog zur
Radon-Transformation untersuchen wir dabei drei unterschiedliche Ansétze:
Wir beginnen mit Verfahren, die sich direkt aus der neuen Inversionsformel
ergeben. AnschlieBend entwickeln wir Rekonstruktionsverfahren, die auf der
Approximativen Inversen der Rontgen-Transformation basieren. Zur direk-
ten Berechnung der Faltung aus der Rontgen-Transformation verwenden wir
die Approximative Inverse zur Berechnung von Eigenschaften. Bei den ent-
wickelten Verfahren handelt es sich stets um Riickprojektionsverfahren.
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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist ein Rekonstruktionsverfahren zur Berechnung der Fal-
tung einer Funktion f mit einer weiteren Funktion anhand der Radon- oder
Rontgen-Transformation von f. Die dabei auftretenden inversen Probleme
sollen mit Hilfe der Approximativen Inversen gelost werden.

In der Mathematik spricht man immer dann von einem inversen Problem,
wenn man die Ursache einer beobachteten Wirkung bestimmen mochte. In
der Rontgen-Computertomographie (CT) wird die geschwichte Intensitét ei-
ner Strahlung entlang unterschiedlicher Pfade durch ein Objekt gemessen,
um daraus auf die Dichteverteilung im Objekt zu schlieen. Somit handelt
es sich bei der CT um ein inverses Problem.

Inverse Probleme sind in der Regel im Sinne von HADAMARD [Had23]
schlecht gestellt, d.h. es existiert keine Losung, oder keine eindeutige Losung,
oder keine Losung, die stetig von den vorliegenden Daten abhéngt. NATTE-
RER zeigt in [Nat86], dass auch die CT keine Ausnahme dieser Regel dar-
stellt. Regularisierungsverfahren erlauben die Berechnung stabiler Losungen
bei schlecht gestellten inversen Problemen. Eine Einfiihrung in die Regula-
risierung schlecht gestellter Probleme geben beispielsweise LOUIS in [Lou89]
oder RIEDER in [Rie03].

Da in der vorliegenden Arbeit fiir die mathematische Modellierung der
CT ausschlieSlich lineare Operatoren zum Einsatz kommen, wollen wir uns
auf die Regularisierung linearer inverser Probleme beschrianken. Als Regu-
larisierungsverfahren wéhlen wir die Approximative Inverse, die LOUIS in
[Lou96] einfithrt und deren Ursprung in den Arbeiten [LM90, LM91] von
Louis und MAASS zu finden ist. Die ausschlieBliche Verwendung der Ap-
proximativen Inversen stellt keine Einschréinkung dar, da Louis in [Lou96]
zeigt, dass sich viele bekannte Regularisierungsverfahren fiir lineare inverse
Probleme als Spezialfall der Approximativen Inversen darstellen lassen.

Wir betrachten also Probleme der Form (A, U, V') mit separablen Hilbert-
rdumen U und V sowie einem stetigen, linearen Operator 4 von U nach V.
Die Aufgabe besteht nun darin, bei gegebenen Daten g € V und bekanntem
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2 EINLEITUNG

Operator A ein f € U zu finden, so dass

Af =g (1)

gilt. Im Fall der CT entspricht g der gemessenen Intensitédtsschwéchung und
f der gesuchten Dichteverteilung im Objekt. Abhéngig von der zur Messung
verwendeten Aufnahmegeometrie handelt es sich bei dem Operator A um die
Radon- oder die Réntgen-Transformation.

Die Grundidee der Approximativen Inversen zur Losung der in (1) for-
mulierten Operatorgleichung erster Art besteht nun darin, die Lésung f € U
an einer geeignet definierten Stelle x durch (f,e(z,-))y mit e(x,-) € U zu
approximieren. W#hlt man e(x,-) aus dem Bildraum von 4*, dann existiert
ein k, € V mit A*k, = e(x,-) und es gilt

<f,€($, )>U = <f7 'A*KI>U = <-Af7"iz>V = <g7"i&?>V : (2>

Durch Bestimmung der inneren Produkte aus den Daten g und den soge-
nannten Rekonstruktionskernen x, erhélt man also die Approximation un-
serer Losung. Nachdem die Daten g gegeben sind sowie das innere Produkt
durch den Bildraum des bekannten Operators A festgelegt ist, besteht die
Hauptaufgabe bei der Losung unseres Problems in der Bestimmung der Re-
konstruktionskerne k.

Oftmals wird in der Praxis die berechnete Losung eines inversen Pro-
blems unter Verwendung eines Operators weiterverarbeitet. Beispielsweise
werden im Fall der CT haufig Bildverarbeitungsoperatoren auf die berechne-
te Dichteverteilung angewandt, um spezifische Eigenschaften der Verteilung
hervorzuheben. Seien nun X ein separabler Hilbertraum und 7" ein linearer,
stetiger Operator von U nach X. Dann ist man in vielen Anwendungsfillen
also nicht an einer Losung f selbst interessiert, sondern vielmehr an der Ei-
genschaft T'f.

Um Anwendungen in der Praxis zu beschleunigen sowie numerische Un-
genauigkeiten durch Vermeidung von Zwischenschritten zu reduzieren, fiihrt
Louis in [Lou08] eine Erweiterung der Approximativen Inversen ein, um ei-
ne Eigenschaft T'f direkt aus den Daten g bestimmen zu kénnen. Die Eigen-
schaft T'f wird dabei an einer geeignet definierten Stelle z durch (T'f, é(z, ) x
mit é(z,-) € X approximiert. Sei nun é(z,-) so gewéhlt, dass T%¢(z,-) im
Bildraum von A* liegt, dann existiert ein 5, € V' mit

AR, = T8(2, )



EINLEITUNG 3

und es gilt

(Tf,e(z-))x (f. T7e(z,-))v

= < -’4*’%7)
(Af, Fa)v

= (9,Rs)v

Analog zu (2) liegt die Hauptaufgabe bei der Approximation der Eigenschaft
T f in der Bestimmung der Rekonstruktionskerne &, .

In dieser Arbeit werden wir die Erweiterung der Approximativen Inver-
sen zur Berechnung einer Eigenschaft im Kontext der CT verwenden. Wir
werden daher Operatorgleichungen der Form (1) betrachten, wobei die ge-
gebenen Daten g der Radon- oder Rontgen-Transformation der Funktion f
entsprechen. Die aus den Daten ¢ direkt zu bestimmende Faltung von f mit
einer weiteren Funktion werden wir als Eigenschaft T'f interpretieren und die
Struktur der zugehorigen Rekonstruktionskerne &, untersuchen. Wir werden
zudem Bedingungen angeben, unter welchen ein effizientes numerisches Ver-
fahren zur Berechnung von 7' f realisierbar ist.

In Kapitel 1 werden wir die klassische Approximative Inverse und ihre
Erweiterung zur Berechnung von Figenschaften einfiihren. Als zu berechnen-
de Eigenschaft werden wir die Klasse der Fredholmschen Integraloperatoren
wihlen und die daraus resultierende Struktur der Approximativen Inversen
untersuchen. Dabei werden wir insbesondere auf die Faltung eingehen, die
ein Spezialfall eines Fredholmschen Integraloperators darstellt.

Die Radon-Transformation stellt das mathematische Modell der zweidi-
mensionalen (2D) CT bei Parallelstrahlgeometrie dar. In Kapitel 2 werden
wir daher die Radon-Transformation einfithren und eine Formel zur Inversi-
on der Radon-Transformation angeben. Basierend auf der Inversionsformel
werden wir drei Ansétze zur Herleitung von Rekonstruktionsverfahren unter-
suchen. Zunéchst werden wir ein Verfahren zur Rekonstruktion der gesuchten
Funktion f angeben, welches direkt aus der Inversionsformel folgt. Anschlie-
Bend werden wir die klassische Approximative Inverse einsetzen, um die Re-
konstruktion von f zu regularisieren. Schliellich werden wir die Faltung von
f mit einer weiteren Funktion direkt aus der Radon-Transformation von f
mit Hilfe der Approximativen Inversen berechnen.

Rekonstruktonsverfahren fiir die 2D CT bei Féacherstrahlgeometrie und
fiir die dreidimensionale (3D) CT bei Kegelstrahlgeometrie werden wir in Ka-
pitel 3 untersuchen. Mathematisch kénnen diese CT-Verfahren mit Hilfe der
Rontgen-Transformation modelliert werden. Wir werden daher die Rontgen-
Transformation und die erweiterte Radon-Transformation einfithren sowie
einen Zusammenhang dieser beiden Transformationen angeben. Dieser Zu-
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sammenhang wird sich als wesentlich fiir die Herleitung von Formeln zur
Inversion der Rontgen-Transformation und der erweiterten Rontgen-Trans-
formation herausstellen. Ausgehend von den Inversionsformeln werden wir
Rekonstruktionsverfahren entwickeln und dabei analog zu Kapitel 2 drei
Ansitze verfolgen. Wir beginnen mit Verfahren zur Rekonstruktion der ge-
suchten Funktion f, welche sich direkt aus den Inversionsformeln ergeben.
Anschliefend werden wir die Rekonstruktion von f mit Hilfe der klassischen
Approximativen Inversen regularisieren. Schliefllich werden wir die Approxi-
mative Inverse fiir Eigenschaften einsetzen, um die Faltung von f mit einer
weiteren Funktion direkt aus der Rontgen-Transformation von f zu berech-
nen.
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Kapitel 1

Regularisierung linearer
inverser Probleme

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir das Konzept der Approxi-
mativen Inversen zur Losung linearer inverser Probleme vorstellen. Da wir
nicht an der Losung des Problems selbst, sondern an einer Eigenschaft der
gesuchten Losung interessiert sind, werden wir die Approximative Inverse im
zweiten Abschnitt entsprechend erweitern. Die Anwendung der Faltung als
Eigenschaft der gesuchten Losung wird im dritten Abschnitt dargestellt und
schliefit das erste Kapitel ab.

1.1 Die Approximative Inverse

Ist die direkte Messung einer Kenngrofie nicht moglich, sondern muss anhand
von indirekten Beobachtungen auf die Kenngrofie geschlossen werden, dann
spricht man von einem inversen Problem. Bei Aufgabenstellungen aus Physik
und Mathematik ist die Beziehung zwischen Kenngréie und Beobachtung
oftmals linear und stetig. Seien daher U und V separable Hilbertraume und
A ein linearer, stetiger Operator von U nach V. Dann lassen sich lineare
inverse Probleme als Operatorgleichung erster Art in der Form

Af =g (L1)

darstellen. Bei gegebenen Daten g € V und bekanntem Operator A ist man
also an einer Losung f € U von Gleichung (1.1) interessiert.

Ist der Bildraum von A nicht abgeschlossen, dann ist die verallgemeiner-
te Inverse A" nicht stetig, siche z.B. Louis [Lou89]. Das inverse Problem ist
in diesem Fall gem&f der Definition von HADAMARD [Had23] ein schlecht
gestelltes Problem. Dies bedeutet eine Instabilitéit in dem Sinne, dass kleine

5



6 1. REGULARISIERUNG LINEARER INVERSER PROBLEME

Fehler in den gegebenen Daten g, beispielsweise hervorgerufen durch Mess-
fehler, zu groflen Fehlern in der Losung f fithren. Fiir die Stabilisierung des
Problems ist es notwendig, A" durch stetige Operatoren zu approximieren.
Diese Operatoren werden Regularisierungsverfahren genannt.

Wir folgen in dieser Arbeit dem Ansatz der Approximativen Inversen,
um Néaherungslosungen fiir lineare inverse Probleme zu bestimmen. Die Ap-
proximative Inverse wurde von LOUIS in [Lou96] eingefiithrt und geht auf die
Arbeiten [LM90, LM91] von Louis und MAASS zuriick. Da wir in der gesam-
ten Arbeit die Losungen unserer inversen Probleme im Raum der Funktionen,
die auf einem beschrankten Gebiet quadratintegrierbar sind, suchen werden,
wollen wir uns schon bei der Definition der Approximativen Inversen darauf
einschrénken; die urspriingliche Definition setzt als Losungsraum lediglich
einen separablen Hilbertraum voraus.

Doch bevor wir zur Theorie der Approximativen Inversen iibergehen, wer-
den wir zunéchst einige Notationen einfithren: Wir bezeichnen mit L(U, V)
den Raum aller linearen stetigen Operatoren von U nach V. Den Bildraum
eines Operators A werden wir mit R(A) bezeichnen. Fiir den adjungierten
Operator eines Operators A verwenden wir die Schreibweise A*.

Wir beginnen mit der Definition des sogenannten Rekonstruktionskerns,
dessen Untersuchung hinsichtlich Struktur und Berechenbarkeit in verschie-
denen Kontexten Hauptgegenstand der Arbeit ist.

Definition 1.1 (Rekonstruktionskern). Seien U und V' separable Hilbert-
raume, A € L(U,V) und e € R(A*). Ein Element x4(e) € V' mit

Ak a(e) =e (1.2)
heilt Rekonstruktionskern des Operators A hinsichtlich e.

In [Lou96] zeigt Louis die Ubertragbarkeit von Invarianzen eines Opera-
tors auf den zugehorigen Rekonstruktionskern. Der nachfolgende Satz verall-
gemeinert dieses Ergebnis, obwohl die Beweise der beiden Resultate analog
sind.

Satz 1.2 (Assoziierte Rekonstruktionskerne). Seien U, V, X und Y separa-
ble Hilbertriume, A € L(U,V) und B € L(X,Y). Seien zudem T' € L(U, X)
und T2 € L(V,Y) mit

TlA* — B*TQ
sowie e € R(A*). Dann gilt T'e € R(B*) und

k(T e) = T kale).
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Beweis. (vgl. [Lou96]) Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt
Tle =T ' Ak 4(e) = B*T?*k4(e)
und somit Tle € R(B*) sowie rg(T'e) = T2k ale). O

Unter Verwendung des Rekonstruktionskerns kénnen wir nun die Appro-
ximative Inverse definieren. Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen
Zahlen und mit R die Menge der reellen Zahlen. Fiir einen Hilbertraum H
bezeichne (-, -) g das zugehorige innere Produkt. Fortan sei stets n € N.

Definition 1.3 (Approximative Inverse). Seien €2, )’ C R" beschrénkte Ge-
biete, U := L?(2), V ein separabler Hilbertraum, A € L(U,V), g € V und
e € L*(QY x Q) mit e(z, ) € R(A*) fiir alle 2 € . Den durch

SA<€)9($) = <97 /{A(e(xa ')))Va T € Q,a

definierten Operator bezeichnen wir als Approzimative Inverse des Operators
A hinsichtlich e.

In der nachfolgenden Bemerkung werden wir auf die Bezeichnungen aus
Definition 1.3 zuriickgreifen.

Bemerkung 1.4. a) Fiir f € L?(Q) mit Af = g gilt

(fre(@, ) = (f, A'kale(z,)))v
= (Af, rale(z,)v
= (g, kale(z,)))v
= Sale)g(z). (1.3)

Der Grundgedanke der Approximativen Inversen besteht also darin, die ex-
akte Losung f an der Stelle x durch (f,e(z,-))y zu approximieren.

b) Aus (1.3) folgt Sa(e)g € L*(£Y'), siche WERNER [Wer05]. Somit ist die
Approximative Inverse Sy (e) eine Abbildung von V nach L*(€Y).

¢) Wir werden bei der Berechnung von e(z,-) Operatoren einsetzen, die
auf L?(R") definiert sind. In diesem und anderen notwendigen Féllen werden
wir implizit von der Einbettung L?*(D) < L*(R") ausgehen, die fiir f €
L*(D) definiert ist durch die Fortsetzung von f mit 0 auBerhalb von D,
wobei D € R” ein beliebiges beschréanktes Gebiet bezeichnet.

d) Per Definition bietet die Approximative Inverse die Moglichkeit, die
gesuchte Naherungslosung an jeder Stelle x € ' individuell zu glatten. Aller-
dings ist diese Flexibilitéit eher theoretischer Natur, da eine von x abhéngige
Bestimmung der Néaherungslosung in der Regel numerisch zu aufwendig ist.
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Besitzen jedoch der Mollifier und der Operator, der dem Problem zu Grunde
liegt, geeignete Invarianzen, dann weist auch der Rekonstruktionskern ent-
sprechende Invarianzen auf, siehe Louis [Lou96]. Von diesem Verhalten der
Approximativen Inversen werden wir Gebrauch machen und dabei stets auf
Satz 1.2 zuriickgreifen.

e) Als vorteilhaft fiir die Praxis erweist sich die aus (1.2) ersichtliche
Unabhéngigkeit der Rekonstruktionskerne von den gegebenen Daten, welche
meist durch Messung generiert werden. Denn somit kann die Kernberechnung
unabhingig von der Datenakquisition durchgefithrt werden. Zudem haben
Messfehler keinerlei Auswirkungen auf die Bestimmung der Rekonstrukti-
onskerne.

Als néchstes werden wir einen Begriff einfiihren, der uns bei der Bestim-
mung von Ndherungslosungen fiir (1.1) behilflich sein wird. Fortan bezeichne
R* :={z € R:z > 0} die Menge der positiven reellen Zahlen.

Definition 1.5 (Mollifier). Seien Q, Q" C R™ beschrénkte Gebiete mit Q' C
Qund E := (e)yer+ € (L2(V x Q))R". Falls fiir alle # € @’ und alle v € R*

die Gleichung
/ ey(z,u)du =1
Q

erfiillt ist und falls fiir alle f € L?(Q)

=0
L2(QY)

lim
~¥—0

[ etswan- g

gilt, dann wird F als Mollifier bezeichnet.

Héngt die Approximative Inverse von einem Mollifier ab, dann kann damit
eine Losung unseres Ausgangsproblems approximiert werden.

Satz 1.6 (Approximation einer Losung). Seien €2, C R™ beschrinkte Ge-
biete mit Q' C Q, U := L*(Q), V ein separabler Hilbertraum, A € L(U,V)
und f € U. Zudem sei E := (e))yer+ € (L2(Y x Q)E" ein Mollifier mit
(ey(2,))yers € (R(ANET fir alle x € Q. Dann gilt

lim [[Sa(es) AS = fllzz@) = 0.

Beweis. SCHUSTER [Sch99). O

Nachdem wir nun alle Resultate, die fiir unsere Zwecke notwendig sind,
eingefithrt haben, wollen wir weiterfithrende Hinweise zur Approximativen
Inversen als abschliefende Bemerkung dieses Abschnitts formulieren.
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Bemerkung 1.7. a) Ist in der Situation von Satz 1.6 R(.A) nicht abgeschlos-
sen, d.h. die verallgemeinerte Inverse A" ist nicht stetig, siche z.B. Louis
[Lou89], und setzt man zusétzlich die Kompaktheit von A voraus, dann zeigt
Louis in [Lou99], dass ((Sa(ey)) er+ lineare Regularisierungsverfahren fiir
AT sind.

b) Bezeichne N(A) den Nullraum eines linearen stetigen Operators A.
In der Definition des Rekonstruktionskerns 1.1 liegt e im Bildraum von A*.
In den zitierten Arbeiten [Lou96, Lou99, Sch99] von Louls und SCHUSTER
werden viele Ergebnisse dieses Abschnitts auch analog fiir den allgemeineren
Fall bewiesen, in dem man lediglich e € R(A*) & N(A) fordert und den
Rekonstruktionskern « als Losung der Normalengleichung

AA Kk = Ae
definiert.

1.2 Regularisierung fiir Eigenschaften

Betrachten wir zunéchst wieder unser Ausgangsproblem (1.1), d.h. bei gege-
benen Daten g mochte man eine Losung f der Gleichung

Af =g

finden. Bei vielen Anwendungen in der Praxis berechnet man anschlieend
eine Eigenschaft der berechneten Losung. Identifiziert man diese Eigenschaft
mit einem geeignet definierten Operator T, dann ist man also letztlich nicht
an einer Losung f, sondern vielmehr an 7 f interessiert.

Wir werden in diesem Abschnitt der Fragestellung nachgehen, ob man
eine Néherungslosung fiir 7 f direkt aus den Daten g bestimmen kann, um
dadurch Anwendungen in der Praxis zu beschleunigen sowie numerische Un-
genauigkeiten durch Vermeidung von Zwischenschritten zu reduzieren. Aus-
gangspunkt fiir unsere Untersuchungen ist die Erweiterung der Approxi-
mativen Inversen zur Berechnung von Eigenschaften, die Louls in [Lou0§|
einfiihrt.

Definition 1.8 (Approximative Inverse fiir Eigenschaften). Seien Q, Q' Q" C
R" beschrinkte Gebiete, U := L*(f2), V ein separabler Hilbertraum, A €
LU,V), W = L*(Q), T € L(U/W), g € V und e € L*(Q" x Q') mit
T*e(x,-) € R(A*) fiir alle x € Q”. Den durch

Sale, Tg(x) := (g, ka(Te(x, ), xe€Q"

definierten Operator bezeichnen wir als Approzimative Inverse des Operators

A hinsichitlich e fiir die Eigenschaft T .
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Bemerkung 1.9. a) Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.8 und f €
L2(Q2) mit Af = g gilt

(Tfr el ))w (f; Te(x,))u
(f; A ra(T e(, )
= (Af,ra(T"e(z,-))
(9, ma(T e(z,-)))v
= Sale, T)g(x).

Die Grundidee der Approximativen Inversen fiir eine Eigenschaft besteht
somit darin, die FEigenschaft T einer exakten Losung f an der Stelle x durch
(T f,e(x,-))w zu approximieren.

b) In der urspriinglichen Definition der Approximativen Inversen zur Be-
rechnung einer Eigenschaft verwendet LoUIS in [Lou08] eine Eigenschaft 7
aus L(U, W), wobei W einen separablen Hilbertraum bezeichnet. Wir wéhlen
W := L*(Q) in Definition 1.8, da dies fiir unsere Zwecke ausreichend ist und
zudem die Notation vereinfacht

N

3%

Das nachfolgende Korollar zu Satz 1.2 zeigt, dass der Rekonstruktions-
kern der Approximativen Inversen einer Eigenschaft unter bestimmten Vor-
aussetzungen aus dem Rekonstruktionskern der klassischen Approximativen
Inversen hervorgeht.

Korollar 1.10. Seien U, V, X und Y separable Hilbertrdume, A € L(U,V)
und B € L(X,Y). Seien zudem T* € L(X,U) und T* € L(Y,V) mit

=T°B
sowie e € R(A*). Dann gilt T*"e € R(B*) und
k(T e) =T rale).

Beweis. Da die Bedingung AT' = T?2B #quivalent zu T A* = B*T?*" ist
folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 1.2. [

Fiir den Rest dieses Abschnitts werden wir uns bei der Approximativen
Inversen auf den Fredholmschen Integraloperator als zu berechnende Eigen-
schaft einschranken.

Satz und Definition 1.11 (Fredholmscher Integraloperator). Seien 2, Q' C
R" beschrinkte Gebiete, f € L*(Q) und k € L*(Q x Q). Die Abbildung

Te: L2(Q) — L)
Foe Tf = / k(0 £(0) dt

n
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ist wohldefiniert, linear und stetig. Die Abbildung 7, heifit Fredholmscher
Integraloperator (hinsichtlich k).

Beweis. WERNER [Wer05] O

Geméf Satz 1.11 sind Fredholmsche Integraloperatoren linear und stetig
und somit als Eigenschaft in unserem Sinne geeignet. Um die Approximative
Inverse anwenden zu konnen, benotigen wir den zugehdrigen adjungierten
Operator. Daher werden wir folgende Schreibweise einfiihren: Fiir eine Ab-
bildung &k : R" x R* — C und s,t € R" definieren wir

K'(s,t) :=k(t,s),
wobei C die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet.

Lemma 1.12. Seien ,Q' C R" beschrinkte Gebiete und k € L*(€2 x ).
Dann gilt
T =Te.

Beweis. WERNER [Wer05] O

Als néchstes werden wir den Zusammenhang zwischen der klassischen
Approximativen Inversen und der Approximativen Inversen fiir Eigenschaften
untersuchen. Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.3 und 1.8 kann geméafl
Bemerkung 1.9 mit Hilfe der Approximativen Inversen fiir Eigenschaften die
Néherung

<Tf,€($,')>U (14)

an die exakte Eigenschaft T f direkt aus den Daten g bestimmt werden.
Bislang wurde eine Approximation von T f durch die Bestimmung von

T<f,€(l’,')>(] (15)

in zwei Schritten realisiert: Zunéchst wurde (f, e(x,-))y mittels Approxima-
tiver Inversen berechnet, und anschlieBend der Operator T angewendet. Der
nachfolgende Satz zeigt, dass mit Hilfe der Approximativen Inversen fiir Ei-
genschaften (1.5) direkt aus den Daten g berechnet werden kann. Die Be-
weisidee zu Satz 1.13 stammt von Louls, siehe [Lou09].

Satz 1.13. Seien Q,Q, Q" C R" beschrinkte Gebiete, U := L*(Q), V ein
separabler Hilbertraum, A € L(U,V), e € L*(Y x Q) mit e(z,-) € R(A*)
fiir alle x € Q' und k € L2(Q" x Q) mit T"k(y,-) € R(A*) fiir alle y € Q.
Dann gilt

TeSale) = Sa(k, Tz) .
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Beweis. Fiir g € V gilt nach Bemerkung 1.4 Sy(e)g € L*(€). Somit ist der
Operator T, Sa(e,) wohldefiniert. Zudem gilt fiir f € U mit Af = g und fast
alle y € Q"

TiSa(e)ow) = [ My)Sa@(e) ds
— [ Mo g. matete D)y da
— | Kpa)ls. et o da
= | [ Moo
_ /Qf(t)/we’(t,x)k:(y,x)dasdt
S RCLZEIOL

- / FOTe k(. )(b) dt.

wobei der letzte Schritt aus Lemma 1.12 folgt. Somit ergibt sich fiir fast alle
y e Q'

TiSaley)gly) = {f,Tk(y,))v

und daher die Behauptung. O]

1.3 Die Faltung als regularisierte Eigenschaft

In der nachfolgenden Definition werden wir die Faltung als Operator fiir
Funktionen einfiihren, die auf einem beschrinkten Gebiet quadratintegrier-
bar sind. Somit kénnen wir die Faltung als Fredholmschen Integraloperator
betrachten und die Resultate des vorangegangenen Abschnitts verwenden,
um die Faltung als regularisierte Eigenschaft zu untersuchen. Hierfiir be-
zeichne fortan

O i={zeR":|z|| <r}

die n-dimensionale offene Kugel mit Radius r € R*.
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Satz und Definition 1.14 (Faltung). Seien 72, r® € R* mit r? > r3 r! :=
r? —r® und ¢ € L*(Q7%). Die Abbildung

C, i LA(y) — LA,
fo= Cf= ()= (x)(- — x) de

Qn
Pl
T1,72

ist wohldefiniert, linear und stetig. Wir bezeichnen C,/"* als Faltung mit ¢
(hinsichtlich ry und rs).

Beweis. Seien r?,r® € RY mit r? > 3 r! = r> —¢? o € L*(Q%) und
t € Q. Dann gilt fiir k(-,t) := ¥(- — t) die Abschétzung

/ / k(s,t)|* dsdt §/ 1W(s —t)|*dsdt
n o, oy, JRr

n
1

_ ||¢||22(Rn)/ dt < 5o (1.6)

1

und daher k € L*(QF, x Q7). Somit ist C;/"™* = T ein Fredholmscher Inte-
graloperator und daher nach Satz 1.11 wohldefiniert, linear und stetig. [

Bemerkung 1.15. Ist ¢ in Satz 1.14 gerade, d.h. es gilt ¢ = 1(—-), und ist
v zudem reellwertig, dann gilt nach Lemma 1.12

ey =

Fiir die Konstruktion einer geeigneten Funktion e in Satz 1.13 benotigen
wir die nachfolgende Definition.

Satz und Definition 1.16 (Translation). Seien 71,75 € RT mit r; < r,
r3 =1y — 711 und x € (2. Die Abbildung

T IAOp) - L)
[ =)

ist wohldefiniert, linear und stetig. Wir bezeichnen 7" als Translation
(hinsichtlich x, r1 und r3).

Beweis. Die Wohldefiniertheit und die Linearitat von 7" sind offensicht-
lich, die Stetigkeit folgt aus |7, fl|r2(ap ) = ||| z2(ap)- O
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Bemerkung 1.17. Mit den Bezeichnungen aus Definition 1.16 gilt fiir den
adjungierten Operator der Translation offensichtlich

T1,r2\* __ 2,71
(T=) =T

Wird die Translation einer geraden Funktion mit einer geraden Funktion
gefaltet, dann verhalten sich die beiden Funktionen kommutativ.

Lemma 1.18. Seien 7,r € RT mit 2r < r, v :==r —7, 7" == 7' — 7 sowie
e, € L*(QF) gerade Funktionen. Dann gilt fiir alle y € Q7

CLTTI b = Cl T (1.7)

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt fiir fast alle x € Q27
CIT V@) = |t —y)ez b
= | v s+ y)ds
= [ vy = s)ds

= | Wz —t)e(t —y)dt
Rn
= C)T) " e(x).
O

Bemerkung 1.19. In der Situation von Lemma 1.18 wird zu 7,7 € R*
mit 277 < r der Radius r” so gewahlt, dass 7;“’/7,&, 7;“/6 € L*(Q7) gilt und
somit (1.7) wohldefiniert ist. Gleichzeitig wihlen wir 7’ derart, dass stets
r’ > 7 gilt und die Faltung einer Funktion f € L*(Q%) mit é,¢) € L*(Q)
eine Funktion mit Tréger in Q7 ergibt. In diesem Sinne sind Cg/’r und C;,’r
ebenfalls wohldefiniert.

Wihlt man in Satz 1.13 als Eigenschaft die Faltung mit einer geraden,
reellwertigen Funktion und geht die zweiparametrige Funktion e aus einer
einparametrigen, geraden, reellwertigen Funktion durch Translation hervor,
dann sind (1.4) und (1.5) unter Vernachlissigung der Rdume, auf denen die
Faltung agiert, dquivalent. Dies zeigt das nachfolgende Korollar zu Satz 1.13.

Korollar 1.20. Seien 7,r € Rt mit 2r < r, v == r —7, " =1 — 7.

Zudem seien U = L*(Q"), V ein separabler Hilbertraum, A € L(U,V),
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e, € L*(Q%) gerade und reellwertig mit e(x,-) := T, "é € R(A*) fiir alle
z € Q" und (CI) T € R(A") fiir alle y € Q. Dann gilt
C;/’TNSA(e) _ 8A<e’ C;;"r/) .
Beweis. Da é und v reellwertig sind, folgt nach Satz 1.13
Cy," Sale) = ST 4,C5").

Nach Bemerkung 1.15 und Lemma 1.18 gilt fiir g € V und fast alle y € €7,

SATL 0, Cg(y) = (g kal(CE7) T 0))v
= (g, 5aCTT] )y
= (g, 54(C)TT]E))v
= (g.5a((C") ey, )y

und somit die Behauptung. O
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Kapitel 2

Radon-Transformation und
Rekonstruktion

Die Radon-Transformation stellt das mathematische Modell der 2D CT bei
Parallelstrahlgeometrie dar. Daher werden wir im ersten Abschnitt die Radon-
Transformation sowie einige ihrer Eigenschaften einfithren und im zweiten
Abschnitt eine Formel zur Inversion der Radon-Transformation wiedergeben.
Im dritten Abschnitt werden wir uns mit Rekonstruktionsverfahren befassen,
wobei wir mit Verfahren beginnen werden, die sich direkt aus der Inversions-
formel ergeben. Anschlieend werden wir die Struktur der Approximativen
Inversen der Radon-Transformation sowie deren Erweiterung fiir die Faltung
als regularisierte Eigenschaft untersuchen und unter Ausnutzung von Invari-
anzen effiziente Rekonstruktionsverfahren angeben.

2.1 Die Radon-Transformation

In [Rad17] fiihrt RADON die nach ihm benannte Transformation ein, welche
als mathematisches Modell der 2D CT dient, siehe z.B. NATTERER [Nat86].
Grundlegende Eigenschaften der Radon-Transformation sind wohlbekannt
und werden beispielsweise in RADON [Rad17], NATTERER [Nat86], Louis
[Lou89] oder HELGASON [Hel99] untersucht. Wir werden in diesem Abschnitt
die fiir uns relevanten Resultate zur Radon-Transformation wiedergeben.

Definiert man die Radon-Transformation fiir Funktionen mit kompaktem
Trager 2, dann hingt der Bildraum der Radon-Transformation von {2 ab.
Da wir im weiteren Verlauf der Arbeit Operatoren auf den Bildraum der
Radon-Transformation anwenden werden, nehmen wir in der nachfolgenden
Definition die Abhingigkeit vom Triager in Form des Radius 7 € R in den
Bezeichner fiir die Radon-Transformation mit auf.

17
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Fortan sei stets n € N mit n > 2. Die n-dimensionale Einheitssphére im
R”™ bezeichnen wir mit S™!.

Satz und Definition 2.1 (Radon-Transformation). Seien r € R* und 6 €
S"~1. Dann sind die Abbildungen R} : L*(Q") — L*(] — r,7[), definiert
durch

foRyf = | f@)s((a,6) —-)da,
ar
und R™: L2(Q7) — L*(S™'x ] —r,r[), defininiert durch
f=R =R,
wohldefiniert, linear und stetig. Die Abbildung R" heifit Radon-Transforma-
tion (hinsichtlich ).
Beweis. NATTERER [Nat86]. O

Bemerkung 2.2. a) Fiir r € R und f € L?(Q") folgt unmittelbar aus der
Definition der Radon-Transformation, dass R"f hinsichtlich L?(S"'x | —
r,r[) gerade ist, d.h. fiir fast alle (0,s) € S" x| —r,r[ gilt

R'f(—0,—s) =R"f(0,s).

b) Operatoren, die fiir einparametrige Funktionen definiert sind und auf
das zweiparametrige Bild der Radon-Transformation angewendet werden,
wirken stets auf den zweiten Parameter.

Als néchstes werden wir den adjungierten Operator der Radon-Trans-
formation wiedergeben, da dieser fiir die Anwendung der Approximativen
Inversen notwendig ist.

Satz 2.3 (Adjungierte Radon-Transformation). Fir r € Rt ist der adjun-
gierte Operator zur Radon-Transformatinon gegeben durch

(R : LA(S" ' x [—r,7]) — L")

g = (R)'g:= /Snlg(w,(-,w»dw.

Beweis. NATTERER [Nat86]. O

Bemerkung 2.4. Die adjungierte Radon-Transformation wird héufig auch
als Riickprojektion bezeichnet.

Als wichtiges Werkzeug zur Berechnung des Rekonstruktionskerns der
Radon-Transformation wird sich die Fourier-Transformation erweisen. Das
innere Produkt im R" bezeichnen wir mit (-, -).
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Satz und Definition 2.5 (Fourier-Transformation). Fiir r € Rt und f €
L*(R") gilt

~

1 .
— o —1,<£C7~> 2 n
I 17.11_.}({10. )72 /Qn f(z)e dx € L*(R"),

wobei Li.m. fiir die Konvergenz in L?(R™) steht. Die Abbildung
F:L*R") — L*R")
f oo Ff=(y=f
heifit Fourier-Transformation.

Beweis. WERNER [Wer05] O

Von den nachfolgenden Eigenschaften der Fourier-Transformation werden
wir im weiteren Verlauf der Arbeit Gebrauch machen.

Lemma 2.6 (Eigenschaften der Fourier-Transformation). a) Die Fourier-
Transformation F ist ein isometrischer Isomorphismus.
b) Seien 7,r' € RT mit 7 <1, r:=1"—7F, f € L*(Q") und ¢ € L*(QF).

Dann gilt / .

(7 f) = @) 2o
und fiir alle © € QF

(T fy = et f.
Beweis. a) WERNER [Wer05]. b) Beide Resultate ergeben sich durch einfache
Rechnung. ]

Bemerkung 2.7. Da sich nach Lemma 2.6 b) die Faltung und die Trans-
lation jeweils als Multiplikation im Fourier-Raum darstellen lassen, ist die
Hintereinanderausfithrung von Faltung und Translation kommutativ.

Den engen Zusammenhang zwischen Radon- und Fourier-Transformation
zeigt der nachfolgende Satz, der auch unter der Bezeichnung Fourier slice
theorem bekannt ist.

Satz 2.8 (Projektionssatz fiir die Radon-Transformation). Fir f € L*(Q7)
und § € S"L gilt - A

Ryf = (2m) "2 f(-0). (2.1)
Beweis. NATTERER [Nat86]. O

Bemerkung 2.9. Da im vorangegangenen Satz f und somit Ry f einen kom-

pakten Trager besitzen, sind f und R, f nach dem Satz von Paley-Wiener,
siehe z.B. YOSIDA [Yos95], reell analytisch. Damit gilt die Gleichheit in (2.1)
sogar punktweise.
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2.2 Die Inversion der Radon-Transformation

Als néchstes werden wir Sobolev-Réume einfiihren, da wir diese fiir die Inver-
sion der Radon-Transformation benétigen. Wir bezeichnen mit R} := {x €
R : 2 > 0} die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Definition 2.10 (Sobolev-Raum). Fiir « € R} und r € R™ heifit
HQP) = {f € L)) : (L4 - [7)**f € L*(R™)}
Sobolev-Raum der Ordnung «.

Versehen mit einer entsprechenden Norm handelt es sich bei Sobolev-
Réaumen um Hilbertrdume.

Satz 2.11. Seien o € R}, r € RY und f,g € H*(Q"). Dann ist H*(Q") ein

Hilbertraum mit innerem Produkt

Frg)meian = [ 1+ 1617 F€)T@ de

n

und Norm R
I f ey o= N+ - 122 fll2gen) -

Beweis. WERNER [Wer05]. O

Fir r € RT und m € N bezeichne C™ (') den Raum der m-mal stetig
differenzierbaren Funktionen von €2” nach C. Der nachfolgende Satz zeigt

den Zusammenhang zwischen Sobolev-Riéumen und stetig differenzierbaren
Funktionen. Wir definieren Ny := N U {0}.

Satz 2.12 (Lemma von Sobolev). Seien r € R*, m, k € Ny mit m >k + %
und f € H™(Q"). Dann existiert eine Funktion g € C*(Q"), die mit f fast
tberall tibereinstimmdt.

Beweis. WERNER [Wer05]. O

Der nachfolgende Satz gibt wohlbekannte Abschétzungen fiir die Radon-
Transformation hinsichtlich der Sobolev-Norm wieder.

Satz 2.13. Seien o € R{, r € RY, f € HYQ") und § € S™'. Dann
existieren Konstanten c,,, und C, ,, so dass

Camllfllza@my < N Roflgaro-vr2—rr)) < Coamll fllma@n -

Beweis. NATTERER [Nat86] O
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Korollar 2.14. Seien a € R}, r € RT, f € H*(Q") und 6 € S"~'. Dann
qilt
Rof € HOT=D2(] —p p[).

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 2.13 sowie der Definition von H*(Q")
und || ° ||ch(Q;r}) D

Das letzte Resultat dieses Abschnitts ist eine Formel zur Inversion der
Radon-Transformation. Die nachfolgende Definition wird uns dabei behilflich
sein.

Definition 2.15 (Riesz-Potential). Seien o € R mit o < n, § := min{c, 0}
und r € RT. Der fiir f € H-#(Q") durch

Zofy =11/
definierte Operator Z heiit Riesz-Potential (hinsichtlich ).

Bemerkung 2.16. a) Nach Definition 2.10 gilt unter den Voraussetzungen
von Definition 2.15 offensichtlich |-|~*f € L*(R™). Daher ist Z* wohldefiniert.

b) Analog zu Bemerkung 2.7 ist die Hintereinanderausfithrung von Fal-
tung und Riesz-Potential kommutativ.

In [Nat86] zeigt NATTERER die nachfolgende Inversion der Radon-Trans-
formation mit Hilfe des Riesz-Potentials.

Satz 2.17 (Inversion der Radon-Transformation). Fir r € Rt und f €
HM=D/2(Qr) gilt

Fo %(2@”(7@”)*11”7@" f. (2.2)

Beweis. NATTERER [Nat86]. O

2.3 Rekonstruktionsverfahren

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Ansétze untersuchen, um Re-
konstruktionsverfahren fiir die Radon-Transformation herzuleiten.

Da Rekonstruktionsverfahren, die auf der Formel zur Inversion der Radon-
Transformation basieren, schon eingehend untersucht wurden, werden wir
hierauf nur kurz eingehen. Anschliefend werden wir die Approximative In-
verse einsetzen, um die Inversion der Radon-Transformation zu regularisie-
ren. Dabei werden wir Invarianzen der Radon-Transformation nutzen, um
ein effizientes Rekonstruktionsverfahren zu erhalten. Zum Abschluss dieses
Abschnitts werden wir auch ein Verfahren angeben, mit dem die Faltung als
regularisierte Eigenschaft berechnet werden kann.
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2.3.1 Anwendung der Inversionsformel

Aus der Formel (2.2) zur Inversion der Radon-Transformation ergibt sich
direkt ein Rekonstruktionsverfahren. Bezeichne f := (f)" := F~'f die inverse
Fourier-Transformation von f € L*(R"). Dann konnen wir fiir r € RT und
f € H®=D/2(Qn) die Inversionsformel (2.2) schreiben als

f = 50 R (R (23

Die Radon-Transformation von f entspricht in der Praxis den gemessenen
Projektionsdaten. In (2.3) wird die Fourier-Transformation der gemessenen
Daten mit | - ['=" multipliziert. Dies kénnen wir als Faltung interpretieren.
Anschliefend wird die adjungierte Radon-Transformation und damit gemé&f3
Bemerkung 2.4 eine Riickprojektion ausgefiihrt. Da man die Faltung auch
als Filterung bezeichnet, entspricht die Formel (2.3) einem Rekonstruktions-
verfahren vom Typ gefilterte Riickprojektion. Eine gefilterte Riickprojektion
geniigt in der Regel den Anforderungen aus der Praxis an die Geschwindigkeit
eines Rekonstruktionsverfahrens.

In [Nat86] zeigt NATTERER eine allgemeinere Form der Inversionsformel
(2.2) und gibt verschiedene Rekonstruktionsverfahren an, die sich aus den
verschiedenen Spezialféllen der Formel ergeben.

2.3.2 Die Approximative Inverse

Struktur und Eigenschaften der Approximativen Inversen der Radon-Trans-
formation wurden bereits eingehend untersucht, siehe z.B. Louts und ScHUS-
TER [LS96], DIETZ [Die99], RIEDER und SCHUSTER [RS00]. Wie beispiels-
weise DIETZ in [Die99] werden wir die Inversionsformel (2.2) verwenden, um
den Rekonstruktionskern der Radon-Transformation zu bestimmen.

Satz 2.18 (Rekonstruktionskern der Radon-Transformation). Fir r € Rt
und e € H™=D/2(Qn) gilt
1
krr(e) = 5(277)1’7717"736.

Beweis. Nach Satz 2.17 folgt fiir » € R* und e € H®~D/2(Qn)

.1

(RS

1
2m)' "I Re = 5(2%)1’”(737")*[1’"727"6 =e

und daher die Behauptung. ]
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Die Approximative Inverse der Radon-Transformation folgt unmittelbar
aus dem vorangegangenen Satz.

Satz 2.19 (Approximative Inverse der Radon-Transformation). Seien v/, r €
R, f € L2(Q), g:=R"f und e € L2 x Q) mit e(x,-) € H®HD/2(Qn)
fiir alle x € Q0. Dann gilt fir fast alle x € 27,

Srr(e)g(x) = %(2%)1_” /Sn1 /]_ [g(é, S)Z'""Rre(x,-)(0,s)dsdb .

Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 1.3 und Satz 2.18. [

Gehen zwei Abbildungen durch Anwendung geeigneter Operatoren aus-
einander hervor, dann sind die zugehorigen Rekonstruktionskerne miteinan-
der assoziiert, siche Satz 1.2. Wir werden als néchstes zeigen, dass aus jedem
linearen stetigen Operator zwischen Bildrdumen der Radon-Transformation
ein weiterer Operator derart konstruiert werden kann, dass die Vorausset-
zungen von Satz 1.2 erfiillt sind. Dies zeigt der nachfolgende Satz, fiir dessen
Formulierung wir eine Notation zur Darstellung eines Punktes in Polarkoor-
dinaten benotigen: Wir definieren R? := R™ \ {0}. Fiir z € R" sei

p(x) =[]

ax) = ”_iH relky
0 € S" ! beliebig xr=0

und

d.h. es gilt © = p(z)a(z).
Satz 2.20 (Konstruktion von Invarianzen). Seien 1,719,753 € R, U =
L), Uy = L2(Q), Vi := L*(] —ri,m), Vai= L2(] — 1o, 12]), . € Q1
0 €S und T}y € L(V1,Va). Fiir f € Uy sei T, definiert durch

(T21) = (ToayRu ) (p(4) -

Dann gilt
7. € L(U,, Us) (2.4)

sowne
Ry T = TooRy' - (2.5)
Zusatz Fulls fiir alle g € V3

gilt, dann folgt fir alle f € Uy
(T2£)(0) = £(0). (2.6)



24 2. RADON-TRANSFORMATION UND REKONSTRUKTION

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von Behauptung (2.4). Fiir f € Uy
und x € Q) gilt T, \RY,f € L*(V2). Daher ist 77 wohldefiniert. Zudem
gilt

/n IT2f@))2dt = /Q | FLFT2f (1) dt

n
2 2

= / / o" NFFT2f(00)]? do db
Ssn=1.J0
<ot [ [CIFETR o) o iy
n—1 0
< r;”/SI/ | FFT Ry f(o) do db

= TR Flungs db.

Da fiir # € S"~' die Operatoren T, und Ry' stetig sind, siche Satz 2.1,
ist auch die Hintereinanderausfithrung 7. yRy' stetig. Somit existiert eine
Konstante cp mit || 7.} yRg" fllr2(va) < coll fllz2wy)- Seien ¢ := mazgegn-1{cs}
sowie I' die I-Funktion. Da [, , df = 27"/2/T'(n/2) gilt, siehe [Nat86],
erhalten wir mit C' := 27"/2r}"'¢c/T'(n/2) < oo

|omrara <ot [ TR i

n
2

< e [l a0
Sn—1
= Cllfllrz@

und somit die Stetigkeit von T.2. Daher gilt 7.2 € L(Uy, Us).
Aus der Definition von 7.2 und Satz 2.8 folgt

(RYTZS) = (T2f)(-0) = (Tog Ry f)

und daher Behauptung (2.5).
Fiir den Beweis des Zusatzes sei § € S"~! beliebig. Dann folgt

(T2F)(0) = (T9RG £)(0) = (R f)(0) = £(0)

und somit Behauptung (2.6) des Zusatzes. O
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Wir werden nun wie z.B. Louls und SCHUSTER in [LS96] eine Transla-
tionsinvarianz nutzen, um zu einem geeigneten Rekonstruktionsverfahren zu
gelangen. Dazu gibt der nachfolgende Satz den wohlbekannten Zusammen-
hang zwischen der Radon-Transformation und der Translation wieder. Dabei
werden wir im Beweis auf Satz 2.20 zuriickgreifen, um durch Konstruktion
eines geeigneten Operators das gewiinschte Resultat zu erzielen.

Satz 2.21. Firr,r e Rt mit r <r, v :=r—7, 2 € Q" und 0 € S"! gilt
TI(Ry) = (R T,

Beweis. Da die Translation linear und stetig ist, konnen wir Satz 2.20 an-
wenden. Unter den Voraussetzungen des Satzes definieren wir 7. := T
und fir f € L*(Qy) den Operator 77 durch (T2f)" := (T, o Ry /) (p(+))-
Nach Satz 2.20 gilt ] ~

RyT. =T Rp- (2.7)

Aus Lemma 2.6 b) und Satz 2.8 folgt
(T21Y = (T R 1) () = €70 (R, £ (6()) = (T2

Bildet man auf beiden Seiten von (2.7) den adjungierten Operator, dann folgt
mit y := —z und Bemerkung 1.17 die Behauptung. ]

Geht in Satz 2.18 die zweiparametrige Funktion e durch Translation einer
einparametrigen Funktion hervor, dann besitzt der zugehorige Rekonstruk-
tionskern die nachfolgende Struktur.

Satz 2.22 (Rekonstruktionskern der Radon-Transformation bei Transla-
tionsinvarianz). Seien 7,7 € R* mit 7 < r, v’ :=r — 7, € € H"V/2(Qn),
x € Q" und e(z,-) :=T""é. Dann gilt fir fast alle (6,s) € S 'x ] — 1" 7'

e (e, ) (0, 5) = %(zml—”zl—"’fe’”‘ Ji((2,0) — 5).

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt nach Satz 2.21 die Glei-
chung 77" (Rj)" = (Ry)" T, sowie nach Satz 1.2 und Bemerkung 2.2 fiir
fast alle (0,s) € S"'x ] —1/ 7/

(el )(0,5) = Ty E)()
= %(QW)I_”II_”RSé(s — (z,0))

_ %(2@1"11"727’ o ((z,0) — 5).
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Verwendet man den Rekonstruktionskern aus Satz 2.22, dann kann die
Approximative Inverse wie im nachfolgendne Satz dargestellt werden.

Satz 2.23 (Approximative Inverse der Radon-Transformation bei Translati-
onsinvarianz). Seien 7,7 € R™ mit ¥ <r, v :=r—7, f € L*(Q"), g = R"f,
€ HmV2(Qm), v € Q7 und e(x,-) := T]"€. Dann gilt fiir fast alle x € QF,

Srr(e)g(z) = /S"1 C;L’;,g(ev )({x,0))db (2.8)

wobei hg == 1(2m) IR e
Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 1.3 und Satz 2.22 O

Bemerkung 2.24. In (2.8) werden zunichst die gegebenen Daten gefaltet
und anschliefend die adjungierte Radon-Transformation angewendet. Daher
entspricht Formel (2.8) analog zu (2.3) einem Rekonstruktionsverfahren vom
Typ gefilterte Riickprojektion.

2.3.3 Die Faltung als regularisierte Eigenschaft

In [Lou08] wendet Louis die Approximative Inverse fiir Eigenschaften an,
um direkt aus dem Bild der Radon-Transformation einer Funktion f eine
Kanteninformation von f zu bestimmen. Wir werden ebenfalls die Appro-
ximative Inverse fiir Eigenschaften der Radon-Transformation untersuchen
und hierbei die Faltung als Figenschaft wéhlen.

Der nachfolgende Zusammenhang zwischen der Radon-Transformation
und der Faltung ist wohlbekannt und ist beispielsweise in NATTERER [Nat86]
fiir schnellfallende Funktionen bewiesen. Wir werden den Beweis in unserem
Kontext mit Hilfe von Satz 2.20 fiihren.

Satz 2.25. Seien 7,r € RT mit 7 < r, ' :== r — 7, ¥ € L*(Q2) sowie
6 € S™L. Dann gilt
Ry Cy" =Crr Ry

Ritp
Beweis. Da die Faltung linear und stetig ist, konnen wir Satz 2.20 anwenden.
Unter den Voraussetzungen des Satzes definieren wir 7, := C\ ., und fiir
0

f € L*(Q") den Operator T2 durch (T2f)" := (7;1(_)R2(_)f)A(p(-)). Nach Satz
2.20 gilt Ry T = Cjy7. Rj. Nach Lemma 2.6 b) und Satz 2.8 folgt
0

(T2 = Cr RayfY (p()) = (Ri £ (Rayw) (p()) = (€7 )

und somit die Behauptung. ]
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Bestimmt man also aus der eindimensionalen Faltung den zugehorigen
Operator fiir die Konstruktion assoziierter Rekonstruktionskerne geméfl Satz
2.20, so erhélt man die n-dimensionale Faltung. Somit ergibt sich der Re-
konstruktionskern der Radon-Transformation fiir die n-dimensionale Faltung
aus dem Rekonstruktionskern der klassischen Approximativen Inversen durch
Anwendung der eindimensionalen Faltung. Dies zeigt der nachfolgende Satz.

Satz 2.26 (Rekonstruktionskern der Radon-Transformation fiir C;’T,). Seien
For eRY mit 7 <r, v =1 —7F, e € H*D/2(Qn) und 1 € L*(QF). Dann
gilt fiir fast alle (6,s) € S*™ x| —1" 7|

rr'\ ¥ 1 n nyporr’ N pr!
rre((C7) €)(6,5) = 5(2m) ' T (an) pels).
Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt nach Satz 2.25 die Glei-
chung R}, C” = C%: wR” Somit ergibt sich aus Korollar 1.10 fiir fast alle
(0,s) € S™ 1 X | =7, 7“[

*

rre((Cy") €)(0,s) = (Cry,) (R (€)(6-))(5)
und mit Hilfe von Satz 2.18 und Bemerkung 2.16 b) schliellich

* *

T 1 1—-nsl—n/orr’ r
(Cm/,) (ke (€)(0,-))(s) = 5 (2m) "L " (Crz ) Ryels) .
]

Die Approximative Inverse der Radon-Transformation fiir die Faltung
ergibt sich aus dem vorangegangenen Resultat.

Satz 2.27 (Approximative Inverse der Radon-Transformation fiir C;’Tl). Sei-

en Frr” € RY mit 7 < r, v i=r—7, f € L?(Q"), g == R'f, e €
( n,ox Q) mit e(z,r) € HOD/2(Qn) fir x € Q, ¢ € L*(Q2) und
= (27r)1 ™. Dann gzlt fir fast alle x € Q7

Srr (e, C” = c/ / g(0,s)I— ”(C;Jw) "Ry (e(x,-))(s) ds do .
Sn—1 r! r’[
Bewers. Ergibt sich unmittelbar aus Definition 1.8 und Satz 2.26. [

Konstruiert man die zweiparametrige Funktion e analog wie in Satz 2.22,
dann ergibt sich fiir den Rekonstruktionskern zur Bestimmung der Faltung
die folgende Struktur.
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Satz 2.28 (Rekonstruktionskern der Radon-Transformation bei Transla-
tionsinvarianz fiir C;’T/). Seien 7,7 € R mit 2r' < r, v’ :=r—7, " =1 —F,
¢ € Ho=V2(Qm), 2 € Q% und e(z,:) = T é. Dann gilt fir fast alle
(0,s) € S Ix]—1r 0
'\ 1 —-n -n N 7o~
rre((C)7) e, )0, 8) = 5(2m) "I (Crrr) REgE((w,6) — ) -
2 0¥

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes folgt aus den Sédtzen 2.26
und 2.21 sowie den Bemerkungen 2.7, 2.2 a) und 2.16 fur fast alle (0, s) €
Sl ] — o |

1k

wre((C)7) e, ) (0,5) = (Cry,

= (C3h,) Tiyrry(@)(s)
= T (Cril) ey (E)(s)

*

= (o) he, ()((2,0) = 5)
= LR TN R (. 6) — 5).

O

Das Rekonstruktionsverfahren zur direkten Bestimmung der Faltung aus
den gegebenen Daten folgt direkt aus dem vorangegangenen Satz.

Satz 2.29 (Approximative Inverse der Radon-Transformation bei Translati-
onsinvarianz fiir C;’r,). Seien 7,7 € Rt mit 2r' <r, v :==r — 7, " =1 —F,
fer?)(QY), g:="RY[f, éc H"D2Q), v € Q, e(x,-) := T)"é und
Y € L*(Q2). Dann gilt fiir fast alle z € Q7

Swr(eCgla) = [ € 90, ((w,6)) db.

Sn—1

; —ngl—n (o2 F * T

wobei hg == 1(2m) " T" (CRZw) R yé.
Bewers. Folgt unmittelbar aus Definition 1.8 und Satz 2.28. [

Bemerkung 2.30. a) Das Verfahren zur Rekonstruktion der Faltung der
gesuchten Losung in Korollar 2.29 ist wieder eine gefilterte Riickprojektion.
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b) Mit den Bezeichnungen aus Korollar 2.29 gilt fiir die Darstellung von
hg im Fourier-Raum

7 1 -n -n N s\~
b = Sem @ CE) R )

1 1—n| |n—1/,72r 15F ~\~

= SO PO R )
1 -n n— T T\ TS\~

= SOOI PR ) (RE0)

= SO PN 0 - 6).

Da fiir alle f € L*(R") die Gleichung f = ]?(—) gilt, ergibt sich fiir die
Funktion hgy, mit der die gegebenen Daten vor der Riickprojektion gefiltert
werden, im Fourier-Raum

A

he = (en)' " [ (0)EH)

= SO 6~ - 6).

Sind ¢ und € gerade und € zudem reellwertig, dann folgt

A~

o = 520" [
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Kapitel 3

Rontgen-Transformation und
Rekonstruktion

Die Rontgen-Transformation stellt das mathematische Modell der 2D CT bei
Féacherstrahlgeometrie sowie der 3D CT bei Kegelstrahlgeometrie dar. Da bei
der Inversion der Rontgen-Transformation die erweiterte Radon-Transforma-
tion eine wichtige Rolle spielen wird, werden wir diese im ersten Abschnitt
einfithren. Im zweiten Abschnitt werden wir die Rontgen-Transformation de-
finieren und ihren Zusammenhang mit der erweiterten Radon-Transformation
darstellen. Die Inversion der Rontgen-Transformation werden wir im dritten
Abschnitt untersuchen. Im vierten Abschnitt werden wir Rekonstruktions-
verfahren fiir die Rontgen-Transformation entwickeln, wobei wir mit Ver-
fahren beginnen werden, die sich direkt aus der Inversionsformel herleiten
lassen. Anschliefend werden wir Rekonstruktionsverfahren angeben, die sich
aus der Approximativen Inversen und deren Erweiterung fiir die Faltung als
regularisierte Eigenschaft ergeben.

3.1 Die erweiterte Radon-Transformation

In diesem Abschnitt werden wird die erweiterte Radon-Transformation ana-
log zu NATTERER in [Nat86] einfiihren und einige ihrer Eigenschaften wie-
dergeben bzw. herleiten.

Definition 3.1 (Erweiterte Radon-Transformation). Seien r € RT und f €
L*(Q2™). Den durch

Rf(y,t) == R, f(t) = o f(@)o((x,y) —t)dz, (y,t) € RY xR,

r

31
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definierten Operator R" bezeichnen wir als erweiterte Radon- Transformation
(hinsichtlich r ).

Bemerkung 3.2. a) Offensichtlich gilt fiir r € R*, f € L*(Q") und § € S"~!
of =Ryf-

b) Analog zur klassischen Radon-Transformation wirken Operatoren, die

fiir einparametrige Funktionen definiert sind und auf das zweiparametrige

Bild der erweiterten Radon-Transformation angewendet werden, stets auf
den zweiten Parameter.

NATTERER zeigt in [Nat86] die Homogenitdt der erweiterten Radon-
Transformation vom Grad —1. Dieses Resultat geben wir im nachfolgenden

Lemma wieder.

Lemma 3.3 (Homogenitdt der erweiterten Radon-Transformation). Seien
reRT, feL*)(Q"), peRT und 0 € S*~1. Dann gilt

Ripf(p) = p ' Ryf .

Beweis. (NATTERER [Nat86]) Aus der Homogenitdt der Delta-Distribution
vom Grad —1 folgt fiir t € R

Rpof(pt) = " (2)6((x, pd) — pt) da
=™ | @, 0) ~ 1) dr
IR
und somit die Behauptung. O

Als nachstes werden wir den Bildraum der erweiterten Radon-Transfor-
mation bei festem ersten Parameter angeben.

Lemma 3.4. Firr € R", f € L*(Q") und y € R? gilt

RIf € LA(R).
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Beweis. Aus Lemma 3.3 und Satz 2.1 folgt mit 6 := y/||y|| € S™~! und der
Substitution u = ||y|| ¢

=, 3.3 _ ~. _
/ REFOPdE 2 [y / Ryl )2 de
R R
— [ RistwP
R
- / Ry f () du
2.1
= Ry fllzz=rpp) < 00

und daher die Behauptung. [

Da nach Lemma 3.4 die Fourier-Transformation der erweiterten Radon-
Transformation wohldefiniert ist, konnen wir im Fourier-Raum den nachfol-
genden Zusammenhang zwischen der klassischen und der erweiterten Radon-
Transformation herstellen.

Lemma 3.5. Firr € R*, f € L*(Q"), pe R" und 6 € S*! gilt

(Riof) = (Ryf) (p).

Beweis. Mit Lemma 3.3 und der Substitution u = p~'s gilt fiir fast alle
ceR

(RryfY(0) = (2m) 2 / RE,f(s)e™2 ds

2 [0 Ry (s e ds
= [ R ) e pdu
= (2%)_1/2 Rﬁgf(u) e P dy
= (271')71/2 ' Ry f(u) e ™ du
— (Ryf)(po)
und somit die Behauptung. O

Mit Hilfe des Projektionssatzes fiir die klassische Radon-Transformation
kénnen wir nun einen analogen Projektionssatz fiir die erweiterte Radon-
Transformation formulieren.
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Satz 3.6 (Projektionssatz fiir die erweiterte Radon-Transformation). Fir
reRT, fe L*(Q) und y € R? gilt

(Ryf) = (2m) " D2f(y).

Beweis. Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt mit Lemma 3.5, Satz 2.8
und 6 == y/[|y|| € S~

(Ryf) 2 (Ref) (lyll) = @m) "2 F(Clyllo) = (@2m) "2 f(-y).

O
Da wir auch bei der Herleitung einer Inversionsformel auf Ergebnisse
der klassischen Radon-Transformation zuriickgreifen wollen, werden wir als

néchstes zeigen, dass die Anwendung des Riesz-Potentials auf die erweiterte
Radon-Transformation wohldefiniert ist.

Lemma 3.7. Seien o, € R mit « > — (n—1)/2 > 0. Zudem seien
reRY, fe H*(Q!) und y € R?. Dann gilt

IR f € L*(R).

Beweis. Aus den Voraussetzungen des Lemmas folgt mittels Korollar 2.14
| - |5R’”f € L*(R). Nach Lemma 3.5 gilt mit p := ||y|| und der Substitution
u=plo

e [l Rif @) e = 7 / loul R () p
3.5
= / [P (R ) () du
Daher gilt (I*Bﬁ;fy € L*(R) und somit auch Ifﬁﬁ;f e L*(R). O

Analog zur klassischen Radon-Transformation ergibt auch die erweiterte
Radon-Transformation eine in beiden Variablen gerade Funktion, siehe Be-
merkung 2.2 a). Wendet man das Riesz-Potential auf die erweiterte Radon-
Transformation an, so bleibt diese Eigenschaft erhalten.

Lemma 3.8. Seien o, € R mit « > f— (n—1)/2 > 0. Zudem seien
reRY, fe H*(QF) und y € R". Dann gilt fir fast alle s € R

TR, f(—s) =T Ry f(s).
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Beweis. Fiir y € R™ und fast alle s € R gilt
—Br _ —-1/2 BT A\~ its _ —1/2 B its
T PRye(s) = (2m) / /R]t\ (Rye) (t)e™ dt = (2m) / /R]t\ é(ty)e™™ dt
= (2m)"1/2 /]R tPe((—t)y)e' =Y dt = I_BRffy)e(—s)

und daher die Behauptung. ]

Fiihrt man die erweiterte Radon-Transformation und das Riesz-Potential
hintereinander aus, so ergibt sich wieder eine homogene Funktion, wobei der
Grad der Homogenitét vom Exponenten des Riesz-Potentials abhéngt. Dies
zeigt das nachfolgende Lemma.

Lemma 3.9. Seien a,f € R mit « > f— (n—1)/2 > 0. Zudem seien
re R, fe HYOQM), pe RT und 0 € S*~1. Dann gilt

TRy f(pr) = p~ PIIPRGf .
Beweis. Mit Lemma 3.5 und der Substitution u = po folgt fiir fast alle s € R
TR f(ps) = FIFTPRf())(ps)
= F U P(Ryef))(ps)
@n) 2 [ Jol Ry (o)™ dor
R
@n) 2 [ Jol Ry (po)eer do
R
_ —-1/2 W\g e ey~ i(u,s)l
= (2n) =P (Ro.f) (w)e™” = du
R P P
1 — 57 o\~ i(u,s
= e [ Ry () du
1

= Sl "Ry (s)

w
ot

und daher die Behauptung. [

Als letztes Resultat dieses Abschnitts werden wir eine Inversionsformel
fiir die erweiterte Radon-Transformation angeben.

Satz 3.10 (Inversion der erweiterten Radon-Transformation). Seien r € R,
fe Hm=D2(Qm), w e S beliebig und g € L'(R™) rotationssymmetrisch
mit (-)"'g(-w) € L'(R) und ¢y := [;~ p~'g(pw) dp # 0. Dann gilt

f= 5@ [ DR dy.

2¢,
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Beweis. Die Voraussetzungen an g wurden gerade so gewihlt, dass ¢, wohl-
definiert ist. Fiir w € S"! beliebig folgt aus Satz 2.17, Lemma 3.9 und der
Substitution y = pf

of 2 sen [Tt de [ TR0 db
3n [Tt [ TR 0) a0y
;<27r> [t [ TR0 a0
= e [Tt [ DR oot 0y
- 2(2@ o [ TR o) dy.

w
©

]

Fortan werden wir den Raum der schnellfallenden Funktionen auf einer
geeigneten Menge M mit S(M) bezeichnen.

Bemerkung 3.11. Die erweiterte Radon-Transformation ist auch fir f €
S(R™) wohldefiniert, siche NATTERER [Nat86]. In diesem Fall wihlen wir die
Bezeichnung R anstatt R”. Insbesondere gelten auch die analogen Ergebnisse
zu Lemma 3.8 und Lemma 3.9, d.h. fiir f € S(R"), B € R{, y € R” und
s € R gilt B B

TR f(=s) = TPR, f(s)

sowie fiir p € RT und 6 € S"!

IR0 f(ps) = p~ IR, f(s).

3.2 Die Rontgen-Transformation

In diesem Abschnitt werden wir die Rontgen-Transformation einfithren und
ihren Zusammenhang mit der erweiterten Radon-Transformation darstellen.

Satz und Definition 3.12 (Rontgen-Transformation). Fiir f € L'(R"),
a€R" 0SS! und k € Ny mit & < n seien

D* f(a,0) = DA (0) := / 0k flat pf)dp.
Df(a,0) = Duf(6) == DUS(6)
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Der Operator D heifit Rintgen- Transformation. Den Operator DF bezeich-
nen wir als verallgemeinerte Rontgen- Transformation (hinsichtlich k). Zudem
definieren wir die abkiirzenden Schreibweisen

G* f(a,0) := Gy f(0) := Dy f(0) + Dy f(—0),
Gf(a,0) :=Gaf(0) := Daf(0) + Daf(=0) .

Im nachfolgenden Lemma werden wir Rd&ume angeben, in denen die Bilder
der klassischen und der verallgemeinerten Rontgen-Transformation liegen.

Lemma 3.13. Seien f € LY(R™) und a € R™. Dann gilt

Df(a,-) € L®(S") (3.1)
sowie fiir k € Ng mit k <n

DFf(a,-) € L*(S™). (3.2)

Beweis. Die Behauptung (3.1) folgt direkt aus der Definition der Rontgen-
Transformation.

Aus f € LYR") und a € R" folgt f(a +-) € L'(R"). Fiir k € Ny mit
kE<ngilt —(n—1) < k—n+1<0. Mit der Substitution y = pf folgt daher

[ oks@nas= [ 1 [ o s o) dolas
Sn—l Sn—l 0
§/ /p’“!f(aer@)ldpd@
sn=1Jo
= [ Il e )l dy < o0
R”l

und somit Behauptung (3.2). O

Der Zusammenhang zwischen der Rontgen- und der Radon-Transforma-
tion wurde bereits eingehend untersucht, sieche HAMAKER, SMITH, SOL-
MON und WAGNER [HSSW80], SMITH [Smi85], GEL’FAND und GONCHAROV
[GG87], GRANGEAT [Gra91] und PALAMODOV [Pal91].

HAMAKER, SMITH, SOLMON und WAGNER zeigen in [HSSW80] u.a. das
nachfolgende Ergebnis, wobei wir hier die Formulierung von NATTERER und
WUBBELING aus [NWO01]| wihlen: Seien die Funktionen f und h geeignet
gewihlt sowie h homogen vom Grad 1—n. Dann gilt fiir a € R* und w € S™ !

D.f(0)h({w,0))do = /Rwa(s)h(s —(a,w))ds. (3.3)

Sn—1
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NATTERER und WUBBELING zeigen in [NWO01], dass sich bei geeigneter Wahl
der Funktion h in (3.3) die Resultate von SMITH [Smi85], GEL’FAND und
GONCHAROV [GG87| sowie GRANGEAT [Gra9l] ergeben.

Anstatt einen Zusammenhang zwischen der Rontgen- und der Radon-
Transformation zu nutzen, werden wir einen Zusammenhang zwischen der
Rontgen- und der erweiterten Radon-Transformation herleiten. Dazu werden
wir jedoch nicht Gleichung (3.3) verwenden, sondern auf das nachfolgende
Resultat zuriickgreifen, welches ebenfalls aus der Arbeit [HSSW80] von HA-
MAKER, SMITH, SOLMON und WAGNER stammt. Wir geben hier auch den
Beweis aus [HSSW80] wieder.

Satz 3.14. Seien f € LY (R"), h € L®(S™), k € Ny mit k < n, h =
|- II1¥F=h(-/||-||) die homogene Erweiterung von h auf R* vom Grad k+1—n
und a € R™. Dann gilt

DFFOVRB)do = | flz)h(z —a)dz. (3.4)

Sn—1 Rn

Beweis. Wegen D¥f € L1(S"1), siehe Lemma 3.13, und h € L>®°(S"1) ist
die linke Seite von (3.4) wohldefiniert. Zudem folgt aus der Homogenitit
von h vom Grad k 4+ 1 —n und den Substitutionen v = pf und = = a + u
(HAMAKER et al [HSSW80])

DEF(O)R(0) db = /S /OOO p"f(a+ pf) dph(6) db
:/S /Ooopkf(a+p6’)h(9)dpd9
- / / " fla+ p0)ph(p0) dp o

= fla+u)h(u) du

Rn

Sn—1

= - f(@)h(z — a) dx

und damit die Behauptung. O

Bemerkung 3.15. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.14 folgt aus (3.4)
unmittelbar )
(D) 'h = h(-—a).

Bevor wir mit Hilfe von Satz 3.14 das Hauptresultat dieses Abschnitts
zeigen, bendtigen wir noch die nachfolgenden Hilfsresultate.
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Lemma 3.16. Seienr € RT, a, € RT mit « > S+ n/2 und f € H*(QF).
Dann gilt X

()°f € L'(R).
Beweis. WERNER [Wer05] O

Korollar 3.17. Seienr € RT, o, 8 € RT mit « > f+1/2, f € H*(Q") und
0 € S" L. Dann gilt -
()'Ryf € L(R).

Beweis. Folgt mit Korollar 2.14 unmittelbar aus Lemma 3.16. [

Lemma 3.18. Seienr € RY, o, € RT mit a > B+ 1/2 und f € H*(Q).
Dann gilt fir alle v € R”

TR f((x, ) € L¥(S™).

Beweis. Fiir § € S"! gilt nach Korollar 3.17 (-)ﬁ7€§\f € L'(R). Daraus folgt
fiir alle € R" und fast alle § € S™!

5 Ry (00| = [(2m) 2 [ PR (B dt
R
< (27r)‘1/2/ R F ()] dt < oo
R

und daher die Behauptung. [

Bemerkung 3.19. Sei f € S(R"), 8 € R} und R die Radon-Transformation
als Abbildung von S(R™) nach S(S"! x R), siche NATTERER [Nat86]. Dann
gilt analog zu Lemma 3.18

TR f({x, ) € L2(S"7).
Bemerkung 3.20. Gemifl Bemerkung 1.4 ¢) gilt fiir r € RT

LA(Q") ¢ LY Q™) ¢ LY(R™).
Somit ist die Rontgen-Transformation auch fiir Funktionen aus L?(€2") wohl-
definiert.

Der nachfolgende Zusammenhang zwischen der Rontgen- und der erwei-
terten Radon-Transformation stellt das Hauptresultat dieses Abschnitts dar.

Satz 3.21. Seien r € RT, o € Rt mit a > max{0; (n — 3)/2}, f € H*(Q"),
B eRY mit B>n—3/2, p € H*(Q") und a € R™. Dann gilt

D, f()T* "Ry(0) db = / TR f (0, y))oly) dy

gn—1 on
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Beweis. Nach Lemma 3.18 gilt h := Z* "R p(0) € L>*(S""") und nach

Lemma 3.9 ist h = IQ_”ﬁ?)go(O) die homogene Erweiterung von h auf R”
vom Grad 1 — n. Somit folgt aus Satz 3.14

Duf(0)I* " Ryp(0)do = | f(2)T*"R._,0(0) dx .
Sn—1 94

Nach Lemma 3.7 ist IQ_"ﬁ; f wohldefiniert und mit ¢ := (27)~/2 gilt

[ ST R p0)de = / f(x) / 0" (R o) (o) do de

/ ) [1o [ R ptsle ™ dsdo i

B / /“”“//n —(a—a,y))dye " dsdo d
/ /'”'n 2// ((z,y) — (a,9))) dy e~ ds do da
/ /""" // ) + s — (a,y)) dy e ds do d

=c / o™~ 2//n 2)6((a,y) + s — (v,y)) dv dy e " ds do
= [1ar=2 [ [ so(y)R;f«a,m +s)dye " dsdo
= [ 1ol [ Rystan) + s)e dsdo (y) dy

:c/Qn/R\a]”Q(ﬁ;f)A< e dor p(y) dy
_ / TRy f((a,y))e(y) dy

und daher die Behauptung. O]

Als néchstes werden wir zeigen, dass sich die Formel von GRANGEAT
[Gra91] mittels Satz 3.21 darstellen ldsst. Dazu bezeichnen wir fiir & € N die

k-te eindimensionale schwache Ableitung mit Dﬁk).

Korollar 3.22. Seien r € RT, a € RT mit a > max{0;(n — 3)/2}, f €
HY(QM), B € R mit B >n—3/2, p € H*(Q") und a € R". Dann gilt

| DUTIRSCay))el)dy = | DufO)DY T Rip(0) do.
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Beweis. Fiir k € N, r € R* und f € H*(] —r,r]) gilt (DFf) = ik ( )k},
siche WERNER [Wer05]. Damit folgt der Beweis analog zum Beweis von Satz
3.21. O

Korollar 3.23. Seien r € R, a € RT mit a > max{0;(n — 3)/2}, [ €
HQ™), ke Nmitk>n—3/2, p € C*(Q") und a € R*. Dann gilt

DY PR f((a,y))ely) dy

p
= [0 [ Do e et dy. 65)
Beweis. Gemdfl NATTERER [Nat86] schreiben wir zunéchst
DI Rye0) = [ o6 (0.6 d.

Da die Delta-Distribution gerade ist, gilt fiir die (n — 2)-te Ableitung der
Delta-Distribution 62 (—-) = (—=1)""26("=2 und somit

DI Rp(0) = (<" [ ol0)" P ((9.6)) dy.

T

Mit Korollar 3.22 folgt schlief8lich
DRy f (@ 1) (y) dy
op

= | Duf(0)DI" P Riyp(0) db
Snfl

— [ D)1 / ()62 ({y, 6)) dy db

gn—1 Qn
= [ [ e 0 o) do.

O
Bemerkung 3.24. Sei in der Situation von Korollar 3.23 r» > 1. Da fiir alle
¢ € C*(Qn) die Gleichung (3.5) gilt, folgt fiir fast alle y € Q"

DI IR S (o) = (1" [ Daf 000" 4y, 6)) 0.
Da fiir w € 5" ! die Gleichung R, f = R, f gilt, folgt fiir fast alle w € S™~!

DIIRLf(a,w)) = (<12 [ Duf (0)5 2 ((w,0)) b
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und insbesondere fiir n = 3

DI'RLS (@) = = | Duf(0)9'((,0))do.

Dies ist die Formel von GRANGEAT [Gra9l].

Zum Abschluss werden wir den Zusammenhang zwischen Satz 3.21 und
der Formel von SMITH [Smi85] untersuchen. Dazu benotigen wir zunéchst
den folgenden Satz.

Satz 3.25. Seien r € R, f € RY mit 8 > n—3/2, ¢ € H(Q}), h €
L>(S™ 1) und h:= || - [|7*h(-/]| - ||) die homogene Erweiterung von h auf R
vom Grad —1. Dann gilt

| pOT Rip0)d = x| (i) +h-p)et)dy. (36)

n

Beweis. Nach Lemma 3.18 gilt IQ*”T\’,?(".)@(O) € L>(S™1). Somit ist die linke
Seite von Gleichung (3.6) wohldefiniert. Zudem folgt mit Hilfe von Satz 2.8

(2m)~ (=272 /S 1h(9)12_"72§gp(0) db

= (2m) (" 1/2/Sn 1 /|t|” *Riyp(t) dt do
2.8 /Sn1 h(@)/o 1] 2(t6) dtd9+/ o) /_OO [t["~*(t0) dt df
_ /Snlh(e)/oootn 2 (t&)dtd9+/snlh(9)/ooot” 25(—t6) dt df .

Da h homogen vom Grad —1 ist, folgt mit der Substitution y = t6

/ h(e)/ t"2p(t0) dtde_/ / t"2h(0)p(t0) dt df
Snfl 0 Sn— 1
/ / " h(t0)p(t0) dt do
Sn— 1

— [ hw) dy

und daher auch

/ h(@)/ t"2p(—0) dtd@—/ dy
gn—1 0 R"

pnz

y .

n

=
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Somit gilt

n

— [ )+ =)0 dy

n 0 [ TR0 o = [ Rwetdy+ [ hne) dy

und daher die Behauptung. ]

Analog zur Radon-Transformation werden wir auch die Rontgen-Trans-
formation in derjenigen Variablen, welche die Integrationsrichtung parame-
triert, von S~ ! nach R” erweitern.

Definition 3.26 (Erweiterte Rontgen-Transformation). Fir r € Rt f €
L*(Q"), a € R" und y € R” sei

'ZSf(a,y): /f a+ty)d
0

Der Operator D heiBt erweiterte Rontgen- Transformation. Zudem definieren
wir die abkiirzende Schreibweise

Gf(a,y) = Guf(y) := Duf(y) + Duf(~y).

Die erweiterte Rontgen-Transformation ist homogen vom Grad —1, siehe
NATTERER und WUBBELING [NWO1].

Lemma 3.27 (Homogenitét der erweiterten Rontgen-Transformation). Sei
reR*, feLl*(Q"),aeR, peRY und § € S" 1. Dann gilt

Daf(pb) = p ' Daf(0).

Beweis. (NATTERER und WUBBELING [NWO01]) Mit der Substitution u = tp
folgt

Buf(p0) = [ fla tod)as

=p / fla+ub)d

=p 'D.f(0).
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Da die erweiterte Rongen-Transformation homogen vom Grad —1 ist,
kénnen wir das nachfolgende Korollar zu Satz 3.25 angeben.

Korollar 3.28. Seien r € R, f € L*(Q"), f € R mit § > n — 3/2,
p € H(Q") und a € R™. Dann gilt

[ DO Ry 0) a8 = 27 | Gof)ew)dy.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 3.25 und Lemma 3.27. O]

Aus Satz 3.21 und Korollar 3.28 ergibt sich der nachfolgende Zusammen-
hang zwischen der erweiterten Radon- und der erweiterten Rontgen-Trans-
formation.

Satz 3.29. Seien r € RT, a € R mit a > max{0; (n — 3)/2}, f € H¥(Q"),
BeRT mit 3>n—3/2, p € H*(Q") und a € R™. Dann gilt

| 2R dy = @0 [ Gufo)ot) dy.
P R"
Beweis. Aus Satz 3.21 und Korollar 3.28 folgt

| 7 Rtamewy 2 [ DO Rip0) s

Sn—1

= enE | Gufw)ely) dy

]

Um aus dem vorangegangenen Satz letztlich ein Resultat fiir Distribu-
tionen zu erhalten, verwenden wir im nachfolgenden Korollar anstatt eines
Sobolev-Raums den Raum der schnellfallenden Funktionen .

Korollar 3.30. Seien r € RT, a € RT mit a > max{0;(n — 3)/2}, f €
H*(Q"), ¢ € S(R™) und a € R". Dann gilt

/nl“ﬁ;f(m,w) (y) dy = (2m)" =272 Q Fy)oly) dy (3.7)

Beweis. Sei R die Radon-Transformation als Abbildung von S(R™) nach
S(S™ ! x R), siche NATTERER [Nat86]. Wihlen wir in der Situation von
Satz 3.21 bzw. Korollar 3.28 ¢ € S(R™) anstatt ¢ € H*(Q2"), dann sind
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die entsprechenden Integrale weiterhin wohldefiniert. Wir erhalten analog zu
Satz 3.21

| R Geedy = [ DT Rog(0)do
und analog zu Korollar 3.28
DS O Rap(0)d8 = (2m)" 22 | Guf()p(y) dy
und somit die Behauptung. ]

Bemerkung 3.31. Fiir r € R™, f € L*(Q") und a,y € R" definiert SMITH
in [Smi85] die erweiterte Rontgen-Transformation DS™ durch

Dsmithf(a, y) = /f(a + ty) dt = ZSaf(y) + 15af(_y) = gaf(y) :

Wir kénnen nun die linke Seite von (3.7) als temperierte Distribution und die
rechte Seite von (3.7) als Fourier-Transformation von G.f im distributiven
Sinn betrachten, jeweils ausgewertet mittels der Testfunktion ¢ € S(R").
Somit gilt im distributiven Sinn

"R f({a,) = FGaf (3.8)

Im Fall n = 3 koénnen wir (3.8) mit der Formel von SMITH [Smi85] identifi-
zleren.

3.3 Die Inversion der Rontgen-Transforma-
tion

In diesem Abschnitt werden wir die Inversion der Réntgen-Transformation
untersuchen. Dazu fithren wir zunéchst die Rontgen-Transformation als Ab-
bildung hinsichtlich eines geeigneten Weges ein.

Fortan sei A C R stets ein abgeschlossenes Intervall. Die zu einem Weg
¢ : A — R" gehorige Kurve bezeichnen wir mit

Fy:={o(N\) A€ A} CR".

Die Menge aller Wege in R", deren Bilder aulerhalb der offenen n-dimensio-
nalen Kugel mit Radius » € R* liegen, bezeichnen wir mit

" (A) = {¢: A — R"|Ty C R"\ Q"}.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir stets Wege verwenden, welche
die folgende Zulassigkeitsbedingung erfiillen.
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Definition 3.32 (Zuléssigkeitsbedingung fiir Wege). Sei r € R™. Der Weg
¢ € P™"(A) heit zuldssig, falls

/ lp(A\) —7||" "t d\ < .
A

In der nachfolgenden Definition stellt die Voraussetzung eines zuléssigen
Weges die Stetigkeit der Rontgen-Transformation sicher.

Satz 3.33 (Stetigkeit der Rontgen-Transformation). Seien r € RT und ¢ €
d™"(A) ein zulédssiger Weg. Die Rontgen-Transformation Dy als Abbildung

Dy : L2(QF) — L*(Ty x S™71),
definiert fiir A € A und 6 € S™ ! durch

Dd’f(Qb(/\)v 0) = D¢()\)f(0) )

ist wohldefiniert, linear und stetig.
Beweis. HAMAKER et al [HSSW80] und SCHUSTER [Sch07]. O

Bevor wir wohlbekannte Ergebnisse zur Inversion der Ronten-Transfor-
mation wiedergeben, fithren wir zunéchst zwei Begriffe ein, die uns auch den
Rest des Abschnitts begleiten werden.

Definition 3.34 (Tuy-Weg). Fiir r € R sei ¢ € ®™"(A) beschrinkt, stetig
und fast iiberall differenzierbar. Existiert zudem fiir alle (z,60) € Q" x S"~!
ein A € A, so dass

(2,0) = (d(N),0) (3.9)
und

(¢'(A),0) #0 (3.10)
gilt, dann bezeichnen wir ¢ als Tuy- Weg.

Bemerkung 3.35. Da fiir r € Rt ein Tuy-Weg ¢ € ®™"(A) beschrankt ist,
ist jeder Tuy-Weg auch immer zul&ssig.

Definition 3.36 (Crofton-Symbol). Seien rr € R*, ¢ € ®™"(A) ein Tuy-Weg,
6 € S" ! und s € R. Dann bezeichnen wir

no(0,9) = #{1 € A < (p(0),0) = 5}
als Crofton-Symbol (hinsichtlich ¢ ).
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Bemerkung 3.37. In Definition 3.34 bedeutet die Bedingung (3.9) anschau-
lich, dass jede Hyperebene im R", die ein x € 2] enthilt, die Kurve I'y in
mindestens einem Punkt schneiden muss. Die Anzahl der Schnittpunkte wird

dabei gerade durch das Crofton-Symbol charakterisiert, wenn man in Defini-
tion 3.36 s = (x,#) wihlt.

Fiir n = 2 kann im Fall einer kreisformigen Kurve die Réntgen-Trans-
formation in die Radon-Transformation iiberfiihrt werden, siehe z.B. KAK
und SLANEY [KS98]. Daher werden in der Regel Verfahren zur Inversion der
Radon-Transformation angewendet, anstatt die Rontgen-Transformation im
2D-Fall zu invertieren.

Da es sich bei der Rontgen-Transformation um ein Linienintegral han-
delt, die Radon-Transformation jedoch iiber Hyperebenen integriert, kann
das Vorgehen aus dem 2D-Fall nicht auf den Fall n > 3 iibertragen wer-
den. Da insbesondere der 3D-Fall in der Praxis relevant ist, wurde bisher die
Inversion der Rontgen-Transformation vorwiegend fiir n = 3 untersucht.

Ausgehend von der inversen Fourier-Transformation zeigt TUY in [Tuy83]
eine Formel zur Inversion der 3D-Rontgen-Transformation. Diese fithrt zwar
zu keinem Algorithmus, aber TUY zeigt damit, dass eine stabile Inversi-
on moglich ist, falls die zugehorige Kurve die nach ihm benannten Tuy-
Bedingungen erfiillt, siehe Definition 3.34.

Formeln zur Inversion der 3D-Réntgen-Transformation bei Vorliegen einer
Tuy-Kurve sowie daraus ableitbare Rekonstruktionsverfahren wurden bereits
eingehend untersucht, siehe z.B. SMITH [Smi85], GRANGEAT [Gra9l], DEFRI-
SE und CLACK [DC94] und Kupo und SArro [KS94]. Die Inversionsformeln
basieren auf einem Zusammenhang zwischen der 3D-Radon-Transformation
und der 3D-Rontgen-Transformation. Dabei tritt auch das Crofton-Symbol
auf, siehe Definition 3.36, welches in der Regel eine unstetige Funktion dar-
stellt und dessen verallgemeinerte Ableitung bestimmt werden muss. Dies
fithrt oftmals zu numerischen Sonderbehandlungen.

KAaTsevICH gibt in [Kat03] eine weitere Formel zur Inversion der 3D-
Rontgen-Transformation fiir beliebige Tuy-Kurven an und formuliert dazu
einen Rekonstruktionsalgorithmus. Beginnend mit der Formel zur Inversion
der 3D-Radon-Transformation, siehe Satz 2.17, verwendet KATSEVICH letzt-
lich die Formel von GRANGEAT [Gra91], siche Bemerkung 3.24, um einen Zu-
sammenhang zwischen der 3D-Radon- und der 3D-Réntgen-Transformation
herzustellen. KATSEVICH nutzt eine geeignete Gewichtsfunktion, um die Ab-
leitung des Crofton-Symbols zu vermeiden, und erhélt dadurch ein stabiles
Rekonstruktionsverfahren. Die Bestimmung der Gewichtsfunktion ist dabei
numerisch sehr aufwendig.

Eine weitere Inversionsformel fiir die 3D-Rontgen-Transformation im Fall
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beliebiger Tuy-Kurven zeigt Louls in [Lou06]. Der Ansatz von LOUIS ist
dhnlich zum Ansatz von DEFRISE und CLACK in [DC94], jedoch fithrt Louis
neue Operatoren ein, um eine geeignete Struktur der Inversionsformel zu
erhalten. Da die Inversionsformel von LOUIS auf der adjungierten Réntgen-
Transformation basiert, bietet sich die Approximative Inverse an, um stabile
Rekonstruktionsverfahren zu entwickeln.

In dieser Arbeit werden wir eine Formel zur Inversion der Rontgen-Trans-
formation angeben, die fiir beliebige Tuy-Kurven und fiir beliebige Dimen-
sionen n > 2 gilt. Unser Ausgangspunkt wird die Formel zur Inversion der
erweiterten Radon-Transformation aus Satz 3.10 sein. Anstatt der Formel von
GRANGEAT [Gra91]| werden wir den Zusammenhang zwischen der Rontgen-
Transformation und der erweiterten Radon-Transformation aus Satz 3.21
verwenden. Das Crofton-Symbol muss bei diesem Ansatz nicht abgeleitet
werden.

Wir beginnen mit einer Bemerkung zur Erweiterung der Tuy-Bedingungen
und des Crofton-Symbols von S™ ! nach R” bzw. R" in den entsprechenden
Variablen.

Bemerkung 3.38. a) Seien r € Rt ¢ € &™"(A) ein Tuy-Weg und (z,0) €
Q" x S"~1. Sind die Bedingungen (3.9) und (3.10) fiir ein A € A erfiillt, dann
gilt fiir alle p € R\ {0} offensichtlich auch

(z, pd) = (H(A), pb)
und
(@' (N), pt) # 0.

b) Seien r € R*, ¢ € ®"(A) ein Tuy-Weg, 6 € S"~! und s € R. Aus der
Definition des Crofton-Symbols folgt fiir p € R direkt

ne(pd, ps) = ng(0,s) .

Mit Hilfe des Crofton-Symbols werden wir nun eine Funktion einfiihren,
die eine wichtige Rolle bei der Inversion der Rontgen-Transformation spielen
wird. Seien dazu r € Rt ¢ € ®™"(A) ein Tuy-Weg, A € A und y € Q. Wir
definieren

tonr(y) = K&'(A), 1) Ing(y, (D(N), ) " - (3.11)

Bemerkung 3.39. Offentsichtlich ist die Funktion ¢4, , in (3.11) gerade und
homogen vom Grad 1, denn mit Bemerkung 3.38 b) folgt fiir y €

toar(=y) = (&' (), =) Ing(—y, (6(N), —y) "
= (&' (N), 9)Ino(y, (& (A),y>)*1

= t¢,A,T(y)



3.3. DIE INVERSION DER RONTGEN-TRANSFORMATION 49

und mit p := ||y|| und 0 := y/||y||

toar(p0) = (&' (N), pB) 0y (p, (
= pl{¢'(N), 0)|ng(0, (&
= pt¢’>\7r(9) .
Als nachstes werden wir den Raum der Testfunktionen einfiihren. Da-

zu definieren wir zunéchst fiir » € Rt den Raum der unendlich oft stetig
differenzierbaren Funktionen von €2' nach C durch

3(A), p0)~"
(A),0)

meN

Definition 3.40 (Testfunktion). Fiir r € R sei

DY) :=={p € C(Q7) : supp(p) := {z : p(x) # 0} C Q ist kompakt}

die Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Triager in Q. Elemente von D(Q) heiflen Testfunktionen.

In dem nachfolgenden Hilfsresultat werden wir die erweiterte Radon-
Transformation R fiir schnellfallende Funktionen verwenden, siehe Bemer-
kung 3.11.

Lemma 3.41. Seien z,r € RT mit z < r, g € D(Q) rotationssymmetrisch
on = 0 und e € S(R"). Dann gilt fir alle x € R”

I 'Reye((z,-))g(-) € D(QY).

Beweis. Wir werden zunéchst zeigen, dass fiir alle m € N die Funktion
T'"Reye({z,-))g(-) in H™(Q) liegt. Dazu definieren wir fir z € R" die
Abkiirzung h, := Z'R(ye((z, -)). Nach Bemerkung 3.19 gilt h, € L>(S"1).
Zudem ist nach Bemerkung 3.11 die Funktion h, := Z_lﬁ(.)e(@, -}) homogen
vom Grad —2. Da D(2") in L?(Q") dicht liegt, siche z.B. WERNER [Wer05],
folgt

/ﬂ Iﬁx(y)g(y)IQdyz/ p”‘l/s llﬁ(pe)g(pf))IQdep
= [ [t s dp
Sn 1
S L R N

= 2 e[f 0 sn-1) 9]l £20py < o0
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und somit I‘lfé(,)e(@:, Ng(-) € L2("). Daher ist die Fourier-Transformation
von Z- "Rye((x,-))g(-) wohldefiniert und fiir fast alle y € R™ gilt

(a0 ) = |izm)7 [ Botudgtue e du

_ \<2w>"/2 [ o [ atobigtone s as dp'
z Sn—1

_ ]<2w>-”/2 [0t [ rnogone s a dp\
z Sn—l

(2m) "/ / P! / g(p)e v dﬁdp‘
z Sn—1

(27?)_”/2/ g(u)e w9 dy

= 27| hy || poo(sn-1)| G (y)] -

- Z_2||h/z||Loo(Snfl)

Wegen g € D(QF) folgt daraus fiir m € N beliebig
/R [T+ )™ (ha(-)g () () dy
< Wl gy [ 10+ LIP30 Py < oo

Somit gilt I’lﬁ(.)e((x, Ng(-) € H™(QF) fiir alle m € N. Nach Lemma 2.12
liegt daher Z~'Rye((z,-))g(-) auch in ),y C™(QF) = C=(Q7). Wegen
g € D(Q) ist auch supp(I’lﬁ(.)e((x,-))g(-)) C Q' kompakt. Somit gilt
T 'Reye((x,-))g(-) € D(Q}). O

In den Definitionen 1.14 und 1.16 haben wir bereits die Faltung und
die Translation auf geeigneten R&umen eingefiihrt. Fiir die Inversion der

Rontgen-Transformation benotigen wir diese beiden Operatoren fiir Funk-
tionen aus L'(R"™).

Satz und Definition 3.42 (Faltung). Fiir f,¢p € L'(R") gilt (f x ) =
Jan F(@)0(- — x) de € L'(R™). Die Abbildung

Cy: L'(R") — LYR™)
[ Cufi=(fxv)
heifit Faltung mit 1.

Beweis. Das Resultat ergibt sich durch einfache Rechnung, vgl. WERNER
[Wer05]. O
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Definition 3.43 (Translation). Seien f € L'(R") und z € R™. Die Abbil-
dung

T LMRY) —  LYRY)
[ fl-2)
heifit Translation (hinsichtlich x).

Die Fourier-Transformation, siehe Definition 2.5, ist auch fiir Funktionen
aus L'(R") wohldefiniert, siehe z.B. WERNER [Wer05]. Nachfolgend geben
wir den wohlbekannten Zusammenhang zwischen der Fourier-Transformation
und der Faltung wieder, siehe z.B. NATTERER [Nat86].

Lemma 3.44. Seien f € LY(R™) und v € S(R"). Dann gilt
(Cof) = @m)"2 i)

und R
(f) = (2m)7"%C;f
Bewers. Beide Resultate ergeben sich durch einfache Rechnung. [

Multipliziert man eine Funktion des Sobolev-Raums der Ordnung 3 € R
mit einer Testfunktion, dann liegt das Produkt wieder im Sobolev-Raum der
Ordnung 8 € R*. Dies zeigt das nachfolgende Resultat.

Lemma 3.45. Seir,3 € RY, f € H?(Q") und g € D(Q™). Dann gilt
fg € H Q).
Beweis. YOSIDA [Yos95]. O

Als néchstes werden wir die Anwendung des Riesz-Potentials auf die
Radon-Transformation und die verallgemeinerte Rontgen-Transformation in
Beziehung zueinander setzen. Hierbei wird die in (3.11) definierte Funkti-
on eine wichtige Rolle spielen. Die Struktur der Formel zur Inversion der
Rontgen-Transformation wird im Wesentlichen auf dem nachfolgenden Lem-
ma basieren.

Lemma 3.46. Seien §,z,r € Rt mit z < r und § > max{1l,n — 3/2},
¢ € V" (A) ein Tuy-Weg mit tyy, € HP(QF) fir X € A, w € S"~1 beliebig,
g € D(Q) rotationssymmetrsich mit g‘m =0 und ¢y =[5 p~g(pw)dp #
0, e € S(R") und
1~
Ponesg = L "Ree(o(N), Ngtoar(-) .

g
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Dann gilt

Poneg € HP(U) (3.12)

und

1 o9 2
(2m) DGR3 Cetonn (0) (3.13)

™

I* "Ry Pore,q(0)

Beweis. Fiir w € S*! beliebig gilt (-)"'g(-.w) € L'(R). Nach Satz 3.10 folgt
daraus ¢, < oo und somit die Wohldefiniertheit von ¢,. Nach Lemma 3.41

gilt I_lﬁ(.)e(@b()\), Ng(-) € D(Q"). Wegen t4,, € H?(Q7) folgt aus Lemma
3.45 Vyreq € HP(QM) und damit die Behauptung (3.12).

Nach Bemerkung 3.11 ist I_lﬁ(_)e((qﬁ()\), -)) eine gerade Funktion. Da g
und 4 ), ebenfalls gerade Funktionen sind, siehe Bemerkung 3.39, ist auch
©preg gerade. Die Radon- und die Fourier-Transformation bilden jeweils
gerade Funktionen auf gerade Funktionen ab. Fiir # € S"~! gilt somit

(REQ%«\,&QY = (Rg@d))\,e,gy(_ )

und daher

T2 "Ry reg(0) = (27) /2 / 5" 2 (Ryppnes) (5) ds

:2(27r)_1/2/ s"_z(Rggp(b,,\7e7g)A(s) ds. (3.14)
0

Ausgehend von (3.14) werden wir als néichstes zeigen, dass Z* " Rjws xe.4(0)
unabhéngig von der Wahl von g ist. Dazu sei

hoy =T Reye(($(N), ).

Nach Bemerkung 3.11 ist hg(») homogen vom Grad —2 und nach Bemerkung
3.39 ist £y x, homogen vom Grad 1. Daher ist hgy)(-)te - (-) homogen vom
Grad —1. Es folgt mit Satz 2.8, der Definition ¢;(0) := g(ow) fiir 0 € R
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und w € S™~! beliebig sowie der Substitution p = os

> "RyPoneq(0) = 2(2m) /2 /0 s" 2 (RyPoneg) (s)ds
22 9(2m) (22 / §" 2Py neg(s8) ds
0
:2(27)(”2)/2(2@"/2/ 5”2/ Ppreg(®)e @ dr ds

= —/ / —h¢ 1 (2)g(2)tgpr(x)e 0 da ds

1 o .
= — s 2 a"_ / ooy (0w)g(ow)t s x, (ow)e =0 duw do ds
TCqy Jo 0 gn—1
1 o0 " .
= —/ s 2 a"_lgl(a)/ oy (0w)tg - (ow)e 70 duw do ds
TCq Jo 0 sn-1
1 o 4
_ L [T / o"2g, (o) / oo (@) ()€ doo dor ds
7TCg 0 0 Sn—1
1 o 4
= — gl( / ) 2/ W)ty (w)e "0 dw ds do
7TCg 0 0 Sn—1
1 T
— L [ o0y do / o / o (@)tgne(w)e™ 9 duo dp
ch 0 Sn—1

= —/ " 1/ ) (pw)tgrr(pw)e™ " dw dp
Sn— 1

:%/n hooy (@)t s r ()"0 di (3.15)

Mit Satz 2.8 und ¢ := (27)"~?/2 kbnnen wir fiir + € R" die Funktion hg(y) ()
darstellen durch

haola) =T Rael (90, ) = (27) 2 [ |pl(Rae) (o)) dp

2 (o) [ |ple(pr)ee dp
R

00 0
= c ( / pé(p)e'? PN dp / |plé(px)etr @ dp)
0 —0o0

= ¢ (/ pé(px)eip@()\),x) dp+/ pé(—px)e ip{p(N),— dp)
0 0
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Somit folgt aus (3.15)
"Ry 1 —i(z
IQ Ro$oreq(0) = — (@) tpar(T)e “20) d

_¢ /
N ﬂ- n
+ / / pé(—fwﬁ)e”(d’“)"”> dptyn(w)e @0 dw)

pe px)e P YN qnt\ (x)e 0 dr

h(b
/ pé(px)e? N dpt s\ (2)e @ dr

/ pé(px)e PN dpt, \ (x)e e dx)
+q(-9)), (3.16)

>1I<>

>1Im

wobei -
0= ] / pe(pr)e? O dpt ,(x)e ) dar
nJ0O

Daty x,» gerade ist, folgt F Fty \, = tyr,. Daher folgt mit den Substitutionen
p= % und u = 1x sowie Bemerkung 3.39 und Lemma 3.44

/ / pé(px)e D dptya,(r)e 0 dy
R Jo

é(—:r;)e“‘z’( )i s toar(x)e 0 dg
0 s

n

/ s"73e(u)e PNt L (su)e ) duy ds
R
é(
(

\

NNCNN%\,

oo
3.39

g2 W)ty rr (u)e! PN e=HwsO) gy g
Rn
W)ty (u)e PN =) dy ds

S

n

=

oo
3.

=~

n—2
! §"2Cul s nr(D(N) — 56) ds

= Di3C. tor(—0). (3.17)
Zusammenfassend gilt

e (3.16)
T "Rpporeg(0) =

(3.17)

(2m) "2 (q(6) + q(—0))
(2m) DD 3 Cetg . (0) + D3 Celgr r(—0))

(2m) " 22GE 3 Cetig 1 (0)

A== =
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und somit die Behauptung (3.13). O

Wir werden bei der Herleitung einer Formel zur Inversion der Rontgen-
Transformation die Delta-Distribution mit Hilfe der nachfolgend definierten
Funktion approximieren.

Definition 3.47 (GauB-Funktion). Seien v € R™ und x € R". Wir bezeich-
nen

Gaufl L 1 —5

ern(T) = )Ty v (3.18)

als (n-dimensionale) Gaufi-Funktion (hinsichtlich -y ).

Bemerkung 3.48. a) Fiir 7 € R* liegt die Gauf-Funktion e$2'® in S(R"),
siche z.B. WERNER [Wer(05].

b) Mit Hilfe der Gaufl-Funktion kann die Delta-Distribution approximiert
werden, siche z.B. YOSIDA [Yo0s95], denn fiir f € L'(R"), v € RT und fast
alle z € R" gilt

lim f()Ga“ﬁ( —z)dy = f(z).

~v—0

Der nachfolgende Satz zur Inversion der Rontgen-Transformation stellt
das Hauptresultat dieses Abschnitts dar.

Satz 3.49 (Inversion der Rontgen-Transformation). Seien 3,7 € R™ mit 8 >
max{1,n —3/2}, f € L*(Q"), ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit ty,, € H?(Q)
fir A € A. Dann gilt

f=@m) /A o Dowy VF(O)GL Tyt (0) dO dX.

Beweis. Seien g € D()") rotationssymmetrisch mit g‘m =0, we s!
und ¢, = fooo p~tg(pw)dp. Dann gilt nach der Formel zur Inversion der
erweiterten Radon-Transformation aus Satz 3.10

1

f20

) [ TR (o) (3.19)

Stellen wir nun Il_”ﬁ; f({-,y)) mit Hilfe der Delta-Distribution dar, so ergibt
sich

f%ﬁwww»:AIHﬁw@ww—«st (3.20)
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Fiir e € S(R") beliebig ergibt sich daher mit ¢ := (27)!™"/2

[ stewan P2 ] [ TR () at0) dy o) ds

/n E/Q/RIHRU(S)(S(S — (u,y)) ds g(y) dy e(u) du
- é/g/RZl_nﬁ;f(S> /Rne(“ws— (u,y)) duds g(y) dy

= L[ TR R es) st dy. (3.21)

Wir schreiben nun abkiirzend h := ﬁye. Dann folgt aus h= fz(—) und der
Substitution s = —s

I_lﬁ:/|s|?z(s)eis' ds:/|s|l§(—s)eis'ds
R

/| h(s)e ds:/|s|f}(s)eis- ds =T 'h. (3.22)
R

Da das Riesz-Potential selbstadjungiert ist, folgt daher

/RIl"ﬁ;f(s)ﬁye(s) ds = (Il’”ﬁgf, B>L2(R)

= (TR D) e
= ("R TR @

(3.22)

= (TR T R e
= /IR > "R f(s) I Rye(s) ds. (3.23)

Wir haben ¢ als Tuy-Weg vorausgesetzt. Daher kénnen wir die Substitution
s = (¢(N),y) anwenden, wobei sich als Ergebnis der Nachdifferenzierung der
Term [{(¢' (M), y)|ng(y, (¢(\),y))" ergibt. Diesen Term haben wir in (3.11)
als ty r,(y) definiert. Analog zu Lemma 3.46 definieren wir

Gorea = T Ripe (00, Do tor () (3.21)

g
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und erhalten

é/n/f—"ﬁ;f(s)ﬁye(S) ds g(y) dy
(3.23) € / n / >R f(s)I 7 Rye(s) ds g(y) dy
- £ / n / TR F((6(N), )T Rye(6(N), 1)t (y) dA g(y) dy
_c / / nz?-nﬁ; FUSON), )T Rye((6(A), u)g(0)tor (v) dy dA
29 / / TR 019 cs ) dy A (3.25)

Da ¢4 1.4 nach Lemma 3.46 in H?(Q") liegt, kénnen wir den Zusammenhang
zwischen der erweiterten Radon-Transformation und der Réntgen-Transfor-
mation aus Satz 3.21 anwenden und erhalten wiederum mit Lemma 3.46

o[ ] TR0 ) dy
c / Dy f(O) " Rigppr.e,9(0) dB
Sn 1

3.46 (27r)—n/2—1/A - p¢(A)f(9)gg(;§Cef¢7A,r(9) df dX.
(3.26)

Zusammenfassend gilt

[ et a2 5[] R 6 Ry ds o)
o //I TRy FBON), )P0 rcaly) dy i

(3.26) /o P
26) () -n/2-1 /A /S | Dun J0)G53CeH o, (0) dO N,
(3.27)

Da nach Bemerkung 3.48 die Gaufl-Funktion schnellfallend ist, kénnen wir
als Funktion e € S(R"™) in Gleichung (3.27) die um x € Q! translierte Gaufl-
Funktion wihlen. Dazu definieren wir fiir v € Rt die abkiirzende Schreib-

welse
Gaufl

ey =€y
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und erhalten

[ e, (u =) du =

(2m) 2! /A /S Doy O)G555Ce (-ofoar(B)dOAN.  (3.28)

Nach Bemerkung 3.48 gilt fiir fast alle z € €2

lim (w)ey(u —z)du = f(x) (3.29)

y—0 R"

sowie

lim Ce,(—aforr = lim [ fonr(u)es(- —u—w)du

RTL
- 11/1{}(1) R™ tAgb’)\’T(. - y)e’}’(y - SL’) dy
= £¢,A,r(' — )= 7;£¢,A,r . (3.30)

Bilden wir nun auf beiden Seiten von Gleichung (3.28) den Grenzwert v — 0,
dann folgt aus (3.29) und (3.30) fiir fast alle z € Q7

f(z) = (2m)-/2 /A Doy F(O)GL 2 Tat g0 (0) dO dA

und somit die Behauptung. O

Ausgehend von der Inversion der Rontgen-Transformation kénnen wir mit
Hilfe von Satz 3.14 auch eine Formel zur Inversion der erweiterten Rontgen-
Transformation angeben.

Satz 3.50 (Inversion der erweiterten Rontgen-Transformation). Seien 5,r €
R* mit B > max{1l,n — 3/2}, f € L*(Q"), ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit
toar € HA(QM) fiir X € A und W, := Ty + T_a fiir a € R™. Dann gilt

F= @ [ By 0 W sfons 1) dy .

Beweis. Da tg4 5, eine gerade Funktion ist, siche Bemerkung 3.39, ist auch
tyrr gerade. Daher folgt fiir x € 0

Dy Tatoar(=0) = /R PPl ar (@A) — pf — ) dp

_ / P2 (—O(N) + pb + ) dp
R
=D 0 Tatorr(0)
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und somit

Gl Tt nn(0) = Di 3 Totonr(0) + D3 Totonn(—0)
= Dy Talorr(0) + D8 Tabgar(6) .

Aus Satz 3.49 folgt daher fiir fast alle x €

R @) = [ [ Dy OG5 Tt r(0) 0

Sn— 1
/ - Doy FO)DL 3 Tats . (6) d6 dX

+ / / Dy F(O)D" 0 T-algrr(0) dB dX.
A JSn—1

29

(3.31)

Sei nun k :=n — 2. Da nach Lemma 3.13 Dy f € L>(S"!) gilt und nach

Lemma 3.27 D¢ (v f die homogene Erweiterung von Dy f auf R} vom Grad
—1 = k+ 1 — n ist, kbnnen wir Satz 3.14 anwenden und erhalten mit der

Substitution u = y — ¢(\)

Doy F (VD2 Tt (0)d0 "= | Dyis) fly = d(N) Tt () dy

Sn—1 Rn

= | Dy (W) Totsrn(u+ ¢(N)) du

R

= '5¢(A)f(u)£¢,A,r (u+9(N)

R’I’L

—z)du

= | Doy f@)ipr(u— (z— o)) du

R”

= Dy f () Tyt (w) dil3.32)

R
sowie
. Do (O)D" 50 T-atorr(0) dO = . Dy f () Tio)-mytonn(u) du.

(3.33)

Aus (3.31), (3.32) und (3.33) folgt daher

f= (27T)_n/2_1/A Dy f W)Wio—tsnn () dy dA
R
und somit die Behauptung. [
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3.4 Rekonstruktionsverfahren

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Ansétze untersuchen, um Re-
konstruktionverfahren fiir die Rontgen-Transformation herzuleiten.

Wir beginnen mit Verfahren, die auf den Formeln aus Satz 3.49 und Satz
3.50 zur Inversion der Rontgen-Transformation bzw. der erweiterten Ront-
gen-Transformation basieren. Anschliefend werden wir die Approximative
Inverse anwenden, um die Inversion der Rontgen-Transformation zu regula-
risieren. Die direkte Berechnung der Faltung als regularisierte Eigenschaft
der zu rekonstruierenden Funktion werden wir im letzten Unterabschnitt un-
tersuchen.

3.4.1 Anwendung der Inversionsformel

Rekonstruktionsverfahren, die auf wohlbekannten Formeln zur Inversion der
Rontgen-Transformation basieren, haben wir bereits in Abschnitt 3.3 kurz
dargestellt. In diesem Abschnitt werden wir Rekonstruktionsverfahren her-
leiten, die auf den Inversionsformeln aus Satz 3.49 und Satz 3.50 beruhen.

Zunéchst wiederholen wir die Formel zur Inversion der Réntgen-Transfor-
mation aus Satz 3.49: Seien 8,r € RT mit § > max{1,n—3/2}, f € L*(Q7),
¢ € ®(A) ein Tuy-Weg mit t,4,, € H?(QP) fir A € A. Dann gilt fiir fast
alle z € L*(Q")

f() = (2m)7/21 /A Doy F(O)GE2 Tt rr(0) dO dA. (3.34)

Das innere Integral hinsichtlich S"~! ist abhiingig vom Rekonstruktions-
punkt x € 27 und muss daher fiir jedes x neu berechnet werden. Um die
Anzahl der Rechenschritte zu reduzieren, werden wir als néchstes untersu-
chen, ob der Wert eines fiir # berechneten Integrals auch fiir einen anderen
Rekonstruktionspunkt verwendet werden kann. Sei dazu fiir v € R} und

v € R mit v # u die Abbildung
Upw: R" = R"

u—7v u
Uu,v ( > =
|u— vl [[wll

gilt. Offensichtlich ist U, , eine Rotation und damit unitér. Den zugehorigen
unitéren Operator auf L'(R") definieren wir durch

U,,: L'(R") — LY(R")
f — uu,vf = f(Uu,v())

derart definiert, dass
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Das nachfolgende Resultat zeigt, dass durch Anwendung der Rontgen-
Transformation eine Translation in entsprechende Rotationen umgewandelt
werden kann.

Lemma 3.51. Fiir a,z € R” und k € Ny mit k < n gilt

Dl:,]; = Ua,xDlﬁa—wl\ au;,x :

llall

Beweis. Seien f € L'(R"), a,z € R", k € Ny mit k < n und § € S*!. Dann
gilt

DITA0) = [ F TSt o) dp
0
= /0 p"fla—x+ pf)dp
— /000 pkf(U:’mUa@(a —x+ ph))dp

S A (A (e

0 ’ la — =]

a—x

+ p0)) dp

OO kg y* a—
= pU fUss(lla —2||7—— + pf)) dp
[ Uil = = o)
oo . a
= | PUt (=l + Ul dp

> . a—x
= [t e dp
0

- ,Dﬁasz au;,zf(Ua,w (0))

llall

= UsoDlusy Uy, f(0)

llall

und damit die Behauptung. ]

Fiir die weiteren Untersuchungen benotigen wir den nachfolgenden Be-
griff.

Definition 3.52 (Dilatation). Sei ¢ € RT. Die Abbildung
V.: LNR") — LYR")
[ Vef = fle)
heilit Dilatation (hinsichtlich c).

Das néchste Resultat zeigt eine Dilatationsinvarianz der Réntgen-Trans-
formation.
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Lemma 3.53. Fira € R", c € RT und k € Ny mit k <n gilt
Dk _ Ck+1DkVC.

Beweis. Mit der Substitution s = ¢71p folgt
DhSO) = [ o f(ea+ 8)dp
= /Ooo PVefla+cpb)dp
= c/ooo(cs)kvcf(a + s0) ds

= Mt / s*V,.f(a + s6) ds
0
= ATIDIV(6)
und daher die Behauptung. O

Aus den beiden vorangegangenen Ergebnissen ergibt sich die folgende
Eigenschaft der Rontgen-Transformation.

Satz 3.54. Fira,x € R" und k € Ny mit k <n gilt

k+1
DM, = <”a I”) Up s DU Vo) .

[all T
Beweis. Wegen Vyjo—o U, = U} Vie-z folgt die Behauptung aus Lemma
Tal 0 Tall

3.51 und Lemma 3.53. O]
Korollar 3.55. Fiir a,z € R und k € Ny mit k < n gilt

K la — ]|\ oy
G, T = Ua,zGUpy ;Vla—ail -

||l Tall
Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 3.54 und der Definition von g];. O

Mit Korollar 3.55 ergibt sich die nachfolgende Variante der Inversionsfor-
mel (3.34).

Satz 3.56 (Inversion der Réntgen-Transformation). Seien 8,r € RT mit 5 >
max{1,n —3/2}, f € L*(Q7), ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit ty,, € H*(Q")
fir X € A, ¢, == (2m)™?7 und CoN)z 1= HT&)/\_)WH. Dann gilt fir fast alle
x e

f(z) =c, /A e /S . Dy f(e)uw),xgg(;ﬁu;(wv%mz?w,r(9) do d.
(3.35)
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Beweis. Folgt aus Satz 3.49 und Korrolar 3.55. ]

In den Inversionsformeln (3.34) und (3.35) verwenden wir die in (3.11)
definierte Funktion ¢4 »,. Aus der Homogenitét von ¢4 ,, siche Bemerkung
3.39, folgt die nachfolgende Eigenschaft von t}m,r, die ebenfalls als Homo-
genitédt interpretiert werden kann, wenn man die auftretende Skalierung des
Trégers vernachléssigt.

Lemma 3.57. Seien 3,c,r € RT mit § > max{1,n —3/2}, ¢ € ®*"(A) ein
Tuy-Weg mit tyy, € H?(Q) fir A € A. Dann gilt

chqﬁ,)\,r = C_(n+1)£¢,/\,cr .

Beweis. Aus tgy, € H(Q) folgt 4, € LY(R™) und damit die Wohldefi-
niertheit von ch(ﬁ’ Ar- Mit der Substitution v = cs folgt fiir x € R"

VCZ?¢7)\7T (l‘) = 2?(757)\77, (Cl‘)

= / ton r(y)efi@’m dy

/ s" / toar(sw) e~ Hswe) 4oy ds
0 Sn— 1
1 n—1 .
= - / (Q—L) / toner (Ew> e M) iy du
C 0 Sn— 1 C
( ) / toxner(uw)e —Hww) oy du
Sn— 1

nH)/ t¢,,\,cr(y)€7i<y’$> dy

(n—H)td) A cr( )

und somit die Behauptung. [

Mit Lemma 3.57 ergibt sich eine weitere Variante der Inversionsformel
(3.34).

Satz 3.58 (Inversion der Rontgen-Transformation). Seien [3,r € RT mit 5 >
max{1,n —3/2}, f € L*(Q"), ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit ty,, € H?(Q)
fir A € A, ¢, = (2m)™* 1 und cyny . = ”‘ﬁ;())‘:f” Dann gilt fiir fast alle
x e Q

flz)=c, /A o /S » Dy F (OUs0) 2 G Us 3,0l Meorny o (0) A9 AN
(3.36)
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Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 3.56 und Lemma 3.57. O]

Im Gegensatz zu (3.34) und (3.35) ist in (3.36) die Abhéngigkeit des inne-
ren Integrals hinsichtlich S"~! vom Rekonstruktionspunkt = € Q" nur noch
in den auftretenden Rotationen und in der Skalierung des Tragers von fqb, Ar
vorhanden. Dies werden wir nutzen, um durch geeignete Approximationen
effiziente Rekonstruktionsverfahren anzugeben.

Approximation 3.59 (Riickprojektion mit translationsvarianter Filterung).
Gilt in der Situation von Satz 3.56 fiir alle x € 27 und alle A € A die
Abschiitzung ||z]| < [|¢(\)||, dann approximieren wir Z, oo (@) tsrr und
erhalten f ~ fBF, wobei

B (2) == cn /A ot / Dy (0o 2 G Us 3y, wl o (60) dO X
(3.37)

Bemerkung 3.60. a) Fiir einen beliebigen Rekonstruktionspunkt = € QP
und eine beliebige Kurvenposition A € A schreiben wir abkiirzend fiir das
innere Integral hinsichtlich S"~! in (3.37)

m¢,,\,r(x) = D¢> f( )U¢ Igg 2L{¢ t¢7)\7r(9) do . (338)
Sn— 1
Fiir a € R" und 6 € S™ ! bezeichne L,y := {a+pf : p € R} C R
den Strahl mit Anfangspunkt a in Richtung 6. Dann gilt fiir x1,20 € Lgp
offensichtlich

Daraus folgt U, 5, = Uy, und somit

m¢7,\77~<£€1) = m¢,,\7r(:c2) . (339)

Aus (3.39) ist ersichtlich, dass (3.38) nicht fiir jeden Rekonstruktionspunkt
x € (2 berechnet werden muss. Es ist ausreichend fiir jeden Strahl Lg(y) ¢ den
Wert von (3.38) fiir einen beliebigen Punkt w419 € Lg(r),¢ 2 bestimmen, da
dieser Wert fiir jeden anderen Punkt des Strahls ebenfalls angenommen wird.
Der aus Approximation 3.59 resultierende Algorithmus entspricht daher einer
Riickprojektion. In der Praxis entspricht Dy(y) f der gemessenen Projektion
des zu rekonstruierenden Objekts f bei Quellposition ¢()). Die Bestimmung
von (3.38) entspricht einer Faltung von Dy, f mit

GinUsnators (3.40)
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wobei (3.40) in Abhéngigkeit vom Strahl, der im Punkt ¢(\) beginnt und den
Punkt x enthélt, variiert. Dies rechtfertigt die Bezeichnung Riickprojektion
mit translationsvarianter Filterung.

b) Um (3.40) zu berechnen, muss im Wesentlichen die Funktion 4, be-
stimmt und anschliefend deren verallgemeinerte Rontgen-Transformation er-
mittelt werden. Abhéngig vom Rekonstruktionspunkt z € 2 bzw. abhéngig
vom Strahl Lg(y) e, der den Rekonstruktionspunkt z enthélt, muss f¢ Ay VOI
Anwendung der verallgemeinerten Rontgen-Transformation mittels U, (0,0 1O
tiert werden. Fiihrt man abschlieflend die Rotation Uy(y), durch, so erhilt
man die Funktion (3.40).

c) In (3 37) entspricht der vom Rekonstruktionspunkt = € ' abhéngige
Faktor ¢ 5 A) einer der Riickprojektion folgenden Nachgewichtung.

Approximation 3.61 (Gefilterte Riickprojektion). Wenn wir in der Situa-
tion von Approximation 3.59 zusétzlich gj;(fu* Loar(0) = g¢(A)t¢M( )

fFBP

approximieren, dann erhalten wir f = wobel

fFBP(l’) =c, /A C;(Q)\),x/s B D¢(,\)f(9)ud, xg¢(/\)t¢ AT(Q) df d . (341)

Bemerkung 3.62. a) Analog zu Approximation 3.59 ergibt sich aus (3.41)
eine Riickprojektion mit Nachgewichtung, siehe Bemerkung 3.60 a) und c).
Das innere Integral hinsichtlich S™~! in (3.41)

o Do/ (0o Gyt (0) dO

entspricht einer Faltung von Dy, f mit gg(;ﬁﬁﬁ, Ar- Somit handelt es sich bei
dem Rekonstruktionsverfahren basierend auf Approximation 3.61 um eine
gefilterte Riickprojektion. Fiir die Berechnung des Filters muss lediglich die
verallgemeinerte Rontgen-Transformation von f¢7 Ay bestimmt werden.

b) Nimmt man Rekonstruktionsartefakte in Kauf, dann sind die Ansétze
aus Approximation 3.59 und 3.61 zur Herleitung von Rekonstruktionsverfah-
ren auch bei Wegen ¢ € ®™"(A) anwendbar, welche die Tuy-Bedingungen
nicht erfiillen. Ein Beispiel hierfiir ist ein kreisférmiger Weg im Fall n = 3,
der in der Praxis haufig zum Einsatz kommt.

Da die Voraussetzungen fiir die Approximationen 3.59 und 3.61 nicht
immer erfiillt sind, werden wir als néchstes ein theoretisch exaktes Rekon-
struktionsverfahren angeben.
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Satz 3.63 (Filterung nach gewichteter Riickprojektion). Seien §,r € R*
mit B > max{1,n — 3/2}, f € L*(Q") und ¢ € ®"(A) ein Tuy-Weg mit
toar € HP(QM) fiir X € A. Dann gilt fiir fast alle x € Q7

fla) = (2m)" /2! /A hroar(@N) =) + hyoar(z = (X)) dA,

wobes

- / Ll Do £ /1] - — )y (3.42)

Beweis. Fiir a € R" sei W, := T, + T_,. Da t4, eine gerade Funktion ist,
siehe Bemerkung 3.39, ist auch tA¢7 Ar gerade. Daher folgt fiir fast alle x € Q!

/R Dy FWion)-aytors(y) dy

= | DS (W) T -a)tors (y) dy

+ A Dy f W) Ti—srytors(y) dy

= 3 Dy F ) T (o0 -2y torr(—y) dy

+ i Doy f W) T-e—s0)torr(—y) dy

= 5¢(A)f(y)£¢,)\,r<(¢(/\) —x) —y)dy

Rn

+ [ Doy fWorr((z — d(N) —y) dy. (3.43)

R

Da die erweiterte Rontgen-Transformation homogen vom Grad —1 ist, siehe
Lemma 3.27, gilt

Dynf = Il 7 Do f /1 1) (3.44)
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Mit (3.42) folgt daher

; Dy f IWion-ntor(y) dy

| Doy FWlons(6() = 2) — ) dy

RTL

+ 15¢(,\)f(?/>£¢,/\,r((95 —9(\) —y)dy

R"

L Doy Ml (6) =) = ) dy
b [ W Do s (@ = 600) = ) dy
o
(3.42

22 o @A) — ) + iy — 6(N). (3.45)

Aus Satz 3.50 und (3.45) ergibt sich

flx) 2 (2m) / A Doy f WIWis-oytons () dy dA

) [ By (900) = ) + g (o = 001)

und somit die Behauptung. ]

Bemerkung 3.64. In der Situation von Satz 3.63 entspricht hy g », einer
Faltung von || - || "*Dg0y f (/| - ||) mit 4,5, Sind die Daten Dy £(6) fiir alle
9 € S"~! gegeben, dann kénnen wir zunéchst Dy f(y/]|y|) fir alle y € R”
durch eine Riickprojektion bestimmen. Eine anschlieBende Gewichtung mit
|17 ergibt [[y[| " "Dy f(y/]lyl]) fiir alle y € R™. Daher kénnen wir das auf
Satz 3.63 basierende Rekonstruktionsverfahren als Filterung nach gewichteter
Riickprojektion bezeichnen.

3.4.2 Die Approximative Inverse

Die Approximative Inverse der 2D und 3D Roéntgen-Transformation wur-
de bereits eingehend untersucht, siche z.B. DiETZ [Die99], Louis [Lou03]
und WEBER [Web08]. In beiden Fallen fithrt die Wahl eines translationsin-
varianten Mollifiers zu einem effizienten Rekonstruktionsverfahren vom Typ
gefilterter Riickprojektion.

In dieser Arbeit werden wir den Rekonstruktionskern mit Hilfe der In-
versionsformel aus Satz 3.49 fiir beliebige Dimensionen n > 2 bestimmen
und damit einen einheitlichen Ansatz fiir die bisher getrennt betrachteten
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Spezialfille n = 2 und n = 3 angeben. Auch wir werden einen translations-
invarianten Mollifier verwenden, um ein effizientes Rekonstruktionsverfahren
zu erhalten.

Wir beginnen zunéchst mit dem Rekonstruktionskern der Rontgen-Trans-
formation basierend auf einem beliebigen Mollifier.

Bemerkung 3.65. Wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, um welchen Weg
¢ € ®™"(A) es sich bei der Rontgen-Transformation Dy handelt, dann schrei-
ben wir abkiirzend D anstatt D, und entsprechend G anstatt G,.

Satz 3.66 (Rekonstruktionskern der Rontgen-Transformation). Seien 3,1 €
R* mit B > max{1,n — 3/2}, e € L*(Q"), ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit
toar € HP(QM) fiir X € A. Dann gilt fir fast alle (¢()\),0) € Ty x S™1

r(€)(6(N), 0) = (2m) 721G ok 0 (6(N), 0).
Beweis. Seien f,e € L*(Q"). Mit Satz 3.49 folgt

<f,€>L2(Q;L)= an(y)@dy
0 / (2m) /2 / DFGN), 02T,y (6(N), 0) dO AN () dy
an A Jgn—1
— (2m) /2 / DF (). ) / G 2Ty n (B(N). 0)e(y) dy dB dA
A Jgn—1 Qn

und daher fiir fast alle (\,0) € T'y x S"!

rp(e)(@(N), 0) = (2m) /2! /Q G Tloan(9(N), O)e(y) dy . (3.46)
Zudem gilt

[e.9]

D" Tytprn(0(N), 0)e(y) dy = P Tytonr (B(N) + p0) dpe(y) dy

ap
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und somit

G" *Tytonr(9(N), 0)e(y) dy = G *Celgpr(6(N), 0) .- (3.47)

ap
Da t4 ,» gerade und reell ist, folgt
toar = torr(—) =tsr- (3.48)

Daraus ergibt sich

(3.46)

kol@)000).0) @) | T (6. O)etu) dy
=@ [ G T 60 0)elw) dy

= @0 [ G T 00, el dy

(3.47)

- (27T)_n/2_1gn_QCetA¢,)\,'r(¢()‘>7 9)
und somit die Behauptung. ]

Die Approximative Inverse der Rontgen-Transformation folgt unmittelbar
aus dem vorangegangenen Satz.

Satz 3.67 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation). Seien 3,77,
r € Rt mit 8 > max{1l,n—3/2}, f € L*(Q"), g :== Df, e € L*(Q" x Q)
und ¢ € ™ (A) ein Tuy-Weg mit ty,, € HP(Q) fir X € A. Dann gilt fiir
fast alle x € ),

Sp(e)g(x) = (2m) /2" 1//5 N 0)G" 2Coiigtonr (6(N),0) d dX .

Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 1.3, Satz 3.66 und (3.48). O

Geht der zweiparametrige Mollifier durch Translation einer einparametri-
gen Funktion hervor, dann besitzt der resultierende Rekonstruktionkern die
nachfolgende Struktur.

Satz 3.68 (Rekonstruktionskern der Rontgen-Transformation bei Transla-
tionsinvarianz). Seien G,7,r € RT™ mit § > max{1,n—3/2} und 7 < r, r' :=
r—7, ¢ € ®"(A) ein Tuy-Weg mit tyy, € HP(QF) fir X € A, é € L*(QF),
x € Q% und e(z,-) :=T"é. Dann gilt fiir fast alle (¢p(\),0) € Ty x S™!

rip(e(w, ) (0(N),0) = (2m) 2 1G P ToCetpnr ($(N), 0) -
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Beweis. Nach Bemerkung 2.7 ist die Hintereinanderausfithrung von Faltung
und Translation kommutativ. Gemifl Bemerkung 1.4 ¢) gilt 7,°"¢ = T,é und
somit

Crrretons = Ci, , Toé = ToC;

Ly ar

€= 7;Cglf¢7)\,r .
Daher folgt aus Satz 3.66 fiir fast alle (\,0) € T'y, x S~

kp(e(@, ) (3(N), 0) = (2m) > G" Cota o (B(N), 0)
= (2m) /2 1gn QCﬁ,rét@m(cb()\),@)
= (2m) PTG P ToCet g an (9(N), 6)

und somit die Behauptung. O

Die Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei translations-
invariantem Mollifier ergibt sich direkt aus dem vorangegangenen Satz.

Satz 3.69 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei Transla-
tionsinvarianz). Seien 3,7,r € RT mit § > max{l,n—3/2} und 7 <r, r' :=
r—7, f € L*Q), g :=Df, ¢ € & (A) ein Tuy-Weg mit ty,, € H(QF)
fir X € A, é € L*(QR), z € QF und e(x,-) := T,""e. Dann gilt fiir fast alle
x e

Sp(e)g(x) = (2m)™* 1//5 9 0)G" 2 ToCilyrr (H(N),0) dO d .
(3.49)

Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 1.3 und Satz 3.68. O]

Bemerkung 3.70. Wihlen wir in Satz 3.69 fiir die rechte Seite von Glei-
chung (3.49) die alternative Schreibweise

(2) 2 /A /S Dy fOGLS T Celon (B)dOdN,  (3.50)

dann unterscheiden sich (3.50) und die Formel zur Inversion der Roéntgen-
Transformation aus Satz 3.49

(2m) 721 /A P FO)G 2 Tut 50, (0) d dA

lediglich in einer zusitzlichen Faltung der Funktion f4, mit . Wihlt man
insbesondere eine Dirac-Folge (&,),cp+ € (L*(Q"))®" zur Approximation der
Delta-Distribution fiir v — 0 und definiert e, (z, ) := T,;""¢,, dann gilt offen-
sichtlich die zu erwartende Gleichung lim. ¢ ||Sp(ey)g — f|lz2@n) = 0.
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Da nach Bemerkung 3.70 die Approximative Inverse der Rontgen-Trans-
formation und die Inversionsformel aus Satz 3.49 die gleiche Struktur aufwei-
sen, konnen wir analog zu Abschnitt 3.4.1 vorgehen, um aus (3.50) effiziente
Rekonstruktionsverfahren herzuleiten.

Daher wenden wir zunichst Korollar 3.55 an und erhalten dadurch eine
Variante zu (3.50), die anstelle einer vom Rekonstruktionspunkt anhéngigen
Translation entsprechende Rotationen und eine Dilatation besitzt.

Satz 3.71 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei Trans-
lationsinvarianz). Seien §,7,r € R mit § > max{1,n — 3/2} und 7 < r,
=1 —7, f € L*Q), g :=TDf, ¢ € D(A) ein Tuy-Weg mit ty, €
HA(Q™) fiir A € A, € € L2(Q2), © € Q% e(x,-) := T, ¢, i= (2m) /%1

und Co(n) e = Hﬁ&;ﬁ“. Dann gilt fir fast alle x € 07,

Sp

(e)g(x) =
. /A ot /S GO O G Ui 0y Ve Colon s (6) A0 0
(3.51)

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 3.69 und Korollar 3.55. [

Um analog zu Abschnitt 3.4.1 eine alternative Darstellung der Dilatation
in (3.51) angeben zu kénnen, benotigen wir als néchstes einen Zusammenhang
zwischen der Dilatation und der Faltung.

Lemma 3.72. Fir c € R" und e € L*(R") gilt
VCo = "CyeVe .
Beweis. Sei f € L'(R™). Dann folgt mit der Substitution u = 1y
V.Cof(x) =C.f(cx)
= / e(y)flcx —y) dy
= c"/ e(cu) f(cx — cu) du
=c" ; Vee(u)V. f(x — u) du

= "Cy,Vef(2)

und daher die Behauptung. ]
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Kombiniert man das vorangegangene Lemma mit Lemma 3.57, dann
erhélt man das folgende Resultat.

Lemma 3.73. Seien B,c,r € RT mit 5 > max{1,n —3/2}, ¢ € d*"(A) ein
Tuy-Weg mit ty, € H?(QF) fir X € A und e € L'(R™). Dann gilt

VeCelgrr = ¢ Cooelprer -
Beweis. Aus Lemma 3.72 und Lemma 3.57 folgt
Vcce£¢,)\,r = CnCVCch£¢,A,r = Cilcveegd),)\,cr
und somit die Behauptung. O

Mit Lemma 3.73 kénnen wir nun eine weitere Variante zu (3.50) formu-
lieren.

Satz 3.74 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei Trans-
lationsinvarianz). Seien §,7,r € RT mit § > max{1l,n — 3/2} und 7 < r,

r=r—7, f € L*Q), g :=Df, p € D" (A) ein Tuy-Weg mit ty, €
HA(QM) fiir A € A, & € L2(Q2), v € Q7 e(x,-) := T"E, ¢, := (2m) /27!
und Co(n) e = ”‘ﬂf;&gﬁ”. Dann gilt fiir fast alle x € (07,

Sp(e)g(x) =
Cn /A 02(2)@ /Sn—l g(¢(A)7 8)u¢(>\),xgg(7)§u<;(/\),ICV%()\%Ié£¢,A7C¢(A),xV(6> di dA.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.71 und Lemma 3.73. O]

Ausgehend von Satz 3.74 erhalten wir unter Verwendung geeigneter N&-
herungen analog zu Abschnitt 3.4.1 Riickprojektionsverfahren fiir die Bestim-
mung der Approximativen Inversen.

Approximation 3.75 (Riickprojektion mit translationsvarianter Filterung).
Gilt in der Situation von Satz 3.74 fiir alle x € 27 und alle A € A die
Abschétzung [|z|| < ||¢(A)]|, dann approximieren wir £¢7>\70¢(>\)($)T ~ tyoar
sowie Cy, &~ C¢ und erhalten Sp(e)g ~ SEF(e)g, wobei

Sp'(e)g(x) ==

Cp /A CZ(_2),90 o D(z,()\)f(e)ud)()\),xgg(_)gu;()\)wcaib,)\’r(9) df dX . (352)
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Bemerkung 3.76. Analog zu Bemerkung 3.60 reicht es aus, fiir jeden Strahl
Lg(n),0 den Wert des inneren Integrals hinsichtlich S~ in (3.52)

My are(T) 1= Do) F(O0Us(3),2 G053 Us 3y, Cal o2 (8) B (3.53)
Sn—1
fiir einen beliebigen Punkt x,9 € Lg(x)s zu bestimmen, da dieser Wert fiir je-
den anderen Punkt des Strahls ebenfalls angenommen wird. Die Bestimmung
von (3.53) entspricht einer Faltung von D) f mit

Goontan.aCetors (3.54)

wobei (3.54) in Abhéngigkeit vom Strahl, der im Punkt ¢(\) beginnt und den
Punkt x enthélt, variiert. Dies rechtfertigt die Bezeichnung Riickprojektion
mit translationsvarianter Filterung. Die Filterfunktion in (3.54) unterscheidet
sich von der Filterfunktion in (3.40) lediglich um eine zusétzliche Faltung von
t¢ A, it é.

Approximation 3.77 (Gefilterte Riickprojektion). Wenn wir in der Situa-
tion von Approximation 3.75 zusétzlich G 27/{* o) ngtAqﬁ, Ar R gg(_ﬁ(fgf@ A ap-
proximieren, dann erhalten wir Sp(e)g SFBP(e) g, wobei

Sp™(e)g(x) :

Cn /A o /S - Doy FOUs) G Catonr(0) dOdN. (3.55)

Bemerkung 3.78. Analog zu Approximation 3.75 ergibt sich aus (3.55) eine
Riickprojektion, siche Bemerkung 3.76. Das innere Integral hinsichtlich S™~!
n (3.55)
- Dd)()\)f(9)U¢(A),wgg(_>\§cé£¢,A,r(0) o

entspricht einer Faltung von Dy(y) f mit Qg(’ﬁ(fgfd,,,\,r. Somit handelt es sich
bei dem Rekonstruktionsverfahren basierend auf Approximation 3.77 um eine
gefilterte Riickprojektion. Fiir die Berechnung des Filters muss lediglich die
verallgemeinerte Rontgen-Transformation von Cgf¢, A, bestimmt werden.

3.4.3 Die Faltung als regularisierte Eigenschaft

In diesem Abschnitt werden wir die Approximative Inverse fiir Eigenschaf-
ten untersuchen und hierbei die Faltung als Eigenschaft wahlen. Mit Hilfe
der Formel zur Inversion der Rontgen-Transsformation aus Satz 3.49 wer-
den wir fiir beliebige Dimensionen n > 2 Rekonstruktionskerne bestimmen
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und Rekonstruktionsverfahren angeben, wobei die Verwendung eines trans-
lationsinvarianten Mollifiers wieder eine zentrale Rolle spielen wird.

Wir beginnen analog zur klassischen Approximativen Inversen im voran-
gegangenen Abschnitt und bestimmen zunéchst den Rekonstruktionskern fiir
einen beliebigen Mollifier.

Satz 3.79 (Rekonstruktionskern der Rontgen-Transformation fiir CZ;’T,). Sei-
en 8,7, 7 € RT mit f > max{1,n—3/2} und 7 <r,r :=r—7, e L*(Q7),
Y € L2(Q2) und ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit ty, € HP(QF) fir X € A.
Dann gilt fiir fast alle (p(N),0) € Ty x S

mp((C) ) ((N),0) = (2m) 271G 2 CuCulpn (S(N). 6)

Beweis. Analog zu Bemerkung 2.7 ist die Hintereinanderausfithrung zweier
Faltungen kommutativ. Nach Bemerkung 1.15 gilt (C;") = C,,”" und gemi8

Bemerkung 1.4 ¢) gilt C;,’Te = Cye. Somit ergibt sich

Crrtye = CCy" = Cule.

Aus Satz 3.66 folgt daher fiir fast alle (X,0) € I'y x S™*

wp((C7) ) (6(N), 0) = (2m) 271G 2C o - By r(6(N), 0)
= (2m) "7IG 0y Cal g p i (H(N), 0)
und daher die Behauptung. O]

Die Approximative Inverse der Rontgen-Transformation fiir die Faltung
als regularisierte Eigenschaft folgt direkt aus dem vorangegangenen Satz.

Satz 3.80 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation fiir C;T,).
Seien B,7,r,r" € RY mit f > max{1,n — 3/2} und 7 < r, v :=1r — T,
feL*>Qn), g:=Df, ee L2 x QY), v € L*(Q2) und ¢ € ®""(A) ein
Tuy-Weg mit ty, € H?(QF) fir X\ € A. Dann gilt fiir fast alle x € Q7

Sple, CM) (x)
(2m)~/21 // G"2CyCoipytonn (0(N),0) d dX.
Sn— 1
Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 1.8 und Satz 3.79. O]

Als néchstes wihlen wir wie im Fall der klassischen Approximativen In-
versen einen translationsinvarianten Mollifier.
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Satz 3.81 (Rekonstruktionskern der Rontgen-Transformation bei Transla-
tionsinvarianz fiir C;’T/). Seien B,7,r € Rt mit § > max{1l,n — 3/2} und
2r < r, v = —7, 1" =0 —F ¢ e LAQY), v € L*QF), v € QY
e(x,-) =TI und ¢ € ®""(A) ein Tuy-Weg mit ty, € H3(QP) fiir X € A,
Dann gilt fiir fast alle (p(N),0) € Ty x S~

Fp((C)7) e, ) (6(N), 0) = (27) /271 G" P T.CuCelyr r (H(N), 0)

Beweis. Nach Bemerkung 2.7 ist die Hintereinanderausfithrung von Faltung
und Translation kommutativ. Gemifs Bemerkung 1.4 ¢) gilt 7,”"¢ = T,é und
somit

C¢Cﬂ,ré£¢’A7r =CyC;, , , Tz€ = T.CyCy
Daher folgt aus Satz 3.79 fiir fast alle (A, 0) € I'y x S™!

ko ((C7) ez, ) ($(N), 0)

(2m) 21 G 2 CyCo b a (0
= (2m) PTG TR CUC st (
(2m)~ n/2-1gn- 27;C¢Cét¢,/\,r(¢<)‘)a

und somit die Behauptung. ]

Die Approximative Inverse der Rontgen-Transformation fiir die Faltung
als regularisierte Eigenschaft bei translationsinvariantem Mollifier folgt direkt
aus dem vorangegangenen Satz.

Satz 3.82 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei Trans-
lationsinvarianz fiir C;’TI). Seien 3,7,r,€ RT mit 8 > max{1,n — 3/2} und
2 <, =r—7, 7" =0 —7F, f € L*(Q"), g .= Df, e € L*(Q2),
Y € LX), x € Q% e(z,-) == T7"'E und ¢ € ®"(A) ein Tuy-Weg mit
toar € HP(Q) fiir X\ € A. Dann gilt fir fast alle x € Q7

Sp(e,Cj" )g(x)
(2m) /% 1// 0HGg"- 2TCwC torr(@(N),0)dOdN. (3.56)
Sn— 1
Bewers. Folgt unmittelbar aus Definition 1.8 und Satz 3.81. [

Bemerkung 3.83. Wihlen wir in Satz 3.82 fiir die rechte Seite von Glei-
chung (3.56) die alternative Schreibweise

(2m) 21 /A /S | Do S OGS TCoCol s (6) dB X, (3.57)
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dann unterscheiden sich (3.57) und die klassische Approximative Inverse der
Réntgen-Transformation bei translationsinvariantem Mollifier in (3.50)

(2m) /21 /A Do F(O)GE 3 ToCogrr (0) dO AN,

lediglich in einer zusétzlichen Faltung von Céid),)\,r mit ).

Bevor wir effiziente Rekonstruktionsverfahren fiir die Faltung als regu-
larisierte Eigenschaft angeben, werden wir analog zu Abschnitt 3.4.2 eine
Variante zu (3.56) angeben, die anstelle einer vom Rekonstruktionspunkt
anhéngigen Translation entsprechende Rotationen und eine Dilatation auf-
weist,.

Satz 3.84 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei Trans-
lationsinvarianz fiir C;" . Seien 8,7, € Rt mit 8 > max{1,n — 3/2} und
2r < r, 1 =1 — f "= =7, f € LAY, g := Df, ¢ € L*(Q7),
(UNS LQ(Q}?), €O, e(r,) :=TI"e, ¢ € d(A) ein Tuy-Weg mit tyy, €

HA(Q) fir X € A, ¢, = (2m)™/2~ v und cony e = XA Dann gilt fiir

[N
fast alle v € QF,
Sple,Cj")g(w)
/ ¢(A) / 0) Uy zgg ZZ/{¢ Vesn.CiCetoar(0) dO dN .
(3.58)
Beweis. Folgt aus Satz 3.82 und Korollar 3.55. O]

Analog zu Abschnitt 3.4.2 werden wir eine alternative Darstellung der
Dilatation in (3.58) angeben. Dazu benétigen wir das nachfolgende Resultat.

Lemma 3.85. Secien B,c,r € RT mit § > max{1,n —3/2}, ¢ € d*"(A) ein
Tuy-Weg mit ty ., € HY(Q") fir A € A und ¢,e € L*(R™). Dann gilt

Vccwcequ,,\,r = cnilcvcdzcvcegq&,)\,cr .
Beweis. Aus Lemma 3.72 und Lemma 3.57 folgt
VeCyCelprr = Vcccd,efzi),)\,r
= Cncvccwchfqb,A,r

2n n
=C CCvchccht¢,)\,r
2n n
=cC Cvczbcvcevctgb,)\,r

- Cn_lcvcwcvcef¢,,\,cr
und somit die Behauptung. ]
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Mit Hilfe von Lemma 3.85 konnen wir eine weitere Variante der Appro-
ximativen Inversen angeben.

Satz 3.86 (Approximative Inverse der Rontgen-Transformation bei Trans-
lationsinvarianz fiir C;’T/). Seien B,7,r,€ RY mit 5 > max{l,n — 3/2} und
2r < r, v =1 —7, " =0 =7, f € L*(Q"), g == Df, e € L*(Q),
e L2080, v € QY e(x,-) :=TI"E, ¢ € O (A) ein Tuy-Weg mit tgy, €
HP(Q) fir A € A, ¢, == (2m)™"271 und cppyp = ”ﬁg\())\_)ﬁ”. Dann gilt fiir
fast alle x € €7,

r,r’ 2(n—1
Sp(e.Cy ala) = [ 250

A

/sn | 9(o(A), Q)U‘ﬁ(’\)’xg;(;\gug(/\)@c”%u),zic"%u),zéf@*vwkmr(0) df dX.

Beweis. Folgt aus Satz 3.84 und Lemma 3.85. ]

Ausgehend von Satz 3.86 erhalten wir analog zu Abschnitt 3.4.2 Riick-
projektionsverfahren fiir die Bestimmung der Approximativen Inversen, wenn
wir geeignet approximieren.

Approximation 3.87 (Riickprojektion mit translationsvarianter Filterung).
Gilt in der Situation von Satz 3.86 fiir alle x € 27 und alle A € A die
Abschétzung ||z|| < [|[¢(N)|, dann approximieren wir CV%(A) ¢CVC¢ oaf

C;Cz sowie Lt(zﬁ,)\,cd,()\)(x)r ~ 4.1, und erhalten Sp(e, C;’T/) ~ SBF (e, C;’T/), wobel
Sp(e.Cy" glw) ==

Cn / )z / Dy f(O) U, Q”W 0.2CiCatorr(0) dO dX.
(3.59)

Bemerkung 3.88. Analog zu Bemerkung 3.76 reicht es aus, fiir jeden Strahl
Lgn),0 den Wert des inneren Integrals hinsichtlich S*~! in (3.59)

m¢7)\77»757¢($) = . 1D¢ f( )U¢ zgg 2U¢ CJ,C;Z?@)\’T(Q) d9 (360)

fiir einen beliebigen Punkt x,9 € Ly() ¢ zu bestimmen, da dieser Wert fiir je-
den anderen Punkt des Strahls ebenfalls angenommen wird. Die Bestimmung
von (3.60) entspricht einer Faltung von Dy f mit

FonUs).aCoCetorr (3.61)
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wobei (3.61) in Abhéngigkeit vom Strahl, der im Punkt ¢()) beginnt und den
Punkt x enthélt, variiert. Dies rechtfertigt die Bezeichnung Riickprojektion
mit translationsvarianter Filterung. Die Filterfunktion in (3.61) unterscheidet
sich von der Filterfunktion in (3.54) lediglich um eine zusétzliche Faltung von
Cg£¢7)\7r mit 1;

Approximation 3.89 (Gefilterte Riickprojektion). Wenn wir in der Situati-
on von Approximation 3.87 zusétzlich G£ A?Z/{;‘ CiCatorr = QZ&%C@C;Q, A

approximieren, dann erhalten wir Sp(e, C;T ) ~ SFBP(e, C;’T/), wobei
SFBP(G Crr ) (

/ 2n— 1)/ Do f (OUs (22 G553C3Cat o (0) dO AN . (3.62)

Bemerkung 3.90. Analog zu Approximation 3.87 ergibt sich aus (3.62) eine
Riickprojektion, siche Bemerkung 3.88. Das innere Integral hinsichtlich S™*
n (3.62)
- Dy f (O)Us(3),2G533CCat s, (0) A6

entspricht einer Faltung von Dy f mit gg(;‘fc&cgfd), A~ Somit handelt es sich
bei dem Rekonstruktionsverfahren basierend auf Approximation 3.89 um eine
gefilterte Riickprojektion. Fiir die Berechnung des Filters muss lediglich die
verallgemeinerte Rontgen-Transformation von C@Cgfd,, A bestimmt werden.



Zusammenfassung

In der CT wird die geschwéchte Intensitédt einer Strahlung entlang unter-
schiedlicher Pfade durch ein Objekt gemessen, um daraus auf die Dichtever-
teilung im Objekt zu schliefen. Die Radon- bzw. Roéntgen-Transformation
einer geeigneten Funktion f stellt das mathematische Modell der CT dar,
wobei f dem gemessenen Objekt entspricht. Ziel dieser Arbeit ist ein Re-
konstruktionsverfahren zur direkten Berechnung der Faltung von f mit einer
weiteren Funktion anhand der Radon- bzw. Rontgen-Transformation von f.
Die dabei auftretenden inversen Probleme sollen mit Hilfe der Approximati-
ven Inversen gelost werden.

In Kapitel 1 befassen wir uns mit der Theorie der klassischen Appro-
ximativen Inversen sowie deren Erweiterung fiir die Berechnung von Eigen-
schaften. Als Eigenschaft untersuchen wir dabei insbesondere die Klasse der
Fredholmschen Integraloperatoren.

Bei der Anwendung der Approximativen Inversen spielt die Berechnung
von sogenannten Rekonstruktionskernen eine wichtige Rolle. In [Lou96] zeigt
Louis die Ubertragbarkeit von Invarianzen eines Operators auf den zu-
gehorigen Rekonstruktionskern. In Satz 1.2 modifizieren wir dieses Ergebnis
leicht und stellen einen Zusammenhang zwischen den Rekonstruktionsker-
nen verschiedener Operatoren her. Wir nutzen dieses Resultat in Korollar
1.10 und zeigen, dass der Rekonstruktionskern der Approximativen Inversen
einer Eigenschaft unter bestimmten Voraussetzungen aus dem Rekonstrukti-
onskern der klassischen Approximativen Inversen hervorgeht.

Wir geben zudem in Satz 1.13 einen Zusammenhang zwischen der klassi-
schen Approximativen Inversen und der Approximativen Inversen fiir Eigen-
schaften an. Bei der zu berechnenden Eigenschaft handelt es sich hierbei um
den Fredholmschen Integraloperator. Den Spezialfall dieses Zusammenhangs
fiir die Faltung zeigen wir in Korollar 1.20.

In Kapitel 2 geben wir Rekonstruktionsverfahren fiir die 2D CT bei Par-
allalstrahlgeometrie an. Die Radon-Transformation stellt hierfiir das mathe-
matische Modell dar. Wir geben daher wohlbekannte Resultate zur Radon-
Transformation wieder, insbesondere eine Inversionsformel, die Grundlage
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fiir Rekonstruktionsverfahren und Anwendung der Approximativen Inversen
ist.

Die klassische Approximative Inverse der Radon-Transformation und die
Verwendung von Invarianzen bei der Berechnung von Rekonstruktionskernen
wurden bereits eingehend untersucht. Wir zeigen in Satz 2.20, dass aus jedem
linearen stetigen Operator zwischen Bildraumen der Radon-Transformation
eine Invarianz konstruiert werden kann.

Des Weiteren beschéftigen wir uns mit der Struktur der Approximati-
ven Inversen fiir Eigenschaften und wéhlen dabei konkret die Faltung als
Eigenschaft. In Satz 2.26 legen wir dar, dass sich der Rekonstruktionskern
der Radon-Transformation fiir die n-dimensionale Faltung aus dem Rekon-
struktionskern der klassischen Approximativen Inversen durch Anwendung
der eindimensionalen Faltung ergibt. Die Approximative Inverse der Radon-
Transformation fiir die Faltung geben wir in Satz 2.27 an.

Um zu einem effizienten Rekonstruktionsverfahren zu gelangen, verwen-
den wir anschliefend einen translationsinvarianten Mollifier. Die Struktur
des entsprechenden Rekonstruktionskerns zur Bestimmung der Faltung ist
in Satz 2.28 dargestellt. Das Rekonstruktionsverfahren zur direkten Bestim-
mung der Faltung von f mit einer weiteren Funktion anhand der Radon-
Transformation von f zeigen wir in Satz 2.29. Das Verfahren ist vom Typ
gefilterte Riickprojektion.

In Kapitel 3 untersuchen wir die Rontgen-Transformation, da diese die
2D CT bei Facherstrahlgeometrie und die 3D CT bei Kegelstrahlgeometrie
modelliert. Wir beginnen zunéchst mit der Theorie der erweiterten Radon-
Transformation und geben in Satz 3.10 eine neue Formel zur Inversion der
erweiterten Radon-Transformation an. Anschliefend stellen wir in Satz 3.21
einen Zusammenhang zwischen der Rontgen-Transformation und der erwei-
terten Radon-Transformation her. In Bemerkung 3.24 zeigen wir, dass sich
die Formel von GRANGEAT [Gra91| mittels Satz 3.21 darstellen ldsst. Den
Zusammenhang zwischen Satz 3.21 und der Formel von SMITH [Smi85] for-
mulieren wir in Bemerkung 3.31.

In Lemma 3.46 werden wir die Anwendung des Riesz-Potentials auf die
Radon-Transformation und die verallgemeinerte Rontgen-Transformation in
Beziehung zueinander setzen. Diese Beziehung ist wesentlich fiir die Struk-
tur einer neuen Formel zur Inversion der Rontgen-Transformation, die wir
in Satz 3.49 zeigen. Von bisher bekannten Inversionsformeln unterscheidet
sich die neue Formel u.a. hinsichtlich folgender Aspekte: Die neue Formel
gilt fiir beliebige Dimensionen und nicht nur im 3D-Fall. Anstatt der For-
mel von GRANGEAT [Gra9l] verwenden wir den Zusammenhang zwischen
der Rontgen-Transformation und der erweiterten Radon-Transformation aus
Satz 3.21. Das Crofton-Symbol, welches in der Regel eine unstetige Funktion
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darstellt, muss nicht abgeleitet werden.

Ausgehend von der Inversion der Réntgen-Transformation geben wir in
Satz 3.50 eine neue Formel zur Inversion der erweiterten Rontgen-Transfor-
mation an.

Anschlieflend entwickeln wir Rekonstruktionsverfahren und beginnen mit
Verfahren, die sich direkt aus den neuen Inversionsformeln ergeben. Wir
geben dazu in Satz 3.58 eine Variante zu Satz 3.49 an, bei der sich die
Abhéngigkeit der auftretenden Integrale vom Rekonstruktionspunkt anders
darstellt. In Approximation 3.59 nutzen wir diese Variante, um durch eine
Niherung ein Rekonstruktionsverfahren vom Typ Riickprojektion mit trans-
lationsvarianter Filterung zu erhalten. Mittels einer weiteren Naherung zeigen
wir in Approximation 3.61 ein Rekonstruktionsverfahren vom Typ gefilterte
Riickprojektion.

Aus der Formel zur Inversion der erweiterten Rontgen-Transformation
ergibt sich direkt ein Rekonstruktionsverfahren, bei dem die Filterung erst
nach einer gewichteten Riickprojektion stattfindet und keine Approximatio-
nen notwendig sind. Dieses Verfahren zeigen wir in Satz 3.63.

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Approximativen Inversen der
Rontgen-Transformation, die bereits eingehend fiir den 2D- und 3D-Fall un-
tersucht wurde. Durch die neue Formel zur Inversion der Rontgen-Transfor-
mation ergibt sich auch eine neue Struktur des Rekonstruktionskerns und
damit der Approximativen Inversen. Diese beiden Resultate zeigen wir in
Satz 3.66 und Satz 3.67. Ebenso wie die neue Inversionsformel gelten auch
die beiden Resultate fiir beliebige Dimensionen.

Fiir die Herleitung eines Rekonstruktionsverfahrens wéhlen wir analog
zur Radon-Transformation einen translationsinvarianten Mollifier. Die dar-
aus resultierende Struktur des Rekonstruktionskerns und der Approximati-
ven Inversen zeigen wir in Satz 3.68 und Satz 3.69. Mit Satz 3.74 geben
wir eine alternative Darstellung der Approximativen Inversen der Réntgen-
Transformation bei translationsinvariantem Mollifier an. Hierauf basiert ein
Rekonstruktionsverfahren vom Typ Riickprojektion mit translationsvarianter
Filterung, fiir welches wir eine Ndherung benotigen. Dieses Verfahren zeigen
wir in Approximation 3.75. Wir verwenden in Approximation 3.77 eine wei-
tere Ndherung und erhalten dadurch ein Rekonstruktionsverfahren vom Typ
gefilterte Riickprojektion.

Abschlieend untersuchen wir die Approximative Inverse der Rontgen-
Transformation fiir Eigenschaften und wéhlen als Eigenschaft die Faltung.
Die Struktur des zugehorigen Rekonstruktionskerns und der Approximativen
Inversen zeigen wir in Satz 3.79 und Satz 3.80.

Den Rekonstruktionskern und die Approximative Inverse der Rontgen-
Transformation bei Wahl eines translationsinvarianten Mollifiers geben wir
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in Satz 3.81 und Satz 3.82 an. Analog zu den Rekonstruktionsverfahren, die
sich aus der Formel zur Inversion der Rontgen-Transformation und der Ap-
proximativen Inversen der Rontgen-Transformation ergeben, leiten wir fiir
die Approximative Inverse zur direkten Berechnung der Faltung eine alter-
native Darstellung in Satz 3.86 her. Durch eine Néherung erhalten wir als
Rekonstruktionsverfahren wieder eine Riickprojektion mit translationsvari-
anter Filterung. Wenn wir eine weitere Néherung anwenden, dann ergibt
sich eine gefilterte Riickprojektion. Diese beiden Resultate zeigen wir in Ap-
proximation 3.87 und Approximation 3.89.



Ausblick

Wir geben in dieser Arbeit einen Zusammenhang zwischen der klassischen
Approximativen Inversen und der Approximativen Inversen fiir Eigenschaf-
ten an, wobei als Eigenschaft die Klasse der Fredholmschen Integraloperato-
ren gewahlt wird. Eine zukiinftige Aufgabenstellung wird sein, die Existenz
weiterer Zusammenhénge auch fiir andere Operatorklassen zu untersuchen.

Die Implementierung der in dieser Arbeit entwickelten Rekonstruktions-
verfahren wird ebenfalls eine néchste Aufgabe sein. Da die Berechnung von
Wavelet-Koeffizienten als Faltung dargestellt werden kann, bietet sich die
Wavelet-Analyse als praxisrelevantes Beispiel einer direkt zu berechnenden
Eigenschaft an.

Rekonstruktionsverfahren fiir die Parallelstrahlgeometrie, die auf der In-
version der Radon-Transformation basieren und Wavelets verwenden, wur-
den schon eingehend untersucht, siche Louts, MAASS und RIEDER [LMR9S],
BONNET, PEYRIN, TURIJMAN und ProOsT [BPTP02]| sowie SCHON [Sch06].
Im Unterschied zu den bisherigen Ansétzen geben wir ein Rekonstruktions-
verfahren mit Hilfe der Approximativen Inversen fiir Eigenschaften an. Da-
durch kann neben der direkten Berechnung der Wavelet-Koeffizienten aus den
gegebenen Daten auch gleichzeitig das vorliegende inverse Problem regula-
risiert werden. Nach erfolgreicher Implementierung der Rekonstruktionsver-
fahren, die in dieser Arbeit entstanden sind, miissen die Ergebnisse mit den
Resulataten der eingangs erwdhnten Ansétze zur direkten Rekonstruktion
von Wavelet-Koeffizienten verglichen werden.

Unabhéngig von der Approximativen Inversen sind aus der neuen For-
mel zur Inversion der Rontgen-Transformation zwei approximative und ein
theoretisch exaktes Rekonstruktionsverfahren hervorgegangen. Diese miissen
implementiert und mit 2D-/3D-Rekonstruktionsverfahren fiir Facherstrahl-
und Kegelstrahlgeometrie, die dem Stand der Technik entsprechen, verglichen
werden. Insbesondere muss untersucht werden, bei welchen Aufnahmegeome-
trien die approximativen Verfahren vernachléssigbare Artefakte erzeugen.

Rekonstruktionsverfahren, die auf der Approximativen Inversen der Ront-
gen-Transformation beruhen, wurden schon eingehend untersucht. Da sich
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durch die neue Inversionsformel fiir die Rontgen-Transformation eine neue
Struktur fiir die Approximative Inverse ergibt, miissen auch hier die Rekon-
struktionsverfahren implementiert und die Ergebnisse den Resultaten von be-
reits existierenden Rekonstruktionsverfahren gegeniibergestellt werden. Hier-
bei muss auch untersucht werden, welche Art der Rekonstruktionskernberech-
nung, z.B. numerisch oder analytisch, praktikabel ist.

Die Approximative Inverse zur direkten Berechnung der Faltung aus den
gegebenen Daten bzw. die daraus resultierenden Rekonstruktionsverfahren
miissen ebenfalls implementiert werden. Die Untersuchung, fiir welche Auf-
nahmegeometrien die notwendigen Approximationen geeignet sind, ist dabei
wieder von besonderem Interessen.

Die Formel zur Inversion der n-dimensionalen Rontgen-Transformation
wird in der voliegenden Arbeit im Kontext der CT verwendet. Ob die Formel
in anderen Anwendungsgebieten gewinnbringend eingesetzt werden kann, soll
in Zukunft noch genauer untersucht werden.
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