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Abstract

This thesis aims to invert two three-dimensional integral transforms which are strongly
related to each other. The first one is the spherical Radon transform (also known as
Funk transform) given by

RIN =5~ [ F@)de,  nes?.

S2nnt

The second one is called cosine transform and is defined by

Kfn) = [ lme)l f@)do,  nes?.
82

The investigations are motivated by an inverse problem appearing in stereology. The
aim is to reconstruct the directional distribution of a random fibre process from its
estimated rose of intersections ¢g. This quantity is a function on the unit sphere S2,
and the value g(w) denotes the expected number of intersections of the process with
the normal plane w* per unit area. In the case of the directional distribution having
a density f with respect to the spherical surface area measure, the given data is
approximately equal to the cosine transform of the unknown density f. Due to the
ill-posedness, a numerically stable inversion of this transform has to be performed.
Suitable reconstruction methods for the density are missing so far in literature.

The tool of the Approximate Inverse is applied in order to invert both integral trans-
forms numerically. An appropriate choice of mollifiers allows to calculate the corre-
sponding reconstruction kernel explicitly. Moreover, conditions on the mollifiers are
established which ensure regularization properties of the method. Furthermore, the
nullspace of the transforms is characterized and the selection of an adequate set of
measurement directions is elaborated. Numerical results substantiate the validity of
the resulting algorithms, where the L-criterion is utilized to select the regularization
parameter. First, synthetic data is used to test the derived inversion method for both
transforms. Subsequently, the algorithm for the inversion of the cosine transform is
applied to reconstruct the density of the directional distribution of a cylinder pro-
cess from finitely many intersections of their cylinders with test planes. Finally, this
method is used to analyze a series of microscopic three-dimensional images of real
fibre systems.






Kurze Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Inversion zweier eng miteinander verwandter
Integraloperatoren in R3. Zum einen wird die sphirische Radontransformation (auch
Funk-Transformation genannt)

Ri =5 [ f@)de, s

SZnnt

betrachtet, zum anderen die Kosinustransformation

K= [Ime)lf@do,  nes?
32

Die Untersuchungen sind durch ein inverses Problem aus der Stereologie motiviert,
bei dem die Richtungsverteilung eines stochastischen Faser-Prozesses ausgehend von
der geschétzten Schnittzahlrose g rekonstruiert werden soll. Fiir w € S? entspricht
der Wert g(w) der erwarteten Anzahl von Schnitten des Prozesses mit der Ebene
w* pro Einheitsfliche. Besitzt die Richtungsverteilung eine Dichte f beziiglich des
sphérischen Lebesgue-Mafles, so entsprechen die gegebenen Daten g der Kosinustrans-
formation der unbekannten Dichte f. Aufgrund der Schlechtgestelltheit dieses inversen
Problems wird eine numerisch stabile Inversion dieser Transformation benétigt. Nach
dem aktuellen Stand der Forschung ist bisher kein addquates Verfahren bekannt.

In dieser Arbeit wird das Verfahren der Approximativen Inversen angewendet, um
beide Integraltransformationen numerisch zu invertieren. Durch die Wahl spezieller
Mollifier ist es moglich, den zugehorigen Rekonstruktionskern analytisch zu berech-
nen. Es werden zudem Bedingungen an die Mollifier hergeleitet, welche die regularisie-
rende Wirkung des Verfahrens sicherstellen. Weiterhin werden die Nullrdume beider
Transformationen charakterisiert und die Wahl einer geeigneten Menge von Mess-
richtungen diskutiert. Numerische Tests, bei denen das L-Kriterium zur Wahl des
Regularisierungsparameters verwendet wird, belegen Effektivitdt und Effizienz der
entwickelten Algorithmen. Zu diesem Zweck werden die Verfahren fiir beide Trans-
formationen zunéchst anhand synthetischer Daten getestet. AnschlieBend wird der
Algorithmus zur Inversion der Kosinustransformation genutzt, um die Dichte der
Richtungsverteilung eines Zylinder-Prozesses aus endlich vielen Schnitten des Pro-
zesses mit Testebenen zu rekonstruieren. Schliefllich werden 3D-Datenséitze von realen
Fasersystemen untersucht.
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Einleitung

Viele porose Materialien und Komposite wie zum Beispiel faserverstiarkter Beton, Kohle-
faserpapier oder Glasfaser-Verbundstoffe bestehen aus nahezu geradlinigen Fasern. Die
mechanischen Eigenschaften solcher Materialien hdngen hauptséchlich von der rdum-
lichen Verteilung dieser Filamente ab, die mathematisch durch stochastische (dilatierte)
Faser-Prozesse [69, 91] beschrieben werden kénnen. Mit Hilfe dieser Modelle werden ge-
wisse Eigenschaften der Materialien am Computer optimiert, statt viele teure Prototypen
fertigen zu miissen. Anschaulich ist ein solcher Faser-Prozess eine zuféillige Anordnung
von Fasern in R3, wie beispielsweise in der folgenden Abbildung illustriert ist.

Realisierung eines Zylinder-Prozesses

H&ufig werden sogenannte stationére Poisson-Zylinder-Prozesse zur mathematischen Mo-
dellierung eingesetzt. Der Zusatz ,,Poisson® besagt insbesondere, dass es keine Korrela-
tion zwischen den einzelnen Zylindern gibt, was eine einfache Realisierung der Prozesse
am Computer ermoglicht. Die Eigenschaft ,stationdr® stellt sicher, dass die Verteilung
der Zylinder invariant unter Verschiebungen in R? ist. Dies entspricht der aus Anwen-
dungssicht sinnvollen Annahme, dass die Zylinder in jedem Beobachtungsfenster dieselbe
Richtungscharakteristik aufweisen. Diese Richtungsverteilung und die sogenannte Inten-
sitédt sind zwei wichtige Kenngrofien zur Beschreibung solcher Prozesse. Erstere ist eine
symmetrische Verteilung auf der Sphére und beschreibt die Verteilung der Richtungs-
vektoren der Zylinder in einem typischen Punkt. Daneben beschreibt die Intensitét die
erwartete Gesamtlédnge der Fasern pro Einheitsvolumen. Sie ist ein Maf} dafiir, wie viele
Zylinder durchschnittlich im Beobachtungsfenster zu sehen sind.

Fiir die Intensitét finden sich in der Literatur bereits geeignete Schétzer, siehe zum Bei-
spiel [80, 91]. Die Berechnung der Richtungsverteilung eines Faser-Prozesses ® ist jedoch
noch nicht zufriedenstellend gel6st, insbesondere wenn diese eine Dichte f beziiglich des
Lebesgue-Mafles besitzt. Die Verteilung lasst sich in diesem Fall fiir alle Borelmengen
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A c §2 darstellen durch

r(A) = f f(w)dw.
A

Eine aus der Stereologie motivierte Moglichkeit, die Dichte zu schétzen, fithrt iiber die
sogenannte Schnittzahlrose g [9, 42]. Fiir w € S? beschreibt die Zahl g(w) die Intensitit
des Punktprozesses ® nw*, also die erwartete Anzahl von Schnittpunkten des Prozesses
mit der Normalebene w* pro Einheitsfliche. Besitzt die Richtungsverteilung des Pro-
zesses eine Dichte bzgl. des Lebesgue-Mafles auf der Sphére, so beschreibt die Kosinus-
transformation den Zusammenhang zwischen der Dichte f und der Schnittzahlrose g.
Bezeichnet I die Intensitéit des Prozesses ®, so gilt [42]:

g=1(Kf), (1)

wobei die Kosinustransformation fiir 7 € S? gegeben ist durch

Kfn) = [ I(m.e)l f(w) do.
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Um die Dichte der Richtungsverteilung aus der Schnittzahlrose zu berechnen, muss ein
inverses Problem in Form einer Integralgleichung erster Art gelost werden. Es sei an
dieser Stelle erwdhnt, dass auch fiir eine beliebige, beispielsweise diskrete Richtungsver-
teilung der Zusammenhang zwischen dieser und der Schnittzahlrose durch eine geeignete
Modifikation der Kosinustransformation beschrieben wird [42], welche im Allgemeinen
aber nicht die Gestalt einer Integraltransformation aufweist.

Bekanntermaflen [61] ist die gesuchte Dichte durch den Zusammenhang (1) eindeutig
bestimmt. Auch existieren Inversionsformeln [62, 63, 90]. Allerdings sind diese fur die
numerische Berechnung in praktischen Anwendungen nicht unmittelbar geeignet, da nur
eine Schétzung der Schnittzahlrose fiir eine diskrete Anzahl von Richtungen zur Ver-
fligung steht.

Unter der Annahme, dass fiir eine gegebene, diskrete Menge an Richtungen eine Schét-
zung der Schnittzahlrose vorliegt, besteht ein Hauptziel dieser Arbeit darin, das inverse
Problem (1) numerisch zu 16sen, d. h. die Dichte der Richtungsverteilung zu rekonstru-
ieren. Als moglichen Ansatz schlagen Kiderlen und Pfrang [41, 42] nicht-parametrische
Optimierungsalgorithmen vor. Um diese jedoch anwenden zu kénnen, ist es notwendig,
den Urbildraum auf diskrete Mafle einzuschrianken. Es existieren zwar Konvergenzbe-
weise fiir diese Methode [22], da aber die diskreten Rekonstruktionen auf eine endliche
Zahl von Richtungen konzentriert sind, sehen entsprechende Visualisierungen oft kiinst-
lich aus und kdénnen optisch nur schwer interpretiert werden. Algorithmen zur direkten
Rekonstruktion der kontinuierlichen Verteilungsdichte konnten eine Verbesserung des
stochastischen Modells ermoglichen, sind in der Literatur jedoch bisher nicht zu finden.
Zudem ist die numerische Losung der Optimierungsprobleme aufwendig, was insbeson-
dere bei groflen Datenmengen ein Problem darstellt.

Um das schlecht gestellte inverse Problem (1) zu lésen, ist es notwendig, ein Regulari-
sierungsverfahren anzuwenden. Bekannte Verfahren zur Stabilisierung des Rekonstrukti-
onsprozesses sind zum Beispiel die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung, die Tikhonov-
Philipps Regularisierung, iterative Verfahren sowie die Approximative Inverse. Die Mo-
nographie [52] von Louis bietet einen guten Uberblick iiber die géingigen Methoden.



vii

In dieser Arbeit wird das Verfahren der Approximativen Inversen [53, 59] angewendet.
Um dieses einsetzen zu kénnen, muss im Vorfeld ein Hilfsproblem zur Berechnung ei-
nes sogenannten Rekonstruktionskern geldst werden. Im Fall der Kosinustransformation
stellt sich heraus, dass die Betrachtung einer weiteren Integraltransformation zu die-
sem Zweck sehr hilfreich ist. Die sphérische Radontransformation, welche auch Funk-
Transformation genannt wird, ist fiir n € S? gegeben durch

RI =5 [ Fw)dw.
S2nnt

Dieser Operator ist zum einen eng mit der Kosinustransformation verwandt [23, 90] und
zum anderen in der Literatur bereits ausfiihrlich analysiert [11, 20, 26, 21, 35, 78]. Sie
dient einerseits als Hilfsmittel, um Rekonstruktionskerne fiir die Kosinustransformation
zu berechnen, ist aber andererseits auch als eigenstédndige Transformation interessant. So
ist ihre numerische Inversion in der geometrischen Tomographie erforderlich, zum Bei-
spiel bei der Rekonstruktion sternférmiger Koérper ausgehend von ihrer Schnittfliche mit
Ebenen [21]. Auch als Bestandteil von Inversionsformeln anderer Operatoren [56, 101]
ist ihre Inversion notwendig. Ein Ziel dieser Arbeit ist es daher, die sphérische Radon-
transformation ausgehend von einer diskreten, gegebenenfalls gestorten, Datenmenge zu
invertieren.

Die in dieser Arbeit hergeleitete Methode kann prinzipiell auf jeden Operator der fol-
genden Familie

i) = [ b)) f@) do,  ges?
S2

angewandt werden, wobei f € L?(S?) und h € L?[0,1] gilt. Fiir das Beispiel der Si-
nustransformation S, welche durch die Wahl h(x) = V1 — 22 aus dieser Familie hervor-
geht, nutzt Hoffmann [39] einen Fehlerquadrate-Ansatz zur Losung des Problems S f = g.
Fiir diese Methode existieren Konsistenzbeweise [22], allerdings ist zur numerischen Be-
rechnung auch hier die Einschrinkung auf diskrete Mafle notig. Fiir die Sinustransforma-
tion sind keine Algorithmen bekannt, welche auf diese Einschrdnkung verzichten kénnen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Nach der Einfiihrung mathematischer Grundlagen in Kapitel 1, werden in Kapitel 2 so-
wohl die sphérische Radontransformation als auch die Kosinus- und Sinustransformation
betrachtet und ihre wichtigsten Eigenschaften beschrieben. Auch die bekannten Inversi-
onsformeln fiir diese Operatoren werden angefithrt und die Probleme bei der numerischen
Umsetzung aufgezeigt. Daran anschliefend wird die Schlechtgestelltheit der Operatoren
sowohl bzgl. der Asymptotik der Eigenwerte als auch mit Hilfe ihres Glattungsverhaltens
in einer Sobolev-Skala quantifiziert.

Nachdem das in der Einleitung skizzierte Anwendungsbeispiel aus der Stereologie in
Kapitel 3 genauer erldutert wurde, wird in Kapitel 4 das Verfahren der Approximati-
ven Inversen vorgestellt und an die betrachteten Transformationen angepasst. Daran
anschlieend werden die Nullriume der Transformationen untersucht und die Wahl ge-
eigneter Mengen von Messrichtungen diskutiert. Zudem werden Bedingungen an die
Mollifier hergeleitet, welche die regularisierende Wirkung des Verfahrens sicherstellen.
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In Kapitel 5 werden die fiir das Verfahren notwendigen Rekonstruktionskerne berech-
net. Fiir die sphérische Radontransformation wird zunéchst gezeigt, dass es durch die
Wahl spezieller Mollifier gentigt, eine Abel’sche Integralgleichung zu l6sen. Die Losung
des Hilfsproblems erfolgt im Allgemeinen numerisch, hier mit Hilfe der Approximativen
Inversen. Fiir ausgewdhlte Mollifier ist es jedoch mdglich, die zugehorigen Rekonstruk-
tionskerne in analytisch geschlossener Form anzugeben.

Durch eine Modifikation des Inversionsverfahrens ldsst sich direkt die Anwendung des
Laplace-Beltrami Operators auf die unbekannte Funktion aus den Daten berechnen.
Diese Informationen kénnen beispielsweise zur automatischen Kantenbestimmung ver-
wendet werden. Anschlieffend wird ein Rekonstruktionskern fiir die Kosinustransforma-
tion analytisch angegeben, der sich aus den zuvor durchgefiihrten Berechnungen ableiten
lasst. Fiir die Sinustransformation werden schliefllich zwei mogliche Ansétze erldutert,
die die Berechnung der zugehorigen Kerne erlauben.

Das abschlielende Kapitel 6 préasentiert numerische Tests der hergeleiteten Verfahren,
bei denen das L-Kriterium zur Wahl des Regularisierungsparameters verwendet wird.
Um die Effektivitit und die Effizienz der entwickelten Algorithmen zu belegen, werden
fiir beide Transformationen zahlreiche Tests mit synthetischen Daten durchgefiihrt. Die
Ergebnisse werden im Fall der Kosinustransformation verglichen mit Resultaten des Ver-
fahrens von Kiderlen und Pfrang, das um eine Kernglattung als Nachbearbeitungsschritt
erganzt wurde. Die Vor- und Nachteile beider Verfahren werden aufgezeigt. Wahrend die
in dieser Arbeit hergeleitete Methode effektiv arbeitet und qualitativ gute Rekonstruk-
tionen in angemessener Zeit liefert, benttigt das Verfahren von Kiderlen und Pfrang die
hundertfache Rechenzeit, ohne dabei sichtbar bessere Resultate zu liefern. Schliefilich
werden 3D-Datensétze von realen Fasersystemen untersucht, was die Anwendbarkeit des
entwickelten Verfahrens in der Praxis belegt.
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Es bezeichne S ! die Einheitssphére in R%:

5= o= o) e ol =t vt 1) (11)

Die Oberfliche wy_; von S9! ist geméB [12] gegeben durch

o2
r(g)

wobei I' die Gammafunktion bezeichnet. Es ergibt sich insbesondere

Wq-1 = )\d_l(Sd_l) =

wg = 2, wy =27 und wo = 47.

Hieraus erhélt man das Volumen k4 der d-dimensionalen Einheitskugel als

o~ Wd-1 _ ¥ (1.2)
Td T r(der) '

Fiir Funktionen f,g:S8% ' — R ist das L?-Skalarprodukt definiert durch

(fs 9 r2(sa1y = [f(w)g(w)dw.

S(i—l

Die Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen
L (8" = {287 — B[ 1/ sy <o)

wird auch Lebesgue-Raum auf S% ! genannt. Bezeichnet man mit C (Sd) die stetigen
Funktionen auf der Sphére, so bildet (C (Sd‘l) ,C (Sd_l) () Lz) einen Préhilbertraum.
Beziiglich der Norm | f|¢ = sup,cga-1 | f(w)] ist C(S*™) ein Banach-Raum,

und es gilt die folgende Normabschétzung

[ £lL2(se-1y < Vwa-r [ fle-



2 1 Mathematische Grundlagen

1.1 Laplace-Beltrami Operator auf der Sphare

Eine wichtige Rolle in dieser Arbeit spielt der Laplace-Beltrami Operator auf der Ein-
heitssphére. Fiir eine Funktion f: S — R bezeichne fV die radiale Fortsetzung von
f auf RA{0}, d. h. es gilt

(@) = f(ﬁ)

Weiterhin bezeichne ¢" die Einschrankung einer Funktion g : R? - R auf S%1.

Definition 1.1 (Laplace-Beltrami Operator)
Der Operator

Asaaf=(Af)" (1.3)

heift Laplace-Beltrami Operator auf S%', wobei A den Laplace Operator auf R?
bezeichnet. Es ist der Anteil des Laplace Operators, der nur auf den Winkelanteil der
Funktion f wirkt.

Analog kann man den Gradienten fiir Funktionen auf S erklaren durch
VSd—lf = (va)/\ .

Im Folgenden betrachten wir speziell den Fall d = 3. Entsprechende Verallgemeinerungen
fir beliebige Dimensionen sind in [66] zu finden.

Es werden zunichst zwei Parametrisierungen in R? eingefiihrt, die sich insbesondere
anbieten, um Punkte auf der Einheitssphéire zu beschreiben.

Definition 1.2 (Kugelkoordinaten)
Nutzt man die bekannten Kugelkoordinaten in R3, so lisst sich jeder Einheitsvektor
w = (w1,ws,ws3) € S? schreiben als

wy =sinf cosp (1.4)
wy =sinf sin

w3 =cosb,

wobei 0 € [0, 7] Polarwinkel (“geographische Breite®) und ¢ € [0,27) Azimutwinkel
(“geographische Linge“) genannt wird.

Durch die Substitution ¢ := cosf erhalten wir eine alternative Parametrisierung.

Definition 1.3 (Polarkoordinaten)
Eine Richtung w € S* kann mit t € [-1,1] und ¢ € [0,27) durch

w1 =V1-tZcosp
wo =V1-1t2sinp

w3:t

parametrisiert werden. Wir nennen das Tupel (t,¢) Polarkoordinaten.
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Das Integral einer Riemann-integrierbaren Funktion f {iber der Einheitssphire S? lisst
sich folgendermaflen berechnen:

/f(w)dw ff (0,p) sinfdfde
S2 0

:fff(t,<p)dtdgo. (1.5)
0 -1

Hierbei ist
£(8, ) = f(sinf cos p,sin A sin ¢, cos H)
beziehungsweise

f(t, o) 2=f(\/l—tQCOS(p,\/l—tQSingo,t). (1.6)

Wir stellen nun den Laplace-Beltrami Operator sowohl in Kugel- als auch in Polarkoor-
dinaten dar. Der Laplace Operator ldsst sich bekanntermafien [65] schreiben als

1o (,0f
S r20r ('r 87”) 2o (.7

wobei Ag2 der Laplace-Beltrami Operator auf der Sphére S? ist. Unter Verwendung der

Kugelkoordinaten gilt
o
Aofe L O (4p0), L &F (1.8)
D2

sin 89 00 sm2 0

und mit Hilfe der Kettenregel erhdlt man in Polarkoordinaten die folgende Darstellung:

0 0 1 9%f
Asgf:a(u t%) 82{) —t2a_gp£' (1.9)

Lemma 1.4 Es seien w,n € S und die Funktion f : [-1,1] — R zweimal stetig
differenzierbar. Dann gilt

a) Agai{w,n) =-(d=-1){w,n),

b) AZaaf({w,m)) = ~(d=1){w,n)f (w,m) + (1= {w,n)?) f"{w.m) .

wobei A, den Laplace-Beltrami Operator beziiglich w bezeichnet.

Beweis. Ein Beweis ist fiir d = 3 in [19] zu finden. O
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1.2 Kugelflachenfunktionen und Sobolev-Raume iiber S?

Die Kugelflichenfunktionen, die eine Orthonormalbasis des Raums L? (82) bilden, spie-
len eine wichtige Rolle in dieser Arbeit. Der Spezialfall d = 3, auf den wir uns hier
beschranken, ist in [18, 19] betrachtet. Die entsprechende Aussagen fiir beliebige Dimen-
sionen sind in [66, 72, 86, 97] zu finden.

Bezeichnung Eine Kugelflichenfunktion vom Grad n (mit n € N) ist die Einschrankung
eines homogenen, harmonischen Polynoms in R? auf S2.

Bezeichnet man mit H,, den Raum der Kugelflichenfunktionen vom Grad n, so ist seine
Dimension nach [26, Theorem 3.1.4] gegeben durch

dim (Hy,) =

2n+3-2({ n+3-2
n+3-2 3-2

)=2n+1. (1.10)

Die eingefiihrten Rdume H,, sind aulerdem die Eigenrdume des Laplace-Beltrami Ope-
rators [26, 67] zum Eigenwert

A=n(n+1). (1.11)

Es wird sich zeigen, dass die Kugelflichenfunktionen eng mit den Legendre-Polynomen
verwandt sind.

Definition 1.5 (Legendre-Polynome)
Die Legendre-Polynome P, sind die partikuldren Losungen der Legendre’schen Diffe-
rentialgleichung

(1—1:2)f"(a:)—2xf’(x)+n(n+1)f(x):0, ze[-1,1],neNp. (1.12)

Sie erfillen P,(1) =1 und gentigen der Orthogonalitatsrelation

2
0Lk -
+1 Lk

1
[ PP a-
gl

Die Rodrigues-Formel [19], welche die Legendre-Polynome beschreibt, ist gegeben durch

1 d" .,
gl aon & 1)

Pu(z) = (1.13)

Das nachfolgende Additionstheorem beschreibt den Zusammenhang zwischen den Kugel-
flaichenfunktionen und den Legendre-Polynomen. Ein Beweis befindet sich zum Beispiel
in [19], die entsprechende d-dimensionale Aussage in [66].

Satz 1.6 (Additionstheorem)
Fiir n € N bezeichne {Y, |k =-n,...,n} eine beliebige Orthonormalbasis von H,. Fir
2wei Einheitsvektoren w, & € S? gilt

2n+1
4

k_Zn_: Yok (€) Yok (w) = P ((&,w))- (1.14)
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Aus diesem Satz folgt unmittelbar, dass fiir festes & € S? die Funktion P,({-,¢)) in H,
liegt. Des Weiteren erhilt man fiir £ = w € S? die wichtige Identitét

2n+1

ki Yue(§)* = = — (1.15)

Bei der Berechnung von Integralen mit Kugelflichenfunktionen hilft h&ufig das Funk-
Hecke Theorem weiter.

Satz 1.7 (Funk-Hecke Theorem)
Sei f eine integrierbare Funktion auf [-1,1] und Y, € H,,. Dann gilt

[ Fg@DYa(w) do = (Lnf)Ya(©) (1.16)
82
mit dem konstanten Faktor

1
Laf =27 [ F(OPu(t)dt,
-1

wobei P, das Legendre-Polynom vom Grad n bezeichnet.
Die Gréfie Ly f wird n-ter Legendre- Koeffizient genannt.

Beweis. Siehe [26, Theorem 3.4.1]. O

Wegen Yy = (477)71/2 Py(1)'/? = (47r)71/2 folgt hieraus die Identitat

1
& w)|dw =2 [ |t|dt=2m. (1.17)
J /

Bezeichnung Der Ausdruck [m| = mj + mo + m3 bezeichne den Betrag eines Multiindex
m = (my,mg,m3) € Ng. Fiir n € Ny ist der Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich
n auf S? gegeben durch

P" (82) = {p ‘ pw)= > ™, we 82} . (1.18)

|m|<n

Weiter bezeichne

hom (87) = {p ‘ plw)= Y cmw™, we 82} (1.19)

Im|=n

den Raum aller homogenen Polynome vom Grad n auf 8. AuBerdem definieren wir den
Raum der geraden (even) Polynome vom Grad kleiner gleich 2n mit n € Ny durch

P2 (8%) = {p e P*(S%)

p(w) =p(-w), we 82} (1.20)
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und den Raum der ungeraden (odd) Polynome vom Grad kleiner gleich 2n — 1 analog
durch

]P;gn—l (82) = {p c ]P;2n—1(82)

p(w) = -p(-w), we 82} . (1.21)

Satz 1.8 [73, Theorem 4.4 und Theorem 4.12]
Es gilt fir alle n € N:

a) P (8?) = é%l. (1.22)
=0
b) P (8) = Plio, (8?) @ Piio, (S?) - (1.23)

Beweis. Ein Beweis der Aussage a) ist in [73] zu finden. Fiir den Beweis von b) folgen
wir Ideen aus [48]. Dazu nehmen wir zunachst an, dass n gerade ist, d. h. es existiert ein
k € Ny mit n = 2k. Da sich Polynome in einen geraden und ungeraden Anteil zerlegen
lassen, folgt

P (52) = P (5%) @ P17 (7).

Die Inklusion P}, (S?) c P2 (S?) ist offensichtlich. Da nach Definition |w[=1 fiir alle
w e S? gilt, folgt fiir alle geraden Polynome p € P” (5'2) = p2 (82):

(@) = |l p(52)
k w m
Y % m(”w—”)

=0 |m|=2i

k .
S e (wi+wd +w§)]H w™

=0 |m|=2¢
2, @

|m|=2k

Insgesamt ist somit P (82) = P (82) bewiesen. Analog zeigt man die Identitét
PZO% (82) =pr-l (82), was die Behauptung impliziert. a
Also bilden die Kugelflichenfunktionen vom Grad kleiner gleich n eine Basis von P" (S 2).
Des Weiteren ist durch den Beweis klar, dass die Gleichung (1.23) die Zerlegung eines
Polynoms in einen geraden und in einen ungeraden Anteil beschreibt. Als Folgerung
erhdlt man mit [73, Seite 77] das folgende Resultat.

Korollar 1.9 FEs gilt fiir alle n € N:

| 1%z
Ho | ® Hors1 | - (1.24)
=0

NE]

|
P"(S?) =

~

Ist n gerade, so stellt der erste Summand aus (1.24) den geraden Anteil des Polynoms
und der zweite Summand den ungeraden Anteil dar.
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Lemma 1.10 (Dimension der Polynomréume)
FEs gilt

a) dim (P" (52)) = (n+1)2,

b) dim (P}, (S?)) = ("*2).

2

Beweis.

a) Da die Kugelflichenfunktionen vom Grad kleiner gleich n den Raum P"(S?) auf-
spannen, folgt

dim (P (82)) = 3221+ 1= (n+ 1),
=0

b) Ist n gerade, so gilt

o (7)=im E7 (5) = (@) -T2 00020 (7).
1=0
Fir ungerades n folgt die Behauptung aus
2
dim (B, (57)) = im (B2 (5%)) - (@H””) ()
1=0 1=0
O

Lemma 1.11 Jede reellwertige Funktion f e L? (82) lasst sich in Kugelflichenfunktio-
nen entwickeln, d. h. es gilt im L*-Sinne

wobei die Fourierkoeffizienten fnk gegeben sind durch
Pk = {F Yor) L2(s2) - (1.25)

Mit anderen Worten: Die Kugelflichenfunktionen Y, liegen dicht in L? (82) und bilden
eine Orthonormalbasis dieses Raumes.

Beweis. Einen Beweis fiir das Lemma findet man in [19]. O

Lemma 1.12 (Parseval’s Theorem)
Es gilt mit fnr aus (1.25) die folgende Identitdt

I£132(s2) = [ f@ido=Y 3 7%

n=0 k=-n
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Fir d = 3 ist es moglich, eine explizite Darstellung der Kugelflichenfunktionen anzu-
geben. Dazu schreibt man den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten und benutzt an-

schliefilend einen Separationsansatz. Fiir k = -n, ..., n ergibt sich folgende (reellwertige)
Darstellung;:
1, falls k=0
Yoi(0,¢) = Nuy, PF (cos 0) V2 cos(kyp), falls k>0 (1.26)
V2sin(|klp), falls k <0

mit dem Normierungsfaktor

~ 2n+1(n-k)!
Nk = (_1)k\J ar (n+k)!

Hierbei sind die zugeordneten Legendre-Polynome Pff definiert durch

k
PE(z) = (-1)F (1= 22)"? %Pn(x).

Die Kugelflachenfunktionen erfiillen die Paritdtseigenschaft
Ynk(ﬂ' - 9, ™+ QD) = (—1)”Ynk(9, QO) s

da PJLk‘(—COS 0) = (—1)"+kP,|Lk|(cos 0) gilt (vergl. [25]). Daher sind, wie bereits gesehen,
genau diejenigen Kugelflichenfunktionen Y, gerade Funktionen, deren Grad n gerade
ist. Ist der Grad ungerade, so sind die entsprechenden Kugelflichenfunktionen ungerade
Funktionen.

Bezeichnung Die Funktion Y, wird Kugelflichenfunktion vom Grad n und der Ord-
nung k genannt.

Ausgehend von den Kugelflichenfunktionen werden nun die Sobolev-Réume iiber der
Einheitssphére eingefithrt, wobei die Definition aus [92, 23] verwendet wird. Grund-
legende Eigenschaften dieser Sobolev-Raume sind beispielsweise in [37, 36] zu finden,
jedoch wird dort eine andere, dquivalente Definition dieser Rdume genutzt.

Definition 1.13 (Sobolev-Raum iiber S?)
Der Sobolev-Raum H® (82) ist fiir s > 0 definiert als die Menge aller Funktionen
felL? (82), welche der Bedingung

11752y = 20 2 (2 +1)" fifi < o0
n=0k=-n
mit fnk =(f, Ynk>L2($2) geniigen. Hierbei wird die Norm durch das Skalarprodukt

([, mss2y =2, D, (n2+1)sfnk§nk

n=0k=—n

induziert.
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Offensichtlich gilt nach Parseval’s Theorem (Lemma 1.12): H° (82) =Ly (82).

Die Definition der Sobolev-Réume tiber der Sphére zeigt eine starke Analogie zu den
Sobolev-Réaumen iiber R? [2]. Dort ist die obige Reihe durch ein Integral iiber R ersetzt,
d. h. die Norm ist gegeben durch

By = [ (22 +1) (F()(@))? da,
Rd
wobei F die Fouriertransformation bezeichnet.

Lemma 1.14 Fiir s > 1 ist die Einbettung von H® in C(S?) stetig, d. h. es gilt

sup [f(w)| <c|flu=  VfeH?
weS?

mit einer Konstante ¢ > 0.

Beweis. Der Beweis wird analog zu [37] gefiihrt. Es gilt mit der Cauchy-Schwarz Unglei-
chung fiir N >2 und w € S?:

n=N k=

|3 2 ey Y (2 )"

n=N k=—

o0 n 1/2
Z;V 3 ()" Vi) s
s [l -

Unter Verwendung von Gleichung (1.15) folgt fiir s >0

1 & 2n+1 > 1
2

c < — —= < —.
N 4m n;\/ (TL2 + 1)8 n;V n®

Die Konstante cs n ist fiir s > 1 endlich und konvergiert fiir N — oo gegen 0. Daher
konvergiert die Fourierreihe gleichméfig gegen eine stetige Funktion, die fast iiberall mit
f ubereinstimmt. O

Fiir s > 1 sind Punktauswertungen auf H?® also stetig, daher ist der Sobolev-Raum fiir
s> 1 ein Hilbertraum mit reproduzierendem Kern (siehe [6, 19]).

1.3 Zonale Funktionen

Eine besondere Rolle in unseren Betrachtungen nehmen die zonalen Funktionen ein. Ein
guter Uberblick iiber zonale Funktion fiir d = 3 ist in [19, Kapitel 7] zu finden.

Definition 1.15 (Zonale Funktionen)
a) FEine Funktion h:S8? x 8? > R, die durch die Eigenschaft

h(w,n) = h({w,n)), w,neS? (1.27)

mit einer Funktion h:[-1,1] = R charakterisiert ist, heift zonal.
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b) Sei h eine reelle Funktion auf dem Intervall [-1,1]. Wir nennen fiir festes € € S
die Funktion

hf:SQ_)Ra 77'_);"(<£777>)

&-zonal.

Da fiir w,n € S? folgende Identitét

jw = =l + nf* = 2(w,n) = 2 (1~ {w,n))

gilt, bilden die zonalen Funktionen ein Analogon zu den radialen Funktionen in R3, d. h.
zu Funktionen g der Bauart g(x) = g(|z]).

Nach Definition gilt fiir alle Rotationsmatrizen o die Identitét (ow, on) = (w,n). Es ist
bekannt, dass sich die zonalen Funktionen auch durch die Eigenschaft

h(w,n) = h(ow,on) fiir alle orthogonalen Transformationen o
charakterisieren lassen [19].

Bemerkung Die Kugelflichenfunktionen Y,,; sind fiir n € N und k& = 0 zonal beziiglich
des Nordpols e3 = [0,0,1]7.

Beweis. Fir ne N und k=0 gilt
Yok (0, 9) = N P (c0s0) = Ny Pa(cos6) .

Diese Funktionen hdngen also nur vom Kosinus des Polarwinkels 6 ab. Mit der Identitét
(&, e3) = & = cos(0) folgt die Behauptung. ]

Das Integral [¢. h({§,n))d¢ hingt nicht von 7 ab und es gilt

fh((g,n>)dg:27rfh(cose) sin 6 o
S2 0

1
=or [ n(t) dt. (1.28)
/

Diese Integrationsregel ist in [68, Seite 188] zu finden.

Es bezeichne LP3([~1,1]) den Raum aller Funktionen iiber [~1,1] mit

1
sy =27 [ LF@Fdt < oo, (1:29)
-1

Aufgrund der Integrationsformel (1.28) ist die Menge der {-zonalen Funktionen isomorph
zu LP3([-1,1]). Somit kann man LP[-1,1] als Unterraum von LP(S?) auffassen mittels

21 |l oy 0y = 27Tf [P ()P da = [h((e3, - DI p(s2y - (1.30)
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Mit Hilfe des Additonstheorems (Satz 1.6) und des Funk-Hecke Theorems (Satz 1.7)
sieht man, dass £-zonale Funktionen in Legendre-Polynome entwickelt werden kénnen.

Lemma 1.16 ([19], Theorem 7.3 und Seite 341)
Jede zonale Funktion f ldsst sich in Legendre-Polynome entwickeln, d. h. es gilt im
L2-Sinne fiir beliebiges & € S?:

xS 2n+1

fus&-N=>2

n=0

(Lnf) Pu({S, ) s (1.31)

wobei Ly, f der n-te Legendre-Koeffizient ist.
Ferner liegt f genau dann in L* (82), wenn

> 2n+1

>

Lo f)? < oco.
2 (Lnf)” <

Beweis. Die Aussage b) folgt aus folgender Rechnung

LR D 2oy = CFUE D) Yoz s

2n+1

( Lann((£7 '))7le)%2(82)

o~

M= (0= (D3
018 i1vs
II\M: .

3

I
% £ 100 10

( nf) < nk» ml>L2($2)Ynk(£)

I=—mn=0k
= - nf) Z Ynk(§)2
= > n+1(Lnf)2
n=0

Dabei wurden das Additionstheorem (Satz 1.6) und die Tatsache, dass die Kugelflichen-
funktionen orthonormal zueinander sind, benutzt. O

1.4 Numerische Integration auf der Sphare

Im Laufe dieser Arbeit werden numerische Integrationsformeln auf der Sphire S? bené-
tigt. Ziel dieses Abschnittes ist es daher, geeignete Quadraturformeln fiir das Integral

If= f F(w) dw (1.32)
82

herzuleiten. Haufig steht die a-priori Information zur Verfigung, dass die zu integrieren-
de Funktion f gerade ist, d. h. es gilt f(w) = f(~w) fiir alle w € S?. Inwieweit dieses
Wissen genutzt werden kann, um den Aufwand bei den verschiedenen Quadraturformeln
zu minimieren, d. h. bestenfalls zu halbieren, wird jeweils kurz untersucht.

Wir stellen in diesem Abschnitt zwei Moglichkeiten vor, um das Integral I f numerisch zu
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berechnen. Zunachst wird die géngige Produktregel-Methode betrachtet, bei der die
resultierende Integrationsformel aus bekannten 1D-Regeln zusammengesetzt wird. Dar-
an anschlieffend werden die sogenannten Extremalsysteme vorgestellt, die in [73, 88]
vorgeschlagen und analysiert werden. Auf alternative Quadraturméglichkeiten wie das
Verfahren von Maier und Fliege [17] oder Spherical Designs [33] wird in dieser Arbeit
nicht eingegangen.

Bezeichnung Eine numerische Integrationsregel mit m Punkten hat die Form
m
Qmf = zwjf(nj)
j=1

mit Gewichten w; und Einheitsvektoren 7;. Sie heiflt exakt vom Grad n, falls

Qmp=1Ip VpEP”(S2)

gilt, also alle Polynome p vom Grad kleiner gleich n exakt integriert werden.

Methode der Produktregeln

Zunéchst wird die Produktregel-Methode vorgestellt. Zur weiteren Vertiefung sei auf
[38, 87, 93] verwiesen.
Das Integral If wird mittels Polarkoordinaten geméfl (1.4) parametrisiert, d. h. es gilt

ff(w)dwzfjf(t,go)dtdgp (1.33)
S2 0 -1

mit f(t,¢) wie in (1.6). Es wird nun ein Separationsansatz angewandt, dabei wird die
Funktion f(t,¢) als Produkt zweier Funktionen g(¢) und h(y) aufgespalten. Anschlie-
Bend werden diese beiden Funktionen mit Hilfe von 1D-Quadraturformeln integriert.
Eine Produktregel hat also die Form

2 1
If» O[ [ g(t)h(p) dtdi

2

=fg(t)dtf1h(sﬂ)dso
0 -1

N (i@ig(ti))(i th(%‘)) (1.34)
i=1 J=1

mit geeigneten 1D-Regeln

1

2 n
J ot Baig(e) wd [ he)des 2 aihies).
i= 0 J=

-1
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Fiir die Integration beziiglich des Azimutwinkels ¢ nutzen wir die zusammengesetzte
Trapezregel

2 n+l 94
fh(w)dw = 2 ()
0 J=1

Diese integriert alle trigonometrischen Polynome bis zum Grad n exakt [13] und nach
Definition der Kugelflichenfunktionen (siehe (1.26)) sind diese als Funktionen von ¢
trigonometrische Polynome vom Grad kleiner gleich n. Fur £ # 0 werden daher alle

Kugelflichenfunktionen Yj; mit 0 <l <n, ke {z1,...,+l} exakt integriert, es gilt also
n+l o
Y (60,222) =0 VO<l<n,k+#0. 1.35
n+1 ]Z:; lk ( n+1) n ( )

Unm sicher zu stellen, dass alle Kugelflachenfunktionen Y, vom Grad kleiner gleich n, also
auch diejenigen mit k = 0, durch die zusammengesetzte Regel exakt integriert werden,
muss die Integrationsformel

1
; a;p(t;) = _[ p(t)dt (1.36)

alle Polynome p vom Grad n exakt iiber dem Intervall [-1,1] integrieren, da PS =P,
gilt. Folglich ist eine exakte Integrationsformel vom Grad n konstruiert.

Eine mogliche Quadraturformel in (1.36) ist die GauB-Legendre Integrationsregel. In die-
sem Fall werden [%J +1 Stitzstellen bendtigt, um alle Polynome tiber [-1,1] vom Grad
kleiner gleich n exakt zu integrieren. Weitere Wahlmoglichkeiten der 1D-Regel sind in

[93] zu finden.

Die Produktregeln erlauben durch ihre Konstruktion eine einfache Modifikation, falls
die zu integrierende Funktion gerade ist. Es bezeichne S? und S? die untere bzw. obere
Halbsphére.

82 = {w = (w1, wa,w3) € S? ‘ wg < 0} und SE = {w = (w1, wy,w3) € S? | wg > O} .
Ist die Funktion f gerade, so gilt

ff(w)dw - 2/f(w)dw - fo(w)dw. (1.37)
S2 S2 52

Es geniigt also, nur iiber eine Halbsphére zu integrieren und somit kann der numerische
Aufwand bei der Produktregel-Methode im Wesentlichen halbiert werden, falls eine ge-
rade Anzahl Stiitzstellen fiir die Integration bzgl. des Azimutwinkels verwendet wird.

Der verwendete Separationsansatz ist eine starke Annahme an die zu integrierende Funk-
tion. Lasst sich diese nicht hinreichend gut durch ein solches Produkt zweier Funktionen
approximieren, so fithrt dies unter Umsténden zu schlechten Ergebnissen bei der nume-
rischen Integration. Ein weiterer grofler Nachteil der Produktregeln ist, dass die Integra-
tionspunkte nicht gut auf der Sphére verteilt sind, sie verdichten sich an den Polen, wie
in Abbildung 1.1(a) zu sehen ist.
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(a) Produktregel fir n = 50 (b) Extremalsystem fiir n = 50

Abbildung 1.1: Integrationspunkte auf der Sphére.

Extremalsysteme

Diese Integrationsmethode gehoért zur Gruppe der interpolatorischen Integrationsfor-
meln. Neben guten Integrationseigenschaften soll auch eine gute geometrische Verteilung
der Integrationspunkte auf der Sphére erreicht werden. Die Extremalsysteme wurden in
[73, 88] studiert, wo auch weitere Eigenschaften dieser Punktmengen zu finden sind.

Da die Kugelflichenfunktionen vom Grad kleiner gleich n nach Lemma 1.8 eine Basis
von P" (52) bilden, ist die Dimension dieses Raums gegeben durch (Lemma 1.10)

dim P" (82) =(n+1)*=d,.

Ist {m1,...,m4,} c S? eine Menge von Richtungen, so sei die d,, x d,, Matrix A definiert
durch

A=[Yi(n;)];; fir dj=1....dy, (1.38)

wobei Y; = Yy, fir i = (1 + 1)2 — 1+ m gilt. In der Matrix A tauchen also alle Kugel-
flaichenfunktionen vom Grad kleiner gleich n auf. Soll eine Menge von Funktionswerten
f(nj), n; € S2%,j=1,...,d,, durch Kugelflichenfunktionen interpoliert werden, so sind
die zugehorigen Koeffizienten b durch das lineare Gleichungssystem A”7b = f bestimmt,
wobei f € R mit f; = f(n;), i = 1,...,dp, gilt. Die in (1.38) definierte Matrix AT ist
also die zugehorige Interpolationsmatrix.

Definition 1.17 (Fundamental- und Extremalsystem)

a) Eine Menge von Stiitzstellen {n1,...,nq,} heifst Fundamentalsystem, falls das
einzige Polynom p € P" (82), das auf der Menge {m,...,nq, } verschwindet, das
Nullpolynom ist. Diese Figenschaft ist dquivalent dazu, dass

det A # 0 (1.39)

gilt.
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b) Ein Fundamentalsystem {m,...,na,} heifit Extremalsystem, falls der Wert

| det ([Yi(n;)]is) |

maximal ist beziglich aller d,-elementigen Punktmengen aus S?, d. h. es gilt mit
der Matriz A aus (1.38):

|det A| = max 82|det([Y;(wj)]i7j)]. (1.40)

{w;l3=1,...,n}c

Bemerkung Sowohl (1.39) als auch (1.40) sind unabhéngig von der Wahl der Basis [88]
im Raum P"(S?).

Sind die Punkte bestimmt, so ergeben sich die Integrationsgewichte gemaf} [88] durch

Gg, W =Ly, (1.41)
wobei ¢, = (1,...,1)T e R% und Gy, € R%*% den reproduzierenden Kern von P"*(S?)
ausgewertet in {n1,...,nq, } bezeichnet. Diese Matrix lasst sich [100] darstellen durch

Gg, = ATA. (1.42)

Zudem ist durch die Konstruktion als interpolatorische Integrationsformel sichergestellt,
dass alle Polynome vom Grad kleiner gleich n exakt integriert werden.

Es ist bekannt [73, 88], dass bei Extremalsystemen das Interpolationsproblem gut kon-
ditioniert ist und die Integrationsgewichte daher mittels (1.41) stabil berechnet werden
konnen. Fiir diese Systeme sind numerische Approximationen sowie die zugehorigen In-
tegrationsgewichte fiir n < 191 verfiighar [88]. Zudem sind die Extremalsysteme gut auf
der Sphére verteilt, wie fir n = 50 in Abbildung 1.1(b) illustriert ist.






Kapitel 2

Spharische Radon- und Kosinustransformation

In diesem Kapitel fithren wir die beiden oben genannten Transformationen sowie die
Sinustransformation ein und geben einen Uberblick iiber ihre Eigenschaften. Zur Vertie-
fung sind [21] und [26] zu empfehlen.

2.1 Spharische Radontransformation

Wir betrachten zunichst die sphérische Radontransformation. Fiir d > 3 und 7 € S%!
bezeichne n* = {w eR4|(w,n) = 0} die Hyperebene durch den Ursprung mit Normalen-
vektor 7. Weiter sei S(n) = S% 1 nn* der Schnitt von S ! mit dieser Hyperebene.

Definition 2.1 (Sphérische Radontransformation)
Die (d-dimensionale) sphérische Radontransformation einer Funktion f: ST - R
ausgewertet an der Stelle n € S¥1 ist definiert durch

Ri)=—— [ f)dw (2.1)

2 5t

mit S(n) =S¥t nnt. Hierbei bezeichnet dw das natiirliche Lebesgue Maf auf S(n).

Der Vorfaktor 1/wg, in (2.1) ist so gewahlt, dass konstante Funktionen auf sich selbst
abgebildet werden. FEinige Autoren verzichten auf diesen, weshalb die Formeln ggf. leicht
differieren [20, 21]. In der Literatur wird diese Transformation im Spezialfall d = 3 auch
Funk-Transformation genannt [20, 101]. Weiter sei auch darauf hingewiesen, dass
der Begriff der sphérischen Radontransformation in der Literatur auch fiir eine andere
Integraltransformation gebraucht wird. So wird auch die Spherical Mean Transformation

SMf(z,r) = f £(2)da(z)
zeS(z,r)

mit S(x,7) = {y e R? ||z —y| = r} bisweilen als sphiirische Radontransformation bezeich-
net [71].

Da offensichtlich n* = (-n)* gilt und damit auch

Rf(n) = Rf(_n) )
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ist das Bild der sphérischen Radontransformation eine gerade Funktion auf S*'. Durch
Aufspalten des Integrationsgebietes sieht man, dass die ungeraden Funktionen im Null-
raum der Radontransformation liegen. Es ist also nur méglich, den geraden Anteil einer
Funktion f aus Rf = g zu rekonstruieren.

Bezeichnung C. (Sd_l) bezeichne den Raum der geraden, stetigen Funktionen und
Lg(Sd_l) den Raum der geraden, quadratisch integrierbaren Funktionen auf S41.

Nun wird speziell der Fall d = 3 betrachtet. Fiir festes 1 € S? ist das Integrationsgebiet
der Grofikreis auf dessen Grundfliche 7 orthogonal steht. Als Rotationsachse bezeichnen
wir die Achse, um welche die Einheitskreislinie in der (x,y)-Ebene gedreht werden muss,
um das gewiinschte Integrationsgebiet zu erhalten, siehe Abbildung 2.1.

— Groflkreis
—7
——Rotationsachse

Abbildung 2.1: n € S? und entsprechender Grofkreis.

Schreibt man 1 € §? in Kugelkoordinaten mit Azimutwinkel ¢ € [0,27] und Polarwin-
kel 6 € [0,7], so sieht man, dass die Einheitsvektoren n; und ny = ny x 7, welche in
Kugelkoordinaten durch

—sinp cosf cosp
ni=| cose| , my=|cosOsing|,
0 —sinf
gegeben sind, die Ebene
17L={xeR3 x=any +bng, a,beR}

aufspannen. Daraus folgt die Darstellung

S2ﬁnl:{x€R3

x =any +bny, a,beR mit a2+b2:1}. (2.2)

Die Diskretisierung der Grofikreise ausgehend von (2.2) ist eine Moglichkeit, die Vor-
wartsanwendung der Radontransformation numerisch zu berechnen.

Lemma 2.2 Die sphdrische Radontransformation kann mit Hilfe der Delta-Distribution
als Integration tiber S? dargestellt werden. Es gilt

i) = 5- [ )00 w)de. (2.3
S2



2.1 Sphérische Radontransformation 19

Beweis. Sei 11 € S? beliebig und o die Rotationsmatrix fiir die on = ez gilt, wobei e3
den dritten kanonischen Einheitsvektor in R3, also den Nordpol, bezeichnet. Wird das
Integral mit Kugelkoordinaten geméaf(1.5) parametrisiert, so folgt mit der Substitution
¢ = pw, d¢ = dw und der Orthogonalitit von g:

Einerseits:

[ H@pe"w)dw = [ 1(e"Od(eF ¢ d¢
82 82

2t w

:/[f(gTC(H,@))6(0089)sin0d0dg0
0 0

21
- / F(@"6(0,0)lg—rj2) de
0

2

=ff(gT(COSs0,Sins0,0))dsD-

0

Andererseits:

[f(w)dwz f f(w)dw

S(n) S2nnt

- [ 16"«

S2n(pn)*

2
=ff(@T(COS¢,Sin90,0))d¢,
0

da 8?2 n(pn)t =8S?net =St gilt. O

Bemerkung Der Beweis verlduft analog fiir eine beliebige Dimension d > 3 durch Ein-
fiihrung d-dimensionaler Kugelkoordinaten.

Wir berechnen nun den adjungierten Operator der Radontransformation beziiglich des
L2-Skalarproduktes iiber der Sphére S2:

(Rf.9) s = [ RF)g(n) d (Definition)
32
:f% / f(w)dwg(n)dn (Definition)
§2 (w,n)=0
= [ o [ F@n) dogln) dn (Lemma 2.2)
S2 S2

= [ 1) 5 [ gt dan de
S2 S2
= ([, Rg)r2(s2) - (Definition)

Somit ist die folgende Aussage bewiesen.
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Lemma 2.3 Die sphdrische Radontransformation ist beziiglich des Lo-Skalarproduktes
selbstadjungiert auf S%, d. h. es gilt

(Rf,9)r2(s2) = ([, Rg)2(s2) - (2.4)

Die folgenden Abbildungseigenschaften der Radontransformation sind wohlbekannt.

Lemma 2.4 (Eigenschaften der sphérischen Radontransformation)
Es gelten die folgenden Aussagen:

a) Fiir f e C.(S?) folgt aus Rf =0, dass f =0.
b) Ist g € C2(S?), so existiert eine Funktion f € Co.(S?) mit Rf = g.
Beweis. Einen Beweis findet man fiir d > 3 in [26] (Proposition 3.4.12 bzw. 3.6.4). O

Die folgende Eigenschaft der Radontransformation ist fir die spitere Herleitung des
Inversionsverfahrens essentiell. Der Beweis, der z. B. in [21] zu finden ist, wird hier
aufgrund der Bedeutung der Eigenschaft dennoch aufgefiihrt.

Lemma 2.5 (Rotationsinvarianz)
Die sphdrische Radontransformation ist rotationsinvariant, das heifst fir alle Drehma-
trizen o e R4 mit d > 3 gilt

R(T,f(n)) =To,Rf(n) mit  T,of(n):=f(a"n). (2.5)

Beweis. Sei p eine beliebige Rotationsmatrix, dann gilt insbesondere det(p) =1 und
o' = oT. Mit der Substitution ¢ = pw, d¢ = dw folgt

(o7'n,w)=0 <= (now)=(n,C)=0.

Da die Einheitssphéire S selbst rotationsinvariant ist, gilt insgesamt

To(Rf)(n) = Rf(e'n) (Definition)
= . / f(w)dw (Definition)
B2 saan(ory-
= w; f fle7'0)d¢ (Substitution)
Sd—lrmL
= R(T,f)(n). (Definition)

O

Die Radontransformation einer mit der Rotationsmatrix ¢ rotierten Funktion kann also
berechnet werden, indem zunéchst die Radontransformation der Funktion selbst berech-
net und anschlieBend das Ergebnis mit der Matrix g rotiert wird.
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2.1.1 Inversionsformel von Funk

Schon Funk [20] erkannte, dass die sphérische Radontransformation im Fall d = 3 fiir
eine bestimmte Klasse von Funktionen in eine Abeltransformation iibergeht, und da-
her fiir diese Funktion leicht invertiert werden kann. Diese niitzliche Eigenschaft der
Transformation, die auch in héheren Dimensionen gilt, werden wir spater in den Vorbe-
rechnungen ausnutzen.

Bezeichnet x4 die d-te Komponente von x € R%, so lisst sich S n {x e R? |xg = 0} mit
S92 identifizieren. Jede Richtung ¢ € ! kann also durch ein Paar (64_1, ) beschrieben
werden mit 0 < 6y, <7 und ¢ € S2.

Definition 2.6 (Rotationssymmetrische Funktion)
FEine Funktion f:S*“ ' — R, die durch

F(Oa-1,0) = f(04-1)  fiir alle p e S

mit einer Funktion f : [0,7] > R definiert ist, heifit rotationssymmetrisch.

Der folgende Satz ist in [21, Corollary C.2.11] zu finden (man beachte hierbei die unter-
schiedlichen Konstanten bei der Definition der sphérischen Radontransformation). Der
Fall d = 3 geht auf Funk [20] zuriick. Zum Beweis des allgemeinen Falls werden in [21]
Ergebnisse aus [35] und [68] verwendet.

Satz 2.7 Fiird >3 seien f,g € Co(STY) rotationssymmetrische Funktionen mit Rf = g.
Dann lisst sich diese Gleichung fiir 0 < x <1 schreiben als

d-4

2 d—4
dof:z;d: [f cos” x —t2) 2 dtzg(sin_lzv). (2.6)

Die Gleichung (2.6) wird fir t € (0,1] gelost durch

1 10\*2 [ as
f (cosf1 t) =—Q1t|-= g (sirf1 z) 22 (t2 - :1;2) 2 dex. (2.7)
(d-3)! ( t 8t) b[

Setzt man F(t) == f(cos™'t) und G(z) = g(sin™' z), so ldsst sich fiir d = 3 die Gleichung
Rf = g geméB (2.6) schreiben als Abel’sche Integralgleichung:

2 [ F(t)

T 2 _ 42
3 x4 —t

dt = G(x), x€(0,1]. (2.8)

Durch die Substitutionen 7 = t? und & = 2? geht diese in eine (klassische) Abel’sche
Integralgleichung tiber [24]. Nutzt man nun die bekannten Inversionsformeln [24], so
ergibt sich fiir d = 3 die Inversionsformel [21]

F(t)—at j@ G(0)+tf G,(x) dr,  te(0,1]. (2.9)

xT

Hierbei erhilt man die letzte Gleichung durch partielle Integration mit u'(z) = T

und v(z) = G(x) und anschlieBender Differentiation mit Hilfe der Leibnizregel.
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Ist F'(0) = G(0), so gilt Gleichung (2.9) auch fiir ¢ = 0.

Bemerkung Ist g € C2(S?) rotationssymmetrisch, so existiert nach Lemma 2.4 eine ste-
tige Funktion f mit Rf = g, welche durch Konstruktion nach (2.7) rotationssymmetrisch
ist.

Bemerkung Steht die a-priori Information, dass die zu rekonstruierende Funktion f
rotationssymmetrisch ist, zur Verfiigung, so muss zur Inversion nur eine Abel’sche Inte-
gralgleichung gelost werden. Eine Moéglichkeit, dies numerisch zu tun, wird in Kapitel 5.1
hergeleitet. Des Weiteren sei auf das numerische Testbeispiel im Anhang A.1 verwiesen.

Es ist moglich, dieses Resultat auch zur Inversion der Radontransformation fiir beliebige,
nicht notwendigerweise rotationssymmetrische Funktionen zu nutzen. So schliagt Funk
in [20] die folgende Rekonstruktionsmethode vor:

Um die Funktion f aus der Gleichung Rf = g zu rekonstruieren, schreibt man die
Argumente von f und g in Kugelkoordinaten und setzt

21

27
Fo(0)= o [16.000 o Ger(0) = 5 o000 a0

wobei 6 den Polar-, ¢ den Azimutwinkel und e3 den Nordpol bezeichnet. Die Funk-
tion Fe, (0) (bzw. Ge,(0)) ist die Mittelung von f (bzw. g) iiber den Breitenkreis,
der durch den Polarwinkel 6 bestimmt ist. Insbesondere sind die beiden Funktio-
nen F,, uns G., nach Definition rotationssymmetrisch und F,, kann daher mittels
(2.9) aus Ge, berechnet werden. Da F,, und f am Nordpol tibereinstimmen, der in
Kugelkoordinaten durch 8 = 0 und ¢ gegeben ist, gilt

tliql‘ F., (cos_1 t) = f(es). (2.11)

Somit ist die gesuchte Funktion f im Punkt es rekonstruiert.

Um die Funktion f in einer beliebigen Richtung w € S? zu berechnen, ist eine Koordi-
natentransformation durchzufiihren, so dass w auf dem Nordpol liegt. Anschliefend
wiederholt man die obige Prozedur, das heiffit man berechnet geméfl (2.10) die rota-
tionssymmetrischen Funktionen F,,, G, und erhélt die Funktion f im Punkt w durch
Losung der Abel’schen Integralgleichung mit den neuen Daten.

Bei der numerischen Umsetzung fithrt dieses Vorgehen jedoch zu Problemen. So ist der
numerische Aufwand hoch, da fiir jeden Rekonstruktionspunkt eine Abel’sche Integral-
gleichung der Form (2.8) gelost werden muss. Liegen Datenfehler vor, d. h. beobachtet
man nur ¢° mit |g - ¢°| < &, so wird der Fehler durch die notwendige Differentiation
bei der Berechnung von (2.9) noch verstirkt. Des Weiteren sind die Daten ¢° in der
Praxis nur auf einer diskreten Menge von S? bekannt, so dass die numerische Berech-
nung von G, mittels (2.10) fehleranfillig ist, denn auf einigen Breitenkreise liegen unter
Umsténden nur sehr wenige Datenpunkte. Zudem &ndert sich fiir jeden Rekonstruktions-
punkt die Lage der Datenpunkte, was die numerische Integration auf den Breitenkreisen
zusétzlich erschwert.
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2.1.2 Analytische Inversionsformeln fiir die Radontransformation

Es existieren bereits mehrere Inversionsformeln fiir die sphérische Radontransformation.
Diese Formeln sind fiir beliebige Dimension d > 3 giiltig [34, 77, 90], wir beschranken uns
in diesem Kapitel jedoch auf den Spezialfall d = 3.

Die folgende analytische Inversionsformel, die fiir glatte Funktionen gilt, geht auf ein
allgemeines Resultat von Helgason [34] zuriick und wurde in [90] leicht modifiziert.

Satz 2.8 (Inversionsformel von Helgason)
Fiir f € C>(S?) gilt

x

BN RN T
1©=1| = 0[ ) N [ Ri@dwdy| L (12)
wpm=Ty z=1

wobei dw das Oberflichenmaf auf der Menge der Sub-Sphdren {w (&, w)? =1~ y2)} nS?

bezeichnet.

Diese Inversionsformel lésst sich folgendermafien umformen.

Satz 2.9 (Modifizierte Inversionsformel von Spodarev [90])
Fiir f € C>(S?) gilt

fo- L1 R ()I{€,w)

172
A | p dp (o) (€, w)2 = p2)

p=0

Diese Formel ist ein geeigneter Ausgangspunkt fiir theoretische Untersuchungen [90] und
ermoglicht im Vergleich zur Formel von Helgason eine bessere geometrische Interpretati-
on. Andererseits fithren beide Inversionsformeln zu numerischen Schwierigkeiten, da die
Stetigkeitsannahmen in der Praxis nicht gegeben sind. Zudem bewirkt sowohl die nu-
merische Differentiation als auch die Berechnung des Integrals tiber Kugelsegmente mit
endlich vielen Stiitzstellen, dass diese Formeln zur numerischen Inversion, ausgehend von
gestorten Daten, nicht geeignet sind.

Bemerkung Der Vollstandigkeit halber sei auf die Inversionsformeln aus [34, Theorem
1.7] verwiesen, die allerdings nur fiir gerade Raumdimensionen d gelten. In diesem Fall
ist es moglich, einfache Inversionsformeln anzugeben, die nur Polynome des Laplace-
Beltrami Operators enthalten.

Andere analytische Inversionsformeln, die auch im Fall f € L2(S?) gelten, sind in [77]
zu finden. Dort wird die Methode der Riickprojektion fiir eine (verallgemeinerte) Ra-
dontransformation formuliert und es werden Bedingungen fiir eine Funktion a : R - C
angegeben, so dass fiir alle £ € S?

lim - [ a(w)mw dw = af(€)

e—0 {52
S2

in der LP-Norm auf S? gilt. Hierbei bezeichnet dgeo(&,w) = arccos({¢,w)) den geoditi-
schen Abstand auf der Sphére und die Konstante « ist gegeben durch o = /7 [~ a(t) dt.
Es ist jedoch schwierig, Funktionen a zu finden, die den abstrakten Bedingungen geniigen.
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Die Frage, wie eine Funktion a konkret konstruiert werden kann, die bei der numerischen
Umsetzung zu guten Ergebnissen fiihrt, wird nicht beantwortet. Das im Paper [77] ange-
gebene Beispiel fiihrt in unserem speziellen Fall, Berechnungen in der Dissertation von
Herrn M. Spiess (Institut fiir Stochastik, Universitidt Ulm) folgend, auf die Funktion

~ T(—7'2 +21)
= (272 +1)7*

Es stellt sich jedoch heraus, dass die Verwendung dieser Funktion a zu unbefriedigenden
Resultaten fithrt. Dies liegt unter anderem daran, dass die Funktion sehr stark oszilliert
und die numerische Integration daher stark fehlerhaft ist.

Dieser Ansatz ist der Inversionsmethode, die in dieser Arbeit hergeleitet wird, dhnlich.
Allerdings wird in dem theoretischen Paper [77], wie bereits aufgezeigt, weder auf die
numerische Umsetzung eingegangen, noch ist das angegebene Beispiel dazu geeignet.

2.2 Kosinus- und Sinustransformation

In diesem Kapitel werden zwei weitere Integraltransformationen eingefithrt, die eng mit
der sphérischen Radontransformation verkniipft sind.

Definition 2.10 (Kosinus- und Sinustransformation)

a) Firne S st die Kosinustransformation gegeben durch

Kftn= [ lnw)l fw)do. (2.13)
Sd-1

b) Die Sinustransformation ist fiir n e S definiert durch

Sfm = [ VI=(nwp f(w)do. (2.14)

Sd-

Der Name der Transformationen leitet sich aus der Identitdt |(n,w)| = |cos (< (n,w))|
bzw. \/1 - (n,w)? =|sin (< (n,w))| ab.

Auch fiir diese Transformationen sieht man unmittelbar, dass ihr Bild eine gerade Funk-
tion ist und dass ungerade Funktionen im Nullraum liegen. Die Kosinustransformation
bildet konstante Funktionen auf das 27-fache ab, und die Sinustransformation auf das
72-fache, wie man leicht mit Hilfe des Funk-Hecke Theorems (Satz 1.7) nachweisen kann.

Es gibt starke Zusammenhénge [10, 23] zwischen den eingefithrten Integraltransforma-
tionen. Um diese formulieren zu kdnnen, benétigen wir die folgende Bezeichnung.
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Bezeichnung Fiir d > 3 ist der Boxz-Operator gegeben durch

_ Asd—l +d—1

Ogq -
2wg-2

(2.15)

wobei Aga1 den Laplace-Beltrami Operator auf St (Definition 1.1) bezeichnet. Fiir
d = 3 ergibt sich

1 1
O3 =—A —Id. 2.16
ST S ' 2m ( )

Satz 2.11 Es gelten die folgenden Identitdten zwischen den Transformationen

0gK = R, (2.17)
W41

S = RK 2.18

ks (2.18)

wobei kg das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Beweis. Ein Beweis der ersten Aussage findet sich in [23], der Fall d = 3 geht auf [10]
zuriick. Die zweite Identitét ist in [90] zu finden. O

Bemerkung Anhand der Beziehung (2.17) sieht man, dass die Kosinustransformati-
on deutlich starker glittet als die sphérische Radontransformation. Thr Bild muss im
Wesentlichen mit dem Laplace-Beltrami Operator aufgeraut werden, um der Radon-
transformation zu entsprechen.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist fiir d > 2 in [21, 26, Proposition 3.6.4 und 3.4.10]
zu finden. Es fasst die analogen Aussagen zu Lemma 2.4 fiir die Kosinustransformation
zusamimen.

Lemma 2.12 (Eigenschaften der Kosinus- und Sinustransformation)

a) Sind f und g beschrinkte, gerade, integrierbare Funktionen mit K f = Kg oder
Sf=.8g, sogilt f=g fast iiberall.

b) Ist g € CS(S?) beliebig, so existiert eine Funktion f e Co(S?) mit Kf = g.

¢) Die Kosinus- und die Sinustransformation sind selbstadjungiert beziglich des
L?-Skalarproduktes tiber S?.

In [5] ist eine Inversionsformel fiir die Kosinustransformation angegeben, die fiir d = 3
auf [10] zuriick geht.

Satz 2.13 (Inversionsformel fiir die Kosinustransformation)
Es gilt

f© = | L (As2 +2) K f()|(E,w)
2
o du((€7w)2>u)082 (¢, w>2 - M)l/Q

p=0

Diese Formel kann auch mittels des Zusammenhangs (2.17) aus den Inversionsformeln
fiir die Radontransformation hergeleitet werden kann. Auch im Fall der Kosinustrans-
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formation bewirkt sowohl die Differentiation als auch die Berechnung des Integrals iiber
Kugelsegmente mit endlich vielen Stiitzstellen, dass diese Inversionsformel nicht fiir nu-
merische Berechnungen geeignet ist.

2.3 Schlechtgestelltheit der Operatoren

Die Kugelflichenfunktionen aus Abschnitt 1.2 spielen eine sehr wichtige Rolle bei der Un-
tersuchung der betrachteten Integraltransformationen, da sie die Eigenfunktionen dieser
Operatoren sind. Wir beschrinken uns wieder auf den Fall d = 3, eine Verallgemeinerung
auf hohere Dimensionen ist moglich [26].

Satz 2.14 (Eigenfunktionen der sphérischen Radon- und Kosinustransformation)
Ist der Grad n der Kugelfldchenfunktion gerade, so gilt fir alle k = -n,...,n:

W13 (n-1
ROVok) = vnYor mit v =1 und vy = (~1)% 5 (n-1) (2.19)
2.4-...n
beziehungsweise
. T n21-3-...-(n-3)
K(Yor) =AY t Ao=2m, Ao = — und A\, = 21(~1 (2.2
(Yoe) A (L O ST s R

Alle ungeraden Kugelfidchenfunktionen werden sowohl von der Radon- als auch von der
Kosinustransformation auf die Nullfunktion abgebildet.

Beweis. Ein Beweis ist in [26, Lemma 3.4.5 und 3.4.7] zu finden. ]

Da nach [26] die Ungleichung
1-3-...-(n-1)>(2n) *.2.4-....n
gilt, folgt
| > (20) 72
Vergleicht man (2.19) und (2.20), so erhalt man fir n > 2

(n+2)(n-1)
47

2
n

|Vn| = |)‘n| < |)‘n|
2T

Hieraus folgt unmittelbar fiir gerade n die Abschétzung
An| > V2mn 2.
Mittels Induktion zeigt man die Ungleichung

,1/2
1-3-...-(n—1)§(37n+1) 2.4 .n.
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Fiir gerades n > 2 ergibt sich daraus

_1/2
lun| < (37”+1) und M| <V11an 72,

und insgesamt gelten somit fiir gerades n € N die Abschéatzungen:

V20 P < v, <207 und V20 <\, < VITan

0.5 0.5
. Betrag der Eigenwerte . Betrag der Eigenwerte

—— untere Schranke —— untere Schranke
—— obere Schranke

0.4 0.4

— obere Schranke

0.3
0.2
0.1
0 0
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20
(a) Betrag der Eigenwerte der (b) Betrag der Eigenwerte der
Radontransformation Kosinustransformation

Abbildung 2.2: Verhalten der Absolutwerte der Eigenwerte.

Abbildung 2.2 zeigt die Betrage der Eigenwerte fiir gerade n und die hergeleiteten oberen
und unteren Schranken. Die Eigenwertfolge {1, },, der Kosinustransformation konvergiert
deutlich schneller gegen Null als die Eigenwertfolge {\,},, der Radontransformation.

Eine Moglichkeit, schlecht-gestellte Probleme zu klassifizieren, fithrt iiber die Asymptotik
der Eigenwerte des betrachteten Operators. Ist A ein kompakter Operator mit Eigen-
wertfolge oy, |o1] > |o2| > ... und Eigenfunktionen v, so lisst sich die verallgemeinerte
Inverse geméaf [52] schreiben als

[e9)

Atg=> 0,Y{g,v)vn .
n=0

Die Entwicklungskoeffizienten der verallgemeinerten Inversen sind also die Kehrwerte der
Eigenwerte des Operators A. Liegen Datenfehler vor, die den Wert von (g, v,,) fiir ein
(groBes) n € N verfilschen, so wird dieser Fehler in der Rekonstruktion um den Wert o
verstiarkt. Da die Koeffizienten der verallgemeinerten Inversen im Fall der Kosinustrans-
formation schneller wachsen als bei der Radontransformation, haben Datenfehler bei der
Inversion dieser Transformation einen deutlich stdrkeren Einfluss auf die Qualitdt der
Rekonstruktion als im Fall der Radontransformation. Daher ist bei der Inversion der
Kosinustransformation eine starkere Regularisierung notwendig, um sinnvolle Ergebnis-
se zu erhalten.

Die Eigenfunktionen und Eigenwerte der Sinustransformation kénnen ebenfalls angege-
ben werden.
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Korollar 2.15 (Eigenfunktionen der Sinustransformation)
Ist der Grad n der Kugelfldchenfunktion gerade, so bildet die Sinustransformation die
Kugelflidchenfunktionen Y,y fir k=-n,...,n auf

™ 2 (1-3-...-(n—1)

S Yn = nYn it n:_>\n n =
(Yok) = pn Yo mit— p T i) -\ 2-4-...n

2
. ) (2.21)

ab. Alle ungeraden Kugelflichenfunktionen liegen im Nullraum der Transformation.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 2.14 und Gleichung (2.18). Damit ldsst sich fiir ge-
rades n die Abschitzung an™> < ju, < bn~2 mit Konstanten a,b > 0 zeigen.

Alternativ kann die Aussage mit Hilfe des Funk-Hecke Theorems (Satz 1.7) unter Ver-
wendung der Rodrigues-Formel (1.13) fiir die Legendre-Polynome bewiesen werden. 0O

Bemerkung Der Satz 2.14 kann zur Entwicklung numerischer Inversionsalgorithmen
fir die sphéarische Radontransformation genutzt werden. Beispielsweise wird in [94] eine
Tikhonov-Regularisierung mit der Sobolev-Halbnorm als Regularisierungsterm vorge-
schlagen. Dazu werden die Daten zunéchst in Kugelflichenfunktionen entwickelt und
das resultierende Gleichungssystem zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten der
Losung anschliefend mit einer Landweber-Iteration geldst.

2.4 Glattungseigenschaften in einer Sobolev-Skala

Die Annahme, dass die gemessenen Daten im Raum C=°(S9!) liegen, ist in der Praxis
nicht erfillt. Als Ausweg werden [11] die Eigenschaften der Transformationen zwischen
Sobolev-Raumen (siehe Definition 1.13) studiert.

Eine weitere Moglichkeit die Schlecht-Gestelltheit von Operatoren zu klassifizieren ist,
deren Glattungsverhalten in einer Sobolev-Skala zu untersuchen. Da die Sobolev-Raume
auf der Sphéare gerade mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen definiert sind, stellt sich
heraus, dass dieser Ansatz auf der Sphére analog zum Fallen der Eigenwerte der Trans-
formationen ist. In [92] wurden die Glattungseigenschaften der Operatoren in einem
allgemeineren Kontext untersucht. Das folgende Resultat ist [23] entnommen.

Satz 2.16 Fiir gerade Funktionen f € H® (Sd‘l) existieren Konstanten b,c> 0, so dass

IN
IN

Ol f s sa-1y (2.22)

| £l s (sey -

b_l HfHHS(Sd’l) HRfHHsﬁ-(d—Q)p(Sd—l)

IN
IN

M sy € ] gestasons sacs
Die sphérische Radontransformation ist also ein beschrankter Operator zwischen den
Sobolev-Raumen H* (Sd_l) und H5H 2”2 (Sd_l). Fiir d = 3 gléttet sie in der Sobolev-
Skala um eine halbe Stufe, wihrend die Kosinustransformation sogar um 5/2 Stufen
glattet. Fiir beide Transformationen entspricht dieser Wert, wie bereits erwédhnt, genau
der Asymptotik ihrer Eigenwertfolge, die im letzten Abschnitt betrachtet wurde.

Beweis. Ein Beweis des Satz ist in [92] oder in [23] zu finden. ]



Kapitel 3

Anwendungsbeispiel aus der Stereologie

Die Stereologie zielt darauf ab, hoher-dimensionale Eigenschaften eines geometrischen
Objektes ausgehend von niedriger-dimensionalen Informationen abzuleiten. Als wichti-
ges Beispiel behandelt sie das Verhéltnis von Schnitten durch ein Objekt zu dem Objekt
selbst [7]. Ziel ist es, nur bestimmte Eigenschaften des Objektes aus diesen Daten zu
bestimmen, statt eine vollstdndige Rekonstruktion durchzufithren. Hierzu werden oft
Methoden aus der stochastischen Geometrie verwendet.

Anwendungen findet die Stereologie zumeist in den Materialwissenschaften. Viele Mate-
rialien wie zum Beispiel faserverstirkter Beton, Glasfaser-Verbundstoffe und viele ande-
re Verbundwerkstoffe enthalten viele anndhernd geradlinige Filamente und die Material-
eigenschaften dieser Stoffe hédngen in groffem Mafle von der rdumlichen Anordnung dieser
Fasern ab. Im Fall der Verbundstoffe werden durch die Verteilung dieser fadenférmigen
Strukturen beispielsweise deren Festigkeit und auch andere Materialeigenschaften beein-
flusst [44]. Um den Produktionsprozess und die Eigenschaften des Materials verbessern
zu konnen, versucht man daher Informationen iiber die Verteilung der Filamente im
produzierten Material zu erhalten.

Ein weiteres interessantes Beispiel aus dieser Materialklasse ist die Gasdiffusionslage
einer Polymer-Brennstoffzelle, die auch aus mehr oder weniger geradlinigen Filamenten
besteht. Eine Synchrotron-Aufnahme einer solchen Diffusionslage, die vom ZSW Ulm zur
Verfiigung gestellt wird, ist in Abbildung 3.1(a) zu sehen. Diese diinne Schicht hat meh-
rere Aufgaben in der Brennstoffzelle. Zum einen sollen die beiden Gase, Wasserstoff und

I 300 pm I
(a) Aufnahme einer Gasdiffusionslage (b) Realisierung eines Zylinder-Prozesses
(Bild ist Eigentum des ZSW Ulm)

Abbildung 3.1: Gasdiffusionslage und modelliertes Vlies.
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Sauerstoff durch sie zur Elektrolytmembran gelangen, zum andern muss das bei der Re-
aktion entstehende Wasser (in Form von Wasserdampf) sowie die Warme abtransportiert
werden. Dringt zu viel Gas gleichzeitig in die Brennstoffzelle und kann das entstandene
Wasser nicht schnell genug abtransportiert werden, so wird die Leistungsfahigkeit der
Brennstoffzelle vermindert. Umgekehrt muss zu jeder Zeit Wasser in der Brennstoffzelle
beziehungsweise in der Membran enthalten sein, damit die Leitfahigkeit, die fiir die che-
mische Reaktion notwendig ist, erhalten bleibt. Daher méchte man Gasdiffusionslagen
modellieren und diese Vorgédnge am Computer simulieren , um eine geeignete Verteilung
der Fasern zu bestimmen, anstatt viele teure Prototypen fertigen zu miissen.

Eine gute Mdoglichkeit zur Modellierung dieser Stoffe sind stochastische Faser-Prozesse
[81]. Zwei sehr wichtige Charakteristika dieser Prozesse sind die Richtungsverteilung
und die Intensitat.

e Die Intensitét I: Sie kann als erwartete Gesamtlinge der Fasern pro Einheits-
volumen interpretiert werden. Im Falle von Linien-Prozessen ist sie ein Mafl, wie
viele Fasern im Beobachtungsfenster zu sehen sind. Je grofler die Intensitét ist,
desto mehr Fasern liegen erwartungsgeméafl im Beobachtungsfenster B.

¢ Die Richtungsverteilung r: Sie ist eine symmetrische Verteilung auf der Sphére
und beschreibt die Verteilung der Tangentialrichtung in einem typischen Punkt,
d. h. in einem zuféllig unter allen Positionen im Fasersystem gewéhlten Punkt. In
der Literatur ist auch der Name Richtungsrose zu finden [90].

Ausgehend vom Material, das im Folgenden als Realisierung eines solchen Prozesses
aufgefasst wird, soll die zugrundeliegende Richtungsverteilung sowie die Intensitdt des
Faser-Prozesses geschitzt werden. Ein Schétzer fiir die Intensitét [80], der im Fall von
Poisson Prozessen fiir eine Klasse von Richtungsverteilungen optimal ist, ist bereits be-
kannt. Die Schétzung der Richtungsverteilung eines Faser-Prozesses ist jedoch noch offen,
insbesondere wenn die Verteilung eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles besitzt. Eine
Moéglichkeit, die Richtungsverteilung zu schétzen, fithrt {iber die sogenannte Schnitt-
zahlrose.

Zunéchst wird kurz in die Theorie von Faser-Prozessen in R? eingefiihrt. Eine formale
Definition sowie ein vertiefender Einblick in diese Prozesse (auch im Fall R?) ist in [83, 91]
zu finden. Um Missverstédndnisse zu vermeiden, sei darauf hingewiesen, dass es sich
hierbei nicht um zeitabhédngige Prozesse handelt, sondern um geometrische. Anschaulich
ist ein Faser-Prozess ® eine zufillige Anordnung von Fasern in R3, wie sie beispielsweise
in Abbildung 3.1(b) gezeigt ist.

a) Unter einer Faser verstehen wir eine Cl-glatte Kurve in R3, die moglicherweise
unendlich lang ist. Mit ¢(x) bezeichnen wir die Tangentialrichtung der Faser im
Punkt z € R®. Im Fall von Linien-Prozessen entspricht ¢(z) gerade der Richtung
der Linie.

b) Die konvexe (nicht leere) Menge B c R? bezeichnet das Beobachtungsfenster,
in dem der Prozess beobachtet werden kann. In den durchgefithrten Simulationen
wird die Einheitskugel in R? als Beobachtungsfenster gewéhlt. Bei den realen Da-
tensétzen ist der Ausgangspunkt ein 3D-Bild des zu untersuchenden Stoffes, das
beispielsweise durch Computertomographie gewonnen wird. Aus diesem Voxel-Bild
wird dann eine Kugel ausgeschnitten, um die Schnittzahlrose zu schétzen.
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Fiir die Modellierung der zuvor erwahnten Materialien sind insbesondere Linien- und
auch Zylinderprozesse [89, 96] von Interesse, da die Filamente dieser Materialien ei-
ne fast geradlinige Struktur aufweisen. Linien-Prozesse sind sehr einfache Vertreter der
Klasse der Faser-Prozesse. Dilatiert man diese z. B. mit Kugeln so erhélt man Zylinder-
Prozesse [82, 96], welche in den Simulationen zu dieser Arbeit verwendet werden. Es
darauf hingewiesen, dass es auch moglich ist, Prozesse mit gekriimmten Fasern zur Mo-
dellierung zu verwenden und die spéter hergeleiteten Methoden auch in dieser Situation
einzusetzen.

In dieser Arbeit werden der Einfachheit halber nur stationire Poisson-Zylinder-
Prozesse betrachtet. Hierbei bedeutet der Zusatz ,stationir“, dass die Verteilung des
Prozesses invariant unter Verschiebungen in R? ist. Aus Sicht der Anwendung entspricht
dies der sinnvollen Annahme, dass die Fasern im gesamten Material die gleiche Verteilung
haben. Es spielt also keine Rolle, welches Teilstiick des gesamten Stoffes zur Untersu-
chung herangezogen wird. Die Eigenschaft ,,Poisson“ besagt insbesondere, dass es keine
Interaktion zwischen den einzelnen Zylindern gibt, was die Realisierung solcher Prozesse
am Computer vereinfacht.

Wir nehmen nun an, dass die Richtungsverteilung r eine Dichte f beziiglich des Lebesgue-
Mafles auf der Sphére besitzt. Die Richtungsverteilung ldsst sich also fiir alle Borelmen-
gen A c 8? darstellen durch

r(A) = f F(w)dw.
A

Das Aufgabe besteht nun darin, diese Dichte zu schéitzen.

Es gibt schon zahlreiche Ansdtze, um die Richtungsverteilung ausgehend von 3D-Voxel-
Bildern des Prozesses oder des Materials zu schitzen [3, 44, 76, 79, 99]. Alternativ kann
man auch aus den gemessenen CT-Daten die Richtungsverteilung rekonstruieren [45].
In dieser Arbeit soll ein anderer Zugang [9, 42] verfolgt werden, der aus der Stereologie
motiviert ist und auf der Anzahl der Schnitte des beobachteten Prozesses mit Ebenen in
einem beschriankten Beobachtungsfenster beruht. Die sogenannte Schnittzahlrose g(w)
mit w € S? ist die Intensitéit des resultierenden Punktprozesses ® nw', also die erwartete
Anzahl Schnittpunkte des Prozesses mit dem Normalebene w' pro Einheitsflache. Mit
Hilfe einer Schitzung dieser stereologischen Groéfie soll auf die Richtungsverteilung des
Prozesses riickgeschlossen werden. Die Kosinustransformation beschreibt diesen Zusam-
menhang, es gilt namlich [42]

g=1(Kf). (3.1)

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass auch fiir eine diskrete Richtungsverteilung der
Zusammenhang zwischen der Verteilung und der Schnittzahlrose durch eine geeignete
Modifikation der Kosinustransformation beschrieben wird [42], welche im Allgemeinen
nicht die Form einer Integralgleichung aufweist.

Um die gesuchte Dichte der Richtungsverteilung aus (3.1) zu rekonstruieren, muss ein
schlecht gestelltes Problem in Form einer Integralgleichung erster Art [91] gelost werden.
Es ist bekannt [61], dass die Dichte aus dem Zusammenhang (3.1) eindeutig bestimmt
ist. Eine Inversionsformel fiir den in dieser Arbeit betrachteten dreidimensionalen Fall
ist in [63] angegeben. Fiir d = 2, den planaren Fall, ist eine Inversionsformel in [62] und
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fiir beliebige Dimensionen d > 3 unter der Annahme, dass die Richtungsverteilung eine
Dichte bezgl. des Lebesgue-Mafles besitzt, in [90] zu finden. Jedoch sind diese Formeln
fiir die numerische Berechnung in praktischen Anwendungen, ausgehend von einer dis-
kreten Schétzung der Schnittzahlrose, nicht geeignet.

Wir nehmen nun an, dass fiir eine diskrete Menge an Richtungen die Anzahl der Schnitt-
punkte des Prozesses mit den zugehorigen Normalebenen pro Einheitsfliche als Daten
zur Verfiigung stehen. Dann ist das inverse Problem (3.1) numerisch zu lésen, um die
Dichte der Richtungsverteilung aus den beobachteten, ggf. gestérten Werten zu schétzen.

Der Vollstandigkeit halber wird kurz der zweidimensionale Fall betrachtet. Die Fasern
sind nun in einer Ebene verteilt und die Schnittzahlrose ist die erwartete Anzahl von
Schnitten des Prozesses mit Geraden durch den Ursprung, die gewohnlich mit ihrem
Richtungsvektor identifiziert werden. Ein Uberblick iiber bisher bekannte Verfahren, die
fiir diesen Fall konzipiert sind, ist in [9] und [91] zu finden. In [60] wurde die Verwen-
dung der approximativen Inversen fiir den planaren Fall vorgeschlagen und mit anderen
Methoden verglichen.

Ein moglicher Ansatz, das inverse Problem im dreidimensionalen Fall zu l6sen, wurde in
[9, 42] vorgestellt und in [22] wurden die stochastischen Eigenschaften des resultierenden
Schétzers untersucht. Die zentrale Idee dieser Methode ist, nur diskrete Verteilungen als
Richtungsverteilung zuzulassen, das heifit, den Tréger der Rekonstruktion auf eine endli-
che Punktemenge von S? einzuschrinken. Durch diese Restriktion des Urbildraumes ist
das inverse Problem (3.1) gut gestellt, weshalb keine Regularisierung zur Losung notig
ist. Die Schétzer fiir die Richtungsverteilung ergeben sich als Losung von Optimierungs-
problemen, die zum Teil aus Ideen der konvexen Geometrie resultieren. Diese Methode,
die wir spéter kurz KP-Methode (nach den Autoren Kiderlen und Pfrang [41, 42])
nennen, wird in Abschnitt 6.2 detaillierter vorgestellt. Ihr grofler Nachteil ist, dass durch
die Einschrénkung des Urbildraumes auf diskrete Mafle, die (optische) Interpretation
des Ergebnisses schwierig oder sogar unmoglich ist. Kleine Datenfehler kénnen ndmlich
das Ausschen der Losung sehr stark verdndern (siche beispielsweise [60] oder Abbildung
6.10). Um eine kontinuierliche Verteilungsdichte zu erhalten, was insbesondere eine visu-
elle Interpretation der Rekonstruktion erméglicht, ist ein Nachbearbeitungsschritt not-
wendig, der allerdings einen groffen Einfluss auf die Qualitit des Ergebnisses haben kann
(sieche Abschnitt 6.2).

Wir leiten im Folgenden das Verfahren der Approximativen Inversen zur numerischen
Inversion der Kosinustransformation her. Mit Hilfe dieses Verfahrens ist es moglich, die
Dichte der Richtungsverteilung direkt aus der Schnittzahlrose zu rekonstruieren. Die
numerischen Ergebnisse sind in Kapitel 6.3 zu finden. Dort werden auch beide Verfahren
verglichen und Vor- bzw. Nachteile aufgezeigt.

Bemerkung Im gemeinsamen Preprint [75] mit Malte Spiess (Universitdat Ulm) wer-
den die asymptotischen Eigenschaften des durch die Approximative Inverse induzierten
Schétzers untersucht. Unter anderem wird die fast sichere Konvergenz des Schéatzers in
der Supremumsnorm gezeigt und sein Verhalten bei groflen Abweichungen beschrieben.
Auflerdem werden Berry-Esseen Schranken, inklusive Formeln fiir die Varianz, hergeleitet
und aus einem Grenzwertsatz asymptotische Tests fiir die Richtungsverteilung abgeleitet
und numerisch getestet.



Kapitel 4

Approximative Inverse (Al)

Sowohl die sphérische Radon- als auch die Kosinustransformation sollen mit Hilfe des
Verfahrens der Approximativen Inversen (AI) numerisch invertiert werden. Im ersten Ab-
schnitt dieses Kapitels wird zunéchst die Idee des Verfahrens vorgestellt und anschliefend
an die betrachteten Transformationen angepasst. Bei der Anwendung der Approxima-
tiven Inversen ist es notwendig, den auftretenden Regularisierungsparameter v (daten-
abhéngig) festzulegen. Eine Strategie dazu wird im zweiten Abschnitt vorgestellt. Dar-
an anschlieBend werden die Nullriume der betrachteten Transformationen untersucht,
um geeignete Messrichtungen auszuwéhlen. Das Kapitel wird mit Bedingungen an die
sogenannten Mollifier geschlossen, welche die regularisierende Wirkung des Verfahrens
sicherstellen.

4.1 ldee des Verfahrens

Die Approximative Inverse (AI) ist ein Regularisierungsverfahren, welches in [59]
eingefithrt und seitdem vielfach erfolgreich [27, 43, 47, 53, 55, 84] angewendet wurde.

Wir stellen nun das Konzept des Verfahrens vor. Dazu sei B : X — Y ein linearer, stetiger
Operator zwischen den Hilbertrdumen X und Y. Die Aufgabe besteht darin, fiir gegebe-
ne Daten g € Y das inverse Problem Bf = g zu l6sen. Ist dieses Problem schlecht gestellt,
so haben bei direkter Berechnung von f kleine Fehler in den Daten einen sehr starken
Einfluss auf die Losung. Daher ist die Anwendung eines Regularisierungsverfahren zur
Rekonstruktion von f erforderlich. Likht [49] erkannte, dass der Inversionsprozess stabi-
lisiert werden kann, indem nur lineare Funktionale der gesuchten Losung rekonstruiert
werden. Eine Idee der Approximativen Inversen ist, dies auszunutzen und eine gegléattete
Version der Losung, ndmlich das lineare Funktional

f’y(w) = <f7€’y(‘r7')>X (41>
zu berechnen mit der Eigenschaft
fy—=f fir 7 ~0.

Der sogenannte Mollifier e, ist also eine Approximation an die Delta-Distribution.
Um die gesuchte Losung f, (ohne die Kenntnis von f) berechnen zu kénnen, muss ein
Hilfsproblem gelost werden. Zu geeignetem Mollifier ist der Rekonstruktionskern 1,
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aus der Gleichung
By (z, ) =ey(z, -) (4.2)

zu bestimmen, wobei B* : Y — X den adjungierten Operator zu B bezeichnet. Ist das
Problem (4.2) gelost, so folgt unter Verwendung von Bf = g:

fW(x) = (f7 67(.%,'))_)(
(f, B ¢y(,))x
= (9. ¢y (z,"))y -

Die Losung f, ldsst sich also durch ein Skalarprodukt der Datenfunktion g mit dem
Rekonstruktionskern 1), darstellen. Wird dieses Skalarprodukt numerisch berechnet, so
fiihrt dies offenbar zu leicht implementierbaren, schnellen Algorithmen. Allerdings ist
die Losung des Hilfsproblems (4.2) notwendig, um das Verfahren einsetzen zu kénnen.

Bemerkung Man beachte, dass die Bestimmung des Rekonstruktionskernes aus (4.2)
unabhangig von den gegebenen Daten g ist. Daher kann dieser vorberechnet werden,
was zu sehr effizienten Algorithmen fiihrt.

In [57] wurde die Idee der klassischen Approximativen Inversen erweitert. Durch eine
Modifikation des Inversionsverfahrens lasst sich die Anwendung eines linearen Operators
L auf die unbekannte Funktion direkt aus den Daten berechnen. Ist dieser Operator ein
Differentialoperator, so kénnen diese Informationen beispielsweise zur automatischen
Kantenbestimmung verwendet werden [28, 57].

Um eine gegléttete Version von L f namlich

(Lf)'y(x) = (Lf, ew(l‘»'))X

direkt aus den Daten g zu berechnen, ist ein modifiziertes Hilfsproblem zu l6sen. Fiir
einen geeigneten Mollifier e, l6se der Rekonstruktionskern 1/15 die Gleichung

B (w,-) =L ey (x, "), (4.3)
wobei L* den adjungierten Operator zu L bezeichnet. Es folgt

(Lf)’y(x) = <Lf7 67(33,')))( = <f7L*€’Y(‘T7')>X
= (f. B¢ (z,)x = (g,95 (2, )y .

Also kann (Lf), als Skalarprodukt eines vorberechneten Rekonstruktionskerns wg mit
der Datenfunktion g darstellt und somit direkt aus den Daten berechnet werden.

Die Approximative Inverse wird nun an die betrachteten Operatoren angepasst. Es sei
dazu X =Y = L? (82) und A bezeichne entweder die Radon-, die Kosinus- oder die
Sinustransformation. Aufgrund von (2.4) beziehungsweise Lemma 2.12 ist A ein steti-
ger Operator, der beziiglich des L?-Skalarproduktes selbstadjungiert ist, d. h. es gilt
(Af,9)r2(s2) = (f, Ag)r2(s2) fiir alle f, g € L?(S8?). Das Hilfsproblem (4.2) hat daher in
diesem Fall fiir jeden Rekonstruktionspunkt & € S? die folgende Gestalt:

APy (€, -) =ey(E, 1) (4.4)
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Der gewéhlte Mollifier soll nun zwei Bedingungen erfiillen:

1. Das Bild von A enthélt fiir die betrachteten Operatoren nur gerade Funktionen.
Daher muss der Mollifier fiir einen festen Rekonstruktionspunkt ¢ eine gerade Funk-
tion sein, um die Losbarkeit von (4.4) zu erméglichen.

2. Weiter soll der Mollfier der Eigenschaft
/ev(f,w)dwzl fir alle £€S%, v>0 (4.5)
S2

geniigen. Diese Forderung garantiert, dass der Mittelwert der Lésung mit dem Mit-
telwert der gesuchten Losung iibereinstimmt und nicht von v abhéngt. Andernfalls
wiirde dies zu unerwiinschten Effekten bei der Rekonstruktion fiihren.

In unserem Fall lasst sich f, also fiir alle £ € S? schreiben als
1) = [ F@)ey(gw)dw
S2

= [ 9() (6. w) dw = Alg(6) (4:6)
82
Um diesen Ansatz numerisch anwenden zu kénnen, ist das Integral mit Hilfe einer Qua-

draturformel aus Abschnitt 1.4 zu berechnen. Der Algorithmus besteht also aus zwei
Schritten:

gegeben: Messwerte g(w;) und Integrationsgewichte w;,i=1,...n
gesucht: Rekonstruktion f,(§) an Auswertungsstellen &1, b eS?

% Vorberechnung (unabhdngig von den Messwerten )
Berechne ¢(§,w;) fur j=1,...,m und i=1,...,n;

% Rekonstruktionsschritt
datenwert=[g(w1),...,9(wn)];
intgewichte=[wy,...,wy];
Berechne fir j=1,...,m:
fy(&)=sum(datenwert . x9(&;,:). xintgewichte );

Da der Operator A selbstadjungiert ist, muss nun statt Af = g zu lésen, ¥, aus dem
Hilfsproblem A, = e, bestimmt werden, vgl. (4.4). Sehen diese Probleme auf den ers-
ten Blick identisch aus, so konnen bei der Losung des Hilfsproblems einige Vorteile
ausgenutzt werden. Im Gegensatz zu den Daten g ist der Mollifier exakt und analytisch
bekannt bzw. vorgegeben. Weiterhin kann eine besondere Struktur des Mollifiers gefor-
dert werden, was die Losung des Hilfsproblems stark vereinfacht, wie wir spéter sehen
werden.
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Bemerkung Fiir unsere Transformationen liegt der gerade Mollifier e, (&,-) im Bild
des entsprechenden Operators, falls e (&,-) € CI" (S?) fiir hinreichend grofies m gilt. Ist
im Fall der sphérischen Radontransformation m > 4 (vgl. Lemma 2.4) beziehungsweise
m > 6 im Fall der Kosinustransformation (vgl. Lemma 2.12), so existiert ein stetiger
Rekonstruktionskern (&, -) mit Ay, (§,-) = e4(&,-). Die Losbarkeit von (4.4) ist daher
sichergestellt, falls der Mollifier geeignet gewéhlt ist.

Im Folgenden werden die Betrachtungen auf eine geeignete Klasse von Mollifiern einge-
schriankt. Ein Mollifier wird Mollifier vom Faltungstyp genannt, falls er die folgende
Struktur ausweist

ey (§w) =2, ((§w)) - (4.7)

Ist der Rekonstruktionspunkt & fest gewéahlt, so ist der Mollifier eine £-zonale Funktion.
Des Weiteren héngt e, sogar nur von [(§,w)| ab, da nach der ersten Forderung e, fiir
festes £ eine gerade Funktion ist.

Definition 4.1 (Sphérische Faltung)
Seien f e L? (82) und g € L*[~1,1], so bezeichnet

gxf= [ g(tw)fw)do (48)
S2

die sphdrische Faltung von g mit f.

Fiir Mollifier vom Faltungstyp lésst sich f, als sphérische Faltung von e, mit f schreiben,
d. h. es gilt

1) = [ ex((€enf @) dw= (e 1) (). (49)
S2

AuBlerdem folgt mit Hilfe des Funk-Hecke Theorems (Satz 1.7) fir diese Klasse von
Mollifiern:

/ev((g,w))dw:%rflew(t)dt.
el
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Die Forderung (4.5) gilt also fiir alle Rekonstruktionspunkte & € S2, sofern sie fiir einen
bestimmten Punkt sichergestellt wurde.

In verschiedenen Anwendungen, wie zum Beispiel bei der im Kapitel 3 erlduterten Pro-
blemstellung, ist die gesuchte Funktion eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die nachtrégliche
Normierung der Rekonstruktion auf Masse Eins stellt kein Problem dar. Wir gehen kurz
auf die Frage ein, unter welchen Voraussetzungen die Approximative Inverse die Nicht-
Negativitdt der Losung erhélt. Wir betrachten dazu nur nicht-negative Mollifier.
Dies ist keine grofle Einschriankung, da bei der Verwendung von Mollifiern mit negativen
Werten oft unerwiinschte Artefakte in der Rekonstruktion zu sehen sind. Alle konkreten
Beispiele von Mollifiern, die spéater betrachtet werden, sind ebenfalls nicht-negativ.
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Lemma 4.2 Die Liosung f von Af = g sei nicht-negativ, wobei A die sphdrische Radon-
oder die Kosinustransformation bezeichnet. Weiter sei der Mollifier eine gerade, stetige,
nicht-negative Funktion und liege im Bild von A. Dann ist die mittels Approximativer
Inverse erhaltene Losung ebenfalls nicht-negativ, sofern exakte Daten zur Verfiigung ste-
hen.

Beweis. Da nach Voraussetzung der Mollifier e, im Bild von A liegt und die Abbildung
injektiv ist, existiert genau eine Funktion 1., mit A, = e,. Daher gilt fiir alle § € S2:

f4(&) = (9,07 (&, ) r2es2y = ( fr e4(€,)) 2s2) 2 0.

>0 >0

|

Bemerkung Da in Anwendungen nur gestorte Daten zur Verfiigung stehen und zudem
auch ein Fehler bei der numerischen Berechnung des Skalarproduktes (g, (§,-)) auf-
tritt, kdnnen wir a-priori nicht sicherstellen, dass unser Verfahren eine nicht-negative
Losung liefert. Es ist daher unter Umsténden nétig, die Rekonstruktion nachtréglich
auf den Kegel der positiven Funktionen zu projizieren. Eine andere Moglichkeit besteht
darin, den Regularisierungsparameter zu erhohen, bis alle Werte positiv sind. Dies fiihrt
jedoch zu sehr glatten Rekonstruktionen und dadurch zum Verlust von Details in der
Losung.

4.2 Wahl des Regularisierungsparameters

Die Qualitat der Rekonstruktion héngt entscheidend von der geeigneten Wahl des Regu-
larisierungsparameters v ab. Ist dieser zu klein gewéhlt, so haben Datenfehler einen zu
starken Einfluss auf die Rekonstruktion, so dass diese unbrauchbar werden kann. Falls
der Regularisierungsparameter zu grofl gewahlt ist, gehen Informationen in den Daten
verloren, was zu verfilschten Rekonstruktionen fithrt. Es ist also wichtig, einen geeigne-
ten Regularisierungsparameter bei der Anwendung des Verfahrens zu wéhlen.

FEin bekanntes Verfahren zur Parameterbestimmung ist das sogenannte Diskrepanz
Prinzip (siche z. B. [74]). Der Regularisierungsparameter wird so gewéhlt, dass

|AfS -9l ~e

gilt. Dabei ist e eine obere Schranke fiir den Datenfehler: |g — ¢°| < e.

Da uns im Allgemeinen aber keine Information tiber die Grofie von € zur Verfiigung steht,
nutzen wir stattdessen eine andere Methode zur Wahl des Regularisierungsparameters,
nédmlich das L-Kriterium. Dieses Verfahren wurde von Hansen [31, 32] vorgeschlagen
und stellt eine praktikable Moglichkeit zur Parameterwahl dar, obgleich diese Wahl aus
theoretischer Sicht nicht optimal ist [29, 95].

Die sogenannte L-Kurve ist die doppelt-logarithmische Darstellung der Norm der Lo-
sung |f5|| gegen das Residuum [AfS - ¢°| als Funktion von . Dies fiihrt hiufig zu
einer L-formigen Kurve. Der Wert von ~, der zu dem ,,Knick“ der L-Kurve fithrt, wird
als Regularisierungsparameter gewahlt, da dieser einen guten Kompromiss zwischen zu
niedriger und zu starker Regularisierung darstellt. Um diesen automatisch zu bestim-
men, setzen wir bei den numerischen Tests eine modifizierte Routine aus [30] ein.
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Um das Residuum berechnen zu kénnen, ist es notwendig, den Operator A auf f, anzu-
wenden. Im Falle der sphérischen Radontransformation ist dies auf zwei unterschiedliche
Weisen moglich: Durch die Entwicklung der Daten in Kugelflichenfunktionen und an-
schlieBende Anwendung des Satzes 2.14 oder alternativ durch direkte Diskretisierung der
GroBikreise mittels (2.2) und Verwendung der Trapezregel. Die Diskretisierung der Grof-
kreise ist im Vergleich deutlich aufwendiger. Sofern die Funktion sich gut durch wenige
Kugelflachenfunktionen approximieren lasst, ist die Anwendung des Satzes 2.14 sinnvoll.
Bei der Kosinustransformation kann man entweder direkt die Transformation durch eine
numerische Integration iiber S? berechnen oder den Satz 2.14 nach Entwicklung der Da-
ten verwenden. Hier scheint eine direkte Berechnung der Transformation zweckméfig,
da diese effizient umgesetzt werden kann.

—_
(=)

[

o

—_

(=)
[
o
S

100,23

Norm der Losung || f+]1

100.21

10-0,;6 10-0,83 10-048
Norm des Residuums ||Rfy— g||1

Abbildung 4.1: Diskrete L-Kurve

Abbildung 4.1 zeigt einen typischen Verlauf der L-Kurve bei der sphérischen Radontrans-
formation. Man sieht, dass die Form der Kurve einem ,, . &hnelt. Da bei der numerischen
Berechnung des Skalarproduktes (g, ) r2(s2) fir sehr kleine v mit den zur Verfiigung
stehenden Stiitzstellen Integrationsfehler entstehen, wird das Residuum der Norm fiir
sehr kleine y-Werte wieder grofier.

Obgleich es auch Félle gibt, in denen die L-Kurve nicht zu einer optimalen Wahl des
Regularisierungsparameters fithrt [29, 95], hat sich bei den numerischen Tests zu dieser
Arbeit herausgestellt, dass die Methode zur Wahl von ~ geeignet ist. Dabei zeigte sich,
dass die Verwendung der L'-Norm zu den besten Rekonstruktionsergebnissen fiihrt.

4.3 Nullraum und Wahl der Messrichtungen

Da in praktischen Anwendungen nur eine endliche Anzahl von Messrichtungen zur Ver-
fligung steht, stellt sich unmittelbar die Frage, wie viele Richtungen fiir eine gewiinschte
Auflésung benétigt werden. Ebenso bleibt zu kldren, wie diese Richtungen optimal zu
wéahlen sind, um einen moglichst , kleinen“ Nullraum zu erhalten.
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Dazu werden im Folgenden die sogenannten Geister charakterisiert.

Bezeichnung Die Geister der Radontransformation sind die nicht trivialen Funktionen
im Nullraum

NE={feL?(S%) |Rf(w;) =0, j=1,...,b},

wenn die Transformation in b Messrichtungen beobachtet wird.
Die Geister fiir die Kosinus- und Sinustransformation werden analog definiert.

Bemerkung Fiir die klassische Radontransformation sind Charakterisierungen der Geis-
ter schon langer bekannt [50, 51, 52, 68]. Unter anderem wurde mit Hilfe dieser Darstel-
lungen gezeigt, dass im Wesentlichen nur hohe Frequenzen, also kleine Details, durch die
Geister verfilscht werden.

Wird eine Funktion f e L? (82) in Kugelflachenfunktionen

f=

i

S fouYo  mit fml:<leaf>L2(82)

l=—m

entwickelt, so folgt mit Satz 2.14:

o m 00 2m
Rf =3 vm 3 foiYmi= 3 vom ), fomiYam. (4.10)
m=0 l=—m m=0 1=-2m

Offensichtlich konnen nur die Entwicklungskoeffizienten meJ der Losung aus den gege-
benen Daten Rf bestimmt werden, also nur der gerade Anteil der Losung, selbst wenn
die Daten auf der ganzen Sphére bekannt sind. Nach Satz 2.14 sind die in (4.10) auftre-
tenden Koeffizienten vs,, ungleich Null fiir alle m € Nj.

Bemerkung Die Entwicklungen von K f und Sf fir f € L? (82) haben nach Satz 2.14
beziehungsweise Korollar 2.15 eine analoge Darstellung zu (4.10).

Nach Korollar 1.9 gilt
M
P2 (8) = @ Hom
m=0

und daher ist {ngJ |m=0,...,M,l=-2m,..., 2m} eine Basis von P?M(S?). Da die
Kugelflichenfunktionen linear unabhéngig sind, ist die Dimension des Raumes geméafl
Lemma 1.10 gegeben durch

dim]?ﬁM(SQ):(2M+2).

2

Satz 4.3 (Interpolationsbedingung)
Es bezeichne A die Radon-, die Kosinus- oder die Sinustransformation. Weiter sei M € Ny
so gewdhlt, dass folgende Bedingungen erfillt sind:

a) b2(2M2+2):(M+1)(2M+1).

b) Es gibt kein Polynom 0 % p e P2M(S?) mit p(w;) =0 fiir alle j =1,...,b.
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Ist Rf € ]P’gM, so gilt fiir die Entwicklungskoeffizienten fgm,l der Geister f eNz.'

fgmvl =0 firalle meN und l=-2m,...2m. (4.11)

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir die Radontransformation. Fiir die anderen Transfor-
mationen kann (der vorangegangenen Bemerkung folgend) analog argumentiert werden.
Da nach Voraussetzung Rf € IP’ZM gilt, hat Rf die Basisdarstellung

M 2m
Rf(w)=>. > comuYomu(w). (4.12)

m=0 [=-2m

Des Weiteren ist Rf durch die Werte Rf(w;) fir j = 1,...,b nach Voraussetzung b)
eindeutig bestimmt. Daher folgt aus der Bedingung Rf(w;) = 0 fiir j = 1,...,b, schon
Com, =0 fiir alle m=0,..., M und [ = -2m,...,2m. Andererseits gilt nach (4.10)

00 2m
Rf = Z Vom Z f2m,l}/2m7l-

m=0 l=-2m
Da die Kugelflichenfunktionen ein Orthonormalsystem bilden, folgt hieraus

ngfgm’l = Cam,l fur alle m=0,...,M und [=-2m,...,2m,

me,l:O fir alle m>M und [=-2m,...,2m.

Es gilt vo,, # 0 fur allem =0,..., M (Satz 2.14) und somit ist die Behauptung gezeigt. O

Werden die Messrichtungen gemifl obiger Interpolationsbedingung gewéhlt, so werden
die Entwicklungskoeffizienten von f nicht von den Geistern beeinflusst, sofern Rf € P2M
gilt. Sie kdnnen also eindeutig aus den gegebenen Daten bestimmt werden.

Beispiel 4.4 Ist b = (n + 1)2, also gleich der Dimension von P", und die Menge
{wjlj=1,...,dy} ¢ S ein Fundamentalsystem (Definition 1.17), so ist das einzige Po-
lynom p € P™ (32), das auf dieser Menge verschwindet, das Nullpolynom. Damit gelten

die Bedingungen aus obigem Satz fiir M = 5, falls n gerade und fiir M = (n;), falls n
ungerade ist. Die Extremalsysteme aus Abschnitt 1.4, die nach Definition insbesondere
Fundamentalsysteme sind, bieten sich daher als Messrichtungen an. Eine Moglichkeit,
die Wahl der Messrichtungen ausgehend von Fundamentalsystemen zu verbessern, wird

im Ausblick des Abschnitts aufgezeigt.

Beispiel 4.5 Nun wird eine Punktmenge betrachtet, die aus den Produktregeln entsteht
(Abschnitt 1.4), wobei sowohl der Polarwinkel als auch der Azimutwinkel in n+ 1 Teile
zerlegt sind. Weiterhin wird die Trapezregel als Integrationsregel beziiglich des Azimut-
winkels genutzt. Aus

1 2k
sin(—nJr —W) =sin(-7k) =0 firallek=1,...,n+1
2 n+1

folgt fiir ungerade n

1
Y, _ne1(w;)=0 fiir alle j=1,...,(n+1)% und m=n; Yo, T
T2
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Diese Punktmenge bildet daher kein Fundamentalsystem, falls n ungerade ist. Es werden

daher nur die Entwicklungskoeffizienten cam  fir m < 5 L in (4.12) eindeutig bestimmt.

Folglich sind die Koeffizienten fgmk fiirm = "T”, oo, M und k=-2m,...,m bei der Ver-
wendung dieser Punktmengen nicht eindeutig aus den Daten festgelegt. Die Verwendung
dieser Messrichtungen ist fir die betrachteten Transformationen daher nicht sinnvoll,
da der Nullraum sehr grof$ ist. Verschiedene numerische Tests haben diese Beobachtung
bestdtigt.

Bemerkung Die Extremalsysteme stellen eine geeignete Moglichkeit dar, die Messrich-
tungen fir die betrachteten Operatoren zu wéhlen. Ein Nachteil ist, dass die numerisch
berechneten Punktmengen nicht symmetrisch um den Ursprung verteilt sind [88]. Es
stellt sich die Frage, ob es Fundamentalsysteme F' mit dieser Eigenschaft gibt, d. h.
fiir die mit w € F' auch —w € F gilt. Offensichtlich ist dies nur fiir ungerade n moglich,
da in diesem Fall die Anzahl der Richtungen in F gerade ist, namlich gleich (n + 1)2.
Der Vorteil solcher Systeme bestiinde darin, dass fiir die numerische Integration gerader
Funktionen nur die Hélfte der Stiitzstellen benétigt wiirde.

Fine Moglichkeit, ein punktsymmetrisches Fundamentalsystem zu konstruieren, welches
eine dhnliche Struktur wie die Punktmengen aus den Produktregeln aufweist, bieten
die Punktemengen aus [14, 15, 70]. Ein Spezialfall ist die in Polarkoordinaten gegebene

Menge {(tj,gpf;) |j,k; =1,....,n+ 1} mit

a) ti,...,tn+1 die Nullstellen des Legendre-Polynoms P, 1,

2k
. 71 , falls j ungerade
b) ¥p=1 o
2k -1
7T(k—+1), falls j gerade.
n

Diese Menge bildet ein Fundamentalsystem [14] und ist fiir ungerade n symmetrisch
zum Ursprung. Leider ist die Berechnung der zugehorigen Integrationsgewichte iiber
das lineare Gleichungssystem Gy, w = ¢, (vgl. (1.41)) numerisch nicht moglich, da die
Kondition der Matrix G, fiir grole n sehr schlecht ist. Daher lésst sich dieser Ansatz
hier nicht unmittelbar anwenden.

Ausblick: In dieser Arbeit werden die bekannten (nicht punktsymmetrischen) Extre-
malsysteme, die unter http://web.maths.unsw.edu.au/~rsw/Sphere/Extremal/New/
zur Verfiigung stehen, als Messrichtungen verwendet. Diese sind nach den vorigen Aus-
fiihrungen dazu gut geeignet. Um die Auswahl der Messrichtungen fiir die betrachteten
Transformationen weiter zu verbessern, bietet es sich an, Extremalsysteme, die punkt-
symmetrisch auf der Sphére verteilt sind, zu konstruieren und die zugehorigen Integrati-
onsgewichte numerisch zu berechnen. Dies kann zu einer Verbesserung der Algorithmen
fiihren, da nur ungefihr die Halfte der Datenpunkte benottigt wird, um dieselbe Auflo-
sung in der Rekonstruktion zu erreichen.


http://web.maths.unsw.edu.au/~rsw/Sphere/Extremal/New/
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4.4 Regularisierungseigenschaften des Verfahrens

In diesem Kapitel werden die Regularisierungseigenschaften des Verfahrens untersucht.
Es werden Bedingungen an die Mollifier hergeleitet, die die regularisierende Wirkung der
Approximativen Inversen fiir die betrachteten Operatoren sicherstellen. Schlieflich wird
gezeigt, dass die in Kapitel 5 betrachteten Mollifier diesen Bedingungen geniigen. Zur
besseren Ubersicht sind die leicht technischen Beweise in den Anhang ausgegliedert.

Es bezeichne A die verallgemeinerte Inverse des Operators A, wobei A fiir die sphérische
Radon- oder die Kosinustransformation steht. Weiter seien g = Af und ¢° := g + §° fiir
eine Stoérung §° mit 0% 12(s2) < € sowie ATY die Approximative Inverse geméaf (4.6).
Der Fehler der Rekonstruktion aus den Daten ¢° kann mittels der Dreiecksungleichung
nach oben abgeschéatzt werden durch

Egesamt = HATygs - ATgHLz(SQ) < HAjfyga - ALgHLQ(‘SQ) + HAI/Q - AT9HL2(32) . (413)

Edaten Eappr

Hierbei bezeichnet Egaten den Datenfehler, welcher durch die Storung 0° versucht wird.
Der Fehler, der durch die Approximation von AL an AT entsteht,wird Approzimations-
fehler E,ppr genannt.

Wir fithren nun das Konzept der Regularisierung im Kontext sphérischer Transfor-
mationen ein.

Definition 4.6 Eine Regularisierung der verallgemeinerten Inversen Al zur Bestim-
mung einer Losung f aus Af = g ist eine Familie von Operatoren {Af;}wo mit einer Ab-
bildung v : R* xL? (8%) - R*, so dass fiir alle g D(A") und alle g° mit |g—g° lr2(s2) <€

. e _ 7‘
i Ayegeg = Alg

gilt.

Diese Definition besagt, dass der Gesamtfehler Eyesamt gegen 0 konvergiert, falls die Da-
tenstorung £ gegen 0 strebt.

Es sei daran erinnert, dass sowohl fiir die Radon- als auch fiir die Kosinustransformation
Normabschatzungen der Form

al fla-ses2y < 1Aflr2es2y < a1 fla-ses2) (4.14)

mit einer Konstanten a > 0 und entsprechendem § (5 = % fir A=R, 8= g fir A=K)
gelten (siehe Satz 2.16). Um zu zeigen, dass die entwickelte Methode zu einer Regula-
risierung fiithrt, wird das folgende Resultat [40, Theorem 3.1] verwendet, welches eine
geeignete Charakterisierung von Regularisierungen in Sobolev-Rdumen angibt.
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Satz 4.7 [40, Theorem 3.1]

Sei M, : HP (82) - L2 (52) etne Familie linearer Operatoren mit
a) | My flrzesz) < KD la-s(s2), VeN(A)",
b) EL% 1M, f - fl(s2) =0, VfeN(A)*,
c) k(y)e—-0 fir e,v-0,

wobei N'(A) den Nullraum des Operators A bezeichnet. Dann ist AJ; = M,A" eine
Regularisierung von AT

Beweis. Es wird die Beweisstrategie aus [40] verfolgt, die in diesem Fall analog angewen-
det werden kann. Es bezeichne A" die Fortsetzung von A auf ganz L? (82). Aufgrund
der linken Seite von Bedingung (4.14) gilt:

|ATg) -6 sy < @™ | AATG] 12(s2) = a7 | Pryglliacszy < a gl ras? -

wobei Pm die Projektion von L? (82) auf R(A) bezeichnet. Also lisst sich At fortset-

zen zu AT : H7P (§?) - L? (8?) mit |AT| <a™.
Sei g € D(A) = R(A) ® R(A)* und ¢ € L?(S?) mit [¢° - 9l r2(s2) <€, so folgt:

| Alg® = ATg| 1o(s2y < | Al " = Al g|l 252y + | AT g = ATg 1252y
= | M, AT (¢° - )| 12(s2) + | My ATg — Al g| 122y
<kWIAT(g" = 9l g-ss2y + | My ATg = Alg| po(s2)

<k(y)ea™ + | M, Alg - ATg| 1252y
Die rechte Seite konvergiert fiir £, v - 0 aufgrund der Bedingung ¢) gegen Null . O

Die Bedingung a) des Satzes wird verwendet, um die Konvergenz des Datenfehlers gegen
0 sicherzustellen, wahrend b) zur Konvergenz des Approximationsfehlers gebraucht wird,
wie man im Beweis sieht.

Wir definieren nun die Regularisierungsoperatoren M, als spharische Faltung

M, f(2) = (e + (@) = [ (2. () dy.

82

wobei vorausgesetzt wird, dass der Mollifier e, eine gerade, stetige und nicht-negative
Funktion ist. Daher ist auch die sphérische Faltung e, * f selbst eine gerade Funktion.
Es bietet sich an, die beiden Fehler getrennt voneinander zu untersuchen. Wir beginnen
mit dem Datenfehler.
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Lemma 4.8 (Datenfehlerabschétzung)
Seien e, € C2[-1,1], v >0, l € N mit 2r|e, loif-1,17=1 und f € L?(8?). Dann ezistiert
eine Konstante ¢ = ¢(e,) mit

ley * fllz2(s2y < el f |l g2e(s2)-

Der Beweis wird im Anhang nachgeholt. Das Lemma stellt die Eigenschaft a) in Satz 4.7
sicher. Als néchstes untersuchen wir den Approximationsfehler. Ziel ist es, die Bedingung
b) aus Satz 4.7 dquivalent so zu formulieren, dass diese spéter leicht fiir konkrete Mollifier
gezeigt werden kann.

Lemma 4.9 (Approximationsfehler)
Sei ey eine gerade, stetige, nicht-negative Funktion mit 2r||e| 11117 = 1. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a) lim fley * f = fli2s2) = 0, VfeLi(S?).
’y—)
b) lil’I(l) (Loney) =1, VneN.
y—
p
¢) lim [ e, (t)dt=0, Vpel0,1).
7=0 7

Der Beweis ist ebenfalls in den Anhang ausgelagert. Kombinieren wir nun die Aussagen
aus Satz 4.7 und den Lemmata 4.8 und 4.9, so erhalten wir das folgende Ergebnis.

Satz 4.10 (Charakterisierung geeigneter Mollifier)
Sei M., f =e, x f eine sphirische Faltung, wobei e folgende Eigenschaften besitze

a) ey e CA[-1,1] fiir ein €N mit 21> 3 und B aus (4.14),
P
b) lim [ e, (t)dt=0 Vpel0,1),
7=0 7
c) é(Y)e—=0 fir ev-0 mit &) =4nr? max {(n2 + 1)21 (Lnev)2} .

Dann ist A§ = MWAf eine Regularisierung von A', wobei A die sphéirische Radon- oder
Kosinustransformation bezeichnet.

Wir untersuchen speziell die beiden Mollifier, die in Kapitel 5 betrachtet werden, auf ihre
Eignung fiir die betrachteten Transformationen. In Polarkoordinaten sind diese gegeben

durch
1—t2)”
1- , tel/1-72,1
! ( 72 | ]

()

Typ (a) €e5(t) =

0, sonst

mit v € N und ¢, () so, dass 2|es|1_1 17 =1 gilt.

1 1-¢?
(t) = —— exp (——) mit c(y) so, dass 27|le | pi7_1.17 =1 gilt.
- e 2 YIL[-1,1]

[

Typ (b)
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Diese beiden Mollifier sind nicht-negativ und erfiillen nach Konstruktion die Eigenschaft

1
1=2rles | =27 [ les(Dldt = [ ey({wu)) dy.
21

82

Es sei daran erinnert, dass die betrachteten Transformationen die Bedingung (4.14) mit
B = % im Fall der sphérischen Radontransformation und S = g im Fall der Kosinustrans-
formation erfillen.

Korollar 4.11 Sowohl die Mollifier von Typ (a) als auch von Typ (b) erfillen die
Bedingungen aus Satz 4.10 fir die sphédrische Radontransformation. Im Falle der Kosi-
nustransformation fiihren nur die Mollifier von Typ (a) mit v > 4 und alle Mollifier vom
Typ (b) zu einem Regularisierungsverfahren.

Beweis. Es ist nur die Bedingung b) des Satzes 4.10 fiir diese Mollifier zu zeigen. Fiir
Mollifier vom Typ (a) ist dies offensichtlich, da die Lénge ihres Trager fiir v gegen
Null selbst gegen Null konvergiert. Fir Typ (b) folgt das Ergebnis mit der Regel von
L’Hospital. Fiir p € [0,1) gilt:

P p
Liir(l) f ey (t)dt = »lyii% e(y)™ [ exp (—1;—52) dt (Definition von ¢(+y))
0 0
p
[ exp —1;52) dt
= (4m)! liH(l) 01 (Substitution)
" exp |- 1_52) dt
v
P/’y 9
f exp (y ) dy
= (4m)7! lin% (1)— (Regel von L’Hospital)
v ¥
J exp(y?) dy
p

70 e (5:)
2
14 pe—1
= (4m) l'lyl—I}fl) (pexp( 3 ))






Kapitel 5

Numerische Inversion in R?

In diesem Kapitel werden Rekonstruktionskerne sowohl fiir die sphérische Radontrans-
formation als auch fiir die Kosinus- und Sinustransformation in R?® berechnet. Dazu
zeigen wir zuerst, dass fiir Mollifier vom Faltungstyp (4.7) die zugehorigen Rekonstruk-
tionskerne durch Loésen einer Abel’schen Integralgleichung gewonnen werden kénnen. Die
Losung des Hilfsproblems erfolgt im Allgemeinen numerisch, hier mit Hilfe der Appro-
ximativen Inversen. Dies ermoglicht fiir beliebige Mollifier die approximative Berech-
nung der zugehorigen Rekonstruktionskerne. Fiir bestimmte Mollifier lassen sich diese
auch analytisch berechnen. Dies wird im zweiten Abschnitt anhand zweier Beispiele
aufgezeigt. Daran anschliefend wird ein Rekonstruktionskern fiir die Radontransforma-
tion hergeleitet, der es ermdglicht, den Laplace-Beltrami Operator angewendet auf die
Losung f direkt aus den Daten ¢ zu rekonstruieren. Mit der expliziten Angabe eines
Rekonstruktionskerns fiir die Kosinustransformation sowie eines Konstruktionsprinzips
flir die Sinustransformation schlieflen wir das Kapitel.

Wie bereits im vorangegangenen Kapitel, werden nur Mollifier vom Faltungstyp betrach-
tet, d. h. es gelte stets

ey (& w) =2, ((§,w)) =€, (cos ) {,wESQ,

wobei « = <(&,w) den Winkel zwischen ¢ und w bezeichnet. Dadurch ist die Nor-
mierungsbedingung (4.5) fiir alle Rekonstruktionspunkte ¢ erfiillt, sofern sie fiir einen
bestimmten Punkt gilt. Da die Radontransformation nach Lemma 2.5 rotationsinvariant
ist, geniigt es den Rekonstruktionskern fiir einen festen Rekonstruktionspunkt £ zu be-
rechnen. Fur diesen Zweck wird der Nordpol eg ausgewéahlt. Durch Rotation des Kerns
erhilt man die Rekonstruktionskerne zu anderen Rekonstruktionspunkten. Beschreibt
man w € S? in Kugelkoordinaten, so entspricht der Polarwinkel # nach Definition gerade
dem Winkel zwischen w und es, also «. Fiir £ = e3 ist der Mollifier also eine rotations-
symmetrische Funktion und nach Satz 2.7 lasst sich die Gleichung R, = e, daher als
Abel’sche Integralgleichung

2 y(eos )

R N

schreiben. Daraus lasst sich mit Hilfe der Losungsformel (2.9) eine explizite Integraldar-
stellung fiir den Rekonstruktionskern angeben.

dt=e,(sin"'y),  ye(0,1] (5.1)
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Korollar 5.1 Fir einen gewdhlten rotationssymmetrischen C'-Mollifier e, ist der zu-
gehorige Rekonstruktionskern 1, fir t € [0,1] gegeben durch

W, (t) :E,Y(O)+tf \/% dy (5.2)
0

wobei W (t) =1y (cos™ t) und E,(y) = e, (sin™'y) gilt.

Das Verfahren der Approximativen Inversen erméglicht durch die Wahl eines Mollifiers
vom Faltungstyp, das allgemeine Rekonstruktionsproblem Rf = g auf ein Hilfsproblem
Rt = ey mit rotationssymmetrischen Funktionen e, und 1, auszulagern. Zur Berech-
nung des Rekonstruktionskerns muss daher nur ein 1D-Problem in Form einer Abel’schen
Integralgleichung gelost werden. Ausgehend von dieser Integraldarstellung kann man nun
zu jedem Mollifier durch Anwendung einer Quadraturmethode numerisch eine Losung
U, berechnen [24]. Im néchsten Abschnitt wird ein alternativer Weg vorgeschlagen, da
die Approximative Inverse elegant zur Losung von Abel’schen Integralgleichungen vom
Typ (5.1) genutzt werden kann. Fiir einige Mollifier ist es auch méoglich, den zugehorigen
Kern analytisch zu berechnen, was in Abschnitt 5.2 anhand zweier Beispiele aufgezeigt
wird.

5.1 Numerische Losung der Abel’schen Integralgleichung
mittels Approximativer Inverser

In diesem Abschnitt wird das Verfahren der Approximativen Inversen auf die Abel’sche
Integralgleichung (5.1) angewendet. Wir gehen dabei dhnlich wie in [54] vor, wo dies fiir
eine klassische Abel’sche Integralgleichung vorgeschlagen wurde. Hierbei soll insbeson-
dere eine korrekte Rekonstruktion der gesuchten Funktion an den Rédndern des Intervalls
sichergestellt werden. Im Gegensatz zu [46, Kapitel 3.5], wo dies durch eine kiinstliche
Fortsetzung des dort betrachteten Operators auf ein grofleres Intervall erreicht wurde,
wird hier einen anderer Losungsansatz vorgeschlagen: eine geeignete Modifikation des
Mollifiers.

Wir betrachten den Operator
1. f(t
A:Ly(0,1) - Ly(0,1), Af(y )— (5.3)

dessen adjungierter Operator gegeben ist durch

Ag(t) == f\/z(yi_) (5.4)
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Nach [24, Formel 1.B.6.ii)] folgt aus A*¢), = &, die Bestimmungsgleichung

te«,(x 1) /‘ oy O\ Y 67(37 y)
V1i-t2 Vy? —t?

Bemerkung Man sieht unmittelbar, dass der erste Summand fiir ¢ - 1 Probleme berei-
tet, sofern é,(z, 1) nicht fiir alle Rekonstruktionspunkte « gleich Null ist. Dies sollte bei
der Berechnung des Rekonstruktionskernes beziehungsweise bei der Wahl des Mollifiers
bedacht werden. Wahlt man einen Mollifier vom Faltungstyp auf [0,1]x[0,1], d. h. setzt
man e (z,y) =" e(x,yy) mit fo (z)dx =1, und es gilt €(0) # 0, so folgt e,(1,1) # 0.
Beispiele fiir e, wie die Gaufunktion oder abgeschnittene Polynome (siehe [85]), erfiillen
diese Eigenschaft. Es ist also notwendig, die Mollifier an den Intervallgrenzen geeignet
zu modifizieren.

by (2, ) = (5.5)

Als konkretes Beispiel wird der stiickweise lineare Mollifier betrachtet, der gegeben ist
durch

0, y<x-v
y—m+1, r-y<y<w
&y(z,y) =" ﬂy (5.6)
+1, zLy<zxT+y
Y
0, sonst .

Die Rekonstruktionskerne fiir andere Mollifier, wie zum Beispiel abgeschnittene Polyno-
me von héherem Grad [85], konnen analog berechnet werden.

Liegt der Tréger des Mollifiers aus (5.6) im Intervall [0,1], so gilt fol éy(z,y)dy = 1. Wir
berechnen jetzt den zugehorigen Rekonstruktionskern, wobei einige Falle zu unterschei-
den sind.

a) Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir h(z,t) = In(x + Va2 - ¢2). Wegen

dy = h(b,t) — h(a,t),

b
/ 1

berechnet sich fiir x —v >0 und z + - < 1 der Rekonstruktionskern als

h(x +~,t) = 2h(x,t) + h(x —~,t), O<t<x—7
. + |h(x+7,t) = 2h(z,t) +1In(t), r-y<t<x
¢7($7t) Y
77 [ h(x +,t) —In(t), r<t<z+ry
0, sonst .

b) Am linken Rand des Intervalls fiihrt die folgende Uberlegung weiter:
Setzt man die Funktion f ungerade iiber die Null hinweg fort, d. h. fiir y > 0
definiert man

f(=y)=2f(0) - f(y),
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so gilt fiir x <y unter Verwendung dieser Fortsetzung

xT+y 0
L@ = [ @iy [ &@nie)dy
0 T—y
y-z T+y 0
- [ @@y e @) i@ dy+ [ @i dy+2f0) [ &y dy.
0 Y- -y

In diesem Fall erhélt man also einen neuen Mollifier €,, der sich stiickweise aus dem
urspriinglichen Mollifier zusammensetzt. Zusétzlich tritt ein weiterer Summand
auf, der von f(0) abhingt. Konkret ist der neue Mollifier gegeben durch

&y(z,y) - &y(z,—y), O<y<y-z
ey (x,t) ={éy(x,y), Y-z <y<x+y
0, sonst .

Hinzu kommt noch der Summand 2f(0) /zo_,y éx(z,y)dy = f(O)(‘T;—JV, welcher bei
Nullrandwert von f verschwindet.

3 - /6\7(01, )
2
1
0
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
(a) z=0.5 (b) x=0.2 (¢c) x=0.1

Abbildung 5.1: Mollifier mit ~ = 0.3 fiir verschiedene Rekonstruktionspunkte x.

Wir missen eine weitere Fallunterscheidung durchfiihren. Ist  — v < 0 und y < 2z,
d. h. liegt maximal ein Viertel des Trégers unterhalb von Null (vgl. Abb. 5.1(b)),
so ist der Rekonstruktionskern gegeben durch

2In(t) + h(x +7,t) = 2h(z,t) + h(x —,t) — h(y - x,t), t<y-z
_ + |h(x+7,t) = 2h(z,t) +1In(t), y-x<t<x
¢7($at) Y
V7 h(x +,t) - 1n(t), x<t<x+7y
0, sonst .

Fir  — v <0 und 7 > 2z (siehe Abb. 5.1(c)) gilt

2In(t) + h(x +v,t) — 2h(x,t) + h(y - z,t), t<w
B + |h(z+7,t) = h(y-=,1), r<t<y-x
¢7(9€,t) =3
V7 h(x+7,t) - 1n(t), y-x<t<x+7y
0, sonst, .
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¢) Am rechten Intervallrand kann man analog vorgehen, die Funktion f also ungerade
iiber die Eins hinweg fortsetzen. Auch hier sind zwei Félle zu unterscheiden. Ist
x+~vy>1und v<2(1-2x), so ist der Rekonstruktionskern gegeben durch

2h(1,t) = h(2 -z —,t) = 2h(z,t) + h(x —7,1), t<xz—r
- t |2h(1,t) —h(2-x—~,t) +In(t) - 2h(z,1t), r-y<t<zx
w“x”)ZEE 2h(1,t) - h(2 -2 - v,t) - In(t), T<t<2-z -7
2h(1,t) —21n(t), sonst .

Im Fall z ++>1 und 7 > 2(1 - x) ergibt sich

2h(1,t) = h(2 -2 —,t) = 2h(x,t) + h(z —7,1), t<xz—7
(et + |2h(1,t) = h(2 -2z —,t) +1In(t) - 2h(x,1), r-y<t<2-xz -7
x,t) = —
! V| h(x,t) - h(1,1), 9-z-y<t<a
h(z,t) —21n(t), sonst .

Bemerkung Der Vorteil der so gewédhlten Fortsetzung ist, dass éy(z,1) = 0 gilt und
somit der erste Summand in (5.5) verschwindet. Wahlt man am rechten Intervallrand

eine andere Fortsetzung zum Beispiel eine gerade Fortsetzung oder verzichtet auf eine
téy (z,1)

V1-t2

solche, fithrt der Summand zu numerischen Problemen, da der Nenner fiir ¢t - 1

gegen Null konvergiert.

Nach Formel (2.9) ist eine Inversionsformel fiir die Abel’sche Integralgleichung Af = g
mit A aus (5.3) gegeben durch

Setzt man nun die Variable ¢ gleich Null, so erhéilt man

f(0) =9(0)

und die obige Inversionsformel gilt fiir 0 < ¢ < 1. Etwas schwieriger ist es, f(1) sinnvoll aus
den gegebenen Daten g zu schitzen. Eine Moglichkeit ist, den Wert {iber die Beziehung

1
9'(z)
f(1)=g(0) + ) \/1—_—x2d$

numerisch zu berechnen. Dieser Niherungswert wird im Folgenden mit f (1) bezeichnet.
Insgesamt erhéalt man die folgende Inversionsformel

L gmygigﬁ, falls <
@)= [ gty (.t dt+ [ (5.7
i fay =z =)” falls 2 + 7 > 1
’72 ) ,y > )

wobei der Rekonstruktionskern zﬁw(a:,t) entsprechend der Herleitung (abhéngig von z
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und ) einzusetzen ist. Ein numerisches Testbeispiel zur Inversion der Abel’schen Inte-
gralgleichung mit Hilfe der Approximativen Inversen befindet sich im Anhang A.1.

Bemerkung Liegt a-priori die Information vor, dass die Funktion f, die aus Rf = ¢
bestimmt werden soll, rotationssymmetrisch ist, so lasst sich der Rekonstruktionsprozess
vereinfachen. In diesem Fall kann némlich das eben hergeleitete Regularisierungsverfah-
ren unmittelbar zur Rekonstruktion aus gestérten Daten verwendet werden.

5.2 Berechnung von Rekonstruktionskernen fiir die
Radontransformation

Fiir beliebige Mollifier vom Faltungstyp kann man, wie im ersten Abschnitt des Ka-

pitels beschrieben, den zugehorigen Rekonstruktionskern approximativ berechnen. Hier

werden nun mit Hilfe der Inversionsformel (5.2) fiir einige konkrete Mollifier die Rekon-

struktionskerne analytisch berechnet, was die spatere Implementierung vereinfacht und
die notwendigen Vorberechnungen beschleunigt.

Modifizierter GauBB-Mollifier

Wie bisher, wird als Rekonstruktionspunkt ¢ der Nordpol es gewahlt, um die zugehorigen
Kerne zu berechnen. Als erstes Beispiel betrachten wir die Gaufifunktion

c(7) 72

Unter Verwendung des Zusammenhangs E. () = e, (sin™ z) folgt die Darstellung

1 2
E,(x) = ——exp (——) , x€[0,1]. (5.8)

1 sin? 0
ey (0) = —exp(——2), 0 €[0,7/2]. (5.9)
() gl
4
—e (0

; 3 )

2 2
1

1
0
0 /4 /2 3n/4 b1

3D-Plot des Mollifiers Mollifier als Funktion von 6

Abbildung 5.2: GauB-Mollifier (Rekonstruktionspunkt & =[0,0,1], v =0.2).

Dieser Mollifier ist also eine Gaulkurve, deren Argument der Sinus des Polarwinkels 6 ist.
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Die Konstante ¢(+y) ist nun so zu bestimmen, dass der Mittelwert des Mollifiers iber der
Sphire S? gleich Eins ist. Um diese geeignet angeben zu kénnen, wird die Fehlerfunktion
erf (error function) benétigt

erf(x) = % / exp(—tZ) dt.
0

Die komplexe Fehlerfunktion erfi ist definiert durch erfi(z) := —i erf(iz). Wie man leicht
nachrechnet, gilt

erfi(x) = % f exp (t2) dt. (5.10)
0

Mit wachsenden Argumenten steigen die Funktionswerte der komplexen Fehlerfunktion
sehr schnell an; ihr Funktionsgraph ist in Abbildung 5.3(a) skizziert. Insbesondere fiihrt
dies zu erheblichen Problemen bei der numerischen Approximation der Funktion fiir Ar-
gumente grofer als dreiflig.

Da der Mollifier eine gerade Funktion und unabhingig vom Azimutwinkel ¢ ist, folgt
mit der Substitution z = ty~!, dz = y~!dt die folgende Darstellung

1
_47rexp(——2)f'yexp(z2) dz
T
-2 ep () et
2y exp|-— erfi[ —
8l g

Mit E,(x) = ﬁexp (—I—Z), x €[0,1], folgt aus Formel (5.2) die Identitét

\Ilv(t)=E7(0)+tf \/%d
y

2yexp ——2
- -—f dy | . (5.11)

X0 VR

Das folgende Lemma hilft bei der Berechnung des Integral in (5.11) weiter.
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Lemma 5.2 Es gilt:

t y?

2y exp ——2) 12 t
b[ ﬁ—gy; dz = /Tyexp (—ﬁ)erﬁ(;) . (5.12)

Beweis. Mit der Substitution z = t? - 32, do = -2y dy gilt

twen(E) Few(5F)
[ e s

o) Foo(s)
=exp(—?)0 \/EW dx

wobei im letzten Schritt die Substitution z = /z, dz = ﬁ dx verwendet wurde.

Mit der Substitution u = %, du = %dz folgt nach Definition der erfi-Funktion in (5.10)
schliellich

t/.y

ol ZJoee forter i t)

0

O

Korollar 5.3 Der zum Gauf-Mollifier gehorende Rekonstruktionskern, den wir kurz
Gaujf3- Rekonstruktionskern oder GaufS-Kern nennen, ist gegeben durch

(1) = L(1_ ﬁtexp(—i—i)erﬁ(i)), te [0,1]

() ¥ ¥

c(y) = 27y exp (—%)erﬁ (l) .
Y Y

Leider bereitet die Berechnung des Kerns fiir kleine Werte von « numerische Schwierig-
keiten, da der Wert erfi (%

wird nun das sogenannte Dawson Integral [1] eingefithrt, welches fiir x € R definiert ist
durch

) sehr schnell wéchst. Um einen Ausweg hierfiir aufzuzeigen,

T

D(x) =exp (—x2) / exp (y2) dy (5.13)
0

- %\/Eexp (-2%) erfi(z).
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Das Dawson Integral D ist eine ungerade Funktion, mit D(z) ~ x fiir  ~ 0 und D(x) » %
fir grofle x. Es existieren Software-Pakete, die das Dawson Integral fiir reellwertige x
stabil und mit hoher Genauigkeit approximieren.

x 10
0.6
1
0.5 J 0.3]
0] 0]
-1

-0.6
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
(a) erfi-Funktion (b) Dawson Integral

Abbildung 5.3: Dawson Integral und Fehlerfunktion.

Aus Korollar 5.3 erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 5.4 Der zum Gaufs-Mollifier gehorige Rekonstruktionskern ist firt = (£,w) gegeben
durch

U, (€ w)) = 0(17) (1— 2<5W’°">D(<5’7“’>)), w,EeS> (5.14)

mit c¢(y) = 4wy D (’y‘l), wobei das Dawson Integral D gemaf$ (5.13) gegeben ist.

Diese Darstellung des Gaufl-Rekonstruktionskerns wird bei den numerischen Tests zu
dieser Arbeit verwendet. Die Abbildung 5.4 zeigt den Kern fiir drei verschiedene Regu-
larisierungsparameter. Die Verwendung dieser analytischen Darstellung hat den Vorteil,
dass sie an den im Algorithmus benotigten Stellen mit hoher Genauigkeit ausgewertet
werden kann, was die Implementierung stark vereinfacht. Aulerdem sind die entsprechen-
den Vorberechnungen des Rekonstruktionskerns deutlich schneller, da keine Abel’schen
Integralgleichungen (fiir jeden Rekonstruktionspunkt eine) numerisch gelést werden miis-
sen.

4 :
— Yo2(t)
3 — Wos(t)
2 Wo.3(t)
1
0
— & o
-1
1 05 0 0.5 1

Abbildung 5.4: Rekonstruktionskern zum Gauf3-Mollifier.
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Bemerkung Soll der zugehorige Rekonstruktionskern durch die numerische Losung der
Abel’schen Integralgleichung mittels Al approximativ bestimmt werden, so stehen die
gegebenen Daten, d. h. in diesem Fall der Mollifier, analytisch und ohne Fehler zur Ver-
fligung. Daher kann ein sehr kleiner Regularisierungsparameter v gewéhlt werden und es
ist nicht notwendig, den Wert an der Stelle 1 zu kennen. Stattdessen wird die Funktion
einfach von 1 -+ an konstant fortgesetzt. Die numerische Losung stimmt nahezu mit der
analytischen iiberein. Im Fall des Gau3-Rekonstruktionskerns ist der punktweise absolu-
te Fehler zur analytischen Losungen bei Verwendung von 10000 Datenpunkten kleiner
als 0.0035.

Abgeschnittene Polynome

Wir betrachten fiir v € N die folgende Familie von Funktionen

sin?6\” .1
1 (1 i ) , e [O,sm (’y)]
Cu(fy)

¢ (6) = (5.15)

0, sonst,

wobei ¢, () so zu bestimmen ist, dass der Mittelwert von ez, tiber S? gleich Eins ist. Aus
EY(x) = eﬁ"/(sim_1 x) folgt nach obiger Definition fiir alle v € N:

2\V
1 (1_37_2) ) falls x < v

E;’(x) = e?(sin*1 x) = o)

0, sonst.
(5.16)

Die folgende Abbildung zeigt die Funktionen fir v = 1,2, 3. Je gréfler v gewahlt ist, desto
glatter ist der Ubergang der Funktion an der Stelle 6 = sin™* (7).

—vrv=1
6 —v=2
v=3
4\
2
0
0 /8 /4

Abbildung 5.5: v-Mollifier fir v =1,2,3
(Rekonstruktionspunkt [0,0,1], v = 0.3)
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Erster Fall: v =1
Wir beginnen mit dem einfachsten Fall. Die Normierungskonstante ¢;(7y) ist gegeben
durch

arcsin 6
sin? @

c1(y) =4n ] 1- 7 sin 6 dé

Il
W
3

=

I‘\H =}
—
I

=2

3y
Mit
t
_2 _r
. (E1)(z) -2 ) o dex, falls ¢ <~
() [ =t de-
2 _ 2 y "
0 -% | ————du, sonst
v J t2 _ .%'2
—%, falls ¢ < v
- 2 2 2
—?(t— 14—y ), sonst

lasst sich der entsprechende Rekonstruktionskern wie folgt angeben.
Lemma 5.5 Firv =1 ist der zugehorige Rekonstruktionskern gegeben durch

2cos? 0
- %, falls cosf <~
Y

1
() 1- 2?80( 0s6 —+/cos2 6 - 'y) sonst

»H(0) = \Il,ly(cos 0) =

mit

01(7)=4W(1+W(\/1——2—1)—% 1—72).

Allgemeiner Fall: v ¢ N
Um den Rekonstruktionskern fiir allgemeines v € N angeben zu kénnen, definieren wir
1, firk=1=0

(2k)! =2k (2k=2)- ... (2(k-1)+2)
@+ DNk -D))! 2+1)-...-31 ’

L(k,l) :=
sonst .

Hierbei bezeichnet k!! die sogenannte Doppelfakultit, welche fiir k£ > 0 gegeben ist durch

" k-(k-2)-(k-4)-...-2, fiir k gerade
ke (k-2)-(k-4)-...-1, fiir & ungerade .
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Auflerdem setzt man 0!! = 1. Dadurch ergibt sich

(2k)!

L(k,k) = BTl

Um die zugehorigen Rekonstruktionskerne zu berechnen, wird die folgende Rechenregel
benotigt.

Lemma 5.6 Firbe [0,t] und k € Ny gilt:

b

[ (_1)kw2k+1 de = (_1)k (L(k‘, ]{3) t2k;+1 _ Zk:L(k‘,l) b2(k_l) (m>2l+l) . (5.17)
1=0

2_ .2
3 t-—x

Fiir b=t erhdlt man hieraus

t

-1 k ,.2k+1
f D e = (1)L k) 2441 (5.18)
2 t2 _ $2

Beweis. Die Behauptung folgt mittels Induktion. Der Induktionsanfang k£ = 0 wurde
schon im Fall v = 1 gezeigt. Im Induktionsschritt ist eine partielle Integration durchzu-
fithren. Hierbei nutzt man die Eigenschaft, dass fiir m € Ny

H(a) = —s—— (VE—22) "

2m+1

eine Stammfunktion zu
2m-1
Gm(z) = {L‘( t2 - 1‘2)

ist. O

Satz 5.7 Fiir v e N ist der zum Mollifier EY(x) gehérende v-Rekonstruktionskern
Yy(0) = W (cos ) gegeben durch

v—1 _ 2(k+1)
1—2yz(—1)k(” 1)L(/<;,k)(3) , falls t <~

k=0 k 7

1 v-1 1 £\ 2(k+1)
-ty 2 B ()

5 OIL 21/];)( 1) L L(k, k) > +
2v-1

/12 — ~2
(—1)”_1ﬁ(—7) Liv-1,v-1), sonst
v Y

(5.19)

mit

1 v 14 v B B
cy(’y)=4ﬂ'(1—¥) (—\/1—72L(y,y)+g:jo(k)(72—1) F(2k +1) 1). (5.20)
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2

v-1
Beweis. Mit (EY)'(z) = - v, (1 - %) folgt

e (M)7?
LB Vol min(t,y) k. 2k+1
(Y f 7 = —2v Z (V - 1)7_2(]“1) / M de =1T.
N a2\ k y 2 2
Im Fall ¢ > v gilt nach Lemma 5.6
S k(Y 1) 2k il < 2(k-1) 2+
T=-20 % (-1) ( . )7 Lk, k) 257 = 3 L(k, 1) 40 (272
k=0 1=0
-1 _1 4\ 2k+1
- o Z(—1)k(” )L(k,k)fy‘l (—)
k=0 k v
=1
v-1 o1\ k /22 2+
420yl Z(—1)k( )ZL(k:,l) At B
k=0 ki v

=1

Da fiir alle n >0

gilt, ergibt sich mit (2k)!! = 2€k! die folgende Identitit:

2l+1
v-1 /
L=2vy ' Y [ Y— Z( 1) ( )L(k,l)
1=0 Y
20+1
5 _l”z‘:l N + l(l/ '« Z( ) 1
=2v
! 1=0 v QU+l ¢ (v-1-k)(k-1)
20+1
~ v-1 t2_,y2 21 v—1)! v—1-1 1
=2v7y 1 Z ( ')' Z (_ )k+l —
1=0 v 2+l = (v-1-k-1)k!
=0 flr 1zv-1

t2 - 42 2 2"y~ 1)!
=yt X—L I —— ) I

y (2v-1)!!
2v-1
12 —~2 2v - 2)l
:(—1)V_12V’y_1 g ( v ) )
v (2v-1)!

Mit Formel (5.2) folgt die Darstellung des Rekonstruktionskerns (5.19).
Die Normierungskonstante ergibt sich durch die folgende Rechnung;:
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(-
1-~2
Yoy 1 v-k 1
=4 ()(1——) 2k f 2% dz
7'('];) L " y
1-~2
Y (v (72—1)V_k 2k+1
) b
ch:;) k] v (2k +1) ( )
1

- () [ (() ey ) -V S0 e

v k=0
= 47 (1 - %)V L;io ((Z)(ny -1)7"(2k + 1)*1) - \/1——72L(W/)] ;

da nach Formel 0.160 aus [25] mit a =3 und b=

O = )

N[

gilt, wobei B die Beta-Funktion und I' die Gamma-Funktion bezeichnet. Dariiber hinaus
wurden die bekannten Beziehungen

R

” 27 1 ( + %)
20N =2 T (v + 1 und W+l ———~ 27

ausgenutzt. O

Nojwo

Die Spezialfille v =2 und v =3

Wir geben nun zwei Spezialfélle an, die spater in den numerischen Tests Verwendung
finden.

Korollar 5.8
a) Der zu E,%(x) gehorende Rekonstruktionskern ist gegeben durch 1/1,%(0) = \Ilg(cos 0)

mait
4¢2 8t
1——2+F7 fallst<’y
1 Y Y
U2(t) = 5.21
'y( ) c2(7) 1 42 8t (t3 _ (t2 _72)3/2) ( )
- 7 + 31 , sonst
und
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b) Der 3-Rekonstruktionskern ist gegeben durch ¢3(9) = \Ilf’y(cos 0) mit

6t2 8+ 16t°

. 1_74_?_5_,}/67 fallst<'y
W3(t) = 5.22
5() 3(7) 62 st 16t(t5—(t2—72)5/2) ( )
1—?4‘?— 5,-)/6 s sonst
und

) “ug | =
IZ /Q Wi (1) ;1 /Q Wi (1)

0 | S— _
T e
-1 05 -y 0 v 05 1 -1 05 -y 0 Y 0.5 1
(a) v =0.2 (b) 7 =03

Abbildung 5.6: Rekonstruktionskerne zum v-Mollifier.

Die obige Abbildung veranschaulicht die Rekonstruktionskerne fiir v = 1,2, 3 bei festem
Regularisierungsparameter v = 0.2 bzw. v = 0.3. Je grofler v gewahlt ist, desto glatter
ist der Ubergang des Kerns an der Stelle ¢ = 7. Auf der anderen Seite vergrofert sich
bei festem Regularisierungsparameter v der Wertebereich des Kerns je grofier v ist. Der
Einfluss des Parameters v auf das Rekonstruktionsergebnis wird bei den numerischen
Tests in Kapitel 6.1 aufgezeigt.

5.3 Direkte Rekonstruktion von Kanten

In verschiedenen Anwendungen sollen bestimmte Eigenschaften der Losung, sogenannte
Features, wie zum Beispiel Kanten, rekonstruiert werden. Gewdthnlich folgt daher nach
der Rekonstruktion ein Bildbearbeitungschritt, der unabhéingig von dieser durchgefiihrt
wird. In [57, 58] wurde jedoch gezeigt, dass mit Hilfe der Approximativen Inverse auch
lineare Transformationen der Losung direkt aus den gegebenen Daten berechnet werden
koénnen, ohne die eigentliche Funktion selbst zuvor zu rekonstruieren. Wichtige Beispiele
sind der Gradient und der Laplace Operator der Losung. Diese ermdglichen die direk-
te Berechnung von Kantenbildern aus den Daten [28, 57|, also die Kombination von
Bildrekonstruktion und Bildanalyse. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass im Fall der
sphérischen Radontransformation der Laplace-Beltrami Operator der Losung direkt aus
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den Daten rekonstruiert werden kann. Diese Informationen kénnen beispielsweise zur
automatischen Kantenbestimmung verwendet werden.

Die ersten beiden Ableitungen des Dawson Integrals sind, wie man leicht nachrechnet,
gegeben durch

D'(z)=1-2xD(x) bzw. D"(x)= (4:62 - 2) D(x)-2x.

Mit der Produktregel erhédlt man hieraus nach Zusammenfassen der Terme das folgende
Resultat.

Satz 5.9 Fir den Rekonstruktionskern aus Satz 5.4

(1_ 2<£7W>D(<£aw>)), §,w682
v v

V(69 =

gilt mit t = (§,w)

()
wi(t) = C(jw ((37%— 2t3)D(%) +t27_73) '
Daraus folgt
As2 Wy ((€,w)) = ( 4 . (D ( (&w)) (& W)k + ’ykg) (5.23)
c(7)y Y
mat

k=77 (v° -5t +3) + 267 (£* - 2)
ko =72 (262 - 1) + 2 (1 - %),

wobei in (5.23) der Laplace-Beltrami Operator Agz beziglich der Variablen w angewendet
wird.

Beweis. Die erste Behauptung kann durch direkte Rechnung gezeigt werden. Der zwei-
te Teil des Satzes folgt unter Verwendung der Rechenregel fiir zonale Funktionen aus
Lemma 1.4. O

Da sowohl der Laplace-Beltrami Operator als auch die sphérische Radontransformation
beziiglich des L?-Skalarproduktes selbstadjungiert sind und weiterhin die Radontrans-
formation mit dem Laplace-Beltrami Operator vertauscht werden kann, gilt:

(As2f), (§) = (As2fre4(&,7)) 2(s2)

(fi A2 RY(€,°)) 12(52)
(fi RA2W,(€,°)) 2(s2)
(9, As2W~ (&) 12(s2) -
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Daher kann mit dem Rekonstruktionskern aus (5.23) direkt eine gegléttete Version des
Laplace-Beltrami Operators der Losung berechnet werden. Durch die Berechnung der
Nulldurchgénge von (Ag2f),, konnen Kantenbilder der Losung rekonstruiert werden.
Ein numerisches Beispiel hierzu ist in Abschnitt 6.1 zu finden.

Bemerkung (Heuristik zur Wahl des Regularisierungsparameters)

Zunachst ist an dieser Stelle offen, wie der Regularisierungsparameter fiir die Rekon-
struktion des Laplace-Beltrami Operators gewéhlt werden sollte, da das Problem um
zwei Stufen schlechter gestellt ist als die Rekonstruktion von f selbst [57]. Daher ist
eine stirkere Regularisierung erforderlich. In unserem Fall bietet sich als Ausweg an, die
Kosinustransformation zu nutzen, um einen geeigneten Regularisierungsparameter zu
bestimmen. Diese Transformation glattet ebenfalls aufgrund des Zusammenhangs (2.17)
zwei Stufen stérker als die Radontransformation. Dies fiihrt zu folgender Vorgehensweise:

Wiéhle mit dem L-Kriterium einen geeigneten Regularisierungsparameter fiir die
Inversion der Kosinustransformation ausgehend von den gegebenen Daten und
nutze anschlielend denselben Parameter zur Rekonstruktion des Laplace-Beltrami
Operators.

Es stellt sich bei den Tests in Abschnitt 6.1 heraus, dass diese Wahl von v zu guten
Ergebnissen fiihrt.

5.4 Berechnung der Kerne fiir die Kosinus- und
Sinustransformation

Ziel dieses Kapitels ist es, Rekonstruktionskerne fiir die Kosinus- und die Sinustransfor-
mation zu berechnen. Es zeigt sich, dass diese aus den Rekonstruktionskernen fiir die
sphérische Radontransformation abgeleitet werden kénnen.

Ausgangspunkt ist der Zusammenhang (2.17) zwischen der sphérischen Radon- und der
Kosinustransformation

oqK = R,

welcher durch den Box-Operator aus (2.15) gegeben ist. Aufgrund der Kommutativitét
von O3 und R™! (die Kugelflichenfunktionen sind die Eigenfunktionen beider Operato-
ren), folgt hieraus [90]:

3R '=R'oz=K*. (5.24)

Somit ist es moglich, die Rekonstruktionskerne fiir die Kosinustransformation aus den
Kernen fiir die sphérische Radontransformation abzuleiten. Fiir einen gewahlten Mollifier
e, bezeichne ¥, bzw. 1115 den zugehorigen Rekonstruktionskern fiir die Radon- bzw. fiir
die Kosinustransformation. Da die Kosinustransformation selbstadjungiert ist, folgt fiir
ey € R(K)

* 1 K K
K\IIW:eﬂ, — K\IlvzeW

K _ -1 _ -1 _
=4 \I/,Y—K BV—DgR 67—D3\I’7.

Die Rekonstruktionskerne fiir die Kosinustransformation kénnen also berechnet werden,
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indem der Box-Operator auf die im vorigen Kapitel bestimmten Kerne fiir die Radon-
transformation anwendet wird, d. h. es gilt \Ilff =03%,.

Fir die Kosinustransformation beschrdnken wir uns in dieser Arbeit auf den Gauf-
Mollifier. Mit Satz 5.9 und Satz 5.4 erhélt man das folgende Resultat.

Korollar 5.10 (Rekonstruktionskern fiir die Kosinustransformation)
Fiirt = (€, w), &,w e 8% ist der Rekonstruktionskern zum Gaufi-Mollifier gegeben durch

W) = 5oy (1) €t o) (529

mit
k=487 (- 1) ++° (6 - 10¢%),

ko = =262 (£ - 1)+ (4* +9° - 2),
c(y) =4myD (’y_l) .

Eine Darstellung dieses Rekonstruktionskerns mit Hilfe der erfi-Funktion ist in [60] zu
finden. Abbildung 5.7 zeigt den Rekonstruktionskern zum einen als 3D-Plot, um einen
besseren Eindruck des Rekonstruktionskerns als Funktion iiber S? zu vermitteln, und
zum anderen als Funktion von ¢ fiir verschiedene Regularisierungsparameter +.

20
2 10
" o——x/ NSSEE
-10 — Us(t)
-2 — Ufos(t)
-20 ;
W5 (t)
-4 -30
-1 -0.5 0 0.5 1

(a) 3D-Plot des Rekonstruktionskerns  (b) Kern als Funktion von ¢ = (£, w)
(v=0.3 und £ = —=[1,1,1]7)

Abbildung 5.7: Rekonstruktionskern der Kosinustransformation zum Gauf-Mollifier

Bemerkung (Konstruktion der Rekonstruktionskerne mit Hilfe der Eigenfunktionen)
Wie in [54] gezeigt, ist die Tikhonov-Philipps Regularisierung als Spezialfall im Ver-
fahren der Approximativen Inversen enthalten. Der entsprechende Rekonstruktionskern
wird mit Hilfe des singuldren Systems des betrachteten Operators dargestellt. Diese Kon-
struktion kann sowohl fiir sphérische Radontransformation als auch fiir die Kosinus- und
Sinustransformation mit Hilfe des Satzes 2.14 bzw. des Korollars 2.15 durchgefiihrt wer-
den, wobei das Additionstheorem (Satz 1.6) genutzt werden kann, um eine Darstellung
des Kerns in Legendre-Polynomen zu erhalten. Fiir diesen Rekonstruktionskern kénnen
viele theoretische Resultate leicht gezeigt werden, jedoch ist mit méfiigen numerischen
Resultaten zu rechnen, weshalb er in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet wird.
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Bemerkung (Rekonstruktionskerne fiir die Sinustransformation)

Mit (2.18) und (5.24) lasst sich auch ein Konstruktionsprinzip fiir den Rekonstruktions-
kern \I»'g der Sinustransformation herleiten. Bezeichnet ¥, wieder den Rekonstruktions-
kern fiir die Radontransformation, so folgt fiir e, € R(S):

2ka-2 s
SUs = — I2pRyS -
v =& Wt v =&
2kg_ 2kg_
= U= Riptle - S 2gly,
Wa-1 Wa-1

Da fiir d = 3 die Kosinustransformation mit Hilfe der Approximativen Inversen numerisch
invertiert werden kann, ergibt sich der Rekonstruktionskern bei geeignetem Mollifier als
Losung des inversen Problems:

S
K5 =70,

Ausblick: Eine alternative Methode den Kern fiir die Sinustransformation zu berechnen
ist durch

SUS =m0z (R7T,)

gegeben. Diese Gleichung ist insbesondere eine gute Ausgangslage fiir die analytische
Berechnung eines konkreten rotationssymmetrischen Rekonstruktionskerns, da die spha-
rische Radontransformation in diesem Fall durch eine Abel’sche Integraltransformation
beschrieben wird.






Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die hergeleiteten Verfahren anhand mehrerer Beispiele getes-
tet. Zunéchst illustrieren wir die Ergebnisse der Approximativen Inversen mit Hilfe von
synthetischen Daten sowohl fiir die Radon- als auch fiir die Kosinustransformation. Fiir
letztere werden die Ergebnisse zudem mit dem Verfahren von Kiderlen und Pfrang [8, 42]
verglichen. Anschliefend wird das in Kapitel 3 erlduterte Problem aus der Stereologie
betrachtet. Sowohl die Approximative Inverse als auch das Verfahren von Kiderlen und
Pfrang werden zur numerischen Inversion der Kosinustransformation verwendet, um aus-
gehend von einer geschéitzten Schnittzahlrose die Dichte der Richtungsverteilung eines
Prozesses zu rekonstruieren. Die Vor- und Nachteile beider Verfahren werden aufgezeigt,
bevor schliefllich 3D-Datensétze von realen Fasersystemen untersucht werden.

6.1 Inversion der Radontransformation

Zunachst wird das Verfahren zur Inversion der Radontransformation mit Hilfe synthe-
tischer Daten getestet. Wir beginnen mit einer stetigen Testfunktion, bevor zwei unste-
tige Funktionen mit unserem Verfahren rekonstruiert werden.

Stetiges Phantom

Als erste Testfunktion verwenden wir
f(z,y,2) =cos(3m(z—-y)) + cos(3mx),

welche beispielsweise auch in [60, 94] betrachtet wird. In Abbildung 6.1 ist links das
Phantom und rechts die an 900 Punkten numerisch berechnete Radontransformation zu

Abbildung 6.1: Funktion f und ihre Radontransformierte.
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sehen. Sofern nicht anders angegeben, werden diese 900 Messwerte in Richtung des ent-
sprechenden Extremalsystems als Daten fiir die Rekonstruktion genutzt. Es wird dabei
dieselbe Farbskala fiir alle Rekonstruktionen (wie fiir die Funktion selbst) und in den
Fehlerbildern zu unterschiedlichen Rekonstruktionskernen verwendet, um die Vergleich-
barkeit zu gewéahrleisten.

Zunichst rekonstruieren wir das Phantom ausgehend von exakten Werten der Radon-
transformation. Abbildung 6.2 veranschaulicht die Resultate fiir verschiedene Rekon-
struktionskerne. Das Fehlerbild in der zweiten Zeile der Abbildung zeigt die Differenz
zwischen den exakten Werten der Testfunktion und der jeweiligen Rekonstruktion.

2 _ 2 _ 2

(d) Fehlerbild zu (a) (e) Fehlerbild zu (b) (f) Fehlerbild zu (c)

Abbildung 6.2: Rekonstruktionen aus exakten Daten.
(erste Zeile: Rekonstruktion, zweite Zeile: Fehlerbild)

Die mittels Gaufl-Kern berechnete Rekonstruktion ist im Vergleich zu den anderen Re-
konstruktionen sehr glatt. Wie im Fehlerbild zu erkennen ist, werden sowohl die hohen
als auch die niedrigen Werte weggegléttet. Fiir den 1-Kern, also den Rekonstruktionskern
der zum 1-Mollifier gehort, ist dieser Effekt im Fehlerbild noch deutlicher feststellbar,
wahrend der Fehler beim 3-Kern diese Fehlersystematik kaum aufweist.

In der folgenden Tabelle 6.1 sind die L?- und L'-Fehler sowohl fiir den Gau$- als auch
fiir die v-Mollifier mit v = 1,2, 3 eingetragen. Hierbei wurde der angegebene Regulari-
sierungsparameter v mit Hilfe des L-Kriteriums bestimmt. In Klammern sind die op-
timalen Werte zu finden; als optimaler Regularisierungsparameter wurde fiir £ € N der
Wert v;, = 0.05k bestimmt, der den L2-Fehler zur Originalfunktion minimiert. Fiir diese
Testfunktion zeigt sich, dass der 3-Kern zu den Ergebnissen mit den geringsten L'- und
L?-Fehlern im Vergleich zur Originalfunktion f fiihrt, falls exakte Daten zur Verfiigung
stehen. Der Parameter, der mittels L-Kriterium gewéhlt wird, liegt fiir alle Kerne nahe
am optimalen Regularisierungsparameter, jedoch nie oberhalb.
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Tabelle 6.1: L'- und L?-Fehler bei 900, 4900 und 10000 Datenpunkten,
in Klammern jeweils die optimalen Werte.

Gau3-Kern 1-Kern 2-Kern 3-Kern

900 Datenpunkte

0 0.075 (0.080)  0.145 (0.145)  0.135 (0.145)  0.150 (0.155)
exakte Daten L? 0.586 (0.580) 0.703 (0.703)  0.575 (0.561)  0.517 (0.509)
! 1.659 (1.659) 2.017 (2.017) 1.637 (1.605) 1.470 (1.454)
~y 0.075 (0.080)  0.145 (0.145)  0.140 (0.150)  0.150 (0.160)
5% Rauschen L? 0.596 (0.587)  0.707 (0.707)  0.575 (0.569)  0.531 (0.520)
! 1.689 (1.681)  2.030 (2.030) 1.644 (1.638) 1.508 (1.491)
v 0.075 (0.080)  0.145 (0.145)  0.135 (0.150)  0.150 (0.160)
10% Rauschen L? 0.627 (0.613)  0.724 (0.724)  0.621 (0.597)  0.570 (0.554)
! 1.769 (1.752)  2.075 (2.075) 1.761 (1.706)  1.608 (1.577)
4900 Datenpunkte
0 0.040 (0.045)  0.085 (0.090)  0.075 (0.095)  0.085 (0.090)
exakte Daten L? 0.198 (0.189)  0.346 (0.333)  0.239 (0.220) 0.176 (0.173)
! 0.549 (0.540)  0.965 (0.937)  0.668 (0.630)  0.497 (0.490)
0 0.040 (0.045)  0.085 (0.090)  0.075 (0.095)  0.085 (0.095)
5% Rauschen L? 0.233 (0.214)  0.355 (0.340)  0.269 (0.235)  0.215 (0.205)
! 0.653 (0.610)  0.991 (0.960) 0.756 (0.671)  0.606 (0.585)
~y 0.040 (0.045)  0.085 (0.090) 0.075 (0.095)  0.080 (0.105)
10% Rauschen L? 0.328 (0.292)  0.392 (0.375)  0.354 (0.291)  0.350 (0.278)
Lt 0.928 (0.830) 1.096 (1.059) 1.002 (0.827) 0.995 (0.792)

10000 Datenpunkte

~y 0.030
exakte Daten L? 0.137
Lt 0.382 (0.332 0.821 (0.696 0.450 (0.404 0.323 (0.317

07 0.030 (0.035 0.060 (0.080 0.065 (0.070)  0.065 (0.080

(0.035) (0.080) (0.070) (0.075)
(0.115) (0.247) (0.143) (0.110)
(0.332) (0.696) (0.404) (0.317)
(0.035) (0.080) (0.070) (0.080)
5% Rauschen L2 0.192 (0.156) 0.340 (0.252) 0.194 (0.172) 0.184 (0.151)
(0.442) (0.710) (0.484) (0.428)
(0.040) (0.080) (0.085) (0.090)
(0.227) (0.280) (0.222) (0.217)
(0.645) (0.788) (0.634) (0.619)

0.115

0.070
0.294

0.080
0.247

0.065
0.162

0.070
0.143

0.070
0.114

0.075
0.110

L 0.541 (0.442) 0.942 (0.710) 0.544 (0.484) 0.518 (0.428

0 0.030 (0.040)  0.060 (0.080) 0.065 (0.085) 0.070 (0.090
10% Rauschen L? 0.306 (0.227)  0.383 (0.280) 0.275 (0.222)  0.264 (0.217
L 0.865 (0.645 1.073 (0.788)  0.777 (0.634) 0.748 (0.619
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Die Daten werden nun folgendermaflen gestort: Wir erzeugen ein rotationsinvariantes
Gaufisches Zufallsfeld X mit stetiger Kovarianz-Funktion und Cov(X (¢1), X (¢2)) = 0 fiir
alle t1,to mit dgeo(t1,t2) > r, wobei dgeo (&, w) = arccos((£,w)) den geodétischen Abstand
auf der Einheitssphére bezeichnet. Hierbei ist r so klein gewéhlt, dass die Werte des
Feldes ausgewertet an zwei beliebigen Messpunkten unkorreliert sind. Fiir gewahltes
relatives Rauschlevel ¢ sind die gestorten Daten ¢°(w;) in Richtung w; firi=1,...,n
gegeben durch

lgll z2(s2
g (i) = g(wi) + & T X,
I1X] 2252
| S —
Storung der Daten
wobei X;, i = 1,...n die Realisierung des Zufallsfeldes in 0-0
Richtung w; ist. Die obige L?-Norm ist zu verstehen als 0.03
n 1/2 0
2
e = (Swiat?)
i=1
-0.06
wobei w; die Integrationsgewichte des entsprechenden Ex-
tremalsystems bezeichnet.
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
(b) Originalphantom
0.6
0.3
0
-0.3
-0.6

(e) Fehlerbild zu (b) (f) Fehlerbild zu (c)
Abbildung 6.3: Rekonstruktionen aus gestorten Daten (Rauschlevel 10%)

Auch bei gestorten Daten werden durch die Anwendung der hergeleiteten Methode sehr
gute Ergebnisse erzielt, was sich auf die regularisierende Wirkung des Verfahrens zu-
riickfithren ldsst. Bei den Tests zeigt sich, dass fiir wachsende Rauschlevel der optimale
Regularisierungsparameter nur wenig ansteigt; bei 10000 etwas starker als bei 900 Da-
tenpunkten (siehe Tabelle 6.1). Das L-Kriterium wéhlt in allen Féllen einen Parameter ~
aus, der nahe am optimalen Wert liegt; bis auf zwei Ausnahmen ist der gewédhlte Wert von
~ nicht mehr als 0.01 vom optimalen Wert entfernt. Jedoch ist der mittels L-Kriterium
gewahlte Wert, was das optische Empfinden betrifft, meist etwas zu klein gewéhlt, da ein
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schwaches Rauschen in den Rekonstruktionen zu erkennen ist. Es bietet sich daher an,
einen leicht hoheren Wert zu nutzen, welcher in allen betrachteten Beispielen héchstens
zu minimal schlechteren, manchmal sogar zu geringeren L?-Fehlern fiihrt.

Unstetige Testfunktion

Um zu testen, ob die Approximative Inverse auch zur Rekonstruktion von unstetigen
Funktionen geeignet ist, betrachten wir eine weitere Testfunktion.

Diese Funktion wird sowohl aus exakten als auch aus gestorten Daten rekonstruiert, die
Ergebnisse sind in Abbildung 6.4 bzw. 6.5 illustriert.

0.5 ‘ 0.5
‘ 0.4
0.3
0.2
0.1
0
-0.1
(c) GauB-M., 10000 Datenp.
0.3 - 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 0
-0.1 -0.1
0.2 0.2
(d) Fehlerbild zu (a) (e) Fehlerbild zu (b) (f) Fehlerbild zu (c)

Abbildung 6.4: Rekonstruktionen aus exakten Daten.

Bei exakten Daten enthalten 900 Messpunkte nicht geniigend Informationen, um das
Rechteck am Aquator als solches zu rekonstruieren (Abb. 6.4(a)). Werden jedoch mehr
Messrichtungen verwendet, so ist dies (auch bei gestorten Daten) moglich (siehe Abb.
6.4(c) bzw. Abb. 6.5(c)). Auch fir diese Testfunktion sind die Rekonstruktionen mittels
Gaufl-Rekonstruktionskern im Vergleich deutlich glatter, wahrend der 1-Kern zu sehr
unruhigen Rekonstruktionen fithrt. Aulerdem ist bei der Rekonstruktion mittels Gauf3-
Kern (Abb. 6.4(a)) die Trennung des Rechtecks vom daneben liegenden (gelben) Kreis
besser moglich als bei Verwendung des 1-Kerns. Wie in der folgenden Abbildung 6.5 zu
sehen ist, liefert die Methode der Approximativen Inversen fiir diese Testfunktion auch
bei gestorten Daten sehr gute Ergebnisse.
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(a) GauB-Mollifier, 900 Datenp. (b) 1-Mollifier, 900 Datenp. (c) GauB-M., 10000 Datenp.
Abbildung 6.5: Rekonstruktionen aus gestérten Daten (Rauschlevel 10%).

In Tabelle 6.2 sind die L?- und L'-Fehler fiir exakte und gestorte Daten eingetragen. Der
Gauf-Rekonstruktionskern und der 3-Kern liefern bei diesem Phantom fast gleichwertige
Ergebnisse, wenn der Fehler zur Originalfunktion als Vergleichsmerkmal herangezogen
wird. Ersterer erhélt jedoch gleichzeitig die Charakteristika der Losung besser, d. h.
die Trennung der einzelnen Spriinge voneinander ist deutlicher zu erkennen, weshalb
er in diesem Fall den v-Kernen vorzuziehen ist. Das L-Kriterium ist auch bei dieser
Testfunktion zur Wahl des Regularisierungsparameters gut geeignet.

Tabelle 6.2: L'- und L?-Fehler sowie Regularisierungsparameter nach L-Kriterium,
in Klammern jeweils die optimalen Werte.

GauB-Kern 1-Kern 2-Kern 3-Kern
900 Datenpunkte

v 0.085(0.085) 0.185 (0.150) 0.165 (0.165)  0.180 (0.180
exakte Daten L2 0.205 (0.205)  0.261 (0.243)  0.208 (0.208)  0.201 (0.201
L' 0.500 (0.500) 0.690 (0.638)  0.509 (0.509) 0.481 (0.481
v 0.085(0.090) 0.185 (0.150)  0.165 (0.170)  0.175 (0.185
10% Rauschen L2 0.224 (0.223)  0.267 (0.256)  0.225 (0.224)  0.222 (0.219
L' 0574 (0.570) 0.709 (0.680) 0.573 (0.567) 0.566 (0.551

~— — ~— S ~— ~—

10000 Datenpunkte

v 0.035(0.035) 0.075 (0.080) 0.070 (0.070)  0.075 (0.070)
exakte Daten L2 0.111 (0.111) 0.154 (0.153)  0.121 (0.121) 0.113 (0.112)
L' 0177 (0.177)  0.353 (0.336)  0.227 (0.227)  0.179 (0.196)
v 0.035(0.040)  0.075 (0.095)  0.070 (0.085)  0.075 (0.090)
10% Rauschen L2 0.150 (0.144)  0.167 (0.163)  0.151 (0.146)  0.149 (0.143)
L' 0.366 (0.333) 0.408 (0.360) 0.366 (0.321)  0.362 (0.322)
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Direkte Rekonstruktion von Kanten

In diesem Abschnitt sollen die Kanten der Testfunktion direkt aus den Daten rekon-
struiert werden. Die Idee besteht darin, zunéchst mit Hilfe des Rekonstruktionskerns
aus Satz 5.9 den Laplace-Beltrami Operator angewandt auf die Losung zu berechnen.
Danach werden im Ergebnis die Nulldurchgénge mit Hilfe einer brute-force Methode ge-
sucht, um die Kantenbilder zu erzeugen. Hierbei wird der Regularisierungsparameter
mit Hilfe des L-Kriteriums und der Kosinustransformation gewéhlt (siehe hierzu die Be-
merkung aus Abschnitt 5.3). Wie zu erwarten, reichen 900 Messpunkte nicht aus, um
die Kanten des Rechtecks korrekt zu rekonstruieren. Stehen jedoch 10000 Messpunkte
zur Verfiigung, so ist es sowohl bei exakten als auch gestorten Daten moglich, qualitativ
gute Kantenbilder direkt aus den Daten zu berechnen (Abb. 6.6(e) bzw. 6.6(f)). Die
resultierenden Kanten sind bei diesem Vorgehen nicht geschlossen, was bei Bedarf in
einem Nachbearbeitungsschritt zu beheben ist.

(a) Laplace-Beltrami Operator  (b) Laplace-Beltrami Operator  (c¢) Laplace-Beltrami Operator
(900 Datenpunkte, (10000 Datenpunkte, (10000 Datenpunkte,
10% Rauschen, v = 0.16) exakte Daten, v = 0.065) 10% Rauschen, v =0.1)

(d) Kantenbild zu (a) (e) Kantenbild zu (b) (f) Kantenbild zu (c)

Abbildung 6.6: Laplace-Beltrami Operator und (resultierende) Kantenbilder.

Rekonstruktion aus einer groBeren Anzahl von Messdaten

Der numerische Aufwand bei der Verwendung des Verfahrens der Approximativen In-
versen ist gering, da der Rekonstruktionskern unabhingig von den gemessenen Daten
vorberechnet werden kann. Sind die ben6tigten Werte des Rekonstruktionskerns auf der
Festplatte gespeichert, so kann die Berechnung fiir 900 Datenpunkte auf einem Standard-
PC (CPU: Intel Core 2 Duo E8400, Arbeitsspeicher: 4 GB) innerhalb einer Sekunde fiir
einen festen Wert des Regularisierungsparameters v durchgefiihrt werden. Hierbei wird
die Rekonstruktion auf einem Kugelkoordinatengitter mit 50x200 Punkten in der oberen
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Halbsphére berechnet. Ohne jegliche Vorberechnung des Kerns nimmt die Rekonstruk-
tion circa 36 Sekunden bei Verwendung der analytischen Darstellung des Rekonstrukti-
onskerns (Satz 5.4) in Anspruch. Wird das L-Kriteriums mit 50 Werten fiir v verwendet
und die Vorwartsanwendung durch Interpolation mit Kugelflichenfunktionen (Satz 2.14)
berechnet, bendtigt das Verfahren auf dem Standard-PC ohne jegliche Vorberechnung
eine Rechenzeit von ungefahr 74 Sekunden; mit Vorberechnung der Rekonstruktionsker-
ne weniger als 20 Sekunden.

Auf einem High-Performance-Computer mit 12 Prozessorkernen (zwei Intel Xeon X5670)
und 48 GB Arbeitsspeicher lasst sich die Zeit gar auf unter 6 Sekunden verkiirzen.
Stehen 10000 Datenpunkte zur Verfiigung, so betrégt die Rechenzeit unter Verwendung
vorberechneter Kerne weniger als 3.5 Minuten. Der numerische Aufwand ist also gering
und auch groéflere Datenmengen kénnen ohne Probleme zur Rekonstruktion verwendet
werden.

Wir betrachten ein weiteres Phantom (Abb. 6.7(a)), das aus viel feineren Details besteht,
um zu zeigen, dass auch deutlich komplexere Funktionen mit Hilfe der Approximativen
Inversen rekonstruiert werden kénnen. Dieses Phantom weist insbesondere sehr unter-
schiedliche Sprunghéhen auf, was die Rekonstruktion zusétzlich erschwert.

In Abbildung 6.7 werden Rekonstruktionen aus exakten und gestérten Daten présentiert.
Im ersten Fall konnen alle Details der Losung in der Rekonstruktion erhalten werden,
auch die sehr kleinen Spriinge. Nur im blauen Streifen am Aquator ist ein leichtes Rau-
schen zu erkennen, welches jedoch bei der Wahl v = 0.04 verschwindet. Auch im Fall
gestorter Daten fiihrt die Methode zu guten Ergebnissen, wobei der Datenfehler erwar-
tungsgemaf als leichtes Rauschen in der Rekonstruktion zu sehen ist.

1.6 1.6
1.2 1.2
| - 0.8 0.8
' 0.4 0.4
0 0

(b) Rekonstruktion aus exakten (c) Rek. aus gestorten Daten,
Daten (v =0.035) 10% Rauschen (v =0.04)

Abbildung 6.7: Rekonstruktionen mit Gauf-Rekonstruktionskern.

(a) Phantom
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6.2 Inversion der Kosinustransformation

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des Verfahrens der Approximativen Inversen
fiir die Kosinustransformation illustriert, beginnend mit synthetischen Daten. Wir nutzen
dazu die unstetige Testfunktion aus dem vorangegangenen Abschnitt. Die Abbildung 6.8
zeigt die Funktion und deren Kosinustransformation, ausgewertet an 900 Punkten. Die
Werte der Kosinustransformation variieren nur leicht, ndmlich zwischen 0.7 und 0.85.

0.85

0.8

0.75

0.7
Abbildung 6.8: Phantom und Kosinustransformation.

Aufgrund der starkeren Schlechtgestelltheit der Kosinustransformation im Vergleich zur
sphérischen Radontransformation ist mit deutlich gréfleren Schwierigkeiten bei der In-
version aus gestorten Daten zu rechnen. Abbildung 6.9 zeigt Rekonstruktionen mit Hilfe
des GauB-Rekonstruktionskerns aus 900 (erste Zeile) und 10000 (zweite Zeile) Mess-
punkten, wobei in der ersten Zeile der Wertebereich der Farbskala etwas verkleinert ist,
um die Resultate besser darstellen zu konnen. Es stehen sowohl exakte als auch gestorte
Daten mit einen Rauschlevel von einem und zwei Prozent zur Verfiigung.

0.4 i 0.4 : 0.4
0.3 - L 0.3 0.3
' \ "‘ |
0.2 \“ 0.2 0.2
0.1 0.1
0 0
-0.1 -0.1
(¢) Rauschlevel 2%
0.5 0.5
0.4 e P, 0.4
0.3 \ 0.3
02 | § 0.2
s\
. S o
-0.1 -0.1
(d) exakte Daten (e) Rauschlevel 1% (f) Rauschlevel 2%

Abbildung 6.9: Rekonstruktionen aus exakten und gestorten Daten. (erste Zeile: 900
Datenpunkte (gednderte Farbskala), zweite Zeile: 10000 Datenpunkte)
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Stehen nur 900 Messpunkte zur Verfiigung, so ist es sogar bei exakten Daten notwendig,
sehr stark zu regularisieren (vgl. Tabelle 6.3). Dadurch werden die kleineren Details
deutlich zu stark geglidttet (Abb. 6.9(a)), was letztlich auch zu verhéltnisméflig groBen
L'- und L?-Fehlern fiihrt.

Wiéhrend bei einem Rauschlevel von einem Prozent die Hauptcharakteristika der Losung
in der Rekonstruktion erhalten werden, ist dies bei einem Rauschlevel von zwei Prozent
und nur 900 Datenpunkten nicht mehr moglich. Zwar haben auch bei 10000 Messwerten
die Storungen einen deutlichen Einfluss auf das Ergebnis, jedoch ist es in diesem Fall auch
bei einem Rauschlevel von zwei Prozent noch moglich, die Hauptmerkmale der Funktion
in der Rekonstruktion zu bewahren. Allerdings kénnen weder die Form des Rechtecks
noch die unterschiedlichen Sprunghdhen rekonstruiert werden, da diese Informationen
durch die notwendige Regularisierung weggeglattet werden.

Bei gestorten Daten treten in den Rekonstruktionen auch Werte kleiner Null auf, siehe
dazu Lemma 4.2 und die darauf folgende Bemerkung. Dies ist zumeist in den Regionen
der Fall, in denen der wahre Wert gleich Null ist. Ist a-priori bekannt, dass die gesuchte
Funktion nur nicht-negative Werte annimmt, so bietet es sich an, die negativen Werte der
Rekonstruktion nachtriglich auf [0, c0] zu projizieren. In diesem Abschnitt wird diese
Information jedoch nicht verwendet.

Tabelle 6.3: L'- und L2-Fehler sowie Regularisierungsparameter nach L-Kriterium,
in Klammern jeweils die optimalen Werte.

Rauschlevel 1%
900 Datenpunkte

exakte Daten Rauschlevel 2%

v 0.190 (0.175) 0.190 (0.180) 0.220 (0.205)

L? 0.364 (0.347) 0.378 (0.375) 0.427 (0.424)

L 1.068 (1.006) 1.086 (1.063) 1.254 (1.229)
10000 Datenpunkte

v 0.070 (0.070) 0.150 (0.130) 0.180 (0.150)

L? 0.167 (0.167) 0.308 (0.300) 0.357 (0.339)

L 0.341 (0.341) 0.861 (0.826) 1.043 (0.963)

Aus obiger Tabelle ist abzulesen, dass die Stérung der Daten insbesondere bei 10000,
aber auch bei 900 Datenpunkten, einen deutlichen Einfluss auf die Wahl des Regulari-
sierungsparameters v hat. Mit steigendem Rauschlevel wéchst auch der Parameter, der
mittels L-Kriterium bestimmt wird, ahnlich wie der optimale Wert an.

Die Rechenzeiten stimmen mit denen im Fall der Radontransformation nahezu iiberein,
da im Algorithmus nur der Rekonstruktionskern ausgetauscht werden muss.
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Wir vergleichen nun die entwickelte Methode mit dem Verfahren von Kiderlen und
Pfrang [8, 42|, im Folgenden kurz KP-Methode genannt. In dieser Arbeit wird nur
der Fehlerquadrate-Ansatz betrachtet, der neben anderen Optimierungsansétzen in [42]
vorgeschlagen wird, da dieser in den durchgefithrten numerischen Tests die besten Er-
gebnisse lieferte. Zunéchst wird die Idee dieser Methode kurz vorgestellt:

Ist die Kosinustransformation in n Messrichtungen w;, ¢ = 1,...,n, gegeben, so
besteht die Idee des Verfahrens darin, den Urbildraum, in dem die Losung gesucht
wird, auf diskrete Mafle einzuschrinken. Der Trager der Rekonstruktion ist also
auf eine endliche Menge {n; |k =1,...,m(n)} c 8% beschrinkt. Durch diese Re-
striktion wird erreicht, dass das inverse Problem gut gestellt ist [8, 9], weshalb zur
Berechnung der diskreten Losung keine Regularisierung nétig ist. Die Elemente
des Tragers werden ausgehend von den Messrichtungen konstruiert durch

wiij

Nk = w; F Wy, (6.1)

Jwi x wj”
wobei w; x w; das Kreuzprodukt der beiden Einheitsvektoren w;, w; € S? bezeich-
net. Da die verwendeten Extremalsysteme nicht punktsymmetrisch sind, enthélt
der Triager somit m(n) = @ Einheitsvektoren. Die Gewichte «y, in Richtung ny
der gesuchten Verteilung ergeben sich als Loésung des folgenden quadratischen
Minimierungsproblems:

aeR™™ §57 k=1
u.d.N.: i >0, Vk=1,...,m(n).

n m(n) 2
min E(g(wi)— > O‘k|(wia77k)|) (6.2)

Als diskrete Rekonstruktion erhélt man schliefSlich

m(n)

p(u) = 5 k; a, (O, (u) + 0y, (u)) ,

wobei 6, (-) die Delta-Distribution in Richtung 7 bezeichnet.

In [42] ist gezeigt, dass die obige Konstruktion des Triagers geméf (6.1) sicherstellt, dass
der Wert des Minimums durch die Einschrénkung des Urbildraums auf diskrete Mafle
mit diesem Trager nicht verschlechtert wird. Der Nachteil dieser Konstruktion ist je-
doch, dass ein Optimierungsproblem mit der groflen Anzahl von ”("T_l) Unbekannten
numerisch gelost werden muss. Diese wéchst also quadratisch mit der Anzahl der Da-
tenpunkte; fir 900 Messrichtungen sind es 404 550 Unbekannte.

Stehen nur wenige Datenpunkte (n < 100) zur Verfiigung, so ist das Verfahren von Ki-
derlen und Pfrang als Rekonstruktionsmethode gut geeignet. Allerdings enthalten diese
wenigen Messpunkte auch nur sehr wenige Informationen iiber die gesuchte Verteilung
bzw. Dichte. Bei einer grofieren Anzahl von Messpunkten ist der Aufwand bei der An-
wendung der KP-Methode deutlich hoher als bei der Approximativen Inversen. Das Ver-
fahren benoétigt groflere Hardwareressourcen und ist deutlich langsamer, zudem héngt
die Rechenzeit der KP-Methode stark von den gegebenen Messdaten ab.

Die Implementierung der KP-Methode benétigt auf dem High-Performance-Computer
zwischen 65 und 700 Sekunden (abhéngig vom Datensatz) bei Verwendung von 900
Messpunkten, um die diskrete Losung zu berechnen. Die Rechenzeit liegt in den meisten
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Fillen bei circa 600 Sekunden. Zum Vergleich, die Rechenzeit des Verfahrens der Appro-
ximativen Inversen mit Verwendung des L-Kriteriums betragt weniger als 6 Sekunden
fiir die Rekonstruktion der Dichte aus einem solchen Datensatz. Bei 10000 Richtungen
kann die KP-Methode mit obiger optimaler Konstruktion des Tréiger aus den Messrich-
tungen nicht mehr in angemessener Zeit eingesetzt werden.

Die Einschrankung des Urbildraums verursacht weitere Probleme, so kann die mittels
KP-Methode berechnete diskrete Losung optisch nur schwer interpretiert werden. Ab-
bildung 6.10 zeigt die Rekonstruktionen der betrachteten Testfunktion (Abb. 6.8), aus-
gehend von denselben exakten und gestérten Daten wie im Fall der Approximativen
Inversen. Wahrend bei exakten Daten das Ergebnis der KP-Methode als ,,diskrete Ver-
sion“ der Testfunktion identifiziert werden kann, ist dies bei gestorten Daten nicht mehr
der Fall. Ein Wiedererkennen der wahren Funktion ist kaum mehr moglich.

0.03
0.02
0.003
10.02
0.002
0.01
0.01
0.001
0 0 0
(a) exakte Daten (b) Rauschlevel 1% (c) Rauschlevel 2%

Abbildung 6.10: Diskrete Rekonstruktionen mit KP-Methode.

Es ist also ein Nachbearbeitungsschritt notwendig, um die Resultate geeignet zu visua-
lisieren. Dies kann beispielsweise durch eine Kernglattung erreicht werden. Ausgehend
von ag und 7 erhélt man bei Verwendung der Gaufifunktion eine kontinuierliche Lésung
in Richtung w € S? durch

m(n) 9
fKP(w):CLU Z akeXp(—(M) ) (6.3)
k=1

mit dgeo(w, 7)) = arccos({w, 7)) und der Normierungskonstante ¢, = 4roD (o7!). Alter-
nativ konnen auch andere Kerne verwendet werden [97]. Die Ergebnisse unterscheiden
sich in Tests nicht wesentlich. Die Wahl des Kerns scheint eher von theoretischem Inter-
esse, wenn gewisse Glattheitsannahmen vorausgesetzt werden kénnen.

Allerdings besteht die Aufgabe nun darin, den Parameter o bei gegebenen Daten sinn-
voll zu wéhlen, obwohl dieser den Rekonstruktionsprozess selbst nicht beeinflusst. Ist
o = 0.1 gewihlt, so zeigt Abbildung 6.11(a) eine sehr gute Rekonstruktion aus exakten
Daten, wiahrend bei verrauschten Daten sehr starke Artefakte in der Losung zu sehen
sind. Es treten schon bei einem Rauschlevel von einem Prozent Werte grofier Eins auf,
so dass die Farbskala deutlich iiberschritten wird und groBe L'- und L?-Fehler zur Ori-
ginalfunktion festzustellen sind. Wird der Wert des Parameters auf o = 0.175 gesetzt, so
erhalten wir fiir diese Testfunktion &hnliche Ergebnisse wie bei der Verwendung der Ap-
proximativen Inversen (Abb. 6.9). Dies zeigt deutlich, dass die Wahl des Parameters o
im Nachbearbeitungsschritt, einen starken Einfluss auf das Aussehen und die Qualitat
der Rekonstruktion hat. Liegt keine Information iiber den Rauschlevel a-priori vor, so
ist offen, wie dieser Wert zu wéhlen ist.
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0.1 0.1
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(c) Rauschlevel 2%, o = 0.1
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(d) exakte Daten, o =0.175 (e) Rauschlevel 1%, o = 0.175 (f) Rauschlevel 2%, o = 0.175

Abbildung 6.11: Gegliattete Rekonstruktionen der KP-Methode.
(erste Zeile: o = 0.1, zweite Zeile: 0 = 0.175 (gednderte Farbskala))

6.3 Schatzung der Richtungsverteilung eines stationaren
Prozesses

In diesem Abschnitt wird die Dichte der Richtungsverteilung eines stationdren Zylinder-
Prozesses ausgehend von der geschétzten Schnittzahlrose rekonstruiert. Zu diesem Zweck
hat Herr M. Spiess [60, 89] (Institut fiir Stochastik, Universitat Ulm) Zylinder-Prozesse
mit unterschiedlichen Richtungsverteilungen und Intensitdten simuliert, wobei als Be-
obachtungsfenster die Einheitskugel verwendet wurde. Anschliefend wurde, ausgehend
von der Simulation, die Schnittzahlrose analytisch bestimmt, d. h. fiir jede Messrichtung
w € 8? wurde der Prozess mit der Ebene w' geschnitten und anschlieBend die Anzahl
der Schnitte berechnet. Diese Werte werden in diesem Abschnitt als Daten zur Rekon-
struktion genutzt.

Es bezeichne I die Intensitat und f die Dichte der Richtungsverteilung eines Faser- oder
Zylinder-Prozesses. Dann gilt der Zusammenhang

I(Kf)=g,

wobei ¢ die Schnittzahlrose bezeichnet (siche Kapitel 3). Es wird nun sowohl die Ap-
proximative Inverse als auch die KP-Methode verwendet, um dieses inverse Problem zu
16sen, d. h. die Dichte der Richtungsverteilung zu rekonstruieren. Anschlieend erfolgt
ein Vergleich der Ergebnisse.

Beide Verfahren werden zunéchst folgendermafien auf diese Aufgabe angepasst:
e Im Fall der Approximativen Inversen werden zunéchst die Werte der Rekonstruk-

tion f, auf [0, c0) projiziert, d. h. man setzt f := max{f,,0}. Anschlieend wird
das L-Kriterium mit | f7] und |Kf] - g| verwendet, um den Regularisierungs-
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parameter 7, zu bestimmen. Die normierte Losung ist gegeben durch

.
far=—+—t—

[ (w)dw

e Die KP-Methode stellt nach Konstruktion sicher, dass das Ergebnis nicht-negativ
ist. Hier ist es nur notig, die Summe der Gewichte oy, k= 1,...,m(n), auf Eins zu
normieren, um eine Wahrscheinlichkeitsdichte zu erhalten. Nach Anwendung der
Kernglattung ergibt sich die Losung als

1 m(n) d eo(w, 2
fxp = o) Y. Qg exp (—Lﬂkj)) . (6.4)
Co ey QG k=1 o

Wir wéhlen in diesem Kapitel o = 0.18, da dieser Wert fiir alle spéter betrachteten
Richtungsverteilungen brauchbare Ergebnisse liefert. Wie der Parameter datenab-
héngig (und ohne Kenntnis der Losung) optimal gewéhlt werden kann, bleibt offen.
Eine ungiinstige Wahl des Parameters kann zu deutlich groleren Fehlern fithren.

Bezeichnung Die Anzahl der Indizes k in Formel (6.4), fiir die o ungleich Null ist,
wird im Folgenden mit K bezeichnet.

Als erstes Testbeispiel wird eine gemischte Watson- Verteilung [16] betrachtet. Die Dichte
dieser Verteilung wird als Summe mehrerer Dichten von einfachen Watson- Verteilungen
erzeugt. Diese hingen jeweils von zwei Parametern p € S? und x € R ab und sind fiir
w € S? gegeben durch

= L exp (k (1, w)?
Jun@) = 47rf01 exp (—kt2) dt p( (o) )

Wir betrachten nur den Fall x > 0. In diesem Fall handelt es sich bei der einfachen
Watson-Verteilung um eine bipolare Verteilung mit Hauptachse u. Je grofler der Wert
k gewahlt ist, desto starker ist die Verteilung um diese Hauptachse konzentriert, wie in
Abbildung 6.12 illustriert ist.

1.2 0.6
0.8 0.4
0.4 0.2
0 0
(a) p=5[1,1,- 117, k=10 (b) p= =1, 1,-11", k=20 (c) Dichte aus (6.5)

Abbildung 6.12: Dichte der einfachen und gemischten Watson-Verteilung.
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Die gemischte Watson-Verteilung (Abb. 6.12(c)),
die in unseren Tests verwendet wird, ist gegeben
durch

P = 3 ) (65
mit
:%[1 -1,0]", K1 =20,
%[1,1, 117, kg =15,

[0 0] k3 =10,
[0.2,-0.2,1]7, ky=7.

Realisierung eines
Zylinder-Prozesses.

_ 1
P4 = "Aos

FEine Realisierung eines Zylinder-Prozesses mit dieser Richtungsverteilung wird in obiger
Abbildung gezeigt. Es handelt sich um einen Prozess mit vier Hauptrichtungen p; bis
14, was aus der Realisierung optisch jedoch schwer zu erkennen ist. Die Parameter x;
legen dabei fest, wie stark die Streuung um die entsprechende Hauptrichtung ist. Die
Rekonstruktionen der Approximativen Inversen und der KP-Methode, wobei fiir beide
Rekonstruktionen dieselbe Schétzung der Schnittzahlrose als Daten genutzt wurde, il-
lustriert Abbildung 6.13. Zur besseren Ubersicht ist dort der Wertebereich der Farbskala
auf Werte zwischen 0 und 0.5 beschriankt, wihrend bei der theoretischen Dichte (Abb.
6.12(c)) der Wertebereich grofer gewahlt ist. Man kann in Abbildung 6.13(c) anhand
der diskreten Losung der KP-Methode zwar erahnen, wie die gesuchte Dichte aussieht,
aber auch hier ist eine nachtrigliche Glattung notwendig, um das Ergebnis optisch in-
terpretieren zu konnen, siehe Abbildung 6.13(d).

0.01 . 0.5
0.008 0.4
0.006 0.3
0.004 0.2
0.002 0.1
0 0
(b) Approximative Inverse (¢) KP-Methode (d) KP-Methode und
mit L-Kriterium Kernglattung (o = 0.18)
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0
(e) Approximative Inverse (f) Approximative Inverse (g) KP-Methode und
mit L-Kriterium mit optimalem ~ = 0.19 Kernglattung (o = 0.18)

Abbildung 6.13: Rekonstruktionen der Watson-Dichte aus der Schnittzahlrose
(erste Zeile: Prozess mit Intensitét 5000, zweite Zeile: Intensitdt 1000).
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Beide Methoden sind fahig die vier Hauptrichtungen zu rekonstruieren, zudem bleibt das
Verhéltnis der unterschiedlichen Peakhohen bei beiden Methoden erhalten. Wird der Re-
gularisierungsparameter im Fall der Approximativen Inversen mit Hilfe des L-Kriteriums
gewahlt (Abb. 6.13(b) und 6.13(e)), so fithrt dies zu iiberméaBig stark geglitteten Rekon-
struktionen. Statt der scharfen Peaks der theoretischen Dichte zeigt die Rekonstruktion
sanftere Hiigel. Wahlt man den Regularisierungsparameter optimal, d. h. so, dass der
L?-Fehler minimal wird, so stimmen die Rekonstruktionen beider Methoden fast iiberein
(Abb. 6.13(f)). Dies liegt insbesondere auch daran, dass die Wahl von o ,zuféllig* in der
Néhe des optimalen Wertes liegt.

In Tabelle 6.4 sind die L?- und L'-Fehler der beiden Verfahren im Vergleich zur theo-
retischen Dichte aufgelistet. Es wurden dazu jeweils 100 Realisierungen verwendet, um
die angegebenen Werte zu berechnen. Im Fall der Watson-Verteilung zeigt sich, dass das
L-Kriterium nicht sonderlich gut funktioniert und der Regularisierungsparameter meist
zu grof gewéhlt wird, was zu hoheren L2- und L'-Fehlern beim Verfahren der Appro-
ximativen Inversen im Vergleich zur KP-Methode fithrt. Wahlt man jedoch den Regu-
larisierungsparameter optimal (dieser Wert liegt insbesondere sehr nahe an der Wahl
von o), so sind die Fehler der beiden Methoden vergleichbar, wobei die KP-Methode bei
dieser Richtungsverteilung und Wahl des Parameters ¢ in den betrachteten Féllen etwas
bessere Ergebnisse liefert.

Als zweites Beispiel einer Richtungsverteilung betrachten wir die Beta-Verteilung [81],
die unter anderem zur Modellierung von gepressten Materialien verwendet wird. IThre
Dichte, welche unabhéngig vom Azimutwinkel ¢ ist, ist in Kugelkoordinaten gegeben
durch

B .
ar[1+(82-1) (cos0)?]”

ps(0.¢) = (6.6)

Der Parameter § wird Anisotropie-Parameter genannt. Im Fall 5 = 1 handelt es sich um
die Gleichverteilung auf der Sphére S?. Je groBer 3 gewihlt ist, desto mehr tendieren
die Zylinder dazu, parallel zur xy-Ebene zu liegen, welche daher auch Materialebene
genannt wird. Wir nutzten fiir unsere Experimente die Werte =2, § =3 und 3 = 4.

0.16
0.3
: 0.2
0.12
0.15 0.2
0.08 ‘
0.1
V‘ " 0.1
0.04 0.05
0 0 0

(a) B=2 (b) B=3 (c) B=4
Abbildung 6.14: Dichte der Beta-Verteilung fiir verschiedene Parameter.

Fir 8 = 4 ist eine Realisierung eines Zylinder-Prozesses in Abbildung 6.15(a) gezeigt.
Die zugehorige Schéitzung der Schnittzahlrose ausgewertet an 900 Punkten nimmt fiir
Richtungen nahe am Aquator Werte bis 9700 an, wihrend fiir Richtungen in Nihe der
Pole nur ungefahr 3000 Schnitte gezéhlt werden.
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10000
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o 152 4000

IS 45 L2 S\
) ;‘\\’,’leér/‘f&\ 2000
/ 0
(a) Realisierung (b) Schnittzahlrose fiir 8 =4
(Bild von M. Spiess) und I = 5000

Abbildung 6.15: Realisierung und Schnittzahlrose der Beta-Verteilung mit 5 = 4.

Die Abbildung 6.16 zeigt einige Rekonstruktionen fiir verschiedene Werte von 3, wobei
zur Bestimmung der Schnittzahlrose ein Zylinder-Prozess mit Intensitdt 5000 benutzt
wurde. Das Verfahren der Approximativen Inverse liefert in allen drei Féllen gute Er-
gebnisse und der Einfluss der verschiedenen Werte von 5 auf die Dichte ist in den Re-
konstruktionen deutlich zu erkennen.

(a) B=2 (b) B=3 (c) B=4
Abbildung 6.16: Rekonstruktionen der Dichte der Beta-Verteilung mittels Al.

In Tabelle 6.4 sind die Fehler der beiden Methoden zur theoretischen Dichte fiir die
verschiedenen Richtungsverteilungen zusammengefasst. Zusédtzlich wird noch der Fall
der Gleichverteilung als Richtungsverteilung (Isotropie) betrachtet. Die Approximative
Inverse ist in diesem Falle der KP-Methode deutlich iiberlegen, da die Gleichvertei-
lung nicht gut durch diskrete Verteilungen approximiert werden kann. Auch im Fall der
Beta-Verteilung ist das Verfahren der Approximativen Inversen fiir die verschiedenen
Parameter 5 meist besser als die KP-Methode, insbesondere bei den Intensitdten 500
oder 1000. Bei Intensitat 5000 sind die Ergebnisse vergleichbar, falls das L-Kriterium
zur Parameterwahl genutzt wird. Auffillig bei der KP-Methode ist, dass die Anzahl der
Gewichte K, die in der berechneten diskreten Verteilung ungleich Null sind, mit wach-
sender Intensitéat fiir alle betrachteten Richtungsverteilungen ansteigt. Da die Werte von
K fiir alle Verteilungen jedoch sehr dhnlich sind, scheint sich hieraus kein Riickschluss
auf die optimale Wahl von ¢ ziehen zu lassen. Zudem zeigt sich dieses Verhalten bei
geschitzter Schnittzahlrosen ausgehend von einem 3D-Bild des Prozesses nicht mehr,
wie sich im néchsten Abschnitt herausstellen wird.
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Tabelle 6.4: Resultate bei analytischer Zahlung der Schnittpunkte,
in Klammern die optimalen Werte.

Approximative Inverse

KP-Methode(o = 0.18)

Dichte  Intensitét v L?-Fehler  L'-F. K  L>F. L'-F.
500 0.23(>0.35) 0.119(<0.05) 0.341 156 0.154  0.444
Gleichv. 1000 0.21(>0.35) 0.108(<0.04) 0.306 203  0.121  0.347
5000 0.21(>0.35) 0.048(<0.02) 0.137 372 0.062  0.177
500 0.30(0.22)  0.244(0.212)  0.517 121 0.182  0.397
Watson 1000 0.27(0.20)  0.221(0.186)  0.460 159  0.158  0.337
5000 0.23(0.18)  0.178(0.148)  0.356 274 0.134  0.265
500 0.25(0.35)  0.102(0.067)  0.289 146 0.151  0.418
B=2 1000 0.23(0.33)  0.093(0.058)  0.264 192 0.118  0.326
5000 0.19(0.27)  0.063(0.041) 0.177 350  0.062  0.173
500 0.27(0.30)  0.112(0.108)  0.304 134 0.151  0.387
B=3 1000 0.24(0.27)  0.099(0.095) 0.271 176 0.118  0.309
5000 0.20(0.22)  0.072(0.070)  0.198 319  0.070  0.186
500 0.28(0.26)  0.154(0.151)  0.383 125  0.159  0.376
B=4 1000 0.25(0.23)  0.135(0.133)  0.337 163 0129  0.311
5000 0.21(0.19)  0.103(0.100)  0.254 289  0.092  0.223

Rekonstruktion aus vervoxelten Daten

Um der Situation mikroskopisch aufgenommener 3D-Bilder nahe zu kommen, wird in
diesem Abschnitt die Richtungsverteilung eines Zylinder-Prozesses ausgehend von ei-
nem Voxel-Bild geschétzt. Dazu simulierte Herr M. Spiess (Universitdt Ulm) Zylinder-
Prozesse mit Radius 0.005 und den im letzten Abschnitt betrachteten Richtungsver-
teilungen und Intensitdten. Als Beobachtungsfenster wurde dabei der Einheitswiirfel
verwendet. Die Realisierungen dieser Zylinder-Prozesse wurden anschlieBend mit einer
Auflésung von 500 pro Einheitsrichtung vervoxelt. Ausgangspunkt zur Schéitzung der
Schnittzahlrose ist somit ein 3D-Bild mit insgesamt 500% Eintrigen. Diese Auflésung
wurde anwendungsorientiert gewahlt. So liegen bei realen Datensétzen, welche zum Bei-
spiel mittels Computertomographie gewonnen werden, héufig Bilder mit Auflésungen
von dieser Groflenordnung vor.

Die Schétzung der Schnittzahlrose aus diesen 3D-Bildern ist allerdings ein schwieriges
und fehleranfilliges Unterfangen. So werden beispielsweise Zylinder, die fast parallel zur
Schnittebene liegen, manchmal filschlicherweise mehrfach als Schnitte gezéhlt. Ist die
Richtungsverteilung des Prozesses beispielsweise eine Beta-Verteilung mit grolem Para-
meter 3, so liegen die meisten Zylinder fast parallel zur zy-Ebene. Daher ist eine sehr
geringe Anzahl Schnitte des Prozesses mit der Ebene e5 im Vergleich zu Schnitten mit
Ebenen, deren Normalenvektoren in der xy-Ebene liegen, zu erwarten. Durch den oben
genannten Fehler wird die Schnittzahlrose in Richtung es aber deutlich zu hoch ge-



6.3 Schitzung der Richtungsverteilung eines stationédren Prozesses 85

schétzt. Dieser Effekt fiihrt zu deutlich sichtbaren Artefakten in den Rekonstruktionen,
welche zudem von der zugrunde liegenden Richtungsverteilung abhéngen.

Bisher wurde der folgende Ausweg genutzt, um dieses Problem moglichst gut zu umge-
hen. Herr M. Spiess skelettiert die Daten mit Hilfe der Software Avizo und schétzt daraus
anschlieend die Schnittzahlrose. Dies ist bisher die beste uns bekannte Moglichkeit, die
Schnittzahlrose aus 3D-Bildern zu schétzen. Jedoch fihrt auch diese zu erkennbaren
Fehlern bei der Schitzung der Schnittzahlrose.

Offensichtlich ist es bei diesem Vorgehen auch méglich, aus der berechneten Skelettie-
rung selbst, die Richtungsverteilung zu schitzen. An dieser Stelle gehen wir auf diese
Moglichkeit allerdings nicht ein, da die Schnittzahlrose auch auf andere Weise geschétzt
werden konnte. In [60] wurde zudem gezeigt, dass die Schitzung der Richtungsverteilung
aus der Skelettierung mit Hilfe eines Kernschéatzers dieselben Artefakte aufzeigt, wie die
Rekonstruktion aus der auf diese Weise gewonnenen Schiatzung der Schnittzahlrose.
Abbildung 6.17 zeigt Rekonstruktionen der Dichte einer Beta-Verteilung (3 = 3). Bei bei-
den Methoden ist der Wert der Dichte in Richtung der Winkelhalbierenden sichtbar zu
hoch. Diese Artefakte sind in der fehlerhaften Schétzung der Schnittzahlrose begriindet.
Fiir beide Methoden ist es daher sinnvoll, entweder von anderen Daten z. B. Schnittbil-
dern des Materials auszugehen oder die Schéatzung der Schnittzahlrose aus 3D-Bildern
zu verbessern.

0.15 B N 0.15
101 . - 10.1
\‘ / .
e .
0.05 v -» e, | 0.05
0 0
(a) Approximative Inverse (b) KP-Methode mit Kernglattung (o = 0.18)

Abbildung 6.17: Rekonstruktion der Dichte der Beta-Verteilung aus vervoxelten Daten.

In Tabelle 6.5 sind die L'- sowie L2-Fehler bei dieser Datenlage zu finden. Die Ergebnisse
beider Methoden sind vergleichbar, der Fehler unterscheidet sich lediglich in der dritten
Nachkommastelle. Allerdings bendétigt die KP-Methode bei diesen Datenséitze jeweils
iiber 600 Sekunden und somit hundertmal linger als die Methode der Approximativen
Inverse. Bei Intensitdt 5000 ist die Anzahl an Fasern im Beobachtungsfenster sehr hoch,
so dass es nicht mehr moglich ist, die Fasern voneinander zu unterscheiden. Dies fiihrt zu
sehr schlechten Skelettierungsergebnissen und daraus resultierenden stark verfilschten
Schnittzahlrosen. Daher sind die Fehler zur theoretischen Dichte in diesem Fall auch
deutlich grofler als bei Intensitdt 1000. Bei den Intensitdten 500 und 1000 fithrt der
vorgestellte Ansatz zu guten Ergebnissen, abgesehen von den eben genannten Artefakten.
Bei der KP-Methode fillt im Vergleich zum vorherigen Abschnitt auf, dass der Wert von
K bei allen Richtungsverteilungen und Intensititen ungefihr 880 betrégt, sich also nicht
mehr mit unterschiedlicher Intensitédt verandert.
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Tabelle 6.5: L'- und L2-Fehler bei geschiitzter Schnittzahlrose aus vervoxelten Daten,
in Klammern die optimalen Werte.

Approximative Inverse KP-Methode (¢ =0.18)

Dichte Intensitét 7y L?-Fehler  L'-F. K  L?F. LF.
500 0.19(0.18) 0.187(0.183) 0.414 880  0.179 0.398

Watson 1000 0.19(0.18) 0.201(0.197) 0.454 881 0.194  0.441
5000 0.19(0.18) 0.296(0.294) 0.707 884  0.292 0.700

500 0.18(0.25) 0.074(0.061) 0.209 876  0.068 0.186

B=2 1000 0.18(0.23) 0.073(0.064) 0.211 878  0.066 0.187
5000 0.19(0.22) 0.110(0.109) 0.344 884  0.109  0.342

500 0.18(0.19) 0.097(0.094) 0.258 878  0.093 0.239

B=3 1000 0.18(0.19) 0.105(0.102) 0.287 881 0.099 0.266
5000 0.19(0.19) 0.173(0.173) 0.508 885  0.171 0.505

500 0.19(0.19) 0.132(0.131) 0.321 881 0.127 0.306

B=4 1000 0.19(0.18) 0.142(0.142)  0.357 883 0.138  0.342
5000 0.18(0.19) 0.228(0.228) 0.623 885  0.226 0.619

6.4 Anwendung auf reale Datensatze

Wir wenden das hergeleitete Verfahren nun auf reale CT-Daten von zwei verschiedenen
Materialien an. Die verwendeten Datensédtze wurden freundlicherweise vom Fraunhofer-
Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik (ITWM) in Kaiserslautern zur Verfi-
gung gestellt. In einem gemeinsamen Preprint [4] werden neben simulierten, dieselben
Datensétze dazu verwendet, um verschiedene Verfahren zur Schitzung der Richtungs-
verteilung ausgehend von 3D-Bildern zu vergleichen.

Als erstes Beispiel untersuchen wir einen Faserfilz aus dicken Fasern, der von der Firma
Heimbach hergestellt wurde. Dieses Material findet Verwendung in der Papierentwésse-
rung. Die Auflésung des fiir die Untersuchung zur Verfiigung stehenden Bildes betragt
500% Voxel. Der zweite Datensatz, der ebenfalls diese Auflésung aufweist, zeigt einen
faserverstiarkter Beton, der an der TU Kaiserslautern hergestellt wurde. Beide 3D-Bilder
wurden zunéchst von Herrn O. Wirjadi [98, 99] (ITWM Kaiserslautern) binarisiert. An-
schlieflend wurde die Schnittzahlrose von Herrn M. Spiess (Universitédt Ulm) mittels der
Software Avizo aus diesen Daten geschétzt. In Abbildung 6.18 sind in der ersten Zeile die
Rekonstruktionen mit Hilfe der Approximativen Inversen, und in der zweiten Zeile die
entsprechenden Ergebnisse der KP-Methode mit anschlieBender Glattung dargestellt.
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0.1

0.05

(a) Faserfilz mit (b) Beton mit
Approximativer Inverse Approximativer Inverse

(¢) Faserfilz mit KP-Methode und (d) Beton mit KP-Methode und
Kerngldttung (o =0.18) Kernglattung (o =0.18)

Abbildung 6.18: Rekonstruktionen aus realen Daten.

Beide Verfahren fithren zu &hnlichen Ergebnissen, wobei die Rekonstruktion mit Hilfe
der Approximativen Inverse leichte Schwingungen aufweist, wihrend das Ergebnis der
KP-Methode sehr glatt ist. Fiir den Faserfilz zeigen beide Methoden, dass alle Fasern in
Richtung der y-Achse angeordnet sind und nur wenig von dieser Hauptrichtung abwei-
chen. Die Anzahl der diskreten Richtungen mit positivem Gewicht betrigt K = 861 bei
der KP-Methode. Im Falle des verstérkten Betons erkennt man ebenfalls eine Hauptrich-
tung, ungefihr in Richtung %[O, -1,1]. Daneben existieren zwei weitere Nebenrichtun-
gen, eine von der Hauptrichtung in Richtung der y-Achse und eine etwas entferntere
in der Ndhe des Nordpols. Dies sind vermutlich die Verstdrkungen im Beton. Bei der
KP-Methode werden in diesem Fall K = 876 diskrete Richtungen mit positivem Gewicht
rekonstruiert.

Die Resultate der KP-Methode und der Approximativen Inversen weisen fiir diese Da-
tensitze eine grofe Ahnlichkeit auf und enthalten dieselben Informationen. Wihrend
die Approximative Inverse im Rekonstruktionsschritt jedoch nicht einmal 6 Sekunden
inklusive der automatischen Wahl des Regularisierungsparameters pro Datensatz beno-
tigt, liegt die Rechenzeit der KP-Methode bei rund 600 Sekunden. Das Verfahren von
Kiderlen und Pfrang ist in diesen Tests somit hundertmal langsamer, was insbesondere
bei der Untersuchung einer groen Anzahl von Datensétzen ein entscheidender Nachteil
ist. Zudem konnte die datenunabhéingige Festlegung des Parameters o das Ergebnis der
KP-Methode verfilschen, zum Beispiel wenn die Fasern isotrop im Material angeordnet
sind.






Anhang A

Anhang A.1 Numerischer Test zur Abel’schen
Integralgleichung

In diesem Abschnitt wird die Inversionsformel (5.7) aus Abschnitt 5.1

(z -)?
L 9(0) ——5—, T <y
1) = [ gty (o tydt + (1o
0 f(l)%, x+y>1

numerisch getestet, wobei die Trapezregel als Quadraturmethode verwendet wird. Wir
gehen fiir unseren numerischen Test davon aus, dass der exakte Wert f(1) a-priori be-
kannt ist (siehe hierzu die Bemerkung im Abschnitt 5.2). Um das hergeleitete Verfahren
zu testen, berechnen wir die Abeltransformation von

f(x) =cos(15z) + 1

numerisch und rekonstruieren anschlieffend sowohl aus exakten als auch aus gestorten
Daten. Abbildung A.1 zeigt die Ergebnisse, wobei nur 100 Datenpunkte fiir die Re-
konstruktion verwendet wurden. Sowohl fiir exakte als auch fiir gestérte Daten liefert
das Verfahren gute Ergebnisse. Auch an den Réndern des Intervalls [0, 1] stimmen die
Rekonstruktionen wie gewiinscht mit der Originalfunktion fast iiberein, statt dort ,,weg-

zuknicken®.
3 3
— Original — Original
— Rekonstruktion — Rekonstruktion
2 2
1 1
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
(a) Rekonstruktion aus exakten Daten (b) Rekonstruktion aus gestorten Daten

(10 Prozent gleichverteiltes Rauschen)
Abbildung A.1: Lésung der Abel’schen Integralgleichung (5.1) mittels Al (v =0.05).
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Anhang A.2 Beweise zum Abschnitt 4.4

Nun werden die ausgelagerten Beweise des Abschnitts 4.4 nachgeholt. Zur besseren Uber-
sicht werden die entsprechenden Lemmata erneut aufgefiihrt.

Lemma 4.8 (Datenfehlerabschitzung)
Seien e € C2[-1,1], v >0, l € N mit 27 e, lpi-117=1 und f € L?(8?). Dann existiert
eine Konstante ¢ = ¢(e,) mit

ley * fllz2(s2y < €l a2(s2)-

Beweis. Fiir eine Funktion f € L?[-1,1] gilt nach Lemma 1.16

. 2n +1 B
lim ||f- Z DB =
mit den Legendre-Koeffizienten
Lnf=2m(f,Po)r2(-1,1,  neN. (A1)

Diese Identitét ist dquivalent zur Parseval’schen Gleichung (Lemma 1.12)

S 2n+1

31 = 2 =

(Lnf)?.

Nutzt man Polarkoordinaten (1.4), so wird der Anteil des Laplace-Beltrami Operators,
der unabhingig vom Azimutwinkel ist, beschrieben durch

82

or2’

0 9 0
Dy = 8t(1_t)8t_ 25+ +(1-17)

wie man aus (1.9) ablesen kann. Fiir diesen Operator erfillen die Legendre-Polynome
nach (1.12) fiir alle ¢ € [-1,1] die Eigenschaft

DiPo(t) = —n(n+1)Pa(t) .

Wegen

1

1 1
]i%ﬂﬂm0&=—zftfﬁwﬁﬁﬁ+/Kr%ﬂfﬁﬂﬂﬂ&
-1 -1
:—thf(t)g (Bt + [ (1-£)g() 1" ()] ff(t (1-£2) g/ (t) - 2t g(t)) dt
—[f@u—ﬂyww
3

1
- [ £t Dig(t)at
-1
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ist der Operator D; selbstadjungiert beziiglich des L2-Skalarproduktes iiber [-1,1].
Daher gilt fiir eine Funktion f e C?[-1,1]

1
L(Dif) =2n [ D).t
-1
1
=or [ f(t)DP,(t)dt
/

1
:27r(—1)lnl(n+1)lff(t)Pn(t)dt
3

=n'(-1)!(n+1)! (Laf) .
Hieraus folgt fiir festes [ ¢ N
00> 2D a1y (4.2)

L& 2l
- 921 2%—’1; (L,Dlg)’
P

= (4m) 7! i 221 2n + Dn? (n+ 1) (L, f)?

n=0

> (4m)7! max {(2n2)21 (Lnf)2}
(0.

da alle auftretenden Summanden positiv sind.
Mit dem Funk-Hecke-Theorem (Satz 1.7) gilt fiir die Kugelflachenfunktion Y,j:

(e £ Yadrxen = [ [ o@D F(v) dyYan(e) da

§2 82

:f/@7(<x,y))Ynk(x)dxf(y)dy
52 8

:f%(Lnev)Ynk(y)f(y)dy
52

=27 (Lney) ([, Ynk)LQ(SQ) .

Mit der Holder-Ungleichung erhalten wir hieraus schliellich

n

”67 *.f”%?(SQ) = 2: (67 *.f7}%k>%2(52)
n=0k=-n

(e 02 ) 02 )™ 55 (v

k=—n

tng I

472

n=0

n

<&(ey) ij;(n2 + 1)_2l kz (f, Ynk>%2(s2)

=-n

<é(eqy) | flla2s2)
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mit é(e,) = 47? max {(n2 + 1)21 (Lnev)Q}. Da fiir alle v > 0 e, € C2 gilt, folgt aus (A.2):
n>

é(ey) < max {22373 Die, |35, 4, 47} < o0,

wobei fiir n = 0 die Ungleichung Loey < 27|eq | f1[-1,1] = 1 verwendet wurde. Somit ist
die Aussage von Lemma 4.8 gezeigt. O

Lemma 4.9 (Approximationsfehler)
Sei e, eine gerade, stetige, nicht-negative Funktion mit 2m|e,|1(_1,17 = 1. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a) lim ey * f = fliany =0, V[ eL2(S?).
v

b) hH(l) (Loney) =1, VneN.
'y—)
P
c) lim [ e, (t)dt=0, vV pel0,1).
=07

Beweis. Die Aquivalenz der beiden Aussagen a) und b) kann analog zum Beweis von
Theorem 3.2 in [64] gezeigt werden. Der Rest des Beweises folgt Ideen aus [19].

b) = ¢):

Da der Mollifier e, eine gerade und nicht-negative Funktion ist, gilt unter Beach-
tung von Ps(t) = % (3t2 - 1) die folgende Ungleichung;:

P P
Oéfev(t)dt:%fe,y(t)dt
0 P

P
Sﬁf%(l—ﬁ)ev(t)dt
-pP

1
Sﬁ[[l—%(&?—l)]ew(ﬂdt

Loev—Lgey
T o6m(1-p2)

Die rechte Seite konvergiert wegen b) gegen 0, was die Aussage c¢) impliziert.
c) = b):
Wir zeigen, dass fiir alle € > 0 und n € N die folgende Abschétzung gilt:

1-e<limLgpe, <1.
v—0 e

Die obere Schranke Lone, < 1 ist aufgrund der Abschitzung |P,(t)| < 1 fiir alle
t € [-1,1] offensichtlich. Andererseits existiert wegen P, (1) =1 ein 6 € (0,1) mit

Po(t)>\/1-%  fir te(51]. (A.3)
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Mit p = § impliziert Bedingung c) die Ungleichung

)

|47T f ey (t) dt| < g, fiir alle v < ;.
0

Daraus erhalten wir, da |Py,(t)| <1 fiir alle ¢ < § < 1 gilt, die Abschétzung:

é 0

4 f e (t) Pop () dt > ~4x f e, (t)dt > —% fiir alle v <7, . (A.4)
0 0
Aus Bedingung c) folgt andererseits
1 1
1= 277%11% [ ey (t)dt = 471"1;1% [ ey (t)dt
-1 é
und fiir alle v < vy gilt daher

4dr

ey (t)dt > /1-¢ . (A.5)

Insgesamt folgt fiir v < min{vy1,72} :

RN

6 1
Lone, = 4 ( [ e (t) Poy () dt + f e (t) Pon(t) dt) (Definition)
0 é
6 1
>4 (f ey (t) Pon(t)dt +/1 -5 / e~ (1) dt) (Ungleichung (A.3))
0 é
> —% +1- % (Abschéitzungen (A.4) und (A.5))

>1-¢.
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