Universitat des Saarlandes

Fachrichtung 6.1 — Mathematik

Preprint

Mittelwertbildung —
eine der altesten mathematischen Ideen

Horst Hischer

Preprint No. 81
Saarbriicken 2003



Universitat des Saarlandes

Fachrichtung 6.1 — Mathematik

Mittelwertbildung —
eine der altesten mathematischen Ideen

Horst Hischer

Saarland University
Department of Mathematics
Postfach 15 11 50
D-66041 Saarbriicken
Germany
E-Mail: hischer@math.uni-sb.de

submitted: April 09, 2003

Preprint No. 81
Saarbriicken 2003



Edited by

FR 6.1 — Mathematik
Im Stadtwald
D-66041 Saarbriicken
Germany

Fax: + 49 (0) 681 302 4443
E-Mail: preprint@math.uni-sb.de
WWW : http://www.math.uni-sb.de/



Horst Hischer: Mittelwertbildung — eine der altesten mathematischen Ideen
Im Unterricht erkennen: Es gibt beliebig viele Méglichkeiten zur Mittelwertbildung!

Es war einmal ...

In einer Schule erkrankte einst der Mathelehrer einer sechsten Klasse fir ldngere Zeit. Der Schulleiter war ratlos, denn er hatte
keinen Ersatz, und es war doch in dieser Klasse dringend die Bruchrechnung einzufiihren! Da fiel sein Blick auf einen gerade
nicht ausgelasteten Biologielehrer, denn ,als Naturwissenschaftler kann der doch so was*. Und so (ibernahm dieser den Auf-
trag, erklarte den Kindern, was ein Bruch ist (,Bruchstrich®, die Zahl dariiber hei3t ,Z&hler”, die darunter ,Nenner*), wie man sie
addiert (Zahler + Zéhler durch Nenner + Nenner), kiirzt und erweitert. Die Kinder hatten das sofort verstanden, und alsbald
konnte die erste Klassenarbeit geschrieben werden, die zum Stolz des Biolehrers und zur Freude des Schulleiters gldnzend
ausfiel. Doch als der Biolehrer den Mathelehrer am Krankenbett besuchte, um von seinem Erfolg zu berichten, standen dem
armen Kollegen die Haare zu Berge. Gefasst, aber freundlich erlduterte er am Beispiel Y2+, dass sich doch nach diesem
Additionsverfahren und anschlieBendem Kiirzen als Ergebnis wieder % ergeben wiirde. Dem Biolehrer wurde sein fataler Irrtum
sofort bewusst, er bedankte sich fiir den Hinweis und begann gleich die ndchste Mathestunde mit den Worten: ,Also Kinder, der
Kultusminister hat gerade einen neuen Erlass herausgegeben, und demnach werden Briiche kiinftig anders addiert ...“

Sinngemé&l3 im Sommersemester 1967 von Prof. Dr. Bernhard Hornfeck an der Technischen Hochschule Braunschweig
wéhrend seiner Vorlesung ,Algebra I“im Zusammenhang mit den Bruchrechenregeln in Kérpern vorgetragen.
(Ménnliche Formen wie ,Lehrer” wurden damals geschlechtsneutral verwendet.)

Die Mittelwertbildung ist eine ,Idee”, die in groRer begrifflicher Weite und Vielfalt die gesamte Mathe-
matik durchzieht. So zeigen kulturgeschichtliche Untersuchungen, dass das Bilden von Mittelwerten
die Menschheit beschaftigt hat, solange wir schriftliche Uberlieferungen haben, dass diese Idee nam-
lich die Mathematik von ihren Anfangen bei den Babyloniern vor rund 4000 Jahren Uber die alteren
Pythagoreer vor etwa 2500 Jahren bis in die heutige Zeit wie ein roter Faden durchzieht (Kasten 1).
So erweist sich die Mittelwertbildung im deskriptiven Sinn als eine fundamentale Idee der Mathematik,
die sich dann (neben anderen) auch im normativen Sinn als ein ,roter Faden® zur vertikalen Gestal-
tung des Mathematikunterrichts von der Primarstufe bis hin zum Abitur (und dariiber hinaus) eignet.

Chuquet-Mittel

Das Beispiel einer fiktiven Klausurkorrektur fiihrt uns auf eine paradoxe Situation (vgl. Kasten 2): das
»Simpson-Paradoxon® der Stochastik. In Abwandlung einer Formulierung von [Meyer 1994] erfahren
wir damit exemplarisch: Man kann global verlieren, obwohl man (berall lokal gewinnt!

Ein Paradoxon ist ein scheinbarer Widerspruch, der also (im Gegensatz zu einer Antinomie, die ein
unauflésbarer Widerspruch ist) auflsbar ist. Typisch fir Paradoxa ist ferner, dass diese scheinbaren
Widerspriiche nicht nur von einzelnen Menschen aufgrund etwa individueller, unzureichender Denkfa-
higkeit als solche empfunden werden, sondern dass diese Widerspriiche eher intersubjektiv sind, also
fir nahezu alle Menschen gleichermalien auftreten. Nach [Jahnke 1993] begeht unsere sonst sehr
erfolgreiche kognitive Struktur vermutlich einen spontanen ,lokalen Fehler®, der typisch fir diese
Struktur ist. So verfiigen wir wohl Uber ,grundlegende Vorstellungen®, auf die sich unser Denken und
unsere Intuition stitzen — ,grundlegend® in der Weise, dass diese Vorstellungen mit den Kernaussa-
gen in diesen Paradoxa nicht zu vereinbaren sind, unser Denken sich also gegen solche Widerspru-
che auflehnt. Bei dem Simpson-Paradoxon sind nun gemaR [Jahnke 1993] mdéglicherweise zwei
grundlegende Vorstellungen konstitutiv flir das Entstehen dieses Widerspruchs: Die Vorstellungen von
~Mittelwertbildung® einerseits und von ,Steigung“ bzw. ,Wachstum* andererseits.

Betrachten wir das Beispiel der ersten Klausurkorrektur in Kasten 2, so wird die Bewertung durch fol-
gende Mittelwertbildung Gber beide Aufgaben erreicht:

.Bewertung von Aufgabe 1“ @ ,Bewertung von Aufgabe 2“ = ,Bewertung der Klausur*

Numerisch sieht diese Verkniipfung wie folgt aus:
EC-B%:% , allgemein: 2ol ate
16 48 64 b d b+d
Diese neue Art, ,Briche zu addieren®, ist aber gar nicht so neu, denn sie wurde nach [Boyer 1968,
304 f] bereits im Jahre 1484 von dem franzdsischen Arzt Nicolas Chuquet in seinem Buch ,Triparty en
la science des nombres* (also: ,Dreiteilige Abhandlung Uber die Wissenschaft von den Zahlen®) ver-
wendet, und Chuquet gab in seinem Buch auch eine ,Regel” Gber den Grofenvergleich dieser drei
Briiche an, namlich in unserer heutigen Notation fiir beliebige positive Zahlen a, b, ¢ und 4:

C a a+c C

a
—<=—=> =< <— (1)
b d b b+d d
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Die Gililtigkeit dieser Ungleichungskette lasst sich mit elementaren Termumformungstechniken einfach
nachweisen.

Da der ,Summenbruch also zwischen den beiden Ausgangsbriichen liegt, ist er ein Mittelwert zwi-
schen diesen, der aus historischen Griinden ,,Chuquet-Mittel” hei3t. Auch [Herget 1985] verwendet
diese Bezeichnung. [Jahnke 1993, 230] spricht hingegen von ,Ampére-Mittel“, weil Ampére diesen
Mittelwert im Jahre 1806 zum Beweis des ,Schrankensatzes” der Analysis benutzt hat. Und in der
Zahlentheorie ist das Chuquet-Mittel unter der Bezeichnung ,Mediante* bekannt.

Die Ungleichungskette (1) Iasst sich auch visuell
beweisen, indem man die Briiche als Steigungen a - a+c < C
von Strecken interpretiert (Abb. 1): b b+d d

Der ,Summenbruch® erscheint als Steigung der
Verbindungsstrecke und damit als ,mittlere Stei- atc
gung“. Folgen wir der Anschauung, so kénnen b+d
wir das Chuquet-Mittel offenbar dariiber hinaus
auf die mittlere Steigung von endlich vielen Stre-
cken verallgemeinern: a d

ﬂ@ﬁ®'..®&::al+a2+...+an b a

b, b b b +b,+...+b, b

1 2 n

o

Zurtick zur Klausuraufgabe in Kasten 2: Wenn  Abb. 1: Veranschaulichung des Chuquet-Mittels als Steigung
wir bei der ersten Aufgabe die erreichbare
Punktzahl verdoppeln, so erhalten wir
2 1 12 2

£@§ :§, und im Vergleich folgt 26 =£ >—6 =—9 .

32 48 80 64 320 320 80
Der neue Bewertungsanteil ist also kleiner als der alte — trotz gleichbleibender relativer Bewertung
der Einzelaufgaben! Diese neuartige ,Addition” ist also abhangig von der speziellen Bruchdarstellung,
genauer: Es ist gar nicht mdglich, eine ,,Addition” von Briichen auf diese Weise eindeutig zu erklaren,
weil das Ergebnis nicht unabhangig von der jeweiligen Bruchdarstellung ist. Aus algebraischer Sicht
ist diese ,Addition“ nicht ,wohldefiniert” (d. h.: nicht reprdsentantenunabhéngig), es lasst sich somit
kein Verkniipfungsgebilde (B,®) Uber der Menge B der Bruchzahlen mit dieser neuartigen ,Addition”

erklaren!

Wir begegnen hier der kontextabhangigen Doppeldeutigkeit des Begriffs ,Bruch®, die ja ohnehin flr
viele Verstandnisschwierigkeiten verantwortlich ist und die wir auch nicht ,per definitionem* beseitigen
kénnen, wie man das in der Mathematik zu tun pflegt: namlich der Deutung einerseits als Aquivalenz-
klasse und andererseits als Reprasentant dieser Aquivalenzklasse. Die Chuquet-Mittel-Addition darf
also nur dann auf Briiche angewendet werden, wenn wir diese als Reprdsentanten deuten, also als
geordnete Paare aus Zahler und Nenner, wahrend die betrachteten prozentualen Klausurbewertungen
und die Durchschnittsgeschwindigkeiten firr die Aquivalenzklassen dieser Reprasentanten stehen.

Also: Wenn wir ,mathematisch sauber® vorgehen wollen, so dirfen wir diese Doppeldeutigkeit der
Bruchschreibweise 4 nicht zulassen. Es bliebe dann nur die (in der Mathematik (bliche) Deutung als
Aquivalenzklasse, und das Chuquet-Mittel kénnte nur fiir geordnete Paare definiert werden, namlich
mittels (a;0) @ (c;d) == (a + ¢;b + d). Das wirde zwar das Problem innermathematisch 16sen, nicht
jedoch auRerhalb der Mathematik, weil das Symbol 4 im ,Rest der Welt* faktisch doppeldeutig ist
(und bei genauem Hinsehen sogar teilweise in der Mathematik, wobei diese Doppeldeutigkeit dann
situativ richtig zu interpretieren ist).

In siddeutschen Gegenden versteckt sich dieser Sachverhalt auch in der sog. Schorle-Aufgabe (vgl.
[Hischer 1998, 7], ferner [Biermann & Blum 2002, 20]):

Zwei Schorlegldser haben jeweils ein bekanntes
Mischungsverhéltnis aus Wein und Selters.
Welches Mischungsverhéltnis ergibt sich, wenn a-+c
man beide Glaser zusammenschlittet? “

Diese Aufgabe ist ohne weitere Angaben nicht I6s- v W
bar! \o/ E")

Das Chuquet-Mittel hilft jedoch weiter, wenn neben
den Mischungsverhaltnissen auch die Fullmengen in
beiden Glasern bekannt sind (Abb. 2).

Abb. 2: Schorle-Aufgabe und Chuquet-Mittel

- n+2 -



Analyse des Chuquet-Mittels

Betrachten wir die Beispiele 1; @ 1; =57 =+ und 2 ® 1; = i+ = %, so wird in beiden Fallen ein Mit-
telwert von 0,1 und 0,4 gebildet, namlich das Chuquet-Mittel, und je nach Wahl des Reprasentanten

erhalten wir unterschiedliche Ergebnisse, + zw. +, also unterschiedliche ,Mittelwerte“. Und offenbar

kénnen wir wegen der Méglichkeit des Erweiterns bzw. Kirzens auf diese Weise beliebig viele Mittel-
werte dieser beiden Zahlen erhalten!

Aber was ist nun eigentlich ein Mittelwert? Und allgemeiner: Was ist die ,Mitte” von etwas? Was kann,
soll das ein? Im Sinne dieses Gedankengangs beschranken wir uns hier auf numerische Mittelwerte
und denken uns dazu eine zweistellige Funktion

A 2
M.IR+ —>IE£+

gegeben.

Sind nun z,y € R" beliebig gewahlt, so soll der
Funktionswert M(z,y) dabei einen ,Mittelwert”
von z und y bedeuten. Mit Bezug auf Abb. 1

wahlen wir dann dort zunachst die Katheten der Steigung z+y
beiden Steigungsdreiecke so, dass sie die Lan- 1+1
gen 1 und z bzw. 1 und y haben. Die Hypo-
tenusen haben dann die Steigungen = bzw. y
(Abb. 3), und als mittlere Steigung und damit als
.Mittelwert“ von x und y ergibt sich das Chu-
quet-Mittel

/

@Y Tty e 2
rOT=11 gl 1 =
also in diesem Fall das arithmetische Mittel. Rt |'St:e'g,"""'g & |

Wenn wir nun das zweite Steigungsdreieck mit ei-
nem positiven Streckfaktor s zentrisch verzerren, Abb. 3: Mittelwert von z und y — erster Ansatz
so konnen wir als ,mittlere Steigung“ offenbar
Jjeden Wert zwischen z und y erhalten, wobei
s zwischen 0 und oo variiert (Abb. 4), d. h., wir
finden bei gegebener Funktion M ein geeig-
netes s, so dass gilt:

T+sy
1+s

Steigung

m:zM(x,y)ZE@ﬂzw,
1 S 1+s

und daraus errechnen wir

m-—-x
S =

: 3)
y—m

Wir beachten: Der eine konkrete Mittelwertfunk-
tion M charakterisierende Streckfaktor s ist
nicht notwendig eine Konstante, vielmehr gibt es
also zu der Funktion M eine zweistellige Funk-

| Steig_ung a:|
2

: 2 : .
tion S: R - R, mit S(z,y)=s>0 firalle app.4: Mitelwert von 2 und y — zweiter Ansatz
z, y. Ist aber s stattdessen als beliebiger von z

und y abhangiger Ausdruck (z. B. als Term) gegeben, d. h.
s=S(z,y) mit S:R> >R, (4)
so ist dann moglicherweise gemaf Abb. 4 vermdge

T+ sy T s
M(z,y) = =0

1+s 1 S
eine Mittelwertfunktion erklart — sofern in akzeptabler Weise geklart wurde, was solche Funktionen
fir Eigenschaften haben sollen. Das kann dann zu einer Theorie numerischer Mittelwerte fihren, wie
sie in [Hischer & Lambert 2002] dargestellt wird.

()
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Mittelwertbildung als fundamentale Idee

Der bisherige Uberblick macht nun in vielfacher Weise deutlich, dass die ,Mittelwertbildung“ zu den
fundamentalen Ideen gehort:

Historizitat: Die ,Mittelwertbildung® als Idee ist in der historischen Entwicklung der Mathematik auf-
zeigbar. Dies wird in Kasten 1 skizziert.

Archetypizitat: Die ,Mittelwertbildung® ist auch auSerhalb der Mathematik auffindbar — gewisserma-
Ren als ein Archetyp des Denkens. Gerade dieser Aspekt ist kennzeichnend fiir viele Alltagsprobleme,
so etwa fir das Auftreten des Simpson-Paradoxons (siehe Kasten 2), und zwar uber die bereits an-
fangs erwahnten sog. ,grundlegenden Vorstellungen® im Sinne von [Jahnke 1993].

Wesentlichkeit: Die Mittelwertbildung gibt (zumindest partiel]) Aufschluss iber das Wesen der Ma-
thematik. Denn bei einer Analyse dessen, was ,Mittelwerte® sind, treten u. a. folgende wesentliche
Aspekte mathematischen Tuns auf: Vermuten, Formalisieren, Beweisen, Widerlegen, Argumentieren,
Verallgemeinern, Veranschaulichen, Systematisieren und Theoriebildung.

Vagheit: Der Begriff eines numerischen Mittelwerts oder Mittels ist auerst vielfaltig und keinesfalls
eindeutig. So kann bereits das Chuquet-Mittel zwischen zwei Briichen als vieldeutiger ,Mittelwert” in-
terpretiert werden, und jeder numerische ,Mittelwert® kann als Chuquet-Mittel aufgefasst werden, so
dass sich beliebig viele numerische ,Mittelwerte® (als zweistellige Funktionen) erklaren lassen, die
sinnvollen axiomatischen Anspriichen an Mittelwertbildung geniigen (vgl. [Hischer & Lambert
2002]). Dartber hinaus gibt es auch ,nicht-numerische Mittel”, etwa in der Geometrie (Mittelpunkt, Sei-
tenhalbierende, Winkelhalbierende, ... , vgl. auch [Fihrer 1985]), ferner etwa in der Stochastik, wenn
es um qualitative Merkmale geht. Das Themenheft [Winter 1985] bietet eine reichhaltige Ubersicht be-
zlglich unterschiedlicher Mittelwerte.)

All dies waren deskriptive Kriterien, die dazu dienen sollen, ,fundamentale Ideen* ausfindig zu ma-
chen. Daneben gibt es auch normative Kriterien, die Erwartungen an den Unterrichtsprozess zum
Ausdruck bringen. Fir die Mittelwertbildung wirde dies bedeuten:

Durchgéangigkeit: Die Mittelwertbildung ist eine tragfahige Idee, um curriculare Entwirfe des Mathe-
matikunterrichts durchgéngig gliedern zu helfen — von der Primarstufe bis hin zum Abitur (und dar-
Uber hinaus). In Verbindung mit dem deskriptiven Kriterium der Historizitat flhrt dies zur Einbeziehung
kulturhistorischer Aspekte der Genese von Begriffen, Problemen und Ideen in den Unterricht, was eine
»historische Verankerung“ erméglichen soll: Es geht dann (vgl. [Hischer 1981] und [Hischer 1998]) um

die Verwendung historischer Beispiele im Unterricht, die sich als tragfahige Bausteine einer Unterrichts-
einheit erweisen. Dabei sollten sie gemaf Toeplitz vom ,Staub der Zeit" befreit und in heutiger Formulie-
rung dargestellt werden. ,Geschichte der Mathematik“ erscheint in diesem Sinne als didaktischer Aspekt —
zugleich wird ein Beitrag zur Kulturgeschichte geliefert.

Transparenz: Die Mittelwertbildung als Idee soll bei der Planung, Durchfiihrung und Auswertung von
Mathematikunterricht helfen, diesen flr alle Beteiligten inhaltlich zu strukturieren und transparent zu
machen.

Wahrend die vier deskriptiven Kriterien dazu dienen kénnen, durch theoretische Analyse und rationa-
len Diskurs einen Katalog fundamentaler Ideen zusammen zu stellen, ist bei den normativen Kriterien
eine empirische Evaluation nétig, zumindest aber eine Sammlung subjektiver Unterrichtserfahrungen.

[Heymann 1996, 174] gibt sechs fundamentale Ideen an, die er ,zentrale Ideen” nennt, namlich die
Idee der Zahl, des Messens, des funktionalen Zusammenhangs, des rdumlichen Strukturierens, des
Algorithmus und des mathematischen Modellierens. Ersichtlich erfillen diese Ideen die o. g. deskripti-
ven Kriterien fir fundamentale Ideen. Zugleich fallt auf, dass die Idee der Mittelwertbildung nicht in
diesen Rahmen hineinpasst: Sie ist trotz der ihr anhaftenden Vagheit viel konkreter als die Heymann-
schen Ideen. Andererseits erscheint sie gerade wegen ihrer Konkretheit viel unterrichtsnaher als die
eher zu allgemeinen Heymannschen Ideen, die wiederum wegen ihrer Allgemeinheit und damit gerin-
gen Anzahl geeignet sind, in knapper Form grundsatzliche inhaltliche Aspekte des Mathematikunter-
richts zu benennen.

Das fihrt zu der These, dass es fundamentale Ideen auf zumindest zwei verschiedenen Ebenen
mit unterschiedlichem Konkretisierungsgrad gibt, die Mittelwertbildung also eine Idee auf solch
einer zweiten, ,konkreteren“ Ebene ist (vgl. [Hischer 1997] und [Hischer 1998]).

Es folgt die Skizze eines exemplarisch in vielen Teilen mehrfach vertikal erprobten Unterrichtsgangs,
um zu verdeutlichen, wie auch die normativen Kriterien fiir fundamentale Ideen erfiillt werden kénnen.

- nt+d —



Mittelwertbildung im Unterricht

Das Themenheft [Winter 1985] Uber ,Mittelwerte® gibt ein Fiille von Anregungen zur Behandlung der
Mittelwertbildung im Mathematikunterricht — sogar bereits in der Primarstufe, z. B. mit dem von
[Spiegel 1985] vorgeschlagenen ,Mittelwert-Abakus” (Kasten 3). In Ergédnzung hierzu sei mit Blick auf
das Thema ,Fundamentale Ideen® hervorgehoben:

In den Jahrgédngen 5 und 6 sollte im Sinne der Entwicklung des Bruchverstandnisses abgrenzend
auch die ,falsche Addition beim Chuquet-Mittel bewusst gemacht werden, zugleich aber auch ihre
Nutzlichkeit herausgestellt werden, etwa bei der Schorle-Aufgabe, bei prozentualen Bewertungen oder
Durchschnittsgeschwindigkeiten (vgl. hierzu Kasten 2). Bereits in dieser Altersstufe kdnnen mit Hilfe
des Chuquet-Mittels rein spielerisch Farey-Folgen erzeugt und beliebig verfeinert werden; dabei kann
die Notwendigkeit des Kiirzens zur Vermeidung von Vieldeutigkeiten erfahren werden (Kasten 4)!

In den Jahrgangen 8 bis 9 kann dann als verbindendes Element zwischen den Themenbereichen
Bruchterme, Termumformungen, Bruchgleichungen und -ungleichungen, Algorithmen, Quadratwurzeln
und Méglichkeiten ihrer Approximation eine erste vorsichtig vertiefende Begegnung mit der Mittelwert-
bildung erfolgen, beispielsweise Uber einen Zugang in historischer Verankerung, wie er in Kasten 5
angedeutet und in [Hischer 2002] ausfiihrlich dargestellt ist.

In den Jahrgangen 9 bis 10 sollten die babylonischen Mittelwerte bei der Approximation von © mit
Hilfe des Algorithmus von Gregory, ebenfalls in historischer Verankerung, wieder aufgegriffen werden
(in Kasten 6 skizziert).

In der Kursstufe, ggf. auch schon in den Jahrgangen 10 oder 11, konnen der babylonische Algo-
rithmus und der Gregory-Algorithmus unter dem Aspekt von Folgenkonvergenz und Algorithmen wie-
der aufgegriffen und vertieft werden (ausfuhrlich in [Hischer 2002]).

Folgendes sei fir die Kursstufe nur angedeutet: Im Rahmen von Funktionsuntersuchungen kann der
Begriff eines numerischen Mittelwerts theoretisch untersucht werden, wobei ein wertvoller Beitrag zur
Axiomatisierung geleistet werden kann (siehe [Hischer & Lambert 2003]). Die Uber solche axiomati-
schen Untersuchungen gewonnene Einsicht Uber die Erzeugbarkeit und Darstellbarkeit beliebiger Mit-
telwertfunktionen kann zur kreativen Erzeugung beliebiger Mittelwertfolgen und deren Untersuchung
auf Konvergenz fiihren. Hierzu gehdren auch verschachtelte Mittelwertfolgen, wie sie beim babyloni-
schen Algorithmus und beim Gregory-Algorithmus auftreten. Ferner kann man das ,arithmetisch-
geometrische Mittel* (kurz: AGM) von Gaul} informierend ansprechen (Hinweis in Kasten 1). Und die
Idee der Mittelwertbildung sollte z. B. auch in der Analysis bewusst gemacht werden (vgl. Kasten 2).

Weitere vielfaltige Aspekte der Mittelwertbildung — etwa gemaR [Fihrer 1985] in der Geometrie
(,Was ist der Mittelpunkt einer Figur?“) oder in der Stochastik — sollten und kénnen entsprechend den
reichhaltigen Anregungen im Themenheft [Winter 1985] Uber ,Mittelwerte* an vielen Stellen des ge-
samten Mathematikunterrichts akzentuiert und auch thematisiert werden.
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Kasten 1

Zeittafel ,,Mittelwerte“

ca. 2000 v. Chr.

ca. 500 v. Chr.

ca. 300 v. Chr.

1484

Neuzeit (1500 ff)

Babylonier (in Mesopotamien — dem Gebiet des heutigen Irak):

Algorithmus zur Approximation von Quadratwurzeln
(fir ihre astronomischen Tabellen, dazu: arithmetisches, geometrisches
und harmonisches Mittel)

altere Pythagoreer:

erste theoretisch-systematische Untersuchungen von Mittelwerten

(in ihrer ,Proportionenlehre”; Entdeckung von sieben weiteren Mittelwerten,
insgesamt die sog. ,zehn Mediateten®)

jungere Pythagoreer:

arithmetische und geometrische Folgen

(aus unserer Sicht: ,Mittelwertfolgen®)

~Mittelwerte” in der Geometrie

(Mittelpunkt, Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende, Seitenhalbierende, ...)

Nicolas Chuquet, in seinem Buch ,Triparty en la science des nombres*;
a+c

Beschreibung des spéter nach ihm benannten Mittelwerts % ® 2 = brd’
+

»,Chuget-Mittel”, in der Zahlentheorie auch ,,Mediante” genannt

Mittelwerte in der Analysis
(z. B. Differenzenquotient, Mittelwertsatze der Differential- und Integralrech-
nung, bestimmtes Integral als Mittelwert einer Funktion, ...)

Mittelwerte in der Stochastik
(z. B. Haufigkeit, Median, Modalwert, Streuung, Varianz)

Hierunter hervorhebenswert:

1667

1791

1816

James Gregory (1638 — 1675), in seinem Buch ,Vera circuli et hyperbolae
quadratura®: der Kreis als harmonisch-geometrisches Mittel der einschach-
telnden Polygonfolgen (siehe auch Kasten 6)

Carl Friedrich GauB (1777 — 1855): Entdeckung des AGM: arithmetisch-
geometrisches Mittel, heute Grundlage fiir einen besonders schnellen Algo-
rithmus zur Approximation von r (siehe z. B. [Hischer 2002])

John Farey (1766 — 1826), in seinem Artikel “On a curious property of vul-

gar fractions” in der Zeitschrift “Philosophical Magazine®: Beschreibung der
nach ihm benannten Farey-Folgen (siehe auch Kasten 4)



Kasten 2

Ein Paradoxon:
Man kann insgesamt verlieren, obwohl man (iberall einzeln gewinnt! — Wie ist das méglich?

Wir betrachten die Korrektur einer Matheklausur, die nur aus zwei Aufgaben bestehen mdge. Die Auf-
gaben seien von der erwarteten Bearbeitung her so grundsatzlich unterschiedlich, dass es dem Auf-
gabensteller, der zugleich Referent ist, geraten scheint, bei der ersten Aufgabe 16 erreichbare Punkte
vorzusehen, bei der zweiten hingegen aus Griinden einer ihm gebotenen detaillierteren Differenzie-
rung gar 48 erreichbare Punkte. Da es bei der Bewertung ohnehin nur auf den prozentualen Anteil der
erreichten Punkte ankommit, ist dieses fiir den Referenten aus Griinden der Proportionalitat ohne Be-
lang. Einverstanden?

Bei der Durchsicht der konkreten Klausur eines Schiilers moge sich dann eine Punktverteilung wie in
folgender Tabelle ergeben. Setzt man die Mindestgrenze fir die Note ,ausreichend z. B. bei 40% der
erreichbaren Punkte an, so wirde sich hier also gerade noch ein ,ausreichend” ergeben.

Die Klausur mdge dann einer Korre-

ferentin (ibergeben werden. Sie halt 1. Korrektur Aufg. 1 Aufg.2 | Summe
bei Aufgabe 1 eine feinere Punktver- | erreichbare Punkte 16 48 64
teilung fir angemessen, und um .

Bruchteile von Punkten moglichst zu erreichte Punkte 3 23 26
vermeiden, verdoppelt sie die Anzahl Anteil an Aufgabe 18,8% 47,9% 40,6%
der erreichbaren Punkte. Auch die-

ses ist wegen der bereits erwahnten Proportionalitdt ,offensichtlich® ohne Belang mit Blick auf eine
gerechte Bewertung. Einverstanden?

Sie vergibt dann bei der ersten Auf-

gabe 7 anstelle der erwarteten 6 2. Korrektur Aufg. 1 Aufg. 2 Summe
Punkte, und bei der zweiten Aufgabe | erreichbare Punkte 32 48 80
halt sie einen weiteren zu gebenden -

Punkt fir angemessen, den ihrer erreichte Punkte 7 24 31
Meinung nach der Referent verges- Anteil an Aufgabe 21,9% 50,0% 38,8%

sen hat. So was kann vorkommen.
Beide Aufgaben werden somit von der Korreferentin besser bewertet als vom Referenten, aber die
Uberraschung ist groR: Trotz dieser besseren Einzelbewertung fallt ihnre Gesamtbewertung schlechter
aus als beim Referenten, denn es werden weniger als 40% erreicht, und somit lautet die Note ,man-
gelhaft".

Dies fihrt zu erregten Debatten im Lehrerzimmer — gleichwohl wird an dieser zweiten, verbesserten
Korrektur trotz emsigen Nachrechnens kein Fehler entdeckt. Die Unruhe und Betroffenheit bleibt, bis
schlielllich eine Mathematikreferendarin des Ratsels Losung prasentiert: Sie hatte namlich einige Se-
mester vorher in einer Stochastikvorlesung etwas Uber das sog. ,Simpson-Paradoxon” gehort, und
damit erkannte sie sogleich, dass damit diese Irritation erklart und aufgeldst werden konnte.

Die nachste Abbildung zeigt ein weiteres ,Para-
doxon®“: Wir kénnen diese Darstellung als ein
sog. ,Weg-Zeit-Diagramm®* lesen, wie es in der
Physik ublich ist, hier etwa fir die Bewegung
zweier Autofahrer: Nach rechts wird die Zeit ab-
getragen und nach oben der zurickgelegte Weg.
Eine ,Strecke® (hier: eine Dreiecksseite) in ei-
nem solchen Diagramm beschreibt dann eine
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit, denn
die Zunahme des Weges ist proportional zur
verstrichenen Zeit. So kdnnen wir dann speziell
in diesem Weg-Zeit-Diagramm die Steigungen
der Dreiecksseiten als die Geschwindigkeiten
der beiden Autofahrer interpretieren. Doch damit wiirde folgende kuriose Situation vorliegen:

Einer der beiden Autofahrer (dunkelgrau dargestellt) fahrt der Reihe nach mit den konstanten Ge-
schwindigkeiten von z. B. v, = 3042 und dann v, = 100482, der andere dagegen (hellgrau darge-

stellt) mit jeweils gréReren Geschwindigkeiten, etwa v,, = 70 und dann v,, = 120%*, dennoch hat

der dunkelgraue, scheinbar ,langsamere®, eine gréBere Durchschnittsgeschwindigkeit v, als der hell-
graue, scheinbar ,uberall schnellere®, wie wir aus den Steigungen ablesen kdnnen.

Ubrigens: Wir kdnnen diese Abbildung auch zur Veranschaulichung des Paradoxons bei der ,Klausur-
bewertung” verwenden! Vielleicht gar zur Deutung?



Kasten 3

Der Mittelwertabakus (3./4. Schuljahr)

In der Grundschule kénnte man beim Rahmenthema ,Sachrechnen® im 3. oder 4. Schuljahr gleich-
artige, neue Streichholzschachteln auf die ,mittlere Anzahl* der abgefillten Streichhdlzer untersuchen
lassen, gewissermalien als ,Qualitatskontrolle®. Hierzu eignet sich beispielsweise der ,Mittelwert-
abakus” von [Spiegel 1985], der wie folgt funktioniert: Alle Schachteln werden einzeln bezlglich der
Streichholzanzahl untersucht und dann in Art eines Histogramms sortiert (siehe Abbildung, ganz
links). Anschlieend wird wie folgt vorgegangen:
Nimm eine ganz rechts liegende Schachtel, nimm ein Streichholz heraus, und verschiebe die
Schachtel dann um eine Position nach links, also in eine Abteilung, bei der die Schachteln je-
weils ein Streichholz weniger enthalten. Lege dann das herausgenommene Streichholz in eine
Schachtel ganz links, und verschiebe diese Schachtel zur Korrektur um eine Position nach rechts.
Wir erarbeiten, dass dadurch die Gesamtanzahl der Schachteln und der Streichhdlzer und damit auch
die durchschnittliche Anzahl der Streichhdlzer je Schachtel nicht gedndert wird. Dann setzen wir das
Verfahren mit derselben Anweisung fort. Nach einigen Schritten ergeben sich keine Anderungen
mehr, und wir sind fertig (siehe Abbildung, ganz rechts).

Als Ergebnis erhalten wir in diesem Beispiel, dass die Schachteln durchschnittlich etwas mehr als 38
Streichhdlzer enthalten (genau: 385 ), und damit wurde mit Hilfe dieses Abakus ein Mittelwert expe-
rimentell ermittelt.

Aber warum ist 38 der Mittelwert? Wir haben 9 Schachteln mit 38 Streichhdlzern und eine Schachtel
mit 39. Entfernen wir aus dieser letzten Schachtel ein Streichholz, so haben wir zehn Schachteln mit

38 Streichhdlzern. Das Ubrig gebliebene Streichholz miissen wir in Gedanken auf die zehn Schachteln
gleichmaRig aufteilen, es also gedanklich in zehn gleich grof3e Teile zerbrechen!

10 10 10 10

9 9 9 9 [
8 8 8 8 ()
7 7 7 7 ®
6 6 6 6 ()
5 ® 5 L] 5 ® 5 ®
4 (] 4 (] 4 (] 4 (]
3 (] 3 (] 3 (] 3 (]
2 o @ 2 oo 2 e e 2 [ ]
1o eeee 1je->eeee ! ee0e0e0 [ L

35 36 37 38 39 40 35 36 37 38 39 40 35 36 37 38 39 40 35 36 37 38 39 40



Kasten 4

Farey-Folgen (ab 6. Schuljahr) und Ford-Kreise (ab 10./11. Schuljahr)

Die Schilerinnen und Schiiler erhalten den Auftrag, in ihrem Heft auf dem Kastchenpapier eine Stre-
cke der Lange 10 cm (als Teil des Zahlenstrahls) waagerecht zu zeichnen und die Endpunkte 0 bzw.
1 mit ¥ bzw.  zu bezeichnen. Sodann sollen sie Folgendes machen: Sie sollen mit diesen beiden
Briichen einen neuen Bruch bilden, dessen Zahler die Summe der Ausgangszahler und dessen Nen-
ner die Summe der Ausgangsnenner ist. Diesen neuen Bruch sollen sie auch auf der Strecke (oder
ggf. dem Zahlenstrahl) einzeichnen. Und nunmehr sollen sie folgendermafien weiter verfahren: Nimm

zwei vorhandene Briiche, erzeuge nach dem Verfahren einen neuen und zeichne ihn ein.

Eine mdgliche Zwischenstufe kénnte so aussehen:

—lo =
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o =
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— =

Die Schilerinnen und Schiler entdecken spielerisch:

o Jeder neu erzeugte Bruch liegt zwischen den beiden Ausgangsbriichen (,Mittelwert).

o Alle neuen Briche liegen innerhalb der Ausgangsstrecke.

e Es ist fur den ,Ergebnisbruch® wichtig, ob man vollstadndig gekiirzte oder erweiterte Briiche wahit.

Der Auftrag wird nun abgeandert: Sie sollen alle Briiche aufschreiben, deren Nenner hdchstens 5
(bzw. 2, 3, 4, ... )ist und die nicht groRer als 1 sind. Sie sollen dann diese Briiche der GréRe nach ord-
nen und wie bisher auf dem Zahlenstrahl eintragen. Zunachst werden systematisch folgende Briiche
gefunden:

112123123412345

1223334444555 55
Die Anordnungsversuche auf dem Zahlenstrahl fihren schlieRlich zu:
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Da man bei dieser Anordnung eine Symmetrie erkennt, die nur ganz links gestort ist, fuhrt das zur Er-

ganzung um die Briiche % g % % % wie hier schon eingezeichnet wurde.

Die Schillerinnen und Schiller entdecken:
¢ Die gesamte Anordnung ist symmetrisch zum Mittelpunkt der Strecke.

e Jeder Bruch (bis auf die Randpunkte) ist Mittelwert seiner beiden Nachbarn nach dem zuvor er-
zeugten Verfahren, aber: Das stimmt nur, wenn vollstandig gekiirzte Briiche verwendet werden.

Wenn wir oben die kiirzbaren Brlche in der zweiten Zeile fortlassen, liegt eine ,Farey-Folge” vor (im
Beispiel: der ,,Ordnung 5°).

Wir zeichnen nun (etwa mit einem Computeralgebrasystem) zu dem Bruch 4 einer Farey-Folge einen
a . . 1 .

Kreis um den Punkt (7, 2},2) mit dem Radius 37 und erhalten z. B. bei der Ordnung 5 das folgende

Bild. Das klappt bei allen Ordnungen! Die Kreise hei3en nach ihrem Entdecker ,Ford-Kreise*.

Wir stellen fest:

e Jeder Kreis (bis auf die Randkreise) ist in
gewissem Sinn ein Mittelwert zwischen sei-
nen beiden Nachbarn (welche sind das?).

e Zu je zwei ,Nachbarkreisen* finden wir in
diesem Sinn konstruktiv einen neuen Kreis
als Mittelwert mit Hilfe der zuvor kennen ge-
lernten ,Bruchaddition“ bei Farey-Folgen.

Weiterhin: Wir recherchieren im Internet zu den

Themen ,Farey-Folgen® (Farey Series, Farey

Sequences) und ,Ford-Kreise® (Ford Circles) ...!




Kasten 5

Ein historisch orientierter Zugang zu Mittelwerten in Jahrgang 8 bis 9

Wir gehen davon aus, dass den Schilerinnen und Schilern
das ,Berechnen® von Quadratwurzeln mittels Wurzeltaste
des Taschenrechners gelaufig ist, dass jedoch noch

kein Algorithmus zur ,handischen® Berechnung zur :
Verfigung steht. Zum Einstieg kann man ihnen g7 TR
Abbildungen von Keilschrifttafeln zeigen, insbeson- -_f[f\
dere die berihmte Keilschrifttafel ,Yale YBC 7289° e
(detailliertere Informationen und Quellenangaben
in [Hischer 2002]):

Hierzu muss man den Schiile-

rinnen und Schiilern dann

erzahlen, dass es sich

um eine Darstellung in
Keilschrift handelt und
dass es den Archdologen
gelungen ist, diese Schrift zu
entschlisseln: Sie haben
dazu die Toneindriicke sorgfaltig
abgeschrieben (,Transkription®) und dann ent-
schlisselt (,Transliteration®).

Auch sind natirlich weitere Hintergrundinformation iber den damaligen Kulturkreis (Mesopotamien,
etwa das Gebiet des heutigen Irak) und die Keilschrift angebracht, die sich die Schilerinnen und
Schiiler ggf. auch selbststandig aus dem Internet besorgen kénnen.

Mit solchen Informationen und Kenntnissen Uber die Keilschrift kann man die nachfolgende Translite-
ration zumindest nachvollziehen lassen, bei hinreichender Zeit sogar erarbeiten las-
sen. Wichtig ist dabei die Erkenntnis, dass es einen (senkrechten) Keilstrich (von
unten nach oben) fiir die ,Einer” und einen (waagerechten) Keilstrich (von links
nach rechts, es waren offenbar Linkshander!) fir ,Zehner* gab, dass es sich

also um Strichlisten mit ,Biindelung* handelte. Fiir Schiilerinnen und Schiiler R
in dem Alter zahlt es zu spannenden Erfahrungen, ,Geheimschriften® ent-
ziffern zu kdnnen und dabei anderen etwas voraus zu haben.

Dass es sich hierbei um ein Quadrat mit eingezeichneten Diagonalen handelt, ist
offensichtlich. Aber was bedeutet z. B. ,1, 24, 51, 10, was bedeutet die ,30" usw.?
Wenn man im Unterricht sexagesimale Darstellungen (etwa in diesem Rahmen) behandelt hat, kén-
nen die Schulerinnen und Schiiler dies selber deuten, sonst gibt man lhnen eine Hilfe:

,1,24,51,10“ bedeutet 1+ % + 5—12 + 1—05
60 60 60°

Dazu wird man dann klaren (ggf. mittels Internet), dass die Babylonier damals, vor rund 4000 Jahren,
anstelle unseres Zehnersystems die Grundzahl Sechzig benutzten, was sich bis heute z. B. in der
Zeiteinteilung und im Winkelmass erhalten hat.

Berechnung des obigen Summenterms mit dem Taschenrechner liefert 1,414213s, was bei den Schi-

lerinnen und Schiilern Assoziationen zum Naherungswert fur 2 hervorrufen sollte. Warum +/2 ? Und
was ergibt dann ,42, 25, 35“? Soll das nun

49 4 25 35 oder 42 25 35

60 60° 60 ' 60° " 60°
bedeuten? Beides ware ja denkbar! Und man sollte hier mitteilen, dass bei den Babyloniern in der Tat
beide Deutungen mdglich waren. Die richtige konnte man jeweils nur aus dem Zusammenhang erken-
nen. Links ergibt sich als Naherungswert 42,426388s und rechts 0,707106481, entsprechend ergabe
sich fur die Deutung der ,30“ entweder 30 oder 0,5. Nun ist Detektivarbeit nétig! Es wird auffallen,

dass 0,70710648; ~ 1 +/2 ist. Sollte es sich bei den Zahlen um Langenangaben handeln? Dann wiirde

es passen, denn die Diagonalenlange ist stets das 2 -fache der Kantenlange. Und das passt auch,

wenn die Kantenlange als 30 gedeutet wird, denn 42,426388s ist ungefahr das /2 -fache! Nun haben
wir es: An der Diagonalen steht der Umrechnungsfaktor zwischen Kantenlange und Diagonalenlange,
und dann ist noch ein konkretes Beispiel angegeben.

Aber wie haben die Babylonier vor rund 4000 Jahren ohne Taschenrechner und Computer so hervor-
ragende Approximationen erhalten? Spatestens jetzt ist der Boden daflir bereitet, zu erzahlen, dass
wir wissen, dass Pythagoras in Mesopotamien war und von dort die Kenntnis Uber drei Mittelwerte
mitgebracht hat ... (Detaillierte Ausfiihrungen dazu und zum weiteren Vorgehen in [Hischer 2002].)



Kasten 6

Der Algorithus von James Gregory zur Approximation von 7t

Wie beim bekannten archimedischen Verfahren wird ein Kreis vom
Radius r nach dem Prinzip fortgesetzter Verdoppelung der Ecken-
anzahlen durch ein- und umbeschriebene regelmafige n-Ecke ap-
proximiert. Bezeichnen wir die Seitenlange eines einbeschriebenen
n-Ecks mit e, und die des umbeschriebenen mit «,, so zeigt das i
erste Bild einen Ausschnitt des n-Ecks und des 2n-Ecks, und zwar
hier fir n = 4. K

P
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.
-
-
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N
)

Wir erkennen zwei Paare von jeweils &hnlichen Dreiecken. Dieses J(e,
kann man sehr schén auf dem Overheadprojektor visualisieren, in-

dem man die zu betrachtenden Dreiecke mit gleichfarbigen Folien- ]
stiicken bedeckt und diese dann ineinander schiebt. (Die jeweils
ahnlichen Dreiecke sind hier grau und schraffiert dargestellt.) 7

Die Schillerinnen und Schiler kénnen
diese Ahnlichkeit auch eigentatig im
Heft durch Auflegen und Verschieben
ausgeschnittener Dreiecke entdecken.
Oder sie simulieren den Sachverhalt
mit einem Programm zu Dynamischer
Geometrie.

Aber warum sind die Dreiecke jeweils
ahnlich?

Aus Symmetriegrinden besteht jedes
Dreieckspaar aus gleichschenkligen
Dreiecken, und die Scheitelwinkel sind
jeweils gleich groR, weil es jeweils die Eckwinkel regelmafiiger n-Ecke bzw. 2n-Ecke sind!

Aufgrund der Ahnlichkeit kénnen wir nun folgende Gleichungen aus der ersten Abbildung ablesen:

e (& e e

n 2n n o_ 2n

1 T 1 ’ T
2 Uy, 2 Uy =2 Uy, €on 2U
Da es unser Interesse sein muss, die Grofen des 2n-Ecks auf die des n-Ecks zurlickzufiihren, da fer-

ner in der ersten Gleichung nur u, vorkommt, hingegen in der zweiten e, und w, , ergibt sich als
Strategie, die erste Gleichung nach w, aufzulésen und die zweite nach e, . Sodann erhalten wir

durch Aquivalenzumformung:

e, u,

— 1
;€7 =36,

U 2n

2n e, +u,

Bezeichnen wir die Umfange des umbeschriebenen bzw. des einbeschriebenen n-Ecks mit U, bzw. E,,
so ergeben sich hieraus mit U, =n-u, und £, =n-e, die verschachtelten Gregory-Rekursionen:

U»n ZH(E,”,U,”), Egn ZG(En7U2n)

2n

Wir beachten, dass in der zweiten Rekursion U,, und nicht U, steht! Diese Rekursionen liefern ei-
nen (im Gegensatz zum archimedischen Verfahren) numerisch einfach durchzufiihrenden Approxima-
tionsalgorithmus fir =, der dennoch ablaufaquivalent mit dem archimedischen ist!

Die auf dem Strahlensatz beruhenden Verhaltnisse wurden zwar fir
n =4 veranschaulicht, sie sind jedoch unabhangig von n. Es reicht
sogar aus, die Zeichnung so zu verallgemeinern, dass man zwei belie-
bige Punkte auf dem Kreisrand auswahlt, den Bogen zwischen ihnen
durch ihren Mittelpunkt halbiert und daran dann die gesamte Planskizze
aufbaut.

Fir die Erarbeitung und die Durchfiihrung des Verfahrens sind der
Strahlensatz, das harmonische und das geometrische Mittel (und damit
die Quadratwurzel) erforderlich. Es kann damit bereits im Jahrgang 9
oder 10 (oder ggf. sogar schon im Jahrgang 8) behandelt werden.






