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Horst Hischer, Saarbriicken

Mathematikunterricht und Integrative Medienpidagogik —
zum Beispiel: Funktionen und Aliasing *

1 Neue Medien als Unterrichtsinhalt

Die Neuen Medien sind nicht nur beziiglich des Einsatzes im Unterricht,
also als niitzliches Werkzeug und Hilfsmittel, zu diskutieren, sondern auch
und gerade als Gegenstand des Unterrichts, d. h., als Unterrichtsinhalt.
Dies ist eine Bildungsaufgabe fiir die Schule insgesamt, und zwar im Sinne
des Konzepts einer Integrativen Medienpddagogik, bei der im Prinzip alle
Unterrichtsfiacher (fach-)spezifische Beitrdge zum Verstidndnis der flir die
Gesellschaft faktisch wichtigen Neuen Medien leisten konnen — spezifisch
sowohl beziiglich der Verwendung als Unterrichtsmittel (sofern dies fach-
didaktisch angemessen ist) als auch beziiglich der analysierenden und re-
flektierenden Betrachtung im jeweiligen Fachunterricht. Dabei kommt es
vor allem darauf an, dass Lehrkrifte und mit Bildungsplanung Beschéftigte
fiir das Anliegen einer Integrativen Medienpéddagogik sensibilisiert werden,
indem sie Neue Medien nicht entweder nur technikeuphorisch einsetzen
oder sie technikfeindlich ablehnen bzw. einfach erst gar nicht zur Kenntnis
nehmen, sondern diese auch als Bildungsinhalt begreifen!

Fiir den Mathematikunterricht wére ein bescheidener erster Schritt schon
damit getan, wenn wichtige mathematiktypische Werkzeuge und Hilfsmit-
tel wie etwa Funktionenplotter, Computeralgebrasysteme, Dynamische Geo-
metriesysteme, Tabellenkalkulation und das Internet im Unterricht nicht
nur im Sinne der Mediendidaktik eingesetzt, sondern auch im Sinne der
Medienkunde und der Medienerziehung zum Unterrichtsinhalt wiirden, in-
dem sie beziiglich ihrer Moglichkeiten kritisch begleitet, reflektiert und —
wenn moglich — auch untersucht werden. Dieses wird im vorliegenden
Beitrag exemplarisch fiir Funktionenplotter skizziert.

2 Stroboskopeffekt als ,,Aliasing*

Funktionenplotter sind ein niitzliches Werkzeug, sie liefern von termdefi-
nierten Funktionen schnell einen mehr oder weniger ,,schonen‘ (auch ,,rich-
tigen*?) Funktionsgraphen, Funktionsplot genannt. Und ein Funktionsplot
ist nach Winkelmann (1991) die Simulation eines Funktionsgraphen. Doch
ergeben solche Simulationen auch immer einen giiltigen Eindruck des Gra-
phen? So tritt das lateinische simulo (abbilden, darstellen; auch: vorgeben,
erheucheln) sowohl in simulacrum (4bbild, Nachbildung, auch: Trugbild)
als auch in simulatio (Verstellung, Heuchelei, Tduschung) wieder auf!

*

Ausflihrliche Betrachtungen und weitere Literaturangaben zu diesem Thema und zu
allen hier genannten Quellen finden sich in [Hischer 2002].
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Nebenstehende Abbildung zeigt
verheerende  ,,Simulationen®
der Sinusfunktion, die dhnlich Sin(;};)
mit jedem Funktionenplotter |';
erzeugbar sind: So sind hier die .
Funktionsplots von sin(127 x)
(beim CASIO FX 2.0) bzw. von 1
sin(239x) (beim TI 92) - | L e m—
jCWCiIS identisch mit dem Funk- CASIO FX 2.0: Graph sin(x) identisch Graph sin(127x)
tionsplot von sin(x). Neue Medien begegnen uns hier als Tduscher (L.

Fraunholz, 1991) — passend zur urspriinglichen Bedeutung von ,,simulatio*!
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Winkelmann verwendete 1991 fiir dieses Phinomen die Bezeichnung
., Stroboskopeffekt“, und ganz im Sinne der in diesem Beitrag propagierten
medienkundlichen und medienerzieherischen Aspekte pladierte er dafir,
solche Probleme zum Unterrichtsinhalt zu machen. Doch konnen wir das
1m Mathematikunterricht leisten? Konnen wir mehr leisten, als diesen Stro-
boskopeffekt nur zu demonstrieren bzw. ithn erleben zu lassen und dann
medienerzieherisch ein kritisches Bewusstsein zu wecken, oder konnen wir
bei den Schiilerinnen und Schiilern (und den Lehrkriften!) dariiber hinaus
auch medienkundlich ein Verstindnis fiir die Ursache(n) des Stroboskop-
effekts entwickeln? Konnen wir ihn vielleicht sogar gezielt erzeugen?

In der Numerik zdhlt dieses Phdnomen zum sog. ,,Aliasing® — das sind also
nandere* (d. h.: falsche) Darstellungen (nunmehr pleonastisch: Fehlsimula-
tionen). Das Aliasing wird in der Numerik unter der ,,Theorie der Moiré-
Phénomene* behandelt. (Und bei Graphikprogrammen haben wir uns viel-
leicht schon oft gefragt, was denn wohl ,,Anti-Aliasing* ist!)

3 ,, Idee* vs. ,,Simulation® mathematischer Objekte

Mit der Interpretation des Funktionenplottens als Simulation zeigt sich im
Nachhinein, dass auch die vertraute hdndische Darstellung von Funktionen
im Rahmen klassischer Kurvendiskussionen eigentlich nur eine Simulation
(von Funktionsgraphen) ist — mit welcher Giite? Doch was ist dann ei-
gentlich ein Funktionsgraph oder gar eine Funktion? Und wir kénnen sol-
che Betrachtungen fortsetzen, etwa bei der Zeichnung eines Kreises. Was
ist eigentlich eine Gerade, ein Kreis, ...? Wenn wir also Neue Medien zum
Unterrichtsinhalt werden lassen, werden damit zugleich klassische philoso-
phisch-mathematische Fragen bedeutsam, so etwa die Unterscheidung zwi-
schen der Idee eines Objekts und dessen Darstellung — hier wirken Neue
Medien auf alte Medien zuriick: Wir kénnen neue Inhalte in alten sehen!

4 Eine erste Analyse des Aliasing

Aliasing ist keine optische Tduschung! Aber dennoch ist Aliasing eine 7du-
schung, ndmlich (nochmals pleonastisch:) eine Fehlsimulation (s. 0.). Wie
konnen wir im Unterricht vorgehen, um dieses Phdnomen aufzukléren?
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Durch Erzeugung des Aliasing mit unterschiedlichen Funktionenplottern
ndhern wir uns der Ursache des Phanomens: Nachdem wir den Effekt bei
einem Funktionenplotter (etwa einem Taschencomputer) an dem Term
sin(ax) fir einen konkreten Frequenzfaktor a entdeckt haben (etwa vorsei-
tige Abbildung), erforschen wir ihn experimentell fiir andere Werte und
Plotter. (Es ist dabei vorteilhaft, sin(amx) anstelle von sin(ax) zu untersu-
chen und dabei im Graphikfenster die x-Achse von —1 bis +1 oder von 0 bis
2 zu skalieren.) Experimentieren wir in diesem Sinne etwa mit Derive ™
bei einer Bildschirmauflosung von 1024 x 768 Pixeln und nebeneinander
angeordnetem Algebra- und Graphikfenster, so ergeben sich identische
Plots fiir sin(rx) und sin(13937x)! Andern wir nun interaktiv die Breite des
Graphikfensters, so erhalten wir eine Fiille verheerender Simulationen! Fiir
die Verdnderung neigen wir spontan zu einer naiven Erklarung, etwa: das
Aliasing ,,irgendwie der diskreten Pixeldarstellung auf dem Bildschirm zu-
zuschreiben. Wir konnen jedoch mit anderen Funktionenplottern auch zu
ganz anderen Ergebnissen gelangen, etwa mit dem Programm ParaPlot von
Robert Triftshduser (vgl. http://hischer.de/mathematik/didaktik/neuemedien/):

Wenn wir hier in Analogie zu Derive einen ,richtigen* Wert fiir a gefun-
den haben, der zu einer ,,Fehlsimulation* wie in obiger Abbildung fiihrt, so
ist diese Simulation iiberraschenderweise unabhéingig von der Fensterbreite
— ganz im Gegensatz zu Derive! Das Durchforsten der Einstellungsmog-
lichkeiten von ParaPlot fiihrt dann zu der Entdeckung, dass man hier die
Anzahl der (aquidistanten) Stiitzstellen frei wiahlen kann — bei Derive hin-
gegen sucht man eine solche Option vergeblich: Derive hat also eine einge-
baute Stiitzstellenautomatik! Dieses unterschiedliche Verhalten der Funkti-
onenplotter kommt uns sehr gelegen: Es fiihrt uns zur Problemlésung!

5 Aliasing als Abtastphinomen

Der Stroboskopeffekt wird somit (primir) nicht durch die diskrete Bild-
schirmauflosung verursacht, sondern seine Ursache ist bereits rechner-
intern zu sehen: Der Funktionsterm wird durch die vorgegebenen bzw. ge-
wihlten Stiitzstellen abgetastet, und die damit erhaltenen Koordinatenpaare
(Wertetabelle!) werden als Pixel auf dem Bildschirm dargestellt (wobei ein
sekundérer Aliasing-Effekt moglich ist, dem wir hier nicht nachgehen).

Das Programm ParaPlot macht dieses Phdnomen nun auch fiir Schiilerinnen
und Schiiler erfahrbar und ,,begreifbar, weil die Stiitzstellenanzahl einzeln
fiir jeden Funktionsterm (!) mittels Schieberegler wdhlbar ist. Das folgende
Beispiel zeigt das Wesentliche des Aliasing: Sukzessive werden die Gra-
phen von sin(nx), sin(2nx), ... , sin(9nx) jeweils liber dem Intervall [0; 2].
»abgetastet” (also: rechnerintern wird eine dquidistante Wertetabelle er-
stellt), und die so gefundenen Wertepaare (x; f(x)) werden vom Funktio-
nenplotter durch Pixel auf dem Bildschirm /linear interpoliert dargestellt
(schwarz). Als Schrittweite wurde hier T gewihlt, d. h., es gibt 8 Abtast-
intervalle (Abtastrate = 8, sog. ,,Sampling-Frequenz*). Jedes Einzelbild ent-
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hélt zugleich einen ,,richtigen* Funktionsplot (hellgrau) mit hoher Abtastra-
te (hier: 500). Es wird dann einsichtig, weshalb sich bei der Abtastung von
sin(4x) (Frequenz = 4 = halbe Abtastrate) und sin(8x) (Frequenz = 8 = Ab-
tastrate) als ,,Aliasing-Graph* jeweils die x-Achse ergibt! Die Abtastung
von sin(9x) mit der Abtastrate 8 fehlt hier — sie ist identisch mit der Ab-
tastung von sin(x)! Zugleich entdecken wir: Die ,,Fehlsimulationen® von
sin(nx) wiederholen sich mit wachsendem # ,periodisch*! (Wie weit?)
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Nun konnen wir auch das in der Audiotechnik wichtige Shannonsche Ab-
tasttheorem plausibel machen: Die Abtastrate (Samplingfrequenz) muss of-
fenbar groBer sein als die doppelte abzutastende Frequenz. (Fourierriick-
transformation liefert eine exakte Rekonstruktion!) Und weiterhin konnen
wir nunmehr bei jedem Funktionenplotter das Aliasing gezielt erzeugen,
vorausgesetzt, dass wir die Stiitzstellendichte (und damit die ,,Sampling-
Frequenz*!) kennen oder diese wihlen konnen. Andererseits: Wenn wir bei
einem Funktionenplotter Aliasing entdecken, kdnnen wir durch Variation
des aktuellen Frequenzfaktors daraus die aktuelle Abtastrate (bei Taschen-
computern: die horizontale Bildschirmauflésung) ermitteln. Bei Audioda-
teien vermeidet man Aliasing bereits bei der Digitalisierung (Shannon!).

6 Die beiden Hauptsiitze fiir Funktionenplotter

Dieses medienkundlich-medienerzieherische Anliegen fiihrt uns schlielich
zu den beiden Hauptsdtzen fiir Funktionenplotter: (1) Jeder Funktionsplot
ist stetig. (Denn ein Funktionsplot ist selbst eine Funktion!) (2) Der Funk-
tionsplot trigonometrischer Funktionen ist meist falsch. (Dies ergibt
sich aus der periodischen Wiederholung der Fehlsimulationen!)
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