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Begriffsbildung im Mathematikunterricht

Anselm Lambert, Saarbriicken

Begriffsbildung ist ein allgemein anerkannter und wesentlicher Gegenstand des Mathe-
matikunterrichts. Damit ist es unstrittige Aufgabe der im Unterricht eingesetzten Neuen
Medien, speziell auch der Lehr- und Lernprogramme, jene zu unterstitzen.
Begriffsbildung findet durch den Einsatz Neuer Medien offensichtlich in einer anderen
Lernumgebung als bisher statt. Eine Frage, die nun zu stellen ist, um die dadurch beding-
ten eingetretenen bzw. notwendigen Veranderungen zu untersuchen, ist die danach, was
denn Begriffsbildung sei.

Begriffe und Begriffsbildung sind auf einer ersten Ebene unter ontogenetischen und kul-
turhistorischen Aspekten zu betrachten und enthalten auf einer zweiten Ebene von der
kognitiven, epistemologischen oder soziokulturellen Wissensstruktur abhéngige Kompo-
nenten. Diese beiden Ebenen sind miteinander verwoben. Die Fachdidaktik bedient sich
nun der geeigneten Hilfswissenschaften, von der Psychologie Uber Padagogik, Philoso-
phie und Soziologie bis hin zur Geschichte, um ein ganzes Bild von Begriffshildung in
Mathematik und Mathematikunterricht zu erhalten (siehe Abbildung 2).

Das hier vorgestellte theoretische Modell von Begriffsbildung ist deskriptiv in dem Sinne,
dass es die vorhandenen Sichtweisen strukturiert, und normativ, da es auffordert die ge-
nannten Aspekte alle zu bericksichtigen. Es eignet sich fur praktische Unterrichtspla-
nung, -beobachtung und -bewertung durch Lehrkréfte und bietet sich an als Basis fir
weitere systematische empirische Untersuchungen.

Von der im Modell beschriebenen Struktur des ontogenetischen Aspektes des Begriffes
Begriffsbildung gefiihrt, tragen wir aus den Befunden empirischer Mathematikdidaktik
schlielich ein begrundetes systematisches Modell von Zugéngen zur Mathematik zu-
sammen, die fur die Begriffsbildung im Mathematikunterricht eine entscheidende Rolle

spielen.

1 Der Begriff
Begriffsbildung
in der
didaktischen Literatur

Uber Mathematik im allgemeinen und Be-
griff im besonderen wurde schon nachge-
dacht, bevor es die Fachwissenschaft
Didaktik der Mathematik gab. So wie wir
aus der Geschichte der Mathematik im
Rahmen eines genetischen Unterrichts
wertvolle Anregungen fiir das Machen und
Darstellen von Mathematik, also fur den
Prozess und das Produkt Mathematik erhal-
ten kénnen, so liefern uns die Vordenker
des Nachdenkens Uber Mathematik auch
heute noch zwar nicht empirisch messend
abgesicherte, aber dennoch unverzichtbare
wichtige Impulse und Erkenntnisse. Begin-
nen wir also mit einem Klassiker.

1.1 Ein klassischer Anfang:
Gottlob Frege

Das Wort Begriff wird verschieden ge-
braucht, teils in einem psychologischen,
teils in einem logischen Sinn, teils auch in
einer unklaren Mischung aus beiden.
[Frege 1892, 64]

Gleich zu Beginn wird hier von dem ,Wort"
Begriff gesprochen, das ,gebraucht* wird.
Frege beschreibt hier (zumindest implizit),
dass der Gebrauch eines Wortes seine Be-
deutung ist. Ein Wort, als Zeichen fir einen
Begriff, ist nicht notwendigerweise der Rep-
résentant eines Dinges. Sprache ist also
nicht wie beim jungen Wittgenstein Abbild
der Wirklichkeit, sondern wie beim spéaten
Wittgenstein gilt, dass der Gebrauch eines
Wortes in einer Sprache seine Bedeutung
ist. Dies gilt auch fur die Zeichen der Spra-
che Mathematik. Begriffe verbergen sich
hinter den gebrauchten Zeichen. Wir unter-
scheiden, wenn noétig, das Zeichen (also
das Begriffswort, den Begriffsnamen oder
Bezeichner) von dem Begriff, der durch
Begriffsinhalt und/oder —umfang gegeben
ist. Und davon weiter die Relation von Be-
zeichner und Begriff. Betrachten wir den
Begriff als gegeben und ordnen ihm seinen
Bezeichner zu, so nennen wir dies Be-
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zeichnung (oder Ausdruck); umgekehrt ist
der Begriff die Bedeutung des Bezeichners:

Bezeichnung: Begriff > Bezeichner
Bedeutung: Bezeichner — Begriff

Frege stellt in dem oben angefuhrten Zitat
zwei Aspekte von Begriffsbildung heraus:
einen psychologischen Aspekt auf der ei-
nen und einen logischen, das heilt zeitge-
nossisch einen philosophischen Aspekt, auf
einer anderen Seite, die sich in seinen Au-
gen in diesem Spannungsverhéltnis — oft in
(unerwiinschter) Unklarheit — vermischen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es zu zei-
gen, dass wir bei den Begriffen Begriff und
Begriffsbildung neben den beiden von Fre-
ge angefuhrten noch einige weitere Aspek-
te zu betrachten haben, und davon zu
Uberzeugen, dass wir durch diese Vielge-
sichtigkeit eher (die erwiinschte) Klarheit
erlangen.

Unsere Aufgabe ist es also, den vielféltigen
Gebrauch des Wortes ,Begriff* oder auch
des Wortes ,Begriffshildung” aufzuspiren.
Die in der Literatur gefundenen Sichtweisen
werden dann im zweiten Abschnitt in ein
systematisierendes Modell zusammen ge-
fasst. Dann sehen wir weiter.

1.2 ,Begriffsbildung®
in der aktuellen
didaktischen Literatur

Wir wollen im nun Folgenden aus der origi-
nar fachdidaktischen und weiterer, der
Fachdidaktik nitzlichen und von der Fach-
didaktik zu nutzenden Literatur zusammen-
tragen, in Verbindung setzen und
strukturieren, was wir dort zur Begriffsbil-
dung finden kdnnen.

Begriffsbildung im Unterricht;
ein fachdidaktischer Einstieg.

Allen, die sich fir das Thema Begriffsbil-
dung interessieren, wirden wir fir einen
Einstieg in der Regel gewiss eines der Bu-
cher von Hans-Joachim Vollrath empfehlen.
Das ist meist das erste, was einem, mir und
den von mir befragten Didaktikern zumin-
dest, zu ,Didaktik der Mathematik und Beg-
riffsbildung” einfallt: ,Schauen Sie doch mal
in den Vollrath!* (insbesondere [Vollrath
1984]). Schauen wir also mal:

Der Zahlbegriff, der Verknupfungsbegriff,
die Begriffe Term und Gleichung, sowie
der Funktionsbegriff bilden sich im Laufe
des Algebraunterrichts heraus. [Vollrath
1994, 253]

Hier beschreibt Vollrath den ontogeneti-
schen Aspekt von Begriffsbildung [Hischer
1995, 9]. Lesen wir dies exemplarisch, er-
halten wir als Verallgemeinerung auf alle
Gebiete der Mathematik sinngemaR: Die
Begriffe bilden sich im Mathematikunterricht
heraus. Der Lernende erwirbt (oder kon-
struiert — je nach Begriffsbildung in der die-
se beschreibenden Lehr-Lern-Theorie) im
Laufe des Unterrichts Begriffe. Aber was
hei3t ,im Unterricht herausbilden“? Wie
kommt ein Begriff in eine Unterrichtssituati-
on? Was ist eigentlich ein zu beobachten-
der Begriff im Unterricht? Wie kdnnen wir
ihn beobachten und erkennen, ob er erwor-
ben (oder konstruiert) wurde? Dazu werden
wir in Bélde das epistemologische Dreieck
heranziehen.

Vollrath fahrt fort:

Diese Begriffsbildungsprozesse spiegeln
bis zu einem gewissen Grade die histori-
sche Entwicklung wieder. [Vollrath 1994,
253]

Hier beschreibt Vollrath den kulturhistori-
schen Aspekt von Begriffsbildung [Hischer
1996, 9]. Auch Uwe-Peter Tietze fahrt auf
diesen beiden Schienen. Er unterscheidet

Begriffsbildung (a) als Entstehung und
Fortentwicklung eines Begriffs im histori-
schen Rahmen der mathematischen Wis-
senschaft, (b) als Entstehen eines
Begriffs im Kopf eines Schillers [...] [Tiet-
ze 2000, 56]

Und erganzt

[...] (c) als Handlungsabsicht des Lehrers
im Unterricht. [Tietze 2000, 56]

Der Begriff kann also nach dieser Vorstel-
lung auch von der Lehrkraft vorgebildet
werden, ohne dass er von den Lernenden
nachgebildet (erworben oder konstruiert)
wird! Es gibt eine Handlungsweise der
Lehrkraft, die einen Begriff in den Raum zu
stellen vermag, der dort von den Lernenden
abgeholt wird oder aber auch nicht.
Zuriuck zu Vollrath:
Die Lernenden kénnen sich dieser Beg-
riffsentwicklungen in reflektierenden Pha-

sen des Unterrichts bewusst werden.
[Vollrath 1994, 253]

Welcher Begriffsentwicklungen? Das ist
nun etwas schwieriger zu verstehen. Meint
Vollrath den kulturhistorischen Aspekt? Da-
fur spricht — entlang: der Gebrauch eines
Wortes ist seine Bedeutung — das in beiden
Satzen gebrauchte Wort ,Entwicklung®, So
orientieren sich etwa auch Roland Fischer
und Gunther Malle bei ,Begriffsentwicklung*
an der Geschichte der Mathematik [Fischer
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/ Malle 1985, 150ff]. Oder meint er (auch)
den ontogenetischen Aspekt? Sinn macht
beides.

Beides kdnnte und wird bildungsbedeut-
sam sein [...]. [Hischer 1996, 9]

Bildungsbedeutsam unter der Perspektive
sowohl der Allgemeinbildung als auch der
Begriffsbildung. Fur unseren Mathematikun-
terricht hei3t das, dass Begriffsbildung un-
ter den beiden Aspekten (ontogenetisch
und kulturhistorisch) sowohl impliziter als
auch expliziter Unterrichtsinhalt sein kann
und soll.

Die Lernenden sollten im Mathematikunter-
richt Gber die in ihnen stattfindende Be-
griffsbildung genauso reflektieren und sich
genauso dazu &auBern koénnen, auch in
schriftlicher Form, wie zu der kulturhistori-
schen Begriffsbildung (die ihnen in inhaltli-
chen Zusammenhéangen gegeniiber treten
sollte). AuBern konnen heiRt hier: wir soll-
ten den Erwerb dieser Fahigkeit zur Refle-
xion fordern und férdern und im Unterricht
die Zeit und den Raum und damit die Gele-
genheit zur MulRe dazu zur Verfligung stel-
len.

In einem ersten Schritt kann dies, wie von
Wilfried Herget (in der Tradition von Wa-
genschein) vielerorts propagiert, in Form
von Aufsatzen dber Inhalte des Mathema-
tikunterrichts geschehen. Einerseits in ,et-
was anderen Aufgaben“ mit authentischem
Bezug zur Wirklichkeit: an Hand von Zei-
tungsausschnitten mit fragwurdigen (d.h.
des (Nach)fragens wirdigen) mathemati-
schen Argumentationen. Andererseits mit
authentischem innermathematischem Be-
zug, etwa in Beantwortung der Fragen
.Was ist eine negative Zahl?" oder ,Wozu
brauchen wir negative Zahlen?" — wie von
Gunter Schmidt (Stromberg) erfolgreich im
Unterricht verwirklicht, in sinnvoller Ergan-
zung zum Rechnen mit negativen Zahlen.
Nebenbei: solche Aufsatze ersetzen nicht
Rechnen durch Schreiben, sondern betten
Rechnen sinnhaft ein; hier wird Unterrichts-
zeit nicht fUr vermeintlich Unmathemati-
sches geopfert, sondern vielversprechend
investiert.

Es ist ein kleiner zweiter Schritt auch zur
Begriffsbildung selbst als Thema vorzusto-
Ben, einerseits die Starken (und Schwa-
chen) der Sprache Mathematik zu
diskutieren, andererseits die Fragen ,Wie
ich lernte, was eine negative Zahl ist!“ (on-
togenetischer Aspekt) oder ,Wie die negati-
ven Zahlen in die Mathematik kamen!"
(kulturhistorischer Aspekt) oder beides an-
zugehen. Wie wir reflektierende, nachdenk-

liche Fragen, die im Laufe des Unterrichts
dann zu eigenen Fragen der Lernenden
werden sollten und kénnten, weiter syste-
matisch ausdifferenzieren kdnnen, finden
wir von Susanne Prediger begrindet und
exemplarisch an der Exponentialfunktion
vorgefihrt in [Prediger 2002]. Sie klammert
dort allerdings den kulturhistorischen As-
pekt aus.
Es gibt
[...] immer wieder Bemihungen, die
Schiiler zum Schreiben tUber Mathematik
zu bringen. Wer wie GALLIN und RUF ei-
nen Weg findet, dass sie [...] aufschrei-
ben, welche Fragen sie besonders
beruhrt, welche Ergebnisse sie beein-
druckt haben, welche Erfahrungen fur sie
aber vielleicht auch schmerzhaft waren,
kann ihnen helfen eine personliche Be-
ziehung zur Mathematik zu gewinnen und
wird dabei selbst eine neue Dimension
des Mathematikunterrichts kennen ler-
nen. [Vollrath 2001, 151]

Reflektierende mathematische Aufséatze
(auch uber Aspekte der Begriffsbildung),
gerade auch in Alltagssprache, sind dar-
Uber hinaus ein wertvoller Beitrag zum
selbstgesteuerten Lernen, das notwendige
Bedingung eigensténdigen lebenslangen
Lernens ist.

Es ist unbestreitbar, dass die Tatigkeit
des umgangssprachlichen Kommentie-
rens und Analysierens mathematischer
Aktivitdten zur Forderung des Verstand-
nisses und zum Aufbau einer gréReren
mathematischen Kompetenz beitrégt. In
diesem Sinne sind die Aufforderungen
von Herget zu unterstutzen, haufiger ma-
thematische Aufsétze schreiben zu las-
sen. [Kaune 2001, 38]

Gerade dann, wenn uber die Inhaltsebene
hinaus auch auf metakognitive Fragen da-
nach, welche ldeen zu einem Begriff ge-
fuhrt haben, Antworten gesucht werden, um
die metakognitive Kompetenz der Schiuler
zu verstarken (vgl. [Kaune 2001, 39]): Ma-
thematische Aufséatze!

Zurtick zu Vollrath:

Man sollte versuchen, ihnen den Ein-
druck zu vermitteln, dass diese Begriffs-
entwicklungen nicht abgeschlossen sind.
[Vollrath 1994, 253]

Wir wollen es wieder fiir beide oben he-
rausgelesenen Aspekte behaupten: Sowohl
die ontogenetische als auch die kulturhisto-
rische Begriffsbildung sind nie abgeschlos-
sen. Jeder kann sich individuell
weiterentwickeln; niemand kann wissen,
wie sich die Mathematik in den nachsten
100 Jahren entwickeln wird.
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Der Eindruck kann implizit vermittelt wer-
den, in obigem Beispiel (zum Zahlbegriff)
durch den weiteren Ausbau des Zahlensys-
tems: die Lernenden lernen auch noch irra-
tionale Zahlen kennen. Besser aber wird er
explizit reflektiert. Es kann im Unterricht
nachgezeichnet werden, wie Menschen
durch den Auf- und Ausbau von Begriffen in
Begriffssystemen sich die Moglichkeit ga-
ben, die Phdnomene in der Welt zu ordnen
(s.u.), und wie der Erwerb dieser Begriffe
und dariiber hinaus der Fahigkeit zu reflek-
tierender Begriffsbildung auch den Lernen-
den diese Moglichkeit schenkt.

Das epistemologische Dreieck

Bei Vollrath heil3t es sinngemalR: ,Die Be-
griffe bilden sich heraus* (s.0.). Dazu kom-
men  wir nun  zurick. Aus der
Sprachwissenschaft haben Rainer Bromme
und Heinz Steinbring fur die Didaktik der
Mathematik das dort bewahrte Werkzeug
des epistemologischen Dreiecks tbernom-
men. Wenn man Mathematik als Sprache
zu lesen und zu sprechen bereit ist, ist dies
durchaus naheliegend.

Begriff
Objekt Symbol

Mit dem epistemologischen Dreieck setzen
wir Objekt (oder Ding), Zeichen und Begriff
in Beziehung. Statt ,Zeichen” finden wir in
der Didaktik der Mathematik dann auch den
Bezeichner ,Symbol“. Mit diesem Modell
gehen wir

[...] davon aus, daR nur die Zeichen- und
die Gegenstands-Ebene der Beobach-
tung zuganglich sind, wahrend sich die
Begriffsebene nur indirekt beobachten
lasst [...]. [Seeger 1990, 139]

Der Begriff ist in diesem Modell das statt-
findende und zu beobachtende Zusam-
menspiel von Objekt und Zeichen. Der
Begriff
konstituiert sich somit in einem relationa-
len Geflige von Objekt(en) (Anwen-
dungskontext), Symbol (Struktur) und
Begriffsinhalt. [Bromme / Steinbring
1990, 160]

Dies werden wir gleich noch etwas vertie-
fen, wenn wir ,Begriffssprache” und damit
auch die Zeichen néher betrachten. Eins
noch: Vom platonistischen Standpunkt aus,
der die mathematischen Ideen als gegeben
glaubt, stellt der Begriff diese Interaktion
her, vom konstruktivistischen Standpunkt

bilden die Interaktionen den Begriff (radikal:
die Interaktion ist der Begriff).

Es ist also von der Natur des Wissens
her erforderlich, sowohl den formalen
Kalkdl, als auch die ausgezeichneten
Anwendungen, und die Beziehung beider
Ebenen im Unterricht zu vermitteln.
[Bromme / Steinbring 1990, 162]

Hierin ist eine geeignete begriffsbildende
Handlungsabsicht (vgl. Tietze oben) der
Lehrkraft zu suchen und zu finden.

Wir haben auf unserer Suche nun auch das
Wort (das Zeichen) ,epistemologisch* im
Zusammenspiel mit dem Wort (dem Zei-
chen) ,Begriff* gefunden. Schauen wir uns
nun jenes Wort und seinen Gebrauch in der
Literatur an, stellen wir fest: epistemolo-
gisch bedeutet erkenntnistheoretisch und
zwar bezuglich subjektiver oder aber auch
intersubjektiver Erkenntnis. Ein solcher
Doppelgebrauch kann leicht zu Missver-
standnissen fihren, da hier ein Bezeichner
fur zwei verschiedene wenn auch nicht dis-
junkte Begriffe steht. Uns weist er allerdings
auf den epistemologischen Doppelaspekt
von Begriffsbildung hin, der sowohl unter
ontogenetische als auch kulturhistorische
Begriffsbildung fallt.

Begriffsschriften und Begriffssprache

Die lIdee, eine Schrift zu entwickeln, die
Begriffe verarbeitbar macht, ist alt. Sie fin-
det sich bereits im 13. Jahrhundert bei dem
katalanischen Philosophen Raimundus Lul-
lusl. Auch Gottfried Wilhelm Leibniz, der
Erfinder des Binarsystems, hat dariber
nachgedacht. Beginnen wir aber auch hier
wieder mit unserem Klassiker, mit Frege:

In den abstrakteren Teilen der Wissen-
schaft macht sich immer aufs Neue der
Mangel eines Mittels fuhlbar, Missver-
stdndnisse bei anderen und im eigenen
Denken zu vermeiden. Beide haben ihre
Ursache in der Unvollkommenheit der
Sprache. [...] Wenn wir aber das Zeichen
einer Vorstellung hervorbringen, [...] so
schaffen wir einen festen Mittelpunkt, um
den sich Vorstellungen sammeln. Von
diesen wahlen wir nun wieder eine aus,
um ihr Zeichen hervorzubringen. So drin-
gen wir Schritt fir Schritt in die Welt un-
serer Vorstellungen ein und bewegen uns
darin nach belieben [...]. [Frege 1882,
89f]

Wichtig ist flr Frege also bei einer Begriffs-
sprache und den in dieser verwendeten
Zeichen die Unmissverstandlichkeit. Haben
wir geeignete Zeichen an der Hand, bei de-
nen Darstellung und Vorstellung (mdglichst)

1 Fiir diesen Hinweis danke ich Hans Schupp.

4



Begriffshildung im Mathematikunterricht

eineindeutig verbunden sind, kdnnen wir
diese zur weiteren Begriffsbildung nutzen.
Dieser Prozess setzt sich iterativ fort und
fuhrt Uber die Konstruktion von Zeichenhie-
rarchien zur Konstruktion von Begriffshie-
rarchien. Diese Vorstellung von
Begriffshierarchien hat Parallelen in der
Lernpsychologie nach Ausubel, der Begriffe
in Begriffshierarchien gespeichert denkt
(vgl. etwa [Straka / Macke 1979, Lehrtext
7]; in seiner Sprache sagen wir hier gerade,
dass es eine korrelative Subsumtion zwi-
schen unserer und seiner Vorstellung von
Begriffshierarchien gibt.)

Beispiele fir Zeichen sind die Symbole un-
serer mathematischen Formelsprache (et-
wa mit der uns als Kalkil dienenden
Struktur ,Kdrperaxiome®), aber auch die
Objekte unserer Geometrie (etwa mit ,Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal®), die von den
alten Griechen in den Sand gezeichnet und
von uns durch die Neuen Medien zu dyna-
mischem Leben erweckt wurden. Und nicht
zuletzt natirlich die Worte unserer gespro-
chenen Sprache.

Darstellung und Vorstellung

Zeichen sind immer nur Darstellungen von
Vorstellungen. Die Darstellung, etwa eines
Dreiecks, mit Bleistift auf Papier oder mit
Kreide an die Tafel oder mit Maus in den
Bildschirm gezeichnet, ist nicht gleichzuset-
zen mit der mathematischen Vorstellung,
die wir uns davon machen. Sie ist immer
nur eine Abbildung unserer Vorstellung in
die Wirklichkeit. Das Zeichen ,Dreieck”
kann in weitere Begriffsentwicklungen ein-
gebracht werden, wenn der Lernende von
seiner Zeichnung so weit zu einem Zeichen
zu abstrahieren in der Lage ist, dass er dar-
in die ideale Vorstellung eines Dreiecks
sieht.

Abbildung 1

Betrachten wir das Beispiel in Abbildung 1,
das wir [Vollrath 2001, 86] enthehmen, wo

es zur lllustration gestaltpsychologischer
Zugange zur Beweisfindung, als Suche
nach der guten Gestalt, verwendet wird.

In unseren Formelzeichen sieht es so aus:

A:gh:g_h:gh
2 2 2

Wir sehen hier verschiedene Zeichen (visu-
elle und formale) zur Berechnung des Fla-
cheninhalts eines Dreiecks. In diesen
Zeichen sind verschiedene Beweisideen
noch enthalten: Der Flacheninhalt ist das
Produkt der Halfte der Grundseite mit der
Hohe bzw. die Halfte des Produkts aus
Grundseite und Hohe bzw. das Produkt der
Grundseite mit der Halfte der Hohe. Dies
steht zunéchst einmal der formalen Assozi-
ativitéat im Weg, ganz zu schweigen von der
Kommutativitat. Erst wenn der (h6here)
Begriff Flacheninhalt erworben ist, erst
dann sind die formalen Terme wirklich
gleich und das Symbol fir Flacheninhalt
steht weiteren hoéheren Begriffshildungen
zur Verfugung.

Wir kénnen uns auch diese Situation wieder
mit dem epistemologischen Dreieck veran-
schaulichen, von dem wir inzwischen Uber
seine (symbolische) Darstellung (und deren
Anwendung auf die von uns betrachteten
Objekte) eine Vorstellung erworben haben.
Der Begriff vermittelt hier nun zwischen der
Darstellung (als Objekt im epistemologi-
schen Dreieck) und der Vorstellung (als
Symbol dort), zwischen der externen und
internen Reprasentation, bis zur begriffli-
chen Identifikation von Darstellung und
Vorstellung. Dieser Teil der Begriffsbildung
ist nicht direkt zu beobachten.

Unsere Vorstellungen sind von den von uns
(individuell) bevorzugten Darstellungen ab-
hangig. Mit ,Nimm-Stellung-Aufgaben* zu
Vorstellungen und Fehlvorstellungen kann
dies zum Thema eines an Begriffsbildung
interessierten, diskursiv reflektierenden Ma-
thematikunterrichts werden. Siehe dazu
[Kaune 2001, 441].

Subjektive und intersubjektive Begriffs-
bildung

Frege hat fur uns oben den psychologi-
schen Aspekt der Begriffshildung ins Spiel
gebracht. Was sagt die heutige Lernpsy-
chologie zur Begriffsbildung? Dort finden
wir die folgende Unterscheidung (vgl. [E-
delmann 1995, 29f.]):
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Klassische Theorie:

Logische Struktur
Kombination der kritischen Attribute

Prototypentheorie:

Begriffe werden abgespeichert
in Form von typischen Objekten

Wir kdnnen eine Parallele ziehen: Diese
Unterscheidung ist auch die von Mathema-
tik als Produkt, in dem Begriffe durch die
klare Beschreibung ihrer kritischen Attribute
bestimmt sind, und Mathematik als Pro-
zess, in dem Begriffe abgrenzend durch
Beispiele und Gegenbeispiele bestimmt
werden.

Jeder weil3, dass ein Dreieck drei Ecken
hat, und erkennt ein solches. Aber keiner
zahlt dazu die Ecken eines Dreiecks, um es
Uber seine logische Struktur als Dreieck zu
bestimmen. (Und: Wir kdnnen oben auch
das epistemologische Dreieck sehen, ohne
dass ein Dreieck eingezeichnet ist.)

Nebenbei zeigt sich hier auch der kulturhis-
torische Aspekt von Begriffsbildung am
Begriff ,Begriffsbildung” in der Lernpsycho-
logie. Die klassische Theorie ist noch stark
von den Vorstellungen der Logiker gepragt,
die Begriffe durch Begriffsinhalt und Be-
griffsumfang beschreiben und den Begriffs-
inhalt, also Definiens und Definiendum, in
den Vordergrund stellen. Die neuere Proto-
typentheorie hat sich nun von diesem histo-
rischen Rahmen geldst.

Wissen ist in jedem Fall subjektiv, [...]

strukturell organisiert [...] eine menta-

le Konstruktion. [Edelmann 1995, 22]

~Wissen ist subjektiv‘ kann fir uns nur hei-
Ren, die Modelle der Psychologie beschrei-
ben nur das subjektive, in den Individuen
vorhandene Wissen. Intersubjektives Wis-
sen gibt es dennoch auch, kann aber von
den Modellen, die die kognitionspsycholo-
gische Struktur des Wissens beschreiben
nicht erfasst werden. Der Preis fir die Ge-
nauigkeit eines Modells ist immer die Ein-
schrankung seiner Reichweite.

Wissen ist in den Modellen der Lernpsycho-
logie in Begriffshierarchien strukturiert (vgl.
Ausubel und Gagné nach [Reinmann-
Rothmeier / Mandl 2001, 611f]) und muss
von den Lernenden in Eigenleistung aktiv
erarbeitet werden [Reinmann-Rothmeier /
Mandl 2001, 626]. Auf der anderen Seite
finden wir aber auch:

+Wissen“ kann [...] als Produkt eines Ge-
meinwesens, einer ,Sprachgemeinschaft*

usw. unter epistemologischen Aspekten
betrachtet werden. [Seeger 1990, 130]

Das heif3t also auch intersubjektiv. Dazu
bendtigen wir dann allerdings Modelle aus
der Soziologie.

Gewollte Begriffsbildung

Wir sehen theoretische Begriffe aul3er-
dem als den Ausdruck bestimmter Sicht-
weisen von Menschen, als soziale
kommunikative Konstrukte an. [Fischer /
Malle 1985, 151]

Auch der in der vorliegenden Arbeit gebil-
dete Begriff von Begriffsbildung versteht
sich als Diskussionsbeitrag, der die Sicht-
weise der zitierten Autoren in einer virtuel-
len Kommunikation fasst.

Sie ergeben sich nicht zwangslaufig aus
der Natur, unserer Wahrnehmung ...

(Der Begriff ,Unendlichkeit” ist hier ein gu-
tes Beispiel. Wie ist es mit dem Begriff
~Begriff*?)

..., Sie sind hingegen Ausdruck eines be-
stimmten Wollens; Ausdruck dessen,
dass uns ein gewisser Gesichtpunkt
wichtig ist. [...] Es ist in der Regel natir-
lich nicht der Wille eines einzelnen Men-
schen, der hier mal3gebend ist, es ist das
gemeinsame  (teilweise  unbewusste)
Bestreben von Mathematikern, die als
Mitglieder der Gesellschaft in einer be-
stimmten historischen Situation tatig sind.
[Fischer / Malle 1985, 151]

Ein solches Wollen formuliert Hans Freu-
denthal wie folgt:
Unsere mathematischen Begriffe, Struk-
turen und Vorstellungen sind erfunden
worden als Werkzeuge, um die [...] Phé-
nomene der Welt zu ordnen. [PISA 2000,
142]

Diese Feststellung kann uns als normativer,
diskussionswirdiger und —fahiger Standard
dienen. Sie liegt auch dem Begriff der Ma-
thematical Literacy der PISA-Studie zu
Grunde.

2 Ein systematisierendes
Modell

Das Phanomen ,Begriffsbildung” aus den
Fundstucken aus der Literatur zusammen-
puzzelnd kénnen wir ordnend das folgende
Bild festhalten: Begriffsbildung zeigt sich
auf zwei unterschiedenen, wenngleich mit-
einander verwobenen Ebenen.

Die hier getroffene Begriffshildung von Be-
griffsbildung ist Ausdruck (m)eines Wollens,
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eine Uberschaubare Struktur in die Phano- fe* der Mathematik, wie wir diese Begriffe
mene zu bringen. auch nennen wollen, stehen fir wesentli-
che Relationen und entstehen nicht bloR3
durch Weglassen von Eigenschaften (so-
genannte ,empirische Abstraktion“) aus
anderen Begriffen. Die Entfaltung dieser
im Begriff angelegten wesentlichen Rela-
tionen fiihrt zu jenem Netzwerk, das wir
Theorie nennen. [Fischer / Malle 1985,

Wichtige Begriffe stellen gewissermal3en
Anfangspunkte von Theorien dar und
werden ihrerseits durch die Theorien er-
klart. Dabei ist es eine nitzliche Sicht-
weise, solche Begriffe als den Ausdruck
von Beziehungen im Rahmen eines Netz-
werks von Beziehungen, eben der

Theorie, zu sehen. ,Theoretische Begrif- 151
Begriffsbildung
ontogenetisch kulturhistorisch
subjektiv ; inte\subjektiv
WWistensstrukiur WittEnistruktur: Witzensstrakur:
kognitiv epistemologisch < soziokulturell
N\ | \
L | \.x
= KE ' = \é : =

psychologie  Pédagogik  Philosophie = Soziologie = Geschichte
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Abbildung 2 [Hischer / Lambert 2002, 145]
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3 Erste Anwendungen des
Modells

Als reiner Mathematiker konnte ich mich
nun zufrieden zurtcklehnen und sagen: ,Ich
habe die Phanomene der Welt geordnet in
einem schonen, symmetrischen Diagramm,
das die (von mir oder: uns?) betrachteten
Aspekte strukturiert.”

Als Didaktiker muss ich (oder: missen wir?)
aber Uber den theoretischen Erkenntnisfort-
schritt hinaus auch den praxisrelevanten
suchen.

3.1 Begriffsbildung im
Mathematikunterricht aus
kognitionspsychologischer
Sicht

Wir hatten oben schon angesprochen, dass
die beiden Modelle der kognitiven Struktur
bei der Begriffsbildung in den Begriffsbil-
denden und den Begriffsgebildeten mit
wichtigen Phasen mathematischer Arbeit
synchronisieren.

Der Begriff als Produkt rigoroser Mathema-
tik ist immer strikt durch seine charakterisie-
renden Eigenschaften bestimmt, also ein
Begriff klassischer Bauart. Die Frage Witt-
gensteins, ob ein verschwommener Begriff
denn ein Begriff sei, beantwortet die mo-
derne Mathematik des 20. Jahrhunderts mit
einem eindeutigen, lauten ,Nein!“. Selbst
die Begriffe der Fuzzy Theorie, der mathe-
matischen Wissenschaft von der Vagheit,
sind strenge mathematische Begriffe.

Im Prozess der Mathematik hingegen arbei-
ten viele Mathematiker mit prototypischen
Représentanten der von lhnen untersuch-
ten und benutzten Begriffe. Die spéater aus-
gescharften Begriffe entstehen im Prozess
Mathematik durch die implizite oder explizi-
te Unterscheidung von Beispielen und Ge-
genbeispielen. Ein Begriff ist das, was er
nicht nicht ist. Dies ist auch ein Weg fur den
Mathematikunterricht. Siehe dazu auch [Hi-
scher / Lambert 2002, S.146ff: 13.3 Be-
griffsbildung im Unterricht]. Die Didaktik hat
sich also um geeignete diskriminante Mus-
terprototypen zu bemiihen, die den Lernen-
den einen Begriff nahe bringen kénnen.

3.2  Zugange zur Mathematik

Legen wir unser obiges Modell von Beg-
riffsbildung zu Grunde, so behaupten wir,
dass der ontogenetische Aspekt von Be-

griffsbildung in der kognitiven und episte-
mologischen Wissensstruktur der
Lernenden zu suchen ist. Die Wissenschaf-
ten, derer sich die Fachdidaktik hier bedie-
nen kann, sind die Psychologie in Form der
Kognitionspsychologie und die Philosophie
und die Soziologie in Form der Epistemolo-
gie.

Kognitive Mathematik

Am Institut fir Kognitive Mathematik in Os-
nabriick untersucht man die Zugange zur
Mathematik im Rahmen eines kognitions-
psychologischen Paradigmas. Die dortigen
Untersuchungen fiihrten zu folgender (hier
stark verkurzten) Begriffsbildung. Es kann
zwischen zwei Auspragungen der kogniti-
ven Struktur unterschieden werden.

Wir unterscheiden bei einem Menschen,
der sich in seiner Umwelt mittels Kogniti-
on Orientierung verschafft, zwischen dem
Einsatz einer pradikativen und einer funk-
tionalen kognitiven Struktur. Wir vermu-
ten, dass nicht beide Anteile bei allen
Menschen gleich stark ausgepréagt sind.
[Schwank 1996, 171]

Diese Strukturen lassen sich wie folgt skiz-
zieren (vgl. [Schwank 1996, 171] und
[IKM]):

Pradikative Struktur

Auf Beziehungsgeflechte und Ord-
nungsprinzipien ausgerichtet
Feststellung von Eigenschaften und
Strukturen

Begriffe sind Relationen
zwischen mathematischen Gegenstanden.

Funktionale Struktur

Denken in Wirkungsweisen und
Handlungen

Organisation von Prozessen

Begriffe sind Operationen
zwischen mathematischen Gegenstanden.

Daraus resultiert eine unterschiedliche
Haltung in Anbetracht eines Problems.
(Wir sprechen nur in solchen Fallen von
einem Problem, in denen die Ldsung
nicht (einfach) durch Anwendung eines
erworbenen Schemas hergestellt werden
kann.)

Bei der Sichtung eines Problems wird ei-
ne unterschiedliche ,Brille" aufgesetzt
und so vom Typ her unterschiedliche Ak-
zente gesetzt [...] Die Art des Zurechtle-
gens des Problems beeinflusst die
Begriffsbildung [...]. [Schwank 1996, 171]
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Inge Schwank hat Tests zur Bestimmung
der individuellen kognitiven Struktur entwi-
ckelt [QuaDiPf]:

In dem gegebenen Bild fehlt unten rechts ein Element.

Versuchen Sie sich selbst und finden Sie eine mog-
lichst sinnvolle Erganzung.

Achten Sie dabei auf lhre Begriindung, warum Sie von
Ihrer Lésungsfigur Gberzeugt sind.

Abbildung 3

Eine Einordnung ihrer Losung zu der hier
gestellten Aufgabe finden Sie in [IKM], wei-
tere erlauterte Beispiele in [Schwank 1996,
178] und [Schwank 1999, 94].

Die rigorose, moderne Mathematik des 20.
Jahrhunderts ist pradikativ. Diese Betonung
erklang mit dem Einzug der Neuen Mathe-
matik und der damit einschwingenden
Strengewelle auch in der Schule und hallt
heute noch dort nach.

Nach Maier/Schweiger pflegt die im 20.
Jh. favorisierte mathematische Fach-
sprache einen Verlautbarungsstil, der
sich auch im Vergleich zu anderen Fach-
sprachen besonders zeitlos, objektivis-
tisch, substantivistisch und
redundanzarm-esoterisch gibt. [...] Inzwi-
schen zeigen sich jedoch in der Fachwis-
senschaft selbst starke Tendenzen zu
anwendungsorientiert ,robusten Mathe-
matikauffassungen, die [...] nach starker
prozessualen Ausdrucks- und Denkwei-
sen verlangen [...]. [Fuhrer 2002, 178].

Es gilt also: Je nach Kontext ist die heutige
Mathematik zu Beginn des 21. Jahrhun-
derts pradikativ oder funktional. Und: Je
nach Kontext ist Rigorositdt oder Robust-
heit das Kriterium der Wahrheitsfindung. In
der reinen Mathematik fihrt kein Weg an
strenger Beweisfuihrung vorbei, sonst ist es

keine. In einem anwendungsbezogenen,
mathematischen Modellierungsprozess, in
dem die wirkliche Situation verarbeitbar zu-
rechtgestutzt wird, dann in einem mathema-
tischen Modell verarbeitet wird und die so
gewonnenen Ergebnisse interpretiert wer-
den, ist entscheidend, dass das Ergebnis
einer Uberpriifung an der Wirklichkeit, sei-
ner Validierung, standhalt (vgl. [Schupp
1988])).

Die heutige Mathematik lebt von lhrer
sprachlichen Vielfalt. Dies hat auch fur den
Mathematikunterricht Folgen, auch fiur Ide-
altypen reiner Mathematik:

Die Schulgeometrie sollte die dynami-
scheren Mdoglichkeiten der Alltagsspra-
che auch begrifflich nutzen. [Fihrer 2002,
178]

Und die dynamischen Mdglichkeiten eines
Dynamischen Geometrie Systems als eines
visuellen und funktionalen Werkzeugs. Der
Zugmodus etwa verlangt auch funktionales
Denken in Wirkungsweisen und Handlun-
gen. Eine solche dynamische Geometrie ist
dadurch eine andere, als die von den alten
Griechen im Sand fixierte, Strukturen be-
schreibende; sie ist nicht einfach ein Neuer
Weg zu alten Zielen. In Erganzung zur
klassischen Geometrie bereichert sie gera-
de deshalb den Unterricht.

Peter Bender stellt fest:

DGS und CAS stiften Sinn durch Konkre-
tisierung und Visualisierung von abstrak-
ten Begriffen: Viele Begriffe lassen sich
durch ein Tafelbild nur unzureichend ver-
anschaulichen, vor allem jene, die sich
aus Parameterdnderungen ergeben.
[Bender / Schwill 1995]

Dem ist in soweit zuzustimmen, als wir nun
auf einfacherem Weg viele Beispiele (und
Gegenbeispiele), die prototypisches Be-
griffslernen erméglichen, erzeugen kénnen.
Offen ist hingegen die Frage, wie Lernende
in Abhangigkeit von ihrer kognitiven Prafe-
renz mit DGS umgehen. Die Unterschei-
dung préadikative vs. funktionale kognitive
Struktur legt nahe, dass vor allem
funktionale Lernende von diesem bewegli-
chen Werkzeug profitieren, dass hingegen
fur pradikative Lernende eher eine Samm-
lung von Einzelbildern die Beziehungsge-
flechte offenbart. Es wére zu erwarten,
dass dies sich auch in unterschiedlichem
Umgang mit DGS zeigt.

Und da wir gerade bei bewegten Bildern
sind: Wir mussen die Frage stellen, welche
Lernenden von animierten Funktionsplots
profitieren und welche aber mehr von
reichhaltigen Einzelbildsammlungen? Oder
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anders: Wer versteht konkretisierte und vi-
sualisierte Parameteranderungen besser im
Fluss und wer Schritt fur Schritt?

08 x
-1

Abbildung 4 a-e

Nur eins scheint klar: Offen sichtlich erhdht
ein visueller Zugang zur Mathematik den
Nutzen eines visuellen Werkzeugs.

Denkstile: Epistemologien von Mathe-
matikerinnen und Mathematikern

Leone Burton hat 70 professionelle, for-
schende Mathematikerinnen und Mathema-
tiker sowohl aus der reinen als auch aus
der angewandten Mathematik interviewt,
um ihre Zugange zur Mathematik zu erfor-
schen [Burton 1999]. Aufgrund ihrer Inter-
views unterscheidet sie die folgenden
Denkstile:

Stil: Denken: Anteil:

Visual in Bildern, 66%
oft dynamisch

Analytic symbolisch, 37%
formalistisch

Conceptual in Ideen, 47%

klassifizierend

60 % der Interviewten haben zwei der Zu-
gange, 36 % einen und 4 % alle drei. Ich
nenne diese Zugange im folgenden visuell,
formal, konzeptuell. Veranschaulichen wir
sie uns an einem Beispiel: Gegeben sind
eine Gerade, zwei Punkte auf dieser Gera-
den und zwei sich schneidende Kreise um
diese Punkte.

Abbildung 5

Welche Steigung hat die Gerade durch die
Schnittpunkte der Kreise?

Losungen:

1. formal: Aufstellen der Kreisglei-
chungen, Berechnung der Schnitt-
punkte, Berechnung der
Geradengleichung. (Dies ist sehr
aufwandig, besonders wenn keine
konkreten Kreise gegeben sind).

2. konzeptuell: Symmetrie ausnut-
zen: die Kreise sind symmetrisch,
damit sind auch die Schnittpunkte
und die durch diese induzierte Ge-
rade symmetrisch zur gegebenen
Gerade, also sind die Geraden or-
thogonal. (Jetzt ist der ndtige for-
male Aufwand zur Berechnung
stark reduziert).

3. visuell: Das zu beobachtende
Phanomen ist: die Geraden stehen
senkrecht auf einander. (Das ist
hier die geometrische Invariante
unter einer Kongruenzabbildung:
das Koordinatensystem und damit
auch die Steigung sind uninteres-
sant!)

Wir sehen weiter: Auch die (individuell inte-
ressierende) Fragestellung héangt vom (in-
dividuellen) Denkstil ab.

Von den hier beschriebenen Dialekten der
Sprache Mathematik hat nur der formale
die Prazision und Reichweite hervorge-
bracht, die die moderne Mathematik fur ih-
ren rigorosen Aufbau bendtigt. Aber auch
die anderen beiden (oder die mdoglichen
Kombinationen) haben in der Geschichte
der Mathematik gro3e Leistungen beim
Ordnen der Phanomene ermdglicht und
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tragen hier zu elegant(er)en (?) Lésungen
bei. Im Unterricht sollten die Zugange ne-
beneinander und miteinander verwendet
werden, mit dem formalen Zugang als pri-
mus inter pares.

Burton beschreibt als weitere Dimensionen
mathematischen Tuns in der Praxis neben
dem Denkstil u.a. Schoénheit oder Intuition
und Einsicht.

Felix Klein hatte bereits intuitiv eine ahnli-
che Unterteilung der Denkstile wie Burton
vorgeschlagen. Er nannte die Typen Geo-
meter (der sieht, was er denkt), Analytiker
(der mit der Formel) und Philosophen (vgl.
[Borromeo Ferri 2002, 124])).

Eine weitere Beschreibung von Denkstilen
liefert der Mathematiker und Psychologe
Jacques Hadamard [Hadamard 1954]. Er
unterscheidet einen visuellen und einen
analytischen Zugang und stellt als eine
wichtige Fahigkeit eines Mathematikers
heraus, flexibel zwischen den beiden wech-
seln zu kénnen.

Betrachten wir dazu das folgende Beispiel:

1=hE=2 ey

71

Abbildung 6

Je nach Sichtweise sind zwei Gleichungen
gegeben oder zwei Geraden. Der Erwerb
der Fahigkeit, zwischen beiden flexibel
wechseln zu kdénnen, setzt voraus, dass im
Unterricht hinreichend oft beide Sichtwei-
sen aufeinander bezogen thematisiert wer-
den. Das Bestimmen des Schnittpunkts der
beiden Geraden oder der Lésung des Glei-
chungssystems ist mathematisch das Selbe
in verschiedenen Verpackungen.

Dass die beiden Geraden senkrecht auf-
einander stehen, sehen (sehr gute) Visua-
listen in der obigen Zeichnung, Formalisten
lesen es in den Formeln. Fir einen forma-
len Zugang ist ,senkrecht aufeinander ste-
hen“ ein eher kinstlicher Begriff. Hier liegt
dann etwa die Frage nach der Punktmenge
naher, die dadurch beschrieben ist, dass
sie Losungsmenge der Gleichungssysteme
ist, die dadurch gegeben sind, dass wir in
obigem Gleichungssystem jede 2 durch ei-
ne Variable ersetzen:

1 1
y=—X-a Yy=-ax+—
a a
Fir den Visualisten ist wiederum die Frage
nach der Gestalt (dem geometrischen Ort)
ebendieser Punktmenge in der Ebene inte-
ressant.

Rita Borromeo Ferri untersucht diese
Denkstile bei 15-16 jahrigen Schilerinnen
und Schilern und beginnt eine empirisch
begriindete Beschreibung zu entwickeln
[Borromeo Ferri 2002].

Ein zweidimensionales Modell ...

Fassen wir obige Erkenntnisse zu mathe-
matischen Denkstilen zusammen, erhalten
wir ein zweidimensionales, idealtypisches
Modell mdglicher Zugénge zur Mathematik:

Pradikativ Funktional

Formal

Visuell

Konzeptuell

... und seine Konsequenzen

Eine empirische Erhebung der Anteile fur
die einzelnen Zellen dieser Matrix steht
noch aus. Nichtsdestotrotz fihrt uns dieses
Modell zu einer wichtigen Einsicht: Um auf
die Zugéange der Lernenden zur Mathematik
eingehen zu koénnen, muss die Lehrkraft

diese und ihren eigenen Zugang kennen.?2

So schreibt Johann Sjuts zu den hier Uber-
nommenen kognitionspsychologischen Un-
terscheidungen der Osnabriicker Schule:

Lehraktivitdten muissen sich folglich an
den vorhandenen kognitiven Strukturen
orientieren. Deren Moadifizierungs- und
Differentiationspotenzial bildet neben der
stoffbezogenen Frage, welche externen
Repréasentationen (Darstellungen) zu er-

2 1ch ordne mich zum einen als funktional zum anderen als
visueller Konzeptualist in das Schema ein.
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winschten internen Reprasentationen
(Vorstellungen) fiihren kénnen bzw. fuh-
ren, die wesentliche GroRe. [Sjuts 2002,
468]

Analoges gilt fur die epistemologisch unter-

schiedenen Zugange.
Jugendliche, die Uber andere mathemati-
sche Denkstile verfigen als die betref-
fende Lehrperson haben demnach
gréRere Schwierigkeiten mit dem Unter-
richt als Jugendliche, die Uber Denkstile
verfiigen, die denen der Lehrperson ahn-
lich sind. [Borromeo Ferri 2002]

Zur Diskussion

Die ihr nicht eigenen, oben beschriebenen
Zugange muss die Lehrkraft lernen, um
sich verstandigen zu kdnnen, auch wenn
diese Dialekte nie zu ihrer Muttersprache
werden. Auch die Lernenden sollten versu-
chen, sich die ihnen nicht eigenen Zugange
der Mitlernenden zu erarbeiten. Dies gilt
besonders fur den modernen, pradikativ-
formalen. Aber dort, wo dieser nicht erlernt
wird, mit den anderen eigenen Zugangen
aber Phanomene geordnet und Probleme
gelost werden, wird auch Mathematik ge-
macht, sind diese Fahigkeiten also anzuer-
kennen.

Die klassische Analysis war auch schon
sehr leistungsféahig, bevor ihr Cauchy und
Weierstrass ihre heutige formale Strenge
verordneten, die Algebra léste konkrete
Gleichungen, bevor sie in ihrer modernen
Form nach abstrakten Strukturen forschte.

Denkstile sind Uber die aus ihnen resultie-
renden Begriffe auch Ausdruck bestimmter
Sichtweisen und eines bestimmten Wol-
lens. Die analytische und die synthetische
Geometrie etwa driicken ein Interesse an
unterschiedlichen geometrischen Phéno-
menen aus und gehen so verschiedenen
Fragen nach. Die Vielfalt der Denkstile tragt
wesentlich zur Reichhaltigkeit auch der
modernen Mathematik des 20.Jahrhunderts
in ihrer kulturhistorischen Tradition — von
der Sie sich ja nicht l6ste, sondern die Sie
unter einer pointierten Sichtweise fortflihrte
— bei.

Wie die Untersuchung von Leone Burton
zeigt, werden die drei beschriebenen, epis-
temologisch  unterschiedenen Denkstile
auch heute immer noch im Prozess Ma-
thematik zum Machen von aktueller Ma-
thematik verwendet, auch wenn wir im
Produkt Mathematik in der Regel nur noch
den formalen wiederfinden.

In der kulturhistorischen Tradition, in der die
heutige Mathematik steht, ist es legitim den
Lernenden ihren eigenen Zugang zur Prob-

lemlésung und zum Ordnen der Phdnome-
ne zu lassen, wenn sie damit mehr
erreichen kdnnen als mit einem unverstan-
denen ihnen fremden. Eine wissenschattli-
che Arbeit muss als Baustein im Gebéaude
der modernen Mathematik in der pradikati-
ven und formalen Hochsprache als der der-
zeitigen Sprache innerwissenschaftlicher
Kommunikation gefasst sein, eine Problem-
I6sung einer Aufgabe in der Schule (oder
im Leben) kann sich hingegen auch der Di-
alekte bedienen, solange sie begrindbar
bleibt. Letzteres — nicht ihre formale Stren-
ge (diese sollte dem Problem angepasst
werden) — ist die besondere Qualitat der
Sprache Mathematik. Die Kommunikation
mit Anderen, die mdglicherweise einen an-
deren Dialekt sprechen, ist ein weiterer
wichtiger — aber eben nicht unbedingt zur
Problemldsefahigkeit notwendiger — allge-
meinbildender Schritt.

Und zum Abschluss: eine PISA-Aufgabe

Die Aufgaben des internationalen PISA-
Tests wurden fir den nationalen Test um
sogenannte innermathematische erganzt.

Es sind der Inhalt der Grundflache einer
Pyramide ([...]) und die Lange der Mittel-
linie eines Dreiecks (Frage ,Dreieck"),
beides jeweils als rein mathematische
Gegenstande vorgestellt. [PISA 2000,
151]

Betrachten wir die ,rein mathematische“
Dreiecksaufgabe:

Dreieck: Die Seite NB des Dreiecks
ABCist 6 cm lang. Es werden die Mittel-

punkte Eund F der Seiten ACund BC

eingezeichnet. Wie lang ist E ?
C

P

[PISA 2000, 152]

Abbildung 7

Dies ist keine (!) Aufgabe der reinen, mo-
dernen, pradikativen Mathematik. Warum?:
Einzeichnen ist eine (funktionale) Hand-
lung, die Mittelpunkte der Seiten sind uns
aber doch mit den Seiten bereits gegeben,
wir als moderne Pradikative kénnen sie nur
noch benennen. Sie mussen nicht mehr
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von uns eingezeichnet werden. Strenge
beiseite, wichtiger ist: auch diese auf den
ersten Blick eher konvergente Aufgabe er-
maoglicht eine bunte Vielfalt unterschied-
lichster Lésungswege:

1. Intuitiv
2. Messen
3. Abrufen von Satzwissen: ,Die Mi-
tenparallele im Dreieck ...“
4. Strahlensatz
5. Hineinsehen von  kongruenten
Dreiecken
6. Analytisch (wird man in diesem Bei-
spiel wohl vermeiden):
a. Koordinatendarstellung
b. Vektorzige

Ein derart buntes Spektrum an Lésungswe-
gen (zu einer praktisch rein mathemati-
schen Aufgabe) ermdglicht und verlangt
eine umfassende Diskussion — auch gerade
zum Eindben der Kommunikation und Ver-
standigung (allgemeinbildend!) zwischen
den individuellen Dialekten der Sprache
Mathematik — im Unterricht und entspre-
chend ganzheitliche Beurteilungen und Be-
wertungen der LOsungen in  einer
Klassenarbeit.

Das unaufkindbare Sprachspiel, das unse-
re Mathematik zur Mathematik macht, ist
einzig die objektive Begrindbarkeit der L6-
sung.

Zur vorliegenden Arbeit

In der vorgetragenen Arbeit wird die Sys-
tematisierung der in der Literatur zu finden-
den Beitrdge zur Begriffsbildung wei-
terverfolgt, wie sie von Horst Hischer be-
gonnen wurde. Die in [Hischer 1996] zu
findenden Gedanken, von denen auch die
vorliegende Arbeit profitiert, dienten als
Keimzelle fur das hier vorgestellte, vervoll-
standigte Modell zur Begriffshbildung (siehe
dazu auch [Hischer / Lambert 2002]). Das
durch dieses fundierte Zugangs-Modell wird
hier so zum ersten Mal prasentiert.

Ich danke Uwe Peters fiir seine fruchtbar-
kritische Durchsicht des Manusskripts,
durch die die Chance erhdht wurde, dass
Uber meine hier vor lhnen liegende Darstel-
lung meiner Vorstellung von Begiffsbildung
bei lhnen eine meiner Vorstellung zumin-
dest &hnliche erzeugt werden kann.
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