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Mathematikunterricht und Neue Medien — oder:
Bildung ist das Paradies! '

Horst Hischer, Saarbriicken

Zusammenfassung

Technikeinsatz im Unterricht ist kein didaktischer Selbstzweck, der bereits allein durch
die Technikverfiigharkeit legitimiert ist, sondern vielmehr gilt mit Walther Ch. Zimmerli:
,Bildung ist das Paradies!“ So kann und darf es nicht allein darum gehen, leistungsfi-
hige neue Gerite und Software als methodischen Kristallisationskeim fiir neuartige Auf-
gaben zu entwickeln, sondern die Neuen Medien sind auch inhaltlich unter dem Aspekt
der Allgemeinbildung zu sehen: Zwar werden die Neuen Medien sicherlich im kiinftigen
Mathematikunterricht unter dem Werkzeugaspekt eine wichtige (und wohl auch selbst-
versténdliche!) Rolle spielen (insbesondere Computeralgebrasysteme und Dynamische
Geometriesysteme), ferner werden sie sich zu einem selbstverstéindlichen Werkzeug bei
der Informationsbeschaffung und -darstellung mittels Internet entwickeln — und die
kiinftige Bedeutung ,intelligenter Lernprogramme* bleibt abzuwarten. Allerdings wére
eine ausschliefllich beziiglich solcher Finsatzmdglichkeiten der Neuen Medien gefiihrte
didaktische Diskussion einseitig, weil diese nur die Mediendidaktik betrife und zugleich
andere wichtige medienpddagogische Aspekte unberiicksichtigt blieben!

Stattdessen ist in einem umfassenderen Ansatz eine Integrative Medienpdadagogik ange-
bracht: Bei diesem normativen Begriff hat das Attribut integrativ* eine zweifache
Qualitét: Zum einen sind alle drei Aspekte der Medienpiddagogik — némlich Medien-
didaktik, Medienerziehung und Medienkunde — bei Planung, Durchfithrung und Eva-
luation von Unterricht nicht losgelost voneinander zu beriicksichtigen. Und zum ande-
ren kann eine so verstandene Medienpédagogik (bei Bezug auf die Neuen Medien) we-
gen der Komplexitit des Gegenstandes nicht von einem Unterrichtsfach allein tiber-
nommen werden, auch nicht vom Fach Informatik — vielmehr sind im Prinzip alle Un-
terrichtsficher mit je spezifischen Ansitzen gefordert. Und in einem so verstandenen
Konzept integrativer Medienpiddagogik kann und muss auch der Mathematikunterricht
Bildungsaufgaben zu jedem dieser drei Teilbereiche der Medienpiddagogik wahrnehmen.
Dieses soll am Beispiel des Funktionsbegriffs demonstriert werden.

1 Vorbemerkung

,Lehr- und Lernprogramme fir den Mathematikunterricht“ ist das Tagungsthema.
Doch was ist damit gemeint? Zwar ist dies bisher kein wissenschaftlich verbindlicher
Terminus, jedoch gibt der Tagungsaufruf eine Interpretationshilfe, denn dort finden
wir, dass es um das , Lernen mit den neuen, computerbasierten Medien “ geht.

So verbindet sich mit der Bezeichnung ,Lehr- und Lernprogramme“ ein weiter und of-
fener Begriff — keinesfalls sind darunter also nur ,Programme* im Sinne der Kyberne-
tischen Piadagogik der 1960er Jahre zu verstehen, wie sie uns nunmehr iiber die Intelli-
genten Tutoriellen Systeme wieder begegnen, die sich ja u. a. dadurch auszeichnen, dass
sie die Kontrolle iiber den Lernprozess ihrer Benutzer iibernehmen (sollen!).

Vielmehr zdhlt im vorliegenden Kontext zu den ,Lehr- und Lernprogrammen® jegliche
Software, die bei den Prozessen des Lehrens und Lernens verwendet wird bzw. prinzi-
piell verwendet werden konnte — also auch fachiibergreifende Anwendersoftware wie
z. B. Tabellenkalkulation oder fachspezifische Anwendersoftware wie z. B. Computeral-
gebrasysteme, bei denen die Kontrolle iiber den Lernprozess (noch?) bei den Benutzern
selber liegt!

1 Hauptvortrag am 27.09.2002 in Soest auf der Herbsttagung des Arbeitskreises ,Mathematikunterricht

und Informatik“ in der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik e. V., erscheint 2003 im Tagungsband.
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Fachdidaktische Beitrige, Vorschlige und Untersuchungen beziiglich derartiger Lehr-
und Lernprogramme betreffen nun in aller Regel methodische Fragen des computerge-
stiitzten oder computerbegleiteten Lehrens und Lernens — sie beziehen sich also auf
die ,Neuen Medien“ als Unterrichtsmittel. Demgegeniiber bzw. weiterfithrend vertrete
ich nun die These, dass dies eine zu enge Sichtweise ist und dass Neue Medien auch
zum Unterrichtsinhalt werden miissen. Dies ist dann eine ficheriibergreifende Aufgabe,
und es entstehen spezifische Aufgaben fiir den Mathematikunterricht.

2 Mathematikunterricht und Medienpidagogik

2.1 Zur Situation

Blicken wir in die mathematikdidaktische Literatur, so konnen wir feststellen, dass es
bei dem Thema ,Computer” bzw. ,Neue Medien“ im wesentlichen um die Moglich-
keiten des Finsatzes von Computern und Taschenrechnern im Mathematikunterricht
geht, in letzter Zeit auch unter Hinzunahme des Internets zur Informationsbeschaffung.
Taschenrechner, Computer und Internet werden also beziiglich ihrer Moglichkeiten als
neuartige Werkzeuge oder Hilfsmittel zur methodisch besseren Gestaltung von Unter-
richt gesehen. Es gibt aber in letzter Zeit erneut Stimmen, die eindringlich fordern, dass
die Begegnung von Schule mit den Neuen Medien sich nicht in deren Einsatz erschop-
fen darf — ,erneut“ deshalb, weil dieses bereits im Herbst 1983 auf einer Expertenta-
gung in Loccum gefordert wurde 2 — zum Thema ,Neue Technologien und Schule“ —,
die Zeit damals aber wohl noch nicht reif war fiir eine nachhaltige Umsetzung im Un-
terricht.

Besondere Bekanntheit erreichte in diesem Zusammenhang im Jahre 2001 der Ameri-
kaner Clifford Stoll mit seinem Buch ,,LogOut — Warum Computer nichts im Klas-
senzimmer zu suchen haben und andere High-Tech-Ketzereien® 3 Dieses auf den ersten
Blick unterhaltsam und amiisant geschriebene Buch verfolgt (leider?) — wie sich schon
im Untertitel ,... Ketzereien ... “ andeutet — nicht das Ziel objektiver (Auf-)Kldrung,
sondern es bezieht einseitig und ablehnend Stellungnahme. Bill Gates bezeichnete Clif-
ford Stoll auch bereits als den ,,Advocatus Diaboli des Internet® 4 Beachtenswert ist
auch das kiirzlich erschienene Buch von Hartmut von Hentig: ,,Der technischen Zivili-
sation gewachsen bleiben — Nachdenken tiber die Neuen Medien und das gar micht
mehr allmdhliche Verschwinden der Wirklichkeit“ 5 Mit diesem neuen Werk, das ab-
wigend und vor allem mahnend geschrieben ist, greift von Hentig sein bekanntes Buch
dhnlichen Titels von 1984 vertiefend auf: , Das allmdhliche Verschwinden der Wirklich-
keit — Ein Pddagoge ermutigt zum Nachdenken tiber die Neuen Medien “. ©

Nimmt man sowohl Stolls als auch von Hentigs Kritik ernst, so wird plausibel, dass es
in der didaktischen Forschung und auch bei der Gestaltung von Unterricht nicht nur
um den Einsatz solch neuartiger Medien gehen sollte, sondern dass man auch untersu-
chen miisste, beriicksichtigen miisste, welche Wirkungen hierdurch bei den Schiilerin-
nen und Schiilern hervorgerufen werden! Und wir miissen noch einen Schritt weiter ge-
hen und fragen, welche Rolle denn die Neuen Medien im Rahmen von Bildung und All-
gemeinbildung spielen sollen. Ist etwa nur ,,Benutzungskompetenz* das Ziel?

Der Philosoph Walter Ch. Zimmerli schreibt hierzu mit Bezug auf das Internet u. a.: 7

Aber Bildung bedeutet nicht nur Internet-Benutzungskompetenz, sondern auch Persinlichkeitsbil-
dung. Deren Ziele bestehen nicht in Karrieremustern oder Kognitionsfertigkeiten, sondern in einer
Scharfung der Urteilskraft, der Erringung transkultureller Kompetenz sowie der Stdarkung geistiger
Orientierung. [...]

2 Auf einer Experten-Grundsatztagung in der Evangelischen Akademie in Loccum; vgl. [Ermert 1983].
3 [Stoll 2001]

4 Gefunden mit http://google.de am 23.10.2001 unter ,,Clifford Stoll“.

5 [von Hentig 2002]

6 [von Hentig 1984]

7

[Zimmerli 2002, 22]; Hervorhebung nicht im Original.
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Wenn wir uns klarmachen, dass auch eine grofie Bibliothek ein externer Wissensspeicher ist, dessen
Inhalt selbst gebildete Menschen nicht stéindig vor sich haben, dann leuchtet ein, dass auch das In-
ternet strukturell nichts anderes bereitstellt, als eine groie Bibliothek, fiir die wir allerdings keinen
Gesamtkatalog haben. Uber Bildung zu verfiigen hiee daher, so viel zu wissen, dass man sich in
den externen Wissensspeichern zurechtfindet — oder in den Worten von Georg Simmel: , Gebildet
ist, wer weif, wo er findet, was er nicht weifs. “

Es geht also darum, im Nichtwissen intelligent navigieren zu kénnen. Voraussetzung dafiir ist ein
Wissen um die Grenzen der eigenen Kompetenz und zugleich zu wissen, wie und mit welcher tech-
nischen Hilfe man sucht, was man noch nicht weifl, was aber als latentes Wissen im Netz stehen
konnte, [...] Nach wie vor trifft zu, dass Bildung im Sinne dessen, was man einmal gelernt hat, eine
ghnliche Bedeutung hat, wie Jean Paul sie der Erinnerung zuschrieb: das Paradies zu sein, aus dem
wir nicht vertrieben werden kénnen.

Wenn also geméfl Zimmerli kiinftig als gebildet nur noch jemand gelten kann, der sich
das Wissen der Welt im Internet erschliefen kann und dessen Urteilskraft geschiirft ist,
so sollten wir iiber das Internet hinaus weisend bedenken: Offenbar geniigt es nicht,
Neue Medien im Unterricht nur einzusetzen, sondern sie miissen auch beziiglich ihrer
Moglichkeiten kritisch reflektiert werden — und zwar sowohl beziiglich ihrer Chancen
als auch ihrer Risiken! Und das macht dann erst Bildung aus! Zugleich haben wir da-
mit andeutungsweise erfahren, worum es in der Medienpidagogik gehen konnte.

2.2 Medien und Funktionen

Was sind ,Medien“, bzw. was wollen oder kénnen wir darunter verstehen? Das kann
hier nur angerissen werden. 8 Im Lateinischen finden wir zwei Wurzeln:

o . medius*“
in der Mitte befindlich, dazwischen liegend, Mittelding, vermittelnd, auch: stérend

e _medium* -
Mitte, Mittelpunkt, aber auch: Offentlichkeit, Gemeinwohl, Gemeingut

Demgeméf treten uns Medien im pddagogischen Kontext in zwei etymologisch beding-
ten Grundbedeutungen gegeniiber:

0 Medien vermitteln Kultur, und Medien sind dargestellte Kultur.

Hierin zeigt sich uns eine Doppelgesichtigkeit von Medien. Und mit Blick auf den letz-
ten Teil meiner Ausfithrungen sei bereits jetzt darauf hingewiesen, dass sich Funktionen
in diesem Sinne als Medien erweisen, und das fiihrt uns dann zu der Aussage:

0 Funktionen vermitteln Kultur, und Funktionen sind dargestellte Kultur.

2.3 Medienpidagogik

Ich komme nun zu einer Charakterisierung der Medienpédagogik nach Issing: 9

Fiir die Behandlung padagogischer Fragen theoretischer und praktischer Art im Zusammenhang mit
Medien wird in der Literatur am h#ufigsten der Begriff Medienpidagogik verwendet [...]. Er umfafit
alle Bereiche, in denen Medien fiir die Entwicklung des Menschen, fiir die Erziehung, fiir die Aus-
und Weiterbildung sowie fiir die Erwachsenenbildung piddagogische Relevanz haben. Es erscheint
deshalb sinnvoll, den Begriff ,Medienpiidagogik“ als iibergeordnete Bezeichnung fiir alle pidago-
gisch orientierten Beschéftigungen mit Medien in Theorie und Praxis zu verstehen und einzelne As-
pekte der Medienpéadagogik niher zu spezifizieren.

Insbesondere sind hierbei die Teilbereiche Mediendidaktik, Medienkunde und Mediener-
ziehung hervorzuheben.

In Abb. 1 werden sowohl diese Teilbereiche als auch deren Zusammenhang dargestellt.

Vgl. [Hischer 2002, 48 ff].
9 [Issing 1987, 24]; vgl. auch [Kron 2000, 331].
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& Mediendidaktik befasst sich 10

mit den Funktionen und Wirkungen
von Medien in Lehr- und Lern-
prozessen, d. h. also mit me-
dienvermitteltem Lernen
[...]- Thr Ziel ist die For-
derung des Lernens

durch eine didaktisch

Franzisiech _ g 7 Politik
Russisch \) Funktionen und Kenntnisse lber 0
Q Wirkungen der Handhabung, Funktions- @  Fhi osophie

Neuen Medien in und Wirkungsweise Baliat
geeignete GeStaltung . ~ Lehr-und Lernprozeseen Medien- Neuer Medien gemats Religion
und methodisch [Criechisch yniersuchen, den Méglichkeiten
wirksame  Verwen- | [atein  Peurteilenundin Padagogik der jeweiligen Biologie

Planung und Durchfiihrung Fécher Chemie

dung von Medien.

Die Auswahl und der
Einsatz von Medien
soll dabei in Abstim-

mung mit den Unterrichts-
zielen, den Unterrichtsinhal-
ten und den Unterrichtsmetho-
den erfolgen.

Funst von Unterricht vermitteln

integrieren zu einem kritischen und Physik
Musik verattwortungsvollen Umaang mit den nformati
Neuen Medien anleiten

g Medienerziehutd s
Zorative medienptdo3

Die ,Neuen Medien“ bilden so- Abb. 1: Integrative Medienpidagogik
mit offensichtlich einen wich- als eine Bildungsaufgabe der Schule
tigen Untersuchungsgegenstand

der Mediendidaktik.

# Bei der Medienkunde geht es um die 11

Vermittlung von Kenntnissen tiber Medien, z. B. iiber die historische Entwicklung der Medien, tiber
Medieninstitutionen und ihre Organisation, iiber Mediengesetzgebung, Produktionsprozesse, Tech-
nik und Gestaltung von Medien; auch die Vermittlung von Erfahrungen in der Bedienung und
praktischen Handhabung von Medien z#hlt zu den Aufgaben der Medienkunde.

Hier liegt ein weiterer pidagogischer Aspekt vor, der auch die ,Neuen Medien“ betrifft.

<« Die ,,Medienerziehung* befasst sich 12

vorwiegend mit den Massenmedien, aber auch mit Unterrichtsmedien. Sie hat das Ziel, zu einem
bewuften, reflektierten, kritischen, d. h. sozial erwiinschten Umgang mit Medien zu erziehen.

Damit sind p#ddagogische Untersuchungen der ,Neuen Medien“ insbesondere auch der
Medienerziehung verpflichtet!

2.4 Integrative Medienpidagogik

Auf dem Bisherigen aufbauend postuliere ich nun eine Integrative Medienpddagogik als
normativen Begriff, bei dem ,integrativ* eine zweifache Qualitdt hat:

1.

Alle drei Aspekte der Medienpddagogik — Mediendidaktik, Medienerziehung und
Medienkunde — sind bei Planung, Durchfithrung und Evaluation von Unterricht in
ihrer Ganzheit (integrativ!) und nicht losgeltst voneinander zu beriicksichtigen.

. Eine so verstandene Medienpidagogik kann bei Bezug auf die ,Neuen Medien“ we-

gen der Komplexitit des Gegenstandes nicht von einem Unterrichtsfach allein tiber-
nommen werden, auch nicht vom Fach Informatik — vielmehr sind im Prinzip alle
Unterrichtsficher gemeinsam (integrativ!) mit je spezifischen Ansitzen (!) gefordert.

Eine integrative Medienpddagogik kommt somit also stets in ithrem doppelten Sinn zum
Tragen: alle drei Aspekte der Medienpiddagogik und (im Prinzip) alle Unterrichtsfiacher!
Und hinsichtlich der drei Aspekte der Medienpiddagogik — Mediendidaktik, Mediener-
ziehung, Medienkunde — gilt dann:

10
11
12

[Issing 1987, 25]; zitiert auch bei [Kron 2000, 331].
[Issing 1987, 26]
[Issing 1987, 25]
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e Mediendidaktik: Computer und Internet werden eine immer wichtigere Rolle im
Rahmen von Lehr- und Lernprozessen spielen, und zwar als ein neuartiges technisches
Medium (Hilfsmittel oder Werkzeug) bei der Aneignung von und Teilhabe an Kultur,
also beim Enkulturationsprozess. Lehrkrifte, Didaktiker, Bildungsplaner und Schul-
buchverlage stehen hier vor grofien Herausforderungen.

e Medienkunde: Voraussetzung fiir eine sinnvolle Nutzung solcher Medien ist eine soli-
de Kompetenz im Umgang mit ihnen. Dazu gehoren auch Kenntnisse tiber Aufbau und
Funktionsweise solcher Medien, die als grundlegend und allgemeinbildend zu bestim-
men sind.

e Medienerziehung: Unverzichtbar zur Personlichkeitsbildung ist eine Anleitung zum
bewussten, reflektierten und kritischen Umgang mit solchen Medien, und zwar im
Rahmen eines Allgemeinbildungskonzepts.

Die Umsetzung dieser Aspekte ist eine Bildungsaufgabe fiir Schule insgesamt und damit
prinzipiell fiir alle Unterrichtsficher mit je spezifischer Ausrichtung. Dies wurde bereits
in Abb. 1 veranschaulicht. Zugleich vertritt diese Graphik den pédagogischen An-
spruch, dass auch das sog. ,multimediale Lernen“ nicht nur einseitig in instrumenteller
Anwendung der Neuen Medien beziiglich Effektivierung der Lernvorginge zu sehen ist,
sondern dass auch hier die skizzierten medienpidagogischen Aspekte beachtet werden
sollten. Fiir die didaktische Forschung ergibt sich nun die Aufgabe, praktikable Unter-
richtsbeispiele zu entwickeln, die den drei in Abb. 1 dargestellten Aspekten der Me-
dienpéidagogik (mit ggf. je unterschiedlicher Akzentuierung) gerecht werden.

These:

Der Mathematikunterricht kann und muss zu allen drei Aspekten der Medienpédagogik
Gewichtiges beitragen!

Diese These soll in den folgenden Ausfithrungen exemplarisch untermauert werden.

3 ~Neue Medien*“ — Was ist das eigentlich?

Bisher hatten wir die Bezeichnung ,Neue Medien“ einfach fiir die neuen, computerba-
sierten Medien genommen, also als Zusammenfassung fiir ,,Computer und Internet“,
wobei die sog. ,Multimediacomputer “ und graphikfihige Taschenrechner und Taschen-
computer ebenfalls dazu gehdren. Warum nun aber die Bezeichnung ,Neue Medien*“,
noch dazu in der Grofischreibung? Dies kann hier nur skizziert werden. 13

Es héingt mit der Entwicklung von Technik zusammen: Die Geschichte der Entwicklung
der Technik ist aus anthropologischer Sicht zugleich eine Geschichte der ,,Auslagerung*
mechanischer Fiahigkeiten des Menschen auf Gerite und Maschinen, angefangen beim
Faustkeil tiber Waffen und Werkzeuge bis hin zu heutigen geradezu monumentalen
Baumaschinen. Die Maschine ,,Computer“ ist nun insofern revolutiondr, als hier erst-
mals nicht wie bei fritheren Maschinen mechanische Fihigkeiten des Menschen ,ausge-
lagert “ werden, 14 sondern ein neuer Maschinentypus Féhigkeiten iibernimmt, die bisher
den menschlichen Geistesleistungen zuzurechnen waren.

Wir brauchen nur an das Schachspiel zu denken, dessen souverine Beherrschung stets
als Kennzeichen besonderer Intelligenz galt. Und nunmehr treten Grofimeister gegen
Schachautomaten an, und als ,normaler® Schachspieler hat man ohnehin Schwierig-
keiten, gegen gute Schachcomputer, die es ja bereits fiir den PC gibt, zu gewinnen. Und
insbesondere gibt es heute ,,Schachprogramme®, die man im Internet spielen kann, und
zwar entweder gegen einen ,menschlichen Gegner“ oder gegen einen ,virtuellen Geg-
ner“, d.h. gegen einen Algorithmus in Verbindung mit einer Datenbank. Aber wenn
man nicht weifl, welche ,,Gegner-Wahl“ getroffen wurde, weifl man letztlich nicht, ge-
gen wen man spielt: Spielt man gerade gegen einen wirklichen Menschen oder (nur!?)
gegen ein von Menschen erdachtes Programm?

13 Details dazu in [Hischer 2002, 60 ff].
4 ygl. [Fischer & Malle 1985, 257 — 258].
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Bedeutet das nun, dass die Fihigkeit zum Schachspielen gar nichts oder nur wenig mit
Denkvermogen und Intelligenz zu tun hat, oder bedeutet das, dass Schachcomputer
denken konnen und damit in gewissem Sinn intelligent sind? 15

Allein diese Frage zu stellen, heifit jedoch, dass hier von Menschen geschaffene Maschi-

nen das bisherige Menschenbild in Frage stellen — ich will noch nicht sagen: bedrohen!
Immerhin wird nun in diesem Sinn - mit aller gebotenen Vorsicht formuliert -
,Denkfihigkeit“ auf den Computer ausgelagert — mag uns dies nun passen oder nicht!

Und das begriindet die herausragende Stellung der auf der Mikroelektronik beruhenden
Informations- (und der Kommunikations-)techniken und somit ihre ,Neuheit“, was zu
folgender Charakterisierung fiihrt:

0 Neue Techniken sind die datenprozessierenden Informationstechniken, sie sind sog.
»,Querschnittstechniken“ — denn: Der Computer erweist sich in nahezu allen Wis-
senschaften und Anwendungen als ein niitzliches Werkzeug, ja gar als ein unver-
zichtbares Werkzeug!

0 Neue Medien sind dann solche technischen Medien, die auf diesen Neuen Techniken
beruhen.

Und der Besonderheit dieser grundsitzlichen ,Neuheit“ dieser Techniken und Medien
trigt man oft dadurch Rechnung, dass man das Attribut ,neu“ grofl schreibt.

4 Unterrichtsmittel vs. Unterrichtsinhalt,
Werkzeug vs. Hilfsmittel 1

Geméfl Abb. 1 kénnen wir Neue Medien unter drei padagogischen Aspekten betrachten:
Mediendidaktik, Medienkunde und Medienerziehung. Diese drei Aspekte ziihlen metho-
dologisch zur sog. Bereichsdidaktik.

Wihrend es bei den mediendidaktischen Aspekten Neuer Medien vorrangig um ihren
fachdidaktisch begriindeten Finsatz im Unterricht und damit um den Umgang mit ihnen
geht, werden die Neuen Medien sowohl unter medienkundlichen als auch unter medien-
erzieherischen Aspekten im Unterricht untersucht, sie werden damit zum Unterrichtsin-
halt, und sie dienen dabei der Aufkldrung und der Vermittlung von Haltungen und FEin-
stellungen. Da sowohl dieser Umgang mit den Neuen Medien als auch deren Erorterung
jeweils in Unterrichtsfichern erfolgt, miissen wir Neue Medien im pédagogischen Kon-
text in der doppelten Rolle als Unterrichtsmittel und als Unterrichtsinhalt betrachten.
Und damit haben wir folgende Perspektiven gefunden, unter denen wir die Neuen Me-
dien betrachten konnen:

e fachdidaktische Funktion Neuer Medien:
o als Unterrichtsmittel (d. h. als Werkzeug oder Hilfsmittel)
o als Unterrichtsinhalt (d. h. als Gegenstand des Unterrichts)
¢ bereichsdidaktische Sicht Neuer Medien:

o mediendidaktisch Neue Medien | als

o medienkundlich unter dem . | Unterrichtsmittel | Unterrichtsinhalt
Aspekt AN

o medienerzieherisch

Diese zweifache Sichtweise Neuer Medien | Mediendidaktik
kénnen wir in einer Perspektivenmatriz dar-
stellen (Abb. 2). Die unscharfe Darstellung
soll deutlich machen, dass die beiden Kate-
gorien ,Unterrichtsmittel“ und ,,Unterrichts- | Medienerziehung
inhalt“ in der Perspektivenmatrix nicht - . ;

trennscharf sind: dass also einerseits zum Abbbirggizzﬁ;ﬁ?gﬁg%ﬁh?C&fﬁ(gfrﬁn o

Unterrichtsmittel, dem ,Instrument®, stets fachdidaktische Funktion (oben)

Medienkunde

15 Vgl. hierzu u. a. [Penrose 1991, 12].
16 Beziiglich einer Vertiefung vgl. [Hischer 2002, 232 ff].
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auch der Unterrichtsinhalt, das ,,Thema* bzw. der ,Gegenstand®, gehtrt und umge-
kehrt; dass jedoch andererseits ,Mediendidaktik“, ,Medienkunde“ und ,Medienerzie-
hung* zwar jeweils Schwerpunkte unterrichtlichen Handelns beschreiben, aber dennoch
nicht voneinander zu trennen sind.

Oben getroffene, noch nicht spezifizierte Unterscheidung der Unterrichtsmittel in Werk-
zeug und Hilfsmittel mag irritieren, weil sie nicht selbstredend (und ebenfalls nicht
trennscharf!) ist. Sie zielt jedoch akzentuierend auf idealtypisch grundsdtzliche Unter-
schiede im Anwendungsbereich solcher Medien ab:

o Ein Werkzeug ist in diesem Sinne dadurch gekennzeichnet, dass es — zumindest in
einem bestimmten Bereich — recht vielseitig verwendbar ist.

o Ein Hilfsmittel dagegen ist (nach diesem Versténdnis) weniger vielseitig, sondern
es kann im Prinzip fiir nur einen Zweck konstruiert worden sein.

So wird ein Korkenzieher in der Regel nur ein Hilfsmittel sein und nur in extremen
Notsituationen als Werkzeug verwendet werden (wenn anderes nicht verfiigbar ist). Ein
Werkzeug hingegen verleiht seinem Benutzer — im Gegensatz zum Hilfsmittel -
Macht im Sinne von Carl Friedrich von Weizsécker: 17

Macht nenne ich die Bereitstellung von Mitteln fiir offengehaltene Zwecke.

¢

So ist beispielsweise ein Computeralgebrasystem als (vielseitiges!) ,, Macht verleihendes
Werkzeug anzusehen, hingegen wire ein ,kastrierter“ Funktionenplotter, der nur die
Veranschaulichung und Konstantenvariation fest implementierter Funktionsterme er-
laubt, ein geradezu ,ohnmdchtiges“ Hilfsmittel, das nur fiir vom ,Autor* vorgegebene
Zwecke verwendet werden kann.

Diese Betrachtungen konnen generell auf jegliche sog. ,Lehr- und Lernprogramme“
ausgedehnt werden: Wenn sie ,offen“ konzipiert sind, also fiir nicht eng umgrenzte Ge-
biete anwendbar sind (wie z. B. Computeralgebrasysteme, Programmiersprachen, Ta-
bellenkalkulationsprogramme, aber auch viele Funktionenplotter), sind sie ,méchtig®,
sonst sind sie nur Hilfsmittel.

Q ,Bildung als Paradies “ braucht aber , Offenheit“!

Ich betrachte im Folgenden nur Werkzeuge in diesem Sinn.

5 Neue Medien als Unterrichtsmittel —
grundlegende Werkzeuge

5.1 Ubersicht

Folgende Werkzeuge, die auf Neuen Medien basieren, sind derzeit und in naher Zukunft
fiir den Mathematikunterricht bedeutsam.

Funktionenplotter, Computeralgebrasysteme, Dynamische Geometriesysteme und
Tabellenkalkulationssysteme, ferner Werkzeuge zur Visualisierung und das Internet.

Die Gruppierung der ersten vier Werkzeugtypen ist keinesfalls trennscharf, denn das
Anwendungsspektrum der einzelnen Systeme nimmt zu, und die urspriinglich unter-
schiedlichen, fiir spezielle Anwendungen konzipierten Systeme wachsen zusammen —
eine Tendenz, die wir bei den sog. ,,Anwendungsprogrammen“ wie etwa zur Textverar-
beitung oder zur Graphikbearbeitung ebenfalls seit langem beobachten kénnen.

Wenn wir also die oben genannten Bezeichnungen fiir vornehmlich mathematikorien-
tierte Anwendersoftware benutzen, dann soll dies eine idealtypische Verwendung sein,
mit der wir die urspringlich intendierten Anwendungsrichtungen ansprechen.

Diese Werkzeugtypen seien kurz exemplarisch vorgestellt.

17" [von Weizsticker 1992, 19]; Hervorhebung nicht im Original. In [von Weizsiicker 1989, 1054] schreibt
er: ,Ich definiere Macht als [...] Bereitstellung von Mitteln fir freigehaltene Zwecke. “
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5.2 Funktionenplotter

,Plotter“ bedeutet ,Planzeichner“, und man kennt sie in der Datenverarbeitung als
analoge Tuscheplotter bereits seit rund 40 Jahren, und lange zuvor kannte man sie in
der Physik als z-y-Schreiber bzw. als t-y-Schreiber fiir ,,Endlospapier “.

Mit dem Aufkommen der ersten Arbeitsplatzcomputer Ende der 1970er Jahre, verbun-
den mit der (vollig neuen!) Verfiigbarkeit individueller (Nadel-)Drucker, wuchs der
Wunsch der Anwender zur Erzeugung von Funktionsgraphen mit dem eigenen System,
und so entstanden die ersten sog. Funktionenplotter — auch schon fiir den Mathema-
tikunterricht. Die Ergebnisse waren zwar einerseits fiir die normalen Anwender sehr
eindrucksvoll, weil sie bis auf die eigenhindig skizzierten Funktionsgraphen nichts an-
deres kannten, und andererseits waren die Ergebnisse schlicht miserabel, gemessen an
dem Qualitéitsstandard, der schon rund 20 Jahre vorher mit den Tuscheplottern iiblich
war. Dennoch waren diese Ende der 1980er Jahre entwickelten ersten Funktionenplot-
ter mediendidaktisch durchaus interessant, weil durch sie ,offen sichtlich“ wurde, dass
die Funktionsgraphen nur aus diskreten Punkten bestehen. Immerhin waren sie in der
Auflssung den um die Jahrtausendwende herum iiblichen graphikfihigen Taschencom-
putern deutlich iiberlegen. Ein grundsdtzlicher methodischer Vorteil gegeniiber dem her-
kommlichen Verfahren des Zeichnens von Funktionsgraphen per Hand iiber Werteta-
bellen war jedoch kaum erkennbar, zumal ohnehin nicht alle Schiilerinnen und Schiiler
einen eigenen Rechner zur Verfiigung hatten.

Allerdings waren zwei neue Aspekte methodisch sehr interessant:

e Der Trace-Modus, der schon 1991 beim Taschencomputer TI-81 verfiigbar war und
heute fiir alle TC wie CASIO oder TI und z. B. auch fiir das Computeralgebrasystem
Derive selbstversténdlich ist. (Mit diesem Modus kann man ein frei bewegliches Cur-
sor-Fadenkreuz an einen Funktionsgraphen binden, also auf einen Freiheitsgrad ein-
schrinken, und damit z. B. interaktiv Schnittpunktkoordinaten approximieren.)

e Die quasi-kontinuierliche Konstantenvariation (oft auch ,Parametervariation“ ge-
nannt), wie sie leider auch heute noch nicht bei allen Funktionenplottern selbst-
versténdlich ist. (Bei Verfiigharkeit dieser Option lisst sich der Einfluss von ,Form-
variablen“ auf Lage und Gestalt der Funktionsgraphen interaktiv untersuchen.)

Besonders interessant beziiglich der Konstantenvariation sind hier die folgenden beiden
aktuellen Neuentwicklungen: DynaPlot und ParaPlot:

DynaPlot ist eine Excel-Anwendung mit Schiebereglern. 18 Dieses Programm ist beson-
ders unter medienkundlichen Aspekten inte- mmmm -

ressant, wenn man nimlich versucht, seine
Funktionsweise zu verstehen und es ,,nach—
zubauen“. Diese Aufgabe ist aber sehr an-
spruchsvoll und scheidet wohl in aller Regel
fiir den normalen Mathematikunterricht aus.

Anders dagegen ist das in VisualBasic ent-
wickelte Programm ParaPlot ! nur eine
,Black Box*, dafiir aber eine sehr leistungs-
fihige, die kurz vorgestellt sei (Abb. 3): Es
eignet sich zur gleichzeitigen Darstellung
von bis zu drei Funktionsgraphen oder bis
zu zwei Kurven in Parameterdarstellung,
wobei beliebig viele Konstanten als Formva-
riable mit frei wihlbaren Namen verwendbar
sind.

Abb. 3:
»,2Dynamischer“ Funktionenplotter ParaPlot

18 Herunterladbar unter htip:/www.staatiche-bos-nuernberg.de. Entwickelt von Ulrich Wiirfl (mit Robert
Triftshéiuser).

19 Herunterladbar unter htip:/www.staatiche-bos-nuernberg.de und htip://hischer.de/mathematik/didaktikineuemedien/.
Entwickelt von Robert Triftshiuser. Es ist nicht zu verwechseln mit einem {iber zehn Jahre alten
gleichnamigen, auf heutigen Rechnern nicht mehr lauffihigen DOS-Programm.
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Die Funktionsterme, die Kurventerme und die Belegungen der Formvariablen lassen
sich eingeben, und alle Fenster (Graph, Schieberegler, Termeingabe) sind in Grofle und
Position frei verinderbar.

Es gibt eine Fiille von eigenstindigen Funk-

: . B o ] a=-pas2 | 4 4§ y-Achse
tionenplottern wie ParaPlot auf dem Markt, | =—————"—=—— Far P gilt
wenngleich leider nur wenige iiber die wich- | — ' P P = (x, f(x))

B
[

4 | cm=16 [ 4 3{'

tigen Schieberegler zur Konstantenvariation
verfiigen. Mittlerweile sind auch Dynamische
Geometriesysteme wie Euklid DynaGeo in
eigentlich systemwidriger Weise als Funkti-
onenplotter verwendbar, weil sich hier vor-
ziiglich Schieberegler realisieren lassen —
und zwar von den Schiilerinnen und Schiiler
selber! Abb. 4 zeigt ein ,eingefrorenes“ Bei-
spiel.

Parabel mit der Funktionsgleichung:
f(x) = y = a(x-h)*+c

Abb. 4: Euklid DynaGeo als Funktionenplotter
(Shareware herunterladbar unter htip:/mechling.de)

Hervorhebenswert ist ferner der Funktionenplotter DPGraph von David Parker, mit
dem sich u. a. zeitabhingige Animationen erstellen lassen und der insbesondere fiir 3D-
Darstellungen impliziter Funktionen gedacht und geeignet ist. 20 Bemerkenswert ist
auch die implementierte einfache Programmiersprache, die man verwenden muss, um
diesen Plotter benutzen zu konnen. Dies ist gerade unter medienkundlichen Aspekten
interessant, zumal diese elementare Programmiersprache fiir Schiilerinnen und Schiiler
leicht erlernbar ist — hier kommen die in den 1980er Jahren von Heinz Griesel propa-
gierten 10-Zeilen-Programme wieder zuriick in den Mathematikunter-
richt! Abb. 5 zeigt als Beispiel die Darstellung eines ,Huts“ mit Hilfe
von DPGraph. Hieran wird offen sichtlich, dass man mit diesem
Programm rein spielerisch und vollig ,nutzlos* schoéne Flichen
und Kurven erzeugen kann ein sehr wichtiger Aspekt der
Mathematik und des Mathematikunterrichts!

Der Programmkern ist hier (Modellierung eines Torus!): Abb. 5: ,Hut*,
graph3d (x"2+y"2+2z°2"+a"2-b"2 = 2*a*sqrt (x"2+y~2)) ©zeugt mit DPGraph

5.3 Tabellenkalkulation

Das erste Tabellenkalkulationsprogramm war das legendére VisiCalc (,sichtbare Be-
rechnungen®), das 1979 von Dan Bricklin erfunden und von Bob Frankston program-
miert wurde, und zwar als ,eine elektronische Tafel und eine elektronische Kreide im
Klassenraum “ 21 Tabellenkalkulation gehort zwar zur sog. Biirosoftware, aber sie ist
auch fiir den Mathematikunterricht ein sehr michtiges Werkzeug, das noch lingst nicht
die dort mogliche Rolle spielt!

S Micioinll Exeel - TE-Beispiel ds

MMMWMM-MMLW
In Erweiterung der urspriinglichen Moglich- |[c@@[@Bw[s bad|--[@ = ~ &0 @ = fle Ej=
keiten verfiigen solche Programme heute alle BT Fi
iiber einen Graphikteil zur Datenprésentati- 17 —— i' S e S S e ——
on, und damit sind sie auch als Funktionen- -] s
plotter geeignet, indem einfach eine Werte- [5] < 3 w0 /
tabelle durch Punkte dargestellt wird, ggf. [« ma=swassuse 7 n
in linearer Interpolation, wobei man vorteil- [5| + 2 _ w / e
haft rekursive Programmierung in relativer [i S ' /
Adressierung verwendet (Abb. 6). 55— ; T
Der Mathematikunterricht bietet ein grofles % E %i 10 J/
Potenzial zur Entschliisselung von Tabellen- [l = | " : b -
kalkulation im medienkundlichen Sinn und L& I I

zur Reflexion ihrer Verwendungsmoglichkei- Abb. 6: Tabellenkalkulationsproramm
als Funktionenplotter

20 htp://dpgraph.com
21 htip://dssresources.com/history/sshistory.html, giiltig am 17.07.2002.
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ten und -probleme auflerhalb der Mathematik im medienerzieherischen Sinn. So ist Ta-
bellenkalkulation heute neben Textverarbeitung die wichtigste Anwendersoftware in
Wirtschaft und Verwaltung. Die hierbei wichtigen Prinzipien relativer und absoluter
Adressierung einerseits und die der Datenprisentation andererseits konnen im Mathe-
matikunterricht durchsichtig gemacht werden. Zugleich konnen die Schiilerinnen und
Schiiler hierbei Tabellen und deren Prisentationsformen als Funktionen erfahren.

5.4 Computeralgebrasysteme

Um Computeralgebrasysteme (CAS) ist es in der didaktischen Diskussion ruhig gewor-
den. Sind sie etwa innerhalb der letzten zehn Jahre schon zu einem selbstverstédndlichen
Werkzeug im Mathematikunterricht geworden? Dabei sollten auch sie im Mathematik-
unterricht nicht nur eingesetzt, sondern kritisch eingesetzt werden, also auch beziiglich
ihrer Moglichkeiten und Fallstricke im medienkundlichen und medienerzieherischen
Sinn kritisch erkundet und reflektiert werden. Und auch der Aspekt der ,Trivialisie-
rung“ mathematischer Gebiete durch Computeralgebrasysteme sollte im Unterricht be-
wusst gemacht werden. 22

5.5 wDynamische* Geometriesysyteme

Die sog. Dynamischen Geometriesysteme (DGS) sind mittlerweile als neues méchtiges
Werkzeug im Sinne der Mediendidaktik hinléinglich bekannt. Aber ist diese Bezeich-
nung sinnvoll? Ist denn das System dynamisch? Allenfalls doch wohl die damit betrie-
bene Geometrie! Und die neue alternative Lesart ,,Dynamische Geometriesoftware* ist
kaum besser, weil ja auch die Software nicht ,dynamisch® ist. Aber auch die sich auf
diese Systeme griindenden Geometrien sind im Sinne der urspriinglichen Wortbedeu-
tung von ,innere Kraft besitzend“ oder ,lebendig* oder ,wirksam® keinesfalls , dyna-
misch®! Und in der Physik unterscheidet man sorgfiltig zwischen ,Dynamik* als der
Lehre von den Kriften und ,Kinematik“ als der Lehre von den Bewegungen. Und wir
gehen ja auch ins ,Kino“ und nicht ins ,Dyno“! Also warum sagt man nicht ,Kinema-
tische Geometrie“ oder einfach ,Bewegliche Geometrie“? Oder sollte sich ,dynamisch*
im Sinne von ,wirksam“ z. B. auf die Erzeugung von Ortslinien beziehen? Dann wiire
allerdings das System dynamisch! Hat man das bei der Namensgebung gemeint?

Aber sei ’s drum: Wenn wir ,,Dynamische Geometriesysteme“ lesen oder sagen, sind wir
zugleich auch in der Lage, unseren hoffentlich kritischen Schiilerinnen und Schiilern
diese Bezeichnung jederzeit zu erliutern ...

Dynamische Geometriesysteme sind bekanntlich wichtige Werkzeuge beim Entdecken
mathematischer Sachverhalte und Zusammenhiinge, insbesondere von Invarianten im
Sinne des Geometriekonzepts von Felix Klein. Aber hierbei ist Vorsicht geboten, und
dazu sei ein Beispiel skizziert, das sich medienerzieherisch eignet:

Beispiel: Inversion am Kreis
Neue Medien als Verfiihrer — Nachdenken ist weiterhin nétig!

Manche DGS (z. B. Euklid DynaGeo 23) bieten auch fest implementierte geometrische
Abbildungen wie Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen. Im medienkundlichen Sinn
wird man es nicht versdumen, im Unterricht diese Abbildungen auch ,,von Hand“ mit
Hilfe von Makros nachbauen zu lassen! Ohnehin sind nicht alle interessierenden Abbil-
dungen bereits ,eingebaut“, so etwa weder Scherungen noch schiefe Achsenspiegelungen.

Bei Euklid DynaGeo reizt eine weitere Abbildung zum spielerischen Erproben, ndmlich:
LPunkt an einem Kreis spiegeln® Auch ohne vorherige Kenntnis gelingt es bald, ihre
Figenschaften ,zu entdecken“: Punkt und Bildpunkt liegen stets auf einer Geraden
durch den Kreismittelpunkt, und das Produkt ihrer Abstéinde vom Kreismittelpunkt ist
konstant (némlich = 7). Das fithrt dann zur Namensgebung ,, Inversion am Kreis “

22 Vgl. [Hischer 2002, 102 f, 189], ausfiihrliche Betrachtungen in [Hischer 2002, 262 ff].
23 Herunterladbar unter htp:/www.mechling.de.
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Und wie erhalten wir das Bild eines Dreiecks? Bei den ande- s ~.

ren Abbildungen ging das einfach: Man erzeugte ein Dreieck | / \

als Objekt und wendete die Abbildung auf dieses Objekt an. || i\

Fertig! Leider geht das bei dieser Kreisinversion nicht. Arger- l"-. N

lich! Aber wir helfen uns, indem wir die Inversion ,,von Hand“ \ )
nachbauen: Bilder der drei Eckpunkte konstruieren und diese -

verbinden (Abb. 7). Na also! Oder? Abb. 7 Bild eines Dreiecks
Wenn z. B. eine Originaldreiecksseite den Kreis tangiert, bei Inversion am Kreis?
miissten Beriihrpunkt und Bildpunkt iibereinstimmen. Das ist P . —
aber nicht der Falll Wir haben uns also von dem System vor- ' AN 4
eilig verfiihren lassen. Erst eine Konstruktion iiber Ortslinien |/ Z \ 4
bringt die richtige Losung (Abb. 8). 24 \ NV

Nachdenken ist also (gerade!) bei Neuen Medien weiterhin an- .
gesagt! Oder anders: Wir konnen somit diesen michtigen S~
Werkzeugen keinesfalls unkritisch vertrauen! Das werden wir Apb. 8: Bild eines Dreiecks
in Abschnitt 6 noch vertiefen. bei Inversion am Kreis!

5.6 Werkzeuge zur Visualisierung

In der Mathematik wissen wir seit langem, wie problematisch die subjektive Anschau-
ung als Mittel der Erkenntnissicherung ist. Andererseits geht auf Felix Klein folgende
Aussage zuriick: 25

Was der Geometer an seiner Wissenschaft schitzt, ist, dal er sieht, was er denkt.
Dazu ein Beispiel:

Auf Archytas von Tarent geht eine Ldsung des Delischen

Satz von der Konstanz des Problems zuriick, bei der der Satz von der Konstanz der

Sehnenal:;:::llll:gl:produkts Sehnenabschnittsprodukte sich schneidender Sehnen in ei-

: nem Kreis benotigt wird. Diesen kann man zwar mit Hil-

Beweis! fe eines DGS empirisch leicht bestiitigen, aber dies ist

weder ein mathematisch akzeptabler Beweis noch eine
Begriindung dafiir, warum das denn gilt!

Die in Abb. 9 wiedergegebene Folie zeigt einen wortlosen
Beweis im Sinne von Felix Klein (s.o.), der mit Hilfe
Neuer Medien erstellt wurde: DPGraph zur Erzeugung
des 3D-Grundkorpers und ein Vektorgraphikprogramm
mit Bézierkurven-Tool (hier CoreDRAW ™) zur Nach-
bearbeitung — sehr mdchtige Werkzeuge zur Visualisie-
rung!

Und wir kénnen bekanntlich sogar unmdgliche dreidimen-
Abb. 9: Sehnenabschnittsprodukt  sjonale Sachverhalte visualieren, etwa das Firmenlogo von
Renault, oder man denke an etliche Bilder von Escher.

5.7 Internet

Das Internet ist nicht nur zum Herunterladen von Programmen und Gerétetreibern
hilfreich und niitzlich, sondern es stellt eine auflerordentlich breit geficherte Informati-
onsquelle dar, wie jede und jeder schnell erfihrt, wenn sie oder er mit einer sog.
,Suchmaschine “ ernsthaft etwas sucht.

Ist das Internet gar ein Werkzeug?

Dazu seien zuniichst mit Bezug auf Walther Ch. Zimmerli folgende Bildungsaspekte
hervorgehoben:

24 Dies konnte tatséichlich in einem Computerpraktikum zu DGS festgestellt werden!
25 Brieskorn im Vorwort von [Brieskorn & Knérrer 1981, vi].
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o Bildung bedeutet nicht nur Benutzungskompetenz fiir Neue Medien, sondern auch
Persionlichkeitsbildung. Deren Ziele bestehen in einer Schdrfung der Urteilskraft, der
Erringung transkultureller Kompetenz sowie der Stdrkung geistiger Orientierung.

e In einer Situation sténdiger Uberforderung und Uberflutung durch noch micht zum
Wissen gewordene Informationen kann Bildung auch eine kognitive Funktion haben,
denn sie hat doppelten Wert: nicht nur als Charaktererziehung, sondern auch als
Wissen. Aber als Wissen in einem anderen Sinne: Uber Bildung zu verfiigen heift
dann, so viel zu wissen, dass man sich in den (externen oder internen) Wissensspei-
chern zurechtfindet — oder in modifizierten Worten in Anlehnung an Georg Simmel:
,Gebildet ist, wer weiff, wie er findet, wo er findet, was er nicht weiff. “

e Es geht also darum, im Nichtwissen intelligent navigieren zu kénnen. Voraussetzung
dafiir ist ein Wissen um die Grenzen der eigenen Kompetenz und zugleich zu wissen,
wie und mit welcher technischen Hilfe man das sucht, was man noch nicht weif}, das
aber z. B. als latentes Wissen in lokalen oder globalen Datenbanken, wie dem Inter-
net, stehen konnte.

o Anleitung zum bewussten, reflektierten und kritischen Umgang mit Neuen Medien,
und zwar zur Personlichkeitsbildung im Rahmen eines Allgemeinbildungskonzepts.

Hat das etwa auch etwas mit dem Mathematikunterricht zu tun? Dazu ein
Beispiel:

Stellen wir uns vor, wir hitten im Unterricht das
Delische Problem vielseitig behandelt und dann mit-
geteilt (oder von einer Schiilerin oder einem Schiiler \chtung: Die neuen Internetseiten
gehort), dass es zu den drei berihmten klassischen e

Die Quadratur des Kreises

Problemen der Antike gehort. Sofort entsteht die

Frage, welches denn die anderen beiden Probleme JURE S—

seien, und schon liefern die Suchmaschinen , Dreitei- | augemeines

lung 67;’/165 WZTL]{JBZS “ und ) Quadratur dBS KTeiseS “- Nach der bisherigen Lehre, gibt es wegen der Unvereinbarkeit der
L. . ver ‘- " ti m-? 3} Y ﬁirQuadratundKre'iskcinc

Einige Schiilerinnen und Schiiler suchen nach ,,Qua- | M o Dl s e en O ot

dratur des Kreises“ und finden Diverses, u. a. Abb. . L _
. R . . Auch die Kreiszahl Pi ist bislang nur als Ergebnis einer Zahlenreihe

10. Was davon ist serios? Worum geht es inhaltlich | bekannt, mit der man mit ausreichender Genauigkeit cinen Kreis

.. . . berechnen kann, ohne jedoch eine kausale Erklirung hierfiir

iiberhaupt? So wird deutlich, dass dem Mathema- | begindenz kinnen.

tikunterricht hieraus eine (neue?) Bildungsaufgabe | imNachstehenden vird cinLs fygezeigt, wic obige
. . . Problemstell 16 ind.

erwichst. Welchem Fach denn hierbei sonst? Und | o enmisasy

. . . . . Zielfithrend hierzu war das Studium bioenergetischer
was SChrelbt dle MNU hlerzu m 1hren 2 Empfehlun_ GesetzmiBigkeiten in Ubereinstimmung mit den makrokosmischen

gen zum Computer-Einsatz ... “ vom Juli 20027 26 Db b o s ukeiosmischen
Weiterhin bestand FEinigkeit dariiber, dass das Recher- Diese privaten Forschungen waren notwendig geworden, wegen
. . der 35 den U Itbel. und die damit verbundenen
chieren im Internet [...] noch von untergeordneter Bedeu- gesundheitlichen Storungen.
tung ist [ . ] . Im Rahmen dieser privaten Forschungen, ergaben sich fiir uns
. . . . . . folgende grundlegende Exl isse, welche die matt isch
Hier hat man also weiterhin nur mediendidaktische |algebraische Problemissung der Quadratur des Kreises ermglicht
Aspekte im Blick, sieht andere heraufziehende Bil- Abb. 10: Suchergebnis zu
dungsaufgaben moglicherweise (noch) gar nicht. »Quadratur des Kreises“
L] L] L]
6 Neue Medien als Unterrichtsinhalt —

zum Beispiel: Funktionenplotter

6.1 Stroboskopeffekt — Aliasing

Der bereits in 5.5 und 5.7 erwidhnte ,,Vertrauensaspekt“ beziiglich der Neuen Medien
soll nun eingehender beleuchtet werden, und zwar anhand eines elementaren, ein-
drucksvollen und dennoch zugleich im Mathematikunterricht behandelbaren Beispiels:

26 Beilage: ,,Empfehlungen zum Computer-Einsatz im mathematischen und naturwissenschaftlichen Un-
terricht in allgemein bildenden Schulen.“ in: Der mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht,
55(2002)5.
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Wir nehmen z. B. den Taschencomputer TI 92+ [Fmpres o n o o lahloraul &2 [
von Texas Instruments und lassen den Graphen T

von sin(z) in einem Fenster zeichnen, das fiir
z von 0 bis m und fiir sin(z) von -1 bis +1
definiert ist. Wenn wir in demselben Fenster
beispielsweise den Graphen von sin(239 z) zeich-
nen lassen, erhalten wir keinen neuen Graphen
(Abb. 11): Beide Graphen sind identisch!!!

Verwundert reibt man sich die Augen, wenn
man so etwas zum ersten Mal sieht. Wie kann
uns die Firma Texas Instruments so etwas anbieten? Wir greifen hoffnungsvoll zum FX
2.0 von CASIO und stellen bei denselben Fenstereinstellungen fest: Nunmehr sind die
Graphen von sin(z) und sin(127z) identisch! Also konnen wir den Taschencomputern
doch nicht so recht trauen, wenn sie uns so massiv tduschen!? Die Hoffnung, dass es die
fiir den PC konzipierten Funktionenplotter besser machen, erweist sich leider als triige-
risch!

MAIN RAD AUTO FUNC

Abb. 11: sin(x) = sin (239 x) beim TI 92+

Dieses katastrophale Ergebnis wurde bereits 1991 von Winkelmann als sog. ,Strobos-
kopeffekt“ erwiahnt. 27 In der Numerik ist dieser Effekt wohl bekannt, und er gehort
dort zu dem Phinomen ,Aliasing“ Die Bezeichnung ,Stroboskopeffekt“ soll auch an
die sich scheinbar riickwirts drehenden Kutschenridder bei Western-Filmen erinnern.
Das kann in diesem Rahmen leider nicht vertieft werden, und es sei auf die Literatur
verwiesen. 28 Allerdings sei hier so viel erwihnt: Dieser Stroboskopeffekt ist typisch fiir
alle mathematischen Funktionenplotter, und er tritt bei der Darstellung von periodi-
schen und fast-periodischen Funktionen auf. In der Numerik wird dieser Effekt inner-
halb der Theorie der sog. Moiré-Phinomene behandelt. 22 Wir halten das wie folgt pla-
kativ fest:

@ Neue Medien kénnen uns als ,,Tduscher* begegnen!

Fiir den Mathematikunterricht ergibt sich nun hieraus die Aufgabe, diesen Effekt im
medienkundlichen Sinn zu entschliisseln und im medienerzieherischen Sinn eine kriti-
sche und wachsame Haltung gegeniiber den Ergebnissen zu entwickeln, die uns die
Neuen Medien liefern. Und also sehen wir erneut: Bildung ist das Paradies!

6.2 Funktionsplot als Simulation

Zunichst ist anzumerken, dass die graphische Darstellung einer termdefinierten reellen
Funktion auf einem Bildschirm oder einem Drucker als Simulation des Funktionsgra-
phen anzusehen ist! Auch hierauf wies Winkelman bereits 1991 hin. Insofern kénnen
wir die Darstellungen mit dem TI 92 + oder dem CASIO FX 2.0 als Fehlsimulationen
deuten! In Konsequenz davon miissen wir im Nachhinein auch die klassisch von Hand
gezeichneten Funktionsgraphen bei Kurvendiskussionen als Simulationen bzw. Fehlsi-
mulationen des Funktionsgraphen ansehen und zugleich fragen, was denn eigentlich der
Graph bzw. die Funktion selbst ist! Dies fiihrt zu einer Unterscheidung zwischen dem
Begriff und dessen konkreter Darstellung durch ein Objekt oder ein Symbol.

Das, was uns ein Funktionenplotter auf dem Bildschirm oder als Ausdruck liefert, nen-
nen wir einen Funktionsplot, und somit ist der Funktionsplot stets eine Simulation des
(abstrakten) Funktionsgraphen oder — wenn man so will — der (abstrakten) Funkti-
on. 30 Keinesfalls aber haben diese Fehlsimulationen etwas mit ,optischen T#uschun-
gen® zu tun, denn die hier beobachteten ,Tduschungen“ sind ja objektiv vorhanden,
wihrend optische Tauschungen subjektive, physiologische Wahrnehmungsstérungen
sind!

27 [Winkelmann 1992, 42]
28 Vgl. [Hischer 2002, 295 ff] und [Sandmann 2002].
29 7. B. in [Amidror 2002].

30" Man beachte die differenzierenden Namensgebungen: Funktionenplotter, aber Funktionsplot!
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6.3 Experimente zum Aliasing mit Derive ™ und ParaPlot

Abb. 12 zeigt die Simulation von sin(z) und .
sin(az) fiir ein passendes a mit Derive, wo- )
bei nur die Fensterbreite variiert wurde. 0y \ ‘ } T ‘ |

—,

Das linke Bild zeigt die Ubereinstimmung \
beider Simulationen, rechts sind die Simu- \ A |-, |
lationen verschieden, und dennoch liegen in /s il l" A ‘
beiden Fillen Fehlsimulationen von sin(az) N / _

vor. Wir nehmen zur Kenntnis, dass die — : I
Fehlsimulation abhiingig von der Fenster- Abb. 12: Simulation von sin(z) und sin(az)
grofe ist. Fithren wir das Experiment ana- (mit a = 7) mittels Derive,

log mit ParaPlot durch, so stellen wir ver- nur die Fenstergrofie wurde variiert.

wundert fest, dass die Fehlsimulationen unabhdngig von der Fenstergrofie sind!

Wie kénnen wir das erkldren? Welcher Funktionenplotter ist ,besser“? Wie verhalten
sich hier andere Funktionenplotter? Testen Sie IThren eigenen!

Wir untersuchen die Einstellmoglichkeiten von ParaPlot genauer und stellen fest: Hier
kann man die Anzahl der Stiitzstellen frei wihlen, d. h. in  klassischer Ausdruckswei-
se“: Man kann selbststidndig entscheiden, wie viele Stiitzpunkte die Wertetabelle ent-
halten soll, die zum ,Zeichnen* des Graphen verwendet werden. Bei Derive hingegen
suchen wir eine solche Option vergebens. Also kénnen wir vermuten, dass Derive eine
eingebaute Stiitzstellenautomatik besitzt, mit der die Stiitzstellenanzahl an die aktuelle

Fensterbreite  und

moglicherweise auch [ v v
an die aktuelle Bild-
schirmauflosung an-
gepasst wird. Das
gibt dann auch erste
Hinweise zur Deu-
tung des unter-
schiedlichen Simula-
tionsverhaltens der
beiden Programme.

Allerdings wissen [7 7 7
wir damit noch im-
mer nicht, warum es
iiberhaupt zu sol- |
chen Fehlsimulatio-
nen kommt und ob
es dazu kommen
muss! Die Losung
bzw. Erklirung liegt
im

Shannonschen
Abtasttheorem,

das u. a. in der Au- |
diotechnik von gro-
Ber Bedeutung ist.

Das Programm Pa-
raPlot erlaubt nun
eine zugleich ele-
mentare und elegan-
te  Demonstration

dieses Abtastvor- Abb. 13: Aliasing-Graphen (dunkel) von sin(z), sin(2z), ... , sin(9z)
gangs und damit (der Reihe nach von links oben nach rechts unten)
bei einer Abtastrate von 8 Intervallen in linearer Interpolation.
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auch ein Grundverstindnis fiir das Aliasing. Sehr hilfreich ist dafiir die vom Pro-
grammautor auf meinen Wunsch hin eingebaute Option, die Stiitzstellenanzahl fiir die
einzelnen Funktionsterme unabhiingig voneinander festlegen zu kénnen. Abb. 13 zeigt
die Abtastung von sin(z), sin(2z), ... , sin (9z). Abgetastet wird jeweils mit 8 Interval-
len. Die ersten drei Simulationen #hneln der ,richtigen® (hellen, im Hintergrund) noch
recht gut, dieses in Ubereinstimmung mit dem Abtasttheorem, das besagt: Die Abtast-
frequenz muss mindestens doppelt so grofl wie die abzutastende Frequenz sein. Hier ist
die Abtastfrequenz, die auch ,Samplingfrequenz* heifit, stets 8, und die drei ersten Ab-
tastfrequenzen sind 1,2 und 3. (Ubrigens wiirden in der Audiotechnik diese drei ab-
zutastenden Kurven exakt rekonstruiert werden!) Sind die abzutastenden Frequenzen
grofler als 4, ergeben sich erkennbar Fehlsimulationen. Die Sonderfille 4 und 8, bei
denen sich nur die horizontale Achse als Simulation ergibt, moge man selber erforschen!

ParaPlot erweist sich damit nicht nur als Werkzeug, sondern dariiber hinaus als selbst-
referentielles Werkzeug, das also zur Untersuchung seiner selbst geeignet ist und auf
diese Weise in besonderem Mafle medienkundlichen und — bei entsprechender reflek-
tierender Vertiefung im Unterricht — auch medienerzieherischen Unterrichtszielen die-
nen kann.

6.4 Die Hauptsitze fiir Funktionenplotter

Diese seien abschliefend nur genannt und mégen zum Nachdenken anregen. 31

Erster Hauptsatz fiir Funktionenplotter:
Jeder Funktionsplot ist stetig.

Anders: Jede durch einen Funktionenplotter dargestellte Funktion zeigt in ihrer Simula-
tion eine stetige Funktion.

Der Satz ist trivial, weil bei einem Funktionsplot (aufgefasst als reelle Funktion) die
Definitionsmenge endlich ist und diese also nur aus isolierten Stelle besteht. Das bedeu-
tet insbesondere, dass man Unstetigkeiten mit einem Funktionenplotter eigentlich gar
nicht darstellen bzw. simulieren kann. Dariiber hat man bisher vielleicht noch nicht
nachgedacht, aber nun ist es klar!

Wenn es denn einen ersten Hauptsatz gibt, so doch wohl auch einen zweiten!? Voila:

Zweiter Hauptsatz fiir Funktionenplotter:
Der Funktionsplot einer trigonometrischen Funktion ist meist falsch.

Das ist nicht statistisch beziiglich der Benutzer gemeint. Gemeint ist also nicht, dass
man als Anwender meistens eine falsche Simulation erhilt. (Das miisste empirisch un-
tersucht werden!) Gemeint ist etwas anderes: Wenn man z. B. z > sin(az) plotten
will und dabei eine stochastisch erzeugte Belegung fiir a verwendet, dann wird sich in
der ,in der Regel“ein falscher Plot ergeben.

7 Von der Keilschrift zum Computer:
Funktionen und Medien

7.1 Ubersicht

In 6.2 gelangten wir zur Frage, was denn eigentlich eine Funktion sei. Das fiihrt auf ei-
nen wichtigen Zusammenhang mit Medien, dieser sei zum Schluss skizziert. 32

Wann tauchte zum ersten Mal der Funktionsbegriff auf? Und in welchem Zusammen-
hang?

31 Mehr dazu bei [Hischer 2002, 307 ff].
32 Ausfithrlich in [Hischer 2002, 319 ff], ferner im Preprint: htp:/www.math.uni-sb.de/PREPRINTS/preprint54.pdf
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Will man dieser Frage nachgehen, so ist zu untersuchen, wie uns heute der Funktions-
begriff begegnet — und das ist keinesfalls einheitlich, auch nicht in der Mathematik,
denn , Funktionen haben viele Gesichter 33 Und so konnen wir heute folgende Vielfalt
beobachten:

e eindeutige Zuordnung,

Abhingigkeit einer Grofie von einer anderen, insbesondere zeitabhéngige Grofle,
Tabelle, (empirische) Wertetabelle,
LS2Kurve“, Graph, Datendiagramm, Funktionsplot,

e Formel.

Zwar lassen sich all diese Erscheinungen von Funktionen zusammenfassend und formal
als ,rechtseindeutige Relation“ beschreiben, jedoch geht dabei das jeweils Eigentiimli-
che und Inhaltliche verloren. Durchforstet man daraufhin die historische, auch aufler-
mathematische, Literatur, so entdeckt man folgende

Meilensteine bei der Entwicklung des Funktionsbegriffs:
19. Jh. v. Chr. Babylonier ( T'abellierung von Funktionen, ,Formeln )
5. Jh. v. Chr. ff griech. Antike (Kurven in kinematischer Darstellung)

10.-14. Jh. n. Chr. Mittelalter:
Arezzo: Erfindung der Notenschrift gegen 1000 n. Chr.

Oresme: graphische Darstellung zeitabhéingiger Grofien,

17. Jh. Newton ( Fluzionen, Fluenten)
Leibniz, Jakob I Bernoulli (zuerst das Wort ,,Funktion®)

18. Jh. Johann I Bernoulli (erstmalige Definition von ,,Funktion®)

Euler (Funktion als ,analytischer Ausdruck®, d. h. als ,,Term",
ferner: Funktion als freihdindig gezeichnete Kurve)

Lambert (empirische Zusammenhéinge)

19. Jh. Fourier, Dirichlet (Funktion als eindeutige Zuordnung)
Peano, Peirce, Schréder (Funktion als Relation)

Anfang 20. Jh. Hausdorff (Funktion als zweistellige rechtseindeutige Relation)

7.2 Babylonier: Plimpton 322

Seit der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts wurden im heutigen Irak, dem fritheren Me-
sopotamien, etwa eine halbe Million babylonischer Keilschrifttafeln ausgegraben bzw. in
Bibliotheken gefunden. Dieses kulturelle Erbe hat nahezu 4000 Jahre bis zu seiner Ent-
deckung iiberdauert.

Unter diesen Tafeln befinden sich etwa wvierhundert, die mathematische Probleme oder
mathematische Tabellen enthalten. Beson-
dere Berithmtheit hat fiir die Mathematik
u. a. ,Plimpton 322“ erlangt. Das ist die
Tafel Nr. 322 in der Sammlung von G. A.
Plimpton in der Universitit von Columbia.
Sie wurde in den 1920er Jahren gefunden
und gelangte fiir wenige Dollar in den Be-
sitz von Plimpton.

Diese etwa handflichengrofie Tontafel von
ca. 2 cm Dicke zeigt eine Tabelle, bestehend
aus 15 Zeilen und 4 Spalten (vgl. Abb. 14).

33 [Herget et. al. 2000] Abb. 14: Keilschrifttafel ,,Plimpton 322
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1559,0,15 (19834)159  (119)249  (169)[ 1

1,56,56,58,14,50,6,15  (1.9492)|56,7  (3367)[120,25 *(4825)| 2

1,557 41,1533 45 (19188)[1,1641 (4601)[1,5049 (6649)| 3

1531029325216  (1.8862)|3,3149 (12709)[59,1 (18541)| 4

1:48,54,1 40 (1.8150)[15 (65)[1,37 ©7)| 5

147,641 40 (1.7852)|519  (319)[8.1 (481) 6

1431156282640  (1.7200)|38,11  (2291)[591  (3541)| 7

1:41,3345,14,3 45 (16927)[1319  (799)[2049  (1249)| 8

1;38,33,36,36 (16427)(8.1 *481)|1249  (769)| 9

= 1:35,10,2,28,27,24,26,40 (15861)|1,22.41 (4961)[2,16,1  (8161)[10

Abb. 15: Aktuelle Transkription von Plimpton 322 13345 (15625)|45,0 @5)|1.150 (75)]11

Sie ist zwar links oben und rechts in der |1202154215 (1.4894)|2759  (1679)|4849  (2929)[12

Mitte beschédigt, konnte jedoch inhaltlich [1570445 (14500)241  “(160)ade  (289)|13
rekonstruiert werden. 1945 wurde sie erst-

mals dechiffriert. 2002 publizierte Eleanor 125485135640 (14302)|2931 (1771)[9349 (3229)|14

Robson mit Abb. 15 die neueste Tran- [!23134640 (1.3872))56 (56)]1:46 _ "(106)]15

skription und mit Abb. 16 eine zugehorige  Abb. 16: Transliteration von Plimpton 322 —
Transliteration vom babylonischen Sexage- jeweils in Klammern sind auch die dezimalen

simalsystem in unsere dezimale Notation. 3¢ ~ Yerte angegeben (Zahlenangaben mit * waren im
Original falsch, sie sind hier korrigiert angegeben).

Es handelt sich hierbei um eine numerische

Tabelle, wie wir sie heute von Tabellenkalkulationsprogrammen kennen: Beachten wir,
dass in diesem Kulturkreis von rechts nach links geschrieben wurde, so erkennen wir
die erste Spalte ganz rechts einfach als Zeilennummerierung (wie bei einer Tabellenkal-
kulation), und wir haben somit 3 Spalten und 15 Zeilen, deren Inhalt zu interpretieren
ist. Die oberste Zeile in den Abb. 14 und 15 enthilt sogar Spaltenkipfe mit informie-
rendem Text.

Es sei an dieser Stelle nur Folgendes mitgeteilt: 3° In beiden mittleren Spalten stehen
jeweils zwei Zahlen eines pythagoreischen Tripels, und zwar Hypotenuse und eine Ka-
thete, die Zeilen sind nach abnehmendem Winkel geordnet, und ganz links steht das
Quadrat des Sekans dieses Winkels. Es liegt hier also eine tabellierte Funktion vor!

Aufgrund der im Februar 2002 publizierten Forschungsergebnisse von Robson ist nun
Plimpton 322 ist nicht mehr — wie bisher — als Dokument zahlentheoretischer For-
schung anzusehen, sondern diese

Tafel diente Lehrenden zur Vorbereitung ihrer Ubungsaufgaben.

Man kann also davon ausgehen, dass die Tafel entsprechend mehrfach fiir diesen
Gebrauch kopiert wurde. Die Entstehungszeit dieser Tafel konnte Robson auf ca. 1800
v. Chr. bestimmen. Damit liegt nicht nur eine tabellierte Funktion vor, sondern ein na-
hezu viertausend Jahre altes Unterrichtsmittel: Mit der Keilschrifttafel als Medium wird
eine Funktion dargestellt bzw. ,simuliert, aber die Funktion ihrerseits ist ein Medium
zur Vermittlung eines kulturellen Zusammenhangs — ganz im Sinne der Begriffsdefini-
tion von ,Medium*“ in Abschnitt 2.2.

Es wird eine spannende Aufgabe im Mathematikunterricht sein, Plimpton 322 unter
Hinzuziehung der Transliteration und einer noch zu erbringenden Keilschriftdeutung
zumindest teilweise selbststindig zu transkribieren, die Sexagesimalzahlen dezimal um-
zuwandeln, alles mit einer Tabellenkalkulation zu erfassen und nachzudeuten: Dies lie-
fert einen wichtigen Zusammenhang zwischen Neuen Medien und alten Medien und
damit dann auch zum Begriffsverstéindnis. 36

34 [Robson 2002], Eleanor Robson ist Mathematikerin und Orientalistin. Vgl. auch [Hischer 2002, 327 ff]
und im Preprint: http://www.math.uni-sb.de/PREPRINTS/preprint54.pdf

35 Mehr dazu in [Hischer 2002, 328 ff] und im Preprint: htip:/www.math.uni-sb.de/PREPRINTS/preprint54.pdf

36 Vgl. als weiteres Beispiel [Hischer 2002], Kapitel 14: Darstellung und Untersuchung Platonischer Kor-

per ,haptisch-héndisch“ mit Hilfe von ,Klickies* bzw. ,virtuell“ mit Hilfe eines 3D-Programms.
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7.3 Mittelalter: Zeitachsen

Von Aristoteles wissen wir, dass er sich in seiner ,Physica® u. a. auch mit der Zeit be-
fasste und diese mit einer nach rechts verlaufenden Linie verglich! Diese Vorstellung
hat sich als mafigeblich bis in unsere Zeit erwiesen, und zwar in Verbindung mit der
graphischen Darstellung zeitabhéingiger Daten. Insbesondere ist offenbar die zeitachsen-
orientierte Darstellung die auBlerhalb der Mathematik am meisten genutzte Methode zur
Visualisierung von Daten. Dies ist das Ergebnis einer viel beachteten Langzeitstudie
von 1983: ca. 75 % der in den wichtigsten Zeitungen und Magazinen verwendeten Gra-
phiken sind zeitachsenorientiert! 37

A
Die historische Forschung dokumentiert zeit- LR AR
achsenorientierte Darstellungen erstmals fiir ""r“u!' | %\
das Mittelalter um die Jahrtausendwende: h s LN
Vermutlich von 950 n. Chr., evtl. auch aus X h?ﬁ AT
dem 11. Jht., stammt die in Abb. 17 wie- NN ﬁ/
dergegebene Zeichnung, die im 19. Jht. von d A '
Sigmund Giinther als Teil eines Manuskripts TR - Ii'\ —
entdeckt wurde, das der Bayerischen Natio- TTITHING T
nalbibliothek in Miinchen gehbrt' Er pubh_ Abb. 17: Zodiac — Planetenbahnen im Tierkreis
zierte seine EntdeCkung 1877.38 iiber einer horizontalen Zeitachse, ca. 950 n. Chr.

Es handelt sich bei dieser zeitachsenorientierten Darstellung um eine Veranschauli-
chung der Inklination der Planetenbahnen von Venus, Merkur, Saturn, Mars und Jupi-
ter und der Bahnen von Mond und Sonne, also des Zodiac, d. h., des Tierkreises. Und
diese Zeichnung wurde fiir die Verwendung in Klosterschulen erstellt. So kénnen wir
festhalten: Diese graphische Darstellung ist ein Medium, und sie stellt eine zeit-
abhingige Funktion dar, diese Funktion wiederum stellt einen wichtigen kulturellen Zu-
sammenhang iiber die Erkenntnis der Planetenbewegungen im Tierkreis dar, sie ist also
ein Medium. Und dieses Medium wurde in einer Klosterschule erstellt bzw. benutzt, es
ist also dariiber hinaus ein Unterrichtsmittel.

Etwa zur selben Zeit tauchte im europiischen Mittelalter eine andere zeitachsenorien-
tierte Darstellung auf, ndmlich die Notenschrift, Anfang des 11. Jahrhunderts von Gui-
do von Arezzo erfunden. Die Zeitachse verlduft auch hier (und wie bei Aristoteles) von
links nach rechts, und vertikal werden die Ton- und Notenwerte abgetragen. Wir kon-
nen also nachtriglich die Notenschrift im Sinne des entstehenden funktionalen Denkens
verstehen. Und genau dieses geschieht ja heute bei der digitalen Darstellung der Noten-
schrift in einer sog. MIDI-Datei. 39

7.4 Neuzeit: empirische Funktionen

Auf die bekannten Schritte zur Entwicklung des mathe-
matischen Funktionsbegriffs durch Leibniz, Bernoulli,
Euler, Fourier und Dirichlet gehe ich hier nicht ein. 40
Stattdessen skizziere ich einige in der Mathematik weni-
ger bekannte Beispiele.

1669: Christiaan Huygens stellt aufgrund empirischer
Sterbetabellen seine Berechnungen zur Lebenserwartung
dar (Abb. 18).

1686: Edmond Halley, bekannt durch den nach ihm be- | Lo s g, ifost
nannten Kometen, berichtete iiber Beobachtungen, die
er mit einem Barometer in verschiedenen Hohen ge-

2=

Abb. 18: Lebenserwartungskurve von
Huygens

37 Edward Tufte, dargestellt in [Hischer 2002, 335].

38 Dargestellt in [Hischer 2002, 336 ff].

39 Vgl. hierzu [Hischer 2002, 339 f, 370].

40 Mehr dazu in [Hischer 2002, 319 ff] und im Preprint: htp:/www.math.uni-sb.de/PREPRINTS/preprint54.pdf
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B \R macht hatte. Dabei interpretierte er seine

. Messwertpaare aus Hohe und Luftdruck als
! 1 Punkte, die auf einer Hyperbel liegen (Abb.
E— AI 19). Hier erscheint also eine Hyperbel nicht

! { mehr wie bisher im geometrischen Zusam-
menhang, sondern als Funktionsgraph. Die
\ Punkte auf einer Hyperbel anzunehmen,
\ war zwar eine Fehldeutung; aber konnte er
E wissen, dass es eigentlich eine Exponential-
Figs funktion ist?

1760: Johann Heinrich Lambert erfindet
Ausgleichskurven zur Interpolation empiri-
scher Daten. Er fiihrte auch Langzeitmes-
sungen der Veridnderung der Erdbodentem-
peratur durch und stellt die Ergebnisse in
einer zeitachsenorientierten Graphik dar
(Abb. 20, 1779 posthum publiziert), wo-
durch der Charakter periodischer Funktionen offenbart wird. Lambert kniipft damit an
die 800 Jahre zuriick liegende mittelalterliche Methode zeitachsenorientierter Darstel-
lungen an, was vor ihm rund 100 Jahre vor-
her Huygens gemacht hatte (Abb. 18). Heu-
tige Messergebnisse differieren trotz grofierer
Datenbasis nur wenig vom Lamberts Mes-
sungen!

mm
T
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14 20 24
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gl

Abb. 19: Luftdruckkurve von Halley

Wir erkennen hieran, dass parallel zur Ent-
wicklung des mathematischen Funktionsbe-
griffs (aus den Bediirfnissen der Analysis her-

aus!) empirische Funktionen eine immer stér- N\ =7

kere Bedeutung erlangten. 7 ™/
SHP

Das machen die folgenden Beispiele um so | * .

mehr deutlich: So werden ja Statistische Da-
ten zunichst in Tabellen erfasst und nicht
nur mit numerischen Methoden analysiert,
sondern auch graphisch visualisiert, wie wir das gerade bei der Bundestagswahl wieder
erlebt haben.

Abb. 20: Langzeittemperaturmessung im
Erdboden (,Pyrometrie“) durch Lambert

Die wichtigsten hier-
fiir noch heute ver-
wendeten  Visualisie-
rungsformen wie z. B.
Balkengraphik, Linien-
diagramm und Kreis-
diagramm bzw. Tor-
tendiagramm gehen al-
le auf den Englinder
William Playfaire zu-
riick, der hierfiir seine
SLineare Arithmetik“ entwickelte. 1786 veroffentlichte Playfaire
ES== - Darstellungen ckonomischer Daten mittels Balken- und Linien-
diagrammen (Abb. 21 und 22).
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Abb. 22: Balkendiagramm von Playfaire
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Abb. 21: Liniendiagramm s gibt viele weitere Beispiele fiir empirische Funktionen, von de-
von Playfaire nen noch zwei erwidhnt seien:

1796: John Southern und James Watt fiihren in England die erste automatische Auf-
zeichnung von Messwertdaten-Paaren durch, und zwar fiir die Aufzeichnung von Druck
und Volumen bei Dampfmaschinen (sog. ,Watt-Indikator“, bis 1822 geheim gehalten).
Abb. 23 zeigt ein Foto dieses Watt-Indikators. Wir erkennen deutlich, dass dieses
Sfunktionierende “ Geriit eine geschlossene Linie zeichnet: Hier wird also ein thermody-
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namischer ,Kreisprozess“ erfasst! Das Stu-
dium und Versténdnis dieser Kurve, die ja
einen funktionalen Zusammenhang zwischen
Druck und Volumen darstellt, ist zugleich
ein Schliissel zum Verstidndnis der ,Funk-
tion “ der Dampfmaschine!

Pr—r
e
T R N, |

- b §

Dieser Watt-Indikator ist in beeindrucken-
der Form eine Symbiose aus Medium und
Funktion:

Er vermittelt ein wichtigen Zusammenhang
zur Funktionsweise der Dampfmaschine
(und erlaubt vor allem ihre Untersuchung
und Kontrolle!). Und aufgrund seiner Dar-
stellungsweise ist er ,Funktion“ im doppel-
ten Sinn: beziiglich der ,Funktionsweise*
und vor allem der mechanischen Realisie-
rung einer mathematischen Funktion.

1821: Jean Baptiste Joseph Fourier stellt die
Haufigkeitsverteilung der Altersstruktur der

Einwohner von Paris durch einen Funktions-
graphen dar (Abb. 24).

Hier ist anzumerken, dass wir Fourier und
seinem Schiiler Dirichlet die entscheidenden
Schritte zur Entwicklung des abstrakten
Funktionsbegriffs in der Mathematik ver-
danken! So schreibt Fourier 1822 in seinem
Hauptwerk ,,Theorie der Wirme*“: 41

Abb. 23: ,Watt-Indikator“ von 1796 zur
automatischen Aufzeichnung der
Volumen-Druck-Kurve bei einer Dampfmaschine

Allgemein reprisentiert die Funktion f(2) ei- .

ne Folge von Werten oder Ordinaten, von de- i 'f\
nen jeder beliebig ist. Da die Abszissen 2z un- E 'j\
N

endlich viele Werte annehmen diirfen, so gibt TN
es auch unendlich viele Ordinaten f(z). Alle § '
haben bestimmte Zahlenwerte, die positiv, ne-
gativ oder Null sein konnen. Es wird keines-

wegs angenommen, dass diese Ordinaten einem

gemeinsamen Gesetz unterworfen sind; sie fol- E |
R T S R S ———

gen einander auf irgendeine Weise und jede
Ordinate ist so gegeben, als wire sie allein ge- Abb. 24: Haufigkeitsverteilung von Fourier

geben.

Fourier spricht zwar (noch) nicht — wie in der heutigen Mathematik — von der , Funk-
tion f“ sondern er bezeichnet den Funktionsterm f(z) als Funktion, aber das war
damals (seit den mathematisch-formalen Anfingen bei Bernoulli und Euler) iiblich, und
es machen wundersamer Weise u. a. viele (Anwender) auch heute (wieder bzw. noch?).
Es ist zu vermuten, dass diese verallgemeinernde Sichtweise aus Fouriers eigener Be-
schiftigung mit empirischen Daten aus der Physik und der Soziologie entstanden ist.
Denn solche Primérdaten sind ja — wenn iiberhaupt — nur angenidhert durch termde-
finierte Funktionen darstellbar.

Damit erscheinen also bereits vor knapp 200 Jahren — mit Bezug auf die Definition
von Fourier — die graphischen bzw. numerischen bzw. mechanischen Darstellungen
empirischer Daten von Huygens, Halley, Lambert, Playfair, Watt, und Fourier als
Funktionen — Darstellungen, die wir bereits als Medien zur Darstellung von Kultur
und Wirklichkeit erkannt haben.

41 Sjehe [Hischer 2002, 359].
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7.5 Und heute?

Dieser kulturhistorische Uberblick deutet an, in welcher Vielfalt uns ,Funktionen“ in
den letzten 4000 Jahren der Menschheitsgeschichte begegnen. Dabei zeigen die Beispiele
zugleich, dass mittels Funktionen immer wieder Wirklichkeit und Kultur dargestellt
wurden, dass Funktionen in diesem weiten Sinne also in der Rolle eines Me-
diums auftreten, wihrend sie in der Mathematik selbst, dieser ,,Wirklichkeit sui gene-
ris“, 42 vor allem zu einem eigenstindigen Objekt geworden sind, das auch ohne diesen
medialen ,Anwendungsaspekt“ bedeutsam ist. Eine solche kulturhistorische Betrach-
tung von Funktionen und Medien hilft uns dann, den Begriff ,Neue Medien“ besser zu
verstehen.

o Weitere Beispiele

Mit Blick auf die bisherigen Ausfiihrungen modifiziere ich die bekannte Aussage des
Technomathematikers Helmut Neunzert iiber die Mathematik 43 folgt:

Funktionen und Medien sind tiberall, nur wer weifS das schon!

Dass Funktionen iiberall in der Mathematik sind, ist wohl klar. Aber auflerhalb der
Mathematik?

Dazu zum Abschluss noch einige ,,moderne“ Beispiele, die auf Neuen Medien beruhen.

o | Pixelgraphik

Wenn eine Bitmap-Datei auf einem Bildschirm dargestellt wird, so liegt eine Funktion
vor, die jedem Pixel (also jedem Punkt z. B. der Bildschirm-Matrix) einen Farbcode

zuordnet. Durch Zoomen kann man dieses auch direkt er- o ] |
leben: Wenn man némlich so weit vergroflert, dass man = =.
die urspriinglichen Pixel als monochromes Quadrat sieht. I

Im RGB-Modus wird dabei jedem Bildschirmpixel-Punkt
mit den Koordinaten (z, y) ein Zahlentripel f(z,y)e B®

mit B= {0, 1,2, ..., 255} (also 256 Helligkeitsstufen fiir

jede der drei Farben R, G, B) zugeordnet, so dass damit f

jedem Bildpunkt 2** Farbwerte zugeordnet werden konnen =
(24-Bit-Darstellung). I
[

In Abb. 25 wird dies fiir 256 Graustufen mit f(z,y) € B
exemplarisch am Buchstaben ,f“ dargestellt, der neben-

einander in drei Pixelgraphiken von normaler Grofle, in [}

vierfacher und in sechzehnfacher Vergroflerung zu sehen =..

ist. Die einzelnen Pixel und ihre marginalen Graustufen Apb. 25: Graustufen-Pixel in 4-
(aufgrund einer Anti-Aliasing-Darstellung) sind erkennbar. und 16-facher VergroBerung

o | WAV: Audio-Datei als ,Sample-Tabelle “

Eine WAV-Datei kann als zeitachsenorientierte Funktion aufgefasst werden, die wir als
Funktionsgraph sichtbar machen kénnen (bzw. durch nachgeschalteter Verkettung mit
y»Audio-Funktionen“) auch horen koénnen. Bei ihr werden iiber den Abtastzeitpunkten
der Zeitachse als Funktionswerte die abgetasteten Samples dargestellt. Bei der konkre-
ten Bildschirmdarstellung werden jedoch nicht Abtastzeitpunkte, sondern #dquidistante,
liickenlos aufeinander folgende Abtastintervalle benutzt, und iiber diesen werden die
Samples als Funktionswerte aufgetragen, so dass eine Treppenfunktion vorliegt. Dieses
kann man sich mit der Software veranschaulichen, die heute bei nahezu jeder Sound-
karte eines PC mitgeliefert wird. Auch hier kann man durch horizontales Zoomen (in
der Zeitachse) bis in die Details hineingehen. Noch besser geht es mit einem professio-
nellen Programm, bei dem man auch vertikal zoomen kann (vgl. Abb. 26 und 27). 4

42 Nach Wittenberg, siehe auch [Hischer 2002, 125, 132]
43 »2Mathematik ist iiberall, nur weify das schon!“. Zitiert in [Hischer 2002, 107].
44 Hier SEKD Samplitude 2496.
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Abb. 26.: WAV-Datei eines Musikstiicks Abb. 27: horizontal und vertikal gezoomter Aus-
mit beiden Stereokanilen schnitt aus Abb. 26, bei dem man die Abtastinter-
valle mit den dariiber aufgetragenen Samples
erkennt. Es liegt also eine Treppenfunktion vor.
o | MIDI: Audio-Datei als ,Steuerdater “ Die Stereosignale sind hier nicht identisch.

Eine MIDI-Datei kann ebenfalls als zeitachsenorientierte Funktion aufgefasst werden,
die wir sogar als Partitur sichtbar machen und durch Verkettung auch héren kénnen.
Durch Verkettung kénnen wir dabei jeder einzelnen Stimme ein beliebiges ,syntheti-
sches Instrument “ zuordnen. Dieses sollte man mit der eigenen Soundkarte und passen-
der Software ausprobieren. 4

Diese exemplarisch gedachte Liste ungewohnter Beispiele fiir Funktionen aufSerhalb der
Mathematik moge dazu anregen, auf weitere Funktionensuche zu gehen. Das koénnen
dann z. B. Tabellen, Formeln, ... , Balkendiagramme, ... , Algorithmen etc. sein, wobei
solche Funktionen dann h#ufig (immer?) auch Medien sind und andererseits mit Hilfe
(auch Neuer!) Medien simulierbar sind.
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