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® Zur Geschichte des Funktionsbegriffs

Horst Hischer, Universitit des Saarlandes

Der Begriff ,Funktion® nimmt in der Mathematik die zentrale Stellung eines nicht mehr
weg zu denkenden Grundbegriffs ein. Wie und wann kam es zur Entwicklung und Ent-
stehung dieses Begriffs? Wo stehen wir heute?

1 Einleitung

Allianz Group

Karrieren, die funktionieren:
Mathematikertage im Open Space Forum

Termin: 23. bis 24.11.2001 beim Open Space Forum in Ber

Jetzt anrufen und anmelden!

Altianz @ | © prsgne Bank

Abb.1: Werbeplakat der Allianz 1

Mit diesem Plakat warb die Allianz-Gruppe
im Herbst 2001 fur die sog. ,Mathematikerta-
ge“ und versprach dabei:
Karrieren, die funktionieren: [...]
Absolventinnen und Young Professionals

erleben in zwei hochinteressanten Tagen
die Zukunft der Mathematik [...]

Und von ferne schon erkennbar das Symbol:

f(x)
Diesem Symbol, das alle Abiturientinnen und

Abiturienten von der Schule her kennen,
trauen die Werbemanager der Allianz offen-

Basierend auf einem Vortrag in der Universitat des Saar-
landes am 25.01.2002 in der ,Ringvorlesung zur Ge-
schichte der Mathematik®.

1 Dieses Allianz-Plakat (hier aus drucktechnischen Griin-
den etwas gestaucht) hing im Herbst 2001 zumindest in
Deutschlands Hochschulen aus. Es ist ferner auf S. 71
der DMV-Mitteilungen 4-2001 abgedruckt.

bar die entscheidende Signalwirkung zu: Es
soll einerseits junge Mathematikerinnen und
Mathematiker ansprechen und andererseits
auch fur die ,Zukunft der Mathematik” ste-
hen!

Ist denn f(x) die ,Zukunft der Mathematik“?

Was ist denn nun mit diesem Symbol f{x)
gemeint? ,Natdlrlich eine Funktion'”, werden
viele sofort sagen. ,O nein,“ werden andere
sagen, ,f(x) ist doch keine Funktion, sondern
ein Funktionswert!, und wiederum andere
werden Korrigieren und sagen, ,f(x) ist der
Term der Funktion f“etc. ...

& Haben wir ein einheitliches Verstandnis
davon, was eine Funktion ist, oder nicht?

Manche werden vielleicht geneigt sein, diese
Frage sofort mit einer entsprechenden Defini-
tion dessen, was eine Funktion sei, zu be-
antworten, jedoch zeigt die Fachliteratur aus
Hochschule und Schule: Wir finden recht un-
terschiedliche Formulierungen des Funkti-
onsbegriffs — nehmen wir beispielsweise
nur die derzeit verwendeten Sprech- bzw.
Schreibweisen:

o die Funktion y = f(x) ...
o die Funktion f(x) ...

o die Funktion f ...

o die Funktion Yy = y(x)

o die Funktion x> f(x)

der Wegq ist eine Funktion der Zeit ...

o oder es wird eine Parabel einfach als
~quadratische Funktion bezeichnet ...

o oder es wird eine Wertetabelle als
Funktion bezeichnet

o

Ich kénnte nun diese Verwirrung sofort aus
der Welt schaffen, indem ich eine mir sympa-
thische Definition wahle, etwa eine Funktion
als rechtseindeutige Relation definiere,
und damit einige der o. g. Sprechweisen als
unzulassig erklare. Im Sinne der Informatik
wirde dann also der Begriff ,Funktion® als
,Objekt aufgefasst werden!
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Moglicherweise wurde ich damit aber nicht
nur Zustimmung ernten. So wirden mir
grundlagentheoretisch orientierte Mathema-
tiker und Informatiker wohl zustimmen, aber
etwa fir Anwender ist selbstverstandlich
f(x) die Funktion, und zumindest Physiker
werden es sich nicht nehmen lassen, V(x, ¢)
als ,Wellenfunktion zu bezeichnen und bei-
spielsweise die Formulierung U =U(t) zu
verwenden, um damit auszudriicken, dass
die ,Spannung eine Funktion der Zeit* sei.
Und andere sagen vielleicht, eine ,Funktion”
habe immer reelle oder komplexe Funkti-
onswerte.

e Also: Was ist nun eine Funktion?

Dies ist fur mich als Didaktiker eine zugleich
wichtige und spannende Frage, geht es doch
sowohl im Mathematikunterricht als auch im
Mathematikstudium u. a. wesentlich um Be-
griffsentwicklung! Also muss ich mir doch die
Frage stellen, welches Verstandnis des
Funktionsbegriffs ich vermitteln mdchte bzw.
wie sich dieses bei meinen Adressaten, den
Schulerinnen und Schilern bzw. den Studen-
tinnen und Studenten, entwickeln soll!

Ein Blick in die gegenwartige Fachliteratur
fahrt uns zunachst zu der Feststellung, dass
es in der Mathematik, diesem Prototyp der
exakten Wissenschaften, offensichtlich noch
immer keine einheitliche Definition dessen
gibt, was eine Funktion ist. Dies lasst sich
durch diverse Beispiele belegen.

Und dennoch behaupte ich, dass ,Funktion®
ein wesentlicher Grundbegriff der Mathema-
tik ist, der in nahezu allen Teilgebieten und
auch in den Anwendungen der Mathematik

vorkommt. — Das Allianz-Plakat fuhrt uns
dies eindringlich vor Augen!
Ein Widerspruch? — Nein, gerade wegen

dieser Uneinheitlichkeit liegt hier ein wesent-
licher Grundbegriff der Mathematik vor. Ge-
nauer: Ich mdchte darlegen, dass sich im
Funktionsbegriff wegen dieser Begriffsweite
eine sog. ,fundamentale Idee“ der Mathe-
matik zeigt, wie man dies in der Didaktik der
Mathematik formulieren wirde. Denn die be-
reits skizzierten Formulierungen, die einen
unterschiedlichen Gebrauch des Wortes
~Funktion® aufzeigen, verweisen dennoch auf
einen gemeinsamen Kern von Eigenschaf-
ten, die den mathematischen Begriff ,,Funkti-
on“ ausmachen — und zugleich gilt: ,Funk-
tionen haben viele Gesichter, in denen sie
uns begegnen. 2

Ich mdchte nun im Folgenden anhand wichti-
ger historischer Stationen aufzeigen, wie der
mathematische Funktionsbegriff entstanden
ist. Denn:

2 vgl. den Titel von [Herget & Malitte & Richter 2000].

Mathematische Begriffe sind [...] weder ab-
solut noch starr, sondern sowohl in kultur-
geschichtlicher und  wissenschaftsge-
schichtlicher als auch in anwendungs- und
kontextbezogener Hinsicht dynamisch und
vielfaltig. Daher ist eine Kenntnis der histo-
rischen Entwicklung mathematischer Be-
griffe im Sinne einer ,Historischen Veran-
kerung“ forderlich fur das Verstandnis ma-
thematischer Ideen — und zwar sowohl
fiir Lernende als auch fiir Lehrende. 3

Wie gehen wir dabei vor?

Naheliegend ware es, in der mathematikhis-
torischen Literatur zu stébern und danach zu
suchen, wer das Wort ,Funktion® in die Ma-
thematik eingebracht hat. Dann wirde man
darauf stoflen, dass es LEIBNIz im Jahre
1673 war, der das Wort, zwar noch nicht
ganz im heutigen Sinn, erstmals im mathe-
matischen Kontext verwendet hat, dass in
der Folgezeit eine zunehmende definitori-
sche Ausscharfung durch EULER, DIRICHLET
und andere stattgefunden hat, bis es in der
ersten Halfte des letzten Jahrhunderts unter
dem Einfluss der mengentheoretisch orien-
tierten Sicht der Mathematik die formal stren-
ge Begriffsdefinition als rechtseindeutige Re-
lation gegeben hat, die in den 1970er Jahren
dann auch Eingang in den Mathematikunter-
richt der Schulen gefunden hatte und die wir
auch heute noch in der Mathematik finden.

Leider fuhrt dieser Weg nicht weiter, denn wir
konnen uns nicht an dem Wort ,Funktion®
orientieren, wenn wir nach der historischen
Entwicklung des damit bezeichneten Begriffs
suchen, sondern wir missen vielmehr die mit
diesem Begriff intendierten Inhalte in den
Blick nehmen.

& Wir merken an dieser Stelle bereits an,
dass wir nicht der Gefahr erliegen durfen
den Begriff mit dem Bezeichner fur diesen
Begriff zu verwechseln! Oder anders: Wir
muissen sorgsam Begriffsinhalt und
Begriffsnamen unterscheiden!

Konkret entsteht hier die Frage: Wenn denn
sFunktion® nur der Name eines Begriffs ist,
was ist denn dann der Begriff bzw. der Inhalt
dieses Begriffs? Dies ist ein philosophischer
Aspekt, den insbesondere GOTTLOB FREGE
Ende des 19. Jahrhunderts aufgegriffen und
subtil analysiert hat. Dies ware eine eigene
Abhandlung wert. Vorlaufig gehen wir hiermit
intuitiv.um, indem wir danach suchen, was
denn fir uns mit der Bezeichnung ,Funktion®
inhaltlich verbunden ist.

Nun ware es naheliegend, eine mathemati-
sche Theorie, die diesen Namen tragt, zu
befragen: die Funktionentheorie!

3 Vgl. das Vorwort und den Umschlagtext von [Hischer &
Scheid 1995].
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Leider fUhrt auch dieser Ansatz nicht weiter,
weil es dort nur um die Theorie differenzier-
barer und integrierbarer Funktionen in der
Menge der komplexen Zahlen geht. Diese
Ende des 18. Jahrhunderts entstandene The-
orie ist also eine ,Theorie der komplexen
Funktionen® und trifft das damalige Ver-
stédndnis des Funktionsbegriffs. Heute — 200
Jahre danach — ware es viel sinnvoller, die
entsprechende Theorie als ,Komplexe Ana-
lysis* zu bezeichnen, wie es im Angloameri-
kanischen ublich ist.

Wie kommen wir weiter?

Etwas fir Funktionen Typisches finden wir
bereits in dem Allianz-Plakat: Die Verantwort-
lichen haben sicherlich mit Hintersinn die
Formulierung gewahit:

LKarrieren, die funktionieren*

Wann ,funktioniert denn etwas in unserem
Sprachverstandnis? Wenn der Vorgang so
ablauft, ,wie es sein soll“ oder ,wie es ge-
plant ist"!

Anders herum: Ein Gerat funktioniert nicht,
wenn etwa beim Betdtigen einer Taste gar
nichts oder nicht das Gewlinschte geschieht,
etwa die falsche Lampe aufleuchtet.

Wir erwarten also wie bei einer Maschine auf
eine bestimmte Eingabe eine eindeutig be-
stimmte Ausgabe, und damit ist dann schon
etwas Typisches des Funktionsbegriffs ange-
sprochen: die eindeutige Zuordnung.

Dies ist aber nicht die einzige typische Ei-
genschaft! Vielmehr zeigt eine Analyse der
heute dblichen Verwendungszusammenhén-
ge, in denen Mathematiker und Anwender
vom Funktionsbegriff Gebrauch machen, ei-
ne erstaunliche Vielfalt im Umgang mit Funk-
tionen auf, die in ihrer Gesamtheit als ,Funk-
tionales Denken® gekennzeichnet werden
kann.

Bereits in dem sog. ,Meraner Lehrplan® von
1905 zur Neugestaltung des gymnasialen
Mathematikunterrichts, an dem FELIX KLEIN
mafgeblich mitgewirkt hat, wurde gefordert,
dass der Mathematikunterricht ,der Erzie-
hung zum funktionalen Denken® dienen und
die ,Gewohnheit des funktionalen Denkens*
pflegen solle. 4

VOLLRATH analysierte dieses sog. ,funktiona-
le Denken® 1989 in einer umfangreichen Ar-
beit, wobei er eingangs begriindet, dass es
sich hierbei um einen ,offenen didaktischen
Begriff* handelt, der fur ihn wie folgt zu ver-
stehen sei: °

Funktionales Denken ist eine Denkweise, die
typisch fir den Umgang mit Funktionen ist.

4 vgl. [Vollrath 1989, 3] und [Kriiger 2000].
5 Vollrath 1989, 6]

Und hierzu zahlen vor allem bereits die ein-
gangs genannten Aspekte, die wir etwa wie
folgt zusammenfassen kénnen:

e eindeutige Zuordnung,

o Abhéangigkeit einer Grée (,abhangige
Variable®) von einer anderen (,unabhan-
gige Variable®), speziell auch zeitabhén-
gige Grél3en,

o (empirische) Wertetabellen,

o Kurven“, Graphen, Datendiagramme,
und dazu gehoéren dann Ubrigens

e Formeln.

Denn jegliche ,Formeln®, wie wir sie insbe-
sondere in Mathematik und Physik kennen,
kénnen wir als Funktionsterme begreifen,
und zwar haufig als Terme mit mehreren Va-
riablen, also im Sinne von sog. ,Funktionen
mit mehreren Verédnderlichen®.

Dies alles mussen wir bei der historischen
Betrachtung der Entwicklung des Funktions-
begriffs mit im Blick haben, obwohl es in der
Mathematik trotz der Kennzeichnung einer
Funktion als ,eindeutiger Zuordnung® kurio-
serweise auch im 20. Jh. teilweise noch
.mehrdeutige Funktionen* gab. ©

Ich komme nun zu einem Abriss der histori-
schen Entwicklung des Funktionsbegriffs,
indem ich schwerpunktmaRig mir wesentlich
erscheinende ,Meilensteine“ beschreibe:

19. Jh. v. Chr.  Babylonier
(Tabellierung von Funktionen)
ab 5. Jh.v. Chr. Antike
(Kurven in kinematischer Darstellung)
Mittelalter, insbes. ORESME
(graphische Darstellung zeitabhéngi-
ger Grofen)
NEwTON (Fluxionen, Fluenten),
LEIBNIZ, JAKOB | BERNOULLI
(erstmalig das Wort ,Funktion®),
JOHANN | BERNOULLI (Ordinaten)
JOHANN | BERNOULLI, EULER
(Funktion als ,analytischer Ausdruck®,
d. h. als ,Term"),
EULER (Funktion als freihédndig
gezeichnete Kurve),
LAMBERT
(empirische Zusammenhénge)
FOURIER, DIRICHLET
(Funktion als eindeutige Zuordnung)
PEANO, PEIRCE, SCHRODER
(Funktion als Relation)
Anfang 20. Jht.: HAUSDORFF
(Funktion als zweistellige
rechtseindeutige Relation)
21. Jh. .7

14. Jh. n. Chr.

17. Jh.

18. Jh.

19. Jh.

6 7. B. [Duschek 1960, 59]
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Natulrlich gehdren in diesen Zusammenhang
auch synonyme oder verwandte Bezeich-
nungen wie Abbildung, Operation, Verknlip-
fung, Operator, Funktional und Funktor, auf
die aber hier nicht weiter eingegangen wer-
den soll und kann.

2 Historische Meilensteine

2.1 Babylonier:
Tabellierung von Funktionen

Bekannt sind sicherlich die sog. ,Keilschriftta-
feln* der Babylonier, und manche kennen
vielleicht auch sogar die beriihmte Tafel mit
dem Namen ,Plimpton 322“ (Abb. 2.1). 7

Abb. 2.1: Keilschrifttafel ,,Plimpton 322, 12,7 cm x 8,8 cm
Dazu sind einige historische Hintergrundin-
formationen angebracht: 8
Die ,Babylonier” lebten in Mesopotamien
(was griechisch ,Zwischenstromland® bedeu-

tet), also in dem Gebiet zwischen Euphrat
und Tigris (Abb. 2.2) im heutigen Irak.

Hippur

Ancient Babylonia

R 4

(abgewandelte Darstellung aus URL 2a im Anhang)

Abb. 2.2: Mesopotamien (heutiger Irak)

7 Vielfach in der Literatur abgebildet, z. B. in [Resnikoff &
Wells 1983, 62]; diese Abbildung stammt aus URL 1,
siehe Anhang.

8 Vgl. dazu diverse Quellen in URL 2, siehe Anhang.

Entstehung von Mesopotamien ca. 8000 — 3000 v. Chr.
(Windrose um 180° gedreht, Stiden ist oben)

Mesopotamien entstand in der Zeit von 8000
bis 3000 v. Chr. dadurch, dass der Getreide-
anbau aus den natirlichen Vorkommen der
regenreichen Bergregionen im heutigen Iran
durch Kolonisation in die Tiefebene des
Schwemmlandgebiets von Euphrat und Tigris
verlagerte wurde (Abb. 2.3). Diese Phase
war verbunden

mit der Herausbildung von Bewasserungs-
techniken, die eine Ansiedlung jenseits der
regenabhangigen Zone erméglichte, indem
sie die Flisse ausnutzte, die durch sonst
halbwistenartiges Gebiet stromten. [...]

Dadurch entstanden zahlreiche kleine
Siedlungen, deren Versorgung mit wichti-
gen Rohstoffen aus dem fernen Hochland
gesichert, deren Produkte getauscht und
deren Wasserbedarf einer Organisation un-
terworfen werden mufBten. Die Religion
stellte die Verbindung zwischen diesen
Funktionen her, und die regionalen Tem-
pelzentren wurden zu Verwaltungseinhei-
ten. Aus solchen Siedlungen [...] entstan-
den im spaten 4. und 3. Jahrtausend die
schriftkundigen Stadtkulturen; damit war
das klassische Modell der Zivilisation des
Vorderen Orients geboren. 9

So wurde hier die wirtschaftliche Grundlage
fur eine der ersten Hochkulturen geschaffen,
was durch zahlreiche Kupfervorkommen in
den umgebenden Zonen und durch intensi-
ven Handel im Hinterland verstarkt wurde.
Die archaologische Forschung geht heute
davon aus, dass etwa um 3000 v. Chr. hier in
Mesopotamien aus dieser Notwendigkeit der
wirtschaftlichen Organisation und Verwaltung

9 [Barraclough 1979, 40]
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heraus die erste Schrift entstanden ist, und
zwar zundchst als Bilderschrift, indem fir be-
stimmte Worter und Vorstellungen Symbole
benutzt wurden. Diese erste Schrift verbreite-
te sich dann vermutlich nach Agypten und
Indien mit je eigenen Auspragungen. In Me-
sopotamien hingegen entwickelte sich aus
diesen Anfédngen bald eine besondere
Schrift, ndmlich die sog. Keilschrift, die zuerst
von den Sumerern Ubernommen wurde (da-
her auch oft ,sumerische Keilschrift‘), dann
u. a. von den Akkadern, den Assyrern, den
Babyloniern und den Hethitern. Diese Keil-
schrift wurde Ubrigens etwa gegen 1500 v.
Chr. bis hin zu einer alphabetischen Keil-
schrift weiter entwickelt, dem sog. Ugaritisch,
das zum Vorlaufer des griechischen und la-
teinischen Alphabets wurde. 10

Da in dem Uberschwemmungsland geni-
gend frischer Lehm oder Ton zur Verfigung
stand, der sich an der Sonne und in Ofen gut
trocknen lieB3, ist es nur nattrlich, dass Ton-
platten geformt und verwendet wurden, in die
mit einem Keil leicht Symbole ,eingraviert*
werden konnten (Abb. 2.4).

S,
<G ] N J

Abb. 2.4: Keilgravur bei der sumerischen Keilschrift
(aus [Resnikoff & Wells 1983, S. 18],
dort wiedergegeben aus [Neugebauer 1935])

Die Sumerer wurden gegen 2000 v. Chr. von
den Babylonieren vertrieben, einem semiti-
schen Volk, das gegen 1900 v. Chr. seinen
Hauptsitz in Babylon errichtete. 11

Die Babylonier entwickelten bekanntlich mit
ihrem Sexagesimalsystem ein Stellenwertsy-
stem zur Zahldarstellung, das in gewisser
Hinsicht unserem Dezimalsystem Uberlegen
ist, weil die Basiszahl 60 eine besonders ho-
he Anzahl echter Teiler hat, namlich 10. Sie
benutzten zur Zahldarstellung zwei verschie-
dene Keilsymbole, eines fir die 1 (senkrecht)
und eines fur die 10 (waagerecht), und bin-
delten diese, etwa wie in Abb. 2.5.

10 [Barraclough 1979, 53]

11 GeméaR URL 2a, siehe Anhang.

12 Abb. 2.5 zeigt tibrigens die hervorragende Approximation
der Babylonier von /2 . (Hierauf werden wir hier nicht
weiter eingehen, weil dies ein eigenes Thema wére.)
Ferner sei am Rande erwahnt, dass wir dem Sexagesi-
malsystem der Babylonier bekanntlich unsere Zeiteintei-
lung des Tages in 24 Stunden, der Stunde in 60 Minuten
und der Minute in 60 Sekunden verdanken.

A
vV <<VPY <y <
-

Abb. 2.5: Keilschriftdarstellung (ca. 2500 v. Chr.)12

24 51 10
von V2r1+ 24 4 —
60 60 60°

Nun aber wieder zum Thema:

Seit der ersten Halfte des 19. Jhts. wurden
im heutigen Irak etwa eine halbe Million ba-
bylonischer  Keilschrifttafeln ausgegraben
bzw. in Bibliotheken gefunden. 13 Wir kén-
nen dankbar sein, dass dieses kulturelle Er-
be nahezu 4000 Jahre bis zu seiner Entde-
ckung Uberdauert hat.

Unter diesen Tafeln befinden sich etwa vier-
hundert, die mathematische Probleme oder
mathematische Tabellen enthalten. Viele die-
ser Keilschrifttafeln kann man in Museen von
Paris, Berlin und London und in archaologi-
schen Sammlungen der Universitdten von
Yale, Columbia und Pennsylvania bewun-
dern. 14 Eine erste Interpretation dieser ma-
thematischen Tafeln stammt von NEUGEBAU-
ER (1935), eine spatere von NEUGEBAUER &
SACHS (1945).

Besondere BerUhmtheit haben die Tafeln
,Yale YBC 7289" (Quadratwurzelapproxima-
tion gemal Abb. 2.5) und ,Plimpton 322°
erlangt. Mit letzterer werden wir uns hier be-
fassen. Es ist die Tafel Nr. 322 in der Samm-
lung von G. A. PLIMPTON in der Universitat
von Columbia. Sie wurde in den 1920er Jah-
ren gefunden, wahrscheinlich in der Gegend
von Senkereh. 15 Nach bis vor kurzem noch
glltiger Auffassung stammt sie aus der Zeit
von etwa 1900 bis 1600 v. Chr. 16

Diese Tafel zeigt eine Tabelle, bestehend
aus 15 Zeilen und 4 Spalten (vgl. Abb. 2.1).
Sie ist zwar links oben und rechts in der Mitte
beschadigt, konnte jedoch rekonstruiert wer-
den. 1945 wurde sie erstmals von NEU-
GEBAUER & SACHs dechiffriert. 17 Die Tabelle
in Abb. 2.6 (nachste Seite) gibt ihre auf-
schlusssreiche Transliteration wieder.

Seither galt Plimpton 322 als éltestes erhal-
tenes Dokument der Zahlentheorie. 18

13 GemaR URL 2e, siehe.

14 GemaR URL 2e.

15 GemaR URL 2b; Senkereh ist das alte Larsa.

16 vgl. etwa URL 2 ¢, URL 2d, URL 2f.

17" GemaR [Resnikoff & Wells 1983, 63] und URL 2e.

18 GemaR URL 2b.
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1:59,0,15 (19834159  (119)[249  (169) 1
1,56,56,58,14,50,615  (1.9492)[567  (3367)[1,20,25 *(4825)| 2
1:55,7,41,15,33,45 (1.9188)[1,1641 (4601)[1,5049 (6649)] 3
1531029325216 (1.8862)[3,3149 (12709)[59,1  (18541)] 4
1:48,54,1,40 (1.8150)[1,5 (65)[1,37 on| 5
1:47,6,41,40 (17852)[519  (319)[8.1 @81) 6
1431156282640  (1.7200)[38,11  (2291)[59,1  (3541)] 7
1:41,33,59,3 45 (1.6928)[13,19  (799)|2049  (1249)] 8
1;38,33,36,36 (1.6427)]8,1 481)|1249  (769) 9
1:35,10,2,28,27,24,26,40 (15861)[1,22,41 (4961)[2,16,1  (8161)[10
1:3345 (1.5625)[45,0 @5)|1150  (@5)[11
1:29,21,54,2,15 (1.4894)|27,59  (1679)[48.49  (2929)[12
1:27,0,3.45 (1.4500)[2,41  *(161)[4d9  (289)[13
1,25,48,51,35,6,40 (1.4302)[2931  (1771)[5349  (3229)[14
1:23,13,46,40 (1.3872)|56 ©6)[146  *(108)[15

Abb. 2.6: Transliteration von Plimpton 322 — jeweils in
Klammern sind auch die dezimalen Werte angegeben
(Zahlenangaben mit * waren gema URL 5 im Original
falsch, sie sind hier wie in URL 5 korrigiert angegeben)

Die rechte Spalte enthalt nur die Nummern
der 15 Zeilen, wahrend die ersten drei Spal-
ten eigens interpretiert werden mussen.

Bis auf die nicht fixierte und jeweils zu inter-
pretierende Kommastellung ist es eine gute
Ubung, diese Sexagesimalzahlen in die dezi-
male Darstellung umzurechnen. So bedeutet
etwa der erste Wert links oben:

1,59,0,15 = 1+% 59 L3
60 60°
Die Dezimalbriiche in der linken Spalte sind
Naherungswerte.
Auf den ersten Blick fallt auf, dass die Werte
in der linken Spalte monoton fallen, wahrend
die mittlere und rechte Spalte spontan keine
Gesetzmaligkeit erkennen lassen.

Wahlt man ohne Einschrankung der Allge-
meinheit p > ¢ und beschrénkt sich auf p <
125, so enthalt Plimpton 322 alle mdglichen
pythagoreischen Tripel, die sich mit regula-
ren p und g erzeugen lassen — bis auf
die zwischen den Zeilen 11 und 12 eingeflg-
te Zeile. Diese Zeile scheint aufgrund eines
Versehens vergessen worden zu sein, mogli-
cherweise ein Abschreibfehler.

Nur die pythagoreischen Tripel in den Zeilen
11 und 15 sind nicht relativ prim, hier miss-
ten eigentlich die Tripel (3, 4, 5) und (28, 45,
53) stehen. Ferner haben 5 und 9 (in Zeile
15) dieselbe Paritat: Das Tripel (28, 45, 53)
wirde zwar von p=7 und g=2 erzeugt,
aber 7 héatte keine reguldre sexagesimale
Darstellung. Und das Tripel (45, 60, 75) wurde
moglicherweise anstelle von (3, 4, 5) genom-
men, weil letzteres aus dem Rahmen der
Groflenordnung der anderen fiel. Jedoch ist
dies spekulativ, wenn auch plausibel.

In der ehemals ersten Spalte der Tabelle
(hier: Spalte 5) stehen dann die Quadrate
aus dem Quotienten der Hypotenuse ¢ und
der anderen Kathete b, also das Quadrat
des Sekans das Winkels o, d. h. sec?(a).
Die Sekansfunktion ist eine bei uns kaum
mehr verwendete trigonometrische Funktion,

sec(o) = cos(a)

(vgl. Abb. 2.8), hingegen im angelsachsi-
schen Bereich wird sie wohl noch durchweg
benutzt

Die Interpretation kdnnen wir nach- el 2 To=] a= | e=
vollziehen, indem wir die urspriingli- |Aa"| a* | & |secla)= | o o e e e e b | N
che Tabelle aus Abb. 2.6 wie in Abb.
2.7 erweitern: 4476|0,7812 | 14083 |1,983a| 120 119 160 | 12| 5| 1
i i i _ | 051
Dle._ZW_elte und dritte Spalte der ur 44,25 | 0,7724 1,3961 1,9492 | 3456 3367 4825 | 64 (27| 2
sprunglichen Tabelle (hier: Spalten | 047 o lorenl 1 e e A T
7, 8) sind als Kathete a bzw. Hypo- | g5l |~ S i Il
tenuse ¢ desin Abb. 2.8 dargestell- 120 43,27 10,7552 13734 1,8862 | 13500 12709 18541 | 125 |54| 4
ten rechtwinkligen Dreiecks aufzu- ™ 4207(07343| 13472 | 1815 72 65 97| 9| 4| &
fassen. Man erkennt relativ leicht, >4 4154 07251 | 13361 |1,7852| 360 319 as1| 20| 9| &
dass diese beiden Zahlen jeweils | | 05 0705 1315 | 172| 2700| 2201  3s41| s425] 7
SS - ( 4 > Tomlio2] o K 72| 2 54 |28
Tell elnes P yt hagorelsch_en Zahlen 39,77 | 0,6942 1,3011 1,6928 960 799 1249 | 32|15 8
tripels sind. Und zwar sind alle bis | 1,05 f
. . . T iy 75 2817 ol i 15 | 17
auf die in den Zeilen 11 und 15 rela- ||, 2072|0678 | L2817 |L6427] 600) 481]  769] 2512) 9
tiv prim, s0g. ”primitive pythagorei- pyes 37,44 0,6534 1,2594 | 1,5861 | 6480 1961 8161 | 81 (40| 10
. @ . Ry
sche Zahlentripel“. Bekanntlich las- 36,87 | 0,6435| 12500 |15625| 60 45 75| 2| 1|1
sen sich solche Tripel mit Hilfe von | %7~ 06244 12326 | 15192 [16000| 11529 19721 | 125 |64| *
i je- | 0.80 f -
zwel Zahlen p _und q verschie 34,98 | 0,6104 1,2204 1,4894 | 2400 1679 2929 | 48 |25| 12
dener Paritat wie in den Formeln von | 112 w500 1200 L T3l n
Abb. 2.7 angegeben erzeugen. YT Ml v |[ERe|| 2 2ol =t 15
. . 33,26 | 0,5805 1,1959 1,4302 | 2700 1771 3229 | 50 )27| 14
Interessanterweise bestehen dabei | 137" i sk i =
alle Paare (p/ q) aus reguléren Sexa- dl,&‘)_ 0,5566 11778 1,3872 90 56 106 9| 5|15

gesimalzahlen, d. h., sie haben nur
die Primteiler 2, 3 oder 5 der Ba-
siszahl 60.

Abb. 2.7: Erweiterung von Plimpton 322; original sind die Spalten 5, 7, 8, 11,
korrigierte Fehler des Originals sind in Zeile2/Spalte8, Z9/S7, Z13/S7, Z15/S8;
die Zeile * fehlt im Original; die Zahlen in Z11/S9, Z11/S10 waren korrekt, pas-
sen aber nicht zu den Werten 45 und 75 (15faches der ,eigentlichen“ Werte).

6
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'l Z. T. wird behauptet, die
-~ | aufeinander folgenden Se-
e "| kans-Werte hatten eine
e Differenz von exakt 1/60
(= 0,0167) und die Winkel
wilrden von 45° bis 31° in
Schritten zu 1° laufen. 19
Jedoch ist dies offensicht-
lich nur in ganz grober Naherung akzeptabel,
keinesfalls ,exakt‘. AuRerdem fehlt ja in der
Tabelle eine Zeile zwischen den Zeilen 11
und 12 mit einem entsprechenden grof3en
Sprung. 20
Die Babylonier kannten noch keines der uns
gelaufigen Winkelmale, weder das Bogen-
malfl der griechischen Antike noch unser
Gradmal. Statt dessen kennzeichneten sie
einen konkreten Winkel mit Hilfe eines
rechtwinkligen Dreiecks durch die Langen
der gegenuber liegenden Kathete und der
Hypotenuse wie in Abb. 2.8 — und dieses
offenbar nur fur den Fall, dass die drei Seiten
ein pythagoreisches Tripel bildeten. Und ne-
benbei nehmen wir zur Kenntnis, dass der
berihmte Satz des Pythagoras den Babylo-
niern schon mindestens 1300 Jahre vor Py-
thagoras bekannt war, die Namensgebung
historisch also falsch ist — wie so vielfach
in der Mathematik.

In einer Gesamtwiirdigung von Plimpton 322
halten wir nun fest, dass hier vor knapp 4000
Jahren eine trigonometrische Funktion ta-
belliert worden ist, genauer sogar als sog.
zweistellige Funktion, namlich in heutiger
Formulierung durch die Formel:

flac)=

Natlrlich mlUssen wir uns fragen, welchem
Zweck diese Tabelle diente! So wurde Plimp-
ton 322 bisher wegen der pythagoreischen
Tripel vor allem als erstes bedeutendes Do-
kument der Zahlentheorie angesehen. Eine
solche Interpretation liegt auch nahe, wenn
wir die in Abb. 2.7 vorgenommenen Ergéan-
zungen hinzuziehen. Aber warum wurden
dann nicht gerade diese von uns erkannten
Eigenschaften offen gelegt? Warum wurden
nicht alle drei Zahlen der pythagoreischen
Tripel aufgefthrt, warum fehlen die erzeu-
genden Zahlen p und 4?7 Und wozu die
Quadrate des Sekans? Was hat das mit Zah-
lentheorie zu tun?

Eine aktuelle Untersuchung im American Ma-
thematical Monthly (Februar 2002) wider-
spricht denn auch der Ublichen zahlentheore-
tischen Interpretation!

C

Abb. 2.8:
Dreieck als Grund-
lage v. Plimpton 322

2 1
< = | =sec’(a) = }
-a

c? cos’(at)

19 Zum Beispiel URL 2 f und URL 2 g, siehe Anhang.
20 Dies wird z. B. in URL 4 nachgewiesen.

So findet man in den Internet-Mitteilungen
der AMS (American Mathematical Society)
vom Februar 2001 unter der Uberschrift 21

Math in the Media — Highlights of
math news from science literature and
the current media

u. a. folgende Nachricht: 22
Rereading Plimpton 322. Plimpton 322,
the tiny dark star of Columbia University's
Rare Book Library, is probably the world's
best known piece of Mesopotamian mathe-
matics. A clay tablet, about 5 inches long
and 3.5 inches wide, with 4 columns and
15 rows of cuneiform hexadecimal num-
bers, it is usually dated 1900-1600 BC. Sir
Christopher Zeeman lectured on it in San
Antonio in 1995 AD, calls it “the oldest pre-
served document on number theory,” and
gives a mathematical argument for its in-
terpretation as a set of pythagorean triples.
[...] The January 27 2001 Science News
has a piece by Ivars Peterson describing a
recent reevaluation of the mathematical
content of the tablet. The work is due to
Eleanor Robson (Oriental Institute, Oxford)
and is presented as an example of “new
scholarly approaches to Mesopotamian
mathematics” which “combine historical,
linguistic and mathematical techniques.” Dr
Robson pins down the date of the tablet to
1800 +/- 40 BC, and gives an alternative
explanation of the tablet's purpose: it
“served as a guide for a teacher preparing
exercises involving squares and recipro-
cals.” Despite this downgrading from num-
ber theory to arithmetic, Robson considers
Plimpton 322 “the epitome of Mesopota-
mian mathematical culture at its best. ... It's
a well-organized, well-executed, beautiful
piece of mathematics.”
LPlimpton 322“ wurde also ,neu interpretiert*
und von der britischen Forscherin als ,Abriss
der mesopotamischen mathematischen Kul-
tur in ihrer besten Auspragung“ gekennzeich-
net. Plimpton 322 ist nach ihrer Analyse also
nicht mehr als Dokument zahlentheoretischer
Forschung anzusehen, sondern diese Tafel
diente Lehrenden zur Vorbereitung ihrer
Ubungsaufgaben. Man kann also davon aus-
gehen, dass die Tafel entsprechend mehr-
fach fur diesen Gebrauch kopiert wurde.

Und trotz dieser ,Herabstufung von der Zah-
lentheorie zur Arithmetik“ bleibt bestehen,
dass nach heutiger Kenntnis Plimpton 322
das élteste erhaltene Dokument einer ta-
bellierten Funktion ist — ohne hier der
Frage nachzugehen, wozu das Quadrat des
Sekans konkret bendétigt wurde.

21 Quelle: URL 3 im Anhang; vgl. auch URL 17 (Vortrags-
hinweis: 3.2.1998 in Groningen); Originalartikel sind an-
schlieBend erschienen in [Robson 2001 & 2002].

22 Hervorhebungen durch Unterstreichung und Kursivdruck
nicht im Original.
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2.2 Antike und Mittelalter:
Kurven und
zeitabhangige GrofRen

In der Einleitung hatte ich fest gestellt, dass
uns Funktionen in unterschiedlicher Gestalt
begegnen, und wir hatten im letzten Ab-
schnitt Wertetabellen und Formeln als eine
solche mogliche Gestalt kennen gelernt und
dabei gesehen, dass hierin wohl das histo-
risch erstmalige Auftreten von Funktionen zu
erkennen ist: die Tabellierung von Funktio-
nen — bedeutsam sowohl fir die Numeri-
sche Mathematik als auch im Mathematikun-
terricht als eine wichtige Stitze beim Ent-
wickeln des Funktionsbegriffs.

Auf zwei weitere Erscheinungen von Funkti-
onen hatte ich bereits hingewiesen:

e graphische Darstellungen, insbesondere
~Kurven*

e zeitabhangige Grdlen, insbesondere in
der Physik

Hierbei wollen wir ,Kurve® naiv als ,durchge-

zogene Linie” verstehen, nicht aber im mo-

dernen Sinne, bei dem es auch Fraktale wie

die Schneeflockenkurve oder ,flachenflllen-

de* Kurven wie etwa die Peanokurve gibt.

Mehrheitlich wird in der historischen Literatur
der Beginn der Entwicklung des Funktionsbe-
griffs im Mittelalter bei NiICOLE D’ORESME an-
gesetzt, von dem uns namlich eine graphi-
sche Methode zur Visualisierung zeitabhén-
giger GroBen uberliefert ist, die wir noch
kennen lernen werden.

Mit dieser Methode, die spater GALILEI auf-
gegriffen hat, treten ,Kurven® somit unter ei-
nem zeitbezogenen, kinematischen Aspekt
auf. Dann miussen wir aber deren Ursprung
bereits in der griechischen Antike sehen, in
der ja die kinematische Erzeugung von Kur-
ven erfunden worden ist.

2.2.1 Antike: Kinematische Kurven

Abb. 2.9 zeigt die Trisectrix, die von HIPPIAS
VON ELIS erfunden wurde, um das Problem
der Dreiteilung eines beliebigen Winkels zu
I6sen. Sie entsteht kinematisch als Schnitt ei-
ner Rotations- und
einer Translations-
bewegung, die syn-
chron mit konstan-
ter Winkelge-
schwindigkeit bzw.
konstanter gerad-
liniger Geschwin-
digkeit ablaufen
(siehe  Schnittkur-

Von Hippias 420 v, Chr. zur
Winkeldreiteilung erfunden Ve)_

Abb. 2.9:
Trisectrix des HIPPIAS

Abb. 2.10 zeigt eine o clS
dreidimensionale Kur- .

ve, namlich die Hippo- i )
pede (,Pferdefessel) e
des EuDOX0S, die man \ o 2

sich wie eine ge- Y ’/

krimmte Acht als
Bahn eines Planeten
an der ,Himmelskugel®
vorstellen muss:

Abb. 2.10: Hippopede
des EuUDOXOS

Zwei konzentrische Kugeln gleichen Durch-
messers bewegen sich gegenlaufig um ihre
Achsen, welche gegen einander geneigt
sind. Ein auf einer Kugel fest gedachter
Punkt beschreibt dabei die Hippopede.

Ein weiteres Beispiel:
Auf einem Radialstrahl,
der mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit ro-
tiert, bewegt sich mit
konstanter Bahnge-
schwindigkeit ein Punkt
nach aufden. Dieser be-
schreibt die  Archi-
medische Spirale.

Eine kinematisch definierte Kurvel

p=Rk®

Abb. 2.11:
Archimedische Spirale
Solche Kurven pflegen

wir heute mit Hilfe von sog. ,Parameterfunk-
tionen“ zu beschreiben, deren Parameter ¢
wir uns als Zeitvariable vorstellen kdnnen.

Eine solch formal-symbolische Beschreibung
gab es zwar damals noch nicht, aber auch
heute ,sehen” wir in solchen Kurven Funktio-
nen, so dass in diesem graphisch-visua-
lisierenden Sinne bereits in der Antike der
Funktionsbegriff angelegt war.

Neben der kinematischen Erzeugung von
Kurven kannte man in der Antike noch dieje-
nige durch Schnitt von zwei Flachen, so etwa
die Hippopede als Schnitt einer Kugel mit
einem durchstoRenden, tangierenden Zylin-
der (Abb. 2.12) oder die Spiren des Perseus
(Abb. 2.13). Aber es ware wohl recht gewagt,
diese Kurvenerzeugung unter dem Aspekt
des funktionalen Denkens sehen zu wollen.

Abb. 2.12: Abb. 2.13:
Hippopede Spiren des Perseus 23

23 Aus [Brieskorn & Kndrrer 1981, 20].
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2.2.2 1000 n. Chr.: Der Beginn zeit-
achsenorientierter Darstellung

Von ARISTOTELES wissen wir, dass er sich in
seiner ,Physica“ u. a. auch mit der Zeit be-
fasste und diese mit einer nach rechts
verlaufenden Linie verglich! 2* Diese Vor-
stellung hat sich als maf3geblich bis in unsere
Zeit erwiesen, und zwar in Verbindung mit
der graphischen Darstellung zeitabhangiger
Daten. Insbesondere ist offenbar die zeitach-
senorientierte Darstellung die aul’erhalb der
Mathematik am meisten genutzte Methode
zur Visualisierung von Daten. Dies ist das
Ergebnis einer viel beachteten Langzeitstu-
die des Amerikaners EDWARD R. TUFTE, die
er 1983 verdffentlichte: 25

So untersuchte TUFTE in den Jahren 1974 bis
1980 u.a. die 15 weltweit bedeutendsten
Zeitungen und Nachrichtenmagazine darauf-
hin, auf welche Weise sie Daten visualisie-
ren. Er zog dazu aus ihnen eine Stichprobe
von insgesamt knapp 4000 Graphiken. 26
Eines der verbliffenden Ergebnisse seiner
Hochrechnung war, dass ca. 75 % der ver-
wendeten  Graphiken zeitachsenorientiert
sind. 27 Derartige Darstellungen haben also
in unserem Alltagsverstandnis offenbar eine
besondere Bedeutung!

Table 1
Graphical Sophistication, World Press, 1974-1980

Percentage of statistical

graphics based on more  Number of
than one variable, but not  graphics in
a time-series or a map sample

Akahata (“Red Flag") (Japan, daily, 9.3% 202
circulation 30,000)

Asahi Shimbun (Japan, daily, 8,000,000) 7.6% 19
Der Spiegel (Germany, weekly, 1,000,000) 5.7% 454
The Economist (Britain, weekly, 170,000) 2.0% 342
Nihon Keizai Shimbun (Japan, daily 1.7% 297
financial paper, 1,700,000}

Le Monde (French, daily, 440,000) 0.7% 144
Business Week (U.5., weekly, 800,000) 0.6% 726
New York Times (U.S., daily, 900,000; 0.5% 422
Sunday, 1,500,000)

Pravda (USSR, daily, 10,500,000) 0.0% 54
Frankfurter Allgemeine (Germany, daily, 0.0% 93
300,000)

The Times (Britain, daily, 400,000) 0.0% 107
Washington Post (U.S., daily, 600,000, 0.0% 121
Sunday, 800,000)

Time (U.5., weekly, 4,300,000) 0.0% 147
Die Zeit (Germany, weekly, 300,000} 0.0% 213
Wall Street_Journal (U.5., daily, 2,000,000) 0.0% 449

Abb. 2.14: Untersuchung von TUFTE: Verwendung von
Graphiken in der Presse. Hier dargestellt: Verwendung
LJrelationaler Graphiken* weltweit verschwindend gering!

24 vgl.z.B. URL 8 und URL 9, siehe Anhang.
25 [Tufte 1983]

26 Abb. 2.14, aus [Tufte 1983, 83]; es waren genau 3890
Graphiken.

Die historische Forschung dokumentiert zeit-
achsenorientierte Darstellungen erstmals fir
das Mittelalter um die Jahrtausendwende.

Vermutlich von 950 n. Chr., evtl. auch aus
dem 11. Jht., stammt die in Abb. 2.15 wie-
dergegebene Zeichnung, die im 19. Jht. von
SIGMUND GUNTHER als Teil eines Manuskripts
entdeckt wurde, das der Bayerischen Natio-
nalbibliothek in Miinchen gehort. Er publizier-
te seine Entdeckung 1877. 28

T
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Abb. 2.15: Zodiac — Planetenbahnen Uber einer hori-
zontalen Zeitachse, ca. 950 n. Chr.
FUNKHOUSER kommentierte 1936 diese von
ihm far wichtig gehaltene Entdeckung in der
archaologischen Zeitschrift Osiris aus der
Sicht graphischer Darstellungen wie folgt: 29
Dieser Graph ist in der Geschichte graphi-
scher Methoden bedeutsam und begegnet
uns hier als altestes vorhandenes Beispiel
fir den Versuch, veréanderbare Werte in ei-
ner Weise darzustellen, die heute Ublichen
Methoden &hnelt: die Verwendung eines
Koordinatengitters zum Zeichnen von Kur-

ven als entscheidendes Merkmal.

Es handelt sich nach FUNKHOUSER bei dieser
Quelle um einen etwa 400 n. Chr. geschrie-
benen zweibandigen Kommentar von MACRO-
BIUS Uber ein Werk von CICERO, in dem
MAcCROBIUS den damaligen Stand von Physik
und Astronomie darstellt. Dieser Kommentar
enthalt in einer spateren Abschrift, die ver-
mutlich im 10. Jht. angefertigt wurde, einen
Anhang eines unbekannten Schreibers mit
dem Titel ,De cursu per zodiacum®, also:
,Uber den Tierkreis‘. FUNKHOUSER schreibt
weiter: 30
Dieser Anhang [...] ist eine kurze Beschrei-
bung der Planetenbahnen durch den Zodi-
ac (also: den Tierkreis). Die graphische
Darstellung dient der Veranschaulichung
dieser Beschreibung. Das gesamte Werk
scheint eine Zusammenstellung fur die
Verwendung in Klosterschulen zu sein.

27 [Tufte 1983, 28]

28 \/gl. [Funkhouser 1936, 260], der auf [Ginther 1877]
Bezug nimmt.

29 [Funkhouser 1936, 260], Ubersetzung von mir.
30 [Funkhouser 1936, 260], Ubersetzung von mir.
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Es handelt sich offensichtlich um eine gra-
phische Darstellung der Inklination der Pla-
netenbahnen als Funktion der Zeit.

FUNKHOUSER versichert, dass er sich bei der
Interpretation mit einem Wissenschaftler vom
Observatorium des Harvard College beraten
habe.

Damit liegt uns hier nach heutigem Kenntnis-
stand die historisch erstmalige graphische
Darstellung einer zeitabhdngigen Funkti-
on vor, 31 und zwar die zeitabhéngige Dar-
stellung der Inklination der Planetenbahnen
von Venus, Merkur, Saturn, Mars und Jupiter
und der Bahnen von Mond und Sonne. 32
(Vergleiche hierzu auch Abb. 2.10.)

TUFTE fuhrt mit Bezug auf FUNKHOUSER aus,
dass der astronomische Inhalt dieser Graphik
und des Begleittextes verworren sei und we-
nig in Einklang zu bringen sei mit den aktuel-
len Bewegungen der Planeten. Genauer
weist FUNKHOUSER darauf hin, dass die hori-
zontale Zeitachse in 30 Abschnitte unterteilt
sei und dass fur jeden der sieben Him-
melskorper auf der Vertikalachse ein eigener
Startpunkt zur Abtragung des Abstandes
vom Zodiac, also vom Tierkreis, vorgesehen
sei, dass aber zwischen den sieben Kurven
keine zeitlicher Zusammenhang bestiinde,
wie man an den Perioden sehen wirde, so-
mit fur jede Kurve die Zeitachse in eigener
Weise zu interpretieren sei. 33

FUNKHOUSER macht noch darauf aufmerk-
sam, dass in der Mitte der Darstellung so-
wohl ein Fehler als auch eine Korrektur zu
erkennen seien. Und wenn man weiterhin die
damaligen beschrankten Mittel fur zeitliche
Beobachtungen und das Fehlen objektiver
Daten bericksichtige, so sei diese graphi-
sche Darstellung kaum mehr als ein schema-
tisches Diagramm, wie es heutzutage ein
Lehrer an der Tafel zur Veranschaulichung
skizzieren wiirden. 34

Gleichwohl mussen wir hier die Absicht des
damaligen Verfassers erkennen, Messwerte
einer zeitabhéngigen Funktionen graphisch
darzustellen. Und faktisch wurde hier bereits
ein Koordinatensystem benutzt — also rund
700 Jahre vor DESCARTES (1596 — 1650)!
Auch spricht TUFTE von einem geheimnisvol-
len und isolierten Wunder in der Geschichte

31 [Funkhouser 1936] berichtet erstmals dariiber, und [Tufte

1936] greift dies auf. Abbildung aus [Funkhouser 1936]
und [Tufte 1983, S. 28], ferner auchin URL 7, URL 9,
siehe Anhang.

Vgl. URL 7, URL 9, [Funkhouser 1936] und [Tufte 1983,
28].

[Funkhouser 1936, S. 260, 262]

[Funkhouser 1936, S. 262]

32

33
34

der graphischen Datenprésentation, dass es
rund 800 Jahre dauerte, bis die ndchste zeit-
achsenorientierte Darstellung von Messdaten
auftauchte, und zwar bei LAMBERT.3> Aller-
dings irrt TUFTE hier, weil HUYGENS bereits
100 Jahre zuvor (1669) eine solche Dar-
stellung angibt, was wir ebenfalls noch sehen
werden.

Wir verweilen jedoch zunachst in der Jahr-
tausendwende des Mittelalters und lenken
den Blick auf ein anderes friihes Phanomen
zeitachsenorientierter Darstellung:

So ist auch die im Mittelalter aufkommende
Notenschrift in diesem Sinne zu verstehen:
Die Zeitachse verlauft von links nach rechts,
und vertikal werden die Ton- und Notenwerte
abgetragen. Wir kénnen also nachtraglich die
Notenschrift im Sinne dieses entstehenden
funktionalen Denkens verstehen. Und genau
dieses geschieht ja heute bei der digitalen
Darstellung der Notenschrift in einer sog.
MIDI-Datei: 3¢ Jedem Zeitpunkt eines gege-
benen abgeschlossenen Zeitintervalls wird
ein Satz von Noten zugeordnet, und zwar
bezlglich Tonhoéhe, Tondauer und Instru-
mentzuordnung.

Erfunden wurde diese zeit-
achsenorientierte Noten-
schrift Anfang des 11.
Jahrhunderts von dem
Monch Guibo  VON
AREzzO (ca. 995 bis
1050, vgl. Abb. 2.16).

Abb. 2.17 zeigt ein Bei- §
spiel dieser Notenschrift mit
den sog. ,Neumen®, in Abb. 2.16:
der aber nur die Ton- Guibo voN AREZZO
héhe festgelegt ist und

noch nicht deren Dauer.

7 s A e (o SAA _;L
[} - . oz " il —e
A@‘E NTETY S‘! az(aj ':\uj‘ f;nq’:{r

Abb. 2.17: Notentext von GUIDO VON AREZZO
(sog. ,Neumen*®, begrenzt durch 4 Notenlinien): Nur die
Tonhohe wird fest gelegt, die Zeitdauer aber noch nicht.

35 [Tufte 1983, S. 28]

36 Kurz fiir ,Musical Instruments Digital Interface*. Der
MIDI-Standard beinhaltet das Kommunikationsprotokoll
sowie die Anschliisse zum Ubertragen von Noten- und
Klanginformationen in Echtzeit. Es werden keine Audio-
Daten (z. B. Gesang) uber die MIDI-Schnittstelle dber-
tragen. Der MIDI-Standard ist bereits ca. 20 Jahre alt
und kann sich dementsprechend nicht mit modernen
Ubertragungsstandards wie Ethernet oder Firewire mes-
sen. Die Ubertragung erfolgt seriell mit 31.250 Baud,

d. h. es kdnnen pro Sekunde ca. 600 Noten (iber ein
MIDI-Kabel iibertragen werden. (Aus URL 10)
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; @r g - L
ﬁ::_gnmmm&o poren quene fxs
Abb. 2.18: Spanische Mensuralnotation (13. Jh.)

Spater wurde dann auch die Zuordnung der
Tdne und ihrer Dauer zu den Zeitpunkten auf
der Zeitachse prazisiert, so etwa in der aus
dem 13. Jahrhundert stammenden spani-
schen ,Mensuralnotation“ (Abb. 2.18). Hier-
aus entwickelt sich die heute Ubliche Notati-
on, etwa wie in Abb. 2.19: Zu einer horizonta-
len Zeitachse gehdren hier beispielsweise
sieben Ubereinander liegende Liniensysteme
aus jeweils 5 Notenlinien.

Abb. 2.19: Partiturauszug aus dem Adagietto
von GUSTAV MAHLERs Sinfonie Nr. 5 (komponiert 1901)

Naturlich missen wir beriicksichtigen, dass
es in der Notenschrift keine metrisch strenge
zeitliche Zuordnung der Tdne gibt, es ist eher
eine ,fuzzy“ Zuordnung. Anders ist dies hin-
gegen bei MIDI-Dateien (s. 0.).

2.2.3 NICOLE D’ORESME (13237 — 1382)

Wir bleiben im Mittelalter und machen einen
Sprung zu ORESME (Aussprache franzésisch
,0reme*), wie bereits angekindigt. Er tritt in
der Literatur unter den Vornamen Nikolaus
oder Nicholas auf, auch wird sein Familien-
name oft deutsch ausgesprochen, oder er
wird latinisiert Oresmius genannt. 37 Da er in
den alteren Schriften auch unter den Namen
Orem, Horem und Horen vorkommt, 38 ist
davon auszugehen, dass Oresme tatsachlich
franzésisch auszusprechen ist.

ORESME gilt neben ALBERT VON SACHSEN als
ein bedeutender Wissenschaftler, Philosoph,
Okonom, Theologe und Bischof des 14. Jahr-
hunderts. Sein genaues Geburtsdatum (oft
wird 1323 genannt) ist nicht bekannt. Er ist
vermutlich zwischen 1320 und 1330 in der
Normandie geboren und starb am 11. Juli
1382 in Lisieux, wo er am 16.11.1377 Bi-
schof wurde (Abb. 2.20).

37 URL 13, URL 18, siche Anhang.
38 vgl. [Cantor 1892, 116].

Uber die uns hier inte-
ressierenden  mathe-
matischen Aktivitaten
hinaus ist erwahnens-
wert, dass ORESME das
Rechnen mit gebroche-
nen Exponenten einge-
fahrt hat und erstmalig
die Divergenz der har-
monischen Reihe be-
wiesen hat! 40

Ferner gilt er als e O R R S )
Abb. 2.20:

Urahn jeder Geld-
theorie [...]. In ei- Bischofsweihe von
ner um 1350 er- OREsME 39

schienenen Schrift
,De Moneta“ (vom Gelde) beklagte er die
Munzverschlechterung, womit gute Ware
und naturlicher Reichtum nicht mehr in das
Konigreich Frankreich gebracht wirde.
Oresme flhrt aus, dass die Kaufleute lieber
an Orte mit guter und fester Minze gingen
und dass auch der Binnenhandel leide, da
Pachten, Renten und Zinsen nicht gut und
gerecht festgesetzt werden koénnten, Geld
nicht sicher verliehen oder als Kredit ver-
geben werden kdénne [...]. Hiermit stellt
Oresme erstmals eine argumentative Ver-
bindung zwischen Geldwert im Inland und
AuBenhandel fest. 41
Wir wenden uns nun seinen Arbeiten zu, die
aus mathematikhistorischer Sicht den Funk-
tionsbegriff betreffen. Dazu muss man wis-
sen, dass es damals in der Wissenschaft ei-
ne Diskussion Uber die Zunahme bzw. Ab-
nahme dessen gab, was wir in der Physik
,GréRen“ nennen. 42

In Oxford gab es in den Jahren von 1328 bis
1350 das berihmte Merton-College, und hier
wurde u. a. das Phdnomen von Bewegung
und Geschwindigkeit untersucht und disku-
tiert. So wurde beispielsweise flir den Fall
einer gleichmafig beschleunigten Bewegung
die sog. Merton-Regel aufgestellt, die heuti-
ger Darstellung besagt: 43

39
40
41

Aus URL 20, s. Anhang; Krénung durch Kénig Charles V.
Vgl. etwa URL 12, URL 15.

Nach URL 14; sein damaliges Hauptwerk , Tractatus de
mutatione monetarum* ist Gbrigens sehr aktuell und in
deutscher Ubersetzung unter dem Titel , Traktat Gber die
Geldabwertungen® im Handel (vgl. URL 16)!

Vgl. [Baron 1969, S. 81]. Dort steht u. a.: “The study of
space and motion at Merton College arose from the me-
diaeval discussion of the intension and remission of
forms, i. e. the increase and decrease of the intensity of
qualities.” Aus dem Zusammenhang wird deutlich, dass
sowohl “forms” als auch “quantities” gemeinsam zutref-
fend mit ,GroRen* zu libersetzen sind.

Vgl. [Baron 1969, S. 82], [Hischer & Scheid 1982, S. 53]
und [Hischer & Scheid 1995, S. 60].

42

43

11



Horst Hischer, Universitét des Saarlandes, Fachrichtung Mathematik, Preprint Nr. 54

Zur Geschichte des Funktionsbegriffs

Merton-Regel:
Wird ein Korper in der Zeit ¢ von der An-
fangsgeschwindigkeit v; gleichmaRig auf
die Endgeschwindigkeit v, beschleunigt,
so gilt fur seinen zurlckgelegten Weg:

G Uitl,

Hierflr wurden verschiedene numerische Be-
weise geliefert, z. T. unter Verwendung von
unendlichen Reihen. ORESME muss von die-
sem Problem erfahren haben, denn er ging
es grundsatzlich anders an, indem er eine
(zweidimensionale) geometrische Darstel-
lung wahlte.

Vielfach wird ORESME in diesem Zusammen-
hang ein moglicherweise im Jahre 1364 ge-
schriebenes Werk mit dem Titel ,Tractatus
de latitudinibus formarum® zugeschrieben. 44
Inhaltlich geht es bei ORESME wie im Merton-
College um die Untersuchung dessen, was
wir heute — wie seit langem in der Physik —
,Grolken” nennen, etwa Lédnge, Zeit und Ge-
schwindigkeit. Das wird an einer spateren
handschriftlich gebliebenen Ergénzung mit
dem Titel ,Tractatus de Uniformitate et dif-
formitate intensionum* deutlich, wozu [Cantor
1892, S. 117] schreibt:
Der Anfang dieses erweiterten Werkes lau-
tet: ,Bei Ordnung der Erzeugnisse der Ein-
bildungskraft der Alten oder meiner eige-
nen uUber Gleichartigkeit oder Ungleichar-
tigkeit der messbaren Naturerscheinungen
begegnete mir Einiges andere, was ich mit
hinzuzog.*

Diese ,messbaren Naturerscheinungen® nen-
nen wir in der Physik ,GroRen®, und Grolien
spielten bei der Entstehung der Analysis eine
gro3e Rolle. Ich mdchte daher den Titel sei-
ner Arbeit aus heutiger Sicht Ubersetzen mit:

| Uber die zeitliche Verénderung von GréBen]

Die Echtheit dieser Abhandlung wird aller-
dings z. T. bestritten, und sie wird als das
Werk des Italieners JACOBUS DE SANCTO
MARTINO gekennzeichnet. 45 Auch scheint

44 aysfiihrlicher Bericht in [Cantor 1892, 117 ff], ferner URL
19, vor allem auch die Inkunabel [Oresme 1486].

45 30 steht im Biographisch-Bibliographischen Kirchenlexi-

kon (nachzulesen in URL 11):

,Der Tractatus de latitudinibus formarum ist sicher un-
echt; er stammt von Jacobus de Sancto Martino, einem
Lehrer der Mathematik in Siid-Italien in der zweiten Half-
te des 14. Jahrhunderts; Edition von Thomas Smith, Dis-
sertation, Univ. of Wisconsin 1954, teilweise ediert von
H. Wieleitner, Der Tractatus de latitudinibus formarum
des Oresme, in: Bibliotheca Mathematica, 3. Folge, Bd.
13 (1912 — 1913) 114-145; teilweise engl. Ubers. von

C. G. Wallis, An Abstract of Nicholas Oresme's Treatise
on the Breadths of Forms, Annapolis 1941.”

bereits GIOVANNI DI CASALO im Jahre 1346
entsprechende graphische Techniken be-
nutzt zu haben. 46 Diesen Prioritatenstreit
Uberlassen wir der historischen Forschung
und wenden uns nun direkt den Inhalten zu.

ORESME beschreibt in der Abhandlung seinen
Ansatz wie folgt: 47

Abgesehen von Zahlen ist jede messbare
Grolke als kontinuierlich anzusehen. Wir
mussen uns daher Punkte, Linien und Fla-
chen vorstellen, die die Messung solcher
Grollen darstellen.

diffomy’s vnfouniter var:atlo reddit wifor fip.zfaf adind
w:ter piifomnier oufforme;, ] Aanm? i

form ¢ otoiis ¢ g qine epcelive graduus

€q oitduuz budt cid< Pportos esd tia p-

portoe cqhitatia, Tld nuic erceflue gradug;  O.foncd oiffotig
wiey ie e outanil fudrent pportoj egota-
88 .0c et gueas viufoumit Ouhicigut p; ep
piffuntionibus membrow fecide ounlicia
‘Ruorfus i nulla proporcoferuat tiuc nulla
polletattendivinformitag i umdme :ah T ofF) ot , pitiokie
fic nen eifc: ynformuer vifio:m £ oifformis

( Lol offouniter o-founiter vifformis

& 1l q incer e-~ceflug gradull eque diftantiuz

fon ieruat candem proportionem ficu®in fe

qunda parte patebit.. Tlorandum tame: eft

@ ficut in fupradicais Diffuntoib® ubi logtur

e exceflu graduum inter (e eque Diflantivm

©eb3 accipi itancs [dm parges lanmuding

ertédine T no uéfe s utloquant o.c:e oif

fus:oes D oidtia 5.dui firali 1 ¢it graduali

B B | £quif (c8a ps in qua ut
J (’Z:D~ B | fupradicra mtelligaucor ad
KR WA 1 fenlu3 per figuras gcome
Wi [tricas oftendumcur. £t ue
omnem fpeciem laniudia
m prefenn materia via o¢
eurratapparennior I-kudiee od £:Gurag geo
mefcag @ oplicant”. 13 pe diudif ptriaca
Pila gavz p” 20nei 0ioice, z™ uppaliio. g

Abb. 2.21: Auszug aus
,De latitudinibus formarum“ von ORESME:
Wir sehen hier drei ,figurae“.

Abb. 2.21 zeigt exemplarisch eine Seite aus
der Abhandlung, in der ORESME seine Vor-
stellung auch visualisiert. 48 Sie ruft in uns
sogleich Assoziationen zu Balken- und Sau-
lendiagrammen hervor und vergegenwartigt
uns erneut, dass graphische Datendarstel-
lungen auch im Sinne funktionalen Denkens
zu betrachten sind.

Aber darum geht es bei ORESME nicht. Viel-
mehr befasst er sich aus unserer Sicht mit
physikalischen GréBen wie etwa der Ge-

46 [Baron 1969, 82]

47 In Ubersetzung von [Baron 1969, 82], vgl. auch [Hischer
& Scheid 1985, 60]

48 aus URL 9.
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schwindigkeit, die sich zeitlich abhangig ver-
dndern — die Verdnderung ist fur ihn ein
ganz wesentlicher Aspekt!

ORESME unterscheidet zwischen der zeitli-
chen Extension einerseits und der Intension
der Grole andererseits. Dies missen wir so
verstehen, dass die Extension durch von
links nach rechts verlaufende Punkte auf der
horizontalen Zeitachse erfasst wird und Uber
jedem Punkt die aktuelle Intension durch ei-
ne Strecke entsprechender Lange dargestellt
wird. Diese Strecken koénnen in beliebiger
Richtung abgetragen werden, aber die senk-
rechte Abtragung ist die Ubliche. Die Exten-
sion nennt er ,longitudo®, also ,Lange“, und
die nach oben abgetragene Intension nennt
er latitudo®, also ,Weite“. Und damit ist fest-
zuhalten, dass uns bei ORESME in dem Paar
aus logitudo und latitudo wohl historisch
erstmalig zweidimensionale Koordinaten be-
gegnen, also das, was spater ,kartesische
Koordinaten“ genannt wurde — knapp 300
Jahre vor DESCARTES! Das, was uns in dem
Zeitdiagramm der Planetenbahnen von 950
(Abb. 2.15) erstmalig qualitativ als Koordina-
tensystem begegnete, erfahrt hier bei
ORESME eine quantitative Ausscharfung!

Hier ist marginal anzumerken, dass ORESME
sogar die Méglichkeit dreidimensionaler Ko-
ordinaten diskutiert, um GrofRen darzustellen,
die sowohl eine zeitliche als auch eine raum-
liche Extension haben. 49

Zuruck zur zweidimensionalen Darstellung:
Die oberen Punkte der als kontinuierlich auf-
zufassenden Intensionen bilden fur ihn eine
Kurve, wodurch mit den Randwerten ein F/&-
chenstiick eingeschlossen wird, dessen In-
halt fur ihn ein Mal} fur die Quantitat einer
weiteren Grole ist, in diesem Beispiel also
far den zurtick gelegten Weg! Oresme spricht
in diesem Zusammenhang von figura, wie
wir es auch auf einer Buchillustration erken-
nen kénnen (Abb. 2.22).

Eine solche figura wird von zwei latitudines
gebildet, also zwei senkrechten GréRendar-
stellungen, dem Stlck longitudo, das sich
zwischen ihnen befindet, und der Verbin-
dungslinie der Endpunkte aller umfassten
latitudines. Solche figurae sehen wir in Abb.
2.21. Die figurae werden bei ORESME nicht
nur von Strecken begrenzt, sondern auch
von ,Kurven®, wie wir es in Abb. 2.21 sehen,

etwa Kreisbdgen. 20

So weist ORESME nach einer Schilderung von
MoRITz CANTOR bereits auf ein Extremwert-

49 [Baron 1969, S. 82]
50 [Cantor 1892, S. 119]

Abb. 2.22: NICOLE D'ORESME (ca. 1323 — 1382) 52

verhalten hin, wobei wir die oberste Figur von
Abb. 2.21 in den Blick nehmen: 51

Wird die Figur durch einen Kreisabschnitt
gebildet, [...] so wéachst in ihr die latitudo
vom Anfang bis zur Mitte und nimmt dann
wieder bis zum Ende ab. Bei einer solchen
Figur ist die Anderung der Geschwindigkeit
des Wachsens und Fallens am obersten
Punkte am langsamsten, dagegen ist die
grosste Geschwindigkeit der Zunahme, be-
ziehungsweise der Abnahme, am Anfang
und am Ende der Figur vorhanden.

ORESME hat also mit seiner koordinatenorien-
tierten Darstellung zeitabhangiger GrofRen
das wesentliche Prinzip erkannt, dass eine
reelle stetige Funktion einer Variablen durch
eine ,Kurve“ dargestellt werden kann. Er
konnte dieses Prinzip jedoch nur im Falle
einer ,linearen“ Funktion effektiv anwenden,
obwohl er es ja wie in Abb. 2.21 allgemeiner
dargestellt hatte.

Fassen wir zusammen: Der Funktionsbegriff
begegnet uns bei ORESME in der Verbindung
zweier Konzepte: 3

51 [Cantor 1892, S. 119]

52" Buychillustration aus URL 12 mit der Information: Auf dem
Bild weist ihn in zeittypischer Weise eine Armillarsphére
(ein einfaches Modell des geozentrischen astronomi-
schen Systems) als einen den mathematischen Wissen-
schaften zugeneigten Gelehrten aus.

53 a.a.0.
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e Darstellung einer zeitabhangigen physika-
lischen GroRRe als Flache (Uber einer die
Zeit darstellenden Strecke, der ,Exten-
sion“)

o Auffassung einer solchen Flache als einer
zeitabhangigen Bewegung einer in der
Lange variablen Strecke (der ,Intension®)
zu sich selbst (also in einem impliziten
Koordinatenkonzept)

Es gibt jedoch keine Hinweise darauf, dass
ORESME eine Kurve als ,Summe ihrer Punk-
te“ bzw. eine Flache als ,Summe ihrer Linien“
ansah im Sinne von ,Indivisibeln®“. Dies ware
auch ein statischer Aspekt, wahrend ORESME
wohl eher eine kinematische bzw. dynami-
sche Sichtweise hatte. 54

Wir kénnen Ubrigens in diesem Konzept von
ORESME einen Vorlaufer von NEwTONS ,Flu-
xionen“ erkennen, also jenen flieBenden”
Grollen, mit denen dieser seinen Analysis-
kalkul aufbaute. Im Unterschied zu NEWTON
war ORESME jedoch nur an der endgultigen
Form der ,Qualitaten“ interessiert, also den
.Figuren“ wie z. B. an Dreiecken, Trapezen
etc., nicht hingegen an momentanen Eigen-
schaften, die dann fur die Differentialrech-
nung wesentlich wurden.

2.3 Neuzeit:
Wege zur Begriffsentfaltung

Nach der ausfihrlichen Darstellung der Mei-
lensteine auf dem Wege der Entwicklung des
Funktionsbegriffs im Altertum und im Mittelal-
ter mochte ich nun wesentliche Stationen der
Neuzeit skizzieren.

ca. 1500: LEONARDO DA VINCI

LEONARDO DA VINCI verwendet um ca. 1500
rechtwinklige Koordinaten zur Untersuchung

der Fallgeschwindigkeit. 5>

1550: GEORG J. V. LAUCHEN, gen. RHAETICUS

RHAETICUS berechnet die ersten trigonomet-
rischen Tafeln, die posthum 1596 veroffent-
licht werden. 56 Funktionen erscheinen hier-
mit in der Tradition der Babylonier.

1614: JOHN NAPIER

JoHN NAPIER erfindet die Logarithmen und
berechnet die erste Logarithmentafel. 57

54 [Baron 1969, S. 86]

55 [Friendly & Denis 2002, S. 4]
56 [Friendly & Denis 2002, S. 4]
57 [Friendly & Denis 2002, S. 5]

‘ 1636: RENE DESCARTES

RENE DESCARTES fiuhrt in seinem Discours de
la méthode das Koordinatensystem (wieder
58) in die Mathematik ein (fir den Zusam-
menhang zwischen Kurve und Gleichung). >°

1646: FRANCOIS VIETE (1540 — 1603)

VIETE zeigt in seiner Abhandlung ,In artem
analyticam isagoge” (Einfihrung in die Kunst
der Analyse) die Nutzlichkeit von Symbolen
auf, indem er Buchstaben fiir ,Unbekannte”
einfuhrt. Er schlagt vor, Buchstaben sowonhl
fur bekannte als auch fiur unbekannte Gro6-
Ben zu verwenden. Er verwendet zunachst
Vokale fir die unbekannten und Konsonan-
ten fur die bekannten GroRen. Spéter fiihrte
Descartes dann in seinem Werk ,La Géo-
metrie“ die Vereinbarung ein, Buchstaben
vom Anfang des Alphabets flr bekannte und
vom Ende des Alphabets fiir unbekannte
GroRen zu verwenden. 90

Diese heute noch vielfach Ubliche Konventi-
on ist zwar in manchen Situationen nitzlich,
sie ist jedoch grundsatzlich sowohl unter di-
daktischen als auch strukturellen Aspekten
recht problematisch.

Narnral and Policc

1662: JOHN GRAUNT oBSERVAT:;'IdONS

(1620— 1674) Menum:l;:;zmg Inpex,
Bills of Morealicy,

JOHN GRAUNT entdeckt

By FOHN ;RAUJ\(T.

die demographische Sta- G of
LONDON:

Withreferenoe o she Go
Gt
e

tistik fur die Entwicklung
von Lebenserwartungs-
tabellen. 61

ety @efigion, Tradt,
iy D, actc feverd CEdogss of o2
i

1669:
CHRISTIAAN HUYGENS
(1629 — 1695)

1669 schrieb CHRISTIAAN
HUYGENS (Abb. 2.24)
einen Brief an seinen
Bruder LubwiG, indem er
Uber den o. g. Zusam-
menhang berichtete, den

Abb. 2.23: Titelblatt der
.Beobachtungen” von
JOHN GRAUNT

JOHN GRAUNT einige
Jahre zuvor entdeckt
hatte:

GRAUNT hatte aufgrund
empirischer Sterbetabel-
len festgestellt, dass von
100 Neugeborenen nach
6 Jahren noch 64 leben,
nach 16 Jahren noch 40 usw.

Abb. 2.24:
CHRISTIAAN HUYGENS

58 vgl. S. 13 oben links!

59 [Friendly & Denis 2002, S. 5]
60 URL 24

61 [Friendly & Denis 2002, S. 6]
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HUYGENS stellte diese dann in einer Graphik
dar und illustrierte damit seine Berechnungen
zur Lebenserwartung (Abb. 2.25). 62

Abb. 2.25:
Lebenserwartungskurve von HUYGENS

Auch dies ist eine zeitachsenorientierte Dar-
stellung, und wir sehen damit eine der ersten
Zerfallskurven. Ob HUYGENS hier schon eine
GesetzmaRigkeit im Sinne einer exponentiel-
len Abnahme erkannte, ist nicht bekannt.
Solche GesetzmaRigkeiten im propadeuti-
schen Sinne kannten allerdings bereits im
14. Jht. THOMAS BRADWARDINE vom MERTON-
College und auch ORESME. 3

1673: GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1646 — 1716)

1671: Isaac Newton (1643 — 1727)

ISAsAC NEWTON behan-
delte 1671 in seinem
Werk ,De Methodis
Serierum et  Fluxio-
num* erstmals syste-
matisch die von ihm so
genannten  Fluxionen
und Fluenten, verof-
fentlichte dieses je-
doch nicht. Es wurde
erst posthum 1736 in
englischer  Uberset-
zung von JOHN COLSON gedruckt.

Abb. 2.25: ISAAC NEWTON

In diesem Werk entwickelte Newton seinen
Analysiskalkdl. Ist x die gegebene zeitab-
hangige Grole, so bezeichnet er (in unserem
heutigen Verstandnis) die zeitliche Ableitung
als ,erzeugte GroRe" mit x und nennt diese
die ,Fluxion® (den ,Fluss®) von x, entspre-
chend bildet er X als Fluxion der Fluxion —
eine Schreibweise, die noch heute bei Physi-
kern Ublich ist. In Umkehrung dessen sucht
er zu x eine neue ,erzeugte Grofde“, so
dass x deren Fluxion ist, und nennt diese
neue GroRe ,Fluente®, die in unserem Sinne
dann eine Stammfunktion darstellt.

Newtons Terminologie der .erzeugten Gro-
Re“ ist der Kinematik entlehnt. 64

62 Nach URL 9, Abbildung aus URL 2, siehe Anhang..
63 [Baron 1969, 88 ]
64 Nach [Felgner 2002).

Erstmals bei Leibniz fin-
den wir die dokumentier-
te  Verwendung des
Worts ,Funktion“ im ma-
thematischen  Kontext,
und zwar 1673 in seiner
(unpublizierten) 6> Ab-
handlung ,Methodus tan-
gentium inversa, seu de
functionibus®, ¢ was et-
wa wie folgt Ubersetzt

werden konnte: ,Eine Abb. 2.26:
Methode, Tangenten  GoTTFRIED WILHELM
umzukehren — oder: LEIBNIZ
tiber Funktionen®.

[Kriiger 2000] schreibt hierzu: 67

Das Wort ,Funktion“ hatte bei Leibniz noch
nicht die heutige mathematische Bedeu-
tung, vielmehr wird es im Sinne von ,funk-
tionell“ als Aufgabe, Stellung oder Wir-
kungsweise eines Glieds innerhalb eines
Organismus bzw. einer Maschine verstan-
den [...]

Bei diesem nversen Tangentenproblem®
(das also ,funktioniert®), geht es darum,
von einer Eigenschaft der Tangente einer

Kurve deren Koordinaten zu bestimmen,
nach einer Stammfunktion zu suchen. 68

1686: EDMOND HALLEY (1656 — 1742)

EDMOND HALLEY (Abb.
2.27), bekannt durch den
nach ihm  benannten
Kometen, berichtete 1686
Uber Beobachtungen, die
er mit einem Barometer in
verschiedenen Hoéhen ge-
macht hatte. Dabei in-
terpretierte er seine Mess-
wertpaare aus Hohe und
Luftdruck als Punkte, die
auf einer Hyperbel liegen
(Abb. 2.28). 9

Abb. 2.27:
EDMOND HALLEY

65 [Felgner 2002]

66 [Kriiger 2000, 44]; gemaf [Cantor 1898, 438] bestand
noch die Meinung, dass LEiBNiz dieses Wort erstmals
1694 benutzt habe.

67 [Kriiger 2000, 44]

68 [Kriiger 2000, 44]; [Volkert 1988, 103 f] skizziert hierzu
ein Beispiel, wenn auch nicht verstandlich.

Anmerkung: Die Bestimmung der ,Koordinaten® einer
Kurve heil’t ja fir uns heute, die Funktionsgleichung die-
ser Kurve zu ermitteln!

69 Nach URL 9 und URL 22, siehe Anhang.
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Abb. 2.28: Luftdruckkurve von HALLEY

Hier erscheint also eine Hyperbel nicht mehr
wie bisher im geometrischen Zusammen-
hang, sondern als Funktionsgraph. Die Punk-
te auf einer Hyperbel anzunehmen, war zwar
eine Fehldeutung; aber konnte er wissen,
dass es eigentlich eine Exponentialfunktion
ist? Diese war damals wohl zumindest
ihm — noch nicht bekannt.

1701: EDMOND HALLEY

EDMOND HALLEY stellt 1701 eine Isobarendar-
stellung der magnetischen Inklination vor. 74

1706: JOHANN | BERNOULLI

JOHANN | BERNOULLI verwendet in den Ab-
handlungen der Pariser Académie des Scien-
ces erstmals offentlich das Wort ,Funktion®:

Gleich im Wortlaute der ersten Aufgabe
sprach er von den fonctions quelquonque
de ces appliquées [...] 75

Also: ,.... irgendwelche Funktionen von diesen
Anwendungen ... .

e Anmerkung

Es lasst sich erahnen, dass Funktionen hier
noch keine eigenstdndigen Objekte sind,
sondern Mittel fiir andere Zwecke!

1718: JOHANN | BERNOULLI

1691: JAKoB | BERNOULLI (1654 — 1705)

Jakob | Bernoulli verwendet erstmalig die
Funktionszeichen sin., tang. und sec. 70

1694: LEIBNIZ

LEIBNIZ publiziert im Juni-Heft der Fachzeit-
schrift Acta Eruditorum (etwa: ,Gelehrten-
zeitschrift) erstmals das Wort ,Funktion® fur
die Subtangente einer Kurve. 71

1694: JAKOB | BERNOULLI

JAKOB | BERNOULLI nimmt im Oktoberheft der
Acta Eruditorum Bezug auf den Aufsatz von
LEIBNIZ und bedient sich desselben Wortes
im gleichen Sinn. 72

1698: JOHANN | BERNOULLI (1667 — 1748)

Im Jahre 1698 entwickelt sich ein berihmter
Briefwechsel zwischen LEIBNIZ und JOHANN |
BERNOULLI, und

schon im Juni 1698 spricht Bernoulli von
irgend welchen Functionen beim isoperi-
metrischen Problem. Leibniz antwortet En-
de Juli, er sei entzickt, dass Bernoulli das
Wort grade so gebrauche wie er selbst. Im
August schlagt Bernoulli vor, eine Function
von x durch X oder durch & zu be-
zeichnen. Leibniz billigt diesen Vorschlag,
meint aber zugleich, man koénne Verschie-
denheiten der vorkommenden Functionen
dadurch andeuten, dass man den Buch-

staben & mit einem Zahlenindex versehe
[..]173

70
71
72
73

[v. Braunmihl 1900]
[Cantor 1898, 438]
[Cantor 1898, 438]
[Cantor 1898, 438]

JOHANN | BERNOULLI prasentiert in den Ab-
handlungen der Pariser Académie des
Sciences die historisch erste Definition des
Wortes ,Funktion®:

Dort heisst es, er verstehe unter Function
einer_veranderlichen GroRe einen Aus-
druck, der auf irgend eine Weise aus der
veranderlichen Grésse und Constanten zu-
sammengesetzt sei. Erst von da an war der
neue Kunstausdruck der Wissenschaft er-
worben, und noch zwdlf Jahre spater, in
den Abhandlungen der Académie des
Sciences fir 1730, unterschied wieder Jo-
hann Bernoulli zwischen algebraischen
und transcendenten Functionen,
wenn er auch mit letzterem Namen nicht
den weiten Sinn verband, der ihm nach-
mals beigelegt wurde, sondern ihn nur auf
die Integrale algebraischer Functionen be-
zog. 76

e Anmerkung

1. In BERNOULLIs Definition erscheint zum
einen Funktion als ,Term*, wie wir heute
sagen wirden, und das korrespondiert
dann mit der vielfach noch heute oder
heute wieder anzutreffenden Sprechweise
,die Funktion f(x)*. 77

2. Weiterhin spricht BERNOULLI von ,Funktion
einer verédnderlichen Gré3e”. Hier geht es
also wie bei ORESME um ,GroflRen” und
deren ,Veranderung®, aber die verursa-
chende veranderliche GroRe muss nicht
mehr explizit die Zeit sein!

74 [Friendly & Denis 2002, 7]

75 [Cantor 1898, 439]

76 [Cantor 1898, 439]; Hervorhebung nicht im Original.

77

vgl. [Hischer & Scheid 1982, 55] und [Hischer & Scheid
1995, 63].
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Somit liegt hier also einerseits eine deutliche
Erweiterung des bisherigen Funktionsbegriffs
vor, weil nicht mehr nur die Zeitabhangigkeit
untersucht wird. Andererseits findet durch die
Notwendigkeit der Darstellbarkeit durch Ter-
me nicht nur eine sehr nutzliche Konkretion
statt, sondern aus unserer heutigen Sicht
zugleich auch eine Einschrdnkung, die erst
wieder DIRICHLET aufbrach.

Gleichwohl liegt BERNOULLI mit seiner Beto-
nung der Verdnderung in der Tradition seiner
Vorgénger seit ORESME.

1748: LEONHARD EULER (1707 — 1783)

1741: Johann PETER SUSSMILCH
(1707 — 1767)

SUrMILCH gilt in Deutschland

als geistiger Vater der Statistik und Demo-
graphie. Seine empirischen Studien auf der
Grundlage von Kirchenblichern — so zur
Berechnung der Sexualproportionen bei
Geburt, zur Sauglingssterblichkeit und sein
Versuch mittels Mortalitatsstatistik die Po-
pulation einer Stadt oder Region zu ermit-
teln legen ein beredtes Zeugnis vom
Werden einer neuen Wissenschaftsdiszip-
lin ab. [...] Kooperationen mit [...] dem Ma-
thematiker Leonhard Euler [...] bezeugen
eindrucksvoll die internationalen For-
schungsansatze, um die demographischen
und sozialmedizinischen Fragen im 18.
Jahrhundert (Pockenschutzimpfung, Grin-
dung von Hebammenschulen, Verbesse-
rung der Schulbildung etc.) zu kléren. 78

T XL S5 (0) ot

DBefondees Vereidnif

Der o QBier Beferbom nad ban B
Fldeche vt Silter,

w% (o) o T i

LISTE
e b o Breflou Verderbenen und
@xtauften fo umtee ber Jurisbiomn
Ted SradeDagiitrard bfindi,

Abb. 2.29: Aus Peter SiiRmilchs Buch ,Die géttliche
Ordnung in den Verdnderungen des menschlichen Ge-
schlechts, aus der Geburt, Tod, und Fortpflantzung”
Interessant im Zusammenhang mit der Ent-
wicklung des Funktionsbegriffs sind seine
Untersuchungen von Bevdlkerungsstatistiken
in seinem Werk ,Die géttliche Ordnung in
den Verdnderungen des menschlichen Ge-
schlechts, aus der Geburt, Tod, und Fort-

pflantzung*. 7° (Abb. 2.29 80)

78 URL 25, siehe Anlage; Hervorhebung nicht im Original.
79" [Friendly & Denis 2002, 7]

Wahrend fur LEIBNIZ das Differential der
Grundbegriff seiner Analysis war und er wie
BERNOULLI Funktionen benutzte, wird bei
EULER erstmalig die Funktion zum grundle-
genden Begriff seiner Analysis, und zwar in
dem berihmten zweibandigen Werk ,Analy-
sin in infinitorum*®. 81 In Band 1, Kapitel 1,
S. 18, definiert EULER gemaR BERNOULLI: 82

Eine Funktion einer veranderlichen Zahl-
grole ist ein analytischer Ausdruck, der auf
irgend eine Weise aus der veranderlichen
ZahlgroRe und aus eigentlichen Zahlen
oder aus konstanten ZahlgréRen zusam-
mengesetzt ist.
Seine Préazisierung gegeniber BERNOULLI
besteht darin, dass er zuvor definiert, was
veranderliche und konstante Gréf3en sind.
Seine Definition bleibt jedoch unbefriedigend,
weil er nicht erklart, was ein ,analytischer
Ausdruck® ist. Zum Teil sieht EULER den
Funktionsbegriff auch als Beziehung zwi-
schen den Koordinaten der Punkte einer frei-
héndig in der Ebene gezeichneten Kurve.
Somit verquickt er eine rechnerische mit ei-
ner geometrischen Funktionsauffassung. 83

1760: JOHANN HEINRICH LAMBERT
(1728 — 1777)

JOHANN HEINRICH LAMBERT
erfindet 1760 Ausgleichs-
kurven zur Interpolation
empirischer Daten. 84

1779: LAMBERT

1779 fuhrt LAMBERT Lang-
zeitmessungen der Veran-
derung der Erdtemperatur
durch und stellt die Er-
gebnisse in einer zeitach-
senorientierten Graphik dar (Abb. 2.31), wo-
durch der Charakter periodischer Funktionen
offenbart wird. 85 LAMBERT kniipft damit an
die 800 Jahre zuriick liegende mittelalterliche
Methode =zeitachsenorientierter Darstellun-
gen an, was vor ihm nur rund 100 Jahre vor-
her HUYGENS gemacht hatte (Abb. 2.25).
Heutige Messergebnisse differieren trotz gré-
Rerer Datenbasis nur wenig vom LAMBERTS
Messungen! 86

Abb. 2.30: JOHANN
HEINRICH LAMBERT

80
81
82
83
84
85
86

Aus [Friendly & Denis 2002] unter Jahreszahl ,1741¢.
Vgl. den Nachdruck [Euler 1988].

In deutscher Ubersetzung bei [Felgner 2002].
[Steiner 1969]

[Friendly & Denis 2002, 7]

[Friendly & Denis 2002, 7]

GemaR [Tufte 1983, 29].
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1795: Louis EzECHIEL POUCHET
(1748 —1809)

A

. g
]
.

Abb. 2.31: Langzeittemperaturmessung (,Pyrometrie”) im
Erdboden durch LAMBERT 1779

Anmerkung

Wir erkennen hieran, dass parallel zur Ent-
wicklung des mathematischen Funktionsbe-
griffs (aus den Bedurfnissen der Analysis
heraus!) empirische Funktionen eine immer
starkere Bedeutung erlangen. Das machen
die folgenden Beispiele um so mehr deutlich:

1786: WILLIAM PLAYFAIRE (1759 — 1823) \

Statistische Daten werden zunachst in Tabel-
len erfasst und nicht nur mit numerischen
Methoden analysiert, ; —
sondern auch gra- ||=—
phisch  visualisiert.
Die wichtigsten hier-
fir noch heute ver-
wendeten Visualisie-

1 T : 111
LR2E1] 'L_n AEPIRNITLREREATY

rungsformen wie z. B.
Balkengraphik  und
Kreisdiagramm  ge-

] il
L

1795 erfand Louis EzZECHIEL POUCHET No-
mogramme zur einfachen Ausflhrung von
Multiplikationen (Abb. 2.34). 88
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Abb. 2.34:
Nomogramm von POUCHET zur Multiplikation

Nomogramme koénnen wir als Niveaulinien
von zweistelligen Funktionen auffassen, im
obigen Beispiel: Alle Zahlenpaare, die auf
einer Kurve liegen, sind produktgleich.

Wichtige Beispiele fir Nomogramme sind
Netztafeln und Fluchtlinientafeln.

Nomogramme werden auch im Zeitalter
der Computer in der Labor- und Ingenieur-

hen alle auf den Eng- praxis verwendet, z. B. zur Gewinnung von
lander WILLIAM PLAY- o=t ] Naherungswerten, die fir den Start genau-
FARE zurlick, der RIS erer Berechnungen benétigt werden. 89
hierfir seine ,Lineare =
Arithmetik®  entwick- | =/ — =5 1796: JOHN SOUTHERN und JAMES WATT
L e

gtgbhili;?h msl-?slg?)ﬁ 2SS e JOHN SOUTHERN und JAMES WATT fihren in

: Abb. 2.32: Liniendiagramm England die erste automatische Aufzeich-
wir heute unter dem von PLAYFAIRE
Aspekt des funktiona- (Staatsschulden) nung von Messwertdaten-Paaren durch, und

len Denkens sehen — auch hierin zeigt sich
die Entwicklung des Funktionsbegriffs.

Abb. 2.33: Balk;Hdiagramm von PLAYFAIRE (-\.l\feizen-
preise, kombiniert mit Wochenlohn und Regierungen)
1786 verodffentlichte PLAYFAIRE Darstellungen
Okonomischer Daten mittels Balken- und Li-

niendiagrammen (Abb. 2.33 und 2.33). 87

87 Siehe [Tufte 1983, S. 34 und 44], ferner: Abb. 2.30 aus
URL 26, Abb. 2.31 aus URL 27, beide auch in URL 28.

zwar fur die Aufzeichnung von Druck und
Volumen bei Dampfmaschinen (sog. ,Watt-
Indikator®, bis 1822 geheim gehalten).

Abb. 2.35 zeigt ein Foto dieses Watt-Indika-
tors. 90 Wir erkennen deutlich, dass dieses
Jfunktionierende® Gerat eine geschlossene
Linie zeichnet: Hier wird also ein thermody-
namischer ,Kreisprozess* erfasst!

Das Studium und Verstandnis dieser Kurve,
die ja einen funktionalen Zusammenhang
zwischen Druck und Volumen darstellt, ist
zugleich ein Schlissel zum Verstandnis der
<unktion“ der Dampfmaschine!

88 [Friendly & Denis 2002, 8]
89 [Bronstein et al. 2000, 127]
90" [Friendly & Denis 2002, 8]
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nisA

Abb. 2.35: ,W att-Indikator”
zur automatischen Aufzeichnung der
Volumen-Druck-Kurve bei einer Dampfmaschine

| 1800: Luke HowARD (England)

LUKE HOwARD hat die Idee der kontinuierli-
chen automatischen graphischen Darstellung
zeitabhangiger Messwerte (wie Luftdruck und
Temperatur). 91 Dies fiihrt zur automatischen
Erfassung empirischer Funktionen.

1801: PLAYFAIR

WILLIAM PLAYFAIR prasentiert erstmalig Kreis-
bzw. Tortendiagramme zur Visualisierung
dkonomischer Daten (Abb. 2.36). 92

1817: ALEXANDER VON HUMBOLDT

Alexander von Humboldt verwendet Isother-
men zur Darstellung der mittleren Tem-
peratur auf der gesamten Welt. 93

1821: JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER
(1768 — 1830)

FOURIER stellt die Haufigkeitsverteilung der
Altersstruktur der Einwohner von Paris durch
einen Funktionsgraphen dar (Abb. 2.37). %4

91 [Friendly & Denis 2002, 9]
92 [Friendly & Denis 2002, 9]
93 [Friendly & Denis 2002, 9]
94 [Friendly & Denis 2002, 9]

Abb. 2.36: Tortendiagramm von PLAYFAIR

ST T

L = R S £ L S = =

Abb. 2.37: Haufigkeitsverteilung von FOURIER

1822: FOURIER

In seinem Hauptwerk
.Théorie de la cha-
leur® (also: Theorie
der Warme) definiert
FOURIER den Funkti-
onsbegriff  erstmals
allgemeiner als vor
ihm BERNOULLI und
EULER. Er verlangt .
nicht mehr, dass Abb.2.38: JOSEPH FOURIER
Funktionen durch analytische Ausdriicke ge-
geben sein miissen: %

Allgemein repréasentiert die Funktion f{x)
eine Folge von Werten oder Ordinaten, von
denen jeder beliebig ist. Da die Abszissen
x unendlich viele Werte annehmen durfen,
so gibt es auch unendlich viele Ordinaten
f(x). Alle haben bestimmte Zahlenwerte,
die positiv, negativ oder Null sein kénnen.
Es wird keineswegs angenommen, dass
diese Ordinaten einem gemeinsamen Ge-
setz unterworfen sind; sie folgen einander
auf irgendeine Weise und jede Ordinate ist
S0 gegeben, als ware sie allein gegeben.

Anmerkung

Diese Funktionsdefinition mutet bereits recht
allgemein und modern an. Zwar schrankt
FOURIER, dem damaligen Kenntnisstand fol-
gend, Argumente und Funktionswerte noch

95 Nach [Felgner 2002).
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auf Zahlen ein, aber er setzt nicht zwingend
eine ,Gesetz® oder eine ,RegelmaBigkeit”
voraus, nach dem die Funktionswerte gebil-
det sind. Es ist zu vermuten, dass diese ver-
allgemeinernde Sichtweise aus FOURIERS
Beschaftigung mit empirischen Daten aus
der Physik und der Soziologie entstanden ist.

1829: JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE
DIRICHLET (1805 — 1859)

Wir kommen zum Jahr 1829, rund 110 Jahre
nach der ersten mathematischen Definition
von ,Funktion® durch
JOHANN | BERNOULLI
und rund 80 Jahre
nach EULERs verbes-
serter Definition. Es
ist die Zeit des Be-
ginns der sog. ,ex-
akten Grundlegung
der Analysis“, und
wir mussen uns Jo-
HANN PETER GUSTAV

LEJEUNE DIRICHLET
Abb. 2.37: zuwenden.
LEJEUNE DIRICHLET 96 . .
DIRICHLET ist nicht

etwa Franzose, wie der Name suggeriert. Er
wurde 1805 in Diren geboren, einer Stadt
zwischen Aachen und Kdaln, die allerdings
damals in napoleonischer Zeit zum fran-
z6sischen Protektorat gehdrte. Seine Familie
kam aus der belgischen Stadt Richelet, und
so wurde er der ,Junge aus Richelet” bzw.
der ,Le jeune de Richelet” genannt, woraus
dann ,Lejeune Dirichlet* wurde. %7

Bereits im Alter von 12 Jahren hatte er seine
Leidenschaft fur Mathematik entdeckt und
gab dafir sein Taschengeld aus. In der
Schule, einem Bonner Gymnasium, galt er
als ungewohnlich aufmerksam und sowohl
fur Mathematik als auch fir Geschichte be-
sonders begabt. %8 Im Jahre 1822, also im
Alter von 17, nahm er das Mathematikstudi-
um auf. Da aber

an den deutschen Universitaten zu dieser
Zeit [...] (auBer GauR) keine nennens-
werten Mathematiker tatig waren, wahlte er
Paris als Studienort, ,zu dieser Zeit noch
das unbestrittene Weltzentrum der Mathe-
matik“ [...]

[...] der junge Dirichlet studierte Fouriers
Werk Uber die Warmeleitung (das im Jahr
seiner Ankunft in Paris erschien) ebenso
wie Cauchys Cours d’Analyse und hatte
personlichen Kontakt zur Fourier. 99

96
97
98
99

Abb. aus URL 29.

Gesprochen als ,Dirischle” wie in ,schleppen®.
URL 29

[Jahnke 1999, 331]

Um nun den weiteren Verlauf zu verstehen,
muss man wissen, dass zu der Zeit klar war,
dass mit CAuCHYs Integralbegriff zumindest
stetige Funktionen integrierbar waren. Aus-
gehend von FOURIERs Untersuchungen Uber
trigonometrische Reihen entstand aber nun
die Frage, ob auch fir ,beliebige Funktionen®
ein bestimmtes Integral definierbar ware.

Und hier ist nun der Beitrag DIRICHLETS zu
sehen: 1829 veroffentlichte er in Crelles
Journal eine Arbeit mit dem Titel « Sur la
convergence des séries trigonométriques qui
servent a représenter une fonction arbitraire
entre des limites données ».

In dieser Arbeit veroffentlichte er dann auch
die berihmte nach ihm benannte Funktion,
die wir auch als ,Dirichlet-Monster* 100 ken-
nen und die wir heute verallgemeinert wie
folgt darstellen kénnen:

) a fir xeQ
@)= fur xe

Fir a=b ist diese Funktion Uberall unstetig.
Damit war ganz im Sinne FOURIERS eine ,will-
kurliche* Funktion erzeugt worden, die nicht
integrierbar ist.

1837: LEJEUNE DIRICHLET

Durch FOURIER und seinen Schiler DIRICHLET
war somit die Tur aufgestoRen, um den bis
dahin dominierenden EULERschen Funktions-
begriff zu verallgemeinern.

Wir mussen aber zunachst noch einmal kurz
zurlickblicken: 101 1823 fand DIRICHLET in
Paris in einem General von NAPOLEON, MAXI-
MILIEN SEBASTIEN FOY, einen Gdnner, in des-
sen Haus er aufgenommen wurde und des-
sen Familie er Deutschunterricht gab. So
fand er in Paris ausgezeichnete Rahmenbe-
dingungen flr seine Studien. Als General
Foy 1825 starb, anderten sich diese Bedin-
gungen, und DIRICHLET beschloss, nach
Deutschland zurlckzukehren, worin er von
ALEXANDER VON HuUMBOLDT ermutigt wurde,
der sich ebenfalls sehr fir ihn einsetzte. Na-
tarlich wollte DIRICHLET nicht als Student an
eine Universitdt gehen, sondern als Dozent
— im Alter von 20 Jahren!

Und so gab es ein groRRes spezifisch deut-
sches Problem: Er war nicht habilitiert! Nun
ware es fur ihn ein Leichtes gewesen, eine
Habilitationsschrift vorzulegen, aber das war
nicht erlaubt: denn er war noch nicht einmal
promoviert, und er sprach nicht lateinisch,
was Anfang des 19. Jhts. in Deutschland
noch Bedingung war.

100 [Jahnke 1999, 331]
101 GemaR URL 29, siche Anlage.
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Es gab dann doch eine trickreiche Lésung:
Die Universitat zu Koln verlieh ihm die Eh-
rendoktorwiirde, und an der Universitat zu
Breslau reichte er eine Habilitationsschrift
Uber Polynome und Primteiler ein, und nach
einer langen Kontroverse zwischen deut-
schen Professoren fur und gegen ihn bekam
er in Breslau seine erste Professur.

Aber: Das Niveau war ihm dort zu niedrig
(sic!), ihn zog es nach Berlin, und schlie3lich
gelang es ihm, an die Berliner Universitat zu
wechseln, wo er von 1828 bis 1855 tatig war.
Er wurde dann Nachfolger von GAUR in Got-
tingen, und sein Schiler RIEMANN wurde spa-
ter dort sein Nachfolger.

1837 verdffentlichte DIRICHLET im Reperto-
rium der Physik eine Arbeit ,Uber die Darstel-
lung ganz willkiirlicher Funktionen durch Si-
nus- und Cosinusreihen®, mit der er an seine
Pariser Arbeit ankniipfte. 102

Hier finden wir dann seine verallgemeinerte
Definition einer Funktion, denn er

verlangt von einer Funktion nur noch, dass
.Jjedem x ein einziges, endliches y“ ent-
sprechen soll. Auf eine einheitliche analyti-
sche Darstellbarkeit greift auch er nicht
mehr zurlick. Genauso wie Fourier betont
er, dass die abhangige Grofke y nicht im-
mer ,nach demselben Gesetz von x ab-
héngig“ sein musse, wenn x die Werte
zwischen zwei reellen Zahlen a und b
durchlauft. 103

Und FELGNER kommentiert dieses: 104

Funktionen sind [...] bei Fourier und Diri-
chlet dem Begriffe nach eindeutige Zuord-
nungen. Im Begriff der Funktion ist die De-
finierbarkeit durch einen analytischen Aus-
druck nicht eingeschlossen. Dieser Funkti-
onsbegriff wird oft nur mit dem Namen Di-
richlets in Verbindung gebracht, obwohl
doch Fourier der eigentliche Urheber ist.

[...] Funktionen im Sinne von Fourier und
Dirichlet mussen weder differenzierbar
noch stetig sein.

Wiirde man dieses noch mit Hilfe der Men-
gensprache der Strukturmathematik umfor-
mulieren, so waren FOURIER und DIRICHLET
im Grunde bei der allgemeinsten Auffassung
einer Funktion als einer rechtseindeutigen
Relation. Auf sie beide geht somit die mo-
derne Auffassung des Funktionsbegriffs als
abstrakte Abbildungsvorschrift zuriick, wobei
sie aber — naturlich! — noch nicht die Be-
zeichnungen ,Menge“ und ,reelle Zahl* be-
nutzen.

102 [Jahnke 1999, 515]
103 Aus [Felgner 2002).
104 Aus [Felgner 2002].

1875: Du Bois-REYMOND ( 1831 — 1889 )

1875 stellt Du Bois-REYMOND fest, ,Die ma-
thematische Funktion, ... ist eine den Lo-
garithmentafeln dhnliche ideale Tabelle*.

1875: RICHARD DEDEKIND (1831 — 1916 )

1888 definiert DEDEKIND ,Abbildung“ ganz im
Sinne von ,Funktion“ als eindeutige Zuord-
nung.

1891: GoTTLOB FREGE (1848 — 1925)

Nun muss der Mathema-
tiker und Philosoph GoTT-
LOB FREGE angesprochen
werden, ein scharfsinniger
Denker, dem es zu ver-
danken ist, dass die Dis-
ziplin ,Logik* von der Phi-
losophie in die Mathema-
tik gelangte.

Seine  Analysen  Uber
»Funktion und Begriff* wa-
ren mafgeblich fur die weitere Entwicklung
des Funktionsbegriffs, kénnen aber hier in
diesem Rahmen nicht angesprochen werden,
weil solche philosophischen Texte eine eige-
ne intensive Behandlung erfordern.

N :

Abb. 2.39:
GOTTLOB FREGE

Ich muss mich fur den Rest mit einigen Mit-
teilungen begniigen: 105

e Ende des 19. Jahrhunderts:
PEANO, PEIRCE und SCHRODER erklaren
Funktionen als Relation und Relation als
Mengen geordneter Paare.

e 1908: ZERMELO definiert das ,Kartesische
Produkt“ zweier Mengen.

¢ 1914: HAUSDORFF definiert auf mengenthe-
oretischer Grundlage ,geordnete Paare®,
darauf aufbauend Relationen und schliel3-
lich eine Funktion als zweistellige Relation,
die — wie wir heute sagen — auch rechts-
eindeutig ist.

Diese formale Definition von ,Funktion® hat
sich dann seit den 1970er Jahren in Schule
und Hochschule durchgesetzt, sie wird je-
doch weder in der Schule noch in Wissen-
schaft und Anwendung durchgangig so ver-
wendet, vielmehr stehen wir heute vor der
kontextbezogenen Vielfalt und Reichhaltig-
keit, wie sie in Kap. 1 beschrieben wurde.

105 g, z. B. [Felgner 2002).

21



Horst Hischer, Universitét des Saarlandes, Fachrichtung Mathematik, Preprint Nr. 54

Zur Geschichte des Funktionsbegriffs

3 ,,Funktion“ heute:
Stand und Probleme
3.1 Funktion als rechtseindeutige

(binare) Relation

Legt man den mengentheoretischen Mal}-
stab der modernen Mathematik zugrunde, so
muss man zu der Auffassung gelangen, dass
heute als einzige formal zufrieden stellende
umfassendste Definition von ,Funktion® der
Weg Uber Relationen ist. Dies sei kurz skiz-
ziert.

Um den Begriff ,Relation” im Sinne von ,Be-
ziehung” zu prazisieren, beschrankt man sich
zunachst auf die Beziehung zwischen den
Elementen aus zwei Mengen A und B und
spricht dann von bindren Relationen. Sofort
ist ersichtlich, dass die konkrete Relation R
dann treffend durch die Angabe derjenigen
geordneten Paare (a,b) e AxB gekennzeich-
net ist, die hier ,in Beziehung stehen“. Das
legt nahe, jede Teilmenge von AxB als ,Re-
lation von A und B* aufzufassen. Also:

Analog kann man ,linkseindeutig“ definieren.
Das fuhrt dann zur Formalisierung der Defini-
tion far ,Funktion®:

Definition 3:

Essei (f, A, B) eine Relation aus A in B.
(f A, B) ist Funktionaus A in B
< (f, A, B) ist rechtseindeutig

Die fur eine Funktion gegenuber einer Rela-
tion wesentliche Einschrankung kann man an
einem ,Pfeildiagramm® veranschaulichen:

I \(

» ™

A B

keine Funktion aus A in B

A B

Funktion aus A in B

Es mag noch irritieren, dass nicht jedem Ele-
ment aus A genau ein Element aus B zuge-
ordnet wird. Das erreicht man ggf. wie folgt:

Definition 1:

Es seien A, B und R Mengen.
R ist Relationaus A in B
> Rc AxB

Diese zunachst bestechend anmutende De-
finition zeigt schnell Schwéachen, weil ja die
Paarmenge R Teilmenge beliebig vieler Pro-
duktmengen sein kann. Das liegt daran, dass
der Begriff ,Teilmenge“ ohne Angabe einer
Bezugsmenge sinnlos ist. Somit muss hier
die konkrete Produktmenge stets mit an-
gegeben werden, obige Definition muss also
modifiziert werden, etwa wie folgt:

Definition 4:
Es sei (R, A, B) eine Relationaus A in B.
(R, A, B) ist linkstotal

= AV xy)eR

xeA yeB

Und damit dann:

Definition 5:

Es sei (f, A, B) eine Relationaus A in B.
(f A, B) ist Funktionvon A nach B
= (f, A, B) ist rechtseindeutig und linkstotal

Definition 1*:

Es seien A, B und R Mengen.
(R, A, B) ist Relationaus A in B
<> Rc AxB

Dies ist formal einwandfrei, hat nur leider den
Nachteil, dass eine Relation nicht mehr direkt
als Teilmenge erscheint. Bewusst durfen die
vorkommenden Mengen leer sein, so dass
es also ,leere Relationen® gibt.

Nunmehr kann man diverse Relationseigen-
schaften definieren, etwa die folgenden:

Definition 2:

Essei (R, A, B) eine Relationaus A in B.
(R, A, B) ist rechtseindeutig
= Alxy)eRa(x,z)eR—>y=2)

XY,z

Ublicherweise ist dies die Definition von
~Funktion®, aber es geht auch schwacher wie
in Def. 3. ,Funktion“ und ,Abbildung“ werden
synonym verwendet. Schreibweise:

f ist Funktion von A nach B <: f:A—>B,

kurz gelesen: ,fist Funktion von A nach B*.

Ist eine Funktion (f, A, B) gegeben und (x, y)sf
mit Variablen x, y, so schreibt man

(yef o y=flx) < ¥y,

wobei man das f unter dem Pfeil i.d. R.
weglasst.

Hierbei muss man die beiden Pfeile streng
unterscheiden, weil z.B. {1,2,3}—> {1} und
{1,2,3}> {1} etwas grundsatzlich anderes
bedeuten.

Dies ist ein moglicher formaler Aufbau zur
Funktionsdefinition; es gibt Alternativen, auf
die ich aber hier nicht eingehe.
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3.2 Vorteile

Man kann bereits flr Relationen z. B. Verket-
tung und Inversion definieren und diverse
Eigenschaften wie etwa die Assoziativitat der
Verkettung beweisen und all diese Eigen-
schaften damit automatisch auf Funktionen
Ubertragen. Und wenn dann irgendwo in der
Mathematik oder in Anwendungen Funktio-
nen in diesem Sinne auftauchen, kann man
auf diese grundlegenden Eigenschaften zu-
ruckgreifen.

Hier liegt somit strukturtheoretisch ein Werk-
zeug vor, das von ahnlich grundlegender Be-
deutung ist wie die ,Menge*.

.Funktion“ bzw. dann synonym ,Abbildung®
erscheinen hier als Ubergreifende Begriffe,
so dass dann etwa ,Funktional®, ,Operator*,
,Operation®, ,Morphismus®, ,Tabelle“ etc. als
spezielle Funktionen aufzufassen sind.

3.3 Nachteile

Fur den konkreten Anwender sowohl in ma-
thematischen Teilgebieten als auch aufer-
halb der Mathematik ist diese Charakterisie-
rung nicht immer wirklich gewinnbringend.
Und so kommt es zu den speziellen Sicht-
und Schreibweisen von ,Funktion®, wie ich
sie bereits eingangs skizziert habe:

e FUr Funktionentheoretiker oder Zahlen-
theoretiker sind Funktionen eindeutige Zu-
ordnungen zwischen Zahlenmengen.

e FUr Numeriker gilt dies ohnehin, und erst
recht reicht es bei ihnen vielfach aus, et-
wa f(x) oder eine numerische Tabelle als
Funktion zu begreifen.

¢ Viele werden auch einen Unterschied zwi-
schen ,Abbildung® und ,Funktion“ sehen
wollen und diese Bezeichnungen fir un-
terschiedliche Bereiche reservieren.

o Physiker werden selbstversténdlich davon
sprechen, dass z. B. s=s(t) gilt, und dies
dann eine ,Weg-Zeit-Funktion® nennen,
weil hiermit natdrlich wunderbar ein inhalt-
licher Aspekt zum Ausdruck kommt, der in
der formal-abstrakten Charakterisierung
Uber die Paarmenge fehlt. Denn formal ist
obige Schreibweise unsinnig und verbo-
ten!

e Man kann bei diesem mengentheoretisch
begrindeten Zugang zum Funktionsbe-
griff nicht mehr von ,Funktionen mit meh-
reren Verédnderlichen“ sprechen, weil sich
ja nichts verandert! Stattdessen sind hier
die Bezeichnungen ,Einstellige Funktion®
oder ,Mehrstellige Funktion“ angemessen.
(An dieser Stelle ware es noétig, auf
GoTTLOB FREGE einzugehen.)

3.4 Fundamentale Idee

Es zeigt sich also, dass der Funktionsbegriff
in der Mathematik und in den Anwendungen
weder formal noch inhaltlich einheitlich ge-
handhabt wird. Dieser Begriff ist also recht
vage, und dennoch bleibt als gemeinsamer
Kern die eindeutige Zuordnung. Denn selbst
eine sog. ,mehrdeutige Zuordnung*1asst sich
ja eindeutig interpretieren, indem ein n-Tupel
zugeordnet wird.

So scheint es sinnvoll zu sein, zu unterschei-
den zwischen

e Funktionen im weiteren Sinne und

e Funktionen im engeren Sinne.

Funktionen im weiteren Sinne bilden bzw.
bieten ein die Mathematik und die au3erma-
thematischen Anwendungen ubergreifend
strukturierendes Konzept des sog. ,funktio-
nalen Denkens®, wahrend Funktionen im
engeren Sinne typische Verwendungswei-
sen in bestimmten speziellen mathemati-
schen Bereichen darstellen.

Der historische Uberblick deutet an, in wel-
cher Vielfalt ,funktionale Denkweise” die letz-
ten 4000 Jahre der Menschheitsgeschichte
durchzieht. Und weiterhin ist uns klar, dass
mit dem funktionalen Denken grundlegende
Prinzipien mathematischer Vorgehensweise
verbunden sind.

Dies kann man auch beschreiben, dass im
Funktionsbegriff eine fundamentale Idee der
Mathematik zum Ausdruck kommt; 106

Fundamentale Ideen der Mathematik ...

0 sind aufzeigbar in der historischen
Entwicklung der Mathematik,

¥  geben (zumindest partiell) Aufschluss
Uber das Wesen der Mathematik,

@ sind, gewissermalen als Archetypen
des Denkens, auch aulderhalb der Ma-
thematik auffindbar.

Und ferner:

Fundamentale Ideen der Mathematik ...
sind eher vage als prazise.

~
~

Meine Ausfuhrungen sollten deutlich ma-
chen, dass diese Eigenschaften auf den
Funktionsbegriff zutreffen.

Ich schlieRe mit einer wichtigen Anmerkung
und einigen Beispielen.

106 vgl. [Hischer 1998].
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3.5 Eine Anmerkung

Ist z. B. T(x) ein Term und der Einsetzungs-
bereich fir x eine Teilmenge A von IR, so
ist durch die Angabe

A—>R
x> T(x)
eine reelle Funktion definiert.

Wie liest man nun speziell x> T(x) oder
vereinfacht x— y ? Wie machen Sie es sel-
ber?

Immer wieder musste ich feststellen, dass
Schilerinnen und Schiiler lesen:

,X wird zugeordnet .

Nun liegt der Verdacht nahe, dass sie das so
gelernt haben, und in der Tat habe ich diese
Redeweise auch manchmal von Lehrkraften
gehdrt, wenn auch nicht immer.

Und wir alle wissen natlrlich, dass diese
Sprechweise schwammig und unprazise ist,
weil nicht klar wird, wer hier wem zugeordnet
wird. Die deutsche Sprache erlaubt aber eine
Prazisierung mittels des bestimmten Artikels.
Und das war in meinem eigenen Unterricht in
Klasse 7 auch immer der Ansatz, auf diese
Weise Klarheit bei meinen Schilerinnen und
Schulern zu schaffen.

Offenbar gibt es doch vier Moglichkeiten, hier
den bestimmten Artikel zu setzen:

(1) dem x wird das
(2) das x wird dem
(3) dem y wird das
(4) das y wird dem

y zugeordnet
y zugeordnet
x zugeordnet
x zugeordnet

Wir wissen, dass die mittleren beiden falsch
und die anderen beiden aquivalent sind. Fir
meine Schilerinnen und Schiler war dies
trotz intensiver vorheriger Erarbeitung kei-
nesfalls klar, so dass ich stets ratlos war we-
gen dieses sprachlichen Problems.

Ich legte das dem Deutschlehrer der Klasse
vor, um ihm klar zu machen, mit was fir
Sprachverstandnissen diese Klasse zu
kampfen habe. Seine Reaktion war fir mich
niederschmetternd:

,Natlrlich wird das x dem y zugeordnet,
wenn der Pfeil von x nach y geht!”

Ich legte dasselbe Problem etlichen anderen
unvorbelasteten Nichtmathematikern vor:

Stets dieselbe Reaktion! Es sei doch klar:

e ,Wenn der Pfeil vom x zum y geht,
dann geht das x_zum y!“

Warum ich das erwahne? Es wird klar, dass
die von uns benutzte und fir sinnvoll erach-
tete Symbolik keinesfalls naheliegend und
selbstredend ist. Konkret in diesem Fall zeigt
sich, dass wir offenbar die nattrliche intuitive
Interpretation dieses Symbols gewaltsam
verbiegen. Das sollte uns sensibel machen
fur derartige Phanomene!

So empfiehlt sich Ubrigens folgende Lesart:
,2aus x wird y*

3.6 Beispiele

Von dem Technomathematiker NEUNZERT
aus Kaiserslautern stammt die Aussage:

Mathematik ist Uberall, nur wer weil} das
schon!

Mit Blick auf meine Ausflihrungen modifiziere
ich diesen Satz wie folgt:

Funktionen sind lberall, nur wer weil}
das schon!

Dass Funktionen Uberall in der Mathematik
sind, ist wohl klar. Aber au3erhalb?

¢ Pixelgraphik: Wenn eine Bitmap-Datei auf einem
Bildschirm dargestellt wird, liegt eine Funktion vor,
die jedem Pixel einen Farbcode zuordnet. Durch
Zoomen kann man dieses auch direkt erleben,
wenn man namlich so weit vergroRert, dass man
die urspriinglichen Pixel als einfarbiges Quadrat
sieht. Im RGB-Modus wird dabei jedem Pixel ein
Zahlentripel zugeordnet, dessen einzelne Elemente
die Werte 0 bis 255 annehmen kdnnen, so dass
jedem Bildpunkt 224 Farbwerte zugeordnet werden
kénnen (24-Bit-Darstellung).

o Ein Kinofilm ist die Darstellung einer zeitachsen-
orientierten Funktion: Bestimmten diskreten Zeit-
punkten eines abgeschlossenen Intervalls wird ein
Bild des Filmstreifens zugeordnet. Durch Verket-
tung mit der Abbildungsmaschine des Projektors
entsteht eine Bildfolge auf der Leinwand. Dieses
wird wiederum verkettet mit der Abbildung auf un-
sere Netzhaut. ... So findet hier eine Verkettung
mehrerer Funktionen statt.

o Eine WAV-Datei ist eine zeitachsenorientierte
Funktion, die wir als Funktionsgraph sichtbar ma-
chen kdnnen bzw. durch Verkettung auch héren
konnen.

o Eine MIDI-Datei ist ebenfalls eine zeitachsenorien-
tierte Funktion, die wir als Partitur sichtbar machen
und durch Verkettung auch héren kdnnen. Durch
Verkettung kénnen wir dabei jeder einzelnen Stim-
me ein beliebiges ,synthetisches Instrument* zu-
ordnen.
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