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Zusammenfassung

Ein wesentliches Problemfeld der heutigen algebraischen Zahlentheorie ist der Beweis und die
Beschreibung der ,,Langlandskorrespondenz®. Diese postuliert einen allgemeinen Zusammenhang
zwischen der Galoistheorie arithmetisch relevanter Korper (d. h. globale oder lokale Zahl- oder
Funktionenkérper) und der Darstellungstheorie reduktiver algebraischer Gruppen iiber solchen
Kérpern (die ,automorphe Seite“ der Korrespondenz).

Soweit diese Korrespondenz die Gruppen GL,, betrifft, sind die entsprechenden Vermutungen
bewiesen fiir

e n = 1, wobei die Korrespondenz hier in expliziter Weise durch die Hauptsitze der abel-
schen Klassenkorpertheorie gegeben ist, die in den dreifliger bis fiinfziger Jahren des letzten
Jahrhunderts bewiesen wurden;

e n > 2 im lokalen Fall und im globalen Fall positiver Charakteristik (Laurent Lafforgue,
Fields Medal 2002);

sowie in einigen weiteren Spezialfillen.

Leider ist diese Korrespondenz (soweit iiberhaupt) nur als Existenzaussage etabliert; ihre Aus-
wirkung auf konkrete ,Motive“ kann i. a. nicht explizit beschrieben werden. Dies gilt schon fiir
die ,einfache® Situation eines lokalen Funktionenkorpers K mit n = 2, falls K die Charakteristik
2 hat. Hier liegen bisher weder iiber die ,,Galoisseite“ noch iiber die automorphe Seite hinreichend
genaue Aussagen vor, um den Zusammenhang zu verstehen.

Das Anliegen dieser Arbeit ist das Studium solcher Darstellungen auf der Galoisseite, die sich
von elliptischen Kurven £ iiber K herleiten. In diesem Fall ist K ein Laurentreihenkorper iiber dem
endlichen Kérper mit 27 Elementen. Diejenigen elliptischen Kurven iiber K, deren j-Invariante
ungleich null ist, sind alle durch eine Weierstra3gleichung der Form

Y24+ XY =X34aX?+4

mit « € K und g € K* gegeben. Zu jeder dieser elliptischen Kurven liefert der Tate-Modul
eine zweidimensionale Darstellung (wf )" der Weil-Deligne-Gruppe W'(K*P/K). Wenn 3 im
Ganzheitsring von K liegt, 1483t sich die Darstellung W;“ 5 mit Hilfe der Tate-Theorie vollstdndig
und zufriedenstellend beschreiben.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir den Fall, daf§ 8 nicht im Ganzheitsring von K liegt.
In diesem Fall kénnen wir (7 ;) als Darstellung 7% 5 der Weilgruppe W (K*?/K), einer dichten
Untergruppe der absoluten Galoisgruppe von K, auffassen. Wir bestimmen alle Fille, in denen 7T£(7 3
irreduzibel ist, und geben jeweils eine Brauerzerlegung (Zerlegung in eine Z-Linearkombination von
Darstellungen, die von eindimensionalen Darstellungen induziert werden) an. Diese Charakterisie-
rung von 7T£ 5 ermoglicht es uns, die e-Faktoren von allen Twists (Tensorierung mit eindimensiona-
len Darstellungen) von 7r§ 5 zu bestimmen. Hierzu bemerken wir, da die Kenntnis der e-Faktoren
aller Twists einer zweidimensionalen Darstellung von W (K*P/K) diese zumindest in abstrakter
Weise vollstandig charakterisiert. Auflerdem beschreiben wir vollstandig das Verzweigungbverhal—
ten von 7rK 5 Als Nebenprodukt erhalten wir ein Verfahren, mit dem wir den Fiihrer von 7% 0.f
explizit in Abhanglgkelt von « und 3 berechnen koénnen, ohne auf den Tate-Algorithmus zuruckzu—
greifen. Der Tate-Algorithmus entspringt einer geometrischen Betrachtungsweise, wiahrend unser



Vorgehen rein darstellungstheoretischer Natur ist. Dariiber hinaus bestimmen wir auch den mini-
malen Fiihrer aller Twists von 71'5 8 (eine wichtige Invariante von 775 ﬂ) explizit in Abhéngigkeit
von [3.



Abstract

One of the most important problems in recent algebraic number theory is to prove and describe the
Langlands correspondence. This correspondence predicts a connection between the Galois theory
of fields of arithmetic interest (global or local number or function fields) and the representation
theory of reductive groups over such fields (the so-called automorphic side).

Concerning GL,,, the Langlands correspondence is proven in the cases

e n = 1, in this case the correspondence is given by local and global class field theory, esta-
blished mainly between 1930 and 1950;

e n > 2 if the field is local or global of positive characteristic (Laurent Lafforgue, Fields Medal
2002)

and in some further special cases.

Unfortunately only the existence of these correspondences is well established. Their effect on
concrete “motives” is unknown. Even in the situation where n = 2 and K is a local field, no explicit
characterization is known, if K happens to have characteristic 2. Neither on the Galois nor on the
automorphic side there are results which allow a satisfactory description of the correspondence.

The aim of the present thesis is to analyze those representations on the Galois side which occur
in connection with elliptic curves. In this case the field K is the field of formal Laurent series over
a finite field of 2/ elements. The elliptic curves with non-vanishing j-invariant are all given by a
Weierstrafl equation of the form

Y24+ XY = X34+ aX?+ 3,

where a € K and § € K*. To every elliptic curve of this form there is associated a two di-
mensional representation (X 5)’ of the Weil-Deligne group W'(K*?/K). For [ integral, Tate’s
uniformization theory yields a complete and satisfactory characterization of (7 ,8)

In this thesis we deal with the case where [ ist not integral. Then we can consider (wg B)/ as
a representation 7T§ 5 of the Weil group, which is a dense subgroup of the absolute Galois group
of K. We give necessary and sufficient conditions for the irreducibility of 7T£i - In all cases where
w,lf’ 5 1s irreducible, we determine a Brauer decomposition, which means that wfi 5 can be expressed
as a Z-linear combination of representations induced from one dimensional representations. That
description of m& o, enables us to calculate the e-factors of all twists of K 5 by one dimensional
representatlons We point out that knowledge of these e-factors abstractly (but not explicitly)
characterizes 7ra7 5- We further determine the ramification properties of 7ra7 3, including an explicit
calculation of its conductor. Our calculation does not make use of the Tate algorithm; while Tate’s
algorithm is developed from a geometric point of view, we are working with purely representation
theoretic methods. As a further important result we calculate explicitly and directly from G the
minimal conductor of all twists of 7rff7 5



Einleitung

Ein wichtiges Problem der algebraischen Zahlentheorie ist die Beschreibung der absoluten Galois-
gruppe von lokalen Korpern. Ein lokaler Korper K ist entweder isomorph zum Laurentreihenkorper
F,((T)) tiber einem endlichen Kérper mit ¢ Elementen in einer Unbestimmten oder zu einer end-
lichen Erweiterung von Q,, der Vervollstindigung von Q bzgl. des p-adischen Absolutbetrages.
Diese Korper sind deshalb von Bedeutung, weil man ihre Galoistheorie als Anndherung an die
Galoistheorie der globalen Koérper auffassen kann. Unter einem globalen Korper verstehen wir
entweder einen Funktionenkdrper F,(T) oder eine endliche Erweiterung von Q.

Ein lokaler Korper K ist stets mit einer diskreten Bewertung vi : K* — Z versehen. Hierun-
ter verstehen wir eine surjektive multiplikative Abbildung, die der strengen Dreiecksungleichung
vi(r +y) > min{vg (), vk (y)} geniigt. Die Elemente z von K mit vi(x) > 0 bilden den so-
genannten Ganzheitsring O . Dieser Ganzheitsring besitzt ein eindeutig bestimmtes maximales
Ideal pg, das aus allen Elementen von K besteht, deren Bewertung echt gréfier als 0 ist. Alle
weiteren Ideale sind von der Form p%. Der Restklassenkorper Ok /pk ist isomorph zu einem end-
lichen Kérper Fy. Der separable Abschlul K*°P weist eine @hnliche Struktur auf wie K selbst.
Die Bewertung vi a8t sich zu einer multiplikativen Abbildung (K®P)* — Q fortsetzen, die
ebenfalls der strengen Dreiecksungleichung geniigt. Auch K*°P besitzt einen Ganzheitsring O gsep,
der wiederum genau ein maximales Ideal pgser besitzt. Hierbei ist der Restklassenkorper von K®°P
isomorph zum algebraischen Abschlufl des Restklassenkorpers von K.

Eine erste Aussage tiber die Struktur der Galoisgruppe G(K*P/K) erhilt man aus dem Stu-
dium ihrer Operation auf K®*P. Weil sowohl Ogser als auch pgser invariant bleiben, operiert
G(K*P/K) auf dem Restklassenkorper ]Fglg. Man erhélt somit einen surjektiven Homomorphis-
mus G(K*P/K) — G(IF;P/IF;). Seinen Kern bezeichnen wir mit Go(K*®/K) und nennen ihn
die Trégheitsgruppe von K. Wir erinnern daran, dafl die Frobeniusabbildung x —— x? eine Unter-
gruppe in G(IF5°P /T, ) erzeugt, die isomorph zur additiven Gruppe Z ist. Das Urbild dieser Unter-
gruppe nennen wir die Weilgruppe W (K** /K) von K. Wenn wir G(K*%P /K ) mit der Krulltopo-
logie versehen, liegt W(K®*P/K) dicht in G(K*P/K). Das bedeutet, da§ W (K*P/K) annihernd
die gleiche Information enthilt wie G(K®P/K).

Die Struktur der Galoisgruppe G(K*°P/K) kénnen wir beschreiben, indem wir ihre Darstellun-
gen klassifizieren. Genauer gesagt betrachtet man die endlichdimensionalen stetigen Darstellungen
iiber C. Diese stehen in enger Beziehung zu den Darstellungen von W (K%P/K). Alle Darstellun-
gen von G(K*P/K) lassen sich auch als Darstellungen von W (K*®?/K) auffassen. Umgekehrt
kénnen alle Darstellungen von W (K®P/K) nach leichter Abénderung auch als Darstellungen von
G(K*®? /K) angesehen werden. Somit gehen also keine wesentlichen Informationen verloren. Die lo-
kale Klassenkorpertheorie liefert nun einen Isomorphismus W (K /K)® — K*, die sogenannte
Artinabbildung. Hierbei bezeichnen wir mit W (K*°P/K)% den maximalen abelschen Quotien-
ten von W (K®P/K). Auf diese Weise entsprechen sich die eindimensionalen Darstellungen von
W(K®*?/K) und K* eineindeutig.

Diese Korrespondenz wird durch die Langlandskorrespondenz verallgemeinert, nach der die n-
dimensionalen Darstellungen von W (K®°P/K) in Bijektion zu den irreduziblen zuléssigen supercu-
spidalen Darstellungen von Gi,,(K) stehen. Auf die Definition von zulissigen und supercuspidalen
Darstellungen von Gl,,(K) kénnen wir an dieser Stelle nicht n&her eingehen. Wir verraten nur



soviel, daf} es sich hierbei um komplexe Darstellungen von Gl,(K) handelt, die i. a. unendlich-
dimensional sind und einer bestimmten topologischen Bedingung geniigen. Fiir die Einzelheiten
verweisen wir auf [8]. Um eine Korrespondenz mit allen zuléssigen Darstellungen von GL,, (K) zu
bekommen, miissen wir W (K®*P/K) durch die Weil-Deligne-Gruppe W’/ (K*P/K) ersetzen.

Die Weil-Deligne-Gruppe W/(K*°P/K) kénnen wir als ein semidirektes Produkt der Form
W(K®*?/K) x C auffassen. Die n-dimensionalen Darstellungen von W'(K*P/K) fassen wir als
Paare ' = (m, N), bestehend aus einer nilpotenten n-reihigen quadratischen Matrix N iiber C und
einer n-dimensionalen Darstellung 7 von W (K®P/K), auf. Fiir die technischen Details verweisen
wir auf den Abschnitt 1.7. Wenn N = 0 ist, kénnen wir (7, N) als Darstellung von W (K®°P/K) an-
sehen. Auf diese Weise bilden die Darstellungen der Weilgruppe eine Teilmenge aller Darstellungen
der Weil-Deligne-Gruppe. Die Langlandskorrespondenz setzt nun die n-dimensionalen Darstellun-
gen von W/ (K*P/K) ( ,Galoisseite“) mit den irreduziblen zulissigen Darstellungen von G L, (K)
(,automorphe Seite*) auf natiirliche Weise in Bijektion, wobei die n-dimensionalen Darstellungen
auf die irreduziblen supercuspidalen Darstellungen von GL,,(K) abgebildet werden. Hierzu ist zu
bemerken, dafl diese Langlandskorrespondenz im allgemeinen nicht in expliziter Weise vorliegt.
Man weifl aber, dafl gewisse Strukturmerkmale erhalten bleiben. Sowohl auf der Galoisseite als
auch auf der automorphen Seite sind L- und e-Faktoren von Darstellungen definiert. Auf die L-
und e-Faktoren von Darstellungen von W/(K®P/K) werden wir in Kapitel 1 eingehen. Fiir die
Definition von L- und e-Faktoren auf der automorphen Seite verweisen wir auf [8]. Diese L- und
e-Faktoren bleiben unter Langlandskorrespondenz erhalten. Wenn man also von einer gegebenen
Darstellung von W'(K*®*P/K) die L- und e-Faktoren kennt, liefert einem dies eine gewisse Infor-
mation iiber die zugehorige Darstellung auf der automorphen Seite.

Fiir n = 2 ist die Langlandskorrespondenz noch weitgehend unverstanden, wenn K die Rest-
charakteristik 2 hat. Hierbei ist es interessant zu untersuchen, wie sich ,natiirlich vorkommende*
irreduzible zweidimensionale Darstellungen von W’ (K®°P/K) unter Langlandskorrespondenz ver-
halten. Solche Darstellungen treten z. B. im Zusammenhang mit elliptischen Kurven auf. Dazu
fixieren wir eine elliptische Kurve & iiber K. Auf der Menge E(K5P) der K*P-rationalen Punkte
von & ist eine Operation erklért, die mit der Operation von G(K®P/K) vertauscht und &(K>°P)
zu einer additiven Gruppe macht. Wir wéhlen eine Primzahl [, die verschieden ist von der Cha-
rakteristik des Restklassenkorpers, und betrachten die {"-Torsionspunkte von £. Diese bilden ein
projektives System, dessen Limes einen Z;-Modul, den sogenannten Tate-Modul liefert. Durch
Tensorieren mit Q; erhalten wir einen Q;-Vektorraum und durch die Operation von G(K*P/K)
eine zweidimensionale Darstellung von G(K*°P/K) iiber @;. Es gibt nun einen Mechanismus, der
jeder Darstellung von G(K*®*P/K) iiber Q; eine komplexe Darstellung von W’'(K*®/K) zuord-
net. Diesen werden wir im Abschnitt 1.9 noch genauer beschreiben. Somit kénnen wir also jeder
elliptischen Kurve & eine Darstellung (mg)’ von W’/ (K*P/K) zuordnen.

Fiir elliptische Kurven existiert eine Einteilung in sogenannte Reduktionstypen. Jede elliptische
Kurve & iiber K besitzt eine Weierstra3gleichung der Form

Y24+ a1 XY 4+ a3y = X2+ as X% + au X + ag

mit Koeflizienten a1, as, as, a4, ag aus dem Ganzheitsring Ok . Indem wir nun die Koeffizienten als
Elemente des Restklassenkorpers auffassen, erhalten wir eine reduzierte Kurve £. Um die Eindeu-
tigkeit von € zu gewihrleisten, mufl man noch fordern, da die Bewertung der Diskriminante von &
minimal ist. Die Diskriminante von £ ist ein Element von K, das durch Einsetzen der Koeffizienten
ai,as,as,ay, ag in ein bestimmtes Polynom ermittelt wird. Je nach Singularitiitsverhalten von &
unterscheidet man zwischen guter, multiplikativer und additiver Reduktion, wobei wir hier nicht
weiter auf die Einzelheiten eingehen wollen. Wichtig ist, dafl gute und multiplikative Reduktion
stabil unter endlicher Erweiterung des Grundkorpers K bleiben. Umgekehrt gibt es bei additiver
Reduktion eine endliche Erweiterung M von K, so dafl £ als Kurve iiber M entweder multiplikati-
ve oder gute Reduktion hat. Man spricht dann von potentiell multiplikativer oder potentiell guter
Reduktion. Diese beiden Reduktionstypen haben weitreichende Konsequenzen fiir die zugehorige
Darstellung (7g)’ von W/ (K5P/K).



Wenn & potentiell multiplikative Reduktion hat, steht uns die sogenannte Tate-Theorie zur
Verfiigung, mit deren Hilfe wir den Tate-Modul und damit die Darstellung (7g)’" vollstéindig be-
schreiben kénnen. Um das Ergebnis zu formulieren, bezeichnen wir mit wyx den Charakter von
W (K/K*P), der unter der Artinabbildung dem Betragscharakter || := ¢~*%(*) entspricht. Weiter
sei die Darstellung p : W(K*P/K) — GL(2,C) durch die Vorschrift

— (1)

gegeben. Das Ergebnis sieht so aus, dafl es eine Erweiterung M von K gibt, die hochstens den
Grad 2 hat, so da (w¢)’ isomorph zur Darstellung (xas ® p, N) ist. Hierbei ist

0 1
(5 0)

und x s der eindeutig bestimmte Charakter von W (K5P/K), dessen Kern W (K®*P /M) ist. Es
ist bekannt, dafl (wg¢)’ unter der Langlandskorrespondenz auf die Darstellung (xas o det) ® sp(2)
abgebildet wird. Das Symbol sp(2) steht fiir die spezielle Darstellung von G L2 (K), die in zufrieden-
stellender Weise charakterisiert ist und die wir hier nicht ndher beschreiben wollen. Mit (yas o det)
bezeichnen wir die Verkettung des Charakters x s, den wir mittels Artinabbildung als Charakter
von K* auffassen, mit der Determinantenabbildung GL2(K) — K*. Zusammenfassend kénnen
wir also sagen, daf} vollstindig bekannt ist, wie sich (7g)’ im Fall potentiell multiplikativer Re-
duktion unter der Langlandskorrespondenz verhlt.

Wenn £ potentiell gute Reduktion hat, ist sehr viel weniger bekannt. Man weif}, da§ (7¢)’ von
der Form (7g,0) ist und somit als Darstellung von W (K /K) angeschen werden kann. Es kann
sowohl der Fall auftreten, dafl m¢ in zwei Charaktere zerfillt, als auch der Fall, dafl 7g irreduzi-
bel ist. Hier interessieren wir uns hauptséchlich fiir den Fall, dafl ¢ irreduzibel ist. Wenn man
g charakterisieren will, geht es zunéchst darum, die ,,Komplexitéit® zu kontrollieren. Diese 143t
sich mittels einer natiirlichen Zahl, dem sogenannten Fiihrer cond(7g) von m¢ messen. Hierzu mufl
man wissen, daf} die Tragheitsgruppe Go(K*?/K) durch eine absteigende Folge von Normalteilern
G;(K®*P/K) fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ filtriert ist. Diese Normalteiler nennen wir die héheren
Verzweigungsgruppen. Aus der Stetigkeitsbedingung fiir ¢ folgt, dafl es ein ¢ € IN gibt, so daf 7g
auf G;(K®°P/K) trivial wird. Aulerdem muf das Bild der Einschrankung von 7g auf Go (K /K)
endlich sein. Der Fiihrer sammelt nun Informationen dariiber, wie grof3 das kleinste solche 4 ist
und wie komplex die Operation der Verzweigungsgruppen G (K%P/K) fiir k < ¢ auf dem Darstel-
lungsraum ist. Je kleiner der Fiihrer einer Darstellung von W (K®P/K) ist, desto leichter ist ihre
Struktur zu beschreiben. Im Fall, daf§ die Charakteristik des Restklassenkorpers grofler als 3 ist,
kann nur der Fall cond(7mg) < 2 auftreten, was bedeutet, dafl ¢ von einfacher Struktur ist. Wenn
die Restcharakteristik dagegen 2 oder 3 ist, kann der Fiihrer von mg beliebig grol werden. Am
interessantesten ist hierbei der Fall, dafl der Restklassenkorper die Charakteristik 2 hat, weil hier
die Theorie der zweidimensionalen Darstellungen von W (K*®®P/K) erheblich komplizierter ist.

In dieser Arbeit betrachten wir den Fall, dafl K = IFy; ((7T")) ein Laurentreihenkorper iiber dem
endlichen Kérper mit 2/ Elementen ist. Die elliptischen Kurven, die wir betrachten, sollen nicht
supersingulér sein, d. h. von der Form

Eap Y +XY =X’ +aX?+ 3

mit o, € K und 8 # 0. Die zugehorige Darstellung der Weil-Deligne-Gruppe bezeichnen wir
mit (Wf ﬁ)’ . Wenn die Bewertung von 3 echt grofier als 0 ist, hat &, g potentiell multiplikative

Reduktion. In diesem Fall ist (wg 6)/ durch das vorher Gesagte schon bestimmt. Interessant ist
der Fall, dal die Bewertung von g kleiner oder gleich 0 ist. In diesem Fall besitzt £ potentiell gute
Redgktion 1}nd es gilt (ﬂgﬂ)’ = (71'(}::[_3,0), wobei die Darstellung Wgﬂ von W(K*®*?/K) noch zu
bestimmen ist.

Wiinschenswert wére es, in allen Fillen, in denen wg s irreduzibel ist, explizit in Abhéingigkeit
von o und 3 die zu 775, 3 korrespondierende Darstellung I, g auf der automorphen Seite anzugeben.



In abstrakter Weise kann man II, g charakterisieren, indem man fiir alle Twists von wg g die

e-Faktoren berechnet. Unter einem Twist von X s verstehen wir die Tensorierung mit einem
Charakter von W(K®*P/K). Beim Versuch einer expliziten Charakterisierung von II, g ist es

sinnvoll, zuerst einen Charakter x von W (K®*?/K) zu suchen, so dafi der Fiihrer von x ® wg 5

minimal wird, und dann die Darstellung, die zu X®7r§ 5 korrespondiert. Aus dieser kann man dann
11, g durch Twist auf der automorphen Seite konstruieren. Wahrend es ein schwieriges Problem
ist, einen solchen Charakter x zu finden, stehen fiir die Berechnung von cond(x ® wg 5) explizite
Formeln zur Verfiigung, wenn man die Darstellung Wg 5 gut genug kennt.

Das erste Kapitel ist als Einleitung gedacht. In ihm stellen wir die wichtigsten Aussagen der
Darstellungstheorie der Weilgruppe bzw. der Weil-Deligne-Gruppe von K zusammen. Ein be-
sonderes Augenmerk legen wir dabei auf die irreduziblen zweidimensionalen Darstellungen von
W (K®*?/K). Auflerdem geben wir eine kurze Einfiihrung in die Theorie der elliptischen Kurven
iiber K. Insbesondere beschreiben wir die Konstruktion von (ﬂf )

Im zweiten Kapitel bestimmen wir den Korper L, der aus K durch Adjunktion der Koordina-
ten der 3-Torsionspunkte £, g[3] entsteht, und liefern eine exakte Beschreibung der zugehdrigen
Operation von G(L/K) auf &, g[3]. Weiter betrachten wir ausgewéihlte Zwischenkérper von L/K
und nehmen anhand der Kérpergrade dieser Zwischenerweiterungen eine Einteilung aller Fille
vor, in denen G(L/K) nichtabelsch ist.

Im dritten Kapitel befassen wir uns zunichst mit der Darstellung 7% o die zu dem Tate-Modul
von & als elliptische Kurve iiber L gehort. A priori ist bekannt, dafl £ uber L gute Reduktion hat.
Wir geben explizit eine Transformation an, die zu einer minimalen Weierstrafigleichung fiihrt
(Beweis von 3.1.1). Hieraus ergibt sich die reduzierte Kurve, die stets die selbe ist und nicht von
(§ abhéngt. Mit Hilfe der Theorie der elliptischen Kurven {iber endlichen Kérpern bestimmen wir
7T£, 5 vollstindig. Weiter definieren wir K :=TF5((8~1)), d.h. den kleinsten lokalen Teilkérper von

K, der 3 enthilt. Im Fall @ = 0 kénnen wir £ auch als Kurve iiber K auffassen. Wenn wir die
jeweiligen Tate-Moduln identifizieren, erhalten wir das kommutative Diagramm

W(K*P/K) - W(K*P/K)

K
To,8

GL»(C).

Im weiteren Verlauf des vierten Kapitels bestimmen wir [ im Fall K = Fo((T)) und g =
T—!, womit wir eine vollstindige Charakterisierung von 7r07[3 erhalten (3.3.3). Im allgemeinen
Fall a # 0 unterscheiden sich 7% 5 und W(I)(ﬁ nur um einen quadratischen Charakter, so daf§ wir
auch eine vollstdndige Charakterisierung von 7TK 5 bekommen. Diese Beschreibung von 7TK ist
dhnlich zufriedenstellend wie im Fall potentlell multiplikativer Reduktion und stellt elnes der
Hauptergebnisse dieser Arbeit dar. Hieraus ergibt sich unter anderem die Aussage, daf} 7ra7 5 genau
dann irreduzibel ist, wenn G(L/K) nichtabelsch ist.

Im vierten Kapitel benutzen wir die Ergebnisse aus Kapitel 3, um das Verzweigungsverhalten
von 775 5 durch die Differenten von bestimmten Zwischenerweiterungen von L/K zu beschreiben.
Auf diese Weise erhalten wir auch eine Formel fiir den Fiihrer von w% 5 (4.2.5). Im weiteren Verlauf
entwickeln wir dann Methoden, mit denen wir diese Differenten exphz1t in Abhéngigkeit von «
und 8 durch Rechnungen im Grundkorper K bestimmen. Als Nebenprodukt erhalten wir ein
Verfahren, mit dem wir den Fiihrer von 7r§7 5 berechnen kénnen, ohne den Tate-Algorithmus zu
verwenden.

In den Kapiteln 5 bis 10 behandeln wir die sechs Félle, in denen G(L/K) nichtabelsch ist,
getrennt. In den Fillen, die in den Kapiteln 5-8 behandelt werden, gelingt es uns, eine quadratische
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Erweiterung M /K und einen Charakter xps von W(K%P/K) zu bestimmen, der die Darstellung
Ta,3 induziert (vgl. 5.2.4, 6.2.3, 7.2.3 und 8.2.4). In diesen Féllen 18t sich die zu 775,6 gehorige
Darstellung von GLy(K) explizit konstruieren. Dazu verweisen wir auf [9, Ch. 4].

Bei den Fillen, die wir in den Kapiteln 9 und 10 behandeln, gibt es keinen Charakter einer
Untergruppe von W (K*P/K) vom Index 2, der 7T£<, 5 induziert. Hier gelingt es uns, eine Brauer-
zerlegung anzugeben (vgl. 9.2.5 und 10.1.5). Das bedeutet, dafl wir Wgﬁ als Z-Linearkombination
von Darstellungen auffassen, die von eindimensionalen Darstellungen geeigneter Untergruppen von

W (K®°P/K) induziert werden.

In jedem der sechs Fille, die wir in den Kapiteln 5 bis 10 behandeln, gelingt es uns, von allen
Twists zumindest prinzipiell die e-Faktoren zu berechnen (vgl. 5.4.2, 6.4.1, 7.4.5, 8.4.1, 9.4.2 und
10.3.2). Hierdurch erzielen wir eine abstrakte vollstindige Charakterisierung sowohl von 7'('5 5 als
auch von 1, g. In den Abschnitten 5.3, 6.3, 7.3, 8.3, 9.3 und 10.2 bestimmen wir jeweils den
minimalen Fiihrer unter allen Twists. Leider sind wir aber nicht in der Lage, allgemein einen
Twist zu bestimmen, der den minimalen Fiihrer realisiert. Wir verweisen aber darauf, dafl die
Bestimmung eines minimalen Twists ein endliches Problem ist, dessen Komplexitit von der Grofle
des Fiihrers abhéngt. Deshalb erscheint uns zur weiteren Behandlung des Problems der folgende
Ansatz vielversprechend: Man betrachte die Félle, in denen wff’ 5 einen kleinen Fiihrer hat. (Dies ist
dann der Fall, wenn die Bewertung von (3 nicht zu klein ist.) Weiter bestimme man einen minimalen
Twist von 7T§ 5 und versuche so, die korrespondierende Darstellung Il, g von GLy(C) anhand ihrer
e-Faktoren zu identifizieren. Die explizite Berechnung von e-Faktoren ist ebenfalls leicht, wenn
der Fiihrer klein ist. Auerdem stellt sich die Frage, was das oben abgebildete Diagramm (ein
entscheidendes Strukturmerkmal der Darstellungen von W (K®P/K), die von elliptischen Kurven
kommen) fiir die zu Wff) 5 korrespondierende Darstellung II, 5 auf der automorphen Seite bedeutet.
Auf diese Weise kénnte man durch maschinelle Berechnung von konkreten Fillen zumindest zu
einer Vermutung gelangen, wie sich 11, g in expliziter Weise charakterisieren 1&8t.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen Leuten bedanken, die mich beim Anfertigen dieser
Arbeit unterstiitzt haben. An erster Stelle ist mein Doktorvater Herr Prof. Dr. E.-U. Gekeler zu
nennen, dem ich das Thema zu verdanken habe und der mir in allen Phasen mit viel Geduld und
Engagement zur Seite gestanden hat. Dies gilt ganz besonders fiir die langwierige und aufreibende
Einarbeitungsphase. Allen Mitgliedern der Arbeitsgruppe danke ich fiir die hervorragende Zusam-
menarbeit und diverse Hilfen. Aulerdem bedanke ich mich bei meinen Eltern und meiner lieben
Frau Beatriz fiir den notwendigen Riickhalt.
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Kapitel 1

Elliptische Kurven und
Weildarstellungen

1.1 Die Weilgruppe und ihre Darstellungen

Sei I, der endliche Kérper der Charakteristik p mit ¢ = p/ Elementen und IF";I‘lg der algebraische
AbschluB von . Unter der Weilgruppe W (F2'¢ /) von I, verstehen wir die vom Frobeniusau-
tomorphismus = — x9 erzeugte Untergruppe der absoluten Galoisgruppe G(Fglg JEq).

Wir betrachten nun einen nichtarchimedischen lokalen Koérper K mit Restklassenkorper I,
und separablem Abschlul K®P. Wir wihlen eine Uniformisierende T" und bezeichnen mit O
den Bewertungsring sowie mit px das maximale Ideal des Bewertungsrings von K. Weiter schrei-
ben wir Uy fiir die Einseinheitengruppen 1 + p’%. Ein Element von G(K®*?/K), das unter dem
Restklassenhomomorphismus G(K*? /K) — G(F2'8 /) auf den Frobeniusautomorphismus von
G(Fglg /) abgebildet wird, nennen wir Frobeniuselement. Wir wihlen ein festes Frobeniusele-
ment @ g und definieren die Weilgruppe W (K®P/K) als die von der Triigheitsgruppe Go (K /K)
und von @ erzeugte Untergruppe von G(K*°P/K). Diese Definition ist unabhingig von der Wahl
von ®g. Die Krulltopologie auf G(K*P/K) induziert eine Topologie auf Go(K*P/K). Indem
wir die Menge aller offenen Untergruppen von Go(K*%P/K) zu einem Fundamentalsystem offener
Umgebungen des neutralen Elements erklidren, machen wir W(K®®P/K) zu einer topologischen
Gruppe.

Unter einer Darstellung von W (K®°P /K) verstehen wir einen stetigen Gruppenhomomorphis-
mus 7 : W(K5P/K) — GL(V), wobei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist. Eindimen-
sionale Darstellungen bezeichnen wir auch als Charaktere. Manchmal ist es bequemer, statt der
Darstellung 7 lediglich den Darstellungsraum V' mit der zugehérigen Operation von W (K*P/K)
zu betrachten. Diesen bezeichnen wir dann als W (K*?/K)-Modul. Eine Darstellung, die trivi-
al auf der Trégheitsgruppe ist, heiffit unverzweigt. Bei einer unverzweigten Darstellung 7 von
W (K*®° /K) kénnen wir nach dem Homomorphiesatz die Triigheitsgruppe herausteilen und erhal-

ten so eine Darstellung
7 W(TFY/F,) — GL(V),

die wir die Restdarstellung von 7 nennen. Im folgenden wollen wir auf den Zusammenhang der
Darstellungen von G(K®?/K) und den Darstellungen von W (K%P/K) eingehen.

Dazu befassen wir uns zunéchst mit der Frage, welche Bedeutung der Stetigkeitsforderung zu-
kommt. Wir betrachten eine Darstellung = : W (K®P/K) — GL(V). Sei U eine offene Umgebung
des neutralen Elements von GL(V), die keine echte Untergruppe enthélt. Dann mufl 71 (i) eben-
falls eine offene Umgebung des neutralen Elements sein. Also gibt es eine offene Untergruppe U
von W(K*P/K) mit U C 7~ }(U). Dabei mufl 7(U) als Teilmenge von U trivial sein. Daraus folgt,
dafl Kern(7) als Vereinigung von Nebenklassen von U offen ist. Umgekehrt ist jeder Gruppenho-
momorphismus 7 : W(K*P/K) — GL(V) mit offenem Kern auch stetig. Nun sind die offenen
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Untergruppen von G(K*°P/K) genau die Untergruppen, die zu endlichen Galoiserweiterungen
korrespondieren. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 1.1.1 Eine Darstellung w : W(K3P /K) — GL(V) ist vom Galois-Typ, wenn es eine
endliche Galoiserweiterung M/K gibt mit Kern(m) = W (K5 /M).

Unter den obigen Voraussetzungen kann man 7 als Darstellung der endlichen Galoisgruppe
G(M/K) = W (K™ [M)/W (K** K)
auffassen. FEin Beispiel einer Darstellung, die nicht vom Galois-Typ ist, liefert der Charakter
wi : W(K*P/K) — C*,

der durch die Bedingungen wg (Go(K*P/K)) = {1} und wi (Px) = g bestimmt ist. Eine Darstel-
lung, die auf Go(K*°P/K) trivial wird, nennen wir unverzweigt. Jeder unverzweigte Charakter ist
von der Form wj, mit s € C.

Satz 1.1.2 Sei 7 eine irreduzible Darstellung von W (K*P/K). Dann gibt es eine Darstellung '
von W (K®P/K) vom Galois-Typ und ein s € C mit m = wi, @ 7'.

Beweis: Sei I := Kern(m) N Go(K*P/K). Wegen der Stetigkeit von 7 mufl I als Untergrup-
pe Go(K*°P/K) endlichen Index haben. Unser fixiertes Frobeniuselement ® operiert nun durch
Konjugation auf der Faktorgruppe Go(K®P/K)/I. Weil diese Faktorgruppe endlich ist, gibt es
ein n € IN, so da§ @7 trivial operiert. Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl w(®% ) ein Verket-
tungsoperator von 7 mit sich selbst ist. Nach dem Lemma von Schur ist m(®% ) ein Skalar. Man
withlt nun s € € mit (¢7")° = 7(®%) und setzt 7’ := Wi’ @ 7. O

Dieser Satz gestattet es nun, den Satz von Brauer fiir Darstellungen von W(K*®?/K) zu
formulieren. Fiir eine Darstellung = von W (K5 / K) bezeichnen wir mit Tr(7) ihre Spurabbildung,.
Ist M/K eine endliche separable Erweiterung, so schreiben wir Indﬁ fiir die Induktion einer
Darstellung von W (K5 /M) nach W (K®°? /K) und Res}! fiir die Einschrinkung von W (K5 /K)
nach W (K5 /M).

Korollar 1.1.3 Sei m eine irreduzible Darstellung von W(KP/K). Dann besitzt die Spurabbil-
dung von m eine Zerlequng der Form

Tr(r) = Z Cz‘Tl"(Indﬁi (xi))
i=1

mit endlichen separablen Erweiterungen M;/K, Charakteren x; von W (K®P/M;) und ganzen
Zahlen c;.

Beweis: Wir schreiben 7 in der Form wj ® 7’ mit 7’ vom Galois-Typ. Dabei kénnen wir 7" als

Darstellung der Galoisgruppe G(M/K) einer endlichen Galoiserweiterung M von K auffassen.
Der Satz von Brauer liefert eine Zerlegung der Form

Tr(r') = 3 Indf, (x)
i=1

mit Zwischenerweiterungen M; von M /K, Charakteren x; von W (K®P/M;) und ganzen Koefli-
zienten ¢;. Beachten wir nun noch, da§ die Induktion mit dem Tensorprodukt vertauscht (siehe
[14, Lemma 2.3]), so erhalten wir

Tr(r) = Zcilndﬁi (Res%[i (Wi )X5)-

i=1
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O

Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, daf§ wir jeden Charakter von W (K®*®/K) sowohl mit
Hilfe der klassischen als auch mit Hilfe der modifizierten Artinabbildung

K* — W(Ksep/K)ab

als Charakter der multiplikativen Gruppe K* auffassen konnen. Unter der modifizierten Artinab-
bindung verstehen wir die klassische Artinabbildung verkettet mit der Inversenbildung = — 2z ~*
auf K*. Die klassische Artinabbildung wird z. B. in [15] explizit beschrieben und hat die Ei-
genschaft, daf sie Uniformisierende modulo der Kommutatorgruppe [W(K%P/K), W (K*P/K)]
auf Frobeniuselemente abbildet. Bei der modifizierten Artinabbildung werden Uniformisieren-
de modulo [W(K®P/K), W (K®*P/K)| auf inverse Frobeniuselemente abbgebildet. Wir werden
fiir die gesamte Arbeit die Gruppen K* und W(K®P/K)® sowie auch die Charaktere von K*
und W (K*°P/K) stets mit der modifizierten Artinabbildung identifizieren. Insbesondere ist dann
wg : K* — € der Betragscharakter, der durch die Vorschrift z — ¢~V5(®) gegeben ist.

1.2 Zur Klassifizierung von Weildarstellungen

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts legen es nahe, eine Darstellung m von W (K5 /K) aufgrund
ihrer Brauerzerlegung zu charakterisieren.

Definition 1.2.1 Die Darstellung w heiffit induziert, wenn es eine endliche separable Erweite-
rung M von K und eine eindimensionale Darstellung x von W (K /M) gibt mit = = Ind% (x).
Ansonsten nennen wir m primitiv. Ist © induziert und konnen wir M so wdihlen, daff M/K un-
verzweigt ist, so nennen wir ™ unverzweigt induziert. Ist w induziert und konnen wir M nicht so
wdhlen, dafi M /K unverzweigt ist, so nennen wir m verzweigt induziert.

Eine andere Moglichkeit, Informationen iiber m zu gewinnen, bietet die Untersuchung der
zugehorigen projektiven Darstellung

7 W(K*/K) — PGL(V),

die sich aus 7 durch Verkettung mit der kanonischen Projektion GL(V) — PGL(V) ergibt. Aus
1.1.2 folgt, daBl Bild(7) endlich sein muB. Folglich gibt es eine endliche Galoiserweiterung P/K
mit W(K®P/P) = Kern(7). Diesen Kérper P nennen wir den projektiven Kernkorper von 7. Die
Galoisgruppe G(P/K) ist isomorph zu Bild(7).

Definition 1.2.2 Unter dem projektiven Typ von m verstehen wir den Isomorphietyp der Galois-
gruppe G(P/K).

Lemma 1.2.3 Flir zwei Darstellungen m,mo : W(K5P/K) — GL(V) gilt genau dann 7, = 7o,
wenn es eine eindimensionale Darstellung x von W(K5P/K) gibt mit 1, = x ® 3.

Beweis: Fiir alle g € W(K*P/K) definieren wir x(g) := 71(9)(m2(g))~". Dann 148t sich x(g)
als Skalar auffassen. Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung x : W(K®P/K) — C* mit
m1(9) = x(g)m2(g) fir alle g € W(K*P/K). Wir miissen nun nur noch zeigen, dafl x multiplikativ
ist. Dazu seien g, h € W(K®?/K). Dann gilt

X(gh) = m(g)mi(h)(m2(h) ™ (ma(9)) ™" = m(9)x(h)(m2(9) " = x(9)x(h).
O

Eine Darstellung der Form x ® 7 mit einer eindimensionalen Darstellung x von W (K®P/K)
nennen wir Twist von .
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1.3 Der Fihrer

In diesem Abschnitt greifen wir auf die Ergebnisse von [21, Chap. VI] zuriick. Wir betrachten eine
Darstellung
m: W(K*P/K) — GL(V).

Wegen der Stetigkeit von 7 gibt es eine endliche Galoiserweiterung R von K, so dafl w auf
Go(K®*P/R) trivial wird. Die Darstellung 7 definiert eine Operation der Trigheitsgruppe

Go(R/K) = Go(K™P/K)/Go(K*P/R)

auf V. Diese Operation untersuchen wir nun genauer. Wie in [21, Chap. IV] definieren wir fiir alle
natiirlichen Zahlen i die htheren Verzweigungsgruppen

Gl(R/K) = {0’ S G(R/K) | VR(O'(TR) — TR) >1+ 1}

Hierbei soll vr die Bewertung und Tk eine Uniformisierende von R sein. Schliefllich bezeichnen
wir noch mit V& (/K) den Raum der Fixpunkte von V unter der Operation von G;(R/K).

Definition 1.3.1 Unter den obigen Voraussetzungen heifit

#G;(R/K) di .
cond (7 Z#GO (R/K) dim(V/V G (7/KD)

der Fiihrer von .

In [21, Chap. VI, §2] wird gezeigt, da} sich cond(w) als die Verkettungszahl von 7 mit ei-
ner Darstellung, der sogenannten Artin-Darstellung von G(R/K), auffassen 148t. Aulerdem wird
gezeigt, dafl cond(7w) unabhéngig von der Wahl von R ist ([21, Chap. VI, Prop. 3, Cor.]). Weil
sich die Verkettungszahl mit einer festen Darstellung additiv unter kurzen exakten Sequenzen
verhélt, liefert die Vorschrift m# — cond(w) einen Homomorphismus von der Grothendieckgruppe
der virtuellen Darstellungen von W (K®?/K) nach Z.

Satz 1.3.2 Sei M/K eine endliche separable Kérpererweiterung und p eine Darstellung von
W(K®® /M). Weiter sei d(M/K) der Diskriminatenexponent und {(M/K) der Tréigheitsgrad von
M/K. Dann gilt

cond(Ind%; (p)) = dim(p)d(M/K) + f(M/K)cond(p).

Beweis: Diese Aussage folgt aus [21, Chap. VI, Prop. 4, Cor.]. ]

Bei eindimensionalen Darstellungen kommt dem Fiihrer eine weitere Bedeutung zu, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz 1.3.3 Sei x eine eindimensionale Darstellung von W(K®P /K). Vermdge der modifizierten
Artinabbildung fassen wir x als Darstellung von K* auf. Dann gilt

|0, falls x unverzweigt ist
cond(x) = { min{m € IN | Kern(x) C UR}, sonst.

Beweis: Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dafl x vom Galois-Typ ist. Dann reicht es
aus, in [21, Chap. V, Prop. 5, Cor] anzuwenden und auf die Bemerkung auf S. 228, loc. cit. zu
verweisen. ]

Definition 1.3.4 Fiir eine Darstellung m von W (K®P/K) heifit
condpin (7) := min{cond(p) | p ist Twist von 7}
der minimale Fihrer von w.

Im allgemeinen ist es ein schwieriges Problem, einen T'wist zu finden, dessen Fiihrer minimal ist.
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1.4 Der L-Faktor

In diesem Abschnitt betrachten wir wiederum eine Darstellung
m: W(K*P/K) — GL(V).

Zunéchst interessieren wir uns fiir die Operation eines inversen Frobeniuselements <I)[_(1 der Weil-

gruppe W (K*P/K) auf der Menge
Vo :={v eV |n(o)v=v fir alle 0 € Go(K*P/K)}.

Offensichtlich hiingt die Einschrinkung 7(® ") |y, von (P 1) auf Vj nicht von der Wahl von ® g
ab.

Definition 1.4.1 Unter den obigen Voraussetzungen heifst die meromorphe Funktion

1

L(m,s) = —1 -1
(m s) det(1 — wi (Py ) @ m( Py ) |yy)

der zu 7 gehorige L-Faktor. Fiir den Fall, daff Vo = 0 ist, soll L(w,s) =1 sein.

Sei 7’ : W(K*®P/K) — GL(V") eine weitere Darstellung, so dafi V' ein W (K*°P /K)-Untermodul
von V ist. Bezeichnen wir die zum Faktormodul V/V’ gehérige Darstellung mit 7" so erhalten
wir

L(m,s) = L(x’,s)L(r", ).
Also wird durch die Vorschrift 7 — L(7, s) ein Homomorphismus von der Grothendieckgruppe
der virtuellen Darstellungen in die multiplikative Gruppe der meromorphen Funktionen iiber C
definiert.

Satz 1.4.2 Sei M/K eine endliche separable Kirpererweiterung und p eine Darstellung von
W(K®®/K). Dann gilt
L(ndX (p), s) = L(p, s).

Beweis: Fiir s = 0 siehe [5, Prop. 3.8 (ii)]. Fiir beliebige s € C folgt
L(IndE (p), 5) = L(w} & nd’% (0),0)

(Ind (Resl (i) @ ), 0)

(Resy (wi) © p,0)

(

(

wM®p7 )

L
L
L
L(p, s).

Lemma 1.4.3 Wenn w irreduzibel und dim(w) > 1 ist, gilt L(m,s) = 1.

Beweis: Sei 0 € W(K®*P/K) und v € V. Weil Go(K*P/K) ein Normalteiler von W(K*P/K)
ist, gibt es fiir alle g € Go(K®P/K) ein ¢’ € Go(K®?/K) mit go = og’. Daraus folgt

g9(o(v)) = a(g(v)) = o(v).

und damit o(v) € V4. Also ist Vj ein W (K®°P /K )-invarianter Unterraum von V. Somit gilt V5 =0
oder Vo =V.
Wiére Vy = V so wiirde die Darstellung 7 iiber Go(K5°P/K) faktorisieren. Wegen

WP/ K) /Go(K*P | K) = Z

ergibe sich ein Widerspruch zur Irreduzibilitdt von 7. Also gilt Vy = 0 und somit L(w,s) =1. O
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1.5 Der e-Faktor

Unter einem additiven Charakter von K verstehen wir einen stetigen nichttrivialen Homomorphis-
mus v : KT — C*, der unitér ist, d.h. der nur Werte vom Betrag 1 annimmt. Aus der Stetigkeit
folgt, daB es ein n € Z gibt mit ¥ (p™) = {1}. Das kleinste n mit dieser Eigenschaft nennen wir den
Fiihrer von ¢ und bezeichnen es mit cond(¢). Falls ¢ nichttrivial ist, sind alle anderen additiven
Charaktere von der Form

Yo s KT — C, 2 — (azx)

mit einem geeigneten a € K (s. [10, Satz 7.7.1]).

Fiir die Ausfithrung spéterer Rechnungen ist es sinnvoll, einen additiven Charakter zu fixieren.
Wir tun dies nur fiir den Fall, da8 K ein Laurentreihenkorper ist. Fiir den Fall, dafl K eine endliche
Erweiterung von Q,, ist, verweisen wir auf [18, §11].

Bezeichnung 1.5.1 Im Fall K = F((T)) ist Yx der additive Charakter von K, der durch die
Vorschrift

> 2mim.Fp

. 7\'17I\r _
E aiTz — e P Fq(a 1)
1=n

definiert ist. Hierbei fassen wir TrEZ(a_l) als natirliche Zahl zwischen 0 und p — 1 auf. Fiir jede
endliche separable Erweiterung M von K setzen wir

Py = Y o Trj\lff.

Weil KT lokalkompakt ist, gibt es ein bis auf eine positive multiplikative Konstante eindeutig
bestimmtes positives Integral von KT (s. [10, Satz C.3.1]). Dieses bezeichnen wir als additives
Haarsches Mafl von K. Der folgende Satz geht auf Langlands [14] und Deligne [5] zuriick.

Satz 1.5.2 Fiir jede endliche separable Erweiterung M/K und jedes Tripel (7,1, dx), das aus
einer Darstellung m von W (K®P /M), einem additiven Charakter v» von M und einem Haarschen
Maf dx von M besteht, gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl e(m,1,dx), so daf$ die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) Sei0 — V — V! — V" — 0 eine kurze exakte Sequenz von W (K®P /K )-Moduln mit
den zugehorigen Darstellungen w, 7" und ©"'. Dann gilt

e(m,1, dz) = (', 1, dx)e(n” ), dx)
fir alle additiven Charaktere v und Haarschen Mafe dx von K.

(ii) Sei M/K eine endliche separable Erweiterung und p eine Darstellung von W (K3 /M). Fiir
alle Haarschen Mafe drz von K und dysx von M sowie alle additiven Charaktere 1 von K
gilt _

e(Ind% (p), ¥, dz) = €(p, 1 o TvK, dprx)N(M/ K, 1, da, dppa) ™),
Dabei ist

e(Ind’ (137), ¥, d)

e, 0 Trjy, dar)

und 1p; die triviale Darstellung von W (K5 /M).

NM/K, ¢, dz, dyz) =

(iii) Sei v € Rso eine positive Konstante. Fir jede Darstellung m : W(K*P/K) — GL(V),
jeden additiven Charakter ¢ und jedes Haarsche Mafl dx von K gilt die Gleichung

e(m,,rdx) = rdim(v)e(ﬂ', Y, dx).
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(iv) Sei M/K eine endliche separable Erweiterung von K, ¢ ein additiver Charakter und dprx ein
Haarsches Maf$ von M sowie x eine eindimensionale Darstellung von W (K5P /M). Vermdége
der modifizierten Artinabbildung fassen wir x als Darstellung von M* auf und wdihlen ein
¢ € M mit Bewertung cond(x) — cond(%)). Dann gilt

[ xY@)y(z)dz, falls x verzweigt
c—10O*
dzr) = M
€0 ¥, dz) xwys () [ lda, falls x unverzweigt.
Onm

Mit dem additiven Charakter ¥ von K kann man fiir jede lokalkonstante Funktion f : K* — C
mit kompaktem Tréger eine Fourier-Transformierte

0= [ s

definieren. Gilt nun fiir alle lokalkonstanten Funktionen mit kompaktem Triger die Bedingung

f(=2) = f(2),

so nennen wir das Haarsche Mafl dz selbstdual und bezeichnen es mit dyz. Nach [10, S. 207] ist
dx genau dann selbstdual, wenn
/ 1dr = q%condw
Ok

ist. Insbesondere ist dya in Abhéngigkeit von ¢ eindeutig bestimmt. Die Bedingung (iv) besagt

nun nichts anderes, als daf3

Lix~',1)

L(x,0)

gilt, wobei p(x, 1) den p-Faktor in der Funktionalgleichung von Tate bezeichnet. Dabei fassen wir

wieder x als Charakter von K* auf. Entsprechende Rechnungen hierzu finden sich in [26] und [10].
Wir beschreiben nun, wie man fiir eine gegebene Weildarstellung 7 den e-Faktor e(m, 1), dx)

zumindest prinzipiell berechnen kann. Zunéchst bestimmen wir eine Zerlegung der Form

E(Xv ¢v dw‘r) = p(Xv 1/})

i C IndM Xi))
=1

mit endlichen separablen Erweiterungen M; /K, Charakteren x; von W (K%P /M) und ganzen Zah-
len ¢;. Kennen wir nun fiir vorgegebene Haarsche Mafle dy, « die \-Faktoren (M, /K, ¢, dz, dp,x),
so erhalten wir

7T T/)adff :H MZ/K,QZJ,dI',dM7Sﬂ)€(X“1)[)OTI']\KL,dM))Q
=1

Hierbei lassen sich die e-Faktoren €(;, o Trﬁ ,dpr,) durch Integrale ausdriicken. Bei der Berech-
nung der A-Faktoren ist das folgende Lemma niitzlich.

Lemma 1.5.3 Sei ¢ ein additiver Charakter von K und M/K eine endliche separable Erweite-
rung. Dann gilt

cond () o Try,) = cond(y)) — d(M/K).
Beweis: Zunichst ist klar, daB Trk; (p‘;\(}ndw)_d(M/K))
Chap. III, Prop. 7] gilt

ein gebrochenes Ideal von K ist. Nach [21

cond ()

Tef (p @AMy  pee

und d d(M/K)—-1 d
Tk (peond(¥)—d(M/K) -1y x pcond(p),
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Daraus folgt cond(¢) o Trh;) = cond(¢)) — d(M/K). O
Der folgende Satz beschreibt den Einflu}, den die Wahl des additiven Charakters 1 und das
Tensorieren von m mit einem unverzweigten Charakter auf den e-Faktor e(m, ), dzx) hat.

Satz 1.5.4 Sei w eine Darstellung von W(K*P/K) sowie ¢ ein additiver Charakter und dz ein
Haarsches Maf auf K.

(i) Fafit man die Abbildung det o vermdge der modifizierten Artinabbildung als Charakter von
K* auf, so gilt fir alle a € K* die Gleichung

e(m,0q, dz) = det om(a)wk (a) ™ ™ e(r, 4, dx).

(i) Fir alle s € C gilt

6((4);( ® W,Q/J,dl') — 6(ﬂ_’,(b’dm)q—s(cond('t[)) dim(w)—&-cond(w)).

Beweis: Siehe [18, §11, Prop.]. |
Der néchste Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen dem e-Faktor und dem Fiihrer einer

Darstellung.

Satz 1.5.5 Sei m eine Darstellung von W (K5?/K) vom Galois-Typ. Dann gilt

| el 1, dya) | = g3 (~eondw) dim(m-reond(),

Beweis: Weil 7 als Darstellung vom Galois-Typ endlich faktorisiert, mu8 = unitér sein. Damit
148t sich [18, §12, Prop. (i)] anwenden, wodurch wir das gewiinschte Resultat erhalten. |

Die Tatsache, dal der Betrag des e-Faktors im wesentlichen durch den Fiihrer festgelegt ist,
motiviert die folgende Definition.

Definition 1.5.6 Sei m eine Darstellung, v ein additiver Charakter und dx ein Haarsches Mafs
von K. Dann heif$t
e(m, 1, dz)

W) = e da) |

die Wurzelzahl von 7 und 1.

Wir weisen darauf hin, dafl die Wurzelzahl W (7, ) wegen 1.5.2 (iii) nicht von der Wahl des
Haarschen Mafles dz abhéngt.
1.6 Zweidimensionale Weildarstellungen

In diesem Abschnitt sei 7 : W(K*P/K) — GL(V) eine irreduzible zweidimensionale Darstellung
von W(K®P/K). Wir betrachten die zugehorige projektive Darstellung

7: W(K*P/K) — PGL(V).
Das Bild von 7 148t sich als endliche Untergruppe von PG L2 (C) auffassen.

Satz 1.6.1 Fir Bild(7) kommen nur die folgenden Isomorphietypen in Frage:
e cine Diedergruppe D,, der Ordnung 2n,

e A4 oder
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L] 54.

Beweis: Wie allgemein bekannt ist, sind alle endlichen Untergruppen von PGLy(C) isomorph
zu Ay, Sy, As, zu einer zyklischen Gruppe oder zu einer Diedergruppe. Aus der Irreduzibilitéit
von 7 folgt, dafl Bild(m) nichtabelsch ist und deshalb auch nicht zyklisch sein kann. Auflerdem
scheidet der Fall Bild(7) & Ajs aus, weil sonst die Galoisgruppe des projektiven Kernkorpers nicht
auflosbar wire, was im Widerspruch zu [21, Chap. IV, Cor. 5] steht. O

Anhand des projektiven Typs konnen wir entscheiden, ob 7 primitiv oder induziert ist.

Satz 1.6.2 Die Darstellung 7 ist genau dann induziert, wenn ihr projektiver Typ einer Dieder-
gruppe entspricht.

Beweis: Weil Twist und Induktion vertauschen, kénnen wir annehmen, daf§ m vom Galois-Typ ist,
und 7 als injektive Darstellung einer endlichen Galoisgruppe G(M/K) auffassen. Weiter kénnen
wir 7 als injektiven Homomorphismus von der Galoisgruppe G(P/K) des projektiven Kernkdrpers
P von 7 nach PGLy(C) auffassen.

Zunidchst nehmen wir an, da m vom Diedertyp ist. Dann gibt es eine quadratische Ga-
loiserweiterung N/K, so da} G(P/N) zyklisch ist. Folglich gibt es ein 0 € G(M/N), so dafl
G(M/N) von G(M/P) und o erzeugt wird. Weil G(M/P) zum Zentrum von G(M/K) gehort, mufl
G(M/N) abelsch sein. Somit ist Resy () reduzibel, und es gibt Charaktere x1, x2 von G(M/N)
mit Resy (7) 2 x1 @ x2. Aufgrund der Irreduzibilitit von 7 und der Frobeniusreziprozitiit folgt
7 = Indy (x1)-

Nun nehmen wir an, da§ 7 induziert ist, d.h. es gibt eine quadratische Galoiserweiterung N/K
und einen Charakter x von G(M/N) mit 7 = Ind% (x). Fiir ein 0 € G(M/K) \ G(M/N) sei
x° der Charakter von G(M/N), der durch die Vorschrift g — (0~ 1go) gegeben ist. Nach [22,
Chap. 7, Prop. 22] gilt fiir alle 0 € G(M/K) \ G(M/N) die Tsomorphie Res¥ (7) = x @ x°.
Hierbei gilt stets o ¢ G(M/P), weil sonst x = x” und damit Bild(7) abelsch wire. Daraus
folgt G(M/P) C G(M/N). Wir betrachten nun den Charakter  := x~1x° von G(M/N). Wegen
Kern(7) = G(M/P) folgt Kern(d) = G(M/P). Somit lafit sich 6 als injektiver Charakter von
G(P/N) auffassen. Folglich ist G(P/N) eine zyklische Untergruppe von G(P/K) vom Index 2.
Daraus folgt G(P/K) 2 S4, A4. (Die einzige Untergruppe von Sy vom Index 2 ist A4, wihrend
Ay selbst keine Untergruppe vom Index 2 besitzt.) O

Es stellt sich nun heraus, dafl primitive irreduzible zweidimensionale Darstellungen der Weil-
gruppe W (K*P/K) nur unter ganz besonderen Bedingungen auftreten kénnen.

Satz 1.6.3 Die Darstellung ™ kann nur dann primitiv sein, wenn die Restcharakteristik von K
gerade ist.

Beweis: Siehe [2, Prop. 4.9.3]. O

Eine systematische Untersuchung der primitiven zweidimensionalen Darstellungen der Weil-
gruppe W (K*®P/K) findet sich unter anderem in [11]. Wir stellen nun einige Aussagen iiber den
minimalen Fiihrer von 7 zusammen.

Um den minimalen Fiihrer im Fall, dafl 7 induziert ist, berechnen zu koénnen, betrachten
wir eine beliebige separable Erweiterung M von K vom Grad 2. Weiter wéhlen wir ein o €
W(K®P/K)\ W(K*P/M). Fiir einen beliebigen Charakter p : W(K®*P/M) — C* sei p° der
Charakter von W (K®? /M), der durch die Vorschrift

p7(9) = plo™"g0)
gegeben ist. Wir bemerken, dafl p?(g) nicht von der Wahl von o abhiingt.

Definition 1.6.4 Die Zahl cond /i (p) = cond(p(p®) ") heift der relative Fiihrer von p.
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Satz 1.6.5 Wir nehmen an, daff m = IndIN([(p) ist. Wenn m unverzweigt induziert ist, soll die
quadratische Erweiterung M /K unverzweigt sein. Dann gilt

condyin (1) = QCOHdM/K(p)v falls M/ K unverzweigt ist
T 2d(M/K) + condy g (p) — 1, falls M/K verzweigt ist.

Beweis: Sei y eine beliebige eindimensionale Darstellung von W (K*P/K). Nach 1.3.2 gilt
cond(y ® 7) = d(M/K) + f(M/K)cond(Res¥ (x)p).

Also wird der Fiihrer von y ® m genau dann minimal, wenn der Fiihrer von Res%(x)p minimal
ist. Um die Ergebnisse von [7] anwenden zu kénnen, fassen wir mit Hilfe der modifizierten Ar-
tinabbildung p und Res} (x)p als Charaktere von M* und y als Charakter von K* auf. Aufgrund
der Funktorialitiitseigenschaften gilt dann Res®! (x)p = x o N p und p? = poo. Im Fall M/K
unverzweigt erhilt man die gesuchte Gleichung unter Anwendung der Ergebnisse von [7, §3.2].
Wir betrachten nun den Fall, dafi M/K verzweigt ist. Nach [12, Th. 1.3] mufl cond i, ()
ungerade sein. Wenn wir nun y so wéhlen, dafl der Fiihrer von x ® m minimal ist, muf} also
cond(Res? (x)p) — d(M/K) ungerade sein. Die Anwendung von [7, §5.2, Lemme (c)] liefert

cond(Res}! (x)p) = cond s/ (Resy! (x)p) + d(M/K) — 1 = condr i (p) + d(M/K) — 1.

Hieraus erhilt man die gesuchte Gleichung. g

Leider scheint keine explizite Formel zur Berechnung eines Charakters x, der den Fiihrer von
X ® m minimiert, bekannt zu sein. Wir wenden uns nun dem Fall zu, dafl 7 primitiv ist. Sei P
der projektive Kernkérper von m und P, die maximale unverzweigte Erweiterung sowie P; die
maximale zahm verzweigte Zwischenerweiterung von P/K. Auflerdem sei ¢t die groBte natiirliche
Zahl mit G¢(P/K) # {idp}.

Satz 1.6.6 Wenn w primitiv ist, gilt

3
condyiy(7) =2 + ————¢.
( ) [Pl : Po]

Beweis: Siehe [1, Th. 2]. O

Leider scheint auch hier nicht bekannt zu sein, wie man einen Twist findet, dessen Fiihrer
minimal ist.

Wir beenden diesen Abschnitt, indem wir die besondere Bedeutung hervorheben, die den e-
Faktoren bei zweidimensionalen Darstellungen zukommt.

Satz 1.6.7 Zwei irreduzible zweidimensionale Darstellungen m und 7' von W (K®P /K sind genau
dann isomorph, wenn
det o = det or’

ist und fiir jeden Charakter x von W (K3 /K) die Identitit
e(x®m,dz) = e(x @7, ¢, dz)
gilt.

Beweis: Diese Aussage ergibt sich aus [9, Cor. 2.19] zusammen mit dem Beweis der Langlands-
korrespondenz fiir GLy in [11]. O

Das bedeutet, dafl die e-Faktoren aller Twists zusammen mit dem Determinantencharakter eine
irreduzible zweidimensionale Darstellung von W (K®*P/K) vollstandig charakterisieren.
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1.7 Die Weil-Deligne-Gruppe und ihre Darstellungen
Wir definieren das semidirekte Produkt

W'(K*P/K) := W(K*?/K) x C,
indem wir auf C fiir alle g € W(K*®*P/K) und z € C die Operation

929" = wk(g)z

erkldren. Ferner versehen wir W/(K®P/K) mit der Produktopologie des unterliegenden kartesi-
schen Produktes W (K*®/K) x C. Hierdurch erhalten wir eine topologische Gruppe W'(K®P/K),
die wir die Weil-Deligne-Gruppe von K nennen.

Unter einer Darstellung von W/ (K®P /K) verstehen wir einen stetigen Homomorphismus

' W(K*P/K) — GL(V),

wobei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und die Einschréinkung von 7 auf C komplex
analytisch ist.
Sei (7, N) ein Paar, das aus einer Darstellung

m: W(K*P/K) — GL(V)

und einem nilpotenten Endomorphismus N auf V' besteht, so daf fiir alle ¢ € W(K®P/K) die
Vertréglichkeitsbedingung
m(g)Nm(9)~" = wi(9)N

erfiillt ist. Durch dieses Paar erhalten wir eine Abbildung 7’ : W/(K®*?/K) — GL(V), indem

m'(g2) :=w(g) exp(2N)

fiir alle g € W(K®?/K) und z € C setzen. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf 7’ eine Darstellung
von W/(K®*P/K) ist. In [18, §3] wird gezeigt, dal die Vorschrift (7, N) —— =« eine bijektive
Abbildung der Menge aller Paare mit den oben beschriebenen Eigenschaften in die Menge aller
Darstellungen von W/(K®P/K) definiert. Deshalb erlauben wir uns, Darstellungen mit solchen
Paaren zu identifizieren, und schreiben n’ = (7, N). Fiir die Frage, wie man aus einer gegebenen
Darstellung 7’ von W'(K*P/K) das zugehorige Paar erhilt, verweisen wir auf [18, §3]. Dort
wird auch gesagt, wie man einige Standardoperationen von Darstellungen wie z. B. Induktion,
Tensorierung oder die Bildung von direkten Summen mit Hilfe dieser Paare beschreiben kann.

1.8 Invarianten von Darstellungen der Weil-Deligne-Grup-
pe
In diesem Abschnitt geht es darum, den Fiihrer sowie L- und e-Faktoren fiir Darstellungen
' =(n,N): W (K*?/K) — GL(V)
der Weil-Deligne-Gruppe zu definieren. Fiir die folgenden Betrachtungen sei
Vo :={v eV |n(o)(v) = fiir alle 0 € Go(K*P/K)}

und
ViV = {ve V| Nv=0}.

Definition 1.8.1 Die Zahl
cond(7’) := dim Vo / Vg + cond()

heifit Fihrer von '.
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Den L-Faktor von 7’ kénnen wir definieren, indem wir einfach Vg durch Vi ersetzen.

Definition 1.8.2 Die meromorphe Funktion
_ 1
det(1 — wi (") @ m(@x)|yv)

L(n',s):

heifit der zu 7' gehérige L-Faktor. Im Fall Vi¥ = 0 soll L(7’,s) = 1 sein.

Um nun den e-Faktor von 7’ zu definieren, betrachten wir die Operation eines inversen Frobe-
niuselements 7(® ")y, auf V. Fiir alle v € ViV gilt

Nr(@)(0) = m(@ ) m(@x ) NT(@ ) (v) = 7(@x )i (B )Nv = 0.
Also operiert das Bild 71'(‘1)}_(1) auf dem Faktorraum Vo /V{Y. Diese Operation bezeichnen wir mit
W(q’f}lﬂvo/vofv'

Definition 1.8.3 Fiir einen additiven Charakter ¢ : K™ — C und ein Haarsches Maf dx von
K heifst die Funktion

det(—m (D )y, vy ), falls Vo # V¥

€<7T/awa dl‘) = 6(777’(/}7 dm) { 1 falls VO — VON

der e-Faktor von (7,4, dx).

Diese Definitionen sind mit den Definitionen aus den Abschnitten 3-5 vertréiglich, d. h. im
Fall N = 0 gilt cond(n’) = cond(n), L(n’,s) = L(x’,s) und e(n’, v, dx) = e(r, ), dx). AuBlerdem
verhalten sich cond(n’), L(7’, s) und e(n’, 4, dz) unter Induktion und kurzen exakten Sequenzen
ahnlich wie cond(7), L(m, s) und €(m, v, dz). Fiir die Einzelheiten verweisen wir auf [18, §8-11].

1.9 [-adische Galoisdarstellungen

Fiir die folgenden Betrachtungen sei [ eine von der Restcharakteristik p von K verschiedene
Primzahl. Unter einer [-adischen Galoisdarstellung verstehen wir einen stetigen Homomorphismus
7} G(K%P/K) — GL(V}), wobei V; ein endlichdimensionaler Q;-Vektorraum ist. Wir beschrei-
ben nun, wie man mit Hilfe einer Konstruktion, die auf Deligne und Grothendieck zuriickgeht,
aus einer solchen /-adischen Darstellung eine Darstellung der Weil-Deligne-Gruppe erhélt. Dazu
wéhlen wir einen nichttrivialen stetigen Homomorphismus

tl . Go(KSEP/K) — Ql

und fixieren ein Frobeniuselement ®x € W(K®P/K). In [18, §4] wird das folgende Resultat
gezeigt.

Satz 1.9.1 Sei 7 : G(K*P/K) — GL(V}) eine l-adische Darstellung. Dann gilt:

(i) Es gibt eine offene Untergruppe H von Go(K3P/K) und einen eindeutig bestimmten nilpo-
tenten Endomorphismus N; von Vi, so daf

7' (h) = exp(ti(h)\;)
fiir alle h € H gilt.
(i) Fir alle g = ®go € W(K®P/K) mit m € Z und go € Go(K*P/K) setze man
mi(g) := mi(g) exp(—ti(g0) V1)
Dann ist
m: W(K*P/K) — GL(V),
g+— m(g)

ein Homomorphismus, der auf einer offenen Untergruppe von Go(K®P/K) trivial wird.
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(iii) Fiir alle g € W(K*®/K) gilt m,(9)Nimi(9) ™! = wi (g) Ni.

Wir kénnen also einer [-adischen Galoisdarstellung ein Paar (IV;, m;) zuordnen, das der Vertriiglich-
keitsbedingung
m(g)Nim(g) ™" = wi (9)Ni

geniigt. Aus diesem Paar wollen wir nun eine Darstellung der Weil-Deligne-Gruppe konstruieren.
Dazu fixieren wir eine Einbettung ¢ : Q; — C. Wir definieren 7}, := (m,,, N;,,), wobei N;, das
Bild von N; unter der Einbettung End(V}) — End(V; ®, C) und'm,b die Verkettung von 7; mit
der Einbettung GL(V;) — GL(V; ®, C) sein soll. In [18, §4, Prop. (iv)] wird gezeigt, daB die
Isomorphieklasse von 71';7L unabhingig von der Wahl von #; und der Wahl des Frobeniuselements
CI)K ist.

1.10 Elliptische Kurven und [-adische Darstellungen

Uunter einer elliptischen Kurve (€, O) iiber K verstehen wir eine nichtsingulére projektive eindimen-
sionale Varietdt £ iiber K vom Geschlecht 1 zusammen mit einem ausgezeichneten K-rationalen
Punkt O. Zwei elliptische Kurven (€1, O1) und (€3, O2) bezeichnen wir als isomorph, wenn es einen
Isomorphismus ¢ : & — &, gibt mit ¢(O1) = O2. Bekanntlich ist jede elliptische Kurve isomorph
zu einer elliptischen Kurve (€, O), wobei £ in der projektiven Ebene durch eine Gleichung der Form

Y2Z 4+ a1 XYZ +a3sYZ? = X3+ as X% Z 4+ as X Z? + ag Z°

mit Koeffizienten ay, as,as,aq4,a6 € K gegeben und O = [(0,1,0)] der ausgezeichnete Punkt ist
(Siehe dazu [24, Prop. II1.3.1]). Es ist leicht einzusehen, daf§ O der einzige Punkt ,,im Unendlichen®
ist, d. h. alle anderen Punkte von & von der Form [(x,y,1)] sind. Deshalb verwenden wir die
dehomogenisierte Gleichung

Y24+ a XY +a3Y = X3 4+ a2 X% + ay X + ag

und geben die von O verschiedenen Punkte P in der affinen Schreibweise P = (z,y) an. Eine
Gleichung dieser Form nennen wir Weierstrafigleichung. Wenn immer wir eine elliptische Kurve
durch eine solche Gleichung angeben, meinen wir die zu der homogenen Gleichung gehorige Kurve
mit dem ausgezeichneten Punkt O = [(0, 1, 0)].

Wir befassen uns nun mit der Frage, inwiefern Weierstralgleichungen elliptische Kurven de-
finieren und inwiefern eine Weierstrafigleichung einer elliptischen Kurve eindeutig bestimmt ist.
Dazu fiithren folgende weitere Konstanten ein:

by := a1 + 4ao,

by := 2a4 + aas,

be 1= a% + 4ag,

bg := a?ag, + dasag — a1aszay + agag — ai,

Cq = b% — 24by,

g := —b3 + 36baby — 216,

A = —b3bg — 8b] — 27bZ + 9babybe,

= %.
Gewdhnlich nennt man A die Diskriminante von £. Eine Weierstrafigleichung obiger Form definiert
genau dann eine elliptische Kurve mit ausgezeichnetem Punkt O = [(0,1,0)], wenn A # 0 ist ([24,

Prop. II1.1.4 (a)]). Die Konstante j nennt man die j-Invariante von £. Sie gibt den Isomorphietyp
der Kurve iiber dem algebraischen Abschlufl von K an (|24, Prop. I11.1.4 (b)]).
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Die einzigen Koordinatenwechsel, die die Weierstra3-Form erhalten und den ausgezeichneten
Punkt O invariant lassen, lauten

X =u’X"+r,
Y =Y +u?s X +t,

wobei u, 7, s,t € K°P sind mit v # 0. Die Konstanten a1, as, as, a4, ag gehen dabei in Konstanten
aly,ah, ak, ay, ag iiber. Diese berechnen sich wie folgt:

ay =u " ay + s),

ahy = u"*(ay — sa; + 3r — s?),

ay = u (a3 +ra; + 2t),

ay = u *(ag — saz + 2raz — (t +rs)a; + 3r? — 2st),
ag = uiG(aﬁ +rag +r2as + 1% — tas — 2 — rtay).

Fiir die Diskriminante A’ und die j-Invariante j’ der transformierten Kurve erhilt man
A’:%undj’:j.

Wir gehen nun auf den Fall ein, dafl die durch die obige Weierstralgleichung gegebene Kurve
einen singuléren Punkt besitzt. Es stellt sich heraus, dafl dieser Punkt P eindeutig bestimmt und
von O verschieden ist. Also ist P von der Form P = [(z, Yo, 1)], wobei (2, yo) eine Nullstelle des
Polynoms
3 0,2562 — A4 — Qg

ist. Weil P singulér ist, miissen die partiellen Ableitungen % und g—i an der Stelle (z,yo) ver-

schwinden. Durch Taylorentwicklung erhélt man eindeutig bestimmte o, 8 € K*P mit

f(x,y) :== y2 + a1y + a3y —x

f(x,y) — f(wo,y0) = ((y — vo) — a(z — x0)) ((y — yo) — Bz — x0)) — (v — 950)3-

Falls a # [ ist, so nennen wir P einen Knoten und «, 8 die Tangentensteigungen im Punkt P.
Falls @ = 3 ist, nennen wir P eine Spitze.
Man sieht leicht, daf jede Weierstrafigleichung durch eine Transformation der Form

X =u?X/,
Y =3y’

mit geeignetem v € K in eine Weierstraigleichung mit ganzen Koeffizienten af,ab, a4, aly, af €
O iibergeht. Hierbei konnen wir die Koeffizienten modulo dem maximalen Ideal pyx von Og
reduzieren und erhalten so eine Kurve iiber dem Restkérper IF,. Damit der Isomorphietyp dieser
Kurve eindeutig bestimmt ist, mul man eine Minimalitdts-Forderung an die Koeffizienten der
Weierstraflgleichung stellen. FEine Weierstrafigleichung mit ganzen Koeffizienten heifit minimal,
wenn die Bewertung der Diskriminante vi (A) minimal ist. Eine minimale Weierstrafigleichung
geht durch eine Koordinatentransformation der Form

X =u?X"+r,
Y =Y +u?s X +t

genau dann in eine andere minimale Weierstrafigleichung tiber, wenn v € O} und r,s,t € O gilt
([24, Prop. VIIL.1.3]). Hieraus ergibt sich, daf der Isomorphietyp der reduzierten Kurve £ eindeutig
bestimmt ist.

Wenn € keine Singularitéit besitzt, spricht man von guter Reduktion. Besitzt € einen Knoten,
spricht man von multiplikativer Reduktion. Wenn £ eine Spitze besitzt, spricht man von additiver
Reduktion. Im Fall von multiplikativer Reduktion unterscheidet man zwischen zerfallend und
nicht zerfallend multiplikativer Reduktion, je nachdem, ob die Steigungen der Tangenten an den
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singuléren Punkt in K liegen oder nicht. Wir bemerken, dafl gute und multiplikative Reduktion
stabil unter endlichen Erweiterungen des Grundkoérpers K sind. Dies bedeutet, daf§ gute und
multiplikative Reduktion einer elliptischen Kurve £ erhalten bleiben, wenn man £ als elliptische
Kurve iiber einer endlichen Erweiterung M von K auffait ([24, Prop. VIL.5.4 (b)]). Umgekehrt
gibt es bei elliptischen Kurven mit additiver Reduktion eine endliche Erweiterung M von K,
so daf £ als Kurve iiber M betrachtet entweder gute oder multiplikative Reduktion hat. ([24,
Prop. VIL5.4 (c)]). In diesem Fall spricht man von potentiell guter bzw. potentiell multiplikativer
Reduktion. Ob potentiell gute oder potentiell multiplikative Reduktion vorliegt, 1483t sich leicht
mit dem folgenden Kriterium entscheiden:

Satz 1.10.1 FEine elliptische Kurve dber einem lokalen Kérper hat genau dann potentiell gute
Reduktion, wenn die j-Invariante ganz ist.

Beweis: Siehe [24, Prop. VIL5.5.]. O

Auf den Punkten einer elliptischen Kurve £ ist nun eine Operation + : £ x &€ — £ definiert,
die (€, +) zu einer abelschen Gruppe macht. Sei nun [ eine von p verschiedene Primzahl. Dann bil-
den die {"-Torsionspunkte von (£, +) in natiirlicher Weise ein projektives System. Der zugehérige
projektive Limes heifit Tate-Modul und wird mit 7;(K) bezeichnet. Dabei hat T;(K) die Struk-
tur eines Z;-Moduls der Dimension 2. Durch Tensorieren erhalten wir einen zweidimensionalen
Q;-Vektorraum V(&) := T; ®z, Q;. Das koordinatenweise Auswerten definiert eine Operation der
Galoisgruppe G(K*®*P/K) auf den Punkten von £. Diese Operation vertauscht mit der Gruppen-
struktur von (€, +) und liefert eine zweidimensionale l-adische Darstellung

7 G(K*P/K) — GL(V,(€)).

Wir bemerken, dafi isomorphe elliptische Kurven isomorphe Darstellungen liefern.

Dieser l-adischen Galoisdarstellung m; 148t sich nun wie im letzten Abschnitt beschrieben ein
Paar (m;, N;) zu ordnen. Fiir eine fixierte Einbettung ¢ : Q; < C erhélt man eine Darstellung
7y = (mg, Ng) der Weil-Deligne-Gruppe W’ (K*°P/K). Hierbei soll Ng das Bild von N; unter der
Einbettung End(V;(€)) — End(V;(€) ®, €) und 7¢ die Verkettung von m; mit der Einbettung
GL(Vi(€)) — GL(V|(§) ®, €) sein. In [18, §14-15] wird gezeigt, dafl der Isomorphietyp dieser
Darstellung weder von der Wahl von [ noch von der Wahl von ¢ abhéngt. Aulerdem werden die
folgenden Ergebnisse gezeigt, die eine néhere Beschreibung von 7 in Abhéngigkeit vom Redukti-
onstyp von & liefern.

Wir betrachten zuerst den Fall, dal £ potentiell multiplikative Reduktion hat. Falls £ nicht
schon zerfallend multiplikative Reduktion hat, gibt es eine separable quadratische Erweiterung M,
so dafl € iiber M zerfallend multiplikative Reduktion hat. Falls £ schon zerfallend multiplikative
Reduktion iiber K hat, setzen wir M = K. Wir definieren x : W(K®*?P/K) — C* als den
eindeutig bestimmten Charakter mit Kern(y) = W(K®P/M). In [18, §15] wird das folgende
Ergebnis gezeigt:

Satz 1.10.2 Fulls £ potentiell multiplikative Reduktion hat, ist 7 isomorph zu (x ® p, N'), wobei
die Darstellung p : W(K®P/K) — GL(2,C) durch die Vorschrift

(1)

gegeben ist und

gilt.

Damit ist 7 vollsténdig beschrieben.
Nun betrachten wir den Fall, dal £ potentiell gute Reduktion hat.

26



Satz 1.10.3 Fulls £ potentiell gute Reduktion hat, gilt Ne = 0, und g ist halbeinfach.

Beweis: Siehe [18, §14, Prop.]. |

Sei nun M eine endliche separable Erweiterung, so daf§ £ iiber M gute Reduktion besitzt. Dann
besagt das bekannte Kriterium von Neron-Ogg-Shafarevich, daf§ die Einschrankung Res]\[g (me) un-

verzweigt ist und die Restdarstellung Res) (m¢) durch den Tate-Modul der reduzierten Kurve
& iiber dem Restklassenkorper von M gegeben ist. Diese Aussage, verallgemeinert auf beliebige
abelsche Varietédten, wird in [23, §1] gezeigt. Die Theorie der elliptischen Kurven iiber endlichen

Korpern liefert eine Methode, die die vollsténdige Charakterisierung von Res% (mg) durch das
Zihlen rationaler Punkte erlaubt (vgl. [24, Chap. V]). Dadurch 1Bt sich Res! (m¢) zufriedenstel-
lend beschreiben. Die gesuchte Erweiterung M erhilt man, indem man fiir eine von 2 und der
Restcharakteristik p verschiedene Primzahl [ an K die affinen Koordinaten aller [-Torsionspunkte
adjungiert (siehe dazu [23, §2, Cor. 2(b)]). Wir tragen nun noch einige Ergebnisse iiber die Inva-
rianten der Darstellung 7¢ zusammen.

Satz 1.10.4 Fir der Fihrer von we gilt die Abschdtzung

cond(mg) < 2+ 3vk(3) + 6vi(2).
Beweis: Fiir den Fall char(K) = 0 und p < 5 siehe [3, Th. 6.2]. Der Fall p > 5 ist durch [18, §18,
Prop. (iii)] abgedeckt. O

Im Fall char(K) > 5 erhilt man cond(mg) < 2. Fiir den Fall, da§ K die Charakteristik 2 oder
3 hat, wird die Aussage dieses Satzes trivial. In der Tat kann man zeigen, daf} in diesem Fall der
Fiihrer von mg beliebig grofl werden kann.

Satz 1.10.5 Die Wurzelzahl W (wg, ) hdingt nicht von der Wahl des additiven Charakters ¢ ab
und ist entweder 1 oder —1.

Beweis: Siehe [18, §19]. O

Satz 1.10.6 Fir den Determinantencharakter von we gilt
detomg = wg.

Beweis: Siehe [18, §16, Prop.]. |

1.11 Besonderheiten in Charakteristik 2

Ab nun soll K die Charakteristik 2 haben. Dann 148t sich K als der Laurentreihenkorper For ((77))
iiber dem Kérper Fyr mit 2f Elementen auffassen. Wir gehen von einer elliptischen Kurve £ aus,
die durch die Weierstraigleichung

Y24+ a XY + a3y = X3+ aox® + as X + ag
gegeben ist. Dann erhélt man fiir die j-Invariante

ot
]7A'
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Nehmen wir nun an, dafl j # 0 ist, so ist auch a; # 0, und wir kénnen die Transformation

a
2y 3
X=X+ —,

ai
a%a4—|—a§

3

Y =alY' +
ay

ausfithren. Indem wir X, Y fiir X/, Y’ schreiben, erhalten eine Weierstra3gleichung der Form
Y24+ XY =X3+aX?+3

mit « € K und § € K. Wir bemerken, dafl eine Gleichung der obigen Form genau dann eine
elliptische Kurve ohne Singularitéit beschreibt, wenn 8 # 0 ist. In diesem Fall berechnen sich
j-Invariante und Diskriminante wie folgt:

j=p8"",
A = 6.

Fiir alle o € K und 8 € K* definiert die obige Gleichung also eine elliptische Kurve &, g. Die

zugehorige Darstellung der Weil-Deligne-Gruppe bezeichnen wir mit (Wf ﬂ)/. Es stellt sich nun das
interessante Problem, diese Darstellurllg ndher zu beschreiben.
Die Charakterisierung von (wg 3) ist einfach im Fall vx(3) > 0. Wir definieren dazu die

separable Erweiterung M := K (s) mit s € K*P, so daf} s> + s = « ist. Indem wir von der obigen
Gleichung ausgehend die Transformation

X=X,
Y =Y +sX'

ausfiithren, erhalten wir die Gleichung
Y12 +X/y/ — X/3 +/6

Also sind &, g und &y g iiber M isomorph. Man iiberzeugt sich nun leicht davon, da8 & g zerfallend
multiplikative Reduktion hat. Wir definieren x, als den eindeutig bestimmten Charakter von
W (K®*®/K) mit Kern(y,) = W(K®P/M). Nach 1.10.2 erhélt man das folgende Ergebnis.

Satz 1.11.1 Die Darstellung (71'55)/ ist isomorph zu (Xo ® p,N), wobei die Darstellung p :
W(K®*?/K) — GL(2,C) durch die Vorschrift

(1)

(2 4)

Nun betrachten wir den Fall v (8) < 0. Dann hat &, g potentiell gute Reduktion und die
zugehorige Darstellung ist von der Form (71'5 5)/ = (wf 5,0). Zuerst wollen wir beschreiben, wie

gegeben ist und

gilt.

7'('5,8 von o abhiingt. Fiir alle o/ € K wihlen wir ein r € K*P mit r 4+ r? = a4 o/. Wir betrachten
die Transformation

’l/) . 504,@ — ga/,g
(X,Y)— (X, Y +7X),

mittels der wir die Punkte von £, g mit den Punkten von &4 g identifizieren kénnen. Wir be-
merken, daf diese Transformation tiber K (r) ein Isomorphismus ist. Folglich sind 7, g und mq/ g
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auf W(K*P/K(r)) isomorph. Um zu beschreiben, wie 7, g und my g auf W(K®*P/K) zusam-
menhéngen, definieren wir xqo4q/ : W(K®P/K) — C* als den eindeutig bestimmten Charakter
mit Kern(x) = W(K*P/K(r)). Sei P = (z,y) ein Punkt von & g. Fiir alle 0 € W(K*P/K) mit
o(r)=r gilt

o(P(P)) = (o(x),0(y) +ro(x)) = P(a(P)).

Ist dagegen o € W(K®P/K) mit o(r) = r + 1, so erhélt man

o((P)) = (o(x),0(y) + (r + 1)o(x)) = = (a(P))

nach [24, II1.2.3]. Insgesamt erhélt man also

o(¥(P)) = Xata (0)(0(P)).
Hieraus ergibt sich der folgende Satz.

Satz 1.11.2 Fiir alle o/ € K gilt
a5 = Xackar ® o -

Im Fall vg(8) = 0 gilt wﬁﬁ > Yo ® Wéfﬁ, wobei wéfﬁ zur elliptischen Kurve & g mit der

Gleichung
Y24+ XY =X3+3

gehort. Diese Kurve besitzt gute Reduktion. Nach dem Kriterium von Neron-Ogg-Shafarevich ist
ﬂéfﬂ unverzweigt, wobei die Darstellung 7‘75}6 : W(F38/Fys) — GLy(C) durch die reduzierte
Kurve gegeben ist. Wegen W(]F;ng JFor) 2 7 ist ﬁéfﬁ eindeutig bestimmt durch das Bild des Fro-
beniuselements in W(IFSlg /Fos). Wie man dieses Bild berechnet, ist in [24, Chap. V] beschrieben.
Wegen der Kommutativitét von W(Fglg /Fys) und der Halbeinfachheit von Wéfﬁ folgt, dafl Wéfﬂ

und damit auch ﬂ'gi 5 in zwel eindimensionale Darstellungen zerféllt. Der Fall, da8 ﬂ'gi 5 irreduzibel
ist, kann also nur auftreten, wenn v (3) < 0 ist.
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Kapitel 2

Berechnung der 3-Torsionspunkte

2.1 Einleitung

Fiir den gesamten Rest dieser Arbeit sei K = IF57((T')) ein lokaler Kérper der Charakteristik 2
und o, 8 € K mit 8 # 0. Weiter sei &, g die elliptische Kurve, die durch die Weierstrafigleichung

Y24+ XY =X3+aX?+3

gegeben ist. In diesem Kapitel werden wir den Korper L, der aus K durch Adjunktion der af-
finen Koordinaten der 3-Torsionspunkte von &, g entsteht, beschreiben. Auflerdem werden wir
die Operation der Galoisgruppe G(K*°P/K) auf der Gruppe der 3-Torsionspunkte &, g[3] explizit
beschreiben.

Fiir die folgenden Betrachtungen wihlen wir ein fiir allemal:

e cine primitive dritte Einheitswurzel ¢ € K5°P,
e cin Element v € K*°P mit v3 = 3,
e cin Element D € K*P mit D + D? = v,
e cin Element F € K°P mit F + E? = D und
e cin Element F, € K5 mit F,, + F2 = (D + 1)E + a.
Diese Bezeichnungen bleiben fiir den gesamten Rest dieser Arbeit in Kraft.

Bemerkung 2.1.1 Die Menge {0,1,,¢ + 1} ist ein Kéorper mit 4 Elementen. Beziiglich der
Multiplikation gilt die folgende Verkniipfungstabelle:

) 0 1 %) p+1
0 0 0 0 0
1 0 1 % o+1
%) 0 %) p+1 1
w+1]0|e+1 1 %

2.2 Der Korper der 3-Torsionspunkte

Satz 2.2.1 Ein Punkt P := (z,y) ist genau dann ein 3-Torsionspunkt von £, g, wenn die Koor-
dinaten x,y dem folgenden Gleichungssystem geniigen:

0=z +23+p
0=19y>+xy+2°+az? + 4.
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Beweis: Sei P ein 3-Torsionspunkt von &, 3. Dann miissen z,y der Gleichung
v 4ay+ad+ar+8=0

geniigen. Nach [24, 111.2.3] gilt —P = (x,y + ), und die z-Koordinate von 2P berechnet sich nach
der Verdopplungsformel
xt + b4$2 + bg
b21‘2 + be
wobei by = 1, by = 0, bg = 0 und bg = 3 ist. Damit 3P = O bzw. 2P = —P ist, muf} also die
Gleichung

)

x4—|—ﬁ_
x2

gelten. Daraus folgt 2* 4+ 2% 4+ 3 = 0. Also gilt fiir jeden 3-Torsionspunkt das obige Gleichungs-
system. Weil nun &, 3 genau acht von O verschiedene 3-Torsionspunkte besitzt (vgl. [24, II1.6.4])
und das obige Gleichungssystem hochstens acht Losungen haben kann, folgt die Aussage des Sat-
Zes. (|

Wir benennen nun spezielle Elemente von K*°P | die im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine
wichtige Rolle spielen werden.

Bezeichnung 2.2.2 Wir setzen

z1:=(D+1)E, x9:=(D+1)(E+1),
x3:=(E+ @)D, x4:=(E+¢+1)D.

Satz 2.2.3 Die Menge aller Nullstellen des Polynoms
f=X"+X%+3
lautet
{w1, 29,73, 4}
Beweis: Es gilt
f=X"+ X2+
= X'+ X3+ D3D+1)3
= (X?+(D+1)X +(D+1)?D)(X?*+ DX + (D +1)D?)
X2+ (D4+1)X 4+ (D+1)*E*+E))(X*+ DX + (E*> + E + ¢* + ¢)D?)

= (
=X+ D+ DE)X+(D+1)(E+ )X+ (E+¢)D)(X + (E+¢+1)D)
= (X+$1)(X +,’E2)(X +$3)(X +$4)

Korollar 2.2.4 Der Korper K(E, ) ist der Zerfillungskorper des Polynoms
f=X'+Xx343
iber K. Insbesondere hingt K(p, E) nicht von der Wahl der Erzeuger ¢,~v,D und E ab.

Beweis: Nach 2.2.3 ist K(x1,x2,x3,x4) der Zerfillungskorper von f iiber K. Offensichtlich gilt
K(xla T2,T3, 1174) - K(E7 50) Wegen
€

E = € K(x1,x2,x3,%
o1+ 2 (21,22, 23, 24)
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und

T3
FeK
=Bl + B € K(v1,72,73,74)
erhélt man die Gleichheit K (z1, %2, 23, 24) = K(E, ). O

Im folgenden bendtigen wir weitere Abkiirzungen.
Bezeichnung 2.2.5 Wir setzen

y11 = w1(x1 + Fo), Y12 := x1(x1 + Fo + 1),

yo1 := T2(x2 + Fo + E 4 @), Yoo = xo(xa + Fo + E+ o+ 1),
ys1 = x3(x3 + Fo + (0 + 1)E), ys2:=a3(x3+ Fo + (0 +1)E+ 1),
yar := x4(x4 + Fo + @F), Yaz = x4(zs + Fo + pE + 1)

und
Piio= (z1,y11), Pi2:=(21,112), Por = (22,921), Pao:= (z2,Y22),
P3y = (x3,y31), DPs2:=(3,y32), Pu1:= (2a,ys1), Paz = (24,Ya2).

Satz 2.2.6 Es gilt £,,3[3] \ {O} = {P11, P12, P21, P22, P31, P32, Pa1, Pao}.
Beweis: Nach 2.2.1 und 2.2.3 ist lediglich
Yo+ ey = ) + ax} + 6
firallei =1,...,4und j = 1, 2 zu zeigen. Dies geschieht im folgenden durch einfache Rechnungen.
(i) Fiir¢ =1 und j =1 gilt
(@1 + Fo))? + (1 (1 + Fy))
1(F2+F,) + ] + 3
(D+1E+a)+4
i@ +a)+p
=23 4 aa? + S.

v+ iyn = (@
xr
=T
=T

(ii) Fiir s =1 und j = 2 gilt
Yo + 1y12 = (z1(21 + Fa + 1)) + 21 (21 (21 + Fo + 1))
= 2} (F3 + Fo) +af +af
=23 + ax? + B.
(iii) Fiir ¢ =2 und j = 1 gilt
Y31 + Toyn = (w2(z2 4+ Fo + E + ¢))? + 22(22(x2 + Fo + E + )
=a3(F2+ Foa+ E*+ E+¢* + ) + 23 + 75

2(D+1V)E+a+D+1)+p
=22(D+1)(E+1)+a)+ 5
x% Tot+a)+

=23 4 oz + 4.

(iv) Fiir i =2 und j = 2 gilt

(wo(ze + Fo + E+ o+ 1)) +xa(za(zo+ Fa+ E+p+1))
23(F2 4+ Fy, +E* + E+ >+ ) + a5 + a3

3+ axl + 8.

Y3o + Tayos =
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(v) Firi=3und j =1 gilt

Y+ asys = (23(ws + Fa + (9 + 1)E))? + as(s(zs + Fo + (9 + 1)E))
=22(F2 4+ Fo+ (@* +D)E? + (0 + 1)E) 4 23 + 23
+1)E)+ 3

|
8
T e
+
R
|
+
Q
+
©
|

o]
+

Il
8

(vi) Fiir ¢ =3 und j = 2 gilt

Y3o + w3ys2 = (v3(z3 + Fo + (¢ + DE +1))* + a3(ws(x3 + Fo + (9 + DE + 1))
=23(F2 4+ Fo+ (> +1D)E? + (o + 1)E) + 23 + 23
=23 + ax3 + B.

(vii) Firi =4 und j =1 gilt

Y 4 24y = (2a(2g + Fo + @E))? + x4(a:4(x4 —I— F, + ¢FE))

(viii) Fir ¢ =4 und j = 2 gilt

Yio + Tayaz = (xa(xg + Fo + 0B + 1)) + 24(x4(xg + Fo + pE + 1))
= xi(m + Foé2 +F, +¢’E%* + oE) + 333 + xi
=23 4 a2? + 3.

Korollar 2.2.7 Es gilt L = K(¢, E, F,).

Beweis: Nach 2.2.6 gilt

L = K(x1,%2, %3, T4, Y11, Y12, Y21, Y22, Y31, Y32, Y41, Y42)-
Daraus folgt L C K(p, E, F,). Wegen

Ty
xr1 + T2

und
y11

x1
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miissen F und F,, in L liegen. Aulerdem gilt

T3

__ " . p
Y=mip T

Somit ist auch ¢ € L. Insgesamt erhélt man L = K(p, E, F,). O

Damit ist die Kérpererweiterung L/K zufriedenstellend beschrieben. Als néichstes nehmen wir
die Galoisgruppe G(L/K) unter die Lupe und beschreiben deren Operation auf den Erzeugern
o, B, Fy.

Satz 2.2.8 Sei o € G(L/K). Dann kann das Tripel (o(p),0(E),0(F,)) nur die Werte der 1-5.
Spalte bzw. der 4-6. Spalte der folgenden Tabelle annehmen:

L aly) | o(E) | o(Fu) | ole) | o(E) | o(Fa) \
%) E F, %) E Fo+1
© E+1 F,+E+¢ © E+1 F,+E+o¢o+1
© E+o Fo+(@+1)E © E+¢ Fo+(p+1)E+1
© E+¢p+1 F, +¢E © E+¢p+1 F,+¢pE+1
© oE Fo+(e+1)E © oE Fo+(p+1)E+1
@ pE+1 Fo+E+¢ ® oE+1 Fo+E+¢+1
%) eE + Fo + ok %) pE+ ¢ Fo+pE+1
% pE+p+1 Fy ® eE+p+1 Fo+1
® (p+1)E F,+¢FE ® (p+1)E Fy+eoE+1
P (p+1)E+1 FotE+o @ (p+1DE+1 FotE+p+1
¢ (p+1)E+¢ F, @ (p+DE+¢ F,+1
¢ | (p+tDE+e+1 | Fat+(@+DE || ¢ |(p+DE+¢p+1 | Fo+(p+1)E+1
o+1 E F, o+1 E F,+1
o+1 E+1 F,+E+¢ |o+1 E+1 Fo+E+p+1
p+1 E+o Fo+(@+1)E || ¢+1 E+o Fo+(p+1)E+1
p+1 E+p+1 Fy, + oF p+1 E+¢p+1 F,+pE+1
p+1 oF Fo+(@+1DE || o+1 oE Fo+(p+1)E+1
p+1 pE+1 Fo+E+op p+1 eE+1 Fo+E+p+1
po+1 oE + ¢ Fo+oFE p+1 pE+ ¢ Fo+pE+1
p+1 oE+¢o+1 F, p+1 oE+p+1 Fo+1
p+1 (p+1)E Fo+¢E p+1 (p+1)E Fo+9E+1
po+1 (p+1E+1 F,+E+¢p p+1 (p+1E+1 Fo,+E+¢p+1
p+1 ] (p+DE+e Fy e+l ] (p+DE+o F,+1
o+1 | (p+1)E+o+1 | Fo+(p+1)E || o+1 | (p+1)E+p+1 | Fo+(p+1)E+1
Beweis: Wir zeigen, dal o(¢), o(F) und o(F,) nur ganz bestimmte Werte annehmen kénnen, so

daf sich das Tripel (o(¢), 0(FE),o(F,)) leicht in der Tabelle auffinden ldfit. Wegen

(X+9)(X+9+1)=X*+X +1¢€ K[X]

gilt o(p) = ¢ oder o(¢) = ¢ + 1. Man betrachte das Polynom

f=((X?+ X+ ( X2+ X)) +8=X*"+X)*+p5c K[X].
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Fiir alle a,b € {0,1,¢,¢0 4+ 1} mit b # 0 gilt
f@E +b) = ((aE +b)* +aE +b)* + 3

= (aE*+b+aFE +b)>+7

=a*(B*+ E)* +

=(E*+E)’+p

=0.
Wegen

deg(f) =12 =#{aE +b[a,be{0,1,0,0+1},b# 0}

muf} o(E) von der Form aF + b sein mit a,b € {0,1,¢,¢ + 1} und b # 0.

Damit wir nun entscheiden kénnen, ob (o(¢),o(E),0(F,)) in der Tabelle steht, miissen wir
nur noch die moglichen Werte von o(F,) in Abhéngigkeit von o(FE) bestimmen. Dazu wihlen wir
a,b € {0,1,¢,0 + 1} mit a # 0, so dafl o(E) = aF + b gilt. Zunichst betrachten wir den Fall
b=1. Es gilt

(0(Fo)+ Foa+E+¢)(o(Fo)+ Fa+E+¢+1)
=0(Fa)? +0(Fa) + F2+ Fa + B2+ E+ % + ¢
o(Fi+F.)+(D+1)E+a+E +E+1
(D+DE+a)+ (EB°+E+1)E+a+E*>+E+1
(
(

g

(E°+E+1D)E+a)+E*+a+1

o(E*+E*+E)+E*>+1

=@E+1)*+ @E+1)2+aE+1+E3+1
B + B?

=0.

g

Daraus folgt o(F,) = Fo + E+ ¢ oder o(F,) = F,,+ E+ ¢+ 1. Nun kénnen wir es verantworten,
den Leser das Tripel (o(¢), o(E),o(Fy,)) in der Tabelle auffinden zu lassen. Wir wenden uns nun
dem Fall b # 1 zu. Es gilt

(0(Fy) + Fo 4 (ab® + a + 1)E)(0(Fy) + Fo + (ab? + a + 1)E + 1)

) o(Fy) + F2 4+ Fy+ (ab® +a+1)°E* + (ab® +a+ 1)E
F24+F)+(D+1)E+a+(a*b+a*+1)E* + (ab* +a+ 1)E
o D+1)E+a)+DE+a+( b+ a®> +1)E? + (ab® 4+ a)E

= o(F
(
((
=o((D+41)E) + DE + (a®*b + a®> + 1)E? + (ab® + a)E
((
(

=0

=o0((E* +E+1)E)+ (E* + E)E + (a®*b+ a® + 1)E? + (ab® + a)E
o(E*+ E*> + E) + E3 + (a*b + a®)E* + (ab® + a)E

= (aE + )+ (aE+b)? +aE + b+ E> + (a®*b+ a*)E? + (ab® + a)E
(a + DB+ b+ +0°

Daraus folgt cr(Fa) = F, + (ab* + a+1)E oder o(F,) = F, + (ab* + a+ 1)E + 1. Auch an dieser
Stelle muten wir es dem Leser wieder zu, zu verifizieren, da§ das Tripel (o(¢), 0(E), o0(Fy)) in der
Tabelle enthalten ist. g

2.3 Die Operation von G(L/K) auf den 3-Torsionspunkten

Satz 2.3.1 Die Gruppenoperation + auf E, g[3] hat die folgende Verkniipfungstabelle:

35



Pso || Pso | Pog | Puu | Pio | Pio | O | P31 | Por | Py
Py || Pu | Pso | Poo | Pi1 | P51 | Pia | Por | Pio | O
Py || Pao | Por | P31 | Pso | Pio | Poo | Piu | O | Py

Beweis: Wegen 2P;; = —P;; mufl 2P, die selbe z-Koordinate haben wie P;1. Weil nun x1,22,23
und x4 nach 2.2.3 als Nullstellen eines separablen Polynoms paarweise verschieden sind, kann
nur noch 2P;; = Pj gelten. Mit der selben Uberlegung zeigt man 2Py, = Pso, 2P3; = P35 und
2Py = Pjyo.

Nach [24, II1.2.3] ist Py1 + P21 = (x,y) mit

=M+ A+a+a + o,
y=A+1z+v

und
N = Y21 + y117
To + T1
L T2 + Y2171
To + 21 '

Durch Einsetzen erhilt man

zo(xe + Fo + E+ ) + 21 (x1 + Fo)
To + 11
(22 + x1) (22 + 1 + Fo) + 22(E + @)
o (E2+(E1
z2(E + o)
T + 21

=D+ 1D)(E+1)+[D+1)E+ Fy +

A=

:CL'2+£L'1+FQ+

(D+1)(E+1)(E+ )
(D+1)(E+1)+(D+1)E

=D+1+F,+(E+1)(E+ )
=Fy+9oE+¢p+1

und

r1(z1 + Fo)zo + 22(22 + Fo + E + 0)21
To + X1

~ mxa(r 2+ B+ @)
- To + 1

(D+1)EMD+1)(E+1)(D4+1)E+(D+1)(E+1)+E+ )

(D+1)(E+1)+(D+1)E
D+ 1)2(E*+E)(D+1+E+ )
D+1

=(D+1)D(E+E*+1+E+ )
= (D +1)(E +¢)D(E + )
=D+ 1)(E+ p)xs.

vV =
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Daraus folgt

t=Fat+9E+o+ 1)’ +Fs+oE+p+1+ataz +ao
=F2 4 F,+ QB>+ oE+ > +o+a+mz + a9
=z 4+at(e+1)E*+pE+1+a+z +xo
=(p+1)E*+9pE+as+1
=p(E°+E)+E*+(D+1)(E+1)+1
=¢D+E*+DE+D+E
=(F+¢)D

::;(}3
und
y=(Foa+eE+p+1+1Dzs+ (D+1)(E+ p)rs
=x3(Fy +9E+9p+DE+¢)+ E+¢)
=23(Fo+ (¢ + 1)E + x3)

= Ys1.

Damit erhélt man Py + Py = Psy.
Nun berechnen wir auf dhnliche Weise Py1 4+ Pao. Es gilt Pyj + Pay = (2,y) mit

r=MN 4+ N+a+z + o,
y=A+Llz+v

und
N = Yoo + y11’
T2 + T1
L= Y11T2 + Y2201
To+x

Durch Einsetzen erhéilt man

T2(T2+ Fo + E+ o+ 1) +21(71 + Fo)
To + 1
(xa+x1)(xa+ 21+ Fy)+x(E+ @+ 1)
T2+ 21
(B4 +1)
To + X1

= (D+1)(E+1)+(D+1)E+F, +

A=

=xro+w + Fo+

D+ 1)(E+1)(E+¢+1)
D+ 1)(E+1)+(D+1)E

=D+1+F, +(E+1)(E+¢p+1)
:Fa+(@+1>E+SD
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und
x1(x1+ Fo)ra+ xa(ze + Fo+ B+ @+ 1)y
T2+ X1
~ mza(r e+ E4+ o+ 1)
- To + T1
(D+1VH)ED+1)(E+1)(D+1)E+(D+1)(E+1)+E+e¢+1)
D+ E+1)+(D+1)E
(D+1)*(E*+E)YD+1+E+¢+1)

D+1
=(D+1)D(E+E*+1+E+¢+1)
=D+1)(E+¢+1)D(E+p+1)
=D+ 1)(E+e¢+1)zy.

vV =

Daraus folgt

2= (Fat (p+1D)E+ @) +Fat (p+1DE+¢+a+z + s
= F2 4 Fo4 (0+ 1)°E> 4 (0+ DE+ > +o+a+x + a9
=z +a+ B’ +(p+ DE+1+a+z + a2
=@p(E*+E)+E+x2+1
—¢D+E+(D+1)(E+1)+1
=(E+¢+1)D
= 24

und

y=(Fa+(@+1D)E+p+Das+(D+1)(E+ @+ 1)z
=z4(Fat+(p+1D)E+e+1+DE+e+1)+E+p+1)
=x4(Fy + oF + x4)
= Y41-

Damit erhélt man Py + Poo = Pyy.
Aus dem, was wir bis jetzt gezeigt haben, erhalten wir

Py =2P,
Py = 2Py
Py = P11+ Py
P3y = 2P
=2P1; + 2Py
Py = P11 + 2Py
Py =2Py
= 2Py + Po.

Damit haben wir es geschafft, alle Elemente von &, 5[3] als Linearkombination von Pi; und Py
darzustellen. Hiermit 148t sich nun leicht die angegebene Verkniipfungstabelle verifizieren. |
Das néchste Korollar ist eine unmittelbare Folgerung.
Korollar 2.3.2 Das Paar (P11, Pe1) ist eine Basis von Ey g[3] als Fs-Vektorraum.
Mit Hilfe dieser Basis konnen wir nun vollstindig die Operation von G(L/K) auf &, (3]

beschreiben.
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Satz 2.3.3 Fir alle 0 € G(L/K) sei w(0) € GLy(F3) die Matriz, die die Operation von o
auf dem Fs3- Vektorraum E, g[3] bzgl. der Basis (P11, Pa1) beschreibt. Dann erhilt man w(o) in

Abhingigkeit von o(p), o(E) und o(F,) gemdfS der folgenden Tabelle:

o(p) o(E) o(Fa) (o)
1 0

o) E F, <O 1)
-1 0

") E Fo+1 ( 0 _1)
0 -1

%) E+1 Fo+E+9p <1 0 )
0 1

® E+1 Fo+E+p+1 <_1 0)
1 1

© E+¢ Fot(p+1E (1 _1>
-1 -1

7 E+o Fo+(p+1)E+1 (_1 ) )
1 -1

%) E+p+1 Fy+ pF (1 1)
-1 1

© E+p+1 F,+oE+1 < ) 1)
1 0

o ¢E Fo+(p+1E <1 1>
-1 0

® ok Fo+(p+1)E+1 (_1 _1)
0 -1

©® wE+1 Fo+E+¢ <1 _1)
0 1

© pE+1 Fo+E+p+1 (_1 1)
1 1

4 pE+p Fot ok (_1 0)
-1 -1

%) oE 4 ¢ Fo,+oE+1 ( 1 0 )
E+ep+1 F, Ll
¢ YE+¢ a 01
-1 1

%) eE+@p+1 Fo+1 ( 0 _1)
1 0
©® (p+1)E F,+oFE I
-1 0

® (p+1)E Fo+eoE+1 ( 1 _1)
0 -1

@ (p+1E+1 Fy,+E+¢ (1 1 )
0 1

® (p+1E+1 Fo+E+p+1 (_1 _1)
1 1

-1 -1

¢ (p+1E+¢ Fo+1 ( 0 _1)
1 -1

@ (p+1DE+p+1 Fo+(p+1)E <1 0 )
-1 1

¢ |(¢+DE+9+1| Fa+(p+1)E+1 <_1 0)
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1 0

p+1 E Fa (0 —1)
-1 0

po+1 E Fo+1 < 0 1)
0 1
po+1 E+1 Fo+E+o 10
0 -1

p+1 E+1 Fo+E+p+1 (_1 0 )
1 -1

p+1 E+o Fo+(p+1)E (1 1 )
-1 1

p+1 E+o Fo+(p+1)E+1 (_1 _1)
1 1

p+1 E+ep+1 Fo +oFE <1 1)
-1 -1

o+1 E+ep+1 Fo+pE+1 ( 1 _1)
1 0
p+1 oE Fo+(p+1)E 1 1
-1 0

p+1 oFE Fo+(p+1)E+1 <1 1)
0 1

po+1 wE+1 Fo+E+¢ <1 1)
0 -1

po+1 pE+1 Fo+E+p+1 1 1
1 -1

p+1 oE+ ¢ Fy+ pFE (_1 0 )
-1 1

p+1 oE + ¢ Fo+oE+1 < 1 0)
1 1

o+1 oE+p+1 F, (0 _1>
-1 -1

o+1 eE+¢o+1 Fo+1 ( 0 1 )
1 0

p+1 (p+1HE F,+ ¢FE 11
-1 0

o+1 (p+1)E Fo+pE+1 < 1 1)
1

p+1 (p+1E+1 Fo+E+ <(1) _1>
0 -1

p+1 (p+1E+1 Fo+E+o¢+1 (_1 ) )
1 -1

p+1 (p+1DE+¢ F, <0 1)
-1 1

p+t1l| (p+DE+¢ Fo+1 ( 0 1)
11

e+l | (p+D)E+e+1| Fat(p+1E (1 0>
-1 -1

p+1 | (p+D)E+ep+1 | Fo+(p+1)E+1 (1 0)

Beweis: Um die nachfolgenden Rechnungen etwas iibersichtlicher zu machen, leiten wir als erstes
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alternative Formeln fiir x1, zs, 3, 24 her. Es gilt

=D+1)E=(E*+E+1)E=(E+1)>+1,
=D+D)E+1)=(B*+E+1)(E+1)=E +1,
=(E4+¢)D=(E+¢)(E*+E)=(E+¢+1)>+1,
x4—(E+go+1)D:(E+<p+1)(E2+E):(E+<p)3+1

Zunichst miissen wir o(z1) und o(z2) in Abhéngigkeit von o(E) berechnen. Hierzu sind zwolf
Fille zu unterscheiden. Fiir jeden dieser zwolf Félle konnen noch einmal vier mogliche Werte fiir
(o(¢),0(F,)) auftreten, in deren Abhingigkeit dann o(y11) und o (y21) zu bestimmen sind. Hieraus
erhalten wir jeweils o(P11) und o(Ps1) und damit auch die gesuchte Matrix. Aus Platzgriinden
behandeln wir nur die Félle, in denen ¢(E) = E und ¢(F) = E + 1 ist. Die iibrigen Rechnungen
iiberlassen wir dem Leser.

(i) Im Fall o(F) = F gilt
olx))=(E+1)P+1=m

und
O'(ZEQ) = ES +1= ZI2.

(a) Gilt zusitzlich o(p) = ¢ und o(F,) = F,, so erhélt man
o(yi) = z1(z1 + Fo) = yn

und
0(y21) = x2(x2 + Fo + E+¢) = yo1.

Daraus fOlgt O'(Pll) = P11 und O'(Pgl) = P21. Also gllt 7'('(0') = < g-) (1) >
(b) Gilt zusitzlich o(¢) = ¢ und o(Fy,) = F, + 1, so erhilt man
o(yin) = r1(x1 + Fo +1) = y12

und
U(ygl) = I'Q(SUQ +Fa +1+FE+ (,0) = Y22.

Daraus folgt o(Py1) = —P11 und o(Pi2) = —Pa;. Also gilt 7(0) = ( -1 0 )
(¢) Gilt zusétzlich o(¢) = ¢ + 1 und o(F,) = Fy, so erhilt man
o(y11) = z1(z1 + Fo) = yn

und
o(ya1) = xa(we + Fo + E+ ¢+ 1) = yoo.

Daraus folgt o(P11) = Pi1 und o(Pe1) = —Pa1. Also gilt (o) = < (1) _01 )
(d) Gilt zusitzlich o(¢) = ¢ + 1 und o(F,) = F, + 1, so erhilt man
o(ynn) =x1(x1 + Fo +1) = yi12

und
J(ygl) :LL'Q(!L'Q +Fa +1+E+(,0+ 1) = Y21.

Daraus folgt o(Py;) = —Py; und o(Ps1) = Pyy. Also gilt w(0) = < -1 0 >
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(ii) Im Fall o(F) = E + 1 gilt
o(z)=(E+1+1)P°+ 1=y

und
o(z) = (E+1)24+1=ux.

(a) Gilt zusitzlich o(p) = ¢ und o(F,) = Fy + E + ¢, so erhilt man
o(y11) = v2(x2 + Fo + E + @) = Y21

und
o(y21) =x1(x1 + Fo + E+ 9+ E+ 14 ¢) = yi2.

Daraus folgt o(P11) = Pe; und o(P1) = —P11. Also gilt (o) = < (1) _01 )
(b) Gilt zusitzlich o(¢) = ¢ und o(F,) = F,, + E + ¢ + 1, so erhilt man
o(yi1) = z2(x2 + Fa+ E+ o +1) =y
und

o(y21) =222+ Fa+ E+ o+ 1+ E+1+¢) =y

-1 0
(¢) Gilt zusiitzlich o(¢) = ¢ + 1 und o(F,) = F, + E + ¢, so erhilt man

Daraus folgt o(P11) = =P und o(Pa1) = —Piy. Also gilt 7(0) = ( 0 1 )

o(y11) = x2(x2 + Fo + E+ @) = you
und

o(ya1) =111+ Fa+ E+p+E+1+p+1)=yi.

1 0
(d) Gilt zusitzlich o(¢) = ¢+ 1 und o(F,) = F, + E + ¢ + 1, so erhilt man

Daraus folgt o(P11) = Po; und o(Py) = —P11. Also gilt (o) = < 0 1 )

o(yi1) =z2(xe + Fa + E+ 9 +1) =y

und
o(yar) =ri(x1 + Fa+ E+p+1+E+1+p+1) =y11.

Daraus folgt o(Pi1) = =P und o(P21) = —Piy. Also gilt 7(0) = ( —01 7()1 )

Korollar 2.3.4 Seio € G(L/K). Dann ist die Matriz, die o nach der Tabelle von 2.8.3 zugeord-
net wird, genau dann eine obere Dreiecksmatriz, wenn o € G(L/K (x1)) ist.

Beweis: Die besagte Matrix ist genau dann eine obere Dreiecksmatrix, wenn o(Py1) = Py1, oder
— Py gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn o(x1) = x; ist. O
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2.4 Eine erste Beschreibung des Verhaltens der Erweite-
rung L/K

Die Koérpererweiterung L/ K untergliedert sich in die Zwischenerweiterungen
K C K(p) C K(p,7) C K(p, D) C K(p, E) C L.

Im folgenden befassen wir uns mit der Frage, welche Grade die einzelnen Zwischenerweiterun-
gen haben koénnen. Zunichst ist klar, dafl die Korpererweiterungen K (v)/K, K(p,D)/K(p,7),
K(p,E)/K(p,D) und L/K(p, E) nur den Grad 1 oder 2 haben kénnen. Aufierdem kann die Er-
weiterung K (p,7v)/K(¢) als Kummererweiterung eines Korpers, der die dritten Einheitswurzeln
enthilt, nur den Grad 1 oder 3 haben. Fiir die Koérpergrade der fiinf Zwischenerweiterungen

K(p)/ K, K(p,7)/K(p), K(p, D)/ K(p,7), K(¢, E)/K(p, D), L/ K(p, E)

kénnen also a priori 2° = 32 Fille auftreten. Wir werden nun zeigen, daf einige dieser Fille
unmoglich sind.

Lemma 2.4.1 Fulls E ¢ K(p, D) ist, so gilt F, ¢ K(p, E).
Beweis: Wire F,, € K(p, E), so giibe es A, B € K(p, D) mit F,, = AE + B. Damit erhielte man

(D+1)E+a=AE+ B+ (AE + B)?
= AE + B+ A*(D+E) + B?
= (A+A*E + A’D + B + B>

Daraus folgte A+ A% = D+1 bzw. (A+¢)+(A+¢)? = D. Also wiire A+¢ = E oder A+p+1=E,
was beides im Widerspruch zu E ¢ K (p, D) steht. O

Lemma 2.4.2 Falls [K(p,7) : K(¢)] =3 und E ¢ K(p, D) ist, so muf§ auch D ¢ K(p,~) sein.

Beweis: Wire D € K(p,7), so gibe es A, B,C € K(¢) mit D = A+ By + C~2. Damit erhiilt
man

¥=A+ By+Cy? + (A+ By + Cy?)?
= A+ By+Cvy* + A* + B*y* + C?By
= A+ A%+ (B+C?*B)y + (C + By~

Der Koeffizientenvergleich liefert 1 = B + C?3 und C + B? = 0 bzw. C = B2. Daraus folgt
1 = B + B*3. Durch Multiplikation mit v erhélt man

v= By + By = By + (By)".

Hieraus ergibt sich By = E,E + 1,E + ¢ oder E 4+ ¢ + 1. Daraus folgt £ € K(p,7), was im
Widerspruch zu Voraussetzung steht. (|

Mit dem folgenden Satz ist es moglich, bestimmte Einschrankungen fiir die Wahl der Erzeuger
»,7, D, E, F, von L vorzunehmen, die es gestatten, noch mehr Fille auszuschlieflen.

Satz 2.4.3 Die Wahl der Erzeuger p,v, D, E, F, von L kann so vorgenommen werden, dafl nicht
gleichzeitig D ¢ K(p,v) und E € K(p, D) gilt.
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Beweis: Wir nehmen an, dafl D ¢ K(p,v) und E € K(¢, D) ist. Dann gibt es A, B € K(¢,7)
mit ¥ = AD + B. Damit erhéalt man
D = AD+ B+ (AD + B)?
=AD+ B+ A*(y+ D)+ B?
= (A + A)D + A’y + B + B>
Der Koeffizientenvergleich liefert A2 + A = 1 und A%y + B + B? = 0. Daraus folgt A = ¢ oder

A = ¢+ 1. Wir setzen nun o/ := vA2, E' := EA%, D' := E' + E’> und wiihlen F! € K*P mit
F! + F?? = (D' +1)E’' + 1. Dann gilt

7%= (747 =5
und
D+D?=E +E?+(E +E?)’
= EA? 4 (BEA%)"
= A*(E+ EY)
= A%y
=
Wegen B + B? + A2y = 0 bzw. B+ B? = 4/ mul B = D’ oder B = D' + 1 sein. Daraus folgt

D" € K(p,v'). Indem man nun (¢,v, D, E, F,) durch (¢,~',D’, E’, F}) ersetzt, erhdlt man die
Aussage des Satzes. O

Vereinbarung 2.4.4 Ab jetzt sollen die Erzeuger ¢,~, D, E,| F,, so gewdhlt sein, dafl nicht gleich-
zeitig D ¢ K(p,v) und E € K(p, D) gilt.

Durch diese Vereinbarung erreichen wir, daf§ der Grad der Erweiterung K (¢, E)/K(p,~) die
Kérpergrade von K (¢, E)/K(p, D) und K(p, D)/K (p,~) vollstindig bestimmt.

Satz 2.4.5 Fir die Grade der Korpererweiterungen K(v)/K, K(¢,7)/K(p), K(v, E)/K(¢,7)
und L/K (o, E) kinnen hichstens die folgenden Fille auftreten.

K(p, E)/K(p,7) | L/K
1

]
5
2
~
=
s
3
5

oY
ro| pof o o po| 0| o = | =] = =] =] ==&
\

W[ W| W[ | ] =] W W W| | ] = =
N N N I NG T I I BTN I e TSN NG
DN DN N NN DN DN =

Beweis: Alle anderen Félle scheiden wegen 2.4.1 und 2.4.2 aus. |
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Korollar 2.4.6 Wenn G(L/K) nichtabelsch ist, kénnen fir die Korpergrade der Erweiterungen
K(o)/K, K(p,v)/K(p), K(p,E)/K(p,v) und L/K (¢, E) nur die folgenden Fille auftreten:

K(p)/K | K(p,7)/K(p) | K(p,E)/K(p,7) | L/K(¢, E)
1 1 4 2
1 3 1 2
2 1 2 2
2 1 1 2
2 3 1 1
2 3 1 2
2 3 1 2

Beweis: Zunichst nehmen wir an, da die Bedingungen [K () : K] = 1, [K(p,7) : K(¢)] = 3,
[K(p,E) : K(p,7)] = 1 und [L : K(p,E)] = 2 gelten. Dann muf es einen Automorphismus
o € G(L/K) geben, der trivial auf K (¢, F), aber nicht trivial auf L ist. Daraus folgt o() = ¢,
o(F) = E und o(F,) = F, + 1. Nach 2.3.3 entspricht die Operation von o auf &, g[3] bzgl. der
Basis (P11, Pe1) der Matrix
-1 0
(v 5)

Weil diese Matrix im Zentrum von G Lo (IF3) liegt, mufl o mit allen anderen Elementen von G(L/K)
vertauschen. Wir wihlen nun ein p € G(L/K)\ < 0 >. Wegen #G(L/K) = 6 gilt die Identitét
G(L/K) =< p,o >. Daraus folgt, da§ G(L/K) abelsch ist. In allen anderen Féllen, die unter 2.4.5
aufgelistet sind und unter 2.4.6 fehlen, gilt [L : K] < 6, woraus die Kommutativitit von G(L/K)
folgt. |

Zum Schlufl dieses Kapitels verweisen wir darauf, dafl wir bis jetzt keinen Gebrauch davon
gemacht haben, dal K ein lokaler Kérper ist. Wir haben nur verwendet, dafl K die Charakteristik
2 hat. Insofern stellt dieses Kapitel einen ganz allgemeinen Beitrag zur Theorie der elliptischen
Kurven iiber einem Koérper der Charakteristik 2 dar.
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Kapitel 3

Beschreibung des Tate-Moduls

3.1 Bestimmung der Deligne-Zerlegung

Fiir den Rest der gesamten Arbeit nehmen wir an, dafl v (8) < 0 ist, wenn nicht ausdriicklich
etwas anders vereinbart ist. Dies wird nur in 4.2 der Fall sein. Insbesondere soll vk (8) < 0 fiir
den gesamten Rest dieses Kapitels gelten. Zuniichst befassen wir uns mit dem Isomorphietyp,
den unsere elliptische Kurve €, 5 : Y2 + XY = X3 + aX? + 3 als Kurve iiber dem Kérper
L =K(p,E,F,) hat.

Satz 3.1.1 Die Kurve &€, g st iiber dem Kérper L isomorph zur elliptischen Kurve €, die durch
die Gleichung
Y24+ E ' XY +Y =X+ E3+1

gegeben ist. Diese Gleichung ist minimal. Dariber hinaus hat € gute Reduktion, wobei die reduzierte
Kurve € durch die Gleichung
Y24Y =X3+1

gegeben ist.

Beweis: Indem wir die Transformation (X,Y) — (X,Y + (E + F,)) ausfiihren, erhalten wir die

Gleichung
Y24 XY = X34+ (Fy+ F2+ E+E)X? +a+0.

Unter Verwendung der Identitéten
Fo+F2=(D+1)E+a=E*+E*+E+a

und
B:,yl}:(E+E4)3:E3+E6+E9+E12
lautet diese Gleichung
Y24+ XY =X*+ E*X*+ B+ B0+ E° + E".

Wir bemerken, dafl die auftretenden Koeflizienten nicht mehr von a abhéngen. Nun fithren wir
die Transformation (X,Y) +— (X + E3Y + E°) durch, mit der wir die deutlich vereinfachte
Gleichung

Y24+ XY +EY =X+ FE3 + E°
bekommen. Zuletzt erhalten wir durch die Transformation (X,Y) —— (E?X, E3Y") die Gleichung

Y2+ E XY +Y =X*+E% 4+ 1.

Weil sich alle Transformationen {iber L ausfiihren lassen, folgt die Isomorphie von £, g und £ iiber
L. Die Diskriminante dieser Gleichung lautet

A=(E22E2E?+1)+1+E2E ' '=14+E3+ES4+E?
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Wegen vk (8) < 0 mufl auch vy (F) < 0 sein. Daraus folgt v (A) = 0. Hieraus ergeben sich die
iibrigen Aussagen. O

Das Bemerkenswerte an diesem Ergebnis ist, da der Isomorphietyp von £ nicht von 3 abhingt.
Dieser Umstand gestattet es uns, im folgenden die Einschrénkung der zu &, g gehorigen Weildar-
stellung 7% 0.3 auf die Untergruppe W (K®P/L) einheitlich zu beschreiben. Nach dem Kriterium
von Neron—Ogg—Shafarevwh ist diese Darstellung unverzweigt. Wir betrachten die Darstellung

7 W(KP/L)/Go(K*P/L) — GLy(C),

die wir aus Resf(wf, 5 durch Herausteilen von Go(K°P /L) erhalten. Wenn wir den Restklas-
senkérper von L mit Fae bezeichnen, kénnen wir W (K*P/L)/Go(K*°P /L) mit W (F3'8 /Fy,) iden-
tifizieren. Dann ist die Darstellung 7 durch den Tate-Modul der Kurve £ bestimmt, die durch die

Gleichung , ,
Y*"+Y=X"+1

gegeben ist. Weil nun W (IF3'® /Iy, ) zyklisch ist, reicht es aus, 7(®g,, ) zu bestimmen, wobei ®¢_,
der Frobeniusautomorphismus z — z2’ sein soll. Da wir aufierdem wissen, da8 71'5 s halbeinfach
ist, geniigt es, die Eigenwerte von 7(®g,, ) zu ermitteln.

Lemma 3.1.2 Die Matriz 7(®g,,) € GL2(C) hat die Figenwerte (V20)? und (—v/2i)°.

Beweis: Zunichst fassen wir £ als elliptische Kurve iiber Iy auf. Die elliptische Kurve £ hat iiber
5 genau 3 Punkte, ndmlich O, (1,0) und (1, 1). Nach [24, p. 136] gilt fiir die gesuchten Eigenwerte
A1 und A die Gleichung

3=1—-X\; —'AQ + 2.

AuBerdem miissen \; und A\ zueinander komplex konjugiert sein und den Absolutbetrag /2
haben. Hierfiir kommen nur noch die Werte v/2i und —/2i in Frage. Wegen OF,, = <I>,5§2 folgt die
Aussage des Lemmas. O

Nun kénnen wir eine Zerlegung von 7TK im Sinne von 1.1.2 angeben. Dazu benennen wir einen

ganz speziellen unverzweigten Charakter von W (KP/K).

3 +isTamy
Bezeichnung 3.1.3 Wir setzen Qx = w,> ' el

Satz 3.1.4 Die Darstellung
Qx @7l 5 W(K*P/K) — GLy(C)
ist trivial auf W (K*P /L).

Beweis: Wegen der Unverzweigtheit des Charakters (i konnen wir die Eischrankung des Twists
Qx ® 7T§, 5 auf W(K*®/K) auch als Darstellung von W (IF3'8 /Py ) auffassen und miissen dann
nur noch zeigen, dafl Qx ® 775 ﬁ(d).:?g) trivial ist. Wegen ¢ € L mufl der Restklassenkorper Fog
von L den Korper Fy = {0,1,0, 0 + 1} enthalten. Also ist g gerade. Nach 3.1.2 hat 7o g(®r,,)
zweimal den Eigenwert (v/2i)7. Weil K 5 halbeinfach ist, kénnen wir m B(@p2q) als den Skalar

(v/2i)? auffassen. Hieraus folgt

Qx @78 5(Pr,y) = Qi (Pr,, ) f@(@ag)

= (20)F¥iam ()
)’2I

I
~
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Korollar 3.1.5 FEs gilt
Kern(Qx ® 75 5) = W(K*P/L).

Beweis: Sei 0 € Kern(Qg ®7T§5). Dann ist Fé{ﬂ (o) ein Skalar. Folglich mufl o auch als Skalar auf
den 3-Torsionspunkten von &, s operieren. Nach der Tabelle von Satz 2.3.3 erhélt man o(p) = ¢,
o(E)=FE und o(F,) € {F, F, + 1}. Also ist 0 € W(K®?/K (¢, E)). Hieraus folgt

Kern(Qx ® ma,3) C W(K*P/K(p, E)).

Weil nach 3.1.4 Kern(Qx ® mq,g) D W(K®P /L) gilt, miissen wir nur noch den Fall L # K (¢, E)
betrachten und zeigen, daf} die Einschrinkung

Resg(@’E) (QK ® ﬂ—gﬁ) = QK(@,E) ® Wiif’E)

nicht trivial ist. Dazu sei x : W(K®P/K (¢, E)) — C* der eindeutig bestimmte Charakter mit
Kern(x) = W(K®P/L). Nach 1.11.2 gilt die Isomorphie

K(p,E) A K(p,E
Wa’g)a ):X®7TE3(7% )

Wegen
Fps + (Fgs)?*=(D+1)E+E*=D

gilt K(Fgs, E,) = K(E, ). Nach 3.1.4 folgt, dal Qg (,, 5) ® ﬂg;%E) trivial ist. Damit erhalten
wir die Nichttrivialitdt von X«

E) ~
(o) @ Z X DX

O

Damit haben wir das Problem der Beschreibung von 7'('5, 5 auf das Problem der Beschreibung ei-
ner Darstellung vom Galois-Typ zuriickgefithrt. Dieser Darstellung, die wir nun weiter untersuchen
werden, geben wir einen speziellen Namen.

Vereinbarung 3.1.6 Die Darstellung Qi ® 7756 bezeichnen wir mit pfﬁ und fassen sie als in-

jektive Darstellung von
W(K>P/K)/W(K>*?/L) = G(L/K)

auf.

Korollar 3.1.7 Die Darstellung Wé(ﬁ ist genau dann reduzibel, wenn G(L/K) abelsch ist.

Beweis: Offensichtlich ist 7r§ 5 genau dann reduzibel, wenn pfi 5 es ist. Damit folgt die Aussage
aus der Injektivitit von p& 5. O

3.2 Reduktion auf den Fall K = Fy((T)) und 8 =T"!

Im letzten Abschnitt haben wir Informationen {iber 7'1{5, 5 gewonnen, indem wir die Einschrénkung
auf W (K= /L) studiert haben. In diesem Abschnitt wollen wir den umgekehrten Weg gehen:
Wir verkleinern den Grundkorper K. Dazu miissen wir uns auf den Fall & = 0 beschrinken. Wir
verweisen darauf, dal die Beschrankung auf den Fall @ = 0 unproblematisch ist, da wir mittels

1.11.2 zufriedenstellend beschreiben konnen, wie wff’ 5 von a abhéingt. Wir definieren

K =T((57)).
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Dies ist der kleinste lokale Teilkorper von K, iiber dem sich die Kurve & g definieren 1&8t. Aufler-
dem betrachten wir die injektive Einbettung

W(K*P/K) — W(K*P/K), o+—0

f{sep .

Lemma 3.2.1 Das folgende Diagramm ist kommutativ:

W(K*P/K) - W(K*P/K)

Ok oy

C*

Beweis: Zunichst bemerken wir, daf die Vorschrift o —— 0| z.., die Trégheitsgruppe Go(K>P/K)
auf Trégheitsgruppe Go(K°°P/K) abbildet. Des weiteren sind Qx und €z unverzweigt. SchlieBlich
gilt fiir ein Frobeniuselement ®x von W (K*®/K) die Identitét

Qe (Px

foon) = Qe (@F) = (21)FTRT (@),

O

Wir kénnen nun alle Punkte von & g iiber K auch als Punkte von &o,p liber K auffassen.
Entsprechend lassen sich auch die Tate-Moduln identifizieren. Damit erhalten wir das kommutative
Diagramm

W(K*P/K) - W(K*P/K)

K
To,6

GL»(C).

Dieses Diagramm konnen wir mit dem Diagramm aus 3.2.1 , tensorieren”. Weiter definieren wir
L := K(p, E, Fy). Dann bildet die Vorschrift 0 —— 0|z, die Weilgruppe W (K>P /L) auf die
Weilgruppe W (K> /L) ab. Damit erhalten wir das kommutative Diagramm

W(K*P/K) - W(K*P/K)

W(K®P/K)\ ~ N FE A W(K™P/K
) = G(L/K) —— G(L/K) = i
L

GLs(C).
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Somit konnen wir das Ergebnis diese Abschnittes folgendermaflen formulieren:

Satz 3.2.2 Fir alle 0 € G(L/K) gilt

Tr(pg (o)) = Tr(php(olz)-

Dies bedeutet, dai wir nur noch die Darstellung pf,_, im Fall K = F5((T)) zu beschreiben
brauchen, um die Darstellung pff, 5 im allgemeinen Fall zu charakterisieren.

3.3 Der Spezialfall K = F5((T)) und 3 =T"!

In diesem Abschnitt nehmen wir an, da§ K = Fo((T))) und 8 = T~ ist. Zunichst bestimmen wir
den Verzweigungsgrad und den Tréigheitsgrad von L/K.

Lemma 3.3.1 FEs gilt {(L/K) =2 und e(L/K) = 24.

Beweis: Zunéchst erinnern wir daran, dafl L/ K hochstens den Grad 48 haben kann. Also brauchen
wir lediglich f(L/K) > 2 und e(L/K) > 24 zu zeigen. Wegen ¢ ¢ K = Fo((T)) und ¢ + ¢ = 1
erhéilt man f(L/K) > 2. Weiter gilt

T'=p3=(E+E")Y =E>+E°+ E° + E*2.
Hieraus folgt vk (E) = —15. Ferner ist
Fo+F2=(D+1)E=FE*+FE*+F,

Woraus sich v (Fy) = —i ergibt. Damit erhélt man e(L/K) > 24. O

Wegen #G Ly (IF3) = 48 erhalten wir das nachfolgende Korollar.
Korollar 3.3.2 Es gilt G(L/K) = GLy(IF3).

Fiir die folgenden Betrachtungen identifizieren wir G(L/K) mit GLy(IF3) gemifl der Tabel-
le von 2.3.3. Somit fassen wir péfT_l als irreduzible zweidimensionale Darstellung von G Ly (TF3)
auf, deren Isomorphieklasse wir nun bestimmen werden. Dabei greifen auf die Ergebnisse von
[17] zuriick, wo die Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von GLo(F') fiir alle endlichen
Korper F klassifiziert sind. Nach der Tabelle auf Seite 70, loc. cit. sind alle zweidimensionalen
irreduziblen Darstellungen von G Lo (IF3) cuspidal. Die cuspidalen Darstellungen p,, von G Lo (IF3)
sind parametrisiert durch die reguldren Charaktere ¢ von F§. Einen Charakter py : F§ — C*
nennen wir reguliir, wenn er von seinem konjugierten Charakter fi verschieden ist. Hierbei soll
f: F§ — C* durch die Vorschrift @ —— p(Z) definiert sein. Mit z € F§ ist das zu « tiber I
konjugierte Element gemeint. Fiir zwei regulére Charaktere p, 1/ von IF§ gilt genau dann p,, = p,,
wenn fi = p' oder p =y ist. Fiir die genaue Konstruktion von p, verweisen wir auf [17, Chap. 2,
§10-14].

Zunéichst wollen wir uns einen Uberblick iiber die reguliren Charaktere von IF§ verschaffen.
Dazu wihlen wir einen Erzeuger ¢ := 1+ y/—1 von F} und die primitive 8-te Einheitswurzel
&= e%. Fiiralle k = 0,1,...,7 gibt es nun einen eindeutig bestimmten Charakter p, : F§ — C*
mit uy(¢) = €F. Wegen ¢3 = ( gilt iy = w3 fiir alle k = 0,1,...7. Daraus folgt fi; = us, fiz = g
und fi5 = w7, wihrend o und gy nicht regulér sind. Damit kommt als Isomorphieklasse von p(lfT,l
nur noch p,,, p,, oder p,, in Frage.

Satz 3.3.3 Es gilt Tr(pl 1) = Tr(pu,)-
Beweis: Wire Tr(pf,—1) = Tr(py,), so miiBte nach [17, S. 70]

ol (0 ) =21 =2
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sein. Dies steht aber im Widerspruch zur Injektivitit von pé(T,l. Also gilt

Tr(pfr—1) # Tr(pps)-

Wir nehmen nun Tr(p%,—.) = Tr(p,,) an und zeigen, da$f diese Annahme im Widerspruch zu
unseren bisherigen Ergebnissen steht. Sei dazu o € G(L/K) mit o(p) = ¢+1, 0(E) = (p+1)E+1
und o(Fp) = Fo + E + . Dann entspricht o der Matrix

(0 0)=(0 ).

Weiter betrachten wir eine Fortsetzung ¢ € W(K®*P/K) von o. Wir wéhlen nun ein j € Z
und ein o9 € Go(L/K), so dal ¢ = ®7.0¢ beziiglich eines fest gewiihlten Frobeniuselements
b € W(K®*P/K) gilt. Damit erhdlt man

p* = 0(p) = P (00(9)) = P (9) = .

Daraus folgt, dafl j ungerade ist. Weiter setzen wir o* := @ﬁ& fiir ein fest gewihltes Frobenius-
element &7, € W(K®P/K). Dann gilt 0*|, = 0. Wegen {(L/K) = 2 erhélt man

1—j

wi(0) = wi (®,2 ) = wr (Pg) = 2.
Nach [17, S. 70] folgt
Te(mgp-1(0™)) = Te((Q' (07)) o1 (0))

:Tr(Qéiiﬁ(z)pﬂl ( (1) C_"E% ))
= —iV2(=u1(¢) = m(Q))
=—iv2(-¢ - &)
. s 3m ..o 3m
= —iV2(— (005(4) + zsln(4)) — (COS(I) + Zsm(z)))
= —2.

Wir zeigen nun, daf} dieses Ergebnis im Widerspruch zur Operation von ¢* auf den 3-Torsionspunk-
ten steht. Dazu fassen wir Tr(nf,_,(c*)) als Element von Zjz auf. Die Reduktion modulo 3Zs3
liefert

Tr(mgp-1 (")) _Tr(( (1) _11 >) mod 373
=2 mod 3Zs.

Folglich muf} die Annahme Tr(ﬂ'é(T,l) = Tr(p,, ) falsch gewesen sein. Damit folgt die Aussage des
Satzes. 0

Zum Ende dieses Abschnittes wollen wir noch darauf hinweisen, dafl die Spurabbildungen
Tr(pp,) und Tr(p,,) bis auf komplexe Konjugation identisch sind. Wenn wir ein p € {p,, pus}
haben, miissen wir, um festzustellen, ob p = p,, oder p = p,, gilt, erst verbindlich den Erzeuger ¢
von C festlegen. Fiir die Wahl von ¢ gibt es ja bekanntlich zwei Moglichkeiten. Im zurﬁckliegenden
Beweis konnten wir die Identitét po -1 = Pz nur deshalb zeigen, weil 0 und damit auch pO -1
ebenfalls von der Wahl des Erzeugers i abhéngt.
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3.4 Folgerungen

In diesem Abschnitt wollen wir pfi 5 im allgemeinen Fall K = Fy,((7)) sowie o € K beliebig
und vi(8) < 0 betrachten. Dazu setzen wir Ly := K(p, E, Fy). Geméfl der Tabelle von 2.3.3
identifizieren wir sowohl G(L/K) als auch G(Ly/K) mit einer Untergruppe von GLy(IF3). Weiter
sei K, der Zerfillungskorper des Polynoms X2+ X + « iiber K und y, : W(K*®/K) — C* der
eindeutig bestimmte Charakter mit Kern(x,) = W(K*P/K,). Weil x, nur die Werte 1 und —1
annehmen kann und sich F§ mit der Untergruppe {1, —1} von C* identifizieren 148t, kénnen wir
Xo auch als Homomorphismus von W (K*®°?/K) nach I} auffassen.

Lemma 3.4.1 Fir alle o € W(K*P/K) gilt
olr = Xa(0)a|L,-

Beweis: Wir setzen r := F, + Fy. Dann ist 7 + 72 = a. Fiir alle 0 € W(K*?/K) gelten die
Bedingungen o|1(¢) = 0|1, (¢) und o|L(E) = o|r,(F). Auerdem gilt

0, falls xo(0) =1

o|L(Fa) = 0|, (Fo) + { 1, falls xo(o) =—1.

Dies reicht aus, um die gewiinschte Aussage anhand der Tabelle von 2.3.3 zu verifizieren. |

Satz 3.4.2 Fs gilt

K ~Y
Pa,p = pus|G(L/K)-

Beweis: Unmittelbar aus 3.3.3 und 3.2.2 folgt p{fs = Pusla(ro/i)- Sei nun o € G(L/K) und
& € W(K®*?/K) eine Fortsetzung von o. Dann gilt

Tr(p (o) = Tr

Daraus folgt pX ;5 2 py, oK) -

Damit sind wir nun in der Lage, die Spurabbildung Tr(pﬁi 5) explizit zu beschreiben.

Korollar 3.4.3 Sei o € G(L/K). Dann erhilt man Tr(pfﬁ(a)) in Abhingigkeit von o(y), o(E)
und o(Fy) gemaf$ der folgenden Tabelle:

) o(E) o(F) T5,)
%) E F, 2
® E F,+1 -2
o E+1 FatE+to 0
® E+1 Fo+E+p+1 0
© E+o Fo+(p+1)E 0
® E+o Fo+(p+1)E+1 0
® E+op+1 Fo+oF 0
® E+p+1 Fo+eoE+1 0
© oF Fo+(e+1)E -1
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© oFE Fo+(p+1HE+1 1
% pE+1 Fo+E+o -1
© pE+1 Fo+E+p+1 1
% pE+ o Fo + ok 1
© oE 4 ¢ Fo+oE+1 -1
® pE+p+1 F, -1
® oE+p+1 Fy+1 1
% (p+1)E F,+¢E —1
© (p+1E F,+pE+1 1
% (p+1)E+1 Fo+E+ 1
@ (p+1E+1 Fo+E+¢p+1 —1
% (p+1DE+ ¢ F, -1
@ (p+DE+¢ Fo+1 1
© (p+1D)E+p+1 Fo+(p+1)E 1
o (p+DE+po+1 | Fy+(p+1)E+1 -1
p+1 E F, 0
p+1 E F,+1 0
p+1 E+1 F,.+E+¢p 0
p+1 E+1 Fo+E+p+1 0
p+1 E+o F.+(p+1)E V2i
p+1 E+¢ Fo+(p+1)E+1 —\/2i
p+1 E+p+1 F,+¢E V2i
p+1 E+o+1 F,+¢oE+1 —\/2i
p+1 oFE F,.+(¢+1)E 0
p+1 ok Fo+(e+1)E+1 0
o+1 oE +1 Fo+E+¢ —V/2i
p+1 oE +1 Fo+E+9+1 V2i
o+1 YE + ¢ Fo+oF —V/2i
p+1 oE + ¢ Fo+oE+1 V2i
p+1 oE+¢p+1 I, 0
o+1 pE+p+1 Fo+1 0
p+1 (p+1)E F,+oFE 0
p+1 (p+1)E Fo+pFE+1 0
p+1 (p+1DE+1 F,+E+¢ V/2i
o+1| (p+1)E+1 FotE+o+1 —V/2i
o+1] (p+DE+o F, 0
o+1] (p+1DE+o Fo+1 0
e+1 | (p+1)E+p+1 Fo+(p+1)E —V/2i
o+1 | (p+1D)E+p+1 | Fu+(p+1)E+1 V/2i

Beweis: Diese Aussage folgt aus 3.4.2 in Verbindung mit der Beschreibung von Tr(p,,) im An-

hang.

Korollar 3.4.4 Der Korper K (o, E) ist der projektive Kernkirper von ﬂgﬁ,

Beweis: Sei P der projektive Kernkorper von wﬁ - Lunichst ist klar, da P C L gilt. Fiir alle

o € G(L/K) ist pX 5(0) genau dann ein Skalar, wenn Tr(p% (') den Betrag 2 hat. Dies wiederum
ist genau dann der Fall, wenn o(p) = ¢ und o(E) = E, d.h. o trivial auf K(p, E) ist. Also gilt

P =K(p,E).
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Kapitel 4

Berechnung des
Verzweigungsverhaltens

Wir erinnern zunichst an unsere Voraussetzungen, dal K = Fyr((T)) und vi(8) < 0 ist. In
diesem Kapitel werden wir uns fiir alle ¢ € INy der Bestimmung der i-ten Verzweigungsgruppen
G;(L/K) zuwenden. Fiir eine genaue Definition von G;(L/K) verweisen wir auf [21, Chap. IV,
§1]. Die Bestimmung aller G;(L/K) ist dquivalent zur Berechnung der Zahlen

iL/K(U) = IniIl{’i ¢ INO | Gi(L/K)}

fiir alle 0 € G(L/K) \ {idr}. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir Formeln herleiten,
die die Berechnung von iz /(o) aus den Differentenexponenten gewisser Zwischenerweiterungen
von L/K gestatten. Im zweiten Abschnitt geben wir eine Formel fiir den Fiihrer von 7r£§ 5 an. Im
dritten Abschnitt werden wir uns dann allgemein mit der Berechnung von Differentenexponenten
quadratischer Erweiterungen befassen, um dann in den letzten drei Abschnitten mit diesem Wissen
die Differentenexponenten, die im ersten Abschnitt auftreten, explizit zu berechnen.

4.1 Charakterisierung der héheren Verzweigungsgruppen

Zunichst miissen wir ein paar Vereinbarungen treffen, die fiir den gesamten Rest dieser Arbeit
giiltig sein sollen. Fiir eine beliebige endliche Erweiterung K’/K bezeichnen wir mit vy die
eindeutig bestimmte Bewertung auf K’, die jeder Uniformisierenden von K’ die Zahl 1 zuordnet.
Diese Bewertung besitzt eine eindeutig bestimmte Fortsetzung nach K®°P, die wir ebenfalls mit
vk bezeichnen. Mit d(K’/K) bezeichnen wir den Differentenexponenten von K'/K.

Lemma 4.1.1 Seio € G(L/K) mit o(p) = ¢ + 1. Dann gilt i /(o) = 0.

Beweis: Wegen ¢?+¢+1 = 0ist K(¢)/K unverzweigt und folglich in der maximalen unverzweig-
ten Zwischenerweiterung Ky von L/K enthalten. Wegen o () # ¢ folgt 0 ¢ Go(L/K) = G(L/Ky)
und damit iz, x (o) = 0. O

Lemma 4.1.2 Sei o € G(L/K) mit o(¢) = ¢ und o(E) ¢ {E,E+1,E+¢,E+ ¢+ 1}. Dann
gilt iL/K(U) § 1.

Beweis: Zunichst zeigen wir o () # . Anderenfalls wire
v=0(7) = o(B)" +o(E).

Damit miiBte o(E) eine Nullstelle des Polynoms f := X%+ X ++ sein. Weil aber f die Nullstellen
E,E+1,E+ ¢ und E + ¢ + 1 hat, kann dies nicht sein. Also gilt o(y) # 7.
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Weil K(p,v)/K(¢) den Grad 1 oder 3 hat, mufl diese Erweiterung zahm sein. Wegen der
Unverzweigtheit von K(p)/K folgt, daf auch K(p,v)/K zahm ist und somit in der maximalen
zahmen Zwischenerweiterung von L/ K liegt. Wegen o(y) # v erhélt man o ¢ G1(L/K) und damit

Damit haben wir herausgefunden, welche Elemente von G(L/K) auf keinen Fall der wilden
Verzweigungsgruppe G1(L/K) angehoren. Mit diesem Wissen kénnen wir eine Aussage iiber ihren
Isomorphietyp machen.

Satz 4.1.3 (i) Es gilt #G1(L/K) = 1,2,4 oder 8.
(i) Im Fall #G1(L/K) = 8 ist G1(L/K) isomorph zu [SLy(IF3), SLa(IF3)].
(iti) Im Fall #G1(L/K) = 4 gilt G\(L/K) = 7./AZ..

Beweis: Zunichst verweisen wir auf die explizite Berechnung von [SLy(IF3), SL2(F3)] im Anhang.
Wenn wir G4 (L/K) gemé8 der Tabelle von 2.3.3 mit einer Untergruppe von G Ly (IF3) identifizieren,
so kénnen wir mit 4.1.2 leicht tiberpriifen, da8 G; (L/K) einer Untergruppe von [SLg(F3), SLa(IF3)]
entspricht. Hieraus ergibt sich (i) und (ii). Die Aussage (iii) folgt aus der Tatsache, daf} jede echte
Untergruppe von [SLa(F3), SLy(IF3)] zyklisch ist, was ebenfalls im Anhang gezeigt wird. O

Wir werden nun i,/ (o) fiir alle o € G1(L/K) bestimmen.

Satz 4.1.4 (i) Fulls es ein 0 € G(L/K) gibt mit o(p) = ¢, 0(E) = E und o(F,) = Fo +1, so
gilt ip k(o) = d(L/K(p, E)).

(i) Falls A(L/K(p, E)) > 0 ist, gibt es ein 0 € G1(L/K) mit o(p) = ¢, o(E) = E und
o(F,)=F,+1.

Beweis: Zu (i): Wegen [L : K(p, F)] < 2 ist o das eindeutig bestimmte nichttriviale Element von
G(L/K (g, F)). Nach [21, Chap. IV, Prop. 2 und 4] gilt

ik (0) =iL/K(p,p)(0) = d(L/K(p, E)).

Zu (ii): Wegen d(L/K(p,E)) > 0 mufl L/K (¢, F) wild verzweigt vom Grad 2 sein. Folglich
enthilt G (L/K(p, E)) C G1(L/K) einen nichttrivialen Automorphismus o. Fiir diesen Automor-
phismus muB o(¢) = ¢, 0(E) = E und o(F,) = F, + 1 gelten. O

Das folgende Lemma werden wir ohne explizite Nennung benutzen.

Lemma 4.1.5 Sei M/K eine separable Erweiterung und K'/K eine unverzweigte Erweiterung.
Dann gilt AMK'/K') = d(M/K).

Beweis: Wegen der Transitivitidt der Differente gilt
dMK'/K)=d(MK'/K') +e(MK'/K")d(K'/K) =d(MK'/K")

und
dMK'/K) =d(MK'/M) +e(MK'/M)d(M/K) = d(M/K).

)
Daraus folgt A(MK'/K') = d(M/K). O

Satz 4.1.6 (i) Falls es ein 0 € G(L/K) gibt mit o(p) = ¢ und o(E) = E+ 1, so gilt

ir k(o) =d(K(E)/K(D)).
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(i1) Falls A(K(E)/K(D)) > 0 ist, so gibt es ein 0 € G1(L/K) mit o(p) = ¢ und o(E) = E + 1.

Beweis: Zu (i): Wegen o(D) = (E+ 1?2+ E+1=E?>+E =D muB 0 € G(L/K(p,D)) sein.
Nach der Tabelle von 2.3.3 entspricht die Operation von o auf &, 5[3] bzgl. der Basis (P11, P21)

entweder der Matrix
0 1 d 0 -1
1 ¢ Joder{ ; o4 J

Weil beide Matrizen die Ordnung 4 haben, folgt ord(c) = 4. Wegen [L : K(p,D)] < 4 erhilt
man G(L/K(p, D)) = {o,0%,03,id;}. Hierbei mu8 02 € G(L/K(p,E)) sein und die Identitiit
ir/K(e,0)(0) =1L K (4, D) (o) gelten. Die Anwendung von [21, Chap. IV, Prop. 2 und 4] liefert das
Ergebnis
d(L/K(p, D)) = ir/k(p,0)(0) +ir/K(,0)(0%) + 1Lk (p,0) (07)
= 211k (p,0)(0) +ir/K(p,0)(0%)

= 2ip/k(0) +iL/k(0?).

Durch Auflésen nach iz,/x (o) und Anwendung von 4.1.4 erhalten wir

(A(L/K(p, D)) —ir/x(0%))

(d(L/K(p, D)) — d(L/K(p, E))).

i/ k(o) =

N~ N~

Wegen der Transitivitiat der Differente gilt
d(L/K (¢, D)) = d(L/K(p, E)) + e(L/K(p, E))d(K (¢, E)/ K (¢, D).

Damit ergibt sich

i1/x(0) = 5e(L/K (g, E))A(K (o, E) /K (¢, D))
= Je(L/K(p. E))A(K (E)/K(D)).

Wenn L/K (g, E) verzweigt ist, erhiilt man die gewiinschte Aussage. Im Fall, dafl L/K(p, E)
unverzweigt ist, mufl die maximale unverzweigte Zwischenerweiterung von L/K (, D) mindestens
den Grad 2 haben. Damit muf} diese den Kérper K (o, E') enthalten. Daraus folgt

d(K(E)/K(D)) = d(K(p, E)/K(p, D)) =0,

woraus sich ebenfalls die gewiinschte Aussage ergibt.

Zu (ii): Wenn d(K(F)/K(D)) = d(K(p,E)/K(p,D)) > 0 ist, mul K(p, E)/K(p, D) den
Grad 2 haben. Sei ¢ das eindeutig bestimmte nichttriviale Element von G(K (¢, E)/K (¢, D)).
Dann gilt 6(¢) = ¢ und 6(E) = E + 1. Sel nun o € G(L/K(p, D)) eine Fortsetzung von &.
Wir zeigen, dal L/K (¢, D) vollstindig wild verzweigt ist. Dazu bezeichnen wir die maximale
zahm verzweigte Zwischenerweiterung von L/K (¢, D) mit K'. Wegen der Wildverzweigtheit von
K(p,E)/K(p,D) folgt [K'(¢, E) : K'(¢,D)] = 2. Nach 2.4.1 mufl auch L/K'(¢, E) den Grad 2
haben. Daraus folgt [L : K'] = 4. Hieraus erhalten wir o € G1(L/K(p, D)) C G1(L/K). O

Bemerkung 4.1.7 Wir verweisen darauf, dafi beim Beweis von 4.1.6 kein Gebrauch von der
Vereinbarung 2.4.4 gemacht wurde. Also gilt 4.1.6 auch dann, wenn man auf die Vereinbarung
2.4.4 verzichtet.

Die folgenden Bezeichnungen brauchen wir, um geschlossene Formeln fiir iy g (o) im Fall
o(FE) = E+ ¢ bzw. 0(E) = E+ ¢ + 1 angeben zu konnen. Sie sollen fiir den gesamten Rest
dieser Arbeit in Kraft bleiben.
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Bezeichnung 4.1.8 Wir setzen Dy := ¢oE + (9E)? und D2 = ¢*E + (csz)Q.
Lemma 4.1.9 Es gilt Dy + D2 = ¢y und Dy + D2, = 9.
Beweis: Durch eine elementare Rechnung erhalten wir
Dy + D = 9E + (pE)* + (¢E + (¢E)*)* = E + (vE)* = ¢(E + E*) = ¢v.
Indem wir ¢ durch ¢? ersetzen, verifizieren wir auch die Identitit Dyz + D2, = ¢*y.
Satz 4.1.10 (i) Falls es ein 0 € G(L/K) gibt mit o(¢) = ¢ und o(E) = E + ¢, so gilt
i/k(0) = d(K(E)/K(Dy2)).
(i1) Falls A(K(E)/K(Dy2)) > 0 ist, so gibt es eino € G1(L/K) mito(p) = ¢ und o(E) = E+.

Beweis: Wir setzen Fa = Fo + pE, E = ©?E und 7 := p?y. Damit erhalten wir 72 = 3 sowie
D, + D?DQ =4 und E + E? = D,>. Aulerdem gilt

Fot Byl = Fa+ F2 4 pE + 2 E?

=(D+1)E+a+ pE + ¢*E?
=E*+E*>+E+9FE+¢’E* +a
= (¢"E)’ + (¢"E)’ + ¢°E + o
= (Dg2 +1)E +a.
Fiir alle 0 € G(L/K) mit o(¢) = ¢ ist die Bedingung o(E) = E + ¢ #quivalent zu
o(E)=¢*(E+¢)=FE+1.

Wir ersetzen nun (¢, v, D, E, Fy,) durch (p,7, Dz, E, F~a) und wenden 4.1.6 an. Nach 4.1.7 kénnen
hierbei keine Probleme auftreten. O

Satz 4.1.11 (i) Falls es ein 0 € G(L/K) gibt mit o(¢) = ¢ und o(E) = E 4+ ¢ + 1, so gilt
i/ (0) = d(K(E)/K(Dy)).
(i1) Falls d(K(E)/K(Dy)) > 0 ist, gibt ein 0 € G1(L/K) mit o(¢) = und o(E) =E+ ¢+ 1.

Beweis: Wir ersetzen ¢ durch ¢? = ¢ + 1 und wenden 4.1.10 an. ]

Nun kénnen wir den Isomorphietyp aller hoheren Verzweigungsgruppen G;(L/K) bestimmen.
Satz 4.1.12 Wir setzen
ri= min{d(K (E)/K(D)), d(K(E)/K(D,)), d(K(E)/K(D,2))},
s i= max{d(K (E)/K(D)), d(K(E)/K(D,)), d(K(E)/K (D))}

und
t:=d(L/K(p, E)).

Fiir alle i € IN gilt dann
[SLy(F3),SLa(F3)], fallsi<r

~ ) Z/AZ, fallsr <i<s
Gi(L/K) = 7./27., fallss<i<t
{1}, falls t <.
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Beweis: Aus 4.1.3 folgt, dal G;(L/K) als Untergruppe von G1(L/K) nur die Isomorphietypen
[SLy(W3), SLo(TF3)], Z/AZ., 7./27. oder {1} haben kann.

Als erstes betrachten wir den Fall ¢ < r. Nach 4.1.6 enthélt G;(L/K) einen Automorphismus
o mit o(p) = ¢ und o(E) = E + 1. Indem wir G(L/K) gemé$ 2.3.3 mit einer Untergruppe
von G Ly(IF3) identifizieren, iiberzeugen wir uns leicht davon, da§ o die Ordnung 4 hat. Hiebei ist
0?(E) = Eund 03(E) = E+1. Aulerdem gibt es nach 4.1.10 ein o’ € G;(L/K) mit o/ (E) = E+.
Damit hat G;(L/K) mehr als 4 Elemente und ist isomorph zu [SLs(F3), SLa(TF3)].

Im Fall » < i < s erhdlt man durch Anwendung von 4.1.6 oder 4.1.10 oder 4.1.11, daf} es
ein 0 € G;(L/K) gibt mit o(E) = E + 1 oder 0(E) = E + ¢ oder 0(E) = E + ¢ + 1. Unter
Zuhilfenahme von 2.3.3 verifizieren wir leicht, daf dieses o die Ordnung 4 hat. Also hat G;(L/K)
mindestens vier Elemente. Weiter erhélt man ebenfalls durch 4.1.6 oder 4.1.10 oder 4.1.11, daf es
entweder kein o € G;(L/K) mit o(E) = E + 1 oder kein o € G;(L/K) mit o(E) = E + ¢ oder
kein 0 € G;(L/K) mit o(E) = E + ¢ + 1 gibt. Hieraus ergibt sich #G;(L/K) < 8 und damit
Gi(L/K) = Z/AZ.

Wir betrachten nun den Fall s <4 < t. Nach 4.1.4 gibt es ein 0 € G;(L/K) mit o(p) = ¢,
o(F) = E und F, + 1. Damit hat G;(L/K) mindestens zwei Elemente. Gébe es noch mehr
Elemente, so miifite es ein ¢ € G;(L/K) geben, so daB ¢(E) = E+ 1, o(E) = E + ¢ oder
o(E)=FE + ¢+ 1 gilt, was aber die Sétze 4.1.6, 4.1.10 und 4.1.11 nicht zulassen.

Im Fall ¢ < ¢ erhélt man nach 4.1.4, dafl es kein ¢ € G;(L/K) gibt mit o(p) = ¢, 0(E) = E
und o(F,) = F, + 1. Daraus folgt G;,(L/K) = {1}. O

4.2 Der Fiihrer von Wﬁfﬁ

In diesem Abschnitt soll die Voraussetzung vi () < 0 nicht gelten. Fiir die folgenden Betrach-
tungen bezeichnen wir mit V' den Darstellungsraum von pg g bzw. 7r§, 5 und mit VGi(L/K) den
Fixpunkteraum der zugehorigen Operation der i-ten Verzweigungsgruppe. Zunéchst behandeln
wir die trivialen Félle. Dabei setzen wir die Ergebnisse von 1.11 als bekannt voraus. Mit K, be-
zeichnen wir den Zerfallungskorper des quadratischen Polynoms X2 4+ X + « iiber K und mit ya
den eindeutig bestimmten Charakter von W (K5P/K) mit Kern(x,) = W(KP/K,).

Lemma 4.2.1 Es gilt cond(x,) = d(K./K).

Beweis: Sei o das eindeutig bestimmte nichttriviale Element von G(K,/K). Der Riickgriff auf
die Definition des Fiihrers und die Anwendung von [21, Chap. IV, Prop. 4] liefert

K./K) . .
cond(xa)fZ#Go ﬁK dim €/ (Ka/E)

iy k(0)—1

- Z 1

=0

= d(K./K).

Satz 4.2.2 Im Fall vk (5) > 0 gilt cotld(wgﬁ) = 2d(K,/K) und

K1 falls Ko/ K unverzweigt
cond((my5) ) = { 2d(K./K), falls K,/K verzweigt.

Beweis: Es gilt die Isomorphie (ﬂé(ﬁ)/ Y (xq @7, N), mit 7 = wx & 1 und



Daraus folgt
cond(wgﬁ) = cond(xaw 1) 4 cond(xa) = 2cond(xa) = 2d(K./K).

Falls K, /K unverzweigt ist, erhdlt man COIld(ﬂ'CI;: ﬂ) = 0. Auflerdem operiert die Trigheitsgruppe
Go(K*°P/K) trivial auf V', und es gilt dim(Kern(N)) = 1. Daraus folgt (cond(wfﬁ)’) =1.

Fiir den Fall, dafl K, /K verzweigt ist, sel o das nichttriviale Element von Go(K,/K). Die
Formel fiir cond((ﬁg ﬁ)/) erhélt man, wenn man beachtet, dafi jede Fortsetzung von o nach K®°P
in Go(K*°?/K) liegt und als Skalar —1 auf V operiert und deshalb VGo(K™"/K) — ( gilt, O

Satz 4.2.3 Im Fall v (B) =0 gilt
CODd((ﬂ'fﬁ)l) = cond(ﬂ'gﬁ) =2d(K,/K).
Beweis: Weil &, g potentiell gute Reduktion hat, gilt (wgﬁ)/ = (Wgﬁ, 0). Daraus folgt
CODd((’]Tf’ﬁ)/) = cond(w(ﬁﬂ).

AuBlerdem gilt 775 5= Xa® W(I)fﬁ. Weil & g gute Reduktion hat, ist Wéfﬁ nach dem Kriterium von

Neron-Ogg-Shafarevich unverzweigt. Dies hat zur Folge, daf§ wé‘fﬁ Summe von zwei unverzweigten
eindimensionalen Darstellungen p; und p, ist. Daraus folgt

corld(wi{ﬁ) = cond(xa ® (p1 ® p2)) = cond(xap1 ® Xap2) = 2cond(xq).

Wegen cond(xa) = d(K,/K) erhilt man die gewiinschte Aussage. O

Satz 4.2.4 Im Fall vk (B) < 0 und e(L/K(p,7)) =1 gilt

K\ _ | 0, falls K(p,v)/K(p) unverzweigt
cond(m,p) = { 2, falls K(p,v)/K(p) verzweigt.

Beweis: Im Fall K(p,~)/K(¢) unverzweigt ist L/K unverzweigt. Daraus folgt CODd(ﬂ'gﬂ) = 0.
Wir nehmen nun an, da§ K(p,~)/K(¢) verzweigt ist. Dann ist L/K zahm verzweigt vom Grad
3. Daraus folgt
Go(L/K) . )
d(7E ) = cond(pX 5) = 2L~ dim V/VE LK) — 9 _ dim VG0 (L/K),
cond(m, 5) = cond(py, 5) Go(L/E) imV/ im
Sei nun K| die maximale unverzweigte Zwischenerweiterung von L/K. Dann ist die Galoisgrup-
pe Go(L/K) = G(L/Ky) zyklisch der Ordnung 3. Wir fixieren einen Erzeuger o. Wire nun
dim VE(E/Ko) £ 0 so miifite es einen Charakter xo von G(L/Kj) geben mit pf‘b =~ 16 xo. Wegen
der Injektivitiat von pfoﬁ miifite xo(o) eine primitive dritte Einheitswurzel sein. Dies ist aber nicht
moglich, da
Te(p5%, () = 1+ xo (o)

nach 3.4.3 nur die Werte 0,1,—1,v/2i oder —/2i annehmen kann. Also folgt dim V&¢(£/%0) = 0 und
damit cond(7f ;) = 2. O

Nun behandeln wir den wichtigsten Fall, da8 L/ K (p,~) verzweigt ist.
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Satz 4.2.5 Wir nehmen vk (8) <0 und e(L/K(p,7)) > 1 an. Auflerdem setzen wir
r' = min{d(K(E)/K(D)),d(K(E)/K(D,)),d(K(E)/K(Dy2))},
' i= max{d(K (E)/K (D)), d(K(E)/K(D,)), d(K (E)/K (D))}

sowte
t:=d(L/K(p, E))
und definieren r := max{r’,1}, s := max{s’,1}. Dann gilt
8r+4(s+1)— 16
e(L/K)

cond(m,, ﬂ) 24
Beweis: Es gilt

J(L/K) . )
cond( aﬁ) = cond( paﬁ Z o LﬁK dim(V/ VG LK)y,

Fiir alle i € INg mit 4 > ¢ wird G;(L/K) nach 4.1.12 trivial. Daraus folgt V&(2/K) = V. Sei nun
i < t. Nach 4.1.4 gibt es ein ¢ € G;(L/K) mit o(p) = ¢, 0(E) = E und o(F,) = F, + 1. Nach
3.4.3 gilt ’IT(pfﬂ(a)) = —2. Dies 148t nur den SchluB zu, dafl ¢ auf V' als Skalar —1 operiert. Also
gilt V& (L/K) = 0. Unter Anwendung von 4.1.12 erhilt man

t—1

cond(mX il

=0

<7 > Gi(L/K) +iG (L/K) +tZG L/K))

=1 = 1=s

(L/K) (r=1)8+(s—r)d+ (t—s)2)

8r+4(s+t)—16
e(L/K)

4.3 Differenten quadratischer Erweiterungen

Ab jetzt soll wieder die Voraussetzung v (3) < 0 gelten. Wir erinnern daran, daf alle separablen
quadratischen Erweiterungen unseres Korpers K Artin-Schreier-Erweiterungen sind. Das bedeu-
tet, daB sich diese Erweiterungen als Zerfillungskérper K, eines Polynoms der Form X% + X +a
mit geeignetem a € K realisieren lassen. Hierbei gilt genau dann K, = K, wenn a von der Form
a = 2? +r mit x € K ist. Zwei Elemente a,a’ von K liefern genau dann die selbe quadratische
Erweiterung, wenn sie sich um ein Element der Form 22 + x mit # € K unterscheiden. Die Menge
aller Elemente dieser Form bilden eine additive Untergruppe Q(K) von K. Die Elemente der Fak-
torgruppe K/Q(K) entsprechen dann eineindeutig den separablen quadratischen Erweiterungen
von K. Es stellt sich nun die Frage, wie man fiir ein beliebiges a € K einen geeigneten Reprisen-
tanten von a + Q(K) wéhlt, so dafl man den Differentenexponenten d(K,/K) leicht berechnen
kann.

Weil wir uns nur fiir die verzweigten Erweiterungen interessieren, wollen wir im folgenden die
Faktorgruppe K" /Q(K"™) der maximalen unverzweigten Erweiterung K"V betrachten. Wir
erinnern daran, daf3 jede Uniformisierende 7" von K auch eine Uniformisierende von K"V ist
und man K" aus K durch algebraischen Abschlufl des Restklassenkorpers erhilt, d. h. K" =
F3'%((T)). Fiir die folgenden Betrachtungen verwenden wir das Zeichen ', wenn eine Summation
nur iiber ungerade Indices erfolgen soll.
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Definition 4.3.1 In Abhdngigkeit von einer Uniformisierenden T von K" definieren wir die

Menge
-1

Rr(K"™) :={ Z 'a;T" | k € N ungerade und a_y1,a_3,...,a_y € ]Fglg}.
i=—k

Satz 4.3.2 Die Menge Ryp(K"™) ist ein additiv abgeschlossenes Reprisentantensystem der Fak-
torgruppe K™ /Q(K"™).

Beweis: Dafl Rp(K®#) additiv abgeschlossen ist, folgt aus der additiven Abgeschlossenheit des
Restklassenkorpers F5'® von K™, Sei b= Y""° ;7" € K"™ beliebig. Mit b_ := >, b;T" und
by = Zzzgo b;T" erhalten wir

b=>b_+0b4.
Nach dem Lemma von Hensel gibt es ein z € K™, das die Gleichung 22 + x = b, erfiillt. Damit
erhélt man

b=b_ mod Q(K").
Fiir allei = —m, —m+2, ..., —1 wihlen wir i’, s € IN mit ¢ = —4'2% und ¢’ ungerade sowie a; € F;Ig
mit b; = a? . Dann gilt

2
s—1

s—1
LT = 6T+ al T2 4 | Y a7 mod Q(K"™)
7=0 7=0

=0T +aT " +a2 T

= aiTﬂ‘/.
Damit erhélt man

—1
b= Z a; T~ mod Q(K™)
mit 32 a, T~ € Rp(K™).
Seien nun a,b € Rp(K"™) mit a = b mod Q(K™). Dann gilt a + b € Rp(K"™), und es

gibt ein z € K mit a + b = 2 + 22. Wire nun viuw (2) < 0, so wiire vgunw (a + b) = 2vuny ()

gerade und echt kleiner als 0. Weil Rp(K") aber kein Element mit dieser Eigenschaft besitzt,
muf} vgunv (2) > 0 sein. Folglich gilt vgunv (@ +b) > 0, woraus wir a +b = 0 bzw. a = b erhalten. O

Wir nehmen an, dafl wir eine Uniformisierende T" von K ausgezeichnet haben.

Definition 4.3.3 Fiir ein beliebiges a € K"V bezeichnen wir mit o’ das eindeutig bestimmite
Element o/ € Ryp(K"™), fir das
a=ad mod Q(K"™)

gilt. Wir nennen o' den Rest von a bzgl. T.

Korollar 4.3.4 Seia € K und b€ K™ mita=a' +b+ b2 Dann ist a’ € K, und b liegt in der
eindeutig bestimmten unverzweigten quadratischen Erweiterung IF 2 ((T')) von K. Hierbei ist b von
der Form b= by + by mit by € Fp2 und b; € K.

Beweis: Die Aussage a’ € K ergibt sich aus dem Beweis von Satz 4.3.2. Wegen a+a’ = b+ b2 und
be K" folgt b € Fp2((T)). Weil 2 /I, eine Artin-Schreier-Erweiterung ist, gibt es ein ¢ € IF 2
mit ¢ + 9% € F,. Wir wihlen nun cp,¢; € K mit b = ¢g + ¢19. Dann gilt

a+a =co+c1p+ (co+ 1) = co + 2 + (W +?) + (c1 + D).

Wegen a +a’ € K muf} ¢; + c% =0 bzw. ¢y = 0 oder 1 sein. Mit by := c1% und b; := ¢y erhalten
wir die Aussage des Korollars. ([l
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Satz 4.3.5 Sei a € K beliebig. Dann gilt

[ o, falls ' =0
d(Ka/K) = { 1—vg(a’), falls a#0.

Beweis: Im Fall o/ = 0 ist K, /K unverzweigt nach 4.3.4, und man erhilt die gewiinschte Aussage.
Im Fall ' # 0 sei K’ die eindeutig bestimmte unverzweigte quadratische Erweiterung von K.
Weiter sei z € K! mit 22 + z = a’. Dann gilt

1
vie,(2) = 5w, (a') = vic(@).

Weiter wihlen wir ein m € IN mit vj(a’) = —2m + 1 und setzen 7 := zT™. Dann ist 7 eine
Uniformisierende von K. Wir setzen f = X2 +T™X + T?"a’. Wegen

f(r)=22T*™ + T™2T™ + T?"a’ = 0

ist f das Minimalpolynom von 7. Nach [21, Chap. III, Prop. 11, Cor.] wird die Differente von
K!/K' von f'(1) = T™ erzeugt. Daraus folgt

d(K,/K'") = vk, (T™) = 2m =1 — vg-(a).
Wegen d(K,/K) = d(K/K') erhilt man die gewiinschte Aussage. O
Im Fall vk (a’) < 0 haben wir lediglich davon Gebrauch gemacht, dafl vk (a’) ungerade und
kleiner als 0 ist. Deshalb erhalten wir das folgende Korollar.
Korollar 4.3.6 Seia € K mit vk (a) ungerade und kleiner als 0. Dann gilt
d(K,/K)=1-vk(a).

Insgesamt haben wir nun das Problem der Berechnung der Differentenexponenten zufrieden-
stellend gelost, wenn wir eine Uniformisierende T ausgezeichnet haben. Wenn wir aber in
den Zwischenerweiterungen von L/K rechnen, haben wir das Problem, daf a priori keine Unifor-
misierende ausgezeichnet ist. Das folgende Lemma hilft uns bei der Lésung von Problemen, die in
diesem Zusammenhang auftreten.

Lemma 4.3.7 Seia € K. Dann gilt vi(a’) = max{vk(a +z + 2%) |z € K" }.
Beweis: Wire v(a') < max{vk(a+ z + 2?) | € K}, so gébe es ein z € K mit
vi(ad) < vi(d +z+2?).

Dies ist nur im Fall @’ # 0 bzw. vk (a’) < 0 moglich. Ist aber vi(a’) < 0, so muf auch vi(z) <0
sein. Hieraus folgt v (a’) = vk (x?), was aber nicht geht, da a’ als Element von Ry (a) ungerade
Bewertung haben muf. O

Zum Schluf} schauen wir uns noch an, was passiert, wenn wir die Uniformisierende ,,geringfiigig*
abéndern.

Lemma 4.3.8 Seic € Fyy und T* := cT'. Fiir alle a € K bezeichnen wir mit a* den Rest von a
beziiglich der Uniformisierden T*. Dann gilt a’ = a*.

Beweis: Es gilt a* € Ry (K). O
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4.4 Der Rest in der zahmen Erweiterung K(p, )

Zuerst wollen wir eine Uniformisierende in K (¢, ) auszeichnen. Dazu ist es notwendig, das Ele-
ment § € K* zu zerlegen.

Lemma 4.4.1 Es gibt ein i € {0,1,2}, ein By € Fys und ein ¥ € K mit
8= BoT'7".

Beweis: Zuerst setzen wir n := vk (03). Sei i € {0,1,2} das eindeutig bestimmte Element mit
n =i mod 3. Weiter sei fy € IF}; das eindeutig bestimmte Element mit vx (T3 + ﬁal) > 1.

n—i

Nach dem Lemma von Hensel gibt es ein v* € K mit o7 "3 = ~*3. Indem wir 4 = T"F ~*
setzen, erhalten wir die gewiinschte Zerlegung. ]

Damit kénnen wir nun eine Uniformisierende von K (¢, v) auszeichnen. Dazu seien ¢ € {0,1,2}
und By € F*ys sowie 7 € K mit 8 = BoT*4>. Wir wihlen

T, fallsi =0
T := < eine dritte Wurzel von SByT, falls i =1
eine dritte Wurzel von +/GyT, falls i = 2.

Lemma 4.4.2 Das Element 7 ist eine Uniformisierende von K(p,7).

Beweis: Im Fall i = 0 liegt v in der unverzweigten Erweiterung von K, die durch Adjungieren
einer dritten Wurzel von [y entsteht. Also ist K (p,v)/K unverzweigt. Folglich ist 7 = T eine
Uniformisierende von K(g,v). Im Fall ¢ = 1 oder ¢ = 2 sind die Erweiterungen K(¢,v)/K(p)
und K(p,7)/K(p) beide voll verzweigt vom Grad 3, wobei 7 eine Uniformisierende von K (@, T)
ist. Wegen (7°9)3 = BoT'73 = 3 gilt v € {77, 077, ¥2717} C K(p, 7). Daraus folgt K(¢,7) =
K (p,7). Somit ist 7 auch eine Uniformisierende von K (¢, ). O

Definition 4.4.3 Fiir alle a € K(p,~) definieren wir o' als den Rest von a bzgl. .

Anmerkung zur Wo.lflldeﬁniertheit: Eine andere Wahl von 3y und der dritten Wurzel von GyT
bewirkt lediglich eine Anderung von 7 um einen Faktor aus dem Restklassenkdrper von K (¢, ).
Wegen 4.3.8 folgt die Eindeutigkeit von a’. O

Jetzt haben wir einen Konflikt von Notationen herbeigefiihrt, den wir unverziiglich ausrdumen
miissen.

Bemerkung 4.4.4 Seia € K. Dann ist das a’ von 4.3.3 mit dem von 4.4.3 identisch.

Beweis: Man iiberzeugt sich leicht davon, dafi o’ im Sinne von 4.3.3 in R, (K (p,7)) liegt. O

4.5 Die Differenten von K (F) iiber K(D), K(D,) und K (D)

Wir erinnern daran, dafl K(p, E) als Erweiterung von K (¢, D), K(¢,D,) und K(p, D,2) jeweils
héchstens vom Grad 2 ist. Die Grade von K (¢, D), K (¢, D,) und K (¢, D,,2) als Erweiterungen von
K (p,~) sind ebenfalls kleiner oder gleich 2. Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Unifor-
misierdende 7 von K (¢, 7y) ausgezeichnet und damit den Rest in K (¢, ) definiert. Nun verwenden
wir die Ergebnisse des vorletzten Abschnitts, um die Differentenexponenten d(K (¢, E)/K (¢, D)),
d(K(p, E)/K(p,D,)) und d(K (¢, E)/K (¢, D,2)) zu berechnen, welche mit den Differentenexpo-
nenten von K(E)/K(D), K(E)/K(D,) und K(E)/K(D,2) identisch sind.
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Fiir die folgenden Betrachtungen seien ¢, € Elemente der maximalen unverzweigten Erweiterung
von K (p,7) mit

y=7+6+6°
und
§ =06 +¢e+ €

Nach 4.3.4 liegt § in der unverzweigten quadratischen Erweiterung von K(p,7v) und € in der
unverzweigten Erweiterung vom Grad 4 von K (i, ). Diese Bezeichnungen sollen fiir den gesamten
Rest dieser Arbeit in Kraft bleiben.

Satz 4.5.1 Im Fallv' =0 gilt

o, falls & =0
arEyRon={ 1, o v

Beweis: Aus 7' =0 folgt D = § oder § + 1 und K(p, E) = K (¢, D)s. Die Anwendung von 4.3.5
liefert die Formel

0, falls ' =0
d(K(E,¢)/K(D,¢)) = { 1 — vg(p,p)(0"), falls &' #0.

Weiter gilt d(K(E,¢)/K(D,¢)) = d(K(E)/K(D)). Aulerdem folgt aus v/ = 0 die Unverzweigt-
heit von K (¢, D)/ K (p,7) und damit vk (. py(0') = Vi (4,)(0"). Hieraus ergibt sich die gewiinschte
Aussage. |

Satz 4.5.2 Im Fall ' # 0 gilt

0, falls 42 + 8"+ + 62 =0

d(K(E)/K(D)) = { 1— V(0. (W'2+5;7/+5/2> , falls 7/2 4 (5/’)// =+ 6/2 7& 0.

Beweis: Fiir D := D + § gilt
D+D*=D+D*+6+82=7y+6+02=4".

Daraus folgt, dafl vk (,,py(D) = Vk(e,)(7') ungerade und kleiner als 0 ist. Damit wir 4.3.6 an-
wenden konnen, miissen wir a,b € K(¢,v) so wihlen, dafl
D+aD +b+ (aD +b)?> = D+ aD + b+ a?D?* + b?
=D+d6+aD+b+d*(D++)+b
=(1+a+d®*)D+a*y +b+b%+6
eine moglichst grofe Bewertung hat. Dazu setzen wir b := €. Weiter verweisen wir darauf, daf} sich
~" und §" als ungerade Polynome in der inversen Uniformisierenden 7! auffassen lassen. Folglich

enthélt die Laurentreihenentwicklung von f{—l, nur Koeffizienten gerader Ordnung, weshalb fi—; ein
Quadrat ist. Wir setzen nun

5/

a = 'y/'

Damit erhalten wir

/

~ ~ / o
D+aD+b+(aD+b)2=(1+,/6—/+5—,)D+6—,7’+e+62+6
v g

§ 87 -
=1+ 5 +—5D+8+e+e+0
o

[nl2 L 5 512
YOO p,

,7/
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Im Fall v/ +6'y/+6'% = 0 muB E = aD+boder E = aD+b+1 sein und somit in einer unverzweigten
Erweiterung von K (¢, D) liegen. Daraus folgt d(K(p, E)/K(p, D)) = 0. Wir betrachten nun den
Fall /% + 8’4" + 8'* # 0. Dann gilt

VAR 48y + 6 - VA2 48y + 6
VK (p,D) D) = vk(e,p)

~! ~/ ) + VK(%D)(D)

VAP 48y 46
= 2UK(p7)

~ ) + Vi (o) (Y)

VN VA L
= VK(‘P#'\/) ,y/ :

Wenn wir jetzt nur noch zeigen kénnen, dafl diese Zahl ungerade und kleiner als 0 ist, erhalten
wir die gewiinschte Formel fiir d(K (¢, F)/K (¢, D)) = d(K(E)/K(D)) aus 4.3.6.

Daf
V2 4 'y 87 (07 +8)(p*y +6)
VK (¢,7) ~ = VK(¢,7) ~

= V(o) (@7 + ) + V(o) (7Y +6) = Vi (V)

ungerade ist, folgt daraus, dafl sowohl vg(, (@7 + ¢’) als auch VK(cp,'y)(§02')// + &) als such
VK(‘/’;’Y)(’Y/> ungerade sind.

Falls nun vg(p) (1) > Vi (0) ist, erhalten wir vi(p,) (97 + &) = Vi(p)(7') und
VK(%’Y)(SDz’W +6') = vic(p) (7). Daraus folgt

2 N 2
NI+ + 6
VK (,7) ('W) = VK(%’Y)(’VI) <0.

Im Fall vk, )( ") < Vk(py)(0") erhalten wir die Bedingungen vg(,.) (07 4 0') = Vi (o) ()
und vg () (9% +0') = V(1) (). Hieraus ergibt sich

2 I 2
VY +6
VK () (,y/ = 2VK (p,7) (0") — VK () (") <o.

Wir betrachten nun den Fall v (,.4)(7) = Vi (4,4)(0"). Dann gilt v, (Y +6") = Vi (1) (V)
oder v (o) (927 + ') = V(o) (V). Weil vig(p ) (97 4 6') und vie(p 1) (9?7 + 8') echt kleiner
als 0 sein miissen, erhédlt man wiederum

2 I 12
Y+ +6
VK(S"7'7) ( ,y/ < 0

O

Wir versuchen nun, die letzten beiden Sétze iibersichtlich in einer Aussage zusammenzufassen.
Dazu benétigen wir eine Hilfsaussage.

Lemma 4.5.3 FEs gilt
(1) =7 +¢
und
(@*) =y +9".
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Beweis: Es gilt
P71 =y +3+8%)
= (7 + (' + e+ ) + (0 +e+€2))
= o7 + @8 + 98" + pe + et
2
=7+ + (%0 + e+ (9e)*) + (920 + pe + (pe)?) .

Daraus folgt (¢y)' = ¢y’ + ¢'. Hieraus erhalten wir

@) = () +9' =¢*y + 6.

Satz 4.5.4 Es qilt

0, falls (o) = 0 oder (©*v) =0
A(K(B)/K(D) ={ 1=V (($)), falls (p7)" = (*7)" #0
1= Vk(ony) (7(W),§7’ ) ) , sonst.

Beweis: Wir betrachten zuniichst den Fall (o)’ = 0 oder (¢2?v) = 0. Gilt zusiitzlich v/ = 0, so
erhélt man ¢’ = 0 nach 4.5.3. Daraus folgt d(K(E)/K(D)) = 0 nach 4.5.1. Ist dagegen +' # 0, so
gilt
2 2
VAV 87 = (7 + ) (@ +8) = (97) (™) =0.
Hieraus erhalten wir d(K(FE)/K (D)) = 0 nach 4.5.2.

Sei nun ()" = (©?v)’ # 0. Dann erhalten wir 4/ = 0 und §’ = (¢)’ aus 4.5.3. Die Anwendung
von 4.5.1 liefert uns

d(K(E)/K(D)) =1 = k(e ((¢))-
In allen anderen Fillen folgt schlielich

VI8 87 = (97 (™) #0
und

Y = () + (7)) #0.

Die Anwendung von 4.5.2 liefert die gewiinschte Aussage. |

Damit haben wir eine einigermafien geschlossene Formel zur Berechnung des Differentenexpo-
nenten von K(E)/K(D) gefunden. Indem wir nun bei allen Rechnungen die Elemente (v, D, F)
durch (¢, Dy, 9E) bzw. (v, Dy2, 9*E) ersetzen, erhalten wir die folgenden beiden Sétze:

Satz 4.5.5 Fs gilt

0, falls v/ = 0 oder (p*y)' =0
A(K(E)/K(Dy) =3 1= vkemn () fallsy' = (p*) #0
1- VK (¢,y) ( (o7 ) , sonst.

Satz 4.5.6 Es gilt

0, falls v =0 oder (¢y) =0
A(K(B)/K(Dy2)) =4 1= VK@ (), falls ' = (¢7) #0

1 — V(o) (A{(P(f;’)), ) . sonst.
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Um eine Aussage iiber den grofiten und den kleinsten Differentenexponenten der drei Korperer-
weiterungen K(E)/K(D), K(E)/K(D,) und K(E)/K(D,2) machen zu kénnen, verschérfen wir
2.4.4, indem wir gegebenenfalls v durch vy oder ©?v ersetzen und D, E sowie F,, entsprechend
abéndern.

Vereinbarung 4.5.7 Wir nehmen an, dafl

VKo (1) 2 V(o) (97)) Vi (o) ((077))
18t.
Korollar 4.5.8 Es gilt vy ((¢7)') = Vi () ((7%))-

Beweis: Wegen (¢7)" = (¢%7)'+7" folgt vk (4,1 ((#7)') = V() ((97%)). Aus (9*7)" = (¢7)'+7/
erhalten wir Z/K(%W)((gz)”y)’) < Z/K(%A/)((gpfﬁ)’). O

Satz 4.5.9 Fs gilt

d(K(E)/K(D)) =z d(K(E)/K(Dy)) = d(K(E)/K(D2))

sowie
0, falls v/ =0 und (¢y)' =0
d(K(E)/K<D>) = 1-— VK(‘P,’Y)'((QOV)/)a f(lllS ,Y/ — 0 und ((p,y)/ 7& O
1= 2vk o) ((97)") + V(o) (Y),  falls v #0
und

0, falls~' =0
awE o) ={ Y, e

Beweis: Wir wenden die letzten drei Sétze an und niitzen 4.5.8 aus. Im Fall 4/ = 0 und (¢y)' =0

erhalten wir
0=d(K(E)/K(D)) =d(K(E)/K(Dy)) = d(K(E)/K(Dyz2)).

Im Fall v/ = 0 und (¢7)" # 0 erhalten wir
d(K(E)/K(D)) = 1= vk (7)) > 0=d(K(E)/K(D,)) = d(K(E)/K(Dyz2))-

Falls 7' # 0 ist, mu8 auch (¢7)" # 0 und (%y)" # 0 sein. Wegen (¢%v)" = v/ + (p7)’ folgt
v # (py) und 4" # (p?v)'. Insgesamt ergibt sich die Ungleichung

A(K(E)/K(D)) =1 = 2vk p) (7)) + Vi (o) (V)
>1- VK(ga,y)((SD’Y)/)
= d(K(E)/K(Dy))
= d(K(E)/K(Dy2)).

Wir kénnen jetzt die Formel fiir den Fiihrer in 4.2.5 vereinfachen.

Korollar 4.5.10 Wir nehmen v (6) < 0 und e(L/K(p,7)) > 1 an.
(i) Im Fall v =0 und (@) =0 gilt

A(d(L/K(p, E)) = 1)

cond(ma,6) =2+ e(L/K)
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(i) Im Fall v =0 und (@) # 0 gilt

AAEL/K(p, B)) — vren (V) = 1)

cond(my,g) =2+ o(L/EK)

(i4i) Im Fall v # 0 gilt

4(d(L/K(50a E)) —VK(pn) (71) - 2VK(¢,7)((50'7)/) - 1)

cond(mq ) =2+ e(L/K)

Beweis: Wir benutzen die Ergebnisse des letzten Satzes und wenden 4.2.5 an. Im Fall 4/ = 0 und
(¢y)" = 0 erhalten wir

8+4(1+d(L/K (¢, ) =16 _,  4d(L/K(p E)) —1)
e(L/K) e(L/K)

cond(mqe,8) =2+

Im Fall 4/ = 0 und (¢7y)’ # 0 erhalten wir

8441 — vk (py) (V) + d(L/K(p, E))) — 16
e(L/K)
4(d(L/K(SO’ E)) — VK (pv) (7/) - 1)
e(L/K)

cond(my,8) =2+

Fiir den Fall 4/ # 0 erhalten wir

cond(mq,3)
a4 8(1 = Vk(p)(V) + 401 = 20k (o) (¥7)') + VK (o) (V) + A(L/K(p, E))) — 16
o(L/K)
_ o ALK B)) ~ Vi (V) = (e (92)) = 1)

e(L/K)

4.6 Berechnung der Differente von L/K(p, E)

Fiir die folgenden Betrachtungen wahlen wir

e cin 7 in K®°P mit
7' = (&) + 0+

e cin ¥ in K5°P mit
nta+@+De=mn+a+(@+1e) +9+9?

e ein 4 in K°°P mit
Ye+on+y n+a+ @ +1)e) =(et+ton++y (n+a+(d+1))) +p+ p’
Satz 4.6.1 Im Fall ' =0 und ' =0 gilt

0, falls (0+ De+a) =0
d(L/K(p, E)) = { 1= vk (0 +1)e+a)), sonst
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Beweis: Aus den Bedingungen 7' = 0 und &’ = 0 folgt, dall K(p, E)/K(p,7) unverzweigt ist.
Hieraus ergibt sich v, gy = Vi(p,y)- Weiter erhélt man v = € + e*. Also kénnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, dafl E = ¢ ist. Damit erhélt man die gewiinschte Aussage nach 4.3.5.
O

Satz 4.6.2 Im Fallv' =0 und ' #0 gilt
A(L/K (¢, E)) =1 = 2vk 4 (0 + 1)8 + a + a*) — vg(p)(8)

mit
((6+ De+ )
& '
Beweis: Aus 7/ = 0 folgt D = ¢ oder D = ¢+ 1. Ohne Einschrénkung nehmen wir D = § an. Mit
FE .= E + € erhalten wir

E+FE’=E+4+E*’+e+=6+e+e=4.

Hieraus folgt v (4 5)(E) = Vi (4,)(0"). Weiter wihlen wir b € K*P mit
(6+Det+a=((6+1)e+a) +b+b>

Dann gilt

=(+1DE+ (@ +1e+a+aE+b+a®E*+b?

=0+1+a+a )E+d% +(0+1e+a+b+b?

=(0+1+a+ad)E

=+ (p+a)+ (p+a))E.

(D+1)E+a+ (aE +b) + (aE + b)?

Daraus folgt, dafl
V(o) (D + 1)E + a + (aE +b) + (aE + b)?) = 20k (o) (6 + 1 + a + a®) + v (8)
ungerade und echt kleiner als 0 ist. Die Anwendung von 4.3.6 liefert die Gleichung

d(L/[((g@7 E)) =1- 21/[{(%7) (5 +1+a+ a2) — VK(gp,'y)(51>-

Lemma 4.6.3 Wir nehmen an, daf8 ' # 0 ist, und setzen D := D+, e := %b—l—e, /= %D—i—ﬂ
sowie

(D+1le+a+f+f?
D+e+e? '
Dann gilt:

(i) Die Bewertung vi(,.p)(D + e + €?) ist ungerade.

(i) Das Element g ist ein Quadrat in K(p, D).

Beweis: Wegen o
D+D?*=D+D*+64+32=y+6+62=+
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erhalten wir
N B 2
D+e+ezD+77,D+e+(n,D+e>
¥ ¥
~ 2,..,
:D+e+e2+ﬁ,D+n—,D2
Y gl

D+6+e+e+ D+—D2
v v'?

. 2 5 -
—( )D+5’ + 2D+ Lp2+2h
v Y
5/ /6// /5/ 2 5/ ~
:<1+ +7 +77+77>D+77D+D2 —('+D)
Y v Y gl
5/ /5/ _'_,y/él_’_n ~ nz 5/ -
= <1+ ~ D+ W—F? D
5/ /6/1 ,'72 6/ ~ ~
6/+ /5/ ’ 2 6/ ~
ROURZE i
Folglich ist
D+?+62:1+(6’+7’6’)’ (772 5'>l~)2
D ,-Y/ ,-YIQ ,)//
ein Quadrat. Auflerdem muf
~ 1

VK (p,0)(D) = §VK(¢,D)(7') = VK (e ()
ungerade sein. Daraus folgt, dafl

D+ e+ e? N
Vic(.0)(D + €+ €%) = Vic(p,0) (5 ) + Vic(e0) (D)

ebenfalls ungerade ist, wenn wir zeigen koénnen, da8 D + e + e? # 0 ist.
Wire 0 = D + e + €2, so konnten wir a,b € K(p,v)"™" wihlen mit e = aD + b und erhielten

0= D + (aD +b) + (aD +b)?
=(1+a+a®)D+a’*y+b+ b2

Daraus folgte (1+ a+ a?) = 0, woraus wir a = ¢ oder a = ¢? und 0 = a?y + b+ b? erhielten. Aus
der letzten Gleichung ergibe sich dann (¢7)" = 0 oder (%)’ = 0, was aber wegen 7/ # 0 und

VK (¢,7) (7/) < VK(Lp,’y)((QOrY),)a VK(LP,"/)((QO2’Y)/)

nicht sein kann. Also gilt D + e + € # 0, und wir erhalten die Aussage (i).
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Weiter gilt
(D+De+a+ f+ f2
=(D+d5+1e+a+f+f

- - 0 - 0 - 2
=(D+35+1) <77/D+e>+a+/D+u+<,D+u)
v 2 2
!

9?2\ = o+1 I\ =~
n+)D2+<e+(+fy)n+)D+a+(5+1)e+u+M2

- S+ Dn+0Y -
-+ /2>(D+’y’)+(e+(+)/n+)D+a+(5+1)e+u+u2
Y Y

2
; +/2>D+7,+n+a+(5+1)e+u+u2

92 /
7+(n+a+(5+1)e)

D2+ D
,-Y/

-2 N\ D(y + D?) + D
D+<,+(n+a+(6+1)e)>(VJF,)Jr
Y Y
)e) | Aetdn+(atn+ (@ +1)e) +9+9*N -
5 + ~ D

2 !/
+<19+(77+a+(l5+1)6))[)3
Y
_ ((77+a+(5+1)6)' . (v’e+5n+7’(a+n+(5+1)6)')/> 5

D+ <$+(n+a+(6+1)e)’>

04 04
2 1 / ~
+(;9,2+ (77—&-04—1—7(/64— Je) )Dgl

Hieraus folgt, daf3

D+ Detat [+ _ (m+at(@+19 | (Yetdn+ry/(atn+(@+1))
D ’Y/ ’Y/
+<192 (77+04+(5+1)€)/>D2

2 ’
v

Y

ein Quadrat ist. Insgesamt erhalten wir die Aussage, daf auch

B <(D+1)e+a+f+f2> <D+e+e2>_1
. D D

ein Quadrat ist. Damit ist (ii) gezeigt. O

Korollar 4.6.4 Wir nehmen an, daf§ v # 0 ist, und setzen D := D+6 sowie e := %[)Jre. Dann

gilt
(7)'(¥*y)’ )

VK (p,0)(D + e+ e?) = VK (o) ( ~

Beweis: Nach 4.3.6 und 4.5.4 gilt

! 2 !/
L= vy (D -+ ¢+ €)= A(K (o, E)/K (. D)) = 1= vy (LD,
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Hieraus ergibt sich die behauptete Gleichung. (|

Jetzt konnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnittes formulieren.

Satz 4.6.5 Wir nehmen an, daf8 v # 0 ist, und setzen D := D + 6, e := %D +e, fi=
und

Q\‘Q,
S
Jr
=

_ (D+De+a+f+ f?
T D+ e+ e? ’

Dann gilt
d(L/K(¢,E)) =1 = 2vk(,.0)(D+ 14+ /g + 9) — Vk(p,0)(D + e+ €?).
Beweis: Wir setzen h := /g(E + ¢) + f. Dann gilt
(D+DE+a+h+h*=(D+1D)E+a+g(E+e)+ f+g(E*+e?) + f>

=D+1+Vg+g)(E+e)+D+De+a+f+f +gD+e+e?)
=(D+1+g+9)(E+e).

Wegen
(E+e)+(E+e))=E+FE*+e+e*=D+e+¢é?

erhilt man, daf3
1
VK (p,2) (B +€) = SVK(p,m) (D + e+ e?) = v (p.0)(D + e+ ¢?)
ungerade und kleiner als 0 ist. Folglich muf} auch

Vi (o) (D + 14 /g + g)(E + ¢))

ungerade und kleiner als 0 sein. Nach 4.3.6 folgt

d(L/K(p, E)) =1 = vi(ep) (D + 1+ g+ 9)(E+e))
=1—2ukup)(D+1+/g+9g) — vkp)(D+e+e®).

Korollar 4.6.6 Im Fall v # 0 gilt

d(L/K(@7 E)) >1- 61/K(Lp,"/) (((/7’7)/) + SI/K(L,O,"/) (’yl)
Beweis: Mit den Bezeichnungen von 4.6.5 erhilt man unter Anwendung von 4.6.4 die Ungleichung

A(L/E(p, E)) 2 1= 3vicp,0)(D + e + ¢)
(@) (")
,-Y/
=1 = Uk () (7)) + vk () (V)

=1 = 3uk (o (
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Kapitel 5

Zahm verzweigte elliptische
Kurven vom D3-Typ

In diesem Kapitel betrachten wir ausschlielich den Fall, dal [K(¢) : K] =2, [K(p,7v) : K(p)] =3
und [K (o, E) : K(p,7)] =1 ist.

5.1 Charakterisierung von [

Wir beginnen mit zwei einfachen Beobachtungen.

Beobachtung 5.1.1 Die Bedingung [K(p) : K] =1 gilt genau dann, wenn f gerade ist.
Beobachtung 5.1.2 Im Full f ungerade ist jedes Element von Fo5 eine dritte Potenz.

Satz 5.1.3 Die Bedingung [K(¢) : K] = 2 und [K(p,v) : K(p)] = 3 gilt genau dann, wenn f
ungerade und vi(B) nicht durch 3 teilbar ist. In diesem Fall gilt K(p,v) = Fo2r ((7)), wobei T
eine beliebige dritte Wurzel von T ist.

Beweis: Sei f ungerade und vk () nicht durch 3 teilbar. Dann gilt [K(¢) : K] = 2. Auflerdem
kann ( keine dritte Potenz eines Elements von K () sein. Daraus folgt [K (¢, ) : K(¢)] = 3.

Wir nehmen nun an, da8 [K(¢) : K| =2 und [K(p,7) : K(p)] = 3 ist. Dann ist f ungerade.
Wiire v (3) durch 3 teilbar, gébe es ein | € Z mit vx (8T3) = 0. Sei fy € Fj, mit

BT = By mod (T).

Wir wéhlen vy € Fj, mit fy = +3. Nach dem Lemma von Hensel folgt, da 47 und damit auch
3 selbst eine dritte Potenz in K ist. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme [K(p,7) : K(p)] = 3.
Also kann vk (8) nicht durch 3 teilbar sein. Damit ist die erste Aussage bewiesen.

Fiir den Fall [K(¢) : K] = 2 und [K(¢,v) : K(¢)] = 3 wihlen wir eine beliebige dritte
Wurzel 7 von T. Dann gilt zunéichst ¢ € Fy C Fozs ((7)). Um zu zeigen, daff v ebenfalls in
Fo25 ((7)) liegt, wihlen wir m € Z so, dafi ST als Element von K die Bewertung 0 hat. Nach
dem Lemma von Hensel ist gT™ = (’mi)?’ eine dritte Potenz in K. Also liegt v7™ oder @yr™
oder @?y7™ in Faas ((7)). Wegen 7, € Fa2s((7)) erhilt man in allen drei Fillen v € Fy2y ((7)).
Wegen [Fo27 ((7)) : K] = 6 folgt K(p,v) = Fazs ((7)). O

Satz 5.1.4 Wir nehmen den Fall [K(p) : K] = 2 und [K(p,7) : K(¢)] = 3 an. Dann gilt
[K (¢, E) : K(p,7)] =1 genau dann, wenn es ein ein & € K gibt mit

B=a+a*+a®+at
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Beweis: Sei [K(p, E) : K(p,7)] = 1. Dann gibt es a,b,c € K(¢) mit E = a + by + ¢y?. Weiter
gilt
y=E+E*
=a+by+y? 4 at + byt 4+ A8
=a+a'+(b+b"B)y+ (c+ B

Der Koeffizientenvergleich liefert 0 = a + a*, 1 = b+ b*3 und 0 = ¢ + ¢*3%. Aus der letzten
Gleichung folgt ¢ = 0. Sonst wire namlich ¢ = 572, woraus sich (cB)® = B ergibe, was im
Widerspruch zu [K (p,7) : K(p)] = 3 steht. Wir setzen nun E := a + F und & := E3. Dann gilt

a+a*+a+at=E+ ES+ B+ B2
= (B+EY)
= (a+E+a4+E4)3
— (E+EY’
= 73
= 3.
Wir wéhlen weiter by, by € K mit b = by + b1p. Damit erhalten wir
1=b+b'p
= by + bip + (bo + b1p)*3
=bo + boB + (b1 + biB)e.

Daraus folgt by = bf3. Wire nun b; # 0, so folgte b3 = 37! und damit by € {y~1, py~1 2y~ 1}
Dies ist ein Widerspruch zu b € K. Also gilt by = 0. Daraus ergibt sich die Aussage, daf3
a = (by)3 =b33 in K liegt.

Wir nehmen nun an, daB es ein @ € K gibt mit 8 = &+ &%+ &° + a*. Sei E eine dritte Wurzel
von &. Dann gilt

(E+E4)3:E3+E6+E9+E12
=a+a*+a°+a’
:6.

E) = K(p, F). Damit erhalten wir [K(p,E) : K] < 6. Hieraus folgt

Nach 2.2.4 folgt K (¢,
=1. =

[K (o, E) : K(p,7)]

Insgesamt haben wir nun eine einigermaflen zufriedenstellende Parametrisierung aller Félle, in
denen die Bedingungen [K(¢) : K] =2, [K(¢,7) : K(¢)] =3 und [K(p, E) : K(p,7)] = 1 erfiillt
sind.

5.2 Die Brauerzerlegung von 775 3

Fiir den gesamten Rest dieses Kapitels nehmen wir [K(p) : K] = 2, [K(p,7) : K(p)] = 3 und
[K(p,E): K(¢,7)] =1 an. Wir fixieren dariiber hinaus ein & € K mit 3 = & + a? + a° + a*.
Lemma 5.2.1 Die Darstellung 775 5 1st irreduzibel und besitzt den projektiven Typ Ds.

Beweis: Weil K(y,~) der Zerfillungskérper des Polynoms X3 + 3 iiber K ist, muB K (y,v)/K
eine Galoiserweiterung sein, deren Galoisgruppe isomorph zu einer Untergruppe von S3 ist. Wegen
[K(¢,7) : K] =6 folgt, daBl G(K (¢,v)/K) = S3 = D3 nichtabelsch ist. Somit kann auch G(L/K)
nicht abelsch sein. Nach 3.1.7 folgt die Irreduzibilitidt von 7T(If7 5 (|
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Satz 5.2.2 Fulls & = « ist, so gilt L = K(p,7).
Beweis: Wir withlen E € K5 mit £ = o. Dann gilt
B=(E+EY.
Also gibt es ein i € {0,1,2} mit v = ¢'(E + E*). Wir setzen nun E* := ©'E. Dann gilt (E*)° = a
e E* + (B = ¢'E 4+ ¢'E* = ¢'(E + E*) = 4.

Daraus folgt F = E* + a mit a € {0,1, 0, + 1}. Im Fall a # 1 setzen wir b := ¢. Ansonsten soll
b := 0 sein. Damit erhalten wir

Fo+F2=(D+1)E+a
=F+FE*+E+a
= (E* 4+ a)® + (E* +a)? + E* + a+ (E*)*
=(a+D)(EV+(@@+1D)E +a*+d® +a
=(a®+1)E* +a+b+((a®>+ 1)(E*) +a+b)>

Daraus folgt Fi, € K(p,v). Somit ist L = K(p, E) = K(p,7). O

Wir withlen nun einen nichttrivialen Charakter x g () von G(K(p,7)/K(¢)), den wir auch als
Charakter von W (K® /K (y)) auffassen.

Satz 5.2.3 Im Fall & = a gilt pf 5 = Indﬁ(w) (XK (p))-
Beweis: Weil L = K(p,~) der Zerfillungskérper des Polynoms X2 + 3 iiber K und [L : K] = 6
ist, gilt G(L/K) = S5 2 Ds. Die Diedergruppe D3 besitzt genau eine irreduzible zweidimensionale

Darstellung, die von einem beliebigen nichttrivialen Charakter der eindeutig bestimmten Unter-
gruppe der Ordnung 3 induziert wird (siehe [22, Chap. 5.3]). O

Im allgemeinen Fall, dal o und & nicht notwendigerweise identisch sind, liefert 1.11.2 die

K
Brauerzerlegung von 7 5.

Korollar 5.2.4 Es gilt % 5 = Indﬁ(w) (Resg(w (Xa+5[)Q]_{1(¢)xK(¢)>.
Beweis: Wegen der Vertauschbarkeit von Twist und Induktion erhalten wir

~ — ~ K —
Th 5 2 XaraQ" ® Indg () (Xk () = Ind () (ResK(“’) (Xa+d)QK1(¢)XK($0)) :

5.3 Fiihrer und minimale Twists
Satz 5.3.1 Es gilt

K _ | 2 falls &' = o
cond(m, 5) = { 2 2wk ((&+a)), sonst.
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Beweis: Wir wihlen ein ¢ € K mit & = é%. Dann gilt 8 = (¢ + &®, Wir setzen 5 := é+ ¢! und
d := €+ &. Dann gilt 4% = S und ¥ = § + 6. AuBerdem ist ¥/ = 0 und 6’ = 0. Beachten wir nun
noch die Gleichheit

(6+1)e+a) =@ +E+é+a) =(a+a),

so erhalten wir unter Anwendung von 4.6.1 die Aussage

[ o, falls (& 4+ «) =0
d(L/K(p,7)) = { 1= V(e ((@+a)), sonst.

Im Fall & = o' erhalten wir cond(ﬂ'fﬁ) = 2 nach 4.2.4. Im Fall & # o' gilt nach 4.5.10 die
Gleichung

Ad(L/K(p,7)) = 1)

cond(ﬂ'(ljﬁ) =2+

e(L/K)
—94 4d(L/K(g0,v)) —4
—924 AL — VK (o) g@ +a)))—4

=2 - 2uk((&+ a)).

Korollar 5.3.2 FEs gilt condmin(ﬂgﬁ) = 2.

Beweis: Wegen
cond(Xg+a ® 7755) = cond(ﬂéfg) =2

gilt condmin(wg ,8) < 2. Weil 75 5 unverzweigt induziert ist, mufl der minimale Fiihrer gerade
sein. Wire Condmin(ﬂgﬁ) = 0, so miifite es einen Charakter x von W (K®*P/K) geben, so daf§
X ® wg 5 unverzweigt ist. Hierbei kénnen wir annehmen, dal x ® 7r§7 5 vom Galois-Typ ist und
damit iiber die Galoisgruppe einer endlichen unverzweigten Erweiterung faktorisiert. Dies steht im
Widerspruch zur Irreduzibilitét von 7rf7 3, weil jede unverzweigte Erweiterung zyklisch und damit
abelsch ist. Also folgt Condmin(ﬂg 5) =2. O

Bemerkung 5.3.3 (i) Wie wir gesehen haben, wird hier der minimale Fihrer durch Tensorie-
ren mit dem quadratischen Charakter x o4 realisiert. Daf bedeutet, daf$ der Fiihrer von 7755
in Abhdngigkeit von « fiir o = & minimal ist und nicht mehr durch Twist verringert werden
kann. Wir werden spdter sehen, daf§ es Fille gibt, in denen zwar cond(my,g) in Abhingigkeit
von a minimal ist, aber trotzdem cond(ma g) > condmin(7a,g) gilt.

(i) In [6, Remark 4.5(b)] wird die Frage angeschnitten, ob fir ein gegebenes 3 der Fiihrer von
wgﬁ stets bei o = 0 minimal ist. Dies wiirde bedeuten, daf$ die elliptische Kurve & g unter
den £, 3 ausgezeichnet wire. Hierzu ist zu bemerken, daf sich B ziemlich stark variieren ldfst,
ohne die Bedingungen [K(¢) : K] = 2, [K(p,7) : K(¢)] = 3 und [K(¢, F) : K(p,7)] =1
zu verletzen. Somit erhalten wir aus unseren Ergebnissen viele Beispiele von elliptischen
Kurven £, 3, deren Fiihrer nicht bei @ = 0 minimal wird. Man kann sich sogar diberlegen,
dap fiir ein vorgegebenes ov mit vk (o) < 0 die Kurve £, n4403+02+a Stets den Fihrer O hat.
Somit findet man also fir jedes o € K ein 3, so daff die Kurve £, 3 in Abhdngigkeit von «
minimalen Fihrer hat.
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5.4 Berechnung von e-Faktoren

Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen von Kapitel 1.5. Aus Bequemlichkeitsgriinden
identifizieren wir die Charaktere von W (K*®P/K) mit Charakteren von K*.

Satz 5.4.1 Sei N/M eine unverzweigte quadratische Erweiterung lokaler Kérper der Charakteri-
stik 2. Dann gilt
/\(N/Mv Y, de‘Tv dwac) =1

Beweis: Zunéchst haben wir die Gleichung

(Ind]]‘\f/[(lN)a qb]\/]7 dex)
6(1N,¢N7dwa) .

Weil N/M unverzweigt ist, gilt cond(¢n) = cond(¢pr) = 0. Damit erhalten wir

€
/\(N/Ma vadexvddﬂNx) =

Lcond(¢n) o

(s oy, dy ) = i (1) / Ldyyz = (¢) 1.

On

Weiter gilt Ind¥ (15) 2 15, @ x, wobei x der eindeutig bestimmte Charakter von W (MP /M)
ist mit Kern(x) = W (M?®P/N). Somit ergibt sich

A(N/Mv d)Ma di/JM'Tv dwN'r) = 6(11\/17 Y, dex)e(Xv Y, de-T)~
Hierbei ist

e(Iag, o, dyy, ) = wz&l(l)/ Ldy,, o = qzenda) = 1
Om

und

_ Leon
E(XawMudeﬁ) = Xle(l)/ lde{L‘ = QQCO () = 1.
Om

Die Anwendung von 5.2.4 und 1.5.2 liefert das folgende Korollar.

Korollar 5.4.2 Fir jeden Charakter x von W (KP/K) gilt

K _
e(x ® 75 g, xc, o) = e(Resgg ¥ (XXata) Loy XK () V() e ) T):
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Kapitel 6

Unverzweigt induzierte elliptische
Kurven vom D>-Typ

In diesem Kapitel betrachten wir ausschlieflich den Fall [K(p) : K] = 2, [K(p,7) : K(p)] =1
und [K (g, E) : K(p,7)] = 2.

6.1 Charakterisierung von [

Satz 6.1.1 Die Bedingung [K(¢) : K] = 2, [K(¢,7) : K(¢)] = 1, [K(¢, E) : K(¢,7)] = 2 und
G(L/K) nichtabelsch gilt genau dann, wenn f ungerade ist und D € K sowie D' # 0 gilt.

Beweis: Zunichst nehmen wir an, dafl f ungerade ist und D € K sowie D’ # 0 gilt. Dann gilt
[K(p) : K] =2und [K(p,7) : K(p)] = 1 sowie [K(p, E) : K(p,7)] < 2. Wegen K(p, E) = K(¢)p
erhalten wir [K(p, E) : K(p,7v)] = 2. Nach 2.4.1 gilt nun [L : K(p, E)] = 2, womit man [L : K] = 8
erhilt. Fiir alle 0 € G(L/K) mufi nun 0(E) = E oder 0(FE) = E+1 gelten. Nach 2.2.8 gibt es genau
acht Automorphismen mit dieser Eigenschaft. Wir identifizieren nun gemafl der Tabelle von 2.3.3
die Galoisgruppe G(L/K) mit einer Untergruppe von GLo(IF3). Dann enthilt diese Untergruppe

die Matrizen
0 -1 d 0 1
1 0 )"l o)

Weil diese beiden Matrizen offensichtlich nicht kommutieren, kann G(L/K) nicht abelsch sein.

Wir nehmen nun an, daf§ [K(¢) : K] = 2, [K(p,v) : K(p)] = 1, [K(p, E) : K(p,7)] = 2
und G(L/K) nichtabelsch ist. Dann mufl f ungerade sein. Wegen 2.4.4 folgt D € K(p). Weil
G(L/K) nichtabelsch ist, mu8 Wﬁfﬁ nach 3.1.7 irreduzibel sein. Dies wiederum hat zur Folge,
dafl die Galoisgruppe des projektiven Kernkorpers G(K (p, E)/K) nach 1.6.1 nicht zyklisch sein
kann und folglich isomorph zur Kleinschen Vierergruppe ist. Wir wéhlen nun ein beliebiges o €
G(K(p,E)/K). Aus der Tabelle von 2.2.8 entnimmt man, dafl es a,b € Fy gibt mit a # 0 und
o(E) = aFE 4 b. Damit

oD)=c(E)+c(E? =aE+b+ad’E>+ b’ =a’D+ (a+ D)E+b+ V>
(D) =0(E) +o(E)

in K(p) liegt, muBl a = 1 sein. Also gilt o(E) = E, E+ 1, E+ ¢ oder E + ¢ + 1. Wire nun
o(E) = E + ¢, so hitte man o(D) = E + ¢ + (E + ¢)?> = D + 1 und folglich auch o(¢) = ¢ + 1.
Andererseits mufl auch
E=0*E)=c(E+p)=E+9p+p+1

gelten, was ein Widerspruch ist. Also gilt o(E) # E + ¢. Ebenso zeigt man o(E) # E + ¢ + 1.
Somit muf also o(E) = F oder E + 1 gelten. Daraus folgt o(D) = D. Insgesamt erhalten wir die
Aussage D € K. Wire nun D’ = 0, so miifite K(p, E)/K unverzweigt sein, was im Widerspruch
dazu steht, dal G(K (p, E)/K) isomorph zur Kleinschen Vierergruppe ist. O
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6.2 Die Brauerzerlegung von 775 3

Fiir den gesamten Rest dieses Kapitels nehmen wir an, dal G(L/K) nichtabelsch ist und die
Gleichungen [K(p) : K| = 2, [K(p,7) : K(¢)] = 1 sowie [K(p, E) : K(p,7)] = 2 gelten, was
gleichbedeutend ist mit der Bedingung f ungerade, D € K und D’ # 0. Weiter withlen wir einen
injektiven Charakter x () von G(L/K(p)).

Lemma 6.2.1 Die Darstellung Wi(’ﬁ ist irreduzibel und besitzt den projektiven Typ Do.

Beweis: Weil G(L/K) nichtabelsch ist, muf} 775 5 irreduzibel sein. Auflerdem darf die Galoisgruppe
G(K(p,E)/K) nach 1.6.1 nicht zyklisch sein, womit als Isomorphietyp nur noch die Kleinsche
Vierergruppe D5 in Betracht kommt. O

Satz 6.2.2 Es gilt G(L/K) = Dy und G(L/K(p)) =2 Z/AZ. AufSerdem gilt

Pap = Indic () (X ()-

Beweis: Wir wissen, dafl G(L/K) die Ordnung 8 besitzt. Wegen D € K gilt 0(F) = F oder E+1
fir alle 0 € G(L/K). Nach 2.2.8 gibt es 01,02 € G(L/K) mit 01(¢) = ¢ + 1, 01(FE) = E und
01(Fy) = F, sowie o3(p) = ¢, 02(F) = E4+1 und 09(F,) = Fy+ E+¢. Wenn wir G(L/K) geméif
2.3.3 mit einer Untergruppe von G'Lo(IF3) identifizieren, so entsprechen o1 und oo den Matrizen

1 0 0 1
(0 _1>und(_1 0>.
Damit lassen sich leicht die Relationen ord(c1) = 2, ord(o2) = 4 und 010201 = 05 ! verifizieren.
Daraus folgt G(L/K) = Dy und G(L/K(p)) = Z/4Z. Nach [22, S. 37] gibt es (bis auf Isomor-

phie) nur eine irreduzible zweidimensionale Darstellung von G(L/K), wobei diese von den beiden
injektiven Charakteren von G(L/K (¢)) induziert wird. O

Wenn wir nun g, als Charakter von W (K*P/K(p)) auffassen und beachten, daff Twist
und Induktion vertauschen, erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 6.2.3 Es gilt ﬂgﬂ = Indﬁ((p)(ﬂgl(ip)x;{(w)).

6.3 Fiihrer und minimale Twists

Fiir die folgenden Betrachtungen verwenden wir die in 4.5 definierten Elemente ¢ und ¢ der un-
verzweigten Erweiterung von K(¢,v) vom Grad 4. Wegen D € K gilt 4/ = 0, und wir kénnen
6 = D annehmen.

Satz 6.3.1 Wir setzen

Dann gilt
cond(wf’ﬁ) =2 2w ((6+1)+a+a?) — 2vg ().

Beweis: Nach 4.5.10 gilt

4d(L/K(p, E)) — vi(p)((¢7)) — 1)
e(L/K)

=1+ d(L/K(p, E)) — vi(e)((¢7)).

cond(wgﬂ) =2+
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Die Anwendung von 4.5.3 und 4.6.2 liefert
Vi(e)((07)") = vi (&)

und

d(L/K()) =1—2vg(0+1+a+a?) —vk(d).
Daraus folgt

cond(wfﬁ) =2 2w (0 +1+a+a?) —2uk(d).

Korollar 6.3.2 FEs gilt cond(ﬂgﬁ) > 2 —4vk((ev)).
Beweis: Wegen
vk(@+1+a+a®)=vi@+(a+¢)+(a+¢)?) <vi(d)

folgt
cond(mf 5) > 2 — dwc (8).

Beachtet man nun noch, daf nach 4.5.3 die Identitét (¢y)’ = ¢’ gilt, so erhélt man die gewiinschte
Ungleichung. O

Satz 6.3.3 Fir den minimalen Fihrer gilt
condmin(wgﬁ) =22k ((¢y)).

Beweis: Nach 1.6.5 gilt condmin(ﬂgﬁ) = 2cond g (,)/Kx (XK (¢))- Um den relativen Fiihrer zu be-
rechnen, betrachten wir den konjugierten Charakter x %, : G(L/K(p)) — C*. Weil x () injek-
tiv ist, mufl auch X% () injektiv sein. Weil G(L/K) nicht abelsch ist, mufl aulerdem x x(,) 7# X% ()
gelten. Bei einer zyklischen Gruppe der Ordnung 4 unterscheiden sich die beiden injektiven Charak-
tere gerade um den Charakter, dessen Kern die eindeutig bestimmten Untergruppe der Ordnung
2 ist. Daraus folgt Kern(xx ) <X<IT{(¢))_1> = G(L/K(p, E)). Wir kénnen also x (,) (X(;((Lp))_l als
Charakter von G(K (¢, E)/K (¢)) auffassen. Nach 4.2.1 und 4.3.5 folgt

cond o)/ x (XK (¢)) = A(K (, B)/K(9)) = 1 = vk (8).

Hieraus erhélt man wegen (¢') = ¢’ die gewiinschte Formel. O

Das folgende Korollar ist eine unmittelbare Folgerung.
Korollar 6.3.4 FEs gilt cond(wgﬁ) > condmin(wgﬁ).

Der minimale Fiihrer kann also nicht durch quadratischen Twist realisiert werden.

6.4 Berechnung von e-Faktoren
Satz 6.4.1 Fir jeden Charakter x von W (K3P/K) gilt

K _
€(X ® ﬂ-f,ﬁa Vi, dwk) = 6(}{GSK(S&) (X)Q 1(¢)XK(50)5 ¢K(go)7 dwx(y,)x)'

Beweis: Nach 5.4.1 gilt
)\(K((,O)/K, va dwka?, dwK(w).’E) =1.
Durch Anwendung von 1.5.2 und 6.2.3 erhalten wir

E(X & ﬁ({iﬁa ¢K7 dwkx) = E(X & Indg(qg) (Qg(l(w)XK(v))7 wKa di/)Kx)

K _
= €(ReSK(”)(X)QK1(¢>XK<w’ VK () Doy () T)-
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Kapitel 7

Verzweigt induzierte elliptische
Kurven vom D>-Typ

In diesem gesamten Kapitel nehmen wir an, da8 [K(¢) : K] = 1 und [K(p,7) : K(p)] = 1 ist.
Dies ist gleichbedeutend damit, dafl f gerade ist und v in K liegt.

7.1 Charakterisierung von [

Satz 7.1.1 Wir nehmen D ¢ K an. Dann gibt es 01,02 € G(L/K) mit o1(¢) = ¢, 01(E) = E+1
und o1(Fy) = Fy + E + ¢ sowie o3(¢) = ¢, 02(E) = E+ ¢ und 02(F,) = Fo + (p+ 1)E. Es
gelten die Relationen ord(oy) = 4, ord(o) = 4 und 090105 ' = o3.

Beweis: Es gilt £ ¢ K(D) nach 2.4.4. Gemé$ 2.4.1 folgt F,, ¢ K(F). Also ist [L : K] = 8. Fiir
alle 0 € G(L/K) gilt o(¢) = ¢ und o(y) = . Aus letzterem folgt o(E) = E, E+ 1, E + ¢ oder
E+p+1. Mit der Tabelle von 2.2.8 lassen sich leicht die acht Automorphismen auffinden, die diesen
Bedingungen geniigen. Hierunter befinden sich offensichtlich auch die gesuchten Automorphismen
o1 und 0. Wenn wir G(L/K) gemi8 2.3.3 mit einer Untergruppe von GLy(Fs3) identifizieren, so
entsprechen die Automorphismen oy und oo den Matrizen

(L3 )= (i h)

Hiermit lassen sich die angegebenen Relationen leicht nachpriifen. |

Korollar 7.1.2 Die Galoisgruppe G(L/K) ist genau dann nichtabelsch, wenn D ¢ K gilt. In
diesem Fall gelten die Isomorphien G(K(E)/K) = Dy und G(L/K (D)) = Z/AZ

Beweis: Damit G(L/K) nichtabelsch sein kann, muf§ L/ K den maximalen Grad 8 haben. Dies geht
nur, wenn D ¢ K ist. Damit erhélt man die Aquivalenz der Bedingungen G(L/K) nichtabelsch
und D ¢ K. Wir nehmen nun D ¢ K an und wihlen o1, 09 wie im obigen Satz. Dann gilt

o1(D)=E+1+(E+1)*=D.

Daraus folgt G(L/K (D)) =< o1 >= Z/4Z. Weil K(E)/K neben K(D)/K auch noch die Zwi-
schenerweiterungen K (D,)/K und K(D,2)/K besitzt, kann G(K(E)/K) nicht zyklisch sein. Dar-
aus folgt G(K(FE)/K) 2 Ds. O
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7.2 Die Brauerzerlegung von 775 3

Wir nehmen nun den Fall D ¢ K fiir den Rest dieses Kapitels an, so dafi G(L/K) nichtabelsch der
Ordnung 8 ist. Weiter wihlen wir einen injektiven Charakter x g (p)y von G(L/K(D)). Schlielich
sei 0 € G(L/K) ein Automorphismus, dessen Einschriankung auf K (D) nicht trivial ist. Fiir die
folgenden Betrachtungen benétigen wir den konjugierten Charakter
Xk(py : G(L/K (D)) — €

9 — Xx()(0 g0).
Lemma 7.2.1 Es gilt Kern(XK(D)(X‘I’((D))_l) =G(L/K(E)).
Beweis: Wir bemerken zunichst, da G(L/K(FE)) die eindeutig bestimmte Untergruppe von
G(L/K(D)) der Ordnung 2 ist. Weil x g (p) injektiv ist, mufl auch X% (p) injektiv sein. Wre nun
X% (D) = XK (D) SO miifte o wegen der Injektivitiat von x g (p)y mit allen g € G(L/K (D)) kommu-
tieren. Dies steht im Widerspruch dazu, daf G(L/K) nichtabelsch ist. Also gilt X% (p) # XK(D)-

Weil nun die beiden injektiven Charaktere von Z/47Z auf der eindeutig bestimmten Untergruppe
der Ordnung 2 iibereinstimmen, folgt die Aussage des Lemmas. O

Korollar 7.2.2 Es gilt pf’ﬂ = Indﬁ(D) (XK (D))-

Beweis: Nach dem Kriterium von Mackey folgt die Irreduzibilitéit von Indg( D) (XK (D))- Weil eine
Gruppe der Ordnung 8 bis auf Isomorphie hichstens eine irreduzible zweidimensionale Darstellung
haben kann, folgt die gewiinschte Isomorphie. O

Wenn wir X (p) als Charakter von W (K®P/K (D)) auffassen und beachten, dafi Twist und
Induktion vertauschen, erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 7.2.3 Fs gilt wgﬁ ~ Indﬁ(D)(Q;(D)XK(D)).
Korollar 7.2.4 Die Darstellung Wgﬁ ist genau dann unverzweigt induziert, wenn v = 0 ist.

Beweis: Wenn o/ = 0 ist, so ist K(D)/K unverzweigt und 7’ ; unverzweigt induziert. Im Fall
v # 0 ist K(D)/K verzweigt. Nach 4.5.9 mufl K(F)/K (D) verzweigt sein. Die Anwendung von
4.6.5 liefert die Verzweigtheit von L/K(FE). Somit ist L/K voll verzweigt, was zur Folge hat, daf}
7T§ 5 nicht unverzweigt induziert sein kann. |

7.3 Fiithrer und minimale Twists

Fiir die folgenden Betrachtungen verwenden wir die in 4.5 definierten Elemente ¢ und § der un-
verzweigten Erweiterung von K (p,v) vom Grad 4.

Lemma 7.3.1 Im Fall vy =0 gilt 6’ # 0.

Beweis: Wire §' = 0, so miifite K (E)/K unverzweigt vom Grad 4 sein. Damit wire G(K (E)/K)
isomorph zu Z /47, was im Widerspruch zu 7.1.2 steht. U

Im Spezialfall 4/ = 0 kénnen wir bei der Berechnung des Fiihrers genauso vorgehen wie unter
6.3. Wir beschrianken uns darauf, die Ergebnisse anzugeben.
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Satz 7.3.2 Wir nehmen v = 0 an und setzen

(04 1De+ )
o '
Dann gilt
cond(wfﬁ) =2 2wr((6+1)+a+a®) — 2uk(d).

Korollar 7.3.3 Im Fall v/ =0 gilt COHd(ﬂ'gﬂ) > 2 —dvk((¢y))-

Satz 7.3.4 Im Fall ' # 0 gilt

d(L/K(E)) —vik(Y)+1
5 )

cond(my ) = 1 — v (7)) +
Beweis: Nach 4.5.10 gilt
Ad(L/K(E)) — vk () = 2vk((¢7)) — 1)

cond(rf 5) =2+

e(L/K)
_ o MAL/E(E)) —vi(y) = 2k (7)) = 1)
8
= 1= () + LEELED) T k() +1

Korollar 7.3.5 Im Fall v' # 0 gilt
cond(rg ) > 2 — 4wk ((97)') + v (Y)-
Beweis: Durch Anwendung von 4.6.6 erhélt man
1— 3w () () 41

2

—6vk ((¢7)') + 2vk (7))
2

COHd(ﬂ'f,g) >1—-vi((ey))+

=2-vk((¥7)) +
=2 —dvg((¥7)) + v ().
Satz 7.3.6 Fir den minimalen Fihrer gilt

_ [ 2= 2k((en)), falls 7' =0
condupin (75 5) = { 2 — VKIE’Y/) —2vk((¢7)),  falls v #0.

Beweis: Wir bestimmen zunéchst den relativen Fiithrer von x i (p). Nach 7.2.1 hat der Charakter
XK(D)(X}'((D))_l den Kern G(L/K(E)). Damit kénnen wir XK(D)(X}'((D))_l auch als Charakter
von G(K(F)/K(D)) auffassen. Nach 4.2.1 und gilt

CondK(D)/K(XK(D)) = d(K(E)/K(D))
Unter Anwendung von 7.2.4 und 1.6.5 erhalten wir

K 2d(K(E)/K(D)), falls 4/ =0
condmin (o, 5) = { 2d(K(D)/K) + d(K(E)/K(D)) — 1, falls v/ # 0.
Im Fall 4/ = 0 liefern 4.5.1 und 4.5.3 das Ergebnis
condmin(ﬁfﬁ) =2—2uk(8) =2 —vk((ey)).
Im Fall 4/ # 0 erhalten wir
conduan(5) = 2(1 ~ vic (7)) + 1 ELED)

=2—-vi(Y) = 2vk((¢y)).
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O

Hier sehen wir, dafl im Fall 4/ = 0 der minimale Fiihrer nicht durch quadratischen Twist
realisiert werden kann. Im Fall 4/ # 0 und vk (7') > vk ((¢7)’) erhalten wir

cond(mff 5) — condmin (75 5) = 2 — dvk ((07)) + v (V) = (2 — v (7)) — 2k ((¢7)"))
=2uk (') = 2vk ((¥7)")
> 0.

Also kann der minimale Fiihrer in diesem Fall ebenfalls nicht durch quadratischen Twist realisiert
werden.

7.4 Berechnung von e-Faktoren

Im Spezialfall v = 0 konnen wir bei der Berechnung von e(wg 5 VK s dy, ) genauso vergehen wie
unter 6.4, wenn wir nur K () durch K (D) ersetzen. Wir geben nur das Ergebnis an.

Satz 7.4.1 Im Fall v =0 gilt fiir jeden Charakter x von W(K®*P/K) die Gleichung

(X © T g, e, dye) = e(Resgg ) (0 o) Xk (D) V() e ) T):

Um nun den allgemeinen Fall 4/ # 0 zu behandeln, miissen wir uns mit der Berechnung von
A-Faktoren beliebiger quadratischer Erweiterungen befassen.

Satz 7.4.2 Sei M := F.((T)) ein lokaler Korper der Charakteristik 2, dessen Restkérper r
Elemente hat. Weiter sei a € M mit ' # 0 und x, der eindeutig bestimmte Charakter von
W (M= /M) mit Kern(x,) = W (K*°P /M,). Wir setzenn := 5(1—va(a’)). Wenn wir x, vermége
der modifizierten Artinabbildung als Charakter von M* auffassen, so gilt

a/

Xa(l+2) = Yar ()
fiir alle x € p7;.
Beweis: Fiir alle x € M™ ist

1, fallsz e N (M)
a\T) = *
Xa(2) { —1, Falls z ¢ NAT (017).

Damit erhalten wir x,(z) = (—1)1%%} wobei {-,-} das spezielle Normenrestsymbol im Sinne von
[20, §3] ist, dessen Wert wir als die Zahl 0 oder 1 auffassen. Nach 4.3.4 gibt es by € F,2 und by € M
mit a = a’ + by + by + (bo + b1)2. Wir setzen nun a* := a’ + by + b3. Dann gilt a = a* + by + b3 und
damit M, = M,~. Hieraus ergibt sich

Xa(x) = (=1t

fiir alle x € M*. Nach [20] gilt die Formel

{a",z} = TrEf (res(a*dxx)) ,

[eS)
i=n

wobei res(a*df) das Residuum des Differntials a*%’? bezeichnet. Sei nun x = >"5° 2, 7" € pps mit

Ty Tpt1, - € F.. Wir setzen
o0
Ty = g ", T,
i=n
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wobei das Zeichen Z/ bedeutet, dal nur iiber ungerade Indizes summiert werden soll. Dann gilt
Al +2) =Szl 1T =Yz, 71T = 2447
(1+x) ; x40 ; x T

Daraus folgt

Xa(l+ @) = (1) (res(@” mitdD)

* Ly
=vml@ )
;o Ty 2 Ly
= ——— 4+ (bg + b5) =
a0 oy + o+ 00) 7o)
_ 1 Tu
= vula T(1+ x))'
Wegen
Ty
v ( ’?) =vy(a) +vp(zy) —1==-2n+vy(x,) > —n
gilt
/ Loy, _ 1Tu 0
= — d
Tlta) ¢ ™MO0PM
Hieraus ergibt sich
Ty
Xa(l+2) = Yar(a' Z).

Bei der Laurententwicklung von a’ % in T verschwinden alle ungeraden Koeffizienten. Damit

erhalten wir
Ty T

Ty,
Xa(ler):z/)M(a’?Jra T

)= ba(a'T)-

Korollar 7.4.3 Sei M := F,.((T)) ein lokaler Kérper der Charakteristik 2, dessen Restkorper
r Elemente hat. Weiter sei a € M mit a’ # 0 und x, der eindeutig bestimmte Charakter von
W (M= /M) mit Kern(xq) = W(M>P /M,). Wir setzen n:= 5(1 —va(a’)). Dann gilt

e(Xay Y, deI) ="

Beweis: Zunichst bemerken wir, dafl cond(x,) = 2n und cond(ys) = 0 gilt. Nach 1.5.5 erhalten
wir

I E(XG’ Y, dea:) ‘: .
Wir bestimmen nun die Wurzelzahl. Nach 1.5.2 gilt

€(Xas rs dyyy ) = / @)y
T—2nO*

M

Nach [10, Kap 7.7] gilt

[ @@ g =) [ i) o

O*
_ ,r,Qn /
(]

M
_ T
Xa 1(«'£)¢M(ﬁ) dﬂ)Mx’
Damit erhalten wir fiir die Wurzelzahl die Gleichung

*
M

- Xa @) (75 ) dyy @
W (e, ) = AR

o, xa @ene () duy |
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Die Anwendung von 7.4.2 und [14, Lemma 8.1] liefert

a/T2n—1
W(Xa, M) = TPM(W)X;l(a/T%_l)
a//

a,
= ’(/}M(T)Xa (f)-
Man beachte nun, dafl bei der Laurententwicklung von ‘% alle ungeraden Koeffizienten verschwin-

den. Daraus folgt wM(aTl) = 1. Weil QT/ ein Quadrat ist, mufl auch Xa(%) = 1 sein. Insgesamt
erhalten wir so die Aussage des Korollars. O

Korollar 7.4.4 Sei M := F,.((T)) ein lokaler Korper der Charakteristik 2, dessen Restkdrper r
Elemente hat. Weiter sei a € M mit a’ # 0. Dann gilt

)\(1\40,/]\47 ’(/)M, d"[)M’dea) — ,r.l—l/M(a/).

Beweis: Wir setzen n := 3(1 — vp(a’)). Weiter sei x, der eindeutig bestimmte Charakter von
W (M3P /M) mit Kern(x,) = W(M?3? /M,). Dann gilt

E(Il’ld%a (1Ma)7 (LY dd)M‘r)
(Lt Y, Ay, )
€(1as ® Xa, Y dyy, @)
6(1Ma’ Yum,, dd}Ma Z‘)
_ 6(]~M7 Y, dex)E(Xaa Y, dd)Mx)
B e(lMa?¢Ma7dwkIax)

/\(Ma/Ma Y, de ) dea) =

Hierbei ist

6(1M7¢M7d¢MLL') = w;j(l) A 1de$L' =1
M

und
6(Xaa wMa d@bM:r) =r".
Wir bestimmen jetzt den Fiithrer von ¢, = ¥ o Tr%u. Indem wir 1.5.3 und 4.3.5 anwenden

erhalten wir
cond(tar,) = cond(thar) — d(M, /M) = —2n,

Nach 1.5.2 folgt
6(]‘Ma7’(/}Ma’d'¢'M,1:I;) :(“)]T/I{z <T2n)/ 1d1l)Ma$
Om

_ 7ﬂ’rLTn

= 73",

Insgesamt erhalten wir

/\(]\4(1/]\47 U, d¢M7d¢M’1) = p2n — ,rl—VM(a’).

Korollar 7.4.5 Wir setzen n := 1 — vg(v'). Dann gilt fir jeden Charakter x von W (K*?/K)
die Gleichung

(X @ 50K dyy ) = Qf%(ReSﬁ(D)(X)Q;(%D)XK(D), VE(D)> D (py T)-

86



Beweis: Unter Anwendung von 1.5.2 und 7.2.3 erhalten wir

E(X & 71—553 wKa dT/}K'I) = (2f)n€(X & Indg(D) (Q]_(l(D)XK(D))a ¢K7 dwk‘r)

n K(D -
=2/ f(ResK( )(X)QKI(D)XK(D)7¢K(D),dwK(D)$)~
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Kapitel 8

Verzweigt induzierte elliptische
Kurven vom D,-Typ

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem Fall, daf [K(p), K] = 2, [K(p,7), K(p)] = 1 und

8.1 Charakterisierung von [

Lemma 8.1.1 Sei f ungerade. Dann gilt die Bedingung [K(p,7), K(¢)] = 1 genau dann, wenn
es ein ¥ € K gibt mit 8 = 7°.

Beweis: Wenn es ein 7 € K gibt mit 8 = 73, so gilt v € {7, ¢¥, ¥*7} und [K(p,7) : K(¢)] = 1.
Wir nehmen nun an, daf [K (¢, ), K(¢)] = 1 ist. Dann ist vk (8) durch 3 teilbar. Also gibt es ein
| € Z mit v (BT3) = 0. Sei nun By € Fyy mit

BT = By mod (T).

Nach 5.1.2 gibt es ein 79 € Fys mit By = 75. Aus dem Lemma von Hensel folgt, dafi S73! und
damit auch § selbst eine dritte Potenz in K ist. O

Wir erinnern an die Bezeichnung Q(K) := {z + 22 | x € K}.
Satz 8.1.2 Die Bedingung [K(¢), K] = 2, [K(p,7),K(p)] = 1 und [K(p, E), K(p,7)] = 4 gilt
genau dann, wenn f ungerade ist und es ein 7y € K gibt mit 3 = 5> und 7,7 + 1 ¢ Q(K).

Beweis: Sei [K(¢), K] =2, [K(v,7), K(¢)] = 1und [K(p, E), K(p,7)] = 4. Dann ist f ungerade.
AuBerdem gibt es ein ¥ € K gibt mit 3 = 43. Daraus folgt ¥ = ~, ¢y oder ¢?~. Lige nun 7 oder
¥+ 1 in Q(K), so hitte man 7 € Q(K(yp)). Damit lige eines der Elemente D,D,, D2 in K ().
Dies steht im Widerspruch zur Bedingung [K (¢, E), K(¢,7v)] = 4. Also gilt 4,5 + 1 ¢ Q(K).

Wir nehmen nun an, da8 f ungerade ist und es ein ¥ € K gibt mit 8 = 73 und 7,7+1 ¢ Q(K).
Dann gilt [K (), K] = 2. Wire nun 7 € Q(K(¢)), so gibe es a,b € K mit

¥ =a+bp+ (a+bp)?
= (b+b)p+a+a®+ b

Hieraus ergiibe sich b+ b? = 0 und 7 = a + a? + b2. Die erste Gleichung liefert b = 0 oder b = 1.
Damit kann dann allerdings die zweite Gleichung wegen 4,4 + 1 ¢ Q(K) nicht erfiillt sein. Also
gilt 4 ¢ K(p). Wire nun ¢¥ € Q(K(p)), so gibe es a,b € K mit

@7 =a+bp+ (a+bp)?
= (b+b*)p+a+a® + b
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Daraus folgte ¥ = b + b%, was wegen 7 ¢ Q(K) nicht sein kann. Also gilt ¥ ¢ K(p). Analog
dazu zeigt man ¢y ¢ K(p). Wegen v € {7, 97, 9?7} erhilt man v ¢ Q(K(y)). Daraus folgt
D ¢ K(p) = K(p,7) und somit [K(p, E) : K(p,7)] = 4. O

8.2 Die Brauerzerlegung von 775 3

Fiir den gesamten Rest dieses Kapitels nehmen wir [K(p) : K] = 2, [K(p,7) : K(p)] = 1 und
[K(p, E) : K(p,7)] = 4 an. AuBerdem wihlen wir geméfl 8.1.2 ein 4 in K mit § = ?3 und
:, +1 ¢ Q(K). Weiter sei k € {0,1,2} mit 4 = ¢F~. Wir setzen E := o*E, D := E + E? und
Fy:=F,+ (p+1)E. Dann gilt

D+D* =" E+(¢"E)* = *(E+ E*) = 4.
und

Fot By’ =Fy+ F24 (" + DE + ((¢* + 1)E)?

=D+ 1)E+a+¢"E+ (p"E)* + E + E?
=(E?+E+1)E+a+E+FE*+E+ FE?
=FE*+E+FE*+a
=(@"EP +E+E*+a
=EB*+E*+E+a
=(D+1)E + .

Nach 2.2.4 und 2.2.7 gilt K(p,E) = K(p, E) und L = K (¢, E, F,,).

Satz 8.2.1 Esgibtoy,00 € G(L/K) mitoi(p) = ¢+1, 01(E) = E+p und 01(Fy) = Fot+(0+1)E
sowie oa(p) = ¢ + 1, 03(F) = F und o9(F,) = F,. Weiter gelten die Relationen ord(o1) = 8,
ord(og) = 2 und oy0109 = 0

Beweis: Nach 2.4.1 gilt [L : K(p, )] = 2. Damit erhilt man insgesamt [L : K] = 16. Fiir alle
o € G(L/K) gilt () = 4. Daraus folgt o(E) = E, E+1, E+ ¢ oder E+ ¢+ 1. Mit der Tabelle
von 2.2.8 lassen sich die 16 Automorphismen finden, die diesen Bedingungen geniigen. Hierunter
befinden sich auch die Automorphismen o; und oy. Wir ersetzen nun E durch E sowie F,, durch
F,, und identifizieren G(L/K) gemB 2.3.3 mit einer Untergruppe von G Ly(IF3). Dann entsprechen
die Automorphismen o; und oy den Matrizen

() (o 5)

Hiermit lassen sich leicht die angegeben Relationen nachpriifen. ]

Korollar 8.2.2 Die Darstellung ﬂgﬁ ist irreduzibel und besitzt den projektiven Typ Dy.

Beweis: Weil G(L/K) offensichtlich nichtabelsch ist, folgt die Irreduzibilitit von 7% s Dach 3.1.7.
Die Galoisgruppe G(K(p, E)/K) des projektiven Kernkérpers hat die Ordnung 8 Nach 1.6.1
kommt nur Dy als Isomorphletyp von G(K (¢, E)/K) in Betracht. O

Wir fixieren die Automorphismen o1 und o9 aus 8.2.1. Wegen o+D+(p+ D)2 =3+1¢ Q(K)
hat K(D + ¢)/K den Grad 2 und G(L/K(D + ¢)) die Ordnung 8. Weiter gilt

~ ~ ~ ~ 2 ~
oD+¢)=01(E+E*+9)=E+¢o+(E+¢) +o+1=D+o,
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woraus o1 € G(L/K(D + ¢)) folgt. Mit X (H+yp) Pezeichnen wir den eindeutig bestimmten Cha-
_|_

rakter von G(L/K (D + ¢)), fiir den Xk (Dig)(01) = A gilt,

Satz 8.2.3 Fs gilt pfﬂ = Indﬁ(f)w) (XK(D+<,9))'

Beweis: Weil 7% ; irreduzibel ist, muf auch p ; irreduzibel sein. Fiir jede ganze Zahl h definieren
wir den Charakter x, von G(L/K(D + ¢)) durch x,(o1) = e5™. Mit dieser Bezeichnung gilt
Xr(Dtg) = X1- Wir definieren weiter den zu xj, konjugierten Charakter xj* von G(L/K (D + ¢))
durch die Bedingung x5 () = xn (05 'oos) fiir alle ¢ € G(L/K (D + ¢)). Durch Anwendung von
8.2.1 erhalten wir x7* = x35. Nach dem Kriterium von Mackey ist Indllg(f)w) (xn) genau dann

irreduzibel, wenn xj # x7? ist. Diese Bedingung gilt z. B. fiir o = 1, 2 oder 5. Nach [22, Chap. 7,
Prop. 22] gilt die Formel

Tr(Indyg 5, (xn)(01)) = Xn(01) + X572 (01) = i | mi

Daraus folgt
Tr(Indg(f)-&-gp) (Xl)(al)) = \/il

sowie
Tr(Indig p ) (X2)(01)) = 0

und
Tr(IndIIg(D_‘_w (x5)(01)) = —V2.

Also sind die induzierten Darstellungen von 1, x2 und x5 paarweise nichtisomorph. Weil eine
Gruppe der Ordnung 16 hochstens drei nichtisomorphe zweidimensionale Darstellungen besitzen
kann, muf} sich pf’ 5 unter diesen induzierten Darstellungen befinden. Ein Blick auf die Tabelle

von 3.4.3 liefert Tr(pfﬂ(al)) = /2i. Damit ist der Satz bewiesen. d

Wenn wir X (p ) als Charakter von W (K% /K (D + ¢)) auffassen und beachten, daB Twist
und Induktion vertauschen, erhalten wir das folgende Korollar.

: K ~ K -1
Korollar 8.2.4 Es gilt 7 5 = IndK(D-Hp)(QK(D+¢)XK(D+¢))'

Satz 8.2.5 Die Darstellung ﬂiﬁ ist verzweigt induziert.

Beweis: Wir miissen lediglich zeigen, daf es keinen Charakter von G(L/K(p)) gibt, der pﬁi P
induziert. Wenn wir K durch K (¢) ersetzen, kénnen wir 7.1.2 anwenden und erhalten das Ergebnis,
daBl G(L/K (¢)) nichtabelsch ist. Folglich konnen die Elemente von G(L/K (¢)) nur die Ordnung 1,
2 oder 4 haben. Angenommen, es gibe einen Charakter x von G(L/K (p)) mit pfiﬁ & Indﬁ(w)(x).

Dann kann y nur die Werte 1, —1, ¢ und —¢ annehmen. Die Anwendung von [22, Chap. 7, Prop.
20] liefert die Aussage, daB Tr(pX ;(01)) eine Q-Linearkombination von {1,4} sein muB. Dies steht

im Widerspruch zu 3.4.3, wonach ’H(pfﬂ(ol)) = /2i gilt. O

8.3 Fiihrer und minimale Twists
Lemma 8.3.1 Es gilt v/ # 0.

Beweis: Wire 4/ = 0, so miiite K (¢, D)/K unverzweigt vom Grad 4 sein. Folglich wire die
Erweiterung K (¢, D)/K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe der Ordnung 4 und
G(K(p, E)/K(p, D)) ein Normalteiler von G(K (¢, E)/K) der Ordnung 2. Wegen der Isomorphie

G(K(p, D)/K) = G(K(p, E)/K)/G(K(¢, E)/K(¢, D))
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miifite G(K (¢, F)/K) ein Element der Ordnung 4 besitzen, das mit dem Erzeuger der Untergruppe
G(K(p,E)/K(p, D)) kommutiert und dessen erste 3 Potenzen alle nicht in G(K (g, E)/K(p, D))
liegen. Folglich wiirde G(K (¢, E)/K) von zwei miteinander kommutierenden Elementen erzeugt.
Dies ist ein Widerspruch zur Nichtkommutativitit von G(K (¢, E)/K). O

Lemma 8.3.2 Die Gruppe < 0% > ist der einzige Normalteiler von G(L/K) der Ordnung 4.
Beweis: Wegen ord(o;) = 8 gilt # < 07 >= 4. AuBerdem ist
02<0%>051 :<0'? >:<0‘%>.

Hieraus folgt, dal < 07 > ein Normalteiler ist.
Sei nun H ein Normalteiler von G(L/K) der Ordnung 4. Dann ist die Faktorgruppe aus
Kardinalitétsgriinden abelsch. Folglich enthilt H den Kommutator. Insbesondere gilt

2 -1 _—1
01 = 09010, o0, € H.

Daraus folgt H =< 0% >. 0

Korollar 8.3.3 Es gilt vi(,)(Y') = vk (7).
Beweis: Im Fall ¥ = v gilt die Aussage trivialerweise. Deshalb nehmen wir 7 = ¢ oder 7 = 2y
an. Nach 4.5.8 erhalten wir
Vi) (3) = V() (#7)") = V() (#°7))-
Weiter gilt 07(p) = ¢ und 03 (E) = 01 (E + ¢) = E + 1. Nach 4.1.6 und 4.5.4 folgt
iL/k(07) = d(K(E)/K(D))
~\/ 22\
e ((w)é,sa 7) )
=1- VK(cp)(’yl)'

Wir benutzen die Abkiirzungen r := 1 — vg () (') und s := 1 — 2vg ) ((97)') + Vi (4) (7). Dann
gﬂt iL/K(O'%) =T

Wiire nun v,y (7') > Vi ()(¥'), so hitte man 7 < s. Die Anwendung von 4.1.12 und 4.5.9
lieferte die Isomorphie G, (L/K) = 7./47.. Weil G,.(L/K) nach [21, Chap. IV, Prop. 1] ein Nor-
malteiler von G(L/K) ist, miite G,(L/K) =< o > und somit iy /x(cf) > r gelten, was ein
Widerspruch ist. Also ist Vg () (7') < Vi) (7). Wegen 4.5.7 folgt v () (') = Vi (4)(F')- O

Falls v () (7)) > V(o) ((¢7)') ist, folgt 7 = . Im Fall v (,)(7') = Vi () ((¢7y)’) konnen wir v
durch 4 ersetzen, ohne gegen 4.5.7 zu verstolen. Wir kénnen also ohne Einschrankung annehmen,
dal 4 =~ ist.

Satz 8.3.4 Fiir den Fiihrer gilt

AL/K (9. E) ~ viep () +1

cond(wgﬁ) =1— vk ((e7)) + 2

Beweis: Nach 4.5.10 gilt

condt) = 2 1 AUEE(E,9)) = vica (1) = 2o ()) = 1)

e(L/K)
_ o MAL/K(E, 9) — vicp) (1) = i) (1)) = 1)
8
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Korollar 8.3.5 FEs gilt

COHd(ﬂ'(ﬁfg) >2- 41/](((@)((90")/)/) + VK (p) (7,)

Beweis: Durch Anwendung von 4.6.6 erhélt man

’ 2 ’
1 — Bvg o) (LY e () + 1
cond(ﬂ'f,ﬁ) > 1 — v (7)) + . - 2 .
—6vk () ((¥7)") + 2VK () (V)
=2 — v ((pn)) + —ED T )

=2 — 4k (o) ((97)") + Vi (o) (V)-

Fiir die weiteren Betrachtungen benétigen wir den konjugierten Charakter

Xy GL/K(D+¢) — €
T XK (Dtg) (0'2_100'2).

Lemma 8.3.6 FEs gilt
(o _1
Kern (Xie(pi ) (X 1)) = GIL/K (9, E)).
Beweis: Die Anwendung von 8.2.1 liefert
X?(Dw) (01) = XK (D+¢) (0510102) = XK(DJW)(U?)-

Daraus folgt

L)

o -1 _
(XK(DW)(XKQ(DW)) ) (01) = XK(D+y) (o7 =e,

Hieraus ergibt sich
o -1 .
Kern (XK(D+<p) (X;(DJ’,LP)) ) = {0"117 idp}.

Weil K(p, E)/K (ﬁ:}— ) die eindeutig bestimmte Zwischenerweiterung vom Grad 4 der zyklischen
Erweiterung L/K(D + ) ist, folgt die Aussage des Lemmas. O

Satz 8.3.7 Fir den relativen Fihrer gilt

CondK(f)+<p)/K(XK(D+sD)) = d(K(E)/K(b))~
Beweis: Wir konnen .
XK (D+) (X%(Dw))

als injektiven Charakter der Galoisgruppe G(K (p, E)/K (D + ¢)) auffassen. Diese Galoisgruppe
ist zyklisch der Ordnung 4 und wird erzeugt von 1 := 01|k (p, g). Die eindeutig bestimmte qua-

dratische Zwischenerweiterung lautet K (¢, D) und ist unverzweigt, wihrend K (¢, E)/K (¢, D)
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verzweigt ist. Die Anwendung von [21, Chap. IV, Prop. 2 und 4] liefert

—1
conde(p ) /K (Xi (D)) = cond (XKdD)w) (X}Taéw)) >

_ i #Gi(K (o, E)/K(l? +¢)) dim CGi (K (,B) /K (D+¢))
=0 #Go(K (e, E)/K(D + ¢))

-y #Gi (K(%ﬁ;)/K(%D)) i CC (K (9.B) /K (9,D))

i (o, )/ K (0,0)(01) 1

#Gi(K(p,E)/K(p, D
_ 3 (K(p 2)/ (¢, D))

=0
g (p.B)/ K(p,5)(F1)—1
=0
= g,/ K (,0) (1)
=d(K(p, E)/K(p, D))
= d(K(E)/K(D)).

Korollar 8.3.8 Fliir den minimalen Fihrer gilt
condmin (75 5) = 2 — Vi (o) (V) = 2k (o) (7))

Beweis: Nach 1.6.5 gilt

condmin(ﬂgﬁ) = 2d(K(D +¢)/K)+ d(K(E)/K(ﬁ)) —1.
Die Anwendung von 4.3.5 und 4.5.4 liefert die Ergebnisse

A(E(D +¢)/K) = d(K(D)/K) =1 - vi(x)((7))
und (
- - Y
AK(E)/K(D) =1 o

Insgesamt erhélt man

~\/ 22\
condmin(735) = 2(1 = V(o) (7)) + 1 = Vi) (W) -1

=2 — k() (7) = Vi () (7)) = V() (¥°7)")
=2 — vg(e) (V) = Vi(e) (7)) = Vi (o) (¥77)")
= 2—VK(¢)( " — 2k (e (( 7))

8.4 Berechnung von e-Faktoren

Satz 8.4.1 Wir setzen n:=1— vk (¥'). Fiir jeden Charakter x von W(K*P/K) gilt

n K D-l— ) —
E(X ® Wﬁﬁ,’l[)[{,dwkl‘) = 2f E(ReSK( ¥ (X) K1(D+¢)XK(D+SD)’¢K D+<P)’d1/)K(D+¢) )
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Beweis: Nach 7.4.4 gilt
MK (D + @) /K, i, dyye, d e, ) = 20
Damit erhalten wir
€(X®ﬂ—§ﬁad}K7d’¢lK‘r) = 2fn5(X®Ind§ D (Qil‘ XK D+ ),wK,dle’)
(D4+9)\" K (D4¢) YK (D+)

_ ofn K (D+¢) -1
=2f €(Resy i (X)QK(E+¢)XK(D+¢)7wK(ﬁ+ga)’ dwK(bw)JC).
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Kapitel 9

Primitive elliptische Kurven vom
Ay-Typ

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem Fall [K(p) : K] = 1, [K(¢,7) : K(¢)] = 3 und
[K(#, E) : K(p,7)] = 4.

9.1 Charakterisierung von (3

Wir erinnern an die Bezeichnung Q(K) := {z + 22 | x € K}.

Satz 9.1.1 FEs gilt genau dann [K(¢) : K] =1, [K(p,7) : K(p)] =3 und [K(p, E) : K(p,7)] =4,
wenn [ gerade ist und fiir jede dritte Wurzel ¥ von 3 die Bedingungen 4 ¢ K und ¥ ¢ Q(K (%)
erfullt sind.

Beweis: Zunichst nehmen wir an, daf§ f gerade ist und fiir jede dritte Wurzel 4 die Bedingungen
¥ ¢ K und 4 ¢ Q(K (%)) erfiillt sind. Dann gilt [K(p) : K] = 1. Auflerdem ist v ¢ K und
v ¢ Q(K(v)). Daraus folgt [K(p,7) : K(¢)] = 3 und D ¢ K(p). Wegen 2.4.4 erhilt man
[K (¢, E) : K(p,7)] = 4.

er nehmen nun [K(p) : K] =1, [K(p,7v) : K(¢)] =3 und [K(p, E) : K(¢,7)] = 4 an. Dann
ist f ungerade, und die dritten Wurzeln v, ¢, ¢~ liegen alle aufierhalb von K. Fiir i = 1, 2, 3 gilt

i i i i i i 2 i i 242
1= (E+EN) =o' E+ (¢'E)' = ' E+ (V'E) + (¢'E+(9'E)) .

Wire nun ¢’y € Q(K (7)), so lige ¢'E + (gpiE)2 in K(v). Dies ist mit [K(p, F) : K(p,v)] =4
unvereinbar. Also liegt keine dritte Wurzel von 5 in Q(K(7)). O

9.2 Die Brauerzerlegung von 7 3

Fiir den Rest des Kapitels nehmen wir an, dafl [K(p) : K| = 1, [K(p,7) : K(p)] = 3 und
[K(p,E) : K(p,v)] = 4 gilt. Nach 2.4.1 ist [L : K(p,E)] = 2, so da§ L/K den Grad 24 hat.
Weil SLy(IF3) die einzige Untergruppe von GLy(IF3) der Ordnung 24 ist, kénnen wir G(L/K) mit
SLs(FF3) identifizieren.

Satz 9.2.1 Die Darstellung 7, 5 ist primitiv mit projektivem Typ As.

Beweis: Nach 2.2.4 ist der projektive Kernkérper K(¢, E) = K(E) der Zerfillungskorper des
Polynoms X* + X3 + 3 iiber K. Folglich 148t sich G(K (E)/K) als Untergruppe von S, auffassen.
Wegen [K(E) : K| = 12 mu8 es sich dabei um eine Untergruppe vom Index 2 handeln. Weil A4
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die einzige Untergruppe von S; vom Index 2 ist, hat 7, g den Typ A4. DaBl 7, g primitiv ist, folgt
aus 1.6.2. 0

Wir erinnern daran, daf§ zy := (D + 1)FE ist.
Lemma 9.2.2 Fs gilt [K(z1) : K] =4.

Beweis: Nach 2.2.3 ist #1 Nullstelle des Polynoms f := X%+ X3+ 3. Daraus folgt [K(71) : K] < 4.
Wiére nun [K(z1) : K| < 4, so miifite f reduzibel sein. Damit kénnte der Zerfillungskorper von
f iiber K hochstens den Grad 6 haben. Nach 2.2.4 lautet dieser Zerféllungskorper K (E). Wegen
[K(E) : K] =12 erhalten wir einen Widerspruch. Also gilt [K(x;) : K] = 4. O

Lemma 9.2.3 Es gilt G(L/K(x1)) & Z/67. Dabei wird G(L/K(x1)) erzeugt von einem Auto-
morphismus o1 mit o1(p) = ¢, 01(E) = oE + ¢+ 1 und 01(F,) = F, + 1.

Beweis: Wegen K(¢) = K gilt o(p) = ¢ fiir alle 0 € G(L/K). Mit Hilfe der Tabelle von 2.2.8
lassen sich leicht die 24 Elemente von G(L/K) beschreiben. Hierunter befindet sich auch ein
Automorphismus o1 mit o1(E) = pE + ¢ + 1 und 01(F,) = F, + 1. Nach der Tabelle von 2.3.3
entspricht o7 der Matrix
-1 1
(v 4)

Weil es sich hierbei um eine obere Dreiecksmatrix handelt, folgt o1 € G(L/K (1)) nach 2.3.4.
AuBerdem 148t sich leicht verifizieren, da§ o1 die Ordnung 6 hat. Wegen [K(z1) : K] = 4 gilt
[L: K(x1)] = 6. Daraus folgt G(L/K (D)) =< 01 >. O

Fiir die weiteren Betrachtungen sei x x(py ein injektiver Charakter von G(L/K (D)) und x g (,)
der eindeutig bestimmte Charakter von G(L/K (x1)) mit x g (s,)(01) = —1.

Satz 9.2.4 Fs gilt
P& 5 ® AR () (Xk (1)) = Ind Ry (XK (D))-

Beweis: (Vgl. [11, Lemma 5.1.1.]) Nach 7.2.2 gilt

K ~ K
IndKEB) (XK (D)) = pa,,((?),

wobei pa( " irreduzibel nach 7.1.2 und 3.1.7 ist. Im folgenden bezeichnen wir fiir jede Unter-
gruppe G von G(L/K) mit (-, ‘) die Verkettungszahlen zweier Darstellungen von G. Sei 6 ein
Charakter von G(L/K) mit Kern(0) = G(L/K(v)). Weil K () als Zerféllungskérper des Polynoms
X3 4 3 eine Galoiserweiterung ist, muf es einen solchen Charakter geben. Unter Anwendung der
Frobeniusreziprozitéit erhalten wir die Aussage

(9i ® phy 3, Indi o) (XK (D)) )

G(L/K)

K(7) (v
(PQ 8 7IndK(D)(XK(D)))G(L/K(y))
1

fir ¢ = 0,1 und 2. Daraus folgt

Indg(D)(XK(D)) = Pfﬁ ® 0O Pf,@) o (0*® Pf,ﬁ)-
Wegen [K(z1) : K] = 4 und [K(y) : K] = 3 miissen die Identititen K(z1) N K(y) = K und

[K(x1)K(y) : K] = 12 gelten. Andererseits gilt K(x1), K(y) C K(F) und [K(F) : K] = 12.
Daraus folgt K (1)K (y) = K(F). Insgesamt erhalten wir die Identitéiten

G(L/K(21))G(L/K(y)) = G(L/K)
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und
G(L/K(z1)) NG(L/K(7)) = G(L/K(E)).

Nach [22, Chap. 7, Prop. 22] gilt

K ~ 1K K(E
ResK(v) (Indllg(xl)(XK(ml))) = IndKEVE)) (Resngl))(XK(xl))).

Daraus folgt

(Indg(D) (XK(D)), Indg(ml) (XK(:M))) G(L/K)

_ (. KM K(v) K(E)

= (Pa,ﬁ Indje ) (Rese )(XK(Il))))G(L/K(V))
K(E) (E)

(pa 3 RebK(xl)(XK(II)))G(L/K(E)).

Weiter gilt G(L/K(E)) =< o9 >, wobei o3(¢) = ¢, 02(E) = E und o3(F,) = F, + 1 ist. Unter

Anwendung von 3.4.3 erhalten wir

1
1 K _
(Indg(D)(XK(D))yIndg(zl)(XK(zl)))G(L/K) =3 Z Pa(g ) D)Xk (@) (03)
1=0
1
=—(2-2(-1
2( (=1))
= 2.

Also besitzen Indﬁ(D)(xK(D)) und Indf () (X (z1)) ZWei gemeinsame irreduzible Summanden.
Wiire pf’ﬁ ein Summand von Indg(wl)(xK(ml)), so miifite

K(z1)

paﬁ 7XK((E1))

K K
(pa7ﬁ7IndK(ll)(XK(wl)))G(L/K) (

G(L/K(z1))

sein. Folglich géibe es einen Charakter y von G(L/K (x1)) mit pfﬁml)

dung von 3.4.3 ergébe sich daraus
xX(01) = Tr(p" ) (01)) = Xk (a1) (01)

—1-(-1)
= 2.

= XK(z1) ® X Unter Anwen-

WEeil dies ein Widerspruch ist, kann pf’ 5 kein Summand von Indg(wl)(XK(zl)) sein. Daraus folgt

IndK(zl)(XK(xl)) (0 ® Py 5) o (0*® P§5)~

Hieraus ergibt sich die Aussage des Satzes. |

Wenn wir x g (p) als Charakter der Weilgruppe W (K*? /K (D)) und X (4, als Charakter von
W (K®® /K (x1)) auffassen, erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 9.2.5 FEs gilt

Tos ® Indﬁ(m)(ﬁf&xl)xk(wl)) & Indg(D)(Qj_((D)XK(D))

97



9.3 Fiihrer und minimale Twists
Lemma 9.3.1 Fs gilt v # 0.

Beweis: Weil G(K(E)/K) = Ay keine Elemente der Ordnung 4 hat, kann G(K(E)/K (7)) nicht
isomorph zu Z/47 sein. Folglich ist die Erweiterung K (E)/K(vy) verzweigt. Wére nun ' = 0,
so mite K(D)/K(y) unverzweigt sein. Somit wire K(D)/K die maximale zahm verzweigte
Zwischenerweiterung von K(F)/K und miifite insbesondere eine Galoiserweiterung sein.

Wegen (D + D?)3 = 3 und [K(D) : K] = 6 ist

=X+ X3P +8=X+ X"+ X'+ X3+ 13

das Minimalpolynom von D iiber K. Auflerdem gilt f(D,) = 0 und f(D,2) = 0. Folglich liegen
D, und D in der galoisschen Hiille von K (D)/K. Man beachte nun, daf}

@Dy, + ©*Dy2 = o(@E + (9E)?) + *(Q*E + (¢®E)*) = ¢’ E+ 9E = E

gilt. Wire nun K(D)/K eine Galoiserweiterung, so miiite auch F in K(D) liegen, was wegen
[K(E) : K(v)] = 4 ein Widerspruch ist. Also gilt 7" # 0. O

Satz 9.3.2 Es gilt vi () (') = V() ((¢7)').

Beweis: Wire vg()(7') > vi(y)((¢7)’), so ergibe sich unter Anwendung von 4.5.9 die Unglei-
chung

d(K(E)/K(D)) =1 =2vg@)((¢7)) + vk (V)
> 1 — vk ()
= d(K(E)/K(Dy)).

Nach 4.1.12 folgte G, (L/K) = Z/AZ fiir r := d(K(E)/K(D)). Andererseits ist G,.(L/K) nach [21,
Chap. IV, Prop. 1] ein Normalteiler von G(L/K), und es gilt die Isomorphie G(L/K) 2 SLy(F3).
Nach A.9 besitzt SLy(IF5) aber keinen Normalteiler der Ordnung 4. Somit erhalten wir einen
Widerspruch und damit die Aussage des Satzes.

Lemma 9.3.3 Flir die Korpererweiterung K(v)/K gilt

1, falls 3| vi(B)
e(K(7)/K) { 3, falls 3 Xvi(ﬁ)-

Beweis: Dieser Sachverhalt folgt direkt aus 4.4.2. O

Korollar 9.3.4 Fiir den Fihrer gilt

B+ d(L/K(E)) =3vi) (7)),  falls 3| vk (f)
(11 +d(L/K(E)) = 3vk (V) falls 3 fvi(5).

Beweis: Wir wenden 4.5.10 an. Im Fall 3 | vx(8) erhalten wir

AA(L/K(E)) — vk (V) = 2vk () ((97)) — 1)

1
cond(ﬁfﬁ) = { f
6

cond(rf 5) =2+

e(L/K)
9 4(d(L/K(E)) 7831/[(('7) (v) —1)
_ 3+ d(L/K(FE)) — SVK(ry) ) |

2
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Im Fall 3 Jvi(B) gilt

cond(ﬂffﬁ) =24+ AA(L/E(E)) — v (V) = 20k (7)) — 1)

e(L/K)
., MAL/EE)) = 3viciy() ~ 1)
=2+
24
_ 11 -|— d(L/K(E)) — 3VK('7)(’7/)
G .
O
Nun berechnen wir den minimalen Fiihrer.
Satz 9.3.5 Es gilt
3
condpin (75 5) =2 - ————v .
( ,ﬁ) e(K('y)/K) K(’Y)( )

Beweis: Wir befassen uns zunéchst mit den hoheren Verzweigungsgruppen des projektiven Kern-
korpers. Wegen ' # 0 gilt #G1(L/K) = 8 nach 4.1.12 und 4.5.9. Aus Gradgriinden mufl K (vy)/K
die maximale zahm verzweigte Zwischenerweiterung von L/K und damit auch von K (E)/K sein.
Somit gilt G1(K(E)/K) = G(K(E)/K(v)). Fiir alle 0 € G1(K(E)/K) \ {idg )} muB

v =0(1) = o(E + EY) = o(E) + o(E)*

gelten. Daraus folgt ¢(F) € {E 4+ 1,E 4+ ¢, E + ¢ + 1}. Damit lassen sich nun die 4 Elemente
von G1(K(F)/K) vollstindig beschreiben. Es gibt eindeutig bestimmte Elemente o1, 03,03 von
gilt

3 .
condmin(wgﬁ) =2+ W max {r eN|G.(K(E))/K # {ldK(E)}}

3 . .

3

~ ARG (max {ix ()i (01), irc(m) /50 (02)s iy (03) } = 1)

Nach [21, Chap IV, Prop. 3] gilt

. 1 .

1K(E)/K(Ui):§ Z lL/K(g)-
9€G(L/K)
g|K(E):0’i

Die Anwendung von 4.1.6, 4.1.10 und 4.1.11 liefert
ikm/k(o1) = d(K(E)/K(D
k() r(02) = d(K(E)/K(D
ix(m) Kk (03) = d(K(E)/
Mit 4.5.9 erhalten wir

condmin (75 3) =2 + WZS)/K) (20K (7)) + v ()
3 /
=1 woym) o)

Die Kombination von mit 9.3.5 und 9.3.3 liefert das folgende Korollar.

99



Korollar 9.3.6 FEs gilt

Kk _ J 2=3vk)(Y), falls 3| vk(B)
condmin (7. 5) = { 2 — VK('y;(r}/)a falls 3 f vk ().

9.4 Berechnung von e-Faktoren

Satz 9.4.1 Es gilt
)\(K(D)/K, YK, dwxwv dwk(p)x) = )‘(K<xl)/Ka YK, dwva dwmmx)-

Beweis: (Vgl. [11, Lemma 5.1.3.].) Weil K (v) der Zerfillungskorper des Polynoms X3 + j {iber
K ist, ist K(v)/K galoissch. Die Erweiterung K (D)/K(7) ist galoissch, weil sie den Grad 2 hat.
Sei 0 ein Charakter von W(K*P/K) mit Kern(fx) = W(K*?/K(v)) und 0 ) der Charakter
von W(K*P/K(D)) mit Kern(0g () = W(K*?/K(D)). Dann gilt

Indg(D)(lK(D)) = Indﬁm (Indﬁﬁly))(lmm))
2 Indjg () (Lic(r) © ()
= Indj () (Lic(y) @ Indg ) (Oxc ()
> 1 @ O 0% © Indl () (Ox(y)-

Wir fassen nun 6k und Indg(v) (0k(y)) als Darstellungen von G(K (E)/K) = A auf. Aufgrund
der Frobeniusreziprozitit gilt
i K
(65 g ) (Oxe)) =0

GK(B)/K) (1) 06 iy /1)

fiir ¢ = 0,1 und 2. Weil A4 nur drei eindimensionale Darstellungen besitzt (siehe z. B. [22, Chap.
5.7]), folgt die Irreduzibilitdt von Indg(v)(QK(v)).

Wegen
G(K(E)/K(7))G(K(E)/K(z1)) = G(K(E)/K)
und
G(K(E)/K(v)) N G(K(E)/K(x1)) = {idx(m)}
gilt
Resjc ™ (Ind () (0 () = Indje (3 (Resye (™) (O () 2 Ind g 3) (1))
nach [22, Chap. 7, Prop. 22]. Daraus folgt

(Indg(wl)(ll((ml))aIndIIg('y)(eK("{))) K(ml),IHdK(E) (1K(E‘)))

G(K(E)/K(x1))

K(E)s 1K E))

G(K(E)/K) (
( {idk(m) }
1.

Wegen
K _
(IndK(zl)(]'K(am))le) GUR(E)K) = (Lo L) g G(K(E)/K(z1)) — |

ergibt sich die Aussage

Insgesamt erhalten wir

Indﬁ(D)(lK(D)) = 9[( D 9%{ D Indﬁ(ml)(lK(m)).
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Daraus folgt
)\(K(D)/K, Vi, dycx, d"/’K(D)x)
MK (1) /K, 5, dy e, Ay e, T)
_ e(Indi oy (L (), Ui, dure ) €k (ay)s VR (1) Dape o) )
(kD) V(D) i pya)  e(Indf () (Lic(ay)) Vi, Ay @)

(1K (21)s VK (21) Qe (o)) T)

= G(GK,’lﬂK,dle')G(e%(,wK,dwKCL‘) 6(1K(D) d)K(D) dw IE) .
’ ) K (D)

Wegen

6(9K7¢K;dw;<x) = E(EK,EK,dqu{E)
= (0%, Vrc, dy )

liefert die Anwendung von 1.5.5 die Gleichung

(O, Vrc, Ay 2)e(0%, Vic, dypre ) = | €0k, Vi, dypew) |
_ qfcond(wx)jtcond(GK)

| 1, falls K(v)/K unverzweigt ist
T 1 ¢ falls K(v)/K verzweigt ist.

Wir erinnern daran, dafl ¢ die Elementanzahl des Restklassenkorpers von K ist. Wir wahlen nun
c1 € K(x1) mit vg(,,) = —cond(Yg(y,)) und ¢z in K (D) mit vg(py(c2) = —cond (g (p)). Wegen
[K(E): K] =12, e(K(E)/K(v)) =4, [K(21) : K] =4 und K(x1) C K(E) muf} die Erweiterung
K(x1)/K voll verzweigt sein. Die Erweiterung K (D)/K dagegen hat den Trigheitsgrad 3 oder 1,
je nachdem ob K(v)/K unverzweigt ist oder nicht. Unter Anwendung von 1.5.3 erhalten wir

6(lK(zl)’q/}K(ﬂh)7 dﬂ’x(wl)x) = wl_(%zl)(cl) /O 1 dﬂ’x(wl)x
K(z1)

— qVK(ml)(Cl)q%wnd(wk(ml))
= g~ zoond(Wr ()

— ¢2dK@)/K)

und
6(1K(D)?wK(D)?d'¢1K(D)‘r) = w;(tD) (02)/ ldwK(D)m
K(D)

_f @AEDI/E) - falls K(v)/K unverzweigt ist
T @AED/E) - falls K(v)/K verzweigt ist.

Aufgrund der Transitivitat der Differente gilt

d(K(E)/K) = d(K(E)/K(z1)) + e(K(E)/K(z1))d(K(z1)/K)
= d(K(E)/K(x1)) + e(K(7)/K)d(K(21)/K).
Hieraus ergibt sich
d(K(E)/K) — d(K(E)/K (z1))
e(K(v)/K)

d(K(E)/K(D)) +2d(K(D)/K) — d(K(E)/K(z1))

e(K(y)/K)
d(K(E)/K(D)) +2d(K(D)/K(v)) + 4d(K(7)/K) — d(K(E)/K (21))

e(K(7)/K)

d(K(21)/K) =

K
K
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Nach 4.5.4 und 9.3.2 gilt

AK(E)/K(D) =1 = vy ()
=1-vgeH(Y)
— d(K(D)/K())

Falls K ()/K unverzweigt ist, so ist auch K(F)/K (z1) unverzweigt. Daraus folgt
d(K(E)/K(D)) = 3d(K(D)/K(v)) = 3d(K(D)/K).
Insgesamt erhilt man

ME(D) /K, Y, dyey dyye ) qzdE@0)/K)
)\(K(xl)/Ka wK7dwKx7dwK(Il)x) N q%d(K(D)/K) -

Wir betrachten nun den Fall, daf§ K (v)/K verzweigt ist. Dann ist auch K(E)/K (x1) verzweigt
von Grad 3. Nach [21, Chap. III, Prop. 13] gilt

d(K(v)/K) = d(K(E)/K(21)) = 2.

Daraus folgt
d(K(z1)/K) = d(K(D)/K(7)) + 2.

Insgesamt erhélt man

A(K(D)/K,wK,dwKx,dwK(D)x) q%d(K(xl)/K)

A(K(xl)/K,wK,dqufx,dqu(zl)IB) qq%d(K(D)/K)
g A D) /K ()+2)

~ 1 AAED)/K@)+22)
=1
]
Korollar 9.4.2 Flir jeden Charakter x von W (KP/K) gilt
K(D _
K é(Resyg| )(X)QKl(D)XK(D)a1/)K(D),dwx(p)x)
(X ® Ty 5, VK, Ay ) = e - .
€(ReSK (X)QK(xl)XK(Il)awK(:vl)a d’gDK(Il)x)
Beweis: Aus 9.2.5 folgt
Die Anwendung von 1.5.2 und 9.4.1 liefert das gewiinschte Resultat. O
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Kapitel 10

Primitive elliptische Kurven vom
S4-Typ

Fiir dieses gesamte Kapitel nehmen wir den Fall [K(¢) : K] = 2, [K(p,7) : K(¢)] = 3 und
[K(p,E) : K(p,7)] =4 an. Nach 5.1.3 und 5.1.4 ist dies genau dann der Fall, wenn f ungerade,
vk (3) nicht durch 3 teilbar ist und es kein @ € K gibt mit 3 = & + a? + &* + a3. Nach 2.4.1 gilt
[L: K(p,E)] =2, s0daB L/K den grofitmoglichen Grad 48 hat. Gemé$ der Tabelle von 2.3.3
identifizieren wir G(L/K) mit GLy(F3).

10.1 Die Brauerzerlegung von 7'('57 3

Satz 10.1.1 Die Darstellung ﬂgﬂ ist primitiv mit projektivem Typ Sy.

Beweis: Nach 2.2.4 ist der projektive Kernkérper K(p, E) von 7r5 g der Zerféllungskorper des

Polynoms X*+ X3+ 3 iiber K. Folglich 148t sich G(K (¢, E)/K) als Untergruppe von S, auffassen.

Wegen [K(p, E) : K] = 24 folgt G(K(p, E)/K) = S4. Nach 1.6.2 mufl 7756 primitiv sein. O
Wir erinnern daran, da§ z; = (D + 1)E ist.

Lemma 10.1.2 Es gilt [K(z1, F,) : K(z1)] = 2.

Beweis: Wegen F,,+F2 = z1+a gilt [K (21, F,) : K(21)] < 2. Wire nun [K (21, F,,) : K(z1)] =1,

so miifite F,, € K(x1) C K(¢, F) sein und L/K kénnte nicht den maximalen Grad 48 haben. Also
gilt [K (21, Fu) : K(x1)] = 2. O

Wir bezeichnen nun mit xg(,) den eindeutig bestimmten Charakter von G(L/K(x1)), der
G(L/K(x1,F,)) als Kern besitzt.

Lemma 10.1.3 Es gilt G(L/K(D + ¢)) 2 7Z/87.. Dabei wird G(L/K (D + ¢)) von einem Auto-
morphismus o erzeugt mit o(p) =9+ 1, 0o(E)=E+ ¢+ 1 und o(F,) = F, + ¢E.

Beweis: Wegen
oD+¢)=0(E+E*+9p)=E+¢p+1+(E+p+1)’+p+1=E+E*+p=D+yp

folgt 0 € G(L/K (D + ¢)). Weil o der Matrix
1 1
-1 1
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entspricht, 148t sich leicht verifizieren, dafl o die Ordnung 8 hat. Andererseits gilt
[L:K(D+ )] =[L:K(p,D)][K(p,D): K(D + )] <8.

Daraus folgt G(L/K(D + ¢)) =< o >. O

Fiir die weiteren Betrachtungen sei x g(p+) der eindeutig bestimmte injektive Charakter von
G(L/K (D + ¢)) mit xg(piy)(0) =€t

Satz 10.1.4 FEs gilt

Povp © i (o) (Xi(21)) = AR (g ) (X (D14))-

Beweis: Sei B diejenige Untergruppe von G Ly (IF3), die der Galoisgruppe G(L/K (x1)) entspricht,
und H diejenige Untergruppe von G Ly (IF3), die der Galoisgruppe G(L/K (D + ¢)) entspricht. Wir
fassen X (z,) als Charakter von B und xg(p+,) als Charakter von H auf. Nach 2.3.4 ist B die
Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen. Aus 10.1.3 und 2.3.3 folgt

1 1
H<<_1 1)>.

Zunichst zeigen wir, daB Indg(xl)(XK(xl)) irreduzibel ist. Nach [17, Th. 7.1] gibt es zwei
Charaktere p, p’ von F% mit
a ¢

wen (5 5 ) =n@n®)

fiir alle a,b € 5 und ¢ € F3. Sei 0 € G(L/K(x1)) der Automorphismus, der der Matrix

(v %)

entspricht. Dann gilt o(F,,) = F, + 1 Daraus ergibt sich

XK(m(( o0 >) =-1.

Insbesondere ist u(—1)p’'(—1) = —1 und somit p # p'. Nach [17, Th. 8.12] folgt, daB die vierdi-
mensionale Darstellung Indﬁ(wl)(xK(m)) irreduzibel ist.

Indem wir die Potenzen des Erzeugers von H ausrechnen und nachpriifen, welche dieser Ma-
trizen obere Dreiecksmatrizen sind, erhalten wir

won-{(32).(3 %)}

Auflerdem verifizieren wir leicht, da8 x x(,,) und X x(p+,) auf H N B iibereinstimmen. Nach [16,
Th. 3] muf} die Verkettungszahl von Indg(ml)(ng(wl)) und Indg(D_W)XK(D+@) mindestens 1 sein.
Folglich ist Indﬁ(wl)(xx(xl)) ein Summand von Indg(DJﬂp) (XK (D+¢))-

Nach 8.2.3 gilt pi%ﬂ = Indgg},)+¢)(XK(D+¢)). Hierbei ist pig) irreduzibel nach 8.2.2. Auf-

grund der Frobeniusreziprozitéit erhalten wir fiir die Verkettungszahl der Darstellungen pf’(ﬁw und

Indﬁ(pﬂ,) (XK (D+¢)) die Identitét

L/K)

K K _ (K K(7)
(pa7B7IndK(D+g>) (XK(DJer)))G( - (pa”@v 7IndK(Z)+¢) (XK(DJNP)))G(L/K(—y))
1.

Also ist auch pfﬁ ein Summand von Indg(Dw)(XK(Dﬂ,)).
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Aus Dimensionsgriinden erhilt man

Pap ® Indi o) (XK (1)) = AR (D) (Xr(D44))-
0

Wenn wir X (p+y) als Charakter von W(K*P/K(D + ¢)) und Xg(s,) als Charakter von
W (K®® /K (z1)) auffassen, erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 10.1.5 Es gilt

o ® Indﬁ(m)(Q}l(m)XK(m)) = Indg(Dﬂp)(QE(I(D+<P)XK(D+¢))~

10.2 Fiithrer und minimale Twists

Zunéchst verweisen wir darauf, dafl nach 9.3.1 die Ungleichung ~" # 0 gilt. Hieraus erhalten wir
e(L/K(p,7)) =8.

Lemma 10.2.1 Es gilt vy ) (V') = Vi) (7))

Beweis: Wenn wir K durch K(p) ersetzen, befinden wie uns in der Situation von Kapitel 9.
Folglich kénnen wir 9.3.2 anwenden und erhalten so die Aussage des Lemmas. O

Lemma 10.2.2 Fs gilt e(K(p,v)/K) = 3.

Beweis: Weil K(p)/K unverzweigt ist, kann K(p,~)/K nur den Verzweigungsgrad 1 oder 3
haben. Andererseits ist K (¢,v) der Zerfillungskérper des Polynoms X3 + 3 iiber K und folglich
eine Galoiserweiterung, deren Galoisgruppe sich als eine Untergruppe von S5 auffassen 1afit. Wegen
[K(¢,7) : K] =6 folgt G(K(p,~)/K) = Ss. Weil diese Gruppe nicht zyklisch ist, kann K (p,v)/K

nicht unverzweigt sein. ]

Satz 10.2.3 Fiir den Fihrer gilt

11+ d(L/K(p, E)) —3 ’
COnd(ﬂ'gﬁ) _ + ( / (SD 6)) VK(&PJY)(’Y )

Beweis: Weil der Fiihrer nur durch die Operation der Verzweigungsgruppen bestimmt wird, gilt

cond(ﬂ'g 5) = cond(ﬂi(ﬁ@). Also kénnen wir 9.3.4 anwenden und erhalten die gewiinschte Formel
fiir cond(ﬁfﬂ). O

Satz 10.2.4 Fir den minimalen Fihrer gilt
condmin (75 5) = 2 = V() (V)

Beweis: Wir wihlen einen Charakter x von W (K*P/K), so dal cond(x ® Wfﬁ) = COIldmin(ﬂ'(IX{,ﬂ)
gilt. Weil K(p)/K unverzweigt ist, gilt

cond(y ® wfﬁ) = cond (Resg(“’) (x® wgﬁ)) = cond (Resg(@ (x)® ﬂ'géf)) .

Nach [27] ist der Fiihrer eines Twists einer primitiven irreduziblen zweidimensionalen Darstellung

genau dann minimal, wenn er ungerade ist. Weil ﬂfy) nach 9.2.1 primitiv ist, folgt

condmin(wfﬂ) = COHdmin(ﬂi(ﬁw)).

Hieraus ergibt sich die gewiinschte Aussage durch Anwendung von 9.3.6. O
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10.3 Berechnung von e-Faktoren

Satz 10.3.1 FEs gilt
)\(K(D)/K, '1/1K7dwKCC7dwK(D>1') = )\(K(l’l)/K, '1/1K7dwK£L'7dwK(zl)ZL').

Beweis: Sei 0 () der eindeutig bestimmte Charakter von W (K*®/K(y)), der W (K*P/K (D))
als Kern besitzt. Dann gilt

~Y K
Indf ) (1xc(p)) = IndgS(, (Indgg( D) (L))
= Indj () (Lic(y) ® O ()

Sei nun g der eindeutig bestimmte Charakter von W (K3 /K), der W (K* /K (y)) als Kern
besitzt, und O () ein Charakter von W (K /K (p)) mit Kern(0x () = W (K*P/K(p,v)). Fiir
die folgenden Betrachtungen verweisen wir darauf, da§ K (¢, 7)/K eine Galoiserweiterung ist, und
fassen 0k als Charakter von G(K (¢,v)/K (¢)) auf. Dann gilt

K K
(IndK(w) (GK(QO))7 IndK(’Y) (lK('Y))) G(K(p,7)/K)
K
= (ResK(V)(Indﬁ(@)w}((@)))v 1K(7)>

_ K(v)
= (IndK(;ﬁ)(lK(gp,v)))7 1K(v))

1.

G(K(e,7)/K(7))

G(K(e,7)/K ()

Wegen

K
(1K,IndK(V)(lK(v)))G(K(%A,)/K) =1

erhalten wir
df ) (Lx(py) 2 1 & Indf ) () © IdE ) ()

Wir fassen nun fx und Indg(v) (Ok(y)) als Darstellungen von G(K (¢, E)/K) = S, auf. Nach
[22, Chap. 5.8] hat S4 nur zwei eindimensionale Darstellungen. Wegen

(aK, Indf ., (eK(v))) - (Res?”(al(), 9K(7)) =0

G(K(p,E)/K) G(K(p,E)/K(7))

und

0

K
(1K’ IndKW(e’“W)) 1k 05 ) i,/ =

folgt die Irreduzibilitidt von Indg(v)(GK(v)).
Aufgrund der Identitdten

G(K(p, E)/K(21))G(K(p, E)/K(v)) = G(K (¢, E)/ K(E))

G(K(p,E)/K)

und
G(K(p, E)/K(21)) NG(K(p, E)/K(7)) = G(K(p, E)/K)

erhalten wir
K(x ~ K(x K(E ~ K(x
Resjc ™ (Ind () (0 () =2 Inde (3 (Resye (") (O () 2 Ind g 3) (L))

nach [22, Chap. 7, Prop. 22]|. Daraus folgt

K K _ K(z1)
(IHdK(zl)(lk(ml)),IndK(y)(gK(w)))G(K(w B)/K) (1K(w1)’IHdK(xE) (1K(E)))

= (1x(m), 1K(E))G(K(¢,E)/K(E))

G(K(p,B)/K(x1))
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Wegen

( K> Indi (o) (T 1)))G’(K(<P7E)/K)

erhalten wir
Inds () (Lx(an)) = 1 ® Indig () (Ox())-
Insgesamt haben wir damit
Indj ) (1xe(p)) = Indi () Ok (o) © Ind (o) (Lxc (o))
gezeigt. Daraus folgt
)\(K(D)/K, YK, dwK% dlﬁK(D)x)
/\(K(xl)/K7 wKa d¢K'ra d¢Km)x)
:€(Ind§(p)(1K(D)),¢K7dwxx) €(Lr () VE@1) Qg oy T)
€(1k (D), VK (D) D (pyz) e(Indﬁ(zl)(lK(zl)),wK,dwKx)

6(1K(7;1)a ¢K(x1)7 dwx(zl)x)
€(1k (D), VK (D) D (pyzx)

= e(Indj (o) Ok (), Vi dusyc )

Fiir die folgenden Betrachtungen wéhlen wir ¢; € K (z1) mit v (4,)(c1) = —cond(¢k (5,)) und
c2 € K(D) mit vg(py(c2) = —cond(¢g(py). Weil e(L/K) = 24 und K(p)/K unverzweigt ist, mufl
K(E)/K voll verzweigt sein. Insbesondere sind die beiden Erweiterungen K (x;)/K und K(D)/K
voll verzweigt. Unter Anwendung von 1.5.3 erhalten wir

E(IK(%% "/JK(fh)v dwmml)ﬂc) = w};};pl)(cl) /O 1 dwmml)ﬂf
K(xq)

— qVK(wl)(Cl)q%COHd(wx(zl))
= q_%cond(lpK(m))
= q%d(K(ﬂh)/K)

und

e(lK(D)’ ¢K(D)7 dwkw)x) = wl_(%D)(CQ) A 1 d¢K(D)x
K(D)
— q%d(K(D)/K).

Wir erinnern daran, daf§ ¢ die Elementanzahl des Restklassenkérpers von K ist. Weil K (F)/K (x1)
den Verzweigungsgrad 3 hat, erhalten wir aufgrund der Transitivitéit der Differente die Identitét
d(K(E)/K) = d(K(E)/K (1)) + 3d(K (21)/ K).

Hieraus folgt
d(K(E)/K) — d(K(E)/K(z1))

d(K (21)/K) = -
_ d(K(B)/K(D)) + 2d(K(D)/K) — d(K (E)/K (1))
3
d(K (E)/K (D)) + 2d(K(D)/K (3)) + 4d(K (7)/K) — d(K (E)/K (1))

3

Nach [21, Chap. III, Prop. 13] gilt d(K(v)/K) = 2 und d(K(F)/K(z1)) = 2. Die Anwendung von
4.5.4 und 9.3.2 liefert

AK(E)K(D) = 1= vy (L)
=1-vge)(Y)
~ UK (D)/KC)),

107



Damit erhalten wir
d(K(z1)/K) = d(K(D)/K(7y)) + 2.

Dies liefert uns das Zwischenergebnis

6(1K(m1)’wK(Il)7d7pK(zl)x) q%d(K(xl)/K)

— pA(K(D)/K)
3 (K (D)/K(7)+2)

GFAED)/KM)+22)

(1 (D), Vi (D), Ay () T)

—1

q
Unter Anwendung von 5.4.1 erhalten wir
e(Indig () (O (0)s Vics Ay @) = MK (0) /K e, Ay T, e DO (), VR () D ) )
= €(0K (p), Vi (p) i () T)-

Wir fassen nun 6 () als Charakter von K (¢)* auf. Weil K (p,7)/K(¢) voll verzweigt vom Grad
3 ist, gilt O () (T) = 1 und O () (1 + Pr(p)) = 1. Daraus folgt

e(Indf(@(GK(gp)% Vi, dwxx) = / 0K(¢)(x)¢K(¢)(x) dwK(so)x

T 0% ()

= k@@ dug
T-1 i a(l4+pk(e))

aEF;2

= Z / Ok () (2) VK () (2) Ay o )T
@€l a1 (14pi(,)

= Z / O (p) (@) VK (o) (aT ™) A ey @
a€Fls aT=1(14+p K (4))

Z O (o) (@) VK () (aT ™) / Ldy,®

aEF;‘2 aT*l—&-OK(@)

Z Ok () (@)K (o) (T ).

aGF;2

.
Wir definieren nun den Charakter ¢* von IF4 durch die Vorschrift b — (fl)TrFi(b). Dann gilt
V(e (@l ™h) = W(TTE; (a))

fir alle @ € Fg2. Weiter sei e ein zyklischer Erzeuger von Fy, und ¢ := NE‘;Z (e). Wegen der

Surjektivitdt von NE42 muf} ¢ eine primitive dritte Einheitswurzel sein. Sei nun 6* der eindeutig

bestimmte Charakter von IFy mit 0" (@) = Ok (,)(e). Dann gilt

Orc((a) = 0" (NE, (a)
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fir alle a € 2. Unter Anwendung von [14, Lemma 7.7] erhalten wir

E(Indg(w)(eK(w))aT/JKadwKx) = Z 0*(a)yp*(a)
acF*,
[F,2:Fa4]
= | X " @v ()
a€F}
(6*(¢)w*(¢) + 9*(Lp2)1/)*((‘02) =+ 9*(1)"/)*(1))[':(12:':4]
241

(=07 () — (0 (¢p))2 + 1) TP
[qu:F4]

=2
q

Insgesamt erhalten wir damit

A(K(D)/Ka ¢K7dwkx7dwx(p)x)

= q_lq =1.
)‘(K(xl)/Ka 1/’K»dw;<$»dwmzl>x)

Korollar 10.3.2 Fiir jeden Charakter x von W(K®P/K) gilt

K(D _
é(Resyg| )(X)QKl(D)XK(D)a"/’K(D),dwx(mm)
K(x — :
e(Resp 1)(X)QK1($1)XK(M)7wK(ml),dwx(xl)x)

e(x @ TE 5 0K, dyx) =

Beweis: Aus 10.1.5 folgt

K(x — ~ K(D —
(x ®7r5ﬁ) @ Indllg(zl) (ResK( 1)(X)QK1($1)XK(171)> & Indﬁ(D) (ReSK( )(X)QKl(D)XK(D)) :

Die Anwendung von 1.5.2 und 10.3.1 liefert das gewiinschte Resultat.
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Kapitel 11

Schlulbemerkung

Wir erinnern daran, dafl die Darstellung w(ﬁ p Im Fall vk () < 0 genau dann irreduzibel ist, wenn
G(L/K) nichtabelsch ist (s. 3.1.7). In 2.4.6 sind in Tabellenform alle Fille aufgelistet, in denen
G(L/K) nichtabelsch ist. Diese Tabelle haben wir in den Kapiteln 5-10 abgearbeitet. Somit haben
wir alle Fille abgehandelt, in denen ﬂg g irreduzibel ist. In allen diesen Féllen ist es uns gelungen,
den projektiven Typ von 7r§ 5 zu bestimmen. Wenn der projektive Typ von 7757 s eine Diedergrup-
pe ist (Kap. 5-8) haben wir eine quadratische Erweiterung M /K und einen Charakter x»; von
W (K®? /M) bestimmt, der die Darstellung Wé(ﬁ induziert. In den Fillen, in denen wiﬂ vom Typ
Ay oder Sy ist, konnten wir eine Brauerzerlegung im Sinne von 1.1.3 angeben. Dariiber hinaus
haben wir in allen Féllen die zugehorigen A-Faktoren ausgerechnet, so daf§ wir insgesamt (zumin-
dest prinzipiell) die e-Faktoren aller Twists bestimmen koénnen. Weil der Determinantencharakter
von 71'57 3 schon a priori bekannt ist (s. 1.10.6), haben wir es geschafft, den Isomorphietyp von 775 3
vollstdndig zu bestimmen.
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Anhang A

Die abgeleitete Reihe von G Ly(F3)

Weil wir keine geeignete Referenz gefunden haben, wollen wir kurz auf die abgeleitete Reihe
von GLs(F3) eingehen. Dabei verwenden wir fiir die auftretenden Kommutatorgruppen eckige
Klammern [,] und erlauben uns, das Element

-1 0
0 -1
Bezeichnung A.1 In GLy(F3) zeichnen wir folgende Elemente aus:

v=lo ) r=( ) e ()
Lemma A.2 Es gilt
(i) B> =C?% = —1,
(i) ord(A) = 3, ord(B) = ord(C) = 4,
(i1i)) CB = —CB,
(iv) ABA=t =C, ACA~! = CB,
(v) A€ [GLy(F3),GLo(F3)] und B,C € [SLy(F3), SLa(F3)].

mit —1 zu bezeichnen.

Beweis: Die Aussagen (i) bis (iv) lassen sich durch einfache Rechnungen verifizieren. Damit bleibt
nur noch (v) zu zeigen. Wegen

(DG GG

folgt A € [GLy(IF3), GLy(IF3)]. AuBerdem gilt

(A s)

und
womit man wegen

(é }>’(_11 01),<1 11)€5L2(1F3)

die Aussage B,C € [SL2(F3), SLy(IF3)] erhalt. O
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Satz A.3 Es gilt < B,C >={B'C? |i=0,1, und j =0,1,...,3}.

Beweis: Wegen der Vertauschungsrelation BC = —C'B haben alle Elemente von < B,C > die
Form B'C7. Weil ord(B) = ord(C) = 4 ist, kénnen i und j in {0, 1,2, 3} gewihlt werden. Aufgrund
der Relation B? = C? kann man zusitzlich i € {0,1} annehmen. O

Das folgende Korollar erhilt man, indem man nun die Elemente der Form explizit B'C7 be-
rechnet.

Korollar A.4 FEs gilt
1 0 -1 0 0 1 0 -1 1 1
<B’C>_{<o 1 )( 0 -1 )( -1 o)’( 10 >< 1 -1 )
-1 -1 -1 1 1 -1 }
-1 1 ’ 1 1/’ -1 -1 ’
Korollar A.5 Jede echte Untergruppe von < B,C > ist zyklisch.
Beweis: Fiir alle j =0,1,2,3 gilt
BCYBC? = BB(—-1)/C9CY = —1(=1)7 (1) = —1.

AuBerdem gilt C? = —1. Also hat < B, C > mindestens fiinf Elemente, deren Ordnung grofer als
2 ist. Sei nun H eine echte Untergruppe von < B,C >. Dann kann H nur dann nicht zyklisch
sein, wenn #H = 4 ist. In diesem Fall beséifle < B, C > mindestens vier verschiedene Elemente,
deren Ordnung kleiner oder gleich 2 ist. ]

Satz A.6 FEs gilt < A, B,C >= SLy(TF3).

Beweis: Wegen A, B,C € SLy(F3) gilt < A, B,C >C SLa(F3). Wegen ord(A) = 3 muf
A ¢< A, B,C > sein. Daraus folgt # < A, B,C >> 8. Weil #SLs(F3) = 24 ist, erhdlt man
<A,B,C>= SLQ(]FB). O

Korollar A.7 Es gllt [GLQ(]F:),), GLQ(FS)] = SLQ(]Fg)

Beweis: Die Relation C gilt wegen der Multiplikativitit der Determinantenabbildung. Mit A.6
und A.2(v) erhélt man die Gleichheit. O

Satz A.8 Es gilt < B,C >= [SLQ(]F,S),SLQ(]Fg)}

Beweis: Wegen < A, B,C >= SLy(FF3) und den Relationen ABA™! = C und ACA~! = CB muB
< B,C > ein Normalteiler von SLs(IF3) sein. Die zugehorige Faktorgruppe hat den Grad 3 und
ist somit abelsch. Also gilt < B,C >D [SLy(F3), SL2(FF3)]. Wegen B,C € [SL2(F3), SLay(F3)]
erhdlt man die Gleichheit. ]

Korollar A.9 Die Gruppe SLo(F3) hat keinen Normalteiler der Ordnung 4.

Beweis: Wir nehmen an, SLy(IF3) hiitte einen Normalteiler H der Ordnung 4. Dann miifite
insbesondere AHA™! = H sein. Wegen ord(A) = 3 erhielte man die Aussage, dal < A, H > als
Untergruppe von SLy(F3) die Ordnung 12 und damit den Index 2 hétte. Also wire < A, H >
ein Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe und enthielte die Kommutatorgruppe < B, C > von
SLso(F3), was nicht sein kann, weil diese Untergruppe von der Ordnung 8 ist. O
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Satz A.10 Es gilt {1,-1} = [< B,C >,< B,C >].

Beweis: Wegen CBC~!B~! = —BCOC~'B~! = —1 gilt {1,-1} C [< B,C >,< B,C >|.
Andererseits gilt fiir alle z = B'C7,y = B*C' €< B, C > die Identitit

zyz~ty~l = BiCVBFClc—IiBTiCcT!B7F
= B'B*ci(—1)kclc—ic B i(-1)"B*
_ (_1)jk+il'

Daraus folgt {1, -1} = [< B,C >,< B,C >]. O
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Anhang B

Die Darstellung p,. von GLy(F3)

Fiir jede Matrix A € GLa(IF3) bezeichnen wir mit [A] ihre Konjugationsklasse. Nach [17, §5] hat
A € GLy(IF3) folgende Konjugationsklassen:
-1 1
i 0 _1 )

Co ) 5
o %)LIGORG DRG )]

Hierbei werden die ersten fiinf Konjugationsklassen durch Jordanmatrizen reprisentiert, wiahrend
die Vertreter der letzten drei Konjugationsklassen von der Form

0 —aa
1 a+a

mit a € Fg sind. Diese haben jeweils die Eigenwerte a und a, wobei a € Fg das zu a iiber Fg
konjugierte Element sein soll. Indem man nun explizit das charakteristische Polynom und ggf.
noch das Minimalpolynom berechnet, ld8t sich jede Matrix von GLs(IF3) einer der angegebenen
Konjugationsklassen zuordnen. Wir geben nur das Ergebnis an.

— =

—_

Satz B.1 FEs gilt

GGy




Wenn nun p5 : GLa(F3) — C* der eindeutig bestimmte Charakter ist mit us(1 4+ +/—1) =€’

-1
-1

) (

-1
-1

-1
1

).

AT
8

und p,, die zugehorige cuspidale Darstellung, so erhalten wir die folgende Aussage nach [17, S.

70].

Satz B.2 Die Spurabbildung Tr(p,,) von p,, ist durch folgende Tabelle gegeben.:

Konjugationsklasse | Wert von Tr(pus)
(o 1) :
0 1
Bl —01 2
(o1) .
o )l
Y :
(T
)
(1) 0
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