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Introduction

In many applications of mathematics, problems can be described by systems of linear
equations. In this case, the structure of the solution sets is well-understood and there
are efficient algorithms to find the solutions, for example, Gaussian elimination.

Other problems do not lead to systems of linear equations, but to systems of poly-
nomial equations (e.g. in robotics).

In contrast to a system of linear equations, solving a system of polynomial equations
is much more difficult. Algebraic geometry provides plenty of methods to study the
structure of the solutions sets. Further, there are important recent developments in
computer algebra (and numerical analysis). Fast computers and the design of new
algorithms, in particular for solving systems of polynomial equations, allow one to
solve many complicated practical problems and to investigate theoretical problems.

To find solutions of a system of polynomial equations depends on geometrical tech-
niques, for example projection and continuation. Algebraic geometry describes a
connection between geometry and algebra. In this context, sets of generators of an
ideal with certain ,,good “properties play an important role. These sets are called
Grébner bases

Grobner bases and Buchberger’s algorithm are an indispensable component of mo-
dern algebra; they are implemented in many computer algebra systems.

A Grébner basis of an ideal is not unique and depends in particular on the choice
of a monomial ordering. For most applications, any Groébner basis will do. For those
applications the reverse lexicographic order seems to be the most efficient. For some
applications, however, Grobner bases with special properties and thus special mo-
nomial orders are needed. To explicitly solve a system of polynomial equations via
elimination, for instance, one typically makes use of the lexicographic order. Usually,
the computation of a Grébner basis with respect to a lexicographic ordering costs a
lot of time and memory. There are two approaches to overcome this problem:

The first approach, due to Traverso (1997), uses information which arises from the
Hilbert function of a quotient ring R/I (Hilbert-driven version of Buchberger’s algo-
rithm ), where I is a homogenous ideal in the polynomial ring R. First one computes
a Grobner basis GG of I with respect to the reverse lexicographic ordering to get the
Hilbert function of R/I. Then one computes the desired Grobner basis with respect
to the lexicographic ordering, making use of the Hilbert function to avoid unneeded
computations.

The other approach is basis conversion. One first computes a Grébner basis with
respect to the reverse lexicographic ordering and then converts it into a Grébner
basis with respect to the lexicographic ordering. There are two different methods.
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The first method was introduced in 1993 by Faugere et al. It is called FGLM algo-
rithm and works only if K[zy,...,2,]/I has finite dimension as a K-vector space,
that is, if I is zero-dimensional. If we have a Grébner basis for I with respect to
the reverse lexicographic ordering, then we can use the structure of the K-vector
space K[xy,...,2,]/I to obtain systems of linear equations from which elements of
a Grobner basis with respect to the lexicographic ordering can be found.

In 1997 Collart et al. introduced a new algorithm which makes use of the Grébner
fan of an ideal. A Grobner basis with respect to the lexicographic ordering will be
approximated step by step from a Grobner basis with respect to the reverse lexi-
cographic ordering. In each step, a Grobner basis I of I with respect to a new
w-weighted monomial ordering (., jr) Will be computed from the Grébner basis
computed in the step before. The weight vector w is determined by the way which
we follow while walking through the Grébner fan. Thus, the cost of the total com-
putation depends on this way. Suggestions on how to perform the Grébner walk are
due to Amrhein et al. (1996, 1997, 1998) and Tran (2000).

So far, the Grébner walk algorithm and its variations were not available in the
leading computer algebra systems for applications in algebraic geometry. As part
of this dissertation, we implemented the algorithms of Amrhein et al. and Tran
as part of the system SINGULAR which has been developed at the University of
Kaiserslautern. We also came up with some alternative ideas of choosing the way
through the Grébner fan, thus reacting to some problems arizing from the way of
representing polynomials in SINGULAR. We analyzed the time and memory usage of
all algoritms implemented in SINGULAR in numerous examples.

This thesis is divided into five chapters. Chapter 1 gives a short introduction to alge-
bra and geometry: polynomials, ideals, monomial orderings, the division algorithm,
Grobner bases and Grébner fans of an ideal.

In Chapter 2 we present not only the algorithms of Faugere et al. (1993) and Traverso
(1997), but also variations of Buchberger’s algorithm. These variations are based on
the criteria of Buchberger (1985), Gebauer and Maoller (1988) and Giovini et al.
(1991) respectively.

The Grobner walk algorithm is analyzed in Chapter 3. This algorithm uses several
times a ,direct” basis conversion and correspondingly different monomial orderings,
depending on the current weight vector. Therefore, we present first this direct basis
conversion. Then, we show how to find a weight vector for constructing a monomial
ordering needed in the next conversion step.

The algorithms of Amrhein et al. (1996, 1997 and 1998) and Tran (2000) are presen-
ted in Chapter 4. We also describe our own algorithms in Chapter 4. The advantages
and disadvantages of these algorithms are illustrated by some examples.

The last chapter compares the presented algorithms with respect to their practical
al performance in a large number of examples. Roughly speaking, our test results
are as follows:

If I is a nonhomogeneous ideal, given by its reduced Grébner basis with respect to
the reverse lexicographic ordering, typically our algorithms are the fastest.

If I is a homogeneous ideal, however, the Hilbert-driven version of Buchberger’s
algorithm performs best.



Einleitung

In vielen Anwendungsgebieten der Mathematik lassen sich Probleme durch lineare
Gleichungssysteme beschreiben. Die Struktur der Losungsmengen solcher Systeme
hat man gut verstanden, und es existieren effiziente Algorithmen zur Bestimmung
ihrer Losung, wie etwa der Gaufi’sche Algorithmus.

Andere Probleme lassen sich nicht durch lineare, aber durch polynomiale Gleichungs-
systeme beschreiben (zum Beispiel in der Robotik).

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen sind polynomiale Gleichungssysteme
viel schwieriger zu 18sen. Die Algebraische Geometrie stellt aber eine Vielzahl von
Techniken zum qualitativen und quantitativen Studium der Lésungsmengen solcher
Systeme bereit. Vor allem in den letzten Jahrzehnten gab es bedeutende Entwicklun-
gen auf dem Gebiet der Computeralgebra (und der numerischen Ananlysis). Schnel-
le Computer und neu entwickelte Algorithmen, insbesondere solche um L&sungen
polynomialer Gleichungssysteme zu finden, erméglichen es heutzutage, schwierige
praktische Probleme zu 16sen und theoretische Fragestellungen zu untersuchen.

Losungen polynomialer Gleichungssysteme zu bestimmen héngt eng mit geometri-
schen Techniken (Projektion, Fortsetzung von Losungen) zusammen. Die Algebrai-
sche Geometrie stellt einen Zusammenhang zwischen Geometrie und Algebra her:
Eigenschaften geometrischer Objekte werden mit denen von Polynomen und den von
ihnen erzeugten Idealen in Verbindung gebracht. In diesem Fall spielen zum Beispiel
Erzeugendensysteme eines Ideals mit besonders ,guten“ FEigenschaften, sogenannte
Grobnerbasen, eine wichtige Rolle.

Grobnerbasen und der Buchbergeralgorithmus zur Berechnung von Grobnerbasen
sind ein unverzichtbarer Bestandteil der modernen Algebra und wurden in vielen
bedeutenden Computeralgebrasystemen implementiert. Mit ihrer Hilfe lassen sich
auch abstrakte Fragenstellungen l6sen.

Eine Grobnerbasis eines Ideals ist nicht eindeutig bestimmt, sie hdngt insbeson-
dere von der Wahl einer monomialen Ordnung ab. Fiir die meisten Anwendungen
spielt es keine Rolle, welche Grébnerbasis benutzt wird. In diesem Fall wihlt man
aus Griinden der Effizienz typischerweise die umgekehrt lexikographische Ordnung
zur Berechnung einer Grébnerbasis. Fiir manche Anwendungen benétigt man aber
Grobnerbasen mit speziellen Eigenschaften und deswegen auch spezielle monomia-
le Ordnungen. Zum expliziten L&sen von polynomialen Gleichungssystemen, das
heisst zum Eliminieren von Variablen, verwendet man etwa h&ufig die lexikogra-
phische Ordnung. Die Berechnung einer Grobnerbasis beziiglich einer solchen Ord-
nung bendtigt allerdings fast immer mehr Zeit und Speicher. Diese Schwierigkeit zu
iberwinden ist somit von grofier Wichtigkeit. Im Wesentlichen gibt es hierfiir zwei
Ansétze:
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Der erste Ansatz, der auf Traverso (1997) zuriickgeht, benutzt die in der Hilbert-
funktion eines Restklassenrings R/[ enthaltene Information (Hilbert-driven Buchber-
geralgorithmus). Zunichst berechnet man eine Grébnerbasis des homogenen Ideals
I im Polynomring R beziiglich der umgekehrt lexikographischen Ordnung ., und
erhdlt hieraus die Hilbertfunktion von R/I. Dann berechnet man die gewiinsch-
te Grobnerbasis beziiglich der lexikographischen Ordnung indem man die in der
Hilbertfunktion enthaltene Information ausnutzt um iiberfliissige Rechnungen zu
vermeiden.

Der andere Ansatz basiert auf Basiskonvertierung. Hier wird zuerst eine Grobnerba-
sis beziiglich einer umgekehrt lexikographischen Ordnung ausgerechnet und anschlie-
fend in eine Grobnerbasis beziiglich einer lexikographischen Ordnung konvertiert.
Es gibt im Wesentlichen zwei verschiedene Methoden, diese Konvertierung durch-
zufiihren.

Die zeitlich erste Methode wurde 1993 von Faugere et al. vorgestellt. Dieser soge-
nannte FGLM-Algorithmus nutzt aus, dass K[z, ..., x,]/I ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum ist, wenn I ein nulldimensionales Ideal ist. Hat man eine Grébner-
basis von [ beziiglich der umgekehrt lexikographischen Ordnung, so kann man die
K-Vektorraumstruktur von Kfzy,...,2,]/] ausnutzen, um lineare Gleichungssys-
teme zu gewinnen, mit deren Hilfe die Elemente einer Grébnerbasis beziiglich der
lexikographischen Ordnung bestimmt werden kénnen.

Collart et al. stellten 1997 eine andere Methode vor, welche die Eigenschaften des
Grobnerfans eines Ideals benutzt. Ausgehend von einer Grébnerbasis beziiglich der
umgekehrt lexikographischen Ordnung ndhert man sich schrittweise einer Grébner-
basis beziiglich der lexikographischen Ordnung. In jedem Schritt wird aus der im
vorherigen Schritt berechneten Grébnerbasis ¢ eine neue Grébnerbasis F von [
beziiglich einer neuen w-gewichteten monomialen Ordnung >, ic,) berechnet. Der
Gewichtsvektor w wird durch den Grébnerfan bestimmt. Wahlt man solche Vektoren
geschickt, so kann die neue Grébnerbasis leicht berechnet werden. Der Rechenauf-
wand héngt entscheidend vom gewi&hlten ,, Weg* durch den Grébnerfan ab, weswegen
dieser Algorithmus Gréobnerwalk genannt wird. Die Frage nach der “besten” Wahl
des Wegs ist ein aktuelles Forschungsthema in der Computeralgebra. Die bekann-
testen Losungsvorschlige stammen von Amrhein et al. (1996, 1997, 1998) und Tran
(2000).

Die bisher bekannten Algorithmen zur Konvertierung wurden, abgesehen von
FGLM, noch nicht im Computeralgebrasystem SINGULAR implementiert, weswe-
gen wir dies im Rahmen dieser Dissertation vornahmen (SINGULAR wird an der
Universitdt Kaiserslautern entwickelt und ist eines von zwei fithrenden Computeral-
gebrasystemen fiir die Bereiche Kommutative Algebra, Algebraische Geometrie und
Singularitdtentheorie). Die Dissertation stellt aber auch neue Ideen vor, mit denen
insbesondere auf Probleme reagiert wird, die sich aus der Polynomdarstellung im
Kern von SINGULAR ergeben. Den Zeit- und Speicherverbrauch aller implementier-
ten Algorithmen untersuchten wir, indem wir zahlreiche Beispiele berechneten.

Diese Arbeit ist in fiinf Kapitel aufgeteilt. In Kapitel 1 bieten wir einen Uberblick
tiber Grundlagen aus der Algebra und Geometrie. Es werden Begriffe wie Polynom,
Ideal, monomiale Ordnung, Divisionsalgorithmus, Grébnerbasis und Grébnerfan ei-
nes Ideals eingefiihrt.

In Kapitel 2 werden nicht nur Varianten des Buchbergeralgorithmus, die auf den
Kriterien von Buchberger (1985), Gebauer und Moller (1988) bzw. Giovini et al.
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(1991) basieren, vorgestellt, sondern auch der Algorithmus von Faugere et al. (1993)
bzw. Traverso (1996).

Der Grobnerwalkalgorithmus wird in Kapitel 3 ausfiihrlich analysiert. Im Grébner-
walkalgorithmus wird eine ,direkte® Basiskonvertierung mehrfach genutzt und meh-
rere monomiale Ordnungen gebraucht (diese hdngen von dem aktuell gewéhlten Ge-
wichtsvektor ab). Deswegen wird die direkte Konvertierung zuerst erldutert. Danach
stellen wir vor, wie man einen Gewichtsvektor zur Konstruktion einer monomialen
Ordnung findet, der in der n&chsten Konvertierung genutzt wird.

Die Algorithmen von Amrhein et al. (1996, 1997, 1998) und der Algorithmus von
Tran (2000) werden in Kapitel 4 vorgestellt. Dariiber hinaus werden eigene Algo-
rithmen beschrieben. Auflerdem werden Vor- und Nachteile der Algorithmen anhand
einiger Beispiele erldutert.

Im letzten Kapitel werden alle vorgestellte Algorithmen zur Basiskonvertierung mit-
einander verglichen. Da eine theoretische Analyse der Algorithmen kaum mglich ist
und wenig iiber die praktische Eignung des jeweiligen Algorithmus aussagt, wurden
umfangreiche Tests mit in der Literatur vorkommenden Beispielen durchgefiihrt.
Dabei stellte sich folgendes heraus:

Ist I ein inhomogenes Ideal, dessen Grébnerbasis beziiglich der umgekehrt lexiko-
graphischen Ordnung gegeben ist, so kann man im Allgemeinen mit unseren Algo-
rithmen am schnellsten eine Basiskonvertierung durchfiihren.

Ist I hingegen ein homogenes Ideal, so ist der Hilbert-driven Buchbergeralgorithmus
immer schneller als alle auf dem Grébnerwalk basierenden Algorithmen.
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Kapitel 1

Grundlagen aus der Algebra
und Geometrie

In diesem Kapitel werden wir einen Uberblick iiber die Grundlagen aus der Algebra
und der Geometrie geben, die wichtig fiir diese Arbeit sind: Wir werden Polyno-
me, lIdeale, monomiale Ordnungen, den Divisionsalgorithmus, Grébnerbasen und
Grobnerfans betrachten.

In dieser Arbeit bezeichnen wir mit Z die Menge der ganzen Zahlen, mit Ny die
Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen, mit R die Menge der reellen Zahlen, mit
R die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen, und mit Q¢ die Menge der nicht-
negativen rationalen Zahlen. Falls nicht anders erwidhnt, bezeichnen wir mit K einen
beliebigen Kérper.

1.1 Polynome und Ideale

In diesem Abschnitt fiihren wir einige Bezeichnungen ein und wiederholen den Hil-
bertschen Basissatz, der besagt: jedes ldeal im Polynomring K[xy,...,z,] mit n
Variablen z; iber dem Ko&rper K ist von endlich vielen Polynomen erzeugt.

Bemerkung und Definition 1.1.1. Ist o := (o, ..., a,) € N§, so nennt man das
Potenzprodukt

X =yt a2l
ein Monom in den Variablen x4, ..., z, vom Grad

loo := oy + - -+ .

Jeder Ausdruck der Form
anXx, a, € K\{0}

heifit Term vom Grad |o|. Jedes Polynom f € K[xy,...,2,]\{0} ldfit sich als Sum-
me endlich vieler Terme schreiben. Haben alle diese Terme den gleichen Grad d, so

1



2 Grundlagen aus der Algebra und Geometrie

heifit f homogen (vom Grad d). Fassen wir in der Darstellung eines beliebigen Po-
lynoms f € K[xy,...,2,]\{0} die Terme gleichen Totalgrads zusammen, so erhalten
wir eine eindeutige Zerlegung

f:fil +f22++f2t

von f in homogene Komponenten f;. # 0 vom Grad iy > 13 > -+ > i;. Dann heifst
i1 auch der Totalgrad deg(f) von f.

Bemerkung und Definition 1.1.2. Jeder Vektor w = (wy,...,w,) aus
Rgo ={(a1,...,0p) 1 a; ER5p, 0< i <0}

heifst Gewtichtsvektor und der w-gewichtete Grad des Monoms x® ist definiert
als
deg,(x7) == w-a i =wioqg + -+ Fwyan,.

Haben alle Terme eines Polynoms f € K[xy,...,2,]\{0} den gleichen w-gewichteten
Grad, so heifit [ w-homogen. Ist [ beliebig, so heifst der maximale w-homogene
Grad der Terme von f auch w-gewichteter Totalgrad deg,(f) von f. Fassen wir
in der Darstellung von f die Terme gleichen w-gewichteten Totalgrads zusammen,
so erhalten wir eine eindeutige Zerleqgung

f:fil +f22++f2t

von f in w-homogene Komponenten f; # 0 vom w-gewichteten Grad iy > iy > -+ >
ir. Dann heifit f;, auch Initialform in,(f) von f bzgl. w.

Fiir zwei Monome x*,x” hat man
deg,, (x“x") = deg,,(x) 4 deg,, (x°).
Definition 1.1.3. Fine nicht leere Teilmenge I von K|z, ..., x,] heifit Ideal, falls
gilt:
(i) Sind f,g €I, soist f+qg€l.
(ii) Ist f € I und h € K[z1,...,2,], so ist fh € 1.

Definition 1.1.4. Sei I C K[zy,...,z,] ein Ideal.

(i) I heifft homogen, falls fiir alle 0 # f € I seine homogenen Komponenten in
I sind.

1) Seiw € RY, ein Gewichtsvektor. I heifit w-homogen | falls fiir alle 0 el
>0
seine w-homogenen Komponenten in I sind.

Definition 1.1.5. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann heiffit R noethersch,
wenn jedes Ideal I in R endlich erzeugt ist, d.h. es gibt ay,...,a; € I mit

I'={bjay +---+bsas:b; € R,0<i< s} =:{a,...as).

Die Elemente aq,...,as heiffen Erzeuger von I und die Menge dieser Elemente
heifit Erzeugendensystem von I.

Beispiel 1.1.6. (i) Da jeder Kérper K nur zwei Ideale, ndmlich {0} und K hat,
ist K noethersch.



1.1 Polynome und Ideale 3

(i) Der Ring Z ist noethersch, da Z sogar ein Hauptidealring ist: Jedes Ideal I C Z
hat die Gestalt I = (v) fiir ein geeignetes v € Ny.

Satz 1.1.7. Fir einen kommutativen Ring R mit 1 sind dquivalent:
(i) R ist noethersch.
(i1) Jede aufsteigende Kette von Idealen
LcLc---Ccl,Cc---CR
wird stationdr, d.h. es gibt ein sy € Ng mit I, = I,,,V¥s > sq.
Beweis. Siehe Grobner (1968). O

Satz 1.1.8. (Hiulbertscher Basissatz) Sei R noethersch. Dann ist auch der Poly-
nomring R[z] in einer Variablen x noethersch.

Beweis. Siehe Grobner (1968). O

Da K noethersch ist, ist auch K[z] noethersch.

Wegen Kz1,...,2,] = K[z1,...,2,-1][zn] = -+ = K[z1]---[2n-1] [z,] erhalten
wir aus dem Hilbertschen Basissatz das folgende Korollar.

Korollar 1.1.9. Der Polynomring K[x1, ..., x,] ist noethersch ').

Nach diesem Korollar ist jedes Ideal I in K[xzy,...,2,] endlich erzeugt, d.h. von der
Form

I = <f17...7f5> mit f17...7f5 c I([$17...7$n].
Jedes Element von [ 148t sich als Linearkombination
hlfl + —|—h5f5 mit hh...,hs c I([$17...7$n]

schreiben. Dies erinnert an die Situation eines Vektorraums iiber einem Kérper (mit
K[zy,...,2,] in der Rolle des Kérpers und mit [ in der Rolle des Vektorraums). Al-
lerdings bildet fi,..., fs keine ,Basis“ im Sinne der linearen Algebra, da es zwischen
fi,..., [s nicht-triviale Relationen

hifit 4 hsfs =0
glbt (ZB f2f1 - f1f2 = 0)
Bemerkung und Definition 1.1.10. Fin von Null verschiedenes Ideal I C
Klzy,...,2,] heiffit monomaiales Ideal, wenn es ein Erzeugendensystem von I gibt,

das aus Monomen besteht (dann gibt es auch endlich viele Monome, die I erzeugen).
Sei also I ein monomiales Ideal, etwa

I'={mq,...,my)
mit Monomen m;. Wird etwa m; durch ein m; mit @ # j geteilt, so gilt
I'={my,...,mj,...,mg).

Fahren wir so fort, so erhalten wir ein eindeutig bestimmtes minimales Erzeu-
gendensystem 2) von I, das aus Monomen besteht.

) Das Korollar 1.1.9 garantiert, dass der spater vorgestellte ,, Buchbergeralgorithmus® terminiert.

2) Ist M das minimale FErzeugendensystem von [, so ist M C N fir alle monomiale Erzeugen-

densysteme N von [.
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1.2 Monomiale Ordnungen

Im Polynomring K[z] in einer Variablen  sind die Monome in K[z] geordnet:
>at> > at>ae > L

Deswegen kann man ein Polynom f € K[z] durch ein von Null verschiedenes anderes
Polynom ¢ € K[z] dividieren. Division mit Rest funktioniert, in dem man zunichst
den Leitterm von f, d.h. den Term ho&chster Ordnung von f, durch den Leitterm
von g dividiert. Wir ersetzen dann f durch

fii=f— deeg(f)—deg(g)
le(g)

(falls deg(f) > deg(g)). Diese Vorgehensweise wird wiederholt, bis der Leitterm von
f1 durch den Leitterm von g nicht geteilt wird, d.h. deg(f1) < deg(g).

g

Diese Vorgehensweise wollen wir auf Polynome in mehreren Variablen verallgemei-
nern. Deswegen beschiftigen wir uns nun mit monomialen Ordnungen auf dem Po-
lynomring K[zy,...,2,]. Wir erinnern uns zunéchst an den Begriff Ordnung,.

Definition 1.2.1. Sei X eine nicht leere Menge. Fine Relation T C XxX heifst
Teilordnung auf X, falls gilt:

(i) (z,z) € T,Va € X (Reflexivitit),
(ii) (z,y) € TA(y,2) € T = 2 =y (Antisymmelrie),
(iii) (z,y) € TA(y,2) € T= (z,2) € T (Transitivitit).

Man schreibt dann auch x = y oder y < x, falls (x,y) € T, und @ = y oder y < x,
falls (z,y) € T und x # y.

FEine Teilordnung > auf X heifit Totalordnung auf X, falls sich je zwei Elemente
von X bzgl. > vergleichen lassen

r,yeX = x>y oderx =1y odery > zx.
Sind =1 und =9 Teilordnungen auf X, so heifit =5 fetner als =1, falls gilt
TH1Y =T ~2Y.
Beispiel 1.2.2. Auf N{ haben wir eine Teilordnung <, die wie folgt definiert ist:
aXfi=a <B,VI<i<n

fir alle o := (ay, ..., ), B:=(B1,...,5,) € Ni.

Teilbarkeit definiert eine teilweise Ordnung auf der Menge aller Monome in
Klzq,...,2,]. Diese entspricht der obigen Teilordnung < auf Nj:

x|xP = a=<p

Aber diese Teilordnungen sind keine Totalordnungen.
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Definition 1.2.3. Fine Totalordnung > auf einer Menge X heifft Wohlordnung,
wenn jede nicht leere Teilmenge von X ein kleinstes Element bzgl. = hat.

Definition 1.2.4. Fine monomziale Ordnung oder Termordnung auf dem Po-
lynomring K[xy,...,x,] ist eine Totalordnung = auf der Menge aller Monome in
Klzy,...,x,] mit den folgenden Figenschaften:

(i) » verfeinert die durch Teilbarkeit definierte Teilordnung, d.h. fir je zwei Mo-
nome my # my in Klzy,...,x,)] gilt:

my teilbar durch mi = mo = mq,
(ii) = ist multiplikativ, d.h. fiir je drei Monome my, ma,n gilt:
my ~— Mgy — M1 > M3,

Lemma 1.2.5. Jede monomiale Ordnung = auf K|xy,...,z,] ist eine Wohlordnung.
Beweis. Sei M eine beliebige nicht leere Teilmenge der Menge aller Monome in
Klzy,...,2,]. Wir betrachten das monomiale Ideal (M), das durch M erzeugt

wird. Da K[zy,...,2,] noethersch ist, existieren endlich viele Monome in M, et-
wa mq, ..., Mg, so dass (M) = (my, ..., ms) ist.

Dann ist jedes Monom von (M) durch eines der m; teilbar. Also ist das kleinste
Monom von {my,...,ms} auch das kleinste Monom in M. O

Sei Mg die Menge aller Monome in R := Klzy,...,2,]. Durch die Abbildung
exp: Mp — Ny mit exp(x?) := a,

die ein Isomorphismus zwischen den zwei Monoiden (Mg, ) und (N§,+) ist, kann
eine monomiale Ordnung > auf K[zy,...,2,] als eine Ordnung auf Nj} aufgefafit
werden: Fiir o, 5 € Njj setze

o> Bie=x" = xP.
Im folgenden wird zwischen diesen beiden Interpretationen nicht unterschieden.

Beispiel 1.2.6. Die folgenden Festlegungen definieren monomiale Ordnungen auf
Klzy, ..., 2,]:

(i) Lexikographische Ordnung (-i..) :
a e B o= Fie{l,...,n} mit a; > B; und oj = B;,Vj <t
(ii) Graduierte lexikographische Ordnung (> g..) :

a >glew B 1= |a| > |5| oder
<|Oé| = |5| und o > lex 5)

(iii) Umgekehrte (graduierte) lexikographische Ordnung oder reverslexi-
kographische Ordnung(>,i.;) :

Q& >piee B = |a| > |5] oder
(|a| =8| und I i€ {1,...,n} mit o; < B;
und o; = 3;,Y5 > 2)
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(iv) Seiw € RY,. Die w-gewichtete lexikographische Ordnung:
A (0, lex) B 5= wra>w- [ oder
(w-a:w-ﬁ und o e 5)

Beispiel 1.2.7. Sei A eine (nXn)-Matriz mit reellen Eintrdgen. Fir jeden Multi-
index o € Njj st dann A - o definiert, wenn man o als Spaltenvektor auffafit. A -«
ist ein Vektor in R™. Fiir die Vektoren des R" ist >, analog zu oben erkldrt. Wir
definieren fir o, 8 € Ny

g P A e AB.

Setzen wir voraus, dass gilt

(i) A ist invertierbar.

(ii) In jeder Spalte von A ist der erste von 0 verschiedene Eintrag positiv,

so definiert >4 eine monomiale Ordnung auf K[zy,...,,] (die durch A definierte
monomiale Ordnung).

Satz 1.2.8. Sei = eine monomiale Ordnung auf K[xy,...,x,]. Dann existiert eine
Matriz A wie im Beispiel 1.2.7, so dass die Ordnung + 4 gleich = ist.

Beweis. Siehe Robbiano (1985). O
Beispiel 1.2.9. (i) Die lexikographische Ordnung auf K[z,y,z] wird durch die
1 0 0
3 X 3-Finheitsmatric A= [0 1 0] definiert.
0 0 1

). Die w-gewichtete lexikographische Ordnung > (w, lex) WITd
2 3

0 0] definiert.

10

(iii) Allgemein gilt: Ist w = (w,...,w,) € RY,, so ist die durch

Wi W2 ot Wil Wn
1 0 0 0
A=10 1 0 0
0 0 1 0
nxn
definierte monomiale Ordnung =4 auf Klzy,...,2,] auch die w-gewichtete

lexikographische Ordnung auf Klxy, ..., x,].

Definition 1.2.10. Sei > eine monomiale Ordnung auf Kzy,...,2,]. Ist0# f =
EaeN(; a,x” € Klxy,...,2,], so heiffit

(i) exps (f) = maze{o:a, # 0} der Leitexponent von f,

(i) lee (f) = @eyp, (5) der Leitkoeffizient von f,
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(iii) lmy (f) = x?>() das Initialmonom (Leitmonom) von f,

(iv) ing (f) = lew(f)lmy(f) der Initialterm (Leitterm) von f.

Wir definieren iny(0) = 0. Ist I C K[xzq,...,2,] ein Ideal und w € R, ein Ge-
wichtsvektor, so heifst B
caps (1) = {eapn () : [ € T}

die Menge der Exponenten von I,

inw (1) := {in.(f) : f € 1})
das Imitialideal von I bzgl. > und

iny (1) = {inu(f) : f € 1})
das Imitialformenideal von I bzgl. w.

Bemerkung 1.2.11. In obiger Situation gilt:

(i) Das Initialideal iny (I) von I ist tatsdchlich ein monomiales Ideal, aber das
Initialformenideal in,(I) von I ist nicht notwendigerweise ein monomiales

Ideal.

(i1) iny(I) ist ein monomiales Ideal genau dann, wenn w im Innern eines Grébner-
kegels von I bzgl. einer monomialen Ordnung liegt (siehe Kapitel 3).

(iii) Fiir jede monomiale Ordnung > und jedes Ideal I existiert ein nichtnegativer
ganzer Gewichtsvektor w € N{, so dass in, (1) = iny (I) ist (siehe Sturmfels

(1996))

(iv) Seien f,g € K[x1,...,2,]\{0} und sei m der eindeutig bestimmte Term von
g, so dass m - iny. (f) mazimal ist. Dann gilt

i (g 1) = m - ins. (/).
Denn: Ist myg # iny (f) ein Term von f und my # m ein Term von g, so gilt

m-ine (f) = my -ine (f) > my - my.

1.3 Divisionsalgorithmus

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder den Polynomring Klzy,...,a,] iber
einem beliebigen Kérper K und eine monomiale Ordnung - auf einem solchen Ring.
Wir beschiftigen uns mit einem Algorithmus zur Berechnung von Division mit Rest
in Klzy,...,2,].

Bemerkung und Definition 1.3.1. Seien f,g € K|zy,...,2,] mit g # 0. Dann
sagen wir f reduziert sich auf fi € Kzy,...,2,] modulo g in einem Schritt und
schreiben
g
f — f17
falls es einen Term m von f gibt, der durch in. (g) teilbar ist, so dass

m

h=/F—>-
iny (g

)g
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gilt. Wir nennen f; eine Reduktion von f bzgl. g. Da = eine Wohlordnung ist, ¢ibt
es eine endliche Folge von Reduktionen

g g g g
f—=h—=h—=—=f=r

so dass entweder r = 0 gilt oder kein Term von r durch iny(g) teilbar ist. Wir
nennen r auch einen Rest von f bei Division durch g und schreiben

f —g—>_|_ r.
Beispiel 1.3.2. Wir betrachten zwei Polynome in Q[z, y]:

=62y — x4+ 4y° — 1,
g =2zy+y°.

Ist » die lexikographische Ordnung auf Qlz,y] mit x > y, so gilt f 25 f1, wobei
fi = =3y — x4+ 4y — 1 ist; in diesem Fall ist m := 6x%y = in, (f). Schlieflich
erhdlt man

2xy+y°

L —3ay®—z4+4y° -1 72 —x+3/20° + 4y —1=: 1.

Kein Monom von r ist durch 2zy = iny (g) teilbar. Also ist —x + 3/2y° + 4y° — 1
ein Rest von [ bei Division durch g.

Definition 1.3.3. Seien f, fi,..., fs € K[z1,...,2x,] mit f; 0 (1 < i < s). Wir
sagen: [ reduziert sich auf r € K[zy,...,x,] modulo fi,..., fs und schreiben

f fl;_y}fs—l_ r7

falls Indizes iy, ...,i; € {1,...,s} und Polynome hy,... hy_y € K[zy,...,2,] exis-
tieren, so dass gilt

; ; ; fiy_ ;
Flny Je g, Lo ey, Dy

Ist entweder r = 0 oder kein Monom von r durch einen der Initialterme iny. (f;), i =

1,...,s teilbar, so nennen wir r reduziert bzgl. f1,..., fs. In diesem Fall schreiben
wir

7f17~~~7fs —r
und nennen r auch einen Rest von f bei Division durch fi,..., fs.

In der Tat liefert der Reduktionsprozess einen Divisionsalgorithmus, der den Eu-
klidischen Divisionsalgorithmus fiir Polynome in einer Variablen verallgemeinert.
In Algorithmus 1.3.4 beschreiben wir eine Variante dieses Algorithmus, bei der die
Reihenfolge in der fi,..., fs angeordnet sind eine Rolle spielt.
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Satz 1.3.5. Sind f, fi,..., fs € K[z1,...,z,] mit fi £0 (1 <i<s), so liefert der

Algorithmus 1.3.4. DwAlg(f, f1,..., fs);
Eingabe: f, fi,..., fs € K[z1,...,2,] mit f; 20, (1 <i<s).
Ausgabe: uy,...,us,r € K[zy,...,2,] wie in Satz 1.5.5.
Setze: u; =---=us=r:=0, h:= f;
whale (h #0) do

of existiert i, so dass iny (h) durch iny. (f;) teilbar ist then

wéhle die kleinste Zahl i, so dass iny (h) durch ing (f;)
teilbar ist,

gy 4 (B
U=

hi=h— 2= g

iny(fi)
else
r:=r+ins(h);
h:=h —iny(h);
return(uy, . .., Us, 7).

Algorithmus 1.3.4: Divisionsalgorithmus.

Divisionsalgorithmus uy, ..., us, v € K[xy,...,2,], so dass gilt

f:ulfl‘l’""l’usfs‘l'rv

wobei r bzgl. {f1,..., fs} reduziert ist, und

iny(f) = max (m(mlgigs(in>(ui)in>(fi))v in>("))-

Beweis. Siehe Adams & Loustaunau (1994).

Beispiel 1.3.6. Wir betrachten R := Rz, y] mit =,

sowie

(i) Wir dividieren zundchst f durch f1, fo (die Reihenfolge spielt eine Rolle bei

dem Divisionsalgorithmus).

f=zy —2€cR

fi=ay+1, o=y*-1€R.

Setze: uy = 0,uy := 0,7 := 0, h := 2y — 2.
Am Ende der ersten Schleife hat man

in>le.r (h)

= g )

=Y
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h::h—%ﬁ:xyz—x—%(xy—l—l):—x—y.
Nach zwei weiteren Schleifendurchliufen hat man
re=r+4iny, (h)=-z—y
h:=h—1iny, (h)=0.
Wegen h = 0 verlassen wir die Schleife und sehen
u =y, up=0,r=—x—y,

dh. f=y-i+0-fo+ (-2 —y).

(i) Wir vertauschen fi und f:

g1 := f2, 92:= f1.

Setze: uy == 0,uy := 0,7 :=0,h := zy? — 2.
Am Ende der ersten Schleife hat man

in>le.r (h)

S s Ty T
e ,
hi=h- 752:;:;(;1))91 =ay’ —o - (Y’ - 1) =0.

Wegen h = 0 verlassen wir die Schleife und sehen
uy =z,u3 =0,r=0,

dh f=z-g1+0-g2+0.

Dieses Beispiel zeigt, dass der Rest bei Division im Polynomring mit mehreren Un-
bestimmten im Allgemeinen nicht eindeutig ist, d.h. der Rest von f bei Division
durch fi,..., fs hdngt also im Allgemeinen von der Reihenfolge der f; ab. Diese
Reihenfolge spielt keine Rolle mehr, wenn die Menge { fi, ..., fs} eine Grébnerbasis
ist (siehe Korollar 1.4.7).

1.4 Grobnerbasen

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder den Polynomring
R := K[z, ..., 2,)

tiber einem beliebigen Korper K. Wir beschéftigen uns mit algebraischen Fragen
im Zusammenhang mit dem Studium von Idealen in R. Nach dem Hilbertschen
Basissatz ist jedes Ideal I C R endlich erzeugt, d.h. von der Form

I:<f17"'7f5>7 mit flv"'7f5€R-

Im folgenden seien § # I C K[zy,...,2,] ein Ideal und > eine monomiale Ordnung
auf Klzq,...,2,].

Definition 1.4.1. Fine endliche Menge { f1, ..., fs} C I\{0} heifft Grébnerbasis
von I bzgl. », falls gilt

in>(1) = <in>(f1)7 e '7in>(fs)>‘
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Bemerkung 1.4.2. Ist F :={fi,..., fs} eine Grébnerbasis von I bzgl. =1, so nicht
notwendigerweise auch bzgl. »=o. Aber F ist auch eine Grobnerbasis von I bzgl. 5,
wenn alle Initialterme der Flemente von F bzgl. der beiden monomialen Ordnungen
gleich sind, wie das Lemma 1.4.8 zeigen wird.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Grobnerbasen eines Ideals bzgl. einer monomialen
Ordnung nicht eindeutig sind und ein Erzeugendensystem von I nicht immer eine
Grobnerbasis von [ ist.

Beispiel 1.4.3. Se:
Ii=(2*+y,y) = (2%, y) C Rz, y].

F = {2 + y,y} und G := {22y} sind 2wei Grébnerbasen von I bzgl. der lexiko-
graphischen Ordnung =1 mit x > y. Die Menge G ist auch eine Grébnerbasis von
I bzgl. der lexikographischen Ordnung =9 mit y > x. Aber F ist keine Grdbnerbasis
von I bzgl. »5, da

<in>2 (x2 + y)7 in>2 (y)> = <y> 7£ <$27 y> = in>2 (I)
15t.

Lemma 1.4.4. FEin von Null verschiedenes Ideal I besitzt eine Grébnerbasis bzgl.
-

Beweis. Siehe Cox et al. (1997). O

Lemma 1.4.5. Seien I und J zwei Ideale in K[zq,...,z,]. Ist J C I mit ing.(J) =
ing(I), soist J=1.

Beweis. Annahme: J # [. Nach Lemma 1.2.5 kénnen wir dann f € I\J wihlen,
so dass iny (f) minimal ist unter allen iny (g), g € I\J. Da

ine(f) € iy (I) = iny- (J)

ist, so existiert h € J mit in. (f) = m - iny.(h) fir einen Term m. Dann ist g :=
f—m-h € I\J mit iny (f) = iny(g). Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von

iny-(f)- O

Im folgenden Satz zeigen wir, dass Grobnerbasen tatsdchlich die angekiindigte Ei-
genschaft bzgl. Division mit Rest haben.

Satz 1.4.6. Fir {fi,..., fs} C I sind dquivalent:
(i) {f1,..., fs} ist eine Grébnerbasis von I.
(ii) Fir alle f € K[z1,...,2,] gilt f € I genau dann wenn f flll>fs_|_ 0.
Beweis. Siehe Adams & Loustaunau (1994). O

Aus dem Satz 1.4.6 erhalten wir:
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Korollar 1.4.7. Sei {fi,..., fs} eine Grébnerbasis von I C Klxy,...,x,] bzgl. ».
Dann gilt:

(1)) I={f1,-- [s).

(ii) Der Rest von f € K[xy,...,,] bei Division durch fyi, ..., fs hingt nur von I
und >, aber nicht von der Grébnerbasis ab.

Korollar 1.4.7 (ii) zeigt, dass in unserem Divisionsalgorithmus die Reihenfolge von
fiy. .., fs keine Rolle spielt, wenn {fi,..., fs} eine Grobnerbasis ist.

Lemma 1.4.8. Seien > und > zwei verschiedene monomiale Ordnungen. Ist F' :=
{f1,..., fs} eine Grobnerbasis von I bzgl. > mit ins (fi) = in.(f;) fir alle i =
1,...,s, so ist I’ auch eine Grébnerbasis bzgl. .

Beweis. Sei f € I beliebig. Division mit Rest bzgl. > liefert eine Darstellung
f=afi+-Fafs+r, (1.1)
wobei kein im Polynom r auftretendes Monom durch eines der
{ing.(fi) : 1< e <sp={ins(fi): 1 <0 < s}

geteilt wird. Da F eine Grobnerbasis von I bzgl. > ist, so muss » = 0 sein. Aus dem
Satz 1.3.5 folgt iny (f) € {inw-(f1),...,ine(fs)). Also ist F' eine Grébnerbasis von [/
bzgl. . O

Beispiel 1.4.9. Se:
I:=(2* —ay+ 2, —a* +y* + 2z, 22 +y2) C Rz, 2].
Dann ist die Menge
G:={ vo+yz, 2y —y’ +yz—2, 22 =y’ +yz, 22 —y2* + 2%}

eine Grébnerbasis von I bzgl. =1, mit x > y > z. G ist auch eine Grobnerbasis von
I bzgl. =10, mit x >y > 2z, weil 22, xz, vy, 22, 2y*z die Initialterme der Elemente
von G bzgl. > sind.

Definition 1.4.10. Fine Grébnerbasis {fi,..., fs} von I bzgl. = heifit minimal,
wenn gilt:

(i) lee (f;) =1 fir alle i =1,2,...,s.
(it) Fir allet=1,2,...,s gilt ine. (f;) ¢ {(ine-(f;) :j=1,...,8, jF#1).

Da jedes Ideal eine Grobnerbasis besitzt (siehe Lemma 1.4.4), zeigt man durch Re-
duktion jedes Polynoms f; einer solchen Grobnerbasis bzgl. der Menge {f; : j =
1,...,8, j # i} das folgende Lemma.

Lemma 1.4.11. Sei {0} # [ ein Ideal und > eine monomiale Ordnung. Dann gilt:

(i) I besitzt eine minimale Grébnerbasis bzgl. .

(ii) Sind {f1,..., fs} und {g1, ..., 9t} zwei minimale Grébnerbasen, so ist
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{ine(f1)s - yine (fs)} = {ins-(g1), .. inw(g4) }-

Insbesondere haben je zwei minimale Grébnerbasen dieselbe Anzahl von Fle-
menten.

Definition 1.4.12. Fine Grébnerbasis {f1,..., fs} von I bzgl. > heifst reduziert,
falls gilt:

(i) le(fi) =1 firallei=1,...,s.

(i1) Fir alle i = 1,...,s enthdlt {iny(f;) : 7 =1,...,s, j # t) kein Monom von
fis d.he fiist reduziert bzgl. {f; - j=1,...,s, j#i}.

Durch Division mit Rest und aus dem Lemma 1.4.11 folgt:

Korollar 1.4.13. Fin von Null verschiedenes Ideal I besitzt eine eindeutig bestimm-
te reduzierte Grébnerbasis bzgl. .

Beispiel 1.4.14. Betrachte die folgenden Ideale in Rz, y]:
L= <$2 + y27 $>7 L= <$2 + y27 L, y2>7 I3 := <y2 +z, $> und Iy := <y27 $>

Es ist klar, dass alle diese Ideale gleich sind, d.h. I .= 1) = I, = Is = I,. I} :=
{2? + y?, 2} ist keine Grébnerbasis von I bzgl. > e, weil y* € I ist, aber

sy, (V7)) = ¥ & (2) = (2%, 2) = (iny ., (F1)).
Die Mengen
Fy = {2 +y? 2,y?}, F3 = {y* + 2,2} und Fy := {y? 2}

sind Grébnerbasen von I bzgl. > e Fy ist keine minimale Grébnerbasis, weil der
Initialterm z2 von x2 + y? durch den Initialterm von x € Fy teilbar ist. Fy ist keine
reduzierte Grébnerbasis, weil das Monom x von y? 4+ x durch den Initialterm von
x € F3 teilbar ist. Fy ist die reduzierte Grobnerbasis.

Zum Schlufl dieses Abschnittes beschéftigen wir uns mit dem Buchbergeralgorith-
mus, um eine Grobnerbasis eines Ideals zu berechnen.

Theoretisch kénnten wir Satz 1.4.6 anwenden, um zu entscheiden, ob eine endliche
Menge von Polynomen eine Grobnerbasis eines Ideals ist. Aber in der Praxis kénnen
wir natiirlich nicht alle Polynome aus dem Ideal I durch fi,..., fs dividieren, um
die Entscheidung zu treffen, ob die gegebene endliche Menge {fi,..., fs} C I ei-
ne Grébnerbasis von [ bildet. Wir zeigen, dass man tatsdchlich mit endlich vielen
Testelementen aus I auskommt.

Sei F':= {f1,...,fs} C Klz1,...,2,]\{0} und > eine monomiale Ordnung auf
Klzy,...,2,]. Wir setzen fiir 1 <i#j<s

s in>(fi)
v ng(m>(fi)7m>(fj))7
Spoly (fi, f;) == mji fi — my; f;,

wobei ged fiir den normierten grofiten gemeinsamen Teiler steht. Das Polynom
Spoly (fi, f;) nennt man S-Polynom oder S-Paar von f; und f;.
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Satz 1.4.15. (Buchberger-Kriterium) Mit obiger Notation gilt: Fiir ein Ideal
I C Klzy,...,2,) und Erzeuger fi,..., fs von I sind dquivalent:

(i) {f1,-.., fs} ist eine Grobnerbasis von I.

(i) Spoly (fi, £;) "1 0 firr alle 1 < i< j <.

Beweis. Siehe Adams & Loustaunau (1994). O

Auf diesem Satz basiert der von Bruno Buchberger entwickelte Algorithmus zur
Berechnung einer Grébnerbasis eines Ideals. Dieser wird Buchbergeralgorithmus
genannt.

Wir besprechen nun den Buchbergeralgorithmus. Dabei setzen wir nur voraus, dass
I durch endlich viele erzeugenden Polynome gegeben ist.

Sei @ £ I :={f1,...,[s) C K[z1,...,2,] ein Ideal mit f; # 0 fiir alle 1 < i < s
und > eine monomiale Ordnung auf K[zy,...,2,]. Dann kann eine Grdbnerbasis
von [ bzgl. > mit endlich vielen Schritten durch den Algorithmus 1.4.16 berechnet
werden.

Beispiel 1.4.17. Seien f1 := v + 2z, fo = a? —y und I := {f1, f2) C R[x,y,2].
Durch den Buchbergeralgorithmus wollen wir eine Grébnerbasis von I bzgl. > 4icy
ausrechnen. Zuerst definieren wir

G:={f1, f2} , m:=3 und B:={(f1, f2)}.

Am Ende der ersten Schleife hat man

el

fa=z(x+2) - 1(a? - y)u =22 —y,
B = {(f17f3)7(f27f3)})
G = {f17f27f3};

m :=4.

Am Ende der zweiten Schleife hat man

B :={(f2 f3)},

=2t -2 -y) =0,
G = {f1, f2, 13},

m :=4.

Am Ende der dritten Schleife hat man

B =10,

fi=20T g -2 (- y) =0,
G = {f1, f2, 13},

m = 4.

Wegen B = () verlassen wir die Schleife und erhalten die Menge G := {f1, f2, f5},
die eine Grobnerbasis von I bzgl. > gep ist.
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Algorithmus 1.4.16. BuchAlg(fi,..., fs);
Eingabe: F:= {fi,..., fs} C K[z1,...,2,]\{0}.
Ausgabe: eine Grobnerbasis G von I = (F) bzgl. = mit G D F.
Initialisierung:
G:=F;
m:=s+4 1;
while (B # 0) do
wdihle ein Paar(f;, f;) € B;
B = B\{(fi, [i)};
-G
fm = Spoly (fi, f5)
of (f #0) then
B:=BU{(fi,fn):1<i<m};
G=GU{fm};
m:=m+ 1;
return(G).
Algorithmus 1.4.16: Buchbergeralgorithmus.
Beweis. (der Korrektheit) Siehe z.B. Buchberger (1985). O

1.5 Grobnerfan

Die Menge

RQO::{(QIM"van):aiZOv OSZSTL}CRn

heifit der positive Orthant in R™.

Eine Teilmenge I/ C R” heifit konvex, wenn

E::{(l—r)ﬁ—l—r’y:OSrSl}CE

fiir je zwei Elemente 5,y € F gilt.

Sei o € R™ Dann heif3t

H,={eR":5-aa=0}
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eine Hyperebene in R”. Die Mengen
Hf ={BcR":3-a>0}und
H, ={feR":5-a<0}

heiflen abgeschlossene Halbraume in R”, die von H, begrenzt sind. Diese
Halbrdume sind eigentlich konvexe Kegel, weil gilt:

(i) reR,B€ Hf bzw. H, —> r3 € HY bzw. H,

(ii) B,y € HY baw. H; = B+ y € HI baw. H].
Bemerkung und Definition 1.5.1. Sei W = {wy,...,w,} eine endliche Teilmenge
des R™. Die Menge

S

<W>+ = {Z riw; LT € RZO}7

=1
die durch die Elemente von W iiber Ryq erzeugt wird, nennt man den durch W
definterten Polyederkegel.

Die Menge
Wy = {BeR":f w; >0, 1<i<s}

heifst Polarkegel von W, und kann auch folgendermafien beschrieben werden
(WY = ﬂ{ﬁ ER": B -w; >0},
=1
d.h. {(W)* ist ein Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halbrdumen in
R™.

Beispiel 1.5.2. Sei W = {(1,2), (2,1)} C R2. Die Abbildung 1.1 zeigt den Polyeder-
und Polarkegel von W in R?. Der Polyederkegel von W wird durch die Strahlen oc”
und OB~ begrenzt und der Polarkegel von W durch die Strahlen OA” und OD” .

Fiir alle 5,y € (W)*, w; € W und r € Rmit 0 <r < 1 gilt

(L=r)B+ry) - w=1=r)f -w+r(y-w)>0,

d.h. (W)* ist konvex.

Aus dem obigen Paragraph und den Eigenschaften einer abgeschlossenen Menge
folgt:

Lemma 1.5.3. Seien (W)* und R, wie oben. Dann ist die Menge
(W) NRE,
ein abgeschlossener konvexer Polyederkegel, der sich im positiven Orthant befindet.

Wir betrachten wieder ein von Null verschiedenes Ideal I im Polynomring K[x] :=
K[zy,...,2,] und eine monomiale Ordnung > auf K[x]. Dann setzen wir

B(I) ={x" : x> ¢ in.(I)}.
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Y
D
C
2x=-y
2x=y B
x=2y
0 x=-2y X
A

Abbildung 1.1: Polyeder- und Polarkegel von W = {(1,2), (2,1)}

Sei f € K[x]\I beliebig. Bei Division mit Rest von f durch eine Grébnerbasis von
I bzgl. > erhélt man

f=qg+rmit g€l und r = Z aoX",
xa€B(I)
wobei fast alle a,, = 0 sind. Daraus folgt, dass
{x+1 : x> ¢in.(I)}
ein Erzeugendensystem von K[x]/I iiber K ist. Fiir eine endliche Teilmenge S C
B(I) gilt

Z X" =0 mod [
X¢ES

genau dann, wenn alle a, = 0 sind (siehe Cox et al. (1997)).

Mit anderen Worten:
{x*"+1 : x* ¢ in.(I)}
ist eine K{-Vektorraumbasis von K[x]/I (siehe Sturmfels (1996)).

Mit Hilfe dieser Tatsache, und da K[x] noethersch ist, kann man das folgende Lemma
beweisen.

Lemma 1.5.4. Die Menge
Mon([I) :={iny.(I) : > eine monomiale Ordnung auf K[x]}.
ist endlich.

Die Elemente von Mon([) sind Initialideale von I bzgl. verschiedener monomialer
Ordnungen auf K[x].

Beweis. Annahme: Die Menge Mon([) ist unendlich.
Sei 0 # fi = ,en, a&l)xCY € [ beliebig mit von Null verschiedenen Koeffizienten
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a&l), a € Ay. Fiir jedes o € A existiert M, € Mon(I) mit x* € M,. Da A; endlich
und Mon(/) unendlich ist, erhdlt man eine unendliche Teilmenge

Y :={M € Mon(I) : x" e M}
von Mon (7) fiir ein a{!) € A;. Also ist <xa(1)> C iny, (1) fiir eine monomiale Ordnung

1.

Da {x*+1 : x* ¢ iny, (I)} eine K-Vektorraumbasis von K[x]/I ist und <xa(1)>
iny, (I) gilt, ist die Menge

M

x x Ol(l)
{x* o xT g (x* )}
K-linear abhingig modulo I, und es existiert ein Polynom
0# fo= Z aPx* € I mit x* ¢ <xa(1)> fiir alle o € Ag,
a€ls

wobei Ay die Multiindices der von Null verschiedenen Koeffizienten von fy enthilt.
Da A; endlich und 3; unendlich ist, existiert eine unendliche Teilmenge

Yor={Me¥ : x? € M}
von ¥ fiir ein o € A,. Dann gilt
g e 1) G i, (1)
fiir eine monomiale Ordnung .

Aus unendlich vielen Wiederholungen dieser Verfahrensweise ergibt sich eine unend-
liche Kette von monomialen Idealen in K[x]:

<Xa1> G <Xa17 Xa2> G <Xa17 X2, Xa3> G

Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, dass der Polynomring K[x] noethersch ist.
Also ist die Aussage richtig. O

Nach Lemma 1.5.4 ist Mon([/) endlich, etwa
Mon(I) ={ My, ..., M,},

mit M; = iny,(I) fiir geignete monomiale Ordnungen »;, 1 =1,2,...,r.

Fiir alle ¢ = 1,2,...,r sel G; := {gi1,--.,in, } die reduzierte Grobnerbasis von [
bzgl. >;, wobei

o0 oD a(ml'])
gij =x" +a_ x4+ @ (i) X7 (1.2)
¥ i
o MO . : .
mit iy, (g;;) =x"v fiiralle 1 <¢<rund 1 <j < n;sind.
Fiir alle 1 = 1,2,...,r setzen wir
n;
0 k
D; = U{oegj) — oegj) 1<k <my;} (1.3)
j=1

und schreiben D; =: {5@, .. .,55(2)}. Der Polarkegel des durch D, definierten Poly-
ederkegels
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(Diyt = {27;1 rlfsl(i) T € Rzo}

ist dann
DI =(D)"={weR":w-06>0, 6§ €D} (1.4)

K3

Aus dem Lemma 1.5.3 folgt, dass die Menge D NRY, ein abgeschlossener konvexer
Polyederkegel fiir alle ¢ = 1, ..., r ist. N

Definition 1.5.5. Die Menge der obigen Polyederkegel
GF(I):={DiNR3q,..., Dy NRSy}
heifit der Grobnerfan von I.

Bemerkung 1.5.6. Der Grobnerfan eines Ideals ist endlich.

Im Rest dieses Abschnittes beschéftigen wir uns mit dem Beweis des folgenden
Satzes, der sich mit den Eigenschaften des Grobnerfans beschéftigt.

Satz 1.5.7. Fiir allet =1,...,r seien D}, G; wie oben. Dann gilt:

(i) Ry = Uy (D7 NRY,).

(ii) Sei A eine Matriz mit Zeilen wy, ... ,w,, die die monomiale Ordnung >; defi-
niert. Dann gibt es eine positive Zahl € > 0 mit

> dlwe (0 mR;O)O = {wEeRLy:w-0>0, §€ Dy} (1.5)
=1

Beweis. (i) Es ist ausreichend zu zeigen, dass R%, C |J_, (DZ* N RQO) ist, weil
R34 D Uiz (DZ* N Rgo) trivialerweise erfiillt ist.

Sei w € RY, beliebig. Dann gibt es eine monomiale Ordnung >p, die durch eine
Matrix B definiert wird, deren erste Zeile w ist. Aus der Definition von Mon([)
erhalten wir ein monomiales Ideal M; in Mon([/), so dass iny (/) = M; ist. Aus
dem Lemma (1.4.8) folgt, dass (¢; auch eine Grébnerbasis von I bzgl. »p ist. Dann
gilt

© Zw-oe(»k) Vi=1,2,...,n,4 k=1,2,...,my.

w'OéZ»] )

: () (k) - - . — g
Also sind w - (e;" — a;’) > 0 fiir alle j = 1,2,...,n4 k = 1,2,...,my;, d.h.

we DrNRY,.
(0)
(ii) Da »; durch die Matrix A definiert wird und iny(g;;) = x™v fiir alle ¢;; € G;
wie in (1.2) ist, gilt
Al —al) m (0,...,0) (1.6)
fiiralle j =1,...,n; und £ =1,2,...,my;, d.h.

A8 e (0,...,0) (1.7)

fiir alle 6 € D;. Also ist fiir alle § € D; der erste von Null verschiedene Eintrag von
A -4 strikt positiv und die Behauptung folgt wenn wir ¢ klein genug wihlen. O
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Nach Lemma 1.5.7 (i) folgt:

Bemerkung 1.5.8. Die Vereinigung aller Flemente des Gribnerfans eines Ideals
ist RY,.

In den folgenden Beispielen rechnen wir den Grébnerfan eines Ideals aus.

Beispiel 1.5.9. Sei [ := {f1, f2, f3) C R[z,y] ein Ideal, wobei
h=a—ay’, f=y—ay, fi=a+ayty
sind.
Die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. >, ist
Fr={ey =% v+ +y, 2y +yh
Aus (1.3)3) und (1.4) V) ergibt sich

Dy = {(17 _1)7 (07 1)7 (072)7 (37 _2)7 (37 _1)}7
D i={(0,y) €R* 52 > y > 0).

Da der Vektor wy := (1,2) ¢ DY ist, wihlen wir die wy-gewichtete lexikographische
Ordnung >, 1ce)- Dann ist die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. >, 1ce)

F={+ay+y, v’ —ay, *y+ay+yl}.
Dann ergibt sich

Dy = {(2,-1),(3,-1),(~1,1),(1,0),(2,0)},

Ds = {(z,y) eR*:0 < %yﬁxﬁy}.

Da der Vektor wy == (1,3) ¢ DYU D3 ist, wihlen wir die wy-gewichtete lexikographi-
sche Ordnung > (u,, lex)- Dann ist die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. (., 1cz)

Fy={ay+a2° 4y, 2 —y, v +2° +y}.
Dann ergibt sich
D3 := {(_27 1)7 (17 0)7 (47 _1)7 (_37 2)7 (07 1)}7

1 1
Dy i={(w,y) ER*: 0 < Jy <@ < oy}

%) Seien g1 =ay—y?, g2 =y +y* +yund g3 := = + ° + y. Der Initialterm von g; bzgl.
> rier 18t dann zy, y3 bzw. z°. Also ergibt sich
s = (1,1) = (0,2) = (1,—1), M :=(0,3) —(0,2) = (0,1), 2 :=(0,3)—(0,1) = (0,2),

5 = (3,0) — (0,2) = (3,—-2) und 6 := (3,0) — (0,1) = (3, —1).

4) Sei o = (z,y) € D. Dann erhélt man

w~5£1):x—y20 —z>y
w- =y>0, w- P =2y>0 =y>0

2 1
w~5§1):3x—2y20, w~5§2):3x—y20 :>x2§yundx2§y.

Daraus folgt © > y > 0.
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Da der Vektor® ws := (1,10) ¢ D} U D3 U D} ist, wihlen wir die ws-gewichtete
lexikographische Ordnung = (., 1ce). Dann ist die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl.
>'(wg,, lex)”

Py = {x5 +at x?’, Y — 364}.

Dann ergibt sich
Dy = {(17 0)7 (270)7 (_47 1)}7
1
D;={(z,y) eR*:0< 2 < Zy}

RQZO = (DT n Rzzo) U (D§ n Rzzo) U (D§ n Rzzo) U (DZ n Rzzo)
= DU DU D;U D}

18t, 1st

GF(I):=A{Di, D3, D3, Di}
der Gréobnerfan von I wie in Abbildung 1.2.

X

Abbildung 1.2: Grébnerfan von [

Beispiel 1.5.10. Wir bestimmen den Grébnerfan vom Ideal
I ::<$2 - y37 Ly + Lz, $2y + 22$> C Z32003[x7 Y, Z]'

Mit Hilfe des Computeralgebrasystems SINGULAR erhalten wir Grébnerbasen G; von
I bzgl. verschiedener monomialer Ordnungen und die Elemente D’ des Grébnerfans
von I mit 1 < <9 wie folgt:

1. Bzgl. der Ordnung j.;:
Gy = {9323 + 72 Yyt yts, w2 -y ay az, 2 - 93}7
Dy ={(z,y,2) ER%O:x—Sy—I—ZZ 0, x> 3y, y > z}.

2. Bzgl. der Ordnung ™ ((2,1,0), lex)
Gy = {xz4 + wz?’, y32 - wzz, Y+ T2, y4 + wzz, z? — y3}7
Dy ={(z,y,2) ERZj:y> 2, z > %y, x—3y+z<0}.

) Fiir einen Vektor aus {(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9)} erhalten wir dieselbe reduzierte
Grobnerbasis wie fiir den Vektor ws = (1, 10).
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3. Bzgl. der Ordnung >((1,1,0), tes):
Gy ={xzt+ 223, ay+ oz, 2?2 — 22?2, y® — 2?2, 2% + 223},
Dy ={(z,y,2) eRY: 32 < < 5y, y > 2}

4. Bzgl. der Ordnung >((11,1), 1ex):
Gy={zy+ 2z, yv° — 22, 222 — 222, 222+ 23, 2t + 27},
DZ:{($7y7Z)ER§0:ZS$ < %Zv z < %y7 yZZ}

5. Bzgl. der Ordnung >((0,1,1), te):
Gs = {2t + 23, sy + a2z, 22+ 23, 227 — 2%z, ° — 2%},
Dt = {(z,y,2) ER§0:$ <z <y}

6. Bzgl. der Ordnung >((0,1,3), te):
Ge={at + 2%, vz + 2y, xy* + 2%y, 2%y — 23, y* — 2},
Di=A{(,y,2) ERSy: 2 <y < 2}

7. Bzgl. der Ordnung >((1,1,2), te):
G7 = {y3 - $27 rz+ 2y, $2y + $y27 $4 + $3}7
Dy ={(x,y,2) eRYy:y <z < gy, y <z}

8. Bzgl. der Ordnung > ((3.2.6), tex)
Gs={2? =y’ y* +ay’, vz 42y, v’z —2y?},
Dy =A{(,y,2) eRY,: Sy < <2y, y <z}

9. Bzgl. der Ordnung >((1,0.1), te):

Go={y* =9’ v’2+y* ap* +y*, vz 42y, 2* —y°},
Dg:{(w,y,z)ERgo:xZQy, y <z}

Da U, Dr = R%o ist, ist der Grébnerfan von [
GE(I) =A{D1, D3, D3, D3, D5, Dg, Dz, D, Dy}
Betrachten wir die die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. ((1,1,1), 1ee)s
Gi={ay+uaz y° —2a? 2%z - 22 22°+2°, 2' 427},
so sehen wir dass gilt iny | ., (9) = ins,, (g) fir alle g € G4. Also existiert

ein Gewichtsvektor w € D}, so dass in, (/) = iny . _([) ist (sieche Lemma 3.2.1 und
Lemma 3.2.3).

rle.r(



Kapitel 2

Algorithmen

In diesem Kapitel stellen wir zuerst einige Varianten des Buchbergeralgorithmus
vor. Diese beruhen auf Kriterien, die es erlauben, die Anzahl der tatséchlich zu re-
duzierenden S-Polynome zu verringern (siehe Buchberger (1979), Gebauer & Méller
(1988) und Giovini et al. (1991)).

Um eine Grobnerbasis mit Hilfe des Buchbergeralgorithmus oder einer seiner Va-
rianten zu berechnen, muss man zun&chst eine monomiale Ordnung wé&hlen. Die
Rechnung und die daraus resultierende Grébnerbasis hdngen ganz wesentlich von
der Wahl dieser Ordnung ab. Fiir die meisten Anwendungen geniigt es, irgendei-
ne Groébnerbasis zu berechnen. Es erweist sich dann als sinnvoll, die monomiale
Ordnung so zu wihlen, dass die Berechnung der Grébnerbasis moglichst effizient
ist. Typischerweise wihlt man die reverslexikographische Ordnung (siehe Bayer &
Stillmann, 1987).

Fiir manche Anwendungen bend&tigt man spezielle Grébnerbasen und deswegen auch
spezielle monomiale Ordnungen (etwa die lexikographische Ordnung zum eliminie-
ren von Variablen, siehe Cox et al. 1997). In diesen Fillen ist es oft effizienter, die
gewiinschte Grobnerbasis nicht direkt sondern iiber den Umweg einer reverslexiko-
graphischen Grébnerbasis zu berechnen. Die Algorithmen von Faugere et al. (1993),
Traverso (1996) und Collart et al. (1997) beruhen auf dieser ldee.

Faugere et al. verwenden lineare Algebra zur Konstruktion der gesuchten aus der re-
verslexikographischen Grébnerbasis. Thr Algorithmus gilt fiir nulldimensionale Idea-
le. Der Algorithmus von Traverso gilt fiir homogene Ideale, wobei hier die Hilbert-
Funktion des Ideals benutzt wird. Collart et al. stellten eine andere Methode fiir
beliebige Ideale vor, welche Eigenschaften des Grobnerfans eines Ideals benutzt.

Fiir die Details verweisen wir auf die Arbeiten von Buchberger (1979, 1985), Gebauer
& Moller (1988), Giovini et al. (1991), Faugere et al. (1993) und Traverso (1996).
Der von Collart et al. (1997) entwickelte Algorithmus wird im ndchsten Kapitel
prasentiert.

2.1 Varianten des Buchbergeralgorithmus

Zur Berechnung einer Grobnerbasis des Ideals I := (G) durch den Buchbergeralgo-
rithmus muss man in einem einzelnen Schritt das S-Polynom von zwei Polynomen
aus GG berechnen und durch die Elemente von & dividieren. Ist der entstehende Rest

23
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ungleich Null, so muss er zu GG hinzugefiigt werden. Ansonsten bleibt (7 in diesem
Schritt unverdndert. In der Praxis werden dabei viele Berechnungen durchgefiihrt,
die zum Rest Null fiihren, also keine neuen Grébnerbasiselemente liefern. Aus die-
sem Grund sucht man nach Kriterien, um Paare von Elementen in G zu erkennen,
deren S-Polynome sich zu Null reduzieren lassen.

2.1.1 Zweite Variante des Buchbergeralgorithmus

Seien F'={f1, fo,..., fs} C K[x1,...,2,]\{0} und > eine monomiale Ordnung auf
Klzy,..., 2,

Satz 2.1.1. (Erstes Buchbergerkriterium) Seien f;, f; € F. Dann gilt

ged (ins- (), iny (/) =1 = Spoly (fi. [}) “4s 0.

Beweis. Siehe Cox et al. (1997). O

Definition 2.1.2. Fine Syzygee der Leitterme iny (f1),...,in.(fs) ist ein s-Tupel
von Polynomen (hy, ..., hs) € K[zq,...,2,]° mit

hy -ine (fi) + -+ hs - ins (f) = 0.

Diese Syzygien bilden einen Untermodul Syz(ins. (F)) des freien Klzy,...,z,]-
Moduls K[z, ...,2,]°.

iny (fi)

ged(iny (f:),ins(f;

Fiir je zwei 1 <1 < j < s seien my; =

) und

Sij i=mj; €, —m;; e;
=(0,...,0, mj;e;,0,...,0,—m;; €;,0,...,0),

wobei ey der k-Einheitsvektor von K[zy,...,2,]® ist . Wir schreiben
S:Z{SZ']‘ 1 <i<j<s)

Satz 2.1.3. Sind F und S wie oben, so wird Syz(in,. (F)) von den Elementen in S
erzeugt.

Beweis. Der Beweis ist in Cox et al. (1997) zu finden. O

Mit Hilfe dieser Syzygien erhalten wir die folgende Variante des Buchberger-
Kriteriums:

Satz 2.1.4. Seien F und § wie oben und sei B C S ein Frzeugendensystem von
Syz(iny (F)). Dann ist F eine Grébnerbasis des Ideals (F) genau dann, wenn fir
jedes (h1, ..., hs) € B gilt

hifi+ o hefs g 0.

Beweis. Der Beweis ist in Cox et al. (1997) zu finden. O
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Satz 2.1.5. (Zweites Buchbergerkriterium) Seien F' und S wie oben und sei
B C S ein Erzeugendensystem von Syz(ins. (F)). Sind i, j, k drei verschiedene Indizes
mit Si;, Sik, S5k € B, so wird Syz(iny. (F)) auch durch B\ {S;;} erzeugt, falls gilt:

lem(iny (fi), ins(f;)) wird durch iny(f) geteilt.

Beweis. Der Beweis ist in Cox et al. (1997) zu finden. O

Diese Kriterien sind die Grundlage fiir den sogenannten zweiten Buchbergeralgo-
rithmus, der in Algorithmus 2.1.6 dargestellt ist. Zur Wahl des Paares (¢,j) € B in

Algorithmus 2.1.6. 2BuchAlg(fi,..., fs);

Eingabe: Fine endliche Menge von Polynomen

F={fi,.... fs} in K[z1,...,2,].
Ausgabe: eine Grobnerbasis G des Ideals (F) mit F' C G.
Initialisierung:
G:=F; m:=s+1;
Bi={(i,f):1<i<j<sh
while (B # () do
1. Wihle (i,7) € B;
2. af (ged(ine(fi),ine(f;)) # 1 und fir (i, j) existiert nicht

ein k <m miti#k# j, so dass die Bedingungen des
zweiten Buchbergerkriteriums erfillt) then

G-

(a) fm = Spoly (fi, fj)
(b) of (fn #0) then
i. B:=BU{(k,m):1<k<m};
ii. G:=GU{fn}
wi. mi=m—+1;
3. B:=B\{(i,j)};

return(G).

Algorithmus 2.1.6: Zweite Variante des Buchbergeralgorithmus.

Algorithmus 2.1.6 gibt es verschiedene Strategien. Buchberger schligt vor das Paar
(7,7) € B in Algorithmus 2.1.6 so auszuwihlen, dass gilt

lem(ing (f;),ine(f;)) = min{lem(iny (f,), iny.(f,)) : (u,v) € B}. (2.1)
Czapor (1991) schldgt vor das Paar (¢,j) € B so auszuwihlen, dass gilt

deg(Spoly (fi, f;)) = min{deg(Spoly (f., f,)) : (u,v) € B}. (2.2)
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Beispiel 2.1.7. (Beispiel 5.1 in Gebauer & Méller (1988)) Seien I := (f1, fa, f3) C
Q[x, vy, z] das Ideal mit

1 1 1
fi 222’y2—|—2$—|—§, fa ::zwz—y2—§x, f3 ::—z—l—yzw—l—élxz—l—z

und ., die lexikographische Ordnung auf Q[z,y, z] mit z > y > .

Seit; ;= ged(ing,, (fi),ins,. (f;)). Zur Berechnung einer Grobnerbasis von I bzgl.
—1er geht die zweite Variante des Buchbergeralgorithmus wie folgt vor:

Sei G :={f1, f2, fa} und B :={(1,2),(1,3),(2,3)}.
1. Wihle (2,3). Dann hat man G = {f1, fa, f3, fa} =: G1 mit
f1 = Spoly (fo, o)

und B = {(1,2),(1,3), (1,4),(2,4), (3,4) }.
Wihle (3,4). Da 15 4 = 1 ist, erhdlt man G = Gy und

B={(1,2),(1,3),(1,4), (2,4)}.

= y2$3 — y2 Azt 1/4962 —1/2z

2. Wihle (1,3). Dann hat man G = { f1, fa, f3, fa, f5} =: G2 mit
f5 = Spoly (J1, =)
und B = {(1,2),(1,4),(2,4),(1,5),...,(4,5)}.

Da 135 = 1 und das erste Buchbergerkriterium fir (1,4), (2,4), (1,5) bzw.
(2,5) erfillt ist, erhdlt man am FEnde der ndchsten fiinf Schleifen G = G5 und

B={(1,2),(4,5)}
3. Wihle (4,5). Dann hat man G ={f1, fa,..., fo} =: G's mit

= y4x + 4y2x2 + 1/4y2 + 2z +1/2

fo 1= Spoly (Jn, fa)

Da 736 = 16 = 1 und das erste Buchbergerkriterium fir (1,6) erfillt
ist, erhdlt man am Ende der ndchsten drei Schleifen G = G3 und B =

{(1,2), (4,6),(5,6)}.
4. Wihle (5,6). Dann hat man G ={f1, fa,..., fr} =: G4 mit

= y4 + 1/2y2x + 223+ 1/2362.

G
fz :==5poly (s, fs)

Da 137 = 1 und das erste Buchbergerkriterium fir (1,2),(1,7) bzw. (2,7)
erfillt ist, erhdlt man am Fnde der nédchsten vier Schleifen G = G4 und B =

{(4,6),(4,7),(5,7),(6,7)}.
5. Wihle (4,7). Dann hat man G = {f1, fa, ..., fs} = G5 mit

=7/2y%% + 1/4y? — 22* — 1/22° + 22 + 1/2.

Js = Spoly (i J7) = — 1/ Uy’ — y* +4/7a° + 20/ Ta' -

9/282% —9/14x.
Da m38 = 1 und das erste Buchbergerkriterium fir (1,8) bzw. (2,8) erfillt ist,
erhdlt man am Fnde der nédchsten drei Schleifen G = G's und

B ={(4,6),(5,7),(6,7),(4,8),(5,8),(6,8),(7,8)}.
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6. Wihle (7,8). Dann hat man G = {f1, fa,..., fo} =: Gg mit
fo := Spoly (fr, fs) . =2745/14y? + 82° — 542 — 56887~
65/142> + 5dz* + 886/Tx 4 1/7.
Da 109 = 139 = 1 und das erste Buchbergerkriterium fir (1,9) erfullt ist,
erhdlt man am Fnde der néchsten drei Schleifen G = Gg und

B ={(4,6),(5,7),(6,7), (4,8), (5,8),(6,8), (4,9), (5,9),
(6,9), (7,9),(8,9)}.

7. Wiéhle (8,9). Dann hat man G ={fi, fa,..., fio} =: G'7 mit

fio := Spoly (fs, fg)G = — 112/2745z7 — 812/27452° 4+ 119/27452*+

154/27452° — 7/54902% — 7/1832 — 28/2745.
Da 1110 = 73,10 = T6,10 = To,j0 = 1 und das erste Buchbergerkriterium fiir

(2,10), (5,10), (8, 10), (7,10), (7,9), (4,9), (4,10), (4,6) bzw. (4,8) erfillt ist,

erhdlt man am Fnde der néchsten dreizehn Schleifen G = G'7 und
B ={(5,7),(6,7),(5,8),(6,8),(5,9), (6,9)}.

8. Wihle (6,9). Da f11 := Spoly ( fs, fg)G = 0 und das erste Buchbergerkriterium
fir (5,9), (6,8),(5,8),(6,7) bzw. (5,7) erfillt ist, hat man G = G7 und B = 0.

Deswegen terminiert der Algorithmus und liefert

G: {f17f27"'7f10}

als eine Grébnerbasis von I bzgl. = .. zuriick. O

In diesem Beispiel erhdlt man 45 S-Polynome, die im ,ersten“ Buchbergeralgorith-
mus (Algorithmus 1.4.16) berechnet und reduziert werden miissen. In der zweiten
Variante des Buchbergeralgorithmus muss man nur 8 S-Polynome berechnen und
reduzieren.

2.1.2 Algorithmus mit den Gebauer-Mdller-Kriterien

Gebauer und Msller (1988) entwickelten die auf dem folgenden Satz beruhenden
Kriterien.

Satz 2.1.8. (Gebauer-Mdéller-Kriterien) Sei F' = {fi,..., fs} C K[z1,...,2,]\
{0} ein Erzeugendensystem eines Ideals I, auf das der Buchbergeralgorithmus ange-
wandt werden soll. Das S-Polynom Spoly (f;, f;) mit ¢ < j braucht nicht betrachtet
zu werden, wenn eines der folgenden Kriterien fir i, 7 erfillt ist:

1. Kritertum M: 3k < § mit

lem (iny (fi), iy (f5)) | lem(iny. (fo), ins-(f5))  und
lem (iny (fi), iny(f;)) # lem(iny. (fi), 1y (f5))-

2, Kritertum F: 3 k < ¢ mit
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lem(iny (fi), iny-(f;)) = lem(ine (f;), ine(f;)).
3. Kritertum B: 3 k > j mit

iny(fr) | lem(iny. (fi), ine-(f7))  und
lem(ing (fi), inge-(fr)) # lem(ing (fi), iny-(f;)) # lem(ine (f;), ine (fx))-

Beweis. Siehe Gebauer & Moller (1988). O

Seien F'= {f1,...,fs} C K[z1,...,2,)\ {0}, 0 # B C {(,j) : 1 <i<j<s}und
t = s+ 1. Der auf den Kriterien basierende Unteralgorithmus updatePairs(B, )
funktioniert folgendermafien:

1. Entferne die Paare (7, j) aus B, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(a) lem(iny (f;), in(f;)) = lem(iny (i), ins (f;), in- (1)),
(b) lem(iny- (i), ins-(f5)) # lem(iny (fi), i (fe)),
(¢) lem(iny (fi), in-(f;)) # lem(inw (f), in- (f1))-
Wir bezeichnen mit B’ die Menge der restlichen Paare.

2. Sei By = {(i,t) : 1 < ¢ < t}. Entferne das Paar (i,t) aus By, falls
(j,t) € By existiert, so dass lem(iny (f;),in.(f:)) ein echtes Vielfaches von
lem(iny (f;), ins(ft)) ist. Die Menge der restlichen Paare bezeichnen wir mit
Bj.

3. In jeder nicht leeren Teilmenge
T :=={(j,t) € By :lem(iny (f;), iny-(f1)) = 7}

fir ein Monom 7 wird das Paar (:,t) € 7T, so ausgewidhlt, dass
ged(ins (fi),iny (fi)) = 1 ist, falls ein solches Paar existiert. Ansonsten kann
man ein beliebiges Paar (7,¢) € T; auswihlen.

Entferne dann die von (¢, t) verschiedenen Paare aus Bf, die sich in T’; befinden.
4. Entferne die Paare (i,t) mit ged(ins (f),ins(fi)) = 1 aus Bj.

5. SchlieBllich liefert der Algorithmus die Menge Bj U B’ zuriick.

Mit dem auf den Gebauer-Moller-Kriterien basierenden Algorithmus 2.1.9 kann man
eine Grobnerbasis eines beliebigen Ideals im Polynomring K[zy,...,,] iber dem
Koérper K ausrechnen.

Beispiel 2.1.10. Wir betrachten wieder Beispiel 2.1.7. Zur Berechnung einer
Grébnerbasis von I bzgl. > ., geht der auf den Gebauer-Mdoller- Kriterien basierende
Algorithmus wie folgt vor:

1. Vor der ersten Schleife erhdilt man B ={(1,3),(2,3)}.
2. Am FEnde der ersten Schleife erhilt man B = {(1,3)} und G' = { f1, f2, f, fa}.

3. Am Ende der zweiten Schleife erhilt man B = {(4,5)} und G =
{f17f27"'7f5}'
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Algorithmus 2.1.9. GMAlg(f1,..., fs);

in K[z, ...,2,]\ {0}.

Initialisierung:
G:=F; B:=0; m:=s+1;
fort=2tos
B := updatePairs(B,1);
while (B # 0) do
Wibhle (i,j) € B, das die Gleichung 2.1 erfiillt
B = B\{(1,7)};
fon = Spoly (e )5
of (f #0) then
B := updatePairs(B,m);

G:=GU{fn};

m:=m+ 1;

return(G).

Eingabe: Fine endliche Menge von Polynomen F :={f,..., fs}

Ausgabe: eine Grobnerbasis G des Ideals (F) mit F' C G.

Algorithmus 2.1.9: Algorithmus mit den Gebauer-Moller-Kriterien.

4. Am Fnde der dritten Schleife erhdlt man B = {(1,6),(5,6)} und G =

{f17f27 ce '7f6}'

5. Am Ende der vierten Schleife erhilt man B = {(1,6),(4,7),(6,7)} und G =

{f17f27 .- '7f7}-

6. Am Ende der fiinften Schleife erhdlt man B = {(1,6), (6,8),(7,8)} und G =

{f17f27 ce '7f8}'

7. Am FEnde der sechsten Schleife erhdilt man B = {(6,

{f17f27 ce '7f9}'

8. Am Fnde der siebten Schleife erhdlt man B =
{f17f27"'7f10}-

9),(8,9)} und G =

{(6,9)} und G =

9. In der achten Schleife ist die Normalform von Spoly (fs, fo) bzgl. G gleich
Null und B = 0. Deswegen terminiert der Algorithmus und liefert G =
{f1, fay .-+, frio} als eine Grobnerbasis von I bzgl. »ic,., wobei fi, fa,..., fio

wie in Beispiel 2.1.7 sind.

g
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In diesem Beispiel verhalten sich die beiden Varianten des Buchbergeralgorithmus

dhnlich.

2.2  Algorithmus mit Sugar-Strategie

Wie bereits angedeutet spielt die Strategie zur Auswahl des “nédchsten” S-Polynoms
im Buchbergeralgorithmus eine wichtige Rolle. Fiir homogene Ideale, mit einer grad-
vertréglichen monomialen Ordnung und mit Buchbergers in 2.1.1 vorgestellter Aus-
wahlstrategie, funktioniert der Buchbergeralgorithmus iiblicherweise gut. Ist ein in-
homogenes Ideal gegeben, so kann man es homogenisieren, die Grobnerbasis des ho-
mogenisierten Ideals berechnen und diese wieder dehomogenisieren. Diese Idee fiihrt
aber zu viel zu grossen Grobnerbasen des inhomogenen Ideals. Eine Alternative zum
homogenisieren ist die Sugar-Strategie (siehe Giovini et al. 1991). Sie beruht darauf,
dass man im Verlauf des Buchbergeralgorithmus jedem neu berechneten Grobnerba-
siselement den Grad zuordnet, den es hitte, wenn man es im homogenisierten Fall
berechnet hitte. Dieser Phantomgrad (der Sugar) wird nur fiir die Auswahlstrategie
benutzt. In diesem Abschnitt stellen wir eine Variante dieses Verfahrens vor.

Definition 2.2.1. Sei {f,..., fs} die Fingabe des Buchbergeralgorithmus. Der Su-
gar eines im Buchbergeralgorithmus aufgetretenen Polynoms f wird mit Sy bezeich-
net und Schritt fiir Schritt wie folgt erkldrt:

(i) Sy =deg(f;) fir allei=1,...,s.
(i1) Ist m ein Monom, so ist S, ; = deg(m)+ Sy.
(iii) Ist f = g+ h fir zwei Polynome g und h, so ist Sy = max(Sy, S).

Fiir zwei Polynome f;, f; und eine monomiale Ordnung > setzen wir

;= lem(ing (fi), tne-(f5))
si; = max{Sy, —deg(iny.(f;)), Sf] —deg(ine(f;))} + deg(i;).
Dann bezeichnet man auch mit
P = ((4,7), 54, 7j)
das , kritische* Paar!) von zwei Polynomen f;, f; und mit 7; den Initialterm von f;.

Zum Vergleich von zwei Paaren verwenden wir die folgende Definition.

Definition 2.2.2. Sei P := {P; |1 < i < j < s} die Menge der kritischen Paare
von zwei verschiedenen Polynomen aus {f1, fo, ..., fs}. Fir je zwei kritische Paare
Pi;, Py, € P definiert man dann

55 < Sqp oder
Pij <Py { (8ij = Sap und 7;; < Tap) oder (2.3)
(Sij = Sab, Tij = Tab und j < b),

Dies wird in der Variante (siehe Algorithmus 2.2.3) des Buchbergeralgorithmus zur
Ordnung der endlichen Menge kritischer Paare verwendet. In Algorithmus 2.2.3 wird
die Sugar-Strategie mit der so genannten Fussy-Variante vorgestellt. Durch diese
Strategie werden im inhomogenen Fall typischerweise weniger kritische Paare be-
rechnet und reduziert als mit der normalen Auswahlstrategie (siehe Tabellen in
Giovini et al. (1991)).

) Das wahre kritische Paar ist (1, 9).
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Algorithmus 2.2.3. Sugar(fi,..., fs);
Eingabe: Fine endliche Menge von Polynomen F :={f,..., fs} in
Klzy, ..., 2,
Ausgabe: Eine Grobnerbasis G vom Ideal (F) mit F' C G.
Initialisierung:
o ki=s+1;
o G:=F; P :={;
o P:={((4,7),si5,m;) : 1 <i<j<sh
while (P #£ () do

1. (4,7) = die erste Komponente des ersten Elements P;; der
durch Gleichung (2.3) geordneten Menge von P;
2 P o= P\ (P}
G
3. fx == Spoly (fi, f;)
4. of (fr #0) then
(a) G =G U{fi):
(b) P:=P\ {((%,]),5:5,7;) : 7 ist ein striktes Vielfaches
von T und Tk, sik < S5 und i < S}
(c) Pr:={((i, k), sip, Tin) | 1 <0 <k
(d) whale (1 <1i< k) do
of (ged(ri, 7)) == 1) then
Pr=PIN{((J, k), Sjks Ty) 2 Tik = T}

(6) Pl = {Bﬂw L) Rsk}7
(die durch Gleichung (2.3) geordnete Menge von Pp)

(f) Pr =P \{Pi : APj; < Py, mji, teilt T3 };
(9) Pi =P\ {Py : ged(m, 7)) = 1};

9

(h) P:=PU Py;
(i) k:=k+1;
return(G).

Algorithmus 2.2.3: Fussy-Variante der Sugar-Strategie.
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Beispiel 2.2.4. Wir betrachten wieder Beispiel 2.1.7. Zur Berechnung einer
Grébnerbasis von I bzgl. 1., geht der Algorithmus wie folgt vor:

Aus den drei Polynomen fi, fo und f3 ergibt sich

1. Sy, =deg(fi) =3, Sy, =3 und Sy, =3,

2. s;12 =max{3—3,3—3}4+5=25, s13=>5 und s93 = 5,

3. Tia = 29?22, 13 = 2y? und T3 = 222,

Deswegen erhdlt man vor der ersten Schleife P := {P, 3, P13, P12}

1. Wihle (2,3). Am Fnde der ersten Schleife erhdlt man G = { f1, fa, f3, fa} und
P = {131737 P172}2) mzt

o=y — g+t 4+ 1 /422 — 1 /22
und fy = fo — 22 f5. Also ist
St, = max{Sy,,S,2p } = max{3,2+ 3} = 5.

2. Wihle (1,3). Am FEnde der zweiten Schleife erhdlt man G == {f1, f2,..., f5}
und P = {PLQ, P475} maut

fs = yte + 4y?2? + 1/4y2 + 2z 4+ 1/2.

3. Wihle (1,2). Am Ende der dritten Schleife erhdlt man G == {f1, f2,..., f6}
und P = {P5,67 P475} maut

Jo =yt + 1/2y%x + 223 + 1/222.

4. Wihle (5,6). Am FEnde der vierten Schleife erhdlt man G = {f1, fa,..., fr}
und P = {134777 ]34757 P577} mit

Jr=7/2y%% + 1/4y? — 22* — 1/22° + 22 + 1/2.

5. Wihle (4,7). Am Fnde der finften Schleife erhilt man G :={f1, f2,..., fs}
und P = {134757 P7,87 135777 P578} mzt

fo = —1/14y*0 — y* +4/72° +29/72* — 9/282% — 9/14x.

6. Wihle (4,5). Am Ende der sechsten Schleife erhdlt man P = {Prg, P57, Ps g}
und G bleibt unverdndert, weil das S-Polynom S(fa, f5) sich zu Null reduziert.

2) Aus den vier Polynomen fi, f2, fs und fi ergibt sich

a) o114 = ged(iny(f1),inx(f1)) = y?, 714 = 2y%2% und s14 = 6,

020 =1, Taq = z°2° und s34 = 7.

(a)
b) 024 =22, T4 = 2y°2° und s24 = 6,
(c)

g

Da 034 =1 und 714 = 724 = T34 sind, erhdlt man P; = 0. Also ist P = {P1 3, Pi2}.
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7. Wiéhle (7,8). Am Ende der siebsten Schleife erhdlt man G :== {f1, fa,..., fo}
und P = {135777 P8,97 P5,87 P679} mzt

fo :=2745/14y”* + 82° — 542" — 5688/7a* — 65/142° + 54x? +886/7Tx + 1/7.

8. Wihle (5,7). Am Ende der achten Schleife erhdlt man P = {Psg, P53, Fs 9}
und G bleibt unverdndert, weil das S-Polynom S(fs, f7) sich zu Null reduziert.

9. Wiihle (8,9). Am Ende der neunten Schleife erhdilt man G :=={f1, f2,..., fio}
und P = {P5,87 P679} maut
fio 1= — 112/274527 — 812/27452% + 119/27452* 4 154 /274523~
7/54902% — 7/1832 — 28/2745.

10. Wihle (5,8). Am Ende der zehnten Schleife erhdlt man P = {Fso} und G
bleibt unverdndert, weil das S-Polynom S(fs, fs) sich zu Null reduziert.

11. Wihle (6,9). Im elften Schleife reduziert S-Polynom S(fs, fo) sich zu Null. Da
P =0 ist, terminiert die Berechnung und liefert G := {f1, fa, ..., fio} als eine
Grébnerbasis von I bzgl. .. O

2.3 Algorithmen mit zwei monomialen Ordnungen

2.3.1 Hilbert-driven Algorithmus

Sei I ein homogenes Ideal in K[x]:= K[z1,...,,]. Fiir eine positive ganze Zahl s
bezeichnen wir mit K[xy,...,2,]s; den K-Vektorraum der homogenen Polynome vom

Grad s (einschliesslich des Nullpolynoms). Dieser hat die Dimension (n B i + S).

Setzen wir
I, =INK[zy,...,2,]s

so ist I ein Untervektorraum von K[zy,...,2,]s. Also ist K[xy,...,z,]s/I; ein
endlichdimensionaler Vektorraum iiber K.

Ist I ein monomiales Ideal, so ist die Dimension von K[zy,...,2,]s/Is; die Anzahl
der Monome vom Grad s, die nicht in / liegen.

Definition 2.3.1. Die Hilbert- Funktion von K[x|/I ist definiert als

HK[X]/I :N— N
ts = dim (K1, .. 20)s/1s).

Die Potenzreihe

Prpgyr(2) =Y Hgpyu(s)?*
s=0

heifst Hilbert-Poincaré-Rethe von K[x]/I.

Satz 2.3.2. Die Hilbert-Poincaré-Reihe Pyy /1 von K([x]/1 ist eine rationale Funk-
tion der Form ({I_(ZZ))W mit f1(z) € Z[z].
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Beweis. Siehe Greuel & Pfister (2002). O

Satz 2.3.3. Ist I C K[x] ein homogenes Ideal und = eine monomiale Ordnung auf
K[x], so gilt

Hyx/ine (1) = Hix)/1-
Das heift, die Hilbert-Funktion von K[x]/I und K[x]/ins.(I) stimmen iberein.

Beweis. Siehe Cox et al. (1997). O

Dann gilt:

Korollar 2.3.4. Seien =1 und >, zwei monomiale Ordnungen und sei I ein homo-
genes Ideal. Dann gilt

Hgxpiny, (1) = Hrx)/1 = Hi[x)finy, (1)

Korollar 2.3.5. Ist G eine Grobnerbasis von I bzgl. >, so ist

Hyp/r = Hip/(iny ()

Satz 2.3.6. Sei > eine monomiale Ordnung und G eine Teilmenge des homogenen
Ideals I. Dann gilt:

(1)) Hicxfins (1)(5) < Hix/ iy (1)) (5), V5 € N,

(i1) Ist G endlich und
Hy ) fins (1) = HE[/ (iny-(G))

so ist G eine Grébnerbasis von I bzgl. .
Beweis. Siehe Traverso (1996). O

Von diesem Satz erhalten wir die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.3.7. Sei G eine endliche Teilmenge von I C K[x], die keine
Grobnerbasis von I bzgl. einer monomialen Ordnung > ist. Dann existieren zwei
ganze Zahlen m und k, so dass gilt:

(i) Hipx)(iny (0)(8) = Hilx)/(iny. (c)) (8), YO <5 <mund
(i) k = Hicpj(ing. (6)) (M) = HK[x/(iny. (1)) (1) > 0.

Da Hc[x)/ting. (1)) (M) bzw. Hic[x)/(iny. () (M) die Anzahl der nicht in in, (I) bzw.
iny (G) liegenden Monome vom Grad m ist, missen zu diesem Zeitpunkt k Polynome
mm Grad m zu G hinzugefiigt werden. Diese Polynome ergeben sich aus dem Rest
von S-Polynomen, deren Grad m ist, bei Division durch G.

Satz 2.3.8. Seien I und J zwei homogene Ideale in K[x] mit J C I. Sei ({I_(ZZ))W
(bzw. {i(j))n) die Hilbert-Poincaré-Reihe von K[x]/I (bzw. K[x]/J) mit

(

filz) =1+ a1z + asz? + -+ ay 2" und
fi(z) =14+b1z+ byz? + -4 b2

Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
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(i) HK[x]/I(S) = HK[X]/J(S) firs=1,...,m—1 und
Hicpxyy1(m) < Hieypo(m).

(i) a1 =by, ..., Gp_1 = bp_1 und a, < by,.
Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt dim I,,, — dim J,,, = b,, — a,,.
Beweis. Siehe Traverso (1996). O
Mit Hilfe der Hilbert-Poincaré-Reihe entwickelte Traverso (1996) einen Algorithmus

zur Berechnung einer Grobnerbasis eines homogenen Ideals, der Hilbert-driven
Algorithmus genannt wird (siehe Algorithmus 2.3.9).

Algorithmus 2.3.9. Hilbert_Driven(G, -);

Eingabe: Fine endliche Menge G homogener Polynome in K[x].
Ausgabe: Fine Grobnerbasis des Ideals (G) bzgl. - .
Initialisierung:

o I’ := eine Grobnerbasis von (G bzgl. einer von > verschiedenen
monomialen Ordnung >>;

o H := die Hilbert-Funktion von K[x]/{ins(F));
while (1) do
1. [:=#(G); (die Anzahl der Elemente von G)
2. Hy = die Hilbert-Funktion von K[x]/{iny(G));
3. if (H == H,) then return(G);
4. m:= min{s | H(s) # Hi(s)};
5. k:=Hy(m) — H(m);
- B={(fi, )| i, ;€ G, 1<i<j <Y
while (B # ) do
(a) wihle (fi, f;) € B;
(b) B:=B\{(fi, fj)};
(c¢) h = Spoly(fi, f;);
(d) if (deg(h) == m) then
i. 1= ein Rest von h bei Division durch G bzgl. »;

ii. if (r#£0) then G :=GU{r};
iii. of (#(G) — 1 ==1k) then go to step 1.

=

=~

Algorithmus 2.3.9: Hilbert-driven-Algorithmus.
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Bemerkung 2.3.10. Analog ergibt sich ein Hilbert-driven Algorithmus zur Berech-
nung einer Grébnerbasis eines w-homogenen Ideals mit Hilfe der w-gewichteten Hil-
bertfunktion.

Beispiel 2.3.11. Seien [ := (f1, f2) C Qla,b,c,d] =: R das homogene Ideal mit
fii=d*b—¢,  fri=ab®—dt
und ., die lexikographische Ordnung auf Qla, b, c,d] mit a > b > ¢ > d.

Zur Berechnung einer Grébnerbasis von I bzgl. ».. geht der Hilbert-driven Algo-
rithmus wie folgt vor:

Zuerst wird eine Gréobnerbasis von I bzgl. einer von ., verschiedenen Ordnung auf
Qla, b, c,d], etwa =, mit a > b > ¢ > d, ausgerechnet. Diese ist

F = {d?b— ¢, ab® — d*, b*c® — ad*, bc® — o®d?*, & — a°d*}.
Der Zihler der Hilbert-Poincaré-Reihe von R/1y mit Iy == {iny. , (F)) ist
fr(z)=1-2% 2" 4.7,
Der Zihler der Hilbert-Poincaré-Reihe von R/1y mit Iy := (iny,, (f1),iny,,, (f2)) =
{(a?b, ab3) ist
fr,(2) =1—2" = 2" 425

Also ist Hpy;, # Hpyr,, weil Hgyp (s) = Hpgyp,(s) nur fir s = 0,1,2,3,4 und
Hpyp,(5) = Hpyp, (5) = 1 ist.

Das S-Polynom von fi und fy (bzgl. =1, ) ist
Spoly (fi, f2) = b* - fi — a - fo = ad* — b*c°.

Da deg(Spoly (f1, f2)) =5 ist und Hpy, sich von Hpyy, im Grad 5 erstmals unter-
scheidet, berechnen wir die Normalform des S-Polynoms bzgl. G mit der Ordnung
>1ew und erhalten fs := ad* — b*c®. Dieses Polynom muss zu fi und fy hinzugefiigt
werden, d.h. G ={f1, fa, f3} und in., (G) = {a*b, ab> ad*}.

Der Zihler der Hilbert-Poincaré-Reihe von R/Is mit Is == {(iny., _(G)) ist

f13:1—23—z4—|—z7—|—28—29.

Hpgyy, unterscheidet sich von Hgyp, im Grad 8, weil Hpyy (s) = Hpyy,(s) nur fir
s = 07 17 .. .77 und HR/13(8) — HR/11(8) =1 ist.
Wir berechnen das S-Polynom jedes Paares (f;, f;) mit 1 <1 < j < 3. Dann ergibt
sich

Spoly (f1, f3) = d*- Ji—ab- fs= ab’c® — 03d47

Spoly (fa, fa) = d* - fo = b f3 =b"¢” — d°.

Da Hpp, sich von Hpjy erstmals im Grad 8 unterscheidet und das Polynom
Spoly (f1, f3s) Grad 7 hat, kann man Spoly (f1, f3) weglassen und berechnet nur
die Normalform von Spoly (fz, f3) bzgl. G mit der Ordnung >i.,. Diese ist fy =
b5 — dB.

Das Polynom fy muss zu G hinzugefigt werden, d.h. G = {fi, fa, f3, fa} und
iny,., (G) = {a?b, ab®, ad*, b°c*}.

Die Zihler der Hilbert-Poincaré-Reihe von R/1y mit 1y == {(iny, (G)) ist
f1, =122 -2t

Wegen Hpy1, = Hpyy, ist { f1, fa, f3, fa} eine Grébnerbasis von I bzgl. =c;. O
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2.3.2 FGLM-Algorithmus

Faugere, Gianni, Lazard und Mora (1993) entwickelten einen Basiskonvertierungs-
algorithmus fiir nulldimensionale Ideale, der FGLM-Algorithmus genannt wird.
In diesem Unterkapitel geben wir einen Uberblick iiber diesen Algorithmus.

Definition 2.3.12. Fin Ideal I C Klzy,...,x,] heifit nulldimensionales Ideal,
falls die Dimension des K-Vektorraums K[z, ...,z,]|/1 endlich ist.

Satz 2.3.13. Sei G die reduzierte Grébnerbasis eines nulldimensionalen Ideals I C
Klzy,...,2,] bzgl. einer monomialen Ordnung ». Fiir jedes i € {1,...,n} existiert
dann ein 0 < v € Z, so dass z¥ = iny(g) fir ein g € G gilt.

Beweis. Siehe Cox et al. (1997). O
Sei I C K[z1,...,%,] ein nulldimensionales Ideal und G die reduzierte Grobnerbasis
von [ bzgl. einer monomialen Ordnung .

Ist

B(G):={m € K[z1,...,2,] Monom : m & iny (1)},
soist {m + 1 :m € B(G)} eine endliche Basis des K-Vektorraums

Klen,.ooan /T = {F +1:f€K[zr,...,0.]}

mit iiblicher Addition und Skalarmultiplikation. Jedes Monom von B((G') bezeichnen
wir als Standardmonom bzgl. G. Falls nicht anders angegeben, setzen wir B(G) =
{bh...,bd} mit by = bg_q1 = -+ = by.

Setzen wir
M(G):={2;-b|be B(G), 1 <i<n, ;,-b¢ B(G)},
so gilt fiir jedes m € M(G') genau eine der folgenden Bedingungen:
1. 39 € G : m = iny(g) (In diesem Fall gilt: wird m durch z; geteilt, so ist
o € B(G)).
2. da; - 7, € M(G).

Beispiel 2.3.14. Gegeben sei G = {xy+y?,y>— 22, 23+ 22} die reduzierte Grébner-
basis eines nulldimensionalen Ideals I bzgl. =,1c. mit & = 1cr Y.

Dann erhalten wir
in>rlem (G) — {wy7 y37 $3}7
M(G) = {zy,y°, ay?, 2%y, 2°}.

Betrachten wir die Exponenten der Monome von iny , (G), B(G) bzw. M(G), so
erhalten wir drei Mengen

€xPin, , () =1(1,1),(0,3),(3,0)},
expp(q) = 1(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(2,0)} bzw.
expy(ay = {(1,1),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0)}
wie die Abbildung 2.1 zeigt.
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Abbildung 2.1: Exponenten von B(G), M(G) und iny . (G).

Notation 2.3.15. Seien B(G) wie oben und f € K[zy,...,x,] mit
[f=obi+ -+ agby, o; € K firl <i<d.

Dann bezeichnen wir mit [f]p(q) den Koordinatenvektor (e, .. Sag)t € K¢ und
mit e; den j-ten Einheitsvektor von K.

Sei G die reduzierte Grobnerbasis eines nulldimensionalen Ideals bzgl. > und m ein
Monom. Wir beschéftigen uns nun mit einer Vorgehensweise zur Berechnung des
Koordinatenvektors [WG]B(G) € K% des Polynoms m“ bzgl. B(G).

Aus den Definitionen von iny (G), B(G) und M(G) folgt, dass fiir ein beliebiges
Monom m € B(G)U M (G) nur eine der drei folgenden Behauptungen gilt:

m € B(G), m € iny (G) oder m € M(G)\iny (G).

. . —G "
Im folgenden setzen wir voraus, dass der Koordinatenvektor [m/ ]B(G) fiir alle Mo-
nome m’ < m bereits berechnet wurde. Dann erhilt man den Koordinatenvektor

[WG]B(G) wie folgt:

1. Ist m = b; € B(G), so ist [WG]B(G) =e; € K.
2. Ist g =m+ S, asb; € G mit iny (g) = m, so ist

[mG]B(G) = (—ag,...,—ag)t € K%

3. Ist m = a;-m/ fiir ein m' ¢ B(G), so ist m’ < m und [WG]B(G) bereitgestellt.
Sei m' = f+ Z;l:l A;b; fiir ein f € (G), A\; € K und b; € B(G) fiir alle
j=1,...,d. Dann ergibt sich

d d

m=ua;f+ Z )\]‘wib]‘ und Mm% = Z )\]‘FI)]‘G.
=1 j=1

In diesem Fall sind z;b; < m fiir alle A\; # 0% und [FI)jG]B(G) wurde ausge-

rechnet.

Daraus folgt
d

_ —
M B =D Ailwib; s

i=1

%) Ist zib; = m fiir ein A; # 0, so ist m' = b; € B(G). Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache,
dass m' ¢ B(G) ist.
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Auf dieser Idee basiert der Algorithmus 2.3.16 zur Berechnung der entsprechenden
Matrizen M; des Automorphismus

¢ 0 Klzy, ..., 2,)/{G) — Klz1,...,2,]/{G)
m 4 (G) —  Tme 4+ (G)

firi=1,...,n.

Wie wir spidter sehen werden, spielt Algorithmus 2.3.16 zur Beschleunigung des
FGLM-Algorithmus (siehe Algorithmus 2.3.18) eine grofie Rolle.

Beispiel 2.3.17. Seien G, I und >, wie Beispiel 2.3.14. Mit Hilfe des Algorith-
mus 2.3.16 berechnen wir die Matrizen M; des Automorphismus

¢ 1 Klzy,20)/{GY — Kz, 22)/{G)
mA+{G) s TmC +(G)

fiir alle i € {1,2} mit ¥y := 2z und x5 :=y.
Seien g1 == zy 4+ y*, g2 :=y> — 2% und g3 := 2> + 22, Aus G ergibt sich

iny . (G) =A{zy, v, x3} und B(G) ={1,y, z, 2, 362}.

Seien by :=1, by :=y, bz =, by == y? und bs := 22.

Seien My, My zwei 5 x 5 Nullmatrizen, L := () und m := 1. Wir betrachten den
Algorithmus am Ende des k-ten Durchlaufs (1 < k < 10):

k=1: Man hat m =y und L = {x}.
k=2: Da by =y = x5 - by ist, bleibt My unverdndert und man hat
My =1[e;0000], m=2a und L = {xy,y*}.
k=3: Da b3 = x = x1 - by ist, bleibt My unverdndert und man hat
M;=1[e3 0000], m=y?und L = {ay,z?}.
k=4: Da by = y? = x4 - by ist, bleibt My unverdndert und man hat
My = [e; e4 00 0], m = ay und L = {22, 4>, xy?}.

k=5: Da zy =in._, _ (¢1) gilt, ist

Da xy = x1 - by = x5 - bz gilt, hat man

M1 = [63 (—64) 00 0], M2 = [62 €y (—64) 0 0],
m = 2?2 und L = {y°, zy*}.

k=6: Da bs = 22 = z1 - b3 ist, bleibt My unverdndert und man hat

M = [es (—ey) e5 0 0], m =y und L = {ay? 2%y, 2},
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Algorithmus 2.3.16. Matphi(G) :

Eingabe: Die reduzierte Gréobnerbasis G des nulldimensionalen Ideals
(G C K[aq,...,2,] bzgl. = .

Ausgabe: Fir 1 < ¢ < n die Matrizc M; des Automorphismus ¢; von
Kot o ,]/{G) mit gilm +(G)) = T + (G).

Initialisierung:

B(G) :={b1,...,ba} mit by > bg_1 > -+ = by;
(die geordnete Menge der Standardmonome bzgl. G)

M; == 04xq, V1 < < mg
v; = O0gx1, V0 < j < d;
L:=0; m:=1;
whale (m #0) do
1. if g =m+ XL, Bibi € G mit in,(g) = m) then
vo = (=P, - - -, —5d)T§
2. else
(a) of (Am' € ing (G) mit m = z;-m' fir ein1 < i< n) then

vy 1= Z;lzl >\j[$i . bjG]B(G), wobei 2?21 Ajb; = WG ist;

(b) else
i. of (m=0b; fiir ein 1<t <d) then vy = ey;
ii. L:= L U{z;-m:1<i<n};
3. while (1 <i<nundl1<k<d)do
of (m=a;-b;) then
. VR 1= vg;

ii. My = [og, . Uk, -« 04);
4. of (L#0) then
(a) m:=miny{p: pe L}
(b) L:=L\{m};
5. else m = 0;

return(My, My, ..., M,).

Algorithmus 2.3.16: Matphi-Algorithmus.




2.3 Algorithmen mit zwei monomialen Ordnungen 41

. . ., —=G .
k=7: Da y> =iny . (g92) und y°> = x4 - by gilt, ist y> = 2 = bs. Dann bleibt M
unverdndert und man hat

My =[e; e4 (—eq) €5 0], m = ay? und L = {22y, z>}.

k=8: Da zy? =y -2y =2y in. ,_(g1) und Ty = —y? ist, erhdlt man

PR L
Andererseits gilt xy?> =z - y? = x1 - by. Dann bleibt My unverdndert und man
hat
M = [e3 (—e4) e5 (—e5) 0], m = 2%y und L = {2?}.
k=9: Daz’y=za-zy=ua in. . (g1) und 5 = —y? ist, erhilt man
2y = g =2,

Andererseits gilt 2%y =y - 2* = x5 - bs. Dann bleibt M, unverdndert und man
hat

My = [e; eq (—ey) e5 es], m = 2> und L = {.

. . ., —=G .
k=10: Da 2® =iny , (g3) und 2® = 1 - bs gilt, ist 23 = —x? = —bs. Dann bleibt
My unverdndert und man hat

My =[es (—e4) e5 (—es5) (—es5)] und m =0.

Deshalb terminiert der Algorithmus und liefert die folgenden Matrizen zuriick:

0 0 0 0 0 00 0 00
0 0 0 0 0 10 0 00
Mi=|1 0 0 0 0| wddM=]00 0 00 (2.4)
0 -1 0 0 0 01 -1 00
0 0 1 -1 -1 00 0 11

Nun beschéftigen wir uns mit dem FGLM-Algorithmus. Gegeben seien die redu-
zierte Grobnerbasis Gy eines nulldimensionalen Ideals I C K[zy,...,,] bzgl. einer
monomialen Ordnung >, und B(G) die endliche Menge der Standardmonome bzgl.
G1. Mit Hilfe des FGLM-Algorithmus kann man eine Grébnerbasis G von [ bzgl.

einer anderen monomialen Ordnung 5 berechnen.

Um ein Grobnerbasiselement von Gy zu erreichen, bendtigt man grob gesprochen
die in einer Gleichung der endlich vielen Monomen enthaltenen Informationen, etwa

T Lo U e day B =0, (2.5)

Hierin bezeichnen b}, ..., b, die berechneten Standardmonome von I bzgl. =5 mit
m g bl =g b, =5 b). Um die Losbarkeit dieser Gleichung zu testen, kann man
die folgende Vektorgleichung betrachten:

__ -G —G1
[T By + o1 0] BGy) + -+ as 08 1) = 0. (2.6)
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Falls diese Gleichung eine Losung hat, ist das Polynom
gi=m+ay by +--+a, b

ein neues Grobnerbasiselement von G.

Der FGLM-Algorithmus benétigt endlich viele Durchl&dufe einer while-Schleife, in
denen drei Mengen betrachtet werden miissen, ndmlich G5, B(G3) und M (Gy).
Zunichst setzen wir Gy = B(G3) = M(G3) := (. Da I ein nulldimensionales Ideal
ist, erhalten wir B(G;) = {1} am Ende des ersten Durchlaufs der Schleife.

Im zweiten Durchlauf definieren wir das Monom
m:=miny, {z;:j=1,...,n}
und betrachten die Vektorgleichung
[ B(ay) + o [TGl]B(Gl) =0 (2.7)

in der Unbestimmten o € K. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

(i) Falls die Gleichung (2.7) eine Losung hat, ist das Polynom ¢; :== m + a € I.
Also wird ¢y zu Gy und m zu M(G3) hinzugefiigt. Die Menge B(G3) bleibt
unverdndert.

(ii) Falls die Gleichung (2.7) keine Losung hat, ist m ¢ iny, (/) (siche Fuinote 6).
Das heifit, m ist ein Standardmonom von I bzgl. »=5. Deswegen muss m in
B(G'y) hinzugefiigt werden und G'; sowie M(G'y) bleiben unverdndert.

Wir betrachten nun die Situation im i-ten Durchlauf der Schleife, in dem die drei
folgenden Mengen zur Verfiigung stehen:

1. Gy:={g1,92,---,9¢} mit ing, (g,) =2 10w, (ge,—1) »2 -+ =2 iny,(g1) und fiir
jedes 1 < s,t < t;, s #t wird iny,(gs) nicht durch iny,(g;) geteilt,

2. B(Gy) :=A{bl, ..., b, 3 mit b =5 b | =5 -+ =5 b} und

3. M(Gy) := {mi,...,ms,}>) mit der Bedingung: Fiir jedes m € M ((Gl5) existiert
g € Gy, so dass m durch iny, (g) geteilt wird.

In diesem Durchlauf beginnt der Algorithmus mit dem Monom

m:=miny {z; -0 : V' € B(Gy), x;- V' ¢ B(Ga)UM(Gs), 1 <i<n}. (2.8)

Falls m durch iny, (¢) fiir ein g € Gy geteilt wird, setzen wir
M(Gq) == {mq,...,mg,, My, 41} mit my, 41 1= m.

Die Mengen B(G'3) sowie Gy bleiben unverdndert. Dann verldsst der Algorithmus
den ¢-ten Durchlauf der Schleife und geht in den (i + 1)-ten Durchlauf.

1)

Aus der Konstruktion von B(GQ) folgt: Ist m ein Monom mit bél, > m und m wird nicht
durch einen der Initialterme iny,(g1),...,ins,(g¢,) geteilt, so ist m € B(G2).
%) Im Algorithmus werden die berechneten echten Vielfachen des Initialterms eines Polynoms in

G2 nicht in M (G2) hinzugefiigt. Deshalb erhilt man nur M(G2) = iny, (G).



2.3 Algorithmen mit zwei monomialen Ordnungen 43

Ansonsten betrachten wir die Vektorgleichung

d;
_Gl
"B + > ok [0, 1B =0 (2.9)
k=1

in den Unbestimmten oy € K flir k=1,...,d;.

Fall 1. Besitzt die Gleichung (2.9) eine Lésung, so auch die Gleichung
d; G
me 4 Z ag b, =0.
k=1

Daraus folgt

d;

Jti41 =M+ Zoak b, € I mit ing, (g, 41) = m.
k=1

Dieses Polynom bzw. m muss in Gy bzw. M(G3) hinzugefiigt werden. Also
erhalten wir am Ende des i-ten Durchlaufs der Schleife

G2 = {917 .- '7gtivgtl‘—|—1}7
M(Gq) ={mq,...,ms,, My, 41} mit my, 41 = m.

B(G'y) bleibt unverdndert. Dann verldsst der Algorithmus den i-ten Durchlauf
der Schleife und geht in den (i + 1)-ten Durchlauf.
Fall 2. Besitzt die Gleichung (2.9) keine Lésung, so ist m ein Standardmonom®
von [ bzgl. 3. Deswegen muss m in B(G2) hinzugefiigt werden. Also erhalten
wir am Ende des i-ten Durchlaufs der Schleife

B(Gy) :i=A{b], ..., by, by i} mit by, == m.

Die Mengen (/5 sowie M (G'y) bleiben unverdndert. Dann verldsst der Algorith-
mus den i-ten Durchlauf der Schleife und geht in den (¢ 4 1)-ten Durchlauf.

Der Algorithmus terminiert, wenn kein durch Gleichung (2.8) mit den aktuellen
Mengen B(G'3) und M(Gy) definiertes Monom m mehr zur Verfiigung steht. Dies
kommt vor, weil die Menge B(G;) der Standardmonome des nulldimensionalen Ideals
I bzgl. =4 endlich ist. Der Beweis der Korrektheit des Algorithmus ist in Faugere et
al. (1993) zu finden.

6)

Annahme: m € iny,(I). Es gibt h € I mit iny,(h)|m. Daraus folgt m = ¢ + r fiir ein
g € Iund r € K[x1,...,2y], so dass iny,(m) =2 r und r eine Linearkombination der zu B(G2)
gehorenden Standardmonome von [ bzgl. =2 ist. Sei r = Zz;l Apbl mit A\ € K fiir 1 <k <d;.

—_—¢
Also gilt m— 7' =m — S AkbL ' = 0. Daraus folgt

d;
S —G
[ (e — ML 56y = 0.

k=1

Dies ist ein Widerspruch zur Unldsbarkeit von Gleichung (2.9).
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Algorithmus 2.3.18. FGLM(I, >5);

Eingabe: Fin nulldimensionales Ideal I C R := Klz1,...,2,] und eine
monomiale Ordnung =9 auf R.

Ausgabe: Die reduzierte Gribnerbasis Gy von I bzgl. >4 .
Initialisierung:
G = die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. »1;
B(Gy) = die geordnete Menge der Standardmonome von I bzgl. »1;
Gy = B(G2) = M(Gs) = L :=;
m = 1;
while (m #0) do
1. of (m ist kein echtes Vielfaches eines Polynoms in M(G3)) then
(a) if (Fir jedes V' € B(G3) existiert oy € K, so dass gilt:
M By+ Y Oéb'WGI]B(Gl) = 0)
b €B(G>)
then
g =Mt Y pyepa,) b
ii. Gy =Gy U{g};
iti. M(Gq) := M(G2) U {m};
(b) else
i. B(Gg) = B(Gy)U{m};
ii. L:=LU{a;-m:1<i<n};
2. if (L#0) then
(a) m :=ming,{h:h € L};
(b) L= L\ {mj;

3. else m :=0;

return(Gy).

Algorithmus 2.3.18: FGLM Algorithmus
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Beispiel 2.3.19. Sei [ := (G) wie Beispiel 2.3.14. Die Berechnung der reduzierten
Grobnerbasis von I bzgl. der lexikographischen Ordnung > ., mit x > y erfolgt mit
dem FGLM-Algorithmus wie folgt:

Sei Gy = G. Dann ist B(G1) = {1,y,2,y% 2%}. Im Beispiel 2.3.14 erhélt man die
folgenden Koordinatenvektoren:

[TGl B(G1) = €1 [?Gl]B(Gl) = €y, [fGl]B(Gl) = es3,
P b= 800s@ = e 1 Tbay = e
v° "oy =es. [0 sy =~ [y s = e,
[FGl]B(Gl) = —¢€5.

Seien Gy = B(Gy) = M(G3) = L := 0 und m := 1. Wir betrachten die Situation
des Algorithmus am Ende des k-ten Durchlaufs (1 < k < 8):
k=1: Man erhilt B(G3) ={1}, m=y und L ={z}.
k=2: Da ey + aje; = 0 keine Ldsung besitzt, hat man B(Gq) = {1,y}, m = y* und

L =A{z,zy}.
k=3: Man hat

B(Go) = {Ly,y*}, m =y* und L = {z,zy,2y°},

da es + cvjey + ayey = 0 keine Losung besitzt.

k=4: Man hat
B(Ga) = {Ly,y% ¢’} m=y" und L = {z, vy, vy*, zy’},

da es + ajeq + ayes + Q2)eq = 0 keine Lésung besitzt.

k=5: Da
es + ajer + ayer + ap2yes + e yes = 0

eine Lésung besitzt, ndmlich o2y = —1 und 0 fir die anderen Koeffizienten,
bleibt B(G3) unverdndert und man hat

G =1{y* = ¢’} M(Ga) = {y*}, m=2 und L =10,
k=6: Die Mengen Gy und M(G3) bleiben unverdndert und ergibt sich
B(Gy) = {1,y,v%y° 2z}, m = zy und L = {2*},
da ez + ajeg + ayes + Q2)€s + Q)5 = 0 keine Lésung besitzt.
k=7: Die Menge B(Gy) bleibt unverdndert und man erhdlt
Ge={y" —y’, ey +y*}, M(G2)={y" 2y}, m= 2" und L =10,
da —ey + areg + ayen + a2y€s + Qg es + ages = 0 eine Ldsung besitzt.
k=8: Die Menge B(Gy) bleibt unverdndert und man erhdlt
Ga={y' — v, ey +y? 2* —y’}, M(Gy) = {y" 2y, 2} und m =0,
da es + ajeq + ayes + Q2)€s + Q) €5 + azes = 0 eine Losung besitzt.
Wegen m = 0 terminiert der Algorithmus und liefert die Menge
Go={y' =y’ ay+y* o> = ¢’}

als die reduzierte Grdbnerbasis von I bzgl. »j... zuriick.
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Kapitel 3

Grobnerwalkalgorithmus

In diesem Kapitel wollen wir einen Basiskonvertierungsalgorithmus présentieren, der
auf dem Konzept des Grobnerfans basiert und als Grébnerwalkalgorithmus bezeich-
net wird. Dieser Algorithmus besteht aus endlich vielen &hnlichen Schritten. Im
ersten Abschnitt dieses Kapitels erldutern wir einen solchen Schritt. Der Grébner-
walkalgorithmus selbst wird erst im dritten Abschnitt vorgestellt. Der Algorithmus
terminiert, weil die Anzahl der Grobnerkegel im Grébnerfan eines Ideals endlich
ist. Die wichtigsten Eigenschaften eines Grébnerkegels werden im zweiten Abschnitt
vorgestellt.

Falls nicht anders angegeben, betrachten wir immer Ideale im Polynomring
Klzq,...,2,] iiber einem beliebigen Kérper K und Gewichtsvektoren in RZ,. Ab
Abschnitt 3.2 betrachten wir nur Gewichtsvektoren in QY. N

3.1 Direkte Basiskonvertierung

Seien > und > zwei verschiedene monomiale Ordnungen, die einen Gewichtsvektor
w im Sinne der folgenden Definitionen verfeinern. In diesem Abschnitt stellen wir
eine Vorgehensweise vor, um die reduzierte Grébnerbasis eines Ideals I bzgl. > zu
erreichen, falls die reduzierte Grébnerbasis von [ bzgl. - angegeben wird.

Bemerkung und Definition 3.1.1. Sei w € RZ, ein Gewichtsvektor. Wir sa-
gen, eine monomiale Ordnung = auf Klzy,...,v,] verfeinert w, falls fir je zwei
Monome st aus K[xy, ..., x,] gilt

deg,,(s) > deg,,(t) = s + 1.

Ist eine monomiale Ordnung = auf K[xy, ..., x,] gegeben, so definiert man die mo-
nomiale Ordnung >, auf K[zy,...,2,] als

S - t = deg,(s) > deg,(t) oder (deg,(s) = deg,,(t) und s > t)

fiir je zwei Monome s,t aus K[y, ...,x,]. Dann verfeinert >, den Gewichtsvektor
w.
Notation 3.1.2. Ist M C K[z1,...,2,]\{0} eine nichtleere Menge, so setzen wir
My :={in.(f): f € M} und
M, ={in,(f): f € M}.

47
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Ist M ein von Null verschiedenes Ideal, so bezeichnen wir auch mit (M..) das In-
itialideal von M bzgl. > und mit (M) das Initialformenideal von M bzgl. w.

Bemerkung 3.1.3. Sei f € K[z1,...,2,\{0} und (0) # I C K[zy,...,2,] €ein
Ideal. Verfeinert > den Gewichtsvektor w, so gilt:

(i) ine(inw(f)) = ins ().

(i) (1)) = (I)).

Beweis. (i) Das Polynom f 148t sich als

schreiben, wobei deg (k) < deg, (f) = deg, (in,(f)) ist. Ist b = 0, so ist die Aussage
richtig. Sei m ein beliebiges Monom von in,,(f) und my, ein beliebiges Monom von h.
Dann ist deg,,(m) > deg,,(myp). Da > den Gewichtsvektor w verfeinert, ist m > my,.
Daraus ergibt sich iny (f) = iny (iny(f)).

(ii) folgt aus (i). O

Aus Bemerkung 3.1.3 erhélt man das folgende Korollar.

Korollar 3.1.4. Sei GG eine Grobnerbasis von I bzgl. der Ordnung >, die den Ge-
wichtsvektor w verfeinert. Dann ist G, := {iny(g) : g € G} eine Grébnerbasis von
(1,) bzgl. .

Beweis. Aus Bemerkung 3.1.3 ergibt sich

<<Iw>>> = <]>> = <G>> = <(Gw)>>-

O

Sei I C KJ[z1,...,2,] ein beliebiges Ideal und w ein Gewichtsvektor. Falls das In-
itialformenideal (I,) ein monomiales Ideal ist, existiert eine monomiale Ordnung
= auf K[zy,...,2,], so dass (I+) = (I,) gilt. In diesem Fall sagen wir, dass der
Gewichtsvektor w die Ordnung - fiir I repréasentiert.

Lemma 3.1.5. Sei G die reduzierte Grébnerbasis eines Ideals I bzgl. einer mono-
mialen Ordnung . Der Gewichtsvektor w reprdsentiert = fir I genau dann, wenn
in,(g) = iny(g) fir alle g € G ist, d.h.

(I-) = (l) <= iny(g9) = iny-(g), Vg € G.

Beweis. ,, = “ Zu zeigen in,(g) = in.(g¢) fiir alle g € G.

Annahme: Es gibt ein h € G mit iny(h) # iny (h). Da w die Ordnung > reprisen-
tiert und G eine Grobnerbasis von I bzgl. > ist, gilt

ing(h) € (L) = (L) = (Gx)-
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Dann existiert ein Polynom ¢ € GG, g # h, dessen Leitterm einen Term von ing(h)
teilt. Dies ist ein Widerspruch zur Reduziertheit der Gréobnerbasis G von [.

» <= Sei iny,(g) = iny (g) fiir alle ¢ € G. Wir wollen zeigen, dass (I,.) = (I, gilt.
Wir zeigen zunidchst (I.) C (I,). Da G die reduzierte Grobnerbasis von [ bzgl. >
und in,(g) = iny (g) fiir alle g € G ist, gilt

() = (G) = (Gu) € (L)

Nun zeigen wir (Iy.) D (1,). Seien f € I beliebig und m ein Term von in,(f). Wir
zeigen, dass m € (Gy) = (I.). Ist m = iny (f), so sind wir fertig. Andernfalls nutzen
wir aus, dass (¢ eine Grobnerbasis von I bzgl. > ist: Es existieren ein Term vy und
ein Polynom g¢;, € &, so dass gilt

iny-(f) = o1 - iny(g5,) = v1 - inw(g,)-
Wir setzen
Ji:=f—vgj.
Dann ist f; € I und ine(f) = iny(f1). Da

deg,, (f) > deg,,(in.(f)) = deg,,(v1 - inw(g;,)) > deg,, (v1 - my)

fiir jedes von iny(g;,) verschiedene Monom my, von g;, ist, ist m auch ein Term von
ing(f1). Fahren wir also so fort, so erhalten wir nach endlich vielen Schritten ein
Polynom in [, dessen Initialterm mit m iibereinstimmt (> ist eine Wohlordnung).
Dies zeigt die Behauptung. O

Lemma 3.1.6. Sei {0} # [ C K[z1,...,2,] ein Ideal und w € RZ\{0} ein Ge-
wichtsvektor. Dann ist (I,) ein w-homogenes Ideal. -

Beweis. Da (I,) ein Ideal im noetherschen Ring K[z1,---,z,] ist, existieren endlich
viele Polynome hq,..., h, € I mit

(1) = (tng(he), -+, ing(h)).
Jedes f € (I,) 1aBt sich auf zwei Weisen schreiben: als Linearkombination
f=r i me(hn) + -+ [ ina(hy),
mit geeigneten f; € K[xy,...,2,], und als
f=g914-+g: mit deg,(g;) > deg,(g;) fir i<y,

mit w-homogenen ¢; € K[zy,...,z,].

Also ist jede w-homogene Komponente ¢; von f eine Linearkombination der ing,(h;),
d.h. g; € (1) gilt fiir alle j =1,...,¢. O

Lemma 3.1.7. Seien w ein Gewichtsvektor und = eine monomiale Ordnung. Je-
de reduzierte Grobnerbasis G eines w-homogenen Ideals I bzgl. - bestehl aus w-
homogenen Polynomen.



50 Grobnerwalkalgorithmus

Beweis. Annahme: g € (G ist kein w-homogenes Polynom. Also ist 0 # h := g —
iny(g) € I. Dann gibt es ein p € (7, so dass iny (h) teilbar ist durch iny (p). Dies ist
ein Widerspruch zur Reduziertheit der Grébnerbasis G' von [ bzgl. . O
Lemma 3.1.8. Seien =, > zwei verschiedene monomiale Ordnungen, die den Ge-
wichtsvektor w verfeinern. Sei G = {g1,...,9.} eine Grébnerbasis von I bzgl. »

und M = {my, ..., ms} die reduzierte Grébnerbasis von {I1,) bzgl. >. Fiir jedes m;
existieren w-homogene Polynome h;y, ... hiy. € K[xy, ..., x,] mit

mi =3y hijing(g;) und deg,(m;) = deg,, (hij - iny(g;))

fir alle j € {1,...,r} mit h;; # 0.
Beweis. Nach Korollar 3.1.4 ist

Gy ={in.(g1),...,in.(g9.) }

eine Grobnerbasis von (/) bzgl. . Nach Lemma 3.1.7 ist jedes Polynom m; ein
w-homogenes Polynom.

Da M = {my,...,ms} C {I,) und Gy, eine Grébnerbasis von (I,) bzgl. = ist,
existieren endlich viele Polynome h;; € K[zy,...,z,] mit

mi =3 oy hij - ing(g;)

fiir alle ¢ € {1,...,s}. Lassen wir gegebenenfalls {iberfliissige Terme weg, so erhalten
wir h;; mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Man beachte, dass man die /&;; mit Hilfe von Division mit Rest berechnen kann.

Satz 3.1.9. Seien I, >,>»,w,G, M, h;; wie im Lemma 3.1.8. Ist F :={f1,..., fs}
mit

fi=27521 hijg;

fir alle i € {1,...,s}, soist F eine Grobnerbasis von I bzgl. >.
Beweis. Da G C I und

fi=27521 hijg;

fiir alle f; € F ist, so gilt F' C I. Es ist ausreichend zu zeigen, dass (Fs) = (Is)
gilt.

Da jedes h;; ein w-homogenes Polynom ist, so ist i (hi;) = h;; und

hij - ing(g;) = inw(hij - ;).
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Dann ergibt sich

r

m; = Zhij “ing(g;) = me(hijgj) = ny, Zhij!]]‘ = in,(fi)
j=1 7=1

J=1

fiir alle 7 € {1,..., s}.

Da >» den Gewichtsvektor w verfeinert, ergibt sich aus Bemerkung 3.1.3 (i)
s (fi) = ins (ine(fi)) = ins ()

fiir alle ¢ € {1,...,s}. Daraus folgt, dass (F\s) = (Ms,) gilt.

Da M die reduzierte Grobnerbasis von (1,,) bzgl. der Ordnung 3> ist, die w verfeinert,
ergibt sich aus Bemerkung 3.1.3 (ii)

(Fs) = (Ms) = (L)) = (Is)

O

Durch die Anwendung von Korollar 3.1.4, Lemma 3.1.8 und Satz 3.1.9 erhalten
wir eine Grobnerbasis GB([,>) eines beliebigen Ideals I bzgl. einer monomialen
Ordnung >, falls

1. die reduzierte Grobnerbasis rGB(I, >) von I bzgl. einer monomialen Ordnung
> und

2. ein Gewichtsvektor w, der durch die beiden monomialen Ordnungen > und >
verfeinert wird,

gegeben sind (siehe Abbildung 3.1). Diese Vorgehensweise wird direkte Basiskon-
vertierung des Ideals I von > zu > genannt und im Groébnerwalkalgorithmus
gebraucht.

o €7 : [ ) P —— - 1= GB(1,>)

Korollar 3.1.4 Satz 3.1.9

M = rGB((1,),>)

Abbildung 3.1: Direkte Basiskonvertierung des Ideals I von > zu >>.

Da (I,) ein w-homogenes Ideal ist, kénnen wir eine Variante des Hilbert-driven Buch-
bergeralgorithmus benutzen, um M auszurechnen. Dabei benutzen wir die Grébner-
basis G, von (I}, um zunichst die “w-homogene” Hilbert-Funktion von R/{l,) zu
berechnen.
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3.2 Grobnerkegel

Sei » eine monomiale Ordnung auf dem Polynomring R := K[zy,...,2,] und [ ein
Ideal in diesem Ring. Wir bezeichnen die Menge

cone(>) = cl{w € RS, : (1) = (L)},

wobei ¢l der {ibliche topologische Abschlufl in R™ ist, als Grébnerkegel von I bzgl.
-

In diesem Abschnitt werden wir Eigenschaften eines solchen Grébnerkegels untersu-
chen.

Sei G ={g1,...,9s} die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. > mit
gi — onio _I_ aailxail _I_ e _I_ aaimi onimi

und iny (g;) = x*° fiir alle 1 < i <s.
Nach Lemma 3.1.5 gilt (I,.) = (I,) genau dann wenn in,(g;) = iny(g;) Vi, d.h.
wenn
W a0 > Wy, Vi, Vi=1,...,m,.
Setzen wir
D={ajp—a; :i=1,...,5 j=1,...,m;},

so gilt also
cone(=) ={w €RYy 1 w-ajp > w- -, Vi, Vj} ={w eRY : w-62>0,6€ D}

Aus Lemma 1.5.3 folgt, dass cone(>-) ein abgeschlossener konvexer Polyederkegel
ist, der sich im positiven Orthant RZ, befindet. Nach Satz 1.5.7 (ii) ist das Innere
von cone(>), -

(cone(>))? :={w € REy : w- g > w -y, Vi, Vj},

nicht leer.

Dann ist
GF(I) = {cone(>) : > ist eine monomiale Ordnung auf R}

der Grobnerfan von I.

Nach Bemerkung 1.5.6 ist der Grobnerfan GF(I) von [ endlich. Schlieflich ergibt
sich aus Satz 1.5.7 (i)

U cone(>) = RE,.
cone(>) € GF(I)

Wegen Lemma 3.1.5 erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 3.2.1. Seien >, > zwei verschiedene monomiale Ordnungen und sei G die
reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. . Es gilt cone(>) = cone(>>) genau dann, wenn
iny (9) = ins(g) fir alle g € G ist.
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Beweis. Sei w € cone(>) = cone(>>). Aus Lemma 3.1.5 folgt

(1) = (L) = (I») <= 1nx(g9) = inu(g) = inx(g), Vg € G.
O

Korollar 3.2.2. Seien > und > zwei verschiedene monomiale Ordnungen. Sei G
bzw. H die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. = bzw. >>. Es gilt cone(>) = cone(>>)
genau dann, wenn G = H ist.

Lemma 3.2.3. Seien = eine monomiale Ordnung, G die reduzierte Grobnerbasis
von I bzgl. > und T ein Gewichisvektor. Dann sind die folgenden Bedingungen dqui-
valent:

(i) T € cone(>).
(i1) Fir jedes g € G gilt iny(g) = iny(in-(g)), d.h. > verfeinert T.

(iii) FEs gibt eine monomiale Ordnung >>, die T verfeinert, so dass gilt
cone(>) = cone(>>).
Wir nennen cone(>) auch Grobnerkegel von 7, falls 7 € cone(i-) gilt.

Beweis. (i) = (i) Annahme: Es gibt ein Polynom ¢ € G mit iny(g) #
iny (in,(g)). Dann gilt

deg, (g) > deg, (in.(g)).

Deshalb gibt es eine offene Umgebung U von 7 mit

deg, (g) > deg, (in-(g9)) (3.1)

fiir alle 0 € U. Also gilt iny (g) # in,(g) fiir alle ¢ € U. Nach Lemma 3.1.5 gibt es
dann keinen Gewichtsvektor ¢ € U, der die Ordnung s fiir I reprisentiert. Dies ist
ein Widerspruch zu 7 € cone(-).

(11) = (¢it) Da >, den Gewichtsvektor 7 verfeinert, kénnen wir >, als > wéhlen.
Dann gilt

ity (g) = iy (in+ g)) = iny. (ine (g)) = in (9)
fiir alle ¢ € G, d.h. cone(>,) = cone().
(1it) = (¢) Da cone(>) = cone(>») und G die reduzierte Grobnerbasis von [
bzgl. > ist, folgt aus Korollar 3.2.2, dass G auch die reduzierte Grébnerbasis von [

bzgl. > ist. Sei o ein Gewichtsvektor, der die Ordnung > fiir I reprisentiert. Aus
Lemma 3.1.5 ergibt sich

in.(g9) = ins(g), Vg € G. (3.2)

Da >» den Gewichtsvektor 7 verfeinert, ergibt sich
ins(g) = ins (in-(g9)), Vg € G. (3.3)

Seien w = (1 —rjo+r7 € o7 := {(1 — s)o + s7 : 1 < s < 1} ein beliebiger von 7
verschiedener Gewichtsvektor auf der Strecke 7 und
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g=x"+Yagx" €G

beliebig mit ins, (g) = x°.
Aus (3.2) bzw. (3.3) ergibt sich 6-a > o - 5; bzw. 7-a > 7 f; fiir alle ¢ mit ag, # 0.
Daraus folgt, dass fiir alle ¢ mit ag, # 0 gilt

(1=r)yo4rr)-a=(1=r)(c-a)+r(r-a)
>(1=r)(o-B)+r(r-5)
((

Also ist in,(g) = x¥ = ins(g) fir alle g € G.

Aus Lemma 3.1.5 folgt, dass w die Ordnung > fiir [ représentiert, d.h. {I,) = (Is).
Da diese Aussage fiir einen beliebigen Gewichtsvektor w # 7 in @7 richtig ist, gilt
T € cone(>>) = cone(>). O

Satz 3.2.4. Seien o, T zwei verschiedene Gewichisvektoren und - eine monomiale
Ordnung, die T verfeinert. Dann existiert w € o1 mit w # o, so dass ow C cone(>,)
gilt. Wir nennen w einen dazwischenliegenden Gewichtsvektor der Strecke o7.

Beweis. Da >, den Gewichtsvektor o verfeinert, folgt aus Lemma 3.2.3, dass o €
cone(>,) gilt.

Sei G :={¢g1,...,9-} die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. »,. Fiir jedes g; € G
existiert h; € Klz1,...,2,] mit g; = in,(g;) + hy.

Da

deg, (iny(gi)) > deg, (h;)

ist, existiert eine offene Umgebung U von o mit

degw(u) > degw(v)

fiir alle ¢ € U, fiir jedes Monom u von in,(g;) und v von h;.

Deshalb kénnen wir o # w; € U mit w; € 7 so wihlen, dass fiir alle ¢ € 5;

degw(u) > degw(v)

fiir jedes Monom u von in,(g;) und v von h; gilt.
Aus Korollar 3.1.4 folgt, dass Gy = {ins(g1),...,in,(g,)} eine Grébnerbasis von
(I1,) bzgl. =, ist. Da iny(in,(g;)) = ins, (ins(g;)) fiir alle ¢ = 1,...,r gilt, ist G,
eine Grébnerbasis von (/,) bzgl. =. Da > den Gewichtsvektor 7 verfeinert, ergibt
sich

iny (inr(ing (9:))) = in(ing(g:)) = in,(9i)-
Also ist deg, (in,(g;)) = deg (iny, (g;)) fiir alle ¢ = 1,...,r. Mit anderen Worten:
Es gilt

degT(u) = degT (ln>o—(gl))

fiir jedes Monom u von in,(g;) und fiir alle ¢ =1, ..., r.

Aus ¢ € 5w; C &7 ergibt sich dann
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deg, (t) < deg, (in.,(g:))

fiir jedes Monom ¢ von g;. Damit gilt iny_ (ing(g:)) = ine, (9i).

Sei w € {wy,...,w,} so gewihlt, dass gw die kiirzeste Strecke unter allen 7o; ist.
Dann ist 0 # w € 7 mit

iny, (1n4,(9:)) = iny, (9:),Vg: € G.

Aus Lemma 3.2.3 folgt w € cone(>,). Da ¢ und w im konvexen Grobnerkegel
cone() liegen, gilt 30 C cone(-,). O

Bemerkung 3.2.5. (i) In der Praxis arbeitet man nur mit rationalen Gewichtsvek-
toren. Wir setzen deswegen voraus, dass alle im folgenden betrachteten Gewichts-
vektoren rational sind. Entsprechend stellen wir uns vor, dass im folgenden jeder
Grobnerkegel cone(>-) durch cone(>) N QL ersetzt wird.

(ii) Seien w, T zwei verschiedene Gewichtsvektoren, > eine monomiale Ordnung, die
T verfeinert, und G die reduzierte Grébnerbasis eines Ideals I bzgl. >>,. Fiir jedes
Polynom g € G sei M (g) die Menge der von ins,(g) verschiedenen Terme von g.

Wir setzen

w(s) =w+ s(r —w)

sowie

t:=min{s € QN (0,1] : deg, 5 (ins,(9)) = deg,(,)(m) fir ein g € G
und ein m € M(g) mit deg, (ins, (g)) # deg,(m)}.

Eristiert dieses Minimum, so setzen wir
Wiz wt) =w+t(r —w).

Dann ist ww' das mazimale Geradensegment von T in cone(>>,). Existiert das Mi-
nimum nicht, so sagen wir w' ist undefiniert. In diesem Fall ist G auch die reduzierte
Grébnerbasis von I beziiglich >>>.

(iii) Den auf obigen Uberlegungen basierenden Algorithmus haben wir im Compu-
teralgebrasystem SINGULAR implementiert. SINGULAR verarbeitet nur Gewichtsvek-
toren, deren Komponenten aus nichtnegativen ganzen Zahlen bestehen. Aus diesem
Grund ersetzen wir jeden wie in (ii) berechneten Vektor w' durch ein geeignetes ska-
lares Vielfaches w", so dass die Komponenten von w" nichtnegative ganze Zahlen
sind. Der Gewichtsvektor w" liegt dann im gleichen Grébnerkegel wie w, aber nicht
notwendig auf der Strecke WT (siehe etwa Beispiel 3.3.3). Im ndchsten Schritt des
Algorithmus geht man auf der Strecke w"T weiter. Insbesondere bei den in Kapitel 4
besprochenen Varianten des Algorithmus haben wir es oft mit Gewichtsvektoren zu
tun, deren Komponenten sehr gross sind. Dies ist in unserer Implementierung vor
allem deswegen ein Problem, weil in SINGULAR jede Komponente eines Gewichts-
vektors < 23! sein muss. Auf dieses Problem kommen wir in Kapitel § zuriick.
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3.3 Groébnerwalkalgorithmus

Nun wollen wir den Grébnerwalkalgorithmus, mit dem man das folgende Problem
l6sen kann, prasentieren.

Sei G die reduzierte Grébnerbasis eines beliebigen Ideals I in K[xy, ..., x,]
bzgl. einer monomialen Ordnung ». Wie rechnet man die reduzierte Grobner-
basis von I bzgl. einer von = verschiedenen monomialen Ordnung > ohne eine
direkte Berechnung einer solchen Grébnerbasis aus?

Fiir zwei verschiedene monomiale Ordnungen >, > auf K[zy,...,z,] kann man zwei
(nxn) Matrizen A und B mit rationalen Koeflizienten so wéhlen, dass A bzw. B die
monomiale Ordnung > bzw. > definiert. Ist ¢ := (0y,...,0,) bzw. 7 := (74,...,7,)
die erste Zeile von A bzw. B, so verfeinert > bzw. > den Gewichtsvektor o bzw. 7.
Also gilt o € cone(>) und T € cone(>>).

Der Grobnerwalkalgorithmus basiert auf dem folgenden Verfahren: Wir gehen auf
der Strecke o7 von ¢ nach 7. Diese Strecke kann in der Vereinigung von mehreren
Grobnerkegeln liegen.

Sei wg := 0. Da > den Gewichtsvektor 7 verfeinert, kénnen wir nach Bemerkung
3.2.5 einen Gewichtsvektor wy # wy finden, so dass wWowy in cone(>>,) enthalten ist
und das maximale Geradensegment von o7 in cone(>>,,) ist. Gehen wir auf der
Strecke th7T weiter, so kommen wir nach Satz 3.2.4 zun&chst in den Grébnerkegel
cone(>>,, ).

Fahren wir so fort, so ergibt sich

O = W, Wy,Wa, ...
cone(-) = cone(>y, ), cone(>>y, ), cone(>>y, ), . ..

mit wy € cone(>>y,_,) Ncone(>>y,) fiirk=1,... .

Da der Grobnerfan von I endlich ist (siehe Bemerkung 1.5.6), bricht dieses Verfah-
ren nach endlich vielen Schritten ab, wobei der letzte berechnetete Gewichtsvektor
entweder gleich 7 ist oder undefiniert ist.

Im k-ten Schritt starten wir mit der reduzierten Grébnerbasis Gp_; von I bzgl.
>.,_, und berechnen eine Grébnerbasis F' von I bzgl. >, mit einer direkten Ba-
siskonvertierung wie in Abschnitt 3.1. Dieser Schritt wird in Abbildung 3.2 skizziert.

k—ter Schritt

Gr_1:=rGB(, >>0Jk—1) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ~ I = GB(I, >>0Jk)

Korollar 3.1.4 Satz 3.1.9

G, = CB({L) ) M = rGB((L,). >.u,)

Abbildung 3.2: Der k-te Schritt des Grébnerwalkalgorithmus.
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In unserer Implementierung des Grébnerwalkalgorithmus werden die folgenden Pro-
zeduren benutzt (zur Beschreibung der Prozeduren verwenden wir die Bezeichnungen
aus Lemma 3.1.8, dem Beweis von Lemma 3.1.8 und Satz 3.2.4).

e Die Prozedur InitialForm(G,w) liefert die Menge G, die eine Grobnerbasis
von (I,) bzgl. der aktuellen monomialen Ordnung > ist.

e Die Prozedur ReduziertGB(G,, >) liefert die reduzierte Grobnerbasis des
von (4, erzeugten w-homogenen Ideals (G,) bzgl. der monomialen Ordnung
>. Eine solche Basis wird durch den Hilbert-driven Algorithmus ausgerechnet.

e Die Prozedur LiftGB(G, G, M, >>) liefert eine Grobnerbasis des von G er-
zeugten Ideals (G) bzgl. der monomialen Ordnung >>. Diese Grobnerbasis wird
mit Hilfe des Satzes 3.1.9 ausgerechnet.

e Die Prozedur Reduzierung(F, ) liefert die reduzierte Grobnerbasis des von
der Grobnerbasis F' erzeugten Ideals (F) bzgl. der monomialen Ordenung .

e Die Prozedur NachsterVektor(G,w, 1) liefert den Gewichtsvektor w”, der in
Bemerkung 3.2.5 beschrieben wird.

Insgesamt erhalten wir den in Algorithmus 3.3.1 beschriebenen Algorithmus.

Beispiel 3.3.2. Durch den Grébnerwalkalgorithmus werden wir die reduzierte
Grébnerbasis vom Ideal

I = <$2 — y37 Yy +xz, $2y + 22$> C R[xv Y, Z]

bzgl. der lexikographischen Ordnung =i, auf Rlx,y,z] mit @ > y > z ausrechnen.

Wir geben die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. einer anderen monomialen Ord-
nung, z.B. der Ordnung e, auf Rlz,y,z] mit ¢ > y > z an:

G = {ay+az, 2?2z — 2%, y* — 2%, 2+ 23, 2t + 2%,

Wihle o := (1,1,1),7:=(1,0,0) und w := (1,1,1).

Am Ende der ersten Schleife haben wir

Goi={ay+rz, 222 — 222, % 223, 2}
M = {ay+az,y> 2?2 — 222 223, 21}
F={ay+az,y®—a? 2% — 22?223+ 23, 21 + 23}
G:={avy+az,y®—a? 2%z — 22 223+ 23, 21 + 23}

o:=(1,1,1)

w:i=(3,2,2).
Am Ende der zweiten Schleife haben wir

Goi={zy+az,y° — 2% 222, 202° 4+ 23, 21}

M :={zy+az,2% - y°,y°z, y*, 22}
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Algorithmus 3.3.1. GrobnerWalk(G, -, >>);

Eingabe: Zwei verschiedene monomiale Ordnungen =, >>;
die reduzierte Griébnerbasis G von I bzgl. .

Ausgabe: Die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. >>.

Initialisierung: e Wihle zwei Matrizen A und B, deren erste

Zeilen o bzw. T durch = bzw. > verfeinert werden;
ow:=0;

whale (1) do

1. Gy, = Initial Form(G,w);
2. M := ReduziertGB(Gy,>.);
3. F = LiftGB(G,G,, M,>,);
4. G := Reduzierung(F,>>,);
5. if (w==r7) then

return(G);
b. 0 :=w;

7. w := NichsterVektor(G,o,T);

o)

. 2f (w ist undefiniert) then
return(G);

end

Algorithmus 3.3.1: Grébnerwalkalgorithmus.

F:={ay+zz, —yP 2yt — a2yt 2?2t + 36222}
G={ay+az,22— > 32 — 222yt + 22?22t + 227
0:=1(3,2,2)
wi=(2,1,1).

Am Ende der dritten Schleife haben wir
Gy i={ay+rz, 2% P2 — 22?2yt + 222, 22}
M = {zy+az,yt + 72,227 — 22,22, 4323}
Fo={aoy+taz,y* + 132, —y32 + 222 2% — 3, 4323 + 223}
G:={ay+taz,y* + 32,222 — y3z,2% — 2,22 + 322}
o:=1(2,1,1)
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w:=(1,0,0).
Am Ende der vierten Schleife haben wir
G =y +az,yt +y3z, 222, 22,4323 + y322)
M = {323 + 222yt + 32, 2% vy + 2z, 22}
Fo={y2+ 222yt + 2,022 — P2, 2y + 22,22 — 3}
G:={y?2+ 222yt + Pz, 2% — 32, 2y + w2, 2% — ).
Wegen w = (1,0,0) = 7 verlassen wir die Schleife und erhalten
G:={y + 2yt +ytz, a2 — P2, ey + 22, 2% — %),
die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl =.,.

Zusammenfassung: Der Weg des Grobnerwalkalgorithmus ist wie folgt (siehe Ta-
belle 3.1): Zuerst geht er auf der Strecke von (1,1,1) nach (1,0,0) und verldsst den
ersten Grobnerkegel im Punkt (3,2,2), um den zweiten Grobnerkegel zu betreten,
d.h. die Strecke von (1,1,1) nach (3,2,2) liegt im ersten Grébnerkegel. Dann geht
er auf der Strecke von (3,2,2) nach (1,0,0) und verlisst den zweiten Grébnerke-
gel im Punkt (2,1,1), um den ndchsten Grébnerkegel zu betreten. Wenn er auf der
Strecke von (2,1, 1) nach (1,0,0) geht, wird der Zielgewichtsvektor (1,0,0) erreicht.
Deswegen terminiert der Grobnerwalkalgorithmus im ndchsten Schritt.

Kegel Strecke “Schnittpunkt”
1. (1,1,1) = (1,0,0) (3,2,2)
2. (3,2,2) = (1,0,0) (2,1,1)
3. (2,1,1) = (1,0,0) (1,0,0)

Tabelle 3.1: Strecke und “Schnittpunkte” des Grébnerwalkalgorithmus.

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Grébnerkegeln jeder der obigen Schnitt-
punkte liegt. Der Grobnerfan von [ besteht aus folgenden Grobnerkegeln (siehe
Beispiel 1.5.10 und Abbildung 3.3):
3
DY:{($,y,Z) ER§O§$—3y—|—2’Z 07 x Z §y7 yZ Z}7

3
DSZ{($7y7Z)ER§O:yZZ7 $Z§y7 $_3y+2§0}7

) 3 3
Dy ={(w,y,2) ERS: 5z <w < gy, y > 2,
3 3
DZ:{($,y,Z)ER§032S$S 527 r < §y7 yZ'Z}v
Dy ={(z,y,2) eR3y: 2 <z <y}
DéZ{($7y,z)€R§0:$§y§z},
3
D7 ={(w,9,2) ERZp:y <o < 5y, y < 2},
. 3
Dy ={(w,9,2) ERZp: gy <w <y, y < 2},
Dy ={(z,y,2) eR3:2y <, y < 2}
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Dann ergibt sich:

Wy =0 = (17171) € DZQD;QD%QD;,
w1 = (3,2,2) e DN D3N DyN DN Dg,
we = (2,1,1) € DIND5N DgN Dg,
w3 =7 =(1,0,0) € DT N Dg.
Die Projektion des Grébnerfans von I und der Strecke a7, auf der der Grébnerwal-

kalgorithmus entlanggeht, auf die Ebene 2 +y+2 = 1 kann man in der Abbildung 3.3
sehen. O

(0,0.5,0.5)

‘”é(l,o,o) (0.75,0.25,0) (0.6,0.4,0 0,1,0)

Abbildung 3.3: Die Projektion des Grobnerfans von I auf der Ebene z +y + 2z = 1.

Um die reduzierte Grobnerbasis eines Ideals I bzgl. einer monomialen Ordnung
>, die einen Gewichtsvektor 7 verfeinert, mit Hilfe des Grébnerwalkalgorithmus
zu berechnen, kann man einen beliebigen Startgewichtsvektor o auswéhlen. Hierbei
wird die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. der o-gewichteten monomialen Ordnung
>, ausgerechnet und dann als die Eingabe des Grébnerwalkalgorithmus verwendet.

Beispiel 3.3.3. Nun betrachten wir wieder das Beispiel 1.5.9. Zur Berechnung der
reduzierten Grobnerbasis des Ideals

[:={(z* —2y®,y* — 2y, 2y® + 2y + y) C Rz, y]

bzgl. der lexikographischen Ordnung ., auf R[z,y] mit > y wenden wir verschie-
dene Startgewichtsvektoren, z.B. o1 = (1,1), o3 = (1,2), o3 = (1,3), 04 = (1,5)
und o5 = (0,5) und den Zielgewichtsvektor 7 = (1,0) an. Das heifit, der Grébner-
walkalgorithmus geht auf verschiedenen Strecken und Grobnerkegeln entlang.

Fall 1. Die Strecke o7 liegt nur im Grobnerkegel D7.

Fall 2. Die Strecke 37 liegt in zwei Grobnerkegeln DY und D5. Im Punkt (1,1)
verléisst diese Strecke den Grébnerkegel D3 und betritt den Grébnerkegel DY .
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Fall 3. Die Strecke @37 liegt in drei Grébnerkegeln Dy, D3 und D3, Im Punkt (1,2)
verlésst diese Strecke den Grébnerkegel D3 und betritt den Grobnerkegel D3.
Dann verlisst sie den Grébnerkegel D} im Punkt (1,1), um den Grobnerkegel
Dt zu betreten.

Fall 4. Die Strecke o47 liegt in allen vier Grébnerkegeln DY, D3, D3 und Dj}. Die
Schnittpunkte sind (1,4), (1,2) und (1,1). Diese Punkte liegen auf der Strecke
4T

Fall 5. Die Strecke o57 liegt in allen vier Grébnerkegeln D7, D3, D3 und D}. Der
Grébnerwalkalgorithmus geht nicht auf der Strecke 57, sondern auf den zwei
Jolgenden Strecken:

i) die Strecke von o5 = (0,5) nach (1,4), die in D¥ liegt, und
() ? 9 ’ 4 g i

(i1) die Strecke von (1,4) nach = = (1,1), die in drei Grébnerkegeln DY, D}
und D} liegt (siehe Abbildung 3.4).

Y
D*
4 x=yl4
5 -
A D’é x=y/2
4 D* X=y
'- 2
3
2
) °1
0o 1 X

Abbildung 3.4: Strecken ;7 im Grobnerfan von 1.

Tabelle 3.2 zeigt den Zeitverbrauch des Grébnerwalkalgorithmus, der in SINGULAR
und SACLIB implementiert ist, zur Berechnung der reduzierten lexikographischen
Grobnerbasis eines Ideals im Polynomring Q[ 4, ..., #,]. Dazu haben wir einen Lap-
top PC Pentium II 266 MHz Prozessor mit 32 Megabyte RAM benutzt. Die Lauf-
zeiten von SACLIB sind nach Amrhein et al. (1996a) zitiert. Sie haben die Beispiele
auf einen SPARCstation 10/40 mit 32 Megabyte RAM getestet.

In den meisten Fillen, in denen die reduzierte Grobnerbasis eines Ideals bzgl. einer
lexikographischen monomialen Ordnung ausgerechnet wird, wird mehr als 90% der
Laufzeit des Grobnerwalkalgorithmus im letzten Schritt des Algorithmus gebraucht.
Davon entféllt die meiste Zeit auf die Berechnung der reduzierten Grébnerbasis des
T-homogenen ldeals G; mit 7 = (1,0,...,0) (siche z.B. Tabelle 3.3). Dies liegt
daran dass der Weg des Grobnerwalks im letzten Schritt typischerweise durch einen
Punkt geht der im Schnitt mehrerer Grobnerkegel liegt, und deswegen jedes Element
von (4, aus vielen Termen besteht. Aus diesem Grund geht man alternativ oft so
vor, dass man einen geeigneten von 7 verschiedenen Zielgewichtsvektor 7/ wihlt.
Entsprechende Algorithmen werden im néchsten Kapitel vorgestellt.
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Beispiele | n | SINGULAR | SACLIB
bspl 3 0.02 3.33
bsp2 3 0.02 14.33
bsp3 3 0.25 2.32
bsp4 3 0.06 4.39
trinks1 6 65.457% 54.5
canny 5 0.96 133
canny?2 5 4.06 269
s6 6 1.10 3395
bsph 3 0.08 1544
bsp6 3 1.71 6452
bsp7 3 12.76 1141

Tabelle 3.2: Laufzeiten in Sekunden des Grobnerwalkalgorithmus (fIm zweiten
Schritt bendtigt die Berechnung der reduzieten lexikographischen Grébnerbasis von
(G ) viel Zeit. G, besteht aus einem Monom und 13 Polynomen. Sechs Polynome da-
von haben zehn Monome, fiinf Polynome davon haben elf Monome und die anderen
bestehen aus vier bzw. acht Monomen).

Tabelle 3.3V zeigt den maximalen Speicherverbrauch in Kilobyte, die Anzahl der
Schritte und den Zeitverbrauch jeder Prozedur im letzten Schritt des Grébnerwal-
kalgorithmus.

.. Spei- . Laufzeit (%) zur
Beispiele leler Schritte nFo | sCr. (Li)ft R Summe
arnborg? | 898 7 0.00 | 9.65| 85.53 | 0.44 95.62
trinks1 4630 2 0.00 | 92.27 | 7.53 | 0.03 99.83
canny?2 1339 5 0.00 | 93.41 | 0.55 | 0.27 94.23
bsp6 1507 4 0.00 | 71.01 | 23.67 | 1.18 95.86
bsp7 3276 8 0.00 | 30.67 | 37.18 | 30.90 98.75

Tabelle 3.3: Laufzeitanalyse jeder Prozedur im letzten Schritt des Groberwalkalgo-
rithmus.

U InFo, sGy, Lift, bzw. InRd ist die Abkiirzung der Prozedur InitialForm, ReduziertGB,
LiftGB bzw. Reduzierung.



Kapitel 4

Entwicklungen des
Grobnerwalkalgorithmus

In diesem Kapitel présentieren wir die auf dem Grobnerwalkalgorithmus basieren-
den Algorithmen. In den ersten zwei Abschnitten des Kapitels stellen wir die von
Amrhein et al. (1996, 1997 und 1998) entwickelten Algorithmen vor, ndmlich den
Perturbation- und Fractalwalkalgorithmus. Der von Tran (2000) entwickelte Algo-
rithmus wird im dritten Abschnitt présentiert. Schliellich stellen wir unsere eigenen
Algorithmen im letzten Abschnitt vor.

4.1 Perturbationwalkalgorithmus

Gegeben sei die reduzierte Grobnerbasis eines Ideals [ im Polynomring R :=
K[zy,...,2,] iiber einem beliebigen Korper K bzgl. einer monomialen Ordnung
>~ auf R. Zur Berechnung der reduzierten Groébnerbasis von I bzgl. einer von >
verschiedenen monomialen Ordnung > auf R geht der Grobnerwalkalgorithmus auf
der Strecke 77 entlang, wobei ein Gewichtsvektor o (bzw. 7) durch die Ordnung >
(bzw. ) verfeinert wird.

Falls die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. einer lexikographischen monomialen
Ordnung ., auf R ausgerechnet und der Gewichtsvektor 7 = (1,0,...,0) € N
als Zielgewichtsvektor gew&hlt wird, so muss im letzten Schritt des Grébnerwal-
kalgorithmus die reduzierte Grébnerbasis des 7-homogenen Ideals (G;) bzgl. der
T-gewichteten monomialen Ordnung >(; ;.,)=>1e; durch einen verbesserten Buch-
bergeralgorithmus, z.B. dem Hilbert-driven-Algorithmus, ausgerechnet werden.

In den meisten Féllen haben die Elemente des Erzeugendensystems G, viele Terme,
weil 7 in mehreren Grobnerkegeln liegt. Deswegen ist diese Berechnung sehr auf-
wendig und benétigt viel Zeit und Speicher (siehe z.B. Tabelle 3.8 in Kapitel 3 und
Tabelle 4.4 in diesem Kapitel).

Aus Korollar 3.2.2 folgt, dass die reduzierte Grébnerbasis eines beliebigen Ideals bzgl.
monomialer Ordnungen, die im gleichen Grobnerkegel liegen, gleich ist. Aus diesem
Grund kann man einen von 7 verschiedenen Gewichtsvektor 7/ so wihlen, dass 7/
und 7 im gleichen Grobnerkegel liegen. Dasselbe kann man auch mit ¢ machen,
indem man einen Gewichtsvektor o’ wihlt. So geht der Grébnerwalkalgorithmus auf
einer von o7 verschiedenen Strecke o’/ entlang. Theoretisch kann man Satz 1.5.7 (ii)
anwenden, um ¢’ und 7’ zu bestimmen.

63
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Sei d eine positive ganze Zahl mit 1 < d < n und G die reduzierte Grobnerbasis
des Ideals (G) C K[z1,...,x,] bzgl. einer Ordnung >, die durch eine Matrix M mit

Zeilen wy, -+ ,w, definiert wird. Fiir alle 1 < i < n sel w; := (wi1,...,wi) € R?
und max(w;) := max{|w;;| : 1 <j < n}. In der Praxis wihlt man eine ganzzahlige
Matrix M.

Ist € € R eine kleine positive Zahl, so liegt der Gewichtsvektor
wi=w; + ews + 62w3 + .4 ed_lwd

im Grobnerkegel von wy. Man nennt w einen gestorten Gewichtsvektor des Ge-
wichtsvektors wy vom Grad d bzgl. M.

Amrhein et al. (1996) wihlten ¢, so dass 1 € Z ist und
1> deg(g)(max(wy) + - - - + max(wg))

fiir alle ¢ € GG gilt. In unseren Implementierungen wihlen wir w; € Z™ und
1
o= deg(g)(max(wy) + - - -+ max(wgq)) + 1. (4.1)

Also liegen w und sein in der Praxis benutztes ganzzahliges Vielfaches
1
w/ — (_)d—l cw = (_)d—lwl T (_)d—2w2 4ot wy
€ €
im gleichen Grobnerkegel. Wir bezeichnen auch w’ als einen gestorten Gewichts-

vektor von wy vom Grad d. Der Algorithmus 4.1.1 liefert einen solchen gestdrten
Gewichtsvektor zuriick.

In Algorithmus 4.1.2 muss der Zielgewichtsvektor 7 gestort werden. Um ein geig-
netes € wie oben zu finden braucht man die reduzierte Grobnerbasis des gegebenen
Ideals bzgl. der Ordnung >, die 7 verfeinert. Allerdings liegt eine solche reduzierte
Grobnerbasis am Anfang des Algorithmus nicht vor. Deswegen benutzt man die re-
duzierte Grébnerbasis des gleichen Ideals bzgl. . Diese Verfahrensweise garantiert
jedoch nicht, dass der berechnete gestérte Gewichtsvektor 7/ von 7 im entsprechen-
den Grobnerkegel liegt. Folglich muss am Ende des Algorithmus getestet werden, ob
die beiden Gewichtsvektoren 7/ und 7 im gleichen Grébnerkegel liegen. Dazu muss
man zeigen, dass

7! € cone(>>) < ins(9) = ins (iny(g)), Vg € F

gilt, wobei F' die reduzierte Grobnerbasis des ldeals (F7) bzgl. >,/ ist (siehe Lem-
ma 3.2.3).

Liegen die beiden Gewichtsvektoren 7 und 7/ im gleichen Grébnerkegel, so termi-
niert der Algorithmus und liefert die gewiinschte Grobnerbasis zuriick. Andernfalls
ist F' nicht die gewiinschte Grébnerbasis. Damit man die gewiinschte Grébnerbasis
erreicht, kann man den Buchbergeralgorithmus mit >> auf das Ideal (/) anwenden.
Eine andere Méglichkeit ist die folgende: Ist 7/ durch eine Stérung vom Grad d ent-
standen, so ersetzen wir an dieser Stelle 7/ durch einen neuen Zielgewichtsvektor 7"
mit einer kleineren Stérung (etwa vom Grad (d — 1)), der mit Hilfe der reduzier-
ten Grobnerbasis F' berechnet wird. Dann wenden wir den Grébnerwalkalgorithmus
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Algorithmus 4.1.1. PertVektor(G, M, d);

Eingabe: Fine ganzzahlige Matriz M wie in Beispiel 1.2.7, die eine
monomiale Ordnung > definiert, die reduzierte Grébnerbasis G
eines Ideals I in K[xy,...,2,] bzgl. >, und der Perturbationgrad
dmitl <d<n.

Ausgabe: Der gestorte Gewichtsvektor w von wy vom Grad d, wobei wy
die erste Zeile von M ist.

Initialisierung: Firi=1,...,n sei w; := (wi1,...,wi,) € Z" die i-te
Zeile von M.
begin
1. my=max{|wy| : 1<j<n}, VI<i<d;

2. m =31, my;

3. ¢ :=max{deg(g) : g € G};

4. e:=me+ 1;

5. wi= el + e 2wy + - 4 ewyg + wy;

6. return(w);

Algorithmus 4.1.1: Storungvektoralgorithmus vom Grad d.

auf das Ideal (/') an. Diese Vorgehensweise wird wiederholt, bis die gewiinschte re-
duzierte Grobnerbasis erreicht ist oder der Grad des gestorten Zielgewichtsvektors
gleich 1 ist. Im letzteren Fall muss man dann wieder den Buchbergeralgorithmus
heranziehen.

Die Prozedur GrobnerWalk (G, >, >) liefert, wie im letzten Kapitel besprochen,
die durch den Grobnerwalkalgorithmus ausgerechnete reduzierte Grobnerbasis des
Ideals (&) bzgl. der Ordnung >, wobei G die reduzierte Grobnerbasis von (G) bzgl.
der Ordnung > ist (siehe Algorithmus 3.3.1).

Die Prozedur RedGB_BA (G, >») liefert die durch den Buchbergeralgorithmus aus-
gerechnete reduzierte Grobnerbasis des Ideals (G) bzgl. der Ordnung >>.

Den Algorithmus 4.1.2 bezeichnen wir als Perturbationwalkalgorithmus vom
Perturbationgradpaar (dy, dz). Fiir d; = dy = 1 ist der Perturbationwalkalgorithmus
gleich dem Grébnerwalkalgorithmus.

Wir haben einen Computer mit Pentium IV 2.40 GHz Prozessor und 1 Gegabyte
RAM benutzt, um die folgenden Beispiele zu berechnen.
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Algorithmus 4.1.2. PertWalk(G, -, >, dy, ds);

Eingabe: Zwei verschiedene monomiale Ordnungen = bzw. >, die re-
duzierte Grobnerbasis G eines Ideals I in Klxy,...,x,] bzgl. >,
und zwei positive ganze Zahlen dy,dy mit 1 < dy,ds < n.

Ausgabe: Die reduzierte Grobnerbasis F von I bzgl. >.

Initialisierung: e Wdhle zwei Matrizen A und B, deren erste Zeilen o
bzw. T durch » bzw. > verfeinert werden;
e 0/ := PertVektor(G, A, dy);
o d:= dz,‘

whale (1) do
1. 7" := PertVektor(G, B, d);
2. F :=GrébnerWalk(G, >, >11);
3. if (7' € cone(F,>>)) then
return(F);
4. else
return(RedGB_BA(F,>>));

end.

Alternativ ersetzen wir den 4. Schritt durch den folgenden Schritt:

4. else

(a) of (d=1) then
return(RedGB_BA(F,>>));

(b) d:=d—1;

(¢) G:=F; o =71';

Algorithmus 4.1.2: Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar

(dh dg) .

Beispiel 4.1.3. (Trinks1 in Tran (1998)) Mit Hilfe des Perturbationwalkalgo-
rithmus von verschiedenen Perturbationgradpaaren berechnen wir die reduzierte
Grébnerbasis vom Ideal

I' = (45y 4 35u — 165v — 36, 36y + 25z + 40t — 27u,
25yu — 165v% 4+ 152 — 182 + 30t, 15yz+ 20tw — 9z,
—110° + 2y + 22, — 1luv + 3v* 4+ 992)

im Polynomring Q[x,y, z,t, u,v] bzgl. = auf Q[z,y, z,t,u, v] mit

rT>yY>z>t>u> 0.
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Fall 1. Fiir das Perturbationgradpaar (1,1) geht der Algorithmus auf der Strecke
von (1,1,1,1,1,1) nach (1,0,0,0,0,0) entlang. Er braucht zwei Schritte und
13.08 Sekunden, um die reduzierte lexikographische Grébnerbasis zuriickzulie-
fern.

Fall 2. Fiir das Perturbationgradpaar (2,2) geht der Algorithmus auf der Strecke
von (4,4,4,4,4,3) nach (4,1,0,0,0,0) entlang. Er braucht zwei Schritte und
1.68 Sekunden, um die reduzierte lexikographische Grébnerbasis zuriickzulie-
fern.

Fall 3. Fiir das Perturbationgradpaar (3,3) geht der Algorithmus auf der Strecke
von (49,49, 49, 49,48, 42) nach (49,7, 1,0,0,0) entlang. Er braucht vier Schritte
und 6.82 Sekunden, um die reduzierte lexikographische Grébnerbasis zuriick-
zuliefern.

Fall 4. Fiir das Perturbationgradpaar (4,4) geht der Algorithmus auf der Stre-
cke von (1000, 1000, 1000, 999,990, 900) nach (1000, 100, 10, 1,0,0) entlang. Er
braucht acht Schritte und 0.33 Sekunden, um die reduzierte lexikographische
Grébnerbasis zuriickzuliefern.

Tabelle 4.11) zeigt die Zusammenfassung der obigen Ergebnisse.

PertWalk Perturbationgradpaar

mit | (L) [ (2.2) ] 33) ] (44)
Variante 4 | a3 00 | 1 68 | 6.82 | 0.33 | Zeit
Variante 4
Variante 4 .
Varianie 1 2 2 4 8 Schritte
Variante 4 | o | 1541 | 3127 | 805 | Speicher
Variante 4’

Tabelle 4.1: Berechnungszeiten in Sekunden, die Anzahl der Schritte und der maxi-
male Speicherverbrauch in Kilobyte des Perturbationwalkalgorithmus.

Beispiel 4.1.4. (Beisptel 3.3 in Tran (2000)) Durch die Anwendung des Pertur-
bationwalkalgorithmus von verschiedenen Perturbationgradpaaren auf das Ideal
I ={16+ 32> + 16222 + 14z%y?,
6+ y32 + 172222 + 7xy222 + 132322 ) (4.2)
C QI:$7 y7 Z]7

um die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. = auf Qlz,y,z] mit x > y > =z auszu-
rechnen, erhalten wir Tabelle §.2%).

Y Fiir die Perturbationgradpaare (5,5) bzw. (6,6) sind eine oder mehrere Komponenten des
letzten berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektors gréfier als 2*'. In diesen Fillen geht der
Algorithmus nur bis auf den zehnten (bzw. zweiten) Schritt. Fiir die anderen Paare liegen die
gestorten Zielgewichtsvektoren im richtigen Grobnerkegel. Deswegen stimmen die beiden Varianten
iiberein.

2) > 212M bedeutet, dass nach 212 Minuten das Programm abbricht, weil kein Speicher mehr
zur Verfligung steht, um die reduzierte Grébnerbasis eines Ideals (F) zu berechnen. Bz., Sc. bzw.
Sp. ist die Abkiirzung fir Berechnungszeit, Anzahl der Schritte und maximalen Speicherverbrauch.
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PertWalk Perturbationgradpaar
mt [ L) [ 22) | 33

Variante 4 >212M | 4885.55
Variante 77| %921 5575 10.06 ] o~
Variante 4 16 21 44 Se
Variante 4’ 2146 4448 )
Variante 4 00 165257
Variante 77| 22132 51789 Z035 ] P

Tabelle 4.2: Berechnungszeiten in Sekunden, die Anzahl der Schritte und der maxi-
male Speicherverbrauch in Kilobyte des Perturbationwalkalgorithmus.

Im letzten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (2, 2)
und (3, 3) liegt der gestorte Zielgewichtsvektor nicht im entsprechenden Grébnerke-
gel. Deswegen muss die reduzierte lexikographische Grobnerbasis des Ideals (F') aus-
gerechnet werden, wobei F' die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. der 7/-gewichteten
monomialen Ordnung (s ;) und 7' der gestorte Zielgewichtsvektor ist.

Im Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (2,2) besteht I aus 4
Polynomen mit 289, 278, 280 bzw. 290 Monomen und vom Perturbationgradpaar
(3,3) aus 5 Polynomen mit 44, 355, 370, 359 bzw. 359 Monomen.

Die reduzierte lexikographische Grébnerbasis von I besteht aus 4 Polynomen mit
44, 466, 460 bzw. 459 Monomen und braucht ca. 590 Kilobyte an Speicher. U

Beispiel 4.1.5. (cyclic 6 in Faugére et al. (1993)) Sei

I'=(zy +ao+4 23+ 24+ 5+ 26,
T1To + T1Te + T2X3 + T3T4 + T4Ts + TsTe,
X1T2x3 + T122%6 + T1X5%6 + T2X3%4 + T324T5 + L4252,
T1T2T3T4 + T1T223%6 + T122T5T6 + T1T4T586 + T223T4T5+
T3T4T5T6,
X1TX3T4T5 + X1 T2X3T406 + X1 T2X3T506 + X1 T204T5T6+
T1T3T4T586 + TaX324T5T6,

T1XQT3IX4T 5T — 1 >

ein Ideal in Qxy, 29, 23, 24, x5, x6). Tabelle 4.8%) zeigt Berechnungszeiten in Se-
kunden, die Anzahl der Schritte und den maximalen Speicherverbrauch in Kilo-
byte des Perturbationwalkalgorithmus von wverschiedenen Perturbationgradpaaren,
um die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. =i auf Qlay, xo, 3, x4, x5, x6] mil
Ty > Lo = Tz = Ty > Ty > Te auszurechnen.

Im Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (d,d) muss die redu-
zierte Grobnerbasis des 7¢—homogenen Ideals (G;) ausgerechnet werden, wobei
7% der gestérte Zielgewichtsvektor des urspriinglichen Zielgewichtsvektors 7 :=
(1,0,0,0,0,0) vom Grad d ist. Diese Berechnung bendtigt leider sehr viel Speicher.

) »xM bedeutet, dass nach x Minuten das Programm abbricht. Fiir die Perturbationgradpaare

(5,5) bzw. (6,6) sind eine oder mehrere Komponenten des berechneten dazwischenliegenden Ge-
wichtsvektors gréfer als 27, In diesen beiden Fillen geht der Algorithmus nur bis auf den zweiten
Schritt.
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PertWalk Perturbationgradpaar
mit [ (LD [ 22) | 33) | G04)

Variante 4 | inp | SouM | >35M | 47.13 | Bu.
Variante 4

Variante 4

Variante 1 2 9 69 124 | Sec.
Variante 4

Varante 00 00 00 34245 | Sp.

Tabelle 4.3: Zeit-, Schritt- und Speicherverbrauch des Perturbationwalkalgorithmus.

(i) Fiir d =1 besteht 1 aus 70 Polynomen mit 1, 9, 24, 24, 24, 25, 25, 25, 26, 26,
26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 25,
95,24, 24, 24, 24, 24, 24, 25, 25, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 25, 25, 27, 27, 27, 27, 27,
97,27, 27, 27, 27, 26, 27, 27, 27, 27, 27, 27, 27, 26, 27, 27 bzw. 27 Monomen.

(i) Fiir d = 2 besteht G5 aus 47 Polynomen mit 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26,
26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 2, 2. 2. 26, 26, 26,
26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 26, 2, 1 bzw. 1 Monomen.

(iii) Fiir d = 3 besteht G'5 aus 39 Polynomen mit 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24,
2,924,224, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24, 24,
2,1,2,2,2,1, 1 bzw. 1 Monomen.

Die reduzierte lexikographische Grobnerbasis selbst besteht aus 17 Polynomen mit
8, 18, 20, 22, 23, 23, 24, 10, 18, 25, 11, 23, 23, 24, 27, 25 bzw. 6 Monomen und ist
in 9.395 Byte gespeichert. O

In Beispiel 4.1.3 ist der Zeitverbrauch beider Algorithmen, ndmlich des Perturba-
tionwalkalgorithmus mit der Variante 4 und des Perturbationwalkalgorithmus mit
der Variante 4’, &hnlich. Wihrend in Beispiel 4.1.4 der Perturbationwalkalgorith-
mus mit der Variante 4’ schneller ist als der Perturbationwalkalgorithmus mit der
Variante 4.

Betrachten wir die Beispiele, so kénnen wir folgendes feststellen:

1. Der Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (d,d) mit d # 1
ist schneller als der Grébnerwalkalgorithmus.

2. Die Anzahl der Schritte und die Berechnungszeit des Perturbationwalkalgorith-
mus hdngen vom gewidhlten Perturbationgradpaar ab. Sind die Komponenten
der berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektoren kleiner als die obere
Schranke der erlaubten ganzen Zahl in SINGULAR (2%1) und liegt der gestorte
Zielgewichtsvektor im richtigen Grébnerkegel, so gilt im Allgemeinen: je gréfler
das Perturbationgradpaar ist, desto mehr Schritte und weniger Zeit braucht
der Perturbationwalkalgorithmus.

3. Ist das Perturbationgradpaar grofl genug, kann es sein, dass eine oder mehre-
re Komponenten des berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektors gréfler
als 231 ist oder der gestorte Zielgewichtsvektor liegt nicht im richtigen Grébner-

kegel.
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4. Die Prozedur (Reduzierung) zur Reduzierung einer Grobnerbasis benotigt viel
Zeit.

Tabelle 4.4 zeigt den Zeitverbrauch des Perturbationwalkalgorithmus zur Berech-
nung der reduzierten lexikographischen Grébnerbasis eines Ideals im Polynomring
Q[z1, ..., xy,). Tabelle 4.5 zeigt die Anzahl der Schritte des Algorithmus. Tabelle 4.6
zeigt die Laufzeitanalyse des Perturbationwalkalgorithmus vom besten Perturbation-
gradpaar.

Beispiele | n Perturbationgradpaar
D[22 [ G3) | G4 ] 55 [ 66
ex1 3 0.20 | 0.157 | 0.097 — — —
ex?2 3 | 1698.66 | 0.58 | 0.617 — — —
ex3 3 |6999.66 | 0.49 | 0.56 — — —
katsh 51 665.83| 0.84 | 0.59 | 0.05 I —
6 6 0.22 | 0.18 | 0.08 | 0.09 I I

Tabelle 4.4: Berechnungszeiten in Sekunden des Perturbationwalkalgorithmus mit
Variante 47 (1Der gestorte Zielgewichtsvektor liegt nicht im richtigen Grobnerkegel;
iEine oder mehrere Komponenten des berechneten dazwischenliegenden Gewichts-
vektors sind gréfer als 231).

Beispiele Perturbationgradpaar

(LD [ 22) [ 63) [ () | 5:5) [ (6.6
exl 13 35 31 — — —
ex?2 11 46 42 — — —
ex3 13 50 56 — — —
katsh 2 4 11 23 4 —
6 2 12 29 39 1 1

Tabelle 4.5: Anzahl der Schritte des Perturbationwalkalgorithmus.

.. Laufzeit (%) zur

Beispiele | Grad i mrr—mm Lift( )Ian Naver
ex1t (3.3) | 0.00| 7.69 | 7.69 | 48.96 | 0.00
ex2 (2,2) | 5.17| 7.90 | 3.45|84.48| 0.00
ex3 (2,2) | 4.17| 2.08 | 14.58 | 75.00 |  0.00
kats5 (4,4) | 20.00 | 0.00 | 0.00 | 80.00 | 0.00
s6 (3,3) | 12.50 | 37.50 | 12.50 | 12.50 | 12.50

Tabelle 4.6: Die Laufzeitanalyse des Perturbationwalkalgorithmus (138.48% der Be-
rechnungszeit wird in den Schritten nach der Ausfithrung von Variante 4° ben&tigt;
INiVe ist die Abkiirzung der Prosedur NdchsterVektor).
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4.2 Fractalwalkalgorithmus

Die IEffizienz des in Unterkapitel 4.1 vorgestellten Perturbationwalkalgorithmus
hingt sehr vom gewihlten Perturbationgradpaar ab. Fiir niedrige Paare erhidlt man
ein Erzeugendensystem G, eines Initialformenideals (I,) C Klz1,...,2,], dessen
Elemente viele Terme haben. Dann muss eine reduzierte Grobnerbasis von (1)
ausgerechnet werden. Diese Berechnung ist im Allgemeinen sehr aufwendig. Fiir
hohe Paare werden eine oder mehrere Komponenten eines berechneten dazwischen-
liegenden Gewichtsvektors sehr grofi. Um diese Abh&ngigkeit zu vermeiden, haben
Amrhein et al. (1998) eine andere Variante des Grobnerwalkalgorithmus entwickelt.
Dieses Unterkapitel gibt einen Uberblick iiber diese Methode.

Um eine reduzierte Grobnerbasis von ([,) zu bestimmen, gehen Amrhein et al.
wie folgt vor: Sie rufen rekursiv den Perturbationwalkalgorithmus fiir aufsteigende
Perturbationgradpaare auf. Diese Vorgehensweise wird Fractalwalkalgorithmus
genannt. Genauer muss man zur Berechnung der reduzierten Grébnerbasis von (/)
beziiglich der w-gewichteten Ordnung >, zuerst den Gewichtsvektor w beziiglich
der aktuellen Ordnung?) und gleichzeitig auch beziiglich der Zielordnung > vom
Grad 2 stoéren. Wir bezeichnen mit wy,, bzw. wr), den entsprechenden gestérten
Gewichtsvektor von w. Man fiihrt dann den Grobnerwalkalgorithmus auf der Strecke
wfz)wflz) aus.

Dazu berechnet man den nédchsten dazwischenliegenden Gewichtsvektor wyy €

wfz)wflz) und die reduzierte Grobnerbasis von ((Gu)u,, ) beziiglich der Ordnung

P - Wir hoffen, dass die Elemente von (Gw)w(2) weniger Terme haben als die
Elemente von (. Diese Grébnerbasis wird durch den Perturbationwalkalgorithmus
mit dem hoheren Perturbationgradpaar berechnet. Hierin muss zuerst der Gewichts-

vektor w(y) beziiglich zwei verschiedener Ordnungen gestort werden. Seien w(S) und

wg’:,)) zwei gestorte Gewichtsvektoren von w(y) vom Grad 3. Dann fiihrt man den

Grobnerwalkalgorithmus auf der Strecke wES)wz’S) zur Berechnung der reduzierten
Grobnerbasis von ((G)u,, ) beziiglich der Ordnung >, aus. Diese Rekursion wird
solange wiederholt, bis das gewdhlte Perturbationgradpaar mit (n,n) iibereinstimmt.
Der Buchbergeralgorithmus wird erst in der Rekursionstiefe n durchgefiihrt. In die-
ser Variante werden die Elemente des irzeugendensystems eines Initialformenideals
nicht betrachtet. Man bezeichnet diese Vorgehensweise dann auch als Fractalwal-
kalgorithmus mit blinder Rekursion.

Werden dagegen die Elemente des Erzeugendensystems eines Initialformenideals be-
trachtet, spricht man vom Fractalwalkalgorithmus mit alternativer Rekursi-
on.

Im Fall der alternativen Rekursion wird die néchste Rekursion nur dann durch-
gefithrt, wenn zum Beispiel ein oder mehrere Elemente des Erzeugendensystems
mehr als zwei Monome haben.?) Diese Strategie wird gewihlt, da der Buchbergeral-
gorithmus sehr effizient fiir binomiale Ideale ist.

Zur Berechnung jedes Gewichtsvektors w”i) 6)

die eingegebene reduzierte Grébnerbasis oder eine sich wihrend der Ausfiihrung

fiir 2 <1 < n verwendet man entweder

) Diese Ordnung ist ungleich der Ordnung >>..

%) Wenn ecine Rekursion niemals aufgerufen wird, stimmt diese Variante mit dem Grébnerwal-
kalgorithmus tiberein.
®) Die Gewichtsvektoren wf2) , wa) e an) sind die gestorten Gewichtsvektoren eines Gewichts-

vektors mit verschiedenen Graden von 2 bis n, der durch die aktuelle Ordnung verfeinert wird. Die
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des Algorithmus ergebende Griébnerbasis. Deswegen muss am Ende jeder Rekursion

getestet werden, ob der aktuelle gestorte Zielgewichtsvektor wz’i) fiireini € {2,...,n}

im richtigen Grébnerkegel liegt.”)

Normalerweise verwendet man eine Basiskonvertierung, inklusive der Varianten des
Grobnerwalkalgorithmus, um eine graduierte reduzierte Grébnerbasis in die lexi-
kographische reduzierte Grébnerbasis zu konvertieren. Wird eine der vorgestellten
Varianten des Fractalwalkalgorithmus in diesem Fall angewendet, so ist der Zielge-
wichtsvektor 7 = (1,0,...,0) und der letzte dazwischenliegende Gewichtsvektor w;
im Grobnerwalkalgorithmus ist ebenfalls gleich 7. Das heifit, im letzten Schritt des
Algorithmus muss das Initialformenideal (I.) eines Ideals I = (G’) beziiglich 7 und
seine reduzierte Gridbnerbasis beziiglich der lexikographischen Ordnung berechnet
werden. In der Tat gilt in.(f) = f fiir alle f € K[zs,...,z,]. Daraus folgt, dass die
meisten Elemente des Erzeugendensystems G’ von (I,) gleich der Elemente von G’
sind. Also ist die Berechnung der reduzierten Grobnerbasis von (G”) beziiglich der
lexikographischen Ordnung aufwendig. Aus diesem Grund stért man nur diese Stre-
cke 8), das heiBt, man stért den vorletzten dazwischenliegenden Gewichtsvektor wy_q
und den urspriinglichen Zielgewichtsvektor 7 vom néchsten Grad, also vom Grad 2.
Danach wird der Algorithmus auf der neuen Strecke w]_, 7/ ausgefiihrt, um die le-
xikographische Grébnerbasis von (G’) zu berechnen. Diese Basis ist die reduzierte
lexikographische Grébnerbasis des gegebenen Ideals.

In Algorithmus 4.2.2 stellen wir nur den Fractalwalkalgorithmus mit blinder Rekur-
sion fiir den Fall dar, dass (/,) ein monomiales Ideal ist. Sollte {/,) kein monomiales
Ideal sein, so miissen wir zu Beginn einen zusétzlichen Schritt fiir o durchfiihren:
Wir miissen den Startgewichtsvektor ¢ und den Zielgewichtsvektor 7 jeweils vom
Perturbationsgrad p, fiir alle 2 < p < n, stéren. In der Rekursionstiefe p wihlen wir
dann O'Ep) bzw. T(/p) als den aktuellen Start- bzw. Zielgewichtsvektor. Hierbei ist O'Ep)

(bzw. T(/p)) der gestorte Gewichtsvektor von o (bzw. 7) vom Grad p.

Die vollstandige Variante der blinden Rekursion zur Berechnung reduzierter lexiko-
graphischer Grébnerbasen wird in Algorithmus 4.2.3 vorgestellt.

Beispiel 4.2.1. (Wang6 in http://www.calfor.lip6.fr/) Wir berechnen die reduzier-
te Grobnerbasis des Ideals

I = 2uqz40301 — 4wq24 + 22321 + 4230122 — 4$Z$1 — 2$Z$3x1 + x%xi—

2$§$1 + x%x% 4+ 2292421 — 2$2$4$% + wix% — 2x92423 — 823+ x% + 4xi—
221 + 1022 42, —223 + 8x3 — 2 — 2w32; — 27y,

2x42321 + 4$4$:2)) + 2471 — Tx423 + vox3 — 3x32179 + 429,

4 — 4w — 4ot + 3a3e] — 6xixy + 323 4 9x3a] + 623wz — 3wdai—

24$3$421 + 12$421 + 4$:2)) + 12z9x423 + 12202471 + 1202042321 — 122224)

Gewichtsvektoren wfg) , wfg), e wf'

ny sind die gestorten Gewichtsvektoren des urspriinglichen Ziel-
gewichtsvektors 7 mit verschiedenen Graden von 2 bis n. Die Gewichtsvektoren wf'i) fir2<i:<n
werden am Anfang des Algorithmus berechnet und wihrend der Berechnung erneuert (siehe FuB-
note 7). Aber die Gewichtsvektoren wi; fiir 2 < ¢ < n miissen zum Beginn der ersten Rekursion
bestimmt werden, wenn das Initialformenideal (G, ) kein monomiales Ideal ist. Ist {G. ) ein mono-
miales Ideal, setzen wir wfi) =w fir 2 << n.

")'Wenn J a, liefert diese Rekursion die bereits berechnete reduzierte Grobnerbasis zuriick. Im an-
deren Fall erhélt man nur die reduzierte Grobnerbasis beziiglich einer von der gewtinschten Ordnung
verschiedenen. Deswegen miissen die Zielgewichtsvektoren erneut gestort werden. Der Algorithmus
setzt dann auf der so erhaltenen neuen Strecke fort.

&) Wegen dieser Stérung braucht man nicht das Initialformenideal {I;} zu berechnen.
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im Polynomring Klxy,x9, x3,24] bzgl. der lexikographischen Ordnung e, auf
I([$1,$2,$3,$4] mit x4 > a9 > X3 > Xy4.

Algorithmus 4.2.2. Fractal Walk(G, »,>,1);

Eingabe: Zwei verschiedene monomiale Ordnungen > und > auf R :=
Klzy,...,2,) und die reduzierte Grébnerbasis G von I C R bzgl. der
den Gewichtsvektor o verfeinernden Ordnung .

Ausgabe: Die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. der durch eine nichtne-
gative rationale (n X n)-Matriz B definierten Ordnung >>.

Initialisierung: T(/Z») := PertVektor(G, B, 1) fir 1 <i<m;
FractalWalk(G,>,, >, p);
1. w = NdchsterVektor(G, o, T(’p));
2. if (w ist undefiniert) then
(a) if (T(/p) € cone(G,>)) then return(G);
(b) B’ := eine Matriz, die die aktuelle Ordnung > definiert;
(c) T(/Z») := PertVektor(G, B', i) fir 1 <i < n;
(d) go to (1);
3. Gy = Initial Form(G,w);
4. of (p ==n) then M := ReduziertGB(G, >);

5. else

(a) p:=p+1;
(b) M := FractalWalk(G,, >, >, p);

6. F:= LiftGB(G, Gy, M,>,);
7. G = Reduzierung(F,>,);
8. 0:=w;

9. go to (1);

Algorithmus 4.2.2: Der Fractalwalkalgorithmus mit blinder Rekursion.

Die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. =, auf K[xy, 29, 23, 24] mit 2y > 29 >
x3 > x4 besteht aus 18 Polynomen mit 5, 8, 25, 25, 25, 9, 21, 25, 25, 25, 25, 18, 25,
25, 25, 18, 20 bzw. 25 Monomen. Mit Hilfe dieser Grébnerbasis wird die reduzierte
lexikographische Grébnerbasis von I ausgerechnet.

Im letzten Schritt der Rekursionstiefe 1 ergibt sich ein Ideal, dessen Erzeugenden-
system aus 23 Polynomen besteht. Eines dieser Polynome besteht aus 8 Monomen
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Algorithmus 4.2.3. FractalWalk(G,-,>,1);

Eingabe: Zwei verschiedene monomiale Ordnungen > und > auf R :=
Klzy,...,2,] und die reduzierte Grobnerbasis G von I C R bzgl. der
den Gewichtsvektor o verfeinernden Ordnung > .

Ausgabe: Die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. der durch eine nichine-
gative rationale (n X n)-Matriz B definierten Ordnung >>.

Initialisierung: T(/Z») := PertVektor(G, B, 1) fir 1 <i<mn;
FractalWalk(G,>,, >, p);
1. if (p==1) then

(a) if ((G) ist kein monomiales Ideal) then

i. A = eine nichtnegative rationale (n X n)-Matriz, die die
Ordnung >, definiert.
il. O'E) := PertVektor(G, A, 1) fir 1 <i<mn;

(b) else O'EZ») =0 firl <i<mn;
A
2. 0:= Ty

3. w:= NdchsterVektor(G, o, T(’p));

4. if (p==1undw== T(ll)) then
(a) T(/Z») := PertVektor(G, B, 1) fir 1 <i<mn;
(b) p=p+1L
(c) go to (2);

5. if (w ist undefiniert) then
(a) if (T(/p) € cone(G,>»)) then return(G);
(b) B':= eine Matriz, die die aktuelle Ordnung > definiert;
(c) T(/Z») := PertVektor(G, B',7) fir 1 <i < n;
(d) go to (3);
6. G, = Initial Form(G,w);
7. if (p == n) then M := ReduziertGB(Gy,, >.);

8. else

(a) p:=p+1;
(b) M := FractalWalk(Gy,, >, >0, p);

9. F:= LiftGB(G,G,, M,>,);
10. G := Reduzierung(F,>>,);

11. 0 :=w; go to (3);

Algorithmus 4.2.3: Der Fractalwalkalgorithmus mit blinder Rekursion zur
Berechnung reduzierter lex. Grdbnerbasen.
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und jedes der anderen Polynome ist aus 25 Monomen zusammengesetzt. Diese Situa-
tion wird in Abbildung 4.1 an der Stelle P erreicht. Der Algorithmus setzt dann auf
einer neuen Strecke fort, die durch die Stérung des aktuellen dazwischenliegenden
Gewichtsvektors und des Zielgewichtsvektors gegeben ist.

Abbildung 4.1) zeigt die Spur des Fractalwalkalgorithmus mit alternativer Rekursi-
on.

Abbildung 4.1: Die Spur des Fractalwalkalgorithmus mit alternativer Rekursion im
Beispiel wang6.

4.3 Tranalgorithmus

In diesem Abschnitt wird der von Tran (2000) entwickelte Algorithmus vorgestellt,
der ebenfalls auf dem Grobnerwalkalgorithmus basiert.

In Kapitel 3 (siehe Tabelle 3.3) wird erwihnt, dass der letzte Schritt des Grébnerwal-
kalgorithmus viel Zeit ben&tigt. Dies ldsst sich insbesondere durch die Berechnung
der reduzierten Grébnerbasis eines 7-homogenen Ideals () erkliren. Diese Be-
rechnung tritt auf, falls der Zielgewichtsvektor 7 in mehreren Grobnerkegeln liegt
und dadurch die Elemente von G, viele Terme haben. Um dieses Problem zu um-
gehen, haben Amrhein et al. die Start- und Zielgewichtsvektoren am Anfang des
Perturbationwalkalgorithmus gestért. Am ,Ende” dieser Variante muss allerdings
getestet werden, ob der gestorte Zielgewichtsvektor im richtigen Grobnerkegel liegt.
Dieser Test muss durchgefiihrt werden, da die verwendete Verfahrensweise zur Be-
stimmung des gestorten Zielgewichtsvektors nicht garantiert, dass der berechnete
gestorte Zielgewichtsvektor im richtigen Grobnerkegel liegt. Aus diesem Grund hat
Tran eine neue Strategie entwickelt, so dass der ,,gestdrte” Zielgewichtsvektor immer
im richtigen Grobnerkegel liegt. Diese Methode wird im Grobnerwalkalgorithmus
ausgefiihrt, falls der berechnete dazwischenliegende Gewichtsvektor mit dem Ziel-
gewichtsvektor iibereinstimmt und die bereits berechnete Grébnerbasis noch nicht
die gewiinschte Basis ist. Der Algorithmus wird dann auf der neuen Strecke vom
vorletzten dazwischenliegenden Gewichtsvektor zum neuen Zielgewichtsvektor wei-
tergefiihrt. Dieser Zielgewichtsvektor wird auch eine Reprasentation des urspriing-
lichen Zielgewichtsvektors 7 genannt.

Um die von Tran entwickelte Variante des Grobnerwalkalgorithmus zu beschreiben,
nehmen wir an, dass im Grébnerwalkalgorithmus die folgende Situation vorliegt: )

®) Falls der Startgewichtsvektor o in mehreren Grobnerkegeln liegt, soll man einen neuen Start-

gewichtsvektor wg wahlen. Um zu eintscheiden, ob o in mehreren Grobnerkegeln liegt, kann man
zum Beispiel die Anzahl der Monome der Elemente des Erzeugendensystems vom Ideal {in,(I))
betrachten.
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Seien ¢ =: wp,w1,...,ws_1,w; := T die berechneten dazwischenliegenden Gewichts-
vektoren und G =: Gop, G1,...,G—1 die reduzierten Grébnerbasen des gegebenen
Ideals I C Klz4,...,2,] beziiglich der Ordnung >, fiir k =0,1,...,t—1. Das heifit,
im t-ten Schritt ist der ndchste dazwischenliegende Gewichtsvektor gleich dem Ziel-
gewichtsvektor 7. An dieser Stelle muss getestet werden, ob die bereits berechnete
reduzierte Grébnerbasis G;_y die gewiinschte Grébnerbasis ist. Wenn ja, terminiert
der Algorithmus und liefert diese Basis zuriick. Das heifit, in diesem Fall stimmt
diese Variante mit dem Grébnerwalkalgorithmus {iberein. Ansonsten wird der Ziel-
gewichtsvektor 7 durch seine Reprisentation 7’ ersetzt. Dann setzt der Algorithmus
auf der Strecke w;_17/ fort.

Zur Bestimmung einer Reprisentation 7/ von 7 bendtigt Tran zwei Informationen:

1) die obere Schranke des Totalgrads der reduzierten Grébnerbasis beziiglich der
g g
gegebenen Zielordnung >, die durch den Gewichtsvektor 7 représentiert wird,

(2) den maximalen Eintrag einer Matrix A, die die Ordnung > definiert.

Ist GE}_L)l die homogenisierte Grébnerbasis von Gs_q, so ist die obere Schranke des

("),

Totalgrads der nédchsten homogenisierten Grébnerbasis G
b= 2deg(G1)? + (n + 1)deg(G{)

mit deg(Gy_L)l) = max{deg(g) : g€ G,(i)l}lo) (siehe Kalkbrener, 1999).

Seien T =: 7y,..., T, die Zeilen von A mit 7; := (751, ..., 7in) € QY firi=1,...,n
und m = max{r;; : 1 < 4,5 < n}. Ist >, die lexikographische Ordnung, so ist
m = 1. Dann erhilt man

="+ d" 4+ 1, mit d:=bm

als eine Reprisentation von 7. Dieser Gewichtsvektor 7' liegt im Grébnerkegel
cone(r) von I beziiglich 7 (siehe Tran, 2000). Deswegen braucht man nicht mehr die-
sen Vektor zu testen wie in den von Amrhein et al. (1996, 1997, 1998) entwickelten
Algorithmen. Algorithmus 4.3.1 liefert dann eine Représentation eines Gewichtsvek-
tors, ndmlich der ersten Zeile einer Matrix, die eine monomiale Ordnung definiert.

Der von Tran entwickelte Algorithmus 148t sich hiermit wie Algorithmus 4.3.2 dar-
stellen und wird im Folgenden mit Tranalgorithmus bezeichnet. Die Terminierung
und die Richtigkeit des Algorithmus hdngen vom Grébnerwalkalgorithmus und von
der Definition einer Reprisentation des Zielgewichtsvektors ab.

Man kann auch eine Variante dieses Algorithmus w&hlen, in der der berechnete da-
zwischenliegende Gewichtsvektor wy, fiir ein 1 < k& < ¢ durch seine Représentation wj,
ersetzt wird, falls wy in mehreren Grobnerkegeln liegt. Das heifit, der Algorithmus
geht zuerst auf der Strecke wk_lwz und dann auf der Strecke w}gr weiter. Zur Be-
stimmung des Gewichtsvektors wj benstigt man eine nichtnegative rationale (n x n)-
Matrix Ay, die die Ordnung >, definiert, und den maximalen Grad der Elemente
der reduzierten Grobnerbasis Gj_1.

Beispiel 4.3.3. Wir wenden den Tranalgorithmus auf Beispiel 4.1.4 an.

1) deg(GY)) = deg(Gi-1).
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Algorithmus 4.3.1. ReprdsentationVektor(G, A);

Eingabe: Die reduzierte Grébnerbasis G eines Ideals [ in
Klzy,...,2,] beziiglich >>,_, und eine nichtnegative rationale
(n X n)-Matriz A mit erster Zeile wy, wobei wi_1 und wy zwei
m Grébnerwalkalgorithmus verwendete dazwischenliegende Ge-
wichtsvektoren sind. Diese Matriz A definiert die Ordnung >, .

Ausgabe: Die Reprdsentation 7' von ws.

Initialisierung: Fir ¢ =1,...,n sei 7, := (71, ,Tin) € ng die
i-te Zeile von A mit 11 := w;.

begin
1. m:=max{ry; : 1 <14, j<n}
2. do := max{deg(g) : g € G};
3. d:=m(2d3+ (n+ 1)dp);
4o mi=dv i 4 dP i b dT T
5. return(r’);

end.

Algorithmus 4.3.1: Reprdsentationvektoralgorithmus.

Zuerst geht der Algorithmus auf der Strecke von (1,1,1) nach 7 := (1,0,0). Im
15-ten Schritt wird der urspriingliche Zielgewichtsvektor 7 erreicht. Hier ergibt sich
die reduzierte Grobnerbasis ¢ des eingegebenen Ideals beziiglich der w-gewichteten
lexikographischen Ordnung mit w := (16, 1, 1). Diese Grébnerbasis besteht aus zehn
Polynomen. Sieben davon haben 144 Monome und jedes der anderen Polynome ist
aus 44, 157 bzw. 145 Monomen zusammengesetzt.

Da die ausgerechnete reduzierte Grébnerbasis G noch nicht die gesuchte reduzierte
lexikographische Grébnerbasis ist, muss die Reprisentation 7/ von 7 ausgerechnet
werden, niamlich 7 = (1322500, 1150, 1). Dann geht der Algorithmus weiter auf der
Strecke von (16,1, 1) nach 7'.

Von da aus bendtigt der Algorithmus noch 26 Schritte. Im 26-ten Schritt, in dem
der nichste dazwischenliegende Gewichtsvektor w’ von (13230968, 11873, 383) nach
7/ bestimmt wird, ist w’ undefiniert. Ein Test, ob die bereits berechnete Grébnerbasis
die reduzierte lexikographische Grébnerbasis ist, fallt positiv aus. Der Algorithmus
terminiert und liefert diese Basis zuriick. Insgesamt bendtigt der Algorithmus 41
Schritte, 10.38 Sekunden und 8572 Kilobyte Speicher. Diese Zeit verteilt sich auf die
in Tabelle 4.7 aufgelisteten Prozeduren.

Tabelle 4.8 zeigt den Vergleich mehrerer Berechnungszeiten des Tranalgorithmus, der
bereits in SINGULAR (Laptop PC Pentium II 266 MHz Prozessor mit 32 Megabyte
RAM) und MatueMATICA (Laptop PC mit Intel MMX-233 MHz Prozessor und 144
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Algorithmus 4.3.2. Tran Walk(G, -, >>);

Eingabe: Zwei verschiedene monomiale Ordnungen > und > auf R :=
Klzy,...,2,], und die reduzierte Grobnerbasis G eines Ideals I in

R bzgl. .
Ausgabe: Die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. > .
Initialisierung:

e B := eine nichtnegative rationale (n x n)-Matriz, die die Ordnung
> definiert und die erste Zeile von B ist 7.

e 0 := cin Gewichtsvektor, der durch = verfeinert wird.

o Liegt o in mehreren Grébnerkegeln, muss man einen neuen Start-
gewichtsvektor nehmen. Setze o := ReprdsentationVektor(G, A),
wobei A die Ordnung » definiert. In diesem Fall kann man die
Zeile (3) in Algorithmus 4.3.1 durch d := md ersetzen, weil die
bendtigte Gribnerbasis vorhanden ist.

while wahr do

1. w = NdchsterVektor(G, o, T);
2. if (w== T oder w ist undefiniert) then

(a) of (G ist die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. >>) then
return(G);

(b) if (7 liegt in mehreren Grobnerkegeln) then
T := ReprdsentationVektor(G, B);
go to (1);

3. Gy, :=InitialForm(G,w);

S~

. M := ReduziertGB(G,, >.);

&

F = LiftGB(G,G,,, M,>,);
6. G := Reduzierung(F,>);
7. 0= w;

end.

Algorithmus 4.8.2: Tranalgorithmus.
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Zeit
Prozedur ek 7
InitialForm 0.01 0.10
ReduziertGB 0.12 1.16
LiftGB 0.96 9.26
Reduzierung 9.20 | 88.72
NachsterVektor 0.02 0.19

Tabelle 4.7: Die Laufzeitanalyse des Tranalgorithmus.

Megabyte RAM, siehe Tran (2000)')) implementiert ist.

Bsp. | n | SINGULAR || MATHEMATICA
ex. 3.1 | 3 1884.587 (7)
ex. 3.2 | 4 1.27 5.3
ex. 3.3 | 3 55.53 91.07
ex. 3.4 | 3 0.22 0.93

Tabelle 4.8: Berechnungszeiten in Sekunden des Tranalgorithmus ((?) := Die Berech-
nungszeit ist unbekannt; Wir benutzten einen PC Pentium IV 2.40 GHz und 1 GB
RAM; Im 121-ten Schritt wird der urspriingliche Zielgewichtsvektor erreicht. Der
Algorithmus setzt dann auf einer neuen Strecke fort, die durch den vorletzten da-
zwischenliegenden Gewichtsvektor und die Reprisentation des urspriinglichen Ziel-
gewichtsvektors gegeben ist. Von da aus geht der Algorithmus nur bis auf den 162-ten
Schritt, da in diesem Schritt eine Komponente des berechneten dazwischenliegenden
Gewichtsvektors wogs grofler als 23! ist. An dieser Stelle erhilt man die reduzierte
Grobnerbasis G des gegebenen Ideals I beziiglich der wqgs-gewichteten lexikogra-
phischen Ordnung. Zur Berechnung der reduzierten lexikographischen Grobnerbasis
von I haben wir den Buchbergeralgorithmus auf dem Ideal (G) angewandt).

11)Tlran hat seinen Algorithmus in MATHEMATICA implementiert. Seine Beispiel beziehen auf
einen nicht weiter spezifierten Korper.
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4.4 Alternativalgorithmen

Wir betrachten das Ideal (virasoro in http://www.calfor.lip6.fr/)

I= <8x% 4+ 8x129 + 8x123 + 22124 + 22105 + 22126 + 22127 —

8xoxy — 2x427 — 20526 — X1,

8ri1x9 — 8123 + 8$§ 4+ 8xoxs + 22924 + 22025 + 22926+
2x9x7 — 2x42g — 20527 — X9,

— 8x129 + 8x123 + 8223 + 8$:2)) 4+ 22324 + 22325 + 22326+
2x3x7 — 22425 — 20627 — T3,

20124 — 22127 4 22924 — 22926 + 22324 — 22325 + 8x?1+
8xax5 + 22426 + 22427 + 62478 — 6528 — T4,

20125 — 22126 + 22225 — 22907 — 22324 + 22325 + S8x4T5—
6r4xs + 8$§ + 22526 + 22527 + 6r528 — T35,

—2x1x5 + 22126 — 27974 + 22926 + 20306 — 22327 + 22476+
2x5%6 + 896?5 + 8zgx7 4+ bxgT8 — BT7TY — T4,

— 2124 + 22127 — 22975 + 20907 — 22326 + 22327 + 22477+
2esx7 + 8rgur7 — bagrs + 8$$ + 6zrxg — 27,

— 62425 + 62428 + 62528 — 62627 + 62628 + 62728 + STE — rs) (4.3)

im Polynomring R := Q[xzy, z2, ©3, x4, 5, 6, 27, xg] und die lexikographische mono-
miale Ordnung ., auf R mit

Ty > Ty > T3> Tq > T > Tg > Ty > T

Mit keinem der in den vergangenen Abschnitten beschriebenen Algorithmen erhalten
wir die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. .., weil die Berechnung einer solchen
Grobnerbasis zu viel Speicher und Zeit ben&tigt. Jeder Algorithmus davon geht wie
folgt vor:

1. Der Grobnerwalkalgorithmus braucht nur zwei Schritte, um den Zielgewichts-
vektor 7 := (1,0,...,0) € Z® zu erreichen. Im letzten Schritt ergibt sich
eine Grobnerbasis G eines 7-homogenen Ideals bzgl. »(, 1) mit w :=
(1,1,...,1) € Z® Es muss noch die reduzierte Grobnerbasis des Ideals (G)
bzgl. > (7, 1e) mit Hilfe des Hilbert-driven Algorithmus ausgerechnet werden.
Die Berechnung benétigt aber zu viel Speicher und bricht nach ca. 26 Minuten

ab.

2. Der Perturbationwalkalgorithmus bricht nach einiger Zeit fiir jedes Perturba-
tiongradpaar (p,p) mit 1 < p < 4 ab, wenn die reduzierte Grébnerbasis ei-

nes T(’p)—homogenen Ideals <GT(/ )> beziiglich der T(’p)—gewichteten lexikographi-
3

schen Ordnung ausgerechnet werden muss (siche Tabelle 4.9). Der Gewichts-
vektor T(/p) selbst ist durch die Stérung des urspriinglichen Zielgewichtsvektors

7= (1,0,...,0) € Z® vom Grad p gegeben. Fiir die anderen Perturbation-
gradpaare sind eine oder mehrere Komponenten eines dazwischenliegenden
Gewichtsvektors oder des gestorten Start- und Zielgewichtsvektors gréfier als
231, Der erste Fall tritt fiir die Paare (5,5) bzw. (6,6) auf und der zweite fiir
die Paare (7,7) bzw. (8,8).
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Perturbationgradpaar
oD [ 22) | G3) | ()
B.-Zeit | >26M | > 17M | > 37TM | > 51M
Schritte 2 7 30 55

Tabelle 4.9: Zeit- und Schrittverbrauch des Perturbationwalkalgorithmus.

3. Der Fractalwalkalgorithmus geht wie folgt vor: Im ersten Schritt der Rekur-
sionstiefe 1 wird der Zielgewichtsvektor 7 = (1,0,...,0) erreicht. Man stort
dann die Strecke 7 mit ¢ = (1,...,1) vom Grad 2. Das heifit, die Rekursi-
onstiefe 2 wird aufgerufen und ben&tigt nur einen Schritt, um den aktuellen

Zielgewichtsvektor T(/z) zu erreichen. Zur Berechnung der reduzierten Grobner-

basis des Ideals <IT(/2)> beziiglich der T(’Q)—gewichteten lexikographischen Ord-

nung wird die Rekursionstiefe 3 aufgerufen. Wie in der Rekursionstiefe 2 wird

im ersten Schritt der aktuelle Zielgewichtsvektor 7/, erreicht. Dann wird die

Rekursionstiefe 4 aufgerufen. Im ersten Schritt sind eine oder mehrere Kompo-

nenten des berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektors grofier als 231

Die Anwendung des Buchbergeralgorithmus zur Berechnung der reduzierten

Grébnerbasis von (I )T(/s)> beziiglich der T(’S)—gewichteten lexikographischen

Ordnung ist sehr aufwendig. Nach circa 26 Minuten bricht die Berechnung

wegen des Speichermangels ab.

4. Der Tranalgorithmus bend&tigt 12 Schritte, um den urspriinglichen Zielge-
wichtsvektor 7 = (1,0,...,0) € N® zu erreichen. An dieser Stelle erhilt man
die reduzierte Grobnerbasis GG von I beziiglich der wqq-gewichteten lexikogra-
phischen Ordnung mit

wi1 = (723349, 597871, 597870, 597861, 597780, 597051, 590490, 531441).

Der maximale Totalgrad von (7 ist 81. Also ist die obere Schranke der reduzier-
ten lexikographischen Grébnerbasis 243. Dann muss die Reprisentation 7/ von
T ausgerechnet werden. Fine Komponente dieser Reprisentation ist allerdings
grofer als 231, Deswegen kann man nicht diesen ,fehlenden“ Gewichtsvektor
zur Anwendung in SINGULAR bringen.

Amrhein et. al und Tran wahlten verschiedene Verfahrensweisen zur Bestimmung
einer ,eflizienten“ Strecke, auf der der Grobnerwalkalgorithmus ausgefithrt wird.
Diese Strecke ist durch eine Stérung bzw. die Reprédsentation eines Gewichtsvektors
gegeben.

In jeder dieser beiden Verfahrensweisen spielt die gewidhlte ganze Zahl - entweder
L (vgl. Gleichung (4.1)) oder d (vgl. Zeile 3 von Algorithmus 4.3.1) - eine grofie
Rolle. Dann muss noch in jedem der von Amrhein et. al bzw. Tran entwickelten
Algorithmen getestet werden, ob % richtig oder die bereits berechnete Grébnerbasis
die gesuchte Grébnerbasis ist.

Fiir groe Perturbationgradpaare bzw. Ideale mit vielen Variablen, zum Beispiel
mehr als 4 Variablen, tritt in der Praxis (in SINGULAR) ein Problem hiufig auf. Es
besteht darin, dass eine oder mehrere Komponenten eines gestérten Gewichtsvektors
oder der Repriisentation des Zielgewichtsvektors grofi oder gréfer als 23! sind. Die
»grofie” gewidhlte ganze Zahl % (oder d) ist eine der Ursachen dafiir.
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Damit dieses Problem nicht hiufig auftritt, wihlen wir eine ,kleine® ganze Zahl %
zur Stérung eines Gewichtsvektors vom Grad p fiir 1 < p < n, wobei n die Anzahl
der Variablen ist. Diese Zahl ist als der Quotient der Division von

deg(G)(max(wg) + - - - + max(w,)) + 1
durch p definiert, falls gilt
3 < p < deg(G)(max(wz) + - - - + max(wy)) + 1,

wobei (& die bereits berechnete reduzierte Grébnerbasis beziiglich der wq-gewichteten
Ordnung >, ist. Diese Ordnung wird durch eine Matrix M mit Zeilen wy,we, ..., w;,
definiert.

Also erhalten wir

1., 1.,
= (P e+ (D) e ey
als den gestdrten Gewichtsvektor des Vektors wy vom Grad p.

Diese Verfahrensweise wird auf die in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmen
angewendet, die auch auf dem Grébner- und Perturbationwalkalgorithmus basieren.

Die Grundidee des Alternativalgorithmus ist wie folgt: Zuerst wenden wir den
Grobnerwalkalgorithmus auf das gegebene Ideal an. Wenn der aktuelle Zielge-
wichtsvektor erreicht wird und die berechnete Grébnerbasis noch keine gewiinschte
Grobnerbasis ist, verwenden wir eine Rekursion des Perturbationwalkalgorithmus,
bis die gewiinschte Grébnerbasis erreicht wird.

4.4.1 Erster Alternativalgorithmus

Der erste Alternativalgorithmus funktioniert folgendermaflen: Zuerst wenden wir den
Grobnerwalkalgorithmus auf das gegebene Ideal an. In jedem Schritt muss getestet
werden, ob der erreichte dazwischenliegende Gewichtsvektor gleich dem Zielgewichts-
vektor ist. Wenn ja, wird entweder der Buchbergeralgorithmus oder der Perturba-
tionwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1, p) mit 1 < p < n aufgerufen, um
die gewiinschte Grébnerbasis auszurechnen, wobei n die Anzahl der Variablen ist.
Der Buchbergeralgorithmus wird aufgerufen, falls p = 1 ist. Falls der Perturbation-
walkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1,p) mit p # 1 aufgerufen wird und
eine Komponente des berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektors grofier als
231 ist oder der gestorte Zielgewichtsvektor nicht im entsprechenden Grébnerkegel
liegt, wird der Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1,p — 1)
aufgerufen. Falls dann im Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar
(1,p — 1) der erreichte dazwischenliegende Gewichtsvektor oder der gestdrte Ziel-
gewichtsvektor nicht im entsprechenden Grébnerkegel liegt, wird der Perturbation-
walkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1, p — 2) aufgerufen. Ist p = 2, so wird
die gewiinschte Grobnerbasis durch den Buchbergeralgorithmus ausgerechnet. Dies
wird wiederholt, bis die gewiinschte reduzierte Grébnerbasis erreicht oder der Per-
turbationgradpaar des aufgerufenen Perturbationwalkalgorithmus gleich (1, 1) ist.

Den Algorithmus 4.4.1 bezeichnen wir als ersten Alternativalgorithmus, falls

p=mn—1ist.

Beispiel 4.4.3. Wir wenden den ersten Alternativalgorithmus auf Beispiel /.1.5
(cyclic 6) an.
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Algorithmus 4.4.1. Ab_Rec_Walk(G,0,T,p);

Eingabe: Zwei Gewichtsvektoren o und T,
die reduzierte Grébnerbasis G eines Ideals I mit n Variablen bzgl.
der Ordnung >, die den Vektor o verfeinert,
eine positive ganze Zahl p mit 1 < p < n.

Ausgabe: Die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. der Ordnung >, die
den Vektor T verfeinert.

Initialisierung: w := o;
whale wahr do

1. Gy, = InitialForm(G,w);

2. M := ReduziertGB(G, >);
F = LiftGB(G, G, M, >,);

G = Reduzierung(F, >>w)§

SARR

w := NdichsterVektor(G, o, T);

6. if (w==1) then
return(Ab_Rec_Pert(G,o,T,p));

7. of (w ist undefiniert) then

return(G);

8. 0:=w;

Algorithmus 4.4.1: Der erste Alternativalgorithmus vom Grad p.

Die Hauptprozedur Ab_Rec_Walk benétigt nur einen Schritt, um den Zielgewichts-
vektor 7:= (1,0,0,0,0,0) zu erreichen. Dann ruft sie den absteigenden Rekursival-
gorithmus (Ab_Rec_Pert) vom Grad 5 auf. Der Algorithmus geht auf der Strecke
von (1,1,1,1,1,1) nach (2401, 343,49,7,1,0) und braucht 68 Schritte, um die lexi-
kographische reduzierte Grébnerbasis auszuliefern.

Der erste Alternativalgorithmus bend&tigt insgesamt 1.71 Sekunden und 3333 Kilo-
byte Speicher. Davon werden 0.37 Sekunden (21.64%) zur Berechnung der reduzier-
ten Grobnerbasis von I bzgl. &, gebraucht. Die restliche Zeit verteilt sich auf die
in Tabelle 4.10 aufgelisteten Prozeduren. O

Nach 2675 Minuten liefert der verbesserte Buchbergeralgorithmus keine Ausgabe
zuriick. In diesem Fall ist der erste Alternativalgorithmus viel schneller als die direkte
Berechnung der lexikographischen Grébnerbasis.

Beispiel 4.4.4. Wenden wir den ersten Alternativalgorithmus auf Beispiel des-
sin2 mit 10 Variablen an, geht die Hauptprozedur Ab_Rec_Walk auf der Strecke von
(1,1,...,1) nach 7 := (1,0,...,0) und braucht 3 Schritte, um den Zielgewichtsvek-
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Algorithmus 4.4.2. Ab_Rec_Pert(G,o,7,d);

Eingabe: Zwei Gewichtsvektoren o und T,
die reduzierte Grébnerbasis G eines Ideals I bzgl. der Ordnung >,
und eine ganze Zahl d.

Ausgabe: Die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. der Ordnung > .
if (G ist die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. > ;)
then return(G);
Initialisierung:
o A := ist eine Matriz, die die Ordnung >, definiert.
o 7' := PertVektor(G, A, d);
e endstep := 0;
while wahr do
1. w:= NdchsterVektor(G, o, 7');
2. of (w ist undefiniert) then break;
3. tf (w==1') then endstep := 1;

4. if (eine oder mehrere Komponenten von w sind grifer als 23%)
then

if (d# 1) then
return(Ab_Rec_Pert(G,o,7,d — 1));
else return(RedGB_BA(G, >.,));

5. Gy, = InitialForm(G, w);
6. M := ReduziertGB(G, >,);
7. F:= LiftGB(G, G, M,>,);
8. G := Reduzierung(F,>,);
9. if (endstep == 1) then break;
10. 0 = w;
of (77 ¢ cone(G,>;)) then
1. if (d# 1) then
return(Ab_Rec_Pert(G,o,7,d — 1));
2. else return(RedGB_BA(G,>.));

return(G);

Algorithmus 4.4.2: Absteigender Rekursivalgorithmus vom Grad d.
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Zeit
Prozedur . 7
InitialForm 0.03 1.75
ReduziertGB 0.42 24.56
LiftGB 0.53 30.99
Reduzierung 0.29 | 16.96
NachsterVektor 0.03 1.75

Tabelle 4.10: Die Laufzeitanalyse des ersten Alternativalgorithmus fiir cyeclicé.

tor T zu erreichen. Dann ruft sie den absteigenden Rekursivalgorithmus vom Grad
9 auf. Der letzte Algorithmus geht der auf der Strecke von

(2,1,1,1,1,1,1,1, 1, 1)

nach
T(/g) = (65536, 16384, 4096, 1024, 256,64, 16,4, 1,0),

wobei T(/g) der gestorte Gewichtsvektor des Zielgewichtsvektors T vom Grad 9 ist. Fr

bendtigt 38 Schritte, um /g, 2u erreichen. Da 7/g, nicht im entsprechenden Grébner-
kegel liegt, ruft er den absteigenden Rekursivalgorithmus vom Grad 8 auf.

Der letzte Rekursivalgorithmus geht auf der Strecke von
(65536, 16384,4096, 1024, 256,64, 16,4, 1,0)
nach dem gestorten Gewichlsvektor des Zielgewichtsvektors T vom Grad 8
T(/S) = (170859375, 11390625, 759375, 50625, 3375, 225,15, 1,0,0).

Im neunten Schritt sind eine oder mehrere Komponenten des berechneten dazwi-
schenliegenden Gewichtsvektors allerdings grifer als 23'. Deswegen ruft der Algo-
rithmus den absteigenden Rekursivalgorithmus vom Grad 7 auf. Der letzte Rekursi-
valgorithmus benédligt nur zwei Schritte, um die reduzierte lexikographische Grébner-
basis zurtickzuliefern.

Der erste Alternativalgorithmus bendtigt insgesamt 67.13 Sekunden, 52 Schritte und
8946 Kilobyte Speicher. Davon werden 1.18 Sekunden zur Berechnung der reduzier-
ten Grobnerbasis bzgl. > ... gebraucht. Die restliche Zeit verteilt sich auf die in

Tabelle 4.11 aufgelisteten Prozeduren. [
Zeit

Prozedur ok 7

InitialForm 0.02 0.03
ReduziertGB 3.53 5.26
LiftGB 54.41 | 81.05
Reduzierung 791 | 11.79
NéchsterVektor | 0.00 0.00

Tabelle 4.11: Die Laufzeitanalyse des ersten Alternativalgorithmus fiir dessin?.
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Beispiel 4.4.5. Wenden wir den ersten Alternativalgorithmus auf das in (4.3) auf
Seite 80 beschriebene Ideal I zur Berechnung der reduzierten Grébnerbasis bzgl. > e,
an, wird die gewiinschle reduzierte Grébnerbasis in 181.23 Sekunden erreicht. Da-
von werden 116.51 Sekunden (64.29% ) zur Berechnung der reduzierten Grébnerbasis
von I bzgl. > 1. gebraucht. Die restliche Zeit verteilt sich auf die Prozedur Initial-
Form (0.55%), ReduziertGB (3.97%), LiftGB (11.95%), Reduzierung (18.28%) und
NdchsterVektor (0.31%).

Der erste  Alternativalgorithmus funktioniert wie folgt: Die Hauptprozedur
Ab_Rec_Walk bendtigt einen Schritt, um den Zielgewichtsvektor T = (1,0,...,0) €
N® 2u erreichen. Sie ruft dann die Prozedur Ab_Rec_Pert vom Grad 7 auf. Der ab-
steigende Rekursivalgorithmus vom Grad 7 geht auf der Strecke von

(1,1,1,1,1,1,1,1)

nach

T(/7) = (117649, 16807,2401,343,49,7,1,0)

/

und bendtigt 63 Schritte, um 7/-, zu erreichen. Da dieser Vektor im richtigen
Grébnerkegel liegt, terminiert der Algroithmus und liefert die gewiinschte reduzierte

Grobnerbasis zuriick. U
Im Allgemeinen kénnen wir feststellen:

1. Der erste Alternativalgorithmus vom Grad (n — 1) ist schneller als von den
anderen Graden (siehe z.B. Tabelle 4.12).

2. Je grofier der Grad ist, desto mehr Schritte braucht der erste Alternativalgo-
rithmus (siehe z.B. Tabelle 4.13).

3. Die meiste Zeit ist zur Reduzierung einer Grobnerbasis nétig (siehe Tabel-
len 4.14 und F.3 fiir den ersten Alternativalgorithmus vom Grad (n — 1)).

Bsp. N Erster Alternativalgorithmus vom Grad

1 2 3 4 5 6 7
ex?2 3 1698.66 0.58 0.59 — — | — —
ex3 3 6999.66 0.48 0.49 — — | — —
kats6f | 6 | >3364.77 | >2751.51 | >7012.00 3427.52 | 1.07 | 1.10 —
87 7| >1500.27 | >1680.25 | >1215.35 | >1247.08 | 3.35 | 0.82 | 0.51

Tabelle 4.12: Berechnungszeiten in Sekunden (7> ¢ bedeutet, dass nach ¢ Sekunden
bricht die Berechnung der reduzierten Grébnerbasis eines w-homogenen Ideals wegen
des Speichermangels ab;).
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Bsp. | n Erster Alternativalgorithmus vom Grad
1 2 3 4 5 6 7
ex?2 3 11| 10432 | 10+247+10 | — — — —
ex3 3| 13 | 12434 | 124291+7 | — — — —
kats6 | 6 | 2 | 143 1+6 1+13 | 1443 | 14271419 | —
87 712 | 145 1+10 1422 | 1459 | 14105 1491742

Tabelle 4.13: Die Anzahl der Schritte (77 liegt nicht im richtigen Grébnerkegel).

Laufzeit (%) zur

Bsp. | Grad i e R T TuRd [ Nave
ex2 2 1000 6.90]12.07 |77.59 | 0.00| 1317
ex3 9 | 417 | 625| 8337083 | 4.17| 2346
kats6 | 5 | 0.65| 2.61| 9.15[80.39 | 0.65| 1920
s7 6 | 7.32|32.93]17.07|24.39 | 6.10 | 3341

Speicher

Tabelle 4.14: Die Laufzeitanalyse des ersten Alternativalgorithmus.

4.4.2 Zweiter Alternativalgorithmus

Beispiel 4.4.6. (chemkn in http://www.symbolicdata.org) Wenden wir den ersten
Alternativalgorithmus zur Berechnung der reduzierten Grébnerbasis des Ideals

I'= {2+ 23+ 24+ 25, 33461cs — 94642, co + Y2 + Y3 + ya + ys,
9cy — 8, 36926¢; — 208885, — 3csyr 4+ 3x3 + 324+ 8,
— c1y2 + 9Y5 + 22, 25+ YE — c2, 32425 + Byays + 24 — 1,
234 yi+ i — 1, 32324 + 3ysys + 33z — 1,
2543+ a5 — 1, — 3caypas + 32223 + 3yays + 323 — 1)

in R:= Q[ey, ¢, €3, 22, 23, 24, 25, Y2, Y3, Ya, Y5, L3, 4] bzgl. >1c auf R mit
C1 > Cy>C3> 290> 232>24>25 > > Y3 > Ya > Y5 > T3 > Ty

an, liefert der Algorithmus nach 1956 Minuten noch kein Frgebnis zurick.

Im ersten Schritt der Hauptprozedur Ab_Rec_Walk wird der Zielgewichtsvektor 7 :=
(1,0,...,0) € N erreicht. Deswegen wird die Prozedur Ab_Rec_Pert vom Grad
12 aufgerufen und geht auf der Strecke von ¢ := (1,1,...,1) nach dem durch die
Storung von 7 mit Grad 12 gegebenen Gewichtsvektor

1) = (177147, 59049, 19683, 6561, 2187, 729,243, 81,27,9,3,1,0).

Diese Prozedur ist leider sehr aufwendig und liefert nach 1956 Minuten noch kein
Ergebnis zuriick

In diesem Abschnitt stellen wir nun den zweiten Alternativalgorithmus vor. Der
Algorithmus funktioniert folgendermaflen: Zuerst wird der Grébnerwalkalgorithmus
aufgerufen. Wenn ein dazwischenliegender Gewichtsvektor gleich dem Zielgewichts-
vektor ist, wird der Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1,2)
aufgerufen. Falls im Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1,2)
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eine von der drei Moglichkeiten auftritt: (1) der erreichte dazwischenliegende Ge-
wichtsvektor ist gleich dem aktuellen Zielgewichtsvektor, (2) eine Komponente des
berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektors ist grofier als 23! oder (3) der
gestorte Zielgewichtsvektor liegt nicht im entsprechenden Grobnerkegel, wird der
Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (1, 3) aufgerufen. Dies wird
wiederholt, bis die gewiinschte Grébnerbasis erreicht oder das Perturbationgradpaar
gleich (1, n) ist, wobei n die Anzahl der Variablen ist. Bei jedem Aufruf eines solchen
Perturbationwalkalgorithmus wird getestet, ob die Eingabe des Algorithmus bereits
die gewiinschte Grébnerbasis ist. Wenn ja, terminiert der Algorithmus und liefert
seine Eingabe zuriick. Schliefllich wird der Buchbergeralgorithmus erst aufgerufen,
falls das Perturbationgradpaar gleich (1,n) ist und einer der zwei folgenden Fillen
auftritt:

1. Der letzte dazwischenliegende Gewichtsvektor ist gleich dem gestérten Zielge-
wichtsvektor.

2. Der gestdrte Zielgewichtsvektor liegt nicht im entsprechenden Grébnerkegel.

Den Algorithmus 4.4.7 bezeichnen wir als zweiten Alternativalgorithmus.

Algorithmus 4.4.7. Auf Rec_Walk(G, o, 7);

Eingabe: Zwei Gewichtsvektoren o und T,
die reduzierte Grébnerbasis G eines Ideals I bzgl. der Ordnung .

Ausgabe: Die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. der Ordnung >, die
T verfeinert.

Initialisierung: w := o;
while wahr do

1. Gy, = InitialForm(G, w);

to

M = ReduziertGB(G,, >.);
3. I := LiftGB(G, G, M,>,);
4. G := Reduzierung(F,>.);,
5

. w = NdchsterVektor(G, o, T);

=

if (w==r7) then
return(Auf_Rec_Pert(G,o0,T,2));
7. of (w ist undefiniert) then return(G);

8. 0:=w;

Algorithmus 4.4.7: Der zweite Alternativalgorithmus.
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Algorithmus 4.4.8. Auf Rec_Pert(G,o,7,d);

Eingabe: Zwei Gewichtsvektoren o und T,
die reduzierte Grébnerbasis G eines Ideals I mit n Variablen bzgl.
der Ordnung >, und eine ganze Zahl 1 < d < n.

Ausgabe: Die reduzierte Gribnerbasis von I bzgl. der Ordnung > .
if (G ist die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. > ;)
then return(G);

Initialisierung:

o A := ist eine Matriz, die die Ordnung >, definiert.

o 7' := PertVektor(G, A, d);

o W =0,
whale wahr do

1. w:= NdchsterVektor(G, o, 1');

2. if (w == 7’ oder (eine oder mehrere Komponenten von w sind
gréfer als 2°1)) then

(a) of (d # n) then
return(Auf_Rec_Pert(G,o,7,d+ 1));
(b) else G := RedGB_BA(G,>>;); break;

3. of (w ist undefiniert) then break;
4. Gy, = InitialForm(G,w);
5. M := ReduziertGB(G, >);
6. F:= LiftGB(G, Gy, M,>>,);
7. G = Reduzierung(F,>.);
8. o= w:
of (7' ¢ cone(G,>;)) then
1. tf (d#n) then
return(Auf_Rec_Pert(G,o,7,d+ 1));
2. else return(RedGB_BA(G,>.));

return(G);

Algorithmus 4.4.8: Aufsteigender Rekursivalgorithmus vom Grad d.
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Zeit

Prozedur . 7

InitialForm 0.02 0.76
ReduziertGB 1.14 43.35
LiftGB 0.61 23.19
Reduzierung 0.21 7.98
NachsterVektor 0.02 0.76
andere 0.20 4.32

Tabelle 4.15: Die Laufzeitanalyse des zweiten Alternativalgorithmus fiir cyclicé.

Beispiel 4.4.9. Wir betrachten wieder das Ideal im Beispiel 4.1.5 (cyclic 6) und
berechnen die lexikographische reduzierte Grobnerbasis mit Hilfe des zweiten Alter-
nativalgorithmus.

Die Hauptprozedur Auf_Rec_Walk braucht nur einen Schritt, um den Zielgewichts-
vektor 7 := (1,0,0,0,0,0) zu erreichen. Dann ruft sie die Prozedur Auf_Rec_Pert
vom Grad 2 auf.

Die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 2 geht auf der Strecke von (1,1,1,1,1,1) nach

T(/2 := (10, 1,0,0,0,0) und braucht 2 Schritte, um T(/l)

ruft dann die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 3 auf.

zu erreichen. Diese Prozedur

Die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 3 geht auf der Strecke von (61,7,1,1,1,1)

nach T(/S) := (441,21,1,0,0,0) und braucht nur 4 Schritte, um T(/z)

Diese Prozedur ruft dann die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 4 auf.

zu erreichen.

Die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 4 geht auf der Strecke von (2707,133,7,1,1,1)
nach T(/4) :=(729,81,9,1,0,0) und braucht nur 8 Schritte, um 73 zu erreichen. Diese
Prozedur ruft dann die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 5 auf.

Die Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 5 geht auf der Strecke von
(15829,1591,169,19,1,1) nach T(/5) = (130321, 6859,361,19,1,0) und braucht
nur 27 Schritte, um T(/5) zu erreichen. Sie ruft dann die Prozedur Auf_Rec_Pert vom

Grad 6 auf.

Da die Eingabe der Prozedur Auf_Rec_Pert vom Grad 6 bereits die gewiinschte
reduzierte lexikographische Grébnerbasis ist, terminiert der Algorithmus und liefert
diese Grobnerbasis zuriick.

Der Algorithmus braucht insgesamt 2.63 Sekunden und 2308 Kilobyte Speicher.
Davon sind 0.57 Sekunden (21.67%) zur Berechnung der reduzierten Grébnerbasis
von I bzgl. &, notig. Tabelle 4.15 zeigt den restlichen Zeitverbrauch. O

Nach 2675 Minuten liefert der verbesserte Buchbergeralgorithmus noch keine Ausga-
be. In diesem Fall ist der zweite Alternativalgorithmus viel schneller als die direkte
Berechnung der lexikographischen Grébnerbasis.

Beispiel 4.4.10. Wird der zweite Alternativalgorithmus auf Beispiel 4.4.6 (chem-
kin) angewandt, liefert er in 456.84 Sekunden die reduzierte lexikographische
Grébnerbasis, die aus 13 Polynomen mat 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41,
2, 2 bzw. 2 Monomen besteht. Davon sind 9.7} Sekunden (2.13%) zur Berechnung
der reduzierten Grébnerbasis bzgl. ... nétig. Die restliche Zeit verteilt sich auf die
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Prozedur InitialForm (0.02%), ReduziertGB (70.09%), LiftGB (16.89%), Reduzie-
rung (10.82%) und NdchsterVektor (0.01%).

Der Algorithmus geht wie folgt vor: Die Hauptprozedur Auf Rec_Walk geht auf der
Strecke von o == (1,1,...,5) € N'3 nach 7 := 1,0,...,0) € N** und benétigt nur
einen Schritt, um den Zielgewichtsvektor T zu erreichen. Dann ruft sie die Prozedur

Auf_Rec_Pert vom Grad 2 auf.

Diese Prozedur geht von o nach T(/Q) = (5,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Im ers-
ten Schritt wird 7’2) erreicht. Deswegen ruf sie dann die Prozedur Auf Rec_Pert
vom Grad 3 auf. Diese ruft dann die Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 4 auf, da
T(/S) = (81,9,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) im ersten Schritt erreicht wird.. Der aktuel-
le Zielgewichtsvektor T(/4) = (27,9,3,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0) wird im ersten Schritt
erreicht.

Die Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 5 wird dann aufgerufen. Sie geht auf der Stre-
cke von o nach T(/5) = (81,27,9,3,1,0,0,0,0,0,0,0,0) und bendtigt zwei Schritte,
um T(’

5) 2U erreichen.

Die Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 6 wird aufgerufen und geht auf der Strecke
von

W™ = (82,28,10,4,2,1,1,1,1,1,1,1,1)
nach
Tle) = (243,81,27,9,3,1,0,0,0,0,0,0,0).

Sie bendtigt drei Schritte, um T(/G) zu erreichen.

Die Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 7 wird aufgerufen und geht auf der Strecke
von

Wl = (568,190,64,22,8,3,1,1,1,1,1,1,1)
nach
iy = (729,243,81,27,9,3,1,0,0,0,0,0,0).

Sie bendtiglt auch drei Schritte, um T(/7) zu erreichen.

Die Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 8 geht auf der Strecke von
W\ = (2755,919,307,103,35,12,4,1,1,1,1,1,1)

nach
T(/S) = (16384, 4096, 1024, 256, 64, 16,4, 1,0,0,0,0, 0)

und bendtigt nur einen Schritt, um T(/S) zu erreichen.

Dewegen geht die aufgerufene Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 9 auf der Strecke
von wg) nach

(o) = (65536, 16384, 4096, 1024, 256, 64, 16,4, 1,0,0,0,0)

/

(9

Die Prozedur Auf Rec_Pert vom Grad 10 wird aufgerufen und geht auf der Strecke
(7)

von wy ' nach

und bendtigt auch nur einen Schritt, um T ) U erreichen.

T(/lo) = (262144, 65536, 16384, 4096, 1024, 256, 64, 16,4, 1,0,0,0).
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Im 12-ten Schritte wird 1/, erreicht. Dann ruft sie die Prozedur Auf_Rec_Pert vom
Grad 11 auf. In der letzten Prozedur ist eine Komponente des gestérten Zielgewichst-
vektor aber gréfier als 231, An dieser Stelle erhdlt man nur die reduzierte Grébnerba-

sis F' des gegebenen Ideals beziiglich der wﬁo)-gewichteten lezikographischen Ordnung
mit
wﬁo) = (69148562, 13869402, 2783834, 559266, 112482, 22655, 4571, 924,
188,39,8,1,1).

Auf das Ideal (I'y verwenden wir den Buchbergeralgorithmus zur Berechnung der
reduzierten lexikographischen Gribnerbasis.

Beispiel 4.4.11. Betrachten wir wieder das Beispiel 4.1.4 und wenden die beiden
Alternativalgorithmen auf dem Ideal (4.2) an, gehen die Algorithmen auf einer Ghn-
lichen Strecke. Die Hauptprozedur geht zuerst von (1,1,1) nach (1,0,0). Im 15-ten
Schritt, in dem der nédchste dazwischenliegende Gewichtvektor von (16,1,1) nach
(1,0,0) bestimmt werden muss, wird der Zielgewichtsvektor erreicht. Aus diesem
Grund gehen die beiden Algorithmen von (16,1,1) nach (24,1,0), der durch die
Storung von (1,0,0) mit Grad 2 gegeben ist. Da dieses Unterprogramm die gesuchte
reduzierte Grobnerbasis liefert, terminiert der Algorithmus.



Kapitel 5

Analyse der Ergebnisse

Den Grobnerwalkalgorithmus und die im Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen haben
wir im Computeralgebrasystem SINGULAR implementiert und mit zahlreichen Bei-
spielen getestet. Gleichzeitig haben wir auch diese Algorithmen mit den folgenden
in SINGULAR implementierten Varianten des Buchbergeralgorithmus verglichen:

1. Der Singularbefehl std liefert eine nicht notwendig reduzierte Grébnerbasis
eines beliebigen Ideals oder Moduls bzgl. einer monomialen Ordnung zuriick.
Eine solche Grébnerbasis wird direkt mit einer Variante des Buchbergeralgo-
rithmus ausgerechnet.

2. Der Singularbefehl stdhilb liefert eine durch den Hilbert-driven Buchbergeral-
gorithmus ausgerechnete Grobnerbasis eines homogenen Ideals I zuriick.

3. Der Singularbefehl stdfglm liefert eine durch den FGLM Algorithmus ausge-
rechnete Grobnerbasis eines nulldimensionalen Ideals zuriick.

4. Der Singularbefehl groebner liefert eine Grébnerbasis eines beliebigen Ideals I
durch eine heuristisch gewdhlte Methode zuriick. Die auf einer solchen Methode
basierende Variante nennen wir dann Groebneralgorithmus.

Zum Beispiel, zur Berechnung einer Grébnerbasis von I bzgl. der lexikogra-
phischen Ordnung >, auf dem Polynomring K[z, ..., z,] iber dem Kérper
K geht groebner(/) folgendermaflen vor: Ist I ein homogenes Ideal, so wird
die gewlinschte Grobnerbasis durch den Hilbert-driven Buchbergeralgorithmus
ausgerechnet. Ansonsten wird I in einen Ring mit Ordnung >, abgebildet
und homogenisiert. Wir bezeichnen mit /5 das homogenisierte Ideal. In diesem
Ring wird die Hilbert-Reihe H von I ausgerechnet. Mit Hilfe des Hilbert-
driven Buchbergeralgorithmus wird dann eine Grébnerbasis GG von I beziiglich
>ler ausgerechnet, deren Hilbert-Reihe I ist. Die gewiinschte lexikographische
Grobnerbasis wird durch die Dehomogenisierung von G erreicht.

In unseren Experimenten verwendeten wir stets den Singularbefehl option(redSB)
der sicherstellt, dass die Eingabe std(/), stdhilb(/), stdfglm(/) und groebner(/)
die reduzierte Grobnerbasis eines Ideals I zuriickliefert.

SINGULAR besitzt eine eigene Interpretersprache. Aus Geschwindigkeitgriinden wur-
de jedoch von Beginn an eine Implementierung der Algorithmen in C oder C+4+

93
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im SINGULAR-Kern angestrebt. Deswegen haben wir alle in Kapitel 3 und 4 vorge-
stellten Algorithmen direkt als C-Kernfunktionen implementiert.

Gewichtsvektoren spielen in den auf dem Grébnerwalkalgorithmus basierenden Al-
gorithmen eine grofie Rolle. In groflen Beispielen werden oft eine oder mehrere Kom-
ponenten eines dazwischenliegenden Gewichtsvektors groer als 22! sein. Damit un-
sere Implementierungen in diesem Fall noch die gesuchte Grébnerbasis zuriickliefern
kénnten, kénnen wir den Buchbergeralgorithmus oder den Algorithmus 4.4.2 auf
das von der bereits berechneten Grobnerbasis erzeugte Ideal verwenden. Um eine
dieser Moglichkeiten zu wihlen, kann der Benutzer eine ganze Zahl d in jedem in
der Standardbibliothek groebnerwalk.lib bereitgestellten Befehl eingeben. Diese Zahl,
falls sie gegeben ist, gehdrt zu einem Singularobjekt L vom Typ list. Ist d = 0, so
wird der Buchbergeralgorithmus gew&hlt. Ansonsten ist es Algorithmus 4.4.2. L ist
eine geordnete Menge {},{d},{c},{o,d},{o,7},{o,7,d}, wobei o und 7 zwei nicht-
negative ganze Gewichtsvektoren sind. Wir bezeichnen dann ¢ bzw. 7 als den Start-
bzw. Zielgewichtsvektor.

Bemerkung 5.0.1. Ist o eingegeben, so berechnet der aufgerufene Algorithmus zu-
erst die reduzierte Grébnerbasis des gegebenen Ideals I bzgl. der o-gewichteten lexi-
kographischen Ordnung. Ansonsten wird die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. der
Ordnung >, ausgerechnet. Dann formt der Algorithmus diese Grébnerbasis in die
reduzierte Grobnerbasis bzgl. der Zielordnung um, ndmlich entweder >, oder der
T-gewichteten lexikographischen Ordnung, falls T eingegeben ist.

Falls in der obigen Berechnung eine oder mehrere Komponenten eines verwendeten
dazwischenliegenden Gewichtsvektors gréfer als 23! sind oder der gestérte Zielge-
wichtsvektor nicht im richtigen Grobnerkegel liegt, wird der Algorithmus 4.4.2 auf
das von der bereits berechneten Gribnerbasis erzeugte Ideal zur Berechnung der ge-
suchten Grébnnerbasis angewendet. Dies wird ausgefiihrt, falls d # 0 eingegeben ist.
Ansonstens wird der Algorithmus 4.4.2 durch den Buchbergeralgorithmus ersetzt.

Um unsere Implementierungen durchfithren zu kénnen, werden in groebnerwalk.lib
die folgenden Befehle bereitgestellt:

1. ideal = gwalk(ideal I, list L);
Dies ruft die Variante ngwalk des Grobnerwalkalgorithmus (siehe Seite 99) auf.

2. ideal = pwalk(ideal I, int d;, int do, list );
Dies ruft den Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbationgradpaar (dy, d3)
auf. Ist dy = dy = 1, ruft dies den ,originalen® Grébnerwalkalgorithmus,
ndmlich Algorithmus 3.3.1, auf.

3. ideal = fwalk(ideal I, list L);

Dies ruft den Fractalwalkalgorithmus auf.

4. ideal = twalk(ideal I, list L);
Dies ruft den Tranalgorithmus auf.

5. ideal = awalk1(ideal I, int p, list L);
Dies ruft den ersten Alternativalgorithmus vom Grad p auf. Ist die ganze Zahl
p nicht eingegeben und n ist die Anzahl der Varablen von I, so wird die Stelle
p durch n — 1 ersetzt.
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6. ideal = awalk2(ideal I, list L);
Dies ruft den zweiten Alternativalgorithmus auf.

In diesem Abschnitt présentieren wir nun die Ergebnisse unserer Experimente mit
den in SINGULAR implementierten Algorithmen zur Berechnung der reduzierten
Grobnerbasis eines Ideals bzgl. einer lexikographischen monomialen Ordnung. Dies
sind die Implementierung des Buchberger-, Hilbert-driven-, FGLM-, Groebneralgo-
rithmus und der auf dem Grébnerwalkalgorithmus basierenden Algorithmen. Genau-
er formuliert: Sei ein Erzeugendensystem eines Ideals I C R := KJ[xzy,...,2,] mit
K := Q oder K := Zsa003 := Z/32003Z gegeben. Dann berechne daraus die reduzier-
te Grobnerbasis von I bzgl. der lexikographischen Ordnung ., auf R. Falls nicht
anders angegeben, wird zunichst im Fall der vom Buchbergeralgorithmus verschie-
denen Algorithmen die reduzierte Grébnerbasis von I bzgl. >, berechnet. Dies
wird ausgefiihrt, da gew6hnlich das eingegebene Erzeugendensystem von I noch kei-
ne Grobnerbasis ist. Deswegen enthilt die Berechnungzeit jedes oben angegebenen
Algorithmus auch die Berechnungzeit der Grébnerbasis bzgl. &,j.:.

In den von Amrhein et. al bzw. Tran entwickelten Algorithmen werden einer oder
zwei neue Gewichtsvektoren gewidhlt, um eine ,effiziente* Strecke zu finden. Diese
Vektoren h&ngen nicht nur von der gewidhlten ganzen Zahl - entweder % oder d -
ab, sondern auch von dem Perturbationgrad bzw. der Anzahl der Variablen. Des-
wegen sind in mehreren Beispielen, in denen die Anzahl der Variablen gréfier als
3 ist, eine oder mehrere Komponenten eines wihrend der Berechnung ergebenden
Gewichtsvektors groBer als 23!, Das heisst, in SINGULAR kann die Berechnung nicht
mit diesem grofien Gewichtsvektor fortgesetzt werden (siehe Bemerkung 3.2.5).

Deswegen dnderten wir in unseren Experimenten, deren Ergebnisse in diesem Ab-
schnitt vorgestellt werden, den Algorithmus 4.1.1 zur Bestimmung des gestorten
Gewichtsvketors vom Grad d bzw. der Reprédsentation des Zielgewichtsvektors wie
folgt ab: Die Zeile 4 des Algorithmus 4.1.1 wird durch den Quotient der Division
von me + 1 durch d (bzw. n) ersetzt, falls me +1 > d > 4 (bzw. me + 1 > n > 4)
ist.

Diese Verfahrensweise garantiert jedoch nicht, dass jede Komponente eines berech-
neten dazwischenliegenden Gewichtsvektors bzw. eines gestdrten Gewichtsvektors

231 ist. Falls ein Gewichtsvektor mit einer oder mehreren iibertre-

immer kleiner als
tenen Komponenten auftritt, kann man noch die im vorletzten Schritt berechneten
Ergebnisse zur Berechnung der gesuchten Grébnerbasis verwenden. Hierzu kdnnen
wir den Buchbergeralgorithmus oder den rekursiven Algorithmus 4.4.2 verwenden
(vgl. Bemerkung 5.0.1). Aus Effizienzgriinden haben wir den zweiten Algorithmus

gewdhlt.

Mehrere der in unseren Experimenten verwendeten Beispiele wurden auch in den
Arbeiten von Amrhein et al. (1996, 1997, 1998)Y), Tran (1998, 2000)?), Faugére
et al. (1993)%) und Wichmann (1997)% benutzt. Die Autoren haben festgestellt,
dass in den Beispielen ihre Algorithmen im Allgemeinen schneller als der direkte

1) Sie benutzten Beispiele zum Vergleich des Grobner-, Perturbation- und Fractalwalkalgorithmus

mit dem Buchberger- oder FGLM-Algorithmus.

2) Er benutzte Beispiele zum Vergleich des ,, Tranalgorithmus® mit dem Buchbergeralgorithmus.

?) Sie benutzten Beispiele zum Vergleich des FGLM-Algorithmus mit dem Buchbergeralgorith-
mus.
*) Er hat den FGLM-Algorithmus in SINGULAR implementiert und gezeigt, dass im Allgemeinen

der FGLM-Algorithmus schneller ist als der Buchbergeralgorithmus.
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Buchbergeralgorithmus sind. Um einen moglichst reprisentativen Vergleich anstellen
zu kénnen, benutzen wir zahlreiche Beispiele, die in den Webseiten [40] und [41])
zur Verfiigung stehen und dariiber hinaus Beispiele, die von uns konstruiert wurden.
Ein paar Beispiele davon sind im Anhang A abgedruckt.

Falls nicht anders erwédhnt, ist der Zeit- bzw. maximale Speicherverbrauch in Sekun-
den bzw. Kilobytes angegeben, und die Berechnungen wurden auf einem Computer
mit Pentium IV 2.40 GHz Prozessor und 1 Gegabyte RAM durchgefiihrt. Wir be-

nutzen die folgenden Bezeichnungen:

1. >t M (bzw. St) bedeutet, dass nach ¢ Minuten (bzw. Stunden) die Berechnung
wegen des Speichermangels abbricht. Diese Bezeichnungen tauchen nur in der
Spalte Berechnungzeiten einer Tabelle auf.

2. >, t M (bzw. St) bedeutet, dass nach ¢ Minuten (bzw. Stunden) die Berech-
nung noch keine Ausgabe zuriickliefert hat und von uns abgebrochen wurde.
Dies wurde durchgefiihrt, weil dieser Algorithmus viel mehr Zeit als die ande-
ren Algorithmen bendotigt.

3. o0, die in der Spalte Speicherverbrauch auftaucht, bedeutet, dass der verfiigha-
re Speicher ausgenutzt ist und die Berechnung bricht wegen des Speicherman-
gels ab.

4. —, die in der Spalte fglm auftaucht, bedeutet, dass das Ideal kein nulldimen-
sionales Ideal ist.

Auflerdem benutzen wir die folgenden Abkiirzungen:

1. n ist die Anzahl der Variablen eines Polynomrings.
2. Bsp. ist die Abkiirzung fiir Beispiele.

3. gwalk bzw. ngwalk stehen fiir den originalen Grébnerwalkalgorithmus bzw. den
neuen Grébnerwalkalgorithmus.

4. bpwalk steht fiir den Perturbationwalkalgorithmus vom besten Perturbation-
gradpaar.

5. fglm bzw. hilb steht fiir den Singularbefehl stdfglm bzw. stdhilb.

5.1 Analyse des Grébnerwalkalgorithmus

Der Grobnerwalkalgorithmus wurde von Collart et al. (1997) entwickelt und von Am-
rhein et al. (1996a) in SAacLiB implementiert. Gleichzeitig haben Amrhein et al. den
Grobnerwalkalgorithmus anhand mehrerer Beispiele mit dem Buchbergeralgorith-
mus zur Berechnung einer reduzierten lexikographischen Grébnerbasis verglichen.
Dabei haben sie festgestellt, dass der Grobnerwalkalgorithmus viel schneller als der

%) Eines von mehreren Zielen des SymbolicData Projekts ist es, Begriffe und Serviceprogramme
(tools) zu entwickeln und in verschiedenen Bereichen der Computeralgebra aufgetretene Daten zu
sammeln. Diese Begriffe und Serviceprogramme werden zu Benchmark-Tests in der Computeralge-
bra benutzt.
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Buchbergeralgorithmus ist, falls die ,,Schwierigkeit“®) der Beispiele ansteigt (siehe
Tabelle 5.1).

In der Tabelle 5.1 sind die Berechnungzeiten des Grébnerwalk- und Buchbergeralgo-
rithmus abgedruckt. Die beiden Algorithmen wurden jeweils in SINGULAR (Pentium
II 266 MHz Prozessor mit 32 Megabyte RAM) und SacriB (SPARCstation 10/40
mit 32 Megabyte RAM) implementiert. Die Berechnungzeiten von SACLIB sind nach
Amrhein et al. (1996a) zitiert. Die Beispiele zeigen, dass die Implementierung des
Buchbergeralgorithmus in SINGULAR sehr effizient ist. Eine Ausnahme bildet das
Beispiel bspé6.

Beispiele | n SINGULAR SACLIB
gwalk std gwalk std

bspl 3 0.02 0.00 3.33 0.03
bsp2 3 0.02 0.01 | 14.43 6.36
bsp3 3 0.25 0.02 2.32 27.32
bsp4 3 0.06 0.12 4.39 2951
trinks1 6 | 65.45 3.07 54.5 >300
canny 5 0.96 0.19 133 >300
canny?2 5 4.06 0.13 269 | >10 M
s6 6 1.10 0.11 3395 | >2 St
bsph 3 0.08 0.03 1687 (7)
bsp6 3 1.71 | >10 St || 29630 (7)
bsp7 3 12.76 42.49 || 11417 (7)

Tabelle 5.1: Berechnungzeiten des Grobnerwalk- und Buchbergeralgorithmus ((7) Die
Berechnungzeit ist unbekannt, mindestens mehrere Stunden; { Die Berechnungzeit
des Grobnerwalkalgorithmus mit der Stérung der beiden gegebenen Gewichtsvekto-
ren).

Betrachten wir den Zeitverbrauch des Grobnerwalkalgorithmus und der in SINGULAR
implementierten Algorithmen, kénnen wir folgendes feststellen:

1. Fiir nulldimensionale Ideale ist der Grébnerwalkalgorithmus im Allgemeinen
langsamer als der FGLM-Algorithmus (siehe z.B. Tabellen 5.2 und 5.6).

2. Im Allgemeinen ist der Grobnerwalkalgorithmus viel schneller als der Buch-
bergeralgorithmus (siehe z.B. Tabelle 5.2, obere Hilfte).

In unseren Experimenten haben wir ein paar Beispiele gefunden, in denen er
noch langsamer ist als der Buchbergeralgorithmus (siehe z.B. Tabelle 5.2, un-
tere Hilfte) oder die beiden Algorithmen keine Ausgabe zuriickliefern kénnen,
weil die Berechnungen mehr Speicher als verfiighar benétigen. In diesen Féllen
brechen sie dann ab (siehe Tabelle 5.6).

3. In jedem Schritt des Grébnerwalkalgorithmus muss die reduzierte Grébnerba-
sis eines w-homogenen Ideals (/) bzgl. der Ordnung >, ausgerechnet wer-
den. Im letzten Schritt des Algorithmus haben wir die folgende Situation:
(1 ist die bereits berechnete reduzierte Grébnerbasis des gegebenen Ideals 1

%) Die Schwierigkeit eines Beispiels bezieht sich auf den Zeitverbrauch des Buchbergeralgorithmus

fiir das Beispiel. Das Beispiel A ist schwieriger als B, falls der Buchbergeralgorithmus fiir A mehr
Zeit als fiir B bendtigt, vgl. Amrhein et al. (1996).
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Bsp. n std groebner | fglm gwalk
tranl 3 564.31 0.09 — 0.05
bsp6 3 >,106 M 0.12 — 0.23
bsp7 3 8.68 0.94 — 2.28
rose 3 150.33 1.79 | 2.44 0.98
qnt3 3 350.05 0.01 | 0.04 0.75
rose2 3 >, 120 M 26.17 | 8.20 2.98
cassou 4 >, 120 M 0.36 | 0.27 0.75
exam14 4 >.445 M 0.06 | 0.24 171.20
vermeer76 | 5 | >.8984.70 0.55 — 0.10
jhd6inf 6 >6272.80 1.36 — 0.17
eco7 7 >,158 M 3.82 | 0.56 138.08
omdi 9 261.41 205.30 | 0.29 0.40
el44 9 995.72 | >.,337T M | 6.78 6.67
hietal 10 | >2370.77 258.55 | 0.40 1.79
hairer 13 114.10 454.62 — 5.94
arnborg? 3 0.03 0.00 | 0.02 0.14
exam12 3 0.99 0.06 | 0.37 145.71
exam46 4 1.44 0.17 | 0.46 4.74
noon4 4 2.30 0.23 | 0.58 22.49
issac97 4 0.31 0.19 | 0.38 524.57
Mod 5 0.03 0.02 | 0.01 6.52
s6 6 0.02 0.02 | 0.01 0.16
trinksl 6 1.05 0.06 | 0.08 18.96
katsh 6 0.19 0.02 | 0.02 683.79
redeco7 7 1.03 0.21 | 0.27 4.13
s7 7 161.92 0.14 | 0.31 || >1500.27

Tabelle 5.2: Berechnungzeiten: Grobnerwalkalgorithmus und andere Algorithmen.

bzgl. der w;_;-gewichteten lexikographischen Ordnung >>,,_,, wobei w;_; der
vorletzte berechnete dazwischenliegende Gewichtsvektor ist. In diesem Schritt
wird der néchste berechnete dazwischenliegende Gewichtsvektor w; gleich dem
Zielgewichtsvektor 7 = (1,0,...,0) € Z" sein. Dann berechnet man die re-
duzierte Grobnerbasis M; des w;-homogenen ldeals (1,,) = ((Gt-1)w,) bzgl.
der Ordnung >»,. Da die meisten Polynome von (y_; nicht die erste Varia-
ble enthalten, gehdren diese Polynome zu (Gy—1)y,. AuBerdem stimmen die
Initialmonome mehrerer Polynome von (G_1), bzgl. >, iiberein (siehe An-
hang B und C). Deswegen ist diese Berechnung sehr aufwendig. Also bendtigt
der Grobnerwalkalgorithmus in diesem Schritt viel Zeit und Speicher. In den
meisten von uns berechneten Beispielen bricht die Berechnung nach einiger
Zeit wegen des Speichermangels ab (siehe z.B. Tabellen 5.3 und 5.4). Deshalb
sucht man nach Alternativen um den Grobnerwalkalgorithmus schneller und
speicherschonender zu machen. Es wurden die folgenden Alternativen entwi-
ckelt:

(a) Amrhein et al. (1996, 1997 und 1998) entwickelten den Perturbation-
bzw. Fractalwalkalgorithmus. Im letzten Algorithmus wird die reduzierte
Grobnerbasis von (1,,) bzgl. >, durch den Perturbationwalkalgorithmus
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mit dem rekursiven Perturbationgradpaar ausgerechnet. Im Allgemeinen
sind die beiden Algorithmen effizienter als der Grébnerwalkalgorithmus
(siche Tabellen 5.6 und 5.7).

Falls die im letzten Schritt aufgetretenen Grobnerbasen (Gy—1),, und
M; grofie Koeflizienten besitzen, benttigt das Lifting viel Zeit. Die Be-
griindung hierfiir liegt in der Berechnung der Quotienten jedes Polynoms
in M, bei Division durch (G¢_1),.

Tran (2000) entwickelte einen Algorithmus, in dem der urspriingliche Ziel-
gewichtsvektor erst dann durch seine Représentation ersetzt wird, falls der
berechnete dazwischenliegende Gewichtsvektor gleich dem aktuellen Ziel-
gewichtsvektor und die bereits berechnete reduzierte Grobnerbasis noch
nicht die gesuchte Grébnerbasis ist. Danach wird die Berechnung mit dem
neuen Zielgewichtsvektor fortgesetzt. Das Ziel des Algorithmus ist es, zu
vermeiden, dass die im letzten Schritt des Grobnerwalkalgorithmus auf-
getretene Grobnerbasis (G—1),, zu grofl wird. Im Allgemeinen ist der
Algorithmus viel effizienter als der Grobnerwalkalgorithmus (siehe z.B.

Tabellen 5.6 und 5.7).

Ist die Anzahl der Variablen grof}, so kann es sein, dass die Représen-
tation des Zielgewichtsvektors einen oder mehrere grofle Eintrige hat.
Dies ist eine der Ursachen davon, dass eine oder mehrere Komponenten
eines néchsten berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektors gréfier
als 23! sind. An dieser Stelle erhiilt man nur die berechnete Grébnerbasis
F des gegebeben Ideals I bzgl. einer von lexikographischen Ordnung ver-
schiedenen. Dann muss die reduzierte lexikographische Grébnerbasis von
(Fy durch zum Beispiel den Buchbergeralgorithmus ausgerechnet werden.

Im Allgemeinen benétigt diese Berechnung viel Zeit und Speicher (siehe
z.B. Tabelle 5.14).

Zur Verbesserung des Grobnerwalkalgorithmus haben wir den Hilbert-
driven Algorithmus nur im letzten Schritt durch den Unteralgorith-
mus 4.4.8 ersetzt. In allen Schritten bis auf den letzten Schritt ist der
Hilbert-driven Algorithmus sehr effizient. Die reduzierte Grébnerbasis
(Gi-1)w,, die im letzten Schritt des Groébnerwalkalgorithmus erreicht
wird, ist dann die Eingabe dieses Unteralgorithmus. Diese Variante be-
zeichnen wir dann als neuen Grobnerwalkalgorithmus (ngwalk).

Beim neuen Grobnerwalkalgorithmus wird die reduzierte Grébnerbasis
M; von {(Gi=1)w,) bzgl. >, nach kurzer Zeit erreicht (siehe z.B. Tabel-
le 5.3 fiir Ideale in Q[z1,...,2,] und Tabelle 5.4 fiir Zazpos[z1, - .., Z4])-
Somit ist der Unteralgorithmus 4.4.8 sehr effizient, um die reduzierte
Grobnerbasis des im letzten Schritt des Grobnerwalkalgorithmus aufge-
tretenen wg-homogenen Ideals auszurechnen.

Bei der Berechnung vieler Beispiele konnten wir folgendes feststellen:

i. Der neue Grébnerwalkalgorithmus ist viel effizienter als der ,,origina-
le* Grébnerwalkalgorithmus, weil er im Allgemeinen wenig Zeit und
Speicher bendtigt (siehe Tabellen 5.3 und 5.4).

ii. Fiir Ideale in Q[z1,...,z,] ist der neue Grébnerwalkalgorithmus lei-
der noch nicht effizient genug, insbesondere in Fillen, in denen die
Polynome von (Gy—1)., bzw. M, grofle Koeffizienten und viele Mono-
men besitzen. In diesem Fall ben&tigt die Anwendung von Satz 3.1.9,
ndmlich die Prozedur LiftG'B, viel Zeit und Speicher zur Berechnung
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der Quotienten jedes Polynoms von M; bei Division durch (G—1).,.
Im Beispiel dessinl bricht es sogar nach 9 Stunden wegen des Spei-
chermangels ab.

In Anhang B bzw. C sind die Grofien und die Initialterme von
(Gi-1)w, bzw. M, mehrerer ldeale abgedruckt, bei denen die Be-
rechnung der Quotienten jedes Polynoms in M; bei Division durch
(Gi-1)w, sehr aufwendig ist.

iii. Tabelle 5.6 zeigt, dass fiir Beispiele mit mehreren Variablen der neue
Grobnerwalkagorithmus auch noch schneller ist als der Fractalwal-
kalgorithmus.

(d) Da die obigen Algorithmen noch nicht effizient genug sind, haben wir
neue Alternativalgorithmen entwickelt. In den Alternativalgorithmen ha-
ben wir die Ideen des Fractalwalk- und Tranalgorithmus verwendet, da-
mit:

i. die Grobnerbasen (G—1),, und M; nicht zu grofl werden und

ii. die Komponenten des berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvek-
tors nicht zu grof sind.

Diese Alternativalgorithmen sind viel effizienter als der Grobnerwalkal-
gorithmus (siehe z.B. Tabelle 5.6).

4. Betrachten wir die Strecke des neuen Grobnerwalkalgorithmus, konnen wir
feststellen, dass das letzte Stiick ;—17 der Strecke o7 des Grobnerwalkalgo-
rithmus oder der Zielgewichtsvektor 7 im Durchschnitt mehrerer Grébnerkegel
liegt (siehe Tabelle 5.5).

5.2 Analyse des Perturbationwalkalgorithmus

Am Anfang des Perturbationwalkalgorithmus miissen die beiden gegebenen Ge-
wichtsvektoren, ndmlich der Start- und Zielgewichtsvektor, mit dem eingegebenen
Perturbationgrad gestort werden. Dafiir ben6tigt man eine entsprechende reduzier-
te Grodbnerbasis, insbesondere ihren maximalen Totalgrad. Sind dieser Totalgrad
bzw. der Perturbationgrad grof}, kann es sein, dass eine der folgenden Mglichkeiten
auftritt:

e Der gestdrte Gewichtsvektor bzw. einer der berechneten dazwischenliegenden
Gewichtsvektoren sind sehr groff. Das heifit, eine oder mehrere Komponenten
dieses Gewichtsvektors sind grofier als 221, In diesem Fall kann man nicht die
Berechnung mit diesem grofien Gewichtsvektor fortsetzen.

e Der berechnete gestorte Gewichtsvektor liegt nicht im richtigen Grébnerkegel.

An dieser Stelle erhidlt man nur die reduzierte Grobnerbasis des gegebenen Ideals
bzgl. einer von der Zielordnung verschiedenen. Mit Hilfe dieser Grébnerbasis kann
man dann die gesuchte Grobnerbasis ausrechnen. Hier wird zum Beispiel der Buch-
bergeralgorithmus oder andere Strategien, etwa der absteigende Rekursivalgorith-
mus (vgl. Algorithmus 4.4.2), angewendet. Zum Vergleich dieses Algorithmus mit
den anderen Algorithmen verwendeten wir Algorithmus 4.4.2, da im Allgemeinen er
effizienter als der Buchbergeralgorithmus ist.
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Berechnungzeiten Speicherverbrauch

Beispiele n gwalk ngwalk
R o 7, e gwalk ngwalk
ex?2 3 1440.87 | 1698.66 | 0.35 248.59 || 227716 18332
ex3 3 6681.11 | 6999.66 || 0.27 305.52 || 635999 17907
niermannl | 3 5829.09 | 6940.75 || 0.50 1080.06 || 774538 52088
tran2 3 8972.48 | 9090.33 || 0.69 145.38 || 814897 14163
qnt2 3 3132.02 | 4585.21 || 0.99 1527.27 || 231355 191829
issac97 4 506.75 | 524.57 || 0.23 21.47 || 48785 4726
wang6 4 >8987.56 — | 0.25 1077.06 00 61153
casmod1 4 | >17459.65 — 1.27 3150.14 00 112411
ubikker 4 >6433.29 — || 4.66 628.76 00 136227
cychmodl | 5 >2621.67 — 3.14 1683.47 00 482425
noonh 5 >1354.00 — || 11.77 202.28 00 57105
katsh 6 683.56 | 683.79 || 0.04 0.24 || 70422 12.55
kats6 6 >3364.77 — || 1.49 176.02 00 54243
MK5 6 >4097.89 — | 2.39 1502.33 00 73385
cyclic6 6 >3060.01 — || 0.86 1062.84 00 109192
87 7 >1500.27 — || 0.31 307.85 00 118105
redeco8 8 >1390.53 — || 0.56 350.63 00 33650
dessinl 8 >1999.06 — || 72.43 | >32132.76 00 00
dessin2 10 | >5457.57 — || 16.28 16422.00 00 919011

Tabelle 5.3: Vergleich: Grobnerwalkalg. mit dem neuen Grébnerwalkalg. (in der
Spalte M, (bzw. G}..) sind die gebrauchten Zeiten zur Berechnung der reduzier-
ten Grébnerbasis von (l,) (bzw. I) bzgl. >, 1ez) (b2W. =c;) abgedruckt; > s
bedeutet, dass nach s Sekunden bricht die Berechnung wegen des Speichermangels

ab).

Wir nennen das Perturbationgradpaar (p, p) grofler als (d,d), falls p > d ist. Be-
trachten wir den Perturbationwalkalgorithmus, in dem der gestorten Zielgewichts-
vektor im richtigen Grobnerkegel liegt und jede Komponente der dazwischenliegen-
den Gewichtsvektoren kleiner als 23! ist, so kénnen wir feststellen: Falls das Per-
turbationgradpaar des Algorithmus gréfer wird, so bendtigt der Algorithmus mehr
Schritte (siehe z.B. Tabellen 4.5 und D.2). Im Allgemeinen erfordert der Perturba-
tionwalkalgorithmus vom grofieren Perturbationgradpaar wenig Zeit (siehe Tabel-
le 4.4 und D.1), weil das Erzeugendensystem des letzten w-homogenen Ideals viel
kleiner als das Erzeugendensystem beim Perturbationwalkalgorithmus vom kleineren
Perturbationgradpaar ist (siehe Tabelle D.3 und D.4).

Im Allgemeinen ist der Perturbationwalkalgorithmus vom besten Perturbationgrad-
paar viel schneller als der Buchberger-, Grébnerwalk- bzw. Fractalwalkalgorithmus
(siehe Tabelle 5.6). Hierbei ist die meiste Zeit zur Reduzierung einer Grébnerbasis
gebraucht (siehe Tabelle ?7?). Es gibt keine allgemeingiiltige Methode, um das beste
Perturbationgradpaar zu finden.

In unseren Experimenten haben wir einige Beispiele gefunden, in denen der Pertur-
bationwalkalgorithmus mit einem der Perturbationgradpaare keine Ausgabe zuriick-
liefert hat, weil die Berechnungen wegen Speichermangels abbrechen (z.B. redeco8
in Tabelle 5.6, virasoro, schwarz_9 bzw. chemkin in Tabelle 5.7, und Tabellen in
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Berechnungzeiten Speicherverbrauch
Beispiele n - gwalkGlex Mtngwa(l;lim awalk newalk
ex?2 3 0.08 0.14 1| 0.04 0.07 1927 1415
ex3 3 0.16 0.22 || 0.04 0.11 2440 1927
niermannl | 3 0.27 0.31 || 0.08 0.14 3481 1915
tran2 3 0.20 0.25 || 0.05 0.09 1927 1927
qnt2 3 0.03 0.10 || 0.01 0.07 1403 1915
issac97 4 0.02 0.03 || 0.02 0.04 902 902
wang6 4 0.54 0.59 || 0.03 0.08 3485 1415
casmod1 4 3.62 3.67 | 0.02 0.05 10172 1403
ubikker 4 17.32 | 17.37 | 0.06 0.11 33847 1927
cychmodl | 5 | > 13 M — | 0.27 | 24.75 o0 11653
noonh 5 66.23 | 67.63 || 0.94 2.27 || 213006 19340
katsh 6 0.07 0.08 || 0.02 0.02 910 910
kats6 6 >8M — || 0.06 0.88 00 3986
MK5 6 >2M — || 0.06 0.14 00 2440
cyclic6 6 60.49 | 60.83 || 0.15 0.46 || 225430 3469
87 7 >2M — || 0.20 | 233.45 00 32173
redeco8 8 9.72 | 368.77 || 0.56 | 350.63 || 34307 33650
dessinl 8 >2M — || 0.18 | 545.23 00 30075
dessin2 10 16.65 | 464.06 || 0.17 | 459.85 || 49194 34175

Tabelle 5.4: Vergleich: Grobnerwalkalg. mit dem neuen Grébnerwalkalg. bei Idealen

iIl Z32003[$17 ey $n]

Anhang D).

5.3 Analyse des Fractalwalkalgorithmus

In diesem Abschnitt stellen wir die Ergebnisse unserer Experimente mit dem Fractal-
walkalgorithmus vor. In diesem Algorithmus wird rekursiv der Perturbationwalkal-
gorithmus mit den Perturbationgradpaaren (j, j) mit 2 < j < n aufgerufen. Hiermit
wird die reduzierte Grébnerbasis eines w-homogenen Ideals berechnet. Das heifit, das
Lifting wird sehr oft durchgefiihrt. Deswegen hingt die Effizienz des Fractalwalkal-
gorithmus nicht nur von der Anzahl der Variablen, sondern auch vom Grundkérper
des Polynomrings ab, in dem das gegebene Ideal definiert ist.

Aus den experimentellen Daten ergeben sich die Folgerungen:

1. Im Allgemeinen ist der Fractalwalkalgorithmus viel schneller als der
Buchberger- bzw. Grébnerwalkalgorithmus (siehe Tabellen 5.6).

2. Bei Idealen mit 3 Variablen ist der Fractalwalkalgorithmus sehr effizient (siehe
Tabelle 5.6).
(a) Der Algorithmus ist viel schneller als der neue Grébnerwalkalgorithmus.

(b) Der Algorithmus ist so schnell wie der Perturbationwalkalgorithmus mit
dem besten Perturbationgradpaar und die beiden Alternativalgorithmen.
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Bsp. N Zur Berechnung

T Gt [ G
ex2 3 | 11|31 42
ex3 3 |1 13|33 46
niermannl | 3 | 12 | 52 64
tran?2 3 | 11|44 55
qnt2 3115 |27 42
issac97 413 16 19
wangb 415 |26 31
casmod1 4 14 |14 28
ubikker 4 14 |43 47
cychmodl | 5 | 2 | 18,61 81
noondy 5 |7 | 46,50 103
katsh 6 |2 |6,12 20
kats6 6 |12 [6,9,26 43
MK5 6 |12 [6,9,26 43
cyclic6 6 |2 |6,8,27 43
s7 712 19,9,17,24 43
redeco8 8 (2 |7,9,17,1,67 103
dessinl 8 |2 |5, ,6,10,43 66
dessin2 1014 |3,1,5,6,10,37 | 66

Tabelle 5.5: Anzahl der Schritte des neuen Grébnerwalkalgorithmus zur Berechnung
der reduzierten lexikographischen Grobnerbasis G, (TDie Anzahl der Schritte wird
gebraucht, um den urspriinglichen Zielgewichtsvektor zu erreichen; 1Die Anzahl der
Schritte wird gebraucht, um nur die reduzierte lexikographische Grébnerbasis von
(G¢—1)w, zu berechnen).

Analoges gilt fiir den Vergleich mit dem Groebner- bzw. FGLM Algorith-
mus.

(¢) Die meiste Zeit wird zur Reduzierung einer Grobnerbasis gebraucht (siehe

Tabelle F.1).

3. Bei Idealen mit mehr als 3 Variablen ist der Fractalwalkalgorithmus sehr lang-
sam. In diesem Fall ist er auch langsamer als der neue Grébnerwalkalgorithmus
(vgl. Tabelle 5.6). Die Griinde hierfiir sind, dass (1) der Zielgewichtsvektor von
groflen Perturbationgraden gestért werden muss und (2) das Lifting sehr oft
durchgefiihrt wird und die Koeffizienten der auftretenden Grobnerbasen sehr
grof} sind.

Aus dem ersten Grund tritt ein dazwischenliegenden Gewichtsvektor mit
groflen Komponenten auf. Der Buchbergeralgorithmus wird dann an dieser
Stelle verwendet, um die aktuelle Rekursion zu ersetzen. Diese Berechnung ist
allerdings noch sehr aufwendig. In ein paar Beispielen bricht sie wegen des
Speichermangels ab. Aus dem anderen Grund benétigt der Algorithmus sehr
viel Zeit, aber wenig Speicher. Die meiste Zeit davon wird entweder fiir das
Lifting oder fiir die Reduzierung einer Grobnerbasis gebraucht (siehe Tabel-
le F.1). Falls wir uns mit Idealen im Polynomring iiber Zsg003 beschéftigen,
ldsst sich das Lifting schnell durchfithren (siehe Tabelle 5.8).
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Bsp. n i std i groebner i fglm : gwalk i ngwalk : bpwalk i fwalk twalk i awalkl i awalk?2 i
ex2 3 >, 711 M 0.17 | 0.62 1698.66 248.59 0.58 (2) 0.82 0.84 0.60 0.56
ex3 3 >,250 M 0.36 | 1.01 6999.66 305.52 0.49 (2) 0.68 0.50 0.47 0.46
niermannl | 3 >178 M 0.32 | 0.73 6940.75 | 1080.06 0.63 (2) 0.94 0.66 0.64 0.64
tran2 3 | >71353.88 0.34 | 1.58 9090.33 145.38 0.86 (2) 0.92 1.24 0.89 0.88
qnt2 3 | >18192.93 17.46 — 4585.21 | 1527.27 10.96 (3) 12.44 10.46 10.68 10.46
issac97 4 0.30 0.18 | 0.37 524.57 21.47 0.30 (4) 190.82 0.30 0.21 0.21
wangb 4 >97T M 0.35 | 0.76 >8987.56 | 1077.06 0.35 (4) 106.67 0.55 0.40 0.38
casmod1 4 >, 119 M 56.57 | 8.03 || >17459.65 | 3150.14 4.38 (3) 1956.26 5.68 3.55 3.82
ubikker 4 >.249 M 3.93 | 9.62 >6433.29 628.76 7.29 (3) >,409 M 7.03 4.84 5.05
cycbmodl | 5 >215 M 1.89 | 1.43 >2621.67 | 1683.47 7.83 (5) | >3430.92 5.17 2.31 2.44
noonb 5 >198 M 923.50 | 46.92 >1354.00 202.28 31.79 (3) 80.36 28.78 24.77 15.84
katsb 6 0.19 0.03 | 0.04 683.79 0.24 0.08 (4) 0.49 0.04 0.05 0.05
kats6 6 >1556 M 1.69 | 0.92 >3364.77 176.02 1.12 (5) 1693.62 1.16 1.53 1.76
MK5 6 >108 M 1.09 | 3.03 >4097.89 | 1502.33 2.75 (5) 4702.99 1.86 1.81 2.75
cyclic6 6 >, 157 M 1.35 | 0.74 >3060.01 | 1062.84 2.64 (5) 4106.64 1.84 1.70 2.64
s7 7 161.92 0.13 | 0.207 >1500.27 307.85 0.70 (7) 496.20 0.53 0.55 0.48
redeco8 8 9759.28 7.87 | 7.33 >1390.53 350.63 (7)1 | >b375.56 | 22495.33 8.91 12.72
dessinl 8 >.164 M | 5761.20 | 67.18 >1999.06 72.43 86.27 (6) | >13385.90 | 3029.86 | 437.29 | 101.01
dessin2 10 >45 M 824.26 | 37.80 >5457.57 | 16422.00 || 721.52 (8) | >5519.28 | 8363.92 66.59 24.79
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Tabelle 5.6: Berechnungzeiten: Grébnerwalkalg. und mehrere Algorithmen (fDer Perturbationwalkalgorithmus mit einem der Perturbationgrad-
paare liefert keine Ausgabe zuriick, weil die Berechnungen wegen Speichermangels abbrechen).
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Bsp. n Q Zi32003
qnt2 3 12.44 0.14
lichtblau 3 726.58 0.29
ubikker 4 >,409 M 0.09
issac97 4 190.82 0.03
wangb 4 106.67 0.06
examb9 4 209.24 0.03
casmod1 4 1956.26 0.05
cyclichmodl | 5 >3430.92 9.79
noonb 5 80.36 2.52
noonb6 6 >,794 M 68.62
cylic6 6 4106.64 0.61
examb4 6 3733.23 0.42
kats6 6 1693.62 0.79
MK5 6 4702.99 0.31
schwarz7 7 496.20 | 338.74
redeco8 8 >5379.50 | 581.90
dessinl 8 | >13385.90 41.20
dessin? 10 | >5519.28 | 4048.69

Tabelle 5.8: Berechnungzeiten des Fractalwalkalgorithmus bei Idealen in
Klzy,...,2,] mit K :=Q bzw. K := Zs32003-

5.4 Analyse des Tranalgorithmus

Beim Tranalgorithmus muss der aktuelle Zielgewichtsvektor durch die Représen-
tation des urspriinglichen Zielgewichtsvektor ersetzt werden, wenn der berechnete
dazwischenliegende Gewichtsvektor gleich dem aktuellen Zielgewichtsvektor und die
berechnete Grobnerbasis noch nicht die gesuchte Grébnerbasis ist. Diese Représen-
tation hdngt nicht nur von der vorhandenen reduzierten Grébnerbasis, sondern auch
von der Anzahl der Variablen ab. Falls diese Reprisentation grofie Komponenten hat,
kann auch der nichste berechnete dazwischenliegende Gewichtsvektor grofie Kompo-
nenten besitzen. Das heifit, eine oder mehrere Komponenten dieses Gewichtsvektors
sind gréBer als 231, Also kann man nicht den Algorithmus mit diesem Gewichts-
vektor fortsetzen. Hierbei erhdlt man nur die reduzierte Grébnerbasis F des gege-
benen Ideals bzgl. einer von der gegebenen Zielordnung verschiedenen monomialen
Ordnung. Gem&f unseren Erfahrungen ist diese Grobnerbasis im Allgemeinen grof§
(sieche Anhang E) und die weitere Berechnung sehr aufwendig. In diesem Fall wird
der Tranalgorithmus nicht effizient sein.

Damit die gewiinschte Grébnerbasis erreicht wird, kann man den Buchbergeralgo-
rithmus oder andere Strategien auf das Ideal (F) anwenden. Tabelle 5.14 zeigt, dass
der Tranalgorithmus, in dem der Buchbergeralgorithmus auf das Ideal (F) ange-
wandt wird, langsamer ist als der zweite Alternativalgorithmus.

Tabellen 5.6 und 5.7 zeigen, dass der Tranalgorithmus im Allgemeinen viel schneller
ist als der Buchberger-, Grébnerwalk-, neue Grébnerwalk- bzw. Fractalwaklkalgo-
rithmus. Fiir Ideale mit wenig Variablen ist der Tranalgorithmus genauso schnell
wie der Groebner- bzw. FGLM-Algorithmus, wie der Perturbationwalkalgorithmus
vom besten Perturbationgradpaar bzw. wie die beiden Alternativalgorithmen.
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5.5 Analyse der Alternativalgorithmen

Aus den von uns verwendeten Beispielen zum Vergleich zwischen den beiden Alter-
nativalgorithmen konnen wir folgendes feststellen:

1. Fiir Ideale mit 3 Variablen gehen die beiden Alternativalgorithmen auf der
gleichen Strecke, weil die erste aufgerufene Rekursion des Perturbationwalkal-
gorithmus vom Grad 2 die gesuchte Grébnerbasis zuriickliefern kann.

2. Im Allgemeinen sind die beiden Alternativalgorithmen gleichschnell. Ausnah-
me bilden die in Tabelle 5.9 aufgelisteten Beispiele. In den Beispielen chemkin
bzw. noon6 bendtigt der erste Alternativalgorithmus sehr viel Zeit. Nach 1589
Minuten (fiir noon6) bzw. 1956 Minuten (fiir chemkin) hat er keine Ausgabe
zuriickliefert, weil der aktuelle Zielgewichtsvektor noch nicht erreicht ist.

Beispiele N Berechnungzeiten Speicherverbrauch
awalk1 awalk?2 |[ awalkl | awalk?2
cychbmod1l 5 2.31 2.44 4494 3982
MK5 6 1.81 2.75 2028 2028
kats7 7 68.03 96.19 9511 9735
examb7 8 558.04 | 603.99 11637 10664
redeco8 8 8.91 12.72 8586 6156
el44 9 4.93 5.82 1956 1952
filter9 9 87.76 | 113.26 5035 5055
benchmarkD1 | 12 423.39 | 642.64 12358 14582
lichtblau 3 694.78 | 684.84 || 27897 27845
qntl 3 1626.87 | 1618.69 || 41182 41082
noonbh 5 24.77 15.84 33959 17527
noon6 6 | >.1589 M | 724.63 ‘e 223832
eco7 7 15.13 0.54 3525 1787
virasoro 8 181.23 178.58 41346 26003
dessinl 8 437.29 | 101.01 20254 5255
hairer 13 5.90 5.25 3849 2833
chemkin 13 | >,1956 M | 456.83 ‘e 24506

Tabelle 5.9: Vergleich zwischen dem ersten und zweiten Alternativalgorithmus.

3. Die meiste Zeit ist zur Reduzierung einer Grébnerbasis nétig, falls im abstei-
genden bzw. aufsteigenden Rekursivalgorithmus (vgl. Algorithmus 4.4.2 bzw.
4.4.8) die Prozedur RedGB_BA nicht durchgefiihrt wird. Ansonsten wird die
meiste Zeit zur Berechnung der reduzierten lexikographischen Grobnerbasis
eines Ideals benotigt. Diese Grobnerbasis wird durch den Buchbergeralgorith-
mus ausgerechnet (siehe Tabelle F.3 fiir den ersten Alternativalgorithmus und
Tabelle F.4 fiir den zweiten).

Durch die Anwendung der Startordung >, bzw. >4, zur Berechnung der ers-
ten Grobnerbasis fiir homogene Ideale sind die vom Perturbationwalkalgorithmus
verschiedenen Varienten des Grébernerwalkalgorithmus nicht effizient. Hierbei sind
sie langsamer als der Buchberger- bzw. Hilbert-driven Buchbergeralgorithmus. Im
ersten Abschnitt dieses Unterkapitels stellen wir unseren Versuch vor, den zweiten



108 Analyse der Ergebnisse

Alternativalgorithmus schneller als den Buchbegeralgorithmus zu machen. In den
restlichen Abschnitten geben wir dann den Vergleich der beiden Alternativalgorith-
men mit den anderen Algorithmen zur Berechnung der reduzierten lexikographischen
Grobnerbsasis mehrerer Ideale an. Hier betrachten wir den Zeit- bzw. Speicherver-
brauch jedes Algorithmus.

5.5.1 Homogene Ideale

Um die reduzierte Grobnerbasis des Ideals I C R := K[z, ..., 2,] bzgl. der lexiko-
graphischen Ordnung >, auf R durch eine Variante des Grébnerwalkalgorithmus
auszurechnen, gibt man nur ein Erzeugendensystem von [ ein. Im Allgemeinen stellt
dieses System keine reduzierte Grébnerbasis von I dar. Ist dieses Erzeugendensys-
tem keine reduzierte Grobnerbasis, so verwendet man gew&hnlich eine der gradu-
ierten monomialen Ordnungen auf R, etwa >, oder >, ., zur Berechnung der
ersten reduzierten Grobnerbasis. Falls man diese Vorgehensweise auf homogene Idea-
le anwendet, benétigt jede vom Perturbationwalkalgorithmus verschiedene Variante
des Grobnerwalkalgorithmus nur einen Schritt, da der erste dazwischenliegende Ge-
wichtsvektor undefiniert ist. Das heifit, es gibt nur eine Basiskonvertierung, ndmlich
VOn > ppep Nach (5 jepy mit ¢ = (1,1,...,1), und der Zielvektor 7 = (1,0,...,0)
liegt im Grobnerkegel von I bzgl o.

In diesem Unterabschnitt prisentieren wir nun unsere Experimente mit dem zwei-
ten Alternativalgorithmus fiir homogene Ideale. In diesem Fall verwenden wir drei
verschiedene w;-gewichtete lexikographische Ordnungen >, als Startordnungen
zur Berechnung der ersten reduzierten Grobnerbasis des gegebenen Ideals mit
wo = (1,1,...,1),wy :=(n—1,1,...,1,0) und wy := (3,2,1,...,1,0).

Aus Tabelle 5.10 wird ersichtlich, dass fiir homogene Ideale der Buchberger- bzw.
Hilbert-driven Buchbergeralgorithmus schneller ist als die Varianten des Grébner-
walkalgorithmus mit der Startordnung ... Mit jeder der drei obigen Startordnun-
gen ist allerdings der zweite Alternativalgorithmus effizienter als mit der Startord-
nung >, bzw. der Buchbergeralgorithmus.

Zweiter Alternativalg. mit

Bsp. std hilb | ngwalk — w(()lp) w?p) wélp)
liu 2.39 | 0.04 2.83 1.84 | 1.55| 0.97 | 0.99
sym47 4.33 | 5.63 11.72 7.11 1.49 | 10.45 | 4.21
Fate 10.00 | 0.09 14.07 15.12 | 5.96 | 3.35| 3.21

sym34 12.29 | 0.14 21.84 17.29 | 18.27 | 4.86 | 4.90
hf744 64.00 | 41.75 64.49 59.45 | 9.26 | 25.81 | 25.64
gerhardl | 53.13 | 1.20 | 109.89 || 110.22 | 45.34 | 23.01 | 15.72
weispf94 | 52.33 | 0.25 58.78 65.54 | 43.37 | 11.16 | 10.52

Tabelle 5.10: Berechnungzeiten: Zweiter Alternativalgorithmus und andere Algorith-
men bei homogenen Idealen.

5.5.2 Vergleich mit std, stdfglm und groebner

In diesem Unterabschnitt prisentieren wir den Vergleich zwischen den beiden Al-
ternativalgorithmen und den in SINGULAR bereits implementierten Algorithmen,
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ndmlich der Buchberger-, FGLM- und Groebneralgorithmus.

Um aussagen zu kdnnen, dass die beiden Alternativalgorithmen viel effizienter als
der Buchberger-, FGLM- und Groebneralgorithmus sind, geben wir mehrere Tabellen
an, in denen der Zeit- und maximale Speicherverbrauch der verglichen Algorithmen
abgedruckt ist.

Zusammenfassend kénnen wir folgendes feststellen:

1. Bei nichthomogenen Idealen sind die beiden Alternativalgorithmen viel effizi-
enter als der Buchbergeralgorithmus (siehe z.B. Tabellen 5.6 und 5.7).

2. Bei den Berechnungen, bei denen wenig Zeit bendtigt wird, ist der zweite Al-
ternativalgorithmus in der Regel etwas langsamer als der andere Algorithmus
(siehe Tabelle 5.11 zum Vergleich mit dem FGLM-Algorithmus und Tabel-
le 5.12 mit dem Groebneralgorithmus, obere Hilfte).

3. Bei den Berechnungen, bei denen viel Zeit ben&tigt wird, ist der zweite Alter-
nativalgorithmus schneller als der andere Algorithmus (siehe Tabelle 5.11 zum
Vergleich mit dem FGLM-Algorithmus und Tabelle 5.12 mit dem Groebneral-

gorithmus, untere Hilfte).

5.5.3 Vergleich mit den Varianten des Gréobnerwalkalgorithmus

In diesem Unterabschnitt vergleichen wir die Alternativalgorithmen mit den auf dem
Grobnerwalkalgorithmus basierenden Algorithmen. Es zeigt sich, dass im Allgemei-
nen die beiden Alternativalgorithmen effizienter als die anderen Algorithmen sind:

1. Beim Grobnerwalkalgorithmus benétigt der Hilbert-driven Algorithmus zur
Berechnung der reduzierten Grébnerbasis M des im letzten Schritt des Algo-
rithmus aufgetretenen w-homogenen ldeals (G,,) viel Zeit und Speicher. Wird
die Berechnung der Grobnerbasis M abgeschlossen, so braucht das Lifting viel
Zeit und Speicher (siehe z.B. Tabellen 5.6 und 5.3), falls G, bzw. M grof ist
(vgl. der neue Grobnerwalkalgorithmus).

Die beiden Alternativalgorithmen kénnen diese Schwierigkeit vermeiden und
sind immer viel effizienter als der Grobnerwalkalgorithmus bzw. der neue
Grobnerwalkalgorithmus (siehe Tabellen 5.6, 5.7 und 5.13).

2. Bei Beispielen mit mehreren Variablen sind die beiden Alternativalgorithmen
viel effizienter als der Perturbationwalkalgorithmus vom besten Perturbation-
gradpaar (siehe z.B. Tabelle 5.6).

3. Zum Vergleich mit dem Fractalwalkalgorithmus siehe Tabellen 5.6. Bei Idealen
mit 3 Variablen sind alle drei Algorithmen gleichschnell. Ansonsten sind die
beiden Alternativalgorithmen im Allgemeinen viel effizienter als der Fractal-
walkalgorithmus.

4. Zum Vergleich mit dem Tranalgorithmus siehe Tabellen 5.6 und 5.14. Bei Bei-
spielen mit mehreren Variablen ist der zweite Alternativalgorithmus schneller
als der Tranalgorithmus.
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Beispiele N Berechnungzeiten Speicherverbrauch
fglm awalkl awalk2 || fglm | awalkl | awalk2
exam7 3 1.42 1.75 1.71 1407 1896 1896
cychmodl | 5 1.43 2.31 2.44 1 1439 4494 3982
kats6 6 0.92 1.53 1.76 1371 1920 1920
cyclic6 6 0.74 1.70 2.64 || 1779 3333 2308
examb4 6 1.16 1.79 2.01 1775 3325 2300
redeco7 7 0.17 0.36 0.36 742 1787 1787
kats7 7 53.21 68.03 96.19 || 5343 9511 9735
87 7 0.20 0.55 0.48 1267 3341 1795
schwarz8 8 1.45 3.93 1.95 2800 | 14664 4591
redeco8 8 7.33 8.91 12.72 || 2484 8586 6156
dessinl 8 67.18 437.29 | 101.01 || 5923 | 20254 5255
examb7 8 535.34 558.04 | 603.99 || 13150 | 11637 | 10664
filter9 9 71.54 87.76 | 113.26 || 5771 5035 5055
exam60 3 1.20 0.88 0.96 1315 1787 1787
rose 3 2.44 0.96 0.95 1767 1787 1787
rose2 3 8.20 1.46 2.05 || 2372 2404 2404
m41 3 19.64 6.43 6.91 || 3217 3713 3713
mb2470 3 661.86 323.99 | 371.21 | 20277 | 17218 | 17230
mb1330 3 | 1807.87 732.30 | 612.63 || 43468 | 16934 | 16926
mb51390 3 92.37 68.45 69.33 | 8041 | 10224 | 10228
m63580 3 | 3557.36 1764.80 | 1784.92 || 51139 | 38427 | 38515
ubikker 4 9.62 4.84 5.05 1799 2036 2108
noonh 5 46.92 24.77 15.84 || 5883 | 33959 | 17527
casmod1 5 8.03 3.55 3.82 1975 1591 1591
MK5 6 3.03 1.81 2.75 1443 2028 2028
noon6 6 | 4862.99 | >,1589 M | 724.63 || 77097 e | 223832
VSOTO 8 195.11 181.23 | 178.58 || 16462 | 41346 | 26003
dessin2 10 37.80 66.59 24.79 || 4758 8946 4358
bmD1 12 | 738.66 423.39 | 642.64 || 16874 | 12358 | 14582
chemkin 13 | 516.68 | >.1956 M | 456.83 || 14568 <o | 24506

Tabelle 5.11: Alternativalgorithmen und FGLM-Algorithmus.
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Bsp N Berechnungzeiten Speicherverbrauch

' groebner awalkl awalk?2 || groebner | awalkl | awalk?2
bspb 3 0.17 0.67 0.63 1775 3065 3065
bsp7 3 0.91 1.59 1.77 2796 3737 3737
ex?2 3 0.17 0.60 0.56 1339 1315 1315
ex3 3 0.36 0.47 0.46 1351 1836 1836
tran2 3 0.34 0.89 0.88 2292 1791 1791
exam7 3 0.80 1.75 1.71 2288 1896 1896
niermannl | 3 0.32 0.64 0.64 2300 1787 1787
m41 3 5.73 6.43 6.91 5895 3713 3713
lichtblau 3 516.97 694.78 | 684.84 117308 | 27897 | 27845
mb51330 3 315.27 732.30 | 612.63 165483 | 16934 | 16926
ubikker 4 3.93 4.84 5.05 4029 2036 2108
cychmodl | 5 1.89 2.31 2.44 3841 4494 3982
MK5 6 1.09 1.81 2.75 2296 2028 2028
examb4 6 1.37 1.67 1.73 1795 3329 2304
cyclic6 6 1.35 1.70 1.70 1799 3333 2308
redeco7 7 0.13 0.36 0.36 1267 1787 1787
87 7 0.13 0.55 0.48 806 3341 1795
schwarz8 8 0.55 3.93 1.95 1891 | 14664 4591
redeco8 8 7.87 8.91 12.72 9935 8586 6156
rose2 3 27.51 1.46 2.05 47556 2404 2404
mb51390 3 97.91 68.45 69.33 37875 | 10224 | 10228
mb2470 3 891.75 323.99 | 371.21 89213 | 17218 | 17230
mb2430 3 643.77 376.62 | 451.23 114633 | 18764 | 18804
m63580 3 6700.04 1764.80 | 1784.92 239071 | 38427 | 38515
qntl 3 2002.27 1626.87 | 1618.69 354136 | 41182 | 41082
m62480 3 8709.57 4284.11 | 3558.73 629873 | 59175 | 58975
casmod1 4 56.57 3.55 3.82 5159 1591 1591
vermeer76 | 5 0.52 0.05 0.09 1783 762 762
hietal 5 234.09 1.65 0.99 14448 1519 1403
noonh 5 923.50 24.77 15.84 167297 | 33959 | 17527
noon6 6 >8 St | >.1589 M | 724.63 00 <.+ | 223832
kats7 7 222.31 68.03 96.19 42947 9511 9735
VSOTO 8 1285.39 181.23 | 178.58 34888 | 41346 | 26003
dessinl 8 5761.20 437.29 | 101.01 85153 | 20254 5255
examb7 8 8972.64 558.04 | 603.99 77465 | 11637 | 10664
filter9 9 4238.57 87.76 | 113.26 270974 5035 5055
omdi 9 199.07 0.21 0.21 361.81 762 762
el44 9 | >.337T M 4.93 5.82 || 512 MB 1956 1952
dessin2 10 824.26 66.59 24.79 61261 8946 4358
f744 12 32.20 6.77 10.62 9543 5067 8486
bmarkD1 | 12 | 16829.77 423.39 | 642.64 267403 | 12358 | 14582
h2bgk 13 351.06 5.90 5.25 74150 3849 2833
chemkin 13 | 2608.76 | >,1956 M | 456.83 38355 24506

Tabelle 5.12: Alternativalgorithmen und Groebneralgorithmus.
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Beispiele N Berechnungzeiten Speicherverbrauch
ngwalk awalkl | awalk? || ngwalk | awalkl | awalk?2
ex?2 3 248.59 0.60 0.56 18332 1315 1315
ex3 3 305.52 0.47 0.46 17907 1836 1836
niermannl | 3 1080.06 0.64 0.64 || 52088 1787 1787
tran2 3 145.38 0.89 0.88 14163 1791 1791
qnt2 3 1527.27 | 10.68 | 10.46 || 191829 6542 5499
issac97 4 21.47 0.21 0.21 4726 762 762
wang6 4 1077.06 0.40 0.38 || 61153 1275 1275
casmod1 4 3150.14 3.55 3.82 || 112411 1591 1591
ubikker 4 628.76 4.84 5.05 || 136227 2036 2108
cychmodl | 5 1683.47 2.31 2.44 1| 482425 4494 3982
noonh 5 202.28 | 24.77 | 15.84 || 57105 | 33959 | 17527
katsh 6 0.24 0.05 0.05 12.55 770 770
kats6 6 176.02 1.53 1.76 || 54243 1920 1920
MK5 6 1502.33 1.81 2.75 || 73385 2028 2028
cyclic6 6 1062.84 1.70 2.64 || 109192 3333 2308
s7 7 307.85 0.55 0.48 || 118105 3341 1795
redeco8 8 350.63 8.91 12.72 || 33650 8586 6156
dessinl 8 | >32132.76 | 437.29 | 101.01 oo | 20254 5255
dessin2 10 16422.00 | 66.59 | 24.79 || 919011 8946 4358

Tabelle 5.13: Alternativalgorithmen sind viel schneller als der neuen Grobnerwalkal-
gorithmus.

Beispiele N Berechnungzeiten Speicherverbrauch
twalk awalkl awalk?2 twalk | awalkl | aalk2

mb2470 3 316.03 323.99 | 371.21 17743 | 17218 | 17230
mb51330 3 554.48 732.30 | 612.63 16926 | 16934 | 16926
lichtblau 3 621.85 694.78 | 684.84 67207 | 27897 | 27845
qntl 3 1884.58 1626.87 | 1618.69 41094 | 41182 | 41082
cychmodl | 5 5.15 2.31 2.44 5523 4494 3982
noonh 5 28.78 24.77 15.84 32421 | 33959 | 17527
noon6 6 4472.06 | >,1589 M | 724.63 || 1006805 <o | 223832
87 7 0.51 0.55 0.48 2792 3341 1795
kats7 7T | >,688 M 68.03 96.19 e 9511 9735
schwarz8 8 6.01 3.93 1.95 15201 | 14664 4591
redeco8 8 | 22495.33 8.91 12.72 86146 8586 6156
virasoro 8 133.71 181.23 | 178.58 45414 | 41346 | 26003
examb7 8 817.83 558.04 | 603.99 36081 | 11637 | 10664
filter9 9 96.43 87.76 | 113.26 5079 5035 5055
dessin2 10 | 8363.92 66.59 24.79 || 2068.92 8946 4358
bmarkD1 | 12 | 42819.13 423.39 | 642.64 || 294485 | 12358 | 14582
chemkin 13 | >,780 M | >,1956 M | 456.83 e <o | 24506

Tabelle 5.14: Alternativalgorithmen und Tranalgorithmus.



Anhang A
Beispiele

In diesem Anhang sind mehrere von den von unseren Experimenten verwendeten
Beispielen abgedruckt. Die von uns mit Hilfe SINGULAR konstruierten Beispiele be-
zeichnen wir mit mx, wobel x eine Zahl ist, z.B. m51330. Die anderen Beispiele
befinden sich in verschiedenen Arbeiten und auch im Internet, zum Beispiel:

1. bspl,..., bsp7 in Amrhein et al. (1996a),

2. exl,..., ex9, s6 und s7 in Amrhein et al. (1996b),

3. cych, cycb,cycT, caprasse, Aux und ModF in Faugere et al. (1993),
4. tranl, tran2, cannyl, canny2 und trinksl in Tran (1998),

5. qntl, qnt2 und qnt3 in Tran (2000),

6. dessinl, dessin2, cyclichmodl, cassoumodl und symmetric47 in Wichmann

(1997),

7. ubikker, issac97, lichtblau, el44, vermeer76, hairer, liu, wang6, rose, rose2,
{633, {744, hf633, hf744, filter9, virasoro, benchmarkD1, Fate und MKS5 in
http://www.calfor.lip6.fr/~jcf/benchs,

8. chemkin, ecox, noonx, redecox, weispf94, wangx, vermeerx, symx, examx, ger-
hard1 und weispfenning94 in http://www.symbolicdata.org/SD _HTML, wobei
x eine Zahl ist.

A.1 Keine homogenen Ideale

1. ex2mit z >y > x:
Ideal I = (& +32y® + y4 + y2°, —02 + 20%2 + 2% 4 2y2° 4 3wy2?, 32° + wy® +y2° — 202%).

2. ex3mit 2z >y > a:
Ideal I = {2 + y* + 2®2 4 yz — 202% 2% + 2 4+ 2° 4 3y2°%, v* — 222 + 20%2 — 20y2?).

3. bsp7 mit z > y > a:
Ideal I = (21:4 + 247 +35%yz + 227 +32*, 1+ «° + 3zyz + P2 + xyz2>.
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Beispiele

10.

11.

12.

13.

14.

15.

gntl (Beispiel 3.1 in Tran, 2000) mit > y > =z:
Ideal I = (51:4 —+ 13y2z —+ 112t y23 —+ 120224 —+ 2721 —+ 5yz4 —+ 131:3y,z47 1lzy+ 15y3 —1—4132 y4z —+
2052 —+ 182222 —+ 191:2y,2:37 3xy + 16222 —+ 2022 yz2 —+ 3y23 —+ 4xy223 —+ 2x4y223>.

. qnt2 (Beispiel 3.3 in Tran, 2000) mit z > y > z:

Ideal I = (16 + 33° + 16222 + 1422y, 6 + ¢ 2 + 172%2% + Toy® 22 + 131:322).

. tran2 mit x >y > =

Ideal I = 202y 4 2%y + 209”2, 24 + y* +y2® — 2° — 202°,2 — 327y + 22%y + y2?).

lichtblau mit « > « > y:
Ideal I = {x—110u*+495u® —1320u* +2772u° —5082u® +7590u" —8085u® +5555u° —2189u'® +
374utt |y —22u+110u® — 3300 4+ 1848u° — 3696u® +3300u” — 1650u® +550u° — 88u'® —22u't).

. rose mit z >y > 2

Ideal I = (7y* —202?,21602*¢* + 15122*x 4 3152* — 40002% — 28002 — 490, 67200000y° =° +
94080000y° +* 4 40924800y £° + 2634240y° 22 — 2300844y° x — 432180y° + 40320000zy> 2% +
28800000zy° 2° + 21168000zy°2> + 4939200zy°2> + 347508zy°z — 23520000z°yz* —
4139520022 ya:® — 2672656022 yx® — 77271042 yz —852355%% y— 100800002 2* — 282240002° 2% —
152880002°x* — 19780322° ¢ — 1800752°).

. exam7 mit z > y > z:

Ideal I = (21:2 —+ 3y2 + 7xz49yz + 552 + 4x, 3zt —+ 6y3 +xyz+ 312 —+ 2y,z2 —+ 422 +5, 3y4z —+
72® +102° + 8wy + 12y° + 18wz + 12).

niermannl mit z > y > z: Ideal | = (o® + 242 — 2oy +y* + 7 + 2%, -2’ + o’z +
wyz® — 2zy + y?, =207y + oy +y2t - 3(.

m4l mit a > b > ¢:
Ideal I = (2a4 +a’c+ 2ab® + 2abc + b2 c + 2022 + bc?’7 2a* +2a%c+ 2a% + ab® + 2b° + 2bc? +
426 + c2,a3b + a®c + 2abc® + abe + 2ac® + 2ac + 26°¢c + 2b%c + b+ 202>.

m43 mit a > b > ¢

Ideal I = (a4 +2ab% + 2a%be + a’b+ a?c? + ab® + abc® + 2abe + ac® + 2ac® + 2b°c? + 2bc +
c4,a3b—|—a30—|—a2b—|— 2a%c® + ac® + ac® +b%c+ 20° + 2% ¢ + 26° + be® + be + 202,2a4 +a’b+
2a> + 2a%b + 2ab® + 2abc + ac + b2c + 2bc® + 267 + c).

m44 mit a > b > ¢

Ideal I = (2a4 +a®c+2a%be+2a? b+2a% 2 +2a° c+ab® +2abc® +2abc+2ac? +b% 2 +b% c+2bc® +
2bc2—|—204,a3b+2a30—|—a3—|—2a2b2—|—2a2bc—|—2a2c2—|—2a2c—|—a2—|—2abc2—|—ac2—|—2ac—|—2b2c2—|—2bc2—|—
c4—|—03—|—2027 2a%c+a’+2a%b? —|—2a2c2—|—2ab2—|—abc—|—2b4—|—2b3—|—2b2c2—|—2b2—|—2bc—|—2b—|—204—|—c2—|—20>.

m48 mit a > b > ¢

Ideal I = (2a4—|—a3b—|—a30—|—a2b2—|—2a2bc—|—2a2b—|—a2c2+2a2c+ab3+ab2c+ab2+2abc2—|—2abc—|—
2ac® +2ac® +2b +26°c+b% + % c+be® +bc? + ¢t —1—037 2a +a’b+ac+a® +2a%b? +a’be+a’b+
a’c? +2a%c+2a% +ab® +2ab’ c+2ab® + abc® +abe+2ab+2ac’ +ac+ b+ b e+ 62+ 20% 2 +2b%c+
2b% +2bc® +bc® + ¢t —1—2027 2a* +a®b+2a® +a?b? +2a%be+a’b+a’c? +2a°c+a® + 2ab® +ab’c+
2ab® +2abc® +2ab+ac® +ac® +ac+b? +2b% c+2b> +2b° 2 +b° c+b% +2bc® +bc? +bc+2b+ct +c? —|—c).

m51390 mit a > b > c:
Ideal I = (2a5 +d’c+2a® —|—2a2bc—|—b4c—|—b302,a3b2 +a’c+2abt + % + 6% +bc? —|—c47 2a*b +
2a> + a®bc® + 2a%be + 2ab + 2a + b3 + b30>.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

m51330 mit a > b > ¢

Ideal [ = (a5—|—2a4—|—2a3b2—|—2a3bc—|—2a3b—|—2a3 +a?b?ct+a’b? +2a%bc? +2a2b+2a 2 +abt +ab® +
ab® 2 +2ab? c+ab® +2abc® +abc® +abe+2act +2ac® +ac? +26° + b c+b1 + 02 2 b8 e+ b2 2+ 2b% e+
b03+bc2—|—c5—|—c4,a5—|—2a4c—|—a3b2—|—2a3b—|—a3c2—|—2a30—|—2a3—|—2a2b3—|—2a2b2c—|—a2bc2—|—2a2bc—|—
a’b+2a%c? +2a%c+2ab’ c+ab® +ab’c+ab® +2abc® +2abc® +abc+ab+2act +ac® +ac+b° +bic+
2b4—|—l)3c2—|—l)3c—|—21)3—|—2b203—|—2b2c2—|—b2—|—bc4—|—bc—|—204—|—2027 2ab+atc+2a' +2a2 02 +adb+a’ P+
a’cta’®+2a%b%c+2a°b? +a?bc® +2abe+2a%b+2a% 2 +2a% c+2a +ab* +2ab’ c+ab?c? +ab*c+
ab2—|—ab03—|—abc2—|—2ab—|—ac2—|—2ac—|—a—|—2b4c—|—2b203—|—2b2c2—|—b2c—|—bc4—|—bc—|—b—|—c5—|—c4—1—03—1—02—1—20).

mb52470 mit a > b > ¢

Ideal I = (a4b—|—2a4c—|—2c13b—|—a?’c—|—2a2b2c—|—a2c“°’—|—2al)3—|—2czc“°’—|—2b5—|—2b2c2—|—2bc4—1—2057 2a%c+
2a3b2—|—a3bc—|—2a302—|—2a2b3—|—2a2bc2—|—2a2bc—|—a2c—|—ab3+ab03+2a03—|—ac2—|—2b2c2—|—2b03—|—03,a5—|—
a4b—|—2a4—|—2a2b3—|—a2bc—|—ab2c—|—2ab2—|—abc—|—2ac4—|—2ac—|—b4c—|—2b30—|—2b2c2—|—b2—|—2bc4—|—205—|—203>.

m52430 mit a > b > ¢

Ideal I = (2a5 + a'*b + 2a'c + 2a* + &b + 2a%be + 2a®b + a®c + 262 + a’be® + 2aPbe +
a’c® + a?c® + ab* + 2abc® + abc® + ac® + 8% + 2b%c + bt + 2b%¢° + 202 + 265 + 2047 2a° +
2a%b + 2a* + 2a°0% + 2a%be + 2a°b 4+ a® + 2a°b?c + 2a%0% + aPbe + a’b+a’c® +2a°c? + ab? +
2ab%c? + 2ab’c + 2ab® + abc® + 2abc® + 2abe + act + 2ac® + ac® + 2b% + bic + 2632 +bPc +
2b% + b2 + 2be* +bc® + 5 + 2037 2a%b + 2a*c + 2a°1% +24°b +2d°c® + a®c + a® + 24%H° +
a’b?c+a’b? 4+ 2a°bc® + a’b+ 2a%c® +2a%c? 4+ 2a° ¢ + 2a° + 2ab® ¢ + 2ab® + ab®c + 2abc® + ab+
act +ac® + 65 + 261 +20°2 + 1% + b2 + 2% P + b2+ 2bc® +2bc? b+ et + 8+ c2>.

m62480 mit a > b > ¢

Ideal I = (2a6 +a®b+a'b+ 2a’be + 2a%c? + ab'c + ab? + ab®c? + 2ab’c + 2ab®c® + 2abe® +
act + 2b°c° + 21)307 a’bc® + 2a®b + a®c® + 2a® + 2a%b% + a’c? + a?c® + 2ab* + 2ab® + abc® +
ac® + 2act + 2b%c® + 2b%¢® + bet + 2067 2a%be + 2a*b + a®b? + 2a® + @®b? + a’bPc + a®bc® +
2a%bc + a®ct + ab® + 2abc® + 2ab + 2b6* + bt + 2bc + ® + 2¢* + 03>.

m63580 mit a > b > ¢

Ideal I = (a4bc—|—2a4c—|—a3b3 +a®c® +2a2b% + 2626 c + 2a%bc® + ab® + 2b° —|—b302—|—205,a203 +
2a2c2—|—ab5—|—ab302—|—ab203—|—2abc2—|—2b6—|—b5c—|—2b5—|—2b4c—|—b303—|—b203—|—2b03—|—205,2a5b—|—a4b—|—
a4c—|—a303—|—2a30—|—2a3—|—2a2b4—|—a2bc2—|—a2c2—|—ab302—|—ab03—|—2ac5—|—2b4c—|—b2c2—|—2b2c—|—2bc5>.

issac97 mit 2 >y > z > w:

Ideal [ :(8w2+5xw+22w+3w+5x2+7y2—|—7z2—7x+2xy—7y—4wy—8,z—7xz—
8yz—|—8,3w2—|—9w—|—4x2—|—9y2—|—7z2—|—7x—5wx—|—2xy—|—5y—3wy—|—6yz—|—7z—6wz—2xz—|—
5,—2w2+9xw+9yw+8x2+6y2 —4w—|—8x—|—9xy—|—4y—|—8,z—7wz—3xz—7yz—6,z2—|—
2,7w2—|—5xw—|—3yw—|—2x2—5w—|—4x—|—9xy—|—6y—4y2 —9z—5wz—7mz—5yz—4z2—|—2<.

ubikker mit z >y > z > ¢

Ideal I = <x2—|—xy—|—y2 —2xz—4yz—|—3z2—3xt—|—2yt—|—t2—3x—2y—|—3z—2t—2,2x2 —ry+
y2—xz—yz—6,z2—xt—|—yt—5,zt—3t2—5x—|—y—|—5,z—|—2t—|—5,—3—3xy—|—2xz—|—xt2—51:22—
522t—3xt—2,zt—|—xyz—|—xyt—x2z—|—x2—y2+222+112—2t—x+y+x3+y3—323+2t3—
3t% — 5y2z—|— 7y,z27 —1542zy + 11zt? +522° — 2t — dzryz + 6yt — 72z +3z% + 2y2 — 22445 —
10t — 35x — 14y — x® —|—6y3 —+ 1522 —|—4t3 —+ 5¢2 —|—6y2z —|—4y,z2 — xzt—|—6x2y — 121:y2 — 7y2t—|— 2yt).

wang6 mit ¢ > ¢ > p > d:

Ideal I = (2cdpg — 4cd + 2pg + 4pge — 4d*q — 2d°pg + p*d® — 2c%q + 2 ¢* + 2cdq — 2cdg® +
d’q® — 2edp — 8p+ ¢ + 4d” — 2q + 10p” + 2, 2dpq + 4dp® + dg — 7dp + cp — 3pgc + 4c, —2p° +
8p—2—2pq —2q,4 —4p —4¢* +3c¢%¢* — 6% g+ 3¢ + 9p*d® + 6d°pg — 3d* ¢ — 24pd® + 12d° +
4p® 4 12¢dp + 12¢dq + 12cdpg — 12¢d).
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Beispiele

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

cassoumodl mit a > b > ¢ > d:

Ideal I = {15a*bc® +6a*b® +21a*b*c — 144a®b — 8ab?d — 28a*bed — 648a° c 4 362 d + 9a*c® —
120, 30b%a*c — 32¢d?b — 720ca®b — 24b°a®d — 432b%a® + 576db — 576¢d + 16ba’ c2d + 162 d° +
16d2% +9b%a* + 5184 + 39¢%a*b? 4+ 18c%a*b — 432¢%4® + 24¢%ad — 16b%a® ed — 240b, 216¢a’b —
162¢?a® —81b%a® +51844+1008db—1008cd+15b% a cd— 15b3a> d —80cd?b+40c> d? +40d° b2, 261+
4cab — 3c%a® — 4b*a® + 22db — 22cd).

cyclichmodl mit a > b > ¢ > d > e:
Ideal I = (a—|—b—|—c—|—d—|—e,ab—|—bc—|—cd—|—ae—|—de,abc—|—bcd—|—abe—l—ade—l—cde,bcd—l—abce—l—
abde + acde + bede, abede — 1).

noond mit &y > xo > T3 > T4 > Ts:

Ideal I = (10s3ws + 102325 4 100325 + 102525 — 11wy + 10, 105524 + 102554 + 100524 +
10z422 — 1124 + 10, 102223 + 1023235 + 102357 + 10z322 — 11zs + 10, 102123 + 102122 +
102105 + 10z12% — 11w 4 10, 102722 + 102203 4 10x225 + 10w227 — 112 + 10).

noon6 mit xy > x9 > x3 > x4 > T5 > T4l

Ideal I = (105356 + 102526 4 100326 + 102526 + 102356 — 11xwe + 10, 102705 + 105525 +
102225 + 102325 + 102522 — 11as + 10, 1022 64 + 102324 + 102254 + 102402 4+ 102422 — 1124 +
10,1022 x5 + 102325 + 102322 + 102327 + 10zs22 — 11z + 10, 10z, 235 + 10z143 + 105,27 +
102108 4+ 10z12f — 11z + 10, 1027202 + 102203 4 10x255 + 105223 + 102225 — 1122 + 10).

examb4 mita >b>c>d >z > f:
Ideal I = (a—l—b—l—c—l—d—l—x—l—f, ab+bc+ced+dr+af+xf, abc+bed+cdr+abf+ax f+dx f, abed+
bedz +abe f 4+ abe f +adz f + cdx f, abedx + abedf + abex f 4+ abdx f +acdx f +bedx f, abedx f —1).

MKSmitz >y>z2>t>u>uw:
Ideal [ = (2x2+2y2+222+2t2+2u2+v2—U,xy+yz+2,zt+2tu+2uv—u,2xz—|—2yt—|—2,zu—|—
u2—|—2tv—t,2xt—|—2yu—|—2tu—|—2,zv—z,t2—|—2xv—|—2yv—|—2,zv—y,2x+2y—|—22—|—2t—|—2u—|—v—1).

cyclic6 mit 27 > w9 > x3 > x4 > 5 > Tg:

Ideal I = (131 + 22+ T3+ Tea+T5+ e, T 102 +T1T6 + T223 + T3Tq + TaT5 + TsTe, L1T2T3 +
T1T2%6 +X1T5%6 + L2T3T4 +T3T4aT5 + L4526, T1T203T4 + T1T2T3%6 +L1X2T5%6 + L1X4T5T6 +
To2X3T4T5 + T3LaT506, T1T2X3T4L5 + T1X203T4T6 + T1X2T30586 + T 1T284T506 +T123T4T5T6 +

T2T3T4T5T6, L1T2LaT4L5Tg — 1).

kats6 (katsura_6) mit xo > 21 > 22 > 23 > x4 > ¥5:
Ideal I = <x0—|—2x1 —+ 222 —1—21:3—1—21:4—1—21:5—1,1:8—1—21:?—1—21:%—1—21:%—1—21:?1—1—21:?)—130,21:01:1—1—
21:1132—1—21:21:3—1—21:31:4—1—21:41:5—xl,x?—l—ZxOxQ +2x123 4 20284 + 22375 — 22, 20152 + 22023 +

20104 + 20075 — xg,xg + 20123 + 20074 + 200175 — x4>.

kats7 (katsura_7) mit xg > 21 > 22 > @3 > T4 > 5 > !

Ideal I = (xo + 221 + 230 4+ 223 + 224 + 225 + 226 — 1, xg —+ 21:? —+ 21:% —+ 21:?) —+ 2@% —+ 21:?) —+
21:2 — %0, 20071 + 20122 + 20273 4+ 20384 + 22475 + 20506 — X1, x? + 22022 + 20123 + 272714 +
20385 + 28476 — T2, 20102 + 22023 + 20184 + 20275 + 22326 — X3, x% +2x123 + 20084 + 20175 +

21‘21‘6 — T4, 21‘21‘3 —|— 21‘11‘4 —|— 21‘01‘5 —|— 21‘11‘6 — CL‘5>.

dessinl mita >b>u>v>w>a>y> 2z

Ideal I = (6zab4 10vaz + Syau — 162a2u 4 16uw + 14xb + 48aw, 15zau — 162a2v — 312ab +
24aw + 27xu + 24yb + 18vay + 30vw + 84xa, —240a + 420z — 64v + 112y, 180za — 284va —
162a2+460vy + 50ya+ 70w + 55zu+ 2602 — 1125, 66za + 336y +90x + 78vz — 1056a — 90u, 1362 —
136, dvaw + 2yab + 6bw — 162a2b + 3zua, 28vaz + 192w + 128ya + 36xb + 36zb — 300au +
40yu — 648a2 + 44vz).
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

examB7 mita>b>x>y>z2>u>v> w:

Ideal I = (362 — 136, —240a + 112y 4+ 420z — 64v,66az + 78zv — 1056a + 90x + 336y —
90u, —162a> + 50ay + 180az + 55zu — 284av + 60yv — 112b + 260x + 70w, 28azv — 648a° —+
36bx + 128ay + 36bz — 300au + 40yu + 44xv + 192w, 15azu — 162a%v + 18ayv — 312ab + 84ax +
24by + 27xu + 24aw + 30vw, 6abz — 162a%u + ayu + 10azxv + 14bx + 48aw + 16uw, —162a%b+
2aby + 3azu + davw + 6bw}).

virasoro mit a1 > r9 > a3 > T4 > X5 > Tg > X7 > Ts!

Ideal I = (81:? + 81122+ 8103+ 20104+ 20105 + 201206 + 20107 — 8223 — 20487 — 20586 —
xl,81:1132—81:1133—1—8133—1—81:21:3—1—21:21:4—1—21:21:5—1—21:21:6—1—21:21:7—21:41:6—21:5137—132, —8r1x2+
8r123 + 8213 + 81:?) + 2%3%4 + 20375 + 20336 + 22327 — 20475 — 206X7 — X3, 201%4 — 22177 +
20004 — 20086 + 20314 — 20375 + 81:421 + 8x4x5 + 22476 + 22437 + 63433 — 6X538 — X4, 201 X5 —
20176 + 20205 — 20007 — 20384 + 20385 + 8xax5 — 61478 + 81:?) + 2x516 + 20507 + 65708 —
Ty, —221%5 + 20106 — 22284 + 20076 + 20336 — 20337 + 284 %6 + 22576 —1—8132 +8rgr7 +6x678 —
6x7x8 — Te, —281%4 + 201757 — 20285 + 20287 — 283%6 + 2x3%7 + 2x4%7 + 205357 + Swexr7 —

O6xrexrs + 81:? + 6x7x8 — x7, —624%5 + 634338 + 6x538 — 6xew7 + 663 + Ox7T8 + 81:5 — xg>.

redeco8 mit 1 > z9 > 23 > x4 > T5 > Ug > Tg > T7:
Ideal I = {(—Tus + w7, 21 + 22 + 55 + 24 + 25 + w6 + 27 + 1, 127 — 6us + 6, 156 + T207 +
T5 — dug, T1T5 + TaTe + Ta3T7 + Ta — 4us, T104 + T2T5 + TaTe + TaT7 + T3 — 3us, T1T3 + T2T4 +

T3ws5 + Tave + w57 + T2 — 2us, T172 + T2%s + Tawa + Taws + T5Te + Tew7 + T1 — Us).

schwarz8 mit x; > 29 > ¥3 > 14 > o5 > g > 7 > Ig:

Ideal I = (21:41:5—1—21:31:6—1—21:21:7—1—21:11:8 —|—xg,xi—1—21:3135+2x2x6+2x1x7+x§+x7, 20374 +
23225 + 22176 + 20708 + Te, T3 + 20224 + 22105 + 7 + 20625 + T, 20203 + 22154 + 20657 +
23528 + T4, 05 + 20173 + Tg + 20557 + 20478 + T3, 20122 + 20556 + 20407 + 20328 + T2, 35 +

T8 + 2wawe + 23377 + 2T2T8 4 T1).

filter9 mit a > b > my > mgo > m3 > mq > ms > mg > mr:

Ideal I = {(mamame — 1/100,amab — 7/500,a* + mi — 2/25,b* 4+ m? — 37/50,m3 +
mg + m?} + mg + mg — 9401/10000, mimg + mgmi + mgmg + mgmg + mgmg + mgmg —
38589/1000000, m1msmsms —memimsb+mamsab—maamsm7+81/10000, —mimomamasb—
amamsmemys + am4bm§ + am§m4b + 39/25000, —mim? — m%m? + 2msmebmr — m%m? —

mim? — m3b® — b*mg — m3b® + 27173/40000).

dessin2 mita >b>c>d>u>v>w>a >y > 2

Ideal I = (16aw—|—181)1}—1—200117 —80d+180y+855z, 7Tav+8bu, 210z — 210, 40ay +44bx +48cw+
52dv 4+ 280u, 27ax + 30bw + 33cv + 36du, 55az + 60by 4+ 65¢cx + 70dw + 80u + 375v, 78bz + 84cy +
90dz — 170a + 102v + 480w, 136dz — 114¢ + 152z 4 720y, 105¢2z + 112dy — 144b+ 126w 4 595 ).

benchmarkD1 mit x4 > z9 > 23 > x4 > 5 > Tg > o7 > Tg > Tg > Tig >
T11 > Z12t

Ideal I = (—~1000023510511 — 1000025 210211 — 1000057 210211 + 1000084212 + 1000026512 +
10000z g x12 — 4077, 2000222479 + 2000222629 + 2000222829 + 200021 210 — 3823, 10000x3 29 +
10000z 5 x9+10000x729—19791, 375022 24+2500x2 26+ 12502225 —5077, 750021 £4+5000x1 ¢+
2500z 125 — 4293, 3000025 + 2000025 + 10000x7 — 39701, 23, + 272 — 1, 25 + 239 — 1, &2 + 2 —

1,28 4o — 1,05 +2F — 1,07 423 — 1).

chemkinmitcl>02>03>22>23>Z4>Z5>y2>y3>y4>y5>x3>
T4

Ideal I = (20 4 23 + 24 + 25,33461cs — 94642, c2 + y2 + ys + ya + ys, 92 — 8,36926¢1 —
208885, —3c3y2 + 3x3 + 374 + 8, —c1y2 + 9y§ + 22, zg —+ yg —C2,32425 + 3yays + x4 — 1, zf —+
yi —+ xi —1,32324 + 3ysys + 3x324 — 1, 232) —+ yg —+ x% — 1, —3cay223 + 32223 + 3y2ys + 3x3 — 1).
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A.2 Homogene Ideale

1. Fate mit p> ¢ >1r > s:
Ideal [ = (s“o’—|—27"3—1—2913—1—2]337 5420 +2¢° +2p° —s5+(r+q—|—p)s4—|—(r2—|—(2q—|—2p)r—|—q2—|—2pq—|—
p2)53—|—(r3—|—q3 —|—p3)s2—|—(3r4—|—(2q—|—2p)r3—|—(4q3—|—4p3)r—|—3q4—|—2pq3—|—4p3q—|—3p4)s—|—(4q—|—4p)r4—|—
(2¢° +4pq+2p°)r® + (4¢° +4p° )r* + (6" +4pq” +8p°q+6p* )r + 4pg* +2p°¢* + 4p° ¢ +6pq).

2. sym34 mit « >y > z > h:
Ideal I = (yz* + «h* — 2R° 2%z 4 yh* — 2R° 2y + zh* — 2R°).

3. weispfenning94 mit = >y > z > h:
Ideal I = <y4 + 2’z + 2B — 2oyh® + PR + 2207wyt 4yt — 20%yh® — 3R°, —2%y? +
wyz® + y*h + 2y’ zh — 20yh®).

4. symmetric47 mit a > b > ¢ > d:
Ideal I = (a7 +b57,6" + ¢, +d7, abb + b6 + c6d + déa).

5. gerhardl mit w >t >z >y > z:
Ideal I = (7w?y + 427y + 2y® + 2wz, 3wtz + 3wyz® 4 2y2*, 28%2°y° + 5w tPe?2).

6. iumitz >y >z>t>a>h:
Ideal I = (yz — yt — xh + ah, 2t — 2a — yh + ah, tv — yt — zh + ah, 2y — 2o — th + ah).

7. hf744 mit U; > Ug > Us > Uy > Us > Uy > u7 > ug > s > Ug > Uz > Ug >
h:
Ideal I = (U7U7—1h27 U6u(5—1h27 U5U5—1h27 U4U4—1h27 U3Ug—1h27 U2uQ—1h27 16U usus +
16U usus +16Ususus +16Ususus +8Usush +8Usush +8Usus h +8Usush+8Usush +8Usush+
18ush? + 18uqsh® 4+ 18ush? + 18uzh® + 114°%, 16Us Usug + 16Us Usug + 16Us Uz us + 16U Usus +
8Usush + 8Usush + 8Usush + 8Usuzh + 8Usuzh + 8Usuxh + 18Us k> + 18U4R% + 18U h% +
18Uy h% 4+ 11h*, 8U7 ue + 8Usus + 8Urus + 8Usus + 8Usus + 8Ur ug + 8Usttg + 8Usug + 8Usuq +
8Urus 4+ 8Usus + 8Usus + 8Usus + 8Usus + 8Uruz + 8Usuz 4+ 8Usuz + 8Usus + 8Usus +
8Usuy — 17h?, 8Usur 4 8Usur 4+ 8Uqur + 8Usur + 8Usur + 8Usug + 8Us ug + 80U ue + 8Us ug +
S8Usug +8Usus +8U us +8Usus +8Usus +8Usugq +8Usug +8Usug +8Ususz +8Usus +8Usus —
17h27 2U7 4+ 2Ug + 2Us + 2U4 + 2Us + 2Uz + h, 2ur + 2ue + 2us + 2us + 2us + 2uz + h).

A.3 Eigenschaften der Beispiele

In den folgenden Tabellen werden Eigenschaften von dem gegebenen Erzeugenden-
system des Ideals I mehrerer Beispiele und der reduzierten Grébnerbasis von I bzgl.
> rlew DZW. 1o aufgelistet. Dies sind die Anzahl ihrer Polynome (#P) bzw. ihrer
Monome (#M), ihr hochster Totalgrad (Td), die Anzahl der Ziffern ihres gréfiten
Leitkoeffizientens (#Z) und der Speicherbedarf (Bt) in Byte sie abzuspeichern.
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Beispiele N Erzeugendensysteme Red. Grébnerbasen bzgl. & .. Red. Grébnerbasen bzgl. =,
#P | #M | Td | #Z | Bt #P | #M | Td | #Z Bt #P | #M | Td #7 Bt

arnborg? 3 4 60 2 1] 1607 12 180 5 79 1607 4 68 16 423 22420
rose 3 3 29 9 4| 309 19 537 | 10| 44 | 14553 3 72| 34 334 13915
rose2 3 3 29 9 4| 309 18 501 | 10| 43| 13707 3| 105 136 903 55301
vermeer76t | 5 4 17 5 1 66 20 433 6 9 3788 12| 426 9 16 6643
eco7 7 7 34 3 1] 203 32 747 4 8 7891 71 231 32 87 14935
hairert 13 11 40 4 2| 291 64 | 3704 5| 17| 70170 33 | 1066 7 4 12081
exam7 3 3 20 5 1 82 9 295 9| 34 6363 3| 123 | 40 696 58669
examl12 3 3 23 4 1 90 9 180 71 32 2846 3 75| 24 304 15939
examl4 4 4 28 4 2 138 10 185 7 27 3939 4 100 24 327 25494
examb7 8 8 51 3 2| 269 41 | 1509 51 289 | 229512 8| 331 | 46 | 10449 | 2951662
exam60 3 3 12 4 1 50 13 295 8| 15 2658 3| 138 45 293 28027
noon4 4 4 20 3 2| 168 28 443 7 6 4831 8| 373 | 26 64 19011
noond 5 5 30 3 2| 265 72 | 2343 9 8| 31050 15| 1521 | 41 161 173603
noon6 6 6 42 3 2| 384 || 187 | 12745 | 11| 10 | 200862 29 | 6345 | 59 359 | 1691061
VSOro 8 8 93 2 1] 701 || 128 | 18425 9| 39| 541639 71| 8058 | 22 86 730478
bmarkD1 12 ] 12 46 3 51 381 86 | 1487 4 | 775 | 609163 12| 300 | 48 | 11543 | 2767791
chemkin 13 ] 13 46 3 51 232 56 | 1825 4 | 457 | 646911 13| 416 | 40| 8066 | 2903272
m41 3 3 26 4 1] 111 16 722 9| 33| 13731 6| 347 | 59 719 213266
mb51390 3 3 21 5 1 91 24 | 1960 | 12| 33| 34642 71 673|101 | 1310 770013
mb2470 3 3 44 5 1 212 25 2115 | 13 | 117 95318 12 | 1248 | 104 2801 3238406
mbH2430 3 3 94 5 1| 448 23 | 2269 | 13| 130 | 120208 10 | 1085 | 108 | 3405 | 3348435
m62480 3 3 48 6 1] 237 27 | 4445 | 14 | 71| 162409 10 | 1869 | 189 | 5927 | 10039458
m63580 3 3 41 6 1| 206 32| 4414 | 12| 51| 160623 16 | 2293 | 141 | 4290 | 9317166

Tabelle A.2: Eigenschaften der Polynommenge (fkein nulldimensionales ldeal)




Anhang B

Grobnerbasen im
Grobnerwalkalgorithmus

Gegeben sei ein Erzeugendensystem G eines Ideals I im Polynomring Q[ay, ..., z,]
iber dem rationalen Korper Q. Mit Hilfe des Grébnerwalkalgorithmus wird die re-
duzierte lexikographische Grobnerbasis von I ausgerechnet. Im letzten Schritt die-
ses Algorithmus tritt ein ,,grofles* Erzeugendensystem (Gy_1)., des w;-homogenen
Ideals ([,,) mit w; := (1,0,...,0) € Z" auf. Die Berechnung der reduzierten le-
xikographischen Groébnerbasis von ((Gy_1).,) ist allerdings sehr aufwendig (siehe

Tabelle 5.3).

In diesem Anhang geben wir die Gréfie von Gy—q und (Gy—1)., fiir mehrere Beispiele
an, in denen die Berechnung wegen des Speichermangels abbricht. Auflerdem sind
auch die Initialterme von (Gy_1)., bzgl. der lexikographischen Ordnung abgedruckt.

1. Beispiel wang6 mit ¢ > ¢ > p > d:

e (11 besteht aus 16 Polynomen. Ein Polynom davon hat 8 Monome und jedes
der anderen besteht aus 25 Monomen.

e (Gy_1)w, besteht aus 15 Polynomen und einem Monom. Ein Polynom davon
hat 8 Monome und jedes der anderen besteht aus 25 Monomen. Die Menge
der Leitterme von (G_1),, ist:

{- 45788547433617803226564750427154640037 —50762046687864753147495586965072c37
3500716329618529977325233901296c37 —937921690579060342372937919696037 3c1037
- 66518838059019637223955156758064037 —5976376400734381 165481365188816037
9552846516884750010238566679728c37 464843800286985 1602766520406340803517
276692738266062595402769071806c3p7 301890946721 18136440103056118164071968047
20659724457199340456740090694848¢,20849326167723143904741 27680071987597176062448037
— 40568775114359194453023553845936¢2, 6689853184385922886838323827216¢°,
- 88060782938445853006373977474512c3}.

2. Beispiel cassoumodl mit a > b > ¢ > d:

e (11 besteht aus 16 Polynomen. Jedes Polynom davon hat 23 Monome.
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o (G_1)y, besteht aus 15 Polynomen und einem Monom. Jedes Polynom davon
hat 23 Monome. Die Menge der Leitterme von (G_1),, ist:

{ —9242369...864974233 b3, 15736552...705486848b%, — 10694981...2550272b°,

160 Ziffern 161 Ziffern 171 Ziffern
— 169815...437470208 bs, 41162678. .. 969368064[)37 — 136772464 ...704085504 bs,

161 Ziffern 158 Ziffern 161 Ziffern
— 2690195...2848731 136[)37 — 59250337. .. 6950588416()37 18396199. .. 02035456[)37

170 Ziffern 159 Ziffern 161 Ziffern
— 329054893. ..273426944 bs, 41380191... 317427201)3517 54009878. ..4184100208640 b3c7
169 Ziffern 162 Ziffern 171 Ziffern
1530279...8828392448 b4, 2036215. .. 5622989440(127 — 424086416. . .2325652480 bs,
171 Ziffern 165 Ziffern 196 Ziffern
149520212. .. 033669241753663}.
166 Ziffern

3. Beispiel cyclic6 mit @1 > a5 > x3 > 24 > @5 > Xg:

e (;_1 besteht aus 70 Polynomen. 15 Polynome davon haben 24 Monome, 16
davon haben 25 Momone, 17 davon haben 26 Monome, 20 davon haben 27
Monome und jedes der anderen besteht aus 6 bzw. 9 Monomen.

o (G_1), besteht aus 69 Polynomen und einem Monom. 15 Polynome davon
haben 24 Monome, 16 davon haben 25 Momone, 17 davon haben 26 Monome,

20 davon haben 27 Monome und das andere besteht aus 9 Monomen. Die
Menge der Leitterme von (Gy_1),, ist:

{25288:352, 1264403476 , 43653245, 252882303, 1264453 wg, 6322050y , 252887524, 31613,
50576zazswa, 632200526, 126440052, 50576z0x4 2 , 252880045 we , 12644mar4 w2 , 42785523308z,
42785523z3z, 5186124wamy s, 19015788zazy w5 22, 19015788wsw4 w2 x¢, 155583720304 2%,
85571046z323 52, 85571046z 32555 6, 85571046x3 w3 02, 16937424z 502, 16937424z w576,
16937424502, 24196320 5x¢ , 169374240 5w5 , 62731245, 54441 72w3ws w8, 38109204w352 23,
2636774162308, 1582064496z 5x] , 15820644965 505 23, 1582064496z552 02, 1582064496z52 w6,

158206449690290?)7 31641289929039027 31641289929029027 273360245904120x2x3, —712206904595304x2x3,
— 6315376062068592x2x3, —2647167012271560x2x3, —3255305371154544x2x3, 50467833843336x2x3,
3867299493132z023, —120439235727744829x3, —389056839538020x2x3, —300426431152638x2x3,
188274xswaxs, 54585234woxa 05, —3287658x2w4 05, 24239886004 w5, —23554446x204 705,
7300338xow4xs, —31332678xox4 w5, 17395200x425, — 10875020405, —84680964x 204705,
306538zox4ws, —13142574x0ms 1’5}.

4. Beispiel dessinl mit a >b>u>v>w>a >y > z:

e (i;_1 besteht aus 38 Polynomen. Vier Polynome davon haben 29 Monome, zwei
davon haben 36 Monome, drei davon haben 37 Monome, fiinf davon haben 43
Monome, acht davon haben 46 Monome, acht davon haben 47 Monome und
jedes der anderen besteht aus 2, 5,4, 9, 11, 17, 19 bzw. 39 Monomen.

o (G_1)., besteht aus 37 Polynomen und einem Monom. Diese Polynome stim-
men mit der Polynomen von G;_y {iberein. Die Menge der Leitterme von
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(Gio1)w, ist:

{z,20u,60a, —9600b, 1548bx;, —9334784bv, —871890654464bv, —4729059697119068160002,
— 3514711927047690240006%, —93678217876447215206400062, 713752459700465 77459200052,
— 5463258562919816913066393600b%v, 2611162143321471722680299744279920640b%,
29761141406443990841386598400b%v, —1783915712266822907996215392613171200b%v,
— 126952...1440005%,174325...80160004%,1755932. ..01920005°,
54 Ziffern 49 Ziffern 55 Ziffern
299996696063690855197140969210839040b6%v, — 452410. . . 9476480 b%v, 9381557. . . 53216000 5%,
41 Ziffern 45 Ziffern
58031407...222720006%, 74959016. . . 1856000b°, 26493896 ..11040004%, 14466592 . . . 1424000b°,
55 Ziffern 86 Ziffern 86 Ziffern 116 Ziffern
— 38109520...04160005%, — 145485854. ..09440005%, 40160978. . . 68290560005,

86 Ziffern 87 Ziffern 114 Ziffern
— 3121655...049728000 bs, 5082893...920000000 bsy, 25237804. .. 9600000000 bsw,

86 Ziffern 87 Ziffern 112 Ziffern
6931218...080000000 bsv, 38765267 . ..600000000 b4, —3652796. .. 0728320001)37

86 Ziffern 115 Ziffern 89 Ziffern
— 1867158607. .. 29543680001)37 — 95012086. . .86144000 bs, —259532...912384000 bs,
131 Ziffern 149 Ziffern 141 Ziffern

— 5188121... 9401600063}.

187 Ziffern

5. Beispiel dessin2 mit a >b>c>d>u>v>w>a >y > 2

e (i1 besteht aus 51 Polynomen. Zwei Polynome davon haben 11 Monome, zwei
davon haben 8 Monome, zwei davon haben 27 Monome, drei davon haben 31
Monome, drei davon haben 33 Monome, vier davon haben 36 Monome, vier
davon haben 38 Monome, vier davon haben 40 Monome, drei davon haben 41
Monome, sechs davon haben 42 Monome, neun davon haben 43 Monome und
jedes der anderen besteht aus 2, 3, 4, 6, 13, 17, 16, 20 bzw. 24 Monomen.

e (Gy_1)w, besteht aus 50 Polynomen und einem Monom. Es gibt nur ein Poly-
nom ¢ € Gy_1 mit iny,(g) # ¢g. Die Menge der Leitterme von (Gy_1),, ist:

{2, 16d,12¢, —192b, 2880by, T248bx, 173778048052, 80a, 362400bw, —524758824bv, 270bv,
— 207700383916032bu, 640bu, 8472891973779573669888bx, 919403392452424089600bu,
— 220876097661419900448985270763520bu, 124974263020627504936233420079104bx,
16193...20992 by, — 28001 .. .60352bu, 21012. ..18240bu, 39242. .. 77952 by, — 32750. . . 81888 bu,

47 Ziffern 43 Ziffern 63 Ziffern 79 Ziffern 32 Ziffern
17077...16384bu,17500...44704 bu, 17324 ...98560 buw, 24927 ...11360buv, 42452 . . .84480 bu2,
44 Ziffern 59 Ziffern 54 Ziffern 71 Ziftern 87 Ziffern
— 72425...93504 bu, 36437...61024bu, 19789...56384 bu, 75476 ...37120bu, — 21316...56384 bu,
60 Ziffern 78 Ziffern 98 Ziffern 75 Ziffern 97 Ziffern
37793...73120bu, 24156...1088 bu, — 3554 ... 5680 bu, — 30140. .. 3840 bu, 494896 . . 0880 bu,
117 Ziffern 95 Ziffern 116 Ziffern 138 Ziffern 115 Ziffern
24774 ...8160bu, — 48093...7920 bu, — 60822...24640bu, 11349 ...75040bu, — 52113...27520 bu,
136 Ziffern 157 Ziffern 135 Ziffern 158 Ziffern 155 Ziffern
13527...08320bu, — 12931 ...89440bu, — 39739...27040bu, 15012. .. 48480 bu, 21804. . .71040 bu,
174 Ziffern 194 Ziffern 176 Ziffern 197 Ziffern 215 Ziffern

— 109819...53120bu, 1578164 ...96640bu, — 3409...22240by, — 4535 ...76640bu }.

215 Ziffern 235 Ziffern 255 Ziffern 273 Ziffern
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Anhang C

Grobnerbasen 1m neuen
Grobnerwalkalgorithmus

Wir nehmen an, dass im letzten Schritt des Grébnerwalkalgorithmus die folgenden
Situationen auftreten:

L. Gi—y ist die reduzierte Grobnerbasis von I bzgl. »(y,_, icz), Wobei wi_q der
vorletzte berechnete dazwischenliegende Gewichtsvektor ist.

2. (G4-1)y, ist die Menge der Initialterme jedes Polynom von G;_;. Diese Menge
ist die reduzierte Grébnerbasis von (Iy,) bzgl. =, _, 1ez)-

Dann werden die reduzierte Grébnerbasis M; von (1) = ((Gi—1)w,) bzgl. =, 1ex)
und eine Grébnerbasis Fy von I bzgl. > (., ic,) ausgerechnet.

Im neuen Grébnerwalkalgorithmus ist die reduzierte Grébnerbasis M; nach kurzer
Zeit erreicht. Die Berechnung von Fy, in der die Linearkombination jedes Polynoms
von My bzgl. (G'—1)., ausgerechnet werden muss, bendtigt allerdings viel Zeit (vgl.

Tabelle 5.3).

In diesem Anhang sind die Gréflen von (Gy—1)., und M, fiir mehrere Beispiele abge-
druckt. AuBlerdem geben wir die Initialterme von (Gy_1)., bzw. M, bzgl. > (wo, lex)
an.

1. Beispiel qntl mit @ > y > z:

e (Gy_1)w, besteht aus drei Monomen und 17 Polynomen mit 136 Monomen. Die
Menge der Leitterme von (Gy_1),, ist:

{9435319...67225320y° 2%, 1887063. .. 13445064 y'0 27, 1887063 . . . 34450640y 2%,

513 Ziffern 513 Ziffern 514 Ziffern
7548255 . ..37802560¢%2%,1207720...0484096y 2 2*, 241544 . ..9681920y'4 2%,
514 Ziffern 515 Ziffern 516 Ziffern
24492579...68800y'% 2%, 146955478 .. 28000y % 2, 293910957 .. 560000y 7,
520 Ziffern 522 Ziffern 523 Ziffern
49868619. .. 12500 vy, 383348794 .. 28320y='" , 14983570... 96700y 2%,
524 Ziffern 529 Ziffern 522 Ziffern
19715223...72325y°2'%, 48403189. ..58916 44 21, 47176597. ..612660¢° 212,
520 Ziffern 515 Ziffern 513 Ziffern
943531951. ..7225320¢%212, 47176597. ..612660y7 z'1,94353195. .. 7225324% 210,
513 Ziffern 513 Ziffern 512 Ziffern
6462973. ..500000022,6521117...600000% }.
527 Ziffern 526 Ziffern
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o M; besteht aus 4 Polynomen und drei Monomen. Zwei Polynome davon haben

135 Monome und jedes der anderen besteht aus 134 bzw. 136 Monomen. Die
Menge der Leitterme von M, ist:

{523568076653. . . 33897267200000y =127, 2008867838118431438883545422449868800000y 2140,
5530 Ziffern

1949087549483, . . 9568998400000yz%% | — 1948041670001. .. 24342118400000y2°% , 22, zy, 2*}.
5533 Ziffern

5538 Ziffern

2. Beispiel cassoumodl mit a > b > ¢ > d:

o (G_1)y, besteht aus einem Monom und 15 Polynomen mit 23 Monomen. Die
Menge der Leitterme von (Gy_1),, ist:

{919559...9276160c2d?,827603. .. 3485440 d,394211...555840c%, 558632. . .8526720 bd>

160 Ziffern 161 Ziffern 168 Ziffern 162 Ziffern
191574 ...5609920bcd?, 413801 ... 1742720bc%d, 131403 .. 9185280bc¢>, 229889 . ..7319040b% 42,

159 Ziffern 161 Ziffern 168 Ziffern 160 Ziffern
413801...1742720b%cd, 219006. .. 5308805° %, 413801 . ..174272056%d, 540098. .. 208640 b° ¢,

161 Ziffern 167 Ziffern 161 Ziffern 171 Ziffern
15302...8392448b%, 2036215. ..2989440a2,1238429. .. 435840045 ,54299...971840cd? }.

171 Ziffern 165 Ziffern 194 Ziffern 165 Ziffern

e M; besteht aus 3 Polynomen und einem Monom. Jedes Polynom davon hat 23
Monome. Die Menge der Leitterme von My ist:

{5015328580. .. 2680320042, 5026767. ..020352004%2,177140711...6028416004°!, a?}.

829 Ziffern 40 Ziffern 830 Ziffern

3. Beispiel dessinl mit a >b>u>v>w>a >y > 2z

e Die Grofle von (G'y_1)., ist auf Seite 123 abgedruckt. Die Menge der Leitterme
von (Gy_1)., ist:

{2, 20u, 60a, 550402, 1548bxz, 1423680vy?, 43158859200vzy, 2472288750101 74464000by?,
123614437505087232000bvy, 23733972000976 7485440000y, 237339720009767485440000zy°,
5039273651116477317120002y2 , 30518930218197392903226949632000z°y,
2018427881836269404160000wy°, 67819844929327539784948776960000wxy?,

12241 ...76000wz>,52246. .. 40000 w?y?, 22442 . .. 560000 w’ zy, 38148 .. 04000 vz®,

53 Ziffern 48 Ziffern 54 Ziffern 31 Ziffern
32637...30400 vwz?, 252643 . .. 80000 vw? y, 448851 . .. 20000 vw? z, 297825 . . . 000000 vaw?
35 Ziffern 45 Ziffern 54 Ziffern 85 Ziffern
63074 ...000000bw?y, 30285 . .. 000000 bw?,119130. .. 000000 bvw?, 23826. . . 000000 b2 wy,
85 Ziffern 113 Ziffern 86 Ziffern 86 Ziffern
32740...0000006%w?, 423574 ... 00000 5% vw, 50828 ... 0000005° y, 25237 . .. 000000 b2 w,
112 Ziffern 85 Ziffern 87 Ziffern 112 Ziffern
693121...0000005%v, 387652 . .. 0000000 b*, 343095 . . . 60000047, 2011693. . . 000000 w3z2,
86 Ziffern 115 Ziffern 86 Ziffern 126 Ziffern

585369. ..000000w*y, 1007912. ..000000 w?z, 421591 . .. 0000000 w" }.

143 Ziffern 145 Ziffern 179 Ziffern

e M; besteht aus 7 Polynomen und einem Monom. Sechs Polynome davon ha-

ben 47 Monome und das andere besteht aus zwei Monomen. Die Menge der
Leitterme von M; ist:

{z, 45900525 . .. 0000000y*°, 4363094 . . . 0000000y*% , — 1235573974355. . . 81600000000y *°

3423 Ziffern 86 Ziffern

3421 Ziffern
— 85012175...000000y*5, — 127533388. .. 000000 4%, — 102756907 . ..000000y%5  a}.
3422 Ziffern 3423 Ziffern 3420 Ziffern
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4. Beispiel dessin2 mit a >b>c>d>u>v>w>a >y > 2

e Die Grofle von (G'4_1)., ist auf Seite 123 abgedruckt. Die Menge der Leitterme
von (Gy—1)uw, ist:

{z,16d,12¢, 33642, 2880by, 7248bx, 173778048052, 804, 60339622y, 3239566082°,
444way, 431451889666560w2y, 1036vry, 97T567667425416545280vwy, 4204936508570140672uzy,

68640481775215348377359482880ux>, 226513589858210649645286293504uwy,
30905 . .. 150848 wwz, 376532 . . . 51456 uvy, 24884 . .. 11584042y, 27918 ... 4723204z,

43 Ziffern 39 Ziffern 58 Ziffern 73 Ziffern
6435045166426438910377451520[)1027 812967512408944567531870035415944929280bvw,

17053...59520bv%2, 173240. . . 698560 buw, 24927 ... 11360 buv, 42452 . . . 684480bv?,

54 Ziffern 54 Ziffern 71 Ziffern 87 Ziffern
48602...96320w?x>,34352...159680w’ z, 534951 . .. 808320 w?, 12463. .. 55680 vwz?,
55 Ziffern 134 Ziffern 90 Ziffern 71 Ziffern
101895. . .439680vw’ z, 135139. . .80000 vw®, 107825. .. 306240 0% 2%, 8151265 . . . 80000 v° wa,
90 Ziffern 109 Ziffern 88 Ziffern 108 Ziffern
241101...200000v>w?, 305672. .. 408000 vy, 306161 . . .720000v° %, 237719. .. 800000 v* w,
129 Ziffern 127 Ziffern 127 Ziffern 148 Ziffern

675355...600000uw>, 1018798. .. 200000 uvw?, 215618. . . 200000 uv? z, 253804 . . . 400000 uv’ w,

126 Ziffern 148 Ziffern 146 Ziffern 164 Ziffern
262204...000000wv®, 390117 .. .800000u?w?, 1426393 . .. 2000000 w vw, 878990 . .. 000000 w12,
S— S——
183 Ziffern 165 Ziffern 186 Ziffern 203 Ziffern

608824. .. 8000000 u> w, 141817. ..6000000 u>v, 119852. . . 2000000 u*, 340163 . .. 000000 v° }.

202 Ziffern 223 Ziffern 242 Ziffern 259 Ziffern

e M; besteht aus 9 Polynomen und einem Monom. Sieben Polynome davon ha-
ben 43 Monome und jedes der anderen besteht aus zwei bzw. drei Monomen.
Die Menge der Leitterme von M; ist:

{z, — 2663696428113. ..4324105385017344y*1 | 48414742995 .. 1788949716992y*2,
1559 Ziffern 79 Ziffern
72908544962940. .. 1505494976954368y*! | — 1194309668563361. .. 2148905914728448y*!,

1559 Ziffern 1557 Ziffern
652293446857853. . . 97730987933696 !, 16d, — 26636964281132. . . 4324105385017344 411,

1553 Ziffern 1559 Ziffern
— 189250341674. . .054045302784y%! | a}.

1558 Ziffern
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Anhang D

Analyse des
Perturbationwalkalgorithmus

In diesem Anhang zeigen wir, dass die Effizienz des Perturbationwalkalgorithmus
vom gewidhlten Perturbationgradpaar abhdngt. Dazu stellen wir einige Tabellen vor.
In diesen Tabellen sind die Anzahl der Schritte bzw. Berechnungszeiten des Pertu-
bationwalkalgorithmus und die Grofle des Erzeugendensystems G/, vom im letzten
Schritt des Algorithmus aufgetretenen w-homogenen Ideal gedruckt, falls jede Kom-
ponente der berechneten dazwischenliegenden Gewichtsvektoren kleiner als 23! ist
und der gestorte Zielgewichtsvektor im richtigen Grébnerkegel liegt (siehe Bemer-
kungen fiir die anderen Fille). Wir verwendeten in diesem Fall den Algorithmus 4.1.2
mit der Variante 4.

Falls nicht erwdhnt, verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

1. § bedeutet, dass der gestdrte Zielgewichtsvektor nicht im richtigen Grébner-
kegel liegt.

9. 1

wichtsvektors groBer als 23! sind.

3. z[y] steht fiir y Polynome mit jeweils # Monomen.

bedeutet, dass mehrere Komponenten des letzten dazwischenliegenden Ge-

Bsp. 0 Perturbationgradpaar

0 T @ [ G [ Gh [ 6o | ©o | &
issac97 4 | 526.75 36.42 0.31 0.307 — — —
ubikker 4 | >6433.29 >.10 M 7.29 7.187 — — —
wang6 4 | >8987.56 244.99 0.48 0.357 — — —
casmod1 4 | >17459.65 | 550.74 4.38 10.897 — — —
cycbmodl | 5 | >2621.67 >1634.50 | >3745.99 21.90 7.837 — —
noonb 5 | >1354.00 159.26 31.79 46.19 >.320 Mt | — —
noon6 6 | >28 M >2778.33 | 3066.57 1776.37 >.368 M >.75 M1 | —
cyc6 6 | >51 M >24 M >35 M 54.86 2.64 2.67 —
kats6 6 | >3364.77 >3238.38 | >10619.42 | 4902.30 1.12 1.17% —
s7 71 >141 M >1166.89 | >71 M >1363.77 | 4.79 5.77% 0.70%
kats7 7 | >2585.78 >1188.30 | >3491.47 >5014.57 | >11083.95 | 112.31% >.21 Mi
redeco? 71 3.90 4.15 3.70 250.43 253.72 0.36 0.367

Tabelle D.1: Berechnungszeiten des Perturbationwalkalgorithmus.
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Bsp. N Perturbationgradpaar
(LD | (22) | 3:3) | (44) | (5,5) | (6,6) | (7,7)

issac97 413 10 21 137 | — — —
ubikker 414 28 59 317 | — — —
wang6 414 16 37 15t | — — —
casmodl |4 |4 15 31 12t | - — —
cychmodl | 5 | 2 13 55 72 62 | — —
noonb 517 57 147 | 195 | 1761 | — —
noon6 6|8 76 339 | 422 ? 13 —
cych 6|2 9 69 124 141 1351 | —
kats6 6|2 4 14 29 52 567 | —
s7 7|2 11 44 88 119 1313 | 1%
kats7 7|2 4 17 43 81 1221 | 8%
redeco? 712 3 8 20 22 47 307

Tabelle D.2: Anzahl der Schritte des Perturbationwalkalgorithmus (? Der Zielge-
wichtsvektor ist noch nicht erreicht).

Bsp. 0 Perturbationgradpaar
(8] 22 €%} G [ G5
issaco7 4| 16[5], 1, 17[6 1[2], 17[6] 13], 17 T -
ubikker 4 | 32[4], 1, 36[0 37[8], 12 1[3], 36 ¥ -
37[4] —
wang6 4 | 25[14], 8, 1 1[2], 25[7] 13], 25 T -
casmodl | 4 | 23[15], 1 23[6], 1]2 1[3], 23 ¥ -
cychmodl 1,6, 17, 14 35, 36, 39[3] 2[2], 64[11], | 2, 29, T
16, 32[2], 30[2] 49[4], 1[2], 1[3] 1[6]
33, 42, 40, 45, 51, 65[11],
46[2], 58[5], 65[11] | 50[2]
noons 4[6], 1, 49[5], 46, | 4[3], 95[2], 118, A[7], 78, 42, 9[3], P
47[4], 48[3], 63, 127, 109, 30[6], 73, 76, 34[3], 1[6],
93[8], 89, 92[2], 149[2), 1[2], 91[2], | 84, 53[2], 18[2]
165, 121, 175,51, 147, 148, 65, 54[2], 57[2],
180,143[3], 142, 152, 49[5], 31, 60[2], 7[2],
94,139, 187 141, 135[2] 1[3]
cyclic6 1,9, 24[15], 26[41], 2[4], 24129], 2[6], | 12, 16, 205,
25[16], 26[17], 1[2] 1[4] 21[10], 22, | 1[11]
27[20] 2[6], 1[7]
kats6 1, 14[2], 15, 16[2], | 1[2], 22, 25[2], 103, 31[4], | 1[4], 32[8] | L[5], 32
19, 22, 25[3], 26[6], | 26[7], 24, 31[4], 32[12]
29, 31[8], 32[6] 29, 32[5]
kats7 1, 18, 20, 21[2], [ ], 32, 35, 40, 57[13], 1[3], | 1[4], 64[28] | 1[5],
19, 22, 26, 31, 41[4], 37[2], 382], | 60[2], 62[3] 64[11]
37,35, 40, 41[4], | 42[5], 44, 48, 63[11],
39, 42[5], 38, 44 54[2]. 56[2], 5 61[2], 64[6]
49[2], 54[2], 53[2], | 57[3], 61[2],
6[3], 57[10], 58 58, 64[6], 63[6],
61[2], 63[11], 64[7] | 53[2]
redecort 2,1, 7, 10[2], 2, 8, 10, 14[2], 2,13, 24, 2, 1[4], 105,
11, 13[2], 16[2], 8, | 16, 17[3], 21 1[3], 26[2], | 33[8] 33[8]
14[2], 17[3], 21 24[2], 1[2], 13, 19, | 32[4], 28,
23[2], 20, 22, 19, 20, 26[3], 22, 29, | 30, 29,
24, 26[3], 29, 31[2], | 32, 28, 30, 31, 33[2],
28, 30, 32, 33 31, 33[2],

Tabelle D.3: Anzahl der Monome des im letzten Schritt des Perturbationwalkalgo-
rithmus ergebenden w-homogenen Ideals (iFiir das Gradpaar (6,6) ist die Anzahl
der Monome: 1[6], 33).
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Perturbationgradpaar

Bsp. (9,9) (10,10) (11,11) (12,12) | (13,13)

dessin?2 457 457 — — — #Schr.
16.07 >21794.26 — — — Zeit
siehe siehe — — — #Mon.
Bmk. 3a Bmk. 3b — — —

bmarkD1 | 63 77 6% 1% — #Schr.
>31054.94 2778.11 >5552.07 >4003.70 — Zeit
3, 25[13], 1[9] | s. Bmk. 5a | s. Bmk. 5b | s. Bmk. 5¢ | —

chemkin 20 35 15% 4% 1% #Schr.
>2429.15 >10258.64 >12029.85 >121 M >134 M | Zeit
1[9], 41[32], 1[10], 41[21] | siche siche siche #Mon.
8, 22, 26 Bmk. 6a Bmk. 6b Bmk. 6¢

Tabelle D.5: Anzahl der Schritte (#Schr.), Berechnungszeiten (Zeit) in Sekunden
und Anzahl der Monome des im letzten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus
ergebenden w-homogenen Ideals (#Mon.).

Bemerkungen:

1. Beispiel schwarz8:

(a) Im 233-ten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbation-
gradpaar (6,6) erhdlt man eine reduzierte Grébnerbasis I’ des gegebenen
Ideals I. Die Anzahl der Monome von F ist:

11[4], 15[10], 13[3], 16[9], 10, 18[3], 17[3], 14, 19[2], 20.

(b) Im ersten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbation-
gradpaar (7,7) bzw. (8,8) ergibt sich eine reduzierte Grobnerbasis F' des
gegebenen lIdeals I. Die Anzahl der Monome von F' ist:

5[4], 6[4], 8, 7[2], 10[2], 12[8], 11[12], 9[2], 15[8], 16[10], 14[8], 18[18],
13[6], 19[13], 17[10], 20[6], 21[4], 22.

2. Beispiel redeco8:

(a) Die Anzahl der Monome eines Erzeugendensystems eines w-homogenen
Ideals, das im letzten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus von den
folgenden Perturbationgradpaare auftritt, ist wie folgt:

i. Perturbationgradpaar (1, 1):

2,1,8,12[2], 14, 15, 18[3], 22[3], 9, 16, 13, 21[2], 19, 25, 26[4], 31, 35,
38[3], 11, 27, 28, 33[2], 30, 36, 34, 41, 39[3], 46, 47[3], 50[2], 54[2], 32,
42,45, 53[2], 55, 58, 57, 61, 63[2], 56, 60, 62, 64, 65.

ii. Perturbationgradpaar (2,2):

2,9,12,13, 19, 22[2], 16, 21[2], 25, 26[4], 31, 35, 39[4], 1[2], 11,
18[2], 28, 30, 34, 27, 33[2], 36, 41, 46, 47[3], 50[2], 53[3], 58[2], 32,
38,45, 42,55, 57,61, 62[2], 56, 60, 63, 65[2).
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(b)

iii. Perturbationgradpaar (3,3):

2,11, 18[2], 22, 26[2], 39, 43[2], 29, 41, 44[3], 1[3], 58[3], 32, 38, 35,
50,45, 51,55[2],46, 53[2], 61, 62[2], 63, 64[2], 57, 60, 65[2].

iv. Perturbationgradpaar (4,4):
2,25, 30,37, 56[2], 54, 1[4], 64, 65[18], 59.

Im dritten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbation-
gradpaar (7,7) ergibt sich eine reduzierte Grobnerbasis des gegebenen
Ideals mit der Anzahl ihrer Monome:

2,9,12,13,19,16,21[2], 11, 25, 26[4], 18[2], 22[2], 28, 30, 34, 27, 39[3],
33[2],36,41,46,31,47[3], 35, 50[2], 53[3], 55[2], 32, 38, 54, 45,42, 58[2],
57[2],61,63[2], 56, 60,62, 65[2].

In der Variante 4’ wird eine reduzierte Grébnerbasis eines Ideals durch

den Buchbergeralgorithmus ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des
Erzeugendensystems dieses Ideals ist:

2,11, 18[2], 22, 28, 29, 26[2], 35[2], 33[2], 40[3], 32, 39, 38, 43[2], 47[3], 46,
50[2], 55, 53[2], 58[2], 52, 61, 56, 64[3], 60, 36, 62, 65[2], 1[2]

Im ersten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Perturbation-
gradpaar (8,8) ergibt sich eine reduzierte Grobnerbasis des gegebenen
Ideals mit der Anzahl ihrer Monome:

2,8[2], 12[2], 14, 15, 18[3], 22[3], 9, 13, 19, 16, 21[2], 25, 31, 26]4], 35, 38[3],
11,28, 34,30, 39[3], 27, 33[2], 41, 36,46, 50[2], 47[3], 54[2], 32, 45,42, 55, 57,
53[2], 58,61, 63[2], 56,60, 62,65, 64,

In der Variante 4’ wird eine reduzierte Grébnerbasis eines Ideals durch

den Buchbergeralgorithmus ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des
Erzeugendensystems dieses Ideals ist 2, 65[11], 1[5].

3. Beispiel dessin2:

(a)

Am Ende des 45-ten Schritts des Perturbationwalkalgorithmus vom Per-
turbationgradpaar (9,9) ergibt sich eine reduzierte Grobnerbasis F' des
gegebenen Ideals I. Die Anzahl der Monome von F ist

2,43[13], 3,4, 6.

Da der gestorte Zielgewichtsvektor nicht im richtigen Grobnerkegel liegt,
muss die reduzierte lexikographische Grobnerbasis von (F') ausgerechnet
werden. Insgesamt bend&tigt der Perturbationwalkalgorithmus 16.07 Se-
kunden.

Am Ende des 45-ten Schritts des Perturbationwalkalgorithmus vom Per-
turbationgradpaar (10, 10) ergibt sich eine reduzierte Grébnerbasis F' des
gegebenen Ideals I. Die Anzahl der Monome von F ist

2,43[13], 3,4, 6.
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Wie mit dem Perturbationgradpaar (9,9) liegt der gestorte Zielgewichts-
vektor nicht im richtigen Grébnerkegel. In der Variante 4’ wird eine redu-
zierte Grobnerbasis eines w-homogenen Ideals durch den Buchbergeralgo-
rithmus ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des Erzeugendensystems
dieses lIdeals ist 2,43[9] bzw. 1[6].

4. Beispiel Virasoro:

(a) Die Anzahl der Monome eines Erzeugendensystems vom letzten w-
homogenen Ideal im Perturbationwalkalgorithmus vom:

i.

ii.

iii.

iv.

Perturbationgradpaar (1, 1) ist:

8[4], 18[2], 21, 2[3], 1,31, 41, 52, 53[2], 59[2], 50, 66, 65, 69[2], 5, 14, 33,
64,62, 78[2], 86, 96[7], 95[4], 92[2], 112[3], 84[2], 110[5], 111, 91[2], 104[2],
94[6], 126[5], 119,9[3], 10[3], 12, 83[2], 97[3], 98[3], 99[2], 124[3], 125, 131,
132[2], 134[2], 133[2], 140[3], 153[2], 150, 143[2], 136[2], 114, 118, 145[4],
174,11, 93[2], 102[2], 109[6], 100, 103, 108[7], 146[2], 135, 154, 169, 142,
107[4], 115[2], 137, 155, 128.

Perturbationgradpaar (2,2) ist:

8[5], 18[2], 4, 1[3], 31,41, 52, 53, 10[6], 7, 9[4], 12[2], 85, 91[4], 96[3], 88,
98[2],100[2], 101[3], 115,104, 116[5], 13, 15, 19[3], 21, 17[2], 129[4],
133[2], 131, 138[4], 139[2], 156, 157[2], 159[4], 158, 140[5], 151[2], 153[3],
2[2],20[2], 135[5], 126[2], 134, 145, 148, 164[2], 147, 170[3], 160, 154[2],
175[2], 5,124, 92, 137[5], 166, 141[2], 142, 168, 11[3], 136[2].

Perturbationgradpaar (3, 3) ist:

8[2], 18[2], 31[2], 19, 16[5], 6, 53, 57, 66, 63, 22, 24, 23[2], 25, 27, 15[2],
2[11], 1[6], 4[8], 80, 97[2], 82[3], 91, 21[4], 84, 102, 100[3], 33[6], 37, 34,
17[4], 20[3], 10[3], 7,96, 76, 103[2], 77, 83, 105[7], 108, 106[3], 113, 32[2],
115,112, 92, 109[4], 13, 64, 107, 94[2], 95[2], 110, 116, 35[2], 39, 14, 12,
11,5,9[3].

Perturbationgradpaar (4,4) ist:

14[2], 33[2], 53, 2[11], 77, 96[2], 98[3], 97, 99, 4[10], 73[2], 103[7], 101,
107[4], 106[3], 105[2], 104[3], 109[4], 110[3], 111[3], 108[4], 1[10], 80, 114,
115, 12[3],27, 18[3], 29, 28, 32[3], 36[3], 37[2], 35[6], 34[2], 38, 10[5],
21[3], 19, 24,22, 23,7, 13, 15, 16[4], 17[2], 11, 5,8, 9[3].

. Perturbationgradpaar (5, 5) ist:

14[3], 58, 60[4], 61, 53[2], 57, 70[4], 71[4], 72[4], 73[2], 27, 22[2], 28, 42[5],
43[4], 4[11], 26, 38, 39, 2[8], 44, 1[16], 12[6], 21[2], 20, 18[5], 29[2], 30[2],
8[3], 9[4], 11, 10[6], 17[4], 16[2], 7[2], 6[3], 5.
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(b)

Im 136-ten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar (6, 6)
ergibt sich eine reduzierte Gribnerbasis I des gegebenen Ideals. Die An-
zahl der Monome von F ist:

71[4], 68[7], 67, 69[4], 72[2], 73, 92[2], 95[2], 106[2], 91, 105, 89[2], 110[5],
111[3], 113,97[2], 112, 116, 114[2], 78[2], 82, 8, 18, 86, 93, 94[3], 98[2], 100,
138[2], 132, 141[2], 146[2], 148, 109[5], 107, 108, 104, 159[5], 158, 163[2],
157, 142[3], 144[2], 136, 152, 151, 143, 161, 180, 177, 183, 181, 185[2], 153,
155, 160, 188,190, 186, 173, 99.

Im ersten Schritt jeder Schleife der Variante 4’ sind mehrere Komponenten
des dazwischenliegenden Gewichtsvektors groBer als 231, Deswegen wird
der Buchbergeralgorithmus auf (F) im letzten Schritt der Variante 4/
durchgefiihrt.

Im ersten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar (7,7)
bzw. (8,8) ergibt sich eine reduzierte Grébnerbasis I’ des gegebenen
Ideals. Die Anzahl der Monome von F ist:

8,18[3], 17, 13[2], 22, 19[2], 64[2], 65[2], 62, 73[3], 27, 71[2], 80, 82, 114,
115[2], 117[2], 127[5], 129[3], 130[2], 128, 131, 148[2], 118, 149[3], 151, 155[4],
165[6], 168[5], 194, 173, 179[10], 196, 156[2], 166[4], 167[5], 170[4], 195[2],
174[5], 180, 172[2], 182[4], 204, 186[2], 169, 205, 187, 206[2], 171[2], 181[8],
177,184[3], 210, 175.

5. Beispiel benchmarkD1:

(a)

Im 77-ten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar
(10, 10) ergibt sich eine reduzierte Grabnerbasis F' des gegebenen ldeals.
Die Anzahl der Monome von F ist 3 bzw. 25[14]. In der Variante 4" wird
eine reduzierte Grobnerbasis eines w-homogenen Ideals ausgerechnet. Die
Anzahl der Monome des Erzeugendensystems dieses Ideals ist 3, 25[6] bzw.
1[8].

Im sechsten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar
(11,11) ergibt sich eine reduzierte Grabnerbasis F' des gegebenen ldeals.
Die Anzahl der Monome von F ist 3[4], 4[4], 25[76], 8,6, 7 bzw. 10. In der
Variante 4’ wird eine reduzierte Grébnerbasis eines w-homogenen Ideals

ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des Erzeugendensystems dieses
Ideals ist 3[3],25[48], 8 bzw. 1[5].

Im ersten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar (12, 12)
ergibt sich eine reduzierte Gribnerbasis I des gegebenen Ideals. Die An-
zahl der Monome von F ist

A[4],3[4], 6,7,9[2],8, 13[32], 10, 25[39], 19.

In der Variante 4’ wird eine reduzierte Grébnerbasis eines w-homogenen
Ideals ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des Erzeugendensystems
dieses Ideals ist

3[4], 4, 8, 13[16], 25[63], 6,7, 1[3], 10.
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6. Beispiel chemkin:

(a)

Im 15-ten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar
(11,11) ergibt sich eine reduzierte Grabnerbasis F' des gegebenen ldeals.
Die Anzahl der Monome von F ist:

6,4[3],41[41], 3,8,9, 7, 2[3].

In der Variante 4’ wird eine reduzierte Grébnerbasis eines w-homogenen
Ideals ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des Erzeugendensystems
dieses ldeals ist 6,4, 1[6],41[39],3 bzw. 8.

Im vierten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar
(12,12) ergibt sich eine reduzierte Grabnerbasis F' des gegebenen ldeals.
Die Anzahl der Monome von F ist:

6,4[4],9,3,41[39], 10, 8[2], 18, 2[3].

In der Variante 4’ wird eine reduzierte Grébnerbasis eines w-homogenen
Ideals ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des Erzeugendensystems

dieses Ideals ist
6, 4[3], 1[5], 3,41[39], 13, 8.

Im ersten Schritt des Perturbationwalkalgorithmus vom Gradpaar (13, 13)
ergibt sich eine reduzierte Grébnerbasis F' des gegebenen Ideals. Die An-
zahl der Monome von F ist:

6,4[4],9,2[3],3, 10,8, 18,41[43].

In der Variante 4’ wird eine reduzierte Grobnerbasis eines w-homogenen
Ideals ausgerechnet. Die Anzahl der Monome des Erzeugendensystems
dieses Ideals ist

6,4[3],9,1[4],3, 10,8, 18,41[43].



Anhang E

Grobnerbasen 1m
Tranalgorithmus

Im Tranalgorithmus wird der aktuelle Zielgewichtsvektor durch die Représentation
des urspriinglichen Zielgewichtsvektors ersetzt, wenn der berechnete dazwischenlie-
gende Gewichtsvektor gleich dem aktuellen Zielgewichtsvektor und die bereits be-
rechnete Grébnerbasis noch nicht die gesuchte Grébnerbasis ist. In grofien Beispielen,
in denen die Anzahl der Variablen und der maximale Totalgrad einer Grobnerbasis
grof} ist, besitzt die Reprisentation einen oder mehrere grofie Eintrége. Aus diesem
Grund kann es passieren, dass eine oder mehrere Komponenten eines der berech-
neten dazwischenliegenden Gewichtsvektoren oder dieser Représentation gréfier als
231 gind. An dieser Stelle erhiilt man nur die reduzierte Grébnerbasis F des gegebe-
nen Ideals bzgl. einer monomialen Ordnung, die sich von der gegebenen Zielordnung
> unterscheidet. Deswegen muss die reduzierte Grébnerbasis von (F) bzgl. > aus-
gerechnet werden. Dazu wenden wir den Unteralgorithmus 4.4.2 vom Grad n — 1
auf (F') an. In diesem Unteralgorithmus benétigt die Berechnung der reduzierten
Grébnerbasis des im letzten Schritt aufgetretenen w-homogenen Ideals (G) bzgl
der w-gewichteten lexikographischen Ordnung >, leider noch viel Zeit und Spei-
cher, obwohl G, ,kleiner® als Fist (vgl. Tabelle 5.14).

In diesem Anhang zeigen wir nun die Gréfie und die Initialterme von F und G, bzgl.
der entsprechenden Ordnung mehrerer Beispiele.

1. Beispiel katsura7? (kats7) mit zg > 2y > 29 > 3 > ¥4 > 5 > Zg:

e Im 84-ten Schritt, in dem mehrere Komponenten eines dazwischenliegenden
Gewichtsvektors grofer als 23! sind, erhiilt man die reduzierte Grébnerbasis F
des gegebenen ldeals bzgl. >, mit

wsz = (641437007, 32239503, 1639919, 86655, 5111, 387, 43).

F besteht aus 10 Polynomen. Ein Polynom davon hat 65 Monome und jedes
der anderen hat 64 Monome. Die Menge der Leitterme F%, = von F' bzgl.
dieser Ordnung ist:

137
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{7722917...2461824 22231 2145254, .. 568384 z5x2,1130594. ..64211252°, 2987820. ..995584 wg 2!,

769 Ziffern 768 Ziffern 815 Ziffern 787 Ziffern
1029722...282432 xé, 1668924...233950 x5, 3259906. ..81363024,3671633...146900x3,
770 Ziffern 778 Ziffern 774 Ziffern 779 Ziffern

1810058...920740x2,3059694. ..595575 1 }.

769 Ziffern 778 Ziffern

e Im Unteralgorithmus 4.4.2 vom Grad 5 wird die reduzierte Grébnerbasis von
(G) bzgl. >, mit w = (331776, 13824,576,24,1,0,0) ausgerechnet. GG, be-
steht aus fiinf Monomen und fiinf Polynomen mit 64 Monomen. Die Menge
der Leitterme von G, bzgl. dieser Ordnung stimmt mit F, . {iberein.

2. Beispiel redeco8 mit @1 > a9 > x3 > x4 > ¥5 > ug > Tg > X7

e Im 94-ten Schritt, in dem mehrere Komponenten eines dazwischenliegenden
Gewichtsvektors grofler als 23! sind, erhilt man die reduzierte Grébnerbasis I
des gegebenen ldeals bzgl. >, mit

wosz = (906422928, 43862838, 2205348, 124458,9168, 978, 138, 23).

F besteht aus einem Monom und 10 Polynomen mit 65 Monomen. Die Menge
der Leitterme I, . von F bzgl. dieser Ordnung ist:

{130099...252736zF, 667568. .. 186511 25, 667290. . . 082664 ¢ x1%,127050. . . 93286 4z2x1°
N ——

186 Ziffern 187 Ziffern 185 Ziffern 183 Ziffern
120949. .. 8840329021’?, Tug,999578...212352x5,139941...972928x,4,666385...141568 r3,
180 Ziffern 190 Ziffern 192 Ziffern 190 Ziffern
233235...495488x2,317757...622984 21 }.
191 Ziffern 184 Ziffern

e Im Unteralgorithmus 4.4.2 vom Grad 6 wird die reduzierte Grébnerbasis von
(G bzgl. >, mit w = (4084101, 194481, 9261, 441,21, 1,0,0) ausgerechnet.
G, besteht aus sechs Monomen und fiinf Polynomen mit 65 Monomen. Die
Menge der Leitterme von G, bzgl. dieser Ordnung stimmt mit £, {iberein.

3. Beispiel dessin2 mit a >b>c>d>u>v>w>a >y >z

e Im 40-ten Schritt, in dem mehrere Komponenten der zweiten Reprisentati-
on des urspriinglichen Zielgewichtsvektors gréBer als 23! sind, erhilt man die
reduzierte Grobnerbasis F’ des gegebenen ldeals bzgl. > ., mit

wse = (524290, 131073, 32769, 8193, 2049, 513,129, 33,9, 3).

F besteht aus 16 Polynomen. 12 Polynome davon hat 43 Monome und die
anderen Polynome bestehen aus 2, 3, 4 bzw. 6 Monomen. Die Menge der
Leitterme F,, ~ von F bzgl. dieser Ordnung ist:

{2,3669209...44714240°y*, 2476716...268211242y%,5337359. .. 2589568 wy,
418 Ziffern 419 Ziffern 430 Ziffern
5687407 ...0678912xy'2, 5283661 ...3885056 2"y, 3085939. ..98108928y',
424 Ziffern 420 Ziffern 464 Ziffern
4447799 .. 64382464 ww, 2113464 .. 5554022447, 8339624 ...99571712w?,
429 Ziffern 421 Ziffern 428 Ziffern
5764348, ..39673344 v, 4803623 .. .53306112u, 16d,12¢,192b,192144 . .. 132244480 }.

432 Ziffern 431 Ziffern 432 Ziffern
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e Im Unteralgorithmus 4.4.2 vom Grad 7 wird die reduzierte Grébnerbasis von
(G) bzgl. >, mit w = (4826809, 371293, 28561, 2197, 169, 13,1,0,0,0) ausge-
rechnet. G, besteht aus sieben Monomen und sieben Polynomen. Ein Polynom
davon hat zwei Monome und jedes der anderen hat 43 Monome. Die Menge
der Leitterme von G, bzgl. dieser Ordnung ist:

{z,544921...000000w, 158565 . ..135360z2y%,509770... 175104 2:y'2, 284149. .. 256512 zy,

417 Ziffern 399 Ziffern 403 Ziffern 401 Ziffern
138298...850880y'%, 164438 . ..8070402°y%, 189432...710080 2", 544921 ... 000000 v,
445 Ziffern 399 Ziffern 402 Ziffern 417 Ziffern
336371...000000u, 16d,12¢, 622767 . ..000000b,322916. .. 28000004 }.
415 Ziffern 417 Ziffern 416 Ziffern

4. Beispiel benchmarkD1 mit
Ty > X > T3 > Ty > X > Xg > Ty > Tg > Tg > T1g > L11 > T12 -

e Im Tl-ten Schritt, in dem mehrere Komponenten der zweiten Reprisentati-
on des urspriinglichen Zielgewichtsvektors grofier als 23! sind, erhilt man die
reduzierte Grobnerbasis F' des gegebenen ldeals bzgl. >, mit

wro = (1062883, 354295, 118099, 39367, 13123, 4375, 1459, 487, 163, 55, 19, 7).

F besteht aus 17 Polynomen. Ein Polynom davon hat drei Monome und jedes
der anderen hat 25 Monome. Die Menge der Leitterme I, von F' bzgl.

dieser Ordnung ist:

{#2,,2826170974...12215840x 1921125, 50376778 ... 080000 #3212, 38111270. .. 408000 71925, ,
S— S—

3543 Ziffern 3302 Ziffern 3613 Ziffern
49572796 ..350000 17, 1347645909. . . 8255000021 1515, 4752526243 . . 8382368002711,
3762 Ziffern 3532 Ziffern 3296 Ziffern

3205125983. .. 21452800z, 6416243749. .. 1053440023, 8493581914. . . 00000000z ,

3550 Ziffern 3400 Ziffern 3305 Ziffern
4886194706 . . 480000007, 7077984928 . .. 00000000z, 1221548676. .. 1200000025,

3653 Ziffern 3305 Ziffern 3653 Ziffern
4246790957 . . . 000000004, 4886194706 .. 48000000 x5, 8463918370. .. 80000000 x5,

3306 Ziffern 3653 Ziffern 3210 Ziffern
3943125259. . . 200000001 }.

3207 Ziffern

e Im Unteralgorithmus 4.4.2 vom Grad 8 wird die reduzierte Grébnerbasis von
(Gy) bzgl. >, mit

w = (170859375, 11390625, 759375, 50625, 3375, 225,15, 1,0, 0,0, 0)

ausgerechnet. GG, besteht aus acht Monomen und neun Polynomen. Ein Po-
lynom davon hat drei Monome und jedes der anderen hat 25 Monome. Die
Menge der Leitterme von G, bzgl. dieser Ordnung stimmt mit £, iiberein.

5. Beispiel chemkin mit

Cl > Cp >C3>292>232>242>25>Y2 >3 > Yqa>Ys > T3> Xg:
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e Im 40-ten Schritt, in dem mehrere Komponenten der zweiten Reprisentati-

on des urspriinglichen Zielgewichtsvektors gréBer als 23! sind, erhilt man die
reduzierte Grobnerbasis F’ des gegebenen ldeals bzgl. > ., mit

wse = (2391485, 797162, 265721, 88574, 29525, 9842, 3281, 1094, 365, 122,41, 14, 5).

F besteht aus 20 Polynomen. 13 Polynome davon hat 41 Monome, drei Poly-
nom haben zwei Monome und die anderen Polynome bestehen aus 4, 7, 16 bzw.
17 Monomen. Die Menge der Leitterme F, . von F bzgl. dieser Ordnung ist:

{1287846. .. 733280 ysw3 w4, 1759201 . .. 181845 wir,, 6602434 . .. 887420 ys o5, 3594482 ... 923130525,
N———
1791 Ziffern 1766 Ziffern 1766 Ziffern 1780 Ziffern
1651963...321266x2x;, 8658635. .. 412480 zax3°, 3865336. .. 1166720z1°, 3863540. . . 519984 y5 o2,

1776 Ziffern 1811 Ziffern 1975 Ziffern 1790 Ziffern
3008234...009549 5x§, 1219787 ... 0784001/52) ,3938244442785973241431437977856y4,
1768 Ziffern 1917 Ziffern
3938244442785973241431437977856y3, 283926y2,3622800. .. 886080 25, 4248963 . . . 364096 24,
1871 Ziffern 1869 Ziffern
6883320. ..835520 23, 496125264095796 27, 33461 c3, 9ca, 36926¢1 }.
1872 Ziffern

Im Unteralgorithmus 4.4.2 vom Grad 9 wird die reduzierte Grébnerbasis von
(Gy) bzgl. >, mit

w = (214358881,19487171, 1771561, 151, 14641, 1331, 121,11, 1, 0, 0, 0, 0)

ausgerechnet. G, besteht aus neun Monomen und 11 Polynomen. Ein Polynom
davon hat 17 Monome und jedes der anderen hat 41 Monome. Die Menge der
Leitterme von G, bzgl. dieser Ordnung stimmt mit /%, iiberein.



Anhang F

Zeitanalysen

In diesem Anhang présentieren wir Laufzeitanalysen von einigen Algorithmen fiir
ausgewihlte Beispiele. In jeder Tabelle sind die Anzahl der Schritte, der maxima-
le Speicherverbrauch in Kilobyte bzw. Berechnungszeiten in Sekunden eines Algo-
rithmus und auch Prozente des Zeitverbrauchs jeder aufgerufenen Hauptprozedur
abgedruckt, ndmlich InitialForm, ReduziertGB, LiftGB, Reduzierung und Ndchster-
Vektor. In der Spalte inp sind Zeiten (in Sekunden bzw. Prozenten) zur Berechnung
der reduzierten umgekehrten lexikographischen Grébnerbasis des gegebenen Ideals
abgedruckt. Prozente des Zeitverbrauchs der anderen Prozeduren sind in der Spalte
Rest gegeben, etwa zur Kopie eines Ideals und zum Test, ob die bereits berechnete
Grobnerbasis die gesuchte Grébnerbasis ist.

Tabellen 5.6 bzw. 5.7 zeigen, dass im Grébnerwalkalgorithmus die meiste Zeit zur Be-
rechnung der reduzierten lexikographischen Grébnerbasis eines w-homogenen Ideals
gebraucht wird. Diese Tabellen zeigen auch, dass im neuen Grébnerwalkalgorith-
mus die meiste Zeit auf die im letzten Schritt ausgefiihrte Prozedur LiftGB entfillt.
Deswegen geben wir nicht Laufzeitanalysen dieser beiden Algorithmen an.
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B . B.-Zeit (Sek.) Berechnungszeiten (%)
sp. n | Speicher - . n -

inp. total inp. InFo | sGy Lift InRd | NiVe Summe | Rest
qnt2 3 7549 0.00 12.44 0.00 0.08 0.88 10.13 87.86 0.32 99.28 0.72
qnt3 3 762 0.01 0.05 20.00 0.00 0.00 0.00 80.00 0.00 100.00 0.00
tranl 3 1787 0.00 0.09 0.00 0.00 0.00 0.00 66.67 11.11 7778 | 22.22
tran2 3 2300 0.01 0.92 1.09 0.00 2.17 9.78 84.78 1.09 98.91 1.09
ex1 3 1275 0.00 0.13 0.00 0.00 7.69 15.38 61.54 7.69 92.31 7.69
ex2 3 1828 0.02 0.82 2.44 0.00 2.44 13.41 78.05 0.00 96.34 3.66
ex3 3 2348 0.04 0.68 5.88 2.94 0.00 13.24 66.18 2.94 91.18 8.82
exam?7 3 1896 0.03 2.45 1.22 0.00 0.41 11.84 84.49 0.82 98.78 1.22
examl2 3 1275 0.01 0.30 3.33 0.00 0.00 10.00 83.33 0.00 96.67 3.33
rose 3 1787 0.02 1.35 1.48 2.22 4.44 6.67 81.48 0.74 97.04 2.96
nmannl 3 2812 0.00 0.94 0.00 4.26 1.06 17.02 73.40 2.13 97.87 2.13
Iblau 3 29953 3.34 726.56 0.46 0.01 0.11 6.55 92.79 0.00 99.91 0.09
issac97 4 12828 0.05 190.82 0.03 0.00 0.03 | 87.08 12.86 0.01 99.99 0.01
wango 4 7991 0.10 106.67 0.09 0.01 0.04 | 99.55 0.30 0.00 99.99 0.0
cassou 4 780 0.25 0.28 89.29 0.00 3.57 7.14 0.00 0.00 100.00 0.00
casmod1 4 34569 2.56 1956.26 0.13 0.00 0.01 99.76 0.10 0.00 100.00 0.00
examb8 4 1897 0.06 1.76 3.41 0.57 1.14 | 84.09 9.09 1.14 99.43 0.57
examb9 4 13573 0.04 209.24 0.02 0.00 0.03 | 86.59 13.34 0.00 99.99 0.01
exam46 4 2302 0.00 0.27 0.00 0.00 3.70 | 48.15 44.44 0.00 96.30 3.70
examl4 4 4372 0.01 16.16 0.06 0.00 0.00 | 98.64 1.18 0.00 99.88 0.12
noon4 4 2814 0.01 0.42 2.38 0.00 2.38 | 26.19 57.14 0.00 88.10 11.90
vermeer76 | 5 764 0.02 0.06 33.33 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 33.33 | 66.67
cyclich 5 1285 0.02 0.05 40.00 0.00 0.00 | 40.00 20.00 0.00 100.00 0.00
kats5 5 1325 0.01 0.49 2.04 0.00 0.00 | 97.96 0.00 0.00 100.00 0.00
noon5 5 28167 0.04 80.36 0.05 0.14 0.16 | 76.29 22.80 0.12 99.56 0.44
trinksl 6 1349 0.02 1.23 1.63 0.00 0.00 | 95.12 2.44 0.00 99.19 0.81
jhdéinf 6 764 0.16 0.17 94.12 0.00 0.00 5.88 0.00 0.00 100.00 0.00
ecob 6 1277 0.01 0.15 6.67 0.00 0.00 | 80.00 13.33 0.00 100.00 0.00
kats6 6 93527 0.26 1693.62 0.02 0.00 0.00 | 99.90 0.07 0.00 99.99 0.01
s6 6 1277 0.01 0.07 14.29 | 14.29 | 14.29 | 42.86 0.00 0.00 85.71 14.29
MK5 6 119412 0.31 408.02 0.08 0.00 0.00 | 99.27 0.62 0.00 99.97 0.03
s7 7 106816 0.06 496.20 0.01 0.00 0.78 | 99.17 0.02 0.00 99.99 0.01
eco7 7 67774 0.06 361.96 0.02 0.00 0.01 99.90 0.05 0.00 99.98 0.02
redeco? 7 9501 0.02 107.83 0.02 0.02 0.04 | 99.74 0.15 0.01 99.97 0.03

Tabelle F.1: Anzahl der Schritte, maximaler Speicherverbrauch und Berechnungszeiten des Fractalwalkalgorithmus.
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. . B.-Zeit (Sek.) Berechnungszeiten (%)
Bsp. n | Schritte Speicher inp. | total inp. [ InFo | sG, | Lift | InRd | NdVe [ Summe | Rest
qntl 3 198 AM»LQ%V 41182 0.37 1626.87 0.02 0.02 2.10 17.69 80.05 0.02 99.90 0.10
qnt2 3 42 AHm wﬂv 6542 0.00 10.68 0.00 0.09 0.75 9.36 88.95 0.19 99.34 0.66
tran2 3 45 AHO Amv 1787 0.00 0.87 0.00 0.00 2.30 11.49 82.76 2.30 98.85 1.15
ex2 3 42 AHO wwv 1315 0.01 0.60 1.67 0.00 8.33 5.00 81.67 0.00 96.67 3.33
ex3 3 46 AHM MAV 1836 0.01 0.47 2.13 4.26 6.38 12.77 74.47 0.00 100.00 0.00
exam7 3 »w Am wﬂv 1896 0.01 1.75 0.57 0.57 1.71 8.57 87.43 0.00 98.86 1.14
examl2 3 Aﬂ wov 762 0.00 0.21 0.00 0.00 9.52 0.00 85.71 0.00 95.24 4.76
rose 3 AWH wv 1787 0.01 0.96 1.04 1.04 4.17 12.50 77.08 1.04 96.88 3.12
nmannl 3 @» AHH mwv 1787 0.00 0.64 0.00 1.56 3.12 3.12 85.94 1.56 95.31 4.69
Iblau 3 AHH Amv 27897 0.83 694.78 0.12 0.01 0.24 6.50 93.06 0.00 99.93 0.07
mb2430 3 Hmw AHmewv 18764 0.36 376.62 0.10 0.03 0.66 9.49 89.54 0.03 99.84 0.16
mb1390 3 HwH AHw HHMV 10224 0.08 68.44 0.12 0.12 1.27 10.34 87.59 0.16 99.61 0.39
issac97 4 Aw Hﬂv 762 0.01 0.21 4.76 0.00 9.52 9.52 71.43 0.00 95.24 4.76
ubikker 4 mw Awamov 2036 0.08 4.84 1.65 0.00 1.45 7.02 89.46 0.21 99.79 0.21
wango 4 36 Trwwv 1275 0.02 0.40 5.00 2.50 10.00 7.50 75.00 0.00 100.00 0.00
cassou 4 9 Afmv 782 0.25 0.26 96.15 0.00 0.00 0.00 3.85 0.00 100.00 0.00
casmod1 4 29 Awawmv 1591 2.07 3.55 58.31 0.00 4.51 6.76 29.86 0.28 99.72 0.28
examb8 4 35 Awawwv 1275 0.01 0.15 6.67 13.33 0.00 13.33 66.67 0.00 100.00 0.00
examb9 4 19 AML‘NV 762 0.02 0.22 9.09 0.00 18.18 9.09 63.64 0.00 100.00 0.00
exam46 4 55 Amamov 2300 0.00 0.26 0.00 7.69 7.69 19.23 42.31 3.85 80.77 19.23
examl4 4 27 Afw@v 762 0.00 0.25 0.00 4.00 8.00 0.00 80.00 4.00 96.00 4.00
noon4 4 55 Amamov 2300 0.00 0.51 0.00 5.88 5.88 7.84 76.47 1.96 98.04 1.96
noonb 5 161 Ammev 33959 0.02 24.77 0.08 1.98 0.36 11.06 82.80 1.41 97.70 2.30
cycbmodl 5 mmAqunmv 4494 0.08 2.31 3.46 1.73 0.87 6.06 83.98 0.87 96.97 3.03
kats6 6 44 Afﬁwv 1920 0.06 1.53 3.92 0.65 3.27 8.50 79.74 0.00 96.08 3.92
MK5 6 44 Afﬁwv 2028 0.06 1.81 3.31 1.10 3.31 5.52 83.98 2.21 99.45 0.55
cyclicé 6 69 Afmmv 3333 0.37 1.70 21.76 0.59 24.71 25.88 22.35 1.18 96.47 3.53
kats7 7 111 AHLHOV 9511 0.64 68.03 0.94 0.21 0.66 7.28 90.27 0.13 99.49 0.51
s7 7 106 AHLOQV 3341 0.02 0.55 3.64 3.64 27.27 | 32.73 21.82 3.64 92.73 7.27
eco’ 7 46 Afﬁmv 3525 0.02 15.13 0.13 0.00 0.53 3.83 95.11 0.00 99.60 0.40
redeco7 7 48 Afﬁﬂv 1787 0.01 0.36 2.78 8.33 2.78 13.89 69.44 2.78 100.00 0.00
s8 8 202 AHQMOHV 14664 0.05 3.93 1.27 4.83 28.50 26.97 27.99 3.82 93.38 6.62
redeco8 8 wa AH Hva 8586 0.06 8.91 0.67 1.01 1.57 7.41 86.08 1.46 98.20 1.80
examb7 8 A vv 11637 1.84 558.04 0.33 0.01 0.58 5.15 93.85 0.01 99.93 0.07
virasoro 8 64 AH mwv 41346 116.51 181.23 64.29 0.55 3.97 11.95 18.28 0.31 99.35 0.65
dessinl 8 @» AH 45 Hmv 20254 0.58 437.29 0.13 0.00 0.33 2.77 96.73 0.01 99.97 0.03
filter9 9 Tp ﬂ»v 5035 83.74 87.76 95.42 0.08 1.60 0.70 2.10 0.02 99.91 0.09
omdi 9 A v 762 0.19 0.21 90.48 0.00 0.00 0.00 4.76 4.76 100.00 0.00
dessin2 10 Aw 38,9 wv 8946 1.16 66.59 1.74 0.05 5.84 0.00 80.58 11.68 99.89 0.11
bmarkD1 12 @» AH wwv 12358 26.31 423.39 6.21 0.02 1.30 3.19 89.20 0.01 99.93 0.07
1744 12 AH wmv 5067 4.87 6.77 71.94 1.18 5.02 7.98 10.93 1.18 98.23 1.77

Tabelle F.3: Anzahl der Schritte, maximaler Speicherverbrauch und Berechnungszeiten des ersten Alternativealgorithmus.
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