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Summary

Drinfeld modules over global function fields are the analogue of elliptic curves
over the complex numbers.

The theory of Drinfeld modules is highly developed. But there is only one stan-
dard example, namely Drinfeld modules (of rank 2) over the ring of polynomials
F,[T].

In this thesis we introduce an second class of examples: Drinfeld modules of
rank 2 over the affine coordinate ring A = F,[E] of an elliptic curve E/F,. Let
K = Quot(A).

First we collect known results in this situation and introduce objects like the
quotient GL(2, A)\7 of the Bruhat Tits tree 7 described by Takahashi.

Next we merge these results and develop our own. So we can explicitly give the
1-1-correspondence between the vertices of GL(2, A)\7 and the modular sheaves
with trivial determinant of dimension 2 over the scheme of the elliptic curve.
We then consider constant field extensions and the connections between 7 and
GL(2, A)\7 for various constant fields.

Another important result is the description of certain modular forms and functi-
ons. For the Eisenstein series of weight ¢ — 1 and the canonical modular form A
we give the first terms of the Laurent series all cusps. So we can prove that the
GL(2, A)-invariant Eisenstein series of the same weight are linearly independent.
Moreover, we give a formula to calculate the dimension of the space of modular
forms of weight k and type m.

In addition we show that theta functions are GL(2, A)-invariant. Therefore we
define the j-invariants as theta functions. Later we present a power of a j-invariant
as a quotient of certain modular forms and determine the first terms of the
Laurent series of these invariants at the cusp at infinity.






Zusammenfassung

Drinfeld-Moduln iiber globalen Funktionenkorpern sind das Analogon zu ellipti-
schen Kurven iiber den komplexen Zahlen.

Die Theorie der Drinfeld-Moduln ist weit entwickelt. Aber es gibt im gewissen
Sinne nur ein Referenzbeispiel, ndmlich Drinfeld-Moduln (vom Rang 2) iiber dem
Polynomring F,[T]. In dieser Arbeit stellen wir eine zweite Klasse von Beispielen
vor: Drinfeld-Moduln vom Rang 2 iiber dem affinen Koordinatenring A := F[E]
einer elliptischen Kurve. Seien K = Quot(A) und K. die Vervollstindigung von
K an der Stelle Unendlich.

Zunichst stellen wir die bekannten Ergebnissse kurz vor, wie beispielsweise den
Quotienten GL(2, A)\7 des Bruhat-Tits-Baumes 7 zur PGL(2, K), der von
Takahashi beschrieben wurde.

Danach verbinden wir diese Ergebnisse und entwickeln unsere eigenen. Auf diese
Weise erhalten wir explizit die 1-1-Korrespondenz der Knoten von GL(2, A)\T
mit den Modulgarben iiber dem Schema der elliptischen Kurve, die Dimension 2
und eine affin trivale Determinante haben.

Hier untersuchen wir auch die Konstantenerweiterungen von F (£) und die Zu-
sammenhénge zwischen 7 und GL(2, A)\7 fiir verschiedene Konstantenkorper.
Ein zweiter Schwerpunkt ist die Beschreibung von Modulformen. Sowohl fiir die
Eisensteinreihen vom Gewicht ¢ — 1 als auch fiir die kanonische Modulform A
geben wir die ersten Terme der Laurentreihenentwicklung in allen Spitzen an.
Daraus konnen wir dann die lineare Unabhéngigkeit der GL(2, A)-invarianten
Eisensteinreihen gleichen Gewichtes ableiten.

Dariiber hinaus geben wir eine Formel an, mit der sich die Dimension des Raumes
der Modulformen vom Gewicht £ und Typ m bestimmen 148t.

Zudem zeigen wir, dafl die Thetareihen GL(2, A)-invariant sind. Daher definieren
wir die j-Invarianten als Thetafunktionen. Wir stellen die (¢—1)-te Potenz einer j-
Invariante als Quotient zweier Modulformen dar und bestimmen die ersten Terme
der Laurentreihenentwicklung einer j-Invarianten in der Spitze Unendlich.






Einleitung

Die klassische Zahlentheorie beschéftigt sich mit verschiedenen Konstruktionen
iiber dem Korper @ der rationalen Zahlen und ihren zahlentheoretischen Eigen-
schaften oder Bedeutungen.

Ihnen gegeniiber gestellt werden héufig Konstruktionen iiber globalen Funktio-
nenkorpern. Dabei verstehen wir unter einem globalen Funktionenkorper K eine
endliche algebraische Erweiterung des rationalen Funktionenkorpers F,(7) mit
vollem Konstantenkorper IF,,.

Diese Gegeniiberstellung fiihrte zu einem fruchtbaren Wechselspiel. Einige offene
Fragen der klassischen Zahlentheorie sind iiber Funktionenkorpern einfacher zu
beantworten. Dies liefert hdufig Hinweise auf die Struktur des Problems.
Umgekehrt gibt es durchaus Fragen, deren Antworten die klassische Theorie schon
lange kennt, die aber fiir Funktionenkorper weiterhin offen sind.

In dieser Arbeit widmen wir uns einer speziellen Konstruktion in einer speziellen
Situation, den Drinfeld-Moduln vom Rang 2 iiber dem affinen Koordinatenring
einer elliptischen Kurve iiber F,.

Die von Drinfeld 1974 iiber globalen Funktionenkoérpern konstruierten ,ellipti-
schen Moduln®“, wie er sie nannte, tragen heute seinen Namen. Er wéhlte die
Bezeichnung, um die Analogie zu klassischen elliptischen Kurven zu betonen.

Elliptische Kurven und klassische Modulformen

Sei C der Korper der komplexen Zahlen und H := {z € C | Im(z) > 0} die obere
Halbebene. Jeder elliptischen Kurve E iiber C 1483t sich ein Z-Gitter A = Zw + Z
mit w € H zuordnen, so da} C/A bijektiv auf E(C) abgebildet werden kann.
Umgekehrt existiert zu jedem Z-Gitter A eine elliptische Kurve

EMC: =+ g(w)r+ gaw),

bei der die Koeffizienten ¢;(w) und gs(w) von dem gewéhlten Gitter A = Zw + Z
abhéngen.

Zur Losung des Modulproblems ,elliptische Kurven iiber C* betrachtet man nun
die obere Halbebene genauer.
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Auf ihr operiert die Gruppe I' := SL(2,7) durch Mébiustransformationen:

a b az+b . a b
(c d)(z)_cz+d fiir alle (c d)EF,ZGH.

Die Kompaktifizierung von H ist H = H U P}(Q). Die Elemente von H — H
heiflen Spitzen. Auf den Spitzen operiert I' transitiv; die einzige Bahn wird meist
0o genannt.

Interessante Funktionen auf H sind die Modulformen vom Gewicht k fiir I'. Dies
sind auf ‘H holomorphe Funktionen mit vorgegebenem Transformationsverhalten:

f(az+b) = (cz+d)*f(z) fiir alle <Z Z) el.

cz+d

Ist eine Modulform holomorph (meromorph) in den Spitzen, so heifit sie holo-
morphe (meromorphe) Modulform.

Aus dem Transformationsverhalten ergibt sich f(z + b) = f(2) fiir alle b € Z.
Und da T'\P'(Q) nur aus einer Bahn besteht, erhilt man zu jeder Modulform die
Fourierentwicklung

f(2) = fla(2)) = ang”

mit g(z) = €*™*. An dieser Reihenentwicklung lassen sich Null- bzw. Polstellen-
ordnung wie iiblich ablesen.

7Zu den intensiv untersuchten Modulformen zahlen die Eisensteinreihen vom Ge-
wicht k£ € IN:

1
Bi(z)= Y P

a,beEZ
(a,b)#(0,0)

Sie konvergieren lokal uniform und normal auf ‘H und sind fiir £ > 3 holomorph.
Ihre exakte Fourierentwicklung ist bekannt.

Der Raum aller Modulformen ist das Algebrenerzeugnis von E4 und FEjy iiber C.
Da auch ¢;(w) und gs(w) Modulformen sind, lassen sie sich als Ausdriicke in
diesen Eisensteinreihen beschreiben:

91(w) =60 Fy(w) und go(w) =140 Eg(w) .

Mit A(w) == g1(w)? — 27g2(w)? erhalten wir die j-Invariante
g1 (w)’*

j(w):=1728 Alw)

die an oo einen einfachen Pol hat. Sie identifiziert I'\'H mit C und 16st somit das
Modulproblem.
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Drinfeld-Moduln und Drinfeld’sche Modulkurve iiber F (7)

Zahlreiche Veroffentlichungen beschéftigen sich mit dem Analogon der elliptischen
Kurven iiber dem rationalen Funktionenkorper.

In K = F,(T) wird die Stelle mit der Uniformisierenden % ausgezeichnet und
oo genannt. Der zugehorige normalisierte Absolutbetrag wird mit |.| bezeichnet.
Dann ist A = F,[T] der Ring der auerhalb oo ganzen Elemente.

Dem Paar (Z, Q) entspricht nun das Paar (A, K).

Der Korper K wird beziiglich |.| vervollstandigt, der entstandene Korper K s Wird
algebraisch abgeschlossen und |.| darauf fortgesetzt. Nachtrigliches Vervollstandi-
gen fiihrt auf den Korper C, der das Analogon zu C ist. Im Unterschied zur klassi-
schen Situation, dort ist C/R eine Erweiterung vom Grad 2, hat der algebraische
Abschlufl von I?Oo den Grad oo iiber K. ~- Dies ermoglicht es, A-Gitter beliebigen
Ranges in C zu definieren.

Der komplexen oberen Halbebene entspricht die Drinfeld’sche obere Halbebene
Q := C — K. Ihre Kompaktifizierung ist 2 = Q U P!(K).

Nun lassen sich A-Gitter in C vom Rang 2 definieren:

A=Av+A mit we.

Das Analogon zu den elliptischen Kurven sind die Drinfeld-Moduln ¢ vom Rang
2, die durch
¢ =T + g7 + AT* € C{7}

eindeutig bestimmt sind, wobei 7 : z — 2¢ die Frobeniusabbildung ist. Vermoge
dieser Vorschrift verleihen wir der additiven Gruppe G,(C) eine A-Modulstruktur
(dabei ist C{7} der getwistete Polynomring mit der Kommutatorregel 7¢ = ¢47
fir alle ¢ € C).
Jedem Gitter A := Aw + A 148t sich ein Rang-2 Drinfeld-A-Modul ¢* zuordnen,
der durch

=T + g(w)T + A(w)7?

bestimmt ist. Umgekehrt existiert zu jedem Drinfeld- A-Modul vom Rang 2 ein
A-Gitter in C vom Rang 2.

Neben der Drinfeld’schen oberen Halbebene existiert ein zweites Analogon zur
klassischen oberen Halbebene H, der Bruhat-Tits-Baum 7 zu PGL(2, K,).
Den Zusammenhang zwischen 7 und €2 beschreibt eine (geeignet definierte)
Gebdudeabildung \. Deren Definition ist technisch aufwendig.

Sowohl auf 7 als auch auf Q operiert die Gruppe GL(2, A) — auf Q vermoge
Mobiustransformationen —, und die Abbildung A ist vertraglich mit der Quotien-
tenbildung von 7 und Q nach GL(2, A).

Auf der Menge der Spitzen Q —Q operiert GL(2, A) transitiv, die Bahn von Q—Q
nach GL(2, A) wird meist wiederum mit oo bezeichnet. Der Quotientengraph
GL(2, A)\7 ist dementprechend eine Halbgerade.
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Der komplexen Analysis auf H entspricht die (nicht-archimedische) rigide Ana-
lysis auf €. Dazu wird auf Q ein geeigneter Abstandsbegriff eingefithrt. Zudem
werden nur ,,zuldssige“ Uberdeckungen betrachtet. Auf diese Weise ergeben sich
dann geeignete Definitionen von Holomorphie und Meromorphie.

Nun lassen sich auch auf Q Modulformen definieren und zwar vom Gewicht k
und Typ [. Sie sind auf €2 holomorphe Funktionen f mit dem Transformations-
verhalten

flyz) = %J‘(z) mit = <CCL Z) e GL(2,4) .

DaB hier die Determinante in das Transformationsverhalten eingeht, steht durch-
aus im FEinklang mit der klassischen Theorie: bei dieser werden allerdings nur
Matrizen mit Determinante 1 betrachtet.

Holomorphe bzw. meromorphe Modulformen sind nun wiederum solche, die ho-
lomorph bzw. meromorph in den Spitzen sind.

Analog zur klassischen Situation haben die Modulformen vom Typ 0 in der Spitze
oo von GL(2, A)\Q eine Laurentreihenentwicklung. Setzt man

so ist t97! := e!74(2) eine Uniformisierende.

Sollen Modulformen vom Typ [ > 0 in dieser Spitze in eine Laurentreihe ent-
wickelt werden, so ist dies allerdings nur noch fiir ¢, nicht mehr fiir die (¢ — 1)-te
Potenz t9~! moglich. Geometrisch gesprochen weicht man auf eine verzweigte
Uberlagerung der Modulkurve GL(2, A)\Q aus.

Das wichtigste Beispiel fiir Modulformen sind hier wiederum die Eisensteinreihen
vom Gewicht £k =0 mod ¢ — 1:

Eix(z2) = Z (az +b)7"

a,be A
(a,6)#(0,0)

die alle Typ 0 haben. Die Laurentreihenentwicklung dieser Eisensteinreihen ist in
[Gek88] ausgefiihrt.

Der Raum aller Modulformen vom Typ 0 ist das Algebrenerzeugnis von E,_; und
Ep_; iber C.
Die Koeffizienten g(w) und A(w) in ¢ mit A = Aw + A sind
g(w) =(T" = T)Ey1(w)
und  A(w) =(T7 = T)(Ep_, (@) + EX (W) .

Dabei entspricht die Modulform A in gewisser Weise der klassischen Diskriminan-
te, aufgefalt als Modulform. Sie wird zumeist kanonische Modulform genannt.
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Die Funktion j(w) := gtz(lg) ist GL(2, A)-invariant und

j:GL(2,A)\Q = C

ist ein Isomorphismus.
Somit hat das Modulproblem ,,Rang-2 Drinfeld- A-Moduln iiber C* ebenfalls eine
»schlichte® Losung.

Allgemeine Situation

Startet man nun mit einem globalen Funktionenkorper K, der eine echte Erwei-
terung von I (T) ist, so finden sich in der Literatur noch sehr viele strukturelle
Aussagen, aber wenige explizite Berechnungen.

Hier wahlt man in K eine Stelle, die wiederum oo genannt wird. Die Konstruktion
der oberen Halbebene, des Bruhat-Tits-Baums und der Geb&dudeabbildung lassen
sich nun durchfiihren.

Nennt man den Ring der auflerhalb oo ganzen Elemente A, so lassen sich ebenfalls
A-Gitter in C und vom Rang 2 definieren, die Drinfeld-A-Moduln vom Rang 2
entsprechen, und umgekehrt.

Menge und Gestalt der Gitter und der (nicht isomorphen) Drinfeld-A-Moduln
héngen aber stark von der Grofle der Picardgruppe Pic(A) ab. Nimmt diese Grofle
zu, erhilt man immer komplexere Strukturen.

So hat beispielsweise die algebraische Kurve, die das Modulproblem beschreibt,
#Pic(A) viele irreduzible Komponenten.

Hier ist eine Drinfeld’sche Modulkurve die Kompaktifizierung einer dieser Kom-
ponenten, beispielsweise GL(2, A)\Q.

Wie man das Geschlecht einer solchen Kurve berechnet, zeigt Gekeler in [Gek86,
V1.5.8]. Dabei ergibt sich, dafi das Geschlecht der Modulkurve vom Geschlecht
des zugrunde liegenden Funktionenkorpers abhéngt. Ist dieses grofler als 1, so ist
das Geschlecht der Modulkurve grofler als 0.

Jede dieser Modulkurven hat ihrerseits #Pic(A) viele Spitzen, die den Idealklas-
sen entsprechen.

Infolgedessen sind analytische Berechnungen und geschlossene Aussagen nur noch
in einem gewissen Rahmen moglich. In der Literatur ist daher auch die (nahelie-
gende) Tendenz zu beobachten, sich mehr um strukturelle Aussagen und deren
Verallgemeinerungen zu bemiihen. Dies hat zu weitreichenden und tiefgehenden
Theorien gefiihrt wie der, die sich mit T-Motiven oder mit Shtukas beschéftigen.

Uber elliptischen Funktionenkérpern

Ein ,Fall“ blieb bislang noch wenig beachtet, in dem konkrete Rechnungen noch
moglich sind und zu umfassenden Resultaten fiihren.

Wihlt man nédmlich als globalen Funktionenkorper K = F,(E), den Funktio-
nenkorper einer elliptischen Kurve E iiber IF, und darin eine oo-Stelle vom Grad
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1, so hat jede Drinfeld’sche Modulkurve (zur vollen Gruppe) das Geschlecht 0.
Zudem ist der Quotient GL(2, A)\7 ein Baum (hier ist A = F,[E] der affine
Koordinatenring). Daher ist es moglich, die fiir K’ = F,(7") bewiesenen Aussagen
teilweise fiir K = F,(F) analog zu entwickeln.

Dazu greifen wir zahlreiche in der Literatur vorhandene Ergebnisse auf. Einige
allgemeine Resultate zu Drinfeld-Moduln und Drinfeld’schen Modulkurven sowie
zu gewissen Modulformen spezialisieren wir auf unsere Situation.

Andererseits iibertragen wir einige Aussagen und Beweisstrukturen im Fall K =
F,(T) auf den Fall K = F,(E). Insbesondere hier wird ein erheblicher technischer
Mehraufwand notwendig sein, der seinerseits die Grenzen der Berechenbarkeit
aufweist.

Zusammenfassung und Einordnung der Arbeit

Dieser Arbeit liegen insbesondere der Lecture-Notes-Band [Gek86] und der Ar-
tikel [GR96] zugrunde. Dort werden fiir uns zentrale Begriffe und Aussagen fiir
allgemeine globale Funktionenkorper ausgefiihrt und bewiesen.
Beide Arbeiten sind sehr umfassend und greifen viele der nachfolgenden Stich-
worte auf, auch wenn sie nicht jeweils explizit erwédhnt werden.

Daneben enthélt [Hay79] eine intensive Einfithrung in die Drinfeld-Moduln und
ihre Isogenien. Hier entwickelt Hayes die Klassenkorpertheorie fiir globale Funk-
tionenkorper. Er zeigt, dal der Hilbertklassenkorper der Koeffizientenkorper der
Rang-1 Drinfeld-A-Moduln ist, die den Idealen des Ganzheitsrings A zugeordnet
sind.

Spezialisiert auf A = F,[E] werden Vereinfachungen sichtbar, die in der Natur
des Funktionenkorpers liegen.

Die verwendeten analytischen Aussagen sind in [FvdP81] und [GvdP80] umfa-
Bend ausgefiihrt. In beiden Arbeiten wird auch die reine Uberdeckung von Q, die
wir verwenden werden, angefiithrt. Daneben greifen zahlreiche weitere, hier nicht
erwahnte Artikel diese Ausarbeitung auf.

Den Quotienten GL(2, A)\7 mit A = F [E] bestimmt Takahashi in [Tak93] expli-
zit, indem er jedem Knoten eine Matrix zuweist und die Kanten angibt. Dariiber
hinaus bestimmt er zu allen Knoten und Kanten die Stabilisatoren.

Die Menge der Knoten steht in 1-1-Korrespondenz zu (gewissen) Klassen von
Modulgarben der Dimension 2 mit affin trivialer Determinante iiber dem Schema
(X, Ox), das zu der elliptischen Kurve assoziiert ist. (Im folgenden nennen wir
diese Objekte Modulgarben.) In [Ser03] beschreibt Serre die Enden dieses Baumes
explizit. Deren Knoten entsprechen zerlegbaren Modulgarben. Fiir den endlichen
Anteil des Baumes gibt er eine Abschétzung iiber dessen Durchmesser.

In ihrer Dissertation [Til83] klédrt Tillmann, welche unzerlegbaren Modulgarben
es tiber (X, Ox) gibt. Dabei nutzt und erweitert sie intensiv die Arbeit [Ati57] von
Atiyah, in der er dies fiir algebraisch abgeschlossene Konstantenkorper ausfiihrt.
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Wir bestimmen nun die Automorphismengruppen der unzerlegbaren Modulgar-
ben. Dies fiihrt zu einer vollstandigen Zuordnung von Knoten und Modulgarben.
Denn die Stabilisatoren der Knoten sind isomorph zu den Automorphismengrup-
pen der entsprechenden Modulgarben.

Zugleich geben wir einen elementaren Beweis zur Bestimmung der Automorphis-
mengruppen zerlegbarerer Modulgarben. Die Anregung dazu stammt aus der Ar-
beit von Tillmann.

Zudem betrachten wir (quadratische) Konstantenerweiterungen und zeigen, dafl
diese eine Einbettung von Bidumen, die mit der Quotientenbildung vertréaglich ist,
zur Folge haben. Dies fithrt auch zu einer Klassifizierung der elliptischen Punkte.

Auf 7 lassen sich nun Fliisse definieren, die das Wachstumsverhalten von inver-
tierbaren Funktionen auf  beschreiben. Dieser Zusammenhang wurde von van
der Put gezeigt.

Diese Fliisse werden unter Quotientenbildung zu gewichteten Fliissen. In [GR96],
[Gek97a] und [Gek00b] fithrt Gekeler fiir allgemeine globale Funktionenkorper die
Theorie der Thetafunktionen auf Q und GL(2, A)\Q ein und klirt den Zusam-
menhang mit den (gewichteten) Fliissen.

Wir werden zeigen, daf fir A = F,[E] die cuspidalen Thetafunktionen GL(2, A)-
invariant sind.

Damit begriindet sich auch die Definition der j-Invarianten als spezielle The-
tafunktionen. Wir finden némlich #Pic(A) — 1 viele Thetafunktionen, die einen
einfachen Pol in der Spitze co von GL(2, A)\Q und eine einfache Nullstelle in einer
anderen Spitze w haben. Diese nennen wir j-Invariante j,. Diese j-Invarianten
geben eine analytische Parametrisierung von G(A)\Q — C

Wir werden die allgemeine Definition von Modulformen vom Gewicht k£ und Typ
m aus [Gek86] tibernehmen, ebenso wie die Definition von Eisensteinreihen.

In [Gek88] werden zu gegebenem k = 0 mod ¢ — 1 die ersten Terme der Lau-
rentreihenentwicklung der Eisensteinreihe Ej hergeleitet.

In unserer Situation ist die Anzahl der Eisensteinreihen fiir GL(2, A) die Klassen-
zahl h(A) = #Pic(A). Zudem gibt es h(A) viele Bahnen von Spitzen, in denen
es zu einer Eisensteinreihe verschiedene Laurentreihenentwicklungen gibt.
Dennoch lassen sich die Arbeitsansitze aus [Gek88] iibertragen, die Ausfithrung
wird geeignet modifiziert.

Dabei fithren wir auch Normierungsfaktoren ein, die die Rationalitétseigenschaf-
ten gewisser Terme verbessern. Fiir die vorliegende Arbeit ist dieses Vorgehen
zwar nicht erforderlich; aber es erleichtert mogliche Fortfithrungen, die dieser
Arbeit folgen konnten.

Als direktes Resutat erhalten wir die lineare Unabhéngigkeit der Eisensteinreihen
gleichen Gewichtes.

Eine entscheidende Rolle wird die kanonische Modulform A einnehmen, ebenso
wie die Modulformen A,, wobei n ein Ideal in A = F[E] ist.
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Im Falle eines beliebigen Funktionenkérpers entwickelt Gekeler in [Gek86] in ei-
nem beliebigen Punkt von Q — Q eine Produktdarstellung sowohl fiir A als auch
fiir A,. Der technische Aufwand dieses Abschnittes ist sehr hoch. Mafigeblich fiir
unsere Arbeit ist die Spezialisierung auf A = F,[E].

In [Cor97] bestimmt Cornelissen fiir A = F,[T] die Dimension des Raumes der
Modulformen zu gegebenem Gewicht k£ und Typ [. Dabei greift er eine Anregung
aus [Gek86] auf. Die Ausfithrung nutzt wesentlich die Modulformen E,_; und A.
Die Vorgehensweise ld8t sich auf den Fall A = F,[E] tibertragen. Im Beweis
benutzen wir wesentlich die Laurentreihenentwicklung der entsprechenden Eisen-
steinreihe und von A.

Dabei stellt sich heraus, dafl der Raum der Modulformen vom Gewicht ¢ —1 und
Typ 0 die Dimension h(A) + ¢* — 2¢ hat. Wir haben h(A) viele Basiselemente
berechnet, ndmlich die G(A)-invarianten Eisensteinreihen vom Gewicht ¢ — 1.
Die noch fehlenden Basiselemente héngen zumindest ihrer Anzahl nach nur noch
vom Korper F, und nicht mehr von der gewéhlten elliptischen Kurve ab. Sich
mit dieser ,, Liicke* zu beschéftigen, wére eine mogliche Fortfiithrung der Arbeit.

Schliefllich kénnen wir die (¢ — 1)-te Potenz der j-Invarianten j, als Quotient
zweier Modulformen schreiben:

A
-1 — Hw) —
ja const(w) .

wobei das Ideal p von der Wahl von w abhéngt (und umgekehrt). Die Konstante
const(w) bestimmen wir exakt.

Zu j,, erhalten wir daraus in der Spitze oo von GL(2, A)\Q bis auf einen Vorfaktor
die ersten Terme der Laurentreihenentwicklung.

Kapiteliiberblick

Wir werden uns zu Anfang mit elliptischen Kurven iiber F, beschéftigen. Die
zahlreichen konkreten Rechnungen in den folgenden Kapiteln erfordern, daf wir
die arithmetischen Eigenschaften der elliptischen Kurve gut kennen. So werden
wir beispielsweise zu jedem Primideal vom Grad 1 eine Uniformisierende und das
inverse Ideal bestimmen.

Kapitel 2 ist ein zweites einfithrendes Kapitel. Hier stellen wir die Fakten zur Drin-
feld’schen oberen Halbebene, zu Drinfeld-Moduln und zu den Drinfeld’schen Mo-
dulkurven kurz vor. Wir geben eine spezielle (reine) Uberdeckung an und ordnen
ihr den Schnittgraphen zu, der dem ungerichteten Bruhat-Tits-Baum entspricht.

Zentrale Themen in Kapitel 3 sind Gitter und Modulgarben.

Zunéchst bestimmen wir explizit [somorphismen zwischen Gittern. Anschlieend
skizzieren wir die Ergebnisse von Tillmann. Im Abschnitt 3.3 geben wir eine kurze
Einfiihrung iiber den Zusammenhang des Bruhat-Tits-Baumes und O..-Gittern.
Zudem zitieren wir die Aussagen von Takahashi.
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Damit lassen sich nun die Modulgarben der Dimension 2 klassifizieren. Hier wie-
derum zitieren wir zunéchst die Ergebnisse aus [Ser03]. In einer Folge kleine-
rer Lemmata berechnen wir nun die Automorphismengruppen der Modulgarben.
Hierbei verwenden wir vornehmlich Mittel der linearen Algebra. Die Idee, in die-
ser Weise vorzugehen, haben wir bei Tillmann aufgegriffen. Sie zeigt auf diese
Weise die Unzerlegbarkeit gewisser Modulgarben.

In Kapitel 4 stellen wir zunsichst den Zusammenhang von € und 7 dar. Dann
gehen wir niher auf die Quotientenbildung 7 — GL(2, A)\7 ein. Mit diesem
Wissen kénnen wir nun die Auswirkung einer Konstantenerweiterung F/F,,
d € N> betrachten. Seien A’, K’, 0 und 7’ die Objekte, die wir nach Konstan-
tenerweiterung erhalten. Die Einbettung GL(2, A)\7 — GL(2, A")\7" erhalten
wir aus der Betrachtung der entsprechenden Modulgarben. Wir zeigen die Kom-
mutativitat von

T — T’

| |

G(A\T —— G(AN\T'
und erhalten eine Vertréiglichkeit mit der Gebédudeabbildung.

Das umfangreichste Kapitel ist das fiinfte. Zunéachst definieren wir hier Modul-
formen. Anschlieffend untersuchen wir sowohl die Eisensteinreihen als auch die
kanonische Modulform A. Die Herleitung der ersten Terme der Laurentreihenent-
wicklung in den Spitzen ist vor allem technisch aufwendig und umfafit sehr viele
langliche Rechnungen, was nicht unerheblich zur Seitenzahl beitrigt.

Erst anschlieBend bestimmen wir allgemein den Divisorgrad einer Modulform von
vorgegebenem Gewicht und Typ.

Der Beweis der Formel, mit der sich die Dimension des Raumes der Modulformen
vom Gewicht k£ und Typ [ berechnen 148t, beschéftigt uns in Abschnitt 5.4.

Der letzte Abschnitt ist der Interpretation von 797! als Quotient von Modulfor-
men gewidmet.
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Kapitel O

Notationen

Im Vorfeld legen wir nun einige Notationen fest. Diese und alle weiteren kapi-
teliibergreifenden sind der besseren Ubersicht wegen noch einmal im Symbolver-
zeichnis am Ende der Arbeit aufgefiihrt.

Bijektionen machen wir durch — kenntlich, Isomorphismen durch —.

IN bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne die 0).

I, ist der Korper mit ¢ Elementen der Charakteristik p.

F, bezeichnet einen fixierten algebraischen Abschluf von F,,.

P™(K) ist der projektive Raum der Dimension n + 1 iiber einem Korper K.
a, b,...,p, q sind stets Ideale.

Nach Bourbaki [Bou65, 2.3.] kdnnen wir jedem Ideal a eines Dedekindringes einen
Divisor zuordnen, diesen bezeichnen wir mit div(a). Ublicherweise schreiben wir
Divisoren als D, P, ...

0.I. Bemerkung. Bei der Zuordnung a — div(a) gehen wir wie iiblich von einer
multiplikativen zu einer additiven Struktur iiber und betrachten dann die Ideale
selbst auch als Divisoren, eine genauere Beschreibung dieser Zuordnung wird in
(1.3.) fiir unsere spezielle Situation angefiihrt.

G(R) = GI(2, R) bezeichnet die Gruppe der reguldren (2 x 2)-Matrizen eines
kommutativen Ringes R. Mit Z(R) bezeichnen wir das Zentrum von G(R).

Das Symbol RS(G/ H) bezeichnet ein Repriisentantensystem der Aquivalenzklas-
sen von G modulo H. Elemente von G/H bezeichnen wir mit [g], wobei g € G
ist.

Unter einem Graphen G verstehen wir stets einen einfachen Graphen. Seine Kno-
tenmenge bezeichnen wir mit Vert(G) und seine Kantenmenge mit Edge(G). Wir
schreiben auch G = (Vert(G), Edge(G)). Sind die Kanten des Graphen orientiert,
so schreiben wir Edge™(G).

Kanten, auch ungerichtete, schreiben wir stets als geordnetes Tupel e = (v, w),
orientierte Kanten € = (v, w) haben den Ursprung o(€) = v und den Endkno-
ten t(€) = w.



D) Notationen

De facto beschiftigen wir uns stets mit Bdumen. In Anlehnung an das Wort
» Tree“ bezeichnen wir diese mit 7" oder 7.

0.I1. Verweise.
Interne Referenzen sind stets in der Weise zu verstehen:
(i) Mit (z.) wird das Kapitel x bezeichnet,

(ii) ein Abschnitt y in Kapitel z mit (z.y.),

(iii) Definitionen, Sétze, Beispiele usw. haben eine dreistellige Nummer (z.y.z),
wobei auch hier x das Kapitel und y den Abschnitt bezeichnet, z wird
fortlaufend innerhalb eines Abschnittes gezéhlt.

Zusétzlich im Index aufgenommen sind die Stichpunkte ,,Standardbeispiel“ und
, Vereinbarung“. In letzteren werden globale Notationen festgelegt. Diese sind
auch im Symbolverzeichnis festgehalten.



Kapitel 1

Elliptische Kurven

Wir wollen in den folgenden Kapiteln Drinfeld-Moduln {iber elliptischen Grund-
ringen betrachten. Daher gehen wir in diesem Kapitel auf die geometrische und
zahlentheoretische Beschreibung von elliptischen Kurven iiber endlichen Koérpern
ein.

Eine elliptische Kurve ist eine projektive, vollstédndige, nichtsinguldre Kurve vom
Geschlecht 1 mit Basispunkt, d.h. einem (ausgewéhlten) Punkt vom Grad 1.
Nach [Sil86, I11.3.1.] ist jede elliptische Kurve isomorph zu einer in Weierstrafiform
gegebenen Kurve. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper L geniigen die
Punkte (zo : ;1 : x9) € P?(L) einer solchen elliptischen Kurve einer Gleichung

(XY, 2)=Y?Z 4+ a, XY Z +a3sYZ* - X® — ayX*Z — ay X Z* — agZ® = 0

mit ay,...,ag € L.
Die Bedingung der Nichtsingularitdt driickt sich nun darin aus, daf§ die Diskri-
minante

Disk(ay, ..., as) = 288a4aza¢ + alasas + 144asa,a6as — 64a3 — 96a2a,as

+ T2a%agay + 16a2a? — 43242 — 27a3 + ata? — 30a4a2a’
+ 8agaial — aSag + T2aza4a3 — 216aga3 — 64asag + aja’

— 16a§a§ + 36a2a§a1 + 8a2a4a3ai’ — aQaga‘f + 16a§a4a3a1

— 8aja3al + 36agaza; — 48ajasa; — 12ajasag
ein isobares Polynom vom Grad 12 in den a;, auf a4, ..., ag nicht verschwindet.
In dieser Form hat die Kurve den Basispunkt oo := (0:1:0).
Ublicherweise ([Sil86, I11.1]) beschreibt man eine elliptische Kurve jedoch durch

eine affine Gleichung. In der obigen Gleichung setzen wir dazu x = % und y = %
und erhalten die (iibliche) Weierstrafigleichung
fe(z,y) =y* + a1zy + asy — 2° — apa® — ayr —ag = 0 . (1.0.1)

In den projektiven Raum werden die Losungen dieser Gleichung vermoge

(x1,29) +— (21129 : 1)

3
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eingebettet, das Symbol oo stellt auch hier den Basispunkt dar.
Nun konnen wir eine fiir diese Arbeit angemessene Definition einer elliptischen
Kurve angeben.

1.0.2 Definition. Eine elliptische Kurve E dber I, ist gegeben durch die Punkt-
menge

—2
E:={(z,y) € ¥, | fe(z,y) =0} U{oc},
wobei fr ein wie in (1.0.1) gegebenes, absolut irreduzibles Polynom mit Koeffizi-

enten ay,...,as € F, und Disk(ay,...as) # 0 ist. Hdaufig schreiben wir E/F,,
um zu betonen, dafs die Kurve tiber dem Korper I, definiert ist.

Fiir jeden Zwischenkorper F, C F' C Fq ist eine elliptische Kurve E/F, auch
iiber F' definiert.

1.0.3 Bemerkung. Ist char(IF,) # 2, 3, so konnen wir die elliptische Kurve auch
durch
felr,y)=y* -2~ Az - B, ABEeF,,

beschreiben, im weiteren setzen wir in solchen Féllen a; = as = a3 = 0.
Die Gleichung liefert genau dann eine elliptische Kurve, wenn das Polynom
2% + Az + B keine doppelten Nullstellen hat.

1.0.4 Vereinbarung. Mit E bzw. E/F, bezeichnen wir nun stets eine elliptische
Kurve, die vermdge einer Weierstrafigleichung (1.0.1)

fe(z,y) = Y? + ayzy + azy — 2° — agx® — agx — ag = 0

gegeben ist, wobei die ay, . . ., ag in ¥, liegen mit Disk(ay, . .., as) # 0 und fr(x,y)
absolut vrreduzibel ist.

Durch geeignete Koordinatentransformation (vgl. [Sil86, III.1. und A.1.1.])
konnen verschiedene der Koeffizienten a; auf 0 oder 1 gesetzt werden. Wir brau-
chen deshalb nur die Fdlle zu betrachten:

(a) char(F,) # 2:
fe(z,y) =y —g(x), wobei g(x) =2+ ayx® + ayx + ag
keine mehrfachen Nullstellen besitzt.
(b) char(F,) = 2 und j-Invariante j(E) = 0:
fe(z,y) =v* +asy + 2% + asx +ag  mit ag #0 .
(¢) char(F,) =2 und j(E) # 0:
fe(r,y) =y* + oy +2° + axx® +ag mit ag #0 .

Im folgenden nehmen wir stillschweigend an, daf$ einer dieser Fille vorliegt.



1.1. Arithmetik elliptischer Kurven )

1.1 Arithmetik elliptischer Kurven

Sei nun E/F, eine elliptische Kurve.

Da wir auf zahlentheoretischer Seite auch Konstantenerweiterungen betrachten
wollen, definieren wir die verschiedenen Objekte in allgemeiner Form.

Fiir jeden Zwischenkérper F, C F C I, setzen wir

B(F) == {(a,y) € F*| fo(.y) = 0} U {oc} . (L1.1)

Ist F =T, so ist dies die Punktmenge der elliptischen Kurve. Fiir F C F, ist
dies die Menge der F'-rationalen Punkte.

Die Punktmenge E(F') ist eine Gruppe beziiglich der Addition, wie sie in (1.1.2)
beschrieben ist. Das neutrale Element beziiglich dieser Verkniipfung ist der Ba-
sispunkt oo. Ist F, C F C F' C F,, dann ist E(F) eine Untergruppe von E(F")
(vel. [Sil86, T11.3.6.]).

1.1.2 Algorithmus (Gruppengesetz). (vgl. [Sil86, I11.2.3]) Sei Py = (zo, %o)
ein Punkt der elliptischen Kurve E/F,. Dann ist

—Py = ($0, —Yo — a1y — a3) .

Sei nun
P+ P =P mitP, = (:E,,y,) S

Fiir x1 = 29 und y; + yo + a121 + az = 0 ist
P1+P2:OO .
Fir 1 = 2o und y; + y2 + a1 + ag # 0 setzen wir

\ 31‘% + 2a9x1 + a4 — a1 o —xi{’ + agx1 + 206 — asyy
. 2y1 + a1y + ag ’ . 2y1 + a1y +as

fiir 1 # o
\ = Y2— U _ Y1T2 — Yoy
= 14 —

$2—$1’ T2 — 7

und erhalten
T3 :)\2+a1)\—a2—x1—x2 s

ygz—(>\+(11>373—y—61,3.

1.1.3 (2-Teilungspunkte). Offensichtlich gilt unter Verwendung der Vereinba-
rung (1.0.4):
(a) fir char(F,) # 2

(o, B) ist 2-Teilungspunkt < —f =0 < =0,
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(b) fiir char(F,) =2 und j(E) =0
(o, B) ist 2-Teilungspunkt < f+a3 =0 < a3 =0,

d.h. eine solche Kurve hat wegen a3 # 0 keine nichttrivialen 2-Teilungs-
punkte,

(c) fiir char(F,) =2 und j(E) # 0
(e, B) ist 2-Teilungspunkt < g+a=p < a=0.
1.1.4 Definition. Der Dedekindring F[E] := Flx,y]/(fe(z,y)), wobei
fr € F [z, y] als Polynom dber F betrachtet wird, heifst affiner Koordinatenring

der elliptischen Kurve E/F, sein Quotientenkirper F(E) := Quot(F[E]) der
Funktionenkorper der elliptischen Kurve E/F.

1.1.5 Bemerkung. (i) Ist E iiber F' definiert, so ist F' der volle Konstan-
tenkorper der Kurve ([Sti93, VI.1.3.]).

(ii) Fiir die affinen Koordinatenringe und ihre Quotientenkorper gilt (vgl.
[Sti93, T11.3] oder [Lor97, VII.4.16.])

F[E] = F -F,E] baw. F(E)=F -F,(E).

Jeder endliche F-rationale Punkt P = (o, 3) € E(F) — {co} definiert eine Be-
wertung auf F(FE):

1.1.6 Proposition. ([Lor97, 111.5.5]) Sei (o, 3) € E(F)—{oo} ein F-rationaler
Punkt. Dann ist das Ideal p = (v — o,y — §) C F[E] mazimal und definiert eine
Bewertung v,. Der Ring

Op(F) :={h € F(E) [ vp(h) = 0}

ist ein diskreter Bewertungsring beziiglich der Bewertung v, mit mazimalem Ideal

pO,(F).
1.1.7 Lemma. Eine Uniformisierende zu pOy(F') ist
thi=y—[.
Zudem ist
a
2, —(a,p8)=(a.p)

Beweis. Nach [Lor97, 11.8.6] ist © — o oder y — 3 eine Uniformisierende von
(x —a,y — B)Ou(F). Sei —(a, ) =: (r, '), dann ist (vgl. (1.0.4))

vp(x_a):{l, @8 # (@)
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(i) im Fall (a)

(y=05)(y—p)=g(x) —g(a)
:x3+a2x2+a4x+a6—a3—a2a2—a4a—a6
= (x — a)(2® + (ay + o)z + o + aa + ay)

(ii) im Fall (b)

(y—B)-(y—B) =azy +2° + ayx + ag + a3 + o + ayra + ag + azy + azf

= (v —a)(@® + oz + a® + aya + ay) ,
(iii) im Fall (c)

(y=8)-(y—pB)=ay+2°+aa’+af + o’ +aa’+ay+af
= (z —a)(@®+ (az + @)z +y + &* + aza) .

Allgemein ist also (y — 5) - (y — ') = (x — @) - go(x, y) mit
Go(T,y) = 2% + (a2 + @)z + a1y + o* + asa + ay .

Da die Kurve nichtsingulér ist, ist vy(ga(z,y)) = 0.
Ist nun 8 # [, so ist vy(y — B') = min{v,(y — B),v,(8 — 3')} = 0. Fiir g =
erhalten wir vy(x — o) =2 vy(y — ) = 2. O

Der Zusammenhang zwischen beliebigen maximalen Idealen und Punkten der
elliptischen Kurve ergibt sich aus den folgenden zwei Propositionen.

1.1.8 Proposition. ([Lor97, VII.2.5]) Seip C F[E] ein mazimales Ideal. Dann

existiert ein Punkt (p,v) € E(F,), so daf$ gilt:
Die Abbildung

w(u,u) : F[E] — Fq
f@y) — fl,v)
hat den Kern ker(i,,)) = p.

Fiir einen F-rationalen Punkt (o, §) ist ker(y(a,5)) = (x —a,y — ) (vgl. (1.1.6)).

1.1.9 Proposition. ([Lor97, VII.3]) Die Galoisgruppe Gal(F,/F) operiert mit
endlichen Bahnen auf der Menge der mazimalen Ideale (bzw. der Bewertungen)
von Fy[E] (bzw. F,(E)). Jeder Bahn B von mazimalen Idealen wird in wohlbe-
stimmter Weise ein mazimales Ideal p C F[E] zugeordnet, namlich p = PNF[E],
wobei P € B ein beliebiges Element ist. Umgekehrt gilt
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Anschaulich wird dies durch das folgende kommutative Diagramm beschrieben,
wobei P,y in (1.1.8) definiert ist:

~

E(Fq) — {oo} (o) oy —2) MaX(Fq [E£])
P
| [
BN FE]
(E(Fy) — {o0})/Gal(F,/F) ~ Max(F[E])

Bahn von (p,v)—ker(1(,,.))

FEiner Bewertung von F(E) mit zugehorigem maximalen Ideal p entspricht somit
die Menge der Punkte, die zu den mazimalen Idealen in der Zerlegung von pIF [ E]
korrespondieren.

Somit haben wir nun alle ,endlichen“ Bewertungen beschrieben. Dem Punkt co
entspricht ebenfalls eine Bewertung.

1.1.10 Definition/Proposition. ([Koc97, 5.8])

(i) Als Uniformisierende an oo wdhlen wir

die Bewertung an oo bezeichnen wir mit vo,. Dann ist

Uoo(T) = =2 und vy(y) =—3 .

(i) Ahnlich wie im Fall des rationalen Funktionenkirpers fassen wir v auch
als ,megative“ Gradfunktion auf: Zu g € F(E) ist

deg(g) = —ve(9g) -

1.1.11 Bemerkung. Aus fg(z,y) = 0 ergibt sich fiir y* ein Ausdruck in z, y
und xy. Daher kénnen wir jedes Element des Ringes F[E] in eindeutiger Weise in
eine Summe mit Termen geraden Grades und eine Summe mit Termen ungeraden
Grades zerlegen. Dies erlaubt uns die Beschreibung

Ebenso ist es moglich die einzelnen Terme eines ,, Polynoms® in F[E] eindeutig
dem Grade nach auf- oder absteigend zu sortieren, denn es ist

FIE|=F®Fx®Fy® F2> @ Fry®Fy® + ... .

Der Grad eines Elementes 148t sich also leicht bestimmen. Insbesondere erhalten
wir direkt, daf es in F'[E] kein Element des Grades 1 gibt.
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Ebenso konnen wir die Elemente eines Primideals leicht dem Grade nach sortiert
aufzahlen:
1.1.12 Lemma. Sei (o, 3) € E(F) — {oc}. Dann ist
(r—a,y—0)=(r-a)Fl] @ (y - B)Fla],
d.h. jedes Element f(z,y) € p besitzt eine eindeutige Darstellung
f(x,y) = (x —a)filz) + (y = B)fa(x) mit fi, fr € Flz] .
Beweis. Es ist F[E] = F[z] + yF[z], und damit ist
p=(z—a)Fla]+ (¢ — a)yFla] + (y = O)F[a] + (y — By Fla] .

Aus dem Beweis zu (1.1.7) wissen wir, dafl zu («a, ), (o, 5) € E(F) — {0}

y =B+ By + 80 = (y—B)y—F) = (¢ - a)ga(z,y)
ist, und somit ist
(y—=PRy=y"~By=y"—py—By+ 066+ 05y 66
= (z = a)galz,y) + B'(y — B) -
Also ist (y — B)yF[z] C (x — a)Fz] + (y — B) F[z].
Ist nun h(z) € F[z], dann ist
(z—a)yh(z) = (x — a)Bh(x) + (y — B)(x — a)h(z) € (x —a)Fla]+ (y — ) Fla] .

Daraus ergibt sich p = (x — o) F[x] + (y — B) F[z].
Zudem ist (x — o) Flz] N (y — B)F[z] = {0}. O

SchliefSlich benotigen wir hier noch einige Bezeichnungen, die in den beiden fol-
genden Definitionen festgelegt werden.

1.1.13 Definition. (i) Zu jeder normierten diskreten Bewertung v, von F'(E)
erhalten wir neben dem Bewertungsring Op(F') und der Stelle, also dem
mazimalen Ideal pO,(F'), auch den Rest(klassen)korper

R(p) = Op(F) [pOy(F) .

Hdufig schreiben wir auch k(P) = k(p), falls P zu dem mazimalen Ideal
pO,(F) korrespondiert; dabei ist P eine Bahn von Punkten der elliptischen

Kurve unter der Operation von Gal(F,/F).

Des weiteren setzen wir

deg(pOy(F)) = deg(p) = [r(p) : F] .
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(i) Die Menge aller Stellen von F(E) bezeichnen wir mit P(F(E)).

1.1.14 Vereinbarung. Die Elemente der Stellenmenge bezeichnen wir zumeist
mit p. Dabei kann p = oo sein. Ist p # 0o, so erhalten wir jetzt eine Doppelbedeu-
tung des Symbols p, das sowohl ein Primideal in F[E] als auch eine Stelle, also
ein mazimales Ideal eines lokalen Ringes, bezeichnet. Zugleich aber besteht zwi-
schen diesen beiden Objekten ein eineindeutiger Zusammenhang. Daher werden
wir im folgenden endliche Stellen auch direkt mit den zugehdérigen Primidealen
aus F|E] bezeichnen.

1.1.15 Definition. Seien F, C F C F' C F, mit endlichem Grad [F' : F] und
a C F'[E] ein Ideal. Dann definieren wir die Norm von a in der Konstantener-
weiterung F'/F durch

N () =Ny @ = [[ o).

oeGal(F'/F)

Wir werden viele Aussagen an einem ,,Standardbeispiel“! darstellen. Es bietet
sich an, es an dieser Stelle einzufiihren.

1.1.16 Standardbeispiel. Wir betrachten die elliptische Kurve
E/Fs:  fo(z,y) =y’ -2’ —=.

Nachrechnen liefert E(F3) = {(0,0), (2,1), (2,2), co}; dabei ist der Punkt (0, 0)
in gewisser Weise ausgezeichnet, denn er ist der einzige 2-Teilungspunkt, d.h.
2-(0,0) =(0,0) + (0,0) = oo (vgl. (1.1.3)).

Die Gruppenstruktur von E(F3) ist somit bereits bestimmt: F(F3) = Cy, die
zyklische Gruppe mit vier Elementen.

Einzig die Gleichung fz(1,y) = y*> — 2 = 0 hat keine Losung iiber F3, da in
diesem Korper 2 kein Quadrat ist.

Sei w Nullstelle des Polynoms T?% + 1 € F3[T)], dann ist Fg = F3(w). Wir erhalten
16 Fg-rationale Punkte, diese fassen wir als Bahnen unter Gal(Fo/F3) zusammen:

{(0,0)}, {2, D}, {(2,2)}, {oc},
{(1,w), (1,20)}, {(w,0), (2w, 0)}, {(w+1,2w), 2w+ 1,w)},
{(w+2,1), 2w+ 2, 1)}, {(w+2,2), 2w+2,2)}, {(w+1,2w), 2w+ 1,w)} .

Jede dieser Bahnen ist stabil unter Gal(F3/Fy).
Betrachten wir nun speziell die Bahn {(w,0), (2w,0)}, so erhalten wir fiir die
korrespondierenden maximalen Ideale

(.T - w7y> N ]F3[E] = (SE - 2w7y) OFB[E] = (‘TQ + 17y> )

ein maximales Ideal vom Grad 2 in F3[E].

lals Stichwort im Index aufgenommen



1.2. Schema zu einer elliptischen Kurve 11

Ehe wir die zahlentheoretische Betrachtung des Funktionenkorpers F'(E) fortset-
zen, nutzen wir die obigen Aussagen, um das Schema zu einer elliptischen Kurve
E/F zu beschreiben.

1.2 Schema zu einer elliptischen Kurve

Eine Einfiihrung in die Theorie der Schemata findet sich in [EH00]. Hartshorne
widmet dem Schema zu einer elliptischen Kurve den Paragraphen [Har77, IV 4.].

Ein Schema ist ein Paar (X, Ox), das aus einem topologischen Raum X und einer
Strukturgarbe Ox besteht.

Sei nun E eine elliptische Kurve iiber F,, wie sie in (1.0.4) definiert ist, und
F, C F C F, ein Zwischenkérper. Da wir mit verschiedenen Konstantenkorpern
arbeiten, beriicksichtigen wir dies in unserer Notation und bezeichnen das F'-
Schema zu E/F mit (X/F,Ox/p).

Die Punkte des topologischen Raumes X/F lassen sich nun auf verschiedene
Weisen beschreiben.

Einerseits entspricht jeder abgeschlossene Punkt von X/F genau einer Bahn von

E(F,). Diese Beschreibung wéhlt Lorenzini in [Lor97, VIL.4.17].

Andererseits entsprechen die Bahnen von E(F,) in eineindeutiger Weise den Stel-
len von F(F) und somit den maximalen Idealen von F[E] zuziiglich des Ideals
Moo

Wir wéhlen hier nun die Beschreibung durch die Stellen, die uns eine in gewis-
ser Weise glatte Benennung der Objekte erlaubt (wir benotigen keine Fallun-
terscheidungen) und zugleich der klassischen und intuitiven Beschreibung durch

maximale Ideale sehr nahe kommt (vgl. (1.1.14)).
1.2.1 (Topologischer Raum). Der topologische Raum X/F besteht aus
(i) dem generischen Punkt &, der der trivialen Bewertung entspricht, und

(ii)) den Punkten p, wobei p € P(F(F)) die Menge der Stellen von F(FE)
durchléuft.

Die zugrunde liegende Topologie ist die Zariski-Topologie mit den abgeschlosse-
nen Mengen

0, X/F, AcCX/F —{£}endlich ;

die offenen Mengen sind die Komplemente der abgeschlossenen Mengen. Insbe-
sondere enthélt jede offene nichtleere Menge den generischen Punkt &, und der
Abschlufl des generischen Punktes ist der ganze Raum.

Die offene Teilmenge Spec(F[E]) = X/F —{oo} ist der topologische Raum des af-
finen Schemas der elliptischen Kurve, das haufig selbst mit Spec(F'[E]) bezeichnet
wird.
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1.2.2 (Strukturgarbe). Die Halme der Strukturgarbe sind
(i) im generischen Punkt ¢ der Korper F'(E) und
(ii) in einem abgeschlossenen Punkt p der diskrete Bewertungsring O,(F).

Fiir jede offene Teilmenge U C X/F ist

Ox/p(U) = () Op(F) .

pelU

Sind V. C U C X/F offene Teilmengen, so ist die Restriktionsabbildung die
Einschrinkungsabbildung auf Ringen

resy,v - Ox/F<U) — Ox/F(V) .

Wir erhalten nun beispielsweise Ox,p(X/F — {o0}) = F[E].
Die Einschrénkung (X/F—{oo}, Ox/r | x/F-{cc}) ist nun gerade das affine Schema
von F/F.

Das Schema (X/F,Ox/r) ist noethersch, reduziert, irreduzibel und integer, d.h.
es existiert eine endliche offene Uberdeckung durch affine Schemata, deren Struk-
turgarben aus noetherschen, nullteilerfreien Ringen bestehen.

1.2.3 Bemerkung. (i) Wir koénnen jedes Element g € F(E) als ,,Funktion®
auf einer offenen Teilmenge von X/F — {{} betrachten. Dabei ordnen wir
g im Punkt p € X/F — {¢} den Wert g(p) € r(p) zu. Die obigen Identifi-
kationen sind dabei so zu verstehen, daf fiir jede offene, affine Teilmenge
U C X/F jedes Element g € Ox,p(U) eine solche ,Funktion® induziert,
die allerdings von Punkt zu Punkt wechselnde Wertebereiche haben kann.
Solche g heilen requldre Funktionen oder Schnitte auf U. Eine global re-
gulire Funktion, ein globaler Schnitt also, ist eine auf ganz X/F reguldre
Funktion.

(ii) Zu jedem Kérperturm F, C F C F' C F, liBt sich ein Morphismus
(X/F,, OX/F’) — (X/F, OX/F)
konstruieren.

1.2.4 Standardbeispiel. Fiir die Bezeichnungen verweisen wir auf (1.1.16). Ab-
geschlossene Punkte von X/F3 sind beispielsweise p = (x,y) und q = (2% +1,y).
Die Halme von O in diesen Punkten sind

(’)p:{£|f,heF[E], hgép} baw. (’)q:{£|f,heF[E], h¢q} .
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1.2.5 Vereinbarung. Von nun an gehen wir davon aus, daf$ wir eine elliptische
Kurve

E/F,: fe(z,y) = v* + a1zy + asy — 2° — apax® — agr — ag = 0

fest gewdhlt haben, wobei einer der Fille (a), (b), (¢) aus (1.0.4) vorliegt, und
fiihren die abkiirzenden Schreibweisen

A =F,E], K =F,/(F)

ein. Zu einer Stelle p € P(K) bezeichnet I?p die Vervollstindigung von K
beziiglich der Bewertung vy,. Die Vervollstdndigung von O, C I?p bezeichnen wir
mat @p.

Das F,-Schema zu E bezeichnen wir mit (X,Ox). Insbesondere ist dann
Ox(Spec(A)) = A. Wir fiihren die Notation Oy = Ox |spec(a) €in und bezeich-
nen hdufig (Spec(A), Oy) als affinen oder endlichen Anteil des Schemas. Ebenso
nutzen wir oft eine Zerleqgung der Strukturgarbe in ihren endlichen und ihren
unendlichen Anteil, was wir mit (O, Ou) bezeichnen.

1.3 Zahlentheorie elliptischer Kurven

Nun setzen wir die Ausfithrung jener zahlentheoretischer Erkenntnisse iiber ellip-
tische Kurven fort, die wir in dieser Arbeit nutzen werden.

Die Idealklassengruppe

Eine zentrale Rolle in der Zahlentheorie nehmen die Idealklassengruppe 7(A) und
die Divisorklassengruppe von K ein.

In der Literatur werden beide Gruppen auch als Picardgruppen bezeichnet. Die
verschiedenen Definitionen kann man in [Lor97, 7.3] (Zugang iber Stellenmenge)
und in [Sil86, I1.3] (Zugang iiber Punktmenge der Kurve) nachlesen.

Wir werden nun den Zusammenhang zwischen den Punkten der Kurve, den Ide-
alklassen und den Divisorklassen darstellen, da wir sowohl in Literaturverweisen
als auch in konkreten Rechnungen davon Gebrauch machen werden.

Wir erinnern daran (vgl. (1.1)), daB jedem Punkt von F —{co} sowohl eine Stelle
von F, K als auch ein Primideal von F,A entspricht, dem Punkt oo wird die Stelle
oo zugeordnet.

1.3.1 Definition. Sei F, C F' C Fq ewn Zwischenkérper und L := FK. Dann st
die Divisorgruppe Div(L) die freie abelsche Gruppe, die von allen Stellen von L
erzeugt wird.

Der Grad eines Divisors

D= Z Ny P ist deg(D) := Z ny deg(p) -

peP(L) peP(L)
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Seine Bewertung an der Stelle p ist definiert durch vy(D) = n,,.
Die Hauptdivisoren

(£ = w(f)p mitfeL

peP(L)

haben alle Grad 0 und bilden die Untergruppe P(L). Die Divisorklassengruppe
151

CI(L) := Div(L)/P(L) .
Sie enthdlt die Untergruppe

CI'(L) := {[D] € CI(L) | deg(D) = 0}
der Grad-0-Divisorklassen.

Fiir FqK ist die Divisorgruppe gleich der freien abelschen Gruppe, die von allen
Punkten der elliptischen Kurve erzeugt wird.

1.3.2 Proposition. ([Sti93, II1.63], [Ros02, 8.15]) Seien ¥, C F C F' C F,
endliche Zwischenkdrper und [F' : F] = n.

(i) Die Erweiterung F'K/FK ist in allen Stellen unverzweigt.
(ii) Seip € P(K). In F'K liegen tiber p genau ggT(n,deg(p)) = d viele Stellen.
(iti) Sei B | p eine Stelle in F'K, die dber p liegt. Dann ist deg(P) = % deg(p)
und [5(B) : K(p)] = §
In unserer Situation ergibt sich

1.3.3 Proposition. ([Sil86, 111.5.4, 3.5.1], [Sti93, VI.1] und [Lor97, VIII.9.1])
Seien F, C F CF, und L = FK.
Die Abbildung

p: E(F) = CI%L)
P = [P]—[oq]
st ein Isomorphismus von Gruppen.
Zudem haben wir die Bijektionen

o {Stellen vom Grad 1} -~ CI°(L)
po— [p] = [oc]

7 : {endl. Stellen vom Grad 1} — {Klassen der ganzen Ideale
vom Grad 1in FA}

pO, = [p]
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der Stellenmenge vom Grad 1 sowohl auf die Grad-0-Divisoren von FK als auch
auf die Grad-1-Idealklassen von F A.

Speziell fir den affinen Koordinatenring einer elliptischen Kurve werden die
nichttrivialen Idealklassen von den Primidealen vom Grad 1 reprdsentiert, so dafs
sich die Abbildung T wie folgt formulieren lift:

7 : {endl. Stellen vom Grad 1} — I(FA)—{(1)}
pO, — [p].

Insbesondere ergibt sich fiir endliche F, daf$ die Gruppen C1°(L) und I(FA) end-
lich sind. Ihre Michtigkeit ist die Klassenzahl

hy = #E(F) = #CI°(L) = #1(FA) .
Dies motiviert und begriindet die
1.3.4 Definition. Sei (E, A, K) wie in (1.2.5) gegeben. Dann setzen wir

Pic(K) :=CI(K) ,
Pic(A) :=1(A), RS(I(A)) := {p C A | Primideal mit deg(p) =1} U{(1)}

und erhalten die bijektive Zuordnung von Idealklassen auf Divisorklassen

div : Pic(A) — {(1)} = CI%K) - {0}
[p] = [p] = oq] -

1.3.5 Lemma. Sei (E, A, K) eine elliptische Kurve und p = (x — a,y — 3) das
mazimale Ideal zum F,-rationalen Punkt (c, 3). Weiter sei —(a, B) = (a, ).

Dann ist
1

pl = (r—a,y+ ).

r—

Beweis. Aus den obigen Zuordnungen ist bereits klar, dal die Idealklassen
p] =[x —a,y — B)] und [p'] = [(x — o,y — )] invers zueinander sind. Um
nun p~! zu berechnen, geniigt es, h € K mit p - p’ = (h) zu bestimmen, denn
dann ist

pl=p ()7

Aus dem Beweis zu (1.1.7) wissen wir bereits, dafl (y—3)(y—/5') = (z—a)ga(z,y)
fiir ein Polynom g, (z,y) € A ist, daher ist

(x_aay_ﬁxx_auy_ﬁ/) =
(z—a) (z—a)y—0),(z—a)y—F), (= —a) ga(z,y)) = (. —a) .
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1.3.6 Vereinbarung. Wir schreiben hiufig p € Pic(A) und verstehen darunter
dann stets den Reprasentanten der Idealklasse, also das Primideal vom Grad 1
oder das triviale Ideal (1).

1.3.7 Standardbeispiel. Seien die Bezeichnungen wie in (1.1.16) gewéhlt. Dann
ist (2,1) 4+ (2,1) = (0,0) und (2,1) + (2,2) = oo. Fiir die Idealklassen bedeutet

Wir fithren nun einige Aussagen an, die im Zusammenhang mit dem Satz von
Riemann-Roch stehen.

1.3.8 Definition/Proposition. Sei (E, A, K) wie in (1.2.5) gegeben.
(i) Die kanonische (Divisor-)Klasse ist die Nulldivisorklasse ([Sti93, VI.1]).

(i1) Sei D € Div(K). Dann ist der L-Raum zu D der endlichdimensionale F ;-
Vektorraum

L(D) ={g € K" | (9) = =D} U {0},

also die Menge aller Elemente aus K*, deren Bewertung an jeder Stelle
grofSer oder gleich der Bewertung von —D ist. Die Dimension (D) dieses
Vektorraumes st

0, falls deg(D) <0 und D #0
[(D) =dim(L(D)) = 1, falls D=0
deg(D), falls deg(D)>1

(#i) Fiir Divisoren D und D" mit [D] = [D'] gilt (D) = 1(D") ([Ros02, 5.2]).

Die Zeta-Funktion

Die Zeta-Funktion codiert fiir uns wichtige Gréflen der elliptischen Kurve, wie
etwa die Zahl der I »-rationalen Punkte.
Wir fassen ihre Definition und einige ihrer Eigenschaften zusammen.

1.3.9 Definition/Satz. (siehe [Sil86, V.2.]) Sei (E, A, K) eine elliptische Kur-
ve.

(i) Sei D € Div(K). Dann setzen wir

|D| = =)
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(ii) Die Zeta-Funktion von EJF, ist definiert durch
Co/r, (s Z I

wobei die Summe die Divisoren D aus Div(K) durchliuft, fir die v,(D) > 0
ist fir alle p € P(K). Diese Summe konvergiert fir alle komplexen s mit
einem Realteil grofier 1 und hat eine Produktentwicklung

Ce/r,(s) = H (1- |P’73)_1

pEP(K)
(iii) Es ist Cpw,(s) = Z(E/Fq,q7%) mit

Sn
Z(E/F,,S) —expz #E(F )n

_ H Sdeg(P ’
wobei P ein Vertretersystem von E(F,)/Gal(F,/F,) durchliuft (vgl. [Lor97,

VIIL.5.]). Dies ist die rationale Funktion

1—aS +qS?

N T

wobei a := 1+ q — hy ist. Das Zihlerpolynom P(S) := 1 — aS + ¢S? aus-
gewertet an der 1 liefert die Zahl P(1) = hx = #E(F,) der F,-rationalen
Punkte.

(iv) Dariiber hinaus existieren komplexe Zahlen w,w € C mit |w| = |0 = \/q
und ww = q, fiir die

1-aS+¢S*=(1-wS)(1-wS) dh a=w+w ist
Fir die Zahl der Iy -rationalen Punkte ergibt sich daraus
#EFp ) =14¢"—w" —w"

Die Zahl P(—1) = Z(E/F,, —1) ist die Klassenzahl des quadratischen Twists der
elliptischen Kurve, und es gilt hx + hly = 2q + 2 (siehe auch Kapitel (4), Seite
71 ff und [Gek86, V.4.]).

1.3.10 Standardbeispiel. (Bezeichnungen siehe (1.1.16))
Das Zahlerpolynom der Zetafunktion von E/Fj3 ist wegen a = 1 +3 -4 = 0
gerade

P(S)=1+3-5*=(1+v-39) (1 -v=39).



18 Elliptische Kurven

Fiir die Zahl der F3n-rationalen Punkte ergibt sich
#E(Fsn) =143"—/=3" — (—v/=3)".

Daraus ergibt sich #F(Fg) = 1+ 3% — y/— g (—v/—3)? = 16, und diese Zahl
haben wir bereits in (1.1.16) ermittelt.

1.3.11 (Partielle Zetafunktion). ([Gek86, I11.1,2.]) Analog zur Zetafunktion
Ce/r,(s) = Z(E/F,, S) mit S = ¢~° konnen wir fiir ein ganzes Ideal n C A und
ein @ € A die partiellen Zetafunktionen (pj(s) bzw. (n(s) durch Zpy(S) bzw.
Zan(S) beschreiben:

Cla(s) = Zi(S) = > [al™*,

agn]
Cam(8) = Zan(S) = Y o= > Sks0),
beA beA
b=a mod n b=a mod n

Fiir diese gelten die Relationen

(1) (a=1)Zu-1(S) = S~ Zon(S),
(ii) Zon = Zpn, falls a =b mod n,

) Zappn(S) = S 7, (S) fiir alle b € A — {0},
(V) Zean = Zaw fiir alle ¢ € .

Insbesondere geniigt es, Reprisentanten der Idealklassen zu untersuchen.

1.3.12 (Spezielle Werte). Wir konnen mit [Gek86, I11.2] diese Funktion explizit
bestimmen. Alle dort angefiihrten Groflen lassen sich aus den uns gegebenen
Daten leicht bestimmen, und man erhélt

(iii

ZonlS) = (= 1)S™ 4 (q—1)g- = —(g—1) (581 4 ¢. 2
: 1—qgS 1—¢qS) "’

wobei d = deg(n) ist.
Fiir die von uns gewéhlten Reprédsentanten der Picardgruppe, die Primideale p
vom Grad 1, ist

Z0s() = =1 (54 2 )

Die Ableitung ist

Z(S) = (- 1) ((d LSt

(d+ 2)sd+1 _ (d+ 1)q8d+2
(1—¢9)? '
Somit ergeben sich

qS? , _ 25 + ¢S?

Z(S) =S+



Kapitel 2

Drinfeld-Moduln

In diesem Kapitel werden wir Drinfeld-Moduln definieren und ihre Isomorphie-
klassen parametrisieren. Dazu fithren wir zunéchst die Drinfeld’sche obere Halb-
ebene ein und kldren ihre analytische Struktur.

AnschlieBend werden wir Gitter und deren e-Funktion sowie Drinfeld-Moduln
selbst definieren und den Zusammenhang der Objekte darstellen, was uns schlief3-
lich die gewiinschte Parametrisierung liefert.

Unsere Ausfithrungen folgen dabei [GR96, 1. und 2.] und [Gek86], wobei die in
[Gek86] gemachten und bewiesenen Aussagen, die wir fiir den Fortgang benotigen,
in [GRI6] kurz zusammengefafit sind.

Sei dazu K wie in (1.2.5) der Funktionenkorper einer elliptischen Kurve.

2.0.1 Bemerkung. (i) Die in diesem Kapitel gemachten Aussagen gelten in
gleicher Weise fiir den rationalen Funktionenkérper F (7). Als Uniformi-
sierende an oo wéahlen wir hier % Der entsprechende Ring auflerhalb oo
ganzer Funktionen ist der Polynomring F[T7.

Beriicksichtigen wir, daf§ die Klassenzahl von F [T stets 1 ist, so erhalten
wir in einigen Aussagen starke Vereinfachungen.

(ii) Die angefithrten Aussagen gelten in &hnlicher Weise fiir beliebige globale
Funktionenkorper.

Allerdings geht in viele der folgenden Aussagen der Grad der oo-Stelle ein.

Fir F,(T) oder K ist k(oo) = F,. Da wir hier vornehmlich den Fall K
beleuchten und einige Aussagen in dem ,einfacheren Fall* F,(7) am Bei-
spiel erldutern werden, verzichten wir auf Einbeziehung dieses Faktors. Der
Deutlichkeit halber schreiben wir an geeigneten Stellen x(o0) statt I,

19
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2.1 Drinfeld’sche obere Halbebene

Die oco-Stelle von K ist die ,negative Gradbewertung®, d.h. fir K = F (F) ist
die Unifomisierende ¢ = £ (vgl. (1.1.10)).

Die Vervollstéindigung an co wird mit K, bezeichnet (vgl. (1.2.5)). Wir definieren
den Absolutbetrag |.| beziiglich oo durch

2| == ¢ =@ fiir alle 7 € Ko .

Auf den algebraischen Abschluf [A(—Oo 148t sich |.| bzw. v, eindeutig fortsetzen. Der

Korper I?Oo ist allerdings nicht mehr vollstéandig beziiglich |.|. Komplettieren wir
ihn nun, so erhalten wir einen Korper, den wir mit C bezeichnen. Dieser ist nicht
nur vollstindig beziiglich |.|, sondern auch algebraisch abgeschlossen ([BGR84,
Prop. 3, S.146)).

2.1.1 Definition. Die Drinfeld’sche (obere) Halbebene ist
Q:=PY(C) - PY(K,)=C— K .

2.1.2 Bemerkung. Der Kérper C ist in einem gewissen Sinn unabhéngig von
der Wahl des globalen Funktionenkorpers. Hingegen ist die Struktur von €2, wie
wir gleich sehen werden, abhéngig von k(00), also sowohl vom Konstantenkorper
als auch vom Grad der co-Stelle.

2.1.3 Bemerkung. Die Gruppe G([A(OO) operiert auf 2 durch Mé&biustransfor-
mationen:

a b az+b . a b =
<c d)z—m fiir alle (c d)EG(KOO)undzEQ.

Wir wollen nun 2 als analytisches Gebilde beschreiben. Dazu benétigen wir
zunachst einen geeigneten Abstandsbegriff.

2.1.4 Definition. Wir definieren den imagindren Absolutbetrag auf C durch
|z|; == inf{|z — x| |z € I?Oo} fiir alle z € C .

2.1.5 Bemerkung. (vgl. [Gek86, V.1.1. und 1.2]) Der imaginire Absolutbetrag
hat die folgenden Eigenschaften. Sei z € C.

(i) Ist |2| € |K%| = ¢%, so ist |2]; = |z].

(ii) Ist |z| = 1, und ist [2] € K(o0) = F,, seine Restklasse, so ist

=1 & [:] ¢ (o) = F, .
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(iii) Es ist |cz]; = |c| - |2]; fiir alle ¢ € Ka.
(iv) Fiir alle y = (29%) € G(Ko) und alle z € Q gilt
[v2li = | det(v)] - ez +d| 72 - |2]; -

Wir nutzen nun einige Aussagen aus der rigiden Analysis. Eine ausfiihrliche Be-
schreibung dazu findet man in [BGR84], [GvdP80] oder [FvdP81]. Eine genauere
Beschreibung von €2 ist — neben den zu Anfang des Kapitels aufgefithrten Quellen
—auch in [Tei92] und [Rev92] zu finden.

~

Da P!(K,,) kompakt ist, ist  ein rigid analytischer Raum. Insbesondere existiert
eine zulissige Uberdeckung durch affinoide Riaume (in unserem Fall Kreisschei-
ben), die wir hier nun angeben (vgl. [FvdP81, II1.3]).

Dazu benétigen wir zunéchst eine geeignete Indexmenge, die auch in nachfolgen-
den Kapiteln Verwendung finden wird.

2.1.6 Vereinbarung. Wir setzen RS(]?OO/t"“(’A)OO) fir den F,-Vektorraum,
der von den t* mit i < n erzeugt wird. Dies ist ein Reprisentantensystem fiir
Ko /t" M O. Weiter sei

Ind, := {(n,s) | n €Z, s € RS(Ko/t" " Ox)} .
Damit erhalten wir
2.1.7 Definition/Satz. ([GRI6, 1.2 und 1.5.5], [Rev92, 2.], [FvdP81, 1.5.2])
(i) Fir alle (n,s) € Ind, sei

D(n,s):={z€Clqg "V <|z=s|=]z—s[; <qg "},
Do(n,s) = {z€C g "D < |z—s| =]z —s|; <g"}.

Dann ist

0= U D(n, s)

(n,s)€Inde

und (D(n, s))ma, eine (zulissige) Uberdeckung von Q.

(ii) Eine Funktion f auf D(n,s) heifst holomorph (im rigid analytischen Sinn),
wenn es eine Folge rationaler Funktionen auf P(C) ohne Pole in D(n, s)
gibt, die auf D(n,s) gleichmdflig gegen f konvergiert. Eine holomorphe
Funktion auf ) ist eine Funktion, deren Einschrinkungen auf die Mengen

D(n, s) holomorph sind (vgl. [FvdP81, V.]).

(iii) Die D(n,s) sind affinoide Rdiume, ihre Algebren A(n,s) holomorpher
Funktionen bilden eine Garbe Ogq holomorpher Funktionen auf Q0 mit
Ofl(D(n? S)) = A(n7 S)'
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(iv) Eine meromorphe Funktion auf D(n,s) ist ein Element des Quotien-
tenkorpers von A(n,s). Entsprechend heifit eine Funktion f auf Q mero-
morph, wenn thre Einschrinkungen auf endlich viele der D(n,s) mero-
morph und auf allen anderen D(n,s) holomorph sind.

2.1.8 Bemerkung. Die Uberdeckung (D(n, s))ma, ist eine reine Uberdeckung
(vgl. [GvdP80, I11.2.10], [FvdPS1, IV.4.]).

Wir wollen nun den Schnittgraphen T dieser Uberdeckung bestimmen. Dabei
ordnen wir jedem D(n, s) eine Kante zu. Zwei Kanten treffen sich in einem Knoten
genau dann, wenn die zugehorigen Rdume nichttrivialen Durchschnitt haben.

2.1.9 Proposition. (/GR96, 1.2]) Sei (n,s) € Ind.. Dann hat D(n, s) nichttri-
vialen Durchschnitt mit genau den folgenden Mengen D(n',s'):

(i) D(n,s)ND(n',s") = D(n,s) genau dann, wenn (n,s) = (n',s’) ist,
(ii)) D(n—1,s)ND(n,s) ={z€ C||z—s|=|z—s;=¢ "},

(i) D(n,s)ND(n+1,5s+¢e") ={2€ C||z—s| = |z —s|i = ¢ "V}, wobei
e € IF, ist.

2.1.10 Vereinbarung. Zur Indizierung der Durchschnitte wéhlen wir die Index-
menge R R
Ind, :={(n,s) [ n€Z,s € RS(K/t"O)} .

Zu jedem Tupel (n,s) € Ind, setzen wir
C(n,s) = D(n,s)ND(n—1,s) .

2.1.11 Bemerkung. (i) Anschaulich ist ein C(n, s) eine ,,Riemannsche Zahl-
kugel“ mit ¢+ 1 Lochern bzw. eine Kreisscheibe mit ¢ Lochern. D°(n, s) ist
ein Kreisring.

(ii) Die kanonische Abbildung von Ind, nach Ind, ordnet jeder Kante einen End-
knoten zu und definiert also eine Orientierung auf 7. Anschaulich entspricht
diese Orientierung der Unterscheidung von , Innerem* und ,, Aulerem* eines
Kreisrings.

2.1.12 Proposition. (i) Es sei T der Schnittgraph der reinen Uberdeckung
(D(n, $))ma, von 2. Dann steht die Knotenmenge Vert(T') in Bijektion zu
Ind, und die Kantenmenge Edge(T) zu Ind,.

(ii) Der Graph T ist wegen (2.1.9) ein (q + 1)-wertiger Baum, d.h. in jedem
Knoten treffen sich genau q + 1 Kanten, und es gibt keine Zykel.

(#ii) Die Gruppe G(I?Oo) operiert auf (D(n,s))ma. und auf der Menge der
C(n,s), und diese Operation ist vertraglich mit der Schnittbildung. Also
operiert sie auf dem Baum T.
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2.1.13 Standardbeispiel. Fiir ¢ = 3 hat der Baum die graphische Darstellung:

-
-~
PR

In Kapitel 3 und 4 werden wir uns noch ausfiihrlich mit diesem Baum beschéfti-
gen.

2.2 Gitter und e-Funktionen

Wir werden nun A-Gitter in C definieren und diesen dann eine e-Funktion zu-
ordnen.

2.2.1 Erinnerung. [Lan02, I11.4.] Ein projektiver A-Modul M ist ein A-Modul,
der direkter Summand eines freien Moduls ist.
Aquivalent dazu ist, daf§ jede exakte Sequenz

0— M — M —M-—0

von A-Moduln aufspaltet, oder (falls M endlich erzeugt ist) daB M torsionsfrei
ist.

2.2.2 Definition. (i) Ein A-Gitter Y vom Rang r in K" mit r € N ist ein
projektiver A-Untermodul von K" vom Rang r.

(ii) Die Gruppe GL(r, K) operiert von rechts auf dem Zeilenvektorraum K.
Die grifite Untergruppe von GL(r, K), die ein A-Gitter Y C K" festlift,
bezeichnen wir mit GL(Y).

(1ii) Zwei A-Gitter Y und Y’ in K" sind isomorph genau dann, wenn sie als
A-Moduln isomorph sind.

Wir bezeichnen die Menge der Isomorphieklassen von Gittern vom Rang r

mit Pr(A).



24 Drinfeld-Moduln

(iv) Ein A-Gitter A in C vom Rang r € IN ist ein projektiver A-Untermodul vom
Rang r, der mit jedem Ball in C, der endlichen Radius hat, einen endlichen
Schnitt hat.

(v) Ein Morphismus von A-Gittern Ay — Ay in C ist die Null oder die Mul-
tiplikation mit einem Element ¢ € C*, so dafl cAy C Ay ist.

(vi) Zwei A-Gitter A und A" in C vom Rang r heiffen dhnlich genau dann, wenn
ein ¢ € C* existiert mit ¢ - A = A’.

2.2.3 Bemerkung. Zwei A-Gitter Y und Y’ in K" sind isomorph als A-Moduln
genau dann, wenn ein v € GL(r, K) existiert mit Yy = Y".

2.2.4 Bemerkung. Wir werden unsere Betrachtungen auf die Fille r = 1 und
r = 2 beschrénken.

Jeder projektive Rang-1 A-Modul ist isomorph zu einem Ideal in A, jeder pro-
jektive Rang-2 A-Modul isomorph zu einem Gitter

Y = (1,0)a+ (0,1)b C K*,
wobei wir K2 als Zeilenvektorraum auffassen und a und b Ideale in A sind.

2.2.5 Korollar. (vgl. [GR96, 2.5]) Fiir jedes A-Gitter A in C vom Rang 2 exi-
stieren Ideale a und b in A, ein ¢ € C* und ein z € Q, so dafs vermoge der
Einbettung

o0

Z'ZZI?Q —>C7 (1’
(0

_ O
S—
N

Y

A=c-5,(Y) mitY = (1,0)a+ (0,1)b ist.
Jede Ahnlichkeitsklasse von A-Gittern lafst sich also durch ein Y, := i,(Y) re-
prisentieren, wobei Y ein A-Gitter in K? ist.

2.2.6 Definition. Sei A ein A-Gitter in C vom Rang r. Die e-Funktion zu A ist

ep: C C, enlz) =z 1-2) .
AT A 0}:&( A)

Die folgenden Eigenschaften der e-Funktion sind leicht zu zeigen und in [GR96,
2.3], [Gek86, 2.2] sowie [Gos96, 4.2] zu finden.

2.2.7 Proposition. (i) ex(z) konvergiert gleichmdfig auf allen beschrinkten
Teilmengen von C. Die dadurch definierte Funktion en ist ganz und A-
periodisch.

(i1) en ist F-linear und surjektiv.
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(#i) Fiir zwei dhnliche Gitter A" = ¢\ gilt
en(cz) = cep(z) .
(iv) Die Ableitung €'\(z) = 1 ist konstant. Daraus ergibt sich die Identitit
e () = 28 - Z z i A

meromorpher Funktionen auf C.

(v) e induziert einen Isomorphismus abelscher Gruppen

C/A = C.

ex

2.3 Drinfeld-Moduln und Gitter

Wir kénnen nun die ey-Funktion zu einem Gitter A nutzen, um Drinfeld-Moduln
zu konstruieren analog zur Konstruktion elliptischer Kurven zu gegebenen Z-
Gittern in C via der Weierstrafl-Funktion. Zunéchst jedoch geben wir eine alge-
braische Definition von Drinfeld-Moduln.

Sei G,/C das additive Gruppenschema iiber C und Endc(G,) der Endomorphis-
menring von G,.

Diesen Endomorphismen entsprechen eineindeutig die (absolut) additiven Poly-
nome. Dabei heifit ein Polynom P(z) (absolut) additiv, falls fiir alle z;, 2, € C
Sind nun P und H additive Polynome, so auch P(z)+ H(z) und P(H(z)). Insbe-
sondere ist die Menge der additiven Polynome mit den Verkniipfungen ,,+* und
,0“ ein (nicht kommutativer) Ring.

Wir setzen nun fiir die Frobeniusabbildung

7,:C — C

z - 2P
und charakterisieren Endc(G,) als den getwisteten Polynomring

C{n} = {Z @l | a; € C} .

endl.

Die Multiplikation ist die Hintereinanderausfiihrung von Endomorphismen. Die
Kommutatorregel ist folglich

Tp'C:CP'Tp fﬁralleCGC.
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Der Ring ist sowohl Rechts- als auch Linkshauptidealring, insbesondere ist die
Links- bzw. Rechtsdivision mit Rest eindeutig (vgl. [Gos96, 1.6]).

Der Ring C{r,} enthilt die F,-Algebra der F, linearen Polynome C{7} mit
T =T, =T,, wobei ¢ = p® ist.

2.3.1 Bemerkung. Wir werden ein f(7) = Y b;7° € C{7} auch als ein Polynom
in z auffassen. Dabei schreiben wir leicht mifibriuchlich f(2) = b;27.

Da wir haufig Aussagen iiber die Koeffizienten eines Polynoms in C{7} machen
werden, fithren wir noch eine abkiirzende Schreibweise ein.

2.3.2 Definition. Sei P(1) € C{r} ein Polynom mit deg.(P(7)) = d. Dann ist
coeff(P, 1) der i-te Koeffizient von P. Zudem setzen wir

D(P) = coeff(P,0) wund [(P) = coeff(P,d) .

2.3.3 Definition. (i) Ein Drinfeld-A-Modul oder einfach ein Drinfeld-Modul
¢ tber C vom Rang r ist ein injektiver Homomorphismus

p: A — C{r}
a — @4,

so daf fiir alle a € A gilt:

(a) deg (¢po) = r-deg(a), wobei deg, den Grad als Polynom in T bezeich-
net,

(b) der konstante Term fiir jedes a € A ist D(¢,) = a.

(i) Fin Morphismus des Drinfeld-Moduls ¢ in den Drinfeld-Modul v ist ein
Element € C{1} mit

oo, =1v,0u firalleae A .
Nichttriviale Morphismen zwischen Drinfeld-Moduln heiffen Isogenien.

(iii) Zwei Drinfeld-Moduln ¢ und 1 heiffen isomorph, wenn ein ¢ € C* existiert
mat

g = Yec  fir allea e A .

2.3.4 Bemerkung. (i) Bei gegebenem Drinfeld-A-Modul ¢ wird das additive
Gruppenschema G,/C auf diese Weise zu einem Schema in A-Moduln.

(ii) Héufig werden Drinfeld-Moduln statt iiber C iiber einem beliebigen A-
Korper L definiert. Statt der Einbettung A — C wéhlt man dann einen
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Homomorphismus v : A — L von F,-Algebren. In diesem Fall wird dem
Korper L eine A-Charakteristik in der folgenden Weise zugeordnet

00, falls v injektiv ist

chary(L) = {

ker v, sonst

Wir werden allerdings nur im Fall char,(C) = oo, also im Fall generischer
Charakteristik (vgl. [Gos96, 3.6.1]), arbeiten.

(iii) Isogenien existieren nur zwischen Drinfeld-Moduln gleichen Ranges.

(iv) Die Angabe der Isomorphie aus (2.3.3.iii) ist aufgrund der Kommutatorregel
eine nichttriviale Relation:

zu (ba(T) = Z lﬂ'i ist C(}ﬁa(r)c*l = Z leqilﬂ_i _

0<i<rdeg(a) 0<i<rdeg(a)

(v) Wir werden im folgenden Drinfeld-Moduln vom Rang 1 zumeist mit p be-
zeichnen.

2.3.5 Beispiel. Im Fall F,[T] 148t sich jeder Drinfeld-Modul eindeutig durch
Angabe von ¢r(7) charakterisieren (vgl. [Gek83, 1.2]). Fiir r = 2 erhalten wir
dann beispielsweise

¢r(1) =T + g7 + AT’

mit g, A € Cund A # 0.
Zahlreiche konkrete Beispiele zu verschiedenen A-Charakteristiken finden sich in
[Geb03, 1.4].

2.3.6 Bemerkung. Im Fall A = F [E] ist ein Drinfeld-Modul durch

Go(T) =2+ b7+ ..+ by T
(1) =y+aT+. .tz

eindeutig bestimmt. Die Koeffizienten b;, ¢; sind jedoch nicht unabhéngig vonein-
ander. So miissen beispielsweise die Relation ¢, ¢, = ¢,¢, und die entsprechende
Relation aus der Weierstra3gleichung erfiillt sein.

In konkreten Rechnungen fiihrt dies auf ein aufwendiges Gleichungssystem, das
schon im Fall = 1 schwer zu l6sen ist (vgl. (2.3.16) und (2.3.17)).

Nun kénnen wir jedem A-Gitter in C einen Drinfeld-A-Modul zuordnen.

2.3.7 Proposition. ([Gos96, 4.36]) Zu einem A-Gitter A des Ranges r sei
bo = ¢ das Element von C{t}, fiir welches das Diagramm mit exakten Zeilen
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e
0 A C C 0
a a b
€A v
0 A C C 0

kommutativ ist, d.h. ex(az) = ¢pq(ea(2)). Dabei ist
C «— C/ker(ey) = C/A .
Dann ist ¢™ : a — ¢ ein Drinfeld-Modul vom Rang 7.

Daraus ergibt sich sogar

2.3.8 Satz (Drinfeld). (vgl. [Gos96, 4.53.5 und 4.6.9]) Die Zuordnung A — ¢*
definiert eine Aquivalenz zwischen der Kategorie der A-Gitter in C vom Rang r
und der Kategorie der Drinfeld-A-Moduln vom Rang r.

Seien sowohl die A-Gitter A1, Ay C C als auch ¢ € C so gewdhlt, dafy cA; C As
i1st. Vermége der Isomorphismen

en, :C/A1i>C und ep, :C/AQQC
korrespondiert das Element ¢ zu einem p.(1) € C{1} mit
M00¢21=¢220Mc fiir allea € A .

2.3.9 Bemerkung. (vgl. [Gek86, I1.3]) Sei A ein A-Gitter in C. Setzen wir
N = a7 !A fiir ein ganzes Ideal a, dann ist A C A’. Seien ¢ bzw. ¢’ die zugehorigen
Drinfeld-Moduln und p : ¢ — ¢’ der Morphismus mit Leitkoeffizienten [(x). Dann
entspricht in der Notation von Hayes in [Hay79] I(1) ' dem Morphismus

Gg 10" — axo’,

wobei dort gezeigt wird, dafl ¢ der Erzeuger des Linksideals {¢2 | a € a} C C{r}
ist. In [Hay79, 5.14] wird zudem die Isomorphie gezeigt

a ¢A o~ ¢a_1A

gezeigt. Der 7-Grad von ¢2 ist r - deg(a), wobei r der Rang des A-Gitters A ist.
Fiir a = (z—a,y— 3) ist also beispielsweise ¢2 = rggT(¢2 —a, QZSZ[} —(3), wobei hier
der grofite gemeinsame Teiler beziiglich der Division von rechts zu betrachten ist.

2.3.10 Beispiel. Sei a C A ein Ideal vom Grad 1 und b ein gebrochenes Ideal.
Weiter sei p° der Rang-1 Drinfeld-Modul zum Gitter b. Wir schreiben die e-
Funktion zu einem Gitter A als Potenzreihe ex(z) = >0 @(A,4)z7. Aus dem
Obigen folgt -

eatp = D(p°) ' p2(ep) , d.h.
Z a(a™'b, i)z = Z (a(b,i)zqi + D(p°) (b, i)qqu) .

i>0 i>0
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Der Koeffizientenvergleich der Potenz z¢ liefert nun
D(pg) = (a(a™'6,1) — a(b,1))7".

Somit ist
pe=(afa™'b,1) —a(b, 1)) +7

und die Abbildung = D(p%)~!p? in Ubereinstimmung mit (2.3.9).

Normalisierte Drinfeld-Moduln

Fiir jede Ahnlichkeitsklasse von Gittern des Rangs 1 suchen wir nun einen
Drinfeld-Modul mit moglichst ,,einfachen* Koeffizienten als kanonischen Vertreter
seiner Klasse. Dazu spezialisieren wir die Ergebnisse aus [Gek86, V] fiir unsere
Situation.

Den geeigneten Koeffizientenbereich leitet Hayes in [Hay79, 8] mit Mitteln der
Klassenkorpertheorie her:

Sei H der Hilbertklassenkorper von K beziiglich co. Dann ist H/K {iberall unver-
zweigt und voll zerlegt in oo; die Galoisgruppe ist Gal(H/K) = Pic(A). Weiter
sei B der ganze Abschlul von A in H.

Das Kriterium , Einfachheit der Koeffizienten® wird durch eine (fest gewihlte)

sgn-Funktion formalisiert. Dies ist eine Funktion sgn : Koo — k(00) mit den
Eigenschaften

(i) sgn(zy) = sgn(x) - sgn(y) fir alle z,y € Ko,
(ii) sgn(z) =1, falls = eine Einseinheit ist,
(iii) sgn(z) = x fiir x € K(00).
In unserer Situation ist durch die Wahl der Uniformisierenden ¢ an oo bereits
eine sgn-Funktion ausgezeichnet.

2.3.11 Vereinbarung. Wir fizieren die sgn-Funktion mit sgn(+) = 1. Da % =
o5 cine Einseinheit ist, sind sgn(x) = 1 und sgn(y) = 1. Fir alle normierten
Polynome g € A ist also sgn(g) = 1.

2.3.12 Definition. FEin Drinfeld-Modul ¢ heifst genau dann sgn-normalisiert,
wenn die Abbildung a — 1(¢p,) mit der sgn-Funktion zusammenfallt.

2.3.13 Satz. Jeder Drinfeld-Modul iiber C des Rangs 1 ist isomorph zu einem
sgn-normalisierten Drinfeld-Modul mit Koeffizienten in B.

Beweis. Der Satz entspricht [Gek86, IV.2.1], wenn wir beachten, daf§ der dort
beschriebene Korper H in unserer Situation mit H zusammenfallt. O

2.3.14 Bemerkung. Es gibt hx viele sgn-normalisierte Drinfeld-Moduln vom
Rang 1 (vgl. [Hay92, 13.4]).
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In [Hay91]| gibt Hayes einen Algorithmus an, mit dem zu einer vorgegebenen
elliptischen Kurve alle sgn-normalisierten Rang-1 Drinfeld-Moduln konstruiert
werden kdénnen:

2.3.15 (Berechnung der sgn-normalisierten Rang-1 Drinfeld-Moduln).
Sei (F, A, K) eine elliptische Kurve. Dann ist jeder sgn-normalisierte Rang-1
Drinfeld- A-Modul p durch

p$:x+a7'+7'2,
py=y+ar+er +1°

mit a, ¢y, co € B eindeutig bestimmt.

Hayes vergleicht nun in p,p, = pyp, (wobei die Koeflizienten a, ¢y, ¢y als Unbe-
stimmte angenommen werden) die Koeffizienten sowohl von 73 als auch von 74
auf beiden Seiten und erhélt zwei Polynome in A[a]. Deren groBter gemeinsamer
Teiler in Ala] ist ein irreduzibles Polynom vom Grad hg. Jede Nullstelle die-
ses Polynoms reprisentiert nun einen sgn-normalisierten Rang-1 Drinfeld-Modul.
Denn sei a¢ eine Nullstelle, dann lassen sich die Koeffizienten c¢;, ¢ bestimmen

durch

yl—y
x4 — 1’

C1 = Qg -

2 q q
YT =yt ape — g
" '

C2

Und auf diese Weise lassen sich alle sgn-normalisierten Rang-1 Drinfeld-Moduln
zu (E, A, K) berechnen.

2.3.16 Beispiel. (vgl. [Hay91, 2.1]) Wéhlen wir die elliptische Kurve
E/Fy: ¥ +y=2*+2+1,
so ist hx = 1. Der sgn-normalisierte Rang-1 Drinfeld-Modul p ist gegeben durch

pr =2+ (2> + 2)7 + 72,
py=y+ W +y)T+ay+y)rt+1°.

Auch zu unserem Standardbeispiel berechnet Hayes die sgn-normalisierten Rang-
1 Drinfeld-Moduln.

2.3.17 Standardbeispiel. Seien die Bezeichnungen wie in (1.1.16) gewéhlt.
Der in (2.3.15) beschriebene grofite gemeinsame Teiler fithrt auf a = (x — 1),
wobei b die Gleichung

g0) =b* — (2 + o — Dyb® + o(x — Db* +ayb+2*(@> + 2> —2+1) =0
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erfiillt. Damit ergeben sich ¢; = o= gowie
PTV 1)\ A2+ 2008 4+ bt 4 227 4 bl 4 b

Die vier sgn-normalisierten Rang-1 Drinfeld-Moduln ergeben sich nun durch Ein-
setzen der verschiedenen Nullstellen von g(b).

Die Auszeichnung gewisser Drinfeld-Moduln fiihrt auch zur Auszeichnung der
zugehorigen Gitter. Hier beschréinken wir uns auf den Rang 1.

2.3.18 Definition/Satz. Ein Rang-1 A-Gitter A heifst speziell genau dann,
wenn der assoziierte Rang-1 Drinfeld-Modul p” sgn-normalisiert ist.

Jede Ahnlichkeitsklasse von Rang-1 A-Gittern enthdlt genau ein spezielles Gitter.
Zu einem Rang-1 Gitter A ezistiert ein £(A) € C, so daff E(A)A ein spezielles Git-
terist. £(A) heifst Gitterinvariante zu A und ist bis auf (¢—1)-te Einheitswurzeln,
d.h. Elemente aus ¥}, eindeutig bestimmd.

2.3.19 Beispiel. (vgl. [Gek86, IV.1.4 und 1.5]) Wir betrachten F,[T]. Sei p der
Carlitz-Modul, also der Rang-1 Drinfeld-Modul, dessen Koeffizienten so einfach
wie moglich sind:

pr(t) =T+ 7.

Das zu p assoziierte Gitter ist & - F,[T"] mit

. 1 — a1’ ot
(== \[7 =
i>1

=(T1-T) > g"7".

g€l [T]—{0}

2.3.20 Bemerkung. Im allgemeinen 148t sich eine Gitterinvariante nur schwer
konkret berechnen. In [Yu86] und [Yu85] wird gezeigt, dafi {(A) im allgemeinen
transzendent ist.

In (5.2) werden wir einen Zusammenhang von £(b) mit den Bestimmungsglei-
chungen des Rang-1 Drinfeld-Moduls p® herleiten.

Betrachten wir nun ein gebrochenes Ideal b mit einer Gitterinvarianten £(b), so
ist fiir L = £(b)b

§(b)es(z) = er(£(b)z)
nach (2.2.7). Nun konnen wir die Isogenie p% fiir ein ganzes Ideal a aus der
Isogenie p? unter Einbeziehung der Gitterinvarianten £(b) berechnen.

2.3.21 Lemma. Seien die Bezeichnungen wie oben und in (2.3.10) gewdhlt. Der
konstante Term von pk ist D(pk) = £(6)4 7 (a(a™'b,1) — (b, 1))~ .
Insbesondere ist D(pL) unabhingig von der Wahl von &(b).
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Beweis. Schreiben wir in

§(b)ea16(2) = ea-12(€(b)2) =D(pg) " py(er(§(b)2)) = D(pg) " pg(€(b)ey(2))
=€ (b)ey(2) + D(pg)~'6(b)%ef(2)

die e-Funktionen als Reihen in z, so ergibt sich durch Vergleich der Koeffizienten
der Potenz 21

g(b)a(a'b,1) = £(b)a(b, 1) + D(pg) 'E(b)" .

Da &(b) bis auf (¢ — 1)-te Einheitswurzeln eindeutig bestimmt ist, ist D(pk)
hierdurch eindeutig bestimmt. O

Drinfeld’sche Modulkurven

Man ist nun daran interessiert, die Isomorphieklassen von Drinfeld-Moduln zu
parametrisieren. Dies fithrt auf das Modulproblem ,,Drinfeld-Moduln vom Rang
r*, das in [Dri74, 5] und [Gek86, 1.1] diskutiert wird.

Dort ergibt sich schlieflich ein affines A-Schema M}, das ein grobes Modulschema
des Modulproblems ,, Drinfeld-A-Moduln vom Rang r* ist.

2.3.22 Satz (Drinfeld). M} ist das Spektrum des ganzen Abschlusses von A in
der mazimalen abelschen Erweiterung von K, die an oo voll zerlegt ist.

Wir untersuchen nun den Fall » = 2. Statt die Isomorphieklassen von Drinfeld-
A-Moduln vom Rang 2 tiber C zu untersuchen, kénnen wir auch die dquivalenten
Objekte, die Ahnlichkeitsklassen von Rang-2 A-Gittern in C betrachten.

Jedes Rang-2 A-Gitter in K? ist isomorph zu einem Gitter der Form
(1,0)a+(0,1)A

mit einem Ideal a von A (vgl. auch (3.2.9)). Nach (1.3.3) kann die Idealklasse
von a durch ein Primideal p vom Grad 1 oder das triviale Ideal (1) représentiert
werden.

Insbesondere gibt es genau hg nichtisomorphe A-Gitter in K2.

Wir fixieren nun ein (beliebiges) A-Gitter Y € K? und bestimmen die Ahnlich-
keitsklassen der Gitter in C, die isomorph zu dem Gitter Y sind, also die Bilder
von Y unter verschiedenen i, : K2 — C aus (2.2.5).

Dazu betrachten wir die Menge S der Einbettungen von K 2 — C, die wir mit
{(w1,ws) | wi,w2 € Cund [?oo—linear unabhéngig} identifizieren (vgl. [Gek86,
I1.1.5 und I1.1.6]).

Die Gruppe G(K) operiert von rechts auf K 2 und daher von links auf S.
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Da Y @ Koo = K2 und GL(Y) diskret in GL(YY & K.) = G(Ky) ist, ist
GL(Y)\S/C* kanonisch isomorph zur Menge der Ahnlichkeitsklassen der Gitter,
die zu Y isomorph sind. Andererseits ist

S/C* =, Q
(w1, ws) +— w1 )
Wa

Somit haben wir die gewiinschte Beschreibung gefunden.
2.3.23 Bemerkung. Die Bijektion
{ Ahnlichkeitsklassen von

Gittern isomorph zu Y

} —, GL(Y)\Q

hdngt von der Wahl von Y in seiner Klasse und von der Identifizierung
Y © Ko = K2 ab.

Beschreibt man die Gitter jedoch iiber den Ring der Adele, so wird die Konstruk-
tion unabhéngig von diesen Wahlen (vgl. [Gek86, II.1]; auf die Ausfithrung wird
hier verzichtet).

Insgesamt gilt nun

Mi(C)— J[ cLone. (2.3.24)
YePa(A)

Da es hy viele Isomorphieklassen von A-Gittern in K? gibt, hat M3 x 4 C genau
hk viele irreduzible Komponenten (vgl. [GR96, 2.5]).

Der Fall F,[T]

Fiir den Moment betrachten wir den einfacheren Fall, in dem der Koeffizientenring
A durch F[T] ersetzt wird. Nach (2.3.5) ist jeder Drinfeld-Modul ¢ des Rangs 2
eindeutig bestimmt durch

¢r(1) =T + g7 + AT? .
Daher ist jeder Drinfeld-Modul ¢ durch ¢ = (g,A) mit g, A € C und A # 0
eindeutig bestimmt. Wir definieren nun die j-Invariante zu ¢ = (g, A) durch

+1
g

i) = %5

Dann gilt

2.3.25 Satz. (vgl. [Gek83, 4.]) Das Spektrum Spec(F,[T][j]), wobei j als Unbe-
stimmte aufgefafst wird, ist ein grobes Modulschema des Modulproblems ,,Rang-2
Drinfeld-F ,[T']-Moduln“.

Insbesondere ist Mg .,y = Spec(F[T[j]), und Mg ;4 xw,ir) C hat nur eine irre-
duzible Komponente.
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Der Fall A =T [E]

Fiir den Funktionenkorper K einer elliptischen Kurve ist im allgemeinen hyg > 1.
In diesem Fall wollen wir eine Komponente niaher betrachten.

Sei Mqr,(y) die affine zusammenhéngende Kurve iiber C, deren C-wertige Punkte
Mery)(C) = GL(Y)\2 sind.

2.3.26 Definition. Die kanonische Kompaktifizierung MGL(y) von Mar(y) heifst
Drinfeld’sche Modulkurve zu GL(Y').
Die C-wertigen Punkte von Mqryy — Mary) heiffien Spitzen.

2.3.27 Satz. ([Gek86, 5.8, 5.9]) Das Geschlecht von Maryy ist g(Mary) = 0.

Insbesondere konnen wir versuchen, auf einer solchen Komponente eine j-
Invariante explizit zu bestimmen, also eine holomorphe Abbildung

j: GL(Y)\Q — PY(C) ,

die sich bijektiv auf die Kompaktifizierung von GL(Y)\Q fortsetzt.
Dazu miissen wir allerdings zunéchst die Gitter ndher untersuchen, was wir in
den zwei folgenden Kapiteln tun werden.



Kapitel 3

Gitter

Ziel ist es nun, der Modulkurve M(}( 4) ein kombinatorisches Modell zuzuordnen.
Dazu werden die Ahnlichkeitsklassen der Gitter, die isomorph zu Y = Ae; + Aes
sind, bestimmt.

Zunéchst werden wir die Isomorphien derjenigen Gitter berechnen, die in diesem
Zusammenhang relevant sind.

Bislang haben wir Gitter stets als A-Moduln betrachtet. In diesem Kapitel werden
wir auch die oo-Stelle in unsere Betrachtung mit einbeziehen. Denn wir kénnen
aus den A-Moduln Modulgarben iiber (X, Ox) konstruieren (vgl.(1.2)). Folgen
wir diesem Ansatz, so erhalten wir alle Modulgarben M, deren affiner Anteil
M (Spec(A)) isomorph zu dem Gitter Y ist.

3.1 Isomorphien von Gittern

Sei (E, A, K) eine elliptische Kurve und p C A ein Primideal vom Grad 1. Zudem
seien

Y = Ae; + Aey, und Y’:pel+p’162.

Dafl diese Gitter isomorph sind, folgt auch aus (3.2.9). Wir werden nun eine
Matrix ¢ € G(K) bestimmen mit Y9 =Y’ (vgl. (2.2.2)).

3.1.1 Erinnerung. (vgl. (1.0.4) und (1.1.7))

(i) Die elliptische Kurve (E, A, K) liegt in einer der folgenden Formen vor

(a) fe(z,y) =y*—g(z) mit g(z) = 2% + a2® + ayx + ag fiir char(F,) # 2,
(b) fe(z,y) = y* + azy + a® + ayx + ag fiir char(F,) = 2 und j(E) = 0,
(¢) fe(z,y) =y?+ zy + 2% + asz® + ag fiir char(F,) = 2 und j(F) # 0.

35



36 Gitter

(ii) Zu dem F,-rationalen Punkt (o, ) erhalten wir das maximale Ideal p =
(r —a,y — (), und es ist
-1 1

p :.T—Oé<x_a7y+ﬁ> 1mFall(a),

1
p! (r+a,y+ B +az) im Fall (b),

:x—l—a

1
p’lzx_i_a(x—l—a,y—i—ﬁ—i—a) im Fall (c) .

Sind nun Y und Y’ wie oben gegeben, so gilt fiir die Matrix

9= (Zg 24) e G(K)
dafl die Eintrige hi, hy € Homa(A,p) = p und ho, hy € Homu(A,p~ ) = p~!
erfiillen.
Die Matrix ist nicht eindeutig bestimmt, denn die Matrizen zu Automorphismen
von Y bzw. Y’ kénnen von links bzw. rechts an 9 multipliziert werden; das Er-
gebnis ist wieder eine Matrix zu einem Isomorphimus zwischen den Gittern Y

und Y.
Wir wéihlen nun h; und A4 so, daf} sie

—1
hoedPO d me P9
Oq Oq

fiir alle q € Spec(A) — {p} erfiillen. Die Eintrage hy und hs werden so erginzt,
dafl det(v) =1 ist.

Insbesondere in die Erfiilllung der letzten Forderung geht die Struktur der zu-
grunde liegenden elliptischen Kurve ein. Dies macht eine getrennte Betrachtung
des Falles (¢) notwendig.

Wir zeigen nun zunéchst den Rechenweg auf und fassen die Ergebnisse am Ende
zusammen. Sei nun («, §) € E(F,) und —(«, ) = («, #'). Dann ist

g_ [@—a)+baly—0) e+ et
di(z —a) +do(y — B) f1+ L5

mit by, bo, 1, Ca,dy, ds, f1, fo € A und hat die Determinante

det(9) =(bafo — cady) - L=DUZP) g p )y - )

r—«

+ (bofi — e1dz) - (y — B) + (bifi — ardy) - (v — ) .

Zur Berechnung der Determinanten wollen wir nun die lineare Darstellung des

ggT’s von x — o und g,(z,y) = W nutzen.
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Im Beweis zu (1.1.7) hatten wir g, bereits bestimmt:

22 + (a3 + o)z + a® + asa + a4 im Fall (a)
Golx,y) = ¢ 22 + ax + o + aga + ay im Fall (b) .
22+ (as + @)z +y + a® + axa im Fall (c)

Wir untersuchen nun die Félle (a) und (b) gemeinsam.
Da g, und = — «a teilerfremd sind, ist ggT(go(7,y),r — ) € F;. Aus

ga(T,y) = (x + 20+ az) - (z — a) + 30° + 2005 + ay

—_——
=ha(z) i=cq
ergibt sich
1 he(x)
1= —guslz,y) — ——(r— ) .
() - " @ - )

Um det(¥) = 1 zu erreichen, kénnen wir nun die folgenden Bedingungen stellen:

(I) b2f2 —cody = é
(IT) bifo—cody = 0
(III) b2f1 — Cldg = O
(IV) b1f1 —ady = —ba

Um auf den Diagonalen Uniformisierende von pO, bzw. p~'O,, zu erhalten, setzen
wir

und zur Losung von (IV) d; = i sowie ¢; = hq (). Setzen wir zudem ¢y = dy = 0,
so ergeben sich (II) und (III).

Fiir den Fall (c) ergibt Divison mit Rest
galz,y) = (@ +a)(z+az) + 0’ +y .
Nun verwenden wir ggT(ga(z,y), r + o,y + B) € F:

go(z,y) = (v +as)(z+a)+a® +y
= (z+a)(z+a)+(y+B)+a*+p

und damit

1 1 T+ ag
a2+ﬁga(l‘ay)+a2 (y+ﬁ)+a2+ﬁ

1= e

(r+a).
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Um Determinante det(1) = 1 zu erfiillen, kénnen wir also fordern

(I) bafo — cody = ﬁ
(II) bifa—cody = 0
(D) bafyr —crdy = ﬁ
(IV) bifi —ad = zj—ff;
Setzen wir
1
b1202:f120, bgzclzm, f2:d2:1 und d1:$+a2,

so sind die Gleichungen (I) bis (IV) wahr. Somit haben wir die folgende Propo-
sition bewiesen.

3.1.2 Proposition. (vgl. (1.0.4)) Sei (E, A, K) eine elliptische Kurve, (a, 3) €
E(F,) ein F -rationaler Punkt und —(a, 8) = (o, 5') sowie p = (x — a,y — ().

(i) Seien im Fall (a) und (b)
y—0B)y-75)

r —

go(,y) = = (2 — @)ho () + 4

mit ¢, € Fy. Dann erfiillt

o= (3278 o)

a(az — ) pa—

die Bedingungen (Ae; + Aey)d = pey + p ey und det(d) = 1.
(ii) Ist char(F,) = 2 mit j(E) # 0 und fg(z,y) = y* + 2y + 2° + ax2? + ag,

dann st . .
— Oé2+ﬁ(y+ﬁ) (1’2-‘1-5
(z+a)(r+a)+y+5 B

Tt

ein Isomorphimus von Gittern

A€1—|—A€2%p€1+p71€2 .

3.2 Modulgarben

Unsere Ausfiihrungen beinhalten zahlreiche Aussagen, die in [Til83] angefiihrt
sind. Diese Doktorarbeit blieb leider unverdffentlicht (sie ist nur iiber Fernleihe
von der Bibliothek Gottingen zu beziehen). In [Ati57] sind die entsprechenden
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Aussagen fiir algebraisch abgeschlossene Grundkorper bewiesen, in [AEJ92] wird
die Arbeit von Tillmann verallgemeinert.

Wir werden an dieser Stelle keine Einfiithrung in die Theorie der Modulgarben
geben. Diese findet man in [EH00] sehr gut dargestellt. Ahnlich wie im ersten Ka-
pitel werden wir uns auf die uns interessierenden Objekte beschrénken, ndmlich
die kohérenten Garben, die sich gewissen Gittern zuordnen lassen. Diese Zuord-
nung werden wir ebenfalls darstellen und somit die verschiedenen Gitter mit ihren
lokalen Daten versehen.

Sei (E, A, K) eine elliptische Kurve und (X, Ox) das zugehorige F,-Schema (vgl.
(1.2.5)).

3.2.1 Definition. (i) FEine kohdrente Modulgarbe M auf X ist gegeben durch:

(a) Fir alle offenen Mengen U C X ist M(U) ein Ox(U)-Modul. Fir
alle offenen Mengen V. C U C X st die Restriktionsabbildung
MU) — M(V) vertraglich mit den Modulstrukturen vermdge des
Ringhomomorphismus Ox(U) — Ox (V).

(b) Es existiert eine offene affine Uberdeckung von X durch U; = Spec(A;),
so daf fir jedes i ein A;-Modul M; ezistiert und M|y, die zu M; as-
soziierte Modulgarbe ist (vgl. [Har77, 11.5]).

(¢) Fir alle offenen Mengen U C X ist M(U) als Ox-Modul endlich

erzeugt.
(i) Fine invertierbare Garbe ist eine Modulgarbe T mit den Eigenschaften

(a) Es existiert eine offene Uberdeckung {UY von X, so dap fiir jedes Glied
U der Uberdeckung Z(U) ein freier Ox (U)-Modul ist.
(b) Der Rang aller Moduln Z(U) ist 1.

(iii) Die triviale invertierbare Garbe Ox bezeichnen wir mit 1.

3.2.2 Bemerkung. ([Har77,11.6.12]) Die Menge der Isomorphieklassen invertier-
barer Garben ist eine abelsche Gruppe. Die Verkniipfung ist das Tensorprodukt,
das neutrale Element ist 1.

3.2.3 Definition. Sei p eine Stelle von K und r € IN. Ein O,-Gitter Y, in K"
ist ein freier Op-Untermodul von K™ vom Rang r, der K" erzeugt.

Im wesentlichen basiert der Zusammenhang auf dem folgenden Satz.
3.2.4 Satz. ([Til83, 1.10])

(i) Jedem abgeschlossenen Punkt p € X sei ein O,-Gitter M(p) zugeordnet.

Genau dann existiert eine Modulgarbe M mit Halmen M, = M(p) in
jedem Punkt p € X, wenn es eine K-Basis b von K" gibt, so daf fir fast
alle p € X der Modul M(p) gleich dem von b erzeugten O,-Gitter ist.
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(ii) Die Vorgabe auf den Halmen bestimmt die Garbe eindeutig. Fiir alle offenen
Teilmengen U C X gilt

MU) = ﬂ M, in K" .

peU
abgeschl.

(iii) Fiir alle U' C U C X gilt
MU") = Ox(U") ®ox @) M(U) -

Aufgrund ihrer Konstruktion sind alle diese Modulgarben lokal frei und endlich-
dimensional, also kohdrent (vgl. [Har77, I11.5.4]).

Dabei nennen wir r auch die Dimension der Modulgarbe.

3.2.5 Vereinbarung. Im folgenden betrachten wir ausschliefilich lokal freie
kohdrente Modulgarben und nennen diese Modulgarben.

Insbesondere konnen wir jedem A-Gitter Y C K" eine affine Modulgarbe Yy
zuordnen (dabei steht das Suffix f hier fiir , finite“, also den endlichen Anteil).

3.2.6 Satz. ([Har77, 11.5.1, 5.2, 5.5])

(i) Die Halme Yy, sind isomorph zu den Lokalisierungen Y, fir alle
p € Spec(A).

(1) Der Modul der globalen Schnitte ist Y;(Spec(A)) =Y.

(i1i) Die ZuordnungY — Yy ist ein exakter und volltreuer Funktor zwischen den
Kategorien der A-Moduln und der Ospec(a)-Modulgarben.

(iv) Sie ist vertrdaglich mit dem Tensorprodukt und der direkten Summe:

Die Garbe zuY @Y ist Vi ®spec(a) y}, die Garbe zuY @Y ist Y; @ y}.

3.2.7 Bemerkung. Wir zerlegen Modulgarben héufiger in ihren endlichen und
ihren unendlichen Anteil und schreiben dann M = (M, M).

Die Modulgarbe ) enthélt also mehr Informationen als das A-Gitter Y, ndmlich
das zusétzliche Datum ). Selbst wenn wir Y festhalten und nur die Modulgar-
ben betrachten, deren affine Schnitte zu Y gehéren, erhalten wir eine reichhaltige
Struktur.

Wir werden nun die fiir uns interessanten Modulgarben anfithren und ihrer Ge-
samtheit im Anschlufl einen Baum zuordnen, dessen Knoten zu diesen Modulgar-
ben korrespondieren.

Zunichst bendtigen wir jedoch den Begriff der Determinante eines Gitters bzw.
einer Modulgarbe. Auch hier beschrinken wir uns auf Rang r = 2, alle Aussagen
lassen sich aber entsprechend verallgemeinern.
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3.2.8 Definition. (i) Sei Y ein A-Gitter in K?. Die Determinante von Y ist

det(V) == NV,
die zweifache duflere Potenz von Y. Sie ist ein A-Gitter vom Rang 1.
(ii) Zu jeder Modulgarbe M der Dimension 2 definieren wir die Determinante
Det(M) == \ M.
3.2.9 Satz. Seien die Bezeichnungen wie in (3.2.8) gewdhlt.

(i) Zu jedem A-Gitter Y in K? eristieren eine Basis (by,by) von K? und ge-
brochene Ideale a,b, so daff Y = aby +bby ist. (Diese Darstellung ist nicht
eindeutig. )

Fiir die Determinante gilt dann
det(Y)=a®@b=ab.
(ii) Zwei Rang-2 Gitter Y und Y mit det(Y) = ¢ und det(Y”') = 0 sind genau
dann isomorph, wenn gilt [c] = [0].
(iii) Die Zuordnung von Isomorphieklassen von A-Gittern
det : Po(A) — P1(A) = Pic(4) ,
die von Y +—— det(Y") induziert wird, ist bijektiv ([Bou65, 4.10.24]).

(iv) Nach Auswahl einer (geeigneten) Basis b = (by,by) von K? ist fiir alle
offenen Mengen U C X der Modul Det(M)(U) das von

{al-a2|a1-b1+a2-b2 EM(U), ai, ag GK}

erzeugte gebrochene Ideal in Ox(U). Wir erhalten also eine invertierbare
Garbe; die zugehorige Divisorklasse (vgl. (3.2.12)) ist unabhdngig von der
Wahl der Basis (vgl. [Til83, 1.17]). Der Determinantengrad einer Modul-
garbe ist der Grad des zugehdrigen Divisors.

(v) Ist M = M(Spec(A)), dann ist
det(M) = Det(M)(Spec(A)) .
3.2.10 Bemerkung. Der Isomorphismus det(Y) — a ® b hiingt von der Wahl
der Basis b ab: Seien ¢y, ¢y € a und c3, ¢4 € b, dann ist
(c1b1 + c2b2) A (e3by + cabsy) = (c1c4 — cac3)(by Aby) — 1 @ cy — 2 ® 3 .

3.2.11 Vereinbarung. Von nun an hat jede Modulgarbe, wenn nichts anderes
bestimmt wird, Dimension 2. (Modulgarben der Dimension 1 sind fir uns stets
invertierbare Garben.)

Modulgarben der Dimension 2 kénnen unzerlegbar oder zerlegbar sein. Im letz-
teren Fall sind sie direkte Summe zweier invertierbarer Garben.
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Invertierbare Garben

Die Notationen in diesem Abschnitt entsprechen denen in der Literatur, z.B.
[Har77], [EHOO] oder [Ati57]. Insbesondere unterscheidet sich die Definition der
invertierbaren Garbe zu einem Divisor um ein Vorzeichen von der bei Tillmann.

Die Isomorphieklassen von Rang-1 A-Gittern in K? werden repriisentiert von den
Primidealen vom Grad 1 und von A selbst. Sie entsprechen dem affinen Anteil
gewisser invertierbarer Garben.

Statt nun einem Ideal direkt eine Garbe zuzuordnen, wahlen wir den Weg iiber
den Zusammenhang von Idealklassen und Divisorklassen.

3.2.12 Definition. Se: D ein Divisor. Fir alle offenen Teilmengen U C X
setzen wir

L(D)(U) :={g € K* | vy(g) > —vp(D) fiir alle p € U} U {0}

und erhalten die invertierbare Garbe L(D).
Der Grad einer invertierbaren Garbe ist der Grad des zugehdrigen Divisors.

Global ist L(D)(X) = L(D) der L-Raum zu D (vgl. (1.3.8)).

3.2.13 Satz. ([Har77, 11.6.13, 6.16]) Seien Dy und D, zwei Divisoren von K.
Dann gilt:

(i) L(D)~' = Hom(L(D), Ox).

(11) L(Dy—Dy) = L(D;)®L(Dy)~t. Insbesondere ist das Tensorprodukt zweier
invertierbarer Garben wieder eine invertierbare Garbe.

(iii) Genau dann liegen Dy und D in derselben Klasse, wenn L£(D1) als abstrakte
invertierbare Garbe isomorph zu L(Ds) ist.

(iv) Die Zuordnung

CI(K) — {Isomorphieklassen invertierbarer Garben}
D — L(D)

ist ein Isomorphismus von Gruppen, wobei die Gruppenstruktur rechts vom
Tensorprodukt induziert wird.

Nun kénnen wir jedem ausgew&hlten nichttrivialen Représentanten der Picard-
gruppe von A eine invertierbare Garbe zuordnen und ebenso der co-Stelle.

3.2.14 Definition. (i) Sei p ein Primideal vom Grad 1. Dann ist die zu p
assoziierte invertierbare Garbe

F(p) = L(=div(p)) .
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(i) Dem Divisor oo wird die invertierbare Garbe
T := L(o0)
zugeordnet (vgl. [Ser03, I1.2.1]).

Das folgende Korollar verdeutlicht, weshalb wir dem Ideal p die Garbe
F(—div(p)) zuordnen. In (3.4.6) werden wir diese invertierbaren Garben auf-
greifen und aus ihnen zerleghare Modulgarben konstruieren, deren affiner Anteil
p @ p~! entsprechen soll.

3.2.15 Korollar. Seien p ein Primideal vom Grad 1 und q € X . Dann ist

pOPu q = p
F(p)g= t 'O, =00
Oy, sonst

und F(p)(Spec(A)) = p. Die Halme der Garbe T sind

Iq = {t_loom 1= .

O,, sonst
Somit ist Z(Spec(A)) = A.
Beweis. Nach (1.3.4) ist div(p) = p — oo und nach (1.3.8) ist

L(—div(p)) ={g € K | (g) > div(p)}
={9€ K [vp(9) > 1, vs(g9) > —1, v4(g) > 0 fiir q # p, o0} .

Analog erhalten wir

Insbesondere sind

Fp)Spec(A) = [ Fpla=bp,
qeP(K)—{oco}
I(Spec(A))= (] I, =A.
qeP(K)—{oco}
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Unzerlegbare Modulgarben

Da X ein Schema iiber einem vollkommenen, aber nicht algebraisch abgeschlos-
senen Korper ist, gibt es hier zwei Begriffe der Unzerlegbarkeit.

3.2.16 Definition. (i) Eine Modulgarbe M heifit unzerlegbar, wenn eine Zer-
legung von M in eine direkte Summe von Untermodulgarben My und M,
iiber dem Schema (X, Ox) = (X/Fq, Ox/w,) nur fir My =0 oder My =0

maoglich ist.

(ii) Eine Modulgarbe M von (X, Ox) heifit absolut unzerlegbar, wenn sie als
Ox/w,-Modulgarbe unzerlegbar ist.

Zur Bestimmung gewisser unzerlegbarer Modulgarben, die nicht absolut unzer-
legbar sind, wird das folgende Lemma hilfreich sein, dessen Inhalt bekannt ist
oder sich leicht nachrechnen a8t (siehe (1.1) und (4.3)).

3.2.17 Lemma. Sei (E, A, K) eine elliptische Kurve wie in (1.2.5) festgelegt.
Weiter sei a € F, so gewdihlt, daf$ fg(a,d) # 0 fir alle § € ¥, ist, d.h. « ist
nicht x-Koordinate eines I -rationalen Punktes. Dann ist

fela,y) = Y? + aray + azy — o’ — axa® — ago — ag

ein tiber B, irreduzibles quadratisches Polynom in y. Ist nun 8 € T, eine Null-
stelle dieses Polynoms, so ist F 2 =F ().
Das Ideal B = (x — o,y — ) C AF 2 ist ein Primideal vom Grad 1, fir das gilt

[Ne,”(B)] = [(D)] -

Die Klassifizierung aller absolut unzerlegbaren Modulgarben der Dimension r» > 1
ist von Atiyah in [Ati57] vorgenommen worden; die explizite Darstellung fiir Mo
habe ich [Til83] entnommen.

3.2.18 Satz. (i) ([Ati57, Part I, Theorem 5 (i)] und [Til83, 6.1]) Sei (eq, e2)
die Standardbasis von K?. Die Garbe My, die auf den Halmen durch

Moy, = Oper + Opes fir alle p € Spec(A)
Mo = Oxer + Ou(ter + e3)

definiert ist, ist eine absolut unzerlegbare Modulgarbe, die eine triviale De-
terminante und einen nichttrivialen globalen Schnitt hat. Sie ist bis auf
Isomorphie durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt.

(i1) ([Ati57, Part 11, Theorem 5 (ii)]) Jede absolut unzerlegbare Modulgarbe der
Dimension 2 mit Determinantengrad O ist isomorph zu L @ My fir eine
invertierbare Garbe L vom Grad 0.
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(1ii) Die Modulgarbe H, die gegeben ist durch
H, = Oper + Oper fiir alle p € Spec(A)
Hoo = Onoter + Ot ley +e3)
st eine absolut unzerlegbare Modulgarbe.

(w) ([Til83, Satz 2.5, Paragraph 3]) Sei (o,B) € E(F,) — E(F,). Dann ist
F((x—a,y—p)) eine invertierbare Garbe tiber dem Schema X/F . Durch
FEinschrinkung der Konstanten konnen wir sie als Modulgarbe iber X/F,
betrachten: dies liefert eine unzerlegbare Modulgarbe der Dimension 2, die
wir mit G, bezeichnen.

3.2.19 Bemerkung. (i) Die Wahl der Basis in (i) und (iii) ist unerheblich fiir
qualitative Aussagen. Dadurch, daff wir die Standardbasis wéhlen, verein-
fachen sich jedoch zahlreiche Rechnungen.

(ii) Die Garbe My heift in der Literatur hdufig nichttriviale Erweiterung von
1 durch 1. Die Garbe H ist eine nichttriviale Erweiterung von Z durch 1.

(iii) Mit Modulgarben der Form G, aus (iv) werden wir uns in (4.3) noch inten-
siver beschéftigen.

(iv) Wir haben in (3.2.18) nur jene unzerlegbaren Modulgarben angefiihrt, an
denen wir im folgenden interessiert sind.

In [Til83, Paragraph 6] zeigt Tillmann: zu jedem n € IN und jedem d € Z
gibt es einen Isomorphismus zwischen den Isomorphieklassen unzerlegbarer
Modulgarben der Dimension n vom Determinantengrad d und der Menge

{p € X | deg(p) teilt n} .
3.2.20 Lemma. Mit den Bezeichnungen von (3.2.18) gilt
Det(My) =1 wund Det(H) =1 .
Insbesondere hat H den Determinantengrad 1.

Beweis. Nach ihrer Definition gilt fiir beide Garben, daf} sie affin trivial sind.
Betrachten miissen wir also nur noch den Halm an oo.

(i) Fiir M5 miissen wir also berechnen
Det(Msa)oo = {9192 | g1€1 + goe2 € Mo oo} .
Ein Element aus My o hat die Form
hier + ho(t ter +e3) = (hy + hot ey + hoes

mit Ay, he € Ou. Damit ergibt sich direkt, dafl Det(Ms)s = O ist und
damit Det(M,) = (15,0x) = 1.
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(ii) Eine dhnliche Rechnung 148t sich nun auch fiir Det(H)., anstellen. Aus
h1t€1 + h2<t71€1 + 62) = (hlt + hztil)el + h2€2
mit hy, he € O ergibt sich Det(H) = (1;,:'O0s) =7 (vgl. (3.2.15)).

O

3.2.21 (Strategie der Klassifizierung). Unser Ziel ist nun die Klassifizierung
der Modulgarben mit affin trivialer Determinante. (Die genauen Definitionen der
hier angefithrten Objekte erfolgen weiter unten.)

Konstruiert man nun den Bruhat-Tits-Baum 7 zur PGL(2, K+) und faBt die
Knoten des Baumes als O.-Gitterklassen auf, so erhélt man eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Modulgarben mit affin trivialer Determinante und den
Knoten des Quotientengraphen G(A)\7.

Takahashi betrachtet in [Tak93] sowohl 7 als auch G(A)\7 als Graphen zu der
PGL(2, K ~)- Serre hingegen interpretiert die Knoten als O..-Gitter. Zur Verbin-
dung beider Objektmengen nutzen wir die in [GR96] beschriebene Definition der
Operation von GL(2, I?Oo) auf der Menge der O-Gitter.

Auf die Eigenschaften von 7 — G(A)\7 werden wir im néchsten Kapitel ndher
eingehen, ebenso wie auf den Zusammenhang von 7" mit der Drinfeld’schen Halb-
ebene.

Die Beschreibung aller Knoten und Kanten von G(A)\7 sowie ihrer Stabilisato-
ren geniigt uns, um gewissen Klassen von Modulgarben eineindeutig den Knoten
zuzuordnen. Diese Zuordnung wird explizit sein und den Rest des Kapitels um-
fassen.

3.3 Der Bruhat-Tits-Baum zu PGL(2, [?oo)

Die Ahnlichkeitsklasser}\ von O.-Gittern in K? lassen sich durch den Bruhat-
Tits-Baum zu PGL(2, K,) beschreiben. Hier nutzen wir

3.3.1 Satz. [Ser03, I11.1.1] Die Abbildung

{On-Gitter in K} — {Ou-Gitter in K2}
Yoo L Yoo ®(’)oo 600

st eine Bijektion.
3.3.2 Definition. Der Graph T = (Vert(7 ), Edge(7)) ist gegeben durch:

(i) Die Knoten entsprechen eineindeutig den O -Gitterklassen in K?.
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(ii) Zwei Ou-Gitterklassen [Yoo| und [Y.] heiffen genau dann benachbart, wenn
ein Ou-Gitter Y! € [Y] existiert, so dafy Y| C Yy ist und Yo./Y als
Oy -Modul die Linge 1 hat.

Wir erhalten eine orientierte Kante e = ([Yao, [YZ]) und ihre Inverse
—¢ = (Y], [Yx])-

Die Menge der orientierten Kanten bezeichnen wir mit Edge™ (7).

(111) Sei ([Yool, [YL]) eine orientierte Kante. Die Menge

e = {([Yaol, [YZD), (Y], [Yac]) }

1st eine nicht-orientierte Kante von 7T .

Die Menge aller nicht-orientierten Kanten nennen wir Edge(7).

(iv) Auch nicht-orientierte Kanten schreiben wir als geordnete Tupel, d.h. zu
€ = (Y], [YX]) st

e = (Yoo, [VZ]) = (IVZ], [Yas)) -

Wir werden jeweils vermerken, ob wir mit ([Y], [YL]) eine orientierte oder
eine nicht-orientierte Kante benennen.

Wir verwenden auch T = (Vert(T), Edge™(T)). Aus dem Zusammenhang
wird stets ersichtlich, ob wir die orientierten oder die nicht-orientierten
Kanten von T betrachten.

3.3.3 Beispiel. Setzen wir Y, ; := Oy t'e; + Onez mit i € N U {0}, so erhalten
wir eine Folge von ineinander enthaltenen Gittern, deren Klassen benachbart
sind.

[Yoo,O] - [Yoo,l] [Yoo,2] [Yoo,?a] [Yoo,4] -

3.3.4 Satz. ([Ser03, I1.1]) Der Graph T ist ein (q + 1)-wertiger Baum.

Betrachten wir statt der O.-Gitterklassen in K? die (/’)\OO—Gitterklassen in K go, SO
ergibt sich ebenfalls ein Baum, der zu 7 isomorph ist. Dies folgt aus der Aussage
(3.3.1) von Serre. Im folgenden identifizieren wir beide Bédume miteinander.

Die Gruppe G(IA(OO) operiert von rechts auf dem Zeilenvektorraum K 2 . Auf der
Menge der O..-Gitter definieren wir die Linksoperation % durch

v* Yoo =Yooyt

Diese Operation ist transitiv.
Wir setzen nun
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3.3.5 Definition. Die Gruppe

[(O.) = { (‘i Z) € G(0..)

Uso(€) > O}

heifit Iwahori-Gruppe. Der Normalisator von I(@oo) ist

N(I(Ox)) == 1(0x)Z(Koo) UI(Ox) Z(Ko) (1) -
Mit diesen beiden Gruppen kénnen wir nun die Menge der Knoten sowie die
Mengen der orientierten und der nicht-orientierten Kanten des Baumes 7 durch

Matrizengruppen beschreiben.

3.3.6 Proposition. (/GR96, 1.5.2]) Seien die Bezeichnungen wie in (3.3.3)
gewdhlt.

(i) Die Zuordnungen

G(Ks)/G(0x)Z(Ks) = Vert(T)
Y o 7*[Yoo,0]
G(K)/1(0)Z(Ky) —> Edge*(T)
R R v 7*([Y00,1]7[Y00,0])
G(K.)/NI(Oy)) —> EdgeT
v 7*([Y00,1]7[Y00,0])

sind bijektiv.
(i) Unter diesen Identifikationen entspricht die kanonische Abbildung
G(K)/1(0)Z(Kc) — G(Roc)/G(O) Z(Kox)
der Abbildung € + t(€).
(iii) Die Abbildung

G(Ks)/1(0x)Z(Ks) — G(Ku)/1(0x)Z(Kx)
v o=

—o
o~
SN—

entspricht der Zuordnung € — —¢ .
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Der Quotientenbaum G(A)\7

Die diskrete Untergruppe G(A) von G(IA(OO) operiert auf den Mengen der Kno-
ten, Kanten und orientierten Kanten von 7, und diese Operationen sind mit
den Inzidenzrelationen vertriglich. Deshalb gibt es einen Graphen G(A)\7 mit
Knotenmenge G(A)\Vert(7) und Kantenmenge G(A)\Edge(7).

In [Tak93] zeigt Takahashi, dafi dieser Quotientengraph ein (kombinatorischer)
Baum ist. Wir zitieren nun diese Arbeit. Takahashis Ergebnisse verkniipfen wir
im folgenden Abschnitt mit den Aussagen aus [Ser03].

In der Zusammenfassung am Ende des Abschnittes (3.4) geben wir eine explizite
Beschreibung der Knoten, Kanten und Stabilisatoren des Quotientenbaumes.

3.3.7 Satz. ([Tak93])
(i) Der Quotientengraph G(A)\7T ist ein Baum.

(ii) Die Knoten von G(A)\T werden reprasentiert durch

(a) einen Ursprung o,

(b) einen Knoten v(«) zu jedem o € F,, und zudem einen Knoten v(o0),

(¢) zu jedem 2-Teilungspunkt (v, 3) € E(F,) und p = (x —a,y — ) sowie
fiir p = oo einen Knoten e(p),

(d) zu jedem Primideal p vom Grad 1 sowie fiir p = oo und fir allen € N
einen Knoten c(p,n).

(iii) Die Folgen c(p,n) bilden Enden im Baum, d.h. fir alle n € N erhalten wir
eine Kante (c(p,n),c(p,n+ 1)), und die Knoten c(p,n) mit n > 2 gehdren
zu genau zwei Kanten.

Wir nennen s(p) := (c(p,n))nen die Spitze zu p.

Insbesondere erhalten wir hg viele Spitzen.

() (Vgl. auch [Ser03, 11.2.3, Prop. 8]) Der Baum G(A)\T ist die Vereinigung

eines endlichen Teilbaumes S mit den s(p), wobei gilt:

(a) Fiir alle p € Pic(A) sowie p = oo ist Vert(S) N Vert(s(p)) = {c(p,1)}
und Edge(S) N Edge(s(p)) = 0.

(b) Jeder Knoten in G(A)\7T hat einen Abstand < 3 von wenigstens einer
der Spitzen.

3.3.8 (Kanten im endlichen Anteil). Wir geben zu den Knoten des endlichen
Anteils alle Nachbarn an. (Die Aufzéhlung enthélt Redundanzen.)

(i) Der Knoten o hat ¢ + 1 Nachbarn, namlich die v(a) fiir alle @ € F, und
v(00).

(ii) Ist o € I, nicht z-Koordinate eines F,-rationalen Punktes, so hat v(«) nur
den Nachbarn o.
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(iii) Sei a € F, die z-Koordinate eines 2-Teilungspunktes (a, 5) € E(F,) und
p=(z—-ay=0)
e v(a) hat die Nachbarn o und ¢(p, 1),
e ¢(p,1) hat die Nachbarn v(«), e(p) und c(p, 2),
e ¢(p) hat den Nachbarn c(p, 1).
(iv) Existieren zu o € F, Elemente § # ' € F,, so da (o, 3), (o, 3') € E(F,)
sind, dann hat
e v(a) die Nachbarn o, ¢((z — o,y — 3),1) und ¢((z — o,y — '), 1),
e ¢((x —a,y— f),1) die Nachbarn v(«) und ¢((z — o,y — 3), 2),
e ¢((r —a,y—),1) die Nachbarn v(a) und c((z — o,y — '), 2).
(v) Fiir die Stelle oo ergibt sich
e v(00) hat die Nachbarn o und ¢(o0, 1),
e ¢(00, 1) hat die Nachbarn v(00), e(0c0) und ¢(o0, 2),
e ¢(00) hat den Nachbarn ¢(o0, 1).

3.3.9 Standardbeispiel. Betrachten wir nun die in (1.1.16) definierte elliptische
Kurve

E/Fs: fplr,y)=y*—a2°—2.
Sie hat die F,-rationalen Punkte (0,0), (2,1), (2,2) und co. Die Primideale vom
Grad 1 sind daher p == (z,y), q:=(x — 2,y — 1) und q' := (x — 2,y — 2).
Fiir G(A)\7 erhalten wir damit die graphische Darstellung

.c(oo,?))
c(00,2)
e(o0)
c(q',3)
c(d',2) (00, 1)
@y 4
v(2) o p0)  clp1) cp2) cp,3)
e(p)
C(C[,l) 'U(l)
.c(q,2>
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Dabei gehoren die blauen Kanten zum endlichen Unterbaum & und die griinen
sind Kanten der Spitzen.

Takahashi beschreibt die Stabilisatoren der Knoten und Kanten explizit als Ma-
trizengruppen. Allerdings ist diese Beschreibung sehr undurchsichtig, da sie tech-
nisch recht aufwendig ist. Uns gentigen (weitgehend) die strukturellen Eigenschaf-
ten, die er durch Isomorphismen von Gruppen angibt. Dazu legen wir zunéchst
ein semidirektes Produkt fest.

3.3.10 Definition. Sei n € IN. Dann ist das semidirekte Produkt
Y« T
von ¥y und T, definiert durch < : ¥} — Aut(IF7) mit
(@) ((Bry---y0n) = (@b, ..., ab,) .

Um die Stabilisatoren der Kanten beschreiben zu kénnen, benotigen wir noch die
Nachfolgerrelation fiir Knoten.

3.3.11 Definition. Seien v und w benachbarte Knoten. Genau dann heift v
Nachfolger von w, wenn auf dem Pfad o = vy, vy, ...,v, = v der Knoten w = v,_1
15t.

3.3.12 Satz. ([Tak93, Theorem 4 und 5])

(i) Die Stabilisatoren der Knoten sind isomorph zu

Knoten Stabilisator Bedingung

) F
v(00) F, x F;
o (o, ) & E(F,)
o) | FaxFo |-
Iy < T3 [p?] # [(1)]
e(o0) G(F,)
e(p) G(F,)
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Dabei enthdlt die letzte Spalte Bedingungen an die Argumente der ersten
Spalte. In den Zeilen, in denen sowohl p als auch o vorkommen, st stets
(a, B) € E(F,) mit geeignetem € F, und p = (v — o,y — ).

(ii) Seien v und w zwei Knoten und v der Nachfolger von w. Dann hat die

Kante e = (w,v) den Stabilisator G(A). = G(A), N G(A)y = G(A).

3.3.13 Bemerkung. Die letzte Aussage ist von Takahashi bewiesen. Sie folgt
auch aus (3.4.15).

3.4 Klassifizierung von Modulgarben

Der Strategie folgend, die wir in (3.2.21) beschrieben haben, ordnen wir den
Knoten von G(A)\7 gewisse Klassen von Modulgarben iiber X mit affin trivialer
Determinante zu.

Dazu benétigen wir eine geeignete Aquivalenzrelation.

3.4.1 Definition. Zwei Modulgarben M und M’ heiflen Z-aquivalent genau
dann, wenn einn € 7, existiert mit M' = I @ M.

3.4.2 Proposition. ([Ser03, 11.2.1, Lemma 5])
(i) Fir eine Modulgarbe M der Dimension 2 sind dquivalent:

(a) Die Einschrinkung von M auf Spec(A) ist trivial, es ist also
Mspec(a) = Oy © Oy

(b) Die Finschrinkung von Det(M) auf Spec(A) ist trivial.

(c¢) Es existiert ein n € Z, so daff Det(M) = I®" ist.

FEine Modulgarbe, die eine der drei Bedingungen erfiillt, nennen wir affin
trivial.

(ii) Es ist Det(Z®™ @ M) = I9?*" @ Det(M).

Fiir jede affin triviale Modulgarbe Y existiert daher eine ganze Zahl m, so dafl
Det(Z%™ @ ) isomorph zu 1 oder Z ist.

3.4.3 Satz. ([Ser03, 11.2.1, Prop. 4 und 5]) Es sei Yy eine triviale Modulgarbe
der Dimension 2 tiber Spec(A). Die Zuordnung

Knoten [Yoo] Yoo = ¥V = (V5, Voo) = (Y, Yoo)

induziert eine Bijektion von Vert(G(A)\T) auf die Menge der Z-Klassen von
Modulgarben der Dimension 2 iiber X, die affin trivial sind.

Die Automorphismengruppe einer Modulgarbe entspricht dem Stabilisator des zu-
geordneten Knotens.
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3.4.4 Proposition. ([Ser03, I1.2.1 und I1.1.2 Prop. 1] Seien Yo ein Ou-Gitter
und v € G(K) so gewdhlt, dafp O*~ = Y., ist. Weiter sei dem Gitter Yy, die
Garbe Y zugeordnet vermdge des Isomorphismus aus (3.4.3). Dann ist

Det(Y) =I%" mit n = vs(det(y)) .

Wir werden nun sukzessive den Knoten Modulgarben zuordnen. In [Ser03, I1.2]
klassifiziert Serre die Spitzen genau. Fiir den endlichen Anteil gibt er Abschéatzun-
gen iiber den Durchmesser an. Kombinieren wir Serres Beschreibung der Spitzen
und die Aussagen iiber die Stabilisatoren von Takahashi, so erhalten wir eine
vollstéandige Zuordnung zwischen Knoten und affin trivialen Modulgarben.

3.4.5 Bemerkung. Eine wesentliche Methode ist dabei, dal wir die Automor-
phismengruppen der Modulgarben explizit bestimmen. Statt dies nun in abstrak-
ter Weise zu tun, werden wir sie elementar berechnen.

Dazu betrachten wir die Automorphismen auf den Halmen der Modulgarben.
Ist M eine Modulgarbe, so ist nach Auswahl einer Basis b = (by, by) von K2

Mg =K? und
M, = Opby + O,bs fiir fast alle abgeschlossenen p € X .

Fiir einen Automorphismus von M gilt nun: Es existiert eine Matrix M, € G(K),
so daf} iiber dem generischen Punkt der Automorphismus die Abbildung

K? — K?
g1by + goba  — (g1b1 + gaba) M,

ist. In allen abgeschlossenen Punkten p € X, fiir die M, = Oyby + O,b, ist, ist
M, € G(O,); der Automorphimus in diesem Halm ist
Mp e Mp
giby + g2by = (9101 + g2ba) M

Eventuell miissen wir an endlich vielen abgeschlossenen Punkten q € X eine
andere Basis &' = (b, b,) wihlen (die Basis hingt von q ab). Dann erhalten wir
eine Matrix My € G(O4) und fiir den Automorphimus die Darstellung

giby + g2by = (giby + gaby) M,

Die Matrix My, aufgefait als Element von G(K), ist konjugiert zur Matrix My,
denn die beiden Matrizen unterscheiden sich nur um einen Basiswechsel.

Beginnen wir zunéchst mit den Aussagen von Serre.
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Zerlegbare Modulgarben

3.4.6 Satz. /Sg?"OS’, I1.2.2] Alle zerlegbaren Modulgarben, die affin trivial sind,
sind bis auf T-Aquivalenz von der Form

E(oo,n) =10 (LQI®) =1HI%" oder
E(p.n) = F(p) © (Fp)' ®I°")

wobei p € RS(Pic(A)) ein Primideal vom Grad 1 und n € NU{0} ist. Die E(p,n)
und E(q,m) mit (p,n) # (q,m) sind verschieden.

Fiir alle n > 0 ist E(p,n) in E(p,n+ 1) enthalten, und jede Folge von E(p,n)n>1
bildet eine Spitze (dabei ist p = oo zuldssig).

Die letzte Aussage des Satzes ergibt sich direkt aus der kanonischen Einbettung
AL A

3.4.7 Lemma. Die Automorphismengruppe der Modulgarbe E(p,n) ist
(i) Aut(E(p,0)) = G(F,), falls p = oo oder [p?] = [(1)] ist, und
(ii) Aut(E(p,0)) ={(42) | p.v € F;} fiir alle anderen p,
(iii) firn > 1
Aut(E(co,n)) = {(4?1) | pv eF;, be A undv(b) > —n} |
() firn>1 und alle p € (Pic(A) — {(1)})
Aut(E(p,n)) = {(4°) | p,v € F;, bep™? und v (b) > —n} .

Beweis. (a) Ist M = M; & M, eine zerlegbare Modulgarbe, dann existiert
eine geordnete Basis b := (b1, by) von K2, so daf

Mp = Ml,pbl + M27pb2 fiir alle p e X
ist. Sei nun f € Aut(M), dann entspricht f eine Vektorraumabbildung mit

Darstellungsmatrix
(M he
M, = <h3 h4> € G(K)

beziiglich der Basis b. Wegen

gibi My = gihiby + grhabs
92ba My, = gohsby + gahabo

(g1, 92 € O,) gilt fiir die Eintrige der Matrix M,

hy € Endop (Mlyp) , hy € HOITl(Qp (MLp,MQ’p) s
hy € Endop (Mgvp) , hs € Hom@p (Mz,p,MLp) .
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(b) Wir betrachten zunéchst £(co,n) =1 @ (1 ® Z®") mit n € NU {0}. Da
E(oo,n)(Spec(A)) = Aby + Aby
ist, sind alle h; € A. Im Halm iiber co € X erhalten wir
E(00,n) 00 = Osobr + ¢t "Ouoby
und daher muf fiir die h; gelten

h, € Endow((’)oo) = O , hy € HOIHOOO(OOO, t‘"@oo) =+t "O ,
h,4 € End@w(t*”(’)m) = Ooo , h3 c Homom(t*"(’)m, Ooo) = t”(’)oo .

Sei nun zunéchst n > 1. Dann ergeben die Bedingungen
hs € t"O,NA={0}.

Somit erhalten wir eine obere Dreiecksmatrix. Die Eintrige auf der Dia-
gonalen miissen invertierbar sein und in O, N A = F, liegen, also sind
hi, hy € .

Der Eintrag hy mufl in A liegen und einen Grad deg(hs) < n haben.

(c) Sei nun n = 0. Dann ergibt sich aus (b), dafl alle Eintrége h; in F, liegen,
und wegen

G(K)NnMat(2,F,) = G(F,)

ergibt sich die erste Behauptung des Lemmas fiir p = co.
(d) Sei nun [p?] = [(1)]. Dann ist
Ep,n)=F(p)®E(co,n) firallen>0,
und wir erhalten

Aut(E(p,0))
Aut(E(p,n))

fiir n € IN.

G(]FQ) )
{("72) | hy, hy € F}, ho € p~? mit deg(hy) < n}

(e) Sei nun [p?] # [(1)]. Dann ist
F(p)~" = Hom(L(—p + 00), Ox) .
Deren Halme sind also

(Fp)™H)p = P_lop
(F(P) oo = t0cc
(F(p)~ )q = (’) fiir alle q # p, 0o
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(f) (Weiter ist [p?] # [(1)].) Daher hat die Garbe
Elp,n) = F(p) & (F(p) ' @)
die Halme

E(p,n)p = pOpby +p~ ' Opby
g(pa n)oo = Oootilbl + Oooti(nJrl)bQ s
E(p,n)q = Ogb1 + Ogbo fiir alle q # p, 0o
Also gilt fiir die Diagonaleintrage der Matrix M,
hihi€ (] Oq=F,.
qeP(K)

Fiir die Eintrage auf der Nebendiagonalen miissen wir nun die entsprechen-
den Homomorphismengruppen von Moduln betrachten:

Homo, (§Oy, p 1o p) =19 € K | v,(g)
Homo, (p~'Op, pO,) = {g € K [vy(9)
Hom@oo(tfl(’)oo, n+1)(f)oo)
)=

Home__ (¢~ "0, 104

-2},
2},

>
>

Dies liefert nun die Bedingungen

hy €{g € K | vp(g) > =2, vp-1(9) > 1, v5(g) > —n und vy(g) > 0 sonst}
= L(2p + noo) ,
hs €{g € K |vp(g) > 2, vp-1(9) > —1, vs(g) > n und v4(g) > 0 sonst}
= L(—2p —noo) = {0} .
Aus vp(hg) > —2 und vg(hg) > 0 fiir alle q # p, oo folgt, dal hy in p~2 liegt.

Speziell fiir n = 0 ist L(—2p) = {0} nach dem Satz von Riemann-Roch.
Somit ist dann hs = 0.

Fiir die Diagonalelemente folgt fiir alle n € N U {0} wiederum, daf ihr
Produkt von 0 verschieden sein muf.

Damit ist das Lemma gezeigt.

Die Garbe H

Die in (3.2.18) definierte absolut unzerlegbare Modulgarbe H ist affin trivial und
auf dem Halm iiber oo gegeben durch

Hoo = Ousote; + Ooo(t_lel + e9) .
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3.4.8 Lemma. Die Automorphismengruppe von H ist ;.

Beweis. Ein Automorphismus von H hat auf Spec(A) eine (einzige) Darstellungs-

matrix
Me —_ (gl 92) )
g3z ga

Die Matrix M, zum Halm oo erhalten wir durch Basiswechsel. Sei dazu B die
Basiswechselmatrix von der Standardbasis zur Basis von H,,, dann ist

B 4 ([t 0 10
Mb = BMEB = (tl 1) Me (—t2 1)

_ g1—gat ™ gat
Git gzt t =gt P — gt gat T Hgy)

Nun miissen ¢i,g2 € A und g; — got ! € Oy liegen; in A — I, existiert kein
Element a mit vy (a) > —1, daher ist go = 0 und g1 € O N A = F, sowie
gat '+ g4 = g4 € F,. Da die Determinante der Matrix ungleich 0 sein mu8, gilt
sogar g1, g4 € F;. Fiir den Term (g1 — gq)t >+ gs¢ ' folgt nun, da (g1 — g4) € F,
ist, daBl g3 = 0 und ¢g; = g4 ist. Insgesamt erhalten wir

Aut(H) = {(g 2) |,uE]FZ} .

Nun hat G(A)\7 nur einen Knoten mit einer Automorphismengruppe isomorph
zu Iy, und dies ist der Knoten o.

O

Die Garben M, und F(p) @ My
Auch fiir My werden wir erst einmal die Automorphismengruppe bestimmen.

3.4.9 Lemma. Fs ist
nov *
Aut(Ms) = 0 4 |peF, undvel,, .

Beweis. Bezeichnen wir wie im Beweis zu (3.4.8) die Darstellungsmatrix eines
Automorphismus auf Spec(A) mit M, = (§; 7:) und auf dem Halm oo mit M,

sowie die Basiswechselmatrix mit B = (til ?), dann erhalten wir
Mb:BM B—1: gl_g2t_1 92 )
‘ gt g3 —gat T —gat™h gatT 4 g4

Nun muf} wieder g, € F, gelten, und da A—IF, kein Element mit Bewertung > —1
an oo hat, ist g; — got 7+ € O nur fiir go = 0 moglich. Somit sind g, g4 € Iy

SchlieBlich ist der Term der zweiten Zeile und ersten Spalte (g1 —g4)t ' +9g3 € O
genau dann, wenn g; = g4 und g3 € AN Oy = F, ist. O
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Nun bestimmt diese Angabe den Knoten nicht eindeutig, denn es gibt mehrere
Stabilisatoren von Knoten, die isomorph sind zu F, x ;. Die Eindeutigkeit folgt
allerdings aus

3.4.10 Lemma. Die Garbe My ist benachbart zu £(c0, 1).

Beweis. Wegen My (Spec(A)) = E(oo, 1)(Spec(A)) = Aey + Aey miissen wir die
Behauptung nur noch am Halm oo iiberpriifen. Sei g = g1e; + gz<t_1€1 +e9) €
M, d.h. g1, 92 € Oy. Genau dann liegt g in £(o00, 1), also

g= (01 +92t_1)€1 + go€9 € Ouot e + Oy

wenn ¢, und g, in O liegen.
Also ist My C E(00, 1). Die Automorphismengruppen der beiden Modulgarben
ergeben nun direkt die Nachbarschaft. O

3.4.11 Korollar. Seip ein Primideal mit [p?] = [(1)]. Die Modulgarbe F(p) @My
hat die Automorphismengruppe

Aut(F(p) @ Ms) = {('g :) |pelF, undv e ]Fq}
und ist benachbart zu E(p,1) = F(p) @ (1S I).

Folgerungen

3.4.12 Korollar. Ist a nicht x-Koordinate eines F -rationalen Punktes und G,
die in (3.2.18) definierte Garbe, dann ist

AUt(gOé) = ]FZQ )
und der Knoten, der dieser Garbe entspricht, ist v(«).

Beweis. Die einzigen Knoten, denen noch keine Modulgarben zugeordnet sind,
sind diese v(«). Dal G, genau dem Knoten v(a) (und keinem Knoten v(c')
mit a # o) zugeordnet wird, ergibt sich aus der Proposition (4.3.8), die wir
unabhénigig von dieser Aussage im Abschnitt (4.3) zeigen werden. O

3.4.13 Proposition. Firn > 1 entsprechen die E(p,n) den Knoten c(p,n). Fir
n =0 wird £(p,0) dem Knoten e(p) zugeordnet, falls [p?] = [(1)] oder p = oo ist,
und sonst dem Knoten v(a) firp = (x — o,y — ().

Beweis. Da die £(p,n) fiir n > 1 eine Spitze bilden und ihre Automorphismen-
gruppen den Stabilisatoren der Knoten entsprechen miissen, ist die Zuordnung
der £(p,n) zu einem $(q) zwingend. Aus der Enthaltensbedingung von My bzw.
F(p) ® My fiir [p?] = [(1)] folgt die Zuordnung. O
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3.4.14 Korollar. Alle affin trivialen, absolut unzerlegbaren Modulgarben mit un-
geradem Determinantengrad sind Z-dquivalent zu H.

3.4.15 (Zusammenfassung). Zum Abschlufl des Kapitels stellen wir alle Kno-
ten, Z-Klassen von Modulgarben mit affin trivialer Determinante und die zu-
gehorigen Gruppen zusammen. Schliellich geben wir noch eine Basis fiir einen
Représentanten der entsprechenden O -Gitterklasse an.
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Knoten | Garbe | Gitterbasis Stabilisator Bedingung
0 H (¢,0), (¢, 1) {(62) lneF;)
v(c0) My (1,0), (¢4, 1) {(0n) | neF;, veF}
G ~F, (a,) & E(F,)
o) | Flp)® M, Ei’g); ) {(60) lnek;, vek,} [p?] = [(1)]
E(p.0) {(67) | mv ek} [p] # [(1)]
e(oo) | €(00,0) | (1,0), (0,1) G(F,)
e | Ep.0) g_ﬁm hies, G(F,) ] = [(1)]
c(oo,n) | E(c0,n) | (:77,0), (0,1) {(48) | pvelF;, be A vy(b) >—n} |VneN
cp,n) | Ep,n) E%lt»()l):tl) {(58) | v €F%, bEp?, va(b) > —n} | ¥n €N




Kapitel 4

Baume und Thetafunktionen

Der Bruhat-Tits-Baum 7 kann als ungerichteter Graph in direkten Zusammen-
hang mit der Drinfeld’schen oberen Halbebene {2 und dem Schnittgraphen T°
gebracht werden.

Nachdem wir diesen Zusammenhang hergleitet haben, werden wir auf die Quoti-
enten G(A)\7 und G(A)\Q néher eingehen.

Interessant sind fiir uns auch die Auswirkungen von Konstantenerweiterungen
auf G(A)\7 . Hier werden wir uns insbesondere mit quadratischen Erweiterungen
beschéaftigen.

Aus der Quotientenbildung erhalten wir eine Gewichtung der Kanten von
G(A)\7. Nun lassen sich gewichtete Fliisse auf dem Quotientenbaum definieren
und eine Basis des freien Z-Moduls der Fliisse angeben.

Den gewichteten Fliissen konnen wir cuspidale Thetafunktionen zuordnen. Diese
werden wir als j-Invarianten von G(A)\$? interpretieren.

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit einer genaueren Beschreibung von 7°
selbst. Dazu geben wir die Ergebnisse aus [GR96, 1.3.5] an.

4.0.1 Definition. Eine Halbgerade von 7T ist ein Teilgraph, der isomorph zu
° — e i1st. Zwei Halbgeraden heiffen dquivalent,
wenn sie sich nur um einen endlichen Teilgraphen unterscheiden. Ein Ende von
T ist eine Aquivalenzklasse von Halbgeraden.

Die Knoten eines Endes werden reprisentiert durch eine absteigende Folge von
ineinander mit Index q enthaltenen Gittern. Diese konvergiert gegen ein eindi-
mensionales Gitter O (uey + ves).

4.0.2 Proposition. Sei Yy, ein Ou-Gitter in K% und [Yao] der zugehérige Kno-
ten von T .

(i) Die Kanten, die einen Endknoten [Yy] haben, korrespondieren zu den Punk-
ten von P(Ya/tYs) = PY(F,), die Pfade (ohne Riicksetzen) der Linge | zu

den Punkten von P(Yao/t'Yao) = P (On /¢'O).

61
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(ii) Es ezistieren kanonische Bijektionen

Ursprung in Y|

{ Halbgeraden mat
([Yooii])i — Koo N Yoo,

} 5 {Enden von T} = PY(KL)

Konvergiert die Gitterfolge (Y ;) gegen das Rang-1 Gitter @w(uel + vey), so
wird ([Yeo]): unter dieser Bijektion das Element (u : v) zugeordnet.

Leider ist dies nicht mit der Gruppenoperation vertréglich. Daher verkniipfen wir
die Bijektion mit einer geeigneten linearen Abbildung:

Auf PY(K) operiert G(K ) durch Mébiustransformationen. Mit W := (9 )
erhalten wir daher

Pl(Kx) — P'(Kx)
(u:v) +— Wu:v)=(-v:u).

Da nun W=y = detl(w) (v~HT ist, ergibt sich (mit den obigen Bezeichnungen)

([ # Yooil)i = (Yoouy ™ Di = W) (u s v) = (v i) .

4.0.3 Definition. Sei ([Yoo,]); ein Ende und Ouo(uer + vey) das 1-Gitter, ge-
gen das die Gitterfolge (Yoo ;)i konvergiert. Dann heifst (—v : u) € PY(K,) die
Koordinate des Endes.

4.0.4 Beispiel. (vgl. (3.3.3)) Die Folge Y, = (/’)\Ootiel + 60062 von Gittern
konvergiert gegen (1 : 0).

4.1 Zusammenhang von ) und 7

4.1.1 Definition. Die Realisierung 7 (R) von 7T ist ein topologischer Raum, der
gegeben ist durch:
(i) Jeder nicht orientierten Kante wird ein Finheitsintervall zugeordnet.

(i1) Entsprechend der Inzidenzrelation von T werden diese Intervalle miteinan-
der verklebt.

Dabei bezeichnen wir mit e(R) bzw. e(R)° die zugehdrige abgeschlossene bzw.

offne Kante von T (R).

Diese Realisierung steht in engem Zusammenhang mit den nichtarchimedischen
Normen auf K2 .

4.1.2 Erinnerung. FEine nichtarchimedische Norm auf K 2 ist eine Abbildung
v: f?go — R,

die den Bedingungen geniigt: Fiir alle v, w € K 2 und z € K. ist



4.1. Zusammenhang von ) und T 63

(i) v(v) >0und v(v) =0 < v=0,
(i) v(av) = || - v(v),
(iii) v(v+ w) < sup{v(v),v(w)}.
Zwei Normen heiflen dhnlich, wenn sie sich nur um eine Konstante unterscheiden.

Die Ahnlichkeitsklasse einer Norm v bezeichnen wir mit [v].

~

Die Gruppe G(K,) operiert von links auf der Menge der Normen durch
(W) (v) = v(vy) fiir alle v € G(K) .

4.1.3 Satz (Goldmann, Iwahori). (/GI63] und [DH87]) Zwischen T (R) und
der Menge der Ahnlichkeitsklassen nichtarchimedischer Normen auf K2, gibt es

~

eine kanonische G(K)-dquivariante Bijektion.

Diese Bijektion werden wir nun angeben. Seien Y,, und Y. zwei 600—Gitter, die

benachbart sind. )
Zu dem Knoten [Y| € Vert(7) = 7(Z) assoziieren wir die Ahnlichkeitsklasse
von Normen [vy, |, wobei vy, den Einheitsball Y, hat:

vy (v) = inf{|z] | 2 € Ko, v € 2V} . (4.1.4)

Sei 0 < ¢t < 1lund P = (1—1)[Ya] +t[YL] € T(R) ein Punkt auf der Kante
([Yool, [YL]); dann ordnen wir P die Klasse [vp] zu mit

vp(v) = sup{vy, (v), ¢'vyy (v)} .
Die Aquivarianz ist in [GR96, 1.4.6] gezeigt.

4.1.5 Definition. Die Gebaudeabbildung A : Q@ — 7T (R) assoziiert zu jedem
w € Q die Ahnlichkeitsklasse der Norm [v,] auf K2, wobei wir setzen:

v,(uey + vey) = |luw + vl .

Die Wertegruppe von |.| ist ¢®, daher ist A\(2) = 7(Q).
Aus der Definition ergibt sich direkt, dafl ein w € 2 genau dann auf einen Knoten
abgebildet wird, wenn [v,,] die Form (4.1.4) hat.

4.1.6 Proposition. Die Gebdudeabbildung ist dquivariant.
Beweis. Wir geben hier den in [GR96, 1.5.3] gefiihrten Beweis wieder.

Sei v = (Z Z) € G(I?Oo), w € Q und ue; + vey € I?go Dann ist yw = Zf:j:g und

aw + b
cw+d
= Jew + d|(aw + b)u + (cw + d)v| = |ew + d| v, ((u, v)y)

Vyo((u,v)) = ut v
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und

Aw) = [rel = (O] = hve] = 7M@) -
0
4.1.7 (Identifikation von 7" und 7). (Die Bezeichnungen sind hier wie oben

und in (2.1.7) gewéhlt). Die Gebdudeabbildung liefert uns nun auch die Identifi-

kation von T und 7. Wir betrachten:

(&
[ 4 ®

Y] Y]
Hier ergeben sich fiir ein geeignetes (n, s) € Ind, die Urbilder
A (e(R) = D(n,s) A7 (e(R)°) = D(n, s)°

und entweder

Fall (a): A™Y([Yao]) = C(n,s) und AN ([YL]) = C(n+1,s)

oder

Fall (b): A™1([Ya]) = C(n+ 1,5) und A"Y([Y.]) = C(n, s) (vgl. [GRI6, 1.5.9]).
Umgekehrt gehort zu einem Knoten C(n, s) das Gitter

@ootin<€1 — 628) + (/9\0062 = YOQQ’)/il mit ’)/71 = (to _S{ )

(vgl.[Rev92, 3.]) und v = ({5 §) ist ein geeigneter Reprisentant fiir den Knoten
von 7, dem der Knoten (n, s) € Ind, zugeordnet wird.
4.1.8 Beispiel. Mit den Bezeichnungen aus (4.0.4) ist das Urbild der Kante
([Yooo], [Yoo.1]) die Umgebung D(0,0) ={z€ C |1 < |z| < ¢}.
4.1.9 Vereinbarung. Im folgenden werden wir den Schnittgraphen T und den
Bruhat-Tits-Baum T miteinander identifizieren.
4.1.10 Proposition. ([GRY6, 1.6]) Sei (z,)n>0 eine Folge aus Q, die gegen
(u : v) konvergiert und die N(z,) = [Yoon] erfillt.

(i) |zn|i — 00 < (u:v)=(1:0).

(i) (A(zn))n>0 ist das Ende mit den Koordinaten (u : v).

(111) (AM(V2n))n>o bestimmt das Ende mit den Koordinaten y(u : v).

Setzen wir nun log als den Logarithmus beziiglich der Basis ¢ = #x(00) und
definieren die Metrik d(u,v) auf 7 (R) so, dal benachbarte Knoten den Abstand
1 haben, dann erhalten wir

4.1.11 Proposition. ([Gek86, V.1.7]) Seien Yooy = @Ooel + (50062 und z € Q.
Dann ist

_ ) log(lzl), Al <1
d(/\(2)7 [YOO,O]) - {—log(|z1|i), |Z| > 1 .

Insbesondere ist die Metrik linear auf den Kanten.
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4.2 Quotientenbildung

Welche Kanten des Baumes 7 bei der Reduktion auf G(A)\7 zusammenfallen,
148t sich direkt aus [Tak93, Theorem 4] ableiten. Wir geben zunéchst diese Er-
gebnisse an.

Danach werden wir die Quotientenbildung explizit fiir einige der Mengen der
Uberdeckung von € aus (2.1.7) an unserem Standardbeispiel bestimmen.

4.2.1 Definition. Sei V' ein Graph und v € Vert(V') ein Knoten. Die Nachbar-
schaft von v st der Untergraph von V', der aus allen Nachbarknoten von v und
allen Kanten, die in v enden, besteht.

Sind nun v € Vert(7) und w € Vert(G(A)\7), so dal v unter der Reduktions-
abbildung 7 — G(A)\7 auf w abgebildet wird, dann ist

G(A),\{Nachbarschaft von v} — {Nachbarschaft von w}

bijektiv sowohl auf der Menge der Knoten als auch auf der Menge der Kanten.
A priori kann dieser Graph Schleifen und Mehrfachkanten besitzen, was aber in
unserer Situation wegen (3.3.7) nicht vorkommt.

Wir gehen nun stets von einem Knoten w € Vert(G(A)\7) aus. Zu diesem wéhlen
wir ein Urbild v € Vert(7). Dann konzentrieren wir uns auf die Nachbarschaften
von v und von w. Wir benennen zu

{Nachbarschaft von v} — {Nachbarschaft von w}

die Zuordnung der einzelnen Kanten explizit, d.h. wir fithren [Tak93, Theorem
3.4] aus. Diese Zuordnung 148t sich aus den Bahnen ablesen, die wir unter der
Operation von G(A), auf der Menge der Kanten in der Nachbarschaft von v
erhalten.

4.2.2 (Bahnen der Kanten). (Bezeichnungen wie in (3.3.7))

(i) Sei v ein Urbild von o. Die Kanten der Nachbarschaft von v sind Fixpunkte
unter der Operation von G(A),. Daher ist

{ee T |tle)=v}— {ee G(A\T | tle) =0}
eine Einbettung.

(ii) Sei v Urbild des Knotens c(oo,1), ¢(q,1) oder v(a) fiir [¢*] = [(1)] und
(a, B), (v, ') € E(F,) mit B # (3. Die Menge der Kanten aus der Nachbar-
schaft von v hat unter der Operation von G(A), zwei Fixpunkte, ndmlich die
Kanten zu den Nachbarn (der Nachbarschaft), die Urbilder von e(oo) und
c(00,2) bzw. e(q) und ¢(q,2) bzw. ¢((r—a,y—f),1) und c((z—a,y—03'), 1)
sind. Die {ibrigen Kanten bilden eine Bahn und werden unter der Reduk-
tionsabbildung auf die Kante im Quotientenbaum abgebildet, zu der noch
kein Urbild bestimmt ist.
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Sei v Urbild des Knotens e(cc), e(q) oder v(a), wobei [q%] = [(1)] und «
nicht z-Koordinate eines IFj-rationalen Punktes ist. Dann bilden die Kanten
der Nachbarschaft genau eine Bahn. Sie werden (je nach Wahl des Knotens)
auf die Kante (e(00), c¢(00,1)), (e(q),c(q),1) bzw. (v(«),0) abgebildet.

Ist v Urbild des Knotens v(«), ¢(o0o,m), ¢(q,m) oder ¢(p,n) fir m > 2,
n > 1und [¢%] = [(1)] # [p?] sowie («, 3) ein 2-Teilungspunkt, dann hat die
Menge der zugehorigen Kanten einen Fixpunkt, ndmlich die Kante, deren
Bild ein Ende in dem Knoten c¢((z — o,y — [3),1) bzw. c¢(oco,m + 1) bzw.
c(q,m+ 1) bzw. c¢(p,n+1).

4.2.3 Standardbeispiel. Wir verdeutlichen uns diese Aussagen an unserem
Standardbeispiel (Bezeichnungen wie in (1.1.16) und (3.3.9)).

In dieser Tabelle vermerken wir links den Knoten v als Bild [v] unter der Redukti-
onsabbildung. Die zweite und dritte Spalte enthalten die Nachbarschaften. Dabei
ist der zentrale Knoten, dessen Nachbarschaft betrachtet wird, stets schwarz.
Knoten bzw. Kanten aus derselbsen Bahn unter der G(A) haben dieselbe Farbe.
Ab der zweiten Zeile spielt die Orientierung im Baum G(A)\7 eine Rolle.

Fiir die Knoten verwenden wir die Bezeichnungen aus (4.2.2)

Knoten in7T in G(A)\T
[v] =0 — —
| Richtung; o=

v(2)

[v] = { clp,1) — .
c(00, 1)
v(1)

] =4 eloo) —
e(p)
v(0), v(c0)

[v] =< c(q,n),c(q,n), n>1 —t —e
c(00,m), c(p,m), m > 2

Ublicherweise ist der Ausgangspunkt aller Uberlegungen das triviale Gitter bzw.
die triviale Modulgarbe 1 @ 1. Die Beschreibung von Takahashi hingegen riickt
den Knoten o in den Mittelpunkt der Betrachtungen.
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Insbesondere wenn wir uns orientierten Kanten und Konstantenerweiterungen
zuwenden, ist es notwendig, eine klare Vorstellung beider Sichtweisen und ih-
rer Unterschiede zu haben. Deshalb fiihren wir nun fiir die Elemente der reinen
Uberdeckung den Pfad von e(00) nach o explizit aus.

Wir beschrénken uns allerdings dabei auf das Standardbeispiel. Es ist einerseits so
allgemein, daf} strukturelle Aussagen sofort sichtbar sind, andererseits erméglicht
es uns eine kurze Benennung aller vorkommenden Objekte.

4.2.4 Erinnerung. (vgl. (2.1.6) bis (2.1.13)) Der Graph T hat die Knoten- bzw.
Kantenmenge

(n,s) | n€Z,seRS(Kun/t"Os)}
(n,s) | n€Z,s€RS(Ku/t" O} .

In einem Knoten v(n, s) treffen sich die Kanten

Vert(T') = {v
Edge(T) = {e

G(TL - 178) = (U(TL, S),U(’I’L - 178)) )
e(n,s+et") = (v(n,s),v(n+1,s+¢e¢")) firalleeceF,.

Wir werden nun angeben, welche Kanten unter G(A) zusammenfallen. Dazu be-
schreiben wir, welche Knoten aus der Nachbarschaft des jeweiligen Ausgangskno-
tens unter der Reduktionsabbildung auf denselben Knoten abgebildet werden.

4.2.5 Standardbeispiel. Dem Knoten e(co) entspricht C(0,0) ={z € C| |z| =
|z|; = 1}. Die benachbarten Knoten sind v(—1,0) und v(1,¢) mit ¢ € F;. Wegen

1L e\ (¢t 0 2 0\ [t e
01 0 1 0 1 - \0 1
N—— N——
€G(4) €G(0u0)Z(Koo)

fallen alle Kanten, die in G(A)\7 in v(0,0) enden, bei der Reduktion zusammen.
Wir wihlen nun v(—1,0) als Représentanten der Bahn der Knoten. Diesem ent-
spricht der Knoten ¢(oo, 1) € Vert(G(A)\7). In der Nachbarschaft von v(—1,0)
sind aufier v(0,0) die Knoten v(0,:™1), v(0, —¢ 1) und v(—2,0).

Letzterer 1483t sich durch die Matrix ( fBQ (1)) reprisentieren und entspricht ¢(oo, 2).
Die Kanten e(0, ¢ ~1) und e(0, —¢ ') fallen wegen

1o /1 YN /1 0) (1 =t
0 -1)\0 1 0o -1) ~\o 1
—— —
€G(A) €G(0o0)Z (K oo)

zusammen. Im Quotientenbaum G(A)\7 entspricht diese Bahn der Kante
(¢(o0, 1), v(0)).
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Wir wihlen den Knoten v(0, ¢ 71) als Reprisentanten und miissen nun die Kanten
e(0, ¢~ +¢) fiir alle ¢ € F3 betrachten. Diese haben ein Ende in den v(1, ¢! +¢).

Wegen
A | (1 +£1 ¢ ¢!
0 1 - \0 1 0 1

fallen diese wiederum zusammen und entsprechen dem Knoten o in G(A)\7.
Da die Matrizen

2 el 2 ¢l 2 - 1 ¢t
0 1 "\0 1 "\ 0 1 “\0 1
alle in verschiedenen Doppelnebenklassen von G(A)\G(K+)/G(Ox)Z(K) lie-

gen, sind die entsprechenden Knoten von T paarweise indquivalent.

4.2.6 Bemerkung. (i) Es ist nun klar, wie wir aus der Gebaudeabbildung
Aty : GANQ — GANT

eine zulissige offene Uberdeckung von G(A)\Q gewinnen kénnen. Dazu
miissen wir nur die in [Tak93] angegebenen Matrizenreprisentanten der
Knoten von G(A)\7 betrachten:

Knoten Matrix

0 (61)
v(o0) (55°)
v(@) (5 )
e(o0) (61)

w (=)
c(00,n) (5" %)
won | (7F)

(ii) Wir erhalten die Bijektionen (vgl. (2.3.26))
My — Mgy — {Spitzen von G(A)\T} .

Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung , Spitze* fiir s(p) C G(A)\7 aus
(3.3.7).
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(ili) Zudem ist (vgl. [Gek86, V.2.4.])

{Spitzen von G(A)\7} — G(A)\PYK) — Pic(A)
s(p) — (5] = [pl
5(00) - [oc] = @)

S(p) mit p = (r—a, y—) wird von einer Folge von Gittern représentiert, die

gegen Ooo(y;gel +e5) konvergieren. Deshalb wird s (p) durch die Koordinate

sp=(=(r—a)ry—1)
reprasentiert (vgl. (4.0.1)).

(iv) Sprechen wir nun von einer Spitze, so wihlen wir meist zu ihrer Benen-
nung den entsprechenden Reprisentanten p € Pic(A) — {(1)} oder oo und
identifizieren G(A)\P'(K) = Mg(a) — Mg(a). Unter s, verstehen wir stets
die explizite Koordinate von s(p). Die Bahn von s, in P!(K) unter G(A)
bezeichnen wir wieder mit s (p).

4.3 Konstantenerweiterung

Die Idee, sich mit der Auswirkung von Konstantenerweiterungen zu beschéftigen,
ergab sich aus der Betrachtung von Modulgarben der Form G,. Es zeigte sich,
daB insbesondere quadratische Konstantenerweiterungen fiir das Verstédndnis von
G(A\T und Aga) : G(A)\Q — G(A)\T hilfreich sind.

Wir geben zunéchst einen kurzen Uberblick {iber allgemeine Konstantenerweite-
rungen. Eine umfangreiche Ausarbeitung findet sich in [Til83, Paragraph 3.

Sei m € IN. Wir bezeichnen

AI = ]quA, K/ = ]quK7 O; = Op ®]E‘q ]qu, (XI, O;(/> = (X/]qu, OX/]qu),

somit ergibt sich ' = C — I?éo Des weiteren sei 7’ der Bruhat-Tits-Baum

zur PGL(Q,I?{X,). Wir wéhlen eine Einbettung F, — F,» und fassen F, als
Unterkérper von Fgm auf.

4.3.1 Proposition. Zu einem Oy -Gitter Yo, sei Y. :=F,® Y. Die Abbildung
Vert(T) — Vert(7")
Yol — [YZ]
st wohldefiniert und injektiv. Ihre Fortsetzung auf den Kanten
Edge(7) — Edge(7")
(Yool [Vao] = (V) VD)

ist wiederum wohldefiniert und injektiv. Wir erhalten einen Morphismus T — T’
von Bdaumen, der eine Finbettung ist.
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Beweis. Die Aussagen folgen direkt aus (3.3.6). O

Wir wollen nun G(A)\7 in G(A’)\7’ einbetten. Dazu betrachten wir Konstan-
tenerweiterungen auf den Modulgarben. Zunéchst fithren wir in loser Folge einige
Bezeichnungen ein.

Eine Ox-Modulgarbe M heifit eingebettet, wenn der Halm M, im generischen
Punkt € mit K? iibereinstimmt.

Zu einer Menge U C X sei U' := {f € X' | PN K € U} die Menge aller
Primstellen von K’, die eine Primstelle von K fortsetzen.

Wir kénnen eine Ox-Modulgarbe M auf (X,Ox) zu einer O',-Modulgarbe
M =M@ Fm auf (X', O%,) liften vermoge

M(U) = M(U) @, Fyn .

Sei M’ eine eingebettete Modulgarbe iiber (X', O%,). Die Modulgarbe M’ N K?
tiber (X, Ox) ist gegeben durch

(M'NnK?)(U) =M U)NK?
fiir alle offenen Mengen U C X.

4.3.2 Satz. ([Til83, 3.12]): Sei Gal(Fym /F,) die Galoisgruppe der Konstanten-
erweiterung. Weiter sei M’ eine eingebettete O’ -Modulgarbe. Genau dann ist

M =M NnK?),
wenn fiir alle Elemente o € Gal(Fym /Fy) gilt
o(M) =M,
dh. o(MYV) ={a(g) | g € M' (V)Y = M'(V) gilt fiir alle offenen V C X',

4.3.3 (Einbettungen der Modulgarben aus (3.4)). (i) Da die Modulgar-
ben My und ‘H absolut unzerlegbar sind, sind MY, und H’ die nichttrivialen
Erweiterungen von 1 bzw. Z durch 1 in (X', O%.).

(ii) Entsprechend sind fiir die Primideale vom Grad 1 aus Pic(A)
Ep,n) =E(B,n) fiirallen e NU{0},
wobei B | p die eindeutige Fortsetzung von p in A’ ist.

(ili) Zudem ist
E(oo,n) =&(x’,n) fiir alle n € NU{0}

fiir die Fortsetzung oo’ von oc.

Somit haben wir — abgesehen von Modulgarben der Form G, die wir gesondert
betrachten — die Liftungen aller Modulgarben iiber (X, Ox), die uns interessieren,
bestimmt.
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Quadratische Konstantenerweiterungen

Sei nun m = 2 fest. Neben der tieferen Erkenntnis iiber Modulgarben der Form G,,
ergibt die quadratische Konstantenerweiterung auch die Zuordnung elliptischer
Punkte von Q auf den Baum G(A)\7.

4.3.4 Definition. Fin w €  heifit elliptischer Punkt von G(A), falls der Sta-
bilisator G(A)., 2 I echt grofier als I ist. Sei E die Menge aller elliptischen
Punkte auf Q und EII(G(A)) := G(A)\E.

Wir bezeichnen die Elemente aus EN(G(A)) ebenfalls als elliptische Punkte.

In [Gek86, V.4.] werden die elliptischen Punkte von 2 wie folgt charakterisiert.

4.3.5 Proposition. (i) Ein elliptischer Punkt w € § erfillt eine quadratische
Gleichung
cw’+(d—aw—-b=0,

wobei (¢4) € G(A), ein Element des Stabilisators von w ist, und es ist
K(w) =F K.

(ii) Die Menge EI(G(A)) korrespondiert zu den Klassen der Ideale o’ € A’, die
als A-Moduln isomorph zu Ae; + Aeg sind.

(iii) Sei P(S) :=1—aS + qS? das Zihlerpolynom der Zeta-Funktion der ellip-
tischen Kurve (vgl. (1.3.9)). Dann gibt es P(—1) viele G(A)-Klassen ellip-
tischer Punkte.

(iv) Der Stabilisator eines elliptischen Punktes ist isomorph zu F..

Die Bedingung (ii) ist dquivalent dazu, daB die Norm [Nﬁzm(a)] = [(1)] erfiillt, a
also im Kern der Normabbildung

N/ : Pic(A') — Pic(A)
B = [B-o(P)]

liegt, wobei 0 € Gal(K’/K) den nichttrivialen Galoisautomorphismus bezeichnet.
Der Kern der Norm enthélt nun aber genau jene Idealklassen aus Pic(A’), deren
invertierbare Garben unter Konstanteneinschrinkung zu Rang-2-Modulgarben
tiber X mit affin trivialer Determinante werden. Betrachten wir diesen Kern nun
genauer.

Sei P = (z — o,y — B) € Pic(A').

Genau dann ist P € ker(NﬁZm), wenn (o, 3) + o(a, ) = oo beziiglich des Grup-
pengesetzes auf E(F 2) ist.

Somit ist 0(a) = a und o(f) = —aa—az— [ (vgl. (1.0.1) und (1.1.2)). Insbeson-
dere ist nun entweder o(a, 3) = («, ) und (o, 8) € E(F,) ein 2-Teilungspunkt

oder o () # 7 und (@, §), (a,0(B)) € E(Fg2) — E(F,).
Daraus erhalten wir direkt d1e Aussagen ( .3.6) bis (4.3.8).
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4.3.6 Proposition. Die Bezeichnungen sind wie oben und in (3.4) gewdhlt. Sei
B e ker(NﬁZm).
(i) Ist (c, B) ein 2-Teilungspunkt, dann ist o(«, B) = (o, 8) und (x—a, y— ) =
p € Pic(A) sowie P = pO,.
(ii) Sei (o, B) & E(F,). Fir die Modulgarbe F(B) zu P dber (X', O,) ist

FPR)NK>=F((B)NK*=G, .

Da die Klassen der elliptischen Punkte von €2 genau den Idealklassen mit trivialer
Norm entsprechen, haben wir nun auch diese klassifiziert.

4.3.7 Proposition. Uber Knoten, die Garben G, entsprechen, liegen zwei Klas-
sen elliptischer Punkte, iber den Knoten e(p) bzw. e(00) jeweils eine Klasse.

Zugleich erhalten wir den Zusammenhang von v(«) als Knoten von G(A)\7 und

als Knoten von G(A")\7".

4.3.8 Proposition. Sei a € F, und (o, 8) € E(Fp2) — E(F,) sowie B das von
x—a,y—fFin A" erzeugte Ideal.
Der Knoten v(a) € G(A)\T wird auf den Knoten v(a) in G(A")\T" abgebildet

und somit G, nach

F(B)@o(F(P) =F(P) e F(P) ",

wobei o das nichttriviale Element von Gal(F .2 /F,) ist.
Graphisch entspricht dies:

>-——s

0 we)  wird abgebildet auf o ua) ,

d.h an die Endkante (o0,v(a)) € Edge(7T) werden unter Konstaﬁtenem}eitemng
zwet Spitzen angefigt.
Aus
F(P) o F(P) ' =G ®@Fp

folgt

F}, = Aut(Go) — Aut(F(B) ® F(P) ') = Fp x Fy
und damit fir die Stabilisatoren der Knoten v = v(a) € Vert(G(A)\7T) und
v' =wv(a) € Vert(G(A)\T") die (kanonische) Abbildung

Aut(Ga) = G(A)y = G(A)y = Aut(F(P) & F(P)~') .
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Alle iibrigen Einbettungen von Stabilisatoren der Knoten und Kanten ergeben
sich aus der Einbettung IF; — F 2.
Mit (4.3.3) und (4.3.6) ist die Einbettung der Knoten

Vert(G(A)\T) — Vert(G(A)\7T")
vollstéandig bestimmt. Die Einbettung der Kanten
Edge(G(A)\T) — Edge(G(A)\T") .
ergibt sich daraus unmittelbar (vgl. (4.3.3) und (4.3.8)). Wir halten fest:

4.3.9 Proposition. Die Finbettung i : T — T’ induziert einen Morphismus
i: G(A\T — G(ANT’
von Bdumen, der eine Einbettung ist; d.h. das Diagramm

T 45 T

| J

GANT —— GANT

ist kommutativ. Aus der Einbettung ¥y — F 2 und aus (4.3.8) ergeben sich zu
jeder Zuordnung v — v' von Knoten bzw. e — €' von Kanten die Zuordnungen

G(A), — G(A )y  baw. G(A), — G(A")w
der Stabilisatoren der Knoten bzw. Kanten.

Der Zusammenhang mit der kanonischen Einbettung €2 — ) ergibt sich aus
der Betrachtung der Normen, die Elemente aus €2 bzw. Q' auf I?go bzw. (l/i’)o)2
definieren.

Ein w € €, das eine Norm v, auf K 2 definiert, definiert genau dann eine Norm
auf (K'_)?, wenn w ¢ I?c')o liegt (vgl. [Gek86, V.1.5]).

Gilt nun v, = vy fiir ein O.-Gitter Y und ist w ¢ IA(C’)O, dann hat v, den
Einheitsball Y. Liften wir v, zu einer Norm v/, auf (I? )%, indem wir |.| zu |.|',
dem Absolutbetrag der Fortsetzung oo’ von oo, fortsetzen und v/ (ue; + veg) 1=
|uw + v|" setzen, dann hat v/, den Einheitsball Y, = Y, ®p, Fpe.

Analog koénnen wir die Urbilder von Kantenpunkten aus e(R) zu Normen auf
(K'.)? liften.

Mit der Gebédudeabbildung A : ' — 77 ergibt sich das kommutative Diagramm

Q «—

o

T — T
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4.4 Spitzen der Modulkurve

In (2.3.26) haben wir die Spitzen einer Drinfeld’schen Modulkurve MGL(y) de-
finiert, wobei Y ein A-Gitter vom Rang 2 in K? ist. Den Zusammenhang der
Spitzen von Mgy und G(A)\7 haben wir in (4.2.6) geklirt.

Nun wollen wir Funktionen auf Mg4) = G(A)\Q untersuchen. Dazu ist es not-
wendig, Uniformiserende in den Spitzen zu bestimmen. Wir folgen hier [Gek86,
V.2] bzw. [GR96, 2.7], spezialisieren die Aussagen aber auf unsere Situation.
Zunéchst rekapitulieren wir die vorangegangenen Aussagen.

Die Komponenten von

IT crone
)

YePy(A

lassen sich durch die Elemente der Picardgruppe représentieren:

Sei [0] € Pic(A) ein Element der Picardgruppe, dann sind die Gitter, deren Deter-
minanten in der Klasse [0] liegen, zueinander isomorph. Deren Ahnlichkeitsklassen
wiederum lassen sich reprisentieren von Gittern der Form

ope; + p_leg ,

wobei p € RS(Pic(A)) das Reprisentantensystem der Picardgruppe durchlauft.
Die Menge aller Spitzen steht daher in Bijektion zu Pic(A) x Pic(A). Voriiber-
gehend bezeichnen wir eine solche Spitze mit s([e],[f]). (In dieser Notation ist
5(p) = s(p), o)) B
Zu einem gegebenen Gitter Y = ae; + bey wird die Spitze s([a], [b]) in GL(Y)\Q2
von oo = (1 : 0) € PYK) repriisentiert. Und dieser Punkt hat (in unserer
Situation) den Stabilisator

GL(Y)w = { (g i)’“’” €eF, be a—lb} :

Wir beschranken nun unsere Betrachtungen auf Mg( 4)- Denn einerseits lassen
sich mit der obigen Beschreibung die Aussagen leicht auf eine andere Komponen-
te iibertragen. Andererseits werden wir genau mit dieser Komponente weiterar-
beiten. Zu diesem Zweck haben wir in den vorangegangenen Kapiteln Notationen
eingefiihrt, die hier eine préagnante Bezeichnung aller Objekte erlauben.

Spitzen von Mg(A)

In (3.3.7) haben wir die Spitze s(c0) von G(A)\7 als s(c0) = (c(00,n))nen
definiert. In (3.4.13) haben wir diesen Knoten die Modulgarben &£ (oo, n) zuge-
ordnet. Fiir alle n € IN ist die Menge der affinen Schnitte einer solchen Garbe
Y (= Ae; + Aes.
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Als Représentanten von s(oo) wihlen wir nach Bemerkung (4.2.6) das Element
oo = (1:0) € P(K). Der Stabilisator von oo in G(A) ist

G(A)m:{(g fj)‘u,yeFZundbeA} .

Sei nun (o, f) € E(F,) — {oo} ein F-rationaler Punkt und p = (z — o,y — )
das zugehorige Primideal. Die Knoten der Spitze s(p) stehen in Korrespondenz
zu Modulgarben E(p,n) (vgl. (3.4.6)). Zu jedem n € N ist die Menge der affinen
Schnitte der Garbe Y’ := pe; + p~les.

Die Spitze s (p) wird von dem eindimensionalen Gitter Ou (=271, ¢ 1) repriisen-
tiert und damit von

. Y= B T-a
L — o) (—y_5.1).

Die beiden Gitter sind offensichtlich isomorph. Daher sind G(A)\Q = GL(Y)\Q
und GL(Y")\Q in gewisser Weise gleich: sie unterscheiden sich nur um einen

Koordinatenwechsel.
Ist ndmlich ¥ € G(K) die Matrix aus (3.1.2) mit Y9 = Y”, so sind

¥(00) = Sy und
GL(Y") =97 'G(A)Y .

In GL(Y")\Q wird die Spitze s(p) von oo = (1 : 0) € P!(K) repriisentiert. Der
Stabilisator von oo beziiglich der Operation von GL(Y”)

GL(Y)oo =(07'G(A)0) 0o = I G(A),,
ist der induktive Limes der Stabilisatoren der Knoten der Spitze s (p):

GL(Y") oo = lim Aut(E(p, n)) = {(#8)| p,v €Fy, und b p?} .

nelN

Gehen wir nun wie in [Gek86, V.2.5.] von den Elementen von Q — € aus, losen
wir uns von diesen speziellen Koordinaten.

Um einem Element s € P}(K) = Q- eine Uniformisierende zuzuordnen, wihlen
wir zunéchst eine Matrix ¢ € G(K) mit ¥(c0) = s. Die Gruppe 9 'G(A)Y ope-
riert auf Q, und (971G (A)¥)\Q unterscheidet sich von G(A4)\Q durch Koordina-
tentransformation innerhalb der Komponenten Mg( A)-

Beziiglich dieser neuen Koordinaten ist der Stabilisator von oo

(97 G(A)Y) o = VT G(A) W

mit dem Stabilisator G(A), von s unter der Operation von G(A).



76 Baume und Thetafunktionen

Bestimmung von Uniformisierenden

Voriibergehend nennen wir die Gruppe I' := 97 'G(A)d. Der Stabilisator von oo
enthélt die maximale Untergruppe der Form

<= {(3 e

fiir ein geeignet gewihltes gebrochenes Ideal b.
Diese Gruppe operiert durch Translationen z — z + b auf {2 und stabilisiert

Q.:={2€Q| |zl >¢} fiiralle ce€ g

(].|; ist der imaginiire Absolutbetrag auf © und ¢® der Wertebereich von |.|).
Wir setzen nun

4.4.1 Definition.
en(2) =2 H <1 - %) und (9, G(A)) ==e," .

0£bEb

Dabei ist ep eine e-Funktion im Sinne von (2.2.6). Sie ist b-invariant und daher
eine auf b\Q = ' \Q nichtverschwindende Funktion.
Es existieren ein r(c) € R und ein punktierter Ball

By —{0}:={2 € C|0< 2] <r(c)},

so daB t(J, G(A)) nun b\Q mit B,y — {0} identifiziert.

(Wére nun I'y, = I'%, dann wire t(, G(A)) eine Uniformisierende der Spitze in
'\, die von oo € P!(K) repriisentiert wird.)

Nach [GR96, 2.7.4] existiert eine Konstante ¢y > 0, so daf} fiir alle ¢ > ¢y und
alle v € T gilt: Ist Q. N y(Q) # 0, dann ist vy € T',. Fiir solche c ist

M \Q —— T"\Q
z
gl l
177 (2)
B,:(0) — {0}
eine offene Einbettung von analytischen Riumen. Hierbei sind r’ = r(c)?"! und

t = t(¥,G(A)). Daraus 148t sich nun eine geeignete Definition von Holomorphie
einer Funktion in einer Spitze ableiten.

4.4.2 Definition. (i) Fine Funktion f auf '\ ist holomorph in der Spitze,
die von oo reprdasentiert wird, genau dann, wenn sie eine Potenzreihenent-
wicklung

F(z) =) ait(¥,G(A) "V (z) mita; €C
i>0
mit einem strikt positiven Konvergenzradius hat. In dhnlicher Weise lassen
sich Meromorphie sowie Null- und Polstellenordnung definieren.
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(ii) Seien [s] € G(A)\PY(K) und 9 € G(K) mit 9(c0) = s. Hat eine Funktion

f auf Q eine Laurentreihenentwicklung

f(z) =) ait(®,G(A))" mitn € Z und a; € C, a, #0

>n

mit strikt positivem Konvergenzradius beziglich des Parameters t(v, G(A)),
so bezeichnen wir mit ordg(f) die Ordnung von f beziglich dieses Para-

meters t(v, G(A)).

Wenn wir nun eine Funktion f in der Spitze s (p) von G(A)\Q untersuchen wollen,
und dazu f in einem Reprisentanten s € P'(K) untersuchen miifiten, so wihlen
wir stattdessen eine Matrix ¥ € G(K) und betrachten die Funktion f o ¢ auf
(971G (A)Y)\Q. Diese untersuchen wir dann in oco.

Allerdings sind weder die Wahl des Repriisentanten aus s € P!(K) zu einer Spit-
ze noch die Wahl von ¢ € G(K) eindeutig. Daher sind zwar Holomorphie bzw.
Meromorphie sowie Null- und Polstellenordnung von f und seiner Ableitungen
an fod und dessen Ableitungen abzulesen (diese Eigenschaften sind unabhéngig
von den getroffenen Wahlen), nicht aber die Koeffizienten der Laurentreihenent-
wicklungen.

4.4.3 Bemerkung. Aus dem Blickwinkel der Geometrie der Riemannschen
Flichen ist t(J, G(A))9™! der ,richtige“ Parameter. Allerdings sind die Modul-
formen, die wir in Kapitel 5 definieren werden, nicht notwendig beziiglich dieses
Parameters entwickelbar, daher werden wir hiufig ¢(¢, G(A)) verwenden. Geome-
trisch gesprochen weichen wir dabei auf eine verzweigte Uberlagerung vom Grad
qg — 1 aus.

Den Begriff | Spitze* werden wir in Anlehnung an [GR96] und an die klassische
Literatur beibehalten, uns in konkreten Rechnungen aber auf das Element in O —
Q = P!(K) beziehen, nicht auf die Klasse unter GL(Y") die von ihm repréisentiert
wird.

Nun ist insbesondere zu beachten: in [Gek86], [Gek97a] und [Gek00b] wird als
Parameter stets ¢(, GL(Y))9™! gewihlt, in [GRI6], [Gek88], [Gek85], [Gek9ITh]
und in [Cor97] hingegen ¢(¢, GL(Y)).

Erst in Abschnitt [Gek86, VI.1] erfolgt die fiir uns endgiiltige Festlegung der
Uniformisierenden. Um bessere Rationalitéitseigenschaften zu erhalten, miissen
Normierungsfaktoren eingefiithrt werden. Daher definieren wir nun

4.4.4 Definition. Seien Y = ae; + bey ein A-Gitter in K* und £(a™'b) eine
Gitterinvariante von a~'b. Wir setzen

ta-1p := £(aflb)ea-1b .

Wir nennen t1~), eine Uniformisiernde der Spitze s(a, b) von GL(Y)\Q.
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4.4.5 Korollar. Sind p € Pic(A) ein Standardreprisentant und £(p~2) eine Git-
terinvariante zu p~2 sowie Y = pe; + p~ley, dann ist tf;gl eine Uniformisierende

der Spitze s(p) in GL(Y)\Q.

4.5 Thetafunktionen

Die auf €2 invertierbaren Funktionen stehen in engem Zusammenhang mit den
harmonischen Koketten auf 7.

Eine Klasse invertierbarer Funktionen sind cuspidale Thetafunktionen beziiglich
G(A). Dies sind Funktionen, die fiir alle Elemente aus G(A) eine Funktionalglei-
chung erfiillen und die in den Spitzen meromorph sind.

Wir werden zeigen, dafl diese Thetafunktionen in unserem Fall sogar G(A)-
invariant sind. Damit kénnen wir sie als Funktionen auf G(A)\Q betrachten. Thr
strukturelles Verhalten bestimmt sich vollstdndig aus den gewichteten Fliissen

auf G(A)\7.

Koketten und invertierbare Funktionen

Sei B = Z., Q oder unser Korper C der , komplexen Zahlen der Charakteristik p“.
Auf 7 lassen sich B-wertige Funktionen definieren, die harmonischen Koketten
oder currents, wie sie van der Put in [vdP92| bezeichnet. Dies sind Funktionen

p: T — B
mit o(—€)=—p(€) fir alle € € Edge™(T)
und Z o(€)=0 fiir alle v € Vert(7) .
t(e)=v
Die Menge aller B-wertigen harmonischen Koketten H(7', B) bildet einen Rechts-
G(K)-Modul vermoge

(p0)([€]) = p([9*€]) fiir alle p € H(T, B), ¥ € G(Ko) und € € Edge*(T)

(vgl. [Gek97a, 1.3] und (3.3.6)).

Die Strukturgarbe auf 2 ist Oq (vgl. (2.1.7)), eine invertierbare Funktion f auf 2
ist also eine nirgends verschwindende holomorphe Funktion im Sinne von (2.1.7).
Aus der nicht-archimedischen Funktionentheorie ist bekannt, dafl der Absolut-
betrag | f(z)| fiir solche Funktionen f {iber die Gebdudeabbildung A faktorisiert
([Gek00a, 3.6]).

Zu einer invertierbaren Funktion f definieren wir daher

—

r(f) :Edge(7) — R

e = (u,v) — r(f)(€)=log
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wobei wy bzw. wy im Urbild unter A\ von v bzw. w liegt.
4.5.1 Satz. ([FvdP81, 1.8.8]) Mit den Bezeichnungen von oben gilt:
(i) r(f) € H(T.Z).

(ii) Die Abbildungr : f — r(f) induziert eine kurze exakte Sequenz von G(I?Oo)—
Moduln
0 — C* — 0q(Q) = H(T,Z) —0 .

Eine genauere Beschreibung der Abbildung r liefert [GR96, 1.7.3]:

Da f € Oq(02)* keine Nullstellen hat, finden wir zu jeder Kante e, der die Teil-
menge D(n,s) = A7 (e(R)) von  entspricht (vgl. (4.1.7)), ein c € C*, ein k € Z
und ein g € Og(2)*, so da auf D(n,s) gilt:

- (2 — 5)*g(2) und
(
Mit den Bezeichnungen aus (4.1.7) ist dann

k., im Fall (a)

r(f)(€) = {—k , im Fall (b)

In dieser Arbeit beschreiben Gekeler und Reversat auch den Zusammenhang der
Abbildung r mit den Residuen global holomorpher Differentialformen.

Setzen wir s; = ¢t (2 — s) und sy = t""1(z — 5)7L, s0 erhalten wir fiir jede global
holomorphe Differentialform w auf €2 die Reihenentwicklung auf D(n, s)°

w:Zaks'fd&:Zbksgdsg

keZ keZ

mit ay, b € C. Das Residuum von w ist

N a_1, im Fall (a)
res(w, €) = ‘ :
b_y, im Fall (b)

Insbesondere ist res(w, €) = —res(w, — ¢ ).
4.5.2 Proposition. (vgl. [GRIG, 1.8.5 bis 1.8.7])

(i) Seiw eine holomorphe Differentialform auf Q). Dann ist die Abbildung

res(w):Edge(?) — C
€ — res(w,€)

eine C-wertige harmonische Kokette, also res(w,.) € H(T,C).
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(ii) Ist w eine holomorphe Differentialform der Form % mit invertierbarem f,

dann ist
r(f)(€) =res(w, €) mod p ,

und das Diagramm

Oa(82)" —— H(7T,Z)

dlogl l mod p

holomorphe Differen- ros
{ tialformen auf ) } H(T,C)

ist kommutativ (es ist dlog : f +— d—]{)

Gewichtete Fliisse

Die Quotientenbildung induziert eine Gewichtung der Kanten von G(A)\7 . Dabei
ist es notwendig, gerichtete Kanten zu betrachten.

Sei nun B := Z oder Q.

4.5.3 Definition. Sei [€] = ([v], [w]) € Edge™(G(A)\T) eine gerichtete Kante.
Das Gewicht von [¢] ist

m([€]) = [G(A). : G(A)] ,
und das ist unabhdngig von der Wahl des Reprisentanten von [€] = ([v], [w]).
4.5.4 Bemerkung. Seien die Bezeichnungen wie in (4.5.3) gewéhlt.
(i) Esist m([—¢]) = [G(A)p) : G(A)).

(ii) Die GroBen [G(A)p) mit [v] € Vert(G(A)\7) kénnen wir der Tabelle aus
Satz (3.3.12) entnehmen.

(iii) Aus diesem Satz ergibt sich auch: Ist [w] ein Nachfolger von [v], dann ist
m([€]) = 1.

(iv) Im allgemeinen ist m([€’]) # m([-¢]).

(v) Fiir alle Knoten [v] € Vert(G(A)\7) gilt

> m(€)=qg+1.
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4.5.5 Standardbeispiel. (vgl. (3.3.9)) In unserem Standardbeispiel hat der
Knoten v(2) drei Kanten. Als orientierte Kanten erhalten diese die Gewichte
(€] [(0, v2))] | [(v(2), e(a))] | [(v(2), ¢(a))]
m([e]) 1 1 1
m([—¢€]) 2 3 3

Wir setzen nun
H(T,B)*"W = {p € H(T.B) | (7€) = p(€) ¥y € G(A)} .
4.5.6 Proposition. (/Gek00b, 1.4]) Sei B =7 oder Q.

(i) H(T, B)X ist ein freier B-Modul vom Rang hx — 1 (zur Erinnerung: hy
ist die Klassenzahl von K ).

(ii) Es gilt
H(T, Q)W = H(T, 7)Y 2 Q.

Die Gruppe H(7, B)®™) kann als Funktionenraum auf G(A)\7 betrachtet wer-
den.

Cenau dann ist eine alternierende Funktion o auf Edge™(G(A)\7T) eine Element
von H(T, B)™W  wenn fiir alle [v] € Vert(G(A)\7T) gilt

> mlEhe(e) =0. (4.5.7)

t((e€)=[]

Diese notwendige und hinreichende Bedingung ergibt sich aus der Definition der
harmonischen Koketten auf 7 (vgl. [GRI6, 3.1]).

4.5.8 Definition. Ein Element aus H(T,B)®“ heifit ein (gewichteter) Fluf
auf G(A\T .

Nun werden wir eine Z-Basis von H (7, 7)%“) konstruieren und gehen dabei wie
folgt vor.

Wir starten in o und gehen in Richtung einer Spitze s (p), weisen der ersten Kante
auf diesem Weg den Wert 1 zu und der Kante (o0, v(00)) den Wert —1. Auf dem
endlichen Anteil des Baumes gibt es (genau) einen Pfad zwischen den Spitzen
S(p) und s(00). Allen Kanten aufierhalb der Spitzen s(p) und s(c0) sowie dieses
Pfades weisen wir den Wert 0 zu. Die restlichen Zuweisungen ergeben sich dann
aus den Bedingungen (4.5.7) an einen gewichteten Fluf.

Bei diesem Konstruktionsverfahren miissen wir unterscheiden, ob [p?] = [(1)] ist
oder nicht; dies liefert die beiden unterschiedlichen Fille in (4.5.9).

Auf diese Weise werden wir kg — 1 linear unabhiingige Elemente von H (7, Q)%
erhalten, also eine Vektorraumbasis.
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4.5.9 Definition/Satz. Der Q- Vektorraum H(T, Q)% hat eine Basis

{op [ p € Pic(A) —{(1)} } ,

die auch eine Z-Basis des Z-Moduls H(T , 7)) ist.
Dabei sind die ¢, wie folgt definiert:

(i) Sei (o, B) € E(F,) ein 2-Teilungspunkt und p = (x — a,y — (3). Dann ist

(1, €] = (0,0((a))
-1, [€] = (0,v(c0))
DL €] = (v(a),c(p, 1))
A= 2y ] = (0(o0) (00, 1)
(q_l)qn ; [?]:(C(pvn)vc(p7n+1))7 n21
(—(¢—1)-¢", (€] = (c(00,n), c(oco,n+ 1)), n>1

sowie pp(—[€]) = —pp([€]) und @y([€]) = 0, falls [€] nicht in den Spit-
zen 5(p), S(c0) oder auf dem Pfad zwischen diesen liegt.

(ii) Sei (o, ) € E(F,) kein 2-Teilungspunkt und p = (v — o,y — 3). Dann ist

1 7] = (0,v(a))
1, F] = (0,0(00))
o Ja-t 2] = (v(a),c(p, 1)
plel=y 2, 2] = (v(00), (00, 1)
(q_l)qn ; [?]:(C(pvn)vc(p7n+1))7 n21
—(q=1)-q", [€)=(c(oom)cloon+1)), n>1

sowie pp(—[€]) = —pp([€]) und @y([€]) = 0, falls [€] nicht in den Spit-
zen 5(p), S(c0) oder auf dem Pfad zwischen diesen liegt.

Beweis. Ist hig = 1, dann hat G(A)\7 nur eine Spitze. Daher gibt es dann auf
G(A)\7 nur den trivialen Fluf.

Sei nun hx > 1.

Es ist B = Z oder Q. Wir betrachten H(7,B)¢®) als Funktionenraum auf
G(A)\T.

Daf} die ¢, in H(T, B)¢™ liegen, lift sich leicht nachrechnen.
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So ist beispielsweise fiir 2 - (a, 3) = oo und p = (x — o,y — )

Y. m(@)e(@) =m(=(v(a),clp, 1)p(=(v(a), c(p, 1))

H[])=c(a1) N e
+mlelp, 1), e(p))glelp, 1), e(p))
+ n(elp, 1), (. 2)plel, 1), clp.2))
=1 =q(q—1)
=(q—1)-(—¢)+1-0+1-q(g—1) =0.

Die anderen Rechnungen sind analog zu fiihren.

Die lineare Unabhéngigkeit ist offensichtlich. Somit bilden diese Elemente eine
Q-Vektorraumbasis.

Sei nun p € H(7,7)%“. Als Element von H(7, Q)% ist  eine Linearkombi-
nation der Basiselemente

= Z apppy mit a, € Q .
pePic(A)

Zu jedem p existiert eine Kante [€] mit ¢q4([€’]) = 0 fiir alle q # p und ¢,([€]) =
1. Also liegt ay, in Z. O

4.5.10 Bemerkung. In [GR96] wird die Gruppe

G(A) ._ G(4)
H\(T,B) = {tp € H(7, B) Tréger modulo G(A)

¢ hat kompakten }

als Gruppe der B-wertigen Spitzen-Koketten fiir G(A) definiert. Thr Rang ist
g(Mgay), daher ist sie in unserem Fall trivial. Zahlreiche Aussagen in [GRI6],
die wir im folgenden nutzen werden, hingen von der GroSe von H,(7, B)¢“ ab.

Cuspidale Thetafunktionen

4.5.11 Definition. (i) Fine Thetafunktion (zu G(A)) ist eine meromorphe
Funktion f : Q — C mit den Eigenschaften:

(a) Fir jede Matriz v € G(A) ezitsiert ein cs(y) € C*, so daff die Funk-
tionalgleichung
flrz) = () f(2)
fiir alle z € € erfillt ist.
(b) f ist meromorph in den Spitzen (vgl. (4.4.2)).

(ii) Eine holomorphe Thetafunktion ist auf Q2 holomorph und invertierbar und
in den Spitzen holomorph.
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(#i) Eine meromorphe Thetafunktion ist meromorph auf Q@ und holomorph in
den Spitzen.

(iv) Eine cuspidale Thetafunktion ist invertierbar und holomorph auf Q@ und
meromorph in den Spitzen.

In [Gek97a] nennt Gekeler die cuspidalen Thetafunktionen auch Thetafunktionen
mit degenerierten Parametern. Dieser Arbeit folgend geben wir nun ein Erzeu-
gendensystem fiir die Gruppe der cuspidalen Thetafunktionen.

Zunéchst stellen wir das wichtigste Konstruktionsverfahren fiir Thetafunktionen
vor. Dazu definieren wir

I'=G(A)/Z(F,) .
Diese Gruppe operiert effektiv auf €.

4.5.12 Definition. Fiir alle w,n € Q und z € Q setzen wir

(=2, w#00F#n
(1_%)717 w =00, n#0,00
1—-=2 n =00, w# 0,00

F<W7?77Z) = Z_lw w =00 77:0
z, n=00, w=>0
(1, w=1n=00

und definieren die Thetafunktion fir G(A)

9(%777 Z) = HF(’YW777772) .

vel

Fiir Funktionen dieser Art gilt
4.5.13 Proposition. ([Gek00b, 2.3 und 2.6])

(i) O(w,n, z) konvergiert lokal uniform fir alle z € Q und definiert auf Q eine
meromorphe Funktion.

(ii) Fiir alle w,n € Q ist O(w,n,.) eine Thetafunktion.

(iii) Sind w,n € PYK) oder ist G(A)w = G(A)n, dann ist O(w,n,.) auf Q
invertierbar.

(iv) Fir w,n € @ mit G(A)w # G(A)n hat O(w,n,.) Nullstellen der Ordnung
#I',, in G(A)w, Pole der Ordnung #T',, in G(A)n und keine weiteren Null-
oder Polstellen.
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(v) Beziiglich der Uniformisierenden t2=' in der Spitze [s] von G(A)\Q hat
O(w,n,.)
(a) eine einfache Nullstelle, falls s € G(A)w # G(A)n ist,
(b) einen einfachen Pol, falls s € G(A)n # G(A)w ist.

Ist G(A)w = G(A)n, so ist O(w,n,.) in allen Spitzen invertierbar.
(vi) Seien w € PY(K) und n € Q.

(a) O(w,n,.) hat in der Spitze [s] mit s € G(A)w beziiglich der Uniformsie-
renden tg*1~eme einfache Nullstelle, in den Punkten G(A)n Pole der
Ordnung #1';, und keine weiteren Nullstellen oder Pole.

(b) O(n,w,.) hat in den Punkten G(A)n Nullstellen der Ordnung #fn,
einen einfachen Pol beziiglich der Uniformisierenden t4=! in der Spitze
[s] mit s € G(A)w und keine weiteren Nullstellen oder Pole.

4.5.14 Proposition. Fir alle v € G(A) und alle w,n € Q gilt

Q(w, 7, ’72) = 0((“)’ 7, Z) )

d.h. der Faktor co(7y) =: c(w,n,7) ist 1 fir alle Thetafunktionen dieser Form, und
diese sind somit G(A)-invariant.

Beweis. Der Faktor c¢(w,n,~) hingt nach [GR96, 5.4.1] nur von der Klasse von
v in G(A) = G(A)®/{Torsion} ab. Nach [GR96, 3.2.] ist G(A) = {1}, weil
(A) den Rang g(Mg(a)) hat. Also ist c(w,n,.) auf ganz G(A) gleich. Aus
w,n, (39)2) =0(w,n, 2) folgt c(w,n,.) = 1. O

=@

4.5.15 Bemerkung. (i) Die in [Gek00b] definierte Gruppe O.L(G(A)) fallt
in unserer Situation mit der Gruppe der cuspidalen Thetafunktionen
©.(G(A)) zusammen.

(ii) Jede cuspidale Thetafunktion hat in einer Spitze [s] eine Entwicklung
beziiglich (9, G(A))?! fiir ein ¥ € G(K) mit 9(c0) = s.

Damit ergibt sich auch

4.5.16 Proposition. (i) Die Gruppe der holomorphen Thetafunktionen
On(G(A)) ist C*.

(ii) Die Gruppe der cuspidalen Thetafunktionen ©.(G(A)) wird von C* und den
hx — 1 Thetafunktionen
O(w, 00, .)

erzeugt, wobei w ein Reprisentantensystem von G(A)\(PY(K) — G(A)x)
durchlduft.
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Beweis. Nach [Gek00b, 3.4] induziert die Abbildung r die Bijektionen

~

O,(G(A)/C* = H(T,7)*™ und ©.(G(A))/C* = H(T,7)™ .

Da nach (4.5.10) die Gruppe H,(7, B)¢™) trivial ist, sind alle holomorphen The-
tafunktionen konstant.

Die Funktionen 6#(w,o00,.) haben fiir die verschiedenen Représentanten von
G(A)\(P'(K)—G(A)oo) lauter verschiedene Nullstellen, kénnen also nicht multi-
plikativ auseinander erzeugt werden. Da es h — 1 viele sind, die wir als Erzeuger
aufler C* bendétigen, haben wir sogar ein minimales Erzeugendensystem gefun-
den. O

Nun ist auch die folgende Definition gerechtfertigt.

4.5.17 Definition (j-Invariante). (i) Sei Pic(A) # {(1)}. Dann definieren
wir die j-Invarianten von G(A)\Q vermdge

Jo: GANQ — C
z — O(w,00,2)
wobei w ein Reprisentantensystem von G(A)\(P'(K)—G(A)oo) durchliuft.

(ii) Ist Pic(A) = {1}, dann existieren P(—1) > 1 wviele Klassen elliptischer
Punkte. Fiir alle elliptischen Punkte o setzen wir

Ja(2) = 0(c0, v, 2) .

Zu beachten ist, daf j, eine meromorphe, aber keine cuspidale Thetafunk-
tion 1st.

Den Zusammenhang mit den gewichteten Fliissen erhalten wir iiber die Abbildung
r und mit der folgenden Definition.

4.5.18 Definition. Die Gruppe der Spitzendivisoren bezeichnen wir mit
Div(G(A)\Q)w. Sie enthilt die Untergruppe Div(G(A)\Q)Y, der Spitzendiviso-
ren von Grad 0.

Fiir ein f € ©.(G(A)) ist der Spitzendivisor von f gleich dem Divisor von f,
denn f ist ja auf Q invertierbar. Damit ist
dys —
div(f)= Y Or%](lf) (5] € Div(G(A)\D)we -
slecaner )
4.5.19 Satz. Die Abbildung f — div(f) induziert einen Isomorphismus
r(0:(G(4))) — Div(G(A)\Q)S, -

Beweis. Die Aussage folgt aus [Gek97a, 3.8] angewandt auf unsere Situation. [



Kapitel 5

Modulformen

Drinfeld’sche Modulformen sind holomorphe Funktionen (vgl. (2.1.7)) mit einem
vorgeschriebenen Transformationsverhalten unter GL(Y) und vorgegebenen Re-
gularitédtsbedingungen (Y ist ein A-Gitter).

Der Raum der Modulformen ist ein graduierter Ring, dessen Summanden end-
lichdimensionale C-Vektorrdume sind. Diese Dimensionen werden wir bestimmen
und dabei strukturell der Herleitung der Formel fiir F [T von Cornelissen in
[Cor97] folgen.

Zudem werden wir das Verhalten einiger Modulformen in den Spitzen untersuchen
und so in einigen Féllen lineare Unabhéngigkeit nachweisen kénnen.

Wir haben wie stets eine elliptische Kurve (E, A, K) fest gewéhlt.

5.1 Definition und Beispiele

Seien a und b gebrochene Ideale sowie Y = ae; + bey. Von einer Modulform f
werden wir zu vorgegebenen k,m € N U {0} verlangen

(th + h4)k
det(y)™

ho

flyz) = f(2) fiir alle v = (Z; h4) € GL(Y) . (5.1.1)

Wir fixieren nun k,m € IN U {0} und beginnen mit einer technischen Voriiberle-
gung, die die Erlauterung zu [Gek86, V.3.1] ndher ausfiihrt.

5.1.2 Definition. Ist f eine meromorphe Funktion auf (), dann definieren wir
fiir alle 9 = (2 12) € G(K)

det ()™ £(92)

fw(2) = [ pm(2) = (hsz + ha)F

5.1.3 Lemma. (i) Die Zuordnung (f,9) — flg definiert eine Rechtsoperation
von G(K) auf der Menge der meromorphen Funktionen f : Q2 — C.

87
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(i) Erfillt f die Bedingung (5.1.1), so gilt:

(a) Fir~y e GL(Y) ist fi,(2) = f(2).
(b) fr ist fix unter 9~ GL(Y')9 beziiglich der Operation aus (i).
(¢) fu(2) ist invariant unter z — z+ b, falls (§%) € 97 'GL(Y) ist.

Beweis. Wir definieren (voriibergehend)

Y(V,z) == hgz + hy fiir alle ¥ = Mo € G(K) .
hs  hy

Dann gilt fiir 9 wie oben und ¢ = <h/1 hé) € G(K)

hy hj
, hyz + h!
V(9,9 2) = hg(V'2) + hy = hgm + hy
1 / / /
i ——— ((hghl + h4hg) Z 4+ (h3h2 + h4h4))
hiz + hj
_ p,2)
V(' 2)
In dieser Notation ist
B det ()™ by det(9)™ det ()™ ,
det(gv")™ ,
= Wﬂﬁﬁ z) = fo(2) -

Ist v € GL(Y'), so ist offensichtlich f},)(2) = f(2).
Wiihlen wir nun 9 = 9149 mit v € GL(Y'), dann ist

fww-149(2) = flro1(2) = fw(2) = fw(2) .

Zum Beweis von (ii)(c) betrachten wir

det ()™
Wf(m%

det(9)™ (v, 9z2)k

= 5@, 02 desyye )

_ det(9)" ( WL 2) w(.2)

= T \e(09,2) 0.2) ) f(02)
B9, 2

= wa}(z) :

fro(9'2) =

Somit ist fiy(2) genau dann invariant unter z — 'z, wenn % =1 ist.
Wihlen wir nun 9 wie im Lemma angegeben, so ist diese Bedingung sicherlich

erfillt. ]
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5.1.4 Korollar. Sei f : Q2 — C eine meromorphe Funktion, die (5.1.1) erfillt.
Dann hat [ eine Laurentreihenentwicklung beziiglich e ', = t(({{),GL(Y)) und
fio) eine Laurentreihenentwicklung beziiglich der Uniformisierenden t(1, GL(Y'))
aus (4.4.1).

Mit dieser Voriiberlegung lassen sich nun Modulformen definieren.

5.1.5 Definition. Seien k,m € N U {0}. Fine holomorphe (Drinfeld’sche) Mo-
dulform fir GL(Y) vom Gewicht k£ und Typ m ist eine Funktion

f 11— C )
die die Bedingungen erfiillt:
- z+hg k ..
(i) f(yz) = B2l f(2) fiir alle y = (1 )2) € GL(Y).

(i) f ist rigid holomorph.

(iii) f ist holomorph in den Spitzen, d.h.

(a) in der Spitze oo: f hat beziiglich to—1y eine Potenzreihenentwicklung
mat strikt positivem Konvergenzradius,

(b) in der Spitze s mit ¥(oc0) = s: Hier hat fug beziiglich der Uniformi-
sierenden t(¥, GL(Y)) (vgl. (4.4.1)) eine Potenzreihenentwicklung mit
strikt positivem Konvergenzradius.

Die Menge der holomorphen Modulformen vom Gewicht k und Typ m bezeichnen
wir mit My, ,(GL(Y)). Zudem setzen wir My(GL(Y)) := M o(GL(Y")).

5.1.6 Bemerkung. (i) Eine getrennte Definition von Holomorphie in der
Spitze oo dient nur der Veranschaulichung, notwendig ist sie nicht. Wir
kénnen ebenso eine Matrix 9 mit ¥(co) = oo wihlen und die Definition aus
Teil (b) verwenden.

(ii) Analog lassen sich meromorphe Modulformen definieren, ebenso Null- und
Polstellenordnung.

(ili) Mym(GL(Y)) ist ein C-Vektorraum.
(iv) Es geniigt, den Typ m zwischen 0 und ¢ — 2 zu wéhlen.
(v) Ist k # 2m mod q — 1, so ist My, (GL(Y)) = {0}.
Letzteres begriindet sich wie folgt: Ist p € F} und v = (‘5 2), dann ist

k

f(2) = f(72) = =1 (2) .
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Sei nun k£ = 2m mod ¢ — 1. Sind u,v € F*

o5 S0 liegt (‘5 2) im Stabilisator von
0o. Wegen

FU(59)2) = gl () = ()

ist f(z) im allgemeinen nicht invariant unter GL(Y) . Daher hat eine Modulform
im allgemeinen nur eine Potenzreihenentwicklung beziiglich des Parameters t,-1p,
nicht jedoch beziiglich t‘iill o

Wir nennen eine Modulform eine Spitzenform oder cuspidal, wenn sie in allen
Spitzen von GL(Y") verschwindet. Ist in allen Spitzen die Verschwindungsordnung
der Modulform f beziiglich des Paramters t(x, GL(Y')) grofer oder gleich i, so
nennen wir f eine i-fache Spitzenform oder i-fach cuspidal.

Den Unterraum der i-fachen Spitzenformen bezeichnen wir mit M}, (GL(Y")).

Fiir die Gesamtheit aller Modulformen gilt
5.1.7 Proposition. ([GRY6, 2.8.5])
(i) Alle My ,,,(GL(Y)) sind endlichdimensional.

(ii) Es ist

My (GL(Y)) 0 > Mpa(GLY)) | ={0},
A (K !

(k,m m/)

wobei m die Klassen modulo q — 1 durchliuft (vgl. (5.1.6)). D.h. die
My (GL(Y)) sind linear unabhingig. Deshalb kénnen wir den graduierten
Ring
M(GL(Y)) := @ Mym(GL(Y))
k,m

bilden.

Logarithmische Ableitung von Thetafunktionen

Die im letzten Kapitel definierten Thetafunktionen 6(w,n,z) mit w,n € Q sind
als Funktionen auf € invariant unter G(A).

5.1.8 Proposition. Seien w,n € PY(K). Dann ist die logarithmische Ableitung

9’(&),?7,2) 1
09((,(.),77, Z) € M2,1(G(A))

eine einfache Spitzenform.

Fiir das Transformationsverhalten von d% f(vz) entscheidend ist das Verhalten der
inneren Ableitung, das wir noch héufiger benotigen. Zur Betrachtung der Null-
und Polstellenordnung benétigen wir zudem die Ableitungen von t(x, GL(Y))*.
Daher halten wir fest
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5.1.9 Lemma. Sei Y ein A-Gitter in K? vom Rang 2.
(i) Zu~y = (1 }12) € G(K) ist
d det(v)
2 = — =5
dz (hsz + hy)
(11) Sei k € Z — {0} und (9, GL(Y)) der Parameter zu s € P'(K). Dann ist

dilzt(ﬁ, GL(Y))* = —kt(9, GL(Y))*! .

Beweis. (i) Einfaches Nachrechnen

4y dmztha  ahsz +ha) = ha(laz + ho)
dzfy o dzh32+h4 o (h32+h4)2

ergibt die Aussage.

(ii) Sei t(¥, GL(Y))(2) = e, '(2) fiir ein geeignetes gebrochenes Ideal b. Dann
ist Ley(z) =1 und deshalb
d d

0, GLIY)) = ——e () = —ke, "TV(2) = —k1(0, GL(Y))*! .

O

Beweis von (5.1.8). Das Transformationsverhalten ist nun leicht nachzuweisen,
denn fiir die Ableitung gilt

d det(7)

d d , ,
@ﬁ(w,n, z) = @«9@),?7,72) =0'(w,n,vz2) - @7(2) = ) ' (w,n,vz) ,

(th + h4 2

wobei v = (1 72) € G(A) ist. Der Nachweis der Holomorphie von 9 in den

Spitzen erfordert etwas mehr Sorgfalt. ’

Wir bezeichnen hier nun zu einem s € P'(K) mit 9(co) = s und fest gewihltem
¥ die Uniformisierende mit ¢, := t(J, G(A)).

Wir miissen zwei Fille unterscheiden. Liegen w und 7 in verschiedenen Bahnen
unter GL(Y"), dann hat 6(w,n,.) nach (4.5.13) beziiglich der Uniformisierenden
der Spitzen die Entwicklungen

O(w,n,t, Zat’(q D a 40

i>1

O(w,n,t, th”’l), b1 #0

i>—1

W?77t5 Zczt(Sq 1 ’ CO#O

>0
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mit 6 ¢ G(A)w U G(A)n und a;, b;, ¢; € C.
Andererseits sind <471 (2) = —t4(2) und ££¢17%(z) = t279(z). Dies ergibt fiir die
logarithmischen Ableitungen

0'(w,n,t,)  —aitl(z) + {Terme hoherer Ordnung}

O(w,m,tw) a1ty (z) + {Terme hoherer Ordnung}

und damit einfache Nullstellen in allen Punkten aus [w] = G(A)w;

0'(w,n,t,)  boit,97?(2) + {Terme héherer Ordnung}
O(w,m,ty) b1ty (2) + {Terme hherer Ordnung}

und damit einfache Nullstellen in allen Punkten aus [n];

0'(w,n,t5)  c1t§(2) + {Terme hoherer Ordnung}
O(w,n,ts)  co + {Terme hoherer Ordnung}

und mindestens g-fache Nullstellen in P'(K) — (G(A)w U G(A)n).

Wenn w und 7 in derselben Bahn unter GL(Y') liegen, dann ist nach (4.5.13)

die Funktion #(w, n,t,) in allen Spitzen invertierbar. Nach Definition (4.5.11) ist

0(w,n, z) also eine holomorphe Thetafunktion. Diese sind nach (4.5.16) konstant.
U

5.2 Eisensteinreihen

Die wohl prominentesten Modulformen sind Eisensteinreihen. Sie werden zu ei-
nem vorgegebenen Gitter A konstruiert, und sowohl die Koeffizienten der e-
Funktion ey als auch die der Polynome ¢ mit a € A (vgl. (2)) sind Ausdriicke
in Eisensteinreihen.

Da sie einerseits als Funktionen, andererseits aber auch als Konstanten Verwen-
dung finden, ist es nicht einfach, eine geeignete Notation zu finden.

5.2.1 Definition. Sei k € IN. Weiter seien Y = ae; + bey ein A-Gitter in K?
und A ein A-Gitter in C vom Rang 1 oder 2.

/
(i) Mit bezeichnen wir die Summation tber alle nichttrivialen Ele-
meM

mente aus M, z.B. hat ZIA N die Indexmenge A —{(0,0)}.
€

(ii) Die Eisensteinreihe vom Gewicht k zu A ist

E®QA) =3 A,

AEA
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(i11) Fir alle z € Q) definieren wir

® ey N 1
EBY ()= > @

aca,beb

(iv) Wir setzen Eg)(z) =—1.
Ist nun A =Y, = i,(Y), so ist E®(A) = E¥(2) (vgl. (2.2.5)).

5.2.2 Proposition. Sei k € N und Y ein A-Gitter in K2. Die Fisensteinreihe
Egc)(z) st eine Modulform vom Gewicht k und Typ 0. Sie hat in jeder Spitze eine
Entwicklung beziiglich des Parameters t(x, GL(Y))4™1.

Beweis. Sei vy = (Z; Zi) € GL(Y), dann ist

1
ayz +b= 7h((ah1 + bhs)z + ahy + bhy) |
4

th +
und da Yy = {(ahy + bhs)e; + (ahy + bhy)es | ae; + bes € Y} =Y ist, erhalten
wir

By (y2) = (hy + ha) B (2)
Daf} eine Eisensteinreihe holomorph auf © ist, ist klar (vgl. (2.1.7)). Die Holo-
morphie in den Spitzen zeigt Goss in [Gos80, Theorem 2.19].
Da E(2) vom Typ 0 ist, hat sie eine Entwicklung beziiglich ¢(+, GL(Y))?"!. O
Sind die A-Gitter A und A’ in C &hnlich, existiert also ein ¢ € C* mit A’ = cA,
so ist E®(A) = ¢ *E®(A). Eisensteinreihen zu isomorphen A-Gittern in K?
lassen sich ebenfalls ineinander iiberfiihren.
5.2.3 Lemma. SeienY = ae;+bey undY’' = apel—l-bp*leQ, wobei p ein Primideal
vom Grad 1 ist, sowie 9 = (1 1*) € G(K) eine Matriz mit Y9 =Y beziiglich
der Basis (e1,e2). Dann gilt fiir die Eisensteinreihen vom Gewicht k

k k — k
EY)(2) = Byl (2) = (hsz + ha) "B (92) .

Beweis.

EPWz) = Y (avz+ )"

aca,beb
!/
= (hsz + ha)* > ((ahy + bhs)z + ahy + bhy) ™
aca, beb
Eé%,?,(z)

O

Betrachten wir nun mit den Bezeichnungen des Lemmas zu E$ ) die Entwicklung

in einer Spitze s, € GL(Y)\P!(K), so untersuchen wir E)(f,) in der Spitze co von
GL(Y")\IP'(K). Dies ist aber nur eine Koordinatentransformation von Mgr,y) —
Mearyy (vgl. Abschnitt (4.4)).
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Zusammenhang mit Drinfeld-Moduln

Zu einem gegebenen A-Gitter A in C hatten wir in (2.2) die e-Funktion e, und
in (2.3) den Drinfeld-Modul ¢* definiert.

In [Gek86, 11.2] werden die Zusammenhénge zwischen e-Funktion, Koeffizienten-
funktionen von ¢* und den Eisensteinreihen hergeleitet. Diese Aussagen sind fiir
uns von Interesse.

5.2.4 Proposition. Sei A ein A-Gitter in C.

(i) eAZ(z) =1- Zk21 E®(A)zh = — Zkzo E®(A)z".

(ii) Seia € A und ¢> = ?:dgg(a) l;7t. Dann ist fiir alle k € N

aBW DAYy = 3 BN

itj=k

(iii) Wiihlen wir nun'Y C K? fest und variieren i, (vgl. (2.2.5)), so erhalten wir
die Koeffizientenfunktionen

coeff(Y, a, i, z) := coeff(¢}*, )
und somit

aBY V(2= Y BY TV (2) coeff(Yia,j, )
itj=k

(iv) Die Funktionen coeff(Y, a,i,z) sind Modulformen vom Gewicht ¢" — 1 und
Typ 0 fir GL(Y).

Insbesondere sind die Koeffizientenfunktionen linear abhéngig von den KEisen-
steinreihen und umgekehrt.

5.2.5 Vereinbarung. Zu einem fizierten A-Gitter Y C K? wollen wir die Ein-
bettungen i, : K2 — C wvariieren. Um einige Schreibweisen zu vereinfachen,

schreiben wir nun hiufig Y mit a € A und meinen damit das Tupel der Koeffi-
zientenfunktionen

coeft(Y,a,i,2z)  fir alle 0 < i < 2deg(a) ,

die wir in (5.2.4) definiert haben.
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Der Funktionenkdrper von Mgy, y)

Meromorphe Modulformen vom Gewicht 0 und Typ 0 sind GL(Y')-invariant. Wir
nennen sie modulare Funktionen. Wie wir bereits gesehen haben, sind die cuspi-
dalen Thetafunktionen modulare Funktionen fiir G(A).

Der folgende Satz besagt, dal sich modulare Funktionen als rationale Ausdriicke
in Modulformen schreiben lassen.

Fiir eine Menge M meromorpher Modulformen bezeichnen wir mit C(M), die
Elemente vom Gewicht und Typ 0 in C(M). Dann gilt

5.2.6 Satz. [Gek86, VII.1] Sei a € A mit deg(a) = d.
(i) Der Funktionenkdrper von Mgy yy ist

C(Mcryy) = C(El(/qz*l) |1 <i<2d)
= C(coeft(Y,a,i,.) | 1 <i<2d)g .

(ii) Der Funktionenkdrper des groben Modulschemas M? ist

K(M3) = K(coeft(Y, a,i,2) | 1 <i<2d) .

(iii) Der algebraische Abschlufy von K in K(M3) ist der Hilbertklassenkérper H
von K beziiglich oo.

Wie wir im ersten Kapitel bereits festgestellt haben, hat A kein Element vom
Grad 1. Da jedoch deg(z) = 2 ist, erhalten wir als direkte Folgerung

C(Maryy) = C(EY ™V [0 <i <4).

Isogenien von Rang-1 Drinfeld-Moduln

Nun lassen sich auch die Koeflzienten der ej-Funktion als Ausdriicke in den
Eisensteinreihen £®)(A) beschreiben.

5.2.7 Lemma. Sei A ein A-Gitter in C (beliebigen Ranges). Die in (2.2.6) de-
finierte e-Funktion zu diesem Gitter schreiben wir als Potenzreihe

ea(z) = Za(/\,i)zqi .

i>0

Dann sind die a(\,i) Polynome in den Eisensteinreihen E®(A) mit k < ¢'.
Insbesondere sind a(A,1) = BV (A) und

a(A,2) = E@C-D(A) + BUD (A
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Beweis. Fiir den Koeffizientenvergleich in

L) ()

=2 > —EYWa(Ad)

321 gitk=j
miissen wir zu einem gegebenen j alle 4, k ermitteln mit ¢* + & = j. Sei 4,4, mit
gimar < § < gimes Tl dann ist
{(, k) | qi+k3:j}:{(i7j_qi) |0 <4 <limaz} -
Dies liefert

e

2=Y" > > —EU(A)a(A, i)

l>0 ] ql =0

q—1 ?-1
=Y —EUI(A)a(A,0)2 + Z —EBU(A)a(A,0) — BV (A)a(A, 1)) 27
j=1

+ 3 (“ESI)a(A,0) = B0 (A)a(A,1) - BT (A)a(A,2)) 2 + ..

Da der Koeffizient von z gleich 1 ist und von 2z’ fiir j > 1 gleich 0, erhalten wir
~EO(A)a(A,0) = a(A,0) =1,
—E9D(A) = EOA)a(A, 1) = —FE@D(A) + (A, 1) =0

und damit a(A, 1) = E@D(A). Aus
—ECD(A)a(A,0) — ECO(A)a(A, 1) — EO(A)a(A,2) =0
und E@ -9 (A) = E@D(A)7 folgt
a(A,2) = ECD(A) + B@D (At

Wir wenden nun das Lemma auf Rang-1 A-Gitter an.

5.2.8 Korollar. Seien a, b Ideale, a C A und L = £(b)b ein spezielles Gitter zu
b (vgl. (2.3.18)). Dann ist der konstante Term der Isogenie pL

D(pg) = £(0)T (B V(a™'b) — B V(b)) ",
und dieser ist unabhdngig von der Wahl der Gitterinvarianten.

Beweis. Die Aussage folgt aus (2.3.21) und dem obigen Lemma. O
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Gitterinvarianten

Auch die in (2.3.18) eingefiihrten Gitterinvarianten lassen sich als Ausdriicke in
Eisensteinreihen zu Rang-1 Gittern auffassen. Dabei bestimmen wir hier konkret
die (¢ — 1)-te Potenz der Invarianten.

Sei b ein gebrochenes Ideal, £(b) eine Gitterinvariante und L = £(b)b ein spezielles
Gitter.

Dann ist der zugehorige Rang-1 Drinfeld-Modul sgn-normalisiert (vgl. (2.3.12));
ist also f ein normiertes Polynom, so ist I(p}) = 1.

Andererseits konnen wir die Koeffizienten der 7-Potenzen mit (5.2.4) bestimmen.
Wegen deg(z) = 2 ist

Pl = &+ coeff(pk, 1)7 + coeff(pF, 2)r2 |

und aus (5.2.4) folgt

coeff(py, 1) = (27 — 2)B"I(L) |
1 = coeff(p~,2) = (27" — ) EC V(L) + (27" — 29)E@ V(L)
= €(0) 0 (a7 — ) B (b) + (2 — at) B (0)H)

Analog erhalten wir aus der Betrachtung von 1 = I(p}) die Potenz § (b)2*~1,

5.2.9 Korollar. Sei b ein gebrochenes Ideal. Dann gilt fir alle Gitterinvarianten

2

E(0)7 ! =(a )E(q Do) + (2" —a)EC D (0)7
§(0)7 ! =y = ) ECD(0) + (y7 — y) BV () BT 0(b)
(7 —y Y B E)  BE D (0) B ()
und £(6)771 = £(0)°1(£(6) D)1 st ein rationaler Ausdruck in Eisensteinrei-

hen.

Ebenso laft sich nun der Zusammenhang zwischen den Gitterinvarianten £(b)
und £(a~!'b) fiir ein ganzes Ideal a bestimmen.

Nach [Gek86, TV.5] ist der Rang-1 Drinfeld-Modul a * p* sgn-normalisiert und
ax pl = pM mit M := £(a"tb)a"tb, d. h. es existiert ein ¢ € C* mit

c-(axp)y=pM.c.
Nach [Hay79] ist das Gitter zu a * p~
N i= D(p)a 'L = D(pk)é(b)a"b
Da nun ¢N = M ist mit dem oben gewéhlten ¢, ergibt sich

c=¢(b)7'¢(a™"0)D(py) " -
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Werten wir nun c(a * p¥), = pMc aus, so erhalten wir wegen der Normalisierung
2 . .
c = c?, und dies liefert

a0)T T = £(0)T T D(ph)"

Da nach (5.2.8) der konstante Term der Isogenie D(pL) = £(b)?~H(E@ Y (a"1b) —
E@=D (b))~ ist, gilt

5.2.10 Korollar. Mit den obigen Bezeichnungen ist

2

§(a™0)™" = ¢(0) V(B (o) — B0 (6))

Entwicklung in den Spitzen

Ein zentrales Mittel zur Beschreibung von Modulformen sind deren Entwicklun-
gen in den Spitzen. Wir werden ein Verfahren angeben, mit dem alle Eisenstein-
reihen B\ fiir G(A)-stabile Gitter Y und k = ¢/ — 1 mit j € N entwickelt werden
kénnen. Daraus gewinnen wir fiir einige Félle die ersten Terme der Entwicklung
explizit und Gradabschéatzungen fiir die hoheren Terme. Dies ermdoglicht es uns
dann, Aussagen {iber lineare Unabhéngigkeiten zu treffen.

Wir folgen dabei den Ideen aus [Gek88|, miissen sie aber unserer Situation anpas-
sen. In [Gek88] ist der zugrunde liegende Ring stets ein Hauptidealring, so daf
dort die Idealklassengruppe trivial ist.

Der Ubergang zu dem affinen Koordinatenring einer elliptischen Kurve fiihrt zu
einem erheblichen, vor allem technischen Mehraufwand in allen Rechnungen.
Das Ergebnis, das wir erhalten werden, spiegelt aber auch die zunehmende Kom-
plexitdt des Raumes von Modulformen wider. In (5.4) werden wir feststellen,
dafl wir allein mit Eisensteinreihen vom Gewicht k& keine Basis des Raumes der
Modulformen vom Gewicht k£ und Typ 0 konstruieren kénnen.

Aus den Rechnungen wird ersichtlich, dal wir ebenso die Eisensteinreihen zu ei-
nem beliebigen Stabilisator GL(Y") eines Gitters Y berechnen kénnen. Allerdings
macht dies die Einfithrung zusétzlicher Faktoren und neuer Bezeichner notwendig.
Aus Griinden der Uberschaubarkeit konzentrieren wir uns daher auf die Eisen-
steinreihen zu G(A).

Wir fithren diese und alle weiteren Entwicklungen beziiglich der normierten Uni-
formisierenden (vgl. (4.4.4)) durch. Damit gleichen wir unsere Notationen den
aus [Gek86, VI ff.], [Gek88] und [Cor97] an, weichen aber von denen in [Gek97a]
ab (vgl. auch (5.5)).

Eisensteinreihen zu G(A)

Eine Eisensteinreihe zu einem gegebenen Gitter Y ist genau dann Modulform fiir
G(A), wenn das zugehorige Gitter Y invariant unter G(A) ist.
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5.2.11 Lemma. Sei Y ein A-Gitter vom Rang 2 in K?, das G(A)-invariant ist.
Dann existiert ein gebrochenes Ideal ¢, so daf§ gilt:

Y =ce +ces.

Beweis. Zu jedem A-Gitter Y in K? existieren eine Basis (b, by) und gebrochene
Ideale a,b, so daB Y = ab; + bby ist. Diese Darstellung ist allerdings nicht
eindeutig.

Wir schneiden nun Y mit der Richtung Ke;; dabei existiert ein gebrochenes
Ideal ¢, so dal Y N Ke; = ce; ist. Nun existiert ein Untermodul 7" in Y, so dafl
Y =T & cey ist (vgl. [CR62, 11.22]). Dieser ist gegeben durch ein gebrochenes
Ideal g und einen Vektor d € K2, also T' = gd, wobei Ideal und Vektor nicht
eindeutig bestimmt sind. Wir wihlen beide nun so, dafl d = die; + dyes ist sowie
dy,dy in A liegen und teilerfremd sind (gegebenenfalls miissen wir dazu das Ideal
g entsprechend abéndern).

Nun existieren hy, hy € A mit hid; + hody = 1. Die Matrix

_ (M —dy
T \he 4
hat nur Eintrdge in A und Determinante 1, ist also in G(A). Es ist nun
(dl, dg)’}/ = (h1d1 + hgdg, O) = (1, 0) .

Da Y G(A)-invariant ist, erhalten wir (gd)y = ge; C ce;. Aus dem gleichen
Grund ist (ce;)y™! = ¢d C ge;. Daraus ergibt sich g = ¢ und Y = ¢d + ce;.
Genauer ist

Y :{cl(dlel + dgeg) + coeq | C1,C2 € C}
:{(Cldl + 62)61 + Cldgeg ‘ C1,Cy € C}

Fiir alle ¢ € cist cdie; € Y und cdie; (§3) = edies € Y. Daher ist ¢d; C cds. Da
aber d; und dy in A liegen und teilerfremd sind, folgt d € F.
Wir konnen das Gitter also auch beschreiben durch

Y = {Cl<d1€1 + 62) “+ coe1 ‘ C1,Co € C} = {(Cldl + 02)61 + c1e9 ‘ C1,Co € C} .

Damit ist ce; + ceg C Y. Offensichtlich ist aber auch Y C ce; + ceo. Und damit
folgt die Behauptung. O

Nach (1.3) kénnen wir jedes gebrochene Ideal ¢ schreiben als ¢ = ¢ - q, wobei
q ein Primideal vom Grad 1 oder das triviale Ideal (1) und ¢ ein Element aus
K ist. Nach den obigen Ausfithrungen unterscheiden sich die Eisensteinreihen zu
ce; + cex und geg + ges nur um einen (konstanten) Faktor.
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5.2.12 Korollar. Sei Y(q) := qe; + qes. Die FEisensteinreihen zu G(A) sind
bis auf konstante Faktoren aus K* gegeben durch Egg()q), wobei q € Pic(A) das
Standardreprdsentantensystem der Idealklassen durchlauft.

(k)

y(q in der Spitze s(p)

Wollen wir nun fiir ein q € Pic(A) die Eisensteinreihe E
entwickeln, so wihlen wir eine Matrix 9 € G(K) mit

Y(q)0 = qpe; +qples =Y

nach (5.2.3). Dazu kénnen wir die in (3.1.2) bestimmte Matrix wéhlen, um einen
eventuell notwendigen Automorphismus von pe; +p~te, ergiinzt. Nun miissen wir
E}(f ) beziiglich ?,-2 entwickeln.

Da ein ¢ € K* und ein v € Pic(A) existieren, so dafl cqp = vt ist, und sich
die Eisensteinreihen zu qpe; + qp~' und te; + cqp~' nur um den Faktor ¢*
unterscheiden, konnen wir nun fiir den Rest dieses Abschnittes annehmen:

5.2.13 (Annahme). Bis zum Ende dieses Abschnittes bezeichnen wir mit
q € Pic(A) das triviale Ideal (1) oder ein Primideal vom Grad 1, mit b ein gebro-
chenes Ideal und mit Y das Gitter

Y =qe; + besy .

Weiter fixieren wir eine Gitterinvariante £(b) zu b und L := £(b)b.

Goss-Polynome

Goss beobachtete, daff die Gittersummen Sy () = Y., ., (2+A) 7% Polynome vom
Grad k in Sy 1(2) sind. Gekeler nennt diese Polynome in [Gek88] Goss-Polynome.
Statt der formalen Definition geben wir hier eine konstruktive Beschreibung dieser
Polynome.

5.2.14 Definition. (/Gek88, 3.4., 3.10.]) Zu einem A-Gitter A C C definieren
wir die Goss-Polynome G rekursiv durch

(i) Fiir 1 <k <qist Gyp(X) = X*,
(i) fiir alle k > 0 ist G, ;(0) = 0, insbesondere ist Gy =0,
(i1i) fiir p = char(F,) ist G pi(X) = Gar(X)P,

(iv) mit ex(2) = ;50 (A, )29 ergibt sich rekursiv fir jedes k > 0
Gan(X) =X a(A )Gy pg(X) .

i>0
k>q"

Diese Rekursion ist iiberbestimmt. Die Bedingungen sind jedoch miteinander
vertréglich.
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5.2.15 Beispiel. (i) Gj,-1(X) = X971 = Go1(X)T
(ii) Fiir k = ¢* erhalten wir

Grg(X) = X7 = X(Grpp1(X) + (A, 1)Ga (X)),

und somit ist

Grgp1(X) = XC1— (A, 1)X900D
(iii) Entsprechend ist
Grgp1(X) = X771 —a(A XU 4 (A, 1) — (A, 2) X700
Induktiv folgt

5.2.16 Korollar. Sei j > 0 und Gpg1(X) = Y00 X" Ist b # 0, so ist
i=0,q—1 mod gq(q—1).

Die Goss-Polynome entsprechen den Newton-Formeln fiir Potenzsummen von
Nullstellen von Polynomen und sind die Koeffizienten der erzeugenden Funktion

X, Z
GA( ) ) ].—X@A ;GAk

SchlieBlich ergibt sich fiir k = ¢/ — 1 mit j >0

Ganlex'(2)) =D (z=N7"F. (5.2.17)

A€A

5.2.18 (Annahme). Sei nun stets k = ¢/ — 1 fiir ein j € IN.

Analog zu [Gek88] konnen wir nun die Eisensteinreihe E;k )(2) durch Goss-
Polynome in ¢, ausdriicken.

Nach (1.1.11) bzw. (1.1.12) ist fiir jedes Element aus q der Term hochsten Grades
eindeutig bestimmt.

Zu einem Element g € A existiert ein eindeutig bestimmtes Paar (i1, iy) nicht
negativer Zahlen mit

deg(g) = 2iy + 3is und iy € {0,1},
und ¢ ist genau dann normiert, wenn gilt
g(x,y) = 2"y + h(x,y) mit h € A und deg(h) < deg(yg) .

Ist nun (o, B) € E(F,) und q = (z — a, y — ) sowie g € ¢, so existieren eindeutig
bestimmte Polynome g,(x), ga(x) € Fylz] C F, [z, y| mit

9(x,y) = (x — a)gi(z) + (y = B)ga(7) -
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Ist g normiert, so ist, falls deg(g) gerade bzw. ungerade ist, g; bzw. g, normiert.

Betrachten wir nun zudem Eg‘C ) (z), wenn wir z gegen oo gehen lassen, so erhalten
wir den konstanten Term der Eisensteinreihe. Es ergibt sich

EPE) =S az+b)7*

acq
beb

:Z/b_k— Z Z(az+b)_k

beb a€qnorm. beb

und ergéinzt um die Gitterinvariante

= £(b)" (E(’“(L)— > Z(f(b)aerb)’“).

a€qnorm. belL

Nach (4.4.4) ist tp) = (£(b)ep(2)) ™! = €' (£(b)2) und nach (5.2.17) ist

Gri(te(az)) = Z(g(b)az +b)7*

beL

fiir alle a € q. Damit erhalten wir die Entwicklung

B (2) = £(b)* (E(’f)(m— 3 GL,km(az))). (5.2.19)

acq, norm.

Nun stellen sich zwei Probleme.

Zunéchst einmal miissen wir ¢p(az) in einen Ausdruck in t,(z) tiberfithren. Aus
der Entwicklung beziiglich ty(z) wollen wir dann eine Entwicklung beziiglich
des ,richtigen Parameters tq-15(2) erhalten. Hierzu miissen wir einerseits den
Drinfeld-Modul p* und andererseits die Isogenie pg heranziehen.

Die einzelnen Schritte werden wir nun nacheinander abarbeiten und in den letzten
zwei Unterabschnitten unsere Ergebnisse zusammenfassen.

Auswertung von Uniformisierenden mit transformiertem Argument

5.2.20 Definition. Seien b ein gebrochenes Ideal und L = £(b)b ein spezielles
Gitter in der Ahnlichkeitsklasse von b sowie p* der sgn-normalisierte Drinfeld-
Modul vom Rang 1 zum Gitter L. Weiter seien a C A ein ganzes Ideal und a € A
ein Polynom. Dann definieren wir

RY(X) = pL(X X" und
Ry(X) = pr(X )X

Dabei heifst RE(X) das a-te Kreisteilungspolynom aus A[X].
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5.2.21 Lemma. Fs gelten
(i) R,y (X) = sgn(a) "' R(X).
(1) R8(X) ist ein Polynom vom Grad q@°&® — 1.

(iii) RE(X) ist ein Polynom in X9, die auftretenden Exponenten sind von der
Form ¢%&(® — ¢' mit 0 < i < deg(a).

(iv) R2(0) = 1.
(v) RY(X) ist unabhingig von der Wahl der Gitterinvarianten.

Beweis. Zu zeigen ist nur die letzte Aussage, und diese folgt aus (2.3.18) und
(5.2.4). Der Rest ergibt sich aus der Definition. O

5.2.22 Beispiel. (i) Ist ¢ € F%, so ist RY(X) = ept (X)X = .
(ii) Fir alle e € F, ist
RE,.(X) =1+ coeff(pk, 1) X7~ + (z + &) X7 " .

(iii) Sind f,g € A mit deg(f) = d; > deg(g) = da, dann ist
RY, (X) = RS(X) + X7~ R}(X) .
5.2.23 Lemma. Flir alle a € A gilt

tqdeg(a) (Z)

(02) = Frta))

Beweis. Es ist ty(az) = e;'(£(b)az) und

ez (€(b)az) = py(er(€(b)2)) = py (1, (2)) -

Auswertung von Partialsummen

Um E;k )(z) in ty zu entwickeln, ist es sinnvoll, die Partialsummen aus (5.2.19)

> Gralte(az))

a€qnorm.
deg(a)=d

fiir alle d € NU {0} getrennt auszuwerten.
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Dazu betrachten wir zunachst die Summe

g 1
> telaz) =ty(2)" Y TR

a€qnorm. a€qnorm. a
deg(a)=d deg(a)=d

Mit Lemma (5.2.30) kénnen wir dann auch die Partialsumme

> (a2

a€qnorm.
deg(a)=d

auswerten, was wir fiir kleine d auch tun. Aus diesem Lemma ergibt sich auch,
wie Partialsummen, in denen héhere tp-Potenzen aufaddiert werden, ausgewertet
werden kdnnen.

Setzen wir nun fiir alle nicht negativen Zahlen i # 1

T — {SL’;; falls 2 | ¢

vy, falls2)i

dann gilt die Bijektion von Mengen
{a € A|deg(a) =d, a normiert} —— {Ty+e4 1Ty 1+...+e2To+eq | g, € F Vi}.
Auch die Elemente eines Primideals lassen sich in analoger Weise aufzéhlen.
5.2.24 Beispiel. Ist q = (v — a,y — ) fiir (o, ) € E(F,), so sind

{a € q|deg(a) =2, a norm.} = {z — a},

{a €eq|deg(a) =3, anorm.} ={y—F+e(xr—a)|cecF,}.
Nun kann man zur Auswertung von

1
Z R (ty)

a€Anorm. a
deg(a)=d

die Vorgehensweise aus [Gek88, 10.6 bis 10.9] wihlen.
Das Verfahren beruht im Wesentlichen darauf,

Y (X +ez)yt=—z7 (X - Xz (5.2.25)

eelry

([Gek88, 10.6.(1)]) iterativ auf

§ E b -1
et (RTd+€d,1Td,1+...+€2TQ+€Q)

ed—1€Fq eo€lFy

anzuwenden.

Damit 148t sich fiir jede Partialsumme der Exponent der kleinsten t,-Potenz
bestimmen. Mit (5.2.21), (5.2.22)(iii) und der oben eingefiihrten Notation lieen
sich sowohl Z&hler als auch Nenner exakt bestimmen.

Solche Rechnungen werden allerdings sehr schnell uniiberschaubar.
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5.2.26 Beispiel. Fiir ¢ = (1) sind die am einfachsten auszuwertenden Partial-
summen die zu d = 0 und d = 2. Es gibt nur ein normiertes Element vom Grad
0, ndmlich 1 selbst. Nach Definition ist

Ri(te) =1.

Fiir d = 2 sind alle normierten Elemente aus A von der Form x — ¢ mit ¢ € .
Mit (5.2.22)(ii) und (5.2.25) ergibt sich dann

3 m M (O

EE]Fq Equ

-1

-1

t(q2*1)f1 1) (Rb< ) Rb( ) q2*1)(f1 1))

Damit konnen wir nun berechnen

> telaz) =t ) +1f 2 a0

a€Anorm.
deg a<2

-1

= tu(x) 15 - (Rt — RE(t)ET V)

5.2.27 Beispiel. Ist q ein Primideal vom Grad 1, so existiert ein I -rationaler
Punkt (o, 8) € E(F,) mit q = (r — a,y — ). In q gibt es keine Elemente vom
Grad 0 oder 1. Das einzige normierte Element vom Grad 2 ist  — «. Also ist

r 1
> te(az) =1 (z)m .

a€qnorm.
deg a<2

Auch in unserer Situation kénnen wir die Uberlegungen aus [Gek88, 10.8] fiir
den Beitrag kleinster Ordnung einer Partialsumme an der Reihenentwicklung
ausfiihren.

Allerdings miissen wir beachten, daf in A kein Element der Ordnung 1 existiert.
Ist q # (1), so ist g = (z — a)F,[z] + (y — B)F,[z] fiir geeignete a, 5 € F,.
Analog zu [Gek88, 10.9] erhalten wir

5.2.28 Lemma. Wir setzen fiir d > 2
k= (g— <q—1+Zq q—q> und  ky = (¢—1) > ¢ *(¢"—q")
2<i<d 2<i<d

Dann st

1
Z = (=1)“E + { Terme hoherer Ordnung} ;

a€q norm. Rg (tb)
deg(a)=d

dabei ist k = kq, falls q = (1) ist, und fir ein Primideal q ist k = k.
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Mit wachsendem d wéchst also auch der Exponent der kleinsten auftretenden
ty-Potenz in der Auswertung der Partialsumme.

5.2.29 Beispiel. Fiir d = 3 konnen wir die Potenz k£ aus dem obigen Lemma
auch direkt, also ohne Hilfe des Lemmas, berechnen.
Im Fall ¢ = (1) miissen wir (5.2.25) zweimal anwenden:

Z (X5 +e2 X + 51X1)_1 =

e1,62€lF
_ _ —1
X (XY - X7 X))
X§ = XIXT— (X§ = X X{H)(XF + X7 Xp)r !

Setzen wir nun X; = t23,17 X, = t[q:)*qQRg
k=(¢"-1)(g—1).

Ist ¢ = (r—a,y— ) ein Primideal vom Grad 1, so sind alle normierten Elemente
vom Grad 3 in q von der Form y — § + ¢(z — «). Setzen wir in (5.2.25) nun
X =Rl ;und Z=t] "R

rT—a?

und X3 = R, dann erhalten wir

dann erhalten wir k = (¢ — ¢*)(q — 1).

Zudem sind die folgenden Feststellungen hilfreich, wenn héhere Potenzen ausge-
wertet werden sollen.

5.2.30 Lemma. (/Gek88, 10.6 und 3.11]) Fir festes Z # 0 gilt

q—1

(X —ez) =) (X —e2)!

e€ly e€ly

Sind Z # 0 fest und j € N, dann ist

S (X —e2) ¥ = 3 2 2y

c€l, 0<i<j
5.2.31 Beispiel. Es ist

Y (X —eZ) 0 =(X = 20T XT)XT — 700 X)L

ecly

Mit Hilfe von (5.2.30) kénnen wir nun die (¢ — 1)-ten Potenzen der Partialsum-
men aus den Beispielen (5.2.26) und (5.2.27) berechnen. Unter Verwendung von
Lemma (5.2.28) bzw. Beispiel (5.2.29) konnen wir auch eine Abschétzung der
Ordnungen der Partialsummen bestimmen, die wir von Elementen aus g von
hoherem Grad erhalten. Dies liefert uns
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5.2.32 Korollar.
§(0) BV (2) =ECO(L) + 77 (2)
(R R D)
+ {Terme der Ordnung > (¢° —¢* +¢* —q+1)(¢— 1)},
falls q trivial ist.
Und fiir ein Primideal q = (x — a, y — ) vom Grad 1 ist

§(0) B (z) = BUV(L) — 1y VR (1)
+ {Terme der Ordnung > (¢° +2¢*)(q — 1)} .

Zu R? fiir ein a € A erhalten wir (RY)™! als Potenzreihe in t, durch formales
Invertieren.

. . . . 2_ 2
5.2.33 Beispiel. Sei ¢ € F,. Setzen wir R, _(ty) = 1+ ritl ¢+ rotl ') s0
bestimmen wir in

| = <1 +ritd frztf*l) . (Z miﬁ,)

120
i ¢°—q+i ¢°—1+i
= mitb -+ rlmitb + Tgmitb
120 >0 120

die m; durch Koeffizientenvergleich und erhalten

7 m;

0 1
1<i<qg®—q 0
¢ —q -
F-qg<i<g-—1 0
¢ —1 -T2

sowie m; + M_(g2—q)71 + My_(g2—1)re = 0 fiir i > ¢®> — 1. Somit ist

Ry, (ty) ' =1- rlt[qf*q — T’Qt[qfil + (—Tl)Qti(qu) + {Terme hoherer Ordnung} .

(k)
Y

Nun ist es also moglich, die Eisensteinreihe Fy .’ als Potenzreihe in t, auszu-

driicken.
Von t, nach t,-1,

Sei q # (1). Den Zusammenhang zwischen t, und t,-1, liefert die Isogenie pg .
Nach (2.3.21) ist

§(B)eq1o = E(b)ew + D) €(0)"e} =t + Dlpg) 1" -
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Daher ist
o _Eate) _1€(a”'b) - :
thy = A0 ty"+D(pl)™! 0 ty =ity gt
Und somit gilt
ty
to-1p = ———— . 5.2.34
q-tb Z.2 + iltz—l ( )

Es bleibt (iy+i,t2 ")~ in einer Potenzreihe in t;, auszudriicken. Auch hier wiihlen
wir den Ansatz des formalen Invertierens

Z2 + thq Z m]t{, =1
7>0

und erhalten durch Koeffizientenvergleich

J m;
0 iyt
I<j<qg-—-1 0 )
qg—1 —iyiy”
j> q — 1 —?:1Z'271 -mj,quQ

also insgesamt

) Cg—1n— i) e
(i +iy 1171 = 37 ) e

: 7
f0>2 (5.2.35)
7
:——éﬁ“+tf“+
Z2 22

Entwicklung in ¢,

Mit dem Ansatz

Z c] —lb Z b; t]

>0 >0
und Koeffizientenvergleich lassen sich nun die ersten Terme in der Entwicklung
von Egc )(z) beziiglich des Parameters ¢,-15 explizit bestimmen.
Fir k£ = ¢ — 1 fithren wir dies nun aus. Dabei miissen die beiden Félle ¢ = (1)
und q # (1) unterschieden werden.
Zunéachst betrachten wir den Fall q = (1). Hier ist ¢ := ¢, der ,richtige* Parame-
ter.
Nach (5.2.32) ist

1—¢q

f(b)q,lE}(/qfl)@) = E(q71)<L)+tq71_t(q71)(q —q+1) (Rb( )7 — Rgf;(t)t(qkl)(qfl))
+ {Terme der Ordnung > (¢° —¢* +¢* —q+1)(g—1)} .
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Mit RY() = 1 + 719"~ 4+ rot7° 1 ist
RE(t)7 — Rg(t)t(qQ—l)(q—l) — 1 —¢@-Dla-1) Ti]tq3_q2 002 (rd — TQ)tq3—q _

Eine (1 — g)-te Potenz eines Terms X 148t sich durch X779 = % leicht ermitteln.
Wir erhalten

5.2.36 Proposition. Sei Y = Ae;+bey fiir ein gebrochenes Ideal b. Dann hat die
FEisensteinreihe Eg_l)(z) in t = ty, der Uniformisierenden von oo in GL(Y )\,
die Entwicklung
§<b>lqu§(/f1*1)<Z) — E(qfl)(L) 40t a1 —a+1) 4 yla—1)ala®+9-1)
+ { Terme héherer Ordnung} .

Sei nun q = (x — a, y — (3) ein Primideal vom Grad 1.
Zu fixiertem Y = qe; + bey (vgl. (5.2.13)) und

. : :
B = b= S8 )
setzen wir nun ¢ := {41, und s := {; sowie
B := Z b;s” und C := chtj
>0 >0
fiir die jeweiligen Potenzreihenentwicklungen.

Mit (5.2.19) ist

2 deg(a) ( )

Rb q1_z Rb

a€qnorm.
dega>3

B=¢() ! [ EYI(L) ~

Aus (5.2.22) und (5.2.33) ergibt sich

2(g—1) pb 1— 3_q2 3_ 3_1 23— g2
g7 (@ )R$—a(8) 4 =gt =0 4 579 4yl —rys (®—4¢%)

+ {Terme hoherer Ordnung} .
Zusammen mit der Abschétzung aus (5.2.32) ist also
B g6 ) = (07 (o)
— £(6)7 75”1 4+ {Terme hoherer Ordnung} .
Mit (5.2.34) und (5.2.35) l&Bt sich nun auch C' in eine Potenzreihe in s entwickeln:

C = i :
C; _— .
Z J (22+z15q 1)

7>0
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Nun ist offensichtlich ¢y = by = £(b)7 L E@V(L).
Da genau dann jq = ¢ — ¢% ist, wenn j = q(q — 1) ist, und i 7é 0 ist, sind die

c;=0firallel <j<gq(qg—1).
Der Koeffizient von s7° =9 in C' wird bestimmt von dem Term

q(g—1)
1 51
Cq(q—l)tq(q ) = Cq(q-1) (ig + Z'lsq—l) :

Mit (5.2.35) erhalten wir

a2

G0 _ Y e A e _ 0 e
pala=1) — o 1)5qq _,_q_28qq q _.q(2q71)8qq +o
b2 5 iy
Wegen bq2(q71) = —é( )q 1 ist Cq — _é'( )q 1 q q— 1)

Der Term mit der nachsthoheren Potenz in C 1st nun

i
Cala—1) = Sq(qul)(q 1) + Clgr1) (g1l —(a+1)(@=1) cq(g+1)(a— 1)

22

wahrend wir in B den Ausdruck
_g(b)q—lrlsq(q—l)(qﬂ)

ermittelt haben. Wir fithren nun den Vergleich der Koeffizienten durch und ver-

einfachen den Term. Aus

Z'q

Calq-1) " gz T Clg-1)(g+1) *
Z2

—(q 1)(Q+1) g(b)q—lrl

und
Cata=) " 7 = —£(6)7' % = —£(6)T " D(pk)"

2
folgt nach Definition von i; und 79

(g—1 1 _
Cg-n)(gr1) = is" DV TIEB)TH D ()T — 1) .
Es gilt also

5.2.37 Proposition. Wir verwenden die Bezeichnungen aus (5.2.13). Seien q =
(x — a,y — B) ein Primideal vom Grad 1 und b ein gebrochenes Ideal mit einer
Gitterinvarianten £(b). Des weiteren seien iy und 1 gegeben durch

2_ 2_
R;fa(tb)zl*l»Tlt% q+7"2t% ! s
t, !

tg-1p = ——————
q-tb R R —1 -
ZQ+21tZ
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Dann hat die Eisensteinrethe E)(f_l) in tg-1p die Entwicklung

B () =€(o) B (L) — (o) i )
~1 (g=1)(g+1 ~1)(q+1
+ £(b)7 lzgq )(g+ )(D(pg)q — 1) tgfz_lb)(qu )
+ { Terme hoherer Ordnung} .

Verhalten einer Eisensteinreihe in allen Spitzen
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war die Entwicklung einer Eisensteinreihe
Egg()q) in allen Spitzen.

Wir fassen nun unsere Uberlegungen fiir k = ¢ — 1 zusammen. Voriibergehend
schreiben wir (vgl. (5.2.34) und (5.2.33))

ta-1p = t2(i5(q710,6) + i1 (q 16, b))
b q-1b s (i2(q ) i(jl e ) . (5.2.38)
R (ty) =14+ 7r(b,x+e)t] T +ro(b,z+e)t] .

5.2.39 Satz. Ist Y = Aey + Aey das triviale Gitter, dann hat die Eisensteinreihe
qu) in der Spitze s(o0) die Entwicklung

BYV(z) = BOTD(A) = (1) — (1)) eVl ety
+ { Terme héherer Ordnung} .

Sind p = (x — a,y — B) ein Primideal vom Grad 1 und YV = pe; + p~ley, so
ergibt sich das Verhalten von ngl) in der Spitze s(p) aus

ng(l’*wl})(z) :f(pfl)qflE(qfl)(L) . é(pfl)q—l i2<p72’ pfl)q2,q tl(gq_gl)q
— &) ia(p e )T D) — e - ) 1!
+ { Terme hoherer Ordnung} |

wobei L = E(p~Y)p~! fiir eine beliebige Gitterinvariante £(p~1) ist.

Fiir nichttriviale g nutzen wir die Struktur der Idealklassengruppe.

Seien nun (a, ), (o, B') € E(F,) zwei (nicht notwendig verschiedene) F ,-rationale
Punkte (dann ist (a, ') = —(«, 3)). Wir setzen q = (x — a,y — ) und q' =
(r — a,y — 3). Dann ist ¢ = (z — a)q~! (vgl. (1.3.5)), und daher ist q'q das
Hauptideal (z — «). Zudem ist qq'~' = (z — a)q'~2. Somit ist

Z/ (az+b)* =(z—a)*F Z/ (az +D)7% .

bgﬁ'qf/l bgqe’i12
Betrachten wir nun einen Représentanten p # q' der Picardgruppe, so finden wir
ein ¢(qp) € K* und einen Reprisentanten q = (z — &,y — ), so daB c¢(qp)qp = q
ist.
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Hier konnen wir nun schreiben

S a0 =clap)* Y (az b7

a€qp a€q
beqp—1 begp—2

da c(qp)gp~! = gp—? ist. Insgesamt erhalten wir nun

5.2.40 Satz. Mit den Bezeichnungen von oben und Y =Y (q) = qe; + qes ergibt
sich das Verhalten von Eﬁ(/qfl) in der Spitze s(q') aus

_ _ oo _ 3
B0 (2) =(w = o)1 (BUD(q'2) + €(q" )7 0, + g2 o)
+ { Terme hoherer Ordnung} |
wobei Y9 = qq’e; + qq'tey ist.

In den Spitzen s(p) # s(q') erhalten wir mit YU = qpe; + qp~les und L =
§@ap=*)ap=*:

B0 (2) = clap) (B9 (@2) — (@) in(p 2 G927 0100

€@ ia(p % @) (D(oh) — ra(@p % — @)V )
+ { Terme hoherer Ordnung} |
wobei Y = qpe; + qp~ley ist.

Verhalten von allen Eisensteinreihen in einer Spitze

Nun koénnen wir auch den Blickpunkt wechseln und das Verhalten der Eisen-
steinreihen ng(;)l )(z) fiir die verschiedenen Idealklassenreprisentanten ¢ in einer
fixierten Spitze s(p) betrachten.

Wir notieren hier nur die fiir uns wesentlichen Daten.
(i) In der Spitze s(oc0) erhalten wir:

(a) Die Laurentreihenentwicklung der (¢ — 1)-ten Eisensteinreihe zum tri-
vialen Gitter hat den konstanten Term E@~Y(A) und den kleinsten
nichttrivialen Exponenten ¢ — 1.

(b) Ist q # (1) der Standardreprisentant einer Idealklasse, so hat die
Laurentreihenentwicklung von E)(f(_q)l ) den konstanten Term El=Y(q)
und den kleinsten nichttrivialen Exponenten ¢(q — 1).

(i) In einer Spitze s(p) # 5(c0) erhalten wir:

(a) Ist p’ € [p~!] der Standardrepriisentant der Klasse [p~'], so hat die

Laurentreihenentwicklung der Eisensteinreihe ng(;}))(z) den konstan-

ten Term (x — )'~?E@ Y (p~2) und den kleinsten nichttrivialen Ex-
ponenten q — 1.
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(b) Ist q # p’ ein Standardreprdsentant einer Idealklasse, dann

g(; )1 ) den konstanten Term

E@= 1 (gp~") und den kleinsten nichttrivialen Exponenten q(q — 1).

hat die Laurentreihenentwicklung von FE

Zur besseren Ubersicht fassen wir dies hier noch einmal kurz in einer Tabelle
zusammen:

(g-1)

Spitze q zu Ey(q) Konstante Exponent

5 (00) (1) E@D(A) q—1
a7 (1) | B9 (g g(q—1)

s(p) # s(o0) P’ (z— ) TECD(p=2) | ¢ -1
q#p | B (ap7") q(q—1)

5.2.41 Bemerkung. Auch hier nehmen in gewisser Weise die Zweiteilungspunk-
te eine Sonderrolle ein. Sei p # (1) ein Standardrepriisentant der Picardgruppe.

Ist [p?] # [(1)], dann hat die Laurentreihenentwicklung der Eisensteinreihe ng(:a)l )

in der Spitze 5 (p) den konstanten Term £~ (A) und den kleinsten nichttrivialen
Exponenten ¢(q — 1).
Gilt hingegen [p?] = [(1)], dann hat die Laurentreihenentwicklung von Eg(;)l ) in

der Spitze s(p) zwar ebenfalls den konstanten Term
B (4) = (& — ) BV (p7?)
der kleinste nichttriviale Exponent ist hier allerdings ¢ — 1.

5.2.42 Korollar. Sei Y(q) = qey + qea. Durchliuft q ein Reprdsentantensy-
stem der Picardgruppe, so sind die Eisensteinrethen Eg(;)l) paarweise linear un-

abhdngig.

Beweis. Seien q; # g2 Standardreprisentanten der Picardgruppe. Weiter sei g
bzw. q, der Standardreprisentant zu [q;'] bzw. [q5']. Vergleichen wir nun deren
kleinste nichttriviale ¢,-Potenzen in den Spitzen s(q;) und $(qs,), so ergibt sich
die Aussage des Korollars. O

Lineare Unabhingigkeit

Sei weiterhin Y(q) = qe; + qex und k = ¢ — 1 mit j € N. Um die lineare
Unabhéngigkeit der {Egg()q) | g € Pic(A)} nachzuweisen, geniigt es, die konstan-
ten Terme der Entwicklungen ndher zu betrachten. Diese haben wir in (5.2.19)
allgemein bestimmt.

Wir stellen sie nun noch einmal aus Sicht der Spitze s (p) mit p = (x — v,y — o),

in der entwickelt wird, zusammen. Die Matrix 9 erfiillt (Ae; +Aes)d = pe;+p~ ey
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fur s(p) # $5(00), im Fall s(p) = s(00) setzen wir ¥ = (§?). Mit p’ bezeichnen
wir den Standardreprisentanten von [p~!].

Spitze q € Pic(A) | Y(q)9 konst. Term

5(00) (1) Aey + Aes E®(A)
a7 (1) | qer +qes E®(q)

5(p) # 5(00) P’ ( — ap)Aey +p'pley | (& — ag) FE®) (p72)
a#p | aqper+ap e E®(gp")

Wir setzen nun

3(z) = Y H(@)EY,(2)

qePic(A)

mit 6(q) € C und nehmen an, dafl 3(z) = 0 ist. Dann muf in jeder Spitze die
Laurentreihenentwicklung von 3(z) den konstanten Term 0 haben.
Wir beginnen unsere Uberlegung in der Spitze s (o0). Hier ist der konstante Term

const(k, 00) 1= Z 5(q)E® (q) .

q€ePic(A)

Wir bestimmen nun die co-Bewertungen der konstanten Terme der Eisenstein-
reihen. Es ist

E®(A) = Z £ % + {Terme hoherer v.-Bew.}

eely
= — 1 + {Terme hoherer v,-Bew.} |

und fiir nichttriviales q = (z — a,, y — )

E®(q) = Z (e(z — a))™® 4 {Terme hoherer v,.-Bew.}

ecly,

— — (z — a) % + {Terme hoherer v..-Bew.}

Also ist va (E®(A)) = 0 und v (E®(q)) = 2k > 2. Daher ist const(k, co) = 0,
also ve (const(k, 00)) = oo, nur mit 4((1)) = 0 zu erreichen.
Wir betrachten nun nur noch

B(z)i= > HQE, ()

qePic(A)—{(1)}
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in allen Spitzen s(p) # 5(00). In einer solchen Spitze erhalten wir den konstanten
Term aus By (2)

const(k, p) := Y. s@EP () + () (@ —a0) FEO (R
acPic(A)—{(1).9'}

Die liefert uns ein Gleichungssystem Bv = 0:

Die Matrix B € Mat(hx —1, C) enthilt als Eintrége die verschiedenen konstanten
Terme der Summanden von 3(z). Dabei durchlaufen die Zeilen die nichttrivialen
Elemente der Picardgruppe, wihrend die Spalten die von s(00) verschiedenen
Spitzen durchlaufen. Wir erhalten also

B = (E(k)(qpil))q,pepic(/})—{(l)} = (bgyp)

(denn es ist (z — ag")E®(p=2) = E®(p'p~1)). Die Zeilen des Vektors v =
(6(q))qepic(a)—{1)} durchlaufen ebenfalls die nichttrivialen Elemente der Picard-

gruppe.
Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit der Eisensteinreihen vom Typ k
geniigt es nun zu zeigen, dafl die Matrix B regular ist. Dazu benutzen wir das
folgende aus der Numerik bekannte Lemma.

5.2.43 Lemma. Ist B € Mat(n, C) eine diagonaldominante Matriz, d.h. gilt mit
B = (bi,j>1§i,j§n f'U,T’ alle 1 S Z,j S n, 1 %j

|bi,iloo > [Bijloo
bzw.  Voo(bii) < Voo(bij)

dann ist B eine requldre Matriz.

Beweis. Schreiben wir B = D(I + R) mit der invertierbaren Diagonalmatrix D,
der Einheitsmatrix [ und der Matrix R mit Supremumsnorm < 1. Dann ist I + R
invertierbar mit der Inversen I — R+ R* — ... O

Wir bestimmen nun ve(bqp), wobei q und p die nichttrivialen Elemente der Pi-
cardgruppe durchlaufen.

Offensichtlich ist fiir q = p das Ideal qp~! trivial, und vy (E®(A)) = 0.

Sei nun q # p. Zu dem Ideal qp~! existieren ein ¢ = c(qp~!) € K* und ein
Primideal § = (z — &,y — ) vom Grad 1, so daB

coqp =g

ist. Fiir die Eisensteinreihe folgt

E®(gp~t) = ZI a ™t =k ZI br .

agqp~1! beq
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Da p, q und q Primideale vom Grad 1 sind, folgt aus cq = qp, daB ¢ den Grad 1
hat bzw. v (c) = —1 ist. Damit hat aber nun

E®(gp~!) = —*(x — @)% + ¢* - {Terme hoherer v,.-Bew.}

einen fiihrenden Term mit Bewertung —k + 2k = k, und insbesondere keinen
Term mit co-Bewertung 0, da k # 0 ist.
Fiir alle q,p € Pic(A) — {(1)} und p # q gilt nun

Voo (bg,q) = 0 < 2k = o (bqyp) ,

da k grofer 0 ist. Mit (5.2.43) ist B also regulér. Also ist 8(z) = 0 nur mit
6(q) = 0 fiir alle q € Pic(A) erreichbar. Wir haben bewiesen:

5.2.44 Satz. Die Menge {Egﬁ()q) | q € Pic(A)} ist linear unabhingig.

5.3 Kanonische Modulform A

Es bezeichnet Y = ae; + bey ein A-Gitter in K2 mit Idealen a,b C K.
Von besonderem Interesse sind auch die Modulformen der Leitkoeflizienten sowohl
von @Y (2) = ¢¥= mit a € A als auch der Isogenien @} (2) = ¢¥= fiir ein Ideal n.

5.3.1 Definition. (i) Sei a € A nicht konstant. Wir setzen
AY (2) 1= coeff(¢)*, 2 deg(a)) .
Dabei ist coeff(...) die in (2.3.2) definierte Koeffizientenfunktion.
(ii) Sei (1) #n € A ein Ideal. Dann definieren wir
AY(2) := coeff(¢X=, 2 deg(n)) .

5.3.2 Bemerkung. (i) AY(z) ist eine Modulform vom Gewicht g?des(™ — 1
und Typ 0 (vgl. (2.3.8) und (2.3.9) oder [Gek86, V.3.4.]).

(i) Ist n = (a), dann ist AY = a- AY (siehe [Gek86, V.3.4.]).

(iii) Wir haben an dieser Stelle eine gewisse Inkonsistenz aus [Gek86] wiederholt:
die Definition der normalisierten Rang-1 Drinfeld-Moduln p aus (2.3.12)
fithrt auf Isogenien mit Leitkoeffizient 1, wihrend wir an dieser Stelle den
konstanten Term auf 1 normieren. In diesem Sinne ist (AY)™! das zweidi-
mensionale Analogon von D(p,) (vgl. [Gek86, V.3.5.]).
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Wir werden nun fiir AY und AY in den verschiedenen Spitzen jeweils eine Pro-
duktdarstellung angeben. Die einzelnen Rechenschritte zur Konkretisierung sind
in [Gek86, VI.1.—4.] fiir einen beliebigen Drinfeld-Ring ausgefiihrt und umfassen
dort dreizehn Seiten, wir werden sie hier nicht wiederholen.

An dem einfacheren Fall A = F [T, der in [Gek85] ausgefiihrt ist, 148t sich die
Vorgehensweise klarer erkennen.

5.3.3 Proposition. ([Gek86, VI.4.11. und VI.4.12.]) Wir verwenden die Be-
zeichnungen aus (5.2.20) und aus (4.4.4) und setzen R := Rg_lb undt := te-15(z)
sowie m = a~'b.

(i) Sein C A ein Ideal vom Grad d. Weiter sei

k= (q — 1>(Z[a—1n} (q) - QQZ[a_1}<q)> )

wobei Zpy (S) die in (1.3.11) definierte partielle Zetafunktion ist (fiir spezi-
elle Werte: vgl. (1.3.12)). Dann besitzt AY eine Produktdarstellung

-1

2d71

Any(z) = g(b)q c- D(pgm))fltk . H quQd(qA)(t) ) H qufl(t)
g€la™"]

g€[n]
ganz ganz

Hierbei ist ¢ € |, eine (q — 1)-te Einheitswurzel.

Das Produkt konvergiert fiir jedes 0 < r < 1 uniform auf Kreisen mit
1

It < r- q*(q%q)’ ,
Auf Q2 hat AY keine Nullstellen.

(ii) Ist a € A vom Grad d,
k=01-¢g—-1)Zuy(q) und e=g*e@del
dann ist

AY(2) = —son(ayg(e)™ 4 [[ R0

g€la™l]
ganz

5.3.4 Bemerkung. Die Gitterinvariante £(b) ist zwar nur bis auf eine (¢ —
1)-te Einheitswurzel festgelegt, die (¢*¢ — 1)-te Potenz ist dann aber eindeutig
bestimmt.

Die kanonische Modulform AY wird aus den A} berechnet. Zu zwei Elementen
a,a’ € A vom Grad d bzw. d’ mit ggT(d,d') = 1 setzt Gekeler i = ¢** — 1 und
i' = ¢*¥ — 1 sowie ggT(i,4') = ni +n'i’ und erhilt AY = (AY)"(AY)".

Das Ergebnis AY ist unabhingig von den gemachten Wahlen a, a’, d, d’, 4,7 . Dies
rechtfertigt auch den Zusatz , kanonisch® fiir diese Modulform.
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5.3.5 Proposition. (/Gek86, VI.5.15.]) Die Bezeichnungen sind wie in (5.3.3)
gewdhlt.
(i) Fiir die kanonische Modulform A ergibt sich mit k = (1—¢*)(q—1) Zia—11(q)
AY(2) = q—ltk Hqul(q 1) (t) .

gefa—1]
ganz

(ii) AY st eine holomorphe Modulform fir GL(Y) vom Gewicht ¢*> — 1 (und
Typ 0).

(iii) Wegen [GekS86, VI.5.15.111] hat AY auf Q keine Nullstelle.
() k ist durch ¢ — 1 teilbar und
AY = t*(1 + { Terme héherer Ordnung})
d.h. AY hat eine Entwicklung in t9*.

(v) ([Gek86, VI.5.3]) Ist nun Y' = Y ein zu'Y dhnliches Gitter, so gilt fir
thre kanonischen Modulformen

Y AY!
Ay =A" .
Infolgedessen ist nun das Verhalten von AY in allen Spitzen bestimmt.

5.3.6 Korollar. Seidet(Y) = 0. Weiter seien die Spitzen von GL(Y)\Q gegeben
durch s(0p,p~1) (vgl. (4.4)), wobei p die Picardgruppe durchliuft. Dann hat der
Divisor von AY Triger in den Spitzen und ist

div(AY) = > (1= ¢*)Zep-1(q) - s@p.p~") € Div(GL(Y)\Q) .

pEPic(A)

Wir wenden uns nun wieder der Betrachtung von Mga) zu. Dazu fiihren wir
zunachst vereinfachende Schreibweisen ein.

5.3.7 Vereinbarung. Das triviale Gitter Ae;+ Aey bezeichnen wir mit Y. Dann

definieren wir
A=AY | Ay=AY, A, =AY.

Die Gitterinvariante des trivialen Rang-1 Gitters A bezeichnen wir mit
m:=¢((1)) -
Damit erhalten wir ty = ﬂ_le(’ﬁ =7 1((}9),00).

Mit den in (1.3.12) angefithrten Werten der partiellen Zetafunktion und den Aus-
sagen (5.3.3) und (5.3.5) erhalten wir
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5.3.8 Korollar. (i) Seien p, p’ € Pic(A) — {(1)} mit [p] = [p~!]. Dann hat
A, den Divisor

div(Ay) = div(Ay) + (¢’ = +q)-s(c0)+ Y q-s(a).
a€Pic(A)—{(1).'}

(ii) Der Divisor von A ist
div(A) = (¢* =+ 1)-s(c0)+ > q-s(a).
q€Pic(4)—{(1)}
Dieser hat den Grad
degdiv(A) = ¢° — ¢ + 14 (hg — 1)g = P(q) ,

wobei P(S) = 1 —aS + ¢S? mit a :== 1+ q — hg das Zihlerpolynom der
Zetafunktion ist (vgl. (1.3.9)).

(iii) Die Elemente der Menge

{AYU{Ap | p € Pic(A) — {(1)}}
sind linear unabhdngig.

Beweis. Zu zeigen ist nur (iii). Sei

pePic(A)—{(1)}

eine Linearkombination in Mz2_;(G(A)). Wir nehmen nun an, daf 3(z) = 0 ist
und zeigen, dafl dies nur fiir die triviale Linearkombination méglich ist.

Aus den Teilen (i) und (ii) des Korollars erhalten wir fiir jeden Summanden Ap(z)
und fiir A die Nullstellenordnung in jeder Spitze s(q) beziiglich des Parameters
tq—2 (bZW t(l) fir 5(00))

Wir kénnen nun die Entwicklungen in den verschiedenen Spitzen als Gleichungs-
system in hg Gleichungen (fiir jede Spitze eine) und in hx Unbestimmten 4(p)
mit p € Pic(A) — {(1)} oder p = oo auffassen.

Betrachten wir nun eine Spitze s5(q) # 5(00). Sei q’ € [q~!] der Standardreprésen-
tant, dann hat beziiglich des Parameters 42

e Ay(z) die Nullstellenordnung ¢ — 1,
o Ay(z) mit p # q' die Nullstellenordnung (¢ — 1)g,

e A(z) die Nullstellenordnung (¢ — 1)q.
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Um 3(z) = 0 zu erfiillen, muf also der Koeffizient 5(q’) = 0 sein. Dies gilt aber
fir alle " € Pic(A) — {(1)}, also auch fiir alle g € Pic(A) — {(1)}.
Es bleibt der Summand 6(c0)A(z). Und da A(z) # 0 ist, ist auch 6(c0) =0. O

5.3.9 Korollar. Seien die Bezeichnungen wie oben und in (5.2.12) gewdhlt. Die
Menge
{A, Ay, BY Y | p € Pic(A) — {(1)} und q € Pic(A)}

1st linear unabhdngig.

Beweis. Aus (5.3.8) ist klar, da8 die Elemente von {A, A, | p € Pic(4) — {(1)}

linear unabhéngig sind; aus (5.2.44) wissen wir, daf§ die Eisensteinreihen E;q; q;l),

wobei q die Picardgrupe durchléuft, linear unabhéngig sind. Im Beweis der letzten
Aussage haben wir nachgewiesen, daf3 es keine nichttriviale Linearkombination
der (beteiligten) Eisensteinreihen gibt, die in allen Spitzen den konstanten Term
0 hat.

Betrachten wir nun von

5(2) = Y @B (AR + Y e()A(2)

qePic(A) pePic(A)—{(1)}

die Entwicklungen in den verschiedenen Spitzen, dann miissen alle 46(q) = 0
sein, wenn wir 8(z) = 0 erfiillen wollen. Aus der linearen Unabhéngigkeit von
A(z) und Ap(z), p € Pic(A) — {(1)}, folgt dann aber auch ¢(p) = 0 fiir alle
p € Pic(A) — {(1)} oder p = oo. Damit ist das Korollar gezeigt. O

Reihenentwicklung in den Spitzen

Wir wollen nun die ersten Terme der Potenzreihenentwicklung von A in den
verschiedenen Spitzen bestimmen. In der Spitze s5(c0) betrachten wir dazu A
selbst, in Spitzen s (p) # s (co) wie iiblich Ay = AY, wobei Y = pe; +p~'ep und
YU =Y ist.

Wir beginnen mit dem trivialen Gitter Y. Das triviale Element der Picardgruppe
ist [(1)] = {(a) | a € K*}, daher ist

{g€[(1)] | g ganz} — {a € A | a normiert} ,

so dafl wir die ersten Terme der Potenzreihenentwicklung von

Alz) = AY(2) = —f((1))q2_1tgfll)—1)(q3—q2+1) H Rgl)(t(l))(f—l)(q—l) (5.3.10)
acA

(vel. (5.3.5), (5.3.7) und (5.3.8)) direkt bestimmen konnen, denn es tragen zum
Koeffizienten einer t(;)-Potenz stets nur endlich viele der R((ll) bei.
Dabei ist es sinnvoll, die Elemente in A wieder dem Grade nach zusammenzufas-
sen und diese Produkte getrennt auszuwerten. Hierzu nutzen wir
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5.3.11 Lemma. FEs gilt

[[x-2e)=x1-Xx2z" .

eelfy

Beweis. Wir ersetzen in X9 —X = []_.p X —¢ die Unbestimmte X durch £ 0O

Setzen wir

RO (ty) = 1+t + atl (5.3.12)

so erhalten wir nach (5.2.22)

(g—1)(¢*>-1) q,q° (q—1)(g*+q-1) q(q®-1)
I R —to +rithy " =t + (@ =2ty
ecly,
(5.3.13)

Betrachten wir die normierten Elemente in A vom Grad 3
{y—elx — &9 | £1,E2 € ]Fq} ,

so ist wegen (5.2.22)

1 3_ .2 3_q
R oy (t) = RV (b)) — artly RO (b)) — eatly

und das Teilprodukt iiber die Elemente vom Grad 3 ist

IT I -

e1€lF, e2€ly
=TT (25—t " R, + ety " VR, - R2T))
e1€ly

_ pg? (g—1)q(g®-1)

O
y )R,

(a=1)(¢*~1) t—¢? (4—
- (RZ - t((i) ! Ry)(’%) ! Raqc - t((i)
wobei R,(gl)(t(l)) =: R, gesetzt wurde.
Dabei hat die nichttriviale ¢(;)-Potenz vom kleinsten Grad den Exponenten

Term Exponent
RE @ —q
—1)(¢3—1
tg) g )Ry - —q+1
Rz q4 _ q3
t?{‘)z 1(¢? —1)Rq q5 o q3 o q2 +q
y
1 2-1
t&‘f) )(@*+4>-1) - —qg+1
4_ 3
t?l) q Rg q4 _ q3
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Aus dieser Tabelle 148t sich auch der kleinste nichttriviale Exponent in

—1)(¢3-1 1) (g3 4+q¢%>-1 4_g3 _
(RZ—tEC{) )(q )R )(tﬁ‘f) M@ +q*-1) tt(zl) R, 1
ablesen. Dieser ist (¢* —¢°) + (¢—1)*(¢* +¢* —1) = (¢— 1)(¢" + ¢’ —¢* —q +1).
Daher ist

H H Ry vy =1+ rt?i; @ 4 {Terme hoherer Ordnung} ,

1€l e2€Fy

wobei r = coeff(p},2) der Koeffizient eines normalisierten Rang-1 Drinfeld-
Moduls p/ ist, der isomorph zu p(" ist.
Deshalb sind die ersten Summanden die in (5.3.13) bestimmten:

I BYtw) =] rRPtw)- [ BOGw)

aeA, norm. Ee]Fq a€A, norm.
deg(a)>3

=1+ t'(lf)_quH + ri’t‘(]i)_qQ + {Terme hoherer Ordnung} .
Beim Erheben dieses Ausdruckes in die (¢ — 1)(¢? — 1)-te Potenz entsprechen
die ersten Terme denen desselben Ausdruckes, da die Reihe mit dem konstanten

Term 1 beginnt. Zur Berechnung von A(z) miissen wir nun noch den Vorfaktor
beriicksichtigen (vgl. (5.3.10)).

5.3.14 Satz. Die Entwicklung von A in s(oo) ist

_ -1 (a=1)(@®-a*+1) | ,(¢-1)¢? q4(a=1)(¢*+1)
A(z) = =¢((1)) (t(1) + i + ity +)

+ { Terme héherer Ordnung} .
Dabei ist 1 in (5.3.12) definiert.

Etwas aufwendiger ist es hingegen, die ersten Terme von AY fiir Y = pe; +p~le
und nichttriviales p € Pic(A) zu bestimmen.
Dazu miissen wir die ersten Terme in

H Rp qfl(q 1)

gelp—1]
ganz

bestimmen. Der besseren Ubersicht wegen formulieren wir die notwendigen
Voriiberlegungen und Berechnungen als Lemmata.

Wie iiblich seien (a, ), (o, ') € E(F,) mit («, 5') = —(a, ) und p = (x — v,y —
B) sowie p’ = (z — a,y — 3'). Weiter sei L := &(p~2)p~2 ein spezielles Gitter aus
der Ahnlichkeitsklasse von p~2
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5.3.15 Lemma. Fs gilt die Bijektion von Mengen

{o€lp ]| gganzt — {(fp'| f € A norm.} .

Beweis. Zu g € [p~!] existiert ein f € K mit g = fp~!, und fp~! ist genau dann
ganz, wenn f(1, %) C Aist. Also gilt (r —«) | f und f € A. Andererseits ist
nach (1.3.5) (z —a)p~! =yp". O

5.3.16 Lemma. Fir alle normierten f € A ist
L L L
Py = PpPs -
Beweis. Nach [Hay79] ist
Plnw = (0 % p") )Py -

Da p’ x p* sgn-normalisiert ist, ist (p’ * p¥)p) = (p’ * p*);. Zudem ist p’ * p”
definiert als der Drinfeld-Modul, der

peps = (0% p");
zu gegebenem p’ und p” und fiir alle f € A erfiillt. O

5.3.17 Definition. Den Rang-1 Drinfeld-Modul p* beschreiben wir durch

deg(f) '
ok =3 )T

1=

o

fiir alle f € A. Die Isogenie kiirzen wir ab mit
pg/ =D+ 1.
Zudem setzen wir Sy(X) = R}

5.3.18 Bemerkung. Es ist also (vgl. (2.3.21))

D = D(py) =&(p~")" Ho((0) o5 1) —alp ™ 1)
=) al(w — o), 1) —a(p™, 1)),
da nach (1.3.5) (p') ™' = —=p und p~* = —L-p’ ist.
5.3.19 Lemma. (i) Esist S;(X) =1+ DX

(ii) Ist f € A ein normiertes Polynom vom Grad d > 2, dann ist

SiX)=1+(D+I(f,d— 1) X% =" 4 { Terme hoherer Ordnung} .
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Beweis. Fiir alle f € A ist

deg(f) ‘ deg(f) deg(f)
ot = (D (3 1) = 3 DU+ S e,
=0 i=0
und daher ist mit (5.3.17) und (5.3.16)
deg(f) er s D) e
ZDZ DX N (f ) X e
1=0
Ist f normiert, so ist I(f,deg(f)) = 1. O

Insbesondere erhalten wir
5.3.20 Lemma. Fiir alle e € I, st
Spre(X) =1+ (I(z,1)? + D)X + (29 + e+ Di(x,1)) X0
+D(z+e)XT

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus (5.2.22). O
Wir setzen
Sp(X) =14 51 X777 4 55X 70 4 53X (5.3.21)
5.3.22 Lemma.
H Spre(X — x(aDal@®-1) 4 sIX¢ a1 _ 5 x(a=Dala*+a-1)
ecF,

+ DX 201 4 X @D 4 Terme héherer Ordnung .
Beweis. Nach (5.3.20) und (5.3.11) ist
[T So-e(X) =1+ sIX7 77 4 s5X 770" 4 sgx70
ecly,
—(1+ 5 XT 77 4 5 X070 4 53 X)X 4 DXTT)e!
Aus (X + 7)1 = X971 — X927 + ... erhalten wir
(qufq + qugfl)qfl — x(@-Dal®-1) _ pya'-a’—a*+2-1
+ {Terme hoherer Ordnung}.
Damit ist
(145 XT77 4 5, X0 4 g XT ) (X0 4 pXT -1yt
— X (@—Dal*~1) 4 SlX(q—l)Q(q2+q—1) _ DX —d*+20-1
+ {Terme hoherer Ordnung} .
U
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Zusammen mit (5.3.19) (i) (s; wie in (5.3.21)) ist

[I scx)=qa+pxe- [ S0

a€A norm. a€A norm.
deg(a)<2 deg(a)=2

— 14 DXl _ pxla-D@-a*+1) _ x(a-ala®-1) | S‘fX(q—l)q3
+ {Terme hoherer Ordnung} . (5.3.23)

Betrachten wir das Teilprodukt iiber alle Elemente aus A vom Grad 3, so kénnen
wir durch zweimaliges Anwenden von (5.3.11) den kleinsten nichtkonstanten Term
bestimmen. Dieser hat den Exponenten ¢% — ¢°.

Wir halten das Ergebnis fest.

5.3.24 Satz. (vgl. (5.3.5) und (5.3.8)) Seien p € Pic(A) — {(1)} ein Primideal
vom Grad 1 undY = pey +p ey sowie E(p~2) eine Gitterinvariante. Zum Gitter
L =&(p~?)p2 setzen wir D = D(pf;) (néher bestimmt in (5.3.18)). Die Modul-
form A hat beziiglich der Uniformisierenden t := t,—> die Reihenentwicklung

AY(2) = —¢(p~ )71y e TT sp(p) @ -0

feA

=%@*W“GM”+Dﬁ4_DNmW#wm_ﬂww>
+ { Terme héherer Ordnung} .

5.4 Herleitung der Dimensionsformel

Die genaue Kenntnis der kanonischen Modulform A geniigt uns, um den Divisor-
grad einer Modulform von (allgemeinem) Gewicht k& und Typ m zu bestimmen.
Wir werden dann einen Isomorphismus von My ,,,(G(A)) in den L-Raum L(D) =
H° (Mg( 4), D) zu einem geeigneten Divisor D konstruieren, dessen Dimension wir
schlieBlich noch bestimmen miissen.

Sei t(9, G(A)) der Parameter zu einem Element s € P!(K'). Dann hat eine Modul-
form f mit Gewicht k£ und Typ m im allgemeinen nur eine Entwicklung beziiglich
t(9, G(A)), allerdings kann ¢(19, G(A)) ™™ f beziiglich #(J, G(A))9~! entwickelt wer-
den.

Nichtsdestotrotz weichen wir nun in der Definition fiir einen Divisor der Modul-
form f auf die ,rationalen“ Divisoren aus.
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5.4.1 Definition. Sei f eine Modulform fir G(A). Dann ist der Divisor
div(f) € Div(G(A)\Q) ® Q von f auf der Modulkurve Mcay gegeben durch

av) = Y ey Y 2l

[2]€G(A)\Q—EI(G(A)) eBnGA)) 1 +1
Ord[s](f)
* Z qg—1 5]
[s]EG(ANQ-G(A)\2
5.4.2 Bemerkung. Diese Definition macht Sinn, denn:

(i) Sind zy, 23 € [2] € G(A)\Q zwei Elemente derselben Klasse, so kénnen sich
die Entwicklungen einer Modulform f € Mj,,(G(A)) zwar in z; und 2o
unterscheiden, nicht aber ihre Nullstellenordnung.

(ii) Da jede nichtkonstante holomorphe Modulform modulo G(A) nur endlich
viele Nullstellen hat, ist die Summe endlich.

5.4.3 Proposition. Sei f € M, ,,(G(A)). Dann ist der Grad von div(f)
degdiv(f) =

> ordpy(f)+ Y MJF 3 ordyy(f)

qg+1 — q—1
[2€G(A)\2-EN(G(A)) [e]€EL(G(4)) [JEG(ANT-G(ANQ
_k-P(g)
-1

wobei P(S) = ¢S*—aS+1 mita = 14+q—hg das Zihlerpolynom der Zetafunktion
der elliptischen Kurve ist (vgl. (1.3.9)).
Beweis. Das erste Gleichheitszeichen ergibt sich direkt aus der Definition.

Ist f eine Modulform vom Gewicht & und Typ m, so ist f1~9° (AY)* eine modulare
Funktion, denn fiir alle v = (Z;’ 12) € G(A) ist

Foa a6 = (Ll ) T (e h a0

= (det(y)) " fT(2)AN2)

N J/
-~

—1
Daher ist degdiv(f=7(AY)*) = 0. Andererseits hat AY den Divisorgrad P(q)
(vgl. (5.3.8)), und daher ist
0 = degdiv(f"CA*) = (1 — ¢%) deg div(f) + k - deg div(A)
(1—¢*) degdiv(f) + k- P(q)

und somit deg div(f) = 224 O
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5.4.4 (Strategie zur Dimensionsbestimmung). Wir werden die obige Propo-
sition nutzen, um eine Formel fiir die Dimensionen der Vektorrdaume My ,,,(G(A))
zu beweisen.

Dazu werden wir uns einen geeigneten Divisor D konstruieren, so dafl
My (G(A)) = H°(Mg(a), D) ist. AnschlieBend wollen wir den Satz von Riemann-
Roch anwenden. Mit unseren Methoden konstruieren wir gebrochene Divisoren,
der Satz von Riemann-Roch hingegen hat nur Giiltigkeit fiir ganze Divisoren. Da-
her werden wir dann den gebrochenen Anteil des Divisors berechnen und daraus
den Grad des ganzzahligen Anteils ermitteln.

Zu einer Modulform f € My ,,,(G(A)) ist die Ableitung f’ im allgemeinen keine

Modulform, denn fiir 7 = ( Z; Zi) € G(A) ergibt sich aus

(hsz + h4)k

f(vz) :Wf(Z)

fiir die Ableitungen die Aquivalenzkette

d d ((hsz+ h4)l‘C
Ef(%z) =7 <Wf(z))
o Pl TREEER gy Bl g
, det(y) _k? hg(hgz + h4)k71 (th —+ h4)k ,
< fl(v?) (e )2 det (7)™ f(z) + Wf (2)
s o) N CRr=cay/O)

Im Beweis der Dimensionsformel benétigen wir ein geeignetes Aquivalent. Daher
definieren wir nun

5.4.5 Definition. Seien wie in (5.3.7) festgelegt A = AY und 7 die fivierte
Gitterinvariante des trivialen Gitters Y.
(i) Sei H(z) = W*I% die normalisierte logarithmische Ableitung der ka-
nonischen Modulform. IstY = pe; +p ey und 9 € G(K) mit YO =Y, so
setzen wir (vgl. (5.3.5))

(i1) Zu einer gegebenen Modulform f € My ,(G(A)) definieren wir die Serre-
Ableitung
Of () = m L f(2) + ke H(2) - £(2)
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Die néchsten drei Lemmata zeigen, dafl zu einer gegebenen Modulform f die
Serre-Ableitung df eine Modulform ist und wie man deren Entwicklungen in den
von $(0o) verschiedenen Spitzen bestimmt.

5.4.6 Lemma. Die normalisierte logarithmische Ableitung H(z) der kanonischen
Modulform hat in der Spitze s(0o) beziiglich der Unformsierenden t(y eine ein-
fache Nullstelle und in der Spitze s(p), p € Pic(A) —{(1)}, beziiglich der Unifor-

misierenden ty,— die Nullstellenordnung q.

Beweis. Nach (5.3.14) hat A in der Spitze s(c0) die Entwicklung
A(z) :7Tq2_1tg)_1)(q3_q2+1) + {Terme hoherer Ordnung} .

Zusammen mit (5.1.9) ergibt sich fiir die Ableitung

A (z) :qu’ltE({)ﬁl)(quQH)H + {Terme hoherer Ordnung} .

Also hat H(z) = AA/((ZZ)) in der Spitze s (o0) beziiglich #(;) eine einfache Nullstelle.

Sei nun s (p) # $(c0) und ¥ € G(K) mit Yo = pe; +p~'es. Die Entwicklung von
H(z) in der Spitze s(p) erhalten wir, wenn wir H”(z) in ¢,-2 entwickeln. Nach
(5.3.24) ist

AY(z) =—¢(p )7t (t‘;(_q;” + D(pﬁ)t‘fﬂ) + {Terme héherer Ordnung}
und mit (5.1.9) ist

(AY) () =— §(p71)q271D(p§)t32_2 + {Terme hoherer Ordnung} .

Also hat H(z) = AA/((ZZ)) die Nullstellenordnung ¢*> — q(q — 1) = ¢ beziiglich des

Parameters tp—2. O
5.4.7 Lemma. Ist f € My ,,,(G(A)), so ist Of € Myi2m+1(G(A)).

Beweis. Fiir vy = (1 12) € G(A) ist

_ ! (hsz + h4)q2+1 , hs(hsz + h4)q2
HO%) = G Ty a0 < dei() ST detyym A(z)>

- <h3z + h4)2 2) — h3(h32 + h4)

= Tat) YT T dwt)
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und daraus folgt das Transformationsverhalten von 0f:

Of(vz) =n ' f'(v2) + k- H(vz)f(72)

—71'71 M IZ khg(h32+h4)k+1 p
=t (B e+ e )
M 2 — h3<h3z+ h4) . <h3z_|— h4)k .
( det(7) H(z) mdet(y) ) det(v) f(2)
— M ﬂ.—l ! p 5 .
— det(y)mH (7 f'(2) + kH(2)f(2)) -

Ist nun f holomorph auf €2, so auch df, denn die logarithmische Ableitung H(z)
der kanonischen Modulform ist holomorph auf €2 (vgl. (5.3.5) (iii)). Die Holomor-
phie von df in den Spitzen folgt aus der Holomorphie von f und H(z) in den
Spitzen (vgl. (5.4.6)). O

5.4.8 Lemma. Seien 9 € G(K) eine Matriz und f eine Modulform vom Gewicht
k und Typ m. Dann ist
(0 (2) = 7 (i)' (2) + k- H'(2) fiop(2) -

Beweis. Sei ¥ = (Z; Zj) Nach Definition (5.1.2) ist fiir eine Modulform vom
Gewicht £ und Typ m

k
fz) = %ﬁﬁ](z) und
det (9 m+1 det (¥ m+1
O a(2) = G ez 0(02) = o (7 (02) + H(02)(02))
Aus (5.1.2) und (5.1.9) erhalten wir
, \_ —khgdet(9)™ det(9)™
(fi)'(z) = Wf( z) waz) :

Also ist

h h k+2 h h k+1
(02 = B () 6) e e )

Insbesondere ist, da nach (5.3.5) Ap(z) = AY(z) ist,

h32 + h4)q2+1

Y/ (hsz + h4)q2 Y
det("ﬁ) (A ) (Z) - h3

A'(9z) = ( T aet(0) (2) .

Damit erhalten wir nun

A (92) _ (hgz + hg)? (AYY(2) _ ha(haz + ha) o
A(z)  det(d)  AY(2) det(v)
LA (92) (hsz + h4)k+2 (haz + h4)k+1
0 A02) f(0z) = WHﬂ(z)fw](z) -7 W

fm (Z) .
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Also ist

T (92) + kH(92) f(92) =

h h k+2 k(B h k+2
e o+ L e

O

Zudem bendétigen wir noch zwei technische Definitionen.

5.4.9 Definition. Zu einer Zahl s € Q bezeichnen wir mit |s| den ganzzahligen
Anteil und mit (s) = s — |s| den gebrochenen Anteil von s (es ist 0 < (s) < 1).
Sei D =37, caang tat € div(G(A)\Q)®Q ein rationaler Divisor. Dann bezeich-
nen wir den ganzzahligen Anteil von D mit

D= > laz.
z€G(A\Q

Der gebrochene Anteil von D ist D — | D].

5.4.10 Satz. Seien k,m € NU{0} mit 0 <m <q—1 und k=2m mod ¢q— 1,

g(2) ::Eg_l)(z) = Zl(az + b7 die (¢ — 1)-te Eisensteinreihe,
a,beA

p(2) ::8E§?_1)(z) =719 (2) — H(2)g(2) € Myy1,1(T)
deren Serre-Ableitung und

k—m(qg+1)
qg—1

D= -~div(g) + m - div(p) .

Dann ist die Abbildung
Mym(G(A)) — H(Mgay, | D])

—y  mlatD -k
fro= fp g e
wohldefiniert und ein Isomorphismus.

m(q+1)—k

Beweis. Sei f € Mym(G(A)). Dann ist fp~™¢™ ¢t eine modulare Funktion,
denn fiir v = (2%) € G(A) ist

m@+)-t  (cz K cz An W
maty-k  (cz +d) f(z)(( —|—d)+) o)™

f(y2)p(yz) "g(yz) ot

" det(y)™ det(7)
m(q+1)—k m( )—
(e d) ) T g2
m(g+1)—k

—(cz + d)" det()° S (2)p(z) "g(x)" 5

mitn:k:—m(q+1)+(q—l)m(‘i}tll)*k:Ound0:—m+m:0.
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Betrachten wir zunichst H O(Mg( 4), [ D]). Da f holomorph ist, ist

m(q1)—k 1) —k
div(fp™ g™ ) = —mdiv(p) + m(qq%

div(g) = —-D .

Die Abbildung ist also wohldefiniert. Zu jeder modularen Funktion

f e H'(Mga), [ D))

ist fpmgkﬂfyﬁqlﬂ) eine Modulform vom Gewicht & und Typ m (vgl. [Shi71, 2.21]).
Somit ist My, (G(A)) — H(Mg(ay, | D]) ein Isomorphismus. O

Um nun den Satz von Riemann-Roch anwenden zu koénnen und damit
dim(Mj,,,(G(A))) zu bestimmen, benétigen wir den Grad von |D].

Diesen berechnen wir, indem wir den Gesamtgrad ausrechnen und dann den ge-
brochenen Anteil abziehen. Da ¢ in M, ¢(G(A)) und p in M,.11(G(A)) liegen,
haben sie nach (5.4.3) die Divisorgrade

P P
degdiv(g) = % und degdiv(p) = Pla) :
q

Damit ergibt sich

deg (k—;nf(qjl) -~div(g) + m - div(p))

_k—m(g+1) (¢-1)P(qg) o (¢+1)P(q)

q—1 -1 ¢*—1
 (h—mlg+ 1)+ mlg+1)Pla) _ kP(a)
¢ —1 -1
— — . . k—m(g+1)
Da k = 2m = m(q + 1) mod ¢ — 1 ist, ist (177‘5 € Z. Um den gebrochenen

Anteil zu bestimmen, miissen wir nun also noch die gebrochenen Anteile von g
und p in allen Spitzen und den elliptischen Punkten bestimmen.

Die Modulform A hat auf €2 keine Nullstellen, also auch nicht in den elliptischen
Punkten. Fiir die Eisensteinreihe gilt

5.4.11 Proposition. ([Gek86, VII.3.]) Sei Y = ae; + bey ein A-Gitter, a,b ge-
brochene Ideale. Dann hat die Eisensteinreihe Eﬁ(/qfl) in allen elliptischen Punkten
eine einfache Nullstelle.

Daher hat g(z) in den elliptischen Punkten eine einfache Nullstelle, wihrend
p(z) = mg'(2) — H(2)g(2) keine Nullstelle in elliptischen Punkten hat.
Von den Eisensteinreihen wissen wir, daf} sie in allen Spitzen invertierbar sind.
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Es bleibt das Verhalten von p(z) in den Spitzen zu bestimmen. Betrachten wir
zunéchst die Spitze s(00). Hier haben wir in (5.2.39) errechnet

9(2) = BV (2) =BV (A) + q0 1t — o 1gld D@ matD

+ {Terme hoherer Ordnung} .
Mit (5.1.9) ist

J(z) = (Eg?il)(z))' :ﬁq_lt‘gl) — tg)fl)(qgfqﬂ)ﬂ + {Terme hoherer Ordnung} .

Nach (5.4.6) hat H(z) beziiglich t(;) eine einfache Nullstelle und daher auch
p(z) =7g'(2) — H(2)g(2).

Seien nun §(p) # $(00) sowie ¥ € G(K) mit YU = pe; +ptes = Y. Nach (5.4.8)
und (5.2.3) ist

po(z) = m H(EY VY (2) - HY(2) By (2) .

Mit den Ergebnissen und Bezeichnungen aus (5.2.38), (5.2.39) und (5.1.9) ist

(BY ) (2)) =€) in(p =2 p ) (D(pE)" — mi(p ™" 2 — )t
+ {Terme hoherer Ordnung} .

Die Ableitung der Eisensteinreihe hat also mindestens eine ¢>-fache Nullstelle in
der Spitze s(p). Nach (5.4.6) hat H(z) die Nullstellenordnung ¢ beziiglich ¢,-2.
Somit hat p(z) beziiglich ¢,-2 eine ¢g-fache Nullstelle. Die Nullstellenordnungen in
den kritischen Punkten sind also:

| ellipt. Pkt | s(o0) | 5(p) # s(c0)
g 1 0 0
p 0 1 q

P

5.4.12 (Offene Frage). Der Gesamtgrad von div(p) ist degdiv(p) = % (vel.

(5.4.3)). Aus der Betrachtung der , kritischen Punkte® erhalten wir einen Anteil

am Grad von
1 + C](hK — 1)

qg—1
Das bedeutet, dafl wir auf G(A)\(2 eine gewisse Anzahl an Nullstellen haben, und
zZwar

P(q) — (1 +q(hx — 1))

i1 =(q—-1)""¢—¢" —q+qhx +1— (14 qhg —q))

=(@-1)"-d)=4q""
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Dies entspricht ¢* Klassen von Punkten auf € unter der Operation von G(A).
Diese konnten wir bislang nicht ermitteln. Auch fiir die Eisensteinreihen selbst

sind die (Klassen von) Nullstellen auf €2 nicht bekannt. Hier ermitteln wir mit
(5.4.3) und (5.4.11), daB es genau

Plg) _ P(=1)
qg+1 qg+1

=¢*—2¢— 1+ hg

viele solcher Klassen gibt.

Offensichtlich kénnen wir die gebrochenen Anteile des Divisors
k—m(qg+1)
q—1
getrennt berechnen. Von diesen benétigen wir allerdings nur den Grad. Es ist
stets 0 <m < q—1. Firq=2ist m =0, fiir ¢ # 2 ist ¢ =1 mod ¢ — 1, daher

gilt <q”1—ql> = <ﬂ> Der gebrochene Anteil von D hat daher den Grad

q—1

D = div(g) + mdiv(p)

<’“;—@1“)>#E11(G(A)) + <q%>hK
- <7€_;§—(_‘7;F1)>P(—1) + <qT—1>P(I) ,

da nach (4.3.5) P(—1) = #EI(G(A)) und nach (1.3.9) P(1) = hk ist. Daraus
folgt direkt

k P(q) k—m(qg+1) m
d D))= ——=F— — ) P(-1 — ) P(1) ) . 4.1
exl (D)) = 8 - (PR D py (PP L (as)
Da Mg( 4) das Geschlecht 0 hat, liefert der Satz von Riemann-Roch fiir
deg(|D]) > —2, daf§

dim(H"(Mg(a), | D])) = 1 + deg(| D])
ist, und fiir deg(|D]) < —2, daBf dim(H°(Mg(ay, py)) = 0 ist (vgl. [Ros02, 5.4]).
Voriibergehend schreiben wir d := deg(|D]).
Falls k — m(q + 1) > 0 ist, konnen wir den Grad von |D| leicht abschétzen. Da
dann k£ > m(q+ 1) und <k_;;7(_ql+1)>(q2 — 1) <k —m(q+ 1) ist, erhalten wir aus
der Gleichung (5.4.13)

(¢* = 1)d > kP(q) — (k —m(q+ 1)) P(—=1) + m(q + 1) P(1)
= k(P(q) — P(=1)) + m(q+ 1)(P(-1) — P(1))

J

-~

>

>m(q+1)(P(q) — P(=1) + P(=1) = P(1)) 2 0.

o
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Der Grad des Divisors ist unter der obigen Bedingung also nicht negativ.

Ist nun & — m(q + 1) < 0, so miissen wir etwas sorgfiltiger arbeiten. Dann ist
sicherlich m > 0, so daf§ wir ¢ = 2 ausschlieflen konnen (dies wird erst am Ende

k—m(q+1)>
q?-1 :

der Ausfithrungen von Bedeutung sein). Zunéchst bestimmen wir <
5.4.14 Behauptung. 0 <k —m(q+1)+¢*—1<¢*—1.

Zu zeigen ist nur, daB k —m(q+1) +¢*—1> 0ist. Wegen ¥ > 0 und m < ¢ —1
ist dies aber klar.

Setzen wir dies nun in (5.4.13) ein, so erhalten wir

(¢* = 1)d=kP(q) — (k—m(q+ 1)+ ¢* — 1)P(=1) —m(q + 1) P(1)
= k(P(q) — P(=1)) + m(q + 1)(P(—=1) — P(1)) — (¢* = 1)P(-1) .
(5.4.15)

Insbesondere der letzte Term der unteren Zeile, der weder von k£ noch von m
abhéngt und dariiber hinaus negativ ist, erzwingt nun eine ndhere Betrachtung
der Werte von P(S):

Plg)=¢ —q¢" —q+1+qhg

P(=1) =2¢+2— hg

P(1) = hg
Plq)—P(-1)=¢*—¢* =3¢+ (¢g+1hg —1.

Eingesetzt in (5.4.15) liefert dies wegen ¢®> — ¢*> —3¢— 1= (¢+ 1)(¢> —2¢ — 1)
(¢°—1)d = k(g+1)(¢* =2 —1+hg)+2m(g+1)(g+1~hx) = (¢* = 1)(2¢+2—hx) .
Wir vereinfachen durch Kiirzen um den Faktor ¢ + 1 und fassen zusammen:

(q—Dd=k(g*—2¢—1)+2m(qg+1)—2(¢* = 1)+ (k—2m+q—1)hg . (5.4.16)

Betrachten wir zunéchst den Ausdruck k —2m+q — 1. Fiir £ —2m > 0 ist dieser
Ausdruck grofler 0.

5.4.17 Behauptung. Ist k —2m < 0, dann ist K —2m +q —1 = 0.

Aus m < g — 1 und k > 0 folgt ndmlich, dal 2m — k < 2(q — 1) ist, und wegen
k =2m mod g — 1 erhalten wir damit 2m —k =¢q — 1.

Fiir die verbleibenden Terme in (5.4.16) und fiir £ > 2 ermitteln wir

k(g —2¢—1)+2m(qg+1) —2(¢* — 1) >2¢° —4g—2+2m(q+ 1) —2¢° + 2
=—4¢+2m(q¢+1)
> —4q+2q+2=-2(¢q—-1),
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da m > 1 ist. Damit haben wir nun erhalten: Ist £ > 2 oder m > 1, dann ist
diese Summe grofler als —2(¢ — 1). Es ist also d > —2. Fir (k,m) = (2, 1) nutzen
wir, dafl dann k& — 2m + ¢ — 1 = ¢ — 1 ist, und erhalten fiir d die Abschéatzung

Es bleiben (im Falle £ — m(q + 1) < 0) also noch die Fille k = 1 und k£ = 0 zu
untersuchen.

Sei nun £ = 1. Die Kongruenz 1 = 2m mod ¢ — 1 ist nur lésbar, falls ¢ eine
Zweierpotenz ist (aber nicht ¢ = 2 wegen m > 1). Dann ist m = £, also m > k.
Setzen wir dies nun in (5.4.16) ein und nutzen (5.4.17), dann erhalten wir

(q—Dd=¢"—2¢—1+qlg+1)—2(¢"—1)=—q+1.

Also ist d = —1.

Sei jetzt k = 0. Die Kongruenz 0 = 2m mod ¢ — 1 ist wegen k —m(q+1) <0
nur fiir ungerades ¢ l6sbar; und m = q;—l ist die einzig mogliche Wahl fiir m. In
(5.4.16) eingesetzt erhalten wir

(¢=1d=(g=1(g+1)=2¢"-1)=—(¢" 1)
Daherist d = —(¢ +1) < —2.
5.4.18 Satz (Dimensionsformel). Seien k,m € NU{0} mit 0 <m < g — 1.
(i) In den Fdllen

(a) k % 2m mod g — 1 und
(b) 2)q, k=0 und m = St

ist dim(Mjm(G(A))) = 0.

(i) In allen anderen Fdllen ist

dim (M (G(A)) = 1+ 22 (<k_m—(q“)>p<_1) + <£>P(1)) .

> —1 > —1 q—1

5.4.19 Bemerkung. Dal im Fall 2)¢, £k = 0 und m = ‘12;1 der Raum
My.m(G(A)) die Dimension 0 hat, a8t sich auch auf diese Weise einsehen: An-
genommen wir hétten eine Modulform f vom Gewicht 0 und Typ q;—l, dann
wére deren Quadrat eine Modulform von Gewicht und Typ 0, also eine Konstan-
te ¢ € C. Der Raum (2 ist zusammenhéngend beziiglich der hier verwendeten
Grothendieck-Topologie (vgl. (2.1.7)). Folglich ist f selbst konstant auf ganz €.

Als leichte Folgerung erhalten wir nun auch [Gek86, VII.4.6]:
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5.4.20 Korollar. Sei (q,k) # (2,1). Ist k = 0 mod ¢—1, dann hat
My 0(G(A)) = Mi(G(A)) die Dimension

dim(M(GA) =1+ <@—<2k >m—n.

q* —1 q* —1
5.4.21 Beispiel. Fiir k = ¢ — 1 und k = ¢®> — 1 sowie m = 0 ergibt sich

dim(M,—1(G(A))) = ¢* — 2q+ hg ,
dim(Mgz 1(G(A)=¢"—¢* —q+2+q hk .

5.4.22 (Offene Frage). In (5.2.44) haben wir gezeigt, daff die hx Eisensteinrei-
hen vom Gewicht ¢/ — 1 zu G(A) linear unabhéngig sind. Aus dem Beweis ergab
sich zugleich

Mo GLY)) N (B | @ € Pic(A)}) = {0} -

Die nun noch fehlenden Anteile einer Basis zu M,_1(G(A)) hidngen nun der An-
zahl nach nicht mehr von der elliptischen Kurve ab. Da sich der Raum der Mo-
dulformen zerlegen 148t in

My-1(GA)) = My o(GL(Y)) @ ({EY) | € Pic(A)}) |

haben die Spitzenformen vom Gewicht ¢ — 1 moglicherweise eine Qualitit, die
nur von dem zugrunde liegenden endlichen Kérper und nicht von der elliptischen
Kurve abhéngt.

Interessanterweise gibt es allerdings fiir & = ¢®> — 1 eine natiirliche Familie von
Spitzenformen, deren Zahl und Gestalt von der elliptischen Kurve abhéngig sind,
ndmlich A und A, mit p € Pic(A) nichttrivial.

5.5 j-Invarianten als modulare Funktionen

5.5.1 (Annahme). Sei Pic(A) nichttrivial.

In Abschnitt (4.5) haben wir die j-Invarianten j,, mit geeignetem w € Q als spe-
zielle Thetafunktionen definiert. Wir geben nun eine algebraische Beschreibung
von 7.

Dazu werden wir die cuspidalen Modulformen A und A, p € Pic(A), nutzen.
Das naheliegende Vorgehen, die j-Invarianten wie in der klassischen Situation
durch Quotienten von Eisensteinreihen bzw. von A und gewissen Eisensteinreihen
auszudriicken, fithrte nicht zum Ziel.

Denn die j-Invarianten haben in den Punkten genau einer Spitze beziiglich des
Parameters ¢, eine (¢ — 1)-fache Nullstelle, in den Punkten genau einer ande-
ren einen (¢ — 1)-fachen Pol und keine weiteren Null- oder Polstellen. Die Ei-
sensteinreihen hingegen sind invertierbar in allen Spitzen von Q, wihrend die
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kanonische Modulform A in allen Spitzen beziiglich der Parameter ¢, Nullstel-
len verschiedener Vielfachheiten hat. Es ist daher nur sehr schwer moglich, einen
algebraischen Ausdruck in Eisensteinreihen und A zu konstruieren, der das von
der j-Invarianten vorgegebene Null- und Polstellenverhalten hat.

Unter Einbeziehung der Modulformen A, hingegen gelingt es uns, j2 ! als Quo-
tient von Modulformen aufzufassen und die Konstante exakt zu bestimmen.

Wir tragen zunéchst die notwendigen Ergebnisse aus (4.5) und (5.3) zusammen.

5.5.2 (Annahme). Seien (a, ) und (o, #’) zwei (nicht notwendig verschiede-
ne) F,-rationale Punkte mit (o, ") = —(a, ) sowie p = (z — o,y — ) und
p' = (x —a,y — ). Des weiteren sei

wim sy = (—(z—a) sy — #) € PYK)

die in (4.0.1) definierte Koordinate zu s(p’) (vgl. auch (4.2.6)).
Wir wéhlen eine Gitterinvariante {(A) und setzen L := {(A)A

Die j-Invariante

ju i GANQ — C

z = f(w,00,2)

_ R z —y(w)
O(w, 00, z) = l;[w <1 7(w)) yegw T o0) (5.5.3)

hat in w beziiglich des Parameters tgf_lrz eine einfache Nullstelle, in oo beziiglich
des Parameters t?;)l einen einfachen Pol und keine weiteren Null- oder Polstellen.
Wir konnen sie als G(A)-invariante Funktion auf ) auffassen (vgl. [GekOOb] und
(4.5.14)): sie ist eine meromorphe Funktion auf 2 mit (¢ — 1)-facher Nullstelle
beziiglich des Parameters t,,—2, und (¢ — 1)-fachem Pol beziiglich des Parameters
t(l).

Sowohl A als auch A, sind Modulformen auf Q beziiglich G(A) vom Gewicht

¢> — 1, die in allen Spitzen s5(q) eine Entwicklung beziiglich ¢t~ haben. Die
Nullstellenordnungen beziiglich ¢, entnehmen wir der Tabelle (vgl. (5.3.8)):

| s() S (00) s(q) #s(p),5(0)
A | (g—1)q (q—l)(q —¢*+1) (¢—1)q
Ayl g=1 (=)= +q) (g—1)q

Auf Q sind A und A, invertierbar.

Der Quotient AAP ist eine modulare Funktion, die auf 2 invertierbar ist, in den
Punkten der Spitze s5(c0) beziiglich ¢(;) die Ordnung

G- =+ = (- - +q) =—(g—1)°
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also einen Pol mit Vielfachheit (¢ — 1) hat und in den Punkten der Spitze s (p’)
Nullstellen mit Vielfachheit

(g—1Dg—(g—1)=(¢—1)

Somit stimmen die Divisoren von £ und j2! iiberein.
P

Nach [FvdP81, 1.2] unterscheiden sich AAP und j9~! hochstens um eine auf € inver-

tierbare, G(A)-invariante Funktion g(z). Diese ist insbesondere holomorph. Nach
(4.5.16) sind alle auf Q holomorphen, G(A)-invarianten Funktionen konstant. Wir
halten fest

5.5.4 Satz. Mit den Bezeichnungen aus (5.5.2) ist

i (2) = Cla,f) AAP((Z))

fiir eine geeignete Konstante ¢, gy € C* (die wir in (5.5.7) angeben,).

Zur Berechnung der Konstanten betrachten wir nun die Entwicklungen von j,,

A q—1
und Ay in t(1) .

Nach (5.3.3) ist mit R, = RT*, wobei 7 = £(A) ist, (dort ist ¢ = (1))

-1

2_
A, =7"""e- D(py) 'ty - ||RH1 ||Rq1t(1 ,
acA 9€(p]
norm. ganz

wobei k = (¢ — 1)(¢* — ¢* + ¢) und ¢ € F} sind.

Wir wissen aus (5.2.21) und (5 3.19), daB R,(0) = 1 ist. Daher hat in A, die
Potenz t(, den Koeffizienten 77 leD(pk)~1.

Aus (5. 3 14) kennen wir die Laurentreihenentwicklung von A in #(;). Der Koeffi-

zient von tg({;l)(qafq%l) ist 79" 1,
Damit ergibt sich
A ~17y( Ly 4 (a=1)? g
N ¢ D(py) t ) + {Terme hoherer Ordnung} . (5.5.5)
P

In [Gek97a, 2.5] wird die kleinste ¢(;)-Potenz der Laurentreihenentwicklung von
Jw hergeleitet, allerdings wird auf die Berechnung der Konstanten verzichtet.

Zu beachten ist auBerdem, daf die Uniformisierende dort ¢((§9), G(A)) und nicht
tq) ist, der entsprechende Normierungsfaktor mufl also noch eingefiigt werden.

Wir zitieren zunéchst:

Die Faktoren = 3(( )) aus (5.5.3), also v € I — 'y, konvergieren fiir |z|; — oo, also
[ty (2)] — 0, gegen 1 und zwar uniform in . Sie tragen daher mit 1 + o(t(1)) zur
Laurentreihenentwicklung bei.
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Zu betrachten bleibt also das Teilprodukt, in dem ~ die Gruppe . durchliuft.
Wir wissen

[ =G(A)/F; und G(A)w={(t") |pvel, be Al ,

also ist B
Fo={(40) ek bea) .

Damit ergibt sich

() Il em)

;LE]FZ
° beA

Durch Vergleich der Divisoren ergibt sich

constH(l—Mw+b) Hel)z—uw

;LE]F* G]F*
bEA

fiir eine geeignete Konstante const.

Hier nun wollen wir einerseits die Konstante bestimmen und andererseits den
Faktor 7 einfiigen.
Sei zuniicht p € Fy fest gewdéhlt. Es ist

ey (z — pw) = (2 — pw) H’ (1 _ —bMW)

beA

und

z pw+b—=z
IT(1--) =~ s IT
beA< pw +b beA pw +b
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Nun koénnen wir die Berechnungen analog zu [Gek97a] fortsetzen:

11 (1——) a [ ew(z — mw)

T HEF

oo

=cymTe H (meq)(z — pw))

7S] s
= ar' ™ ] (rew (2) = e (@)
J7S3 s

= Clﬁl_qtglgq(l -+ O(t(l))) .

Damit erhalten wir durch Koeffizientenvergleich der kleinsten ¢;)-Potenz von

747 Y(2) und ﬁp((zz)) (siehe (5.5.4) und (5.5.5))

Clap) = m T eD(py) "

Setzen wir nun die Werte fiir ¢; aus (5.5.6) und fiir D(p}) aus (5.2.8) ein, so
ergibt sich

5.5.7 Korollar. Die Konstante c. gy aus (5.5.4) ist

-1
(a—1)2 / bt ! (g _ _ _
o) = e (H 67> r= @V (BN (p1) — B (4))

— w9 1
beA

wobei € € ¥y wie in (5.3.3) gewdhlt ist.

Mit (5.3.3) und (5.3.5) ergibt sich

q—1
A(Z) _ —(g—1)2 _
SO0 — ity TT R = =068 [ 5 TT Ao
p s€lp] a€lp]
ganz ganz
Daher gilt

5.5.8 Korollar. In der Spitze s(co0) von Q hat die j-Invariante j,, die Produkt-
darstellung

Ju(2) = diaptin® [T Ralt

g€lp]
ganz

mit einer geeigneten Konstanten d.g € C* in Abhdngigkeit des IF,-rationalen
Punktes (a, 3). Fiir die Konstante gilt d?;;) = Ca,8)-



5.5. j-Invarianten als modulare Funktionen 141

Setzen wir nun

py =27’ + L +72 und py = D70+ 7
rii=0+D, ro:=a'+Dl und r3=2aD,

so ist nach (5.3.15), (5.3.19) und (5.3.20)

Ry(X) =1+ DX
Rmp(X) = 7’qu37(]2 + ’I"QXqSiq + 7’3Xq371 .

Wir gehen analog zu den Ausfiihrungen von (5.3.19) bis (5.3.23) vor und erhalten
die ersten Terme der Laurentreihenentwicklung von j, in s(00) von 2
Jul2) = dily i (14 Dyt = Diffy VY e gyl
+ {Terme hoherer Ordnung}

Damit ergibt sich nun

5.5.9 Korollar. In der Spitze s(00) von G(A)\Q hat die Laurentreihenentwick-
lung der j-Invarianten j,, die ersten Terme

Ju(z) = dg s (1 + D(pﬁ)s — D(pﬁ)sqg’q%r1 — a1 4 r?s‘ﬁ)
+ { Terme héherer Ordnung} ,

wobei s = t?l_)l ist.

5.5.10 (Offene Frage). Die j-Invariante j, hat in allen Spitzen eine Entwick-
lung beziiglich des Parameters t7~!. Die Frage liegt nahe, ob wir j, als (¢ — 1)-te
Potenz einer Funktion auf (2 betrachten kénnen. Diese Funktion ist dann aller-
dings moglicherweise nicht mehr G(A)-invariant.

Dennoch kiénnten Uberlegungen in dieser Richtung die Situation weiter erhellen.

5.5.11 (Offene Frage). Zu Beginn dieses Abschnittes haben wir gefordert, daf
die Picardgruppe nichttrivial ist. In (4.5.17) haben wir fiir den Fall Pic(A) = {(1)}
die j-Invarianten definiert durch

Jo(2) = 0(0,a, 2) ,

wobei a € Ell(G(A)) die Klassen der elliptischen Punkte durchlauft.

Fiir j-Invarianten dieser Art geben wir keine Darstellung als algebraischer Aus-
druck in Modulformen an. Als , kanonische* Kandidaten stehen uns hier neben
der Modulform A nur die Eisensteinreihen zur Verfiigung. Deren Nullstellenver-
halten auf  ist aber ungeklart (vgl. (5.4.12)), so dal es mit den vorhandenen
Kenntnissen nicht moglich ist, eine auf w — [a] invertierbare Funktion zu konstru-
ieren.
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5.5.12 (Offene Frage). Interessant wére es nun sicherlich auch, die vorhandenen
Ergebnisse zur Berechnung expliziter Beispiele zu nutzen.

Um zu einer gegebenen Kurve die beschriebenen Daten explizit und einigermaflen
effektiv berechnen zu kénnen, wéren allerdings umfangreiche Programmierarbei-
ten notwendig. Denn die Arithmetik auf elliptischen Kurven, die daraus resul-
tierende Arithmetik im Ring A = F,[E] und die Multiplikation im getwisteten
Polynomring C{7} greifen in den einzelnen Rechnungen ineinander und miissen
dementsprechend effektiv implementiert werden.
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