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Einleitung

Motiviert von Fragestellungen aus industriellen Anwendungen, wie zum Bei-
spiel die Reduzierung der Larmbelastung, die durch Schallabstrahlung vibrie-
render Objekte entsteht, diskutieren wir die mathematische Beschreibung der
Ausbreitung von Schallwellen eines vorgegebenen Frequenzspektrums. Das
heifit wir interessieren uns fiir die numerische Losungen einer Reihe duflerer
Randwertprobleme der Helmholtz-Gleichung.

Numerisch werden diese Aufgaben hauptséchlich mit der Finiten Elemente
Methode (FEM) und den Randelementmethoden (BEM) gelost. Das erst
genannte Verfahren verwendet fiir die Losungen jedoch die Diskretisierung
des gesamten Berechnungsgebietes und ist demnach fiir Aulenraumprobleme
nur bedingt geeignet. In diesem Fall werden die Losungen in einem kiinstlich
berandeten Berechnungsgebiet gesucht. Die zweiten Methode transformiert
hingegen die Randwertprobleme in Fredholmsche Integralgleichungen erster
und zweiter Art iber dem Rand und lésst eine effiziente Behandlung der Au-
Benraumprobleme zu. Die Losungen der Randintegralgleichungen verlieren
jedoch ihre Eindeutigkeit, wenn das Quadrat der gewéhlte Wellenzahl ein
negativer Eigenwert des Laplace-Operators ist. Um dieses Problem der soge-
nannten irreguldren Wellenzahlen zu umgehen, wird der kombinierte Poten-
tialansatz von Brakhage und Werner [15] gewéhlt, der auf eine Fredholmsche
Integralgleichungen zweiter Art fiihrt und fiir alle Wellenzahlen eine eindeu-
tige Losung liefert.

Der Diskretisierung der Integralgleichungen stehen neben dem Nystrém-Ver-
fahren auch das Kollokations- und Galerkin-Verfahren zur Verfiigung. Fiir das
Galerkin-Verfahren werden die Aussagen iiber Stabilitdt und Konvergenz aus
der Theorie der Finiten Elemente auf dem Rand gewonnen. In analoger Wei-
se zu der Finiten Elemente Methode wirkt sich die Wahl der Wellenzahlen
auf die Giite der Losungen aus. Um die Verfahren ohne zusétzliche Bedin-
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gungen anwenden zu konnen, sollte demnach jede Wellenzahl einer vorgege-
benen Stabilitdtsbedingung geniigen.

Die bei der BEM-Diskretisierung auftretenden linearen Gleichungssysteme
sind zwar kleiner dimensioniert als die bei der Diskretisierung der Differenti-
algleichung, die Matrizen sind hingegen vollbesetzt. Beim Aufstellen jeder
Matrix werden alle Eintrdge berechnet, insbesondere werden die Integra-
le numerisch ausgewertet, wobei die Integranden singulér sein kénnen. Die
herkommlichen Verfahren basieren auf der geschickten Unterteilung der In-
tegrationsbereiche und dem FEinsatz angepasster Quadraturformeln, deren
Genauigkeit und Aufwand von der Wellenzahl abhéngen. Die Mindestkom-
plexitiit zur Generierung der Matrizen wiirde demnach O(N,N?) betragen,
wobei N die Anzahl der Freiheitsgrade und N, die Anzahl der uns interes-
sierenden Wellenzahlen darstellt.

Wir stellen eine neue Methode zur effizienten Auswertung der Matrizen-
eintrage fiir alle Wellenzahlen vor. Die grundlegende Idee der sogenann-
ten Fourier-Methode basiert darin, die Fourier-Transformation beziiglich der
Wellenzahl geschickt auf die Singularitédten-Funktionen anzuwenden.

Die Anwendung der Fourier-Transformation ist bei der Untersuchung der
Wellen- und Helmholtz-Gleichung durchaus iiblich. In den Arbeiten [9], [44]
oder [45] wird so das Galerkin-Verfahren fiir die Wellengleichung analysiert.
Die entsprechenden Stabilitdts- und Konvergenzaussagen werden aus der
Theorie der Helmholtz-Gleichung gewonnen, wobei die Parseval’sche Glei-
chung die dquivalente Formulierung liefert. Die Anwendung der Fourier-
Transformation und entsprechender Riicktransformation zur effizienten und
teilweise auch analytischen Berechnung der Integrale wurde bisher noch nicht
eingesetzt.

Da iterative Verfahren ohne die explizite Kenntnis der Systemmatrizen aus-
kommen und einzig die Wirkung der Matrizen auf den Vektor ausnutzen,
konnen eine Reihe effizienter Verfahren mit nahezu linearer Komplexitét be-
trachtet werden. Die grundlegende Idee basiert darin, die auftretenden Kern-
funktionen in Bereichen, wo sie glatt sind, durch eine endliche Summe {iiber
Produkte von Funktionen zu approximieren. In den Arbeiten von Hackbusch,
und Khoromskij [48], [50] werden geeignete Zerlegungen der Matrizen unter-
sucht, so dass die entstehenden Blocke die Berechnungsgebiete repréisentie-
ren, auf denen der Kern glatt ist. Die wichtigsten Vertreter der sogenann-
ten schnellen Summationsverfahren sind das Panel-Clustering-Verfahren von
Hackbusch und Nowak [52] und das von Rokhlin [72] entwickelte Multipol-
Verfahren. Ein Nachteil dieser Methoden ist, dass die Effizienz entscheidend
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von der expliziten Kernentwicklung in geschlossener Form abhéngen.

Die Idee des von Bebendorf und Rjasanow eingefithrten ACA-Verfahrens [11],
[10], [13] (Adaptive Cross Approximation) basiert hingegen auf der blockwei-
sen Niedrigrang-Approximation von Matrizen, die durch asymptotisch glatte
Kerne erzeugt werden. Ebenso wie die von Tyrtyshnikov et. al [42], [43], [85]
eingefithrten Methoden werden hier algebraische Mittel, die Verwendung von
Rang-1-Matrizen, eingesetzt. Diese Verfahren kommen daher ohne die expli-
zite Kenntnis der Kernentwicklung aus, lediglich die Existenz einer solchen
wird vorausgesetzt. Den benotigten Rang des Approximanten gewinnt man
dabei aus Abschatzungen des Approximationsfehlers. Ein weitere Vorteil des
ACA-Verfahrens ist, dass sich der Rang des Approximanten an den laufenden
Fehler angepasst und die Approximation beim Erreichen einer gegebenen Ge-
nauigkeit angehalten wird. Wéhrend die oben genannten schnellen Summa-
tionsverfahren in [38], [74], [73] fiir die Helmholtz-Gleichung weiterentwickelt
wurden, wird hier erstmals das ACA-Verfahren auf die Kollokationsmatrizen
der Helmholtz-Gleichung formal angepasst.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Das erste Kapitel dient der mathema-
tischen Modellierung akustischer Probleme. Wir betrachten das duflere Rand-
wertproblem der Helmholtz-Gleichung und beschreiben, wie dieses mit Hil-
fe der Integralgleichungsmethode in eine Randintegralgleichung iibergefiihrt
werden kann. Dariiber hinaus stellen wir die Randelementmethoden zur Dis-
kretisierung der Integralgleichung vor und geben fiir eine feste Wellenzahl die
Stabilitats- und Konvergenzanalyse fiir das Galerkin- und das Kollokations-
verfahren an.

Die effiziente Generierung der Matrizen fiir verschiedene Wellenzahlen behan-
delt das zweite Kapitel. Wir stellen die Fourier-Methode vor und untersuchen
die inverse Fourier-Transformierte der Matrizeneintrige, wobei die auftreten-
den Integrale mit Hilfe einer geeigneten Koordinatentransformation analy-
tisch berechnet werden. Die erneute Anwendung der Fourier-Transformation
liefert Matrizen, deren Eintrdge dann sehr effizient ausgewertet werden kon-
nen.

Im dritten Kapitel wenden wir uns der Approximation der vollbesetzten Ma-
trizen mit nahezu linearer Komplexitét fiir jede Wellenzahl zu. Nach einer ge-
eigneten Matrix-Zerlegung konnen die Eintrdge der entsprechenden Blocken
mit verschiedenen Verfahren effizient approximiert werden. Wir beschreiben
kurz das Panel-Clustering- und das Multipol-Verfahren und stellen ausfiihr-
lich das ACA-Verfahren zur Niedrigrang-Approximation der Blocke vor. Ins-
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besondere geben wir zwei Versionen zur Implementierung an.

In dem letzten Kapitel betrachten wir mehrere numerische Beispiele und
Tests. Wir vergleichen die Lésungen der in Kapitel 2 vorgestellten Fourier-
Methode und die eines Standard-Verfahrens. Dariiber hinaus untersuchen
wir, wie gut die Matrizen mit dem ACA-Verfahren in Abhéngigkeit der Wel-
lenzahl approximiert werden.

AbschlieBend sei noch auf die namensgebenden Wissenschaftler Hermann
Ludwig Ferdinand Helmholtz und Jean Baptist Joseph Fourier hingewiesen,

H. Helmholtz (1821-1894) J. Fourier (1768-1830)

deren Kurzbiographien beispielsweise unter
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/

gefunden werden konnen.




1 Mathematische Modellierung

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die akustische Schallabstrahlung eines Objek-
tes mit Randelementmethoden zu beschreiben. Dazu stellen wir die wichtig-
sten mathematischen Grundlagen der Helmholtz-Gleichung zusammen und
fithren das Randwertproblem in ein dquivalentes Integralgleichungsproblem
iiber. Mit Hilfe des Nystrom-, Kollokations- oder Galerkin-Verfahren kann
dann die rdumliche Diskretisierung der zugehoérigen Integralgleichung erfol-
gen. Die Giite der mathematischen Modellierung héngt dariiber hinaus auch
von der Wellenzahl ab.

1.1 Die Helmholtz-Gleichung

Wir betrachten die Ausbreitung zeitharmonischer, akustischer Wellen in
einem homogenen, isotropen, reibungsfreien Medium mit konstanter Schall-
geschwindigkeit c.
Das abstrahlende Objekt wird durch ein beschranktes, einfach zusammenhén-
gendes Gebiet Q C R?® mit hinreichend glattem Rand I' = 0 dargestellt,
dessen AuBenraum Q° = R3\ Q) das zu betrachtende Ausbreitungsgebiet de-
finiert.
Mathematisch wird die Ausbreitung der oben charakterisierten Wellen durch
die Wellengleichung
1 0
2 ot?
beschrieben (Herleitung siehe Anhang). Dabei ist U(y, t) die orts- und zeitab-
hingige physikalische Feldgrofie, y € R3 der Ortsvektor und ¢ > 0 die Zeit.
Der Ubergang zu einer zeitunabhingigen Darstellung wird mittels des An-
satzes

Uly,t) — AU(y,t) = 0 (1.1)

Uy, t) = Re(u(y)e™)
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gewonnen und liefert, dass die komplexwertige, nur noch vom Ort abhén-
gende Funktion u(y) der skalaren Helmholtz-Gleichung

Au(y) + w'uly) =0, yeR®, w==—, (1.2)

mit der Wellenzahl x € R* und der Frequenz w > 0 geniigen muss.
Bemerkung 1.1.1 FEine in Ausbreitungsrichtung geddimpfte Welle kann
durch Einfiihrung einer komplexzwertigen Wellenzahl

2
w .WYD
K= iy
C C

beschrieben werden. Dabei bezeichnet yp > 0 den Dampfungskoeffizienten.

Wir nennen u(y) eine abstrahlende Losung der Helmholtz-Gleichung, wenn
sie die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung

limr(%—iﬁ)u(y)zo, r=lyl, yeR?, (1.3)

r—00

gleichméfig in alle Richtungen y/|y| erfiillt.
Bemerkung 1.1.2

1. Die Bedingung (1.3) besagt, dass sich die Welle wie eine auslaufende
Kugelwelle verhdlt und sichert die Findeutigkeit der Losung der Helm-
holtz-Gleichung im Unendlichen, (vgl. Lemma von Rellich).

2. Lemma von Rellich [70]:
Sei k > 0. Die Losung u der Helmholtz-Gleichung gentige der Bedin-
gung (1.3) und

/ lu|*dF, = O(1)  fiir r — oco.
ly|=r
Dann gilt u=0 in Q°.
Um die Losung in (1.2) fiir den Auflenraum Q¢ eindeutig zu charakterisieren,
fordern wir auf dem Rand des abstrahlenden Objektes zusétzliche Randbe-
dingungen:
Fir y € T' gelte
(a) u(y) = up(y) (Dirichlet)
(b)  Onpu(y) = un(y) (Neumann)
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mit gegebenen Randwerten up bzw. uy. Dabei ist 0,u(y) = (n,, grad u(y))
die Ableitung in Richtung der &ufleren Normalen n, im Punkt y € I". Gelten
up = 0 bzw. uy = 0 auf dem Rand, so sprechen wir von dem homogenen
Dirichlet- bzw. Neumann-Randwertproblem.

Beispiel 1.1.3 Die Randbedingungen ergeben sich aus den physikalischen
FEigenschaften des abstrahlenden Objekts. So hat man bei der zeitharmo-
nischen, akustischen Streuung fiir weiche Hindernisse die Dirichlet-Randbe-
dingung und fiir harte die Neumann-Randbedingung.

Zusammenfassend konnen wir die folgenden dufleren Randwertprobleme
(RWP) fiir die Helmholtz-Gleichung formulieren.

Finde u(y), so dass gilt
Auly) + r*uy) = 0, y €,

u(y) = up(y) bzw. dyuly) = un(y), yeo, (14)
u(y) geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung.

Die Losungen der Randwertprobleme (1.4) werden wir in den Sobolev-Slobo-
detskij-Radumen suchen.
Seien dazu m € Ny und Q C R” (hier n = 3) ein Gebiet. Wir definieren den
Sobolev-Raum

H™(Q) = {v:Q—C, ||v||gm < oo},

1

2
[ollin = / D*u(x)Pde
|| <m QO
Dabei gelte wie iiblich
a € Ny, mit o] =a; +...+a, und D* =9 ...95". (1.5)

Firr € R\ Ny mit r =m+ 0, m € Ny und 0 < ¢ < 1, bezeichnen wir den
Raum H"(Q) = {v € H™(Q), |[|v||lur@ < oo} als Sobolev-Slobodetskij-

Raum der Ordnung r und die zugehorige Norm ist gegeben geméif3

2

D)~ Do)
e T Sl Wl e o
Q Q

|laj=m

Die Riume H"(Q2) sind Hilbert-Riume, und es gilt H(Q) = Ly(£2). Den
Sobolev-Slobodetskij-Raum H™"(€2) fithren wir als Dualraum zu H"(2) ver-
sehen mit der Norm

UV, W)L,
||UHH—T(Q) =  sup M
0#£weHT () ||w||HT(Q)
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ein. In unseren weiteren Ausfithrungen benétigen wir auflerdem noch fiir
m € Ny die Sobolevraume

H(Q) = {v:Q—=C, ||v||lagp = Z esssup |[Dw(x)| < oo} .

la|<m €N

Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung siehe beispielsweise [3] oder [83].

1.2 Die Randintegralmethode

Fiir die Randintegralmethode, auch Integralgleichungsmethode genannt, wird
das zu 16sende Randwertproblem

Pu =0in Q (bzw. Q) C R?,

Randbedingungen fiir u

als dquivalentes Randintegralgleichungsproblem auf dem Gebietsrand I" for-
muliert. Zentrales Hilfsmittel ist dabei die Fundamentallosung G (bzw. die
zugehorige Singularitdten-Funktion G(z,y)) des gegebenen linearen, ellip-
tischen Differential-Operators P der Ordnung 2m (m € Ny).

Die Fundamentallésung G erfiillt auf dem Raum &'(R3) der Distributionen
mit kompakten Trager, vgl. Abschnitt 2.1.1,

PGY =y =GPy, e &(RY),

d.h. G ist ein Pseudodifferential-Operator der Ordnung —2m mit der lokal
integrablen Singularitdten-Funktion G(z,y) € C* fiir x # y und

Gl/)(y) = / Glr.y) f(@)de, | e CF(RY),

R3

vgl. [79] .
Im dreidimensionalen Fall des Helmholtz-Operators P = A + 2 ergibt sich
die Singularitdten-Funktion zu

1 eislz—yl

G(z,y) = G(x,y,K) vy eR’, x#y. (1.6)

T dmr—yl’

Die Formulierungen der Randintegralgleichungen gehen entweder von Poten-
tialansitzen aus (klassische, ”indirekte” Methode) oder sie werden mit Hilfe
der "direkten” Methode aus der Green’schen Darstellungsformel gewonnen.




1.2. Die Randintegralmethode 9

Wir stellen hier die erste Methode vor, und verweisen fiir eine detaillierte
Ausfiihrung der "direkten” Methode auf die Arbeiten [25] oder [32].

Mittels (1.6) werden das akustische Einfachschichtpotential Vg und das aku-
stische Doppelschichtpotential Vp

w@::/am%wmwa, (L.7)
xwwzl/ﬁfm%mmwa, (1.8)

fiir eine gegebene Dichte-Funktion f € C*(T') und y € R? \ T definiert und
die folgenden linearen Integral-Operatoren eingefiihrt, d.h. fiir y € I" seien

1. der akustische Einfachschichtpotential-Operator

&mwz/am%@mwﬂ, (1.9)

r

2. der akustische Doppelschichtpotential-Operator

D) = [ 5o Glyon) S(@) dE. (1.10)

T

3. der adjungierte Doppelschichtpotential-Operator

0

Di[f1(y) = / 8—%G(9c,y, k) f(z) dF, (1.11)

4. und der hypersinguldre Operator

0, 1f(y) = - [ 2

on, On,
r

G(z,y,k) f(x)dF, . (1.12)

Im Folgenden betrachten wir stets ein Gebiet mit glattem Rand IT', d.h. es
gelte I' € C*.

Bemerkung 1.2.1 Sei k > 0. Dann gelten fiir die Operatoren (1.9)-(1.12)
die folgenden Figenschaften:

1. S, und D, (D) sind schwach singulire Integral-Operatoren, vgl. [67].
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2. Die Operatoren sind Pseudodifferential-Operatoren ganzzahliger Ord-
nung, d.h.

S.,D.,DF . H(T)— HHI), (1.13)
Q. : ') —-H(T), rcR, (1.14)

sind stetig.
Aufgrund der kompakten Einbettung von H™™(T') in H"(T) (siche 2.B.
[3]) sind die Operatoren Sy, D,,D: : H'(I') — H"(T") kompakt.

Die entsprechenden Abbildungseigenschaften fiir ein Gebiet mit I' € C*
und Lipschitz-Rand kénnen in [58] bzw. [24] gefunden werden.

3. Beziiglich des Lo-Skalarprodukts sind S, und Q, selbstadjungiert und
D, zu D} adjungiert, vgl. [63].

4. Die Operatoren Sy und Qqy sind fir r = —1/2 bzw. v = 1/2 stark
elliptisch und erfillen somit die Gardingsche Ungleichung auf T, die
sich fir einen Pseudodifferential-Operator A : H'(I') — H™"(I') wie
folgt formulieren ldsst:

(AU, U)]LQ(F) Z ’YGH'UHHT(F) — (’CU,’U)LQ(F) Vv e HT(F) s (115)

wobei vg > 0, und K : H'(I') — H (") ein kompakter Pseudodifferen-
tial-Operator ist, vgl. [18].

Dariiber hinaus gilt [57], dass Pseudodifferential-Operatoren der Form

mit kompakten, schwach singuldren Operatoren IC in Ly stark elliptisch
sind und die Ungleichung (1.15) erfiillen.

Wir bemerken, dass der Doppelschichtpotential-Operator D, nur fir
hinreichend glatte Oberflichen I' die Figenschaft besitzt, in Ly kompakt
zu sein. Weist der Rand Ecken und Kanten auf, verliert die Aussage
ihre Giltigkeit. In [5]] und [55] wird gezeigt, dass durch Finfihrung
eines Regularisierungsoperators M : H™Y/(T') — HY2(T") der Operator
(T +K)oM) in HV4T) stark elliptisch ist.

Mit Hilfe folgender Regularisierungseigenschaften der Potentiale Vg und Vp
auf dem Rand I' sind wir schliellich in der Lage, die Integralgleichungen zu
formulieren. Die entsprechenden Beweise findet der interessierte Leser z.B.
in [18], [63].
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Satz 1.2.2 Sei f € C*(I"). Wir definieren fiir ein Potential V/

VEy) = fllli% V(y £ hn,) und 9,V=(y) = fllli% 0,V (y £ hny),

dabei ist n, die dufere Normalenableitung im Punkt y € T
Dann gelten:

1. Vg kann stetig auf R? fortgesetzt werden und es gilt
Vs (y) = Vs (y) = Sl f1(y) - (1.16)

2. Vp geniigt der Sprungrelation

Vi) = £ f() + DalfI) (117

und kann stetig auf Q bzw. Q° fortgesetzt werden.

3. Fiir die Normalenableitung von Vg gilt
1 *
05 () = F5/ () + Dilf1(w)

4. Die Normalenableitung von Vp ldsst sich stetig fortsetzen, d.h.
Vi (y) = 0Vp (y) = Qulf1(w) .-

5. Die Potentiale Vg und Vp geniigen der Sommerfeld’schen Ausstrah-
lungsbedingung (1.8) und sind damit Lisungen der Helmholtz-Glei-
chung in 2 und °.

In 1. - 4. ist die Konvergenz fiir h — 0 gleichmdfig bzgl. y € T' zu verstehen.

Wir betrachten im Folgenden das &uflere Dirichlet-Randwertproblem in (1.4).

Auly) +r*u(y) =0,  ye,
u(y) = up(y), y € 09, (1.18)
u geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung (1.3) .

Die Darstellung der Losung als Einfachschichtpotential d.h. u(y) = Vs(y) aus
(1.7), y € Q°, fithrt mittels der Eigenschaft (1.16) auf die Randintegralglei-
chung erster Art

Sulflly) =uply), yerl. (1.19)
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Setzen wir hingegen u(y) = Vp(y) aus (1.8), y € Q°, voraus, so haben wir
aufgrund (1.17) die Gleichung zweiter Art

(57+2.) 11w = unls). ver, (1.20)

zu 16sen.

In analoger Weise kénnen alle anderen Félle behandelt werden. Eine Aufstel-
lung, auf welche Integralgleichungen die Anséitze u = Vg bzw. u = V fiir die
Dirichlet- und Neumann-Randwertprobleme im Innen- (£2) bzw. Auflenraum
() fithren, ist in Tabelle 1.1 gegeben.

Im Fall einer komplexwertigen Wellenzahl x besitzen das duflere Dirichlet-
Randwertproblem und die zugehoérigen Randintegralgleichungen stets ein-
deutige Losungen. Fiir k € RT konnen analoge Existenz- und Eindeutig-
keitsaussagen formuliert werden, vorausgesetzt —x?2 ist kein Eigenwert des
Laplace-Operators A.

Bemerkung 1.2.3 Mit Hilfe des Lemmas von Rellich kann gezeigt werden,
dass das duflere homogene Dirichlet-Randwertproblem fiir alle Wellenzahlen
k eine eindeutige Losung u besitzt und dass u =0 in Q° gilt.

Satz 1.2.4 Das dufSere Dirichlet-Randwertproblem (1.18) besitzt fir alle
up € H'(T'), r € R, stets eine eindeutige Lisung

0 r+1
u(y):/an G(a,y.k)f(x)dF,, ueH,*(Q). (1.21)
Tr

In der Darstellung (1.21) bezeichnet f € H"(I') die Losung der Randintegral-
gleichung (1.20).

Ist —k? kein Eigenwert des inneren homogenen Neumann-Randwertproblems,
so ist die Gleichung (1.20) eindeutig losbar. Im Fall einer sogenannten ir-
requliren Wellenzahl (—k? ist ein Eigenwert) wird der Kern des Integral-
Operators nichttrivial.

Sei —k? ein Eigenwert des inneren homogenen Neumann-Randwertproblems

Au(y) = Maly), y€Q, A=-k",

8n,a(y> = 07 y€F7
so erhalten wir mittels der Green’schen Darstellungsformel [18] fiir & auf dem
Rand I'

51 = [ |Gl noit) - 5Glop. i) ar,
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/(9 (@9, R)i(a)dF,

<;I+D)[] 0.

Da @ als (nichttriviale) Losung des homogenen Neumann-Randwertproblems
nicht gleichzeitig die homogene Dirichlet-Randbedingung erfiillen kann, gilt
u # 0 auf dem Rand.

d.h.

Satz 1.2.5 Das duflere Dirichlet-Randwertproblem (1.18) ist eindeutig los-
bar

u@z/waM@MLuGMWm (1.22)

fiir alleup € H'Y(T), r € R, vorausgesetzt —k? ist kein Eigenwert des inne-
ren homogenen Dirichlet-Randwertproblems des Laplace-Operators. In (1.22)
stellt f € H"(I") die Losung der Randintegralgleichung (1.19) dar.

Ist —k? ein Eigenwert, so ist die Gleichung (1.19) genau dann lésbar, wenn
die gegebene Funktion up orthogonal zu dem Kern des adjungierten Einfach-
schichtpotential-Operators St = S, ist. In diesem Fall ist die Losung f nicht
eindeutig.

Um das Problem dieser irreguldren Wellenzahlen zu umgehen, wurde von
Brakhage und Werner [15], Leis [62] bzw. Pani¢ [68] ein kombinierter Poten-
tialansatz gewahlt.

Satz 1.2.6 Wir definieren die Losung als folgendes Schichtpotential

u(y) = / [ 0 G(z,y,k) +inG(z, vy, /{)} f(x)dF,, yeQ°, (1.23)

on,
r

mit einer reellen Zahln # 0.
Die zugehdrige Randintegralgleichung

(57+De+15.) ) = unls), veT. (1.24)

besitzt fiir alle Randwerte up € H'(T") eine eindeutige Losung feH ('), und

der Ausdruck (1.23) liefert die eindeutige Lisung u € H, " (QC) des dufSeren
Dirichlet-Randwertproblems (1.18).

loc
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RWP | Ansatz Randintegral- EWP Losbarkeits-
gleichung A= —k? bedingung
u="Vs Sulf] = up (IDPy):
IDP, 1
uw=Vp (—§I+Dﬂ)[f]:uD At = \uin © /uDﬁnﬂdF:O
r
u="Vy Sulf] = up w=0auf I
EDP,, .
uw=Vp <§I+ D,i> [f] =up (INPy): —
u="Vp Q.lf] = un AU = M\t in Q)
INP, n
u="Vy (§I+D:>[f}:u]\r Ot =0 auf I' /uNﬂdF:O
r
u="Vp Q. [f] =un
ENP, !
u="Vg (—51—1— D:) [f] = un (IDPy) S

Tabelle 1.1: Ubersicht der Randintegralgleichungen und der zugehérigen
Eigenwertprobleme

Bemerkung: IDP,, ENP, stehen fiir Inneres Dirichlet-Randwert Problem
bzw. duBeres (engl. Exterior) Neumann-Randwert Problem der Wellenzahl
K, USW.

Bemerkung 1.2.7 Nach Bemerkung 1.2.1. 4. ist der Operator aus (1.24)

1
A. = §I+ K. mit K.=D,+inS, (1.25)

in Lo(T) stark elliptisch und erfillt die Gardingsche Ungleichung.

Beweis. (Satz 1.2.6)

Wir zeigen, dass der Operator (1.25) ein Isomorphismus von H"(I') — H"(I")
ist.

Zunéchst sei bemerkt, dass K, : H"(I') — H"(I") kompakt ist (siehe Be-
merkung 1.2.1. 2.). Nach der Riesz-Theorie (speziell Satz 1.16 in [22]) folgt
dann die Isomorphie des Operators bereits aus der Injektivitiit. Das heifit es
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geniigt zu zeigen, dass

N (Ay) = {0}.

Angenommen, f sei eine Losung der homogenen Gleichung
A.f=0.

Dann 16st u, wie in (1.23) definiert, das &uflere homogene Dirichlet-Randwert-
problem und es gilt v = 0 in Q€ (siehe Bemerkung 1.2.3). Auf dem Rand T
ergeben sich dann aus den Sprungeigenschaften (Satz 1.2.2)

u(y) —u(y) = —u (y) = f(y) und —0,u(y) = inf(y).

Mit Hilfe der ersten Green’schen Darstellungsformel konnen wir den Beweis
abschlieflen, denn wir erhalten

in/|f|2dFy: /u_(?nu_dFy: / (Jerad ul® — &*[ul?) dy
r

T Q

und mit k € RT und n € R\ {0} folgt f = 0 auf dem Rand. ]

Alle anderen Beweise der aufgefiihrten Sétze sowie die entsprechenden Aussa-
gen der anderen Randwertprobleme, die in der Tabelle 1.1 zusammengefasst
sind, findet der interessierte Leser zum Beispiel in [18] oder [22].

1.3 Die Randelementmethoden

Die in Abschnitt 1.2 angegebenen Randintegralgleichungen werden nume-
risch gelost, indem wir die unbekannte Funktion f auf der Oberfliche I' ap-
proximieren und eines der bekannten Projektionsverfahren (Galerkin- bzw.
Kollokationsverfahren) anwenden. Abhéngig von der Wahl der Randintegral-
gleichung und der Diskretisierungsmethode kénnen Konvergenz- und Stabi-
litdtsaussagen formuliert werden. vgl. [88].

1.3.1 Variationsprobleme

Wir betrachten die Hilbertrdume (Hy, (-,-)1) und (Ha, (+,-)2) mit den in-
duzierten Normen || - ||y bzw. || - ||o. Weiter seien a : H; x Hy — C eine
Sesquilinearform und [ € H) gegeben. Das zugehorige Variationsproblem
lautet dann:

” finde v € Hy mit a(v, w) = l(w) fir alle w € Hy 7. (1.26)
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Definition 1.3.1 Seia: Hy x Hy — C eine Sesquilinearform.

1. a(-,-) heifit stetig, wenn eine Konstante cy existiert mit

la(v,w)| < cql|v||1||w]|e fir allev € Hy, w € Hy.

2. a(-,-) erfillt auf Hy x Hy die Babuska-Bedingungen, wenn zwei Kon-
stanten cy, ¢ existieren, so dass

inf  sup |a(v,w)|>¢ >0 (1.27)
Hzle\fél HwﬁH21
wl|o=

inf  sup |a(v,w)| >c; >0
weHo veEH]
loll2=1 | jvjj; =1

Mit Hilfe des Riesz’schen Darstellungssatzes kann einer stetigen Sesquiline-
arform a(-, -) auf H; x Hj ein eindeutig bestimmter Operator A € L(H;, Hy)
mit || A|| < ¢s zugeordnet werden, so dass

a(v,w) = (Av,w)y fiir alle v € Hy, w € Hy (1.28)
erfiillt ist.

Satz 1.3.2 (Existenz und Eindeutigkeit)
Sei a: Hy x Hy — C eine stetige Sesquilinearform. Dann sind dquivalent:

1. a(-,-) erfullt die Babuska-Bedingungen.
2. A7 € L(H,, Hy) existiert.

Gilt eine der beiden Aussagen, so besitzt das Variationsproblem (1.26) eine
eindeutige Losung v € Hy.

Fiir diese gilt ||v]|1 < ¢ |I|| mit ¢, = ¢ = || A7~

Der Beweis kann zum Beispiel in [7] oder [46] nachgelesen werden.

Das kontinuierliche Problem (1.26) wird in eine endlichdimensionale Aufgabe
iibergefiihrt, indem wir zu H;, und Hs beziiglich des Diskretisierungsparame-
ters h € R zwei Folgen endlichdimensionierter Rdume V), und W}, definieren,
fiir die gelten:

1. V}, € Hy, W), C Hy und dim(V},) = dim(W,,) = N € N.
2. Es existieren v, € V}, so dass

lim inf |[v —w||1 =0 firallev e H;.
h—0 v, €V}
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Damit ergibt sich folgende Variationsaufgabe (Galerkin-Petrov-Gleichung):
7 finde vy, € V}, mit a(vy, wy) = l(wy,) fiir alle wy, € Wy, 7. (1.29)
Die Losung v, wird als Galerkin-Approximation an die Losung v des Pro-

blems (1.26) bezeichnet.

Grundlegend fiir die Konvergenzabschéitzungen ist das erste Lemma von
Strang (als Verallgemeinerung des Lemmas von Céa). Wir setzen voraus,
dass das (gestorte) Problem

” finde vy, € Vj, mit a(op, wy,) = l~(wh) fir alle wy, € Wy, 7 (1.30)

fir alle 0 < h < hg eindeutig losbar sei, d.h. die stetige Sesquilinearform
a(-,-) erfiille auf v, x W), die Babuska-Bedingungen.

Satz 1.3.3 (Lemma von Strang) FEs seien v und ¥, die Losungen der Pro-
bleme (1.26) beziehungsweise (1.30). Dann gilt

||'U B Q}h||1 < uf <|:1 n &:| HU . UhHl + sup C;l |a’(vh7wh) - a(vhvwh”)
vREVY Cp wpEW}, ||Ujh||2

l(wy) — 1
b sup il =Tl
thWh ||,I‘Uh||2

Fiir den Fall (@ = a und [ = 1) erhalten wir das Lemma von Céa.

Beweis. Seien 0 # v, € Vj, und 0 # w;, € W), gegeben. Weiter gelten nach
Voraussetzung

a(v,wy) = l(wy,) fur v € Hy und a(op, wy) = l(wy,) fiir 0, € V.

Damit erhalten wir zunéchst folgende Relation

a(vy, — Op,wp) = L(wy) — Hwp) — a(v — vy, wy) + a(vy, wy) — alvp, wy) -

Da a(-,-) die Babuska-Bedingung erfiillt, erhalten wir mit der zu (1.27) dqui-
valenten Form

|@(vn — On, wp)|

collvn — Dul[1 < sup

wpEWR ||wh||2
< swp |la(v — vp, wh)| N |1 (wn) — I(wy)] N |a(vn, wp) — a(vn, w)|
whEW, |[whll2 ||wn]l2 |[wn]l2

< ¢sllv —wpll1 + sup

€W, [|wnl]2 [|wnl]2

(WWJ—W%H+M@mWJ—M%wMU.
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Die letzte Ungleichung ergibt sich aus der Stetigkeit der Sesquilinearform
a(+,+). Wenden wir noch die Dreiecksungleichung

[lo = tally < [lv —=wvally + [lvn — Oy
an, so folgt die Behauptung. n

Im Folgenden seien {1, ..., oy} mit p; € Vi und {¢q, ..., ¥y} mit ¢, € W,
j = 1,..., N, Basissysteme der Rdume V},, und W}, die entsprechend als
Ansatz und Testraum bezeichnet werden und der Projektionsoperator

Py : CV =V, gemiB

N
Pry = v, = Z vipj, v;€C, (1.31)

j=1

definiert. Aufgrund der Eindeutigkeit der Basisdarstellung ist dieser inver-
tierbar und die Galerkin-Petrov-Gleichung (1.29) kann in ein lineares Glei-
chungssystem iibergefiithrt werden. Das heifit zu der Galerkin-Losung v, € Vj,
ergibt sich mit v = P, Loy, folgendes lineares Gleichungssystem

N
(Ao, )2 = > vi(Apsh)a =1(t), i=1,...,N,
7=1

bzw.
Av=0b, AeCVN peCh,

mit den Eintrégen a;; = (Ap;, ¥;)2, by =1(¢;) , 4,5 =1,..., N und

v=(v,...,vy)L.

Bemerkung 1.3.4

1. Im Fall V;, = W), erhalten wir das klassische Galerkin-Bubnov-Verfah-
ren bzw. Galerkin-Verfahren und nennen es stabil, wenn fiir den Ope-
rator A=t € L(V;,, Vi) gilt und er gleichmif$ig beschrinkt ist.

2. Die Kollokationsmethode kann als ein verallgemeinertes Galerkin-
Petrov-Verfahren mit Dirac §-Distributionen als Basis des Testraumes
W, betrachtet werden.

3. Sei Vi, ¢ H" ('), r € R. Wir nehmen an, dass die unitire Norm des
CN zur Lo-Norm dquivalent ist, d.h. fir v € C gilt

Cul Pl |Lory < Al[Vll2 < col [Prv Loy - (1.32)
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Dabei sind c,, ¢, > 0 zwei von h unabhdngige Konstanten.

In analoger Weise ergibt sich die Aquivalenz der Mazimum-Norm des
CN zur HY_-Norm (V;, c C(T)):

Cul[Prvlme, ) < |[vlloe < Col[Prvllme, ) (1.33)
fiir alle v € C und ¢,, ¢, > 0 zwei von h unabhdingige Konstanten.

Fiir das klassische Galerkin-Verfahren kénnen wir das in [18] gezeigte Lemma
angeben.
Seien dazu Hy = Hy = H, H' der zugehorige Dualraum und Vj, = W,.

Lemma 1.3.5 Sei A : H — H' ein Isomorphismus und erfille die Gard-
ingsche Ungleichung, d.h. (Av,v)mxx > vellv||lg — (Kv,v) gy Yv € H,
mit einem kompakten Operator K : H — H'. Dann existiert ein hg > 0,
so dass die zugehdirige Sesquilinearform a(-,-) auf Vi, x Vi, 0 < h < hg, die
Babuska-Bedingungen erfiillt.

1.3.2 Ansatzriaume

Um die Ansatzridume zu konstruieren, nehmen wir an, dass die Oberflache

[ in endlich viele abgeschlossene Flachenstiicke I'y, ..., I", zerfalle, die sich
iiber polygonal berandeten Teilmengen I'; C R?,4 = 1,..., p, parametrisieren
lassen.

Oder anders ausgedriickt, es existieren injektive Abbildungen X; € Ct(fi),
t > 2, mit

p

i=1

Sei 7; eine Triangulierung des Parametergebietes [; mit bis auf den Rand
paarweise disjunkter nichtleerer Dreiecke T'. Eine Triangulierung 7; der Fl&-
chenstiicke T'; ist dann gemé 7; = {T = X;(T), T € 7;} gegeben und

P
T=JT
i=1
ist wiederum eine Triangulierung der Oberfléche T'.

Uber das Ma8B fiir die Feinheit der Triangulierung 7

h = max diam(7) mit diam(7T") = sup{|z — y|, z,y € T}
S

wird fiir h — 0 eine Familie {7, ,0 < h < 1} von Triangulierungen definiert.
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Bemerkung und Definition 1.3.6 Sei {7;,,0 < h < 1} eine Familie von
Triangulierungen.

1. FEine Triangulierung heifit zuldssig, wenn fir Ty, Ty € Ty, gilt:
Jede Seite von T} ist auch eine Seite von genau einem Ty, wenn Ty # T.

2. Existieren von h unabhdngige Konstanten Cy, ¢, > 0 mit

1
Cyh > diam(T") > C—h fir alle T € Ty, ,
q

dann ist die Triangulierung quasi-uniform.

3. Eine Familie von Triangulierung nennen wir requldr, wenn

w(T) > ¢, diam?(T)  fiir alle T € U’]}l
h

mit u(T) = / dF, gilt.
T
Dabesi ist ¢, > 0 eine von h unabhdingige Konstante.

Im Folgenden betrachten wir eine regulére Familie zuléssiger Triangulier-
ungen und definieren fiir jedes 7, Spline-Réume iiber dem Rand I’

S0 = {gely); go Xy € P YT) fiir alle T € Tp,},
S;?’d = {g€ Cd_l(l") cgoXr € Pm_l(T) fir alle T € 7,,} ,d > 0.

P™1(Q2) bezeichnet hierbei den Raum der Polynome von Grad m — 1 iiber
dem Gebiet €2 und es gilt d < m € N.

Die Spline-Réume besitzen die folgenden Eigenschaften, die in [7] bewiesen
werden:

Satz 1.3.7 Es gelten:
1. ST € HYT).

2. Approzimationseigenschaft:
Seien 7 < d, 7 < s <m und v € H*(I"). Fiir jedes h > 0 existiert ein
m,d
vy, € 5,7, so dass

v — vy < cah® T |[v|]rs(r)

qilt, wobei die Konstante c, von v und h unabhdngig ist.
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3. Inverse Ungleichung:
Sei Ty, eine quasi-uniforme Triangulierung. Firt < s < d existiert eine
von v und h unabhdngige Konstante ¢;, so dass fir alle vy, € S,T’d(l“)
qgilt

a0y < iR 8| v |wr ) -

Héufig kann die Oberfliche I' nicht explizit angeben werden und es ergibt
sich die Notwendigkeit, I' mittels Interpolation durch eine stetige stiickweise
glatte Ersatzoberflache ' zu ersetzen. Dazu wéhlen wir ein Lagrange-Sys-
tem stetiger finiter Elemente S;fﬂ’l, k > 1,in Bezug auf geeignete unisolvente
Punkt-Mengen von Gitterpunkten {z; = z;r}, so dass in jedem T € 7,
eindeutig interpoliert wird,

XTA (.I’Z) = XT(.TZ) mit XTA € S;:Jrl’l .

Die Ersatzoberfliche I'a ist dann analog zu oben iiber X;, definiert, siehe

Abbildung 1.1. Fiir die zugehorigen Ansatzraume S}T’d erhalten wir in diesem
Fall die Bedingungen d <m — 1 <kund 0 < d < 1.

Xi
P -
T’A J
Xia A

Abbildung 1.1: Parametrisierung von T und Tx iiber einem Dreieck T

Der Fehler, der durch die geometrische Approximation entsteht, ist ausfiihr-
lich in [66], [40] oder [39] behandelt. Insbesondere werden dort der Jacobian,
die Normalen und die Abstande auf I' und I'A untersucht.

Bemerkung 1.3.8 Fiir k = 1 ist I'a eine Polygonfliche. Wir betrachten
speziell den Fuall, dass I'p als eine Vereinigung ebener Dreieckselemente Ta;,
1 =1,..., Ny, dargestellt wird, deren Eckpunkte x;, 1 = 1,..., Ny, auf der
Oberfliche T' liegen.

Weiter sei {1, ..., on} eine Basis von S (Ua). In Fallm =1 und d = 0
sind die Funktionen @; stickweise konstant und die Zahl der Unbekannten
N = dim Si’o ist gleich der Anzahl der Dreieckselemente N. Wihlen wir
stiickweise lineare p;, d.h. m =2 und d = 0, dann gilt N = Np,.
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1.3.3 Stabilitdt und Konvergenz

Wir betrachten im Folgenden die Randintegralgleichung aus (1.24) fiir ein
festes k € RT,

Al = (574 Dot S, ) 1) = upl) . weT. (130

und wenden auf das dquivalente Variationsproblem die vorangestellten Aus-
sagen an. Dariiber hinaus zeigen wir allgemein die Konvergenz und Stabilitét
des resultierenden Galerkin-Verfahrens und gehen auf Konvergenzaussagen
fiir das Kollokationsverfahren ein. Die allgemeine Formulierung erméglicht
es uns, die Aussagen auf die anderen, in Tabelle 1.1 dargestellten Randinte-
gralgleichungen zu iibertragen.

Zur Formulierung des Galerkin-Verfahrens betrachten wir das Variationspro-
blem
7 finde f € H'(T") mit

a(fa w) = (Al-”uf7 w)Lz(F) = (uDu w)]LQ(F) = l(lU) (135)
fir alle w € H'(I") ”
und bemerken, dass die durch den Operator A, definierte Sesquilinearform
a(-,-) stetig ist.

Wiihlen wir die Ansatz- und Testréiume gemi Vi, = W), = S74(T") ¢ H"(T')
mit r < d, so ergeben sich die Galerkin-Gleichungen zu

? finde f, € ST mit
(Awfr, wh)Lyry = (WD, Wh)Ly() (1.36)

fiir alle wy, € S;»4(T) .

Sei {1, ..., N} eine Basis von S;*(I'). Mit f, = Pnv aus (1.31) erhalten
wir

Av=>b, A,eCVN pecC?, (1.37)

mit den Eintragen a;;(k) = (Axpj, @i)Lory, bi = (up, @i,y , 4,7 =1,..., N
und v = (vy,...,vy)T € CV.

Da der Operator A, nach Satz 1.2.6 und Bemerkung 1.2.7 in Ly(I") die Vor-
aussetzungen des Lemmas 1.3.5 erfiillt, konnen wir die folgende (allgemeine)
Konvergenzaussage formulieren:




1.3. Die Randelementmethoden 23

Satz 1.3.9 Sei f € H*(I') die Losung von (1.35). Weiter erfiille die ste-
tige Sesquilinearform a(-,-) auf S;**(T') x S;»*(T) die Babuska-Bedingungen.
Dann gilt fiir die eindeutig bestimmte Liosung fj, € S,T’d(F) von (1.36)

I|f = fullmr@) < ch* 77| f]

mry, T<s<m.
Beweis. Wir wenden das Lemma von Strang 1.3.3 (Lemma von Céa) mit

Hy, = Hy = H'(I') und V}, = W}, = S;»*(T") € H"(T") und die Approximati-
onseigenschaft (Satz 1.3.7) mit r < s < m an und erhalten mit

c=cq {1+%}
Cyp

die Behauptung. n

Mit dem Aubin-Nitsch Trick konnen diese Fehlerabschéatzung auch in nie-
drigeren Normen beweisen werden, vgl. [57].

Satz 1.3.10

1. Sei f € H*(I') die Losung von (1.35). Weiter erfiille die stetige Ses-
quilinearform a(-,-) auf S;**(T) x S (I') die Babuska-Bedingungen.
Dann, gilt fiir die eindeutig bestimmte Lisung vy, € S;"*(T) von (1.36)

I1f = fullgr@) < k7| f]

Hs(T) »
wobei 2r —m <717 <r<s<m.

2. Gilt zusdtzlich noch die inverse Ungleichung, so kann die Aussage fiir
2r—m <1 <s<mund Tt <d erweitert werden.

Wir gehen noch auf den Fall ein, dass ein gestortes lineares Gleichungssystem
Av=0> (1.38)

vorliegt. ”Gestorte” oder fehlerbehaftete Eintriige der Matrix A, und der
rechten Seite ergeben sich unter anderem aus der zusétzlichen Approximati-
on des Randes I" durch I' o, vgl. Abschnitt 1.3.2, und/oder der Notwendigkeit,
die Integrale numerisch zu berechnen. Dariiber hinaus werden bei der An-
wendung schneller Verfahren die Eintrége approximiert und daher ungenau
berechnet, vgl. Kapitel 3.

Seien fj,,w;, € S,T’d(l—‘), wobei f, = Ppv und w, = Ppw mit v,w € CV.
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Die zu (1.38) gehorige Sesquilinearform af(-,-) und das lineare Funktional [(+)
ergeben sich dann zu

a(fn, wp) = v *Agw  bazw. [(wy) = w*b. (1.39)

Analog zu Satz 1.3.9 erhalten wir fiir das gestorte Galerkin-Verfahren die
Konvergenzaussage:

Satz 1.3.11 Sei f € H¥(I") die Losung von (1.35) und die stetige Sesquiline-
arform a(-,-) erfiille auf S;"*(T') x Sy*“(T') die Babuska-Bedingungen. Weiter
gelten in der Spektral-Norm bzw. der unitdren Norm die Abschdtzungen

14 = Adllz < wh® [ Alle und [[b = b||2 < enhl"[[b]]2.

Dann besitzt das gestorte Galerkin-Verfahren (1.39) eine eindeutig bestimmte
Lisung fy € S;*(T) und es gilt

f = Fullary < (b + com) || f]

ws(r) + CsEn|Up||ms ()
mitr < s <m.
Fiir den Beweis des Satzes geben wir das folgende Lemma an.

Lemma 1.3.12 FEs gelte die inverse Ungleichung und die stetige Sesquiline-
arform a(-,-) erfille auf S7"(T) x S;*(T") die Babuska-Bedingungen. Dann
gelten

1. firr <O:
o <Al < S0 wnd (o < llusl]
2 2 >~ k|12 > 02 un 2 > Cu U/D H\r\(l") .

2. firr >0:
) CsCF ooy Cip1r
S0 < [Aglls < =5+ und —[[blly < —=h"""Jup|lerw) -
c2 2 Cu

Dabei bezeichnet || - ||2 die Spektral-Norm der zugehdorigen Galerkin-Matriz

A, bzw. die unitire Norm der rechten Seite b aus (1.57).
Beweis. Es seien v,w € CY mit w # 0. Wir bemerken

(@A) _ - Ja(Par Pu)

|Apv ]2 = sup =———
w w2 w !l
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und analog

[
] = sup P
T,

Sei r < 0. Zunschst ergibt sich mit der Aquivalenz der Normen (1.32) und
der inversen Ungleichung

w2 < coh™ ||Pawl|Lory < cocih™ | Prw| |y -

Da a(-,-) die Babuska-Bedingungen erfiillt, folgt

hi—r - |a(77h1/,77hw)|
CoCi w || Prw|lmr )

Cyp _ Cy -
> —h Py 2 55 b .

CoC c2c?

1 Axrlls >

Die letzte Abschétzung ergibt sich analog zu oben.
Wegen der Stetigkeit der Sesquilinearform gilt

Phw HT (T
1Al < eollPav]lry sup L2l @)
w l|w]]2
Prw!|Lym) 1:32) ¢4
= Cs||7’hV||L2<r>Supw < S
w w2 2

Fiir die rechte Seite erhalten wir mit der gleichen Argumentation

h |(UD,’Phw)L2([‘)‘ < h

bllo < —su < —lu Ir1(T) -
1[0]]2 Cu wp ||Phw||HT(F) Cu|| plle )
In analoger Weise erhalten wir die Abschétzungen im Fall » > 0. [

Beweis. (Satz 1.3.11)
Seien fj,, wy, € S;(T') wie oben gegeben. Wir bemerken

|a(fu,wn) = a(fu,wn)| = V" (Ae — Ag)u]
[1Ax = Al l2][v[]2][w]]2

<
< b Aol [Vl [w]]2

Wir schétzen ||A,||> mit Lemma 1.3.12 ab und erhalten aus der Aquivalenz
der Normen (1.32) und ggf. der Anwendung der inversen Ungleichung fiir alle
r die Beziehung

|a(fr,wn) — alfa, wn)l < e ful @ ||wnl |y
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wobei ¢ = ¢;¢,/c¢y.
Fiir die rechte Seite beachten wir

[Uwn) = L(wn)] = 0" (b= )| < [1b—blls]|w]]2

und mit der gleichen Argumentation wie oben ergibt sich die Abschéitzung

|{(wn) = Uwa)| < enéllupllarw)l[wnllerw) -

Seien f € H*(T') und f, € S/"%(I") die eindeutig bestimmten Lésungen der
Probleme (1.35) und (1.39). Wir wenden das Lemma von Strang 1.3.3 mit
Hy = Hy = H'(T') und V,, = W, = S"Y(T) ¢ H'(') an und erhalten mit
c=(14cs/cp)

_ . Cs .
|f = th]HIT(I‘) < Hlfd <C||f - thH*(F) + _Cz’YthhHH*(F))
fresya(r) Co

~

¢
+ _5h||UD||]HIT(F)
Cp

IN

c s—r Cs .
. (_ N ) B ey + 2l 1 o)
Cp Cp

~

¢
+ —en||upl Hs(T)
Cp

wobei vy,cs¢2 < C.
Fiir die letzte Abschédtzung wurden die Dreiecksungleichung

aller @y < I1f = faller@y + 1 lsm

und die Approximationseigenschaft mit r < s < m ausgenutzt.
Mit ¢; = ¢4 (¢/cp + ¢), ca = ¢%cs/cy und c3 = é/cp, folgt die Behauptung.  m

Satz 1.3.13 Die stetige Sesquilinearform a(-,-) erfiille auf S;*(T') x S7(T")

die Babuska-Bedingungen und es gelte die inverse Ungleichung. Dann ergibt
sich fiir die Konditionszahl der zugehorigen Galerkin-Matrixz A,

2
CS CO
condy(A,) < ch ™ mit =2 (ci—) :
Co Cu
Beweis. Die Behauptung erhalten wir, indem wir Lemma 1.3.12 anwenden,

condy(Ay) = [[Ax| |2l A% []2- =

Bemerkung 1.3.14 Im Fall Ly(T"), d.h. r = 0, hingt die Konditionszahl
nicht mehr explizit von h ab, d.h. die Matriz A, aus (1.37) ist asymptotisch
gut konditioniert.
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Im Falle des Kollokationsverfahrens lautet das Problem
? finde f, € S7"*(T) mit

.A,{fh<yz) ZUD<yZ), 1= 1,,N, (140)

in den sogenannten Kollokationspunkten y; € I' 7,

vgl. Bemerkung 1.3.4. 2. Das zugehorige Gleichungssystem ergibt sich zu
Awv=>b, A, eCVN pecCV, (1.41)
wobei nun

aij(k) = (Aep;) (i), bi=uply), 4,j=1,...,N,

und v = (vy,...,vn)T € CY aus (1.31) gelten.

Fiir das in der Praxis haufig benutzte Kollokationsverfahren liegen im Ge-
gensatz zum Galerkin-Verfahren keine allgemeinen Konvergenzaussagen vor.
Wiéhrend im zweidimensionalen Fall Aussagen fiir bestapproximierende Spli-
nes ungerader und gerader Ordnung in [6], [77] oder [88] gezeigt werden,
sind zur Zeit im dreidimensionalen Fall befriedigende Ergebnisse nur fiir die
spezielle Klasse Fredholmscher Integralgleichungen zweiter Art mit schwach
singuldrem Kern bekannt.

Die zu losende Gleichung (1.34) besitzt diese Eigenschaft, d.h.

<%I+ ICH) fly) =uply), yeT, (1.42)

und K, = D, + inS, ist ein schwach singulédrer, kompakter Operator, vgl.
Bemerkung 1.2.1.

Wir bemerken, dass im Fall eines nicht-glatten Randes der Doppelschichtpo-
tenial-Operator D,, durch D, = DY + DY dargestellt werden kann, wobei
DY ein kompakter Operator ist und der Operator D die Kontraktionsei-
genschaft HDS)H < ¢ < 1 besitzt.

Wir zeigen im Folgenden einige wichtige Resultate und verweisen fiir eine
ausfithrliche Behandlung auf die Arbeiten [87] oder [86].

Sei Z,, : C(T) — S;™(I') der zu Y = {1, ...,yn ,¥: ist Kollokationspunkt}
zugeordnete Interpolationsoperator geméfl

Tw(y) = v(y:), i=1,....N, (1.43)
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mit der Approximationseigenschaft:
Seien 0 <7 <s<m, 7 <d<m—1. Dann gilt fir v € C*(T")

||Zh’U — U||H&,(F) S éahS_TH'UHHgO(F) s (]_44)
wobei die Konstante ¢, unabhéngig von h und v ist.
Damit ergibt sich fiir (1.34) die Kollokationsgleichung

? finde f, € ST mit

1
ifh + ’Cnhfh = Up,, ICRh = IhICH und Up, = IhuD L7 (1.45)

Bemerkung 1.3.15 Aufgrund der Definition des Interpolationsoperators Ip,
1
(1.43) ist die Gleichung (1.45) zu (1.40) mit A, = §I+ Ky dquivalent.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas, welches unter anderem in [87] gezeigt ist,
kénnen wir Konvergenzaussagen fiir das Kollokationsverfahren formulieren.

Lemma 1.3.16 FEs gelten folgende Voraussetzungen:
1. Xo=C(T') und X =H°(T) fiir d =0 bzw. Xg =X =C(T) fird>1

zusammen mit der HC, (T')-Norm,

2. K. : X — Xy ist ein kompakter, linearer Operator,

8. NI Kwv ||y < Cl|v||mo )y und illli% |(ZhKx — Ki)v||mo oy = 0 fiir
alle v € X,

4. die Menge U {(IhIC,i —Ko)v, ve X und ||v||m ) < 1} ist relativ
h>0

kompakt in X,.

Weiter sei f € X die eindeutig bestimmte Losung von (1.42) mit up € X.
Dann existiert hg > 0, so dass die Gleichung

1
§fh + K =up, Ky, =Tk, (1.46)

fiir 0 < h < hg eindeutig losbar ist und die Lisung fj € S,T’d(F) gentigt den
folgenden Abschdtzungen

|| frllm, 0y < Cl|fllme, @) < crllupl|m ) (1.47)




1.3. Die Randelementmethoden 29

und
1f = fullagmy < all(Ke, = Ko) fllagm) - (1.48)
Dabei sind ¢, ¢, > 0 zwei von h unabhdngige Konstanten.

Satz 1.3.17 Sei hy > 0. Die Gleichung (1.42) mit up € C"(I") sei eindeutig
losbar und f € C'(I'), 0 < r < m. Dann gilt fir die eindeutig bestimmte
Lisung fy € S;(T) von (1.45)

(1
17 = fillor < (Gl lleie + s (1.49)

fiir alle 0 < h < hyg.

Beweis. Wir bemerken zunéchst,
1
@ - DKt = @ - (a0 - 37

Fiir die Abschitzung (1.48) ergibt sich mittels der Dreiecksungleichung

1
f = fulloy < o <||IhUD — up||mg, ) + §||th - f”Hgo(F))

(1.44) (1
< cpCh <§Hf||Hgo(F) =+ HUDHHQO(F))

Die Behauptung folgt mit ¢ = ¢;¢,. n

Wir betrachten abschlielend das gestorte lineare Gleichungssystem
1
2
und bezeichnen mit K., = Z,K, : S"T) — S;»*(T') den zugehérenden
linearen kompakten Operator.

v+ Kao=b, bi=up,(y;),i=1,...,N,

Satz 1.3.18 Seien f € C'(T) und fn € S;"(T') die eindeutig bestimmten
Lisungen von (1.42) mit up € C"(T) bzw. von (1.45) mit up, € S;y(T).
Weiter sei in der Mazimum-Norm die Abschdtzung

||Kn_[~(/<Hoo < 5h||KnHoo (1-50)

gegeben. Dann st f € S,T’d(l“) (fr = Pniv mit v € CN) das gestirte Kollo-
kationsverfahren

1~ ~ ~
éfh + IC,{hfh = uDh (151)
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eindeutig und es gilt
. (1 -
1 = fallwg, @y < eh” { Sl Al + lupllmz ) | + Eonllupllag, @) -

Beweis. Es gelte die Aquivalenz der Normen (1.33) fiir v = Ppv € Sy (T
und v € CV.
Zunéachst schitzen wir die Norm || K || mit Hilfe des Lemmas 1.3.16 ab

1 Ce Co _
1Ko < =10l < ol < 2ecllvllo. (152)

(2

Es seien fy, fn € S,T’d(l“) mit f, = Ppv, fn = Puv und v, € CV. Aus (1.45)
und (1.51) erhalten wir die Gleichung

% <fh — fh) + K., (fh — fh) = Ky, — K\ fr = gn-

Die Abschétzung (1.48) ergibt sich mit der Aquivalenz der Normen (1.33) zu

1fn = Fallsg.m) < erllgnllaemy < el (K = K|l
< ol Ki — Kisllool V]|
Co .\
< o 1B = Kolloo | fal g,y -

Wir wenden die Eigenschaft (1.50) an und schitzen ab, vgl. (1.52),

62

Ifo = Fullmoy < Ck5c5—§5h||thHgo(r)
(1.47) e\
< Conllupllug @y, ¢ = ce (Ck__) :

Cy

Die Behauptung folgt mittels der Dreiecksungleichung
f = Fullso oy < 11 = Fullao. @y + |fn — Fallso oy
und der Konvergenzabschitzung (1.49). ]

Satz 1.3.19 FEs gelten die Aussagen des Lemmas 1.3.16. Dann ergibt sich
fiir die Konditionszahl der Kollokationsmatriz A, € CN*Y aus (1.41)

§1\|3|Oﬁll’)

condy(Ax) < mit c=c—(l1+¢.).
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Beweis. Wir betrachten die Kollokationsgleichung
1
5fh+lcﬁhfh:uD7 IC/@h :Ih’Cna
mit f, = Ppr € ST und v € CV.

Weiter gelte die Aquivalenz der Normen (1.33). Mit der Abschitzung (1.52)
des letzten Beweises und der Dreiecksungleichung ergibt sich

1 Co _
1 AxV]lso < SlIPlloe + [ Kivlloo < (14 )|V

Andererseits erhalten wir mit der Abschétzung (1.47)

1.1 1 c
An fo'e) > —ll= IC/@ > > “ 0 -
Al 2 550+ Ko falliey 2 =l 2 =l
Damit ergibt sich
1 &
condos (Ar) = [|Ax|[oo][Ax |[oo < Cké_g(l + Ce)
und somit die Behauptung. [

Dariiber hinaus kann die Gleichung (1.34) mit dem Nystromverfahren gelost
werden, vgl. [47]. Das Verfahren basiert im Wesentlichen darauf, das auf-
tretende Integral durch eine geeignete Quadraturformel Q)r mit Gewichten
w; > 0 und Punkten z; € I', j =1,..., N, zu ersetzen,

/F <aixG("”’ y, k) +inG(z,y, ff)) f(z)dF,

N
0 ,
R Qr= ij <8TG($]‘,?/> K) +“7G(90jaya/‘€)) flzj), yel,
j=1 !

und dann das Kollokationsverfahren anzuwenden. Wir erhalten somit das
lineare Gleichungssystem

T

al )
%f(yi) +> w; (aTG(%yu k) + inG(z;, yi, H)) f(x;) = up(y:)
j=1

1=1,..., N. Die zugehorige Systemmatrix A, mit

(8nxG(xj> Yis ’%) + iﬁG(%w Yi, K“)) f(xj) v 3& J

1=
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wird auch als Punktauswertungsmatrix bezeichnet.

Ahnlich wie beim Kollokationsverfahren ergeben sich auch hier Schwierig-
keiten, allgemeine Aussagen iiber Konvergenz und Stabilitdt im dreidimen-
sionalen Fall zu formulieren.

1.4 Der Einfluss der Wellenzahl

Bei unseren bisherigen Betrachtungen und Konvergenzuntersuchungen haben
wir stets angenommen, dass die Wellenzahl k € R* fest gewihlt ist und sie
nicht néher beriicksichtigt. Es ist jedoch bekannt [8], dass die Beziehung
zwischen der Wellenzahl und der Feinheit der Diskretisierung h eine wichtige
Rolle spielt. Neben der in der Ingenieurswissenschaft héufig angewendeten
Faustregel

kh<m/5 fir k>1, (1.53)

bestimmt die Bedingung x2h < 1 wesentlich die Stabilitdt der Verfahren,
vgl. [33]. Anhand eines eindimensionalen Modellproblems fiir die Helmholtz-
Gleichung wird in [59] gezeigt, dass bei der Finiten Elemente Methode der
Fehlerterm x®h? auftritt, der zu der obigen Beziehung fithrt. Ahnliche Resul-
tate fiir zwei- und dreidimensionale Modellprobleme sind unter anderen in
[30] oder [8] zu finden.

Dariiber hinaus untersucht Giebermann [38] den Einfluss der Wellenzahl auf
den Kopplungsparameter n = n(x) aus (1.24) und zeigt, dass bei Anwen-
dung des Galerkin-Verfahrens auf die Randintegralgleichung von Brakhage
und Werner auf der Einheitssphéire und der Wahl n = —k/2, k > 1, eine
Konstante C' unabhéingig von k existiert, so dass der Galerkin-Operator A,
aus (1.36) fiir h < Crk™! stetig invertierbar ist.

In Abschnitt 1.3.3 haben wir gesehen, dass fiir den Operator aus (1.34) die
zugehorige Galerkin-Gleichung asymptotisch gut konditioniert ist. Im Allge-
meinen gilt jedoch condy(A,) = O(N) und damit condy(A,) = O(k?). Diese
Beziehung ergibt sich aus den obigen Uberlegungen, wenn wir das Verhalten
N = O(k?) beachten. Es empfiehlt sich bei der iterativen Lésung eine pas-
sende Vorkonditionierung zu verwenden, vgl. dazu unter anderen [69], [81]
und speziell fiir die Helmholtz-Gleichung [20] oder [34].

Neben dem angesprochenen ”mittleren” Spektrum gilt es, auf die beiden
Grenzfille kK — oo und kK — 0 hinzuweisen.

Unter anderen wird in [14], [60] der Fall Kk — oo fiir die zeitharmonische Wel-
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lenausbreitung im inhomogenen Medium mit Hilfe der geometrischen Optik
untersucht. Die Modifizierung der Ansatzriaume, um ein stabiles Verfahren
fiir hohe Wellenzahlen zu erhalten, steht in [1] im Vordergrund.

Im Fall kleiner Wellenzahlen verweisen wir auf die Arbeiten [4], [27] oder [58].

Der Grenzwert k = 0 entspricht gerade dem Laplace-Problem,

11
|z —y|

G(x,y,0) , TyeR x#y,

welches in der Literatur sehr eingehend behandelt ist.
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2 Fourier-Methode

In diesem Kapitel steht die Auswertung der Matrizen aus Abschnitt 1.3.3
in Abhéngigkeit der Wellenzahl im Mittelpunkt unseres Interesses. Das heifit
wir geben ein Spektrum aus IV, Wellenzahlen vor und interessieren uns fiir die
Losungen der dufleren Dirichlet-Randwertprobleme (1.18) mit 0 < & < Kyaq,
wobei die obere Schranke k,,,, der Stabilitdtsbedingung (1.53) geniigt.

Insbesondere betrachten wir die Kollokationsmatrizen A, und beachten, dass
die Singularitdten-Funktion G(z,y, k) aus (1.6) explizit von der Wellenzahl
k abhéngt.

1
Av = (51 + D, + inS,.i> v=ub, (2.1)

wobei die Eintrige der Matrizen D, , S, € CV*V durch

1 [ 9 el
d;; = — ——i(x)dF, 2.2
0 =1 [ e (2.

r
beziehungsweise
L[ e ) 2.3
Sij(ﬁ)_ﬂfm%(x) x (2.3)
r

mit y; € Y und 7,5 = 1,..., N gegeben sind.

Im Allgemeinen kénnen die auftretenden Integrale nicht analytisch angege-
ben werden und es bedarf dem Einsatz geeigneter Quadraturformeln, deren
Genauigkeit und numerischer Aufwand von x abhéngen. Dariiber hinaus be-
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sitzen die Integrale an der Stelle x = y; eine Singularitét, so dass {iblicher-
weise die Singularitdten-Funktion G(z,y, k) geméaf

1 ewlz—vl 1 1 1

Gla,y, k)= ———— —
@ 0:R) = ey T =y

= Gl(xa Y, H) + GQ(xv Y, /i)
aufgespalten und getrennt untersucht wird. Dabei ist zu bemerken, dass die
Funktionen G (z,y, k) und 0,G;(z,y, k) stetig und beschrankt sind und die
Integration der Funktion Go(x,y,x) = G(x,y,0) in der Literatur eingehend
behandelt wurde, vgl. [38]. Einen anderen Ansatz, der darauf beruht, die In-
tegrale mittels einer geeigneten Transformation iiber dem Parametergebiet
auszuwerten, findet der interessierte Leser in [17].

Mit den herkémmlichen Verfahren miissen die Matrizen D, und S,, demnach
fiir jede Wellenzahl neu berechnet werden.

Um fiir alle Wellenzahlen die Eintrige effizient und unter gewissen Voraus-
setzungen auch analytisch auszuwerten, stellen wir hier eine neue Methode
vor. Die grundlegende Idee der sogenannten Fourier-Methode besteht darin,
die Fourier-Transformation beziiglich der Wellenzahl s geeignet anzuwenden:

Die Matrizen C(x) € CN*YN mit C(k) = D, oder C(x) = S, sind durch
C(R) = Few [F2L ICH )
=C(¢)

eindeutig bestimmt.

Wir bemerken, dass die inverse Fourier-Transformierte C'(€) mit & = ¢t als
Randelementmatrix der Wellengleichung (1.1) aufgefasst werden kann.

Die Randwertprobleme der Wellengleichung koénnen analog zu den in Kapitel
1 dargestellten Uberlegungen mit den Randelementmethoden gelost werden.
Einige Stabilitdats- und Konvergenzaussagen findet der interessierte Leser un-
ter anderen in [29], [28] oder [36]. Dariiber hinaus sind die Abbildungseigen-
schaften der zugehorigen Integral-Operatoren in [21] zusammengestellt.

Wiéhrend in [84] die Randelementmethoden fiir die Helmholtz- und Wel-
lengleichung unabhingig voneinander untersucht werden, liegt das Ziel der
Arbeiten [9] oder [44] darin, die vorhandenen Stabilitits- und Konvergenz-
resultate der Helmholtz-Gleichung mit einer komplexwertigen Wellenzahl
k = k. +1ik; € C, k; > 0, zur Untersuchung der Wellengleichung auszunut-
zen. Die dquivalente analytische Behandlung der Gleichungen basiert dabei
auf der formalen Fourier-Transformation f(x) = F(e "¢ f)(k,) und der Par-
seval’sche Gleichung. In [45] werden diese Ausfithrungen zugrunde gelegt, um
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das Galerkin-Verfahren fiir die Wellengleichung zu formulieren.

In unserem Fall stellen die Fourier-Transformationen (k — £) und (§ — k)
die zentralen Hilfsmittel zur numerischen Auswertung der auftretenden Ma-
trizen dar. In den angefiihrten Arbeiten werden hingegen die Matrizenein-
trige stets mit den gewohnlichen Standard-Verfahren der Helmholtz- und
Wellengleichung berechnet.

Dariiber hinaus wird in der Arbeit [31] (und in den dort angegebenen Refe-
renzen) eine Fourier-Methode beziiglich der Ortskoordinate z bzw. y € R3
vorgestellt. Alternativ wird das Galerkin-Verfahren mit den transformierten
Groflen der Singularitéiten- und den Ansatzfunktionen formuliert, deren Exi-
stenz und Eindeutigkeit wieder durch die Parseval’sche Gleichung gesichert
ist. Im Anhang geben wir speziell die rdumliche Fourier-Transformierten von
G(z,y, k) an.

Nach der Bereitstellung einiger grundlegender Definitionen und Eigenschaf-
ten der Dirac §-Distribution und der Fourier-Transformation untersuchen
wir die inverse Fourier-Transformierte (k — ) der Matrizen. Mittels der
eingefithrten Koordinatentransformation werden die auftretenden Integrale
analytisch ausgewertet und auf die so gewonnenen Matrizen die Fourier-
Transformation (§ — k) angewandst.

2.1 Grundlagen

Fiir unsere weiteren Ausfithrungen geniigt es, die Aussagen im eindimensio-
nalen Fall zu diskutieren. Der mehrdimensionale Fall lasst sich ganz analog
dazu behandeln. Fiir eine detaillierte Ausfithrung verweisen wir den interes-
sierten Leser auf [18], [37] oder [56].

2.1.1 Dirac §- Distribution

Der Schwartz-Raum S der schnell abklingenden glatten Test-Funktionen ist
wie folgt definiert:

S=8[R)={velC®R); [(x)"D"v(x)| < Cmn}
fiir m,n € Ny, z € R und einer gegebenen positiven Konstante C,,,,. Dabei

gilt (z) = (1+]2|*)¥/2 und D™ aus (1.5). Den zugehorige Dualraum S’ = S'(R)
nennen wir den Raum der temperierten Distributionen.
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Beispiel 2.1.1 Sei ¢ : R — C eine stetige Funktion, fiir die
(z) =0()"), |z]— o0
mit r € R gilt. Dann definiert ¢ eine temperierte Distribution tiber S gemdfs

(Y, v) = /@/}(x)@dx VveS. (2.4)

Bemerkung 2.1.2 Wir werden die Notation (2.4) auch fir die die Dirac §-
Distribution
(0,v) =v(0) VveS
anwenden.
Weiter betrachten wir £(R) = C3°(R) und seinen Dualraum £’'(R), den Raum

der Distributionen mit kompakten Trager. Fiir S bzw. S’ gelten dann folgende
Inklusionen

EcS und S cé&.
Die Ableitung einer Distribution ¢ € £’ ist definiert als

(W v) =—(¥,v) VYve€.
Beispiel 2.1.3 Die Heaviside-Funktion

1, >0
H(‘”):{o z<0

definiert gemdf (2.4) eine Distribution, die wir auch mit H(x) bezeichnen.
Dann ergibt sich fiir die distributionelle Ableitung

(H',v) = —(H,v'") = —/v'(:c)d:c = —[v(c0) —v(0)] =v(0) Vve€&
0
und mit Bemerkung 2.1.2 erhalten wir gerade H'(x) = §(x).

Wenn wir zusétzlich annehmen, dass v(z) = g(x)w(x), wobei g(x) € C*(R)
und v, w € £, dann erhalten wir mit Hilfe der Produktregel

<77Z)/7 U> = _<¢7g,w> - <¢7gw,> . (25)
In unseren weiteren Ausfithrungen benétigen wir die Darstellungsformel der

Distribution §(g(x)),

n

(3(g(2)),0) =D ()

2 i)

wobei g(z) eine differenzierbare Funktion ist, die n einfache Nullstellen xy,
k=1,...,n, besitzt, vgl. [37].

VvesS, (2.6)
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2.1.2 Fourier-Transformation

Fiir eine Funktion v : R — C ist die eindimensionale Fourier-Transformierte
durch

mwz&wmmmzjﬁwwwf 2.7)

definiert und existiert, wenn v € IL; (R). Mit der zugehérigen Inversionsformel
(inverse Fourier-Transformierte)

o) = @I = 57 [ dla)e i 2.9

erhalten wir die Beziehungen

5() = FrA0l(©) = o

Um die Fourier-Transformation fiir v € S'(R) anzugeben, bemerken wir
zunéchst, dass die Darstellungen (2.7) und (2.8) die Fourier-Transformierte
und ihre Inverse fiir jede Test-Funktion v € S definieren und die linearen

Abbildungen

0(=¢€) baw. Felv](x) =2mv(—2). (2.9)

FH . 8-S
stetig und surjektiv sind, vgl. [18].

Wir fassen einige grundlegende Eigenschaften zusammen.

Satz 2.1.4 Seien v, w € S und g € P, m € Ny. Dann gelten

L Fre[D"0(@)(€) = (i)™ (¢)
Fas |9l © = at-igrace (2.10)

Frelr"v(@))(§) = (=9)"D"o(£)

2. Frelvxwl(§) = o(&) w(§)
Faelo-w](§) = o (0(§) xw(€))

Dabei ist (v *w) /vx—z dz.
R




40 2. Fourier-Methode

3. (Parseval’sche Gleichung)
1

<U7w> = %

(6, ) .

In analoger Weise erhdlt man die Aussagen auch fiir F .

Beweis. Wir zeigen stellvertretend die dritte Aussage. Es gilt mit (2.4)

/v(x)w(:c)d:c = % w/ﬁ(ﬁ)e”gdfdx

R R

1 I

= — [ 0(&) | w(x)etdrd
27TR R/

= - [ seat.
R

Die anderen Beziehungen kann man analog durch Nachrechnen zeigen. [

Die folgenden Aussagen sind unter anderem in [89] gezeigt.

Satz und Definition 2.1.5 Seiy € S’ eine temperierte Distribution. Dann
st die Fourier-Transformierte 1 wohldefiniert

~

(Y, v) = (h,0) VveS (2.11)
und die Abbildungen
Fi . 8 =8
sind linear, stetig und surjektiv.

Beispiel 2.1.6 Nach (2.11) gilt fiir die Dirac 6-Distribution

G.0)=(6:0) = [ a) [ wl@)eagao = [ oi€)d = (1.0

R R R

. < 1
fiir allev € S, d.h. § =1 und ganz analog § = 7
T

Mit den Beziehungen (2.9) erhalten wir zudem
F(l)(z) = 3(;1:) =216(—x) und F 1)(z)=0(x) VereR. (2.12)

Eine Aufstellung der Fourier-Transformation verschiedener Funktionen und
temperierter Distributionen kann in [37] gefunden werden.
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Bemerkung 2.1.7 Fiir unsere weiteren Ausfihrungen sind relevant:

1. Sei g(x) € P™, m € Ny, ein Polynom. Mit der Beziehung (2.10) ergibt
sich

Fuelg(@))(€) = %g(—z’d%)a(s) | (2.13)

2. Die Fourier-Transformierte der Indikator-Funktion i, .,1(x) mit
1, Lo € R kann durch

z2
E(xy,29,6) = /e”gdaz = 2h,e @ ha)gine(Eh,) (2.14)

1

To — T

wobei h, = , angegeben werden.

2.2 Die Kollokationsmatrizen

Wir betrachten die Eintridge der Matrix D,; aus (2.2)

1 emr .
) = 3= [ S o = 1) (0 = ) (@),
r

mit 7 = |z — y;|. Die obige Darstellung ergibt sich gerade aus der Beziehung

o ein|mfyi\ ein|mfyi\

ong o —yi| |z — il (ik[z — yi| = 1) (ne, x — i) -

Fiir die zugehorige inverse Fourier-Transformierte beachten wir

Fodle (inr = D)(€) = o= Feslinr — 1](2)

z=r—¢&

und wenden die Beziehung (2.13) fiir g(k) = irk — 1 an. Damit erhalten wir
die Matrix Dg € RV*N | deren Eintrige durch

U©) =3 [ % (riz-1)60

firi,j =1,..., N gegeben sind.

g(ngﬁ,x — ;) (x)dF, (2.15)

Z=r—
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In analoger Weise lasst sich die inverse Fourier-Transformierte der Matrix S,
aus (2.3) als S¢ € RV*Y darstellen mit

1 0 — |z —uy; .
51](5)25/ (g‘x‘_xyAyDgo](x)de, i,j=1,...,N. (2.16)

In diesem Fall nutzen wir die Beziehungen

Fre[e™e70(€) = F e — |z = wil)
und (2.12) aus.

Bemerkung 2.2.1 Die Distribution §(z) mit z = |x — y;| — € st auf der
Oberfliche einer Kugel B(y;, &) mit Radius & und Mittelpunkt y; konzentriert.
Daher kann die zweidimensionale Integration tiber supp ¢; = {z, p;(x) # 0}
auf das eindimensionale Kurvenintegral B(y;,§) N supp @, reduziert werden.
Im Fall supp@; = Tp; (ebenes Dreieckselement) erhalten wir die in Abbil-
dung 2.1 dargestellte Situation.

B(yi€)

Y

Abbildung 2.1: Integration tiber B(y;,&) N Th,;

Dariiber hinaus kann & auf dem Intervall [0, diamT'| eingeschrdnkt werden.

2.2.1 Die Koordinatentransformation

Wir nehmen die in Bemerkung 1.3.8 dargestellte Situation an, d.h. wir er-
setzen die Oberfliche I durch die Ersatzoberfliche I'x und stellen fest, dass
die Kollokationspunkte durch die Schwerpunkte der ebenen Dreieckselemente
(Dreiecke) Ta;

1
b3 (xgn +® +x§3)) . i=1,...,N, (2.17)

gegeben sind. In (2.17) bezeichnen die 2 €T die Eckpunkte des Dreiecks-

i

elements. Weiter wahlen wir stiickweise konstante Ansatzfunktionen mit den
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Tréagerbereichen supp ¢; = Thj, das heifit

1, l‘GTAj
SOJ("L‘): ’ j:17-"7N:Nel~
0, sonst

In diesem Fall liegt der Berechnung der Integrale

/l%(:z:,yi,f)de, vy el (2.18)
TA]'

mit den Kernfunktionen

k(x,y,€) = F0,,G(x,y,8)](€) baw. k(z,y,&) =G(x,y,) (2.19)

im Wesentlichen eine geeignete Koordinatentransformation zugrunde.

Sei y; = y; — d - n, der Projektionspunkt des Kollokationspunktes y; in die
Ebene E(T);), die durch das Dreieck Tx; definiert ist. d bezeichnet den
Abstand des Kollokationspunktes zur Ebene. Wir betrachten zunéchst die
in Abbildung 2.2 dargestellte Situation. Das heifft wir nehmen an, dass der
Projektionspunkt mit einem Eckpunkt des Dreiecks zusammenfallt. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit (OBdA.) gelte y! = xgl).

€3
Yi | e
. ©)

Zj

d r

v; .- h N

@ o .

“a €1
=@

J
Abbildung 2.2: Koordinatentransformation

Mittels der affinen Abbildung
T, R =R 2 -2 =Qx—1y), QeR™,
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wobei @ die zugehorige Rotationsmatrix mit Q7 = (ey;eq;e3) bezeichnet,
erhalten wir ein Koordinatensystem, dessen Nullpunkt mit dem Projektions-
punkt y/ iibereinstimmt und die ez-Achse entlang der Normalen n, der Ebene
E(Th;) gerichtet ist. OBdA. wéhlen wir

(2) (1)
N
el = (
J

2§ — )
und folglich ist e = n, X e;. Die daraus resultierenden Beziehungen
Qyi —y)) = (0,0,d)" und Q(x — y}) = (2, 2, 0) fiir alle v € Tp;

ermoglichen die Auswertung der Integrale (2.18) in den reduzierten Koordina-
ten ' = (2], z4) bzw. in ebenen Polarkoordinaten (p, ¢) mit p € [0, Pz (®)]
und ¢ € [0, P,,q.]. Dabei bezeichnet ppq.(¢) den maximalen Abstand des
Dreiecks Ta; zum Nullpunkt in Abhéngigkeit des Winkels ¢, und ®,,,4, ist
der maximale Winkel zwischen dem Dreieck und der e;-Achse.

Dann konnen wir (2.18) unter Verwendung der Relationen

r(¢) = \/p(¢)? + d? und dF, = pdpdp = rdrd¢ darstellen als

(I)maz Tmax ((b)

/ / k(2! (1, ¢,y E)rdrde . (2.20)

0 |d|

Fiir ppaz (@) erhalten wir

7h obei ¢g = arccos —h
s W prm— 7 .
cos(¢ — o) ’ 2@

J

Prmaz (@) = (2.21)

Die Hohe h des Dreiecks T ist aus der Abbildung 2.2 ersichtlich.
Im Fall F71[0,,G] lisst sich das auftretende Skalarprodukt (n,, z—1v;) geméiB

(g, ® — ;) = (g, — y; —dn,) = —d fiir alle © € Th; (2.22)

angeben.
Es sei noch bemerkt, dass alle geometrischen Groflen explizit von der Wahl
des Kollokationspunktes y; und des Dreiecks T, abhéingen. Auf eine Indi-

zierung ij wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet.

Fiir den dargestellten Spezialfall lassen sich leicht analytische Ausdriicke fiir
die inversen Fourier-Transformierten der Kollokationsmatrizen Dg und Sg an-
geben, die wir in Abschnitt 2.2.2 ausfiihrlich behandeln.
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Im Allgemeinen ist die gegenseitige Lage des Projektionspunktes y. zu dem
Dreieckselement T'a; beliebig. Dass unser Vorgehen dennoch sinnvoll ist, zeigt
das folgende Beispiel.

Beispiel 2.2.2 Fiir das Integral tiber dem Dreieck Th; gilt

3)

x7
Yi: '
z N / =/+/—/ (2.23)
/// //// TA]' Ay A Az
///,/"a:j” mit A = Aygxgl)xﬁ?’), Ny = Ayéxﬁg)x§2)
yzZ; und A3 — Ay;xgl)x§2)7

wobei jedes Integral auf der rechten Seite der Gleichung (2.23) in der Form
(2.20) dargestellt werden kann.

Analog konnen alle anderen moglichen Félle behandelt werden.

Bemerkung 2.2.3 Da sich die eine allgemeine Situation beschreibenden In-
tegrale stets in 3 Integrale des zuvor beschriebenen Typus aufspalten lassen,
ist es maglich, alle Integrale (2.18) analytisch zu berechnen.

Es sei noch bemerkt, dass wir die beim Galerkin-Verfahren auftretenden In-

tegrale
/ / k(z,y,&) dF,dF,

Ta[Tn,

mit & aus (2.19), nur teilweise analytisch auswerten kénnen. Wird das dufere
Integral mittels einer (optimalen) Gauf-Quadratur-Formel angenéhert,

~ Y [ k) dr,
1

Th.

K3

so lassen sich die resultierenden Integrale analog zu oben transformieren.
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2.2.2 Analytische Darstellung der Matrizen Dg und Sg

Wir setzen im Folgenden fir (y;, Ta;), ¢,7 = 1,..., N, die in Abschnitt 2.2.1
eingefithrte Koordinatentransformation voraus und nehmen den in Abbil-
dung 2.2 dargestellten Spezialfall an.

Um die Integrale (2.20) analytisch anzugeben, definieren wir

& = VELIZ,

’ ’ 2
= &+ (min(z], )"

/N /N

Smaw = A°F
und die Funktion 1l gemifl

]l§ = 2 : H[gmfmzn](g) + ]l(gmznygmax}(g) ° (224)

()

Dabei bezeichnen die Grofien x; " die Eckpunkte des Dreiecks Th; in den

reduzierten Koordinaten.
Satz 2.2.4 Mit den oben eingefiihrten Notationen erhalten wir

1. fir die Matriz Dg :

Iy, = - (906~ 10D - S(E11) (229
mat
5O = gt (2.26)

2. fiir die Matrix Sg :

1
I, = - (2(&) —a(§)Le) . (2.27)
wober
h
a(€&) = arccos W (2.28)
und

(&) = Ponaz 1), e1mae1(€) = A(Emin) Wi epin, eman 1 (€)- (2.29)
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Beweis. (Herleitung der analytischen Ausdriicke)

Wir zeigen ausfiihrlich die Herleitung von Dg und gehen auf 5’5 nur kurz ein.
Dieses Vorgehen ist sinnvoll, da die Berechnungen sehr analog zu fiithren sind,
wir aber im ersten Fall auf einige wichtige Eigenschaften zu achten haben.

Wir betrachten die Kernfunktion der inversen Fourier-Transformierte Dg aus
(2.15)

(e, —yi), 7=|v—wuil.

z=r—¢

. 11 d
k(x,y;, ——|r—=1)0
(w8 = g5 (g2 —1) 06
Mit den Beziehungen (n,,x —y;) = —d, r = z + £ und dr = dz ergibt sich
das Integral (2.20) zu
Pinaz ZWLGSC((b)

o a 5'2) ()
BT T ()<<z+£> Fr e i
(I)maz

1d [,
= It / L ernin(@), 2mas(@)1(2)
0

do .

z=0

Dabei wurde die Produktregel (2.5) fiir g(z) = (2 + £)~! angewendet und
die Definition der Dirac é-Distribution ausgenutzt. Beachten wir auflerdem
iz 2mae](2) = H(2 = Zmin) — H(2 = Zpmae) und H'(x) = 6(x), so erhalten
wir

Prmaz
1d
b = 5 / (= zmin()) = 6(—2ma (6))
1 d 1dg 0, a0 ] (Pk)
= T ma:v d - e
g e 0D — e D

Die letzte Umformung folgt aus (2.6) fir z,u:(¢) = rmae(¢) — &, wobei
¢r € [0, @pap ] die k-te einfache Nullstelle von z,,4.(¢) bezeichnet, und der
Tatsache, dass die untere Grenze zp;,(¢) = |d| — £ unabhéingig vom Winkel
¢ ist. Insbesondere erhalten wir die Nullstellen

und ¢o = ¢g + arccos h , (2.30)

max pmaa:

indem wir ppa.(¢r) = /&% — d? und (2.21) beachten.

¢1 = ¢g — arccos
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Die Abbleitung z/,..(¢) =7}, ..(¢) ergibt sich unter Anwendung der Ketten-

max max

regel und (2.21) zu

1, 1

Zman(0) = mpmam@)m -

Wegen arccos(z) = arccot gilt die Darstellung

T
V1—2?

-\ —d—h?
3 h

| (= Zmaz (9))16=01.| =

und somit die Behauptung.

Das Integral (2.20) wird im Fall der inversen Fourier-Transformierte der Ma-
trix S, (2.16) zu

Prmaz Tmax

I = = / / 5(r — €)drdg
0 I
1 1
— E(I)max(f) i (92() — ¢1(8)) -

Die letzte Umformung ist eine einfache Konsequenz der Bemerkung 2.1.2.
Mittels der Darstellungen (2.30) fiir ¢(.)(§) und einer kurzen Nebenrechnung
erhalten wir die Behauptung. [

Folgerung 2.2.5 Nach Bemerkung 2.2.3 konnen alle Eintrdge JZ](@ der
Matriz D¢ beziehungsweise 3;;(§) der Matriz S mit Satz 2.2.4 analytisch
angegeben werden.

Die Darstellungen (2.25) und (2.27) implizieren, dass die so gewéhlten Ele-
mente auf einem lokalen Trégerbereich, die in [|d|, {nas | liegen, konzentriert
sind. Daher ldsst sich leicht folgern, dass die Matrizen Dg und 5’5 fiir ein fest
gewihltes £ schwachbesetzt sind, vgl. auch Bemerkung 2.2.1.

2.2.3 Die transformierten Matrizen

Wir geben die Fourier-Transformation ({ — k) der Darstellungen aus Satz
2.2.4 an.

Lemma 2.2.6 Es sei g eine auf I¢ = [&o, Eman | (uneigentlich) integrierbare
Funktion mit Stammfunktion G.
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Fir die Fourier-Transformierte F[g(&) e, ¢,1(§)] (k) mit &1, & € I gilt dann

&2 &2
. . &2 . .
/g(g)e“‘gdf — emfoG(g) . + /g(g) (emﬁ _ emio) df.
&1 &1

Das zweite Integral der rechten Seite kann wegen g(&) - (e — e"*0) € Ly ()
mattels der gewdhnlichen Gaufs-Legendre-Quadratur approximiert werden

Qm(ga €0, &1, &2, /‘i) = iliem&)hg Z wkg(fk)SinC(/ifk)em&,

k=1

wobei (&) = & g(2€ + &). Die relevanten Parameter der Quadratur-Formel
Q. sind durch

S+ & — 28

§—&
4 4

& =&+ hewy, he= und & =

gegeben, xy bezeichnen die Nullstellen der Legendre-Polynome P, der Ord-
nung m und wy sind die zugehérigen Gewichte, vgl. [2].

Beweis. Die Quadraturformel ergibt sich durch einfache Rechnungen mit
der Substitution & — 2£ + &. n

Es sei £ € [&o, &nar | beliebig. Fiir die Funktion ((§) aus (2.26) stellen wir
fest:

1. B(€) besitzt an der Stelle £ = &, eine Singularitéit und ist auf [, &naz |
uneigentlich integrierbar mit der Stammfunktion

1(arctan( §O+d€ )—arctan( 50 s ))
16 = hy/€ = & hWeE-&)) (231

0 fiir £ =&
2. Aufgrund
| et _ piréo " ] . » &
im ————— = jke™ gilt  lim e'rs —e'"0) =0,
=& €—& & §—¢&o ﬁ(g) ( )

d.h. B(€) - (e — &™) € Ly([ &0, Emax))-
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Damit erfiillt die Funktion §(§) insbesondere fiir das Intervall 1l aus (2.24)
die Voraussetzungen von Lemma 2.2.6. Zusammen mit der Definition der Di-
rac 0-Distribution §(§ — |d|) ergibt sich die Fourier-Transformierte der Dar-
stellung (2.25) zu

1

IDN = E( Sgn(d)q)max em‘d‘ - (’Y(gmam) + ’Y(gmm)) em&)_

2 Qm(ﬁa 607 507 gmina ’%) - Qm(ﬁa 607 gmina gmaxa /{) ) . (232)

In analoger Weise wenden wir das Lemma 2.2.6 auf die Funktion «(&) aus
(2.28) an. Dabei ist fiir £ € [£p, &nae | die zugehorige Stammfunktion durch

o(6) = £a(€) — hlog (s e 58) —dne)

mit y(£) aus (2.31) gegeben.
Da sich die Fourier-Transformierte jedes Summanden der Funktion ®(&) aus
(2.29) mit Hilfe der Beziehung (2.14), F[l¢, &1()](k) = E(&1, &, k), dar-

stellen lésst, erhalten wir

A

(I)(KJ) = (I)maazE(|d|7 gmaaﬂa /{) - a(gmin)E(fmina gmaxa /{)

und somit ergibt sich fiir die Fourier-Transformierte der Funktion I g aus
(2.27)

A

‘[Sm = i( (I)(/i) - (U(gmax) + o-(fmin) - 20’(50)) em&)—

2 Qm(aa §07 507 gmina K’) - Qm(av gOa gmina gmaxa /{) ) . (233)

Bemerkung 2.2.7

1. Die Funktionen 3 und y aus (2.32) beziehungsweise o und o aus (2.33)
sind unabhdngig von der Wellenzahl k. Daher geniigt es, sie einmal zu
berechnen und einen Datensatz zu erstellen. Fir die Generierung der
Funktionen Ip, und Is, zu den verschiedenen Wellenzahlen k < Kpqs
kann dann stets auf diese vorhandenen Daten zurickgegriffen werden.

2. Aus den Darstellungen (2.32) und (2.33) lassen sich leicht analytische
Ausdriicke fiir den Fall k = 0 ableiten.

Zusammenfassend erhalten wir fiir das Gleichungssystem (2.1) den folgenden
Satz
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Satz 2.2.8 Wenden wir auf das Gleichungssystem
1 .
Av = (51 + D, + 17755) v==b (2.34)

die Fourier-Methode an, so konnen die Eintrige der Kollokationsmatrizen
D, .S, € CN*N gemdip der Bemerkung 2.2.3 als Kombination der Darstel-
lung (2.32) fiir d;j(k) beziehungsweise (2.33) fir s;;(k), i,j =1,..., N, an-
gegeben werden. Insbesondere gilt d;;(k) = 0.

In [61] ist die Fourier-Methode fiir die Matrix S, ausfiihrlich behandelt. Im
Gegensatz zu den obigen Ausfithrungen wird dort die Fourier-Transformierte
Fe x[5i5(€) Dsupp 5,;] () mittels einer Summe stiickweiser konstanter Splines ap-
proximiert. Die Giite dieses Verfahrens héngt jedoch entscheidend von der
geeigneten Wahl der Stiitzstellen und der Anzahl der Splines ab. Dadurch
werden gegebenenfalls fiir komplexe Geometrien einzelne Eintrdge schlecht
approximiert. Wéhrend sich dieser Effekt bei der vollstéindigen Matrixgene-
rierung nicht auf die Giite der Losungen auswirkt, eignet sich diese Methode
nicht in Verbindung mit den im néchsten Kapitel vorgestellten Approxima-
tionsmethoden. Dariiber hinaus kann der Fall x = 0 nicht exakt dargestellt
werden.
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3 Approximationsmethoden

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die vorgestellten linearen Gleichungssysteme
aus Abschnitt 1.3.3 effizient zu l16sen. Es ist bekannt, dass die zugehorigen
Matrizen fiir jede Wellenzahl 0 < k < K4, in den auftretenden Gleichungs-
systemen vollbesetzt und unstrukturiert sind.

Interessieren wir uns fiir N, verschiedene Wellenzahlen, so wiirden direk-
te Losungsverfahren wie die LR-Zerlegung O(N,.N?) Operationen bendti-
gen, wobei N die Anzahl der Freiheitsgrade bezeichnet. Daher werden zur
Losung grofidimensionierter Probleme iiblicherweise iterative Verfahren wie
das CG-, QMR- oder GMRES-Verfahren verwendet, bei denen die System-
matrix bzw. die Adjungierte nur in die Matrix-Vektor-Multiplikation einge-
hen. Eine Ubersicht iiber diese Verfahren findet der interessierte Leser in
[64] oder [75] (speziell GMRES in [76]). Eine naive Herangehensweise, d.h.
jeder Eintrag der Matrix wird berechnet und die gew6hnliche Matrix-Vektor-
Multiplikation verwendet, erfordert jedoch wiederum einen Aufwand fiir das
Aufstellen der Matrix und fiir die Multiplikation von je O(N?) Einheiten fiir
jede Wellenzahl.

In den letzten zwanzig Jahren wurden mehrere Approximationsmethoden
vollbesetzter Matrizen sowie entsprechende Realisierungen der Matrix-Vek-
tor-Multiplikation mit nahezu linearer Komplexitit entwickelt.

Nach der Bereitstellung der notwendigen Grundlagen und Erzeugung einer
hierarchischen Zerlegung der Matrix geben wir einen kurzen Uberblick der
heute relevanten schnellen (Summations-)Verfahren. Wéhrend das Multipol-
und das Panel-Clustering-Verfahren speziell fiir die Helmholtz-Gleichung wei-
terentwickelt wurden, passen wir hier erstmals die von Rjasanow und Beben-
dorf eingefithrte Methode [10], [13] zur blockweisen Niedrigrang-Approxima-
tion von Matrizen, die durch asymptotisch glatte Kerne erzeugt werden, for-
mal auf die Kollokationsmatrizen A, aus Abschnitt 2.2 an.
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Wir betrachten im Folgenden eine Matrix A € C™*", die durch einen Kern
k:I'xI'—C(bzw. k : ' x 'y — C) der Form

0
]{?(I,y) = /’LlG(‘raya’%) +:u2an G(SC,y, E) (31)

mit py, po € C erzeugt wird, d.h.

a;; = /k(:p,yi)goj(x)de, 1<i<m,1<j5<n.
r

Beispiel 3.1 Im Falln =m = N, puy = in und py = 1, n € R, entspricht
die Matriz A gerade der Kollokationsmatriz A, aus (2.34). Wir bemerken

1
Qi = 5 +1in / G(z,yi, k)pi(x)dF, .
r

3.1 Grundlegende Definitionen

Die grundlegende Idee aller Approximationsverfahren basiert darin, die
Kernfunktion k(z,y) durch degenerierte Kerne zu approximieren.

Definition 3.1.1 Seien die Funktionen f,, g, : R* — C firl=1,...,p und
p € N gegeben. Ein Kern k : R3 x R3 — C heifst degeneriert, wenn er sich
als eine endliche Summe von sogenannten Funktional-Skeletonen f,(x)g(y)
schreiben lisst,

ko(,y) = fil@)gi(y)

Die Darstellungen der Funktional-Skeletone kénnen auf unterschiedliche Wei-
se gefunden werden.

Eine explizite Kernapproximation fiir G(z,y, k) mit £ > 0 aus (1.6) kann mit
Hilfe des folgenden Satzes, der in [23] bewiesen ist, angeben werden.

Satz 3.1.2 Seien x, y € R® mit & = z/|z| und § = y/|y|. Fir |x| > |y| gilt

Clrym) = S QL DAGE DI i) (32)
= iy Y @Y (sla)adsly) . (33)

=0 m=—1

Die Reihe und die der termweisen ersten Ableitungen beziiglich x und y kon-
vergieren absolut und gleichmdfig auf allen Teilmengen mit |x| > |y|.
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In den Darstellungen (3.2) und (3.3) bezeichnen Y;™ die Kugelflachenfunkti-

onen mit m = —I, ..., [, j; die sphérische Besselfunktionen, hl(l) die sphérische
Hankelfunktionen 1. Art und P, die Legendre-Polynome der Ordnung [ € Nj.
Eine Zusammenfassung der wichtigsten Definitionen und Eigenschaften die-
ser speziellen Funktionen ist im Anhang zu finden.

Wir approximieren die Kernfunktion durch die ersten p € N Terme der Dar-
stellung (3.3) und erhalten die folgende Fehlerabschétzung,.

Satz 3.1.3 Seien z, y € R mit v = |y|/|x| < vy < 1. Dann gilt
K|z|
G,y 1) = Gyl y, w)| < e "7

wobes

Gyl ) = 2 57(20 + 1) Py - )RS (sl sl

47
1=0

und die Konstante ¢ nur von vy abhdngt.

Beweis. Sei p € N. Es gilt

00
K

G(2,y,5) = Gy, y, k)| = Y @+ )P - §)hy” (sla])ju(sly])

47
l=p

K o0
An Z ]
l=p

IA

mit
=@+ DAV V0z), = klz], 2 =kly|.

Hier wurde |P(t)| < 1 fiir || < 1 ausgenutzt. Um ~; abzuschétzen, bemerken
wir zunéchst

1

Ji(z) = \/%Jl-i-l/Q(Z) = (g)l ﬁ /(1 —tH)! cos 2t dt .

0

Mit | cos zt| < 1 und der Beziehung

[ . IT(/2T(+ 1)
/(1 —t*)dt = 2 T(1+3/2)

0
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ergibt sich

_ 2\ T 1
()] < (5) QI+ 1T(+1/2)

Diese Darstellung spiegelt das asymptotische Verhalten fiir grofle Indizes [
wider.
In analoger Weise gilt

e}

i(r+lm/2) N L
(1) . ™ (1) . le _t,1 it
() = gﬂﬂm@y_iﬁﬁiy/e%(1+—>dt
0

Nutzen wir die Beziehungen

(5] (+3) -5 O

k=0
und [ e 't"*dt =TI+ k + 1) aus, so erhalten wir die Abschétzung
0

1. . " (\T(n+k+1)
AY ()| < Zg)(—) mit g,(z) = SARTRT ) ok N, .
|y (r)] < ng(%) mit g, () /?0 (k) NCES , n € Ny

In [41] ist gezeigt, daf fiir alle x > 0 gilt

lgn(2)| < c(4x)"T'(n + 1)ne% ,  wobeic>0. (3.4)

Zum besseren Verstdndnis wiederholen wir die wichtigsten Ergebnisse des
Beweises von (3.4).

Dazu bemerken wir, dass fiir g, (z) die Rekursion go(z) =1, g1(z) = 1+ 2z
und g, () = 2x(2n — 1)g,_1(x) + gn_2(x), n > 2, giiltig ist.

Wir betrachten im Folgenden die Potenzreihe
o0 wn
n=0

die fiir |w| < € absolut konvergiert. Insbesondere gilt fiir die Ableitungen von

Q@ bzgl. w
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(n 1) w2

Zgn T und Q" (z,w) = Zgn n—2

Ersetzen wir in der zweiten Ableitung die Funktion g, mittels der Rekursi-
onsformel, so erhalten wir die Differentialgleichung

Q" —62Q —Q =0, v=1—4aw.

Mit Q(z,0) = go(z) = 1 und Q'(z,0) = ¢1(x) = 1422 kénnen wir die Losung
explizit angeben

Q——elng —Zﬂ-n v—l

Andererseits betrachten wir fiir ) die Potenzreihe, die fiir [v — 1] < |[4z|e =4
absolut konvergiert. In [41] wird gezeigt, dass sich die Koeffizienten einer
konvergenten Reihe wie folgt abschétzen lassen,

1 "1 1w
|7Tn|§n!< ) —e 2=, |jv—1]<9.
v—1/) Vv

Nutzen wir die Idenitdt der Koeffizienten aus, d.h. mit v — 1 = —4zw gilt

gn(7) = (—4x)"n,, dann erhalten wir mit der Wahl v = 1/n? fiir n > 1 die
Abschiitzung |(v — 1)""ev"| < ¢, und somit (3.4).

Um den Beweis des Satzes 3.1.3 abzuschliefSen, beachten wir noch das Ver-
halten

VI L+ g

I1>1.
2 IT'(l+1/2) -
So ergibt sich
r
| < eVl e_z_l :
ror
und die Behauptung folgt mit z < r. [

Folgerung 3.1.4 Fiir die ersten Ableitungen der Kernfunktion G(x,y, k)
beziiglich x und y gelten

k|z|
er
|grade(:1:, Y, H) - gradep(x, Y, H)‘ S C1 WPE]/Z

K[yl
e
}gradyG(x,y, k) — grad,Gy(z, vy, li)‘ < ‘ ‘2p5/2

wobei die Konstanten cq, co jeweils nur von vy abhdngen.
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Beweis. Der Beweis lauft analog zu dem des Satzes 3.1.3.
Wir bemerken noch fiir ¢; = h bzw. ¢ = j; (vgl. Anhang und [2])

A ~ A q\K|T A~ o~
grad, (Rl P - 9) = raq(xla))Pi(a - 5) + n 22 por s gy

k||
, l
und 0(z) = Zal) —an(z), z=-rlal.
Weiter gilt [P (¢)] < w(l + 1) fiir [¢] < 1. n

Im Fall k = 0 erhalten wir ein analoges Ergebnis, d.h. fiir z, y € R3 mit
|z > |y| gilt

1 1 VP
-G 0
=] @y’ﬂ_hﬂl—ﬂ
1 SL’|l
it G :—E:
mi (z,y,0 2] >

Eine wichtige Eigenschaft der oben charakterisierten Kerne k besteht da-
rin, dass sich die Approximierbarkeit auf die der von k erzeugten Matrizen
iibertragt. Wir werden die Matrizen durch sogenannte Niedrigrang-Matrizen
approximieren, weil diese eine kompakte Speicherung sowie eine effiziente
Matrix-Vektor-Multiplikation zulassen.

Jede Matrix A € C™*" mit Rang p kann in der Form
A=UV", UeC™?P VeCV?, (3.5)

dargestellt werden. In dieser Darstellung sind zur Speicherung der Eintrége
statt der tiblichen mn nur p(m + n) Speichereinheiten notwendig und fiir die
Matrix-Vektor-Multiplikation w = Av mit v € C" werden nur O(p(m + n))
Operationen benétigt,

Op(z=V*0)=0(pn) und Op(w=Uz)=0(pm).
Daher ist die Verwendung der Zerlegung fiir p(m + n) < mn sinnvoll und
reduziert fiir ein von n und m unabhéngiges p eine Komplexitatsordnung.

Satz 3.1.5 Seien G, Gy zwei Untermengen von R3, so dass y; € Gy und
O, =suppy,; C G, firi=1,...,mund j=1,...n gilt. Weiter ses

E: R¥xR3 — C ein auf G; x Gy beschrinkter Integrationskern, der die
Matriz A € C™" mit

aj; = / k(z,y)pj(x)dF,, 1<i<m,1<j<n,
G1
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erzeugt. Fiir diesen existiere ein degenerierter Kern ky, so dass
|k:(x,y)—kp(x,y)| §5p|k(l‘7y)| deZL'GGl, y€G27

gilt. .
Dann ist die durch k, erzeugte Matriz A € C™*™ mat

aij = / kp(z,y)p;(x)dF,, 1<i<m,1<j<n
G1

hdochstens von Rang p und es gilt

1/2
[|A — A||p<5p\/_supsup|ka:y (Z,u ) , ¢>0.

zeG1 yeGa

Beweis. Seien f, g;, l = 1,...,p, die Funktional-Skeletone des Kerns k,,.
Wir bemerken

p

=) / fi@)gi(ys) (@ Zgz (i) / (x)epj(x)dF; .
=1 g G
Mit
ug = aqly), i=1,...,m,
vy = /fl(a:)wj(a:)de, j=1,...,n,l=1...,p,
G1

lisst sich die Matrix Aals A=UV*mit U € C™® und V € C™*? darstellen,
d.h. rank A < p.

Weiter erhalten wir mit ®; = supp ¢;

0y — | = | / (2,1) — ky(, 1)) dF |
< /wm:yz by (. i) |dF,

< / |k, yi)|dF,

< &psup sup |k(z, y)|u(P;) .
z€G1 yelGa
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Die Behauptung ergibt sich mit der Frobenius-Norm
m o on 1/2
Al = (zz w) . .
i=1 j=1

Die Kernfunktion aus (3.1) besitzt nur fiir x = y eine Singularitét und ist
auf geeigneten Mengen Gy x G5 beschréankt. Eine Bedingung, die wir an die
Mengen stellen, ist die sogenannte n*-Zuléssigkeit.

Definition 3.1.6 Seien G, Gy C R? zwei beschrinkte Mengen. Dann heifit
das Paar (G, Ge) n*-zulissig, wenn gilt

max(diam (G, ), diam(G2)) < n*dist(G1,G2), 0<n*<1. (3.6)

diam(G2)

dist(G1, G2) diam(Gy)
1

Abbildung 3.1: n*-Zuléssigkeit

Dabei ist wie iblich dist(X,Y) = inf{|lz —y|,x € X,y € Y}.

Wir betrachten nun noch eine bestimmte Klasse von Kernfunktionen, die ein
gewisses Abklingverhalten fiir grofe Abstédnde |x — y| besitzen.

Definition 3.1.7 Eine Kernfunktion k : R3 x R® — C heifit asymptotisch
glatt beziiglich y, wenn sie fiir y # x bzgl. y unendlich oft differenzierbar ist
und fiir jeden Multiindex o € Ny gilt

|Dyk(z,y)| < ¢z —y|*", p=laf.
Dabei héingt ¢, nur von p ab und D aus (1.5), vgl. [16].

Diese Voraussetzung wird so oder in #hnlicher Form in vielen Approxima-
tionsverfahren, wie fiir die H-Matrizen [48] oder das ACA-Verfahren [10],
getroffen. Dariiber hinaus kénnen asymptotisch glatte Kerne durch degene-
rierte Kerne approximiert werden. Der folgende Satz ist in [11] gezeigt.
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Satz 3.1.8 Sei k ein auf dem n*-zulissiges Paar (G1,Gy) € R x R mit
einer konvexen Menge Go asymptotisch glatter Kern. Dann ezistiert zu k
und ¢ < p € N ein degenerierter Kern ky,, so dass fir x € Gy und y € G
qgilt

(2, ) — b (2,9)] < f;f;m*)pdistq@l,@). (3.7)

Dabei ist n, = (p+ 1)(p + 2)/2 die Dimension des Raums der Polynome
Pr—1(R3).

In diesem Zusammenhang bemerken wir fiir die Kernfunktionen G(x,y, x)
bzw. 0,G(z,y, k) mit £ > 0 folgendes:

Bemerkung 3.1.9

1. Im Fall k > 0 gilt die Umkehrung des Satzes 3.1.8 nicht.
Denn G(x,y, k) und 0,G(x,y, k) sind nicht asymptotisch glatt, lassen
sich aber nach Satz 3.1.3 durch degenerierte Kerne approximieren.

2. In [85] wird gezeigt, dass der Kern G(x,y, k) fir k = 0 asymptotisch
glatt ist. Es gilt

Um die angefiihrten Uberlegungen auf die Matrizen aus Abschnitt 1.3.3 an-
zuwenden, fassen wir die Mengen G, G C R3 als Vereinigung sich iiberlap-
pender Mengen &, [ € J; bzw. [ € 7, auf,

Glzuq)j und GZZU(I)ia

JjET 1€J2
wobei J1, Jo € J = {1l,...,N} Indexmengen und ®;, j = 1,..., N, die
Tragermengen der Ansatzfunktionen ¢; sind. Im Fall des Kollokationsver-
fahrens ist y; der Kollokationspunkt zur Tragermenge ®;, : = 1,..., N. Be-
trachten wir den Kern aus (3.1) und wéhlen ein n*-zuléssiges Paar (G1, G3),
dann kann nach den Sétzen 3.1.3 und 3.1.5 der Block, der durch die Permu-
tation der Zeilen [J, und Spalten J; entsteht, durch Niedrigrang-Matrizen
approximiert werden.

Da das Paar (I',T') bzw. (I'n,T'A) offensichtlich die n*-Zuléssigkeit nicht
erfiillt, konnen wir die Approximierbarkeit der gesamten Systemmatrix durch
Niedrigrang-Matrizen nicht erwarten. Mittels einer geeigneten Zerlegung des
Berechnungsgebietes in n*-zuldssige Paare von Mengen konnen jedoch die
entsprechenden Untermatrizen (Blocke) geméf dieser Zerlegung partitioniert
und approximiert werden.
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3.2 Die Matrix-Partitionierung

Wir betrachten das Berechnungsgebiet I'a X I'n aus Bemerkung 1.3.8 und
ordnen jeder Trigermenge ®; den entsprechenden Kollokationspunkt y; als
charakteristischen Punkt zu. Die Mengen

Gt:Uq)z

1€t

werden auch als Cluster und die Indexmengen ¢t C J mit J = {1,..., N} als
Index-Cluster bezeichnet. Fiir jedes Cluster definieren wir ein sogenanntes
Cluster-Zentrum z;, welches sich im Fall supp ¢; = Th; zu

1

i€t i€t

ergibt, und einen Cluster-Radius r;, so dass B(z, ;) die kleinste Kugel ist,
die das Cluster (G; enthélt.

Definition 3.2.1 Fin Indez-Cluster-Paar (t1,ty) mit ty, to C J heifft n*-
zuldssig, wenn min(#t,, #t2) > 1 und das Paar (Gy,, Gy,) n*-zuldssig gemafs
Definition 3.1.6 ist.

Dabei bezeichnet #X die Anzahl der Elemente der Menge X .

Im Folgenden verallgemeinern wir die in Abschnitt 3.1 dargestellte Situation,
einen aus den Zeilen ¢ und Spalten t; bestehenden Block der Matrix A durch
Niedrigrang-Matrizen zu approximieren, indem wir die Index-Menge J x J
in paarweise disjunkte Mengen Z’ = {(t1,1s), t1,t2 € J} so zerlegen,

IxJ= J txt,

(t1,t2)€Z’

dass fiir jedes Index-Cluster-Paar (t1,t3) € Z' entweder min(#t, #t2) = 1
gilt oder es n*-zuléssig ist.

Die Konstruktion einer solchen Zerlegung wird hierarchisch durch die Erzeu-
gung eines Index-Cluster-Baumes und die Bestimmung der zuléssigen Index-
Cluster-Paare erfolgen.

In der folgenden Definition (siehe [48], [50]) eines Index-Cluster-Baumes ver-
wenden wir fiir die Menge der Séhne S(t) eines Knoten ¢ € T¢, die Bezeich-
nung

S(t)={se€Tcr, sCt,s#t(dh. sist Sohn von t)}
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und fiir die Menge der Blitter L(T¢r) des Baums Ty,
L(TCL) = {t eler, S(t) = (Z)}

Definition 3.2.2 Sei J eine endliche Indexmenge.
Ein Baum Ty = Torp(J) heifst Index-Cluster-Baum, falls gelten

1. jGTCL

2. fiir einen Knotent € Ty, mit S(t) # () enthdlt S(t) paarweise disjunkte
Untermengen s € S mit
t = U s
)

seS(t

3. #S(t) # 1 firteTegyr.

t t5
2 2 2 2 2
2 3 1 t2 t2
3 3
tl t2

Abbildung 3.2: Cluster-Baum

Bemerkung und Definition 3.2.3 Sei 7 =0,..., .

Unter der Tiefe T eines Index-Clusters im Baum Tey verstehen wir seinen
Abstand zur Wurzel J , wobei Tya, die maximale Tiefe angibt. Wir bezeichnen
mit t* alle Index-Cluster t € Tey der Tiefe 7 und fassen Z™ = {t"} als
Zerlegung der Tiefe T auf.

Ist die Abbildung S gegeben, die jeder Indexmenge t C J die Menge S(t)
zuordnet, dass #5(t) # 1 und ¢ = [J g, s gelten, so kdnnen wir ausgehend
von J einen Index-Cluster-Baum generieren. Wir nehmen an, dass die Aus-
wertung von S(t) von der Groflenordnung O(#t) sei. In [11] sind mogliche
Abbildungen explizit angegeben.
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Algorithmus 3.2.4 (Generierung des Index-Cluster-Baumes)

Setze Ter, = 0 und rufe Baum(J,Tcr) auf, wobei Baum(t, Tey) firt € J
die folgende rekursive Routine ist.

Routine Baum(t, Tcr)
1. TCL = TCL U {t}

2. Falls #t > 1
Rufe fir alle s € S(t) die Routine Baum(s,Tcyr) auf.

Nehmen wir #t/#s > R > 1 mit #t = ) __ #s an, dann ist die maxi-
male Tiefe des Index-Cluster-Baumes 7,,,, von der Ordnung log, N. In [11]
wird gezeigt, dass der Algorithmus O(N logy N) Operationen zur Generie-
rung von Ty bendtigt. Dariiber hinaus kann durch geschickte Permutation
der Speicherbedarf fiir den Index-Cluster-Baum auf O(N) reduziert werden.
Dazu werden die Kollokationspunkte und damit die Mengen ®; so umnumme-
riert, dass jeder Index-Cluster einem zusammenhéngenden Block der Matrix
entspricht.

Das heif3t fiir t € Ty, existieren zwei Zahlen t,,;, und t,,,, mit

t:{lejatmmézétmam}

und es gentigt, fiir jeden Index-Cluster nur die entsprechenden Anfangs- und
Endindizes abzuspeichern. Da die Permutationen sich in einem Vektor der
Liange N abspeichern lassen, verhalt sich der Speicheraufwand von T wie
#Ter, = O(N). Wird hingegen jeder Index-Cluster vollstindig abgespeichert,
so ist der Speicherbedarf von der Ordnung N log, N.

Mit Hilfe des Index-Cluster-Baums T, definieren wir einen Baum, der dazu
dient, eine hierarchische Zerlegung Z’ der Index-Menge J x J zur Verfiigung
zu stellen. Diese Zerlegung entspricht einer Partitionierung der Matrix in
Blocke, die mit (#q,t3) € Z’ korrespondieren, siche Abbildung 3.3.

Definition 3.2.5 Sei J eine endliche Indexmenge. Fin Index-Cluster-Paar-
Baum T/, ist ein Index-Cluster-Baum zur Menge J % J .

Um den Algorithmus 3.2.4 zur Generierung des Baums 7/, anwenden zu
kénnen, miissen wir die Abbildung S geeignet auf T, x T, erweitern, vgl.
[50]. Das heifit wir definieren fiir ein Index-Cluster-Paar (t1,t2) € T X Ter

{(81,82), S1 € S(tl), So € S(tz)}, S(t1>, S(t ) #@
ta

Sl(tl,tz):{ 0 ,S(t) =0V S(ty) =0




3.2. Die Matrix-Partitionierung 65

T_,
!

Abbildung 3.3: Hierarchische Partitionierung einer Matrix

und bemerken, dass #5’(t1,t2) > 1 und
t1 Xty = U S1 X 89
(81782)65’(t1,t2)

fiir min(#ty, #t2) > 1 gilt. Ansonsten ist S’(t1,t2) = 0.

Die Abbildung S’ erfiillt damit die Voraussetzungen des Algorithmus 3.2.4
und T/, = Ten(J x J) kann analog zu oben mit Baum(J x J,T/,) erzeugt
werden.

Lemma 3.2.6 Fir den Index-Cluster-Paar-Baum T/, gelten

1. T, = A{(t1,ta), t1,t2 € Ter haben die gleiche Tiefen } und die Tiefe
jedes Paares (t1,t2) € T/ ist die von t; und ty in Toy.

2. L(TéL) = {(tl,tg) € TC/’Lv t1 € L(TCL) oder ty € L(TCL)}
Beweis. Folgt sofort aus der Definition der Abbildung S’. n

Abschlielend geben wir einen Algorithmus an, der eine zuléssige Zerlegung
7' von J x J liefert.

Definition 3.2.7 Fine Zerleqgung Z' von J X J heifst n*-zuldissig, wenn jedes
Index-Cluster-Paar (ty,t2) € Z'\ L(T/.) n*-zuldssig ist.

Algorithmus 3.2.8 (Generierung einer zuléssigen Zerlegung)

Setze 7' = O und rufe Zerl(J x J,Z") auf, wobei Zerl(J x J,Z") fiir
(t1,t2) € T x T die folgende rekursive Routine ist.
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Routine Zerl((t1,t2), Z")

Falls (t1,t2) € L(T/y) oder (t1,t2) n*-zuldssig ist
Setze 7' := 7' U{(t1,t2)}
Sonst

Rufe fiir alle (s1,s2) € S'(t1,t2) die Routine Zerl((s1,s2), Z")
auf.

Offensichtlich ist die so konstruierte Zerlegung n*-zuldssig und die Tiefe jedes
Paares (t1,t2) von Z" in T';,; und damit #Z’ sind minimal. Dariiber hinaus
wird in [11] gezeigt, dass der Algorithmus O((n*)™*N1*¢), V¢ > 0, Opera-
tionen und Speichereinheiten benotigt.

Wir bemerken noch, dass eine vollstindige Generierung des Index-Cluster-
Paar-Baumes einen Aufwand der Ordnung N? bewirken wiirde. Da jedoch die
Kenntnis der Mengen S(¢;) und S(t2) geniigt, um S’(t1,t2) auzuwerten, ist
es sinnvoll, den Index-Cluster-Baum T, vollstindig zu generieren und dann
den Algorithmus 3.2.8 ohne die explizite Berechnung von 7', auszufiihren.

3.3 Schnelle Summationsverfahren

Ausgehend von einer solchen hierarchischen Zerlegung definieren wir das
Nah- und Fernfeld beziiglich der Zerlegung Z’ durch

N(Z")y = L(T.,) bzw. F(Z') = Z'\N(Z).
Fiir die Matrix A € CV*¥ ergibt sich die Darstellung

A = (A7 +4Y) mit

Ay = > ay+ Y. ay,

(t1,t2)eF(Z") (t1,t2)EN(Z")
wobei AF den Fern- und AV den Nahfeldanteil bezeichnen und

CLZ']' = / k(I,yz)(pJ(.T)de, Yi c GtQ y (I)j Q th fllI' 1€ t2 y j € tl .

T

Wihrend die O((n*)"2N) Eintréige des Nahfeldanteils direkt mit der vor-
gestellten Fourier-Methode ausgewertet werden, konnen wir die Blocke im
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Fernfeldanteil der Matrix durch entsprechende Niedrigrang-Matrizen appro-
ximieren. Die so erzeugten Matrizen werden auch als H-Matrizen [48] be-
zeichnet.

Wir stellen im Folgenden das Panel-Clustering- und das Multipol-Verfahren
vor. Diese nutzen fiir (¢1,t2) € F(Z') die Beziehung

o = / ke, 92)¢s (2)dF,
T

/ k(o 9o @)dFs s y—yi € G ® C G (38)

r

Q

fiir i € ty, j € t; aus, um den Fernfeldanteil A7 effizient auszuwerten.

Dariiber hinaus bietet die Technik der multiskalenbasierten Matrixkompressi-
on die Moglichkeit, den numerischen Aufwand zu reduzieren. Eine Ubersicht
iiber die Anwendung von Wavelets zur Approximation von Integraloperato-
ren findet der interessierte Leser unter anderen in [80], [78] oder speziell fiir
die Helmholtz-Gleichung in [26].

3.3.1 Das Panel-Clustering-Verfahren

Das Panel-Clustering-Verfahren wurde von Hackbusch und Nowak [52] fiir
das Kollokationsverfahren eingefiihrt und fiir das Galerkin-Verfahren weiter-
entwickelt [53], [51]. Die urspriingliche Version basiert auf der polynomiellen
Kernentwicklung des Laplace-Operators, d.h. G(x,y, x) mit k = 0. Da sich
diese Entwicklung nur bedingt fiir £ > 0 eignet, wurde in [38] eine modifi-
zierte Version vorgestellt, die auf der Grundlage des Satzes 3.1.2 basiert.

Wir skizzieren im Folgenden die Grundidee, vgl. [49]. Fiir (¢1,t2) € F(Z') mit
x € Gy, und y € Gy, wird mittels geeigneter Skeletonen f;g; ein degenerierter
Kern erzeugt,

kp(xa y) = Z fl(xv Ztl)gl(y7 Ztl) ’ #k7p - O(pg) ’ (39)

ledp
so dass
‘k(%,y) - kp(x7y)| S Cp(ﬁ*)p|k(37>y)‘ fiir |3j - Zt1| S 77*|y - Zt1|

gilt. Wir bemerken, dass in der urspriinglichen Version die Funktionen g,
unabhéngig von dem Entwicklungszentrum z;, sind.
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Mit der Beziehung (3.9) ergeben sich die Eintrdge des Fernfeldanteils (3.8)
zu

ag; = Z gl(yia Ztl)‘F}tl (SDJ) )

ledp

wobel

F' (p)) = / filw, 2z )ps(2)dFy, @5 C Gy, j €ty
T

Da die Koeffizienten F}(¢) unabhingig von y sind, werden sie vorab berech-
net. Werten wir die Funktionen g; fiir jedes p € J, mit O(p) Operationen aus,
so sind fiir die Auswertung des Fernfeldanteils A" O(p#J,#F(Z')) Opera-
tionen notwendig. In [52] ist gezeigt, dass #F.(Z') = O((n*) 2N log N).

Wir gehen auf die Komplexitéit der Auswertung von Fy(y) ein und bemer-
ken, dass diese fiir jeden Index-Cluster ¢ € T, berechnet werden miissen.
Sind g; jedoch unabhéngig von dem Entwicklungszentrum z;, so kann jeder
Koeffizient F}(p) durch die rekursive Struktur des Cluster-Baums T¢, geméif

Fl(p)= Y F(y) (3.10)
)

seS(t
bestimmt werden.

Wihlen wir p = O(log N) und n* passend, so erhalten wir, dass fiir die Be-
rechnung der Koeffizienten O(N log® N) (bzw. O(Nlog* N) im Fall (3.10))
Operationen notwendig sind. Da insgesamt #.7,#1¢1, Einheiten zur Speiche-
rung der F}(y) bendtigt werden, betrégt der Speicheraufwand O(N log® N).

Sind die Koeffizienten F(p) berechnet, so besitzt das Panel-Clustering-Ver-
fahren insgesamt einen numerischen Aufwand von O(N log® N).

3.3.2 Das Multipol-Verfahren

Der grundlegende Artikel iiber Multipol-Verfahren [72] behandelt die schnel-
le Losung von Randintegralgleichungen in 2D mit Hilfe des Nystrém-Ver-
fahrens. Dariiber hinaus stellte Rokhlin die Anwendung der Multipol-Me-
thode auf Streuprobleme fiir 2D [74] und 3D [73] vor. Die dort angewandte
Technik der sogenannten Diagonalformen des Translationsoperators wurde
in [35], [19] weiterentwickelt.

Wir erldutern anhand den Ausfithrungen [38] die Grundidee dieser Metho-
de. Die Kernapproximation erfolgt in diesem Fall indirekt, d.h. die Lésungen
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der Helmholtz-Gleichung werden durch Fernfeld- und Nahfeldreprésentanten
beschrieben.
Sei dazu u eine abstrahlende Losung der Helmholtz-Gleichung in B¢(z1, 1),
d.h. sie geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung (1.3), in der
Darstellung

. !
Zal m\y—zl\) w = :

|?/—21|

In [23] wird gezeigt, dass sich u(y) wie eine Kugelwelle hél)(/dy — z1|) ¥ (w)
verhélt, d.h. es gilt

lim u(z +ré)ikre ™ = W(2), W(2) =) (-
1=0
gleichméiBig fiir 2 € S? = {z € R?, |z| = 1}. Dabei bezeichnet ¥ den Fern-

feldreprasentanten von w .
Analog ldsst sich eine Losung u in B(zq,73) in der Form

) —z
Zﬁl D)jilkly — zl), @ =2,
|y — 2

mittels des Nahfeldrepriasentanten Y darstellen,

1 2\ ik(y—=z2)2 2 - . 2
uly) = = [ TEEAE, 1) = Y ().
S2 =0
In den obigen Darstellungen sind «;, 3; Kugelfunktionen vom Grad [.

Satz 3.3.1 Seiu eine abstrahlende Lisung in B(z1,11) und VU der zugehiri-
ge Fernfeldreprdsentant. In Bz, r9) mit |21 — 23| > 114719 erhalten wir durch

p

T (2) = Mplz2 — 21, 2)U(2), Myl g) =) i'(2l+ V) (kl2]) Pi(@ - ),
1=0
die Funktion
1 2\ ik(y—2z9)2
uy(y) = E/T(p)(z)e W=22)2gF, | (3.11)
S2

Dann konvergiert u, gleichmdfSig fir alle y € B(z2,72) gegen u fir p — oo.

Der Beweis des Satzes findet der interessierte Leser unter anderen in [38].
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Mit den Notationen des letzten Satzes definiert
N(T)(Z') = {t1,ts € ALS (rey, +718,) > 0"z, — 2|}, 0 <™ < 1,
das Nah- und F(Z') = (2 x Z)\ N (Z') das Fernfeld beziiglich der

Tiefe 7, 7=10,..., Thaz-

Nach der Formulierung der notwendigen Begriffe und der Moglichkeit, die
Informationen des Fernfeldes in einen lokalen Nahfeldrepriasentanten umzu-
wandeln, gehen wir auf einen Algorithmus zur Berechnung des Fernfeldanteils
A7 ein.

Zunachst werden auf der maximalsten Tiefe 7 = 7,,,, fiir alle Index-Cluster
t € Z" die Fernfeldrepriisentanten W, von

/ k(z,s)o(z)dF,, s¢€S?,
r

mit ¢ = ¢;, 7 =1,...,t und supp ¢ C Gy, berechnet.

Durch rekursives Aufsteigen in der Baumstruktur werden dann alle ¥, .
beziiglich ihrer Clusterzentren bestimmt. Um W, ., fiir jeden Index-Cluster
t € Z) zu erzeugen, werden die Fernfeldreprisentanten seiner Schne in das
Clusterzentrum z; verschoben und addiert.

Ausgehend von der Wurzel werden die Nahfeldrepréisentanten rekursiv ab-
steigend in der Baumstruktur beziiglich ihrer Clusterzentren berechnet. Da-
zu werden fiir alle Index-Cluster-Paare (¢,t') € F()(Z') einer Tiefe 7 die
Fernfeldreprésentanten Wy ;- in Nahfeldrepriasentanten konvertiert und zu den
sogenannten Nahfeld-Initialisierungen Ttm (p) addiert,

Tirp(s) = Z Tt,r, ) (8) + Ap(2t — 20, 8) Wy 7 (s) -
(ttHeF(T)(Z)

Die Nahfeld-Initialisierung Tt,rﬂ, (p fiir jeden Index-Cluster der Tiefe (7+1)
ergibt sich aus dem Nahfeldreprisentanten T, ;. (), der in die entsprechenden

Clusterzentren der Sohne verschoben wird. Weiter gilt T () = 0.

Abschliefend wird das Integral (3.11) fiir die maximalste Tiefe 7 = T4
bestimmt. Die Auswertung erfolgt mittels einer geeigneten Gauf-Legendre-
Quadraturformel Qg2 und wir erhalten den Fernfeldanteil der Matrix A

1 ik(Yi—2t)s P
azszﬂ Z ZwsTt,TMz,(m(S)e Wimeds =1, 1,

teZ(Tmaz) SEQSQ
y; €Gt
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Wir bemerken, dass wir die Fern- und Nahfeldrepriasentanten nur in den
Quadraturpunkten s € QQs2 benétigen.
Insgesamt benétigt das Verfahren O(N log® N) Operationen.

Bemerkung 3.3.2 Werten wir den Algorithmus nur auf einer festen Tiefe
T aus, so betrigt der numerische Aufwand O(N>/?), vgl. [73].

3.4 Die Adaptive Cross Approximation

Alle Verfahren des vorangegangenen Abschnitts sowie die Approximation
mittels H-Matrizen [48], [50] basieren auf der expliziten Kenntnis einer ge-
eigneten Kernentwicklung. Im Gegensatz dazu verwenden die sogenannten
algebraischen Methoden die Niedrigrang-Matrizen, insbesondere Rang-1-Ma-
trizen, zur Approximation der Blocke. Daher ist die explizite Kenntnis einer
Kernentwicklung nicht notwendig, lediglich die Existenz eines degenerierten
Kerns wird gefordert.

Wir definieren den approximierenden Rang einer Matrix.

Definition 3.4.1 Sei e > 0. Der e-Rang einer Matrix A € C™*™ beziiglich
der Matriznorm || - || ist als

rank . A = min{rank A : ||A — A|| < ¢||A||r}
definiert.

Sei A € C™*" ein geméf Abschnitt 3.2 n*-zuldssiger Block. Der beste Appro-
ximant A mit vorgegebenem Rang p kann mit Hilfe der Singulérwertzerlegung
gefunden werden

p

*

A= E ouY;
=1

wobei (o, u;, 1), L =1,...,p, die p grofiten Singuldren Tripel sind. Insbeson-
dere gibt die Frobenius-Norm eine untere Schranke des Fehlers an,

min{||A — A||%; rank A < p} = Z of,
l=p+1

vgl. [65]. Die Singulirwertzerlegung benétigt jedoch O(m?+n?) Operationen,
so dass sie fiir die Praxis nicht relevant ist.
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Wiéhrend die bisherigen Verfahren [42], [43] stets eine vollsténdige Blockbe-
rechnung erfordern, kann bei dem ACA-Verfahren [10], [13](Adaptive Cross
Approximation) darauf verzichtet werden.

Ein weiterer Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass sich der Rang des
Approximanten an den Approximationsfehler anpasst. Wéahrend sich das zu-
gehorige Abbruchkriterium an dem laufenden Fehler orientiert, wird bei den
oben erwiahnten Methoden (auch die aus dem vorangegangenen Abschnitt)
der benctigte Rang der Approximation stets a priori aus der Abschitzung
des theoretischen Approximationsfehlers gewonnen.

Wir beschreiben nun das ACA-Verfahren fiir komplexwertige Aufgabenstel-
lungen. Dazu betrachten wir zunéchst ein eindimensionales analytisches Pro-
blem und zeigen dann konkret zwei Versionen zur Implementierung auf.

3.4.1 Das analytische Problem

Sei im Folgenden (1, t2) ein n*-zulédssiges Index-Cluster-Paar. Um die Kern-
funktion k(z,y) fir x € Gy, und y € Gy, zu approximieren, konstruieren wir
zwei Funktionenfolgen r;, b; : R3 xR3 — C. Dabei bezeichnet r; das jeweilige
Residuum zur Approximation b;. Wir setzen

bo(l',y) =0 und TO(xay) :k'<l',y>

und betrachten fiir jedes | = 1,2,... die Punkte z,, € Gy, y;, € G, mit
o = (ri—1(xj,, y;,)) "' # 0. Damit ergeben sich

bl(l‘)y) = bl—l(l‘)y)+erl—l(leay)rl—l(xayil) (312)
= ZQSTS*1<xjsuy)T3*1<x7yl’s) (3.13)

s=1
r(zy) = riea(zy) — ariea (g, y)r-(@, vi) - (3.14)

In [10] werden die folgenden Eigenschaften der Darstellungen (3.12) und
(3.14) durch vollstéandige Induktion nach ! bewiesen.

Firallel =0,1,... und x € Gy, y € Gy, gelten

1. k?(l‘,y) :bl(xay)+rl($7y) (315)
2. r(x,yi,) = 0 und 7(x;,,y) = 0 fiir alle 1 < ¢ <1 (3.16)
3. ri(x,y) = k(z,y) Zg k(x,vy.,), (3.17)

mit Funktionen Q,(,) R = Cfirv=1,...,1
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Wir stellen fest, dass die Approximationen b;(x,y) die Kernfunktion in den
Stiitzstellen z;, und y;, interpolieren, denn es gilt mit (3.16) und (3.15)

bi(zj,,y) = k(z;,,y) gleichméBig bzgl. y, (3.18)
bi(z,y,,) = k(x,y;,) gleichméBig bzgl. x, (3.19)
fir s,v =1,...,l. Um die Folgen b;(x,y) und r;(z,y) ndher zu analysieren,

betrachten wir die Matrizen C; € C*!, [ =1,2,..., mit

k(leayh) k(xjwyil)
Cl = 9
k(x]ia yil) T k(xjwyiz)

sowie die Matrizen CZ(SP )(q, r) und Cl(z)(q, y), die aus C; dadurch entstehen,
dass wir im ersten Fall die ¢g-te Spalte durch den Vektor (k(z,v;,))s=1; und
im zweiten Fall entsprechend die ¢-te Zeile durch den Vektor (k(x;,,v))s=14

ersetzen. Insbesondere gilt CI(SP)(q, ;) = C’l(z)(q, yi,) = Ci.

Fiir die Determinante der Matrizen C’l(Sp )(q,x) formulieren wir die folgen-
den Rekursionsformeln und sehen, dass die Matrizen C; invertierbar sind.
Entsprechende Aussagen gelten fiir die Determinante von Cl(z) (q,9).

Lemma 3.4.2 Firl <g<lundl=1,2,... gelten
det C’l(Sp)(q, x) = 9;1 det C’l(fﬁ)(q, x) + (—1)q+lrl_1(x, y;,) det C’l(fﬁ)(q, )
und

det C’fsm(l,x) = rolz,vi,)
det C’l(s”)(l,a:) = r1(z,y;,)det C_y fiirl > 1.

Insbesondere gilt

!
det C; = g, ' det C;_; = H 0.1 #0.

s=1

Beweis. Sei 1 < ¢ <[. Wir subtrahieren von der letzten Zeile der Matrix
C’l(Sp )(q,x) eine Linearkombination der iibrigen Zeilen mit den Koeffizien-

ten Ql(/lfl)(yil), v = 1,...,1. Fiir die so konstruierte Matrix 51(517)((],:6) gilt

det él(Sp)(q, x) = det CI(SP)(qa ).
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Mit der Darstellung (3.17) ergibt sich fiir s € {1,...,{} \ {q}
(G @ 2D = ks ) §j@ i k(s i) = 711 (50, 03)

Insbesondere sind wegen (3.16) die Eintriige (C\™ (g, )., = 0 fiir alle

se{l,...,l=1}\{q}.
Das helﬁt dass die letzte Zeile der Matrix C ( x) maximal zwei von Null
verschiedene Eintrage besitzt,

(CPq,2))1g = i (2, ;) und (C(q,2))1y = ri—a(z,, ys) = o

Die Behauptung folgt mit Hilfe des Laplace’schen Entwicklungssatzes. [

Dartiber hinaus stellen wir die Approximationen b;(z,y) aus (3.13) mit Hilfe
der Matrizen C dar.
Wir bemerken, dass b;(z,y) = z* Myw mit M; € C>*! und z,w € C' gilt. Fiir

@S:k(xjs,y) und (w)s = k(x,y;.), s=1,...,1,

ergibt sich mit der Eigenschaft (3.16) die Beziehung C; = C;M;C; und damit
M, =C;', d.h.

bz, y) = (k(2, 9))smr O (b2 yi))smra, 1=1,2,.. (3.20)

Insbesondere gilt mit der Cramer’schen Regel

! (2)
det C;7 (s, y
bz, y) = #l)k(% Yis) - (3.21)

s=

Die letzte Darstellung zeigt, dass die Approximationen b;(x,y) die Kernfunk-
tion in den Stellen y;, interpoliert, vgl. (3.19).

Sei

ky(x,y) = by(,y)

fiir ein p € Ny die Approximation der gegebenen Kernfunktion k(x,y).

Wir stellen zur Abschitzung des zugehorigen Residuums

rp(z,y) = k(z,y) — ky(x,y) eine Verbindung mit der Interpolation durch
Lagrange-Polynome her.

Dazu betrachten wir ein System aus Lagrange-Polynomen

det C3” (1, y)

p

l=1,...,p,
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mit L;(y;.) = dis, [, s = 1,...,p, wobei § in diesem Fall das Kroneckersymbol
bezeichnet. Mit der Darstellung (3.21) ergibt sich das zugehorige Residuum
zu

Ep(w,y) = k(z,y) = (Li(y)) iz p (k2,51 i1 - (3.22)

Satz 3.4.3 Firx € Gy, und y € Gy, seirp(z,y) das durch die Approzima-
tion ky(z,y) induzierte Residuum. Dann gilt

p (sp)
det Cp " (v, x
rp(7,y) = Ep(z,y) — Z dzt—Ci,)

1

Ep(l‘ju ) y) *

Beweis. Wir bemerken mit den Eigenschaften (3.15) und (3.20),

- bp('rv y)
y) — (ks 9) 21,0 (R (2, 43,))i=1p
E

p(@,y) = (B2, 9))izap — (LiW))iz1,,Co) Cp (k{2 93) 1=

Tp('rvy) = k(x7y)
= k(z,y

(3.22)

Da

(K@, ) ierp = (Lo ()1 ,Cp = (k?(%,y)) - ZLS(y)k(ij,yiQ
= (Ep(z),,9))v=1p,
folgt

p

role,y) = Eplz,y) = Y Byl 9)(Cy (k{2 i) im1p)s -

v=1

Mit der Cramer’schen Regel ergibt sich

_ det C(Sp)(’jv x)
(G (g imp)e = =3

und damit die Behauptung. [

Abschlieend geben wir noch ein Kriterium zur Auswahl der Interpolations-
punkte z;, und y;, an.

Folgerung 3.4.4 Angenommen firl = 1,...,p seien die Punkte z;, € Gy,
und y;, € Gy, so gewdhlt, dass

|7”l—1(le7 yil)| > |7°l—1(x> yu)|
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fiir alle x € Gy, erfillt ist. Dann gilt firq=1,...,1

sup det C’l(Sp)(q, r) < 27 det O
$6Gt1

und folglich fiir y € Gy,

Irp(z,y)| < (1+27) Sup | Ep(,y)| - (3.23)
xre t1
Beweis. Man wende Lemma 3.4.2 an. n

3.4.2 Numerische Aspekte

Das beschriebene analytische Problem fithren wir auf die Niedrigrang- Appro-
ximation der Matrizen aus Abschnitt 2.2 iiber, indem wir fiir einen 7*-zulés-
sigen Block A € C™*"

A=B+R, 1=0,....p,

setzen. Dabei gilt

(Rl)ij :/Tl(ffa?/z‘)@j(x)dea 1 §Z§m7 1 S]S’I’L,
T

und wir bemerken, dass die Matrix B; vom Rang [ die Gestalt

!
B, = g Uy
v=1

besitzt.

Die erste Version nennen wir ACA mit vollstindiger Pivotisierung, da in
jedem Schritt die vollstéandige Fehlermatrix R; generiert wird, um den ma-
ximalen Eintrag zu finden. Daher kann der Fehler ||R)||r exakt bestimmt
werden. Dieser Algorithmus eignet sich jedoch nur bedingt fiir grodimensio-
nierte Probleme, da zur Berechnung des Approximanten A = B, vom Rang
p O(pnm) Operationen und O(nm) Speichereinheiten notwendig sind.

Algorithmus 3.4.5 (ACA mit vollstindiger Pivotisierung)

Sei A € C™" und € > 0 gegeben. Setze den Anfangsfehler Ry := A und die
Anfangsniherung By := 0.
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Firl=0,1,2,... berechne
1. 1:=1+1
2. Finde (i, 5;) mit (Ri—1)i,j, = max |(Ri—1)ij]
1
(Ri1)irg
4. Ry = R — owof

3. Setze o = u = Ry_qe; und vy = Rj_,e;,

5. By = Bi_1 + oiwvf
b 1Rl < el Al (3:24)

Setze den Rang p = | und den Approzimanten A = B,.

Die Vektoren e; sind dabei die i—ten kanonischen Vektoren im jeweiligen
Raum.

In der Praxis werden die Eintrage der Matrix Ry mittels der Fourier-Methode
aus Abschnitt 2.2 berechnet und die Pivot-Elemente (R;_1);, j werden jeweils
bei der Berechnung von || R;||r bestimmt.

Die Version ACA mut einer partiellen Pivotisierung erlaubt hingegen die Be-
rechnung des Niedrigrang-Approximanten A = B, ohne die vollstandige In-
formation des urspriinglichen Blockes. In diesem Fall werden nur O(p(n+m))
Speichereinheiten und O(p?(n+m)) numerische Operationen zur Berechnung
des Approximanten benotigt. Da die Matrix nicht vollstdndig berechnet wird,
kann der Fehler ||R;||r nun nicht mehr exakt angeben werden. Wir schitzen
dafiir die Norm des Approximanten ab, die sich rekursiv durch

-1
1Bill7 = 11 Biallf +2 ) wjuwvgen + [l o]

v=1

angeben lasst.

Algorithmus 3.4.6 (ACA mit einer partiellen Pivotisierung)

Sei A € C™™ und € > 0 gegeben. Setze die Anfangsniherung By :== 0 und
den Abfangsfehler Ry := A. Jgr bezeichne die Indexmenge der abgearbeiteten
Zeilen von Ry, 1 > 0. Setze Jr := 0 und i, := 1.
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Firl=0,1,... berechne
1. 1:=101+1

2. x Ist iy > m, so endet der Algorithmus. Ansonsten

-1
1. Setze Jr = JrU{i} und o, = A%e;, — Z@ilvy

v=1

2. Finde j, mit (©;);, = max |(v,);]
J

3. Falls (0;);, =0
Setze i ;== i, + 1 und gehe zu *

-1

4. Setze v = (61)51@1 und w = Ae;, — Z@jluy
v=1
. Bl = Bl—l + Ul’l}l*
0. Finde ij31 mit (uy);,,, = max|(u);]
i¢IR
bis lwllellollr < el|Bil|p (3.25)

Setze den Rang p = | und den Approzimanten A = B,.

Die Eintrage der jeweiligen j;-ten Spalte und i;-ten Zeile von A bzw. A*
werden dabei analog zu oben mit der beschriebenen Fourier-Methode ausge-
wertet.

Das néchste Lemma zeigt, dass beide Algorithmen stets terminieren.
Lemma 3.4.7 Set A € C™*" mit rank A = p. Dann gilt B, = A.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch die Induktion nach p.

Fiir p = 1 gilt offensichtlich Ry = 0 und B; = A.

Fiir p > 1 betrachten wir den [-ten Iterationsschritt des Algorithmus 3.4.5
oder 3.4.6, [ < p beliebig. Wir setzen (R;);; = r;; und oBdA. sei 4, = j, = 1,
d.h. r;; # 0 gibt das Pivot-Element g; an (ansonsten vertausche geeignet
Spalten und Zeilen von R;). Dann gilt

Riy1 = Ry — o(Rier)(Rjel)” = : él
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und damit rank R;,; = rank E’l, wobei

21712 T2171n
To2 — o Top T
R 11 11
R, = .
T'm1712 Tmi1T1n
Tm2 — v Tmn —
T11 11
Andererseits gilt
1 1 Ti2 o Tin
21 1 0
11
. Rl - . - )
N o« .. Rl
m1 1
11 0

d.h. rank B, = rank R, — 1. Aber diese Relationen entsprechen gerade einer
Reduktion des Ranges um Eins im [-ten Iterationsschritt. [

Zusammenfassend stellen wir fest, dass fiir die Matrizen A, € CY*¥ aus
Beispiel 3.1 eine blockweise Niedrigrang-Approximation bestimmt werden
kann, vgl. Bemerkung 3.1.9. Dazu erzeugen wir zunéchst geméafl Abschnitt
3.2 einen Cluster-Baum (Algorithmus 3.2.4) fiir alle Kollokationspunkte und
geben eine zuldssige Zerlegung Z’ (Algorithmus 3.2.8) an. Nach einer geeig-
neten Permutation besteht A, aus approximierbaren Blocken verschiedener
Grofe.

Sei Alrt2 € C™>™2 mit my = #t, und my = #ts der dem Index-Cluster-Paar
(t1,t2) € Z' entsprechende Block mit den Eintriagen

a;; = / k(x,y)o;(x)dF,, vy, € Gy, ®; C Gy firiety, jety.
r
Wahrend fiir min(#t;, #t2) = 1 die Eintrége a;; mittels der in Abschnitt 2.2
beschriebenen Fourier-Methode berechnet werden, wenden wir zur Niedrig-

rang-Approximation von A2 den Algorithmus 3.4.6 an. Den zugehérigen
Approximanten bezeichnen wir mit A%-'2.

Fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation Av = w ergibt sich dann der folgende
Algorithmus

Algorithmus 3.4.8 (Matrix-Vektor-Multiplikation)

Sei A, € CN*N mit der oben beschriebenen Blockstruktur flfg’t? gegeben. Setze
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den Ergebnisvektor w := 0.
Fiir (t1,t3) € Z' berechne

1. Falls (rank Attz - (my + m2)) < (mymg):
Berechne At2v, mittels der Darstellung (3.5).

Sonst
Berechne At%2v, mittels der gewdhnliche Matriz-Vektor-

Multiplikation.

. At1,t
2. th = ’LUt2 + Anl’ QUtl

Fiir den Fall k = 0 konnen wir Aussagen iiber den numerischen Aufwand
der Generierung der Approximanten Ay und der zugehorigen Matrix-Vektor-
Multiplikation machen.

Zunichst formulieren wir den folgenden Satz, der in [13] ausgehend von der

Fehlerabschiitzung (3.23) bewiesen wird.

Satz 3.4.9 Sei k ein auf dem n*-zulissiges Paar (Gy,, Gy,) € R3 x R3 asym-
ptotisch glatter Kern und ®; C Gy, fiir j € ty. Fir den Approzimationsfehler
R,, = A" — AV nach n, Iterationen des Algorithmus 3.4.6 gilt

1/2
Cp . wnp 1
|| B, |7 < #tzﬁ(n )Pdist? (G, G, (Z NQ@W) :

JjeEh
wobet ¢ < p € N und ¢, eine Konstante ist.

Beweis. Wir bemerken, dass nach héchstens n), Iterationen die Bedingung
(3.7) aus Satz 3.1.8 gelte. Die Behauptung erfolgt dann analog zu dem Beweis
des Satzes 3.1.5. n

Wir geben in Abhéngigkeit der Grofie n* den numerischen Aufwand an, der
fiir eine gegebene Genauigkeit € > 0 den Approximationsfehler liefert:

|40 — Aol|r < e.

Dazu betrachten wir mit der Definition 3.1.6 der n*-Zuléssigkeit und der
Annahme, dass eine quasi-uniforme Triangulierung (Bemerkung 1.3.6) der
Oberflache I'x vorliegt, die Beziehung

dist?(Gy,,Gy,) < cN~Y? Y (t,ty) € 7'
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wobei ¢ > 0 eine geeignete Konstante ist, vgl. [11]. Fiir den Approximations-
fehler der gesamten Kollokationsmatrix Ag € CV*¥ erhalten wir

o= Aol = 37 [14g - Al
(t1,t2)€Z’

D #HLC () Pdist™ (G, Gy,)

(t1,t2)eZ’

IA

und damit

140 = Aollp < cCNT (") Cp = p(Ta)

c
!

Wir wéhlen n* > 0 so, dass

£
P _
Aber dies garantiert ||Ay — Ag||r < e. Fiir sinnvolle Werte N und ¢ kénnen
wir annehmen, dass 0 < n* < 1 ist.
Sei a > 0. Mit der Beziehung (3.26) und

2 —
PZ2—q, O<C<O-/7
a—=¢

ergibt sich dann die Komplexitiat des Algorithmus 3.2.8, die in Abschnitt 3.2
mit O((n*)*N'*¢) angeben war, zu jeweils O(~*N'*®) Operationen und
Speichereinheiten, ¥V a > 0 beliebig klein. Offensichtlich ist der numerische
Aufwand des Algorithmus 3.4.8 von der gleichen Groflenordnung.

Wir bemerken, dass sich die theoretischen Aussagen nur fiir asymptotisch
glatte Kerne zeigen lassen. Die vorgestellten Algorithmen 3.4.5 und 3.4.6
liefern jedoch auch fiir nicht asymptotisch glatte Kerne, die sich durch de-
generierte Kerne approximieren lassen, gute numerische Ergebnisse, vgl. die
numerischen Beispiele des folgenden Kapitels oder [12].
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4 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel stellen wir einige numerische Ergebnisse der vorgestellten
effizienten Verfahren zusammen. Insbesondere untersuchen wir in Abschnitt
4.1 die Giite der Fourier-Methode und wenden in Abschnitt 4.2 zur Appro-
ximation der Matrizen das ACA-Verfahren an.

Als erstes Beispiel (Bsp. I) betrachten wir die zeitharmonische, akustische

Streuung einer ebenen einfallenden Welle v/ = e*®) aus der Richtung
= (1,0,0) an einer schallweichen Kugel Q = {y € R? | |y| < 1}.

Die gestreute Welle u® erfiillt das Randwertproblem

Au®(y) + *u’(y) =0,  ye,

u(g) = —u'(9) j €S =09,
u® geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung (1.3)

und besitzt die Form [23]

e}

— =3 et ) ) RG-).
=0

Dariiber hinaus lésst sich die eindeutige Losung f der Randintegralgleichung

Gz £t msﬁ) £1G) = =09 5 £0, (4.1)

explizit angeben,

e
—~
<<
I\
~—

= 0+ (20 + 1) Ji(k)
Z k(k1(K) + (<)) b ()
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Fiir die folgenden Beispiele betrachten wir das duflere Dirichlet-Randwert-
problem

Au(y) + £*u(y) =0, y e,
u(y) = G(xo,y, k) aus (1.6) mit zp € Q, yeT,
u geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung (1.3)

und wihlen zur Formulierung der zugehorigen Randintegralgleichung die ” di-
rekte” Methode, d.h. mittels der Green’schen Darstellungsformel erhalten wir

S0u) = 9(0) = (~57+ D) (). weT. (42

Durch die spezielle Wahl der Randbedingung kénnen wir die Lésung von
(4.2) explizit durch f = 0,,G(z0,y, k)|yer angeben.

Wir wihlen fiir den Rand I" zum einen (Bsp. II) die parametrisierte Ober-
flache

R(z) cos(2t)
Fy=<az=| R(z)sin(2nt)(2 — 3sin(2mt)) | ,0<2<1,0<t <1y,
z

wobel R(z) = /2(1 — 2),
und zum anderen die dritte Beispieloberfliche I'g aus Abbildung 4.1 (Bsp.
III).

Waihrend die ersten beiden Beispieloberflichen akademischer Natur sind und
fiir den Diskretisierungsparameter stets h < 1 gilt, handelt es sich bei der
Oberfliche I'r um ein Gitter, das uns freundlicherweise von der Firma Ro-
bert BOSCH GmbH zur Verfiigung gestellt wurde. Betrachten wir die Schall-
abstrahlung in Luft (Dichte p = 1.225kg/m? und Schallgeschwindigkeit
c = 340m/s), so besitzen die Wellenzahl und die Losungen f() die Dimen-
sionen m~! bzw. m~2 .

Wir bemerken, dass alle Berechnungen auf einem AMD Athlon 1200 System
durchgefiihrt und LAPACK-Routinen [5] als algebraische Bibliothek verwen-
det wurden.

Weitere numerische Experimente beziiglich der Fourier-Methode und der
Kombination mit dem ACA-Verfahren findet der interessierte Leser in [61],

[82] oder [71].
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(III) Testrand 3: I'g mit diam(I'g) = 0.8 m

Abbildung 4.1: Die Beispieloberflichen
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4.1 Der Vergleich der L6sungen

Um das neue Verfahren zu validieren, betrachten wir neben der in Abschnitt
2.2 beschriebenen Fourier-Methode ein Standard-Verfahren. Dazu werden die
aus dem Kollokationsverfahren mit stiickweise konstanten Ansatzfunktionen
resultierenden Matrizeneintriage mittels der 7-Punkt Gauf-Formel fiir ebene
Dreiecke mit der Genauigkeit O(h%) numerisch berechnet, vgl. [2].

Die vorgestellten Beispiele liefern folgende Ergebnisse:

In den Abbildungen 4.2 (a) - 4.4 (a) sind die relativen Fehler der Fourier-
Losung frpr (schwarz) und der Standard-Losung fsr (punktiert) in der dis-
kreten Lo-Norm in Abhéngigkeit der Wellenzahl s dargestellt, d.h.

I|f = follLam
eret(fy) = .
Vo) = o

Der Anstieg des Fehlers des Standard-Verfahrens mit wachsender Wellen-
zahl ist auf die verwendete Integrationsroutine mit konstantem numerischem
Aufwand zuriickzufithren. Die Ergebnisse kénnten durch Einsatz einer ge-
naueren Quadraturformel verbessert werden, der numerische Aufwand wére
jedoch hoher. Im Fall der Fourier-Methode erhalten wir Matrizeneintrage mit
einer Genauigkeit, die im Wesentlichen unabhéngig von der Wellenzahl ist,
vgl. Bemerkung 2.2.7. Diese Eigenschaft spiegelt sich in dem nahezu kon-
stanten Fehlerverhalten fiir x,,,.h < 1 wider. Dariiber hinaus benotigt die
analytische Berechnung der Integrale, die nur von den geometrischen Daten
abhéngt, stets den gleichen numerischen Aufwand.

Um die gute Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse frr mit den ana-
lytischen Werten zu verdeutlichen, sind in den Abbildungen 4.2 (b) - 4.4 (b)
jeweils eine Komponente der Losungsvektoren (d.h. Realteil und Imaginér-
teil) gegen die Wellenzahl aufgetragen. Die Losungen fpr und fgr sind
schwarz bzw. punktiert dargestellt, die gestrichelte Linie entspricht dem Ver-
lauf der analytischen Losung f.

Wir weisen noch auf eine Eigenart der Losung frr hin, welche im dritten
Beispiel besonders deutlich wird. Ab x = 45 ist die Kurve nicht mehr glatt,
sondern weist fiir gewisse Wellenzahlen Zacken auf. Dieser Effekt resultiert
aus der Tatsache, dass fiir die Randintegralgleichung (4.2) irregulére Wellen-
zahlen auftreten konnen, vgl. Tabelle 1.1 und die entsprechenden Lésungen
nicht mehr eindeutig sind.
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(a) Relativer Lo-Fehler der Losungen fpr und fsr in Abhéngigkeit von x

0.07

0. 06

0. 05
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0.03

0.02

0.01

0L=

Realteil

Imaginérteil

Abbildung 4.2: Ergebnisse fiir Beispiel 1
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(a) Relativer Ly-Fehler der Losungen fpr und fsr in Abhéngigkeit von k

Realteil

Imaginirteil

Abbildung 4.3: Ergebnisse fiir Beispiel II
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(a) Relativer Lo-Fehler der Losungen fpr und fsr in Abhéngigkeit von x

0.6

0.5

0.4

0.3

(b) Verlauf der Losungen in Abhéngigkeit von x
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Realteil

0 10 20 30 40 50 60
Imaginérteil

Abbildung 4.4: Ergebnisse fiir Beispiel 111
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Dariiber hinaus stellt die Fourier-Methode ein sehr effektives Verfahren dar.
Dazu werden fiir N, = 100 Wellenzahl die Gesamtzeiten zur Losung des
Gleichungsystems, LS, und die Zeiten zur Generierung der Kollokationsma-
trizen C' = A,,S,, D, der beiden Verfahren verglichen. Die CPU-Zeiten in
den Tabellen 4.1 sind in Sek. angegeben. Im Fall der Fourier-Methode be-
zeichnet ¥ die einmalige Berechnungszeit der von s unabhéngigen Daten [,
v, a, o aus Bemerkung 2.2.7. Wir bemerken, dass die Zeiten zur Generierung
der Kollokationsmatrizen den grofiten Anteil in der Gesamtberechnungszei-
ten darstellen.

Standard Fourier
N A, LS A, LS 1
Bsp. I 80 17 17 12 12 0.11

320 || 225 | 233 || 122 | 131 | 1.17
1280 || 3540 | 4020 || 1810 | 2290 | 18.1

Standard Fourier

N | Do | Se | LS | Dy | Si | LS | ¥
Bsp. II 64 7 4 12 4 3 7 10.09
256 71 71 147 || 31 | 48 84 10.75
1024 || 1090 | 1140 | 2700 | 420 | 750 | 1620 | 11.5

Bsp. III | 1356 || 1970 | 2030 | 4570 | 760 | 1340 | 2660 | 21

Tabelle 4.1: Vergleich der Berechnungszeiten

4.2 Die Anwendung des ACA-Verfahrens

Wir approximieren die in Gleichungssystemen (4.1) und (4.2) auftretenden
Matrizen, indem geméf Abschnitt 3.2 ein Clusterbaum erzeugt und die Ma-
trizen entsprechend partitioniert werden. Auf jeden n*-zuldssigen Block wird
das vorgestellte komplexwertige ACA-Verfahren angewendet und dabei die
Matrixeintrédge mit der Fourier-Methode ausgewertet.

Insbesondere untersuchen wir die Effizienz des ACA-Verfahrens mit einer
partiellen Pivotisierung und wenden den Algorithmus 3.4.6 auf eine Ober-
flaichen-Sequenz an.
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Dabei verstehen wir im Fall der Einheitssphére, dass jedes Dreieck geviertelt
und die neuen Dreiecke auf S? projiziert werden. Im Fall der parametrisierten
Oberflache ergibt sich eine Sequenz aus dem geschickten Hochsetzen der Dis-
kretisierungsgrofien Ny, N, mit N = 2N, (N, — 1). Fiir den dritten Testrand
werden analog zu oben die Dreieckselemente geviertelt.

Speziell werden * = 0.8, der Approximationsfehler € aus (3.25) mit 10~* und
107° fiir den relativen Fehler des nicht vorkonditionierten GMRES gewiihlt.

Anhand der Beispiele I - ITI untersuchen wir das Verhalten des sogenannten
Kompressionsfaktors,

B Mem(A)

CPA) = St

(%),

in Abhéngigkeit der Wellenzahl.

Der monotone Anstieg der Kompressionsfaktoren der Matrizen, A, (schwarz)
bzw. S, (schwarz) und D, (gestrichelt), bei wachsender Wellenzahl in Abhén-
gigkeit der Dimension N ist in den Abbildungen 4.5 dargestellt. Dabei ent-
sprechen die Kurven jeweils von oben nach unten den Féllen

S?: N=80, N=320, N=1280, N = 5120,
I'y,: N=64, N=256, N =1024, N = 4096,
Ig: N =1356, N = 5424, N = 21696.

In Tabelle 4.2 sind die Kompressionsfaktoren und die Fehler der Fourier-
Losung frr im sogenannten pra-asymptotischen Bereich, d.h. e(fpr) und
eret(frr) fiir konstante k - h, dargestellt. Wir konnen fiir alle Experimente
feststellen, dass das ACA-Verfahren kombiniert mit der Fourier-Methode sta-
bile Werte liefert.

Abschlieend untersuchen wir die Konvergenz der Fourier-Losung im asymp-
totischen Bereich, d.h. der Diskretisierungsparameter h strebt fiir eine fest
gewihlte Wellenzahl x gegen Null. Die Tabelle 4.3 zeigt, dass wir fiir das
Streuproblem (Bsp. I) ein Konvergenzverhalten von etwa O(h?) erhalten.

Zusammenfassend bemerken wir, dass in beiden Bereichen das ACA-Ver-
fahren ein fast lineares Verhalten aufweist.

Wiéhrend sich die asymptotisch schlechte Konditionierung der Gleichungs-
systeme (4.2) in den Beispielen II und III in dem Anstieg der GMRES-
Iterationen widerspiegelt, kann ebenso deutlich die von A unabhéngige Kon-
ditionszahl conds(A,) mit A, aus (4.1) abgelesen werden.
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Abbildung 4.5: Verhalten von C'F' in Abhéngigkeit von

Bsp. III
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N K CF(A,J e(fFT) erel(fFT) #[t
R0 0.62 100 2.7E-01 | 3.74E-02 4
320 | 1.20 92 1.05E-01 | 1.54E-02 5
1280 | 2.28 49 2.65E-02 | 4.25E-03 5
5120 | 4.60 22 1.16E-02 | 2.24E-03 6
20480 | 9.24 8 1.93E-02 | 3.87E-03 9
Bsp. I: k- h = 0.36
N | & [CP(S) | CF(D.) | elfer) | ealfrr) | #It. |
64 0.60 100 100 7.24E-02 | 1.16E-01 | 11
256 | 0.92 77 88 4.37E-02 | 7.48E-02 | 17
1024 | 1.76 43 59 2.09E-02 | 3.05E-02 | 22
4096 | 3.44 19 26 2.67E-02 | 2.59E-02 | 32
16384 | 6.68 7 9 5.78E-02 | 3.16E-03 | 59
Bsp. II: k- h = 0.25
N | kK |CF(S,) | CF(Dy,) | e(frr) | eralfrr) | #It.
1356 | 11 50 64 6.52E-02 | 1.08E-01 | 38
5424 | 23 23 28 9.34E-02 | 1.15E-01 | 66
21696 | 46 9 10 3.18E-01 | 2.27E-01 | 150
Bsp. III: k- h = 0.5
Tabelle 4.2: Verhalten fiir verschiedene &
N Hh CF(AH) e(fFT) erel(fFT) #It
80 0.97 100 3.91E-01 | 6.14E-02 5
320 0.5 93 1.07E-01 | 1.62E-02 5
1280 | 0.25 46 2.75E-02 | 4.09E-03 5
5120 | 0.125 18 6.96E-03 | 1.03E-03 5
20480 | 0.065 6 1.93E-03 | 2.86E-04 4

Tabelle 4.3: Verhalten fiir k = 7/2 (Bsp. I)
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A Anmerkungen zur
Helmbholtz-Gleichung

A.1 Der zweidimensionale Fall

Wir betrachten die &ufleren Randwertprobleme der zweidimensionalen Helm-
holtz-Gleichung, d.h. finde u(y), so dass gilt

Au(y) + r*u(y) =0, y € Q° C R?,
u(y) = up(y) bzw. dhu(y) = un(y), y€INCR,

und u(y) geniigt der Sommerfeld’schen Ausstrahlungsbedingung

0
i V7 (57 —in)ul) =0, r=lyl, yeR,

gleichméBig in alle Richtungen y/|y|.
Mit der Singularitédten-Funktion
1

Gla,y.w) = (He (sl —yl), =4y,

lassen sich die Randintegralgleichungen analog zu denen aus Abschnitt 1.2
formulieren und entsprechend mit Randelementmethoden 16sen.

Im Fall k = 0 ergibt sich das Laplace-Problem mit

1
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A.2 Die Herleitung der Wellengleichung

Wir betrachten die Ausbreitung akustischer Wellen in einem isotropen, ho-
mogenen, reibungsfreien Fluid im R®. Die Herleitung der Wellengleichung
orientiert sich an den Ausfithrungen in [23].

Seien dazu v = v(y,t) das Geschwindigkeitsfeld, p = p(y,t) der Druck und
p = p(y,t) die Dichte des Mediums. Fassen wir diese Grofien als kleine Ab-
weichungen des stationdren Zustandes, vy = 0, py = const. und pg = const.,
auf, so wird die Bewegung innerhalb des Mediums mittels der linearisierten
Eulergleichung

0
= =0 Al
der Kontinuitétsgleichung

0
ap—l—podivv =0

und der (angeniherten) Zustandsgleichung p = ¢?p beschrieben.

Die linearisierte Eulergleichung (A.1) garantiert die Existenz eines Potentials
U(y,t) mit

1 0
v pOVU un P 8tU

Setzen wir die Darstellungen von v und p in die obigen Gleichungen ein, so
erhalten wir die Wellengleichung fiir das Potential U
1 0
——=U(y,t) — AU(y,t) =0.
2V W) (y,1)
Wir bemerken, dass die Schallgeschwindigkeit ¢ in einem idealen Gases geméafl

Do
X —_—
Po

definiert ist. Dabei bezeichnet y den Adiabatenexponenten, insbesondere gilt
fiir Luft x = 1.4.
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A.3 Die raumliche Fourier-Transformation

Wir zeigen zwei Moglichkeiten auf, die rdumliche Fourier-Transformierten
der Singularitéten-Funktion G(z,y, k) zu bestimmen.

Da aus der Darstellung (1.6) die Beziehung G(x,y,x) = G(z — y,0, k) gilt,
konnen wir die Fourier-Transformierten der Funktion G(z — y, k) beziiglich
z=1x—1y € R?iiber

G(C k) = /G(z,/i)ei(c’z)dz, ¢ €R?
R3

(2m)3G (¢ k) = /G(z,/i)e_i(c’z)dz, * € R?,
R3

direkt auswerten.
Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Singularitdten-Funktion als L&-
sung der Gleichung

(A+#%) Gz —y, k) = =0z —y)

zu betrachten. Sei zunéchst k = k,+1ik; € C mit k,., k; > 0. Mit dem Differen-
tiationssatz der Fourier-Transformation (vgl. Satz 2.1.4) und der Bemerkung
2.1.6 ergibt sich

A ) 1
(<GP 4+ #2) GG ) = =1 baw. (=[O +#7) G(C o) = — (s
und damit
GG R) = oy b G(CR) = e

[C? = w2 (2m)% ¢ — w2

Wir bemerken, dass die Funktionen in der Halbebene x; > 0 analytisch sind.

Um G und G auf die reelle Achse (k; = 0) fortzusetzen, betrachten wir den
Grenzwert lim,, .o(r? — x%)~! und beachten, dass fiir kleine r; gilt

2,2 2
1 r°— Ky + K; , 2K,k

= +1 .
2 ; 2 2
1?2 — k24 K7 — 2iker; (12— k22 +4R2KT (1?2 — K2)2 4+ 4K2K;

Nutzen wir fiir den zweiten Summanden die der Beziehung [37]

. Y
1 =7
i g — ™)
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aus, so ergibt sich

) 1 1 , 9 9
i s = g im0 )
1 T
= r2—%3+2 Kré(r—m).

Bei der letzten Umformung benutzen wir die Beziehung (2.6) fiir g = 72 — k2
und &, > 0.

Die Funktionen G und G besitzen also die folgenden Fortsetzungen fiir x; = 0

. 1
G = iy +ig 00K =)

y 1
GCn) = o (M g1 =)

Dabei bezeichnet pv den Cauchy-Hauptwert (principle value).
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B Spezielle Funktionen

Wir stellen einige Definitionen und Eigenschaften der Legendre- und Kugel-
flichenfunktionen sowie der sphérischen Funktionen zusammen. Eine aus-
fithrliche Darstellung findet der interessierte Leser z.B. in [2] oder [67].

B.1 Legendre- und Kugelflichenfunktionen

Wir betrachten # = z/|z| € S?, d.h. 2 = (sin @ cos ¢, sin §sin ¢, cos §)T mit
¢ €10,27) und 6 € [0, 7] und geben fiir n € Ny, |m| < n und t = cos ¢
1. die Legendre-Polynome der Ordnung n
1 a

_ - _ 42\n
= gt ) (B-1)

Pau(t)
2. die zugeordneten Legendre-Polynome
ikd
P(e) = (1= )P S 1), (B2)

3. die Kugelflichenfunktionen Y, () = Y, (6, ¢) mit

Y (6, 6) = \/ el EZ ; :ZB;P,{”(COS p)em® (B.3)

an.
Die Legendre-Polynome, die auch rekursiv geméf

Pi(t) =t

Poi(t) = 2n+ 1)P,(t) —nP,_1(t), n>2,
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gewonnen werden, bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem in Lo([—1, 1])
und es gilt die Orthogonalitédtsbeziehung

2

— % 5. mmeN,.
o+ 1 < S

[ PP

-1

Dabei bezeichnet § wie iiblich das Kroneckersymbol.
Dariiber hinaus gelten die Abschéitzungen

1
|P,(t)] <1, |P.(t)] < én(n + 1) sowie |[PD(t)] < w(n+1),
vgl. [38].
Der folgende Satz ist unter anderen in [23] gezeigt.

Satz B.1.1 Seien &, € S*. Fiir die Kugelflichenfunktionen Y™, n € Ny
und |m| < n, die ein vollstindiges Orthogonalsystem in Lo(S?) bilden, gilt
das Additionstheorem

TN e 201
> Yr@)Yr(g) = 1 Dl 9).

n=—m

B.2 Sphéarische Funktionen
Sei n € Ny. Wir betrachten

1. die sphérischen Besselfunktionen

- 00 (_1)kxn+2k
Jn() :§2kk!1.3...(2n+2k+1) ’

2. die sphérischen Neumannfunktionen

_(271)! 0 (_1)kl,2k—n—1
2l £ 2PEN(=2n + 1)(=2n+3)--- (—2n + 2k — 1) ’

Yn(z) =

3. die sphérischen Hankelfunktionen erster bzw. zweiter Art

hitD(x) = ju(2) £ iya(2)
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und bemerken, dass die Funktionen j, fir x € R und y, fiir z € (0,00)
analytisch sind.

Die Funktionen ¢, mit ¢, = J,, ¢, = yn bzw. q, = A geniigen der Rekursi-
onsformel

2n+1
Gn+1(2) + o1 (2) = ——au(z), n=21,
und fiir ihre Ableitungen ergeben sich die Beziehungen
' - " _n+l
qn(ZL‘) - o + 1Qn—1(x) om + 1Qn+1(x)
n+1
= qn71<x> - T Qn<x>

= ()~ ua ()

In unseren Ausfithrungen benutzen wir auflerdem die Relationen

0(0) = |/ 3= Qusralo),

wobei Q, = J,,, Yy, H,(LI’Q) die Bessel-, Neumann- und Hankelfunktionen erster
und zweiter Art bezeichnen.

Die sphérischen Funktionen lassen sich durch trigonometrische Funktionen
ausdriicken

n . d n
Jnl(z) = 2" (—x%) Su;x und  y,(z) = —2" (—x%) Coxsx :

Insbesondere gilt
(1.2) eiix
hy” = —.
o (2) i

Abschlielend geben wir das asymptotische Verhalten fiir n — oo an, d.h. es

ailt
gnlz) = 1,3..%(1;n+1) <1+0(%))

M (z) = 1'3;;—2:11_1) <1+O<%>)

gleichméBig auf kompakten Teilmengen von R bzw. (0, 00).
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Losung der dufleren Randwertprobleme der Helm-
holtz-Gleichung mit schnellen Randelementmethoden diskutiert. Insbeson-
dere standen die Generierung der Kollokationsmatrizen und die blockweise
Niedrigrang- Approximation dieser im Mittelpunkt unseres Interesses.

Zunéichst stellten wir die sogenannte Fourier-Methode zur Auswertung der
Matrizeneintrége fiir ein Spektrum aus Wellenzahlen vor. Das auf der Fourier-
Transformation beziiglich der Wellenzahl basierende Verfahren wurde auf
die Einfach- und Doppelschichtpotentialmatrizen angewendet und anhand
einiger numerischer Experimente validiert. Wir zeigten, dass die geschickte
Anwendung der Fourier-Transformation und die Riicktransformation auf die
Singularitdten-Funktionen ein sehr effizientes und stabiles Verfahren zur teil-
weisen analytischen Berechnung der auftretenden Integrale darstellt.

In analoger Weise kénnen auch Ausdriicke fiir die anderen Randintegral-
operatoren bzw. die entsprechenden Kollokationsmatrizen gefunden werden.
Detaillierte Untersuchungen dieser sowie der Galerkin-Matrizen stehen je-
doch noch aus.

Dariiber hinaus entwickelten wir das ACA-Verfahren (Adaptive Cross Appro-
ximation) zur blockweisen Niedrigrang-Approximation von Matrizen weiter.
Nach der Erzeugung einer zuldssigen hierarchischen Zerlegung der Matrix
wurde der Algorithmus formal auf die komplexwertigen Kollokationsmatri-
zen der Helmholtz-Gleichung angepasst.

Numerische Tests zeigten, dass dieses Verfahren fiir nicht asymptotisch glatte
Kerne, die sich durch degenerierte Kerne approximieren lassen, gute Ergeb-
nisse liefert.

Zur Zeit konnen theoretische Aussagen iiber die Konvergenz und Komple-
xitdt der Methode jedoch nur fiir asymptotisch glatte Kerne gezeigt werden.
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