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Einleitung

Die Rontgen—-Computertomographie ist ein bildgebendes Verfahren, das sowohl in der
diagnostischen Medizin als auch bei der zerstorungsfreien Materialpriifung eingesetzt
wird. Dabei appliziert man auf einen ebenen Schnitt durch ein Objekt oder ein ganzes
Volumen aus verschiedenen Richtungen eine Rontgenstrahlung. Mit Hilfe der Durch-

strahlungsaufnahmen 148t sich die innere Struktur des Priifobjektes rekonstruieren.

Die mathematische Formulierung dieser Aufgabe fiihrt zu einer Integralgleichung
1. Art,

Pf=g.

Die Integraltransformation P wird Rontgen—Transformation genannt.

Die Rekonstruktion der Gewebedichte f aus den gemessenen Absorbtionskoeffizienten
ist also ein inverses Problem. Eine typische Eigenschaft von inversen Problemen ist
ihre Schlechtgestelltheit. Kleine MeBfehler in den Daten fiihren zu grofien Anderun-
gen im Ergebnis. Da also die exakte Losung nicht erreichbar ist, mufl man mit Hilfe
eines Regularisierungsverfahrens eine Niherungslosung bestimmen. Einen Uberblick
iiber inverse und schlecht gestellte Probleme und deren Regularisierung gibt das Buch

von Louls [26].

In den siebziger Jahren stand die Entwicklung der 2D-Roéntgen-Computertomo-
graphie im Vordergrund. Hierbei {iberdecken Rontgenstrahlen eine Objektschicht. Die
verschiedenen Abtastgeometrien werden je nach Anordnung von Rontgenquelle und
Detektor bezeichnet. Die parallele Geometrie, die in den ersten Scannern benutzt wur-
de, ist mittlerweile weitgehend von der effizienteren Fécherstrahlgeometrie abgelost
worden. Im parallelen Fall stimmt jedoch die Rontgen—Transformation bis auf die Pa-

rametrisierung mit der Radon—Transformation iiberein. Die Inversionsformel von RA-
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EINLEITUNG 2

DON [44] ist zwar zur Losung des Rekonstruktionsproblems nicht geeignet, aber die
theoretischen Uberlegungen, insbesondere zur Schlechtgestelltheit, sowie die Herleitung
und Analyse von Inversionsmethoden basieren iiberwiegend auf dieser Abtastgeome-
trie. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf das Buch von NATTERER [42] hingewiesen,
einen Uberblick gibt auch das Buch von HERMAN [16]. Unter den Algorithmen hat sich
die gefilterte Riickprojektion als das Standardverfahren herauskristallisiert. Sie wurde
urspriinglich in der Radioastronomie eingefiihrt (siche BRACEWELL UND RIDDLE [2]).
Fiir die Rontgen—Computertomographie in der medizinischen Anwendung wurde sie
von SHEPP UND LOGAN [51] bzw. RAMACHANDRAN UND LAKSHMINARAYANAN [45]

erstmals erfolgreich eingesetzt.

Im Idealfall miifite die Intensitéitsabminderung fiir alle Strahlen, d. h. entlang simtli-
cher Linien, die das Objekt treffen, bekannt sein. Da in der Praxis die Werte jedoch nur
an diskreten Punkten gemessen werden kénnen, spricht man von vollstdndigen Daten,
wenn die Strahlen das Objekt gleichméflig iiberdecken. In manchen Anwendungen ist
es allerdings nicht moglich oder auch nicht erwiinscht, den Objektquerschnitt komplett
einzuscannen. Ein Beispiel dafiir ist die Limited—Angle—Geometrie, bei der das Objekt

nicht vollstindig von der Rontgenrdhre umrundet wird.

Die schichtweise Rekonstruktion von Volumina mit Methoden der 2D-Tomographie ist
aufwendig. Da die einzelnen Schichten sukzessive projiziert werden miissen, ist die MeR3-
zeit sehr hoch. Auflerdem ist die Auflésung senkrecht zur Projektionsebene zu gering,
so dafl das Risiko besteht, beispielsweise bei der Priifung von Bauteilen kleine Feh-
ler nicht detektieren zu konnen. Es ist also effizienter, den Zeilendetektor durch einen
flachigen Detektor zu ersetzen und das Volumen nicht mit einem Rontgen—Fécher son-
dern einem —Kegel zu bestrahlen. In den Anwendungen beschreibt die Réntgenréhre
meist genau wie im zweidimensionalen Fall einen Kreis um das Objekt. Fiir diesen
Fall hat sich das Verfahren von FELDKAMP ET AL. [7] zum Standardverfahren ent-
wickelt. Es ist eine Verallgemeinerung der gefilterten Riickprojektion von der 2D auf
die 3D-Tomographie. Eine schnelle Version der Riickprojektion wird von Buck [3]
vorgeschlagen. Das Verfahren von GRANGEAT [12] basiert auf einem fundamentalen
Zusammenhang zwischen den gemessenen Linienintegralen und der 3D-Radon—Trans-
formation. Der Rekonstruktionsprozess kann bei dieser Methode jedoch erst gestartet

werden, wenn alle Daten gemessen sind. JACOBSON [17] konstruierte eine schnellere
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Version des Algorithmus durch den Einsatz von Fourier-Methoden. Eine sehr effiziente
Methode ist auch die Konturrekonstruktion von Louis uND MAASS [34]. Hier werden
allerdings keine Dichten sondern Dichtespriinge rekonstruiert. Gerade deshalb hat sich
das Verfahren in der Materialpriifung bewihrt (siehe auch [3, 29, 31]).

Eine relativ neue Methode zur Lésung von linearen, inversen Problemen ist die Approxi-
mative Inverse, die unter diesem Namen erstmals von Louis [28] verwendet wurde. Da-
bei wird nicht f sondern (f, e) berechnet. Die Funktion e hat die Aufgabe, die Fehler
im Resultat zu gléitten, und heifit deshalb Mollifier. Der Vorteil der Approximativen In-
versen liegt darin, dafl das Ergebnis als Skalarprodukt der Daten mit einem unabhéngig

davon vorzuberechnenden Rekonstruktionskern i) ausgedriickt werden kann:

(f,e) =19, ¢) .

Das nun zu verfolgende Ziel lautet, die Approximative Inverse fiir die Rontgen—Trans-
formation zu bestimmen und die Ergebnisse in die Praxis umzusetzen, d. h. auf das
Rekonstruktionsproblem sowohl in der 2D- als auch in der 3D-Réntgen—Computerto-
mographie anzuwenden. Die grundlegende Idee dabei ist, obwohl die Daten nur diskret
gemessen werden konnen, den Rekonstruktionskern fiir das kontinuierliche Problem zu
bestimmen und die Diskretisierung auf die Berechnung der Approximativen Inversen

zu verschieben.

Im ersten Kapitel wird das mathematische Modell der Rontgen—Computertomo-
graphie hergeleitet, die Approximative Inverse wird eingefiihrt, und am Beispiel der

Radon—Transformation wird ein Rekonstruktionskern berechnet.

Mit einem Rekonstruktionsverfahren fiir die parallele Geometrie beginnt das zweite
Kapitel. Daraus a8}t sich das Verfahren fiir die Fécherstrahlgeometrie ableiten. Als Bei-
spiel fiir unvollstindige Daten wird dann noch die Approximative Inverse im Limited—
Angle—Fall berechnet. Genau wie bei vollstdndigen Daten, werden auch hier numerische

Beispiele gezeigt, und das Verfahren wird mit bekannten Methoden verglichen.

Das dritte Kapitel wendet sich schliellich der 3D—Tomographie zu. Eine parallele
Geometrie ist zwar fiir die Praxis nicht relevant, wird hier dennoch betrachtet. Die
Ubertragung des Rekonstruktionskernes auf die Kegelstrahlgeometrie ist problemlos

moglich, jedoch immer noch fiir eine Abtastkurve, der in der Praxis keine Bedeutung
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zukommt. Fiir Kurven, die die sogenannte Tuysche Bedingung erfiillen, wird ebenfalls
ein Rekonstruktionsverfahren angegeben. Die Arbeit endet mit einem Rekonstrukti-
onsalgorithmus fiir eine kreisformige Abtastkurve, dessen numerische Ergebnisse mit

denen des Feldkamp—Algorithmus verglichen werden.

Mein besonderer Dank gilt an dieser Stelle Herrn Univ.-Prof. Dr. Alfred K. Louis. Er
hat meinen Weg durch den Dschungel der Tomographie stets interessiert und fiirsorg-
lich begleitet, und mir mit Rat und Tat zur Seite gestanden, wenn es galt, Hindernisse
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Danken mdchte ich auch meinen Kollegen aus der Arbeitsgruppe, insbesondere Herrn
Dipl.-Math. Thomas Schuster. Die Zusammenarbeit mit ihm in sehr freundschaftlicher
Atmosphére hatte grolen Anteil am Gelingen meiner Arbeit.

Ein herzliches Dankeschon geht auch an meine Eltern, ohne deren Unterstiitzung diese
Dissertation nie entstanden wire.

Nicht zuletzt danke ich meiner lieben Silke fiir ihr Verstidndnis und ihre Geduld.

Saarbriicken, im Juli 1999 Rainer Dietz



Kapitel 1

Problemstellung und

mathematische Grundlagen

Am Beginn steht die Herleitung des mathematischen Modells der Rontgen—Computer-
tomographie. Die physikalischen Zusammenhinge werden in mathematische Formeln
gefalt und wir formulieren die Rekonstruktionsaufgabe sowohl fiir den zweidimensio-
nalen als auch fiir den dreidimensionalen Fall. Im zweiten Abschnitt wird die Approxi-
mative Inverse, die wir zur Losung des entstehenden inversen Problems verwenden, ein-
gefiihrt. Schliefilich wollen wir am Beispiel der Radon—Transformation die Vorgehens—

und Wirkungsweise dieses Regularisierungsverfahrens erkléren.

1.1 Das Mathematische Modell der Rontgen—Com-

putertomographie

Das Prinzip der Rontgen—Computertomographie 148t sich leicht in Worten beschrei-
ben. Rontgenstrahlen durchdringen ausgehend von einer Rontgenquelle mit einer Aus-
gangsintensitit Iy das zu untersuchende Objekt. Die bei der Transmission entstehende
Intensitdtsabminderung eines Strahles wird an einem Detektor gemessen. Aus dieser
fiir endlich viele Strahlen gemessenen Information wird rekonstruiert, wodurch der In-

tensitédtsverlust im Objekt verursacht wurde.

Bei der Herleitung des zugehorigen mathematischen Modells wird angenommen, dafl
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1. PROBLEMSTELLUNG UND MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 6

die Rontgenstrahlen sich geradlinig ausbreiten und die Intensitdtsabnahme —AT pro-
portional zur Intensitdt I und zur Weglidnge At ist. Durch den Proportionalitéitsfaktor f
(dem Rontgenstrahlenabsorbtionskoeffizienten, der der Dichte des Gewebes entspricht)

erhélt man
Al =—fTAt.
Der Grenziibergang At — 0 liefert die gewohnliche Differentialgleichung
I'=—f1,
und deren Integration iiber den Strahl L ergibt schliefilich

/fdt = (/1) ,

wobei I}, die fiir den Strahl L am Detektor gemessene Intensitéit bezeichnet. Das inverse
Problem besteht nun darin, aus den fiir endlich viele Linien L bekannten Groflen g7, =
—In(I;/I,) die Dichte f des Objektes zu rekonstruieren.

Die Strahlen L werden in Abhéngigkeit von der Mef3igeometrie parametrisiert. Bei der
sogenannten parallelen Geometrie wird eine Gerade durch ihren Richtungsvektor # und
ihren Schnittpunkt mit der Hyperebene 0+ festgelegt. Fiir f € S(IR"), § € S" ! und

y € O+ definiert die Integral-Transformation P mit

PfO, y) = /f(y+t9) dt

die parallele Rontgen—Transformation. Hier bezeichnet S(IR") den Schwartzschen Raum
der schnell fallenden Funktionen, S™ ! die Einheitssphire im IR". Geht man von zweidi-
mensionalen Schichtrekonstruktionen aus (n = 2), dann stimmt die parallele Réntgen—
Transformation bis auf die Parametrisierung mit der Radon—Transformation iiberein.
Letztere ist allgemein fiir f € S(IR"), w € S"~! und s € IR durch

Rf(w, s) = /f(sw+y) dy (1.1.1)

gegeben. Generell sei fiir n = 2

w(p) = (cos g, sing)T und w(g) = (~sing, cos )T, ¢ € [0, 27)
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Offensichtlich ist dann
Rf(w, s) =Pf(w', sw) bzw. Pf(w, y)=Rf(W, y ')

fir w = w(p). Ein Zusammenhang zwischen paralleler Rontgen—Transformation und
Radon—Transformation kann aber auch fiir n > 3 hergestellt werden. Wie man leicht
sieht, ist

R"f(w, 8) = R" 'Pyf (w, s)

mit Pyf = Pf(0,-). Die (n — 1)-dimensionale Radon-Transformation R"~! wirkt hier
auf 0+ (siehe [38]).

Eine Inversionsformel fiir die Radon-Transformation ist lingst bekannt. Fiir n = 2, 3
konnte sie schon 1917 von RADON bewiesen werden (siehe [44]). In allgemeinerer Form
wurde sie in SMITH ET AL. [53] gezeigt. Die Inversionsformel fiir die parallele Ront-
gen—Transformation wurde von SOLMON [54] hergeleitet. Eine eingehende Analyse der
beiden genannten Integraltransformationen kann z. B. in dem Buch von NATTERER [42]

nachgelesen werden.

In den ersten kommerziellen Scannern wurde die parallele Geometrie benutzt. Man
benoétigte eine Rontgenquelle und ein einziges Detektorelement auf der gegeniiberlie-
genden Seite des Objektes. Diese Anordnung wurde um das Objekt rotiert und an jeder

Position parallel am Objekt vorbei verschoben, was relativ zeitaufwendig war.

Bei praktischen Anwendungen wird die parallele Geometrie heute nur noch ganz sel-
ten beim zerstorungsfreien Priifen eingesetzt. Bei den modernen Scannern bewegt sich
die Rontgenrohre auf einer (Kreis-)Bahn I' um das Objekt und von Positionen a € T
wird ein Facher (bei Schichtaufnahmen) bzw. ein Kegel (bei Volumenaufnahmen) von
Strahlen der Intensitét I, ausgesandt. Nach Durchlaufen des Objektes werden die Inten-
sitdten I, von einem Zeilen— (n = 2) bzw. einem Flichen-Detektor (n = 3) gemessen.

Die Daten lassen sich also durch
Df(a, 0) = /f(a L) dt, 0 S (1.1.2)
0

beschreiben. Der Operator D wird in der Literatur auch (etwas irrefithrend) als ”di-

vergente Rontgen—Transformation” bezeichnet.
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Fortan soll die Kurve I' (wenn nicht ausdriicklich etwas anderes angenommen wird)

einen Kreis mit Radius r > 1 darstellen.

Im Fall n = 2 kann man sich wieder auf die Radon—Transformation zuriickziehen. Ist
a=rw(a), a €0, 21), der Kurvenpunkt, an dem die Réntgenquelle positioniert ist,
und 3 der Winkel zwischen —a und dem Strahl in Richtung § € S*, dann ist

Df(a, 6) = Rf(w, r sin )
mit w = w(a — f + 7/2).

Fiir die 3D-Tomographie konnte eine Inversionsformel zunéchst nur angegeben werden,
wenn die Quellpunkte a auf einer Kugeloberfliche rund um das Objekt liegen (siehe
[14]). Tuy [55] gelang es zu zeigen, dafi eine Inversion schon mdoglich ist, wenn jede
Ebene im IR?, die das Objekt schneidet, auch die Kurve T schneidet. Daf diese Inversion
in gewissem Sinne als stabil bezeichnet werden kann, wurde von FINCH [8] erarbeitet.
Natiirlich verletzt eine kreisformige Abtastkurve, die bei den Anwendungen die Regel
ist, die Tuysche Bedingung. Daf} in diesem Fall das Rekonstruktionsproblem extrem

schlecht gestellt ist, geht ebenfalls auf FINCH [8] zuriick.

1.2 Das Konzept der Approximativen Inversen

Bei der Losung von inversen Problemen, deren typisches Merkmal ihre Schlechtgestellt-
heit ist (siehe [26]), mufl man auf sogenannte Regularisierungsverfahren zuriickgreifen.
Ein allgemeiner Zugang hierzu ist fiir lineare, schlecht gestellte Probleme in [30] ge-
geben. Eine mogliche Methode ist die Approximative Inverse, die in [28] eingefiihrt
wurde. Bevor die Approximative Inverse zur Losung des Rekonstruktionsproblems in
der Rontgen-Computertomographie eingesetzt wird, soll sie hier vorgestellt und einige
ihrer wichtigen Eigenschaften genannt werden. Die Urspriinge dieser Methode gehen

auf friithere Arbeiten von LoUls UND MAAsS [32, 33] zuriick.

Es sei A : X — Y ein linearer, kompakter Operator zwischen Hilbertrdumen X und

Y. Fiir A gibt es eine Darstellung

Af:ZO'n <f; Un>Xun )
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wobei (v,) C X und (u,) C Y vollstindige Orthonormalsysteme fiir N(A)* bzw.
range(A) bilden. Die reellen Zahlen o,, heilen Singuldrwerte und {v,, u,; 0, }, Singu-

larwertzerlegung von A. Es gelten die Beziehungen
Av,, = o,u, bzw. A*u, = o,v, . (1.2.1)
Mit A* bezeichnet man den adjungierten Operator von A. Fiir ihn gilt

A'g =2 0ulg, un)y vn -

Fiir die weiteren Betrachtungen miissen wir den Hilbertraum X auf Funktionenrdume
einschrinken. Fiir unsere Zwecke geniigt die Definition X := L,(€2) mit einem be-
schrinkten Gebiet 2. Die Aufgabe besteht darin, zu gegebenen Daten g € Y ein f € X
mit Af = g zu finden. Dieses Problem ist schlecht gestellt, falls dim (range(A4)) = oo

ist. Bei der Approximativen Inversen wird statt f eine geglittete Version f durch

f(l‘) = <fa €($,')>X, T € (),

bestimmt, wobei e einen geeigneten Mollifier bezeichnet. Gibt es ein ¢ (z;-) € Y mit
A*w(xa ) = 6(1‘7 ')7 so gilt
<f’ 6(1‘7 )>X = <f7 A*¢($, )>X

= (Af, ¥(z, )y

= (g, ¢¥(@, )y,
mit anderen Worten die gesuchte Losung berechnet sich als Skalarprodukt der Daten
mit einem vorzuberechnenden Rekonstruktionskern. Ist e(x,-) ¢ range(A*), dann set-
zen wir e € range(A*) @ range(A*)L voraus, was einer Glattheitsbedingung an den

Mollifier entspricht. Der allgemeine Fall e € X wird in [48] behandelt. Ist A nicht

injektiv (andernfalls ist range(A*)* = 0), dann minimiert man den Defekt
A (x;) —e(z,-)|x

indem man die Normalgleichung
ALY (x;-) = Ae(z, )

16st, d. h. der Rekonstruktionskern ist die verallgemeinerte Losung von A*i)(zx;-) =
e(z,-). Es gilt ¢(z;+) = (A*)Te(z, ) (siehe [26]).
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Definition 1.2.1 Die Abbildung S :' Y — X mit Sg(x) = (g, ¥ (x;-)) heifst Approxi-
mative Inverse von A, 1(x;-) heifit Rekonstruktionskern beziglich dem Rekonstrukti-

onspunkt x.

Den Rekonstruktionskern kann man in allen Fillen unabhéngig von den Daten vor-
berechnen. Kennt man das singulidre System {v,, u,; o,}, von A, dann erhélt man

folgende Reihenentwicklung;:
Yo=Y on' (e,-), vn)x Un - (1.2.2)
on>0

Wegen der Voraussetzung e(z, ) € D((A*)") = range(.A*) drange(A*)* konvergiert die
Reihe (1.2.2). Die Approximative Inverse kann auch als Glittung der Pseudoinversen

von A verstanden werden: mit Afg = 3" 0.1 (g, u,) v, ist Sg = (e, Afg) (siehe [30]).
on>0

Der Rekonstruktionskern kann zwar unabhéngig von den Daten vorberechnet werden,
jedoch ist diese Vorberechnung unter Umsténden sehr rechenzeit— und vor allem sehr
speicherintensiv, z. B. wenn der Rekonstruktionskern fiir alle Rekonstruktionspunkte
x berechnet werden mufl. Abhilfe schafft hier eine wichtige Eigenschaft der Approxi-
mativen Inversen: die Ubertragung von Invarianzen des Operators A auf den Rekon-

struktionskern.

Lemma 1.2.2 Seten A : X = YV, T¥ + X = X, Ty :Y =Y und Iy : Y — Y
lineare, stetige Operatoren mit TV A* = ATy und T{ A = ATY. Weiterhin seien
e(z,-), E € D((A")) Mollifier mit e(z,-) = TFE(:) und ¢ sei die Lésung von

AA*p = AE .
Dann ist die Lisung von
AA Y (z) = Ae(x, )
gegeben als
b(x) =159 .
Sind die Mollifier e(z,-), E € range(A*), dann gilt fir die Lisung von

A'(z) = e(z, )
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ebenfalls
() =T3¢ ,
wobei ¢ nun
Ao =F
ldst.

Beweis: Im zweiten Fall ist
AY(z) =TYE =TT A9 = A TS ¢
und im ersten Fall
AAY(x) = ATYE =Ty AE = T{ AA G = AA'TY ¢
(siehe auch [28]). u

Damit lassen sich Rechen— und Speicheraufwand erheblich reduzieren. Mit Hilfe ei-
ner Translationsinvarianz beispielsweise braucht der Rekonstruktionskern nur noch fiir
x = 0 berechnet zu werden. Er geht fiir alle anderen Rekonstruktionspunkte durch

Translation aus 1(0; -) hervor.

1.3 Die Approximative Inverse der Radon—Trans-

formation

Am Beispiel der Radon—Transformation wird im folgenden Abschnitt ein Rekonstrukti-
onskern und eine Approximative Inverse berechnet. Um die Reihenentwicklung (1.2.2)
verwenden zu konnen, bendtigen wir die Singuldrwertzerlegung der Radon—Transfor-
mation. Nach Lemma 1.2.2 reduzieren Invarianzen den Aufwand. Deshalb mufl man
iiber solche Invarianzen nachdenken, bevor man schliellich an die Berechnung des Re-
konstruktionskernes geht. Im letzten Teil wird noch eine Variante angegeben, wie man
unter bestimmten Umsténden den Rekonstruktionskern mit Hilfe der Inversionsformel

der Radon—Transformation berechnen kann.
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1.3.1 Die Singulidrwertzerlegung

Die Radon—Transformation, die in (1.1.1) zunéchst nur fiir schnell fallende Funktionen
definiert wurde, 1483t sich stetig auf gewichtete L,~Radume fortsetzen. Zunichst einige
Bezeichnungen: Q" steht fiir den Einheitsball im IR" und W, (z) = (1 — |z[?)*™"/2, x €
Q" sei ein dazugehoriges Gewicht. Mit Z wird der Zylinder S"~! x [—1, 1] abgekiirzt
und w,(s) = (1 — s?)*71/2, s € [-1, 1], lautet das entsprechende Gewicht.

Satz 1.3.1 Seiv >n/2—1. Die Abbildung

R:LQ" W, — L(Z w'), (1.3.1)
Rf(w,s) = / f(sw+y)d
wtnqQn

ist stetig. Ihre Adjungierte ist
R*g(z) = W,(x) / g(w, zTw)w, (z"w) dw .
Sn—1

Beweis: Mit R, f = Rf(w, ) und der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung ist zunéchst

2

Rof(s)]2 = / W2 (500 + ) W2 (s + y) F(sw + ) dy
wltnQn
< /w,,<sw+y>dy / (5w + ) W, (s + ) dy -
wlnQn winQnr

Fiir v > n/2 — 1 ist W, integrierbar und das erste Integral berechnet sich zu

1—s2

/ W,(sw+y)dy = / / W, (sw + t0) t"~ dt df
0

wltnOn Sn=1nwt
1
= §|S"_2|B((n—1)/2, v+1-—n/2)w,(s)

= c,w,(s) .
Dabei bezeichnet B die Beta-Funktion und [S" 2| die Oberfliche von S™~2. Damit ist
1
[ Rt 0, ()5 < / [ 15+ )W st )y
21

=1 winQn

= CV||f|||_2Qn w, e
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Integration {iber S" ! ergibt die Stetigkeit von R. Den adjungierten Operator erhalten

wir durch

(Rf: Diyz,0:hy) = //was (w, 8)w, (s) ds dw

Snl_l

= // / flsw+y) gw, s)w, ' (s)dyds dw

= Sn/ /wf(:)znwyl(x) W, (z) g(w, 2"w)w, *(z"w) dv dw

Sn—l Qn

_ /f(x)Wyl(x)W,,(x) /g(w, 2T w (T w) dw da

gn—1

Bemerkung: Der Beweis kann auch in [21] nachgelesen werden. Die Spezialfille
v =n/2 bzw. n = 2 wurden in [42] bzw. [26] behandelt.

Die Singuldrwertzerlegung fiir diese Abbildung wurde von Louis [23] berechnet. Die

Notation orientiert sich hier an [24].

Es bezeichnen P\ die Jacobi-Polynome vom Grad m, C}, die Gegenbauer—Polynome
vom Grad m, Y, k=1, ..., N(n, l) eine Orthonormalbasis der Kugelflichenfunktio-

nen auf S"~! vom Grad [ und N(n, [) die Dimension dieses Vektorraumes.
Satz 1.3.2 Se:
v v—n/2,l4n/2-1)
V() = Wole) 2 PO BT Ll = 1) V(e /2

Ui (W, ) = dmiwy(s) Cp(s) Yig(w)
2 n7122yF((m+l)/2+u)F((m—l)/2+y—n/2+1)F(m+1)
7 mik T((m+1+n)/2)T((m—1)/2+1)T(m + 2v)

mit

n/27122%1f‘((m—l)/2+u—n/2+1) ['(m+1)C(v)
T((m—1)/2+1)T(m+ 2v)

Dann bildet {v%,., vl obwt + m > 0,0 < I < m mit m+1 gerade, k =

dml:ﬂ'

1, ..., N(n, 1), ein vollstindiges (nicht normiertes) singuldres System fiir die Radon—
Transformation als Abbildung von Ly(Q™, W) nach Ly(Z, w;').

v
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1.3.2 Invarianzen des Operators

Bevor wir den Rekonstruktionskern konkret ausrechnen, beantworten wir die Frage,
ob er fiir alle Rekonstruktionspunkte z, fiir alle w € S™! und fiir alle s € [—1, 1]
ausgewertet werden muf}, oder ob wir Rechenaufwand einsparen kénnen. Fiir diese
Betrachtungen miissen wir uns auf den Fall v = n/2 beschrinken, da die gewiinschten
Ergebnisse in einer groferen Allgemeinheit nicht erzielbar sind. Es ist W), /o(x) = 1 und

W a(s) = (1 — %) D/2 =i w(s) und wir betrachten
R: (") = Ly(Z, w) .
Als erstes wird eine Translationsinvarianz hergeleitet. Seien dazu
TV - L(Q") = L(Q7),

() w2 f (;x> (1.3.2)

und

TZx : LQ(Z, ’U)_l) — |—2(Z; w_l) 3

o) 2ol e (R ) s

Der Faktor ”1/2” garantiert, dafl das jeweilige Argument wieder Element von Q" bzw.
[—1, 1] ist. Es gilt:

g = 2 [ o (157) @ ((50) @

Sn—1

= R'Tyg(y) .

Da die Radon—Transformation injektiv ist, folgt fiir die Losung von R*¢(zx;-) = e(z, -)

aus Lemma 1.2.2

(s w, s) =T5(w, s)

wenn e(z,-) = T¢e® und R*¢ = € ist. Konkret bedeutet dies, dal der Rekonstrukti-

onskern bei einem Mollifier mit e(z, y) = T7€’(y) nur einmal (fiir z = 0) berechnet
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werden mufl. Einen solchen Rekonstruktionskern bezeichnen wir kiinftig mit ¢°. Fiir

alle iibrigen Rekonstruktionspunkte ergibt sich der Kern durch Translation von ¢°.

Analog 1483t sich eine Rotationsinvarianz zeigen. Sei U eine unitéire Transformation,

TV f(y) = f(Uy) (1.3.4)
und
Ty g(w, s) == g(Uw, s) . (1.3.5)
Dann gilt
TYR'g(y) = / 9(w, (Uy)'w)w™' ((Uy) w) dw
= [ 0w e ) o
= R'TYg(y) -

Dies bedeutet

¢0(wa 3) = wO(WO’ 3)

fiir eine beliebige aber feste Richtung wy. Das heifit, dal der Rekonstruktionskern °
fiir rotationssymmetrische Mollifier (e’(y) = &(|y|)) unabhiingig von der Richtung w
ist. Wir schreiben daher kiinftig nur noch ¢°(s).

Schliellich wird im weiteren Verlauf noch von einer Dilatationsinvarianz Gebrauch

gemacht werden. Diese erhalten wir wie folgt. Sei o > 1,

TP f(z) =0 " f(z/0) (1.3.6)
und
Tog(w. s) =0 " g(w, s/o)w (s/0) w(s) (1.3.7)
Dann ist
TR ) = 0" [ gy w/o)w o /o) d
= [ g yTwlu e ) ) e ) d

Snfl
= R'Tyg(y) -
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Geht also der Mollifier aus der Dilatation eines anderen Mollifiers hervor, sprich e°(y) =

Tfe?(y), dann geht auch der Rekonstruktionskern durch Dilatation aus ¢° hervor.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 1.3.3 Sei o > 1, U eine unitire Transformation und e(x,-), e? seien Mollifier

mit

(o) = o) " er(v (10)) (139

20
Dann gilt fir den Rekonstruktionskern i(z) als Ldosung von R*i(z;-) = e(x,-) die
Gleichung

i, 3) = (207" 00e (25 "”T“) ut (5 xT“’) w(s) |

20
wobei R*% 2 = e gilt.

Beweis: Die Mollifier wurden so gewihlt, daf3
e(r, y) = TF T{ T e*(y)
ist mit 7%, TV, T¢ aus (1.3.2), (1.3.4) bzw. (1.3.6). Damit ist nach Lemma 1.2.2
U(w; w, s) =TTy Ty p™4(s) -

Einsetzen von (1.3.3), (1.3.5) und (1.3.7) beendet den Beweis. m
Einen moglichen Mollifier, der (1.3.8) erfiillt, beinhaltet das folgende

Beispiel: Sei
e(z, y) = (2m) "2 exp(~|y — 2[*/2)
und
e?(y) = (2/m)"? 0" exp(=20y*) ,
dann ist
T7 TIU TYe®(y) = 17 TIU (2/77)n/2 exp(—2 |y|2)
= TP (2/m)"? exp(=2y[*)
= (2m) ™ exp(—ly — z[*/2)

= e(z, y) .
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Damit lassen sich erste Schlufifolgerungen ziehen, welche Gestalt die Approximative

Inverse der Radon—Transformation hat.

Korollar 1.3.4 Wird der Rekonstruktionskern i)(x) mit R*(x;-) = e(x,-) aus einem
Mollifier e(zx, -) berechnet, der (1.3.8) erfillt, dann lautet die Approximative Inverse der

Radon-Transformation

sota) = 2o | / o(w, 5) 4 (‘2—9“) w! (‘2—9“) dsd

Sn—1 —1

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.3.3.

Im néchsten Schritt gilt es nun, den Rekonstruktionskern explizit zu berechnen.

1.3.3 Die Berechnung des Rekonstruktionskernes

Dank der im vorhergehenden Abschnitt gezeigten Translationsinvarianz braucht der
Rekonstruktionskern nur im Punkt x = 0 ausgerechnet zu werden, natiirlich unter der
Bedingung, dafl der Mollifier ebenfalls translationsinvariant ist, was im folgenden vor-
ausgesetzt wird. Ebenso wird Rotationsinvarianz vorausgesetzt und der Kern fiir ein
beliebiges aber festes w berechnet. Auf die Dilatationsinvarianz kénnen wir zunéchst

noch verzichten.

Aus der Darstellung (1.2.2) und der in Satz 1.3.2 angegebenen Singulidrwertzerle-
gung folgt fiir Mollifier e € range(R*)

N(n,l)

Y0(s) = ¥(0; w, s) Z Z Z o (e, Uik Ly(@n) Umik (W, 5)

m=0 =0 k=1
l+m gerade

wobei vy, und u,,;; normiert sein sollen. Wegen der Rotationsinvarianz des Mollifiers

schreiben wir e(y) = €(|y|). Daraus folgt

1

(€, Vmik)Ly(am) = ||Urﬁzk|||__21(m)/ b P((SLIT)%Q 1>(27‘2 —1)e(r)dr / Yi.(0) db

0 gn—1
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Uik sind die nicht normierten Eigenfunktionen von R. Nun ist aber [ Y (0)df =
Snfl
0 fiir alle I > 0 und damit

o

W(s) = Zagnlz,[] (€, Vam,0,1)L2(0n) U2m, 0,1 (W, 5) (1.3.9)
m=0
= 2‘72}21,0 (Rue, Uom,0,1)15(2,w-1) Uom,0,1(w, ) (1.3.10)

wegen (1.2.1). Mit R, bezeichnet man die Radon—Transformation fiir eine beliebige

aber feste Richtung w. Bevor wir ug,, .1 einsetzen, haben wir noch zu normieren.

Sei
U, 0,1(w, 5) = dogm, o w(5) Cai (s) Yo(w)

dann ist

||U2m',0,1||f2(z,w71) = d%m 0 / dw/ n/Z w(s) ds
= d%m,[] |Sﬂ 1‘ th
mit

2" T(2m + n)
(2m)! (2m + 2n) T'(n/2)?

siehe [1, 22.2.3]. Wegen Yj(w) =1 ist

h2m =

Uom, 0.1(8) = tom 0.1(w, 5)/|[tom 0.1]| = hgp > [S* 2 w(s) CRl2(s) | (1.3.11)

2m

So folgt schlief3lich

(Ru€; Uam,0,1)10(Z,0-1) = _1/2|S” ' 1/2/72 "/2 (t)dt / dw
Snfl

_ —1/2 |gn-t 1/2 /R "/2 (t)dt (1.3.12)

und wir erhalten insgesamt

Satz 1.3.5 Sei e € range(R*) ein rotationssymmetrischer Mollifier. Fir die Radon—

Transformation

R : L2(Qn) — LQ(Z, ’U)_l)
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lautet der Rekonstruktionskern der Approximativen Inversen
Za_2h w(s) CR%( /Rwe Cr2(1) dt . (1.3.13)
Beweis: Die Behauptung wird durch Einsetzen von (1.3.11) und (1.3.12) in (1.3.10)

bewiesen. ]

Bemerkung: Bei Verwendung von (1.3.9) statt (1.3.10) kann man analog eine Dar-
stellung fiir den Rekonstruktionskern herleiten, die auf die Radon-Transformation des
Mollifiers verzichtet. In beiden Fillen kann man jedoch im allgemeinen die auftreten-

den Integrale nicht analytisch berechnen, sondern muf} sie numerisch approximieren.

Zum Abschlufl werden die zwei fiir die Praxis relevanten Spezialfille gesondert betrach-
tet.

Korollar 1.3.6 a) Fiir n = 2 ist

YO(s) =772 (2m + 1) Loy U (5) w(s)
mit
- / Roelt) Upm (1) dt
b) Firn =3 ist

el )72 " (2m + 3/2) T iyl (5) w(s)
m=0

mit

/Rwe C32(1) dt .

Beweis: Einsetzen in (1.3.13) ergibt im Fall a) hy,, = 7/2 und im Fall b) hy,,, = (2m+
2)(2m+1)/(2m +3/2). Die Gegenbauer—Polynome C}, sind gerade die Tschebyschew—

Polynome zweiter Art. [ |
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1.3.4 Ein anderer Zugang

Die Darstellungen in Korollar 1.3.6 lassen erahnen, daf} insbesondere im Fall n = 3 die
Berechnung des Rekonstruktionskernes mit einigem Aufwand verbunden ist. Dies ist
der Grund, warum nun noch ein anderer Zugang vorgestellt wird. Hier wird der Rekon-

struktionskern mit Hilfe der Inversionsformel der Radon—Transformation hergeleitet.

Im folgenden sei Z = 5" x IR und wir betrachten die Radon—Transformation als
Abbildung

R L(Q) = Ly(Z) .

Fiir den adjungierten Operator gilt jetzt

Die Sobolev-Réume, die gleich benotigt werden, lassen sich wie folgt definieren: H§ ()
bezeichnet den Abschlufl von C3°(€2), den beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Triger in €2, beziiglich der Norm

172 = / (14 [P 1FOP de, a € R,
R™

in L2(Q) .

Fiir Funktionen e(z,-) € H§(2), a > (n—1)/2, lautet die Inversionsformel der Radon—

Transformation

1
e(x, ) = 5 2m)' " R¥F IV Re(x, )

(siehe z. B. [42]). Hier bezeichnet I das Riesz—Potential, das durch

~

(")) (&) = 1€ F(€)

definiert ist.
Berechnet man nun eine Funktion ¢ (z) durch

Y(@) = 5 ()" I Re(, )
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fiir einen geeigneten Mollifier e(z, ), so ist diese Funktion wegen
R¥4)(z) = e(w, ")

der gesuchte Rekonstruktionskern.

In Analogie zu Satz 1.3.3 lassen sich auch hier Invarianzen des Operators auf den

Rekonstruktionskern iibertragen.

Satz 1.3.7 Sei o > 1, U eine unitire Transformation und e(x,-), e? € H§(Q), a >
(n—1)/2, seien Mollifier mit

e(z, y) = (20) " e (U (ﬂ) ) -

20

Dann gilt fir den Rekonstruktionskern 1 als Losung von R#1 = e? die Gleichung

T
bla; v s)=(2@)w°’9(s % “’) ,

wobei R#*)% 2 = e gilt.

Beweis: Der Beweis 1éf3t sich aus der Situation von Abschnitt 1.3.2 iibertragen. Seien
TF, TV und Tf wie in (1.3.2), (1.3.4) bzw. (1.3.6), sowie

S—ZCTW

).

Tyg(w, s) :=27"g(w,

7Y g(w, s) == g(Uw, s)
und
T3g(w, s) == 0" g(w. s/o) .
Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 1.2.2 (siehe auch [37]). m
Im Fall n = 2 ist
VO(s) = 2m) "' T Rye(s) .

Nach Einsetzen des Riesz—Potentials wird daraus

oo

YO(s) = % /aé\(aw((])) cos(s o) do

0
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(siehe auch [48]). Wesentlich attraktiver erscheint diese Vorgehensweise jedoch fiir un-

gerades n, da dann fiir das Riesz—Potential
[lfng — (_1)(7171)/2 g(nfl)

gilt, d. h. es wird hier lediglich die (n — 1)-te Ableitung von R, e bendtigt, so daf sich

bei n = 3 beispielsweise

W(s) = 55 Rue(s) (1.3.14)

fiir einen geeigneten Mollifier ergibt.



Kapitel 2

Approximative Inverse und

2D—-Computertomographie

Bei der Anwendung der Approximativen Inversen in der 2D-Roéntgen—Computerto-
mographie, d. h. bei der Schichtrekonstruktion aus Messungen mit Zeilendetektoren,
beginnen wir mit dem einfachsten Fall, der parallelen Geometrie. Diese Anordnung von
Rontgenrohre und Detektor ist zwar kaum praxisrelevant, da jedoch die Radon—Trans-
formation das mathematische Modell liefert, ist es hier am einfachsten, die Vorgehens-
weise nachzuvollziehen. Die Ubertragung der Ergebnisse auf die wesentlich interessan-
tere Féacherstrahlgeometrie ist danach kein Problem mehr. In beiden Situationen geht
man jedoch von vollstindigen Daten aus. Am Beispiel der Limited-Angle-Geometrie
wenden wir schliellich noch die Approximative Inverse bei unvollstéindigen Daten an.
Hier konnen wir allerdings nur bedingt auf Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte

zuriickgreifen.

2.1 Die parallele Geometrie

Die parallele Geometrie ist heutzutage kaum noch von praktischem Interesse. Dennoch
ist sie wegen der Einfachheit ihrer Handhabung bei der Herleitung von Verfahren meist
(so auch hier) Ausgangspunkt der Uberlegungen fiir die anderen Abtastgeometrien. Auf
die theoretische Herleitung des Verfahrens folgen nichtsdestotrotz auch Aspekte zur

Implementierung und numerische Resultate. Ein Vergleich mit dem Standardverfah-

23
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ren der 2D-Rontgen-Computertomographie, der gefilterten Riickprojektion, beendet
diesen Abschnitt.

2.1.1 Das Rekonstruktionsverfahren

Erstmals wurde die Approximative Inverse von LOUIS UND SCHUSTER [37] auf die
2D-Rontgen—Computertomographie (parallele Geometrie) angewendet. Wir wollen dies
hier noch einmal tun, jedoch einen anderen Weg beschreiten. Dieser Weg wird schneller
und leichter zum Ziel fiihren, insbesondere kann der Rekonstruktionskern mit hoherer

Geschwindigkeit und Genauigkeit berechnet werden.

2.1.1.1 Die Herleitung

Bei 2D-Schichtrekonstruktionen ergab sich fiir die parallele Geometrie als mathemati-
sches Modell gerade die kontinuierliche Radon—Transformation (siche Abschnitt 1.1).
Fiir Berechnungen liegen real gemessene oder auch synthetisch erzeugte Daten nur
an diskreten Stellen vor. LOUIS UND SCHUSTER [37] schlagen daher vor, die diskrete

Radon—Transformation als Modell zu verwenden. Sie betrachten

Rp : L(Q) — RF"

(Rof)k == [Rofler+1 = Rf (wk, 51)

fiir diskrete wy, € S, k=1,..., Kund s, € [-1,1],1 =1, ..., L (in diesem Kapitel
sei Q := Q? der Einheitskreis). Der Rekonstruktionskern ¢p im Punkt x; wird als

Losung des Gleichungssystems
RpRpvy, = Rpe'

berechnet. Um dieses Gleichungssystem aufstellen zu kénnen, mufl das Modell geéindert

werden, da die Matrix RpR}, nicht existiert. Fiir die Radon—Transformation gilt

o0 p
Rf(w, s) = Z Z (R, wun) o (7, w-1) Uur (W, ) -
p=0 A=—p

A+ gerade
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Nach Abschneiden dieser Reihe, d. h.

Ruf(w, s) = Z Z (R, wpun)y(2,w-1) Uur (W, S)

p=0  A=—p
A+ gerade

erhélt die Matrix die Darstellung

M m
(RDRD (k1) (mn) Z Z Um(wm, Sn)uu)\(wka Sz) .
u=0 A=—p
A+ gerade

Die Approximative Inverse ergibt sich dann gerade als das euklidische Skalarprodukt

des vorberechneten Rekonstruktionskernes mit den Daten:

Sp 9(552) = Wi)a IIREL - (2.1.1)

Obwohl auch hier Invarianzen einsetzbar sind, die die Dimension des zu l6senden Glei-

chungssystems verringern, ist das Aufstellen der Matrix sehr aufwendig.
In der vorliegenden Arbeit wird die Vorgehensweise wie folgt sein:

1. Der Rekonstruktionskern wird als Losung des kontinuierlichen Problems berech-

net.

2. Die Diskretisierung wird auf die Berechnung der Approximativen Inversen ver-

schoben.

Im einzelnen heifit das, dafl zum einen der Rekonstruktionskern als Losung von
R*y(z) = e(z, -) und somit mit den in Abschnitt 1.3 vorgestellten Methoden bestimmt
werden kann, zum anderen, daf§ die Integrale (¢)(z), g)i,(z,w1), die nicht analytisch
berechnet werden koénnen, durch eine Quadraturformel (explizit: durch die Trapezre-
gel) approximiert werden. Dieses Vorgehen macht es spéter einfacher, die Methode auf
andere Geometrien anzuwenden, auflerdem liefert sie in kiirzerer Rechenzeit sehr gute

Ergebnisse.

RIEDER UND SCHUSTER [48] zeigen, dafi bei Verwendung der Punktauswertung des
kontinuierlichen Kernes statt 1% in (2.1.1) die Losung fiir grofie Datenmengen in ei-
nem gewissen Sinne gegen die Momente (f, e') konvergiert. Daher ist, egal bei welcher

philosophischen Sichtweise des Rekonstruktionsproblems, die Verwendung des leichter
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zu berechnenden kontinuierlichen Kernes immer gerechtfertigt und daher auch zu emp-
fehlen.

Der Rekonstruktionskern wurde allgemein bereits in Korollar 1.3.6 berechnet. Er ist
abhéngig vom Mollifier e. Fiir die Wahl des Mollifiers sind unterschiedliche Vorgehens-
weisen denkbar (siehe [28]). Setzt man ein Wavelet ein, dann hat e verschwindenden
Mittelwert (siehe [35]). Fiir die Dichterekonstruktion in der Réntgen-Computertomo-
graphie wird sinnvollerweise verlangt, daf e(x,-) die Diracsche Delta-Distribution ap-

proximiert. Diese Approximation wird durch einen Parameter ~ reguliert. Es soll

lim [ e,(z, y) f(y)dy = f(z) £ i

v—0
Q

gelten. Der Mollifier soll hinreichend glatt sein und fiir festes  Mittelwert 1 haben.
Beispiel: Die Gaufische Glockenkurve
e(x, y) = (2m) " exp(—|z — y[*/2)

ist beliebig oft differenzierbar und hat den Mittelwert 1. Der Regularisierungsparameter

~v muf} so eingearbeitet werden, dafl der Mittelwert erhalten bleibt:

ey(z, y) = 2m) 'y P exp (— |z — y?/(27%)) -

Die Voraussetzung e,(z,-) € range(R*) ist erfiillt. Die Rekonstruktionsformel lautet

also
1 ; T T
S—Tr W - S—Tr W
S,g9(x) = 1 //g(w, s) ) (T) w ! (T) ds dw , (2.1.2)
st —1
wobei
Y(s) = m? Z(Qm + 1) Uy (5) Tom,~ w(s)
m=0

mit

1

Do = / Rover(t) Upm (1) dt

0
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ist. Wie man direkt sieht, vereinfacht sich die Formel (auch wegen Rf(—w, —s) =

Rf(w, s)) noch zu
;fjmmwwwﬂf'i”@)wm,

mit w(p) = (cos ¢, sing)’ und
P(s) =772 (2m + 1) Uom(s) Tom, (2.1.3)
m=0

so dafl das Gewicht w, das fiir die Singuldrwertzerlegung der Radon-Transformati-
on von Noten war, nicht mehr gebraucht wird. Verwendet man also die Radon—Trans-
formation ohne dieses Gewicht, d. h. als Abbildung R : Ly(Q2) — L(Z), dann ist die
Approximative Inverse identisch mit der fiir R : Lo(Q) — Lo(Z, w™!).

2.1.1.2 Zur Implementierung

Wir nehmen an, dafl die Daten fiir K gemessene Richtungen und 2L + 1 Strahlen pro
Projektion an folgenden diskreten Stellen zur Verfiigung stehen: wy = w(px), wr =
kr/K, k=0,..., K—1,s8,=hl,h=1/L,l=—L, ..., L.

Im ersten Schritt des Verfahrens ldfit sich (unabhéngig von den Daten(!)) der Re-
konstruktionskern berechnen. Hierbei kann man noch vorneweg die Integrale Iy, .
auswerten, da diese wiederum unabhéngig von s sind. Der Parameter v héngt von der
Anzahl der gemessenen Daten pro Projektion ab, mufl aber durch ”trial and error”
ermittelt werden. Bei der Implementierung von (2.1.3) kann die Summation nur bis zu

einem zu bestimmenden Summationsindex M durchgefiihrt werden:

M
72 (2m 4 1) Un(8) Tom, - (2.1.4)
m=0

Um M zu bestimmen, wird zunéichst gefordert, dafl es ein M, gibt, so daf} die Sum-
manden vom Betrage her monoton fallend fiir m > M sind. Wegen |Uy,,(s)| < 2m+1

soll dann

2m +1
T

2
> ‘Igm’fy‘ <é€
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sein fiir alle m > M > M, bei vorgegebener Schranke . Die Integrale miissen also
| Iom, 4| = O(m™%), a > 2, erfiillen, was eine Glattheitsbedingung an den Mollifier e,

darstellt.

Aus Griinden der effizienten Implementierung wird der Rekonstruktionskern (in Analo-
gie zur gefilterten Riickprojektion, siehe z. B. [42]) nicht fiir alle (s —z"w)/2 ausgewer-
tet. Er wird (auch weil er gerade ist) lediglich an den Stellen t; = ih/2, i =0, ..., 2L,
berechnet und dazwischen (linear) interpoliert. Der gesamte Algorithmus hat also fol-

gende Gestalt:

Al 2d_pg
fir m =0, ..., M: berechne (oder approximiere)

1

Lo = / Rty (t) Unm () d -

0
fir i =0, ..., 2L:

| XM

pi=1(t)/2= 5 ;mm + 1) Usin (t1) Tom,

fir £k =0,..., K —1:

L
Uk’l:h Zp”,j‘g(wk, Sj) ,l:—L, ,L ;

j=—1L

fir alle Rekonstruktionspunkte x:

flz) = % I;ZOI (1 = w) v, + wvg,i41)
mit
s=x wp, [ <s/h<Il+1,u=s/h—1:
Ende.

Wir halten fest, dafl die Approximative Inverse ein Rekonstruktionsverfahren vom Typ

‘gefilterte Riickprojektion’ liefert.
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2.1.2 Numerische Beispiele

Wegen ihrer angenehmen Eigenschaften wird die schon mehrfach erwihnte Gauf3glocke

in dieser Arbeit bei allen Anwendungen als Mollifier verwendet. Im 2D-Fall ist

ey (@, y) = T, (y) = 2m) 1y 2 exp (— |y — 2/ (277)) (2.1.5)
mit
110 = 11 (157) wd ) =2 (-2l

Der Mollifier ist nach Konstruktion sowohl translations— als auch rotationsinvariant.
Sein Triger ist jedoch IR? und nicht 2, und sein Mittelwert auf der Kreisscheibe betrigt

nur ungefihr 1, denn es gilt

/ev(x, y)dy=1.

IR?
Der Fehler, den man hierbei macht, ist fiir kleine v aber vernachléssigbar. In Abbil-
dung 2.1.1 ist der Mollifier (2.1.5) fiir zwei verschiedene y—Werte geplottet. Je grofier
7 ist, desto "breiter” erscheint der Mollifier, d. h. desto stéirker ist die Gldttung.

50000¢
40000+
30000t
20000t

10000¢

0. 005 0.01 0.015 0. 02

Abbildung 2.1.1: Radialer Anteil des Mollifiers (2.1.5) fiir
~v = 0.0031 (gestrichelt) bzw. v = 0.0018.

Wie schon in Kapitel 1 ausgefiihrt, kann der Rekonstruktionskern auf unterschiedliche
Art und Weise berechnet werden. Fiir den Weg iiber die Singuldrwertzerlegung sollte

man zunichst die Radon—Transformation durch

Rey(w, s) ~ /ey(sw +y)dy

wL
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approximieren. Hier wird nicht iiber w® N Q integriert, was aber fiir kleine v wieder
nur einen vernachlissigbar kleinen Fehler produziert. Damit ist man in der Lage, die
Radon-Transformation des Mollifiers analytisch zu berechnen. Sie ist aufgrund der

Rotationsinvarianz von e, unabhéngig von der Richtung w:
Rey (w0, 5) = Ruey(s) =7 (2m) V2 exp (= 57/(27°))

Die M + 1 Integrale I5,, , in der Summenformel (2.1.4) miissen (mit Hilfe einer adap-

tiven Routine) numerisch approximiert werden.

Verwendet man den Zugang iiber die Inversionsformel der Radon—Transformation, so

kann man den Rekonstruktionskern explizit angeben. Es ist (siehe [48, (5.14)])

P9 (s) = 25772 (1 + \/gi exp (— s%/(27%)) verf(s s/(ﬂ*y))) (2.1.6)

v

mit der Error—Funktion

erf(t) = % /exp(—zZ) dz .

Abbildung 2.1.2 zeigt zwei Rekonstruktionskerne. Fiir v = 0.0018 wurde der Kern mit
(2.1.4) berechnet, fiir v = 0.0031 mit (2.1.6).
4000¢
3000
2000

1000y

I
I

-0.08-0.06-0.04-om\l \‘[Woz 0.04 0.06 0.08
- 1000}

Abbildung 2.1.2: Rekonstruktionskern fiir y = 0.0031 (ge-
strichelt) und = 0.0018.

Fiir die Rekonstruktionen wurde das Shepp-Logan-Phantom aus [51] verwendet. Ab-
bildung 2.1.3 zeigt das Original-Phantom. Es besteht aus Ellipsen, deren Inhalte von
unterschiedlicher Dichte sind. Der dufiere (in der Abbildung weifie) Rand hat den Wert
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2, die anderen Werte bewegen sich im Intervall [1, 1.05]. Die Radon-Transformation von
konstanten Flichen iiber Ellipsen ist einfach zu berechnen, so dal die Generierung der

synthetischen Daten unproblematisch ist.

Eine Rekonstruktion aus vergleichsweise wenig Daten (200 Projektionen mit je 255
Strahlen) ist in Abbildung 2.1.4 dargestellt. Hier wurde der Rekonstruktionskern aus
Abbildung 2.1.2 mit v = 0.0031 verwendet, die Anzahl der Rekonstruktionspunkte
war 255 x 255. Fiir die Rekonstruktionen in den Abbildungen 2.1.5 und 2.1.6 war die
Datenmenge jeweils 400 Richtungen und 511 Strahlen pro Richtung. Bei beiden wurde
jeweils v = 0.0018 gewihlt und es wurde mit 511 x 511 Bildpunkten gerechnet. Fiir
die letzte Rekonstruktion wurde zu den Daten noch ein 2%—iges Rauschen addiert. Fiir

alle Abbildungen waren 1.005 untere und 1.04 obere Grenze des Darstellungsfensters.

Die geringe Rechenzeit und die hohe Genauigkeit der numerischen Ergebnisse belegen
die Effizienz und die Qualitit der Approximativen Inversen als Regularisierungsverfah-
ren bei der 2D-Rontgen-Computertomographie. Dafl das Verfahren durchaus konkur-
renzfihig zum Standardverfahren der 2D-Tomographie, der gefilterten Riickprojektion,
ist, zeigt der im néchsten Abschnitt folgende Vergleich dieser beiden Methoden.
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Abbildung 2.1.3: Original: Shepp-Logan—Phantom.



2. APPROXIMATIVE INVERSE UND 2D-COMPUTERTOMOGRAPHIE 33

Abbildung 2.1.4: Rekonstruktion aus von 200 Richtun-

gen mit 255 Strahlen pro Richtung gemessenen Daten.
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Abbildung 2.1.5: Rekonstruktion aus von 400 Richtun-

gen mit 511 Strahlen pro Richtung gemessenen Daten.
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Abbildung 2.1.6: Rekonstruktion aus verrauschten Da-

ten.
2.1.3 Ein Vergleich mit der gefilterten Riickprojektion

Der Algorithmus weist — wie schon mehrfach erwihnt — grofe Ahnlichkeiten mit der
gefilterten Riickprojektion, die sich seit ihrer Einfiihrung Anfang der siebziger Jahre
([45, 51]) als das Standardverfahren in der Tomographie etabliert hat, auf. Deshalb gilt

es nun, die (wenigen) Unterschiede zwischen den beiden Methoden herauszuarbeiten.

Wihlt man den in Abschnitt 1.3.4 gemachten Ansatz, dann kann man den Zusammen-

]. /
271
0

zeigen (siehe Seite 21 und [48, (5.13)]), den man auch aus der Verfahrensvorschrift der

hang

) cos(s o) odo (2.1.7)

o
~20>

gefilterten Riickprojektion ableiten kann. Dort ist der Ansatz jedoch ein anderer. Die
gefilterte Riickprojektion wihlt den Rekonstruktionskern ¢° so, dafi der Mollifier ¢°
ein Tiefpaffilter ist, d. h. e/g(f) = 0 fiir alle £ mit || > 7. Daraus folgt dann (2.1.7),
siehe [42, V.1, (1.3) u. (1.5)]. Bei der Approximativen Inversen ist es jedoch umgekehrt:
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der Rekonstruktionskern wird aus einem vorgegebenen Mollifier berechnet. Der letztere
Weg erscheint einfacher und macht die Approximative Inverse daher flexibler. Fiir die
gefilterte Riickprojektion ist z. B. beim Shepp-Logan—Filter (aus [51]) zwar 1/° bekannt

(weil vorgegeben), jedoch kann man €° lediglich in Integraldarstellung angeben.

Der Ram-Lak-Filter (benannt nach RAMACHANDRAN und LAKSHMINARAYANAN [45])
hat die unangenehme Eigenschaft, stark zu oszillieren, was sich in Form von Ring-
Artefakten bei der Rekonstruktion wiederspiegelt. Beim Shepp—Logan—Filter 148t sich
dies vermeiden, jedoch auch nur fiir eine spezielle Wahl des Parameters  (siehe Ab-
bildung 2.1.7). Es ist

spoy 7 /2= (vs) sin(ys)
U =5 T ey

Ist h die Diskretisierungsschrittweite in s-Richtung, dann gilt fiir s, = [h, | € Z, mit
v=mn/h

1
1 —4/?

2
5" (s1) = % (2.1.8)

(vergleiche [42, Seite 111]).

Abbildung 2.1.7: Shepp-Logan-Filter: Der kontinuier-

liche Filter wird fiir die Rekonstruktion nur an speziell

gewihlten Stellen ausgewertet.

Der zur Gaufiglocke gehorige Rekonstruktionskern hat (unabhiingig von +) in IR* nur
einen Tiefpunkt sy und ist streng monoton wachsend im Intervall [so, 1]. Ebenso lassen
sich aus Polynomen beliebige Mollifier konstruieren, deren zugehéoriger Rekonstrukti-

onskern die gleiche Eigenschaft aufweist (vergleiche wieder [48]).
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In den Abbildungen 2.1.8.a) und 2.1.8.b) sind der mit der Gaufiglocke als Mollifier be-
rechnete Rekonstruktionskern und der Shepp-Logan-Filter dargestellt. Fiir letzteren
wurde an den Stellen s; die Darstellung (2.1.8) verwendet und zwischen diesen Punkten

linear interpoliert.

2009,

0.04
/ -0.14
-2060] / -0.16
Abbildung 2.1.8.a): beide Rekonstruk- Abbildung 2.1.8.b): beide Rekonstruk-
tionskerne, s € [—0.06, 0.06], gestrichelte tionskerne, s € [0.4, 1], gestrichelte Linie:
Linie: Shepp—Logan—Filter. Shepp—Logan—Filter.

Alle so erzeugten Rekonstruktionskerne sind nicht lokal. Ein Erzwingen von ” Pseudo—
Lokalitét” durch Abschneiden des Kernes fiihrt in jedem Fall zu Cupping—Artefakten

in der Rekonstruktion.

Bei der gefilterten Riickprojektion wurden spezielle Filter fiir die sogenannte Lokale
Tomographie konstruiert. Mit diesen lokalen Filtern werden aber nicht mehr Dichten
sondern Dichtespriinge rekonstruiert (siehe z. B. FARIDANI ET AL. [6]). Dies ist auch
bei der Approximativen Inversen moglich, wurde jedoch nicht in der vorliegenden Ar-

beit sondern in [47] thematisiert.

Abbildung 2.1.9 zeigt einen Vergleich der Rekonstruktionsergebnisse der gefilterten
Riickprojektion mit Shepp-Logan-Filter und der Approximativen Inversen. Es zeigt
sich, daf} bei zunehmendem Datenfehler der relative Fehler im Ergebnis bei der gefil-

terten Riickprojektion schlechter wird.

Selbst bei nahezu exakten Daten gibt es einen unvermeidbaren Fehler in der Re-
konstruktion, dessen Hauptanteil aber auflerhalb des Objektes liegt (siehe Abbil-
dung 2.1.10). Durch das Einbringen einer Vorinformation in Form der dufleren Abmes-
sung des Objektes, wire eine Verringerung des relativen Fehlers in der Rekonstruktion

moglich. Der Fehler an den Réandern der Ellipsoide ist nicht verwunderlich, da nicht f
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sondern eine geglédttete Version von f berechnet wird.

30 , . . |
2 28+  Shepp-Logan-Filter ——
= Approximative Inverse -+--
S 2 | |
S
S 24 | |
% 2+ |
é 20 b |
LT )
£ -
ko] 16 | 7
g 14 t __4. |
325 12 S A |
&
T 10 |
8 . , . .
° ? 2 6 8 10

Datenfehler in %

Abbildung 2.1.9: Vergleich der Rekonstruktionen mit

verrauschten Daten.

Abbildung 2.1.10: Differenz des Originalbildes (Ab-
bildung 2.1.3) und des rekonstruierten Bildes (Abbil-
dung 2.1.5).
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2.2 Die Ficherstrahlgeometrie

In den meisten Anwendungen wurde die parallele Geometrie schon lange durch die we-
sentlich schneller abtastbare Facherstrahlgeometrie ersetzt. Diese Anordnung erfordert
eine neue Parametrisierung des Strahlenweges durch das Objekt (siehe schon Abschnitt
1.1). Die gefilterte Riickprojektion 148t sich durch eine einfache Koordinatentransfor-
mation (siehe z. B. [42]) auf die neuen Gegebenheiten anpassen. Im néchsten Abschnitt
wird sich herausstellen, daf} dies auch fiir die Approximative Inverse problemlos méglich

ist.

2.2.1 Zur Herleitung des Rekonstruktionsalgorithmus

Wie schon auf Seite 7 angegeben, kénnen die Strahlenwege fiir die Fécherstrahlgeo-
metrie durch die Quellposition a = (rcosa, rsina)’,r > 1, a € [0, 27), und den
Richtungsvektor § € S' definiert werden. Bezeichnet man mit 3 den Winkel zwischen

der Richtung # und —a und definiert

Dyf(a, B) = Df(rw(a), wla—p —i—7r))

(Df bezeichnet die divergente Rontgen—Transformation, siehe (1.1.2)), dann ist

Dyf(a, B) = Rf (w(a — B +m/2), rsin )

das mathematische Modell fiir die Facherstrahlgeometrie. Fiir die weiteren Betrach-

tungen fiihren wir eine andere Schreibweise ein. Es ist
Dy f(a, B) =UR[(e, B)
mit
Ug(a, B) = g(w(ae— B+ 7/2), rsinf) . (2.2.1)

Die Ergebnisse der beiden nachfolgenden Lemmata zeigen, wie der Rekonstruktions-
kern fiir die Fécherstrahlgeometrie leicht aus dem fiir die parallele Geometrie gewonnen
werden kann. Zuniichst beweisen wir ein allgemeingiiltiges Lemma, das auch in [49]

nachgelesen werden kann.
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Lemma 2.2.1 Scien X, Y, und Yy Hilbertrdume, A : X — Yy, B: X — Y, lineare
Operatoren und U : Yy — Yy unitir mit B = UA. Dann gilt fiir den Rekonstruktions-

kern als Lisung von B*¢ = e die Gleichung

¢ =Ui,

wobei ¢ die Lisung von A*Y = e bezeichnet.
Beweis: Sei ¢ := U1)p. Dann ist

B'¢=AUUp) =AY =c¢.

Wir zeigen nun noch, dafi der Operator & aus (2.2.1) unitér ist.

Lemma 2.2.2 Sei V =0, 27) X [—arcsin 1/r, arcsin 1/r], dann ist

U:L(Z,w!') = LV,aol,
Ug(a, B) = glw(la—B+7/2), rsinfp)

mit w(B) = (rcosB)~ w(rsinB) ein unitirer Operator und
Dy : Lp(Q) — Ly(V, w )

stetig.

Beweis: Wegen
27 arcsinl/r

Ug, Wi :/ / g(wlo— B+7/2), rsin f) hia, B) x

0 —arcsinl/r

x rcos Bw *(rsin 3) df da

2 1

— //g(w(ga), s) h(e + arcsin s/r — w/2, arcsin s/r) x
x w '(s)dsdy

= (9, UYL, (2,0
ist

U h(w(p), s) = h(p + arcsin s/r — /2, arcsin s/r)
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und damit

UUg(w(p), s) = Ug(p+aresins/r — /2, arcsin s/r)
= g(w(p): s) ,

sowie
UU* B, B) = Uh(w(a — B +7/2), 7sin B) = b, f) .

da s/r € [-7/2, w/2] ist.
Da U eine Isometrie ist, folgt die Stetigkeit von D, als Hintereinanderausfithrung von

U und der Radon—Transformation sofort. ]

Bemerkung : Die im obigen Beweis benttigte Koordinatentransformation ist die glei-
che, die auch bei der gefilterten Riickprojektion Anwendung findet (siehe [42, Seite
112]).

Der nichste Satz zeigt, wie man den Rekonstruktionskern fiir die Fécherstrahlgeo-
metrie aus dem fiir die parallele Geometrie gewinnen kann. Dazu bené6tigen wir die

Dilatationsinvarianz des Rekonstruktionskernes (siehe Seite 15).

Satz 2.2.3 Sei e(x,-) ein translations—, rotations— und dilatationsinvarianter Molli-
fier, Y(z) der zugehdrige Rekonstruktionskern fir die parallele Geometrie und ¢(x)
der Rekonstruktionskern fir die Fdcherstrahlgeometrie: Di¢(z) = e(x,-). Weiterhin
bezeichne a = rw(a) eine Quellposition, x einen Rekonstruktionspunkt und n den

Winkel zwischen den Vektoren v — a und —a. Dann gilt:

b, B) = (i)Qwo,‘:;ﬂ<(T—1)sin(ﬁ—n)> ;

2la — x| 2

-] ((7‘ - 1)Si2n(ﬁ - 77)) w(rsin )

Beweis: Wegen Lemma 2.2.1, Lemma 2.2.2 und der Translationsinvarianz von 1° ist

b o, B) = i¢0 (r sinﬁ—xTw(a—5+7r/2)> y

2

xw ! (r sinf — ITWQ(Q =5 +7T/2)> w(rsin B3) .
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Mit rsin 8 =a'w(a— B +m/2) und a — 2 = |a — z| w(a — n) folgt

vy = Lor (= elo =B/ o (lema)uloperi)
X w(rsin [3)
1 o fla—2]sin(B —n) 1 (|la—z|sin(f —n) _
= Z@b ( 5 )w ( 5 )w(rsmﬁ).
Nun benutzen wir die in 1.3.2 gezeigte Dilatationsinvarianz. Es ist |a — x| > r — 1 und
damit
o (la—x|sin(B —n) _ r—11\° 0, l2=2l (r—1) sin(8 —n)
o) = ) e ()
o (L2080 =) (1= in(p =)
2 2 .
Daraus folgt die Behauptung. [ ]

Berechnet man die Approximative Inverse fiir die Fécherstrahlgeometrie, so erhilt man
mit ¢° aus (2.1.4)

27 arcsinl/r

So(x) = / / o(; o, B) glov, )@ (8) df da

—arcsin1/r
5 2 arcsin 1/r .
4 2
0 —arcsin1/r

X cos B df do .

Der Nachteil dieser Formel besteht darin, daff die Auswertung des inneren Integrales
abhingig vom Rekonstruktionspunkt z ist. Durch die Approximation |a—z|/(r—1) &~ 1
riskiert man einen kleinen Fehler, kann aber fiir alle Rekonstruktionspunkte den glei-
chen Rekonstruktionskern JO verwenden. Der geringe Genauigkeitsverlust wird aus-
geglichen durch einen immensen Gewinn an Rechenzeit und Speicherplatzbedarf: hat
man N? Rekonstruktionspunkte und N x N Daten, dann braucht der Rekonstrukti-

onskern nur N anstatt N* mal ausgewertet zu werden. Es gilt schlielich

2w arcsin1/r )
sotr) = AL flamare [ (WO g0 ) coasaa.
0 —arcsin1/r
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Damit erhalten wir wieder ein Verfahren, das sich in Analogie zur gefilterten Riick-
projektion effizient implementieren 148t. Dazu nehmen wir an, dafl die Daten fiir K
Quellpositionen mit a; = rw(ay), a, = w'(ag), ap = 27k/K, k =0, ..., K — 1, und
je 2L + 1 Strahlen vorliegen, d. h. 3, = hi,l = —L, ..., L, h = arcsin(1/r)/L. Der
Algorithmus hat folgende Gestalt:

Al 2d_fg
fir i =0,...,2L:
1~ ((r—1)sinp;
pl_4,¢7< 2
fiir k=0,..., K —1:

L
Vg, 1 = h Z p\lfj\g(ak: ﬁj) COSﬁj ) [ = _La sy L )

j=L

fir alle Rekonstruktionspunkte x:

K-1
, 2m
fl@)=r(r—-1)? K kz_; [z — ay| ((1 —u) v, + uvk,z+1)
mit
. T — Qg f
n = arcsin(( cag)), L <n/h<l+1,u=n/h—1;
T — ag|
Ende.

Genau wie bei der gefilterten Riickprojektion 1483t sich also auch bei der Approxima-
tiven Inversen die Rekonstruktionsmethode leicht von der parallelen Geometrie auf
die Fiacherstrahlgeometrie iibertragen. Rekonstruktionen des Shepp-Logan—-Phantoms

bringen bei gleicher Datenmenge gleich gute Ergebnisse wie in Abschnitt 2.1.2.

2.3 Die Limited—Angle-Geometrie

Das Problem unvollstéindiger Daten bei der Rontgen-Computertomographie ist so alt
wie das Rekonstruktionsproblem selbst. Insbesondere in der 3D-Tomographie sind
vollsténdige Daten eher die Ausnahme als die Regel (siehe Kapitel 3). Aber auch bei
der 2D-Tomographie wurden in der Literatur verschiedenste Félle von unvollsténdigen
Daten behandelt, wie z. B. ”Limited Angle”, "Region of Interests” oder ”Hollow Pro-
jections” (siehe etwa [25, 36, 40, 43]). Auf das Problem des fehlenden Winkelbereiches

wollen wir im folgenden Abschnitt die Approximative Inverse anwenden.
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2.3.1 Das Rekonstruktionsverfahren

Bei der parallelen Geometrie sind im Falle vollstédndiger Daten (siche Abschnitt 2.1)
diese fiir alle w € S' = {w(p), ¢ € [-7, 7)} (im kontinuierlichen Fall) bzw. fiir in S*
dquidistant verteilte Richtungen (im diskreten Fall) bekannt. Bei einem eingeschrink-
ten Winkelbereich stehen die Daten fiir die Richtungen w(y) mit |p| < ®, 0 < & < 7/2,
nicht zur Verfiigung. Durch die Beziehung R f(w(y), s) = Rf(w(p+7), —s) ergibt sich

eine Redundanz der Daten, so dafl die vorhandenen Richtungen im folgenden in
Se = {w(p) € S : lp£7/2| < 7/2 - B}
liegen und die Radon—Transformation als Abbildung
Ro : La(Q) = La(Zs, w™h) (2.3.1)

mit Zg = S§ X [—1, 1] betrachtet wird.

2.3.1.1 Die Singulidrwertzerlegung

In die Singulidrwertzerlegung fiir die Abbildung (2.3.1) geht die der Radon—Transforma-
tion (1.3.1) ein. Deshalb formulieren wir zunéchst erneut die Singuldrwertzerlegung aus
1.3.1, allerdings fiir den Spezialfall n = 2, v = 1. Das Tripel {vy, Umi; O} : m >
0,l€Z:|l]| <m,l+m gerade, mit

1)) T
V(1) = \/ \|‘”P°H‘u o 2fc|2—”Y<?|>’

Ui (w, §) = ) Un(s) Yi(w)
Omi = Om =2 il
m-+1

bildet eine Singulidrwertzerlegung von
R:Lo(Q) — Lo(Z, w™h) .

Es folgt (ohne Beweis) die Singuldrwertzerlegung fiir die Limited—Angle-Tomographie.
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Lemma 2.3.1 Sei A(m, ®) € R X" gie Matriz mit Eintrigen

®
ag, = W_l/em(k_”‘pdgp (2.3.2)

—-d

w00 oy

2P fir k=1,

T
mit den Eigenwerten \,(m, ®) und den normalisierten Eigenvektoren d,(m, ®), pn =

0, ..., m. Weiterhin sei

m

S @) = 3 dy(m, @) v 21 (2) |

=0

G (w0, 5) = (1= Nu(m, @) S dy(m, )yt 1 (w0, 5)

Dann bildet

{fm;u Gmp; Tmu} m, e INU; p<m,
eine Singuldrwertzerleqgung von

R@ : LQ(Q) — LQ(Z(I), ’U}_l) .

Bemerkung: Der Beweis ist in der Arbeit von Louls [25] nachzulesen. Die Matrix
(2.3.2) wurde in SLEPIAN [52] untersucht.

2.3.1.2 Die Berechnung des Rekonstruktionskernes

Im Limited-Angle-Fall ist keine Inversionsformel bekannt, so daf} ein Zugang zum Re-
konstruktionskern wie in 1.3.4 nicht moglich ist und nur der Weg iiber die Singulédrwert-

zerlegung bleibt. Die Translationsinvarianz gilt hier ebenso wie bei vollstédndigen Daten,
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weswegen der Kern wieder nur fiir x = 0 ausgerechnet werden muf}. Eine Rotationsin-
varianz des Rekonstruktionskernes kann nicht gezeigt werden, denn die Riickprojektion

hat in diesem Fall die Darstellung

Ryg(z) = /g(w, r'w)w o w) dw
Se
und fiir die Transformationen TV (1.3.4) und T (1.3.5) gilt TV R%g(y) # RETY g(y).
Dennoch wird ein rotationsinvarianter Mollifier angenommen, was den Rekonstrukti-

onskern mit dem fiir die parallele Geometrie vergleichbar macht.
Nach (1.2.2) und dem vorhergehenden Abschnitt ist fir e € D((R})T)

wO’LA(wa 3) = Z ZTm fmu gmu(w S)

m=0 pu=0
mit
m

<€, fmlt> = Zd#(m: (I))l <€, Um,2l*m> )

1=0
{ du(m, ®)pm/a (€, Um,0) , m gerade ,

, m ungerade ,

(siehe (1.3.9)). Daraus folgt (w = w(p))

77DO’LA((‘U7 S) = 7—2m u 2m (P) <€7 va70> g?m,ﬂ(w7 S)

0

1

Zagm Ly d,(2m, @), (1= X,(2m, @) x
n=0

>y
m=0 pu=
533
m=0

2m

X Zdu(2m, D)) Uam, 21—2m(w, )
1=0

wobei fiir die Integrale I, wieder

Lo = / Roye(t) Unm(t) dt
gilt. Fiir den Rekonstruktionskern schreiben wir dann

PO LA (w T2 T (2m 4 1) Lo Unn(5) w(5) qam () (2.3.3)
m=0
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mit

2m

Gom(0) = Y (1= \u(2m, ®)) " dy(2m, )y Zd (2m, ), 2 =™e | (2.3.4)

u=0

Vergleicht man diesen Rekonstruktionskern mit dem fiir die parallele Geometrie aus

Korollar 1.3.6, so erkennt man direkt den Zusammenhang.

Satz 2.3.2 Sei 0 < ® < w/2 und A(m, ®) die Slepian—Matriz (2.5.2), m =0, 1, ...,
mit Eigenwerten A, (m, ®) und normalisierten Eigenvektoren d,(m, ®), p =0, ..., m.
Weiterhin sei e € D((R*)Y) N D((R3)") ein translations— und rotationsinvarianter
Mollifier und ° der zugehdrige Rekonstruktionskern fiir die parallele Geometrie im
Punkt x = 0. Dann ergibt sich der Rekonstruktionskern fir den Limited—Angle—Fall bei

T =0 als
YO w, 5) = ¢0(s) + ((w, 5)
mit
((w,s) = 77 EOO:O (2m + 1) Uz (8) Tom w(5) (2m() = 1) ,
|
L = 0/ Roe(t) Up(t) dt

2m
Gu(p) = > (1-22m, @) " d,(2m, @), Zd (2m, @), e21(-m¥
=0

Beweis: Der Beweis ergibt sich direkt aus Korollar 1.3.6 und (2.3.3):

o0

P w, s) = a2y (2m 1) Loy Usia(s) w(s) (1 + qa(0) — 1)

m=0

= ¥(s) +C(w, 5) .

Der gesuchte Rekonstruktionskern berechnet sich also aus dem bekannten Kern fiir
vollsténdige Daten durch Addition eines von der Richtung abhingigen Korrekturter-

mes.
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2.3.1.3 Die Approximative Inverse und ihre Implementierung

In Analogie zu (2.1.2) 148t sich die Rekonstruktionsformel angeben. Der Mollifier (und

damit auch der Rekonstruktionskern) ist abhéingig vom Parameter ~:

S,9(x) = // w, §) Y LA( ﬂ) w™! <#> ds dw

571

] e ) (2150

Die Umformung ist wegen der Struktur von S§ und der schon erwiihnten Redundanz
der Daten offensichtlich. Auch in diesem Fall ist das Verfahren sehr effizient implemen-
tierbar. Hier ist allerdings zu beachten, daf§ der Rekonstruktionskern abhéngig von der
Richtung w ist, was einen héheren Rechenaufwand bei der Vorberechnung des Kernes,
sowie einen hoheren Speicheraufwand, jedoch gleichbleibenden Aufwand bei der Re-

konstruktion bedeutet.

Der numerisch schwierige Teil ist die Berechnung der Funktionen g, aus (2.3.4). Hier
duBert sich die extreme Schlechtgestelltheit des Problems. Beschrinkt man sich (was
verniinftig ist) auf die Rekonstruktion von realen Dichtefunktionen, so kann man auch
den Imaginérteil des Rekonstruktionskernes vernachlissigen. Vertauschen der Summa-

tionsreihenfolge liefert dann

2m 2m

-1
Gom () =D _cos(2(1—m)p) Y (L= Nu(2m, @) d,(2m, ®),, dyu(2m, O); .
=0 n=0
Aufgrund des Verhaltens der Eigenwerte der Slepian-Matrix A(m, ®) (A,(2m, ) — 1
monoton wachsend fiir m, p — oo, sieche z. B. [42, 52]) ist es bei der Berechnung

der inneren Summe erforderlich, eine zusitzliche Tikhonov-Phillips-Regularisierung
durchzufiihren und den Faktor ((1 — A, (2m, @))71 durch
1 — A, (2m, @)
(1= 2. (2m, ®))° + ¢

zu ersetzen. Die Grofle des Parameters p ist jeweils abhéngig von m. Da die Kondition
der Matrix A(m, ®) mit wachsendem m immer schlechter wird, wird die Notwendigkeit

der Regularisierung immer gréfler, d. h. je grofler die Dimension der Matrix ist, desto
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grofer muf auch der Regularisierungsparameter g sein. Die go,,, () werden ebenso wie

die Integrale I5,, , unabhéngig von s vorberechnet und in einer Matrix abgespeichert.

Die Daten stehen fiir K 4+ 1 gemessene Richtungen und 2L+ 1 Strahlen pro Projektion
an folgenden diskreten Stellen zur Verfiigung: wy = (cos ¢x, singy) ", ¢ = ® + k(7w —
20)/K, k=0,..., K,sy=hl,h=1/L,l=-L, ..., L.

)

Den Algorithmus kann man wieder analog zur parallelen und zur Fécherstrahlgeometrie

formulieren. Dazu sei
M

Jg’ LA((pa S) = 71-72 Z(Qm + 1) UZm(S) I2m QZm(SO)
m=0
und wie bei der parallelen Geometrie (siehe Abschnitt 2.1.1.2) t; = ih/2, i =0, ..., 2L.
Al 2d la
fir m=0,..., M: berechne (bzw. approximiere)
1
Ty = / Rover (t) Unm(t) dt
0
fir k=0, ..., K:
qm,k = q2m(90k) ;
fir k=0,...,K,i=0,...,2L:
LM
_ J0,LA _ )
Pri = Uy " (ks 1) /2 = 9.2 mz%(?m + 1) Usm (ti) Lom, v G,k
fir k=0, ..., K:

L
Uk,l:h Zpk,\l—j\g(wka Sj) 7l:_L7 ey L )

j=-L

fir alle Rekonstruktionspunkte x:

f(z) = K1 Z((l_u)vk,z—i-uvk,Hl)

y T — 20 K
k=0

mit
s=x wp, [ <s/h<Il+1,u=s/h—1;

Ende.
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2.3.2 Numerische Beispiele

Fiir die nachfolgenden Rekonstruktionen wurde als Mollifier wieder die Gauf3glocke
(2.1.5), als Objekt wieder das Shepp-Logan-Phantom (Abbildung 2.1.3) gewihlt. Es
lagen jeweils 255 Strahlen pro Projektion vor. Die Anzahl der Projektionen richtete
sich nach der Grofle des fehlenden Winkelbereiches. Fiir ® = 7/12 wurden im Intervall
[®, 7 — ®] 167 Punkte dquidistant verteilt, fiir ® = 7/6 wurden dementsprechend 134
Projektionen gemessen. In Abbildung 2.3.1 sind die beiden Rekonstruktionskerne dar-

gestellt. Abbildung 2.3.2 zeigt die zugehorigen Rekonstruktionen.

Abbildung 2.3.1: Density—Plot der Rekonstruktionskerne fiir v = 0.0031 und ® = 7 /12
(links) bzw. ® = 7/6 (rechts): die horizontale Richtung ist die s—Richtung im Intervall [0, 1],
die vertikale Richtung die ¢-Richtung im Intervall [®, 7 — ®]).

Abbildung 2.3.2: Rekonstruktion mit 255 x 255 Bildpunkten fir ® = /12 (links) bzw.
® = 7/6 (rechts).
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Die fiir Limited—Angle typischen Artefakte sind auch hier unvermeidbar.

In Abschnitt 2.3.1.2 haben wir bereits festgestellt, dafl sich der Rekonstruktions-
kern durch Addition einer von der Richtung abhingigen Korrektur aus dem Rekon-
struktionskern fiir die parallele Geometrie ergibt. Deshalb muf§ die Frage gestellt wer-
den: Was bringt dieser Korrekturterm? Fiir den Fall ® = 7/6 zeigt Abbildung 2.3.3 eine
Rekonstruktion bei der auf den Korrekturterm verzichtet wurde, mit anderen Worten

die fehlenden Daten wurden durch den Wert 0 ersetzt.

Abbildung 2.3.3: Rekonstruktion fiir & =

7/6 ohne Verwendung des Korrekturterms.

Optisch ist zwischen den beiden Rekonstruktionen kein Unterschied festzustellen. Der
Korrekturterm hat also keine Artefaktreduktion bewirkt. Es 148t sich jedoch feststellen,
dafl die mit Korrekturterm rekonstruierte Funktion die gesuchte Dichtefunktion besser

approximiert.

Fiir die Darstellung der Abbildung 2.3.3 mufite das Fenster nach unten verschoben
werden. Der relative Fehler im Ergebnis betrédgt bei der Rekonstruktion mit Korrek-
tur 43.94%, bei der Rekonstruktion ohne Korrektur 50.75%. In Abbildung 2.3.4 sind
horizontale Querschnitte (y = 0.102) durch die Originaldichte und die beiden Rekon-
struktionen geplottet. Auf der Abszisse sind die Spaltennummern der Bildmatrix abge-
tragen, auf der Ordinate die zugehorigen Funktionswerte. Bei beiden Rekonstruktionen

ist die ”Verbreiterung” des Objektes zu erkennen, die Rekonstruktion mit Korrektur
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kommt im Innern des Phantoms jedoch deutlich ndher an die Originaldichte heran. Der

Korrekturterm hat letztendlich wie eine multiplikative Konstante gewirkt.

2

:’ S e T,
0.5¢/ .«

1 =

A

I

1

50 100 150 200 250

Abbildung 2.3.4: Querschnitt durch das
Shepp-Logan-Phantom: durchgezogene Li-
nie: Original-Werte, gestrichelt: Rekonstruk-
tion mit Korrekturterm, gepunktet: Rekon-

struktion ohne Korrekturterm.

Da die Berechnung des Korrekturterms der aufwendigste Teil bei der Bestimmung des
Rekonstruktionskernes ist, gilt es in Anwendungen, von Fall zu Fall abzuschétzen, ob

eine Rekonstruktion mit Korrekturterm erforderlich ist oder nicht.

2.3.3 Ein Vergleich mit anderen Methoden

Zum Abschlufl der Betrachtungen fiir den 2D-Fall wird die Approximative Inverse fiir
die Limited—Angle-Geometrie mit zwei bekannten Verfahren verglichen: zum einen mit
dem Verfahren von Louis [20], zum anderen mit dem Verfahren von DAVISON UND

GRUNBAUM [4].

2.3.3.1 Das Verfahren von LoOuis

Die Methode, die in Louis [20] eingefiihrt wird, basiert auf einer konsistenten Ap-
proximation der Daten im fehlenden Bereich. Aus den Helgason-Ludwig-Konsistenz-

Bedingungen (siehe z. B. [15]) 148t sich eine Reihendarstellung fiir R f folgern:

Rf(w(p), 8) = w(s) Y Un(s) gm() (2.3.5)

m=0
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mit
i) = 2 [REe) 5)Un(s) ds (2.3
= Z gmi exp(2l ) . (2.3.7)
l-I—r‘riEg"Lade

Die Idee des Verfahrens ist es, mit Hilfe der gemessenen Daten und den Gleichungen
(2.3.5), (2.3.6) und (2.3.7) die fehlenden Daten zu approximieren. Dazu werden im
ersten Schritt die Koeffizienten g, fiir ¢ mit w(p) € Sk durch (2.3.6) angenihert.
Aus diesen Koeffizienten wird im zweiten Schritt das lineare Gleichungssystem (2.3.7)
zur Bestimmung der g, gelost. Damit kann man dann die g,,(¢) fiir |¢| < ® und
schlieBlich mit der Summe (2.3.5) die fehlenden Daten berechnen.

Das zu lésende Gleichungssystem ist im allgemeinen iiberbestimmt und sehr schlecht

konditioniert. Um dies festzustellen, betrachten wir die Matrizen A,, des Systems:

A, = (am)k:U,...,K,l:U,...,m;

(am)es = exp(2 (2l —m)py) -
Fiir die Matrix des Ausgleichsproblems gilt damit
Bm = (AzAm)k,l:O,...,m )

(bm)ry = ZGXP@Z(Z—k)%)a

d. h. ihre Matrixelemente sind Diskretisierungen der Integrale, die die Slepian—-Matrix
definieren (siehe (2.3.2)). Deshalb verhalten sich die Singuldrwerte von By, etwa wie
die Wurzel der Eigenwerte der Slepian-Matrix, was die Schlechtkonditioniertheit des
Gleichungssystems (2.3.6) beweist.

Der entscheidende Unterschied zwischen dem Verfahren von Louils und der Approxi-
mativen Inversen fiir Limited Angle ist der, dafl die Louis—Methode die fehlenden Daten
mit Hilfe der vorhandenen Daten ausgleicht, die Approximative Inverse die fehlenden
Daten im Rekonstruktionskern kompensiert. Bezeichnet f; die mit der Approximati-

ven Inversen berechnete Ndherung an die Dichtefunktion f, f; die mit dem Louisschen
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Verfahren ermittelte Dichte, g die gemessenen Daten und ¢ die approximierten Daten

(in S} ist g = ¢), dann ist

ey = 5 [ / oo, ) 40, T () g
51 1
= % //lg(w, s) (1&0(%) + ((w, #)) w_l(#)ds dw
s 1
-1 / O Tl A Py LA A
s 1
+i / /lg(w, s) ((w, S_;Tw)wl(s_;Tw)dsdw
51 1

und

falz) = %//lﬁ(w, S)@Do(ﬂ)w_l(ﬂ)dsdw

2 2
st —1
: T T

1 0 S—T W, 4, $S—T w
= 1 [ o 9t e T  dsdu+

s, -1

; T T
1 B - -
+- / /g(w, )10 (w, 2y (EEE Y ds du
4 2 2
s1\sL —1

und die unterschiedlichen Konzepte werden sichtbar: In dem Bereich, in dem die Daten
bekannt sind, ist die Berechnung identisch; dort wo die Information fehlt wird diese
einmal durch die Korrektur des Rekonstruktionskernes, beim zweiten Mal aus den vor-
handenen Daten beschafft. Die Approximative Inverse ist dabei im Vorteil: der Rekon-
struktionskern muf nur einmal berechnet werden und bei einer neuen Datenerzeugung
kann der Rekonstruktionsalgorithmus direkt gestartet werden. Der Korrekturterm ist
unabhéngig von den Daten und daher auch nicht mit Datenfehlern behaftet. Bei der
zweiten Methode muf} jedoch nach jeder Messung von neuem die Datenapproximation
der Rekonstruktion vorangestellt werden. Es ist also keine Vorberechnung moglich und

eventuelle Fehler in den gemessenen Daten setzen sich in den ergénzten Daten fort.
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2.3.3.2 Das Verfahren von DAVISON UND GRUNBAUM

Die Methode von DAVISON UND GRUNBAUM é#hnelt der Approximativen Inversen,
riithrt aber von einer etwas anderen Idee her und ist in der Durchfiihrung wesentlich
aufwendiger. Ausgangspunkt ist eine gefilterte Riickprojektion mit von der Richtung
abhéngigen Filtern. Im Kontext der Approximativen Inversen heifit das, der Rekon-
struktionskern ist (wie dies auch in 2.3.1 war) von der Richtung abhéngig. Die Methode

ist flexibel, um fiir beliebige Richtungen eingesetzt zu werden. Es sei

_ //lw(w, s—2TwW)Rf(w, 5)ds dw .

s1 -1
Diskretisiert man das duflere Integral, d. h. man betrachtet das semi—diskrete Problem
und nicht wie LOUIS UND SCHUSTER [37] das diskrete Problem, und vernachléssigt die

Schrittweite(n), so erhélt man bei K diskreten Richtungen

fla) = Z /w(wj, s — 1z wj) Rf(wj, s)ds
=1 7,
= Z Y(wj, s — 2 wy) f(sw; +vy) ds dy
P [[ J j j
K
= Z/w(“j’ (y— ) wj) fy) dy
J=1 g
Damit ist
K
f=Exf mit waj,x wj)
7=1

Die Aufgabe besteht nun darin, fiir einen vorgegebenen Mollifier e den Rekonstruk-
tionskern 1) so zu bestimmen, daf ||e — F||1,) moglichst klein wird. Schreibt man
R=(Ru, s Rop)  und ¥ =w- (¢y, ..., Yx)" mit ¢; = 1(wj, ), dann ist wegen

R, 9(x) = g(z w)) w (2 Tw;)

E = R*V und das Minimieren der Fehlernorm 14t sich durch Losen der Normalglei-

chung

RR*U = Re (2.3.8)
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erreichen. Bei der Invertierung des Gleichungssystems (2.3.8) kann man wieder Ge-
brauch von Invarianzen der Radon—Transformation machen und damit die Dimension
des Problems verkleinern. Es sind schliefilich (siehe [42, Seite 152]) Gleichungssysteme

der Form
zu losen mit

und

Uber die Beziehung

U=> " cuw() Unl) (2.3.9)
m=0
konnen die gesuchten Rekonstruktionskerne 1; bestimmt werden.

Der Nachteil dieser Methode liegt darin, dafl sehr viele lineare Gleichungssysteme der
Dimension K x K gelost werden miissen: Wird die Summation (2.3.9) beim Index M
abgebrochen und es liegen L Daten pro Richtung vor, dann sind insgesamt L x (M +1)

Systeme zu losen.



Kapitel 3

Approximative Inverse und

3D—-Computertomographie

Die Ubertragung der Ergebnmisse fiir die 2D-Computertomographie auf die 3D-
Computertomographie gestaltet sich schwierig, da die Radon—Transformation im drei-
dimensionalen einer Funktion f ihre Ebenenintegrale zuordnet, die gemessenen Daten
aber nach wie vor Linienintegrale sind. Dennoch ist die Vorgehensweise vergleichbar.
Wir starten mit einer parallelen Geometrie, die in der Praxis keine Bedeutung hat. Die
Idee dabei ist aber, den Rekonstruktionskern danach mittels einer einfachen Transfor-
mation auf die relevante Kegelstrahlgeometrie {ibertragen zu kénnen. Dies wird auch
gelingen, jedoch nur fiir eine viel zu aufwendige Abtastgeometrie. Zur Herleitung ei-
nes Rekonstruktionsverfahrens fiir die in der Praxis interessanten Geometrien kénnen
wir aber schliefilich wieder den Bogen zum Anfang spannen und die Approximative

Inverse der Radon—Transformation verwenden.

3.1 Die parallele Geometrie

Ganz zu Beginn haben wir fiir beliebige Dimensionen die parallele Rontgen—Trans-
formation definiert, die im zweidimensionalen bis auf die Parametrisierung mit der
Radon—-Transformation iibereinstimmt. Obwohl eine parallele Geometrie in der 3D—
Tomographie nicht umsetzbar ist, wollen wir dennoch zum Einstieg in dieses Kapitel
den Rekonstruktionskern fiir die parallele Rontgen—Transformation berechnen. Der Ab-

lauf wird der gleiche wie im 2D-Fall sein: Wir bendtigen die Singuldrwertzerlegung und

o7
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miissen nach Invarianzen suchen, bevor wir den Rekonstruktionskern angeben kénnen.
Schliefilich wird es uns auch hier gelingen, den Rekonstruktionskern mit Hilfe der In-
versionsformel herzuleiten. Zuvor zitieren wir einige grundlegende Eigenschaften der

Transformation.

3.1.1 Vorbereitungen

Analog zur Radon—Transformation 148t sich auch die parallele Rontgen—Transformati-
on stetig auf gewichtete L,~Raume fortsetzen. Bevor Satz 1.3.1 adaptiert werden kann,
notieren wir wieder einige Bezeichnungen: T steht fiir das Tangentenbiindel {(6, y) :
€St ye ot N} und Wi(y) = (1 - |y[?)" "2 Wi(y) = (1 - |y[*)~ D72 fiie
0,y)eT.

Satz 3.1.1 Seiv >n/2—1. Die Abbildung

Pl W) — LT, W,
PFO, y) = /fy+t9

ist stetig. Ihre Adjungierte ist

Prgle) = Wyla) [ g(6. Ear) W, (Ega) o

Hierbei ist By : R" — 0+ die orthogonale Projektion auf 6+.

Bemerkung: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 1.3.1 und kann in

MaAAss [39] nachgelesen werden.

Die Singuldrwertzerlegung der parallelen Rontgen—Transformation wurde von MAASS
in [38] fiir allgemeine Dimension n angegeben. Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir
uns hier auf den Fall n = 3, v = 3/2 beschréinken Mit Q := Q3 (bis zum Ende der
Arbeit) bezeichnen wir die Einheitskugel, mit PP die Jacobi- Polynome der Ordnung
n, mit C} die Gegenbauer—Polynome, mit B die Beta-Funktion, mit Y}; eine spezielle
Basis der Kugelfliichenfunktionen auf S? und mit Y; eine spezielle Basis derer auf S.
Schliefilich sei w := W??/Q. Damit gilt (siehe [38, Corollary 8])
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Satz 3.1.2 Seienm, l € IN mit m > [, m+1 gerade, j € Z mit |j| <. Weiterhin sei
. (0,1+41/2)
b (2) = o] P Y @l = 1) Yiga/ o)

l
i (0, y) = w(y) D g, d, (Ag) y| TP 2l = 1) Y5, (Ag /)

ji=—1

j1+l gerade
mat
1/2 m—|j1| 1
duiy = O (0) B(=— + 1, )
und
m 4+ j 1 m—j 1 [4+5+1 1 l—7+1 1
= Bi 1, -)B(——+1,-)B(————+1,-)B(———+1, -

]+l gerade

Dabei bestimmen sich die Koeffizienten d;l aus

Yij(Agw) = Y d7'(Ag) Vij, (w)

ji=—1
und die Matriz Ay ist eine orthogonale Transformation, die den kanonischen Finheits-
vektor (0,0, 1)7 in 0 abbildet.
Dann bildet {Omi;/||0misl|La@)s Ui /|| @mijl| Lo, w-1): Omi} ein vollstindiges singuldres

System fiir die parallele Réntgen—Transformation P : Ly(2) — Lo(T, w™t).

Invarianzen des Operators ergeben sich in Analogie zur Radon—Transformation. Wir

geben eine Translations— und eine Rotationsinvarianz an. Seien dazu

121G = 1 (F50) wd o0 ) = o (0. 5570 ) o (P50 i,

(3.1.1)
sowie
TV f(2) = f(Uz) und T g(0, y) := g(UB, Uy) . (3.1.2)
Einfache Rechnungen zeigen, dafi dann
TiP*g(z) = P*Tyg(z) bzw. TVP*g(z) = P*TY g(2) (3.1.3)

gilt. Daraus resultiert wiederum bei einem translations— und rotationsinvarianten Molli-
fier, dafl der Rekonstruktionskern nur fiir z = 0 berechnet werden mufi und unabhéngig

von der Richtung 6 ist.
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Satz 3.1.3 Sei U eine unitire Transformation und e(x,-) sei ein Mollifier mit

1 r—y\, 1, r—y\y 1_
e(x,y)-ge((),U( 5 ))—86(U< 5 ))—86( ).
Dann gilt fir die Losung von P*ip(z) = e(x,-) die Gleichung

—F .y 5
Y(z; 0, y) = év/)“ (y 5 ﬂ) w™! <y 5 "x> w(y)

=Y
2

wobei Y° den von der Richtung unabhingigen Rekonstruktionskern fiir x = 0 bezeichnet,
d. h. P*? = €°.

Beweis: Der Beweis ergibt sich direkt mit Hilfe von (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) und Lemma
1.2.2. ]

Mit diesen Vorbereitungen kann nun der Rekonstruktionskern fiir die parallele Ront-

gen—Transformation berechnet werden.

3.1.2 Rekonstruktionskern und Approximative Inverse

Ausgangspunkt fiir die Berechnung des Rekonstruktionskernes sind die Reihenentwick-
lung (1.2.2) und ein geeigneter Mollifier. Zunéchst gilt mit einer beliebigen aber festen
Richtung 6,

oo m l
W(y) = Z Z Ot Y APE, i)y (1, w-1) tmij (B0, ¥) -
m=0 =0 =—
[+m gerade !
Dabei ist
U; Umlj>L2(Q)

<Peoaumlj>L2(T,w—1) = om e

aml/eo(x) Ui () dz

1
= Om / / e (5w) Uy (sw) s ds dw .
Sz 0
Der Mollifier wird als rotationssymmetrisch vorausgesetzt, also gilt €°(z) = &(|z|). Nach

Einsetzen der Eigenfunktionen wird
1

(€, Vi) = ||®mzj||[21(9)/€(5) s pO P (252 — 1) ds /Ym‘(w)dw
0 g2

= 0fiirl£0Vj#£0.
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Als Zwischenergebnis halten wir

Z U2m o (P€°, Uam,0,0) Uam,0,0(00, ) (3.1.4)
(-,+) == (s ")Lo(1,w-1), fest. Uns fehlt noch eine Darstellung fiir uy,,, o,0. Es gilt
iam, 0,00, ) = (1= [y*)""? dam,0,0 d (Ag) PY/>V(2]y* = 1)
mit
dom, 0.0 = B(m +1, 1/2), do(Ay) =
sowie

PRy =1) = (=)™ PRI = 2]yP)

= (=)™ (1= [y*) 2 Pomga (1 = [y*)"?)
(siehe [1]). Hier bezeichnen P, die Legendre—Polynome. Damit erhalten wir
zn,0,0(0, ) = (=1)™ B(m +1,1/2) P (1 = y/%)"/?) .

Die Norm von wug,, oo berechnet sich (ebenfalls unter Verwendung von [1]) zu

fuzma ol = [ [ Bm 1172 Py (= )7) (1= ) dy 9
S2 gL

t

= 8r*B*(m+1,1/2) 2m+1((1—t)1/2)mdt

= 8 B*(m+1,1/2)

P2m+1( )ds

= 47°B*(m+1,1/2) | Py, (s)ds

L\H Tt~ O\H

= 47’ B*(m+1,1/2)

dm +3

Daraus folgt

Uam,0,0(0, y) 2m + 3/2
Uz, 0,0(0 = (- YT E
2 00( y) ||’LL2 00||L2Tu) 1 ( ) 2

P ((1— |y|2)1/2) :
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Abschliefiend berechnen wir noch (Pe”, Uam,0,0)- Wir beachten dabei, da§ die Rontgen—

0

Transformation von e’ nur von |y| abhéngt. Deshalb fiithren wir eine neue Bezeichnung

ein. Es sei
Pel(t) := Pe(by, t0)

mit 0 € 65 N S?, und wir erhalten

<P€07 U2m,0,0> = //peo(g, ?J) U2m,0,0(9, y)w_l(y) dy db

S2 gL
1
- _ t
= 1y an o | Pet(t) Pomn (1= 19'%) gy
0

= (=1)™dm\/2m +3/2 /ﬁeﬂ((l—ﬁ)l/?) Py (t) dt

Einsetzen der erzielten Ergebnisse in Gleichung (3.1.4) liefert zusammen mit o9y, ¢ =
TB(m+1,1/2)

1

(3.1.5)

Die Resultate fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 3.1.4 Sei P die 3D-Rintgen—Transformation und e(zx,-) ein translations— und

rotationsinvarianter Mollifier aus range(P*). Fir die Losung von

P*'QZJU — 6[] ’
e(x,) =T (siehe (3.1.1)), gilt
2w~ 2m+3/2
0 e —
() = 2 7;] B2(m + 1, 1/2) Lot Pomi1 (w(y)) (3.1.6)

mit
1

Igm_|_1 = /ﬁeo((l - t2)1/2) P2m+1(t) dt.

0
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Aus der Darstellung (3.1.6) ist ersichtlich, da8 der Rekonstruktionskern nicht von y
sondern lediglich von |y| abhéingt. Dennoch sind die Kosten zur Berechnung des Re-
konstruktionskernes auf diese Art enorm. Die Integrale I5,,; miissen in der Regel
wieder numerisch approximiert werden. Daneben mufl auch noch beachtet werden, dafl
die Auswertung der Legendre-Polynome Py, sehr aufwendig ist. Daher wollen wir

uns noch einer anderen Moglichkeit zuwenden, den Rekonstruktionskern herzuleiten.

Wieder in Analogie zur Radon—Transformation 148t sich auch fiir die parallele Ront-
gen-Transformation der Rekonstruktionskern aus der Inversionsformel herleiten, wobei
wir uns auch hier auf den Fall n = 3 beschréinken. Dazu betrachten wir nun
P L(Q) — Ly(T)
mit 7 = {(0, y) : 6 € S?, y € 6+}. Der adjungierte Operator hat die Form
PHg(z) = / 0(0, Byz) do
S2

wobei auch hier wieder Fj die senkrechte Projektion auf die Ebene 6+ bezeichnet.

Mit Hilfe der Inversionsformel der parallelen Rontgen—Transformation (siehe z. B. [42,
54]) kann eine Darstellung fiir den Rekonstruktionskern als Losung von P#1)(z) =
e(x,) (e(z, ) € HF(), a > 1/2) angegeben werden:

Y(@) = (2m) T Pe(z, ) -
Erneut steht I fiir das Riesz—Potential und wirkt auf die zweite Variable. Da sich die
Invarianzen auch in diesem Fall iibertragen lassen, mufy der Rekonstruktionskern wieder
nur fiir x = 0 ausgerechnet werden und ist unabhéngig von der Richtung 6.
Es gilt

IPre(y) = (20)! / 0l (Pae)™(n) exp(ey ™) di

gJ_
= (n) / nl &) exp(oyn) dn
gl

nach Einsetzen des Riesz—Potentials und Verwendung des Projektionssatzes (siehe [42,

Theorem I1.1.1]) und deswegen

$O(y) = (2m) 52 / inl @(n) exp(eyn) dn

gL
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Verwendet man als Mollifier wieder die Gaufiglocke, d. h.

ed(y) = 2m) Py exp (= [yP/(297)) |

dann ist e/:‘)y(n) = (2m) 732 exp(—+? |n|?/2) und fiir den Rekonstruktionskern gilt

By = @n) / 0| exp(=~2 [12/2) exp(ey ) di

= (2mn)™ /7"2 exp(—y*1r?/2) /exp(zryTH) df dr
= @m0 [ expla? e 2) Aol dr
= 5 @m T R (32 1 -l (277))

Hier wurden die Hansensche Integraldarstellung fiir die Besselfunktion .J; sowie Formel

6.631.1 aus GRADSHTEYN UND RyZzHIK [10] verwendet.

In Abbildung 3.1.1 ist der Rekonstruktionskern fiir v = 0.0031 dargestellt.

150000+
125000¢
100000+
750007
50000¢
25000¢

\_0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Abbildung 3.1.1: Radialer Anteil des Rekonstruktions-
kernes fiir v = 0.0031.

Die Approximative Inverse fiir die parallele Geometrie hat die Gestalt

So(z) = / / 90, 1) (x; 0, y)w () dy do

S2 9LnQ

= [ [ 0.0 - B w” ) dy it

S2 9LnQ
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mit 1° als Losung von P*1)° = €%, bzw.

Sg(x) = //g(ﬁ, y) Y (y — Epz) dy db
52 gL
mit 1% als Losung von P#¢® = €%, und ist in jedem Fall wieder vom Typ ’gefilterte
Riickprojektion’. Fiir eine Anwendung in der Praxis ist die parallele Geometrie nicht

verwendbar, deshalb wird hier auf die Formulierung eines Algorithmus verzichtet.

3.2 Die Kegelstrahlgeometrie

Das mathematische Modell fiir die Rontgen-Computertomographie bei Kegelstrahlgeo-

metrie (siehe auch schon Abschnitt 1.1) wird von der Transformation
D Df(a, 0) = /f(a+t9) dt
0

geliefert. Dabei steht a € T fiir die Position der Réntgenquelle und 6 € S? ist der Rich-
tungsvektor des Strahlenweges. Beschreibt die Abtastkurve die Oberfliche einer Kugel
mit Radius r > 1 um das Objekt €2, so spricht man von vollstindigen Daten. Fiir diesen
Fall ist eine Inversionsformel bekannt (siehe [14]), und wir werden mit einfachen Mit-
teln den Rekonstruktionskern herleiten konnen. TUY [55] beweist eine Inversionsformel,
bei der die Daten zwar nicht vollstindig sind, jedoch die Abtastkurve die sogenann-
te Tuysche Bedingung, die hin und wieder auch Tuy—Kirillov-Bedingung (wegen [18])
genannt wird, erfiillt. Auch auf solche Abtastgeometrien ist die Approximative Inverse
anwendbar. In den Anwendungen iiberwiegt jedoch eine kreisférmige Abtastkurve. In
diesem Fall ist keine exakte Rekonstruktion mdéglich. Ein Approximationsalgorithmus,

der wieder auf der Approximativen Inversen beruht, bildet den Abschlufl dieser Arbeit.

3.2.1 Vollstindige Daten

Die Idee, die den folgenden Ausfiihrungen zugrunde liegt ist die, den Rekonstrukti-
onskern fiir die Kegelstrahlgeometrie in Analogie zum zweidimensionalen Fall (Ficher-
strahlgeometrie) wieder aus der parallelen Geometrie abzuleiten, d. h. mit Lemma 2.2.1

zu berechnen. Wie man leicht sieht ist

Df(a’ 9) = Pf(g, Eﬂa) )
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wobei Fya erneut die senkrechte Projektion von a auf die Ebene 6+ bezeichnet: Eya =
a— (a"0) 0. Sei also U die Abbildung, die die Daten von der parallelen Geometrie in

die Kegelstrahlgeometrie transformiert:
Ug(a, 8) = g(0, Eya).

Wir zeigen, dafl U eine unitére Transformation ist, wenn ' = r S2, r > 1, ist.

Lemma 3.2.1 Sei w(a, §) = 2 (la"0])~" w(Eya) fir (a,0) €T x S, T =78 r > 1.

Dann st

U: L2(T, 'U)_l) — |—2(F X 327 ,&7_1) )
Ug(a, 0) = g(0, Eya)

ein unitdrer Operator und
D:L(Q) — Ly(T'xS* al),

Df(a, ) = /f(a+t0)dt (3:2.1)

stetig.

Beweis: Es ist

1
g Mawese.a= = 5//[]9(% 0) h(a, 0) |a" 6] w ' (Ea) da df
sz T
1
= 5//9(9, Eypa) h(a, 0) |a" 0| w™' (Epa) da df
sz T

= [ [ o0 nnty+ TR0 6w ) dy o

S2 gL
= (g9, U'h) (1, w-1)

und zwar mit Hilfe der Substitution y = Eja (siche auch RIEDER [46, Seite 136]).
Deshalb ist

U*h(ga y) = h(y + V r? — |y|267 9)
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und einfache Rechnungen zeigen, dafl UU* = U*U = [ gilt:

UUg(0,y) = Ugly+/r>—[y*6, 0)
= 9(6,v),

UU*h(a, ) = U"h(0, Eya)
= h(Epa+ /12 — |E4al? 6, 6)

= h(a, ).

Da U eine Isometrie ist, folgt die Stetigkeit von D als Hintereinanderausfiihrung stetiger

Abbildungen sofort. [ |

Mit diesem Ergebnis 1dt sich eine Darstellung fiir den Rekonstruktionskern und die

Approximative Inverse ableiten.

Satz 3.2.2 Sei ¢p der Rekonstruktionskern fir die Abbildung (3.2.1), 1¥p der Rekon-

struktionskern fiir die parallele Rontgen—Transformation und ¢% = p(0;-). Dann gilt

Yp(z; a, 0) = w%(Eg(a — x)) ,

und die Approrimative Inverse von D lautet

Sg(x) = //g(a, 0) V3 (Eg(a — ) w *(a, 0) df da

r

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt aus Lemma 2.2.1, Lemma 3.2.1, der

Translationsinvarianz von ¥p und der Linearitit von Ejy:

Up(x; a, 0) = p(z; 0, Ega) = V°(Eya — Egz) = ¢°(Ey(a — ).
Der zweite Teil ergibt sich dann direkt durch Einsetzen der Definition 1.2.1. ]

Diese Methode wire wieder effizient implementierbar. Der Filterschritt wiirde nicht fiir
alle a — x sondern nur fiir die gemessenen Richtungen 6 durchgefiihrt werden. Bei der
Riickprojektion wiirde auf dem Detektor bilinear interpoliert werden. Detailliertere
Angaben dazu folgen in Abschnitt 3.2.3. Nichtsdestotrotz ist eine Abtastkurve I' =
r S? viel zu aufwendig und in medizinischen Anwendungen fiir den Patienten viel zu

belastend. Daher ist diese Methode in der Praxis nicht einsetzbar.
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3.2.2 Eine Rekonstruktionsformel fiir Tuy—Kirillov—-Kurven

Man nennt eine Abtastkurve Tuy—Kirillov-Kurve, wenn jede Ebene, die die Einheits-
kugel 2 schneidet, die Abtastkurve I' in mindestens einem Punkte schneidet, d. h.
fir alle (w, s) mit w € S? und s € [—1, 1] gibt es ein a € T mit a'w = s und
a'"w # 0. Mit o' wird hier der Richtungsvektor der Tangente im Punkt a an die
Kurve T" bezeichnet. Zum Beispiel bilden zwei orthogonale Kreise mit Radius r > 1 ei-
ne Tuy-Kirillov-Kurve. Fiir solche Kurven 148t sich ein Rekonstruktionsverfahren mit
Hilfe der Approximativen Inversen angeben. Dazu mufl man aber einen Umweg iiber
die dreidimensionale Radon—Transformation gehen und einen Zusammenhang zwischen
den Daten D f und der Ableitung von R f nach der zweiten Variablen benutzen, der als
"Formel von GRANGEAT” in die Literatur eingegangen ist. Fiir diese Formel wollen wir
zunichst eine neue Beweisvariante angeben, bevor wir das Rekonstruktionsverfahren

herleiten und es mit anderen Methoden vergleichen.

3.2.2.1 Die Formel von GRANGEAT

Die Formel von GRANGEAT, die einen Zusammenhang zwischen der 3D-Radon—Trans-
formation und den bei der Kegelstrahlgeometrie gemessenen Daten herstellt, wurde
von GRANGEAT erstmals 1986 in [11] vorgestellt. Andere Autoren haben die Formel
in anderen (wesentlich einfacheren) Versionen bewiesen, so z. B. FINCH [9], Louis [27]

oder DEFRISE UND CLACK [5]. Wir wollen eine weitere Version des Beweises angeben.

Lemma 3.2.3 Sei w € S? ein Einheitsvektor und a € IR*\Q, § bezeichne die Delta-
Distribution. Dann gilt

%Rf(w, 0 Tw) = —/Df(a, 0) (07 w) db. (3.2.2)
52

Beweis: Sei U eine unitire Transformation mit Uw = e3, dem dritten kanonischen

Einheitsvektor. Dann ist

/Df(a, 0)6'(0Tw)ds = /Df(a, 0) &' (U0)TUw) db

S2 52

= /Df(a, UT0) 6 (0 es) df

SQ
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Wir fiihren Polarkoordinaten in S? ein: (¢, ¢) = (sind cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos¥)". Ein-
setzen ergibt
w27
/Df(a, 0)5'(0Tw)do = //Df(a, UT0(0, ¢)) 6'(cos ) dy sin ) dv)
S2
= //Df ,UT0(9, ¢)) 8'(cosd) (— sin ) di) dyp
= // Df(a, UTO(D, ¢)) 6(cos ) di dp
durch die Ableitung der Delta—Distribution. Mit der Definition von ¢ folgt
27 P
/Df(a, 05w = [ Di(a UTH0. p) | d
2 0 9=1
27 9 o<
_ /% /f(a+tUT0(z9, o) dt| dy
0 0 z
2w oo -
_ // Vi(a+tUTO(, ))) (tUTG(ﬁ+ g sa)) dt| dy
0 0 =%

2T 00

= // Vi a—i—tUTG( )))T(UTG(W,QO)) tdt dy .

Wegen 0(m, ¢) = —es ist schliefilich

2

/Df(a, 0)5'(0Tw) db = —//oo(Vf(a+tUT9(g,cp)))thdt do

Il
—

S2nwt

/ Vi(a+10)) wtdtdd
0

Il
—

/ Vi((a w)w+t9)) wtdtdf
S2nwd 0

= _/(Vf((aTw)w+y)>dey.

wL
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Nach Vertauschung von Differentiation und Integration sind wir am Ziel:

/Df(a, 0)5'(0Tw) df = —%/f((aw)ww) dy
0"

= 5 Rf(w, a'w) .

Bemerkung: In der Beweisversion von Louls [27] werden statt der Transformation U

Polarkoordinaten in S? verwendet.

3.2.2.2 Das Rekonstruktionsverfahren

Die grundlegende Idee, auf der die beiden letzten Verfahren dieser Arbeit (in die-
sem Abschnitt fiir Tuy-Kirillov-Kurven und in Abschnitt 3.2.3 fiir eine kreisférmige
Abtastkurve) basieren, ist die, die Approximative Inverse fiir die 3D-Radon-Transfor-
mation zu verwenden und es mittels partieller Integration und der Formel von GRAN-
GEAT zu ermoglichen, dafl die gemessenen Linienintegrale als Daten eingesetzt werden
konnen. Wir betrachten dazu die Radon-Transformation R : L(Q2) — Ly(Z) und

schrinken den in 1.3.4 berechneten Rekonstruktionskern von Z auf Z ein. Zunichst ist

also
Sg(x) = (g, ¥(@, ),z
_ //g(w, ) (x: w, 8) ds dw
= é//lg(w, $)°((s —2'w)/2) dsdw .

Integrieren wir partiell, so erhalten wir

Sg(z) = —i / /%g(w, $) U0 ((s — z"w)/2) ds dw (3.2.3)

S22 -1

mit

¥0(s) :/w(t) di+c.
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Fiir eine beliebige Tuy—Kirillov-Kurve A 148t sich dieser Ausdruck mittels Substitution

umformulieren in

Sq( :——//agwaw\Ifo(( 2) )|a Tw|n(w, a"w) " dadw .

Mit n(w, s) bezeichnen wir dabei die Anzahl der Schnittpunkte der Ebene 2'w = s
mit der Abtastkurve (siehe dazu auch [5]). Setzt man die Formel von GRANGEAT ein
(9 = Rf), dann erhilt man

Sg(z) = ///Dfa 0)6' (0w )dG\IfU(( 7w )\a w| n(w, a"w) ! da dw

_ Z//Df(a, 0) k(x: a, 0) df da

T s
mit
7)Tw

k(x; a, 0) = /\Ifo((a%) la' Tw|n(w, a"w)TH (0T W) dw

5‘2

Die Funktion n ist im allgemeinen nicht stetig. Da sie aber fiir eine weitere Entwicklung
des Kernes k differenziert werden miiite, muf} sie durch eine stetige Funktion ersetzt
werden (siehe dazu auch [5, 19]). Auf diese Entwicklung wollen wir jedoch an dieser
Stelle verzichten und abschlieBend den Ansatz des Rekonstruktionsverfahrens mit zwei

anderen Methoden vergleichen.

Das Verfahren von DEFRISE UND CLACK [5] ist eine Erweiterung des Verfahrens von
GRANGEAT [13] (siehe Abschnitt 3.2.3.3) auf Tuy—Kirillov—Kurven. Der Nachteil dieser
Methode ist, dafi zwei (numerisch instabile) Differentiationen der Daten im Algorith-
mus enthalten sind. Das Verfahren von Kubpo unND Sa1To [19] wurde unabhéngig
davon entwickelt, unterscheidet sich aber nur in der Wahl der Differentiationsfilter und
der Wahl des stetigen Ersatzes fiir die Funktion n. Das aus der Approximativen Inver-
sen abgeleitete Verfahren hat gegeniiber den Verfahren von DEFRISE UND CLACK und
Kubpo unND SAITO den Vorteil, dafl auf jegliche Differentiation der Daten verzichtet
werden kann, denn sdmtliche Differentiationen sind auf den Rekonstruktionskern ver-

schoben worden.
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3.2.3 Ein Rekonstruktionsalgorithmus fiir eine kreisférmige

Abtastkurve

Bei der 2D-Rontgen-Computertomographie stellt die Féacherstrahlgeometrie die iibli-
che Abtastung dar. Die Rontgenrohre bewegt sich auf einer Kreisbahn um das Objekt
und sendet von dquidistant verteilten Stellen Strahlenficher aus. Die Intensitétsab-
minderungen werden auf der gegeniiberliegenden Seite von einem Zeilendetektor ge-
messen. Eine kreisférmige Abtastgeometrie wird auch in der 3D-Réntgen—Computer-
tomographie sehr hiufig angewendet. Hier wird nicht mehr ein Fécher sondern ein
Kegel von Strahlen ausgesandt, und der Detektor besteht nicht mehr aus einer son-
dern aus mehreren Zeilen. Diese Abtastkurve ist jedoch keine Tuy-Kirillov-Kurve und
eine exakte Rekonstruktion ist daher nicht mdéglich. Dennoch werden wir ein Verfah-
ren herleiten, das auf der Approximativen Inversen beruht und eine Niherungslosung
berechnet. Neben einigen Beispielen ist am Ende auch wieder ein Vergleich unserer
Methode mit bekannten Verfahren zu finden.

3.2.3.1 Die Entwicklung des Algorithmus

Die Methode, die wir nun vorstellen, basiert auf den gleichen Ideen, wie die des ver-

gangenen Abschnittes. Wir starten wieder mit (3.2.3):

:__// (w, s) U ((s — 2Tw)/2) ds dw

s2 —1
= /¢“(t) dt
0

g = Rf (der dreidimensionalen Radon-Transformation) und ¢° dem Rekonstrukti-

mit

onskern in x = 0. Die additive Konstante bei der Bildung der Stammfunktion diirfen
wir, wie sich zeigen wird, auf den Wert Null setzen. Fiir die Abtastkurve nehmen wir
[ = r S! an. Da sie die Tuysche Bedingung nicht erfiillt, ist eine Substitution wie im
vorangegangenen Abschnitt nicht ohne weiteres moglich. Wir fiihren Polarkoordinaten

ein, machen fiir Winkel 9 mit sin? < 1/r eine Einschrinkung an s und definieren

7w 2w rsind

:__// / 0, 0), 5) 0 ((s = 2Tw(0, 9))/2) ds dp sin 0 d)

0 —rsind
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Mit der Substitution s = a'w folgt
T
=—- // g(w, a’w) WO(W) o Tw|dadw

wobei auch hier ' den Tangentenvektor an die Abtastkurve im Punkt a bezeichnet.

Einsetzen der Formel von GRANGEAT (3.2.2) ergibt

Sg(z) = ///Dfa 0) 68 (07w )daqfo(( 7) W “Y o' Tw| da duw

§2 T §2
1
= g//Df(a, 0) k(x; a, 0) df da
T s

mit
T
k(x; a, 0) = /W%%) a' Tw| 80T w) dw .
S2
Um daraus eine "implementierfihige Version” zu machen, sind noch einige Umformun-
gen notwendig. Sei dazu U eine unitére Transformation mit Uf = e3. Dann ist
ola—2)Twy 1 T
k(z;a, 0) = v (f) a' Tw] &' ((UF) ' Uw) dw
S2
_ TUT
= /WO(W) la' TUTw| 6 (63 w) dw

SQ

o _oATIT
= //\IIU((a ?) Z w(v g0))|a'TUTu)(19, ©)| 0" (cos ) dip sin 9 d)

nach der Einfiihrung von Polarkoordinaten. Durch Einsetzen der Delta—Funktion folgt

k(z; a, 0) = /%{\IJO((G—SE) Z w (v, ‘P)) ‘a'TUTw(ﬁ, 90)|} dop
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Daraus resultiert schlie3lich

T
k(z; a, 0) = %(x—a)TH / 1/)%%) o' Tw| dw —
5200+
T ola—2)Tw T
—a' 0 / N (f) sgn(a' w)dw .

S2ng-+

Bemerkung: Wegen [, .. sgn(a’' "w) dw = 0 ist nun auch ersichtlich, daf§ die additive

Konstante bei der Bildung der Stammfunktion keine Rolle spielt.

Im Sinne einer effizienten Implementierung miissen wir nun noch (&hnlich wie in der
2D-Ficherstrahlgeometrie) zwei Niherungen machen. Wegen der Dilatationsinvarianz

des Rekonstruktionskernes ¢ (siehe Seite 21) gilt zunéichst (la —z| > r — 1)

WH(s) = (r—1) 0,%(7"_1 )

la —xf la — x|
(r—1)% ,, r—1
~ la — z|3 (|a—x|s)
und
—1)° [ gemsl 1
W) = U / 0,5 t) dt
(S) la — z|3 v (\a—x| )
0
r—1
[a—a] ®
(r—1)2 0, la=al
— |a_x|2 w r—1 (t) dt
0
(r—1)2 o r—1 )
~ s) .
la—z?  ‘la -z

Daraus folgt fiir den Kern

la — x|? r—=1(az—a)\’ =1 (a—z\" T
(T_l)Zk(x/ a, 9) ~ 9 |Cl—fL" 0 w( 9 ‘a—,fl}‘| CU) |Cl w|dw—

S2ngL
r—=1(a—z\"
—a'"h / o0 5 <|a — x) w) sgn(a'"w) dw
52N+
= k(z;a,0).
Insgesamt gilt
3 (r—1) -2 7
Sg(x) ~ g la — z Df(a, 0) k(x; a, 0)df da .
T 52
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Um ein konkurrenzfihiges Verfahren zu erhalten, miissen wir noch in k nach Invarianzen
suchen, damit der Rechenaufwand moglichst gering wird. Dazu sei zunéchst U die
Drehung, mit der eine Quellposition a aus der Position ag hervorgeht, Uay = a. Dann

gilt
k(0; a, 6) = k(0; ag, UH)

d. h. k muB bei 2 = 0 nur fiir eine Quellposition ag berechnet werden. Um zu zeigen,
da8 k nur fiir z = 0 berechnet werden muf}, machen wir eine letzte Ndherung. Sei U die
unitére Transformation, fiir die U ((a — z)/|a — z|) = a/r gilt. Dann approximieren

wir Ua' ~ ¢’ und haben
k(z: a, 0) ~ k(0; a, UB) .

Man braucht den Kern & also nur fiir z = 0 und eine Quellposition ag vorzuberechnen

und zu speichern.

Fiir die Formulierung eines Algorithmus nehmen wir an, dafl P Projektionen von den
Positionen a; = r(cos \j, sin \;, 0)7, Ay = 2l7r/P, 1 =0, ..., P — 1, aufgenommen wer-
den. Den Abstand von Quelle und Detektor bezeichnen wir mit d. Der Detektor habe
die Breite [, und die Hohe [,. Er bestehe aus n, Detektorzeilen mit je n, Detektorele-

menten, d. h. wir haben die Detektorschrittweiten h, ={,/n, und h, =1, /n,.

Al _3d kg

firi=-n,+1,...,n,—1, fir y=-n,+1,...,n, — 1 berechne:
ni,j = —Qp + (T - da ]hyath)T )
Oi; = mii/lnijl
pij = k(0; ao, 0;;) ;

flir [=0,...,P—1

(n2—1)/2 (ny—1)/2

Vi,m,n = hz hy Z Z Pm—in—j g(al; Ulam) )

i=(—n.+1)/2 j=(—ny+1)/2

m=(-n,+1)/2, ..., (n,—1)/2, n=(-n, +1)/2, ..., (n, — 1)/2 ,

mit der Drehung U;: Ujay = ai;



3. APPROXIMATIVE INVERSE UND 3D-COMPUTERTOMOGRAPHIE 76

fir alle Rekonstruktionspunkte x:

. 21 (r —1)2 -—
fla) = = < D = a2 ((1 = us =y + w1y v +
1=0
+(uz — U, uy) Ui, m+1,n +
+(uy — Uy uy) Vi, m,n+1 +
+u, Uy vl,m-l—l,n—i—l)
mit
r
s, = dm(x—al)T@, m<s,/h, <m+1,u,=s,/h,—m ,
r T
Sy = dm(x—al) aj, n < sy/hy <n+1, uy,=s,/hy —n ;
Ende.

Bemerkung: Die Berechnung der v; ,, , ist sehr aufwendig. Da sich die Summation
aber als diskrete Faltung schreiben 148t, kann sie auch im Fourier-Raum durchgefiihrt

werden, was die Rechenzeit dramatisch verkiirzt.

3.2.3.2 Numerische Beispiele

Auch fiir die Anwendungsbeispiele in der 3D-Rontgen-Computertomographie verwen-
den wir die Gaufiglocke als Mollifier. Von ihr konnen wir mit (1.3.14) den Rekonstruk-

tionskern fiir die 3D-Radon—Transformation berechnen. Sei

ey(z, y) = (2m) ¥y exp (= ly — 2*/(297)) .

Dann gilt
/ev(fv, y)dy =1,
IR3
und mit
Re,(w, s) = /67(0, sw+y)dy
(UJ‘
ist

Rey(w, s) = (21) "2y~ exp (—s*/(27%) .
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Daraus folgt

2 2

U08) = 3 ismr o0 (= /(27))

Der Rekonstruktionskern ist fiir v = 0.01 in Abbildung 3.2.1 dargestellt, die Abbildun-

gen 3.2.2.a) und b) zeigen den damit berechneten Kern k fiir # = 0 in unterschiedlichen

Betrachtungsweisen.
5000
4000+
3000t
2000t

1000¢

04 0. 06 0.08 0.1
-1000}

-2000¢

Abbildung 3.2.1: Rekonstruktionskern fiir die 3D-Radon-
Transformation, v = 0.01.

~-

Abbildung 3.2.2.a): Kern k(0; ag, 6).
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Abbildung 3.2.2.b): Kern k(0; aq, 6).

Abbildung 3.2.2.b) gibt einen Einblick in das was 3.2.2.a) nur erahnen l&8t. Mifit man
die Daten von einem Quellpunkt a, dann haben nur die Strahlen einen Einflu} auf die
Rekonstruktion in einem Punkt x, die in der Ndhe der von  — a und o’ aufgespannten
Ebene liegen. In gréflerer Entfernung hat der Kern Werte, die dicht bei Null liegen.

Auch der Einfluf} der sichtbaren nichtsymmetrischen Strukturen ist vernachlissigbar.

Als Phantom fiir die Rekonstruktionen wurde das Shepp-Phantom verwendet (siehe
[50]). Es ist ein dreidimensionales Phantom, das in der Ebene z = 0.381 mit dem Shepp—
Logan—Phantom fiir die 2D-Rontgen-Computertomographie iibereinstimmt. Fiir die
Generierung des Datensatzes war r = 3,d = 6,1, = [, = 5.5, n, = n, = 255 und
P = 200. Abbildung 3.2.3 zeigt einen dreidimensionalen Ausschnitt des Originalphan-
toms. Die Abbildungen 3.2.4, 3.2.5.a) und b) sowie 3.2.6 zeigen Rekonstruktionen der
Ebenen x = 0, y = 0, z = 0.381. Die Berechnungen erfolgten jeweils mit 255 x 255 Bild-
punkten. Die vertikalen Schnitte lassen erkennen, dafl das Verfahren Schwierigkeiten bei
zu grofem Offnungswinkel hat. Dies war zu vermuten, da dann die Approximation S an
S (siehe Seite 72) zu ungenau ist. Fiir die Abbildung 3.2.5.b) wurde der Radius der Ab-
tastkurve vervierfacht, was den Offnungswinkel entsprechend verkleinerte. Vergleicht
man die Rekonstruktion der Ebene z = 0.381 mit der des Shepp-Logan-Phantoms
(Abbildung 2.1.4), dann erkennt man lediglich im Zentrum der 3D-Rekonstruktion

eine Ungenauigkeit, die ebenfalls auf die Approximation S an S zuriickzufiihren ist.
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Abbildung 3.2.3: Dreidimensionale Darstellung des ori-
ginalen Shepp-Phantoms.

Abbildung 3.2.4: Rekonstruktion der Ebene = = 0.
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Abbildung 3.2.5.a): Rekonstruktion der Ebene y = 0.

Abbildung 3.2.5.b): Rekonstruktion der Ebene y =
0.102, Radius der Abtastkurve: r = 12.
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Abbildung 3.2.6: Rekonstruktion der Ebene z = 0.381.

3.2.3.3 Ein Vergleich mit zwei anderen Methoden

Abschlielend wird unser Rekonstruktionsverfahren noch mit zwei bekannten Verfahren
verglichen. Das Verfahren von GRANGEAT [12, 13] beruht auf der Inversionsformel der
dreidimensionalen Radon-Transformation,
1 0?
fla)=—— | ==Rf(w, 2"w)dw .

82 0s?
5’2

Der Algorithmus besteht aus zwei Phasen:

1. Aus den Daten wird mit Hilfe von (3.2.2) die erste Ableitung der Radon—Trans-
formation bestimmt. Die Werte, die fehlen, weil die Tuysche Bedingung nicht
erfiillt ist, konnen durch Interpolation gewonnen werden (fiir Details sei auf [13]

verwiesen);

2. Differentiation und anschlielende Riickprojektion nach einer Methode von MARR
ET AL. [41] (siehe dazu auch Louis [22]).
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Das Grangeat—Verfahren hat zwei gravierende Nachteile: zum einen miissen die Daten
mehrfach numerisch differenziert werden, zum anderen kann mit dem zweiten Schritt
erst begonnen werden, wenn alle Daten gemessen sind und Phase 1 abgeschlossen ist.
Im Vergleich dazu wird bei unserem Verfahren sdmtliche Differentiation von den Daten
weg auf den Rekonstruktionskern verschoben. Auflerdem ist es parallelisierbar, da die

einzelnen Projektionen unabhéngig voneinander gefiltert und riickprojiziert werden.

Das Verfahren von FELDKAMP ET AL. [7] ist eine heuristische Verallgemeinerung der
gefilterten Riickprojektion aus der 2D-Rontgen-Computertomographie. Der Filter-
schritt wird auf dem Detektor zeilenweise angewendet, d. h. jede Detektorzeile wird
zunichst wie eine einzelne Schichtaufnahme behandelt und beispielsweise mit dem
Ram-Lak— oder dem Shepp-Logan-Filter gefiltert. Die gefilterten Projektionen wer-
den dann genau wie bei unserem Rekonstruktionsalgorithmus riickprojiziert. Fiir einen
direkten Vergleich der beiden Verfahren, Feldkamp-Algorithmus und Approximative
Inverse, wurde ein horizontaler Schnitt durch das Shepp—Phantom mit beiden Metho-
den bei verrauschten Daten rekonstruiert. Die Tabelle in Abbildung 3.2.7 zeigt das
Ergebnis.

22

Feldkamp-Algorithmus ——
| Approximative Inverse --+--

20

relativer Fehler in der Rekonstruktion in %

10

0 2 4 6 8 10
Datenfehler in %
Abbildung 3.2.7: Vergleich der Rekonstruktionen aus

verrauschten Daten.

Ahnlich wie beim Vergleich mit der gefilterten Riickprojektion in der 2D-Tomographie
erweist sich die Approximative Inverse bei zunehmendem Datenfehler als das stabilere
Verfahren.
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