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Einleitung
Die 3D-Computertomographie ist ein bildgebendes Verfahren, bei dem ein Untersuhungs-objekt mit einem Bündel aus Röntgenstrahlen bestrahlt wird. Durh die Rekonstruktiondes dreidimensionalen Objektes unter Verwendung der zweidimensionalen Daten gewinntman Informationen über dessen Inneres.Das mathematishe Modell führt zu einer IntegralgleihungDf = g;deren Inversion in die Klasse der shlehtgestellten Probleme fällt. Kleine Fehler in den Da-ten führen zu grossen Fehlern im Rekonstruktionergebnis. Daher wird eine Regularisierungangewendet.Praktish gesehen liegen niemals vollständige Daten vor. Die Daten werden immer andiskreten Quellpositionen im R3 gewonnen, was als Aufnahmegeometrie bezeihnet wird.Analytish betrahtet bildet diese einen Weg � im Raum, real eine diskrete Punktmenge.Eine exakte Inversion ist ausser bei vollständigen Daten dann möglih, wenn die Aufnah-megeometrie die Tuy�Kirillov�Bedingung erfüllt. Sie spielt somit eine entsheidende Rollefür die Rekonstruktion.Betrahtet man die Rekonstruktionsverfahren, so fallen die hauptsählih verwendeten indrei Kategorien: direkte Fourier-Methoden, Filterung nah Rükprojektion und ge�lterteRükprojektion.Die direkten Fourier-Methoden invertieren obige Integralgleihung auf eine mathematishelegante Art und Weise, indem sie mit Hilfe des Fourier-Slie-Theorem aus den Daten direkt1



2 EinleitungInformationen über das Spektrum der gesuhten Funktion berehnen. Die Aufnahmegeo-metrie spiegelt sih in einem mehr oder minder dihten Spektrum wider. Die Funktionerhält man dann unter Verwendung einer inversen Fourier-Transformation. Das grundle-gende Problem dieser Methode liegt hier darin, dass das Fourier-Slie-Theorem eine paral-lele Strahlanordnung statt einem kegelförmigen Strahlenbündel voraussetzt, was praktishniht erfüllt ist. Weitere Probleme stellen die unvermeidlihen Messfehler, die Interpolationdes Funktionsspektrums und dessen Repräsentation auf einem Polargitter dar. Daher hatsih diese Methode in der Praxis niht durhgesetzt.Bei der Methode der Filterung nah Rükprojektion ist, wie der Name shon sagt, der ersteShritt der Inversion die Rükprojektion, d.h. die Abbildung der zweidimensionalen Datenin den dreidimensionalen Raum durh konstante Fortsetzung entlang der Strahlen. DieFilterung geshieht durh nahträglihe Di�erentiation im Orts- oder Frequenzraum, wo-bei letzteres aus E�zienzgründen zu bevorzugen ist. Die Geometrie geht hier wieder überdie Rükprojektion in das Spektrum der rekonstruierten Funktion ein. Hier ergeben sihProbleme bei der numerishen Di�erentiation: die Daten sind in der Praxis verrausht undmüssen zusätzlih regularisiert werden; ausserdem geht der Durhshnitt der Rekonstruk-tion verloren. Der Filterungsshritt erfolgt weiterhin ungeahtet der Aufnahmegeometrieimmer gleih, so dass auh Fehler im Spektrum gewihtet werden. Diese Methode hat sihpraktish ebenfalls niht durhgesetzt.Die meistverwendete Rekonstruktionsmethode ist die ge�lterte Rükprojektion. Hier wer-den die Daten vor der Rükprojektion mit Hilfe eines Faltungs�lters vorbehandelt, wasSprünge verstärkt, die durh den Vorgang der Rükprojektion wieder geglättet werden. DieAufnahmegeometrie geht über zwei Funktionen in die Filterberehnung ein, von denen einedie Rihtung der Aufnahmekurve modelliert und die andere die Anzahl der Shnittpunkteeiner bestimmten Ebene durh einen Rekonstruktionspunkt mit der Aufnahmekurve. Hiergeht im Gegensatz zu den vorherigen Rekonstruktionsverfahren die Aufnahmegeometrieexplizit, niht nur implizit, in die Kernberehnung ein. Daher ist für eine neue Geome-trie immer eine neue Kernberehnung notwendig, was sih als eine nihttriviale Aufgabeherausgestellt hat. Einen geshlossenen Ansatz für die Entwiklung neuer Rekonstrukti-



Einleitung 3onskerne stellt die von Louis in [24℄ vorgestellte Approximative Inverse dar, die von Dietzin [6℄ auf die 3D-Computertomographie angewendet wurde. Sie liefert die qualitativ bestenRekonstruktionen sowohl im Vergleih mit anderen Filterentwiklungen des Typs ge�lterteRükprojektion, als auh mit anderen Rekonstruktionsverfahren.Neben der Entwiklung von Rekonstruktionsmethoden, die den mathematishen Aspektwiderspiegeln, spielt in der 3D-Computertomographie die Umsetzung mittels numerisherProgrammierung eine wesentlihe Rolle. Die Faktoren dabei sind die Komplexität des Al-gorithmus, der von einer Vielzahl von Parametern abhängt, und die intensive Nutzung derResouren Rehenzeit und Speiherbedarf, bedingt durh die Menge der Daten.Bei der Erforshung neuer Algorithmen ist es notwendig, diese shnell und bequem imple-mentieren zu können. Während in der 2D-Computertomographie noh Rapid-Development-Umgebungen wie Matlab als Basis dienen können, ist dies in der 3D-Computertomographieniht mehr möglih, denn der Speiherbedarf und die Rehenzeit liegen an der Grenze des-sen, was auf Single-Prozessor-Systemen momentan möglih ist.Ein praktisher Einsatz der Algorithmen, z.B. in medizinishen Sannern, bringt nohgrössere Anforderungen mit sih. Die Rekonstruktionen sollten direkt nah der Datenge-winnung zur Verfügung stehen. Daten und Rekonstruktionen müssen in Datenbanken ver-waltet werden. Die Visualisierung der Ergebnisse ist ein eigenes Forshungsgebiet, in demdie Methoden einer ständigen Verbesserung unterworfen sind. Während in der Entwiklungvon Rekonstruktionsverfahren die Priorität auf der möglihst exakten Annäherung der Re-konstruktion an die Ursprungsfunktion liegt, ist in der Praxis der diagnostishe Wert dasKriterium, an dem sih die Darstellung orientiert. Anwendungsbezogene Visualisierung istalso ein wesentliher Faktor.In gerätetehnisher Hinsiht spielt die Datengewinnung an sih für die numerishe Um-setzung eine Rolle. Die Abtasteinheit ist mehanishen Toleranzen unterworfen, was sihdarin ausdrükt, dass die theoretish erwünshten Aufnahmepositionen in der Praxis ver-shoben sind. Die Detektoren, mit denen gemessen wird, werden ständig weiterentwikeltund das Modell des Rekonstruktionsverfahrens muss dementsprehend modi�ziert werden.



4 EinleitungDie Speiherung der Daten �ndet mit einer Vielzahl von Datenformaten statt, von denendie einfahsten die rohen Daten kapseln und die Parameter getrennt vorliegen; komplexere,wie das DICOM-Verfahren, speihern geometrishe und physikalishe Informationen mitden Daten zusammen ab.Die Zielsetzung dieser Arbeit, welhe an der Shnittstelle von angewandter Mathematikund Informatik angesiedelt ist, umfasst die Behandlung zweier Probleme in der 3D-Com-putertomographie. Zum einen die Entwiklung eines Rekonstruktionsverfahrens mit einerGeometrie-Unabhängigen Strategie der Filterentwiklung, kurz GUF-Verfahren, welheseine Alternative zu den üblihen, geometrieabhängigen Rekonstruktionsmethoden bietet.Zum anderen die De�nition mathematisher Muster und Implementierung eines C++�Klassenframeworks, welhes die Notwendigkeiten der praktishen Umsetzung berüksih-tigt. Letzters wird im folgenden TORNE-Framework genannt, wobei der Name ein Akro-nym für TOmographi�Reonstrution�NEtwork ist.Die Arbeit gliedert sih in drei Teile. Im ersten Teil wird das GUF-Verfahren entwikelt.Dieses ist ein Hybridverfahren aus ge�lterter Rükprojektion und Filterung nah Rükpro-jektion. Die Idee ist, statt f eine Approximationef� = H� �D��(D�f �D�e)an die geglättete Funktion ef = f � ezu bestimmen, wobei � die Aufnahmegeometrie darstellt.Der FilterkernH� wird ausD��D�e und der exakten Funktion e unter Verwendung vershie-dener Regularisierungen berehnet. Ziel war es, ein volldiskretes Verfahren zu entwikeln,bei dem die Geometrieabhängigkeit dadurh umgangen wird, dass man D��D�e innerhalbdes verwendeten geometrishen Settings diskret berehnet und somit alle Geometriepara-meter implizit berüksihtigt. Die Funktion e wird als Basisfunktion bezeihnet, da ef voneiner, durh diese Funktion generierten Basis aufgespannt wird. Als Basisfunktionen e wer-den Funktionen untersuht, die sih zur Darstellung besonders eignen. Eine Bedingung an



Einleitung 5die Wahl dieser Funktionen ist, dass ihre Röntgen-Transformation analytish anzugebenist.Der Aufbau dieses Teils ist wie folgt. Im ersten Kapitel werden die physikalishen Gege-benheiten bei der Datengewinnung beshrieben und ein mathematishes Modell entwikelt.Ausserdem werden die verwendeten Operatoren de�niert.Das zweite Kapitel enthält eine Zusammenfassung der wihtigsten Ergebnisse von [6℄. In-nerhalb dieses theoretishen Kontextes ist die Geometrieabhängigkeit der Verfahren desTyps "ge�lterte Rükprojektion" direkt zu erkennen.Das dritte Kapitel stellt das GUF-Verfahren in den Mittelpunkt. Nahdem am Anfangnoh einmal im Detail der Ansatz motiviert wird, folgt erst eine analytishe Darstellungder Einzelshritte. Danah werden diese, da es sih um ein diskretes Verfahren handelt, ineinem diskreten Kontext unter Verwendung aller Geometrieparameter konkretisiert. DenAbshluss des Kapitels bildet die Darstellung der Röntgen-Transformation aller verwende-ten Basisfunktionen für die Voruntersuhung im zweidimensionalen und die Hauptunter-suhung im dreidimensionalen Fall.Das vierte Kapitel zeigt die Rekonstruktionsergebnisse in 2D und 3D. Das GUF-Verfahrenwurde an vershiedenen Arten von Aufnahmegeometrien getestet. Diese besitzen teilweisepraktishe Relevanz, teilweise haben sie einen Benhmark-Charakter. Sie umfassen eineApproximation an vollständige Daten, vershiedene Tuy�Kirillov�Geometrien und zweikreisförmige Abtastkurven. Hier sind auh Rekonstruktionen realer Daten mit Vergleihzur Rekonstruktion mittels Approximative Inverse zu �nden.Der zweite Teil dieser Arbeit entwikelt das TORNE-Framework. Die vershiedenen Rekon-struktionsverfahren der 3D-Computertomographie werden abstrahiert und man gelangt zueinem Satz mathematisher Muster, analog zu den Entwurfsmustern, die im Softwaredesignverwendet werden. Diese Muster beshreiben die Objekte und Prozesse, die beim Imple-mentieren inverser Probleme, speziell der Computertomographie, auftreten. Von diesenMustern wird ein Satz von Objekten abgeleitet, die zur Modellierung von Rekonstrukti-onsverfahren dienen. Rihtlinien beim Design der Muster und der Objekte sind u.a. shnelle



6 EinleitungEntwiklungszyklen, eine leihte Anbindung von vershiedenen Datenquellen und Ausga-bemöglihkeiten, letztere im Sinne von Datenspeiherung und Visualisierung. Die Objektesind, wie der Name des Frameworks shon sagt, in Form eines Netzwerkes mit impliziter Ab-laufkontrolle verbunden, da dieser Ansatz die grösstmöglihe Flexibilität bietet. Mit Hilfedes abstrakten Rahmens, den die mathematishen Muster bieten, und der innerhalb diesesKontextes entwikelten Objekte sind die oben genannten Probleme der Implementierungangemessen zu lösen.Der Aufbau des zweiten Teils ist wie folgt. Im ersten Kapitel wird eine Motivation desFrameworks gegeben.Das zweite Kapitel umfasst eine Einführung in die Objektorientierte Programmierung(OOP). Diese ist notwendig, da die OOP noh niht zum Standardrepertoire numerisherProgrammierung gehört. Weiterhin werden hier Fragen des allgemeinen Designs erläutertund Entwurfsmuster als Abstraktion von Objekten de�niert.Das dritte Kapitel stellt Fragen des konkreten Designs von TORNE in den Mittelpunkt.Die mathematishen Muster werden hergeleitet und Implementierungsaspekte betrahtet,die beim Ableiten von Objekten aus dem Musterkatalog wihtig sind. Abshliessend werdenAblaufkontrolle und Objektshnittstellen konkretisiert.Das vierte Kapitel zeigt an drei Beispielen die Implementierung von Rekonstruktionsalgo-rithmen im TORNE-Framework. Als Beispiele wurden die ge�lterte Rükprojektion mittelsApproximativer Inverse, Tomosynthese und das GUF-Verfahren gewählt. Die ersten bei-den Verfahren wurden gewählt, um zu zeigen, dass, wenn die zeitaufwendigen analytishenVorberehnungen für den Filter durhgeführt wurden, die eigentlihe Implementierung in-nerhalb von TORNE nur minimale Änderungen erfordert.Den dritten Teil bildet der komplette Muster- und Objektkatalog der aktuellen Versionvon TORNE. Dieser Teil stellt eine Referenz für die Implementierung dar.



Einleitung 7Mein herzliher Dank geht zuerst an Prof. Dr. A.K. Louis für das vielfältige Wissen, das ermir vermittelt hat und dafür, dass er mir Raum gegeben hat, meine Ideen zu entwikeln.Weiterhin danke ih allen Mitarbeitern der Arbeitsgruppe für die freundshaftlihe Atmo-sphäre, die viel zur Produktivität beigetragen hat und insbesondere Dr. Thomas Shuster,Dr. Uwe Shmitt, Jens Mohr und Ahim Domma für die inspirierenden Diskussionen.Last but not least danke ih meiner Shwester Eva Müller und meinen Eltern für ihreUnterstützung und meiner lieben Géraldine für ihre beständige Aufmunterung, ohne diediese Arbeit wohl so niht zustande gekommen wäre.



8 Einleitung



Kapitel 1
Eine neue Rekonstruktionsstrategie
1.1 Grundlagen der 3D-Computer-Tomographie1.1.1 Problemstellung und VerfahrensbeshreibungDie 3D-Computer-Tomographie ist ein bildgebendes Verfahren, bei dem Informationenüber das Innere eines dreidimensionalen Untersuhungsobjektes mit Hilfe zweidimensiona-ler Projektionen gewonnen werden. Die Anwendungen reihen von der Medizintehnik, beider das "Untersuhungsobjekt" Patienten sind, über Kristallographie, bei der Informatio-nen über die Gestalt eines Kristalles gesuht werden bis hin zum zerstörungsfreien Prüfen,bei dem z.B. Werkstüke auf Risse überprüft werden.Das grundlegende Verfahren ist in allen Fällen das gleihe:Das Untersuhungsobjekt wird von einer Seite, ausgehend von einer Quelle mit Röntgen-strahlung bestrahlt, deren Abminderung auf der anderen mit Hilfe eines Detektors ge-messen wird. Dann werden Quelle und Detektor zu einer anderen Position bewegt undwieder gemessen, bis eine ausreihende Anzahl Daten vorliegt. Aus diesen wird nun einedreidimensionale Darstellung des Untersuhungsobjektes errehnet.Die Rahmenbedingungen der Datengewinnung hängen vom Einsatzgebiet ab:In medizinishen Anwendungen ist es notwendig, die Strahlenbelastung für den Patientenso gering wie möglih zu halten, d.h. es werden wenige Projektionen gemessen und die9



10 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE

Abbildung 1.1: DatengewinnungIntensität der Röntgenstrahlung pro Projektion minimiert. Ausserdem muss die Geometrieso angeordnet sein, dass die Messzeit kurz ist, um inkonsistente Daten zu vermeiden, diedurh Bewegung des Patienten entstehen würden (ein alternativer Zugang dazu ist dieModellierung als zeitabhängiges Problem. Siehe [38℄).Beim zerstörungsfreien Prüfen ist die Strahlung von der Emp�ndlihkeit des Untersu-hungsobjektes abhängig. Im Allgemeinen kann hier mit härterer Strahlung, d.h. Strahlunghöherer Energie, und mehr Projektionen gemessen werden. Wihtig ist bei der Bestimmungder Strahlung, dass der Kontrast auf dem Detektor optimal ist. Zu harte Strahlung wirdkaum gedämpft und führt zu sogenannten Spitzlihtern. Bei diesen wird der Maximal-wert messbarer Strahlung auf dem Detektor erreiht oder sogar übershritten. Zu gerin-ge Strahlung manifestiert sih in kontrastarmen Bildern, die ein wesentlih shlehteresSignal/Raush-Verhältnis aufweisen, da das Raushen gerade bei niedrigen Detektorwer-ten lokalisiert ist.Grundlage der Modellierung ist die Betrahtung eines einzelnen Röntgenstrahls, der mit



1.1. GRUNDLAGEN DER 3D-COMPUTER-TOMOGRAPHIE 11der Anfangsintensität I0 von der Quelle ausgeht, das Objekt durhdringt, dabei eine Ab-minderung erfährt und auf dem Detektor mit der Intensität IL auftri�t. Physikalish spielenhier ausser der Anfangsintensität die Strahlhärte und die Verwendung mono- oder poly-hromatisher Strahlung, d.h. Strahlung mit einer oder mehrerer Wellenlängen eine Rolle.Bei der Modellierung, die wir hier verwenden, sei monohromatishe Strahlung angenom-men. Ausserdem setzen wir voraus, dass sih die Strahlen geradlinig ausbreiten. Der Strahlerfährt bei der Durhdringung des Objektes nun eine exponentielle Dämpfung, die zuIL = I0e� RL �(t)dtführt, mit L, dem Strahl durh das Objekt, und �, dem Absorbtionskoe�zienten, derwiederum proportional zur Dihte ist. Dadurh gelangt man zu der DarstellungZL �(t)dt = � ln(IL=I0):Das inverse Problem besteht nun darin, aus allen gemessenen Strahlen die Absortionskoef-�zienten � zu bestimmen. In der folgenden Arbeit wird die gesuhte Funktion f mit ihrenAbsorbtionskoe�zienten identi�ziert. Eine möglihe Vorgehensweise, die später genauerdargestellt ist, wird es sein, die Problemlösung in zwei Shritten durhzuführen. Der ersteist eine Filterung der Daten, der zweite die Anwendung des adjungierten Operators derModellierung, der Rükprojektion genannt wird.Wenden wir uns der Geometrie, die einen entsheidenden Ein�uss auf das inverse Pro-blem hat, zu. Der Gantry, also die Abtasteinheit, bestehend aus Röntgenquelle, Detektorund mehanishem Aufbau, bestimmt die Geometrie, welhe die Gesamtheit der in diemathematishe Modellierung eingehenden Parameter ist. Siehe dazu [15℄.Die Röntgenquelle setzt den Rahmen der Modellierung, denn die Strahlanordnung hat einenentsheidenden Ein�uss auf die Auswahl der verwendeten Operatoren. In allen praktishenBelangen wird eine punktförmige Quelle eingesetzt, die, wie wir später sehen, zur divergen-ten Röntgentransformation als mathematishes Modell führt. Hier geht von einem Punktein Bündel von Strahlen aus, die das Objekt in Form eines Kegels überdeken, der auf einemrehtekigen Detektor gemessen wird. Diese Anordnung wird daher auh "Cone�Beam�Anordnung" genannt. Aus mathematishen Gründen wäre eine parallele Strahlanordnung



12 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEwünshenswert, bei der mit jedem Punkt auf dem Detektor ein senkreht auftre�ender,einzelner Strahl der Quelle korreliert, was eine �ähige Quelle notwendig mahen würde.Diese, praktish niht realisierbare Anordnung, würde bei der Modellierung zur paralle-len Röntgen-Transformation führen, die mathematish angenehme Eigenshaften, wie zumBeispiel die im Fourier-Slie-Theorem besagten, besitzt (siehe Abshnitt 1.3.1). Die bei derModellierung oft verwendete Radon-Transformation ist bezüglih Inversion und Genau-igkeitsabshätzungen die am besten untersuhte, würde aber einen Gantry erfordern, derüber ganze Shihten, statt über Strahlen misst, was tehnish niht möglih ist. Glük-liherweise kann man mit Hilfe der Formel von Grangeat einen Zusammenhang zwishenRadon-Transformation und divergenter Röntgen-Transformation herstellen, so dass dieErgebnisse zu übertragen sind.Der Detektor misst, entgegen der vereinfahten mathematishen Modellierung niht dieAbminderung eines einzelnen Strahls. Jedes Detektorelement umfasst eine Flähe A undwird gepulst ausgelesen, d.h. was eigentlih gemessen wird istIL(A; T ) =XT �iwobei T den Zeitraum eines Messvorgangs darstellt und �i die Dämpfung der Strahlen, dieinnerhalb von T auf dem Detektorelement A auftre�en. Es wird somit eine Integration überein Teilvolumen des Objektes approximiert. Die Ausgangsintensität I0 wird praktish durheine Messung ohne Objekt bestimmt (was gleihzeitig eine Abshätzung des Raushenserlaubt) und stellt somit ebenfalls eine Summe von Photonen gemessen über den ZeitraumT dar. Sie kann ansonsten auh durh das Maximum des Wertebereihs des Detektorsapproximiert werden. Diese Abweihungen vom Modell haben jedoh keinen Ein�uss aufdie Anwendbarkeit desselbigen.Die Führung des Gantrys bestimmt nun das, was oft als Abtastgeometrie bezeihnet wird,auh wenn es nur einen Teil der Geometrie darstellt: die Gesamtheit der Positionen vonQuelle und Detektor im dreidimensionalen Raum. Lassen wir den Detektor ausser aht,für dessen Position nur wünshenswert ist, dass der Mittelstrahl des Kegels senkreht aufdie Mitte des Detektors fällt, so bewegt sih, ein feststehendes Objekt vorausgesetzt, die



1.1. GRUNDLAGEN DER 3D-COMPUTER-TOMOGRAPHIE 13Quelle auf einem Weg � � R3 im Raum. Zur Filterberehnung wird, wie wir später sehenwerden, dieser Weg als analytish beshreibbar vorausgesetzt. Er wird z.B. als Kreis mitfestem Abstand dR von Quelle und Objektzentrum oder als Spirale modelliert. Man musssih hier allerdings im klaren sein, dass dies eine Approximation darstellt, denn bedingtdurh die mehanishe Toleranz des Gantrys können je nah Apparatur Abweihungenvon der idealisierten Beshreibung bis zu mehreren Prozent auftreten, die beim Rekon-struktionsprozess über eine Korrekturtabelle in die Rükprojektion eingehen, aber nihtin die Filterberehnung. Dieser Punkt ist neben analytishen Betrahtungen eine Grundfür die Entwiklung des GUF-Verfahrens. GUF steht hierbei für GeometrieUnabhängigeF ilterstrategie. Eine ausführlihe Darstellung vershiedener Geometrien wird in Abshnitt1.4.2 untersuht werden.Für eine ausführlihe Darstellung der physikalishen und mehanishen Aspekte der 3D-Computertomographie sei hier auf [15℄ und [11℄ verwiesen.



14 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE1.1.2 Das mathematishe ModellNah der Beshreibung der Problemstellung im letzten Abshnitt wenden wir uns der ma-thematishen Modellierung zu. Vorher noh einige De�nitionen, die im folgenden verwendetwerden und die sih in ihrer Bezeihnung an [31℄ und [6℄ anlehnen:Die Dimension der Problemstellung sei mit n bezeihnet.Bemerkung 1.1.1. Es handelt sih bei dieser Arbeit um den Bereih der 3D-Computer-tomographie, so dass ohne weiteres n = 3 �xiert werden könnte. Da die folgenden Aussagenjedoh allgemeingültiger sind und in Abshnitt 1.3.5 auh die 2D-Computertomographieals Voruntersuhung auftauht, ist die Verwendung dieses Parameters gerehtfertigt.Verwendete Mengen:Sn�1 = fx 2 Rn : jjxjj2 = 1g ist die Menge der Einheitsrihtungen
n steht für die Einheitskugel im Rn ,Z := Sn�1 � [�1; 1℄ sei der Einheitszylinder,eZ := Sn�1 � R sei der in Längsahse unbeshränkte Zylinder,T := f(�; y) : � 2 Sn�1; y 2 �? \ 
ng und eT = f(�; y) : � 2 Sn�1; y 2 �?g seienTangentenbündelVerwendete RäumeS(Rn) Shwartz-Raum der shnell fallenden Funktionen,L2(Rn) := ff j RRn jf(x)j2dx <1g der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen,H�0 (
) Sobolev�Raum: Abshluss von C10 (
) (Raum der beliebig oft di�erenzierbarenFunktionen mit kompaktem Träger in 
) bezüglih der Normkfk2� = ZIRn (1 + j�j2)� j bf(�)j2 d�; � � 0;in L2(
).verwendete Transformationenn-dimensionale Fourier-Transformation:Fnf(�) = bf(�) := ZRn f(x) exp(�ix � �)dx



1.1. GRUNDLAGEN DER 3D-COMPUTER-TOMOGRAPHIE 15mit der Inversen F�1n f(x) = f_(x) := (2�)�n ZRn f(�) exp(ix � �)d�Das Riesz�Potential: (I�f)^(�) = j�j�� bf(�)Mit obigen Bezeihnungen lässt sih nun das Problem mittels der folgenden Integraltrans-formationen de�nieren:Röntgen-TransformationStehen die gemessenen Daten eines Strahls alsgL := � ln(IL=I0) = ZL f(t)dtzur Verfügung und betrahten wir die Funktion f als f 2 C10 (
n), so entsprehen die gLder Röntgen-Transformation von f , die für unbeshränkte Gebiete de�niert ist alsP : S(Rn) ! S(eT )Pf(�; y) = ZR f(y + t�) dtbzw. in unserem Fall mit beshränktem GebietP : C10 (
n) ! C10 (T )Pf(�; y) = ZR f(y + t�) dtwobei der Strahl L als Gerade durh y mit der Rihtung � parametrisiert wird. Der adjun-gierte Operator dazu berehnet sih alsP#g(x) = ZSn�1 g(�; E�x) d�mit der orthogonalen Projektion E� : Rn ! �? auf die Ebene senkreht �.Die Röntgen-Transformation ist Basis des mathematishen Modells der parallelen Geo-metrie. Eine Projektion erhält man dadurh, dass man � �xiert und y variiert.Sie lässt sih stetig auf gewihtete L2�Räume mit dem Gewiht W n� (y) = (1 � jyj2)��n=2,�W n� (y) = (1� jyj2)��(n�1)=2 für (�; y) 2 T fortsetzen:



16 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIESatz 1.1.1. Sei � > n=2� 1. Die AbbildungP : L2(
n; W�1� ) ! L2(T; �W�1� ) ;Pf(�; y) = ZR f(y + t�) dtist stetig. Ihre Adjungierte istP�g(x) = W�(x) ZSn�1 g(�; E�x) �W�1� (E�x) d� :Siehe hierzu [28℄.Betrahten wir statt der parallelen Geometrie die praktish relevante Cone-Beam-Geome-trie, so ist die Basis der Modellierung dieDivergente Röntgen-TransformationHier ändert sih die Parametrisierung des Strahls, dennD : C10 (
n) ! S(Rn � Sn�1)Df(a; �) = 1Z0 f(a+ t�) dtmit a =2 
n. Der adjungierte Operator istD#g(x) = ZRn g�a; x� ajx� aj� jx� aj1�nda;die Rükprojektion wird de�niert alsD�g(x) = ZRn g�a; x� ajx� aj� da;Betrahtet man f auf C10 (
n), so stehen vollständige Daten shon mit a 2 � = r S2, r > 1zur Verfügung. Vermöge des folgenden Lemmas kann man dann die Daten der parallelenRöntgen-Transformation in die der divergenten Röntgen-Transformation umwandeln,so dass auh hier eine Erweiterung auf L2-Räume möglih ist. Siehe hierzu [6℄.



1.1. GRUNDLAGEN DER 3D-COMPUTER-TOMOGRAPHIE 17Lemma 1.1.1. Sei ew(a; �) = 2 (ja>�j)�1w(E�a) für (a; �) 2 � � S2; � = r S2; r > 1.Dann ist U : L2(T; w�1) ! L2(�� S2; ew�1) ;Ug(a; �) = g(�; E�a)ein unitärer Operator undD : L2(
) ! L2(�� S2; ew�1) ;Df(a; �) = 1Z0 f(a+ t�) dt = UPf(a; �) = Pf(�; E�a) (1.1)stetig.Die Daten einer Projektion gewinnt man bei der divergentenRöntgen-Transformation (imGegensatz zu parallelen) dadurh, dass man die Quellposition a festhält und � variiert.Bemerkung 1.1.2. Auh wenn sih Df von Pf durh die Parametrisierung untersheidet,so sind die Daten eines Strahls grundsätzlih die gleihen, denn durh die Beshränkungf 2 C10 (
n) ist Z 10 f(a+ t�)dt = ZR f(E�a+ t�)dt ;d.h. das Integral über die "fehlende Hälfte" der Halbgeraden im linken Teil ist sowieso 0. InAbshnitt 1.3 wird zur Beshreibung Df verwendet, damit ersihtlih ist, wie die Strahlenzu Projektionen gebündelt werden.Radon-TransformationFür theoretishe Untersuhung und die Angabe einer Inversionsformel ist die n�dimensionaleRadon-Transformation von entsheidender Bedeutung. Sie ist für unbeshränktes Gebietde�niert als R : S(Rn) ! eZ (1.2)Rf(!; s) = Z!? f(s! + y) dy



18 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEund für ein beshränktes Gebiet alsR : S(
n) ! Z (1.3)Rf(!; s) = Z!?\
n f(s! + y) dymit dem adjungierten OperatorR#g(x) = ZSn�1 g(�; x � �) d�Der Zusammenhang von Radon-Transformation und Röntgen-Transformation ist er-sihtlih, wenn wir P�f(�) := Pf(�; �) setzen und Rn als n-dimensionale Radon-Transfor-mation de�nieren, wobei Rn�1 im folgenden auf �? wirkt. Es gilt dannRnf(!; s) = Rn�1P�f(!; s)Siehe dazu [27℄.Auh dieRadon-Transformation lässt sih auf gewihtete L2-Räume erweitern. MitW�(x) =(1� jxj2)��n=2; x 2 
n und w�(s) = (1� s2)��1=2; s 2 [�1; 1℄ als den entsprehenden Ge-wihten, giltSatz 1.1.2. Sei � > n=2� 1. Die AbbildungR : L2(
n; W�1� ) ! L2(Z; w�1� ) ; (1.4)Rf(!; s) = Z!?\
n f(s! + y) dyist stetig. Ihre Adjungierte istR�g(x) =W�(x) ZSn�1 g(!; x>!)w�1� (x>!) d! :Der Beweis ist in [20℄ zu �nden.Zum Abshluss dieses Abshnittes seien hier zur Radon-Transformation und Röntgen-Transformation noh Inversionsformeln gegeben, deren Beweis z.B. in [31℄ zu �nden ist:



1.1. GRUNDLAGEN DER 3D-COMPUTER-TOMOGRAPHIE 19Satz 1.1.3. Für f 2 S(Rn) und � < n gilt:f = 12(2�)1�nI��R#I��n+1g; g = Rfund f = 1jSn�2j(2�)�1I��P#I��1g; g = Pfwobei jSn�1j die Ober�ähe der Einheitssphäre Sn�1 darstellt und das Riesz-Potential aufdie zweite Variable wirkt.Für die divergente Röntgen-Transformation im Fall n = 3 lautet die Inversionsformel wiefolgt.Satz 1.1.4. Für f 2 L2(
3) gilt:f(x) = 12��x ZS2 Df(x; �)d�:Dabei ist �x der Laplae-Operator, der auf das Integral als eine Funktion von x wirkt.Der Beweis für beliebiges n ist in [18℄ zu �nden.1.1.3 Die Approximative InverseInverse Probleme sind dadurh gekennzeihnet, dass sie shleht gestellt, also niht ste-tig invertierbar, sind. Anstatt das Problem Af = g zu lösen, minimiert man den Ab-stand jjAf � gjj und wählt gegebenenfalls unter allen Lösungen die mit der kleinstenNorm. Diese Lösung nennt man verallgemeinerte Inverse und bezeihnet sie mit Ayg = f y.Da diese niht stetig ist, wenn das Bild von A niht abgeshlossen ist, behilft man sihmit sogenannten Regularisierungen, welhe stetige Approximationen T an Ay darstellen:lim!0 Tg = Ayg; g 2 Def(A). Eine allgemeine Behandlung inverser Probleme �ndet sihin [21℄. Eine ganze Klasse von Regularisierungen linearer, shleht gestellter Probleme stelltdie Approximative Inverse dar, die in [24℄ vorgestellt wird. Nahfolgend sei eine Zusam-menfassung der Approximativen Inversen und einiger wihtiger Eigenshaften gegeben.



20 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEEs sei A : X ! Y ein linearer, kompakter Operator zwishen Hilberträumen X und Y . Istdim (range(A)) = 1, so ist das Problem shleht gestellt. Für die folgende Arbeit ist dieEinshränkung auf L2-Räume notwendig. Daher nehmen wir X := L2(
) an, wobei 
 einbeshränktes Gebiet sei. Das Problem besteht nun darin, für Daten g 2 Y ein f 2 X mitAf = g zu �nden.Ziel ist es nun, eine geglättete Funktionef(x) = hf; e(x; �)iX ; x 2 
;statt f zu �nden. Die Funktion e heisst Molli�er und muss den Mittelwert 1 besitzen sowiefür  ! 0 die Delta-Distribution im shwahen Sinn approximieren. Aus Notationsgründensei ab jetzt e = e . Existiert ein  (x; �) 2 Y mit A� (x; �) = e(x; �), so gilthf; e(x; �)iX = hf; A� (x; �)iX= hAf;  (x; �)iY= hg;  (x; �)iY ;Man kann also ef , die geglättete Lösung, als Skalarprodukt eines, unabhängig von den Datenzu berehnenden, Rekonstruktionskerns  mit f gewinnen. Falls der Molli�er e(x; �) =2range(A�), so soll e 2 range(A�) � range(A�)? sein. Dadurh wird eine gewisse Glattheitgewährleistet.Durh Lösen der NormalgleihungAA� (x; �) = Ae(x; �)wird der Defekt kA� (x; �)� e(x; �)kX ;minimiert.Der Rekonstruktionskern mit minimaler Norm entspriht der verallgemeinerten Lösung (x; �) = (A�)ye(x; �) von A� (x; �) = e(x; �). Auh dazu siehe [21℄.Nah diesen Vorüberlegungen lautet die De�nition der Approximativen Inversen nun:



1.1. GRUNDLAGEN DER 3D-COMPUTER-TOMOGRAPHIE 21De�nition 1.1.1. Die Abbildung S : Y ! X mit Sg(x) = hg;  (x; �)i heisst ApproximativeInverse von A, die Lösung  (x; �) der Normalgleihung bezeihnet man als Rekonstrukti-onskern bezüglih des Rekonstruktionspunktes x.Zur Verdeutlihung des Konzeptes sei hier kurz die Wirkung der Approximativen Inver-sen auf die Singulärwertzerlegung betrahtet.De�nition 1.1.2. Für den kompakten Operator A existiert eine Darstellung der FormAf =Xn �n hf; vniX un ;wobei (vn) � X ein vollständiges Orthonormalsystem (VOS) für N(A)? ist, (un) � Yein VOS für range(A) und �n die Eigenwerte von (AA�)1=2. Dann heisst fvn; un; �ngnSingulärwertzerlegung von A, die �n heissen Singulärwerte von A.Der adjungierte Operator A� kann dann dargestellt werden alsA�g =Xn �n hg; uniY vn :Es gilt Avn = �nun und A�un = �nvn.Mit obiger De�nition stellt sih der Rekonstruktionskern dar als (x; �) = X�n>0 ��1n he(x; �); vniX un : (1.5)Man kann die Approximative Inverse als Glättung der PseudoinversenAyg = X�n>0 ��1n hg; uni vnau�assen: Sg = he; Aygi:Zu den Details siehe [26℄.Wihtig für die E�zienz des Verfahrens sowohl was die Laufzeit, als auh die Speiheran-forderungen angeht, ist es, niht für jeden Rekonstruktionspunkt einen neuen Rekonstruk-tionskern berehnen zu müssen. Ein Vorteil der Approximativen Inversen ist es, dass sihInvarianzen des Operators auf den Rekonstruktionskern übertragen.



22 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIELemma 1.1.2. Seien A : X ! Y; T x1 : X ! X, T x2 : Y ! Y und T x3 : Y ! Y lineare,stetige Operatoren mit T x1 A� = A�T x2und T x3 A = AT x1 :Weiterhin seien e(x; �); E 2 D((A�)y) Molli�er mit e(x; �) = T x1 E(�) und � Lösung vonAA�� = AE:Dann löst  (x) = T x2 �die Gleihung AA� (x) = Ae(x; �):Für e(x; �); E 2 range(A�) und � Lösung vonA�� = Egilt äquivalent:  (x) = T x2 �ist Lösung von A� (x) = e(x; �):Beweis: Es gilt: AA� (x) = AT x1 E = T x3 AE = T x3 AA�� = AA�T x2 �und A� (x) = T x1 E = T x1 A�� = A�T x2 �;(siehe auh [24℄).



1.2. INVERSIONSFORMELN UND REKONSTRUKTION 231.2 Inversionsformeln und Rekonstruktion1.2.1 Anwendung der AI auf die Computertomographie:Inversion und FilterberehnungIm folgenden Abshnitt wird das Konzept der Approximativen Inversen auf die relevantenIntegraltransformationen der Computer-Tomographie angewendet. Es handelt sih um eineZusammenfassung der wihtigsten Ergebnisse von [6℄, wo weitere Details und Beweise zu�nden sind. Zu jeder Transformation werden die Invarianzen angegeben, die die Kernbe-rehnung vereinfahen und die Inversionsformel dargestellt. Die Notation der Invarianzenentspriht Lemma 1.1.2.Die Inversionsmethode mittels der Approximativen Inversen , welhe vom Typ "ge�lterteRükprojektion" ist, liefert insbesondere mit realen Daten im Vergleih z.B. zum Feldkamp-Algorithmus (siehe [7℄) die besten Ergebnisse und ist daher "state of the art". Daher wirdeine ausführlihe Darstellung gegeben.1.2.1.1 Radon-TransformationInvarianzenUm die die folgenden Aussagen tre�en zu können, ist es notwendig, das Gewiht der Ra-don-Transformation (siehe Satz 1.1.2) mit � = n=2 zu wählen, also Wn=2(x) = 1 undwn=2(s) = (1� s2)(n�1)=2Mit dieser Vorbedingung gelten dann folgende Invarianzen:TranslationsinvarianzVermöge der De�nitionenT x1 : L2(
n) ! L2(
n) ;f(�) 7! 2�n f � � � x2 �undT x2 : L2(Z; w�1) ! L2(Z; w�1) ;



24 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEg(!; s) 7! 2�n g(!; s� x>!2 )w�1�s� x>!2 � w(s)gilt T x1 R�g(y) = R�T x2 g(y):Wählt man einen Molli�er, der e(x; y) = T x1 e0(y) erfüllt, so muss der Rekonstruktions-kern nur für x = 0 ausgerehnet werden. Ein solher wird im folgenden mit  0 bezeihnet.RotationsinvarianzSei U eine unitäre Transformation TU1 f(y) := f(Uy) (1.6)und TU2 g(!; s) := g(U!; s) : (1.7)Dann gilt TU1 R�g(y) = R�TU2 g(y):Somit muss der Rekonstruktionskern nur noh für eine Rihtung berehnet werden. Fürrotationssymmetrishe Molli�er ist er von der Rihtung unabhängig und wird als  0(s) := 0(!; s) bezeihnet.DilatationsinvarianzMit % � 1 sei T %1 f(x) := %�n f(x=%) (1.8)und T %2 g(!; s) := %�n g(!; s=%)w�1(s=%)w(s) : (1.9)Dann gilt T %1R�g(y) = R�T %2 g(y)Somit übertragen sih Dilatationseigenshaften des Molli�ers auf den Kern.Unter Berüksihtigung der Invarianzen kann man nun folgenden Satz angeben:



1.2. INVERSIONSFORMELN UND REKONSTRUKTION 25Satz 1.2.1. Sei % � 1, U eine unitäre Transformation und e(x; �); e% seien Molli�er mite(x; y) = (2%)�n e%(U �y � x2% � ) : (1.10)Dann gilt für den Rekonstruktionskern  (x) als Lösung von R� (x; �) = e(x; �) die Glei-hung  (x; !; s) = (2%)�n  0; %�s� x>!2% � w�1�s� x>!2% � w(s) ;wobei  0;% die Lösung von R� 0; % = e% ist.Ausserdem folgt direktKorollar 1.2.1. Wird der Rekonstruktionskern  (x) mit R� (x; �) = e(x; �) aus einemMolli�er e(x; �) berehnet, der (1.10) erfüllt, dann lautet die Approximative Inverse derRadon�TransformationSg(x) = (2%)�n ZSn�1 1Z�1 g(!; s) 0; %�s� x>!2% � w�1�s� x>!2% � ds d! :InversionsformelWenn die Radon�Transformation zur Abbildung auf L2( eZ) erweitert wird, so gilt für dieInversionsformel für e(x; �) 2 H�0 (
n); � � (n� 1)=2,e(x; �) = 12 (2�)1�nR# I1�nRe(x; �); (1.11)siehe [31℄. Mit Hilfe der Inversionformel lässt sih direkt ein Rekonstruktionskern angeben: (x) = 12 (2�)1�n I1�nRe(x; �):Die Invarianzen übertragen sih wieder.Satz 1.2.2. Sei % � 1, U eine unitäre Transformation und e(x; �); e% 2 H�0 (
n); � �(n� 1)=2, seien Molli�er mite(x; y) = (2%)�n e%(U �x� y2% � ) :Dann gilt für den Rekonstruktionskern  als Lösung von R# = e% die Gleihung (x; !; s) = (2%)�n  0; %�s� x>!2% � ;wobei R# 0; % = e% gilt und w � 1.



26 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEDa das Riesz-Potential in ungeraden Dimensionen die Ableitung darstellt, gilt in dem fürdiese Arbeit interessanten Fall mit n = 3: 0(s) = � 18�2 R!e00(s) (1.12)1.2.1.2 Röntgen-TransformationInvarianzenUnter Verwendung der, ähnlih den sih bei der Radon-Transformation ergebenden, In-varianzenT x1 f(z) := 18 f �z � x2 � und T x2 g(�; y) := 18 g��; y � E�x2 � w�1�y � E�x2 � w(y) ;(1.13)und TU1 f(z) := f(Uz) und TU2 g(�; y) := g(U�; Uy); (1.14)T % analog 1.8, kann man sih wieder auf die Berehnung eines, von der Rihtung unab-hängigen, Rekonstruktionskerns für x = 0 beshränken. Es ergibt sih, äquivalent zu Satz1.2.1:Satz 1.2.3. Sei U eine unitäre Transformation und e(x; �) sei ein Molli�er mite(x; y) = 18 e(0; U �x� y2 � ) = 18 e0(U �x� y2 � ) :Dann gilt für die Lösung von P� (x) = e(x; �) die Gleihung (x; �; y) = 18  0�y � E�x2 � w�1�y � E�x2 � w(y) ;wobei  0 den von der Rihtung unabhängigen Rekonstruktionskern für x = 0 bezeihnet,d. h. P� 0 = e0.InversionsformelWählt man n = 3 und erweitert die Röntgen-Transformation auf L2(eT ), so kann manmittels der Inversionsformel der parallelen Röntgen-Transformation , die u.a. in [31℄ zu�nden ist, den Rekonstruktionskern angeben als (x) = (2�)�2I�1Pe(x; �):



1.2. INVERSIONSFORMELN UND REKONSTRUKTION 27Dieser Rekonstruktionskern löst wiederumP# (x) = e(x; �) mit e(x; �) 2 H�0 (
n); � � 1=2Unter Verwendung der Invarianzen ist 0(y) = (2�)�5=2 Z�? j�j be0(�) exp({ y>�) d� :Somit ergibt sih die Approximative Inverse alsSg(x) = ZS2 Z�?\
n g(�; y) 0(y � E�x)w�1(y) dy d� (1.15)mit P� 0 = e0, bzw. Sg(x) = ZS2 Z�? g(�; y) 0(y � E�x) dy d�mit P# 0 = e0.1.2.1.3 Divergente Röntgen-TransformationBei der divergenten Röntgen-Transformation ist die Datenlage von entsheidender Be-deutung für die Inversionsformel. Sie wird bestimmt durh die Aufnahmegeometrie undunterteilt sih in vollständige Daten, Tuy�Kirillov�Daten (siehe 1.2.1) und Daten auskreisförmiger Abtastung. Während man zu den ersten beiden Inversionsformeln angebenkann, ist dies bei letzterer Geometrie niht mehr ohne weiteres möglih. Es wird eine Ap-proximation angegeben, die im Kontext der Approximativen Inversen dargestellt ist.Vollständige DatenIm Falle vollständiger Daten ist der Rekonstruktionskern aus dem der parallelen Rönt-gen-Transformation zu gewinnen. Der Zusammenhang zwishen diesen Transformationenist, wie shon erwähnt, Df(a; �) = Pf(�; E�a) ;wobei E�a die Projektion von a auf die Ebene senkreht � ist.Das Lemma 1.1.1 erlaubt es, den Rekonstruktionskern und die Approximative Inverse fürdie divergente Röntgen-Transformation anzugeben.



28 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIESatz 1.2.4. Sei  D der Rekonstruktionskern für die Abbildung (1.1),  P der Rekonstruk-tionskern für die parallele Röntgen�Transformation und  0P =  P(0; �). Dann gilt D(x; a; �) =  0P(E�(a� x)) ;und die Approximative Inverse von D lautetSg(x) = Z� ZS2 g(a; �) 0P(E�(a� x)) ew�1(a; �) d� daDer Beweis �ndet sih in [6℄.Tuy-Kirillov-KurvenDe�nition 1.2.1. Eine Abtastkurve � heisst Tuy�Kirillov�Kurve, wenn jede Ebene,die die Einheitskugel 
n shneidet, � in mindestens einem Punkte shneidet, d.h. für alle(!; s) ; ! 2 S2 ; s 2 [�1; 1℄ existiert ein a 2 �, so dass a>! = s und a0 >! 6= 0. Dabei ist a0der Rihtungsvektor der Tangente von a an �.Das einfahste Beispiel einer Tuy�Kirillov�Kurve ist eine Abtastgeometrie, die aus 2konzentrishen, orthogonalen Kreisen mit ausreihend grossem Radius besteht. Eine alter-native Charakterisierung von Tuy�Kirillov�Kurven wird in Abshnitt 1.4.1 angegeben.Zur Berehung der Approximativen Inversen und des Rekonstruktionskerns notwendig istdie Verwendung des folgendenLemma 1.2.1 (Formel von Grangeat). Sei ! 2 S2 ein Einheitsvektor und a 2 R3n
n,Æ bezeihne die Delta�Distribution. Dann gilt��sRf(!; a>!) = � ZS2 Df(a; �) Æ0(�>!) d�: (1.16)Geht man jetzt vom Rekonstruktionskern der Röntgen-Transformation aus, beshränktdiese wieder auf L2(Z), integriert partiell und setzt Lemma 1.2.1 ein, so ergibt sih fürTuy�Kirillov�KurvenSg(x) = 14 ZS2 Z� ZS2 Df(a; �) Æ0(�>!) d�	0((a� x)>!2 ) ja0>!jn(!; a>!)�1 da d!= 14 Z� ZS2 Df(a; �) k(x; a; �) d� da



1.2. INVERSIONSFORMELN UND REKONSTRUKTION 29mit k(x; a; �) = ZS2 	0((a� x)>!2 ) ja0 >!jn(!; a>!)�1 Æ0(�>!) d! : (1.17)Dabei stellt n(!; s) die Anzahl der Shnittpunkte mit der Ebene x>! = s dar.Kreisförmige AbtastkurveHier sei die Abtastkurve � = r S1. Es ist wie shon erwähnt keine exakte Inversion möglih,daher gelangt man analog der Gewinnung von 1.17 zu einer Approximation eS, die sih wieshon im letzten Abshnitt S aus dem Rekonstruktionskern der Röntgen-Transforma-tion ableitet. Es ergibt sih
eSg(x) = 18 ZS2 Z� ZS2 Df(a; �) Æ0(�>!) d�	0((a� x)>!2 ) ja0 >!j da d!= 18 Z� ZS2 Df(a; �) k(x; a; �) d� damit k(x; a; �) = ZS2 	0((a� x)>!2 ) ja0 >!j Æ0(�>!) d! : (1.18)Die Berehnung dieses Kerns ist aufwendig, kann aber durh Einsetzen einer Transformati-on U� = e3, die den Rihtungsvektor auf die z-Ahse dreht, wesentlih vereinfaht werden.Man erhält dann:k(x; a; �) = 12 (x� a)>� ZS2\�?  0((a� x)>!2 ) ja0 >!j d! ��a0 >� ZS2\�? 	0((a� x)> !2 ) sgn(a0 >!) d! :Dieser Kern kann, insbesondere nah weiteren Approximationen, e�zient implementiertwerden, da er nur für eine Quellposition und x = 0 berehnet werden muss.



30 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE1.3 Das GUF-VerfahrenDieser Abshnitt beinhaltet eine ausführlihe Darstellung des Verfahrens mit Geometrie-Unabhängiger Strategie der Filterentwiklung, kurz GUF-Verfahren. Nah der Motivationwird im zweiten Teil das Verfahren und seine Grundlagen anshaulih beshrieben. Imdritten werden wir die verwendeten Operatoren in diskreter Form genau de�nieren und zueiner mathematishen Verfahrensbeshreibung gelangen. Die als Basisfunktionen dienendenElemente und die analytishe Berehnung ihrer Röntgen-Transformation folgt im viertenTeil, der sih auh der Voruntersuhung im 2D-Fall widmet.1.3.1 MotivationProbleme bei der FilterberehnungWie gezeigt, ist der Rekonstruktionskern aus 1.17 und 1.18 durh Anwendung der Invari-anzen e�zient zu implementieren, da er im Allgemeinen nur für eine einzige Quellpositionund einen Rekonstruktionspunkt berehnet werden muÿ. Wesentlih für die Berehnungist allerdings die Geometrie. Sie geht in die Berehnung durh den Parameter a0 und dieFunktion n(�) ein.Diese sind von wesentliher Bedeutung für den Rekonstruktionskern : die Funktion n gibtdie Gewihtung einer einzelnen Quellposition an und a parametrisiert die Abtastrihtung.Verwendet man spezielle Geometrien, wie die Cone�Beam�Geometrie, so lässt sih a0 direktangeben und n �xieren (z.B. als n = 2 bei kreisförmiger Abtastung). Für andere Geometrienkann man, wie es gebräuhlih ist, n approximieren, indem man z.B. den Mittelwert überalle n verwendet. Eine exakte Berehnung ist damit allerdings niht zu realisieren, siehe [16,4, 17℄. Ähnlihes gilt für a0, das sih z.B. bei einem diskret vorliegenden Satz Projektionenüber den Rihtungsvektor auf die nähste Detektorposition approximieren läÿt. Je nahGeometrie kann es in diesen Fällen allerdings notwendig sein, für jeden Quellpunkt einenanderen Rekonstruktionskern berehnen zu müssen, was eine erheblihe Steigerung derRehenzeit darstellt.Es wäre also wünshenswert, ein Rekonstruktionsverfahren anzugeben, bei dem diese Pa-



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 31rameter keine Rolle spielen bzw. implizit in die Berehnung des Filters oder das Verfahrenselbst eingehen. Aus diesem Grund wurde das GUF-Verfahren entwikelt.Da man hier eine wesentlihe Vorinformation, nämlih die Geometrieanordnung, nihtanalytish auswertet, kann man bei gut untersuhten Abtastkurven wie der Cone-Beam-Anordnung niht davon ausgehen, daÿ qualitativ bessere Ergebnisse zu erzielen sind. DieResultate sind bei entsprehender Datenlage bezüglih der visuellen Darstellung jedohvergleihbar und werden erzielt, ohne dass irgendeine geometrieabhängige Vorberehnungerforderlih ist. Dies ist ein grosser Vorteil, der es auh ermögliht, neue Geometrien shnellzu testen.Alternative RekonstruktionsmethodenIn diesem Kontext stellt sih die Frage, ob alternative Rekonstruktionsverfahren obigenPunkten shon genügen. Es werden als solhe die Inversion mittels %��ltered�Layergramund direkte Fouriermethoden in Betraht gezogen.Beginnen wir mit der ersteren. Setzt man in der Inversionformel aus Satz 1.1.3 � = n� 1,so gelangt man zu f = 12(2�)1�nI1�nR#g; g = RfFür ungerades n ergibt sih das Riesz-Potential alsI(1�n) = (��)(n�1)=2mit dem Laplae-Operator �. Setzt man in unserem Fall n = 3, so kann man f ausf(x) = � 18�2� ZS2 g(�; x � �)d� (1.19)berehnen.Diese Inversionsformel geht shon auf Radon zurük. Sie wird als Rekonstruktionsmethodeumgesetzt, indem man f gemäÿf = 12(2�)�2(j�j2(R#g)^)_; g = Rf;berehnet, d.h. erst rükprojiziert und dann die Fourier-Transformation zum Filterneinsetzt.



32 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEDie Probleme, die sih hier ergeben (siehe [31℄), sind erstens die Behandlung des Nullpunk-tes der Fourier-Transformation der Daten, denn diese wird mit 0 gewihtet. Die Fourier�Transformation der Rükprojektion selbst besitzt dort eine Singularität, so daÿ das Ergeb-nis der Filterung niht ohne weiteres anzugeben ist. Zweitens muÿ (R#g) zur Berehnungder Fourier-Transformierten auf ganz R3 bekannt sein, wovon niht ausgegangen werdenkann.Man kann bei realen Daten, die verrausht und unvollständig sind, auh niht davon aus-gehen, daÿ eine numerishe Di�erentiation zusammen mit den globalen Artefakten derFourier-Transformation immer zufriedenstellende Ergebnisse liefern.Das Problem bei der Rekonstruktionsmethode des �-�ltered-Layergram läÿt sih also aufdas Filtern nah der Rükprojektion reduzieren. Hier wäre eine Methode wünshenswert,bei der man den Filter auf bekannte Daten zurükführt und dadurh numerishe Problemevermeidet. Genau dies wird beim GUF-Verfahren angestrebt und weitgehend erreiht.Ein weiteres Rekonstruktionsverfahren ist die sogenannte direkte Fourier-Methode, die z.B.in [29℄ und [1℄ genau untersuht wurde.Diese Rekonstruktionsmethode beruht auf dem Fourier�Slie�Theorem Pf^(�; x) = bf(x),x 2 �?. Dabei werden die Daten Fourier-transformiert und an entsprehender Stelle imSpektrum eines Polargitters eingetragen. Nah Interpolation auf ein kartesishes Gitterwird dann eine inverse Fourier-Transformation angewendet.Problem hierbei ist, dass das Fourier�Slie�Theorem für die divergente Röntgen-Trans-formation niht gilt. Um es einzusetzen, müssten die Daten, die nah ihrer Quellpositionund niht nah der Rihtung zu Projektionen gebündelt sind, erst umgeordnet werden(Rebinning-Methode), was im dreidimensionalen eine niht praktikable Methode darstellt.Es ist unter der Bedingung, daÿ die Quelle so weit vom Objekt entfernt ist, dass einequasi-parallele Geometrie vorliegt, eine Approximation möglih. Dies ist jedoh wiederumeine starke Einshränkung an möglihe Geometrien.



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 331.3.2 VerfahrensbeshreibungDas GUF-Verfahren basiert niht auf der Inversionsformel (1.11), sondern verwendet denSatz 1.3.1. Seien f 2 S(Rn) und g 2 S( eZ). Dann gilt(P#g) � f = P#(g � Pf):Beweis: Es gilt (P#g) � f(x) = ZRn P#g(x� y)f(y)dy= ZRn ZSn�1 g(�; E�(x� y))d�f(y)dy= ZSn�1 ZRn g(�; E�(x� y))f(y)dyd�Substituiert man nun y = z + t�, z 2 �?, so erhält man(P#g) � f(x) = ZSn�1 Z�? ZR g(�; E�(x� (z + t�)))f(z + t�)dtdzd�= ZSn�1 Z�? g(�; E�x� z))Pf(�; z)dzd�= ZSn�1(g � Pf)(�; E�x)d�= P#(g � Pf)(x):
Korollar 1.3.1. Bei vollständigen Daten gilt mit der Identi�kation Df(a; �) = Pf(�; E�a)für supp(f) � 
 dieser Satz auh für die divergente Röntgen-Transformation .Auÿerdem wird folgende Beziehung benötigt (siehe [31℄).Satz 1.3.2. Für f 2 S(Rn) ist P#Pf = 2jxj1�n � f:



34 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEMit Lf(a; �) := D(a; �) +D(a;��) giltL�Lf =  �(n�12 )2�n=2�(1=2) jxj1�n � f;wobei L� der adjungierte Operator zu L ist, � die Gamma-Funktion und  eine Konstante.Beweis: Eine einfahe Rehnung zeigtP#Pf(x) = ZSn�1 Pf(�; E�x)d�= ZSn�1 ZR f(E�x + t�)dtd�= ZSn�1 ZR f(x+ t�)dtd�= 2 ZSn�1 Z 10 f(x + t�)dtd�= 2 ZRn f(x+ y)jyj1�ndy, wobei y = t� gesetzt wurde:Den Beweis zum zweiten Teil des Satzes �ndet man in [18℄.Satz 1.3.2 motiviert folgende Vorgehensweise. Sei H eine Funktion mite = H � P#Pe (1.20)für ein e 2 S(Rn). Die Idee besteht ähnlih der Approximativen Inversen darin, statt feine geglättete Version ef := f � e zu rekonstruieren.Die Verfahrensbeshreibung ist wie folgt. Mit Hilfe des Faltungssatzes erhält man aus derIdentität 1.20 formal den FaltungskernH = ( be(P#Pe)^ )_: (1.21)Die Division durh (P#Pe)^ wird in der praktishen Anwendung durh (1.24), S.43, regu-larisiert, um numerishe Probleme zu vermeiden. Es sei ef = f � e. Dann gilt



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 35
ef = f � e = f � (H � P#Pe)= H � (f � P#Pe)= H � (P#Pe � f)= H � (P#(Pf � Pe)):Es handelt sih also weder um ein Verfahren des Typs "ge�lterte Rükprojektion", nohum den Typ "Filterung nah Rükprojektion", sondern um ein Hybrid von beidem.Die Funktion e wird im weiteren Basisfunktion genannt. Dieser Begri� soll nun motiviertwerden. Wir betrahten eine diskrete Punktmenge fxigi � R3 und de�nieren ei := T xiemit der Translation T xie(x) = e(x � xi) und der Bedingung supp(ei) \ supp(ej) = ; füri 6= j. Dann kann man ef ausgewertet an den Punkten xi darstellen alsef(xi) = (f � e)(xi)= Z f(y)e(y � xi)dy= Z f(y)T xie(y)dy= Z f(y)ei(y)dy= hf; eii=: fi: (1.22)Die Rekonstruktion lässt sih shreiben alsef =Xi hf; eiiei =Xi fiei: (1.23)In diesem Sinn ist die Funktion e eine generierende Basisfunktion, d.h. das Rekonstruk-tionsergebnis wird von den Elementen feigi aufgespannt. Durh (1.22) und (1.23), wirddeutlih, dass e eine Interpolationseigenshaft hat.



36 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEDie Basisfunktion ist im einfahsten Fall eine Voxel-Basis (harakteristishe Funktion einesVoxels), welhe f durh Mittelung über ein Gebiet in Quaderform glättet. Weitere unter-suhte Basisfunktionen umfassen die 3D-Hut-Funktion (auh "Voxel-Interpolationsbasis"),die von ihrem Maximum 1 in der Mitte linear zu 0 am Rand abfällt, die harakteristisheFunktion einer Sphäre und eine sphärishe Gauÿ-Funktion.Verwendet man als Basisfunktion in der analytishen Beshreibung die Æ-Distribution, soergibt sih aufgrund ihrer Eigenshaften einer Inversionsformel, die der Rekonstruktiondes Typs "Filterung nah Rükprojektion" entspriht. Für eine solhe Rekonstruktion undInversion siehe [31℄ und [42℄.Notwendige Bedingung an die Basisfunktion ist, daÿ sowohl e, als auh De (in den prak-tishen Untersuhungen wird die divergente Röntgen-Transformation verwendet) analy-tish bekannt sein müssen. Dies führt zu den Berehnungen von Abshnitt 1.3.6.Die bisherige Verfahrensbeshreibung wurde unter der Voraussetzung vollständiger Datengemaht. Mit Hilfe des Lemmas 1.1.1 kann man die Daten der divergenten Röntgen-Transformation und der parallelen Röntgen-Transformation ineinander überführen. Des-halb gilt die Verfahrensbeshreibung auh für Df .Im realen Fall liegen jedoh (abgesehen von ganz speziellen Geometrieparametern) im-mer nihtvollständige Daten vor. Selbst wenn die Geometrie theoretish die Tuy�Kirillov�Bedingung erfüllt, so kann niht für jeden Punkt des Rekonstruktionsgebietes ein Shnitt-punkt der entsprehenden Ebene mit der Abtastkurve vorausgesetzt werden. Somit muÿman unter Verwendung einer realen Abtastgeometrie � das bisherige Verfahren approxi-mativ de�nieren. Es gilt e � e� = H �D��D�e:Statt jetzt die Approximation e� an e zu betrahten, wird ein Filterkern H� überH� = ( be(D��D�e)^ )_berehnet und es ergibt sihef = f � e = f � (H� �D��D�e)



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 37= H� � (f �D��D�e)= H� � (D��D�e � f)� H� � (D��(D�f �D�e)) =: ef�:Je näher � an vollständigen Daten liegt, umso besser ist die Approximation von ef� an ef(siehe Abshnitt 1.4.2).Der Vorteil liegt hier darin, daÿ, abgesehen von der Röntgen-Transformation der Ba-siselemente und der späteren erläuterten Regularisierung (siehe 1.3.3) keine analytisheVorberehnungen, die sonst stark von der Geometrie abhängen, in die Filterberehnungeingehen. Nahdem die Parameter des Verfahrens gewählt sind, erfolgt die Rekonstruktionohne weitere Vorbereitung, unabhängig von der verwendeten Geometrie.Bemerkung 1.3.1. Das GUF-Verfahren hat sih im Bezug auf die Parameterwahl alssehr robust herausgestellt: alle Rekonstruktionen mit synthetishen Daten wurden unterVerwendung der gleihen Regularisierungsparameter berehnet.Ermögliht wird dies dadurh, daÿ alle Geometrieabhängigkeiten diskret über die Bereh-nung der divergenten Röntgen-Transformation des Basiselementes, die auf dem Detektorberehnet wird, und deren Rükprojektion in den Voxel-Kubus, die mit der Geometrie derAusgangsdaten berehnet wird, eingehen. Man sieht somit direkt, daÿ es sih, um einegeometrieunabhängige Strategie der Filterentwiklung handelt.Nahfolgend noh einige Erläuterungen zur praktishen Durhführung.Hat man eine entsprehende Basis gewählt, so ist der Ablauf des GUF-Verfahrens folgender-maÿen. Die an einer bekannten Geometrieposition gewonnenen Daten D�f(a; �) des Detek-tors werden mit der divergenten Röntgen-Transformation des Basiselementes D�e(a; �),die analytish an exakt der gleihen Stelle berehnet wird, an der die Daten gewonnen wur-den, gefaltet. Diese modi�zierten Daten (D�f �D�e)(a; �) werden in einen Voxel-Kubus Vdrükprojiziert, die Daten D�e(a; �) zusätzlih in einen anderen, Ve. So verfährt man mitallen Rihtungen, so daÿ als Resultat die diskreten Versionen von (D��(D�f � D�e)) undD��D�e in Vd und Ve vorliegen.



38 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEDa die exakte Funktion e bekannt ist, läÿt sih der Faltungskern H gemäÿ Gleihung 1.21,direkt bestimmen, indem man in einen Voxel-Kubus Vex eine diskrete Auswertung derBasisfunktion e rendert und den Kern mit Vex und Ve berehnet.Der letzte Shritt der Rekonstruktion besteht jetzt in der Anwendung dieses Filters auf Vd.Die letztbeshriebenen Shritte werden aus E�zienzgründen niht über eine diskrete Fal-tung, sondern durh Anwendung des Faltungssatzes f � g = ( bfbg)_ berehnet. Hierbei wer-den gleihzeitig zwei Regularisierungen des Kerns durhgeführt. Eine Präzisierung dieserShritte �ndet man im nähsten Abshnitt.1.3.3 GUF-Verfahren und RegularisierungDas GUF-Verfahren stellt eine diskrete Rekonstruktionsmethode dar (in dem Sinn, daÿ derFilterprozeÿ keine Approximation an eine analytishe Formel, sondern eine Adaption andie diskret vorliegenden Rekonstruktionsparameter, welhe in diesem Abshnitt de�niertwerden, ist). Deshalb wird das Verfahren hier im konkreten Zusammenhang aller Rekon-struktionsparameter de�niert. Die Wahl der Parameter entspriht der im Musterkatalog3.1, so daÿ ein direkter Bezug zwishen Modell und Implementierung o�ensihtlih ist.In der folgenden Verfahrensbeshreibung werden Mengen und Abbildungen betrahtet.Die Mengen unterteilen sih in Detektoren und Voxel-Kuben. Für eine Rekonstruktionwerden eine Anzahl nproj Projektionen benötigt. Jede dieser Projektionen stellt in der Mo-dellierung einen Detektor dar. Dieser ist eine Einbettung einer rehtekigen Punktmengein den dreidimensionalen Raum, wobei die Lage und die Verkippung frei wählbar sind,was sih durh eine Einbettungsabbildung, die jedem Detektor eigen ist, ausdrükt. Zu-sätzlih enthält jeder Detektor den korrespondierenden Quellpunkt a, von dem aus dieStrahlen bei der Datengewinnung das Objekt durhdringen. Die Detektorwerte sind durheine Abbildung der Raumpunkte auf C dargestellt.Ein Voxel-Kubus ist eine quaderförmige Punktmenge als Teilmenge des R3 , deren Kantenstandardmäÿig parallel zu den Koordinatenahsen liegen und dessen Mitte sih mit demNullpunkt des Koordinatensystems dekt. Dieser Voxelkubus ist über die Parametrisierung



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 39jedoh frei im Raum drehbar.Die Abbildungen untersheiden basisfunktionsspezi�she Abbildungen, die Rükprojektion,Regularisierungen und die Fourier-Transformation. Erstere berehnen entweder die Punkt-auswertung der Basisfunktion für einen Voxelkubus oder die Röntgen-Transformation aufeinem Detektor. Die Rükprojektion bildet die Detektorwerte in einem Voxelkubus ab.Die Regularisierungen unterteilen sih in die Operatoren Hrmin;rmax; und E�. Der ersteshneidet durh ein radialsymmetrishes Fenster mit wählbarem Abklingverhalten, das überdie Exponentialfunktion modelliert wird, die hohen Frequenzen ab. Der zweite kontrolliertdie Division bei der Filterberehnung von H� (siehe 1.3.2), indem nur bei Werten übereinem Shwellwert � eine Division erfolgt. Dies ist notwendig, da das Spektrum von D��D�evon der Geometrie abhängt und gröÿere Bereihe betragsmäÿig fast Null sein können. Eineunregularisierte Division würde zu einer starken Gewihtung von Bereihen im Spektrumführen, die keine verwertbaren Informationen enthalten.Die Fouriertransformation wird für Detektoren und Voxelkuben de�niert.Nahdem im letzten Abshnitt der Ablauf des GUF-Verfahrens beshrieben wurde, stellt ersih bezüglih der verwendeten Mengen folgendermaÿen dar: Die Daten stehen als Detek-toren �i zur Verfügung. Diese werden unter Verwendung der Fouriertransformation F2 mitder auf dem Detektor De�(�i) berehneten Basisfunktion gefaltet und mittels der Rükpro-jektion B auf einen Voxelkubus Vi abgebildet. Die Vi werden aufsummiert und das Resultatmit Hilfe der Fouriertransformation F3 mit dem Voxelkubus M , der die Filtermatrix ent-hält, gefaltet. Den Voxelkubus M erhält man durh Rükprojektion und Summation dershon verwendeten Detektoren De�(�i) in einen Voxelkubus Ve. Dieser bildet den Divisorin der regularisierten Division E�, wobei als Dividend die Auswertung der Basisfunktione� in einem Voxelkubus Vex dient. Man erhält nun M dadurh, dass man auf das Resultatder letzten Operation den Regularisierungsoperator H anwendet, der die hohen Frequenzendämpft.



40 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEZunähst also zur De�nition der Mengen:Mathematishes Modell des DetektorsEin Detektor ist ein Tupel � := f�; i�; j�; a; �; �g, wobei� � = �(�nx;�ny) � N2 eine Punktmenge in N2 mit �nx��ny Punkten ist,� i� : �! R3 , i� = i�(dD; ��; ��; Æx; Æy) eine Einbettung in den R3 vermögei� : f0; : : : ;�nx � 1g � f0; : : : ;�ny � 1g ! R3(x; y) 7! P� := (x; y; z) = U��;��(dD; Æx(x� �nx2 )=�nx; Æy(y � �ny2 )=�ny))mit der Drehmatrix U��;�� darstellt,� j� : R3 ! C die Detektorwerte sind,� a den Quellpunkt darstellt,� !(�; �) die Rihtung Quellpunkt-Detektorzentrum in sphärishen Koordina-ten darstellt.Die Bedeutung der restlihen Parameter ist wie folgt:� �nx;�ny Anzahl Detektorelemente� Æx; Æy Grösse eines Detektorelementes� dD Distanz Isozentrum des Untersuhungsobjektes zum Zentrum des Detek-tors� !(��; ��) Rihtung senkreht zum DetektorAus dem Quellpunkt berehnet sih in der praktishen Untersuhung der impliziteParameter dR, die Distanz von a zum Isozentrum des Untersuhungsobjektes.Wird auf einen Punkt Q mit j�(Q) zugegri�en, für den i�1� (Q) =2 �, so seien seineWerte innerhalb des Detektorgebietes bilinear interpoliert, ausserhalb gleih Null.



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 41Mathematishes Modell des Voxel-KubusEin Voxel-Kubus ist ein Tupel V := fV; iV ; jV ; e�; e�g, wobei� V = V (Vnx; Vny; Vnz) � N3 eine Punktmenge in N3 mit Vnx � Vny � VnzPunkten ist,� iV : V ! R3 , iV = iV (dD; e�; e�; Vx; Vy; Vz) eine Einbettung in den R3 vermögeiV : f0 : : : Vnx � 1g � f0 : : : Vny � 1g � f0 : : : Vnz � 1g ! R3(x; y; z) 7! PV := (vx; vy; vz)= Ue�;e�(Vx(x� Vnx2 )=Vnx; Vy(y � Vny2 )=Vny; Vz(z � Vnz2 )=Vnz)))mit der Drehmatrix Ue�;e� darstellt,� jV : R3 ! C die Voxelwerte sind,� !(e�; e�) die Rihtung des Voxelkubus im Raum ist.Die Transformation Ue�;e� dreht die Standardrihtung des Voxel-Kubus, die dere3-Ahse entspriht, auf !(e�v; e�v) in sphärishen Koordinaten.Aus notationstehnishen Gründen gilt jV (iV (V )) = fjV (iV (R)); R 2 V g.Der Menge V zusammen mit iV stellt die Diskretisierung des Rekonstruktionsge-bietes 
n dar.



42 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEDie Abbildungen sind de�niert als:Geometrie � : 0 : : : nproj � 1 ! R3i 7! aiDie Geometrie entspriht einem Weg im R3 bei der der Projektionsnummer ieindeutig eine Position ai, die durh die Datengewinnung vorgeshrieben ist, im R3zugewiesen wird. Die Gesamtanzahl Projektionen ist nproj Siehe dazu Abshnitt1.4.2.RükprojektionEs ist B : � ! Vf�; i�; j�; a; �; �g 7! fV; iV ; jB; e�; e�gmit jB(iV (P ))) = j��a + (dR + dD) iV (P )� ajjiV (P )� ajj�die Rükprojektion einer Detektormatrix� in einen Voxelkubus V. Jedem PunktP des Voxel-Kubus wird dabei ein Wert auf dem Detektor zugewiesen, der sihaus der Shnittgeraden durh iV (P ) und a mit dem Detektor ergibt.Basisfunktion e� 2 C10 (
n) : s 7! e�(s)Basisfunktion der Grösse � > 0, d.h. entweder supp(b) = B�2 (0) oder supp(b) =[��2 ; : : : ; �2 ℄3, siehe Abshnitt 1.3.6. Der Parameter � wird aus notationstehni-shen Gründen im folgenden ausgelassen, wenn er niht benötigt wird. Weiterhinsei e(V) die Basisfunktion auf einem gesamten Voxel-Kubus:e(V) = V(V; iV ; e; e�; e�):



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 43Divergente Röntgen-Transformation der BasisfunktionEs sei De : (a; s) 2 �� S2 ! RDe(a; s) = Z(g:x=a+ts)\suppe e(r)drdie divergente Röntgen-Transformation für eine Rihtung s und einen Quell-punkt a bezüglih der Basisfunktion e.Weiterhin seiDe : � 7! �De(�) = f�; i�; jD; a; �; �gmit jD : i�(P ) 7! De(a; s); s = i�(P )� ajji�(P )� ajj ; P 2 �die divergente Röntgen-Transformation für einen kompletten Detektor �, d.h.Integrale über alle Strahlen, die ausgehend vom Quellpunkt a ein Detektorelementtre�en und den Träger der Basisfunktion shneiden.Geometrieregularisierung E� : V�V! V (1.24)(V1 := fV; iV ; jV 1; e�; e�g;V2 := fV; iV ; jV 2; e�; e�g) 7! V3 := fV; iV ; j�;V ; e�; e�g)mit j�;V (iV (P )) := 8<: jV 1(iV (P ))=jV 2(iV (P )) für j(jV 2(iV (P ))j � �0 sonstMit E� wird im Filter der Ein�uss der Geometrie regularisiert, denn bei der Fil-terberehnung werden gerade die Stellen, welhe keine Informationen enthalten,stark gewihtet, was zusätzlihe Artefakte einführt. Dem wird mit Hilfe dieser Re-gularisierung entgegengewirkt. Der Parameter � de�niert dabei den Shwellwert.In V1, V2 und V3 stimmen V , iV , e� und e� überein.



44 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEFrequenzregularisierungHrmin;rmax; : V ! VV = fV; iV ; jV ; e�; e�g 7! Hrmin;rmax;(V) := fV; iV ; jh;V ; e�; e�gwobei jh;V (iV (P )) := exp(�(t � H(t))2)jV (iV (P ))mit t := (jjiV (P )jj � rmin)rmax � rminDie Funktion H dämpft die hohen Frequenz mittels eines radialsymmetrishenGauss-Fensters mit frei de�nierbarer Breite (von rmin bis rmax) und der Stärkedes Abklingverhaltens . Die Funktion H stellt die Heavyside-Funktion dar.Fourier-TransformationenDie 2-dimensionale Fouriertransformation F2 auf dem Detektor � ist de�niert alsF2 :� ! �f�; i�; j�; a; �; �g 7! f�; i�; jF;�; a; �; �gmit jF;�(i�(i1; i2)) = �nx�1Xj1=0 �ny�1Xj2=0 j�(i�(j1; j2))!�i1j11 !�i2j22wobei !1 = e2�{=�nx und !2 = e2�{=�ny .Die inverse Fourier-Transformation wird mit F�12 bezeihnet und berehnet sihals F�12 : � ! �f�; i�; j�; a; �; �g 7! f�; i�; j�F;�; a; �; �gmit j�F;�(i�(i1; i2)) = 1�nx�ny �nx�1Xj1=0 �ny�1Xj2=0 j�(i�(j1; j2))!i1j11 !i2j22Die 3-dimensionale Fourier-Transformation F3 und ihre Inverse F�13 sind analogde�niert und operieren lediglih auf einem Voxelkubus V statt einem Detektor�.



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 45Mit diesen Operatoren de�niert sih das GUF -Verfahren alsV = F�13 (MF3(Xi B(F�12 (F2(�i)F2(De�(�i)))mit M = Hrmin;rmax;(E�(F3(b�); F3(Xi B(De�(�i)))))bezüglih der Daten {�i} und den Regularisierungsparametern �; rmin; rmax; ; �.Von den Regularisierungsparametern ist nur � vor der Rükprojektion, die den zeitauf-wendigsten Shritt der Rekonstruktion darstellt, zu wählen. Das optimale � kann gut ab-geshätzt werden, denn es stellt die Grösse der Basisfunktion dar und ist nur von derDetektor- und Voxeldiskretisierung abhängig, die vorher bekannt sind. Die anderen Pa-rameter, die den Filterungsprozess steuern, können nahträglih variiert werden, um dasRekonstruktionsergebnis zu optimieren. Dieser Shritt ist niht zeitaufwendig und liegt beigeshikter Programmierung im Sekundenbereih.Bemerkung 1.3.2. Die diskrete Formulierung des GUF-Verfahrens maht deutlih, dasseine geshikte Implementierung unbedingt erforderlih ist. Das Klassenframework TORNE(Kapitel 2) wurde u.a. gesha�en, um dieser Notwendigkeit gereht zu werden.
1.3.4 Voruntersuhung: der 2D-FallDas Verfahren wurde an Rekonstruktionen der Dimension n = 2 getestet. Der prinzipi-elle Vorgehensweise ist exakt die gleihe. Hier ist der Vorteil, dass bei einer Beshrän-kung auf parallele Geometrie, wie es der Fall war, vershiedene Symmetrieeigenshaftender Basiselemente e ausgenutzt werden konnten, die bei der analytishen Berehnung derRöntgen-Transformation von Vorteil sind. Siehe dazu und dem verwendeten Phantom[42℄.



46 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE1.3.5 Basisfunktionen im 2D-FallDie Basisfunktionen, die im 2D-Fall eingesetzt wurden, sind Funktionen, deren Träger einfa-he 2-dimensionale Objekte sind. Notwendige Voraussetzung ist hierbei, dass die Röntgen-oder Radon-Transformation (welhe sih in 2D nur durh ihre Parametrisierung unter-sheiden) analytish berehnet werden kann. Durh die Parametrisierung der Transforma-tion über Winkel und Abstand ist im Allgemeinen die Berehnung einfaher als im 3D-Fallund es können Symmetrieeigenshaften ausgenutzt werden.Bezüglih der Notation wird dieRadon-TransformationR(�; s)mitR(!(�); s) identi�ziert.1.3.5.1 Charakteristishe Funktion des KreisesDie Basisfunktion ist e(x) := 8<: 1 : x 2 B2R(0) � R20 : sonst ;wobei R = �=2 der Radius ist.Ihre Radon-Transformation ist einfah zu berehnen, da die Basisfunktion radialsymme-trish ist und somit die Rihtung keine Rolle spielt:Re(�; s) := 8<: 2pR2 � s2 : jsj � R0 : sonst1.3.5.2 Charakteristishe Funktion des QuadratesDiese Basisfunktion hat die Gestalte(x) := 8<: 1 : x 2 Q2(0) := fy 2 R2 j jjyjj1 � 1g0 : sonst ;Um dieses Element auf die Grösse d = �=2 zu dilatieren, wird die Dilatationsinvarianz derRadon-Transformation ausgenutzt.Bei der Berehnung der Radon-Transformation kann man die SymmetrieRe(�; s) = Re(� + t�2 ; jsj); t 2 Z
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Re(�; s) = �(1� y1)� 12�(1 + y21) + s(12y1 � 1) + 12(s� + y1�) + 12s+ 13(y21(� + 12s)� s�)�2(s > �s� + �) ^ (s > s�) ^ (y1 � 0) :Re(�; s) = �(1� y1)� 12�(1� y21) + s(12y1 � 1) + 12(s� + y1�) + 12s� (y21(�+ 12 s)+s�)3�2(s > �s� + �) ^ (s � s�) ^ (y1 < 0) :Re(�; s) = �(1� y1)� 12�(1 + y21) + s(1� y0 + 12y1) + 12(y1� � s�) + s�+y20s+y21(�+ 12 s)3 � s2�2(s > �s� + �) ^ (s � s�) ^ (y1 � 0) :Re(�; s) = �(1� y1)� 12�(1� y21) + s(1� y0 + 12y1) + 12(y1� � s�) + (s�+y20s�y21(�+ 12 s))3 � s2�2(s � �s� + �) ^ (s > s�) :Re(�; s) = 2� � � � 2s+ s�2(s � �s� + �) ^ (s � s�) :Re(�; s) = 2� � � � s� � s2s� + 2s�+sy203�2



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 511.3.6 Basisfunktionen im 3D-FallWie im 2D-Fall ist die Basisfunktion e gekennzeihnet durh ihre geometrishe Form, denTräger, und die Funktion, die auf dem Träger lebt. Parametrisiert man den Röntgenstrahlals x = a+ ts mit Quellpunkt a = (ax; ay; az)T und Rihtungsvektor s = (sx; sy; sz)T , s 2S2, so besteht die prinzipielle Vorgehensweise darin, die beiden Shnittpunkte s0 = a+ t0sund s1 = a+ t1s zu �nden und das IntegralDe(a; s) = Z s1s0 e(x)dx = Z t1t0 e(a+ ts)dtzu bestimmen.1.3.6.1 Charakteristishe Funktion der KugelDie Basisfunktion ist hier bei gegebenem Radius R = �=2e(x) := �BR(0)(x) = 8<: 1 : x 2 B3R(0)0 : sonstDie Shnittpunkte berehnen sih alst0 = R2� < a; a > + < a; s >2 � < a; s >= R2 � a2x � a2y � a2z + (axsx + aysy + azsz)2 � (axsx + aysy + azsz)t1 = �R2+ < a; a > � < a; s >2 � < a; s >= �R2 + a2x + a2y + a2z � (axsx + aysy + azsz)2 � (axsx + aysy + azsz)Die Röntgen-Transformation istDe(a; s) = Z t1t0 e(a+ ts) dt = t1 � t0



52 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE1.3.6.2 Charakteristishe Funktion des WürfelsSei die Basisfunktion ein Würfel um den Nullpunkt mit Abstand d, also Kantenlänge2d = �: e(x) := 8<: 1 : x 2 Q3d(0) := fy 2 R3 j jjyjj1 � dg0 : sonstMan erhält die Shnittpunkte dadurh, dass man die sehs Seiten zu Ebenen im Raumfortsetzt, deren Shnittpunkte mit dem Röntgenstrahl berehnet und ihre Lage innerhalbder Würfelgrenzen veri�ziert. Der Röntgenstrahl sei wie in 1.3.6 parametrisiert.Seien E0 bis E5 die Würfelebenen, parametrisiert durh die NormalformEl : xTnl � dl = 0; l = 1::6mit den Normalenvektoren gleih den Einheitsvektorenni = ei; ni+3 = ei; i = 1; 2; 3;und den Abständen di = d; di+3 = �d; i = 1; 2; 3:Die Ebenenshnittpunkte erhält man alsti = dl � [a℄i[s℄i :Die Punkte t0 und t1 sind dann diejenigen, für die jtij = d gilt. Es sei t0 < t1.Die Röntgen-Transformation ist wiederumDe(a; s) = Z t1t0 e(a+ ts) dt = t1 � t01.3.6.3 Radiale Gauss-Basis in 3DMit dem Parameter d für das Mass des Abklingens ist die Basisfunktion hiere(x) := 8<: exp(�dhx; xi) : x 2 B3R(0)0 : sonst



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 53Sind die Shnittpunkte wie in Abshnitt 1.3.6.1 berehnet und über t0 und t1 parametrisiert,so erhält manDe(a; s) = Z t1t0 e�d(<a+ts;a+ts>)dt= Z t1t0 e�d((ax+tsx)2+(ay+tsy)2+(az+tsz)2)dt= Z t1t0 e�d(t2+(2 ax sx+2 ay sy+2 az sz ) t+ax 2+ay2+az 2)dt= p�2pd e(d (�az 2�ax 2�ay2+ax 2 sx 2+2 ax sx ay sy+2 ax sx az sz+ay2 sy2+2 ay sy az sz+az 2 sz 2))(erf(pd (t1 + ax sx + ay sy + az sz ))� erf(pd (t0 + ax sx + ay sy + az sz )))mit erf(x) = 2p� Z x0 e�t2dtDie Error-Funktion erf wird, da sie ein Spezialfall der unvollständigen Gamma-Funktionist, wie letztere über die Auswertung einer Reihendarstellung implementiert. Es gilt derZusammenhang erf(x) = P (12 ; x2)mit P (t; x) = (t; x)�(t) = �(t)�1 Z x0 st�1e�sdswobei �(z) = Z 10 tz�1e�tdtist.1.3.6.4 Pyramidale Voxel-BasisBasisfunktion ist hiere(x) := 8<: Q2i=0(1� jxij) : x = (x0; x1; x2) 2 Q31(0)0 : sonstDie Berehnung der Shnittpunkte erfolgt analog zu Abshnitt 1.3.6.2. Die Grösse des Ba-siselements wird über die Dilatationsinvarianz der Röntgen-Transformation variiert oder



54 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEdadurh, dass man die Shnittgerade auf ein Koordinatensystem umskaliert, in dem dasBasiselement die Grösse 1 besitzt. Die Auswertung des Integrals gestaltet sih hier jedohetwas komplexer, da der Integrand mehrere Betrags-Funktionen enthält. Die geshlosseneForm ergibt sih alsDe(a; s) = Z t1t0 e(a+ ts) dt= Z t1t0 (1� jax + tsxj)(1� jay + tsyj)(1� jaz + tszj)dt= 14 t04 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) sx sy sz� 14 t14 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) sx sy sz+ 13 t03 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) ax sy sz+ 13 t03 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) sx ay sz+ 13 t03 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) sx sy az� 13 t13 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) ax sy sz� 13 t13 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) sx ay sz� 13 t13 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) sx sy az� 13 t03 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sx sy� 13 t03 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sz + az ) sx sz� 13 t03 sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) sy sz+ 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) ax ay sz+ 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) ax sy az+ 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) sx ay az+ 13 t13 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sy sz+ 13 t13 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sx + ax ) sx sy



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 55+ 13 t13 sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax) sx sz� 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) ax ay sz� 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) ax sy az� 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) sx ay az� 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) ax sy� 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sx ay� 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sz + az ) ax sz� 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sz + az ) sx az� 12 t02 sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) ay sz� 12 t02 sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) sy az+ t0 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) ax ay az+ 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) ay sz+ 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sy az+ 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sx + ax ) ax sy+ 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sx + ax ) sx ay+ 12 t12 sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax) ax sz+ 12 t12 sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax) sx az� t1 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax) ax ay az+ 12 t02 sgn(t0 sx + ax ) sx + 12 t02 sgn(t0 sy + ay) sy+ 12 t02 sgn(t0 sz + az ) sz � t0 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sy + ay) ax ay� t0 sgn(t0 sx + ax ) sgn(t0 sz + az ) ax az� t0 sgn(t0 sy + ay) sgn(t0 sz + az ) ay az � 12 t12 sgn(t1 sy + ay) sy� 12 t12 sgn(t1 sz + az ) sz � 12 t12 sgn(t1 sx + ax ) sx



56 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE+ t1 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sz + az ) ay az+ t1 sgn(t1 sy + ay) sgn(t1 sx + ax ) ax ay+ t1 sgn(t1 sz + az ) sgn(t1 sx + ax ) ax az + t0 sgn(t0 sx + ax ) ax+ t0 sgn(t0 sy + ay) ay + t0 sgn(t0 sz + az ) az� t1 sgn(t1 sy + ay) ay � t1 sgn(t1 sz + az ) az� t1 sgn(t1 sx + ax ) ax � t0 + t1mit der De�nition sgn(x) := 8>>><>>>: �1 : x < 0;0 : x = 0;1 : x > 0: (1.25)Diese Darstellung des Integrals ist theoretish leiht zu implementieren, hat aber den Nah-teil, dass immer alle Formelteile ausgewertet werden. Ausserdem ist aufgrund numerisherUngenauigkeiten in der Funktion 1.25 x = 0, jxj < EPS zu betrahten, was zu Fehlernin der Berehnung führen kann.Aus diesen Gründen ist die Darstellung mittels Falluntersheidung besser geeignet. Kürztman die Vorzeihen (Signa) der einzelnen Ausdrüke des Integranden entsprehend ab, soergibt sihSigna [+ + +℄:Z t1t0 (1 + ax + sx t) (1 + ay + sy t) (1 + az + sz t)dt =14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 (((1 + ax ) sy + sx (1 + ay)) sz + sx sy (1 + az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 ((1 + ax ) (1 + ay) sz + ((1 + ax ) sy + sx (1 + ay)) (1 + az )) (t1 2 � t0 2)+ (1 + ax ) (1 + ay) (1 + az ) (t1 � t0 )Signa [+ +�℄:Z t1t0 (1 + ax + sx t) (1 + ay + sy t) (1� az � sz t)dt =� 14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 (�((1 + ax ) sy + sx (1 + ay)) sz + sx sy (1� az )) (t1 3 � t0 3)



1.3. DAS GUF-VERFAHREN 57+ 12 (�(1 + ax ) (1 + ay) sz + ((1 + ax ) sy + sx (1 + ay)) (1� az )) (t1 2 � t0 2)+ (1 + ax) (1 + ay) (1� az ) (t1 � t0 )Signa [+�+℄:Z t1t0 (1 + ax + sx t) (1� ay � sy t) (1 + az + sz t)dt =� 14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 ((�(1 + ax ) sy + sx (1� ay)) sz � sx sy (1 + az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 ((1 + ax ) (1� ay) sz + (�(1 + ax ) sy + sx (1� ay)) (1 + az )) (t1 2 � t0 2)+ (1 + ax ) (1� ay) (1 + az ) (t1 � t0 )Signa [+��℄:Z t1t0 (1 + ax + sx t) (1� ay � sy t) (1� az � sz t)dt =14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 (�(�(1 + ax ) sy + sx (1� ay)) sz � sx sy (1� az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 (�(1 + ax ) (1� ay) sz + (�(1 + ax ) sy + sx (1� ay)) (1� az )) (t1 2 � t0 2)+ (1 + ax ) (1� ay) (1� az ) (t1 � t0 )Signa [� ++℄:Z t1t0 (1� ax � sx t) (1 + ay + sy t) (1 + az + sz t)dt =� 14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 (((1� ax) sy � sx (1 + ay)) sz � sx sy (1 + az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 ((1� ax) (1 + ay) sz + ((1� ax ) sy � sx (1 + ay)) (1 + az )) (t1 2 � t0 2)+ (1� ax ) (1 + ay) (1 + az ) (t1 � t0 )Signa [� +�℄:Z t1t0 (1� ax � sx t) (1 + ay + sy t) (1� az � sz t)dt =14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 (�((1� ax) sy � sx (1 + ay)) sz � sx sy (1� az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 (�(1� ax ) (1 + ay) sz + ((1� ax ) sy � sx (1 + ay)) (1� az )) (t1 2 � t0 2)+ (1� ax ) (1 + ay) (1� az ) (t1 � t0 )



58 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIESigna [�� +℄:Z t1t0 (1� ax � sx t) (1� ay � sy t) (1 + az + sz t)dt =14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 ((�(1� ax ) sy � sx (1� ay)) sz + sx sy (1 + az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 ((1� ax ) (1� ay) sz + (�(1� ax ) sy � sx (1� ay)) (1 + az )) (t1 2 � t0 2)+ (1� ax ) (1� ay) (1 + az ) (t1 � t0 )Signa [���℄:Z t1t0 (1� ax � sx t) (1� ay � sy t) (1� az � sz t)dt =� 14 sx sy sz (t1 4 � t0 4) + 13 (�(�(1� ax ) sy � sx (1� ay)) sz + sx sy (1� az )) (t1 3 � t0 3)+ 12 (�(1� ax ) (1� ay) sz + (�(1� ax ) sy � sx (1� ay)) (1� az )) (t1 2 � t0 2)+ (1� ax ) (1� ay) (1� az ) (t1 � t0 )Hier muss allerdings beahtet werden, dass sih das Vorzeihen auf dem Integrationswegändern kann, so dass ausser der reinen Berehnung der Shnittpunkte für jede Basisele-mentauswertung die Gleihung a + t � s = 0komponentenweise gelöst und die Integrationsgrenzen entsprehend gewählt werden müs-sen.Bemerkung 1.3.3. Es hat sih in der Praxis gezeigt, dass die numerishe Berehnung trotzFalluntersheidung mit einer relativ hohen EPS-Shranke (oder �-Shranke) durhgeführtwerden muss, da die Vorzeihen bei kleinen Werten aufgrund der Rehengenauigkeit zumOszillieren neigen. In der Implementierung in TORNE wurde EPS = 10�8 gewählt, wasbezüglih der Rekonstruktionsgüte kein Problem darstellt.



1.4. REKONSTRUKTIONEN 591.4 Rekonstruktionen
1.4.1 Voruntersuhung: Der 2D-FallDie Voruntersuhungen im 2D-Fall wurden aus Praktikabilitätsgründen durhgeführt. Eswurde hier die einfahste Strahlanordnung, die parallele verwendet, und als Phantom dassogenannte MPH-Phantom (siehe [42℄). Als Testgeometrien wurde die Standardanordnung,also ein Vollkreis um das Objekt, gewählt, um die Wirkungsweise der vershiedenen Ba-siselemente im optimalen Fall zu testen.Die Ergebnisse sind den Abbildungen 1.10 bis 1.13 zu entnehmen. Aus diesen ist ersihtlih,dass die Güte der Rekonstruktionen bei den Basisfunktionen mit quadratishem Trägerdeutlih besser sind. Diese sind auh gegenüber Grössenveränderungen des Trägers sta-biler, d.h. das Intervall der Trägergrösse, in dem die Rekonstruktion visuell akzeptabelist, ist grösser. Dies liegt u.a. daran, dass Funktionen mit quadratishem Träger für dieBildshirmdarstellung, die über Pixel geshieht, besser geeignet sind.
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500Abbildung 1.12: Rekonstruktion mit har. Funktion des Quadrates1.4.2 Der 3D-FallIn den nahfolgenden Rekonstruktionsbeispielen wird die Geometrie immer als Weg � :[0; 1℄ ! R3 betrahtet. In den meisten Fällen gilt � : [0; 1℄ ! dRS2, der Weg liegt alsTeilmenge dilatierter Standardrihtungen vor. Für die Parametrisierung von S2 gilt wie
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K1;2 : (�; �) 7! 0BBB� sin(�) os(�)sin(�) sin(�)os(�) 1CCCAZylinderkoordinaten werden parametrisiert durhK3 : [0; 2�℄� [�1; 1℄! R3

K3 : (�; z) 7! 0BBB� os(�)sin(�)zhz 1CCCAmit der Zylinderhöhe hz2 .



62 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIEDas verwendete Phantom ist in Abbildung 1.14 exakt dargestellt. Es entspriht einem, inmodi�zierter Form weit verbreiteten Standardphantom, das eine Betrahtung von Au�ö-sung und Dihtesprüngen ermögliht. Zu den Details der Ellipsoide siehe Anhang A. DieNummerierung bezieht sih auf den Anhang.Der Aufbau dieses Phantoms ist wie folgt: die Hauptuntersuhungsebene ist die x/y-Ebene,wo die Ellipsoide so angeordnet sind, daÿ ihre Mittelpunkte auf drei konzentrishen Kreisenliegen. Der äuÿere Kreis (Nr. 9-16) umfaÿt aht Ellipsoide, von den jeweils die Hälftenah unten und nah oben mit inkrementeller Betragsdi�erenz vom Durhshnittswert derUmgebung abweihen. Dies ermögliht eine Au�ösungsuntersuhung von Dihtesprüngen.Der mittlere Ring (Nr. 17-33) enthält Ellipsoide mit abnehmender Gröÿe und konstantemDihteuntershied, welhe eine Untersuhung der Gröÿenau�ösung ermöglihen.Der innere Ring (Nr. 34-40) enthält Ellipsoide mit Dämpfungskoe�zienten realer Materia-lien (Dentin, Zahnshmelz, Knohen, Luft, et.), wobei das dihteste, Dentin, durh seinenhohen Funktionswert in der Rekonstruktion gleihzeitig zur Untersuhung von Artefaktendienen kann.Die Ellipsoide Nr. 1-7 liegen auf der z-Ahse zentriert, um die Rekonstruktion der y/z-bzw. x/z-Ebene zu untersuhen.Die Umgebung wird über Ellipsoid Nr. 8 parametrisiert und hat den Dämpfungskoe�zi-enten 1.Die untersuhten Geometrien an sih sind teilweise praxisrelevant (Orthogonale Kreise,Spirale, Cone-Beam), teilweise haben sie den Charakter eines Benhmarktests (Sinusoid,sphärishe Spirale), um die Geometrieunabhängigkeit des Verfahrens zu testen.Als Geometrieparameter wurden meistens folgende Kennzahlen verwendet:� dR = dD = 11� �nx = �ny = 771� Vnx = Vny = Vnz = 200� Nproj = 720
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Abbildung 1.14: Das verwendete Phantom� Voxel-Kubus-Gröÿe: 10, Detektorgröÿe: 15� Basisfunktion: pyramidale Voxel-Basis, Basisgröÿe � = 0:2Untershiede liegen nur bei der Rekonstruktion realer Daten vor, bei denen das Gesamt-system skaliert wurde, und bei der Tomosynthese, bei der die dR = 55 gewählt wurde.



64 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE1.4.2.1 Approximation an vollständige Daten"Monte-Carlo"-GeometrieDie "Monte-Carlo"-Geometrie (siehe Abbildung 1.4.2.1) stellt als einzige, hier betrahtete,eine Approximation an vollständige Daten dar. Es wird zufällig ein � 2 [0; 2�℄ und � 2[0; �℄ gewählt und � : (�; �) 7! K2(�; �). Für nproj ! 1 approximiert diese Geometrievollständige Daten. Da der Weg als solher niht parametrisierbar ist, kann hier bezüglihder Formel (1.17) weder eine analytishe Aussage über n(�) noh über a0 getro�en werden.
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Abbildung 1.15: Monte-Carlo-GeometrieDie Rekonstruktion mit dieser Geometrie (Abb. 1.16) liefert gute Resultate. Die leihtenArtefakte in der Nähe der z = 0-Shiht rühren von einer Punkteverteilung her, die dieseEbene niht gewihtet. Wie sih auh bei anderen Geometrien zeigen wird, ist die Anzahlder Quellpunkte in der x/y-Ebene entsheidend für deren Au�ösung. Man kann die Güteder Rekonstruktionen bei der Monte-Carlo-Geometrie durh reines Erhöhen der Projekti-onsanzahl problemlos steigern.
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Abbildung 1.16: Rekonstruktion für die Monte-Carlo-Geometrie



66 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE1.4.2.2 Tuy-Kirillov-GeometrienEin De�nition von Tuy�Kirillov�Kurven wurde shon in De�nition 1.2.1 gegeben. Wirwollen nun eine alternative Charakterisierung dieser Kurven de�nieren. Wir beginnen mitKurven, die auf der Kugelober�ähe �BR(0) liegen. O.B.d.A. sei die 0 das Zentrum.Sei also � : [0; 1℄ 7! �BR(0) � R3 ein stetiger Weg im R3 . Wir betrahten nun das, imBezug auf sein Volumen, grösste Kugelsegment s von BR(0), das � niht shneidet, bzw.die entsprehende Halbkugel, falls das Segment grösser als diese ist. Das Segment s wirddurh den Shnitt von BR(0) mit einer Ebene E erzeugt. Diese Ebene de�nieren wir alsE : x � � � d = 0, d.h. sie hat den Abstand d < R vom Mittelpunkt. Dann gilt:Lemma 1.4.1. Mit den obigen Bezeihnungen ist eine Kurve � genau dann eine Tuy�Kirillov�Kurve bezüglih des Rekonstruktionsgebietes 
r := Br(0), wenn für den Radiusr gilt: r < d < R mit 0 � d < R. Liegt � niht auf einer Kugelober�ähe, so wähle manfür die Charakterisierung BR(0) mit R = diam(�), also eine Kugel mit dem Radius der amweitesten entfernten Punkte. Mit dieser gilt dann obige Charakterisierung.Siehe dazu Diagramm 1.17. Der Beweis ist aus geometrishen Gründen o�ensihtlih.Mit Hilfe dieses Lemmas lässt sih für jede Kurve das maximale Rekonstruktionsgebietangeben, in dem eine exakte Inversion möglih ist.

Abbildung 1.17: Tuy-Kirillov-CharakterisierungBeispiel 1.4.1. Wählt man als Rekonstruktionsgebiet B1(0), so erfüllt die Standard-Anordnung zweier orthogonaler Kreise aus 1.4.2.2 die Bedingung 1.4.1 genau dann, wenn



1.4. REKONSTRUKTIONEN 67die Kreise auf BR(0) mit R > p2 liegen.Die folgenden Geometrien erfüllen alle die Tuy�Kirillov�Bedingung laut Lemma 1.4.1bezüglih der gewählten Rekonstruktionsparameter und ermöglihen somit theoretish, d.h.bei unendlih vielen Daten, eine exakte Inversion.Orthogonale KreiseDiese Geometrie ist die Standardanordnung für die Tuy�Kirillov�-Bedingung. Der Wegsei über � = �1 [ �2�1(t) := dRK1(�=2; �t)�2(t) := dRK1(2�t; ��)parametrisiert. Dabei kann �� 2 [0; �℄ frei gewählt werden, ohne die Orthogonalitätsbedin-gung zu verletzen. In den Rekonstruktionen wurde �� = 0 gesetzt.
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Abbildung 1.18: TK-Kreis-GeometrieDie Rekonstruktion (Abb. 1.19) liefert sehr gute Resultate, da die Punkte in � in Hinsihtauf Lage im Raum und Verteilung auf dem Weg optimal gewählt sind.
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Abbildung 1.19: Rekonstruktion für die Tuy�Kirillov�Kreis�Geometrie



1.4. REKONSTRUKTIONEN 69SinusoidDiese Anordnung ist die Projektion zweier oder mehrerer Sinus-Shwingungen auf eineKugelober�ähe, wobei die Endpunkte der Shwingungen auf den Polen der Kugel liegen.Stellt p (p gerade) die Anzahl der Shwingungen dar, so ergibt sih� = p=2[i=1(�d;i [ �u;i)�d;i(t) := K2(�(t); �(t; i))mit �(t) = t�; �(t; i) = i�1(�(sin(2�) + 1) + 2�t)bzw. �u;i(t) := K2(�(t); �(t; i))mit �(t) = (1� t)�; �(t; i) = i�1(�(sin(2�) + 1) + 2�t):Die Indizes d und u weisen dabei auf die Rihtungen der Shwingung "down" und "up"hin.Diese Geometrie liefert gute Rekonstruktionen (siehe Abb. 1.21). Artefakte liegen im Aus-senraum und in der Form des Umgebungsellipsoids vor. Grund für beides ist die Lage derPunkte: sie deken das Rekonstruktionsgebiet abgesehen von den etwas grösseren Lüken,wo der Abstand der Sinusshwingungen maximal ist, relativ gut ab und die Punkte sindeinigermassen gleihverteilt auf der Abtastkurve. Überrashend ist die Güte der Rekon-struktion in der x/y-Ebene, in der sih relativ wenige Abtastpunkte be�nden, was jedohdurh die groÿe Anzahl Quellpunkte am Shnittpunkt der Sinus-Shwingungen erklärbarist, die dort einen Ausshnitt zweier orthogonaler Kreise approximieren (siehe dazu auhdie Analyse der Spiral-Geometrie).Verbessern kann man die Rekonstruktionen, indem man die Anzahl der Shwingungen undProjektionen erhöht.
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Abbildung 1.20: Sinusoid-Geometrie

Abbildung 1.21: Rekonstruktion für die Sinusoid�Geometrie
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Abbildung 1.22: Sphärishe-Spiral-GeometrieSphärishe SpiraleIm Gegensatz zur Standardspiralgeometrie (siehe unten), deren Abtastpunkte sih auf demMantel eines Zylinders be�nden, liegen hier die Punkte auf einer Kugelober�ähe verteilt.Ist die Anzahl der Umläufe mit p gekennzeihnet, so liegen die Punkte auf dem Weg�(t) := K2(�(t); �(t))mit �(t) = 2pt��(t) = t�Die Güte der Rekonstruktionen ist hier niht so hoh wie bei den bisher betrahtetenGeometrien. Grund dafür ist einerseits, dass gerade im interessanten Raum in der Nähe derz = 0-Shiht relativ wenige Projektionen verteilt sind und aufgrund der Diskretisierung
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Abbildung 1.23: Rekonstruktion für die sphärishe Spiral-Geometrieviele Quellpunkte in der Nähe von zmax und zmin liegen. Dieses Ungleihgewiht drüktsih auh in der Form des Umgebungsellipsoids aus, das in x/z und y/z-Rihtung deformiertist. Die Hauptauswirkung der Artefakte drükt sih in einer geringeren Au�ösung bei denDihtesprüngen aus, die Grössenau�ösung ist akzeptabel.Eine Verbesserung der Ergebnisse ist durh eine Erhöhung der Umläufe und Projektionen,sowie durh eine nihtäquidistante Punkteverteilung auf dem Weg zu erreihen.



1.4. REKONSTRUKTIONEN 73SpiraleDie Spirale ist eine für praktishe Anwendungen interessante Geometrieanordnung, weil siein Sannern leiht zu realisieren ist. Der Weg de�niert sih mit p als Anzahl der Umläufehier als �(t) := K3(�(t); 2t� 1)mit �(t) = 2pt�:
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Abbildung 1.24: Spiral-GeometrieDie Spiralgeometrie liefert im Bezug auf Au�ösung von Dihtesprüngen und Ellipsoidgrössevon den betrahteten Tuy�Kirillov�Kurven die shlehtesten Ergebnisse (siehe Abb. 1.25).Ein Grund für die starken Diagonalartefakte ist die Tatsahe, dass der Mittelstrahl durhdas Objekt niht mehr senkreht auf dem Detektor auftri�t. Die senkrehte Ebene, inder die restlihen Artefakte konzentriert sind, kommt dadurh zustande, dass in dieserEbene keine Quellpunkt zu �nden sind. Sie zeigen eine ähnlihe Struktur wie bei der späterdiskutierten Tomosynthese-Geometrie. Diese Form der Artefakte tritt niht auf, wenn in



74 KAPITEL 1. EINE NEUE REKONSTRUKTIONSSTRATEGIE

Abbildung 1.25: Rekonstruktion für die Spiral-Geometrie mit 4 Umläufender entsprehenden Ebene eine ausreihende Anzahl Quellpunkte zu �nden ist, oder in einerEbene senkreht dazu. Im Fall der Spiralgeometrie müsste ein Umlauf in der x/z-Ebeneoder in der x/y-Ebene erfolgen.Die Güte der Rekonstruktionen ist durh eine Erhöhung der Umläufe und der Anzahl derQuellpunkte zu erzielen. Die Höhe des Abtastzylinders wurde hier so gewählt, dass dasObjekt gerade noh vollständig auf dem Detektor liegt. Eine Vergrösserung des Zylinders,auh unter dem Risiko abgeshnittener Projektionen, kann u.U. das Ergebnis ebenfallsverbessern. Optimal wäre es, wenn der Mittelstrahl senkreht auf dem Detektor auftri�t,was mit realen Sannern niht leiht zu erreihen ist.



1.4. REKONSTRUKTIONEN 751.4.2.3 Andere GeometrienDa die folgenden Geometrien die Tuy�Kirillov�Bedingung verletzen, ist theoretish kei-ne exakte Inversion möglih.Cone-Beam-GeometrieDiese Geometrie ist die meist verwendete für alle Anwendungen in der 3D-Tomographie.Sie ist gerätetehnish gut zu realisieren und die Güte der Rekonstruktionen ist sowohlfür medizinishe Anwendungen als auh für zerstörungsfreie Prüfverfahren ausreihend.Der Weg der Quelle ist einfah zu parametrisieren, es wird ein Vollkreis um das Objektgefahren: �(t) := dRK2(�=2; 2�t)Bemerkung 1.4.1. Der Name dieser Geometrieanordnung ist irreführend, denn "Cone-Beam" ist, wie shon erwähnt, eine Strahlanordnung (die Alternative wäre "parallele Geo-metrie") und keine Bezeihnung für die Lage der Quellpositionen, doh er hat sih für dieseAbtastgeometrie durhgesetzt und wird deshalb hier so übernommen.Die Rekonstruktionen, die für diese Geometrie durhgeführt wurden, umfassen syntheti-she Daten (Abbildungen 1.26 und 1.27) und reale Daten (Abbildungen 1.28 bis 1.31).Ausserdem wurde bei dieser Geometrie der Ein�uss der vershiedenen Basisfunktionen aufdie Rekonstruktionsgüte getestet (Abbildungen 1.33 bis 1.36).Die Rekonstruktionsgüte, gerade in der z = 0-Shiht, ist bei dieser Geometrieanordnungsehr gut. Grund ist die hohe Anzahl Quellpunkte in der x/y-Ebene, wodurh das Spektrumoptimal abgedekt wird. Probleme können ausserhalb dieser Ebene auftreten, wenn dieProjektionen abgeshnitten sind, was im untersuhten Phantom allerdings niht der Fallist.Auh die Versuhe mit realen Daten zeigen sehr gute Ergebnisse, die sih von den mit ge-�lterter Rükprojektion mittels Approximativer Inverse visuell kaum untersheiden (sieheAbbildung 1.32).
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Abbildung 1.26: Cone-Beam-GeometrieWas den Ein�uss der vershiedenen Basisfunktionen angeht, so liefert die pyramidale Voxel-Basis die besten Ergebnisse, deshalb wurde sie für die vorherigen Tests verwendet. DieGauss-Basis liefert geringfügig shlehtere Ergebnisse, erzeugt allerdings leihte vertikaleArtefakte (innerhalb der Cone-Beam-Geometrie). Bei ihr wird auh etwas deutliher, dassdie zu rekonstruierende Funktion mit einer Basisfunktion gefaltet ist. Dieser E�ekt ist beider harakteristishen Funktion einer Kugel noh stärker. Bei ihr kommt hinzu, dass sie imOrtsraum steil abfällt, was im Frequenzraum zu Oszillationen führt. Daher ist der Filterabgeshnitten, was zusätzlihe Artefakte verursaht. Diese Artefakte sind bei der harak-teristishen Funktion des Würfels noh stärker. Die Basisfunktion dominiert vollkommendie Rekonstruktion, die dadurh unbrauhbar wird.Der Ein�uss der Strahlanordnung ist, wie Abbildung 1.36 zeigt, zu vernahlässigen. Die par-allele Strahlanordnung, von der man eigentlih bessere Ergebnisse erwarten würde, liefertsogar geringfügig shlehtere Rekonstruktionen. Dies liegt daran, dass bei der Cone-Beam-Geometrie mit Cone-Beam-Strahlanordnung bei gleiher Detektorau�ösung mehr Strahlen
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Abbildung 1.27: Rekonstruktion für die Cone�Beam�Geometrie (synth. Daten)die interessante z = 0-Ebene und ihre Umgebung abdeken, während bei der parallelenStrahlanordnung ganz 
 gleihmässig abgetastet wird. Eine Au�ösungserhöhung des De-tektors bringt gleihe Resultate für beide Strahlanordnungen.
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Abbildung 1.28: Rekonstruktion realer Daten: Basisgrösse 500

Abbildung 1.29: Rekonstruktion realer Daten: Basisgrösse 500, alt. Darstellung
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Abbildung 1.30: Rekonstruktion realer Daten: Basisgrösse 1000

Abbildung 1.31: Rekonstruktion realer Daten: Basisgrösse 1000, alt. Darstellung
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Abbildung 1.32: Rekonstruktion mit ge�lterter Rükprojektion und Approximativer Inverse
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Abbildung 1.33: Rekonstruktion mit der Gauss-Basisfunktion

Abbildung 1.34: Rekonstruktion mit der radialen �-Basisfunktion
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Abbildung 1.35: Rekonstruktion mit der Würfel-�-Basisfunktion

Abbildung 1.36: Rekonstruktion mit paralleler Geometrie und pyramidaler Basisfunktion



1.4. REKONSTRUKTIONEN 83TomosyntheseDiese besonders im zahnmedizinishen Bereih gebräuhlihe Geometrieanordung ist vonder Inversion her die shlehteste, denn hier wird noh niht einmal ein Vollkreis, sondernnur ein Kleinkreis um bzw. über das Objekt gefahren. Gerade die Tiefenau�ösung leidetdadurh erheblih und der einigermassen gut rekonstruierbare Bereih beshränkt sih beiherkömmlihen Verfahren deshalb grösstenteils auf die sogenannte Fokalebene, den Brenn-punkt der Aufnahmen, sowie etwas darüber und darunter. Je weiter man sih von derFokalebene entfernt, umso stärker werden die Artefakte. Ist man nur am oben genanntenBereih interessiert, so ist die Tomosynthese ein durhaus praktikables Verfahren.Die Abtastkurve ist ähnlih der bei der Cone-Beam-Geometrie, jedoh statt � = �=2 wirdhier � = �=2 gewählt, wobei � der sogenannte Tomosynthesewinkel, also der Ö�nungs-winkel gegen die e3-Ahse ist. Im Grenzfall � = � entspriht diese Geometrie dann derCone-Beam-Geometrie. Es ergibt sih folgender Weg�(t) := dRK2(�=2; 2�t)
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Abbildung 1.37: Tomosynthese-Geometrie
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Abbildung 1.38: Rekonstruktion für die Tomosynthese-Geometrie
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200Abbildung 1.40: Filter für Tomosynthese,xy-ShnittWas die Güte der Rekonstruktionen betri�t, sind interessanterweise sind die Artefakte umdie Fokalebene konzentriert. Trotzdem kann man die Ellipsoide klar erkennen. Die Bereihe,die normal niht rekonstruiert werden können, also im Abstand von der Fokalebene, sindrelativ deutlih dargestellt, wenn auh mit den typishen Limited-Angle-Deformationen.Eine Betrahtung des Spektrums des verwendeten Filters H� im Vergleih mit dem derCone-Beam-Geometrie (CBG) zeigt wesentlihe Untershiede (siehe Abb. 1.39 bis 1.44):während im xy-Shnitt noh ein Pro�l zu erkennen ist, auh wenn es vom CBG-Pro�l starkabweiht, besteht ein Grossteil der yz- und xz-Shnitte aus Lüken. Die Informationen indiesen Bereihen sind bei der Filterberehnung niht vorhanden und werden deshalb bei derRekonstruktion niht gewihtet. Dies führt zu einem sehr dünnen Frequenzspektrum derresultierenden Funktion und die Artefakte verteilen sih aufgrund des globalen Charaktersder Fourier-Transformation über einen grösseren Bereih des Ortsraums.Eine Verbesserung der Rekonstruktionen ist durh Vergrösserung des Tomowinkels möglih,was allerdings dem Ziel tomosynthetisher Rekonstruktionen widerspriht.
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Kapitel 2
Implementierung:Das TORNE Framework
2.1 Einführung
In der Computertomographie spielt neben der mathematishen Erforshung neuer oderverbesserter Rekonstruktionsalgorithmen die Implementierung eine entsheidende Rolle.Während im 2D-Fall aufgrund der Datenlage (eindimensionale Daten, zweidimensionalesRekonstruktionsgebiet, einfahe Geometrien) noh eine Behandlung mittels prozeduralerProgrammiersprahen wie FORTRAN und Rapid-Development-Umgebungen wie Matlabmöglih ist, so verlangt die 3D-CT doh erheblih mehr Resouren in Hinsiht auf Prozes-sorzeit und Speiheranforderungen. Der dadurh ebenfalls wahsenden Komplexität Algo-rithmen und der Verwaltung dieser Resouren muss mittels verbesserten Implementierungs-und Programmiertehniken entgegengesteuert werden.In typishen Fällen kann man bei der Rekonstruktion von folgenden Ekdaten ausgehen:87



88 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKParameter 2D-Fall 3D-FallDatengrösse(Rihtungen*Detektorelemente) 170 � 512 �= 680KB 120 � 10242 �= 960MBRekonstruktionsgebiet 5122 �= 2MB 5123 �= 1024MBAnzahl Geometrieparameter < 10 > 30Quellodezeilen (C/C++) > 300 > 4000Laufzeit O(n3) O(n4)Durh die ersten beiden Punkte ist die Entsheidung für eine prozessornahe Programmier-sprahe shon implizit vorgegeben. Die Anzahl Parameter und die komplexen Datenstruk-turen verlangen ein entsprehendes Design der Programme. Unter Berüksihtigung beiderArgumente wurde der Sprahe C++, entwikelt von Bjarne Stroustrup und inzwishenStandardisiert, der Vorzug gegeben, da diese durh ihre Einbettung des prozessornahen Cshnelle und durh ihre objektorientierte Grundstruktur komplexe Programmierung unter-stützt.Beshäftigt man sih mit angewandter Forshung, so ergeben sih weitere Anforderungenan die Implementierung:1. shnelle Entwiklungszyklen: Erfordernis für eine shnelle Umsetzung neuer Algo-rithmen ist die geringstmöglihste Modi�kation shon geshriebener Softwareteile.Gerade im Bereih angewandter Forshung ändern sih die Problemstellungen undAnforderungen shnell. Daher sollte die Reaktionszeit auf Änderungen so kurz wiemöglih sein. Man kann diesen Punkt als Hauptanforderung betrahten und die nah-folgenden als Spezi�zierung der Methoden, mit denen er erreiht wird.2. Wiederverwendbarkeit: Bestehende Programmteile sollten so weit wie möglih ge-nutzt werden können, ohne dass eine tiefgreifende Neuimplementation notwendig ist.3. adäquate Behandlung der Problemkomplexität: Die grosse Anzahl an (z.B. Geome-trie-)Parametern, die Teil der 3D-CT sind, erfordert eine Implementation, die eineübersihtlihe und e�ziente Parametrisierung gestattet.



2.1. EINFÜHRUNG 894. Erweiterbarkeit von Algorithmen: Bestehende Algorithmen sollten leiht erweiterbarund modi�zierbar sein.5. einfahe Anbindung realer Daten und passender Visualisierungsmethoden: So sinn-voll synthetishe Daten zur Erprobung neuer Algorithmen auh sind, letztendlihesZiel der Programmierung ist die Behandlung realer Daten. Der Import dieser Datenmuss einfah zu implementieren und auh shnell auf sih ändernde Datenforma-te anpassbar sein. Zur Analyse der Güte neuer Verfahren muss darüberhinaus eineAnbindung an Visualisierungssoftware einfah geshehen können.Die objektorientierte Programmiertehnik (OOP) erfüllt die Anforderungen 1. - 4. auf na-türlihe Art und Weise, Punkt 5. ist dann innerhalb der Programmstruktur einfah umzu-setzen. Da die OOP die Einzelteile einer Implementierung entkoppelt, ist eine Erweiterungproblemlos möglih, ohne dass diese sih auf das Gesamtsystem auswirkt. Die Vorteile, diediese Art der Softwareentwiklung aufweist, mahen es allerdings notwendig, das Problemaus einer ihr eigenen Sihtweise zu analysieren und ein Design zu erstellen.Im Rahmen des Designs fallen nun immer wieder auftretende Grundstrukturen auf, derenGesamtheit eine abstrakte Beshreibung von Algorithmen ermögliht. Sie bilden die Grund-lage für das Klassenframework TORNE � ein Akronym für TOmographi ReonstrutionNEtwork � und seien im weiteren mathematishe Entwurfsmuster genannt. Interessant isthier, dass diese Beshreibung auf eine Vielzahl inverser Probleme anwendbar ist.Die Struktur dieses Kapitels ist wie folgt: zu Beginn in Abshnitt 2.2 sei eine kurze, all-gemeine Einführung in die OOP gegeben, da diese niht notwendigerweise zum Grund-repertoire numerisher Programmierung gehört. Der nähste Abshnitt 2.3 stellt das ab-strakte Design des vorliegenden Softwarepaketes in den Mittelpunkt und stellt somit eineAnwendung des ersten Abshnitts dar. In Teil 2.4 �ndet man die konkrete Beshreibungvershiedener Rekonstruktionsverfahren der 3D-Computertomographie und Tomosynthese,insbesondere des GUF-Verfahrens aus 1.3, innerhalb des TORNE-Frameworks. Eine Be-shreibung aller mathematishen Entwurfsmuster und der auf ihnen basierenden Objekte,den sogenannten Muster- und Objektkatalog kann dem Anhang 3.1 entnommen werden.



90 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK2.2 OOP und Muster2.2.1 ProgrammierparadigmenProgrammiertehniken lassen sih anhand ihrer Paradigmen, d.h. den ihnen zugrundelie-genden Denkmodellen, klassi�zieren. Programmiersprahen unterstützen ein bestimmtesParadigma, wenn sie 'Elemente zur Verfügung stellen, die das Programmieren in diesemStil nahelegen' [41℄. Die folgende Darstellung orientiert sih am Programmentwurf (imGegensatz zu formalen De�nitionen).Eine kurze Klassi�kation vershiedener Paradigmen ist wie folgt:Prozedurales ProgrammierenParadigma: Man unterteile ein Programm in gewünshte Prozeduren und verwendedann den besten Algorithmus.Dieses Paradigma wurde in der Sprahe FORTRAN zum ersten mal umgesetzt. Es istablauforientiert, da der Algorithmus die zentrale Rolle spielt. Jede Prozedur zeihnetsih durh wohlde�nierte Eingabe- und Rükgabegrössen aus, was eine nahe Anlehnungan die mathematishe Formulierung einer Funktion darstellt. Daher ist diese Program-miertehnik für Programme in mathematishem Kontext noh weit verbreitet, solangedie Betonung auf den Algorithmen und niht auf den Daten liegt. Verlagert sih derShwerpunkt auf die Organisation von Daten, dann ist vereinfaht sih die Implemen-tierung durhModulares ProgrammierenParadigma: Man entsheide, welhe Module gebrauht werden und zerlege das Pro-gramm so, dass die Daten in Module eingekapselt sind.Innerhalb der Module gilt weiterhin die prozedurale Programmiertehnik. Die Moduleselbst sind allerdings in sih abgeshlossen und eine Modi�kation von Daten muss überFunktionen in den Modulen geshehen. Variablen, Konstanten, Funktionen und Typensind lokal für das Modul. Im Idealfall stellt können die Module einzeln entworfen undkompiliert werden. Somit ist dieser Stil zur Bearbeitung grösserer Projekte geeignet,die von einem Team entwikelt werden.



2.2. OOP UND MUSTER 91Jedes Modul stellt im Prinzip einen neuen Datentypus dar, also eine Erweiterung einge-bauter Typen wie Integer, Float und Charater, und es sollten Funktionen zum Anlegen,Löshen und Bearbeiten zur Verfügung gestellt werden. Dies ist ein grosser strukturellerVorteil, aber es ist niht unbedingt ausreihend, da diese Typen für den Compiler eineObjektbeshreibung darstellen und niht etwa ein neues Objekt. Aspekte wie die Er-zeugung vershiedener Instanzen eines Objektes, Konstruktion und Destruktion könnenzwar umgesetzt werden, doh niht mit Sprah- und Compilerunterstützung. Daher isthier ein weitergehendes Konzept notwendig, nämlih das derDatenabstraktionParadigma: Man entsheide, welhe Typen gebrauht werden und stelle eine kompletteMenge von Operationen für jeden Typ zur Verfügung.Hier ist jeder neue, benutzerde�nierte Datentyp eine Erweiterung eingebauter Daten-typen und geniesst die volle Compilerunterstützung, d.h. es wird z.B. automatisherkannt, wenn ein Objekt erzeugt, aber niht gelösht wurde. Beispiel für einen neu-en Datentyp in mathematishem Kontext sind komplexe Zahlen, die als Kompositionvon Fliesskommavariablen mit zugehörigen Zugri�sstrukturen implementiert werdenkönnen und somit "die Sprahe erweitern".Was diesem Paradigma fehlt, ist Flexibilität: sobald ein benutzerde�nierter Datentypmodi�ziert wird, müssen alle Zugri�sstrukturen angepasst oder ein neuer Datentypeingeführt werden. Einen Ausweg bildetObjektorientiertes ProgrammierenParadigma: Man entsheide, welhe Klassen gebrauht werden und stelle für jede Klasseeine komplette Menge an Operationen zur Verfügung. Gemeinsamkeiten werden überVererbung explizit gemaht.Vererbung bildet die Grundlage der Abstraktion. Sobald zwishen Objekten Gemein-samkeiten bestehen, werden diese abstrahiert und in einer Basisklasse spezi�ziert. Vondieser werden die speziellen Klassen abgeleitet, d.h. die Funktionalität der Basisklassewird erweitert oder so modi�ziert, dass sie den Bedürfnissen entspriht.



92 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKBeispiel 2.2.1. In dem später verwendeten Klassenframework TORNE ist die KlasseCDetetor abgeleitet von CContainer2D (siehe 3.1), da ein Detektor (als mathematisheModellierung) eine zweidimensionale Matrix (die wiederum einen Container darstellt)mit zusätzlihen Eigenshaften ist.Der grosse Vorteil einer solhen Vorgehensweise besteht darin, dass in abgeleitetenObjekten nur die Untershiede zur Basisklasse spezi�ziert werden müssen und die Ge-meinsamkeiten shon als Attribute übernommen werden.Die nihttriviale Aufgabe, vor der man bei diesem Programmierparadigma steht, istdas Design, d.h. die Herausarbeitung von Gemeinsamkeiten und Untershieden in derGesamtheit der benötigten Objekte.Die eigentlihe Implementierung wurde, wie shon erwähnt, in der Sprahe C++ durhge-führt, da diese sowohl prozessornahe Programmierung (über die eingebettete Sprahe C)ermögliht, als auh die notwendigen Erweiterungen zum objektorientierten Programmie-ren enthält. Eine komplette Sprahreferenz �ndet sih in [41℄.In den nähsten Abshnitten werden die Begri�e der folgenden De�nition 2.2.1 benötigt.Für eine alternative Kurzfassung siehe z.B. [37℄.De�nition 2.2.1. Begri�e der objektorientierten Programmierung:� ObjektEin Objekt ist ein eigenständiges Individuum mit harakteristishen Eigenshaften,einem inneren Zustand, Attributen und Methoden.� KlasseEin Klasse ist die Vereinigung und formale Beshreibung aller Objekte mit gleihenEigenshaften. Klassen können als Implementation abstrakter Datentypen aufgefasstwerden. Klassen werden auh als Objektfabriken bezeihnet.



2.2. OOP UND MUSTER 93� InstanzEine Instanz ist die konkrete Realisierung eines Objektes einer Klasse. Instanzen sindgenau ein Objekt mit einem Gültigkeitsbereih. Sie werden durh einen Konstruktorerzeugt und durh einen Destruktor zerstört.� AttributAttribute sind die Variablen, die den inneren Zustand eines Objekts beshreiben. Siekorrespondieren in ihrer Bedeutung mit den Sorten des abstrakten Datentyps.� MethodeMethoden sind die über einer Klasse erklärten und ihr zugeordneten Operationen. EinMethodenaufruf ist Teil einer Nahriht, die an ein Objekt versandt wird. Methodensind auh als Operationen bekannt.� VererbungVererbung ist die Weitergabe von Eigenshaften (Attributen und Methoden) einerBasisklasse an eine abgeleitete Klasse. Sie existiert in vershiedenen Ausprägungen:� Spezialisierung: Objektmenge der Unterklasse ist Teilmenge der Objektmengeder Oberklasse.� Typhierarhie: jedes Objekt des Untertyps verhält sih wie ein Objekt des Ober-typs� Klassenhierarhie: Vererbung der ImplementationWeitere Details zu Vererbung sind in Abshnitt 2.3.2 dargestellt.� ShnittstelleEine Shnittstelle ist die Gesamtheit aller durh die Operationen eines Objektesde�nierten Methoden, genauer deren Parameter, Methodenname und Rükgabewert.



94 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK� PolymorphiePolymorphie ist die Möglihkeit, Objekte mit identishen Shnittstellen bei Auswer-tungen von Methoden (ggf. bei der Laufzeit) zu substituieren.� virtuelle FunktionenVirtuelle Funktionen erlauben es, in der Basisklasse Funktionen zu deklarieren, diein den abgeleiteten Klassen rede�niert werden. Es ist Aufgabe des Compilers, fürden Aufruf einer virtuellen Funktion die entsprehende Version auszuwählen. Bei derProgrammierung werden virtuelle Funktionen durh Funktionsdeklaration innerhalbdes Header-Files (ggf. unter Anwendung des Shlüsselwortes virtual) ohne assoziiertenFunktionsrumpf gekennzeihnet.� abstrakte BasisklasseAbstrakte Basisklassen verbieten durh den Einsatz virtueller Funktionen die Erzeu-gung konkreter Instanzen. Sie stellen ein Konzept oder eine Shnittstellende�nitiondar. Ein Beispiel dafür sind die Basisklassen, die von den Mustern von TORNE er-zeugt werden. Man kann abstrakte Basisklassen als die Konkretisierung dieser Musteransehen.Nahdem die Begri�e und Konzepte des OOP eingeführt sind, soll hier noh kurz aufdie Bedeutung für das numerishe Rehnen eingegangen werden. Wie shon zu Beginnerläutert, wähst in der angewandten Mathematik niht nur die Datenmenge, sondern eswerden aufgrund verbesserter Möglihkeiten durh die Rehnerentwiklung auh komple-xere Probleme (bzw. bekannte Probleme mit komplexeren Methoden) behandelt. Dazu istTeamarbeit notwendig, die von der OOP sehr pro�tiert, denn die Implementation wirddabei in Objekte mit wohlde�nierten Shnittstellen zerlegt, von denen jedes unabhängigvon allen anderen umgesetzt werden kann.Doh auh bei kleineren Projekten liegen die Vorteile auf der Hand. Man überlege sihals Beispiel einen Löser für ein lineares Gleihungssystem Ax = b. Wird dieser mittelsOOP konzipiert, dann ist es z.B. ohne weiteres möglih, hinter dem Objekt der Matrix



2.2. OOP UND MUSTER 95A eine vollbesetzte oder eine dünnbesetzte Matrix zu �versteken�, ohne dass dies demLöser bekannt ist (angewandte Polymorphie), denn dieser operiert auf der Shnittstelle derMatrixklasse. Man kann also die Problembehandlung sukzessive verfeinern, ohne dabei dasGesamtkonzept zu modi�zieren oder shon bestehende Implementationsteile neu behandelnzu müssen.Dabei ist, wie oben shon angedeutet, das Design wihtig, das shnittstellenbasiert seinmuss. Die Shnittstelle der Objekte muss die Anforderung der Vollständigkeit, der mögli-hen Polymorphie und der hinreihenden Abstraktion erfüllen. Shnittstellen sind somit dasKernthema des Designs, auf dessen Grundprinzipien im nähsten Abshnitt eingegangenwird (konkrete Designfragen des Projekts TORNE sind in Abshnitt 2.3 zu �nden).2.2.2 OO-Modellierung und DesignDas Design eines Programms, d.h. die Modellierung in Objekte, ist von grundlegenderBedeutung für das OOP. Während bei prozeduralen Programmiersprahen durh die Ab-lauforientiertheit in gewisser Hinsiht der Rahmen der Programmierung vorgegeben ist (einmehr oder minder sequentielles Abarbeiten von Funktionsaufrufen), so erfordert das OOPmehr Vorarbeit. Ziele eines guten Softwaredesigns sind die folgenden:� RobustheitDie Software sollte Ausnahmebedingungen (Auftreten eines Fehlers) abfangen undkonsistent arbeiten. Eine robuste Implementierung sihert somit Programmierern eine�zientes Arbeiten.� VerständlihkeitDas Design sollte eine logishe Struktur aufweisen, die auh für Projektfremde shnellverständlih ist. Dies wird u.a. von sinnvollen Objektbezeihnungen unterstützt.� ErweiterbarkeitDas System sollte es ermöglihen, bei geänderten Rahmenbedingungen leiht er-weiterbar und modi�zierbar zu sein.



96 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK� ModularitätModularität bedeutet eine geringstmöglihe Verknüpfung der Komponenten des Sy-stems, was die anderen hier genannten Ziele unterstützt.� WiederverwendbarkeitWiederverwendbarkeit bedeutet die Einbettung von Objekten eines Projektes in an-dere Projekte, die ein ähnlihes Softwareproblem lösen.� WartungsfreundlihkeitDie Wartung, also Fehlerbeseitigung, Ergänzung von Algorithmen, et., ist ein wih-tiger Punkt. Fehlerbeseitigung in einem Teil der Software sollte keine Fehler in einemanderen hervorrufen.Das Zerlegen der Software in Objekte ist eine teilweise di�zile Aufgabe. Zu dessen Bewäl-tigung hat sih die Objet Modeling Tehnique von Rumbaugh et al [36℄ bewährt. Dabeiwerden drei Teilmodelle verwendet, die das Design spezi�zieren. Beispielanwendungen sindin Abshnitt 2.4 zu �nden. Auf eine Einführung der Diagrammnotation wird hier ausPlatzgründen verzihtet. Die Modelle sind wie folgt:� ObjektmodellEs dient dazu, alle Objekte mit ihren Eigenshaften und Beziehungen zu anderenObjekten innerhalb des Systems zu identi�zieren. Dieses statishe Modell bildet oftdie Hauptzerlegung des Designs.� Dynamishes ModellDas dynamishe Modell bildet die Laufzeitdynamik ab. Es enthält möglihe Abläufeund Interaktionen.� Funktionales ModellDas funktionale Modell zeigt den Daten�uss durh das System und die statt�ndendenModi�kationen. Somit enthält es die funktionalen Abhängigkeiten der Einzelprozesse



2.2. OOP UND MUSTER 97und Objekte. Die grundlegende Unterteilung besteht in Soures, Data Sinks undProesses (Originalterminologie), die in abgewandelter Form als Provider, Proessesund Outlets in TORNE de�niert werden. Das funktionale Modell spielt u.a. bei derParallelisierung eine grössere Rolle.2.2.3 EntwurfsmusterBeim Design von Software, insbesondere in ähnlihem Problemkontext, sind oft Gemein-samkeiten abstrakter Funktionalität der gefundenen Objekte au�ällig. Daher ist es sinnvoll,noh eine Abstraktionsebene höher zu gehen und nah allgemein auftretenden Musternbeim Design zu suhen. Dies führt in grösseren Projekten zu den sog. Entwurfsmustern,die erstmals von Gamma et al [10℄ systematisiert und katalogisiert wurden. Die dort ange-gebene De�nition lautet:De�nition 2.2.2. Ein Entwurfsmuster benennt, motiviert und erläutert systematisheinen allgemeinen Entwurf, der ein in objekt-orientierten Systemen immer wiederkehrendesEntwurfsproblem löst.Während in [10℄ als Musterelemente Mustername, Problemabshnitt, Lösungsabshnittund Konsequenzenabshnitt genannt werden, sind diese im mathematishen Kontext grös-stenteils durh die Problemstellung vorgegeben. Auf diese wird in der Darstellung dermathematishen Muster daher verzihtet.Die Muster werden nah ihrer Aufgabe grob unterteilt in� Erzeugungsmuster: ihre Aufgabe ist die Objekterzeugung� Strukturmuster: sie enthalten die Zusammensetzung von Klassen und Objekten� Verhaltensmuster: sie de�nieren, wie Objekte zusammenarbeiten und wie die Zustän-digkeiten aufgeteilt werden.Der Entwurfsmusterkatalog, der in [10℄ angegeben wird, ist sinnvoll bei der Implemen-tierung grösserer Softwaresysteme. Die Anwendung in mathematishem Kontext ist zwar



98 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKmöglih, aber niht unbedingt notwendig. Die allgemeinen Strukturen, die beim System-entwurf von Software zur Lösung inverser Probleme, von denen die 3D-Tomographie einesdarstellt, auszumahen sind, die mathematishen Muster, werden nah anderen Kriterienklassi�ziert, nämlih nah den Teilobjekten, die innerhalb des zu lösenden Problems auftre-ten. Trotzdem erfüllen sie De�nition 2.2.2 , wenn man die Klasse der zu lösenden Problemeauf den mathematish-numerishen Kontext beshränkt. Ein Beshreibung der mathema-tishen Muster �ndet sih in Abshnitt 2.3.1; der komplette Musterkatalog ist Bestandteilvon 3.1.Beim Design fallen mathematishe Muster als abstrakte Basisklasse auf, die sih oft dadurhauszeihnen , dass die angewandten Methoden innerhalb abgeleiteter Klassen genauer spe-zi�ziert, d.h. übershrieben, werden müssen.Beispiel 2.2.2. Ein Container muss zwingenderweise einen Zugri� auf die in ihm enthal-tenen Elemente besitzen. Diese Zugri�smethode kann sih je nah Art der Attribute inRükgabewert und Zugri�sparameter erheblih untersheiden. Somit stellt der Containeran sih ein mathematishes Muster dar, aber keine instanzierbare Klasse.Eine Überlappung zwishen Entwurfsmustern laut Gamma und mathematishen Musternexistiert durhaus, eine eins-zu-eins Abbildung gestaltet sih jedoh shwierig, da erstereauf eine wesentlih grössere Klasse von Problemen, nämlih allen, die durh ein Softwaresy-stem gelöst werden können, zugeshnitten sind. Die Grobklassi�zierung in Erzeugungsmu-ster, Strukturmuster und Verhaltensmuster kann jedoh auh bei mathematishen Musternangegeben werden (siehe Abshnitt 2.3.1).



2.3. DESIGN 992.3 Design2.3.1 Die Muster in TORNEBei der vorliegenden Arbeit war ein Teilziel die geshikte Implementierung von Rekon-struktionsverfahren in der 3D-CT. Das Design vollzog sih dabei in mehreren Shritten,die jetzt im einzelnen beshrieben werden.Um passende Objekte zu �nden, muss als erstes das Problem beshrieben werden. Betrah-tet man existierende Rekonstruktionsverfahren in der 3D-CT, so fallen diese in folgendeGrobklassen:� Ge�lterte RükprojektionDieses Verfahren hat in Operatornotation die Form f = D�FDf , wobeiDf die Datenrepräsentiert, F einen Filteroperator darstellt und D� den adjungierten Operator zuD, welher auh als Rükprojektion bezeihnet wird und die Abbildung zweidimen-sionaler Daten in einen dreidimensionalen Raum darstellt. Die Filterung selbst wirdaus Zeitgründen hauptsählih im Fourier-Raum durhgeführt, so dass man davonausgehen kann, dass praktish F = F�1 bFF umgesetzt wird.Diese Rekonstruktionsmethode ist aufgrund ihrer Genauigkeit die, in der Praxis me-dizinisher und tehnisher Anwendungen, favorisierte.� Filterung nah Rükprojektion Gemäss Abshnitt 1.3.1 beshrieben, hat diese Re-konstruktionsmethode,welhe auh als �-�ltered-layergram bezeihnet wird, die Formf = �FD�Df , der Filterungsprozess �F wird nah der Rükprojektion durhgeführt.� GUF-VerfahrenDas GUF-Verfahren laut 1.3 stellt in gewissem Sinn ein Hybridverfahren aus denersten beiden dar und kann beshrieben werden als ef = HeD� eFeDf . Zu den Detailssiehe das entsprehende Kapitel.



100 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK� Direkte FouriermethodenDiese Rekonstruktionstehnik nützt das Fourier-Slie-Theorem aus, das wie shonvorher angedeutet, für die Kegelstrahlgeometrie niht existiert. Prinzipiell ergibt sihfür ein solhes Verfahren die Form f = F�1PFFRf , wobei hier F die Ableitung imFourier-Bereih und die Projektion P als Abbildung von 2D nah 3D ein Eintragenvon Frequenzinformationen des 2D-Spektrums an passender Stelle im 3D-Spektrummit nahfolgender Interpolation von Polar- zu kartesishem Gitter darstellt.� Iterative VerfahrenWährend im 2D-Fall iterative Verfahren eine gewisse Bedeutung besitzen, so sind sieim 3D-Fall eher von theoretishem Interesse, da die Bearbeitung der grossen Daten-mengen dabei zu kostspielig ist. Sie seien daher (auh wenn das folgende Design ihreImplementation unterstützt) bei der Betrahtung ausgeklammert.Analysiert man obige die Rekonstruktionsverfahren, so stellt man fest, dass sie in Teilab-shnitte zerlegbar sind, die immer der Form f = Ag genügen, d.h. man operiert mittels derAbbildung A auf Daten g, um das Resultat f zu erhalten. Diese, an sih triviale Erkennt-nis, ist nihtsdestotrotz Grundlage der Implementierung, da sie shon die Grobforderungdes Klassenframeworks enthält: es soll die Bearbeitung beliebiger strukturierbarer Datenmittels Abbildungsprozessen gestatten und unterstützen. Betrahtet man nun die Form, inder sih diese Prozesse aneinanderreihen, so ergibt sih die Form eines Netzwerks mit meistlinearem Verlauf, ähnlih dem, welhes komplexerer Visualisierungssoftware zugrundeliegt(siehe [39℄). 3D-Visualisierung bildet auf ihre Art das duale Problem der 3D-Tomographie,nämlih die Abbildung von dreidimensionalen Strukturen auf ein zweidimensionales Medi-um, wodurh sih gewisse Parallelen übertragen lassen.Was wir also als Grundmuster erkennen, ist die Aufteilung in CContainer und CProess(Abbildung 2.1).Bemerkung 2.3.1. Die hier verwendeten Bezeihnungen entstammen der später verwen-deten Klassennotation (das C am Anfang steht gemäss übliher Konvention für 'Class').



2.3. DESIGN 101

Abbildung 2.1: Grundstruktur von TORNEDas Containermuster kapselt dabei die Daten, der Prozess die Abbildungen. Die später ver-wendeten Klassen bieten für den Container alle notwendigen Zugri�sstrukturen, währenddie Prozesse alle Abbildungseigenshaften tragen, die niht an den Container gebundensind.Beispiel 2.3.1. Betrahten wir nun im folgenden die ge�lterte Rükprojektion als Beispielmögliher Rekonstruktionsverfahren. Um zu implementationsfähigen Objekten zu kommen,ist die Funktionaldarstellung aufgrund ihrer abstrakten Formulierung (die zur Musterge-winnung durhaus von Vorteil ist) weniger aussagekräftig. Stattdessen benötigt man einediskrete Version, zu der man wie folgt gelangt:Die Funktionaldarstellung f = D�FDfwird über die Integraldarstellungf(x) = Z� ZS2 Df(a; �)k(x; a; �)d�dain die diskrete Darstellungf(x) =  P�1Xl=0 Xi Xj km(x;a;l)�i);n(x;a;l)�j;Dfi;j;lüberführt. Aus letzterer lassen sih dann folgende Einzelshritte extrahieren:1. Dfl;(x) =Xi Xj km(x;a;l)�i);n(x;a;l)�j;Dfi;j;l



102 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKDieser Shritt stellt die Anwendung eines Faltungs�lters auf eine zweidimensionaleMatrix dar.2. 8y 2 
 : fl;(y) = Dfy;l;Die Rükprojektion bildet 2D-Daten auf einen 3D-Kubus ab.3. f =Xl fl;Integration über die Rihtungen erfolgt als Summation der Einzelrükprojektionen.Damit stehen als Containerobjekte bisher zur Diskussion:� die Daten: zweidimensionale Matrizen� das Rekonstruktionsgebiet: dreidimensionaler Voxel-Kubus� die Grössen- und GeometrieparameterDie Prozesse lassen sih folgendermassen formulieren:� Filterung: Abbildung von 2D nah 2D� Rükprojektion: Abbildung von 2D nah 3D� Rihtungssummation: Abbildung von 3D nah 3DBeenden wir hier das Beispiel.Analysen der obigen Form sind ein erster Shritt zur Klassi�zierung der benötigten Objekte.Verfolgt man den Ansatz weiter, so gelangt man zu einem Satz von Mustern, der wie folgtaussieht: [Diagramme 2.2 und 2.3℄.De�nition 2.3.1 (Musterde�nition). Die Hauptmuster unterteilen sih in Containerund Proess. Bei ersteren untersheiden wir:



2.3. DESIGN 103

Abbildung 2.2: CContainer� Matrixäquivalente Container: Sie bilden die grundlegende Struktur, denn sowohl dieDaten als auh Filter und Rekonstruktionsgebiet sind im Diskreten Matrizen. Bsp:CContainer2D, CVoxel.� Freistrukturierte Container : Zu dieser Form von Containern zählt zum Beispiel dieBeshreibung der verwendeten Phantome der Rekonstruktion. Auh wenn man dieentsprehenden Daten durhaus in Matrizen repräsentieren könnte (was mit allen Da-ten möglih ist), so wäre diese Darstellung entweder redundant oder unübersihtlih.Es widerspriht somit einer natürlihen Darstellung. Bsp: CPhantom.� Analytishe Container : Beispiel solher Container sind die im GAF-Verfahren ver-wendeten Basiselemente, die innerhalb des Verfahrens als Matrizen betrahtet wer-den. Da diese Matrizen allerdings von vielen Parametern abhängen, sind die entspre-henden Daten durh eine analytishe Repräsentation wesentlih leihter zu handha-ben, da sie dann 'on the �y' erzeugt werden können und in der Zwishenzeit wenigResouren benötigen. Es handelt sih also quasi um Diskretisierungsobjekte, die auf



104 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK

Abbildung 2.3: CProesseine analytishe Funktion bezogen sind. Bsp: CBase.Die Prozesse unterteilen sih wie folgt:� Kontrollmuster: Diese Muster repräsentieren das Rekonstruktionsverfahren und dieverwendete Geometrie (wobei die Abhängigkeiten so weit wie möglih getrennt sind).Ihre Repräsentanten sind:� Controller : Ein Controller implementiert das Rekonstruktionsverfahren bezüg-lih einer Projektion, d.h. in ihm sind alle Prozesse zusammengefasst, die zurBehandlung einer Projektion notwendig sind.� Geometer : Der Geometer beshreibt die Geometrie und iteriert über einen Con-troller, d.h. er setzt alle Parameter, die für eine bestimmte Projektion spezi�shsind und ruft den Controller mit diesen Parametern auf.Bemerkung 2.3.2. Controller und Geometer sind das "Herz" eines Rekonstrukti-onsverfahrens. Im Beispiel der ge�lterten Rükprojektion sind bis auf die Berehnung



2.3. DESIGN 105der Geometrie alle Prozesse innerhalb des Controllers zu �nden. Für die �-�ltered-layergram-Methode ist der Controller-Algorithmus sehr kurz und der Geometer ent-hält die wihtigen Filterprozesse.In der Notation der Entwurfsmuster [10℄ kommen die Kontrollmuster den Struktur-mustern nahe.� Ein- / Ausgabe: Diese Muster sind, wie der Name shon sagt, die Grundlage für dieBereitstellung von Daten und ihrer letztendlihen Weitergabe an den Benutzer. Hier�ndet man:� Provider : stellen Daten zur Verfügung. Dabei kann es sih z.B. um synthetisheDaten oder reale Daten, die auf einem Sekundärspeiher bereit liegen, handeln.� Outlet : exportieren Daten. Der Export ist in herkömmlihen Sinn das Shreibenin eine Datei. Man kann ohne weiteres jedoh auh direkt Visualisierungsoftwarewie z.B. das vtk-toolkit (siehe [39℄) anbinden, so dass sih der Rekonstruktions-algorithmus in die Visualisierungspipeline einbindet.Diese Muster entsprehen im weitesten Sinn den Erzeugungsmustern in [10℄.� Abbildungen: Als letzte und in der Anzahl der abgeleiteten Objekte zahlenmässiggrösste Klasse existieren die Abbildungsmuster. Die Klassi�kation lautet:� Filter : die Filter stellen Abbildungen unter Erhaltung von Dimension und Typusder angebundenen Container dar, d.h. ein 2D-Filter wird als Eingabeontainereine 2D-Matrix erwarten und auh eine solhe weitergeben. Einzige Ausnahmefür eine etwas weiter gefasste Interpretation dieser De�nition sind die FFT-Klassen, die eine Matrix u.U. von Rn nah C n abbilden. Hier betrahte man Rin C eingebettet.� Mapper : ein Mapper stellt eine Abbildung mit Veränderung von Dimensionund/oder Typus des Containers dar. Ein Beispiel für einen Mapper ist die Rük-projektion.



106 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKMuster dieses Typus kann man grob mit den Verhaltensmustern in [10℄ gleihsetzen.Bemerkung 2.3.3. Obige Muster bilden lediglih einen Grundstok für die Bearbeitungtomographisher Rekonstruktionen und vershiedener inverser Probleme. Wird ein neuesVerfahren implementiert, dann werden wenn möglih bestehende Klassen verwendet. Sindkeine entsprehenden vorhanden, wird eine neue von einem bestehenden Muster abgeleitet.Ist kein passendes Muster vorhanden, muss das Framework an sih erweitert werden. Durhdie abstrakte Formulierung sollte zumindest letzteres in jedem Fall möglih sein.2.3.2 Weitergehende DesignfragenDer vorliegende Abshnitt behandelt Designfragen, die sowohl aus programmiertehnishenGesihtspunkten kommen, als auh aus der praktishen Implementation.Als ersten Punkt des weiteren Designs muss man sih die Frage der Objektgranularitätstellen. Im Prinzip kann man jede verwendete mathematishe Funktion als eigenen Prozessde�nieren. Wollte man dies jedoh mit Funktionen wie z.B. der sgn (Signums-)Funktion,der Berehnung von Skalarprodukten oder der Betragsfunktion umsetzen, so würde diessowohl zu einer Klassenexplosion innerhalb des Frameworks (d.h. den zur Verfügung ste-henden Objekten), als auh zu einem sehr unübersihtlihen Bearbeitungsnetz führen. Des-halb wurde das Framework um ein weiteres Prozessmuster erweitert, dem Supporter-Muster(CSupport). Man kann dieses Muster als eine Library an Funktionen ansehen, die für eineneigenen Prozess zu klein sind. Hier wird die Stringenz des Frameworks durhbrohen, dohaus praktishen Gründen ist eine solhe Massnahme erforderlih. Jede Klasse kann selbst-verständlih eine eigene Supporter-Klasse besitzen und es ist möglih, Supporter-Klassenfür vershiedene Anwendungsbereihe zu implementieren.Desweiteren ist der Punkt der Objektshnittstellen zu klären. Jeder Prozess hat von seinerursprünglihen De�nition her eine Input- und eine Outputshnittstelle, die als Typ einenContainer akzeptieren und den Daten�uss beshreiben. Ausserdem existiert eine Parent-und eine Childshnittstelle, die an einen anderen Prozess angekoppelt werden dürfen (odermüssen) und die Ablaufdynamik regeln.



2.3. DESIGN 107Bemerkung 2.3.4. Um Endlos-Rekursionen zu vermeiden, wird bei der Ablaufkontrolleein Referene-Counter verwendet.In den vom Muster abgeleiteten Objekten können die Shnittstellen dann so de�niert wer-den, dass zur Compile-Zeit ein korrekter Aufbau des Verarbeitungsnetzwerks garantiertwird (strenge Typenkontrolle), so dass z.B. an einen 2D-Filter auh nur 2D-Objekte ange-bunden werden.Was die Implementierung von Objekten betri�t, ist zu sagen, dass die Entwurfsmusterals abstrakte Basisklassen de�niert werden, d.h. als Klassen, die mindestens eine virtuelleFunktion besitzen. Sie bieten lediglih die Grundfunktionalität, die aus der De�nition desMusters abgeleitet werden kann.Das Muster CProess de�niert beispielsweise die im letzten Absatz genannte Basisshnitt-stelle und stellt die Methode 'Link' zur Verfügung, die einen Prozess in Bezug auf Daten-strom und Ablauf mit einem anderen verbindet.In jeder Verfeinerung des Musters, der Vererbung, werden dann zusätzlihe generisheMethoden implementiert, sobald man davon ausgehen kann, dass diese in abgeleitetenKlassen genutzt werden. Beispiel dafür ist die 'Apply'-Methode des Filters, die einen Filterkonkret anwendet. Die Ablaufkontrolle wird in einem späteren Abshnitt behandelt werden.Bemerkung 2.3.5. Die hier genannte Art der Vererbung ist als Klassenvererbung, d.h. alsVererbung von Code und Repräsentation, bekannt. Ihr gegenüber steht die reine Shnitt-stellenvererbung, bei der keine implementierte Methode innerhalb der abstrakten Basis-klasse zu �nden ist. Eine solhe würde voraussetzen, dass die Basisklasse alle Methodenals 'pure virtual' deklariert.Die exakte Behandlung der letzten Punkte erfolgt aus der Notwendigkeit heraus, shnitt-stellenbasiert zu programmieren. Wenn man den Vorteil, den Polymorphie bietet, wirklihanwenden will, und dies ist Voraussetzung für Wiederverwertbarkeit von Softwareelemen-ten, dann muss es ein Ziel sein, auf eine Shnittstelle hin zu programmieren. Die Rettungvon bestehenden Implementationsteilen kann shon durh die Tehnik der Vererbung ge-sihert werden; wesentliher jedoh ist die Erweiterbarkeit des Frameworks dadurh, dass



108 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKShnittstellen intelligent de�niert werden. Sie führen dazu, dass Teile des Systems komplettunabhängig von anderen Teilen modi�ziert und ergänzt werden können.Mit der Wiederverwertbarkeit eng verknüpft, ist die Untersheidung von Klassenvererbung(oder White-Box-Vererbung) und Objektkomposition (Blak-Box-Vererbung). Bei erstererwird die Funktionalität bestehender Klassen durh direkte Vererbung erhalten. Dies führtdazu, dass Attribute und Methoden der Basisklasse o�enliegen und zugänglih sind. Beizweiterer wird die Funktionalität durh reine Benutzung der de�nierten Shnittstelle wie-derverwendet, interne Strukturen dieser Klasse bleiben verborgen. Deswegen ist im Allge-meinen letzterer Zugang zu favorisieren. Im TORNE-Framework kommen beide Formender Wiederverwendung vor. Die Klassenvererbung wurde hauptsählih dann angewandt,wenn ein direkter Zugri� auf die interne Repräsentation der Daten aus E�zienz- oderBerehnungsgründen notwendig war.Beispiel 2.3.2. Die von CContainer2D ableitete Klasse CDetetor wird mit der zusätz-lihen Methode 'GetC' ausgestattet, die einen Zugri� auf bilinear interpolierte Werte in-nerhalb des Detektorgebietes ermögliht, während 'Get' über Integerparameter logisheElemente adressiert. Objektkomposition hätte in diesem Fall dazu geführt, dass pro Anfra-ge zwei 'Get'-Aufrufe ausgewertet werden müssen. Durh Klassenvererbung kann auf dieDatenelemente von CContainer2D zugegri�en werden und somit die E�zienz der Auswer-tung wesentlih gesteigert werden.Bei einer Erweiterung von TORNE sollte, wenn Erwägungen dieser Art keine Rolle spielen,die Objektkomposition angewendet werden.Betrahtet man den Ableitungsbaum von TORNE im Vergleih zu anderen mathemati-shen Frameworks wie Blitz++ (siehe [44℄), so kann man sih die Frage stellen, warumz.B. die Matrix-Klassen niht als parametrisierbare Typen implementiert wurden, die alsTemplates Bestandteil von C++ sind. Die Antwort hier ist eine ganz praktishe: innerhalbder verwendeten Entwiklungsumgebung Visual-C++ 6.0 von Mirosoft sind Templatesinstabil. Da Templates vom Compiler für die vershiedenen Typen entsprehend umgebautwerden müssen, hängt das Resultat stark von dieser Fähigkeit des Compilers ab. Mangels



2.3. DESIGN 109Unterstützung wurde daher auf Templates verzihtet.Ist die Compilerunterstützung besser, so steht einer Verwendung von Templates nihts imWege.Fazit: Das Resultat des Projektes TORNE ist ein Klassenframework, d.h. �eine Menge vonKlassen, die einen wiederverwendbaren Entwurf für eine bestimmte Klasse von Softwaredarstellen� [10℄. Dies bedeutet für die Entwiklung von Programmen, dass natürlih nihtalle Klassen verwendet werden, die im Framework vorkommen, sondern nur die, welhe fürein bestimmtes Verfahren notwendig sind.2.3.3 Beispielnetzwerk und AblaufkontrolleNahdem nun die grundlegenden Muster de�niert sind, soll anhand eines Beispielsettingsdie Ablaufkontrolle erläutert werden. Ein Beispielprozessnetz bestehe aus den Teilmustern,die der Abbildung 2.4 entnommen werden können.Die Ausführung soll gemäss der Pfeile im Diagramm erfolgen. Dabei "besitzt" CGeometerdie Klassen CController und COutlet; CController enthält seinerseits die Klassen CPro-vider, CFilter und CMap. In CGeometer wird über CController iteriert und die Ausgabeüber COutlet getätigt. Als Option stehen den Berehnungsklassen CSupport-Klassen zurVerfügung.Nun muss die Frage geklärt werden, ob eine explizite oder implizite Ablaufkontrolle imple-mentiert wird.Dazu sind folgende De�nitionen notwendig:De�nition 2.3.2. Ein Prozessnetz heisst demand-driven, wenn es ausgeführt wird, sobaldeine Ausgabe gefordert wird. Es heisst event-driven, wenn die Änderung eines Objektzu-standes seine Ausführung erzwingt.De�nition 2.3.3. Unter expliziter Ablaufkontrolle versteht man die Steuerung jedes Ob-jekts von einem zentralen Beobahter aus, d.h. dieser wendet nah Bedarf Methoden ver-shiedener Objekte an.



110 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK

Abbildung 2.4: Beispielprozessnetz



2.3. DESIGN 111Diese Form der Ablaufkontrolle kann sowohl event-driven, als auh demand-driven sein. DieVorteile liegen darin, dass die Synhronisation und der Ablauf lokal für den Beobahter sind.Ausserdem ist eine leihtere Parallelisierung möglih. Nahteil ist die shwierige Kontrollebei Ausführungsabhängigkeiten und die Tatsahe, dass jedes Prozessobjekt vom Beobahterabhängig ist.De�nition 2.3.4. Bei impliziter Ablaufkontrolle führt ein Objekt sih selbst aus, wennsih seine Parameter oder seine Eingaben ändern.Die implizite Ablau�aufkontrolle ist demand-driven. Sie wird in einem Zweishrittverfah-ren implementiert (Update-Exeute-Zyklus). Der Vorteil ist ihre Einfahheit: jedes Objektbeobahtet nur interne Zustände. Der Nahteil liegt in der shwierigeren Ausführungsop-timierung und Parallelisierung. Innerhalb eines Prozessnetzwerks wird bei letzterem Kon-troll�uss lediglih der Teil ausgeführt, der sih ändert. Das ist im Visualisierungsbereih vonVorteil: man denke hier z.B. daran, dass ein gerendertes Objekt bei Änderung der Gesamt-helligkeit nur neu beleuhtet, aber niht ingesamt neu berehnet werden muss (siehe [39℄).Innerhalb des Rekonstruktionsframeworks können ähnlihe Prinzipien zum Tragen kom-men. Beispiel hierfür ist die Möglihkeit, alle ge�lterten Daten als Gesamtheit im Speiherzu halten und bei Änderungen der Au�ösung des Voxel-Kubus nur noh die entsprehendeRükprojektion durhzuführen. Dass diese Option bisher noh niht implementiert wurdeliegt u.a. an den Resouren. Trotzdem wurde für TORNE die implizite Ablaufkontrollegewählt und zwar aus dem oben genannten Grund der Einfahheit.Im nähsten Abshnitt wird der Update-Exeute-Zyklus näher erläutert. Grundprinzip istdas folgende: Da alle Objekte mittels der Link-Methode an Parent und Child gebundensind, wird über die Update-Methode ausgehend vom letzten Prozess der Kette (einemOutlet-Prozess) ein Signal an den Vorgänger weitergegeben. Dieser überprüft nun seiner-seits bei dem ihm in der Ablaufkette vorgelagerten Prozess, ob dieser Up-to-date ist. Dasgeht solange weiter, bis die Kette am Anfang angekommen ist. Nun beginnt der Exeute-Zyklus: jedes Objekt, dessen Vorgänger sih geändert hat, führt sih nun selbst aus undbringt sih somit auf den aktuellen Stand. Diese Änderung bedingt die Ausführung des



112 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORKnahgelagerten Prozesses usw. Interessant dabei ist, dass die Abarbeitung erst dort be-ginnt, wo sih in der Kette zum ersten Mal ein Parameter ändert.Beispiel 2.3.3. Als ein Diagramm kann man den Vorgang wie folgt darstellen:[Abbildung 2.5℄

Abbildung 2.5: Update-Exeute-ZyklusIn diesem Beispiel besteht das Prozessnetz aus Objekt A, B und C. Der Ablauf entsprihtder Numerierung der Pfeile, wobei die "(vor x)"-Pfeile nur bei Notwendigkeit ausgeführtwerden.



2.4. REKONSTRUKTIONSALGORITHMEN 1132.4 RekonstruktionsalgorithmenIm folgenden wenden wir uns nun der Implementierung der vorher besprohenen Rekon-struktionsverfahren mittels des Klassenframeworks TORNE zu. Dazu wird im einzelneneine Ablaufstruktur in Metasprahe gegeben und die resultierende Objektkomposition vonKlassen des Musterkatalogs 3.1 aufgezeigt.
2.4.1 Approximative InverseDer Grundalgorithmus für die 3D-Rekonstruktion mittels Approximativer Inverse basiertauf der ge�lterten Rükprojektion. Seine Darstellung in Metasprahe ist wie folgt:Setup der DatenFür alle Projektionen:Ermittlung der DetektorkoordinatenErzeugung oder Bereitstellung der DatenFourier-Transformation der DatenWenn nötig: Generierung des FiltersAnwendung des Filters im FourierbereihInverse Fourier-Transformation der Datengewihtete RükprojektionAusgabe des Voxel-KubusDie Filtergenerierung kann unter Ausnutzung von Approximationen und Invarianzen aufeine eine einzige Projektion beshränkt werden. Deshalb ist eine Berehnung nur einmalnotwendig. Es ergibt sih bei der Implementierung das Objektmodell laut Diagramm 2.6.Das dynamishe Modell zeigt die Gestalt von Abbildung 2.7.Das Funktionalmodell ergibt sih dann gemäss Abbildung 2.8.
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Abbildung 2.6: AI Objektmodell

Abbildung 2.7: AI Dynamikmodell



2.4. REKONSTRUKTIONSALGORITHMEN 115

Abbildung 2.8: AI Funktionalmodell



116 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK2.4.2 TomosyntheseWie die Approximative Inverse basiert die Tomosynthese auf dem Verfahren der ge�ltertenRükprojektion. Sie wird hier dargestellt, um zu zeigen, dass die tatsählihen Änderungenam Programm für ein anderes Rekonstruktionsverfahren minimal sind:Setup der Datenstruktureneinmalige Generierung des Filters (rihtungsunabhängig)Für alle Projektionen:Ermittlung der DetektorkoordinatenErzeugung oder Bereitstellung der DatenFourier-Transformation der DatenAnwendung des Filters im FourierbereihInverse Fourier-Transformation der Datenungewihtete RükprojektionAusgabe des Voxel-KubusDer Filter ist rihtungsunabhängig und muss daher nur einmal erzeugt werden. Es ergibtsih bei der Implementierung das Objektmodell der Abbildung 2.9.Das dynamishe Modell zeigt die Gestalt der Abbildung 2.10Das Funktionalmodell ergibt sih gemäss Abbildung 2.11Hier ist gut ersihtlih, welhen Vorteil die Implementierung mittels eines OOP-Stilesbringt: es werden wirklih nur die notwendigen Teile der Implementation modi�ziert, diewiederverwendbaren Objekte müssen niht neu geshrieben werden. Möglih wird dies da-durh, dass die Shnittstellen durh ihre Parametrisierung weitgehend unabhängig vonGeometrie und Rekonstruktionsverfahren sind.2.4.3 GUF-VerfahrenAls etwas komplexer in der Ablaufstruktur erweist sih das Verfahren der geometrieadapti-ven Filterung. Während bei der ge�lterten Rükprojektion der Ablauf für jede Projektion



2.4. REKONSTRUKTIONSALGORITHMEN 117

Abbildung 2.9: Tomosynthese Objektmodell

Abbildung 2.10: Tomosynthese Dynamikmodell
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Abbildung 2.11: Tomosynthese Funktionalmodell



2.4. REKONSTRUKTIONSALGORITHMEN 119der gleihe ist und das Rekonstruktionsergebnis nah Bearbeitung der letzten Projekti-on direkt exportiert werden kann, sind in diesem Verfahren noh Operationen auf demVoxel-Kubus notwendig.Es ergeben sih für eine Rekonstruktion folgende Shritte:Setup der DatenstrukturenController-SetupFür alle Projektionen:Ermittlung der DetektorkoordinatenErzeugung oder Bereitstellung der DatenRükprojektionProjektion des Basiselementes auf virtuellen DetektorRükprojektion des BasiselementesBerehnung des exakten Basiselementes3D-Fourier-Transformation der rükprojizierten Basis3D-Fourier-Transformation der exakten BasisFilter-Generierung (komplexe Division)Regularisierung (Gauss-Fenster, Nullfrequenzerhaltung)3D-Fourier-Transformation der rükprojizierten DatenAnwendung des Filters im Fourier-Bereihinverse 3D-Transformation der DatenAusgabe des Voxel-KubusDie entsprehende Umsetzung im Klassenframework erfordert dementsprehend mehr Ob-jekte. Das Objektmodell ist wie in Abbildung 2.12 angegeben.Das dynamishe Modell ist in Abbildung 2.13 dargestellt.Ein vereinfahtes Funktionalmodell kann Abbildung 2.14 entnommen werden.
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Abbildung 2.12: GUF Objektmodell
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Abbildung 2.13: GUF Dynamikmodell



122 KAPITEL 2. IMPLEMENTIERUNG: DAS TORNE FRAMEWORK

Abbildung 2.14: GUF Funktionalmodell



Kapitel 3
Objekt- und Musterkatalog
3.1 ÜbersihtIn diesem Abshnitt wird eine komplette Au�istung des aktuellen Muster- und Klassenbe-standes von TORNE angegeben. Die Abbildungen 3.1 bis 3.4 zeigen die Objektmodelldia-gramme der entsprehenden Teile.

Abbildung 3.1: Container123
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Abbildung 3.2: Geometer und Controller



3.1. ÜBERSICHT 125

Abbildung 3.3: Filter und Mapper



126 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOG

Abbildung 3.4: Provider und OutletIn den Tabellen des Musterkataloges sind die Objekte wie folgt beshrieben:� Funktion: nennt kurz die Funktion innerhalb des Frameworks� Muster: Benennung des Musters, unter das die Klasse fällt.� Basisklasse: falls es sih um eine abgeleitete Klasse handelt, dann wird die Basisklassegenannt� Methoden: eine Nennung aller Methoden, die von der Klasse entweder übershrie-ben oder neu eingeführt werden. Die Methode 'Exeute' wird von Prozessen generellübershrieben. Sind die Methoden niht näher spezi�ziert, so handelt es sih umpubli-Methoden, also um Teile der Shnittstelle. Auf private Methoden wird durhdas Kürzel "(priv)" hingewiesen, proteted Methoden sind durh "(prot)" gekenn-zeihnet.



3.1. ÜBERSICHT 127� Attribute: Nennung der Klassenattribute. Für Kürzel gilt das unter 'Methoden' ge-nannte.� Optionen: werden (aus E�zienzgründen) mehrere Möglihkeiten der Ausführung ge-boten (welhe prinzipiell als eigene Klasse implementiert werden könnten), so werdensie unter diesem Punkt aufgelistet.� Bemerkung: hier wird bei Bedarf kurz auf die mathematishen bzw. informatishenAspekte der Implementation eingegangen.Bemerkung 3.1.1 (Quellodestatistik). Das Projekt TORNE umfasst in der aktuellenVersion 52 Klassen und über 10000 Zeilen Soureode, wovon 2000 auf Kommentare und8000 auf eigentlihen Code entfallen.Bemerkung 3.1.2. Der Musterkatalog ist alphabetish geordnet bis auf eine Ausnahme:Die Klassen werden zuerst genannt, die direkt von den mathematishen Mustern abgeleitetsind und abstrakte Basisklassen darstellen.



128 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOG3.2 Katalog3.2.1 ContainerklassenCContainerFunktion abstrakte Basisklasse für alle ContainerMuster ContainerBasisklasse keineMethoden Setup - Erzeugung der DatenstrukturenGet - Lesezugri� auf DatenstrukturenPut - Shreibzugri� auf DatenstrukturenAttribute data (Prot) - Zeiger auf Datenelementehanged - Modi�kations�agBemerkung: Diese Klasse stellt eine reine Shnittstellende�nition dar. Alle Methoden sindvirtuell. CBaseFunktion Kapselung der analytishen BasiselementfunktionenMuster ContainerBasisklasse CContainerMethoden SetType - Legt den Elementtyp festGet - Liefert den Funktionswert eines BasiselementsGetRadon - Liefert die Radon-TransformationAttribute Base - Basiselementtyp (Radial, Square, Hat, Gauss)Basesize - BasiselementgrösseBemerkung: Dieser Container wertet entweder die entsprehende Basisfunktion an einergewünshten Stelle aus oder berehnet analytish die Röntgen-Transformation des Ba-siselements, also das Integral über den Shnitt des Elementes mit einer beliebigen Geradeim Raum.



3.2. KATALOG 129CContainer2DFunktion Basisklasse für alle matrixäquivalenten Container mit Dimension 2Muster ContainerBasisklasse CContainerMethoden Copy - Methode zum Kopieren von Daten in aktuellen ContainerGet - zweidimensionaler Lesezugri�Put - zweidimensionaler Shreibzugri�Resetup - Methode zur Dimensions- / DatentypmodikationAttribute isCmplx (Prot) - Flag für komplexe DatenBemerkung: Der grundlegende 2D-Container. Standardmässig ist das Datenformat double,unterstützt werden auh komplexe Zahlen.CContainer3DFunktion Basisklasse für alle matrixäquivalenten Container mit Dimension 3Muster ContainerBasisklasse CContainerMethoden Copy - Methode zum Kopieren von Daten in aktuellen ContainerGet - dreidimensionaler Lesezugri�Put - dreidimensionaler Shreibzugri�Resetup - Methode zur Dimensions- / DatentypmodikationAttribute isCmplx (Prot) - Flag für komplexe Dateniorigin - Integer-NullpunktBemerkung: Analog zu CContainer2D implementiert diese Klasse den grundlegenden 3D-Container. Auh hier ist standardmässig das Datenformat double, unterstützt werden eben-falls komplexe Zahlen.



130 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCDetetorFunktion Mathematishe Modellierung eines zweidimensionalen DetektorsMuster ContainerBasisklasse CContainer2DMethoden GetC - Lesezugri� mit RealkoordinatenPutC - Shreibzugri� mit RealkoordinatenCopyPar - Parameterübernahme eines anderen DetetorsAttribute D - Abstand Zentrum-DetektorR - Abstand Zentrum-Quelledel_x, del_y - Detektorelementgrössedet_x, det_y - Detektorgrössemiddle_x, middle_y - Detektormittedisx, disy - Displaementphi, theta - Lage des Detektors über Kugelkoordinatenphid, thetad - Verkippung des Detektors über Kugelkoordinatena - Quellposition (3D-Koordinaten)dire - Rihtungsvektor zum Ursprungortho - Rihtungsvektor senkreht Detektor

Bemerkung: Der Detektor ist so modelliert, dass er Parameter für eine beliebige Lage imRaum enthält, also mit variabler Position und Verkippung. Die Parametrisierung erfolgtüber Kugelkoordinaten oder Angabe von Rihtungsvektoren.



3.2. KATALOG 131CPhantomFunktion Kapselung des mathematishen PhantomsMuster ContainerBasisklasse CContainerMethoden SetFilename, LoadPhantom - Phantomdaten einlesenGet - speziell parametrisierte Zugri�sroutineAttribute origin - Zentrumsale - SkalierungBemerkung: Die hier unterstützten mathematishen Phantome bestehen aus einer Reihevon Ellipsoiden mit bestimmten Dihtewerten, die frei positioniert und gedreht sein kön-nen. Wird keine Phantombeshreibung geladen, so wird standardmässig das Shepp-Logan-Phantom verwendet. CVoxelFunktion Modellierung eines dreidimensionalen Voxel-KubusMuster ContainerBasisklasse CContainer3DMethoden GetC - Lesezugri� mit RealkoordinatenPutC - Shreibzugri� mit RealkoordinatenAttribute theta, phi - Verkippung parametrisiert über Kugelkoordinatenvox_x, vox_y, vox_z - Voxelkubusgrössedel_x, del_y, del_z - Voxelelementgrösseorigin - NullpunktBemerkung: Der Voxelkubus ist, wie der Detektor, frei im Raum zu positionieren und zuverkippen. Das Innere stellt jedoh immer eine äquidistant und kantenparallel diskretisiertePunktmenge dar.



132 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOG3.2.2 Prozessklassen CProessFunktion Basisklasse für alle ProzessobjekteMuster ProessBasisklasse keineInput CContainerOutput CContainerMethoden SetDName, DOut - Ausgabe der Prozessdaten zu DebuggingzwekenLink - Verbindung zweier Prozess (Ablauf und Datenstrom)SetChild, SetParent - Einzelverbindung zweier Prozesse bzgl. AblaufSetInput, SetOutput - Einzelverbindung zweier Prozesse bzgl. DatenstromGetInput, GetOutput - Zugri� auf Ein- und AusgabedatenUpdate, Exeute - Ausführungsshleife des aktuellen Prozesses (siehe 2.5)Report - Statusreport des ProzessesAttribute keine ö�entlihenBemerkung: Als Basisklasse aller Prozessobjekte besitzt CProess die notwendige Funktio-nalität, um ein Prozessnetzwerk aufzubauen. Weiterhin ist die Grundlage der Statusaus-gabe gelegt und ein Identi�kationsmehanismus vorhanden.CControllerFunktion Basisklasse für RekonstruktionsalgorithmenMuster ControllerBasisklasse CProessInput CContainerOutput CContainerMethoden keineAttribute atno - Nummer des aktuellen RekonstruktionsshrittsBemerkung: Ausser des zusätzlihen Attributs wird die Shnittstelle niht erweitert.



3.2. KATALOG 133CFilterFunktion Basisklasse für FilterungsprozesseMuster FilterBasisklasse CProessInput CContainerOutput CContainerMethoden Generate - FilterberehnungApply - Anwendung des FiltersAttribute �lter - zu verwendender FilterBemerkung: Die Shnittstellende�nition der Filterklassen.CGeometerFunktion Basisklasse für GeometriegeneratorenMuster GeometerBasisklasse CProessInput CContainerOutput CContainerMethoden ReportStep - Statusreport für die aktuelle ProjektionAttribute NProj - Anzahl ProjektionenBemerkung: Als Gemeinsamkeit der Geometriegeneratoren tritt die Anzahl der Projektio-nen und die Notwendigkeit des Statusreports bei der aktuellen Projektion auf.CMapFunktion Basisklasse für Mapper-ObjekteMuster MapperInput CContainerOutput CContainerBasisklasse CProessBemerkung: Die abstrakte Basisklasse für alle Mapper-Objekte.



134 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCOutletFunktion Basisklasse für alle AusgabenMuster OutletBasisklasse CProessInput CContainerOutput CContainer (optional)Bemerkung: Abstrakte Basisklasse für alle Ausgabe-Objekte.CProviderFunktion Basisklasse für alle EingabeprozesseMuster ProviderBasisklasse CProessInput CContainerOutput CContainerBemerkung: Abstrakte Basisklasse für alle Provider-Objekte.CCFiltBakFunktion Controller für ge�lterte RükprojektionMuster ControllerBasisklasse CControllerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendelphi - Winkeldiskretisierungfpar1, fpar2 - FilterparameterBemerkung: Der Grundablauf dieses Controllers besteht in Daten�lterung (evtl. Filterge-nerierung, Transformation) und Rükprojektion.



3.2. KATALOG 135CCAdFiltFunktion Controller für das GUF-VerfahrenMuster ControllerBasisklasse CControllerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionenatphi - aktuelle Winkelpositionbase - assoziierter BasisontainerBemerkung: Der Controller für das GUF-Verfahren kontrolliert die Rükprojektion vonDaten und assoziiertem Basiselement.CFilter2DFunktion Basisklasse für 2D-FilterMuster FilterBasisklasse CFilterInput CContainer2DOutput CContainer2DMethoden Apply - Anwendung des 2D-FiltersAttributeBemerkung: Die Apply-Funktion verarbeitet jede Kombination von realen und komplexenFiltern und Daten mit optimierter Laufzeit.



136 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCFApproxInvFunktion Filter für Approximative InverseMuster FilterBasisklasse CFilter2DInput CDetetorOutput CDetetorMethoden Generate - Kernberehnung für die Approximative Inverse in 2DAttribute fpara1 - Diskretisierung der Winkelpositionenfpara2 - GammaBemerkung: Dieser Filter ist speziell auf die Cone-Beam-Geometrie mit Abtastkurve in derXY-Ebene zugeshnitten. Die Filterberehnung ist laufzeitoptimiert und der Filter wird,einmal berehnet, auf einem sekundären Speihermedium gesihert und wiederverwertet.CFConvFunktion Implementation eines allgemeinen Faltungs�ltersMuster FilterBasisklasse CFilter2DInput CDetetorOutput CDetetorMethoden onv - Faltung (P)san - Optimierung (P)Attribute by�t - Wahl der FaltungBemerkung: Der allgemeine Faltungs�lter faltet die Eingabe mit der angebundenen Fil-termatrix, welhe niht von dieser Klasse berehnet wird. Dies geshieht entweder unterAusnutzung des Faltungssatzes und FFT oder durh eine Ortsraumfaltung mit vorherigerOptimierung, bei der der Träger des Filters ermittelt wird.



3.2. KATALOG 137CFFT2DFunktion zweidimensionale Fourier-TransformationMuster FilterBasisklasse CFilter2DInput CContainer2DOutput CContainer2DMethoden Apply - Shnittstelle zur Fourier-TransformationGenerate - Shnittstelle zur OptimierungInit2D - Optimierung der TransformationShift - Fourier-Shifting (Vertaushung der Quadranten)Transform2D - eigentlihe Anwendung der Fourier-TransformationAttribute Diretion - Rihtung der TransformationBemerkung: Diese Funktion basiert auf der FFTW-Library (siehe [9℄), die durh Vorkalku-lationen die Fourier-Transformation an die Datengrösse anpasst und optimiert.CFTomoLinFunktion Filter für lineare TomosyntheseMuster FilterBasisklasse CFilter2DInput CDetetorOutput CDetetorMethoden Generate - FiltergenerierungAttribute para1 - Lowpass-Settingpara2 - Highpass-SettingBemerkung: Der speziell auf die lineare Tomosynthese zugeshnittene Filter im Verfahrender ge�lterten Rükprojektion.



138 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCFTomoSynthFunktion Filter für zirkulare TomosyntheseMuster FilterBasisklasse CFilter2DInput CDetetorOutput CDetetorMethoden Generate - FiltergenerierungAttribute para1 - Lowpass-Settingpara2 - Highpass-SettingBemerkung: Der spezielle Filter für die zirkulare Tomosynthese im Verfahren der ge�ltertenRükprojektion.



3.2. KATALOG 139CFilter3DFunktion Basisklasse für 3D-FilterMuster FilterBasisklasse CFilterInput CContainer3DOutput CContainer3DMethoden Apply - Anwendung des 3D-FiltersAttributeBemerkung: Das Analogon zu CFilter2D in drei Dimensionen.CFAdFiltFunktion Filter für g-adaptive FilterungMuster FilterBasisklasse CFilter3DInput CVoxelOutput CVoxelMethoden Exeute - Transformation der Eingabedaten und Anwendung des FiltersSetupFilter - Filterberehung aus ReferenzdatenRegularize - spezielle RegularisierungAttribute utfreq - Abshneidefrequenzutwin - Fenster des Abshneidensdila - Trägerkonstantepreserve - DurhshnittserhaltungOptionen Durhshnittserhaltung, RegularisierungBemerkung: Der geometrieadaptive Filter wird aus den Referenzdaten für die Basisfunkti-on berehnet und durh Anwendung eines dreidimensionalen Gauss-Fensters regularisiert.Es ist die Option vorhanden, mittels Nullpunkterhaltung den Durhshnittswert der Re-konstruktion beizubehalten.



140 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCFFT3DFunktion dreidimensionale Fourier-TransformationMuster FilterBasisklasse CFilter3DInput CContainer3DOutput CContainer3DMethoden Apply - Shnittstelle zur Fourier-TransformationGenerate - Shnittstelle zur OptimierungInit2D - Optimierung der TransformationShift - Fourier-Shifting (Vertaushung der Quadranten)Transform2D - eigentlihe Anwendung der Fourier-TransformationAttribute Diretion - Rihtung der TransformationShiftBefore - Fourier-Shifting von der TransformationShiftAfter - Fourier-Shifting nah der TransformationBemerkung: Wie CFFT2D setzt auh diese Klasse auf die FFTW-Library auf.CFOptimize3DFunktion Optimierung eines 3D-Containers zur VisualisierungMuster FilterBasisklasse CFilter3DInput CContainer3DOutput CContainer3DMethoden Histo - Histogrammerstellung eines Voxel-KubusAttribute UpperTresh - oberer ShwellwertLowerTresh - unterer ShwellwertBemerkung: Die Optimierung des Darstellungsbereihes eines Voxel-Kubus durh Abbil-dung auf 16-Bit Integerwerte. Dies erfolgt über Fenstersetzung mittels eines kumulativenHistogramms. Die Angaben der Shwellwerte sind in Prozent. Zwishen den minimal undmaximal darzustellenden Funktionswerten wird eine lineare Zuteilung vorgenommen.



3.2. KATALOG 141CGConeHFunktion Geometriegenerator für die Cone-Beam-Geometrie (Horizontal)Muster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendelphi - WinkeldiskretisierungBemerkung: Die Eingabeparameter dieses Geometriegenerators deken sih grösstenteilsmit dem entsprehenden Controller. In der Exeute-Funktion berehnet er die Quell- undDetektorpositionen pro Winkel und führt den damit verbundenen Controller aus.CGConeHFFunktion Geometriegenerator für Cone-Beam-Geometrie (H) und GUF- FilterMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendelphi - WinkeldiskretisierungBemerkung: Auh dieser Controller berehnet Quell- und Detektorpositionen pro Winkel.Die Kernshleife besteht allerdings in Basiselement- und Datenrükprojektion mit nahfol-gender 3D-Filterberehnung und Anwendung.



142 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCGFourierConeHFunktion Geometriegenerator für Fourier-Rekonstruktion, Cone-Beam-GeometrieMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute R - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendelphi - Winkeldiskretisierung
Bemerkung: Dieser Geometer ist noh im experimentellen Stadium.

CGSatterFFunktion Geometriegenerator für Monte-Carlo-Geometrie und GUF-FilterMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute R - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionen
Bemerkung: Der GUF-Geometriegenerator für die Monte-Carlo-Geometrie, siehe 1.4.2.1.Die Winkelpositionen werden über einen einfahen Zufallsgenerator randomisiert.



3.2. KATALOG 143CGSinusoidFFunktion Geometriegenerator für Sinusoidalgeometrie und GUF- FilterMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute R - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionenperiod - Anzahl ShwingungenBemerkung: Der GUF-Geometriegenerator für die Sinusoidalgeometrie. Er erlaubt eine freieWahl der projizierten Sinus-Shwingungen. Siehe Abshnitt 1.4.2.2.CGSphereSpiralFFunktion Geometriegenerator für sphärishe Spiralgeometrie und GUF- FilterMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute R - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl ProjektionenNirles - Anzahl UmläufeBemerkung: Der Geometriegenerator für die sphärishe Spiralgeometrie laut Abshnitt1.4.2.2. Zusätzliher Parameter ist die Anzahl der Umläufe für eine Abtastung mit � 2[0; 2�℄.



144 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCGSpiralFFunktion Geometriegenerator für Spiral-Geometrie und GUF- FilterMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute R - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl ProjektionenNirles - Anzahl UmläufeBemerkung: Auh bei der klassishen Spiralgeometrie ist der zusätzlihe Parameter dieAnzahl der Umläufe für eine Abtastung von hmin bis hmax des Zylinders.CGTomoCirX, CGTomoCirY, CGTomoCirZFunktion Geometriegeneratoren für zirkulare Tomosynthese um X-,Y- oder Z-AhseMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0, theta0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendelphi - Winkeldiskretisierungtomoang - TomowinkelBemerkung: Prinzipiell der Standard Cone-Beam-Geometrie ähnlih fährt bei dieser Geo-metrie die Quelle einen Kleinkreis um eine der Koordinatenahsen.



3.2. KATALOG 145CGTomoLinXY, CGTomoLinYZFunktion Geometriegeneratoren für lineare Tomosynthese in XY (YZ)-EbeneMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0, theta0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendelphi - Winkeldiskretisierungtomoang - Tomowinkeldet�x - DetektoroptionOptionen stehender / bewegter DetektorBemerkung: Im Gegensatz zur zirkularen Tomosynthesegeometrie wird hier mit der Quelleein Kreisbogen beshrieben. Der Detektor ist dabei entweder �xiert oder steht senkrehtzum Mittelstrahl.



146 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCGTuyFFunktion Geometriegenerator für die Standard-Tuy-Kurve und GUF- FilterMuster GeometerBasisklasse CGeometerInput CDetetorOutput CVoxelAttribute phi0 - StartwinkelR - Abstand Quelle - FokusD - Abstand Quelle - DetektorNproj - Anzahl Projektionendeltheta - Winkeldiskretisierung in �delphi - Winkeldiskretisierung in �Bemerkung: Der Geometriegenerator für die klassishe Tuy�Kirillov�Anordnung zweierorthogonaler Kreise. Die Quellpositionen auf den Kreisen werden über delphi und delthetaparametrisiert.



3.2. KATALOG 147CMBakproFunktion Cone-Beam-RükprojektionMuster MapperBasisklasse CMapInput CDetetorOutput CVoxelMethoden Bakprojetion - StandardrükprojektionBakprojetionW - gewihtete RükprojektionBakprojetionF - Fourier-RükprojektionAttribute Bakprotype - Art der RükprojektionOptionen Standard, gewihtet, FourierBemerkung: Die Rükprojektionsklasse bietet für die Cone-Beam-Geometrie mehrere Artender Rükprojektion, nämlih die ungewihtete (Standard-) Rükprojektion, die im Ver-fahren mittels Approximativer Inversen verwendete gewihtete Rükprojektion und dieFourier-Rükprojektion, die eine Übertragung von Informationen aus dem 2D-Spektrumin das 3D-Spektrum darstellt. Letztere ist noh im Teststadium. Alle Geometrieinforma-tionen sind in den angebundenen Containerstrukturen enthalten.CMBakproParFunktion parallele RükprojektionMuster MapperBasisklasse CMapInput CDetetorOutput CVoxelMethoden Bakprojetion - StandardrükprojektionBakprojetionF - Fourier-RükprojektionAttribute Bakprotype - Art der RükprojektionOptionen Standard, FourierBemerkung: Äquivalente Rükprojektionsklasse für die parallele Geometrie.



148 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCMBaseRenderFunktion Basis-Renderer in Voxel-KubusMuster MapperBasisklasse CMapInput CBaseOutput CVoxelMethoden Exeute - Rendert die BasisAttributeOptionenBemerkung: In seiner Funktion der Klasse CMRenderPhantom ähnlih, rendert diese Klas-se Basiselemente in einen Voxelkubus. Die Parameter sind sämtlih in den Containernrepräsentiert. CMExpanderFunktion Voxel-Vergrösserung mit InterpolationMuster MapperBasisklasse CMapInput CContainer3DOutput CContainer3DMethoden Exeute - expandiert den VoxelAttribute Interpolation - Wahl der InterpolationOptionen Nearest Neighbour, trilinearBemerkung: Dieser Mapper dient dazu, Voxelvolumen einer Dimension in eine andere abzu-bilden. Als Interpolationsformen bietet er Nearest-Neighbour-Interpolation und trilineareInterpolation. Die Grössenangaben werden aus den Dimensionen von Ein- und Ausgabe-ontainer ermittelt.



3.2. KATALOG 149CMExtratFunktion Slie-ExtratorMuster MapperBasisklasse CMapInput CContainer3DOutput CContainer2DMethoden ParaSlie - parametrisierte Slie-ExtraktionAttribute diretion - Orientierungslie - logishe Nummer des Slies
Bemerkung: Dieser Mapper gestattet eine ahsenparallele Extraktion von zweidimensiona-len Teilgebieten eines Voxel-Kubus (etwa zu Visualisationszweken).

CMRenderPhantomFunktion Phantom-Renderer in Voxel-KubusMuster MapperBasisklasse CMapInput CPhantomOutput CVoxelMethoden Exeute - Rendert das PhantomAttribute absval - absolute oder additive DihtenOptionen absolut, additiv
Bemerkung: Zur exakten Darstellung von Phantomdaten als Referenzoriginal rendert dieseKlasse Phantome direkt in den Voxelkubus. Dies geshieht entweder durh Angabe abso-luter Dihtewerte oder durh Addition der Dihtewerte der übershneidenden Ellipsoide.



150 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCOExportFunktion einfahe Exportklasse für 2D- und 3D-DatenMuster OutletBasisklasse COutletInput CContainer2D, CContainer3DOutput = InputMethoden SetType - Angabe des ExporttypsSetName - AusgabenameAttribute etypeOptionen short binary, double binary, short asii, double asii, �oat binaryBemerkung: Je nah Eingabedatentyp wird eine zweidimensionale oder dreidimensionaleAusgabe vorgenommen. Für die zweidimensionale Ausgabe können sowohl Binär- als auhASCII-Daten in �oat, short und double exportiert werden.COExport3DFunktion spezialisierte Ausgabe eines Voxel-Kubus im VTK-FormatMuster OutletBasisklasse COutletInput CVoxelOutput = InputMethoden SetName - Ausgabename festlegenAttribute upper - Oberer Shwellwertlower - unterer ShwellwertBemerkung: Unter Verwendung der Optimiererklasse wird eine gefensterte Version des Ein-gabekubus erstellt und diese im VTK-Format exportiert. Ist der Eingabekubus komplex,so werden Real- und Imaginärteil getrennt exportiert.



3.2. KATALOG 151CPBaseFatoryFunktion Datengenerator für BasisfunktionenMuster ProviderBasisklasse CProviderInput CBaseOutput CDetetorMethoden GetRenBase - Berehnung der StrahlshnittpunkteAttribute basesize - Basiselementgrössebase - BasiselementtypBemerkung: Der Basisprovider stellt mit Hilfe des analytishen Basisontainers Linieninte-grale über Basiselemente zur Verfügung. Es handelt sih hierbei also im Prinzip um einenspeziellen Phantomgenerator. Er bildet mit CFAdFilt und CCAdFilt die Grundlage desGUF-Verfahrens. CPESynthetiFunktion verbesserter Generator für synthetishe DatenMuster ProviderBasisklasse CProviderInput CPhantomOutput CDetetorMethoden PreCal - Vorberehnung der Rotationsmatrizenxray - Integral über einen Strahldatensynth - Bearbeitung aller StrahlenAttribute phantom - assoziiertes PhantomBemerkung: Der verbesserte Datengenerator (CP"Enhaned"Syntheti) ist in der Lage,Phantomdaten zu verarbeiten, bei denen den Ellipsoiden feste Dihtewerte zugewiesen wur-den. Dies ermögliht realistishere Phantome. Die Implementation verläuft über Shnitt-punktberehnung von Ellipsen und Strahl, Sortierung, Eliminationsverfahren unter Ver-wendung eines Staks und anshliessender Teilintegralberehnung.



152 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOGCPImportFunktion Import-Objekt für 2D-DatenMuster ProviderBasisklasse CProviderInput CDetetor (optional)Output CDetetorMethoden SetType - Angabe des ExporttypsSetName - EingabenameAttribute etypeOptionen short binary, double binary, short asii, double asii, �oat binary
Bemerkung: Analog zu COExport stellt diese Klasse die Möglihkeit zu Verfügung, eineVielzahl von Eingabeformaten zu verarbeiten.

CPSynthetiFunktion Datengenerator für synthetishe DatenMuster ProviderBasisklasse CProviderInput CPhantomOutput CDetetorMethoden xray - Integral über einen Strahldatensynth - Bearbeitung aller StrahlenAttribute phantom - assoziiertes Phantom
Bemerkung: Diese Providerklasse berehnet die Daten für ein gegebenes Phantom mittelsAddition der Linienintegrale durh die Ellipsoide.



3.2. KATALOG 153CSupportFunktion SupportklasseMuster ProessBasisklasse CProessInput CContainer (redundant)Output CContainer (redundant)Methoden sale01 - Skalierung eines matrixäquivalenten ContainersMatVe - Matrix / Vektor MultiplikationMatMat - Matrix / Matrix Multiplikationdistane - Distanzberehnung in 3Dtopolar - Umrehnung in Polar- bzw. Kugelkoordinatenfrompolar - Umrehnung zu Polar- bzw. KugelkoordinatenGetAverage - Durhshnittsberehnungsgn - Signumsberehnungpsgn - spezielle Signumsberehnungsalar - Skalarproduktdiretion - orthogonale RihtungsvektorenAttribute keineBemerkung: Die in 2.3.2 beshriebene Supportklasse. Die enthaltenen Funktionen sind grös-stenteils einfahe Berehnungsroutinen für Vektoren und Skalare.



154 KAPITEL 3. OBJEKT- UND MUSTERKATALOG



Anhang A
Das verwendete Phantom
Dieses Phantom erlaubt die Untersuhung von Au�ösung bezüglih Dihtesprüngen undEllipsoidgrössen. Die inneren Ellipsoide entsprehen vershiedenen Gewebe- und Material-dihten, insbesondere denen von Zahnshmelz, Dentin, Knohen und Weihgewebe bezüg-lih einer Strahlung von 60kV (Kennwerte entnommen aus [13℄ und [15℄).Nummer rel. Dihte abs. Dihte mx my mz rx ry rz1 1 2 0 0 0.75 0.1 0.1 0.152 1 2 0 0 0.4 0.05 0.05 0.13 1 2 0 0 0.15 0.03 0.03 0.054 1 2 0 0 0 0.01 0.01 0.025 1 2 0 0 -0.15 0.03 0.03 0.056 1 2 0 0 -0.4 0.05 0.05 0.17 1 2 0 0 -0.75 0.1 0.1 0.158 1 1 0 0 0 1 1 19 0.1 1.1 0.75 0 0 0.15 0.15 0.1510 0.2 1.2 0.53033 0.53033 0 0.15 0.15 0.15155



156 ANHANG A. DAS VERWENDETE PHANTOMNummer rel. Dihte abs. Dihte mx my mz rx ry rz11 0.3 1.3 0 0.75 0 0.15 0.15 0.1512 0.4 1.4 -0.53033 0.53033 0 0.15 0.15 0.1513 -0.1 0.9 -0.75 0 0 0.15 0.15 0.1514 -0.2 0.8 -0.53033 -0.53033 0 0.15 0.15 0.1515 -0.3 0.7 0 -0.75 0 0.15 0.15 0.1516 -0.4 0.6 0.53033 -0.53033 0 0.15 0.15 0.1517 1 2 0.39 0 0 0.01 0.01 0.0118 1 2 0.378232 0.07187 0 0.015 0.015 0.01519 1 2 0.349903 0.148216 0 0.02 0.02 0.0220 1 2 0.301068 0.223569 0 0.025 0.025 0.02521 1 2 0.229416 0.29029 0 0.03 0.03 0.0322 1 2 0.135487 0.338922 0 0.035 0.035 0.03523 1 2 0.023927 0.359204 0 0.04 0.04 0.0424 1 2 -0.095582 0.34189 0 0.045 0.045 0.04525 1 2 -0.20821 0.281333 0 0.05 0.05 0.0526 1 2 -0.29525 0.178472 0 0.055 0.055 0.05527 1 2 -0.337209 0.043476 0 0.06 0.06 0.0628 1 2 -0.31874 -0.103101 0 0.065 0.065 0.06529 1 2 -0.234702 -0.231981 0 0.07 0.07 0.0730 1 2 -0.095661 -0.310603 0 0.075 0.075 0.07531 1 2 0.069682 -0.312321 0 0.08 0.08 0.0832 1 2 0.217855 -0.227518 0 0.085 0.085 0.08533 1 2 0.301342 -0.072754 0 0.09 0.09 0.0934 0.3 1.3 0.106066 0.106066 0 0.05 0.05 0.0535 -0.054 0.946 -0.016795 0.149057 0 0.05 0.05 0.0536 -0.424 0.576 -0.127009 0.079805 0 0.05 0.05 0.0537 -0.79 0.21 -0.141582 -0.049542 0 0.05 0.05 0.0538 3.2 4.2 -0.049542 -0.141582 0 0.05 0.05 0.0539 -0.07 0.93 0.079805 -0.127009 0 0.05 0.05 0.0540 -0.12 0.88 0.149057 -0.016795 0 0.05 0.05 0.05
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