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Einleitung

Im Verlauf der letzten beiden Jahrzehnte sind bildgebende Verfahren in vielen
naturwissenschaftlichen Bereichen zunehmend in den Blickpunkt des Interes-
ses geriickt. Dies gilt insbesondere auch fiir Anwendungen auf dem Gebiet des
zerstorungsfreien Priifens. Ziel der bildgebenden Verfahren ist, aus indirekten,
mefibaren Informationen iiber das zu untersuchende Objekt ein Abbild der dieses
Objekt beschreibenden Funktionen zu gewinnen. Dabei konnen diese Funktionen
skalaren oder vektoriellen Charakter aufweisen. Ein bekanntes Beispiel fiir die
Rekonstruktion einer skalaren Grofle ist die Computer-Tomographie, deren Ma-
thematik Gegenstand zahlreicher Abhandlungen ist. Eine umfassende Darstel-
lung bieten LoUIs in [34] oder NATTERER in [40]. Die gemessenen Daten ¢ sind
im mathematischen Modell der 2D-Computer-Tomographie die Radontransfor-
mierten Rf der gesuchten Funktion f. Fiir dieses Problem existieren mittlerweile
effiziente Losungen. Ein vektorielles Beispiel ist die Rekonstruktion von Geschwin-
digkeitsfeldern. Hier beschreibt die Doppler-Transformation das mathematische
Modell, eine detaillierte Analyse dieses inversen Problems bietet SCHUSTER in
[47].

Die bekannten tomographischen Rekonstruktionsverfahren zu den oben beschrie-
benen Beispielen nutzen zur Gewinnung der gesuchten Objektfunktionen Infor-
mationen aus verschiedenen Mefirichtungen. Grundsétzlich miissen die untersuch-
ten Objekte von allen Seiten zugénglich sein, um ohne weitere Zusatzinformatio-
nen qualitativ hochwertige Rekonstruktionsergebnisse zu erzielen. Jedoch gibt
es durchaus Anwendungsgebiete, in denen die zu analysierenden Objekte nicht
uneingeschrinkt zuginglich sind. Aus dem Bereich der zerstérungsfreien Priifver-
fahren sei hier stellvertretend der Flugzeugbau genannt, in dem der technische
Aufwand fiir einen uneingeschrinkten Zugang zu aufwendig ist. Soll dagegen ein
Rekonstruktionsverfahren Informationen iiber ein dicht unterhalb der Erdober-
flache befindliches Objekt liefern, ist dieses sicherlich nur von einer Seite zugéng-
lich. Diese Aufgabenstellung liegt beispielsweise beim Aufsuchen und Identifizie-
ren von Landminen vor. Das Verfahren mufl dann mit diesem eingeschréinkten
Informationsbereich arbeiten. Fiir eine solche Problematik bietet sich das in der
vorliegenden Arbeit behandelte Modell der Riickstreutomographie an.
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Erste Verfahren, die dieses Modell fiir eine Rekonstruktion von Dichtewerten eines
unbekannten Objekts heranziehen, wurden gegen Ende des zwanzigsten Jahrhun-
derts entwickelt. Im ersten Kapitel erfolgt eine Beschreibung dieser zweidimen-
sionalen Modellierung, sie dient als Grundlage der in dieser Arbeit entwickelten
dreidimensionalen Mefigeometrie. Die Idee der Riickstreutomographie ist, mit
Hilfe des Comptoneffektes die Dichtewerte des untersuchten Objekts zu rekon-
struieren. Der Meflaufbau wird im ersten Kapitel eingehend beschrieben. Es zeigt
sich, dafl den gemessenen Daten g, eine nichtlineare Integraltransformation der
Gestalt

g, = / f (2) &) dy (1)

zugrunde liegt, wobei f und a die gesuchten Objektfunktionen sind. Die genaue
Modellierung wird anhand einer aufmerksamen Untersuchung der physikalischen
Gegebenheiten hergeleitet. Auflerdem beinhaltet dieses erste Kapitel eine Ein-
ordnung der Riickstreutomographie in die Reihe der tomographischen Methoden.

Ihre Néahe zur ausfiihrlich beschriebenen Emissionstomographie wird im Verlauf
der Arbeit deutlich.

Die mathematische Analyse des direkten Problems ist Gegenstand des zweiten
Kapitels. Dort werden die geeigneten Funktionenrdume fiir das kontinuierliche
und das diskrete Modell der Riickstreutomographie definiert. Dabei dient der kon-
tinuierliche Vorwirtsoperator als Basis der durchgefiihrten theoretischen Unter-
suchungen, anhand des diskreten Operators werden synthetische Daten erzeugt.
Diese Daten stellen dann die Grundlage fiir das Testen der im dritten Kapitel
hergeleiteten Rekonstruktionsverfahren.

Das dritte Kapitel behandelt das inverse Problem der Riickstreutomographie.
Zunichst werden die sogenannten Strippingverfahren vorgestellt. Diese Verfah-
ren ermoglichen eine sukzessive Rekonstruktion einzelner Schichten des unter-
suchten Objekts und damit gelingt eine approximative Invertierung des diskre-
ten Vorwirtsoperators. Die hieraus abgeleiteten Rekonstruktionsverfahren bilden
dann den Kern dieses Kapitels. Ihre Leistungsfiahigkeit wird sowohl anhand ex-
akter als auch mittels gestorter Daten iiberpriift. An dieser Stelle zahlen sich die
aufwendigen physikalischen Betrachtungen des ersten Kapitels aus. Es zeigt sich
die enorme Effizienzsteigerung gegeniiber einfachen Verfahren, die vergleichend
angegeben werden. Auch erweisen sich die regularisierten Verfahren als stabil
gegeniiber Datenfehlern. Abgerundet wird dieses Kapitel durch ein aktuelles An-
wendungsbeispiel aus dem Bereich der Kampfmittelerkennung, der Detektion von
Landminen.
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Den Abschlufl der Arbeit bildet im vierten Kapitel die Vorstellung einer neu ent-
wickelten Mefigeometrie. Ziel des dort beschriebenen detektororientierten Modells
ist, den Mefivorgang zu beschleunigen. Dies gelingt durch die Annahme einer fi-
xierten Rontgenquelle. Ein von ihr ausgehender Kegelstrahl iiberdeckt das Objekt
vollstindig, so dafl hier das Rekonstruktionsgebiet nicht mehr durch Verschieben
der Rontgenquelle in einzelne Mefipositionen abgetastet werden mufl. Durch das
Einbringen eines zusétzlichen Filters kann dieses Modell erneut durch eine Inte-
gralgleichung vom Typ (1) beschrieben werden.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Univ.-Prof. Dr. Alfred K. Louis, der mir stets
durch seinen personlichen und fachlichen Erfahrungsschatz im Entstehungsprozef3
dieser Arbeit neue und lehrreiche Wege aufgezeigt hat. Weiter bedanke ich mich
bei allen Mitarbeitern des Lehrstuhls fiir das produktive und ausgesprochen gute
Arbeitsklima. An dieser Stelle mochte ich meine Kollegen und Freunde Volker
Gebhard und Peter Jonas hervorheben, die mir auch in schwierigen Zeiten stets
ihre Unterstiitzung zukommen lielen und mafigeblichen Anteil an der Entstehung
dieser Arbeit haben. Herzlich bedanken mdochte ich mich auch bei Herrn Univ.-
Prof. Dr. Gerd Schmidt, ohne den ich diese Aufgabe sicher nicht angegangen wire.

Schliefflich gilt mein ganz besonderer Dank meiner Familie, ohne deren jahrelange
Unterstiitzung diese Dissertation nicht moglich gewesen wére, und meiner lieben
Sabine fiir ihre bestéindige Aufmunterung.
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Kapitel 1

Grundlagen der
Riickstreutomographie

Erste ausfiihrliche Arbeiten zu dem Themenkomplex der Riickstreutomographie
entstanden Anfang der neunziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts am Fraun-
hoferinstitut fiir Zerstorungsfreie Prifverfahren in Saarbriicken. In diesen Arbei-
ten wurde ein vereinfachtes, zweidimensionales Modell betrachtet, das in einer
Arbeit von SCHMITT [46] 1997 erstmals einen exakten mathematischen Rah-
men erhielt. SCHMITT gelang zudem eine approximative Inversion dieses Modells
und seine genaue Analyse versetzten ihn in die Lage, gute Rekonstruktionen aus
synthetisch erzeugten Daten zu gewinnen. Aufbauend auf dieser Arbeit wird in
einem ersten Abschnitt ein dreidimensionales Modell der Riickstreutomographie
sowie den dazugehorigen Meflaufbau entwickelt. AnschlieSend werden die physi-
kalischen Grundlagen zur Riickstreutomographie diskutiert, wodurch dem Leser
ein Gefiihl fiir die Problematik der auftretenden Phanomene vermittelt wird. Ab-
gerundet wird dieses erste Kapitel mit einer kurzen Beschreibung der geddmpften
Radontransformation, zusammen mit ihrer im Jahre 2000 unabhéngig voneinan-
der von NovikKov [43] und NATTERER [41] hergeleiteten Inversion, welche die
Einordnung der Riickstreutomographie in die Reihe der tomographischen Metho-
den sowie einen Vergleich mit diesen gestattet.

1.1 MeBaufbau und Modellierung

Die der Riickstreutomographie zu Grunde liegende Idee besteht darin, die Dich-
teverteilung eines zu untersuchenden Objektes mit Hilfe des Comptoneffektes zu
rekonstruieren. Als ein solches Objekt kann zum Beispiel ein auf Risse oder Mate-
rialverunreinigungen hin zu iiberpriifendes Werkstiick angesehen werden, welches
wahrend der durchgefiihrten Qualitatspriifung nicht zerstért werden soll. Das
zu untersuchende Objekt befinde sich hierzu vollsténdig innerhalb eines Wiirfels
W. Wird dieser Wiirfel einem monochromatischen Rontgenstrahl ausgesetzt, so
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' Objekt

“ix, Kollimartor

)

)

Aufnahmekreis

Rontgenquelle Detektor

Abbildung 1.1: MeBaufbau der Riickstreutomographie

fiihren verschiedene physikalische Effekte zu einer Intensitdtsabminderung dieses
Strahls entlang seines Weges durch das Objekt. Eine Ursache fiir diese Dadmpfung
besteht darin, dafl Photonen an Materie gestreut werden und ihren Weg durch
das Objekt in Richtung dieser Streuung fortsetzen. Eine Bestrahlung des Wiirfel
gemafl Abbildung 1.1 und die Betrachtung des eingezeichneten Strahlenganges
kann demnach wie folgt beschrieben werden.

Eine Rontgenquelle () sendet in Richtung der Geraden L, einen Réntgenstrahl der
Intensitéit Iy aus, die emittierten Photonen besitzen die Energie FE;,. Auf seinem
Weg durch das zu untersuchende Objekt verliert der Strahl in jedem Punkt in
Folge von Rayleighstreuung, Photoeffekt und Comptonstreuung (bei sehr hohen
Photonenenergien treten auch Paarbildungseffekte auf) an Intensitit. Wahrend
sich sowohl bei der Rayleighstreuung als auch beim Photoeffekt die Energie der
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einzelnen Photonen nicht verdndert, verliert ein durch einen Comptonstofl ge-
streutes Photon einen vom Streuwinkel abhingigen Anteil seiner Energie Fj,
und breitet sich nun mit einer geringeren Energie F,. in Streurichtung aus. Da-
bei werden auch die in Richtung eines fest installierten Kollimators gestreuten
Rontgenstrahlen auf ihrem weiteren Weg durch das Objekt an Intensitét verlieren.
Auf welchen Effekten diese weitere Intensitdtsabnahme basiert, ist fiir den hier
betrachteten Meflaufbau unerheblich. Nachdem die gestreuten Photonen aus dem
Objekt ausgetreten sind und den Kollimator passiert haben, treffen sie schliefllich
auf einem Detektor auf, von dem die einfallende Intensitit gemessen wird.

Durch Parallelverschiebung der Anordnung ,,Quelle - Kollimator - Detektor® in-
nerhalb der Quellebene gelingt es, das zu untersuchende Objekt vollstindig ab-
zutasten. Durch Rotation des Detektors entlang des in der Quellebene liegenden
Aufnahmekreises kann dieses Objekt hinsichtlich mehrerer Streurichtungen un-
tersucht werden.

Fiir einen separierten Strahlengang bestimmt sich die Intensitit 7(x) des Quell-
strahles in einem Punkt x € W N L, zu

— [ a(§)dg
I(x)]g, = Tpe "™ : (1.1)

wobei L,(x) den von der Rontgenquelle mit einer Intensitdt I, ausgesandten
Quellstrahl bis zum Punkt x darstellt und a(£) das Absorptionsverhalten des
durchstrahlten Mediums entlang dieser Strecke beschreibt. Zu (1.1) fiihrt un-
mittelbar die Annahme, dafl die Intensitdtsabminderung Al entlang eines infi-
nitesimal kleinen Wegstiickes von x nach x + Ax proportional zur Linge Ax
dieses Wegstiickes und proportional zur momentanen Intensitéit (x) selbst ist,
also AI = —al(x)Ax gilt. Dabei stellt a den materialabhéingigen Proportio-
nalitéitsfaktor dar. Nun ergibt sich (1.1) durch Integration dieser Gleichung und
Beriicksichtigung der Anfangsbedingung I(0) = Iy. Steht nun weiter die Annah-
me, dafl es in dem betrachteten Punkt x zur Comptonstreuung kommt, bestimmt
sich die infolge des Streuvorganges in x auf den Detektor einfallende Intensitét
I(x) geméiB

~ ] a©de— | a(e)d
I(x) = Ihpx) f(x)e "™ Fato : (1.2)

Hier stellt f(x) ein Ma#B fiir die Wahrscheinlichkeit dar, daf es in x zur Compton-
streuung kommt, wihrend p(x) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, daf§ die Streu-
ung in Richtung des Kollimators erfolgt. Weiter steht L,(x) analog zu L,(x) fiir
den auf den Detektor einfallenden Strahl, der seine Ursache in der in x stattge-
fundenen Comptonstreuung hat.

Letztendlich fiihrt das Beriicksichtigen der Tatsache, dafl jedes Detektorelement
endliche Abmessungen aufweist, ein derartiges Element also nicht allein von ei-
nem einzelnen Rontgenstrahl, sondern von einem ganzen Ficher solcher Strahlen
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getroffen wird, die ihren Ursprung auf einem durch die geometrische Anordnung
von Detektor und Kollimator eindeutig festgelegten Intervall des fixierten Quell-
strahles haben, zu der Erkenntnis, dafl auf ein Detektorelement D), die Intensitét

- [ a(®de— [ a(&)d¢
L= o [ po) g6 e e (1.3)

Iy

eintrifft. In dieser Formel steht Z,, fiir das Teilstiick des Quellstrahles, von dem aus
Photonen durch Comptonstreuung auf das betrachtete Detektorelement gelangen
konnen. Vorausgesetzt, es handelt sich um eine fixierte geometrische Anordnung
von Rontgenquelle, Kollimator und Detektor, wird hieraus ersichtlich, daf§ der
Detektor aus einer hinreichend groflen Anzahl von vertikal angeordneten Ele-
menten bestehen muf}, damit das zu untersuchende Objekt in seiner gesamten
Tiefe abgetastet wird. Oder umgekehrt: sind die Abmessungen des Detektors fest
vorgegeben, so lassen sich mit dem Meflaufbau gem&fl Abbildung 1.1 nur Objekte
bis zu einer durch diese Abmessungen vorgeschriebenen Gréfle detektieren.

1.2 Physikalische Grundlagen

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Modellierung der Riickstreu-
tomographie basiert im Wesentlichen auf den in den Arbeiten von GORSHKOV
[17, 18, 15, 16] bzw. SCHMITT [46] entwickelten Modellen fiir zweidimensionale
Objekte. Diese Modellierung wird im Folgenden physikalisch motiviert werden
und eine genaue Analyse der auftretenden Effekte wird dann zu einem verfeiner-
ten Modell fiihren.

Um die Abschwiichung von Réntgenstrahlen! beim Durchlaufen von Materie an-
gemessen erkldren zu koénnen, soll zunéchst auf die hierfiir relevanten Wechsel-
wirkungen elektromagnetischer Strahlung, die ja insbesondere auch Licht und
Rontgenstrahlung umfafit, mit Materie eingegangen werden. Was aber ist unter
»elektromagnetischer Strahlung” zu verstehen? Zumindest fiir den Spezialfall des
Lichtes schien diese Frage spitestens 1889 nach langem erbitterten Streit zwischen
Vertretern des Partikelmodells und Anhédngern des Wellenmodells endgiiltig ge-
klart, als HEINRICH HERTZ in seinem Vortrag auf der Heidelberger Tagung der
Naturforschergesellschaft festhielt? :

I'Diese Strahlen wude 1895 von WILHELM CONRAD RONTGEN entdeckt, der dafiir im Jahre
1903 als erster Physiker den Nobelpreis erhielt. Von ihm erhielten sie auch den Namen ,X-
Strahlen*, da ihre Struktur noch recht unerforscht war.

2Dieses Zitat und eine sehr weitreichende Darstellung der hier aufgefiihrten Physik findet sich
in [48] und [49]; wer lediglich an einer kurzen Zusammenfassung der wesentlichen Sachverhalte
interessiert ist, sei auf [52] oder [9] verwiesen.
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>Was ist das Licht? Seit den Zeiten Youngs und Fresnels wissen wir,
dafl es eine Wellenbewegung ist. Wir kennen die Geschwindigkeit der
Wellen, wir kennen ihre Lénge, wir wissen, dafl es Transversalwellen
sind; wir kennen mit einem Worte die geometrischen Verhiltnisse der
Bewegung vollkommen. An diesen Dingen ist ein Zweifel nicht mehr
moglich, eine Widerlegung dieser Anschauungen ist fiir den Physiker
undenkbar. Die Wellentheorie des Lichtes ist, menschlich gesprochen,
Gewiflheit!<

In der Tat erkldrt das Wellenmodell Interferenz- und Beugungserscheinungen
auf hochst befriedigende Art. Sollen aber Fragen beziiglich der Absorption oder
Emission elektromagnetischer Strahlung beantwortet werden, erlebt das Teilchen-
modell seine Renaissance, denn dieses Modell eignet sich hierfiir besonders gut.
Daher gelingt es mit seiner Hilfe auch, die weiter unten noch zu behandelnden
Phinomene des photoelektrischen Effektes und des Comptoneffektes auf einfache
Weise zu verstehen. Diese im klassischen Sinne unvereinbar gegeniiberstehenden
Betrachtungsweisen fithren zu dem Begriff ,, Welle-Teilchen-Dualismus® und die
Heisenbergsche Unschirferelation der modernen Quantenmechanik?® sorgt dafiir,
dafl die beiden Modelle konfliktlos nebeneinander bestehen kénnen.

1.2.1 Rontgenstrahlung im Teilchenmodell

Wihrend das Wellenmodell elektromagnetische Strahlung als Transversalwellen
ansieht und dieses Modell durch die Mazwellgleichungen vollstindig beschrieben
wird, soll hier der Teilchencharakter der Réntgenstrahlung? hervorgehoben wer-
den.

Unter einem Rontgenstrahl wird ein Teilchenstrahl verstanden werden, dessen
einzelne Photonen (Lichtquanten), wie diese Teilchen genannt werden, raumlich
lokalisierte Objekte bestimmter Energie sind. Die Photonen bewegen sich mit
Lichtgeschwindigkeit (¢ = 2,998 - 10*m/s), folglich muf§ ihnen die Ruhemasse
Null zugeordnet werden, damit sie den Gesetzen der Relativitédtstheorie geniigen.
Weiter besitzen sie die Energie

E = h-v, (1.4)

37Zu diesem weiten Feld der modernen Physik existiert eine entsprechend grofie Zahl an
Lehrbiichern. Exemplarisch sei hier auf die Werke [14], [37] und [30] verwiesen.

4Die Fokussierung der Betrachtung auf die Rontgenstrahlung erfolgt hier ausschlieflich un-
ter dem Aspekt, dafl in dieser Arbeit in erster Linie die Riickstreutomographie untersucht wird
und diese zur Abtastung der Untersuchungsobjekte eine Rontgenquelle verwendet. Allgemein
versteht man unter Rontgenstrahlung den Teil der elektromagnetischen Strahlung, der aus Fre-
quenzen im Bereich von wenigen keV (weiche Rontgenstrahlung) bis mehrere MeV (ultraharte
Rontgenstrahlung, Gammastrahlung) besteht.
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wobei h das Plancksche Wirkungsquantum und v die Frequenz der Rontgen-
strahlung darstellen, womit der Strahlung iiber den Zusammenhang ¢ = A- v eine
entsprechende Wellenldnge A zugeordnet werden kann. Da gemifl dem Gesetz
iiber die Trigheit der Energie jede bewegte Energie einen Impuls repréisentiert,
mufl dem Photon der relativistische Impuls

E h-v h

Prel c c \ ( 5)

zugeordnet werden.

Unter Beachtung von Energieerhaltung und Impulserhaltung kann nun mit Hilfe
von (1.4) und (1.5) eine Darstellung der wichtigsten Arten von Rontgenstrahlab-
minderung in Folge von Wechselwirkung mit Materie erfolgen.

1.2.2 Abminderung von Rontgenstrahlung

Die Abschwichung von Rontgenstrahlung beim Durchlaufen von Materie liefert
die Grundlage vieler tomographischer Methoden und ist daher fiir den Anwen-
der, sei es nun der Arzt, der mit Hilfe einer Computer-Tomographie-Aufnahme
Tumore lokalisieren und behandeln mochte, oder sei es ein Zulieferer aus der Au-
tomobilindustrie, der die Qualitéit seiner Werkstiicke durch ein zerstorungsfreies
Priifverfahren mittels Rontgenstrahlung iiberpriift, von besonderem Interesse.

Auf welche Art und in welchem Mafle ein Rontgenstrahl der Intensitdt I ab-
gemindert wird, hingt von mehreren Faktoren ab. Zum einen spielt natiirlich
das bestrahlte Material eine entscheidende Rolle, genauer die Kernladungszahl
der bestrahlten Teilchen. Weiter muf3 die Energie der Photonen, aus denen die
Strahlung besteht, beriicksichtigt werden, und schliellich ist noch die Dicke des
durchstrahlten Materials zu beachten. Werden alle moglichen Abschwéichungs-
arten in dem Abschwichungs- oder Dampfungskoeffizienten p; zusammengefaf3t
und durchlauft ein Rontgenstrahl L gem&fl Abbildung 1.2 ein Objekt €2, so erfolgt
die Intensitdtsabminderung dieses Strahles nach dem Lambert-Beer-Gesetz

- (&,E) d¢
[(x) = Ip-e 1" . (1.6)

In dieser Formel® bezeichnet I; die Intensitit des Rontgenstrahles in xo = 0 und
die Schreibweise (&, E) bringt die Energieabhéingigkeit des Abschwichungsko-
effizienten zum Ausdruck.

SEine Herleitung dieses Abschwiichungsgesetzes wird in einer Vielzahl von Arbeiten aus
dem Umfeld der Rontgenstrahlen geboten, wozu insbesondere auch Arbeiten aus dem Gebiet
der Computertomographie zu zéhlen sind. Stellvertretend seien hier die Arbeiten [34] und [46]
angefiihrt.
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Abbildung 1.2: Abminderung von Rontgenstrahlen

Aus welchen Anteilen aber setzt sich nun der Dampfungskoeffizient p; zusammen?
Grundsétzlich kann die Abschwéichung von Rontgenstrahlung durch Absorption
der Photonen, elastische oder inelastische Stofle der Photonen mit Elektronen
der Atombhiille oder aber auf Grund von Paarbildungseffekten hervorgerufen wer-
den. Die fiir das Modell der Riickstreutomographie wesentlichen Effekte sind im
Einzelnen:

Der Photoeffekt:

Der Photoeffekt, auch lichtelektrischer Effekt genannt, beschreibt die Absorption
eines Photons mit einer Energie E,, = h-v > W, durch ein Hiillenelektron,
wobei mit W, die Bindungsenergie oder Austrittsarbeit dieses Elektrons bezeich-
net wird. Infolge dieser Energieaufnahme verlafit das Elektron das Atom mit der
kinetischen Energie Ey;, = E,, — W,, wihrend das Photon durch Absorption
verschwindet. Daher muf}, um den Prinzipien der Energie- und Impulserhaltung
gerecht zu werden, das Atom in der Bilanzierung beriicksichtigt werden, es muf}
einen Teil des Impulses aufgenommen haben. Aus demselben Grund kann der
lichtelektrische Effekt auch nicht an freien Elektronen auftreten. Abbildung 1.3
skizziert noch einmal den schematischen Verlauf des Photoeffektes®.

Der Wirkungsquerschnitt des Photoeffektes erhélt seinen grofiten Beitrag von
Elektronen der innersten Schale der Atombhiille und nach [22] berechnet sich dieser
Anteil fiir Photonenenergien E,;, > Wy (K) zu

2\ %
ok~ z(m_) | (L.7)
E,,h

6Auch dieser Effekt wurde 1887 von HEINRICH HERTZ entdeckt und es scheint gerade im
Hinblick auf seine oben zitierte Rede recht interessant, dafl der lichtelektrische Effekt nicht durch
das Wellenmodell erklirt werden kann. Jedoch gelang ALBERT EINSTEIN 1905 eine vollsténdig
korrekte Beschreibung eben mit Hilfe des Teilchenmodells und der von MAX PLANCK im Jahre
1900 vorgestellten Energiequantelung.
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Abbildung 1.3: Photoeffekt als Absorption von Photonen

. . 87 , .
Hier bezeichnet oy := ?rz den Thomsonquerschnitt der elastischen Streuung

von Photonen einer Energie E,, < W}. Damit bringt (1.7) die starke Abhéngigkeit
dieses Streuungsquerschnittes von der Kernladungszahl Z zum Ausdruck. Fiir
wachsende Photonenenergien E,;, nimmt also der Photoeffekt stark ab. Dieser
Abfall flacht fiir sehr hohe Energien ab und bestimmt sich asymptotisch zu
Z5
Oph, ~N . 1.8
ph,K Eph ( )
Die Abbildungen 1.7 - 1.10 am Ende dieses Abschnittes zeigen dieses Verhalten
anhand verschiedener Beispiele.

Der Comptoneffekt:

Im Gegensatz zum Photoeffekt stellt der nun zu behandelnde Comptoneffekt?
eine Streuung kurzwelliger Rontgenstrahlung an freien oder nur schwach gebun-

"Auch dieses von ARTHUR COMPTON 1922/23 erstmals beobachtete Phiinomen kann aus-
schlieBlich durch das Teilchenmodell richtig erklirt werden, denn nach dem Wellenmodell
wiirden die Elektronen durch die einfallende Welle zu erzwungenen Schwingungen angeregt
werden, um dann ihrerseits eine Strahlung derselben Wellenlénge zu emittieren. Neben der Fre-
quenz der einfallenden Welle wird jedoch auch eine energiedrmere, also langwelligere, gestreute
Strahlung beobachtet, im krassen Widerspruch zum klassischen Wellenmodell der elektroma-
gnetischen Strahlung.
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Abbildung 1.4: Comptoneffekt als elastischer Stof}

denen Elektronen der dufleren Atombhiille dar. Im Teilchenmodell beschreibt sich
die Comptonstreuung geméafl Abbildung 1.4 als elastischer Stoff zwischen einem
Photon der Energie E,;, = h-v und dem Impuls p,, = hk und einem schwach
gebundenen Elektron des Streumaterials. Da es sich um ein annéhernd freies Elek-
tron handelt, ist die Annahme W), < E,, gerechtfertigt, und unter relativistischer
Rechnung liefert der Energicerhaltungssatz®:

hv = hvs+ Ef,, , (1.9)

’n’LQC2
2

1 (%)
Hier bedeuten: v die Frequenz der einfallenden, v, die Frequenz der gestreuten
Strahlung sowie Ef,;, die kinetische Energie des Elektrons nach dem Sto8, die
sich geméf (1.10) aus der Ruhemasse mg und der Geschwindigkeit v, des Elek-
trons sowie der Lichtgeschwindigkeit ¢ berechnet. Entsprechend schreibt sich der
Impulserhaltungssatz als

hk = hk,+pe (1.11)

wobei  Ef, = — mgc® . (1.10)

mit  pe = LT — (1.12)

Ve 2
1= (%)
Wird die nach p, aufgeloste Gleichung (1.11) quadriert und mit der analog qua-
drierten Gleichung (1.9) verglichen, fiihrt dies unmittelbar zu

hvvg
v—v, = - (1 —cosb) . (1.13)

8Der Einfachheit halber wird die Rechnung in dem Koordinatensystem ausgefiihrt, in dem
sich das Elektron vor dem Stofl in Ruhe befindet.
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Abbildung 1.5: Comptoneffekt an schwach gebundenen Elektronen

Die Grofle 6 bezeichnet den Streuwinkel zwischen dem einfallenden und dem
gestreuten Photonenstrahl. Die Gleichung (1.13) wird iiblicherweise als Wellen-
langenénderung dargestellt, die sich aus (1.13) zu

AN = A (1—cos) (1.14)

h
ergibt, wobei A\, := —— als Compton-Wellenlinge des Elektrons bezeichnet wird.
mocC

Aus (1.14) wird insbesondere ersichtlich, daf§ die durch Comptonstreuung hervor-
gerufene Grofle der Wellenldngenénderung lediglich vom Streuwinkel € abhéngig
ist, nicht jedoch von der Energie der einfallenden Photonen oder der Intensitit
des Rontgenstrahles. In Abbildung 1.5 ist noch einmal der Comptoneffekt anhand
des Atommodells schematisiert dargestellt, um den Unterschied zum Photoeffekt
zu verdeutlichen.

Der Wirkungsquerschnitt o, fiir die Comptonstreuung errechnet sich nach OSKAR
B.KLEIN und YOsHIO NISHINA fiir mittlere Photonenenergien E,; < mec? mit
Hilfe der Dirac-Gleichung® zu

ohvy 26 ( 2hw \°
. = oo Z |1 = , 1.1
7 70 ( mec? N 5 <m662> ) (1.15)

9Eine ausfiihrliche Herleitung findet sich in [49].
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fiir hohe Photonenenergien E,; > mec? zu

i 3m,c? 2hv 1
o, = 004 Shy (log <m602> —|—§> : (1.16)

Auch hier zeigt sich erneut eine Abhéangigkeit des Wirkungsquerschnittes von
der Kernladungszahl Z des bestrahlten Materials, jedoch ist diese nach (1.15)
bzw. (1.16) lediglich linear. Dies hat zur Folge, dafi bei Materialien hoher Kernla-
dungszahl die Absorption durch Photoeffekt die Abschwichung durch Compton-
streuung bei weitem iiberwiegt. Fiir das hier behandelte Modell** sind (1.15) bzw.
(1.16) weniger geeignet, da dort der gesamte Wirkungsquerschnitt, also beziiglich
aller Raumrichtungen, angegeben ist. Dies erfordert einen Ubergang zum diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt

2
Te

¢(0, 90) = ?

_ 2(1 = cosh)’
1+a(l- > (14 cos?+ 2 1.1
(1+a(l—-cosh)) ( + cos 9+1+a(1—cos€) , (1.17)

mit dem sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine Streuung durch B C S? geméB
P(B) = / / () da (1.18)
B

berechnet.!!

In (1.17) stellt r, den klassischen Elektronenradius dar und die Konstante

h-v

ergibt sich zu a := so daf} der differentielle Wirkungsquerschnitt, abgesehen

moc?’
von fest vorgegebenen Naturkonstanten, nur von dem Streuwinkel # und der

Photonenenergie £, = h - v abhingig ist. Ahnlich wie beim Photoeffekt fillt
auch der Wirkungsquerschnitt fiir die Comptonstreuung geméf (1.15) und (1.16)
mit zunehmender Photonenenergie. Dies ist ebenfalls den Abbildungen 1.7 bis
1.10 zu entnehmen.

Die Paarbildung:

Erreicht die Energie der Photonen einen Wert E,j, > 2m,c?, triigt ein weiterer Ef-
fekt zur Abschwichung der Rontgenstrahlung bei: die als Paarbildung bezeichnete
und in Abbildung 1.6 schematisch skizzierte Erzeugung eines Elektron-Positron-
Paares im Coulombfeld des Atomkernes. Bei diesem Vorgang wird ein Elektron

10Vergleiche hierzu den in Abschnitt 1.1 beschriebenen MeBaufbau.
HHier ist 4(6, ) in Kugelkoordinaten beschrieben, wobei # den Winkel zur positiven z-Achse
darstellt und diese mit der Bewegungsrichtung der einfallenden Photonen iibereinstimmt.



20 Grundlagen der Riickstreutomographie
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Abbildung 1.6: Paarbildung im Coulombfeld eines Atoms

der nicht beobachtbaren Antiwelt aus einem besetzten negativen Energiezustand
in einen realen Zustand positiver Energie gehoben. Es entsteht also geméafl

h-v — e +et +2Ey, (1.19)

ein Elektron-Positron-Paar. Die kinetische Energie verteilt sich dabei gleichméfig
auf die beiden gleichschweren Teilchen.
Der Wirkungsquerschnitt o, fiir die Paarbildung nimmt mit wachsenden Photo-
nenenergien zunéchst logarithmisch zu,

o, ~ Z?log(h-v), (1.20)

um sich dann bei sehr hohen Energien einem materialabhiingigen, konstanten
Wert zu nihern.

Um den oben aufgefiihrten Abminderungsprozessen einen anschaulicheren Rah-
men zu verleihen und um ein Gefiihl fiir die Groéflenverhéltnisse zu erlangen,
werden nun einige charakteristische Beispiele!? fiir das Zusammenspiel der ein-
zelnen Effekte aufgefiihrt.

In den Abbildungen 1.7 bis 1.10 werden die einzelnen Koeffizienten jeweils gegen
die Photonenenergie doppellogarithmisch aufgetragen. Hierbei stellt die tiirkise
( ) Linie den totalen Dampfungskoeffizienten i, dar, der sich aus den Abmin-
derungsfaktoren der Rayleighstreuung (blaue( ) Linie, p, ), des Photoeffektes
(rote( ) Linie, y,), des Comptoneffektes (griine(«) Linie p.), sowie der
Paarbildung (magenta(——) Linie, p,), zusammensetzt. Ein Vergleich der vier

12Die Daten fiir die auf den folgenden Seiten dargestellten Beispiele sind der Datenbank
des Physics Laboratory, einer Abteilung des National Institute of Standards and Technology,
Gaithersburg, (NIST) entnommen.
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Abbildungen bringt eine wesentliche Gemeinsamkeit der Zusammensetzung des
totalen Dampfungskoeffizienten p; bei allen Beispielen zum Ausdruck: es exi-
stiert ein Bereich niedriger Photonenenergie, in dem der Photoeffekt den absolut
dominierenden Faktor der Strahlabminderung darstellt, einen mittleren Energie-
bereich, in welchem der Comptoneffekt fast ausschliefilich zur Abminderung bei-
tragt, und einen Bereich sehr hoher Photonenenergie, in dem die Abminderung
im Wesentlichen nur noch durch Paarbildungsprozesse erfolgt. Ebenso werden
die oben diskutierten Abhéngigkeiten der einzelnen Effekte von der Ordnungszahl
der Elemente und der Photonenenergie deutlich erkennbar. Die im Bereich kleiner
Photonenenergien auftretenden Unstetigkeiten in p, stellen die sogenannten ,, Ab-
sorptionskanten“ dar. Diese werden dadurch hervorgerufen, daf mit wachsender
Photonenenergie Elektronen innerer Schalen ausgelost werden konnen, in einzel-
nen Schalen jedoch nur Elektronen mit einer durch die Schale fest vorgegebenen
Bindungsenergie W, auftreten. Da die Atomhiillen von Elementen hoherer Ord-
nungszahl aus mehreren Schalen bestehen, existieren fiir solche Elemente auch
mehrere Absorptionskanten (siehe Abbildung 1.10).

Eine grobe Betrachtung des Bereiches der Photonenenergie, in dem der Comp-
toneffekt die vorherrschende Rolle einnimmt, kann insbesondere bei leichten Ma-
terialien (siehe die Abbildungen 1.7 bis 1.9) den Eindruck erwecken, dafl in die-
sem Energiebereich die Abschwichung der Rontgenstrahlen ausschliellich durch
Comptonstreuung hervorgerufen wird. Diese Beobachtung wurde zum grundle-
genden Bestandteil fritherer Modelle zur Riickstreutomographie, wie sie in den
Arbeiten von GORSHKOV [17, 18] und SCHMITT [46] verwendet wurden. Ein
genauerer Vergleich dieser drei Beispiele zeigt jedoch auch, daf§ dieser von Comp-
tonstreuung dominierte Energiebereich keineswegs fest bestimmbar, sondern ma-
terialabhéngig ist. Schliellich wird in Abbildung 1.10 deutlich, dafl der Anteil der
Comptonstreuung zum totalen Dampfungskoeffizienten y; bei Elementen hoherer
Kernladungszahl selbst in diesem mittleren Bereich der Photonenenergie wesent-
lich geringer ausfillt.

1.2.3 Konsequenzen fiir die Modellierung

Werden die hier dargestellten physikalischen Grundlagen in das Modell der Riick-
streutomographie eingearbeitet, so schreibt sich (1.3) wie folgt:

= we(&Epn)dE — [ pi(§,Epn)dE
Iy = I /p(x) te(x, Epp) e Fa® Latx) dx . (1.21)

Tk

In (1.21) ist nun also insbesondere die Abhéngigkeit der Koeffizienten pu; und
te von der Photonenenergie Ep;, beriicksichtigt. Fiir den in Abschnitt 1.1 ein-
gefithrten Meflaufbau bedeutet dies explizit, daf} fiir alle Koeffizienten entlang
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Abbildung 1.8: Absorptionskoeffizienten fiir Eisen
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des Quellstrahles L,(x) eine durch die Rontgenquelle fest vorgegebene Photo-
nenenergie F;, mafigebend ist, fiir die Koeffizienten entlang der Detektorstrahlen
L4(x) jedoch die durch die Comptonstreuung in x geméfl (1.13) reduzierte Pho-
tonenenergie E;.(x) zu nehmen ist. Wird (1.21) dieser speziellen Geometrie des
MefBlaufbaus angepafit, so ergibt sich schliellich fiir die auf das Detektorelement
einfallende Intensitét

- f “t(gaEzn)dg - f Mt (gaEsc(X))dg
I, = Ig/p(x) pe(x, Ey) € Fa® Lal) dx . (1.22)

Iy

Nachdem nun die physikalischen Grundlagen dargestellt wurden, liegt auch die
Problematik des durch (1.22) beschriebenen Modells der Riickstreutomographie
auf der Hand: einerseits darf die Energie der von der Rontgenquelle emittierten
Photonen nicht zu niedrig gewéhlt werden, da sonst der totale Dampfungskoeffizi-
ent u; zu grofl ist und somit die auf den Detektor einfallende Intensitét nicht mehr
von diesem registriert werden kann. Andererseits darf die Photonenenergie aber
auch nicht zu hoch gewihlt werden, da sonst die Streurichtung der Photonen beim
Comptonstol geméf (1.17) im Wesentlichen nach ,,vorne* erfolgt, also nur weni-
ge Photonen in Richtung des Detektors gestreut werden. Benutzen Modelle die
zusétzliche Annahme p; = pi., so fithrt dies zu weitergehenden Einschriankungen
im Falle von Objekten, die aus Materialien niedriger Kernladungszahl bestehen.
Denn die durch Comptonstreuung in Richtung des Detektors gestreuten Photonen
verlieren bei dieser Streuung einen Teil ihrer Energie, so dafl ihre urspriingliche
Energie so hoch gewiahlt werden mufl, dafl die Energien der gestreuten Photonen
immer noch im entsprechenden Intervall liegen (siehe Abbildungen 1.7 bis 1.9).
Im Falle von Objekten bestehend aus Materialien hoher Ordnungszahl dagegen
konnen diese Modelle die tatsdchlichen Vorgédnge nicht mehr beschreiben, wie
Abbildung 1.10 zeigt.

1.3 Die gedimpfte Radontransformation

In diesem Abschnitt wird der Bezug der Riickstreutomographie zur Computer-
und zur Emissionstomographie hergestellt. Um dies zu ermdoglichen, soll zunéchst
die geddmpfte Radontransformation vorgestellt werden, welche das mathemati-
sche Modell zur Emissionstomographie darstellt, sowie die sich aus dieser als
Spezialfall ergebende exponentielle Radontransformation. Es folgt die Zusammen-
stellung der von NATTERER hergeleiteten Invertierungsalgorithmen, an die sich
die Gegeniiberstellung der betrachteten tomographischen Methoden anschlief3t.
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Detektor

Abbildung 1.11: Modell der Radontransformation

Definition 1.1 Sei o € S(IR?) und 6 := (cos p,sin )", 0% := (—sinyp,cosp)".
Dann ist fir f € S(IR?) die gedampfte Radontmnsformatzon definiert als

(Raf) ( / fla ) dx (1.23)

r-0=s

wobei die divergente Strahltransformation D gegeben ist durch

oo

(Da) (z,0) = /a(:): + t0)dt . (1.24)

Die Situation von Definition 1.1 wird noch einmal in Abbildung 1.11 verdeut-
licht. Dort wird 0.B.d.A. davon ausgegangen, daf} sich der Trager der Funktionen
a und f auf die Einheitskreisscheibe beschrinkt.

Ziel der Emissionstomographie ist, die Verteilung f(x) eines radioaktiven Phar-
mazeutikums innerhalb eines vorgegebenen Bereiches (zumeist das Herz und die
Herzkranzgefifie eines Patienten) bei unbekanntem linearen Absorptionskoeffizi-
enten a(x) zu bestimmen. In (1.23) beschreibt R,f(6,s) die auf den Detektor
einfallende Intensitit, welche durch in Richtung von #* emittierte Strahlung al-
ler auf der Geraden z - # = s liegenden Quellen verursacht wird. Eine detaillierte
Behandlung der geddmpften Radontransformation bietet NATTERER [40], diese
Arbeit beschriankt sich an dieser Stelle auf eine kurze Zusammenstellung der hier
relevanten Eigenschaften.
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Proposition 1.2 Unter den Voraussetzungen von Definition 1.1 ergibt sich aus
R.f fiir a = ag = const auf Q2 € IC, suppf C €2, der Spezialfall der exponentiellen
Radontransformation

(Tao f) (0,5) = / ™" f () dx (1.25)
517':9:8
und fiir die spezielle Wahl ag = 0 die Radontransformation'?

(Rf)(0,s) = / fla (1.26)

r-0=s

Beweis:
Durch Einsetzen von a = 0 folgt (1.26) unmittelbar aus (1.23), Aussage (1.25)
ergibt sich leicht wie folgt.

Sei 7o(#, 5) das eindeutig bestimmte ¢ > 0 mit s + t6+ € 9%, dann gilt:

(Roo f) (0,5) = / f(z) o~ (Dao)(@.6%) 1.,

z-0=s
TQ (0,s)— x~0l)ao— [ ao(sO+t0L)dt
— / f T (0,s) d:l:
r-0=s
—1q(0,8)ao— f ao(s0+t0+)dt N
= e (0:9) / e f(x)du .
z-0=s

Skalieren der letzten Gleichung mit dem nur von # und s abhéngigen Faktor

—1a(0,8)ao— [ ao(sO+t0L)dt
c(0,s) == e 7 (0:9)

fithrt dann unmittelbar zur exponentiellen Radontransformation (1.25). -

Im Sinne von Proposition 1.2 kann die geddmpfte Radontransformation R, folg-
lich sowohl als Verallgemeinerung der exponentiellen Radontransformation Tp,
als auch der Radontransformation R angesehen werden. Jedoch lassen sich die

13Benannt ist diese Integraltransformation nach JOHAN RADON, der bereits 1917 eine Inver-
sionsformel fiir das zwei- bzw. dreidimensionale Problem angeben konnte (siehe [44]).
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niitzlichen Invarianzeigenschaften'* von R, wie zum Beispiel Rotations- oder Ver-
schiebungsinvarianz, nur eingeschrinkt auf 7,, iibertragen (siehe hierzu TRETI-
AK/METZ [50]), fiir R, hingegen sind solche Invarianzen nicht bekannt und auch
nicht zu erwarten.

Ein wichtiger Baustein bei der Lésung des inversen Problems der Radontransfor-
mation stellt der Projektionssatz dar, der den Zusammenhang der Radontransfor-
mierten Rf einer Funktion f € S (IR") zu ihrer Fouriertransformierten f herstellt
und die Grundlage fiir schnelle Rekonstruktionsverfahren in der Computertomo-
graphie bildet.

——

Lemma 1.3 Essei f € S (IR") und (Rf) bezeichne die 1D-Fouriertransformation
beziiglich des zweiten Arqguments. Dann gilt

~

flo8) = (@)= (Rf)(6,0). (1.27)

Der Beweis von Lemma 1.3 kann fiir den Fall n = 2 in Louis [34] nachgelesen wer-
den, die Verallgemeinerung fiir beliebiges n € IV ist dann leicht nachvollziehbar.
Der Projektionssatz kann fiir konstantes a # 0 auf den Fall der exponentiellen
Radontransformation g,(0, s) := T,f(0, s) erweitert werden, genauer gilt

Lemma 1.4 Es sei f € S (RQ), a € IR und g, bezeichne die 1D-Fouriertrans-
formation beziiglich s. Dann gilt

N|—

f(o0+iad') = (27)72 G,(0,0) . (1.28)

Beweis:
Jedes x € IR? 148t sich darstellen als x = sf + 0+, s,t € IR, und somit folgt

!4Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Invarianzen bietet DIETZ [11]. Eine detaillierte Analyse
der Zusammenhinge zwischen Radontransformation und Differentialoperatoren findet sich bei
Lours [34].
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f (09 + ia@L) = (27r)_1 / e_i((’a”“eL)""f(x) dz

IR2
— (27’(’)_1 /e—i(a@—l—ia@J')~(50+t9J')f(80+t9J.) ds dt

R

= (QW)_l/e_i”s/e“tf(se—FtQL) dt ds
R R

= (2%)_1/6_”39,1(9, s)ds

IR

9a(0,0) .

N =

= (2m)"
m

Dieser verallgemeinerte Projektionssatz wurde bereits von NATTERER [38] zur
Herleitung einer approximativen Inversionsformel fiir T;,, benutzt, die es gestat-
tet, die gesuchte Aktivitdt f aus den Daten g, := T,,f mit der Genauigkeit
@) (a4) zu bestimmen. Leider ist diese Erweiterung (1.28) nicht gleichermafien
niitzlich wie (1.27), da durch sie f auf einer zweidimensionalen Oberfliiche in C?
gegeben ist, die inverse Fouriertransformation dagegen iiber IR? integriert. Zur
Losung dieses Problems benutzt NATTERER an dieser Stelle eine Erweiterung
des Cauchyschen Integralsatzes'® fiir zwei komplexe Variablen. Eine geeignete
Taylorentwicklung fiihrt schliefflich zwangslaufig zur angegebenen Approximati-
onsordnung.

TRETIAK und METZ [50] benutzen (1.28) zur Charakterisierung des Bildraumes
von T, und ihnen gelingt auch die Invertierung der exponentiellen Radontrans-
formation mit Hilfe eines Algorithmus vom Typ ,,gefilterte Riickprojektion“. Zur
Darstellung dieser Inversionsformel wird der zu T,, duale Operator T(fo benotigt,
der nun zusammen mit dem zu R, dualen Operator R?, letzterer in Vorgriff auf
die weiter unten dargestellte Inversionsformel zur geddmpften Radontransforma-
tion, angegeben wird.

15Der Algorithmus kann bei NATTERER [38] nachgelesen werden, die dort benétigte Erwei-
terung des Cauchyschen Integralsatzes liefert KNESER in [28].
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Proposition 1.5 FEs sei g := Ty, f (bzw. g := Ry f). Dann ist der zu T,, duale
Operator T}, : Ly(Z) — Ly(IR?), Z := S' x IR, (bzw. der zu R, duale Operator
R} . Ly(Z) — Ly(IR?)), gegeben durch

Tho) @) = [ g(0.a-0)i0, (129)
(Rlg) (z) = /e_Da(m’eL)g(H,x'H)dO. (1.30)
Beweis:

Da beide Aussagen vollig analog bewiesen werden konnen, beschrinkt sich die
Ausfithrung auf den Beweis von (1.30):

(Raf,9)1a(z) = //Raf(&s)g(@,s)dﬁds

IR st

_ / / / F(@) e P9 4o g(9, 5) dB ds

IR Sl xz-0=s

= /f(x) /e‘Da(m’eL)g(H,x -0) df dx
ES

g1
~ [ f@) Rigla) do
IR2
= (f, Rigﬁg(m?)-
|
Auf die exponentielle Radontransformation 7, und den dazugehorigen dualen

Operator T, a’jn lassen sich die bekannten Faltungseigenschaften der Radontransfor-
mation R iibertragen.

Lemma 1.6 Fir f,g € S(IR?) gilt
Tao (f*g) = Tanf*Tang- (131)
Beweis:

Durch Betrachten der eindimensionalen Fouriertransformierten von Ty, (f * g) (6, s)
bzgl. des zweiten Argumentes ergibt sich mit Hilfe von Lemma 1.4 die Aussage
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wie folgt:
(Tuo(f % 9))(0,0) = V271 (f*g) (08 +iagh*)
= (27) [ (00 +iagh") G (00 + iaph")
= V21 (T, /) (0,0) (Toy9) (0,0)
= (Toof * Tang) (6, 0).

Lemma 1.7 Es sei T} wie in Proposition 1.5 definiert. Dann gilt fiir f € S(IR?)
und g € S(Z), Z .= S' x IR:

(Tﬁaog)*f = T, (9% Thf) . (1.32)

Beweis:

(Tug) 1) @) = / (T409) (@ = ) fly) dy

Rz
- / / e wEDI (0, (z— y)0) f(y) dydo.
Sl IR2

Wird nun y bzgl. des gedrehten Koordinatensystems (6,0%) dargestellt, also
gemiBl y = s0 4+ z, z € 0+ zerlegt, ergibt sich aus der letzten Gleichung un-
ter Beachtung von (z — sf — 2)0 = x6 — s weiter

((Tﬂa0g> * f) (x) = / / / e 00 @=s0=2)0% 0 (9 (1 — 50 — 2)0) f (s0 + z) dzdsdf

St IR 9L

= /e‘“oﬁwL /g (0,20 — s) /6“‘”9{]‘ (s + z) dzds df
1 R oL

= /e‘"‘o““&L /g (0,20 — s)T,,f(0,s)dsdd
st R

- / e~ (g« Ty f) (6, 26) do
Sl

= T, (9% Tuof) ().
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1.3.1 Inversion der exponentiellen Radontransformation

Lemma 1.7 bietet nun einen Zugang zur Inversion der exponentiellen Radon-
transformation. Die Idee besteht darin, in (1.32) die Funktion ¢ so zu wéhlen,
daB T%, (g) im Wesentlichen die Dirac’sche Deltadistribution &, darstellt, die

" o
linke Seite von (1.32) also zur gesuchten Funktion f zusammenfillt. Auf Basis

dieses Kerngedankens ergibt sich dann eine Inversionsformel vom Faltungstyp fiir
T f-

Satz 1.8 Es sei g == T, f, [ € Cg° (RQ). Weiter sei T(fo der zu Ty, duale

Operator und Ia_ol bezeichne das verallgemeinerte Riesz-Potential, welches gemdfs

{ lo1g(o) 5 ol > |aol

I7'g) (o) =
( ’ )() 0 , sonst

definiert wird. Dann gilt
f = =T I'g. (1.33)

Beweis:
In einem ersten Schritt wird gezeigt, dal die Funktion f;; mit

R o], ao| <lo| <M
fM(eaa) =

0 , sonst

im Grenzfall M — oo die geforderte Eigenschaft aufweist:

T fule) = [ fu(0,00) do

S

- / R — T /  Fa(0,0) do do

|0| —aoxﬂl—f—z x0)o 7 d0 do

lao| <|o|<M

o]
/ —%QWJO |z[\/0? — a3 | do

lao| <|o|<M

—~
b
o

z
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= 2V2r / TJo (|x|7) dr
0

|z|y/M2—a}
1
= 2 QWW / TJo (T) dr

0

: 1
(A7) 2\/27rm M? —a} Jy <|x| MQ—a%>

1
47r\/27r27r|x| M? — a3 Jy <|x| M2—a§>

/A —a?
LY 4o ) M? a5 (z).

Somit erbringt fys(z) die gewiinschte Eigenschaft einer geeigneten Approximation
an die Deltadistribution. Diese kann nun in Lemma 1.7 fiir g eingebracht werden
und es folgt im Grenzfall M — oo fiir die linke Seite von (1.32):

lim (TEGOfM) * f(z) = lim (TEGOfM) (x —y) f(y)dy

M—xo M —o00
1R2

= arv2r lim [ 6" (@ - y) fy)dy
e
= 47\2r f(x).

Der Beweis von (1.33) fiihrt sich wie folgt zu Ende:

_ b
f(ZL') - 477_\/% ]\/lll_r>nooT—ao(fM *Taof)
1

= 7 A, [ e (G x Toof) (6,26) df

S
= 1 lim [ oot L /eme (far * To f)(0,0) do df
47 /27w M—o0 2T a0 ’
Sy R
1

— yPor ]Vl[l_r>n0o e ton0™ /ei‘”“9 fM(G,J)m(G, o) dodf

S1 R
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= g0zl / e \o| T, f(0, 0) do db

lo>laol

1 —apxft ioxl -
= 47_‘_\/%5/6 0 ﬂle (1! Too f)10,0) do df

1
= e~ 0" ([T, f) (8, 20) df
S1
U
= 4_T—a0 ao Taof( )

1.3.2 Inversion der gedimpften Radontransformation

Der Abschnitt schliet mit der Herleitung einer analytischen Inversionsformel fiir
die geddmpfte Radontransformation R, f. Nachdem in einem Zeitraum von iiber
zwei Jahrzehnten verschiedene Algorithmen zur numerischen Inversion von R,
entwickelt wurden, gelang NOVIKOV [43] im Jahr 2000 erstmals die Herleitung
einer analytischen Inversionsformel dieser fiir die Emissionstomographie so be-
deutenden Integraltransformation. Nur kurz darauf gelang auch NATTERER [41]
die Invertierung von R,, jedoch mittels einer von der Methode NOVIKOV’S vollig
unterschiedlichen Technik. Diese Inversionsformel vom Faltungstyp soll nun vor-
gestellt werden.

Charakterisierung von R (R,)

Ein wesentlicher Baustein in NATTERER’S Herleitung besteht in der Charakte-
risierung des Bildraumes R (R,) der geddmpften Radontransformation. Es wird
folgendes Ergebnis festgehalten:

Satz 1.9 FEs sei § = (cos p,sin )’ und f,a € S(IR*). Dann gilt fir k > m mit
k,m & IN

// m :I:zk(p—l— (I+iH)Ra(8,s) Raf(g, S) dQOdS = 0, (134)
wober H die Hilberttransformation bezeichnet:

Hg(x) = %/ 9() dt .

Tx—t

IR
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Beweis:
Es sei abkiirzend

ha(0,20) = %(I:I:iH)Ra(H,xO) (1.35)

definiert. Dann bestimmen sich die zu Da (z,0") und h+ (0, 20) € S(Z) zugehori-
gen Fourierreihen zu

Da(z,0%) = Z dy(z)e (1.36)
lez
2
mit dy(x) = % /6““‘7Da (z,60%) do

0

[ee]

1 2T
= 2—/ le"/ (x—|—t0L) dt dp
0

et
y._:tG‘ / ilarg(y :L' _ y) dy

IR?
= vz(y)

_ (;)l (a % 0)(). (1.37)

Aus der Definition (1.35) der Funktionen hy € S(Z) und unter Beriicksichtigung
von

(Ra)" (0,0) = V2ra(oh), (1.38)
i (HRa)" (0,0) = sgn (o) Ra(0,0) (1.39)

ergeben sich ihre Fouriertransformierten zu

~ 1

hy(0,0) = 5 27 (1 £ sgn(o))a(oh). (1.40)
Dann aber folgt fiir die Fourierentwicklungen der Funktionen

ug(z,0) = he(0,20) — Da (z,60") (1.41)
die Darstellung

us(x,0) = Z Uz, (z) e¥e (1.42)

1<0,lung.
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Dabei ergibt sich (1.42) folgendermaflen. Werden die Fouriertransformierten der
Entwicklungskoeffizienten im Einzelnen betrachtet, so folgt der Reihe nach

e Bezeichnen ¢ := p(cost),sin )™ und z := r(cos ¢, sin )7, so berechnet sich

&) = — [ e ™ uy(r)de

oo 27
= i//e—iPTCOS(w—wHilw do dr
2T
0 0

00 2
LP:::cp—w i/eilqp/e—iprcosap—kilnpdspdr
2m
0 0

o0

(19 - ei“p/J_l(—rp) dr

0

(4.6) i~tet /Jl(rp) dr
'0
. 1w 1
(A.9) i~Lel = ¢
P
= i teuylf). (1.43)
. . . : 1, 1>0 . .
Wobei abkiirzend die Funktion ¢ := (—1) 1<0 eingefiihrt wurde.

e Dieses Ergebnis kann nun unter Ausnutzung des Faltungssatzes zur Berech-
nung der Fouriertransformierten d;(§) verwendet werden:

_ {(—wvl(f)a(a) Cizo s
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e Schliellich berechnen sich die noch ausstehenden Fouriertransformierten
der Entwicklungskoeffizienten ¢4, (x) aus

+(0,20) Z g, (z (1.45)

lez
gemél:

2

1 .
g, () = %/éhphi(ev x6) dp

0

1 .
=5 R (e’l“o hi) (x)

G, () ! \/§|é| (( e p)" <|€| |5|> (e i)A< Gk |§|>>
g (B () + e (1))
- e (R (Slel) + 1R (- 5lel))

=) (R () + 0 (- 5-ld) ) - 0o

Aus der Definition der Funktionen h- (0, z0) (1.40) wird

e (igptet) = A () = vama). (1.47

i (Slel) = (=) =0 (1.18)

abgelesen, so daf fiir die Fouriertransformierten gy, (£) aus (1.46) schlielich

7+,(8) = w()al§), (1.49)
() = (D' u®a() (1.50)
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e Nun fiihrt das Einsetzen der Zwischenergebnisse (1.44) und (1.49) bzw.
(1.50) in (1.41) zur behaupteten Reihendarstellung (1.42) der Funktionen
u:l:(xae):

u,(§) = q,(§ —di(§)

’ (-D'w(©al) , 1>0
vi(§)a(§) — , (Index
(&) a(¢) { wOde) L <0 ( +)

(=D'w(§)a) , 120
—1) w(€)a() - , (Index—
(=1)"wi(&) a(§) { wOde) L <0 ( )

(((1-(-D! , 1>0
., (Index+)
0 , 1<0
= u(§)a(s) |
0 L 1>0
, (Index—)
L LD =1, I<0

Somit ist die Herleitung der Reihendarstellung fiir u. (z, 6) abgeschlossen und der
Beweis von (1.34) fiihrt sich wie folgt zu Ende.

Aus den Fourierentwicklungen von u- (x, 6) folgt fiir die Fourierentwicklung von
¢"=@9 die Darstellung

eut(@h)  — Z cx, () €T (1.51)

1<0

Das Verschwinden der ¢y, (z) fiir & > 0 ergibt sich durch Taylorentwicklung der
auftretenden Exponentialfunktionen und anschliefendem Sortieren nach Poten-
zen'6:

16Da, die Technik fiir beide Indizes vollig identisch ist, erfolgt die Rechnung lediglich fiir den
positiven Index.
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2
1 zk<p u+ z,0)
Py dy

—il
ezkgo H U, (z)e™ "
H,—/

o
<0 Taylor

—1l
= i/ leemouﬂ )e wd(p
2w
0/

= / e* 1]

<0

(Z dy, (x W) dip
l

n

27
1 ko N\ ij
= %/ek‘p jzobj(:r)ewdgo
) —

2w
1 Z“’ .y
= % bj(l‘)/‘e(k—’_‘])so dSO
j=0 0

k>0
0.

Wird nun noch das Resultat aus Proposition 1.5 herangezogen, liefert die voran-
gegangene Betrachtung schliefflich fiir £ > m

(smetthera R Ry = (R, (Sm eiikW%(IﬂH)Ra) RUECS

2T

(120) </ sMe +ike ui (0,20) ng, f)Lg(R2)

0

= 0.

Inversionsformel fiir R,

Die im Beweis von Satz 1.9 verwendeten Rechentechniken gestatten nun unter
Beibehaltung der dort eingefiihrten Bezeichnungen eine recht elegante Herleitung
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einer Inversionsformel fiir die geddmpfte Radontransformation, die auf NATTE-
RER [41] zuriickgeht. In [41] zeigt NATTERER auch die Aquivalenz dieser Inver-
sionsformel zu der von NOVIKOV in [43] ein Jahr zuvor bewiesenen analytischen
Invertierung. Die zunéchst nicht offensichtliche Ndhe der beiden Herleitungen
kommt auch in der Arbeit von KUNYANSKY [29] deutlich zum Ausdruck, ins-
besondere wenn die dort vorgeschlagene Implementierung der NOVIKOV’schen
Inversionsformel mit der vom Typ gefilterte Riickprojektion aus [41] verglichen
wird.

Satz 1.10 Sei g := R,f und h, (0, x0) wie in (1.35) gegeben. Bezeichnet weiter
Hgqg die Hilberttransformierte der Funktion g, so gilt

flz) = 4i R div /Ge(Da)(w’eL) (6_h+ H eh+ 9) (6,z-6)d8 . (1.52)
™ .

Sl

Beweis:
Mit uy (2,0) = hy(0,20) — Da (z,0") wie in (1.41) und der Definition der Hil-
berttransformation folgt

1 h1(0,t)
g0 = o [T [ ) sy
y-0=t

R

= L1 1

y=t04rd - / f(y) p—— e_(Da)(yveJ')+h+(9,y0) dy
R2

1 fy) +(y.,0)
= — | —Z— "W dy . 1.53
B y (1.53)
R2

Einsetzen von (1.53) in die rechte Seite von (1.52) und Ausnutzen der besonderen
Struktur der Reihendarstellung (1.42) von wu(z, ) fiihrt schlielich zu
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1
- Rdiv / 0ePI(@0%) (e=hs H et g) (0,2 - 0) db

al=s —iFEdlv // et —us(@:0) gy qp
472 (x —
St IR?

— —d1v/f 3%/ T +0)—us@0) g9 dy
(A.14)

= —d1v /f x—y|2 (1.54)
(A.15)

=" f(x). (1.55)

Korollar 1.11 Wird in h(0,20) der Dimpfungskoeffizient a = 0 gesetzt, so
reduziert sich (1.52) in offensichtlicher Weise zur Inversionsformel fir die Ra-
dontransformation R.

Somit liefert Satz 1.10 eine echte Verallgemeinerung dieser Inversionsformel in
IR? und KUNYANSKY [29] zeigt weiter, da8 der zugehorige Rekonstruktionsalgo-
rithmus auch als Erweiterung der TRETIAK-METz-Methode!” zur Invertierung
von T,, verstanden werden kann.

Da die geddmpfte Radontransformation die der Emissionstomographie zu Grunde
liegende Integraltransformation darstellt, bieten die oben genannten Arbeiten von
Novikov und NATTERER die Basis fiir eine Fiille von neuen Rekonstruktionsme-
thoden aus diesem Bereich, was auch an der wachsenden Anzahl der Veroffentli-
chungen in den letzten beiden Jahren ersichtlich ist (siehe hierzu u.a. [19],[29],[2]
oder [21]). Unter diesen bietet insbesondere die Arbeit von GOURION AND NOLL
[19] durch ihre Analyse der Photonentransportgleichung

0 - VIQ,E(J:) + ,ME(I') IQ,E(ZL’) = /O'E/_>E,g/_>9(l‘) IgI,EI (l‘) d9’ + fE(l') (156)

S2

1"Vergleiche mit TRETIAK/METZ [50].
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einen Einblick in die noch ungeldsten Probleme der Modellierung in der Emis-
sionstomographie. Hierbei symbolisieren die Indizes E und 6 die Abhéangigkeit
der Intensitét I, des Absorptionskoeffizienten u, des Streukernes o sowie der ge-
suchten Aktivitdt f von der Energie E der Photonen und der Raumrichtung 6.
Dieser allgemeine Ansatz legt es nahe, dafl auch hier, vollig analog zur mathe-
matischen Formulierung der Riickstreutomographie, die Photonenenergie nicht
als konstant betrachtet werden sollte, da der Comptoneffekt den dominierenden
Dampfungseffekt im relevanten Energiespektrum darstellt.

1.4 Einordnung der Riickstreutomographie

Ein Vergleich der im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten mathematischen
Modelle zur Emissionstomographie und Computertomographie mit der Modellie-
rung der Riickstreutomographie zeigt neben prinzipiellen Gemeinsamkeiten auch
charakteristische Unterschiede zwischen den Modellen auf, die zwingend zu ei-
ner differenzierten numerischen Behandlung der Probleme fiihrt. Da alle Modelle
auf der geradlinigen Ausbreitung von Rontgenstrahlung aufbauen und somit dem
Teilchenmodell von Strahlung bei Wechselwirkung mit Materie als zu Grunde lie-
gendem Prinzip gehorchen, also den Wellencharakter der Strahlung unbeachtet
lassen, beriicksichtigen alle drei Modelle dieselben Absorptionseffekte, die sich
nur durch ihre unterschiedliche Gewichtung in Abhéngigkeit von der verwende-
ten Photonenenergie unterscheiden's.

Eine Gegeniiberstellung der Modellierungen legt aber deutlich erkennbare Unter-
schiede offen. Die mathematischen Modelle zu den genannten tomographischen
Methoden sind im Einzelnen gegeben durch:

(a) 3D - Computertomographie +» Rontgentransformation

oC

Pfl,z) = /f(x+t0)dt (1.57)

0

Hier bezeichnet z € T' die Position der Rontgenquelle auf einer geeignet
gewihlten Abtastkurve I' und 0 € S? die Ausbreitungsrichtung des von
der Quelle ausgesandten Rontgenstrahles. Die innerhalb eines beschrink-
ten Gebietes () gesuchte Grofie f beziffert den materialabhéngigen Absorp-
tionskoeffizienten ;. Die Rekonstruktion von f aus den Daten Pf(6,x)
stellt folglich ein lineares Problem dar, welches mit Hilfe der Approxima-
tiven Inversen im Falle von vollstdndigen Daten elegant und schnell gel6st

18Giehe hierzu die im Abschnitt 1.2.2 durchgefiihrte Untersuchung.
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werden kann (siehe u.a. [11, 34, 32, 35, 36]). Unter vollstindigen Daten wird
hierbei eine Abtastgeometrie verstanden, die der Tuy-Kirillov-Bedingung!’
geniigt. Im Falle unvollstindiger Daten, wie vorliegend zum Beispiel beim
Limited-Angle-Problem, ist ohne weitere Vorinformationen keine exakte Re-
konstruktion von f mehr erreichbar, jedoch existieren auch hierfiir bereits
geeignete Approximationsalgorithmen (siehe z.B. [11, 33] oder [13]).

3D - Emissionstomographie <> geddmpfte Radontransformation

R.f(0,s) = / f(x)e_D“(m’eL)dx (1.58)

r-0=s

In dieser Notation steht a fiir den linearen Absorptionskoeffizienten ji,
ist also gleichbedeutend mit f aus (1.57). Dagegen bezeichnet nun f, wie
im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, die Verteilung der radioaktiven
Quellen. Grundsétzlich sind in der Emissionstomographie zunéchst einmal
sowohl a als auch f unbekannt. Somit handelt es sich um ein in a nicht-
lineares Problem. Da jedoch zur Inversion der in f linearen geddmpften
Radontransformation R, der totale Absorptionskoeffizient a in jedem Re-
konstruktionspunkt z € €2 vorliegen muf}, wird dieser entweder durch ei-
ne vorangestellte 3D-Computertomographieaufnahme gewonnen, aus der
dann geeignete 2D-Schnitte extrahiert werden. Fiir jeden dieser Schnitte
erfolgt dann mit der so gewonnenen Absorptionsmatrix die Invertierung
von (1.58) bzgl. f. Schlielich kénnen in einem letzten Schritt diese 2D-
Schnitte zu einer 3D-Rekonstruktion fiir f zusammenfiigt werden. Oder
beide Koeffizienten werden lediglich aus der 3D-Emissionstomographieauf-
nahme wie folgt gewonnen. In einem vorbereitenden Schritt werden die
3D-Daten in n transaxiale 2D-Schnitte S;,72 = 1,...,n, neu gruppiert. An-
schlielend wird R,, f; = d; fiir jeden dieser Schnitte S; gleichzeitig fiir a;
und f; numerisch gelost und die auf diese Weise erhaltenen Absorptions-
abbildungen a; werden zu einer 3D-Absorptionsmatrix zusammengefiigt. In
einem letzten Schritt wird diese approximative Absorptionsmatrix dann zur
Invertierung von (1.58) bzgl. f mit Hilfe der im vorangehenden Abschnitt
hergeleiteten Inversionsformel (1.52) benutzt. Eine Ubersicht zu den hier
skizzierten Vorgehensalternativen bietet GOURION UND NOLL [19], zur si-
multanen Rekonstruktion von f und a sei stellvertretend auf die Arbei-
ten von DICKEN [10], RAMLAU/CLACKDOYLE/N0O/BAL [45] und CEN-
SOR/GUSTAFSON/LENT/TUY [6] verwiesen.

19Siehe hierzu KIRILLOV [27] und Tuy [51].
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(c) 3D - Riickstreutomographie

- f /J't(gaEin)dg_ f ﬂt(g,Esc(x))dg
Iy =1 /p(x) pe(x, Eiy) € e Fal) dx. (1.59)

Iy

Wird das in Abschnitt 1.2.3 hergeleitete physikalische Modell (1.22) zur
besseren Vergleichbarkeit auf seine mathematisch wesentlichen Bestandteile
reduziert und die Notationen der geddmpften Radontransformation iiber-
nommen, so schreibt sich (1.59) als

gk(e) — /MC(X, Ezn) e_(D“t)Ein(xa_nz) = (Dut) gy (x) (%,0) dx . (1.60)

Tk

Dabei symbolisiert die Indizierung FE;, bzw. F,. der divergenten Strahl-
transformation Da(z,6) die Energieabhéingigkeit des totalen Absorptions-
koeffizienten und die Richtungsvektoren n, und 6 charakterisieren in ein-
deutiger Weise Quellstrahl und Detektorlage. Die gi(#) stellen dann die
aufbereiteten gemessenen Intensitidten dar. Das Modell (1.60) ist demnach
ein in p. lineares und in p,; nichtlineares inverses Problem, wobei die Nicht-
linearitdt in p; aufgrund des komplizierteren Strahlenganges wesentlich
schwieriger als in der Emissionstomographie zu handhaben ist. Rein for-
mal konnte die Idee aufkommen, die Quellverteilung f aus (1.58) mit den
virtuellen Quellen . aus (1.60) zu identifizieren. Dies ist jedoch stets mit
der Problematik verbunden, daf§ in (1.58) a und f zwei voneinander vollig
unabhéngige Groflen darstellen, wihrend p; und p. durch die in Abschnitt
1.2 geschilderten Zusammenhinge eng miteinander verkniipft sind. Weiter
unten? wird auf diesen Ansatz zuriickgekommen werden, da er trotz der
aufgefiihrten Méngel interessante Moglichkeiten aufweist und die Néhe zur
geddmpften Radontransformation auf &hnliche Methoden wie bei der Be-
handlung der Emissiontomographie hoffen 14ft.

Der komplizierte Strahlengang in der Riickstreutomographie findet seine
Ursache in der Idee, ein Objekt aus der Rekonstruktion der Compton-
koeffizienten zu analysieren und ist somit zunéchst einmal auf natiirliche
Weise durch die beim Streuvorgang auftretenden Streuwinkel vorgegeben.
Ein Vorteil des in Abbildung 1.1 skizzierten Meflaufbaues liegt, wie be-
reits erwahnt, darin, dafl ein zu untersuchendes Objekt lediglich von einer
Seite zugdnglich sein mufl. Die hiermit verbundenen Nachteile kommen in
den komplizierten Strahlengéngen zum Ausdruck, die zu vollig anderen als

20Gjehe Kapitel 4.
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den aus der Computertomographie oder Emissionstomographie bekannten
Rekonstruktionsmethoden fiihren.



Kapitel 2

Das direkte Problem der
Riickstreutomographie

Auf Basis der im ersten Kapitel beschriebenen Aufnahmegeometrie sowie der dort
dargestellten physikalischen Grundlagen wird im zweiten Kapitel ein mathema-
tisch prézisiertes Vorwirtsmodell fiir die 3D-Riickstreutomographie hergeleitet
und analysiert.

Um dieses direkte Problem, welches einem vollstdndig bekannten Objekt seine
Meflwerte zuordnet, exakt zu beschreiben, findet zunéichst eine ausfiihrliche Ana-
lyse der verwendeten Mefigeometrie statt. Dies umfafit sowohl die Objekt- und De-
tektorfunktionen als auch die Parametrisierung der auftretenden Strahlengénge.
Sind diese vorbereitenden Arbeiten abgeschlossen, 148t sich in Verbindung mit den
Ergebnissen aus Kapitel 1 ein Vorwértsmodell formulieren, welches auf der An-
nahme eines idealen, kontinuierlichen Detektors basiert. Dieses Modell dient dann
als Grundlage einer theoretischen Untersuchung der Riickstreutomographie. Da
jedoch die Annahme eines Detektors mit beliebig feiner Ortsauflosung im krassen
Widerspruch zu realen Detektoren steht, wird anschlielend aus diesem kontinu-
ierlichen Vorwértsmodell ein diskretes Modell entwickelt, welches im Einklang
mit den realen Gegebenheiten dann auch die Basis fiir die im dritten Kapitel
entwickelten Rekonstruktionssalgorithmen bildet.

2.1 Geometrie der 3D-Riickstreutomographie

Der hier verwendete Meflaufbau simuliert die vom Institut fiir Zerstérungsfreie
Priifverfahren (IZFP) in den neunziger Jahren benutzte ComScan-Apparatur!

!Eine ausfiihrliche Beschreibung dieses Meapparates ist in GORSHKOV [16] zu finden.
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und ist somit als 3D-Erweiterung der von SCHMITT in [46] angegebenen 2D-
Mefigeometrie zu verstehen.

2.1.1 Die Objektfunktionen

Das der Rontgenstrahlung ausgesetzte Objekt stellt in den hier durchgefiihrten
Untersuchungen einen Quader K := [0, Zymaz | X [0, Ymaz | X [0, Zmae | dar. Hierbei
sind die Schranken x,,,; und ¥,,., durch die Ausmafle der Apparatur begrenzt,
wohingegen die Ausdehnung in z—Richtung durch die Leistung der verwendeten
Rontgenquelle beschriankt ist. Die das Objekt beschreibenden Objektfunktionen
e und g1, sind auf dieser kompakten Menge K € IR? definiert und werden, um mit
ihnen unbesorgter rechnen zu kénnen, auf K¢ := IR*\ K durch 0 fortgesetzt. Dies
entspricht auch der physikalischen Tatsache, dafl Rontgenstrahlen Luft nahezu
ungehindert durchdringen, so dafl von nun an p.,pu; € S (R3) angenomien
wird. Genauer sind die Objektfunktionen somit gegeben durch

He : R3—>[0,OO[

U B3—>]—":{f[0,Em]—>[0,OO[}

Die Objektfunktion u. beschreibt die ortsabhingige Verteilung der Compton-
koeffizienten, u; die der totalen Dampfungskoeffizienten. Die zusétzliche Ein-
schrankung an p; wird dem infolge des bei der Comptonstreuung erlittenen Ener-
gieverlustes der gestreuten Photonen gerecht.

2.1.2 3D-Mefligeometrie

Die in Abbildung 1.1 skizzierte Meflanordnung gestattet es, die Rontgenquelle
innerhalb des Quellenfeldes frei in der (z,y)—Ebene zu verschieben. Ein realer
Mefivorgang wird sich jedoch auf endlich viele Quellpositionen beschréinken, und
die Wahl dieser Quellpositionen ist im Allgemeinen eng verkniipft mit einem an
die gegebene Problemstellung angepafiten Rekonstruktionsalgorithmus. In Ver-
bindung mit den im dritten Kapitel gewdhlten Rekonstruktionstechniken bietet
sich eine dquidistante Verteilung der Quellpositionen an, wie sie in Abbildung 2.1
skizziert ist. Die einzelnen N, - N,, Positionen der Rontgenquelle werden somit
durch die Punktmenge

Q = {(xi,yj,—zq) EIR3|i:1,...,Nq,m, J=1,...,Ngy , zq€R+}
definiert, wobei ;, i =1,..., Ny , und y;, j = 1,..., Ny, gegeben sind durch
2 — 1
xr;, = mxmama Zzlv -7Nq,m7
25 —1 .
y] - 2N ymag;, ]:1,...,Nq’y.

9,y
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Abbildung 2.1: Quellpositionen in der 3D-Riickstreutomographie

Auf diese Weise erfolgt eine natiirliche Zerlegung des Objektes in Rechtecksdulen
gleicher Grundfliche mit den Zentren (z;,y;). Abbildung 1.1 beschreibt weiter die
Rotation des Kollimators und, damit fest verbunden, die Rotation des vertikal
angeordneten Detektors um eine festgehaltene Position der Rontgenquelle mit
der z-Achse als Rotationsachse. Wird der gegen die x-Achse aufgetragene Rota-
tionswinkel mit ¢ bezeichnet und sind die V., Kollimatorpositionen dquidistant
auf einem Kreis mit Radius r. um diese Rotationsachse verteilt, so sind die zur
Quellposition (z;,y,) auftretenden Kollimatorpositionen definiert durch

Ci,j = {(xc,n(i)ayc,n(j)a _Zc) |Zc S R—Fa n= 17 .- ~7Nc,p}

mit
Ten(i) = x4+ 71 cosp,, n=1,...,Nep,
Yem(J) = yj+resineg, , n=1,...,Nep,
n—1
obei = 27 . 2.1
wobei 5, = " 2 (2.

Da Rontgenquelle - Kollimator - Detektor eine starr verbundene Einheit bilden,
ist die Lage der den Detektor bildenden, N, vertikal angeordneten Detektorele-
mente durch Angabe der Quell- und Kollimatorpostionen sowie der Abtasttiefe
eindeutig festgelegt. Dieser Zusammenhang ist zur Verdeutlichung fiir festgehal-
tene Quellposition und Mefirichtung in Abbildung 2.2 dargestellt. In dieser Ab-
bildung bezeichnen z. und z, die vertikalen Absténde der Kollimatorkreiskurve
und des Quellenfeldes zum Objekt, mit Dy, k = 1,..., Ny, werden die zu den
horizontal verlaufenden Schichten [ zj_1, 2 [ der Dicke A gehérenden Detektor-
elemente durchnummeriert.
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Abbildung 2.2: Zerlegung des Objektes in horizontale Schichten

Zusammen mit der Zerlegung des Quellenfeldes wird das zu untersuchende Objekt
auf diese Weise in N,, x N,, x Ny kleine Quader unterteilt, die von nun an
Vozel genannt werden. Durch die Rotation von Kollimator und Detektor um den
Quellstrahl erfolgen fiir jeden dieser Voxel N, , Messungen.

2.1.3 Die auftretenden Strahlenginge

Fiir jeden beliebigen Punkt x € K sind die folgenden Strecken definiert:
Lix) = {£€eR°|{=1m(x)+ (1 —7)x, T €[0,1]} (2.2)
Lix) == {{eRP|E=mx+(1-7)x(p), T€[0,1]} (2.3)

Hier ist mit 7,(x) die orthogonale Projektion von x auf das Quellenfeld Q be-
zeichnet, x.(¢) definiert die Position des Kollimators und somit die Mefrichtung.
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Durch die Fortsetzung der Objektfunktionen bietet es sich fiir das mathematische
Modell an, die durch (2.2) und (2.3) definierten Strecken zu von x ausgehenden
Strahlen auszuweiten. Dies fiihrt zu den Strahlen

Lix) = {{€eR’|¢=x+mn,, T€] —00,0]}, (2.4)
Li(x) = {{€RP|&=x+Tw,(x), 7€ [0,00[} . (2.5)
Hier stellt n, den Einheitsvektor in z-Richtung dar und

X, — X

Wy (x) 1= - (2.6)

gibt die Mefrichtung an.

Die Definition (2.4) beschreibt folglich den Quellstrahl bis zum Punkt x, (2.5)
steht fiir den in x beginnenden und auf dem in Richtung w, (x) liegenden Detek-
torpunkt auftreffenden Strahl.

2.1.4 Die Detektorfunktionen

Ein ideales Detektorelement sollte in jedem seiner Oberflichenelemente gleich
empfindlich sein, seine charakteristische Detektorfunktion wire demnach durch
die Identitat gegeben. Ein reales Detektorelement wird hingegen im Allgemei-
nen diese vereinfachende Eigenschaft nicht aufweisen. Dieser Mangel kann auf
verschiedene Ursachen zuriickzufiihren sein:

e Die Empfindlichkeit der Detektoroberflache ist abhéingig von dem Auftrefi-
winkel der einfallenden Strahlung.

e Die Bauart des Kollimators schrankt den Sichtbereich des Detektorelemen-
tes ein.

e Konstruktionsfehler konnen zum Ausfall von Oberflichenelementen fiihren.

Um dieser Problematik gerecht zu werden, kann die Detektorfunktion experimen-
tiell bestimmt werden. Dazu wird gemafl Abbildung 2.3 eine diinne Platte der
Dicke ¢ < 1 bekannten Materials einem sehr feinen Rontgenstrahl ausgesetzt.
Das Verschieben dieser Platte in vertikaler Richtung iiber den gesamten Detek-
torbereich und die Aufnahme einer Messung fiir jede Abtasttiefe fiihrt dann wie
folgt zu der charakteristischen Funktion des Detektors.
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max

—>|on |

Abbildung 2.3: Experimentelle Bestimmung der Detektorfunktion

Das Modell (1.59) beschreibt die auf ein Detektorelement einfallende Intensitét
Hieraus berechnet sich die vom Element tatsichlich gemessene Intensitéit zu

- f Mt(ngin)dg - f Mt(ngsc(x))df

I =ty [ 06) D) il Eu) € o dx ., (2.7
I

wobei w(x) die charakteristische Funktion des Detektors darstellt. Fiir eine um

die Abtasttiefe zy zentrierte, beliebig diinne Platte Kp(zg) der Dicke € bekannten
Materials sind die Objektfunktionen gegeben durch

( ) N(c),t y X € KP(ZO)
c,t\X = 5
e 0 , sonst
. € €
wobei Kp(zy) :=[0,zmax | X [0, ymax | X [ 20 — 5,20 -+ 5]

Das Einsetzen dieser Objektfunktionen in (2.7) und Beriicksichtigung von
- f Mt(g,Ein)dg_ f Nt(gaEsc(x))df

e Fax) Lg(x)

Q

(2.8)
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fiihrt zu

Ip, (20) =~ elyud wx-n, =2)p(x-n, =2z) =cl O W (2) (2.9)

J/

— W (20)

Es zeigt sich also, daf fiir praktische Anwendungen die Auswertungen von p(x)
gemif der Formel von KLEIN-NISHINA-TAMM (1.18) nicht erforderlich sind, son-
dern diese vielmehr anhand einer Kalibriermessung zusammen mit der Detektor-
funktion als eine einzige Funktion W : [0, zmax] — IR, behandelt werden
kann. In dieser Funktion kénnen weiter alle durch den Aufbau des Kollimators
verursachten Einwirkungen auf das Meflergebnis als beriicksichtigt angesehen wer-
den.?

2.2 Das kontinuierliche Vorwiartsmodell

Um das mathematische Vorwirtsmodell eines idealisierten Detektors beliebig fei-
ner Ortsauflosung umfassend zu beschreiben, werden noch die passenden Funk-
tionenrdume fiir die Objektfunktionen benotigt, damit die auftretenden Integrale
auch existieren. Dieser Forderung wird die folgende Konstruktion gerecht.

2.2.1 Funktionenriume und kontinuierlicher Vorwirtsope-
rator

Den folgenden Betrachtungen liege der Lebesgue - Borelsche Mafiraum (IR*, B®, \?)
zu Grunde. Bezeichnet weiter fiir K € B® A := M5, d € {1, 3}, die Restrik-

tion von ¢ auf K, so stellen sich die nun aufgefiihrten Funktionenrdume als
geeignet heraus:

Definition 2.1 Fir K € B3, K kompakt, und 1 < p < oo sei

M:={f: K— RN, —int},

X ={f: K— R|Vx,y € K:[0,1]>7+— fP(rx+ (1 = 7)y) A\ — int.},
Yy =A{f: K —R|(},E) —(f,E) e XVE €[0,En ]},

wobei die auf X x [0, By, | definierte Funktion ¢ : (f, E) — ¢(f, E) beziiglich E
von beschrdnkter Variation ist, (Yo f)(Xo, ) € BV]0, E;, ], und den Bedingungen
U(f, Eim) = f, ¥(f, E) = 0 fir f >0 sowie (0, E) = 0 gendigt.

2Eine detaillierte Untersuchung dieser Fragestellung findet sich bei GORSHKOV [18].
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Das Energiefunktional o(f, E) wird der Tatsache Rechnung tragen, dafi die Ab-
sorptionskoeffizienten von der Energie der einfallenden Rontgenstrahlung abhéingig
sind, eine wichtige Folgerung aus den in Kapitel 1.2 durchgefiihrten Untersuchun-
gen.

Die kanonische Fortsetzung

fr(x) =={ IO e K (2.10)

0 , xeKe¢
sichert fiir d € {1,3} die A%(-f.ii.)-Integrierbarkeit® von fx und leitet iiber zu

Definition 2.2 Sei ¢ das Energiefunktional aus Definition 2.1.Dann bezeichne
fir K € B3, K kompakt,

M* = {foEM}7
X* = {fx: feX},
Y o= {fx:fevyl).

Satz 2.3 Firx € K seiw,(x) gemdf (2.6) definiert. Dann wird das direkte Pro-
blem der Riickstreutomographie fir p, € Y, , = {ut €Yy, > O} beschrieben
durch

SC ot MTXY], — M,

@
(ftes p1e) = Sg (pe, pre)  mit
S; (MC’ ,U/t) (X) = l’l’C(X) e—Dﬂt(xv_n}:)—D(w#t)(wiw(X)) , (211)

wobei Df fiir f €Y, x€ K, w € S? durch

Df(z,w) = /f(x+7'w)d7' (2.12)

0

definiert ist und p.(x), p(x) abkiirzend fir p.(x, Ei), p(x, E) stehen.

Der in Satz 2.3 eingefiihrte obere Index ¢ symbolisiert das kontinuierliche Pro-
blem, entsprechend wird das weiter unten behandelte diskrete Modell mit dem
oberen Index d gekennzeichnet werden.

3Zu dieser Problematik siehe z.B BAUER [5], S.73 ff.
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Beweis:

Die zu x € K zugeordnete Quellposition kann durch 7,(x) beschrieben werden,
die Abtasttiefe durch x-n,, und ¢ € [0, 27 [ definiert eindeutig die Mefirichtung.
Somit sind Quell- und Detektorposition eindeutig durch das Paar (x, ¢) festge-
legt. Der Strahlengang ist demnach durch L, & L; gegeben und die Fortsetzung
von fi., pip auf K¢ gestattet die Ausdehnung auf L, @& L,. Weiter ist durch x - n,
der Energiedefekt der in x gestreuten Photonen eindeutig durch (1.13) bestimmt
und die Anderung des Absorptionskoeffizienten p; wird durch das noch zu be-
stimmende Energiefunktional ¢ definiert.

Zusammen mit (1.2) folgt fiir die von dem in Mefrichtung ¢ positionierten De-
tektor in z := x - n, gemessene Intensitét

fé(x) = Tyw(x) p(x) pre(x) e~ Pre(x,=n2)=D(ppue) (x,wi (%))

Da weiter Iy w(x) p(x) # 0 einen von den Objektfunktionen véllig unabhéingigen
Ausdruck darstellt (die Ausgangsintensitit Iy entspricht lediglich einer skalieren-
den Funktion und die apparaturspezifische GroBle W(x - n,) := w(x) p(x) wird
gem&f Abschnitt 2.1.4 bestimmt), konnen die gemessenen Intensitéten I¢(x) mit

diesem verarbeitet werden und die aufbereiteten Grofien
95 (x) _ L)
Iy w(x) p(x)

als Daten S¢ (g, pe) (x) des kontinuierlichen Vorwértsproblems identifiziert wer-
den. Mit () (x,w, (x)) € IR, folgt

e~ Dt (x,—12) =D (e ) (3,0 (%)) <1

und somit liegt S (s, p) wieder in M*, womit Satz 2.3 bewiesen ist.

Bemerkung 2.4 Ohne Zweifel wird durch die gewdhlten Riume M, X,Yy auf
eine Reihe angenehmer Eigenschaften der LP-Funktionen verzichtet. Jedoch tra-
gen sie im vollen Umfang den physikalischen Gegebenheiten der Riickstreutomo-
graphie Rechnung und sind dennoch so allgemein gehalten, dafl zumindest stiick-
weise stetige Funktionen in diesen enthalten sind.

Bemerkung 2.5 Da die auf B> bezogenen Riume M*, X* und Y, in offensicht-
licher Weise mit den entsprechenden, auf KNB* abgestellten, identifiziert werden
kdnnen, sollen diese zukiinftig ebenfalls mit M, X und Yy, bezeichnet werden. Aus
den auftretenden Operationen ist dann jeweils ersichtlich, welche Riume gemeint
sind.
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Im Vorgriff auf das nédchste Kapitel, in dem das inverse Problem der Riickstreu-
tomographie behandelt wird, sollen die im Vorwértsproblem auftretenden Opera-
toren analysiert werden. Da in dem betrachteten Modell mehrere Linienintegrale
auftreten und der Operator Sg in g zusétzlich nichtlinear ist, liegt es nahe,
die Invertierung als nichtlineares, schlecht gestelltes Problem zu klassifizieren.
Schlieilich wirkt der Operator S zumindest beziiglich y; gldttend und konnte
somit dhnlich der Fredholmschen Integralgleichung erster Art oder der Inversi-
on der geddmpften Radontransformation der Klasse schlecht gestellter Probleme
zuzuordnen sein. Eine ausfiihrliche Behandlung schlecht gestellter Probleme und
deren Theorie wird u.a. in Louis [34] geboten, dort finden sich auch viele pra-
xisrelevante Beispiele und deren Losungen wieder.

Um den theoretischen Untersuchungen eine Grundlage zu geben, erfolgt zuerst
HADAMARD’s Charakterisierung inverser Probleme:

Definition 2.6 Seien X,Y topologische Riume und A : X — Y. Dann heifst
das Problem Af = g gut gestellt, wenn

(i) Af = g fiir jedes g € Y eine Lisung besitzt,
(i1) diese Liosung eindeutig ist,
(iii) die Losung stetig von den Daten abhdngt.

Ist eine dieser drei Bedingungen verletzt, so heifit das Problem schlecht gestellt.

Aus dieser Definition 2.6 folgt fiir die Riickstreutomographie unmittelbar

Korollar 2.7 Das zu (2.11) inverse Problem ist im Sinne Hadamard’s schlecht
gestellt.

Da der Definitionsbereich von (2.11) offensichtlich wesentlich gréfler als dessen
Bildbereich ist, wird die Losung im Allgemeinen nicht eindeutig sein und somit
(ii) aus Definition 2.6 nicht erfiillt sein.

Diese Problematik kann umgangen werden, indem Zusatzbedingungen an die
Losung gestellt werden. In fritheren Arbeiten* findet zum Beispiel der folgen-
de Kunstgriff Verwendung: es wird die Existenz einer Abbildung ¢ : M — X

4Siehe GORSHKOV [15, 16, 17, 18] und SCHMITT [46].
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mit der Eigenschaft

P = $opp (213)

angenommen. Obwohl eine solche Abbildung ¢ physikalisch nicht existiert (siehe
Kapitel 1.2), gibt es in der Praxis der Riickstreutomographie durchaus Situation-
en, in denen diese Verkniipfung der beiden Objektfunktionen u. und p, eine gute
Approximation an die Realitét liefert. Dies ist dann der Fall, wenn es sich um
weitgehend homogene Objekte bekannter Materialien geringer Dichte (Z < 13)
handelt, die auf kleine Stérungen (Verunreinigungen oder Risse) hin untersucht
werden sollen. In diesen Beispielen fiihrt die Wahl

:ut(E) = (b(:uc) (E) = B_l Mc(Em)7 6 6]07 1 [7 (2'14)

mit geeignetem [ (meist § ~ 1) zu akzeptablen Ergebnissen. Die Resultate wer-
den jedoch zunehmend unbefriedigender, wenn von dieser speziellen Situation
abgewichen wird und die Energieabhingigkeit der Objektfunktionen nicht mehr
vernachléssigbar ist (vergleiche erneut mit Kapitel 1.2 und SCHMITT [46]).

Spéiter wird zu dieser Art von Ansdtzen zuriickgekehrt werden, nun erfolgt die
genauere Betrachtung der Struktur der benutzten Rédume M und Yy:

Da die bekannten p—Normen zu schwach fiir den in Definition 2.1 eingefiihrten
Raum Yy sind,” ist zunichst die Konstruktion einer dem Produktraum M x Yy,
angepafliten Norm erforderlich. Dies gelingt vermdge der iiblichen Definition

Il = | [ImPav) o rsp<oo, 2.15)
R3
und der Festlegung
1
e kl, = //(P|/Lt,K|p(0,X))P dx de , 1<p<oo, (2.16)
s2 gL
wobei

PRO.X) = /f(x+79)d¢

Die Unzulinglichkeit der LP(A*)-Riume ergibt sich einerseits aus der Forderung, daf8 die
uns interessierenden Funktionen entlang beliebiger Strecken A\!'-integrierbar sein sollen, ande-
rerseits Linien und selbst Schnittebenen jedoch A*-Nullmengen darstellen und somit die A*-
Integrierbarkeit einer Funktion nicht zwangsléufig zur Integrierbarkeit dieser Funktion entlang
einer beliebigen Strecke fiihrt.
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die Rontgentransformierte der Funktion f € S (B3) darstellt. Das Verwenden
von || - ||, und |- |, in Verbindung mit den Riumen M und Y, fiihrt fiir die
Objektfunktion g := (e, pe.5c) zu der Halbnorm

licly = lpexllp + okl 1<p<oo. (2.17)

Daf (2.17) in der Tat eine Halbnorm darstellt, wird leicht wie folgt eingesehen.
Bekanntermaflen ist (2.15) eine Halbnorm und somit beschrinkt sich die Unter-
suchung auf (2.16). Von den zu iiberpriifenden Eigenschaften

(1) |ue,xlp >0,
(2) |apkly = lall i lp,
(3) ek +virly < lpekly + Vel

sind die beiden ersten trivial erfiillt, und die Dreiecksungleichung ergibt sich
unmittelbar aus der Definition der Rontgentransformation und Anwendung der
Minkowski-Ungleichung®:

|Mt,K + Vt,K|p://(73|,Ut,K + l/t,K|p(9, x))? dxdf

S2 gL

1
P

:// /|Nt,K + v P(x+70)dr | dxdf
R

S2 9L

MU ’
< / / / |k |P(x + 70)dr |+ / ik |P(x + 70)dr dxd#

S2 9L R R

:./ / (Plpre, [0, X))%dXde""/ / (P|Vt,1<|p(9,x))%dxd9

S2 9L 52 9L

S

=t iclp + Vel -

Die durch (2.17) definierte, in der zweiten Komponente der besonderen Struktur
von Y, angepafiten, Halbnorm ermdoglicht es, dem interessierenden Produktraum
M xYy gemi (M x Yy, | - |,) eine topologische Struktur zu verleihen und fiihrt
zu dem folgenden

6Die Giiltigkeit der Minkowski-Ungleichung fiir die betrachteten Funktionenriume ergibt
sich aus dem nachfolgenden Satz 2.8.
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Satz 2.8 Seien M und Y, wie in Definition 2.2 gegeben und der Produktraum
M x Yy mit der Halbnorm |- |, aus (2.17) versehen. Weiter sei das Energiefunk-
tional v stetig und linear im ersten Argument, d.h. es gelte

ay(f, E) + v(g, E) = d(af + g, E)VE € [0, Ein ], Vo, § € IR.
Dann gilt fir 1 <p < oo:
(i) M xYy ist konvex,
(ii) MYy, C LP (X)),
(111) (M x Yy, |- |p) ist vollstindig.

Beweis:

(i) Da die Konvexitédt des Produktraumes M x Y, aus der von M und Y,
folgt, geniigt es, diese nachzuweisen. Offensichtlich ist M konvex.

Die Konvexitédt von Y, ergibt sich wie folgt. Angenommen, Y, sei nicht
konvex. Dann existieren fi, fo € Yy, Ey € [0,E;] und ¢ € (0,1) mit
tfi+ (1 —1t)fs ¢ Yy, dh. ¥ (tfi + (1 —1)fe, Ey) ¢ X. Folglich existieren
Ausnahmepunkte xq,yo € K mit
[0,1]27 = ¢ (tfi+ (1 —=1t)fs, Ey) (x0+ (1 —7)ye) nicht A\j-int.
Da aber nach Voraussetzung f1, fa € Yy, gilt:
[0,1]327 — ¥ (f1, By) (7x0 4+ (1 = 7)yo) Ak-int.
und
[0,1]27 = ¥ (f2, By) (%0 + (1 — T)yo) Aj-int.
Damit ist aber auch V¢ € [0,1]
[0, 1] > 7 = (t (f1, Eo) + (1 = 1)¢ (fo, Eo)) (%0 + (1 = T)yo) Aj-int.
Dann liefert die Identifikation o := ¢, 5 := 1 — t weiter

[0,1]37 — @ (tfi + (1 —1t)f2, Eo) (7%0 + (1 = T)yo) Ak-int.,

im Widerspruch zur Annahme.
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(i)

(iii)

Fiir M ist nichts zu zeigen.

Fiir Yy, ergibt sich die Aussage leicht aus der Definition des Produktmafes
M= A @ M\ ® Ak Sei dazu f € Yy,. Dann ist o(f, E) € XVE € [0, Ey, |
gemdfl der Definition von Y, es existieren also alle Linienintegrale {iber
| (f, E)|P und somit insbesondere auch alle achsenparallelle Linienintegra-
le. Hieraus folgt nach dem Satz von FUBINI die Behauptung.

Da L? (X\}) vollstéindig ist, geniigt es, zusammen mit Teil (i), die Abge-
schlossenheit von (M x Yy, |- |,) zu zeigen. Diese ist vermoge der Definiti-
on (2.17) sicher dann gewéhrleistet, wenn (M, || -||,) und (Yy, |- |,) abge-
schlossen sind. Dazu sei nun (fy),cy = (fens fin),e v €ine Folge in M x Y,
mit || fen — fell, = 0 und |fr, — fi|p — 0 fiir n — oco. Dann ist zu zeigen:
fe € M, fi € Yy. Wieder ist fiir (M, || -||,) die Forderung offensichtlich
erfiillt.

Der Beweis fiihrt sich zu Ende, indem die Annahme f; ¢ Y, zum Wider-
spruch gefiihrt wird. Sei also (fy,), ., eine Folge in Yy mit | f;, — fil, — 0
fir n — oo. Es stehe weiter die Annahme: f, ¢ Y. Dann existieren
Ey € 0, E;, | und x¢,yo € K mit einerseits

T — [ (fi, Bo) [P (7x0 + (1 — 7)yo) nicht Aj-int.,
aber andererseits

7 | (fim, Eo) [P (Tx0 + (1 — 7)y0) Aj-int. Vn € IV,

Es folgt fiir die ,, Ausnahmeenergie“ Fj und die ,,Ausnahmepunkte® xg, yo:

[ 1o B)P (0 + (1 = 7)y0)
0

_ / WO = fun + foms Eo)P (70 + (1 = 7)yo) dr
0

= [ 195~ fims Bo) + 6 P (730 -+ (1 = T)y0) dr
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Op:=7—0"Y0
[lxo—voll2

S [ 160 = s Bo) + 0 B (50 + 760)
R
MU
< / [Y(fr — fens Eo)|P (x0 + 7o) dr +/ W(ft,n, E)|P (xo + 76y) dr.
I R

R

Aufgrund der Voraussetzung existiert von diesen beiden Integralen das zwei-
te, so dafl die weitere Untersuchung auf das erste Integral eingeschrinkt
werden kann.

/ [V(ft — fim, Eo)lP (x0 + 76p) dT
R

YeBV [0,E;y, ]

P const / Oy — foms Eun) P (x0 + 705) dr
IR

—
*
~

= const.P / |fr = finl? (x0 + 760) dT
R

const? Pl — finl? (X0,60)

const.? | fy — finlbh .

Hierbei gilt (x) wegen der Stetigkeit von ¢ im ersten Argument. Durch den
Grenziibergang n — oo fithrt nun die letzte Ungleichung zum Widerspruch
zur Annahme, womit die Aussagen des Satzes vollstindig bewiesen sind.

2.2.2 Stetigkeit des Vorwirtsoperators

Bevor nun das komplexe Problem der Stetigkeit des Vorwértsoperators S, ange-
gangen wird, erfolgt in einem vorbereitenden Schritt zun#chst eine Analyse des
in Satz 2.3 in Erscheinung getretenen Dampfungsoperators

,Di : (Yw, | ) |P) — (Ylb? | ’ |p):

Dy (x,wp (%)) = Dpy(x, —n.) + D(Pp)(x, wy(x)) - (2.18)
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Lemma 2.9 Sei ¢ entsprechend den Einschrdinkungen aus Satz 2.3 gegeben.
Dann ist der durch (2.18) gegebene Operator D;i stetig, genauer: es existiert eine
Konstante k > 0, so daf

Dy el < klpelp, 1< p<oo, (2.19)

fir alle py € Yy 4 gilt.

Beweis:

Die Aussage des Lemma ist nachgewiesen, wenn sich sowohl Dy, (x, —n,) als auch
D(pue)(x,w,(x)) als stetig herausstellen. Die Stetigkeit des ersten Operators
ergibt sich aber direkt aus der folgenden Rechnung:

Duly = [ [ PIDutox~n ) 0,30 dx o

S2 9L

[ [P @kp))? axa

S2 9L

1 |:ut|p// \/x%lax + y?nax + Z?nax dx do

S2 gL

IN

IN

S 47Tl€101 |:ut|p .

Die hier auftretenden Konstanten k; und ¢; kontrollieren der Reihe nach den
maximalen Diameter von K und die grofitmogliche Schnittebene durch K sowie
das Volumen von K.

Folglich gilt mit m := min{ = ez, Ymazs Zmae } Und M := max{Tmaz, Ymaz, Zmaz }:

ki < V6m M? und ¢; < max{l, ()\3(K))_1}.

Ahnlich ergibt sich die Stetigkeitsaussage durch Ausnutzen der Struktur von Yy
fir den noch fehlenden Operator D(p)(x, wy(x)). Da aus der Definition des
Energiefunktionals (0, E) = 0 folgt und in diesem Fall somit nichts zu zeigen
ist, muf} lediglich der nichttriviale Fall |u|, > 0 betrachtet werden.
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D@l = [ [ PID@w ) dxds

S2 9L

IN

// (P (5§|¢ut|§))’l’ dx df

S2 9L

INE
—
—

<

&

%w:c + y?nax + Z?nax |Iut|p dx df

IN

471']{2 Co |:ut|p .

Die Ungleichung (x) folgt aus ou, € X, so daB ¢ [yub < CF = o |l gilt,

wobei durch die letzte Gleichung die Konstante ¢y definiert wird. -

Da der lineare Operator D;i als Argument der Exponentialfunktion in S, enthal-

ten ist, dient weiter folgendes Lemma der Vorbereitung einer Stetigkeitsaussage
fiir S¢.
©

Lemma 2.10 Fir alle p, v, € Yy 4 gilt

_D:Z ot (xaw)

. _ e Pinxe)| < DF (%, w) — DY vy(x,w)] . (2.20)

Beweis:
Aus der Definition (2.18) ergibt sich fiir D) unmittelbar

—Dym (x,w) = — (Dpe(x, =) + D(p) (x,wy(x))) < 0

und somit folgt mit den abkiirzenden Bezeichnungen 0 > x := —Di ty (x, w) und
0>y:= —D;Z)l/t (x,w) sowie der Konvexitit der Exponentialfunktion

le” — Y| < |z —y| max el < |z —ylem> @V < |z —y) .
t€[min{z,y},max{z,y}]

|
Mit Hilfe der jetzt zur Verfiigung stehenden beiden Lemmata gelingt die Formu-
lierung der eingangs des Abschnittes als Ziel deklarierten Stetigkeitsaussage fiir

den nichtlinearen, kontinuierlichen Vorwértsoperator S¢.

Satz 2.11 Der nichtlineare Operator Si, : M x Yy, — M ist stetig.
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Beweis:

Sei (tn)pen = (Hems Hen) ey €ine gegen p konvergierende Folge in M x Yy, 4, es
gelte also |, — |z — 0 fiir n — oo. Dann ist die Existenz einer Konstanten

k € IR mit

1S5 = Sounll, < Kl — pnly

zu zeigen. Dieser Nachweis gelingt wie folgt:

o) e~ P

[Sen = Sphnll, = /

IR3

(y

IR3

pie) P50 0

+ ,Uc,n(X) e~ Dim(xw) Nc,n(x) o~ D tn (x.0)

(2.21)

MES

2
= Heyn (X) e_DEZ”t’n(X#J) dx

— Hen (X) e_Dim(x’w)

2 3
dx)

MU )
: / MC(X) 6_D$ut(x,W) — Hen (X) €_D«il‘4t (x,w) dx
R3
2
2
+ / Mc,n(X) e_Dth(x,w) _ Hc,n(x) e—Dﬁut,n(x,w) dx
R3

< ||NC_NC,H||2+M /

IR3

N =

dx

2
‘G_Diut(XWJ) _ 6_Diﬂt,n(x>w)

=
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2

2.10 9
< e sl 43 | [ 1D5mlx,0) = Do)
IR3
2.9,(%) ~
< e = pemlly + ME e — i,

2)

< max{l, M%} (”1% - NC,n“Q + |/~Lt — Htn
—_——
=:k

=k — pnl, -

In (*) geht dabei zusitzlich die Linearitdt von D und damit die von D und ¢

bzgl. des ersten Argumentes ein. -

2.2.3 Schlechtgestelltheit des inversen Problems

Die theoretischen Untersuchungen des kontinuierlichen Operators S;, werden nun
mit einer iiber die unbefriedigende Aussage von Korollar 2.7 hinausreichenden
Analyse der in Kapitel 2.2.1 aufgeworfenen Frage zur Schlechtgestellheit des
inversen Problems abgerundet. Wihrend SCHMITT in [46] durch die a-priori-
Annahme i, := B 'ji. recht schnell zu einer Abschitzung der Losung |u| von
SC’B (,uc, gt ,uc) = g des inversen Problems durch die Norm der Daten g gelangt,
soll an dieser Stelle konsequent auf eine derartige Vorabinformation verzichtet
werden. Damit einhergehend mufl aber auch automatisch auf Grund der Struk-
tur von S eine Beschrinkung der Losung p := (pe, ;) € M X Yy durch die
Norm der Daten g, ohne weitere Informationen aufgegeben werden.

Wird fiir einen Moment der nichtlineare Operator S; vom physikalischen Hinter-
grund abstrahiert und die Unabhéingigkeit der Objektfunktionen p. und p; ins
Licht der Betrachtungen gehoben, so bietet sich die folgende Fragestellung an.
Laft sich eine der beiden gesuchten Objektfunktionen durch die Norm der Daten
g, abschétzen, wenn die andere als bekannt vorausgesetzt wird? Die Untersu-
chung dieser Fragestellung fiihrt zu den folgenden Aussagen:

Proposition 2.12 Sei (fi¢, i) € M x Yy 4, dann gilt:
e(x)| < [go(x)] e . (2.22)

Beweis:
Allein die Voraussetzung p, € Yy 4 sichert die Existenz von DY), also gilt

Dpu(x, —n.) + D(pu(x,wy(x))) < ke
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und somit folgt aus (2.11) die Abschiitzung

ke

Dm(x,—nz)+D(Wt(x,w¢(x)))| < |go(x)| e

e(x)] = |gp(x)e

Bemerkung 2.13 Fliir praktische Anwendungen ist es natiirlich wiinschenswert,
genauere Informationen tber den Wert der Konstanten k., zu erhalten oder zu-
mindest deren Griffenordnung angeben zu kinnen. Da k. sowohl von geometri-
schen Kenngriflen wie den Objektausmaflen und der MefSgeometrie als auch von
der Objektfunktion p, selbst abhdingig ist, bietet sich in der Prazis eine Zerlegung
der Form k. := k. - ke,o an, wobei der geometrieabhingige Faktor k. leicht
bei gegebener MefSanordnung berechnet, wihrend der objektabhingige Faktor k.o
lediglich durch weitere a priori-Informationen abgeschdtzt werden kann.

Proposition 2.14 Sei (p, ) € M x Yy o, wobei die M definierende obere
Schranke M explizit vorgegeben sei. Dann ist die unabhdingige Lisungskomponente

pe von Sg (phe, fit) = gy durch die aufbereiteten reziproken Daten MCEX; im Mittel
Gp X
beschrinkt, genauer gilt mit k; := max pe(X) :
xeK g, (x)
H:ut‘ll S Tmaz Ymax In kt . (223)

Vor dem Beweis dieser Aussage soll der Kerngedanke von 2.14 herausgearbeitet
werden. Die Zusammenfassung findet sich in der folgenden

Bemerkung 2.15 In der Situation von Proposition 2.14 kann ohne Finschrdin-
kung k¢ > 1 angenommen werden, da gemdf$ der Definition von S, in Verbindung
mit der grundsatzlichen Figenschaft pi.(x) < py(x) stets p.(x) > g,(x) gilt. Hier-
bei soll natirlich von der Trivialitit 1y = p = g, = 0 absehen werden. In
diesem Kontext liefert Proposition 2.14 im Einklang mit den formulierten Funk-
tionenrdumen X und Y, eine schwache Abschitzung der Lisungskomponente ju
bei gegebener Komponente fi..

Beweis:
Die den kontinuierlichen Vorwértsoperator S, definierende Gleichung (2.11) ist
fiir g(x) # 0 dquivalent zu

pe(x)\  _ < —n < w(x
1“<g@(x>> = Dy (x,—1,) + D (thpe) (x, w,(x)) .
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Aus dieser Gleichung folgt zusammen mit der Definition von k; die zwar recht
grobe, aber fiir alle x € K giiltige Abschitzung

D:U’t (Xa _nz) S In kt .

Letztere Ungleichung gilt also insbesondere auch fiir solche x4 € K, die der
Forderung x¢ - n, = 2,,4, geniigen, und fiir diese gilt die Identitéit

D,ut(xo,—nz) = Pﬂt(ﬁz(X0)7nz)a

wobei 7, (x) die orthogonale Projektion von x in die z, y-Ebene bezeichnet. Gemif}
der Definition von X existieren weiter simtliche Linienintegrale iiber |u|?, somit
spielt nach dem Satz von FUBINI die Integrationsreihenfolge keine Rolle und es
folgt die Abschitzung

HMtHl = /|:ut|dx = /P|Ht|(7TZ(X)7nz) dl‘dy < Tmaz Ymaz lnkt-
R3 R2

Mit diesen Abschitzungen fiir die beiden unabhéngigen Losungskomponenten
sind die theoretischen Untersuchungen zum kontinuierlichen Vorwirtsproblem
abgeschlossen. Da S¢ beziiglich p, stark glittend wirkt, ist fiir diese Losungskom-
ponente ohne weitergehende Informationen auch keine schirfere Abschétzung zu
erwarten.

2.3 Das diskrete Vorwiartsmodell

Wie eingangs des Kapitels erwédhnt, diente das kontinuierliche Vorwirtsmodell
lediglich theoretischen Zwecken, in der Praxis 148t sich der dafiir erforderliche
ideale Detektor nicht realisieren. Aus dem oben beschriebenen Modell 148t sich
jedoch rasch eine diskrete Version fiir die 3D-Riickstreutomographie herleiten.
Dies stellt den Inhalt dieses Abschnittes dar. Da das diskrete Vorwértsmodell
gleichzeitig die Basis fiir die Bereitstellung der fiir die Rekonstruktionsalgorith-
men erforderlichen synthetischen Daten bildet, finden sich an dieser Stelle auch
Hinweise auf die Implementierung dieses Modells. Somit wird in diesem Kapi-
tel ersichtlich werden, welche der im ersten Kapitel aufgefiihrten physikalischen
Effekte in der Simulation tatsdchlich beriicksichtigt wurden und welche nicht in
dieses Modell eingegangen sind.

2.3.1 Funktionenriume und diskreter Vorwirtsoperator

Grundlage des im Folgenden beschriebenen diskreten Vorwértsmodells bildet die
in Kapitel 2.1 dargelegte 3D-Mefligeometrie. Zusammen mit den dort getroffenen



66 Das direkte Problem der Riickstreutomographie

Vereinbarungen ergibt sich aus dem im ersten Kapitel hergeleiteten physikalischen
Modell fiir jeden Quellpunkt x, := (24, y;, —2,) € Q und jede durch die Kollima-
torposition x. € C; ; vorgegebene Mefirichtung ¢, fiir die vom Detektorelement
Dy, geméfl Abbildung 2.2 gemessene Intensitit I (x4, pn, Di):

oo (50 D) = T [ W0 m) o) e e Dm0 i

Iy

Ein Vergleich mit dem kontinuierlichen Modell zeigt, daf3 dieses diskrete Modell
aus (2.11) durch Aufsummieren aller Linienintegrale iiber Z; erfolgt. Dies hat zur
Folge, dafi die Voraussetzungen an p. abgeschwicht werden koénnen. Die prinzi-
piell mogliche Abschwichung soll jedoch hier zu Gunsten einer {ibersichtlichen
Darstellung nicht vollig ausgereizt werden. Daher fillt bei der Behandlung des
diskreten Problems die Wahl fiir den p. zugrunde liegenden Raum auf den bereits
eingefiihrten Funktionenraum X. Zusammenfassend steht somit der folgende, das
diskrete Problem der 3D-Riickstreutomographie vollstédndig beschreibende,

Satz 2.16 Seien die geometriespezifischen Kenngrifien Q (Quellenfeld), C; ;,
i=1,...,Nyu,j = 1,..., Ny, (Kollimatorpositionen) und Dy, k = 1,..., Ny,
(Detektorelemente) wie in Kapitel 2.1.2 definiert. Weiter seien x, € Q und
W, (X),n = 1,...,Np, fiir x € K durch (2.6) beschrieben, wobei p, gemds
(2.1) definiert ist. Dann wird das diskrete Problem der Riickstreutomographie be-
schrieben durch

S X xYy, — X,

Pn

(Nm :ut) — Sgn (Nm :ut) ;

S:Ci’n (/LC, Mt) (X(I7 Dk) :/W(X . n) HJC(X) e_D:u't(xv_nZ)_D(wl"t)(wivn(X)) dX, (224)

Iy

wobei Df fiir f € Yy, x € K, w € S durch
Df(z,w) = /f(x + Tw) dr (2.25)
'0
definiert ist und p.(x), p(x) abkirzend fir p.(x, E;y,), u(x, E) stehen.

Beweis:
Mit der leichten Abwandlung der aufbereiteten Grofien

I‘Pn (Xq I ‘Dk)

4 (x,,Dp) =
g(pn( q k) IO
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als Daten Sgn (fes pit) (x4, Dy) des diskreten Vorwértsproblems kann der Beweis

von Satz 2.3 der Form nach iibernommen werden. -

In dem in Satz 2.16 dargestellten Modell sind alle fiir die Riickstreutomographie
wesentlichen physikalischen Effekte, wie sie im ersten Kapitel behandelt wurden,
beriicksichtigt: die Objektfunktionen p,. und p; werden als unabhéngige Grofien
behandelt, ihre Energieabhingigkeit geht in dem Energiefunktional ¢) auf und
Charakteristiken der Mefigeometrie oder der Detektorelemente werden durch die
Funktion W (z) beschrieben.

Jedoch stellt auch das diskrete Modell 2.16 seinem Wesen als Modellierung nach
lediglich einen kleinen Auszug der realen Gegebenheiten dar und erhebt, wie es al-
len Abbildungen zu eigen ist, keinen Anspruch auf Vollstindigkeit. So finden zum
Beispiel die in der nun folgenden Bemerkung zusammengefafiten Sachverhalte in
diesem diskreten Modell aus unterschiedlichen Griinden keine Beriicksichtigung.

Bemerkung 2.17 Idealisierungen im diskreten Modell 7 :

(i) Der Strahlverlauf, wie er in (2.4),(2.5) dargestellt ist, entspricht einer da-
hingehenden Idealisierung, dafi von Mehrfachstreuungen abgesehen wird.
Dies wird durch die Tatsache gerechtfertigt, dafs mit jedem Streuvorgang
vom Comptontyp ein Energieverlust der gestreuten Photonen einhergeht und
mit stark abnehmender Photonenenergie die Wahrscheinlichkeit einer wei-
teren Streuung stark reduziert ist.

(i1) Ebenso sind die in der Praxis verwendeten Rontgenrdhren nicht strikt mo-
nochromatisch, sondern liefern ein fiir die jeweilige Rohre charakteristisches
Frequenzspektrum, dessen Breite bei qualitativ hochwertigen Réntgenquellen
jedoch so gering ist, dafS die Objektfunktionen diber dieses Spektrum hin als
konstant angesehen werden kénnen.

(11i) Schlieflich wurde zum Beispiel in der vom Fraunhoferinstitut fiir Zersti-
rungsfreie Priifverfahren verwendeten Comscanapparatur ein Uberlappen
der einzelnen Detektorelemente festgestellt. Dieser Mangel kann jedoch zu-
mindest im konkreten Fall durch eine Ausdehnung des Trdgers fiir die cha-
rakteristischen Funktionen der Detektorelemente behoben werden.

2.3.2 Erzeugung synthetischer Daten

Da zur Zeit leider keine Moglichkeit besteht, real gemessene Daten zum Testen
der in den beiden folgenden Kapiteln dargestellten Rekonstruktionsverfahren zur

"Zu den hier aufgefiihrten Einschrinkungen sei insbesondere auf GORSHKOV [15] und
SCHMITT [46], fiir weiterfithrende Probleme auf die Studien von GORSHKOV [18] verwiesen.
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3D-Riickstreutomographie zu gewinnen, wird an dieser Stelle auf die Erzeugung
simulierter Daten mit Hilfe des diskreten Vorwértsmodells zuriickgegriffen. Da-
her sollen nun die technischen Einzelheiten dieser Datengewinnung vorgestellt
werden.

Die simulierte Rontgenquelle

Fiir die unterschiedlichen Anwendungsgebiete werden im Einzelnen die folgenden
Rontgenquellen verwendet. Die quellpunktorientierten Rekonstruktionsverfahren
des folgenden Kapitels erfordern eine monochromatische, einen feinen Strahl aus-
sendende Quelle. Die verwendete Photonenenergie héingt dabei stark von den An-
wendungsgebieten ab: fiir Simulationsbeispiele aus dem Bereich des zerstirungs-
freien Priifens ist eine Photonenenergie von 160keV angenommen, fiir Anwen-
dungen auf dem Gebiet der Minendetektion hingegen erfolgt die synthetische
Datengewinnung mit einer simulierten Photonenenergie von 450keV.

Testob jekte

Zum Testen der Rekonstruktionsalgorithmen werden Datensétze zu verschiedenen
Objekten erzeugt. Diese bestehen im Einzelnen aus:

(i) Einem Betonwiirfel, in dem verschiedene Eisensegmente eingelassen sind.
Diese Art von Testobjekten dient der Kontrolle, ob die verwendeten Al-
gorithmen auch tatséchlich auf Materialien hoher Dichtewerte angewendet
werden koénnen.

(ii) Einem Betonwiirfel, in dem statt der Eisensegmente Einschliisse aus Alu-
minium enthalten sind. Hier wird tiberpriift, ob Materialien d&hnlicher Dich-
tewerte unterschieden werden konnen.

(iii) In einer weiteren Reihe werden die quaderférmigen Gebilde der vorherge-
henden Punkte durch Kugeln ersetzt. Diese Beispiele demonstrieren, dafl
die Rekonstruktionsverfahren auch in solchen Féllen zu guten Ergebnissen
fiihren, in denen die Geometrie der Testobjekte nicht der Diskretisierung
des Verfahrens angepafit ist.

(iv) Simulation von regulir vergrabenen Antipanzer- und Antipersonenminen.

Die Absorptions- und Comptonkoeffizienten p,(E) und p.(FE) fiir die verschiede-
nen Materialien wurden durch Interpolation mittels kubischer Splines gewonnen,
dabei stammen die in den Tabellen B.3 sowie B.4 und B.5 auszugsweise aufgeliste-
ten Stiitzwerte aus der online auf der Internetseite , http://physics.nist.gov/* zur
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Verfiigung stehenden Datenbank des National Institute of Standards and Tech-
nology 8.

Auflsung der Daten

Die synthetisch erzeugte Datenmenge richtet sich nach der gewiinschten Auflésung
der Rekonstruktionen. Die Verfahren des folgenden Kapitels basieren auf einem
quaderformigen, in 128% Voxel zerlegten, Rekonstruktionsgebiet. Dabei wurden
72 gleichmiBig iiber S* verteilte Mefrichtungen aufgenommen. Pro Mefirichtung
und Voxel wurden zur Berechnung der Integrale {iber Z, mittels einer adaptiven
Newton-Cotes-Quadraturformel fiinf Stiitzstellen ausgewertet.

Berechnung der Dampfungsterme

Fiir die auf der Basis von (2.24) erzeugten Daten gestattet die Zerlegung der
Testobjekte in Voxel eine exakte Auswertung (sehen wir einmal von der Spline-
interpolation der Objektfunktionen fiir die verschiedenen Streuenergien ab) des
Dampfungsoperators

Dy (x) = Dy (x,—n;) + D (Yuy) (x,w,, (X)) - (2.26)

Jedoch miissen dazu alle auftretenden Schnitte der Strahlengéinge mit dem Vo-
xelgitter berechnet werden. Um den dabei aufzuwendenden Speicherbedarf nicht
unnotig grofl werden zu lassen, werden diese Schnitte lediglich fiir einen Quell-

strahl und den MeBwinkelbereich [0, %] berechnet, alle {ibrigen Schnittléngen

kénnen aus diesen unter Ausnutzen von Verschiebungs- und Rotationsinvarian-
zen bestimmt werden.

Die charakteristische Funktion W (z)

Die in Abschnitt 2.1.4 eingefiihrte Funktion W (z) entspricht der von GORSH-
KOV in [18] untersuchten Transmissionsfunktion und beschreibt die Sensibilitét
der Mefanordnung. In der Praxis kann W (z) durch das in 2.1.4 beschriebene
Verfahren experimentell bestimmt werden. Werden die Meflidaten jedoch synthe-
tisch gewonnen, mufl die charakteristische Funktion ebenfalls simuliert werden.
Dies kann unter der Annahme geschehen, daf} die einzelnen Detektorelemente ein
identisches Sensibilitdtsverhalten aufweisen und dieses anhand der Stiitzwerte in
Tabelle B.6 definiert ist.

8Das National Institute of Standards and Technology, Gaithersburg MD 20899-8400, stellt
in der hier angegebenen Datenbank nahezu alle wichtigen physikalischen Materialkoeffizienten
zur Verfligung. Fiir eine gedruckte, die Streuquerschnitte und Absorptionskoeffizienten bein-
haltende Version sei auf [3] verwiesen.
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Kapitel 3

Das inverse Problem der
Riickstreutomographie

Ausgehend von dem im vorangehenden Kapitel hergeleiteten diskreten Modell
der 3D-Riickstreutomographie werden nun numerische Verfahren zur Losung des
inversen Problems présentiert. Ziel ist es, aus den auf Basis von (2.24) erzeugten
synthetischen Daten die Objektfunktionen p; und p. zuriickzugewinnen. Ange-
gangen wird dieses Problem, indem in einem ersten Schritt bekannte Verfah-
ren fiir die zweidimensionale Geometrie aus den bereits erwidhnten Arbeiten von
GORSHKOV und SCHMITT auf das dreidimensionale Problem iibertragen werden.
Sukzessive erfolgt dann in weiteren Schritten eine Anpassung der Rekonstrukti-
onsverfahren an das verbesserte physikalische Modell. Zunéchst findet die Ener-
gieabhéngigkeit der Koeffizienten p. und p; Beriicksichtigung, schliellich werden
beide Objektfunktionen als eigenstindige Funktionen rekonstruiert.

Die numerische Rekonstruktion der Objektfunktionen erfordert natiirlich eine
Diskretisierung des Objektes. In den Verfahren dieses Kapitels findet die in Ab-
schnitt 2.1.2 vorgestellte Zerlegung Verwendung, unabhéngig davon, ob die Er-
zeugung der synthetischen Daten auf einem solchen Zerlegungsgitter erfolgt ist
oder nicht, wie dies in den kugelférmigen Beispielen der Fall sein wird.

Wie bereits von SCHMITT in der zweidimensionalen Problemstellung erfolgreich
angewendet, werden auch hier die sogenannten Strippingverfahren einen zentra-
len Baustein fiir die Rekonstruktionsalgorithmen darstellen. Unmittelbar im An-
schluf} an diese einfithrenden Worte wird die diesen Verfahren zugrunde liegende
Idee dargestellt. Danach erfolgt die Erlduterung der einzelnen Verfahren, das Te-
sten ihrer prinzipiellen Anwendbarkeit anhand der synthetisch erzeugten Daten
und die Analyse ihrer Stdrken und Schwéchen. Nach der theoretischen Untersu-
chung eines die charakteristische Detektorfunktion W (z) beriicksichtigenden Ver-
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fahrens! werden einzelne Strippingverfahren unter der Annahme W (z) = 1 herge-
leitet. Eine Stabilitdtsuntersuchung der vorgestellten Verfahren und ein weiteres
Anwendungsbeispiel aus dem Bereich der Kampfmittelerkennung runden dieses
Kapitel ab. Real gemessene Daten sind immer systematischen bzw. zufilligen
Meffehlern unterworfen, zumindest Fehler der zweiten Art kénnen bei synthe-
tisch erzeugten Daten so natiirlich nicht auftreten. Daher wird den berechneten
Daten eine normalverteilte Rauschfunktion iiberlagert, um auf diese Weise die
zufilligen Meffehler zu simulieren.

3.1 Idee der Strippingverfahren

Ziel der Strippingverfahren ist, die zu untersuchenden Objekte schichtweise aus
den vorhandenen Meflwerten zu rekonstruieren. Dieses Vorgehen ist in Abbildung
3.1 skizziert: demnach wird das Rekonstruktionsgebiet in horizontal verlaufende
Schichten, sogenannte layer, unterteilt. Nun werden die gesuchten Objektfunk-
tionen sukzessive Schicht fiir Schicht berechnet, indem zur Berechnung des k-ten
layers Ly lediglich die Informationen iiber diese Objektfunktionen aus den be-
reits rekonstruierten Schichten L;...L;_; sowie die zur Schicht L, gehorenden
Meflwerte beriicksichtigt werden.

Fiir die 3D-Riickstreutomographie hat dieser Leitgedanke die Konsequenz, die
auftretenden Linienintegrale so zu zerlegen, dafl Anteile mit bekannten Objekt-
funktionen von denen der aktuell zu berechnenden Schicht separiert werden. Wie
dies im Detail erfolgt, wird bei der Vorstellung der einzelnen Verfahren ersichtlich
werden. Die zum Starten des Strippingverfahrens erforderliche erste Schicht, die
im Allgemeinen an die Oberfliche des zu rekonstruierenden Objektes anschlief3t,
wird als gegeben vorausgesetzt.

3.2 Rekonstruktionsverfahren
Die hier vorgestellten Verfahren beruhen samtlich auf der Invertierung des in Satz

2.16 beschriebenen diskreten Vorwértsproblems. Daher steht zu Beginn dieses
Abschnittes die Darstellung dieser Invertierung.

LAuf ein numerisches Beispiel zu diesem Verfahren wird verzichtet, da die experimentelle
Bestimmung von W (z) von GORSHKOV nur fiir den zweidimensionalen Fall durchgefiihrt wurde.
Prinzipiell konnte dieses Rekonstruktionsverfahren mit den von ihm bestimmten (siehe [18])
und in Tabelle B.6 aufgefiihrten Werten implementiert werden. Jedoch miifite in praktisch
relevanten Anwendungsbeispielen die lediglich eindimensionale Detektorfunktion durch eine
zweidimensionale ersetzt werden.
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Voxelcube

“Kollimator

Queliield /% =
/ 3 /
/, /
Z /

Abbildung 3.1: Idee der Strippingverfahren

3.2.1 Approximative Invertierung von Szn

Wie in Kapitel 2.2 beschrieben, ist eine exakte analytische Invertierung von Sgn
nicht zu erwarten. Daher riickt die Frage nach einer approximativen Invertierung
in den Mittelpunkt der Betrachtungen.

Ausgangspunkt ist Gleichung (2.24), die anhand ¢, gegebene Mefrichtung sei
zunéchst fest. Bezeichnet weiter g, (x4, k) die vom k-ten Detektorelement ge-
messenen, aufbereiteten Daten, dann folgt mit der vorgegebenen Diskretisierung
fiir jede Quellposition x, € Q:

g(ﬂn (XQ7 k) = /W(X . nz) MC(X) e_Dﬂt(Xa_nz)_D("/}lLt)(xaw<Pn (X)) dx X (31)
Ty,

Geméf} der beschriebenen Diskretisierung erfolgt die Rekonstruktion der gesuch-
ten Objektfunktionen p; und p, auf einem Voxelgitter, so dafl p; und p, innerhalb
der einzelnen Voxel als konstant angenommen werden.

Die Indizierung des Voxelcubes geschieht wie folgt: bezeichnet
n € {1,...,Nyo} x{1,..., Ny} x{1,...,Ng}
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ein natiirliches Zahlentripel, wird durch n := (1, 19, 73) eindeutig der Voxel

0y Oy dy dy
Ty — 9 Ty + 5 X A Yny — D Yny + o X [2173—172173[

beschrieben, wobei (z,,, yn,, —2,) € Q die zugehorige Position der Rontgenquel-
le und 7, (Z,,) := [2ns—1, Zps| den vom Detektorelement D,, gescannten layer L,
darstellen. Mit d,, d, werden die Auflésungen entlang der z- und y-Achse bezeich-
net.

Durch Verwenden dieser Vereinbarungen li8t sich (3.1) auch folgendermafen for-
mulieren:

g%(n) — /W(X,nz)uc(x)e—Dut(x,—nz)—D(wut)(x’an(X))dX_

Tk

Unter der Annahme, daf} die einzelnen layer alle die gleiche vertikale Méchtig-
keit A aufweisen, folgt mit Hilfe der oben angegebenen Diskretisierung und der
Festlegung

Vo= l/(n) = (Z]}m, Ynas Z7I3—1)
mittels Approximation der im Integral auftretenden Dampfungsterme durch die

Linienintegrale iiber die virtuellen Streupunkte v + T weiter

9y (Il) — ,Uc(n) e—D#t(Vy—nz) /W (X . nz) €—||X—V||2#t(n)—D(¢#t)(X7wwn(X)) dx
Iy

&

e (1) e—Dm(u,—nz)—D(dJM)(u+%nz Wep (v+4n.)) e—%ut(n)/w (x-n,) dx

7
N— ———
=:V(n)
~ fic(n) 6_D”t(y’_n’)_D(w’“)(”+%“2""¢’n (”4'%“"‘))‘,, e~ () 1/ (n)
::;((n)
= A(n) V(n) g (n)e 3@, (3.2)

Dabei bezeichnet (...)|, die Einschrinkung der divergenten Strahltransformation
auf die bereits rekonstruierten Schichten.
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Einbringen der fiir hinreichend hohe Photonenenergien sehr guten Approxima-
tion pe (X, Ey) = By (X, Em), B € [1 —€,1], e < 1,e > 0 iiberfiihrt diese
Abschétzung zu einer nichtlinearen Gleichung der Form

pe(m) e 2™ = o), A>0, (3.3)

aus welcher die Objektfunktion 1 (n) bestimmt werden soll.

Die Losung von (3.3) kann mit Hilfe der Lambertschen W-Funktion® beschrieben
werden, diese ist definiert durch den folgenden

1
Satz 3.1 Fs existiert genau eine analytische Abbildung VV : [——, 00 [ — [0, 00|,
e

welche der Funktionalgleichung
W(z) V@) =g (3.4)

gentigt.

In [7] ist eine Vielzahl an Anwendungsmoglichkeiten der Lambertschen VW-Funk-
tion préasentiert, insbesondere auf dem Gebiet der Stromungsmechanik. Hier hin-
gegen erdffnet Satz 3.1 umgehend eine Moglichkeit, die Losung der nichtlinearen
Gleichung (3.3) zu gewinnen. Dies ist Inhalt des néchsten

Korollar 3.2 Fs sei die zu (3.3) dquivalente Gleichung

re M = y (3.5)
vorgelegt. Dann ist die Lésung von (3.5) fir y < oY eindeutig durch
e

p o= —IWEN) (3.

gegeben.

Beweis: ) .
Fir y < Y folgt —Ay > —— und somit gilt —\y € D(W). Folglich fiihrt das
e e

2Eine ausfiihrliche Abhandlung {iber diese Funktion wird in [7] geboten. Dort findet sich
auch der Beweis von Satz 3.1.
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Einsetzen von z := —1W (—\y) in die linke Seite von (3.5) unter Beriicksichti-
gung von Satz 3.1 zu
_§W(_ Ay) e A SWEW _%W(_ Ay) V)
1
= —— —)\ = .
3 () =y
Das Beachten der strikten Monotonie der Funktion z — f(z) := ze™® fiir

1
x € | —00, X] liefert dann die geforderte Eindeutigkeit der Losung, und somit

ist das Korollar vollstdndig bewiesen. -

Einbringen der Ergebnisse des letzten Satzes und des ihm folgenden Korollars in
(3.2) fithrt dann zusammenfassend zu folgendem approximativen Invertierungs-
verfahren fiir das in Satz 2.16 beschriebene diskrete Vorwértsmodell.

Satz 3.3 Fir eine feste Mefrichtung ¢, seien g,, (n) die durch (2.24) gegebenen
Mefdaten. Weiter sei |, gegeben. Dann ergibt sich unter Verwendung der in
diesem Abschnitt beschriebenen Ndiherungen die folgende Approzimation an die
gesuchten Objektfunktionen p. und pu:

fiir k=2,..., Ny:

n = (n,n,k), (n,m2) €{1,..., Noo} X {1,..., Noy},

V(n) = /W (x-n,) dx, (3.7)

A(n) = e—DMt(V,—nz)— (wﬂt)(l/-i-%nz,wson(u—i—%nz))y, (3.8)

. Ag,, (n)
o (m) = ‘ZW<‘4ﬂA<n>v<n>>’ (3.9)

pe () = Bu(n) . (3.10)

Zu der hier beschriebenen Invertierung, deren Ziel die moglichst umfassende
Beriicksichtigung aller im Vorwirtsmodell 2.16 angesprochenen physikalischen
Aspekte ist, sollen nun noch einige erlduternde Bemerkungen angefiihrt werden.
Zunichst zu der Auswertung der Lambertschen VW-Fuktion:

Bemerkung 3.4 Der in Satz 3.3 angegebene Invertierungsalgorithmus erfordert
die Auswertung der durch (3.4) implizit gegebenen Lambertschen W-Funktion. Da
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die diese Funktion definierende Gleichung nichtlinear ist, bietet es sich an, die
Auswertung der Funktion an einigen Stitzstellen xy, k =1, ..., Ny, vorzunehmen
und die Auswertung mit Hilfe eines Newtonverfahrens durchzufihren. Dazu kann
die Newtoniteration

WP (x) V" @) — g

W (@) = W) = (o) v

ne Ny, (3.11)

mit den Startwerten

WO({L’k) = {

Tk , fiur xp <1
log (xx) , sonst

verwendet werden. Zusdtzliche Kenntnis der Griffenordnung der auftretenden Ar-
gumente ermdglicht die entsprechende Wahl der Stitzwerte. Diese kénnen dann
unabhdngig vom Invertierungsverfahren vorberechnet werden.

Zu der Approximationsgiite der durch (3.7), (3.8) und (3.10) definierten Grofien
V (n), A (n) sowie der Objektfunktion p.(n) gibt die folgende Bemerkung Auf-
schluf:

Bemerkung 3.5 Die Approximationsgiite der in Satz 3.3 angegebenen Grifien
wird im Einzelnen durch die unten aufgefithrten Faktoren bestimmi:

(a) Der Aufbau einer realen Mefapparatur verlangt die Kenntnis der charakte-
ristischen Funktion W (t) fir die einzelnen Detektorelemente. Da diese nach
dem in Kapitel 2.1.4 beschriebenen Verfahren gewonnen wird, bestimmt die
vertikale Abtastrate die Anzahl der Stiitzstellen zur numerischen Berech-
nung des Integrals V (n) und somit die Genauigkeit dieser Approximation.

(b) In (3.8) sind gleich zwei Approximationen enthalten: zum einen werden die
Dimpfungsfaktoren des Integrals (3.1) durch einen stellvertretenden Strah-

lengang mit dem wvirtuellen Streupunkt v + an angendhert, zum anderen

sind in A (m) nur die Dampfungsanteile beriicksichtigt, die ihre Ursache
durch Absorption in den bereits rekonstruierten layern Ly, ..., Li._y finden.

Da
Al <Lkﬂ (Lq <V+ %nz> ® Ly <V+ %nz>>> ~ 0

fir A <1 und py € Yy, ist die letztere Approzimation sicher unbedenklich,
wohingegen Erstere nur dann angebracht ist, wenn die zu rekonstruierenden
Details nicht an die Groflenordnung der verwendeten Auflosung heranrei-
chen.



78 Das inverse Problem der Riickstreutomographie

(¢) Die Zusatzannahme ju, = Bug, B geeignet, stellt, wie die Untersuchungen
des ersten Kapitels zeigen, dagegen lediglich in speziellen Anwendungsge-
bieten der Riickstreutomographie eine vertretbare Modellierung der realen
Gegebenheiten dar. Ist die Energie der emittierten Photonen ausreichend
hoch, so ist diese Zusatzannahme zumindest in ihrer abgeschwdchten Form
te (Ein) = Bus (Eipn) haltbar, wie in den Tabellen B.8 - B.5 zum Ausdruck
kommit.

Nachdem nun eine grundsitzliche approximative Invertierungsmoglichkeit von
(2.24) vorgestellt wurde, werden in den nun folgenden Abschnitten anwendungs-
orientierte Rekonstruktionsverfahren explizit angeben.

3.2.2 Parameter-Verfahren fiir ideale Detektoren

Unter einem idealen Detektor wird eine vertikale Anordnung von Np identi-
schen Detektorelementen verstanden, deren jeweilige charakteristische Funktio-
nen Wy (t), k =1,..., Np, gegeben sind durch

Wk(t) = Xlze—12e [

Die einzelnen Elemente iiberlappen demnach nicht, ihre Sensibilitét ist nicht von
dem Einfallswinkel der auftreffenden Strahlung abhéngig und die einzelnen layer
des Rekonstruktionsgebietes kénnen eindeutig mit dem entsprechenden Detektor-
element identifiziert werden.

Unter dieser Voraussetzung vereinfacht sich das im letzten Kapitel hergeleitete
diskrete Vorwértsmodell 2.16 zu

g(p (n) = /#C(X) e_D“t(x’_nz)_D(wﬂt)(xaw¢n (x)) dx . (312)

Tk

Eine approximative Invertierung dieses vereinfachten Modells wurde fiir eine zwei-
dimensionale Mefigeometrie von SCHMITT in [46] vorgenommen. Diese wird nun
auf den dreidimensionalen Fall erweitert. Mit den Notationen des vorangehenden
Abschnittes folgt
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8) = ) e[ piom )

Tk

Q

Lhe (Il) 6—DMt(V>_nz)e—D(wﬂt)(V-‘r%nz,wtpn(l/+%nz)) /6—||x—1/||2p,t(n) dx

Tk

=

o c (Il) —Dut(v,—n;) e—D(T,Z)lLt)(V—f—%n;,wLPn (u-l—%n;)) (1 . e—Apt(n))
¢ (1

=

=

e
(n)
_ C(n) e—Dut(V,—nz) e—)\l(Ld(u-l-%nz)ﬂl/k)(d)ﬂt)(n)

¢ (n)
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Ausnutzen des Prinzips der Strippingmethoden und sukzessives Rekonstruieren
der Objektfunktionen g, und p; Schicht fiir Schicht fiihrt dazu, dafl bei der Be-
rechnung des k-ten layer die Démpfungsterme A™ (n) und A7 (n) bei bekannter
Funktion v explizit bestimmbar sind.

Auf diese Weise vereinfacht sich die gestellte Aufgabe dahingehend, dafl die un-
bequemen Nichtlinearitdten nicht mehr innerhalb der Integration auftreten. Es
handelt sich jedoch immer noch um ein in der Objektfunktion p; nichtlineares
Problem, welches iiber den Quotienten p./u; mit der zweiten zu bestimmenden
Objektfunktion u. gekoppelt ist. Bei nur einer einzigen beriicksichtigten Mef3-
richtung kann daher im Allgemeinen aufgrund der Unterbestimmtheit des Glei-
chungssystems fiir p. und p; keine eindeutige Losung erwartet werden.

Die oben beschriebene abgeschwiichte Form der fiir Materialien geringer Kernla-
dungszahl giiltigen Zusatzinformation p. (n, E;,) = B (n, E;,) gestattet es, dem
Problem der Unterbestimmtheit zu entgehen und fiihrt zu der als Ausgangspunkt
der hier beschriebenen Rekonstruktionsverfahren dienenden Gleichung

Gy, (n) = BA™ (n) A% (n) (1 - e_A‘“(“)) . (3.13)
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Aus (3.13) ergibt sich unmittelbar fiir die im k-ten layer zu rekonstruierenden
Objektfunktionen

o) = g s (1- et ) 10
pe(m) = Bu(n) . (3.15)

Die oben dargestellte approximative Invertierung der $D-Riickstreutomographie
fiihrt somit zu einem ersten einfachen Rekonstruktionsalgorithmus, der sich wie
folgt formulieren l48t.

Parameter-Rekonstruktionsverfahren (PRV):

Die Objektfunktionen pu, und p; seien fiir den ersten layer L,
als Vorinformation gegeben. Dann bestimmen sich p, und g
innerhalb Lo, ..., Ly, fiir die feste Mefirichtung ¢,, aus den
gemessenen Daten g, gemifl der Vorschrift

fiir k = 2,...,LNdZ
(1) V= (1, m, k) € Ly:
(2) Berechnung der Dimpfungsterme A™ (n) und A’ (n):

Ain (Il) — e—Dut(u,—nz)

ASC (Il) e—D(Iﬂt)(V+%n;,w¢n (V+%n2))XLi
¢n

(3) Bestimmung von y; (n) im aktuellen layer:

_ 1 9y, ()
pelw) = —xlos <1‘/3Am (m) Ay (n))

n
(4) Ubertragung auf s, (n):

He (n) = Bﬂt (1’1)

In diesem parameterabhingigen Rekonstruktionsverfahren (PRV) ist die Ener-
gieabhéngigkeit des Absorptionskoeffizienten p; vernachlissigt, also ¢» durch die
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Identitit ersetzt. Somit stellt (PRV) im Wesentlichen das von SCHMITT in [46]
fiir den zweidimensionalen Fall beschriebene Gorshkov-Verfahren dar.

Des Weiteren blieb bisher die Frage nach der Wahl des Parameters  unbeantwor-
tet. Diese Fragestellung soll nun untersucht werden. Wahrend sowohl GORSHKOV
(siehe [18]) als auch SCHMITT (siehe [46]) 8 &~ 1 wihlen, eine Annahme, die nur
fiir hohe Photonenenergien und Materialien geringer Kernladungszahl zutreffend
ist, wird dieser Parameter hier in Abhangigkeit des Anwendungsgebietes gewiihlt.
Dies ist in sofern sinnvoll, als dafl der Anwender solcher Rekonstruktionsverfahren
zum Beispiel in der Praxis des zerstorungsfreien Priifens iiber die Zusammenset-
zung der zu untersuchenden Objekte in der Regel a-priori Informationen besitzt.
So ist es oft Ziel der Priifverfahren, weitestgehend bekannte Objekte auf Ver-
unreinigungen oder Defekte hin zu untersuchen. Dies bedeutet, dafl zumindest
die Groflenordnung sowohl des Absorptionskoeffizienten als auch des Compton-
koeffizienten bekannt sind und mit diesen der Parameter [ geschétzt werden
kann. Eine einfache Schitzung des Parameters § fiir das Anwendungsgebiet des
zerstorungsfreien Priifens beinhaltet die

Bemerkung 3.6 Das zu analysierende Objekt bestehe aus einer Komposition der
Materialien my, ..., my, , Ny € IN, geringer Kernladungszahlen (Z < 13), wel-
che durch die Materialkoeffizienten fic1, ..., fe.n,, und figq, ..., N, beschrieben
seien. Bezeichnen weiter

N,
0<pi izla"'aNma szzl,
=1

die Anteile der Materialien m; im Objekt, so liefert die Lisung des quadratischen
Minimierungsproblems

Nm,
Zp? (B — ,Uc,z')2 — min

=1

beziiglich [ eine geeignete Néiherung fiir den festen Parameter (3.

Wie schon SCHMITT [46] in seinen Untersuchungen anhand von Beispielen aus der
2D-Riickstreutomographie zeigte, versagt eine solche feste Parameterwahl vollig,
wenn Materialien hoherer Kernladungszahl in den zu untersuchenden Objekten
einen nicht zu vernachlissigenden Anteil einnehmen. Da der Parameter g fiir
Materialien unterschiedlicher Kernladungszahlen Z stark variieren kann, fiir ein
bestimmtes Material m; bei fixierter Photonenenergie Ej, jedoch sicher den ein-
deutig bestimmten Wert §; := p.; (Eo) /i (Eo) annimmt, stellt sich die Frage,
ob ein Rekonstruktionsverfahren nicht auch auf einer variablen Parameterwahl
basieren kann. Ein solches Verfahren entspréiche seiner Natur nach dann auch
der Forderung, daf} die zu rekonstruierenden Objektfunktionen nicht iiber einen
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dafiir jedoch relativ gering sind?, ist der Eisenkern des zweiten Objekts fiir eine
sehr hohe Absorption der Rontgenstrahlen verantwortlich. Dies fiihrt dazu, dafl
die Detektorelemente mit zunehmender Schichttiefe immer weniger einfallende
Strahlung registrieren, folglich die Information iiber das Objekt immer schwicher
ausfillt. Diese Situation ist vergleichbar mit dem Problem von Metallplomben
in der Tomosynthese. Daher bietet dieses zweite Testobjekt Aufschluf} iiber die
Leistungsfihigkeit der Rekonstruktionsalgorithmen, aus sehr geringen Datenin-
formationen noch brauchbare Rekonstruktionsergebnisse zu liefern.

Anhand dieser beiden Testobjekte wird die Leistungsfihigkeit des Gorshkovver-
fahrens fiir verschiedene Parameterwerte von (3 iiberpriift. Abbildung 3.3 zeigt in
den oberen vier Bildern einen Schnitt der rekonstruierten Objektfunktionen fiir
das erste Testobjekt: links fiir das urspriingliche Gorshkovverfahren mit pu. = py,
rechts fiir die Parameterwahl 5 = 0.939. Die unteren Fehlerplots stellen den rela-
tiven Rekonstruktionsfehler der Verfahren fiir p. (rote(-) Linie) und p; (schwar-
ze(—) Linie) beziiglich der Lo-Norm in Abhéngigkeit der Schichttiefe dar.

Beide Verfahren sind demnach geeignet, den Aluminiumkern qualitativ zu be-
schreiben, zumindest dessen erste Schichten heben sich deutlich vom Betonhinter-
grund ab. Dies gilt fiir beide Objektfunktionen p. und ;. Problematisch erweist
sich hingegen eine korrekte quantitative Beschreibung der Objektfunktionen mit
Hilfe der hier dargestellten Verfahren. Wie diese Rekonstruktionsbeispiele deut-
lich erkennen lassen, nimmt die Rekonstruktionsqualitdt von Schicht zu Schicht
immer mehr ab. Grundsétzlich fallen die rekonstruierten Werte in beiden Verfah-
ren zu gering aus. Diese Qualitdtsabnahme ist fiir das parameterabhéngige Ver-
fahren (PRV) zumindest fiir die ersten, dem Detektor zugewandten, layer nicht
so dramatisch wie im vereinfachten Verfahren (GRV). So ergibt sich zum Beispiel
fiir die erste rekonstruierte Schicht Ly durch (PRV) lediglich ein relativer Fehler
von AYY (p1¢) = 0.009, wihrend (GRV) einen Fehler der GréBe ATy (1) = 0.07
produziert. Selbst fiir L4, der ersten Schicht mit Aluminiumeinschluf}, ist der
Qualitétsunterschied mit AY'j (1) = 0.223 zu AYG (1) = 0.328 noch deutlich
sichtbar. Allerdings konnen beide Rekonstruktionsverfahren offensichtlich nicht
mehr das urspriingliche Testobjekt zuriickgewinnen. Ohne eine Art von Kalibrier-
messung kann keine Aussage dariiber getroffen werden, um welche Materialien es
sich bei den Rekonstruktionen handelt.

3Es liegt damit die Situation vor, daf8 die Kernladungszahlen der Materialien recht gering
sind und somit die Annahme u, = fu; einer angemessenen Modellierung entspricht.
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Daf§ die rekonstruierten Objektfunktionen zu gering berechnet werden, griindet
auf den folgenden Gegebenheiten: zum einen wird die Absorption der Réntgen-
strahlung beim Durchlaufen der aktuell zu berechnenden Schicht nicht beriick-
sichtigt. Dies fiihrt dazu, dafl der approximierende Term AP" etwas zu grof§
ausfillt, wodurch die Logarithmusfunktion fiir ein ebenfalls zu grof§ bestimm-
tes Argument auszuwerten ist. Die Beachtung der Tatsache, dafi die Argumente
des Logarithmus durch den gegebenen Meflaufbau ohnehin schon sehr nahe bei 0
liegen, erklirt, dafl selbst kleinste Schwankungen zu relativ grofien Fehlern fiihren.
Eine vollstdndige Vermeidung dieses Approximationsfehlers wiirde gleichzeitig zu
einer Verwerfung der den Strippingverfahren zu Grunde liegenden Idee fiihren, ein
Weg, der hier nicht eingeschlagen werden soll. Es wird sich aber herausstellen,
daBl dieser Fehler auf andere Art abgefangen werden kann.

Die von GORSHKOV und SCHMITT beschriebenen Verfahren (GRV) und (PRV)
beinhalten jedoch eine grundsétzliche Modellierungsschwéche, die ihre Ursache
in der Annahme findet, dafl die Objektfunktionen als energieunabhéngig rekon-
struiert werden. Diese Problematik beschreibt SCHMITT bereits in [46], jedoch
analysiert er dort lediglich die Leistungsfihigkeit der Rekonstruktionsverfahren
beziiglich synthetischer Daten, die bereits unter den verschiedenen Annahmen
te = pg, pe = By und po(E) = Buy(E) erzeugt wurden. Die Ausfiihrungen des
Abschnittes 1.2 fithren jedoch unmittelbar zu der Einsicht, dal sowohl p,. als auch
1 als energieabhéingige Objektfunktionen angesehen werden miissen. Dies gilt
auch fiir Materialien geringerer Kernladungszahl. Qualitativ kann mit dem Hin-
tergrund der in Kapitel 1.2 dargestellten Absorptions- und Comptonkoeffizienten
an dieser Stelle festgehalten werden, dal beide Koeffizienten mit abnehmender
Photonenenergie steigende Werte aufweisen. Da durch den Streuvorgang beim
Comptonstof die gestreuten Photonen geméfl Kapitel 1.2 einen Teil ihrer Ener-
gie verlieren, fiithrt dies dazu, dafl die durch p; beschriebene Absorption, gleiches
Material vorausgesetzt, fiir die gestreuten Strahlen gréfier als fiir die einfallenden
Strahlen ist. Die Konsequenz aus dieser Beobachtung wird festgehalten in dem

Korollar 3.7 Es seien g,, (n) := S% (2, p1}) (n) die durch das in Satz 2.16 be-
schriebene Vorwdrtsmodell synthetisch erzeugten Daten, wobei dort fiir das Ener-
giefunktional Yy (x, E) > py (X, i)V Ey < E < Eyy, gelte. Dann fihrt die
in den Rekonstruktionsverfahren (PRV) realisierte Wahl b = I bei konstantem
Material zu einer rekonstruierten Objektfunktion fi; (n) < p? (n).

Beweis:

Der Nachweis dieser Aussage erfolgt mittels vollstdndiger Induktion iiber die
Schichttiefe: fiir Ly, dem ersten zu rekonstruierenden layer, ergibt sich die Aussa-
ge bei exakt vorgegebener Oberfliche L, wie folgt. Mit n := (1, 10, 2) folgt aus
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Q/Wt (X, E) > Mt (X, Em) v EO S FE < Em

e X —D(Ip)(v+4n. we, (v+4n0.))x
o) P A b g

S e Dwno (v gnewen (vhgn) g Ay (n)

und somit unter Beriicksichtung der oben gemachten Ausfithrungen weiter

N B _l . B Yon (n)
fir (n) = A log (1 BAM (n) gfp‘; (n)>

1 Yo (1)
< ——log <1 — _n )
A BA™ (n) As¢ (n)
= () <py.
Fiir die folgenden Schichten Lg, ..., Ly, kann nun folgendermafien argumentiert

werden: sei 3 < kg < Ny und fi; (1,72, k) < 110 (1, 2, k) Vk < ko gegeben. Dann
gilt flir Lgyq:

A" (g ok +1) <A™ (g, mas k+ 1),
A‘;i (?’]1,?’]2,]€+1) < A‘;i (?71,772,]€+1).

Mit 0 < g <1 folgt hieraus wie oben unmittelbar
fie (o b+ 1) < g (myma, b+ 1)

Wie grof} der Defekt in den anhand der Verfahren (GRV) und (PRV) rekonstruier-
ten Objektfunktionen pu. und g, im Einzelnen ist, hingt stark von den konkret zu
analysierenden Objekten ab. So zeigt die in Abbildung 3.4 dargestellte Simulation
fiir das zweite Testobjekt, wie sehr die Qualitdt der Rekonstruktionsergebnisse
abnimmt, wenn die Dichte der Materialien und die hiermit verbundene Energie-
abhéngigkeit der Koeffizienten zunimmt und an der Approximation § ~ 1 nicht
mehr festgehalten werden kann.

Wie zu erwarten, werden auch in diesem Rekonstruktionsbeispiel die den Detek-
torelementen zugewandten Schichten recht gut bestimmt, auch der erste layer mit
Eiseneinschlufl hebt sich deutlich vom Hintergrund ab. Allerdings machen sich in
diesem Beispiel sowohl die nicht beriicksichtigte Energieabhingigkeit als auch die
schlechte Approximation des Verhéltnisses

c,fe Ezn
B0 = HeseBin) g6y

ti,fe (Bin)



3.2 Rekonstruktionsverfahren

87

GRVp_[cm™]

1
20
0.8
40
_ 0.6
0;60
©

100

120

20 40 60 80 100120
x—Achse

GRV p, [em™]

20 40 60 80 100120
x—Achse

Rel. Fehler in Abh. der Schichttiefe

1

o
[ed

o
o))

©
>

relativer Fehler

©
N

20 40 60 80 100 120
layer

PRV yu_ [em™]

1
20
0.8
40
_ 0.6
0;60
©

100

120

20 40 60 80 100120
x—Achse

PRV i [em™]

20 40 60 80 100120
x—Achse

Rel. Fehler in Abh. der Schichttiefe
1

o
e

o
o))

o
~

relativer Fehler

o
(S

20 40 60 80 100 120
layer

Abbildung 3.4: Rekonstruktionen mit GRV und PRV fiir Z > 13



88 Das inverse Problem der Riickstreutomographie

durch die geméafl Bemerkung 3.6 getroffene Parameterwahl g = 0.920 deutlich
bemerkbar, wodurch die rekonstruierten Werte stark von den urspriinglichen Ob-
jektfunktionen pic fe (Ein) = 0.929 und iy e (Ein) = 1.433 differieren. Dies fiihrt
auch dazu, dafl die Tiefe des Kernes in den Rekonstruktionen nicht mehr erkenn-
bar ist. Desweiteren wird auf der linken Seite des Eiseneinschlusses ein Schat-
ten erkennbar, der Aufschluf§ iiber die verwendete Mefirichtung gibt. In diesem
Fall befindet sich der Kollimator in der Mefiposition ¢y = 0 und der Schatten
entsteht durch die fehlerhaft berechnete Abschwichung der gestreuten Strahlen
innerhalb des Eisenkernes. SCHMITT stellt in [46] Projektionsverfahren vor, mit
denen die schlechten Ergebnisse dieser parameterabhéngigen Verfahren (PRV)
bei weitestgehend bekannten Objekten verbessert werden. Diese Verfahren nut-
zen die relativ gute Rekonstruktion der ersten neu berechneten Schicht und pro-
jizieren die numerisch bestimmten Objektfunktionen auf passende Funktionen
bekannten Materials. Diese Strategie funktioniert dann besonders gut, wenn die
Rekonstruktionsfehler klein sind und somit die Projektionsintervalle hinreichend
klein gewéhlt werden konnen. Auf diese Verfahren wird weiter unten noch einmal
zuriickgegriffen werden.

3.2.3 Energieabhingige Rekonstruktionsverfahren

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die Bedeutung der Energieabhéngigkeit
der Objektfunktionen fiir die Rekonstruktionsverfahren herausgestellt wurde, ist
es nun Ziel, diese zu beriicksichtigen und in die Invertierungsalgorithmen zu inte-
grieren. AnschlieBend erfolgt wieder die Uberpriifung der Leistungsfihigkeit der
erhaltenen energieabhéngigen Verfahren (ERV) und der Vergleich dieser an wei-
teren Testobjekten mit den oben beschriebenen Verfahren (PRV).

Eine Betrachtung der in Kapitel 1.2 graphisch dargestellten und in Tabelle B.3
aufgefiihrten Werte von pi;,,, (£) in Abhéngigkeit der Photonenenergie E legt es
nahe, die Energieabhéngigkeit fiir einzelne Materialien m; geméaf

Ht,m; (E) = Htmy (EO) 6_%(E_EO) ) i = ]-7 ) va (316)
mit noch zu bestimmenden Parameterwerten v;,2 = 1,..., N,,, und geeignetem
Ey zu modellieren. Da die Berechnung der Parameter v;,7 = 1,..., N,,, durch die

auftretenden Streuenergien E. gesteuert wird, bestimmen wir diese in Abhéngig-
keit des Anwendungsgebietes. Fiir die vorliegende Mefigeometrie liegen die Streu-
energien in dem Energieintervall Zp := [98.4keV,104.2keV |, so dafi die Wahl
Ey € Iy auf eine gute Approximation der energieabhingigen Objektfunktion
pi(E) geméfB (3.16) hoffen ldfit. Die Bestimmung der v;,¢ = 1,..., N, fiihrt
dann zu dem Minimierungsproblem

/ (ttt,m; — tam; (Eo) e—ME—EfJ))QdE — min, i=1,...,N,, (3.17)

Ig
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bzgl. der v;,i = 1,..., N,,. Dies ermoglicht, die Objektfunktionen p,,, (£) mit
der Wahl E, := 104.2keV bis auf einen relativen Fehler der Groéfienordnung
3-107% in der Maximumnorm durch (3.16) zu beschreiben. Jedoch birgt dieser
Ansatz das Problem in sich, bei der Rekonstruktion von pu. (Ej,) und py (Eip,)
nun zusétzlich die eingefiihrte Grofie u; (Eyp) mitzuberechnen. Dieses Problem
vermeidet die schlechtere Wahl Ey := FE;,. Der relative Fehler vergroflert sich
hierdurch zwar zu 1.1 - 1072, aber neben der Annehmlichkeit, in dieser Situation
nicht mehr auf die unbekannte Grofle u; (Ey) , Eo € Zg, zuriickgreifen zu miissen,
erweisen sich die gewonnen ~; fiir Materialien geringer Kernladungszahl (Z < 13)
als nahezu konstant (z.B. vy, = 0.0042, 74, = 0.0040). Mit diesem Resultat kann
das Energiefunktional ¢) mit Hilfe von (3.16) modelliert werden. Dies fiihrt zu
dem nun beschriebenen Rekonstruktionsverfahren (ERV).

Energieabhiingiges Rekonstruktionsverfahren (ERV):
Die Objektfunktionen g, und p; seien fiir den ersten layer L,
als Vorinformation gegeben. Dann bestimmen sich p. und g
innerhalb L,,..., Ly, fir die feste Mefrichtung ¢, aus den
gemessenen Daten g, gemifl der Vorschrift

fﬁI’kZQ,...,LNdI
(1) Vo := (1, m2, k) € Ly:

(2) Berechnung der Dimpfungsterme A™ (n) und A’ (n):

Ain (n) — ¢ DPm(v,—n:)

Afp(; (n) = e—fEsc(IC)DM(H—%lrlz,wwn(zl—k%m))ngC

WObei fEsc (k) = e_W(Esc(k)_Ein)

(3) Bestimmung von p; (n) im aktuellen layer:

B 1 9y, ()
p(m) = ——log <1  BAn (n) Az (n)>

(4) Ubertragung auf s, (n):

He (1’1) = /But (1’1)
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Bemerkung 3.8

(i) Die in (2) angegebene Form fir A} (n) ergibt sich unmittelbar aus der
Linearitit der Integraltransformation Df (x,0).

(i1) In der numerischen Realisierung des Verfahrens (ERV) kénnen die Ener-
giefaktoren fg (k) genau wie der Parameter B aufSerhalb des eigentlichen
Rekonstruktionsverfahrens vorberechnet werden, so dafl sich der Mehrauf-
wand pro rekonstruiertem Voxel auf eine Skalarmultiplikation beschrinkt.

Es folgt die Uberpriifung der Leistungsfihigkeit dieses neuen Verfahrens anhand
eines neuen Rekonstruktionsbeispieles: das zu rekonstruierende Objekt besteht
wieder aus einem Betonquader, (p, i) (Ein) = (0.3029,0.3207), in den zwei Alu-
miniumkerne, (g, i¢) (Fin) = (0.3374,0.3617), eingelassen sind. Die Rekonstruk-
tion der Objektfunktionen erfolgte mit den festen Parametern®* v = 0.0042 und
£ = 0.939. Ein Schnitt der unter Verwendung des Verfahrens (ERV) rekonstru-
ierten Objektfunktionen ist auf der linken Seite der Abbildung 3.5 zu sehen, auf
der rechten Seite dieser Abbildung sind die mittels (PRV) gewonnen Rekonstruk-
tionen zum Vergleich dargestellt.

Wiéhrend das Verfahren (PRV) lediglich eine qualitative Analyse des Objektes
ermoglicht, liefert das energieabhiingige Verfahren (ERV) dariiber hinaus wei-
testgehend auch eine quantitativ richtige Beschreibung der Objektfunktionen. So
betragen die relativen Fehler der ersten mit Aluminiumeinschlufl rekonstruierten
Schicht Ly in der Lo-Norm gerade einmal A5 (1.) = 0.0031 (zum Vergleich:
AV (pe) = 0.0992) und ATG (1) = 0.0062 (A5 (1) = 0.0967). Wie die in
Abbildung 3.5 unten dargestellten Fehlerentwicklungen in Abhéngigkeit von der
Schichttiefe veranschaulichen, werden die qualitativen Unterschiede der beiden
Verfahren mit zunehmender Schichttiefe umso deutlicher. Fiir den letzten layer
mit Aluminiumeinschluf} liefert (ERV) immer noch Ergebnisse mit annehmbaren
Fehlern Af"fg (pe) = 0.0442 und A" (1) = 0.0458, dagegen liegen die Feh-
ler AP (1) = 0.7486 und AP, (1) = 0.7472 bereits in der Gréfenordnung
der zu rekonstruierenden Objektfunktionen. Die Artefakte, die iiberwiegend im
Schatten der Aluminiumkerne auftreten, finden ihren Ursprung in der ungenau-
en Approximation der Ddmfungsterme innerhalb der Aluminiumeinschliisse, da
die beiden Parameter v und S im Wesentlichen durch das dominierende Mate-
rial Beton bestimmt sind. Wie dieses Beispiel zeigt, fithrt die Beriicksichtigung
der Energieabhingigkeit der Objektfunktion u; zu deutlich verbesserten Rekon-
struktionsergebnissen bei Objekten, die aus Materialien geringer Kernladungszahl
(Z < 13) bestehen. Durch die mégliche Vorberechnung des Energiefaktors fg ist

“Der Energieparameter v kann analog zu den Betrachtungen fiir 3 gemif Bemerkung 3.6
bestimmt werden.
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der dazu erforderliche Mehraufwand an Rechenzeit in den hier durchgefiihrten
Rekonstruktionen auf einem 1283-Voxelcube vernachliissigbar.

3.2.4 Rekonstruktionsverfahren fiir unabhingige pu.., 1

Wie das letzte Rekonstruktionsbeispiel zeigt, konnen Objekte, die aus Materiali-
en dhnlicher Energieabhéingigkeit bestehen, mit Hilfe des Verfahrens (ERV) auf
befriedigende Art analysiert werden. Dieser Abschnitt behandelt nun das noch
ausstehende Problem der Rekonstruktion von Objekten, fiir die diese Annahme
nicht zutreffend ist.

In Abschnitt 3.2.2 wurde bereits angedeutet, dafl die abgeschwiichte Kopplung
der Objektfunktionen

(X} Em .
Bi = Hei (Bin) i=1,...,Np,

pei (Ein)’

weitestgehend der Forderung entspricht, daf . und g, als voneinander unabhéngi-
ge, eigenstidndige Funktionen betrachtet werden. Jedoch wurde dort noch nicht
beriicksichtigt, dafl verschiedene Materialien eine unterschiedliche Energieabhén-
gigkeit aufweisen. Sind die einzelnen Bestandteile des Objektes bekannt, so bietet
(3.17) eine Moglichkeit, das unterschiedliche Verhalten der einzelnen Absorpti-
onskoeffizienten approximativ zu modellieren. Allerdings werden in der Praxis
des zerstorungsfreien Priifens oft auch Werkstiicke auf Verunreinigungen hin zu
untersuchen sein, und es kann nicht a-priori angenommen werden, dafl die Art
der Verunreinigung bekannt ist. Dies hat einerseits zur Folge, dafl weder das ent-
sprechende ;, noch der dazugehorige Energieparameter v;, vorberechnet werden
kénnen. Andererseits zeigt das vorangehende Rekonstruktionsbeispiel, dafi die
absoluten Parameter nicht notwendigerweise fiir eine gute Rekonstruktion erfor-
derlich sind, sondern durchaus geeignete Approximationen f;,7;,i = 1,..., Ny,
ausreichen.

Da die in der Praxis unvermeidlichen Meffehler des Weiteren zwangslaufig auch
zu Ungenauigkeiten dieser Parameter fiithren und die geméf (3.17) modellierte
Energieabhingigkeit ohnehin nur eine Approximation dieser darstellt, wird der
Ansatz verfolgt, Materialien in Klassen K;,5 = 1,..., Nk, , zu gruppieren, und
diesen Klassen jeweils ein Parameterpaar (B;CJ,, fy,cj) ,j=1,..., Ng,,, stellvertre-
tend zuzuordnen. Dabei ist die vorgenommene Klasseneinteilung von dem jewei-
ligen Anwendungsgebiet abhéngig und wird als Vorberechnung zum eigentlichen
Rekonstruktionverfahren durchgefiihrt.

Dieser Ansatz erfordert von dem Rekonstruktionsalgorithmus bei der Berechnung
der Objektfunktionen fiir jeden Voxel eine Schéitzung des zu verwendenden Para-
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meterpaares (ﬁ,gjo, fy,%). Die Schitzung erfolgt in dem nachstehend vorgestellten
Verfahren (URV) durch eine Anlaufrechnung.

Rekonstruktionsverfahren (URV):

Die Objektfunktionen g, und p; seien fiir den ersten layer L, als
Vorinformation gegeben. Dann bestimmen sich p. und g, innerhalb
Ly, ..., Ly, fiir die feste Meflirichtung ¢,, aus den gemessenen Daten
Gy, gemif der Vorschrift

L2 1. __ O T .
ur I‘v—é,...,l_/Nd.

(1)

(2) Berechnung der Dampfungsterme A™ (n) und gfpi (n):

<

n:= (77177727k) S Lk:

Ain (l’l) — e—DlLt(V,—nz)
T () = o Pt (e dn)uy
wobei
Nicon
(wﬂt X, Esc . Z Nt X, Em ESC( ) Em) XICJ' (:U’t (X7 Em))

(3) Bestimmung von g (n) im aktuellen layer:

+ (n = ——lo - = e
iz (n) A 08 (1 BA™ (n) A% (n) )
]_ g‘Pn (n)
1 (n) A g( B (ji (m)) Ain (n) Ase (n)>

(4) Ubertragung auf y, (n):

Bemerkung 3.9 In dem oben beschriebenen Verfahren bestimmen sich die im
Zuge der Anlaufrechnung auftretenden und noch nicht ndher definierten Parame-
ter und Ddmpfungsterme wie folgt:
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(i) Der gemittelte Parameter [ ergibt sich anlog zu dem aus dem Verfahren
(PRV) bekannten Parameter [ als Lisung des Minimierungsproblems aus
Bemerkung 3.6. Da das Verfahren sehr stabil bzgl. Anderungen in B ist,
gentigt bereits eine grobe Schitzung fir dessen Wert.

(ii) Der Schitzwert B (ji; (n)) fiir das Verhiltnis p. (n) /u, (n) des aktuell zu
berechnenden Voxels erfolgt anhand der Anlaufrechnung durch die Klassen-
einteilung K;, 7 =1,..., Ny,.

(i4) In dem Diampfungsterm AZ’ kann in Folge der Schéitzung ji; (n) die Absorp-
tion innerhalb des aktuell zu bestimmenden Vozels beriicksichtigt werden,
dieser ergibt sich daher zu

A% (m) = Pt (r44n)).

Dieses Verfahren wird nun an einem weiteren Objekt getestet. Dabei bestehen
die in den Betonquader des letzten Beispiels eingelassenen Kerne aus Eisen. Das
zu rekonstruierende Testobjekt setzt sich somit aus Materialien zusammen, deren
Energieabhéingigkeit stark differiert (siehe Tabelle B.3). Die mit Hilfe des Verfah-
rens (ERV) erzielten und zum Vergleich auf der linken Seite der Abbildung 3.6
dargestellten Rekonstruktionsergebnisse belegen, dafl die Energieabhiingigkeit in
der Tat fiir Rekonstruktionszwecke nicht ausreichend anhand (3.16) modelliert
werden kann.

Auf der rechten Seite dieser Abbildung ist das Ergebnis fiir die mittels (URV) re-
konstruierten Objektfunktionen u. und p; dargestellt. Deutlich sind die Rénder
des dem Detektor zugewandten Eiseneinschlusses zu erkennen. Weiter werden
beide Objektfunktionen auch innerhalb der ersten layer mit Eiseneinschlufl quan-
titativ richtig bestimmt. So betragen die Fehler der ersten Schicht mit Eisenein-
schlufl gerade einmal A% (1) = 0.0013 und A5 (1) = 0.0018 (im Vergleich:
AT () = 0.3260, AT (1) = 0.0546). Selbst fiir tiefer liegende Schichten
werden noch akzeptable Rekonstruktionsergebnisse erzielt (AN (1) = 0.2815,
AV (p1e) = 0.2608), und sogar die Umrisse des im Schatten des ersten Eisen-
kernes liegenden zweiten Einschlusses sind noch auszumachen. In diesem Re-
konstruktionsbereich versagt das Verfahren (ERV) génzlich, zu stark differieren
bereits die rekonstruierten Objektfunktionen im Bereich des grofieren Eisenker-
nes: A5 (pe) = 0.9144, A5 (1) = 0.8441, womit in Folge der Betrachtungen
zur Fehlerentwicklung in Abschnitt 3.2.2 keine brauchbaren Ergebnisse fiir die
nachfolgenden Schichten mehr zu erwarten sind.

3.2.5 Projektionsverfahren

In praktischen Anwendungen schlecht gestellter Probleme stellt das Einbringen
von Zusatzinformationen eine hiufig verwendete Methode zur Stabilisierung von
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Rekonstruktionsverfahren dar. Solche Zusatzinformationen wurden teilweise be-
reits in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.4 zur Bestimmung der verschiedenen Para-
meter verwendet.

Wie sich fiir den Anwendungsbereich des zerstérungsfreien Priifens starkere Zu-
satzinformationen in die dargestellten Rekonstruktionsalgorithmen einbringen
lassen, wird im Folgenden beschrieben.

Bemerkung 3.10 Das zu untersuchende Objekt bestehe im Wesentlichen aus
den Materialien my,...,my,,, denen die Objektfunktionen pc.,..., N, und
[ty -5 [N, 2ugeordnet sind. Bezeichnen Ki,...,Ky, die Objektklassen mit
Reprasentanten (e, pie;), j = 1,...,Nm, so kann eine einzelne Objektklasse
Ko, jo € {1,..., Ny}, durch die abgeschlossene Menge

My, = {(ttes i) = e = tegol < 0oy 1t = ol < Ope }

N .
beschrieben werden. Unter der Annahme, daff ) My, eine disjunkte Uberdeckung
7=1

der diskreten Punkte (/Lcj,/it,j) ,7 =1,..., Ny, darstellt, kann diese durch Hin-
zufiigen weiterer Objektklassen zu einer endlichen, disjunkten vollstindigen Uber-
deckung von [0, M.] x [0, M| ausgeweitet werden. Hierbei beziffern M, und M,
obere Schranken der Objektfunktionen p. und py fir das betrachtete Objekt. Diese
Uberdeckung lifit sich formal schreiben als

Non :
My == [0,M,] x [0,M,] = (UM,C].) U ( U N,Cj) :

Jj=1 JjEIN
Die in der Bemerkung 3.10 eingefiihrten zusétzlichen Objektklassen N, j € Jw,
dienen lediglich einer vereinfachten Formulierung der unten vorgestellten Projek-
tionsverfahren. In der Praxis erscheint ihre kinstliche Einfiihrung nur in Fallen
sinnvoll, in denen die bekannten Materialien des Objektes zueinander zu grofle
Absténde in den ihnen zugeordneten Objektfunktionen u. und p; aufweisen. Dies
kann dazu fiihren, dal a-priori unbekannte Materialien des Objektes, wie zum
Beispiel Verunreinigungen, in ihrer Energieabhingigkeit zu ungenau modelliert
werden.

Die vollstindige Beschreibung der Projektionsverfahren erfordert noch die Einfiih-
rung eines geeigneten Projektionsoperators. Dies leistet die

Definition 3.11 Fir pu, € Yy, und x € K 1ist der Projektionsoperator P definiert
gemdafs
P : IR — M,

ot (X, Em) — (Pm Pt) = (:uc,jo’ :ut,jo) )

wobei jo € {1,..., N} UIN, |1 — tejol (X, Ein) < O14o -
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Mittels P konnen nun die in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.4 angegebenen Ver-
fahren zu Projektionsverfahren erweitert werden. Hier erfolgt lediglich die Dar-
stellung fiir das Verfahren (URV), die Ubertragung auf die iibrigen Verfahren ist
dann offensichtlich.

Rekonstruktionsverfahren (URVp):

Die Objektfunktionen g, und py seien fiir den ersten layer L, als
Vorinformation gegeben. Dann bestimmen sich p. und g, innerhalb
Ly, ..., Ly, fiir die feste Meflirichtung ¢,, aus den gemessenen Daten
Gy, gemifl der Vorschrift

fiir k = 2,...,LNdI
(1) Vo := (1, me, k) € Ly:

(2) Berechnung der Dampfungsterme A™ (n) und gffn (n) wie in
(2) von (URV).

(3) Bestimmung des projizierten i, (n) im aktuellen layer:

N B 1 9o, (n)
u(m) = —+ log (1_ BAim (n) Ase (n))

_ 1 o . 9o (1)
) = (-5 (1 o )
(4) Ubertragung auf y, (n):

pe(n) = P (i (n))

Bemerkung 3.12 Die in (URVp) bendtigten Grifen 3 und A% (n) bestimmen
sich gemdfl den Ausfihrungen in der Bemerkung 3.9. Ein (teilweiser) Verzicht
auf die Einfihrung der Objektklassen Ny,,j € Ly, fihrt zu einem modifizierten

Projektionsoperator P:R— MgU Mg,
P([Lt (X7 Em)) 9 3]0 S {17"'7Nm}7|ﬂt_ut,jo| (X7 Em) S 5t,jo

fe (X, Eig) —
([M, m) , sonst
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Die mit Hilfe der Projektionsverfahren erzielten Ergebnisse sind in der Abbildung
3.7 dargestellt. Es handelt sich wieder um das Objekt aus dem vorangegangenen
Rekonstruktionsbeispiel. Dabei wurden zur Verdeutlichung der unterschiedlichen
Leistungsfiahigkeit der Verfahren (ERV) und (URV) verschiedene Projektoren
gewéhlt. Fiir (ERVp) wurden die Fehlerschranken d; fe = 0.8 und 6 peton, = 0.2
gewéhlt, in (URVp) die schirferen Schranken d; f = 0.07 und 6 peton, = 0.015. In
Abbildung 3.7 sind dabei nur die projizierten Absorptionskoeffizienten p; (n) dar-
gestellt, die Comptonkoeffizienten p,. (n) wurden keiner Projektion unterworfen.
Trotz der grofiziigigen Projektion in (ERVp), ist dieses Verfahren lediglich in der
Lage, die ersten Schichten mit Eiseneinschlufl quantitativ zu erfassen, die tiefer
liegenden Schichten konnen jedoch nicht rekonstruiert werden. Dagegen fiihrt
die unabhéngige Betrachtung der Objektfunktionen p. und p; des Verfahrens
(URVp) bereits mit relativen Fehlertoleranzen 5:,?1]0e,beton) < 0.05 zu den darge-
stellten Rekonstruktionen.

Abbildung 3.7 verleiht demnach der Forderung Nachdruck, dafl im Falle stark in-
homogener Objekte die unterschiedliche Energieabhingigkeit der Objektfunktio-
nen beriicksichtigt werden muf}, dafl eine solche Beriicksichtigung aber gleichzeitig
zu sehr guten Rekonstruktionsergebnissen fiihrt.

3.2.6 Rekonstruktion aus gestorten Daten

Die bisher betrachteten Rekonstruktionsbeispiele unterliegen der Annahme, daf
den Berechnungen ezakte Daten g,, (n) als Ausgangslage zur Verfiigung stehen.
Wie eingangs dieses Kapitels erwéhnt, muf in praktischen Anwendungen von die-
sem Idealfall abgesehen werden. Dies fiihrt zwangsldufig zu dem alle inverse und
schlecht gestellten Probleme kennzeichnenden Problem, dafl kleine Stérungen in
den Daten beliebig grofie Auswirkungen auf die Losung mit sich fiihren kénnen.?
Daher sollen nun die in den Abschnitten 3.2.5 hergeleiteten Rekonstruktionsver-
fahren (ERVp) und (URVp) auf ihre Stabilitdt bzgl. fehlerbehafteten Daten hin
analysiert werden.

Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist in Abbildung 3.8 zusammenfassend dar-
gestellt. Da in diesen Verfahren die Comptonkoeffizienten pu,. (n) aus den proji-
zierten Absorptionskoeffizienten p; (n) gewonnen werden, sind in der Abbildung
lediglich letztere aufgefiihrt. Die Rekonstruktionen erfolgten bzgl. verschiedener
Fehlerniveaus in den gestérten Daten, die Stérungen entsprechen dabei einem

5Zu einer ausfiihrlichen Behandlung dieser Problematik sei insbesondere auf Louts [34]
verwiesen.
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normalverteilten Rauschen mit den exakten Daten als Erwartungswert. Auf der
linken Seite sind die Ergebnisse des Verfahrens (ERVp) fiir das Beispiel aus
Abschnitt 3.2.3 abgebildet, die rechte Seite zeigt die Resultate des Verfahrens
(URVp) fiir das Beispiel aus Abschnitt 3.2.4.

Im oberen Drittel der Abbildung 3.8 sind die Rekonstruktionen zu Ausgangsdaten
zu sehen, die mit einem normalverteilten Rauschen N (0, 0.03g,,, ) iiberlagert wur-
den. Im mittleren Teil der Abbildung ist dieses Rauschen N (0,0.10g,, )-verteilt.
Im unteren Drittel sind die relativen Fehler bzgl. der L,-Norm aufgetragen: die
rote Linie bezieht sich auf das N (0,0.03g,, )-verteilte Rauschen, die schwarze
Linie auf das N (0,0.10g,, )-verteilte Rauschen. Die relativen Fehlertoleranzen
betragen fiir das Verfahren (ERVp) ;% < 0.06, 6]5.;,, < 0.04, fiir das Verfahren

t,beton

(URVp) 52‘}16 < 0.1,6;%,.,, < 0.05 im Falle N (0,0.03g,,)-verteilten Rauschens

t,beton

und 5;?6 < O.25,(5£?,feton < 0.2 im Falle N (0,0.10g,, )-verteilten Rauschens. Die
gestorten Daten wurden nicht vorbearbeitet, die berechneten Rekonstruktionen

nicht nachtriglich gegléttet.

Offensichtlich arbeiten beide Verfahren stabil, wenn die Stérungen in den Daten
nicht zu gravierend sind. Problematisch erweist sich das N (0, 0.10g,,, )-verteilte
Rauschen fiir die Rekonstruktion des Betonquaders mit den Aluminiumeinschliis-
sen. Dies ist nicht iiberraschend, da in diesem Fall die Differenzen in den zu be-
stimmenden Objektfunktionen mit |fi, geton — fit, 41| < 0.4 nur noch in der Grofien-
ordnung der Standardabweichung der iiberlagerten Rauschfunktion liegen und
somit eine entsprechende Auflésung nicht mehr erfolgen kann. Diese Problematik
kommt in dem zweiten Beispiel nicht in diesem Ausmaf} zum tragen, da die Koef-
fizienten fiir Eisen und Beton mit py o = 1.4331[cm] ™" 2u pis peton = 0.3207[cm] ™!
deutlich differieren. Dies hat zur Folge, dafl die Projektionsintervalle hinreichend
grof} gewihlt werden koénnen.

3.2.7 Beriicksichtigung mehrerer Mefirichtungen

Die bisher dargestellten Verfahren machen lediglich von einer festgehaltenen Mef3-
richtung Gebrauch, lassen sich jedoch auch fiir verschiedene Mefrichtungen ¢,
n = 1,...,N,, formulieren. Dies fiihrt zu einem iiberbestimmten Gleichungs-
system zur Bestimmung der Objektfunktionen g, und gy, welches bei den hier
verwendeten Verfahren vollstédndig entkoppelt ist.

So kann die Berechnung der Objektfunktionen fi.,, (0), pirp, (n), n=1,..., N,
fiir jeden Voxel parallel fiir die verschiedenen Mefrichtungen ¢,,n = 1,..., N,
durchgefiihrt werden. Anschlieflend folgt eine gewichtete Mittelung der rekon-
struierten Werte. Wie diese Mittelung durchzufiihren ist, hangt stark von den
zugrunde liegenden Daten g, (n) ab. Handelt es sich um ezakte Daten, so liefert
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analog zum Beweis des Korollars 3.7 die Gewichtung

pe(m) = max g, (n)
eine groftmogliche Information, im Falle gestorter Daten kann eine Approxima-
tion an iy (n) als Losung des Minimierungsproblem

Np
S 02 (e () — B () — min
n=1

gewonnen werden. Hierbei beziffert

N,
~ ]- -
) = S e ).

In der Abbildung 3.9 sind entsprechende Rekonstruktionsbeispiele fiir einen Be-
tonquader mit einer eingeschlossenen Eisenkugel zu sehen, die Rekonstruktion
auf der linken Seite erfolgte aus N (0,0.03g,, )-verteilten gestirten Daten fiir vier
dquidistant verteilte Mefirichtungen, dem Ergebnis auf der rechten Seite liegen
N (0,0.10g,, )-verteilte gestdorte Daten zugrunde. Beide Ergebnisse wurden mit
dem Verfahren (URVp) erzielt, die Fehlertoleranzen betrugen 67¢, =< 0.05 und

t,beton
8,5, < 0.05.

Die Artefakte im Schatten des Eisenkernes entstehen durch die dem Verfahren
zugrunde liegende Diskretisierung des Rekonstruktionsgebietes. Dadurch miissen
Randvoxel des kugelférmigen Eiseneinschlusses interpoliert werden. Infolge dieser
Interpolation kommt es dann zu den beobachteten Oszillationen. Diese kénnen
aber entweder direkt durch Verwendung mehrerer Meflrichtungen oder durch eine
nachtrigliche Bildbearbeitung geddmpft werden.

Dieses Rekonstruktionsbeispiel zeigt, dafl auch Objekte, die nicht der Diskretisie-
rung des Verfahrens entgegenkommen, rekonstruiert werden kénnen. Es offenbart
aber auch, daf} die verwendete Auflésung geniigend hoch gewéhlt werden muf,
damit die auftretenden Diskretisierungsfehler beherrschbar bleiben.

3.3 Anwendung: Landminendetektion

Neben der bisher betrachteten Einsatzmoglichkeit der Riickstreutomographie im
Bereich der zerstorungsfreien Priifverfahren eréffnet die hier verwendete Technik
auch auf dem Gebiet der Kampfmittelerkennung neue vielversprechende Moglich-
keiten. Insbesondere deren gefahrloser Einsatz zum Aufspiiren und Identifizierung
von Landminen erscheint duflerst interessant. Auch wurden bereits erste Tests
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mit einem Prototyp eines mobilen Scanners durchgefiihrt und auf der DGZfP°-
Jahrestagung 2002 vorgestellt. Der Aufbau der Mefitechnik entspricht im We-
sentlichen dem in Kapitel 2, wobei der Scanner mit einer 450keV-Rontgenrohre
ausgestattet ist” und lediglich eine Mefrichtung Beriicksichtigung findet.

Nach Schétzungen von Experten existieren zur Zeit ungefahr 100 Millionen ver-
grabene Landminen, von denen der gréfite Teil regulér vergrabene Antipersonen-
und Antipanzerminen (APM, ATM) sind. Diese befinden sich nur wenige Zen-
timeter unter der Erdoberfliche und stellen daher eine enorme Gefahr fiir die
Bevolkerung dar. Alle bisher existierenden Minensuchverfahren, angefangen bei
der primitiven Minensuchnadel, iiber Metalldetektoren bis hin zu technisch an-
spruchsvollen Detektionsverfahren wie Bodenradar, thermische Neutronenakti-
vierung oder nukleare Quadrupolresonanz, haftet neben individuellen Nachtei-
len wie hohem Gefahrenpotential, hoher Falschdetektionsrate oder zusétzlich er-
forderlicher Signalverarbeitung der gemeinsame Makel an, nicht alle Arten von
Minen richtig detektieren zu kénnen. Daher existiert die Nachfrage nach einem
benutzerfreundlichen, bildgebenden Verfahren, welches in der Lage ist, moglichst
alle Arten von Minen richtig zu erkennen.

Fiir diesen Zweck scheint die Riickstreutomographie aus den folgenden Griinden
besonders geeignet. Sie stellt ein bildgebendes Verfahren dar, der Zugang zu den
zu detektierenden Minen erfolgt nur von einer Seite, das Gefahrenpotential ist fiir
den Benutzer minimal und das Rekonstruktionsverfahren arbeitet fiir alle Arten
von Landminen vollig unabhéngig von den jeweiligen Materialeigenschaften.

Zum Testen der Anwendbarkeit der in diesem Kapitel vorgestellten Rekonstruk-
tionsverfahren wurde eine APM simuliert, die aus einem Hartplastikgehduse be-
steht, zwolf radial angeordneten, mit TNT gefiillten Sprengkapseln und einem
metallfreien Ziinder auf der Zylinderachse. Der Innenraum der Mine besteht aus
Fiillmaterial. Lockerer Boden stellt das Hintergrundmedium dar. Die verwende-
ten Materialkonstanten konnen den Tabellen B.4 und B.5 entnommen werden.

6Deutsche Gesellschaft fiir Zerstérungsfreie Priifung e.V.
"Aufbau und Ergebnisse der durchgefiihrten Untersuchung sind in [42] dargestellt.
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Abbildung 3.10: Landminenerkennung aus exakten und gestérten Daten
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Die Rekonstruktionsergebnisse sind in Abbildung 3.10 zusammengestellt. Dort
sind vier Schichtaufnahmen zu sehen, die oberen entsprechen einer Abtasttiefe
von 2 cm, die unteren von 4 cm. Die Aufnahmen auf der linken Seite wurden
mit dem Verfahren (URV) aus exakten Daten gewonnen, die rechten wurden aus
N (0,0.05g,,)- verteilten gestorten Daten mittels (URVp) erzielt. Die relativen
Fehlertoleranzen wurden in diesem Fall zu 6/ < 0.05 bestimmt.

Auch in diesem Beispiel wurden die gestorten Daten nicht vorbearbeitet, die
Rekonstruktionen sind keiner nachtriglichen Glattung unterzogen. Eine Betrach-
tung der in Abbildung 3.10 unten aufgefiihrten relativen Fehler in der Ls-Norm
verdeutlicht die gute quantitative Analyse der Testobjekte. Dies gilt auch fiir die
nicht projizierten Werte der Comptonkoeffizienten p.. Insbesondere betragen die
Fehler der abgebildeten Schichten A} (1) = 0.0118 und A, (p.) = 0.0152
sowie ALY (pe) = 0.0497 und AL (pe) = 0.0584.



Kapitel 4

Ein detektororientiertes Modell
zur Riickstreutomographie

In diesem Kapitel soll ein grundlegend neuer Meaufbau beschrieben werden, der
gegeniiber dem bisher verwendeten Modell mit einigen nicht zu vernachlissigen-
den Vorteilen aufwartet. So wird sich unter anderem zeigen, daf§ der detektorori-
entierte Aufbau aufgrund der geometrischen Anordnung ohne die Abhéngigkeit
der gemessenen Intensitit vom Auftreffwinkel der Rontgenstrahlen auskommt
und der Strippingansatz auch ohne die Annahme eines funktionalen Zusammen-
hangs von Comptonkoeffizienten p. und Absorptionskoeffizienten pu, zu akzepta-
blen Rekonstruktionsergebnissen fiihrt.

Analog zu den Betrachtungen des quellpunktorientierten Ansatzes erfolgt zuerst
die mathematische Formulierung des direkten Problems in seiner kontinuierlichen
und diskreten Form. Anschlieflend findet die Untersuchung des inversen Problems
statt. Hierbei wird erneut eine Losungsmethode mit Hilfe von Strippingverfahren
vorgestellt.

4.1 MeBautbau und Modellierungsansatz

Die Idee des detektororientierten Ansatzes kann in gewisser Weise als Inversi-
on des in den Kapiteln 1 bis 4 vorgestellten quellpunktorientierten Modells der
Riickstreutomographie interpretiert werden. Dies wird aus der Beschreibung des
MeBaufbaus ersichtlich, die nun erfolgt.

Der Kegelstrahl einer punktférmigen, monochromatischen Roéntgenquelle iiber-
decke wie in Abbildung 4.1 angedeutet vollstéindig das zu analysierende Objekt.
Der Detektor bildet in diesem Fall die Mantelinnenfliche eines Kreiskegels mit
der Rontgenquelle als Kegelspitze. Beim Durchlauf der Strahlen durch das Ob-
jekt kommt es zu den in Kapitel 1 dargelegten Interaktionen von Rontgenstrahlen
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Quelle

Abbildung 4.1: 2D-Schnitt des Meflaufbaus

mit Materie, unter anderem auch zum Effekt der Comptonstreuung. Unter all den
gestreuten Strahlen sollen nur diejenigen Beriicksichtigung finden, die senkrecht
auf der Detektoroberfliche auftreffen. Dies konnte z.B. durch Einbringen eines
entsprechenden Kollimators in den Strahlengang sichergestellt werden. Somit wer-
den in einem einzelnen Detektorpunkt s; nur Photonen registriert, die virtuellen
Quellen entlang der orthogonalen Riickprojektion von s, innerhalb des Objektes
entspringen. Ein Vergleich dieses Meflaufbaus mit dem der Emissionstomographie
bzgl. der gemessenen Intensititen legt mit den Identifizierungen aus Abschnitt
1.4 erneut die Néhe der Riickstreutomographie zur 3D-Emissionstomographie of-
fen. Dies gestattet den Ausblick auf die Behandlung der Riickstreutomographie
mit den Methoden der Emissionstomographie oder auch hier eine Verkniipfung
mit der Computertomographie durch einen zusitzlichen CT-Scan.

Der Abbildung 4.1 zufolge bestimmt sich die im Detektorpunkt s, auftreffende

!Einen solchen Ansatz verfogen z.B. KHETTABI und HUSSEIN in [26].
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Intensitit zu

- [ a(®)dg
I(sq) = /f((x,n(sd))e Lsq (x) dx , (4.1)
Ly}

wobei L, ! den vom Detektorpunkt s; in Richtung der negativen Detektornor-
malen —n (s,4) ausgehenden Halbstrahl bezeichnet und L, (x) die Strecke vom
Punkt x nach sy darstellt. Die Grofie f beschreibt eine virtuelle Quelle und a den
Dampfungskoeffizienten.

Die virtuelle Quelle f (x,n (sq)) bezeichnet die in Folge von Comptonstreuung im
Punkt x in Richtung n (s;) abgestrahlte Intensitét. Sie stellt denjenigen Anteil
der von der Rontgenquelle ausgesendeten und beim Durchgang durch das Objekt
bis zum Punkt x abgeminderten Intensitéit [, dar, der in x in Richtung von s,
gestreut wird. Die virtuelle Quelle f (x,n (sy4)) bestimmt sich demnach zu

= [ a(§)d¢
f (Xa n (Sd)) = IO He (Xa Ezn) p (Xa n (Sd)) e fa) ) (42)

wobei p (x,n (s4)) ein MafB fiir die Wahrscheinlichkeit einer Comptonstreuung in
x in Richtung n (s4) angibt und L, (x) fiir die Strecke von der Rontgenquelle bis
zum Streupunkt x steht.

Ersetzen des allgemeinen Abminderungskoeffizienten a durch den in der Réntgen-
strahlung gebriduchlicheren Ausdruck des totalen Absorptionkoeffizienten p, fithrt
zusammenfassend fiir die auf den Detektor im Punkt s; auftreffende Intensitét
7u

fie (X, Ein) p (%1 (s84)) €™ Ta dx. (4.3)

—1
Ls,

- f Mt(gaEin)df_ f Mt(f,Esc) df
I(Sd) = IO /

Dabei kommt in (4.3) die Energieabhéngigkeit der Koeffizienten pu,, y; wieder
durch die Angabe der Parameter F;,, F,. zum Ausdruck.

4.2 Geometrie des detektorientierten Modells

Analog zum Vorgehen bei der Analyse des quellpunktorientierten Modells er-
folgt auch hier nach dieser heuristischen Herleitung die exakte mathematische
Formulierung des Meflaufbaus. Um der besonderen Anordnung von Rontgenquel-
le, Objekt und Detektor Rechnung zu tragen, finden im Folgenden durchgehend
Kugelkoordinaten (r, ¢, 1) Verwendung.
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4.2.1 Die Objektfunktionen

Da das zu untersuchende Objekt von dem Kegelstrahl der fixierten Rontgenquelle
() vollstindig erfafit werden soll, liegt es innerhalb des Kugelsegmentes

Ks = [0,7mas [ % [0,27 [ % [0, Opmas |, rm>o,z9m<g. (4.4)

Der Trager der zugeordneten Objektfunktionen u. und p; beschrinkt sich somit
auf Kg und wird analog zum Vorgehen in Abschnitt 2.1 auf K¢ N H, durch 0

fortgesetzt. Hierbei bezeichnet H, := {(7", 0, 9) |0 < g} den oberen Halbraum.
Demnach gilt

He - H+ — [0,00[,

pe o Hy — F:={f:[0,Ey] —[0,00[}.

4.2.2 3D-Meflgeometrie

In diesem Ansatz ist die Rontgenquelle () fest im Ursprung des Koordinaten-
systems verankert. Diskrete Punkte s, des einen Kegelmantel mit Spitze in @
und Offnungswinkel ¥, bildenden Detektors liegen demnach in der Menge

D = {(Si,@j,ﬁd) EH+|i=1,...,Nd,s,j=1,...,Nd,@}.

Eine vollstdndige Gitterdarstellung von Kg 1d8t sich nun durch eine Diskretisie-
rung des Winkels 1 erreichen. Nimmt dieser die diskreten Werte 9y, k = 1,... Ny,
an und sind die diskretisierten Kugelkoordinaten jeweils dquidistant mit

r = 07 TNy, = Tmaz, P1 = 07 QONd#, = 27T7 191 = ﬁma:m 79Ng = 07

verteilt, 148t sich K¢ darstellen als

Ks = U K&,

1=1,...,Ng »—1,j=1,....,Ngq ,—1,k=1,...,Ny—1

wobei Ki"% = [y, rip1 [ X [@;, ©j41 [ X [9%, Ups1 [ Dabei iibernehmen die K5
die Funktion der in Abschnitt 2.1.1 eingefiihrten Voxel. Analog zu den Betrach-
tungen zum quellpunktorientierten Modell kann hier vereinfachend ¥4y = 9,44
gesetzt werden.
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Abbildung 4.2: Skizzierter Strahlengang fiir einen festen Polarwinkel ¢

4.2.3 Die auftretenden Strahlenginge

Die in diesem Modell relevanten Strahlen lassen sich fiir x € Kg N L, ! und
sq € 0K g wie folgt angeben:

L,(x) = {£eKs|E=7x,0<7 <1},
L, (x) = {{€Kgl¢=x+mn(sy), 7 >0}.

In der Abbildung 4.2 ist die hier beschriebene Situation exemplarisch fiir einen
solchen Strahlengang dargestellt.

4.2.4 Die Detektorfunktionen

Auch in diesem Meflaufbau kénnen diese vollig analog zu Abschnitt 2.1.4 be-
stimmt werden. Da in dem beschriebenen Modell jedoch durch das Einbringen
eines Filters nur Photonen registriert werden, die senkrecht auf den Detektor
einfallen, muf fiir die Detektorfunktion keine Abhéngigkeit mehr vom Einfalls-
winkel beriicksichtigt werden. In der hier vorliegenden Me3geometrie mufl die in
Abschnitt 2.1.4 beschriebene homogene Platte fiir jede durch ¢;,7 =1,..., Ng,
definierte Detektorrichtung senkrecht zu s4 := (r, ;) ausgerichtet werden, die
Verschiebung erfolgt nun entlang wachsender Radien.

4.3 Das kontinuierliche Vorwéartsmodell S°¢
Da die Physik der Riickstreutomographie nicht von der verwendeten Mefigeome-

trie beeinflufit wird, konnen die in Abschnitt 2.2.1 eingefiihrten Funktionenrdume
in leicht modifizierter Form iibernommen werden.
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Definition 4.1 Sei Kg das durch (4.4) definierte Kugelsegment und sei weiter
1 < p < oo. Dann bezeichnet

M:={f: K¢ — [0, M|\, — fii., M >0},
X:={f:Ks — Ry|Vx,y € Kg:[0,1] 37— f? (rx + (1 — 7)y) Ay, — int.}
ffw::{f: Ks— R.|fr—(f,E) e XVE € [O,Em]},

wobei die auf X x [0, By, | definierte Funktion 1 : (f, E) — ¥(f, E) beztiglich E
von beschrinkter Variation ist, (1 o f)(Xo,*) € BV[0, E;, | und den Bedingungen
O(f, Ei) = f sowie (0, E) = 0 geniigt.

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 4.2 148t sich nun das detektororientierte
Modell der Riickstreutomographie wie folgt beschreiben:

Satz 4.2 Fir sy € 0K sein(sy) die Normale an 0K in sy, wie in Abschnitt
4.1 definiert. Dann wird das direkte Problem der Riickstreutomographie fiir den
in Abschnitt 4.1 vorgestellten detektororientierten Ansatz beschrieben durch

gcij(:)(i}w — X

(,U/ca /Jlt) — §C(MC7 /Jlt)

§C(MC,M) (sq) = /p(x) Lo (x) e~ Due(xn(x))=D(dpt)(xn(sa)) g (4.5)
L';d1
X
mit n (x) == ——-.
[l

Formal muf} in Satz 4.2 der Integraloperator D auf H, eingeschréinkt werden.
Mit dieser unwesentlichen Einschrinkung konnen alle in Kapitel 2 durchgefiihr-
ten Untersuchungen auf diesen detektororientierten Ansatz {ibertragen werden.
Alle dort erzielten Aussagen behalten ihre Giiltigkeit, wobei natiirlich die geome-
triespezifischen Konstanten entsprechend modifiziert werden miissen.

4.4 Das inverse Problem

Obwohl das detektororientierte Modell seinem Wesen nach lediglich die Strahlum-
kehrung des quellpunktorientierten Modells darstellt, ist es auf Grund der ver-
wendeten Geometrie nun nicht mehr ohne vorbereitende Arbeit moglich, die in
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Kapitel 3 verwendete Technik zur approximativen Invertierung von S¢ heranzu-
ziehen. In dem hier vorliegenden Ansatz gelingt es nicht, einzelne Rekonstrukti-
onsschichten zu separieren, die in Abschnitt 4.1 vorgestellte Diskretisierung fiihrt
bei naivem Anwenden der Strippingmethoden aus Kapitel 3 zu einem unterbe-
stimmten nichtlinearen Gleichungssystem fiir die zu rekonstruierenden Objekt-
funktionen p, und py.

4.4.1 Das Frequenzfiltermodell §]‘i3

Eine Moglichkeit, dieser Problematik zu entgehen, besteht darin, den Kegelstrahl
der Rontgenquelle durch einzelne Strahlen der Rontgenquelle zu ersetzen, indem
die Quelle hierfiir in die einzelnen Richtungen gedreht wird. Dies fiihrt auf dem
Detektor zu einer Reihe von Einzelaufnahmen anstelle einer Gesamtaufnahme
und somit konnten p. und p; mittels eines Strippingansatzes sukzessive Kegel-
schale fiir Kegelschale in Richtung aufsteigender Radien rekonstruiert werden.

Eine derartige Ortsinformation liefert aber auch die folgende Uberlegung. Die Un-
tersuchungen des ersten Kapitels zeigen, daf die Energie der gestreuten Photonen
- und damit auch deren Frequenz - lediglich vom Streuwinkel § der Comptonstreu-
ung in x € Kg abhingig ist. Fiir den hier verwendeten Meflaufbau hat dies zur
Folge, daf 0 fiir einen fest vorgegebenen Detektorpunkt s, und fixierter Streuener-
gie F. eindeutig mit einem ¥ (s4, Es.) € [0, Umaz | identifiziert werden kann. Zu
fixiertem (s4, Fs.) existiert folglich ein eindeutig bestimmtes x € Kg, so daf die
in s; mit der Energie F,. einfallenden Photonen in x durch einen Comptonstof;
gestreut wurden. Dabei kénnte das Herausgreifen einer festen Photonenenergie
E,. durch Vorschalten eines Frequenzfilters vor den Detektor realisiert werden.
Diese Uberlegungen fiithren zu dem vereinfachten Frequenzfiltermodell des detek-
tororientierten Ansatzes.

Satz 4.3 Fir 0Ks 2 sq = (8, p4,%4) sei n(sy) die Normale an 0Ks in sq und
Es € [ Enin, Emaz |- Dann wird das Frequenzfiltermodell beschrieben durch

S6 i MxY, — M
(Her p1) +— S 1ty 111)

§,€Jm (Mca Mt) (Sd) = p (ﬁd,Esc) Lhe (X) e—DMt(x,n(x))—D(¢Mt)(X,n(Sd)) (4.6)

mZt X - (7" (87 ﬁd,E‘;c) 7 de? ﬁd,Esc) Y

X

nx) =~
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Beweis:
Aus Satz 4.2 und (1.13) ergibt sich unmittelbar folgender Beitrag von Photonen
der Energie E . zu g (sq) := S (e, fit) (Sq):

950 B) = [ DO () o) e Drxn) D xnte i

-1
Ls,

mOc2(Ein_Esc) _ 1

1 ? n (X) - (Sd) = Esc Ein

mit dg,, (x) := {

0 , sonst

In Verbindung mit der Forderung x € Ls_d1 gilt dann fiir die Kugelkoordinaten-
darstellung von x notwendig

Ein - Esc 2
Yap, = Va+ g — arccos < Toc 1>

S

r (S, ﬁd,Esc) m .
Wse

Da auflerdem p (x) lediglich vom Streuwinkel # abhéngig ist und dieser iiber die
Beziehung ¥q p,, = Uq — 0 + g eindeutig mit ¥4 g, verkniipft ist, kann auch die

Schreibweise p (J4,5,.) verwendet werden. Somit hat (4.6) Bestand. -

4.4.2 Eine diskrete Version von §‘$E

Mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.2 angegebenen Diskretisierung des Rekonstrukti-
onsgebietes K5 gelingt ohne grofilen Aufwand die Formulierung einer diskreten
Variante von Sj, , die dann durch Verwenden einer geometrieangepafiten Strip-
pingtechnik analog zu dem Vorgehen in Kapitel 3 approximativ invertiert werden
kann. Zur Darstellung dieses diskreten Modells des detektororientierten Ansatzes
sind noch einige vereinfachende Bezeichnungen von Vorteil. Diese sind zusam-
mengefaf3t in der

Definition 4.4 Es bezeichnen

™ .
((l) Sd,(n,j) = (Snvgpj? Z) mat

S
5, = nl, A= n=1,..., Ny,
Nd,s ¢
2T .
pi = U—DA, Ay:= j=1,..., Nay.
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diskrete Detektorpunkte,

(b) ’19]€ = ’19]€ (Esc,k)a k= 1,...,N19, mit

E — Foemi
Esc,k = Esc,mam - (k - 1) AEscy AESC = sc,m}z\:; Sc,mm,
g — 1

die den diskreten Streuvenergien Ej. ) zugeordneten Werte fir 1,
(¢) Winn (ngak> =\ (Lq (Xpjk) N ng”“),

Mittels dieser Festlegungen ergibt sich aus der Diskretisierung von K¢ das folgen-
de diskrete Vorwirtsmodell zum detektororientierten Ansatz der 3D-Riickstreu-
tomographie.

Satz 4.5 Firn=1,...,Ngs, j=1,..., Ny, k=1,..., Ny bezeichne abkiirzend
g(n,j,k) =Sk (Hes f1t) (Sa,(n,j))- Weiter sei fiir ein fiviertes Paar (n, k) der In-

dex i := [sn/ cos (% — v%)]. Sind dann pie, 1y konstant innerhalb der einzelnen

Vozel, so folgt mit den Bezeichnungen aus Definition 4.4:

. ;o . 1,7,k 1,7,k .
g(n, k) = p(Ox) pe (K§H) emomn (S g e, (47)
. —Dpa(xn(x)x [ i5,k\¢
wobei Ay =e t (57")

sc
n,7,

= o~ D@wut)(xn(san,5)))

Satz 4.5 folgt unmittelbar aus Satz 4.3 durch Einsetzen der Bezeichnungen aus
Definition 4.4 und Beachten von \'! (L (Xn,j6) N Kg’j’k) =0.

Sd,(i,5)

4.4.3 Invertierung von 5%

Sind die Daten g (n, j, k) in Satz 4.5 gegeben und sollen hieraus die Objektfunktio-
nen i, ji; zuriickgewonnen werden, so liefert (4.7) bei einer hinreichend feinen De-
tektorauflosung fiir jeden zu rekonstruierenden Voxel ein iiberbestimmtes, nicht-
lineares Gleichungssystem. Aufgrund des dquidistant gewéhlten Detektoraufbaus
kann der Grad der Uberbestimmtheit von Voxel zu Voxel variieren. Eine einfache
Rekonstruktionsmoglichkeit besteht nun darin, eine geeignete Auswahl von Da-
ten zu treffen, so dafl die nichtlinearen Gleichungssysteme eine Losung besitzen.
Diese kénnen dann analytisch bestimmt werden.
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Auch hier erfolgt die Rekonstruktion der Objektfunktionen mit Hilfe von Strip-
pingverfahren. Zur Bestimmung von . und p; eines fixierten Voxels werden ledig-
lich Informationen herangezogen, die aus bereits berechneten Rekonstruktionsge-
bieten sowie Detektordaten zum zu rekonstruierenden Voxel stammen. Aus dieser
Familie von Daten kann ein charakteristisches Datenpaar (g1(i, 7, k), g2(7, j, k))
gewihlt werden. Dies fiihrt zu folgendem nichtlinearen Gleichungssystem zur Be-
stimmung von

(i3, ), i R)) o= (e (KE*) e (KE7))
Proposition 4.6 Fiir einen fest gewdhlten Voxel Ké’j’k sei (g1, 92) das charak-

teristische Datenpaar zur Rekonstruktion von (p.(i, 7, k), ue(i,j, k)). Dann ist
(pae(iy 7, k), e (3, 4, k)) Lisung eines nichtlinearen Gleichungssystems der Form

fi (e 1) = arpie™ ™™ — gy = 0, (4.8)

fo (s ) == aopce™™ — g, = 0. (4.9)

Beweis: Mit der Wahl

bl = cum,nl (K‘ls’]’k) s l = ]_, 2,

ergibt sich die Struktur der Gleichungen sofort aus Satz 4.5. -

Die aus dem Frequenzfiltermodell entstehenden nichtlinearen Gleichungssysteme
zur Bestimmung der Objektfunktionen p, und g, fiir die einzelnen Voxel Kg’J’k
konnen offensichtlich analytisch gelost werden. Dies ist festgehalten in dem fol-

genden

Satz 4.7 Seien by, by die Spuren der Quellstrahlen Ly (Xp, jk) s Lg (Xn, k) 2u den
charakteristischen Streupunkten Xp, i, Xn, ik, eingeschrinkt auf den zu rekon-
struterenden Vozel Kg’j’k. Auferdem sei (g1, g2) das zugehdrige charakteristische
Datenpaar sowie ay,as die totalen Dimpfungsterme entlang der Strahlenginge
im Komplement des zu rekonstruierenden Voxels. Dann gilt fir das gesuchte

Losungspaar (py, uy) des Gleichungssystems (4.8), (4.9):

1 g1 az)
* = 10 s 410
e by — by 8 <92 ay ( )

1 g1 by 92 b
= = - = . 4.11
e by b <a1526 a2516 (4.11)
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Beweis:

Durch Eliminierung der Objektfunktion p,. ergibt sich eine nichtlineare, auflésba-
re Bestimmungsgleichung fiir ;. Wie die folgende Uberpriifung zeigt, stellt das
angegebene Paar (p, ;) in der Tat die eindeutige Losung des Gleichungssystems

dar.

(Oé) fl(:uchut) = a; |, € bom g1
(A1) . IUp, ehrmi — 92 obaui ) ombami 7
b2 — b1 aq (05}
_ o mpbh gy
b2 — b1 (05} (b2 — bl)
41 _gib_ageb e gy (332
b2 — b1 (05} (b2 — bl)
_ g1 by _ ai g2 by g1 G2
by — by a2 (52 - bl) g2 a1
= 0
* * (4.9) *  — x
B)  folpi,ni) = apppe M — g
(4.11) a2 9 by "1 H — g2 by eb2Hi | emb2mi gy
by — b1 \ay a2
__ _g2b 29102 (b —bo) 5
b2 — b1 aq (b2 — bl)
(4.10) G2 by as g1 by (b1 —b2) 545 log(gé Zf)
b2 — b1 aq (b2 — bl)
_ g2 by asgiby  gaay
by — by a1 (52 - bl) g1 a2
= 0

Bemerkung 4.8 FEs mag auf den ersten Blick verwundern, daff die gesuchten
Grofen ps, iy in (4.10), (4.11) dem Anschein nach vollstindig entkoppelt sind.
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Dem ist jedoch nicht so, wie eine genauere Betrachtung der Terme a1, as zu Tage
fordert. Wohl aber kann p; des aktuell zu rekonstruierenden Vozels vollig un-
abhingig von ;. desselben Voxels bestimmt werden.

Auch hier stellt der verwendete Frequenzfilter natiirlich eine starke Idealisierung
der tatsdchlichen Gegebenheiten dar. In der Praxis ist dieser durch eine glatte
Approximation an die Deltadistribution zu ersetzen. Dies fiihrt dann zu einem dis-
kreten Modell analog zu dem des quellpunktorientierten Ansatzes. Daher konnen
die dort préasentierten Rekonstruktionsverfahren auch fiir diesen Meflaufbau in
modifizierter Form iibernommen werden.

Dieser neue Ansatz zeigt, dafl analog zu neuen 3D-Mef3geometrien in der Compu-
tertomographie auch in der Riickstreutomographie schnellere Aufnahmeverfah-
ren entwickelt werden konnen und diese zu qualitativ gleichwertigen Rekonstruk-
tionsverfahren fiihren. Ebenso veranschaulicht dieses detektororientierte Modell
der Riickstreutomographie die Ndhe zum Modell der Emissionstomographie, auch
wenn die Daten nur fiir einen eingeschriankten Winkelbereich zugénglich sind.



Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

In diesem Anhang werden solche mathematische Aussagen zusammengestellt und
teilweise bewiesen, die fiir das grundsétzliche Verstédndnis der dargestellten Sitze
eine untergeordnete Rolle einnehmen. Jedoch sollte die hier gebotene Darstellung
dem Leser ein unndétiges Suchen in Formelsammlungen beim Nachrechnen der
Beweise ersparen.

A.1 Integraldarstellung der Deltadistribution
Die Fouriertransformierte der Diracschen Deltadistribution 0,f = f(x) ergibt
sich gemaf}

5.f = 6 = flo) = (20)F / e 1(6) de

IRn

5,() = (2m)7%F et (A.1)

Mittels der inversen Fouriertransformation folgt somit formal

Soly) = (2m)" / e dg (A.2)

Da die Exponentialfunktion bekanntlich nicht integrierbar ist, kann diese Inte-
graldarstellung natiirlich nur rein formalen Charakter haben. Jedoch ergibt sich
fir f € S(IR") durch die Beschrinkung des Integrationsbereiches folgende, im
distributiven Sinne punktweise gegen J, konvergierende, Approximation

5y = (2m)" / e d | (43)

lgl<M
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so dafy gilt:

f0) = lim [ &"(y) fy)dy.

M—o0
RTL

Diese Approximation an die Deltadistribution kann auch durch Besselfunktionen
beschrieben werden, genauer gilt

6" (x) = (2rla)"F M5Ty (M |a]) . (A.4)

Da (A.4) zur Inversion von T,,f benotigt wird, soll sie im Folgenden bewiesen
werden:

W) = en [ e

lgl<M

M
(QW)_"/J“_l /ei”|$|“’9d9da
0 gn-1
M

W @m [ @ o) Syolel) do
0
M
= 0 [0t et g olel) do
0
M|z
— @n)F fa / r% Jy_y(r) dr
0
(A7)

(2m) % |a| " (Mla])® Ty (M]z))

(2 [a]) "3 M3 Ty (M |a]) .

A.2 Spezielle Funktionen

Die Anfiange dieses Teilgebietes der Mathematik gehen auf die zweite Hélfte des
18. Jahrhunderts zuriick und ihre Bedeutung fiir die moderne angewandte Mathe-
matik, aber auch fiir die Quantenphysik, also zwei relativ junge Wissenschaften,
ist so enorm, daf} sich beide Disziplinen ohne die Ergebnisse von Gauf}, Euler,
Fourier, Legendre und Bessel wohl kaum in dieser Art hitten entfalten konnen.
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Viele Ideen aus dem Bereich der Speziellen Funktionen werden in HOCHSTADT
[24] ausfiihrlich dargestellt. Wer jedoch lediglich an Ergebnissen interessiert ist,
wird sich sicherlich an Nachschlagewerken wie ABRAMOWITZ/STEGUN [1] oder
GRADSHTEYN/RYZHIK [20] orientieren.

Zur Herleitung der Integraldarstellung der Deltadistribution mittels Besselfunk-
tionen wurden folgende Formeln, nachzulesen in ABRAMOWITZ/STEGUN [1], Ka-
pitel 9 und Kapitel 11, benutzt:

2
1 o .
Bla) = o [ ety (A.5)
0
2m
1 1T COS (P—1
= ﬁ € ¢ k(deO, keZ. (A6)

0

Fiir R(v) > 0, x > 0 gilt folgende Rekursionsformel fiir J, (z):

xT

g, () = /T”J,,_l(T)dT. (A.7)

0

(A.6) kann fiir n € IN verallgemeinert werden zu

w3

Jo_y(0) = (2m)" o2} /ei(’a'“dw. (A.8)

gn—1
Zur Charakterisierung des Bildraumes R(R,) der gedidmpften Radontransforma-

tion wurde fiir [ € Z weiter die folgende Formel benutzt, welche sich unmittelbar
aus ABRAMOWITZ/STEGUN [1], (11.4.17) und (9.1.5), ergibt:

T % , v=>0
/J,,(ba:) de = ( firveZ, b>0. (A.9)

) s, v<0

Benotigt wurde auBerdem fiir g € S (IR") die Fouriertransformierte von R'g, die
sich zu

(7o) (& = e (o So) v (-5-)) @

ergibt.
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A.3 Hilfsaussagen zur Invertierung von R,

Um die Herleitung einer Inversionsformel fiir R, moglichst iibersichtlich zu gestal-
ten, wurde bewufit im dargestellten Beweis auf einige Details technischer Natur
verzichtet. Diese sollen nun nachgereicht werden.

L
Lemma A.1 Fiir S* 3 6 := (cosp,sin @)’ und T—| := (cos v, sin )T gilt
x
o 0 , 1 ungerade
0 z
/ _0 ell@ dgp — 27 W 5 l =0 . (Al].)
I .

0 —2mi etV % , 1 >0, 1 gerade
Beweis:
Aus der Definition der aufgefiihrten Groflen folgt x - 0 = —|z| sin(p — ¢) und
daher

2 0 2 .

. 1 cOS e’
iy d — = 4 ——  d
[ e ] (sinso>sin<w—w) ’
0 0
T i1
pmp—y € cos(p+ 1) \ € J
= — . - %)
|z sin(p +1) ) sing
o [=0:

27
_ 1 cot o cos Y — sin ) d
] cos ¥ + cot ¢ sin v
0

_ 2_7T< sin 1) >
x| \ —cosy

2T
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o [£0:

2

0

et cos @ cosy) —sinp siney \ el
. : —dyp
sin ¢ cos 1 + cos ¢ siny

sin ¢

2w
e [ cosp eile
- . d
o7 (e ) [ oeiimg
0
e [ cosp 7 cos(ly) dot ?T sin(ly) y
- ) cos ¢ i —
|z| \ sin sin 7 oy sin ¢ 4
0
=0
. 2
_ e [ cosp /Sin ((I+1)p) p
lz| \ sin¢ sin ¢ 4
0
. 2
_ e [ cosp / sin ((I — 1)) p
lz| \ sin¢ sin @ 4
0
27
[ cosi) of l1de , [ gerade
= - (o) {4,
[sinpdp , [ ungerade
0
0 , [ ungerade
- { 2|;T|’ e T’ﬂ , [ gerade (A.13)
|

Lemma A.2 Sei uy(x,0) die durch (1.41) definierte Funktion. Dann gilt mit
den Voraussetzungen von Lemma A.1

J

Beweis:
Eine Aufspaltung der Exponentialfunktion in gerade und ungerade Anteile fiihrt
zusammen mit der Aussage des vorangegangenen Lemma A.1 zu (A.14):

w0)-ui(@0) g 2%%. (A.14)
r—y
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R / 0 uws e g
(z —y)o

St

0 .
= RN / -0 (cosh(uy(y,0) — uy(z,0)) +sinh(uy(y,0) — ui(z,0))) do

St

0 i %
= m/m 1+ Z s, (2,) €' + Z uy, (z,y) €’ | db
St [ >0, [ >0,
[ gerade [ ungerade

6 do 0 e dp 0 el dp
- s[u—y)f Z“*f(‘"”’y)/u—y)e* 2 “*l(x’y)/(:c—y)e

[ >0, 51 [ >0, St
[ gerade [ ungerade
(A.11) T—y . (x —y)*
= R |27 |;1;‘—7y|2 — QWZ(COSh(z,L(y,(U) — U(J?,(U)J) — 1) W
:—fadsElR
Yy

r—y
= 27 .

|z — y[?

Lemma A.3 FEs bezeichne 6y die Diracsche Deltadistribution. Dann gilt fir be-
liebiges © € IR

~div — = 2mdo(x) . (A.15)

]2

Beweis:
Fiir x # 0 folgt direkt div —=

i 0 und somit gilt fiir beliebiges f € S (IR?):
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/#-Vf(x)da:
IR2

lim / |gs%-Vf(alr) dx

e—0
|z|>e

. i
iy | [ g e
x|=€

. xT
iy | ot e

|z|=e

lim ! / f(z)dx

e—0 €
|z[=e

27 f(0) .

.
/fdlvwdx

|z|>e
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Anhang B
Physikalische Tabellen

In diesem physikalischen Teil des Anhangs sind die zur numerischen Simulation
notwendigen Naturkonstanten und die verwendeten Materialkonstanten aufgeli-
stet. Die in Tabelle B.1 aufgefiihrten Werte entstammen [52], die in den Tabellen
B.2 sowie B.3 und B.4, B.5 aufgefiihrten Materialkonstanten, also die Dichtewer-
te, sowie die energieabhingigen Absorptionskoeffizienten und Comptonkoeffizi-
enten, sind der Datenbank des National Institute of Standards and Technology
entnommen.

physik. Grofle Symbol Wert
klassischer Elektronenradius Te 2.81794 - 10~ "m
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c 2.99792458%
Planck-Konstante h 6.626 - 10734J s
Ruheenergie des Elektrons Mec? 0.511MeV
Ruhemasse des Elektrons M 9.10939 - 10 3'kg

Tabelle B.1: Physikalische Naturkonstanten

Material Dichte Material Dichte

Aluminium 2.699 L Beton 2.300 2
Eisen 78745 Kupfer 8.940 58
Hartplastik 1.380% Schaumstoff O.OlSCgW
TNT 1.600:55 Wasser 1.000:25

Tabelle B.2: Dichtewerte der untersuchten Materialien
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Aluminium Eisen Beton*
Energie fhe [t fhe It fhe [t
keV cm?g~! cm?g~! cm?g! cm?g~! cm ™! cm ™!
80 0.144 0.202 0.133 0.595 0.359 0.460
82 0.143 0.197 0.133 0.563 0.357 0.456
84 0.143 0.194 0.133 0.482 0.345 0.450
86 0.142 0.190 0.132 0.457 0.353 0.444
88 0.142 0.186 0.132 0.482 0.351 0.439
90 0.141 0.183 0.131 0.460 0.349 0.435
92 0.141 0.180 0.131 0.439 0.347 0.430
94 0.140 0.178 0.131 0.420 0.346 0.425
96 0.140 0.175 0.130 0.403 0.344 0.421
98 0.139 0.173 0.130 0.387 0.342 0.416
100 0.139 0.170 0.130 0.372 0.340 0.412
105 0.138 0.165 0.129 0.339 0.336 0.401
110 0.136 0.161 0.128 0.312 0.333 0.391
115 0.135 0.157 0.127 0.289 0.329 0.382
120 0.134 0.153 0.126 0.269 0.326 0.373
125 0.133 0.150 0.125 0.253 0.323 0.365
130 0.131 0.147 0.124 0.238 0.320 0.357
135 0.130 0.145 0.123 0.226 0.317 0.350
140 0.129 0.142 0.122 0.215 0.314 0.343
145 0.128 0.140 0.121 0.205 0.311 0.337
150 0.127 0.138 0.120 0.196 0.308 0.331
155 0.126 0.136 0.119 0.189 0.306 0.326
160 0.125 0.134 0.118 0.182 0.303 0.321

?Da die NIST-Datenbank fiir Beton die Koeffizienten lediglich fiir wenige Photonenenergien
zur Verfiiging stellt, wurden die hier dargestellten Werte mittels Interpolation mit kubischen
Splines gewonnen.

Tabelle B.3: Absorptions- und Comptonkoeffizienten fiir Anwendungen mit
160keV-Rontgenrohre



129

Hartplastik Schaumstoff TNT
Energie fhe [t fhe [t fhe [t
keV em?g~! | em?g ! || em?g ! | cm?g cm?g™! | cm?g!
100 0.148 0.189 0.148 0.183 0.150 0.156
105 0.146 0.183 0.146 0.177 0.148 0.154
110 0.145 0.177 0.145 0.172 0.147 0.152
115 0.144 0.172 0.144 0.168 0.145 0.150
120 0.142 0.167 0.142 0.164 0.144 0.148
125 0.141 0.163 0.141 0.160 0.142 0.146
130 0.140 0.160 0.140 0.157 0.141 0.145
135 0.138 0.157 0.138 0.154 0.139 0.143
140 0.137 0.154 0.137 0.151 0.138 0.141
145 0.136 0.151 0.136 0.149 0.137 0.140
150 0.135 0.149 0.135 0.146 0.136 0.138
155 0.133 0.146 0.133 0.144 0.134 0.137
160 0.132 0.144 0.132 0.142 0.133 0.135
165 0.131 0.142 0.131 0.140 0.132 0.134
170 0.130 0.140 0.130 0.139 0.131 0.133
175 0.129 0.138 0.129 0.137 0.130 0.132
180 0.128 0.137 0.128 0.135 0.129 0.130
185 0.127 0.135 0.127 0.134 0.128 0.129
190 0.126 0.134 0.126 0.132 0.127 0.128
195 0.125 0.132 0.125 0.131 0.126 0.127
200 0.124 0.131 0.124 0.130 0.125 0.126
250 0.115 0.119 0.115 0.118 0.116 0.117
300 0.108 0.111 0.108 0.110 0.109 0.109
350 0.102 0.104 0.102 0.104 0.102 0.103
400 0.097 0.099 0.097 0.098 0.097 0.098
450 0.093 0.094 0.093 0.093 0.093 0.093

Tabelle B.4: Absorptions- und
450keV-Rontgenrdhre - Teil 1

Comptonkoeffizienten fiir Anwendungen mit
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Kupfer Wasser Luft
Energie | pc [t fhe [t fhe I
keV em?g! | em?g7! || em?g! | em?g7! || 1073 em?g! | 1073 cm?g !
100 0.126 0.458 0.148 0.183 0.179 0.186
105 0.125 0.414 0.146 0.177 0.178 0.183
110 0.124 0.377 0.145 0.172 0.176 0.180
115 0.124 0.346 0.144 0.168 0.174 0.178
120 0.123 0.319 0.142 0.164 0.172 0.175
125 0.122 0.297 0.141 0.160 0.170 0.173
130 0.121 0.277 0.140 0.157 0.168 0.171
135 0.120 0.261 0.138 0.154 0.167 0.170
140 0.119 0.246 0.137 0.151 0.165 0.168
145 0.118 0.233 0.136 0.149 0.163 0.166
150 0.117 0.222 0.135 0.146 0.162 0.164
155 0.116 0.212 0.133 0.144 0.160 0.162
160 0.115 0.203 0.132 0.142 0.159 0.161
165 0.114 0.195 0.131 0.140 0.157 0.159
170 0.114 0.187 0.130 0.139 0.155 0.157
175 0.113 0.181 0.129 0.137 0.153 0.156
180 0.112 0.175 0.128 0.135 0.152 0.154
185 0.111 0.170 0.127 0.134 0.151 0.153
190 0.110 0.165 0.126 0.132 0.149 0.151
195 0.110 0.160 0.125 0.131 0.148 0.150
200 0.109 0.156 0.124 0.130 0.147 0.148
250 0.102 0.128 0.115 0.118 0.136 0.137
300 0.096 0.112 0.108 0.110 0.128 0.129
350 0.091 0.102 0.102 0.104 0.121 0.121
400 0.086 0.094 0.097 0.098 0.115 0.115
450 0.082 0.088 0.093 0.093 0.109 0.109

Tabelle B.5: Absorptions- und Comptonkoeffizienten fiir Anwendungen mit
450keV-Rontgenrdhre - Teil 2
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k 0 1 2 3 4 ) 6
e 0 LAl 2A | 3A| AA| EA] £A
W, (tk) 0.010 0.040 0.125 0.230 0.250 0.250 0.230
k 7 8 9 10 11 12
t, IAl EA| 2A] LA | LA| 2p
W, (tk) 0.215 0.180 0.135 0.090 0.040 0.010

Tabelle B.6: Charakteristische Funktion der Detektorelemente
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