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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind zeitdiskrete stochastische Prozesse auf den Zustandsrdum-
en R d € N, mit unabhingigen und identisch verteilten Zuwéchsen. Solche Prozesse
werden auch als , Irrfahrten® bezeichnet. Es sind spezielle Markovprozesse mit diskreter
Zeit, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten sowohl zeitlich als auch raumlich homogen
sind. Irrfahrten mit festem Startpunkt zerfallen in zwei Klassen, die rekurrenten, und
die transienten Irrfahrten. Als erstes stellt sich natiirlich die Frage nach einem Kriterium
fiir Rekurrenz bzw. Transienz, das in der Praxis auch anwendbar ist.

Ferner definiert jede Irrfahrt auch eine Potentialtheorie. Wichtig ist in diesem Zusam-
menhang die Definition eines Greenoperators. Im transienten Fall ist die Definition na-
heliegend. Weniger offensichtlich ist sie bei Rekurrenz.

Eine grundlegende Arbeit zum Thema Irrfahrten ist die Arbeit ,, Random Walks “ von
D. S. Ornstein, die ein elegantes Kriterium fiir Rekurrenz angibt, und dariiber hinaus
die Existenz eines Green-Operators auch fiir rekurrente Irrfahrten nachweist.

Leider sind die Beweise dieser Arbeit schwer versténdlich, so dafl in den iiblichen Vor-
lesungen diese wichtigen Resultate nur ohne Beweise zitiert werden. Der Grund hierfiir
ist, dafl die Argumente der Arbeit sehr formal sind und den wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Hintergrund nicht mehr erkennen lassen. So ist z. B. erst mit einiger Phantasie
erkennbar, dafl sich viele der von Ornstein benutzten Argumente auf den wahrschein-
lichkeitstheoretischen Begriff des Auffiillschemas beziehen.

Das Auffiillschema wurde frither von Chacon und Ornstein in einem anderen Zu-
sammenhang entwickelt. Ziel meiner Dissertation ist es, das Rekurrenzkriterium von
Ornstein im R? und die Existenz eines Green-Operators auch bei Rekurrenz wahrschein-
lichkeitstheoretisch zu erkldren, um die grundlegenden Resultate der zitierten Arbeit
einem weiteren Publikum zugénglich zu machen. Ein erster Versuch, den wahrschein-
lichkeitstheoretischen Hintergrund des Ornstein-Kriteriums zu erkldren, findet sich mei-
nes Wissens in der Saarbriicker Diplomarbeit aus dem Jahre 1995 von Rita Goffing,
allerdings nur fiir Dimension 1.

Zum besseren Verstdndnis der Resultate von Ornstein habe ich Arbeiten von F.
Spitzer herangezogen, die der Arbeit von Ornstein vorangehen, sich aber nur mit dem
Zustandsraum Z¢ beschiftigen. Das Rekurrenzkriterium von Spitzer fiir Z¢ ist ein Spe-
zialfall des Kriteriums von Ornstein fiir R¢.

Die Abzihlbarkeit von Z% gestaltet die Untersuchungen von Irrfahrten auf diesem
Raum erheblich einfacher. Einige der Ideen von Spitzer zum Beweis seines Rekurrenz-
kriteriums lassen sich auf den allgemeineren Fall des R? {ibertragen, andere nicht. Hier



verwendet Ornstein neue Ideen. Eine Schliisselrolle im R¢ spielt dabei das Auffiillsche-
ma, ohne dafl es in der Arbeit von Ornstein auf Anhieb erkennbar wére.

Umgekehrt ertffnete mir die Arbeit von Ornstein einen neuen Zugang zur Arbeit
von Spitzer. Wendet man néamlich die Ideen von Ornstein auf die Voraussetzungen einer
Z%-wertigen Irrfahrt an, so gestaltet sich die Beweisfithrung einfacher als in der Origi-
nalarbeit von Spitzer. Das Auffiillschema erscheint beim Vergleich beider Arbeiten in
einem neuen Licht.

Die Stoppzeiten, die aus ihm hervorgehen, sind nichts anderes, als randomisierte erste
Eintrittszeiten, die die bei Spitzer verwendbaren nicht randomisierten ersten Eintritts-
zeiten ersetzen. Dies habe ich in meiner Arbeit ndher ausgefiihrt.

Doch zunéchst sei auf die bereits erwiahnten Begriffe meiner Arbeit néher eingegangen:

Eine Irrfahrt bezeichnet man grob dargestellt als ,,rekurrent®, wenn es Punkte gibt,
denen die Irrfahrt unendlich oft beliebig nahe kommt:

Definition 1 Sei {S,;n € Ny} eine Ré-wertige Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2,2, P).

1. Ein Punkt z € R heifst ,Rekurrenzpunkt®, falls fiir jede Umgebung U dieses Punk-
tes

P(S, € U unendlich oft ) =1 (1)
qgilt.
2. Die Menge der Rekurrenzpunkte heifit ,,Rekurrenzmenge*.

3. Fine Irrfahrt heifit ,rekurrent, falls ihre Rekurrenzmenge nichtleer ist. Anderen-
falls heif$t die Irrfahrt transient®.

In der allgemeinen Theorie der Markovprozesse gibt es mehrere Rekurrenzbegriffe,
die sich vom obigen Rekurrenzbegriff unterscheiden. In dieser Arbeit wird der Rekur-
renzbegriff jedoch ausschliefllich im Sinne der Definition 1 verwendet.

Nun ist es in vielen Fillen schwer nachzupriifen, ob (1) tatséchlich gilt oder nicht. Das
Besondere an Irrfahrten ist jedoch, dafi ihre Verteilung bereits durch die Verteilung ihrer
Zuwéchse beschrieben wird, weil letztere eben unabhéngig sind. Es stellt sich die Frage,
wie anhand der Zuwachsverteilung entschieden werden kann, ob Rekurrenz vorliegt
oder nicht.

Sind die Zuwichse einer Rl-wertigen Irrfahrt integrabel, so 148t sich die Frage leicht
beantworten. Eine Irrfahrt mit integrablen Zuwéchsen ist genau dann rekurrent, wenn
der Mittelwert der Zuwéchse Null ist. So sind z. B. Irrfahrten, deren Zuwachsvertei-
lung die GauBverteilung mit Mittelwert Null und beliebiger Varianz ist, rekurrent. Auch
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R2-wertige Irrfahrten sind genau dann rekurrent, wenn die Mittelwerte beider Kompo-
nenten verschwinden, nun unter der zusétzlichen Voraussetzung, dal die Komponenten
sogar quadratisch integrierbar sind.

Ab der dritten Dimension ist der Erwartungswert als Kriterium fiir Rekurrenz irre-
levant, da es keine ,,echt dreidimensionalen® Irrfahrten gibt, die rekurrent sind. Es gilt
némlich der folgende Satz: !

Satz 1 Sei {S,;n € No} eine im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, A, P) mit Werten in R3. Ist die Irrfahrt rekurrent, so ewistiert eine
Ebene E C R? durch den Ursprung, so dafs

P(S,, € E fiir jedes n € Ng) = 1.

Das Mittelwertskriterium fiir die Dimension Eins sagt natiirlich nichts {iber Vertei-
lungen, die keinen Mittelwert besitzen, wie z. B. die Cauchy-Verteilung

1
w(-) = /—w(l ey dx.

Die folgende Aussage scheint zunéchst ein allgemein verwendbares Kriterium fiir
Rekurrenz zu liefern:

Satz 2 Sei {S,;n € No}eine Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P) mit
Werten im R®. Ein Punkt x des Zustandsraums ist genau dann ein Rekurrenzpunkt,
wenn fiir jede Umgebung U dieses Punktes

iP(Sn € U) =+ (2)

qgilt.?

Die obige Summe ist nichts anderes als die mittlere Aufenthaltszeit der Irrfahrt in der
Umgebung U. Ist der Punkt z ein Rekurrenzpunkt, so ist diese mittlere Aufenthaltszeit
trivialerweise unendlich, da die Aufenthaltszeit selbst P-fast sicher unendlich ist. Daf3
sich umgekehrt von
ZXU(Si) = +oo auf Z xvu(S;) = +oo P-fast sicher
i=0 1=0

E

ISjehe Satz 1.2.2 auf Seite 11

2Siehe Satz 1.1.2 auf Seite 2
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schliefen 148t, mag zunéchst iiberraschen. Der Nachweis dieser Implikation ist jedoch
verhéltnismafig einfach.
Rein formal stellt das Kriterium (2) eine Vereinfachung gegeniiber (1) dar, da hier eine
Aussage iiber die Verteilung des Prozesses insgesamt auf eine Aussage iiber die einzelnen
Verteilungen der {S,;n € Ny} reduziert wird.
Das Problem ist, dafl die Verteilung von S,,, die n-te Faltungspotenz der Zuwachsvertei-
lung p, im Allgemeinen schwer zu berechnen ist. Wesentlich einfacher ist es hingegen,
die Fouriertransformierten von Faltungspotenzen zu betrachten.

Die Fouriertransformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafles y ist die Funktion von R?
nach C, die einem Punkt ¢t € R? den komplexen Wert

/ 6i<t;x> dpJ(:E)

zuordnet. Die Fouriertransformierten von Wahrscheinlichkeitsmafien werden in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie auch als charakteristische Funktionen der Mafle bezeichnet.

Ist ¢ die charakteristische Funktion von p, so ist ¢", die n-te Potenz von ¢, die
charakteristische Funktion der n-ten Faltungspotenz von p. Offenbar ist der Umgang
mit Potenzen einfacher als der Umgang mit Faltungspotenzen.

Im Jahre 1951 gelang es K. L. Chung und W. H. J. Fuchs, die Rekurrenz einer
Irrfahrt iiber die charakteristische Funktion der Zuwachsverteilung, ohne Annahme der
Integrabilitéit der Zuwiichse, zu charakterisieren. Es gilt niamlich:?

Satz 3 Sei {S,; n € Ny} eine Re-wertige, im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P). Sei ¢ die charakteristische Funktion der Zuwachs-
verteilung. Die Irrfahrt ist genau dann rekurrent, wenn eine beschrdinkte Umgebung U
des Ursprungs existiert, so daf

1
limsup/ Re <—) dt = 4o00. 3
Al SN )

Im Zentrum dieses Kriteriums steht die Funktion

(=)

bzw. ihr Realteil. Die Funktion selbst ist fiir » € (0,1) gerade die charakteristische
Funktion von

[e.9]

Z Tn,u*n7

n=0

3Siehe Originalarbeit v. Chung u. Fuchs, [3]
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und es ist leicht nachzuweisen, dafl ihr Realteil stets positiv ist.

Einen interessanten Spezialfall unter den Irrfahrten bilden diejenigen, deren Zuwachs-
verteilungen Gitterverteilungen auf Z¢ sind. Eine Irrfahrt mit Zuwachsverteilung und
Startverteilung auf Z? bewegt sich auBerhalb des Gitters Z¢ mit Wahrscheinlichkeit
Null. Irrfahrten mit Zuwachsverteilungen auf Z? lassen sich somit auch als Irrfahrten im
Zustandsraum Z? selbst auffassen.

Die in Definition 1 angegebene Bedingung fiir ,Rekurrenzpunkt® kann ersetzt werden
durch die folgende Bedingung: Ein Punkt = € Z? ist genau dann Rekurrenzpunkt, wenn

P(S,, = = unendlich oft ) =1 gilt.

Im Jahre 1964 gelang es Spitzer, das von Chung und Fuchs entwickelte Rekurrenzkri-
terium fiir Z%wertige Irrfahrten durch eine elegante Modifikation zu ersetzen, indem er
die Funktion

1

L=y
betrachtete. 4 Diese Funktion besitzt eine Singularitit im Ursprung. Ihr Realteil ist stets
positiv. Sofern ¢ nicht die charakteristische Funktion des Dirac-Mafles ¢y ist, 148t sich
stets eine Umgebung des Ursprungs angeben, so daf§ 1 — ¢ in der punktierten Umgebung
keine Nullstelle besitzt. Es gilt:

Satz 4 Sei {S,; n € Ny} eine Z%-wertige, im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P). Sei ¢ die charakteristische Funktion der Zuwachs-
verteilung. Die Irrfahrt ist genau dann rekurrent, wenn

1
Re (—) dt = +o0.
/(Tr,fr)d 1- ‘P(t)

Offen blieb zunichst die Frage, ob ein derartiges Kriterium auch fiir Irrfahrten gilt,
die sich nicht auf ein Gitter beschrénken lassen. Dafl dies in der Tat gilt, zeigte D. S.
Ornstein im Jahre 1969:°

Satz 5 Sei {S,; n € N°} eine Re-wertige, im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(, P). Sei ¢ die charakteristische Funktion der Zuwachs-
verteilung. Die Irrfahrt ist genau dann rekurrent, wenn eine beschrdinkte Umgebung U
des Ursprungs existiert, so daf

/U Re (%m) dt = +o0.

4Siche [8], T2 auf Seite 85, und Abschnitt 4.2.1 meiner Arbeit

5Siehe Satz 4.1.1 auf Seite 74



So 1aBt sich beispielsweise anhand von Satz 5 leicht das Rekurrenzverhalten von
Irrfahrten bestimmen, deren Zuwachsverteilung die charakteristische Funktion

palt) = e a € (0,2),
besitzen. Ist o = 1, so ist ¢, die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung

1 1
M(.)_/;1+$2 dx.

Fiir a = 2 handelt es sich um die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit
Mittelwert 0 und Varianz 2. Da

1 — @u(t) =~ |t|* fiir t — 0,

ist es mit Hilfe von Satz 5 leicht zu erkennen, da8 fiir v € (0, 1) Transienz vorliegt, fiir
a € [1,2] jedoch Rekurrenz.

Auch 148t sich Satz 1 mit Hilfe von Satz 5 elegant nachweisen. Bislang ist kein Beweis
fiir Satz 1 bekannt, der nicht Satz 3 oder Satz 5 verwendet.

Ein wesentlicher Aspekt bei der Untersuchung von Irrfahrten ist der potentialtheo-
retische Aspekt. Wichtig ist hier insbesondere die Berechnung eines Green-Operators. In
diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, ob fiir beliebige Rekurrenzpunkte z,y die
Reihe

> (P8 —zll <€) = P(|Sw = yll < €))

fiir N — oo konvergiert. Diese Frage wurde fiir den Spezialfall einer Gitterverteilung im
Jahre 1964 durch F. Spitzer beantwortet, und im allgemeinen Fall durch D. S. Ornstein.
Spitzer bewies Satz 6, Ornstein bewies Satz 7.

Satz 6 5 Sei {S,; n € No} eine Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,21, P)
mit Werten in Z%, wobei d € {1,2}. Ist die Rekurrenzmenge der Irrfahrt gleich der
Menge 72, so gilt fiir alle Punkte x,y € Z%:

1. Die Reihe

(P(Sn = z) = P(Sn = y))

n

konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert.

6Siehe Satz 2.1.1 auf Seite 16
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2. Es existiert eine Funktion B : Ry — Ry, so daff die folgende Ungleichung gilt:
N

sup | Y (P(S, =) = P(S, = y))| < B(lz —y|) (4)

NeN S5

Satz 7 7 Sei {S,; n € No} eine rekurrente Irrfahrt im Zustandsraum R?; d € {1,2},
mit nichtsinguldrer Zuwachsverteilung. Sei f : R? — R eine mefbare und beschrinkte
Funktion mit den folgenden FEigenschaften:

(i) Die Menge

T(f) ={z eR% f(z)# 0}
ist beschrdankt.

(ii) Es gilt

/f(x) dzx = 0.
Dann folgt:

1. Die Reihe ZE(f(Sl)) ist konvergent.

=0
2. Es emistiert ein B > 0, so daf

N

> E(f(S.)

n=0

sup < |Ifll<B. (5)

NeNy

Die Konstante B hdangt nur vom Durchmesser des Tragers T (f) ab.

Satz 7 nimmt eine Satz 6 entsprechende Form an, wenn man fiir f

J =X — X1,
wahlt, wobei

z,y € R' und e >0,

“Siehe Satz 3.2.1 auf Seite 50
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I, die Kugel um x mit Radius € und I, die Kugel um y mit Radius € ist. Satz 6 und
Satz 7 erlauben es, einen Green-Operator auch im rekurrenten Fall einzufithren. Die
Maximalungleichungen (4) und (5) spielen eine zentrale Rolle beim Nachweis der Rekur-
renzkriterien von Satz 4 und Satz 5.

Bei den Beweisen der Konvergenzsitze sowie der Sétze 4 und 5 werden Irrfahrten
mit unterschiedlichen Startverteilungen benutzt. Ist {S,,;n € Ny} eine Irrfahrt auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P), so ist die Verteilung der Folge

(So,51,52...)

charakterisiert durch die Verteilung der Zuwéchse und die Verteilung von Sy, die Start-
verteilung. Im folgenden werde die Startverteilung v als Subskript am Mafl P vermerkt.
Ist v ein Dirac-MaB 9., so werde das Mafl mit

Py

notiert. Fiir das Integral einer integrablen Zufallsvariablen Y wird die folgende Notation
eingefiihrt:

B, (V) / Y (w) dP,(w).
Q
Ist v speziell ein Dirac-MaB ¢,, so wird dieses Integral vereinfachend mit
E.(Y)

notiert. Man erhélt eine Irrfahrt mit einer bestimmten Startverteilung » und einer Zu-
wachsverteilung p aus einer Irrfahrt mit derselben Zuwachsverteilung, aber Sy = 0, durch
Addition mit einer unabhéngigen, v-verteilten Zufallsvariablen.

Ein bei den Beweisen auftretendes Problem besteht darin, eine Irrfahrt mit einer vor-
gegebenen Startverteilung o wenn moglich derart zu stoppen, dafl die gestoppte Irrfahrt
S, eine bestimmte Verteilung ¢ besitzt.

Zur Konstruktion einer solchen Stoppzeit dient das sogenannte ,, Auffiillschema“. Das
Auffiillschema wurde von Chacon und Ornstein zum Beweis ihres beriihmten Ergoden-
satzes entwickelt. Beim Auffiillschema wird eine geméfl der Startverteilung o verteilte
Sandmasse in einer Folge von Schritten in ein Loch vom Profil ¢ eingefiillt. Dabei wird
im k-ten Schritt die aus dem vorangehenden Schritt iibriggebliebene Masse o1 geméf
dem Verteilungsgesetz p neu verwirbelt und dann soweit, wie es das Loch (.1 zuléft,
eingefiillt. Im Schritt & bleibt die Masse oy, iibrig, die im (k + 1)-ten Schritt erneut ver-
wirbelt wird und in das unter Umsténden verkleinerte Loch (j eingefiillt wird, etc. Den
Bewegungen eines einzelnen Sandkorns entspricht ein einzelner Pfad der Irrfahrt. Fallt
das Sandkorn im k-ten Schritt in das Loch, so wird der Pfad zum Zeitpunkt k& gestoppt.

Nach diesem rekursiven Verfahren erhilt man eine Folge {0,;n € Ny} und eine mo-
noton fallende Folge {(,;n € Ny} von endlichen Mafien. Genau dann, wenn sich das Loch
durch dieses Verfahren vollstindig auffiillen 1&8t, wenn also

lim ¢,(R%) = 0 gilt,
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existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum, eine Irrfahrt mit einer ,,passenden® Stoppzeit 7, so
daB die gestoppte Irrfahrt S; die geforderte Verteilung hat. Die Summe der {o;(A);7 € Ny},
wobei A € B9, ist dann nichts anderes als die erwartete Anzahl an Treffern in die Menge
A vor dem Zeitpunkt 7:

Y oi(A) =E, (2_: XA(Sz‘)>

=0

Allerdings gibt es nicht zu jedem Paar (o, {) eine Losung. So kann es beispielsweise zu
keiner Irrfahrt mit festem Startpunkt Null, d.h. Startverteilung dy, und normal-verteilten
Zuwéchsen, eine Stoppzeit 7 derart geben, dafl die gestoppte Irrfahrt S, beispielsweise
eine Dirac-Verteilung 6, fiir ein x # 0 besitzt. Eine Losung existiert jedoch immer dann,
wenn die Rekurrenzmenge die gesamte Menge R? umfaBt, und sowohl die Startverteilung
als auch die Zielverteilung absolut stetig beziiglich dem Lebesgue-Maf sind.

Die Stoppzeit 7, die aus dem Aulffiillschema hervorgeht, konnte man, wie bereits
erwahnt, als eine Art randomisierte erste Eintrittszeit ansehen. Es sei daran erinnert,
daBl bei einer nichtrandomisierten ersten Eintrittszeit in eine Menge A alle Pfade der
Irrfahrt beim ersten Eintritt in A gestoppt werden. Bei der Stoppzeit, die aus dem
Auffiillschema hervorgeht, ist dies anders. Ist A eine Menge, auf der die Zielverteilung ¢
ylebt“, d.h. fiir die

(4 =0

gilt, so endet zwar jeder gestoppte Pfad in A, aber die Zeit 7 ist nicht notwendiger-
weise die erste Eintrittszeit. Das quantitative Verhéltnis der Pfade, die an einem Punkt
xr € A gestoppt werden, zu denjenigen, die noch nicht gestoppt werden, hiangt vom
Verhéltnis der Lochtiefe zur Hohe der angehéduften Sandmasse iiber dem Loch ab. Ist
das Loch tiefer als die Sandmasse iiber dem Punkt x, so werden alle Pfade gestoppt. Ist
das Loch aber kleiner, so wird eine Auswahl derer getroffen, die gestoppt werden. Der
Auswahlmechanismus wird durch einen unabhéngigen Zufall bestimmt. Diejenigen,
die nicht gestoppt werden, kénnen zu einem spéteren Zeitpunkt an einer anderen Stelle
ihre Ruhe finden.

Wenn sich jedoch die Gesamtmasse der Zielverteilung auf einen einzigen Punkt kon-
zentriert, so ist das Loch an dieser Stelle unendlich tief. Das bedeutet, dafl jeder Pfad
gestoppt wird, sobald er diesen Punkt erreicht hat. Ein Auswahlmechenismus eriibrigt
sich.
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1. Irrfahrten im R

1.1. Rekurrenz und Transienz

Definition 1.1.1 Seid € N. Sei {S,,,n € Ny} ein Ri-wertiger Prozef$ auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, 2L, P).

1. Man bezeichnet diesen ProzefS als Irrfahrt, falls die Folge seiner Zuwdichse
{S1 — So, So — S1, 53 — Sa, ...} unabhingig und gleichverteilt ist.

2. Sei v € RY. Man bezeichnet eine Irrfahrt als in x startend, falls

Definition 1.1.2 Seid € N. Sei {S,,,n € Ny} eine R*-wertige Irrfahrt auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, 2, P).

a) Ein Punkt x € R? heifit Rekurrenzpunkt der Irrfahrt, falls fiir jedes € > 0 gilt:

P(w € Q;|S,(w) — x| < € fir unendlich viele n € N) =1

b) Die Menge der Rekurrenzpunkte heifit Rekurrenzmenge der Irrfahrt.

¢) Ein Punkt x € R heifit méglicher Punkt der Irrfahrt, falls zu jedem ¢ > 0 ein
n € N existiert, mit

Plw e Q]S (w) — x| <€) >0.

d) FEine Irrfahrt heifft rekurrent, falls die Rekurrenzmenge nichtleer ist. Anderenfalls
heifst sie transient

Ist eine Irrfahrt rekurrent, so stellt sich die Frage nach der Struktur der Rekurrenzmenge.
Der folgende Satz gibt eine Antwort fiir den Fall, dal die Irrfahrt im Nullpunkt startet.

Satz 1.1.1 Ist die Rekurrenzmenge einer im Nullpunkt startenden Irrfahrt nichtleer, so
ist die Rekurrenzmenge eine abgeschlossene additive Untergruppe des R%. In diesem Fall
st jeder maogliche Punkt ein Rekurrenzpunkt.



Einen Beweis fiir die Dimension d = 1 findet man in [2]. Der Beweis fiir hohere Dimen-
sionen laBt sich genauso durchfiihren.

Sei p die Verteilung der Zuwéchse und R die Rekurrenzmenge. Da insbesondere der
topologischen Tréger

S = (U{O; O offen und p(0O) = 0}>c

von g in der Menge der moglichen Punkte enthalten ist, gilt R C Z? genau dann, wenn s
eine atomare Verteilung ist, deren Atome in Z? liegen. Insbesondere gilt R = {0} genau
dann, wenn g das Diracmafl im Nullpunkt ist. Es folgt:

Korollar 1.1.1 Sei {S,;n € No} eine im Nullpunkt startende rekurrente Irrfahrt auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (0,21, P) mit Werten in R? fiir ein d € N, und sei R
die Rekurrenzmenge.

1. Fir die Rekurrenzmenge R gilt
R =271
genau dann, wenn der Triger der Zuwachsverteilung 7 erzeugt.
2. Besitzt die Zuwachsverteilung einen nichtsinguldren Anteil, so gilt
R =R

Satz 1.1.2 Sei {S,,n € Ny} eine im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, 2, P). Ein Punkt v € R? ist genau dann Rekurrenzpunkt, wenn
fiir jede offene Umgebung U von x gilt:

iP(Sn elU) =00
n=1

Zum Nachweis dieses Kriteriums sei erneut auf [2] verwiesen.

Satz 1.1.3 Sei {S,,n € Ny} eine im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,2, P). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1) Die Irrfahrt ist rekurrent

2) Fiir jedes € > 0 gilt :

ZP(|Sn| <€) =00
n=0

3) Es existiert ein € > 0, so daf gilt:
ZP(|SH| <€) =00
n=0

Aus Satz 1.1.1 und Satz 1.1.2 folgt unmittelbar die Aquivalenz von 1) und 2). DaB aus



3) bereits 2) folgt, ist nicht trivial. Einen Beweis dieser Implikation im eindimensionalen
Fall findet man in [2]. Der Beweis fiir hohere Dimensionen erfolgt entsprechend.

Definition 1.1.3 Sei o ein endliches signiertes Map auf (R?, B?), wobei d € N. Sei
¢ : RI=C
o(t) = /ei<t;x>da(x).

Die Funktion ¢ bezeichnet man als charakteristische Funktion von o.

Das folgende Kriterium fiir Rekurrenz zieht die charakteristische Funktion der Zuwachs-
verteilung heran. Ein Beweis findet sich in der Originalarbeit von K. L. Chung und
W. H. J. Fuchs (Vgl. [3]).

Satz 1.1.4 (Chung-Fuchs) Sei {S,; n € Ny} eine R:-wertige, im Nullpunkt startende
Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 24, P). Sei ¢ die charakteristische Funk-
tion der Zuwachsverteilung. Die Irrfahrt ist genau dann rekurrent, wenn eine beschrdinkte
Umgebung U des Ursprungs existiert, so daf

1
limsup/ Re (—) dt = 4-o00.
r,/'1 U 1- T’QO(t)

Ist {Sy;n € Ng} eine im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2(, P), so wird die gemeinsame Verteilung der Sy, S;, Sa, S, ... bereits durch die
Verteilung der Zuwiéchse charakterisiert. So ist z. B. die Rekurrenz bzw. Transienz
einer solchen Irrfahrt vorallem eine Eigenschaft ihrer Zuwachsverteilung. Dies soll nun
in der folgenden Definition festgehalten werden:

Definition 1.1.4 Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B%) und sei zu n € N p,
seine n-te Faltungspotenz.

1) Ein Punkt v € R? heifit Rekurrenzpunkt von u, falls fiir jede Umgebung U des
Punktes qult:

Z pin(U) = 00

2) Die Menge der Rekurrenzpunkte R(u) heifst Rekurrenzmenge von p.

3) Sei p : R — RY Borel-mefibar. Die numerische Funktion
Go : RY—=RYU{+o0}

Gols) 1= ¢la)+ Y [ ola+v) dualy)

heifst Potential von .




1.1.1. Irrfahrten mit Rekurrenzmenge R?

Im folgenden sei i ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, 89), (Q, ) ein meBbarer Raum,
{X,,n € Ng} ein Ri—wertiger ProzeB, und {P,, x € R?} eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafien auf (£2,2) mit

Sei ferner S, ;= Xo+ ...+ X, fiir n € Ny. Sei R(u) die Rekurrenzmenge von p.
Lemma 1.1.1 Ist R(u) = R%, so gilt fiir jede Menge A € B4

= oo M\ — fast sicher, falls \(A) >0

Gxa
< oo M — fast sicher, falls N (A) =0

Beweis:

Sei A € B9, Sei auflerdem h : RY — (0, +00) eine mefibare, Lebesgue-integrable Funk-
tion. Die Funktion @ — [ h(y)xa(z + y)dy ist stetig. Besitzt A positives Lebesgue-Ma8,
so ist diese Funktion strikt positiv. Folglich existiert ein ¢ > 0 und eine offene Menge O
mit

/h(y)XA(x +y)dy > exo(x)

fiir jedes z € R?. Es folgt:

/h(y)QxA(y)dy = Z//h(y)xA(rc+y)dy dpn(z)
> €Gxo(0) = o0

Ist A eine Nullmenge, so gilt

/h(y) Gxaly)dy = 0.

Dann ist aber G x4 = 0 fast sicher.

O
Seien
Ta,04 @ Q—NogU{oo}
o inf{k € Ny, Sp € A} , falls die Menge nicht leer,
A= 00 falls die Menge leer ist,
o inf{k € N, Sy € A} |, falls die Menge nicht leer,
o4 = 00 falls die Menge leer ist,



fA7gA7hA : Rd - [07 1]

fa(z) = P.(14 < ) (1.1)
ha(x) = P,(S, € A unendlich oft) '
ga(zx) = xa(z) - P04 = 00).

Es gilt:
Ja=Gga+ha

Das Potential von g4 ist damit insbesondere endlich. Gilt fiir die Rekurrenzmenge
R(n) =RY,

so ist nach Lemma 1.1.1 g4 fast sicher identisch Null. Damit mufl auch Gg4 identisch
Null sein. Es folgt

fa = h fast sicher. (1.2)

Nach dem 0 — 1-Gesetz von Hewitt-Savage nimmt die Funktion h4 nur Werte in {0, 1}
an. Ferner ist sie als g—harmonische Funktion nach dem Satz von Choquet-Deny fast
sicher konstant. Die Funktionen f4 und h,4 sind also beide entweder fast sicher identisch
Eins oder fast sicher identisch Null. Die Funktion f4 ist auf der Menge A identisch Eins.
Ist A eine Menge positiven Lebesgue-Mafles, so sind beide Funktionen identisch Eins.

Ist A eine Nullmenge, so ist das Potential ihrer Indikatorfunktion nach Lemma 1.2 fast
sicher identisch Null. Fiir die Punkte x € R? mit Gx4(x) < oo hilt nach Borel-Cantelli:

ha(z) =0

Es gilt somit der folgende Satz:

Satz 1.1.5 Sei i ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf (R, B9) mit Rekurrenzmenge
R(u) = R

Sei (Q,20) ein mefbarer Raum mit einer Familie {Py; x € R} von Wahrscheinlichkeits-
majSen. Sei (S,;n € Ny) eine Folge meflbarer Funktionen, die auf jedem Raum (2,2, P,)
eine in x startende Irrfahrt mit p-verteilten Zuwdichsen bildet. Zu A € B? sei T4 die
Erste Eintrittszeit der Irrfahrt in A. Es gilt:

1 fiir X%~ fast alle x,
falls X3(A) > 0,

a) P.(S, € A unendlich oft) =
0 fiir \%- fast alle x,
falls X3(A) = 0.
B A — fast sicher,  falls N4(A) > 0,
) P74 < 00) = { 0 M — fast sicher, falls N4(A) = 0.



Korollar 1.1.2 Ist u ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R 9B9) mit Rekurrenzmenge
R(p) = R?, so ist die Rekurrenzmenge jeder Irrfahrt mit p-verteilten Zuwdichsen und
absolut stetiger Startverteilung gleich dem gesamten Raum RY.

Beweis:
Sei v ein absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf R?, und sei

B() = / Po()u(dz).

Dann ist {S,; n € No} auf (Q,2) eine Irrfahrt mit p-verteilten Zuwichsen und Start-
verteilung v. Es gilt fiir jede Menge A € B¢ mit positivem Lebesgue-Maf:

P,(S, € A unendlich oft ) = / P,(S, € A unendlich oft ) v(dx)

Nach dem obigen Satz ist der Integrand aber fast sicher gleich Eins.

1.1.2. Eine scharfere Form der Rekurrenz

Definition 1.1.5 Seiu ein atomares Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R%,B4), wobei d € N.
Sei G die kleinste additive Untergruppe des RY, die alle Atome von u enthdlt. Dann heifit
1 exakt rekurrent, falls fir jedes x € G

> w({a}) = +oo

gilt.

Satz 1.1.6 Seipu ein atomares, exakt rekurrentes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R4, B9),
wobei d € N. Sei G die kleinste additive Untergruppe des R, die alle Atome von
enthdlt. Sei ferner {S,; n € No} eine im Nullpunkt startende, R%-wertige Irrfahrt auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,21, P) mit p-verteilten Zuwdchsen. Dann gilt fir je-
des v € G:

P{S, = x unendlich oft} =1

Beweis:
Sei x € G. Es gilt:

P (S,, = = hochstens endlich oft) =

= ZP(Sn:x;SnH;«éJJWEN):

n=0

= ) P(Sy=;(Suti — Su) #0 Vi €N)
n=0

= P(S;#0 VieN). (iP(Sn:a:)>



Da die linke Seite dieser Gleichungskette endlich ist, der Faktor (3, P(S,, = z)) jedoch
unendlich ist, mufl der andere Faktor gleich Null sein. Es gilt also:

— P(S;#0 VieN)=0

— P (S, = x hochstens endlich oft) = 0
U

Ist o eine Gitterverteilung auf (R?, B9), wobei d € N, so ist die Rekurrenz gleichbe-
deutend mit der exakten Rekurrenz. Im Allgemeinen gilt dies jedoch nicht. Zur Ilustra-
tion werden nun zwei Beispiele diskutiert:

Beispiel 1
Sei
G = {n+mV2 n,meZ}
und g = 2(51 +0_1+06,5+0_s)
Die Abbildung
T . G-

(n +mv/2) L (n,m)

bildet die Gruppe G isomorph auf Z?* ab. Sei o das Bildma$ von p unter der Abbildung
T. Das Maf} o ist ein atomares Maf}, das den Punkten

(o) () () e (5)

jeweils das Gewicht 1/4 zuordnet. Die Verteilung o ist rekurrent und besitzt die Rekur-
renzmenge Z>.

Ist {S,; n € Ny} eine R'-wertige Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 21, P)
mit Startpunkt 0 und Zuwachsverteilung p, so ist {T'(S,); n € Ny} eine R*:-wertige
Irrfahrt mit Startpunkt (0,0) und Zuwachsverteilung o. Der zweidimensionale Pfad
{T(S,); n € Ny} trifft P-fast sicher jeden einzelnen Gitterpunkt (n,m) € Z? unendlich
oft. Die Menge

E = U {T'(Sk) = (n,m) fiir unendlich viele k € N}
nme”Z
hat also Wahrscheinlichkeit Eins. Nun ist die Menge F identisch mit der Menge
U {Sk = (n+ v2m) fiir unendlich viele k € N} :

nmeZ



Es gilt also:

p (U {Sk = « fiir unendlich viele k € N}) =1
zeG

Fiir Punkte £ € R, die auflerhalb von G liegen, gilt trivialerweise
P ({Sk = ¢ fiir unendlich viele k € N}) = 0.

Da allerdings die Menge G dicht in R liegt, ist jedes £ € R ein Rekurrenzpunkt. Es gilt
also fiir jedes € > 0:

P (|Sk — | < € unendlich oft ) =1

Beispiel 2
Sei
G = {n+mV2+1V3; n,m,l e}
und g4 = %(61 +01+05+0_sz+05+0_ )

Da der Mittelwert von u/ Null ist, ist diese Verteilung offensichtlich rekurrent. Die Re-
kurrenzmenge ist, da es sich nicht um eine Gitterverteilung handelt, gleich dem gesamten
Raum R!. Die von den Atomen von u erzeugte Gruppe G’ ist jedoch keine Rekurrenz-
menge im Sinne der exakten Rekurrenz. Zum Beweis hiervon sei die folgende Abbildung
definiert:

T . G =7

(n 4+ mvV2 + 1V3) = (n,m,1)

Die Funktion 7" bildet G’ isomorph auf Z3 ab. Das Bildma$ von p’ unter 77, das Ma8
o', ist gleich der dreidimensionalen symmetrischen Bernoulli-Verteilung, die Gleichver-
teilung auf die sechs Punkte

+1 0 0
0 1 £l und 0
0 0 +1

Die Verteilung ¢’ ist, da es sich um eine echt dreidimensionale Verteilung handelt, tran-
sient. Ist also {S,; n € Ny} eine im Punkte Null startende Irrfahrt mit Zuwachs-
verteilung p/ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P), so gilt fiir jeden Punkt
r=n++2m+V3l,n,m,l e Z:
P (S) = x fiir unendlich viele k € N) =
= P(T(Sk) = (n,m,l) fiir unendlich viele k € N)
0.

Der typische Pfad kommt jedem Punkt z € R unendlich oft beliebig nahe. Die Wahr-
scheinlichkeit aber, dal der Punkt x unendlich oft exakt getroffen wird, betragt Null.



1.1.3. Notationen

Zunéchst seien einige haufig verwendete Notationen erklart.

1. Zu zwei Mengen A und B aus einem Raum 2

AAB := (A\ B)U(B\ A) ihre symmetrische Differenz
A¢ = Q\ A das Komplement von A in €.

2. Ist Q eine additive Gruppe, so sei fiir ein einzelnes Element x € (2
A+z:={a+uz; ac A}

3. Zu einer natiirlichen Zahl d bezeichne B¢ die o-Algebra der Borelmengen des R
4. Es bezeichne \¢ das d-dimensionale Lebesgue—Ma8.

5. Zu einer Verteilung p auf (R?,B9) und zu n € N bezeichne j,, ihre n-te Faltungs-
potenz. Die Verteilung pg sei stets das Dirac-Mafl im Ursprung.

6. Fiir z € R? sei
0z

das auf z konzentrierte Dirac-Maf} auf (R?, B?)

7. Ist {Sy;n € No} eine Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,21, P) und A
eine beziiglich Sy, S;, S5 ... meBbare Menge, so bezeichne zu x € R?

P.(A) = P(A|Sy = x).
Ist v eine weitere Verteilung, so sei
R = [ P dvta)

8. Ist Y :  — R eine integrable Funktion, so sei

B, (V) :/dem,
Q

und entsprechend

E,(Y) :/QY dp,.



9. Fird > 1 und

X1 Y1

Xq Yd

sind die Relationen ,,<“ und ,,<“ komponentenweise zu verstehen, d.h. es sei
L <y “genau dann, wenn z; < y; fliri=1,...,d.
Entsprechend sei

, T <y “ genau dann, wenn z; < y; fir jedes i € {1,...,d}.

10. Fiir zwei Punkte z,y € R? mit = < y sei

(z,y) = {£eRhr<E<y}
(z,y) = {£eRbr<&<y}
z,y) = {{eR%e<E<y}
[z,y] = {£eRhz<E <yl

11. Ist I C R! ein Intervall und d € N, so bezeichne

I*=Tx...x1I

d-mal

das d-fache kartesische Produkt von I.

¢

12. Das Skalarprodukt von z und y sei mit ,, <x;y> “, ,, xy “ oder ,, x -y “ notiert.
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1.2. Der EinfluB der Dimension auf das
Rekurrenzverhalten
Definition 1.2.1 Seid € N, wobei d > 1.

a) Ein Wahrscheinlichkeitsmaf o auf (R, B?) heifit echt d—dimensional, falls es kei-

nen linearen Unterraum U C R® gibt, mit

u(U€) =0.

b) Eine Ri-wertige, im Nullpunkt startende Irrfahrt heifst echt d-dimensional, falls
thre Zuwachsverteilung echt d-dimensional ist.

Ist eine Irrfahrt im R? nicht echt d-dimensional, so existiert ein echter linearer Un-
terraum von R?, so dafl sich die Pfade dieser Irrfahrt fast sicher auf diesen Unterraum
beschréanken.

Die Frage ist, ob es in jeder Dimension d echt d-dimensionale Irrfahrten gibt, die rekur-
rent sind. Die Antwort auf diese Frage gibt der folgende Satz:

Satz 1.2.1 Sei d € N, wobei d > 2. Dann ist jede Re-wertige, im Ursprung startende
Irrfahrt, die echt d-dimensional ist, transient.

Aus Satz 1.2.1 folgt unmittelbar:

Satz 1.2.2 Sei {S,;n € Ny} eine im Nullpunkt startende Irrfahrt auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, 2L, P) mit Werten in R3. Ist die Irrfahrt rekurrent, so existiert
eine Ebene £ C R® durch den Ursprung, so dafs

P(S, € E fiir jedes n € Ng) = 1.

Zum Beweis von Satz 1.2.1 ist folgendes Lemma notwendig:

Lemma 1.2.1 Sei d > 2 und p ein echt d—dimensionales Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf
(R, BY). ZuT > 0,i,j =1 ...d sei By die Kugel um den Ursprung mit Radius T und
sel

i (T) = /B iy dte).

Dann existiert ein T > 0, so daff die Matriz (c;;(T))i j=1,..q4 positiv definit ist.

.....

Beweis von Lemma 1.2.1:

Sei T' > 0, D eine Eigenwertmatrix von a = (a; ;(T)) und sei O € R*? die Drehung, mit

11



O'aO = D. Sei O'(u1) das Bildmaf von p unter der Abbildung O'. Fiir die Komponenten
{Bi;; i,5 =1,...,d} der Diagonalmatrix gilt:

5, zlé(O%MO%%du@)
ZléydeWMM

Ist « nicht positiv definit, so existiert ein ¢ € {1,...,d} mit

A;ﬁdmewz&

Dies impliziert jedoch, da§ der Schnitt des linearen Unterraums {y; # 0} mit Br das
O'(u1)—MaB Null haben muf. Dies ist gleichbedeutend mit

w(O{y; # 0} N Byr) = 0.
Es sei nun angenommen, es existiere kein 7" > 0, so daf die zugehorige Matrix

(ai,j(T))i,j:I ,,,,, d

positiv definit sei. Dann existiert zu jedem 7' > 0 ein echter linearer Unterraum Hyp C R?,
so daf3

pu(Br \ Hr) = 0.
Insbesondere existiert somit eine Folge von linearen Unterrdumen {Hy; N € N} mit:

1. Hy ist hochstens (d — 1)-dimensional

2. u(By \ Hy) =0

3. Es existiert kein echter linearer Unterraum
H]/V g HN )

der Eigenschaften 1. und 2. besitzt.

Da p insbesondere nicht das Diracmafl im Nullpunkt ist, existiert ein N € N, so dafl
Hyyi # {0} VE € Ny.

Nun ist

Byi1\ Hnt1 D By \ Hy+1,

und somit

p(By \ Hy 1) = 0.

12



Nach Eigenschaft 3 miissen aber dann die Unterrdume Hy und Hpy.,q gleich sein, und
induktiv auch alle nachfolgenden Unterrdume {Hy,;; ¢ € N}. Folglich existiert ein
linearer Unterraum H von kleinerer Dimension als d, so dafl

n(H®) =0,

im Widerspruch zur Vorraussetzung des Lemmas.

Beweis von Satz 1.2.1:

Sei d > 2. Sei p ein echt d—dimensionales Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf R? und ¢ seine
charakteristische Funktion. Es ist zu zeigen, daf§ die Rekurrenzmenge von u leer ist.
Nach dem Satz von Chung-Fuchs ist dies gleichbedeutend mit

1
lim sup/ Re (—) dt < 400
r/1 JB 1 —7rp(t)

fiir eine Kugel B um den Ursprung. Sei T > 0, so dafl die in Lemma 1.2.1 definierte
Matrix (;;(T)) positiv definit ist. Fiir r > 0,¢ € R gilt:

1—7rRe(p(t) = ﬁl —rcos(z-t)) du(x)
> / (1 —rcos(z-t)) du(x)
(_TvT)d
> 7"/ (1 —cos(x - t)) du(x)
(_T’T)d
Es existiert ein 6 > 0, so daf fiir ||z|| < T und ||t|| < ¢ gilt:

1
1 — cos(xt) > Z(z -1)%

Da die quadratische Form
- / ()2 du(z)
(7T»T)d

nach Voraussetzung positiv definit ist, existiert ein C' > 0 so daf§ fiir [|t|| < J gilt:

1—rRe p(t) >r- O||t||2

13



Sei B die Kugel um den Ursprung mit Radius 6. Es folgt fiir 1/2 < r <1

e (=) =2 L

Das Integral auf der rechten Seite ist aber fiir d > 3 endlich.
O

Eine weitere Folgerung des obigen Beweises ist die folgende Bemerkung:

Bemerkung 1.2.1 Sei d > 3, i eine echt d-dimensionale Verteilung auf (R, B%) und
@ thre charakteristische Funktion. Dann ist die Funktion

(i)

lokal integrabel.
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2. Rekurrenz auf Z¢

In diesem Kapitel werden im Ursprung startende, rekurrente Irrfahrten im Z<¢,d € {1,2}
betrachtet. Zentrale Aussage ist Satz 2.1.1, der die Existenz eines Potentialkerns fiir re-
kurrente Irrfahrten des oben genannten Typs impliziert. Diese Aussage wurde 1964 von
Spitzer nachgewiesen. Spitzer unterscheidet dazu sowohl in der Formulierung als auch
in der Beweisfithrung 3 Fille:

1. Dimension d = 2
( Seite 121 in [8])

2. Dimension d = 1, zweites Moment der Zuwachsverteilung unendlich
(Dies ist Inhalt von Kapitel VII, 28, von [8])

3. Dimension d = 1, zweites Moment der Zuwachsverteilung endlich
(Dies ist Inhalt von Kapitel VII, 28, [8])

Der Beweis, der in der vorliegenden Dissertation présentiert wird, verzichtet fiir das
Spitzersche Ergebnis weitgehend auf diese Fallunterscheidung. Auflerdem wird eine Ma-
ximalungleichung fiir den Potentialkern bewiesen. Die Idee zu diesem Beweis entstammt
dem Beweis von Ornstein fiir Theorem 1 in [6] auf Seite 121. Die Methoden von Ornstein
miissen allerdings fiir die Besonderheiten eines abzédhlbaren Zustandsraumes modifiziert
werden. Dies geschieht im Abschnitt 2.2 .

2.1. Uber einen Satz von Spitzer

Im folgenden sei p ein Wahrscheinlichtkeitsmafl auf Z? fiir d € {1,2}. Es sei ferner
angenommen, dafl der Triger von g die gesamte Gruppe Z? erzeugt. Sei p; die i—te
Faltungspotenz von p fiir i € Ny. Fiir 2,y € Z? und n € N; seien folgende Funktionen
definiert:

an(w,y) = Y ml{zd) - m{y})
an(x) = a,(0,7) (2.1)

B(x) = supflan(@)|,|an(=2)[;n € No} (2:2)
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Inhalt dieses Kapitels ist der Nachweis des folgenden Satzes:

Satz 2.1.1 Sei{S,; n € Ny} eine Irrfahrt auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P)
mit Werten in 22, wobei d € {1,2}. Ist die Rekurrenzmenge der Irrfahrt gleich der Men-
ge 7.2, so gilt fiir alle Punkte x,y € 7.%:

1. Die Reihe

(P(Sy =) = P(S, = y))

n
konvergiert gegen einen endlichen Grenzwert.

2. Es emistiert eine Funktion B : Ry — Ry, so daff die folgende Ungleichung gilt:

Y (P(Sy=1) = P(Sy =y))| < B(lx —yl) (2.3)

Im folgenden sei (2,2) ein meBbarer Raum, S : Q — (Z%)No meBbar, und {P,,x € Z%}
eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (€2,2), so dafl folgendes gilt:

(So,Sl—So,SQ—Sl,...)(px) :5x®u®u® vaZd
Fiir P,—integrable Funktionen Y sei folgende Notation eingefiihrt:

/ Y dP, = E,(Y)

Zu A CZ% A+# 0, bezeichne 74 die erste Treffzeit der Irrfahrt {S,,, n € Ny} in A, falls
dieses Ereignis stattfindet. Falls A nicht getroffen wird, so sei 74 als unendlich definiert.
Die Rekurrenz impliziert jedoch

Px(TA = OO) =0.

Zum Beweis des Satzes bedarf es noch einiger Vorbereitungen.

2.2. Hilfssatze

Lemma 2.2.1 Das Supremum B(z) ist fiir jedes v € Z endlich.

Beweis: Seien x,y € Z% und i € Ny. Sei

riy) = P (Si =y 70y > 1) 5 Li(y) = P (S =y 700y = 9)
ri(y) = F (SZ‘ =Y T{z} > Z) 0 Lily) =P (Si =Y Tz} = Z)

= X} b= Xq0}-
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Die Reihe )%, I; konvergiert monoton gegen h, und Z?:Ol; konvergiert monoton gegen
r. Auflerdem ergeben sich, wie man leicht nachrechnet, fiir die oben definierten Funktio-
nen die folgenden Beziehungen:

n n n n—k
Dmkr = Y ity Y el
i=0 i=0 k=0 =0

IA
(]
3
+
(]
;;‘
*
>

=0 k=0
n n n n—k
Z,ui*h = Zfi—i-zz,uk*[i
=0 =0 k=0 i=0

IN
(]
3
_l’_
(]
S
*
=

ri(z) =0

fiir alle © € Ny gilt, erhédlt man die Abschéitzung

< Zm(m)

1=0

Zm *(r = h)(z)

Die linke Seite der Ungleichung ist aber nichts anderes als |a,(x)|. Nun ist zu verifizieren,
daf die Reihe

[e.9]

4 ri(z)

endlich ist. Sei k& € N so, daB px({—=}) > 0. Die Existenz eines solchen Wertes wird
durch die Rekurrenz der Irrfahrt garantiert. Es gilt fiir n € Ny:

Mk*ZTz‘(O) = /Zﬁ'(—f) dpw (&)
> (Zﬁ'(%)) p({—2}) (2:4)

=0

Andererseits gilt die folgende Identitét:

n n+k k=1 n
Mk*(Zn‘) = ZTi+ZZMj*li+k—j

i=k 7=0 =0
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Da 7;(0) = 0 fiir alle i € Ny, folgt insbesondere an der Stelle 0:

n k—1

pex Y mi(0) = Y p

i=0 j=0

k-h

IN

Aus (2.4) folgt somit

" k
2= ey

1=0

und folglich:

k
Blo) <

< 400

i * (Z li+k—j> (0)

<k

Bemerkung 2.2.1 Aus dem obigen Beweis geht insbesondere hervor, dajfs

T{O} —1

B(z) < E, Z X{x} (Si)

Lemma 2.2.2 Seiy € Z%. Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 2, P) mit zwei

auf diesem Raum definierten
daf$ folgendes gilt:

Irrfahrten S und SY und einer endlichen Markovzeit T, so

i) Die Zuwdchse von S und SY sind pu—wverteilt.

So(P) = o
Sg(P) = 5y
z'z'z') Srin = Sfﬂrn Vn € Ny

Beweis:
Sei N > 0, so da die Menge

W = {z € 2% |z| < N}

positives u-Maf besitzt und Z von der Menge

{z € W;p{z} > 0}

18



erzeugt wird. Sei py das Wahrscheinlichkeitsmaf auf Z¢ x Z¢, das Punktepaaren (z,y) €
74 x 74 den Wert

(p{z} - ply}- (W)™, falls ||z| < N und |y|| < N,

po{(z.y)}) = p({x}), falls |z| > N
und y = x,
L 0, sonst.

zuweist. Sind X und Y zwei Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q°, 24°, P?)
mit gemeinsamer Verteilung

(X’ Y)(PO) = Po;
so besitzen sie folgende Eigenschaften:
1. Beide Komponenten sind u-verteilt.

2.
PUIX] > N X £Y) = 0
PV > N; X £Y) = 0
Ihre Differenz Z = X — Y ist aufgrund dieser beiden Eigenschaften beschrénkt, und es
gilt:
E(Z)=0

Sei {(X;,Y:), i € N} eine Folge Z¢ x Z%-wertiger, unabhiingiger und gleichverteilter
Zufallsvariabler auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, §, P) mit Verteilung

(X1,Y1)P = po.
Die Folge der Differenzen
{X, —Y,; neN}

ist ebenfalls unabhéngig und gleichverteilt. Der Prozef3

D_(Xi=Yi); neN}
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ist also eine Z%-wertige Irrfahrt mit beschrinkten Zuwichsen, deren Mittelwerte ver-
schwinden. Folglich ist diese Irrfahrt rekurrent. Sei nun

0, firn=20
S, =
Xi+...+X,, firn>0,
v, fiir n =0,
S =

y+Yi+...+Y,, firn>0.

Die Folgen {S,; n € Ng} und {S]; n € Ny} sind zwei Irrfahrten mit p-verteilten
Zuwéchsen und verschiedenen Startpunkten, die fast sicher aufeinander treffen. Aller-
dings bleiben sie nach dem Zeitpunkt des ersten Zusammentreffens nicht notwendiger-
weise zusammen. Deshalb wird die Folge der {Y,,; n € Ny} derart modifiziert, daf die
Marginalverteilungen ihrer Glieder erhalten bleiben, jedoch ihre Werte nach dem Zeit-
punkt des ersten Zusammentreffens mit den {X,,; n € Ny} iibereinstimmen. Sei also

(W) = { inf{k € No; Si(w) = S} (w)}, falls diese Menge nichtleer ist,
+00, sonst,
der Zeitpunkt ihres ersten Zusammentreffens. Sei
F, = {7 <} fir i € Ny.
Sei ferner
y, fallsn =0,
Y(w):=< Y, fallsn>0undw¢F, 1,

X,, fallsn>0und w € F,_;.

Die Zufallsvariable Y/ ist identisch mit Y; und damit p-verteilt. Sei n > 1, aq,...a,
Punkte in Z? und

A= {YY = al} N...N {Yri—l = an_l}.
Nach Definition von Y, gilt:
P(NY) =a,) = PN F,1;X,=a,)+ PN F_ Y, =ay) (2.5)

Da sowohl X, als auch Y,, unabhéngig von
{}/1/7 s 7Y7£7 Xanl}
sind, gilt fiir die rechte Seite von (2.5)

PN Fy; Xy =an) + PN ES_ Y, = ay) = P(A)uf{an}

n
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Unter der Annahme, dafi die {Y/, ..., Y/ ;} unabhéngig und p-verteilt sind, ist die rechte
Seite der letzten Gleichung gleich dem folgenden Produkt:

plart ... plan}

Also sind auch die {Y7,..., Y/} unabhéngig und u verteilt.
Sei

s
1=0

Nach Konstruktion sind die Funktionen

> Y/ und S,

=0
identisch. Ferner sind auch die Folgen {X;,,n € Ny} und {Y/, ,,n € Ny} identisch.
Daher gilt fiir n € Ny:

S7Z{+n = Srtn

Folglich bilden {S,,n € No} und {SY,n € Ny} zwei Irrfahrten mit gleicher Zuwachsver-
teilung und verschiedenen Startpunkten, die nach endlicher Zeit zusammentreffen und

auch zusammenbleiben.
O

Lemma 2.2.3 Seiy € Z und ¢ : Z¢ — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt:

lim ¢dum—/¢ d(fim * 6y) =0

m—00

Beweis von Lemma 2.2.3:
Sei (Q,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und S, S¥, 7 Zufallsvariable, die den Aussagen

von Lemma 2.2.2 geniigen. Es gilt
[0 [ odtunxa)| = B - olsi)
= [E(&(Sm) — ¢(Sy,); 7 >m)],

da die Funktionen ¢(S,,) und ¢(S/,) auf der Menge {T < m} identisch sind. Fiir die
rechte Seite gilt nun:

B (¢(Sm) = o(S5);7 >m)| < 2[¢[lP(r >m)

Da 7 fast sicher endlich ist, konvergiert die rechte Seite der obigen Ungleichung gegen

Null fiir m — oo.
O
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Definition 2.2.1 Seien a,b € Z%,d € {1,2}. Dann sei

h.(a,b) : 7Z%—0,1]
ho(a,b) = Py(Ty < Tgy)

Satz 2.2.1 Seien a,b € 7.

1. Ist d =1, so existieren die beiden folgenden Grenzwerte:

h*(a,b) = Llﬂn h(a,b)
T€EZL

h=(a,b) = lim hy(a,d)
€L

2. Ist d = 2, so existiert der folgende Grenzwert:

h(a,b) = H}%IPOO h(a,b)

z€Z2

Zum Beweis von Satz 2.2.1 sind die folgende Lemmata zu verifizieren:
Lemma 2.2.4 Seien a,b,y € Z¢,d € {1,2}. Dann gilt:

lim (hy(a,b) — hyty(a,b)) =0
iy

Beweis:
Fiir x € Z%, n € N gilt:

|ha(a,0) = hoyy(a,0)| < |Eq (hs,(a,b))) = Euyy (hs,(a,0)))] +
+ ’hﬂc(av b) - Er (hSn ((l, b)))| +

+ |haty(a,b) = Eqpy (hs, (a,b)))]
Zu e > 0 ist n € N so wéhlbar, dafl der erste Betrag auf der rechten Seite der Unglei-
chung fiir alle z € Z? kleiner ist als €. Sei z € Z9.
Zu ¢ € Z¢ und n € N bezeichne

falls die Menge

inf{k > n; Sy = c}, nichtleer ist,

T{c} © Qn =

+00, sonst.

22



Da die Stoppzeiten
Tiqy Und Tg4y 0 6,
sowie
T(py und Ty 0 0,
auf der Menge

{T{apy = n}

jeweils iibereinstimmen, folgt aus der Markov-Eigenschaft:

|h-(a,b) — E, (hs,(a,b))| < E. (hs,(a,b); T <n))+ Pa(n < 70y < Ty)
<

2P, (T{a,b} < n)

Der letzte Term konvergiert jedoch fiir ||z]| — oo, z € Z¢ gegen Null.

Lemma 2.2.5 Seien a,b € Z%,d € {1,2} und sei

5 := limsup h,(a,b).

el —o0

Zu € > 0 sei ferner
O = {z € Z% |hy(a,b) —5| < €} .

Es eistiert ein T > 0, so daf fiir jedes x € Z¢ mit ||x|| > T gilt:
x € O, oder —x € O,

Beweis:

Es sei angenommen, zu jedem t > 0 existiere ein x € Z%, ||z|| > ¢, so das sowohl
hy(a,b) <5—¢ als auch h_.(a,b) <35 — € gilt.

Dann existiert eine Folge g, 1, ... € Z¢, die die folgende Eigenschaft besitzt:

Fiir alle 4,5 € Ng,7 # j und z € x; + {a, b} gilt:

9
he(x; +a,x;+b) <815

23
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Sei 2 := 0. Es sei angenommen, fiir ein n € N existiere ein (n + 1)-Tupel (zo,...,x,) €
(Z%)™, dessen Komponenten Eigenschaft (2.6) besitzen. Wegen Lemma 2.2.4 existiert ein
t >0, so daf fiir z € Z? mit ||z| > t und fiir 2 € {a,b},j =0,...,n gilt:

€

|hx(a7 b) - hw—mj+z(a7 b)| < E

€

|h_o(a,b) = h_y_z,4+2(a,0)] < 1

Nach Annahme existiert ein 2’ € Z%, ||x|| > ¢, so daf§ zusitzlich

ha(a,b) =3 > e
|h—x’(a>b)_§| > €

gilt. Dann besitzen mit x, 1 := 2’ auch die Komponenten des (n 4 2)-Tupels die Eigen-
schaft (2.6).

Sei nun N eine natiirliche Zahl, die groBer ist als 10/e. Nach Definition von 5 und nach
Lemma 2.2.4 existiert ein & € Z%, so daf§ zugleich

€

he(a,b 55— —
und [he(a,b) = he—s(a.0)| < 55
fir j =0,..., N gilt. Damit gilt
_ 2 .
hg,mj(a,b)>s—1—0fur]:O,...,N. (2.7)
Sei 7 die erste Eintrittszeit in die Menge
{a,b} U...U{zn + a,zx + b}.
Da
N
Pe(t < +00) = Y Pe(S: € zi + {a,b}),
k=0

existiert ein k € {0,..., N}, so daB

Pg(ST c {{L‘k +a,x; + b}) < %

Dann gilt,

he_y,(a,b) = he(zp +a,2,+0b)

N

= ZEa(hsf(fL'kJra,karb); S, € {x;+a,x; +b})
1=0

< S5 258
g P _g_ 2,

- 10 10 107
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im Widerspruch zu (2.7).

Beweis von Satz 2.2.1:

Zu a,b e Z% und zu € > 0 sei

s := limsuph,(a,bd)
s = liminf h,(a,b)
lz||—+o00
zezd
O, {x € Z% |h.(a,b) — 3| < ¢}
O, {x € Z% |hy(a,b) — 5| < €}.

Im Falle s = 5 ist nichts zu beweisen. Es sei s < s angenommen. Sei
(5—3)
VI

Nach Lemma 2.2.4 und Lemma 2.2.5 existiert zu € ein T' > 0, so dafl fiir Gitterpunkte
|z|| > T folgendes gilt:

O<e<

1. Genau einer der Punkte {z, —z} ist in O, enthalten , und der diametral entgegen-
gesetzte liegt in O, .

2. Der Punkt z und seine benachbarten Gitterpunkte liegen entweder alle in O, oder
in O,.

In der Ebene liegen somit entweder alle Gitterpunkte  mit ||z| > T in O, oder in O..
Folglich existiert nur ein Haufungswert fiir ||z|| — +oo. Auf der Geraden ist die Situation
etwas anders. Enthilt O, eine ganze Zahl aus dem Intervall [T, +0c], so ist bereits das
gesamte Intervall in O, enhalten, und das Intervall [—oco, —T7 ist in O, enthalten. Indem
Fall gilt

1—131 hy(a,b) =5 und lim h,(a,b) =s.

x€Z T€L
Enthilt umgekehrt O, eine ganze Zahl aus dem Intervall [—oo, —T7, so gilt
lim h,(a,b) =sund lim h,(a,b) =3.

xr— 400 T— —00
z€ZL TEZ

Lemma 2.2.6 Sei

L inf{i € No; S; = x oder 0}, falls die Mange nichtleer ist,
Lo sonst.
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Es gilt fiir jedes & € 79
n T+n
Jim B (Z(X{O} - X@})(ﬁ‘)) — E; (Z(X{o} - X{ﬂ)(&)) =0
=0 =T
Beweis:

Es sei nochmal an die Definition von B(z) erinnert:

D (if0) — m({—x}))'}

=0

B(z) = sup {

neN

Z(Ui{o} — mi({z}))

Der Wert B(z) ist auch das Supremum der folgenden Menge

{ Z E, [(x{0y = X42))(S3)] ‘ }

Daher sei die folgende Funktion f : Z? — [—1,1] definiert:

Z Eo [(xg0y — X{a3)(

=0

I = X{o — X{2}

Sei & € Z%. Zu € > 0 existiert ein M > 0, so dafl
P:(1> M) < ¢/B(x) gilt.
Es folgt fiir n > M:

(”z”f T>M)

IN
)

< B g
Es folgt:
E, (Z f(s) -3 f(Sz)> <
< 2+ |E, <if(5’z),7' < M) —E, (Hznf(sz)ﬁ <M
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Der letzte Term strebt aber fiir n — oo gegen 0.

Beweis von Satz 2.1.1:
Fiir z,y € Z¢,n € Ny gilt

(7, y) = an(y) — an().
Daher geniigt es, die Existenz von
a(x) := lim a,(z)
fiir jedes € Z% zu zeigen. Zunichst ist jedoch nachzuweisen, da8 fiir z,y € Z? eine

endliche Majorante von |, (z,y)| existiert, die nur von dem Abstand beider Punkte
zueinander, also von ||z — y||, abhéngt.

Da die Irrfahrt rekurrent ist, sind beide Treffzeiten 7, und 7, Fy-fast sicher endlich.
Es folgt daher:

an(z,y)] < [Eo (Z(X{z}—X{w})(Sk)§T{x}<T{y}) +

k=0

+ |Eo (Z(X{x} — X{y}(Sk)); Tyy < T{x})

k=0

= |Eo (an—m(y = T)i e} < Ty} Tap < n)‘ +

+ |Eo (an_qy}(:r — )i Ty < Ta}; Ty < ") ‘
< By — )Py (1ay < 1y) + B(x = y) Po (1y < 7))

= Bz =yl
Nach Lemma 2.2.1 ist 3(|z — y|) ein endlicher Wert.

Zum Nachweis der Konvergenz sei angenommen, es existiere eine divergente Folge
{a,(z),n € N} fiir ein 2 € Z%. Dann existiert nach dem Cauchy-Kriterium ein v > 0, so
daB fiir beliebig grofle K, L € N

K+L

Z 1:({0}) — pi({z})

i=K+1

> 2y gilt. (2.8)

Sei f := X{0} — X{a}- Fiir hinreichend groBe n € N folgt aus (2.8):

K+n K+L+n

S S E(f(S)

i=K+1 i=K+L+1

>y (2.9)
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Nach der Dreiecksungleichung ist ndmlich die linke Seite der obigen Ungleichung nicht
kleiner als

Z Eo (f(5:))] — Z Eo (f(S:)) ‘
i=K+1 i=K+n

Aus der Markoveigenschaft folgt fiir den zweiten Term:

Da die Funktion f einen beschrankten Triger besitzt, konvergieren die Summanden
Eo(Es,,,. (f(S;))) fiir n — oo gegen Null. Daher folgt unter der Annahme (2.8) fiir hin-
reichend grofie n € N Ungleichung (2.9).

Sel nun fir m € Ny

S inf {i >m; S; €{0,z2}}, falls die Menge nichtleer ist,
me +00, sonst,

die erste Eintrittszeit der Irrfahrt in die zweipunktige Menge {0, x} nach der Zeit m. Es
gilt:

Eq <Zf<si>— > f<si>):

1=0m

= E, <E5m (zn: f(&-)) — Eg,, (gf(si)»

Der Integrand

o () - (1)

ist dem Betrage nach fiir alle n,m € N nicht grofler als 2B(z) und konvergiert nach
Lemma 2.2.6 fiir n — oo gegen Null. Daher konvergiert auch das Integral gegen Null.
Es folgt fiir hinreichend grofie n € N:

OK+n OK+L+N
Eo Z f(Si) — Z f(S) ] = %
=0k 1=0K+L
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Beachtet man, da8§ S,,. und S, nur die Werte 0 oder x annehmen koénnen, so folgert

OK+L
man
ox+n OK+L+N
Eo Z f(Si) — Z f(S) | =
i=0K 1=0K4L

E, <zn: f(Si)> - Eo (hSK(O,x) — hSK+L(O,m)) -
<Z f(S ) (hSK(x 0) — hSK+L(x,O)>.

Behauptung: Fiir y,a,b € Z¢ gilt

lim sup E (hgk(a, b) — hs,,(a, b)) = 0. (2.10)

k—oo 1eN

Zum Nachweis dieser Behauptung werden drei Félle unterschieden.

1. Es sei d =1 und die Zuwachsverteilung besitze ein endliches zweites Moment. Dann
folgt nach dem zentralen Grenzwertsatz fir jedes T > |y|:

1
khmP(Sk>T)—hmP(Sk< ~-T) = 5

Da die Grenzwerte

lim h,(a,b) und lim h,(a,b)

z—+400 Z——00

2EL 2€EZL

existieren, gibt es zu jedem € > 0 ein 7' > |y|, so dafl fiir hinreichend grofie k£ € N die
folgenden Abschéatzungen gelten:

’Ey <h5k(a, b); Sk > T) —-E (hSHZ(a b); Skt > T> < €
E, (hgk(a,b);Sk < —T) _E (hSkH(a b); St < T) < e
E (hsk (a,b); |Sk] < T) < €

’E (hSkH(a b); |Skn| < T) < €

Es folgt insgesamt:

B, (hs,(a.0) ~ By (s (o b))' < e
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2. Sei d = 1 und das zweite Moment der Zuwachsverteilung sei unendlich. Dann existiert
nur ein Haufungswert fiir |z| — +o00, der Grenzwert

\z|1l>r£100 h.(a,b).

zezd

Zum Beweis hiervon sei auf Anhang A.2 verwiesen.

3. Sei d = 2. In diesem Fall existiert ebenfalls genau ein Hiufungswert fiir {h.(a,b); 2z € Z}.
Dies wurde bereits bewiesen. Auch in den Fillen 2 und 3 folgt (2.10). Da die Faktoren

E, (Z f(Si)> und E, (Z f(SZ-)>

fur alle n € N dem Betrage nach durch B(x) beschrinkt sind, folgt aus (2.10):

ox+n OK+L+N

lim sup |[E Si) — Si =0,
K—oo L,ngN ‘ i:ZaK f( ) i:aZK+L f( )

im Widerspruch zur Annahme.

Korollar 2.2.1 Es gilt fiir jedes x € 7.%:

T{O}fl

a(z) +a(—2) =E; | Y x((Sk)

8

Beweis:
Sei x # 0 und n € N.

an(z) + an(—2x) = P,(Sk = x) — Py(Sk, = x)
0

i

n

- P(Sk=0) — Fo(Sk = 0))

k=0

Wegen der Rekurrenz gilt fiir jedes y € Z% und jedes k € Ny gilt auBerdem:
P()(Sk = y) - Pl(ST{o}—HC = y)

Daher 148t sich der obige Ausdruck umformen zu

(T{O} 71)/\TL

E. [ > xS (2.11)

T{0}+TL

- E, > (o — X)) (Sk) (2.12)

kZT{O} \/(n+1)
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Es ist zu zeigen, daf§ der Term (2.12) fiir n — oo gegen Null konvergiert:

T{O} “+n

B[ Y (o — xSk | =

k=7‘{0} \/(TL+1)

E, (EST{O} (Z(X{O} {x})(sk)> s T{0} > n) +

k=0
T{0} (W)

+ ES LB | D (o — xg)(Sk(@) | imop(w) < m
k=0
Der erste Summand ist aber nichts anderes als
an () Py (Ti0y > n).
Da a,(x) in n beschréinkt ist, konvergiert dieser Summand gegen Null.

Bei festem j € Ny gilt zum einen:

J
Jim E, (Esn (Z(X{o} - X{x})(Sk)) $ {0} = J) =0

k=0

Zum anderen ist B(x)P,(rq) = j) eine Majorante dieses Terms fiir alle n € N, da fiir
jedes y € Z% gilt:

E, (Z(X{O} - X{x})(Sk)) ‘ = |aj(~y,x —y)| < B(x)

k=0

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz ist also auch der zweite Summand eine
Nullfolge. Fiir (2.11) gilt offensichtlich

(T{O}—l)/\n (T{O}—l)
lim E, Yo xwS) | =Ea | D xum(SK) ],
k=0 k=0

was zu zeigen war.
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3. Rekurrenz auf R?

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht Satz 3.2.1 auf Seite 50, der eine Ubertragung von
Satz 2.1.1 auf Irrfahrten mit Rekurrenzmenge R? statt Z¢ darstellt. Die Aussagen von
Satz 3.2.1 wurde im Jahre 1969 von D. S. Ornstein bewiesen und findet sich in [6],
Theorem 1 und Theorem 2 auf Seite 21. Der Nachweis von Theorem 1 und Theorem 2
erfordert mehrere Hilfsmittel, insbesondere das Auffiillschema.

(Vgl. [6], Beweis Theorem 1, Theorem 2, S.21-23 sowie Beweis Lemma 5, S.36)
Allerdings ist dieses Auffiillschema bei Ornstein nicht erkennbar. In der Saarbriicker Di-
plomarbeit von Rita Goffing (Vgl. [5], Kapitel 2) wird das Auffiillschema fiir Dimension 1
eingefithrt. Im Abschnitt 3.1 meiner Arbeit wird das Auffiillschema fiir Dimension 1 und
2 erklart. Dariiber hinaus werden in diesem Abschnitt weiterfithrende Untersuchungen
vorgenommen, die im Rahmen meiner Arbeit wichtig sind. Ferner werden verschiedene
Aspekte des Auffiillschemas dargelegt.

3.1. Das Auffiillschema

Im folgenden sei d € {1,2} und o, u, ¢ Verteilungen auf (R¢,B4). Das von Chacon und
Ornstein ! entwickelte Auffiillschema dient der Beantwortung der folgenden Frage:

Ist es mdglich, eine Irrfahrt mit Startverteilung o und Zuwachsverteilung p derart zu
stoppen, daf die gestoppte Irrfahrt die gewiinschte Verteilung ¢ hat?

Genau genommen soll eine Irrfahrt {S,;n € Ny} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2(, P) mit Startverteilung o, Zuwachsverteilung u, eine Filtration {F,; n € Nyg} mit
adaptierter Stoppzeit 7 derart angegeben werden, dafl S, gerade (-verteilt ist. Dafl es
nicht zu jedem Tripel (o, i, () eine Losung gibt, sieht man leicht anhand des folgenden
Beispiels:

Sei p1 die Standard-Normalverteilung auf R!, o das Dirac-Ma$l im Nullpunkt, und ¢ das
Dirac-Maf in einem beliebigen Punkt x # 0. Gébe es eine Irrfahrt {S,;n € Ny} mit
einer , passenden endlichen Stoppzeit 7, so dafl

ST(P) = 53:7

Vgl. [1]
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so ware auch die erste Eintrittszeit 7, in den Punkt z fast sicher endlich. Dies ist aber
offensichtlich nicht der Fall!

Definition 3.1.1 Seid € N, u eine Verteilung auf (R?, B9, und r, h : R? — R* Wahr-
scheinlichkeitsdichten.

1. Das folgende Rekursionsschema zur Berechnung der Funktionenfolgen
{Tm Pny lny Qi R — R+; n c NO}

bezeichnet man als ,Auffillschema*:

(r —h)™(z), fallsn =0
ro(x) =
(H*rp-1 = po1)t(2), fallsn >0
(h = po)~ (), falls n =0
pa(x) =
(*xrp1—pnoa) (z), fallsm>0
(3.1)
h(z) = po(x), falls n =0,
(z) =
Pn-1(x) — pn(x),  falls n >0
{ #jﬁ(x) , falls r,(z) > 0
ay(x) =
0, sonst.
2. Sei ferner
—log(an(x)), falls rp(x) >0,
cn(x) = (3.2)

+o0, falls rp(z) = 0.

Zur Anschauung stelle man sich die Gesamtheit der zufilligen Positionen der Irr-
fahrt zum Zeitpunkt n = 0 als eine Sandmasse mit einem Profil vor, die dem Graphen
&(r) von r entspricht. Unterhalb der Sandmasse befinde sich ein Loch, das im Profil
dem Graphen &(—h) der Funktion —h nachgebildet ist. Nun fillt gerade soviel Sand in
das Loch, wie hineinpaft. Die verbleibende Sandmasse ist geméafl dem Graphen von rg
verteilt. Das etwas verkleinerte Loch weist ein Profil der Form &(—py) auf. Nun wird
die Sandmasse nach dem Verteilungsgesetz p gestreut. So entsteht ein Profil der Form
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& (u * 7). Diese neu verteilte Sandmasse féllt in das verkleinerte Loch. Durch sukzessi-
ves Einfiillen, Streuen und erneutes Einfiillen wird die Gesamtmasse oberhalb des Lochs
verkleinert. Der Bewegung eines einzelnen Sandkorns im Laufe der Zeit entspricht ein
zufalliger Pfad . Sobald das Sandkorn in das Loch fallt, wird der Pfad gestoppt.

Satz 3.1.1 Seid € 1,2. Sei p eine Verteilung auf (R, B?) mit Rekurrenzmenge
R(n) =R

Seien o und ¢ absolut stetige Verteilungen auf (RY,B?). Dann existiert ein Wahrschein-
lichkeitsraum (2,2, P), eine Filtration {F,;n € Ny}, eine endliche Stoppzeit T, und eine
adaptierte Irrfahrt {S,,n € N} mit p-verteilten Zuwdchsen und Startverteilung o, so dajs

S.(P) =¢.
Beweis: Sei r eine Dichte der Startverteilung o, und h eine Dichte der Zielverteilung (.
Seien

{rn, n € No},{ pn n € No}{ a, n € No},{ [, n € No}, und {¢, n € Ny}

die Folgen, die nach dem Auffiillschema aus r, h und g hervorgehen. Diese Funktionen
haben folgende Eigenschaften fiir n € Nj:

L 0<>Yr,Li<h
2. rot+lp=rundr,+1l,=pu*xr, | firn>1
3. Jralx)+ X0 li(x)de = [r(z)de
4. A{r,=0} D {>" i <h}
5. A{p,>0}={>"",l; <h}
6. ¢,>0
Zu 1: Es ist
l; = pi_1 —p; > 0 fiir jedes ¢ € N.
In der Tat, denn im Falle p; > 0 gilt
Di =Pi—1 — BT < Pi-1-

Ferner ist

n

> li=h—p,<h

=0

Hieraus folgen ebenfalls 4 und 5 unmittelbar. Formal lassen sich 2 und 3 leicht mittels
vollstandiger Induktion verifizieren. Die folgenden Uberlegungen dienen dem intuitiven
Verstandnis:
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e Der Wert [, (z) gibt die Menge an Sand an, die der im n-ten Schritt im Punkte z
in das Loch eingefiillt wird. Der Wert r,(z) gibt die Menge an Sand an, die an der
Stelle  nach dem Einfiillen {ibrig bleibt. Addiert man beide Werte, so erhélt man
die Menge an Sand, die sich nach dem Streuen und vor dem Einfiillen im Punkte
x angehauft hat, also p * r,_;.

e Addiert man zur Sandmasse, die im n-ten Schritt insgesamt iibrig geblieben ist,
also zu [ r,(z) dz, die Gesamtheit der bereits durchgesickerten Masse, also das
Integral

/ (Z li(2))de,

so erhilt man die insgesamt vorhandene Sandmasse [ r(z) dz.

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei {S,,n € Ny} eine Irrfahrt auf © mit
p-verteilten Zuwéchsen und Startverteilung o, und Z eine von der Irrfahrt unabhéngige,
exponentiell verteilte 2 Zufallsvariable. Sei

Ap(w) :=cpo Sp(w) + ...+ ¢ oSy (w) (3.3)
und

inf{n € No; A,,(w) > Z(w)}, falls die Menge
W) = nichtleer ist, (3.4)
100, sonst.

Fiir n € Ny sei F,, die o-Algebra, die von den Zufallsvariablen Sy, ..., .S, und Z erzeugt
wird. Die Familie

{F.; n € No}

bildet eine Filtration. Die Zufallsvariable 7 ist offensichtlich eine beziiglich dieser Fil-
tration adaptierte Stoppzeit. Da die Folge {A,(w);n € Ny} fiir jedes w € € monoton
wachsend ist, gilt

T(w) >n  genau dann, wenn A, (w) < Z(w).
Daher gilt fiir P-fast-alle w € Q:
P(T > ’I"L|So,Sl .. ) (w) = P(An < Z|So,51 .. ) (w)

= P eQA,(w) < Z(W))

2dh. P(Z>t)=et'Vt>0
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Ist A, (w) endlich, so gilt, da Z exponentiell verteilt ist,

Pl e QA (w) <ZW)) = erp(—A,(w))
= ap(So) (W) - ... a,(Sp(w)).

Falls A, (w) = +o00, verschwindet der Term
P € Q; A, (w) < Z(W)).

Unendlich ist die numerische Zufallsvariable A, genau dann, wenn eine der Zufalls-
variablen a(Sp),. .., a,(S,) verschwindet, so daf auch in diesem Fall

P(1 > n|So,...) = ag(So) - .. an(Sy).
Somit ist fiir jede beschrinkte und mefbare Funktion f : R? — R und fiir jedes n € Ny
E[f(S,);7 >n] =E[f(S,) - a(So) ... a,(Sn)]- (3.5)
Hieraus 1483t sich die folgende Identitéit ableiten:
E[f(Sa)iT>n]l= [ f(@)ra(z)dz (3.6)
R4
Zum Nachweis der Gleichung (3.6) sei zunéchst n = 0. Es gilt:
E[f(S0);7>0] = E[f(5) - a(S5)]

= r(z)f(z _ @) x
N /{xGRd;ro(m)>O} ( )f< )TO(IL‘)—f-lo(ZL')d

Nach Eigenschaft 2 auf Seite 34 gilt ro+ly = r. Somit gilt auf der Menge {z € R%; ry(x) > 0}:
Qg =Tp
Gleichung (3.6) gilt also fiir n = 0. Unter der Annahme, Gleichung (3.6) sei wahr fiir ein

n > 0, folgt

E[f(Sh);m>n+1] = Snt1)nt1(Spt1); T > 1
= /f a/n—i-l ,U’*rn( )d

Nun ist a1 > 0 falls .1 > 0. Folglich list sich die Integrationsmenge auf der rechten
Seite der obigen Identidt auf {r,,; > 0} beschrinken, ohne den Wert des Integrals zu
verdandern. Beachtet man auflerdem, dafl nach Eigenschaft 2

W* Ty = Tp + ln+17
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erhélt man die folgende Identitét:

/ F (@) s (@) % ra(2)dz = /{ O o) do

Trt1 + lnt1

~ [ f@ra@ds
Gleichung (3.6) gilt somit fiir jedes n € No. Aus (3.6) folgt wiederum
BIf(S,)im=nl = [ fa)l(a)ds (3.7
fiir jedes n € N, denn es gilt
Bf(S)ir=n] = B[f(S)i7>n—1—E[f(S):7 >n
- [ @

Nun ist aber p* 7, 1 — 1, = l,,, woraus in der Tat (3.7) folgt. Es gilt insbesondere:

)
(pxry_1(x) —ry(z))de.
P(r=n)= /ln(a:) dx (3.8)

g . S,, falls 7 =n,n € Ny,
T 0, falls T = +oo.

Ist die Stoppzeit 7 fast sicher endlich, so besitzt S, die absolut stetige Verteilung

()

Sei nun
E = {:c c RY; ill(x) < h(x)} :
=0
Es ist
P(r =400) = 1—§:P(T2i>
=0

= /h(x) dx—/gli(:v) dx
_ /E <h(x)—2li(x)> dz. (3.9)

Wir zeigen nun die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

37



1. P(1 < +00) = 1 und S,(P) = h\*
2. P(r < +00) =1
3. Die Menge E ist eine Nullmenge

Falls Aussage 2 gilt, so ist die Menge F nach Gleichung (3.9) eine Nullmenge. Es gilt
also auch Aussage 3. Wenn aber E eine Nullmenge ist, sind die beiden Mafe

hAY und (D L)X
k=0

identisch. Die Funktion A ist also ebenfalls eine Dichte der Verteilung S;(P). Somit gilt
auch Aussage 1.

Gilt Aussage 3, so verschwindet nach Gleichung (3.9) die Wahrscheinlichkeit P(T = +00).
Die Aussagen 1, 2 und 3 sind in der Tat dquivalent.

Es sei angenommen, dafl E positives Lebesgue-Maf} besitzt. Da die gesamte Menge
R? Rekurrenzmenge der Irrfahrt ist, ist somit die erste Eintrittszeit der Irrfahrt in die
Menge E, die Stoppzeit 7, P-fast-sicher endlich. Da fiir jedes n € Ny

P(tr>n) = P(r>n>71g)+ P(t>n;75 >n)

< ZP(T > k; Sk € E) + P(tg > n), folgt somit

k=0
00

P(r=+00) < Y P(r>k Sp€E).
k=0

Fiir die rechte Seite der letzten Ungleichung gilt nach (3.6) die folgende Identitiit:

ZP(T >k Sy € E)= Z/Erk(:r)da:

k=0

Nun verschwinden aber sdmtliche Funktionen {ry; k& € Ny} auf der Integrationsmenge
E da nach Eigenschaft 4 auf Seite 34 die folgenden Mengenbeziehungen gelten:

EC ﬂ{zn:zi<h}g () {rn =0} (3.10)

neNg =0 neNp

Es folgt
P(r = 400) = 0.

Dann kann aber E keine Menge positiven Lebesgue-Mafies sein. Da jedoch M (E) = 0

gleichbedeutend ist mit der Aussage 1, ist Satz 3.1.1 bewiesen.
O
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Definition 3.1.2 Sei d € {1,2} und p eine Verteilung auf (R, B¢) mit Rekurrenz-
menge R(p) = R Seien r und h zwei Wahrscheinlichkeitsdichten auf (R4, B?). Seien
{rn; n € No},{pn; n € No},{ln; n € No}, und {a,; n € Ny} die Folgen, die nach
dem Auffiillschema aus r, h und p hervorgehen. Sei aufserdem (2,4, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum, {F,;n € Ny} eine Filtration, T eine fast sicher endliche Stoppzeit und

{Sn, n € Ny} eine adaptierte Irrfahrt mit p—verteilten Zuwdchsen und Startverteilung
rAY, mit

i) S.(P) = h\
ZZ) P(T > 7’L|S(), Sl, .. ) = HZL:O OéZ(SZ)
fiir alle n € Ny.

a) Dann bezeichne (QVh A™M P die Spur der Menge {T < oo} auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, 2, P).

b) Zu einer integrablen Funktion'Y auf (Q"" A™" Pm") bezeichne

B Y] = /Q Y P,

Aus dem Beweis von Satz 3.1.1 geht auch folgendes hervor:

Bemerkung 3.1.1 Seien r,h : R — RT zwei Wahrscheinlichkeitsdichten. Sei ferner
(Qrh qrh prty LFn € No}, 7 und {S,,n € No} gemdf Definition 3.1.2. Dann gilt

PMS, € T>n) = r)\()
Ph(S, € m=n) = LA().

Lemma 3.1.1 Sei p1 ein nichtsingulires Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B \?), und
L > 0. Seien r,h : R? — R zwei Wahrscheinlichkeitsdichten, und sei (" Amr Py
ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration {F,;n € Ny}, einer Stoppzeit T und
einer Irrfahrt {S,,n € No} gemdafs Definition 3.1.2. Ist h eine beschrinkte Funktion mit
beschrinktem Trager {h > 0}, so existiert eine Konstante C' > 0, die nur von pu und von
L abhingt, so daf fiir alle Borelmengen M € B¢ mit

sup{[|z — yll;x € RY, h(z) > 0,y € M} < L

qgilt:

B < Ol

T—1
Z XM(Si)
i=0
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Beweis :

Seien {r,;n € No} und {l,;; n € Ny} die Folgen, die durch Anwendung des Auffiillschemas
aus der Startdichte r, der Zieldichte h und der Zuwachsverteilung ;o hervorgehen. Aus
Bemerkung 3.1.1 folgt:

T—

st»] - [ Son) a

1=

Er,h

Sind die MaBe A% und hA? identisch, so ist die Aussage des Lemmas trivial. In diesem
Fall verschwinden némlich alle r; fiir ¢ € Ny fast sicher. Dann gilt aber

Er,h
1=0

Es sei nun angenommen, dafl A% und A\? nicht identisch sind. Sei

n

Zy = {:B € R¢; Zn(:v) = O} N{z € R% h(z) >0}

=0

fiir n € N. Die Menge 7, ist fiir jedes n € Ny eine Menge positiven Lebesgue-Mafles, wie
sich induktiv zeigen la83t:

Da die beiden MaBe 7A? und A\ nicht identisch sind, ihre Gesamtmassen jedoch iiberein-
stimmen, muf jede der beiden Mengen {r < h} und {r > h} jeweils postives Lebesgue-
Maf besitzen. Die Menge {r < h} ist aber nichts anderes als die Menge Zj.

Es sei nun angenommen, \(Z,_1) wire positv fiir ein n > 1. Ist

/rn(x)dx =0,

so gilt, da Z, = Z,_1 N {r, =0}
M(Z,) = 2\ (Z, 1)

Da nach Induktionsannahme die Menge Z,, | positives Lebsgue-Mafl besitzt, hat in
diesem Fall auch Z, positives Lebesgue-Maf.
Fiir den Fall, daB [ r,(z) dz > 0 gilt, betrachte man die Menge

Zl = {x € R% Zn:lz(x) < h(a:)} :

Diese Menge ist nach Eigenschaft 4 auf Seite 34 in der Menge Z,, enthalten. Nach Ei-
genschaft 3 gilt:

/ ro(z) de = / (h(w)—izn;li(ff” dx
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Wire \(Z!) = 0, so wiirde die rechte Seite der obigen Gleichung verschwinden. Dies
widerspricht jedoch der Annahme, dafl r, ein positives Lebesgue-Integral besitzt. Die
Menge Z,, besitzt also auch in dem Fall positives Lebesgue-Maf.

Zu einer nichtnegativen, mefibaren Funktion ¢ bezeichne T¢ die Faltung von p mit
@. Ferner sei fiir k € N

Tkgp

die k-fache Anwendung von T auf ¢. Die folgende Identitét fiir k&, n € N 148t sich durch
einen Induktionsbeweis verifizieren:

n n+k k—1 n
T* (Z ri> =D > Y Tl (3.11)
=0 i=k 7=0 =0

Zum Nachweis von (3.11) sei n € Ny beliebig.
1. Da nach Eigenschaft 2) fiir jedes i € Ny

T?”i = Ti—f—l + li+1

gilt, folgt unmittelbar die Aussage fiir k£ = 1.
2. Es sei angenommen, Identitét (3.11) gelte fiir eine & > 1. Dann folgt mit der Eigen-
schaft 2) des Auffiillschemas:

n n+k k-1 n
Tk+1 (Z TZ'> = T <Z T —+ Z Z leiJrk-j)
1=0 i=k

j=0 =0
n+1+k k=1 n n+1+k
+1
= E T + E E TJ+ li+]€7]‘ + E ll
i=k+1 j=0 =0 i=k+1
n+k+1 k n
= E i + E E Tl kr1—j,
i=k j=0 =0

Identitdt (3.11) ist somit verifiziert.

Man betrachte nun Gleichung (3.11). Da die Summe der {/;; ¢ € Ny} nicht grofler ist als
h, wird der zweite Summand auf der rechten Seite von (3.11) durch k- || k||, majorisiert.
Ist auBerdem speziell x € Z,, 1, so verschwindet der Term

n+k

Z ri(z).
i=k
Fiir x € Z, 4 folgt also:

T* <Z ri> (z) <k ||h]|- (3.12)

1=0
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Zu einem Mafl m auf (R? B4) bezeichne m’ die Dichte seines absolut stetigen Anteils.
Es gilt fiir die linke Seite der Identit (3.12):

T* <i0r> (z) = / én(fc—y)> dpr(y)
>/ zj;m—y))u;(y)dy
= / ;ri(y)>u2(w—y)dy
> /M (Z@)) i — ) dy

=0

Wir behaupten nun:

Zu L > 0 existiert ein Index K € N und ein a > 0 so daf fiir Kugel B(0; L) mit Radius
L um den Ursprung folgendes gilt:

!/
1204 > aXB(O;L)

Es sei daran erinnert, daf} die Zuwachsverteilung p nichtsingulér ist und die Rekurrenz-
menge R (1) = R? besitzt.
Zum Beweis dieser Behauptung sei ¢ > 0 so, daf3

/,u'(y) At dy > 0.
Sei ferner g das Faltungsprodukt der Funktion

min{y'(y),t}

mit sich selbst. Die Funktion g ist als Faltungsprodukt zweier integrabler und beschréank-
ter Funktionen stetig. Wegen R(u) = R? existiert folglich ein J > 0, so daf

> pixg=-+oo
=1

in einer Umgebung B(0; ) mit Radius 6 um den Ursprung. Daher existiert ein k € N
und ein o > 0, so daB fiir die Funktion fy := g * g gilt:

Jo = axBs)
Sei nun
f1:= fo* fo.
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Es existiert ein oy > 0, so daf} die Funktion f; in einer Kugel mit Radius %(5 um den
Ursprung die Konstante a; majorisiert. Ist

o= f1* f1,

so existiert as > 0, so daf

fa> o

auf der Kugel mit Radius (%)2(5 um den Ursprung. Man erhélt induktiv eine Folge
{fn; n € Ng} mit der Eigenschaft, daf§ zu jedem n € Ny eine positive Konstante a,
existiert, die auf der Kugel mit Radius (2)"6 um den Ursprung eine Minorante von f,
ist. Fiir N € N mit

@)

existiert daher ein ay > 0, so da3 fy auf der Kugel mit Radius L um den Ursprung
mindestens ay betragt. Fiir

K :=2N(k+2)
gilt aber
fn < ,U/K-

Es existiert also in der Tat ein Index K € N, so daf /)y auf B(0, L) eine positive Mino-
rante « besitzt.

Ist v € Z) ;- und y € M, so ist der Abstand beider Punkte zueinander, der Wert
|z — yl|, nach Voraussetzung des Lemmas nicht groier als L. Daher folgt :

T* (ZT) () > Azri(y)w%(w—y)dy
oz/MZn(y) dy

v

Mit C := K/« ist also
/ Zn(x) dr < C||h|. fir jedes n € N.
M- i—o
Es folgt:

E'r,h

T—1 n
ZXM@»] —lim [ >t <clnl.
i=0 M i—o
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O
Falls die Zieldichte A beschriankt ist und einen beschrénkten Tréger besitzt, so impliziert
Lemma 3.1.1 insbesondere, dafl die Funktion

oo
E T
i=0

lokal integrierbar, und somit auch fast sicher endlich ist.

Satz 3.1.2 Sei p eine nichtsingulire Verteilung auf (R, B?) mit Rekurrenzmenge
R(p) = R wobei d € {1,2}.

Sei {Sp;n € No} eine Irrfahrt mit p-verteilten Zuwdichsen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,2, P).

Dann existiert zu jedem beschrinkten Intervall I C RY eine positive Konstante B mit
der folgenden Figenschaft:

Fiir jede mefbare und beschrinkte Funktion f : R? — R mit

i) {zeRY fla)#0}CI

i) /f(x) dz =0

gilt:
sup / (Zf(&-(w))) dPW)| < B-|fll
n€eNp i—0

Beweis:

1. Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dafl

/f+(:£) dr =1 gilt.

2. Es geniigt, die Aussage des Satzes fiir Irrfahrten mit festem Startpunkt zu zeigen.
Ist namlich {S,;n € Ny} eine Irrfahrt mit einer beliebigen Startverteilung, so gilt fiir

n € N:
Zf(&)] = E E(Zf(&) So)]

Gilt die Aussage des Satzes fiir Irrfahrten mit festem Startpunkt, so folgt insbesondere
fiir den bedingten Mittelwert:

E (i f(5i) So)

E

< B[]l
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Fiir den Mittelwert dieser bedingten Erwartung gilt dann auch:

Z f(Sz-)] E (Z £(S) So> |

< B lfll«
3. Es geniigt ferner, zu zeigen, dafl eine Konstante b > 0 existiert, so dafl fiir jede
Funktion f, die den Bedingungen i) und ii) des Satzes geniigt, die folgende Ungleichung
fiir \-fast alle x € R? gilt:

E

IN

E

<b|fl. (3.13)

Zu einem Maf3 v auf (R?, B¢) bezeichne v/ seinen absolut stetigen Anteil, und v+ seinen
singuldren Anteil. Zu n € N sei

n
i=0
Da die Zuwachsverteilung v einen nicht verschwindenden absolut stetigen Anteil besitzt,

existiert eine Konstante v > 0, so daf§

supmy- (R?) < 7.
neN

Sei f = f(—-). Nun ist

Z f(Si)] = mj, * f(—a) + my = f(—). (3.14)

my * f(—x)’ <Y f |l fiir jedes 2 € R?,

folgt mit (3.13) und (3.14)

m) * f(—x)‘ < (b4 7)|| || fiir fast jedes 2 € R?.
Da die Funktion
2 o 1, % (2)

stetig ist, gilt die obige Ungleichung auch fiir jedes x € R?. Somit gilt:

E,

Zf(Sz)] < (b+27)||f|| fiir fast jedes x € R?
i=0
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4. Seien
r(z) = ff(z) und h(z) = f(2).
Seien
{rn; n € No}, {pn; n € No} und {l,,; n € No}

die Folgen, die nach dem Auffiillschema aus der Startdichte r und der Zieldichte h
hervorgehen. Seien ferner

{ri; neNg}, {p; neNo}und {l/; n €Ny}

die Folgen, die ebenfalls aus dem Auffiillschema hervorgehen, diesmal aber mit der Start-
dichte h und der Zieldichte r. Fiir jedes n € Ny gelten die folgenden beiden Identitédten
fiir fast alle z € R? :

ZTir(x) = Zri(x) +ZZ_:T’“ZZ~($) (3.15)
ZTir'(x) — Zr;(x) +ZZTW;($) (3.16)

Es geniigt, Identitét (3.15) nachzuweisen. Dazu betrachte man eine Irrfahrt {S,;n € Ng}
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit einer Stoppzeit 7, so daf folgendes gilt:

i) So(P) =r\?
i) P(S, € 7>n)=r,\

Die Existenz einer solchen Irrfahrt wurde bereits im Beweis von §at% 3.1.1 diskutiert.
Die Funktion T*r ist fiir k¥ € Ny gerade die Dichte der Verteilung Si(P). Daher gilt:

_ Eo_ _
(Tkr))\d = P(Ske'; 77'>l€) + EP(SkG, f:Z)
i=0
k .
= A + (TN
i=0

Identitét (3.15) ergibt sich somit durch Summation nach k.
Ferner gilt nach Satz 3.1.1 fast sicher:

1=0
Zl; =7
1=0
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Wegen (3.15) und (3.16) und den beiden Ungleichungen

n n—k n 00
STt < Y Th (Zz)
k=0 i=0 k=0 =0

n n—k n 00

umd Y M TR < > T (Z zg)
k=0 i=0 k=0 i=0

gilt fiir fast alle v € R%:

ZTir(—x)—ZTih(—x) < Z(ri(—x)—i—r;(—m)) (3.17)

Andererseits ist fiir jedes z € R?

ZTir(—x) - ZTih(—x) —E, Zf(Si)] .

Zum Nachweis des Satzes ist also die Existenz einer Konstanten b > 0 zu verifizieren,
die nur von dem Intervall I und der Zuwachsverteilung ;1 abhéngt, so dafl fast sicher
gilt:

[e.e]

Y (ritr) <o Sl

i=0
5. Hierzu ist zu zeigen, dafl die Funktion
p= Z(Tz‘ +77)
i=0
fast sicher endlich ist und die folgende Funktionalgleichung erfiillt:
To =y (3.18)

Nach Lemma 3.1.1 sind die Funktionen )% r; und >~ rj lokal integrabel und damit
insbesondere fast sicher endlich. Es gelten ferner die folgenden Identitédten fiir jedes
n € N, die Spezialfille der Identi&t (3.11) sind:

n n n+1
T(ZT»L) = ZTi+Tn+1—T0+Zli
i 1=0

=0 =0
n n n+1
/ o / / / /
T E T; = E rl-—i—rnﬂ—ro—i-g l;
=0 =0 =0

Durch Grenzwertbildung fiir n — oo erhdlt man schlieBlich Identitdt (3.18). Nach Satz
A.1.1 im Anhang A.1 ist ¢ fast sicher gleich einer endlichen Konstanten f3.
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6. Es bleibt die Existenz einer Konstanten b nachzuweisen, die unabhéngig von f ist, fiir
die gilt:

B<b-[[flle

Nach Lemma 3.1.1 existiert eine Konstante C' > 0, die lediglich vom Durchmesser des
Intervalls I abhéngt, so dafl folgende Ungleichungen gelten:

/I S nly) dy < C|fl.
1=0

[Sritar < clfi.
=0

Da die Summe Y .~ 7;(y) + > oo 7i(y) fast sicher identisch der Konstanten f ist, folgt:
2C

<
Mit
b — 2C
A(T)
gilt also fast sicher
> (riy) +7i(®)) < bl s
=0

was zu beweisen war.

Bemerkungen zum Auffiillschema:

Man betrachte Ungleichung (3.17). Nach dieser Ungleichung gilt fiir Borelmengen A:

Z(PT(Sk c A) — Ph(Sk c A)) < Er’h X_:XA(SIC) + Eh’r X_:XA(Sk)]

Bei einer Rekurrenten Irrfahrt mit Rekurrenzmenge Z? statt R? erhilt man eine ganz
dhnliche Ungleichung, wenn man beispielsweise rA? durch das Dirac-MaS in einen Punkt
r € Z% und hA? durch das Dirac-Maf im Ursprung ersetzt (Vgl. Beweis zu Lemma 2.2.1
auf Seite 16):

7'{0}—1 T{w}—l

SE. | D xS | B | D xg(Sk)

k=0 k=0

D (Pa(Sk=y) = Po(Sk = v)

k=0

Gewissermaflen ist die Stoppzeit 7, die aus dem Auffiillschema hervorgeht, eine Verall-
gemeinerung der ersten Eintrittszeit in einen Punkt.
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3.2. Ein Green-Operator im rekurrenten Fall

Sei p eine Verteilung auf (R?, B?), wobei d € N. Zu einer beschrinkten Funktion
g:R?— R und x € R? sei

Py(x) = /g(:v+y) dp(y)
und Ag(x) = g—Pg(z).

Fiir n € Ny sei P™ die Identitét falls n = 0 und die n-te Iterierte von P falls n > 0 . Fiir
n > 0 gilt:

Prg(z) = / oz +y) du™(z).

Nun stellt sich die Frage, ob es zu einer gegebenen beschrinkten Funktion & : R? — [0, 4+00)
eine Funktion g gibt, mit

ANg = h. (3.19)
Diese Frage wird in der Literatur auch als das ,, Poisson-Problem* bezeichnet. Ist h = 0,
bezeichnet man alle Funktionen g, die (3.19) erfiillen, als harmonisch .

Ist die Rekurrenzmenge von p leer, so ist eine Losung von (3.19) wenigstens lokal leicht
anzugeben: Ist niamlich Q ein beschrinktes Gebiet in R? und

=+ | h(z), fallsz e
hz) = { 0, falls = ¢ €,
so ist die Funktion
)= 3P
n=0
eine beschrankte Funktion mit der Eigenschaft
Ag = h.

Ist hingegen die Rekurrenzmenge von g nichtleer, so ist
> Ph
n=0

im allgemeinen unendlich.

Ein natiirlicher Ansatz zu einer Losung von (3.19) im rekurrenten Fall wére, falls
moglich, die Angabe einer reellen Zahlenfolge {A,; n € N} so da8

{z": E(h(S;)) — An; n € N}

konvergiert. Abgesehen von dem Poisson-Problem ist dies auch fiir das Verstdndnis re-
kurrenter Irrfahrten von Interesse, weil die Angabe einer solchen Folge {A,; n € N}
Aufschluss iiber das Wachstum der Reihe >°°°  E(h(S;)) gibt.

Fiir den Fall, daf§ i einen nichtsinguldren Anteil besitzt, gilt der folgende Satz:
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Satz 3.2.1 Sei {S,; n € No} eine rekurrente Irrfahrt im Zustandsraum RY; d € {1,2},
mit nichtsingulirer Zuwachsverteilung. Sei f : R? — R eine beschrinkte Funktion mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) Die Menge
T(f) ={z €eR% f(x) #0}

1st beschrankt.

(ii) Es gilt

/ f(z) dz = 0.
Dann folgt:
1. Die Reihe iE(f(Sl)) ist konvergent.
=0
2. FEs existiert ein B >0, so daf

N

> E(f(S.)

n=0

sup
NeNg

< fll<B. (3.20)

Die Konstante B hdangt nur vom Durchmesser des Tragers T (f) ab.

Beachtet man, daf3
f() = h(+2) = h()
eine Funktion ist, die den Voraussetzungen des obigen Satzes geniigt, so erkennt man:

Bemerkung 3.2.1 Fiir jedes v € R existiert

g(z) = lim (Z Pih(z) — ZP%(O)) .
i=0 i=0
Fiir die Funktion g gilt:
ANg=h

Bemerkung 3.2.2 Auf die Voraussetzung einer nichtsinguldren Zuwachsverteilung in
Satz 3.2.1 kann nicht verzichtet werden.
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Beispiel:
Man betrachte die Verteilung

1
W= Z(5ﬁ+5,ﬁ+51 +d_1),

die bereits auf Seite 7 diskutiert wurde. Diese Verteilung ist atomar. Thre Rekurrenz-
menge ist gleich R!. Dabei kommt den Punkten aus der additiven Untergruppe

Gy = {n+v2m; n,m € Z}

eine besondere Rolle zu: Fiir jeden Punkt x € G5 gilt

> sul{a}) = +oc.

Sei nun
N = {V2}
/= xw

Die Funktion f ist beschriinkt, besitzt einen beschréinkten Triger und es gilt [ f(z) dz = 0.

Da E(f(Sz)) = LLZ{\/E} und \/5 € Go,
gilt jedoch

Beweis von Satz 3.2.1:

Die Maximalungleichung (3.20) ist Inhalt von Satz 3.1.2. Sie spielt im Beweis der Kon-
vergenzaussage eine wesentliche Rolle. Es sei darauf hingewiesen, dafl die Konstante B
nicht von der Startverteilung abhingt. Es gilt daher fiir jede Funktion f : R? — R, die
den Voraussetzungen von Satz 3.1.2 und Satz 3.2.1 geniigt:

sup {

Zum Beweis der Konvergenzaussage von Satz 3.2.1 sind einige Hilfssétze notwendig.

;mERd,nEN} < B||f|l~ (3.21)

Lemma 3.2.1 Sei u eine nichtsingulire Verteilung auf (R%, B?), wobei d € {1,2}, mit
Rekurrenzmenge

R(u) = R%

Sei e > 0. Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (9,24, P) mit R-wertigen Irrfahrten
{Sn,n € No} und {S% n € No},a € R, die folgende Figenschaften besitzen:
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a) Ihre Zuwdchse sind unabhdngig und p-verteilt. Fir die Startverteilungen gilt:
So(P> - (50, SS(P) == (Sa
b) Die Stoppzeiten

inf{k € Ny, || Sk(w) — Sg(w)|| <€} , falls die Menge

nichtleer ist,
00, sonst,

sind P-fast sicher endlich fiir jedes a € RY.

c) Es gilt fiir alle n € Ny:
HSTaJrn — warn” < € P-fast sicher

d) Es gilt fir jedes T > 0:

lim ( sup P(1* > n)) =0
|

"o \llall<T

Beweis:
Sei N > 0, so da} die Kugel

K ={z eR% |z| < N}
positives u—Mafl besitzt und die Einschrankung von p auf K nichtsingulér ist. Sei
po - BBl -0,1]

P8) = —n @ pAN U x K) + [ ax(@.2) du)

fiir A € B¢ @ B

Ein Paar von Zufallsvariablen (X,Y) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (QY A°, P)
mit gemeinsamer Verteilung

(X, Y)(P") = po
besitzt folgende Eigenschaften:
i) X(P) =Y(P") = p

i) P(IX]| > N;Y # X)=0
PIY[ > N;Y #X) =0
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Ist A € B9, so gilt ndmlich:
PYX € A) = po(AxRY
- ! ® (AKXK)+/ (x,2) du(z)
- ,U(K),u H CXAX]Rd x,x axy
— WAK) + u(AK?)
Entsprechend zeigt man P°(Y € A) = u(A).

Sei

D = {(x,2); z € R}
Es gilt

POIXI| > N3Y # X) = po ((K° x RY) 1 DF)
Die Menge

N = (K¢ x RY) N De

ist eine Menge aus dem Komplement der Menge K x K. Daher ist

po) = [ (o) duta),

Da die Indikatorfunktion der Menge A’ auf D verschwindet, verschwindet das obige
Integral.
Entsprechend zeigt man

P(|X[ > N;Y #X) =0.

Die Eigenschaften i) und ii) gelten also in der Tat. Dann ist die Differenz Z = X — Y
eine beschriankte Zufallsvariable mit Mittelwert

E(Z) = E(X) - E(Y) = 0.

Ferner ist die Verteilung von Z nichtsingulér.

Sei
(2,2, P) = (R'@ R B ® B, p)",
und sei firz € N

XY, : Q—R?
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w' = (whwa, W) ) € (RYN
W o= (Wi Wh ) € (RON

Koordinatenabbildungen. Sei aulerdem

Die {Z,; n € N} sind unabhingig, gleichverteilt und fast sicher beschrinkt mit Mittel-
wert

E(Z;) = 0.

Bildet man aus ihnen die Folge ihrer Partialsummen

{zn:Zz, n e N},
=1

so erhilt man eine rekurrente Irrfahrt mit Rekurrenzmenge R%. Zu a € R? sei

inf{n € N; |37, Z; —al| < e}, falls die Menge nichtleer ist und ||al| > €
T¢=2< 0, falls [|a|| <€,

+00, sonst.

die erste Eintrittszeit dieser Irrfahrt in die offene Kugel K(a;€¢) um den Punkt a mit
Radius €. Sei auBerdem

Fg={r" <k}
fiir £ € Ny und

a fiir n =0,
Yiw):=¢ X,(w) firweF?* |,

Yolw) firwegF .

Die Folge der {Y,%; n € Ny} ist gerade so konstruiert, dafl ihre Glieder nach dem Zeit-
punkt 7, mit {X,,; n € N} ibereinstimmen. Im Spezialfall ||a|| < € gilt
Yi=X,

n

fiir jedes n > 0. Somit ist die Folge der {Y,,; n € N} trivialerweise unabhéngig und p
verteilt.

Sei nun aber |la|]| > e. Es ist zu zeigen, dafl die {Y,%; n € Ny} auch in diesem Fall
unabhéngig und p-verteilt sind:
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Die Zufallsvariable Y}* ist identisch mit Y; und damit p-verteilt. Es sei angenommen,
dafl die Y%, ..., Y, fiir ein n > 1 unabhéngig und p-verteilt sind. Seien A;,..., 4,41
Borelmengen im R¢ und

n

A= ({" € A}

i=1
Nach Definition von Y} ; ist

PN Y € Apia) = PN FY; X € Apga) + PIMQN\FY; Yia € Apya).
Nun sind sowohl X, als auch Y,,,; unabhéngig von

Y., YY" und  F).
Daher gilt:

PN Vi € Aur) = plAw) (PO F2) + P(A; @\ FD))

= p(Anp1)p(An) - - p(Ar)
Folglich sind auch die Y*,..., Y, ; unabhéngig und p-verteilt.

Seien

0, firn=20
und S,, =
Yo X, firn>0.
Die Folge {S%; n € Ny} ist eine Irrfahrt mit Startpunkt a, die die Irrfahrt {S,,; n € Ng}
zum Zeitpunkt 7¢ bis auf einen Abstand von maximal € annéhert. Da die Zuwéchse beider

Irrfahrten nach 7¢ identisch sind, bleibt der Abstand ab diesem Zeitpunkt erhalten . Es
gilt also fiir n € Ny:

1570 (@) = STapp (@) = |l Z(Xi(w) — Y W)l <e

Die Aussagen a),b) und c) des Lemmas sind somit bewiesen. Es bleibt noch Aussage d)
zu verifizieren:

Zu jedem a € R? existiert eine offene Umgebung U(a), so dal der Schnitt aller Kugeln
{K(d’;¢);a’ € U(a)} eine nichtleere, offene Menge J(a) enthilt. Da die erste Eintrittszeit
der Irrfahrt {>°" | Z;,n € N} in J(a), 7y, fast sicher endlich ist, folgt

P(Tb > n) < P(TJ(Q) > n)

fir jedes b € U(a). Da sich die abgeschlossene Kugel K(0;7) bereits durch endlich
viele Umgebungen U(a), ||a|]| < T iiberdecken lafit, ist die Konvergenz gleichméBig fiir
a € K(0;7T), was zu beweisen war.

U

95



Lemma 3.2.2 Sei u eine nichtsingulire rekurrente Verteilung auf (R4, B%), wobei d € {1,2}.
Fiirn € N und a € R? sei

Oy = i — (i * Oa)-

a) Sei g:R? — R Lebesque-integrierbar. Es gilt fiir alle a € R:
lim [ |0} *g(x)| de =0

b) Fiir die Totalvariation des signierten Mafles o¢, den Wert |||, gilt:
lim ||o2]| =0 (3.22)

Die Konvergenz in Teil a) und Teil b) ist jeweils gleichmdfig fir a auf kompakten Men-
gen.

Beweis: Es geniigt, die Aussage a) fiir den Fall, dal g die Indikatorfunktion eines be-
schriankten Intervalls ist, zu verifizieren:

Ist némlich g eine beliebige L!-Funktion, so li8t sie sich in der L'-Metrik durch Li-
nearkombinationen von Indikatorfunktionen beschréankter Intervalle approximieren. Sei
gc : R? — R eine solche Linearkombination mit

I~ ol <
Dann gilt:
[iosg@lar < [lotely-gD@lde+ [ log =g o) ds
<llo# | [ lg-ge|

< 26+/|0’Z*g€(l’)’ dx

Unter der Annahme, die Aussage des Lemmas wire fiir Treppenfunktionen bewiesen,
gilt
limsup/ lon s« g(x)] dx < 2

fiir jedes € > 0.

Der Beweis des Lemmas 1483t sich nun auf den Fall g = x(o fiir ¢ > 0 reduzieren. Es
werden folgende Hifsbehauptungen bewiesen:
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1) Ist q ein endliches MaB auf (R, B'), so gilt fiir ¢ > 0:

/q((x,x + t]dr < 2q(R') -t (3.23)
2) Ist g ein endliches Maf} auf (R?,9B2), so gilt fiir t = (t1,2); t1,ts > 0:

/R2 qlz, x + t)dr < 4q(R?)t ity (3.24)

Zu 1): Es gilt
N N+t
/q(x,x +tldr = lim (/ q(z,+00) dz —/ q(z, +00) dx)

N—oo

-N ~ N+t
N+t N+t
< lim (/ q(x,+00) da:—l—/ q(x,+00) dx)
N—oo \J_N N
< 2t-q(RY)

Behauptung 2) folgt aus 1), denn ist gilt nach Fubini:

/RQC][a:,vat)dx = /R (/Rq<(xl’x1 + 1] X (22, T2 +t2]) d:p2> da,

/RQtzq<(a:1, Ty + 1] X ]R1>

< 4t1t2q(R2)

IN

Sei € > 0. Nach Lemma 3.2.1 existieren Irrfahrten {S,;n € No},{S%n € Ny}, fiir a € R?
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Zuwiéchse sind p-verteilt,

2.

So(P) = 4
S (P) = da

3. Zu jedem a € R? existiert eine endliche Stoppzeit 72, so daB fiir jedes n € Ny

{5 = S5l < e} S{7" <m},

W

. Dabei gilt fiir jede kompakte Menge K C R¢:

lim (sup P(r% > n)) =0

=00 \aeK
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Damit gilt:

/’/g(aery) da,‘i(y)‘ dr = /|P(Sne (z,2 +c]) = P(Sg € (x, 2 + )| da

Unterteilt man den Raum Q in {7* > n} und {7* < n}, so erhilt man die folgende
Ungleichung;:

/|P<sn € (.2 + ) — P(S* € (a,0 + )| de <
< /|P(Sn€(x,$+c];7“>n)—P(Sg€(:v,x+c];¢“>n)|dx
T /|P<sne<x,x+c];TaSn>—P<sze<x,x+c];rasmrdx

Sei

¢“() = P(S, e " >n)
und ¢(-) = P(S, €7 >n).

Es gilt:

/|P(Sn €+t >n)—P(SEe (x,x+c;7 >n)| de <

< P(r%>n) </q(x,:v+c] dx+/q“(x,x+c] dx)

In d =1 ist die letzte Zeile nach (3.23)

< 4cP(1% > n),
in d = 2 ist diese nach (3.24)

< 81 P(1% > n).
Der Term P(7% > n) konvergiert nach Lemma (3.2.1) gegen Null fiir n — oo, und zwar
gleichméfig fiir |a| auf kompakten Mengen.
Sei

P°(:) := P(-|t < n).
Es gilt:

/|P(Sn € (x,x+c;m*<n)—P(Sy € (z,x+ ;7 <n)|dx =

_ /‘po (8, € o+ PA(Ss € o +})| o (3.25)

Je nach Dimension des Zustandsraumes gelten die folgenden Abschétzungen:
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i) Fir Dimension d = 1 gilt:

/’P()({Sn € (x,x + | }A{SE € (z,x —f-c]})‘ dr < 4de
ii) Fiir Dimension d = 2 gilt:

/’P(’({Sn € (z,z+ }A{SE € (z,x +c]}>‘ dx < 16€

Zum Beweis von i) und ii) sei
I, := (z,r + (] fiir z € R%

Zu i) : Falls 7 <n, S, € I, und S* & I, so folgt fiir S
So € (x —e,x) oder SE € (x4 c,x+c+ €.

Falls 7 <n, S, &€ I, und S? € I,, so folgt fiir S,,:
Sn € (x —¢,x) oder S, € (x4 ¢,z +c+ ¢

Hieraus folgt insgesamt:
/]pO({sn € (ea+d} O[S € (ra+d})] dr <
< /PO(SZ € (v — e 1)) dx—l—/PO(Sz €(@x+cr+c+e)de+

+ /PO(SnE (x — € 12]) dx—i—/PO(SnE (x+c,x+c+e]) de+

= 2/‘PO(SZ€(x,m+e])| dm—|—2/|P0(Sn€(m,x+e])‘ dx

Die Anwendung von (3.23) auf die Spezialfille

t=cund q(-) = P%S*c")
bzw.t =cund ¢(-) = P%S,¢€")

liefert nun:

/’P0<{Sn€(x,x+c]}ﬂ{5f~f€(:U,x+c]})‘ dr <22 +2-2 = 8¢

Zu ii): Sei

)
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Wie im Fall d = 1 folgert man:

/[pO({sn € (oo + )OS € (r,x+ d})] do <

IN

Q/PO(Sn € (z,z + ev]) do + 2/P0(Sg € (z,z + ev]) dx
< 2446842468 = 16¢7

Es folgt insgesamt fiir kompakte Mengen K C R% d = 1,2, ¢ € (0,1):
lim sup (sup/ lon * g(x)| dm) < 16€
n—00 acK

Zum Beweis von Teil b) sei § > 0. Es existiert ein & € N, so dafi die Gesamtmasse des
singuldren Anteils von py, das Mafl p;, nicht mehr als §/2 betrigt. Sei fi Dichte des
absolut stetigen Anteils von puy. Da

a _a
Optk = Op * Wk,

gilt fiir jedes n € N:

0% 4l < lo% % pud] + / 0% % fu()| dz

Der erste Summand ist nach Voraussetzung nicht grofler als 6. Der zweite Summand ist
nichts anderes, als

[ 1o o] da

Die Anwendung von Teil a) des Lemmas auf den Spezialfall g = f liefert, dal der obige
Ausdruck fiir n — oo gegen Null konvergiert.
O

Korollar 3.2.1 Sei M eine Indexmenge und {gm,m € M} eine Familie Lebesgue-
integrabler, gleichgradig beschrinkter Funktionen. Falls p nichtsinguldr ist, folgt fiir jedes
T >0:

lim ( sup |E0 - Ea [fm(Sn)H) =0
N0 \ meM, |a|<T

a
n

¢ = sup{|fm(z),x € R,m € M}.

Es gilt fiir jedes m € M,n € N:
o |+ | [ fudiony
+

’/fmdoz < ‘/fm

< e (08T (D)) X 0

Beweis : Sei (62)" — (0¢)~ die Hahn-Jordan-Zerlegung von ¢ und sei
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Bemerkung: Ist g Lebesgue-integrabel und beschrankt, so gilt:
lim sup |E:Jc - Eac+a [g(Sn)” =0

Korollar 3.2.2 FEs gentigt, Satz 3.2.1 fiir stetige Funktionen zu zeigen.

Beweis:
Sei f : RY — R eine beschrinkte Funktion mit beschrinktem Triiger und

/ f(z) dz = 0.

Die Faltung von f mit der Indikatorfunktion des Einheitswiirfels x o1y« ist stetig. Sei

g:=f* X(0,1)d-

Es sei angenommen, die Reihe

konvergiere fiir jedes z € R?. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so da8 fiir alle
natiirlichen Zahlen K, L mit K > N und L > 0 gilt:

K+L

> Eolg(Sn)]

n=K+1
Es folgt fiir die Funktion f:

K+L

> Eo[f(Sw)]

n=K+1

<€

K+L K+L

SO Bolf(S)] - Y Bolg(S)

n=K-+1 n=K+1

< e+

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Ungleichung gilt:

K+L K+L
n=K+1 n=K+1
K+L K+L
_ Eq [£(5,)] - E, [£(S,) ] dz
n%ﬁ-l i n;—l/(‘o’l)d
L
E; — E,( Es, S| )l d
Lo (B
Seizu L € N
o, : RT=R
L
o(z) = E. Zf(&)]
n=1
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Nach Satz 3.1.2 existiert eine Konstante B > 0 mit

sup |p(2)] < B.
LeN;zeR4

Die Folge der {pr; L € N} ist somit gleichgradig beschriankt. Nach Korollar 3.2.1 folgt
somit

lim |Eq — E, (p1(Sk))| dz=0.

Es gilt daher fiir beliebige L und hinreichend grofie K:

> E (S — D Eolg(Sn)]| <e

Definition 3.2.1 Seien A, B Borelmengen in R?, und sei v € R%. Dann sei

hx(Aa B) = Px(TA < TB)'
Satz 3.2.2 Ist die Zuwachsverteilung p der Irrfahrt nichtsinguldr, und die Rekurrenz-
menge R(p) = R, so gilt fiir alle beschrdnkten Borelmengen A, B € RY:

1) Falls d =1, so existieren die beiden Grenzwerte

hi(AB) = lim_h.(A,B)
h-(A,B) = lim h,(A, B)

1) Falls d =2, so existiert der Grenzwert

h(A,B) := lim h,(A,B)

[[]| =00

Lemma 3.2.3 Sei p ein nichtsingulires Wahrscheinlichkeitsmap auf (RY,B9) mit Re-
kurrenzmenge R(p) = R? fiir d € {1,2}. Seien A, B € B? beschrinkte Mengen. Sei
C C R? kompakt. Dann gilt

[zl =00 \aeC

i (sup((4,5) oA B) ) =0
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Beweis von Lemma 3.2.3:

Sei C C R? eine kompakte Menge, und sei 0@ = ji,, — i, * 9, fiir n € N und a € R%. Zu
€ > 0 existiert ein natiirliches n, so daf die Totalvariation von ¢? | ||c%||, fiir jedes a € C'
kleiner ist als €. Zu diesem n existiert ein 7' > 0, so da$ fiir alle z € R? mit ||z > T
gilt:

P.(taup <n) <e

Fiir n € Ny und M € B9 sei

{ inf{k >n; S, € M}, falls die Menge nichtleer,
Tm © Gn =
400, sonst,

die um n verschobene erste Eintrittszeit in M. Da auf der Menge
{Taus = n}

die Markovzeiten 74 und 74 o 6, sowie 75 und 75 o 6, identisch sind, folgt nach der
Markoveigenschaft:

P.(ta <7p;Taup >n) = E,(Ps, (T4 < 7g);Taus > n)

= E; (hs, (A, B);Taus 2 n)

Daher gilt:
|hx(A, B) — Ex(hsn(A, B))| < Pm(TA <71 < TL) + Ex (hgn(A,B);TAuB < TL)
S 2PLL‘(TAUB S n)
< 2e

Fiir y € RY mit ||y|| > T und ||y + al| > T fiir alle a € C folgt:
|hy(A, B) — hy+a(A, B)| < de+ [Ey — Eyia(hs, (4, B))|

= dct| [ et o)

< de+||on]| < 5e

Lemma 3.2.4 Seien A, B C R? beschrinkte Borelmengen und sei € > 0. Sei

s = limsuph,(A, B)
[|#[| =00
O, = {zeR%|h, —3| <e}.

Dann ezistiert ein T > 0, so daf fiir jedes x € R mit ||z|| > T gilt:

z €O, oder —z € O,
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Beweis:
Unter der Annahme die Aussage des Lemmas wiire falsch, existiert eine R%-wertige Folge
{z;;i € Ng} mit den folgenden Eigenschaften:

1) o — 0
ii) Fir alle 4,j € Np,i # j und « € (AU B) + z; gilt:

9
hr(A+$j,B+$j><§——€

Aus Lemma 3.2.3 und der Annahme, es existiere zu jedem T' > 0 ein Punkt z € R ||z| > T
mit x € O, und —z & O,, folgt: Es existiert ein z; € R?, mit:

1. z1,—x1 € O,

2. |hg (A, B) — hyy 4y (A, B)| < (g fiiry e AUB

3. |h_,(A,B) — h_g,1y(A, B)| < fse firy € AUB

Das bedeutet aber fiir y € AU B:

9
hy(A+$1,B+LU1) <S5 — 1—06
_ 9
th_y(A, B) < S — 1—06
Man nehme an, es existieren Punkte xg, 71, ..., 2, € R? fiir ein n > 1 mit i) und ii). Sei

E, =U" (AU B) + z;. Dann existiert ein x,,; € R?, so daBl

Tn4+1, —Tn41 ¢ Oe

1
’hxn+1 (A7 B) - hﬂ?n+1+y’<A7 B)| < 1_06
1
’h*$n+1 (Aa B) - h*$n+1+y<A7 B)’ < 1_06

gilt fiir alle y € E, und ¢ = 9" —x;, i = 0,...,n,y” € AU B. Diese Ungleichungen
implizieren zusammen:

9
h$n+1+yl(A’ B) = h$n+1+y” (A +z;, B+ x’t) < 5-— 1_06

9
h*$n+1+y(A> B) = hy(A +Tpy1, B+ any) < 5 1—06

Folglich besitzt auch das (n + 2)-Tupel (xq, ..., Zn, Tpy1) die Eigenschaften i) und ii).
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Sei N eine natiirliche Zahl, die groer ist als 10/e. Sei ferner ¢ € R? ein Punkt mit

he(A,B) > 35— %
und |he(A, B) — he_o,(A, B)| < % fir i =0,...,N.
Dann ist
he(A+ z;, B + ;) >3 — 2¢/10 fiir jedes ¢ =0,..., N.
Sei 7 die erste Eintrittszeit der Irrfahrt in die Menge Ey. Sei
p=5:(F)
und
pi(-)=p(-N((AUB)+uz;)) fiir j=0,...N.
Es existiert ein k € {0,..., N} mit px(R?) < ¢/10. Nach der Markoveigenschaft gilt:

hé(A+xk,B+.Tk) = Eg(hST(A—ka,B—i-.CEk))

N
= Z/hy(A+$k,B+Ik) dp;(y)
=0

N
€
< 1_O_|_Z /hy(A—l—ZL;]SB‘F-Tk) dp;(y)
J=0,j#k <5_9,
= 10
< s 5
— —¢
- 10”7

was offensichtlich nicht sein kann.

Beweis von Satz 3.2.2:
Sei s := lim inf 4| —oo ha(A, B). Zu € > 0 sei

O, :={z e R% |h (A, B) — s| < e}

Es sei s <5 angenommen. Dann existiert ein € > 0 mit € < (5 — s)/4, und die beiden
Mengen O, und O, sind disjunkt. Nach Lemma 3.2.3 und Lemma 3.2.4 existiert ein
T > 0, so daB fiir jedes z € R? mit ||z|] > T folgende Bedingungen gelten:

1. Es gilt entweder z € O, und —x € O,, oder —z € O, und z € O,.
2. 2€ 0. = B(zx,1) C O,

3. €0, = B(x,1) C O,
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Sei d = 1.
Enthilt O, ein Element aus (7', +00), so ist bereits das gesamte Intervall (T, +00) in O,
enthalten, und das Intervall (—oo, —T') ist in O, enthalten. In dem Fall folgt:

lim h,(A,B) = 3

r——+00

lim h,(A,B) = s

Enthilt aber O, ein Element aus (—oo, —T), so gilt:
lim h,(A,B) = 3

r——00

lim h,(A,B) = s
T——+00
In der Dimension d = 2 implizieren die erste und zweite Bedingung bereits, da8 O, die

gesamte Menge {z € R? ||z|| > T’} enthalten muf. Der Satz ist somit bewiesen.
U

Lemma 3.2.5 Sei f : R? — R eine Funktion, die den Voraussetzungen von Satz 3.2.1
gentigt. Unter der Annahme, daff die Reihe {> " E[f(S;)] ; n € N} nicht konvergiert,
folgt:

Es existiert ein n > 0, so daf$ zu jedem N € N natirliche Zahlen K > N und L > 0
existieren, mait

E (ESK Z f(Sz) - ESK+L [Z f(SZ)]>

fiir hinreichend groffe n € N.

> (3.26)

Beweis:
Ist die Reihe divergent, so existiert nach dem Cauchy-Kriterium ein n > 0, so dafl zu
jedem N € N natiirliche Zahlen L > 0 und K > N existieren, so daf} gilt:

> f(&)] > 2

i=K+1

E

Es folgt fiir n > L:

E(ESK Zf(sl) - ESK+L [Z f(Sl)]) >
K+L L

> |[E] D f(S) ‘— E(ESM [Zf(&-)])“
i=K+1 i=1
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Da die Funktion f einen kompakten Triger besitzt, konvergiert z — E.(35, £(S;))
gegen Null fir |z|] — oo. Es sei T' > 0 so gewéhlt, da |E, [Zlef(Si)} | < n/2 fur
|z| > T. Zu diesem T gibt es ein ny € N, so daf fiir alle n > ny gilt:

PSnT+
T

Es folgt:

L

E(ESK+n [EL: f(Si)])‘ < E(Esmn > F(S)

=1

; |SK+n| S T

)+

; |SK+n| > T)

+ B( B, Zﬂsi)]

[ i=1

Der erste Summand ist nach der Wahl von n ebenfalls kleiner als n/2. Der zweite Sum-
mand ist nach Korollar 3.21 nicht grofier als n/2. Es folgt, wie behauptet, Ungleichung
(3.26).

0

Lemma 3.2.6 Es gilt fiir jedes x € R%:

n TI+n
lim E, (Z f(sa) ~E, (Z f(&)) =0

=TT
Beweis :

Nach Satz 3.1.2 existiert eine Konstante B > 0, die nur vom Durchmesser des Intervalls
I abhéngt, so das

EE <Z f(&‘))

Sei nun = € R?. Da die erste Eintrittszeit 77 fast sicher endlich ist, existiert zu € > 0 ein
M > 0, so daf3

sup < B[l

£eR4 neN

€ .
P.(r1> M) < 5 gilt.

Es folgt fiir n > M:

E, (nff(si);foM)‘ < E(

1=TT

IA
[
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Da die Funktion f auflerhalb des Intervalls I verschwindet, gilt

Zf(sz‘): Z f(S)-

i=TrA\n

Es folgt daher:

B (Zf(si)m o M>| = |EY | Eg fSiW) | iM <1 <n
=0 -

und damit:

< 2e+ Z 4 E.(f(Snti))

Da f und die Menge {¢ € R?; f(£) # 0} beschrinkt ist, strebt der letzte Term strebt fiir
n — oo gegen 0.
O

Beweis von Satz (3.2.1):

Nach Korollar (3.2.2) kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Stetigkeit der
Funktion f angenommen werden. Da f einen kompakten Tréger besitzt, ist sie damit
auch gleichméfig stetig. Ist aber f gleichméfig stetig, so ist die Folge von Funktionen

{37'—>Ez (Zn:f(sz)) ;RGN}

gleichgradig gleichméfig stetig:
Zu € > 0 existiert ein § > 0, so daf fiir alle z,y € R? mit ||z — y|| < J gilt:

€

F@) = f)l < 5

Sei t :=y—x und f; ;= f(- +t). Dann gilt:

E, (i f(&)) - E, (i f(Si>> ‘ =
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_ g, (Z f(&)) “E, <Z 7(s. +t>>‘
= |E, (Z(f - ft)(&))‘

=0

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit der Funktion f folgt fiir die Differenz von f und f;:

1f = fill« <

Die Anwendung von Satz 3.1.2 auf die Funktion f — f; liefert:

E, (Z(f - ﬁ)(&-))

1=0

€

<B-||f—=fill. <€

Unter der Annahme, die Aussage des Satzes wire falsch, gilt nach Lemma 3.2.5 und
Lemma 3.2.6:

Es gibt eine positive Zahl 7, so dal zu jedem N € N natiirliche Zahlen K > N, L > 0
existieren, so daf fiir hinreichend grofie n € N:

Es, . (Z f(&)) Es, .., (Z f(Sz‘)>]

Sei 0 < € < 1/32. Es existiert eine Partition des Intervalls I in Teilintervalle Jy, ..., J;,
mit der Eigenschaft, daB fiir je zwei Punkte z,y € I, die sich in dem gleichen Teilintervall
befinden, gilt:

E, (i f(Si)> -E, (i f(Si>>

Fiir i = 1,...,1 bezeichne Jj := I\ J;. Es werden drei Fille untersucht:

E ~E > g (3.27)

<e (3.28)

Fall 1: Die Dimension d des Zustandsraumes R? ist gleich 1 und die Verteilung p besitzt
ein endliches zweites Moment [ 22du(z).

Fall 2: Es gilt d = 1 und [ zdu(z) = oo
Fall 3: Es gilt d = 2

Zum Fall 1:
Im Fall 1 existiert nach dem zentralen Grenzwertsatz zu jedem ¢ > 0 und zu jedem
T > 0ein m € N, so daB fir k£ > m gilt:
P(S.>T) -3 < §
(3.29)

P(Sy<-T)—3 < %
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Nach Satz 3.2.2 existieren die folgenden Grenzwerte fiir ¢ =1,...,1 :

hf o= lim by (i, T\ J3)
hy = lim hy(Ji, I\ J;)

Dann existiert ein T' > 0, so daf§ fiir x > T und fiir : = 1,...,[ gilt:

ho(Ji, INT) —hf| < 15
(3.30)
‘h_m(Ji,I\Ji)—ﬁ; < =
Sei nun £ > M und x, € Ji,...,x; € J; beliebig. Es gilt:
n l n
lim (E Es,, (2; f(&))] —E;E §;f<si> <h;+h;>) =0 (3.31)
1= J]= 1=

Nachweis von (3.31): Zur Vereinfachung der Notation sei
o= f(S)).
i=0
Es gilt:
E[E, (Z")] = E|[Es, (Es, ()]
= E[Bg (B, (5): 15 < T] +

+ E|[Es, (Es,, (£");S >T] +E[Eg, (Es,, (")) ;5 < =T
Fiir den ersten Summanden gilt
E [|Es, (Es,, (") ]Sk <T] < P(ISk| < T).

Die rechte Seite verschwindet fiir £ — oo. Fiir den zweiten Summanden gilt:

l
1 ~
B (Bs, [Bs, ()] 5, > 7) — L S B, (29
j=1

l

1 .
< Z E(Esk [EST, (B 7y, < TJZ()] S > T) - §Exj (")
j=1
!
< ZE<ESk [‘EST, (X" — E,, (X" Ty < TJJ/} 0 Sk > T> +

J=1
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l
+ Y E, (En)E()hSk (J;,J}) — bt
i=1

;Sk>T>

!
- 1
+ Y By, () |P(Sp > T) - 5

j=1

Da die Punkte Sy, und z; auf der Menge {7;, < 7. JJ{} in dem gleichen Partitionsintervall

liegen, ist der erste Summand nach Voraussetzung (3.28) nicht grofer als e. Auf der
Menge {Sx > T'} gilt nach Voraussetzung (3.30)

)hsk J;, J!) h+‘<l =

Folglich ist auch der zweite Summand nicht grofier als €. Nach (3.29) ist auch der dritte
Summand kleiner als e. Folglich ist der Term

' (Esk 5., (Zf (T < TJ/)] Sy > T) — %zl:Ex] (™) iz;r) < 3e.

j=1
Ebenso zeigt man, daf3

'E(Esk [Esn (X");7y, < TJJ’} ; Sk < —T) - %iE (Z") by

j=1

< 3e.

Es gilt insgesamt:

E [Es, (Z)] = > By, [Z"] (h] +17)

Jj=1

< 8¢

Es gilt also in der Tat (3.31). Folglich liegen fiir hinreichend grofie K die beiden Terme

)]
B (Z f<si>>])

beliebig nahe beieinander, im Widerspruch zu (3.27).

Zum Fall 2:

In diesem Fall sind zu beschrinkten Borelmengen A, B die beiden folgenden Grenzwerte
identisch:

E <ESK

und

E (ESM

lim hy(A,B) = lim hy(A,B)

r——+00 T——00
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Zum Beweis dieser Gleichung sei auf Satz A.2.1 des Anhangs A.2 verwiesen.

Sei also

h(A,B) = lim h,(A,B).

[l]|—o0

Auch im Fall 3 existiert nach Satz 3.2.2, Teil b), existiert der Grenzwert h(A, B) =
hm”mH—»oo hx(A, B) Sei also

hj= lim hy(J;,J}) fiir j=1...1.

)
lz]—oo 7T

Zu € > 0 existiert ein 7' > 0, so daB fiir hinreichend grofie m € N gilt:

< 3¢

l
B[Bs, (Bs, (£9)115.] > 7] - B, (57

Es folgt fiir K und L € N hinreichend grof3

B[ms, B, <E <Z f<sz->>>}

im Widerspruch zu (3.27). Der Satz ist vollstédndig bewiesen.

< 8e,
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4. Die Rekurrenzkriterien von Ornstein
und Spitzer

Mittelpunkt dieses Kapitels ist das Rekurrenzkriterium, das von 1969 von D.S. Ornstein
entwicket wurde, und das Rekurrenzkriterium von Spitzer aus dem Jahre 1964, das sich
allerdings auf Z?-wertige Irrfahrten bezieht.

4.1. Problemstellung

Es sei nochmals an die bisherigen Kriterien fiir Rekurrenz erinnert:

Sei p eine Verteilung auf R, wobei d € N, und ¢ ihre charakteristische Funktion. Die
Rekurrenzmenge von p ist nichtleer, genau dann, wenn fiir jede beschrankte Umgebung
U des Ursprungs

Zu*”(U) = + oo gilt.
n=1

Da die n-te Faltungspotenz von p fiir groffie n im Allgemeinen schwer zu berechnen ist,
ist dieses Kriterium in der Praxis wohl kaum anwendbar. Anders verhélt es sich mit der
Charakterisierung von Chung-Fuchs (vgl. [3]), die es erlaubt, anhand des Verhaltens von
@ in der Néhe des Ursprungs auf Rekurrenz oder Transienz zu schlieflen:

Die Rekurrenzmenge ist nichtleer, genau dann, wenn fiir eine beschriankte Umgebung U
des Ursprungs

1
lim inf — | dt = ilt.
im in /(]Re(l—rnp(t)) +oo gi

Im Zentrum dieses Kriteriums steht der Realteil der Funktion

(;) fiur r € (0,1),

1 —7rp(t)

die nichts Anderes ist, als die charakteristische Funktion des Mafes

oo
§ : r”,u*".
n=0
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Im Jahre 1964 gelang es Spitzer, statt

1 1
Re ( ) fir r € (0,1), direkt den Term Re (—)
1—7rp 1—9

zur Bestimmung des Rekurrenzverhaltens heranzuziehen, allerdings nur fiir Z-wertige
Irrfahrten. (Siehe [8], T2 auf S. 85)

Spater, im Jahre 1969, gelang es Ornstein, das Kriterium von Spitzer fiir R%wertige
Irrfahrten zu verallgemeinern. (Siehe [6], S. 34, Theorem 1.)

Es gilt ndmlich:

Satz 4.1.1 Sei {S,; n € Ny} eine R-wertige, im Nullpunkt startende Irrfahrt auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,24, P). Sei ¢ die charakteristische Funktion der Zu-
wachsverteilung. Die Irrfahrt ist genau dann rekurrent, wenn eine beschrinkte Umgebung
U des Ursprungs existiert, so dafs

/URe (1_;90@) dt = 400, (4.1)

Ornstein verwendet im wesentlichen die gleiche Beweisstruktur, die auch Spitzer ver-
wendet. Leider ist sowohl die Ahnlichkeit mit dem Spitzer-Beweis als auch der Einsatz
des Auffiillschemas nicht zu erkennen. Der probabilistische Hintergrund geht, &hnlich
wie bei [6], Seite 21, Theorem 1, selbst bei der Formulierung der Sdtze unter. Eine erste
Ubersetzung des Ornstein-Beweises in die Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie findet
man in der Saarbriicker Diplomarbeit von Rita Goffing fiir die Dimension 1 (Siehe [5]).
Allerdings kommt auch hier die Spitzersche Beweisidee nicht heraus.

Ziel des Abschnitts 4.2 meiner Arbeit ist es, einen allgemein zugénglichen Beweis zu
prasentieren. Um das Verstdndnis der Grundidee zu erleichtern, wird im Paragraphen
4.2.1 der Beweis fiir den Spezialfall einer Irrfahrt auf Z¢ durchgefiihrt. Dies ist der Beweis
Spitzers (Vgl. [8], S. 85, T2). Anschliefend wird der allgemeine Fall, insbesondere fiir
héhere Dimensionen, dargelegt. Dabei werden die Parallelen zu Spitzer herausgearbeitet
und die Bedeutung des Auffiillschemas erklért.

4.2. Beweis von Satz 4.1.1

Es sei angenommen, fiir eine beschrinkte Umgebung U des Ursprungs sei

/U Re (1—;90(@) dt = +o.

Sei {r,; n € N} eine reelle Zahlenfolge mit

rn, /1 fiir n — oo.
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Nach dem Lemma von Fatou gilt

/ Re <;> dt < liminf/ Re <;> dt,
U - 80(75) n—oo Ju I- 7”n90<t>

was wiederum

1
limsup/ Re (—) dt = +00
r,/'1 U - T'(,D(t)

impliziert. Nach dem Satz von Chung-Fuchs ist dies gleichbedeutend mit
R(un) # 0.

Umgekehrt sei nun angenommen, dafl

R(n) # 0.
Es gentigt, Identitét (4.1) fiir eine beschriankte Umgebung U im Falle d < 2 zu zeigen:

Ist die Dimension d des Zustandsraumes gréfler als 2, so existiert, wie aus dem Beweis
von Satz 1.2.1 hervorgeht, eine Drehung T : RY — RY, so daf fiir das Bildmaf} x/ = T'(p)
gilt:

p(r € R zy = .0y =0) = 1.
Sei ¢ die charakteristische Funktion von p'. Es gilt:
i) R()=TR(n),

o [re(rtYae [re(L )

fiir jede Kugel B mit Mittelpunkt 0.
Sei nun
p R — R?
(T1,Ta, ... 2q) = (T1,22)

die Projektion auf die Ebene. Sei 1/ = p(') und ¢” die charakteristische Funktion von
1. Bs gilt fiir jedes s € R und ¢t € R92:

1

'(s,t) = ¢"(s)

Dies impliziert fiir € > 0

/(—6,s)d fie <1_;90'(t>> "=
= /( e < /( L Re (#(St)) d/\2(5)> d\72(t)

= (2)%2 /(676)2 Re <1_;90”(S)> ds
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Nun ist

R(W") = pR(W) # 0.
Falls (4.1) fir die Ebene verifiziert ist, so folgt

1
[ n(h )
(—e€,€)2 - ¥ (S)

und damit auch

1
Re (—) dt = +o0.
[—e,e)d - (p(t)

4.2.1. Der Spezialfall einer Gitterverteilung

Man betrachte den einfachen Spezialfall, dafl die Zuwachsverteilung von der Gestalt
Z w0, wobei w, > 0 und Z wy = 1 ist.
xC€Z4 reZd
Fiir d = 1 ist die charakteristische Funktion ¢ einer solchen Verteilung (2)-periodisch.
Fiir d = 2 gilt entsprechend
gO(tl + 27T,t2 + 271') = (p(tl,tg) fir alle tl,tg € R.

Eine Irrfahrt mit dieser Zuwachsverteilung und einem Startpunkt € Z¢ nimmt aus-
schlieBlich Werte in Z? mit positiver Wahrscheinlichkeit an. Daher ist es sinnvoll, statt
des Raumes R? den Raum Z? als Zustandsraum aufzufassen. Sei also j ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf der Potenzmenge von Z? mit Rekurrenzmenge R(u) = Z%. Es sei ange-
nommen, fiir die charakteristische Funktion ¢ gelte

/[md fie (1—+o<t>> < oo (42)

Fiir n € N und z € Z¢ sei

n

an(z) = Z(M{O} — il z}).

1=0

Nach Satz 2.1.1 konvergiert die Folge {a,(2); n € N} fiir jedes z € Z? gegen einen
endlichen Wert a(z).
Nach der Inversionsformel fiir charakteristische Funktionen folgt fiir jedes x € Z%:

o= 2 1 — cos(x - t)
ofe) +a(=2) = /[_m]d e

Wegen der Symmetrie des Cosinus und wegen ¢(—-) = —¢(+) gilt:

/ 1_1(3_0—2%)'& dt = / [1 — cos(zt)|Re (1_;@@)) dt (4.3)

[77777"](1 [77“77}
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Andererseits gilt nach Korollar 2.2.1 auf Seite 30:

7'{0}—1

a(z) +a(-2) =E, | Y x((Sk)
k=0
Es folgt daher

T{O}fl

E, kz_o X{z}(Sk) = (272'(')d /[_mr]d(l — cos(x - t)Re (—1 —1g0(t)> dt.

Wire (4.2) endlich, so folgte aus dem Lemma von Riemann-Lebesgue:

i afa) +a(—2) = # /[} Re (1 _t@ (t>> dt

Zu jedem T > 0 existiert sei N € N, so dafl

S {0} > 2T,

Ferner existiert ein L > 0, so daf fiir |z| > L gilt:

(N+1)) Py(Sk=2)<T.

Es folgt insgesamt:

7’{0}—1

k=0

’T{,z}—l

= E Z X{O}(Sk)

k=0
N N
> Eo (Z X{o}(Sk)> ~Eo | > xo(S)ima SN
k=0 k=1 4
N N—r_a(w)
= > m{0}—E§ B | > xo(Sh)| 7 w) <N
k=0 k=0
N
> 2T —(N+1)) Py(Sp=2)>T
k=0

Es gilt also
lim (a(x) +a(—x)) = +oo,

llz]|—+o0

im Widerspruch zur Annahme.

77

(4.4)

(4.5)



4.2.2. Der allgemeine Fall

Es geniigt, Identitét (4.1) fiir den Fall zu verifizieren, dafl 1 einen nichttrivialen absolut
stetigen Anteil besitzt. Ist die Verteilung p nédmlich singulér, so existiert eine nichtsin-
gulére Verteilung p/ mit charakteristiescher Funktion ', so dafl folgendes gilt:

i) R(p) # 0 RW)#0

1 1
it) Re | —— ) lokal integrabel & Re | —— | lokal integrabel
1—0 1— ¢

Zum Beweis hierzu sei auf den Anhang A.3 verwiesen.
Sei also u eine nichtsingulire Verteilung auf (R?,9B%) mit nichtleerer Rekurrenzmenge.

Da p einen nichtverschwindenden, beziiglich dem Lebesgue-Mafl absolut stetigen Anteil
besitzt, gilt fiir die Rekurrenzmenge von p:

R(p) =R
Sei Iy = (—3,3)% und I, = Iy + z fiir z € R%. Sei aufierdem
pr = (2X1o — X1, — XI_.)-
Die Funktion p, ergibt sich aus der Faltung von (209 — 0, — d_,) mit xz,. Sei

t

9 <2sin(t/2)) (1 — cos(xt)), fiir d = 1,
pa(t) =

2 (2ennf2)) (260/2) (1 cos(at)), i d = 2.

t1 to

Die Abbildung p, ist gerade die charakteristische Funktion von p,. Sie ist nicht integra-
bel. Thr Produkt mit der charakteristischen Funktion von y,\¢, der Funktion

d :
2sin(t;/2)
d ~ o 7
R 9t'—>Xlo(t)—£Il(t—i),
ist jedoch integrabel. Seien
kke : RY—=R'Y >0
(—25“‘“/2))4 fiir d = 1,

t

(25in(t1/2)>4 <2sin(t2/2)>4 fir d — 2
t1 to ?

und k.(z) = k(ex).

Die Funktionen k. ist fiir jedes € > 0 integrabel und symmetrisch. Fiir ihre Fouriertrans-
formierte k.(t) = [ etk (z) dr gilt:

) 1 *4
ke =27 (e_dx(_§7§)d)
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Die Menge {k. # 0} ist in (—2¢, 2¢)¢ enthalten und somit beschrinkt. Es gilt die folgen-
den Identitét:

5 1 — cos(zt)

[e'S) 9 A
ke e dpy = ke(t) (X1,(t)) —————— dt 4.6
;/ * X1 * P I (27T)d/ ( )(XIO( )) 1_§0(t) ( )
Die Analogie zu Spitzer ist nun offensichtlich. Die linke Seite von 4.6 entpricht

a(x) + a(—x)

bei Spitzer.

Wegen der Symmetrie der Faktoren 156, X1, und 1 — cos(zt) gilt fiir die rechte Seite von
(4.6):

[ R0t -

= [ E ) ()21 = cos(at) Re [ ——— ) at
/ (=)

1 —(t)

1k, /B 1, A cos(a)Re (%M) dt

Unter der Annahme, der Realteil von (1 — )~! sei lokal integrabel, folgt

IIJI}TOO / (1 — cos(xt))Re (1 _1¢<t)> dt = / Re (1 —1g0(t)> dt.

B(0,2¢) B(0,2¢)

IN

Wir werden jedoch folgendes zeigen:

limsupZ/k: % X1 * Pz dpt; = 00 (4.7)

zll =00 ;=0

Fiir i € Ny gilt:
frn(

Jr (]

[rovsan@ e = [
fr

/ke * X1 * X1_, (&) dpi(§) =

XI,y (2 + &) dui(§) dZ) dy

/
/»ay 2+ €) dyule) d)
[
/

/ ki a1y (6) dpis(€) =

m

Xloy, (§ 4 2) dpi(x )dz)

ke(y

X1, Z+€ dﬂl(f) dz )
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Bei der ersten Gleichung beachte man die folgende Identitét:

XIo * X1y = XI, ¥ XI_,

Sei nun r = xy, und h = xy,. Da

XIo * Pe = (X1o * X10) + (XIz * XI_I) - (XIO * XI_Z) — (X1 * X1.) »

folgt fiir n € Nj:

2/[& * XIo * px(g) dﬂz(£> =

_ / (E _gmﬂ(&) .
(B[]

Da die linke das Analogon zu a(z) + a(—=z

(4.8)

> X1 (S)
1=0

n

> x, (S)

1=0

]) ke(y) dy +

) ke(y) dy

) im R? ist, sollte es auch in Anlehnung

an Korollar 2.2.1 auf Seite 30 eine Entsprechung zu

7’{0}—1

E, Z Xz} (Sk) geben.
k=0

Man betrachte erneut das Auffiillschema aus Abschnitt 3.1, mit r als Startverteilung

und h als Zielverteilung. Es gilt:

Lemma 4.2.1 Zur = x;, und h = xz, sei (Q™" Arh P ein gemdp Definition 3.1.2
spezifizierter Wahrscheinlichkeitsraum, {S,,n € No} die zugehdrige Irrfahrt und T die-

Markovzeit mit
S, (P = hA?,

Es gilt fiir jedes y € R?:

>, / Xio * pu(z = y) dpn(z) = E™"
n=0

Daber ist

T—1 71
Z XTziy (Sn) E™" Z XIy(Sn)]
n=0 n=0

{Z/Xfo % p(2 —y) dpn(2); ne Ny e Rd}
n=0

beschrankt.
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Beweis von Lemma 4.2.1:

NE

/xfo * p2(2 — y) dun(2) =

([ [rter@dnie = [ [ c+0 due) a:)
(/ oo [ [0 dno i:)

T+m
Z X133+U Z XIery]
T+m
Z X1, (Sn) — Z XIy(Sn>] )
m/\ (r—1) mA(T—1)
= (Er’h Z Xty (Su) | =B | D7 Xy, (Sn) )

S
Il
o

hE

i
=)

L[

3

— Erh

o ET,h

n=0
i T+m T+m
S G B SERVANCES] S0 D DR EA Y
| n=TV(m+1) n=7V(m+1)

Fiir zwei Intervalle gleichen Mafles I und J sei

01, J) =sup{l§ —nl; £ € L,n e J}.
Zunichst ist die Existenz einer endlichen Majoranten von

T+m

E™" Z (X1 = x.7)(Sh)

n=7V(m+1)

fiir alle m € N und fiir alle Paaren I, J von mafgleichen Intervallen mit gleichem (7, J)
Zu zeigen.
Nach Bemerkung 3.21 existiert zu jedem 6 > 0 eine Konstante B(J) > 0, mit

sup{|E (D (x1 — xs)(Sn))[; & € R,m € N} = B(5)

n=1
fiir alle Paare I, J mafigleicher Intervalle mit §(7, J) = §. Dann folgt aber:

T+m

E" Z (X1 = x7)(S)

n=7V(m+1)
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< E"||Es,w (X1 —x7)(Sn) | |57(w) <m

+ E"||Es, () (Z(XI - XJ)(Sn)) ;T(w) > m]

Da beide Integranden auf der rechten Seite kleiner sind als B(0), ist B(d) eine Majorante
fiir das Integral auf der linken Seite. Nun ist nachzuweisen, daf} fiir Intervalle I und J

gleichen Lebesgue-Mafles gilt:

T+m
Jim BT Y (a = x)(Sa) | =0 (4.9)
n=7V(m+1)

Sei e > 0 und K € N, so daf3
Prh(r > K) < ¢/B(6).

Dann gilt fir m > K:

T+m
E"" Z (X1 — xJ7)(Sn);7> K
| n=7V(m+1)
7(w)
< E"" |Eg, Z(XI —xJ)(Sn) | i m>71(w) > K| +
| n=1
+ E"" |Eg, (Z(XI—XJ)(SR)) ;T>K,T>m]
L n=0

Beide Summanden sind aber jeweils kleiner als €. Es bleibt zu zeigen, dafl

lim E™"

m—00

> (i —xa)(Sn)iT < K] =0

n=m+1

gilt. Dazu sei L > 0, so da§  und J in (—L, L) enthalten sind. Es gilt:

k+m
E"™" Z (XI_XJ)<S7L)] <
n=m+1
m-+k
< Y B 4 x0)(Sn), 18a] < L]
n=m-+1
m+k
< 2 ) P(S. <L)
n=m+1
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Die k£ Summanden konvergieren aber gegen Null fiir m — co. Man erhélt insgesamt:

T+m

lim sup E™" Z (X1 —x7)(Sn)| <2

Mmoo n=7V(m+1)
Da diese Ungleichung fiir jedes € > 0 gilt, folgt (4.9). Man betrachte nun

mA(T—1)

ET,h Z XJ(STL) )

n=0

wobei J = I, oder J = I, . Nach Satz 3.1.2 existiert eine Konstante c¢(z) > 0, so daf

mA(T—1)

E"" Z X7(Sn) | < e(x),

n=0

fiir jedes m € N. Es folgt:

EY Y x(Sn) | < e(x)

Aus Lemma (4.2.1) und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt unmittelbar:

go / ke X1y * p2(§) dpn(§) =

= / dy ke(y) (E’"’h i:XImLy(Sn)

Es sei daran erinnert, daf§ die Dichte des Mafles

o Er,h

i: X1, (Sn)] )

T—1 T—1
B A BV Y xa(Sa) | +EM ZXA(Sn)]
n=0 n=0

konstant ist. Daher gilt:

T—1 [7—1
Er7h Z X—[I (Sn) - Er’h Z Xlz+y (Sn) =
| n=0 L n=0 |

[7—1 [7—1
EM I X0 (Sa) | =B DY xi, (Sh)
n=0 i n=0 J
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Es sei 7 := [ke(y) dy. Sei v > 0 so daB

/ k(y) dy > °T.
(—v,0)d 4

Nach Lemma 3.1.1 auf Seite 39 existiert ein D > 0, so da8 fiir ||y|| < v gilt:

Er,h

T—1
D
ZXIery(Si)] =3
i=0
Dabei héngt die Konstante D nur von dem Wert

sup{ [l —nll; (&) > 0,n € Loyy}

ab. Sie ist daher insbesondere unabhéngig von x. Es folgt:

T—1 71
ZXIIE (Sn> ZXIx+y (Sn)
n=0 n=0

Es gilt auBlerdem fiir jedes ||y|| < v:

EMr B < D

T—1
EY" 1Y X1, (Sh)
Ln=0 i

IN
)

[7—1
EM Y "\ (S))| < D
Ln=0 i

Ferner gilt fiir jedes y € R:

[r—1 T—1
E"" > X5 (Sn)| — E"" lz X1 (SN)} =
Ln=0 n=0

[7—1 ] T—1
= Eh’T Z XIy(Sn) - Eh’T |:Z X1, (Sn):|
| n=0 | n=0

D
> -3

Daraus lassen sich die folgenden Ungleichungen herleiten:

T7—1 T—1
3
/kE(y)Eﬁh ZXIz+y(Sn)] dy > 1 (Er’h lex(sn) _D>
n=0 n=0

T—1 7—1
/ke(y) (Enh ZXIQ:-H;(S”) Er’h ley(sn)]> dy
n=0 n=0
7—1
> E™ Y x,(S.)| — 22D
n=0
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Schlielich geniigt, um den Beweis von (4.7) zu vollenden, folgendes zu zeigen:

T—1
n=0

Man beachte hierbei, dal mit grofler werdendem ||z|| auch die Distanz zwischen dem
Trager der Startverteilung r = x;, und dem Tréger der Zielverteilung h = xy, grofler
wird. Sei A > 0. Es existiert ein N € N, so daf} gilt:

lim E™"

l|#]|—+o0

i fin(lo) > 2A

n=0

Nun gilt fiir das Integral in (4.14):

7—1
Ehh fox(sn) > Eﬁh —ET’h
Ln=0 i

Z X1, (Sn)

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite gilt:

N
ZX}x(Sn);T < N]

[ N N
EY Y X0 (Sa)| =Y (o) > 24
n=0 |

n=0

Fiir den zweiten Term gilt:

[ N

Nun konvergiert
(N +1)- P""(r < N)

gegen Null fiir ||z|| — 0. In der Tat, denn aus
S, el

folgt:
P < N) < P""(r, <N)

N
< Y P(S; € o)
1=0

Sei B die Kugel mit Mittelpunkt —z und Radius v/2. Es gilt
PM(S; € Iy) < pi(B) — 0 fiir ||z]| — +oo0.
Folglich gilt fiir hinreichend grofie ||z||:

T—1
Z X1, (Sn)
n=0

Da die letzte Ungleichung fiir alle A > 0 gilt, folgt (4.7).

E™" > A
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A. Anhang

A.1. Der Satz von Choquet-Deny

Definition A.1.1 Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R%, B9, wobei d € N. Sei
h:RY — R eine Funktion, die fiir jedes © € R? p x 0,—integrabel ist.

a) Die Funktion h heifit u—harmonisch, falls fiir jedes x € R? gilt:

h(z) = / Wz +y) duly) (A1)

b) Die Funktion heifst p—harmonisch fast sicher, falls Gleichung (A.1) fiir alle v € R?
auflerhalb einer Nullmenge gilt.

Satz A.1.1 (Choquet-Deny) Sei uu ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (R, B%), dessen
Triger die gesamte additive Gruppe R? erzeugt. Sei h : RY — R p—harmonisch fast
sicher.

a) Ist h beschrdankt | so ist h Lebesque-fast sicher konstant.

b) Ist p rekurrent mit
R(p) =R
und ist h > 0, so ist h Lebesque-fast sicher konstant.
Im folgenden sei d € {1,2} und u eine Verteilung auf R?, deren Triger R¢ erzeugt.
Lemma A.1.1 Sei h: R? — R stetig und pu—harmonisch.

a) Ist die Funktion h beschrankt, so ist sie konstant.

b) Falls h > 0 und

so ist h konstant.
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Beweis von Lemma A.1.1:
Fiir n € Ny sei F,, die von Sy, ..., .S, erzeugte o-Algebra und

M, = h(S,).
Die py—Harmonizitdt der Funktion A impliziert
W) = Ex(h(5h))

fir alle n € N und fiir jedes z € R

Der ProzeB {M,; n € N} ist ein Martingal beziiglich der Filtration {F,; n € Ny}.
In der Tat, denn die y—Harmonizitdt der Funktion h impliziert

h(z) = By (h(S,)
fiir alle n € N und fiir jedes # € R%. Nach der Markov-Eigenschaft gilt fiir jedes n € N:

E (h(Sn)|Fa-1) = Es,,(h(S1))
= h(Snfl)
= Mn—l-

Ist h beschrinkt, so ist die Folge {M,,,n € N} gleichgradig integrabel. Der Prozef kon-
vergiert in diesem Fall sowohl P,-fast sicher als auch im Mittel gegen eine Zufallsvariable
M. Es gilt insbesondere P,—fast sicher

E,.(My|F,) = M, (A.2)

fiir jedesn € N .

Der Grenzwert M, ist P,—fast sicher gleich einer Konstanten c(z). Wegen (A.2) ist
dann aber auch M, = c(x) P,-fast sicher fiir jedes n € Ny. Aus Gleichung (A.2) fiir
n = 0 folgt insbesondere

E,(Mx|Fo) = Mo = h(z),
und damit
c(x) = h(z)
Es folgt fiir jedes € R? und fiir jedes y € R? aus dem Triger von u:
h(x +vy) = h(x) (A.3)

Zum Beweis der Konstanz der Funktion h geniigt es, zu zeigen, dafl (A.3) fiir alle y € R?
gilt. Sei hierzu

N = {y € R h(z +y) = h(x) fiir alle z € R?}.
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Wegen der Stetigkeit von h ist die Menge N abgeschlossen. Seien y1, 4 € N. Dann ist
auch ihre Summe y; + y5 ein Element von N, denn es gilt:

h(z+ (1 +uy) = h((@+y)+y2)
= h(z+y)=h(x)

Ist y € N, so ist auch —y aus N, denn es gilt:
W) = h((z—y)+y)
= h(z—y)

Also ist N eine abgeschlossene additive Untergruppe von RY, die den Triger von p
enthilt. Die einzige Untergruppe von R?, mit dieser Eigenschaft, ist nach Voraussetzung
aber R? selbst. Damit ist Teil a) des Lemmas bewiesen.

Fiir den Beweis des Teils b) sei d < 2 und
R(u) =R
vorausgesetzt. Aus
Ew’Mn| = E:v(Mn) + 2Ex(M1:)
h(z) + 2maxh™ (y)
yER4
folgt

sup E, | M, | < c©.
n€Ng

Nach dem Martingalkonvergenzsatz folgt die P,—fast sichere Konvergenz der Folge gegen
eine Zufallsvariable M. Diese ist wiederum P,—fast sicher gleich einer Konstanten c(x).
Es ist zunéchst zu zeigen, dafl ¢(z) = h(z) gilt. Sei hierzu ¢ > 0 und O eine offene
Umgebung von x mit

|h(z) = h(y)| < e/4

fiir y € O. Wegen der Rekurrenz der Irrfahrt gilt P,—fast sicher fiir unendlich viele
n c Noi

h(S,) € O
Da andererseits P,—fast sicher fiir hinreichend grofie n

h(S,) —elo)] < 3

gilt, mufl |c¢(x) — h(z)| < €/2 gelten. Da diese Ungleichung fiir jedes e gilt, folgt die
Identitdt ¢(x) = h(x). Es sei angenommen, h wire nicht konstant. Dann existieren zwei
Punkte (x9,%0) und (x1,%;) aus R? x R, mit

h(zo) = yo, h(x1) =11, ToF# 1, Yo F U
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Wegen der Stetigkeit von h existiert zu jedem e¢ > 0 eine Umgebung Oy von x(, mit
€

|h(&) — ol < B}

fiir & € Op. Die Rekurrenz der Irrfahrt impliziert einerseits, dal P,, —fast sicher unend-
lich oft gilt:

€
2

Andererseits gilt P,, —fast sicher fiir n hinreichend grofi:

|7(Sn) = ol <

h(Sa) = wl < 5

Folglich gilt:

’y0_91’ <e

Da diese Ungleichung fiir jedes € > 0 gilt, konnen g, und y; nicht verschieden sein, im
Widerspruch zur Annahme.
O

Lemma A.1.2 Seien v, v~ Borelmafe auf (R?,B¢) und sei v~ endlich. Seiv = v+ —
v~ und es gelte

Wx v =uv.

a) Ist die Faltung v x ¢ fir jedes ¢ € C. beschrankt, so ist das signierte Maf$ v ein
Vielfaches des Lebesgue-Mafses.

b) Ist v ein Maf$ und gilt
R(n) = RY,

so ist v ein Vielfaches des Lebesgue-MajSes.

Beweis:
Zu ¢ € CF sei h := v @. Diese Funktion ist stetig. Aus der Faltungsinvarianz von v
mit p folgt

wxh =h.

Ist A die Funktion & — h(—z), so ist die Faltungsinvarianz von h mit y gleichbedeutend
mit der y—Harmonizitét von . Unter der Voraussetzung von Teil a) ist die Funktion h
beschrinkt. Die gespiegelte Funktion h ist somit p—harmonisch, stetig und beschréankt.
Nach Lemma A.1.1, Teil a) ist sie folglich konstant. Das signierte Maf} v ist also ein
Vielfaches des Lebesgue-MaBles. Unter den Voraussetzungen von Teil b) ist h ebenfalls
konstant, so dafl v auch in diesem Fall ein Vielfaches des Lebesgue-Mafes ist.

O
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Beweis von Satz A.1.1:

Sei v das Borelma mit der Dichte k. Die fast sichere Harmonizitéit von h ist gleichbe-
deutend mit der y—Invarianz von v. Ist h beschrénkt, so geniigt v den Voraussetzungen
des Lemmas A.1.2, Teil a). In diesem Fall existiert ein ¢ € R mit v = ¢ - A% und damit
gilt h = ¢ fast sicher. Unter den Voraussetzungen von Teil b) existiert ein ¢ € R, mit
v =c\?, und es folgt h = c fast sicher.

g

A.2. Uber die Grenzwerte 4+ und h~

Satz A.2.1 Sei {S,;n € No} eine rekurrente, reellwertige Irrfahrt auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum (Q,2A, P) mit Zuwachsverteilung p. Fir beschrinkte Borelmengen
A, B € B! und xr € R! sei

h.(A,B) = P,(Ta < Tp).

Falls [ 2*dp(z) = +oo und die beiden Grenzwerte

WH(AB) = lim h.(A,B)
h™(A,B) = lim h,(A,B)

existieren, so gilt

W (A, B) = h™(A, B).

Beweis:

Sei N die erste Eintrittszeit in die positive Halbachse (0, 4+00), und N’ die erste Ein-
trittszeit in die negative Halbachse (—o0,0]. Da Ey(S?) = +oo, ist mindestens eines
der beiden Momente Ey(Sy), Eo(—Sn+) unendlich (Vgl. [4], S. 575). Es sei ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit angenommen, dafl Eq(Sy) = oo. Es gilt fiir jedes positive
a:

lim h,((—o, a), (a,+00)) =0 (A4)

Zum Beweis von (A.4)

N N , falls k=1,
Tl Neet F Tos00) 0Oy, 5 falls k> 1,

der Zeitpunkt des k-te Sprungs der Irrfahrt in positiver Richtung. Ferner sei Y}, := Sy,
fiir k£ € N. Sei v die Verteilung von Y;. Die Folge {Y}; k € N} ist eine transiente Irrfahrt
mit Zuwachsverteilung v.
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Sei auBlerdem fiir Borelmengen C' C R! die numerische Zufallsvariable o¢ die erste
Eintrittszeit der Irrfahrt Yy, in die Menge C'. Sei u : R' — [0, 1]:

L Pm(O'(_ma) < U(a7+oo)> , falls z < —Q,
u(z) = { 0 , sonst.

Da die Funktionen u und h((—a, «), (o, +00)) auf (—oo, —«) tibereinstimmen, geniigt
es, lim,_,_ u(z) = 0 zu zeigen. Sei

f(z) = P.(Y1 € (—a,)).
Fiir beschréankte, reellwertige Funktionen ¢ bezeichne

Pe(x) = Eq(p(Y1)),

und
Go(r) =Y Eu(p(Yy)).

Da die Irrfahrt {Y,,n € N} transient ist, ist G endlich. Die Funktion u erfiillt die
Funktionalgleichung

u="Pu+f, (A.5)

und ist folglich v-superharmonisch. Jede Losung der Gleichung (A.5) ist Summe des
Potentials G f und einer v-harmonischen Funktion. Ist «’ eine weitere Losung von (A.5)
mit

lim «'(z) =0, (A.6)

T—-+00

so ist die Differenz h := u — «’ harmonisch. Es gilt

lim h(z) =0.

Tr—-+00

Die Harmonizitat von h impliziert

h(-) = lim E.(h(Y,)).
Da fiir jedes x € R lim,, ., Y,, = +00 P,-fast sicher gilt, muf§ die rechte Seite der Glei-
chung aber gleich Null sein. Es gibt also keine andere Losung von (A.5) mit Bedingung
(A.6), als das Potential Gf, oder einfach formuliert:

u=gf.
Zum Beweis von (A.4) geniigt es also,
lim Gf(z)=0 (A7)
Zu zeigen.
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Fir z € R sei

G, : B —[0,+o0]

Wegen der Transienz ist G,(A) ein fiir beschrinkte Mengen endlich. Ferner konvergiert
die Familie {G,,x € R} in der vaguen Topologie fiir z — —oo gegen das Nullmafi (vgl
[7]). Folglich gilt fiir jede Riemann-integrable Funktion g : R — R:

lim Gg(x) =0 (A.8)

r——00

Gleichung (A.8) gilt ebenfalls fiir die sogenannten direkt-Riemann-integrablen Funktio-
nen, d.h. Funktionen ¢g : R — R mit den folgenden Eigenschaften:

1) Die beiden Reihen

g5 =10 Z inf{g(z);(n—1) 6 <x <nd}

und
+oo
G5 :=10 Z sup{g(z);(n—1) 6 <z < nd}
konvergieren fiir jedes 6 > 0.
2) Es gilt
iy =i = | o) d
Zum Nachweis von (A.7) geniigt es folglich, zu verifizieren, daf§ f direkt Riemann inte-
grabel ist. Zum Nachweis sei 6 > 0 gegeben. Fiir
x € [(n— 1)5,n5),n €z

gilt:

fx) = v(i-z+(-a,a))
< p(—=nd —a,—(n—1)§ +

Es folgt fiir die Obersumme y:

“+o0o
o5 < 0y, / dv
(—nd—

Nn——00 a,—(n—1)5+a)
2
< 9 ([Ta + 2}) < 00
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Die beiden Reihen o5 und o sind also endlich. Zur Abschéatzung ihrer Differenz beachte
man, daf fiir x,y € [nd — §,nd),z <y, gilt:

[f(@) = f)l < vz —a,—r+a)A(-y —a,—y+a))
< v(-a+ (=2, —y)) +via+ (=2, -y))
< v([-nd —§,—nd) —a)+v([-nd — 0, —nd) + «)
Es folgt
os—0a; < 621/([—715—6,—715) —a)+52y([—n5—5,—n5)+a) < 20,

und damit, wie behauptet, (A.4).
Zum Beweis des Satzes seien € > 0 und « > 0 so gewéhlt, dal die Mengen A und B in
(—a, o) enthalten sind, und fiir y > « gilt :

|hy(A,B) — h"(A,B)| <
Fiir x < —a gilt:

Px (T(oz,+oo) < T(—a,0) <74 < 7—B) <

ho(A, B) < hy((—a, @), (o, +00)) + Py (T(a,+00) < Tcasa) < Ta < TB)
Nach A.4 gilt
lim hm<<_a> O‘)a (aa +OO))

r— —00

Auflerdem folgt aus der starken Markoveigenschaft:

P, (T(oz7+oo) < T(—a,a) <7a< TB) =E, <hS (A, B); T(a,400) < T(—a,a))

T(a,400)

Es folgt:
limsup |h,(A, B) — h*(A, B)| < limsup E, (\hST(a L (AB) (4, B)y) <e

Tr——00 Tr——00

Satz (A.2.1) ist somit bewiesen.

A.3. Ein Momenten-Problem

Satz A.3.1 Sei u eine Verteilung auf (RY,B9), wobei d € {1,2}. Falls u kein Dirac-
Maj$ ist, existiert eine nichtsingulire Verteilung i’ auf (R%,B%), so daf folgendes gilt:

i) R(p) #0 e R()#0

. 1 , 1 _

ii1) Re <—) lokal integrabel < Re (—) lokal integrabel
1—9 1— ¢
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Beweis fiir d = 2:

Lemma A.3.1 Seiu eine Verteilung auf (R?,B?). Falls i kein Dirac-Map ist, existiert
eine nichtsingulire Verteilung p' auf (R?,B?), so daf folgendes gilt:

) [k de i) =0 firi k=12

i) [y dp =) =0 firi g = 1,2

i) [ e dlu— w)(w) < oo firi,j = 1.2
Beweis von Lemma A.3.1:

Da 1 kein Dirac-Ma8 ist, existiert ein N > 0, so da in dem Quadrat (—N, N)? minde-
stens zwei Punkte des Trégers von p enthalten sind. Sei

1

u(-) = mﬂ(' N(=N,N)?).

Zum Beweis des Lemmas geniigt es, eine Verteilung m zu finden, mit
J) /xf dlu—m)(x) =0 fir i,k =1,2
Jj) /xixj dlu—m)(z) =0 firi,j=1,2
J77) /w?\xﬂ d(u—m)(x) < o0 firi,j=1,2

Dann besitzt namlich

() = p((=N,NP*)m() + p(- 0 (R*\ (=N, N)?))
die geforderten Eigenschaften.

1. Zu einem Punkt o € R? und zu einer 2 x 2-Matrix

C11 C12 .
C= , mit ¢1, 2 > 0 und cip < y/ep1602,
Cl2 C22

existiert eine Verteilung ve mit
/xidvc(x) = o firi=1,2 (A.9)

/mixjdvc(x) = ¢y firi <ji,5€{1,2}. (A.10)
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Es geniigt, dies fiir ¢;7 = ¢ = 1 und a = 0 zu verifizieren. Ist dies namlich fiir
diesen Spezialfall nachgewiesen, so existiert eine affine Abbildung 7" : R? — R? und eine
Covarianzmatrix

C, = < ! ’Y), wobei v € [—1,1],

so da (A.9) und (A.10) fur
v ="T(ve)

erfiillt sind. Zum Nachweis fiir den angegebenen Spezialfall sei

. 1 1
U=300) T30

1

Fiir A € [0, 1] sei
wy =X+ (1 - AN

Zu einer gegebenen Matrix C,, existiert genau ein A, so dal wy die Covarianzmatrix C,
besitzt. Behauptung 1 ist also in der Tat richtig.

2. Sei m’ die zweidimensionale Standard Normalverteilung. Sei

a = /xldu(:v)

cij = /xixjdu(x)

C/ . { 2cij — 1, falls 4 :j

Y 2¢4j, falls i # j firé,j € {1,2}, i <.

Es existiert eine Verteilung w mit

/ vdw(z) = a

/xiwjdw(x) = ¢ fird,je{1,2}, i <j.

Dann erfiillt die Linearkombination

1 ,+1
m=-m + -w
2 2

die Bedingungen j), jj) und jjj).
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Lemma A.3.2 Sind p und p/ echt zweidimensionale Verteilungen auf (R% 98?), so daf
i),11) und i) erfillt sind, so sind die Rekurrenzmengen R(p) und R(u) entweder beide
leer oder beide nichtleer.

Beweis von Lemma A.3.2
Sei ¢ die charakteristische Funktion von u, und ¢’ die charakteristische Funktion von
i Ist U eine beschrankte Umgebung des Ursprungs, so gilt:

1
lim | Re| ————— ) dt =+
r/1 )y (1 - TSO(t))

<~
. 1

Es gilt ndmlich:

1. Es existiert eine positive Konstante ¢, so daf fiir ||¢|| hinreichend klein
1= @I = (b)) > cllt]*.

2. Wegen der Bedingungen i), ii) und iii) ist
() — ¢'()] = O(|It]]*) fiir [1£] — 0.

Folglich gilt fiir r € [0, 1]:

L—rp(t)  1—ry/(t)

Damit ist aber

) 1 1

1 1
L—re(t) 1—r¢(t)

lim
r/1 Jur

g

Lemma A.3.3 Seien u und p/ echt zweidimensionale Verteilungen auf (R? B?), so
dafs i),11) und i) erfillt sind. Sei ¢ die charakteristische Funktion von p und ¢ die
charakteristische Funktion von p'. Dann gilt fir e > 0:

1
Re (—) dt = 400
\/(—6,6)2 1- (P(t)

genau dann, wenn

1
Re (—) dt = +oo
/('—676)2 1- Spl(t)
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Beweis
Wie aus dem Beweis von Lemma A.3.2 hervorgeht, ist

11
L—pt) 1—¢(t)]

und damit lokal integrabel.

g

Sei ' eine nichtsinguldre Verteilung, die Eigenschaften i), ii) und iii) aus Lemma
A.3.1 besitzt. Nach Lemma A.3.2 gilt einerseits

R(W)# 0 Rp) # 0.
Andererseits folgt aus Lemma A.3.3 fiir jede beschrankte Umgebung U des Ursprungs:

[re(it) e [re(r ) o

Anmerkungen zum Beweis fiir d = 1:

Ahnlich wie im Fall d = 2 wird 4’ so konstruiert, daf8 fiir hinreichend kleine ¢ die
Funktionen ¢ und ¢’ ,hinreichend nahe beieinander® liegen. Allerdings reicht es im Fall
d = 1 nicht aus, dafl

lo(t) — ' (t)] = O(|tf’) fiir t — 0,

da die Funktion 1/|¢| hier, anders als in der Ebene, keine integrable Majorante bildet.
Die Verteilung p’ sollte folgende Bedingungen Erfiillen:

i) /wid(,u—u’)(x) =0fir:=1,2,3
it') /x4d(u — i) (z) < +o0
Sind aber Bedingungen i’) und ii’) erfiillt, so ist die Differenz beider charakteristischer

Funktionen viermal stetig differenzierbar. Die Ableitungen bis einschliellich der dritten
Ordnung verschwinden. Dann ist aber

‘ R
L=p(t) 1-¢(1)

und folglich lokal integrabel. Fiir die Einzelheiten der Konstruktion von p' sei auf [6],
Seite 34-35 verwiesen.

’ —O(1) fir [|t] — 0.

g
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Liste der Symbole

[ f(z) dx
[ f1lo

1 £1]
A.B.Q
A\ B
AAB

AC

XA

Allgemein

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen einschliefllich der Null
Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Der Realteil einer komplexen Zahl w

Der konjugiert komplexe Wert von w

Das d-dimensionale Lebesgue-Mafl

Skalarprodukt zweier Punkte x und y

Die euklidische Norm eines Punktes x € R?
Funktionen von R? nach R

Lebesgue-Integral von f

Die Supremumsnorm der Funktion f

[1£(z)ldz

Mengen

{a € A;a ¢ B} Differenz zweier Mengen A und B
A\ BU B\ A; Symmetrische Differenz von A und B
Das Komplement einer Menge A in einem Raum 2 2 A
Die Indikatorfunktion von A

Mafitheorie und Wahrscheinlichkeitstheorie

Die o-Algebra der d-dimensionalen Borelmengen

bzgl. dem Lebesgue-Mafl absolut stetiges Borelmafl mit Dichte f
Nichtleere Menge

o-Algebra auf ()

Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (€2, 1)

Wahrscheinlichkeitsraum

Erwartungswert einer integrablen Zufallsvariablen Y

Das Bildmafl von P unter einer mefibaren Abbildung

T:0— ¢

Dirac-Mafl im Punkte x
Wabhrscheinlichkeitsmafle auf (R?, 9B%); sog. Verteilungen
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[k v
W™ oder

{Sn;n € Ng}
E,(Y)

((27“,h7 Q(r,h7 Pr,h)

Faltung zweier Verteilungen p und v
n-te Faltungspotenz von p
charakteristische Funktion (siehe Definition 1.1.3 auf Seite 3)

Irrfahrten

Irrfahrt (siehe Definition 1.1.1 auf Seite 1)
Bedingte Erwartung: E[Y|Sy = z], * Punkt des Zustandsraumes,
Y integrable Zufallsvariable

JE.(Y) dv(x) ; v Startverteilung der Irrfahrt

P(-[Sy = z)

J Pu() dv(z)

Rekurrenzmenge (siehe Definition 1.1.2 auf Seite 1)
Rekurrenzmenge einer Irrfahrt mit Startverteilung d

und Zuwachsverteilung u

Die erste Eintrittszeit der Irrfahrt in die Menge A

Die erste Eintrittszeit der Irrfahrt in die Menge A nach der Zeit n
P.(Ta < 7B), wobei A, B Borelmengen, = Punkt des Zustandsraumes
Py(Tay < Tp}), wobei a, b, z € Z4; Trrfahrt Z9-wertig

= >0 ({0} — p{0}), z € Z% siehe 2.1 auf Seite 15

= lim,, o ay(z)

Anuffiillschema (Vgl. Abschnitt 3.2)

Dichte der Startverteilung So(P)
Dichte der Zielverteilung S, (P)

Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine Irrfahrt mit
Startverteilung A% und Zuwachsverteilung p sowie eine
endl. Stoppzeit 7 existiert, s .d.

S.(P) = hA%; (s. Definition 3.1.2 auf Seite 39)

Im Zusammenhang mit dem Auffiillschema die Stoppzeit,
die aus dem Auffiillschema mit Startverteilung r\¢ und
Zielverteilung hA? hervorgeht
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