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[ Number theory | shares in common with the natural sciences the property that it is a
strongly experimental subject.
Henri Cohen, Computational Aspects of Number Theory



Einleitung

Seit der Dissertation von Emil Artin im Jahre 1923 stellen Funktionenkorper
ein zentrales Gebiet der Algebra und Zahlentheorie dar. (Hier und im folgen-
den verstehe ich unter einem Funktionenkorper eine algebraische Erweiterung
von F,(7) mit vollem Konstantenkérper IF,,.) Ersetzt man das Paar (Q,Z) durch
(F,(T),F,[T]), so ergeben sich tiefe Parallelen zwischen der klassischen Zahlen-
theorie und der Theorie der Funktionenkorper. Es seien nur Klassenkorpertheorie,
Modulformen und die Arithmetik von Zeta- und L-Funktionen erwéhnt. Daher er-
fordert das Verstidndnis der “zahlentheoretischen” Situation ein gutes Versténdnis
der Funktionenkorpersituation und umgekehrt. Dabei ist die Funktionenkorper-
situation in vielen Féllen einfacher, da es keine nichtarchimedischen Stellen gibt
und viele Informationen aus der Untersuchung des Frobeniusendomorphismus
x +— 27 gewonnen werden konnen. Viele berithmte Vermutungen der klassischen
Zahlentheorie sind fiir Funktionenkorper bewiesen.

Weiterhin sind gerade in den letzten Jahren die Funktionenkorper durch ihre
Anwendungen in der Kodierungstheorie [Sti93] und Kryptographie [SSW96] ins
Zentrum des Interesses geriickt.

In all diesen Zusammenhéngen stellen die von V.G. Drinfeld in seiner folgen-
reichen Arbeit [Dri74] eingefiihrten Drinfeld-Moduln ein zentrales Werkzeug zur
Untersuchung der Arithmetik solcher Funktionenkorper dar. Ausgangspunkt ist
die Beobachtung, dafl die additive Gruppe G, (L) eines Kérpers L der Charakte-
ristik p “viele” Endomorphismen besitzt und deshalb nichttriviale Modulstruk-
turen zulaBt. Grob gesagt ist ein Drinfeld A-Modul (fiir einen geeigneten Ring
A der Charakteristik p) iiber L eine A-Modul-Struktur (mit einigen zusétzlichen
Eigenschaften) der additiven Gruppe von L. Der Rang eines Drinfeld-Moduls ist
eine natiirliche Zahl, welche die Torsionsstruktur von G, (L) beschreibt (L ist
der algebraische Abschlufl von L). In vielerlei Hinsicht entspricht das Konzept
des Drinfeld-Moduls dem Konzept der elliptischen Kurve (bzw. der irreduziblen
abelschen Varietit) in der Zahlentheorie iiber Q. Im weiteren werden wir uns auf
den einfachsten Fall A = [T] beschranken.

Der einfachste Drinfeld-Modul wurde schon in den 30er Jahren von Leonard Car-
litz eingefiihrt und trégt daher heute den Namen Carlitz-Modul. Mit seiner Hilfe
kénnen unter anderem galoissche Korpererweiterungen von F,(u) explizit kon-
struiert werden, deren Struktur analog zur Struktur der Kreisteilungserweiterun-
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gen iiber QQ ist. Zum Beispiel ist die Galoisgruppe solcher ,,Carlitz-Erweiterungen”
von der Form (F,[T]/n(T))* in Analogie zur Galoisgruppe einer Kreisteilungser-
weiterung (Z/n)*.

In den letzten Jahren wurden solche Carlitz-Erweiterungen verwendet, um ex-
plizit globale Funktionenkdrper iiber F, zu konstruieren, fiir die der Quoti-
ent % zwischen Anzahl der Stellen vom Grad 1 und dem Geschlecht sehr
grof} ist. Man vergleiche zum Beispiel die Arbeiten [NX97, Kel01, Geb02] oder
[vdGvdV00, vdGvdV03]. Explizit bedeutet in diesem Zusammenhang immer, dafl
man Polynome angeben kann, deren Nullstellen die Funktionenkorper erzeugen.
Solche Funktionenkorper und ihre explizite Beschreibung sind in der Kodierungs-
theorie von Interesse. Nun besagt aber ein Resultat von Frey, Perret und Stich-
tenoth [FPS92], dafl in jedem abelschen, unendlichen Turm K; C Ky C Kj...

von Funktionenkdrpern iiber F, fiir den Quotienten lim;_, J; ((;f)) = 0 gilt. Da die

Torsionserweiterungen von Rang-1 Drinfeld-Moduln immer abelsch sind [Hay79],
besagt das obige Theorem, dafl diese Klasse von Erweiterungen ein asymptotisch
schlechtes Verhalten aufweist. Andererseits besagt ein Resultat von Serre [Ser83],
daB es einen unendlichen (notwendigerweise nichtabelschen) Koérperturm und ei-
ne Konstante ¢(¢) > 0 gibt mit lim inf 2 ) > ¢(q). Deshalb bietet es sich an,
nichtabelsche Torsionserweiterungen zu betrachten d.h. Torsionserweiterungen
von Drinfeld-Moduln vom Rang echt gréfer eins.

Richard Pink hat in [Pin97] gezeigt, da8 fiir einen Rang-r Drinfeld-Modul ¢
“generisch” die Galoisgruppe der Torsionserweiterung Gal(L(~¢)|L) offen in der
Gruppe GL(r, Ay) ist, wobei A; die Komplettierung von A an einer Primstelle [
bezeichnet. Sein Schiiler Francis Gardeyn hat diese Aussage in seiner Dissertation
im Fall rang(¢) = 2 von der Komplettierung A; auf den Adelring iibertragen.
Meistens wird die Galoisgruppe einer [-Torsionserweiterung also gleich GL(r, A/l)
sein.

Die Beweise sind aber nicht konstruktiv, so daf§ fiir einen konkret gegebenen
Drinfeld-Modul ¢ und [ € F,[T] keine Aussagen gemacht werden koénnen. Da-
her beschéftigt sich die vorliegende Arbeit mit der Berechnung der Galoisgrup-
pe einer [-Torsionserweiterung eines Rang-2 Drinfeld-Moduls. Um explizit rech-
nen zu konnen, beschranken wir uns dabei auf Drinfeld-Moduln iiber dem Ring
A =TF,[T], die iiber dem rationalen Funktionenkorper F,(u) definiert sind.

In diesem Fall kann ein Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ durch die Daten

¢ = (Fy,Fy(u),is(T),ig(T) + g7 + AT?)

beschrieben werden, wobei iy : F,[T] — F,(u) der Strukturmorphismus, 7 :
x — z? die Frobeniusabbildung und i4(T) + g7 + A7? € F,(u){7} das Bild
¢r von T im getwisteten Polynomring ist. Die von ¢ auf F,(u)*® induzierte
IF,[T]-Modulstruktur wird mit x4 bezeichnet. Zu einem irreduziblen [(T') € P, 7
bildet die I-Torsion ¢ = {a € F (u)*? | [*5a = 0} einen Gal(F,(u)*?, F,(u))-
invarianten F,[T]-Untermodul von F,(u)*?, der als F; := F,[T]/l Vektorraum
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Dimension 2 hat. Da *, mit der Galoisoperation kommutiert, induziert letztere
die [-Torsionsdarstellung

Pt Gal(F, ()", F,(u)) — Autg, (¢) = GL(2,F) .

Nach Wahl einer Basis des freien zweidimensionalen Moduls (¢ betrachten wir den
letzten Isomorphismus als Identifikation. Dann ist die folgende Frage zu kléren:
Gilt die Gleichheit

Im(pjd) = GL(2,F)

Im(pj) 2= Gal(Fy(u)™”, Fy(u))/Gal(Fy(u)*”, Fy(u) 1))
= Gal (Fy(u)[@], Fy(u))

gilt, kann man die Frage umformulieren zu:
Entscheide, ob

Gal (Fy(u) 6], F,(u) = GL(2, Fy)

gilt. Der Korper F,(u)[i¢] ist der Zerfallungskorper des Polynoms
oi(x) € Fy(u)la]

Es ist also die Galoisgruppe eines Polynoms in z auszurechnen. Da aber
deg,(¢1) = ¢>der( ist, wird der Grad solcher Polynome sehr schnell sehr grof,
so daf} eine Berechnung der Galoisgruppe ohne Beriicksichtigung der speziellen
Struktur (z.B. Additivitdt) der Polynome aussichtslos ist.

Wir haben einen Algorithmus A entwickelt und im Computer-Algebra-System
Simath [Sim] implementiert, der entscheidet, ob Gal(F,(u)[i¢] . F,(u)) = GL(2,F)
gilt (s. Kapitel 5).

Indem wir eine schwache (aber explizite) Abschidtzung der Differenten von
F,(u)[i¢]|F,(u) herleiten, liefert uns die explizite Version des Satzes von Che-
botarev eine Schranke N € N, die die maximale Anzahl von Schritten bis zur
Terminierung abschétzt. Insgesamt erhalten wir dann:

Der Algorithmus terminiert

in N Schritten = (GalF, (o), Fy(w)) = GL2 )

Konkrete Rechnungen lassen vermuten, dafl die Schranke N um mehrere Gréfien-
ordnungen zu schlecht ist. Daher haben wir fiir konkrete Berechnungen ein
Ny < N gewihlt, und den Algorithmus nach N; Schritten abgebrochen. In die-
sem Fall gilt natiirlich nur noch die Implikation “=".

Dem Algorithmus A liegt folgende Idee zu Grunde:
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(i) Wir beschaffen uns Informationen iiber einige Elemente in der Galoisgrup-
pe. Dazu miissen wir die Elemente nicht exakt berechnen. Zu einigen Stellen
p(u) aus P ) ermitteln wir das charakteristische Polynom und die Ord-
nung des zugehdrigen Frobenius Frob(p, F,(u)[i¢]|F,(v)) € GL(2,F). Diese
sind wohldefiniert, obwohl der Frobenius selbst nur bis auf Konjugation
bestimmt ist. Im Fall der GL(2,F|) geniigen diese beiden Daten, um den
Konjugationstyp zu bestimmen.

(ii) Wir betrachten die kanonische Abbildung
P: GL(2,F,) — PGL(2,F))

und die Klassifikation der maximalen Untergruppen von PGL(2,F). Un-
ter Verwendung der Informationen aus (i) zeigen wir fiir jede maximale
Untergruppe U von PGL(2,F))

P(Gal(Fq(u)[19] , Fq(u))) Z U
und erhalten damit P(Gal(FF,(u)[i¢],F,(u))) = PGL(2,F)).

(iii) Wir zeigen
det(Gal(Fy(u)[i9], Fy(u))) = F" .
(iv) Aus (ii) und (iii) folgern wir

Gal(Fy(u)[@], Fq(u)) = GL(2,Fy) .

Im Fall von elliptischen Kurven E|Q wird dhnlich vorgegangen, um zu einem
[ € P die Galoisgruppe der [-Torsionserweiterung Q(;£)|Q zu untersuchen. In
Abschnitt 1.11 gehen wir genauer auf die Analogie zwischen Drinfeld-Moduln
und elliptischen Kurven ein.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt auf:
Im 1. Kapitel wird ein kurzer Abrifl der Theorie der Drinfeld-Moduln gegeben.
Dabei beschréanken wir uns von Anfang an auf den Fall A = F [T]. Resultate wer-
den nicht in ihrer allgemeinsten Form zitiert, sondern so, wie sie fiir die spéteren
konkreten Rechnungen benétigt werden.
In Kapitel 2 betrachten wir endliche Drinfeld-Moduln. Einem endlichen Rang-r
Drinfeld-Modul ¢ kann ein charakteristisches Polynom Pz(X) € (F,[T]) [X]
vom Grad r zugeordnet werden. Dies ist das Analogon zum Polynom
X?+ (p+1—#E(F,)) X +p € Z[X] im Fall einer endlichen elliptischen Kur-
ve E|F,. Wir geben an, wie man Pgz(X) im Fall » = 2 unter Verwendung der
Deligne-Kongruenz fiir Drinfeld-Moduln schnell berechnen kann. Im Fall eines
globalen Drinfeld-Moduls ¢ erhalten wir dann zu Stellen p # [ guter Reduktion
mittels

charpol (Frob(p, Fy(u)[1¢9]|F4(w))) = Pored(s,p) mod [
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das charakteristische Polynom des Frobenius zur Stelle p.

Die Gruppen GL(2,F,) und PGL(2,F,) iiber einem beliebigen endlichen Kérper
F, werden in Kapitel 3 genauer beleuchtet. Die dortigen Untersuchungen sind
rein gruppentheoretischer Natur, die Theorie der Drinfeld-Moduln geht nicht ein.
Wir benutzen die Konjugationstypen in der GL(2,F,), um ein Vertretersystem
der Konjugationstypen der PGL(2,F,) zu erhalten. Unter Verwendung der Klas-
sifikation der maximalen Untergruppen der PGL(2,F,) geben wir Kriterien an,
mit denen man jeweils ausschlieen kann, dal ein Element [M] € PGL(2,TF,),
das nur bis auf Konjugation bekannt ist, in einer vorgegebenen maximalen Un-
tergruppe liegt. Unsere Resultate gelten in jeder Charakteristik und schlieffen
auch die Falle von kleinen endlichen Kérpern (PGL(2,Fs), PGL(2,F3) etc.) ein.
In Kapitel 4 wenden wir uns der Kérpererweiterung F,(u)[¢]|F,(u) zu. Wir ge-
ben eine (sehr schwache, aber explizite) obere Abschitzung fiir Differente und
Geschlecht der Erweiterung an. Weiter zeigen wir, dafl Torsionserweiterungen mit
maximaler Galoisgruppe GL(2,F;) im Fall F; # [, keine Konstantenerweiterun-
gen enthalten. Wir beleuchten Situationen (rationale Isogenien, Drinfeld-Moduln
mit komplexer Multiplikation), in denen die Torsionserweiterung nicht maximal
sein kann. In diesem Zusammenhang leiten wir eine Weil-Paarung fiir Drinfeld-
Moduln her. Mit ihrer Hilfe bringen wir die Galoisoperation auf der [(T")-Torsion
eines Rang-2 Drinfeld-Moduls ¢ = (F,, F,(u),u,u + g7 + A7?) mit der zugehori-
gen Operation auf der [-Torsion des Rang-1 Moduls ¢ = (F,,F,(u), u,u — A7) in
Verbindung. Insbesonders folgern wir, da8 immer F,(u)[1¢)] C F,(u)[1¢] gilt. Dies
liefert uns ein einfaches Kriterium (Satz 4.4.11), das in vielen Fillen zeigt, da8
det(Gal(F,(u)[i¢] , F,(u))) = F* gilt.

Unter Verwendung der Tate-Uniformisierung von Drinfeld-Moduln kénnen wir
zeigen, dafl in Abhéngigkeit vom Verhalten an Stellen schlechter Reduktion Ele-
mente der Form ((1) ‘;) mit a # 0 in der Galoisgruppe liegen.

In diesem Zusammenhang tritt der hédufig zu beobachtende Effekt auf, dal un-
ter der Analogie zwischen Q und F,(u) ein Objekt iiber Q zu mehreren Ob-
jekten iiber F,(u) korrespondiert. Klassisch wird eine elliptische Kurve E|Q
sowohl iiber die Weil-Paarung als auch iiber die Tate-Uniformisierung zur Z-
Modulstruktur z * ¢ := ¢ von Q in Verbindung gebracht. Demgegeniiber liefert
im Fall von Drinfeld-Moduln die Weil-Paarung einen Zusammenhang zwischen
den Moduln (F,,F,(u), u,u + g7 + A7?) und (F,, F,(u), u,u — A7), wihrend die
Tate-Uniformisierung eine Verbindung zwischen (Fy, F,(u), u,u + g7 + A7?) und
(F,,Fy(u), u,u+ 7) herstellt.

Im 5. Kapitel setzten wir die Ergebnisse aus den vorherigen Kapiteln zum Algo-
rithmus A zusammen, der zu vorgegebenem ¢ = (F,, F,(u), u,u+ g7 + A7?) und
(T') € Pg, 1) entscheidet, ob Gal(Fy(u)[i¢] , Fq(u)) = GL(2,FF) gilt. Dazu fithren
wir den Begriff eines Schaltgraphen ein und definieren einen speziellen Schaltgra-
phen, in dem wir die gruppentheoretischen Ergebnisse aus Kapitel 3 kodieren.
Dadurch sind im Algorithmus die gruppentheoretischen Anteile von denen aus
der Theorie der Drinfeld-Moduln getrennt. Dies erhoht die Ubersichtlichkeit des
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Algorithmus, da fiir die GL(2, [Fy) einige Sonderfille beachtet werden miissen (#IF;
klein oder char(F,) = 2), wihrend die Resultate tiber Drinfeld-Moduln (Berech-
nung des charakteristischen Polynoms eines Frobeniuselements etc.) unabhingig
von diesen sind.

Im 6. Kapitel geben wir die Resultate einiger Beispielrechnungen an. Diese haben
wir mit einer Modifikation A" von A durchgefiihrt, in der wir die maximale Anzahl
der betrachteten p(u) € Pg, ) auf 60 beschrankt haben. A’ ist schneller als A,
kann aber nicht mehr beweisen, da8 Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) # GL(2,F,) ist. Mit
A" haben wir fir F, = Fy,F3,Fy,F5 groBere Parameterbereiche abgesucht. Die
Rechnungen zeigten, daff der Algorithmus i.a. nur wenige unverzweigte Stellen
von F,(u) (weniger als 10) berechnen muf}, um die Maximalitét der Galoisgruppe
zu zeigen. Im Fall von F, = F3 haben wir in den Féllen, in denen die Maximalitét
nicht gezeigt werden konnte, die Galoisgruppe ,,von Hand” bestimmt. In diesen
Fillen war die Gruppe immer echt kleiner als GL(2,F,). Der Ubergang von A zu
A’ hat also in diesen Féllen zu keiner Verschlechterung der Ergebnisse gefiihrt.
Die gefundenen nichtmaximalen Félle sind in Tabelle 6.2 zusammengefafit. In
Abschnitt 6.3 werden kurz mogliche Verallgemeinerungen des hier behandelten
Problems angesprochen.

Herrn Prof. Dr. E.-U. Gekeler gilt mein Dank fiir das interessante Thema und die
gute Betreuung. Auch Frau Dipl. Math. Alice Keller mochte ich fiir die jahrelange
gute Zusammenarbeit danken. Ein besonderer Dank gilt Frau Dipl. Math. Ute
Staemmler, nicht nur fiir die viele Zeit, die sie zum Korrekturlesen dieser Arbeit
verwendet hat.
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir kurz den fiir diese Arbeit relevanten Teil der Theorie
der Drinfeld-Moduln dar. Da der algorithmische Aspekt spéter eine grofie Rolle
spielen wird, definieren wir Drinfeld-Moduln nur fiir den Ring F,[T]. Fiir allge-
meinere Ordnungen A ist die Représentation eines Drinfeld-Moduls bereits ein
nichttriviales Problem. Auflerdem ist in vielen Computeralgebrasystemen zwar
die Arithmetik von F,[T"] implementiert, nicht aber die Arithmetik solcher allge-
meinerer ,,Drinfeld-Ringe”.

Wenn wir Resultate (insbesondere zu Drinfeld-Moduln) anderer Mathematiker
zitieren, so geben wir sie nicht unbedingt in ihrer allgemeinsten Form an, sondern
so konkret, wie wir die Ergebnisse bendtigen. Zum Beispiel werden wir haufig
Aussagen zu Rang-2 Drinfeld-Moduln zitieren, die fiir beliebige Rang-r Drinfeld-
Moduln gelten.

Umfassendere Einfiihrungen in die Theorie der Drinfeld-Moduln finden sich in
vielen der im Literaturverzeichnis angegebenen Arbeiten, z.B. in [Hay92], [Ros02]

oder [Gos96].

1.1 Notation

Wir werden in der ganzen Arbeit die folgende Notation verwenden:

Z . Menge der ganzen Zahlen,
Ny . Menge der natiirlichen Zahlen einschlieSlich der Null,
N . Ny —{0},
P o {2,3,5,7,...} Menge der Primzahlen,
F, : der endliche Korper mit ¢ Elementen,
F,[T] :der Polynomring iiber F, in der Unbestimmten T,
n . ein beliebiges Polynom aus F,[T7,
F,(T) . der rationale Funktionenkorper in der Unbestimmten T,

13



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Pr, 1 : die Menge der nichtkonstanten normierten irreduziblen Poly-
nome in F [T,

[ : ein Element von P, 7y,
Vi : die normierte Bewertung an [,
IF, . der endliche Koérper F,[T]/I,

F,[T], : die Komplettierung von Fy[T] an [,

Fo(T), : der Quotientenkérper von IFy[T],

Gal(L,K) : die Galoisgruppe einer galoisschen Korpererweiterung L| K,
L . der algebraische Abschluf} eines Korpers L,
Lsep . der separable Abschlufl eines Kérpers L.

Im weiteren werden wir die Primideale von F,[T] mit ihren Erzeugern aus P, g
identifizieren.
Sei f(v) =1, a;v" ein Polynom in der Variablen v. Dann bezeichnet

coeft, (k, f) = ay

den k-ten Koeffizienten.

Sei K ein beliebiger Korper. Dann heifit eine Korpererweiterung L| K mit Trans-
zendenzgrad grofler oder gleich eins Funktionenkdrper. Ist der Transzendenzgrad
genau Eins, so heiflt L|K algebraischer Funktionenkdrper. Ein globaler Funk-
tionenkorper ist ein algebraischer Funktionenkorper L|K, bei dem K endlich
ist. Globale Funktionenktrper werden auch Kongruenzfunktionenkérper genannt.
Die Grundlagen der Theorie der algebraischen Funktionenkorper unter besonde-
rer Beriicksichtigung der globalen Funktionenkérper werden z.B. in [Sti93] oder
[Ros02] dargestellt. Die Stellenmenge eines algebraischen Funktionenkorpers L| K
werden wir mit Sy, bezeichnen. Zum Beispiel ist

Skyr) = Pryrp U{T '}

1.2 Der getwistete Polynomring

Sei im weiteren L ein Erweiterungskorper von F, und

M = {Zcixqi | n € Ny, ¢ € L}

=0

Dann ist M zwar unter der Addition von L[z] abgeschlossen, nicht aber unter
der Multiplikation von Polynomen. Also ist M kein Teilring des Polynomrings
(L [.CE], +, )
Es gilt aber



1.2. DER GETWISTETE POLYNOMRING 15

Lemma 1.2.1. Mit den Verkniipfungen

+ : (P+H)(z) = Px)+ H(x)
o : (PoH)(x) = P(H(x))

ist (M, +,0) ein nicht-kommutativer Ring mit Eins-Element 1y = .

M heifit der Ring der absolut F,-linearen Polynome iiber L.
Weiter sei zu einer Unbestimmten 7

L{T} = {Zbﬂ'i‘neNo, bz EL} .

i=0
Dann gilt
Lemma 1.2.2. Mit den Verkniipfungen
+ o0 YeaT + b = > iolai + )T
o Yiear o YT bl o= Z:?(Zwrjzk aibg-l)rk

ist (L{7},+,0) ein nicht-kommutativer Ring mit Eins-Element 117y = 1.
Fir (L{7},+,0) schreiben wir auch

L{r} = {Z a; 7" | 7h = biT Vb € L} :

i=0
um auszudriicken, daf§ L{r} der Polynomring in 7, ergdnzt um die obige Kom-
mutatorrelation ist. L{7} heifit der getwistete Polynomring, die Elemente werden
als Frobenius-Polynome bezeichnet.

Die Multiplikation in L{7} ist IF,-bilinear, und daher ist (L{7}, +,0) sogar eine
[F,-Algebra.

Die beiden Algebren L{7} und M werden durch folgendes Lemma in Verbindung
gebracht:

Lemma 1.2.3. Die Abbildung

n n

; A

L{t} — M, E a;, 7" — E a;x?
=0 i=0

ist ein F,-Algebren-Isomorphismus zwischen (L{7},+,0) und (M, +,0).

Daher werden wir sie identifizieren. D.h., ist P(7) aus L{7}, so bezeichnet P(x)
das zugehorige Polynom in M und umgekehrt. Insbesondere ist

coeff.(k, P) = coeff,(¢", P) .
Sind P(7) € L{r} und § € L gegeben, so ist
L > P(f) := subs(z = (3, P(x))

durch das Einsetzen in das zugehorige Polynom definiert.
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Definition 1.2.4. Ein Frobenius-Polynom P(7) = >"""  a;7" € L{r} heifit sepa-
rabel, falls ag # 0 gilt.

Das Frobenius-Polynom P(7) € L{r} ist also genau dann separabel, wenn das
zugehorige Polynom P(x) € M separabel ist.

Definition 1.2.5. Die Hohe eines P(1) = > ja;7" € L{r} — {0} ist definiert
als
ht(P) := min{i | a; # 0} .

1.3 Drinfeld-Moduln

Definition 1.3.1. Fin F [T]-Korper (L, i) ist ein Erweiterungskérper L von F,,
versehen mit einem F,-Algebren-Homomorphismus

iy F,[T] — L.
Die FF,[T]-Charakteristik von (L,i,) ist definiert als
N 00 ;i ingektiv
char(L,7y) = { ker(iy) ; s nicht injektiv

Es sei daran erinnert, da8 wir die Primideale von F,[T] mit ihren normierten
Erzeugern (d.h. den irreduziblen Polynomen) identifizieren.

Definition 1.3.2. Sei (L,i4) ein F [T]-Korper. Ein Drinfeld-Modul ist ein F,-
Algebren-Homomorphismus

¢ = F[T] — L{r}
noo= ¢
mait
o1 =1s(T) + hihere Terme in T

und
degT(¢T) 1.

Ist L ein endlicher Kérper, so heifst der Drinfeld-Modul endlich.

Bemerkung 1.3.3. Wegen

n

¢Z?:0 Tt — Z QsciTi = Zcng% S L{T}
1=0

=0
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ist der Drinfeld-Modul ¢ durch die Angabe von
or =ig(T) + > a;7
i=1
eindeutig bestimmt. Wir werden einen Drinfeld-Modul ¢ oft durch das Tupel
(Fg, L, ig(T), o)

beschreiben. Die Information zu i,(7") ist zwar bereits in ¢r enthalten. Diese
Redundanz nehmen wir aber in Kauf, um die Struktur von L als F [T]-Kérper
zu betonen.

Man iiberlegt sich leicht, dal umgekehrt jedes solche Tupel einen Drinfeld-Modul
beschreibt. Es gilt also das folgende Lemma:

Lemma 1.3.4. Fin Tupel (F,, L,«, P(T)) definiert genau dann einen Drinfeld-
Modul, wenn folgende Aussagen erfillt sind

(1) L ist Erweiterungskorper von F, |
(ii) o € L beliebig,
(11i) P(t) € L{T} mit deg.(P(1)) > 1,
(iv) coeff,(0,P) =« .
Weiter definieren wir

Definition 1.3.5. (i) Der Rang eines Drinfeld-Moduls ¢ ist definiert als
rg(¢) := deg,(¢r) .
(i1) Die Charakteristik eines Drinfeld-Moduls ¢ ist definiert als

char(¢) := char(L, i) .

(iii) Als Hohe von ¢ wird der Wert

- 0 ; char(¢) = oo
0 = 1 o)+ char() s

bezeichnet. Die Héhe eines Drinfeld-Moduls ist immer eine nichtnegative
ganze Zahl.

Bemerkung 1.3.6. (i) Ein Drinfeld-Modul hat genau dann die Charakteri-
stik oo, wenn das Element i4(7") € L transzendent iiber F, ist.
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(i) Ist ¢ = (F,, L, o, ¢r) ein Drinfeld-Modul und M|L eine Kérpererweiterung,
so ist auch (Fy, M, «, ¢r) ein Drinfeld-Modul. Falls wir im weiteren von
Eigenschaften eines Drinfeld-Moduls iiber Erweiterungen M |L sprechen, so
meinen wir immer den wie oben auf M fortgesetzten Drinfeld-Modul.

iii) Ein Drinfeld-Modul (F,, L,74,(T"), ¢r) induziert auf jeder Erweiterung M
q ¢
von L durch

n*(ﬁﬁ = gbn(ﬁ) = SUbS(J] = ﬁa@bn(x))v ne FQ[T]7 peM

eine F [T]-Modul-Struktur. Dies erkldrt auch die zweite Hilfte des Begriffs
Drinfeld-Modul.

1.4 Beispiele fiir Drinfeld-Moduln

Beispiel 1.4.1. Betrachten wir einmal den Drinfeld-Modul
¢ = (F3, Fa[w]/(w* + w + 2), w,w + wr°)
genauer. Es ist
rg(¢) =5 und char(¢) =T? + T + 2
Weiter ergibt sich
¢1(7) =1
br(T) = w + wr®
br2(1) = (w +wr®) - (w+ wr®)
= w® + wr’ + wr'w + wrlwr
3 3

5

5 5
= w? + W +wwr P+ w w0

= w? + (2 +w?)7° + 2710
Es ist also

dr2yria(T) = Or2(T) + Or(T) + 201 (7)
= (W’ +w+2) + (w + w+2)7° + 2710 = 271

und damit
10

ht(¢) = - =5
Betrachten wir nun die Operation von F3[T| mittels ¢ auf Fg = Fs[w]/(w?+w+2).
Es ist zum Beispiel
T>I<¢1 = ¢T(1) = 2w

5
¥ — 2w

T*¢w:w2—|—ww
T2*¢w:T*¢T*¢w:T*¢2w:w

(T+1D)spw=Txsw~+1lssw=2w+w=0
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Insbesondere gilt

(T? +T) %51 =T* 541+ T x5l =w+2w=0
(T? + T)*pw =Ty (T + 1) xyw =Tx450=0

Da {1, w} eine F,-Basis von F3[w]/(w?® + w + 2) ist, ist damit (7% 4+ T) s = 0
fiir alle a € Fs[w]/(w? 4+ w + 2). Wir erhalten eine Isomorphie von F,[T]-Moduln
Foful /(w? +w+2) = BTl o o BolTly

Dabei ist der Modul links des Isomorphiezeichens ein F5[T'-Modul beziiglich s,
der rechte Modul beziiglich der iiblichen Multiplikation in F3[T]. In der Notation
von Kapitel 2 heifit dies, daf3 ¢ die Euler-Poincaré-Charakteristik 72 + T hat. [

Wir geben noch einige weitere Beispiele fiir Drinfeld-Moduln an.
Beispiel 1.4.2.

(Fy, L, v, é7) char(¢) [L =i (Fo(T))]
(F,,F,,0,7) T -F,[T] 1
(F,,F 1,1 +7) (T — 1) - F,[T] 1
(F,,Fp2,0,7) T -F,[T] 2
(Fs, F3[w]/(w? + w + 2), w,w +wr?) | (T* +T +2) - F,[T] 1
(F3, Fsw]/(w? + 1), w, w + wr?) (T% +1) - F,[T] 1
(Fy, Fy(u), u, u+ ult + (u2 — 1)7°) 00 1
(Fy, Fy(u), u?, u? + u'r + (u? — 1)7°) 00 2
(F,, Fy(u), 0, ut + (u? — 1)7°) T -F,[T] 00
(Fy, Fol(uw)), uyu + utr + (u? — 1)7°) 00 00
(Fy, Fyu,v),u,u + u't + (v — u)7?) 00 00
(Fs, Fs(u, ) /(y> —u® — 1) ,u,u+7) 00 2
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1.5 Morphismen von Drinfeld-Moduln

Definition 1.5.1. Seien ¢ := (F,, L, o1, ¢r) und ¢ := (F,, L, as,¥r) Drinfeld-
Moduln.

(i) Die Menge der L-Homomorphismen von ¢ nach v ist definiert als
Homy (¢,v) :={u € L{r} | u- ¢7 =7 - u} .

Sie ist eine Untergruppe von (L{T},+). Elemente ungleich Null aus
Homy, (¢, 1) werden auch L-Tsogenien genannt.

(i1) Die L-Isomorphismen, d.h. die invertierbaren L-Homomorphismen von ¢
nach 1, sind die Elemente von Homp (¢p,v) N L*, die wir mit Isomy (o, 1)
bezeichnen.

(#i) Die L-Endomorphismen von ¢ sind die Elemente aus Homp (¢, ¢).

(iv) Die L-Automorphismen von ¢ sind die Elemente aus Isomp (¢, ¢) , d.h. die
FEinheiten des Rings Homp (¢, ¢).

Bemerkung 1.5.2. (i) Sind v € Homy(¢,v),v € Homp(¢,7), so ist v -u €
Homy (¢, 7). Die Drinfeld-Moduln iiber L und ihre Homomorphismen bilden
eine Kategorie.

(ii) Falls Isomy (¢, ) nicht leer ist, schreiben wir auch ¢ = 1.

(iil) Sei ¢r = > o bim, Yr =3 i s und 0 # « € Homp (¢, ). Dann ist

¢T = a_1¢Ta = Z C,L‘O[qi_1 Ti

i=0
Fiir die Koeffizienten folgt daraus

bi:Ci Oéql_l vog@gr

(iv) Aus (iii) folgt, dal Homomorphismen zwischen ¢ und ¢ hochstens dann
existieren, falls rg(¢) = rg(¢)) und i, = iy gilt.

Da jedes Element n(7") € F,[T] einen Endomorphismus ¢,(7) € L{7} induziert,
ist ¢(F,[T]) C L{7} immer ein Unterring des Endomorphismenrings Homy (¢, ¢).
Drinfeld-Moduln, deren Endomorphismenring echt grofier ist, sind besonders aus-
gezeichnet.

Definition 1.5.3. Seien die Bezeichnungen wie oben und L der algebraische
Abschlufy von L. Falls Endz(¢) # F, [T gilt, sagen wir, daff ¢ komplexe Multi-
plikation hat.
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1.6 Teilungspunkte
Wir kommen nun zu einem der zentralen Objekte dieser Arbeit.

Definition 1.6.1. Sei n € F [T beliebig, ¢ = (Fy, L, v, 1) ein Drinfeld-Modul
und L' ein Erweiterungskorper von L. Dann heifst

WD) ={a el |nxga=¢y(a) =0}

die n-Torsion von ¢ in L'. Wir kiirzen .¢(L) durch ¢ ab. Elemente von .¢
heifsen n-Teilungspunkte oder n-Torsionspunkte. Das Polynom n(T') wird auch
der Fiihrer genannt.

Bemerkung 1.6.2. Die n-Teilungspunkte eines Drinfeld-Moduls sind also die
Nullstellen des Polynoms ¢, (z).

Es gilt der folgende Struktursatz fiir die Teilungspunkte (s. [GS97, Prop.2.1]).

Satz 1.6.3. Fir einen Drinfeld-Modul ¢ und ein nichtkonstantes n aus F, [T
qgilt:

(i) Die n-Torsion ¢ ist via ¢ ein projektiver F,[T|/n-Modul vom Rang kleiner
oder gleich rg(¢).

(i1) Ist ggT(n,m) =1, so folgt
nm® = 1@ B mod -
(11i) Ist char(¢) = oo oder ggT(n,char(¢)) = 1, so ist ¢ dber F,[T]/n frei vom
Rang rg(o).

() Ist char(¢) = p # oo, so ist ¢ fiir allei € N frei iber Fy[T]/(p") vom Rang
rg(¢) — ht(¢).
Lemma 1.6.4. Sei (F,, L, o, ¢r) ein Drinfeld-Modul. Dann kommautiert die Ope-

ration von Gal(L**?, L) auf L*** mit der durch ¢ induzierten F,[T|-Operation auf
Leep.

Beweis: Sei o ein beliebiges Element von Gal(L*®?, L) und m € F,[T]. Da das
additive Polynom ¢ (z) iiber L definiert ist, gilt ¢n(o(z)) = o(dm(z)). Also gilt
fiir alle g € L*P

o(m+g 3) = 0(dn(3)) = dm(o(F)) = mus0(0) .

Damit ist die Aussage gezeigt. O
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Korollar 1.6.5. Seien (F,, L,a,¢r) ein Drinfeld-Modul, n € F,[T] und
w® C L*P. Dann ist w¢ ein Gal(L*, L)-invarianter Fy[T]- Untermodul von L*P.

Beweis: Es ist klar, daB ,¢ ein Untermodul ist. Sei nun «a aus ,¢ und o ein
beliebiges Element von Gal(L*®?, L). Dann gilt
nxyo(a) =cn*sa)=0(0)=0.

Also liegt o(a) in 4¢, und die Aussage folgt. O

Bemerkung 1.6.6. (i) Die Bedingung ,¢ C L*%? ist nicht automatisch
erfiillt. Zum Beispiel liegt fiir den Drinfeld-Modul (IFQQ, F,(u),0,0+ur +72)
die T-Torsion 7¢ (d.h. die Nullstellen von w - 27 + z7") nicht in F,(u)*?.

(ii) Das Polynom ¢,(z) muB nicht immer separabel sein. Zum Beispiel ist im
Fall des Drinfeld-Moduls (F,,F,(u),0,7) das Polynom ¢7(x) = 27 nicht
separabel, aber r¢ = {0} ist Teilmenge von F,(u)*?.

(iii) Fiir jeden Drinfeld-Modul (Fy, L, , ¢r) iiber einem endlichen Kérper L liegt
fiir jedes n € F,[T] der Torsionsmodul ,¢ in L**” = L, obwohl das Polynom
¢n(z) € L[x] mehrfache Nullstellen haben kann.

(iv) Fiir weiterfithrende Aussagen iiber Nullstellen von additiven Polynomen
iiber endlichen Korpern sei auf [LN94, Kap. 3] verwiesen.

Aus Lemma 1.6.4 und Korollar 1.6.5 erhalten wir

Satz 1.6.7. Seien (F,, L,«, ¢r) ein Drinfeld-Modul, w € F,[T] und ¢ C L*P.
Dann induziert die Operation von Gal(L*?, L) auf ,¢ eine Darstellung

pg,zg : Gal(Lsepv L) - Aut(]Fq[T]/“)<ﬂ¢) )
die sogenannte reduzierte Darstellung oder Torsionsdarstellung.

Diese Darstellung wird spéater das Hauptobjekt unserer Untersuchung sein.
Das folgende Lemma zeigt, dafl in vielen Féllen die Bedingung

n¢ g Lsep

automatisch erfiillt ist. Insbesondere deckt das Lemma genau die Fille ab, die
uns in dieser Arbeit interessieren werden.

Lemma 1.6.8. Sei ¢ = (F,, L, v, 1) ein Rang-r Drinfeld-Modul. Ist L endlich
oder char(¢) = oo, so gilt
ZB(L) C L5 .
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Beweis: Es ist
7 deg(n)

Su(x) =ig(n) + > aa”
i=1
Deshalb ist die Ableitung “£¢,(z) = is(n) konstant. Ist char(¢) = oo, so ist i,
injektiv und damit i4(n) # 0. Also ist ggT(¢u(z), Lpu(z)) = 1, und ¢u(z) ist ein
separables Polynom.
Ist L endlich, so gilt L = L*?, und damit ist die Aussage trivialerweise korrekt. [

1.7 Beispiele fiir Torsionserweiterungen

Um ein besseres Gefiihl fiir die Situation zu bekommen, werden wir nun an eini-
gen Beispielen die Galoisgruppe einer Torsionserweiterung als Untergruppe einer
GL(2,F,) explizit berechnen.

Beispiel 1.7.1. Sei
¢ = (]FQﬂ ]FQa 07 T+ 7—2)

und
(T)=T>+T+1
Dann ist
¢r2(1) = or(1) - (1) = (T +7%) - (T +7°) =77 + 7
Damit ist

broop =T 1 +1=0" 422+ =@+ +1)

Da 2" + 2 + 1 in Fy[z] irreduzibel ist, ist Fois der (T2 4+ T + 1)-Torsionskérper
von ¢. Diesen reprisentieren wir als

F215 = I[‘?2[05]/(0615 a4+ 1)

Damit ergibt sich
2 22 214
T2+T+1¢:{07OZ,O[7OZ yeeey O }

Explizit ausgeschrieben lauten die Torsionspunkte

O ) a 7 aQ Y a4 )
a® , a? 4+« , at +a? , a® +at ,
aB+al+a al +a ., a®+a? , at+ait+a

A+at+a? | Bt+att+ait+a , B+atta ad +a ,
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Diese Menge ist abgeschlossen unter der Operation *,. Zum Beispiel erhélt man
aus dem Torsionspunkt a® + a* durch
(TP +T%) x5 (@ +a) = (T(T* + T + 1) + T) %4 (" + o)

= (T(T* + T+ 1)) 4 (a® + a*) + T x4 (a® + a*)

= (Txy (T? + T 4+ 1) %4 (a® + a*)) + T x4 (a® + a*)

=Tx50+Txy(a®+a*) =T x4 (a® +a)

_ <a8+a4)2+ (oz8—|—oz4)4 — a16+a8+a32+a16

=a®+a*”? = +a*+ o
den Torsionspunkt o® + a* + a?. Nach Satz 1.6.3 ist 27,1 ¢ ein 2-dimensionaler
Vektorraum iiber dem 4-elementigen Korper Fy := Fy[T]/(T?*+T+1). Von diesem

Vektorraum wollen wir nun eine Basis bestimmen. Als ersten Basisvektor wéhlen
wir die Nullstelle a. Da ¢r(z) = x? + 2% ist, ist T %4 a = a*+a?, und wir erhalten

]F2[T]/(T2+T+1>*¢a:{O,a,a4+a2,a4+a2+@}

als den von « erzeugten Unterraum. Da der Torsionspunkt o? nicht in diesem
Unterraum liegt, kénnen wir ihn als zweiten Basisvektor wihlen. Es ist

IFQ[T]/(Tz L1y re@ ={0.0% 0" +ata® +at+a%}
und wir erhalten
T2+T+1¢ = F[*¢C¥EBF[*¢CY2

Wir untersuchen nun, wie sich die Galoisgruppe der Erweiterung Fy (72, 7,10)|F2
in die GL(2, F) einbettet. Da es sich um eine Erweiterung von endlichen Kérpern
handelt, wird die Galoisgruppe vom Frobenius-Automorphismus y +— 2 erzeugt.
Dieser operiert auf der von uns gewéhlten Basis wie folgt:

a — o= 0*¢a—|—1*¢o¢2

2 4

o = at=(a'+a?)+a’=Trya+1x50°
Daher korrespondiert der Frobenius zur Matrix
0 T
11 ’

und wir erhalten (bzgl. der gewiihlten Basis der (T? + T + 1)-Torsion)

0T
Gal(Falrr10) F2) = {(§ 7)) < GLE.F)
und _
0T
0rdGL(2,IFI)( (1 1)) =15
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Beispiel 1.7.2. Wir wahlen nun
(b = (IF27 IF27 07 7—2)
und wieder
(T)=T>+T+1
Dann ist
pz) =2+t +r =@+ + D@+ + D@+ 2t + 22+ 2+ 1)
Der (T? 4+ T + 1)-Torsionskorper ist also in diesem Fall Fys. Sei nun
. FQ (0%
Foo := 2 ]/(a6+a3—|—1)
Dann haben die einzelnen Faktoren die folgenden Nullstellen
0
oz4+a2+a, a5—|—a4, a5+a2+a,
a, o, at, o® + a2, ot +a, o,
S ta, 0’ +a, ot +202+a?, 0+t + 0 P +at+at+a, o+t +a,
wobei in jeder Zeile eine Nullstelle das Quadrat ihrer linken Nachbarin ist. Wieder
ist 72,7416 ein 2-dimensionaler Vektorraum iiber Fy := Fo[T|/(T? + T + 1). Es

1st
Fixga = {0,a,a*, a* + a}

und
Fixga® = {0,0% a° +a? o’} |

und wir kénnen wieder o und o? als Basis von g2 7, 1¢ wihlen. Der Frobenius
y — y? operiert auf dieser Basis durch

a — o =0%5a+ Lxg0°
o a4:T*¢a—|—O*¢a2

Damit wird y — y? beziiglich der gewihlten Basis durch
0T
<1 0) € GL(2,Fy)
beschrieben. Nachdem man diese Matrix in ihre Jordansche Normalform konju-

giert hat, erhélt man (bis auf Konjugation)

Gal(Fa(r247419),Fa) = <<T%—1 TL—H)> < GL(2,Fy)
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Beispiel 1.7.3. Nun betrachten wir ein Beispiel in Charakteristik 3. Es sei
¢ = (F3,F3,1,1+27 +7°)
und
(T)=T"+1
Es ist ¢72(7) = 14+ 7 + 7% + 7% und daher
Grogi(w) = 22 + 2° + 227 + 2!

Mit Hilfe eines Computeralgebrasystems erhélt man, daf§ der Zerfallungskérper
dieses Polynoms Grad 8 iiber F3 hat. Représentieren wir Fss durch

Fas := IF?’[O‘]/(

a®+a’+2)
so ist « einer der 81 Torsionspunkte, die wieder einen 2-dimensionalen Vektor-
raum iiber dem Restkorper Fy = F3[T]/(T? + 1) bilden. Mittels

Txya=a’+2a°+a=a+2a
und
(aT +b)spa=a-(T*xsa)+b-a, Va,b € F3
berechnet sich nun das Erzeugnis F*4 « leicht zu
geFJol1|2| T |T+1|T+2| 27 | 2T+1 |[2T+2
g*¢aHO‘a‘2a‘a3—|—2a‘ ad ‘a3+a‘2a3+a‘2a3+2a‘ 203

Als zweiten Basisvektor wihlen wir a* 4+ 2a2. Dessen Erzeugnis ist

geFJo| 1 | 2 | T | T+1
grsa || 0] a*+2a? | 20"+ a? | 2a° + 20" | 20° + 207
geF | T+2 | 2 | 2I+1 |2T+2

g *g Q0 H 208 + ot + a? ‘ ab +at ‘ ab + 20t + 202 ‘ ab + o?
Der Frobenius y +— y3 operiert hier durch
a = o= (T+1)*ga+ 0%, (o +2a%)
at+2a% = af+a' =0x,0a+2T %, (o +2a%)

Damit entspricht dem Frobenius die Matrix

T+1 0
0o 2T1)

und damit ist (wieder bis auf Konjugation)

Gal(Fatreno). F) = (T 01 7)) < L)
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Beispiel 1.7.4. Wir betrachten nun einen globalen Drinfeld-Modul. Dieser lie-
fert ein Beispiel fiir eine nicht-zyklische Galoiserweiterung. Sei

¢ = (IF?M F3(u)7 U, u — 7—2)

und

(T)=T

Dann ist
¢i(r) = ur — 2° = x(u — 2°)

Damit kénnen wir die T-Torsionserweiterung als Kummererweiterung auffassen
(vgl. [Sti193, I11.7.3, VL.3.1]).

Sei Fgy représentiert als

Fo ="/ 02 oy 1o

Dann erzeugt A die multiplikative Gruppe F§. Ist 1 eine fest gewéhlte Nullstelle

von % — u, so gilt

7
) —ur = :CH(:L' — ),
i=0
und damit

F3(u)[r¢] = ZerfKp(a® — u) = Fs(u)[n, A] = Fo(u)[n] = Fo(n)

Die Galoisgruppe der Erweiterung Fo(n)|Fs(u) = Fo(n)|F3(n®) wird von den bei-
den Automorphismen

_(n = A _(n =
a—<)\'_> /\> und 5_()\|—>)\3)
erzeugt. Man rechnet leicht nach, daf éoé = o2 gilt, und daher ist
Gal(F3(u)[r¢], F3(u)) = (0,£ | 0® =1 =€, o€ = £0°)

Insbesondere gilt
#Gal(Fs(u)[r¢], F3(u)) = 16

Wir untersuchen nun, wie die Galoisgruppe als Untergruppe von GL(2,F7) =
GL(2,F3) aussieht. Dazu zerlegen wir

¢ ={0,7, 20, ..., A0} = (Ne, & (An)e, = {0,1,2n} & {0, Ay, 2An}

in die direkte Summe von 1-dimensionalen Fp-Untervektorraumen. Wir wahlen
als Fp-Basis {n, An}. Beziiglich dieser Basis ist

o) =An=0x,n+ 1%, \n
a(An) = Nn=(A+1)n=1xsn+ 15y An
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und

§(n) =mn=1xsm+ 0%4 A
EOm) =N =(2A+ 1)np=1x4n+ 24 An

Daher erhalten wir die Beschreibungen
01 11
"‘_)<1 1) und gH<0 2)

Gal(Eawlrdl B) = (3 1)+ (5 5)) < GLEF)

und

1.8 Der Tate-Modul

Um die Darstellung auf den Torsionspunkten zu untersuchen, betrachten wir eine
,, Verfeinerung” dieser Darstellung, d.h. die zugehorige Darstellung auf dem Tate-

Modul.

Definition 1.8.1. Sei (F,, L,«a, ¢r) ein Drinfeld-Modul und | € Pg ). Dann
bilden die Moduln ()2, mit den Verbindungsmorphismen

multyy @ i+ — @9, o F kg O
ein projektives System. Der projektive Limes tiber dieses System
Ti(9) = lim i
heifst der Tate-Modul zu ¢ und [.

Der Struktursatz fiir die n-Torsion 1.6.3 {ibertragt sich auf den Tate-Modul, und
es ergibt sich:

Satz 1.8.2. Mit den Bezeichnungen von oben gilt:

T(6) =~ F, [T]fg(‘z)) ;[ char(¢)
F, [T]Tg(@*ht(tﬁ) . [ = char(¢)
Da die Verbindungsmorphismen mit der Galoisoperation kommutieren, erhalten
wir auch eine Darstellung auf der Automorphismengruppe des Tate-Moduls.
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Satz 1.8.3. Sei (Fy, L,a, ¢r) ein Drinfeld-Modul, [ € Py ) und i¢ C L*P fiir
alle i. Dann induziert die Operation von Gal(L*? L) auf ¢ eine Darstellung

Pﬂtg : Gal(L*", L) — Autr, ) (T1(9)) ,
die sogenannte Tate-Darstellung.

Es sei darauf hingewiesen, dafl nach Wahl einer Basis

GL(rg(¢), F,[T])) ;[ # char(¢)
Autr, 7y (T1(9)) = {GL(rg(qﬁ)g ht(¢),F[T]) ; [= char(¢)

gilt.

Bemerkung 1.8.4. Alle Drinfeld-Moduln, die wir spéater betrachten werden,
sind entweder endlich oder haben Charakteristik co. In beiden Féllen gilt nach
Lemma 1.6.8 immer ,¢ C L*P, so daf} die Einschrinkung in Satz 1.8.3 nicht von
Bedeutung sein wird.

Fiir Darstellungen dieser Art wurde von Pink in [Pin97] der folgende fundamen-
tale Satz gezeigt.

Satz 1.8.5 (Pink). Sei L|F, ein algebraischer Funktionenkérper, a € L trans-
zendent dber F, und ¢ = (Fy, L,a, o0 + Y. a;7") ein Rang-r Drinfeld-Modul.
Weiter habe ¢ keine komplexe Multiplikation. Dann gult:

Die Darstellung

pg%te Gal(Lsep, L) — Auth[T]((TI((b))

hat offenes Bild in der [-adischen Topologie. Da Auty, ) (Ti(¢)) eine kompakte
Gruppe ist, hat das Bild insbesondere endlichen Index.

In seiner Dissertation [Gar01] verallgemeinert Francis Gardeyn das Resultat 1.8.5
von Pink. Unter anderem zeigt er, dafl im Rang-2 Fall das Bild der Darstellung

Gal(L*?. L) — [ GL@FT]). o (95(0))p, .

[G]P’]Fq[ T)

immer noch offen ist, falls der Drinfeld-Modul ¢ keine komplexe Multiplikation
hat. Um dies zu tun, benutzt und beweist er folgende fiir uns interessante Aussage,
ohne sie explizit zu benennen (vgl. [Gar01, S.77-80]).

Satz 1.8.6. Sei L|F, ein globaler Funktionenkérper, o € L transzendent iber F,
und ¢ := (F,, L, o, a+ g7+ A1?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul. Weiter habe ¢ keine
komplexe Multiplikation. Dann gilt

#{l € Pr,r) | Im(p}){) # GL(2,F))} < o0

Allerdings liefert der Beweis keine Informationen iiber solche Primstellen (7).
Daher hilft er uns nicht weiter, wenn wir fiir konkret gegebene ¢ und [(T") die
Maximalitét entscheiden sollen. Das Resultat von Gardeyn sagt uns allerdings,
daBl unsere Galoiserweiterungen nur in seltenen Féllen nicht maximal sind.
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1.9 Reduktionstheorie von Drinfeld-Moduln

Sei L ein F,[T]-Korper, und v sei eine nichttriviale diskrete Bewertung auf L
(z.B. L =F,(u) oder L =F,((u)) ein Laurentreihenkérper und v = v,,). Fiir die
Strukturabbildung iy : F,[T] — L gelte

v(ip(n)) =0  VneF,[T].

Weiter sei O, = {a € L | v(a) > 0}, M, == {a € L | v(a) > 0} und
O} =0, — M,.

Definition 1.9.1. Seien die Notation und die Voraussetzungen wie oben. Weiter
sei o = (Fy, L,ig(T), ¢7) ein Rang-r Drinfeld-Modul mit o7 = is(T)+>;_, a;T".

(i) ¢ heifit ganz an v, falls alle a; in O, liegen und mindestens ein a; in O
liegt.

(ii) ¢ hat stabile Reduktion an v ber L, falls ein Drinfeld-Modul 1) diber L
existiert, der L-isomorph zu ¢ und ganz an v ist.

(iii) ¢ hat gute Reduktion an v dber L, falls er stabile Reduktion an v hat und
der Leitkoeffizient von ¢y in O} liegt.

(iv) ¢ heifst instabil an v tber L, falls ¢ keine stabile Reduktion an v tber L
hat.

Bemerkung 1.9.2. Ist ¢ ganz an v, so definiert

¢ = (IFq, Oy/ My, ig(T), M—T)+Za_ﬁi)

i=1

einen neuen Drinfeld-Modul vom Grad kleiner oder gleich r. Dieser reduzierte
Drinfeld-Modul wird mit
Dred(¢, v)

bezeichnet.

Da in der weiteren Arbeit nur der Fall L = F,(u) und i4(7") = u betrachtet wird,
konkretisieren wir die obigen Begriffe in dieser Situation noch weiter.

Definition 1.9.3. Sei ¢ = (Fy,Fy(u),u,u + >, a;7") ein Rang-r Drinfeld-
Modul. Dann heifit ¢ minimal, falls alle ay, ..., a, in F,[u] liegen und falls kein
p € Pp, ) existiert, so daf fir alle 1 < i < r die Ungleichung vy(a;) = ¢' — 1 gilt.

Nach Bemerkung 1.5.2 besagt die obige Bedingung, dafl kein o € F,(u) existiert,
so daf die Koeffizienten von a1¢r(7)a noch ganz sind und kleinere Bewertung
an allen endlichen Stellen haben. Ein Drinfeld-Modul heifit also minimal, falls er
,,minimal” in seiner F,(u)-Isomorphieklasse ist.
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Satz 1.9.4. Sei (F,,F,(u),u, ¢7) ein Rang-r Drinfeld-Modul. Dann existiert ge-
naw ein minimaler Drinfeld-Modul v, der F,(u)-isomorph zu ¢ ist. Dieser wird
mit min(¢) bezeichnet.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Existenz. Sei dazu ¢r = u + Z:Zl a;7". Die a;
sind aus F,(u) mit normierten Nennern. Wir definieren m € F,[u] als das kgV
iiber die Nenner aller q;. Dann ist

wT ::m_1-¢T-m:u+ZbiTi

i=1

ein I, (u)-isomorpher Drinfeld-Modul, der an allen endlichen Stellen ganz ist. Ist
nun p(u) € Pg, ) ein Polynom mit

vp(bi)>qi—1, Vi<i<r,

so ersetzen wir 17 durch p~erp. Dabei nimmt die p-Bewertung des i-ten Koef-
fizienten um ¢ — 1 > 0 ab, alle anderen endlichen Bewertungen verindern sich
nicht. Da die Koeffizienten nur endlich viele Teiler haben, erhilt man durch Ite-
ration nach endlich vielen Schritten einen minimalen Drinfeld-Modul. (Es ist zu
beachten, dafl in den Beweis entscheidend eingeht, daff IF,[u] die Klassenzahl Eins
hat, daf also Primideale und Primelemente bis auf Einheiten ,,dasselbe” sind.)
Kommen wir nun zur Eindeutigkeit. Seien ¢ und x zwei F,(u)-isomorphe minima-
le Drinfeld-Moduln des vorausgesetzten Typs und ¢ € F,(u)" mit ¢ '¢pc = x7.
Dann gilt fiir alle < € {0,...,r}

coeff (i, xr) = At coeff, (i, 97) .

Aufgrund der Bedingung an die Bewertung der Koeffizienten von minimalen
Drinfeld-Moduln mufl daher ¢ € F;* gelten. Dann folgt aus

. qi71 qi,1
T _ —
Cq 1 = (Cq 1) -1 — 1 q—1 —= 1 s

daB Y = xr und damit b = y gilt. Also ist der minimale Drinfeld-Modul zu ¢
auch eindeutig. 0

Wir formulieren Definition 1.9.1 mit Hilfe des minimalen Drinfeld-Moduls neu.

Lemma 1.9.5. Sei ¢ = (Fy,Fq(u), u, ¢r) ein Rang-r Drinfeld-Modul, p € Pg, ),
v = vy, ¥ =min(¢) und Yr =u+ Y ,_, byt Dann gilt:
(1)
Vie{l,...,r}: v(coeff,(i,¢r)) =0
Sj el rbs vlcoett.(j, dr)) = 0

1AV

¢ ganz an v <= {
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(i)
¢ hat stabile Reduktion an v <= min(¢) ganz an v
(ii)

¢ hat gute Reduktion an v <= { min(¢) ganz an v }

und v(b,) =0
(iv)

¢ instabil an v < Vi e {1,...,r} gilt v(b;) >0

Zur Verdeutlichung der Begriffe geben wir das folgende Beispiel.

Beispiel 1.9.6. Seien p(u),q(u),[(u) € Pg,[, paarweise verschieden. Wir be-
trachten

¢ = (Fy, Fy(u),u,u+p(u) ()" q(w)™ 7 +p(u) (u)” " q(u)” 7°)
Dann ist
min(¢) = (Fy, Fy(u), u,u+p(u) 7+ p(u) q(u) 7°)
Damit folgt
e ¢ ist nicht ganz an p(u), q(u), [(u),
e ¢ hat fiir alle Stellen aus Pg,_,) — {p(u)} stabile Reduktion,
e ¢ ist nur an p(u) instabil,

e die Menge der Stellen guter Reduktion ist Pg, ) — {p(u), q(u)}.

1.10 Rang-2 Drinfeld-Moduln

In dieser Arbeit werden wir uns hauptséichlich mit Rang-2 Drinfeld-Moduln
beschéftigen. Daher werden nun einige Definitionen und Aussagen fiir die-
se Drinfeld-Moduln zusammengefa$t. Im ganzen Abschnitt seien die Rang-2
Drinfeld-Moduln ¢ = (F,, L, a, a+g7+A7?) und b= (F,, L, a, a+§7‘—|—A72) fest.
Zuerst werden wir die Isomorphieklassen von Rang-2 Drinfeld-Moduln genauer
beschreiben.

Definition 1.10.1. Die j-Invariante von ¢ ist definiert als

+1
g

L.
AE

(@) :
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Es gilt:

Satz 1.10.2. Die Drinfeld-Moduln ¢ undé sind genau dann L-isomorph, wenn
ein u € L* existiert mit
Gg=ul"lg und A=y’ A

Beweis: Essind ¢ und gz~5 genau dann L-isomorph, wenn ein v € L* existiert mit
u¢r = ¢ru. Also genau dann, wenn

ua + ugt + uAT? = au + guirt + Aul 72

gilt. Durch Koeffizientenvergleich folgt damit die Aussage. 0

Korollar 1.10.3. Mit der Notation von oben gelten die folgenden Implikationen:
(1)
(i)
=0 = () =i(9)

Wir kommen nun zu einer Invarianten, die insbesondere fiir endliche Drinfeld-
Moduln von Bedeutung ist.

Definition 1.10.4. Sei ¢ ein Rang-2 Drinfeld-Modul wie oben, und es sei
char(¢) = p # oo. Dann heifit

H(¢) := coeft (degpp, ¢p) € L
die Hasse-Invariante von ¢.
Man rechnet leicht nach (vgl. [Jun00, Abschnitt 3.3]):

Satz 1.10.5. Sei ¢ ein Drinfeld-Modul wie oben, char(¢) = p # oo, d = degy p
und ¢p(1) =Y iy a;T". Dann gilt:

(Z) n = degT(d)p) = 2d7
(ZZ) apg = aq :...:ad_le,

(ii1) Gp(T) = azq 7%, falls ag = Ageg,p = H(®) =0 gilt.



34 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.11 Vergleich zur klassischen Situation

Vergleichen wir nun die klassische (Zahlentheorie tiber Q) mit unserer Situation
(Zahlentheorie {iber Fy(u)). In der klassischen Situation ist man an der Struktur
der absoluten Galoisgruppe Gal(Q, Q) interessiert. Dazu studiert man Darstel-
lungen

Gal(Q,Q) — GL(k,Z/n)

Diese erhilt man, indem man Z-Modul-Strukturen auf Varietédten V iiber Q un-
tersucht, die mit der Operation der Galoisgruppe vertréglich sind. Dies ist insbe-
sondere dann der Fall, wenn die Z-Modul-Struktur induziert wird von einer Struk-
tur als kommutative algebraische Gruppe auf V', wenn also V' eine abelsche Va-
rietdt ist. Zu einem n € N betrachtet man dann die Menge der n-Torsionspunkte

WVi={aeVin-a=1y}

die wegen der vorausgesetzten Vertraglichkeit auch abgeschlossen unter der Ga-
loisoperation ist. Ist ,V ein freier Z/n-Modul vom Rang k, so induziert die Ga-
loisoperation auf ,V eine Darstellung

¢+ Gal(Q, Q) — GL(k, Z/n)
Das Bild unter dieser Darstellung ist

T 2= Gal(Q, D /ker » = GalQV). Q)

wobei
QGV) :=Q(ar,...,a | (ar,...,a;) € ,V)

der von den Koordinaten der Punkte aus ,, V' erzeugte Korper ist. Zu dieser Kon-
struktion geben wir nun die drei einfachsten Beispiele an.

Das erste Beispiel ist zwar trivial, wird aber aus Griinden der Systematik trotz-
dem erwéhnt. Dazu betrachtet man die Gruppe (C, +) und die dadurch induzierte
Z-Modul-Struktur

mult: ZxC—C, (n,z)—mn-z
Dann ist fiir jedes n € N
amult ={z€ C|n-z=0} ={0}

ein Rang-0 Modul iiber Z/n, es ist Q(,mult) = Q, und man erhélt eine (nicht
besonders interessante) Darstellung in die Gruppe mit nur einem Element

¢ : Gal(Q,Q) — GL(0,Z/n)
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Deutlich interessanter ist das néchste Beispiel. Die Gruppe (C*,-) induziert den
Z-Modul
pow: ZxC*—=C*, (n,z)— 2"

Die n-Torsion dieses Moduls
npow ={z € C" | 2" =1}

sind die n-ten Einheitswurzeln, die einen freien Rang-1 Modul iiber Z/n bilden.
Der zugehorige Torsionskorper Q(,pow) ist der n-te Kreisteilungskorper. Man
erhélt eine Darstellung

¢ Gal(Q,Q) — GL(LZ/n) |

deren Bild Gal(Q(,pow),Q) bekanntermaBen schon ganz GL(1,Z/n) = (Z/n)"
ist.

Damit kommen wir zum dritten Beispiel. Wir betrachten eine elliptische Kurve
E|Q, die durch eine kurze Weierstragleichung f(z,y) = y?> — ax® —bx — ¢ €
Q|x,y] gegeben ist. Dann ist E(C) = {(z,y) € C* | f(z,y) = 0} U{0g}. Die
Punktgruppe (E(C), +) ist eine abelsche algebraische Gruppe und induziert die
Z-Modul-Struktur

xp: Lx E(C)— EC), (na)—a+...+«

n—mal

Zu n € N betrachtet man nun die n-Torsion
ZE={a € EC)|n*xpa=0g} |,

die einen freien Rang-2 Modul iiber Z/n bildet. Man kann zeigen, da8 , ENQ? =
nE —{0g} ist. Die Koordinaten der Torsionspunkte sind also algebraisch iiber Q,
und man erhélt eine Darstellung

PEn - Gal(@a Q) - GL<2a Z/TL)

Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen kann das Bild dieser Darstellung (d.h.
Gal(Q(,F),Q)) eine echte Untergruppe von GL(2,Z/n) sein. Die Grofie dieses
Bildes ist, beginnend mit den Arbeiten von Serre [Ser68, Ser72], intensiv unter-
sucht worden. Zu einer fest gewihlten elliptischen Kurve F|Q und einer Unter-
gruppe H von GL(2,Z/l) definieren wir, dem Artikel [Che02] folgend,

Sp:={l € P | Gal(Q(E), Q) # GL(2,Z/1)}

und
SE.={leP |30 e GL(2,Z/1) : 0 *Gal(Q(;E),Q)o < H}
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Dabei ist die letzte Menge so zu verstehen, daf§ die Galoisgruppen in Untergrup-
pen vom Typ H liegen, wobei die konkrete Gruppe natiirlich mit dem [ variiert.
Mit Hilfe der Klassifikation der maximalen Untergruppen von GL(2,Z/l) kann
man dann zeigen, dafl

Sp=SBUusSNusyush

gilt. Dabei bezeichnet B eine Borelgruppe in GL(2,Z/l), N den Normalisator
einer zerfallenden Cartanuntergruppe, N’ den Normalisator einer nichtzerfallen-
den Cartanuntergruppe und D eine Untergruppe von GL(2,Z/l), deren Bild in
der PGL(2,Z/1) in einer Untergruppe vom Typ S, liegt. Fiir genauere Definitio-
nen sei auf Kapitel 3 verwiesen. Folgende Resultate zur Grofle der Galoisgruppe
wurden bisher gezeigt:

Wo Voraussetzung an E|Q Aussage
[Maz78] | keine SEc{peP|p<3T}
[Maz78] | keine SEc{peP|p<13}
[Ser72] | E|Q hat keine CM #Sp < 00
[Ser72] | E|Q hat CM P— {2} C Sk
[Ser79] | E|Q hat iiberall gute oder multi- | Sg C {2,3,5,7}
plikative Reduktion
[Ser72] | E|Q instabil, r,p,l€P, l & Sk
v (j(E)) <0, A(E) # 0 mod I,
p=min{p € P | A(F) # 0 mod p},
v, (7(E)) Z 0mod [,
> (Vp+1)®
[Lud95] | keine 2¢ Sp < A(E) ¢ Q? und
Po(x) € Q[z] irreduzibel
[Lud95] | keine 3¢ Sp < A(E) ¢ Q® und
P3(x) € Q[z] irreduzibel

Dabei bezeichnet A(E) die Diskriminante des minimalen Modells von E, j(F)
die j-Invariante und ,, das n-Teilungspolynom von FE.

In der Tabelle fallt auf, daBl das Reduktionsverhalten von E an Stellen p € P
von grofer Bedeutung ist. Es ist also zu beriicksichtigen, ob die von der redu-
zierten Kurve E(Z/p) induzierte Z-Modul-Struktur vom Typ “mult” (additive
Reduktion), “pow” (multiplikative Reduktion) oder “xg” (gute Reduktion) ist.
Die auf einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe induzierte Z-
Modulstruktur ist die Multiplikation. Eine multiplikativ geschriebene Gruppe
kann durch Exponentiation als Z-Modul betrachtet werden. Daher korrespon-
diert die additive Reduktion zu “mult” und die multiplikative zu “pow”.
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In ihrer Diplomarbeit [Lud95] hat Andrea Ludwig einen Algorithmus entwickelt,
der beweist, daf} fiir [ € P

Gal(Q(E), Q) = GL(2,Z/1)

gilt, sofern er terminiert. Rechnungen zeigen, dafl er im allgemeinen sehr schnell
terminiert, falls Gleichheit gilt.

Wir haben in dieser Arbeit den Algorithmus von A. Ludwig auf Rang-2 Drinfeld-
Moduln ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 + A7?) iibertragen. Rang-2 Drinfeld-Moduln
werden als das Analogon zu elliptischen Kurven in Kongruenzfunktionenkorpern
(Funktionenkérpern mit endlichem Konstantenkorper) betrachtet. In Kongru-
enzfunktionenkorpern spielt F,[T] die gleiche Rolle, die Z in Zahlkérpern spielt.
Da ein Rang-2 Drinfeld-Modul eine F,[T]-Modul-Struktur induziert und fiir
n(T") € F,[T] die n-Torsion einen freien Rang-2 Modul iiber F,[T]/n bildet, ver-
halten sich elliptische Kurven iiber Zahlkérpern und Rang-2 Drinfeld-Moduln
tiber F,(u) sehr dhnlich.

Den von uns erwdahnten Z-Moduln stehen die folgenden Drinfeld-Moduln ge-
geniiber:

*E

mit A # 0 # A. Hierbei waren wir nicht ganz exakt, da (Fy, F,(u),u, ur®) per
Definition kein Drinfeld-Modul ist. Um die Analogie zu verdeutlichen, haben wir
ihn trotzdem in die Tabelle aufgenommen.

Folgende Probleme treten bei der Ubertragung des Algorithmus auf. Dabei be-
zeichnet [ € P immer den Fiithrer und p € P eine Stelle, an der die elliptische
Kurve reduziert wird.

Im Fall der elliptischen Kurven treten nach Reduktion lediglich endliche
Primkérper Z/p auf. Auch das Bild der Galoisdarstellung liegt in der GL(2)
iiber einem endlichen Primkorper. In diesem Fall sind die Charakteristik und die
Méchtigkeit des endlichen Korpers gleich.

Fiir Drinfeld-Moduln treten allerdings sowohl nach Reduktion als auch im Bild
der [-Torsionsdarstellung beliebige endliche Korper auf. Dadurch wird die Un-
tergruppenstruktur von GL(2,F(), in der ja die Galoisgruppe liegt, komplexer.
Auflerdem mufl bei solchen Kérpern zwischen Charakteristik und Méchtigkeit
unterschieden werden.

Héufig wird bei elliptischen Kurven p, [ > 5 vorausgesetzt. Damit werden sowohl
die Falle, daB #GL(2,Z/[) klein ist (und Sonderfiille auftreten), als auch die fiir
elliptische Kurven immer speziellen Charakteristiken 2 und 3 ausgeschlossen. Im
Fall der Drinfeld-Moduln kann #GL(2,F;) auch in Charakteristik 2,3 beliebig
grof} werden.
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Will man das Verhalten einer fest gewéhlten elliptischen Kurve F|Q untersuchen,
reicht es meist, sie an fast allen Stellen zu untersuchen. In diesem Fall ist die
Einschrankung p > 5 nicht relevant. Insbesondere kann jede elliptische Kurve
unter dieser Einschriankung behandelt werden.

Demgegeniiber schliefit die Forderung char(F,) > 5 die Untersuchung aller
Drinfeld-Moduln (F,,F,(u),u, ¢7) mit char(F,) € {2,3,5} aus. Daher miissen
zur Untersuchung der Torsion alle Charakteristiken zugelassen werden.
Weiterhin enthélt fiir nichtprime Korper GL(2,F,) die Untergruppe GL(2,T,)
mit F, C F,. Diese Gruppen kénnen unter Umsténden auch als Galoisgruppen
auftreten.

Ein weiterer Unterschied tritt im Zusammenspiel von Rang-1 und Rang-2 Struk-
turen auf.

Im Fall von elliptischen Kurven werden mittels der Weil-Paarung die Galois-
gruppen Gal(Q(,F),Q) und Gal(Q(,pow),Q) in Verbindung gebracht. Fiir die
letztere gilt immer Gal(Q(,pow), Q) = GL(1,Z/n) = (Z/n)*. Daraus folgt dann,
daB fiir alle £ und n

Gal(Q(,E),Q) £ SL(2,Z/n)

gilt. Dabei ist zu betonen, daff der Modul “pow” unabhéngig von der gewéhlten
Kurve FE ist.

Im Fall von Drinfeld-Moduln wird mit analogen Argumenten der Rang-2 Modul
¢ = (Fy,Fy(u), u,u+g7+A7?) mit dem Rang-1 Modul ¢ = (F,, F,(u), u,u— A7)
in Verbindung gebracht. Hierbei héngt 1) von ¢ ab. Ein solches 1 kann an manchen
Stellen schlechte Reduktion haben. Damit kann im Fall ggT(n,A) # 1 die n-
Torsionserweiterung kleiner werden. Z.B. ist im Fall von ¢ = (F,, F,(u), u, u—ur)
die T-Torsion gerade F,, und damit ist

Gal(Fy(u)[ry] , Fy(u)) = {((1) (1)) }

Da eine [-Torsionserweiterung von 1 nicht maximal sein muf3, gibt es Beispiele
(vgl. Tabelle Seite 151) fiir

Gal(F, (u) ], F,(u)) < SL(2,F)



Kapitel 2
Endliche Drinfeld-Moduln

Wir werden spéter globale (iiber F,(u) definierte) Rang-2 Drinfeld-Moduln un-
tersuchen, indem wir sie an endlichen Stellen reduzieren und die zugehorigen end-
lichen Drinfeld-Moduln betrachten. Daher werden in diesem Kapitel die wichtig-
sten Tatsachen zu endlichen Drinfeld-Moduln dargestellt. Insbesondere wird die
effiziente Berechnung des zugehdrigen charakteristischen Polynoms behandelt.
Die Darstellung folgt den Arbeiten [Gek91] bzw. [Gos96, Abschnitt 4.12].

2.1 Das charakteristische Polynom

Analog zu elliptischen Kurven iiber endlichen Korpern ordnet man auch endlichen
Drinfeld-Moduln ein charakteristisches Polynom zu.

Sei also L ein endlicher Kérper und ¢ = (IF,, L, «, ¢r) ein Rang-r Drinfeld-Modul.
Dann ist p := char(¢) endlich und kann daher als normiertes Primpolynom in
[F,[T'] aufgefaBt werden. Das Bild des Polynomrings F,[T"] unter der Abbildung i,
ist ein Teilkorper von L, den wir mit F,, bezeichnen. Es ist klar, da8 F,, isomorph

zu FalT] /p ist. Weiter definieren wir m := [L : Fy], d := [Fp, : ] und n := [L : F,].

Sei F;, : x — a# der Frobenius zu L. Wir haben 7 mit dem Frobenius z — z¢
von F, identifiziert und erhalten F;, = 7" € L{r}. Da F; mit ¢y kommutiert,
ist 77, ein Element von End(¢). Sei nun q # char(¢) aus Pg, ). Dann operiert
End;(¢) auf dem Tate-Modul T,(¢), und wir erhalten eine injektive Abbildung
(vegl. [Gek9l, S.190])

lq - Endp(0) ®g,(r) (Fy[T])q = End, 1)), (Ta(¢)) ,
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40 KAPITEL 2. ENDLICHE DRINFELD-MODULN

und nach Satz 1.8.2 gilt

End g, 1), (Tq(¢)) = Mat(rg(¢), (Fg[T])q) -

Betrachtet man nun das Bild iq(F;, ® 1) des Frobenius unter dieser Abbildung,
so erhélt man das folgende interessante Resultat.

Satz 2.1.1. Sei ¢ = (F,, L, o, ¢r) ein endlicher Rang-r Drinfeld-Modul. Es seien
q,1 € Py 77, und q, [, char(¢) seien paarweise verschieden. Dann gilt

det(X — ig(FL ® 1)) = det(X — iy(FL ® 1))

und

det(X — ig(F1 1)) € (FT)IX]
Beweis: [Gek91, Corollary 3.4] O

Das charakteristische Polynom von F;, unter der g-adischen Darstellung i, hat
also Koeffizienten, die nicht nur in der Lokalisierung (F,[T7]),, sondern bereits in
F,[T] selbst liegen und unabhéngig von q sind. Der obige Satz erlaubt nun die
folgende Definition.

Definition 2.1.2. Sei ¢ = (F,, L, o, ¢7) ein endlicher Rang-r Drinfeld-Modul,
q € Py, (1] und q # char(¢). Dann heifit

Py = det(X —iq(FrL ®1))

das charakteristische Polynom des Drinfeld-Moduls ¢. FEs ist ein Polynom in
(Fg[T[X].

Das charakteristische Polynom ist eine Isogenie-Invariante, denn es gilt

Proposition 2.1.3. Seien ¢ = (Fy, L, o, ¢7) undp = (Fy, L, o, Yr) zwei endliche
Rang-r Drinfeld-Moduln. Dann ist ¢ genau dann L-isogen zu 1, wenn Py = Py,
gilt.

Fiir weiterfithrende Aussagen tiber P, sei auf [HY00] verwiesen.

Wir kommen nun zur Definition der Euler-Poincaré-Charakteristik. Wir be-
trachten einen endlichen Rang-r Drinfeld-Modul ¢ = (F,, L, a, ¢7) und einen
- Untermodul M # 0 von L. Da M ein endlicher Modul iiber dem Hauptideal-
ring F [T ist, existieren qq,...,qr € Pr, 7] (nicht notwendig paarweise verschie-
den) und ey, ..., e, € N, so daf§

v, TTR

i=1

gilt.
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Definition 2.1.4. Mit den Bezeichnungen von oben heifst das Polynom

k
EP(M,¢) =[] ai* € F,[T]
=1

die Euler-Poincaré-Charakteristik des endlichen *4-Moduls M.
Es gilt nun der Satz
Satz 2.1.5. Es ist .
Py(0) = c- Char(gb)[L%(]Fq[Tm
und
Py(1) =c-EP(L,9) ,

wobei ¢ in F,* liegt.

2.2 Das charakteristische Polynom im Rang-2
Fall

Sei wieder ¢ = (F,, L, o, + g7 + A7?) ein endlicher Rang-2 Drinfeld-Modul
mit Charakteristik p € Pg,p). Dann gilt (vgl. z.B. [Gek91]), daB fiir passende
A(T) € Fy[T] und €, € F*

Py =X+ A(T) - X + egpltie® ¢ T [T)[X]

ist. Nach dem ,,Satz von Hasse” fiir Drinfeld-Moduln (sieche [GS97, Theorem 4.4])

1st

acar(4) < B0 1p 7).

Bemerkung 2.2.1. Der Satz von Hasse gilt in einer weit allgemeineren Si-
tuation. In unserem konkreten Fall erhélt man die Aussage direkt, indem man
in

f[% + A(T) *¢ Fr + 6¢F[L:i¢(ﬂrq[Tm =0

[L:Fq

mit Fj, = 71FFd Koeffizientenvergleich nach 7 durchfiihrt.

Der Wert von €, wird in [Jun00, Prop. 4.2.5] explizit angegeben. Es gilt:
Lemma 2.2.2. In der Situation von oben ist
€y = (Normﬁq(—A))*1 eF,*.

Um A(T') schnell zu berechnen, nutzen wir die folgende Proposition aus [Jun00,
S.70].
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Proposition 2.2.3. In der Situation von oben gilt
ip(A(T)) = —¢€4 - Normﬁp (H(g)) € F, .
Dabei bezeichnet H(¢) die Hasse-Invariante von ¢.

Wir betrachten nun den Spezialfall
L =F, = F,[ul/p(w) = {h(u) | hlu) € F,fu] }

und
6= (B, Fyful/plu) 7.7+ gr + A7)
Dieser Fall tritt insbesondere immer dann auf, wenn der endliche Drinfeld-Modul

durch Reduktion eines globalen Drinfeld-Moduls der Form (F,, F,(u), u, ¢r) ent-
steht. Wir erhalten aus Proposition 2.2.3

is(A(T)) = Au) = —¢4 - H(9) -
Es existiert genau ein Element B(T') € F,[T] mit deg;(B) < degp(p) und Bild
is(B) = H(¢) € Fy. Da nach dem Satz von Hasse deg;(A) < degTT(p) ist, folgt

aus 2.2.3 A(T) = —e, - B(T) € F,[T] . Wir schreiben (nicht ganz korrekt, aber
suggestiv)

A(T) = —€4 - H(9) .
Weiterhin verwenden wir folgendes Resultat aus [Gek88], das wir nach [Cor99]
als Delignes Kongruenz bezeichnen.
Satz 2.2.4 (Delignes Kongruenz). Seien p € Pr 1] und ¢ = (Fy, Fp,w, 0 +
gt + AT?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul. Sei weiter ¢¢ = 0, ¢; = g und ¢, =
—(Eqkf1 — ) Cpsg AT e 'qufl. Dann ist

Cegp(p) = H(P) -

Wir fassen den Absatz in dem folgenden Satz zusammen, der es uns erlaubt, das
charakteristische Polynom Py effizient zu berechnen.

Satz 2.2.5. Seien p(T) € Pg,r), d = degyp(p), g € Fy, A € Fy, und ¢ =
(Fy, Fp,u,uw+ g7 + AT?). Dann ist

73¢ — X2 — €4 Z';I(Cd) X + €¢p(T) -~ Fq[T][X] .
Dabei st

qdfl
€= (-1)" AT €F*,

und cq geniigt der Rekursion

Co — 0 s
1 =g

,_ k—1 — k—2 k—1
ck=—@"  —u)-cpo AT T4 cp_1-g? .

Weiter bezeichnet i;l(cd) das eindeutig bestimmte Urbild von cq in Fy[T] vom

Grad echt kleiner degp(p).



Kapitel 3

Die Gruppen GL(2,F;) und
PGL(2, F,)

Da die von uns untersuchte Galoisgruppe Gal(IF,(u)[1¢] , F,(u)) eine Untergruppe
der endlichen linearen Gruppe GL(2,F) ist, werden wir diese im vorliegenden
Kapitel genauer beleuchten. In unseren Untersuchungen treten endliche Kérper in
verschiedenen Bedeutungen auf (F,,F,, F; oder F,). Daher werden wir in diesem
Kapitel den zugrundeliegenden Koérper F, nennen, wobei #F, = r gelten soll.
Die Charakteristik von F, ist p. Untergruppen der GL werden wir mit groflen
Frakturbuchstaben bezeichnen. Das neutrale Element in der GL(2,F,) nennen
wir F.

Die Untersuchungen in diesem Kapitel sind rein gruppentheoretischer Natur und
sind vollig unabhéngig von der Theorie der Drinfeld-Moduln. Die Verbindung
wird erst in den néchsten Kapiteln hergestellt. Insbesondere interessieren uns die
maximalen Untergruppen der GL(2,F,) und wie man ausschliefit, daf ein bis auf
Konjugation gegebenes Element in einer vorgegebenen maximalen Untergrup-
pe liegt. Da die maximalen Untergruppen der PGL(2,F,) in der Literatur (vgl.
[Hup67] oder [VM80]) besser untersucht sind, werden wir dazu unsere Elemen-
te in die PGL(2,F,) abbilden und die Information danach wieder auf GL(2,F,)
hochliften. Eine niitzliche Untersuchung der Gruppe GL(2, F,.) ist auch in [Lan76]
zu finden.

Wir stellen in diesem Kapitel die Aussagen iiber GL(2,F,) und PGL(2,F,) zu-
sammen, die wir spéter im Algorithmus verwenden werden. Bei einigen Aussagen
wird daher erst in Kapitel 5 klar werden, warum wir sie hier betonen.

3.1 Die Konjugationsklassen von GL(2,F,)
Es ist bekannt, daf§ die Konjugationsklassen in der GL(2, K) iiber einem Korper
K durch die Jordanschen Normalformen bestimmt werden. Dies gilt nach [Lan93,

S.557f] sinngeméfl auch fiir nicht algebraisch abgeschlossene Korper. Wir geben
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nun kurz fiir die GL(2,F,) die Konjugationstypen, deren Anzahl, GréBe und die
Ordnung der jeweiligen Vertreter an.

GL(2,F,)
Anzahl Elemente
Klassentyp der Klassen je Klasse Ordnung
(a 0
0 b s(r—1)(r—2) r(r+1) kgV(ord(a), ord(b))
a#b, ab#0
a 0
(0 a) (r—1) 1 ord(a)
(g i) (r—1)  |G-D)r+1)|  pord(a)
0 a
)
(=) (2—") 37 (r=1) r(r—1) ordg-, (7)
=22 —br—a€F,[z] prim

Eine Matrix M heifit halbeinfach, falls sie nicht den Konjugationstyp (8 i) hat.
Aus der obigen Tabelle ergibt sich direkt das folgende Lemma.

Lemma 3.1.1. Sei M € GL(2,F,). Dann sind dquivalent:
(i) vp(ordar(M)) >0,
(i1) vp(ordgL(M)) =1,

(11i) M ist nicht halbeinfach,

(iv) M hat den Konjugationstyp (8 (11)

3.2 Untergruppen von GL(2,F,)

Definition 3.2.1. (i) Die Gruppe SL(2,F,) :={M € GL(2,F,)|det(M) = 1}
heif§t spezielle lineare Gruppe.

(it) Die Gruppe B := {({ 2) € GL(2,F,)} heifit die Standard-Borelgruppe.
Eine Gruppe heifit Borelgruppe, wenn sie zu B konjugiert ist. Solche Un-
tergruppen werden mit B bezeichnet.

(iii) Die Gruppe & = {(¢ %) € GL(2,F,)} heifit die Skalargruppe.
(iv) Die Gruppe © = {({ 2) € GL(2,F,)} heifit die Diagonalgruppe.

(v) Fine Untergruppe heifit zerfallende Cartanuntergruppe, wenn sie zu ® kon-
jJugiert ist. Solche Untergruppen werden mit 3 bezeichnet.
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(vi) Eine Untergruppe heifit nichtzerfallende Cartanuntergruppe, falls sie iso-
morph zu F7, ist. Solche Untergruppen werden mit T bezeichnet.

Bemerkung 3.2.2. Nichtzerfallende Cartanuntergruppen werden in GL(2,F,)
wie folgt realisiert. Man betrachtet den Korper F,2 als 2-dimensionalen [F,-
Vektorraum. Zu einem Element o € 7, betrachtet man die durch Multiplikation
mit « induzierte F,-lineare Abbildung auf F,.. Diese Abbildung ist ein Auto-
morphismus des F,-Vektorraums F,2. Nach Wahl einer Basis erhélt man so eine
Einbettung von F*, in GL(2,F,). Die Bilder unter diesen Einbettungen (die ja
von der Wahl der Basis abhéngen) sind genau die nichtzerfallenden Cartanunter-
gruppen.

Bemerkung 3.2.3. Da wir uns in diesem Kapitel stark auf das Buch [Hup67]
von Huppert stiitzen, stellen wir seine Bezeichnungen unseren gegeniiber. Ein
Element heifit dort Transvektion , falls es zu einer Matrix der Form ((1) ‘f) konju-
giert ist. Mit T(H) bezeichnet er die zu (é *) konjugierten Untergruppen. Demge-
geniiber bezeichnet ¥ eine nichtzerfallende Cartanuntergruppe. Erzeugende Ele-
mente von T werden manchmal auch Singer-Zykel genannt. Singer-Zykel sind
also genau die Elemente der Ordnung r* — 1 in GL(2,TF,.).

Die Normalisatoren von Cartanuntergruppen sind maximale Untergruppen in
GL(2,F,). Ihre Grofle liefert das folgende Lemma.

Lemma 3.2.4. Sei C < GL(2,F,) eine Cartanuntergruppe und Norm(C') ihr
Normalisator. Dann gilt:

6 ; F, =Fy und C ist zerfallend
2 ; sonst

Nom(©) €] = {

Beweis: Der nichtzerfallende Fall wird in Satz 7.3 in [Hup67, S.187] bewiesen. Ist
C zerfallend, so kénnen wir 0.B.d.A. C' = © annehmen. Indem wir fiir allgemeines

M = ("™1"™2) und a # b
1 {a 0 . a 0
(5 )6 0)

ma21 Mm22
ansetzen, erhalten wir fiir I, # Fy

Norm(C') = {(2 g) , (8 2) labe Fr*}

In Fj koénnen wir nicht @ # b wihlen. In diesem Fall ist ¢ = {1} und
Norm(C') = GL(2,Fy) = Ss. O

Der Normalisator einer zerfallenden Cartanuntergruppe kann immer auf die Form

W5) @ o)1eremy
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konjugiert werden. In ungerader Charakteristik kann der Normalisator einer
nichtzerfallenden Cartangruppe nach Wahl eines Nichtquadrats A € F,.* auf die

TG (4 ) mesanoo)

konjugiert werden. Abstrakt schreibt sich ein solcher Normalisator einer nicht-
zerfallenden Cartangruppe als

(, 30" P =1=73 af=Ba")

Spéter werden wir uns damit beschéftigen, was man iiber die Groéfle einer Un-
tergruppe G von GL(2,F,) sagen kann, wenn man Informationen iiber einige
Elemente in G besitzt. In diesem Zusammenhang wird uns der folgende Satz von
Nutzen sein:

Satz 3.2.5. Sei K ein Korper und G eine Untergruppe von GL(2, K). Weiter

{5 %) o)

in G enthalten. Ezistiert dann eine Matriz A in G mit (iber K ) irreduziblem
charakteristischen Polynom, so gilt bereits

SL(2,K) < G

. . ail Q19 . . o . .
Beweis: Sei A = <a a eine Matrix aus G mit irreduziblem charakteri-
21 22

stischen Polynom. Dann ist insbesondere as; ungleich 0. Damit liegt auch die

Matrix et
AQ = @1 12 . 1 _% = = etlz(l :
a1 Q22 0 1 Q91 0

in G. Dann konnen wir in G auch

1 _det(A) 1 0
-1 a3 _
I -1y (1 0y (1 -1}y (0 -1
0 1 11 0o 1) \1 0

bilden. Somit liegt fiir jedes b € K
0 -1\ (1) (0 -1\ (1 0
1 0 0 1 1 0) \-b 1

in G. Nach [Lan76, S.178] erzeugen die Untergruppen (10 If ) und ([1( 01) bereits

die ganze SL(2, K), und damit ist die Aussage gezeigt. O
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3.3 Die Gruppe PGL(2,F,)

Im weiteren bezeichnet

P : GL(2,F,) —  PGL(2,F,)
M = {AM]|XeF"}

die kanonische Restklassenabbildung. Die Bilder von Objekten aus GL(2, F,.) wer-
den durch ein vorgestelltes P bezeichnet. Zu einer Untergruppe G < GL(2,F,)
bezeichnet PG das Bild in PGL(2,F,). Ist M = ("' ™2) € GL(2,F,), so schrei-

m21 m22
mip M2

ben wir PM als [ } bzw. [M] € PGL(2,F,).

Mao1 o2
Wir werden spéter Aussagen iiber Untergruppen der PGL(2, F,.) machen, indem
wir charakteristische Polynome von Elementen aus GL(2,F,) berechnen. Daher
vergleichen wir im folgenden Lemma die charakteristischen Polynome von Ma-
trizen M, die in PGL(2,F,) dasselbe Element [M] liefern. Das charakteristische
Polynom einer Matrix M werden wir mit charpol,,(z) bezeichnen.

Lemma 3.3.1. Sei K ein Kiorper, M € GL(2,K) und A € K*. Dann gilt:
() )
charpol, (1) = \? charpolM(X) :

(i)
charpoly,,(7) = 2* — ANTr(M) x + A\*det(M)
(iii)
Te(M)?  Tr(AM)?
det(M) — det(AM) '

(iv)

charpol, ,(z) irreduzibel <= charpol,,(x) irreduzibel

Beweis: Klar. O

Wir untersuchen nun die Ordnungen und Konjugationsklassen von Elemen-
ten in PGL(2,F,). Dabei kiirzen wir ordgrr,)(M) durch ordgn(M) und
ordparer,)([M]) durch ordpgy([A]) ab. Sind [M] und [N] konjugiert, so schrei-
ben wir [M] ~ [N].
Wir betrachten auf

CP:={2*+ax+b|a,beF,b#0} = {charpoly(z) | M € GL(2,F,)}
die Operation

o F,* x CP — CP
(A, 22 +ax+b) — 22+ Xaz+ N\
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Es ist also
charpol, ,;(z) = A ¢ charpol,,(x)

Den Schliissel zur Bestimmung der Konjugationsklassen liefert uns der folgende
Satz.

Lemma 3.3.2. Seien [A] # [E] # [B] in PGL(2,F,). Dann gilt
[A] ~ [B] <= charpol,(z) € F,” o charpolg(x) .

Beweis: Die Richtung von links nach rechts ergibt sich leicht. Seien A, B, C €
GL(2,F,) mit [A] = [C7Y[B][C] € PGL(2,F,). Dann existiert ein A € F,* mit
A = XC7'BC. Damit folgt

charpol 4(z) = charpol,o-154(x) = A ¢ charpol-1 5. (z) = A o charpolz(x)
Kommen wir nun zur Folgerung von rechts nach links. Sei A € F,* mit
charpol ,(z) = A o charpolz(z) = A? charpoly (§>

Da [A] und [B] ungleich [E] sind, liefert Konjugation in GL(2,F,)

SRl Y
-2 i)

(0 —Xdet(B)
M = (1 Tr(B) ) € GL(2,F,)
so erhalten wir unter Verwendung von Tr(A) = ATr(B) und det(A) = A\? det(B)

[} " = [ nsy

Wahlen wir nun

Wir erhalten folgendes Korollar.

Korollar 3.3.3. Seien [A] # [E] # [B] in PGL(2,F,). Dann sind dquivalent:
(i) Es gilt [A] ~ [B].
(i) Es existiert ein A\ € F,” mit charpol4(x) = A*charpolg(%).

(iii) Es existiert ein X € F,* mit Tr(A) = A\Tr(B) und det(A) = \? det(B).
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(iv) Es ist
Tr(A) #0 £ Te(B) und AL = TBE
oder Tr(A)=0=Tr(B) und jg:ggg € (F,*)?
Beweis: Klar. U

Damit erhalten wir aus dem Vertretersystem von Seite 44 der Konjugations-
klassen in GL(2,F,) das folgende Vertretersystem der Konjugationsklassen in
PGL(2,F,).

Satz 3.3.4. Wir betrachten auf F,* — {1, -1} die Aquivalenzrelation
ax~f:<= (a=0 odera=p")

Sei Vi ein Vertretersystem von F.* — {1,—1}/ ~. Im Fall von char(F,) # 2
sei auferdem ¢ € F, — (F,)? ein fest gewdihltes Nichtquadrat. Dann haben die
Konjugationsklassen von PGL(2,F,) folgendes Vertretersystem:

PGL(2,F,)
Klassentyp d@f%g?j@ﬂ Ordnung
10
i 1 |
1 0 B
0 —1 1 ; r=1mod?2 5
1£-1 0 ; r=0mod?2
L0 =8 1 mod 2
0 a 5 5 r=1mo
acVi { =2 ; r=0mod?2 ord(a)
THES
0 1 1 p = char(F,)
[0 c] 1 ; r=1mod?2 9
1 0] 0 ; r=0mod?2
0 al )
11 % ; r=1mod?2 (et
(z=7) (") { L. r=0mod?2 ordg, (v7)
=z“—x—a prim

Beweis: Das Bild des Standardvertretersystems der GL(2, F,) in der PGL(2, F,)

§ (N faerewlo{ft Jiace)

U{[(l) Z] | * — bx — a € F,[7] prim}
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Wir haben gesehen, daf§ das Verhalten von [M] € PGL(2,F,) davon abhéngt, ob
Tr(M) = 0 oder Tr(M) # 0 gilt. Daher teilen wir die obigen Mengen entsprechend

auf und erhalten
0 1 0 N
STine Yol rocns— o)

th 1)1
u{ 5} ]aeFr*}U{[(l) g} \mQ—aeFT[x]prim}

U{ b}]xQ—bx—aEFr[x]prim,b#O}

Betrachtet man nun, welche dieser Matrizen in PGL(2,F,) konjugiert sind, so
erhélt man das im Satz angegebene minimale Vertretersystem

o rodls S rzfuly dreeviolls )
o{[0 hod[o 12— eemidpim

Die Anzahlen der verschiedenen Typen sind weitgehend klar. Nur zum letzten
Typ in der Tabelle ist etwas zu sagen.

Ist » = 0mod 2, so ist die Abbildung ¢ : F, — F,, x — 22 — x ein Fy-
Vektorraumendomorphismus mit ker(¢) = {0, 1}. Daher ist #¢(F,) = £, und fiir
alle a € F, — p(F,) ist das Polynom z? — z — a prim.

Ist 7 = 1 mod 2, so ergibt quadratische Ergéinzung, dafl das Polynom 2% — 2 — a
genau dann prim ist, wenn a & — + (F,*)? gilt. Da #(F,*)? = 5+ ist, ist das
Polynom fiir (r — 1) — 5% = 5! Wahlen von a prim.

Auch die jeweiligen Elementordnungen sind klar. Im letzten Fall benutzt man,

daB

— o oo o~

0 a 0

0
OrdPGL(Z]FT)( L b}) = OrdPGL(?,]FTg)( [1 ((j) = OrdPGL(ZJFrQ)( B ’}/T:|)

gilt. O
Aus der obigen Tabelle ergibt sich direkt das folgende Korollar.

Korollar 3.3.5. Die Anzahl der Konjugationsklassen in PGL(2,F,) ist

r+2 ; r=1mod?2
r+1 ; r=0mod?2

Da fiir alle [M],[N] € PGL(2,F,) immer ordpgr,([M]) = ordpcr([N]H[M][N])
gilt, haben wir die Ordnungen aller Elemente in PGL(2, F,) bestimmt. Insbeson-
dere erhalten wir:
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Lemma 3.3.6. (i) Es existiert ein [M] € PGL(2,F,) mit ordpgL([M]) = r+1.
(i1) Es existiert ein [M] € PGL(2,F,) mit ordpgr([M]) =r — 1.
(11i) Fir alle M € GL(2,F,) gilt v,(ordeL(M)) = vy(ordpar([M])).

Beweis:
(i) Sei 7 ein Erzeuger von F* und (z — v)(z —9") = 2* — ax — b. Wihle
0 a
=14
.. . 1
(ii) Wihle M = lo

2} , wobei a ein Erzeuger von FF,.* ist.
(ili) Klar.

O
Fiir die spiteren Rechnungen ist folgendes wichtig:

Lemma 3.3.7. Sei M € GL(2,F,). Dann kann man aus der Kenntnis des
Minimalpolynoms und des charakteristischen Polynoms von M die Ordnung
ordparer,)([M]) bestimmen. Hat das charakteristische Polynom keine doppelte
Nullstelle in F,, so geniigt die Kenntnis des charakteristischen Polynoms.

Beweis: Das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom bestimmen
den Konjugationstyp von M in GL(2, F,). Daher kann man den Standardvertreter
der Konjugationsklasse von M in GL(2,F,) und damit auch den Standardver-
treter der Konjugationsklasse von [M] in PGL(2,F,) angeben. Dessen Ordnung
konnen wir aus der obigen Tabelle ablesen. Hat das charakteristische Polynom
verschiedene Nullstellen im algebraischen Abschluf3, so ist das Minimalpolynom
gleich dem charakteristischen. U

3.4 Die maximalen Untergruppen von PGL(2,F,)

Bevor wir nun zu den maximalen Untergruppen der PGL(2,F,.) kommen, zeigen
wir noch, wie wir Informationen von der PGL(2, F,) auf die GL(2, F,) hochliften.

Satz 3.4.1. Sei G < GL(2,F,) und PG = PGL(2,F,). Dann ist G > SL(2,F,).
Beweis: Da #ker(P) = (r - 1) und ggT(r — 1,p) = 1 ist, gilt v,(#G) =
vp(#PG) = v,(#PGL(2,F = v,(#GL(2,F,)). Betrachten wir die p-

Sylowgruppe U = {[ } | a €T, } in PGL(2,F,), so muf}

GNP YU) > {((1) ‘1‘)|aem}
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gelten. Mit dem gleichen Argument erhédlt man, dafl die Untergruppe
{(Cll (D |a€Fr} in G liegt. Nach [Lan76, S.178] erzeugen diese beiden

Dreiecksgruppen bereits die SL(2,F,.). Damit ist die Aussage gezeigt. 0

Lemma 3.4.2. Sei SL(2,F,) < G < GL(2,F,) und det(G) = F,*. Dann ist G
schon ganz GL(2,F,).

Beweis: Aus dem Isomorphiesatz

« _ G _G
F"="/GnsL@F,) = /sL@,F,)
folgt #G = (r — 1) #SL(2,F,) = #GL(2,F,). O
Die beiden obigen Ergebnisse setzen sich zu folgendem Kriterium zusammen.

Kriterium 3.4.3. Sei G < GL(2,F,), PG = PGL(2,F,) und det(G) = F,".
Dann gilt
G = GL(2,F,) .

Die Aussagen, die wir spéiter im Algorithmus verwenden werden, werden wir im
weiteren als Kriterien bezeichnen.

Von entscheidender Bedeutung ist die Klassifizierung der maximalen Untergrup-
pen der PGL(2, F,.). Die maximalen Untergruppen der PSL(2,F,.) wurden bereits
von Dickson in [DicO1] um 1900 untersucht und sind auch in [Hup67] zu finden.
Daraus lassen sich natiirlich die maximalen Untergruppen der PGL(2, F,) ablei-
ten. Diese wurden aber in [VM80, Theorem 3] explizit angegeben, so daf§ wir auf
diese Quelle verweisen.

Satz 3.4.4. Sei G < PGL(2,F,). Dann ist G in einer der folgenden Gruppen
enthalten:

(i) PSL(2,F,),

(i1) PGL(2,Fy), fir einen Zwischenkérper F, CFy C F,,
(i11) Da(ry1),

() Dapr—1y,

(v) PB, dem Bild einer Borelgruppe von GL(2,F,),

(vi) Ay,

(vii) Sy,
(viii) As .
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Dabei bezeichnet D,, die Diedergruppe mit n Elementen und S, (bzw. A,) die
symmetrische (bzw. alternierende) Gruppe mit n! (bzw. %) Elementen.

Die Gruppen Dy, 41) und Dy(,_1) sind die Bilder der Normalisatoren von Cartan-
untergruppen unter der Abbildung P. Bei den Gruppen A4, Sy und As handelt es
sich um Ausnahmefille, die auch nicht in jeder PGL(2, F,) auftreten.

Um spéter Ausnahmefille abzufangen, iiberlegen wir uns noch, unter welchen
Bedingungen die angegebenen Untergruppen keine echten Untergruppen sind.

Bemerkung 3.4.5. An dieser Stelle wollen wir den Begriff der echten Unter-
gruppe Kklaren. Sind U, G endliche Gruppen, so heifit U echte Untergruppe von G,
falls #U < #G ist und G eine zu U isomorphe Untergruppe besitzt. In diesem
Sinne ist GL(2, Fs) echte Untergruppe von Sy, Sy ist keine echte Untergruppe von
Sy, und Sj ist ebenfalls keine echte Untergruppe von Sjy.

Satz 3.4.6. (i) Die Gruppe PSL(2,F,) ist genau dann gleich PGL(2,F,.), wenn
p = char(F,) = 2 gilt.

(i1) Die Gruppe PGL(2,F,) mit F, C F; C F, ist immer eine echte Untergruppe
von PGL(2,F,).

(iii) Die Gruppe Dogy1y ist genau dann gleich PGL(2,F,), wenn I, = F, ist.
(iv) Die Gruppe Do(._1) ist immer eine echte Untergruppe von PGL(2,F,).
(v) Die Borelgruppe PB ist immer eine echte Untergruppe von PGL(2,TF,).
(vi) Ist F, = Fy, so ist Ay keine echte Untergruppe von PGL(2,F,).

(vii) Ist r < 3, so ist Sy keine echte Untergruppe von PGL(2,F,).

(viti) Ist r < 4, so ist Ay keine echte Untergruppe von PGL(2,F,).

Beweis: Man vergleicht die Machtigkeiten der jeweiligen Gruppen mit
#PGL(2,F,) = (r — D)r(r+ 1). O

Wir geben nun die AusschlufSkriterien an.

Kriterium 3.4.7. Sei G < GL(2,F,), Fy, C F, ein Teilkorper, M € G und
m = ordpgr,([M]). Dann gelten folgende Implikationen:

(i) det(M) & (F,")? = PG £ PSL(2,F,),

(ii) 2o ¢ F, = PG £ PGL(2,F.),
(i) 2(r + 1) # 0 mod m = PG £ Dy11y,
(i) 2(r — 1) # 0 mod m = PG £ Dy(,_1),
(v) charpoly,(x) ist irreduzibel = PG £ PB,
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. 12 Z 0 mod m
(vi) { oder (r =3 und det(M) & (F3)?) } = PG £ Ay,

(vii) 24 # 0 mod m = PG £ Sy,

60 # 0 mod m
(viti) { oder (r =5 und det(M) & (F%)?) } = PG £ 4;.
Beweis: Die Fille (i), (it1), (iv), (vit) sind klar. In (vi) und (viii) wird verwendet,
daB PSL(2,F3) = A4 und PSL(2,F;5) = As ist (vgl. [Hup67, S.183]). Die Fille
(77) und (v) folgen aus Lemma 3.3.1. O
Die beiden Spezialfille r = 3,5 miissen beriicksichtigt werden, da in diesen Féllen
die Méchtigkeit der PGL(2,F,.) gleich 24 bzw. 120 ist. Diese Zahlen besitzen nur
die Primteiler 2,3 und 5, und nach unserer Untersuchung der Elementordnungen
in PGL(2,F,) existieren keine Elemente, deren Ordnung nicht 12 bzw. 60 teilt.
Zur Analyse unseres Algorithmus werden wir spéter folgenden Satz verwenden:

Satz 3.4.8. Sei U < GL(2,F,), und PU sei eine maximale, echte Untergruppe
von PGL(2,F,). Dann existiert ein M € GL(2,F,), das die Voraussetzungen des
zugehorigen Kriteriums aus 3.4.7 erfillt.

Beweis: Die Numerierung folgt der Numerierung der maximalen Untergruppen
in 3.4.7.

(i) Ist PSL(2,F,) # PGL(2,F,), so ist char(F,) # 2, und damit existiert ein
M € GL(2,F,) mit det(M) & (F,*)%

(ii) Klar.

(iii) Ist p # 2, so wihle M mit ordpg([M]) = p. Ist p = 2, so wihle M mit
OI‘dpGL<[M]) =r—1.

(iv) Analog zum obigen Fall wdhlen wir fir p # 2 ein Element M mit
ordpar([M]) = p, sonst mit ordpay([M]) = r + 1.

(v) Klar.

(vi) Fiir r > 4 wihlen wir M mit ordpgr([M]) = (r+1). Fiir r = 2 ist A4 keine
Untergruppe, und fiir » = 3 ist Ay = PSL(2,F3).

(vii) Da S, als echte Untergruppe vorausgesetzt ist, ist 7 > 4, und wir wihlen
M mit ordpgr([M]) = (r + 1).

(viii) Da Aj als echte Untergruppe vorausgesetzt ist, ist 7 > 5. Im Fall » > 6
wéhlen wir M mit ordpgr,([M]) = (r+1). Im Fall r = 5ist A5 = PSL(2, F;).

O
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Nehmen wir an, dafl die Untergruppe G bereits ganz GL(2,F,) ist, dal wir dies
allerdings nicht wissen. Dann besagt der obige Satz, dafl die in 3.4.7 angegebenen
Kriterien geniigen, um zu zeigen, dafl PG = PGL(2, F,.) gilt, wenn wir alle Mini-
malpolynome und charakteristischen Polynome von Elementen aus G verwenden.
Wir werden nun weitere Kriterien herleiten, die wir benutzen werden, um unseren
Algorithmus effizienter zu machen.

Lemma 3.4.9. Sei C' < GL(2,F,) eine (zerfallende oder nichtzerfallende) Car-
tanuntergruppe. Dann enthdlt Norm(C') genau dann nicht-halbeinfache Elemente,
wenn p = 2 1st.

Beweis: Fiir F, = F, und C zerfallend ist das klar. Ansonsten ist nach Lemma
3.2.4 die Méchtigkeit #Norm(C) € {2(r —1),2(r +1)}. Daher ist v,(#Norm(C'))
genau dann grofler Null, wenn p = 2 ist. Da ein Element in GL(2,F,) genau
dann halbeinfach ist, wenn seine Ordnung prim zu p ist, ist damit die Aussage
gezeigt. ([l

Da die p-Bewertungen der GL-Ordnung und der PGL-Ordnung gleich sind, er-
halten wir nun ein weiteres Kriterium.

Kriterium 3.4.10. Seip # 2 und M € G < GL(2,F,). Ist v,(ordeL(M)) > 0,
so ist PG f Dyg—1y und PG f Do(rg1y.

Wir kommen zu weiteren Kriterien fiir die Diedergruppen. Diese Kriterien haben
sich im Algorithmus als sehr effizient erwiesen, um die Diedergruppen auszu-
schlieflen.

Lemma 3.4.11. Sei Dy, = (0,7 | 02 = 7™ = 1,07 = 7 '0) eine Untergruppe
von PGL(2,F,), M € GL(2,F,) und [M] € Dy,, — (7). Dann gilt

Tr(M) =0

Beweis: Sei [M] = o7 aus Dy, — (7). Dann ist (07%)% = or7! o=1.
Also ist [M]? = [E] bzw. M? = (§?) fiir ein a € F,. Damit ist M? — (¢ %) = 0.
Also ist 22 — a das charakteristische Polynom von M. Da der Koeffizient von !

im Polynom Null ist, ist damit die Aussage gezeigt. 0

m—1)a

Wir erhalten direkt zwei weitere Kriterien:

Kriterium 3.4.12. Sei M € G < GL(2,F,). Ist Tr(M) # 0 und charpol,,(x)
wrreduzibel, so ist

PG &L Dogryy -
Beweis: Seien 0,7 € Dy,_1) wie oben. Dann ist P~'((7)) eine zerfallende
Cartanuntergruppe. Diese enthélt aber nur Matrizen mit zerfallenden charak-

teristischen Polynomen. Da charpol,,(z) irreduzibel ist, ist daher [M] & (7).
Andererseits ist [M] & Da—1) — (1), da Tr(M) # 0 ist. O
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Kriterium 3.4.13. Sei M € G < GL(2,F,). Ist charpol, () = (z — a)(z — b)
mit a,b € F,., a # b und Tr(M) # 0, so ist

PG £ Dapgry -

Beweis: In diesem Fall ist P~!((7)) eine nichtzerfallende Cartanuntergruppe.
Diese ist isomorph zu F7,. Daher haben die charakteristischen Polynome von
Elementen aus P7!({7)) entweder eine doppelte Nullstelle in FF,. oder sind irredu-
zibel.

Daher schlieit die Bedingung an charpol,,(z) aus, da§ [M] in (1) liegt. Wie oben
schlieBt Tr(M) # 0 aus, daB [M] in Dy41) — (7) liegt. O

Wir geben noch einige weitere (triviale) Kriterien an, die wir spéter benutzen
werden.

Kriterium 3.4.14. Sei M € G < GL(2,F,). Ist ordpgr([M]) = 6, so ist PG £
A47 847145'

Beweis: Die Ordnung der Elemente dieser Gruppen ist immer kleiner oder
gleich 5. U

Kriterium 3.4.15. Sei M € G < GL(2,F,) nicht halbeinfach, und sei
char(F,) > 5. Dann ist PG € Ay, Sy, As.

Beweis: Ist M nicht halbeinfach, so ist seine Ordnung durch char(F,) teilbar.
Dann ist auch ordpgy,([M]) durch char(F,) teilbar, und aus dem Kriterium 3.4.14
folgt dann die Aussage. O

Kriterium 3.4.16. Sei p = char(F,) # 2, G < GL(2,F,) und det(G) = F,”.
Dann ist PG &« PSL(2,F,).

Beweis: Klar. [

Aus [VM80, Theorem 3] erhalten wir noch folgendes Kriterium:

Kriterium 3.4.17. (i) Ist p =2 und v,(r) = 1 mod 2, so ist Ay keine Unter-
gruppe von PGL(2,F,.).

(i1) Ist p =2, so ist Sy keine Untergruppe von PGL(2,F,).
(iii) Ist p #5 und r* £ 1 mod 5, so ist As keine Untergruppe von PGL(2,TF,.).

Da nach [Hup67, S.183] die Gruppen A4 und PSL(2, F3) (bzw. A5 und PSL(2,F5))
isomorph sind, erhalten wir noch:
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Kriterium 3.4.18. Sei G < GL(2,F,).

(i) Ist r =3 und PG & Ay, so folgt PG £ PSL(2,F,).
(i) Ist r =3 und PG £ PSL(2,F,), so folgt PG £ A,.
(iii) Ist r =5 und PG £ As, so folgt PG £ PSL(2,F,).
(i) Ist r =5 und PG &« PSL(2,F,), so folgt PG £ As.



Kapitel 4

Die Torsionsdarstellung

Wir werden uns nun die Erweiterung

Fo(u)lig] | Fy(u)

in unserer Situation genauer ansehen. Es bezeichne O; den ganzen Abschlufl von
Folu] in Fy(u)[i¢], e(B,p) den Verzweigungsindex und f(P,p) den Trégheitsin-
dex.

Fiir eine kurze Zusammenfassung des Verhaltens von Idealen in Galoiserweite-
rungen verweisen wir auf [FJ86, Kap. 5].

Fiir eine unverzweigte Stelle p € Pg,_|,; betrachten wir das Diagramm

P = O = Fyu)d]

| | :
p = Fu] —  Fy(u)

wobei B eine Stelle iiber p bezeichnet. Dieser Stelle wird durch die Bedingung
Frobg(a) = o™ mod B Va € O,

ein eindeutiges Element Froby € Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) (der Frobenius zur Stelle
B) zugeordnet. Die Menge

(p, Fy(u)[i¢] | Fg(u)) := {Frobg | Q teilt p}

bildet eine volle Konjugationsklasse in Gal(F,(u)[i¢] ,F,(u)), es ist also

(b, Fy(w)[i9] | Fy(u)) = {0~ "Froby o | o € Gal(F,(w)[i¢] , Fy(u))} -

Wir werden nun Frobg als Element in GL(2, F) untersuchen. In manchen Fillen
werden wir Sétze fiir Drinfeld-Moduln von beliebigem Rang r zeigen, obwohl wir
spater nur den Rang-2 Fall benotigen werden.

Die Menge der unverzweigten Stellen wird in Korollar 4.5.4 genauer charakteri-
siert werden.

o8
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4.1 Der Konjugationstyp von Frobg

Da die Reduktion von Polynomen mit der Komposition kommutiert, identifizieren
sich O/ und F,(,Dred(¢,p)) als (F,[T], ¢)-Moduln. Via dieser Identifikation
konnen wir Frobg als den Erzeuger der Galoisgruppe von

Fp(Dred(¢,p)) | Fy

auffassen. (Es sei daran erinnert, dafl Dred(¢, p) den an p(u) reduzierten Drinfeld-
Modul ¢ bezeichnet.) In 2.1 haben wir fiir endliche Drinfeld-Moduln bereits das
charakteristische Polynom der Operation des Frobenius auf dem Tate-Modul
Ti(¢) untersucht. Der folgende Satz bringt dies in Zusammenhang mit unserer
Situation:

Satz 4.1.1. Sei ¢ = (Fy,Fy(u),u,u + Y ;_, a;7") ein Rang-r Drinfeld-Modul,
p(u) € Py, (T) € Pr,r). Weiter habe ¢ gute Reduktion an p(u), und es sei
p(T) # U(T). Dann gilt fir alle i € N: Die Reduktion induziert einen Isomorphis-
mus von F,[T]-Moduln
i¢ = uDred(¢,p)

und damit

Ti(¢) = Ti(Dred(¢, p)) -
Beweis: Die Reduktion ist fiir jedes n(T) € TF,[T] ein F,[T]-Modul-
Homomorphismus auf der n-Torsion, da das Auswerten von Abbildungen mit
Reduktion kommutiert.
Sei ¢ € N beliebig. Wir beachten, dafi char(Dred(¢,p(u))) = p(7T') ist. Daher
ist das Polynom (Dred(¢,p))s(x) € Fy(x) separabel, und jede der Losungen aus
¢Dred(¢,p) kann mit dem Henselschen Lemma eindeutig zu einer Losung von
¢u(x) im separablen Abschlufl der Komplettierung (F,(u)), geliftet werden. Da
(F,(u)), den Korper F,(u) enthélt, konnen wir die Menge dieser Losungen mit
i ¢ identifizieren. Damit haben wir gezeigt, daf§ die Reduktionsabbildung von ¢
auf ¢Dred(¢, p) surjektiv ist.
Da ¢ gute Reduktion an p hat, ist deg, ((Dred(¢,p))i) = deg,(¢i(x)). AuBerdem
sind beide Polynome separabel. Daher ist #u¢ = #:Dred(¢,p). Die Reduktion
ist also sogar eine Bijektion auf den Torsionspunkten und liefert damit fiir jedes
i € N einen F,[T]-Modul-Isomorphismus von ¢ nach Dred(¢, p).
Da diese Isomorphismen mit den von ¢ bzw. Dred(¢,p) bestimmten F,[T-
Moduloperationen kommutieren, liefert dies auch einen Isomorphismus der Tate-
Moduln. U

Die Operation von Frobg auf 7i(Dred(¢, p)) haben wir bereits im Abschnitt 2.1
betrachtet. Damit erhalten wir direkt das Korollar

Korollar 4.1.2. Seien die Voraussetzungen wie im Satz 4.1.1. Dann gilt fiir das
charakteristische Polynom

charpol(Frobg) = red(Pored(op), [) € (Fo[T]/UT))[X] ,
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wobei Ppred(pp) € (Fg[T))[X] das charakteristische Polynom des reduzierten
Drinfeld-Moduls bezeichnet.

Bemerkung 4.1.3. Obwohl es aus dem Kontext immer klar sein sollte, sei
explizit darauf hingewiesen, dafl red(f, g) das am Polynom g reduzierte Polynom
f bezeichnet, wéhrend Dred(¢, g) fiir einen an g reduzierten Drinfeld-Modul ¢
steht. Es ist also zwischen red(¢r,p) und Dred(¢, p) zu unterscheiden.

Im Fall eines Rang-2 Drinfeld-Moduls kénnen wir Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) als Un-
tergruppe von GL(2,F) auffassen. Insbesondere ist charpol(Frobg) das charak-
teristische Polynom einer Matrix aus GL(2, ).

An dieser Stelle wollen wir noch einmal daran erinnern, daf es uns geniigt, Frobg
bis auf Konjugation zu bestimmen, da wir in unseren spéteren Berechnungen
keine der Stellen {iber p auszeichnen kénnen.

Wie wir in Abschnitt 3.1 gesehen haben, legt das charakteristische Polynom
bereits die Konjugationsklasse fest, falls es keine doppelte Nullstelle hat. Falls
charpol(Frobg) = (X — «)? € F([X] ist, so kann Frobg zu

a 0 d a 1
oder
0 « 0 «
konjugiert sein. Diese beiden Félle kénnen durch die Ordnung von Frobg in
GL(2,F() unterschieden werden. Es gilt allgemein

Lemma 4.1.4. Sei M € GL(2,F\) und p = char(F,). Dann ist M genau dann zu
einer Matriz der Form (8‘ ;) konjugiert, wenn ord(M) = 0 mod p gilt.

Beweis: Dies folgt direkt aus der Klassifikation der Konjugationstypen (%urch
ihre Jordansche Normalform und der Tatsache, daf3 (6‘“ ;)n = (ag "'O‘;: ) ist
(vgl. Abschnitt 3.1).

Bevor wir zur Berechnung von ord(Frobg) kommen, werden wir noch kurz die
Berechnung der Grofle des Zerfiallungskorpers eines Polynoms aus F,[x] unter-
suchen. Sei also f(z) € F,[z]. Falls f(x) nicht separabel ist, kénnen wir es in
geT(f, f) - m zerlegen, und die Zerfallungskorper der beiden Faktoren be-
rechnen. Daher konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf§ f(x) separabel ist. Dann
gilt:

Lemma 4.1.5. Sei f(z) € F,[x] normiert und separabel. Dann ist
[ZerfKp(f) : F,] = min{n € N | 2" = 2 mod f(z)}

Beweis: Da f(x) normiert und separabel ist, zerfillt es im Korper F,» genau
dann in Linearfaktoren, wenn f(z) das Polynom 2™ — z teilt. O

Wir kénnen also den Grad des Zerfallungskorpers berechnen, ohne f zu faktorisie-
ren. Das obige n kann man mit Hilfe des folgenden Lemmas effizienter berechnen.
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Lemma 4.1.6. Sei f(z) € F,[x] normiert und separabel. Sei weiter
M:={z" ¢ Fr[$]/f(m) |'m e N}
und
% (IFT[:B]/ﬂx)) x (Fr[x]/f(m)) _>1Fr[x]/f<x), (a(z), B(z)) — a(B(z))

Dann ist (M, *) eine abelsche Gruppe.

Beweis: Es gilt 77" « 77" = (z7")"" = & ", also ist M unter der Verkniipfung
abgeschlossen, und die Verkniipfung ist kommutativ. Es ist klar, dafl x assoziativ
ist. Das neutrale Element ist Z, und nach dem obigen Lemma liegt z in M. Da
M endlich ist, liegt dann zu jedem Element auch sein Inverses in M. O
Da der Grad des Zerféallungskorpers von f die Ordnung von z" in der abelschen
Gruppe (M, ) ist, konnen wir [ZerfKp(f) : IF,] mit Hilfe eines Baby-Step-Giant-
Step-Algorithmus ermitteln, ohne alle Potenzen 79" fiir 1 < i < [ZerfKp(f) : IF,]
berechnen zu miissen.

Kommen wir nun zur Berechnung von ord(Frobg) zuriick. Wir benutzen, dafl
ord(Froby) = #Gal(F, (Dred(¢,p)), F,) ist.

Satz 4.1.7. Sei ¢ = (Fy,Fy(u),u,u + Y ;_, a;7") ein Rang-r Drinfeld-Modul,
p(u) € Pry, UT) € Prr. Weiter habe ¢ gute Reduktion an p(u), und
es sei p(T) # UT). Es sei g(x) := Dred(¢,p)(z) € Fy(xz) und f(z) =
(coeff,(q"der O g(x)))~" - g(z) das zugehdrige normierte Polynom. Dann gilt

ord(Frobg) = min{n € N | z#%)" = 2 mod f(x)} .
Beweis: Das Polynom ¢(x) hat die Form

r-degr([)

$i(z) =l(u)-z+ Y b2’ €Fy(u)a]

i=1

Da ¢ gute Reduktion an p hat, ist b,.deg,.y # 0 mod p. Es ist & (¢i(z)) = [(u) #
0 mod p, und damit sind die Polynome g(x) und f(x) separabel. Da ord(Frobg)
der Grad des Zerfillungskorpers von f(x) (bzw. g(z)) ist, folgt die Aussage. O

Im Rang-2 Fall erhalten wir daraus das folgende Korollar:

Korollar 4.1.8. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-
Modul, p,B, 1, f(z) wie oben und (T) # p(T). Sei a € Fy, p = char(F,) und
charpol(Frobg) = (X — «)? € F([X]. Dann sind dquivalent

(1) Froby ist konjugiert zu (g 2);
(ii) ord(Frobg) # 0 mod p,
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(iii) 2#Fv) " = 2 mod f(x),

(iv) ##57 = 1 mod f(x).

Beweis: Die Ordnung von (a 1

¢ %) ist ord(e), und die Ordnung von (§ 1) ist
p-ord(a). Weiter ist ord(«) ein Teiler von #F; — 1 und ggT(#F;—1,p) = 1. Mit
den Aussagen 4.1.4 und 4.1.7 von oben folgen die Aquivalenzen. U

Bemerkung 4.1.9. (i) Das Polynom

rdegp ()

Dred (o, p) Z biz? e Fyz

ist i.a. ein Polynom hohen Grades. Da aber die meisten Koeffizienten gleich
Null sind, kann es mit wenig Speicherplatz représentiert werden. Zum Bei-
spiel werden in Simath [Sim] Polynome standardméfig nur durch ihre Ko-
effizienten ungleich Null reprasentiert. Berechnet man nun

29" mod Dred (¢, p)(z) ,

so erhélt man fiir m > r-deg,([) i.a. weitgehend vollbesetzte Polynome vom
Grad ¢ e Diese benotigen viel Speicherplatz und machen die Rechnung
zeitintensiv. Es ist wesentlich zeitintensiver, die Ordnung des Frobenius aus-
zurechnen als sein charakteristisches Polynom. Daher ist unser Algorithmus
so konzipiert, dafl moglichst vermieden wird, den exakten Konjugationstyp
zu ermitteln, falls das charakteristische Polynom eine doppelte Nullstelle
hat (vgl. Seite 102). Da von den (#F? — #F\) - (#F? — 1) Matrizen in
GL(2,F)) lediglich (#F; — 1) + (#F; — 1) - (#F — 1) Matrizen ein solches
charakteristisches Polynom haben, sollte dieser Fall auch nur etwa in einem
von #F, = ¢%#r() Fillen auftreten.

(ii) Im Rang-2 Fall kann das charakteristische Polynom einer Stelle 8 mit Satz
2.2.5 schnell berechnet werden, weil es nur von der Stelle p(u) = PNF,(u)
abhéngt. Mit den Ergebnissen aus diesem Abschnitt kénnen wir dann den
Konjugationstyp von Frobg explizit bestimmen. Da wir nur p(u) als nor-
miertes Primpolynom in F,[u] explizit gegeben haben und wir 8 mit un-
seren Methoden nicht von den anderen Stellen iiber p(u) unterscheiden
konnen, ist der GL(2)-Konjugationstyp die maximale Information, die wir
iiber Frobg erhalten konnen.

4.2 Rationale Isogenien

In den folgenden Abschnitten wollen wir einige Situationen beleuchten, in denen
a priori

Gal(Fy(u)[0], Fy(u)) # GL(2, Fy)
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gelten muf.

Satz 4.2.1. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul,

neF,[T|—TF,. Dann gilt: Ist .¢ (Fq(u)> NF,(u) # {0}, so ist

Gal(Fy(u)[n0], Fq(u)) # GL(2, Fy[T]/n) .

Beweis: Wir halten fest, dafl ,¢ (Fq(u)) = n¢ (Fy(u)*?) gilt, da das Polynom

on(z) € Fy(u)[z] separabel ist. Sei nun 0 # o € ¢ (Fq(u)> NF,(u). Dann gilt
o(a) = a fiir alle o aus Gal(F,(u)[n¢], Fy(u)). Da aber GL(2,F,[T]/n) transitiv
auf (F,[T]/n)* — {(0,0)} operiert, kénnen die beiden Gruppen nicht gleich sein.

U
Ist o (Iﬁ‘q(u)> NF,(u) # {0}, so sagen wir, da der Drinfeld-Modul rationale

n-Torsion hat.

Lemma 4.2.2. Ist im obigen Satz n = | € Py 1] irreduzibel, so ist die Gruppe

Gal(F,(u)[1¢] ,Fy(u)) konjugiert zu einer Untergruppe von ( (1] %*).

Beweis: Sei wie im obigen Beweis 0 # a € (¢ (Fq(u)> NF,(u). Dann ist (¢ ein
zweidimensionaler Vektorraum iiber dem Korper Fy = F,[T]/l. Daher kénnen wir
« zu einer geordneten Basis {«, §} ergidnzen. Da alle Elemente der Galoisgruppe
a fixieren, haben sie beziiglich der obigen Basis die Form ((1) :) Damit ist das
Lemma gezeigt. U
Im néchsten Beispiel werden wir eine Familie von Drinfeld-Moduln konstruieren,
die rationale T-Torsionspunkte besitzen.

Beispiel 4.2.3. Zueinem h € F,(u)" betrachten wir den Rang-2 Drinfeld-Modul
¢ = (Fy,Fy(u),u,u(l — hr)(1 —7)). Dann ist

gpr(@)=u((z—29) —h-(x—29)) =u-(x—29) - (1—h (z—29)"").

Daher gilt
(Tgb n ]Fq(u)) OF,.

Damit haben alle diese Drinfeld-Moduln rationale T-Torsion. Wahlen wir noch

h = W, so ist auch u ein T-Torsionspunkt von ¢, und wir erhalten

70 =Frsp 1 +Frspu=F %51 +F,xyu={a+pu|a,felF,}.

Fiir diesen Modul ist damit sogar die ganze T-Torsion rational. 0

Bemerkung 4.2.4. Ist n € F,[T] ein nichtkonstantes nichtprimes Polynom
und A, := F,[T]/n, so existieren Punkte P € A, x A,, fiir die der Stabilisator
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Staber,(o,4,)(P) nicht zu einer Gruppe der Form (; *) konjugiert ist. Sei z.B. n =
p - q das Produkt zweier verschiedener Primpolynome und P = (p,0) € A, x A,.
Dann ist nach dem Chinesischen Restsatz

GL(2, Ay) = GL(2,F,) x GL(2,F,) .

Da sich dabei P in der Form (0,0) x (p,0) € F} x F? zerlegt, ist

Stabera,(P) = GL2,Fy) x (& Do
v 0 F:

Vergleicht man nun die Méchtigkeiten der beiden Gruppen

#Staborpay(P) = (#F,° — 1) (#F,* — #F,) (#F, — 1) #F,
% (#F, — 1)(#F, — 1) #F,#F,
(#A}) - (#A)

1 A,
- #(o 1)

so sieht man, dafl sie nicht konjugiert sind.

Kommen wir nun zu weiteren nichtmaximalen Erweiterungen.

Satz 4.2.5. Seien w € Fy(u){7} separabel, (T) € Pg 1), ¢ = (Fg, Fy(u),u, ér),
Y = (Fy, Fy(u),u,r) zwei Rang-2 Drinfeld-Moduln, und es sei {0} C ker(w) C
W(Fy(u)). Gilt wo ¢r =Yrow (d.h. w e Homp,,)(4,1)), so ist bis auf Konju-
gation

F* F
Gal(e ol F) < (5 ge)
Beweis: Da w(z) ein Polynom mit Koeffizienten in F,(u) ist, gilt
o(ker(w)) = ker(w) Vo € Gal(F,(u)*?,F,(u)) .
Fiir ein m € F,[T] und ein a € ker(w) gilt

w(mg @) = w (Pm(a)) = m(w(a)) = 0.

Daher ist ker(w) auch ein (F,[T], *,)-Untermodul von F,(u)*®. Aufgrund
der Voraussetzung ist ker(w) sogar ein galoisinvarianter Untermodul von (¢.
Da [ prim ist, sind (¢ und ker(w) dann (F|, %, )-Vektorrdume. Man kann ihre
Dimension betrachten und erhélt 0 < dimp, (ker(w)) < 2. Also existiert eine
Basis {a, 3} von ¢ mit a € ker(w), f € (¢. Da ker(w) galoisinvariant ist,
lassen sich alle Elemente der Galoisgruppe beziiglich dieser Basis durch obere
Dreiecksmatrizen darstellen. U
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4.3 Komplexe Multiplikation

Wir werden nun eine weitere Situation betrachten, in der Gal(F,(u)[¢],F,(u))
nicht maximal ist. Um diese zu untersuchen, werden wir in einigen Argumenten
benutzen, dafl man Drinfeld-Moduln auf allgemeineren Ringen als F [T definie-
ren kann. Diese allgemeineren Drinfeld-Moduln treten allerdings nur in diesem
Abschnitt auf. Daher werden wir sie hier nicht exakt definieren und verweisen
stattdessen auf Kapitel 4 aus [Gos96] und die Arbeit [Hay79].

Sei also ¢ = (F,, F,(u),u,u + g7 + A7?) unser Rang-2 Drinfeld-Modul. Er habe
komplexe Multiplikation durch die Ordnung A. Weiter sei K = Quot(A) der
Quotientenkorper und Ok der ganze Abschlufi von A in K (der mit dem ganzen
Abschlu8 von F,[7T] tibereinstimmyt).

A — O — K
| |
FolT] — Fy(T)
Dann ist K|F,(T") eine imaginér-quadratische Erweiterung von globalen Funk-

tionenkorpern (d.h. die unendliche Stelle von F,(T") zerféllt nicht in K). Die
Abbildung iy : T +— u legt eine Einbettung

Fy(T) — Fy(u)

fest und 1aBt sich auf zwei Weisen zu Einbettungen

1,19 1 K — Fy(u)

fortsetzen. (AuBer im Fall char(F,) = 2 und K = F,(v/T). In diesem Fall gelten
die folgenden Aussagen trivialerweise.)

Fiir einen fest gewihlten algebraischen Abschlufl F (u) gilt
Zl(K) = ZQ(K) .

Wir wihlen im weiteren eine der Einbettungen fest und bezeichnen sie mit ¢. Das
Bild von K unter ¢ wird mit K bezeichnet.
Fiir einen gegebenen Drinfeld-Modul kénnen wir leicht testen, ob er komplexe

Multiplikation hat. Es gilt der folgende Satz von Schweizer aus [Sch96, Theorem
3.2.7].

Satz 4.3.1. FEin Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ = (Fy,,F,(u),u,u + g7 + A7-2) hat
genau dann komplexe Multiplikation, wenn j(¢) = 9‘21

bereits in F,[u] liegt und
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in der folgenden Liste vorkommdt:

’ q ‘ Jj=7(9) ‘ Gleichung fiir w ‘ f ‘ g ‘
bel. | 0 w =" 1 0
bel. | jp = (u? —u)(1 — (u— B)T %) w="7(u—B) T-5 |0

2 |jo=v(u+1)3w?+u+1) w=vu?+u+1) T2 +T+1|0
2a | (=) (u=5)7 +1)7 [P =u—p 1o
2o | ~(u—B)"F (u-p)T ~ )™ w2 =c(u—p) 1o
2 o M AT 4+ 1) [ W2t w=au+ B =4 1 0
2 | (u41)8 w? + uw = u? T 0
2 | ub W4 (u+Nw=(u+1)3 T+1 0
2 | ud(u+1)3 Wtw=ult+u+l1 1 1
2 | ub(u+1)° Wtw=u+ud+1 1 2
3 [ut(u+ 1) (u— 1) w® —u—1)? wWw=ud—u—1 1 1
3 | —uttu+D*u—D)4wP —u+1)? |w?=—-uwd+u—1 1 1
4 | (u +u)t0 WHw=ul+46 1 1

Dabei ist « € F,*, 5 € Fy, £ = au+ [, 0 eine Primitivwurzel in Fy, Fe =F,(v)
und € € F,* kein Quadrat. Auferdem ist K = (Fy(u))(w), A = (F[T])[w], und f
bezeichnet den Fihrer der Ordnung A (d.h. A =TF,[T]|+{Ox ). Ferner bezeichnet
g das Geschlecht des Funktionenkdrpers K.

Wir sehen, dafl in 9 der 13 Fille A gleich der Maximalordnung Oy ist. In diesen
Fillen existiert nun ein Rang-1 Drinfeld-Modul

¥ : Ok = Fo(u){r}
mit
Y |r,mm= @ -

(Hier verwenden wir, daf§ man Drinfeld-Moduln auf allgemeineren Ringen als
IF,[T] definieren kann.) Wir betrachten nun das folgende Kérperdiagramm:

K9]
% N
K Fo(uw)[i9]
N /
KN ]FT<U) (1]
Fy(u)

Nach der Theorie fiir allgemeine Rang-1 Drinfeld-Moduln ist

Gal(K[w), K) < (9% /) = GL, Ok /), (+)
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wobei zu beachten ist, da8 das Ideal [(u) - Og unter Umstanden nicht prim ist.
Da

K[i¢] = K[w]

ist, folgt dann mit dem Verlagerungssatz der Galoistheorie

Gal(F, (u)¢], K nFy(w)l]) < (O /1)
Den Quotienten kann man wie folgt beschreiben:

(Fex Fo)* ;[ zerfillt in K
(OK/[>* = FZQdegT([) ; [ist trage in K

(Fq 7] /[2> ’ ; [ist verzweigt in K

Fiir Stellen [ guter Reduktion liefert uns das folgende Lemma von Bae [Bae95b,
Theorem 1.5, dafl der dritte Fall nicht auftreten kann.

Lemma 4.3.2. Der Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ = (F,, F,(u), u,u+ g7+ A7?) habe
komplexe Multiplikation durch die Ordnung A. Weiter sei K = Quot(A) und
(T) € Pr,r). Ist dann (T') in K|Fy(T) verzweigt, so hat ¢ schlechte Reduktion

an p(u).

Wir kénnen die Aussage des Lemmas auch direkt erhalten, indem wir die endlich
vielen Félle aus der Liste 4.3.1 von Schweizer Fall fiir Fall durchgehen.

Wir sind nun in der Lage, genauere Aussagen iiber die auftretenden Galoisdar-
stellungen zu machen.

Satz 4.3.3. Seien die Bezeichnungen wie oben. Insbesondere sei ¢ ein Rang-2
Drinfeld-Modul mit komplexer Multiplikation durch A. Weiter seien A = Ok,

[ € Pr,m, Gal := Gal(Fq(u)i¢] ,Fq(u)), 3 eine zerfallende Cartanuntergruppe
und ¥ eine nichtzerfallende Cartanuntergruppe von GL(2,F). Sei weiter Fy # Fy,
und ¢ habe gute Reduktion an (u). Dann gilt bis auf Konjugation in GL(2,F):

(1)
{ [ zerfdllt in K|F,(T)

und K NF,(uw)[ip] = F,(u) } = (Gal < 3)

(i)
illt in K|F
{ und [I%(GZCCILF;(;?[@” :q(};) } = (Gal € 3 und Gal < Norm(3))
{ [ trige in K|Fy(T)

und K NF,(u)[id] = F,(u) } = (Gal < T)



68 KAPITEL 4. DIE TORSIONSDARSTELLUNG

(iv)
[ trage in K|F,(T)
~ ~ <
{ und K OF,(u)d] = K = (Gal € T und Gal < Norm(%))
Beweis: Nach Lemma 4.3.2 ist [(T) in K|F,(7) unverzweigt. Daher bettet

sich (OK /)* in eine zerfallende (bzw. nichtzerfallende) Cartanuntergruppe der
GL(2,F)) ein, falls [ in K zerféllt (bzw. nicht zerfallt).

Sei nun L := F,(u)[¢] N K. Dann ist
Gal(Fy (u)[i¢] , Fy(u)) = Gal(L, Fy(u)) x Gal(Fy(u)[i¢], L) .

Da Gal(F,(u)[«¢], L) < (OK/[)* normal in Gal(F,(u)[¢], F,(u)) ist, folgt die Aus-
sage mit Lemma 3.2.4. 0

Damit erhalten wir, da3 Drinfeld-Moduln mit komplexer Multiplikation durch
eine Maximalordnung fast nie maximale Torsionserweiterungen haben.

Satz 4.3.4. Seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.3.3. Insbesondere sei ¢
ein Rang-2 Drinfeld-Modul mit komplexer Multiplikation durch A = Oy und
[ € Pr - Ist dann Gal(Fq(u)[i¢] ,Fq(u)) gleich GL(2,IF), so ist

Fi=F, , KCF,(u)d wund [in K|F,(u) trige .

Beweis: Im Beweis des letzten Satzes haben wir gesehen, daf3

#Gal(F, (u)[1¢], Fy(u)) = #Gal(L, Fy(u)) - #Gal(F,(u)[i¢], L)

ist. Dabei ist #Cal(L, F,(u)) < 2 und #Cal(F,(u)[i¢], L) ein Teiler von #F? — 1
oder (#F; — 1)>. Daher kann die Gleichheit

#GL(2,F) = (#F* — 1) - (#F* — #F)) = #Gal(L,Fy(u)) - #Gal(Fy(v)[i¢], L)
nur gelten, falls #Gal(L, F,(u)) = 2, #Gal(F,(u)[i4], L) = #F* — 1 und #F, = 2
gilt. 0

Die niichsten Beispiele zeigen, da8 in der obigen Aussage keine Aquivalenz gilt.

Beispiel 4.3.5. (i) Sei ¢ = (Fy,Fy(u), u,u+7%). Dann ist ¢p(z) = z(u+2?),
K =F,(T), K =F4(u) und T in K|Fo(T) trage. Nach Kummertheorie ist
Fo(u)[r¢] = F4(/u), und wir erhalten

[Fo(u)[r¢] : Fa(u)] = 6 = #GL(2,Fr) = #GL(2,F,) ,

also

Gal(Fy(u)[@], Fy(u)) = GL(2,Fy) .
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(ii) Sei nun ¢ = (Fy, Fo(u),u, u+ur?). Dann ist ¢p(z) = ur(l+z)(1 +z + 2?),
K =F,(T), K = Fy(u) und T in K|Fy(T) triige. Es ist Fo(u)[r¢] = F4(u).
Beschreiben wir nun die T-Torsion Fy als Fsa]/(a? + a + 1), so operiert
das nichttriviale Galoiselement auf der Fo-Basis {1, a} durch

l—1 , a—a+1.

Bzgl. dieser Basis gilt dann

Gal(Fy(u)[r¢], Fa(u)) = {((1) (1))’ <(1) D} 7

Gal(Fy(u)[@], Fy(u)) # GL(2,Fy) .

also
O

Ist A keine Maximalordnung (dies tritt in 4 Féllen auf), so konnen die obigen Ar-
gumente analog durchgefiihrt werden. Allerdings erhélt man dann keinen Rang-1
Drinfeld-Modul, sondern einen Modul

¥ A Fy(u){r}

Wie in [Hay79] gezeigt, verhalten sich solche Moduln wie Rang-1 Drinfeld-
Moduln. Ersetzt man die Ungleichung (%) durch

Cal(K[w), K) < (A/[)* < (OK/[)* — GL(1, 0% /)

so erhélt man analoge Resultate, sofern [(T") teilerfremd zum Fiihrer von A ist.

4.4 Die Rang-1 Teilerweiterung

Um die Erweiterung
Fo(w)[ig] | Fy(u)

in unserer Situation (¢ ein Rang-2 Drinfeld-Modul tiber F,(u) etc.) zu beschrei-
ben, ist es hilfreich, wenn man Zwischenerweiterungen unter Kontrolle hat. Eine
solche Zwischenerweiterung werden wir in diesem Abschnitt angeben.

Dazu miissen wir allerdings das duflere Produkt von ¢ mit sich in der Kategorie
der Drinfeld-Moduln bilden. Leider ist es aber in dieser Kategorie nicht moglich,
zu tensorieren oder Quotienten zu bilden. Daher wurde von Anderson in [And86]
der Begriff des t-Moduls (einer Verallgemeinerung eines Drinfeld-Moduls) ein-
gefithrt. Diese t-Moduln bilden mit passend definierten Morphismen eine Kate-
gorie, die unter Tensorierung und Quotientenbildung abgeschlossen ist und die
Drinfeld-Moduln als Teilkategorie enthélt.
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In unserem speziellen Fall ergibt sich, da§ das &uflere Produkt von ¢ (als --Modul)
mit sich doch wieder ein Drinfeld-Modul ist. Und zwar gilt (vgl. [Ham93])

¢ A ¢ = (FQ7FQ(U)7uaU - AT) :

Daher nennen wir (F,,F,(u),u,u — A7) den zum Rang-2 Modul ¢ =
(Fy, Fy(u), u, u+ g7+ A7?) assoziierten Drinfeld-Modul. Nach [Ham93, Theorem
4.5] gilt:

Satz 4.4.1. Sei ¢ = (Fy,Fy(u), u,u+gr+A7?), (T) € Pr,ir), A € Fy(u)". Dann
existiert ein Gal(F,(u)*® F,(u))-linearer Isomorphismus

Ti(¢) ATi(¢) — Ti(¢ A ¢)
von (F,[T])-Moduln.

Korollar 4.4.2. Sei ¢ = (F,, Fy(u), u,u+ g7 + A7?), ¢ = (Fy, Fy(u), u,u — A1)
und (T) € Pg,r). Dann existiert eine surjektive, Fy[T|-bilineare und mit der
Operation von Gal(F,(u)*® F,(u)) vertrigliche Paarung

Wi x 19— .

Beweis: Sei ¢ der Isomorphismus aus Satz 4.4.1 und proj die kanonische Projek-
tionsabbildung vom Tate-Modul auf die [-Torsion. Zu «, € (¢ seien &, 5 € Ti(¢)

mit proj(&) = «, proj() = 3. Dann definieren wir

Wia, 8) = proj(p(a A ) -

Die Abbildung W héngt nicht von der speziellen Wahl von & und 3 ab.
Surjektivitit, Bilinearitdt und Vertréaglichkeit mit der Galoisoperation folgen aus
den entsprechenden Eigenschaften von ¢. 0

Bemerkung 4.4.3. Die Abbildung W ist das Analogon zur Weil-Paarung auf
der Torsion von elliptischen Kurven (vgl. [Sil86]). Die Rolle des Z-Moduls

pow : ZxC* — C*
(z,a) +— o’
wird hier vom Rang-1 Drinfeld-Modul
’QD = (Ftb FQ(U)a U, u — AT)

iibernommen. Allerdings ist im klassischen Fall der Modul pow unabhéngig von
der betrachteten elliptischen Kurve, wiahrend in unserem Fall ¢ iiber das A vom
Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ abhéngt.
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Korollar 4.4.4. In der Situation von oben gilt

@) C Fy(u)[ig)] -

Beweis: Seien o € Gal(F,(u)*®,F,(u)[1¢]) und ¢ € @) beliebig. Da W surjektiv
ist, existieren a, f € ¢ mit W(a, ) = (. Mit der Galoislinearitit folgt dann

o(¢) = o(W(a, 8)) = W(a(a),a(B)) = W(a, ) = (.
Da dies fiir alle o € Gal(F,(u)*®,F,(u)[i¢]) gilt, folgt ¢ € F,(u)[id]. O

Weiter induziert eine n-dimensionale lineare Darstellung auf dem n-fachen dufle-
ren Produkt genau die Determinantendarstellung. Es gilt also:

Satz 4.4.5. Sei o € Gal(F,(u)*?,F,(u)) und a € F (u)[p]. Dann ist

7(a) = det(pfi(o)) o
wobei die rechte Seite wegen det(pl{(0)) € Fi* und a € @b wohldefiniert ist.
Korollar 4.4.6. Ls ist

Gal(Fy (u)[19], Fy(u)[@)]) = Gal(Fy(u)[i¢] , Fy(u)) N SL(2, ).

Damit ergibt sich

Gal(Fq(u)[[w], IFq(u)) _ Gal(Fq(U) [[¢] ) ]Fq(U))/(Gal(]Fq<U/) [[¢] ,]Fq(u)) N SL(Q, IF[)) )

und es folgt:
Korollar 4.4.7. Es gilt

{det(M) | M € Gal(F,(u)[i¢] , Fy(u))} = Gal(Fq(u)[)], Fy(u)) -

Damit erhalten wir eine weitere Familie von nichtmaximalen Erweiterungen.

Korollar 4.4.8. Seien o« € F,, g.h € Fy(u), h # 0 beliebig. Weiter sei
¢ = (Fg, Fo(u),u,u+ g7 + (u + «)h?'7%) und (T) = T + a € Pg,pr). Dann
ist Gal(F,(u)[1¢] ,F,(u)) eine Untergruppe der SL(2,F,).

Beweis: Zu ¢ ist der Rang-1 Drinfeld-Modul ¢ = (F,, F,(u), u,u— (u+a)h?'1)
assoziiert. Dessen minimales Modell (F,,F,(u),u,u — (u + «)7) erhalten wir
durch Konjugation mit h~'. Damit ist Y714 (2) = (u+a)(z—2%) und 71,0 = F,.
Dabher ist Gal(F,(u)[],Fy(u)) = {1}. Mit Fry, = F, folgt die Aussage. O

Analog zum Vorgehen im obigen Beweis erhédlt man zu jeder nichtmaximalen
Rang-1 Erweiterung eine Familie von nichtmaximalen Rang-2 Erweiterungen. Al-
lerdings zeigen die folgenden Resultate, daff Rang-1 Erweiterungen meist maximal
sind.
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Lemma 4.4.9. Sei v = (F,,Fy(u),u,u + 7) der Carlitz-Modul und 1 =
(Fy,Fy(w), u,u+ at) ein beliebiger Rang-1 Drinfeld-Modul. Sei weiter n € F, [T
und vo(7) = Z?:o c¢; 7', Dann ist

d
-1 .
Un(T) = Zaqq_l T
i=0
Dabei ist zu beachten, daf$ die Fxponenten =L immer ganzzahlig sind.
q—1

Beweis: Sei § € F,(u) mit ¢p = 87 'y78, d.h. 77! = a. Dann gilt ¢, = 71,0

Also
d

d d .
Yo =" g = S P e
n= ZC,T 6—26 czT—Zaq ¢ T .
i=0

i=0 =0

Nun erhalten wir direkt:

Satz 4.4.10. Seit) = (Fy,Fy(u), u,u+at) ein Rang-1 Drinfeld-Modul, | € P, 1y,
und v habe gute Reduktion an I(u). Dann gilt:

(i)
Gal(Fy(u)[a)], Fy(u)) = F

(i1) Der volle Konstantenkérper von Fy(u)[@)] ist F,.
Beweis: Da 1 gute Reduktion an [(u) hat, ist fiir das minimale Modell min(¢)) =

Y = (Fy,Fy(u),u,u + ar) die Bewertung v(a) = 0. Sei v wieder der Carlitz-
Modul. Dann haben nach Lemma 4.4.9 die Polynome t(z) und ~,(z) das gleiche
Newton-Polygon an [(u). Damit iibertragen sich die entsprechenden Beweise aus
[Hay74] von (z) auf ¥(x). Insbesondere ist @ € F,(u)[z] irreduzibel, und da-
mit [F,(u)[@)] : Fy(u)] = ¢i°8r'—1. Da aber Gal(F,(u)[],F,(u)) < F(* gilt, folgt
Gleichheit. Weiter erhélt man wie beim Carlitz-Modul, daf3 der Tréagheitsindex
der oo-Stelle in F,(u)[®)]|F,(u) gleich Eins ist. Daher ist F, der volle Konstan-

tenkorper. 0
In Verbindung mit Korollar 4.4.7 erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.4.11. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul
und U € Pg . Weiter sei v = (Fg,Fq(u),u,u — A1) der zugehirige Rang-1

Drinfeld-Modul mit minimalem Modell Y = (Fy,Fy(u),u,u — A7). Ist dann
A # 0 mod [(u), so gilt

{det(M) | M € Gal(Fy(u)[i0], Fy(u))} = F(".
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Bemerkung 4.4.12. Das Beispiel ¢ = (Fg,Fy(u), u, u + 7 — h?"'7%) mit h aus
F,(u)" macht klar, daf sich im obigen Satz die [-Bewertungen von A und A
unterscheiden konnen.

Abschlieend geben wir ein Beispiel fiir eine weder triviale noch maximale Torsi-
onserweiterung im Rang-1 Fall an.

Beispiel 4.4.13. Sei char(F,) # 2 und ¢ = (F,,F,(v),u,u + ur). Dann ist
Yr(z) = u(x + 7). Da ggT(mq —x,x74 x) = x ist, 1st Null die einzige Nullstelle
von 7+ in F,. Es ist u = (29 + )" =1 € F,[z], und daher teilt 29+ z das
Polynom 7 — 1. Damlt hegen alle von 0 verschiedenen Nullstellen in Fp — F,.
Also zerfallt ¢TT(I) in F,(u)[z] in quadratische irreduzible Faktoren. Insgesamt

erhalten wir
]Fq(u)[T@D] =Fp (u) .

4.5 Differente, Geschlecht, Verzweigung

Um Geschlecht und Verzweigung in der Erweiterung F,(u)[i¢] | F,(u) zu unter-
suchen, betrachten wir die zugehorige Differente.

Wir wiederholen kurz die wichtigsten Begriffe, wobei wir uns am Buch [Sti93]
orientieren. Seien L|K eine Erweiterung von algebraischen Funktionenkérpern,
Sk bzw. Sy, die jeweiligen Stellenmengen (inklusive der co-Stellen), P € Sk und
P’ € Sp. Weiter sei Op der Ganzheitsring an P, Op = () PP Op: der ganze Ab-
schlul von Op in L und vps die Fortsetzung der normierten diskreten Bewertung
vp. Sei weiter Cp := {z € L | Tryx(2 - Op) C Op} der komplementire Modul
und ¢t € L mit Cp =t - Op. Dann ist der Differentenexponent

d(Pl, P) = —Vpr (t)

wohldefiniert, nichtnegativ und fast immer gleich Null. Weiter definieren wir die
Differenten

Diff(P):= Y d(P,P)-P

P'|P, P'eSy.

und

Diff(L,K) := Y Diff (P

PeSk

Nach dem Dedekindschen Differentensatz gilt fiir den Verzweigungsindex e(P’, P)
e(P',P)—1<d(P,P),

wobei Gleichheit genau im Fall zahmer Verzweigung gilt. Daher konnen wir
einerseits mit Hilfe der Differenten die Verzweigung abschétzen. Andererseits
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konnen wir sie auch dazu benutzen, mittels der Hurwitz-Formel das Geschlecht
abzuschétzen. In diesem Zusammenhang wollen wir daran erinnern, daf§ fiir ein
a € Op

0 < vp(a) =e(P',P) -vp(la) <[L: K] -vp(a)
gilt.
Da unsere Erweiterung F,(u)[¢]|F,(u) von einem additiven Polynom erzeugt
wird, zeigen wir zuerst das folgende Lemma.

Lemma 4.5.1. Seien die Bezeichnungen wie oben, p = char(K) und
f(z) = Zaia:pi € Oplz]
i=0

mit ag - a, # 0. Weiter sein € K eine Nullstelle von f(z) und L = K(n). Dann
qgilt
d(P', P) < vpi(ag-a,’"7?) .

Beweis: Zuerst transformieren wir f in ein normiertes Polynom.

n
f<a£) =a," " Z a;an” P P = a, P g(z)
" i=0

Da K(n) gleich K(a, -n) ist, konnen wir statt f(x) das normierte Polynom g(x)
mit der Nullstelle 7 = a,n betrachten. Ist nun m(z) das Minimalpolynom von 7,
so existiert ein h(x) € K(z) mit g(x) = h(x) - m(z). Da g(z) und m(z) normiert
und ganz an P sind, gilt nach dem Lemma von Gau8 sogar h(x) € Op(z). Dann
folgt fiir die Ableitung

agan”" " = g'() = W (z)m(x) + h(z)m/(z)
und daher
aga,” ~* = g'(n) = h(n)m' (i) .
Nach [Sti93, I11.5.10] gilt dann

n

d(P', P) < vpi(m'(7) = v (g' () = vp(h(i)) < vpr(aoa,” %) .

Betrachten wir nun das n-Torsionspolynom ¢,(x).

Lemma 4.5.2. Sei ¢ = (F,,Fy(u),u,u+ g7 + A7?), n(T) € F,[T] beliebig und
du(T) = 20 a;". Dann gilt

d = 2deg;(n), ap = n(u), ag = A3t
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Beweis: Sei n(T) =Y, ¢;T". Dann gilt

n 2n
by = D ciu+ g7+ AT =D a7
i=0 i=0

Vernachléssigt man die 7-Anteile, so erhilt man ag = >, c¢;u’. Der hochste
auftretende 7-Grad ist 2n. Zum Monom 72" triigt nur der Term (A7?)" bei.
Multiplizieren wir diesen im nichtkommutativen Ring F,(u){7} aus, so erhalten
wir

(AT = ATPATPATE. . ATPAT?
— AVWCHAAZ APATR
= AMCHEOA AT AT

A1+q2+q4+‘..+q2("_1)7_2n

q2n71 9
= A 21 T n

Damit ist das Lemma gezeigt. 0

Wir kénnen nun die Differente an den endlichen Stellen von F,(u) wie folgt
abschétzen.

Satz 4.5.3. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul,

(T) € Pr iy, p(u) € Pr ), B eine Stelle von Fy(u)[i¢], die p(u) teilt. Weiter sei
¢ = min(¢) und damit g und A aus Fyu]. Dann gilt

2degT[_2 2degT[_1

q q

ip.p) <2 eBp) - (i) + C O D)
Beweis: Wir wihlen eine Basis {A1, A2} des 2-dimensionalen F-Vektorraums
¢ = min(¢) und betrachten die Erweiterungen F,(u)(A)/Fy(u) und

F,(uw)(A1, A2)|Fy(uw)(A1). Auf beide kénnen wir Lemma 4.5.1 und Lemma 4.5.2
anwenden. Da F (u)(A1, A2) = F,(u)[1¢] ist, erhalten wir aus der Transitivitét der
Differente in Korpertiirmen die Ungleichung

ap.p) < 2 (i) + I D)

Fiir alle o € Fy(u) gilt vig(a) = e(B, p) - vp(r), und damit folgt die Aussage. [

Korollar 4.5.4. In F (u)[i¢] | F,(u) sind hichstens die co-Stelle und die Teiler
von l(u) - A verzweigt.

Beweis: Nach dem Dedekindschen Differentensatz kommen alle verzweigten
Stellen in der Differente Diff (F,(u)[1¢]|F,(u)) vor. Die Anteile zu den endlichen
Stellen konnen wir durch den obigen Satz nach oben abschitzen, und zur
oo-Stelle haben wir bisher keine Aussage gemacht. ([l



76 KAPITEL 4. DIE TORSIONSDARSTELLUNG

Bemerkung 4.5.5. (i) Die obigen Beweise und die Aussage 4.5.4 iibertra-
gen sich direkt auf beliebige Rang-r Drinfeld-Moduln (F,, F,(u), u,u +

Zgzl ¢ ).

(ii) Die im Korollar 4.5.4 angegebenen Stellen miissen nicht verzweigt sein. Zum
Beispiel ist die T-Torsionserweiterung des Drinfeld-Moduls (F,, F,(u), u, u+
>oi_, uT") eine Konstantenerweiterung, und daher ist keine Stelle verzweigt.

In vielen Fallen konnen wir die verzweigten Stellen genauer angeben.

Satz 4.5.6. Sei ¢ = (F,,F,(u), u,u+ g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul und
(T) € Pg,r). Hat ¢ gute Reduktion an l(u), so sind die endlichen verzweigten
Stellen in Fy(u)[1¢]|Fy(u) genau

{p € Pp 1 | @ hat keine gute Reduktion an p} U {I(u)}

Beweis: Es sei 0.B.d.A. ¢ = min(¢), d.h., die Stellen schlechter Reduktion seien
genau die Teiler von A. Nach [Tak82] ist die Menge der endlichen verzweigten
Stellen ungleich [(u) genau

{p € Pp,) | ¢ hat keine gute Reduktion an p}

Es ist also noch die Stelle [(u) zu untersuchen. Dazu betrachten wir den assozi-
ierten Rang-1 Modul
¥ = (Fg, Fo(u), u,u — A7)

Dann gilt nach Korollar 4.4.4

Fy(u) € Fo(u)[@)] € Fy(u) @]

Da ggT(I,A) = 1 ist, hat das Polynom v(z) € F,(u)[z] an [ das gleiche
Newton-Polygon wie y(x), wobei v = (F,,F,(u),u,u + 7) den Carlitz-Modul
bezeichnet. Damit erhdlt man mit den gleichen Argumenten wie in [Hay74|, dafl
[(u) in Fy(u)[)]|Fq(u) voll verzweigt ist. Daher ist [(u) auch in F,(u)[¢]|F,(u)
verzweigt. 0

Die oco-Stelle kann sowohl verzweigt als auch unverzweigt sein, wie die folgenden
beiden Beispiele zeigen.

Beispiel 4.5.7. Der Rang-2 Modul ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 — 72) besitzt als
assoziierten Rang-1 Modul den Carlitz-Modul v = (F,, F,(u), u,u + 7). Da fiir
jedes [(T') € Pg, (7] die oo-Stelle in Fy(u)[1v]|F,(u) verzweigt ist, ist oo auch in
jeder Erweiterung F,(u)[¢]|F,(u) verzweigt. O

Beispiel 4.5.8. Wir konnen bestimmte Kummererweiterungen als 7-Torsions-
Erweiterungen interpretieren. Dazu betrachten wir das Polynom

f@) =™ —a ) p()™ € Fy(wle
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Dabei sei a € F,*, s > 1, und die p;(u) seien paarweise verschiedene, irreduzible
und normierte Polynome. Weiter sei ggT(¢*> — 1,n;) = 1 fiir alle 1 < i < s, und

es gelte
ggT (Z n; - deg, (pi) , ¢* — 1) =q¢*—1
i=1
Sei 7 eine Nulstelle von f(x). Da F 2 der Zerfallungskorper des Polynoms =
1 € F,[z] ist, ist
ZerfKp(f) = Fe2(u,n)

In der Konstantenerweiterung Fg(u)|F,(u) ist oo unverzweigt. Nach [Sti93,
Prop. VI.3.1.] gilt dies auch fir die Erweiterung Fg(u,n)|F2(u). Also ist die
oo-Stelle im Zerfallungskorper von f(x) unverzweigt. Schreiben wir nun mit

n(w) = a ) pilu)"

ur \n(u)

so erhélten wir, dafl die T-Torsionserweiterung des Moduls

u
¢ = (]an FQ(U), U, U — @7—2>
an der oo-Stelle unverzweigt ist. Je nach Wahl der p;(u)™ hat ¢ gute oder schlech-
te Reduktion an 7'

Waéhlen wir n so, daf3

geT(deg,(n),¢* — 1) = ggT (Z n; - deg, (pi) , ¢* — 1) ¢ -1
i=1
ist, dann liefert die obige Konstruktion Drinfeld-Moduln, in deren T-
Torsionserweiterungen oo verzweigt. 0

Die oo-Stelle macht uns auch bei der Berechnung der Differenten Probleme, da
dort wilde Verzweigung auftreten kann. Dies illustriert das folgende Beispiel von
Taguchi aus [Tag92], dessen Hauptaussagen wir hier ohne Beweis wiedergeben.

Beispiel 4.5.9. Sein € N und
¢(n) = (Fy, Fy(u), u,u + s + 7'2) )

Dann ist die Erweiterung F,(u)[r¢™]|F,(u) an der co-Stelle wild verzweigt, und
fir eine Stelle oo’ iiber oo ist d(co’,00) > n. Die Differente an oo wird also
mit wachsendem n beliebig grof, obwohl Gal(F,(u)[r¢™],F,(u)) immer eine
Untergruppe von GL(2,F,) ist. Es ist also nicht mdglich, die Differente durch
den Grad der Erweiterung abzuschétzen. 0
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Im gleichen Artikel [Tag92| zeigt Taguchi, daB fiir einen festen Drinfeld-Modul ¢
und eine fest gewahlte Stelle [(T") die Differente Diff (P ) im unendlichen Kérper-
turm

F,(uw)[i¢] C Fy(u)[pg] C ... CFy(u)ug] C ...

unabhéngig von ¢ € N beschrankt ist. Allerdings folgt diese Schranke aus der ana-
lytischen Beschreibung des Drinfeld-Moduls und ist nicht ohne weiteres explizit
berechenbar.

Wir wollen nun die Differente an der oco-Stelle analog zu den endlichen Stellen
abschitzen. Dabei haben wir das Problem, dafi das Polynom ¢((z) € Pg, 1[z]
dort nicht ganz ist. Um es passend zu transformieren, bendtigen wir das folgende
Lemma.

Lemma 4.5.10. Sei K ein globaler Korper, p € Sk, € K mit vp,(§) = 1,
h: Ny — N eine beliebige Funktion und f(x) =Y 1, a;z"D. Ist dann

to= [max{—vz((?;) |z’:0,...,nH :

f(B'z) € Opla] .

Fiir ein a € R bezeichnet [a] := min{z € Z | a < 2z} die Gaufsklammer.

so gilt

Beweis: Die Aussage folgt aus den folgenden Aquivalenzen:

f(B'x) € Oylz] = Zaiﬁt'h(i)xh(i) € Opx]
i=0

= vp(aB"D)Y >0 YO<i<n

Nun konnen wir die Differente an der oco-Stelle abschitzen.

Satz 4.5.11. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 4.5.3, n := 2degy(I) und

n

$i(x) = a; 27 €F,[ullz] .

i=0
Weiter sei oo’ eine Stelle von F,(u)[i¢] tber co. Dann gilt

(¢" —2)(¢" — 1)
¢ —1

e o {0 ]

d(o0';00) < 2 e(00’, 0) (VOO([<U)) + Voo (A) + t(q" — 1)2)

mit
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Beweis: Wir werden wie an den endlichen Stellen argumentieren. Dazu mufl
allerdings ¢((z) erst in ein Polynom aus Ou[z] transformiert werden. Dazu ver-
wenden wir das Lemma 4.5.10 mit h(i) = ¢' und 3 = % Dann ergibt sich ¢ als

t = fmax{—% | i =0,...,2degp(l)}], und wir betrachten im weiteren das

Polynom
2degp (I

) . .
g(z) == ¢(u"z) = Z au" 17 € Oyla],
i=0

das den gleichen Zerfillungskorper wie ¢((z) hat. Mit Lemma 4.5.2 erhalten wir
fiiri =0

und fiir i = n = 2degp(l)

Wie im Beweis von Satz 4.5.3 folgt daraus

q

n_q qn—2
d(OO,’ ) <2 6(00,, 00) * Voo <[(U) Tt <A a2-1 .u_t'q7b> )

(¢" =2)(¢" = 1)

=2 e(od, 00) (VOO([<U)) + Voo (A) — t Voo (u) (14 (¢" — 2)q”)>

¢ —1
"—2)(¢g" -1
— 2 e(oc!, 0) (Voo([(u))—l—(q quql >voo(A)+t(q”—1)2>
O
Bemerkung 4.5.12. Es ist offensichtlich, dai fiir ¢+ = 0 die obige

Formel mit der Abschétzung aus Satz 4.5.3 iibereinstimmt. AuBerdem ist
—‘””q—(oao) = —Voo(l(u)) = 0. Damit ist der Wert von ¢ immer nichtnegativ.

Wir konnen nun daran gehen, den Grad der Differenten abzuschétzen.

Lemma 4.5.13. Seien die Bezeichnungen wie oben, K = F (u), L = F,(u)[i¢],
p € Sk, und P bezeichne Stellen von L tiber p. Dann gilt

2 (L K] (veoli(u)) + =240 (4)) pl0A

> d(P,p)deg(P) < 2 [L: K] (Voo([(u)) I N INER 1)2) L p = oo
‘Jﬁlp 0 ; sonst

Beweis: Da L|K galoissch ist, sind e(B,p), deg(*B) = f(PB,p) und d(B,p)
unabhéngig von der Wahl der Stelle iiber p. Daher kiirzen wir die Indizes durch
e(p), f(p) und d(p) ab. Weiter bezeichne g(p) die Anzahl der Stellen von L iiber
p. Dann gilt

[L: K]
g(pe(p)

:[L:K]&

e(p)

~—

> d(B,p) deg(P) =Y _ d(p)

Plp PBlp
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Mit den Sétzen 4.5.3 und 4.5.11 folgt nun die Aussage. 0

Satz 4.5.14. Mit dem obigen Lemma kénnen wir den Grad der Differenten
deg (Diﬂ(Fq(U)[[¢], Fq(“)))

= > D dB.p)deg(P) | + D d(o0’,00) deg(o0)

pliu)-A(w) \ Plp oo’|oo
explizit nach oben abschdtzen.

Nun konnen wir mit Hilfe der Hurwitz-Formel das Geschlecht der Torsionserwei-
terung abschétzen.

Satz 4.5.15. Seien die Bezeichnungen wie oben und g(F,(u)[i¢]) das Geschlecht
des Funktionenkorpers. Dann gilt

(B, ) 10)) < 1+ 5 deg (Diff (F, ()6, F, ()

wobei der Grad der Differenten durch die Resultate von oben explizit nach oben
abgeschdtzt werden kann.

Beweis: Nach der Hurwitz-Formel ist

[Fy(w)[19] : Fy(u)]

(9(F, () ~1)-+ 5 deg (Diff (R, () ] Fy(w))).

wobei F' den Konstantenkérper von F,(u)[¢] bezeichnet. Da der rationale
Funktionenkorper Geschlecht Null hat, folgt daraus bereits die Aussage. O

Bemerkung 4.5.16. Die obige Abschéitzung des Geschlechts ist sehr grob. Ei-
nerseits konnen wir nicht genau sagen, welchen Fehler wir bei der Abschatzung
der Differenten machen. Andererseits ist die Abschiatzung des Quotienten
W sehr ungenau. Wir haben ihn nédmlich gegen Null abgeschéatzt und
werden spéter sehen (vgl. Satz 4.6.4), dal in den meisten Féllen

F
Q(u)] _ #GL(2,]F[) ~ q4degT(l) > 0

gilt.
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4.6 Konstantenerweiterung

Wir werden nun den vollen Konstantenkérper von F,(u)[¢] untersuchen.

Im ganzen Abschnitt gelten die folgenden Bezeichnungen:

g, A € Fy(u), A #0, ¢ = (Fy, Fy(u),u,u + g7 + A7), ¥ = (F,, Fyu),u,u —
AT), b = min(¢) = (Fy, Fy(u),u,u — A7), v = (Fy, Fy(u),u,u + 7) der Carlitz-
Modul, [ € Pg, 7y, K4 der volle Konstantenkérper von Fy(u)[i¢] und K der volle
Konstantenkorper von F,(u)[)].

Eine qualitative Beschreibung der Konstantenerweiterungen liefert das folgende
Lemma aus [Dav01].

Lemma 4.6.1. Sei ¢ = (F,,Fy(u),u,u+ a7+ ...+ a,7") ein Rang-r Drinfeld-
Modul, Tors = {a € Fy(u) | In € F,[T] mit pn(a) = 0} und Fros der volle
Konstantenkorper von F,(u)(Tors). Dann gilt

[Frrors : Fy] < 00

Zum Beweis: Die Aussage folgt aus der analytischen Beschreibung von
Drinfeld-Moduln durch Gitter, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Daher sei
auf die Arbeit [Dav01] verwiesen. O

Das Lemma legt nahe, daf im allgemeinen in F,(u)[i¢] | Fy(u) keine Konstan-
tenerweiterung auftreten sollte. Allerdings liefert der Beweis des Lemmas kein
einfaches Kriterium, um zu entscheiden, ob bei fest gewahltem ¢ und [ eine Kon-
stantenerweiterung vorliegt.

Im folgenden werden wir daher die konkrete Situation etwas genauer beleuchten.
Dazu benutzen wir, dafl zu Konstantenerweiterungen normale Untergruppen von
Gal(F,(u)[i¢] ,Fy(u)) korrespondieren. Aufierdem sind Konstantenerweiterungen
abelsch, so dafl diese normalen Untergruppen den Kommutator der Galoisgruppe
enthalten miissen. Da GL(2, F;) nur sehr wenige Normalteiler enthélt und wir den
Kommutator leicht angeben kénnen, erhalten wir im Fall Gal(F,(u)[i¢] , F,(u)) =
GL(2, ;) starke Einschrénkungen an ¢, falls eine Konstantenerweiterung vorliegt.
Diesen Ansatz fassen wir nochmal in dem folgenden Lemma zusammen.

Lemma 4.6.2. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u+ a7 + ...+ a,7") ein Rang-r Drinfeld-
Modul, | € Pg ) und Kom der Kommutator von Gal(Fq(u)[¢],Fq(u)). Dann
qgilt

Kom < Gal(F,(u)d], Ky(u) < Gal(F,(u)d],F,(u))
Damit konnen wir den Grad der Konstantenerweiterung durch

[Ky:F,] < max{[Gal: N]| N <Gal, Gal/N abelsch }
< max{[U: N] | U < GL(2,F),N <U, U/ abelsch }
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abschétzen, wobei Gal fiir Gal(F,(u)[¢],F,(u)) steht. Wéhlt man fiir U eine
nichtzerfallende Cartanuntergruppe und N = {1}, so erhélt man

g5 1 < max{[U : N] | U < GL(2,F)), N <U, U/ abelsch } .

Es ist zu vermuten, dal in der obigen Ungleichung sogar Gleichheit gilt. Das
folgende Lemma liefert die Kommutatoren der GL(2, Fy).

Lemma 4.6.3. Es gilt:
KOID(GL(Q, ]F[)) = SL(2, IF[) — [, % I,
Beweis:

(i) '«<=": Fiir #F > 3 ist die Aussage in [Hup67, S.181] zu finden. Im Fall von
GL(2,F3) berechnet man (z.B. unter Verwendung eines Computer-Algebra-
Systems), daB8 #{A'B'AB | A, B € GL(2,F3)} = 24 ist. Da der Kom-
mutator in der SL(2,F3) enthalten sein mufl und #SL(2,F3) = 24 ist, folgt
Kom(GL(2,F3)) = SL(2,F3).

(ii) '=": Esist GL(2,F2) = SL(2,Fy) = S3, und diese Gruppe hat den abelschen
Quotienten Z/27.

O
Damit erhalten wir fiir maximale Erweiterungen das folgende Resultat.

Satz 4.6.4. Seien die Bezeichnungen wie auf Seite 81, ¢i°¢r() £ 2 und
Gal(F,(u)i¢] ,Fy(u)) = GL(2,F\). Dann gilt fir die Konstantenkorper

Ky =Ky .

Beweis: Wegen der Maximalitéit der Erweiterung ist Gal(F,(u)[i¢], F,(u)[)]) =
SL(2,F(). Weiter ist nach unseren obigen Uberlegungen Gal(F,(u)[i¢], K4(u))
ein Normalteiler, der den Kommutator von GL(2,F|) enthilt. Nach Lem-
ma 4.6.3 ist der Kommutator genau SL(2,F;). Insgesamt erhalten wir
Gal(Fy(u)]i6], Fy(w)l]) < Gal(Fy(u)lio), Ko(u) bow. Kyu)  Fy(w)[i]. Da-
mit ist die Aussage gezeigt. 0

In Satz 4.4.10 haben wir bereits die Konstantenerweiterungen von Rang-1
Drinfeld-Moduln untersucht und erhalten daraus den folgenden Satz.

Satz 4.6.5. Seien die Bezeichnungen wie auf Seite 81, gleer() £ 2
Gal(F,(u)[i¢] ,Fy(u)) = GL(2,F() und A # 0 mod [(u). Dann gilt

K,=F,.
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Uber den Fall
Gal(Fy(u)[i9], Fq(u)) # GL(2,F)

kénnen wir nicht viel aussagen. Daher beenden wir den Abschnitt mit einigen
Beispielen, die verdeutlichen, welche Phdnomene auftreten konnen.

Beispiel 4.6.6. Sei ¢ = (F,F,(u),u,u + uat + uf7?) mit a € F,
g € F,/. Dann ist F,(u)[ré]|F,(u) eine Konstantenerweiterung, also
F,(u)[r¢] = Ky(u). Da Konstantenerweiterungen abelsch sind, ist in die-
sen Féllen immer Gal(F,(u)[r¢],F,(u)) # GL(2,F7). Unter Verwendung der
Theorie g¢-linearer Polynome iiber F, (vgl. [LN94, Theorem 3.63]) laBt sich
zeigen, daf} [F,(u)[r@)] : F,(u)] ein Teiler von ¢* — 1 ist. O

Beispiel 4.6.7. Wir betrachten nun ein Beispiel, das sowohl als Drinfeld-Modul
mit komplexer Multiplikation als auch als Kummererweiterung interpretiert wer-
den kann. Dabei handelt es sich um eine Verallgemeinerung von Beispiel 1.7.4 von
F3 zu F,. Wir werden sehen, wie sich in diesem Beispiel unsere Strukturaussagen
iiber Drinfeld-Moduln in bekannte Aussagen iiber Kummererweiterungen (vgl.
[Sti93]) iibersetzen. Wir betrachten den Drinfeld-Modul ¢ = (F,, F,(u), u,u — 72)
und seine T-Torsion, d.h., wir untersuchen den Zerfillungskorper des Polynoms
or(z) = ur — 27 € Fy(u)[z]. Sei 1 eine fest gewiihlte Nullstelle von 24"~ — u
und A € Fpe mit F}; = (A). Dann ist 7¢ = {\'n | 0 <4 < ¢* — 1} U {0}. Kum-
mertheorie liefert uns, dafl Fy(u)[r¢] = Fp2(n) ist. Insbesondere ist F . der volle
Konstantenkorper der Torsionserweiterung. Die Galoisgruppe ergibt sich zu

Gal(Fy(u)[r¢] , Fy(u)) =<( Z : Ain ) ’ ( Z : fq )>
—(, 3| =a" =1, af = o)

Mit der Theorie der Drinfeld-Moduln erhalten wir folgendes: Der Drinfeld-Modul
¢ hat komplexe Multiplikation durch Fp[T]. Da F,(u)[r¢] den Korper Fp(u)
enthélt, folgt aus Satz 4.3.3, daf3

Gal(F,(u)[r¢],Fy(u)) < Norm(%)

und
Gal(Fq(u)lre], Fo(u)) £ T
ist. Da
Norm(%) = (o, 3 | M =1=3 af = Ba’)

ist (s. Seite 46), stimmt dies mit dem Ergebnis aus der Kummertheorie iiber-
ein. Weiter ist der ¢ zugeordnete Rang-1 Modul der Carlitz-Modul v =
(Fy,Fy(u), u,u+ 1), und daher ist

Gal(Fy(u) ], Fy(u)) = F,"
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und
Fq(u) [7y] N Fp=F,.

Wir fassen die Situation in einem Diagramm zusammen.

Norm(¥) N SL(2
T (a)

Fq(u)[r]
Fg2(u)
\ ﬂ> (x> 2)
N

m(%),
Es sei nochmal darauf hingewiesen, dafl in diesem Beispiel

¥}
<

1

I

T

Ky=F, und K,#F,
gilt. U

4.7 Die verzweigten Stellen

Wir werden nun Informationen iiber Elemente der Galoisgruppe gewinnen, indem
wir die endlichen verzweigten Stellen untersuchen. Diese unterteilen sich nach
Korollar 4.5.4 in die Stellen, an denen der Drinfeld-Modul schlechte Reduktion
hat, und die Stelle [(u), die als Bild des Fiihrers unter i, auftritt.

Wenden wir uns zuerst den Stellen schlechter Reduktion zu. Indem wir den ent-
sprechenden Beweis fiir elliptische Kurven (vgl. [Sil94, Kapitel V]) auf Drinfeld-
Moduln iibertragen, kénnen wir in vielen Féllen zeigen, dafl nicht-halbeinfache
Matrizen in der Galoisgruppe einer Torsionserweiterung liegen. Die Hauptingre-
dienzen des Beweises sind von Bae und Kang in den Arbeiten [BK92], [BK93],
[Bae95a] bewiesen worden. In diesen Arbeiten haben sie die Theorie der in [Gek88]
definierten Tate-Drinfeld-Moduln ausgearbeitet. Wir stellen hier kurz die zentra-
len Ergebnisse zusammen.

Sei K|F, ein lokaler Funktionenkérper mit normierter Bewertung
v:K — ZU{oco}, O der Ganzheitsring und |-| die zugehorige Norm.
Diese kann eindeutig auf den algebraischen AbschluB K fortgesetzt werden.
Weiter sei K durch den injektiven F,-Algebren-Homomorphismus ¢ : Fy[T] — K
ein IF,[T]-Korper, und fiir das Bild gelte Bild(i) C Ok. Es seien

v = (Fy, K,i(T),i(T) + 1)
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der Carlitz-Modul und s, € K mit t%! = s und |s| < 1.
Die Koeffizienten g und A des generischen Rang-2 Drinfeld-Moduls kénnen als
formale Potenzreihen mit Koeffizienten in i(IF,[T]) in einem formalen Parameter
t, der Uniformisierenden der Spitze oo (vgl. [Gek88]) aufgefafit werden. Einsetzen
von t € K wie oben liefert den Drinfeld-Modul

o8 1= (Fy, K,i(T),i(T) + g(O)T + A(t)T)

den Tate-Drinfeld-Modul zu s. Dieser ist wohldefiniert, da nach [Gek88, Ab-
schnitt 6] die Werte g(t), A(t) in K liegen und unabhéngig von der Wahl der
Nullstelle von Y7 ! — s € K[Y] sind. Fiir einen Tate-Drinfeld-Modul gilt immer

()] = ]s| "
Durch

e(z) =z H (1-— ;)

meF,[T]—{0} Yu(t7)
wird eine Funktion auf ganz K definiert. B
Diese Funktion ist ein [F,[T]-Modul-Homomorphismus des *,-Moduls K in den
* 45 -Modul K, d.h., fiir alle o, 8 € K, m € Fy[T] gilt
er(a+ B) = e@) + e(3)
er(M*, ) = My ea)
Der Kern von e; ist
Dy = F,[T) %, t "
Zu einem beliebigen nichtkonstanten Polynom n aus F [T wihlen wir ein n €
K#°P mit
Fo[T) %y = wy
Sei nun w € K mit y,(w) = n*,w = ¢! Dann liegt w bereits in K*%, und die
Nullstellen des ,, Kummer-Polynoms” ~,(z) —t~! (vgl. [Sch90]) sind
{o € K [mla) =t =0} ={w+17 ] €}
=w+Fg[T]ym
Damit folgt
W) = {a € K |Im € F,[T] mit nx, o =m=x, ¢t '}
=TF,[T]%yw +F,[T] %, n C K5
Es gilt der Satz:
Satz 4.7.1. Die Abbildung e; induziert einen Gal(K*%®, K)-linearen F[T]-Modul-
Isomorphismus zwischen dem *., -Modul W(n)/Dt und dem x s -Modul der n-
Torsion «¢'). Es ist

W(“)/Dt >~ v X (Fq[T] *WW/DJ o Fq[T]/n X Fq[T]/n

Y

und W<n)/Dt wird als *., -Modul erzeugt von den Restklassen von n und w.
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Beweis: Siche [BK92]. O
Weiter gilt nach [Bae95a]:

Satz 4.7.2. Sei ¢ = (F,, K,i(T),i(T)+g7+A7?) ein beliebiger Rang-2 Drinfeld-
Modul. Genau dann ezistiert ein s € K mit |s| < 1 und

0= o,
falls |7(9)| = 9 > 1 st und die Gleichung Y971 — g € K[Y] eine Losung in
A
K hat.

Nun kénnen wir den fiir uns in diesem Zusammenhang zentralen Satz beweisen:
Satz 4.7.3. Seien K,Og,i,v wie oben und (T) € Pg,r). Sei weiter ¢ =

(F,, K,i(T),i(T) + g7 + AT?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul mit |j(¢)| = ]“‘7‘21| > 1.
#F
=T VT

Dann ezistiert eine Untergruppe (H,+) von (Fi,+) der Mdchtigkeit
so daf

(1 2) 1o ) < vamacton

ist, wobei Verzw (K (1¢), K) die Verzweigungsgruppe der Erweiterung bezeichnet.
Beweis: Es sei v der Carlitz-Modul und n € y ein fest gewéhlter Erzeuger der
[-Torsion. Da [j(¢)| > 1 ist, existiert im Koérper K( ++/g) ein s mit |s| < 1, so
daB der zugehérige Tate-Drinfeld-Modul ¢%) iiber K ( +=/g) isomorph zu ¢ ist.
Sei weiter ¢t € K*% eine fest gewihlte Losung der Gleichung Y9! — s und

L:=K(Vyg, 1)
DaF," C K ist, ist
L2K(wG, )2 K(/5) 2 K

ein Turm von Galoiserweiterungen, und wir halten fest, daf§ ggT([L : K],q) =1
ist. Weiter betrachten wir die durch

Wi={a € K| y(a)—t '} =0

definierte Carlitz-Kummer-Erweiterung L(W)|L.
Wir untersuchen nun die Galoisgruppen im folgenden Koérperdiagramm:

J(sep
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Sei w ein Element aus W, so ist W = w + F,[T] %, ry. Untersuchen wir nun das
Newton-Polygon des Polynoms v(z) —t~' € L(x), wobei wir das Bewertungsideal
von L mit 9 und das von K mit p bezeichnen. Wegen [t47"| = |s| = [j(¢)| " ist
vp(t™!) < 0. Da das Bild von i : Fj[T] — K in Ok liegt, sind alle Koeffizienten
des Polynoms v((x) ganz an 3, und da 7(x) normiert ist, hat das Newton-Polygon
von y(x) —t~* an P die Form

qdegT )

[ -
>

Vgp(t_l) i

Untersucht man nun, wo das Newton-Polygon das Gitter Z x 7Z schneidet, so
erhiilt man, dafl das Polynom in L(x) in hochstens ggT(vyp(t™1), ¢%87() irre-

deg (1) ..
q

zerfallt. Da der
gT(qieT (V) vos (t-1))

Korpergrad von L iiber K prim zu q ist, gilt dies auch fiir den Verzweigungsindex.
Daher ist

duzible Polynome vom Grad gréfler oder gleich .

geT (g5 vt 1)) = ggT(g™=r vy (t 1))

Wegen
(g = 1)vp(t) = vp(t*™") = —v4(5(9))

ist dann die Liange der Bahn von w unter der Verzweigungsgruppe von K*%?|L

ein Vielfaches von
qdegT([)

ggT (qder™ v, (j(¢)))

Sei nun @ ein Element aus dieser Bahn und o ein zugehoriges Element aus der
Verzweigungsgruppe mit o(w) = @. Dann existiert ein n € F,[T] mit

o(w) =w+n*yn

Wir untersuchen nun, wie o auf ¢ operiert. Dazu verwenden wir die Uniformi-
sierung

e K o

von oben. Nach Satz 4.7.1 bilden e;(n) und e,(w) eine Fi-Basis von ). Auf
dieser Basis operiert o wie folgt:

o(ex(n)) = ela(n) "= ei(n)
o(er(w)) = e(0(w)) = exlw + 1k, 1) = e(w) + Mg eon)
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Also induziert o auf ¢ eine lineare Abbildung, die bzgl. der obigen Basis durch

die Matrix
1 n
01 € GL(2,Fy)

reprasentiert wird. So erhélt man zu jedem Element aus der Bahn von w unter
der Verzweigungsgruppe eine Matrix der obigen Form, und diese Matrizen sind
paarweise verschieden. Da die Verzweigungsgruppe von L(¢)|L Untergruppe der
Verzweigungsgruppe von K (1¢)| K ist, folgt die Aussage. O

Bemerkung 4.7.4. Der obige Satz schliefit die Moglichkeit

#F
#F,v(j(9)))

#(Verzw (K (19), K) N ((1) H’D) > T

nicht aus.

Da fiir Galoiserweiterungen von globalen Kérpern die Galoisgruppe der Komplet-
tierung an einer Stelle q gerade die Zerlegungsgruppe von q ist, liefert uns der
obige Satz das folgende Resultat fiir Torsionserweiterungen von globalen Koérpern.

Satz 4.7.5. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u + g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul,
(T) € Py, p(u) € Pr . Ist dann vy(j(9)) = (g + 1)vp(g) — vp(A) < 0, so
existiert eine Untergruppe (H,+) von (F,+) der Mdchtigkeit m, 50
daf fiir eine Stelle P von Fy(u)[1¢] diber p

{(6 1) 10 H} < Vermu(B.Ey)(@)Fy(u) < GallFy(u)[ ] Fy(w)

gilt, wobei Verzw(*P,F,(u)(1¢)|F,(u)) die Verzweigungsgruppe der Stelle B be-
zeichnet.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.7.3, indem man F,(u) an p kom-
plettiert. 0

Wir erhalten das folgende Korollar:

Korollar 4.7.6. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u+ g7+ A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul,

(T) € Priry, p(u) € Py, mit v(§(0)) = (g + 1)vp(g) — ve(A) < 0.
Dann gilt:

(i) Ist ggT (g7 v, (5(0))) # q2r (), so existiert ein Element der Ordnung
p = char(F,) in Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) < GL(2,F).

(ii) Ist ggT (g% v,(j(¢))) = 1, so gilt sogar (bis auf Konjugation)

) 1) < GallF, (il Fy(w)
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Nachdem wir die Stellen schlechter Reduktion abgehandelt haben, werden wir
nun noch das Verhalten der Galoisgruppe an der Stelle [(u) untersuchen.

Satz 4.7.7. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u+ g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul, ¢ =
min(¢), (T') € Pg, 7y und A # 0 mod [(u). Weiter sei H := H(Dred(¢, [(u))) € Fy
die Hasse-Invariante des an (u) reduzierten Drinfeld-Moduls, und B sei eine
Stelle von F,(u)[i¢] tber [(u). Dann existiert ein Element o € Verzw(P) <
Gal(Fy(u)[i9] , Fy(u)) mit

degp () _ 1 . H 0
q 3
ord(o) = { g2desr(® _ 1 ) H i 0

Dabei bezeichnet Verzw () die Verzweigungsgruppe der Stelle 3.

Beweis: Wir erhalten die Aussage, indem wir das Newton-Polygon von ¢(x) €
F,(u)[z] an der Stelle [(u) betrachten.
Sei

q2 deg(l)
o(x) = Z ;"
=0
Es ist klar, dafl a; = 0 gilt, falls 7 keine ¢g-Potenz ist. Betrachten wir die Bewertung
der Koeffizienten an [(u), so erhalten wir mit Satz 1.10.5

\%
1 V2<i<giel -1
0 v qdeg([) < 2deg(l) 1

2 deg(l)

i <q
) = 0.

V[(aqz deg(1) ) = V[(Aq

Da die Hasse-Invariante H gerade red(a,ace, l(u)) ist, erhalten wir im Fall
0 # H € F, das Newton-Polygon

1 \
‘ % T

1 geer () g2 e (1)

Der erste Streckenzug im Newton-Polygon hat also Steigung I_qd;eg([), und daher

existiert ein Element der Ordnung ¢%°8(Y — 1 in der zugehorigen Verzweigungs-

gruppe.
Ist 0 = H € Fy, so gilt nach Satz 1.10.5 auch fiir die folgenden Koeffizienten

V[(&i) > 1 v qdeg([) < i < q2deg([) -1

Das Newton-Polygon hat in diesem Fall die Form
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1 \

‘ T T

1 gesr() g2esr ()

Es hat die Steigung W. Infolgedessen existiert ein Element der Ordnung

¢?%e) — 1 in der Verzweigungsgruppe. U



Kapitel 5

Der Algorithmus

Wir kommen nun zu dem auf Seite 9 angekiindigten Algorithmus. Dieser entschei-
det zu vorgegebenem Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ = (F,, F,(u), u, u+ g7+ A7?) und
[(T") € Pr, 7y in endlicher Zeit, ob

Gal (Fy (u)[i¢], Fy(u)) = GL(2, Fy)

gilt. Die Idee des Algorithmus haben wir bereits auf Seite 9 beschrieben. In 5.3 ge-
ben wir die Basisversion des Algorithmus an und zeigen, dafl er immer terminiert.
Im darauf folgenden Abschnitt werden wir einige Resultate aus den vorherigen
Kapiteln benutzen, um die Effizienz des Algorithmus zu erhohen.

5.1 Die Chebotarev-Schranke

In diesem Abschnitt werden wir die Schranke aus der expliziten Version des Satzes
von Chebotarev nach oben abschétzen. Die explizite Version fiir globale Funk-
tionenkorper wird in [FJ86] angegeben. Allerdings fehlt dort in einigen Aussagen
ein Parameter, der auftritt, wenn der zugrundeliegende Funktionenkorper kein
rationaler Funktionenkorper ist. Dies wird im Anhang von [GJ98] korrigiert. Da-
her werden wir uns hier immer auf diesen Artikel beziehen, obwohl wir nur mit
F,(u) arbeiten und in diesem Fall die Formeln in [FJ86] korrekt sind.

Wir verwenden die folgende Notation. Es sei C eine Konjugationsklasse in
Gal(F,(u)[i¢] ,F,(u)), Ks; der Konstantenkérper von Fy(u)[i¢], n := [Ky : Fy,
Kopal) = By, Ky) und m = [F,(u)[i9] : Kpu(u)].

Ein Element o € Gal(F,(u)[i¢] ,F,(u)) induziert eine Abbildung

5’2K¢7[—>K¢’[ y z— x .

Die induzierte Abbildung ¢ ist eine Potenz des Frobenius x + 29, diese Potenz
wird mit a, € Ny bezeichnet. Die in Satz 4.5.15 angegebene obere Abschétzung

91
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fiir das Geschlecht g von F,(u)[¢] bezeichnen wir mit g. Wir definieren

deg, (p) = F,
Cr(C) == p €Pr | pin Fy(u)[i¢]|Fy(u) unverzweigt,

(b, Fg(u)[i9] | Fg(u)) = C

Die folgenden Ungleichungen werden wir verwenden. Dabei legen wir wenig Wert
darauf, ob die oberen Schranken gut sind. Es ist lediglich wichtig, daB sie explizit
berechenbar sind.
1 < m < #GL(2,F;) < g*deer®
1 <n < #GL(2,F)) < ¢*deer®
1<a, <n< q4degT(0
0<g<g

Lemma 5.1.1. Es existiert ein k (abhingig von C) im Bereich
2log, (2 + 2¢* 57 + 29) < k < n+ 2log, (2 + 2¢* 450 4 23) |

fiir das
Ci(C) # 0
qgilt.

Beweis: Sei k € N beliebig. Nach [GJ98, Korollar 13.5] ist Cx(C) # 0, falls ein
o € C existiert, so dafl die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

k=a, modn
k> 2log,(g+m) ,
#C o #C

0< =gk~ 19 1
o4 mn0n+g+ )q

[SIES

Die unterste Formel kénnen wir wie folgt umformen:

C

B3

¢2(q2 —2(m+g+1)) >0
T —2(m+g+1) >0
k > 2log, (2 + 2m + 2g)

=
3

— q
—

Aus
2log,(2 +2m + 2g) > 2log, (m + g)

folgt dann, dal das Ungleichungssystem von oben dquivalent ist zu

k=a, modn
k > 2log,(2 4 2m + 2g)
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Da mit den oben angegebenen Abschétzungen
2log, (2 + 24" + 2§) > 2log, (2 + 2m + 2g)
gilt, existiert ein k im Bereich
2log, (2 + 2¢* 57 + 29) < k& < n+ 2log, (2 + 2¢* 451 4 2g)

das sowohl die Ungleichung als auch die Kongruenz erfiillt. 0

Wir kénnen die Aussage mittels n < ¢*9°8r() ynabhingig von n machen und
erhalten:

Satz 5.1.2. Es existiert ein k im Bereich
2log, (2 + 2¢* %87 1 2g) < k < ¢* 48 4 21og, (2 + 2¢" 5 () 4 23)

fiir das

Ci(C) # 0
gilt.

Es ist klar, daf3 die obige Abschétzung extrem grob ist. Zum Beispiel haben wir
n gegen ¢*%r() abgeschitzt, wihrend nach unseren Uberlegungen in Abschnitt
4.6 in den meisten Fallen n = 1 gelten wird. Auch bei der Herleitung von ¢ haben
wir einige nicht besonders scharfe Abschétzungen verwendet.

Daher werden wir den Satz in folgender Formulierung benutzen:

Korollar 5.1.3. Sei ¢ = (F,,F,(u),u,u+ g7 + A7?) ein Rang-2 Drinfeld-Modul
und [ € Pp ). Dann gibt es eine explizit berechenbare Schranke t € N, so daf
gilt:

Fiir jede Konjugationsklasse C in Gal(Fq(u)[1¢9] , Fq(u)) existiert ein p(u) € Pr, [y
it deg, (p) < 1 und (p, F,(u)[8] | Fy(u) = C.

Bemerkung 5.1.4. Im obigen Beweis darf die Bedingung k = a, mod n nicht
vernachlassigt werden. Es gilt ndmlich nicht, daff man immer ein einziges k finden
kann, so daffl man fiir alle Konjugationsklassen einen Frobenius findet, wenn man
iiber alle Stellen vom Grad k lduft. Betrachtet man z.B. die Kérpererweiterung
F2(u)|F,(u) und als o das nichttriviale Galoiselement, so ist a, = 1, und die Kon-
stantenerweiterung hat Grad 2. Aus dem Zerfallen von irreduziblen Polynomen
in Erweiterungen endlicher Korper folgt dann

0 , E=0mod 2
N = ) o) =K1 | £ mod

Fiir Ci({id}) gilt entsprechend

Ce({id}) = {p(u) | deg,(p) = k} — Cr({0}) .
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5.2 Schaltgraphen

Bevor wir den Algorithmus angeben, werden wir nun noch die fiir uns zentrale
Datenstruktur beschreiben.
In dieser Datenstruktur wird ein Schaltplan der Form

als ein System von Aussagen

V3 N\ Vg = U9
Vo = U

V1 = Vg

dargestellt. Weiter wird formalisiert, wie man aus der Korrektheit bestimmter
Aussagen mittels der erlaubten Folgerungen auf die Korrektheit weiterer Aussa-
gen schlieflen kann.

Definition 5.2.1. Sei V' eine endliche Menge, Pot(V') die Potenzmenge von V,
R C Pot(V) x V und f : V — {0,1}. Dann heifit das Tripel S = (V. R, f)
ein Schaltgraph. Die Menge V' heifit Knotenmenge, R heifit die Schaltrelation
und f die Belegungsfunktion. Die Menge 1(S) :={v € V' | f(v) = 1} heifst die
Information von S.

Definition 5.2.2. Sei S = (V, R, f) ein Schaltgraph und (M,w) € R. Dann
definieren wir einen neuen Schaltgraphen S = (V, R, f) durch V :=V, R:= R

und

flv) , vFw

7 1, v=wund flw)=1

fv) = 1, v=wund flw)=0undV se€ M ist f(s) =1
0 , v=wund flw)y=0und3I s M mit f(s)=0

Wir sagen, S entsteht aus S durch innere Transformation (oder innere Schaltung)

entlang (M, w), und schreiben

s 3
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Definition 5.2.3. Sei S = (V, R, f) ein Schaltgraph und w € V. Dann definieren
wir einen neuen Schaltgraphen S = (V, R, f) durch V :==V, R := R und

Jz(v)_{ flo) , v#w

1 , V=W

Wir sagen, S entsteht aus S durch duBere Transformation (oder duBere Schal-
tung) an w, und schreiben

S-S,
Nach einer Transformation gilt immer I(S) = I(S) oder I1(S) = I(S) U {w}, die
Information nimmt also nie ab. Insbesondere gilt immer I(S) C I(S).

Definition 5.2.4. Fin Schaltgraph S heifst saturiert, wenn fir jede innere Schal-
tung S W3 die Information gleich bleibt (d.h. 1(S) = I(S)).

Lemma 5.2.5. Jeder Schaltgraph kann durch endlich viele innere Schaltungen in
einen saturierten Schaltgraphen tiberfiihrt werden. Dieser ist eindeutig bestimmd.

Beweis: Sei S = (V| R, f) ein Schaltgraph. Da V' eine endliche Menge ist und
die Information durch Anwendung von inneren Schaltungen nie abnimmt, ist
klar, daB man S in endlich vielen Schritten in einen saturierten Schaltgraphen
iiberfithren kann.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Wir fiihren den Beweis durch Wi-
derspruch. Seien S und S zwei verschiedene Saturierungen von S. Dann gilt fiir
die zugehorigen Informationen I(S) # I(S). Seien S und S durch die beiden
folgenden Ketten von inneren Transformationen aus S hervorgegangen:

§ =5 M g My | Wz g | ot g g
und
g g() (Mo wo) Sl (]\/[1_,"1))1) (Mm—2_ﬂﬂ>m—2) S’m_1 (Mm—1_710)7rb—1) S,m _ S,

Wir kénnen (evtl. nach Vertauschung von S und 5’) 0.B.d.A. annehmen, daf
N = 1(8) —1(S) # 0

gilt. N enthilt also genau die Knoten, deren Belegung im Verlauf der zweiten
Kette von 0 auf 1 ansteigt und deren Belegung in der ersten Kette auf 0 bleibt.
Sei nun

i :=min{k € No | I(Sp) "N # 0}
Da N # () ist, ist ¢ > 0, und wir konnen den Schritt

A (M;—1,wi—1) 4

Si1 — Si
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betrachten. Nach Konstruktion ist w; € I(S) und w; ¢ I(S). Wegen der Minima-

litét von ¢ liegt kein Knoten aus M; 1 in N. Aus M; 1 C I(S;,_1) C I(S) folgt
dann

0 =M NN =M N (I(S) - 1(3))
= (M;1 N1(8)) = I(S) = Miy — I(5)

bzw.

M; 1 C I(S)
Da S saturiert ist und die Schaltrelation (M;_;,w;_1) auch in R(S) = R(S) liegt,
ist dann

w;—1 € I(S)
im Widerspruch zur Konstruktion von w;_;. Daher muf} 1 (S) = I(S) sein. Dies
ist Aquivalent zu S = S. O

Wir kénnen einen Schaltgraphen durch den folgenden Algorithmus saturieren.

SATURIERE
Eingabe: Ein Schaltgraph S = (V| R, f). B
Ausgabe: Der zugehorige saturierte Schaltgraph S = (V, R, f).

1) S:=8

2) n:=#I(9)

3) Fiihre fiir alle (M, w) € R die innere Transformation S W) &
aus.

4) Ist #I(S) # n, so gehe zu Schritt 2. Ansonsten gebe S aus
und beende den Algorithmus.

Bemerkung 5.2.6. (i) Eine Schaltung verringert nie die Information eines
Schaltgraphen.
(ii) Statt ({ai,...,a,},w) € R schreiben wir auch
(a=1A...A(a,=1)) = (w=1)
oder (al/\.../\an):>w

(iii) Der Schaltplan von Seite 94 wird durch V' = {wy,..., v} und
R = {({U37 Uy, }7 U2>7 ({02}7 ’Uo), ({Ul}a UO)}

reprasentiert. Ist f = (vo,...,v4) = (1,0,0,1,1), so ist nach S (

die Belegung f = (1,0,1,1,1), wihrend nach S ko) & e Belegung
f=1(1,0,0,1,1) = fist. Ist f = (0,0,0,1,1), so ist die zugehorige saturierte
Belegung (1,0,1,1,1).

{U3L4})7’U2) g

(iv) Falls fiir alle (M, w) € R die Menge M nur aus einem Element besteht, so
1483t sich (V, R) als gerichteter Graph interpretieren.
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5.3 Der Basisalgorithmus

Kommen wir nun zur Beschreibung des Algorithmus. Dazu definieren wir uns erst
einen Schaltgraphen (V) R, f). Die Knoten aus V' = {wp,...,v,} reprisentieren
dabei Aussagen, z.B.

Vo : G = GL(Q,F[) .

Die Belegungsfunktion beschreibt den Wahrheitsgehalt der Aussage in unserer
Situation.

o) = 1 , die durch v; reprisentierte Aussage ist wahr.
! 0 , der Wahrheitswert der Aussage v; ist unbekannt.

Die Relationen in R beschreiben Implikationen zwischen den verschiedenen Aus-
sagen. Die v; représentieren nur gruppentheoretische Aussagen iiber GL(2,F))
und PGL(2, F;). Damit beschreiben die Relationen lediglich gruppentheoretische
Zusammenhénge. Die Relationen gewinnen wir aus den Kriterien aus Kapitel 3.
Weder in V noch in R wird Bezug auf Drinfeld-Moduln genommen.

Die durch die v; reprisentierten Aussagen sehen wie folgt aus:

Vo o G = GL(2,F[)

vy @ det(G) =T
(%) : PG = PGL(2, IF[)

vs : PG & PSL(2,F;) oder PSL(2,F) ist keine echte Untergruppe von PGL(2,F)

vy : PG £ PGL(2,F,) fir alle F, CF, C F,.

vs : PG £ Doggr,41) oder Doup,11) ist keine echte Untergruppe von PGL(2, F))

vs PG L Dygyr )

v; : PG £ PB

vs : PG £ Ay oder Ay ist keine echte Untergruppe von PGL(2,F)
vg : PG & Sy oder Sy ist keine echte Untergruppe von PGL(2, Fy)
vip @ PG £ Az oder Aj ist keine echte Untergruppe von PGL(2, Fy)
vy IM € G mit (det(M)) = F*.

V13 - dM € G mit det(M) g (F[*>2

vu  3IM € G mit T80 ¢ F,, i alle F, CF, ¢ F.

vis : IM € G mit 2(#F+ 1) # 0 mod ordpgr([M])

vig : dM € G mit 2(#F — 1) #Z 0 mod ordpcr([M])

vi7 : 3M € G mit charpoly,(z) € F([z] irreduzibel

vig : IM € G mit 12 # 0 mod ordpgy,([M])

vig @ IM € G mit 24 # 0 mod ordpgy,([M])

veg @ IM € G mit 60 # 0 mod ordpgy,([M])

vo1 : #F=0mod 2

Vo2 #F[ =2

V23 #F[ =3

Fortsetzung auf nédchster Seite
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‘ Fortsetzung ‘
Vog - #F [ = 4
Voy #F[ =5

Da die Numerierung der v; zu korrespondierenden Aussagen passen soll, ist vqo
undefiniert. In Satz 3.4.6 haben wir bereits geklart, unter welchen Bedingungen
an F; mogliche maximale Untergruppen von PGL(2, () (siehe 3.4.4) keine echten
Untergruppen sind.

Dies liefert uns folgende Implikationen:

Vor = V3 , UV = Us , U = Ug
Vo = V9 , U2 = V19 , Uz = U9
U3 = Vi , Vg = V1o

Das Ausschlulkriterium 3.4.7 fiir die maximalen Untergruppen liefert:

vig = V3 , V4 = Vg , V5 = Us
vig = V¢ , Ui = U7 , UVig = Us
vog A1y = vg , U9 = Vg , Uy = Uy
vos A1 = Vi
Weiter verwenden wir
V11 = U1

Dies setzen wir alles durch
v3 A g A\ vs N\ vg A v7r N\ vg N\ Vg N Vg = U9

und

Vg N\ U1 =

zusammen.
Zur besseren Veranschaulichung der Knoten und Implikationen geben wir auf
Seite 99 ein Bild des Schaltgraphen an.

Da wir Polynome in F,[u] aufzihlen wollen, wéhlen wir uns noch eine Nume-
rierung Nr : F,[u] — Ny. Diese soll bijektiv sein, und fiir zwei Polynome mit
deg,(g9) < deg,(f) soll Nr(g) < Nr(f) gelten. Die von uns in der Implementie-
rung gewéhlte Aufzédhlung wird auf Seite 104 beschrieben. Zu einem f(u) € Fy[u]
sei Nextprime(f) das in der obigen Numerierung néchste normierte irreduzible
Polynom in Pp,[,. Insbesondere ist fiir p(u) € Pg, ) immer p # Nextprime(p).
Damit erhalten wir nun den Algorithmus:
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99

V29 #F[ =2
I . V19 -
ord([M]) 124
V23 #F[ =3
J LN G
V13 - OR
det(M) ¢ (F*)?
l
V25 V18 :
#F =5 va1 ¢ 2| #Fy AND ord([M]) 1 12
Y
OR OR
' v
AND U3 - PG f PSLQ(F[) Vg - PG f A4 Vg ! PG f S4
oder kei. ech. Ugr. oder kei. ech. Ugr. oder kei. ech. Ugr.
!
v v
O
vog: #EF =4
24 1 #E R
* V10 : PG f A5 >
v Y20t oder kei. ech. Ugr.
ord([M]) 1 60
A
OL,| v5 : PG £ Daryr,+1) fr
vis s ord([M]) 1 +R| | oder kei. ech. Ugr. AND
2(#F+1)
Vi I ¢, vy : PG £ PGLy(F,,) vy :
VF,CF,CF,. VF,CTF, CF. PG = PGL(2,F/)
vy : ord([M]) t Vg

]

AND

Vo -

G = GL(2,F\)

2(#F—1) PG ﬁ Da(ur,—1)
v17 : AM € G mit vy
charpol; (x) prim PG £ PB
v11 : dM € G mit v

(det(M)) = F(*. det(G) = F/*

Der Schaltgraph von Seite 97
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ENTSCHEIDUNGSALGORITHMUS
Eingabe: Ein Schaltgraph S = (V, R, f), (T) € Pg,r und ein
Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ = (F,, F,(u),u,u+ g7 + AT?) .
Ausgabe: Die Aussage Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) = GL(2,F) bzw.
Gal(F,(u)[10], Fy(u)) # GL(2, Fy)

1) Setze ¢ := min(¢)

2)  Setze m := ¢*%er(V 4 2]og (2424 467V 4-27) (vgl. Satz 5.1.2)

3) Setze f(v):=0 fiir allev € V.

4)  (Verwende Drinfeldtheorie) Berechne #F; = ¢*9°¢r() und set-
ze fiir die entsprechenden Knoten w € {va1,...,v95} die Be-
legungsfunktion f(w) := 1.

5) S:=SATURIERE(S)

6) p(u):=u

7)  Falls A =0 mod p oder I(u) = p(u) ist, gehe zu Schritt 12.

8) Berechne das charakteristische Polynom charpolp,y, (¥) €

F[[I]

9) Berechne n := ordpgr2r,)([Froby))

10) Setze in Abhéngigkeit von charpoly,,, () und n fiir die ent-
sprechenden v; die Funktionswerte f(v;) := 1.

11) S:= SATURIERE(S)

12)  Setze p := Nextprime(p).

13) Falls f(vg) = 0 und deg,(p) < m ist, gehe zu Schritt 7.

14) Falls f(vo) = 1 ist, gib aus: Gal(F,(u)[¢],F,(u)) = GL(2,F)).
Ist f(vo) =0, so gib aus: Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) # GL(2,F).

Es sei daran erinnert, dafl wir aus der Kenntnis des charakteristischen Polynoms
und des Minimalpolynoms von M € GL(2,F|) die Ordnung von [M] in PGL(2, Fy)
berechnen koénnen (vgl. Lemma 3.3.7).

Zur Notation im Algorithmus ist zu bemerken, dafl wir eigentlich Frobgs fiir eine
Stelle B von F,(u)[i¢] tiber p definiert haben. Wir verwenden allerdings nur Ei-
genschaften von Frobg, die lediglich vom Konjugationstyp in GL(2, IF;) abhéngen.
Daher schreiben wir statt Frobg einfach Frob,,.

Der Algorithmus erzeugt eine Folge von Schaltgraphen

Si = (‘/;7Rlafl) )

wobei V; und R; sich nicht verdndern und die Belegungsfunktion f; unser Wissen
im Schritt ¢ repréasentiert. Die S;;; gehen durch innere oder d&uflere Transforma-
tionen aus den S; hervor. Die inneren Transformationen treten in den Schritten
5 und 11 auf, die &ufleren in den Schritten 4 und 10. Dabei korrespondieren in-
nere Transformationen zu Informationsgewinn, den man durch Verwendung der
Untergruppenstruktur von GL(2,F;) bzw. PGL(2,F|) erhilt. AuBere Transfor-
mationen beschreiben den Informationsgewinn, den man aus der Theorie der
Drinfeld-Moduln (insbesondere der berechneten Frobeniuselemente) erhilt.
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Satz 5.3.1. Der obige Algorithmus terminiert immer und liefert das richtige
Ergebnis.

Beweis: Die Bedingung an den Grad von p sichert, dafl der Algorithmus immer
terminiert.
Der Algorithmus liefert genau dann das richtige Ergebnis, wenn die Aquivalenz

Der Knoten vy nimmt den Wert 1

Gal(F, (u)i¢] Fy(u) = GLE.F) = ) 00 o0 e,

gilt.

Die Richtung von rechts nach links beruht darauf, daf§ die verwendeten Implika-
tionen aus R korrekt sind.

Betrachten wir nun die Gegenrichtung und setzen Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) =
GL(2,F\) voraus. In Satz 3.4.6 haben wir untersucht, wann mogliche maximale
Untergruppen der PGL(2, F) keine echten Untergruppen sind. Und der Satz 3.4.7
sichert, dafl wir jede vorkommende maximale Untergruppe mit unseren Kriterien
ausschlieBen. Der SchluB von PGL(2,F() auf GL(2,F;) durch vy A v1 = vy
ist nach Kriterium 3.4.3 erlaubt. Der Satz 5.1.2 sichert, dal man aus jeder
Konjugationsklasse von Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) einen Vertreter findet, wenn man
die Frob, zu allen p € Pp, ) mit deg,(p) < m durchlauft. Da unsere Kriterien
nur von der Kenntnis der Konjugationstypen abhéngen, wird daher f(vg) = 1,
bevor deg(p) > m wird. O

5.4 Erhohung der Effizienz

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Effizienz des Algorithmus zu erhchen.
Man kann zum Beispiel die Anzahl der Schaltrelationen erhéhen. Die Isomorphie
von PSL(2,F3) zu Ay bzw. PSL(2,F5) zu A; liefert noch die Relationen (siehe
Kriterium 3.4.18)

Vo3 N V3 = g s Vo3 AN Vg = Us
Ugs ANVg = V190 , U ANVig = U3

Aus Kriterium 3.4.17 erhalten wir
Vo = g
Weiter gelten die trivialen Implikationen
Vo = UVig , V19 = UVig , Va4 = V21 , U2 = Ux

Als néchsten Schritt kann man erst die Knotenmenge vergréffern und dann neue
Schaltrelationen unter Verwendung der neuen Knoten einfiigen. Wir haben zum
Beispiel noch die folgenden Knoten
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V3o - #F[ §é 0 mod 2

vgg : IM € G mit charpoly(x) € Fi[z] irreduzibel und
Tr(M) # 0.

Vg5 : JdM € G mit charpoly,(z) = (z — a)(x — b), a,b € Fy,
a# bund Tr(M) # 0.

v IM € G mit v,(ordpgr[M]) > 0.

mit den Schaltrelationen

V30 A\ Uge = V15 ; V30 A\ Vg = V16 ; v30 A V1 = V13
v30 A\ V11 = V13 ; Vga N\ V17 = V13

erganzt. Weiter liefert Kriterium 3.4.12
Vg4 = Vg

und Kriterium 3.4.13
V45 = Us

Die letzten beiden Schaltungen haben den Vorteil, daf§ wir mit ihnen die Dieder-
gruppen ausschliefen konnen, ohne die Ordnung des Frobeniuselements berech-
nen zu miissen.

Als dritte Moglichkeit konnen wir den vierten Schritt im Algorithmus ausbauen.
Dort kénnen wir die Resultate iiber Drinfeld-Moduln aus Kapitel 4 verwenden,
um bestimmte Knoten im Schaltgraphen von vorneherein auf Eins zu setzen. Wir
haben uns in Satz 4.4.11 bereits iiberlegt, dal in sehr vielen Fillen die Deter-
minantendarstellung surjektiv ist. Daher ersetzen wir Schritt 4 im Algorithmus
durch

Erweiterung von Schritt 4
4a) Berechne #F; und setze die entsprechenden Knoten im Schalt-
graph auf Eins.
4b)  Betrachte ¢ = (F,,F,(u),u,u — A7) und berechne min(¢)) =
(Fy, Fy(u), u, u — AT).
4¢)  Falls A # 0 mod [(u), so setze v; auf Eins.

Dank der Relationen vy Avy = w13 und v13 = v3 kann dann in ungerader Charak-
teristik die PSL(2,F,) bereits ausgeschlossen werden, ohne einen Frobenius be-
rechnen zu miissen. Und in gerader Charakteristik ist ja PSL(2, F,) = PGL(2, F)),
was im Schaltgraph durch die Relation ve; = v3 représentiert wird. Nach Krite-
rium 3.4.17 kénnen wir noch ergénzen:

Erweiterung von Schritt 4
4d) Ist char(F;) = 2 und v,(#F;) = 1 mod 2, so setze vg = 1.
4e) Ist char(F;) # 5 und (#F;)*> # 1 mod 5, so setze vy = 1.

Die Tate-Uniformisierung (Korollar 4.7.6) liefert uns weiter
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Erweiterung von Schritt 4
4f) Falls ein p € Pp, existiert mit v,(j(¢)) < 0 und
geT(#F, vp(j(¢)) # #F(, so setze vy = 1.

5.5 Zur Struktur des Algorithmus

Die Einfithrung des Begriffs des Schaltgraphen ermoglicht es, die gruppentheo-
retischen Anteile von denen aus der Theorie der Drinfeld-Moduln zu trennen.
Dadurch kénnen neue theoretische Erkenntnisse leicht in den bestehenden Algo-
rithmus integriert werden.

Es ist nicht notig, dafl im Schaltgraphen alle Knoten auf Eins gesetzt werden, um
die Surjektivitat der Torsionsdarstellung zu zeigen. Dies ist angenehm, da wir
nicht sagen konnen, in welcher Reihenfolge Frobeniuselemente mit bestimmten
Eigenschaften auftreten. Der Satz von Chebotarev liefert uns nur eine Heuri-
stik, um die H&ufigkeit des Auftretens bestimmter Elemente zu schitzen. Den
Informationsstand im Algorithmus kann man in jedem Schritt an der Belegungs-
funktion ablesen. Ein weiterer Vorteil des Schaltgraphen ist, dal sich Spezialfille
(char(IF,) = 2 oder #F| klein) transparent in den Algorithmus integrieren lassen,
ohne die Gesamtstruktur dndern zu miissen. Zum Beispiel ist im allgemeinen das
Kriterium zum Knoten

Vg5 : M € G mit charpoly,(z) = (x—a)(x—0b),a,b € F,a # b und Tr(M) # 0
effizienter als
vig . IM € G mit 2(#F; — 1) # 0 mod ordpgr,([M]) ,

um die maximale Untergruppe Docur,—1) auszuschlieBen. Allerdings ist im Fall
[, = F5 das Polynom z2+2 = (z—1)(z—2) das einzige quadratische Polynom mit
zwei verschiedenen Nullstellen ungleich Null. Daher erfiillt kein M € GL(2, F3) die
Aussage des Knotens vy5. Im Fall ¢ = (F3, F3(u), u, u+g7+A7?) und deg,(l) = 1
muf die Dycur,—1) daher mittels v ausgeschlossen werden.

Auch die Fille, da8 fiir kleine endliche Korper mogliche maximalen Untergruppen
(sieche Satz 3.4.4) keine echten Untergruppen von PGL(2, Fy) sind, konnten leicht
in den Algorithmus integriert werden.

5.6 Zur Implementierung

Wir haben den Algorithmus im Computeralgebrasystem Simath [Sim| implemen-
tiert und verschiedene Berechnungen durchgefiihrt.

Dabei haben wir folgendes ausgenutzt: Sei ¢ ein fest vorgebener Drinfeld-Modul.
Dann kann jeder Stelle p(u) € P, [, guter Reduktion das Polynom Ppred(sp) €
(Fy[T])[X] zugeordnet werden. Zu einem beliebigen [(T") aus Pg 7] erhélt man
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das charakteristische Polynom des Frobenius Frob, zur Stelle p(u) # [(u) in der
Erweiterung I, (u)[1¢]|F,(u) nach Korollar 4.1.2 durch

charpol(Frobp) = red(Pored(s,p); [) € (Fo[T]/UT))[X] .

Will man ganze Serien von Beispielen berechnen, so bietet es sich daher an, zu
einem Drinfeld-Modul ¢ zuerst alle Ppyeq(q,p) bis zu einer bestimmten Schranke
zu berechnen und erst danach damit anzufangen, die Fithrer [(T)) € P, 1] zu
durchlaufen.

Wir haben in Bemerkung 4.1.9 bereits darauf hingewiesen, daf es teuer ist, die
Ordnung des Frobeniuselements zu berechnen. Daher haben wir meist darauf
verzichtet. Dank der auf Seite 102 angegebenen Relationen kénnen fiir #F; > 3
die Diedergruppen ausgeschlossen werden, ohne Elementordnungen berechnen
zu miissen. Um diesen (#F; < 3) und #hnliche Sonderfille fiir kleine Grup-
pen GL(2,F) abzufangen, haben wir fiir #F; < 20 den Wert von ordpgy,(Froby)
berechnet. In solchen Gruppen sind die Ordnungen noch so klein, dafl ihre Berech-
nung keine Laufzeitprobleme bringt. Fiir #F; > 20 haben wir der Laufzeit zulie-
be auf die Information ordpgy,(Frob,) verzichtet. In diesen Féllen ist die Gruppe
GL(2,F) bereits so groB, dafl geniigend viele verschiedene charakteristische Po-
lynome auftreten, um die Knoten zu erfiillen. Daher benotigt der Algorithmus in
diesen Féllen keine Elementordnungen.

Lediglich um die Gruppen A4, Sy, A5 auszuschliefen, werden Teilinformationen
iiber Elementordnungen benétigt. Es miissen Elemente der Ordnung grofler 3,4
bzw. 6 existieren. Daher haben wir in Abhéngigkeit von der Belegung der Kno-
ten wg, vy, v19 (der Knoten, die zu Ay, Sy, As korrespondieren) getestet, ob die
Ordnung eines vorliegenden Elements grofler 3,4 bzw. 6 ist.

Drinfeld-Moduln mit komplexer Multiplikation haben wir bei unseren Berech-
nungen von vorneherein ausgespart. Dies ist leicht zu bewerkstelligen, da man
nur testen mufl, ob die j-Invariante in der Liste 4.3.1 vorkommt.

Wir geben noch die von uns gewéhlte Ordnung auf Fy[T| (bzw. F,[u]) an. Der
Primkorper F,, sei durch die Elemente {0,1,...,p — 1} C Ny représentiert und
durch die iibliche Relation “<” geordnet. Fiir f(y),g(y) € F,ly] definieren wir
dann

fly) <g(y) : <= coeffy(deg,(f — g), f) < coeff,(deg,(f — g),9)

Ein Polynom vom Grad d ist also immer kleiner als ein Polynom vom Grad (d+1).
In (Z/7Z)y| gilt zum Beispiel

0 < 6y < P’ +3°+6y< Y +5° +y< 28 < 28 +1
Den Korper F, = [F,,« reprisentieren wir durch

F, = ]Fp[y]/h(y) ,
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wobei h(y) das beziiglich “<” minimale normierte irreduzible Polynom vom
Grad d in F,ly|] bezeichnet. Die Elemente von F, sind dann gegeben durch
{f(y) | deg,(f) < d} und werden durch “<” linear angeordnet. Seien nun
a(T),8(T) € F,[T]. Dann definieren wir

a(T) < B(T) : <= coeffr(degy(a — 3),a) < coeffr(degr(a — 3),5)

Diese Ordnung bezeichnen wir als die lexikographische Ordnung auf dem Poly-
nomring. Wir definieren

Nr(f) := #{a € Fy[T] | e < B}

und
Nrred(8) := #{a € F,[T] | @ € Py 1), X 5} .

Es ist also Nr(0) = 0, Nr(7") = ¢ und Nrred(T') = 1.

Die Konstante m aus Schritt 2 des Algorithmus ist so grof}; dal es nicht prak-
tikabel ist, alle Stellen vom Grad kleiner m zu durchlaufen. In unseren Berech-
nungen hat sich gezeigt, dafl es geniigt, eine deutlich kleinere Schranke m (in
der Groenordnung von 60) zu wihlen. Da die Anzahl der Typen maximaler
Untergruppen der PGL(2,F;) (und die Anzahl der Knoten im Schaltgraph) un-
abhéngig von der Grofle von Fy ist, {iberrascht es nicht, daBl m in der Praxis
auch unabhéngig von #F; gewdhlt werden kann. Dabei ist natiirlich klar, dafl
man Drinfeld-Moduln konstruieren kann, die an einer vorgegebenen endlichen
Menge von Stellen schlechte Reduktion haben. Solche Drinfeld-Moduln haben
aber zwangsldufig Koeffizienten sehr grofien Grades. Da wir nur Drinfeld-Moduln
mit Koeffizienten kleinen Grades betrachtet haben, haben fiir uns die 60 Stellen
immer geniigt. In allen Féllen, in denen der Algorithmus nach 60 Schritten die
Maximalitéat der Galoisgruppe (d.h. die Surjektivitidt der zugehorigen Torsions-
darstellung) nicht zeigen konnte und die von uns ,,von Hand” untersucht wurden,
konnten wir auch beweisen, dafl die Darstellung nicht maximal war (siehe dazu
die Einzelbeispiele im néchsten Kapitel). In den nicht-maximalen Féllen konnten
wir an der Belegung des Schaltgraphen nach Beendigung des Algorithmus recht
genau ablesen, wie die Galoisgruppe aussehen sollte.

Es sei noch einmal betont, dafl nach der Wahl eines konstanten Wertes fiir m
anstelle von m der Algorithmus nur noch die Ergebnisse

Gal(F,(w)[9] , F, (u)) = GL(2, F))

oder

Die Gleichheit von Gal(F,(u)[i¢],F,(u)) und GL(2,F))
konnte nicht gezeigt werden.

liefert. Er kann dann nicht zeigen, dafl die beiden Gruppen ungleich sind.
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Die Berechnungen grofler Beispielserien zeigen, daf einige Symmetrien vorliegen.
Wir betrachten die affine Gruppe

L Aa,b: Fq — ]Fq
Aff.—{ v s artb |a,b€Fq,a7é0}

Diese operiert auf F,[T"] durch

flaT +b)
adegT(f)

Auf den Drinfeld-Moduln operiert sie durch
Agp* (Fo, Fy(u), u,u+ g(u)T + Au)7?)

= (Fq,Fq(u),u,u + glau + b)T + Alou + b)T2)
a

Aa,b * f(T) =

a

Aus dem jeweiligen Zusammenhang wird immer klar sein, welche der beiden obi-
gen Operationen durch das Symbol x bezeichnet wird.

Es gilt:

Lemma 5.6.1. Sei A € Aff, ¢ = (F,,F,(u),u,u+ g(u)T + A(u)7?) und n(T) €
F,[T]. Dann ist

Gal(F(u)[nd] , Fo(u)) = Gal(Fy(u) [ am(A* @)] , Fy(u)) .
Beweis: Es sei A = A,;. Wir betrachten den Koordinatenwechsel
F,(u) — Fy(u), f(u)+— flau+D)

und den dadurch induzierten I -Algebren-Homomorphismus

v Fi{r} — Fo(u{r}
Do ai(u) T = 3T gai(au+0) T
Die Abbildung ¢ kommutiert auf F,(u){7} mit dem Einsetzungshomomorphismus
(Einsetzen in z, wobei 7 = x9 ist). Dann ist
p(or) = p(u+ g(u)r + Alu)7?)
= (au+b) + glau + b)7 + A(au + b)7°
= (A% )ar+s
Damit erhalten wir fiir n(T) = Y ", ¢;T"

n

p(on(r) (7)) = Z plei)olor’) = ) cile(or))

=0
= l(Axdarss)’ = (A* B)yn | cy(arsy
1=0

— gdesr(m) . (A * ¢>A*n<7—>
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Fir alle d € F,*,m € F,[T] gilt

dm(Ax Q) =n(Ax0)

so daB der Faktor a®er(™ keinen EinfluB auf die Torsionserweiterung hat. Da ¢
den Korper F,(u) festldft, folgt die Aussage. O

Wir haben die Operation x so normiert, dafl die Menge der normierten Polynome
von F,[T] unter * abgeschlossen ist. Damit operiert Aff auf den Paaren (¢, [(T))
mit [(T) € P, 7], und die zugehorigen Torsionserweiterungen sind invariant unter
dieser Operation.



Kapitel 6

Beispiele

6.1 Serien

Fiir ¢ = 2, 3,4, 5 haben wir gréflere Bereiche von Drinfeld-Moduln ¢ und primen
Fiihrern [ abgesucht. Alle Rechnungen wurden auf einem handelsiiblichen PC mit
Pentium IIT Prozessor mit 550 MHz durchgefiihrt. Die gefundenen Ergebnisse sind
in den folgenden Tabellen zusammengefafit.

Zu jedem g geben wir zwei Tabellen an. In der ersten Tabelle beschreiben wir,
welcher Bereich abgesucht wurde und wie sich der Algorithmus verhielt.

In der zweiten Tabelle beleuchten wir die Félle genauer, in denen die Surjektivitéat
der Galoisdarstellung nicht gezeigt werden konnte. Wir geben an, in wievielen
Féllen ein Knoten [i| des Schaltgraphen nach Beendigung des Algorithmus noch
den Wert 0 hatte. Dies gibt uns einen Hinweis, wie oft die Galoisgruppe in einer
Untergruppe vom betrachteten Typ lag. Zur besseren Lesbarkeit haben wir zu
jedem Knoten [i] seine Bedeutung kurz angedeutet. Die exakte Bedeutung der
einzelnen Knoten ist in der Definition des Schaltgraphen auf Seite 97 zu finden.
Es sei nochmal darauf hingewiesen, dafl die Werte in der Tabelle angeben, in
wieviel Féllen der entsprechende Knoten nicht erfiillt war.

In den Tabellen fallt auf, dafl im allgemeinen sehr wenig Stellen benotigt werden,
um die Maximalitdt der Torsionserweiterung zu zeigen. Dies durch eine genaue
Analyse des Algorithmus zu erkldren wére extrem aufwendig, und daher ver-
zichten wir hier darauf. Stattdessen werden wir einige heuristische Argumente
anfithren, um das Verhalten des Algorithmus zu erklidren. Dazu schicken wir das
folgende Lemma vorweg.

Lemma 6.1.1. Es seien [ € Py i) und My, My, Ms, My € GL(2,F) mit

(i) qdcqu_<[1)_1 besitzt einen Primteiler ungleich 2,3 oder 5,

(i1) charpol(My) ist irreduzibel und Tr(My) # 0,
(#i) charpol(Ms) hat zwei verschiedene Nullstellen in Fy und Tr(Ms) # 0,

108
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(1v) gié‘ﬁi? liegt in keinem echten Teilkorper von Fy,
(1)) (det(M4)> = F[*.
Dann zeigt der Algorithmus von Seite 97ff , dafs
<M17 M27 M37 M4> == GL(27 F[)

15t.

Beweis: Wegen (ii) gilt im Schaltgraph v17 = 1 und vy = 1. Mit (v) ergibt
sich v1; = 1 und v13 = 1. Aus (i) in Verbindung mit (v) folgt vig = 1, vig = 1,
vgg = 1. Die Bedingung (i7i) liefert vy; = 1, und wegen (iv) ist v14 = 1. Saturiert
man nun den Schaltgraphen, so erhélt man vy = 1. 0

Es ist plausibel anzunehmen, daf in den meisten Féllen Bedingung (7) erfiillt ist.
Mit Hilfe der Daten iiber die Konjugationsklassen der GL(2,F,) aus der Tabelle
von Seite 44 erhélt man direkt:

#{M € GL(2,F)) | charpol(M) hat zwei verschiedene Nullstellen und Tr(M) # 0}

_ { %#Fl (#F,—1) (#F,—3) (#F+1) ; ¢#0mod?2
SHE (#F — 1) (#F —2) (#F +1) ; ¢=0mod?2

~ 5 !

#{M € GL(2,F)) | charpol(M) ist irreduzibel und Tr(M) # 0}

_ LHF, (#F,— 1) ; ¢# 0mod 2
%#FIQ (#F—1)? ; ¢=0mod?2

1
~ — (#F)?
S (#F)
Weiter ist

#{M € GL(2,F) | (det(M)) =F"} = p(#F — 1) - #SL(2, Fy)
= Q(#F, — 1) - #F,- (#F° —1) |

wobei hier p(n) die Eulersche ¢-Funktion bezeichnet. Wir nehmen an, dafi ein
Element der Form g;i](\ﬁ;j etwa mit der gleichen Wahrscheinlichkeit in einem
echten Teilkorper liegt wie ein beliebig gewihltes Element aus .

Der Satz von Chebotarev liefert, dal die Wahrscheinlichkeit, an einer Stelle
[ € Pp,r) ein Element einer bestimmten Form zu finden, etwa so hoch ist wie
die Wahrscheinlichkeit, ein solches Element zu erhalten, wenn man zuféllig aus

der GL(2,F) auswihlt. Die obigen Uberlegungen haben gezeigt, da8 zu jeder
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Bedingung aus Lemma 6.1.1 in der GL(2,F,) sehr viele Elemente existieren, die
diese Bedingung erfiillen. Insbesondere gibt es auch viele Matrizen, die zwei oder
drei der Bedingungen gleichzeitig erfiillen.

Daher ist es nicht iiberraschend, daf§ meistens nur wenige Frobeniuselemente
bendétigt werden, um die Surjektivitat der Torsionsdarstellung zu zeigen.

Es ist klar, daf die obigen Argumente nur sehr grobe Heuristiken sind, und dafl
die Argumentation (abgesehen von der Aussage des Lemmas) keinen Anspruch
auf mathematische Exaktheit erhebt.

In vielen Fillen reicht sogar die Betrachtung eines einzigen Frob,, um die Sur-
jektivitat zu zeigen. Dies wollen wir durch das folgende Lemma erkléren.

Lemma 6.1.2. Sei ¢ = (Fy,Fy(u),u,u + g(u)t + A(u)7?), (T) € Pr 1), p =
char(F,) und M € Gal(F,(u)[i¢] ,F,(u)). Weiter gelte:

(i) char(F,) £2,
(i) geT(A, (u)) = 1,
(iti) 3p € P, mit vp(i(¢)) < 0 und ggT(q%er™ v, (5 (9))) # ¢icer®,
(iv) charpol,,(x) € Fi[z] irreduzibel,

(v) B, (5 ) = T

(UZ) 120 §é 0 mod OrdpGL([M]).

Dann zeigt der Algorithmus, daf
Gal(Fg(u)[i9] , Fo(u)) = GL(2, Fy)

qgilt.

Beweis: Sei G = Gal(F,(u)[i¢] ,Fy(u)). Da ggT(A, [(u)) = 1ist, ist det(G) = F(*
und damit PG € PSL(2,F). Die Tate-Uniformisierung liefert uns, dafl wegen
(i77) ein N € G mit ordpgr([N]) = 0 mod p existiert. Mit char(F,) # 2 folgt
daraus PG & Dour,—1) und PG £ Doygr,+1). Da charpoly, () irreduzibel ist,

liegt PG nicht in einer projektiven Borelgruppe, und I, (%) = [, zeigt, daf
PG nicht in einer PGL(2,F,) fiir einen echten Teilkérper F, von Fy liegt. Die
letzte Bedingung 120 # 0 mod ordpgr([M]) sichert, daf PG nicht in A4, Sy oder
As liegen kann.

Insgesamt folgt, da PG = PGL(2,F|) ist, und mit det(G) = F(" ergibt sich
G = GL(2,F)). O

Fiir char(F,) = 2 148t sich ein entsprechendes Lemma angeben.
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IFy

Betrachtete ¢ = (Fy, F,(u), u,u + g7 + A7?)

(keine CM)

0 < deg(g) < 4,
0 < deg(A) <8

Anzahl ¢ mit CM

962

Betrachtete Fiihrer [ € P, 1)
Anzahl der Fiihrer

1 < deg(l) <6
24+1+2434+6+9=23

Anzahl der (¢, ) 363170
Gal # GL(2,F) 601
deg(l) =1 574
deg(l) =2 27
Laufzeit 1334 min
Durchschnitt fiir ein (¢, [) 0.22 sec
Maximal betrachtete Frob, 60
Maximal bendtigte Frob, 29
1-5 275 679
6 — 10 80 296
11 —-15 6164
16 — 20 390
21 —25 34
26 — 30 6
(=2 Gal(F, ()], Fy(w)) £ CLE, Fy)
Kurzbeschreibung | deg,(I) =1 | deg,(l) =2
0] G = GL(2,F)) 574 27
1] det(G) = Fy’ 0 0
2] | PG = PGL(2,F) 574 27
3] | PG £ PSL(2,F) 0 0
4] | PG £ PGL(2,F,) 574 22
[5] PG £ Dour 11 0 5
6] | PG & Do) 574 22
7] PG £ PBorel 574 22
8] PG £ Ay 0 22
9] PG £ S, 0 0
[10] PG £ A; 0 0

Es sei noch mal darauf hingewiesen, dafl die Werte in der unteren Tabelle angeben,
in wievielen Féllen der entsprechende Knoten nicht erfiillt war.

O
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Fy
Betrachtete ¢ = (Fy, F,(u), u,u + g7 + A7?) 0 < deg(g) < 1,
(keine CM) 0 < deg(A) <4
Anzahl ¢ mit CM 1041
Betrachtete Fiihrer [ € P, 1 < deg(l) <4
Anzahl der Fiihrer 446+ 20+ 60=90
Anzahl der (¢,I) 1 381 050
Gal £ GL(2, ) 1566
deg(l) =1 504
deg(l) =2 162
deg(l) =3 0
deg(l) =4 900
Laufzeit 2207 min
Durchschnitt fiir ein (¢, [) 0.09 sec
Maximal betrachtete Frob, 60
Maximal benétigte Frob, 24
1-5 1 164 080
6 — 10 199 819
11 —-15 14 738
16 — 20 790
21 — 25 a7
q=4 Gal(Fy(u)[i9] , Fy(u)) # GL(2, )
Kurzbeschreibung | degp(I) =1 | degy(l) =2 | degp(l) =3 | degp(l) =4
0] | G=GL(2F) 504 162 0 900
1] det(G) = Fy’ 300 90 0 900
2] PG = PGL(2,F) 216 72 0 0
3] | PG g PSL(2,F)) 0 0 0 0
4] | PG & PGL(2,F,) 156 0 0 0
5] | PG & Do 60 0 0 0
6] | PG % Do) 156 72 0 0
7] PG £ PBorel 156 72 0 0
8] PG £ Ay 156 0 0 0
[9] PG £ S, 0 0 0 0
[10] PG £ As 0 0 0 0

Die Tabellen unterstiitzen die Vermutung, dafl nichtmaximale Erweiterungen
nur fiir kleine Grade von deg(l) auftreten. Die Fille vom Grad 4 sollten sich
dadurch erkldren lassen, dafl der assoziierte Rang-1 Modul keine maximale
[-Torsionserweiterung besitzt. Es handelt sich also um einen Effekt, der nicht

von den Rang-2 Moduln, sondern von den Rang-1 Moduln herriihrt.

O
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Beispiel 6.1.5.

Fs
Betrachtete ¢ = (F,, F,(u), u,u + g7 + A7?) g=u,
(keine CM) 0 < deg(A) <8
Anzahl ¢ mit CM 0

Betrachtete Fiihrer [ € Pg, 7
Anzahl der Fiihrer

1 < deg(l) <4
3+3+8+18=232

Anzahl der (¢, ) 629824
Gal £ GL(2,IF)) 264
deg(l) = 1 155
deg(l) =2 5
deg(l) =3 104
Laufzeit 1052 min
Durchschnitt fiir ein (¢, [) 0.10 sec
Maximal betrachtete Frob, 60
Maximal benétigte Frob, 23
1-5 599 362
6 — 10 29276
11-15 6279
16 — 20 876
21 - 25 6
q=3 Gal(F,(u)[i0], Fy(u)) # GL(2, F))
Kurzbeschreibung | deg,(I) =1 | deg, () =2 | deg,(I) =3
0] | G=CGL@2F) 155 5 104
1] det(G) = By’ 120 0 104
2] | PG =PGL(2,F) 155 5 104
3] | PG £ PSL(2,F) 120 0 104
4] | PG £ PGL(2,F,) 0 0 0
5] | PG & Dagurin) 13 0 0
6] | PG % Do) 1 5 0
7] PG £ PBorel 23 5 0
8] PG £ Ay 120 0 0
[9] PG £ S, 0 0 0
[10] PG £ As 0 0 0
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Beispiel 6.1.6.

Iy
Betrachtete ¢ = (Fy, F,(u),u,u+ g7 + A7?) | 0 < deg(g) < 3,
(keine CM) 0 < deg(A) <3
Anzahl ¢ mit CM 98
Betrachtete Fiihrer [ € Pg, 7] 1 <deg(l) <4
Anzahl der Fiihrer 3+3+8+18 =232
Anzahl der (¢,1) 204224
Gal £ GL(2,I)) 2153
deg(l) =1 1500
deg(l) =2 18
deg(l) = 3 640
Laufzeit 407 min
Durchschnitt fiir ein (¢, [) 0.12 sec
Maximal betrachtete Frob, 60
Maximal benétigte Frob, 30
1-5 189 500
6 — 10 12 102
11-15 420
16 — 20 40
21 —25 0
26 — 30 4
=3 Gal(F, ()], Fy(w)) £ LG, Fy)
Kurzbeschreibung | deg,(I) =1 | degy () =2 | degp(l) =3
0] G = GL(2,Fy) 1500 18 640
1] det(G) = Fy’ 960 0 640
2] | PG =PGL(2,F) 1500 18 640
3] | PG % PSL(2,F)) 960 0 640
4] | PG £ PGL(2,F,) 0 0 0
[5] PG £ Doyr +1) 66 0 0
6] | PG £ Dagr—1) 24 0 0
[7] PG £ PBorel 516 18 0
8] PG £ Ay 960 0 0
(0] PG £ S, 0 0 0
[10] PG £ As 0 0 0

Wir haben die nichtmaximalen Félle genauer untersucht und jeweils nachgerech-
net, dafl die Torsionserweiterung wirklich nicht maximal war. Dies ist im Ab-
schnitt 6.2 zusammengefaft.

In der obigen Tabelle fallt auf, dal fast immer die Surjektivitdt mit weniger als
20 Stellen gezeigt werden konnte. In den verbleibenden 4 Beispielen wurden aber
2 mal 29 und 2 mal 30 Stellen benotigt.
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Einer dieser ,,Ausreifler” ist das Beispiel
¢ = (F3,F3(u),u+ (u* + 2u + 2)7 + (v® — u)7?), (T)=T°+2T +1

Betrachtet wir die charpol(Frob,) zu den unverzweigten Stellen (d.h. p(u) ¢
{u,u+1,u+2,u*+ 2u+1}). Dann haben die Polynome charpol(Frob,) € Fy[x]
zwei verschiedene Nullstellen in Iy fiir alle solchen p(u) mit Nrred(p) < 33. Erst
fir p(u) = w® + 2u + 2 ist charpol(Froby) irreduzibel. Daher kann die Borel-
gruppe in der PGL(2,F\) erst mit Hilfe dieser Stelle ausgeschlossen werden. Da
etwa die Hélfte der Elemente in der GL(2, Fy) irreduzibles charakteristisches Po-
lynom haben, ist es ungewohnlich, dafl man erst 29 Elemente mit zerfallendem
charakteristischem Polynom erhélt.

Wendet man auf die ganze Situation die affine Transformation u — 2u an (siehe
Lemma 5.6.1), so transformiert sich u® + 2u + 2 in v® + 2u + 1 und wir erhalten
ein Beispiel, in dem die ersten 29 Frobeniuselemente gebraucht werden.

Die anderen beiden Beispiele erklédren sich genauso. 0
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Beispiel 6.1.7.

Fs
Betrachtete ¢ = (F,,F,(u), u,u+ g7+ A7?) | 0 < deg(g) <2, g #0
(keine CM) 0 < deg(A) <2
Anzahl ¢ mit CM 0
Betrachtete Fiihrer [ € Pg, 7 1 <deg(l) <3
Anzahl der Fiihrer 5+ 10+ 40 =55
Anzahl der (¢,) 845 680
Gal # GL(2,F) 3960
deg(l) = 1 3760
deg(l) =2 200
Laufzeit 829 min
Durchschnitt fiir ein (¢, [) 0.05 sec
Maximal betrachtete Frob, 60
Maximal bendtigte Frob, 29
1-5 814 008
6 — 10 25 920
11—-15 1412
16 — 20 288
21 —-25 68
26 — 30 24
g=5 Gal(F,(u)[i0], Fy(u)) # GL(2, F))
Kurzbeschreibung | deg,(I) =1 | deg,(l) =2
0] | G=GLZTF) 3760 200
1] det(G) = F/* 1240 0
2] | PG =PGL(2,[F) 3760 200
3] | PG % PSL(2,F)) 1240 0
4] | PG £ PGL(2,F,) 0 0
5] | PG % Dausin) 260 0
6] | PG % Dour,1) 200 0
7] | PG & PBorel 2440 200
8] PG £ A, 240 0
9] PG £ S, 500 0
[10] PG & As 1240 0
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6.2 Einzelbeispiele

Wir haben fiir F, = F3 alle Paare aus Drinfeld-Moduln ¢ = (F3, F5(u), u, u +
g(u)T + A(u)7?) und Fithrern (T') € P ) mit g, A € Fylu], 0 < deg,(g9) < 4,
0 < deg,(A) < 4, 0 < degp(l) < 5 untersucht. Dabei wurden nur Drinfeld-
Moduln ohne komplexe Multiplikation betrachtet. Die Verteilung der Ergebnisse
ist in Beispiel 6.1.6 zu finden.

In jedem Beispiel (¢,[) haben wir die ersten bis zu 60 Stellen betrachtet, wo-
bei die lexikographische Ordnung auf den Polynomen verwendet wurde. In den
Féllen, in denen die Surjektivitdt nicht gezeigt werden konnte, haben wir zwei
Beispiele als gleich betrachtet, wenn die Belegung der Schaltfunktion bei beiden
nach Beendigung des Algorithmus gleich war. Aus jeder solchen Aquivalenzklasse
werden wir nun einen Vertreter genauer untersuchen.

Fiir diese Vertreter haben wir den Algorithmus erneut gestartet, wobei deutlich
mehr Stellen betrachtet wurden (meist etwa 2000). Dabei fielen unter Umsténden
einige Stellen fort, falls der Drinfeld-Modul an diesen schlechte Reduktion hatte.
Ebenso wurde die Stelle p(u) = [(u) nicht betrachtet.

Fiir festes ¢ und [ fithren wir folgende Notation ein, dabei werden wir das Mini-
malpolynom einer Matrix M immer mit minpol(M) bezeichnen. Die Menge aller
Minimalpolynome bezeichnen wir mit

MP = {minpol(A) | A € GL(2,F)}
= {2®+ax+bla,beF, b#0}U{r—b|beTF, b#0}

Es sei daran erinnert, dafl der GL(2, F()-Konjugationstyp einer Matrix M durch
ihr Minimalpolynom eindeutig bestimmt ist. Fiir n € N, m(z) € MP sei

M(n, m(z)) := {p € Pr,py | ¢ hat gute Reduktion an p, p(u) # ((u), } .

minpol(Frob,) = m(x), Nrred(p) < n
Fiir eine Untergruppe G von GL(2,F;) und m(x) € MP sei
Conj(m(x),G) := {A € G | minpol(A) = m(z)} .

Zwei Elemente aus (7, die in G nicht zueinander konjugiert sind, kénnen durchaus
in der gleichen Menge Conj(m(z), G) liegen.

Weiter sei
A=Y #M(n,m(z))
meMP
B ¢ hat gute Reduktion an p, p(u) # ((u),
= 7 {p € Pryp | Nrred(p) < n

= n+0(1).
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Ist nun G = Gal(F,(u)[1¢],F,(u)), so sollte nach dem Satz von Chebotarev fiir
hinreichend grofles n fiir alle m(z) € MP

#M(n,m(z)) _ #Conj(m(z), G)
n #G

gelten. Mit m(z) = = — 1 ergibt sich insbesondere

n

#Gal(E, (o] Falu) ~ Zure =y

Es ist klar, dafl es sich hierbei um heuristische Argumente und nicht um mathe-
matisch exakt begriindete Aussagen handelt. Dennoch geben uns diese Zahlen
Hinweise auf die vorliegende Galoisgruppe.

Wir werden nun die einzelnen Beispiele diskutieren, wobei wir auch immer die
Ausgabe des Programms mit angeben. Daher werden wir die Form der Ausgabe
kurz erklidren. In Simath wird ein Polynom )" ;7" € K [T als Liste

nm a, n—1 a,1 ... 0 ap)

reprasentiert, wobei aber nur die a; auftreten, die ungleich Null sind.

Endliche Primkorper F,, werden durch {0,1,...,p — 1} C Z représentiert. Zum
Beispiel reprisentiert die Liste (2 3 0 6) ein Polynom 3y? + 6 € TF,ly]
fir p > 7. Beliebige endliche Korper werden als F,[y]/h(y) mit irreduziblem
h(y) € F,ly] repriisentiert. Daher bezeichnet (2 (0 1)) das Element 1-T? €
F,[T] = (F,ly]/h(y))[T]. Die Liste (2 (4 1 0 2)) représentiert das Element
(y* 4+ 2)T? € F,[T), sofern [F, : F,] > 5 ist.

Zu einem Rang-2 Drinfeld-Modul ¢ wird das Polynom

22 21 20
¢r(T) = =7+ =7+ =
no ni )

durch
DM — (222n2121n10z0n0) ) 217&0
(2 Z9 nQOZO Tlo) 3 2120

reprasentiert. TorsStelle bezeichnet den Fiihrer [(7) und F1 den endlichen
Korper F,[T]/I. Die Ausgabe der einzelnen Knoten des Schaltgraphen ist selbst-
erkldrend.
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Beispiel 6.2.1. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3,Fs(u), u,u + 2ur + 72)

und den
Fiihrer: T+ 2

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>
Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)
DM= (2 (0 (O 1)) (0 (0 1))

1 (1 (0 2)) (o (0 1))

0 (1 Co 1)) (o (o0 1)))

TorsStelle= (1 (O 1) 0 (0 2))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 59
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]1PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}
oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]1PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l~{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn
fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16lex. M in G mit 2(1-1) != 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. M in G mit 12 != 0 mod ord_{PGL}([M])
M G
G
=2

P R, P, OFr O

T e e e e I

[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO FrP O, OO, OOOOOO K
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
1 : [46]ex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

0 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!'=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Es ist
Grio(T) = (T+2u+1)(71—1)

und damit

drio(z) =2+ 2ur® +x(u+2) = (23 — 2)* + 2u+ 1)(z® — z)

=z(x+1)(z—1)(2®+2* + 22+ 2u+1)) € Fy(u)[z],

und dies ist bereits die vollstdndige Faktorisierung. An der Faktorisierung in
F,(u){7} sehen wir bereits, daf der Drinfeld-Modul eine rationale (7'+2)-Isogenie
besitzt. Daher muf} die Galoisgruppe eine Untergruppe der Borelgruppe sein, was
auch die Belegung der Knoten 3 bis 10 nahelegt. Die Belegung von Knoten 62
ist ein Hinweis auf die Existenz von rationalen (7" + 2)-Torsionspunkten. Aus

der Faktorisierung in IF,(u)[x] konnen wir direkt ablesen, dafl F5 die Menge der
rationalen (7"+ 2)-Torsionspunkte ist. Die Galoisgruppe ist also Untergruppe von

1 Fy
0 F;

Da in der Faktorisierung von ¢ o(z) ein irreduzibler Faktor vom Grad 6 auftritt,
hat die Erweiterung mindestens Grad 6 iiber Fs(u), und damit erhalten wir

Gal(Fy(u)[r+29] , Fy(u)) = (é 52)

Dieses Beispiel haben wir an den ersten 2000 Stellen betrachtet. Wir fanden
folgende Minimalpolynome von Frobeniuselementen.

n = 2000, n = 1999
m(x) r—1|(x =12 (z—-1)(z—2)
#M(n,m(x)) | 320 668 1011
#lm@) 1016 | 0.33 0.51

n

Die tatsdchlichen Haufigkeiten lauten:

1 s
(7)o
m(z) r—1](z-1°](z-1)(z—2)
#Conj(m(z), Q) 1 2 3
% 0.17 | 0.33 0.50

Wie man sieht, stimmen die geschiatzten Haufigkeiten mit den tatséchlichen sehr

gut iiberein.
O
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Beispiel 6.2.2. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3,Fs(u), u,u + (u+ 1)1 + (2u® + 1)7?)

und den
Fiihrer: T

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (3 (0 2) 0 (0 1)) (0 (O 1))
1 (1 (0 1) 0o (0 1)) (O (O 1))
0 (1 Co 1)) (o (o0 1)))

TorsStelle= (1 (0 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 58
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]1PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}
oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]1PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn
fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15]ex. G mit 2(1+1) '= 0 mod ord_{PGL}([M])
[16]ex. G mit 2(1-1) !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]ex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. in G mit 12 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
G
G
=2

O, Pr Or O

e e )

in
in
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[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO FrP,P O, OOFR,H OOOOOHrOoOOo
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
0 : [46]lex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Es ist

dr(z) = (2ud +1)2° + (u+ 1)2® + uz
=2z (W +u+ 1)zt + 2u+ )22 + u) ((u+2)z* + 2%+ 2) € Fy(u)[z],

und dies ist die vollstédndige Faktorisierung.
Wir werden nun zeigen, dafl

Gal(F,(u)[r¢] , Fy(u)) = Gal((u + 2)z* + 2% +2) = Dy

ist.

Sei

flx):=(@u+2)2* +2*2+2, g@):=@*+u+1z*+Q2u+1)z*+u.

Dann ist

Jle) = (ur2)® (= i 5) = @'+ (w22’ +2(u+2) = (0 = (u+ 2))’ —u(u+2)?
und

g(r) = (u+2)? g(u " 2) = o'+ 2(u+2)’ +u(u+2)? = (2> + (u+ 2))2—{—(u+2)3 .

Die jeweiligen Diskriminanten ergeben sich zu
Disc(f) = 2u® (u+2)"  und Disc(j) = u (u +2)®

Es sei Gal(f) die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von f. Dann ist Gal(f) =
Gal( f ) eine transitive Untergruppe der Sy, und da alle Automorphismen die Null-
stellen des Polynoms y? — u(u + 2)? entweder vertauschen oder festlassen, muf}
Gal(f) < Dg sein. Die transitiven echten Untergruppen der Dy sind die zyklische
Gruppe C, und die Kleinsche Vierergruppe V4. Da die Diskriminante von f kein
Quadrat ist, liegt die Galoisgruppe nicht in der A4, und damit scheidet die Vj
aus. Da
f(z) = (2% +u+1)(z + 2u)(z + u) mod (v + 1)

ist, enthélt die Galoisgruppe eine Transposition. Dies schliefit die C'y aus, und es
folgt

Gal(f) = Gal(f) = Ds

Mit analoger Argumentation erhdlt man unter Verwendung von

gx) = (2 +2u)(x +u+2)(z +2u+ 1) mod (v® +u+2)
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daB
Gal(g) = Gal(g) = Ds

gilt. Es ist also noch zu zeigen, daf} die beiden Zerféllungskorper gleich sind. Wir
bezeichnen die Nullstellen von f(x) mit

ulz(m)-(m)
u2=<m>-(M)
o =- (Va D (V14 va)

—- var2)- (Y- va)

Ha =

und die Nullstellen von §(z) mit

|
1
—_
~

m=<m>-( 1—v2u

n2=<¢m>-( Y rew|
ng:_(m).( 1- 2u+1)
m=-(EE D (Vi vEe)

Die Numerierung der p; ist so gewéhlt, daf sich die Galoisgruppe Gal(f) durch
die Operation auf den Indizes als ((1 2 3 4), (1 3)) in die S, einbettet.

Auch die n; sind so numeriert, dafl Gal(g) in der Sy als ((1234), (1 3)) dargestellt
wird. Betrachten wir nun in beiden Zerfillungskérpern den Teilkérper, der von
der Untergruppe {(1), (1 3) (2 4)} elementweise fixiert wird. Es ist

v1+4+2u
pipts = pspts = (u+2)v1+2u  und Mo _Hs

pe s 142y

Ebenso ergibt sich

M2 M Vu
= =2u+1)vu und —=—=—-—-+— ——
mne = N3nNa = ( Wu o 11 2viTou

Damit ist

F3(u) {Nll‘?? &} = F3(v/u, V1 + 2u) = F3(u) {772771, @}

2 T
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Da [F3(y/u,v1+ 2u) : Fy(u)] = 4 ist, ist F3(y/u, /1 + 2u) bereits der Fixkorper
zu obiger Untergruppe. Wir haben also einen gemeinsamen Teilkorper vom Grad 4
in den Zerféallungskorpern von f und g gefunden. Uber diesem Teilkorper zerfallen

f(x) und §(z) als

f(z) = ((1’ — ) (x — Mz)) ' ((x — pg)(x — M4))
und
g(x) = ((z = m)(z =) - ((z = m2)(x —ma))

in quadratische Polynome. Sei

fi(e) = (x — ) (@ — ps) € F5(vu, V1 + 2u)[z]
und
g1(@) = (x —m)(z — n13) € F3(Vu, V14 2u)[z]
Dann haben f und g genau dann den gleichen Zerfallungskorper iiber Fs(u),

wenn f; und g; denselben Zerfallungskorper iiber F3(y/u, v/1 + 2u) haben. Daher
betrachten wir

Disc(f1) _ (p1 — ps)’
Disc(g1) ~ (m —ns)?
(u+2)(1+ Vu)
u+1)(1 —+v2u+1)

24 2/u+2v1 + 2u + 2\/uv1 + 2u

u
(14 Vu+ V1 +2u)?
(Vu)?
Da sich die Diskriminanten nur um ein Quadrat aus Fs(y/u, v/1 + 2u) unterschei-

den, haben f; und ¢; (und damit auch f und g) denselben Zerfdllungskorper.
Insgesamt erhalten wir

Gal(lFy (u)[r¢], Fy(u)) = Gal(f) = Gal(f) = Dy

Um die Gruppe als Untergruppe der GL(2,F3) zu identifizieren, haben wir zu
den ersten 2000 Stellen aus Pg 77 die Minimalpoynome berechnet.

n = 2000, n = 1998
m(z) r—1|lz—-2|(x-1)(z-2)|2*+1
#M(n,m(x)) | 242 | 250 1002 504
#lm@) 1,12 | 0.13 0.50 0.25

Da die Galoisgruppe die volle Diagonalgruppe und ein Element mit Minimalpo-
lynom 22 + 1 enthélt, muf sie zur Gruppe

©2) G W)
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konjugiert sein. Die tatséchliche Verteilung der Minimalpolynome in der obigen
Gruppe lautet

1 0 0 —1
G_<<o —1)’ (1 o>>’ #o=8
m(x) r—1|z—-2|(z—1)(x—2)|2*+1
#Conj(m(z),G) | 1 1 4 2
FC .S 10,125 | 0.125 0.50 0.25
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Beispiel 6.2.3. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3, F3(u), u, v+ (2u® + 2u + 1)1 + u*7?)

und den
Fihrer: T +2

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (3 (0 1)) (0 (0 1))
1 (3 (0 2) 1 (0 2) 0 (O 1)) (o0 (o0 1))
0 (1 Co 1)) (o (o 1)))

TorsStelle= (1 (O 1) 0 (O 2))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 58
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}
oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn
fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15]ex. G mit 2(1+1) '= 0 mod ord_{PGL}([M])
[16]ex. G mit 2(1-1) !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]ex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. in G mit 12 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
G
G
=2

O, Pr Or O
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in
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[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO O, OOF, OO0OO0OO0OOOOoOOo
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
0 : [46]lex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0
1 : [61]ex. M in G mit det(M)!'=1
0 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!'=0
<K<
Es ist
¢r1a(1) = (T — (u+2))(T = 1)
und damit

Grio(z) = 2(z + 1)(z + 2)(uz® + 2u + 1) (uz® + ux + 1) (ur® + 2uz + 1)
Mit f(z) := uz?® + 2u + 1 ist
flx+1) =uz? + 2ur + 1

und
flz+2) =uz® +ux+1

Daher hat der (7" + 2)-Torsionskorper Grad 2 iiber F3(u). Da rationale Torsions-
punkte existieren, wird die Galoisgruppe von einem Element der Ordnung 2 aus
GL(2,F3) erzeugt, dessen einer Eigenwert 1 ist. Damit ist

Gal(F (sl Fu(u) = ([ §)) < GLEF)

Die ersten 2000 Stellen liefern

n = 2000, n = 1998
m(z) r—1|(zx—-1)(z—2)
#M(n,m(x)) | 985 1013
) 1 49 0.51

n

Dies paBit zur Verteilung der Minimalpolynome in der Gruppe.

=y 5): ) #G=

m(z) r—1|(x—1)(z—2)
#Conj(m(z), G) 1 1
#Conj(m(z),G
FE 0.5 0.5
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Beispiel 6.2.4. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3,Fs(u), u,u + ur + 2ur?)

und den
Fiihrer: T

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (1 (0 2)) (0 (0 1))
1 (1 (0o 1)) (o (o 1))
0 (1 Co 1)) (o (o 1)))

TorsStelle= (1 (0 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 59
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}

oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn

fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16lex. M in G mit 2(1-1) != 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. M in G mit 12 != 0 mod ord_{PGL}([M])

M G

G
=2

O, Pr Or O

T = = e N e

[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

P OO FRrRRFP,PORFR,ROOFR,HOOOOORr OO
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
0 : [46]lex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0

<<<<<

Die vollstandige Faktorisierung von ¢r(x) ist
or(z) = 2ux(z®+ 22° + 2) € Fy(u)[x]

Der T-Torsionskorper ist also Fss(u), und die Galoisgruppe ist zyklisch von der
Ordnung 8. Da in der GL(2,F,) eine zyklische Untergruppe der Ordnung r? — 1
immer eine nichtzerfallende Cartanuntergruppe ist, ist (bis auf Konjugation)

Gal(F,(lre] Ey(w) = (] )

Die Untersuchung der ersten 2000 Primstellen liefert

n=2000, n=1999

m(x) r—1|x—2|2*+2x+2 |2 +1 |22 +2+2
#M(n, m(z)) | 810 | 18 360 119 692
#mz) 10,41 | 0.01 0.18 0.06 0.35

Demgegeniiber verteilen sich die Minimalpolynome in der Galoisgruppe

0 1
G= <(1 2)>7 #G =8
m(x) r—1|lz—2|2*+2x+2 |2 +1 |2 +2+2
#Conj(m(z),G) | 1 1 2 2 2
—#COHJ’;”&(I)G) 0.125 | 0.125 0.25 0.25 0.25

Es fallt auf, daf die geschétzten Werte stark von den tatsédchlichen Werten abwei-
chen. Dies erklart sich wie folgt. Das Vorliegen einer nichttrivialen Konstanten-
erweiterung in F,(u)[¢]|F,(u) stort die Gleichverteilung der Frobeniuselemente.
Da F,(u)[i¢]|F,(u) eine reine Konstantenerweiterung ist, tritt dieser Effekt im
vorliegenden Fall besonders stark auf. (In den Beispielen 6.2.7 und 6.2.8 ist der
Effekt schwiicher.) Wihlen wir o : 2 — 2% als Erzeuger der Galoisgruppe von
F3s|F3, so ist Frob, = 048 fiir alle Stellen p(u). Der Frobenius zu einer Stelle
p(u) héngt also nicht von der Stelle selbst, sondern nur von ihrem Grad ab. In-
dem wir eine passende [F3-Basis von ¢ wéhlen, kénnen wir das Element o mit

der Matrix ((1) ;) € GL(2,F;) identifizieren. Damit korrespondieren die 0" zu



130

folgenden Matrizen und Minimalpolynomen:
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ot ((1) ;) ??+z+2|0° (g ?) 2+ 2x + 2
o? (; g) 2 +1 ot (? 1) 2 +1
o? (g g) ?+z+2| 07 (1 é) 2+ 2z + 2
o (g g) x—2 o® (é ?) x—1

Daraus erhilt man

minpol(Frob,) =

?4+r4+2
2?2 +1 :
T —2 :

220 +2
r—1 ;

degp =1,3 mod 8
degp = 2,6 mod 8
degp =4 mod 8
degp = 5,7 mod 8
degp = 0 mod 8

Berechnet man die Anzahl der irreduziblen Polynome zu vorgegebenem Grad, so
erhélt man die folgende Tabelle, wobei auch die Nrred der kleinsten und grofiten
irreduziblen Polynome vom entsprechenden Grad angegeben sind.

#{p € Pp,py| deg(p) = d}

—_
e}

© 00 I O U i W N

3
3
8
18
48
116
312
810
2184
2880

Nrred
1-3
4—6
7T—14
15— 32
33 — 80
81 — 196
197 — 508
509 — 1318
1319 — 3502
3503 — 9382

Wir haben das Beispiel an allen p mit Nrred(p) < 2000 betrachtet. Wie man
aus der Tabelle sieht, haben in diesem Bereich etwa 40 Prozent der auftreten-
den irreduziblen Polynome den Grad 8. Also werden die Frobeniuselemente,
die zu Stellen vom Grad 8 gehoren, in unserem Suchbereich stark iiberre-
présentiert. Nach unseren Uberlegungen von oben ist das gerade die laLFs)-
Da Elemente mit Minimalpolynom x — 2 im von uns betrachteten Bereich
nur von Stellen vom Grad 4 kommen, wurden sehr wenig von ihnen gefunden.
Auch die Haufigkeiten der anderen Minimalpolynome erklaren sich nun direkt. [J
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Beispiel 6.2.5. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3, Fs(u), u,u + ur + ur?)

und den
Fiihrer: T

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (1 (0 1)) (0 (O 1))
1 (1 (0o 1)) (o (O 1))
0 (1 Co 1)) (o (o0 1)))

TorsStelle= (1 (0 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 59
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]1PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}

oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]1PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn

fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16lex. M in G mit 2(1-1) != 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. M in G mit 12 != 0 mod ord_{PGL}([M])

M G

G
=2

=, O O O O

P OORr,r L, OO+

[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO FrP O, OO, OOO0OOOO K
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
1 : [46]ex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

0 : [61]lex. M in G mit det(M)!'=1

0 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!'=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Es ist

or(t) = u(r — 1)(1 — 1)
und damit

or(r) = ur® +urd + ur = u((2® — 2)® — (23 — x))
=ur(r+1)(x+2)(2* 4+ 22 + 2)(2* + 32 + 1) € F (u)[x].

Es ist also F3(u)(r¢) = Far(u). Die Galoisgruppe ist zyklisch von der Ordnung 3.
Da GL(2,F3) bis auf Konjugation nur ein Element der Ordnung 3 besitzt, ist

Gal(F sl Fu(u) = ([ 1)) < GLEF)

An den ersten 2000 Stellen erhalten wir folgende Minimalpolynome:

n = 2000, n = 1999
m(z) r—1](x—1)>
#M(n,m(x)) | 806 1193
#1040 | 0.60

n

Die Héufigkeiten in der Untergruppe sind

6=y 1)1 #0-3

m(z) z—1|(x—1)
#Conj(m(r),G) | 1 2
#Conjaéém(r) G) 0.33 0.67

w und % rithrt daher, daf

F,(u)[r¢]|F,(u) eine Konstantenerweiterung ist. Mit der Argumentation aus Bei-
spiel 6.2.4 ergibt sich

Die Differenz der Werte von

minpol(Frob,) = (z — 1) <= ordgy(Frob,) =1 <= deg,(p) = 0 mod 3
und

minpol(Frob,) = (z — 1) <= ordqy(Frob,) = 3
<= deg,(p) =1,2mod 3.
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Unter Verwendung der Tabelle von Seite 130 erhélt man

#M(2000,2 — 1) = 8+ 116 + (2000 — 1318) = 806
H#M(2000, (z — 1)?) = 2+ 3+ 18+ 48 + 312 + 810 = 1193
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Beispiel 6.2.6. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3,Fs(u), u, u + 2ur + ur?)

und den
Fiihrer: T

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (1 (0 1)) (0 (0 1))
1 (1 (0 2)) (o (o0 1))
0 (1 Co 1)) (o (o 1)))

TorsStelle= (1 (0 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 59
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}

oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn

fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16lex. M in G mit 2(1-1) != 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. M in G mit 12 != 0 mod ord_{PGL}([M])

M G

G
=2

=, O O O O

P OORr,r L, OO+

[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO FrP O, OO, OOODOOO K
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
1 : [46]ex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0
0 : [61]ex. M in G mit det(M)'=1
1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0
<K<
Es ist
op(T) =u(t+1)(r+1)
und

or(z) =wux(x® +1)(2% + 22* + 22 + 1) € Fy(u)[z].

Daher ist der T-Torsionskorper gleich Fss(u). Die Galoisgruppe ist eine zykli-
sche Gruppe der Ordnung 6 und liegt in einer Borelgruppe. Betrachtet man die
Elemente der Ordnung 6 in GL(2,F3), so erhélt man direkt

Gal(F (sl Fu(u) = (5 3)) < GLE.F)

Die Galoisgruppe ist also eine Untergruppe der SL(2,F3). Dies ist auch aus
Drinfeld-theoretischen Griinden klar, da die T-Torsionserweiterung des assozi-
ierten Rang-1 Moduls ¢ = (F3,F3(u), u,u — ut) wegen

brle) = u(a® — ) = ua(z — 1)(z - 2)

trivial ist.
Eine Betrachtung der ersten 2000 Stellen liefert

n = 2000, n = 1999

m(x) r—1|z—2|(x—1)?2](x—2)*
#M(n, m(z)) | 116 | 690 | 831 362
#1006 | 035 | 042 | 0.18

Betrachtung der Untergruppe selbst ergibt

2 1
¢ = <(0 o)) #E=6
m(z) z—1lz—2|(z—1)*|(z—2)°
#Conj(m(2),G) | 1 | 1 2 2
FOnA 1017 | 017 | 033 | 033

Da es sich bei der Torsionserweiterung wieder um eine reine Konstantenerwei-
terung handelt, erklaren sich die Abweichungen zwischen den beiden Tabellen
analog zu den Abweichungen in Beispiel 6.2.4. U
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Beispiel 6.2.7. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3, F3(u),u,u+ (u* +u+ 1)1 + (u® + 1)7%)

und den
Fiihrer: T

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (3 (0 1) 0 (0 1)) (0 (O 1))
1 (3 (0 1) 1 (o0 1) 0 (O 1)) (O (o0 1))
0 (1 Co 1)) (o (o 1)))

TorsStelle= (1 (0 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 58
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}
oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[7]PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,Fl)
[9]1PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l~{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn
fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15]ex. G mit 2(1+1) !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[16]ex. G mit 2(1-1) !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. in G mit 12 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
G
G
=2

O, Pr Or O
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[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]1#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO O, OOF,r OO0OO0OO0OOOOoOOo
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
0 : [46]lex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Es ist
¢r(r) = (W + 1)1 +u)(T +1)
und damit

or(z) = (W4 1)z + (WP +u+ 1)2® +uz = (u® + 1) (2 + 2)* + u(2® + )
=z(x? + 1) ((u+ 1)2? + u)((u® + 2u + )zt + (u? + 2)2? + 1) € F (u)[z],

und dies ist die vollstandige Faktorisierung. An der Faktorisierung in F,(u){7}
sehen wir bereits, daf§ der Drinfeld-Modul eine rationale T-Isogenie besitzt und
daf3 die Galoisgruppe eine Untergruppe der Borelgruppe ist. Allerdings gibt es
wegen Knoten 62 keinen rationalen 7T-Torsionspunkt.

Wir berechnen nun die Galoisgruppe von ¢r(x) ohne Verwendung der Theorie
der Drinfeld-Moduln. Sei

f(z) = (u?+2u+Da* + (> +2)2* +1
9(x) = (u+ 1)z’ +u |

h(z) =2*+1

Wir werden zeigen, daf} fiir die Zerfallungskorper

ZerfKp(g) - ZerfKp(h) = ZerfKp(f)

gilt. Dazu betrachten wir

fla) = (et 12 () = (07 = (0 +2)) — u(u+ 1)

) = 2% +u(u+1)

g = 1)-
30) = (1) gl
Sei Gal( f) die Galoisgruppe des Zerfillungskdrpers von f iiber F3(u). Da ein
Element aus Gal(f) die Nullstellen von y?* — u(u + 1)? fixieren oder vertauschen
muf, ist .

Gal(f) <Dy < S4
Da f irreduzibel ist, mu8 Gal( f ) eine transitive Untergruppe von Dg sein, also Dg,
die zyklische Gruppe Cy oder die Kleinsche Vierergruppe V. Die Diskriminante
Disc(f) = (u + 1)® u? ist ein Quadrat, daher mufl die Galoisgruppe in der A,
enthalten sein. Dies schliefit Dg und Cy aus, und es folgt

Gal(f) = Vi



138 KAPITEL 6. BEISPIELE

Wir miissen nun in ZerfKp(f) die Zerfiallungskorper von g(z) und h(x) finden.
Dazu betrachten wir die Nullstellen

a :—(\/ﬁ)-<\/u—1+\/m>
o —(\/ﬁ)~(\/u—1+\/m>
0= (VT 1) (Vu-1- varTa)
avi= (VA D) (Yu-1- Vi)

auf denen V; durch die Permutationen

{(1), (aag)(aszas), (arasz)(agay), (ras)(agas)}

operiert. Wir betrachten die Elemente o und «; + a3. Die V, operiert auf ihnen
wie folgt:

(o'f) a1 + Qs
(1) ol ay + as
(nag)(asay) | o3 = (—a)* =af | ag +ag = —(ay +a3) # a1+ as
(aqa3)(azay) ak #£ ol asg + aq
(aray)(asas) al # ol Qg+ g # g + g

Die Kérper Fs(u, af) und Fs(u, ay + as) sind also quadratische Zwischenerweite-
rungen von ZerfKp(f)|Fs(u). Es ist

o = (u+1)(u—1+Vu2+u),
also F3(u, a?) = F3(u, vVu? + u),
(a1 + as)® = 2u(u + 1)

bzw.
a1+ ag = + 2u(u+1)

Damit erhalten wir als dritten Zwischenkorper vom Grad 2 den Korper

2u(u+1)\ "
%<“ Vit a )‘F“>

Es liegen also

ZerfKp(g) = ZerfKp(g) = F3(u, \/2u(u + 1))
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und
ZerfKp(h) = Fg(u)
im Zerfallungskérper von f bzw. f. Da der Zerfillungskorper Grad 4 hat, wird

er bereits von den beiden anderen Zerfiallungskoérpern erzeugt.
Wir haben also gezeigt, daf3

Gal(F,(u)[rg], Fy(u)) = Gal(f) =V,

gilt. Da die Galoisgruppe (als Untergruppe der GL(2,F3)) in einer Borelgruppe
liegt und isomorph zu Vj ist, erhalten wir

Gal(Fy(u)[r¢] , Fq(u)) = (HZ); ISE)

Die Nullstellenmengen der Polynome z((u + 1)z* + u) = (u + 1)z + uz und
z(2? + 1) = 23 + x bilden die beiden ¢-invarianten F3-Vektorriume. Damit ist

2u
T¢:<\/§7 u+1>F3 >

da fir « € F3, n € 7¢
kgl = Q-1
gilt.
Eine Untersuchung der ersten 2000 Stellen liefert folgende Minimalpolynome:

n = 2000, n = 1998
m(z) r—1|lz—=2|(z—1)(z—2)
#M(n, m(z)) | 465 | 523 1010
Hm@) | 0.23 | 0.26 0.51

Die tatsachlichen Werte lauten:

_(F5 0 _
o (53] o

m(z) r—1lz—2|(z—1)(z—2)
#Conj(m(x),G)| T | 1 2
W 0.25 | 0.25 0.50

Die leichten Abweichungen erkléiren sich wie folgt. Wir haben die Galoisgruppe

bzgl. der geordneten Basis v/2, 4 /f—fr‘l als (HB?’ JBE)*> reprasentiert. Betrachten wir
3
den Korperturm
Fs(u)[r¢]
|
F32 (U) s

|
F3(u)
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dann gilt fir p(u) # v, u+ 1

Frob, € {(é ?) , <(1) g)} — Trob, € Gal(Fs(u)[rd], Fs:(u))

<= p zerfillt in Fs2(u)|F3(u)
<= deg,(p) = 0 mod 2

Ebenso erhalt man

2 0 2 0
Frob, € {(0 1), (0 2)} <= deg,(p) =1 mod 2

Nach der Tabelle in Beispiel 6.2.4 ist

#{p € Pr,jy) | Nrred(p) < 2000, deg,(p) =0 mod 2} = 947 ,
#{p € Pr,py | Nrred(p) < 2000, deg,(p) =1 mod 2, p # u,u+ 1} = 1051

Nach Chebotarev sollten dann die Minimalpoynome = — 1, x — 2, (v — 1)(z — 2)
20, 101 hzw. ML mal vorkommen. Dies korrespondiert sehr gut zu den

etwa ==,
gefundenen Werten. O



6.2. EINZELBEISPIELE

Beispiel 6.2.8. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3, Fy(u),u,u+ (u+ 1)1 + 72)

und den
Fiihrer: T

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (0 (O 1)) (0 (0 1))
1 (1 (0 1) 0o (0 1)) (O (O 1))
0 (1 Co 1)) (o (o 1)))

TorsStelle= (1 (0 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 59
surjektiv=0
F1=GF(3)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]1PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[56]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}

oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]1PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn

fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16lex. M in G mit 2(1-1) != 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. M in G mit 12 != 0 mod ord_{PGL}([M])

M G

G
=2

P R, P, ORFr O

T e e e s e I

[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]1#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

O O OO FrP O, OO, OOO0OOOO K
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0 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a)(x-b), a!=b und Tr(M)!=0
1 : [46]ex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Es ist
or(T) = (T+u)(t+1)

und damit

St (u+ 1) +ur = (23 + )3 +u(2® + )
(22 + 1)(2% + 22* + 2? + u) € F,(u)[z],

or(z)

i
i

und dies ist bereits die vollstdndige Faktorisierung. An der Faktorisierung in
F,(u){7} sehen wir bereits, dal der Drinfeld-Modul eine rationale T-Isogenie be-
sitzt. Daher mufl die Galoisgruppe eine Untergruppe der Borelgruppe sein, was
auch die Belegung der Knoten 3 bis 10 nahelegt. Allerdings besagt die Belegung
von Knoten 62, daB8 es keinen rationalen T-Torsionspunkt gibt, in Ubereinstim-
mung mit der Faktorisierung von ¢r(z).

Wir haben dieses Beispiel an den ersten 2000 Stellen genauer untersucht und
folgende Minimalpolynome von Frobeniuselementen gefunden:

n = 2000, 7 = 1999

m(z) r—1|z-2|(z—1)?2|(x—-2)*|(z—1)(z—2)
#M(n,m(z)) | 149 | 176 316 353 1005
#em@) 1007 [ 0.09 | 0.16 0.18 0.50

n

Wir wissen bereits, dafl die Galoisgruppe Untergruppe einer Borelgruppe ist. We-
gen der gefundenen verschiedenen Konjugationstypen mufl sogar (bis auf Konju-
gation)

Gal(F, (w)[ré] , Fy(u)) = (ﬂ;% §>

gelten.
Betrachten wir nun, wie sich die Elemente einer Borelgruppe auf die Minimalpo-
lynome verteilen, so erhalten wir

_ (F5 I _
(5 E) oon

m(z) r—1|z—-2|(z— 1)2 (1‘—2)2 (z —1)(z —2)
#Conj(m(2),G)| 1 | 1 2 2 0
—#Comgé(m)@ 0.08 | 0.08 | 0.17 0.17 0.50

Wir sehen, dal die geschétzten Héufigkeiten w mit den tatsédchlichen

#Conj(m(z),G)
#G

Héaufigkeiten gut iibereinstimmen.
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In diesem Beispiel kénnen wir mit dem Korperturm

Fz(UF [r¢]
F32|(u)
Fg (u)

analog argumentieren wie in Beispiel 6.2.7. Wir erhalten fiir p(u) # u

1 s

Frob, € (O F;

) <= Frob, € Gal(F3(u)[r¢], Fs2(u))
<= deg,(p) = 0 mod 2

und

2 Ty
Frob, € (0 F;

Aus der Tabelle in Beispiel 6.2.4 folgt

) < deg,(p) =1 mod 2

#{p € Pg,[y | Nrred(p) < 2000, deg,(p) = 0 mod 2} = 947

#{p € Pr,py) | Nrred(p) < 2000, deg,(p) =1 mod 2, p # u} = 1052

143

Nimmt man an, dafl zwei Matrizen aus 1 E:’ (bzw. aus 2 F‘:’ ) jeweils mit
0 F 0 F

der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten, und untersucht, wie sich die Minimal-
polynome auf die beiden Mengen verteilen, so erhélt man folgende Vermutung

iiber das Auftreten und die Haufigkeiten dieser Polynome:

z—1]z=2](x-1?|(z=2?| (z—1)(z-2)
947 1052 947 1052 947 1052
5 | 6 | 2% | 27§ |37 +3- 75"
0.08 | 0.09 | 0.16 | 0.18 0.50

Die mit dem Computer ermittelten Haufigkeiten werden hierdurch sehr genau

approximiert.

U
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Beispiel 6.2.9. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: (F3, Fs(u), u,u+ 7 + ur?)

und den
Fiihrer: T2 +1

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>
Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)
DM= (2 (1 (0 1)) (0 (0 1))

1 (0 (0 1)) (o (O 1))

0 (1 Co 1)) (o (o0 1)))

TorsStelle= (2 (0 1) 0 (O 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 58
surjektiv=0
F1=GF(9)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]1PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}
oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[7]PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,Fl)
[91PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn
fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16lex. M in G mit 2(1-1) != 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]Jex. M in G mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. M in G mit 12 != 0 mod ord_{PGL}([M])
M G
G
=2

P R, P, O O

e )

[19]ex. in G mit 24 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 != 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)

[22] #F1=2

[23]#F1=3

[24]#F1=4

[25]#F1=5

[30] char (F1) !=2

[31]char(F1)!=3

[32]char(F1)!=5

[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3

[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4

[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6

[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

OrrPrrPORFP,LROOOOOFrH OFr OOoOHR
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1 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a) (x-b), a'!'=b und Tr(M)!'=0
0 : [46]lex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Es ist
G2 (1) = WP+ (u+ )T+ + ) (PP + 1)
und die vollstdndige Faktorisierung lautet

broq(z) =2 (2* 4+ 22% +2) (2* +2° 4+ 2)
<u10x72 910,64 1 10,56 | 910,48 4 10,40
4202 4 1% 4 (4 4 ) 4 201021

+ (2u® + 2u)2'? + ul%2® + (u + )2 + 1+ u2>

An der Faktorisierung in F,(u){7} sehen wir bereits, daf der Drinfeld-Modul eine
rationale (T2 + 1)-Isogenie besitzt. Daher muf} die Galoisgruppe eine Untergrup-
pe der Borelgruppe sein, was auch die Belegung der Knoten 3 bis 10 nahelegt.
Allerdings besagt die Belegung von Knoten 62, daf es keinen rationalen (72 +1)-
Torsionspunkt gibt, in Ubereinstimmung mit der Faktorisierung von ¢4 (z).
Um die Erweiterung genauer zu untersuchen, numerieren wir die Torsionspunkte
wie folgt durch:

=2
9 81
o241 ()
H(m—ni):x4+x2—|—2 ) H(m—m) x9:—x :
i=6 =10

und betrachten den Korperturm

]F3(U)[’T2+1¢]
]Fg(U)[Th’, ooy Mol = Faa(u)
]Fg(u)

Es existieren Untergruppen H; und H, von F§ und eine Teilmenge M von Fg, so
dafl nach passender Konjugation

Gal(Fs(u)[r2y 18], Fa(u) = {(00‘ g) o€ Hy,oeHyBe M}
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gilt. Dann ist die Galoisgruppe der Erweiterung Fs(u)[r21¢]|Fs:(u) gerade

{((1) §)|56H2,66M} ,

und die Galoisgruppe der Konstantenerweiterung Fsa(u)|Fs(u) ist isomorph zu
H;. Da diese Erweiterung Grad 4 hat, mufl H; = {a? | « € F§} sein. Wir werden
nun zeigen, daff die Galoisgruppe Gal(Fs(u)[r241¢], F3(u)) die ganze Gruppe

G::{(Oé2 g) |a,5eF§,BeF9}

ist. Dazu haben wir zu den ersten 3000 endlichen Stellen p(u) die Frobenius-
elemente betrachtet. Es traten 30 verschiedene Minimalpolynome auf, unter an-
derem alle Minimalpolynome der Form (x — o?) mit o € Fj. Weiter auch ein
Minimalpolynom der Form (z — 1)(z — &) mit ({) = F§ und das Minimalpoly-
nom (z — 1)%. Daher liegen fiir passende (3¢ € Fy, b € F; (die wir nicht genauer
bestimmen kénnen) die beiden Matrizen

b 6

in der Galoisgruppe. Auch alle Matrizen

o 0
0 o?

mit o € Iy kommen vor. Weiter ist

(o €p=16 )oem)

fiir eine passende Funktion f : F§ — g, und alle diese Matrizen liegen in der
Galoisgruppe. Damit liegt fiir jedes v € I auch

L) GG -6)

in der Galoisgruppe. Mit der Zerlegung
-1
o B\ _(a® 0N (1 5\ (1 &+
0 ¢ 0 o) \o & 0 1

Gal(Ea(ulreiol, Fa(w) = { (§ 5) lad e per)

folgt dann
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Betrachten wir diese Gruppe genauer. Es ist

MP N {minpol(A) | A € G}
={(z —a®) | a € Fg}
U{(xr —a?®)?*|acF;}
U{(z—a?)(z—0) | acTF;écFy— (Fp)?}
U{(x —a?)(z — %) | a,6 € F§,a® # 6%}

Die Méachtigkeiten dieser Mengen sind 4,4,16 und 6. In den jeweiligen Mengen
Conj(m(z),G) liegen 1,8,9 bzw. 18 Elemente. Wir sehen, daB in G genau
4+ 4+ 16 + 6 = 30 verschiedene Minimalpolynome auftreten kénnen und dafl
unter den ersten 3000 Stellen alle diese Polynome gefunden wurden. O
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Beispiel 6.2.10. Wir betrachten den
Drinfeld-Modul: ~ (F3, F3(u), u, u + 7 + (u® 4+ 2u + 1)7?)

und den
Fiihrer: T3 + 2T + 1

Das Programm liefert die folgende Ausgabe:

>>>>>

Drinfeldmodul=(GF(3), {GF(3)}(u) , u , DM)

DM= (2 (3 (0 1) 1 (0 2) 0 (0 1)) (o0 (0 1))
1 (0 (0 1)) (o (O 1))
0 (1 Co 1)) (o (o 1)))

TorsStelle= (3 (0 1) 1 (0 2) 0 (O 1))
Anzahl betrachtete Frob. (nur unverzweigte Stellen)= 59
surjektiv=0
F1=GF (27)
: [0]G=GL(2,F1)
[11det(G)=F1~{ast}
[2]PG=PGL(2,F1)
[3]PG keine Ugr. von PSL(2,F1) oder PSL(2,Fl) keine echte Ugr.
[4]1PG keine Ugr. von PGL(2,Fn) mit Fn echter Teilkoerper von F1
[5]1PG keine Ugr. von D_{2(1+1)}
oder D_{2(1+1)} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[6]PG keine Ugr. von D_{2(1-1)}
[71PG keine Ugr. von PBorel
[8]1PG keine Ugr. von A_{4} oder A_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[9]PG keine Ugr. von S_{4} oder S_{4} keine echte Ugr. von PGL(2,F1l)
[10]PG keine Ugr. von A_{5} oder A_{5} keine echte Ugr. von PGL(2,F1)
[11]ex. M in G mit <det(M)>=F1l-{ast}
[13]Jex. M in G mit det(M) kein Quadrat
[14]ex. M in G mit Tr(M)~2/det(M) nicht in Fn
fuer alle echten T1lKp Fn von F1l
[15lex. M in G mit 2(1+1) != O mod ord_{PGL}([MI])
[16]ex. in G mit 2(1-1) !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[17]ex. mit cpol(M) irreduzibel
[18]ex. mit 12 '= 0 mod ord_{PGL}([M])
[19]ex. M in G mit 24 '= 0 mod ord_{PGL}([M])
[20]ex. M in G mit 60 !'= 0 mod ord_{PGL}([M])
[21]char (F1)=
[22]#F1=2
[23]#F1=3
[24]#F1=4
[25]#F1=5
[30]char(F1)!=2
[31]char(F1)!=3
[32]char(F1)!=5
[41]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>3
[42]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>4
[43]ex. M in G mit ord_{PGL}([M])>6
[44]ex. M in G mit cpol_{M} irreduzibel und Tr(M)!=0

B =, O O O O
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1 : [45]ex. M in G mit cpol_{M}=(x-a) (x-b), a'!'=b und Tr(M)!'=0
0 : [46]lex. M in G mit v_{p}(ordPGL(M))>0

1 : [61]ex. M in G mit det(M)!=1

1 : [62]ex. M in G mit cpol_{M}(1)!=0

<<<<<

Dieses Ergebnis erklart sich wie folgt: Wir betrachten den assoziierten Rang-1
Modul
Y = (F3,Fy(u),u,u — (u* +2u+1)7) .

Dann ist
Yrsyori(z) = —(u® 4+ 2u+ 1) z p(z) p(—z)

mit

plr) = (u® +u?+2u +ul 4P+ 1)z

+ (U 4+ u'® + 20" ot + w0+ 20" 4 208+ 2u° + U+ u? +u+1)
+ Qu? +u 20 b+ 2ut Fu+2) 2"+ (20 P+ 2)
+ (20 +u® +ut +u? ) 2t + (208 + 2ut + P+ 20 4 2u + 2) 2P
+ W H2u+1) 2+ W 2ut+1)r+1
Dabher ist
[y (w)[] = Fy(u)] = 13
und

Gal(F,(u)[)] , Fy(u)) = {a® | @ € F" = Fy} .
Damit mufl
Gal(Fy(u)[i¢] , Fylu)) < {M € GL(2,Fyr) | det(M) € (F5;)*}

sein. Da fiir p(u) = v 4+ 2u + 1

vp(i(¢)) =—1<0 und ggT (3% v (j(4))) = 1

ist, folgt aus Korollar 4.7.6, dafl 0 1

von Knoten [44] im Schaltgraph zeigt, daf es ein Element mit irreduziblem cha-
rakteristischen Polynom gibt. Nach Satz 3.2.5 liegt dann bereits ganz SL(2,Fa7)
in der Galoisgruppe. Da {det(A) | A € Gal(F,(u)[i¢] ,F,(u))} = (F3,)? ist, ist

[Gal(Fy(u)[i¢] , Fy(u)) : SL(2,Fa7)] = 13

F27) in der Galoisgruppe liegt. Die Belegung

und damit

Gal(F,(u)[i¢] , Fo(u)) = {A € GL(2,Fx) | det(A) € (F3;)"}
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Da der Fiihrer in diesem Beispiel Grad 3 hat, wurden alle Berechnungen
deutlich aufwendiger. Insbesondere dauerte es viel linger, die GL-Ordnung
(bzw. PGL-Ordnung) des Frobenius zu ermitteln, falls dessen charakteristisches
Polynom eine doppelte Nullstelle hatte. Daher haben wir fiir den vorliegenden
Drinfeld-Modul nur die ersten 1000 Stellen getestet. Da andererseits in der
obigen Gruppe 377 Minimalpolynome auftreten kénnen, ist die Datenbasis zu
gering, um Vergleiche durchzufithren. Es sei nur erwéhnt, dafl unter den er-
sten 1000 Stellen bereits 325 verschiedene Minimalpolynome gefunden wurden. [
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Zur besseren Ubersicht fassen wir die betrachteten Beispiele in einer Tabelle zu-
sammen.

DM = (F3,F3(u), u, ¢7)

Beispiel or W(T) Gal(Fy(u)[1¢] , Fg(u))
6.2.1 u+ 2ur + 72 T+2 L Fi
0 F3
1 0 0 -1
3 2
6.2.2 u+ (u+1)7+ (2u’ + 1)1 T ((0 _1>,<1 0))
6.2.3 u+ (2u + 2u + 1)1 + udr? T +2 <<(1) _01>>
6.9.4 " T+ 2ur T nichtzerfallende
Cartangruppe
6.2.5 U+ ur + ur? T <<(1) i))
) 2 1
6.2.6 u+ 2uT + ur T ( 0 9 )
3 3 2 F3 0
6.2.7 |u+ (u+u+1)7+ (u’+1)7 T 0 F
3
6.2.8 u+ (u+ 1)1 + 72 T 3 Ff
0 F3
2 *
9 9 a® f a,0 € F§
6.2.9 u+T+ur T +1 {(0 5) 3 € Fo
M e GL(2 F27)
3 2 3 ’ )
6.2.10 u+7+ (v +2u+1)7 T°+2T+1 { det (M) € (Fy)?

6.3 Ausblick

Zum Abschlufl wollen wir noch kurz einige Verallgemeinerungen des in dieser
Arbeit behandelten Problems ansprechen.

Betrachtet man statt der [Torsion die [*-Torsion, so dndert sich nichts am
Drinfeld-theoretischen Teil des Problems. Allerdings ist in diesem Fall die Galois-
gruppe eine Untergruppe von GL(2,F,[T]/1*). Im Fall ¢ > 1 ist F,[T]/I" nurnoch
ein endlicher lokaler Ring und kein Korper mehr. Lineare Gruppen iiber solchen
Ringen sind nicht vollstdndig verstanden. Zum Beispiel scheint eine Klassifika-
tion der Konjugationsklassen solcher Gruppen noch nicht vorzuliegen. Charak-
teristisches Polynom und Ordnung reichen i.a. nicht, um fiir ein Element aus
GL(2,F,[T]/1") die Konjugationsklasse festzulegen.

Demgegeniiber sollte der Ubergang von [ zu einem Produkt paarweise verschie-
dener irreduzibler Polynome []}_, [; auf weniger Probleme stofen. Es ist lediglich
zu klaren, unter welchen Bedingungen die Erweiterungen IF,(u)[i,¢] und Fy(u)[y; @]
linear disjunkt sind. Dies sollte im allgemeinen der Fall sein, obwohl zum Bei-
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spiel im Fall ¢ = (F,, F,(u), u,u — 72) die Kérper F,(u)[r$] und F,(u)[r414] den
gemeinsamen Teilkorper F2(u) enthalten.

Eine andere Moglichkeit wére es, die [-Torsion eines Rang-r Moduls fiir r > 2 zu
betrachten. Dies wiirde zur Gruppe GL(r,IF\) fithren. Deren Untergruppenstruk-
tur ist zwar komplizierter als die der GL(2,F|) aber immer noch gut untersucht
(siche [KL90]). Allerdings reicht bereits in der GL(3,F) die Kenntnis von Ord-
nung und charakteristischem Polynom nicht mehr aus, um die Konjugationstypen
festzulegen, wie die Matrizen

o O 2

1 0 1 0
a 0 und a 1
0 a 0 a

o O

zeigen. Auflerdem miiffiten dann die charakteristischen Polynome von endlichen
Rang-r Drinfeld-Moduln berechnet werden. Fiir solche Drinfeld-Moduln gibt es
noch keine befriedigende Definition einer Hasse-Invarianten, es steht insbeson-
dere keine Deligne-Kongruenz zur Verfiigung. Dadurch wird die Berechnung des
charakteristischen Polynoms aufwendiger. Sie wére aber immer noch wie folgt
moglich:

Sei ¢ = (Fy,L,b,b+ > ;_, b;7") ein endlicher Drinfeld-Modul. Weiter sei n :=
(L : F,], p(T) = char(¢) und >, ;(T) 2" € (F,[T]) [«] das charakteristische
Polynom. Dann gilt

a.(T) =1
ao(T) =€y - p(T)
degr(a;) < r-1 ‘n

r

mit einem ¢, € F,*. Da der Frobenius 7" : z + 27" = x(#£) das charakteristische
Polynom annulieren muf}, erhélt man die Bedingung

> a(r) 7 =0
=0

(r—1)n
Setzt man fiir 1 <i < (r—1) die ou(T') = th':or J

so erhalt man

¢ij- TV € F [T] allgemein an,
r—1

;L%(r—i)nj <= -

- r
=1

Unbestimmte ¢;;. Koeffizientenvergleich nach 7-Potenzen liefert rn 4 1 lineare
Gleichungen. Um die ¢;; (und damit die o;(7")) und das €, zu bestimmen, muf
man also ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem iiber L l6sen, das aus
theoretischen Griinden bereits Losungen iiber F, haben mu8.
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Als weitere Verallgemeinerung kénnte man Drinfeld-Moduln ¢ = (F,, K, u, u +
g7 + A7?) mit char(¢) = co und 1 < [K : F,(u)] betrachten. In diesem Fall wére
die Galoisgruppe immer noch Untergruppe von GL(2,F|). Die Berechnung von
Pbred(s,p) Wird allerdings schwieriger. Sei % eine Stelle von Ok, L := Ok /B und
¢ habe gute Reduktion an ‘. Es sei

¢ = (F,, L,u,u+ gr + A7?)

der an P reduzierte Drinfeld-Modul mit Charakteristik char(¢) = p(7"). Dann ist
Py = X2+ A(T) - X + egplet6alT) ¢ F,[T][X]

und

degT(A) < deg§<p)

Da [L :is(F,[T])] > 1 ist, geniigt in diesem Fall die Gleichung

(L ig(F[T)] -

io(A(T)) = —¢y - Normg, (H(¢))

nicht, um aus der Hasse-Invarianten das Polynom A(T) zu bestimmen. Es ist
natiirlich moglich, A(T") wie oben beschrieben durch das Losen eines linearen
Gleichungssystems zu ermitteln. Ist Ok kein Hauptidealring, so wird es auch
schwieriger, ein Minimalmodell eines Drinfeld-Moduls zu erhalten. Weiter ist zu
beachten, daff man in diesem Fall nicht mehr mit Polynomen rechnen kann, son-
dern zu Idealen {ibergehen mufl. Dadurch werden alle Rechnungen aufwendiger.
Viele neue Probleme treten auf, wenn wir den Ring F [T'] durch einen beliebigen
Drinfeld-Ring A ersetzen. Wird dieser als F, [T, Y]/ f(T,Y) reprasentiert, so muf
der Drinfeld-Modul durch zwei Frobenius-Polynome ¢, ¢y beschrieben werden.
Fiir diese muf3

Or - Oy = ¢y = Py = Oy - O1
und
d k
i ki
0= Gsry) = gy st gaurivies = D D kidrdy
k=0 i=0
gelten. Dies liefert ein nichtlineares System von Bedingungen an die Koeffizienten

von ¢r und ¢y. Daher ist es in diesem Fall bereits ein nichttriviales Problem,
einen Drinfeld-Modul explizit anzugeben.
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