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Einleitung

Die mathematische Beschreibung des Verhaltens verdiinnter Gase erfolgt durch die
Boltzmann-Gleichung, die im Jahr 1872 erstmals aufgestellt wurde. Dabei handelt es
sich um eine Integro-Differentialgleichung fiir die gesuchte Verteilungsdichtefunktion
der Gaspartikel.

Wihrend der freie Flug der Gaspartikel durch einen linearen Differentialoperator be-
schrieben wird, erfolgt die mathematische Modellierung der gleichzeitig stattfindenden
Partikelkollisionen durch einen bilinearen Integraloperator. Sowohl die theoretische
Betrachtung als auch die numerische Behandlung dieses Kollisionsoperators stellt die
grofkte Herausforderung im Umgang mit der Boltzmann-Gleichung dar.

Als klassische Anwendung der Boltzmann-Gleichung ist die Simulation des Wieder-
eintritts von Raumfahrzeugen in die Erdatmosphédre zu nennen. Daneben gibt es
Varianten der Gleichung, die der Modellierung von Verkehrsfliissen, Ionisationsvor-
gingen oder dem Ladungstransport in Halbleitern dienen. Ferner werden Versionen
der Boltzmann-Gleichung zur mathematischen Untersuchung von volkswirtschaftli-
chen Fragestellungen eingesetzt.

Vor dem Hintergrund dieser immer ldnger werdenden Liste von Anwendungen besteht
die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit darin, den Boltzmannschen Kollisionsopera-
tor hinsichtlich seiner Abbildungseigenschaften auf vollstindig normierten und metri-
schen Funktionenrdumen eingehend zu studieren. Im Hinblick auf die Konstruktion
deterministischer numerischer Verfahren und der damit verbundenen Konsistenz- und
Stabilitatsanalysen wird dabei Wert auf die explizite Darstellung der in den Normab-
schitzungen auftretenden Konstanten gelegt. In manchen Fillen werden alternativ
explizite obere Schranken fiir die betreffenden Konstanten angegeben. Ausgenommen
hiervon sind jene Konstanten, die durch die Verwendung nichttrivialer Interpolations-
oder Einbettungsaussagen in die Abschétzungen einfliefien.

Manche der hier bewiesenen Stetigkeitsaussagen sind aus fritheren Arbeiten zu diesem
Thema bekannt. Die entsprechenden Untersuchungen in dieser Arbeit beschrinken
sich allerdings nicht darauf, die bereits gefiihrten Beweise lediglich zu wiederholen
und die Konstanten in expliziter Form zu erhalten. Vielmehr werden die jeweiligen
Aussagen unter Voraussetzungen betrachtet, die einerseits neue, transparentere Be-
weismethoden erlauben und andererseits keine zusitzliche Einschrankung im Zusam-
menhang mit der Boltzmann-Gleichung darstellen.

Als zweite Thematik werden die Losungen des Anfangswertproblems zur raumlich
homogenen Boltzmann-Gleichung betrachtet. In diesem Zusammenhang werden die
zeitliche Entwicklung der Momente der Losung, die Stabilitdt der Losung beziiglich
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der Anfangsbedingung und Galerkin-Petrov-Methoden zur numerischen Behandlung
studiert.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 1 werden zunichst Aspekte und Begriffe der kinetischen Gastheorie kurz
umrissen, wobei der Fall der verdiinnten Gase den Schwerpunkt bildet. Es folgt die
Vorstellung der Boltzmann-Gleichung als mathematisches Modell fiir diese Phéno-
mene und eine Zusammenfassung ihrer wichtigsten Eigenschaften. Das Interesse an
der raumlich homogenen Boltzmann-Gleichung wird begriindet und mit einer kurzen
Vorstellung von Losungsbegriffen und Aussagen iiber deren Existenz verbunden. Zum
Schluss wird ein fiir die weiteren Betrachtungen niitzliches Lemma formuliert und be-
wiesen.

Das zweite Kapitel beginnt mit der Definition der in dieser Arbeit betrachteten Funk-
tionenrdume und der Zusammenstellung ihrer Eigenschaften. Im Anschluss werden
einige fiir die spateren Untersuchungen wichtige Ungleichungen formuliert und bewie-
sen. Betrachtungen und Bemerkungen zum Boltzmannschen H-Funktional schliefen
das Kapitel ab.

Die Hauptresultate dieser Arbeit finden sich in Kapitel 3. Nach einer kurzen Zusam-
menfassung bereits bekannter Stetigkeitsaussagen iiber den Kollisionsoperator wer-
den die in diesem Kapitel verwendeten Voraussetzungen angegeben und diskutiert.
Auf dieser Grundlage wird die Stetigkeit des Operators auf gewichteten IL,-Réumen
untersucht und die gewonnenen Resultate im Anschluss auf gewichtete Sobolev- und
Besselpotentialrdume iibertragen. Die Konstruktion von metrischen Raumen, fiir die
der Kollisionsoperator stetig ist und Abschétzungen beziiglich exponentiell gewichte-
ter Normen schliefien das Kapitel ab.

Das vierte Kapitel widmet sich wichtigen und interessanten a priori-Abschitzungen
fiir die Losungen des Anfangswertproblems zur rdumlich homogenen Boltzmann-Glei-
chung: Zuerst wird die zeitliche Entwicklung der L;-Momente untersucht und damit
im Anschluss die Stabilitit der Losung beziiglich der Anfangsbedingung nachgewie-
sen. Die Beweismethoden in diesem Kapitel orientieren sich an fritheren Arbeiten zu
diesen Themen. Die hier vorliegende Fassung ist weitgehend selbstkonsistent und gibt
die in den Abschitzungen vorkommenden Konstanten in expliziter Form an.

Nach einer kurzen Ubersicht iiber etablierte deterministische numerische Verfahren
behandelt Kapitel 5 die Galerkin-Petrov-Approximation fiir die rdumlich homogene
Boltzmann-Gleichung. Die Betrachtungen werden auf ganz allgemeine Art und Weise
angestellt, um die wesentlichen und allen konkreten Realisierungen der Approxima-
tion gemeinsamen Aspekte herauszuarbeiten. Ferner werden zwei fiir die praktische
Umsetzung relevante Zusatzannahmen erortert und Bedingungen angegeben, unter
denen die physikalischen Erhaltungssitze auch fiir die approximative Losung gelten.
Die Diskussion der gegléitteten Partikel als mogliche Wahl fiir die Ansatzfunktionen
beendet die Untersuchungen.
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Zusammenfassung

Diese Dissertation befasst sich hauptséchlich mit der Stetigkeit des Boltzmannschen
Kollisionsoperators auf normierten und metrischen Raumen. Die fiir die Kollisionsker-
ne des Operators getroffenen Annahmen sind im Wesentlichen dquivalent zur Grad-
Bedingung. Als Funktionenrdume werden die gewichteten Lebesgue-, Sobolev- und
Besselpotentialriume betrachtet. Bei den entsprechenden Normabschitzungen wer-
den die beteiligten Konstanten bis auf wenige Ausnahmen explizit angegeben.
Desweiteren werden die Losungen des Anfangswertproblems fiir die riumlich homoge-
ne Boltzmann-Gleichung hinsichtlich der zeitlichen Entwicklung der I,-Momente und
der Stabilitit beziiglich der Anfangsbedingung untersucht.

Die Galerkin-Petrov-Verfahren zur numerischen Approximation der raumlich homo-
genen Gleichung werden von einem allgemeinen Standpunkt aus betrachtet.

Abstract

This thesis deals mainly with continuity properties of the Boltzmann collision opera-
tor in normed and metric spaces. The collision kernel of the operator is supposed to
meet requirements which are essentially equivalent to Grad’s cutoff assumption. Func-
tion spaces considered in this thesis are the weighted Lebesgue, Sobolev and Bessel
potential spaces. Up to a few exceptions, all constants involved in the estimates are
given in explicit form.

Further considerations deal with the solutions to the initial value problem for the spa-
tially homogeneous Boltzmann equation. Here, the evolution of moments in L; and
stability with respect to the initial condition are investigated.

Galerkin-Petrov methods for the numerical approximation of the spatially homoge-
neous problem are considered from a general point of view.
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Kapitel 1

Kinetische Gastheorie und
Boltzmann-Gleichung

In diesem einfiihrenden Kapitel wird nach einer kurzen allgemeinen Darstellung der
mathematischen Modellierung von Gasen auf die spezielle Problematik der so genann-
ten verdinnten Gase eingegangen.

Die Boltzmann-Gleichung als mathematische Beschreibungsform der zeitlichen Ent-
wicklung des Gaszustandes fiir diese Situation wird vorgestellt, wobei weniger die
Herleitung der Gleichung im Vordergrund steht, sondern vielmehr die Betrachtung
der mikroskopischen Vorgénge und die entsprechenden mathematischen Objekte bei
der Darstellung der Wechselwirkung von Partikeln in den Mittelpunkt riickt.
Invarianzeigenschaften und schwache Formulierungen des Boltzmannschen Kollisions-
operators, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit von Relevanz sind, werden in einem
eigenen Abschnitt detaillierter vorgestellt, da die hierzu bend&tigten Umformungen
dem besseren Verstdndnis des Operators dienlich sind.

Es folgt die Herstellung des Zusammenhangs zwischen der Beschreibung des Gaszu-
standes auf der Ebene der Boltzmann-Gleichung und den makroskopisch beobachtba-
ren und in Anwendungen eigentlich interessierenden Gréfen.

Historisch, theoretisch und numerisch spielt die so genannte raumlich homogene Boltz-
mann-Gleichung eine eigenstindige und bedeutende Rolle in der kinetischen Gastheo-
rie. Dies zu motivieren, auf Besonderheiten dieser Form der Gleichung einzugehen und
einen kurzen Uberblick iiber Losbarkeitsresultate zu geben, ist Aufgabe von Abschnitt
1.5.

Zum Abschluss wird ein Lemma formuliert und bewiesen, das sich bei der Untersu-
chung der Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators als dufierst niitzlich erwei-
sen wird.

Die Umformungen und Argumentationen der Abschnitte 1.2, 1.3 und 1.4 sind meist
formaler Natur. In diesem Sinn sind die dort angegebenen ,Beweise“ der Aussagen
zu verstehen. Alle dort formulierten Aussagen kdnnen in der gebotenen mathemati-
schen Strenge bewiesen werden und auf die entsprechenden Quellen wird vor allem in
Abschnitt 1.5 verwiesen.
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1.1 Mathematische Modellierung von Gasen

,Die mechanische Wirmetheorie setzt voraus, daf$ sich die Molekiile
der Gase keineswegs in Ruhe, sondern in der lebhaftesten Bewegung
befinden. Wenn daher auch der Kérper seinen Zustand gar nicht
verdndert, so wird doch jedes einzelne Molekiil seinen Bewegungs-
zustand bestindig verandern, und ebenso werden sich die verschie-
denen Molekiile gleichzeitig nebeneinander in den verschiedensten
Zustinden befinden.

L. BOLTZMANN [15]

Unter einem Gas versteht man eine Gesamtheit von N, Partikeln, die sich in einem
Gebiet Q@ C R? (d = 1,2,3) befinden. Der Zustand des Gases zur Zeit t € R, ist
vollstindig bekannt, wenn man Masse m > 0, Position = € {2 und Geschwindigkeit
v € R? eines jeden Gaspartikels kennt. Im Rahmen der klassischen Mechanik ist die

Masse eines Partikels unabhéingig von der Zeit und der Gaszustand zur Zeit ¢ wird
durch

Z(t) = {(my, z;(t),v:i(t)) : i=1,...,N,}

beschrieben. In einem elektrisch neutralen Gas und unter Vernachlissigung der Gra-
vitationskréfte bleiben nur noch zwei Faktoren, die die geradlinig-gleichférmige Be-
wegung der Gasteilchen verhindern:

e Die Interaktion der Partikel mit dem Rand des Gebiets
e und die Interaktion der Partikel untereinander.

Wihrend die Wechselwirkung mit dem Rand allen fluiddynamischen Fragestellungen
gemeinsam ist und hier nicht weiter betrachtet werden soll, kann man anhand des Ein-
flusses der Partikelinteraktion auf die zeitliche Entwicklung des Gaszustands mehrere
physikalische Situationen unterscheiden:

e Als ersten Extremfall die Knudsen-Gase, die hinsichtlich ihrer Teilchendichte so
stark verdiinnt sind, dass die Teilchenwechselwirkungen vernachldssigt werden
konnen.

e Als zweites Extrem das Fluid als dichtes Kontinuum, beschrieben durch die
Euler- und Navier-Stokes-Gleichungen.

Es stellt sich die Frage, wie Gase, deren Zustand sich zwischen diesen beiden Extremen
befindet, zu modellieren sind. Dass diese Fragestellung nicht rein akademischer Natur
ist, zeigt das Beispiel der Erdatmosphére in ca. 80 km Héhe und der Bedarf an der
numerischen Simulation des Wiedereintritts von Raumfahrzeugen in die Atmosphére.
Kennzeichnend fiir die erwihnte Zwischensituation sind die folgenden Eigenschaften:

e Das Gas ist zu diinn, um es mit den Methoden der Kontinuumsmechanik korrekt
zu beschreiben.
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e Andererseits ist das Fluid zu dicht, um Kollisionen vernachlissigen zu diirfen.

e Man kann jedoch annehmen, dass an einer Wechselwirkung nicht mehr als zwei
Partikel beteiligt sind.

Als weitere Vereinfachung soll angenommen werden, dass das Gas homogen ist, d.h.
alle Partikel dieselbe Masse besitzen und dass es sich nicht um Molekiile handelt: Die
Bewegung der Gasteilchen ist ausschlieflich translatorischer Natur.

Sind die physikalischen Regeln bekannt, nach denen zwei Partikel miteinander wech-
selwirken, z.B. indem man die Kraft, die sie aufeinander ausiiben, explizit angeben
kann, so kann man im Prinzip mit Hilfe der Newtonschen Gesetze aus einem gegebe-
nen Anfangszustand Z(0) fiir alle t > 0 den jeweils herrschenden Zustand berechnen.
Diese Vorgehensweise beinhaltet jedoch sowohl praktische als auch prinzipielle Schwie-
rigkeiten:

e Unter Normbedingungen ist die Anzahl der Gasteilchen in einem Kubikmeter
von der GréRenordnung 10?7. Im Gegensatz zum Knudsen-Gas miissen die Wech-
selwirkungen aller moglichen Interaktionspartner simuliert werden, was zu einem
unrealistisch hohen Rechenaufwand fiihrt.

e Ein Vergleich mit Messdaten ist unmoglich: Nach der Heisenbergschen Unschér-
ferelation kann man Ort und Impuls eines Partikels niemals gleichzeitig beliebig
genau messen.

e Die Modellierung auf dieser mikroskopischen Ebene enthilt zu viele bzw. irre-
levante Informationen: Das Modell unterscheidet durch willkiirliche Nummerie-
rung kiinstlich zwischen gleichartigen Partikeln und in praktischen Anwendun-
gen ist man an Groéfen wie Dichte, Druck und Temperatur interessiert, nicht an
Position und Geschwindigkeit eines bestimmten Teilchens.

o Auf makroskopischer Ebene stationére Zustidnde sind mikroskopisch alles andere
als zeitlich konstant und konnen mit einem derart detaillierten Modell nicht
erfasst werden.

Als Ausweg liegt es nahe, solchen Zwischensituationen mit einer addquaten Beschrei-
bung zu begegnen. Um die Vorteile eines kontinuierlichen Modells fiir ein diskretes
Objekt wie ein Partikelkollektiv nutzen zu kénnen, bedient man sich einer probabilis-
tischen Herangehensweise.

Dazu betrachtet man fiir eine messbare Menge Z, x Z, C € x R3 die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass sich zur Zeit ¢ ein Partikel mit einer Geschwindigkeit aus der Menge
Z, im Teilgebiet Z, befindet. Fiir diese Wahrscheinlichkeit, bezeichnet mit

Pt((x(t),v(t)) € Z, x Zv) ,
nimmt man an, dass es eine zugehorige nichtnegative Dichtefunktion f gibt, d.h.

P ((x(t),v(t) € 2, x 2,) = //f(t,x,v) dvdx .

Zr 2y
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Ausgehend von einem Anfangszustand, représentiert durch fo(x, v), bendtigt man eine
Entwicklungsgleichung fiir die gesuchte Verteilungsdichte f(¢,z,v) fiir £ > 0. Fiir den
Fall, dass die Partikel durch binére elastische Kollisionen miteinander wechselwirken,
wird die zeitliche Entwicklung durch die Boltzmann-Gleichung beschrieben.

1.2 Die Boltzmann-Gleichung

LWill man daher nicht blofi beildufige Werte der in der Gastheo-
rie vorkommenden Gréfien mutmafen, sondern eine exakte Theorie
derselben in Angriff nehmen, so muf$ vor allem die Wahrscheinlich-
keit der verschiedenen Zustinde bestimmt werden, welche an einem
und demselben Molekiile im Verlaufe einer sehr langen Zeit und an
den verschiedenen Molekiilen gleichzeitig vorkommen, d.h. es muf
berechnet werden, wie sich die Zahl jener Molekiile, deren Zustand
zwischen gewissen Grenzen liegt, zur Gesamtanzahl der Molekiile
verhdlt.

L. BOLTZMANN [15]

Wenn man wie in Abschnitt 1.1 von elektrisch neutralen Gasteilchen ausgeht und die
Einwirkung der Gravitationskrifte keine Rolle spielen, so ist die zeitliche Entwicklung
der Verteilungsdichte fiir ein Knudsen-Gas gegeben durch

Vt> 0,2 € QueR . f(t,z,v) = folx —vt,v),

wobei fiir x € 02 die Randbedingungen zu beriicksichtigen sind. Da die Partikel sich
untereinander nicht beeinflussen und keine duferen Krifte wirken, bewegt sich der
Anfangszustand entlang der Partikeltrajektorien.

Der obige Ausdruck ist gerade die Losung des Anfangswertproblems

Of(t,x,v)+ (v- V) f(t,z,v) =0 | f(0,z,v)= fo(z,v).

Der Differentialoperator in dieser Gleichung beschreibt diejenigen Anderungen von
f, die durch den freien Flug der Partikel hervorgerufen werden und wird daher auch
Transportoperator oder Transportterm genannt.

Andererseits ist der Transportterm gleichzeitig das totale Differential von f nach der
Zeit t und es ist der Einfluss der bindren Kollisionen miteinzubeziehen. Dies geschieht
mit Hilfe eines Kollisionsterms, der von der Verteilungsdichte f selbst abhéngt:

Ouf(t,,0) + (- Vo) f(t, 2,0) = QUf, [)(E, @, 0) - (1.1)

Die Aufgabe des Kollisionsterms, auch Kollisionsoperator oder Kollisionsintegral ge-
nannt, ist die folgende:

Zur Zeit ¢ finden in einem beliebig kleinen Raumvolumen um die Position = Kollisio-
nen statt, bei denen eines der beteiligten Teilchen die Geschwindigkeit v erhilt. In
Geschwindigkeitspaaren ausgedriickt:

(v, w') — (v,w). (1.2)
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Die Anzahl solcher Kollisionen ist zu bestimmen.
Hiervon ist zu subtrahieren die Anzahl jener Kollisionen zur selben Zeit ¢ und im
selben Volumen, bei denen ein Partikel zuvor die Geschwindigkeit v besa und nach
der Wechselwirkung beide Kollisionspartner eine von v verschiedene Geschwindigkeit
besitzen:

(v,w) — (V0% , V' A£vEw". (1.3)

Zur mathematischen Erfassung dieser Gewinn- und Verlustbilanz bendétigt man die
folgenden Informationen:

e Die moglichen Geschwindigkeitskombinationen, die zum Gewinn bzw. Verlust
von Teilchen mit Geschwindigkeit v fiihren.

e Die zeitliche Haufigkeit, mit der die betreffenden Kollisionen stattfinden.

1.2.1 Das Hartkugelmodell

et irgend ein Raum mit sehr vielen Gasmolekiilen erfiillt, deren
jedes ein materieller Punkt ist. Jedes Molekiil fliege wihrend des
grofsten Teiles der Zeit geradlinig und mit gleichférmiger Geschwin-
digkeit fort. Nur wenn sich zwei Molekiile zufillig sehr nahe kom-
men, beginnen sie aufeinander einzuwirken. Ich nenne diesen Vor-
gang, wihrend dessen zwei Molekiile aufeinander einwirken, einen
Zusammenstof$ der beiden Molekiile, .... “

L. BOLTZMANN [15]

Um die Betrachtungen zu vereinfachen, modelliert man die Partikel als harte Kugeln
mit Durchmesser d,, die nur durch Stéfe miteinander wechselwirken und sich ansons-
ten nicht gegenseitig beeinflussen. Die Kollisionen seien dabei vollkommen elastisch,
d.h. es gilt die Erhaltung von Impuls

V4w =v4w, (1.4)

und Energie
[+ '[P = ol (1.5)

Dabei ist |-| die euklidische Norm eines Vektors, (v', w') das Geschwindigkeitspaar vor
der Wechselwirkung und (v, w) dasjenige nach der Kollision.
Am einfachsten lasst sich die Wechselwirkung beschreiben, wenn man einen Kollisions-
partner mit doppeltem Durchmesser und als ruhend annimmt. Den zweiten Partner
modelliert man als Punkt, der sich mit der relativen Geschwindigkeit v' —w’ bewegt.
Bezeichnet

necS?={yeck’: |y =1}

den Richtungsvektor, der vom Mittelpunkt des ruhenden Partikels auf den zweiten
Partikel zeigt, so findet eine Kollision offensichtlich nur statt, wenn

(W' —=w')-n<0 (1.6)
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Abbildung 1.1: Elastische bindre Kollision im Hartkugelmodell.

gilt. Da die Kollision vollkommen elastisch ist, wird die relative Geschwindigkeit an
der Ebene senkrecht zu n gespiegelt, d.h. die relative Geschwindigkeit v — w nach
erfolgter Kollision ist gegeben durch (siehe Abb. 1.1)

v—w=(I—2nn")(W —w). (1.7)

Addiert und subtrahiert man die Impulserhaltung (1.4) von dieser Gleichung, so erhilt
man die Geschwindigkeitstransformation

v=v—((v—w) nn , w=w+ (W -w) n)n, (1.8)

oder dquivalent

() rm(2) e (T )

so dass aus (1.8) unmittelbar

V=v—(v—w) - n)n , w=w+((v-—w) n)n (1.9)
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folgt. Fiir elastische Kollisionen muss also beziiglich der Parametrisierung nicht die
Unterscheidung (1.2) und (1.3) vorgenommen werden. Bei inelastischen Kollisionen
verhélt sich dies anders.
Es folgt, dass alle Geschwindigkeitspaare (v, w’), die durch (1.9) mit einem n nach
(1.6) gegeben sind, bei der Kollision einen Partikel mit Geschwindigkeit v erzeugen.
Dadurch sind alle Konstellationen bestimmt, die einen Gewinn an Partikeln mit Ge-
schwindigkeit v zur Folge haben.
In welchen Situationen fiihrt die Kollision eines Paares mit Geschwindigkeiten v und
w wieder zu einem Partikel mit Geschwindigkeit v oder w? Dazu bemerkt man zu-
néichst, dass die Vertauschung v «» w zur Vertauschung v' < w’ fithrt und man sich
deshalb auf die Falle v = v und v" = w beschréinken kann. Der erste Fall kann nur
eintreten, wenn

v—wlns(v-—w)-n=0 (1.10)

gilt, und man spricht dann von einer schleifenden Kollision (engl. grazing collision).
Der zweite Fall liegt vor, wenn
v—wl|n

gilt, d.h. die Kollision ist frontal (engl. frontal collision). An (1.9) erkennt man, dass
in dieser Situation die beiden Partikel lediglich ihre Geschwindigkeiten tauschen. Da
die Partikel nicht unterschieden werden, hat aus statistischer Sicht keine Kollision
stattgefunden. In allen anderen Situationen kommt es zum Verlust an Partikeln mit
Geschwindigkeit v.

Mit diesen Vorbetrachtungen lisst sich die folgende Form des Kollisionsoperators ver-
stehen:

Qf, f)(t,z,v)
// v — <f(t,x,v')f(t,x,w') —f(t,x,v)f(t,x,w)) dndw, (1.11)
RS SQ
wobei

S2={nesS:(v-—w) n>0}.

Zunichst féllt auf, dass die Abhéngigkeit von ¢ und x nur iiber die Verteilungsdichte f
selbst gegeben ist und der Operator lediglich auf die Geschwindigkeitsvariable wirkt.
Die Ursache hierfiir ist der Boltzmann-Grad-Grenziibergang

N,—oo , d,—0 : N,d =const.

Dies bedeutet anschaulich, dass die Partikel zu Punkten zusammenschrumpfen, gleich-
zeitig aber die Partikelanzahl so erhoht wird, dass der Gesamtquerschnitt aller Partikel
konstant bleibt. In diesem Sinne ist das Gas als verdiinnt anzusehen.

Der Ausdruck (v — w) - n driickt die Kollisionshaufigkeit beim Hartkugelmodell aus:
Ob es in einem Zeitabschnitt der Lange At zu einer Kollision kommt, hingt von der
Projektion der relativen Geschwindigkeit auf die Verbindungslinie der Kugelmittel-
punkte ab (siehe Abb. 1.1). Die Integration iiber S? beriicksichtigt alle rdumlichen
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0el0,n],d=(r—0)/2€0,7/2]

Abbildung 1.2: Die Parametrisierung der Geschwindigkeiten v' und w’
nach (1.9) bzw. (1.13).

Konstellationen, die der Kollisionsbedingung (1.6) geniigen.
Eine mathematische strenge Herleitung der Boltzmann-Gleichung ist alles andere als
trivial: Erstmals gelang dies GRAD [27]; eine weitere Darstellung findet sich in [20].

Ein Nachteil der Darstellung (1.11) ist die Tatsache, dass der Integrationsbereich
beziiglich der Variablen n von der relativen Geschwindigkeit v — w abhéngt. Diese
Abhingigkeit lsst sich durch den Ubergang zu einer anderen Parametrisierung der
Geschwindigkeitstransformation beseitigen:

Wegen der Householder-Gestalt (1.7) der Transformation von v — w muss es einen
eindeutig bestimmten Einheitsvektor e € S? geben , so dass

vV —w' = |v—wle (1.12)
gilt (siehe Abb. 1.1). Addition bzw. Subtraktion dieser Gleichung und der Impulser-
haltung (1.4) liefert die alternative Darstellung

1 1
v/=§(v+w+|v—w|€) ) w’zé(v+w—|v—w|e). (1.13)

Der geometrische Zusammenhang zwischen den beiden Varianten der Geschwindig-
keitstransformationen ist in Abbildung 1.2 dargestellt.
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Fiir fixierte v, w € R? betrachtet man nun allgemein ein Integral der Form

[(FhFQ):
R (n), w/(m),0,0) Fol o —wl, " (4~ w) -m)dn, (114)
J v = w]

wobei durch die Notation v'(n) und w’(n) die Abhéngigkeit der gestrichenen Ge-
schwindigkeiten von n nach (1.9) hervorgehoben werden soll.

Wiahlt man zur Integration beziiglich Kugelkoordinaten das Koordinatensystem so,
dass der Polarwinkel mit dem Winkel ¥ aus Abbildung 1.2 iibereinstimmt, so ldsst
sich das Integral umschreiben zu

[(Fl,FQ) -
2 7'('/2

//Fl(v'(ﬁ,n),w/(ﬁ,n),v,w)F2(|v—w|,00819) |v —w|cosdsinddddn. (1.15)
00

Definitionsgeméfl besteht zwischen dem Einfallswinkel ¢ und dem Streuwinkel 6 der
folgende Zusammenhang (siehe Abb. 1.1 und 1.2):

m™—0
Y= . 1.1
5 (1.16)
Daraus folgt
—0 0 1 —cosf
cos ¥ = cos (7r2 ) :sin§ = \/7508 , (1.17)
ferner gilt
1 1 1
cos¥sind = 5 sin(29) = 3 sin(m — 20) = B sin 0 (1.18)

und mit d = —2d¥ geht (1.15) iiber in
I(F, Fy) =

— cos0

2T

1 1

2 / / Fi (v (0,n),w (0,n),v,w) FQ( lv —w|, T) v —w| sinfdfdn. (1.19)
0 0

Die Winkel 6 und 7 stellen aber gerade den Vektor e dar, der die gesamte Einheits-
kugeloberfliche durchlduft. Mit de = sin #dfdn ergibt sich schliefslich

I(Fy, Fy) = E/FI(U'(e),w’(e),v,w) F2< v —w|, 4/ 1_?'“) |v — w| de,

S2
wobei v'(e) und w'(e) gemék (1.13) gegeben sind und p = p(v, w, €) definiert ist durch

= % = cosf. (1.20)
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Fiir die spezielle Wahl

Rl vw) = FO)FW) - F@)fw) P jo—w], T2 =

v = w

erhilt man die alternative Darstellung des Kollisionsoperators beziiglich der Geschwin-
digkeitstransformation (1.13):

N =1 [ [ 10wl (r0)s@) - f)fw) dedu. (121)

R3 §2

Der Einfluss der relativen Geschwindigkeit auf die Integration iiber die Einheitskugel-
oberflache ist damit beseitigt.

1.2.2 Interaktionsmodelle und Kollisionskerne

Die allgemeinste Formulierung des Kollisionsintegrals in der bilinearen Form lautet

at9)w) = [ [ Bo-w.e(10gtw) - ) dedw, (122

R3 52

bzw. fiir die Geschwindigkeitstransformation (1.9):

Q90 = [ [ Blo=wm)(f0)aw) - fo)gle)) dn o,

3 g2
RS SY

wobei der jeweilige Kollisionskern B bzw. B die Art der Wechselwirkung der Partikel
modelliert. So hatten sich beim Hartkugelmodell die Darstellungen

B(v—w,e):i|v—w| bzw. Bv—w,n)=(v—w) -n

ergeben.
Wenn die Partikel {iber eine gewisse Distanz hinweg Krifte aufeinander ausiiben, z.B.
durch ein Potential der Form

V(T) = C’Yrify)
wobei v > 1, C, eine Konstante und r den relativen Abstand zweier Partikel bezeich-
net, so kann man zeigen, dass der Kollisionskern die Gestalt

Bv—w,n) = |v—w|""*7b(cos ¥) (1.23)

besitzt (siehe [19]). Dabei ist ¥ der Winkel zwischen v — w und m in der Geschwin-
digkeitstransformation (1.9). Die Funktion b ldsst sich nicht explizit angeben, es ldsst
sich jedoch zeigen, dass gilt:

b(cos¥) = O((7/2 — )"0y 9 — 7/2. (1.24)
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Dies bedeutet, dass eine Singularitét fiir schleifende Kollisionen auftritt.

Definiert man fiir v > 1
4
A=1——, (1.25)
fy

so gilt stets A € (—3,1] und (1.24) schreibt sich um in
b(cost) = O((m/2 — 19)_(3_”/2) , V—>7/2. (1.26)

Anders als fiir das Hartkugelmodell muss in dieser Situation die Funktion F; in (1.15)
folgendermafken gew#hlt werden:

b(cos 1) I
cos v '

Unter Beriicksichtigung von (1.16) und (1.17) definiert man

Fy(lv —wl, cosv) =

ba(cosf) = /2 d \(/11__0%:2/2) = b(CC(?SS;:) : (1.27)

Wegen sinf = O(0) fiir 6 — 0 und (1.17) gilt
V1—cosfd=00) , 6—-0. (1.28)
Mit (1.16) und (1.26) folgt hieraus
ba(cos) = OO~/ g 0. (1.29)

Analog zu (1.19) erhélt man fiir den Kollisionsoperator unter Verwendung von (1.27)
Q(f, f)lv) =
2T
1
Z/// (f('(O,n)f(w'(0,n) = fl)f(w)) [v— w|* by(cos 0) sin 0 df dndw , (1.30)
R3 0 0

und es gilt wegen (1.29)
ba(cos)sinf = OH~BN2) 90, (1.31)

Einsetzen von (1.20) in (1.30) liefert schlielich

L// — F@)F@)) v w by(p) dedw,  (1.32)

R3 S2

so dass man die folgende allgemeine Form des Kollisionskerns beziiglich der Geschwin-
digkeitstransformation (1.13) erhélt:

Bllo—wl,e) = ba(u) jo—wl . Ae(=3.1] , p="""C (133

v = wl
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Wechselwirkungspotentiale, fiir die 0 < A < 1 gilt, heifen hart, fiir A € (—3,0) weich.
Die Funktion by heift Winkelanteil des Kollisionskerns und |v — w|* wird kinetischer
Anteil genannt.

Da der Kollisionsoperator Gewinn und Verlust an Partikeln mit Geschwindigkeit v
bilanziert, erscheint es natiirlich, den Operator in einen Gewinnterm

Q4 (f, 9)(w) = / / ba(i) [0 — wl* F(v')g(w') de duw, (1.34)

R3 S2

und einen Verlustterm

Q- (1.9 = [ [Balo—wl fog(w) dedu. (1.35)
R3 S2
aufzuspalten. Stellt man im Verlustterm das Integral iiber S? in Kugelkoordinaten

dar und substituiert @ = cos 8, so erkennt man, dass fiir die Wohldefiniertheit von ¢)_
die so genannte Grad-Bedingung

1

Cy= 27r/b)\(u) dp < 00 (1.36)

1
erfiillt sein muss (|28]). Dies ist jedoch nach den obigen Betrachtungen im allgemeinen
nicht der Fall, z.B. folgt aus (1.28) und (1.29)

a(p) = O((1— )~V 1 =1, (1.37)

Fiir Zentralkraftpotentiale mit v < oo besitzt der Winkelanteil des Kollisionskerns
eine nichtintegrierbare Singularitédt. Fiir p — —1 ist by(u) = O(1).

Physikalisch besagt die Grad-Bedingung (1.36), dass die schleifenden Kollisionen ver-
nachlissigt werden konnen. Dies kann so interpretiert werden, dass die Partikel iiber
ein Potential mit endlicher Reichweite AR, interagieren. Der Streuwinkel 6 hingt
eineindeutig vom so genannten Streuparameter r ab und es kommt nur zur Kollision,
wenn |7| < ARy.x gilt (siehe Abb. 1.3).

Ist die Bedingung (1.36) erfiillt, so lisst sich (1.35) weiter zerlegen:

Q-(f,9)(v) = Cof(v) / v —w|* g(w) dw = f(v)L[g)(v), (1.38)

wobei der lineare Operator

Liglw) = Gy / o — wl g(w) dw (1.39)

Kollistonsfrequenz genannt wird.
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A Rmax

Abbildung 1.3: Relative Bahnkurve im Hartkugelmodell (gepunktet)
und fiir ein Potential mit endlicher Reichweite.

Als weitere Vereinfachung und aus Griinden der Anpassungsfihigkeit von numerischen
Simulationen wurde von BIRD [8] das VHS-Modell (variable hard spheres model) vor-
geschlagen. Dabei geht man von einem Kollisionskern der Gestalt

B(lv—wl|,e)=Cylv—w|> |, C\>0, e (=3,1] (1.40)

aus. Das Modell hat sich in praktischen Anwendungen gut bewédhrt, nicht nur bei der
Simulation von homogenen monoatomaren Gasen, sondern auch fiir Gasgemische und
im Falle mehratomiger Molekiile.

Speziell sind hierin enthalten das Hartkugelmodell (A = 1) und fiir A = 0 die Mazwell-
(Pseudo-)Molekiile.

1.3 Invarianzeigenschaften und schwache Formulie-
rungen des Kollisionsoperators

Nicht nur aus rein physikalischen Griinden interessant, sondern bei der mathemati-
schen Untersuchung auch bedeutsam ist die Tatsache, dass sich die Anwendung von
Translationen und Rotationen auf die Geschwindigkeitsvariablen ungestoért auf den
Kollisionsoperator iibertrigt.
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Zur Untersuchung dieser Eigenschaft definiert man fiir z € R3

T. f(v) = fv—2),

und U € R3*3 sei eine orthogonale Matrix. An der Geschwindigkeitstransformation
(1.13) erkennt man unmittelbar die Giiltigkeit von

(v—z,w—2)— (V' —z,0" —2),

und da man im Kollisionsintegral statt beziiglich der Variablen w ebenso gut beziiglich
der Variablen w + z iiber R? integrieren kann, folgt unmittelbar

V2 eR® : QT [, T.g)(v) = T.Q(f. 9)(v). (1.41)

Die Invarianz unter orthogonalen Transformationen sieht man folgendermafen ein:
Ersetzt man bei der Integration iiber die Einheitssphire die Variable e durch ¢ = Ue,
dann gilt dée = de und

1 1
Uv' = 5(1/{@ +Uw + [Uv —Uwl|e) , Uw' = é(l/lv +Uw — [Uv — Uw| E) .

Ferner gilt wegen
(v—w)-e Uv—w)-é

T el T e —w)]
dass p invariant unter orthogonalen Transformationen von v, w und e ist. Setzt man
W = Uw, so gilt db = dw, |v —w| = [Uv — w| und es folgt mit den obigen Betrach-
tungen:

afottgotw) = [ [ntwle—up (feag) - gt dedu

_ /:/bquUv—ﬁmA(f@nwganw>—faﬁogum)démb
= Q. 9)Uv). (1.42)

Sowohl zur Untersuchung theoretischer Aspekte der Gleichung als auch im numeri-
schen Kontext ist es hilfreich, alternative Formen des Kollisionsoperators anzugeben.
So ist etwa fiir Stabilitdts- und Eindeutigkeitsaussagen sowie bei der Betrachtung von
Galerkin-Petrov-Methoden die symmetrische Form des Kollisionsoperators die geeig-
nete Variante. Diese ist zuniichst rein algebraisch definiert als

Qf9)(w) =5 [ [ Ble=w,0)(F0)gw) 1 w)gle!) = (glw)=F(w)g(v) ) de .
R3 S2
(1.43)
Zusatzlich betrachtet man eine Form der Symmetrisierung, die sich auf die Kollisions-
geometrie stiitzt:
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Die Vertauschung e < —e fiihrt zu den Vertauschungen py < —p , v < w' und
S? « S2. Damit erhilt man fiir die bilineare Variante des Kollisionsoperators:

Qf.g)(v) = //bA(u) v —w]* (f(v’)g(w’)—f(v)g(w)> de dw

R3 S2

_ /|v B w|)\</b)\(ﬂ) <f(7/)g(w/) — f(v)g(w)> de
R3 Sl

+ [ b (F090) = F)gtw) de) du

52
_ / v — w) (/ b (1) (F()g(w') = f(0)g(w) ) de
R3 S3

Mit der Indikatorfunktion fiir eine Menge (2

1 ,yefl

folgt fiir die quadratische Form des Kollisionsintegrals die Darstellung

QU f)(v) = /\v—w| /bA )+ ba(—1)) L0,y (1 )<f(v’)f(w')—f(v)f(w))dedw.

(1.44)

Wendet man dieselben Umformungen auf den algebraisch symmetrisierten Operator
an und setzt

ba(p) = (ba(p) + ox (=) L,y (1) (1.45)

so erhalt man

/ 0w / b 10) (£ () g (0) - () )~ F () )~ F ) (v) ) de duw

(1.46)
Diese Varianten des Operators mit symmetrisiertem Kollisionskern werden sich bei der
Untersuchung der Abbildungseigenschaften als vorteilhaft erweisen. Es ist klar, dass
sich die eingangs bewiesenen Invarianzeigenschaften sofort auf den symmetrischen
Kollisionsoperator Q iibertragen.
Von besonderer Bedeutung ist die schwache Formulierung des Kollisionsoperators:

Jaraeuedn baw. [t wue)d. (147
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wobei ¢ so zu wahlen ist, dass der Ausdruck wohldefiniert ist. Ist dies der Fall, so gilt
der folgende

Satz 1.3.1. Unabhdingig von f und g gilt fiir geeignete Testfunktionen 1:

/ QUf.9) (0)(w) dv

=5 | [ [to =l (1@)9w) = s@ag@) (410) = 00 de dw do.

R3 R3 S2
Beweis. In den Koordinaten

VT w vV —w
v=110 W=t

5 dw dv = 8dU du,

ausgedriickt, lautet die schwache Formulierung des Kollisionsoperators

/ QUf.9) (0)(w) dv

e / / b (1) [0 (U +u) / (FW -+l €)g(Uul )~ F(U-+u)g(U—u) ) de dudU

R3 R3 S2
Fiihrt man die Integration beziiglich v in den Kugelkoordinaten

R=lul |, é:ﬁ , du= R*dRde,
u

aus, so erhilt man

/Q(f, 9)(W)(v) dv =

23“7 / / / R (U+ Re )b ()  F(U+Re)g (U~ Re) f(U+Re)g(U~Re) e de dU dR.

0 R3 52 52

Unter Beachtung von i = € - e vertauscht man die Rollen von e und €, setzt u = Re
und erhilt

/ Q(f, ) (0)(v) dv

R / / / a0 [ (U +le) (F(U-+2)g(Ut)~ F(U-+ ]| )g(U~[] ©)) de dadU

R3 R3 S2
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Die Koordinatentransformation

v=U+ua , w=U-u |, dﬂdU:%dvdw

fiihrt zu
[ewa@ewar = [ [ [l =P o) (5e)atw) - r0aw)) dédodu
R3 R3 R3 52
- - [eU90)vw)
Daraus folgt die Behauptung. |

Entsprechend erhélt man fiir den symmetrischen Kollisionsoperator:

//\v—w\ /bA W)+ Fw)g(v)

0 —f(v)g<w> — f(w)g(®)) () = Y () ) dedvdw.

Ersetzt man im Integral auf der linken Seite v durch w, so tauschen auf der rechten
Seite die Variablen v und w ihre Rollen und man erhilt insgesamt die Darstellung

/Qfg (v) dv

= 5[ [lo-wr / ba (1) (£ () + F(w)o(w) = F0)g(w) = F(w)g(v))

x (¢<v> + p(w) = ¥(v) = b(w')) dedvduw

Fiir die quadratische Form des Kollisionsoperators ergibt sich hieraus sofort

/fo —1/ [-wr /bA Flw!) — £(o) )

X (w}) +ap(w) — Y(') — ¢(w')) dedvdw. (1.48)

Die bisher gezeigten Darstellungen der schwachen Form des Kollisionsintegrals sind
fiir alle Kollisionskerne der Form (1.33) giiltig. Kann man @ bzw. Q in Gewinn- und
Verlustterm aufspalten, so erhélt man mit denselben Umformungen wie in Satz 1.3.1:

Jeroeeerao= [ [ o=l fwgw) / () dedwdv,  (1.49)

R3 R3
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woraus fiir den ganzen Operator folgt:

[atra@eea= [ [lo-wp regtw) [ (6w) - o) dedudo.
R3 R3 R3 52

(1.50)

Fiir den symmetrischen Kollisionsterm erhélt man daraus die schwache Formulierung

/ O/, 9)(0)(v) du

- / / o —wl F()g(w) / ba) () + V(W) — () — ¥(w)) de dwdo.

(1.51)

Die entsprechende Variante fiir den quadratischen Kollisionsterm ist

/ QUf, )(0)e(w) dv

=5 [ o=l 1) [ b0 (w0 + vw) = v0) = wlw)) dedudo.

(1.52)

Bemerkung 1.3.2.

a) Die Formulierung (1.50) kann auch als Definition des Kollisionsoperators dienen,
wenn die Grad-Bedingung (1.36) nicht erfiillt und somit keine Auspaltung in
Gewinn- und Verlustterm moglich ist. Die Idee hierbei ist, dass die Differenz der
Testfunktionen die Singularitdt von by behebt. Da die Singularitiat an der Stelle
p = 1 nach (1.37) von einer Ordnung < 2 ist, geniigt es hierfiir, dass

1

[ (500 = 600)) de| < Fatww) [ 12001 = )

52 el

mit einer im Hinblick auf f und ¢ hinreichend integrierbaren oder beschrinkten
Funktion Fy, (v, w) gilt.

Umgekehrt wurde von VILLANI [51] nachgewiesen, dass fiir v < 1, d.h. A < =3,
nicht einmal mehr (1.50) eine sinnvolle Definition des Kollisionsoperators erlaubt.
Dies ist nicht weiter problematisch, da die durch v < 1 reprisentierten Interak-
tionsmodelle nicht den der Boltzmann-Gleichung zugrunde liegenden Annahmen
entsprechen.

b) Wie spéter eingehender diskutiert werden wird, sind die schwachen Formulierungen
von (), Q und () ein sehr niitzliches Werkzeug bei der theoretischen Untersuchung
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und numerischen Behandlung des Kollisionsoperators. Fiir den Fall etwa, dass die
Testfunktion isotrop ist,

v =9(),
kann man bei fixierten v, w € R® durch Anwendung einer orthogonalen Transfor-
mation die Integration iiber die Einheitssphéire derart in Kugelkoordinaten ausfiih-
ren, dass der Polarwinkel der Kugelkoordinaten mit 6 = arccos(u) tibereinstimmt.
Von dieser Moglichkeit wird an mehreren Stellen Gebrauch gemacht werden.

1.4 Makroskopische Grofien, Kollisionsinvarianten und
Erhaltungsgleichungen

LwLediglich dem Umstande, daff selbst die regellosesten Vorginge,
wenn sie unter denselben Verhdltnissen vor sich gehen, doch jedes-
mal dieselben Durchschnittswerte liefern, ist es zuzuschretben, dafs
wir auch tm Verhalten warmer Korper bestimmte Gesetze wahrneh-

men.
L. BOLTZMANN [15]

Makroskopische Grofien

Die Losung f(t,x,v) > 0 der Boltzmann-Gleichung ist fiir alle ¢ > 0 eine Verteilungs-
dichtefunktion und beschreibt den Zustand des Gases auf der probabilistischen Ebene.
In konkreten Anwendungen ist man aber an physikalisch mehr oder weniger direkt
messbaren makroskopischen Grofen interessiert und es muss geklirt werden, wie man
aus der Kenntnis von [ solche Grofen gewinnt. Dies geschieht durch Integration des
Produkts aus Verteilungsdichte und geeigneter Funktionen in v {iber den gesamten
Geschwindigkeitsraum, also der Bildung spezieller Momente der Verteilungsdichte:

e Momente nullter Ordnung:
Die Dichte p ist definiert als

p(t,x):/f(t,x,v) dv. (1.53)

e Momente erster Ordnung:
Die muttlere Geschwindigkeit v ist

p(t,x)v(t,x) = /vf(t,x,v) dv. (1.54)

e Momente zweiter Ordnung:
Der Impulsfluss M ist

M(t, x) = /vi vj f(t,z,v)dv : (1.55)

R3 ij=1
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und die mittlere Gesamtenergiedichte E definiert man als

B(t, z) = %/W F(t 2, 0) dv = %tr(M(t,az)) , (1.56)

wobei tr(-) die Spur bezeichnet.
Mit der Aufspaltung
v=v+(v—v),

und unter Beachtung von

/(v —v(t,z)) f(t,z,v)dv =10, (1.57)

R3

lassen sich weitere makroskopische Grofen ableiten und zueinander in Beziehung
setzen:
Der Spannungstensor P,

P(t,z) = /(v —v)(v—v)T f(t,x,v)dv, (1.58)

R3
steht mit dem Impulsfluss (1.55) in der Beziehung
M(t, ) = p(t,z) v(t,x) vI(t,z) + P(t, z).

Die mittlere innere Energiedichte (oder thermische Energiedichte) e
1 1
p(tv ZL‘) e(tv iL’) = 5 / |U - V(t7 ‘T)|2 f(tv L, U) dv = §tr(P(t7 ZL‘)) (159)
R3

summiert sich mit der mittleren kinetischen Energiedichte zur Gesamtenergie-
dichte:

Bt z) = %p(t, D) v (t, 2) 2 + plt, 2) elt, @)

Der Druck p(t,x) ist gegeben durch

p(t,z) = %tr(P(t,x)) , (1.60)
und man erhélt durch Vergleich mit (1.59):

p(t,z) = %p(t,:c) e(t,z) . (1.61)
Schliefslich ist die Temperatur T durch

pltsa)T(ta) = 5 [ Jo = v{t.) f(t.a.0) do = Splt,a)elt. ) = it o),
R3

(1.62)
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gegeben, in Ubereinstimmung mit der Zustandsgleichung fiir ideale Gase. Die-
se beinhaltet iiblicherweise die universelle Gaskonstante, die im Rahmen dieser
Arbeit nicht betrachtet wird. Statt dessen wird eine renormierte Temperaturde-
finition verwendet.

e Momente dritter Ordnung:
Die Energieflussdichte r € R ist definiert als

3

r(t,x) = % ([R/ v |0 ft, 2z, 0) dv , (1.63)

i=1

und man bestéitigt mit der obigen Aufspaltung der Geschwindigkeit sofort, dass

v(t.o)

r(t,z) = p(t,z)v(t, x) ( ’2 + e(t, x)) +P(t,x)v(t,z) + q(t, x),

wobei der Wirmeflussvektor q € R? als

q(t,z) = % /(vi —vi(t,x) [ = v(t,2)]> f(t,z,v) dv (1.64)

3 i=1

definiert ist.

Damit sind alle mechanisch und thermodynamisch relevanten makroskopischen Gro-
Ken aus der Verteilungsdichtefunktion abgeleitet. Speziell erkennt man, dass aus der
Kenntnis der 4 Momente nullter und erster Ordnung, der 6 Eintrige auf und oberhalb
der Diagonalen des symmetrischen Spannungstensors und der drei Komponenten des
Wirmeflussvektors alle anderen Grofsen abgeleitet werden konnen.
Wahrscheinlichkeitstheoretisch gesprochen: Die makroskopischen Grofsen sind bestimmt
durch 13 (z.T. zentrierte) Momente der Verteilungsdichtefunktion f.

Kollisionsinvarianten

Unter den im letzten Unterabschnitt definierten Grofen sind Dichte, Impuls und Ener-
gie dadurch ausgezeichnet, dass bei einer elastischen Kollision auf mikroskopischer
Ebene die entsprechenden Grofen Masse, Gesamtimpuls und -energie des Partikel-
paares erhalten bleiben. Thre zeitliche Entwicklung auf makroskopischer Ebene ist
daher von eigenem Interesse.

Definition 1.4.1. Eine Funktion ¢ : R®> — R heiRt Kollisionsinvariante, wenn sie
die Eigenschaft

Vo,w € R 6(v) + d(w') = ¢(v) + $(w)
besitzt. v, w' sind dabei geméf (1.13) (bzw. (1.9)) definiert.
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Aus dieser Definition und der schwachen Formulierung des symmetrischen Kollisi-
onsoperators (1.51) folgert man sofort die folgende makroskopische Sichtweise der
Kollisionsinvarianten:

Satz 1.4.2. Eine messbare Funktion ¢ : R® — R ist genau dann Kollisionsinvari-
ante, wenn gilt:

Vﬁgi/QUyﬂw¢WMv=0

Die Frage nach der Existenz und der Gestalt solcher Funktionen gibt der folgende

Satz 1.4.3. Eine messbare Funktion ¢ : R®> — R ist genau dann Kollisionsinvari-
ante, wenn gilt:

6(v) = alof +b-v+e,

wobei a,c € R und b € R3 beliebig sind.

Dass solche Funktionen Kollisionsinvarianten sind, folgt unmittelbar aus der Definiti-
on sowie der Erhaltung von Masse, Impuls und Energie bei einer elastischen Kollision.
Die umgekehrte Richtung ist weitaus weniger trivial. Den Beweis fiir stetige Funktio-
nen findet man in [7] und [19]. Die Ausweitung des Resultats auf messbare Funktionen
ist u.a. in [4] und [20] zu finden.

Begrifflich soll an dieser Stelle vereinbart werden, dass die Funktionen

bo() =1 . o) =i, (=1,2.3) . éu(v) == |of

5 (1.65)

Basiskollisionsinvarianten genannt werden. Alle anderen Kollisionsinvarianten lassen
sich offensichtlich in eindeutiger Weise als Linearkombinationen der ¢; darstellen.

Makroskopische Erhaltungsgleichungen

Fiir die mit den Basiskollisionsinvarianten zusammenhangenden makroskopischen Gré-
Ken kann man mit Hilfe von Satz 1.4.2 Evolutionsgleichungen ableiten. Dazu multi-
pliziert man die Boltzmann-Gleichung

&tf(tax?U) + (U : Vm)f(t7xav> = Q(fv f)(t,x,v) )

jeweils mit ¢; fiir ¢ = 0,...,4 und integriert beziiglich der Geschwindigkeit v iiber
R3. Aus den Definitionen von Dichte (1.53), mittlerer Geschwindigkeit (1.54), innerer
Energiedichte (1.59), der Definition des Spannungstensors (1.58) und des Warmefluss-
vektors (1.64) erhdlt man das folgende System makroskopischer Erhaltungsgleichun-
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gen:

Op +div,(pv) =0 (1.66)

Oi(pv) + div,(pvv? +P) =0 (1.67)

1 °L 9 1 > B
) (p(§\v| +e)) +;8—xi<p (5 [vi +e) vﬁglvj(P)wqi =0 (1.68)

Dabei wurde die Abhingigkeit der beteiligten GréRen von (t,2) aus Ubersichtlich-
keitsgriinden weggelassen. Man hat 5 Gleichungen fiir die 13 Unbekannten p, v; , P;;
(1 <j) und q;, was bedeutet, dass man zusétzliche Abschlussrelationen benétigt.

1.5 Die raumlich homogene Gleichung

,Die Anzahl der Molekile im Raume r, deren lebendige Kraft (kine-
tische Energie - Anm. d. A.) zur Zeit t zwischen x und x + dz liegt,
will ich mit f(x,t)dx bezeichnen. Dieselbe wird im allgemeinen da-
von abhdngen, wo ich den Raum r im Raume R konstruiere. [...]
Dann wiirde die Anzahl f(t, x)dx verschieden ausfallen, je nachdem
ich den Raum r rechts oder links im Raume R konstruiere. Wenn
nun dies nicht der Fall ist, wenn die Anzahl f(t,x)dx zu einer ge-
gebenen Zeit vollkommen gleich ausfallt, wo immer ich den Raum
r im Raume R konstruieren mag, so sage ich, die Verteilung der
lebendigen Kraft sei zur Zeit t eine gleichformige, d.h. also nichts
anderes, als die Molekiile mit den verschiedenen lebendigen Kriften
sind gleichformig untereinander gemischt.“

L. BOLTZMANN [15]

Die rdumlich inhomogene Boltzmann-Gleichung (1.1) ist sowohl aus theoretischer als
auch numerischer Sicht ein komplexes mathematisches Objekt. Im Bereich der Theo-
rie erschwert die Tatsache, dass der Transportoperator die Ableitung beziiglich x mit
der Geschwindigkeitsvariablen verbindet, die Untersuchung von Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen. Mit sehr restriktiven Voraussetzungen war ein erster Erfolg in
dieser Richtung in der Arbeit [22] zu verzeichnen.

Das Auffinden von analytischen Losungen ist bis auf triviale Fille ein hoffnungsloses
Unterfangen, so dass man auf approximative Lésungen angewiesen ist. Die Probleme
bei der numerischen Lésung der Gleichung lassen sich verdeutlichen, wenn man die
Gleichung auf einem Orts- und Geschwindigkeitsgitter diskretisiert betrachtet:

{z;:i=1,...,N,}JCR?* (d=1,2,3) , {v;:5=1,...,N,} CR>.

Fiir jeden Zeitpunkt ¢ ist an N, Positionen jeweils fiir N, Geschwindigkeitspunkte
ein fiinfdimensionales Integral auszuwerten. Verwendet man hierzu z.B. eine Quadra-
turformel, die auf die gewdhlten Geschwindigkeitspunkte zuriickgreift und zusétzlich
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N, Punkte auf der Einheitssphére fiir die Approximation des inneren Integrales ver-
wendet, so ist der Aufwand von der Gréfenordnung N, N2 N,. Schon fiir rdumlich
zweidimensionale Fille ist der numerische Aufwand enorm.

Wie das Zitat zu Beginn des Abschnitts zeigt, hat bereits Boltzmann selbst zur Ver-
einfachung seiner theoretischen Untersuchungen die rgumlich homogene Gleichung be-
trachtet, bei der die Verteilungsdichte als vom Ort unabhingig angesehen wird.

Das zugehorige Anfangswertproblem fiir die raumlich homogene Boltzmann-Gleichung
lautet

Of(t,v) = QU f)(t,v) (1.69)
f(0,0) = fo(v).

Auch im Hinblick auf die Numerik ist die raumlich homogene Gleichung bedeutsam:
Beim so genannten Operator-Splitting 16st man zunéchst die Transportgleichung, d.h.
man fiihrt fiir ein Zeitintervall [t, t + At/2] einen Freiflugschritt ohne Kollisionen, aber
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen durch. Die so erhaltene Approximation
an f dient als Anfangsbedingung fiir das im Anschluss fiir jeden Gitterpunkt x; zu
16sende Anfangswertproblem zur rdumlich homogenen Gleichung auf dem Zeitintervall
[t + At/2,t + At].

Da die Verteilungsdichte nur noch von ¢ und v abhéngt, sind die in Abschnitt 1.4
definierten Groéfen Funktionen der Zeit. Es folgt als unmittelbare Konsequenz aus
den makroskopischen Erhaltungsgleichungen (1.66)-(1.68):

Proposition 1.5.1. Fir jede Losung [ des Anfangswertproblems (1.69) gilt notwen-
digerweise

p(t)=p(0) , v(t)=v(0) , E) =EQ).

Die makroskopischen Pendants jener Grofien, die mikroskopisch bei einer Kollision
erhalten bleiben, sind ebenfalls zeitlich konstant.
Geht man in (1.69) von fy iiber zur Anfangsbedingung

fo= fo(v+vy(0)),

1
ps(0)

pr0) = [ fulyde, i(0) = [vso) o,

so folgt offensichtlich

p(0) = /fo(v) dv=1 , v(0)= /vfo(v) dv=0.
R3 R3
Die Translationsinvarianz des Kollisionsoperators, die zu Beginn von Abschnitt 1.3

festgestellt wurde, liefert zusammen mit der Erhaltungseigenschaft aus Proposition
1.5.1:



1.5. Die rdumlich homogene Gleichung 25

Korollar 1.5.2. Fiir das Anfangswertproblem zur rdumlich homogenen Boltzmann-
Gleichung (1.69) geniigt es, solche Anfangsbedingungen fo zu betrachten, fir die

p(0)=1 wund v(0)=0

gilt.

1.5.1 Gleichgewichtsverteilungen und H-Theorem

JInfolge der Zusammenstifie werden vielmehr einige Molekiile gro-
Bere, andere kleinere Geschwindigkeiten annehmen, bis sich endlich
eine solche Verteilung der Geschwindigkeiten unter den Molekiilen
hergestellt hat, daf8 dieselbe durch die Zusammenstéfie nicht weiter
verdndert wird.“

L. BOLTZMANN [15]

Wie das Zitat zeigt, war Boltzmann davon iiberzeugt, dass sich der Zustand des Ga-
ses mit der Zeit einer stationdren Losung des Anfangswertproblems (1.69), einem
Gleichgewichtszustand also, annihert. Vorarbeit in dieser Richtung wurde von nie-
mand Geringerem als MAXWELL [36] geleistet. Maxwell fand, dass das Gleichgewicht
dargestellt wird durch die nach ihm benannte Verteilung

M) =Aexp(=Blv—¢[*) , A B>0,ceR (1.70)
Aus (1.4) und (1.5) folgt unmittelbar, dass
Q(M, M)(v) =0

gilt. Boltzmann gelang sogar der Nachweis, dass dies die einzigen nichtnegativen re-
ellwertigen Funktionen mit dieser Eigenschaft sind und er beschéftigte sich intensiv
damit, zu zeigen, dass die Losung von (1.69) mit der Zeit einer solchen Maxwell-
Verteilung zustrebt. Das von ihm erfundene Hilfsmittel hierzu ist das H-Funktional

HIf] = / £(0) log(f (v)) dv. (1.71)

Vergleicht man (1.70) mit den Definitionen (1.53), (1.54) und (1.62), so erhilt man
die folgende alternative Darstellung der Maxwell-Verteilungen:

v—v|?
M,y r(v) = Wexp (' — | ) . (1.72)
Es liegt nahe, zu einer gegebenen Funktion f mit M; diejenige eindeutig bestimmte
Maxwell-Verteilung zu bezeichnen, deren Dichte, mittlere Geschwindigkeit und Tem-
peratur mit den entsprechenden makroskopischen Grofen von f iibereinstimmen. Die
von Boltzmann angefiihrten Argumente und erzielten Resultate lassen sich wie folgt
zusammenfassen:
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Satz 1.5.3. a) Fir jede fast tberall positive Funktion f # 0 gilt:
QU ) =0 <= f(v) = M(v).

b) Fir jede fast dberall nichtnegative Funktion f gilt die Boltzmann-Ungleichung

/ QUI. 1)) log(f(v)) dv < 0,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn f(v) = M(v).
¢) Fir jede Losung f von (1.69) gilt das H-Theorem:

SHIA0 <0,

und Gleichheit gilt genau dann, wenn f(t,v) = Mg, (v).

Beweis. a) Dass der Kollisionsoperator fiir Maxwell-Verteilungen verschwindet, wur-
de bereits bemerkt. Umgekehrt ist Q(f, f)(v) = 0 gleichbedeutend mit

F@)f(w') = f(0)f(w) <= log(f(v")) + log(f (w')) = log(f(v)) + log(f(w))

fiir fast alle v, w € R3. Das aber heifit, dass log f eine Kollisionsinvariante sein muss.
Aus Satz 1.4.3 und der Definition (1.70) folgt nach entsprechender Definition der
beteiligten Konstanten die Behauptung.

b) Setzt man in (1.48) ¢¥(v) = log(f(v)), so erhilt man

[ et nw o) v -
i/ / '”_w'k/ ba(12) (£ () = F(0) f(w) ) log (%) de dw dv
R3 R3 S2

Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass fiir alle y;, s > 0 die Ungleichung

(Y1 — y2) log <%> <0

Y1

gilt und Gleichheit nur fiir y; = y- eintreten kann. In diesem Fall muss aber nach
Teil a) notwendigerweise f(v) = M (v) gelten.

c¢) Differentiation von

HIAWO = [ 1(t.0)1og(f0.0) do
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nach ¢ ergibt

d
SHIN® = [ QU Do) los(rt.v)do+ [ QL)) do.
R3 R3
Das zweite Integral verschwindet, da ¢¢(v) = 1 eine Kollisionsinvariante ist. Auf
das erste Integral wendet man die Boltzmann-Ungleichung aus Teil b) an. Die

Behauptung iiber die Gleichheit folgt aus Proposition 1.5.1.
|

Ferner kann man zeigen, dass fiir alle nichtnegativen f, fiir die Dichte, mittlere Ge-
schwindigkeit und Temperatur endlich sind, stets gilt:

H[f] > H[My].

Hieraus folgerte Boltzmann in Verbindung mit dem H-Theorem, dass fiir jede Losung
von (1.69) gilt:

f(tv U) 2:0 Mfo (U) .

Zeitgenossen von Boltzmann sahen einen Widerspruch darin, dass aus der reversi-
blen Mechanik, die den Kollisionstransformationen (1.9) zu Grunde liegt, sich eine
Gleichung ableitet, in der eine Zeitrichtung laut H-Theorem ausgezeichnet ist. Boltz-
mann gelang es trotz einiger Bemiihungen nicht, die Zweifel an der Korrektheit seiner
Gleichung auszurdumen. Heute hingegen ist die Existenz irreversibler Prozesse keine
Streitfrage mehr und fiir die Boltzmann-Gleichung ist geklért, dass der Boltzmann-
Grad-Grenziibergang fiir diesen Verlust der Reversibilitit verantwortlich ist.

1.5.2 Losungsbegriffe und Existenz von Losungen

BOLTZMANN [15] selbst konnte die Losbarkeit der rdumlich homogenen Gleichung mit
den mathematischen Methoden, die ihm gegeben waren, nachweisen, indem er sich auf
eine diskrete Variante der Gleichung zuriickzog.
Der erste Nachweis einer punktweisen Losung von (1.69) fiir das Hartkugelmodell
gelang CARLEMAN [18], der isotrope stetige Anfangsbedingungen fy mit dem asymp-
totischen Verhalten

follol) = o(jo] %), Jo| = o0

betrachtete. Unter diesen Voraussetzungen gelang ihm der Nachweis, dass die Losung
eindeutig ist und das H-Theorem gilt. Ferner zeigte er die punktweise Relaxation zur
Maxwell-Verteilung fiir ¢ — oo. Auf Carleman geht auch die (formale) Darstellung
der Losung mit Hilfe des Duhamel-Prinzips zuriick:

t

ft.0) = folw) exp(~ [LUA)m0)dr) + [@uF s 0) exo( [ Lm0y dr) ds

s

t

(1.73)
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POVZNER [46] konnte die Voraussetzungen an die Anfangsbedingung abschwichen,
indem er
folw)(1 + o) € Ly,

verlangte (zur Definition der Funktionenrdume siehe Kapitel 2). Als Hilfsmittel ver-
wendete er dazu die nach ihm benannten Ungleichungen (siehe Abschnitt 2.2.2).
Eine umfassende und systematische Arbeit zu Fragen der Existenz, Eindeutigkeit, Po-
sitivitdt und Relaxation zur Maxwell-Verteilung wurde von ARKERYD in [3] und [4]
durchgefiihrt. Er entwickelte mafgeblich die im Hinblick auf die Definition von Dich-
te, mittlerer Geschwindigkeit und Temperatur bedeutsame LL,-Theorie zum rdumlich
homogenen Anfangswertproblem:

Satz 1.5.4. (ARKERYD [3/)
Fiir den Kollisionskern gelte die Abschdtzung

B(v—w,e) < Cp(1+ |v]* + |w]), (1.74)
wobei 0 < \ < 2. Die Anfangsbedingung besitze die Figenschaften

fo>0 , fologfoel, , fo(1+||%) €L,

fiir ein k > 2. Dann ezistiert eine Losung f > 0 zum Anfangswertproblem (1.69) mit
den Eigenschaften:

/ £(t, v)p(v) do = / he) do . p(v) =100,

und
f& A+ ) e Ly

Speziell gilt fiir t1 > 0 die Ungleichung

Vie 0,4 : /f(t,v)(1+|v]“)dv§Cl/fo(v)(l—Hv]“)dv,

wobei die Konstante Cy nur von t;, Cp sowie der Dichte und Gesamtenergie der
Anfangsbedingung abhdngt.

Zum Beweis ging Arkeryd zunichst von Kollisionskernen aus, die auch in v und w
beschriankt sind. Die Existenz einer Losung fiir ein begrenztes Zeitintervall folgt fiir
solche Interaktionen sofort und ldsst sich wegen der Erhaltung der Dichte auf die
gesamte Zeitachse ausdehnen. Die Hauptaufgabe besteht darin, die Positivitdt von
f(t,-) fir alle ¢t und die Giiltigkeit des H-Theorems nachzuweisen. Der Beweis von
Satz 1.5.4 gelingt schlieflich dadurch, dass man Kollisionskerne mit der Eigenschaft
(1.74) durch eine Folge gleichméfig beschrinkter Kerne approximiert und mit Hilfe
des H-Theorems und des Dunford-Pettis-Kriteriums (siehe [26]) nachweist, dass die
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zugehorige Folge von Losungen schwach kompakt in L, ist. Eine geeignete Teilfol-
ge konvergiert dann schwach gegen eine IL,-Funktion, die eine Losung von (1.69) ist.
Diese Beweismethode ist fiir die Theorie der Boltzmann-Gleichung bis heute die Vor-
gehensweise schlechthin.

In [4] setzte Arkeryd wie zuvor Povzner voraus, dass fo(1 + |-|*) € L, und konnte
zeigen, dass die Losung fiir ¢ — oo im L;-Sinn gegen die der Anfangsbedingung zuge-
horige Maxwell-Verteilung My, konvergiert.

10 Jahre spéter entwickelte Arkeryd eine Losbarkeitstheorie in L, unter der Voraus-
setzung fo € L N LY (siehe [6]).

Es wurde bereits gesagt, dass das Auffinden analytischer Losungen fiir die Boltzmann-
Gleichung, selbst in der rdumlich homogenen Situation, ein extrem schwieriges Un-
terfangen ist. Von grofem Wert ist daher die Arbeit von BOBYLEV [9], in der durch
Betrachtung der Fourier-transformierten Gleichung eine Klasse analytischer Losungen
fiir den Fall der Maxwell-Molekiile identifiziert wurde.

Auf Arkeryds Arbeit [6] aufbauend wurden von GUSTAFSSON in [29] und [30] die
[L,-Eigenschaften der Losungen fiir harte Interaktionspotentiale sehr detailliert unter-
sucht.

Die fiir harte Potentiale schwichsten Voraussetzungen an die Anfangsbedingung, die
die Existenz einer nichtnegativen Losung unter Erhaltung von Masse und Energie
garantieren, wurden in MISCHLER/ WENNBERG [41] angegeben. Es geniigt, dass die
Anfangsbedingung

fo(l+ |-} e L,

erfiillt. Auf das H-Theorem muss man allerdings in diesem Fall verzichten.

Weniger entwickelt ist die Losungstheorie fiir Kollisionskerne, die Singularititen im
Winkelanteil und /oder im kinetischen Anteil besitzen. Es war wiederum Arkeryd, der
in [5] den Losungsbegriff erweiterte und das Anfangswertproblem (1.69) fiir den Fall
—1 < X < 0 betrachtete. Die fiir diese A im Winkelanteil auftretende Singularitit
konnte mit der in Bemerkung 1.3.2 a) erwdhnten Idee durch Verwendung der Taylor-
Entwicklung der Testfunktionen an der Stelle v behoben werden. Ausgehend von der
schwachen Formulierung (1.50), die auch fiir die Geschwindigkeitstransformation (1.9)
gilt, definierte Arkeryd eine schwache Lisung von (1.69) als eine Funktion f, die die
Gleichung

/ F(t,0)0(t,v) do = / Fow)(0,v) dv + j / f(T,v)%w(T,v) dvdr

+/t///é(v—w,n)f(T,v)f(T,w)(z/J(T,U')—Q/J(T,U)) dndwdvdr, (1.75)

R3 R3 Si

erfiillt fiir alle Testfunktionen v, die zusammen mit ihren ersten partiellen Ableitun-
gen nach ¢ und v gleichméafig beschrankt sind. Es gelang der Beweis der Existenz
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solcher Losungen und der schwachen Stabilitdt beziiglich der Anfangsbedingung: Fiir
eine Folge fI' von Anfangsbedingungen, die schwach in L, gegen f; konvergieren,
kann man aus der Folge f™(t,-) der zugehorigen (schwachen) Losungen eine Teilfolge
auswahlen, die schwach in L, gegen die Losung f(¢,-) des urspriinglichen Anfangs-
wertproblems konvergiert. Auch (und gerade) fiir die schwachen Losungen fiithrte die
Verwendung des Dunford-Pettis-Kriteriums zum Ziel.

VILLANI [52] fithrte eine weitere Klasse von schwachen Losungen auf der Basis von
reguldren Distributionen ein, d.h. die Testfunktionen wurden als beliebig oft differen-
zierbar und mit kompaktem Trager angenommen. Dies war notig, um die von Arkeryd
nicht betrachteten Fille —3 < A < —1 behandeln zu kénnen. Mit denselben Argu-
menten wie Arkeryd konnte auch hier die Existenz und schwache Stabilitat bewiesen
werden, erweitert um eine Version des H-Theorems.

Fiir die rdumlich inhomogene Gleichung ist die Theorie weitaus weniger entwickelt.
Neben der bereits erwéhnten Arbeit [22]| sollen hier auch die Beitrdge [1] und [2]
genannt werden, in denen mathematische Hilfsmittel eingefiihrt wurden, die der Un-
tersuchung der Boltzmann-Gleichung allgemein, speziell jedoch der Betrachtung des
Kollisionsoperators in dieser Arbeit zugute kommen.

Natiirlich ist damit nur ein sehr kleiner Teil der Arbeiten zur Existenz von Losungen
und ihrer Eigenschaften erwihnt worden. Weitere Quellen werden in weiteren Verlauf
dieser Arbeit im jeweiligen Zusammenhang genannt.

1.6 Ein niutzliches technisches Lemma

Die Anwendung des folgenden Lemmas wird die Beweisfiihrung bei einigen Normab-
schiatzungen fiir den Gewinnterm des Kollisionsoperators entscheidend vereinfachen:
Lemma 1.6.1. Fiir \,v > —3 seien hy : [-1,1] — R und F : R® — R Funktionen.
Sei ferner w' fiir fiziertes v € R3 durch (1.13) definiert. Dann gilt

1

/ / ha()lw — w"F (') dw de = 2 20912 / @f;—gﬁwdn / v — 2P F(2) dz,

S2 R3 -1 R3

(1.76)
sofern die Integrale auf der rechten Seite existieren.
Beweis. Der Beweis besteht im Wesentlichen darin, die Jacobi-Determinante
dw
det | —
“(&)
beziiglich der Grofe
(v—2)-e
= ~ - 1.77
END) P (1.77)

darzustellen, wobei e € S? und v € R3 fixiert sind. Damit gilt fiir das Integral auf der
linken Seite von (1.76) 1 = u(w,e). Die Variable z € R? sei wie w’ dargestellt als

1
z:é(v+w—|v—w|e). (1.78)
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Man berechnet

dz 1 v—w o dz 1
— =T+ — ) =—(1+ )
» 2( e ) :>det( ) 8( p(w,e))

Ferner gilt

_ v — w|?

u—z|* =2v—w—(z—w)|* = 5 v

t+e| = lv—wf(14+pu(w,e)). (1.79)

v — wl
Bildet man auf beiden Seiten der Gleichung
2 —2)=(v—w)+ |v—wle
das Skalarprodukt mit e und quadriert anschliefend, ergibt sich
v — 2" u(z, )" = v — w*(1 + p(w, €))*,
woraus durch Vergleich mit (1.79) folgt:
lv— 2]

p(z,e)

Die gesuchte Darstellung der Jacobi-Determinante lautet damit:

d
det (d—f) = 4u(z,e)72 .

Beim Ubergang von der Intgrationsvariablen w zur Variablen z ist folgendes zu be-
achten: Durchlduft w (fiir fixierte e € S? und v € R?) den gesamten Raum R?, so
durchlduft z wegen (1.78) den Halbraum (siehe Abb. 1.2)

{z € R® : u(z,e) > 0}.

pw,e) =2u(z,e)* —1 und |v—w| =

Daraus erhalt man

//hA(u) |v —w|"F(w') dw de
S2 R3
ha(2u(z,€)* — 1)

— 4
p(z,e)*t

S2 {z:p(z,e)>0}

_ 4/\U—Z|WF<Z) / M@z = 1) oy

|v —2|" F(z) dz de

p(z, )t
{e(z,)>0}
Fiir die Behandlung des inneren Integrals wéhlt man zur Parametrisierung der Hemi-
sphire {2 : u(z,e) > 0} eine orthogonale Matrix & € R3*3, deren dritte Spalte gerade
durch (v — 2)/|v — z| gegeben ist und fiir die gilt:

1 cosny/ 1 —p
e=—=U| sinny/1—pu , 0<n<2r , —-1<pu< 1.

V2 V1+p
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Es folgt hieraus

1 +M 273/2
,u(z,e): ? ) de = mdndﬂ7

und man erhélt, wie behauptet:

1

ha(2u(z,e)? — 1) _ (v+3)/2 ha(p)
4 / M<z7€)2+7 de = 212 Wd,u
{e:u(z,e)>0} -1

Bemerkung 1.6.2. In anderer Fassung wurde dieses Lemma urspriinglich in [1] sowie
spéter in [2| formuliert und bewiesen. Es ist im Zusammenhang mit der Boltzmann-
Gleichung unter dem Namen Cancellation lemma bekannt.



Kapitel 2

Funktionenraume und Ungleichungen

In diesem Kapitel werden die Definitionen der im Rahmen dieser Arbeit am haufigs-
ten betrachteten Funktionenrdume angegeben und einige ihrer Eigenschaften zusam-
mengefasst. Als weitere mathematische Hilfsmittel werden die Interpolation zwischen
Banach-Rdumen und die Differentiation in Banach-Rdumen kurz vorgestellt.

Es folgen Formulierung und Beweis einer Reihe von Ungleichungen, die fiir die Un-
tersuchung des Kollisionsoperators bzw. der Eigenschaften der Losungen des rdumlich
homogenen Anfangswertproblems von Bedeutung sein werden.

Der letzte Abschnitt widmet sich der Frage, welche Integrierbarkeitsvoraussetzungen
von der Verteilungsdichtefunktion erfiillt werden miissen, um die Wohldefiniertheit
des H-Funktionals zu gewéhrleisten.

2.1 Funktionenraume

Aus rein physikalischen Uberlegungen heraus wird man von Anfangsbedingungen und
Losungen der Boltzmann-Gleichung verlangen, dass Masse, Impuls und Energie end-
lich sind. Wegen der Definition dieser makroskopischen Grofen leitet sich aus dieser
Forderung ab, dass die Funktion bzgl. der Geschwindigkeit in einem entsprechend
gewichteten IL;-Raum liegen muss. Es liegt nahe, die Boltzmann-Gleichung bzw. den
Kollisionsoperator fiir solche Funktionen zu untersuchen. Da man beim Gewinnterm
gewisse Glattungseffekte beobachten kann, lohnt sich auch das Studium dieses Ope-
rators in entsprechenden Funktionenrdumen, namentlich in gewichteten Sobolev- und
Besselpotentialrdumen.

2.1.1 Ré&aume integrierbarer Funktionen

1) Fiir 1 < p < oo definiert man den Raum der p-fach Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen durch

L={fR—R:|fIL,| <oo},

33
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wobei

1/p
pr=( frser a)

2) Im Falle p = oo definiert man den Raum L __ der wesentlich beschrinkten Funktio-
nen durch die Forderung, dass fiir diese

[/ Lo || = ess sup|f(v)]

veER3

endlich ist.
3) Fiir v € R definiert man die gewichteten L -Rdume durch
L;”):{f:R3—>R : (-)VfGILp} , 1<p<oo.
Die Gewichtsfunktion ist dabei definiert als
WY =1+ w»H"? |, veR. (2.1)

Die entsprechende Norm lautet also jeweils

1/p
1<p<oo: [fILY] =(/<v>p”\f(v)\p dv) ,

R3

bzw.
[ £ L ]| = ess sup (0)" |£(v)]

Verteilungsdichten f mit endlicher Dichte, Impuls und Energie sind also genau jene,
. 1 @) .
fiir die f € L, gilt.
Fiir Funktionen
f:R* —R
werden die entsprechenden Riume mit L, (R?) bzw. Ly’ (R?) bezeichnet.

Von dem folgenden fundamentalen Satz wird héufig Gebrauch gemacht werden. Be-
weise finden sich in [26] und [58].

Satz 2.1.1. (Ho6lder-Ungleichung)
Sei 1 < p < oo und der konjugierte Exponent durch

. , 1 <p<oo
/ p_l
p = o L, p=1 (2.2)
I ,p=x

definiert (kurz: 1/p+1/p' = 1). Dann gilt fir f € L,(R?) und g € L,, (R?):

Jg€Ly(RY) und |[f gLy (®)] < [|£ L, (R} [lg Ly (RY]]
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in Integralform fiir p < oo:

15w gte) e s( [1swr dv) : ( 15w dv) "

Das folgende Lemma wird im Rahmen dieser Arbeit nur fiir den Fall d = 3 verwendet.
Um die Abhingigkeit der beteiligten Grofen von der Dimension klar herauszustellen,
wird es fiir den allgemeinen Fall formuliert und bewiesen.

Lemma 2.1.2. Es seien v, vy, 15 € R.
a) Sei 1 < p < oo. Dann ist fir vy < vy die Einbettung
v d v d
Ly (R) & LYW (RY)
stetig.

b) Es gilt
/(v)”dv<oo<:>u<—d.

R4

¢) Seip>1und feLl" (R). Dann gilt:

feL?(RY) «— <=2

;)

wobei p' = p/(p—1). Genauer:

£

< Cd7p7V17V2 Hf |L§;V1> H (23)

mit der Konstanten

(

1/p
(/ (v)P ) dv) 1<p<oo

R4

Cpane = : (2.4)
/<v>”2_yl dv ,p = 00

\ R4

Beweis. a) Fiir v; < 1, gilt punktweise (v)” < (v)”* und damit

I g @D < [1f L= (®1)]] - (2:5)
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b) Notwendigerweise muss v < 0 gelten. Bezeichnet y, das Oberflichenmaf der (d —
1)-dimensionalen Einheitskugeloberfliche, so erhélt man unter Verwendung von
Kugelkoordinaten

/de _ /(1+|v\2)”/2dv

Rd Rd
S

= xd/rd_1(1+r2)”/2dr

0

1 0o
(v<0)

< xq /rd1(1+r2)”/2dr+/'r”+d1dr

0 1

Das erste Integral ist offensichtlich unabhéngig von der Dimension d und dem
Exponenten v durch 1 beschrinkt. Das zweite ist genau dann konvergent, wenn
v+d—1< -1 v < —dgilt, der Wert des Integrals ist in diesem Fall 1/(v + d).
Es folgt

Vy<—d:/<v>”dvgxd(1—yid). (2.6)

R4

¢) Im Fall 1 < p < oo erhélt man durch Aufspalten des Exponenten und Anwendung
der Hoélder-Ungleichung:

/<v>"2 [f (W)l dv < (/(W’” |[F (W) dv) 1w(/(v%”“”“” dv)

R4 R4 R4

1/p’

Das erste Integral auf der rechten Seite ist nach Voraussetzung endlich. Nach Teil
b) existiert das zweite Integral genau dann, wenn

d

/
p(l/g—l/l)<—d<:>y2<l/1——/.

Analog hat man im Fall p = oc:

[l s( [wr dv) ess sup [(0)"" /(0]
d e veER
und das Integral auf der rechten Seite existiert, wenn vy — 1y < —d.
|

Bemerkung 2.1.3. Speziell besagt Teil ¢) des vorangegangenen Lemmas, dass die
Einbettung
v 2
LY o LY
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stetig ist, wenn
v>2+3/p.

Damit ist klar, wie man das Gewicht in I, mindestens wihlen muss, um die Endlich-
keit von Dichte, Impuls und Energie zu gewihrleisten.

Fiir den dreidimensionalen Geschwindigkeitsraum erhédlt man aus (2.4) und (2.6) die
folgende obere Schranke fiir die Stetigkeitskonstante:

(p=1)/p (p—1)/p
1 — —4
03717,1/1,1/2 < <47T (1 N ))) - <47T <3 e Vl)p ) ) (27)

3+ (s —1y B+wvy—1v)p—3

fiir 1 < p < oo und
2+V2—I/1

C! <Ar
3,00,v1,v2 = 3 + Uy — 14

(2.8)
fiir p = oc.

Im Zusammenhang mit der Boltzmann-Gleichung bietet es sich an, den Funktionen-
raum

LY ={f:R* —R:exp(®|*)f €L;} (2.9)
fiir © > 0 mit der Norm
£ 2| = [Jexp(© -[*)f Ly|| = /exp(9 o) | f(v)] dv (2.10)
R3

zu betrachten. Die Maxwellverteilungen fallen beispielsweise unter diese Kategorie.

2.1.2 Sobolev- und Besselpotentialrdume

Fiir oy, az, az € Ny bezeichnet a = (v, g, 3) € N} einen Dreifachindex,

3
ol = o
i=1

den Betrag des Index und
olel

N 0211, 0%2v9 093 U3

9%g(v) g(v).

Mit der komponentenweisen Ordnung der Multiindizes,
ﬁja<:>@§a2 , ’i2172,3,

und dem dreidimensionalen Binomialkoeffizienten

() -10(3).
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schreibt sich die dreidimensionale Fassung der Leibnizschen Produktregel folgender-
mafen:

o(1(0) 9:00) = 3 (§) @0n0) (0 Pau(0). (2.11)

Bl ﬁ
Fiir s € Ny und 1 < p < oo ist der Sobolev-Raum W; definiert als
We={g:R* —R : V]a|]<s :0%el,} .
Beziiglich der Norm

1/p
Hm@%(ZW%mW>, 012

|x|<s

ist W) ein Banach-Raum. Im Falle p = oo ist die Summe natiirlich durch das Maxi-
mum iiber alle a zu ersetzen.
Fiir v € R ist der gewichtete Sobolev-Raum W5’

W;’<”> ={g:R>—R: ()'geW}

ebenfalls ein Banach-Raum, wenn er mit der Norm

1/p
o = Sl (ralr) 013

lx|<s

oder der dquivalenten Norm

1/p
Hmw%h(imewwﬁ o1

la|<s

versehen wird.

Bezeichnet C"*° den Raum aller unendlich oft differenzierbaren komplexwertigen Funk-
tionen, so ist der Schwartz-Raum der schnell fallenden glatten Funktionen definiert
als

S={g:R*—C,geC®:WeRaceN, :3C,q :[()0%| < Cra} .
Eine Folge (g,,) von Schwartz-Funktionen heifit in S gegen 0 konvergent, wenn gilt

v eR a €Ny ¢ lim [[(-)" 0%, L] =0,

und eine Folge heift konvergent in S mit Grenzwert g € S, wenn (g, — g) — 0 im
angegebenen Sinne gilt. Die beziiglich dieser (lokalkonvexen) Topologie auf S stetigen
linearen Funktionale heilen temperierte Distributionen und der zugehorige Raum wird
mit S’ bezeichnet.

Die Fourier-Transformation ist definiert als

Fg)(€) = / 9(v) exp(u(v - €)) dv,

R3
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wobei ¢ die imagindre Einheit bezeichnet. Die inverse Fourier-Transformation lautet:

FUD0) = oz [ 9O expl-ilo- ) de.

RS

Mit Hilfe des Automorphismus’
F:S—S , F':85—S,

lasst sich die Fourier-Transformation von temperierten Distributionen erkldren und
die Definition der Sobolev-Raume verallgemeinern:
Fiir s € R und 1 < p < oo ist der Besselpotentialraum H; definiert als

H,={9€S : [|gIM|| < oo},

wobei die Norm gegeben ist durch
1/p
g 1 =( [l ool dv) L =), (2.15)
R3

Im Speziallfall p = 2 folgt aus der Parseval’schen Identitét

1
lg Lol = r) 17 (9) Lol

dass die Besselpotentialnorm die einfachere Gestalt

1/2
o 51 =< e (f<g><a>)2d£> (2.16)

RS

hat. Dies ist identisch mit der Definition der Sobolev-Raume Wj fiir s € R. Noch
allgemeiner gilt:

Satz 2.1.4. (siehe [50], 2.5.6)
Fir 1 <p < oo und s € Ny sind Wy und H} isomorph: Es existieren Konstanten
CL>C7 >0 mit

2 o8| < llg 1w <t o1
SchlieRlich ist fiir » € R der gewichtete Besselpotentialraum H3"
gewichteten Sobolev-Riaumen definiert durch

analog zu den
B = {ges s () L ot = [0 em] . @1

Bemerkung 2.1.5. Satz 2.1.4 besagt also auch, dass fiir s € Ny die gewichteten
Sobolev- und Besselpotentialriume isomorph sind.
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2.1.3 Interpolation und Differentiation in Banach-Riumen

Die Interpolation zwischen Banach-Rdumen wird benutzt, um von einer bereits be-
kannten Normstetigkeit eines Operators auf die Stetigkeit beziiglich anderer Normen
zu schlieffen. Dieses wirkungsvolle funktionalanalytische Werkzeug wird bei der Unter-
suchung der Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators 6fter eingesetzt werden.

Die Differentiation von Abbildungen mit Werten in einem Banach-Raum wird so-
wohl bei der Stabilitdtsanalyse des Anfangswertproblems fiir die rdumlich homogene
Boltzmann-Gleichung als auch bei der Untersuchung der zeitlichen Entwicklung der
Momente der Losung eine Rolle spielen.

Interpolation

Fiir beliebige Banach-Riume V, V sei der Raum der stetigen linearen Operatoren
A:V—V

mit £(V, V) bezeichnet. Seien V,V,, V; Banach-Riume mit
Vo, V; C V.

Das Paar (V, V;) heift Interpolationspaar. Eine Abbildung, die jedem solchen Paar
einen Banach-Raum F(V, V;) zuordnet, heifst Interpolationsfunktor, wenn gilt

1. VO N Vl C F(VQ,V1> - Vo —|—V1, wobei

V0+V1:{X0+X1 : XZEVZ,’LZO,l}

2. Fiir jedes weitere Interpolationspaar (Vy, V1) und jeden Operator
gilt, dass die Einschriankung des Operators im folgenden Sinne stetig ist:

A vy v € L(F(Vo, V1), F(Vo,Vy))

Existiert zusétzlich eine Konstante C' > 0, so dass fiir jeden solchen Operator A die
Operatornorm die Ungleichung

[AILE(Vo, V1), F(Vo, 1))|| < C | AIL(Vo, Vo) |7 || ALV, V)|

mit o € [0,1] gilt, so heift der Interpolationsfunktor vom Typ o. In diesem Fall
schreibt man
IE‘(§707x/1) = (V()aVl)

P

Die fiir die Besselpotentialraume im Rahmen dieser Arbeit benotigten Interpolations-
und Einbettungsaussagen sind im folgenden Satz zusammengefasst:
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Satz 2.1.6. Es sei 1 < p < oo und o € [0,1]. Dann gilt:
a) ([50], 2.4.7(2) und 2.3.5(2))
Fiir alle 1 < pg, p1 < 00 und sg, s1 € R gilt:
l—-0c o

Po y4i

1
(HSO H;i)a =M ,wobei s=(1-0)so+0s1, ’ =

Po?

b) ([50], 2.7.1(2))

Fiir 1 < py < p1 < oo und s; < sg ist die Finbettung
Hyo & H,

stetig, wenn zusdtzlich
3
Sop— — 281 — —
Po p1

gilt.
Differentiation in Banachriumen
Sei T' > 0, V ein Banachraum mit Norm ||-|| und Dualraum V*. Eine Abbildung
®:[0,7T] —V

heift V-differenzierbar in ¢t € [0, 7], wenn es ein ®'(t) € V gibt, so dass
lim

7—0

T

l(cp(t +7)— (1)) — @'(t)" =0

gilt. ®'(t) heikt V-Ableitung von ® in ¢ und man schreibt kurz:

(1) = “20).

Sei X € V beliebig. Als Subdifferential der Norm von X bezeichnet man die Menge
I X||={X"eV" . YWeV .|| X+Y|>|X]|+X"(Y)} CcV~.

Zwischen der V-Ableitung, der Ableitung der Norm ||-|| und den Subdifferentialen
besteht der folgende Zusammenhang:

Satz 2.1.7. (siehe [35])

Sei @ : [0, T] — V stetig bzgl. ||| und auf [0,T] fast tiberall V-differenzierbar. Ist
zusdatzlich ||®(+)|| (im dblichen Sinne) differenzierbar fir fast alle t € [0,T] so gilt fast
tberall auf [0,T]:

) d /dd
vt e ax| + g el = x ()

Bemerkung 2.1.8. Ist ||®(-)|| von beschrankter Variation auf dem Intervall [0, 7],
so ist ||®(-)|| auch differenzierbar fiir fast alle ¢ € [0, T (siehe [39]).
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2.2 Elementare Ungleichungen und punktweise Ab-
schatzungen

Sowohl fiir die Untersuchung der Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators als
auch der Eigenschaften der Losung des raumlich homogenen Anfangswertproblems
werden Ungleichungen fiir |v|, (v)" etc. eine entscheidende Rolle spielen. In all diesen
Fillen kann das Problem auf eine Dimension reduziert werden. Obwohl die entste-
henden Ungleichungen nur elementare Funktionen beinhalten, sind die zugehérigen
Beweise nicht immer trivial.

2.2.1 Elementare Ungleichungen
Lemma 2.2.1. Sei v > 2.
a) Fir R> 0 und alle y € [0,1] gilt:

(1 + R2(1 +y))u/2+1 _ (1 + R2(1 _ y))u/2+1 - (1 + 2R2)u/2+1 -1
R%y - R? '

0<

b) Fir alle y > 0 gilt
(1 + y2)zx/2+1 -1 S (2 + y2)u/2 y2.

¢) Es sei C, =2"/2 — 1. Dann gilt fir alle y € [0, 1]

L+ —1—y" <C(y+y").

Beweis.

a) Wegen (1+ R?(1+y))"/?*1 > (14 R?*(1 —y))*/>*! ist die linke Ungleichung offen-
sichtlich giiltig. Die rechte Seite ist dquivalent zu

1+2R2 V/2+1_1 1+R2 1+y v/24+1 _ 1+R2 ]._y v/2+1
ponty) = SEZRY 1 (R (4 Ry

Fiir die zweite Ableitung dieser Funktion gilt wegen v > 2

W) = -2 R (4 R4 ) - (4 R - ) <0,

d.h. h, g ist konkav. Wegen h,, z(0) = h, (1) = 0 folgt die Behauptung. h, (1) =0
bedeutet speziell, dass die Abschitzung scharf ist.

b) Zum Beweis definiert man die Hilfsfunktionen
hw(y) = (L+ )" =1 und hpe(y) = (2+97)7 9"
Die ersten Ableitungen lauten jeweils

Wy, () = (v+2)(1+ 3" Py
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und
hye(y) = (v +2e)y° (2 +¢7) /2705 1 2y (2 + ) /24

Daraus folgt
(howe—h1,) (y) = y((V+26)<2+y2)”/2‘1+5 y2+2(2+y2)”/2+5—(V+2)<1+y2)”/2> :

Der erste Summand in Klammern auf der rechten Seite ist offensichtlich nichtne-
gativ. Unter Beachtung von 2*/2*1*¢ > 1 + 2 fiir alle » > 2 und an der Tatsache,

dass
(1+y*)"?

(2+y?)r/2ee
streng monoton fillt, erkennt man, dass die beiden verbliebenen Terme die strikte

Ungleichung
2(2 4 y2>l//2+€ > (V+ 2)(1 +y2)l//2

erfiillen. Die Funktion hy, . — hy, ist also streng monoton wachsend fiir y > 0
und unabhingig von € > 0 gilt hy ,(0) = ha,,.(0) = 0. Hieraus folgt fiir y > 0 die
strikte Abschitzung

hiw(y) < howe(y)

und aus Stetigkeitsgriinden fiir ¢ — 0 die Behauptung.
Die Funktionen
gru(y) = (L+ "7 und  g2,(y) = Coly + 4" ") +1+y"

sind beide konvex, wie man jeweils leicht an der zweiten Ableitung erkennt. Die
Sekante von ¢g; , zwischen 0 und 1 lautet

SV(ZJ) = ny+ 17

und gleichzeitig ist dies die Tangente an die Funktion g, , im Punkt 0. Wegen der
Konvexitédt der Funktionen folgt

Vy € 0,1 g1,(y) < Su(y) < 920(y) ,
und daraus unmittelbar die Behauptung.

Bemerkung 2.2.2. Es gibt Anlass zur Vermutung, dass die Konstante C, aus Lemma
2.2.1 ¢) nicht optimal ist, sondern vielmehr die Ungleichung mit

C, =211

gelten sollte. Ein Beweis hiervon liegt allerdings nicht auf der Hand. Es bleibt jedoch
festzuhalten, dass die hier verwendete Konstante C, immer noch die beste explizit
angegebene ist, die sich in der Literatur bisher finden lasst.
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Korollar 2.2.3. Sei v > 2. Dann gilt fiir y,,y2 > 0:
(i +92)"% =9 =5 < Culyrys " + 97 ')
Dabei ist C, = 2¥/2 — 1.

Bewesis. Fiir y; = 0 oder y, = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt. Fiir den Fall
y1 # 0 # yo betrachte man die Funktion

(yi+yd)? —yl — s
yiyy oy e

F(y1,1y2) =

die homogen vom Grad 0 und symmetrisch in y; und ¥, ist. Daher kann man ohne
Einschréinkung 0 < y; < y, annehmen und F), in der Form

(+6)) )

@ N <@) v—1
Y2 Y2

betrachten. Verwendet man Lemma 2.2.1 ¢) mit y = y;/ys, so folgt

Fu<y17y2> S CI/7

und damit die Behauptung. [ |

2.2.2 Povzner-Ungleichungen

Die nach A. JA. POVZNER [46] benannten Ungleichungen haben sich als hochst leis-
tungsfahiges Instrument zur Herleitung von a priori-Abschétzungen fiir die Losungen
der rdumlich homogenen Boltzmann-Gleichung erwiesen.

Fiir den Fall der fiir die praktischen Anwendungen relevanten VHS-Modelle ist die
folgende Form dieser Ungleichungen zweckmafig:

Lemma 2.2.4. Seiv > 2 und v' gemdf (1.13) definiert. Dann gilt

v/2+1 1

/@/)” de < & (el + ul) (2.18)

v [of* + Jwl?
S2

Beweis. Zur Abkiirzung setzt man fiir beliebige, aber fest gewiihlte v, w € R?

1‘ ol 1‘ | . v+ w
™ = < |U w ro = - |U—W e = —7
1 2 ’ 2 2 ) ‘U+1U|’

d.h.
v =116+ 1€
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Damit erhalt man
|v'|2 = Tf + r% + 2rire(é-e).

Fiihrt man die Integration iiber die Einheitskugeloberfliche in Kugelkoordinaten aus
und wahlt dabei ein Koordinatensystem, in dem der Kosinus des Polarwinkels mit ¢-e
iibereinstimmt, so ergibt die Substitution u = cos 6:

/(Ul>y de = 27T/(1 + (r2 + 72 + 211y cos 0))"/? sin 0 db

S2 0
1

= 27?/(1 + (2 4 72 4 2y )2 dp
]

1
2 ((1 + (r2 + 712+ 2ri7y u))”/zJrl

v+ 2 179 .
o 2m (L4 ()P = (L (1 = p)?) P (2.19)
 ov+2 TiTo ' '
Setzt man . )
2 2 172
R =ritry =5l +lwl)  y=—"F5,
so folgt y € [0, 1] und (2.19) lasst sich schreiben als
Py T (0 BP0 ) 20— (1 (1= y)) 20
R,l/ y - v + 2 R2y 9
und die Aussage aus Lemma 2.2.4a) liefert die Behauptung. |

Bemerkung 2.2.5. Da die Vertauschung e < —e gleichbedeutend ist mit v' < w’,
folgt aus dem vorangegangenen Lemma auch sofort die Abschidtzung

y 8 1+ [o]* + |w]?
[t de < L
v+2 ol + |w]

v/2+1 1

(2.20)

Das Hauptresultat dieses Unterabschnitts ist

Lemma 2.2.6. (Povzner-Ungleichung)
Sei v >2 und v, w' gemdaf (1.13) definiert. Dann gilt die Ungleichung

ey = @)= ))de < an{Cu (o)) ) ) =Cau (o) +w)"))

SQ

Die Konstanten lauten

4
CLV = V—_'_Q(QV/Q — 1) und 027,, =

v—2
v+2°

(2.21)
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Beweis. Nach Lemma 2.2.4 und der anschliefenden Bemerkung gilt

v/2+1

4 (14 + Jw)?) 1

v+2 [l + Jwl”

Sl = o= w))de < an

SQ

— () = w)").

Verwendet man Lemma 2.2.1 b) mit y2 = |v|” + |w|® und beachtet

2+ Jof* + [w|* = () + (w)?

so folgt
v v v v 4 v/2 v v
Sl = o)) de < am (5 (0 + @)*) = ) - ().
SQ
Die rechte Seite lasst sich wegen
4 n v—2
S v4+2 v+2

umschreiben zu

4
v+2

v—2
v+ 2

v/2 v v v v
(@) + @) = )y = ) ) = == ()" + (w)" ).
und die Anwendung von Korollar 2.2.3 mit y; = (v) und y, = (w) liefert die Behaup-
tung. |

Bemerkung 2.2.7. Die meisten Povzner-Ungleichungen, die im Zusammenhang mit
der Boltzmann-Gleichung zum Einsatz kamen, behandelten Potenzen der euklidischen
Norm von v. Die vorangegangenen Betrachtungen lassen sich sofort auf diesen Fall
iibertragen. Zunéchst berechnet man unter Verwendung von Kugelkoordinaten

|1)/|V de — 21 (7’1 + TQ)VJrQ — |T1 — T2|V+2
v+2 1T ’
SQ

wobei 71,79 wie im Beweis von Lemma 2.2.4 definiert sind. Mit denselben Bezeich-
nungen wie dort erhilt man

. B A7 V<1 + x)u/2+1 - (1 - x)u/Z—i—l
[v'|” de = R
v+2 x ’
SQ

Dieselbe Beweismethode wie in Lemma 2.2.1 a) liefert

(1 4 x)l//2+1 _ (1 _ x)l//2+1
i

< 2V/2+1
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und mit dem Einsetzen der Definition von R erhilt man
8T v/2
/v d < 2 2 )
[ de < (4wl
SQ

Man erkennt, dass Teil b) aus Lemma 2.2.1 nicht benétigt wird und fihrt fort wie
im Falle der Gewichtsfunktion. Schlieflich zeigt sich, dass man in der Aussage von
Lemma 2.2.6 die Gewichtsfunktionen durch euklidische Normen ersetzen kann, d.h.
mit denselben Konstanten wie dort erhilt man:

SO ol )de
S2
< an(Cru (ol ol ™+ ol l) = Co (" + [wl) ). (222)

2.2.3 Weitere Abschatzungen fiir die Gewichtsfunktion

Speziell bei der Untersuchung der Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators
werden die folgenden Abschétzungen fiir (-)” gute Dienste leisten.

Lemma 2.2.8. Es seien v, w € R3.

a) Fiir alle v € R gilt die Peetre-Ungleichung:
(v £ w)” < 2M72 () (W) . (2.23)
b) ,weight splitting: Sei v > 0. Fiir o', w' aus (1.9) bzw. (1.13) gilt

Wy }g<v>”<w>” und ), }s<vf>“<w/>",

Beweis. a) Fiir v > 0 gilt zunéchst
wH+wY? = 14 v+w]
142?42 |w|?
2(1+ o) (1 + [w]?)
= 2(0)” (w)” .
Potenziert man diese Ungleichung mit /2 und beachtet, dass sich an der Giiltigkeit
der Abschidtzungen nichts dndert, wenn das Argument in der Gewichtsfunktion

v — w lautet, so erhilt man die Behauptung fiir nichtnegative Exponenten.
Fiir v < 0 wendet man den bereits bewiesenen Fall an und erhélt:

W =w—wt+w) <27 w—w) (w) .

Daraus folgt

(v —w)” <272 {v)" (w)™
und mit —v = |v| die behauptete Abschitzung fiir (v — w)”. Die Ungleichung fiir
(v + w)” beweist man analog unter Beachtung von (—w) = (w).
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b) Aus der Erhaltung der Energie bei einer Kollision folgt

(W) = 1+
< L ) ')
= 1+ +|w]?
< (L+ o)) (1 + |w]?)

() (w)* .

Durch Potenzieren mit /2 > 0 folgt die Behauptung fiir v’. Dass zum Beweis
im Wesentlichen nur die Energieerhaltung benutzt wurde, hat zur Folge, dass die
Abschétzungen giiltig bleiben, wenn man v' durch w’ ersetzt bzw. wenn die ge-
strichenen Variablen mit den ungestrichenen vertauscht werden. Auflerdem ist der
Beweis unabhéngig von der gewdhlten Geschwindigkeitstransformation. [ |

Das nichste Lemma gibt eine punktweise untere Schranke fiir den kinetischen Anteil
des Kollisionskerns an:

Lemma 2.2.9. Sei 0 < X\ < 1. Dann gilt fiir alle v,w € R3:
o=l > () = )|
Beweis. Wegen 0 < X\ <1 gilt
vye 0] 1-y)21-y=>21-y",

woraus man sofort

A
VyLy2 >0y — el > |t — v

folgert, indem man auf beiden Seiten den Faktor

)

max (y1,y2)" = max(y}, y3)

vorzieht. Aus der letzten Ungleichung wiederum schlieft man auf

VP =T+ ol > @ - @]

Die Behauptung erhélt man schliefslich aus der Ungleichungskette

A
Yo, w e R? : >

o —w* = [Jo] = |w|’

ol — fwl’
o] + [w]

— |l = 1+
V14 P = 1+ [P

A
ML 0P+ /14

o] + |w]

A

v
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2.2.4 Abschitzungen fiir die Exponentialfunktion

Fiir die Untersuchung der Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators fiir Funk-
tionen aus L (siehe (2.9)) werden die in diesem Unterabschnitt zusammengestellten
Hilfsresultate von Nutzen sein.

Lemma 2.2.10. Sei © > 0.
a) Sei~y > 0. Dann gilt fir alle y € [0, 1]

exp(y(1+y?) —exp(y(1 —¢*) _ exp(2y) — 1
7Y N Y
b) Seiv € R und e > 0. Dann gilt fir alle y € R:
(]- + ?JQ)V/Q S C<l/>,6 eXp(€y2) )

mit der Konstanten

1 U < 2€
Ciye= v/2 2.24
) <1> exp (—(v/2—¢€)) ,sonst (2.24)
2¢
¢) Sei 1/2 <~ < 1. Dann gilt fir alle y >0
exp(Oy) — 1
oy, = Corexp(®y),
mit der Konstanten
1 y=1

Co., = (2.25)

1 11—\
— —1) | — 1/2<~v<1
ewt-n(Tgh) e

Beweis. a) Die Anwendung der Regel von de I'Hospital ergibt, dass bei fixiertem
y € [0, 1] fiir v — 0 der Term auf der linken Seite der behaupteten Abschitzung den
Wert 2y und der Term auf der rechten Seite den Wert 2 annimmt. Die Ungleichung
ist also fiir v = 0 richtig.

Fiir v > 0 iiberzeugt man sich durch zweimaliges Ableiten der Funktion
94(y) = exp(v(1 +y*)) — exp(y(1 — y*))

davon, dass g, strikt konvex ist und ihr Graph daher unterhalb jeder ihrer Sekanten
verlduft. Die Sekante zwischen 0 und 1 aber ist gerade
(exp(27) = 1)y,
woraus die Abschitzung
exp(v(1 +y?) — exp(y(1 — ¢?))
Y
folgt. Die Behauptung folgt durch Multiplikation mit 1/~ auf beiden Seiten.

< exp(27) — 1
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b)

Die Funktion
ge(y) = (1 + %) exp(—ey?)
ist differenzierbar mit der Ableitung

Goey) =y L+ 37" Vexp(—ey®) (v — 26(1 + y?)) .

Hieran erkennt man, dass fiir v < 2¢ die Funktion ¢, in y = 0 ein Maximum
besitzt und fiir |y| — oo streng monoton féllt. In diesem Fall gilt also g, < 1.
Fiir v > 2¢ ist y = 0 ein lokales Minimum und das Maximum befindet sich an den

Stellen
v
= )21
* 2¢

Der Funktionswert an diesen Extremalstellen ist

v

()" e (~(w2-0).

so dass die Ungleichung mit der behaupteten Konstanten C, . gilt.
Zum Beweis betrachtet man die dquivalente Formulierung

1 —exp(—0Oy) <OCo,y", (2.26)
definiert die Funktionen

go(y) =1—exp(=Oy) und he,(y) =0Ce,y" (y€[1/2,1]),

mit der noch zu bestimmenden positiven Konstanten Cg ., und berechnet die Ab-
leitungen:

Jo(y) = O exp(=Oy) . hg,(y) =07Ce,y .
Da in (2.26) fiir y = 0 Gleichheit gilt, folgt die Behauptung, wenn die Giiltigkeit
von

9o(y) < ho,(y) < exp(—0y) <7yCoyy

nachgewiesen ist. Im Falle v = 1 gilt dies offensichtlich mit Co; =1 .
Fiir den Fall 1/2 <+ < 1 betrachtet man die Funktion

1 _
—exp(—Oy)y' 77,
8
und bestimmt Cg ., als ihr globales Maximum. Differentiation nach y liefert
-
v ep(=6y)( - Oy + (1 - )

Wegen © > 0 und 1/2 < v < 1 existiert ein globales Maximum an der Stelle

I
y - @ b
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und der zugehorige Funktionswert ist

1 11—\
- S .
WeXp(v )( 5 )

|
Aus Teil b) von Lemma 2.2.10 erhdlt man unmittelbar, dass die Einbettung
L{ G L{"
fiir alle v € R und € > 0 wegen der Normabschitzung
17 IL37] < Gl £ 1L (2:27)

stetig ist. Die Aussage in Teil ¢) wird bei der Untersuchung der Abbildungseigenschaf-
ten des Gewinnterms Q. fiir LY-Funktionen von entscheidender Bedeutung sein.
Die Bedeutung von Teil a) besteht darin, das folgende Analogon zu Lemma 2.2.4 zu
beweisen:

Lemma 2.2.11. Sei © > 0 und v' gemaf (1.13) definiert. Dann gilt:

exp(© (o + ) —1
Ol + [wP)

/exp(@ 1W'|)?) de < 4r
S2

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 2.2.4 setzt man

d.h.

v =1r1€+ e,
und fiihrt die Integration iiber die Einheitssphére in Kugelkoordinaten aus. Dies ergibt

1

/exp(@]v'\Q) de = 27r/exp(@(r%+7’§+27’1r2,u)) du

52 -1
5 exp(O(r1 4 12)?) — exp(O(ry — 13)?)
= s .
2@’/‘17“2
Setzt man auch hier wieder
1 2ryr
RQ:T?+T§=§(IUIQ+le2) RS }%22 € [0,1],

und verwendet 2.2.10 a) mit v = OR?, so folgt

exp(OR?(1 + y?)) — exp(OR*(1 — y?)) - exp(20R?) — 1
OR?y - OR? '

Wegen R? = (|v|” + |w|*)/2 gilt die behauptete Abschiitzung. |
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2.3 Anmerkungen zum H-Funktional

Beim Studium der Literatur zur Theorie der Boltzmann-Gleichung fillt auf, dass die
Forderungen beziiglich des H-Funktionals fiir die Anfangsverteilung durchaus unter-
schiedlich sind. Einige Autoren verlangen die Integrierbarkeit von fjlog fy, andere set-
zen lediglich die Integrierbarkeit des positiven Anteils f;log™ f, voraus und schlieflich
findet man in Arbeiten iiber das rdumlich homogene Anfangswertproblem fiir Vertei-
lungsfunktionen im Raum JL§2> NI, den lapidaren Hinweis, dass fiir solche Funktionen
automatisch flog f € L, gilt.

Gerade die letztgenannte Tatsache ist relativ leicht zu beweisen, wie weiter unten
gezeigt wird. Offen bleibt dann allerdings, ob die an f gestellten Forderungen be-
weistechnischer Natur oder wirklich notwendig sind. Anhand von Beispielen wird
nachgewiesen, dass letzteres der Fall ist. Damit klar ist, dass es bei der Giiltigkeit
der Resultate nicht auf die Dimension des Geschwindigkeitsraums ankommt, werden
Funktionen von R? nach R betrachtet. Fiir diesen Abschnitt bezeichnet e die Eulersche
Zahl.

Um besser zu verstehen, welche Bedingungen notwendig und welche hinreichend sind,
hilft es, den Logarithmus in Positiv- und Negativteil zu zerlegen,

logy = log™ y +log” v , log" y := max{0,logy} , log~ y := min{0,logy} ,

und beide Teile getrennt zu untersuchen. Beschrinkt man sich auf die hinsichtlich
der Dichte minimale Forderung f € L, so existiert das H-Funktional im allgemeinen
nicht.

Um dies einzusehen, betrachte man als Beispiel die Funktion

1 , vl <e
fi(v) = 1
Xa [v]* (log [v])?

vl >e

wobei s € (1,2) und x4, das Maf der (d — 1)-dimensionalen Einheitskugeloberfli-
che bezeichnet. f; ist integrierbar auf R%, denn nach Ubergang zu Kugelkoordinaten
berechnet man mit der Substitution y = logr (r = |v])

ed x r dr
AL R = = f*/m
elxa | [ dy
— + —
d y*

und wegen s > 1 ist das Integral endlich. Andererseits berechnet man wieder mit
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Kugelkoordinaten
1 d log |v| + lo log |v|)®
i) - L [ desblrlstuloghir),
Xd [v]" (log [v])®
{lv[>e}
d/oo log r J +7 log x4 dr+8?loglogrdr
= — ———dr — =
r(logr)® r(logr)* r(logr)s
i 1 i log x4 710glogr
/T(IOgT)S_l T+/T(10gr)8 T r(logr)s "o

und der Ausdruck in Klammern ist unbeschrinkt, da alle Integranden nichtnegativ
sind und das erste Integral wegen s < 2 divergiert, wie man wieder mit der obigen
Substitution bestétigt.

Fiir L;-Funktionen kann die Entropie also allein wegen des Negativteils unbeschrankt
sein.

Fordert man zusidtzlich endliche Energie, so wird der negative Teil integrierbar, denn
fiir x € (0,1) gilt die elementare Abschitzung

1
log \/x > \/:/, = xlogz > 2(z — Vr) = z|logz| < 2V,
so dass fiir fast iiberall positives f gilt:

/ ‘log f(v ‘dv = / ‘log f(v ‘dv
Re {exp(—|v]*)<f(v)<1}
+ / }log f(v }dv
{f(v)<exp(*|v|2)}
Hf L (RY) ) + 2/exp(— l]? /2) do

R3

Offensmhthch kann man den Beweis auf analoge Weise mit der allgemeineren Forde-
rung f € ]L ) fiir beliebiges v > 0 fiihren. Im Hinblick auf die besondere physikalische
Bedeutung Wurde ohne Einschrankung v = 2 gewahlt.

Fiir f € L (R?) ist also zumindest der Negativteil des H-Funktionals endlich. Fiir
den Positivteil reicht das wiederum nicht aus. Dazu betrachte man die Funktion

1 1Y)’
— <log—) vl < 1/e
fo(v) = ed|v) |v]
exp (=[] +1/€*) o] > 1/e,

fir s € (—2,—1) und beachte, dass die beiden Abschnittsdefinitionen jeweils dem
Positiv- bzw. Negativanteil von f;log fo entsprechen. Die Funktion f, ist {iber das
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Gebiet |v| > 1/e beziiglich einer jeden Gewichtsfunktion integrierbar. Die Integrier-
barkeit fiir s < —1 und die Kugel B = {v : |v| < 1/e} erhiilt man durch Ubergang zu
Kugelkoordinaten r = |v| und die Substitution z = log(1/r):

1/e

1 1 1\° Ya [ 1 1\°

— [ —(log—=) dv = 2 [ =(log=]) d

ed/|v\d<°g|v|) T <g) '
B

Auf der Kugel B ist die Gewichtsfunktion (v)” beschrinkt und aus der Integrierbarkeit
von f, folgt die Integrierbarkeit von fo(-) (-)*, d.h. es gilt f, € L\’ (R?) fiir alle v > 0.
Nach dem zuvor Bewiesenen ist also die Integrierbarkeit von f;log™ fo gesichert. Fiir
f2log™ f, hat man hingegen

s+1
/f2 )log fo(v _—/‘ | ( ) dv
S 1 1 1 1 1\°
+ — /| ‘ <log‘ |) loglog<| ‘) dv—l—glog <E)B/W<logm) dv

Der letzte Integrand entspricht bis auf einen Faktor der Funktion f, und ist daher
endlich. Die beiden verbliebenen Integranden sind nichtnegativ und das erste Integral
berechnet man durch die Substitution z = log(1/r) zu

d 1 (l 1 )

PR PR O -

e ) Jor % ol
B

was offensichtlich unbeschrinkt ist, da s > —2.
Im Rahmen der LL,-Funktionen wird man also fordern miissen, dass die Anfangsbe-
dingung

1/e

1 + r
/—<log ) dr:d—y/zs“dz,
T e
1

0

/f‘)(“)(l + [v]” +1log" f(v)) dv < oo,

bzw.

/ Fo(0)(L+ [0 + log(1 + F()) dv < 00

erfiillt.
Ist jedoch die Funktion zusétzlich p-fach integrierbar mit 1 < p < oo, so erhilt man
aus der elementaren Abschitzung

log(l+z) <z
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und der Holder-Ungleichung mit p’ = p/(p — 1):

/ f)logt f(w)dv = ¢ / £(0) log* (f(0)/7') dv

< v / F(0)log(1 + f(0)7) dv

IN

R4
p//f(v>1+1/p’ dv
R4

v (m/ F(oy dv : (R/ f(v) do a

Fiir solche f ist das H-Funktional wohldefiniert. Offensichtlich bleibt die Aussage

richtig, wenn man f € ]L§2> N L., voraussetzt. Wegen

)/p

IN

xli%grxlog:c =0,

kann auf die strikte Positivitdt von f verzichtet werden und aus den bisherigen Be-
trachtungen folgt:

Proposition 2.3.1. Sei f fast iberall nichtnegativ und 1 < p < oo, v > 0. Dann gilt:
feL”(RY) NL,(RY) = |H[f]| < oo .

Dass die Umkehrung nicht gilt, zeigt schon das triviale Beispiel f(v) = 1.






Kapitel 3

Abbildungseigenschaften des
Kollisionsoperators

Bei den theoretischen Untersuchungen zur Boltzmann-Gleichung standen zunéchst die
Losungen des Anfangswertproblems fiir die rdumlich homogene Gleichung und deren
Eigenschaften im Vordergrund. Eine der ersten Abschétzungen fiir den Kollisionsope-
rator wurde von POVZNER [46] bewiesen. Fiir Kollisionskerne mit der Eigenschaft

Blv—w,e) < Cp(l+ >+ |w|>) , 0<A<2,

zeigte er, dass eine Konstante C), > 0 existiert mit

)

[ 290 01”0 < O (7P g I + 17 g 1)
R3

wobei v > 2, f,g e L™ und 0 < y < 2.

Mit der Arbeit von GUSTAFSSON [30] begann die systematische Untersuchung der
Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators fiir die so genannten abgeschnittenen
Kollisionskerne (engl. cutoff kernels). Darunter versteht man Kerne von der Form
(1.33), bei denen b, ersetzt wird durch

bae(p) = ba(p) 1 -1,1-4 () - (3.1)

Bei abgeschnittenen Kollisionskernen wird explizit angegeben, welche Streuwinkel ver-
nachléssigt werden. Da by von der Ordnung O(1) fiir p — —1 ist, gilt

b)\,s € Loo([_L 1]) )

was die Analyse der Eigenschaften des Kollisionsoperators erheblich vereinfacht. Der
Nachteil hierbei ist, dass die Konstanten in den Abschétzungen von ¢ abhingen. Wie
bereits in Abschnitt 1.2.2 ausgefiihrt wurde, ist die Aufspaltung des Kollisionsterms
in Gewinn- und Verlustanteil nur erlaubt, wenn mindestens die Grad-Bedingung

Cy= 27r/b)\(,u) du < o0 (3.2)

-1

o7
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erfiillt ist. Diese ist offensichtlich weniger restriktiv als (3.1).
Eines der Hauptergebnisse Gustafssons iiber den Kollisionsoperator lautet, dass der
Gewinnterm im folgenden Sinne normstetig ist:

Q. : (L§u+)\> N L(uH)) y <L§u+)\> N ]L<I/+)\>> — LY,

p p

wobei v > 0und 1 < p < .

Mit der Zeit entwickelten sich die Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators zu
einem eigenstindigen Forschungsgegenstand. STRUCKMEIER. [49] zeigte fiir Maxwell-
Molekiile, dass der Kollisionsoperator als Abbildung

Q:(LynL,)x(L,NnL,) —L_

stetig ist. Charakteristisch fiir die beiden genannten Resultate ist die Aussage, dass
sich der Kollisionsoperator innerhalb der I, X L,-Umgebung wie ein Faltungsoperator
verhélt. In Abschnitt 3.2 werden Normabschéitzungen bewiesen, die Gustafssons und
Struckmeiers Resultate beinhalten.

Aus der Tatsache, dass die Losung der rdumlich homogenen Boltzmann-Gleichung fiir
t — oo gegen die Maxwell-Verteilung relaxiert, leitet sich die Frage ab, ob der Kol-
lisionsoperator eine gliattende Wirkung besitzt. Im Falle der abgeschnittenen Kollisi-
onskerne kann man dies fiir den Verlustterm sofort verneinen, da aus der Darstellung
(1.38) folgt, dass Q_(f, f) niemals glatter als f sein kann.

Dass dies fiir den Gewinnterm anders ist, wurde von LIONS [32] gezeigt: Fiir unendlich
glatte Kollisionskerne mit kompaktem Tréger existiert eine Konstante C' > 0, mit der
die Abschétzung

|Q+(f, 9) W] < C[|f L] flg L |
gilt. WENNBERG 54| konnte die Glattheitsbedingungen an den Winkelanteil beseiti-
gen. Fiir 1/2 <A <1 und p > 6/(2\ — 1) bewies er die Normstetigkeit

0, : (M”H) HL;”“)) x (JLY*” mL;V+1>> LWL

In den Arbeiten von BOUCHUT/DESVILLETTES [16] und LU [33] wurde der Ge-
winnterm ausschlieflich fiir Funktionen in (gewichteten) L,-Rdumen betrachtet. Zum
Nachweis der Glattungseigenschaft wurden allerdings die Glattheitsforderungen an
den Kollisionskern verschéarft:

|B(lo = wl, )| + 10, B(lv — w[, p)| < Cp(1 + v —w]).

In der Arbeit [23] wurde erstmals der Kollisionsoperator im Zusammenhang mit Bes-
selpotentialriumen untersucht. Die Gliattungseigenschaften des Gewinnterms konnten
mit vergleichsweise schwachen Regularititsforderungen an den Winkelanteil des Kol-
lisionskerns untersucht und nachgewiesen werden.

In der aktuellen Arbeit [42] schlieflich findet sich eine Regularitétstheorie fiir den Kol-
lisionsoperator, die zusétzlich zur Grad-Bedingung (3.2) noch folgendes voraussetzt:

1 1—e

36>0:V0<e<l1: /bA(u)du—/b,\(,u)d,u < Cyaré’.

—1 —1+e€
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Dieses Kapitel, das eine systematische Untersuchung der Abbildungseigenschaften des
Kollisionsoperators zum Gegenstand hat, gliedert sich wie folgt:

Nach der Vorstellung und Diskussion der iiber den Kollisionskern getroffenen Annah-
men und der Einfiihrung der verwendeten Bezeichnungen wird die Kollisionsfrequenz
betrachtet. Diese Betrachtungen stellen u.a. die Basis der Normabschéatzungen fiir den
Verlustterm in gewichteten L -Raumen dar.

In Abschnitt 3.2 werden Abbildungseigenschaften des Kollisionsterms in der von Gu-
stafsson betrachteten Situation untersucht. Die Giiltigkeit der bewiesenen Abschét-
zungen sind daher zwar bereits bekannt, jedoch sind die hier gegebenen Beweise
weitaus weniger technisch und hinsichtlich der in den Abschiatzungen vorkommen-
den Konstanten transparenter.

Abbildungseigenschaften, die ausschlieklich p-fach integrierbare Funktionen beinhal-
ten, sind Gegenstand von Abschnitt 3.3. Bisher wurden Normabschitzungen dieser
Art nur fiir die Félle p = 1,2 bewiesen. Die hier gezeigten Ergebnisse gelten fiir alle
1 <p<oc.

In Abschnitt 3.4 werden die Ergebnisse der L -Theorie unter Verwendung von Inter-
polationstechniken auf die entsprechenden Besselpotentialriume iibertragen und mit
den Resultaten aus [23] kombiniert.

Nur selten lassen sich Funktionenrdume V identifizieren, fiir die

Q, bzw. Q, bzw. Q_ : VXV —V

eine stetige Abbildung ist. Eine Klasse von metrischen Raumen mit dieser Eigenschaft
wird in Abschnitt 3.5 vorgestellt. Das Kapitel schliefit mit der Untersuchung des Kol-
lisionsoperators fiir Funktionen in exponentiell gewichteten Radumen. Im Zusammen-
hang mit diesen Funktionenrdumen wurden bisher ausschlieflich Eigenschaften von
Losungen der rdumlich homogenen Gleichung fiir die Félle A = 0 und A\ = 1 unter-
sucht. Vom Studium des Operators selbst fiir den allgemeineren Fall des VHS-Modells
mit 0 < A <1 lassen sich weitere Erkenntnisse iiber die zugehorigen Losungen erwar-
ten.

Voraussetzungen an den Kollisionskern und Bezeich-
nungen

Die Untersuchung der Abbildungseigenschaften beschrinkt sich auf harte Interakti-
onspotentiale, d.h. es werden Kollisionskerne der Form

(v—w)-e

B(v—w,e) = by(p) Jv —wl|* , u = (3-3)

v = w

betrachtet, fiir die gilt:
0<A<1. (3.4)

Wie in Abschnitt 1.2.2 festgestellt wurde, ist die Giiltigkeit der Grad-Bedingung (3.2)
fiir die Betrachtung des Verlustterms ¢)_(f,g) ausreichend. Im Zusammenhang mit
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diesem Operator wird hier auch nicht mehr verlangt.

Anders verhilt es sich fiir den Gewinnterm @, (f, g): Fiir diesen Operator wird die
folgende Forderung an den Winkelanteil des Kollisionskerns gestellt:

Fiir 1 <p < oo sei die Bedingung

1
ba (1)
_ oA +5-3/p)/2 MU
Cap.1) = 2 8 7T/ (1 + p)30-1/p)/2 dp < 00 (3.5)
erfiillt.
Auf den ersten Blick erscheint diese Bedingung problematisch: Zusétzlich zur Singu-
laritdt an der Stelle 4 = 1 wird fiir p > 3 eine weitere Polstelle in ;1 = —1 eingefiihrt.

Dieser Umstand wirkt sich allerdings nur auf die bilineare Form von @) nach (1.22) aus.
Fiir die theoretische Untersuchung sowie die numerische Approximation von Losungen
der Boltzmann-Gleichung sind jedoch nur die quadratische Variante Q(f, f) und die
symmetrische Form Q(f, g) von Bedeutung. Diese aber kénnen in dquivalenter Weise
mit dem Winkelanteil

b (1) = (ba(p) + ba(—12)) 10,17 (1) (3.6)

an Stelle von b, ausgedriickt werden (siehe (1.44) und (1.46)). Entsprechend lautet
der so symmetrisierte Gewinnterm:

Q-(£9)w) = [ [Tt o=l (F)gw) + Fw)g(e)) dedu. (3.7

R3 52

Der durch (3.6) definierte Winkelanteil eliminiert alle negativen p und verhindert, dass
durch die Bedingung (3.5) eine zusétzliche Singularitéit entsteht. Die Voraussetzung
(3.5), mit by ersetzt durch by, ist weniger restriktiv als (3.1).

Daraus ergibt sich die folgende Vorgehensweise:

e Zunidchst beweist man eine Normabschétzung fiir den bilinearen Gewinnterm
Q+(f,g) unter der Annahme (3.5).

e Daraus folgert man die entsprechende Normabschéitzung fiir den symmetrischen
Operator nach (3.7). Diese gilt dann unter der schwicheren Voraussetzung

1

A ba(1)
_ oM 5-3/p)/2 AU
Cxp.1) =2 ' W/ (1 + ppa-1n/ dp < 00, (3.8)

mit dem Winkelanteil b, gemiik (3.6). Die entsprechende Aussage fiir den qua-
dratischen Operator folgt sofort aus Q. (f, f) = Q. (f, f)-
Man beachte hierzu, dass die Bedingungen (3.5) und (3.8) im Hinblick auf die
Singularitéit in g = 1 nicht stirker sind als die Grad-Bedingung (3.2). Speziell
gilt fiirp =1

Chiq) = 2Y%C,. (3.9)
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e Durch Kombination mit entsprechenden Abschétzungen fiir den bilinearen bzw.
symmetrischen Verlustterm erhélt man die Stetigkeitsaussagen fiir den gesamten
Kollisionsoperator. Definiert man den symmetrischen Verlustterm unter Verwen-
dung von (3.6),

0 (f9)w) = [ [Baw)lo =l (F0)gtw) + fwlg(v)) dedu,  (310)
R3 §2

so geniigt es, dass die Grad-Bedingung (3.2) erfiillt ist, denn es gilt:

1 1
ZW/EA(M)d,u:%r/b)\(u)du:C’b<oo.
0 -1

Fiir den quadratischen sowie den symmetrischen Kollisionsoperator ist die Bedingung
(3.8) fiir die in der Praxis wichtigen VHS-Modelle (1.40) offensichtlich erfiillt.
Fiir den rein algebraisch symmetrisierten Gewinnterm, gegeben durch

1
Q. (£9)(w) =5 [ [Ba)lo = wl (F)gtw) + Fw)gw)) dedw,  (@31)
R3 52
kann eine weitere Normabschétzung gewonnen werden, wenn man die im allgemeinen

restriktivere Forderung

1

ba(p)
A3-3/p)/2 3(1—1/p)/2 PV
Cop(z = 20770 max (2, 2°017 )”/ 1= jepaime <o (312)

an den Kollisionskern stellt. Diese Bedingung ist z.B. im Zusammenhang mit den
VHS-Modellen ebenfalls nur fiir 1 < p < 3 erfiillt. Der insbesondere fiir numerische
Zwecke interessante Fall p = 2 ist allerdings enthalten. Man beachte speziell, dass fiir
p =1 gilt:

Crai,0) = O -
Als Abkiirzung soll fiir dieses Kapitel die Schreibweise

foy() = ()" f(v) dh. feLy & fu, €L, (3.13)

vereinbart werden.

3.1 Eigenschaften der Kollisionsfrequenz

Zur Betrachtung der L, x L -Eigenschaften des Verlustterms ist es hilfreich, zunéchst
die Kollisionsfrequenz, d.h. den Faltungsoperator

Llgl(v) = Gy / o — w] g(w) du, (3.14)
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zu untersuchen. Dariiber hinaus lohnt sich das Studium der Kollisionsfrequenz u.a.
auch, wenn man die Darstellung der Losung des Anfangswertproblems zur rdumlich
homogenen Boltzmann-Gleichung mit Hilfe des Duhamel-Prinzips (1.73) mathema-
tisch exakt begriinden méochte. Uber die wesentliche Beschriinktheit dieses linearen
Operators lasst sich die folgende Aussage treffen:

Lemma 3.1.1. FEs gelte die Grad-Bedingung (3.2), und fir 1 < p < oo sei der
konjugierte Exponent gemdfs (2.2) definiert. Wenn v € R die Bedingung

I<p<oo:y>A+3/p baw. p=1:y>A
erfillt, so gilt: Die Kollisionsfrequenz ist ein stetiger linearer Operator
L LY — LY,
mit der Normabschdtzung
|Z1g] LSV < 222 Cy sy [lg 157

Die Konstante C), » ., ist dabei definiert als

1/p
/<w>pl()‘_7) dw 1<p<o
Corny = : (3.15)

3
1 ,p=1
Beweis. Der Fall p = 1 ist einfach: Unter Verwendung von
o —w* < (v —w)*
und der Peetre-Ungleichung (Lemma 2.2.8 a)) erhilt man
L) < G [ (0= w) o) dw <22 C (o) [ () lg(w)] dw

R3 R3

und man erkennt, dass fiir die Stetigkeitsaussage in diesem Fall die Voraussetzung
v > A geniigt.
Fiir 1 < p < oo erhilt man durch Anwendung der Peetre- und der Holder-Ungleichung

) Liglw)| < Gt [0l lg(w)] do

< 2?2, / (W)™ | gy (w)] duw

1/p 1/p
9N/2 C, (/ <w>p/()\—7) dw> (/ ‘gw)(w)}p dw) .

R3

IN
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Das zweite Integral ist nach Voraussetzung an g endlich. Das erste Integral ist nach
Lemma 2.1.2 b) genau dann endlich, wenn gilt:

P(A—7) <-3.

Der Fall p = oo wird vollkommen analog bewiesen und aus der Definition von C), , ,
folgt die Behauptung. [ |

Bemerkung 3.1.2. Explizite obere Schranken fiir die Konstante C, ), wurden in
Bemerkung 2.1.3 durch (2.7) und (2.8) angegeben.

Um die Frage zu klidren, inwieweit die Aussage des Lemmas optimal ist, sucht man
nach Abschéitzungen fiir die Kollisionsfrequenz von unten. Fiir Maxwell-Molekiile (d.h.
A = 0) gilt speziell

L{f](v) = Gy Hf UL1H =Cypy,
womit alles beantwortet ist. Fiir den Fall 0 < A < 1 ist man auf Ungleichungen
angewiesen. In der Literatur finden sich diesbeziiglich die folgenden Abschiatzungen:

e ARKERYD [6]: Es gilt
Lif]w) > C+ ) , 0<x<1, (3.16)

wobei die Konstante von || f [L,||, ||/ |IL4§2> || und dem Positivteil des H-Funktio-
nals von f abhéngt. In derselben Arbeit wurde auch die Giiltigkeit der unteren
Schranke

L)) = C(w | £ 1| = |1F &) (3.17)

nachgewiesen. Im Gegensatz zu (3.16) ist die Giiltigkeit dieser Ungleichung un-
abhéngig davon, ob das H-Funktional endlich ist oder nicht. Man beachte, dass
die untere Schranke in einer Umgebung von v = 0 negativ ist. Die Abschédtzung
macht damit lediglich im Zusammenhang mit dem asymptotischen Verhalten
der Kollisionsfrequenz fiir |v| — oo wirklich Sinn.

e BOBYLEV [11]: Sei f eine Losung des Anfangswertproblems zur rdumlich homo-
genen Boltzmann-Gleichung (1.69) fiir das Hartkugelmodell. Dann gilt:

1
L{f](t,v) = WL[fo](v)- (3.18)

Durch Anwendung von Lemma 2.2.9 lisst sich eine alternative untere Schranke fiir
die Kollisionsfrequenz herleiten. Die Aussage des folgenden Satzes ldsst sich unter die
bisher bekannten Abschidtzungen folgendermafen einordnen:

e Im Vergleich zu (3.16) ist die Konstante explizit gegeben. Allerdings kann die
untere Schranke fiir gewisse v gleich 0 sein. Die Abschitzung ist im Gegensatz
zu (3.16) unabhingig von der Wohldefiniertheit des H-Funktionals.

e Im Gegensatz zu (3.17) ist die untere Schranke nichtnegativ.
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e Im Gegensatz zu (3.18) ist die Abschidtzung unabhéingig von einem konkreten
Anfangswertproblem und gilt fiir alle 0 < A < 1.

Satz 3.1.3. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2) und f € ]Lé’\> set nichtnegativ. Dann
gentigt die Kollisionsfrequenz (3.14) der Ungleichung

LIfI(v) = Gy ||f Ly || |(0)" — (3.19)

N
AL

Beweis. Man beachte, dass nach der Bemerkung zu Beginn des Beweises von Satz 3.1.1

die Bedingung f € IL ) hinreichend fiir die Wohldefiniertheit der Kollisionsfrequenz

ist.
Mit Lemma 2.2.9 erhilt man

Lif)(v) = Cy / o —wl* fw) duw

> cb/ ‘(W _ <w))‘) f(w) dw

) / (0 = (w)*) f(w) dw

— P il = L

wie behauptet. [ |

Die Kollisionsfrequenz besitzt also damit das asymptotische Verhalten

LIfl(v) =O((v)*) o] = oo.

3.2 L, x LL;-Abschitzungen

In diesem Abschnitt werden Normabschéitzungen von der Art bewiesen, wie sie vor
allem von GUSTAFSSON [30] untersucht wurden. Die hier gezeigten Beweise sind aller-
dings wesentlich transparenter als in [30], wo mit der Interpolation zwischen gewich-
teten L -Rdumen gearbeitet wurde. Die L, x L__-Abschétzungen aus [49] fiir den Fall
A = 0 sind als Spezialfall enthalten.

3.2.1 Der Verlustterm

Satz 3.2.1. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2). Dann gilt fir alle v > 0 und alle
1 < p < o0: Der Verlustterm des Kollisionsoperators ist eine stetige Abbildung

14 )\ 174
Q- L&Y x LYY — L,

p
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mit der Normabschdtzung
|Q-(/.9) I < 22 Gy [lg IV 1 1§+ (3.20)
Speziell ist der Verlustterm eine stetige Abbildung

Q_ : LIV x LYY — LW

D 1 D

mat der Normabschdtzung:
lQ-(£.9) L[| < 22 Cy [lg I3[ {1 I

Beweis. Wieder wird die triviale Ungleichung

Vo,w eR? : o —w| < (v —w)

mit der Peetre-Ungleichung (2.23) kombiniert. Fiir 1 < p < oo erhélt man:

|Q-(f,9) ILY[]” < G / <v>p”\f(v)\p( / (v —w)* |g<w>\dw) dv

R3 R3

< 220 / G |f(v)lp< / (w)* |g(w)| dw) dv

R3 R3
= 2oy o Pl

Fiir den Fall p = oo geht man vollkommen analog vor. Der zweite Teil der Behauptung
folgt aus der Einbettung (2.5). |

Nach Definition des symmetrischen Verlustterms geméf (3.10) erhélt man aus Satz
3.2.1 unmittelbar:

Korollar 3.2.2. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2). Dann gilt fir alle v > 0 und alle
1 < p < oo: Der symmetrische Verlustterm ist eine stetige Abbildung

Q: (L{™V LI x (LY nLy+) — Ly,

P

mit der Normabschditzung:

lQ-(r 9| < 227 o[l LV 1 I+ I L+l 1+ )

3.2.2 Der Gewinnterm

Zur Vorbereitung der Untersuchungen des Gewinnterms sei daran erinnert, dass wegen
(1.12) die Gleichheit
v —w| = [ = w|
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gilt. Mit der Peetre-Ungleichung aus Lemma 2.2.8 a) folgt hieraus fiir alle A € [0, 1]
die Abschétzung
|U _ w‘)\ < <UI . w/>)\ < 2)\/2 <UI>>\ <w/>)\ :

und mit der zweiten Ungleichung aus Lemma 2.2.8 b) erhélt man fiir alle v > 0:

<1<J?'j)>v+|;)<;/2>u”|+>\ <22 (3.21)

Fiir die bilineare Form des Kollisionsoperators gilt der folgende

Satz 3.2.3. Unter der Voraussetzung (3.5) ist der Gewinnterm des Kollisionsopera-
tors fiir alle v > 0 und alle 1 < p < 0o eine stetige Abbildung
Q+ . L;V—‘r)\) « L§V+A> N LI()V) :

wobet die Normabschdtzung

Q- (£,9) LI < Capy g I [1£ 1L+
gilt.
Beweis. Fiir den Beweis werden die Fallep = 1, p = oo und 1 < p < oo unterschieden.

i) Der Beweis der Aussage fiir p = 1 ist elementar zu fithren. Benutzt man die
schwache Formulierung von @ aus (1.49), die erste Ungleichung aus Lemma
2.2.8 b) und anschliefend die Peetre-Ungleichung, so ergibt sich:

Qs () LY < / / / ba (i) v — w]* | £ ()] g(w)| (') de duw do

R3 R3 S2
< [ [ [mwle-w sgtw) @ ) dedodo
R3 R3 S2
< 226, [ [ S )] g0 )] duds

v+ v+
= CuaallF L g L]
Dabei wurde im letzten Schritt der Zusammenhang (3.9) verwendet.

ii) Fiir den Fall p = co verwendet man (3.21) und erhilt

HQ-i- f g |IL‘ H < ess Sup (&/ V+|;]< Y }fqu/\ /)’ ’g(u+)\>(w/)’ dedw)

< 2M%ess sup | fiu0) (V)] ess sup//bA ) |gwn (W')| de dw

v/ €R3
R3 S2

vER3
R3 52
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iii)

Fiir das Integral auf der rechten Seite wird Lemma 1.6.1 mit hy(u) = bx(u), v =0
und F(-) = |gu4x ()| verwendet. Dies liefert

1

o2l < el et |

= Crooo|lf ILE [l ™),

ba(p)
1+ p)3/?

A\

dp

wie behauptet.

Im Falle 1 < p < oo setzt man p’ = p/(p — 1), verwendet wieder (3.21) und
anschliefend die Holder-Ungleichung (Satz 2.1.1):

p
v—w
HQ+(f,g) |L§,V)Hp:/ // V+|)\ V|+/\b)\(ﬂ)f<y+A)(v/)g<y+,\( )dedw dv
R3 |RS $2
<2(P)‘ /(//‘ 1+’u3/(2p b)\( ) ( )‘1/17'
R3 “R3 S2 ,
-3/(2p") / N |P 1/p
X (14 )20y () g () | Frrn @) dedw ) dv
p/p’
< 2N/ /(// 14 12)3/ )by (1 ‘g,,H ‘dedw)
R3 R3 S2
//1+u OBy (1) [gany (W] | Frwrny )] de dw dv
R3 §2
p/p’
< 2(P/2 ggq sgp(// 14 )3y (1 ‘g v ( ‘dedw)
veER B3 &2
(14 )=/, ( P dedwd
+ 1) A1) |9n ( fowan ()] dedwdv.
R3 R3 §2

Fiir den ersten Faktor verwendet man wieder Lemma 1.6.1, diesmal mit

ha(u) = (14 ) @b (u),

und auf den zweiten Faktor wendet man die bereits bewiesene Abschitzung aus

Teil i) an. Zusammen mit
1 1
=1
p p
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ergibt dies die behauptete Normabschétzung

p/p
Q4 (F gy L7 |[" < 209 ess sup (25/27T lg i H/ +u)§g> 752 d“)

1
12 1% b (/’L)
< m) g L L | Dt i
-1

IA

v v p
(Crna® lg I [l 1)

Zusammen mit den entsprechenden Ergebnissen fiir den bilinearen bzw. symmetri-
schen Verlustterm (Satz 3.2.1 und Korollar 3.2.2) erhilt man unmittelbar das folgende
Resultat. Es sei daran erinnert, dass die Grad-Bedingung erfiillt ist, wenn (3.5) gilt.

Korollar 3.2.4. Es seiv >0 und 1 < p < 0.
a) Es gelte (3.5). Der bilineare Kollisionsoperator ist eine stetige Abbildung
Q - ]L;”M 5¢ ]L%”*M _ L;’” ’
mit der Normabschdtzung
lRU. ) I || < (Crgqry +2Y2Co) [lg I |17 1L+
Cy ist dabei durch die Grad-Bedingung (3.2) gegeben.

b) Es gelte (3.8). Der nach (3.7) gegebene symmetrische Gewinnterm ist eine stetige
Abbildung

Q, (LY“) mL;WM) X (LY“) mL;HM) — LY,

mit der Normabschdtzung
1o+ (£.9) L] < Cxpa (g I P L=+ 1 18 g 1)) -

¢) Es gelte (3.8). Dann ist der symmetrische Kollisionsoperator eine stetige Abbildung

Q- (LY“) ﬂM”*”) X (JL§”“> ﬂLz(,”“)) — LY,

p

mit der Normabschdtzung

1.9 LY < 5 5 @22 (o L™ 1 L+ 1L g 1L +]).

Cy ist dabei durch die Grad-Bedingung (3.2) gegeben.
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Fiir den algebraisch symmetrisierten Gewinnterm (3.11) kann eine weitere Aussage
bewiesen werden, die zwar stirkere Voraussetzungen an den Winkelanteil benétigt,
aber hinsichtlich der Normen von f und g schérfer und flexibler ist.

Satz 3.2.5. Es gelte (3.12). Dann ist der (algebraisch) symmetrisierte Gewinnterm
fiir alle v > 0 und alle 1 < p < 0o eine stetige Abbildung

Q. (JL?*” HL;”“)) x (JL?*” HL;”“)) LW

P

mit den Normabschdtzungen

[ (£ L] < Copen I 1L g L4
124 (£. D ILY] < Corpea lg LEV| |1 L]

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, die zweite Abschétzung zu beweisen. Fiir
p = 1 gilt ferner C 1 1) = C) 1,(2) und jede der behaupteten Abschétzungen entspricht
der bereits bewiesenen Aussage fiir Q(f, g).

Sei also 1 < p < co: Wie bei den Umformungen bei der geometrischen Symmetrisie-
rung in Abschnitt 1.3 erhélt man durch die Vertauschung e < —e:

Q. (f,9)(v) = %( / / by () v — wl F(o)g(w') de du

R3 52

+//5A(M) o —w|* f(w)g(v') dedw)

R3 §2

- ; / / (balp) + ba(—p0)) o — w] F(0') g(w') de d.

R3 §2

Fiir 1 < p < oo erhilt man aus (3.21) und der Hélder-Ungleichung wie im Beweis von
Satz 3.2.3 (Teil iii))

19+ (f,g) ILY||”

p
< gr(/2-1) /(// (ba (1) + 0x(—10) | forny ()] | giwsny (w }dedw) dv

R3 “R3 52
p/p
< op(V/2-1) Sup(// 1+’u3/(2p b)\( )+ bx(—p )’g<u+/\>(w')}dedw>
veR3 b5 oo
<[ ][ 0 + b (-0) gt ()] [fin (0 deddo.
R3 R3 S2

Fiir den ersten Faktor verwendet man Lemma 1.6.1 mit

ba(p) + ba(—p)
(1 + M)3/(2p) ’

ha(p) =
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und den zweiten Faktor schitzt man wieder mit der bereits bewiesenen Ungleichung
fiir den Fall p = 1 ab. Man erhilt so

p
v) ||P A+3—3 2 (v+A) [(Z2)) +b>\( )
1Q+(f.9) |L§>)H < |2 w 77H9|L H Hfm‘ H/ 1+ p)30-1/n)/2 d
Das Integral auf der rechten Seite ist identisch mit
[ b [ )
A NV
/ A5 ppa-umrz / (A= a1z -
—1 -1
Aus der Ungleichung
1 1 max (2, 231-1/p)/2)
+ < ’ (3.22)
(11 p)30=1/m2 " (1 — pp=1n/2 = (1 — 2p0-1/p)/2 '

folgt die Behauptung:

|1Q+(£.9) L[| < Capeallg I 1 £ L)

Der Fall p = oo wird vollkommen analog behandelt: Aus (3.21) folgt

Q- (4) L] < 2271 | 1LE | sup [ [ 0260+ ta-00) gy @) deco,
R3 52

und man erhilt die behauptete Abschiatzung durch Anwendung von Lemma 1.6.1 und
der Ungleichung (3.22). |

3.3 L, x L -Abschitzungen

In diesem Abschnitt werden Abschitzungen fiir den Kollisionsoperator fiir Funktio-
nen aus den gewichten IL -Réumen, d.h. in einer reinen L -Umgebung bewiesen, wobei
1 < p < oo.Dader Fall p = 1 durch die Ergebnisse des letzten Abschnitts schon
vollkommen abgedeckt ist, wird er nicht weiter behandelt. Wie bereits erwéhnt, finden
sich in der Literatur bisher ausschlieflich die Falle p = 1, 2.

Im Unterschied zu den L, x IL,-Abschétzungen des vorangegangenen Abschnitts wird
sich hier zeigen, dass man stirkere Integrierbarkeitsvoraussetzungen fiir die Funktio-
nen f und g benotigt. Zum Ausgleich geniigt jedoch die Grad-Bedingung als einzi-
ge Forderung an den Winkelanteil sogar fiir den bilinearen Gewinnterm. Gesonderte
Betrachtungen fiir den symmetrischen Operator sind daher nicht nétig und die aus
physikalischer Sicht allgemeinsten Interaktionsmodelle werden durch die folgenden
Stetigkeitsaussagen abgedeckt.
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3.3.1 Der Verlustterm

Satz 3.3.1. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2). Dann ist fir alle 1 < p < 0o und alle
v > AN+3/p mitp' =p/(p—1) der Verlustterm eine stetige Abbildung

Q- : ]L;’Y) % ]LI<;Y> N ]L;;”M,
mit der Normabschdtzung

|Q-(f. ) ILg™ || < 227 G G [ SIS [l g 1157
Die Konstante Cy, - ist dabei durch (3.15) gegeben.

Beweis. Aus Lemma 3.1.1 folgert man unmittelbar fiir 1 < p < co:

lQ-(f, ) ILEV|P = / )"0 [ (0) |Llg )P do

R3
< |Zlgw) LEV | / (" 1F@)]” dv
]R3
< 20V2CpCr, g LS| (LS|
Der Fall p = oo ist trivial. |

Man stellt fest: Verglichen mit den Voraussetzungen an die Funktionen f und g fiir die
[L, x LL;-Abschétzungen des letzten Abschnitts sind die Integrierbarkeitsforderungen
hier restriktiver. Ursache hierfiir ist die punktweise untere Schranke fiir die Kollisi-
onsfrequenz aus Satz 3.1.3.

3.3.2 Der Gewinnterm

Der Gewinnterm besitzt fiir Funktionen in gewichteten L -Rdumen die folgende Ste-
tigkeitseigenschaft:

Satz 3.3.2. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2). Fir alle v > 0 und alle 1 < p < 0o
gilt: Erfillt v die Bedingung

vy>A+3/p . p=p/p-1),
so ist der Gewinnterm eine stetige Abbildung
. v+ v+ v
Qs : LV x LU — LI
mit der Normabschdtzung
1+ (f, 9) L[| < 222 Gy Gy || F 1L [l 1151

Die Konstante Cy, - ist dabei durch (3.15) gegeben.



72 Kapitel 3. Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators

Beweis. Unter Verwendung der Peetre-Ungleichung aus Lemma 2.2.8 a) erhélt man
die Abschétzung

|'U o w|)\ _ |U, _ w/|>\ < <U, _ w/>)\ < 2)\/2 <v/>)\ <w/>)\ '
Da nach Voraussetzung v — A > 0 gilt, folgt aus Lemma 2.2.8 b)
(W)™ < ()W) = W) @) < ()

Fiir 1 < p < oo erhilt man hiermit

Q) L] < / ( / / ba(4) 0 = £ Lo >|dedw>

R3 §?
< 2(””/2/(v>py //bA ) W] g ()] dedw) dv
R3 R3 §?
< 2(p>\)/2/<v>pv //b,\ NI (YA | fon )] |9y (W) dedw) dv
R3 R3 52
< 202 / (0)" / / ba (1) )™ | fey ()] g ()] dedw) dv.
R3 R3 S2

Die Faktorisierung
bA(12) = ba (k)" ba ()7

und Anwendung der Hoélder-Ungleichung auf das innere Integral liefern:

Q4 (f:9) LY|]" < 2“’””/(@“(//%(#) [ @] Jgen (@] dedw)

R3 R3 52
p—1

><< / / ba () <w>p’<“>dedw> dv. (3.23)

Der zweite Faktor ist nach (3.2) und (3.15) gleich C;*~'C?7, _ und es folgt mit (1.49)
und Lemma 2.2.8 b):

HQ.i_(f, g) |L1<)V>Hp < 9PN/20y - 105))\ 7/ //b,\ }f /)}p }g(v)(w’)’pde duw do

R3 §2
pA)/QCp oL

pM///@/)pybk(N)}f<v>(v)!p |9 (w)|” de dw dv

R3 R3 S2

20260 [ [y @ gy (0] durds

R3 R3

ARCPCL I oL

DAY
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Fiir p = oo erhilt man analog

(W) Q4 (f, 9)(v)] < 22 (v)” / / ba(u) ()7 (W) | fry (0] |9y ()] de dw

R3 52
<22 la | [ [ o) ) dedu
R3 S2

und die Behauptung folgt aus der Grad-Bedingung und

Cuur = [ () dw.

R3

Nach Voraussetzung iiber v gilt fiir alle v > 0

v+y>v4+A+3/p >v+ .
Nach Lemma 2.1.2 a) und Satz 3.3.1 folgt hieraus

fg e L™ = Q_(f,g) e LV c L.
Damit folgt unmittelbar:
Korollar 3.3.3. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2). Fir v > 0 und alle 1 < p < o0
qilt: Erfillt v die Bedingung
vy>A+L3/0 P =p/lp-1),

so ist der Kollisionsoperator eine stetige Abbildung

Q : L}()wrv) % L;V-i-’Y) SN IL,;”,
mit der Normabschdtzung

lQ(f 9) I || < 2222 Cy oy | FILG [l 115

Die Konstante C,, - ist dabei durch (3.15) gegeben.

3.4 Stetigkeit in Besselpotentialraiumen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse aus den L -Réumen auf die in Kapitel 2
vorgestellten Besselpotentialrdume ausgedehnt. Es zeigt sich dabei, dass der Kollisi-
onsoperator dieselben Glattheitseigenschaften wie seine Argumente besitzt.

Zur Untersuchung werden zunéchst elementare Betrachtungen angestellt und die Iso-
morphie der Besselpotentialriume zu den gewichteten Sobolevraumen verwendet.
Anschlieffend wird im Zusammenhang mit den Glattungseigenschaften des Gewinn-
terms klar, warum die Betrachtung der Besselpotentialrdume von Vorteil ist.
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3.4.1 Abschatzungen in gewichteten Sobolev- und Besselpo-
tentialraumen

Fiir die weiteren Betrachtungen wird die folgende Aussage von Nutzen sein. Der Be-
weis ist [23] entnommen.

Lemma 3.4.1. Jede partielle Ableitung nach v von Q. bzw. Q_ ldsst sich ausdriicken
als:

9%Q.(f,g)(v) = *) Q. (0°F,0°7Pg) (v). (3.24)
3 (5)e-@roy

Beweis. Wegen der Translationsinvarianz aus Abschnitt 1.3, die offensichtlich fiir
Gewinn- und Verlustterm gleichermafen gilt,

Q(f,9)(v+2) = //Z)A(u) lv — w\A (f(v' +2)g(w' +2) — f(v+ 2)g(w + z)) de dw ,

R3 52

kann man die Gleichheit

0°Q=(f,9)(v) = 07Q=(f,9)(v + 2)| .

dazu benutzen, die Ableitung (nach z) in das Kollisionsintegral hineinzuziehen. Die
Behauptung folgt dann mit der Leibnizschen Produktregel (2.11). [

Das Lemma ermdglicht es, die Stetigkeitsaussagen der Abschnitte 3.2 und 3.3 auf die
gewichteten Sobolev- bzw. Besselpotentialriume zu iibertragen.

Fiir s € Nound 1 < p < 0o sei g € W™ und f € W™ Mit der Norm (2.14)
erhilt man aus Satz 3.2.3:

Q4 (f,9) Wy = > [[0%Q(f, 9) LY

lx|<s
< ¥ Z( ) s (@%r.0m2g) |
la|<s B
< o X3 (5) 100 Pl

|| <s B

Lo IVl (w2 |7,

(2 329

la|<s B2«

IN

wobei fiir 1 < p < oc:

Der Fall p = oo wird analog behandelt, die Konstante lautet dann

C~s o = IIE\E?; <g) ) (3.26)
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Fiir den Verlustterm ()_ muss nach Satz 3.2.1 in den obigen Abschétzungen nur C) 1
durch 220, ersetzt werden. Zusammen mit Korollar 3.2.4 und Satz 3.2.5 erhilt man
sofort das folgende Resultat:

Satz 3.4.2. Esseiv > 0, s € Ny und 1 < p < oco. Ferner sei die Konstante (fs,p
durch (3.25) bzw. (3.26) gegeben.

a) Es gelte (3.5). Der bilineare Kollisionsoperator ist eine stetige Abbildung
s,(v s,(v+A s,(v
Q : Wt s Wl  pys )
mit der Normabschdtzung

QU 9) Wy < Cop(Capay + 222 Co) [lg W[ w5+

b) Es gelte (3.12). Dann ist der (algebraisch) symmetrisierte Gewinnterm eine stetige
Abbildung

Q. : (Wi,@-‘r}\) mW§’<”“>) y (Wi,(w» QW;,<V+A>) N W;,<u>

mit den Normabschdtzungen

194 (£, ) W] < Cop Copgey | £ W] g W42
DTN < CopCrpin la [ 719750

c) Es gelte (3.8). Dann ist der symmetrische Kollisionsoperator eine stetige Abbildung
Q ¢ (Wit W) x (Wbt AWty —, et
mit der Normabschdtzung

1- -
5Con(Crp +2Y2 Cy)

 (llg (W V1 90 L W5 g [ +)

1o ) W <

Die Konstante Cy ist dabei in (3.2) definiert.

Kombiniert man dieses Resultat mit dem Einbettungssatz von Sobolev (siehe z.B.
[50]), so erhélt man die folgende bemerkenswerte Aussage iiber die Abbildungseigen-
schaften des Kollisionsoperators fiir Schwartz-Funktionen:

Korollar 3.4.3. (DUDUCHAVA /RJASANOW [23/)
Bilinearer und symmetrischer Kollisionsoperator sind stetige Abbildungen

Q,0:SxS——5S.

Entsprechendes gilt fiir die zugehdrigen Gewinn- und Verlustterme.
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Die Vorgehensweise, die zu Satz 3.4.2 gefiihrt hat, lisst sich vollkommen analog auf
die Abschitzungen aus Abschnitt 3.3 anwenden und man erhilt aus den Sétzen 3.3.1,
3.3.2 und Korollar 3.3.3 unmittelbar:

Lemma 3.4.4. Es seiv >0, s € Ny und 1 < p < oco. Es gelte die Grad-Bedingung
(3.2) und ferner

vy>A+3/p , p=p/lp-1).
Dann gilt:

a) Der Verlustterm ist eine stetige Abbildung
. S, S, ERGED
Q- : Wp<“/> prh) %Wp” ),
mit der Normabschdtzung

1Q_(f, g) W02 < 222G, , Cy Cyn s || £ [WE[|] g [WEO|

b) Der Gewinnterm und der Kollisionsoperator sind stetige Abbildungen
Q.,Q : W;KVH) % W§7(u+w> . W;KW’
mit den Normabschdtzungen

JQe(r.a) W < 22y Co o 1 W[l [+
JQU.a) Wy Y| < 225 Coy G s || (W5 | g [W5+).

Dabei ist Cy ., durch (3.15) und C,,, durch (8.25) bzw. (3.26) gegeben.

Fiir 1 < p < oo werden diese Aussagen auf die gewichteten Besselpotentialrdume iiber-
tragen und auf den Fall s € R} ausgedehnt. Nach Satz 2.1.4 und der anschlieRenden
Bemerkung existieren Konstanten c, ;) und c; (o) mit

lg I < o g W1 Nl W3] < e flg 1B

)

wobei 1 < p < oo, ¥ € R und s € Ny. Mit der Bezeichnung

Cs,p = 087(1) CS’(Q)CSJ) (3.27)

libertragen sich die Aussagen und Abschitzungen sofort auf die Besselpotentialrdume,
indem man C;,, durch C,, ersetzt. Die Anwendung von Satz 2.1.6 a) fiir pg = p; = p
liefert die entsprechenden Aussagen fiir alle s > 0:

Satz 3.4.5. Es seiv >0, s >0 und 1 < p < co. Es gelte die Grad-Bedingung (3.2)
und ferner

vy>A+3/p . p=p/p-1).
Dann gilt:
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a) Der Verlustterm ist eine stetige Abbildung
Q_ - H;(W) X H;,(v) — H;,W—M’
mit der Normabschdtzung
lQ-(f, 9) ;O] < 22, Gy Gy || £ || g [T
b) Der Gewinnterm und der Kollisionsoperator sind stetige Abbildungen
Q.,Q : H;’<”+7> % Hf;(””) . H;KV) :

mit den Normabschdtzungen

Q- (f, g) [HE |
|Q(f, g) [HE ||

22, CyCyn | ;g 5+

<
< 2 Cp Cy Gy || 1|l g BT

Dabei ist C,, » ., durch (3.15) und Cs,, durch (3.27) gegeben.

3.4.2 Der adjungierte Gewinnterm und Glattungseigenschaf-
ten

Die Untersuchung des Gewinnterms fiir Funktionen aus Besselpotentialrdumen in der
Arbeit DUDUCHAVA /RJASANOW [23] ergab, dass dieser Operator seine Argumente
glattet und dass hierfiir nur vergleichsweise moderate Glattheitsforderungen an den
Winkelanteil des Kollisionskerns gestellt werden miissen.

Die Strategie zum Nachweis dieser Eigenschaft von (), kann man folgendermafien
formulieren:

e Bestimme den L,-adjungierten Gewinnterm Q* (f, g).

o Interpretiere Q* (f, g) fiir fixiertes f als linearen Pseudodifferentialoperator Q% (f),
angewandt auf g, und untersuche dessen Abbildungseigenschaften.

e Schliefse von den Abbildungseigenschaften des adjungierten Gewinnterms Q7 (f, g)
auf jene von Q. (f,g).

Zu einer Funktion a(v,§), Symbol genannt, definiert man den zugehdrigen Pseudodif-
ferentialoperator durch

o [ atv. 7)€ il o) de.

R3

A(v, D)[f](v) =

Die klassische Theorie der Pseudodifferentialoperatoren ldsst sich nicht anwenden, da
im Zusammenhang mit der Boltzmann-Gleichung Symbole auftreten, die nicht in den
iiblichen Klassen der unendlich oft differenzierbaren Funktionen enthalten sind. Zum
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Erfolg fiihrt allerdings die Betrachtung von parameterabhéngigen Symbolen a(u, &)
mit der Eigenschaft
ess sup |a(u, &) < Cu (§)" . (3.28)

ueR3

Als zugehorigen Pseudodifferentialoperator definiert man

A(u, D)[f](v) = FL a(u, §) Flgl(€))(u; v) (3.29)
Dieser Operator ist eine stetige Abbildung
A(u,D) : Hy — L,
mit der Abschétzung
ess sup H.A (u, D)[f] |]L2H < C, Hf |H§H :

u€R3

Man zeigt, dass der beziiglich des L,-Skalarprodukts zu (), adjungierte Operator
darstellbar ist als

Q1(f, 9)(v /fv—u (u, D)[g)(v) du, (3.30)

wobei das Symbol a(u, £) des Pseudodifferentialoperators A(u, D) folgendermafen mit
dem Kollisionskern zusammenhéngt:

a(u, &) = exp (L%) |u|/\/b)\(u) exp (L |ul %) de . (3.31)
&2

Im Falle des VHS-Modells (1.40) erhélt man sogar die folgende explizite Darstellung
mit Hilfe der sinc-Funktion (sinc(y) = sin(y)/y):

a(u, &) = 4nC) exp ( 2§) Ju|? s1nc<‘u‘2‘§‘) . (3.32)
Unter Verwendung der Abschitzung fiir den Operator A(u, D) zeigt man:

Satz 3.4.6. (/23], Theorem 7, 1.)
Gilt fiir das Symbol (3.31) die Ungleichung

Jul*
a(u,é)| < Cpm—rm—r, 3.33
o, 6) < Carrd (333)
so folgt: Fiir
1
—5 <A< 7>g+)\ , fely

sind die linearen Operatoren

QU ¢ E
Q)+ LY —

stetig.
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Ferner kann nachgewiesen werden: Erfiillt der Winkelanteil des Kollisionskerns die
moderate Glattheitsforderung

ba(u) € H'([-1,1]), m>1, (3.34)

so geniigt das Symbol (3.31) der Bedingung (3.33). Das zum VHS-Modell gehdrende
Symbol (3.32) erfiillt (3.33) ebenfalls.

Fiir den bilinearen Gewinnterm lésst sich anschlieffend die folgende Glattungseigen-
schaft zeigen:

Satz 3.4.7. (/23], Theorem 10, 1.)
Die Voraussetzung (3.33) sei erfillt. Fir

1 3
_§§A§1 , 'y>§+)\ ., §>0, s <s<4d,

gilt: Die Operatoren
QL H;’,M % H;fl N H;(*W
Q. : ]HI;I’M % Hg,(v) — HE*!
sind stetig.

Wendet man dieses Ergebnis fiir v > 0 auf die Funktion f, an, so erhalt man aus
der Definition der Norm in Hj"’ (siehe (2.17)) sofort:

Korollar 3.4.8. Die Voraussetzung (3.34) sei erfillt. Fiir

1 3
_§§A§1 , 'y>§+)\ , § >0, - <s<d,

und alle v > 0 gilt: Der Gewinnterm ist eine stetige Abbildung
Q+ . H "(y+v) % H s,{y+v) _ H;-ﬁ-l,(”).

Die Besselpotentialriume erweisen sich somit als geeignetes Umfeld fiir die Untersu-
chung der Regularitéitseigenschaften des Gewinnterms.

Die Glattungseigenschaft kann u.a. dazu verwendet werden, die folgende beziiglich des
Exponenten p heterogene L -Abbildungseigenschaft des Gewinnterms zu beweisen:

Satz 3.4.9. Die Voraussetzungen von Korollar 3.4.8 seien erfillt, es gelte (3.5) und

es sei 1 < p < co. Unter den Bedingungen

q 2(p—q)
1<q<p , q<r§7 , o=—————= ,
1—(0q)/3 q(p —2)

gilt: Der Gewinnterm ist eine stetige Abbildung

€ [0,1],

Qs - (}LYYJW) N L((;(y)Jru)) x ]L((;/Jru) _ L§V> 7
und es existiert eine Konstante C) pq..r, 50 dass die Normabschétzung

1Q(£.9) ILE || < o || £ LT 2| £ L)

2

gilt.
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Beweis. Nach der Holder-Ungleichung gilt die Abschétzung

IS < QL ) g

woraus man durch Anwendung von Korollar (3.4.8) fiir v = s’ = 0 auf die Stetigkeit
der Abbildung

(7 Qy s (LY L) x LY — my (3.35)
schliefst.

Es sei p # 2: Da nach Voraussetzung in jedem Fall v > ) gilt, folgt aus der Anwendung
von Satz 3.2.3 fiir den Fall v = 0 speziell, dass die Abbildung

(V77 Q4 : LY xLO) — L (3.36)

p p

stetig ist. Nach Satz 2.1.6 a) mit po = p und p; = 2 folgt aus den beiden letzten
Abbildungseigenschaften durch Interpolation, dass

(TQ, (L@ A LQ) X L — HOO (3.37)
stetig ist, wenn gilt:
2 —
y 2p—q)
q(p - 2)

Nach Satz 2.1.6 b) ist fiir

3 3 q
og—=> -2 = r<—
q r 1—(0q)/3

die Einbettung
Ho ™ ., LY (3.38)

stetig. Kombiniert man dies mit (3.37), so erhélt man die Stetigkeit der Abbildung
7@y s (L L) x LY — L

und damit die behauptete Stetigkeitseigenschaft fiir p # 2 und v = 0.

Fiir p = 2 und v = 0 erhélt man die Behauptung sofort aus (3.35) und Anwendung
von (3.38) mit o = 1.

Wendet man die bewiesenen Aussagen fiir v > 0 auf die Funktion f(,, an, so folgt
die Behauptung des Satzes. Dabei enthélt die Konstante C ,,,, die Konstanten
der jeweiligen Normabschétzungen zu (3.35), (3.36), der Interpolation (3.37) und der
Einbettung (3.38). |
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3.5 Stetigkeit in metrischen und exponentiell gewich-
teten Raumen

Die in den Abschnitten 3.2 und 3.4.1 nachgewiesenen Stetigkeitsaussagen
Q : L§V+>\) % L§V+>\) N ]Léu)

und
. S, (v+ S (V+ s,{v
Q : HE W) x HE W — HEW

besitzen die Struktur
Q . Vl X Vl — Vg,

wobei im allgemeinen gilt:
Vo V.

Eine Ausnahme liegt fiir p = 1 und A\ = 0 (Maxwell-Molekiile) vor. In diesem Fall ist
V1 = V, und die Tatsache, dass der Kollisionsoperator lokal Lipschitz-stetig in IL§V>
ist, liefert sofort die Existenz einer Losung f(t,-) € ]L§”> des Anfangswertproblems zur
rdumlich homogenen Boltzmann-Gleichung auf einem Zeitintervall.

Es ist keine triviale Aufgabe, solche Funktionenrdume V zu identifizieren, fiir die
Q:VxV-—YV (3.39)

unabhéngig von A € [0, 1] eine stetige Abbildung darstellt. Dass der Schwartz-Raum
ein Beispiel hierfiir ist, zeigte Korollar 3.4.3.

Abschnitt 3.5.1 ist der Konstruktion metrischer Rdume mit der Eigenschaft (3.39)
gewidmet. Im Anschluss werden die Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators
beziiglich der exponentiell gewichteten IL,-Norm fiir VHS-Modelle studiert. Dabei wird
sich die bemerkenswerte Tatsache herausstellen, dass der Gewinnterm die Eigenschaft
(3.39) besitzt.

3.5.1 Metrische Raume

Fiir 1 < p < oo sei
L& = (LY, (3.40)

v>0
und fiir s > 0, 1 < p < oo definiert man

Hy 0 = (YHZ ™. (3.41)

v>0

Diese Vektorrdume werden jeweils mit den Fréchetmetriken

=1 JFm

op(f) = Z Z_HHHW ; (3.42)

n=0



82 Kapitel 3. Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators

bzw. »
= 1 ||/
ops(f) =) o i (3.43)
’ ;2 1+ ||.f B
versehen.

(00)

Seien f, g Funktionen aus ]LI<,°°> bzw. H,**. Da die gewichteten [L- und Besselpoten-

tialrdume Banach-Riume sind, folgt unmittelbar, dass L™ mit 0,(f —g) und HE )
mit g, s(f — g) vollstindig metrisiert ist.
Beziiglich der definierten Metriken bedeutet Stetigkeit, dass fiir alle Funktionenfolgen

(fe)iZys (k)72 mit
Jmo(f—fi) =0 ,  limo(g—gy) =0
gilt:
lim o(Q(f,9) = Qfi 91)) =0,

wobei p fiir die jeweilige Metrik g, bzw. g, ; steht.
Der Kollisionsoperator verhilt sich auf diesen Rdumen wie folgt:

Satz 3.5.1. Der Raum LY sei durch o, und der Raum Hy'™ durch o, metrisiert.

a) Es gelte (3.5). Fiir alle 1 < p < oo ist der Kollisionsoperator eine stetige Abbildung

Q : L&) x LE — L

b) Es gelte die Grad-Bedingung (3.2). Fiir s > 0 und alle 1 < p < oo ist der Kollisi-
onsoperator eine stetige Abbildung.

Q : HY) x HE) — Hy )

Beweis. Die Bilinearitit des Kollisionsoperators liefert die Identitét

Qf,9) — Qfrsax) = QUf,9) — Qf, gr) + Q(f, gx) — Q(fr, 9x)
= QUf,9—gr) + QU — fr, 9r) -

Nach Korollar 3.2.4 b) und Satz 3.4.5 b) gilt unter den jeweiligen Voraussetzungen
Q(f,9) € Ly baw. Q(f.g) € H;™. Seien (fi), (gx) Folgen mit

k—o0 k—o00
o(f=fr) — 0 alg—gr) — 0,
bzw. fiir die Behauptung b):

k—o0 k—o0

ops(f = f) — 0, 0ps(g—gr) — 0.
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Die Abschitzungen der genannten Sitze liefern mit den jeweiligen Konstanten fiir
p € [1,00] und alle v > 0:

1Q(f. 9) — Q(fr, g) LY

< ||Q(f,9—gx) |L§;V>H + | Q(f = fu. gx) |L§;V)H
< (e g = g L)+ flge L 1S = Se L)),

und fiir s > 0, p € (1,00) und alle v > 0:

HQfg — Q(fr, ) ‘H H
HQ 19— gk |HS Y H + HQ f = [ 9k) |HS Y H

Ca(1F 1) g — g I )| + g IS0 | [ = i)

IA

IA

Nach Voraussetzung ist (g — gx)52; in allen beteiligten Rdumen eine Nullfolge und
damit beziiglich einer jeden Norm in k gleichméfig beschrénkt. Aus

(f=f)=Z0 . (g—g)=%0

folgt dann, dass die rechten Seiten in den vorangegangenen Abschétzungen Nullfolgen
sind. Damit gilt auch beziiglich einer jeden Norm

k—oo
und nach der Definition der Metriken folgt die behauptete Stetigkeit. |
Mit der Voraussetzung (3.8) gilt die Stetigkeitsaussage von Satz 3.5.1 a) fiir den

symmetrischen Kollisionsoperator.

3.5.2 Normabschiitzungen fiir LY-Funktionen

Zum Schluss des Kapitels sollen die Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators
auf den Raumen

]L?:{f:R3—>R:eXp(@]'|2)f€]L1} (3.44)
untersucht werden. Diese sind fiir © > 0 mit der Norm
[£ LD = llexp(© 1) f Ly || = / exp(© [o[*) [£(v)] dv (3.45)
R3

versehen. Im Zusammenhang mit der Boltzmann-Gleichung wurden die L9-Eigen-
schaften der Losungen des rdumlich homogenen Anfangswertproblems von BOBY-
LEV studiert. Die von ihm in [9] gefundenen analytischen Losungen fiir den Fall der
Maxwell-Molekiile liegen in diesem Funktionenraum und eine entsprechende Theorie
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wurde in [10] vorgestellt. Fiir das Hartkugelmodell wurde in [11] gezeigt, dass die
Losungen die folgende Eigenschaft besitzen:

VO>0:30<0 <O : foel® = f(t,) el (t>0). (3.46)

Zum Beweis dieses Resultats wurden Reihenentwicklungen verwendet, die ausschlief-
lich fiir das Hartkugelmodell (A = 1) anwendbar sind. Es musste daher offen bleiben,
ob entsprechende Aussagen auch fiir 0 < A < 1 gelten. Normabschétzungen fiir den
Kollisionsoperator konnen bei der Untersuchung helfen, sind aber immer von einem
eigenen Interesse.

Fiir Maxwell-Molekiile, d.h. A = 0 und
bo(p) = Co,
ist der Kollisionsoperator fiir beliebige © > 0 eine stetige Abbildung
QLY xL® —1L%.
Fiir den Verlustterm ist dies wegen

Q- (f,9) ()] = |f(v) Llgl(v)| < 47 Cy|[g Ly ]| [/ (v)

sofort klar. Fiir den Gewinnterm erhélt man aus der schwachen Formulierung (1.49)
und der Tatsache, dass wegen der Energieerhaltung die Ungleichung

[ < Jof* + Jwl?

gilt, die folgende Abschitzung:

1+ (f, 9)(0) [LO] < c%l/kmp<)w /:/|f ) g ()| de duw do

R3 R3 S2
= CO//|f )| |g(w |/exp@|v|)dedwdv
R3 R3
SM&//V@WWMW@WIHMDWM
R3 R3

= 4yl £ 1L o L)

Interessanterweise gilt auch fiir 0 < A < 1, dass der Gewinnterm eine Abbildung von
L9 in sich selbst ist, wie weiter unten gezeigt werden wird.

Die Betrachtungen beschrinken sich auf den numerisch relevanten Fall der VHS-
Modelle fiir harte Interaktionspotentiale, der Kollisionskern lautet also:

Blv—w,e)=Cy [v—w|* |, Xe0,1]. (3.47)
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Der Verlustterm

Der Verlustterm des Kollisionsoperators verschlechtert die Integrierbarkeitseigenschaf-
ten, denn es gilt:

Satz 3.5.2. Der Kollisionskern sei von der Gestalt (3.47). Dann ist fiir alle) < e < ©
der Verlustterm des Kollisionsoperators eine stetige Abbildung

Q- : LY x LY — 1.9,
mit der Normabschdtzung

|Q-(£,9) P~ < 222 €y O ol IV [ 1T

Die Konstante Cyy . ist gemaf (2.24) definiert.

Beweis. Analog zu den L, x LL;-Abschétzungen erhilt man unter Verwendung der
Peetre-Ungleichung 2.23:

lQuf.9) LS| < dnC / exp (0 — ) Jof?) 1£(v)] / o — w]* [g(w)| dwdv
R3
< 22+)\/27TC>\/8Xp (©—c¢) |v Y I f (v |/ w)| dw dv

R3

= 29200 gL [ exp (© = ol (0 5(0)] o

Nach Lemma 2.2.10 b und der Definition der Gewichtsfunktion gilt:
exp (—eo”) (0)* < Cpy

und es folgt, wie behauptet:

10F. 9 ILE~| < 222x 0y Cye g ILL| / exp(©[u]?) |£(0)] dv
R3
272 O\ Ciy P

Der Gewinnterm

Wiirde man im Falle A > 0 fiir den Gewinnterm vorgehen wie bei den eingangs
gezeigten Abschétzungen fiir die Maxwell-Molekiile, so wiirde man die Stetigkeit

. T ©+e€ O+€ S}
Qt : Ly X Ly™ — Iy
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mit

1Q+(f,9) ILD|| < 222w CACR) || £ L] [|g LD
fiir beliebige € > 0 erhalten. Dieses Ergebnis lisst sich verbessern, wenn man auf die
punktweise Abschétzung

W) < ol + Jwf?
verzichtet und stattdessen Lemma 2.2.11 verwendet:

Satz 3.5.3. Der Kollisionskern sei von der Gestalt (3.47). Dann ist fir alle © > 0
der Gewinnterm eine stetige Abbildung

Q+ : L?XL?HL?v
mit der Normabschdtzung
124(7.9) L8]] < 2nCsConrona | ILY 19
Die Konstante Co 1_»/2 ist dabei gemdf$ (2.25) definiert.

Beweis. Verwendung der schwachen Formulierung des Gewinnterms und Anwendung
von Lemma 2.2.11 liefert

@t L8l < 0 [ [1o—wllr@llstw)] [ e (@) dedudo

R3 R3

< 4rnC v w v—w)‘eXp(@(’v‘2+|w|2))_1dwdv.
< AR[R[m ) gt o —wP SEEET

Aus der elementaren Ungleichung

—wf <2(of + o) = jo—w <22(ff + )

folgt
A exp(O(vf +[wl) =1 _ s pexp(O(v]” +[w]*) —1
O + w7 OJvf* + Jw[*)1-V2

Fiir die rechte Seite dieser Ungleichung verwendet man Lemma 2.2.10 ¢), wobei man
y = |v|* 4 |w|’ und v = 1 — (A/2) wihlt. Es folgt

v = wl

|Q+(f,9) ILY|| < 22+>\/27TC)\C®,1—)\/2//|f(v)| lg(w)|exp (O([vl” + [w]*)) dv dw
R3 R3

= 2221 C\Coionge || £ ILD]| [lg LS|
und damit die behauptete Stetigkeit. [ |
Aus (2.27) mit e = © und der stetigen Einbettung
LY G LY

erhalt man sofort:
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Korollar 3.5.4. Der Kollisionskern sei von der Form (3.47). Dann ist der Kollisi-
onsoperator fir alle 0 < ¢ < O eine stetige Abbildung

QLY xLY — LY,
mit der Normabschdtzung
|Q(f,9) LY~

Die Konstante Co -2 ist gemdf§ (2.25), die Konstanten Cy . und Cpye gemdif
(2.24) definiert.

< 22250y (Cong + ConeCine) || f |L?H g 1LD|| -






Kapitel 4

Momente und Stabilitat in Ll

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit a priori-Abschitzungen fiir die Losungen des An-
fangswertproblems

atf@? U) = Q(fa f)(tv U) ) f<07 U) = fO(U) ) (41)

im Falle der VHS-Modelle fiir harte Interaktionspotentiale.
Zunéachst wird die zeitliche Entwicklung der L,-Momente v-ter Ordnung, definiert als

V() = [lf¢ ) I, v =0, (42)
untersucht.
Aus Proposition 1.5.1 ist bereits bekannt, dass
Yo(t) = p(t) = po , Ya(t) = p(t) + 2E(t) = po + 2E(0) (4.3)

gilt und damit alle Y, mit v < 2 in ¢ gleichméfig beschriankt sind.

Nach Korollar 1.5.2 kann man sich bei der Untersuchung des Anfangswertproblems
(4.1) auf solche Anfangsbedingungen beschrénken, fiir die die mittlere Geschwindigkeit
gleich Null ist. Die Bedeutung der L,-Momente lésst sich fiir solche Anfangsbedin-
gungen und die zugehorigen Losungen leicht veranschaulichen, denn an der zeitlichen
Entwicklung der Momente mit v > 2 kann man ablesen, wie |v| verteilt ist: Je héher die
Ordnung der Momente, die zum Zeitpunkt ¢ endlich sind, desto mehr ,Masse* konzen-
triert sich in einer Umgebung um 0. Fiir die Maxwellverteilung sind die IL,-Momente
beliebiger Ordnung endlich, d.h. im Hinblick auf die Integrierbarkeitseigenschaften
der Losung gibt die zeitliche Entwicklung der L,-Momente erste Hinweise auf die
Geschwindigkeit, mit der sich die Losung f(¢,-) im L;-Sinne der Maxwell-Verteilung
annihert.

Die zeitliche Entwicklung der IL,-Momente wurde bereits von ARKERYD [3] untersucht
(siehe Satz 1.5.4 fiir den Fall der abgeschnittenen harten Interaktionspotentiale). In
[5] wurden die Momente der Losung fiir den Fall der weichen Interaktionspotentiale
mit —1 < A < 0 betrachtet. Es konnte jeweils gezeigt werden, dass alle Momente,
die fiir die Anfangsbedingung f, existieren, auch auf einem beschrinkten Zeitintervall
[0,¢] gleichmékig beschrénkt sind.

89
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Eine entscheidende Verbesserung dieser Resultate fiir harte Interaktionspotentiale ge-
lang ELMROTH [25], der folgendes nachweisen konnte: Gilt Y, (0) = || fo UL@H < 00
fiir ein v > 2, so existiert fiir jedes v/ < v eine Konstante C,/ s, mit

vt >0 : Y,/(t) < Cl/’,fo , (44)

d.h. die Momente sind in ¢ gleichmafig beschrankt.

GUSTAFSSON [29],[30] untersuchte die IL,-Momente fiir harte Interaktionspotentiale
mit dem Winkelanteil b, . (siehe (3.1) und griff dabei sowohl auf Elmroths als auch
auf Arkeryds Arbeiten zuriick. U.a. zeigte er die Relaxation der Losung zur Maxwell-
Verteilung in L.

Eine weitere signifikante Verbesserung der vorangegangenen Ergebnisse wurde von
DESVILLETTES [24] erreicht: Thm gelang sogar der Nachweis, dass die Bedingung

fo c L§2+E)

fiir beliebiges ¢ > 0 hinreichend fiir die gleichméfige Beschrinktheit aller Momente
fiir t >t > 0 ist. Davon ausgenommen sind alle Potentiale mit A < 0. Im Fall A < 0
konnte Desvillettes, der das VHS-Modell betrachtete, zeigen: Es existieren Konstanten
CO und Cl mit

Y, (t) < Co+ Cit.

Fiir Maxwell-Molekiile erbrachte WENNBERG [55] den Nachweis, dass genau die Mo-
mente in ¢ beschrinkt sind, die fiir ¢ = 0 endlich sind.

Sogar Desvillettes’ Resultat konnte noch iibertroffen werden: WENNBERG [56] bewies
fiir die harten Interaktionspotentiale mit Winkelanteil b, ., dass bereits die Bedingun-
gen fy € ]L§2> und fylog" fy € L, die gleichméRige Beschriinktheit beliebiger Momente
fiir t > ¢ > 0 zur Folge haben. Die Darstellung hier wird dem Beweis Wennbergs fol-
gen.

BOBYLEV |[11] schlieflich konnte Wennbergs Methode so modifizieren, dass die Aus-
sage auch fiir allgemeinere Kollisionskerne der Form

(v—w)-e

B(U_w7€):|v_w| h(|v—w|,u) U= |v—w|

gilt, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
1
27T/h(|v—w|,p)(1—,u2)du < 00.
“1
Als Anwendung wird im zweiten Abschnitt die Stabilitdt der Losung von (4.1) beziig-
lich der Anfangsbedingung nachgewiesen. Unter anderem zu diesem Zweck wurden

die L;-Momente auch in der Arbeit [41] untersucht.
Der Plan dieses Kapitels lautet im Detail:

e In Abschnitt 4.1 wird eine Aussage zur schwachen Stabilitédt beziiglich der An-
fangsbedingung dazu benutzt, die sofortige Erzeugung aller L,-Momente der
Lésung zu beweisen.
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e Diese Aussage wird dann im Abschnitt 4.2 verwendet, um die Stabilitdtsaussage
zu verschirfen.

Die hier gezeigten Resultate wurden jeweils ihrem Wesen nach bereits von WENNBERG
[56] und GUSTAFSSON [29] bewiesen. Das Hauptanliegen hier ist es, die explizite Form
der Konstanten in den Abschitzungen aus Abschnitt 2.2.2 in die Ergebnisse einflieften
zu lassen und somit der Anwendung fiir numerische Zwecke zuginglich zu machen.
Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel wieder das VHS-Modell fiir harte Interak-
tionspotentiale betrachtet.

4.1 Zeitliche Entwicklung der L,-Momente

Zur Vorbereitung der Untersuchung der zeitlichen Entwicklung der Momente benétigt
man das folgende Resultat (siehe auch [29]):

Lemma 4.1.1. Es seien fy, go € L™ (siche Abschnitt 3.5.1) und f(t,-), g(t,-) die
Liosungen der jeweiligen Anfangswertprobleme zur raumlich homogenen Boltzmann-
Gleichung (4.1). Es gilt:

Fir alle v > 0 dst || f(t,-) — g(t, ") |IL,§'/> | fast diberall nach t differenzierbar und es gilt
Hf L7 —/ (0)" (sgn(f(t,v) = g(t,v))) (Ouf (£, v) = Bug(t, v)) dv.

Dabes st

I ,y=>0
sgn(y) =9 _, ) <0

das Signum von y.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle ¢ > 0 die Darstellung

t

£(t.0) = folv) + / QU. N dr . gltv) = golw / Q9. 9)(r

0

die im Sinne der Bochner-Integrale zu verstehen ist (siehe [40]).
Es sei T' > 0 beliebig und ¢,¢' € [0,T]. Die Anwendung von Korollar 3.2.4 a) liefert
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wegen C 1 1) = 2V/2Cj und Cj, = 4nCy:
1£(t,-) = g(t, ) L] = || £, ) — o) LY |

< |l ) = F@E ) I + gt ) — o) 1LY

max(t,t') max(t,t")
= | / QU ) () dr [L7 | + | / Q(g.g)(r, ) dr [L{"|
min(t,t) min(t,t)
max(t,t') max(t,t)
< / Q. F)(r, ) LY || dr + / 1Q(g. 9)(r, ) [LY|| dr
min(t,t) min(t,t)

IN

2)\/2+37TC>\ ‘t _ t,‘ (Hf ‘HA§V+)\>H2 + Hg UL§V+/\>H2) .

Nach Voraussetzung fiir fy, und go ist wegen (4.4) der letzte Faktor gleichméiRig be-

schrénkt fiir alle ¢ > 0. Daraus folgt, dass || f(t,-) — g(t,") |L§”>H beziiglich ¢ absolut
stetig auf R, und von beschrénkter Variation auf jedem Intervall [0, T ist. Nach Be-
merkung 2.1.8 folgt die Differenzierbarkeit fiir fast alle ¢ > 0.

Nun zum zweiten Teil der Behauptung: Der Dualraum zu L{” ist L") und offen-

sichtlich gilt fir F € L{":
(-} sgn(F) € L.

Sei h € LY beliebig. Es gilt

IF+h LY = / () (F(v) + h(v)) sen(F(v) + h(v)) do
/ (0)" (F(0) + h(v)) sgn(F(v)) dv

= |FILY| +/<U>” h(v) sgn(F(v)) dv .

RS

v

Die Behauptung folgt aus der Definition des Subdifferentials und Satz 2.1.7. [ |

Im Spezialfall go(v) = 0 folgt aus dem Lemma fiir nichtnegative f(t, )

G L) = [ 0 aufe,) do, (45

RS

Der inhaltliche und beweistechnische Kern des folgenden Satzes geht auf ARKERYD
[5] im Zusammenhang mit der Konstruktion der schwachen Losungen des Anfangs-
wertproblems (4.1) zuriick. Dieselben Methoden lassen sich fiir die schwache Stabilitét
beziiglich der Anfangsbedingung anwenden:
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Satz 4.1.2. (Lu/WENNBERG [%4/)
Es sei (B,(v —w,e))>, eine Folge von abgeschnittenen Kollisionskernen, die punkt-
weise gegen den Kollisionskern B(v — w,e) des Kollisionsoperators Q) konvergieren
und fir die gilt:

VneN: B,(v—w,e) < B(v—w,e).

Sei ferner eine Folge (fo.n,)7>, C L, nichtnegativer Funktionen gegeben mit:
i) fon ist Anfangsbedingung fir das Anfangswertproblem
8tf(tav> = QTL(f? f)(t,'l]) 3 f(07v) = fO,n(U)7
wobei QQ,, den Kollisionsoperator mit Kollisionskern B, bezeichnet.

i) fu(t,v) bezeichne die jeweilige nichtnegative Losung mit

neN,t>0

sup /fn(t, v)(1+ v]* 4 [log(fn(t,v))| ) dv < o0

Dann existiert eine Teilfolge f,;, so dass fir alle t > 0
fn; (t,0) = f(t,v) (schwache L,-Konvergenz),
wobei f(t,v) eine (schwache) Lisung des Anfangswertproblems (4.1) ist.

Da der Satz hier fiir den Fall der VHS-Modelle fiir harte Interaktionspotentiale ver-
wendet wird, setzt man

B,(v—w,e) = Bv—w,e)=Cy|v—w| .

Fiir diese Interaktionsmodelle weif man ferner, dass Dichte und Energie der jeweiligen
Losung zeitlich konstant sind.

Der Beweisidee des Hauptresultats dieses Abschnitts liegt die folgende Tatsache zu-
grunde (siehe [53]): Seien zwei Anfangswertprobleme

d

£?/1(t) =Fi(t,y) , 1(0) =y
d 0
%?/2(75) =F(ty) , 1200) =y

gegeben. Gilt
Y <yY und Vt,y: Fi(t,y) < F(t,y),

so folgt fiir die zugehorigen Losungen

Unter Verwendung der Vorbereitungen aus Abschnitt 2.2 kann man damit die folgende
Aussage iiber die zeitliche Entwicklung der L,-Momente beweisen. Die Beweisstrategie
orientiert sich an der Vorgehensweise in [56] und [34].
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Satz 4.1.3. Es sei fo € LY nichtnegativ mit |H|[fo)| < oo und f(t,-) die zugehirige
Lésung des Anfangswertproblems (4.1), wobei der Kollisionskern des Operators @) die
folgende Gestalt besitzt:

Blv—w,e)=Cylv—w]* , 0<A<1.

Dann gilt fir alle t > 0 und alle v > 2 die Abschdtzung
(v—2)/A

A)\,u,(l) (fO)

)\A v,(1
AA,V,(Q)(fo)(l — €Xp ( - %)2(1?(]) t))

lr(t ) I <

Dabes ist
Anr(fo) = 4mCA (22 Cry + Co) | fo ILEY | (4.6)

Ay (fo) = 4w Cy Co|| fo [La| || fo L |72
wobei C1,, und Cs,, durch (2.21) gegeben sind.

Beweis. Zu fy definiert man eine punktweise monoton wachsende Folge von Anfangs-
bedingungen durch

—[vf”

Jon(v) = exp < ) folv) , neN. (4.7)

n
Wegen f, € L§2> gilt offensichtlich fy, € L§°°> und aus Lemma 4.1.1 folgt die Dif-
ferenzierbarkeit der 1L§”>-Norm der zugehorigen nichtnegativen Losungen f,(t,-) des
Anfangswertproblems (4.1).

Ferner gilt fiir alle n € N:

sowie
| for — fo ILE || =Z 0. (4.9)

Da |H|[fo]| endlich ist und die Funktion y(1 + |log(y)|) fiir y > 0 monoton wichst,
folgt aus der Monotonie der Folge, den Abschétzungen (4.8) und dem H-Theorem,
dass auch die Bedingung ii) in Satz 4.1.2 erfiillt ist.

Mit der Bezeichnung

Yo(t) = || fult, ) L] = / (0)" fult,v)do,

der Beziehung (4.5) und der schwachen Formulierung des Kollisionsoperators (1.52)
erhilt man

%Yn(t) = %C,\ // lv — w|)‘ fr(V) fr(w) / ( WY 4+ (W' — (v)” — <w)”) de dw dv .
o ’ (4.10)
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Zur Abkiirzung wird die t-Abhéngigkeit der Funktion f,, in den Integralen weggelassen.
Auf das Integral beziiglich der Variablen e wendet man die Povzner-Ungleichung aus
Lemma 2.2.6 an und es ergibt sich

Cya(t) < 2x s (c [ o=l (o @) ) ) fafo) fulw) dw o

Gy, / / o —w ()" + ()" ) ful) fulw) dwdv).

(4.11)

Jedes der Integrale auf der rechten Seite ist invariant unter Vertauschungen v < w.
Es folgt

%Yn(t) <4rC) (cl,y / / o — w () (w) fu(0) fulw) dw do

R3 R3

= Cau [ [ 10wl ) o) fofw) o dv) .

R3 R3

(4.12)

Um das erste Integral nach oben abzuschitzen, verwendet man die Peetre-Ungleichung
(2.23):

o —w* (o) {w) < 22 (0)" T () < 22 (o) (w)?

Daraus folgt unmittelbar

/ / o= w] () (W) fu) fulw) dwde < 22| L2 Vo), (413)

R3 R3

denn wegen der Erhaltung von Dichte und Energie in Verbindung mit (4.8) gilt

[ £t ) I | = || fo ILE|| < || £0 ILEY |- (4.14)

Auf das zweite Integral in (4.12) wird die Abschétzung aus Lemma 2.2.9 unter Weg-
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lassen des Betrages verwendet. Zusammen mit (4.14) ergibt sich:

/ o — wl* ()" Falv) fulw) duwdo

> R / ()" = (@) @) ) ful0) fulw) duwrdo
> [ [ ) e dwdv—// (0) fulw) duw do

= |lfon Ly H/ R fufw) do— [ fon ILE Va2

v

oo L] / (e o — | o 1L [V (0) (@15

Anwendung der Holder-Ungleichung (Satz 2.1.1) fiir
filv) = (o) DN (f ) D/ 2
fav) = ()@@ (p )V

mit den Exponenten

v—2+4+ A , p _v=2+2A
=2 Cp—1 A

liefert die Abschétzung

142/ (v—2)
( [ s dv)

RS

IN

</<v>2 fn(v) dv) A/(V_Q)/<U>V+/\ fn(v) dv

RS

IA

HfO,n‘HA§2>H)\/(V2)/<U>V+A fn(v) dv .

R3
Setzt man dies in (4.15) ein, so erhdlt man

= [ [ o=l ) ) ) dwde

R3 R3

[ fom T || [ form L2 42 (v(0)) Y2 | fo LYo (2)

und dies ergibt zusammen mit (4.13) und (4.12)

SYall) S AYa() = Ag (Ya(0) 7Y (4.16)
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wobei

Al = 4 C)\ (2>\/2CLV + 027,,) Hf() |L§2> H (417)
Ag = 41 CyCo|| fom Ly || || fom I |72 (4.18)

Aufgrund der Bemerkung im Anschluss an Satz 4.1.2 kann Y,, nach oben abgeschitzt
werden durch die Losung des Anfangswertproblems

%f/(t) = AV () — Ao (V(0) VO T(0) = Ya(0).

Die Losung dieser Bernoulli-Differentialgleichung lautet

- Agn AA SRy AA —=2/A
(t) = ( 2 (1= exp (= AL 1)) 4 (V(0) e (- 2 t)) .

und damit gilt

+ (Yn(O))ﬂ\/(yd) exp ( —

A
t
v—2

—(—2)/A (4.19)
)

Offensichtlich folgt daraus die von Y,,(0) unabhéngige Abschétzung:

(v—2)/2
A

Ay, (1 — exp ( — ij} t))

Ya(t) <

Die Behauptung folgt nun mit Satz 4.1.2 durch den Grenziibergang j — oo fiir ei-
ne geeignete Teilfolge (f,,). Dabei beachte man: Aus der schwachen IL,-Konvergenz

fO,n - fO fOIgt )
Yo () =X Y,0) = || £, ) LY

punktweise fiir fast alle ¢ und wegen (4.9) gilt
Tim Ay, = Ay 2)(fo)
|

Der Satz besagt also, dass fiir beliebiges ¢ > 0 alle IL,-Momente existieren und in ¢
gleichméfig beschrankt sind, unabhingig davon, ob sie zur Zeit ¢ = 0 existieren. Die
wesentliche Voraussetzung hierfiir ist, dass Dichte und Energie fiir die Anfangsbedin-
gung beschriankt und fiir die Losung zeitlich konstant sind.
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In der Arbeit [56], in der diese Beweismethode erstmalig verwendet wurde, betrachtete
WENNBERG die Momente in der Form

X, (t) = / ol F(t,v) du

und benutzte statt der Abschidtzung aus Lemma 2.2.9 Arkeryds untere Schranke
(3.16). Damit war die Wohldefiniertheit des H-Funktionals auch fiir die Abschét-
zungen eine beweistechnische Notwendigkeit. Fiir die Giiltigkeit von Satz 4.1.3 war
diese Bedingung lediglich n6tig, um die schwache Stabilitit beziiglich der Anfangsbe-
dingung ausnutzen zu kénnen.

Die L,-Momente wurden inzwischen auch fiir schwache Losungen mit der hier vorge-
fithrten Methode untersucht (siehe LU/WENNBERG [34]). Die zeitliche Entwicklung
der L -Momente fiir schwache Losungen ist Gegenstand aktueller Forschung.

Bemerkung 4.1.4. Im Beweis von Satz 4.1.3 héitte man bei der Abschétzung des
Integrals auf der rechten Seite von (4.15) die Holder-Ungleichung alternativ fiir die
Funktionen

fiw) = @) (f)" L fa) = (falw)

mit den Exponenten
v+ A , U+
p= y D=
v A

anwenden konnen. Dies fiihrt auf die Ungleichung

= [ o= ol ) ) ) dwde

1+X/v

S _Hfo,n |L1H1_)\/V(Yn(t)) + Hfo |L§2) HYn(t)

und endet bei ansonsten vollkommen analogem Vorgehen mit der Abschéitzung:

v/A

Axv)(fo)
- 1 ’
AA,V,(2)(fO)(1 — exp ( — )\A%i(l)(fo) t))

14

lF(t ) I <

(4.20)

wobei

Ay (fo) = 4m Cr\Cs, | fo |L1H17A/V-
Satz 4.1.3 zeigt, dass die in Abschnitt 3.5.1 betrachteten metrischen Rdume keines-
wegs kiinstliche Konstrukte sind, sondern im Zusammenhang mit den Losungen des
Anfangswertproblems (4.1) fiir harte Interaktionspotentiale a posteriori durchaus eine
Rolle spielen.
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Bemerkung 4.1.5. Gilt Y, (0) < oo, so liest man aus (4.19) die folgende Ungleichung
ab:

Ax 2 (fo) Ay )(fo)
Y, (t) < <7A,\7,,,(1)(f0) (1 — exp ( B t))

\A (f ) —(v=2)/A
+ (YV(O))f)\/(V*Z) exp ( _ % t)) .

Daraus erhélt man die in ¢ gleichméfige Abschitzung

Y, () < Coulfo) » Crulfo) :max<<%)_(%2)/ t Y,,(O)) L (421)

A)\,u,(l)(fO) und A)\J,,(Q)(fo) sind in (4.6) definiert.

4.2 [L,-Stabilitat beziiglich der Anfangsbedingung

Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis, dass die Losung des Anfangswertproblems
(4.1) L,-stabil beziiglich der Anfangsbedingung fy ist. Es werden dabei wieder die
VHS-Modelle betrachtet:

Blv—w,e)=Cylv—w|/*, 0<A<1.

Auch fiir die rdumlich homogene Boltzmann-Gleichung wird das folgende beriihmte
Resultat niitzlich sein:

Lemma 4.2.1. (Lemma von Gronwall, siche [53])

FEs sei [a,b] C R ein Intervall und C' € R. Die Abbildungen
Y : [a,0] — R
h : la,b] — Ry

seien (fast iberall) stetig. Dann gilt: Ist fir (fast alle) t € [a,b] die Ungleichung

X(t) §C’+/h(7‘)X(7’)dT

a

erfillt, so folgt
t

X(t) < Cexp /h(T) dr

a
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Ferner benotigt man noch die folgende Abschatzung fiir den symmetrischen Kollisi-
onsoperator, die einen Spezialfall der Ungleichung von POVZNER [46] darstellt. Unter
Verwendung der schwachen Formulierung (1.51) und Lemma 2.2.6 erhélt man speziell
(siehe auch (4.10) und (4.11))

/ (v} Q(f, 9)(v) dv

= 36 [ [ = ul st >/(< V) = ()" = ()" ) de dw do

R3 R3

< 27TC',\CL,,// v —w| ((v}"_l (w) + (v) (w)*™" ) f(v)g(w) dw dv

< 202 0 ([l L o LE )+ [ g L) (02)

mit der Konstanten C , nach (2.21).
Damit sind alle Vorbereitungen fiir den Beweis des Hauptresultats dieses Abschnitts
getroffen:

Satz 4.2.2. Es sei v > 2. f(t,-) und g(t,-) seien die jeweiligen Losungen des An-
fangswertproblems (4.1) zu den Anfangsbedingungen fo, go € ]L . Dann gilt

Hf |L H < HfO ) |L H exp (Cx,y(fo,go)t> .

Die Stabilititskonstante C ,(fo, go) ist definiert als

Cou(fo, go) = 2727 Cy (Cl,y(}} Fo ILEZ ||+ |lgo L[] + Cow(fo) + Cru(g0))

- - (4.23)
+ Cruialfo) + Crwial90) )
wobei Cy.(-) gemdf (4.21) und C.,, gemifs (2.21) definiert ist.
Beweis. Nach Lemma 4.1.1 ist Hf(t, ) —g(t,-) |IL,§V> H differenzierbar mit
Hf t) LY = / (v)"sen(f(t,v) — g(t,v)) O(f(t,v) — g(t,v)) dv.
R3
Mit der symmetrischen Form des Kollisionsoperators erhilt man hieraus:
1) = gt LY = [ sen(ft.0) = ot ) QUF )t ) ~ Qg g}t )

RS

- / (0} sgu(f(t,v) — g(t,0) Q(f + 9. f — g)(t, v) dv.

RS
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Zur Abkiirzung definiert man
Fr(t,v) = f(t,v)+g(t,v) ,  F (t,v)= f(t,v) —g(t,v).
Aus der Abschétzung
—sgn(F~(v)) F*(v) F~(w) < F*(v) [F~(w)]
folgt mit (4.22) und der Abschitzung (3.20) aus Satz 3.2.1:

Sl |

< /<U>VQ(F+,}F})(t,v> dv+zwq//|v—wmv>”p+(v) |[F~(w)| dwdv

R3 R3 R3
< 22 Gy O (|[FF I F I E I E )
2V 2Oy || FH LYV ||| P |
< 20y (P I + 7 2] + F* ) 1P L) (20

wobei die letzte Abschitzung wegen v > 2 > 1 + X gilt. Auch hier wurde in den
Integralen die t-Abhéngigkeit der Funktionen F™ und F'~ weggelassen.
Nach (4.21) aus Bemerkung 4.1.5 und der Definition von F'* gilt

‘H“ P H < Cruea(fo) + Croralgo)

und wegen der Erhaltung von Dichte und Energie ist

1F* () L2 < | fo IL || + {90 L] -

[F*(t,) ILY|| < Caulfo) + Coulgo)

Mit
ol ) = 2703 (G L]+ o 7] + )+ Covl)
+ CA,w—A(fO) + CA,V—M(QO))

wird (4.24) zu

d

EHFF ) LY H < Cro(fo,90) |F (2 Iy H
Integration von 0 bis ¢ auf beiden Seiten ergibt

) L) = [0 L+ Canlfongo) [ 15 1LY dr.
0

Anwendung des Gronwall-Lemmas 4.2.1 und Einsetzen der Definition von F'~ liefert
die Behauptung. [ |
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Speziell folgt natiirlich aus Satz 4.2.2 die Eindeutigkeit der Losung des Anfangswert-
problems (4.1). Bei genauer Analyse der Beweise zu den Sétzen 4.1.3 und 4.2.2 stellt
sich heraus, dass die Erhaltung der Energie dafiir sorgt, dass die jeweiligen Konstanten
in den Abschitzungen zwar von den Anfangsbedingungen, nicht aber von der Zeit ¢
abhéngen.

Dieser Umstand veranlasste WENNBERG 57| dazu, die Eindeutigkeit der Losung zu
untersuchen, wenn keine Energieerhaltung verlangt wird. Das verbliiffende Ergebnis
lautet, dass man beliebig viele Losungen des Anfangswertproblems (4.1) konstruie-
ren kann, die z.B. zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine andere Gesamtenergie besitzen als fiir
t > 0. In [34] wurde dies fiir die schwachen Losungen in L, verallgemeinert: Fiir jede
beliebige endliche Menge von Zeitpunkten {t, : n = 1,...,N} und jede Menge
{E, : n=1,..., N} von Energiewerten kann man eine Losung f(¢,-) finden, die auf
dem Intervall [¢,,,.1) die Energie E,, besitzt. Die Ursache hierfiir ist aus mathema-
tischer Sicht die Argumentation mit der schwachen Kompaktheit in L, die bei den
Existenzbeweisen verwendet wird.

Eindeutig ist also nur die physikalisch sinnvolle Losung, die die Energieerhaltung be-
riicksichtigt.

Fiir die schwachen Losungen steht eine entsprechende Eindeutigkeitsaussage bisher
noch aus.



Kapitel 5

a priori-Betrachtung:
Galerkin-Petrov-Methoden

In diesem kurzen Kapitel sollen Galerkin-Petrov-Approximationen zur numerischen
Lésung des Anfangswertproblems

atf(t7 U) = Q(fa f)(t’ U) ) f(ov U) = fO(U) ) (51)

besprochen werden. Das Ziel dabei ist die Herausarbeitung der auftauchenden theore-
tischen Fragen und dariiber hinaus die a priori-Betrachtung von Aspekten der prak-
tischen Realisierung.

Ein kurzer Uberblick iiber deterministische numerische Methoden zur Lésung von
(5.1) soll der Begriindung des Interesses an diesen Methoden dienen:

1. Discrete velocity models (DVM): Das Anfangswertproblem (5.1) wird auf
einem Geschwindigkeitsgitter {v; : i = 1,..., N} betrachtet. Mit der Bezeich-
nung

fit) = f(vi, 1)
erhilt man die zugehorige diskrete rdumlich homogene Boltzmann-Gleichung in
Form eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen:

Vis 1N O =) B (R4 = LOLD)

Dabei spielt Bﬁf die Rolle des diskretisierten Kollisionskerns und man iiberzeugt
sich leicht davon, dass aus der Symmetriebedingung

Bkl g 7
B;j = By = Bi
die Erhaltung der Dichte, Impuls und Energie fiir die Losung der diskreten Glei-

chung folgt. Die diskreten makroskopischen Grofen sind dabei auf naheliegende
Art und Weise definiert:

N
MY =" failv) . 1=0,...,4,

i=1

103
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U;

Abbildung 5.1: Zur Problematik der Lage von v; und v; bei DVM-
Verfahren.

wobei ¢; die jeweilige Basiskollisionsinvariante bezeichnet:

bo() =1 . 6alv)=va (a=1,2,3) , @@):%W. (5.2)

Problematisch bei diesem Zugang ist die Tatsache, dass fiir ein gegebenes Ge-
schwindigkeitspaar (v, v;) die gemék (1.13) definierten Geschwindigkeiten (v;, v})
im allgemeinen nicht wieder auf dem vorgegebenen Gitter liegen (siehe Abb. 5.1).
Die Bestimmung der zuliissigen Einheitsvektoren e; € S? ist ein zahlentheore-
tisches Problem und es stellt sich heraus, dass die gesuchten Punkte auf der
Einheitssphire unregelméfig verteilt sind und die so konstruierte Approximati-
on des Integrals iiber die Einheitssphére eine bescheidene Konvergenzordnung
besitzt (siehe [12]).

Aus theoretischer Sicht ist das zitierte Resultat gleichwohl als Erfolg zu sehen,
da es lange Zeit unklar war, ob die DVM-Methoden iiberhaupt konsistent zur
Boltzmann-Gleichung sein konnen.

Ein weiteres Problem bei den DVM-Verfahren ist, dass die diskrete Gleichung zu-
sitzliche und damit physikalisch unsinnige Kollisionsinvarianten besitzen kann.
Es bedarf zusétzlicher Erwiagungen, dieses Problem zu beheben (siehe [13]).
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2. FFT-basierte Methoden auf einem Geschwindigkeitsgitter
Pionierarbeit auf diesem Gebiet wurde von BOBYLEV [9] geleistet. Er konnte
zeigen, dass fiir den Fall der Maxwell-Molekiile das Anfangswertproblem (5.1)
durch Anwendung der Fourier-Transformation die folgende Form annimmt:

[HEE (a0

SQ

£0,6 = fol9),

atf@?é) = CO(

wobei

Vi>0 : f(t,f):/f(t,v) exp(u(v- &) dv.

Man beachte, dass durch die Fourier-Transformation die Dimension des Integra-
tionsbereiches von fiinf auf zwei reduziert wurde.

Die numerische Ausnutzung dieser Darstellung erfolgt auf einem Geschwindig-
keitsgitter unter Verwendung des FFT-Algorithmus’ (siehe [14]).

Die Maxwell-Molekiile sind dadurch ausgezeichnet, dass sich die Fourier-Trans-
formation der raumlich homogenen Boltzmann-Gleichung auf die Fourier-Trans-
formierte von f zuriickfiihren lisst. Dies ist bei den Interaktionspotentialen mit
0 < A <1 nicht der Fall.

Ein alternativer Zugang hat zum Ziel, die Probleme der DVM-Verfahren mit der
Lage der gestrichenen Geschwindigkeiten zu umgehen und eine effizient auszu-
wertende Darstellung des Kollisionsoperators zu erreichen. So wurde z.B. in [31]
die folgende Form des Gewinnterms hergeleitet:

Qe N0) = Fyro [ T) 72, (1 = 007+ ) ()

mit dem Kern

Ty =8 [ Bl wesp(—ilul (- eNde . u="7

]
S2

Speziell wurde die Integration iiber die Einheitssphére in einen von der Zeit ¢
unabhingigen Ausdruck verlagert.

Obwohl sich in der Darstellung von (), die Dimension des Integrationsbereiches
auf 9 erhoht hat, besitzt diese Formulierung den Vorteil, dass sie auf Faltungs-
integralen beruht und sich die Auswertung des Gewinnterms auf einem regelma-
Bigen Gitter mit Hilfe des FFT-Algorithmus’ sehr effizient realisieren lasst. Der
Kern 7 muss natiirlich exakt bekannt sein oder als Approximation mit ausrei-
chend hoher Genauigkeit vorliegen. Fiir die VHS-Modelle ist ersteres der Fall,
es gilt ndmlich:

B(u,e) = Cy |u]* = T(u,y) = 2° 1 Cy |u|* sine(|ul |y]) -
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Die Erhaltung von Dichte, Impuls und Energie ist bei diesen Methoden keines-
wegs garantiert und es miissen in jedem Zeitschritt entsprechende Korrekturen
vorgenommen werden.

3. Fourier-Galerkin-Spektralmethoden

In der Arbeit von PARESCHI/ PERTHAME [43] wurde das folgende Verfahren zur
numerischen Behandlung von (5.1) vorgeschlagen:
Die approximative Losung wird in der Form

INto) =" fult)exp (u(k - v)) (5.3)

k=—N

gesucht, wobei
N=(N,N,N)eN* | k= (k,koks)€Z, —N <kykyks<N

und
frlt) = / f(t,v)exp (— (k- v))dv.
[—m,7]3

Dabei wird angenommen, dass der Triiger von f(¢,-) im Wiirfel [—, 7]® enthal-
ten ist. Durch die Forderung, dass das Residuum L,-orthogonal zu allen trigo-
nometrischen Polynomen vom Grad < N ist, d.h.

Vk=-N,...,N : / (8th(t,v)—Q(fN, fN)(t,v)) exp (—t(k-v)) dv =0,

[77"77‘—}3

erhédlt man ein System gewoOhnlicher Differentialgleichungen fiir die gesuchten
Koeffizienten fk Auch hier kann man den FFT-Algorithmus zur effizienten Be-
rechnung der Koeflizienten erfolgreich einsetzen. Diese so genannten Spektralme-
thoden sind gekennzeichnet durch die Approximation der Losung als Linearkom-
bination von orthogonalen Funktionen und wurden zuvor im Zusammenhang mit
verschiedenen Gleichungen der Fluiddynamik verwendet (siehe [17]).

Bei der Spektralmethode ist einzig und allein die Dichte eine Erhaltungsgrofe
fiir die Losung der diskretisierten Gleichung. Noch schwerer wiegt die Tatsache,
dass wegen der Approximation mit oszillierenden Ansatzfunktionen die Nicht-
negativitit nicht garantiert werden kann, wie in der Arbeit [44] anhand von
numerischen Beispielen nachgewiesen wurde. Die Verwendung von Filtern be-
hebt dieses Problem, beeintrachtigt unter Umsténden jedoch die Approximati-
onsqualitét (siehe [45]). Auch bei der Spektralzerlegung gelingt die Auslagerung
der Integration iiber die Einheitskugeloberfliche in einen zeitunabhéangigen Aus-
druck.

Damit ist natiirlich nur ein kleiner Teil der numerischen Verfahren zur Loésung von
(5.1) erwdhnt worden. Einen umfassenderen Uberblick iiber numerische Methoden
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und eine umfangreiche Sammlung von Literaturverweisen findet man in [21].

Die Methode unter Punkt 3. ist eine spezielle Galerkin-Approximation der raumlich
homogenen Boltzmann-Gleichung. Eine Variante der Boltzmann-Gleichung, die als
mathematisches Modell fiir den Ladungstransport in Halbleitern dient, wurde mit ei-
ner entsprechenden Approximationsmethode auf der Basis der Hermite-Polynome in
|48] numerisch behandelt.

In diesem Kapitel sollen Vorbetrachtungen zu Galerkin-Petrov-Approximationen fiir
das Anfangswertproblem zur rdumlich homogenen Boltzmann-Gleichung angestellt
werden. Diese Methoden sollen nach Moglichkeit die Nachteile der vorgestellten Ver-
fahren vermeiden und gleichzeitig moglichst viele Vorteile mit ihnen gemeinsam haben.
Im Detail heifit das:

e Wie bei der DVM-Methode soll von vornherein bekannt sein, welche Vorausset-
zungen hinreichend fiir die Erhaltung von Dichte, Impuls und Energie sind.

e Wie die Fourier-basierten Methoden sollen die Galerkin-Petrov-Verfahren da-
fiir sorgen, dass die Integration iiber S? in einen zeitunabhiingigen Ausdruck
verlagert werden kann. Dieser muss dann im Wesentlichen nur noch fiir das
jeweilige Interaktionsmodell neu berechnet werden. Sicherlich ist eine mit den
Fourier-Methoden vergleichbare Effizienz wiinschenswert.

e Im Gegensatz zu den Fourier- und Spektralmethoden soll nicht vorausgesetzt
werden, dass die Losung f(t,-) einen kompakten Trager hat. Speziell fiir die
Konstruktion der Spektralmethode ist diese Voraussetzung unabdingbar.

e Die Galerkin-Petrov-Verfahren sollen dahingehend konstruiert sein, dass die
Nichtnegativitit der Naherungslésung gesichert ist.

5.1 Die Galerkin-Petrov-Approximation

Sei 7 eine hochstens abzdhlbar unendliche Indexmenge und V ein Banach-Raum. Fiir
eine gegebene Familie von Ansatzfunktionen

{pj :j€I}CV , ¢ : R* =R,
wird eine approximative Losung des Anfangswertproblems in der Form
f( fh t U Z f] (5'4)
JET

gesucht. Die Galerkin-Petrov-Approximation erhilt man auf folgende Art und Weise:
Das Residuum

R(fh)(ta U) = atfh<t7 U) - Q(fhv fh)<t7 U) )
wird im allgemeinen nicht gleich Null sein. Man fordert daher, dass R(f;)(t, ) fiir alle
t > 0 orthogonal zu gewissen Testfunktionen

{i i€} , ¢ R®—R,
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ist. Der von den Testfunktionen aufgespannte Raum sei im Dualraum V* enthalten.
Das zugehorige System gewohnlicher Differentialgleichungen lautet:

VieZ : (Oufn— QUfn; fn), i) =0
= A L) (e = > Qe o) i) fi(E) filt) - (5.5)

JjeET J,keT

Die Orthogonalitét ist hier beziiglich eines Dualitétsprodukts (-, -) zu verstehen, von
dem lediglich angenommen werden soll, dass es als Integral darstellbar ist:

(0, 9) = / o(0) (v) dv. (5.6)

R3
Mit der Definition der Massenmatriz
A= (aij)@jez = (<90j7 wi>)i,jez ) (5.7)
der Kollisionsmatrizen
QY= () = (Qere) ) e+ i€T. (5.8)

und des Verteilungsvektors

f() = i)z [i() €R, (5-9)

lasst sich das Gleichungssystem (5.5) alternativ schreiben als:

d .
VieT : (Aaf(t)> = (QUE(1),£(t)) . (5.10)
Dabei bezeichnet (-); die i-te Komponente eines Vektors und (-, -) ist die diskrete Form

des Dualitatsprodukts (5.6): Fiir f; = (f]m)jg und f, = (f]@))jg sei

<f17f2) = Zf]m f]@) .

jeT

Auch im Zusammenhang mit der Boltzmann-Gleichung ist die Galerkin-Petrov-Appro-
ximation eng mit der Definition der schwachen Lésung verbunden. Sie ist offensichtlich
ein Spezialfall des von Arkeryd geprigten Begriffs der schwachen Losung des Anfangs-
wertproblems in (1.75): Wahlt man dort von der Zeit ¢ unabhéngige Testfunktionen,
und ersetzt f(¢,-) durch (5.4), so erhélt man durch Differentiation nach ¢ das Glei-
chungssystem (5.5).

Natiirlich ist im Fall unendlicher Indexmengen Z zu préizisieren, in welchem Sinn die
Summen in (5.4), (5.5) und (5.10) bzw. das Produkt (-,-) erklart sein sollen. Weitere
theoretische Aspekte und Anforderungen sind:

e Invertierbarkeit der Massenmatrix (als Operator auf einem Folgenraum),
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e Wohldefiniertheit von Dichte, Impuls und Energie fiir die approximative Losung,

e Klirung der Umstéinde, unter denen die genannten Grofen zeitlich konstant sind
und

e Eindeutigkeitsaussagen fiir die Losung von (5.10). Neben der Invertierbarkeit
der Massenmatrix ist auch zu untersuchen, welche f die Eigenschaft

VieZ : (QYff)=0 (5.11)

besitzen. Damit sind die den Ansatzfunktionen zugeordneten diskreten Gleich-
gewichtszustinde identifiziert.

5.2 Die diskretisierte Gleichung

5.2.1 Die Massenmatrix und diskrete Erhaltungsgrofsen

Fir 7 = {1,..., N} gibt das folgende Lemma eine Antwort auf die Frage, unter
welchen Bedingungen die Massenmatrix regulér ist:

Lemma 5.2.1. Esseien{p; : j=1,... ., N} und{¢; : i=1,..., N} jeweils Mengen
linear unabhdngiger Funktionen. Gult

span{p; : j=1,.... N} Nspan{ty; : i =1,...,N} = {0},

so ist die nach (5.7) definierte Massenmatriz A reguldr.
Dabei bezeichnet span den jeweils von den Funktionen aufgespannten Vektorraum und
es st

Ut ={u cU :YueU: (uu*)=0}.
Beweis. Die Vektoren x = ()Y, € RY mit
ATx =0

miissen wegen der linearen Unabhéngigkeit der ¢, notwendigerweise die folgenden
Bedingungen erfiillen:

N
\V/j S {1,,N} : <QDJ,ZZL'Z’(/}Z> =0.
i=1
Daraus folgt
N
Z%@/h‘ €span{p; : j=1,...,N}*
i=1

und nach Voraussetzung muss gelten

N
Z T = 0.
=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen v; folgt x = 0. Das aber bedeutet,
dass AT regulir ist und damit auch A. [ |
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Analog zu den Definitionen der makroskopischen Grofen in Abschnitt 1.4 erklart man
die diskrete Form fiir die Dichte, die mittlere Geschwindigkeit und die Energie wie
folgt: Zu den Basiskollisionsinvarianten (5.2) bildet man jeweils den Vektor

m" = (m{)jez = (0, 0);er (5.12)
und setzt
pr(t) = (F@#),m") (5.13)
o) via(t) = (£(t), m) (a=1,2,3), (5.14)
Ey(t) = (f(t),m®) . (5.15)

Als Antwort auf die Frage, welche Faktoren auf die Erhaltung dieser diskreten makro-
skopischen Grofen Einfluss haben, kann man wegen Satz 1.4.2 und Proposition 1.5.1
erwarten, dass die Testfunktionen hierfiir mafgeblich sind. Fiir endliche Indexmengen
bestétigt der folgende Satz diese Vermutung:

Satz 5.2.2. Es sei T ={1,..., N} und die Massenmatriz A sei requldr: Dann gilt:
Fiir eine Losung £(t) von (5.10) sind die in (5.138)-(5.15) definierten Grifien zeitlich
konstant, wenn gilt:

o€ span{yy; - i1=1,...,N} | 1=0,...,4. (5.16)

Beweis. Firl=0,...,4 sei

Da die Massenmatrix reguldr ist, existiert ein eindeutig bestimmter Vektor

x = ()L, e RY
mit

ATxO = m®, (5.17)
Damit erhélt man aus (5.10), der Definition der Kollisionsmatrizen (5.8) und (5.6):

GMO0 = (GH0m") = (Go0.aTx0)

= (A%f(t),x(l)) — Z (QOE(), £(t)) «
— i<Q(ng %7ka SOk), T z>

_ /Q(fh,fh)(t,v)<2x§”¢i(v)> dv
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Da die Komponenten des Vektors xV durch (5.17) eindeutig bestimmt sind, gilt

ailv) = 3w vi(v)

und die Behauptung folgt aus den Sétzen 1.4.2 und 1.4.3. |

Bemerkung 5.2.3. Durch Satz 5.2.2 wird klar, warum bei der zu Beginn des Ka-
pitels vorgestellten Spektralmethode nur die Dichte eine Erhaltungsgrofe ist. Unter
den Testfunktionen befindet sich exp(—¢(0 - v) = 1. Die Basiskollisionsinvarianten v
und |v|°/2 kénnen jedoch nicht als Linearkombination trigonometrischer Polynome
dargestellt werden.

5.2.2 Die Kollisionsmatrizen

Die Eintriage der Kollisionsmatrizen (5.8) lauten
¢\ = / Qs pr) (V)Yi(v) dv .
R3

Verwendet man die schwache Formulierung des symmetrischen Kollisionsoperators
(1.51), so erhilt man

) = 5 [ [lo-ulewaw

R3 R3

[ balo) (850) + @) = 3 (0) = ) dedu

SQ
= //Tii)(v,w)gpj(v)gok(w)dwdv (5.18)

R3 R3

mit dem Kern

yﬁwmo=%w—wP/mwww@v+w@o—wm»—wwﬂdﬂ (5-19)

Die Galerkin-Petrov-Methoden erlauben also ebenfalls, die Integration iiber S? in
einen zeitunabhéngigen Ausdruck auszulagern.

Ein weiterer Vorteil, der sich aus der schwachen Formulierung ergibt, ist der folgen-
de: Wie schon in Bemerkung 1.3.2 a) ausgefiihrt wurde, kann man durch geeignete
Wahl der Testfunktionen die Singularitit im Winkelanteil b, ddmpfen, z.B. durch
Verwendung hinreichend oft differenzierbarer ;. Die Galerkin-Petrov-Approximation
ist damit im Prinzip fiir das gesamte Spektrum der fiir die Boltzmann-Gleichung in
Frage kommenden Interaktionsmodelle einsetzbar.



112 Kapitel 5. a priori-Betrachtung: Galerkin-Petrov-Methoden

5.3 Praktische Aspekte

Die bisher angestellten allgemeinen Betrachtungen lassen die Galerkin-Petrov-Approxi-
mation hinsichtlich der praktischen Realisierung wenig attraktiv erscheinen:

e Im Gegensatz zur Spektralmethode oder den FFT-basierten Verfahren auf dem
regelmiifigen Gitter muss hier die Massenmatrix A € RY*¥ beriicksichtigt wer-
den, die im allgemeinen Fall keine Diagonalmatrix ist. Verwendet man zur Zeit-
diskretisierung etwa das explizite Euler-Verfahren, so folgt aus

<A(f(t + AL — f(t))), = At (QUE(t), £(t)) (5.20)
dass in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem geldst werden muss.

e Im schlimmsten Fall ist der Speicheraufwand fiir die Kollisionsmatrizen von der
Ordnung O(N?). Entsprechend aufwendig ist die Auswertung der quadratischen
Formen (QWf(t),£(t)).

Aus diesen Griinden werden in diesem Abschnitt Zusatzannahmen besprochen, die
den Matrizen mehr Struktur verleihen und damit sowohl den Speicheraufwand als
auch die Anzahl der arithmetischen Operationen reduzieren.

Im Anschluss wird eine allgemeine Vorgehensweise zur Approximation der Anfangsbe-
dingung diskutiert und schlieflich eine vielversprechende Klasse von Ansatzfunktionen
vorgestellt.

5.3.1 Reduktion des Aufwands

Als erstes soll angenommen werden, dass man die Ansatz- und Testfunktionen jeweils
durch Anwendung von Translationen auf eine Funktion ¢ bzw. 1 bildet. Fiir ein
gegebenes Geschwindigkeitsgitter {v; : i € Z} soll also gelten:

Viel:pjw)=pv—-—v) , Viel : )=¢w-—u). (5.21)

In diesem Fall besitzt die Massenmatrix eine To6plitz-Struktur, denn mit der Koordi-
natentransformation ¥ = v — v; berechnet man:

oy = [emt)d = [ oo - 0)it-u)ds

- /w@W@—O&—%DM

= (pxy)(vi—v),

wobei f; * fo die Faltung von f; mit f; bezeichnet.
Bedeutsamer ist die Annahme (5.21) fiir die Kollisionsmatrizen. Setzt man bei fixier-
tem Index i € 7 fiir v, w € R3

V=0—v; , W=W-—U,
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so folgt aus der Geschwindigkeitstransformation (1.13) fiir (0, @) — (0, @'):
V=0 —v , W=w —v;.

Beziiglich der verschobenen Geschwindigkeitsvariablen besitzt der Kern (5.19) die
Form:

10(5,0) = 310 = ol [ bali) (07) + 0() = 0(6) = 0()) de.
SQ

Integriert man in der Darstellung (5.18) beziiglich © und @ so ergibt sich fiir die
Eintrdge der Kollisionsmatrizen:

ay = //Tf)(ﬁ,w)soj(ﬂ + v;) (W + v;) dib dv

Durch (5.21) erreicht man also, dass der Kern unabhéngig vom Index i definiert ist
als

Ty(v.w) = 2o~ wf’ / ba() () + 0(w) — o) ~ b)) de.  (5.22)

Fiir die Kollisionsmatrizen folgt, dass es eine Matrix Q = (gj);jrezr gibt mit der
Eigenschaft ‘

Vi,j, kel : q(-Q = Qj—ik—i -
Ist z.B. die Indexmenge Z? so kann man Q = Q© setzen. Die zweite Annahme
besteht darin, dass ¢ und 1 die folgende Form besitzen:

p(v) = oW (01) 9P (02) 0¥ (v3) () = W (1) PP (02) ¥ (vy) . (5.23)

Fiir ein endliches kartesisches Geschwindigkeitsgitter
g:{’Uj"l . jzl,...,Nl} X {vj,2 . jzl,...,NQ} X {’Uj"g . jzl,...,N3}
folgt mit der Definition

00 N
A =@ = ([ A e e den) (@ =1.2.3).

dass die Massenmatrix sich als dreifaches Kroneckerprodukt
A=A AD x5 AG

darstellen lisst. Da die Matrizen A(®) wegen (5.21) zusitzlich eine Toplitz-Struktur
besitzen, ist sowohl der Speicheraufwand erheblich reduziert als auch die Losung des
Gleichungssystems in (5.20) auf effiziente Weise méglich.

Wegen der im Kern 7) enthaltenen Integration iiber die Einheitssphére lisst sich eine
entsprechende Aussage fiir die Kollisionsmatrizen nicht treffen.
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5.3.2 Approximation der Anfangsbedingung

Eine mogliche Vorgehensweise zur Approximation der Anfangsbedingung, die die Ver-
wendung der Stabilitdtsaussage aus Abschnitt 4.2 ermoglicht, ist die folgende:
Es sei

7
foelsy’ . v>.

Aus Lemma 2.1.2 ¢) folgt f, € ]L§2>. Die Approximation der Anfangsbedingung sei
o) = £i(0)p;(v). (5.24)
i€l
Wegen (2.3) gilt
Hfo — fon ULPH < 03,2,7,2Hfo — fon ILS”

wobei die Konstante C3 5, o geméf (2.4) definiert ist.
Die Koeffizienten in (5.24) werden so bestimmt, dass die LY"-Norm des Fehlers mini-
miert wird, d.h. man sucht f(0) als Minimum des Funktionals

Y

F(f) = (BE,f) — 2(b,f) +c.

Dabei ist
2

e = ol

b= (m/ 0 o) o) dv |
B— (m/ (o) 0;(v) i (v) d

Die Matrix B ist offensichtlich symmetrisch. Differentiation liefert als notwendige
Bedingung fiir den gesuchten Vektor f(0) die Gleichung

v
J,kel

falls B invertierbar ist bzw.
|Bf(0) — b|| — min

in allen anderen Fillen. Dabei ist || - || = ((-,-))"2.

Fiir Z = {1,..., N} benétigt man bereits fiir die Regularitdt der Massenmatrix, dass
die Ansatzfunktionen linear unabhéngig sind. In diesem Fall ist B natiirlich ebenfalls
regulér.
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5.3.3 Ein Beispiel fiir die Ansatzfunktionen

Zum Abschluss soll eine konkrete Klasse von Ansatzfunktionen fiir die Approximation
(5.4) besprochen werden. Zunéchst wird man natiirlich ganz allgemein die folgenden
Forderungen an die ¢; stellen.

e Sie sollen in allen Funktionenrdumen enthalten sein, die fiir die riumlich homo-
gene Boltzmann-Gleichung relevant sind.

e Sie sollen die fiir praktische Zwecke relevanten Klassen von Anfangsbedingungen
hinreichend gut approximieren und in der Lage sein, die Relaxation zur Maxwell-
Verteilung mitzuverfolgen.

e PULVIRENTI/WENNBERG [47] konnten beweisen, dass die Losung f(¢,-) des
Anfangswertproblems (5.1) fiir alle ¢ > 0 punktweise nach unten durch eine
Maxwell-Verteilung beschrénkt ist:

VE >0 : 3C(L),Cot) > 0 : f(t,v) > Chexp(—Cy |v]°), (5.25)

dabei hiéngen die Konstanten noch von H folLqlls 1| fo |IL§2)H und H|[f] ab. Fiir
fixiertes t > 0 konnen zeitunabhéngige Konstanten derart gewihlt werden, dass
die Ungleichung fiir alle ¢ > ¢ gilt. Das Resultat ist giiltig fiir alle abgeschnitte-
nen Interaktionspotentiale mit 0 < A < 1.

Die allen bisherigen numerischen Methoden zugrundeliegende Annahme, dass
die Losung einen kompakten Triger beziiglich der Variablen v besitzt, fiihrt also
zu einem unvermeidlichen Fehler in der Approximation der Lésung. Ansatzfunk-
tionen, die der obigen Abschitzung Rechnung tragen, wiren damit wiinschens-
wert,.

e Die in Abschnitt 1.4 definierten makroskopischen Grofen sind nicht nur wohl-
definiert, sondern auch relativ einfach aus der Kenntnis der Koeffizienten f;(t)
zu berechnen.

e Es sollen zumindest einfach nachvollziehbare hinreichende Kriterien fiir die Nicht-
negativitat von f,(t,-) verfiighar sein.

Als Ansatzfunktionen, die zusétzlich noch die Bedingungen (5.21) und (5.23) erfiillen,
bieten sich die gegldtteten oder unscharfen Partikel (engl. smoothed particles) an: Fiir
ein A > 0 und ein gegebenes Geschwindigkeitsgitter {v; : j € Z} sind diese definiert
als

o(v) = (27 A) 2 exp ( _ %) L oi(0) = (v — ). (5.26)

Mit diesen Ansatzfunktionen gilt offensichtlich f,(¢,v) > 0, wenn
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Die Umkehrung ist offensichtlich nicht der Fall. Die geglitteten Partikel bieten den
Vorteil, dass sie auch bei endlicher Indexmenge Z keinen kompakten Tréger besitzen
und somit das Verhalten der Losung hinsichtlich der Ungleichung (5.25) gut nachbil-
den konnen.

Ein weiterer Aspekt ist natiirlich, dass die geglitteten Partikel die Gestalt einer
Maxwell-Verteilung besitzen. Die Diagonalelemente einer jeden Kollisionsmatrix sind
nach Satz 1.5.3 a) gleich Null und es folgt, dass die Vektoren

i i i L yi=y .
e():(eg))jez s eg):{o 27&] ,ZGI

die Eigenschaft (5.11) besitzen.
Man berechnet fiir die diskrete Dichte, den Impuls und die Energie mit diesen An-
satzfunktionen:

() = 3500,

pr(t)va(t) = Zvjfj(t)a
Bi(0) = 33 Il 0+ SAm0).

Am Beispiel des kartesischen Geschwindigkeitsgitters
G=MZXxXhZxhsZ , 0<hy,<h (a«=1,23),
mit den Knoten
v = (hiji,hajo, hsgs) €R® G = (j1, o, J3) € 27,

lassen sich Parallelen zur Theorie des urspriinglichen Problems (5.1) erkennen: Die
obigen Ausdriicke fiir die diskreten makroskopischen Grofen sind mathematisch sinn-
voll, wenn gilt

V>0 : f(t) e 6.

Der Folgenraum £ ist fiir 1 < p < oo definiert als
gé)”) ={g 7" —R: Hg\ﬁ;’”” < oo}

mit der Norm .
el = (3 G lasl”)
JEZ?

Fiir p = oo wird wie iiblich die Reihe ersetzt durch das Supremum iiber alle Multiin-
dizes j.
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Da die geglitteten Partikel Schwartz-Funktionen sind und nach Korollar 3.4.3 der
Kollisionsoperator eine stetige Abbildung

Q:SxS—S

ist, konnen die Abbildungseigenschaften der Kollisionsmatrizen als Operatoren auf
diesen Folgenrdumen studiert werden.

Hinsichtlich der zu erwartenden Approximation der Maxwell-Verteilung und der An-
fangsbedingung sei auf die Arbeit MAZ YA [37] verwiesen. Dort wurden ganz allgemein
Approximationsmethoden der Form

9(v) = gn(v) Y _ g(hg)w(v —hg) (h>0)

fiir eine gegebene Funktion w : R?* — R mit

/w(v)dvzl

R3

untersucht und es wurden jeweils Fehlerabschitzungen in L -, Sobolev- und Bessel-
potentialrdumen bewiesen. Fiir die Approximation mit Hilfe der geglédtteten Partikel
wurde speziell der Fall A = AA? fiir ein A > 0 betrachtet. Charakteristisch fiir das
Approximationsverhalten ist, dass sich die Fehlerschranke als Summe

lg = gnll < Cy(h™ +=(R))

darstellen ldsst. Dabei bezeichnet ¢ den so genannten Sdttigungsfehler, fiir den im
allgemeinen gilt:
e(h)y=0(1) , h—0.

Die Quasi-Approximationsordnung n ist durch die folgende Bedingung gegeben:

Va - 1§\a!<n:/v°‘w(v)dv:0 , JageN} : |a0\:n,/v°‘°w(v)dv7é0.

R3 R3

Weitere Details zur konkreten Konstruktion von derartigen Ndherungen mit Hilfe der
geglétteten Partikel finden sich in MAZ’YA /SCHMIDT |38].






Abschlielsende Bemerkungen

Durch die im Rahmen dieser Arbeit angestellten Untersuchungen des Boltzmannschen
Kollisionsoperators wurde erreicht:

e Fiir bereits bekannte Resultate konnten die Beweise deutlich transparenter ge-
fiihrt werden. Dies geschah unter solchen Voraussetzungen und Annahmen, die
im Zusammenhang mit der theoretischen Untersuchung bzw. numerischen Be-
rechnung von Losungen des Anfangswertproblems fiir die rdumlich homogene
Boltzmann-Gleichung keine zusétzlichen Einschrinkungen bedeuten.

e An neuen Resultaten konnte die Stetigkeit des Kollisionsoperators fiir Vertei-
lungsdichtefunktionen f aus gewichteten L, -Raumen fiir beliebige p nachgewie-
sen werden, ohne zusidtzlich zu verlangen, dass f € L, gilt. Hinzu kam die
systematische Ausweitung der Ergebnisse auf die Besselpotentialraume.

Neu sind auch die Konstruktion metrischer Rdume, die vom Kollisionsoperator
in sich selbst stetig abgebildet werden sowie der Nachweis, dass fiir Funktionen
aus exponentiell gewichteten Rdumen der Gewinnterm diese Eigenschaft besitzt.

e Sowohl fiir die Normabschétzungen des Operators als auch fiir die Untersuchung
der Momente und der Stabilitdt beziiglich der Anfangsbedingung wurde Wert
darauf gelegt, die Abhéngigkeit der Konstanten von den beteiligten Gréfen in
expliziter Form herauszuarbeiten. Einzige Ausnahme sind die durch Interpolati-
on und Einbettung im Zusammenhang mit der Theorie der Besselpotentialrdume
auftretenden Konstanten.

e Galerkin-Petrov-Methoden zur numerischen Losung des Anfangswertproblems
zur rdumlich homogenen Boltzmann-Gleichung wurden in ganz allgemeiner Art
und Weise a priori untersucht. Dabei wurden sofort auch Aspekte der prakti-
schen Umsetzung miteinbezogen.

Die Kenntnisse iiber den Kollisionsoperator hinsichtlich der Abbildungseigenschaften
sind fiir den Fall der Kollisionskerne mit nichtsingulirem Winkelanteil damit recht
vollstdndig. Abbildungseigenschaften fiir die schwache Formulierung werden vor al-
lem dann von Nutzen sein, wenn praktische Anwendungen nach der Behandlung von
Kernen mit Winkelsingularitdten verlangen und entsprechende explizite mathemati-
sche Modelle verfiigbar sind. Hier sind noch einige Fragen zu kléren.

Fiir die systematische Untersuchung der Galerkin-Petrov-Methoden waren die Aus-
fiihrungen in dieser Arbeit ein erster Schritt. Von einem umfassenden Verstédndnis der
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Verfahren in der hier betrachten raumlich homogenen Situation kann man auch neue
Erkenntnisse fiir die rdumlich inhomogene Gleichung erwarten.

Diesbeziiglich méchte man sich nur zu gerne der Meinung des Mannes anschlieffen, der
entscheidend daran beteiligt war, die kinetische Gastheorie als mathematisches Teil-
gebiet aus der Taufe zu heben, und der zum Schluss noch einmal zu Wort kommen
soll:

»FEs kann diese partielle Differentialgleichung, wie wir spdter sehen
werden, in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen ver-
wandelt werden, wenn man an die Stelle des Doppelintegrals eine
Summe sehr vieler Glieder setzt. [...] An dem Systeme gewdhnli-
cher Differentialgleichungen werden dann alle Rechnungsoperatio-
nen viel anschaulicher.”

L. BOLTZMANN [15]
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