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Einleitung

Allen Rosencwaig und Allen Gersho [32] begriindeten 1976 mit ihren Arbeiten zur
Theorie des photoakustischen Effekts bei Festkdrpern ein neues Forschungsgebiet
der Meftechnik, dessen Gegenstand die Untersuchung der thermischen Eigen-
schaften von Festkorpern mit sogenannten thermischen Wellen ist: Einem zu un-
tersuchenden Objekt wird periodisch Warme zugefiihrt. Der daraus resultierende,
schwingende Temperaturverlauf innerhalb des Objektes wird als thermische Wel-
le bezeichnet. Dieser Begriff riihrt von der Vorstellung her, daf} sich die Wérme
im Objekt wellenartig ausbreitet, und daf} sie insbesondere an Hindernissen ge-
brochen wird. Erfolgt die thermische Anregung des Objektes in einer luftdichten
Zelle, so fiihrt die periodische Abgabe von Wirme an die Luft zu einer akusti-
schen Welle, die mit einem Mikrofon erfafit werden kann. Die Entstehung einer
akustischen Welle als Folge der thermischen Welle bezeichneten Rosencwaig und
Gersho als den Photoakustischen Effekt. Andere Mefiverfahren nutzen die peri-
odische mechanische Ausdehnung des Objektes oder aber die Infrarotstrahlung,
die vom Objekt ausgeht, um die thermische Welle mef3technisch zu erfassen. Die
auf Strahlung beruhende Methode wird als Infrarot-Radiometrie bezeichnet.

In dieser Arbeit steht eine bestimmte Anwendung der Infrarot-Radiometrie im
Mittelpunkt des Interesses: Die Bestimmung von Lackschichtdicken. Zwei Ziele
werden verfolgt:

1. Bestmogliches Ausnutzen der Informationen, die durch die aktuelle Mef3-
technik erfafit werden.

2. Untersuchung der Perspektiven, die eine weiterentwickelte Mefitechnik eroff-
nen wiirde.

In der Literatur sind Beitrége zu diesen Themen heute fast auschliellich in phy-
sikalisch orientierten Zeitschriften und Monographien zu finden. Die vorliegende
Arbeit versteht sich auch als Briickenschlag zwischen der naturwissenschaftlichen
und der numerisch/mathematischen Disziplin, was besonders im letzten Kapitel
zum Ausdruck kommt.



Das physikalische Verstindnis der Infrarot-Radiometrie ist eine wichtige Vor-
aussetzung, besonders wenn es um die Signalverarbeitung bei real gemessenen
Daten geht. Entsprechende Grundlagen werden im ersten Kapitel zusammen-
gefafit. In den Kapiteln 2 und 3 wird darauf aufbauend ein Verfahren zur Be-
rechnung von Lackschichtdicken entwickelt, das einige wichtige praxisrelevante
Vorteile gegeniiber der etablierten Kalibriertechnik vorzuweisen hat. Im letzten
Kapitel untersuchen wir thermische Wellen in einem allgemeineren Kontext, der
auch Methoden fiir andere Anwendungen als die Lackschichtdickenmessung ein-
schlieffit und der nicht auf bestimmte Methoden zur Erzeugung der periodischen
Wirmezufuhr beschriankt ist.

Die Abbildungen (1, 2) zeigen eine schematische Darstellung der Messung. Es
werden Proben betrachtet, die aus horizontal angeordneten Schichten verschie-
dener Materialien (Lacke, Kunstoffe oder Metalle) bestehen. Ein Laserstrahl,
der durch einen mechanischen Chopper (sich drehende Kreisscheibe mit abwech-
selnd lichtdurchléssigen und -undurchléssigen Segmenten) periodisch unterbro-
chen wird. Die Absorption des Laserstrahls fiihrt zu einer (periodischen) Wérme-
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Abbildung 1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus

quelle Q(z,t,wp) in der Probe, die neben dem Ort z und der Zeit ¢ auch von der
Chopperfrequenz wy abhingt. Die Ausbreitung der Warme innerhalb der Pro-
be kann aus Symmetriegriinden auf die eindimensionale Wirmeleitungsgleichung
zuriickgefiihrt werden:

0 0 0

a_x k(fll’)a—xT(.fC, 12 WU) - p(.fC)C(fL‘)ET(.CC, 12 wU) = _Q(«T, t, WO) (1)
mit der ortsabhingigen Wirmeleitfihigkeit k(z), der spezifischen Wirmekapa-
zitdt ¢(x) und der spezifischen Dichte p(x). Da fiir die Quelle ein Separationsan-
satz

Q(z,t,wy) = Q(x) exp(iwgt)



zutreffend ist, ergibt sich wegen der Linearitit von (1) eine gleich geartete Zeit-
abhéngigkeit T'(z,t,wy) = T(x)exp(iwgt) fiir die Temperatur. Innerhalb einer
der homogenen Schichten sind die Materialeigenschaften k,c, p nicht vom Ort
abhéngig. Division der Gleichung durch die hier konstante Konduktivitit £ und
Betrachten der Gleichung im Frequenzraum ergibt eine Darstellung von (1), fiir
die wir den Begriff der Fourier- Warmeleitungsgleichung einfiihren:

0 - pc _ Q(z,wo)
@T(%wo) —iw - T(w,w) = ———— (2)
——

o2

An dieser Stelle wird nun der Wellencharakter durch die Einfithrung der soge-
nannten thermischen Wellenzahl o deutlich, durch die die Wirmeleitungsglei-
chung in die Form der Helmholtzgleichung iiberfiihrt wird. Die geldufige Form

der thermischen Wellenzahl ist
w
= (141i)y/—

mit der thermischen Diffusivitit o = k/pc. Verglichen mit dem Fall des inver-
sen Medienproblems bei akustischen Wellen, wo Daten auf einer Kreislinie um
das Objekt erfafit werden, liegen uns hier Daten nur an einem Ort der Probe
vor; dafiir aber zu verschiedenen Anregungsfrequenzen wy vor. Das besondere
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Abbildung 2: Schematische Darstellung des Meflinstrumentes

bei thermischen Wellen ist, daf} sie exponentiell geddmpft werden, wihrend bei
Schallwellen héufig davon ausgegangen wird, dafl sie das Objekt ddmpfungsfrei
durchdringen. Aufgrund der starken Dédmpfung ist es mit thermischen Wellen nur
moglich ein Objekt in der Ndhe der Oberfliche zu untersuchen. Schichtstruktu-
rierte Objekte, wie zum Beispiel lackiertes Blech, werden durch Kopplungsbedin-
gungen zwischen benachbarten homogenen Schichten modelliert. Es wird haufig



von einem stetigen Temperaturverlauf und einem stetigen Wéarmefluf§ innerhalb
der Probe ausgegangen. Dadurch sind eindeutige Losungen von (2) bestimmt.

Bei der Schichtdickenbestimmung werden Schichten
konstanter thermophysikalischer Eigenschaft identifiziert.

Die Infrarotstrahlung, die von der Probe ausgeht, wird mit einem Detektor erfafit
und in Form von digitalisierten Zeitreihen einem Computer zur Weiterverarbei-
tung bereitgestellt. Das ist die Stelle, an der wir ansetzen werden, indem wir
eine neue Methode zur Aufbereitung und Auswertung der Mefidaten einfiihren.
In Abbildung (3) sind solche Zeitreihen von zwei Proben zu sehen, die sich nur in
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Abbildung 3: Infrarotsignal zu zwei Proben Lack auf Metall. Die Proben unter-
scheiden sich lediglich durch die Dicke der Lackschicht. Den Werten auf der y-
Achse wird keine quantitative Bedeutung zugemessen.

der Dicke der Lackschicht unterscheiden. Beim praktischen Einsatz ist dies das
Szenarion, in dem ein Mefverfahren operiert. Der einzige Parameter, der variieren
kann ist die Lackdicke. Veréinderung des Infrarotsignals, das auch von der Art des
Lackes und des Substrates abhingt, werden also ausschliellich durch Variation
der Lackdicke hervorgerufen. Soll zum Beispiel eine andere Lackart vermessen
werden, so mufl neu kalibriert werden.

Betrachten wir wieder die Zeitreihen in Abbildung (3). Bereits visuell sind die-
se durch die unterschiedliche Amplitude und Form des Anstieges bzw. Abfallens



zu unterscheiden. Die Schwierigkeit besteht darin, aus diesen Daten direkt die
Schichtdicken zu berechnen. Das Vorgehen bei dem hierzu entwickelten Verfah-
ren ist durch drei Schritte gekennzeichnet:

Schritt 1: Entfernen des Einflules von Parametern der Meflapparatur und
anderen unerwiinschten Einflulgréfien - soweit moglich.

Schritt 2: Reduktion des mathematischen Modells der Infrarotradiometrie
auf die Parameter, die die grofite Sensitivitit aufweisen.

Schritt 3: Einsatz eines Verfahren zur nichtlinearen Optimierung zur
Bestimmung der verbleibenden Parameter - unter anderem der gesuchten

Schichtdicke.

Ausgehend vom mathematischen Modell der Warmeausbreitung wird in Kapi-
tel 3 ein Verfahren zur Signalanalyse hergeleitet, das unerwiinschte Effekte, die
durch die Apparatur verursacht sind, bis auf einen konstanten Faktor herausfil-
tert. Erreicht wird diese Filterung, indem wir das Fourier-Spektrum (Abb. 4) der
Zeitreihe betrachten. Aufgrund des annéihernd linearen Prozesses, der die ther-
mische Anregung in die Infrarotstrahlung umwandelt, konnen wir die einzelnen
Frequenzanteile getrennt betrachten.

Die absolute Grofie der Amplituden kann dabei nicht als quan-
titative Grofle gelten, sie wird von der Meflapparatur und an-
deren Umgebungsvariablen mit bestimmt. Aber das Verhélt-
nis der signifikanten Amplituden zueinander beinhaltet quan-
titativ verwertbare Information. Das bedeutet, dafy diese Quo-
tienten genutzt werden kdnnen, um ein mathematisches Mo-
dell an die Mefidaten anzupassen.

Dieses Auswerteverfahren, das die Quotienten signifikanter Amplituden, bzw. Dif-
ferenzen der zugehorigen Phasen nutzt, bezeichnen wir als Simultane Kalibrie-
rung. Es bringt gegeniiber den herkémmlichen Kalibrierverfahren praxisrelevante
Vorteile mit sich: Einerseits ist es moglich, neben dem Phasengang zwischen Anre-
gung und Meflsignal auch die Amplitude auszunutzen. Weiterhin wird durch den
Austausch von Baugruppen des Apparates keine Neukalibrierung erforderlich. Be-
sonders wichtig ist die Tatsache, dafl das klassische Kalibrierverfahren mehrere
geeichte Kalibrierproben benétigt. Es werden zu den Kalibrierproben die genann-
ten Phasengéinge gemessen, und in einer Kurve werden die Lackschichtdicken ge-
gen die Phasenwerte aufgetragen. Die Bestimmung der Dicke einer Lackschicht
bei einer unbekannten Probe erfolgt, indem der Phasengang bestimmt und an-
hand der vorher bestimmten Kurve die zugehorige Dicke abgelesen wird. Durch
die simultane Kalibrierung und die mathematische Modellierung kann dieser Pro-
ze} vereinfacht werden. Es wird ndmlich nur noch eine Probe bekannter Dicke
zur Kalibrierung benétigt (single sample calibration [6]):
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Abbildung 4: Typisches Amplitudenspektrum der gemessenen Zeitreihe.

1. Es werden Zeitreihen zu einer Vielzahl von Anregungsfrequenzen zu ei-
ner Probe aufgenommen und aufbereitet. Mit einem Optimierungsverfah-
ren werden die thermophysikalischen Parameter der Probe anhand dieser
Daten und dem mathematischen Modell bestimmt.

2. Die Bestimmung der Dicke einer Lackschicht erfolgt durch Lésen einer nicht-
linearen Gleichung fiir die Lackdicke. Dabei werden die Modellparameter
aus Schritt 1 in das Modell eingesetzt, lediglich die Schichtdicke bleibt als
freier Parameter.

Die mathematische Modellierung und die simultane Kalibrierung wurden anhand
eines Satzes realer Mefidaten erfolgreich verifiziert. Es zeigt sich jedoch, daf} zu-
mindest mit den vorliegenden Daten eine Erkennung von mehreren Lackschichten
auf Metall nicht durchfiihrbar ist.

Losen wir uns von der Annahme, dafl das Objekt sich aus wenigen homogenen
Schichten zusammensetzt, und dafl wir mit der speziellen Form der thermischen
Anregung, wie sie von einem Chopper hervorgerufen wird, arbeiten miissen, so
erdffnet dies die Moglichkeit andere mathematische Methoden einzusetzen: Wir
sprechen von Rekonstruktionsverfahren. Es wird dabei der Verlauf thermophy-
sikalischer Eigenschaften des Objektes berechnet. Erst in einem zweiten Schritt
kann im Falle der Schichtdickenberechnung der Verlauf (auch Profil genannt) auf
Spriinge untersucht werden, die an den Stellen sichtbar werden, wo die Uberginge
zwischen den Schichten lokalisiert sind. Mit dieser Betrachtungsweise 6ffnen wir



uns dariiberhinaus auch anderen Anwendungen, bei denen es direkt um die Be-
rechnung des Profils geht, so zum Beispiel bei der Rekonstruktion von Konduk-
tivitdtsprofilen bei gehértetem Stahl. Bei der Schichtdickenbestimmung haben
wir die Freiheit, jede thermophysikalische Grofie zur Sprungerkennung heranzu-
ziehen, die sich fiir Lack und Metall deutlich unterscheidet. Es werden in dieser
Arbeit zwei unterschiedliche Zugénge prisentiert und verglichen:

1. Uber die thermische Effusivitit: Bertolotti und andere [3] entwickelten einen
Algorithmus zur Rekonstruktion der Effusivitdt von gehdrtetem Stahl. Sol-
che Profile sind im allgemeinen glatt, was die Linearisierungen bei der Mo-
dellbildung motiviert und legitimiert. In Kapitel 4 wird gezeigt, daf} sich
dieses Verfahren auch dann anwenden l&83t, wenn wir nicht mehr von ei-
nem glatten Profil ausgehen kénnen, jedoch nur noch an der Lokalisierung
von Spriingen interessiert sind. Das Bertolotti Verfahren eignet sich beson-
ders, da nicht direkt das Effusivitdtsprofil e(x) berechnet wird, sondern die
Funktion (<e(z))/e(z), die Singularitéiten an den Stellen aufweist, wo e(x)
Spriinge hat. Diese Singularititen nehmen in den (regularisierten) nume-
risch berechneten Profilen die Form lokaler Maxima an, die leicht lokalisiert
werden kdnnen.

2. Uber die thermische Diffusivitiit: Ausgehend von der sogenannten Pseu-
do Helmhotzgleichung [29] wird in Kapitel 4 ein Verfahren hergeleitet, das
mittels Born-Approximation ebenfalls auf ein lineares Problem fiihrt. Be-
rechnet wird der Kontrast der reziproken Diffusivitit am Ort x im Vergleich
zum Mittelwert 1/a(z) — 1/aqg. Ein Verfahren zur Kanten- bzw. Sprunger-
kennung liefert die gewiinschte Dickeninformation.

Obwohl die beiden Methoden von unterschiedlicher Modellierung ausgehen und
obwohl sie jeweils unterschiedliche physikalische Grofien rekonstruieren, fiihren
sie auf das gleiche Inversionsproblem.

Das Inversionsproblem bei der Profilrekonstruktion fiihrt
nach Bildung linearer Modelle, sowohl bei der Bertolotti
Formulierung als auch bei der Formulierung als
Streuproblem, auf das gleiche Kernproblem, namlich die
numerische Inversion der Laplace Transformation.

In Anbetracht der exponentiellen Démpfung thermischer Wellen war dies be-
reits zu vermuten. So erstaunt doch der relativ einfache Zusammenhang, der sich
letztlich zwischen der Laplacetransformierten des Objektes (bzw. dessen Eigen-
schaften) und den Mefdaten ergibt. Wie in Kapitel 4 nachzulesen ist ergibt sich

e_’ o (90)) — CT(O,w)—Tref(O,w)
£ (e) (00(2w)) 1T(U,w)+Tref(0,w)’




c (L - i) (00(2w)) = eTH(0,w).

alx) g
Mit der Temperatur einer homogenen Referenzprobe T,.; der Diffusivitét ag, die
gleich der mittleren Diffusivitit der zu untersuchenden Probe ist, dem gestreu-
ten Temperaturfeld 75 und den im allgemeinen unbekannten Konstanten ¢; und
co. Die Laplacetransformierte £(.)(.) liegt an diskreten Mefipunkten oy(2w) =

(14 1)y/w/ag vor, ap steht fiir die mittlere Diffusivitdt des Objektes.

Die numerische Inversion der Laplace Transformation anhand fehlerbehafteter
Mefdaten gehort in die Klasse der exponentiell schlecht gestellten Probleme. Bei
der Inversion der Laplacetransformation macht sich dies dadurch bemerkbar, dafl
der Fehler in der rekonstruierten Funktion mit wachsender Laufvariable (in un-
serer Anwendung mit wachsender Rekonstruktionstiefe) exponentiell steigt. Es
kann also immer nur bis zu einer gewissen Tiefe rekonstruiert werden, wenn eine
gewisse Genauigkeit erreicht werden soll.

Im Falle thermischer Wellen liegen die Daten zu komplexen Argumenten o(2w) =

(1+41i)y/w/a(x) vor, die selbst vom Objekt, genauer von dessen thermischer Dif-
fusivitat abhéngen. Dies verschérft die Situation dadurch, dafy die maximale Ein-
dringtiefe im allgemeinen unbekannt ist. Zu dieser Situation gibt es auch eine
physikalische Interpretation: Es ist {iblich von der Eindringtiefe p einer thermi-
schen Welle zu sprechen. Das ist die Tiefe, bei der die thermische Welle bis auf
1/e ihrer Anfangsamplitude abgeddmpft wurde. Die Eindringtiefe héingt von der
Anregungsfrequenz und dem Objekt ab. Im Falle eines homogenen Objektes der
Diffusivitit a betriagt die thermische Eindringtiefe:

n=/=
w

Mit der Variation der Anregungsfrequenz werden sozusagen verschiedene Tiefen
des Objektes abgetastet. Ein Frequenzscan stellt folglich Daten bis zu bestimm-
ten Eindringtiefen bereit. Der Versuch, in tieferen Regionen zu rekonstruieren,
mufl demnach scheitern, denn die Daten enthalten keine signifikante Information
iiber das Objekt zu diesen Tiefen.

Betrachten wir Objekte, deren Diffusivitatsprofil zu bestimmen ist, so konnen wir
a priori keine Aussagen iiber die thermische Eindringtiefe mehr machen. Trotz-
dem ist es moglich Diffusivititsprofile zu berechnen, wenn sinnvolle a priori An-
nahmen {iber das Diffusivitdtsprofil gemacht werden kénnen. Hinzu kommt die
Problematik der Wahl des geeigneten Regularisierungsparameters, wie es bei al-
len schlecht gestellten Problemen der Fall ist. In Kapitel 4 wird ein Verfahren zur
Inversion der Laplace Transformation vorgestellt, das alle genannten Eigenheiten
beriicksichtigt. Ausgehend von einer diskreten Form der Laplace Transformation
wird dem Konzept der Approzimativen Inversen [19] folgend ein Algorithmus ent-
wickelt, der im Gegensatz zu anderen Ansitzen, die eine bestimmte Verteilung



der Anregungsfrequenzen voraussetzen wiirden, die Daten eines Frequenzscans
mit beliebiger Verteilung der Frequenzen zur Inversion heranziehen kann.

In den folgenden Kapiteln werden die zwei bereits im Uberblick dargestellten Her-
angehensweisen untersucht. Der erste Weg ist der, so viel Vorweginformation wie
moglich auszunutzen. Da wiren die Schichtstruktur der Probe und das Spektrum
der Anregung, die durch den Chopper hervorgerufen wird, zu nennen. Weite-
re einschrinkende Annahmen kommen in Kapitel 3 hinzu. Die eng vorgegebene
Problemstruktur reduziert die Komplexitit des Problems der Schichtdickenbe-
stimmung, was wir zur Konstruktion eines mefitechnischen Verfahrens, der single
sample calibration ausnutzen konnen. Der zweite Weg erlaubt eine hohe Kom-
plexitét des Problems (keine Schichtstruktur mehr) und ist daher flexibler und
auch fiir andere Anwendungen interessant. Gemeint ist die Profilrekonstruktion,
die erst einmal mehr Information liefert als gesucht wird. Schliellich geniigt es
uns, zu wissen, wie dick die Lackschicht ist. Das Profil an sich interessiert uns
nicht. Es muf} in einem zweiten Schritt aus dem berechneten Profil die eigentlich
gesuchte Information extrahiert werden. Wir arbeiten hier mit linearen Modellen,
die dem nichtlinearen Charakter nur mangelhaft Rechnung tragen. Dafl wir sie
trotzdem einsetzen koénnen, liegt daran, dal unter Umsténden eine diirftige Qua-
litit des rekonstruierten Profils, durchaus eine brauchbare Qualitiat der daraus
ermittelbaren Schichtdicke liefert. Unter dem Einflufl von Stérungen in den Da-
ten sind jedoch alle untersuchten Verfahren nicht mehr sensitiv genug, mehrere
Lackschichten auf metallischem Untergrund zu unterscheiden. Zu gering ist der
Kontrast zwischen den Lackschichten, besonders im Vergleich mit dem enormen
Kontrast zwischen Lack und Metall. Die Anwendung von Rekonstruktionsver-
fahren bietet jedoch vielfiltige Moglichkeiten zur Weiterentwicklung bestehender
Verfahren und er6ffnet womoglich neue Anwendungsgebiete. Voraussetzung fiir
ein solches Vorgehen in der Praxis wird aber eine andere Mefitechnik sein, die es
erlaubt, eine grofle Zahl von Anregungsfrequenzen gleichzeitig abzutasten, denn
nur dann konnen Rekonstruktionsverfahren bei Online-Messung iiberhaupt erst
eingesetzt werden.
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Kapitel 1

Physikalische Grundlagen und
technische Methoden der
Thermographie

Es ist im gesamten gesehen sehr komplexer physikalischer Vorgang, der letztlich
ein photothermisches Signal zur Folge hat und dessen Auswertung und Ana-
lyse Gegenstand dieser Arbeit ist. So weit notig, wird in diesem Kapitel auf
die physikalischen und auch technologischen Aspekte der photothermischen Mes-
sung eingegangen, um insbesondere die in dieser Arbeit immer wiederkehrende
Problematik bei der Verwendung real gemessener Daten zu erkldren. Ausgangs-
punkt unserer Uberlegungen in spiiteren Kapiteln wird die Wirmeleitungsglei-
chung sein, die mathematisch beschreibt, wie sich Warme ausbreitet. Anhand
des Ausbreitungsverhaltens modulierter thermischer Anregung sollen Aussagen
iiber die thermophysikalischen Eigenschaften des erwdrmten Objektes getroffen
werden. Die praktischen Anwendungen erfordern, dal Messungen nur kontaktfrei
durchgefiihrt werden. Und das bedeutet, dafl wir nicht direkt auf die Tempe-
raturdaten des Objektes zugreifen konnen. Statt dessen werden Auswirkungen
der Erwarmung kontaktfrei als indirekte Mefigroflie erfafit und daraus mufl dann
die gewiinschte Information gewonnen werden. Diese Aufgabenstellung wird im
folgenden behandelt. Gute Uberblicksartikel zu diesem Thema finden sich bei
Murphy u. a. [25] und Busse und Walther [4]. Ausfiihrliche praxisbezogene Infor-
mation kann der Dissertation von Christian Gruss [13] entnommen werden.

1.1 Modulierte thermische Anregung

Typischerweise werden bei thermographischen Verfahren eine von zwei méglichen
Lichtquellen zur modulierten Erwédrmung des zu untersuchenden Objektes einge-
setzt. Eine Moglichkeit besteht darin eine Blitzlampe einzusetzen, die eine impuls-
artige Erwdrmung des Objektes zur Folge hat. Die zweite Form der Modulation

11
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ist die durch ein periodisches Zufiihren von Energie mit einem intensitdtsmodu-
lierten Licht- bzw. Laserstrahl. Prinzipiell gibt es keine Einschrinkungen durch
welche Technologie das Objekt thermisch angeregt wird. Entscheidend ist, dafl
das Objekt ausreichend stark erwirmt wird, so daf die verfiigharen Mefimethoden
ein hinreichend gutes Signal zu Rauschen Verhéltnis erreichen. In dieser Arbeit
werden reale Daten einer Apparatur verwendet, die einen Laserstrahl als Ener-
giequelle nutzt. Dieser Laser wird durch einen sogenannten Chopper (eine sich
drehende Kreisscheibe, bei der sich regelméflig durchsichtige und undurchsichti-
ge Kreissegmente abwechseln) periodisch unterbrochen. Relevante Eigenschaften
eines Laserstrahles sind in diesem Zusammenhang:

1. Geometrische Verteilungsfunktion: Gauiférmiges Intensitétsprofil.

2. Spektrale Verteilungfunktion: Intensitit in Abéngigkeit von der Wellenléinge
des Laserstrahles.

1.2 Absorption

Voraussetzung dafiir, dafl das Objekt durch die eingebrachte Strahlung auch
erwidrmt wird, ist die Absorption der Strahlung. Wenn die Strahlung transmit-
tiert oder reflektiert wird, bedeutet dies, dafl keine Energie innerhalb der Probe
in Wiarme umgesetzt wird. Ob und in welcher Stéirke die eingebrachte Strahlung
absorbiert wird, héngt ab von der Absorptionsfunktion des betrahlten Materials,
die der Wellenléinge des Strahles die jeweilige Stirke der Absorption zuordnet.
Fiir ein bestimmtes zu untersuchendes Material eignet sich daher die Lichtquelle
am besten, die eine spektrale Verteilungsfunktion hat, die moéglichst gut mit der
Absorptionsfunktion des Materials iibereinstimmt. Sollen verschiedene Materiali-
en mit der selben Apparatur untersucht werden, so ist ein geeigneter Kompromiss
zu finden, also eine Lichtquelle, deren Strahlung von allen in Frage kommenden
Materialien mdoglichst gut absorbiert wird. Eine Konsequenz dieser Problema-
tik ist, dafl wir prinzipiell nicht davon ausgehen konnen, dafl wir die Amplitude
der thermischen Quellfunktion als bekannt voraussetzen konnen. Werden andere
Materialien bestrahlt, oder etwa die Lichtquelle ausgetauscht, so dndert sich die
Quellfunktion.

1.3 Emission und Detektion

Es gilt nun die Ausbreitung der Warme zu beobachten. Verschiedene Technologien
sind hierzu gebrauchlich, nicht alle eignen sich fiir den Einsatz im industriellen
Betrieb.
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1.3.1 Photoakustik

Bei diesem Mefiverfahren wird die Wiarmeabgabe des Objektes in die Umge-
bung ausgenutzt, um indirekt auf die thermische Information zuzugreifen. Die
Anwendung sieht vor, auf einer ebenen Fliche eine luftabgeschlossene und licht-
durchlissige Zelle anzubringen, in der sich ein Mikrofon befindet. Wird nun das
Objekt unter der Zelle periodisch thermisch angeregt, kommt es zu periodischer
Erwdrmung (objektabhéngig) der Luft, die als akustisches Signal mefbar ist.
Vorteil des Verfahrens ist die gute Qualitdt der Mefldaten. Allerdings ist das
Verfahren im allgemeinen nicht beriihrungsfrei.

1.3.2 Mirage Effekt

Hier wird ebenfalls die Erwédrmung der oberflichennahen Luft ausgenutzt. Ein La-
serstrahl, der parallel zur Oberfliche verduft, wird an der Stelle der Erwérmung
in der Art einer thermischen Linse abgelenkt. Diese Ablenkung erfolgt mit der
periodischen Erwiarmung ebenfalls periodisch und wird bei diesem Verfahren als
Sekundéarinformation zur Bestimmung der Temeraturverinderung an der Pro-
benoberfliche ausgenutzt. Dieses Verfahren kommt ohne Kontakt zum Objekt
aus.
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Abbildung 1.1: Gemessenes Infrarotsignal (Detektoroutput) zu einer Probe Lack
auf Metall bei einer Chopper Frequenz von 20H z.
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1.3.3 Infrarot-Thermographie

Das flexibelste Verfahren, das zudem kontaktfrei arbeitet, ist die Messung der
durch die Erwérmung hervorgerufenen Infrarot Wiarmestrahlung, die vom Ob-
jekt ausgeht. Dies erfolgt bei Punktmessung mittels eines Detektors mit genau
einer Photozelle, die ein analoges Signal liefert, das verzdgerungsfrei die Strah-
lungsintensitit, die von der Probe ausgeht, anzeigt (siehe Abb. 1.1). Hierzu wird
die Strahlung durch den Einsatz von Linsen gebiindelt. Auch hier haben wir es
wieder mit einer Verteilungsfunktion zu tun; und zwar mit der spektralen Emp-
findlichkeit des verwendeten Detektors. Nur in Wellenléngenbereichen in denen
der Detektor eine gute Empfindlichkeit vorweist, kann eine optimale Messung
erfolgen. Da die spektrale Verteilung der thermischen Emission vom Material
abhingt mufl auch der Detektor von seiner spektralen Empfindlichkeit her zu dem
Material passen. Das Infrarotsignal wird bei den meisten Anwendungen in einen
sogenannten Lock-In Verstirker eingespeist, der iiber einen weiteren Eingang den
zeitlichen Verlauf des anregenden Signals erhélt und daraus den Phasengang zwi-
schen den beiden Signalen bestimmt.

1.3.4 Bildgebende Mef3verfahren

Mit einer Blitzlampe wird eine Fliche gepulst in der Zeit bestrahlt. Eine Infro-
rotkamera zeichnet in schneller zeitlicher Abfolge Bilder der Infrarotstrahlung
auf, die von der erwidrmten Fliche ausgeht. Diese Daten werden zumeist her-
angezogen um die Qualitdt einer Oberfliche in dem Sinne zu priifen, ob die zu
priifende Probe sich von einer Referenzprobe optimaler Qualitit unterscheidet.
Hierzu werden Differenzbilder zwischen denen der Referenzprobe und denen der
zu priifenden Probe herangezogen. Weitergehende Methoden nutzen Bilder die
sich durch pixelweise Fourier Transformation der Bildfolgen ergeben.

1.4 Modellapparatur

Es geht nun darum, fiir das weitere Vorgehen eine Modellapparatur zu beschrei-
ben, die es uns einerseits erlaubt von der tatsichlichen Ausformung der Apparatur
zu abstrahieren, und die dariiberhinaus hinreichend genau die Realitdt annéhert,
so da} auch reale Mefidaten verarbeitet werden kénnen. Hierzu betrachten wir
die einzelnen Komponenten des eingesetzten Apparates PS-Online der Firma
Phototherm Dr. Petry GmbH. Aufgrund der bereits beschriebenen Problema-
tik der spekrale Verteilung von Emission, Absorption und Detektion erhalten
wir eine Erwdrmung, deren maximale Amplitude keine verwendbare quantitati-
ve Information bietet. In der Praxis finden Messungen rund um die Uhr statt.
Wir kénnen noch nicht einmal davon ausgehen, dafl die Amplitude bei einer
festen Konstellation von Mef3gerdt und Probe iiber die Zeit konstant bleibt. ITm-
mer wieder wird die maximale Amplitude durch Warmequellen in der Umgebung
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Nummer des disktreten Fourierkoeffizienten

Abbildung 1.2: Amplitudenspektrum des diskretisierten Photothermischen Signals
zu einer Probe Lack auf Metall bei einer Chopper Frequenz von 20H z. Die Daten
zu zwet vollen Umdrehungen des finfbldttrigen Chopperblattes, also 10 Perioden
des Signals wurden diskret fouriertransformiert. Es sind die Amplituden der je-
weiligen Koeffizienten aufgetragen.

mit beeinflufit. Gerade aus diesem Grund wird im allgemeinen die Phase des
Signals als Informationstréger bevorzugt, da die Phase durch die genannten Ef-
fekte unverandert bleibt. Doch andere Komponenten der Apparatur verursachen
unerwiinschte Verinderung der Phase. Dies gilt insbesondere fiir die eingesetz-
ten Linsen, und fiir den Vorverstiirker, der das Detektorsignal aufbereitet. Da in
diesem speziellen Gerit - im Gegensatz zum iiblichen Fall - die Anregung als Refe-
renz nicht zur Verfiigung gestellt wird, kann auch kein quantitativer Phasengang
ermittelt werden. Da jedoch die Frequenz mit der sich das Chopper Blatt dreht
bekannt ist, kann eine synthetische Referenz, mit einem unbekannnten, aber kon-
stanten Phasengang genutzt werden. Das Photothermische Signal, das uns zur
Verfiigung steht wird durch folgende Gleichung dargestellt:

S(t) =@ (DT * P) (t + ¢)

DT ist die Detektorfunktion, P das Spektrum der abgestrahlten Energie, & und
¢ unbekannte reelle Variablen, die als unabéngig von der Abtastfrequenz ange-
nommen werden. *x steht fiir die Faltung in der Wellenldnge. Gehen wir davon
aus, dafl die Luft weder absorbiert noch emittiert, so erhalten wir das Photother-
mische Signal P lediglich von der Probe. Die Temperatur 7" ist mit diesem Signal
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iiber das Stefan-Boltzmannsche Gesetz verkniipft
P=4T"-1Ty)

0 ist eine Konstante, Ty die Temperatur der umgebenden Luft und 7T die Tem-
peratur an der Probenoberfiche. Fiir die kleinen Temperaturschwankungen, mit
denen wir es bei der Infrarotradiometrie zu tun haben, kénnen wir einen linearen
Zusammenhang herleiten:

T - Ty = (T —To)(T*+T*Ty +TT; + T3)
™ T* T
= (T-T)T} |+ =+ —+1
( wgﬁ+m+%+

~ ATH(T — Tp)

Das bedeutet, dal nur Temperaturunterschiede beziiglich der Umgebungstempe-
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Abbildung 1.3: Phasenspektrum des diskretisierten Photothermischen Signals zu
einer Probe Lack auf Metall bei einer Chopper Frequenz von 20Hz. Es sind die
Phasen zu den ganzzahligen Vielfachen der Chopperfrequenzaufgetragen.

ratur wahrgenommen werden, und keine absoluten Temperaturwerte. Und zwar
ist die Strahlungsleistung annéhernd proportional zu dieser Temperaturdifferenz.
Ebenfalls begriindet durch die relativ geringen Temperaturschwankungen ist die
Annahme, dafl die thermophysikalischen Eigenschaften der Proble unabhéngig
von der Temperatur sind. Dies bedeutet, dafl wir es mit der linearen Form der
Wirmeleitungsgleichung als mathematisches Modell zu tun haben.

Eine weitere Ndaherung, die wir an dieser Stelle vornehmen wollen, betrifft die
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Anregungsfunktion. Gruss [14] zeigte, dafl die durch den Chopper hervorgerufene
Unterbrechung hinreichend gut durch die Rechteckfunktion approximiert werden
kann. Dort ist auch der Fall von Proben, die sich mit einer konstanten Geschwin-
digkeit bewegen untersucht worden. Bis zu einer bestimmten Geschwindigkeit
konnen Effekte durch Bewegung vernachlissigt werden, was wir im folgenden
auch tun werden.

Als Nachweis fiir die hier eingefiihrten Vereinfachungen und Approximationen
zeigt die Abbildung (1.2) das Amplitudenspektrum des Photothermischen Si-
gnals einer Probe. Wenn der Prozefl der Warmeausbreitung linear ist, und die
Anregung durch eine Rechteckfunktion angenéhert werden kann, und die Tem-
peraturschwankungen so gering sind, daf} die Strahlungsleistung proportional der
Temperatur ist, dann hat das Photothermische Signal eine von Null verschiedene
Amplitude nur fiir ungerade Vielfache der Chopper-Frequenz. Denn dies gilt fiir
die Rechteck-Anregung, und wegen der Linearitdt der Warmeleitungsgleichung
mufl dies auch fiir die Temperatur und letztlich auch fiir die emittierte Strah-
lung gelten. Verbleibende Unregelméfligkeiten sind unter anderem auf die unre-
gelmiflige Anregung durch den mechanischen Chopper zuriickzufiihren, dessen
Segmentgdfie um bis zu 3% variiert. Man sieht insbesondere an der regelméfligen
Verteilung der Phasenwerten (1.3), da§ die Daten zu geradzahligen Vielfachen
der Chopperfrequenz nicht blofl Rauschen beinhalten. Doch ist der Anteil der
geradzahligen harmonische Schwingungen an der Gesamtenergie sehr gering, so
betragt die Amplitude der zweiten Harmonischen etwa 3% der Amplitude der
Grundschwingung, so dafl die angefiihrten vereinfachenden Annahmen gerecht-
fertigt sind.
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Kapitel 2

Mathematische Modellierung
und Signalanalyse

Nachdem die Durchfiihrung der Messung, und die ersten vereinfachenden An-
nahmen vorgestellt wurden, arbeiten wir nun weiter an der Modellierung und an
der Verarbeitung der Mefidaten. Das Ziel ist es, Modelle zu entwickeln, die gut
der physikalischen Wirklichkeit entsprechen, und die dariiberhinaus auch mit den
Mefldaten verglichen werden kénnen. Das bedeutet, dafl bei der Modellbildung
und insbesondere bei der Signalanalyse die Einschrinkungen, die durch die in-
dustrielle Anwendung auftreten, beriicksichtigt werden miissen. Einen sehr guten
Einstieg in das Thema Modellierung bietet die Dissertation von Werner Karpen
[16], auf die ein wesentlicher Teil dieses Kapitels zuriickgeht. Weitere aktuelle
Ansétze zur Modellierung von Mehrschichtsystemen finden sich bei Glorieux u.
a. [10], Garcia u. a. [9], [8] und Karabutinov u. a. [15]

2.1 Absorption, Ausbreitung und Detektion
thermischer Wellen

Wir sehen im Moment ab von der Entstehung und Messung des Photothermischen
Signals und wenden uns der Wiarmeausbreitung im Objekt zu. Unter Objekt
verstehen wir eine oder mehrere auf Metall aufgebrachte Lackschichten. Wobei
viele der folgenden Aussagen auf den allgemeinen Fall eines Festkorpers zutreffen.
Die Ausbreitung der Wirme wird beschrieben durch die Warmeleitungsgleichung

V [k(u)VT (u, t)] - p(U)C(U)%T(u,t) = —Q(u, 1) (2.1)

Mit der ortsabhéngigen Wirmeleitfihigkeit & (u), der spezifischen Dichte p(u) und
der spezifischen Wirmekapazitit c(u), u € IR, Der Quellterm @Q(u, t) beschreibt
die rdumliche und zeitliche Verteilung von Wirmequellen.

19
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Wir treffen an dieser Stelle eine wichtige Vereinbarung, die fiir den Rest dieser
Arbeit Giiltigkeit haben soll, ndmlich

fw) = F(f) (w),

dal das Auftreten der Variablen w statt ¢ bedeutet, dafl diese Funktion fou-
riertransformiert und ausgewertet wird zur Frequenz w. Dies ist sinnvoll da alle
weiteren Rechnungen im Fourier Raum durchgefiihrt werden. Weiterhin wird ver-
einbart daf} die Fourier-Transformierten von 7" und @) beziiglich der Zeit existieren
sollen. Ausgangspunkt ist die Betrachtung einer periodischen Erwédrmung mit der
Anregungsfrequenz (auch als Chopperfrequenz bezeichnet) wy = 27 fj :

Qu,1) = Q(u) - ™"
Mit der Linearitét der Gleichung (2.1) ergibt sich eine Temperatur
T(u,t) =T(u) e

mit der gleichen Periodizitét wie die Anregung. Damit 148t sich Gleichung (2.1)
schreiben
V [E(u)VT (u)] = iwp(u)e(u)T (u) = —Q(u) (2.2)

Typischerweise ist das Objekt durch eine ebene Fliche (u; — uy Ebene) von der
umgebenden Luft abgegrenzt. Auf dieser Fliche trifft der Laserstrahl auf und
bringt durch sein gau3formiges Intensitéitsprofil eine Warmequelle ein:

u? + u’
2R

Q) = Qus) exp (—

Mit der Breite Rs des Gaussprofils. Die Tiefenabhéngigkeit in u3 ergibt sich durch
das Absorptionsverhalten der Probe. Ein einfacher Ansatz folgt dem Lambert-
Beer Gesetz

Q(u3) = Qofa exp(—PBaus)

Der Kehrwert 1/, wird als optische Eindringtiefe bezeichnet. Die optischen Ei-
genschaften der Probe sind allgemein auch als ortsabhéingig anzusehen. Bei der
hier vorgestellten Methode beriicksichtigen wir dies jedoch nicht, da bei den zu
untersuchenden Proben von einer Ortsabhéngigkeit abgesehen werden kann.
Eine weitere Annahme vervollstdndigt die Forderungen, die wir an die Probe stel-
len. Sie ist die stérkste Einschrinkung, betrifft aber den in der Praxis haufigsten
Fall: Wir nehmen an, das Objekt sei schichtstrukturiert, das heifit alle thermo-
physikalischen Parameter hingen nur von der Tiefe uz ab. Die Strahlung, die vom
Objekt 2 ausgeht und vom Infrarotdetektor erfafit wird, ist proportional zu dem
gewichteten Tiefenintegral [17]:

/ e PIRUT (y, w)du
0
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Das Detektorsignal wird ndherungsweise durch die Proportionaliét
w) ~ / D(u)e PrRUT (u, w)du
Q

beschrieben. Die Detektorfunktion D(u) gibt an, welcher Anteil der von einem Vo-
lumenelement am Ort u ausgehenden Infrarorstrahlung zum Detektor gelangt. D
wird durch ein Gaussprofil der Breite Rp, dem sogenanten Detektorfokus, appro-
ximiert. Es wird im folgenden knapp dargestellt, dafl S proportional der Lésung
der eindimensionalen Variante der Warmeleitungsgleichung ist, wenn bestimmte
Voraussetzungen erfiillt sind. Die Proportionalidt zur eindimensionalen Losung
geniigt uns an dieser Stelle, denn, wie sich spéter herausstellen wird, kénnen wir
konstante Faktoren durch Normierung des Detektorsignals eliminieren.

Wir folgen der Argumentation von Karpen [16]: Der erste Schritt besteht darin,
die Gleichung (2.1) in Polarkoordinaten (r, z) zu transformieren:

@% (r—T(g;x)> k(x) 621;5;’ ™) az;f) aTé;’ ) _ isp(a)e(2)T(r,2)

— QofaePeme )

Anwendung der Hankel Transformation beziiglich r ergibt [24]

2 [k(ﬂi)(%f(p, x>] T () =G 23)

mit

5 = \J(@n2p2k(z) + iwp(z)c(z)),
Q = QoBoe 2R TS,

Somit erhalten wir eine Losung fiir den dreidimensionalen Fall indem wir die
eindimensionale Gleichung (2.3) fiir alle p 16sen. Inverse Hankeltransformation
von T'(p, z) liefert eine Darstellung in euklidischen Koordinaten. Wir gehen aber
weiter und betrachten das Detektorsignal

S(w) (/ 2nre” " )T(r,x)dr> Brre PR dy

— /OO 2rre”""/Rp {/ 27rpT(p, )Jg(27rpr)dp} r)ﬁme_ﬂm’”dx
0

~ OO [ ~Pirz {/OO re_’"Q/(QR%)Jo(%TPT)dT
0 0

dx | pdp

~ vl

2m R2, exp(—272 RZ p?)
oo

6’Rxdx> pe —2m* R, p® dp.

v

0
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Karpen setzt an dieser Stelle fiir f(p, x) die Temperaturverteilung in einem
schichtstrukturierten Objekt ein, und rechnet nach, daf§ das Detektorsignal

S(w) ~ T(0,7) (2.4)

falls der Gesamtradius Rp+ Rg wesentlich grofler als die thermische Eindringtiefe
p = \/wpc/k ist. Und das bedeutet, da8 das Detektorsignal niherungsweise pro-

portional der Losung des eindimensionalen Problems ist. Weitere Details hierzu
finden sich in [16].

2.2 Schichtstrukturierte Materialien

Wir beschrinken uns nun auf den eindimensionalen Fall. Losungen der Glei-
chung (2.1) im Falle schichtstrukturierter Objekte sind im eindimensionalen Fall
Losungen fiir den zusammengesetzten Stab, der in ein unbeschrinktes Medium
eingebettet ist. Wir formulieren das Problem

Problem 2.2.1 Sei I = [0, Lys] ein Intervall in R mit einer Unterteilung in
N Teilintervalle I; = [z;,xj11],] = 0,...,N — 1, z; < xj41 mit den Lingen
Lj = Tj4+1 — Tj-

Die Funktionen k,p,c : IR — IR seien konstant innerhalb der Intervalle I; und
Q(x,t) : I x RT — R sei stetig in x und periodisch in t jeweils auf den Teilin-
tervallen I;,7 = 0...N — 1.

Gesucht sind Losungen der Gleichung:

D (ka) T a.1) — plr)elr) T (o, 1) = ~Qa ) (2.5)

zu den Bedingungen

1. Die Losung T st stetig in x.

2. Der thermische Flufs

18t stetig in x.

3. Fiir die Temperatur gilt
lim T'(z,t) = 0.

T—00

fiir alle t,x > 0.

Wir betrachten die Einschréinkung des Problems (2.2.1) auf die einzelnen Teilin-
tervalle. Dort sind die thermischen Materialeigenschaften konstant; das Warme-
leitungsproblem vereinfacht sich entsprechend.
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Satz 2.2.2 Sei w > 0 beliebig aber fest. Qy, Q1 € C, ko, k1 > 0.
1. Gegeben sei die homogene Differentialgleichung

0* 5
@T(:E,w) — 0T (z,w) =0, (2.6)

mit x > 0. Sei Qy € C und es gelten die Bedingungen

_ @
ko’
lim T'(z,w) = 0.

T—00

0
5y L (@ W)la=0 =

Dann hat die Gleichung (2.6) die eindeutige Lisung

T(x,w)= f—lzlexp(—aa:). (2.7)

2. Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung

2
J Ta.0) 0T () = 12 expl(—pu), (23)

mit x > 0. Sei Qy € C und es gelten die Bedingungen

0
6—$T(x,w)|x:0 = 0,

lim 7'(z,w) = 0.

T—00

Dann hat die Gleichung (2.8) die eindeutige Lisung

T(x,w)=Ae 7"+ Ce P (2.9)
mit
B BQo
c ko(0? — B2)’
A= Lo
o

3. Die homogene Differentialgleichung (2.6) mit 0 < z < L zu den Randbe-

dingungen
0
6—$T(x,w)|x:0 = 0,
9 @
a_xT(x’ W)le=1, = _k_la
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hat die eindeutige Lisung

T(x,w)=Ae 7" 4+ Be®, (2.10)
mat
Q1 ,—0o
PR -G
1+ e—20L’
B = -—A.

4. Die inhomogene Differentialgleichung (2.8) mit 0 < x < L zu den Randbe-

dingungen
0
6—xT(x,w)|x:0 = 0,
0 Ch
—T T= = T3
ox (7, 0) =1 kq
hat die eindeutige Lisung
T(z,w)=Ae " + Be’ +Ce P, (2.11)
mit
BQo
C = —————
ko(B? — 0?)’
. 1 Ql —oL 6 —(B+0):
A = = _klae ,—;C(l—e ) ,
B = a+lc
o

Beweis: Fiir festes w haben wir es nur noch mit einer gewohnlichen linearen Dif-
ferentialgleichung mit konstanten Koeffizienten zu tun. Existenz und Eindeutig-
keit der Losungen sind damit gegeben, bzw. nur noch von den Randbedingungen
abhéngig. Losungen ergeben sich mittels Ansatz

T(z,w)=Ae ™ + Be’™ + Ce P2, (2.12)

Die Variable C' ist nur im inhomogenen Fall verschieden von Null. Unabhéngig
von den Randbedingungen ergibt sich C' durch Einsetzen von (2.12) in die Diffe-
rentialgleichung (2.8). Die Variablen A und B sind durch die jeweiligen Randbe-
dingungen bestimmt. m

Die vier Fille aus Satz (2.2.2) beschreiben alle im weiteren betrachten Modelle
fiir die Warmeausbreitung in den einzelnen Schichten. Die homogenen Differenti-
algleichungen modellieren den Fall der Oberfichenabsorption, bei dem im Innern
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des Objektes keine von Null verschiedenen Quellterme auftreten. Die eingebrachte
Energie wird als vorgeschriebener thermischer Flufl an der Oberftiche modelliert.
Betrachtet wird der unendlich ausgedehnte Stab, der als Modell fiir das Substrat
herangezogen werden kann, wenn die Substratdicke entsprechend grof§ ist, und
der Stab der Léinge L, der als Modell fiir die einzelnen Lackschichten dient.
Die beiden Félle mit Quellterm entsprechen der Situation, dafl der Laserstrahl
innerhalb der Probe absorbiert wird. Dabei wird angenommen, dafl es nicht zu
optischer Reflexion - zum Beispiel am Ubergang Lack-Substrat - kommt, also die
Energie bereits zum iiberwiegenden Teil oberflichennah absorbiert wurde. Die
Modellierung von Reflexion kann gegebenenfalls analog obiger Beweisidee herge-
leitet werden.
An dieser Stelle miissen wir etwas vorwegnehmen, was sich erst in der Praxis
herausgestellt hat: Es war anhand der gegebenen Daten nicht moglich bzw. sinn-
voll verschiedene Absorptionskoeffizienten fiir jede Schicht zuzulassen. Wir gehen
daher in unserem Modell vereinfachend davon aus, daf} alle oberen Schichten den
gleichen Absorptionskoeffizienten [ aufweisen. und dafl das Substrat nicht ab-
sobiert. Kommen wir nun zum Ausgangsproblem (2.2.1) zuriick und betrachten
wir das gekoppelte System aufeinanderliegender Schichten, die jeweils konstante
physikalische Parameter vorweisen. Es werden lokale Variablen fiir jede Schicht
wie folgt eingefiihrt:

m(x) = o B | <z

T(x) = Tr@)(® = Tx()
Ti(z) = Aje %"+ Bje"® +C e "

<

mit o = 0 und 7;(z), 0 < z < L; erfiille

2
T 1y(@) - T (@) = 50, exp( )
und Q
q; = k_U exp(—ﬁIj)
j

Durch diese lokalen Variablen ersparen wir uns die im folgenden umsténdlich
wirkenden Umrechnungen der Ortsvariable, die nun lokal innerhalb jeder Schicht
von 0 bis L, der jeweiligen Schichtdicke lauft. Weitere Vereinfachung der Notation
erreichen wir durch Auslassen des Argumentes w, das bis auf weiteres als fest
angenommen werden kann.

Wir suchen eine stetige Losung im Sinne von Problemstellung (2.2.1)

%TU(O) = %TNI(LNI):()’ (2.13)
Ty(L;) = Tj(0), (2.14)

s, s,
kj%Tj(Lj) = kj+1%Tj+l(0): (2.15)
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j=0,...,N —2. Dabei wurden die Uberginge vom Objekt zur Umgebung als
isolierend angenommen (2.13). Soll der Wérmefluf} in die umgebende Luft bertick-
sichtigt werden, so kann dies geschehen, indem die Umgebung als unbegrenzter
Festkorper mit der thermischen Konduktivitit der Luft angesetzt wird.

Die Temperaturverteilung 7} in den einzelnen Schichten erfiillt die Differential-
gleichung
52
d?

mit der Quellverteilung

Tj(x) — 0*Ty(x) = —Bexp(—PBr)g;,
gy = qe 7
Die Gleichungen (2.13-2.15) ergeben insgesamt ein lineares Gleichungssystem fiir
die Koeffizienten A; und B;, j =0,...,N -1
—00Ao +00By = BC,
—kjoj(e M A; = € By) + ka0 (A = Bina) = B (kCre ™ — ki Cia)),
e*"f'LJ’ Aj + e”f'Lj Bj — Aj+1 — Bj+1 = Cj+1 — CjeiﬁL]‘,
—on_1e” NN AN b oy eV ENTIR L = BCONn_jePT

mit 7 = 1,..., N — 2. Mit den folgenden Rechnungen leiten wir eine geschlossene
Losung des Gleichungssystems her. Wir formen die letzte Gleichung um zu

EN—IAN—I + BN_1 == FN—I, (216)
mit
En_y = —eXP(—2UN—1LN—1),
Fy_, = [BC’N_le—ﬁLNA] 0-;[1_16—01\171[11\171
— [5QN102 6_ 526_ﬂLN1] O-]T/vl_le_O'N—lLN—l
N-1
-1 1 —on-1Ly-1| ,—BLN-1
= On_1 ON-1)2 gn-1€ €
( B ) —1
=1 1 —BrN-2,-BN-1LN-1| ,—0LNn-1
= ON-1 |Tanziye _I€ ¢ ¢
( B ) -1
— 4 1 6*ﬁ$N-1*UN—1LN—1.
ON—1 (01\23_1 2-1
Weiterhin haben wir
—SjAjeigjL]‘ + Sije”ij' + Aj+1 — Bj+1 = Gj, (217)
Aje_“ij + Bje“ij - Aj_|_1 - Bj_|_1 = Hj, (218)

EipAjpi+ B = Fj, (2.19)
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mit
ij'j . 1 + Rj
kjt10j4 1— Ry
ijje_ﬁLf — kj+1Cj+1
G; = p p
j+10j+1
Hj = Cj+1 — CjeiﬁLj.

)

Die Variable R; bezeichnet die bedeutsame Grofle des Effusivitédtskontrastes

Ry=91—9

€1+ ¢€;

Es gilt =1 < R; < 1, ein Effusifitdtskontrast von 0 liegt zwischen Schichten
gleicher Effusivitit vor, und ein Effusivititskontrast von 1 weist auf den Ubergang
zu einem Isolator hin.

Auflésen der Gleichungen (2.17-2.19) ergibt zusammen mit (2.16) eine rekursive
Formel zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten A; nud B;

E;A; + B; = Fj},
wobei
17Ej+1 — 5, 1 _ 1+Rj 17Ej+1
B = Lﬂeq[f@ _ 1=Rj 14+Fj41 ,—20;L
J =Bt o 14 R =B ’
1+Ej+1 J I—R]‘ 1+Ej+1
1-E; B 14+R; 1-Ej11 —BL; 8
F. (1 J+1)_ .(1__ Jiﬁ) j (1=
F. = (U 4B 41 Cj o 1R 158,11 ) © +Cin Oit1/ o=0;L;
J 1 + 1+Rj 17Ej+1 :
1-R; 1+E; 11

Bemerkung 2.2.3 Wir interessieren uns im Falle der Oberflichendetektion fiir
die Temperatur an der Oberfliche, die nun in eine recht einfache Darstellung hat

T0) = A +Bi+C =24+ (1+8/01)C, (2.20)
5 01 - %%

= Lo 1+ -9 BG | 2.21

o R I ) (221)

Bemerkung 2.2.4 Bei der numerischen Auswertung dieses Ausdruckes (2.20)
fiir die Oberflichentemperatur sind die folgenden Terme zu berechnen

q;%e*ﬁN—lmN—lng—lLN—l
Fyoy o (FFh)21
= TR
G B (F)r-1
912 _ 1
— b (5) —Bn-1ZN-1—oN-1LN-1
ON—-1 3
ON=-1 (T)2 -1

C]‘ (%)2 -1

_ —Bzj_1

Gy (%) -1
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Betrachten wir die freien Parameter in diesen Ausdriicken, so fallt auf, da} pro
Schicht derer nur zwei vorliegen, die dritte 1483t sich ndmlich aus den beiden
anderen berechnen

J

o= | 2] - ot 222)

bzw. unter Ausnutzung von o; = (1 +i)/w/2q;

BL; = [Bva;) - l\/L—;_]] . (2.23)

2.3 Signalanalyse: Simultane Kalibrierung

Das Ziel der der Auswertung des Zeitsignals (s. Abb. 1.1) ist es, Informationen zu
extrahieren, die es ermoglichen die freien Parameter (2.22) mit einem Verfahren
zur nichtlinearen Optimierung zu bestimmen. Eine besondere Anforderung an das
Verfahren ist durch die Forderung der industriellen Verwendbarkeit des Vorgehens
bestimmt. Optimal wére eine Aufbereitung des Signals, deren Ergebnis nur von
von der Schichtdicke des Lackes beeinflufit wird. Die Einflulgréssen die aber zu-
mindest iibrig bleiben sind die thermophysikalischen Parameter (2.22), sowie ein
Gerdteparameter K, der alle Effekte zusammenfafit, die durch die Melapparatur
eingebracht werden, also

1. Spektrum der Detektivitéit des Detektors.

2. Absorptionsspektrum der Probe.

3. Wellenléinge des eingestrahlten Laserlichtes.

4. Maximum der absorbierten Energie.

5. Einfluf} von Linsen.

6. Eigenschaften der eingesetzten Elektronik.

7. Langfristige Anderungen der Hintergundstrahlung.

Wir nehmen an, dal K nicht, oder vernachléssighar wenig von der Abstastfre-
quenz abhéngig ist. Gegebenenfalls muf3 die Abh#ngigkeit von der Frequenz mit
einer Kalibriermessung bestimmt werden. Wir rufen uns in Erinnerung, dafl das
Detektorsignal S iiber

L
S(w) = KBIR/O exp(—fir )T (x,w)dx
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bestimmt ist [17]. In vielen photothermischen und photoakustischen Anwendun-
gen wird das Detektorsignal S mit einem Refenzsignal S,(w) normiert. Diese
Normierung erfolgt durch Division der komplexen Zahlen S und S,:

L T (z,w)
S(w) _ Kq{]ﬁaﬁIR.[{‘eXp(_ﬁle)de (2.24)

L
Kq{],rﬁa,rﬁIR,r ({ eXp(_ﬁlR,rx) %dl‘

Die Normierung (2.24) hat den Effekt, da8 der Faktor K sich herauskiirzt, so-
lange sich keine Anderungen am experimentellen Aufbau ergeben. Die Faktoren
¢of und qo /3, die sich aus dem Term fiir die Temperatur im Objekt (2.20) aus-
klammern lassen, und f,, Orr kiizen sich jedoch nicht heraus, denn die absor-
bierte Energie und der Emissionskoeffizient sind fiir Probe und Referenzprobe im
allgemeinen unterschiedlich. Das bedeutet, daf} die normierten Daten lediglich
quantitativ sind, solange keine Kalibrieung durchgefiihrt wird zur Bestimmung
des Parameters qo61r/qosOrBrr,r- In manchen Anwendungen, bei denen es zum
Beispiel um die Bestimmumg des Absorptionskoeffizienten [9] geht, ist dieser Ef-
fekt sehr hilfreich. Aber im unserem Falle wirkt er sich nachteilig aus, denn es
gibt so einen weiteren unbekannten Parameter zu bestimmen, der zudem stark
von Umgebungsbedingungen beeinflufit wird.

Ein alternativer Weg zur Normierung des Mefsignals beruht auf einer multi-
harmonischen Anregung (mehrere Frequenzen gleichzeitig), die ein multi - har-
monisches Detektorsignal zur Folge hat. Dieser Ansatz erlaubt es uns, einen Fre-
quenzanteil des Detektorsignals als Referenz zu nutzen, und einen anderen, oder
auch alle anderen als Informationstréiger [6]. Erinnern wir uns an die Fourierent-
wicklung einer Rechteckanregung der Periode 7:

sin(3t)  sin(5t)

square(t) = % (sin(t) +

Es liegt also im Falle der Verwendung eines Choppers eine multi-harmonische An-
regung vor. Wir wenden fiir diese spezielle Anregung die folgende Transformation
auf die Mefidaten S(t¢) an:

<~ [ S(wo) S (wo) S (wo) 4
= (3@5(3%)’ 5V5S(5wn) (20 4 1)V2S((20 + o) )

(2.25)
Es sei noch ein mal darauf hingewiesen, dafl S(w) fiir die Fouriertransformierte
von S ausgewertet zur Frequenz w steht. Bei realen Anwendungen sind hochfre-
quente Anteile starker verrauscht, so dafl nur einige der Komponenten des Vektors
S genutzt werden konnen. Die Nenner 3, 5, ..., (2n — 1), ... werden eingesetzt, um
den geringeren Amplitudenlevel im Falle der Rechteckanregung auszugleichen.

Die Zahler v/2n + 1 sind so gewéhlt, dafl alle Eintrdge von S eine Amplitude
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von eins und eine Phase von null haben fiir den halbunendlichen Festkorper mit
Oberflachenabsorption und -emission. Die Eintrége S,, des Vektors S sind:

& (2n+1)7%28(wy) _a/o
(e e L A

JE exp(=Brr2)T (2, wo)dx
7 exp(—Brr2)T(z, (2n + 1)w)dw
(2.26)
Im Gegensatz zu (2.24) haben wir nun den selben Faktor Sf3;rqo in unserem
Refenzsignal und in dem Informationstrigersignal, so dal 58;rqo sich bei der
Division (2.26) herauskiirzt. Wir nennen die Abbildung S(t) — S Simultane
Kalibrierung da Mefivorgang und Kalibriermessung in einem Experiment paral-
lel durchgefiihrt werden. Verglichen mit der {iblichen Form der Normierung per
Referenzprobe ergeben sich einige wichtige Vorteile:

1. Unabhéngigkeit von unerwiinschten Einfliissen gem&fl der Aufzidhlung zu
Beginn des Abschnittes.

2. Bauteile des Meflapparates konnen ausgetauscht werden, ohne, dafy davon
das normierte Signal beeinflufit wird.

3. Langzeitinderung der Hintergundstrahlung haben nur in der Ubergangs-
phase Auswirkungen auf das normierte Signal.

4. Verglichen mit Methoden, die nur die erste Harmonische als Informations-
tréager ausnutzen, stehen nun mit einer Messung Informationen zu mehreren
Eindringtiefen zur Verfiigung.



Kapitel 3

Praktische Anwendung:
Lackschichtdickenbestimmung

Der Aufbau der MeBapparatur wird dargestellt in Abbildung (2). Es wird ein
CO, Laser eingesetzt, dessen Ausgangsstrahl mit einem mechanischen Chopper
moduliert wird. Der modulierte Strahl wird durch eine ZnSe Linse fokussiert, so
dafl der Strahl den Spiegel durch ein kleines Loch in demselben passieren kann.
Mit dieser Linse wird die Grofle des Laserspots auf der Probe kontrolliert. Die
Funktion des Spiegels besteht darin, die von der Probe ausgehende Infrarotstrah-
lung in Richtung des Detektors abzulenken. Eine weitere (CAFI1) Linse dient der
Fokussierung der Strahlung auf den HgC'dTe Detektor. Nachdem das Detektor-
signal durch einen Vorverstiarker aufbereitet wurde, erfafit ein Computer mittels
einer Analog-Digital Umwandlung mit einer Sampling Rate von 200 MHz das
Signal als Zeitreihe.

Die Auswertung dieser Zeitreihe, die im Computer durchgefiihrt wird, liefert letzt-
lich die Dicke der Lackschicht. Wegen der Sensitivitit der Zeitreihe beziiglich
vieler EinfluBgroBen iiber die Lackschichtdicke hinaus (vgl. Kapitel zur Signal-
analyse) ist das folgende Vorgehen zur Bestimmung der Lackschichtdicke in die
industrielle Praxis iibergegangen, es wird allgemein als Kalibrierverfahren be-
zeichnet:

e Kalibrierungsmessung: Mit einem bestimmten Mefligerdt wird eine bestimm-
te Sorte Lack auf einem bestimmten Substrat vermessen: Zu mehreren Pro-
ben mit unterschiedlichen Lackschichtdicken werden Zeitreihen aufgenom-
men. Die Lackschichtdicken dieser Proben sind bekannt durch Messung mit
anderen Methoden, zum Beispiel durch (nicht kontaktfreie) Ultraschall-
messungen. Aus den Zeitreihen werden Phasenwerte ermittelt, und eine
sogenannte Kalibrierkurve wird erstellt, bei der auf der x-Achse die Lack-
schichtdicken und auf der y-Achse die zugehorigen Phasenwerte aufgetragen
werden. Die Punkte werden zu einer Kurve verbunden, oder eine Gerade
approximiert ihren Verlauf.

31
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e Dickenmessung: Eine Probe, bei der die Lackschichtdicke zu bestimmen
ist, wird wie beim Kalibriervorgang vermessen und ein Phasenwert wird
bestimmt. An der Kalibrierkurve kann nun - per Computerprogramm - die
zugehorige Schichtdicke abgelesen und ausgegeben werden.

In der Praxis hat sich dieses Verfahren als sehr robust und industrietauglich
erwiesen. Die erreichbare Genauigkeit liegt bei unter einem pm und ist damit
ausreichend um die Qualitdtskontrolle bei der Lackaufbringung durchzufiihren,
und dariiberhinaus als Eingangsgtfie fiir einen Regelkreises zu dienen, der die
Aufspriihstéirke kontrolliert.

3.1 Zielsetzung

Nachteile des beschriebenen Verfahrens ergeben sich nicht durch mangelnde Mef3-
genauigkeit oder mangelnde Stabilitét, als vielmehr durch Nachteile, die allen
Kalibriermethoden mehr oder weniger gemeinsam sind:

1. Die Durchfiithrung von Kalibrierungen ist aufwendig. Es miissen entspre-
chende Proben hergestellt und vermessen werden. Je hoher die angestrebte
Genauigkeit und je grofler der Mefibereich sein soll, desto mehr Kalibrier-
messungen miissen durchgefiihrt werden.

2. Wenn relevante Teile des Apparates ausgetauscht werden, miissen mit ho-
her Wahrscheinlichkeit alle bereits vorgenommenen Kalibrierungen erneut
durchgefiihrt werden.

3. Das Verfahren bietet keinen Ansatz zur Weiterentwicklung, zum Beispiel
fiir die Messung von mehreren iibereinander aufgebrachten Schichten.

Die Zielsetzung der im folgenden vorgestellten Weiterentwicklung des Kalibrier-
verfahrens besteht in der Uberwindung bzw. Abschwichung dieser Nachteile. Die
Methoden, die hierzu eingesetzt werden sind einmal eine Parameteridentifizierung
zur Bestimmung der Lackschichtdicke und anderer Gréflen. Das heifit wir finden
uns damit ab, dafl es mehrere Parameter gibt, die die Messungen beeinfluflen,
und die wir ebenfalls mitbestimmen miissen, auch wenn wir eigentlich nicht an
ihnen interessiert sind. Und die zweite Methode betrifft die Signalverarbeitung,
die vor der Parameteridentifizierung soweit moglich alle unerwiinschten Einfliifle
aus dem Signal entfernt, gemeint ist Simultane Kalibrierung. Eine weitere pra-
xisrelevante Zielsetzung ist die Vereinfachung der BEstimmung der optimalen
Anregungsfrequenz fiir die Messung.
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3.2 Sensitivitdtsanforderungen an Modell und
Daten

Voraussetzung fiir eine erfolgreiche, auch unter dem Einfluf von Stérungen in den
Mefldaten stabile Identifizierung von Parametern ist die Sensitivitit der Daten
beziiglich Anderungen der zu bestimmenden Parameter. Anders ausgedriickt, das
Problem der Identifizierung eines Parameters sollte gut konditioniert sein. Beson-
ders kompliziert ist die Lage im Falle thermischer Wellen. Diese haben ndmlich
eine von der Chopperfrequenz und vom Objekt selbst abhéngige Eindringtiefe

\/E

= 1/—.

W

Ist die Anregungsfrequenz zu klein oder zu grof}, so liefern Proben mit unter-
schiedlichen Lackschichtdicken im Rahmen der Mefigenauigkeit nicht unterscheid-
bare Mefdaten. Es liegt also keine Sensitivitit beziiglich Anderungen des Parame-
ters Lackschichtdicke vor. In Kapitel (4) werden wir uns eingehend mit der Frage
der Wahl geeigneter Anregungsfrequenzen befassen. Fiir den Fall von geschichte-
ten Proben Lack auf Metall kann anhand des Schichtmodelles (2.2.3) die optimale
Anregungsfrequenz bestimmt werden, wenn die Parameter der Probe bereits be-
stimmt wurden. Hierzu diffenernzieren wir die Modellfunktion nach der Schicht-
dicke und bestimmen von dieser Ableitung das Betragsmaximum beziiglich der
Anregungsfrequenz.

Durch die Signalaufbereitung mittels Simultaner Kalibrierung reduzieren wir die
Anzahl der Parameter, die Einflu} auf das Signal haben. Es bleiben die thermo-
physikalischen und geometrischen Eigenschaften der Probe, die fiir die Ausbrei-
tung der Warme innerhalb der Probe verantwortlich sind, und die Parameter,
die Emissions- und Absorptionseigenschaften der Probe beschreiben. Durch ge-
eignete Wahl der Anregungsfrequenz, so hat die Praxis gezeigt, kann eine hinrei-
chende Sensitivitit der thermophysikalischen Parameter (2.22) typischer Proben
erreicht werden. Eine besondere Problematik liegt allerdings bei den Parametern
fiir die optische Absorptionskoeffizienten /3, und dem Infrarotemissionskoeffizient
ﬂ[R VOr.

Wir betrachten eine Probe, bestehend aus einer Lackschicht auf einem metalli-
schen Substrat. Wie in (2.2) kann die Temperaturverteilung

T(x) = Agexp(—oox) + By exp(oozr) + Cyexp(—L,x)
hergeleitet werden mit

Ba 1+ Ey
Ay = —Cp2—2
0 0001+E0’
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B[] - A0+&C,
0o
QOﬁa
C
o

wobei

g 1+R1 1-F,

ol . Ba 1-Ry 1+E, _— B+09)Lg
EO - 14 1+Ry 1-Fy ¢ ( : ?
1-R; 14+ FE;
1— 1+ Ry 1-F
E J— 1*Rl 1+E1 6—20'0L0
N T S R o7 '
1-R1 1+E4

Das Detektorsignal ergibt sich (bis auf einen konstanten Faktor) als [17]

L
SD(w) = / e PIRT (2, w) da,

0
= aoA[] + bgB[] + C[]C(),

mit

1 — e—(o0+B1r)Lo

a = s
’ oo+ Brr
1 — eloo—=Brr)Lo
bg — - y
oo — Bir
1 — ¢ (BatBir)Lo
C =
’ Ba + Brr

Wir betrachten die beiden Falle:

I: Oberflichenabsorption und Tiefenemission: 3, — oo

el L @& (3.1)

Jg 0o
Ey — 0, (3.2)

und demnach
Qo 1

A - 3.3
0 — (o) 1 + E[]’ ( )

Qo Ep
B —— 3.4
! (o) ]. + EO, ( )

C — 0 (3.5)
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Fiir das Detektorsignal erhalten wir
qo 1 @ FEo
SD = — —bhy—
I(w) aUUO]."’E() 00’01+EO
1— e*(UO‘FﬁIR)LO % 1 1 — 6(0'0*611-2)[/0 % E,
= DIr — + Brr — ,
oo+ Bk o9l+Ey — Bk 0ol +Ey
qoﬁlR <1 _ e—(Uo-I-ﬁIR)Lo 1 — e(Uo—ﬁIR)Lo )
Eyl.
o1(1+ Ep) o1+ Bir — Bir ‘

II: Oberflichenemission und Tiefenabsorption, S;r — oo : In diesem Fall gilt

ag = bg = cg und

SDi(w) = T(0)
= Ay + By + Cy
= A0+Ao+§“0+0
5(1 6a1+EO
= (Cy|14+2= 92
0 [ + oo (o) 1+ EO
C’(] ﬁa ﬁa
= 1 1+ E)) —2— (1+ E
ro () 0 -2 (1)
— CO ﬁa ﬁa
- Th [(1—0—0(1+2E0)> <1+U—0> EU].
Satz 3.2.1 Sei fir = B, := 5. Dann ist SD;(w) = SDrr(w)
Beweis: Sei
P, = 1+R11—E1.
1-Ry1+E;
Dann gilt
~ 3 0
E = B —(00+8)Lo
‘ 1+ F -
_ 1(F-DA+R)+(F +1)(1—Fo) (o045)Lo
2 1+ Fy
= 1 o —(o0+8) Lo
B 26< 5+(UO+5)1+F0>6
1 1 F
- _ —(o0+8)Lo (co—B)L 0 —200Lo
25<("“ Ble oo+ e TR >
1
= — ((00_5) ~(00+B)Lo 4 (o) 4+ B)el70 ﬁLoE)
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Einsetzen in (3.6) liefert

SD]](LU) = 1fE0 [(1 — 0% (1 + % ((O'[] - 5)6_(00+,3)L0 + (UU + 5)6(00_ﬁ)L0E0)>> +

()7
0o
@B (00— B) — (50 — Ble~00tB)o _ (55 + B)elo0=Flo By 4 (00 + B)Ey
1+ Ey (00 + B) (00 — B)og
_ QUﬁ 1 - 6_(UO+’8)L0 1— 6(00_’8)L0
a UU(1+E0)< oo+ 3 + oo — 3 E0>
= SD[(C()) ||

Bemerkung 3.2.2 Das bedeutet fiir den Fall der Zwei-Schicht-Probe: Wenn
nur einer der Effekte Tiefenemission oder Tiefenabsorption vorliegt, und es sich
um grofile Koeffizienten [ handelt (geringe Eindringtiefe), so kénnen wir an-
hand gestorter Mefldaten nicht unterscheiden, um welchen Fall es sich handelt.
Dariiberhinaus bedeutet dies, da} zumindest fiir grofle § und ;g einer der Para-
meter den Effekt des anderen kompensieren kann. Die Bestimmung dieser beiden
Parameter ist demnach ein schlecht konditioniertes Problem. Da wir nicht originér
an der Bestimmung der Absorptions- und Emissionskoeffizienten interessiert sind,
konnen wir in der Praxis mit dem vereinfachten Modell arbeiten, bei dem nur
einer der beiden Effekte Tiefenabsorption bzw. -emission beriicksichtigt wird.

Bemerkung 3.2.3 Die sensitiven Parameter, mit denen wir im folgenden Pro-
ben mit Schichtstruktur beschreiben wollen sind:

thermo-optischer Absorptionskoeffizient,

thermische Schichtdicke,

5 k3

Effusivitiatskontrast zur niachsten Schicht.

Pro Schicht haben wir es mit diesen drei Parametern zu tun. Es geniigt allerdings
den thermo-optischen Absorptionskoeffizienten nur fiir die oberste Schicht zu be-
stimmen, wenn angenommen werden kann, dafl die eingestrahlte Energie in der
obersten Schicht absorbiert wird. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn es
sich bei der zweiten Schicht um eine Metallschicht handelt. Fiir die tieferliegenden
Schichten bleiben dann nur noch jeweils zwei Parameter zu bestimmen.

3.3 Technologische Umsetzung

Nachdem nun die Art und Weise der Datenerfassung und der damit verbundenen
Problematik umrifien wurden, und die Normierung der Daten sowie die Modellbil-
dung besprochen sind, bleibt noch die Frage zu kldren, wie diese Kenntnisse nun
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zu einem neuen Mefiverfahren zusammengefiihrt werden konnen. Hierzu benéti-
gen wir noch einen zentralen Baustein: ein Optimierungsverfahren, das einge-
setzt wird, um die freien Parameter so anzupassen, dafl Mefldaten und Modell in
einem optimalen Sinne zusammenpassen. Es wird dieser Vorgang oft als Multi-
Parameter Fitting bezeichnet, wenn mehrere freie Parameter anzupassen sind.
Ahnliche Ansitze finden sich auch in der Literatur, zumeist bei Verfahren zur
Diffusivitatsbestimmung [28], [31], [35]. Alle Parameteridentifizierungen wurden
mit dem Gauss-Newton Verfahren durchgefiihrt.

3.3.1 Kalibriervorgang

Es wird ein sogenannter Frequenzscan durchgefiihrt. Hierzu werden zu Anre-
gungsfrequenzen in einem Intervall [wy, w,,| MeBdaten erfafit und mittels Simul-
taner Kalibrierung (2.25) ausgewertet. Die Messungen werden an einer oder meh-
reren Proben Lack auf Metall, mit bekannten Lackschichtdicken aufgenommen.
Anregungsfrequenzen werden verteilt (zum Beispiel) wie

(Wi — w1)

wi =wi +14/7—1
J ! J m—1

um eine gleichméflige Verteilung der thermischen Eindringtiefen zu erreichen.
Ausdriicklich sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl eine solche Vertei-
lung der Anregungsfrequenzen nicht erforderlich ist fiir eine erfolgreiche Para-
meteridentifizierung. Es handelt sich lediglich um eine besonders giinstige Ver-
teilung (siehe 4.3). Die Anzahl der Anregungsfrequenzen sollte moglichst grof3
gewihlt werden, mindestens aber so viele Anregungsfrequenzen wie Parameter.
Das Intervall in dem die Frequenzen liegen sollten ist von der jeweiligen Pro-
be abhéngig. Die maximale Anregungsfrequenz w,, sollte so gewéhlt werden, daf}
weitere Erhohung der Anregungsfrequenz keine Verédnderung der Daten mehr her-
vorruft. Niedrige Anregungsfrequenzen entsprechen grofien Eindringtiefen. Daten
zu niederigen Frequenzen dienen der Erfassung der Parameter des Substrates. Die
Daten zu hohen Frequenzen betreffen die Lackschicht.

Liegen die Daten S als Frequenzscan vor, werden sie entspechend (2.25) normiert

s- (S s S(w) 56)

3\/55(30))’ 5\/55(5(.0)’ e (2n+ 1)3/25((2n+ 1)(.4))’ > .
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Ein Verfahren zur nichtlinearen Optimierung (z.B. Gauss-Newton) wird ange-
wendet, um das folgende Funktional

~

Sl(wl) - I/Rl(l‘l,...,l‘q,wl)

~

Spy(w1) — IRy(x1,...,2q w)

e : 30

~

Sl(wm) — T]\%l(xl,...,xq,wm)

~

Sp(wm) — I/Rq(xl, ey gy Win)

2

zu minimieren. Wobei I R fiir die Modellfunktion steht, die numerisch ausgewertet
wird. Gesucht sind die Parameter

()
- 6\/04_0,\/04_0, Tyews

aus der Menge X der physikalisch sinnvollen Parameter. Es handelt sich demnach
um ein nichtlineares Minimierungs Problem mit Restriktion: Gesucht sind ¢ Pa-
rameter aus der Menge X, die die ersten p Komponenten des Vektors §, die sich
via Simultaner Kalibrierung aus den MeBdaten ergeben, in optimale Ubereinstim-
mung bringen, mit den sich aus dem Mathematischen Modell (2.2.3) ergebenden
Werten IR, die den Mefldaten entsprechend transformiert werden.

Weil die Lackschichtdicke(n) bei der Kalibriermessung bekannt sind, konnen wir
nun die Diffusivitat der Lackschicht

1 2
@ = (fL‘2L1>

direkt bestimmen. Liegen Frequenzscans zu verschiedenen Proben mit gleichen
Materialien, aber unterschiedlicher Lackdicken vor, so verlingert sich der Vektor
(3.7) entspechend. Allerdings mufl das Modell in diesem Fall so modifiziert wer-
den, daf} die Lackdicke als bekannte Eingangsgrofie modelliert wird, und damit
Parameter xo = 1/a;.

Liegen nun die Parameter nach erfolgreicher Berechnung vor, so haben wir da-
mit sozusagen eine abstrakte Form einer Kalibrierkurve in der Hand. Eine Kali-
brierkurve im iiblichen Sinn erhalten wir durch Auswerten den Mathematischen
Modelles zu verschiedenen Schichtdicken bei fester Anregungsfrequenz, und zwar
jeweils eine fiir jede Komponente von S die genutzt werden soll.

Bemerkung 3.3.1 Die Frage, welche Frequenz sich am besten als Anregungs-
frequenz eignet, kann, wie bereits angemerkt wurde, durch Differenzieren der
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Modellfunktion nach der Schichtdicke beantwortet werden, wenn die thermophy-
sikalischen Parameter bereits vorliegen. Doch auch schon am Frequenzscan 143t
sich die optimale Anregungsfrequenz ablesen.

Wir suchen die Frequenz, bei der die beste Sensitivitit beziiglich Anderung der
Schichtdicke vorliegt. Betrachten wir das Modell fiir ein Zweischichtsystem Lack
auf Metall (2.2.3), so gilt fiir die Oberflichentemperatur und damit niherungs-
weise fiir das Infrarotsignal

%ﬁT(w,sz,L) ~ Lt [1—2(1—;”

% wO'gk() 1+ R067200L0
—Res (<2L(1 + i) Az ) e 2molo
(1+ Re*2"0L0)2
—L[] 20’0R0€7200L0
w (14 Re-20ln?

—L
= UiT(w,x =0)

Wir erhalten einen einfachen Zusammenhang zwischen der Sensitivitéit beziiglich
der Anregungsfrequenz und beziiglich der Schichtdicke, der es erlaubt aus der
numerisch bestimmbaren Ableitung des Detektorsignals beziiglich der Frequenz
auf eine Approximation der Sensitivitit beziiglich der Schichtdicke zu schliefien.
Die optimale Anregungsfrequenz ergibt sich durch Maximieren des Ausdruckes:

maXx
w

w% (Vo IR(w)) (3.8)

3.3.2 Meflvorgang

Die Wahl der Anregungsfrequenz ist auch durch die erforderliche Mefigeschwin-
digkeit bestimmt. Bei hoherer Frequenz ist die Dauer der Mefliwertaufnahme ge-
ringer, das heiffit dal auch andere Gesichtspunkte bei der Wahl der Anregungs-
frequenz zu beriicksichtigen sind als es die Forderung (3.8) nahelegt. Um das
Signal zu Rauschen Verhiltnis zu verbessern, werden moglichst viele Perioden
des Zeitsignals aufgenommen. Die Fourierkoeffizienten werden durch Mittelung
iiber die Perioden bestimmt. Beim zeitunkritischen Kalibriervorgang kann hier
grofiziigig vorgegangen werden. Beim Meflvorgang, der etwa einmal pro Sekun-
de einen Schichtdickenwert liefern soll, sind vergleichsweise wenige Mittelungen
moglich. Bei Anwendung der Simultanen Kalibrierung (2.25) als Normierungs-
verfahren werden hohere Harmonische des Zeitsignals ausgewertet, deren Signal
zu Rauschen Verhéltnis schlechter ist, als dasjenige der ersten Harmonischen.
Wihrend dies im Kalibriervorgang dadurch beriicksichtigt werden kann, daf} eine
entsprechend gewichtete Norm anstelle der 2— Norm in (3.7) eingesetzt wird, ist
beim Mefivorgang ein andere Methode erforderlich: In Anbetracht der Tatsache,
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daf} es darum geht eine mehr oder weniger konstante Schichtdicke zu messen und
zu kontrollieren, ist ein Mittelungsalgorithmus sinnvoll, der entsprechend dem
verschiedenen Signal zu Rauschen Verhéltnis die Anzahl der Mittelungen fiir die
héheren Harmonischen hoher ansetzt.

Beim Mef}vorgang werden Daten nur noch zu einer Anregungsrequenz aufgenom-
men. Es sind alle Parameter der Probe bekannt, lediglich die Lackschichtdicke darf
variieren. Wo beim klassischen Kalibrierverfahren anhand einer Kalibrierkurve die
Schichtdicke abgelesen wird, miissen wir nun eine nichtlineare Gleichung losen,
denn die Kalibrierkurve ist in Form der nichtlineare Modellfunktion gegeben. Es
kann das Newton Verfahren eingesetzt werden, oder aber das Bisektionsverfahren,
das wegen seiner Robustheit Vorteile bietet.

3.3.3 Single Sample Calibration

Es ist also mdglich mit nur einer einzigen Probe, bei der die Lackschichtdicke
bekannt ist, eine Kalibrierung der Mefvorrichtung durchzufiihren. Dies wurde
erst durch den Einsatz von Modellierung und Parameteridentifizierung moglich.
Das klassische Kalibrierverfahren benotigt mindestens zwei Proben, die als Ka-
librierkurve eine (weniger genaue) Gerade ergeben. Weiterhin kénnen mehrere
Kalibrierproben ausgewertet werden, die Anzahl der verschiedenen Proben ver-
bessert die Approximationsqualitét.

Neben der Moglichkeit mit nur einer Probe zu kalibrieren hat sich ein weiteres
Einsatzgebiet ergeben, ndmlich in dem Falle, da8 die Dicke der zu vermessenden
Proben durch die Dicke einer Referenzprobe festgelegt sein soll, aber diese Dicke
nicht vorliegt. Dann kann nédmlich die Abweichung der Schichtdicke einer anderen
Probe von der Referenz quantitativ in % angegeben werden.

3.4 Numerische Ergebnisse

Der experimentelle Aufbau ist in den Abbildungen (1) und (2) dargestellt. Mit
dieser Apparatur wurden sechs Proben vermessen. Die Proben unterscheiden sich
nur in der Schichtdicke der obersten Lackschicht. Eine weitere Lackschicht, die
als Haftgrund dient, und die Substratschicht aus Stahl sind bei allen Proben
anndhernd gleich. Die Gesamtdicke der beiden Lackschichten ist bekannt, sie va-
riiert in 2 pgm Schritten zwischen 10 gm und 20 pm. Die Dicke der Metallschicht
betrug 430 um. Mit diesem Probensatz wurden die folgenden benchmarks defi-
niert, die zur Verifizierung des mathematischen Modells und der Annahmen iiber
die normierenden Eigenschaften der Simultanen Kalibrierung herangezogen wur-
den
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Abbildung 3.1: Normierte Amplitude |§1| Ergebnis des Multi-Parameter-Fits,
mit Frequenzscans zu allen Proben als Daten

Benchmarks

Zu allen Proben wurden Frequenzscans mit jeweils 10 Anrequngsfrequenzen zwi-
schen 2 Hz und 75 Hz durchgefiihrt.

1. Multi-Sample-Calibration: Es werden die Frequenzscans zu allen
Proben und die Kenntnis tber die Schichtdicken zur Bestimmung der
Diffusivitat, der thermo-optischen Findringtiefe und des Effusivitdtskon-
trats eingesetzt. Mit diesen Parametern werden im zweiten Schritt die
Lackschichtdicken der einzelnen Proben durch Ein-Parameter Fitting be-
stimmt.

2. Single-Sample-Calibration: FEs werden einzelne Frequenzscans zur
Bestimmung der Parameter herangezogen. Fir jede Probe erhalten wir
einen Parametersatz, der in Schritt zwei zur Bestimmung der Schicht-
dicken der jeweils anderen Proben herangezogen wird.

Die Ergebnisse der benchmarks sehen wir in den Tabellen (3.1) und (3.2).
Zunichst miissen wir feststellen, dafl das Datenmaterial es nicht hergab, die zweite
Lackschicht reproduzierbar zu erkennen. Dies duflerte sich darin, dal der Effusi-
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Abbildung 3.2: Normierte Phase arg(gl). Ergebnis des Multi- Parameter-Fits, mit
Frequenzscans zu allen Proben als Daten
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Abbildung 3.3: Normierte Amplitude |§2| Ergebnis des Multi-Parameter-Fits,
mit Frequenzscans zu allen Proben als Daten

vitdtskontrast Ry beim Einsatz eines Drei-Schicht-Modelles gegen 1 konvergiert,
also den Kontrast zwischen Metall und Luft annéherte.

Fiir die Parameterbestimmung wurden die ersten beiden Komponenten des Vek-
tors S nach (3.6) ausgenutzt. Die Phase wurde durch Addition eines konstanten
Faktors korrigiert, die Amplitude konnte ohne weitere Kalibrierung iibernommen
werden. Aufgrund der weniger gut quantitativ verwertbaren Phasenwerte wurde
die Norm im Funktional (3.7) so gewé&hlt, dafl die Phasenwerte nur mit einem
Gewicht von 25% in die Bewertung eingehen.

In Abbildungen (3.1) und (3.2) sehen wir die Ergebnisse der Multiparameter-Fits
nach benchmark 1. Optisch sind keine groflen Unterschiede zu den Ergebnissen
bei Single-Sample-Calibration zu erkennen, deshalb wurde auf Abbildungen zu
diesen Ergebnissen verzichtet. In der Darstellung sind die Amplitudenwerte und
Phasenwerte der Messung (gepunktet) und die des beschriebenen mathemati-
schen Modells (durchgezogene Linien) verglichen. Generell kann man sagen, daf
die Amplitudenwerte quantitativ besser zum Modell passen. Dies liegt vermut-
lich an dem nicht unerheblichen frequenzabhéingigen Phasenshift, der durch die
Elektronik verursacht ist, und der gegebenenfalls besser herausgerechnet werden
miifite. Bei der Amplitude ist zu beobachten, dafl Modell und Daten fiir hohe
Frequenzen weniger gut zusammen passen, als fiir niedrige. Ursache ist vermut-
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Abbildung 3.4: Normierte Phase arg(gg). Ergebnis des Multi- Parameter-Fits, mit
Frequenzscans zu allen Proben als Daten

lich die Struktur des Materials: Hohe Frequenzen tasten geringe Tiefen in der
Lackschicht ab. Durch den Trocknungsprozefl des Lackes kommt es vermutlich zu
inhomogener Ausformung des Materials nahe der Oberfiche, die die Annahme,
es handele sich um eine homogene Schicht weniger gut zutreffen 148t, als im Falle
groflerer Tiefen. Wie die spéteren Berechnungen zeigen werden, ist die Approxi-
mationsgiite fiir unsere Zwecke hinreichend gut. In den Abbildungen (3.3) und
(3.4) sehen wir die entsprechenden Vergleiche zwischen Modell und Daten fiir die
zweite Komponente des Vektors S. Die Tatsache, daf} jetzt, wo noch wesentlich
hohere Freuenzen ausgewertet werden, die Phasenwerte quantitativ sogar besser
stimmen, als im weniger von Storung betroffenen Fall der ersten Komponente,
bestétigt die Vermutung eines frequenzabhéngigen Phasenshifts, der durch die
Apparatur verursacht wird. Die Amplituden weisen eine vergleichbare Qualitét
der Ubereinstimmung auf, wie es bei S, der Fall ist.

In den Abbildungen (3.5) und (3.6) sehen wir die Ergebnisse des Multiparame-
terfits nach benchmark 2: Anhand der Daten des Frequenzscans zur 16 um Probe
wurden die Parameter bestimmt. Die Abbildungen zeigen einen Vergleich zwi-
schen Modell und Daten. Im Vergleich zu den Fits, bei denen Daten zu mehreren
Proben herangezogen wurde, zeigen diese Fits nicht, wie gut das Modell den
Einflul der Lackschichtdicke erfafit. Dies wird aber in den Auswertungen, die in
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Abbildung 3.5: Normierte Amplitude |S1|, |Sy|. Ergebnis des Multi-Parameter-
Fits, mit Frequenzscans zur Probe mit 16 um Lackschicht als Daten

den Tabellen (3.1) und (3.2) présentiert werden deutlich: In (3.1) wird die Re-
produzierbarkeit der Parameterbestimmung bei Verwendung der verschiedenen
Proben als Kalibrierproben und bei gleichzeitiger Verwendung der Daten zu al-
len Proben verifiziert. In Anbetracht der Tatsache, dafl das Modell nicht mit dem
Ziel entwickelt wurde, die thermo-phyikalischen Parameter der Probe zu bestim-
men, und insbesondere ein ausgezeichneter Kompensationsparameter eingefiihrt
wurde, zeigt sich eine beachtlich Robustheit, die bei Einsatz von deutlich mehr
Anregungsfrequenzen sich weiter verbessern wiirde. Verglichen mit den Ergebnis-
sen anderer Arbeiten [28], [31], [35], bei denen Methoden mit besserer Sensitivitit
(Mirage Effekt) benutzt wurden, erscheint die gemessene Diffusivitéit des Lackes
realistisch.

Einzig die Probe mit 20 yum Lackschicht fillt aus dem Rahmen. Da sie es in allen
Rechnungen gleichermaflen abweichende Ergebnisse liefert, gehen wir davon aus,
daf} die Angabe der Schichtdicke von 20 um stark fehlerbehaftet ist.

In Tabelle (3.2) sehen wir die Ergebnisse von Schritt 2 des benchmarks. Alle
Parameter, die in Tabelle (3.1) zu sehen sind, wurden festgehalten, bis auf die
Schichtdicke der ersten Schicht. Es geht darum die Tauglichkeit des Schichtdicken-
Mefiverfahren zu verifizieren. Die Dicke der obersten Schicht wurde an die Daten
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Abbildung 3.6: Normierte Phase arg(S, ), arg(Ss). Ergebnis des Multi- Parameter-
Fits, mit Frequenzscans zur Probe mit 16 um Lackschicht als Daten

der einzelnen Frequenzscans angepaf}t, und die sich daraus ergebenden Dicken in
der Tabelle aufgelistet. Bis auf die 20 ym Probe kann von einer sehr guten Re-
produzierbarkeit der berechneten Dicken gesprochen werden. Und damit ist der
Beweis geliefert, daf} der Einflufl der Schichtdicke durch das Modell sehr gut er-
fafit wird, und dafl die Normierung mittels Simultaner Kalibrierung die gesuchte
Information zugénglich macht.
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Kalibrierung mit | 1/8,[m] | ax[m?/s] | Ry | aa[m?/s]
alle Proben: | 1.5E-5 | 9.15E-8 | -0.830 | 1.91E-5

10 pm : | 4.3E-4 | 8.15E-8 | -0.833 | 1.93E-5

12 pm : | 1.15E-3 | 8.44E-8 | -0.839 | 2.03E-5

14 pm : | 6.82E-4 | 9.04E-8 | -0.835 | 1.63E-5

16 pm : | 9.9E-4 9.5E-8 -0.85 | 1.72E-5

18 pm : | 1.15E-3 | 9.5E-8 | -0.851 | 1.71E-5

20 pm : | 1.3E-3 | 1.09E-7 | -0.822 | 1.06E-5

Tabelle 3.1: Ergebnisse des Multi-Parameter Fits fiir das Zweischicht-Modell.
Daten zu Proben verschiedener und bekannter Lackschichtdicken wurden ausge-
nutzt, um die thermophysikalischen Parameter der Proben zu bestimmen. Der
Parameter 1/, kompensiert den Einflu von Emission und Absorption und ist
daher nicht nicht von quantitativ sinnvoller Gréfie.

Kalibrierung mit | 10 gm | 12 gm | 14 pm | 16 pm | 18 pm | 20 pm
alle Proben: | 10.0 12.1 14.2 16.1 18.1 19.4
10 gm : | 10.0 11.9 13.9 15.5 17.3 18.4
12 pm : 10 12 14 15.7 17.5 18.7
14 ym : | 9.7 11.9 14 15.8 17.8 19
16 um : | 9.5 11.7 14.0 16 18.0 19.3
18 um : | 9.4 11.6 14 16.0 18 19.3
20 pm : | 8.7 11.2 14 16.3 18.6 20

Tabelle 3.2: Berechnete Dicken der obersten Schicht fiir die jeweiligen Proben.
Die thermophysikalischen Parameter wurden aus Tabelle (3.1) {ibernommen. Al-
le Parameter aufler der Dicke der ersten Schicht wurden festgehalten. Der frei
bleibende Parameter wurde per Ein-Parameter Fit angepafit.
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Kapitel 4

Modellierung kontinuierlich
veridnderlicher
Materialeigenschaften

Nachdem ein praxistaugliches Verfahren zur Lackschichtdickenbestimmung in den
vorangehenden Kapiteln entwickelt wurde, wird es in diesem Kapitel um die Frage
gehen, ob auch andere mathematische Methoden, die mehr Potential fiir Weiter-
entwicklung bieten, bei der Lackschichtdickenbestimmung erfolgreich sein konnen.
Dabei 16sen wir uns von den Einschrinkungen durch den technologischen Stand
der Mef3technik, und untersuchen ob der Einsatz von Rekonstruktionsverfahren
erfolgsversprechend ist. Unter Rekonstruktionsverfahren ist ein Verfahren zu ver-
stehen, das die thermophysikalischen Eigenschaften des Objektes als Funktion
von der Ortsvariablen auffalt. Eine Rekonstruktion dieser Funktion wird dann
an der Stelle eine Sprung aufweisen, an der der Ubergang von der Lack- zur Sub-
stratschicht verortet ist, und das ist ja gerade die gesuchte Schichtdicke.

Es lohnt sich den Blick auf andere Methoden zu lenken, die thermische Wellen
einsetzen. Insbesondere Verfahren zur Rekonstruktion von Effusivitéts- bzw. Kon-
duktivititsprofilen von gehirtetem Stahl bieten sich an, auf ihre Anwendbarkeit
bei der Schichtdickenbestimmung gepriift zu werden. Bei gehértetem Stahl ist die
zu rekonstruierende Funktion glatt und weicht nur in der N&he der Oberfléche von
einem (i.a. bekannten) Mittelwert ab. Ausgehend von solchem Vorwissen macht
es Sinn statt des originér nichtlinearen Problems lineare Niherungen zu betrach-
ten. Doch auch bei der Bestimmung von Schichtdicken kann ein solcher Ansatz
verfolgt werden; besonders dann, wenn wir nur an Spriingen im Profil interes-
siert sind, und davon ausgehen konnen, dafl zwischen den Spriingen anndhernd
konstante Materialeigenschaften vorherrschen. Die erste Linearisierung besteht
darin, anzunehmen, dafi die Stoffwerte nicht temperaturabhéngig sind, und daf}
es nicht zu Konvektion durch Wéarmeausbreitung innerhalb des Mediums kommt.
Weiterhin wird die Annahme gemacht, dafi die zu bestimmende Materialgréfie nur
von der Tiefe abhéngig ist, also dafl die Probe schichtstrukturiert ist. Das inverse
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Medien-Problem der Bestimmung einer kontinuierlichen Funktion, zum Beispiel
der Diffusivitat der Probe in Abhéngigkeit von der Tiefe wird in der Ingenieurs-
literatur als photothermal depth profiling bezeichnet. Die Methoden beschéftigen
sich vorwiegend mit der Rekonstruktion der Konduktivitét von gehirtetem Stahl,
deren Tiefenprofil als Qualitdtsmerkmal des Stahles von groflem Interesse ist.
Untersuchungen der Gruppe von Andreas Mandelis [29], [26], [27] zeigen, daf
thermische Wellen auch Mefidaten fiir bildgebende tomographische Verfahren bei
Diinnfilm Untersuchungen liefern. Den Weg in die Praxis haben solche Verfahren
bis heute jedoch noch nicht gefunden. Ein weiteres Verfahren wurde von Mandelis
[20], [23] unter der Bezeichnung ”Hamilton Oszillator” vorgestellt. Dabei wird ein
Stripping Verfahren angewandt: Ausgehend von der Uberlegung, daf thermische
Wellen eine frequenzabhéngige Eindringtiefe haben, werden zuerst oberflichen-
nahe Schichten aus Daten zu hohen Frequenzen bestimmt. Unter Ausnutzung
der Kenntnis der oberen Schichten werden dann sukzessive mit Daten zu immer
niedrigeren Frequenzen, tiefere Schichten bestimmt. Zusétzlich wird die Vorge-
hensweise dadurch stabilisiert, dafl das gesuchte Profil durch eine spezielle Funk-
tionen darstellbar sein soll, die ein gewisses Vorwissen iiber das gesuchte Profil
wiederspiegeln, z. B. a(z) = ag(1+ A, exp(—Aqz))?. Bestimmt werden dann nur
noch die Parameter A;, Ay. Ein weiteres Rekonstruktionsverfahren wurde von
J. Power [30] vorgestellt, das als Ziel die Rekonstruktion der Quellverteilung in
einem thermisch homogenen Objekt hat. Bemerkenswert ist bei dieser Arbeit, die
ungewohnliche Art der stochastischen Regularisierung. Der Vollstéindigkeit halber
soll ein Verfahren [33] Erwiihnung finden, das einen dreidimensionalen Ansatz fiir
die Anregungsfunktion macht, und das die Temperatur als Faltung einer Green-
schen Funktion mit dem Objekt auffait. Bei der Inversion der Faltungsgleichung
kommt die Fouriertransformation zum Einsatz. Zuletzt sei ein Verfahren erwihnt,
bei dem auf die eigentliche Modellierung verzichtet wird, das aber sehr erfolgreich
im ” Wiedererkennen” von Konduktivitdtsprofilen ist, gemeint ist die Anwendung
von Neuronalen Netzen [11].

Im folgenden werden zwei Methoden ndher vorgestellt, die sich durch ihre ri-
gorose mathematische Darstellung auszeichnen, und die stellvertretend fiir die
genannten Methoden einige Besonderheiten der Wérmeleitung bei periodischer
Anregung aufzeigen.

4.1 Linearisierung nach Bertolotti und Li Voti

Die folgende Dartstellung fafit die Arbeiten [3], [12], [34] zusammen: Wir gehen
aus von der 1D Fourier-Wérmeleitungsgleichung, wobei angenommen wird, daf}
sich sowohl Konduktivitéit als auch Diffusivitit mit der Tiefe &ndern diirfen:

a lk(x) <%T(w,w)>] ~ o, w)*k(2)T(x,w) = 0 (4.1)
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mit z € [0,00) und die Groen k(z) > 0, o(z,w) = (1 + i)\/w/2a(z) sei-
en differenzierbar. Diese Voraussetzungen gelten fiir das gesamte Kapitel. Die
Argumente von o(z,w) werden im allgemeinen aus gelassen, um die Notation
ibersichtlicher zu gestalten. Wir gehen davon aus, dafl die Mefidaten als Tem-
peraturwerte T'(0,w) an der Oberfliche zu verschiedenen Anregungsfrequenzen
w = wj, 7 = 1...m vorliegen. Weiterhin gehen wir von Oberflichenabsorbtion
aus, was durch die Randbedingung

T(0) = F(0) =1 (4.2)

modelliert wird.

4.1.1 Ein spezieller Ansatz

Wir betrachten zuerst einen homogenen Korper, das heifit k(z) = k, a(z) = a.
Alle Losungen der Gleichung (4.1) haben die Form:

T(z) = Ae~"" + Be™ (4.3)

mit Konstanten A, B € C die so gewéhlt sind, dafy geforderte Randbedingungen
erfiillt werden. Dies motiviert einen Ansatz, wie er auch in der Streutheorie iiblich
ist. Wir fassen T als Temperaturfeld auf, das aus der Summe einer einfallenden
Welle und einer gestreuten Welle besteht,

T(z) =Ti(z) + Ts(x). (4.4)

Mit (4.3) erhalten wir fiir den thermischen Fluf} im halbunendlichen, homogenen
Medium:

Fla) = —k%m-) (4.5)
= —k (—aAe’”—i—aBe”) (4.6)

= ko (Ti(x) — Ti(2)) ,

was eine Ausweitung des Ansatzes, der sich lediglich auf die Gestalt des Tempe-
raturfeldes beschrinkt, darstellt.

4.1.2 Die thermische Reflektivitit

Definition 4.1.1 Gegeben sei ein Temperaturfeld T'(x), x € [0,00), das die Glei-
chung (4.1) erfillt und das eine Darstellung

T(z) = Ti(x) + Ts(z)



52 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTEN

und einen zugehorigen thermischen Fluff mit einer Darstellung
F(z) = k(z)o(z) (Ti(x) — Ts(x))
habe. Es gelte T;(x) # 0 fir alle x € [0, 00). Wir nennen den Quotienten

Ts(z,w)

R(z,w) = T(z.0)

die thermische Reflektivitit des Temperaturfeldes.

Auch hier werden wir die Abhéngigkeit der Variablen von w implizit annehmen,
und verzichten im allgemeinen auf explizite Angabe dieses Arguments.

Satz 4.1.2 1. Die thermische Reflektivitit R erfillt die Ricatti Differential-

gleichung
%R(x) = 20(z)R(z) + [%ln(lﬁ(z)a(m))] (1- R(@)?). (4.8)
2. Es gelte
A k@) = &
lig o(e) = o
i T(@) =

Dann erfillt R die Randbedingung:
lim R(z) =0

T—00

Beweis:

1. Als ersten Schritt schreiben wir die lineare Differentialgleichung (4.1) zwei-
ter Ordnung in ein System von zwei Gleichung erster Ordnung um:

F(r) = —k(z)£T(x)
{ %F(ﬁ) = —O'(x)Q k(z) T(x) (4.9)
Demnach ist
d 1
@) = iy Fe)

= —o(z) (Ti(z) — Ts(x))

Wir betrachten nun das lineare Gleichungssystem fiir einfallendes und ge-
streutes Temperaturfeld:
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Addition der beiden Gleichungen ergibt
F(z) + k(x)o(z)T(x) = 2k(z)o(x)T;(x),

und wir erhalten eine Gleichung fiir das einfallende Feld T;(x)

1) = 3 (760 + 070
Differenzieren wir den Ausdruck nach z, so ergibt sich unter Ausnutzung
von (4.9):
doon A B@)o(@) g F@) - Fa)g(k()o(@))
2 Tiw) = T+ (h(@)o(x))?
= —o(2)(Ti(z) — Ts(x)) — o) k(z(&na(fl; L(z)
i (k(z)o(z))

Analog erhalten wir

d _ i (k(z)o(z))
%Ts(a:) =o(z)Ty(z) + l 2k (@)o(2)

Und die Behauptung ergibt sich mittels

d d (T, 1 d T, d

&= (7o) = Tt TLr
E o)
= 203+%(1—R2)

= 20R+ (%ln(lﬁ(j)) (1- %)

2. Wir betrachten wieder die Wirmeleitungsgleichung (4.1) wobei wir k(x) =
k+ a(x) und o(x) = & + b(z) einsetzen und ausnutzen, dafl lim,_ . a(z) =
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lim, 00 b(z) =0 :

- [(k +a(z)) (diT(x, w))] = (6+b(x)*(k+a(z)T(z,w)

X

(r}l%dd—;T(x) — 5%kT(z) = % [—a(aﬁ) (%T(ww))]

+(26b(z) + b(2)*)(k + a(z)) T(z)

Die rechte Seite obiger Gleichung konvergiert fiir grofie x gegen Null, denn
a(x) und b(x) sowie deren Ableitungen konvergieren gegen Null. Fiir grofie
x beschreibt die Losung von

d—QT(:E) —*T(z) =0

dx?

das Verhalten der thermischen Welle in einem homogenen Festkorper. Sie
hat wegen lim, ,., T'(x) = 0 die Form T(z) = Aexp(—dz), und mit der
Definition fiir 7; und T} ergibt sich fiir den homogenen Fall

T(z) - Ti(x) = Ti(z)+ g%T(ﬁ),
Ti(z) = Ae "
= T'(),

und damit ist die Reflektivitit des homogenen Festkorpers identisch Null,
was die Behauptung beweist.

Einen direkten Zusammenhang zwischen den Mefdaten und der Reflektivitét
liefert uns:

Korollar 4.1.3 Es gilt

I
R0, = =)~ oo
) I
Ty(w) + %(0)o(0.0)

Beweis: .
1+R(U,w)_1+Tj_Ti+TS_ T(0)
1-RO,w) 1 % T, — T, k([])la(O)F(O),

und damit

T 1 1+ R(0,w)
* 7 kol-R(0,w)
T — L
& R(0, = 2 ko
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wobei |T;| > |Ts| und daher 1 — R(0,w) # 0. m

4.1.3 Linearisierung

Setzen wir an dieser Stelle voraus, daf I, «(0), k£(0) bekannt sind, so er6ffnet sich
hier die erste Moglichkeit, mit dem bisherigen Ergebnissen ein Verfahren zur Be-
stimmung der Materialeigenschaften des Objektes anzugeben. Hierzu beno6tigen
wir ein numerisches Verfahren, das den diskretisierten Parametern k(z), o(z) ei-
ne Losung R zuordnet. Mit Hilfe eines Verfahrens zur nichtlinearen Optimierung
konnten dann Mefidaten zur Identifikation der Parameterfunktionen benutzt wer-
den. Wir folgen aber an dieser Stelle Bertolotti [3] und linearisieren anhand zweier
Approximationen:

1. 0 < R< 1: Somit kénnen wir die Ricatti Differentialgleichung mit einer
linearen Differentialgleichung approximieren:

%R(aﬁ) = 20(z)R(x) + [%ln(k(x)a(x))] (4.10)

2. Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir erst die thermische Effusi-
vitit e ein:

Damit wird unter Ausnutzung der Definition der Effusivitit

a
dx

(1)o(2))  a (k@)1 +i)yw/20(2))  ¢(a)

(
k(z)o(z) k(x)(1+1d)y/w/2a(x) e(z)’

B

und die Losung der Differentialgleichung (4.10) hat die Darstellung:

exp (/o: 20(t)dt> [/: 26,6((2)) exp <— /o: 20(t)dt> dz]

- _[7 e2) exp <— /xz 20(t)dt> dz.

z 2e(z2)

R(z)

Die zweite Approximation ist
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mit der mittleren Wellenzahl 5. Somit ist die Reflektivitit zur Anregungs-
frequenz w bestimmt durch die Laplacetransformierte von €'/e:

Ro(w) = —% ~ ee'((;) exp (=225(w)) d= (4.11)

o (%) (6(20). (4.12)

Bemerkung 4.1.4 Normierung

Die in der Praxis relevante Problematik, dal das photothermische Signal im all-
gemeinen nicht quantitativ ist, und daher normiert werden muf, ist in dieser
Arbeit bereits mehrmals betont worden. Fiir den hier vorgestellten Ansatz schla-
gen Glorieux und andere [12] die folgende Normierung vor, die voraussetzt, daf
eine homogene Probe als Referenz mit den thermischen Eigenschaften kg, cg zur
Verfiigung steht, die die Forderungen

k(0) = ko, «(0) =ayg (4.13)

erfiillt. Dann liefert die folgende Normierung die gewiinschte Unabhéngigkeit vom
Niveau der absorbierten Energie [I:

T(W) - Tref(w) _ _1 e_l o(2w
T(w) + Trep(w) 2£< >( 2 e

mit der abkiirzenden Schreibweise T'(w) = T'(z = 0, w).

Beweis: Die Temperaturverteilung in einer homogenen Probe mit vorgegebenem
FluB an der Oberfliche ist gegeben durch (2.2.2):

I
Trep(z) = Toon exp(—opx)

Ausnutzen von (4.13) und einsetzen in (4.12) liefert den Beweis:

T ~Touy() _ Emihs ~ kn

T@) + Trglw) — L DRay T (4.15)
_ (14+Ry) = (1 = Ry)
= Ry (R 1o
~ R, (4.17)
= oL (%) (5(2)). (4.18)
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Bemerkung 4.1.5 Ausnutzen spezieller Eigenschaften
der Laplace-Transformation

Es erscheint auf den ersten Blick unpraktisch und unter Umstinden sogar un-
moglich, wenn zu jeder Probe erst eine Referenzmessung an einer anderen Probe
durchgefiihrt werden muf}, die (4.13) erfiillt. Ein praktikable Losung fiir dieses
Problem ergibt sich aus der folgenden Eigenschaft der Laplace-Transformation:

lim yL£(f)(y) = f(0). (4.19)

Yy—00

Denn fiir die Oberflichentemperatur gilt demnach:

7 1-1r(%) (o(2w
lim T;(w) = lim f (e,)(_( )
W00 w0 fgop(w) 1+ 12 (%) (20(w))
— lim I 1 - 20’}&)) %(0)
w—00 k[]O'[] (LU) 1+ 20%(‘)) %(0)
I

Das heifit, daf} sich die Daten zu hohen Anregungsfrequenzen denen zum homo-
genen Festkorper mit den Eigenschaften £(0), «(0) annédhert, was wir mit (4.19)

zu der Approximation
w

Trer(w) = Ts(Wmaz) (4.20)

max

heranziehen. Als Anforderung an einen Frequenzscan ergibt sich daraus, daf} eine
ausreichend hohe Anregungsfrequenz w,,,; zu wihlen ist. Wenn I auch noch durch
(frequenzabhéngige) Gerédteparameter beeinflufit ist, so kann ein Frequenzscan an
einer homogenen Probe auf dieselbe Weise zur Kalibrierung von (w) herangezo-
gen werden.

Bemerkung 4.1.6 Berechnung der Effusivitéit

Geméf Formel (4.18) wird mittels numerischer Inversion der Laplace Transfor-
mation eine Niherung an €’/e berechenbar. Durch Integration kénnen wir hieraus
Effusivitét selbst bestimmen:

ve(t)
/U = (e(@) — In e(0)

wobei der Argumentation zu (4.20) folgend

I
T (wmax) vV Wmagz
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angenihert werden kann. Die so berechnete Effusivitiit ist von e(0) nur als mul-
tiplikativem Faktor abhéngig:

e(x) = e(0) exp ( | ’ Z((f)) dt> |

4.2 Modellierung als Streuproblem

Dieses Modell wurde von Mandelis urspriinglich fiir das thermische 2D Tomogra-
phieproblem bei diinnen Schichten [21] entwickelt. Es nutzt die Verwandschaft der
Fourier- Wérmeleitungsgleichung mit der Helmholtzgleichung aus. Wir berachten
hier die 1D Fourier-Wérmeleitungsgleichung

% lk(x) (%T(w,w))] —iwp(z)c(z)k(z)T (z,w) = 0, (4.21)
—k(U)%T(U) 1 (422)
lim T(x) = 0, (4.23)

fiir ein Medium, das sich zusammensetzt aus einem thermisch homogenen Teil
fiir <= 0 mit der thermischen Konduktivitit ko , der Dichte py und der spezifi-
schen Wiarmekapazitiit ¢y, und einem Medium von kontinuierlich verdnderlichen
thermischen Eigenschaften, die von der Tiefe z abhingen. Dem Ansatz von Man-
delis [21] folgend, fassen wir die Anderungen der thermischen Eigenschaften als
Abweichungen von dem homogenen Medium auf. Die erste Niherung, die wir
einfiihren, bezieht sich auf die Konduktivitit, fiir die angenommen wird

d d
%k(x)@T(x) ~ 0. (4.24)

Dann ergibt sich aus (4.21) die Gleichung:

d 9 B %k(z) d
ﬁT(a:) —o(z)T(z) = — d—T(a:)

X
o

4.2.1 Greensche Funktion

Lemma 4.2.1 Die Greensche Funktion G, die die Fourier-Wdarmeleitungsglei-

chung
—2 G(z,y) — o*G(z,y) = 1 iz —y) (4.25)
= x,y) —o“G(z,y) = T =y .
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fiir den halb-unendlichen, homogenen Stab 0 < xz,y, zu den Neumann-Rand-
bedingungen

0
a—yG(fE,?J) ly=0=0
lost, lautet
1
— —olz—y| —olz+y|
G(a:,y)—Qaa(e Y'+e y)

Beweis: Sei x + y # 0. Wir priifen zuerst, ob G die Differentialgleichung (4.25)
erfiillt:

0? o
asz(x: y) = 200D (—Usgn(x — y)ef"‘fy‘ — osgn(z + y)e*U‘JH“y‘)
1 0 o
= — | = - —olz—y| L = ,—olz—y|
20 <8ngn(I y)) ¢ + 2a€
1 0 o
- | = —olz+yl —olz+y
200 <8ngn(I + y)) ¢ + 2a6

1
= o*G(x,y) — % 255(35 _ y)efg‘lfy‘l—l—Q 5(z + ) o~ olz+y]
d(z—y) 0

Und damit ist (4.25) erfiillt. Es bleibt die Randbedingung zu priifen:

0
—G(ZL', y) |y:0 -

5 (sign(x —y)e Y — sign(z + y)e’”‘“y‘) |y=0
T

Q"_‘[SSD"_‘

Il
o

Bemerkung 4.2.2 Fiir die unterschiedlichen Geometrien bei photothermischen
Meflapparaturen ist es oft notwendig, entsprechende Greensche Funktionen her-
zuleiten. Eine Zusammenfassung fiir die wichtigsten Félle findet sich in [22], wo
durch Fouriertransformation der bekannten Greenschen Funktionen im Zeitbe-
reich, diejenigen fiir den Fourierbereich gewonnen werden, und durch Anwen-
dung der method of images [24] Varianten fiir beschréinkte Gebiete hergeleitet
werden. Eine andere Moglichkeit Greensche Funktionen herzuleiten besteht dar-
in, die rdumliche Laplace Transformation auf die Gleichung (4.25) anzuwenden,
und nach algebraischer Umformung der Gleichung die Greensche Funktion mittels
inverser Laplacetransformation zu bestimmen. Insbesondere in héheren Dimen-
sionen ist diese Berechnung nicht trivial [21]. Mandelis gibt unter anderem eine
Herleitung eines Projektionssatzes an, der fiir die Laplacetransformierte des Born-
Feldes gilt, und damit die Analogie zum inversen Medienproblem bei akustischen
Wellen aufzeigt.
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Bemerkung 4.2.3 Der Normierungsfaktor 1/a auf der rechten Seite von Glei-
chung (4.25) wurde eingesetzt, um Temperaturfelder der richtigen physikalischen
Dimension zu erhalten.

4.2.2 Pseudo-Helmholtz-Gleichung
Satz 4.2.4 T erfiille die sogenannte Pseudo-Helmholtzgleichung:

(4 - o) 10) = P70 (4.26)

und dem thermischen Brechungsindex

n(z) = (2]
mit der thermischen Diffusivitit o = k/pc. Dann ist T Ldsung der Fourier-

Wirmeleitungsgleichung (4.21) und T besitzt eine Darstellung
T(z) = Ti(z) + Ts(z)

als Summe des einfallenden Feldes T; und des gestreuten Feldes Ty mit

T@) = —ao [ Gla,y) Py)T()dy

und

1
Ti(z) = ooko e 70

fir x > 0.

Beweis: Einsetzen der Definition des Brechungsindexes liefert

d? _foo(x)*T(z) : 0<x
@T(x) N { oeT(x) : <0

und demnach erfiillt 7' die Gleichung (4.21). Wir gehen aus von dem linearen
Gleichungssystem

T (1) —oiT(@) = F()T(a),

dz?

38_;2G(1‘7y) o 0-2G(1‘7y) = _0%06(1‘ - y)’
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das sich aus (4.25) und (4.26) ergibt und multiplizieren die erste Gleichung mit
G(z,y) und die zweite mit 7'(z). Subtrahieren der beiden Gleichungen liefert
dann

d? 2 1
Glz.9) T (@) = T@) 553G y) = F@)T(@)G(z,y) + -0(z = y)T (@),
Nun integrieren wir obige Gleichung iiber die positive reelle Achse und erhalten:
1 [e¢)
T = = [ Gy F@)T ()

92
+ [T 0 1) - 1) L )
Ausnutzen der Symmetrie von G und Anwenden der zweiten Greenschen Formel
ergibt
1 00
~T() = - [ Gla.y)F@)T()da

%]

dx
_ /U°° G(z,y)F(2)T(z)dz

I
+G(0,y)— e
I

= — 7O _ /UOO G(z,y)F(x)T (z)dzx.

ook

fotn

Bemerkung 4.2.5 T; ist Losung der homogenen Gleichung:

%T( )= o2T(z) = O, (4.27)
d I
—T(0) = o (4.28)

Wir gehen im folgenden davon aus, dafl das einfallende Feld bekannt ist; als
Mefldaten stehen uns direkt die Streufelddaten zur Verfiigung.

Bemerkung 4.2.6 Das Streufeld erfillt homogene Neumann Randbedingungen:
0 © 0
T = — / 9 Gl ) FO)T (y)d
55 1(2) a | 5 G2, y)F(y)T(y)dy

(sgn(x — y)e‘““‘m_y‘ + sgn(x + y)e‘“““”y‘)
)

=0
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Beispiel 4.2.7 Wir betrachten den halbunendlichen Stab mit Ortskoordinate
x > 0. Werden Neumann Randbedingungen

0 I
a—xT(ﬁ)\xzo i

vorgegeben, so erhalten wir die exakte Losung

I
T(x) = —e 7

Wir setzten nun die Losung T in die Formel von Satz (4.2.4) ein, wobei wir das
Medium mit den Eigenschaften kg, oy als homogene Schéitzung interpretieren, Wir
interessieren uns fiir die Temperatur im Meflpunkt x = 0:

I

T(0) = —-—ag | GO FPmT()y

I o ]
- —00y ()T (v))d
pviel /0 p— ()T (y)dy

I 1 oo
- - = —00y B ()T (y)d
pvngl N ()T (y)dy
I 1 oo .

— _ —ooy — T
ooke 09 Jo € (o7 —0g)T (y)dy

I o2 — g2 o I
— e 0 / 6—0’0y e—Ulydy
0

O'[]k[] (o) O'lkl
. 1 o1 — 0y 1
gk oy o1k
I I I

O'[]k[] B O'[]kl O'lkl
Interpretieren wir die zugrundeliegende Approximation (4.24) in der Art, daf

ko = ky, dann ergibt sich mit der Integralgleichungsdarstellung die exakte Losung
I

01/?1'

7(0) =

Ansonsten konnen wir direkt den relativen Fehler in der approximierten Losung

T quantifizieren: B
T = T0)|_ fas |,
T(0) VN

Beispiel 4.2.8 Als weiteres Beispiel betrachten wir den halbunendlichen Stab

a; : 0<x<h,
Qg h < x,

_ ki © 0<z<h,
k(z) = {k2 . h<u,



4.2. MODELLIERUNG ALS STREUPROBLEM 63

der sich aus zwei Medien zusammen setzt. Die Temperaturverteilung ergibt sich
Zu:

T | AT+ B 0 0<xz<h
(2, w) = Aye—72(@=h) : h<x
mit
1 1
A, =
! o1k 1 +R1€_201h,
1
B, = A —
1 1 O_lkla

A2 == Aleio—lh + Bleglh.

Mit dem Effusivititskontrast Ry = (02ko — 01ky)/(02ks + 01ky). Die Temperatur
an der Oberflache ist

T(0)=A, + B, =

= 12 (- )
o1k 1+ R1€_201h .

Auch hier konnen wir direkt den Anteil von einfallendem und gestreutem Feld
identifizieren: Ist der Effusivitdtskontrast R; = 0, so erhalten wir die Losung
fiir den homogenen Stab. Eine Abschéitzung des relativen Modellfehlers 148t sich
auch hier angeben; jedoch bietet der Term wenig direkt einsehbare Information,
deswegen verzichten wir hier auf die exakte Darstellung. Von Interesse ist lediglich
die Tatsache, dafl

TO)-T©O)] 1

o

0o

gilt, woran wir ablesen kénnen, daf er fiir hohe Frequenzen (geringe Eindringtiefe)
der Modellierungsfehler wie 1//w fillt.

4.2.3 Bornapproximation

Das weitere Vorgehen betrifft nun die Losung der Gleichung
T(0.w)= [ e Fy)T(y)dy (4.29)
0
wobei als Besonderheit zu beachten ist, dafl o9 = (144)y/w/2ay komplexwertig ist.

Die als Born-Approximation bekannte Methode linearisiert die Gleichung (4.29),
indem das Gesamt-Feld T" durch das einfallende Feld T; ersetzt wird:

o 1

T.(0,0) ~ — / 2T (y, w) F(y)d

(0, w) | arar 2 (y,w)F(y)dy
1

= —— [ e "T(y,w)F(y)dy
Oqp J0
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]_ 00
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Diskretisierung obiger Gleichung fiihrt auf ein komplexwertiges lineares Glei-
chungssystem, dessen Losung F' das gesuchte Objekt approximiert.

Bemerkung 4.2.9 Als Daten werden Temperaturwerte des Streufeldes an der
Oberfliche bendtigt. Diese konnen wiederum der Argumentation in (4.20) folgend
geméif

|

09}
Ts(Ua w) = T(Oa (,Q) - T(U’ wmax) —
/i

berechnet werden.

Bemerkung 4.2.10 Ein Vorgehen, das bei der Approximativen Inversen fiir das
inverse Medien Problem bei Ultraschallmessung erfolgreich angewendet wurde [1],
beruht darauf, da§ das Produkt des Feldes (hier Temperatur) und dem Objekt
T - F als Ersatzobjekt aus der dann linearen Gleichung (4.29) bestimmt wird. In
einem zweiten Schritt wird das Feld im Innern des Objektes mit der Kenntnis
des Ersatzobjektes berechnet und letztlich das gesuchte Objekt durch Division
des Ersatzobjektes durch das Feld im Innern des Objetes bestimmt. Dieses Vor-
gehen kann in unserem Fall nicht angewendet werden. Der Grund besteht in der
Tatsache, dafl das Temperaturfeld von der Frequenz abhéngig ist, und daher das
Produkt T - F' nicht berechenbar ist. Eine Idee, in dieser Arbeit nicht weiter ver-
folgt wurde, die aber eine weniger grobe Vereinfachung darstellen wiirde als es die
Bornapproximation ist, soll hier noch kurz erwédhnt werden. Und zwar wire eine
Annahme zu machen, daf§ das Temperaturfeld die gleiche Frequenzabhéingigkeit
vorweist wie das einfallende Feld, dal wir also einen Separationsansatz machen
T(xz,w)=T(x)/\/w. Damit ist das Konzept der Approximativen Inversen gemif
[1] wieder in der oben kurz umrissenen Art und Weise anwendbar.

4.3 Inversion der Laplace-Transformation

Die Inversion der Laplace-Transformation aus diskreten, gemessenen und damit
fehlerbehafteten Daten ist in der Literatur nur in wenigen Arbeiten behandelt
worden. Das Problem ist exponentiell schlecht gestellt, und gilt daher als sehr
problematisch, was den praktischen Einsatz angeht. In der Tat werden wir sehen,
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daf} einige Besonderheiten was die Darstellung der gesuchten Funktion sowie die
Verteilung der Daten angeht zu beachten sind. Die Qualitét erreichbarer Ergeb-
nisse sind nicht vergleichbar mit denen mé&flig schlecht gestellter Probleme.

Zwei Vorgehensweisen sind bei der Inversion der Laplace-Transformation iiblich:

1. Substitution, die die Integration auf ein kompaktes Intervall iiberfiihrt. Auf
diesem Intervall wird die gesuchte Funktion in die entprechenden ortho-
gonalen Polynome entwickelt und die Losung des Haussdorf-Momenten-
Problems liefert eine Approximation an die gesuchte Funktion [5], [7].

2. Ersetzen der Laplace Transformation durch eine Nidherung der Art

o0 L
/ e~ f(x)dr ~ / e~ f(x)dx
0 0
und diskretisieren dieser Gleichung durch ein Projektionsverfahren [2].

Der erste Ansatz setzt allerdings Daten zu bestimmten MeBpunkten voraus, die
es erlauben die Koeffizienten der orthogonalen Polynome in eindeutiger Weise
zu bestimmen. Dies kann in der Praxis zu Problemen fiihren, wenn nur ganz
bestimmte Meflpunkte vermessen werden konnen. In dieser Arbeit wird daher
der zweite Ansatz verfolgt.

4.3.1 Diskretisierung der Laplacetransformation

Wir betrachten nun allgemein die Gleichung

9w = [ fl@)e O d (430)
0
mit komplexwertigem f, y = y/w und o(y) = (1 + 7)y/v2a Es seien Daten
g(y;), 7 =1,...,m gegeben mit aufsteigend sortierten y;. Unter Ausnutzung von
lim,,~ yg(y) = f(0) approximieren wir das Integral (4.30) durch eine Summe:
/ f(@)e Wiy ~ ymg(ym)2+ f(z1) / Lo W gy (4.31)
0 0
n—1 . . T;
+ Z f(xz) +2f(x1+1) / +1 6—a(y):vdx (432)
i=1 Ti
+f () / e oWy (4.33)

Hierbei haben wir eine geeignete Zerlegung o = 0 < xy...7, < oo der reellen
Achse vorausgesetzt, die spéter noch nidher betrachtet wird.. Auflerdem wurde
die Approximation y,, L(f)(ym) ~ f(ym) ausgenutzt, die fiir grofe y,, Giiltigkeit
besitzt, und es wurde angenommen, dafl gilt

dipg, f(@) =0.
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Abkiirzend schreiben wir
1 o
¢i(y) = —/ ey,
.’Ej_l
Umsortieren der obigen Summe (4.31) bis (4.33) liefert

n

) = gl) AU [ ey £ S ). (139

2 pat

Wir erhalten eine diskrete Losung des Problems (4.30) als Losung des linearen
Gleichungssystems:
ciyo) -+ calvo) f(z1) (o)

Cl(y.mfl) Cn(y;nq) j f(xn) g(yr.n,—l) (4.35)

=C

~

Handelt es sich um ein reellwertiges Objekt f so haben wir zwei Mo6glichkeiten zur
Berechnung. Erstens belassen wir f bei der Rechnung komplexwertig, das Objekt
wird dann dargestellt durch den Realteil der Losung. Wie in [26] vorgeschlagen
wird, kann der Betrag des berechneten Imaginérteiles als Hinweis fiir eine er-
folgreiche Inversion angesehen werden, wenn er nahe Null ist. Alternativ kann f
direkt als reellwertig angesetzt werden, und als Losung des stark iberbestimmten

Systems i
)= ()

berechnet werden.

4.3.2 Stiitzstellenwahl

Im vorigen Abschnitt wurde von einer ”geeigneten” Zerlegung
To=0<2x1...2, <0

des Intervalles [0,00) ausgegangen. Was unter ”geeignet” verstanden werden
kann, soll im folgenden hergeleitet werden. Wir gehen vom technologisch mo-
tivierten Begriff der thermischen Eindringtiefe p aus, die iiblicherweise definiert
wird als die Tiefe, bei der die einfallende thermische Welle bis auf den Faktor 1/e
abgeschwicht ist.

-1
)

:‘e

=
Il
e
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Erfahrungsgeméf sind photothermische Verfahren sensitiv fiir Diffusivitdtsinde-
rungen bis zu dieser Tiefe. Eine dquidistante Verteilung der Eindringtiefen

= puo(1 +1Ap) (4.36)

entpricht demnach einer Verteilung der Anregungsfrequenzen

1 A
T Rla

Vo Ve

Um ein besseres Versténdnis fiir den Effekt der thermischen Eindringtiefe zu
ermoglichen, fithren wir den mathematisch motivierten Begriff der sprungsensiti-
ven thermischen Eindringtiefe ein.

N (4.37)

Definition 4.3.1 FEs seien Mefidaten g°(w) zu Anregungsfrequenzen w gegeben,

mit
9 (w) = Lay(f)(w)

ge(w) B g(w) o)
Loy (f)(w)

< € fiir alle w

mit

Weiterhin sei

_ flz) oz <y,
f“"s_{(l—i-é)f(x) Do <.

Wir definieren die (sprungsensitive) thermische Eindringtiefe y als die Tiefe, fiir
die gilt:

L(fu.s)(00) = £(f)(00)
L(f)(o0)

S exp(—ooz) f(v)dx

= | e exp(—oon) f(a)da

= (4.38)

Bemerkung 4.3.2 Der Zusatz sprungsensitiv wird eingefiihrt, um zu verdeut-
lichen, dal u gerade die Tiefe ist, in der Spriinge in der gesuchten Funktion um
eine relative Hohe & gerade zu Anderungen in den MeBdaten fithren, die in der
GoBenordnung der Mef3genauigkeit liegen. Letztlich ist die so definierte Eindring-
tiefe abhéngig von der gesuchten Funktion f. Im speziellen Fall f = 1 erhalten
wir

=0 ‘e‘“go

oo =€, (4.39)

p= \/%\/5 In (g) : (4.40)

5 1/0g exp(—pog)

das heifit
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und fiir § = exp(v/2)e erhalten wir die klassische Eindringtiefe (4.36). Liegt ein
Frequenz-Scan g(w;), i = 1..m vor, so ergeben sich aus obiger Formel die minimale
und maximale Eindringtiefe:

Hmin = 0 \/5 In <§> Hmaz = T \/5 In <§>
€ €

Wmaz Wmin

Es wire naheliegend, die Stiitzstellen fiir f so wie die thermischen Eindring-
tiefen zu wéhlen. Dem spricht einerseits entgegen, dafl die Eindringtiefen vom
zu untersuchenden Objekt abhingen. Andererseits mufl bedacht werden, daf} die
Diskretisierung im allgemeinen feiner gewéhlt werden muf}, um den Diskretisie-
rungsfehler (4.43) gering zu halten. eine Anpassung der Diskretisierung an das
Objekt ist prinzipiell sinnvoll, und kann iterativ geschehen. Von einer solchen
Anpassung wurde bei den nachfolgenden Beispielen jedoch abgesehen. Statt des-
sen wurde die Diskretisierung fiir das Objekt f = 1 optimal gewéhlt gemé&fl der

Forderun
& Tj41 1 o]
/ el gy — / el gy,
T n + 1 0

J

Hierdurch ist gewahrleistet, dafl bei der Anregung mit der grofiten Eindringtiefe
die Anteile des Intervalles [z;, ;1] fiir alle j mit gleichem Gewicht eingehen.

4.3.3 Volldiskrete Approximative Inverse

Die Approximative Inverse [19] hat sich als Mittel der Wahl zur Regularisie-
rung schlecht gestellter linearer und einiger nichtlinearer inverser Probleme, sowie
als Verallgemeinerung des Konzeptes der Pseudo-Inversen [18] etabliert. Vorteile
dieses Ansatzes sind die vielfialtigen Moglichkeiten eine Regularisierung bei der
Losung des inversen Problems einzufiihren, und insbesondere durch das Betrach-
tung des kontinuierlichen Problems sehr effiziente Losungsalgorithmen anzuge-
ben, die gewisse Invarianzeigenschaften des Operator ausnutzen. An dieser Stelle
soll das Konzept der Approximativen Inversen fiir ein als Matrixgleichung - also
bereits diskret gegebenes Problem formuliert werden, ohne jedoch auf effizienz-
steigernde Methoden einzugehen.

Weiterhin beschrinken wir uns auf den eindimensionalen Fall. Wir gehen aus von
der kontinuierlichen Gleichung

(Bf) ) = [ $@)k(z v)dr = g(0) (1.41)

mit dem quadratintegrierbaren Kern k£, und den Daten g. Es seien diskrete Mef3-
daten an den Mefipunkten y;, 7 = 1,..., m gegeben. Gesucht seien N&herungen
fiir die Funktion f in den Rekonstruktionspunkten z;, j = 1,...,n. A sei eine
diskrete Version des Operators B, der durch die Anwendung einer Integrations-
formel auf die Gleichung (4.41) und eine Zerlegung X, : 0 = 27 < ...z, < 1,
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bzw. durch Anwendung eines Projektionsverfahrens entsteht:

n—1 1
Sx(v) = ajv(z;) = / v(x)dx (4.42)
§=0 0
Der Diskretisierungsfehler sei beschrieben durch A:

(Af +Af)(y) = Bf(y) (4.43)

Sei

f (f(z1), ..., flza))" € R",
9 = (gy):---.9ym)" € R™,
A = (a)ij = ajk(zj,y:) € R™

Weiterhin heifle E, ein diskreter Mollifier wenn gilt

limE, = IdeR"", (4.44)
v—0
1Byl = 1, (4.45)

mit der Identitat /d und der Zeilensummennorm. Unser Ziel ist nun die Berech-
nung einer Niaherung

f'y = ['yf
Der Mollifier £, werde durch eine quadratintegrierbare Funktion €, (z) erzeugt:
6’7(iaj) = g’Y(‘rj - xi)a (446)
ey (i j)
(I);; = . (4.47)

ZZ:I e’Y (Z: k) .

Dann gilt || E, ||« = 1 in der Zeilensummennorm. Der Mollifier kann zum Beispiel
mit dem Gauss-Kern gebildet werden.

Ey(w) = exp (—% (%)2)

Die sogenannte Approximative Inverse f, berechnen wir nun allein mit Mitteln
der linearen Algebra:

o= (E'y)Tf
= (a7y,) 1
= Yl Af
Wlg— U AS
~ Ulyg
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Die Matrix v, € R™*" heifit diskreter Rekonstruktionskern. Die Berechnung der
Losung f, ist damit im wesentlichen auf das Problem der Berechnung von 1,

mittels
ATy, = E, (4.48)

verlagert, das durch Anwendung einer Regularisierung 7', von A” berechnet wird:

Uy Ry 4y =T, By

Es gibt also nun zwei Regularisierungsparameter, den Parameter des Mollifiers 7,
und den Regularisierungsparameter bei der Losung des Gleichungssystems (4.48)
7o . Wenn wir lediglich an der Lokalisierung von Spriingen interessiert sind, so
ist die Berechnung der Ableitung f’ von f interessant. Diese kann direkt berech-
net werden. Hierzu ersetzen wir den Mollifier I, durch einen differenzierenden
Mollifier D., der definiert ist durch

limD, = DeR"™" (4.49)
v—0
D5l = 1IDlloo (4.50)

und D ist ein diskreter Diffentialoperator, der durch ein Verfahren zur nume-
rischen Differentiation gewonnen wird. Eine mogliche Wahl fiir D, ergibt sich
durch Glattung von D in der Art

D,=FE,D

Y v

denn damit ist /79 ~ E,Df.

4.3.4 Algorithmus zur Inversion der Thermo-Laplace
Transformation

Unter Verwendung der Ergebnisse dieses Kapitels kann ein Algorithmus zur Be-
stimmung einer Funktion f : IRt — C, die

0(0) = Lo 1)) = [ ) (114 V% o) ds

nidherungsweise erfiillt, angegeben werden. Einschriankend ist zu bemerken, daf f
nur in einem Intervall [ftmin, fimae] bestimt werden kann, und dafl gewisse Forde-
rungen an die Verteilung der (diskret) gegebenen Daten g(w;), j=0...m—1 zu
stellen sind. Insbesondere mufi das maximale w,,,; so grofl gewihlt sein, daf} die
Approximation gL, (f)(Wmaz) = f(0) hinreichend genau erfiillt ist. Weiterhin
wird angenommen daf} lim,_,, f(z) = 0.

Algorithmus 4.3.3 Inversion der Thermo-Laplace Transformation

1. Input: Daten g(w;) und Frequenzen w; fiir j =0,...,m —1
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10.

. Input: Regularisierungsparameter ~y;, v,

Input: Schitzung fiir die mittlere Diffusivitit oy
Input: Anzahl Stiitzstellen n der zu rekonstruierenden Funktion f

Init: Stiitzstellen von f

Wmin
s =

Qg

1 1
n — ——1
x 5 1og(—7)
A= 1 (1+ exp(srs) ! )
J p g XPSIJ+1n+1
xj = xj+1_Aj

j=2,...,n— 1. Die Anzahl der Stiitzstellen n ist so grofl zu wéhlen, daf§
der Einflufl des Diskretisierungsfehlers ausreichend gering wird. Setze zum
Beispiel n = 400.

Init: Mollifier E., € C"*" gemif (4.47):

( 71) €n (xz — x]‘)

B YR ey (i — )

Mit einer geeigneten Funktion e, ().

Init: Diskreter Operator A € C™*" gemif (4.35):

1 rzi+1
(Y 5

A

exp(—ojz)dz.
Ti—1

Compute: Berechne modifizierte Daten gemif} (4.34):

~ Ym9\Ym
) = o(0) — 00 K (0,
Compute: Lose ndherungsweise lineares Gleichungssystem fiir den Rekon-
struktionskern ¥, ,, € C**™
A", ., =E

V1,72 Y10

indem A durch eine geeignete Regularisierung zum Parameter v, ersetzt

wird.

Compute: Die Losung f € C" ergibt sich durch Multiplikation des Rekon-
struktionskernes mit den Daten:

f=9 .0

V1,72
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1.8

— Rekonstruktion
— — Exaktes Profil

Diffusivitat [m2/s]

Tiefem] 5

Abbildung 4.1: Phantom-Profil Stahl, m=100 Frequenzen, 0.16 < f < 406 Hz,

Diskretisierung n = 400, v, = 1, v = 3.9 - 107'% entspr. 30 Singulirwerten,
Rauschniveau € = 0%.

4.3.5 Numerische Ergebnisse

Hier werden Rekonstruktionen zweier Phantome bei unterschiedlichem Rausch-
niveu in den Daten présentiert. Das erste Phantom

fi(x) = ap(1 + 3exp(—2000x))

wurde bei Mandelis [20] als typisches Diffusivitidtsprofil bei gehértetem Stahl
angesetzt. Das zweite Phantom zeigt die Rekonstruktionsgiite bei einer unstetigen
Funktion, bei der der Ubergang zwischen einer Lack- und einer Metallschicht
simuliert wird: .
_ 10~ : 0 <ax<50um,
fo(z) = { 4.107% :  50um < .

Die Daten wurden ohne Modellfehler erzeugt, indem zur Datenerzeugung analy-
tisch berechnete Thermo-Laplace Transformierte ausgewertet wurden. Der Daten-
fehler € wird relativ angegeben, so daf} die gestérten Datensétze g. (als Vektoren
aufgefafit) die folgende Gleichungen

29(k) — Lg.(h)
29(h)|
o(k) — 9Bl _

PG

< ¢
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1.8

— Rekonstruktionl
—— Rekonstruktion2
—— Rekonstruktion3
1.6 —— Rekonstruktion4 ||
— — Exaktes Profil

Diffusivitat [m2/s]

Tiefem] 5

Abbildung 4.2: Phantom-Profil Stahl, m=100 Frequenzen, 0.16 < f < 406 Hz,
Diskretisierung n = 400, v1 = 2, 75 = 3.06 - 107, entspr. 8 Singulirwerten,
Rauschniveau ¢ = 1%.

fiir £ = 0,...,m erfiillen. Diese Art den Fehler in den Daten zu quantifizieren,
ndmlich relativ in Phase und Ampliutude, ist realitdtsniher, als den Fehler in
der 2-Norm des Datenvektors zu messen, was die iibliche Vorgehensweise ist.
Als Mollifier wurde beim Stahlprofil der Gausskern gewihlt, der an die nicht-
dquidistante Diskretisierung durch die Mollifierdefinition

) =, (=)

ny

angepafit wurde. Es ist naheliegend, zur Rekonstruktion einer glatten Funktion
einen glatten Mollifier heranzuziehen. Zur Rekonstruktion des zweiten Phantoms
wurde dementsprechend die charakteristische Funktion als Mollifier herangezo-
gen.

Nach Anpassung eines geeigneten Spektrums von Anregungsfrequenzen kénnen
auch gestorte Daten zur Rekonstruktion herangezogen werden. Aus der Erfah-
rung heraus kann der Regularisierungsparameter v, bei gestorten Daten relativ
unabhéngig vom Rauschniveau eingestellt werden. Unglitte der rekonstruierten
Funktion kann per fein-tuning mit v, ausgeglichen werden. Als Regularisierungs-
verfahren bei der Lésung des Gleichungssytems fiir die Rekonstruktionskerne wur-
de die abgeschnittene Singularwertzerlegung benutzt. Die Abschneidefrequenz bei
den Beispielen zu gestorten Daten (Abb. 4.2), (Abb. 4.3) entprechen dem Betrag
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2 T

— Rekonstruktionl
—— Rekonstruktion2
—— Rekonstruktion3 ||
—— Rekonstruktion4
— — Exaktes Profil

Iy
©

Diffusivitat [m2/s]
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Abbildung 4.3: Phantom-Profil Stahl, m=100 Frequenzen, 0.16 < f < 406 Hz,
Diskretisierung n = 400, v, = 2, 7o = 3.06 - 107% entspr. 8 Singulirwerten,
Rauschniveau € = 5%.

des 9. Singuldrwertes, die im Beispiel mit ungestorten Daten (Abb. 4.1) entpre-
chen dem Betrag des 30. Singuldrwertes. Da es sich um ein exponentiell schlecht
gestelltes Problem handelt, ist es angebracht statt von exakten Daten, von Daten
mit einem Rauschniveau in der Groflenordnung der Rechengenauigkeit zu spre-
chen. Solche Storungen wirken bereits stark destabilisierend auf den Inversions-
prozef, so dafl Regularisierung notwendig wird. Abschlieflend ist anzumerken, dafl
die exakte Wahl der optimalen Regularisierungsparameter keine so grofie Rolle
spielt wie bei manchen besser gestellten Problemen. So fiihren die Rekonstruk-
tionen zu Daten mit 1% und 5% mit den gleichen Regularisierungsparametern
zu vergleichbaren Ergebnissen. Die visuell erfaflbare Glattheit der berechneten
Rekonstruktionen riihrt daher, daf diese aus lediglich 8 oder 9 singuléren Funk-
tionen zusammengesetzt sind.

Die Beispiele zeigen deutlich die Grenzen der Inversion der Laplacetransformation
bei diskret gegebenen und stérungsbehafteten Daten. Fiir eine den Umstinden
entsprechenden optimalen Rekonstruktion sind nicht nur die Regularisierungs-
parameter von Bedeutung, sondern insbesondere eine geeignete Verteilung der
Anregungsfrequenzen, ein dazu passendes Rekonstruktionsintervall und eine ge-
eignete Verteilung der Stiiztstellen der rekonstruierten Funktion. Ist eine dieser
Forderungen verletzt so bedeutet dies haufig, dafl die rekonstruierte Funktion
extrem von der gesuchten abweicht.
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4.5
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—— Rekonstruktion
— — Exaktes Profil

Diffusivitat [m2/s]
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Abbildung 4.4: Phantom-Profil Lack, m=100 Frequenzen, 1 < f < 1600 Hz,
Diskretisierung n = 400, v; = 0.02, v = 1.06 - 1078 entspr. 35 Singulirwerten,
Rauschniveau € = 0%.

4.4 Anwendung und Vergleich der Verfahren

In diesem Abschnitt werden die beiden Verfahren nach Bertolotti (4.1) und via
Born Approximation (4.2.3) miteinander verglichen. Dabei soll aber eine realisti-
schere Datenlage Ausgangspunkt sein, als es im vorigen Abschnitt der Fall war.
Die Daten werden hier mit dem Schichtmodell (2.2.3) produziert. Dieses Modell
ist nicht linear, und somit zeigen sich hier auch die Effekte durch Linearisie-
rung und Modellbildung, wie sie in den vorigen Abschnitten dokumentiert sind.
Besonders interessant ist vor diesem Hintergrund inwiefern Rekonstruktionsme-
thoden konkurrenzfihig sein kdnnen zu den vorgestellten Methoden der nichtli-
nearen Parameteridentifizierung zur Bestimmung der Lackschichtdicke. Da keine
passenden real gemessenen Daten vorliegen, wird hier auf synthetisch erzeugte
zuriickgegriffen. Die zu vergleichenden Algorithmen werden nun noch einmal im
Detail vorgestellt.

Algorithmus 4.4.1 Profilrekonstruktion nach Bertolotti
1. Input: Daten dat(w;) und Frequenzen wj fiir j =0,...,m —1
2. Input: Regularisierungsparameter vy, v,

3. Input: Schétzung fiir die mittlere Diffusivitit der Lackschicht oy
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Abbildung 4.5: Phantom-Profil Lack, m=100 Frequenzen, 1 < f < 1600 Hz,

Diskretisierung n = 400, v; = 0.02, v, = 1.15- 1077 entspr. 9 Singuldrwerten,
Rauschniveau € = 1%.

4. Input: Anzahl Stiitzstellen n der zu rekonstruierenden Funktion f
5. Init: Stiitzstellen von f wie in (4.3.3)

6. Compute: Modifizierte Daten S;, j =1,...,m (4.14):

Si — S/ wm /Wi
5 Jo

9j = —
Sj+ S+ \Jwm/w;

7. Compute: Inversion der Thermo-Laplace-Transformation mittels Algorith-

mus (4.3.3) Rekonstruktion : f

8. Compute:

1
o — 7T,
|Sim/Wm|

e(r;) = €1+ % (x; —xj_1) (real(fj_1) +real(f;)), j=2,...,n,

e(x]) = 1,...,7’L.

mexw(wm, j=

Algorithmus 4.4.2 Profilrekonstruktion mittels Born Approzimation
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Abbildung 4.6: Phantom-Profil Lack, m=100 Frequenzen, 1 < f < 1600 Hz,
Diskretisierung n = 400, v; = 0.02, 75 = 2.4e - 1077 entspr. 8 Singulirwerten,
Rauschniveau € = 5%.

1. Input: Daten dat(w;) und Frequenzen w; fiir j =0,...,m —1

2. Input: Regularisierungsparameter 7, v,

3. Input: Schitzung fiir die mittlere Diffusivitit der Lackschicht ag
4. Input: Anzahl Stiitzstellen n der zu rekonstruierenden Funktion f
5. Init: Stiitzstellen von f wie in (4.3.3)

6. Compute: Modifizierte Daten S;, j =1,...,m (4.14):

gj = — <Sj — S - \/wm/wj>

7. Compute: Inversion der Thermo-Laplace-Transformation mittels Algorith-
mus (4.3.3) Rekonstruktion : f, Realteil von f ist rekonstruierte Diffusivitit.

In den Grafiken werden die Rekonstruktionen nur bis zu einer maximalen Ein-
dringtiefe von
Qo

Wo

Tmaz =

geplottet.
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Abbildung 4.7: Phantom-Profil Lack, Bertolotti Algorithmus. m=100 Frequenzen,
0.35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, v, = 0.02, v, = 7.3 - 1072 entspr.
40 Singuldrwerten, Rauschniveau € = 0%.

Betrachten wir die Rekonstruktionen, die mit dem Bertolotti Algorithmus berech-
net wurden (Abb. 4.7, 4.8, 4.9), so fillt auf, dafl unabhéingig vom Rauschniveau,
die oberste Schicht sehr gut rekonstruiert werden kann. Doch sogar bei exak-
ten Daten machen sich Instabilitdten in der zweiten Schicht bemerkbar. Ursache
hierfiir ist in der Tatsache zu suchen, dafl beim Bertolotti Algorithmus die Funk-
tion

rekonstruiert wird, eine Funktion, die beim Ubergang zwischen den Schichten ei-
ne Singularitdt hat. Die Rekonstruktion ist an dieser Stelle durch das Problem
bedingt sehr instabil. Die gezeigten Plots stellen die Effusivitét e(z) dar, die sich
durch Integration der rekonstruierten Funktion ergibt. Die Instabilitét bei der Re-
konstruktion in der N&he der Singularitét setzt sich hier fort in der Instabilitit
der Effusivitéit fiir Tiefen jenseits der Singularitit. Wahrend die berechnete Effu-
sivitdt bei exakter Schitzung von « quantitativ berechnet wird, ist sie aus oben
genannten Griinden nach dem Sprung nicht mehr in der richtigen Gréflenord-
nung. Fiir die Lokalisierung des Sprunges, also der Bestimmung der Schichtdicke
der obersten Schicht ist dies jedoch auch nicht erforderlich.

Bei Rekonstruktion mit dem Born Algorithmus (Abb. 4.11, 4.12, 4.13) tritt diese
Problematik nicht auf. Wir rekonstruieren hier eine andere Grofle, die Diffusi-



4.4. ANWENDUNG UND VERGLEICH DER VERFAHREN 79

3000

2500

n
o
(=3
=]

— Rekonstruktionl
— Rekonstruktion2
1500 - — Rekonstruktion3 B
— Rekonstruktion4
— — Exaktes Profil

Effusivitat [1 /K m2 sqrt(W)]

=
o
o
=]
T
I

500 q

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Tiefe [m] -4

Abbildung 4.8: Phantom-Profil Lack, Bertolotti Algorithmus. m=100 Frequenzen,
0.35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, v; = 0.01, v, = 1.87 - 107 entspr.
9 Singuldrwerten, Rauschniveau ¢ = 1%.

vitdt, genauer die reziproke Diffusivitétsdifferenz

1 1
a(r) o

Bei exakter Schétzung fiir ag ergibt diese Differenz 0 fiir v < L = 50um. Die Not-
wendigkeit starker Regularisierung bei verrauschten Daten fiihrt, verglichen mit
dem Bertolotti Algorithmus, zu weniger guten Ergebnissen fiir die erste Schicht.
Aber in der Tiefe erhalten wir bessere Ergebnisse, auch wenn die Mafigabe, daf}
f(z) — 0 fiir grofle = sich deutlich auswirkt. Das Plotten mehrerer Rekonstruktio-
nen soll eine Vorstellung davon davon vermitteln, mit welcher Reproduzierbarkeit
gerechnet werden kann.

Um die Tauglichkeit der Verfahren bei der Schichtdickenmessung zu priifen, de-
finieren wir den folgenden Benchmark: Es wird ein Frequenzscan mit 100 Fre-
quenzen zwischen 0.3H z und 400H z zur Verfiigung gestellt. Alle Daten sind mit
einem Rauschen von 1% gestort. Beide Algorithmen sollen zur Berechnung von
6 Schichtdicken zwischen 40um und 50pum eingesetzt werden. Die Diskretisie-
rung wird mit n = 600 so gewihlt, dafl wir im relevanten Tiefenbereich eine
Auflosung von etwa 1/3um erhalten. Beim Bertolitti Algorithmus wird die Tiefe
des Maximums der Funktion ¢€'/e als Schichtdicke ausgegeben. Bei der Born-
Approximation setzten wir als erzeugende Funktion fiir den Mollifier das Haar-
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Abbildung 4.9: Phantom-Profil Lack, Bertolotti Algorithmus. m=100 Frequenzen,
0.35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, v; = 0.01, v, = 1.87 - 107 entspr.
9 Singuldrwerten, Rauschniveau ¢ = 5%.

Wavelet
-1 O<z<y
ey(r) =3¢ +1 : —y <z <0
0o sonst

ein, um eine Approximation an die Ableitung der Funktion zu erhalten. Von der
rekonstruierten Funktion bestimmen wir ebenfalls das Maximum als Schichtdicke.
In den Abbildungen (4.10, 4.14) sehen wir die entsprechenden Rekonstruktionen
fiir unterschiedliche Rauschniveaus. Schon visuell ist feststellbar, daf§ hier der
Born Algorithmus stabiler erscheint unter dem Einflul von Rauschen. Und dies
bestétigt auch die die folgende Tabelle.

Exakte Dicke Berechnete Dicke Berechnete Dicke
Bertolotti Algorithmus | Born-Approximation
40 um 38.8 40.1
42 um 40.1 42.1
44 um 42.8 44.5
46 pm 44.2 46.3
48 pm 48.4 48.4
50 pum 48.8 50.1

Die berechneten Dicken stimmen beim Born-Algorithmus in der Groflenordnung
der Auflosung mit den exakten Dicken iiberein. Bei der Losung nach Bertolotti
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Abbildung 4.10: Phantom-Profil Lack, Bertolotti Algorithmus. Vergleich Sprun-
grekonstruktion bei verschieden hohem Rauschniveu. m=100 Frequenzen, 0.35 <
f <406 Hz, Diskretisierung n = 600.

wird zwar die Monotonie der Dickenabfolge eingehalten, sie wird aber im Mittel
um etwa 1.5 ym zu gering errechnet.

Die Frage, ob nun diese Algorithmen in der Praxis Anwendungen finden konnen,
ist insbesondere bestimmt durch die Frage, ob entsprechende Daten in der er-
forderlichen Zeit aufgenommen werden kénnen. Nicht zu vergessen ist auch die
Tatsache, dal bei den Untersuchungen in diesem Kapitel die Effekte Tiefenab-
sorption und Tiefenemission nicht beriicksichtigt wurden. Auch wére der Fall
diinner Metallschichten, auf die der Lack aufgebracht ist weiter zu untersuchen,
da er in der Praxis eine Rolle spielt. Es wurde jedoch nachgewiesen, daf} Re-
konstruktionsverfahren erfolgreich angewendet werden kénnen, und es bleibt nun
der Mefitechnik iiberlassen der Frage nachzugehen, ob Daten in hinreichender
Qualitét zur Verfiigung gestellt werden konnen.
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Abbildung 4.11: Phantom-Profil Lack, Born Approximation, m=100 Frequenzen,
0.35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, v; = 0.04, 75 = 9.11 - 102! entspr.
40 Singuldrwerten, Rauschniveau e = 0%.
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Abbildung 4.12: Phantom-Profil Lack, Born Approximation, m=100 Frequenzen,
0.35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, v, = 0.01, v = 1.4- 1077 entspr. 9
Singuldrwerten, Rauschniveau ¢ = 1%.
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Abbildung 4.13: Phantom-Profil Lack, Born Approximation, m=100 Frequenzen,
0.35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, v; = 0.01, v = 1.4- 1077 entspr. 9
Singuldrwerten, Rauschniveau ¢ = 5%.
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Abbildung 4.14: Phantom-Profil Lack, Born Approzimation, Vergleich Sprungre-
konstruktion bei verschieden hohem Rauschniveu. m=100 Frequenzen, 0.35 < f <
406 Hz, Diskretisierung n = 600.
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