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EinleitungAllen Rosen
waig und Allen Gersho [32℄ begr�undeten 1976 mit ihren Arbeiten zurTheorie des photoakustis
hen E�ekts bei Festk�orpern ein neues Fors
hungsgebietder Me�te
hnik, dessen Gegenstand die Untersu
hung der thermis
hen Eigen-s
haften von Festk�orpern mit sogenannten thermis
hen Wellen ist: Einem zu un-tersu
henden Objekt wird periodis
h W�arme zugef�uhrt. Der daraus resultierende,s
hwingende Temperaturverlauf innerhalb des Objektes wird als thermis
he Wel-le bezei
hnet. Dieser Begri� r�uhrt von der Vorstellung her, da� si
h die W�armeim Objekt wellenartig ausbreitet, und da� sie insbesondere an Hindernissen ge-bro
hen wird. Erfolgt die thermis
he Anregung des Objektes in einer luftdi
htenZelle, so f�uhrt die periodis
he Abgabe von W�arme an die Luft zu einer akusti-s
hen Welle, die mit einem Mikrofon erfa�t werden kann. Die Entstehung einerakustis
hen Welle als Folge der thermis
hen Welle bezei
hneten Rosen
waig undGersho als den Photoakustis
hen E�ekt. Andere Me�verfahren nutzen die peri-odis
he me
hanis
he Ausdehnung des Objektes oder aber die Infrarotstrahlung,die vom Objekt ausgeht, um die thermis
he Welle me�te
hnis
h zu erfassen. Dieauf Strahlung beruhende Methode wird als Infrarot-Radiometrie bezei
hnet.In dieser Arbeit steht eine bestimmte Anwendung der Infrarot-Radiometrie imMittelpunkt des Interesses: Die Bestimmung von La
ks
hi
htdi
ken. Zwei Zielewerden verfolgt:1. Bestm�ogli
hes Ausnutzen der Informationen, die dur
h die aktuelle Me�-te
hnik erfa�t werden.2. Untersu
hung der Perspektiven, die eine weiterentwi
kelte Me�te
hnik er�o�-nen w�urde.In der Literatur sind Beitr�age zu diesen Themen heute fast aus
hlie�li
h in phy-sikalis
h orientierten Zeits
hriften und Monographien zu �nden. Die vorliegendeArbeit versteht si
h au
h als Br�u
kens
hlag zwis
hen der naturwissens
haftli
henund der numeris
h/mathematis
hen Disziplin, was besonders im letzten Kapitelzum Ausdru
k kommt. 1



2 Das physikalis
he Verst�andnis der Infrarot-Radiometrie ist eine wi
htige Vor-aussetzung, besonders wenn es um die Signalverarbeitung bei real gemessenenDaten geht. Entspre
hende Grundlagen werden im ersten Kapitel zusammen-gefa�t. In den Kapiteln 2 und 3 wird darauf aufbauend ein Verfahren zur Be-re
hnung von La
ks
hi
htdi
ken entwi
kelt, das einige wi
htige praxisrelevanteVorteile gegen�uber der etablierten Kalibrierte
hnik vorzuweisen hat. Im letztenKapitel untersu
hen wir thermis
he Wellen in einem allgemeineren Kontext, derau
h Methoden f�ur andere Anwendungen als die La
ks
hi
htdi
kenmessung ein-s
hlie�t und der ni
ht auf bestimmte Methoden zur Erzeugung der periodis
henW�armezufuhr bes
hr�ankt ist.Die Abbildungen (1, 2) zeigen eine s
hematis
he Darstellung der Messung. Eswerden Proben betra
htet, die aus horizontal angeordneten S
hi
hten vers
hie-dener Materialien (La
ke, Kunsto�e oder Metalle) bestehen. Ein Laserstrahl,der dur
h einen me
hanis
hen Chopper (si
h drehende Kreiss
heibe mit abwe
h-selnd li
htdur
hl�assigen und -undur
hl�assigen Segmenten) periodis
h unterbro-
hen wird. Die Absorption des Laserstrahls f�uhrt zu einer (periodis
hen) W�arme-

Abbildung 1: S
hematis
he Darstellung des experimentellen Aufbausquelle Q(x; t; !0) in der Probe, die neben dem Ort x und der Zeit t au
h von derChopperfrequenz !0 abh�angt. Die Ausbreitung der W�arme innerhalb der Pro-be kann aus Symmetriegr�unden auf die eindimensionale W�armeleitungsglei
hungzur�u
kgef�uhrt werden:��x "k(x) ��xT (x; t; !0)#� �(x)
(x) ��tT (x; t; !0) = �Q(x; t; !0) (1)mit der ortsabh�angigen W�armeleitf�ahigkeit k(x), der spezi�s
hen W�armekapa-zit�at 
(x) und der spezi�s
hen Di
hte �(x). Da f�ur die Quelle ein Separationsan-satz Q(x; t; !0) = Q(x) exp(i!0t)



3zutre�end ist, ergibt si
h wegen der Linearit�at von (1) eine glei
h geartete Zeit-abh�angigkeit T (x; t; !0) = T (x) exp(i!0t) f�ur die Temperatur. Innerhalb einerder homogenen S
hi
hten sind die Materialeigens
haften k; 
; � ni
ht vom Ortabh�angig. Division der Glei
hung dur
h die hier konstante Konduktivit�at k undBetra
hten der Glei
hung im Frequenzraum ergibt eine Darstellung von (1), f�urdie wir den Begri� der Fourier-W�armeleitungsglei
hung einf�uhren:�2�x2T (x; !0)� i!�
k| {z }�2 T (x; !0) = �Q(x; !0)k (2)An dieser Stelle wird nun der Wellen
harakter dur
h die Einf�uhrung der soge-nannten thermis
hen Wellenzahl � deutli
h, dur
h die die W�armeleitungsglei-
hung in die Form der Helmholtzglei
hung �uberf�uhrt wird. Die gel�au�ge Formder thermis
hen Wellenzahl ist � = (1 + i)r !2�;mit der thermis
hen Di�usivit�at � = k=�
. Vergli
hen mit dem Fall des inver-sen Medienproblems bei akustis
hen Wellen, wo Daten auf einer Kreislinie umdas Objekt erfa�t werden, liegen uns hier Daten nur an einem Ort der Probevor; daf�ur aber zu vers
hiedenen Anregungsfrequenzen !0 vor. Das besondere

Abbildung 2: S
hematis
he Darstellung des Me�instrumentesbei thermis
hen Wellen ist, da� sie exponentiell ged�ampft werden, w�ahrend beiS
hallwellen h�au�g davon ausgegangen wird, da� sie das Objekt d�ampfungsfreidur
hdringen. Aufgrund der starken D�ampfung ist es mit thermis
hen Wellen nurm�ogli
h ein Objekt in der N�ahe der Ober
�a
he zu untersu
hen. S
hi
htstruktu-rierte Objekte, wie zum Beispiel la
kiertes Ble
h, werden dur
h Kopplungsbedin-gungen zwis
hen bena
hbarten homogenen S
hi
hten modelliert. Es wird h�au�g



4von einem stetigen Temperaturverlauf und einem stetigen W�arme
u� innerhalbder Probe ausgegangen. Dadur
h sind eindeutige L�osungen von (2) bestimmt.Bei der S
hi
htdi
kenbestimmung werden S
hi
htenkonstanter thermophysikalis
her Eigens
haft identi�ziert.Die Infrarotstrahlung, die von der Probe ausgeht, wird mit einem Detektor erfa�tund in Form von digitalisierten Zeitreihen einem Computer zur Weiterverarbei-tung bereitgestellt. Das ist die Stelle, an der wir ansetzen werden, indem wireine neue Methode zur Aufbereitung und Auswertung der Me�daten einf�uhren.In Abbildung (3) sind sol
he Zeitreihen von zwei Proben zu sehen, die si
h nur in
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Abbildung 3: Infrarotsignal zu zwei Proben La
k auf Metall. Die Proben unter-s
heiden si
h ledigli
h dur
h die Di
ke der La
ks
hi
ht. Den Werten auf der y-A
hse wird keine quantitative Bedeutung zugemessen.der Di
ke der La
ks
hi
ht unters
heiden. Beim praktis
hen Einsatz ist dies dasSzenarion, in dem ein Me�verfahren operiert. Der einzige Parameter, der variierenkann ist die La
kdi
ke. Ver�anderung des Infrarotsignals, das au
h von der Art desLa
kes und des Substrates abh�angt, werden also auss
hlie�li
h dur
h Variationder La
kdi
ke hervorgerufen. Soll zum Beispiel eine andere La
kart vermessenwerden, so mu� neu kalibriert werden.Betra
hten wir wieder die Zeitreihen in Abbildung (3). Bereits visuell sind die-se dur
h die unters
hiedli
he Amplitude und Form des Anstieges bzw. Abfallens



5zu unters
heiden. Die S
hwierigkeit besteht darin, aus diesen Daten direkt dieS
hi
htdi
ken zu bere
hnen. Das Vorgehen bei dem hierzu entwi
kelten Verfah-ren ist dur
h drei S
hritte gekennzei
hnet:S
hritt 1: Entfernen des Ein
u�es von Parametern der Me�apparatur undanderen unerw�uns
hten Ein
u�gr�o�en - soweit m�ogli
h.S
hritt 2: Reduktion des mathematis
hen Modells der Infrarotradiometrieauf die Parameter, die die gr�o�te Sensitivit�at aufweisen.S
hritt 3: Einsatz eines Verfahren zur ni
htlinearen Optimierung zurBestimmung der verbleibenden Parameter - unter anderem der gesu
htenS
hi
htdi
ke.Ausgehend vom mathematis
hen Modell der W�armeausbreitung wird in Kapi-tel 3 ein Verfahren zur Signalanalyse hergeleitet, das unerw�uns
hte E�ekte, diedur
h die Apparatur verursa
ht sind, bis auf einen konstanten Faktor heraus�l-tert. Errei
ht wird diese Filterung, indem wir das Fourier-Spektrum (Abb. 4) derZeitreihe betra
hten. Aufgrund des ann�ahernd linearen Prozesses, der die ther-mis
he Anregung in die Infrarotstrahlung umwandelt, k�onnen wir die einzelnenFrequenzanteile getrennt betra
hten.Die absolute Gr�o�e der Amplituden kann dabei ni
ht als quan-titative Gr�o�e gelten, sie wird von der Me�apparatur und an-deren Umgebungsvariablen mit bestimmt. Aber das Verh�alt-nis der signi�kanten Amplituden zueinander beinhaltet quan-titativ verwertbare Information. Das bedeutet, da� diese Quo-tienten genutzt werden k�onnen, um ein mathematis
hes Mo-dell an die Me�daten anzupassen.Dieses Auswerteverfahren, das die Quotienten signi�kanter Amplituden, bzw. Dif-ferenzen der zugeh�origen Phasen nutzt, bezei
hnen wir als Simultane Kalibrie-rung. Es bringt gegen�uber den herk�ommli
hen Kalibrierverfahren praxisrelevanteVorteile mit si
h: Einerseits ist es m�ogli
h, neben dem Phasengang zwis
hen Anre-gung und Me�signal au
h die Amplitude auszunutzen. Weiterhin wird dur
h denAustaus
h von Baugruppen des Apparates keine Neukalibrierung erforderli
h. Be-sonders wi
htig ist die Tatsa
he, da� das klassis
he Kalibrierverfahren mehreregeei
hte Kalibrierproben ben�otigt. Es werden zu den Kalibrierproben die genann-ten Phaseng�ange gemessen, und in einer Kurve werden die La
ks
hi
htdi
ken ge-gen die Phasenwerte aufgetragen. Die Bestimmung der Di
ke einer La
ks
hi
htbei einer unbekannten Probe erfolgt, indem der Phasengang bestimmt und an-hand der vorher bestimmten Kurve die zugeh�orige Di
ke abgelesen wird. Dur
hdie simultane Kalibrierung und die mathematis
he Modellierung kann dieser Pro-ze� vereinfa
ht werden. Es wird n�amli
h nur no
h eine Probe bekannter Di
kezur Kalibrierung ben�otigt (single sample 
alibration [6℄):
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Abbildung 4: Typis
hes Amplitudenspektrum der gemessenen Zeitreihe.1. Es werden Zeitreihen zu einer Vielzahl von Anregungsfrequenzen zu ei-ner Probe aufgenommen und aufbereitet. Mit einem Optimierungsverfah-ren werden die thermophysikalis
hen Parameter der Probe anhand dieserDaten und dem mathematis
hen Modell bestimmt.2. Die Bestimmung der Di
ke einer La
ks
hi
ht erfolgt dur
h L�osen einer ni
ht-linearen Glei
hung f�ur die La
kdi
ke. Dabei werden die Modellparameteraus S
hritt 1 in das Modell eingesetzt, ledigli
h die S
hi
htdi
ke bleibt alsfreier Parameter.Die mathematis
he Modellierung und die simultane Kalibrierung wurden anhandeines Satzes realer Me�daten erfolgrei
h veri�ziert. Es zeigt si
h jedo
h, da� zu-mindest mit den vorliegenden Daten eine Erkennung von mehreren La
ks
hi
htenauf Metall ni
ht dur
hf�uhrbar ist.L�osen wir uns von der Annahme, da� das Objekt si
h aus wenigen homogenenS
hi
hten zusammensetzt, und da� wir mit der speziellen Form der thermis
henAnregung, wie sie von einem Chopper hervorgerufen wird, arbeiten m�ussen, soer�o�net dies die M�ogli
hkeit andere mathematis
he Methoden einzusetzen: Wirspre
hen von Rekonstruktionsverfahren. Es wird dabei der Verlauf thermophy-sikalis
her Eigens
haften des Objektes bere
hnet. Erst in einem zweiten S
hrittkann im Falle der S
hi
htdi
kenbere
hnung der Verlauf (au
h Pro�l genannt) aufSpr�unge untersu
ht werden, die an den Stellen si
htbar werden, wo die �Uberg�angezwis
hen den S
hi
hten lokalisiert sind. Mit dieser Betra
htungsweise �o�nen wir



7uns dar�uberhinaus au
h anderen Anwendungen, bei denen es direkt um die Be-re
hnung des Pro�ls geht, so zum Beispiel bei der Rekonstruktion von Konduk-tivit�atspro�len bei geh�artetem Stahl. Bei der S
hi
htdi
kenbestimmung habenwir die Freiheit, jede thermophysikalis
he Gr�o�e zur Sprungerkennung heranzu-ziehen, die si
h f�ur La
k und Metall deutli
h unters
heidet. Es werden in dieserArbeit zwei unters
hiedli
he Zug�ange pr�asentiert und vergli
hen:1. �Uber die thermis
he E�usivit�at: Bertolotti und andere [3℄ entwi
kelten einenAlgorithmus zur Rekonstruktion der E�usivit�at von geh�artetem Stahl. Sol-
he Pro�le sind im allgemeinen glatt, was die Linearisierungen bei der Mo-dellbildung motiviert und legitimiert. In Kapitel 4 wird gezeigt, da� si
hdieses Verfahren au
h dann anwenden l�a�t, wenn wir ni
ht mehr von ei-nem glatten Pro�l ausgehen k�onnen, jedo
h nur no
h an der Lokalisierungvon Spr�ungen interessiert sind. Das Bertolotti Verfahren eignet si
h beson-ders, da ni
ht direkt das E�usivit�atspro�l e(x) bere
hnet wird, sondern dieFunktion ( ddxe(x))=e(x); die Singularit�aten an den Stellen aufweist, wo e(x)Spr�unge hat. Diese Singularit�aten nehmen in den (regularisierten) nume-ris
h bere
hneten Pro�len die Form lokaler Maxima an, die lei
ht lokalisiertwerden k�onnen.2. �Uber die thermis
he Di�usivit�at: Ausgehend von der sogenannten Pseu-do Helmhotzglei
hung [29℄ wird in Kapitel 4 ein Verfahren hergeleitet, dasmittels Born-Approximation ebenfalls auf ein lineares Problem f�uhrt. Be-re
hnet wird der Kontrast der reziproken Di�usivit�at am Ort x im Verglei
hzum Mittelwert 1=�(x)� 1=�0. Ein Verfahren zur Kanten- bzw. Sprunger-kennung liefert die gew�uns
hte Di
keninformation.Obwohl die beiden Methoden von unters
hiedli
her Modellierung ausgehen undobwohl sie jeweils unters
hiedli
he physikalis
he Gr�o�en rekonstruieren, f�uhrensie auf das glei
he Inversionsproblem.Das Inversionsproblem bei der Pro�lrekonstruktion f�uhrtna
h Bildung linearer Modelle, sowohl bei der BertolottiFormulierung als au
h bei der Formulierung alsStreuproblem, auf das glei
he Kernproblem, n�amli
h dienumeris
he Inversion der Lapla
e Transformation.In Anbetra
ht der exponentiellen D�ampfung thermis
her Wellen war dies be-reits zu vermuten. So erstaunt do
h der relativ einfa
he Zusammenhang, der si
hletztli
h zwis
hen der Lapla
etransformierten des Objektes (bzw. dessen Eigen-s
haften) und den Me�daten ergibt. Wie in Kapitel 4 na
hzulesen ist ergibt si
hL e0e ! (�0(2!)) = 
1T (0; !)� Tref(0; !)T (0; !) + Tref(0; !) ;



8 L 1�(x) � 1�0! (�0(2!)) = 
2Ts(0; !):Mit der Temperatur einer homogenen Referenzprobe Tref der Di�usivit�at �0, dieglei
h der mittleren Di�usivit�at der zu untersu
henden Probe ist, dem gestreu-ten Temperaturfeld Ts und den im allgemeinen unbekannten Konstanten 
1 und
2. Die Lapla
etransformierte L(:)(:) liegt an diskreten Me�punkten �0(2!) =(1 + i)q!=�0 vor, �0 steht f�ur die mittlere Di�usivit�at des Objektes.Die numeris
he Inversion der Lapla
e Transformation anhand fehlerbehafteterMe�daten geh�ort in die Klasse der exponentiell s
hle
ht gestellten Probleme. Beider Inversion der Lapla
etransformation ma
ht si
h dies dadur
h bemerkbar, da�der Fehler in der rekonstruierten Funktion mit wa
hsender Laufvariable (in un-serer Anwendung mit wa
hsender Rekonstruktionstiefe) exponentiell steigt. Eskann also immer nur bis zu einer gewissen Tiefe rekonstruiert werden, wenn einegewisse Genauigkeit errei
ht werden soll.Im Falle thermis
her Wellen liegen die Daten zu komplexen Argumenten �(2!) =(1 + i)q!=�(x) vor, die selbst vom Objekt, genauer von dessen thermis
her Dif-fusivit�at abh�angen. Dies vers
h�arft die Situation dadur
h, da� die maximale Ein-dringtiefe im allgemeinen unbekannt ist. Zu dieser Situation gibt es au
h einephysikalis
he Interpretation: Es ist �ubli
h von der Eindringtiefe � einer thermi-s
hen Welle zu spre
hen. Das ist die Tiefe, bei der die thermis
he Welle bis auf1=e ihrer Anfangsamplitude abged�ampft wurde. Die Eindringtiefe h�angt von derAnregungsfrequenz und dem Objekt ab. Im Falle eines homogenen Objektes derDi�usivit�at � betr�agt die thermis
he Eindringtiefe:� = r�!Mit der Variation der Anregungsfrequenz werden sozusagen vers
hiedene Tiefendes Objektes abgetastet. Ein Frequenzs
an stellt folgli
h Daten bis zu bestimm-ten Eindringtiefen bereit. Der Versu
h, in tieferen Regionen zu rekonstruieren,mu� demna
h s
heitern, denn die Daten enthalten keine signi�kante Information�uber das Objekt zu diesen Tiefen.Betra
hten wir Objekte, deren Di�usivit�atspro�l zu bestimmen ist, so k�onnen wira priori keine Aussagen �uber die thermis
he Eindringtiefe mehr ma
hen. Trotz-dem ist es m�ogli
h Di�usivit�atspro�le zu bere
hnen, wenn sinnvolle a priori An-nahmen �uber das Di�usivit�atspro�l gema
ht werden k�onnen. Hinzu kommt dieProblematik der Wahl des geeigneten Regularisierungsparameters, wie es bei al-len s
hle
ht gestellten Problemen der Fall ist. In Kapitel 4 wird ein Verfahren zurInversion der Lapla
e Transformation vorgestellt, das alle genannten Eigenheitenber�u
ksi
htigt. Ausgehend von einer diskreten Form der Lapla
e Transformationwird dem Konzept der Approximativen Inversen [19℄ folgend ein Algorithmus ent-wi
kelt, der im Gegensatz zu anderen Ans�atzen, die eine bestimmte Verteilung



9der Anregungsfrequenzen voraussetzen w�urden, die Daten eines Frequenzs
ansmit beliebiger Verteilung der Frequenzen zur Inversion heranziehen kann.In den folgenden Kapiteln werden die zwei bereits im �Uberbli
k dargestellten Her-angehensweisen untersu
ht. Der erste Weg ist der, so viel Vorweginformation wiem�ogli
h auszunutzen. Da w�aren die S
hi
htstruktur der Probe und das Spektrumder Anregung, die dur
h den Chopper hervorgerufen wird, zu nennen. Weite-re eins
hr�ankende Annahmen kommen in Kapitel 3 hinzu. Die eng vorgegebeneProblemstruktur reduziert die Komplexit�at des Problems der S
hi
htdi
kenbe-stimmung, was wir zur Konstruktion eines me�te
hnis
hen Verfahrens, der singlesample 
alibration ausnutzen k�onnen. Der zweite Weg erlaubt eine hohe Kom-plexit�at des Problems (keine S
hi
htstruktur mehr) und ist daher 
exibler undau
h f�ur andere Anwendungen interessant. Gemeint ist die Pro�lrekonstruktion,die erst einmal mehr Information liefert als gesu
ht wird. S
hlie�li
h gen�ugt esuns, zu wissen, wie di
k die La
ks
hi
ht ist. Das Pro�l an si
h interessiert unsni
ht. Es mu� in einem zweiten S
hritt aus dem bere
hneten Pro�l die eigentli
hgesu
hte Information extrahiert werden. Wir arbeiten hier mit linearen Modellen,die dem ni
htlinearen Charakter nur mangelhaft Re
hnung tragen. Da� wir sietrotzdem einsetzen k�onnen, liegt daran, da� unter Umst�anden eine d�urftige Qua-lit�at des rekonstruierten Pro�ls, dur
haus eine brau
hbare Qualit�at der darausermittelbaren S
hi
htdi
ke liefert. Unter dem Ein
u� von St�orungen in den Da-ten sind jedo
h alle untersu
hten Verfahren ni
ht mehr sensitiv genug, mehrereLa
ks
hi
hten auf metallis
hem Untergrund zu unters
heiden. Zu gering ist derKontrast zwis
hen den La
ks
hi
hten, besonders im Verglei
h mit dem enormenKontrast zwis
hen La
k und Metall. Die Anwendung von Rekonstruktionsver-fahren bietet jedo
h vielf�altige M�ogli
hkeiten zur Weiterentwi
klung bestehenderVerfahren und er�o�net wom�ogli
h neue Anwendungsgebiete. Voraussetzung f�urein sol
hes Vorgehen in der Praxis wird aber eine andere Me�te
hnik sein, die eserlaubt, eine gro�e Zahl von Anregungsfrequenzen glei
hzeitig abzutasten, dennnur dann k�onnen Rekonstruktionsverfahren bei Online-Messung �uberhaupt ersteingesetzt werden.
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Kapitel 1Physikalis
he Grundlagen undte
hnis
he Methoden derThermographieEs ist im gesamten gesehen sehr komplexer physikalis
her Vorgang, der letztli
hein photothermis
hes Signal zur Folge hat und dessen Auswertung und Ana-lyse Gegenstand dieser Arbeit ist. So weit n�otig, wird in diesem Kapitel aufdie physikalis
hen und au
h te
hnologis
hen Aspekte der photothermis
hen Mes-sung eingegangen, um insbesondere die in dieser Arbeit immer wiederkehrendeProblematik bei der Verwendung real gemessener Daten zu erkl�aren. Ausgangs-punkt unserer �Uberlegungen in sp�ateren Kapiteln wird die W�armeleitungsglei-
hung sein, die mathematis
h bes
hreibt, wie si
h W�arme ausbreitet. Anhanddes Ausbreitungsverhaltens modulierter thermis
her Anregung sollen Aussagen�uber die thermophysikalis
hen Eigens
haften des erw�armten Objektes getro�enwerden. Die praktis
hen Anwendungen erfordern, da� Messungen nur kontaktfreidur
hgef�uhrt werden. Und das bedeutet, da� wir ni
ht direkt auf die Tempe-raturdaten des Objektes zugreifen k�onnen. Statt dessen werden Auswirkungender Erw�armung kontaktfrei als indirekte Me�gr�o�e erfa�t und daraus mu� danndie gew�uns
hte Information gewonnen werden. Diese Aufgabenstellung wird imfolgenden behandelt. Gute �Uberbli
ksartikel zu diesem Thema �nden si
h beiMurphy u. a. [25℄ und Busse und Walther [4℄. Ausf�uhrli
he praxisbezogene Infor-mation kann der Dissertation von Christian Gruss [13℄ entnommen werden.1.1 Modulierte thermis
he AnregungTypis
herweise werden bei thermographis
hen Verfahren eine von zwei m�ogli
henLi
htquellen zur modulierten Erw�armung des zu untersu
henden Objektes einge-setzt. Eine M�ogli
hkeit besteht darin eine Blitzlampe einzusetzen, die eine impuls-artige Erw�armung des Objektes zur Folge hat. Die zweite Form der Modulation11



12 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGENist die dur
h ein periodis
hes Zuf�uhren von Energie mit einem intensit�atsmodu-lierten Li
ht- bzw. Laserstrahl. Prinzipiell gibt es keine Eins
hr�ankungen dur
hwel
he Te
hnologie das Objekt thermis
h angeregt wird. Ents
heidend ist, da�das Objekt ausrei
hend stark erw�armt wird, so da� die verf�ugbaren Me�methodenein hinrei
hend gutes Signal zu Raus
hen Verh�altnis errei
hen. In dieser Arbeitwerden reale Daten einer Apparatur verwendet, die einen Laserstrahl als Ener-giequelle nutzt. Dieser Laser wird dur
h einen sogenannten Chopper (eine si
hdrehende Kreiss
heibe, bei der si
h regelm�a�ig dur
hsi
htige und undur
hsi
hti-ge Kreissegmente abwe
hseln) periodis
h unterbro
hen. Relevante Eigens
hafteneines Laserstrahles sind in diesem Zusammenhang:1. Geometris
he Verteilungsfunktion: Gau�f�ormiges Intensit�atspro�l.2. Spektrale Verteilungfunktion: Intensit�at in Ab�angigkeit von der Wellenl�angedes Laserstrahles.1.2 AbsorptionVoraussetzung daf�ur, da� das Objekt dur
h die eingebra
hte Strahlung au
herw�armt wird, ist die Absorption der Strahlung. Wenn die Strahlung transmit-tiert oder re
ektiert wird, bedeutet dies, da� keine Energie innerhalb der Probein W�arme umgesetzt wird. Ob und in wel
her St�arke die eingebra
hte Strahlungabsorbiert wird, h�angt ab von der Absorptionsfunktion des betrahlten Materials,die der Wellenl�ange des Strahles die jeweilige St�arke der Absorption zuordnet.F�ur ein bestimmtes zu untersu
hendes Material eignet si
h daher die Li
htquelleam besten, die eine spektrale Verteilungsfunktion hat, die m�ogli
hst gut mit derAbsorptionsfunktion des Materials �ubereinstimmt. Sollen vers
hiedene Materiali-en mit der selben Apparatur untersu
ht werden, so ist ein geeigneter Kompromisszu �nden, also eine Li
htquelle, deren Strahlung von allen in Frage kommendenMaterialien m�ogli
hst gut absorbiert wird. Eine Konsequenz dieser Problema-tik ist, da� wir prinzipiell ni
ht davon ausgehen k�onnen, da� wir die Amplitudeder thermis
hen Quellfunktion als bekannt voraussetzen k�onnen. Werden andereMaterialien bestrahlt, oder etwa die Li
htquelle ausgetaus
ht, so �andert si
h dieQuellfunktion.1.3 Emission und DetektionEs gilt nun die Ausbreitung der W�arme zu beoba
hten. Vers
hiedene Te
hnologiensind hierzu gebr�au
hli
h, ni
ht alle eignen si
h f�ur den Einsatz im industriellenBetrieb.



1.3. EMISSION UND DETEKTION 131.3.1 PhotoakustikBei diesem Me�verfahren wird die W�armeabgabe des Objektes in die Umge-bung ausgenutzt, um indirekt auf die thermis
he Information zuzugreifen. DieAnwendung sieht vor, auf einer ebenen Fl�a
he eine luftabges
hlossene und li
ht-dur
hl�assige Zelle anzubringen, in der si
h ein Mikrofon be�ndet. Wird nun dasObjekt unter der Zelle periodis
h thermis
h angeregt, kommt es zu periodis
herErw�armung (objektabh�angig) der Luft, die als akustis
hes Signal me�bar ist.Vorteil des Verfahrens ist die gute Qualit�at der Me�daten. Allerdings ist dasVerfahren im allgemeinen ni
ht ber�uhrungsfrei.1.3.2 Mirage E�ektHier wird ebenfalls die Erw�armung der ober
�a
hennahen Luft ausgenutzt. Ein La-serstrahl, der parallel zur Ober
�a
he ver�auft, wird an der Stelle der Erw�armungin der Art einer thermis
hen Linse abgelenkt. Diese Ablenkung erfolgt mit derperiodis
hen Erw�armung ebenfalls periodis
h und wird bei diesem Verfahren alsSekund�arinformation zur Bestimmung der Temeraturver�anderung an der Pro-benober
�a
he ausgenutzt. Dieses Verfahren kommt ohne Kontakt zum Objektaus.

185019001950200020502100215022002250

0 200 400 600 800 1000diskrete Zeit, Sampling Rate 200 kHzAbbildung 1.1: Gemessenes Infrarotsignal (Detektoroutput) zu einer Probe La
kauf Metall bei einer Chopper Frequenz von 20Hz.



14 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN1.3.3 Infrarot-ThermographieDas 
exibelste Verfahren, das zudem kontaktfrei arbeitet, ist die Messung derdur
h die Erw�armung hervorgerufenen Infrarot W�armestrahlung, die vom Ob-jekt ausgeht. Dies erfolgt bei Punktmessung mittels eines Detektors mit genaueiner Photozelle, die ein analoges Signal liefert, das verz�ogerungsfrei die Strah-lungsintensit�at, die von der Probe ausgeht, anzeigt (siehe Abb. 1.1). Hierzu wirddie Strahlung dur
h den Einsatz von Linsen geb�undelt. Au
h hier haben wir eswieder mit einer Verteilungsfunktion zu tun; und zwar mit der spektralen Emp-�ndli
hkeit des verwendeten Detektors. Nur in Wellenl�angenberei
hen in denender Detektor eine gute Emp�ndli
hkeit vorweist, kann eine optimale Messungerfolgen. Da die spektrale Verteilung der thermis
hen Emission vom Materialabh�angt mu� au
h der Detektor von seiner spektralen Emp�ndli
hkeit her zu demMaterial passen. Das Infrarotsignal wird bei den meisten Anwendungen in einensogenannten Lo
k-In Verst�arker eingespeist, der �uber einen weiteren Eingang denzeitli
hen Verlauf des anregenden Signals erh�alt und daraus den Phasengang zwi-s
hen den beiden Signalen bestimmt.1.3.4 Bildgebende Me�verfahrenMit einer Blitzlampe wird eine Fl�a
he gepulst in der Zeit bestrahlt. Eine Infro-rotkamera zei
hnet in s
hneller zeitli
her Abfolge Bilder der Infrarotstrahlungauf, die von der erw�armten Fl�a
he ausgeht. Diese Daten werden zumeist her-angezogen um die Qualit�at einer Ober
�a
he in dem Sinne zu pr�ufen, ob die zupr�ufende Probe si
h von einer Referenzprobe optimaler Qualit�at unters
heidet.Hierzu werden Di�erenzbilder zwis
hen denen der Referenzprobe und denen derzu pr�ufenden Probe herangezogen. Weitergehende Methoden nutzen Bilder diesi
h dur
h pixelweise Fourier Transformation der Bildfolgen ergeben.1.4 ModellapparaturEs geht nun darum, f�ur das weitere Vorgehen eine Modellapparatur zu bes
hrei-ben, die es uns einerseits erlaubt von der tats�a
hli
hen Ausformung der Apparaturzu abstrahieren, und die dar�uberhinaus hinrei
hend genau die Realit�at ann�ahert,so da� au
h reale Me�daten verarbeitet werden k�onnen. Hierzu betra
hten wirdie einzelnen Komponenten des eingesetzten Apparates PS-Online der FirmaPhototherm Dr. Petry GmbH. Aufgrund der bereits bes
hriebenen Problema-tik der spekrale Verteilung von Emission, Absorption und Detektion erhaltenwir eine Erw�armung, deren maximale Amplitude keine verwendbare quantitati-ve Information bietet. In der Praxis �nden Messungen rund um die Uhr statt.Wir k�onnen no
h ni
ht einmal davon ausgehen, da� die Amplitude bei einerfesten Konstellation von Me�ger�at und Probe �uber die Zeit konstant bleibt. Im-mer wieder wird die maximale Amplitude dur
h W�armequellen in der Umgebung
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Abbildung 1.2: Amplitudenspektrum des diskretisierten Photothermis
hen Signalszu einer Probe La
k auf Metall bei einer Chopper Frequenz von 20Hz. Die Datenzu zwei vollen Umdrehungen des f�unfbl�attrigen Chopperblattes, also 10 Periodendes Signals wurden diskret fouriertransformiert. Es sind die Amplituden der je-weiligen KoeÆzienten aufgetragen.mit beein
u�t. Gerade aus diesem Grund wird im allgemeinen die Phase desSignals als Informationstr�ager bevorzugt, da die Phase dur
h die genannten Ef-fekte unver�andert bleibt. Do
h andere Komponenten der Apparatur verursa
henunerw�uns
hte Ver�anderung der Phase. Dies gilt insbesondere f�ur die eingesetz-ten Linsen, und f�ur den Vorverst�arker, der das Detektorsignal aufbereitet. Da indiesem speziellen Ger�at - im Gegensatz zum �ubli
hen Fall - die Anregung als Refe-renz ni
ht zur Verf�ugung gestellt wird, kann au
h kein quantitativer Phasengangermittelt werden. Da jedo
h die Frequenz mit der si
h das Chopper Blatt drehtbekannt ist, kann eine synthetis
he Referenz, mit einem unbekannnten, aber kon-stanten Phasengang genutzt werden. Das Photothermis
he Signal, das uns zurVerf�ugung steht wird dur
h folgende Glei
hung dargestellt:S(t) = � (DT � P ) (t+ �)DT ist die Detektorfunktion, P das Spektrum der abgestrahlten Energie, � und� unbekannte reelle Variablen, die als unab�angig von der Abtastfrequenz ange-nommen werden. � steht f�ur die Faltung in der Wellenl�ange. Gehen wir davonaus, da� die Luft weder absorbiert no
h emittiert, so erhalten wir das Photother-mis
he Signal P ledigli
h von der Probe. Die Temperatur T ist mit diesem Signal



16 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN�uber das Stefan-Boltzmanns
he Gesetz verkn�upftP = Æ(T 4 � T 40 )Æ ist eine Konstante, T0 die Temperatur der umgebenden Luft und T die Tem-peratur an der Probenoberf�a
he. F�ur die kleinen Temperaturs
hwankungen, mitdenen wir es bei der Infrarotradiometrie zu tun haben, k�onnen wir einen linearenZusammenhang herleiten:T 4 � T 40 = (T � T0)(T 3 + T 2T0 + TT 20 + T 30 )= (T � T0)T 30 "T 3T 30 + T 2T 20 + TT0 + 1#� 4T 30 (T � T0)Das bedeutet, da� nur Temperaturunters
hiede bez�ugli
h der Umgebungstempe-
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Abbildung 1.3: Phasenspektrum des diskretisierten Photothermis
hen Signals zueiner Probe La
k auf Metall bei einer Chopper Frequenz von 20Hz. Es sind diePhasen zu den ganzzahligen Vielfa
hen der Chopperfrequenzaufgetragen.ratur wahrgenommen werden, und keine absoluten Temperaturwerte. Und zwarist die Strahlungsleistung ann�ahernd proportional zu dieser Temperaturdi�erenz.Ebenfalls begr�undet dur
h die relativ geringen Temperaturs
hwankungen ist dieAnnahme, da� die thermophysikalis
hen Eigens
haften der Proble unabh�angigvon der Temperatur sind. Dies bedeutet, da� wir es mit der linearen Form derW�armeleitungsglei
hung als mathematis
hes Modell zu tun haben.Eine weitere N�aherung, die wir an dieser Stelle vornehmen wollen, betri�t die



1.4. MODELLAPPARATUR 17Anregungsfunktion. Gruss [14℄ zeigte, da� die dur
h den Chopper hervorgerufeneUnterbre
hung hinrei
hend gut dur
h die Re
hte
kfunktion approximiert werdenkann. Dort ist au
h der Fall von Proben, die si
h mit einer konstanten Ges
hwin-digkeit bewegen untersu
ht worden. Bis zu einer bestimmten Ges
hwindigkeitk�onnen E�ekte dur
h Bewegung verna
hl�assigt werden, was wir im folgendenau
h tun werden.Als Na
hweis f�ur die hier eingef�uhrten Vereinfa
hungen und Approximationenzeigt die Abbildung (1.2) das Amplitudenspektrum des Photothermis
hen Si-gnals einer Probe. Wenn der Proze� der W�armeausbreitung linear ist, und dieAnregung dur
h eine Re
hte
kfunktion angen�ahert werden kann, und die Tem-peraturs
hwankungen so gering sind, da� die Strahlungsleistung proportional derTemperatur ist, dann hat das Photothermis
he Signal eine von Null vers
hiedeneAmplitude nur f�ur ungerade Vielfa
he der Chopper-Frequenz. Denn dies gilt f�urdie Re
hte
k-Anregung, und wegen der Linearit�at der W�armeleitungsglei
hungmu� dies au
h f�ur die Temperatur und letztli
h au
h f�ur die emittierte Strah-lung gelten. Verbleibende Unregelm�a�igkeiten sind unter anderem auf die unre-gelm�a�ige Anregung dur
h den me
hanis
hen Chopper zur�u
kzuf�uhren, dessenSegmentg�o�e um bis zu 3% variiert. Man sieht insbesondere an der regelm�a�igenVerteilung der Phasenwerten (1.3), da� die Daten zu geradzahligen Vielfa
hender Chopperfrequenz ni
ht blo� Raus
hen beinhalten. Do
h ist der Anteil dergeradzahligen harmonis
he S
hwingungen an der Gesamtenergie sehr gering, sobetra�gt die Amplitude der zweiten Harmonis
hen etwa 3% der Amplitude derGrunds
hwingung, so da� die angef�uhrten vereinfa
henden Annahmen gere
ht-fertigt sind.



18 KAPITEL 1. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN



Kapitel 2Mathematis
he Modellierungund SignalanalyseNa
hdem die Dur
hf�uhrung der Messung, und die ersten vereinfa
henden An-nahmen vorgestellt wurden, arbeiten wir nun weiter an der Modellierung und ander Verarbeitung der Me�daten. Das Ziel ist es, Modelle zu entwi
keln, die gutder physikalis
hen Wirkli
hkeit entspre
hen, und die dar�uberhinaus au
h mit denMe�daten vergli
hen werden k�onnen. Das bedeutet, da� bei der Modellbildungund insbesondere bei der Signalanalyse die Eins
hr�ankungen, die dur
h die in-dustrielle Anwendung auftreten, ber�u
ksi
htigt werden m�ussen. Einen sehr gutenEinstieg in das Thema Modellierung bietet die Dissertation von Werner Karpen[16℄, auf die ein wesentli
her Teil dieses Kapitels zur�u
kgeht. Weitere aktuelleAns�atze zur Modellierung von Mehrs
hi
htsystemen �nden si
h bei Glorieux u.a. [10℄, Gar
ia u. a. [9℄, [8℄ und Karabutinov u. a. [15℄2.1 Absorption, Ausbreitung und Detektionthermis
her WellenWir sehen im Moment ab von der Entstehung und Messung des Photothermis
henSignals und wenden uns der W�armeausbreitung im Objekt zu. Unter Objektverstehen wir eine oder mehrere auf Metall aufgebra
hte La
ks
hi
hten. Wobeiviele der folgenden Aussagen auf den allgemeinen Fall eines Festk�orpers zutre�en.Die Ausbreitung der W�arme wird bes
hrieben dur
h die W�armeleitungsglei
hungr [k(u)rT (u; t)℄� �(u)
(u) ��tT (u; t) = �Q(u; t) (2.1)Mit der ortsabh�angigen W�armeleitf�ahigkeit k(u), der spezi�s
hen Di
hte �(u) undder spezi�s
hen W�armekapazit�at 
(u), u 2 IR3. Der Quellterm Q(u; t) bes
hreibtdie r�aumli
he und zeitli
he Verteilung von W�armequellen.19



20 KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND SIGNALANALYSEWir tre�en an dieser Stelle eine wi
htige Vereinbarung, die f�ur den Rest dieserArbeit G�ultigkeit haben soll, n�amli
hf(!) := F (f) (!);da� das Auftreten der Variablen ! statt t bedeutet, da� diese Funktion fou-riertransformiert und ausgewertet wird zur Frequenz !. Dies ist sinnvoll da alleweiteren Re
hnungen im Fourier Raum dur
hgef�uhrt werden. Weiterhin wird ver-einbart da� die Fourier-Transformierten von T und Q bez�ugli
h der Zeit existierensollen. Ausgangspunkt ist die Betra
htung einer periodis
hen Erw�armung mit derAnregungsfrequenz (au
h als Chopperfrequenz bezei
hnet) !0 = 2�f0 :Q(u; t) = Q(u) � ei!0tMit der Linearit�at der Glei
hung (2.1) ergibt si
h eine TemperaturT (u; t) = T (u) � ei!tmit der glei
hen Periodizit�at wie die Anregung. Damit l�a�t si
h Glei
hung (2.1)s
hreiben r [k(u)rT (u)℄� i!�(u)
(u)T (u) = �Q(u) (2.2)Typis
herweise ist das Objekt dur
h eine ebene Fl�a
he (u1 � u2 Ebene) von derumgebenden Luft abgegrenzt. Auf dieser Fl�a
he tri�t der Laserstrahl auf undbringt dur
h sein gau�f�ormiges Intensit�atspro�l eine W�armequelle ein:Q(u) = Q(u3) exp �u21 + u222R2S !Mit der Breite RS des Gausspro�ls. Die Tiefenabh�angigkeit in u3 ergibt si
h dur
hdas Absorptionsverhalten der Probe. Ein einfa
her Ansatz folgt dem Lambert-Beer Gesetz Q(u3) = Q0�a exp(��au3)Der Kehrwert 1=�a wird als optis
he Eindringtiefe bezei
hnet. Die optis
hen Ei-gens
haften der Probe sind allgemein au
h als ortsabh�angig anzusehen. Bei derhier vorgestellten Methode ber�u
ksi
htigen wir dies jedo
h ni
ht, da bei den zuuntersu
henden Proben von einer Ortsabh�angigkeit abgesehen werden kann.Eine weitere Annahme vervollst�andigt die Forderungen, die wir an die Probe stel-len. Sie ist die st�arkste Eins
hr�ankung, betri�t aber den in der Praxis h�au�gstenFall: Wir nehmen an, das Objekt sei s
hi
htstrukturiert, das hei�t alle thermo-physikalis
hen Parameter h�angen nur von der Tiefe u3 ab. Die Strahlung, die vomObjekt 
 ausgeht und vom Infrarotdetektor erfa�t wird, ist proportional zu demgewi
hteten Tiefenintegral [17℄:Z
 e��IRu3T (u; !)du



2.1. ABSORPTION, AUSBREITUNG UND DETEKTION 21Das Detektorsignal wird n�aherungsweise dur
h die Proportionali�atS(!) � Z
D(u)e��IRu3T (u; !)dubes
hrieben. Die DetektorfunktionD(u) gibt an, wel
her Anteil der von einem Vo-lumenelement am Ort u ausgehenden Infrarorstrahlung zum Detektor gelangt. Dwird dur
h ein Gausspro�l der Breite RD, dem sogenanten Detektorfokus, appro-ximiert. Es wird im folgenden knapp dargestellt, da� S proportional der L�osungder eindimensionalen Variante der W�armeleitungsglei
hung ist, wenn bestimmteVoraussetzungen erf�ullt sind. Die Proportionali�at zur eindimensionalen L�osunggen�ugt uns an dieser Stelle, denn, wie si
h sp�ater herausstellen wird, k�onnen wirkonstante Faktoren dur
h Normierung des Detektorsignals eliminieren.Wir folgen der Argumentation von Karpen [16℄: Der erste S
hritt besteht darin,die Glei
hung (2.1) in Polarkoordinaten (r; x) zu transformieren:k(x)r ��r  rT (r; x)�r ! + k(x)�2T (r; x)�x2 + �k(x)�x �T (r; x)�x � i!�(x)
(x)T (r; x)= Q0�ae��axe�r2=(2R2S)Anwendung der Hankel Transformation bez�ugli
h r ergibt [24℄��x "k(x) ��x eT (p; x)#� e�2 eT (p; x) = eQ; (2.3)mit e� = q(2�2p2k(x) + i!�(x)
(x));eQ = Q0�ae��ax2�R2Se�2�2p2R2S :Somit erhalten wir eine L�osung f�ur den dreidimensionalen Fall indem wir dieeindimensionale Glei
hung (2.3) f�ur alle p l�osen. Inverse Hankeltransformationvon eT (p; x) liefert eine Darstellung in euklidis
hen Koordinaten. Wir gehen aberweiter und betra
hten das DetektorsignalS(!) � Z 10 �Z 10 2�re�r2=(2R2D)T (r; x)dr� �IRe��IRxdx= Z 10 �Z 10 2�re�r2=(2R2D) �Z 10 2�p eT (p; x)J0(2�pr)dp�dr��IRe��IRxdx� Z 10 0BBBB�Z 10 eT (p; x)e��IRx �Z 10 re�r2=(2R2D)J0(2�pr)dr�| {z }2�R2D exp(�2�2R2Dp2) dx1CCCCA p dp� Z 10 �Z 10 eT (p; x)e��IRxdx�| {z }:=eP (p) p e�2�2R2Dp2 dp:



22 KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND SIGNALANALYSEKarpen setzt an dieser Stelle f�ur eT (p; x) die Temperaturverteilung in einems
hi
htstrukturierten Objekt ein, und re
hnet na
h, da� das DetektorsignalS(!) � eT (0; x) (2.4)falls der Gesamtradius RD+RS wesentli
h gr�o�er als die thermis
he Eindringtiefe� = q!�
=k ist. Und das bedeutet, da� das Detektorsignal n�aherungsweise pro-portional der L�osung des eindimensionalen Problems ist. Weitere Details hierzu�nden si
h in [16℄.2.2 S
hi
htstrukturierte MaterialienWir bes
hr�anken uns nun auf den eindimensionalen Fall. L�osungen der Glei-
hung (2.1) im Falle s
hi
htstrukturierter Objekte sind im eindimensionalen FallL�osungen f�ur den zusammengesetzten Stab, der in ein unbes
hr�anktes Mediumeingebettet ist. Wir formulieren das ProblemProblem 2.2.1 Sei I = [0; Lges℄ ein Intervall in IR mit einer Unterteilung inN Teilintervalle Ij = [xj; xj+1℄; j = 0; : : : ; N � 1; xj < xj+1 mit den L�angenLj = xj+1 � xj:Die Funktionen k; �; 
 : IR ! IR seien konstant innerhalb der Intervalle Ij undQ(x; t) : I � IR+ ! IR sei stetig in x und periodis
h in t jeweils auf den Teilin-tervallen Ij; j = 0:::N � 1.Gesu
ht sind L�osungen der Glei
hung:��x(k(x) ��xT (x; t))� �(x)
(x) ��tT (x; t) = �Q(x; t) (2.5)zu den Bedingungen1. Die L�osung T ist stetig in x.2. Der thermis
he Flu� k(x)�T�x (x; t)ist stetig in x.3. F�ur die Temperatur gilt limx!1T (x; t) = 0:f�ur alle t; x > 0.Wir betra
hten die Eins
hr�ankung des Problems (2.2.1) auf die einzelnen Teilin-tervalle. Dort sind die thermis
hen Materialeigens
haften konstant; das W�arme-leitungsproblem vereinfa
ht si
h entspre
hend.



2.2. SCHICHTSTRUKTURIERTE MATERIALIEN 23Satz 2.2.2 Sei ! > 0 beliebig aber fest. Q0; Q1 2 C, k0; k1 > 0.1. Gegeben sei die homogene Di�erentialglei
hung�2�x2T (x; !)� �2T (x; !) = 0; (2.6)mit x � 0. Sei Q0 2 C und es gelten die Bedingungen��xT (x; !)jx=0 = �Q0k0 ;limx!1T (x; !) = 0:Dann hat die Glei
hung (2.6) die eindeutige L�osungT (x; !) = Q0�k0 exp(��x): (2.7)2. Gegeben sei die inhomogene Di�erentialglei
hung�2�x2T (x; !)� �2T (x; !) = ��Q0k0 exp(��x); (2.8)mit x � 0. Sei Q0 2 C und es gelten die Bedingungen��xT (x; !)jx=0 = 0;limx!1T (x; !) = 0:Dann hat die Glei
hung (2.8) die eindeutige L�osungT (x; !) = Ae��x + C e��x; (2.9)mit C = �Q0k0(�2 � �2) ;A = ���C:3. Die homogene Di�erentialglei
hung (2.6) mit 0 � x � L zu den Randbe-dingungen ��xT (x; !)jx=0 = 0;��xT (x; !)jx=L = �Q1k1 ;



24 KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND SIGNALANALYSEhat die eindeutige L�osungT (x; !) = Ae��x +B e�x; (2.10)mit A = � Q1�k1 e��L1 + e�2�L ;B = �A:4. Die inhomogene Di�erentialglei
hung (2.8) mit 0 � x � L zu den Randbe-dingungen ��xT (x; !)jx=0 = 0;��xT (x; !)jx=L = �Q1k1 ;hat die eindeutige L�osungT (x; !) = Ae��x +B e�x + C e��x; (2.11)mit C = � �Q0k0(�2 � �2) ;A = 11� e�2�L "� Q1k1�e��L;���C �1� e�(�+�):�# ;B = A + ��C:Beweis: F�ur festes ! haben wir es nur no
h mit einer gew�ohnli
hen linearen Dif-ferentialglei
hung mit konstanten KoeÆzienten zu tun. Existenz und Eindeutig-keit der L�osungen sind damit gegeben, bzw. nur no
h von den Randbedingungenabh�angig. L�osungen ergeben si
h mittels AnsatzT (x; !) = Ae��x +B e�x + C e��x: (2.12)Die Variable C ist nur im inhomogenen Fall vers
hieden von Null. Unabh�angigvon den Randbedingungen ergibt si
h C dur
h Einsetzen von (2.12) in die Di�e-rentialglei
hung (2.8). Die Variablen A und B sind dur
h die jeweiligen Randbe-dingungen bestimmt.Die vier F�alle aus Satz (2.2.2) bes
hreiben alle im weiteren betra
hten Modellef�ur die W�armeausbreitung in den einzelnen S
hi
hten. Die homogenen Di�erenti-alglei
hungen modellieren den Fall der Oberf�a
henabsorption, bei dem im Innern



2.2. SCHICHTSTRUKTURIERTE MATERIALIEN 25des Objektes keine von Null vers
hiedenen Quellterme auftreten. Die eingebra
hteEnergie wird als vorges
hriebener thermis
her Flu� an der Oberf l�a
he modelliert.Betra
htet wird der unendli
h ausgedehnte Stab, der als Modell f�ur das Substratherangezogen werden kann, wenn die Substratdi
ke entspre
hend gro� ist, undder Stab der L�ange L, der als Modell f�ur die einzelnen La
ks
hi
hten dient.Die beiden F�alle mit Quellterm entspre
hen der Situation, da� der Laserstrahlinnerhalb der Probe absorbiert wird. Dabei wird angenommen, da� es ni
ht zuoptis
her Re
exion - zum Beispiel am �Ubergang La
k-Substrat - kommt, also dieEnergie bereits zum �uberwiegenden Teil ober
�a
hennah absorbiert wurde. DieModellierung von Re
exion kann gegebenenfalls analog obiger Beweisidee herge-leitet werden.An dieser Stelle m�ussen wir etwas vorwegnehmen, was si
h erst in der Praxisherausgestellt hat: Es war anhand der gegebenen Daten ni
ht m�ogli
h bzw. sinn-voll vers
hiedene AbsorptionskoeÆzienten f�ur jede S
hi
ht zuzulassen. Wir gehendaher in unserem Modell vereinfa
hend davon aus, da� alle oberen S
hi
hten denglei
hen AbsorptionskoeÆzienten � aufweisen. und da� das Substrat ni
ht ab-sobiert. Kommen wir nun zum Ausgangsproblem (2.2.1) zur�u
k und betra
htenwir das gekoppelte System aufeinanderliegender S
hi
hten, die jeweils konstantephysikalis
he Parameter vorweisen. Es werden lokale Variablen f�ur jede S
hi
htwie folgt eingef�uhrt: �(x) := max0�j�N�1xj � xT (x) =: T�(x)(x� x�(x))Tj(x) = Aj e��jx +Bj e�jx + Cj e��xmit x0 = 0 und Tj(x); 0 � x � Lj erf�ulle�2�x2Tj(x)� �2T (x) = ��qj exp(��x)und qj = Q0kj exp(��xj)Dur
h diese lokalen Variablen ersparen wir uns die im folgenden umst�andli
hwirkenden Umre
hnungen der Ortsvariable, die nun lokal innerhalb jeder S
hi
htvon 0 bis Lj; der jeweiligen S
hi
htdi
ke l�auft. Weitere Vereinfa
hung der Notationerrei
hen wir dur
h Auslassen des Argumentes !, das bis auf weiteres als festangenommen werden kann.Wir su
hen eine stetige L�osung im Sinne von Problemstellung (2.2.1)��xT0(0) = ��xTN�1(LN�1) = 0; (2.13)Tj(Lj) = Tj+1(0); (2.14)kj ��xTj(Lj) = kj+1 ��xTj+1(0); (2.15)



26 KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND SIGNALANALYSEj = 0; : : : ; N � 2: Dabei wurden die �Uberg�ange vom Objekt zur Umgebung alsisolierend angenommen (2.13). Soll der W�arme
u� in die umgebende Luft ber�u
k-si
htigt werden, so kann dies ges
hehen, indem die Umgebung als unbegrenzterFestk�orper mit der thermis
hen Konduktivit�at der Luft angesetzt wird.Die Temperaturverteilung Tj in den einzelnen S
hi
hten erf�ullt die Di�erential-glei
hung �2�x2Tj(x)� �2Tj(x) = ��exp(��x)qj;mit der Quellverteilung qj = q1e��xj�1 :Die Glei
hungen (2.13-2.15) ergeben insgesamt ein lineares Glei
hungssystem f�urdie KoeÆzienten Aj und Bj; j = 0; : : : ; N � 1��0A0 + �0B0 = �C0;�kj�j(e��jLjAj � e�jLjBj) + kj+1�j+1(Aj+1 �Bj+1) = � �kjCje��Lj � kj+1Cj+1� ;e��jLjAj + e�jLjBj � Aj+1 � Bj+1 = Cj+1 � Cje��Lj ;��N�1e��N�1LN�1AN�1 + �N�1e�N�1LN�1BN�1 = �CN�1e��L;mit j = 1; :::; N � 2. Mit den folgenden Re
hnungen leiten wir eine ges
hlosseneL�osung des Glei
hungssystems her. Wir formen die letzte Glei
hung um zuEN�1AN�1 +BN�1 = FN�1; (2.16)mit EN�1 = � exp (�2�N�1LN�1);FN�1 = h�CN�1e��LN�1i ��1N�1e��N�1LN�1= "�qN�1 ��2N�1 � �2 e��LN�1# ��1N�1e��N�1LN�1= ��1N�1 24 1(�N�1� )2 � 1qN�1e��N�1LN�135 e��LN�1= ��1N�1 24 1(�N�1� )2 � 1q1e��xN�2e��N�1LN�135 e��LN�1= q1�N�1 1(�N�1� )2 � 1e��xN�1��N�1LN�1 :Weiterhin haben wir�sjAje��jLj + sjBje�jLj + Aj+1 � Bj+1 = Gj; (2.17)Aje��jLj +Bje�jLj � Aj+1 � Bj+1 = Hj; (2.18)Ej+1Aj+1 +Bj+1 = Fj+1; (2.19)



2.2. SCHICHTSTRUKTURIERTE MATERIALIEN 27mit sj = kj�jkj+1�j+1 = 1 +Rj1�Rj ;Gj = �kjCje��Lj � kj+1Cj+1kj+1�j+1 ;Hj = Cj+1 � Cje��Lj :Die Variable Rj bezei
hnet die bedeutsame Gr�o�e des E�usivit�atskontrastesRj = ej�1 � ejej�1 + ej :Es gilt �1 � Rj � 1, ein E�usi�t�atskontrast von 0 liegt zwis
hen S
hi
htenglei
her E�usivit�at vor, und ein E�usivit�atskontrast von 1 weist auf den �Ubergangzu einem Isolator hin.Au
�osen der Glei
hungen (2.17-2.19) ergibt zusammen mit (2.16) eine rekursiveFormel zur Bestimmung der gesu
hten KoeÆzienten Aj nud BjEjAj +Bj = Fj;wobeiEj = 1�Ej+11+Ej+1 � sj1�Ej+11+Ej+1 + sj e�2�jL = �1� 1+Rj1�Rj 1�Ej+11+Ej+11 + 1+Rj1�Rj 1�Ej+11+Ej+1 e�2�jL;Fj = Fj+1 �1 + 1�Ej+11+Ej+1�� Cj �1� ��j 1+Rj1�Rj 1�Ej+11+Ej+1� e��Lj + Cj+1 �1� ��j+1�1 + 1+Rj1�Rj 1�Ej+11+Ej+1 e��jLj :Bemerkung 2.2.3 Wir interessieren uns im Falle der Ober
�a
hendetektion f�urdie Temperatur an der Ober
�a
he, die nun in eine re
ht einfa
he Darstellung hatT (0) = A1 +B1 + C1 = 2A1 + (1 + �=�1)C1 (2.20)= ��1C1 241 + �1� � 21� �1� F1C11 + E1 35 : (2.21)Bemerkung 2.2.4 Bei der numeris
hen Auswertung dieses Ausdru
kes (2.20)f�ur die Ober
�a
hentemperatur sind die folgenden Terme zu bere
hnenFN�1C1 = q1�1 1(�N�1� )2�1e��N�1xN�1��N�1LN�1q1� 1(�1� )2�1= ��N�1 (�1� )2 � 1(�N�1� )2 � 1e��N�1xN�1��N�1LN�1 ;CjC1 = (�1� )2 � 1(�j� )2 � 1e��xj�1 :



28 KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND SIGNALANALYSEBetra
hten wir die freien Parameter in diesen Ausdr�u
ken, so f�allt auf, da� proS
hi
ht derer nur zwei vorliegen, die dritte l�a�t si
h n�amli
h aus den beidenanderen bere
hnen �Lj = " ��j # � [�jLj℄; (2.22)bzw. unter Ausnutzung von �j = (1 + i)q!=2�j�Lj = h�p�ji � " Ljp�j # : (2.23)2.3 Signalanalyse: Simultane KalibrierungDas Ziel der der Auswertung des Zeitsignals (s. Abb. 1.1) ist es, Informationen zuextrahieren, die es erm�ogli
hen die freien Parameter (2.22) mit einem Verfahrenzur ni
htlinearen Optimierung zu bestimmen. Eine besondere Anforderung an dasVerfahren ist dur
h die Forderung der industriellen Verwendbarkeit des Vorgehensbestimmt. Optimal w�are eine Aufbereitung des Signals, deren Ergebnis nur vonvon der S
hi
htdi
ke des La
kes beein
u�t wird. Die Ein
u�gr�ossen die aber zu-mindest �ubrig bleiben sind die thermophysikalis
hen Parameter (2.22), sowie einGer�ateparameter K, der alle E�ekte zusammenfa�t, die dur
h die Me�apparatureingebra
ht werden, also1. Spektrum der Detektivit�at des Detektors.2. Absorptionsspektrum der Probe.3. Wellenl�ange des eingestrahlten Laserli
htes.4. Maximum der absorbierten Energie.5. Ein
u� von Linsen.6. Eigens
haften der eingesetzten Elektronik.7. Langfristige �Anderungen der Hintergundstrahlung.Wir nehmen an, da� K ni
ht, oder verna
hl�assigbar wenig von der Abstastfre-quenz abh�angig ist. Gegebenenfalls mu� die Abh�angigkeit von der Frequenz miteiner Kalibriermessung bestimmt werden. Wir rufen uns in Erinnerung, da� dasDetektorsignal S �uberS(!) = K �IR Z L0 exp(��IR x)T (x; !)dx



2.3. SIGNALANALYSE: SIMULTANE KALIBRIERUNG 29bestimmt ist [17℄. In vielen photothermis
hen und photoakustis
hen Anwendun-gen wird das Detektorsignal S mit einem Refenzsignal Sr(!) normiert. DieseNormierung erfolgt dur
h Division der komplexen Zahlen S und Sr:S(!)Sr(!) = Kq0�a�IR LR0 exp(��IRx)T (x;!)q0� dxKq0;r�a;r�IR;r LR0 exp(��IR;rx)T (x;!)q0;r�r dx (2.24)Die Normierung (2.24) hat den E�ekt, da� der Faktor K si
h herausk�urzt, so-lange si
h keine �Anderungen am experimentellen Aufbau ergeben. Die Faktorenq0� und q0;r�, die si
h aus dem Term f�ur die Temperatur im Objekt (2.20) aus-klammern lassen, und �a; �IR k�uzen si
h jedo
h ni
ht heraus, denn die absor-bierte Energie und der EmissionskoeÆzient sind f�ur Probe und Referenzprobe imallgemeinen unters
hiedli
h. Das bedeutet, da� die normierten Daten ledigli
hquantitativ sind, solange keine Kalibrieung dur
hgef�uhrt wird zur Bestimmungdes Parameters q0��IR=q0;r�r�IR;r: In man
hen Anwendungen, bei denen es zumBeispiel um die Bestimmumg des AbsorptionskoeÆzienten [9℄ geht, ist dieser Ef-fekt sehr hilfrei
h. Aber im unserem Falle wirkt er si
h na
hteilig aus, denn esgibt so einen weiteren unbekannten Parameter zu bestimmen, der zudem starkvon Umgebungsbedingungen beein
u�t wird.Ein alternativer Weg zur Normierung des Me�signals beruht auf einer multi-harmonis
hen Anregung (mehrere Frequenzen glei
hzeitig), die ein multi - har-monis
hes Detektorsignal zur Folge hat. Dieser Ansatz erlaubt es uns, einen Fre-quenzanteil des Detektorsignals als Referenz zu nutzen, und einen anderen, oderau
h alle anderen als Informationstr�ager [6℄. Erinnern wir uns an die Fourierent-wi
klung einer Re
hte
kanregung der Periode �:square(t) = 4�  sin(t) + sin(3t)3 + sin(5t)5 + : : :!Es liegt also im Falle der Verwendung eines Choppers eine multi-harmonis
he An-regung vor. Wir wenden f�ur diese spezielle Anregung die folgende Transformationauf die Me�daten S(t) an:S(t) ! bS =  S(!0)3p3S(3!0) ; S(!0)5p5S(5!0) ; :::; S(!0)(2n+ 1)3=2S((2n+ 1)!0) ; :::!T(2.25)Es sei no
h ein mal darauf hingewiesen, da� S(!) f�ur die Fouriertransformiertevon S ausgewertet zur Frequenz ! steht. Bei realen Anwendungen sind ho
hfre-quente Anteile st�arker verraus
ht, so da� nur einige der Komponenten des VektorsbS genutzt werden k�onnen. Die Nenner 3; 5; :::; (2n� 1); ::: werden eingesetzt, umden geringeren Amplitudenlevel im Falle der Re
hte
kanregung auszuglei
hen.Die Z�ahler p2n+ 1 sind so gew�ahlt, da� alle Eintr�age von bS eine Amplitude



30 KAPITEL 2. MODELLIERUNG UND SIGNALANALYSEvon eins und eine Phase von null haben f�ur den halbunendli
hen Festk�orper mitOber
�a
henabsorption und -emission. Die Eintr�age bSn des Vektors bS sind:bSn = (2n+ 1)�3=2S(!0)S((2n+ 1)!0) = (2n + 1)�3=2 R L0 exp(��IRx)T (x; !0)dxR L0 exp(��IRx)T (x; (2n+ 1)!0)dx(2.26)Im Gegensatz zu (2.24) haben wir nun den selben Faktor ��IRq0 in unseremRefenzsignal und in dem Informationstr�agersignal, so da� ��IRq0 si
h bei derDivision (2.26) herausk�urzt. Wir nennen die Abbildung S(t) ! bS SimultaneKalibrierung da Me�vorgang und Kalibriermessung in einem Experiment paral-lel dur
hgef�uhrt werden. Vergli
hen mit der �ubli
hen Form der Normierung perReferenzprobe ergeben si
h einige wi
htige Vorteile:1. Unabh�angigkeit von unerw�uns
hten Ein
�ussen gem�a� der Aufz�ahlung zuBeginn des Abs
hnittes.2. Bauteile des Me�apparates k�onnen ausgetaus
ht werden, ohne, da� davondas normierte Signal beein
u�t wird.3. Langzeit�anderung der Hintergundstrahlung haben nur in der �Ubergangs-phase Auswirkungen auf das normierte Signal.4. Vergli
hen mit Methoden, die nur die erste Harmonis
he als Informations-tr�ager ausnutzen, stehen nun mit einer Messung Informationen zu mehrerenEindringtiefen zur Verf�ugung.



Kapitel 3Praktis
he Anwendung:La
ks
hi
htdi
kenbestimmungDer Aufbau der Me�apparatur wird dargestellt in Abbildung (2). Es wird einCO2 Laser eingesetzt, dessen Ausgangsstrahl mit einem me
hanis
hen Choppermoduliert wird. Der modulierte Strahl wird dur
h eine ZnSe Linse fokussiert, soda� der Strahl den Spiegel dur
h ein kleines Lo
h in demselben passieren kann.Mit dieser Linse wird die Gr�o�e des Laserspots auf der Probe kontrolliert. DieFunktion des Spiegels besteht darin, die von der Probe ausgehende Infrarotstrah-lung in Ri
htung des Detektors abzulenken. Eine weitere (CAFl) Linse dient derFokussierung der Strahlung auf den HgCdTe Detektor. Na
hdem das Detektor-signal dur
h einen Vorverst�arker aufbereitet wurde, erfa�t ein Computer mittelseiner Analog-Digital Umwandlung mit einer Sampling Rate von 200 MHz dasSignal als Zeitreihe.Die Auswertung dieser Zeitreihe, die im Computer dur
hgef�uhrt wird, liefert letzt-li
h die Di
ke der La
ks
hi
ht. Wegen der Sensitivit�at der Zeitreihe bez�ugli
hvieler Ein
u�gr�o�en �uber die La
ks
hi
htdi
ke hinaus (vgl. Kapitel zur Signal-analyse) ist das folgende Vorgehen zur Bestimmung der La
ks
hi
htdi
ke in dieindustrielle Praxis �ubergegangen, es wird allgemein als Kalibrierverfahren be-zei
hnet:� Kalibrierungsmessung: Mit einem bestimmten Me�ger�at wird eine bestimm-te Sorte La
k auf einem bestimmten Substrat vermessen: Zu mehreren Pro-ben mit unters
hiedli
hen La
ks
hi
htdi
ken werden Zeitreihen aufgenom-men. Die La
ks
hi
htdi
ken dieser Proben sind bekannt dur
h Messung mitanderen Methoden, zum Beispiel dur
h (ni
ht kontaktfreie) Ultras
hall-messungen. Aus den Zeitreihen werden Phasenwerte ermittelt, und einesogenannte Kalibrierkurve wird erstellt, bei der auf der x-A
hse die La
k-s
hi
htdi
ken und auf der y-A
hse die zugeh�origen Phasenwerte aufgetragenwerden. Die Punkte werden zu einer Kurve verbunden, oder eine Geradeapproximiert ihren Verlauf. 31



32 KAPITEL 3. LACKSCHICHTDICKENBESTIMMUNG� Di
kenmessung: Eine Probe, bei der die La
ks
hi
htdi
ke zu bestimmenist, wird wie beim Kalibriervorgang vermessen und ein Phasenwert wirdbestimmt. An der Kalibrierkurve kann nun - per Computerprogramm - diezugeh�orige S
hi
htdi
ke abgelesen und ausgegeben werden.In der Praxis hat si
h dieses Verfahren als sehr robust und industrietaugli
herwiesen. Die errei
hbare Genauigkeit liegt bei unter einem �m und ist damitausrei
hend um die Qualit�atskontrolle bei der La
kaufbringung dur
hzuf�uhren,und dar�uberhinaus als Eingangsg�o�e f�ur einen Regelkreises zu dienen, der dieAufspr�uhst�arke kontrolliert.3.1 ZielsetzungNa
hteile des bes
hriebenen Verfahrens ergeben si
h ni
ht dur
h mangelnde Me�-genauigkeit oder mangelnde Stabilit�at, als vielmehr dur
h Na
hteile, die allenKalibriermethoden mehr oder weniger gemeinsam sind:1. Die Dur
hf�uhrung von Kalibrierungen ist aufwendig. Es m�ussen entspre-
hende Proben hergestellt und vermessen werden. Je h�oher die angestrebteGenauigkeit und je gr�o�er der Me�berei
h sein soll, desto mehr Kalibrier-messungen m�ussen dur
hgef�uhrt werden.2. Wenn relevante Teile des Apparates ausgetaus
ht werden, m�ussen mit ho-her Wahrs
heinli
hkeit alle bereits vorgenommenen Kalibrierungen erneutdur
hgef�uhrt werden.3. Das Verfahren bietet keinen Ansatz zur Weiterentwi
klung, zum Beispielf�ur die Messung von mehreren �ubereinander aufgebra
hten S
hi
hten.Die Zielsetzung der im folgenden vorgestellten Weiterentwi
klung des Kalibrier-verfahrens besteht in der �Uberwindung bzw. Abs
hw�a
hung dieser Na
hteile. DieMethoden, die hierzu eingesetzt werden sind einmal eine Parameteridenti�zierungzur Bestimmung der La
ks
hi
htdi
ke und anderer Gr�o�en. Das hei�t wir �ndenuns damit ab, da� es mehrere Parameter gibt, die die Messungen beein
u�en,und die wir ebenfalls mitbestimmen m�ussen, au
h wenn wir eigentli
h ni
ht anihnen interessiert sind. Und die zweite Methode betri�t die Signalverarbeitung,die vor der Parameteridenti�zierung soweit m�ogli
h alle unerw�uns
hten Ein
�u�eaus dem Signal entfernt, gemeint ist Simultane Kalibrierung. Eine weitere pra-xisrelevante Zielsetzung ist die Vereinfa
hung der BEstimmung der optimalenAnregungsfrequenz f�ur die Messung.



3.2. SENSITIVIT�ATSANFORDERUNGEN AN MODELL UND DATEN 333.2 Sensitivit�atsanforderungen an Modell undDatenVoraussetzung f�ur eine erfolgrei
he, au
h unter dem Ein
u� von St�orungen in denMe�daten stabile Identi�zierung von Parametern ist die Sensitivit�at der Datenbez�ugli
h �Anderungen der zu bestimmenden Parameter. Anders ausgedr�u
kt, dasProblem der Identi�zierung eines Parameters sollte gut konditioniert sein. Beson-ders kompliziert ist die Lage im Falle thermis
her Wellen. Diese haben n�amli
heine von der Chopperfrequenz und vom Objekt selbst abh�angige Eindringtiefe� = r�!:Ist die Anregungsfrequenz zu klein oder zu gro�, so liefern Proben mit unter-s
hiedli
hen La
ks
hi
htdi
ken im Rahmen der Me�genauigkeit ni
ht unters
heid-bare Me�daten. Es liegt also keine Sensitivit�at bez�ugli
h �Anderungen des Parame-ters La
ks
hi
htdi
ke vor. In Kapitel (4) werden wir uns eingehend mit der Frageder Wahl geeigneter Anregungsfrequenzen befassen. F�ur den Fall von ges
hi
hte-ten Proben La
k auf Metall kann anhand des S
hi
htmodelles (2.2.3) die optimaleAnregungsfrequenz bestimmt werden, wenn die Parameter der Probe bereits be-stimmt wurden. Hierzu di�enernzieren wir die Modellfunktion na
h der S
hi
ht-di
ke und bestimmen von dieser Ableitung das Betragsmaximum bez�ugli
h derAnregungsfrequenz.Dur
h die Signalaufbereitung mittels Simultaner Kalibrierung reduzieren wir dieAnzahl der Parameter, die Ein
u� auf das Signal haben. Es bleiben die thermo-physikalis
hen und geometris
hen Eigens
haften der Probe, die f�ur die Ausbrei-tung der W�arme innerhalb der Probe verantwortli
h sind, und die Parameter,die Emissions- und Absorptionseigens
haften der Probe bes
hreiben. Dur
h ge-eignete Wahl der Anregungsfrequenz, so hat die Praxis gezeigt, kann eine hinrei-
hende Sensitivit�at der thermophysikalis
hen Parameter (2.22) typis
her Probenerrei
ht werden. Eine besondere Problematik liegt allerdings bei den Parameternf�ur die optis
he AbsorptionskoeÆzienten �a und dem InfrarotemissionskoeÆzient�IR vor.Wir betra
hten eine Probe, bestehend aus einer La
ks
hi
ht auf einem metalli-s
hen Substrat. Wie in (2.2) kann die TemperaturverteilungT (x) = A0 exp(��0x) +B0 exp(�0x) + C0 exp(��ax)hergeleitet werden mit A0 = �C0�a�0 1 + eE01 + E0 ;



34 KAPITEL 3. LACKSCHICHTDICKENBESTIMMUNGB0 = A0 + �a�0C;C0 = q0�a�20 � �2a ;wobei fE0 = �0�a � 1+R11�R1 1�E11+E11 + 1+R11�R1 1�E11+E1 e�(�+�0)L0 ;E0 = 1� 1+R11�R1 1�E11+E11 + 1+R11�R1 1�E11+E1 e�2�0L0 :Das Detektorsignal ergibt si
h (bis auf einen konstanten Faktor) als [17℄SD(!) = Z L0 e��IRT (x; !) dx;= a0A0 + b0B0 + 
0C0;mit a0 = 1� e�(�0+�IR)L0�0 + �IR ;b0 = �1� e(�0��IR)L0�0 � �IR ;
0 = 1� e�(�a+�IR)L0�a + �IR :Wir betra
hten die beiden F�alle:I: Ober
�a
henabsorption und Tiefenemission: �a !1C ��0 ! �Q0�0 ; (3.1)bE0 ! 0; (3.2)und demna
h A0 ! Q0�0 11 + E0 ; (3.3)B1 ! �Q0�0 E01 + E0 ; (3.4)C ! 0: (3.5)



3.2. SENSITIVIT�ATSANFORDERUNGEN AN MODELL UND DATEN 35F�ur das Detektorsignal erhalten wirSDI(!) = a0 q0�0 11 + E0 � b0 q0�0 E01 + E0= �IR 1� e�(�0+�IR)L0�0 + �IR q0�0 11 + E0 + �IR 1� e(�0��IR)L0�0 � �IR q0�0 E01 + E0 ;= q0�IR�1(1 + E0)  1� e�(�0+�IR)L0�1 + �IR + 1� e(�0��IR)L0�0 � �IR E0! :II: Ober
�a
henemission und Tiefenabsorption, �IR ! 1 : In diesem Fall gilta0 = b0 = 
0 undSDII(!) = T (0)= A0 +B0 + C0= A0 + A0 + �a�0C + C= C0 "1 + �a�0 � 2�a�0 1 + eE01 + E0#= C01 + E0 " 1 + �a�0! (1 + E0)� 2�a�0 �1 + eE0�#= C01 + E0 " 1� �a�0 �1 + 2 eE0�!+  1 + �a�0!E0# :Satz 3.2.1 Sei �IR = �a := �. Dann ist SDI(!) = SDII(!)Beweis: Sei F0 = 1 +R11� R1 1� E11 + E1 :Dann gilteE0 = �0� � F01 + F0 e�(�0+�)L0= 12 (�0� � 1)(1 + F0) + (�0� + 1)(1� F0)1 + F0 e�(�0+�)L0= 12� ��0 � � + (�0 + �)1� F01 + F0� e�(�0+�)L0= 12� �(�0 � �)e�(�0+�)L0 + (�0 + �)e(�0��)L0 1� F01 + F0 e�2�0L0�= 12� �(�0 � �)e�(�0+�)L0 + (�0 + �)e(�0��)L0E0� :



36 KAPITEL 3. LACKSCHICHTDICKENBESTIMMUNGEinsetzen in (3.6) liefertSDII(!) = C1 + E0 " 1� ��0  1 + 1� �(�0 � �)e�(�0+�)L0 + (�0 + �)e(�0��)L0E0�!!+ 1 + ��0!E0#= q0�1 + E0 (�0 � �)� (�0 � �)e�(�0+�)L0 � (�0 + �)e(�0��)L0E0 + (�0 + �)E0(�0 + �)(�0 � �)�0= q0��0(1 + E0)  1� e�(�0+�)L0�0 + � + 1� e(�0��)L0�0 � � E0!= SDI(!):Bemerkung 3.2.2 Das bedeutet f�ur den Fall der Zwei-S
hi
ht-Probe: Wennnur einer der E�ekte Tiefenemission oder Tiefenabsorption vorliegt, und es si
hum gro�e KoeÆzienten � handelt (geringe Eindringtiefe), so k�onnen wir an-hand gest�orter Me�daten ni
ht unters
heiden, um wel
hen Fall es si
h handelt.Dar�uberhinaus bedeutet dies, da� zumindest f�ur gro�e � und �IR einer der Para-meter den E�ekt des anderen kompensieren kann. Die Bestimmung dieser beidenParameter ist demna
h ein s
hle
ht konditioniertes Problem. Da wir ni
ht origin�aran der Bestimmung der Absorptions- und EmissionskoeÆzienten interessiert sind,k�onnen wir in der Praxis mit dem vereinfa
hten Modell arbeiten, bei dem nureiner der beiden E�ekte Tiefenabsorption bzw. -emission ber�u
ksi
htigt wird.Bemerkung 3.2.3 Die sensitiven Parameter, mit denen wir im folgenden Pro-ben mit S
hi
htstruktur bes
hreiben wollen sind:1�p� thermo-optis
her AbsorptionskoeÆzient;Lp� thermis
he S
hi
htdi
ke;R E�usivit�atskontrast zur n�a
hsten S
hi
ht:Pro S
hi
ht haben wir es mit diesen drei Parametern zu tun. Es gen�ugt allerdingsden thermo-optis
hen AbsorptionskoeÆzienten nur f�ur die oberste S
hi
ht zu be-stimmen, wenn angenommen werden kann, da� die eingestrahlte Energie in derobersten S
hi
ht absorbiert wird. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn essi
h bei der zweiten S
hi
ht um eine Metalls
hi
ht handelt. F�ur die tieferliegendenS
hi
hten bleiben dann nur no
h jeweils zwei Parameter zu bestimmen.3.3 Te
hnologis
he UmsetzungNa
hdem nun die Art und Weise der Datenerfassung und der damit verbundenenProblematik umri�en wurden, und die Normierung der Daten sowie die Modellbil-dung bespro
hen sind, bleibt no
h die Frage zu kl�aren, wie diese Kenntnisse nun



3.3. TECHNOLOGISCHE UMSETZUNG 37zu einem neuen Me�verfahren zusammengef�uhrt werden k�onnen. Hierzu ben�oti-gen wir no
h einen zentralen Baustein: ein Optimierungsverfahren, das einge-setzt wird, um die freien Parameter so anzupassen, da� Me�daten und Modell ineinem optimalen Sinne zusammenpassen. Es wird dieser Vorgang oft als Multi-Parameter Fitting bezei
hnet, wenn mehrere freie Parameter anzupassen sind.�Ahnli
he Ans�atze �nden si
h au
h in der Literatur, zumeist bei Verfahren zurDi�usivit�atsbestimmung [28℄, [31℄, [35℄. Alle Parameteridenti�zierungen wurdenmit dem Gauss-Newton Verfahren dur
hgef�uhrt.
3.3.1 KalibriervorgangEs wird ein sogenannter Frequenzs
an dur
hgef�uhrt. Hierzu werden zu Anre-gungsfrequenzen in einem Intervall [!1; !m℄ Me�daten erfa�t und mittels Simul-taner Kalibrierung (2.25) ausgewertet. Die Messungen werden an einer oder meh-reren Proben La
k auf Metall, mit bekannten La
ks
hi
htdi
ken aufgenommen.Anregungsfrequenzen werden verteilt (zum Beispiel) wie!j = !1 +qj � 1 (!m � !1)pm� 1um eine glei
hm�a�ige Verteilung der thermis
hen Eindringtiefen zu errei
hen.Ausdr�u
kli
h sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da� eine sol
he Vertei-lung der Anregungsfrequenzen ni
ht erforderli
h ist f�ur eine erfolgrei
he Para-meteridenti�zierung. Es handelt si
h ledigli
h um eine besonders g�unstige Ver-teilung (siehe 4.3). Die Anzahl der Anregungsfrequenzen sollte m�ogli
hst gro�gew�ahlt werden, mindestens aber so viele Anregungsfrequenzen wie Parameter.Das Intervall in dem die Frequenzen liegen sollten ist von der jeweiligen Pro-be abh�angig. Die maximale Anregungsfrequenz !m sollte so gew�ahlt werden, da�weitere Erh�ohung der Anregungsfrequenz keine Ver�anderung der Daten mehr her-vorruft. Niedrige Anregungsfrequenzen entspre
hen gro�en Eindringtiefen. Datenzu niederigen Frequenzen dienen der Erfassung der Parameter des Substrates. DieDaten zu hohen Frequenzen betre�en die La
ks
hi
ht.Liegen die Daten S als Frequenzs
an vor, werden sie entspe
hend (2.25) normiertbS =  S(!)3p3S(3!); S(!)5p5S(5!); :::; S(!)(2n+ 1)3=2S((2n+ 1)!) ; :::!T : (3.6)



38 KAPITEL 3. LACKSCHICHTDICKENBESTIMMUNGEin Verfahren zur ni
htlinearen Optimierung (z.B. Gauss-Newton) wird ange-wendet, um das folgende Funktional
minx2X
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(3.7)
zu minimieren. Wobei IR f�ur die Modellfunktion steht, die numeris
h ausgewertetwird. Gesu
ht sind die Parameterx =  1�p�0 ; L0p�0 ; R1; : : :!aus der Menge X der physikalis
h sinnvollen Parameter. Es handelt si
h demna
hum ein ni
htlineares Minimierungs Problem mit Restriktion: Gesu
ht sind q Pa-rameter aus der Menge X, die die ersten p Komponenten des Vektors bS, die si
hvia Simultaner Kalibrierung aus den Me�daten ergeben, in optimale �Ubereinstim-mung bringen, mit den si
h aus dem Mathematis
hen Modell (2.2.3) ergebendenWerten IR, die den Me�daten entspre
hend transformiert werden.Weil die La
ks
hi
htdi
ke(n) bei der Kalibriermessung bekannt sind, k�onnen wirnun die Di�usivit�at der La
ks
hi
ht�1 = � 1x2L1�2direkt bestimmen. Liegen Frequenzs
ans zu vers
hiedenen Proben mit glei
henMaterialien, aber unters
hiedli
her La
kdi
ken vor, so verl�angert si
h der Vektor(3.7) entspe
hend. Allerdings mu� das Modell in diesem Fall so modi�ziert wer-den, da� die La
kdi
ke als bekannte Eingangsgr�o�e modelliert wird, und damitParameter x2 = 1=�1.Liegen nun die Parameter na
h erfolgrei
her Bere
hnung vor, so haben wir da-mit sozusagen eine abstrakte Form einer Kalibrierkurve in der Hand. Eine Kali-brierkurve im �ubli
hen Sinn erhalten wir dur
h Auswerten den Mathematis
henModelles zu vers
hiedenen S
hi
htdi
ken bei fester Anregungsfrequenz, und zwarjeweils eine f�ur jede Komponente von bS die genutzt werden soll.Bemerkung 3.3.1 Die Frage, wel
he Frequenz si
h am besten als Anregungs-frequenz eignet, kann, wie bereits angemerkt wurde, dur
h Di�erenzieren der



3.3. TECHNOLOGISCHE UMSETZUNG 39Modellfunktion na
h der S
hi
htdi
ke beantwortet werden, wenn die thermophy-sikalis
hen Parameter bereits vorliegen. Do
h au
h s
hon am Frequenzs
an l�a�tsi
h die optimale Anregungsfrequenz ablesen.Wir su
hen die Frequenz, bei der die beste Sensitivit�at bez�ugli
h �Anderung derS
hi
htdi
ke vorliegt. Betra
hten wir das Modell f�ur ein Zweis
hi
htsystem La
kauf Metall (2.2.3), so gilt f�ur die Ober
�a
hentemperatur und damit n�aherungs-weise f�ur das Infrarotsignal��!p!T (!; x = 0; L) � ��!p! I�0k0 �1� 2�1� 11 +R0e�2�0L0 ��� �R 12! ��2L(1 + i) 1p2�� e�2�0L0(1 +Re�2�0L0)2= �L0! 2�0R0e�2�0L0(1 +Re�2�0L0)2= �L0! ��LT (!; x = 0)Wir erhalten einen einfa
hen Zusammenhang zwis
hen der Sensitivit�at bez�ugli
hder Anregungsfrequenz und bez�ugli
h der S
hi
htdi
ke, der es erlaubt aus dernumeris
h bestimmbaren Ableitung des Detektorsignals bez�ugli
h der Frequenzauf eine Approximation der Sensitivit�at bez�ugli
h der S
hi
htdi
ke zu s
hlie�en.Die optimale Anregungsfrequenz ergibt si
h dur
h Maximieren des Ausdru
kes:max! �����! ��! �p! IR(!)������ (3.8)3.3.2 Me�vorgangDie Wahl der Anregungsfrequenz ist au
h dur
h die erforderli
he Me�ges
hwin-digkeit bestimmt. Bei h�oherer Frequenz ist die Dauer der Me�wertaufnahme ge-ringer, das hei�t da� au
h andere Gesi
htspunkte bei der Wahl der Anregungs-frequenz zu ber�u
ksi
htigen sind als es die Forderung (3.8) nahelegt. Um dasSignal zu Raus
hen Verh�altnis zu verbessern, werden m�ogli
hst viele Periodendes Zeitsignals aufgenommen. Die FourierkoeÆzienten werden dur
h Mittelung�uber die Perioden bestimmt. Beim zeitunkritis
hen Kalibriervorgang kann hiergro�z�ugig vorgegangen werden. Beim Me�vorgang, der etwa einmal pro Sekun-de einen S
hi
htdi
kenwert liefern soll, sind verglei
hsweise wenige Mittelungenm�ogli
h. Bei Anwendung der Simultanen Kalibrierung (2.25) als Normierungs-verfahren werden h�ohere Harmonis
he des Zeitsignals ausgewertet, deren Signalzu Raus
hen Verh�altnis s
hle
hter ist, als dasjenige der ersten Harmonis
hen.W�ahrend dies im Kalibriervorgang dadur
h ber�u
ksi
htigt werden kann, da� eineentspre
hend gewi
htete Norm anstelle der 2� Norm in (3.7) eingesetzt wird, istbeim Me�vorgang ein andere Methode erforderli
h: In Anbetra
ht der Tatsa
he,



40 KAPITEL 3. LACKSCHICHTDICKENBESTIMMUNGda� es darum geht eine mehr oder weniger konstante S
hi
htdi
ke zu messen undzu kontrollieren, ist ein Mittelungsalgorithmus sinnvoll, der entspre
hend demvers
hiedenen Signal zu Raus
hen Verh�altnis die Anzahl der Mittelungen f�ur dieh�oheren Harmonis
hen h�oher ansetzt.Beim Me�vorgang werden Daten nur no
h zu einer Anregungsrequenz aufgenom-men. Es sind alle Parameter der Probe bekannt, ledigli
h die La
ks
hi
htdi
ke darfvariieren. Wo beim klassis
hen Kalibrierverfahren anhand einer Kalibrierkurve dieS
hi
htdi
ke abgelesen wird, m�ussen wir nun eine ni
htlineare Glei
hung l�osen,denn die Kalibrierkurve ist in Form der ni
htlineare Modellfunktion gegeben. Eskann das Newton Verfahren eingesetzt werden, oder aber das Bisektionsverfahren,das wegen seiner Robustheit Vorteile bietet.3.3.3 Single Sample CalibrationEs ist also m�ogli
h mit nur einer einzigen Probe, bei der die La
ks
hi
htdi
kebekannt ist, eine Kalibrierung der Me�vorri
htung dur
hzuf�uhren. Dies wurdeerst dur
h den Einsatz von Modellierung und Parameteridenti�zierung m�ogli
h.Das klassis
he Kalibrierverfahren ben�otigt mindestens zwei Proben, die als Ka-librierkurve eine (weniger genaue) Gerade ergeben. Weiterhin k�onnen mehrereKalibrierproben ausgewertet werden, die Anzahl der vers
hiedenen Proben ver-bessert die Approximationsqualit�at.Neben der M�ogli
hkeit mit nur einer Probe zu kalibrieren hat si
h ein weiteresEinsatzgebiet ergeben, n�amli
h in dem Falle, da� die Di
ke der zu vermessendenProben dur
h die Di
ke einer Referenzprobe festgelegt sein soll, aber diese Di
keni
ht vorliegt. Dann kann n�amli
h die Abwei
hung der S
hi
htdi
ke einer anderenProbe von der Referenz quantitativ in % angegeben werden.3.4 Numeris
he ErgebnisseDer experimentelle Aufbau ist in den Abbildungen (1) und (2) dargestellt. Mitdieser Apparatur wurden se
hs Proben vermessen. Die Proben unters
heiden si
hnur in der S
hi
htdi
ke der obersten La
ks
hi
ht. Eine weitere La
ks
hi
ht, dieals Haftgrund dient, und die Substrats
hi
ht aus Stahl sind bei allen Probenann�ahernd glei
h. Die Gesamtdi
ke der beiden La
ks
hi
hten ist bekannt, sie va-riiert in 2�m S
hritten zwis
hen 10�m und 20�m. Die Di
ke der Metalls
hi
htbetrug 430�m: Mit diesem Probensatz wurden die folgenden ben
hmarks de�-niert, die zur Veri�zierung des mathematis
hen Modells und der Annahmen �uberdie normierenden Eigens
haften der Simultanen Kalibrierung herangezogen wur-den
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Abbildung 3.1: Normierte Amplitude j bS1j. Ergebnis des Multi-Parameter-Fits,mit Frequenzs
ans zu allen Proben als DatenBen
hmarksZu allen Proben wurden Frequenzs
ans mit jeweils 10 Anregungsfrequenzen zwi-s
hen 2 Hz und 75 Hz dur
hgef�uhrt.1. Multi-Sample-Calibration: Es werden die Frequenzs
ans zu allenProben und die Kenntnis �uber die S
hi
htdi
ken zur Bestimmung derDi�usivit�at, der thermo-optis
hen Eindringtiefe und des E�usivit�atskon-trats eingesetzt. Mit diesen Parametern werden im zweiten S
hritt dieLa
ks
hi
htdi
ken der einzelnen Proben dur
h Ein-Parameter Fitting be-stimmt.2. Single-Sample-Calibration: Es werden einzelne Frequenzs
ans zurBestimmung der Parameter herangezogen. F�ur jede Probe erhalten wireinen Parametersatz, der in S
hritt zwei zur Bestimmung der S
hi
ht-di
ken der jeweils anderen Proben herangezogen wird.Die Ergebnisse der ben
hmarks sehen wir in den Tabellen (3.1) und (3.2).Zun�a
hst m�ussen wir feststellen, da� das Datenmaterial es ni
ht hergab, die zweiteLa
ks
hi
ht reproduzierbar zu erkennen. Dies �au�erte si
h darin, da� der E�usi-
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Abbildung 3.2: Normierte Phase arg( bS1). Ergebnis des Multi-Parameter-Fits, mitFrequenzs
ans zu allen Proben als Daten



3.4. NUMERISCHE ERGEBNISSE 43

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1 2 3 4 5 6 7 8

N
or

m
ie

rt
e 

A
m

pl
itu

de
 a

bs
(S

2)
 

Chopper Frequenz [sqrt(Hz)]

10 um
12 um
14 um
16 um
18 um
20 um

Abbildung 3.3: Normierte Amplitude j bS2j. Ergebnis des Multi-Parameter-Fits,mit Frequenzs
ans zu allen Proben als Datenvit�atskontrast R2 beim Einsatz eines Drei-S
hi
ht-Modelles gegen 1 konvergiert,also den Kontrast zwis
hen Metall und Luft ann�aherte.F�ur die Parameterbestimmung wurden die ersten beiden Komponenten des Vek-tors bS na
h (3.6) ausgenutzt. Die Phase wurde dur
h Addition eines konstantenFaktors korrigiert, die Amplitude konnte ohne weitere Kalibrierung �ubernommenwerden. Aufgrund der weniger gut quantitativ verwertbaren Phasenwerte wurdedie Norm im Funktional (3.7) so gew�ahlt, da� die Phasenwerte nur mit einemGewi
ht von 25% in die Bewertung eingehen.In Abbildungen (3.1) und (3.2) sehen wir die Ergebnisse der Multiparameter-Fitsna
h ben
hmark 1. Optis
h sind keine gro�en Unters
hiede zu den Ergebnissenbei Single-Sample-Calibration zu erkennen, deshalb wurde auf Abbildungen zudiesen Ergebnissen verzi
htet. In der Darstellung sind die Amplitudenwerte undPhasenwerte der Messung (gepunktet) und die des bes
hriebenen mathemati-s
hen Modells (dur
hgezogene Linien) vergli
hen. Generell kann man sagen, da�die Amplitudenwerte quantitativ besser zum Modell passen. Dies liegt vermut-li
h an dem ni
ht unerhebli
hen frequenzabh�angigen Phasenshift, der dur
h dieElektronik verursa
ht ist, und der gegebenenfalls besser herausgere
hnet werdenm�u�te. Bei der Amplitude ist zu beoba
hten, da� Modell und Daten f�ur hoheFrequenzen weniger gut zusammen passen, als f�ur niedrige. Ursa
he ist vermut-
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Abbildung 3.4: Normierte Phase arg( bS2). Ergebnis des Multi-Parameter-Fits, mitFrequenzs
ans zu allen Proben als Datenli
h die Struktur des Materials: Hohe Frequenzen tasten geringe Tiefen in derLa
ks
hi
ht ab. Dur
h den Tro
knungsproze� des La
kes kommt es vermutli
h zuinhomogener Ausformung des Materials nahe der Oberf�a
he, die die Annahme,es handele si
h um eine homogene S
hi
ht weniger gut zutre�en l�a�t, als im Fallegr�o�erer Tiefen. Wie die sp�ateren Bere
hnungen zeigen werden, ist die Approxi-mationsg�ute f�ur unsere Zwe
ke hinrei
hend gut. In den Abbildungen (3.3) und(3.4) sehen wir die entspre
henden Verglei
he zwis
hen Modell und Daten f�ur diezweite Komponente des Vektors bS. Die Tatsa
he, da� jetzt, wo no
h wesentli
hh�ohere Freuenzen ausgewertet werden, die Phasenwerte quantitativ sogar besserstimmen, als im weniger von St�orung betro�enen Fall der ersten Komponente,best�atigt die Vermutung eines frequenzabh�angigen Phasenshifts, der dur
h dieApparatur verursa
ht wird. Die Amplituden weisen eine verglei
hbare Qualit�atder �Ubereinstimmung auf, wie es bei bS1 der Fall ist.In den Abbildungen (3.5) und (3.6) sehen wir die Ergebnisse des Multiparame-ter�ts na
h ben
hmark 2: Anhand der Daten des Frequenzs
ans zur 16�m Probewurden die Parameter bestimmt. Die Abbildungen zeigen einen Verglei
h zwi-s
hen Modell und Daten. Im Verglei
h zu den Fits, bei denen Daten zu mehrerenProben herangezogen wurde, zeigen diese Fits ni
ht, wie gut das Modell denEin
u� der La
ks
hi
htdi
ke erfa�t. Dies wird aber in den Auswertungen, die in



3.4. NUMERISCHE ERGEBNISSE 45

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1 2 3 4 5 6 7 8

N
or

m
ie

rt
e 

A
m

pl
itu

de

Chopper Frequenz [sqrt(Hz)]

1st order amplitude
2nd order amplitude

Abbildung 3.5: Normierte Amplitude j bS1j; j bS2j. Ergebnis des Multi-Parameter-Fits, mit Frequenzs
ans zur Probe mit 16�m La
ks
hi
ht als Datenden Tabellen (3.1) und (3.2) pr�asentiert werden deutli
h: In (3.1) wird die Re-produzierbarkeit der Parameterbestimmung bei Verwendung der vers
hiedenenProben als Kalibrierproben und bei glei
hzeitiger Verwendung der Daten zu al-len Proben veri�ziert. In Anbetra
ht der Tatsa
he, da� das Modell ni
ht mit demZiel entwi
kelt wurde, die thermo-phyikalis
hen Parameter der Probe zu bestim-men, und insbesondere ein ausgezei
hneter Kompensationsparameter eingef�uhrtwurde, zeigt si
h eine bea
htli
h Robustheit, die bei Einsatz von deutli
h mehrAnregungsfrequenzen si
h weiter verbessern w�urde. Vergli
hen mit den Ergebnis-sen anderer Arbeiten [28℄, [31℄, [35℄, bei denen Methoden mit besserer Sensitivit�at(Mirage E�ekt) benutzt wurden, ers
heint die gemessene Di�usivit�at des La
kesrealistis
h.Einzig die Probe mit 20�m La
ks
hi
ht f�allt aus dem Rahmen. Da sie es in allenRe
hnungen glei
herma�en abwei
hende Ergebnisse liefert, gehen wir davon aus,da� die Angabe der S
hi
htdi
ke von 20�m stark fehlerbehaftet ist.In Tabelle (3.2) sehen wir die Ergebnisse von S
hritt 2 des ben
hmarks. AlleParameter, die in Tabelle (3.1) zu sehen sind, wurden festgehalten, bis auf dieS
hi
htdi
ke der ersten S
hi
ht. Es geht darum die Taugli
hkeit des S
hi
htdi
ken-Me�verfahren zu veri�zieren. Die Di
ke der obersten S
hi
ht wurde an die Daten
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Abbildung 3.6: Normierte Phase arg( bS1), arg( bS2). Ergebnis des Multi-Parameter-Fits, mit Frequenzs
ans zur Probe mit 16�m La
ks
hi
ht als Datender einzelnen Frequenzs
ans angepa�t, und die si
h daraus ergebenden Di
ken inder Tabelle aufgelistet. Bis auf die 20�m Probe kann von einer sehr guten Re-produzierbarkeit der bere
hneten Di
ken gespro
hen werden. Und damit ist derBeweis geliefert, da� der Ein
u� der S
hi
htdi
ke dur
h das Modell sehr gut er-fa�t wird, und da� die Normierung mittels Simultaner Kalibrierung die gesu
hteInformation zug�angli
h ma
ht.
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Kalibrierung mit 1=�1[m℄ �1[m2=s℄ R1 �2[m2=s℄alle Proben: 1.5E-5 9.15E-8 -0.830 1.91E-510 �m : 4.3E-4 8.15E-8 -0.833 1.93E-512 �m : 1.15E-3 8.44E-8 -0.839 2.03E-514 �m : 6.82E-4 9.04E-8 -0.835 1.63E-516 �m : 9.9E-4 9.5E-8 -0.85 1.72E-518 �m : 1.15E-3 9.5E-8 -0.851 1.71E-520 �m : 1.3E-3 1.09E-7 -0.822 1.06E-5Tabelle 3.1: Ergebnisse des Multi-Parameter Fits f�ur das Zweis
hi
ht-Modell.Daten zu Proben vers
hiedener und bekannter La
ks
hi
htdi
ken wurden ausge-nutzt, um die thermophysikalis
hen Parameter der Proben zu bestimmen. DerParameter 1=�1 kompensiert den Ein
u� von Emission und Absorption und istdaher ni
ht ni
ht von quantitativ sinnvoller Gr�o�e.

Kalibrierung mit 10 �m 12 �m 14 �m 16 �m 18 �m 20 �malle Proben: 10.0 12.1 14.2 16.1 18.1 19.410 �m : 10.0 11.9 13.9 15.5 17.3 18.412 �m : 10 12 14 15.7 17.5 18.714 �m : 9.7 11.9 14 15.8 17.8 1916 �m : 9.5 11.7 14.0 16 18.0 19.318 �m : 9.4 11.6 14 16.0 18 19.320 �m : 8.7 11.2 14 16.3 18.6 20Tabelle 3.2: Bere
hnete Di
ken der obersten S
hi
ht f�ur die jeweiligen Proben.Die thermophysikalis
hen Parameter wurden aus Tabelle (3.1) �ubernommen. Al-le Parameter au�er der Di
ke der ersten S
hi
ht wurden festgehalten. Der freibleibende Parameter wurde per Ein-Parameter Fit angepa�t.
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Kapitel 4Modellierung kontinuierli
hver�anderli
herMaterialeigens
haftenNa
hdem ein praxistaugli
hes Verfahren zur La
ks
hi
htdi
kenbestimmung in denvorangehenden Kapiteln entwi
kelt wurde, wird es in diesem Kapitel um die Fragegehen, ob au
h andere mathematis
he Methoden, die mehr Potential f�ur Weiter-entwi
klung bieten, bei der La
ks
hi
htdi
kenbestimmung erfolgrei
h sein k�onnen.Dabei l�osen wir uns von den Eins
hr�ankungen dur
h den te
hnologis
hen Standder Me�te
hnik, und untersu
hen ob der Einsatz von Rekonstruktionsverfahrenerfolgsverspre
hend ist. Unter Rekonstruktionsverfahren ist ein Verfahren zu ver-stehen, das die thermophysikalis
hen Eigens
haften des Objektes als Funktionvon der Ortsvariablen au�a�t. Eine Rekonstruktion dieser Funktion wird dannan der Stelle eine Sprung aufweisen, an der der �Ubergang von der La
k- zur Sub-strats
hi
ht verortet ist, und das ist ja gerade die gesu
hte S
hi
htdi
ke.Es lohnt si
h den Bli
k auf andere Methoden zu lenken, die thermis
he Welleneinsetzen. Insbesondere Verfahren zur Rekonstruktion von E�usivit�ats- bzw. Kon-duktivit�atspro�len von geh�artetem Stahl bieten si
h an, auf ihre Anwendbarkeitbei der S
hi
htdi
kenbestimmung gepr�uft zu werden. Bei geh�artetem Stahl ist diezu rekonstruierende Funktion glatt und wei
ht nur in der N�ahe der Ober
�a
he voneinem (i.a. bekannten) Mittelwert ab. Ausgehend von sol
hem Vorwissen ma
htes Sinn statt des origin�ar ni
htlinearen Problems lineare N�aherungen zu betra
h-ten. Do
h au
h bei der Bestimmung von S
hi
htdi
ken kann ein sol
her Ansatzverfolgt werden; besonders dann, wenn wir nur an Spr�ungen im Pro�l interes-siert sind, und davon ausgehen k�onnen, da� zwis
hen den Spr�ungen ann�aherndkonstante Materialeigens
haften vorherrs
hen. Die erste Linearisierung bestehtdarin, anzunehmen, da� die Sto�werte ni
ht temperaturabh�angig sind, und da�es ni
ht zu Konvektion dur
h W�armeausbreitung innerhalb des Mediums kommt.Weiterhin wird die Annahme gema
ht, da� die zu bestimmende Materialgr�o�e nurvon der Tiefe abh�angig ist, also da� die Probe s
hi
htstrukturiert ist. Das inverse49



50 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENMedien-Problem der Bestimmung einer kontinuierli
hen Funktion, zum Beispielder Di�usivit�at der Probe in Abh�angigkeit von der Tiefe wird in der Ingenieurs-literatur als photothermal depth pro�ling bezei
hnet. Die Methoden bes
h�aftigensi
h vorwiegend mit der Rekonstruktion der Konduktivit�at von geh�artetem Stahl,deren Tiefenpro�l als Qualit�atsmerkmal des Stahles von gro�em Interesse ist.Untersu
hungen der Gruppe von Andreas Mandelis [29℄, [26℄, [27℄ zeigen, da�thermis
he Wellen au
h Me�daten f�ur bildgebende tomographis
he Verfahren beiD�unn�lm Untersu
hungen liefern. Den Weg in die Praxis haben sol
he Verfahrenbis heute jedo
h no
h ni
ht gefunden. Ein weiteres Verfahren wurde von Mandelis[20℄, [23℄ unter der Bezei
hnung "Hamilton Oszillator" vorgestellt. Dabei wird einStripping Verfahren angewandt: Ausgehend von der �Uberlegung, da� thermis
heWellen eine frequenzabh�angige Eindringtiefe haben, werden zuerst ober
�a
hen-nahe S
hi
hten aus Daten zu hohen Frequenzen bestimmt. Unter Ausnutzungder Kenntnis der oberen S
hi
hten werden dann sukzessive mit Daten zu immerniedrigeren Frequenzen, tiefere S
hi
hten bestimmt. Zus�atzli
h wird die Vorge-hensweise dadur
h stabilisiert, da� das gesu
hte Pro�l dur
h eine spezielle Funk-tionen darstellbar sein soll, die ein gewisses Vorwissen �uber das gesu
hte Pro�lwiederspiegeln, z. B. �(x) = �0(1+�1 exp(��2x))2. Bestimmt werden dann nurno
h die Parameter �1;�2. Ein weiteres Rekonstruktionsverfahren wurde vonJ. Power [30℄ vorgestellt, das als Ziel die Rekonstruktion der Quellverteilung ineinem thermis
h homogenen Objekt hat. Bemerkenswert ist bei dieser Arbeit, dieungew�ohnli
he Art der sto
hastis
hen Regularisierung. Der Vollst�andigkeit halbersoll ein Verfahren [33℄ Erw�ahnung �nden, das einen dreidimensionalen Ansatz f�urdie Anregungsfunktion ma
ht, und das die Temperatur als Faltung einer Green-s
hen Funktion mit dem Objekt au�a�t. Bei der Inversion der Faltungsglei
hungkommt die Fouriertransformation zum Einsatz. Zuletzt sei ein Verfahren erw�ahnt,bei dem auf die eigentli
he Modellierung verzi
htet wird, das aber sehr erfolgrei
him "Wiedererkennen" von Konduktivit�atspro�len ist, gemeint ist die Anwendungvon Neuronalen Netzen [11℄.Im folgenden werden zwei Methoden n�aher vorgestellt, die si
h dur
h ihre ri-gorose mathematis
he Darstellung auszei
hnen, und die stellvertretend f�ur diegenannten Methoden einige Besonderheiten der W�armeleitung bei periodis
herAnregung aufzeigen.4.1 Linearisierung na
h Bertolotti und Li VotiDie folgende Dartstellung fa�t die Arbeiten [3℄, [12℄, [34℄ zusammen: Wir gehenaus von der 1D Fourier-W�armeleitungsglei
hung, wobei angenommen wird, da�si
h sowohl Konduktivit�at als au
h Di�usivit�at mit der Tiefe �andern d�urfen:ddx "k(x) ddxT (x; !)!#� �(x; !)2k(x)T (x; !) = 0 (4.1)



4.1. LINEARISIERUNG NACH BERTOLOTTI UND LI VOTI 51mit x 2 [0;1) und die Gr�o�en k(x) > 0, �(x; !) = (1 + i)q!=2�(x) sei-en di�erenzierbar. Diese Voraussetzungen gelten f�ur das gesamte Kapitel. DieArgumente von �(x; !) werden im allgemeinen aus gelassen, um die Notation�ubersi
htli
her zu gestalten. Wir gehen davon aus, da� die Me�daten als Tem-peraturwerte T (0; !) an der Ober
�a
he zu vers
hiedenen Anregungsfrequenzen! = !j; j = 1 : : :m vorliegen. Weiterhin gehen wir von Ober
�a
henabsorbtionaus, was dur
h die Randbedingung�k(0) ddxT (0) = F (0) = I (4.2)modelliert wird.4.1.1 Ein spezieller AnsatzWir betra
hten zuerst einen homogenen K�orper, das hei�t k(x) = k; �(x) = �.Alle L�osungen der Glei
hung (4.1) haben die Form:T (x) = Ae��x +Be�x (4.3)mit Konstanten A;B 2 C die so gew�ahlt sind, da� geforderte Randbedingungenerf�ullt werden. Dies motiviert einen Ansatz, wie er au
h in der Streutheorie �ubli
hist. Wir fassen T als Temperaturfeld auf, das aus der Summe einer einfallendenWelle und einer gestreuten Welle besteht,T (x) = Ti(x) + Ts(x): (4.4)Mit (4.3) erhalten wir f�ur den thermis
hen Flu� im halbunendli
hen, homogenenMedium: F (x) = �k ddxT (x) (4.5)= �k ���Ae��x + �Be�x� (4.6)= k� (Ti(x)� Ts(x)) ; (4.7)was eine Ausweitung des Ansatzes, der si
h ledigli
h auf die Gestalt des Tempe-raturfeldes bes
hr�ankt, darstellt.4.1.2 Die thermis
he Re
ektivit�atDe�nition 4.1.1 Gegeben sei ein Temperaturfeld T (x); x 2 [0;1), das die Glei-
hung (4.1) erf�ullt und das eine DarstellungT (x) = Ti(x) + Ts(x)



52 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENund einen zugeh�origen thermis
hen Flu� mit einer DarstellungF (x) = k(x)�(x) (Ti(x)� Ts(x))habe. Es gelte Ti(x) 6= 0 f�ur alle x 2 [0;1). Wir nennen den QuotientenR(x; !) = Ts(x; !)Ti(x; !)die thermis
he Re
ektivit�at des Temperaturfeldes.Au
h hier werden wir die Abh�angigkeit der Variablen von ! implizit annehmen,und verzi
hten im allgemeinen auf explizite Angabe dieses Arguments.Satz 4.1.2 1. Die thermis
he Re
ektivit�at R erf�ullt die Ri
atti Di�erential-glei
hungddxR(x) = 2�(x)R(x) + " d2dx ln(k(x)�(x))# �1�R(x)2� : (4.8)2. Es gelte limx!1k(x) = �k;limx!1�(x) = ��;limx!1T (x) = 0:Dann erf�ullt R die Randbedingung:limx!1R(x) = 0Beweis:1. Als ersten S
hritt s
hreiben wir die lineare Di�erentialglei
hung (4.1) zwei-ter Ordnung in ein System von zwei Glei
hung erster Ordnung um:( F (x) = �k(x) ddxT (x)ddxF (x) = ��(x)2 k(x)T (x) (4.9)Demna
h ist ddxT (x) = � 1k(x)F (x)= ��(x) (Ti(x)� Ts(x))Wir betra
hten nun das lineare Glei
hungssystem f�ur einfallendes und ge-streutes Temperaturfeld:k(x)�(x)T (x) = k(x)�(x) (Ti(x) + Ts(x))F (x) = k(x)�(x) (Ti(x)� Ts(x))



4.1. LINEARISIERUNG NACH BERTOLOTTI UND LI VOTI 53Addition der beiden Glei
hungen ergibtF (x) + k(x)�(x)T (x) = 2k(x)�(x)Ti(x);und wir erhalten eine Glei
hung f�ur das einfallende Feld Ti(x)Ti(x) = 12  T (x) + 1k(x)�(x)F (x)!Di�erenzieren wir den Ausdru
k na
h x, so ergibt si
h unter Ausnutzungvon (4.9):2 ddxTi(x) = ddxT (x) + k(x)�(x) ddxF (x)� F (x) ddx(k(x)�(x))(k(x)�(x))2= ��(x)(Ti(x)� Ts(x))� �(x)2k(x)(Ti(x) + Ts(x))k(x)�(x)� ddx(k(x)�(x))k(x)�(x) (Ti(x)� Ts(x))= �2�(x)Ti(x)� " ddx(k(x)�(x))k(x)�(x) # (Ti(x)� Ts(x))Analog erhalten wirddxTs(x) = �(x)Ts(x) + " ddx(k(x)�(x))2k(x)�(x) # (Ti(x)� Ts(x))Und die Behauptung ergibt si
h mittelsddxR = ddx  Ts(x)Ti(x)! = 1Ti ddxTs � TsT 2i ddxTi= 1Ti ( �Ts + " ddx(k�)2k� # (Ti � Ts))� TsT 2i (��Ti � " ddx(k�)2k� # (Ti � Ts))= 2�R + ddx(k�)2k� �1� R2�= 2�R +  d2dx ln(k�)!�1�R2�2. Wir betra
hten wieder die W�armeleitungsglei
hung (4.1) wobei wir k(x) =�k+ a(x) und �(x) = �� + b(x) einsetzen und ausnutzen, da� limx!1 a(x) =



54 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENlimx!1 b(x) = 0 :ddx "(�k + a(x)) ddxT (x; !)!# = (�� + b(x))2(�k + a(x))T (x; !), �k d2dx2T (x)� ��2�kT (x) = ddx "�a(x) ddxT (x; !)!#+(2��b(x) + b(x)2)(�k + a(x))T (x)Die re
hte Seite obiger Glei
hung konvergiert f�ur gro�e x gegen Null, denna(x) und b(x) sowie deren Ableitungen konvergieren gegen Null. F�ur gro�ex bes
hreibt die L�osung vond2dx2 �T (x)� ��2 �T (x) = 0das Verhalten der thermis
hen Welle in einem homogenen Festk�orper. Siehat wegen limx!1 T (x) = 0 die Form �T (x) = A exp(���x); und mit derDe�nition f�ur Ti und Ts ergibt si
h f�ur den homogenen FallT (x)� Ti(x) = Ti(x) + 1�� ddxT (x);Ti(x) = Ae���x= T (x);und damit ist die Re
ektivit�at des homogenen Festk�orpers identis
h Null,was die Behauptung beweist.Einen direkten Zusammenhang zwis
hen den Me�daten und der Re
ektivit�atliefert uns:Korollar 4.1.3 Es gilt R(0; !) = Ts(!)� Ik(0)�(0;!)Ts(!) + Ik(0)�(0;!) :Beweis: 1 +R(0; !)1� R(0; !) = 1 + TsTi1� TsTi = Ti + TsTi � Ts = T (0)1k(0)�(0)F (0) ;und damit Ts = Ik� 1 +R(0; !)1�R(0; !), R(0; !) = Ts � Ik�Ts + Ik� ;



4.1. LINEARISIERUNG NACH BERTOLOTTI UND LI VOTI 55wobei jTij > jTsj und daher 1� R(0; !) 6= 0.
4.1.3 LinearisierungSetzen wir an dieser Stelle voraus, da� I; �(0); k(0) bekannt sind, so er�o�net si
hhier die erste M�ogli
hkeit, mit dem bisherigen Ergebnissen ein Verfahren zur Be-stimmung der Materialeigens
haften des Objektes anzugeben. Hierzu ben�otigenwir ein numeris
hes Verfahren, das den diskretisierten Parametern k(x); �(x) ei-ne L�osung R zuordnet. Mit Hilfe eines Verfahrens zur ni
htlinearen Optimierungk�onnten dann Me�daten zur Identi�kation der Parameterfunktionen benutzt wer-den. Wir folgen aber an dieser Stelle Bertolotti [3℄ und linearisieren anhand zweierApproximationen:1. 0 < R� 1 : Somit k�onnen wir die Ri
atti Di�erentialglei
hung mit einerlinearen Di�erentialglei
hung approximieren:ddxR(x) = 2�(x)R(x) + " d2dx ln(k(x)�(x))# (4.10)2. Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise f�uhren wir erst die thermis
he E�usi-vit�at e ein: e(x) = k(x)q�(x) :Damit wird unter Ausnutzung der De�nition der E�usivit�atddx (k(x)�(x))k(x)�(x) = ddx �k(x)(1 + i)q!=2�(x)�k(x)(1 + i)q!=2�(x) = e0(x)e(x) ;und die L�osung der Di�erentialglei
hung (4.10) hat die Darstellung:R(x) = exp�Z x1 2�(t)dt�"Z x1 e0(z)2e(z) exp�� Z z1 2�(t)dt� dz#= � Z 1x e0(z)2e(z) exp�� Z zx 2�(t)dt� dz:Die zweite Approximation istZ zx �(t)dt � (z � x)��;



56 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENmit der mittleren Wellenzahl ��: Somit ist die Re
ektivit�at zur Anregungs-frequenz ! bestimmt dur
h die Lapla
etransformierte von e0=e:R0(!) = �12 Z 10 e0(z)e(z) exp (�2z��(!)) dz (4.11)= �12L e0e ! (��(2!)): (4.12)Bemerkung 4.1.4 NormierungDie in der Praxis relevante Problematik, da� das photothermis
he Signal im all-gemeinen ni
ht quantitativ ist, und daher normiert werden mu�, ist in dieserArbeit bereits mehrmals betont worden. F�ur den hier vorgestellten Ansatz s
hla-gen Glorieux und andere [12℄ die folgende Normierung vor, die voraussetzt, da�eine homogene Probe als Referenz mit den thermis
hen Eigens
haften k0; �0 zurVerf�ugung steht, die die Forderungenk(0) = k0; �(0) = a0 (4.13)erf�ullt. Dann liefert die folgende Normierung die gew�uns
hte Unabh�angigkeit vomNiveau der absorbierten Energie I:T (!)� Tref(!)T (!) + Tref(!) = �12L e0e ! (��(2!)); (4.14)mit der abk�urzenden S
hreibweise T (!) = T (x = 0; !):Beweis: Die Temperaturverteilung in einer homogenen Probe mit vorgegebenemFlu� an der Ober
�a
he ist gegeben dur
h (2.2.2):Tref(x) = Ik0�0 exp(��0x)Ausnutzen von (4.13) und einsetzen in (4.12) liefert den Beweis:T (!)� Tref(!)T (!) + Tref(!) = Ik0�0 1+R01�R0 � Ik0�0Ik0�0 1+R01�R0 + Ik0�0 (4.15)= (1 +R0)� (1�R0)(1 +R0) + (1� R0) (4.16)= R0 (4.17)= �12L e0e ! (��(2!)): (4.18)



4.1. LINEARISIERUNG NACH BERTOLOTTI UND LI VOTI 57Bemerkung 4.1.5 Ausnutzen spezieller Eigens
haftender Lapla
e-TransformationEs ers
heint auf den ersten Bli
k unpraktis
h und unter Umst�anden sogar un-m�ogli
h, wenn zu jeder Probe erst eine Referenzmessung an einer anderen Probedur
hgef�uhrt werden mu�, die (4.13) erf�ullt. Ein praktikable L�osung f�ur diesesProblem ergibt si
h aus der folgenden Eigens
haft der Lapla
e-Transformation:limy!1 yL(f)(y) = f(0): (4.19)Denn f�ur die Ober
�a
hentemperatur gilt demna
h:lim!!1Ts(!) = lim!!1 Ik0�0(!) 1� 12L �e0e � (��(2!))1 + 12L �e0e � ( �2�(!))= lim!!1 Ik0�0(!) 1� 12�(!) e0e (0)1 + 12�(!) e0e (0)= lim!!1 Ik0�0(!) :Das hei�t, da� si
h die Daten zu hohen Anregungsfrequenzen denen zum homo-genen Festk�orper mit den Eigens
haften k(0); �(0) ann�ahert, was wir mit (4.19)zu der Approximation Tref(!) � Ts(!max)s !!max (4.20)heranziehen. Als Anforderung an einen Frequenzs
an ergibt si
h daraus, da� eineausrei
hend hohe Anregungsfrequenz !max zu w�ahlen ist. Wenn I au
h no
h dur
h(frequenzabh�angige) Ger�ateparameter beein
u�t ist, so kann ein Frequenzs
an aneiner homogenen Probe auf dieselbe Weise zur Kalibrierung von I(!) herangezo-gen werden.Bemerkung 4.1.6 Bere
hnung der E�usivit�atGem�a� Formel (4.18) wird mittels numeris
her Inversion der Lapla
e Transfor-mation eine N�aherung an e0=e bere
henbar. Dur
h Integration k�onnen wir hierausE�usivit�at selbst bestimmen:Z x0 e0(t)e(t) dt = ln (e(x))� ln (e(0))wobei der Argumentation zu (4.20) folgende(0) = k(0)q�(0) = ����� IT (!max)p!max �����



58 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENangen�ahert werden kann. Die so bere
hnete E�usivit�at ist von e(0) nur als mul-tiplikativem Faktor abh�angig:e(x) = e(0) exp Z x0 e0(t)e(t) dt! :4.2 Modellierung als StreuproblemDieses Modell wurde von Mandelis urspr�ungli
h f�ur das thermis
he 2D Tomogra-phieproblem bei d�unnen S
hi
hten [21℄ entwi
kelt. Es nutzt die Verwands
haft derFourier- W�armeleitungsglei
hung mit der Helmholtzglei
hung aus. Wir bera
htenhier die 1D Fourier-W�armeleitungsglei
hungddx "k(x) ddxT (x; !)!#� i!�(x)
(x)k(x)T (x; !) = 0; (4.21)�k(0) ddxT (0) = I; (4.22)limx!1T (x) = 0; (4.23)f�ur ein Medium, das si
h zusammensetzt aus einem thermis
h homogenen Teilf�ur x <= 0 mit der thermis
hen Konduktivit�at k0 , der Di
hte �0 und der spezi�-s
hen W�armekapazit�at 
0, und einem Medium von kontinuierli
h ver�anderli
henthermis
hen Eigens
haften, die von der Tiefe x abh�angen. Dem Ansatz von Man-delis [21℄ folgend, fassen wir die �Anderungen der thermis
hen Eigens
haften alsAbwei
hungen von dem homogenen Medium auf. Die erste N�aherung, die wireinf�uhren, bezieht si
h auf die Konduktivit�at, f�ur die angenommen wirdddxk(x) ddxT (x) � 0: (4.24)Dann ergibt si
h aus (4.21) die Glei
hung:ddxT (x)� �(x)2T (x) = � ddxk(x)k(x) ddxT (x)� 0:4.2.1 Greens
he FunktionLemma 4.2.1 Die Greens
he Funktion G, die die Fourier-W�armeleitungsglei-
hung �2�x2G(x; y)� �2G(x; y) = � 1�Æ(x� y) (4.25)



4.2. MODELLIERUNG ALS STREUPROBLEM 59f�ur den halb-unendli
hen, homogenen Stab 0 � x; y, zu den Neumann-Rand-bedingungen ��yG(x; y) jy=0� 0l�ost, lautet G(x; y) = 12�� �e��jx�yj + e��jx+yj� :Beweis: Sei x + y 6= 0. Wir pr�ufen zuerst, ob G die Di�erentialglei
hung (4.25)erf�ullt:�2�x2G(x; y) = �2���x ���sgn(x� y)e��jx�yj � �sgn(x+ y)e��jx+yj�= � 12�  ��x sgn(x� y)! e��jx�yj + �2�e��jx�yj� 12�  ��x sgn(x + y)! e��jx+yj + �2�e��jx+yj= �2G(x; y)� 12� 26642 Æ(x� y)e��jx�yj| {z }Æ(x�y) +2 Æ(x+ y)| {z }0 e��jx+yj3775 :Und damit ist (4.25) erf�ullt. Es bleibt die Randbedingung zu pr�ufen:��xG(x; y) jy=0 = 12� �sign(x� y)e��jx�yj � sign(x + y)e��jx+yj� jy=0= 12� �e��jxj � e��jxj�= 0:Bemerkung 4.2.2 F�ur die unters
hiedli
hen Geometrien bei photothermis
henMe�apparaturen ist es oft notwendig, entspre
hende Greens
he Funktionen her-zuleiten. Eine Zusammenfassung f�ur die wi
htigsten F�alle �ndet si
h in [22℄, wodur
h Fouriertransformation der bekannten Greens
hen Funktionen im Zeitbe-rei
h, diejenigen f�ur den Fourierberei
h gewonnen werden, und dur
h Anwen-dung der method of images [24℄ Varianten f�ur bes
hr�ankte Gebiete hergeleitetwerden. Eine andere M�ogli
hkeit Greens
he Funktionen herzuleiten besteht dar-in, die r�aumli
he Lapla
e Transformation auf die Glei
hung (4.25) anzuwenden,und na
h algebrais
her Umformung der Glei
hung die Greens
he Funktion mittelsinverser Lapla
etransformation zu bestimmen. Insbesondere in h�oheren Dimen-sionen ist diese Bere
hnung ni
ht trivial [21℄. Mandelis gibt unter anderem eineHerleitung eines Projektionssatzes an, der f�ur die Lapla
etransformierte des Born-Feldes gilt, und damit die Analogie zum inversen Medienproblem bei akustis
henWellen aufzeigt.



60 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENBemerkung 4.2.3 Der Normierungsfaktor 1=� auf der re
hten Seite von Glei-
hung (4.25) wurde eingesetzt, um Temperaturfelder der ri
htigen physikalis
henDimension zu erhalten.4.2.2 Pseudo-Helmholtz-Glei
hungSatz 4.2.4 T erf�ulle die sogenannte Pseudo-Helmholtzglei
hung: d2dx2 � �20!T (x) = F (x)T (x) (4.26)mit F (x) = ( �20(n(x)2 � 1) : 0 � x0 : x < 0und dem thermis
hen Bre
hungsindexn(x) = s �0�(x)mit der thermis
hen Di�usivit�at � = k=�
. Dann ist T L�osung der Fourier-W�armeleitungsglei
hung (4.21) und T besitzt eine DarstellungT (x) = Ti(x) + Ts(x)als Summe des einfallenden Feldes Ti und des gestreuten Feldes Ts mitTs(x) = ��0 Z 10 G(x; y)F (y)T (y)dyund Ti(x) = I�0k0 e��0xf�ur x > 0.Beweis: Einsetzen der De�nition des Bre
hungsindexes liefertd2dx2T (x) = ( �(x)2T (x) : 0 � x�20T (x) : x < 0und demna
h erf�ullt T die Glei
hung (4.21). Wir gehen aus von dem linearenGlei
hungssystem d2dx2T (x)� �20T (x) = F (x)T (x);�2�x2G(x; y)� �2G(x; y) = � 1�0 Æ(x� y);



4.2. MODELLIERUNG ALS STREUPROBLEM 61das si
h aus (4.25) und (4.26) ergibt und multiplizieren die erste Glei
hung mitG(x; y) und die zweite mit T (x). Subtrahieren der beiden Glei
hungen liefertdannG(x; y) d2dx2T (x)� T (x) �2�x2G(x; y) = F (x)T (x)G(x; y) + 1�0 Æ(x� y)T (x):Nun integrieren wir obige Glei
hung �uber die positive reelle A
hse und erhalten:1�0T (y) = � Z 10 G(x; y)F (x)T (x)dx+ Z 10 G(x; y) d2dx2T (x)� T (x) �2�x2G(x; y)dxAusnutzen der Symmetrie von G und Anwenden der zweiten Greens
hen Formelergibt 1�0T (y) = � Z 10 G(x; y)F (x)T (x)dx+ "G(y; x) ddxT (x)� T (x) ��xG(y; x)#x=0= � Z 10 G(x; y)F (x)T (x)dx+G(0; y) Ik0= I�0�0k0 e��0y � Z 10 G(x; y)F (x)T (x)dx:Bemerkung 4.2.5 Ti ist L�osung der homogenen Glei
hung:ddxT (x)� �20T (x) = 0; (4.27)ddxT (0) = � Ik0 : (4.28)Wir gehen im folgenden davon aus, da� das einfallende Feld bekannt ist; alsMe�daten stehen uns direkt die Streufelddaten zur Verf�ugung.Bemerkung 4.2.6 Das Streufeld erf�ullt homogene Neumann Randbedingungen:��xTs(x) = ��0 Z 10 ��xG(x; y)F (y)T (y)dy= 12 Z 10 �sgn(x� y)e��0jx�yj + sgn(x + y)e��0jx+yj�F (y)T (y)dy��xTs(x)jx=0 = 12 Z 10 (sgn(�y) + sgn(y))| {z }=0 e��0jyjF (y)T (y)dy= 0



62 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENBeispiel 4.2.7 Wir betra
hten den halbunendli
hen Stab mit Ortskoordinatex � 0. Werden Neumann Randbedingungen��xT (x)jx=0 = � Ik1vorgegeben, so erhalten wir die exakte L�osungT (x) = Ik1 e��1xWir setzten nun die L�osung T in die Formel von Satz (4.2.4) ein, wobei wir dasMedium mit den Eigens
haften k0; �0 als homogene S
h�atzung interpretieren, Wirinteressieren uns f�ur die Temperatur im Me�punkt x = 0:T (0) = I�0k0 � �0 Z 10 G(0; y)F (y)T (y)dy= I�0k0 � �0 Z 10 1�0�0 e��0yF (y)T (y)dy= I�0k0 � 1�0 Z 10 e��0yF (y)T (y)dy= I�0k0 � 1�0 Z 10 e��0y(�21 � �20)T (y)dy= I�0k0 � �21 � �20�0 Z 10 e��0y I�1k1 e��1ydy= I�0k0 � �1 � �0�0 I�1k1= I�0k0 � I�0k1 + I�1k1Interpretieren wir die zugrundeliegende Approximation (4.24) in der Art, da�k0 = k1; dann ergibt si
h mit der Integralglei
hungsdarstellung die exakte L�osungT (0) = I�1k1 :Ansonsten k�onnen wir direkt den relativen Fehler in der approximierten L�osungeT quanti�zieren: �����T (0)� eT (0)T (0) ����� = s�0�1 �����1� k1k0 �����Beispiel 4.2.8 Als weiteres Beispiel betra
hten wir den halbunendli
hen Stab�(x) = ( �1 : 0 � x � h;�2 : h < x;k(x) = ( k1 : 0 � x � h;k2 : h < x;



4.2. MODELLIERUNG ALS STREUPROBLEM 63der si
h aus zwei Medien zusammen setzt. Die Temperaturverteilung ergibt si
hzu: T (x; !) = ( A1e��1x +B1e�1x : 0 � x � hA2e��2(x�h) : h < xmit A1 = I�1k1 11 +R1e�2�1h ;B1 = A1 � I�1k1 ;A2 = A1e��1h +B1e�1h:Mit dem E�usivit�atskontrast R1 = (�2k2 � �1k1)=(�2k2 + �1k1). Die Temperaturan der Ober
�a
he istT (0) = A1 +B1 = I�1k1 �1� 2�1� 11 +R1e�2�1h�� :Au
h hier k�onnen wir direkt den Anteil von einfallendem und gestreutem Feldidenti�zieren: Ist der E�usivit�atskontrast R1 = 0, so erhalten wir die L�osungf�ur den homogenen Stab. Eine Abs
h�atzung des relativen Modellfehlers l�a�t si
hau
h hier angeben; jedo
h bietet der Term wenig direkt einsehbare Information,deswegen verzi
hten wir hier auf die exakte Darstellung. Von Interesse ist ledigli
hdie Tatsa
he, da� �����T (0)� eT (0)T (0) ����� � 1�0gilt, woran wir ablesen k�onnen, da� er f�ur hohe Frequenzen (geringe Eindringtiefe)der Modellierungsfehler wie 1=p! f�allt.4.2.3 BornapproximationDas weitere Vorgehen betri�t nun die L�osung der Glei
hungT (0; !) = Z 10 e��0yF (y)T (y)dy (4.29)wobei als Besonderheit zu bea
hten ist, da� �0 = (1+i)q!=2�0 komplexwertig ist.Die als Born-Approximation bekannte Methode linearisiert die Glei
hung (4.29),indem das Gesamt-Feld T dur
h das einfallende Feld Ti ersetzt wird:Ts(0; !) � ��0 Z 10 12�0�0 2e��0yTi(y; !)F (y)dy= � 1�0 Z 10 e��0yTi(y; !)F (y)dy



64 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTEN= � 1�0 Z 10 e��0y � I�0k0 e��0y� ��(y)2 � �20� dy= � i!I�20k0 Z 10 e�2�0y  1�(y) � 1�0! dy= � �02k0 I Z 10 e��0y  1�(y2) � 1�0!| {z }:=f(y) dy
Diskretisierung obiger Glei
hung f�uhrt auf ein komplexwertiges lineares Glei-
hungssystem, dessen L�osung F das gesu
hte Objekt approximiert.Bemerkung 4.2.9 Als Daten werden Temperaturwerte des Streufeldes an derOber
�a
he ben�otigt. Diese k�onnen wiederum der Argumentation in (4.20) folgendgem�a� Ts(0; !) = T (0; !)� T (0; !max)p!maxp!bere
hnet werden.Bemerkung 4.2.10 Ein Vorgehen, das bei der Approximativen Inversen f�ur dasinverse Medien Problem bei Ultras
hallmessung erfolgrei
h angewendet wurde [1℄,beruht darauf, da� das Produkt des Feldes (hier Temperatur) und dem ObjektT � F als Ersatzobjekt aus der dann linearen Glei
hung (4.29) bestimmt wird. Ineinem zweiten S
hritt wird das Feld im Innern des Objektes mit der Kenntnisdes Ersatzobjektes bere
hnet und letztli
h das gesu
hte Objekt dur
h Divisiondes Ersatzobjektes dur
h das Feld im Innern des Objetes bestimmt. Dieses Vor-gehen kann in unserem Fall ni
ht angewendet werden. Der Grund besteht in derTatsa
he, da� das Temperaturfeld von der Frequenz abh�angig ist, und daher dasProdukt T � F ni
ht bere
henbar ist. Eine Idee, in dieser Arbeit ni
ht weiter ver-folgt wurde, die aber eine weniger grobe Vereinfa
hung darstellen w�urde als es dieBornapproximation ist, soll hier no
h kurz erw�ahnt werden. Und zwar w�are eineAnnahme zu ma
hen, da� das Temperaturfeld die glei
he Frequenzabh�angigkeitvorweist wie das einfallende Feld, da� wir also einen Separationsansatz ma
henT (x; !) = T (x)=p!. Damit ist das Konzept der Approximativen Inversen gem�a�[1℄ wieder in der oben kurz umrissenen Art und Weise anwendbar.4.3 Inversion der Lapla
e-TransformationDie Inversion der Lapla
e-Transformation aus diskreten, gemessenen und damitfehlerbehafteten Daten ist in der Literatur nur in wenigen Arbeiten behandeltworden. Das Problem ist exponentiell s
hle
ht gestellt, und gilt daher als sehrproblematis
h, was den praktis
hen Einsatz angeht. In der Tat werden wir sehen,



4.3. INVERSION DER LAPLACE-TRANSFORMATION 65da� einige Besonderheiten was die Darstellung der gesu
hten Funktion sowie dieVerteilung der Daten angeht zu bea
hten sind. Die Qualit�at errei
hbarer Ergeb-nisse sind ni
ht verglei
hbar mit denen m�a�ig s
hle
ht gestellter Probleme.Zwei Vorgehensweisen sind bei der Inversion der Lapla
e-Transformation �ubli
h:1. Substitution, die die Integration auf ein kompaktes Intervall �uberf�uhrt. Aufdiesem Intervall wird die gesu
hte Funktion in die entpre
henden ortho-gonalen Polynome entwi
kelt und die L�osung des Haussdorf-Momenten-Problems liefert eine Approximation an die gesu
hte Funktion [5℄, [7℄.2. Ersetzen der Lapla
e Transformation dur
h eine N�aherung der ArtZ 10 e�xyf(x)dx � Z L0 e�xyf(x)dxund diskretisieren dieser Glei
hung dur
h ein Projektionsverfahren [2℄.Der erste Ansatz setzt allerdings Daten zu bestimmten Me�punkten voraus, diees erlauben die KoeÆzienten der orthogonalen Polynome in eindeutiger Weisezu bestimmen. Dies kann in der Praxis zu Problemen f�uhren, wenn nur ganzbestimmte Me�punkte vermessen werden k�onnen. In dieser Arbeit wird daherder zweite Ansatz verfolgt.4.3.1 Diskretisierung der Lapla
etransformationWir betra
hten nun allgemein die Glei
hungg(y) = Z 10 f(x)e��(y)xdx (4.30)mit komplexwertigem f , y = p! und �(y) = (1 + i)y=p2� Es seien Dateng(yj), j = 1; : : : ; m gegeben mit aufsteigend sortierten yj. Unter Ausnutzung vonlimy!1 yg(y) = f(0) approximieren wir das Integral (4.30) dur
h eine Summe:Z 10 f(x)e��(y)xdx � ymg(ym) + f(x1)2 Z x10 e��(y)xdx (4.31)+ n�1Xi=1 f(xi) + f(xi+1)2 Z xi+1xi e��(y)xdx (4.32)+f(xn) Z 1xn e��(y)xdx (4.33)Hierbei haben wir eine geeignete Zerlegung x0 = 0 < x1 : : : xn < 1 der reellenA
hse vorausgesetzt, die sp�ater no
h n�aher betra
htet wird.. Au�erdem wurdedie Approximation ymL(f)(ym) � f(ym) ausgenutzt, die f�ur gro�e ym G�ultigkeitbesitzt, und es wurde angenommen, da� giltlimx!1 f(x) = 0:



66 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENAbk�urzend s
hreiben wir 
j(y) = 12 Z xj+1xj�1 e��(y)xdx:Umsortieren der obigen Summe (4.31) bis (4.33) lieferteg(y) := g(y)� ymg(ym)2 Z x10 e��(y)xdx � nXj=1 
jf(xj): (4.34)Wir erhalten eine diskrete L�osung des Problems (4.30) als L�osung des linearenGlei
hungssystems:2664 
1(y0) � � � 
n(y0)... ...
1(ym�1) � � � 
n(ym�1) 3775| {z }:=C
0BB� f(x1)...f(xn) 1CCA = 0BB� eg(y0)...eg(ym�1) 1CCA : (4.35)Handelt es si
h um ein reellwertiges Objekt f so haben wir zwei M�ogli
hkeiten zurBere
hnung. Erstens belassen wir f bei der Re
hnung komplexwertig, das Objektwird dann dargestellt dur
h den Realteil der L�osung. Wie in [26℄ vorges
hlagenwird, kann der Betrag des bere
hneten Imagin�arteiles als Hinweis f�ur eine er-folgrei
he Inversion angesehen werden, wenn er nahe Null ist. Alternativ kann fdirekt als reellwertig angesetzt werden, und als L�osung des stark �uberbestimmtenSystems " Re (C)Im (C) # f =  Re (eg)Im (eg) !bere
hnet werden.4.3.2 St�utzstellenwahlIm vorigen Abs
hnitt wurde von einer "geeigneten" Zerlegungx0 = 0 < x1 : : : xn <1des Intervalles [0;1) ausgegangen. Was unter "geeignet" verstanden werdenkann, soll im folgenden hergeleitet werden. Wir gehen vom te
hnologis
h mo-tivierten Begri� der thermis
hen Eindringtiefe � aus, die �ubli
herweise de�niertwird als die Tiefe, bei der die einfallende thermis
he Welle bis auf den Faktor 1=eabges
hw�a
ht ist. ���e������� = ���e�1��� ;� = s ��!:



4.3. INVERSION DER LAPLACE-TRANSFORMATION 67Erfahrungsgem�a� sind photothermis
he Verfahren sensitiv f�ur Di�usivit�ats�ande-rungen bis zu dieser Tiefe. Eine �aquidistante Verteilung der Eindringtiefen�l = �0(1 + l��) (4.36)entpri
ht demna
h einer Verteilung der Anregungsfrequenzenp!l = 1p!0 + l ��p!0 : (4.37)Um ein besseres Verst�andnis f�ur den E�ekt der thermis
hen Eindringtiefe zuerm�ogli
hen, f�uhren wir den mathematis
h motivierten Begri� der sprungsensiti-ven thermis
hen Eindringtiefe ein.De�nition 4.3.1 Es seien Me�daten g�(!) zu Anregungsfrequenzen ! gegeben,mit �����g�(!)� g(!)g(!) ����� = �����g�(!)� L�0(f)(!)L�0(f)(!) ����� < � f�ur alle !mit L�0(f)(!) = Z 10 exp �(1 + i)s !2�0! f(x)dx:Weiterhin sei f�;Æ = ( f(x) : x � �;(1 + Æ)f(x) : � < x:Wir de�nieren die (sprungsensitive) thermis
he Eindringtiefe � als die Tiefe, f�urdie gilt: �����L(f�;Æ)(�0)� L(f)(�0)L(f)(�0) ����� = Æ �����R1� exp(��0x)f(x)dxR10 exp(��0x)f(x)dx ����� = �: (4.38)Bemerkung 4.3.2 Der Zusatz sprungsensitiv wird eingef�uhrt, um zu verdeut-li
hen, da� � gerade die Tiefe ist, in der Spr�unge in der gesu
hten Funktion umeine relative H�ohe Æ gerade zu �Anderungen in den Me�daten f�uhren, die in derG�o�enordnung der Me�genauigkeit liegen. Letztli
h ist die so de�nierte Eindring-tiefe abh�angig von der gesu
hten Funktion f . Im speziellen Fall f � 1 erhaltenwir Æ �����1=�0 exp(���0)1=�0 ����� = Æ ���e���0 ��� = �; (4.39)das hei�t � = r�0! p2 ln Æ�! : (4.40)



68 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE MATERIALEIGENSCHAFTENund f�ur Æ = exp(p2)� erhalten wir die klassis
he Eindringtiefe (4.36). Liegt einFrequenz-S
an g(!i); i = 1::m vor, so ergeben si
h aus obiger Formel die minimaleund maximale Eindringtiefe:�min = s �0!max p2 ln Æ�! �max = s �0!min p2 ln Æ�!Es w�are naheliegend, die St�utzstellen f�ur f so wie die thermis
hen Eindring-tiefen zu w�ahlen. Dem spri
ht einerseits entgegen, da� die Eindringtiefen vomzu untersu
henden Objekt abh�angen. Andererseits mu� beda
ht werden, da� dieDiskretisierung im allgemeinen feiner gew�ahlt werden mu�, um den Diskretisie-rungsfehler (4.43) gering zu halten. eine Anpassung der Diskretisierung an dasObjekt ist prinzipiell sinnvoll, und kann iterativ ges
hehen. Von einer sol
henAnpassung wurde bei den na
hfolgenden Beispielen jedo
h abgesehen. Statt des-sen wurde die Diskretisierung f�ur das Objekt f � 1 optimal gew�ahlt gem�a� derForderung Z xj+1xj e�j�0jxdx = 1n+ 1 Z 10 e�j�0jxdx:Hierdur
h ist gew�ahrleistet, da� bei der Anregung mit der gr�o�ten Eindringtiefedie Anteile des Intervalles [xj; xj+1℄ f�ur alle j mit glei
hem Gewi
ht eingehen.4.3.3 Volldiskrete Approximative InverseDie Approximative Inverse [19℄ hat si
h als Mittel der Wahl zur Regularisie-rung s
hle
ht gestellter linearer und einiger ni
htlinearer inverser Probleme, sowieals Verallgemeinerung des Konzeptes der Pseudo-Inversen [18℄ etabliert. Vorteiledieses Ansatzes sind die vielf�altigen M�ogli
hkeiten eine Regularisierung bei derL�osung des inversen Problems einzuf�uhren, und insbesondere dur
h das Betra
h-tung des kontinuierli
hen Problems sehr eÆziente L�osungsalgorithmen anzuge-ben, die gewisse Invarianzeigens
haften des Operator ausnutzen. An dieser Stellesoll das Konzept der Approximativen Inversen f�ur ein als Matrixglei
hung - alsobereits diskret gegebenes Problem formuliert werden, ohne jedo
h auf eÆzienz-steigernde Methoden einzugehen.Weiterhin bes
hr�anken wir uns auf den eindimensionalen Fall. Wir gehen aus vonder kontinuierli
hen Glei
hung(Bf) (y) = Z 10 f(x)k(x; y)dx = g(y) (4.41)mit dem quadratintegrierbaren Kern k, und den Daten g. Es seien diskrete Me�-daten an den Me�punkten yi; i = 1; : : : ; m gegeben. Gesu
ht seien N�aherungenf�ur die Funktion f in den Rekonstruktionspunkten xj; j = 1; : : : ; n. A sei einediskrete Version des Operators B, der dur
h die Anwendung einer Integrations-formel auf die Glei
hung (4.41) und eine Zerlegung Xn : 0 = x1 < : : : xn < 1,



4.3. INVERSION DER LAPLACE-TRANSFORMATION 69bzw. dur
h Anwendung eines Projektionsverfahrens entsteht:SX(v) := n�1Xj=0 �jv(xj) � Z 10 v(x)dx (4.42)Der Diskretisierungsfehler sei bes
hrieben dur
h �:(Af + �f)(y) = Bf(y) (4.43)Sei f = (f(x1); : : : ; f(xn))T 2 IRn;g = (g(y1); : : : ; g(ym))T 2 IRm;A = (a)i;j = �jk(xj; yi) 2 IRm�n:Weiterhin hei�e E
 ein diskreter Molli�er wenn giltlim
!0E
 = Id 2 IRn�n; (4.44)kE
k1 = 1; (4.45)mit der Identit�at Id und der Zeilensummennorm. Unser Ziel ist nun die Bere
h-nung einer N�aherung f
 := I
fDer Molli�er E
 werde dur
h eine quadratintegrierbare Funktion ee
(x) erzeugt:e
(i; j) := ee
(xj � xi); (4.46)(I
)i;j := e
(i; j)Pnk=1 e
(i; k) : (4.47)Dann gilt kE
k1 = 1 in der Zeilensummennorm. Der Molli�er kann zum Beispielmit dem Gauss-Kern gebildet werden.ee
(x) := exp0��12  x
!21ADie sogenannte Approximative Inverse f
 bere
hnen wir nun allein mit Mittelnder linearen Algebra: f
 = (E
)T f= �AT 
�T f=  T
 Af=  T
 g �  T
 �f�  T
 g
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 2 IRm�n hei�t diskreter Rekonstruktionskern. Die Bere
hnung derL�osung f
 ist damit im wesentli
hen auf das Problem der Bere
hnung von  
mittels AT 
 = E
 (4.48)verlagert, das dur
h Anwendung einer Regularisierung T
2 von AT bere
hnet wird: 
 �  
1;
2 := T
2E
1 :Es gibt also nun zwei Regularisierungsparameter, den Parameter des Molli�ers 
1,und den Regularisierungsparameter bei der L�osung des Glei
hungssystems (4.48)
2 . Wenn wir ledigli
h an der Lokalisierung von Spr�ungen interessiert sind, soist die Bere
hnung der Ableitung f 0 von f interessant. Diese kann direkt bere
h-net werden. Hierzu ersetzen wir den Molli�er I
 dur
h einen di�erenzierendenMolli�er D
 der de�niert ist dur
hlim
!0D
 = D 2 IRn�n (4.49)kD
k1 = kDk1 (4.50)und D ist ein diskreter Di�entialoperator, der dur
h ein Verfahren zur nume-ris
hen Di�erentiation gewonnen wird. Eine m�ogli
he Wahl f�ur D
 ergibt si
hdur
h Gl�attung von D in der Art D
 = E
Ddenn damit ist  T
 g � E
Df .4.3.4 Algorithmus zur Inversion der Thermo-Lapla
eTransformationUnter Verwendung der Ergebnisse dieses Kapitels kann ein Algorithmus zur Be-stimmung einer Funktion f : IR+ ! C, dieg(!) = L�0(f)(!) = Z 10 f(x) exp (1 + i)s !2�0 x! dxn�aherungsweise erf�ullt, angegeben werden. Eins
hr�ankend ist zu bemerken, da� fnur in einem Intervall [�min; �max℄ bestimt werden kann, und da� gewisse Forde-rungen an die Verteilung der (diskret) gegebenen Daten g(!j); j = 0 : : :m� 1 zustellen sind. Insbesondere mu� das maximale !max so gro� gew�ahlt sein, da� dieApproximation �0L�0(f)(!max) � f(0) hinrei
hend genau erf�ullt ist. Weiterhinwird angenommen da� limx!1 f(x) = 0.Algorithmus 4.3.3 Inversion der Thermo-Lapla
e Transformation1. Input: Daten g(!j) und Frequenzen !j f�ur j = 0; : : : ; m� 1



4.3. INVERSION DER LAPLACE-TRANSFORMATION 712. Input: Regularisierungsparameter 
1; 
23. Input: S
h�atzung f�ur die mittlere Di�usivit�at �04. Input: Anzahl St�utzstellen n der zu rekonstruierenden Funktion f5. Init: St�utzstellen von fs = s!min�0xn = �1s log( 1n+ 1)�j = 1s log�1 + exp(sxj+1) 1n+ 1�xj = xj+1 ��jj = 2; : : : ; n� 1. Die Anzahl der St�utzstellen n ist so gro� zu w�ahlen, da�der Ein
u� des Diskretisierungsfehlers ausrei
hend gering wird. Setze zumBeispiel n = 400.6. Init: Molli�er E
1 2 Cn�n gem�a� (4.47):(E
1)i;j = e
1(xi � xj)Pnk=1 e
1(xi � xk)Mit einer geeigneten Funktion e
1(x).7. Init: Diskreter Operator A 2 Cm�n gem�a� (4.35):Ai;j = 12 Z xi+1xi�1 exp(��jx)dx:8. Compute: Bere
hne modi�zierte Daten gem�a� (4.34):eg(y) := g(y)� ymg(ym)2 K(0; x1):9. Compute: L�ose n�aherungsweise lineares Glei
hungssystem f�ur den Rekon-struktionskern 	
1;
2 2 Cn�mAH	
1;
2 = E
1 ;indem AH dur
h eine geeignete Regularisierung zum Parameter 
2 ersetztwird.10. Compute: Die L�osung f 2 Cn ergibt si
h dur
h Multiplikation des Rekon-struktionskernes mit den Daten:f = 	H
1;
2 eg:
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Abbildung 4.1: Phantom-Pro�l Stahl, m=100 Frequenzen, 0:16 < f < 406 Hz,Diskretisierung n = 400, 
1 = 1, 
2 = 3:9 � 10�15 entspr. 30 Singul�arwerten,Raus
hniveau � = 0%.4.3.5 Numeris
he ErgebnisseHier werden Rekonstruktionen zweier Phantome bei unters
hiedli
hem Raus
h-niveu in den Daten pr�asentiert. Das erste Phantomf1(x) = �0(1 + 3 exp(�2000x))wurde bei Mandelis [20℄ als typis
hes Di�usivit�atspro�l bei geh�artetem Stahlangesetzt. Das zweite Phantom zeigt die Rekonstruktionsg�ute bei einer unstetigenFunktion, bei der der �Ubergang zwis
hen einer La
k- und einer Metalls
hi
htsimuliert wird: f2(x) = ( 10�7 : 0 < x < 50�m;4 � 10�6 : 50�m � x:Die Daten wurden ohne Modellfehler erzeugt, indem zur Datenerzeugung analy-tis
h bere
hnete Thermo-Lapla
e Transformierte ausgewertet wurden. Der Daten-fehler � wird relativ angegeben, so da� die gest�orten Datens�atze g� (als Vektorenaufgefa�t) die folgende Glei
hungenj6 g(k)� 6 g�(k)jj6 g(k)j � �;jg(k)� g�(k)jjg(k)j � �;
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Abbildung 4.2: Phantom-Pro�l Stahl, m=100 Frequenzen, 0:16 < f < 406 Hz,Diskretisierung n = 400, 
1 = 2, 
2 = 3:06 � 10�6, entspr. 8 Singul�arwerten,Raus
hniveau � = 1%.f�ur k = 0; : : : ; m erf�ullen. Diese Art den Fehler in den Daten zu quanti�zieren,n�amli
h relativ in Phase und Ampliutude, ist realit�atsn�aher, als den Fehler inder 2-Norm des Datenvektors zu messen, was die �ubli
he Vorgehensweise ist.Als Molli�er wurde beim Stahlpro�l der Gausskern gew�ahlt, der an die ni
ht-�aquidistante Diskretisierung dur
h die Molli�erde�nitione
(k; l) = ee
  k � ln
 !angepa�t wurde. Es ist naheliegend, zur Rekonstruktion einer glatten Funktioneinen glatten Molli�er heranzuziehen. Zur Rekonstruktion des zweiten Phantomswurde dementspre
hend die 
harakteristis
he Funktion als Molli�er herangezo-gen.Na
h Anpassung eines geeigneten Spektrums von Anregungsfrequenzen k�onnenau
h gest�orte Daten zur Rekonstruktion herangezogen werden. Aus der Erfah-rung heraus kann der Regularisierungsparameter 
2 bei gest�orten Daten relativunabh�angig vom Raus
hniveau eingestellt werden. Ungl�atte der rekonstruiertenFunktion kann per fein-tuning mit 
1 ausgegli
hen werden. Als Regularisierungs-verfahren bei der L�osung des Glei
hungssytems f�ur die Rekonstruktionskerne wur-de die abges
hnittene Singul�arwertzerlegung benutzt. Die Abs
hneidefrequenz beiden Beispielen zu gest�orten Daten (Abb. 4.2), (Abb. 4.3) entpre
hen dem Betrag
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Abbildung 4.3: Phantom-Pro�l Stahl, m=100 Frequenzen, 0:16 < f < 406 Hz,Diskretisierung n = 400, 
1 = 2, 
2 = 3:06 � 10�6 entspr. 8 Singul�arwerten,Raus
hniveau � = 5%.des 9. Singul�arwertes, die im Beispiel mit ungest�orten Daten (Abb. 4.1) entpre-
hen dem Betrag des 30. Singul�arwertes. Da es si
h um ein exponentiell s
hle
htgestelltes Problem handelt, ist es angebra
ht statt von exakten Daten, von Datenmit einem Raus
hniveau in der Gr�o�enordnung der Re
hengenauigkeit zu spre-
hen. Sol
he St�orungen wirken bereits stark destabilisierend auf den Inversions-proze�, so da� Regularisierung notwendig wird. Abs
hlie�end ist anzumerken, da�die exakte Wahl der optimalen Regularisierungsparameter keine so gro�e Rollespielt wie bei man
hen besser gestellten Problemen. So f�uhren die Rekonstruk-tionen zu Daten mit 1% und 5% mit den glei
hen Regularisierungsparameternzu verglei
hbaren Ergebnissen. Die visuell erfa�bare Glattheit der bere
hnetenRekonstruktionen r�uhrt daher, da� diese aus ledigli
h 8 oder 9 singul�aren Funk-tionen zusammengesetzt sind.Die Beispiele zeigen deutli
h die Grenzen der Inversion der Lapla
etransformationbei diskret gegebenen und st�orungsbehafteten Daten. F�ur eine den Umst�andenentspre
henden optimalen Rekonstruktion sind ni
ht nur die Regularisierungs-parameter von Bedeutung, sondern insbesondere eine geeignete Verteilung derAnregungsfrequenzen, ein dazu passendes Rekonstruktionsintervall und eine ge-eignete Verteilung der St�uztstellen der rekonstruierten Funktion. Ist eine dieserForderungen verletzt so bedeutet dies h�au�g, da� die rekonstruierte Funktionextrem von der gesu
hten abwei
ht.
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Abbildung 4.4: Phantom-Pro�l La
k, m=100 Frequenzen, 1 < f < 1600 Hz,Diskretisierung n = 400, 
1 = 0:02, 
2 = 1:06 � 10�18 entspr. 35 Singul�arwerten,Raus
hniveau � = 0%.4.4 Anwendung und Verglei
h der VerfahrenIn diesem Abs
hnitt werden die beiden Verfahren na
h Bertolotti (4.1) und viaBorn Approximation (4.2.3) miteinander vergli
hen. Dabei soll aber eine realisti-s
here Datenlage Ausgangspunkt sein, als es im vorigen Abs
hnitt der Fall war.Die Daten werden hier mit dem S
hi
htmodell (2.2.3) produziert. Dieses Modellist ni
ht linear, und somit zeigen si
h hier au
h die E�ekte dur
h Linearisie-rung und Modellbildung, wie sie in den vorigen Abs
hnitten dokumentiert sind.Besonders interessant ist vor diesem Hintergrund inwiefern Rekonstruktionsme-thoden konkurrenzf�ahig sein k�onnen zu den vorgestellten Methoden der ni
htli-nearen Parameteridenti�zierung zur Bestimmung der La
ks
hi
htdi
ke. Da keinepassenden real gemessenen Daten vorliegen, wird hier auf synthetis
h erzeugtezur�u
kgegri�en. Die zu verglei
henden Algorithmen werden nun no
h einmal imDetail vorgestellt.Algorithmus 4.4.1 Pro�lrekonstruktion na
h Bertolotti1. Input: Daten dat(!j) und Frequenzen !j f�ur j = 0; : : : ; m� 12. Input: Regularisierungsparameter 
1; 
23. Input: S
h�atzung f�ur die mittlere Di�usivit�at der La
ks
hi
ht �0
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Abbildung 4.5: Phantom-Pro�l La
k, m=100 Frequenzen, 1 < f < 1600 Hz,Diskretisierung n = 400, 
1 = 0:02, 
2 = 1:15 � 10�7 entspr. 9 Singul�arwerten,Raus
hniveau � = 1%.4. Input: Anzahl St�utzstellen n der zu rekonstruierenden Funktion f5. Init: St�utzstellen von f wie in (4.3.3)6. Compute: Modi�zierte Daten Sj, j = 1; : : : ; m (4.14):gj := �2 Sj � Sm �q!m=!jSj + Sm �q!m=!j7. Compute: Inversion der Thermo-Lapla
e-Transformation mittels Algorith-mus (4.3.3) Rekonstruktion : f8. Compute:e(x1) = 1jSmp!mjx1;e(xj) = ej�1 + 12 (xj � xj�1) (real(fj�1) + real(fj)) ; j = 2; : : : ; n;e(xj) = 1jSmp!mj exp(e(xj)); j = 1; : : : ; n:Algorithmus 4.4.2 Pro�lrekonstruktion mittels Born Approximation



4.4. ANWENDUNG UND VERGLEICH DER VERFAHREN 77

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

x 10
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7
x 10

−6

Tiefe [m]

D
iff

us
iv

itä
t  

[m
2/

s]

Rekonstruktion1
Rekonstruktion2
Rekonstruktion3
Rekonstruktion4
Exaktes Profil 

Abbildung 4.6: Phantom-Pro�l La
k, m=100 Frequenzen, 1 < f < 1600 Hz,Diskretisierung n = 400, 
1 = 0:02, 
2 = 2:4e � 10�7 entspr. 8 Singul�arwerten,Raus
hniveau � = 5%.1. Input: Daten dat(!j) und Frequenzen !j f�ur j = 0; : : : ; m� 12. Input: Regularisierungsparameter 
1; 
23. Input: S
h�atzung f�ur die mittlere Di�usivit�at der La
ks
hi
ht �04. Input: Anzahl St�utzstellen n der zu rekonstruierenden Funktion f5. Init: St�utzstellen von f wie in (4.3.3)6. Compute: Modi�zierte Daten Sj, j = 1; : : : ; m (4.14):gj := � �Sj � Sm �q!m=!j�7. Compute: Inversion der Thermo-Lapla
e-Transformation mittels Algorith-mus (4.3.3) Rekonstruktion : f , Realteil von f ist rekonstruierte Di�usivit�at.In den Gra�ken werden die Rekonstruktionen nur bis zu einer maximalen Ein-dringtiefe von xmax = s�0!0geplottet.
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Abbildung 4.7: Phantom-Pro�l La
k, Bertolotti Algorithmus. m=100 Frequenzen,0:35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, 
1 = 0:02, 
2 = 7:3 � 10�21 entspr.40 Singul�arwerten, Raus
hniveau � = 0%.Betra
hten wir die Rekonstruktionen, die mit dem Bertolotti Algorithmus bere
h-net wurden (Abb. 4.7, 4.8, 4.9), so f�allt auf, da� unabh�angig vom Raus
hniveau,die oberste S
hi
ht sehr gut rekonstruiert werden kann. Do
h sogar bei exak-ten Daten ma
hen si
h Instabilit�aten in der zweiten S
hi
ht bemerkbar. Ursa
hehierf�ur ist in der Tatsa
he zu su
hen, da� beim Bertolotti Algorithmus die Funk-tion e0(x)e(x)rekonstruiert wird, eine Funktion, die beim �Ubergang zwis
hen den S
hi
hten ei-ne Singularit�at hat. Die Rekonstruktion ist an dieser Stelle dur
h das Problembedingt sehr instabil. Die gezeigten Plots stellen die E�usivit�at e(x) dar, die si
hdur
h Integration der rekonstruierten Funktion ergibt. Die Instabilit�at bei der Re-konstruktion in der N�ahe der Singularit�at setzt si
h hier fort in der Instabilit�atder E�usivit�at f�ur Tiefen jenseits der Singularit�at. W�ahrend die bere
hnete E�u-sivit�at bei exakter S
h�atzung von �0 quantitativ bere
hnet wird, ist sie aus obengenannten Gr�unden na
h dem Sprung ni
ht mehr in der ri
htigen Gr�o�enord-nung. F�ur die Lokalisierung des Sprunges, also der Bestimmung der S
hi
htdi
keder obersten S
hi
ht ist dies jedo
h au
h ni
ht erforderli
h.Bei Rekonstruktion mit dem Born Algorithmus (Abb. 4.11, 4.12, 4.13) tritt dieseProblematik ni
ht auf. Wir rekonstruieren hier eine andere Gr�o�e, die Di�usi-
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Abbildung 4.8: Phantom-Pro�l La
k, Bertolotti Algorithmus. m=100 Frequenzen,0:35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, 
1 = 0:01, 
2 = 1:87 � 10�7 entspr.9 Singul�arwerten, Raus
hniveau � = 1%.vit�at, genauer die reziproke Di�usivit�atsdi�erenz1�(x) � 1�0 :Bei exakter S
h�atzung f�ur �0 ergibt diese Di�erenz 0 f�ur x < L = 50�m. Die Not-wendigkeit starker Regularisierung bei verraus
hten Daten f�uhrt, vergli
hen mitdem Bertolotti Algorithmus, zu weniger guten Ergebnissen f�ur die erste S
hi
ht.Aber in der Tiefe erhalten wir bessere Ergebnisse, au
h wenn die Ma�gabe, da�f(x) ! 0 f�ur gro�e x si
h deutli
h auswirkt. Das Plotten mehrerer Rekonstruktio-nen soll eine Vorstellung davon davon vermitteln, mit wel
her Reproduzierbarkeitgere
hnet werden kann.Um die Taugli
hkeit der Verfahren bei der S
hi
htdi
kenmessung zu pr�ufen, de-�nieren wir den folgenden Ben
hmark: Es wird ein Frequenzs
an mit 100 Fre-quenzen zwis
hen 0:3Hz und 400Hz zur Verf�ugung gestellt. Alle Daten sind miteinem Raus
hen von 1% gest�ort. Beide Algorithmen sollen zur Bere
hnung von6 S
hi
htdi
ken zwis
hen 40�m und 50�m eingesetzt werden. Die Diskretisie-rung wird mit n = 600 so gew�ahlt, da� wir im relevanten Tiefenberei
h eineAu
�osung von etwa 1=3�m erhalten. Beim Bertolitti Algorithmus wird die Tiefedes Maximums der Funktion e0=e als S
hi
htdi
ke ausgegeben. Bei der Born-Approximation setzten wir als erzeugende Funktion f�ur den Molli�er das Haar-
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Abbildung 4.9: Phantom-Pro�l La
k, Bertolotti Algorithmus. m=100 Frequenzen,0:35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, 
1 = 0:01, 
2 = 1:87 � 10�7 entspr.9 Singul�arwerten, Raus
hniveau � = 5%.Wavelet e
(x) = 8><>: �1 : 0 < x < 
+1 : �
 < x � 00 : sonstein, um eine Approximation an die Ableitung der Funktion zu erhalten. Von derrekonstruierten Funktion bestimmen wir ebenfalls das Maximum als S
hi
htdi
ke.In den Abbildungen (4.10, 4.14) sehen wir die entspre
henden Rekonstruktionenf�ur unters
hiedli
he Raus
hniveaus. S
hon visuell ist feststellbar, da� hier derBorn Algorithmus stabiler ers
heint unter dem Ein
u� von Raus
hen. Und diesbest�atigt au
h die die folgende Tabelle.Exakte Di
ke Bere
hnete Di
ke Bere
hnete Di
keBertolotti Algorithmus Born-Approximation40 �m 38.8 40.142 �m 40.1 42.144 �m 42.8 44.546 �m 44.2 46.348 �m 48.4 48.450 �m 48.8 50.1Die bere
hneten Di
ken stimmen beim Born-Algorithmus in der Gr�o�enordnungder Au
�osung mit den exakten Di
ken �uberein. Bei der L�osung na
h Bertolotti
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Abbildung 4.10: Phantom-Pro�l La
k, Bertolotti Algorithmus. Verglei
h Sprun-grekonstruktion bei vers
hieden hohem Raus
hniveu. m=100 Frequenzen, 0:35 <f < 406 Hz, Diskretisierung n = 600.wird zwar die Monotonie der Di
kenabfolge eingehalten, sie wird aber im Mittelum etwa 1:5�m zu gering erre
hnet.Die Frage, ob nun diese Algorithmen in der Praxis Anwendungen �nden k�onnen,ist insbesondere bestimmt dur
h die Frage, ob entspre
hende Daten in der er-forderli
hen Zeit aufgenommen werden k�onnen. Ni
ht zu vergessen ist au
h dieTatsa
he, da� bei den Untersu
hungen in diesem Kapitel die E�ekte Tiefenab-sorption und Tiefenemission ni
ht ber�u
ksi
htigt wurden. Au
h w�are der Falld�unner Metalls
hi
hten, auf die der La
k aufgebra
ht ist weiter zu untersu
hen,da er in der Praxis eine Rolle spielt. Es wurde jedo
h na
hgewiesen, da� Re-konstruktionsverfahren erfolgrei
h angewendet werden k�onnen, und es bleibt nunder Me�te
hnik �uberlassen der Frage na
hzugehen, ob Daten in hinrei
henderQualit�at zur Verf�ugung gestellt werden k�onnen.
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Abbildung 4.11: Phantom-Pro�l La
k, Born Approximation, m=100 Frequenzen,0:35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, 
1 = 0:04, 
2 = 9:11 � 10�21 entspr.40 Singul�arwerten, Raus
hniveau � = 0%.
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Abbildung 4.12: Phantom-Pro�l La
k, Born Approximation, m=100 Frequenzen,0:35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, 
1 = 0:01, 
2 = 1:4 � 10�7 entspr. 9Singul�arwerten, Raus
hniveau � = 1%.
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Abbildung 4.13: Phantom-Pro�l La
k, Born Approximation, m=100 Frequenzen,0:35 < f < 406 Hz, Diskretisierung n = 200, 
1 = 0:01, 
2 = 1:4 � 10�7 entspr. 9Singul�arwerten, Raus
hniveau � = 5%.
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Abbildung 4.14: Phantom-Pro�l La
k, Born Approximation, Verglei
h Sprungre-konstruktion bei vers
hieden hohem Raus
hniveu. m=100 Frequenzen, 0:35 < f <406 Hz, Diskretisierung n = 600.
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