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VORWORT UND EINLEITUNG 1

Vorwort und Einleitung

Wer das erste Knopfloch verfehlt,
kommt mit dem Zuknopfen nicht zu Rande.

Johann Wolfgang von Goethe

Inverse Probleme und deren Behandlung gewinnen zunehmend an Bedeutung. Viele in-
verse Probleme wurden durch den Zuwachs an verfiigharer Rechnerleistung wéihrend der
letzten Jahre erst in akzeptabler Zeit l6sbar. Solche Probleme tauchen in vielen Anwen-
dungsgebieten wie Medizintechnik, zerstorungsfreiem Priifen, Geologie, Signalverarbeitung
und Akustik auf.

Inverse Probleme bestehen meistens darin, aus indirekten Beobachtungen eines Systems auf
die Eingangsdaten dieses Systems zu schlieflen. Ein Beispiel ist das "deblurren” (entzerren)
von Himmelsbildern. Das System ist hierbei die Atmosphére oder eine fehlerhafte Linse
welche die Eingabe "Sternenbild” verzerrt und auf der Erde als "Himmelsbild” beobachtet
wird. Das inverse Problem besteht hierbei darin, von dem auf der Erde aufgenommenen
verzerrten Bild auf das wirkliche Sternenbild zuriickzuschlieften. FEin wichtiges Beispiel
hierfiir ist das Entzerren der seit 1990 vom Hubble-Teleskop aufgenommenen Bilder aus
der Tiefe des Universums [Ado95|. Das Hubble-Teleskop befindet sich auf einem Satelliten
auf der Erdumlaufbahn, mit dem Ziel atmosphérische Verzerrungen zu umgehen. Leider
musste man kurz nach Beginn des Betriebs feststellen, dafs die verwendete Linse fehlerhaft
ist.

Bei vielen inversen Problemen hat man es mit einem Mefkvorgang zu tun, welcher eine
nicht vernachlassigbare Zeit in Anspruch nimmt. Als Beispiel sei die Rontgen-Computer-
tomographie genannt. Die das Objekt bestrahlende Réntgenquelle umfiahrt wihrend einer
Zeitspanne das zu untersuchende Objekt. Die meisten bestehenden Verfahren gehen davon
aus, dafs sich dieses Objekt wiahrend dieser Zeit nicht dndert. In dieser Arbeit werden
aufbauend auf einem abstrakten Konzept neue Verfahren vorgestellt, die es zulassen, daf
sich das zu untersuchende System zeitlich &ndern darf. Durch die Hinzunahme der a-priori
Information "zeitliche Glattheit” gelangt man so zu funktionsfihigen Verfahren um die
sogenannten "dynamischen inversen Probleme” sinnvoll zu 16sen.

Inverse Probleme sind im Sinne von Hadamard meist "schlecht gestellt”. Hadamard fiihrte
anfang des letzten Jahrhunderts diesen Begriff ein und ging davon aus, daf solche schlecht
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gestellten Probleme in der Naturwissenschaft und ihren Anwendungen nicht von Bedeutung
seien. Die heutige Praxis mit einer Vielzahl von inversen und schlecht gestellten Problemen
widerlegt diese Behauptung deutlich.

Schlecht gestellte Probleme bediirfen in ihrer Behandlung besonderer Verfahren und Tech-
niken. Die sogenannten "Regularisierungsverfahren” gehoren zu diesen. Diese zeichnen
sich dadurch aus, daf man Zusatzinformationen, welche nicht aus den Daten extrahiert
werden konnen, ins Spiel bringt. Das in dieser Arbeit vorgestellte Konzept der "zeitlichen
Glattheit” fiihrt ebenfalls zu einem solchen Verfahren.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden wir die hier benutzten Begriffe formal in der Sprache
der Mathematik fassen. Die Darstellung fillt hierbei recht knapp aus, der interessierte Leser
findet in [Lou89|, [EHN96] und [CK92| tiefgreifende Abhandlungen.

Die im Hauptteil dieser Arbeit benttigten mathematischen Hilfsmittel aus den Bereichen
Funktionalanalysis, Optimierung, Tikhonov-Phillips-Regularisierung und Numerik werden
im zweiten Kapitel vorgestellt und erarbeitet.

Die folgenden Kapitel drei bis fiinf stellen jeweils ein abstraktes Verfahren vor, um dynami-
sche inverse Probleme zu l6sen. Wert wurde hierbei darauf gelegt, zu effizienten Verfahren
zu gelangen. Diese Verfahren sind im Vergleich zu "naiven” Verfahren, welche auf Nor-
malengleichungen beruhen, um mehrere Zehnerpotenzen schneller. So laft sich das spéter
vorgestellte Problem der spatio-temporalen Stromdichterekonstruktion mit einem Einflufs-
raum von 5000 EinfluRpunkten, 32 Mefwerten und 100 Zeitschritten um den Faktor 107
beschleunigen. Damit werden dynamische inverse Probleme auch auf "kleinen” Rechnern
in akzeptabler Zeit 16sbar.

Die Kapitel sechs bis acht stellen jeweils ein in der Praxis wichtiges dynamisches inverses
Problem vor, zeigen, wie man diese mit den in dieser Arbeit erarbeiteten Verfahren 16sen
kann, stellen Ergebnisse vor, und vergleichen diese mit bestehenden Verfahren (falls vor-
handen). Um die Universalitdt der erarbeiteten Verfahren zu demonstrieren,, wurden die
drei Beispielanwendungen so gewéhlt, dafl man sowohl diskrete als auch kontinuierliche
Modellierungen betrachtet; eins der Beispiele ist ein nichtlineares Problem.

Es war mir wichtig, die erarbeiteten Verfahren auf ein robustes mathematisches Fundament
zu stellen, und diese spéter mittels praktisch relevanten Problemstellungen zur Anwendung
zu bringen.

Die Geschichte dieser Arbeit beginnt mit meiner Teilnahme am Saarbriicker Projekt "In-
verse Quellrekonstruktionen” in Zusammenarbeit mit Prof. Hellmut Buchner aus Aachen.
Die in diesem Projekt physiologisch motivierte a-priori Information "zeitliche Glattheit”
fiihrte zu robusteren Verfahren auf dem Gebiet der Stromdichterekonstruktionen, wie sie
in dieser Arbeit im achten Kapitel vorgestellt werden. Zusammen mit Carsten Wolters
aus Leipzig hatte ich die Idee, diese Rechentechniken auf das Problem der dynamischen
Impedanztomographie anzuwenden. Die am Lehrstuhl von Prof. A. K. Louis intensiv un-
tersuchten Verfahren aus dem Gebiet der Rontgen-Computertomographie kamen in ihrer
dynamischen Formulierung als drittes Anwendungsgebiet hinzu. Um diese drei Anwendun-



VORWORT UND EINLEITUNG 3

gen einheitlich behandeln zu konnen, mufte ich das Konzept der Operatormatrizen wie in
Kapitel zwei vorgestellt einfithren und mir Gedanken iiber die numerische Behandlung
der damit verbundenen Operatorgleichungen machen. Ich denke, daf die am Ende dieser
Arbeit vorgestellten Anwendungen diesen abstrakten Rahmen erst wertvoll und sinnvoll
machen.

Insgesamt bin ich der Meinung, daft die vorgestellten und untersuchten Verfahren dazu
geeignet sind, unter der recht allgemeinen a-priori Information zeitliche Glattheit” zu
sinnvollen und verwertbaren Ergebnissen zu gelangen.

Mein Dank gilt aufter Prof. A. K. Louis, Prof. Buchner und Carsten Wolters, insbesonde-
re Marco Vauhkonen aus Helsinki, welcher mir wichtige Software aus dem Bereich der
Impedanztomographie zur Verfiigung stellte, aukerdem danke ich Prof. Louis und allen
Mitarbeitern des Lehrstuhls von Prof. A. K. Louis fiir das gute und produktive Arbeitskli-
ma und der mir zugekommenen Unterstiitzung. Roman Miiller und Axel Binder waren
mir bei der Korrektur dieser Arbeit sehr behilflich, wofiir ich ihnen herzlich danke. Letzt-
lich mochte ich noch meinen Eltern und meinem engeren Freundeskreis danken, die mich
auch in schwierigen Zeiten sehr gut unterstiitzt haben, und ohne deren Hilfe diese Arbeit
bestimmt nicht zustande gekommen wire.



VORWORT UND EINLEITUNG



SYMBOLVERZEICHNIS

Symbolverzeichnis

Das Buch der Natur ist mit

mathematischen Symbolen geschrieben.

Galileo Galilei

Symbol Erlauterung Abschnitt
A Operator, meist zwischen Hilbertrdumen, A: X — Y 1.1
XY Topologische, Banach- oder Hilbertrdume 1.1
x gesuchte Grofe 1.1
b, g Daten 1.1
At Inverse des Operators A 1.1
Af Verallgemeinerte Inverse des Operators A 1.1
A Regularisierungsparameter, meist rdumlich. 1.1
Ty Regularisierungsoperator 1.1
R reelle Zahlen 1.1
R, positive reelle Zahlen 1.1
D(+) Definitionsbereich eines Operators 1.1
g° gestorte Daten 1.1
€ Rauschniveau 1.1
A; Vorwartsoperator zum Zeitpunkt ¢; 1.1
t; Zeitpunkte, 1 <: < T 1.1
T Anzahl Zeitpunkte 1.1
|- |l Norm 1.1
L(H,G) Menge der linearen Operatoren von H nach G 1.2
K Grundkorper, entweder C oder R 1.2
M; x M,y kartesisches Produkt der Mengen M, und M, 2.1
H, & H, Hilbertraumsumme der Hilbertrdume H; und H, 2.1
(-, m Skalarprodukt des Hilbertraumes H 2.1
|- lm Norm des Hilbertraumes H 2.1
[A] der zur Operatormatrix (A; ;) assoziierte Operator 2.1

Fortsetzung...



A*
Ai,j; Bi,ja CZ,]
p(i, 5),q(i, j)

®

Mat,, (z)
R(A)
N(A)
MJ_

DF

X

Y*

9(s,w)

SYMBOLVERZEICHNIS

Erlduterung

kanonische Projektion, P, : Hi @& --- & Hy — H;
kanonische Einbettung, £, : H; - H, ®---® Hy
Adjungierte des Operators A

Blocke von Matrizen A, B, C

Abbildung von Block/Unterblock-Index (i, j) auf abso-
luten Index p(i, j) bzw. (i, j)

(verallgemeinertes) Kroneckerprodukt

Umordnung eines Vektors x zu einer Matrix mit n Zeilen
Bildbereich (Range) von A

Nullraum (Kern) von A

orthogonales Komplement von M

Frechét-Ableitung des Operators F

Funktional

endlichdimensionaler Unterraum von X mit "Feinheit”
h

Dualraum von Y

endlichdimensionaler Unterraum von Y*
Approximation der Losung f

lineare Hiille

Transponierte der Matrix M

zeitlicher Regularisierungsparameter

Identitét auf Hilberraum H

diskreter Differentialoperator auf R”

diskreter Differentialoperator auf Hilbertraum H"
(verallgemeinerter) Gradient des Funktionales ®

n X n Diagonalmatrix mit diagonalen Eintridgen
L1y, Tp

Wichtungsmatrix

Wichtungsmatrix

Landausymbol

Gerade senkrecht zu w € S' mit Abstand s zum Ur-
sprung

Rand der zweidimensionalen Einheitskugel

in Position (s,w) gemessene Intensitét eines Rontgen-
strahls

modifizierte Daten zur Position (s,w)

Gebiet

Menge der quadratintegrblen Funktionen auf M
Radontransformation

Abschnitt

2.1
2.1
2.1
2.3
2.3

2.4
2.4
2.5
2.5
2.5
2.6
2.6
2.7

2.7
2.7
2.7
2.7
2.9
3.1
3.1
3.1
3.1
3.1
3.1

4.3
0.4
0.4
6.2

6.2
6.2

6.2
6.2
6.2
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Fortsetzung...
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Symbol

Ri

Erlduterung

Radontransformtion zur Richtung w;

Stommuster

Spannungsmuster

Anzahl Elektroden

elektrische Leitfahigkeit

Sobolevraum der Ordnung eins auf 2

k-te Elektrode, e, C 0N

Kontaktimpedanz der [-ten Elektrode
verallgemeinerte Divergenz

H'(Q) & RF

H/R

Bilinearform

elektrische Spannung an Elektrode h

diskretisierte elektrische Spannung in 2
Vorwirtsoperator zu I = (I}), T : (p, I) — u”
elektrischer Widerstand, p = 1/0

m-tes Element der FEM-Diskretisierung
charakteristische Funktion von A,,

Linearisierung von 7" in p

Vorwértsoperator der EIT zum Zeitpunkt ¢
Landausymbol

bedingte Wahrscheinlichkeit

Schétzer fiir Zufallsvariable x

x ist normalverteilt mit Erwartungswert p und Varianz
o2

Operatoren des "message modell”

Operatoren des "measurment modell”

Kovarianz

Schéatzer fiir x; unter Kenntnis der Messwerte z; ... 2
Parameter des Kalmanglitters zur Losung des Problems
der dynEIT

Stromdichte

Meffléchen ffiir EEG/MEG

Vorwirtsoperator fiir EEG-Daten

Vorwirtsoperator fiir MEG-Daten

Operator zur schwachen Losung der Poissongleichung
Spuroperator

Vorwirtsoperator Magnetfeld

7
Abschnitt

6.3
7.1
7.1
7.1
7.1
7.2
7.2
7.2
7.2
7.2
7.2
7.2
7.3
7.3
7.3
7.3
7.4
7.4
7.4
7.5
7.5
7.6.1
7.6.1
7.6.1

7.6.1
7.6.1
7.6.1
7.6.1
7.6.2

8.2
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Symbol Erlauterung Abschnitt
B magnetischer Fluf 8.2
€ k-ter Einheitsvektor 8.3
L Leadfieldmatrix 8.3
G(-,-) Greensche Funktion 8.3
vol(M) Maf /Volumen von M 8.3
dp Deltadistribution um Punkt p 8.3
A Laplace-Operator 8.4
A diskretisierter Laplace-Operator 8.4
blockdiag(. . .) Blockdiagonal-Matrix mit vorgegebenen Diagonalein- 8.5
tragen

q(t) Aktivitdtsverlauf 8.6.2



1 Dynamische inverse Probleme

Wer klare Begriffe hat, kann befehlen.
Johann Wolfgang von Goethe

1.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst erlautern, was wir unter einem inversen Problem
und dann, was wir unter statischen und dynamischen inversen Problemen verstehen. Gute
Einfiihrungen in das im folgenden skizzierte Themengebiet der inversen Probleme und
deren Regularisierung findet man in [Lou89, EHN96].

Ist die direkte Messung der Eigenschaften eines Objektes nicht moglich, sondern muf man
von indirekten Beobachtungen auf diese Eigenschaften zuriickschliefen, so sprechen wir
von einem inversen Problem. Inverse Probleme treten in der Regel als Umkehr eines
direkten Problemes auf. Diese direkten Probleme verhalten sich meist "gutartig”, das heifit,
dak die Losung des direkten Problems unter recht allgemeinen Voraussetzungen eindeutig
existiert und stetig von den Eingangsdaten des Problems abhéngt. Mathematisch exakt
formuliert nennen wir ein solches Problem gut gestellt:

Definition 1.1.1 Sei A: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen X und
Y. Das Problem Az = b heifit gut gestellt, wenn

1. fiir alle b eine Losung x existiert,
2. diese Losung eindeutig ist, und

3. die Losung x stetig von den Daten b abhéngt.

Ist eine dieser Bedingungen verletzt, so sprechen wir von einem schlecht gestellten Pro-
blem. Die meisten inversen Probleme sind schlecht gestellt. Oft kommt die Schlechtge-
stelltheit durch einen kompakten Operator A ins Spiel. Kompakte Operatoren mit einer
unendlichdimensionalen Urbildmenge sind nédmlich nicht stetig invertierbar [Lou89|, das
heift in Definition 1.1.1 ist Punkt 3 verletzt.
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Sind im Falle, dak es sich bei X und Y um Hilbertrdume handelt, die Bedingungen eins
oder zwei in der obigen Definition nicht erfiillt, so miissen wir den Losungsbegriff verallge-
meinern, wir ersetzen die nicht existierende Inverse A~! durch die verallgemeinerte Inverse
A" [Lou89]. Aber selbst diese verallgemeinerte Inverse wird im allgemeinen nicht stetig
sein.

Die stetige Invertierbarkeit ist fiir praktische Verfahren allerdings von zentraler Bedeutung.
Ist diese verletzt, so kann sich Rauschen in den Mefiwerten b iiberméfkig stark auf die Losung
x des Problems auswirken, die Losung ist in der Regel unbrauchbar.

Mathematisch formuliert wird man zur Losung eines schlecht gestellten Problems die nicht
stetige Inverse A" durch einen stetigen Operator Ty approximieren. Einen solchen Operator
wird man als Regularisierung des Problems bezeichnen:

Definition 1.1.2 Eine Regularisierung von Af ist eine Familie von Operatoren
{Th}rso, Th:Y = X

mit folgender Eigenschaft:
Es existiert eine Abbildung A : R, x Y — R,, so daR fiir alle ¢ € D(A") und fiir alle
gestorten Daten ¢¢ € Y mit Rauschniveau ¢, das heift ||g — ¢¢|| < ¢, gilt

lim  Thyeg)9° = Alg

e—0,9°—¢g

Um solche Regularisierungen konstruieren zu kénnen, miissen wir Zusatzinformationen
iiber die Losung x ins Spiel bringen.

Ausgangspunkt der Unterscheidung zwischen dynamischen und statischen inversen Pro-
blemen ist ein Mefverfahren, welches zu 1" Zeitschritten ¢;, 1 < ¢ < T Melkwerte m; liefert.
Der Zusammenhang zwischen den zu bestimmenden Eigenschaften x des zu untersuchenden
Objektes und den Meftwerten wird zu jedem Zeitpunkt durch einen Operator A; mittels
A;x = m; hergestellt. Die Aufgaben A;xz = m,; werden im allgemeinen schlecht gestellt
sein.

In dieser Situation sprechen wir nun von einem statischen inversen Problem, da sich
die Eigenschaften x des Objektes iiber dem gesamten Zeitraum [1, ¢7] nicht dndern.

Umgekehrt sprechen wir von einem dynamischen inversen Problem, wenn sich das zu
untersuchende Objekt iiber die Zeit verdndern kann, das heifst wir haben den Zusammen-
hang A; z; = m;.

Im Fall von zwei Anwendungsbeispielen (ndmlich Rontgen-CT und Impedanz-Tomogra-
phie) wird es so sein, da die Messung zum Zeitpunkt ¢; nicht genug Informationen iiber
die Eigenschaften z; des Objektes zu diesem Zeitpunkt liefert. Wir sind daher auf weitere
Zusatzinformationen angewiesen. In dieser Arbeit werden wir die Information ”zeitliche
Glattheit” als Zusatzinformation einfithren und darauf aufbauend Verfahren zum Losen
von dynamischen inversen Problemen herleiten. Zeitliche Glattheit heifst, daft sich das
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Objekt von Zeitschritt ¢; zu Zeitschritt ¢;,1 nur geringfiigig dndern darf. Wir werden diese
Glattheit im allgemeinen in der Form >, ||z;+1 — ;||* mathematisch formulieren.

In einem dritten Anwendungsbeispiel (Stromdichterekonstruktion) wird die Rekonstruktion
von x; aus den Mefwerten m; moglich sein. Da in diesem Falle die Probleme A; z; = m;
aber exponentiell schlecht gestellt sind (dies bedeutet, sie sind "sehr schlecht gestellt”,
siehe [Lou89]), wird die Losung z; besonders empfindlich auf Rauschen in den Daten m;
reagieren. Hier werden wir die zeitliche Glattheit benutzen, um ein in Bezug auf Rauschen
stabileres Verfahren zu gewinnen.

All diesen Anwendungen liegt die Aufgabe
Alxlzml AT.T)T:mT

unter der Nebenbedingung

> |lzie1 — zil|> = min
7

zugrunde.

Die hergeleiteten Verfahren werden wir mit ST1C, ST2, ST3 und ST3C bezeichnen. "ST”
steht hierbei fiir spatio-temporale Regularisierung, der Buchstabe ”C” bezieht sich auf den
Spezialfall, daf sich der Operator A; iiber die Zeit nicht dndert, d.h. A; = Ay Vi.

1.2 Der mathematische Rahmen

Wir werden die im letzten Abschnitt benutzten Objekte nun genauer spezifizieren.
Im folgenden betrachten wir T' Zeitschritte zu Zeitpunkten ¢;,1 <7 <T.

Die Operatoren A; seien aus L(H,G;), H und G; seien Hilbertrdume iiber K. Sind die A;
von i unabhéngig, d.h. A; = A Vi, so betrachten wir den Operator Ay € L(H,Gy). Auch
Gy ist ein Hilbertraum.

Alle beteiligen Operatoren sind im unendlichdimensionalen Fall kompakt oder im endlich-
dimensionalen Fall schlecht konditioniert!.

Die zu rekonstruierenden Gréfen bezeichnen wir mit z,z; € H, die zugrundeliegenden
MeRwerte mit m; € G;.

Wir werden aufserdem nur Verfahren fiir unterbestimmtes A; explizit angeben. Was im
iiberbestimmten Fall zu tun ist, werden wir jeweils kurz kommentieren. Im allgemeinen
ist es so, daft die Gesamtheit der Operatoren A; ein inverses statisches Problem beschrei-
ben, welches iiberbestimmt oder "schwach” unterbestimmt ist. Daher sind die einzelnen A;
meist "relativ stark” unterbestimmt. Dies spiegelt die Tatsache wieder, daf jeder einzelne

lim endlichdimensionalen Fall sind die Operatoren automatisch kompakt.
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Mefschritt relativ wenige Informationen iiber das zu bestimmende Objekt liefert, die Ge-
samtheit der Mefschritte bestimmen aber im statischen Fall das Objekt recht gut. Einen
Operator A werden wir als unterbestimmt bezeichnen, wenn es sich hierbei um

e cine Matrix iiber K handelt, welche mehr Spalten als Zeilen hat, oder

e um einen Operator handelt, welcher von einem unendlichdimensionalen Hilbertraum
in K" abbildet, oder

e um einen Operator handelt, welcher von einem Funktionenraum auf einer Mannig-
faltigkeit in einen Funktionenraum auf einer niederdimensionaleren Mannigfaltigkeit
abbildet. Dieser Operator geht bei geeigneter Diskretisierung meist in eine unterbe-
stimmte Matrix iiber.
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2 Mathematische Hilfsmittel

Natur und Geist finden ihren reinen Ausdruck und
thre wahre Einheit nur im Abstrakten.

Piet Mondrian, niederlandische Maler

In dem folgenden Kapitel legen wir den Grundstein fiir das Losen von Least-squares Pro-
blemen in Hilbertrdumen. Genauer gesagt, beschiftigen wir uns mit Tikhonov-Phillips-
und Minimum-Norm-L&sungen von Operatorgleichungen.

Dazu stellen wir die Begriffe Operatormatrix und (verallgemeinertes) Kroneckerprodukt
vor und beweisen Eigenschaften derselben. Der Begriff der Operatormatrix verallgemei-
nert hierbei den bekannten Begriff der Matrix iiber einem Grundkorper K. Der Terminus
"Operatormatrix” wird zwar gelegentlich in der Mathematik verwendet, insbesondere im
Rahmen von Integralgleichungen [Eng93, Nag89|, eine grundlegende Einfiihrung, welche
die in den néchsten Abschnitten dargestellte Theorie abdeckt, konnte ich nicht finden.

Wir zeigen im folgenden, daf man mit Operatormatrizen wie mit den bekannten Matrizen
iiber Korpern rechnen darf. In einem eigenen Abschnitt werden wir darauf eingehen, wie
man Operatorgleichungen, welche auf Operatormatrizen beruhen, numerisch 16sen kann.

Liegt linearen Problemen eine "Kronecker-Struktur” zugrunde, so konnen wir diese unter
gewissen Voraussetzungen in dquivalente Gleichungen vom Typ "Sylvester-Gleichung” um-
formen. Wie man solche Gleichungen wiederum effizient 16sen kann, werden wir in den
beiden letzten Abschnitten dieses Kapitels sehen.

2.1 Operator-Matrizen

Vorausgesetzt seien Hilbertraume H;, 1 < < M iiber einem Korper K. Die dazugeho6ren-
den Skalarprodukte und Normen seien (-,-)g, bzw. || - ||g,. Das Produkt Hy x --- x Hy,
wird vermoge

<{E, y) = Z<xu yi)Hi

[
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selbst zu einem Hilbertraum H; @ --- @& H,, iiber K. Man bezeichnet diesen als die so-
genannte Hilbertraumsumme der Hilbertrdume Hy,..., Hy;. Die zugehorige Norm ist

dann
2] = ]
i

2
H;*

Wir definieren nun den Begriff der Operatormatrix und des damit assoziierten Operators.

Definition 2.1.1 Unter einer Operatormatrix verstehen wir eine Familie von Operato-
ren A;; : Hy — G;,1 <i < N,1<j <M wobei N,M € N. Wir bezeichnen diese Familie
auch als (4;;). Auf der Menge dieser Operatormatrizen definieren wir die Multiplikation
A - B auf die gewohnte Art und Weise:

(A . B)i,j = Z Ai,kBk,j-
k

Vorausgesetzt sei, dafs die Urbild— und Bildmengen der entsprechenden Operatoren "pas-

sen”.

Einer Operatormatrix ordnen wir wie folgt einen Operator
A=A, H®  -@Hy—-G & ---®Gy
zZu.

M
j=1

Wir bezeichnen diesen Operator als den der Operatormatrix (A4, ;) assoziierten oder
zugeordneten Operator?.

Im folgenden beweisen wir einige Eigenschaften von Operatormatrizen, welche es uns spéter
ermoglichen, mit diesen Matrizen auf gewohnte Art und Weise zu rechnen.

Satz 2.1.2 Die Abbildung A + [A] ist ein Isomorphismus von der Menge der Operator-
matrizen in die Menge der linearen Operatoren von Hy @ --- @ Hy; nach G; & -+ & Gy
vermoge [A] o [B] = [A- Bl und [A] + [B] = [A+ B].

Beweis:  Wir beweisen [A] o [B] = [A - B].

2Wir haben auf diese Art und Weise den bekannten Begriff der Matrix iiber einem Korper K erweitert.
Betrachtet man die Menge £(K, K) der linearen Operatoren von einem Korper in sich selbst, so ist diese
isomorph zum dem Korper K vermége a — Ly, Loz = a - . Somit kann man die Matrizen iiber Kérpern
den Operatormatrizen unterordnen.
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Es gilt ([B]z); = 3_; Bijz;. Daher ist

(AT o [Bl)#)x = ([AI([B2))i = ZAk,i ZBi,jffj

= Z (Z Ak,iBi,j> Ij
= Z(A - B,z
— (A~ Bla)i.

Das heifst ([A] o [B])(z) = [A - B]z.
Als néchstes zeigen wir die Injektivitdt der Abbildung A — [A]:
[Al=0= ([A]z); =0  Va,i

:>Ai,j$j:0 Vi, j (Wéihlex:(0,...,xj,...,0))
:>Ai,j =0 Vi, j

Zum Schluf die Surjektivitéit: Es sei ein linearer Operator B : Hi®- - -®Hy — G1®- -

gegeben. Wir definieren die kanonischen Projektionen
PjZHlEB"'EBHm—)Hj, (.’.EZ)P—)I.E]
und die kanonischen Einbettungen

Ej:Hj%Hl@"'@Hm, IH(O,..., T ,...,0).
j—te Stelle

Nun definieren wir

Ai,j = .PZBE]

Dann gilt:

J J

Das heifst [A] = B.

15

‘DG N

Definition 2.1.3 Unter (A7 ;)7 verstehen wir die Operatormatrix, welche entsteht, wenn
man die einzelnen Operatoren adjungiert und diese an der Hauptdiagonalen gespiegelt

anordnet. Der dazugehorende Operator wird mit [A};]7 bezeichnet.

Satz 2.1.4 Es gilt [A4;;]* = [A],]".
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Beweis:

zyxy ZZ zyx];yz szw ]yz
- Z Lj; ZAZ Vi) = Z Zjs Z(A;k])]zyz>
J i
=(z :[A;'k,j] y)-
|

Das heifit, wir erhalten die Adjungierte einer Operatormatrix, indem wir die beteiligten
Operatoren transponiert anordnen und selbst jeweils adjungieren.

2.2 Operatormatrizen von Operatormatrizen

Da Operatormatrizen selbst wieder Operatoren darstellen, kann man auch Operatorma-
trizen von Operatormatrizen betrachten. Im folgenden zeigen wir, dafs man durch das
"Weglassen der inneren Klammern” einen auf kanonische Art und Weise isomorphen Ope-
rator erhilt.

Wir betrachten nun eine Operatormatrix (C*7),1 < ¢ < I,1 < j < .J von Operatoren,
welche selbst durch eine Operatormatrix (Ckl)kl dargestellt werden. D.h. man hat Hil-

bertrdume H;; und G, ; zusammen mit Operatoren Ckl : Hj; — G, . Wenn man diese
beziiglich der unteren Indizes gruppiert, erhilt man Operatoren

[CY] Hjy @+ @ Hjp; = Gia @ -+ @ G-
Das heift, man hat Blocke der Grofe n; x m;. Der Operator [C] bildet nun wie folgt ab:
[C] : (Hl,l@"'@Hl,m)EB"'EB(HJJEB"'EBHJ,W)
= (G® - ®Cim) @ B (Gr1 @@ Grmy).
Beispiel 2.2.1 Wir betrachten die Operatormatrix

el o) for
cir ol lof
oft cH] [ch

Hier gilt
chh His® Hip— Gy ©Grp
ch? Hyy — Gi1 @ G2
C*' :Hy1® Hy 5 — G,
02’2 : H2,1 — G2,1

und ny = 2,n0 = 1,m; = 2 und my = 1.
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Wir "16sen nun die inneren Klammern auf” und erhalten eine Operatormatrix (C; ;) gemaf

Cotkt) atig) = CF

1,77

wobei

k-1
i=1
k—1
= Z m; + l.
i=1

Das heifst p bzw. ¢ bilden die Indizes "vor dem Auflésen der Klammern” auf den Index
"nach dem Auflosen der Klammern” ab. Genauer gesagt bildet p die Menge {(k,[)|1 <
k < J,1 <k < ng} bijektiv ab auf {1...m = ) .m;}. Analoges gilt fiir ¢. In diesem
Zusammenhang setzen wir n = ). n,.

Mit dem Vektor z = (z',...,27) = ((x1....2,,),..., (x{,...x;,)) verfahren wir auf die
gleiche Art und Weise wie mit C:

Es gilt:

Satz 2.2.2 Die mit den Operatormatrizen (C*/) und (Cj;) assoziierten Operatoren sind
mittels "weglassen von Klammern” isomorph. Die Abbildung [C] — [C] ist eine Isometrie.

Beweis:  Es gilt ([C]z), = Y, CH2’ und somit (([Clz)x); = >, (CPia?), =3, > Clk]’ al.
Weiterhin gilt
kl 1 = ~
Z Z Cry w5 =D Y CotktratiyFativ)
i
= Cyiyrs
r=1

= (éj)p(k 1)
Also gilt die Aussage iiber die Isomorphie:
(([Cl2)k)e = (CZ)piray.

Aus dieser Rechnung folgt weiterhin

Cla|* = ZZH Ol = ZZH s’
= Z I(Ca)i)1* = [|Cz]”
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Beachtet man nun ||z| = [|Z|], so folgt ||[C]]| = |I[C]]|.

2.3 Das Rechnen mit Blockmatrizen

Im folgenden partitionieren wir Operatormatrizen zu Blockmatrizen. Wir zeigen nun, daf
man Matrizen sowohl auf gewohnte Art und Weise multiplizieren kann, als auch blockweise.

Lemma 2.3.1 Wir partitionieren die Matrix A = (4, ;) zu
Ay

A= :
Ay

und B = (B, ;) zu

Die A; haben jeweils m; Zeilen, die B; haben jeweils n; Spalten. Partitionieren wir nun
C = AB wie folgt

Cl,l P CI,N
¢ = : : ;
CMJ Ce CM,N
so gilt
Cop = AuBp
Beweis:  Wir definieren )
q(a, 1) = an +1
k=1
und
B—1
p(B,J) = mi+]
k=1
Dann gilt

Das heifst Cp 5 = AaBs.
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Lemma 2.3.2 Wir partitionieren die Matrix A = (4, ;) zu
A= (A ... |Ax)
und B = (B, ;) zu
B — :
By
Die A; haben jeweils m; Spalten, die B; haben jeweils m; Zeilen. Dann gilt fiir C = AB:

Beweis: Wir definieren p(a,i) = S.¢_ my, + i und kénnen nun die Zahlen 1...m
unterteilen gemaf

L...m=p(1,1)...p(1L,m)p(2,1)...p(2,ma)p(3,1) ... p(M, mu)

Das heifst
M p 77m‘Y M my
ZAszka D D AuBrei=3_% Aikipan -t B
v=1 k=p(v,1) =1 k=1
M My M my M
=3 Ay =Y N (Aik(Byes = Y (AB)i;
7=1 k=1 =1 k=1 y=1
M
. (Z szsy) |
y=1 i,j

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata kdnnen wir nun den folgenden Satz beweisen. Er besagt,
daf man das Matrixprodukt auch blockweise ausfiithren darf.

Satz 2.3.3 Die Matrizen A und B seien wie folgt partitioniert:

./41,1 ./41,3 81,1 Bl,r

A= : : ; B = : :
Aq71 .Aq,s 85,1 ... B,

)

Der Block A; ; hat dabei die Grofe m; x p;, der Block B; ; hat die Groke p; x n;.
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Partitioniert man C' = AB gemdéls
Cl 1 .. Cl:’"

Cot - Co

so dak der Block C;; die Grofe m; x n; hat, so gilt

Ca =Y _ AarBys.
Y

Beweis: Wir fassen die Blocke der Matrix A spaltenweise und die der Matrix B
zeilenweise zusammen:

By
A= (Al ... JA)  B=|:
B,
mit
A
A, =1 B,= By ... By,).
Aqy

Dann gilt mit Lemma 2.3.1 und Lemma 2.3.2

Cap = <Z -’4787) = Z(A’YB’Y)Q,/B = ZAanB%ﬂ-
v v

o,p v

2.4 Das verallgemeinerte Kroneckerprodukt

Wir verallgemeinern das aus der linearen Algebra bekannte Kroneckerprodukt auf Opera-
tormatrizen. Auferdem zeigen wir noch wichtige Recheneregeln, von denen wir spéter rege
Gebrauch machen werden.

Definition 2.4.1 Sei M = (M; ;) eine n x m-Matrix iiber K. B sei ein beliebiger Ope-
rator B : H — G, wobei G, H Hilbertraume iiber K seien. Dann bezeichnet M ® B den

folgenden Operator:
M B ... M,,B

M ® B = : :
MuiB ... My,.B

Wir bezeichnen die Verkniipfung ® als verallgemeinertes Kroneckerprodukt.
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Satz 2.4.2 Die Verkniipfungen ® und + sind distributiv. Aufsderdem gelten

(M ® A)(N® B) = (MN) ® (AB)
MRA)'=M"'gA™!
(M ® B)*=M*® B*

Beweis:  Die Distributivitit ist offensichtlich. Wir beweisen nun (M ® A)(N ® B) =
(MN) ® (AB):

(M®A)(N®B))i; =Y (M A);1(NB), ZmzkAnk]
= (MN);;AB = (MN) ® (AB))m

Geht man von M € K™*™ aus, dann ist Idg» = Id,, ® Idg. Mit Hilfe der ersten Rechen-
regel folgt sofort (M @ A)~' = M~ @ A~

Die letzte Behauptung folgt aus Satz 2.1.4. -

Im Falle, daf es sich bei dem zweiten Argument der Verkniipfung ® um eine Operatorma-
trix handelt®, benutzen wir Satz 2.2.2 und, lassen die inneren Klammern weg. In diesem
Fall gibt es eine im folgenden oft benutzte Rechenregel, welche es erlaubt Gleichungssyste-
me mit Kronecker-Struktur in Form von Matrixgleichungen effizient zu 16sen. Diese werden
wir jetzt herleiten.

Gegeben sei eine Operatormatrix (B; ;) mit

Bl:Hi @@ H,»G & &G,

>

H G

sowie eine Matrix A € K™ ™ Das heiit

A®[B]: H™ = G™.

Einem Vektor x € H™, d.h. x = (z',...,2™) = (z},...,z}, 2}, ... 22, ..., 2™) ordnen wir
die folgende Matrix zu
1 m
$1 DI :Lll
Mat,, () := :
1 m

Setzen wir schlieflich
ra=a-x x € H;,a € K

3das ist wie bereits in 2.1 erwihnt der Fall, wenn es sich um eine Matrix iiber K handelt.
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sowie

[B]X = ([Blz1]. .. |[Blzn),

so konnen jetzt den folgenden Satz formulieren und beweisen:

Satz 2.4.3 Es seien A, [B] wie oben. z € H™,y € G™. Wir setzen X := Mat,(z) und
Y := Mat,(y). Dann ist die Gleichung

(Ao [Bl)z =y

dquivalent zu

[B]JXAT =Y.

Beweis: Im folgenden bezeichnet (M) die k-te Spalte der Matrix M. Es gilt

a1[B] -+ aym|B] ! y!
(A®[B)z=| : =
amai[B] -+ mm|B] ™ ym

Das heifét
vt =3 ag [Bla = 3 (AT)yx [Bla.
!

l

Aullerdem haben wir

und

Das alles zusammen liefert

Somit erhalten wir

Y =[] [y™] = [(BIXAT), || (BIXAT),.] = [BIXAT,

Wir werden diesen Satz spéter fiir der Spezialfall K = H = G = R benutzen. In diesem
Fall ist die Operatormatrix [B] nichts anderes als eine gewdhnliche Matrix iiber R, Mit
Hilfe des letzten Satzes kann man im allgemeinen recht grofe Gleichungssysteme der Form
(A® B)x = y effizient 16sen.
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2.5 Die Minimum-Norm Losung

Im folgenden betrachten wir eine Gleichung der Form Az = b. Hierbei sind H, G Hilbert-
rdume, x € H,y € G, A € L(H,G) mit R(A) = G.

Satz und Defnition 2.5.1 Die Aufgabe
Ax =10 und ||| — min

hat eine eindeutige Losung, die sogenannte Minimum-Norm Ldsung. Diese ist genau
die eindeutige Losung von

Az =1b und xr € R(AY).

Beweis: Gegeben seien zwei Losungen z; und x5 von Az = b. Diese haben eine
eindeutige Zerlegung 7, = y; + 2z; und zo = 5 + 2, mit y; € N(A)* und 2; € N(A). Dann
gilt 0 = A(z) —x2) = A(y1 — 42). Days —yp € N(A)L folgt yy —y2 =0, d.h. y; = yo.

Insgesamt gilt also: Alle Losungen von Ax = b haben die Form z = y + z. Hierbei ist
y € N(A)! eindeutig und fix, 2 € N(A) ist beliebig.

Fiir die Losungen x = y + z des linearen Gleichungssystems gilt nach dem Satz von Py-
thagoras:

2] = llyll* + |2
Das heifst die Losung minimaler Norm von Ax = b ist y. Dieses ist eindeutig bestimmt.

Da N(A)t = R(A*) gilt, ist das Lemma bewiesen. -

Es folgt sofort

Korollar 2.5.2 Die eindeutige Losung der Aufgabe
Ax =10 und ||| — min

erhélt man, indem man AA*u = b 16st und x = A*u setzt.

2.6 Das Tikhonov-Phillips-Verfahren

Ausgangspunkt zum Verfahren von Tikhonov-Phillips ist die Minimierungsaufgabe
|Az — b||* + A\?||Bz||* — min (2.1)

Hierbei wiihlen wir A,x,b wie im vorherigen Abschnitt mit der Ausnahme, dak R(A)
beliebig sein kann, B € L(H, ), so dalt B*B positiv definit ist. G sei hierbei ein weiterer
Hilbertraum iiber K.

Die hierdurch induzierte Abbildung T : b +— x ist die sogenannte Tikhonov-Phillips-
Regularisierung von A [Lou89].
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Lemma 2.6.1 Die Frechet-Ableitung DF (x) von F(z) = ||Ax — b||? erfiillt

DF(2)h = (2A*(Az — b), h).

Beweis:

Flz +h) — F(z) = | Az + ) - b | Az — b]]
=(A(x+h)—b,Alx+h)—b) —(Ax—b, Az —b)
=2(Ah,Az—0b)+ (Ah,Ah)

— (24 (A — ), ) + O (|4]P)

Korollar 2.6.2 Die Losung der Minimierungsaufgabe (2.1) erhilt man, indem man das
Gleichungssystem
(A*A+ N°B*B)x = A*b

16st.
Beweis: Das Tikhonov-Phillips-Funktional
U(z) = || Az = b|* + || Bx|?

ist konvex. Daher folgt die Behauptung, indem man Lemma 2.6.1 auf beide Summanden

von (2.1) anwendet. -

Falls ein positiv definites F existiert, so daf
B*BA* = A'FE (2.2)

gilt, so erhalten wir die folgende Verallgemeinerung der Formel (1.6) aus Kapitel 4 aus
[Nat86:

Lemma 2.6.3 Man erhilt die Losung von (2.1) auch indem man
(AA* + N’E)u=1b

16st und
= A*u

setzt.
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Beweis: Die Operatoren AA* und A* A sind positiv semidefinit. Daher sind AA* + \?F
und A*A + \?2B*B regulir. Die Behauptung ist daher bewiesen, wenn man

(A*A+ N’B*B)7'A* = A*(AA* + N*E)™!
zeigt. Diese Gleichung ist dquivalent zu
A*(AA* + N’E) = (A*A+ \*B*B) A*
und diese Aussage ist wegen (2.2) wahr. -

Hat man es mit einem unterbestimmten Operator A zu tun, so liefert Lemma 2.6.3 ein
effizienteres Verfahren als das aus Korollar 2.6.2.

Interessant ist auch der Fall A € £(H,K"). Dann ist (AA* + AE)u = b eine Matrix-
Vektorgleichung iiber K.

2.7 Zur numerischen Losung von Operatormatrixglei-
chungen

Im folgenden werden wir, wie in [Lou89| ausgefiihrt, Operatorgleichungen mittels Pro-
jektionsverfahren numerisch 16sen. Dazu suchen wir eine Funktion f als Losung der
Operatororgleichung Af = ¢ in einem endlichdimensionalen Teilraum und verlangen die
Gleichheit nur in Bezug auf endlich viele Testfunktionale.

Genauer: Seien X,Y Banachrdume und A : X — Y linear, stetig und injektiv. Dann be-
trachten wir die Operatorgleichung Af = g. Wir 16sen diese Gleichung nun approximativ,
indem wir X durch einen endlichdimensionalen Teilraum X, ersetzen. Wir suchen nun
fn € X},. Statt der Gleichheit

Afn=y9

fordern wir
VAf, =V¥g fiiralle UeY).

V)’ ist dabei ein endlichdimensionaler Teilraum von Y*. Ist X, = span{¢i,...,#,} und
Y = span{¢; ..., ¢}, so erhdlt man f, in der Form f, = ) . a;¢;, indem man die im
folgenden hergeleitete Matrix-Vektor Gleichung fiir die Koeffizienten «; 16st:

YA oyp; =g Vi
J
S Y aphiAg; =g Vi
J

& Apo = gy
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Hierbei ist (Ap)i; = ¥iA¢; und (gp); = ¥ig.

Unter gewissen Voraussetzungen konvergiert die so erhaltene Losung gegen die exakte Lo-
sung, falls der Ansatzraum und der Raum der Testfunktionen grof genug gewihlt werden.
Siehe dazu [Lou89).

Wir wollen nun erdrtern, wie man eine spezielle Klasse von Operatorgleichungen numerisch
16sen konnen. Bei dieser Klasse handelt es sich um die mit Operatormatrizen assoziierten
Operatoren. Wir wollen nun erértern, wie man eine spezielle Klasse von Operatorgleichun-
gen numerisch 16sen konnen. Bei dieser Klasse handelt es sich um die mit Operatormatrizen
assoziierten Operatoren. Zur Situation: Wir haben Operatoren C;; : H; — G; mit Ba-
nachrdumen H;,1 < j < m und G;,1 < i < n. Die Rdume H; approximieren wir durch
endlichdimensionale Teilrdume

H} =span{¢;;|1 < j <m;} C H;.
Als Testfunktionale fiir den Raum G; haben wir

(G;‘)h =span{¢;; |1 < j <n;} C G

Wir betrachten nun die Operatorgleichung

Clf =g

Hierbei ist
[Cl:Hyx o X Hyy = Gy X oo X Gy

(. -
v~ '

H G

Ausgehend von den gegebenen Teilriumen H und (G7)" bilden wir die Teilriume H" und
(G*)" wie folgt:

Wir definieren - .
p(i.) =Y m+j wd qi.j) =) m+j
1=1 1=1
p bildet {(i,7) |1 <i<n,1<j<m;} bijektiv auf {1...xm;} ab. Diese Abbildung dient
dazu, den Index des j-ten Elements im i-ten Raum H; auf einen absoluten Index in H
abzubilden. ¢ hat analoge Eigenschaften.

Nun nehmen wir

(Eq(i,j):(o,..., ,0)

bij -
~—
i—te Stelle

als Ansatzfunktionen in H sowie

‘I’p(i,j)(yla ceey yn) = wi,j(yi)
als Testfunktionen in G*. Das heiflit wir wahlen

H" = span{®; |1 <1< Y m;} und (G*)" =span{¥;[1 <1< Y n}.
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Wir bilden nun die Matrix A als Diskretisierung von [C] und B, ; als Diskretisierung von
Ci,j- Also
Aij=W[Cl0; und  (Bij)ri = YirCi o

Dann gilt

Lemma 2.7.1 Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt: Die Disrektisierungsma-
trix A von [C] entsteht, indem man die Diskretisierungsmatrizen B; ; von C; ; blockweise
zusammensetzt.

Beweis: Es gilt

Ap(i,k),q(j,l) = \ij(i’k) [C]@‘I(]al) = \I]p(i,k) (Cl7j¢j:l7 C2:j¢j7l’ T Cn:]d)]:l)
= YikCijdin = (Bij)r

2.8 Die reelle Schurtransformation

Wir fassen in diesem Kapitel einige Aussagen iiber die sogenannte "reelle Schurtransforma-
tion” zusammen. Diese wird in den folgenden Kapiteln iiber die numerische Losung von
Gleichungen des Sylvester-Typs eine zentrale Rolle spielen. Wir geben im folgenden Sétze
und Algorithmen ohne Beweise bzw. detaillierte Herleitungen an. Der interessierte Leser
findet alle notwendigen Details in den Kapiteln 7.4 und 7.5 von |[GvL96].

Definition 2.8.1 Eine Blockmatrix mit oberer Dreiecksstruktur und 1 x 1 oder 2 x 2-
Blécken auf der Diagonalen bezeichnet man als obere quasi-trianguliare Matrix.

Satz und Defnition 2.8.2 Sei A € R"*". Dann existiert eine orthogonale Matrix ) €
R™ ™ so dafs

Ry Rip -+ Ry
QTAQ B Ryy -+ Rop
0 0 - Rum

wobei jedes R; ; entweder eine 1 x 1 Matrix oder eine 2 x 2 Matrix mit konjugiert komplexen
Eigenwerten ist. Diese Transformation bezeichnet man als reelle Schurtransformation.

Im folgenden skizzieren wir einen effizienten Algorithmus zur Schur-Transformation einer
gegebenen Matrix A. Vorher bendtigen wir noch die folgende

Definition 2.8.3 Eine Matrix A hat Hessenbergform genau dann, wenn a;,; = 0 fiir
© > j + 1, das heiltt unterhalb der Subdiagonalen befinden sich nur Nulleintrige.
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Der Algorithmus hat dann die folgende Struktur:

1. Transformiere Hy, = UOTAUU. Hierbei ist Uy orthogonal und H, hat Hessenberg-
form.

2. fiirk=1,2,...

(a) Zerlege Hy_; mittels QR-Faktorsierung zu Hy_; = U Ry,.

Der erste Schritt dieses Verfahrens ist mittels Householder-Reflexionen mit einem Aufwand

von 4n® FLOPS* méglich.

Durch die Transformation auf Hessenberggestalt sind die QR-Iterationen (Schritt 2 in
obigem Algorithmus) mit einem Aufwand von O(n?) statt O(n®) moglich.

Einen detaillierten Algorithmus mit einem sinnvollen Abbruchkriterium fiir die Iteration in
Schritt 2 findet man als Algorithmus 7.5.2 in [GvL96|. Der oben angegebene Algorithmus
hat einen Gesamtaufwand von 25n® FLOPS.

2.9 Die ”continuous time”-Sylvestergleichung

Im folgenden leiten wir einen effizienten Algorithmus her, um die ”continuous-time”-Syl-
vestergleichung

AX+XB' =M

numerisch zu 16sen®. Hierbei ist A € R**® und B € R™™. M und X sind dann not-
wendigerweise aus R"*™. Wie wir in der Laufzeitanalyse sehen werden ist es sinnvoll, daf
n > m ist. Ansonsten betrachten wir das durch Transposition entstehende Problem

BXT+XTAT =MT.

Die im diesem und dem folgenden Kapitel angegebenen Verfahren orientieren sich an den
Ideen des Artikels [GLAM92|, in welchem ein allgemeines Verfahren fiir Gleichungen der
Form AXBT + CXD" = E angegeben wird. Wegen der Allgemeinheit dieses Verfahrens,
kann man in den im folgenden aufgefiihrten Spezialfillen Laufzeitverbesserungen erzielen.

4FLOPS=Floating Point Operations. Wir ziihlen jede Grundrechenart mit einem FLOP.
SWir fithren die folgenden Rechnungen lediglich fiir Matrizen iiber K = R aus. Die Anderungen fiir den
Fall K = C werden wir jeweils in Form von Fuffnoten kommentieren.
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Sylvestergleichungen entstehen aus Gleichungen mit Kroneckerprodukt-Struktur. So ist
das System
(In®A+B®IL,)r=m

gemif Satz 2.4.3 zu der oben angegebenen “continuous time’-Sylvestergleichung dquivalent.
Lost man dieses System mit Kroneckerstruktur, so hat man nach [GvL96]| einen Aufwand
von O(n*m?) Operationen. Wie wir sehen werden, ist die dazu dquivalente Sylvesterglei-
chung mit einem Aufwand von O((n + m)?) wesentlich effizienter lésbar.

2.9.1 Das Verfahren

Wir werden zuniichst die Matrizen A und B mittels Ahnlichkeitstransformationen auf eine
“einfache” Gestalt transformieren. Hierbei sind orthogonale Transformationen das Mittel
der Wahl, da diese bestmoglich konditioniert sind. Bei diesen Transformationen geht das
urspriingliche Problem in ein genauso gut konditioniertes, einfacheres Problem iiber. Das
daraus resultierende, einfachere Problem ldft sich aufgrund seiner Struktur rekursiv l6sen.

Schritt 1: Wir benutzen die reelle Schurtransformation® fiir B (siehe Kapitel 2.8) und
erhalten
B=UTU'.

Hierbei sind U und T aus R™*™. T ist quasi-triangulér, d.h. auf der Hauptdiagonalen sind
1 x 1— oder 2 x 2— Blécke. U ist orthogonal. Auferdem transformieren wir A geméafs

A=VSVT,

wobei S Hessenberg-Form hat, d.h.die Eintrige unterhalb der Subdiagonalen sind alle
Null. Hierbei sind S und V' aus R**", V ist orthogonal. Wie man diese Transformationen
numerisch berechnet, findet man in Kapitel 2.8.

Wir erhalten dann durch Umformung die Gleichung
SY +YT' =F.

Hierbei haben wir Y = V' XU und F = VT MU gesetzt.

Schritt 2: Wir betrachten die k-te Spalte der letzten Gleichung. Sei Y = [y1]...|ym] und
F=[fi|...|fm]. Dann gilt

Syk + Z thili = [r- (2.3)

i=k—1

Diese Rekursion kann wie folgt aufgelost werden”:

Fiir komplexe Matrizen fiihren wir die allgemeine Schurtransformation aus: B = UTU™ . Hierbei ist
T eine obere Dreiecksmatrix. Siehe Kapitel 2.8.
"Im komplexen Fall tritt nur Fall 1 in Kraft, da es sich bei T um eine obere Dreiecksmatrix handelt.
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1. Fall: tk,k—l =0
Aus Gleichung (2.3) folgt

m
Sk + tewr = fo — Z bkili =1 Tk (2.4)
i=k+1

Diese Gleichung kann mittels des Gauf-Verfahrens nach y;, aufgelost werden. Da S unter-
halb der Subdiagonalen gleich Null ist, kann dies mit einem Aufwand von O(n?) geschehen.

2. Fall: tk,k—l 7& 0
Dann folgt wegen der quasi-Triangulitit von T, dak t5_; ;_o = 0 gilt.

Man erhalt

m
SYk + thk—1Yk—1 + e pYr = fr — Z Lk,ili = Tk (2.5)
i=k+1
SYk—1+ te—1k—1Yk—1 + te—14Yk = fr—1 — Z th—1,iYi =1 Tk (2.6)
i=k+1

In Matrix-Schreibweise:

S+ tikln te k11 Ye N _ [Tk (2.7)
teoapln S+ teo1o—1ln) \ Yk /) '

Dieses System der Grofe 2n x 2n kann mittels des Gaufs-Verfahrens gelost werden. Nach
Tauschen der Spalten und Zeilen geméf der Permutation (1,n 4+ 1,2,n+2,...,2n) erhilt
man ein System, bei dem lediglich die ersten drei Subdiagonalen sowie der Teil iiberhalb
der Diagonalen ungleich Null sind. Auch hier ist daher das Losen mit einem Aufwand von
O(n?) moglich. Mehr dazu in der unten folgenden Laufzeitanalyse.

Insgesamt erhalten wir folgendes Verfahren:
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1. Eingabe: Matritzen A € R"*", B € R™*™ M € R"*™ mit n > m.

2. Berechne die reelle Schurtransformation B = UTU ", und transformiere A mittels
orthogonalem V' auf Hessenberg-Gestalt, d.h. A = VSV, Setze F = VT MU.

3. ki=m
4. Berechne r, = f — Z:’;Hl Lk,iYi-

5. (a) Fall 1, tg—1 = 0:
Léose (S + terln) yp = 7%

Setze k:=k — 1.

(b) Fall 2, ty_, # 0:

Berechne 7y = fr_1 — >0 1 teo 1%
Lose
<S+tk,kfn tho—11n ) < Yk ) _ <7“k>
teoapln S H+Hteo1po—1ln) \ Yk k)
Setze k := k — 2.

6. Falls £ > 1 gehe zu Schritt 4.

7. Ausgabe: X =VYU'.

2.9.2 Zur Laufzeit

Wir analysieren im folgenden die Laufzeiten der einzelnen Schritte, um am Schluf eine
obere Schranke fiir die bendtigten FLOPS zu erhalten.

Die Transformation von A auf Hessenberg-Gestalt beno6tigt nach Kapitel 2.8 13—4n3 FLOPS,

die Schurtransformation von B auf quasi-trianguldre Gestalt hat nach Kapitel 2.8 7.5 einen
Aufwand von 25m? FLOPS. Die Berechnung von F = VT MU benétigt 2(n?m + nm?)
FLOPS.

Die Berechnung von ry im Schritt 4 schligt mit n + 2n(m — k) FLOPS zu Buche.

Wir analysieren nun den Schritt 5(a): Das System hat eine Grofe von n x n wobei alle
Elemente unterhalb der Subdiagonalen gleich Null sind. Die Transformation dieses Systems
auf obere Dreiecksgestalt benétigt Y ,_,(2(n — k + 2) + 2) = n? + 3n — 4 FLOPS, das
anschlieRende Losen via Riicksubstituion hat einen Aufwand von n? + n — 1 FLOPS.

Nun folgt die Analyse von Schritt 5(b): Die Berechnung von #; hat einen Aufwand von
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n + 2n(m — k) FLOPS, das sind maximal 2nm — n FLOPS. Nun folgt nach Tauschen
von Zeilen und Spalten mittels der Permutation (1,7 + 1,2, n+ 2,...,2n) das Losen des
2m x 2m~Systems mit maximal drei Subdiagonalen ungleich Null. Man hat einen Aufwand
von Y270, (2n(2n — k +4) +2), um die unterste Subdiagonale ungleich Null zu eliminieren,
einen Aufwand von 3 ;" . (2n(2n—k+3)+2), um die darauf folgende Subdiagonale ungleich
Null zu eliminieren und schlieRlich einen Aufwand von 33", (2n(2n — k + 2) +2), um das
System auf obere Dreiecksgestalt zu bringen. Dann braucht man noch (2n)? + 2n — 1
FLOPS um das System via Riicksubstitution zu 16sen. Das macht einen Gesamtaufwand

von 16n? + 20n — 33 FLOPS.

Der letzte Schritt, nimlich die Transformation von X = VYU, schliigt zum Ende noch
mit 2(n*m + nm?) FLOPS zu Buche.

Geht man davon aus, daf tm mal der Fall 5(b) auftritt (0 < ¢ < 0.5) und (1 —2¢)m mal Fall
5(a), so erhiilt man fiir Schritt 5 einen Gesamtaufwand von 2n?m + 4nm — 5m + t(2nm? +
11nm — 23m + 12n*m) FLOPS, welcher sich nach oben durch 8n?m + nm? + 2nm — £m
FLOPS abschétzen lasst.

Nimmt man die Kosten der restlichen Schritte hinzu, so hat man einen maximalen Aufwand
von 13—4n3 +25m? +6nm? +12n*m + 12—9nm — 32—3m FLOPS. Hier wird auch einsichtig, warum
wir im Vorfeld n > m verlangt haben. Dieser Aufwand kann nach oben mittels 25(n + m)?
FLOPS abgeschitzt werden. Man benétigt also O((n + m)?) Operationen zur Losung der
“continuous-time”-Sylvestergleichung.

2.10 Die verallgemeinerte ”discrete time”’-Sylvestergleich-
ung

Nachdem wir uns mit der “continuous time”-Sylvestergleichung befasst haben, untersuchen
wir nun die sogenannte verallgemeinerte “discrete time”-Sylvestergleichung®

AXB" + \X = M.

Hierbei ist A € R, B € R™™ und A € R. M und X sind dann notwendigerweise aus
R ™. Wie wir in der Laufzeitanalyse sehen werden, ist es sinnvoll, n > m anzunehmen,
ansonsten betrachten wir das durch Transposition entstehende Problem

BXTAT + A\ XT = MT.

8 Auch hier werden wir, wie bei der ’continuous time’-Sylvestergleichung, nur den Fall reeller Matrizen
ausfithren. Die Anderungen fiir den komplexen Fall sind analog zum ’continuous time’-Fall: anstelle der
rellen Schurtransformation B = VI'VT mit quasi-triangulirem 7' benutzen wir die komplexe Schurtrans-
formation B = VTVH  wobei T eine oberne Dreiecksmatrix ist. Dadurch wird im folgenden nur der 1.
Fall im Schritt 2 auftreten.
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Wie bei der "continuous time”-Sylvestergleichung gesehen, ist die "discrete time”-Sylvester-
gleichung dquivalent zu einem groferen Gleichungssystem, welches geméfs Satz 2.4.3 Kron-
eckerstruktur hat. Das naive Losen dieses Gleichungssystems bendtigt einen Aufwand von
O(n®*m3). Wie wir sehen werden, ist das Losen der dazu #iquivalenten Sylvestergleichung
mit einem Aufwand von O((n 4+ m)?) wesentlich effizienter.

Ausgangspunkt fiir das im folgenden hergeleitete Verfahren ist die Arbeit [GLAM92].

2.10.1 Das Verfahren

Wie bei der "continuous time”-Sylvestergleichung beschrieben, benutzen wir auch hier or-
thogonale Transformationen, um das urspriingliche Problem in ein gleich gut konditio-
niertes, einfacheres Problem zu iiberfilhren. Das einfachere Problem ist dann rekursiv
auflosbar.

Schritt 1: Wir benutzen die reelle Schurtransformation fiir B und die Hessenbergtrans-
formation fiir A:

A=USU" B=VTVT

Hierbei sind U und V orthogonal, T' ist quasi-triangulér, d.h. auf der Hauptdiagonale be-
finden sich 1 x 1— oder 2 x 2— Blocke. S hat Hessenberggestalt, d.h. die Eintrige unterhalb
der Subdiagonalen sind gleich Null. Die Matritzen U, S sind aus R**", VT aus R™*™.
Wie sich diese Transformationen berechnen ldfst, findet man in Kapitel 2.8.

Unsere Aufgabe kann dann umgeformt werden:
USU'XVTTVT +AX = M,
und mit Y = U XV erhilt man
USYT'VT +\UYV' =M
bzw.
SYTT+ XY =U"MV =: F.

Zu 16sen ist also
SYTT + )Y = F. (2.8)

Schritt 2: Wir betrachten die k-te Spalte der letzten Gleichung. Sei Y = [y1]. .. |y;] und
F=1fi|...|fm]). Dann gilt

S Z tk,iyi + )\yk = fk (29)

i=k—1

Diese Rekursion kann bei & = m beginnend wie folgt aufgeltst werden:
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1. Fall, tk,k—l =0:
Dann folgt

(teeS + M) yp = fr — Z L, iSYi-

i=k+1

Das Losen dieses Gleichungssystems der Grofe n x n kann mit Hilfe des Gauk-Verfahrens
geschehen. Da S Hessenberg-Gestalt hat, kann das Gleichungssystem mit einem Aufwand
von O(n?) gelost werden. Genauere Angaben iiber die bendtigte Anzahl Flops folgen
spater.
2. Fall, tk,k—l 7é 0:

Da T' quasi-triangulér ist, ist notwendigerweise ¢;_; ;o = 0. Dann kann man die rekursive
Gleichung (2.9) wie folgt losen: diese Gleichung liefert die zwei Gleichungen

m
Stik—1Yk—1 + StepYe + Ayr = fr — Z th,iSY; (2.10)
i=k 41
Str—1k—2Yk—2 + Sti—1 k—1Yk—1 + AYr—1 = fr—1 — Z th—1,iSY;. (2.11)
ik

Aus den Gleichungen (4.26) und (4.27) folgt dann

b k—15Yk—1 + Lk SYk + Ay = fi — Z tk,iSYi (2.12)
i=k+1
te—1,6-19Yk—1 + b1,k SYk + AYk—1 = fro—1 — Z te—1,i9Yi- (2.13)
i=k+1

In Matrix-Schreibweise:

(tk,k5+)\f tkk—1S ) ( Yk ) _ ( fro =20 thiSyi ) (2.14)

o1 kS  the1p—1S + M) \ Y fro1— Z:’ik+1 ti—1,i5Yi

Dieses System der Grofe 2n x 2n kann mittels des Gauf-Verfahrens gelost werden. Wendet
man die Permutation (1,n+1,2,n+2,...,2n) sowohl zeilen- als auch spaltenweise an, so
entsteht eine Block-Diagonalmatrix mit maximal 4 x 4 Blocken auf der Diagonalen. Das
heift man hat maximal drei Subdiagonale ungleich Null. Auch hier ist der Aufwand fiir
das Losen des Gleichungssystems O(n?).
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Verbesserungen:

Wir setzen im folgenden p; = Sy;. Desweiteren kiirzen wir die auftretenden rechten Seiten
wie folgt ab:

m
"= fk = Z tr,iDi (2.15)
i=kt1
Pr=fro1— > o1 (2.16)
i=k+1

Wir berechnen nun die p; synchron zu den y;:

Im ersten Fall ergibt sich

Pk = Syr = . (e — Ay - (2.17)
k.k

Im zweiten Fall erhdlt man nach einiger Rechnung

_ the1 ke (Th — AUk) =t (P — AYg—1)
tek—1th—1k — Tk plh—1k-1

Pr—1 (218)

1
Pe = (6 — Ay — trp—1Pk-1)- (2.19)
7%

Wie wir bei der Laufzeitanalyse sehen werden, erreichen wir so die Berechnung der p; mit
einer Laufzeit von O(n) ( anstelle von O(n?), wenn wir p; mittels Multiplikation von S
und y; berechnen wiirden).

Insgesamt erhalten wir folgendes Verfahren:
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1. Eingabe: Matrizen A € R"*", B € R™*™ M € R"™™ mit n > m. Parameter
AeR

2. Berechne reelle Schurtransformation B = VTV, Hessenbergtransformation A =
USUT sowie F =UTMV.

3. ki=m
4. Berechne 7, = fr — 3" ) trapi.
D. (a) Fall 1, tk,k—l =0:
Lose (tk,kS + )\I) Y = Tk-
Setze = ﬁ (rr — A\yr).
Sowie k:=k—1.
(b) Fall 2, tk,k—l 7& 0:

PN m
Berechne 7, = fr_1 — Zi:kH tg—1,iDi-

Lose
tk,kS + Vi tk’k,ps Yk _ Tk
o1 kS the1e—1S + AL ) \yr—1 Ty
Setze
S teo1,6 (ke — AUk) — e (T — AYr—1)
k-1 =
teo—1th—1k — teplh—1k—1
1
Pk = —(Tk — AUk — bk k—1Pk—1)-
Lk k

Sowie k:=k—2.
6. Falls £ > 0 gehe zu Schritt 4.
7. Ausgabe: X =UYV'.

2.10.2 Zur Laufzeit

Wir analysieren im folgenden die Laufzeiten der einzelnen Schritte, um am Schluff eine
obere Schranke fiir die bendtigten FLOPSzu erhalten.

Die Transformation von A auf Hessenberg-Gestalt beno6tigt nach Kapitel 2.8 13—4713 FLOPS,

die Schurtransformation von B auf quasi—trianguldre Gestalt hat nach Kapitel 2.8 einen
Aufwand von 25m? FLOPS. Die Berechnung von F' = U'MV benétigt 2(n?m + nm?)
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FLOPS.
Die Berechnung von ry im Schritt 4 schligt mit n + 2n(m — k) FLOPS zu Buche.

Wir analysieren nun den Schritt 5(a): Das System hat eine Grofe von n x n wobei alle
Elemente unterhalb der Subdiagonalen gleich Null sind. Die Transformation dieses Systems
auf obere Dreiecksgestalt benétigt Y ,_,(2(n — k + 2) + 2) = n? + 3n — 4 FLOPS, das
anschlieRende Losen via Riicksubstituion hat einen Aufwand von n? + n — 1 FLOPS. Die
nun folgende Berechnung von pj bendtigt in der angegebenen Form 2n+1 FLOPS. Wiirde
man p;, via pr = Sy berechnen hiitte man hier einen gréferen Aufwand von 2n? FLOPS.

Nun folgt die Analyse von Schritt 5(b): Die Berechnung von #; hat einen Aufwand von
n + 2n(m — k) FLOPS, das sind maximal 2nm — n FLOPS. Nun folgt nach Tauschen
von Zeilen und Spalten mittels der Permutation (1,7 + 1,2, n+ 2,...,2n) das Losen des
2m x 2m~Systems mit maximal drei Subdiagonalen ungleich Null. Man hat einen Aufwand
von Y70, (2n(2n — k +4) +2), um die unterste Subdiagonale ungleich Null zu eliminieren,
einen Aufwand von 3 ;" . (2n(2n—k+3)+2), um die darauf folgende Subdiagonale ungleich
Null zu eliminieren und schlieRlich einen Aufwand von 33" (2n(2n — k + 2) +2), um das
System auf obere Dreiecksgestalt zu bringen. Dann braucht man noch (2n)? + 2n — 1
FLOPS um das System via Riicksubstitution zu 16sen. Das macht einen Gesamtaufwand
von 16n% + 20n — 33 FLOPS. Die Berechnungen von p,_; und p, bendtigen schlieflich
10n + 6 FLOPS. Hétte man hier p, und p,_; mittels p, = Syi berechnet, so hitte man
einen hoheren Aufwand von 4n? FLOPS.

Der letzte Schritt, niimlich die Transformation von X = UY'V T, schliigt zum Ende noch
mit 2(n?m + nm?) FLOPS zu Buche.

Geht man davon aus, daf ¢m mal der Fall 5(b) auftritt (0 < ¢ < 0.5), und (1—2¢)m mal Fall
5(a), so erhiilt man fiir Schritt 5 einen Gesamtaufwand von 2n?m + 6nm — 4m + ¢(2nm? +
12n*m + 17nm — 19m) FLOPS, welcher sich nach oben durch nm? + 8n?m + Znm — Zm
FLOPS abschétzen lasst.

Nimmt man die Kosten der restlichen Schritte hinzu, so hat man einen maximalen Aufwand
von 4n? + 25m® + 6nm? + 12n*m + Enm — 2m FLOPS. Hier wird wiederum einsichtig,
warum wir im Vorfeld n > m verlangt haben. Dieser Aufwand kann nach oben mittels
25(n +m)? FLOPS abgeschiitzt werden. Man benétigt also O((n +m)?) Operationen zur

Losung der "discrete-time™-Sylvestergleichung.
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3 Das Verfahren ST1C

Die Wissenschaft reduziert sich auf drei Punkte: den
Beweis der alten Wahrheiten, die Reihenfolge
threr Darlegung, die Entdeckung neuer Wahrheiten.

Jean-Fran cois Marmontel, franzosischer Schriftsteller

Nach dem wir im letzten Kapitel die mathematischen Grundlagen zu Behandlung dynami-
scher inverser Probleme gelegt haben, befassen wir uns nun mit der Herleitung geeigneter
Verfahren.

Fiir den Fall, dak das Vorwértsmodell zeitunabhéngig ist, d.h. A; = Ay, 1 <1 < T, kbnnen
wir wie im folgenden beschrieben, fiir den unterbestimmten Fall ein effizientes Verfahren
herleiten. Hierbei ist Ay € L(H,G) ein linearer Operator zwischen den Hilbertrdumen H
und G iiber K. Was im iiberbestimmten Fall zu tun ist werden wir kurz angeben.

3.1 Die Minimierungsaufgabe

Wir wollen nun zu T Zeitschritten Aufgaben Az; = y;,1 < i < T unter Beriicksichtigung
der Minimierung der zeitlichen Glattheit in Form von > ||z 1 —2;]|* 16sen. Ausgangspunkt
ist daher die Aufgabe

T T T-1
D Aoz = wil* + > Ml + 4 Y [l — @il — min. (3.20)
i=1 i=1 =1

Dies ist eine Erweiterung der Tikhonov-Phillips Minimierungsaufgabe: die erste Summe
fordert die Einhaltung der Gleichungen Ag x; = y;, der zweite Summand ist eine "rdumliche”
Tikhonov-Phillips Regularisierung und der letzte Summand bringt die Zusatzinformation
"zeitliche Glattheit” ins Spiel. Wir haben hier die Md&glichkeit offen gelassen die A; jeweils
verschieden zu wéahlen. Dies macht Sinn, wenn der Anteil des Rauschens in den Daten mit
der Zeit schwankt.

Die Aufgabe (3.20) ist dquivalent zu
|Az — y||* + [|[Az|]* + p*||Bz||*> — min. (3.21)
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Hierbei haben wir die folgenden Bezeichnungen benutzt:

A = diag(Ay) € L(H",G")
r=(21,...,00) € H"

A = diag(Ay,..., M) @Iy € L(HT, HT)

Wobei Hf = H&® --- @& H (T mal), GT analog.

Iy —Iy
B= T _,IH —D®ly
I Iy —1Iy
1 -1
D= 1 -1 c RIT-DxT
1

Das Funktional ¥(z) = ||Az — y||* + ||Az||* + u||Bz||? ist konvex, das heift man erhilt
die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe, indem man V®(z) = 0 16st. Dies fiihrt
zusammen mit Lemma 2.6.1 zu der Normalengleichung

(A*A+ A’ + i?B*B) x = A*y. (3.22)

3.2 Ein effizienteres Verfahren im unterbestimmten Fall

Bei unterbestimmten A ist A* A sehr groft. Den beim Lésen des dazugehorigen Gleichungs-
sytems entstehende Aufwand konnen wir analog zu Lemma 2.6.3 wie folgt senken. Wichtig
sind dabei die im folgenden Lemma angegebenen zu (2.2) analogen Vertauschungseigen-
schaften.

Lemma 3.2.1 Es gilt
B*BA* = A'B'B

mit B = D ® I5. Sowie
A2A* — A*A2

mit A = diag(\;) ® I
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Beweis:  Wegen Iy A{ = A}l gilt unter Ausnutzung der Rechenregeln fiir das verallge-
meinerte Kroneckerprodukt

B*BA* = ((D'"D) ® Iy) (I ® A})
= (D'D)® A;
= (Ir ® 43)((D' D) ® I¢)
= A*B*B.
Die zweite Aussage beweist man analog. n

Lemma 3.2.2 Es gilt

(A*A+ A2+ (°B*B)7'A* = A*(AA* + A2 + i*B*B)™".

Beweis: Die Matrizeninversen existieren, da die beteiligten Matrizen strikt positiv
definit und somit regulédr sind. Daher ist die Aussage des Lemmas dquivalent zu

A (AA* + A2 + 2B*B) = (A*A+ A + 2B*B) A*.

Dies ist wegen Lemma 3.2.1 wahr. n

Das heifst, wir l6sen das System
(AA* + A + °B*B)u =y, (3.23)

und setzen x = A*u.

Wir wihlen nun, je nachdem ob A iiber- oder unterbestimmt ist, Gleichung (3.22) oder
(3.23) und bezeichnen dieses Verfahren mit ST1C.

3.3 Effizienzsteigerung im Falle von Operatormatrizen

Handelt es sich bei Ay um eine Operatormatrix der Grofe n x m (wie schon erwihnt ist
dies der Fall, falls Ay eine Matrix iiber K ist), so lassen sich (3.22) und (3.23) aufgrund
ihrer Struktur zu "continuous-time” Sylvestergleichungen umformen. Diese lassen sich sehr
effizient 16sen.

Wir fiithren nur den unterbestimmten Fall aus. Im unterbestimmten Fall ist die Normalen-
gleichung (3.23) dquivalent zu

(Ir ® (AgAy) + diag(A)) ® I + 1> (D'D) @ Ig) u = y. (3.24)
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Satz 2.4.3 fiihrt dann zu der "continuous-time” Sylvestergleichung
(AoA;)U + U (diag()}) + p°D ' D) = Mat,(y) =: Y. (3.25)

Diese lafst sich im Falle von Matrizen iiber K, wie in Abschnitt 2.9 beschrieben, sehr effizient
16sen. Genauer gesagt hat man nun einen Aufwand von O((n + T)3) statt O(n3T?) wie in
(3.23).

Dieser Unterschied ist sehr drastisch, fiir n = T = 16 beispielsweise ist n*T 192 mal grofer
als (n + T)3. Das ist wesentlich mehr als der Geschwindigkeitsunterschied zwischen einem
handelsiiblichen PC und einem sehr teuren Hochleistungsrechner. Geht man von mehr
Mefkwerten n oder mehr Zeitschritten 7" aus, so wird diese Unterschied wegen des kubischen
Wachstums noch drastischer. Das heifst also, dal man mit Hilfe eines effizienten Verfahrens
auf einem langsamen Rechner Probleme l6sen kann, die durch ineffiziente Verfahren auf
Hochleistungsrechnern nicht behandelbar sind.
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4 Das Verfahren ST2

Man mufl die Dinge so einfach wie mdglich machen.
aber nicht einfacher.

Albert Einstein

Im folgenden werden wir ein effizientes Verfahren fiir den allgemeinen Fall zeitabhénigi-
ger unterbestimmter Vorwirtsmodelle A; herleiten. Effizient heifit, daf Gleichungssysteme
mit Blocken der Form A; A} statt A7 A; zu losen sind. Leider versagt die in Kapitel 2.10.2
angewandte Technik. Diese beruht auf den in Lemma 3.2.1 bewiesenen Vertauschungsei-
genschaften. Eine solche Vertauschungseigenschaft 1dft sich im Falle beliebiger A; nicht
allgemein beweisen’. Wir miissen daher einen anderen Weg beschreiten.

4.1 Die Aufgabenstellung

Zu 16sen sind nun die 7" Gleichungen
Arzy=y1,...,Aror = yr (4-26)

unter der Zusatzbedingung, daft die zeitliche Entwicklung der z; "glatt” sein soll. Hierbei
ist A; € L(H,G;) ein linearer Operator zwischen den Hilbertraumen H und G;.

Um die Forderung nach zeitlicher Glattheit der x; einzubringen, fithrt man zusétzliche

Variablen d; ein und erhélt das Gleichungssystem

Arxy=uyi,...,Arar = yr

4.27
di =z9 —x1,...,dp_1 = 270 — TP_1. ( )

Fiir die d; fordert man in einem spéter genauer spezifizierten Sinne:

> " |ldi][* — min.
i

%das liegt daran, daR die Rechtsmultiplikation mit A* = diag(A?}) einer spaltenweisen Multiplikation

(2
entspricht, die Linksmultiplikation mit A* aber einer zeilenweisen Multiplikation.
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Fiihrt man transformierte Variable
0; = pd;

ein, und benutzt
A = diag(4;) € L(HT, G, ® --- & Gr)
= (xy,...,27) € HT
6= (61,...,00_1) € H'!
y=(y1,...,yr) EG1®---®Gr

(HT definiert wie im letzten Kapitel) so ist (4.27) dquivalent zu dem Gleichungssystem

J A 0 x Yy
v()-[ 266
Hierbei gllt I = IT—l (24 IH und
Iy —Ig 1 -1
B = _ =D®Iy mit D= _ e RI-DxT
Iy —Iy 1 -1

Das obige Gleichungssystem (4.28) ist unterbestimmt. Eine Méglichkeit, Abhilfe zu schaf-
fen ist nach Korollar 2.5.2 die Forderung

(“g) e N(M): = R(M*) & H (g) | min. (4.29)
Das heifst, man 16st
MM*u = (g) , (4.30)
und setzt
(?) = M*u.
Da man nur x benétigt, reduziert sich dies auf
= [A*"B*]u (4.31)

Diese Losung erfiillt also (4.27) und (4.29), d.h. zu jedem Zeitpunkt gilt A; z; = y; und die

x; sind mittels
x
4]

2

(4.32)

T-1

D lwillyy + 1Y wisn — @illf — min

=1

T T-1
> lalld + Y 6l
i=1 i=1

T

i=1
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gekoppelt. Dies ist die Forderung nach zeitlicher Glattheit.

Letztere Minimierung ist dquivalent zu

T T-1
N llillz + A llwi — @il 7 — min,

i=1 i=1

Setzt man 7 = Apu, so hat man einen rdumlichen Regularisierungsparameter A und einen
zeitlichen Regularisierungsparameter 7. Der Wert von p ergibt sich anhand dieser Para-
meter mittels p = 1.

4.2 Umformung des Gleichungssystems

Als erstes berechnen wir M M*:

MM = [g uoll] [14(1) MBII} B [gﬁi BB:4 f ;21 (433)
Das heift
o (1) = 6)
ist Aquivalent zu
AA*u+ AB*v =y
BA*u+ (BB*+puI)v=0 (4:34)
mitu € Gy x--- x Gpund v € H' 1.
Das heift
v=— (BB +u2I) ' BA'u, (4.35)
und somit
A(1-B (BB +p 1) 'B) A'u=y. (4.36)
Der Term (BB* + ;~2I)~" kann umgeformt werden zu
(BB + ) = (D@ Iy)(DT @ I) + (u Iy ® Iy))
— (DD + % Ip ) @ Iy) (437

= (DD" +pu%r ) '@ Iy
=Q®Iy.
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Aufserdem gilt

I - B* (BB* +u‘21)7lB =I; @Iy — (D" ®I)(Q®Iy)(D®Iy)
=(I; —D'QD)® Iy
mit Q € RT-DxT-1) ypnd R € RT*T,

Die Gleichung (4.36) ist daher dquivalent zu

AR Ig)A u =y.

Dabei ist
Das heifst man 16st
Cu=y.

Da C schlecht gestellt ist, 16st man statt dessen die regularisierte Gleichung

(C+ %I, 0m06.) U =Y.

Wir bezeichen v als numerischen Regularisierungsparameter.

v erhdlt man dann geméfs

v=—(BB* +u_21)7lBA*u

x ergibt sich mittels

r=A"u+ B"v
=A'u+ (D" ®@1Iy)v
= A'u— (D" ®1Iy)(QD® Iy)A*u
=[Ir® Iy — (D'QD)® Iy] A*u
= [(Ir—D'QD)® Iy] A*u
=[R® Iy| A"u.

Das heifét

€T; = Ti,jAjuj-

J

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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4.3 Das Verfahren ST2

Aufbauend auf den vorhergehenden Ausfiihrungen erhélt man das folgende Verfahren ST2:

1. Eingabe: Daten y, rdumlicher Regularisierungsparameter A, zeitlicher Regula-
risierungsparameter 7, numerischer Regularisierungsparamter +.

2. Ausgehend von D berechnet man @) und R geméf (4.38) und (4.37):

)\2
Q — (DDT + _ZITil)fl c R(T*l)X(Tfl)
T

R=1Ir—D'QD e R™T,
3. C ergibt sich gemaf C' = [ri,inA;‘-]i,j.
4. Man 16st das regularisierte Gleichungssystem
(C + ’)/2IG165'“EBGT) u=1yy.

5. Nach (4.45) ergibt sich = durch
€T; = Zri,jA;uj'
J

Aus Effizienzgriinden bietet es sich an, die Aju; vorzuberechnen, und dann erst
die z; zu bilden.

4.4 Der Fall eines zeitunabhingigen Vorwartsmodells

Wir verzichten hier darauf den Spezialfall eines zeitunabhéngigen Vorwértsmodells, d.h.
A; = Ag Vi zu betrachten. Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, fiihrt ein anderer
Ansatz zu einem analogen Verfahren ST3. Dort werden wir dann auch ein Verfahren ST3C
im Falle eines zeitunabhéngigen Operators angeben.
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5 Die Verfahren ST3 und ST3C

Zum Entdecken gehort Glick, zum Erfinden Geist,
und beide kénnen beides nicht entbehren.

Johann Wolfgang von Goethe

Wir werden in diesem Kapitel zu einem Verfahren ST3 gelangen, welches sich als Spezialfall
des in Kapitel 3.3 vorgestellten Verfahrens ST2 herausstellen wird. Genauer gesagt, wird
das Verfahren ST3 von einem Parameter weniger als das Verfahren ST2 abhiingen'®. Da
sich dieser Parameter nur schlecht motivieren 1dft, ist das folgende Verfahren ST3 dem
Verfahren ST2 vorzuziehen. Die Herleitung des Verfahrens ST2 ist aber dahingehend von
Interesse, dal ein anderer Ansatz benutzt wurde, um “zeitliche Glattheit” zu modellieren.

Es sei darauf hingewiesen, dafs die zum Beweis von Lemma 2.6.3 benutzte Technik im Falle
von zeitabhéngigen A; nicht greift, und ein anderer Weg beschritten werden mufs, um zu
einem effizienten Verfahren zu gelangen.

5.1 Die Minimierungsaufgabe

Wie bereits angegeben haben wir T' Mefswerte y;, T" Vorwértsoperatoren A; und 7" Unbe-
kannte z;,1 < i < T. Diese sollen A; z; = y; erfiillen unter der Nebenbedingung, daf die
zeitliche Entwicklung der x; "glatt” sein soll. Es gilt A; € L(H,G;),z; € H und y; € G;.
H und G, sind Hilbertraume.

Um ein Verfahren zu gewinnen, beginnen wir mit der Minimierungsaufgabe

T T T-1
O, d) = 30 A — il + 02 D lll?+ 2 3l s min (540
=1 =1 =1

unter der Nebenbedingung
Tiy1 — Ty = dz (547)

10Es handelt sich um den im Abschnitt 4.2 eingefiihrten numerischen Regularisierungsparameter +.
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Diese fordert ein ndherungsweises Einhalten der Beziehung A;x; = y; unter der rdumlichen
Regularisierungsbedingung 3, ||2;||* — min und der zeitlichen Regularisierungsbedingung
Zi ||ZL'Z'+1 — $Z||2 — min.

Wir kénnen die Nebenbedingung (5.47) mittels eines Strafterms

2541 — zi — dil]®

in die Minimierungsaufgabe (5.46) einbringen:

T T T-1
Dol d) = D A — ill* + X2 3 i+ 2 3 1
=1 =1 =1

+ OZ2||.'.EZ'_|_1 — T — dZHQ — min.

(5.48)

Fiir @« — oo konvergiert die Losung x® von (5.48) gegen die Losung z von (5.46) und
(5.47). Wir formen die Minimierungsaufgabe weiter um, um schlieflich zu einer linearen
Gleichung zu gelangen, welche uns z liefert.

Wir skalieren d; = %(2. Damit dies eine giiltige Skalierung ist, miissen wir A\, u # 0
voraussetzen. Dann gilt

T T T-1
o (r,7) = D [ Aiws —yill + A2 Y llasll® + 22 116

(5.49)
+ 042||$Z‘+1 —X; — _(51'”2 — min.
1
Wir setzen
A= dlag(Az) € ,C(HT, Gl ®---D GT)
= (x1,...,07) € HT
6= (61,...,00_1) € H'!
y=i.....yr) €G:1 @ & Gr,
HT, B und D wihlen wir wie in Abschnitt 4.1.
Nun ist (5.49) dquivalent zu
A 0 X ? 2\ |I” .
H [aB aﬁl} (5) - (g) + A2 (6) — min. (5.50)
—

Ma

Dies ist eine Tikhonov-Phillips-Regularisierung.

Dabher gilt fiir die Losung (z*,0%) von (5.50) nach Lemma 2.6.3:

(iﬁi) = M (MM} +X2T) (g) . (5.51)
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Fassen wir zusammen: Die Losung von (5.46) erhalten wir, indem wir zuerst die Losung
xz® von (5.51) bestimmen. Dann berechnet sich die Losung = von (5.46) mittels

z = lim z°.
a—o0

5.2 Berechnung von z“

Um (5.51) zu berechnen, losen wir zuerst die Gleichung
* 2 u _ Yy
(Mo M+ N1) <v> = <0> : (5.52)

Es gilt

AA* aAB*

% 271
Moo + X1 = [aBA* o*(BB* + %1)

] + N1, (5.53)

Die Gleichung (5.52) liefert dann

AA* u + aAB* v+ Nu=y (5.54)
)\2
aBA*u+ o?(BB* + SI)v+ A\ v =0. (5.55)
1
Aus (5.55) folgt
1 PLENDY: -
v=——|BB"+|(—=+— || BAw (5.56)
Q o a?
In (5.54) eingesetzt liefert dies
PLENDY: !
A(I—B* <BB*+<—2+—2>I> B)A*u+)\2u:y. (5.57)
1 «
~-

N® vereinfacht sich zu

N® = (D" ®Iy) [(D ® Ig)(D ' Iy) + (2—2 + 2—2) (Ir_1 ® IH)] B (D® Iy)
2 2

— (DT ® Iy) L(DDT + <% + §> IT—1> 1,®IH] (D@ In) (5.58)

Qe
= (D" ®1In)|Q*® In) (D® Iy)
= (D'Q°D) ® Iy.
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Dann ist (5.57) dquivalent zu

All; @ In — (D'Q"D) @ Iy] A*u+ N u =y, (5.59)
bzw.
A<(IT—DTQ°‘D) ®IH>A*u+)\2u:y. (5.60)
~——
Ra

Das heifst, wir setzen

e .= A(Ra & IH)A* = [T;Jj]AZA;k]Z] y (561)
und 16sen
(C* + N5, 000,) U= Y. (5.62)
v ergibt sich nun wegen (5.56) und analoger Rechnung zu
1 «a *
v=——[(Q"D)® Iy] A"u. (5.63)

Nun gilt wegen (5.51)

(fj) = M <Z> . (5.64)

1 =A"u—B"[(Q*D)® Iy A*u
= A*u— [(D'Q*D) ® Iy] A*u
= [(Ir = D'Q"D) ® Iy] A*u
= [R*® Iy| A" u.

Also

(5.65)

5.3 Der Grenziibergang a — oc

Wir miissen nun den Grenziibergang oz — 0o vollziehen. Das fiihrt zuerst wegen (5.62) zu
der Gleichung

(C® + Ng,q06,) U =Y (5.66)
mit

C® = lim C* = A(lim R*)A* = AR® A", (5.67)

a—00 a—0oC
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wobei
R* =1, —D'Q>D
)\2 -1 5.68
Q> = (DDT + EI“) , (5.68)

und dann wegen (5.65)

r=lim z® = (R ®Iy)A*u (5.69)
a— 00
gilt. Das heifst
T = Z rig Ajug. (5.70)

J

5.4 Das Verfahren ST3

Insgesamt erhilt man die Losung der Minimierungsaufgabe (5.46) wie folgt

1. Eingabe: Daten y, rdumlicher Regularisierungsparameter A, zeitlicher Regula-
risierungsparameter p.

2. Ausgehend von D, \, u berechnet man Q*° und R*™ gemék (5.68)

A2 !
Q™ = (DDT + EI“)

R®=1Ip - D'Q*D = (r}%);;.

1,
3. C™ ergibt sich geméaf
4. Man 16st
(COO + )\2IG16|3"'EBGT) u=1.
5. © = (x1,...,27) berechnet man mittels
T; = Z ris Alug.
J

Aus Effizienzgriinden bietet es sich an, die Aju; vorzuberechnen, und dann erst
die z; zu bilden.
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5.5 Die Grenzfalle y — 0 und y — oo

Wir betrachten im folgenden die Félle 4 — 0, d.h.den zeitlich ungekoppelten Fall und
i — 00, das ist der statische Fall.

Dazu betrachten wir die Matrix

)\2
R*(\,p)=1Ir—D"(DD" + PIT,l)*lD,

und bestimmen im folgenden die Grenzwerte

lim R>(\, p) und lim R*(A, p).
n—0

U—>00

Wir beginnen mit der Darstellung von DDT: D hat die Darstellung (D); ; = &;j — 0i11,4-
Damit ergibt sich fiir DD T die Darstellung

(DD")i;=> (D)ix(D)ju

k
= Z(@k — Oip1k) (656 — Gjg1k)
k

= —0i—1,j + 20;j — 0it1,5-

Das heifét
2 —1
-1 2 —1
DDT = 0 -1 2 -1 c RT-Dx(T-1)
-1 2 —1
—1 2

Nach [Smi70] hat der v-te Eintrag eines pi-ten Eigenvektors dieser Matrix den Wert sin (%47)
woraus folgt, daf die normierten Eigenvektoren die Form

(1), = [ 2 sin (27)

haben. Die zugehorigen Eigenwerte erfiillen

A, = 4sin? (’2‘—;) .

Da 1l < pu <T —1, sind alle Eigenwerte positiv, woraus folgt, da DDT regulir ist.
Aus dieser Beobachtung folgt, dafs

lim R®(\, ) = Ip — D" (DD")™'D =: M.

U—>00

Wir benétigen fiir die weiteren Rechnungen das folgende Lemma:
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Lemma 5.5.1 Aus XD'" = 0 und DX = 0 folgt, dak X eine Matrix mit konstanten
Eintragen ist.

Beweis: XD =0 hat zur Folge, daf z;; — x; j41 = 0 ist. Das heift X ist lings Zeilen
konstant. Analog folgt aus DX = 0, dak X ldngs Spalten konstant ist. Insgesamt folgt,

dafs X eine Matrix mit konstanten Eintrdgen ist. -

Die Matrix M hat nun die Eigenschaft
MD"=D" —-D"(DD")'DD" =D" - D" =0,
sowie
DM =D—-DD"(DD")™'D=D - D =0.

Aus dem Lemma folgt nun die Behauptung, daft M eine Matrix mit konstanten Eintrigen
ist. Um diesen konstanten Wert zu bestimmen, berechnen wir im folgenden (M) ;:

Aus der Definition von D folgt (DTXD),; = x11 — 19 — To1 + Top. Setzen wir nun
X = (DD")7!, so hat X die Darstellung

T-1
X = Z )‘p_nluuuz
n=1
Insgesamt folgt
(DTXD),, = L - (sin (%) sin (%ﬂ) 2sin (“%) Sl (QMTW) + Sin (QMTW) S (QMTF)
S\ sin® (5) sin® (42) sin? (L2) '

Sukzessives Anwenden von z? — y* = (z + y)(z — y) und Zusammenfassen der einzelnen
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Terme liefert nach einiger Rechnung

1

(DTXD),; = o7 > (€ + 24+ e7)
n=1
T—l 1 ! 3umi _ 3pmi
=t (T )
T-1 T-1
T_l 1 3umi 1 3T —pymi
== —T + ﬁ Ze T+ ﬁ e T
u= p=1
T-1 T-1
T_]. ]_ 3umi ]_ i, 3umi
=TTt tape et
B T—-1
T
Das ergibt
T-1 1
M)y, =1—-(D"XD);;,=1——=_.
(M)11 =1~ (DTXD)1, — ==

Insgesamt erhalten wir den folgenden

Satz 5.5.2 Es gilt
lim R™(\, p) = (6,7)i,

pu—0

und .
g B m) = (f)

Beweis: Den Fall ;4 — oo haben wir in der obigen Rechnung bereits bewiesen. Fiir den
Fall 4 — 0 betrachten wir

A2 o ,
<DDT + EIT_1> = 12(W?DDT 4+ Np_)™" =0 bei pu—0
|
Setzen wir nun das erste Ergebnis (¢ — 0, d.h. keine zeitliche Kopplung) in unser Verfahren
ST3 ein, so sehen wir, dak C eine Diagonalmatrix mit Eintrédgen A;A! ist, und sich der

letzte Schritt als x; = Aju; schreibt. Insgesamt erhalten wir:

Satz 5.5.3 Im zeitlich ungekoppelten Fall y = 0 liefert das Verfahren ST3 zu jedem Zeit-
schritt eine Tikhonov-Phillips-Losung des Problems A; x; = m;.

Daraus folgt das
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Korollar 5.5.4 Die mittels des Verfahrens ST3 induzierte Abbildung T, : m — z ist
eine Regularisierung des Problems A; x; = m; Vi

Beweis: Da die Regularisierungsparameter A und p als Faktoren vor Summanden in der
zu ST3 gehorenden Minimierungsaufgabe auftauchen, kann man den Grenzprozef (\, pu) —
(0,0) in die Teilprozesse u — 0 gefolgt von A — 0 zerlegen. Wie wir gesehen haben, fiihrt
# — 0 zu einem Tikhonov-Phillips-Verfahren. Da dieses wiederum als Regularisierung
bekannt ist [Lou89], ist das Korollar bewiesen. -

Wir analysieren nun die Auswirkung des zweiten Ergebnisses (u — oc, d.h. wir haben ein
statisches Verfahren) auf das Verfahren ST3.

Im Verfahren ST3 hat man im statischen Grenzfall das Gleichungssystem

([%AZA;} + )\21> u=m

L, so ist dies dquivalent zu

zu losen. Setzen wir v = T

([AiAﬂ + )\QTI) v =m.
Der letzte Schritt von ST3 schreibt sich dann als
1 % %
xTr; = Z TA]-U]' = ZA]-U]'.
J J
Setzen wir nun
Ay
A= :
At
so haben wir im statischen Grenzfall des Verfahrens ST3 das System

(AA* + XTI v=m (5.71)

zu 16sen, und erhalten die x; als
T; = A*v.

Dies ist allerdings nichts anderes als die Tikhonov-Phillips-Lésung des Problems
Az =m
mit Regularisierungsparameter \*T. Beriicksichtigt man, dak Az = m #Aquivalent ist zu
Aix =m; Vi, (5.72)

so erhalten wir als Gesamtergebnis:
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Satz 5.5.5 Bei u — oo geht das Verfahren ST3 in ein Tikhonov-Phillips-Verfahren zur
Losung des statischen Problems A; x = m; iiber.

Das Auftauchen des Faktors 7' im Regularisierungsparameter A\*T in (5.71) lift sich da-
durch erkldren, daf beim Ansatz des Verfahrens ST3 der Regularisierungsterm Y, ||z;|?
auftaucht, welcher im statischen Grenzfall (z := z; = ... = z7) gleichwertig ist zu T'||z[|.
Bei der Tikhonov-Regularisierung der Aufgabe (5.72) tritt hingegen nur der Regularisie-
rungsterm |[|z||?* auf.

5.6 Das Verfahren ST3C

Handelt es sich bei den A; um ein und denselben Operator Ay, das heifst das Vorwértsmodell
ist zeitunabhéngig, so hat C'> die folgende spezielle Struktur:

0> = 155 A ) = R® ® (404})

Ist weiterhin A, selbst eine Operatormatrix der Gréfe n x m, so konnen wir nun das
Verfahren ST3C gemif Satz 2.4.3 wie folgt formulieren:

1. Eingabe: Daten y, rdumlicher Regularisierungsparameter A, zeitlicher Regula-
risierungsparameter p.

2. Ausgehend von D, A, u berechnet man Q> und R* geméfs

A2 -
Q* = <DDT + EIT_1>

R*=1Ir —D'Q*D = (%), ;.

i’j

3. Man lose
(AgAZ)UR™ + A*U = Mat,(y) =: Y.

4. Bezeichne u; die j-te Spalte von U, dann erhélt man x geméaf
mi= Y s Aju;.
J

Effizienter ist die Berechnung der z; als Spalten der Matrix

X = AJUR™
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Wir betrachten nun den Fall, dafs es sich bei Ag um eine Matrix iiber K handelt. Dann
liefert das angegebene Verfahren einen direkt umsetzbaren Algorithmus. Vergleicht man
diesen nun mit dem &quivalenten Verfahren ST1C, so sind beide gleich effizient. Thre
Laufzeit ist jeweils von der Ordnung O((n+T)?), die Koeffizienten der Terme der Ordnung
drei stimmen iiberein, lediglich bei linearen Termen gibt es geringfiigige Unterschiede.

5.7 Zur Effizienz

Wir wollen nun fiir den Fall von Vorwartsoperatoren A; in Form von n x N-Matrizen und
T Zeitschritten den Aufwand in FLOPS schétzen. Wir tragen kurz die Fakten zusammen:
Das Losen eines m x m-Systems mittels Gauf-Elimination hat nach [GvL96] einen Aufwand
von 2/3m3 FLOPS. Der Aufwand der beiden in 2.9 und 2.10 vorgestellten Sylvesterlser
kann jeweils nach oben mittels 25(n + T')> FLOPS abgeschitzt werden. Der Schritt fiinf
im Verfahren ST3 kann zerlegt werden in die Berechnung der Aju; und anschliefende
Summierung. Der Aufwand hierfiir betrigt dann 2T'nN + 2T?N = 2T N(n +T).

Wir betrachten nun die folgenden drei Verfahren: zum ersten den naiven Zugang iiber die
Normalengleichung (3.22), zum anderen die Verfahren ST3 und ST3C.

Gehen wir von n = 64 Mefkwerten, N = 5000 Unbekannten in jedem Zeitschritt und
T = 100 Zeitschritten aus, so erhalten wir die in folgende Tabelle dargestellten Kosten.
Diese Wahl von n, N und T ist fiir der in Kapitel 8 vorgestellte stCDR typisch.

Normalengleichung ST3 ST3C

FLOPS 2/3(NT)3 2/3(nT)®+2TN(n+T) | 25(n+T)3+2TN(n+T)

n = 64, N = 5000, T = 100

FLOPS 8.3-101'° 1.7-10" 2.7-108

Wie man sieht, ist der Effizienzunterschied sehr grof. Man kann mit Hilfe des Verfahrens
ST3 auf einem (eventuell veralteten) PC schneller zum Ziel kommen als mit der Norma-
lengleichung auf einem aktuellen Hochleistungsrechner.
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6 Dynamische Computertomographie

Es ist nicht genug zu wissen, man mufl es auch anwenden;
es ist micht genug zu wollen, man mufl es auch tun.

Johann Wolfgang von Goethe

In dem folgenden Kapitel werden wir das Problem der dynamischen Rontgen-Computer-
tomographie (dynCT) betrachten. Es handelt sich hierbei um ein lineares Problem, auf
das sich die in den vorhergehenden Kapitel beschriebenen Verfahren anwenden lassen. Im
Gegensatz zu den in den folgenden Kapiteln behandelten Beispielanwendungen, liegt hier
ein kontinuierlich formuliertes Vorwartsmodell zugrunde.

Es sei darauf hingewiesen, daf Verfahren zur dynCT kaum erforscht sind, es gibt aber
Arbeiten, welche versuchen Dynamiken, wie sie entstehen wenn ein Patient sich wihrend
der CT bewegt, "herauszurechnen” um dann ein statisches Bild zu erhalten. Siehe zum

Beispiel die Arbeit [WV93|.

6.1 Allgemeines zur Computertomographie

Urspriinglich in den frithen Siebzigern in der diagnistischen Radiologie eingefiihrt, findet
die CT heute in vielen Gebieten Anwendung wie z. B. beim zerstorungsfreien Priifen.

Die Biicher [Lou89], [Nat86] und [Her80| bieten einen guten Uberblick iiber das Gebiet der
CT. Hier werden neben mathematischen Fragestellungen auch konkrete Algorithmen be-
sprochen. Wer mehr iiber den medizinischen Hintergrund erfahren will, sei auf [GGCM77]|
und [KS82] verwiesen.

Wir gehen nun auf den Mefsvorgang bei der CT ein: Bei der Rontgen-Computertomographie
(CT) mift man die Abminderung von Rontgenstrahlen beim Durchdringen eines Objektes,
um die Dichteverteilung im Innern des Objektes zu rekonstruieren. Diese Dichteverteilung
liefert Aussagen iiber die Zusammensetzung des Objektes in seinem Inneren. Um genaue
Aussagen iiber das Innere eines Objektes machen zu kénnen, ist es notwendig, das Objekt
aus vielen Richtungen mit Rontgenstrahlen zu durchdringen. Pro Richtung wiederum
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werden parallele Strahlen durch das Objekt geschickt. In diesem Fall spricht man von der
parallelen Geometrie. Siehe hierzu Abbildung 6.1.

Detekto

Quelle ™

Abb. 6.1: Mefsvorgang der Rongten-Computertomographie

6.2 Das mathematische Modell der CT

Um die CT mathematisch formulieren zu kénnen, miissen wir die Strahlen parametrisieren.
Dies geschieht durch einen Normalenvektor w € S* und eine Abstandsangabe s € R. Durch
diese beiden Grofen wird eine Gerade in R? wie folgt beschrieben

L(s,w)={r €eR*|s—z-w=0}.

Fiir die CT gilt dann das folgende mathematische Modell

/ f(z)dx = —log I(s[,w) =:g(s,w). (6.73)
L(s,w) 0

I(s,w) sind hierbei die in der Position (s,w) gemessene Intensitit des Rontgenstrahls, I,
ist die Intensitdt der Rontgenquelle. g bezeichnet man im Vergleich zu I als modifizierte
Daten. f beschreibt die Dichteverteilung des Objektes 2. Siehe hierzu Abbildung 6.2.

Eine Herleitung der Formel (6.73) findet man in [Lou89).

Wenn man w' als den um 7/2 im Uhrzeigersinn gedrehten Richtungsvektor w bezeichnet,
so lafkt sich L(s,w) auch wie folgt beschreiben

L(s,w) = {sw +tw" |t € R}.
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I(sw)

Detektor

Quelle

Abb. 6.2: Geometrie der Rontgen-Computertomographie

Gehen wir weiter davon aus, dak es sich bei 2 um
Q={z e R[], <1}

handelt, so hat man folgendes Vorwirtsmodell:
FeL2(Q) o (Rf)(s,w) = / Flsw + b d. (6.74)
R

Die Abbildung
R : L*(Q) — L*([-1,1] x SY) (6.75)
bezeichnet man als 2D-Radontransformation.

Geht man von einem statischen Objekt aus, so besteht die Aufgabe der CT darin, den
Operator R zu invertieren. Hierbei handelt es sich um ein schlecht gestelltes Problem.

6.3 Das mathematische Modell der dynCT

Bei der dynamischen CT geht man nun davon aus, dafs sich der Mefvorgang durch Variation
der Richtung w {iber einen gewissen Zeitraum erstreckt, und dafs sich das zu untersuchende
Objekt wihrend dieses Zeitraums dndern darf. Wir gehen weiterhin davon aus, daf der
jeweilige Mefivorgang zu einer fixen Richtung w keine Zeit braucht.

Die zu den t; gehorenden Winkel 6; seien gleichverteilt, d.h. 6; = QW%,l <1 <7T. Fiir
die Normalenvektoren w; gilt dann

w; = (—sin6;,cos ;)"
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Dadurch erhélt man zu den Zeitschritten ¢; mit zugehdrigen Winkeln 6; die Vorwiértsope-
ratoren

(Rif)(s) = (Ro,)(s) := (Rf)(s,0;). (6.76)
Das heifit
Ri: L*(Q) — L*([-1,1]). (6.77)

Analog zu den in Kapitel 1.1 eingefiihrten Bezeichnungen besteht das Problem der dyna-
mischen CT nun darin, zu den Mefwerten g; Dichteverteilungen f; zu finden, so daf

Rifi = gi 1<:<T.

6.4 Anwendung des Verfahrens ST3 auf dynCT

Wir gehen im folgenden darauf ein, wie man das Verfahren ST3 dazu nutzen kann, das Pro-
blem der dynamischen CT zu l6sen, indem man zeitliche Glattheit als a-priori Information
beriicksichtigt. Wir machen den Ansatz

(fi,ooonfr) = minarg{z |R: fi — gil)* + \° Z 1 £ill? + 12 Z | fis1 — fill*}-

Diese kann man nun mit Hilfe des Verfahrens ST3 effizient wie folgt 16sen: Als erstes
miissen wir kldren, wie die adjungierten Operatoren R} definiert sind. Es gilt der folgende

Satz 6.4.1 Der zu R, adjungierte Operator R; ist
R;: L*([-1,1]) — L*(Q)

gemaf
(Rig)(x) = g(z - wi).

Beweis: R; lift sich auch schreiben als

_ /Qf(x)é(s _zw)de.

(Rif,9) 121, —/_llg(s)/ﬂf(:c)é(s—x-wi)dxds

= [ 1) [ 06306~ a-nyass
/f g(x - w;)

= (f, R{g)12(0)-

Das heift
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Anschaulich betrachtet, setzt R} das 1-D "Bild” ¢g auf dem Detektor zu einem 2-D "Bild”
im Objekt fort, und zwar so, dak diese Fortsetzung ldngs Geraden L(-,w;) konstant ist.

Wenn wir das Verfahren ST3 anwenden wollen, so miissen wir zuerst abhéngig von A und

p die Wichtungsmatrix R° = (r75) vorberechnen und dann den Operator C' = [r{SR;R;]

bilden. Das néichste Lemma macht nun eine Aussage iiber die Operatoren R;/R;:

Lemma 6.4.2 Es gilt
RiR; = R(i—j) mod TRp-
Beweis:  Wir betrachten die mittels
cosf) —sinf
Oy =
sinf  cosf
erzeugte Transformation z — ®yz. Diese Transformation dreht einen Vektor x um den
Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn.
Offensichtlich gilt
det q)g =1.
Aufserdem gilt
@ajx *Wi = X W(i—j5) mod T
Denn ist z = (z1,29) ", so gilt
Gy, - w; = (w1 cos B — wysin b, v1sin 0 + x5 cos Hj)T Cwj
= —xy cosf;sinb; + x9sin 0;sin 6; + x; sin 6; cos 0; + x4 cos b cos §;
= —xysin(f; — 0;) + x5 cos(0; — ;)
= —I SIH((HZ — 9]) mod 27T) + 9 COS((GZ' - 9]) mod 277')1‘2

= X W(i—j) mod T~

Nun konnen wir die Aussage des Lemmas beweisen:

RiR; g(s) = /g(w w;)o(s — & - w;) dx

(T wj)o(s —x - w;)de

(u-wo)d(s — U~ Wi—j) mod T) du

/ (Pg;u - w;)o(s — Py, u - w;) du
'R

) mod TR[] 9( )
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Anmerkung:  Man kann das Vorwéartsmodell auch in Form sogenannter Streifenintegrale behandeln. Die
damit verbundenen Operatoren haben dann automatisch ein endlichdimensionales Bild. In diesem Fall
gilt ein Analogon zum vorhergehenden Lemma. Einen Beweis dieses Analogons, genaueres zu dieser Art
des Vorwértsmodells sowie die Theorie der damit zusammenhéingenden, sogenannten direkt algebraischen
Methoden findet man in [Nat86].

Um das Verfahren ST3 in einen Algorithmus umsetzen zu kénnen, werden wir nun die
Eintrage
C;:=R;Ry: L*([-1,1]) — L*([-1,1])
des Operators
[C] = [’I“Z(;C(Z,]) mod T]

mittels eines Projektionsverfahrens diskretisieren, um dann Blocke C; zu erhalten, welche
wir mittels Lemma 2.7.1 blockweise zu einem grofen Gleichungssystem zusammenfassen.
Zu dieser Diskretisierung unterteilen den Detektor [—1, 1] mittels Punkten

21—1—N
5 = ———
N -1
in NV gleichgrofe Intervalle [s;, s;11], so dak s; = —1 und sy = 1.

Wir setzen nun in Kapitel 2.7 G; = H; = L*([-1,1]) und benutzen im Urbild stiickweise
lineare Ansatzfunktionen ¢, mit ¢;(sx) = 0. Im Bild benutzen wir Punktkollakation, das
heifst 1y, = ds, .

Fiir die Eintréige der Matrix C; ergibt sich dann
(Cira = YuCin = (RiRyn) (sk).

Das heifst, man setzt die Funktion ¢; in das Objekt 2 fort und bildet das Linienintegral
tiber dieser Fortsetzung langs L(sg,w;). Siehe dazu Abbildung 6.3.

Anmerkung:  Hétten wir im Bildbereich statt den Punktkollakationen Funktionale in Form so genannter
Streifenintegrale, das heift

atn=[ " fads
S1—-1/2

gewahlt, so erhielten wir ein so genanntes direkt-algebraisches Verfahren, wie in [Nat86] vorgestellt. In

diesem Falle wird die Berechnung der Matrix C' durch viele Fallunterscheidungen ungleich schwerer.

Um dieses Linienintegral ldngs L(s,w;) berechnen zu kénnen, muf man die in Abbildung
6.3 skizzierten Schnittpunkte

p1 = L(si—1,w) N L(sg,w;) p2 = L(s;,wo) N L(sg,w;i) p3 = L(si41,wo) N LSk, w;)
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L(sk i ) Detektor
- 0 Si-1
P, 1
R\—O - ///,/ pz \\ 0 S| ([,1
- Si+1
Ps
Q

Abb. 6.3: Skizze zur Berechnung der Eintriige von C;

berechnen und lineare Funktionen a;, cy bestimmen mit
ai(p1) =0 ay(p2) = 1 as(pe) = 1 as(ps) = 0.
Der Matrixeintrag (Ci)g; = (RiR;¢1)(s) berechnet sich dann als

(Co)es :/m o () dx+/p3 s () de.

p1 p2

Wir miissen noch die folgenden Sonderfélle beriicksichtigen:

Fall 1,7 = 0: Es ergeben sich keine Schnittpunkte, da die zu schneidenden Geraden parallel
verlaufen und somit entweder gar keinen Schnittpunkt haben oder identisch sind. In diesem

Spezialfall gilt
(éi)k,l == 25k,l\/ 1-— SZQ.

Fall 2, i = % € N: Wegen der Orientierung des Detektors ergeben sich die Eintrdge von
(Ci)py = 20N 41-kay/ 1 — 87
Fall 3, p, ¢ O

Dann bestimmt man zusétzlich den Schnittpunkt ¢ = L(sg,w;) NS, so dak dieser zwischen
p1 und py liegt. Siehe Abbildung 6.4. Man bestimmt nun o; und ay wie oben angegeben.
(C;)g, ergibt sich zu

C, analog zu

(Co)es :/qm o () dx+/pj3 0o (x) da.

Fall 4, p3; ¢ Q: Der Schnittpunkt p, liegt auferhalb des Gebietes €.
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L(Sk i ) Detektor

0

Abb. 6.4: Skizze zur Berechnung der Punkte p; und gq.

Analog zum vorherigen Punkt bestimmt man ¢ = L(sg,w;) N 09, so dak dieser Punkt
zwischen py und p3 liegt. Man hat nun

(Co)es :/m o (z) dx—l—/qag(x) iz,

p1 p2

Fall 5, [ = 1: Hier miissen nur ps und p3 gebildet werden. Auch die Berechnung von ay
entfillt. Es ergibt sich

(Co)pa = /ij s () dx.

Hier mufs man einen Unterfall betrachten, ndmlich den, daf p3 ¢ 2. Dann muf man wie
oben einen Punkt ¢ als Schnittpunkt von L(sy,w;) und 0Q bestimmen, so daf ¢ zwischen
p2 und p3 liegt. Schlieflich muft man die Integrationsgrenze ps im obigen Integral durch ¢
ersetzen.

Fall 6, [ = N: Analog zum vorherigen Fall hat man nur p;, ps und a; zu bestimmen. Man
berechnet

(Co)pa = /p2 ai(z)dx.

p1

Auch hier muf man einen Unterfall betrachten, ndmlich den, daf p; ¢ 2. Dann muf man
wiederum einen Punkt ¢ bestimmen und die Integrationsgrenze p; durch ¢ ersetzen.

Damit ist die Berechnung der C; vollstindig beschrieben. Man muf diese Blécke nun zu
einer grofen Matrix

C= (T?}é(i—j) mod T)

zusammensetzen und geméf ST3 das System

(é + )\2INT)U =4dqg
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fiir u = (uy,...,ur) und g = (g1, ..., gr) losen. Der diskreten Losung u; entspricht gemé&f
des verwendeten Projektionsverfahrens eine Funktion @; = ", (u;)r®s.

Um das Verfahren ST3 zu Ende zu bringen, muf man noch die Formel
m=Y SRy 1<i<T
J
diskretisieren.
2i—n—1

Unterteilt man nun [—1, 1] mittels z; = =" &dquidistant in n Punkte, so dak z; = —1

und z, = +1 gilt, so erhilt man eine Diskretisierung von [—1,1]?> D Q mittels

Um z; zu bestimmen, berechnen wir x; nur in Punkten p € GG,,. Es gilt dann fiir p € QNG,
zi(p) = Y155 (Ryiy)(p) = Y S it(p - wj).
J J

Fir p € G, \ Q setzen wir z;(p) = 0.

Wir kénnen die Auswertung der obigen Summen effizient gestalten, indem wir U;(p) :=
u;(p - wj) fiir p € QN G, vorberechnen und dann erst die Summen

lp) = 32735 U (o)

berechnen. Um die Auswertung der @ effizient zu gestalten, kann man @,;(s) mittels stiick-
weiser linearer Interpolation aus dem Vektor u; bestimmen.
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Damit wire die Implementierung des Verfahrens ST3 fiir das Problem der dynCT vollstindig
beschrieben. Der Ubersicht wegen werden wir das Gesamtverfahren nochmals skizzieren:

1. Eingabe: Daten ¢, rdumlicher Regularisierungsparameter A, zeitlicher Regula-
risierungsparameter p.

2. Ausgehend von D, A, u berechnet man Q> und R*> gemaf

A2 !
Q™ = <DDT + EIT1>

Roc = IT — DTQOOD = (Tzcj)i,j-

3. Man berechne die C; wie oben beschrieben. C ergibt sich blockweise gemiR

C= (Tzcjé(ifj) mod T)-
4. Man 16st 5
(C + )\QINT) u=4gd.
fir u = (uy,...,ur) und g = (g1,..., 97).
5. Wir diskretisieren [—1,1]? mittels eines Gitters G,, und bilden

uj(p-w;) firpe QNG,,
U. — J J
](p) {0 sonst.

;(s) entsteht aus dem Vektor u; durch stiickweise lineare Interpolation.

Die Losungen des dynamischen Problems ergeben sich nun mittels
i(p) =Y 5 Uj(p)
J

fiir p € G,,.

Anmerkung:  Wenn man Schritt 5 im obigen Verfahren mit dem Verfahren der gefilterten Riickprojektion
[Lou89] vergleicht, so ist Schritt 5 eine gewichtete und diskretisierte Version der Riickprojektion

Riu(p) := /sl u(w,p-w)dw
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6.5 Beispielrekonstruktionen

Wir werden im folgenden einige Beispielergebnisse des Verfahrens ST3 angewandt auf die
dynCT vorstellen.

Allen Beispielen liegen die folgenden Eckdaten zugrunde: Es wurde mittels n = 300 auf
einem 300 x 300-Gitter rekonstruiert, die Anzahl der Winkelpositionen (und somit der
Zeitschritte) betragt T = 87. Der Detektor hat N = 81 Elemente. Die Regularisierungs-
parameter wurde durch Probieren bestimmt, es wurden A = 0.01 und p = 1.0 gewéhlt.

Die verwendeten dynamischen Objekte haben alle die gleiche Struktur. Siehe dazu Abbil-
dung 6.5. Innerhalb dieses Objektes verhalten sich alle Teile statisch bis auf das mit einem
Pfeil markierte. Dieses weist ein zeitliches Verhalten auf.

Abb. 6.5: Das den Rekonstruktionen zugrundeliegende Objekt. Die Zahlen geben die
absoluten Dichten der einzelnen Teile des Objektes an. Das mittels Pfeil hervorgehobene
Objekt verdndert sich je nach Beispiel iiber die Zeit.

Die Rechenzeit der einzelnen Beispiele betrug jeweils ca.45 Minuten, wobei 10 Minuten
fiir das Losen des Gleichungssystems in Schritt 4 gebraucht wurden und die restlichen 35
Minuten fiir die Operationen in Schritt 5. Die Beispiele wurden in MATLAB programmiert.
Insbesondere die Riickprojektionen in Schritt 5 sind daher sehr ineffizient, da die dazu ge-
schriebenen Programme nicht iibersetzt, sondern interpretiert werden. Durch geschickte
Vektorisierung der bei der Riickprojektion anfallenden Skalarprodukte p - w; und der zur
Interpolation auf dem Detektor notwendigen Operationen, miisste eine Geschwindigkeits-
steigerung der Riickprojektionen um den Faktor 10 moglich sein.

Ab Version 6 greift MATLAB zur Losung des Gleichungssystems in Schritt 4 auf die hoch-
optimierte Programmbibliothek LAPACK [And99| zuriick. Fiir Schritt 4 ist daher keine
wesentliche Effizienzsteigerung mehr zu erwarten. Leider hat das Losen dieses Systems
einen Aufwand von O(N3T?), so dak sich bereits bei Verdoppelung der Auflésung N des
Detektors die Rechenzeit verachtfacht.
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6.5.1 Erstes Beispiel

Zum ersten Beispiel: es spiegelt die Situation wider, dafs sich ein Patient wihrend der ersten
43 Zeitschritte zunichst ruhig verhélt und sich nicht bewegt. Dann macht er innerhalb
eines Zeitschritts eine Bewegung wodurch ein "Organ” verrutscht, um wihrend der weiteren
Zeitschritte ruhig zu bleiben. Abbildung 6.6 spiegelt dieses Verhalten wider.

Die zugehorige Rekonstruktion ist in Abbildung 6.7 zu sehen. Wie man sieht ist die Re-
konstruktion zu Beginn und Ende des Zeitbereichs von hoher Qualitdt. In der N&he des
Zeitpunkt des "Rutschens” verwischt die Rekonstruktion vom ersten Zustand in den zweiten
Zustand.

Abb. 6.6: Erstes Beispiel: das zu rekonstruierende Objekt in seinem zeitlichen Verlauf.
Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist der zugehdrige Zeitschritt vermerkt.
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Abb. 6.7: Erste Rekonstruktion. Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist der zu den
jeweiligen Rekonstruktionen gehdrende Zeitschritt angegeben.
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6.5.2 Zweites Beispiel

Beim zweiten Beispiel wurde die Situation eines sich zeitlich ausdehnenden Organs simu-
liert, wie es zum Beispiel beim Einatmen der Fall ist. Das zugrundeliegende dynamische
Objekt ist in Abbildung 6.8 zu sehen. Die zugehorige Rekonstruktion in Abbildung 6.9
weist in den statischen Teilobjekten eine gute Qualitat auf. Das sich zeitlich verdndernde
Objekt ist mit Artefakten behaftet, die qualitative zeitliche Anderung wird aber deutlich.

Schliefslich sieht man das Rekonstruktionsergebnis der gefilterten Riickprojektion ange-
wandt auf die gleichen dynamischen Daten in Abbildung 6.10. Die statischen Anteile
werden fehlerfrei rekonstruiert, iiber den zeitlichen Verlauf des Objektes kann man aber
keine Aussage machen.



6.5. BEISPIELREKONSTRUKTIONEN 75

Abb. 6.8: Zweites Beispiel: das zu rekonstruierende Objekt in seinem zeitlichen Verlauf.
Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist der zugehdrige Zeitschritt vermerkt.
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Abb. 6.9: Zweite Rekonstruktion. Oberhalb der einzelnen Abbildungen ist zu den
jeweiligen Rekonstruktionen gehdrende Zeitschritt angegeben.
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Abb. 6.10: Rekonstruktion dynamischer Daten mit dem Verfahren der gefilterten
Riickprojektion. Als Filter wurde der Shepp-Logan Filter gewihlt.

7
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6.5.3 Abschliesende Bewertung, Ausblick

Betrachtet man das Problem der dynCT ohne jegliche a-priori Information, so enthalten
die einzelnen Mefkdaten zuwenig Informationen, um iiberhaupt eine Rekonstruktion durch-
fiihren zu konnen. Versucht man z. B. das dynamische Problem

Rl T g1
RQ ) g2

Ax = =
Rr T gr

mittels Minimumnormlésung anzugehen, so liefert A* angewandt auf die Losung der Glei-
chung AA*u = g Riickprojektionen zu jedem einzelnen Zeitschritt, das heifit die entstehen-
den Bilder sind lings Geraden, welche senkrecht auf dem Detektor auftreffen, konstant.

Solche Bilder enthalten iiberhaupt keine verwertbaren Informationen iiber das dynamische
Objekt.

Da die im Verfahren ST3 eingebrachte a-priori Information der zeitlichen Glattheit kei-
nerlei spezielle Kenntnisse des Objektes voraussetzt, und die Rekonstruktionen zumindest
qualitativ das zeitliche Verhalten des zu untersuchenden Objektes widerspiegeln, kann man
feststellen, dak die aufgefiihrten Beispielrekonstruktionen in ihrer Qualitéit sehr zufrieden-
stellend ausfallen. Wie man in Abbildung 6.11 sieht, liefert das Verfahren ST3 auch auf
statische Objekte angewandt brauchbare Rekonstruktionen. Ist die Qualitéit dieser Rekon-
struktion fiir den Anwender zufriedenstellend, so kann dieses Verfahren generell sowohl fiir
statische als auch dynamische Objekte eingesetzt werden.

Interessant ist auch die folgende Anwendungsmoglichkeit: liefert ein statisches Verfahren
ein Bild mit einem Organ, sowie einem Artefakt am Rande des Organs, so kann man anhand
dieses Bildes nicht zwischen Bewegungsartefakt und pathologischem Befund (Entziindung,
Geschwiir, ...) unterscheiden. Nimmt man jedoch das hier vorgestellte dynamische Verfah-
ren, so ergeben sich zwei Mdoglichkeiten: der Artefakt tritt zu allen Zeitschritten auf, oder
es ist eine Bewegung erkennbar. Im ersten Fall handelt es dann wahrscheinlich um einen
pathologischen Befund.
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Abb. 6.11: Rekonstruktion eines statischen Objektes mittels des Verfahrens ST3. Die
Regularisierungsparameter A und p wurden wie bei den dynamischen Beispielen gewéhlt.
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7 Dynamische Impedanz-Tomographie

Der Sinn einer Idee ist thre Verwirklichung, und taugt die
Verwirklichung nichts, war die Idee fiir die Katz.

Hans Kasper, dt. Schriftsteller, Journalist und Hdorspielautor

Bei der elektrischen Impedanz-Tomographie (EIT) versucht man von elektrischen Messun-
gen auf der Oberfliche eines Objektes auf die Leitfdhigkeitsverteilung im Inneren dieses
Objektes zu schlieften. Es handelt sich hierbei, im Gegensatz zu den anderen behandel-
ten Beispielanwendugnen, um ein nichtlineares, schlecht gestelltes Problem, welches wir
als dynamisches Problem interpretieren konnen. Wir werden das Verfahren ST3 auf die
dynamische EIT anwenden, indem wir das zugrundeliegende Problem linearisieren.

7.1 Allgemeines zur Impedanz-Tomographie

Bei der EIT handelt es sich um ein Mefverfahren, welches sowohl in Medizin, als auch
in der Industrie Anwendung findet. Da die elektrische Leitfdhigkeit von der Temperatur
abhéngt, wird die EIT zum Beispiel im Rahmen der Hyperthermie [Der96| angewandt,
um Temperaturen im Inneren des Korpers zu bestimmen. Eine andere medizinische An-
wendung ist die Diagnose von Brustkrebs [O*00]. Einen guten Uberblick iiber medizini-
sche Anwendungen findet man in [D*93|. Industrielle Anwendungen sind das Detektieren

von Hohlrdumen, Rissen und Schichtgrenzen im Rahmen des zerstorungsfreien Priifens
[Der96, AR98, FV89, KV96|. Der Artikel [CIN99| bietet einen umfangreichen Uberblick.

Ausgangspunkt fiir die EIT ist folgende Mefanordnung: An einem zu untersuchenden Ob-
jekt werden Elektroden angebracht, durch welche man elektrische Strome appliziert. Um
Informationen iiber die elektrische Beschaffenheit des Objektes zu sammeln, variiert man

diese Strommuster [;, und mift jeweils die damit verbundene Spannungen U;. Siehe
Abbildung 7.12. Man erhilt somit Paare ((1;);, (U7)¢),1 <1< L, 1<t <T.

Die elektrische Beschaffenheit des Objektes wird durch die sogenannte elektrische Leit-
fahigkeit o beschrieben. Dadurch, daf sich das sukzessive Anwenden von Strommustern
iiber einen gewissen Zeitraum erstreckt, kann man das Problem der EIT als dynamisches
inverses Problem formulieren, welches wir als dynEIT bezeichnen werden. Der Index ¢ des
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Abb. 7.12: Mefsanordnung der elektrischen Impedanz-Tomographie

Strommusters (I;), ist in diesem Zusammenhang nichts anderes als ein zeitlicher Index. Wir
gehen davon aus, dafk das Messen der zum Strommuster /; gehorenden Spannungsverteilung
U, vernachlassigbar wenig Zeit in Anspruch nimmt.

7.2 Das mathematische Modell der EIT

Wir beschreiben im folgenden das Vorwértsproblem der EIT mit Hilfe einer elliptischen
Differentialgleichung mit gemischten Randwerten. Die als ”Complete Electrode Model”
bezeichnete Formulierung wurde urspriinglich in [CING89| vorgestellt.

Ausgangspunkt zur Beschreibung des Vorwirtsproblems ist die Leitfdhigkeitsverteilung
o € H'(Q) innerhalb eines Gebietes Q@ C R?. An Elektroden e, C 9Q werden Stréme
I; appliziert und Spannungen U; gemessen. Zu jeder Elektrode e; gehort eine sogenannte
Kontaktimpedanz z;.

Das im folgenden beschriebene Modell ist unter allen bekannten Modellen dasjenige, wel-
ches am besten mit der Realitét iibereinstimmende MeRwerte liefert [SCI92]. Modelle,
welche ohne Kontaktimpedanzen auskommen, sind zwar von der Mathematik her zwar
einfacher zu untersuchen, fithren aber auch zu systhematische Fehlern.
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Grundlage fiir das Vorwirtsmodell sind die folgenden Gleichungen

div(cVu) =0 (7.78)
s =1, 1<i<1L (7.79)
o O - - '
ou
Ua—n‘aﬂ\uel = 0 (780)
ou
— = 1<I< L. 81
(u+zlaan> ‘81 U, <[< (7.81)

Gegeben sind I}, z;, 0. Gesucht sind u und U;. Gleichung (7.78) beschreibt das elektrische
Feld im Inneren des Objektes, (7.79) beschreibt die Stréme durch die Elektroden, (7.80)
besagt, daf auferhalb der Elektroden keine Stréme durch den Rand des Objektes fliefen
und die letzte Gleichung (7.81) beschreibt das Zustandekommen der mittels der Elektroden
gemessenen Spannungen. Um die Eindeutigkeit und Existenz der Losung u zu erhalten,
braucht man die Erhaltungsgleichung der Stréme

Siehe hierzu [SCI92|. Dort wird auch auf die Gutgestelltheit des Vorwirtsproblems einge-
gangen.

Da das Messen von elektrischen Spannungen von einer Referenzelektrode abhéngt, wihlen
wir

Y u=o. (7.82)

Wie in [SCI92| gezeigt, ist das obige Gleichungssystem #quivalent zu der im folgenden
beschriebenen Variationsgleichung. Um diese Gleichung formulieren zu kénnen, fiihren wir
die Hilbertraumsumme

H=H'(Q)®R"

und den Quotientenraum

H=H/R
ein. Das heift (u,U) € H und (v, V) € H sind dquivalent in H, falls

U—U:Ul—‘/l:"':UL—VL.

Nun ist das Gleichungssystem (7.78) — (7.81) dquivalent zur Variationsaufgabe

B,((u,U), (v,V))=>_LVi V(v V)€H
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Die Bilinearform B, ist gegeben durch
1
B,((u,U), (v,V)) = /UVu Vodz+ ) = / (u—U)(v—V;)dS.
2l Je
l l

Man beachte, daf diese Bilinearform auf H wohldefiniert ist.

7.3 Numerische Berechnung des Vorwirtsmodells der
EIT

Um die oben angegebene Variationsgleichung nun numerisch zu 16sen, benutzen wir die so-
genannte Finite-Elemente-Methode (FEM). Eine ausfiihrliche Beschreibung der folgenden
Herleitung findet man in [Vau97]|.

Ausgangspunkt der numerischen Behandlung der Variationsaufgabe ist die Approximation
von u in einem endlichdimensionalen Teilraum @, = span{¢; |1 < i < N} C H'(Q), das

heifst
N
uh = Z ;i
i=1
Desweiteren wahlen wir

L—-1
Uh = Z ﬁjnj-
7=1

wobei n; = (1,-1,0,...,0) ", = (0,1,—1,...,0)" € RY usw. Diese Wahl der n; stellt
sicher, daf Gleichung (7.82) erfiillt wird. Setzen wir diese Darstellungen von u”" und U"
in die obige Variationsaufgabe ein, und testen zuerst mit (¢;,0) und dann mit (0, 7;), so
erhalten wir das Gleichungssytem [BS94|

Ax = 1.

Hierbei ist
I=(0,1, — I, I} — Is,..., I, — Ip) mit 0 € RV
x:(ala"':aNaﬁla"';ﬁLfl)

Die Matrix A, welche man auch als Steifigkeitsmatrix bezeichnet, hat die Form

B C
A= ,

cC' D
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mit den Submatrizen

L
1
B@Jﬁ:/ammwwﬂm+§jz/¢@ﬂw 1<i,j<N
@ =1 el

Jj+1

1 1
C@ﬁ=—<z/¢m5—;— @¢ﬂ 1<i<N1<j<L-1
el €j+1

L
. 1 e €, o
D@ﬁz}jZ/mmth:|ﬂ+@j”l 1<ij<L-1

=1 Ve 21 it

Hat man die ¢; nun so gewahlt, dak sie kleinen Triger haben, so ist die Matrix A diinn
besetzt.

Die U} erhiilt man aus den /3, mittels

L-1
Ur=>Y 8
=1
U3 = —h
Up = —Br-1.

1

Im folgenden verwenden wir anstelle der Leitfdhigkeit o den elektrischen Widerstand p = -

Der durch die Losung des obigen Gleichungssystems induzierte Vorwértsoperator
T:(p,I)U"

ist diskret und nichtlinear.

7.4 Linearisierung des Vorwirtsmodells

Um das Problem der dynamischen EIT spéter folgend formulieren und 16sen zu konnen,
werden wir den oben angegebenen Operator 7T linearisieren. Wir gehen von der Darstellung

aus. Die X,, sind charakteristische Funktionen der sogenannten Elemente A,,. Diese
A,, bilden eine disjunkte Zerlegung von ). Das heiftt wir wiahlen p stiickweise konstant.
Diese Elemente werden wegen der Schlechtgestelltheit des Problems im allgemeinen grober
gewdhlt als die zur Berechnung des Vorwértsmodells herangezogenen.
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Ziel der folgenden Rechnungen ist es, die Jacobimatrix

10 = D100 = (52 (7.)

zu berechnen.

Zuerst beachten wir, dafs .
U" = (0|C)z =: Cu,

wobei 0 € RV ist, und C die Gestalt

1 1 1
-1 0 0
C=1 0 -1 0
0 0 -1
hat. z 14kt sich wiederum darstellen als
r=A"l
Wegen % = 0 und % = 0 folgt unter zweimaliger Anwendung der Multiplikationsregel

fiir Ableitﬁngen
h N N A—1[ B A—l
oUu :Caxzca :Ca I
Benutzt man Id = A~!'A4 und wendet die Multiplikationsregel fiir Ableitungen erneut an,
so erhélt man fiir den letzten Term
oA~ — _AfI%Afl
Opm Opm

Insgesamt erhilt man fiir die m-te Spalte der Jacobimatrix (7.83)

ou” ~ 0A ~ 0A
_— = — A_l—A_II - — A_l .
dpm ¢ Opm ¢ Opm

Wegen der Struktur der Steifigkeitsmatrix A ergibt sich
)
04 | Bpm

0om
P 0 0
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wobei 5

B(i, g 1
(Z’]):——Q Vo - Vojdr  1<4,j<N
apm pm Am

gilt.

7.5 Anwendung des Verfahrens ST3 auf die dynEIT

Ausgehend von T Strommustern I; = (I});,1 <1 < L,1 <t < T erhalten wir mittels der
oben skizzierten FEM die diskreten Vorwirts-Operatoren

Ailp) =T(p, 1),

welche sich mittels

Ai(p) =T, 1) + 1(0°) (p = p°) + o(llp — P°II)

linearisieren lassen.

Um ein funktionsfihiges Verfahren fiir das nichtlineare Problem der dynEIT herleiten zu
konnen, miissen wir aufer der zeitlichen Glattheit noch eine weitere a-priori Information
ins Spiel bringen. Diese lautet in unserem Fall

p=p

fiir ein bekanntes p°.

Ein solches p° liRt sich nach [JS97] wie folgt schiitzen. Es sei R(o,z) = CA (0, 2), das
heiRt es gilt U" = R(o,2)I. Setzt man nun p als rdumlich konstant voraus, das heift
p=p"(1,...,1)7, und die z; als z; = 2z Vi > 0, so gilt

1 0 20
R(W) =P R(ﬁ)'

Das Verhéltnis & = ;—g it sich z. B. in medizinischen Anwendungen angeben. Berechnet
man nun

U = R(1,€)I,

und hat man Spannungsmessungen V' gegeben, so lift sich die skalare Grofe p® nun schiit-
zen als Losung von

1p°UL — V|| — min.
Das heift, man erhilt p° als
0 _ <U[§17 V>‘
1U3 (|2

p
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Ausgehend von dieser Zusatzinformation wollen wir das Problem der dynEIT I6sen, indem
wir das Funktional

®(p1,...,pr) = Z 1A (pe) = Uill* + N Z o2 — P° |7 + 12 Z o1 — ol (7.84)
t t t

minimieren. Wir sind hierbei von Mefswerten U, = (U;);,1 < i < N,1 <t < T ausge-

gangen. Auferdem identifizieren wir py mit dem konstanten Vektor py(1,...,1)". Setzen
wir

p=1(p1,--,pr)"

U= (Uy,...,Up)"

A= dlag(At)a

und benutzen die Notationen aus Kapitel 3.3, so schreibt sich ® als
©(p) = || A(p) = UII* + N[lp = p°II* + ull Bpl|>

Um dieses Funktinal ndherungsweise minimieren zu konnen, approximieren wir A durch
Linearisierung, d.h. wir losen

|A(P") + J(0°)(p — p°) = U||> + N*||p — p°|]” + pl| Bp||> — min
mit
J = diag(Ji(pt))-

Gehen wir davon aus, dak ein so bestimmtes p dichter als p° an der Losung von (7.84)
liegt, und eine Linearisierung um dieses p den Operator A besser approximiert, so erhalten
wir ein iteratives Verfahren vom Typ Gauk-Newton [EHN96, DH93| wie folgt

Pt = minarg {[|A(p") + J(p') (p — p') = UI* + N|lp = p°I* + || Bol*} -
p
Hier wurde der Iterationsindex hochgestellt notiert, um ihn von dem zeitlichen Index un-

terscheiden zu konnen.

Obige Minimierungsaufgabe ist in dieser Form dem Verfahren ST3 nicht zugénglich, da der
Term ||p — p°|| anstelle von ||p|| auftritt’'. Daher fiihren wir die Variablen u = p — p” und
u' = p' — p° ein. Beachten wir, dak Bu = Bp gilt, so erhalten wir die Iterationsvorschrift

u™ = minarg {||7(p")u — (U + J(p")u' — A(p"))|[* + N*||ul|* + p*|| Bul |*}

bzw.

Pt = p" + minarg {||(p")u — (U + T (o) (p" = p°) = A(p))|* + N*[|ull* + 1| Bul*} .
(EITGN)

"Eigentlich sollte der Term ||p — p’|| lauten. Dann ist die folgende Anwendung des Verfahrens ST3
allerdings nicht mehr méglich.
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Hier kann man nun Verfahren ST3 ansetzen, um die iterativ anfallenden Minimierungsauf-
gaben effizient zu losen.

In (7.84) tritt der Term p° im rdumlichen Regularisierungsterm auf, da in der Praxis das
daraus resultierende Verfahren (EITGN) sonst nicht konvergiert. Auferdem kann es passie-
ren, dak beim Iterieren p’ auftreten, welche negative Eintriige haben. Dann ist allerdings
der Vorwirtsoperator A(p’) unter Umstéinden nicht definiert, da die der Finite Elemente
Losung zugrunde liegende Steifigkeitsmatrix singuldr wird. Macht man nur einen einzigen
Iterationsschritt, so kann man auch p als Losung folgender Minimierungsaufgabe erhalten:

|A(p°) + J(0°)(p — p°) = U||* + X*||p|* + 1*|| Bp||> — min. (EITST)

Auch auf diese kann das Verfahren ST3 angewandt werden.

7.6 Kalman-Gliatter zur Losung des dynEIT-Problems

7.6.1 Beschreibung des Kalman-Glatters

In der Literatur findet man Ansétze zur Losung des Problems der dynEIT in Form von
sogenannten Kalman-Gléttern, siehe z. B. [KKSV99, VK89|. Hierbei handelt es sich nicht
um Glitter im herkémmlichen Sinne, die z.B. durch Faltungsoperatoren gegeben sind,
sondern um spezielle statistische Schitzer. Auf diese wollen wir nun eingehen.

Wir verzichten im folgenden auf ausfiihrliche Definitionen und Sétze. Zum Einstieg in die
Theorie der statistischen Schétzer sei dem interessierten Leser [Mel78| empfohlen. Eine
gute Einfiihrung in das Gebiet der Kalman-Schéitzer findet man in [GA93].

Im folgenden bezeichen die Zufallsvariable y eine Beobachtung, x sei deren Ursache. Wir
wollen diese Ursache nun anhand einer Beobachtung schitzen. Diesen Schétzer bezeich-
nen wir als 2. Mit p bezeichnen wir Wahrscheinlichkeiten, bedingte Wahrscheinlichkeiten
notieren wir in der Form p(z|y).

Z heift Maximum a-posteriori Schitzer oder kurz M AP-Schétzer, wenn

Zvap = maxarg p(z]y).
xr

Ausgangspunkt fiir Kalman-Glatter ist das folgende lineare Modell. Es besteht zum einen
aus dem sogenannten "Message Model”, welches die Entwicklung einer Ursache x iiber
die Zeit k beschreibt:

Try1 = Ppy1 Tp + Wy

®,, ist hierbei ein linearer Operator, w ist normalverteiltes Rauschen mit verschwindendem
Erwartungswert und Kovarianz Qy,, d.h. w(k) ~ N (0, Q).
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Zum anderen hat man ein "Measurement Model”, welches beschreibt, wie sich die Ur-
sache x auf die Mefkwerte y auswirkt:

Yp = Hy xp + v,

Auch hier ist H ein linearer Operator und v Rauschen mit Normalverteilung v, ~ N (0, Ry).
Auflerdem haben wir Anfangswerte der Form

E(z1) = p.(0) und cov{zg} = PB.
Eine weitere technisch bedingte Voraussetzung ist

cov{vj,wy} =0 Vj#k.

%(j|k) sei ein MAP-Schétzer fiir den Zustand x; unter Beobachtungen (yi, ..., y;). Schétzt

man z; unter Kenntnis von ¥y, ..., y;, so spricht man von einem Kalman-Filter. Schétzt
man z; unter Kenntnis von yi, ...,y & > j, so spricht man von einem Kalman-Gléatter.

Das Berechnen des Kalman-Glitters z(j|k),1 < j < k, geschieht nach [GA93] nun wie
folgt:

L. xt—]i— = 112(0)
2. Fiir j =1...k berechne
;=0 1)
v =x; + Kjly; — Hj ;]
Pj+ - [I - KjHj] Pji
(e) K]‘ = PJ_H]T[H]PJ_H]T + Rj]71

4. Fiir j =k —1...1 berechne
(a) A; =P o/ (P,
(b) 2(j[k) = 27 A; (2G+1IE) = 2551)

Lkt man Schritte 3 und 4 aus, so liefert Z(j|j) := 2,1 < j < k einen Kalman-Filter.

Zwei Anmerkungen zur Effizienz:
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e In Schritt 2.(e) tritt eine Matrix-Inverse auf. Diese kann unter bestimmten Vor-
aussetzungen durch das Losen von Gleichungssystemen ersetzt werden. Ist nun H;
unterbestimmt, so lohnt sich diese Ersetzung nicht, da dann in Schritt 2.(d) mehr
rechte Seiten auftauchen wiirden als K; Zeilen hat. In dem uns interessierenden Fall
der dynEIT entsprechen die H; den .J;, welche unterbestimmt sind.

e In Schritt 4 ist die Situation eine andere: Da in 4.(b) nur ein Vektor an A; heran-
multipliziert wird, sollte man A; nicht explizit nach Schritt 4.(a) berechnen, sondern
ein dquivalentes Gleichungssystem l6sen.

7.6.2 Anwendung des Kalman-Glatters auf das Problem der dy-
nEIT

Wir spezifizieren nun die im vorherigen Abschnitt auftauchenden Matrizen @y, Qy, Rx und
Hj, um das Problem der dynEIT mit Hilfe von Kalman-Glittern in Angriff nehmen zu
kénnen.

Fiir die Entwicklung der "Ursache” p, nehmen wir die folgende Entwicklungsgleichung an

P41 = pp+ W

mit von ¢ unabhénigigem Rauschen w, welches Varianz a; hat, d.h. die zu w geho6rende
Matrix ; hat die Form @y = aiIy;. Auferdem ist &, = I,; gewahlt. a; spielt hierbei
eine zum Parameter p entgegengesetzte Rolle: je kleiner man a; wahlt, so glatter muss
die zeitliche Entwicklung der p, verlaufen; die Anderung von p, zu p,4; ist mit groRer
Wabhrscheinlichkeit gering. Umgekehrt erlaubt ein grofes a, eine stérkere Variation von p;
iiber die Zeit ¢.

Das linearisierte Vorwértsmodell schreibt sich als
Up = A(p") + Ji(p") (pe — p°) + v1,
welches sich wie folgt auf die Form des "Message-Models” bringen 1afst:

yo = U = A(°) + Ji(0")p° = J(0°) p1 + 01

vy beschreibt hier das Rauschen in den Mefwerten, die Wahl v; ~ N (0, apIy) fithrt zu einer
rdumlichen Regularisierung. Die gy, bezeichnet man in diesem Fall auch als modifizierte
Daten.

Praktische Experimente haben gezeigt, daf die riumliche Regularisierung der y, durch die
Verteilung von vy nur unzureichend gesteuert wird. Um daher weitere strukturelle a-priori

Informationen ins Spiel zu bringen, wird ein Regularisierungsoperator L, welcher, wie in
[KKVS99| und [VVK™98| beschrieben, den Gradienten approximiert, gebildet und man
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verlangt als zusitzliche Regularisierung, dak ||L(p; — p°)|| “klein” ausfallen soll. In der
Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man das als

aL(p® = pr) ~ N(0. 1)
ausdriicken, vorausgesetzt I € R"™*M . Aquivalent ist
aLp® = aLp, + v,

mit vy ~ N(0, I,,). Ein groferes o fiihrt nun zu kleinerem || L(p; — p°)|].

Ingesamt erhélt man so folgendes "Message-Model”

Uy — A(p°) + Ji(0°)p° Ji(p°)
- Pt + v,
alLp® al
wobei v ~ N (0, R) mit
CLQIN 0
R= ,
0 I,

falls L € R™*M.

7.7 Beispielrekonstruktionen

Wir stellen im folgenden Beispielrekonstruktionen anhand zweier verschiedener dynami-
scher Objekte vor. Es werden die Ergebnisse der Verfahren (EITGN) und (EITST) und die
des Kalman-Glatters verglichen. Als Ausgangspunkt der numerischen Realisierung dieser
Algorithmen diente das unter http://venda.uku.fi/"“mvauhkon/matlabeit2d.tar der
freien Nutzung zur Verfiigung gestellte Programmpaket. Es enthdlt MATLAB-Routinen,
welche unter anderem die Finite-Elemente-Loser und die Berechnung der Linearisierung .J
implementieren.

Die zu rekonstruierenden Objekte wurden mit dem in Abbildung 7.13 zu sehenden Finite
Elemente Netz in 492 Elemente unterteilt. Fiir das synthetische Vorwértsmodell wurde ein
feineres Netz von 1968 Elementen gewdhlt. Das Modell beriicksichtigt L = 16 Elektroden
und 7" = 16 Zeitschritte.

Die zu untersuchenden Objekte bestehen aus einem Hintergrund mit dem elektrischen
Widerstand 400 2 und Einschliissen mit elektrischem Widerstand 200 2. Der Hintergrund
p° wurde auf die oben beschriebene Art und Weise zu 396 Q2 geschétzt, und liegt daher sehr
dicht am realen Hintergrund.
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Abb. 7.13: Diskretisierung des zu untersuchenden Objektes mittels eines Finite Elemente
Netzes.

Alle folgenden Angaben beziiglich Rechenzeit beziehen sich auf Implementierungen in MAT-
LAB auf einem Rechner mit Pentium-II-CPU.

Schlieftlich muf noch erwihnt werden, daft bei der Visualisierung der Rekonstruktionen
Fenster gesetzt, und der Kontrast der Bilder gespreizt wurde.

7.7.1 Erstes Beispiel

Das erste Beispiel gibt die Situation von aufsteigenden Luftblasen in einem zylinderférmi-
gen Rohr wieder. Das heifit, man hat in der zweidimensionalen Beobachtungsebene, welche
das Rohr senkrecht schneidet. Dort hat man einen Einschluf, welcher beim Eintreten in
diese Ebene zuerst grofser, und dann beim Verlassen dieser Ebenen wieder kleiner wird.
Siehe dazu Abbildung 7.14.

Wir vergleichen zuerst das Ergebnis des Kalman-Glétters mit dem Ergebnis des iterativen
Verfahrens (EITST). Man beachte hierzu die Ergebnisse in den Abbildungen 7.15 und 7.16.
Das Rekonstruktionsergebnis des Kalman-Glétters ist geringfiigig schlechter, da zu Beginn
des Mefsvorgangs das Objekt zu klein und zum Ende des Mefkvorgangs das Objekt zu
grofs rekonstruiert wird. Signifikant unterschiedlich ist die erforderliche Rechenzeit. Diese
betrigt fir den Kalman-Glitter ca. 80 Sekunden, fiir das Verfahren (EITST) aber nur
knapp eine Sekunde. Exakte Zeitmessungen haben gezeigt, dak das Verfahren (EITST) ca.
60 mal schneller ist, als der Kalman-Glatter. Der Speicherbedarf des Kalman-Glétters ist
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& 8 ¥ ®

Abb. 7.14: Das erste dynamische Beispielobjekt: eine Luftblase steigt in einem Rohr auf
und durchdringt die Beobachtungsebene.

um den Faktor 15000 hoher als der des hier vorgestellten Verfahrens (EITST).

Insgesamt besser fillt die Rekonstruktion aus, wenn man das Gaufs-Newton-artige Verfah-
ren (EITGN) mit zwei Iterationsschritten anwendet. Siehe hierzu Abbildung 7.17. Dieses
iterative Verfahren mufs aber fiir die endgiiltige Umsetzung in die Praxis noch verbessert
werden: Es reagiert sehr sensibel auf die Wahl von A und p. Insbesondere kann es je
nach Wahl dieser Regularisierungsparameter vorkommen, dafs das Verfahren abbricht, da
p mit negativen Eintrigen auftreten. Wie schon erwihnt erhélt man in diesem Fall ei-
ne singuldre Steifigkeitsmatrix und der Vorwirtsoperator A ist nicht mehr definiert. Hier
konnte es sich lohnen, das Verfahren (EITGN) zu ddmpfen. Einzelne Experimente in dieser
Richtung waren erfolgversprechend. Da bei diesem Verfahren die Linearisierungen J im
[terationsschritt n 4+ 1 vom Ergebnis des Iterationsschritts n abhingen, kann man diese
nicht mehr vorberechnen. Selbst bei geschickter Programmierung betrigt die Rechenzeit
bei zwei Iterationsschritten daher ca. 60 Sekunden.
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.« = 9 ®
® ® ® *

Abb. 7.15: Rekonstruktion anhand unverrauschter, synthetischer Daten. Hier sieht man
das Ergebnis des Kalman-Glitters. Die Parameter wurden geméfs
a; = 3,ay = 0.001, a = 0.0005 gewahlt.
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Abb. 7.16: Rekonstruktion anhand unverrauschter, synthetischer Daten. Ergebnis des
Verfahrens (EITST). Es wurden A = 0.001, 4 = 0.0055 gewihlt.
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Abb. 7.17: Rekonstruktion anhand unverrauschter, synthetischer Daten. Ergebnis des
Verfahrens (EITGN) vom Gauf-Newton-Typ. Es wurden A = 0.014 und g = 0.005
gewdhlt.
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Abb. 7.18: Rekonstruktion anhand verrauschter Daten. Ergebnis des Verfahrens (EITST).
Es wurde A = 0.02, p = 0.07 gewéhlt.

Abb. 7.19: Rekonstruktion anhand verrauschter Daten. Ergebnis des Kalman-Glitters. Es
wurden a; = 8, a3 = 0.05, a« = 0.0005 gewihlt.

Schliefilich wurden Rekonstruktionen anhand verrauschter Daten erstellt. Die Daten U
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+5% - max |U/, 1 - 5% - max |U]] verteiltem Rauschen

wurden hierzu mit uniform iiber [—%

iiberlagert.

Auch hier liefert das Verfahren (EITST) bessere Ergebnisse als der Kalman-Glitter. Man
vergleiche hierzu die Abbildungen 7.18 und 7.19.
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7.7.2 Zweites Beispiel

Das zweite Beispielobjekt zeigt ein Sprungverhalten auf. Bis zum Zeitpunkt L/2 liegt der
Einschlufs fixiert in der oberen Hilfte des Objekts, danach "springt” dieser nach unten und
verbleibt dort. Siehe hierzu Abbildung 7.20.

Abb. 7.20: Das zweite Beispielobjekt.

Auch hier wurden die Verfahren (EITST), (EITGN) und der Kalman-Glitter angewandt.
Auf Rauschen wurde verzichtet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 7.21, 7.22 und
7.23 zu sehen.
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Abb. 7.21: Das Ergebnis des Kalman-Gléatters. a; = 8, a, = 0.05, a = 0.0005.
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Abb. 7.22: Verfahren (EITST). A = 0.001, z = 0.0055.
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Abb. 7.23: Verfahren (EITGN). A = 0.015, 1 = 0.04.
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7.7.3 Abschlieffende Bewertung

Um den praktischen Wert der vorgestellten Verfahren vergleichen zu kénnen, muf man un-
abhéngig von der Qualitit der Rekonstruktionsergebnisse auch beachten, daft der Kalman-
Glétter in der vorgestellten Form von drei Parametern a;, as und a abhéngt. Die Verfahren
(EITGN) und (EITST) héingen hingegen nur von zwei Parametern ab. Da sdmtliche Para-
meter bisher nur durch Probieren bestimmt werden, ist die praktische Durchfiihrung des
Kalman-Glitters ungleich schwerer als die der beiden anderen Verfahren.

Die besten Rekonstruktionsergebnisse liefert das Verfahren (EITGN) vom Gauf-Newton-
Typ mit zwei [terationsschritten. Leider ist dieses Verfahren nicht sehr stabil. Wie gesagt,
kann es abhéngig von A und p zu singuléren Steifigkeitsmatrizen kommen, die zum Abbruch
des Verfahrens fiihren. Diese Abhénigigkeit ist sehr sensitiv. Hier sind weitere Untersu-
chungen notwendig; wie bereits kurz angegeben, konnte eine Dadmpfung des Verfahrens
(EITGN) zum Ziel fiihren.

Nach dem momentanen Kenntnisstand ist daher das Verfahren (EITST) das Mittel der
Wahl. Es liefert bessere Ergebnisse als der Kalman-Glatter in wesentlich kiirzerer Zeit.
Hingegen ist der Qualitétsgewinn bei Anwendung des Verfahrens (EITGN) nicht sehr stark
ausgeprigt. Gerade durch die schnellere Ausfithrung ist es einfacher, die Parameter A und
i durch Probieren zu bestimmen.
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8 Temporale Stromdichterekonstruktion

Die Wissenschaft ist der Kapitdn,
und die Prazis, das sind die Soldaten.

Leonardo da Vinci

Im folgenden werden wir uns mit inversen Quellokalisierungen und Stromdichterekonstruk-
tionen im speziellen beschéftigen. Hierbei versucht man, von elektromagnetischen Akti-
vitdten aufserhalb eines Objektes, auf die elektrische Aktivitdt innerhalb des Objektes zu
schliefien.

Im Gegensatz zu den Beispielanwendungen dynCT und dynEIT handelt es sich beim hier
betrachteten Vorwirtsoperator um eine diskrete, lineare Formulierung.

8.1 Allgemeines zur Stromdichterekonstruktion

Eine wichtige Anwendung der Quellokalisierung ist die Bestimmung neuronaler Aktivitét
in Form von elektrischen Stromen anhand von EEG/MEG-Daten. Beim EEG handelt es
sich um eine in der neurologischen Praxis weit verbreitete Untersuchungsmethode, bei der
man elektrische Potentiale auf der Kopfoberfiche mifit. Das EEG wurde zum ersten mal
1929 angewandt |Ber29|. Eine neuere Untersuchungsmethode ist das MEG, bei dem man
mangetische Fliifse auferhalb des Kopfes mifsit. Cohen [Coh68| war 1968 der erste, der diese
Methode in der Praxis anwandte.

Die rekonstruierte elektrische Aktivitdt im Inneren des Kopfes lafst Schliisse iiber die Ge-
hirnaktivitdt zu. Diese Technik findet viele Anwendungen in der klinischen und theo-
retischen Medizin. Beispielsweise bei der Lokalisierung epileptischer Herde [WBH™00,
HSK™*00] oder beim Studium somatosensorisch evoziierter Potentiale (SEPs) [BWNOG6].
Eine Ubersicht iiber Verfahren der inversen Quellokalisierung findet man in [BDF*00].

Die gleichen Techniken kann man am Herzen anwenden, wenn es zum Beispiel darum geht,
vorzeitige extrasystolische Herzzschlige zu diagnostizieren [GRS89).

Beim Messen der Gehirnaktivitit in Form von Elektroenzephalographie (EEG) oder Ma-
gnetoenzephalographie (MEG) hat man, im Vergleich zu Verfahren wie Positron-Emissions-
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Tomographie (PET) oder Kernspintomographie (fMRI), eine sehr gute zeitliche, aber eine
geringere Ortliche Auflosung und ein schlechteres Signal-Rausch-Verhéltnis.

Man unterscheidet zwei verschiedene Strategien zur Losung des inversen Problems:

e Mittels Optimierungstechniken versucht man, eine kleine Anzahl von Dipolen und
deren Parameter (Ort, Orientierung und Stérke) so zu berechnen, daf man eine gute
Ubereinstimmung zwischen gemessenen Daten und den von dieser Dipolkonfiguration
erzeugten synthetischen Daten erreicht. Man spricht hierbei von Dipolrekonstruk-
tionen. Siehe [WBRB99, FWW98|. Hierbei handelt es sich um ein nichtlineares
Problem und Regularisierung wird hierbei durch eine kleine Anzahl von Parametern
erreicht. Ein essentielles und noch nicht zufriedenstellend gelostes Problem ist die
Schiatzung der Anzahl der beteiligten Dipole. Wie in der Arbeit [Lou92| bewiesen,
kann man im allgemeinen nur das Kreuzprodukt aus Ort und Orientierung der Dipole
bestimmen.

e Eine andere Moglichkeit der Quellokalisierung ist die Stromdichterekonstruktion
(engl. current density reconstruction = CDR ). Hierbei erhilt man ein unterbe-
stimmtes lineares Problem. Wie wir sehen werden ist dieses Problem schlecht gestellt.
Zur Regularisierung werden daher ortliche und zeitliche a-priori Informationen ein-
gebracht. Neu ist hierbei der zeitliche Aspekt in Form von ”zeitlicher Glattheit”,
welche sich physiologisch motivieren laft. Wir werden so mit Hilfe des Verfahrens
ST3 ein neues Verfahren gewinnen, welches im Vergleich zu bestehenden Verfahren
robuster ist, und eine Aussage iiber den zeitlichen Verlauf der Gehirnaktivitat zulaft.
Im Gegensatz zu den beiden anderen Anwendungen des Verfahrens ST3 (dynEIT und
dynCT) braucht man die Hinzunahme von "zeitlicher Glattheit” nicht, um iiberhaupt
ein praktikables Verfahren zu gewinnen, sondern um eine in Bezug auf Rauschen
robustere Methode herzuleiten.

Eine Moglichkeit, rdumliche Informationen ins Spiel zu bringen, ist z. B. das Minimum-
Norm-Kriterium, [WWK93, HI94|, welches sich im elektromagnetischen Kontext
als minimale elektrische Energie interpretieren lift. Einen Uberblick iiber CDR-
Techniken findet man in [FWKW99|. Je nachdem, wie man a-priori Informationen
ins Spiel bringt, erhdlt man lineare oder auch nichtlineare Probleme.

Das Einbringen zeitlicher a-priori Informationen ist ein neues und spérlich erforschtes
Gebiet, bestehende Verfahren rekonstruieren meist elektrische Aktivitit separat fiir
jeden Zeitschritt. Eine Arbeit, welche sich in einem sehr abstrakten Kontext mit dem
zeitlichen Aspekt beschiftigt, ist [Gre98].

Stromdichterekonstruktionen unter Zuhilfenahme rdumlicher und zeitlicher a-priori
Informationen werden wir im folgenden als spatio temporale Stromdichtere-
konstruktion (stCDR) bezeichnen. Wie wir sehen werden, erlauben stCDR einen
tieferen Einblick in die zeitliche Dynamik elektrischer Quellen.

CDR-Techniken als Methode zur Quellokalisierung werden immer wichtiger, da das
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in der Praxis bei Dipolrekonstruktionen anfallende Problem der Bestimmung der
Anzahl der beteiligten Dipole umgangen wird.

8.2 Das EEG/MEG-Vorwirtsmodell

Die fundamentale Gleichung welche das Zusammenspiel einer elektrischen Quelle ;7 und
dem daraus resultierenden elektrischen Feld ® beschreibt, ist die Poissongleichung in Ver-
bindung mit Neumann-Randwerten:

div(oV®) = div j in Q

8.85
aa—q) =0 in [''=0990. ( )
on

Hierbei ist o der Leitfdhigkeitstensor und die offene und beschriankte Menge €2 beschreibt
die Geometrie des Kopfes. n ist der nach aufen gerichtete Normalenvektor in 0f). Dieses
Modell bezeichnet man als quasi-stationér, da es fiir jeden Zeitschritt giiltig ist, ohne selbst
von der Zeit abzuhingen.

Wir bezeichen Iy € T als EEG-Meffliche und T'; mit Ty N Q = @ als MEG-Meffliche.

Das EEG-Vorwértsmodell kann wie folgt beschrieben werden:
Ap(HYQ)P T 12(Q) -5 HY(Q) 2 L(T)

(8.86)
i s J=divi— & — T,

Hierbei ist S der Operator, welcher div j auf die schwache Losung der Gleichung (8.85)
abbildet. + ist der Spuroperator [Hac86, Aub99| von Q nach T'.

Wir definieren

(Tf)(x) = / Fy) x 27V gy, (8.87)

iz —yf?
Nach dem Gesetz von Biot-Savart erhélt man nun die MEG-Mefwerte in Form magneti-

scher Fliisse als
B(z) =(T(j + oV®)(z),n,), (8.88)

wobei x € T'y und n, der nach aufsen gerichtete Normalenvektor in x ist. Insgesamt 1aft
sich das MEG-Vorwéartsmodell skizzieren als

A (HY Q)P 2% £2(0) %5 5 ()2 (12(0))* T2 12 (ry)

(8.89)
j — divj— & +— j+0Vd — B
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Satz 8.2.1 Die Operatoren

Ap : (Hy(92))* — L*(T)
und

Anrt (Hg ()" — L*(Ty)

sind kompakt und haben nichttriviale Nullrdume.

Beweis:  Der Spuroperator 7 ist kompakt beziiglich der gewidhlten Rdume [Aub99|. T
ist kompakt, da der zugrundeliegende Kern in (8.87) wegen I'y N Q2 = () stetig ist. Die
verbleibenden Operatoren in (8.86) und (8.89) sind nach [Hac86] stetig. Daher sind Ay,
und Ap kompakt. Da der div-Operator einen nichttrivialen Nullraum hat, gilt das gleiche

fir A und A,y. n

Satz und Defnition 8.2.2 Die Probleme
Agj = g beziehungsweise Apg = By
und das kombinierte Problem
Agj =Py NAnj = By

bezeichnet man als Stromdichteprobleme. Diese sind schlecht gestellt. Der Schluf von
®q bzw. By auf j € Hj () bezeichnet man als Stromdichterekonstruktion.

8.3 Die Leadfield-Matrix

Um das Problem der Stromdichterekonstruktion in diskreter Form losen zu konnen, un-
terteilen wir einen Teil von 2 in Teilgebiete Q;, so dak [ JQ2; C Q. Wir wihlen auferdem
pi € ;. Die Menge {p;|1 < i < N} wird auch Einflufiraum genannt. Wir gehen weiter
davon aus, daf n Mefspunkte &,,1 < v < n auf I'y U I'y vorliegen. Die obige Unterteilung
von () benutzen wir nun, um eine Stromdichte j zu diskretisieren. Genauer gesagt, stellen
wir die vektorielle Grofe j als

2
J= E E Qi kNCi k
i=1 k=0

dar, mit Basisfunktionen
€ik = X, €k,

wobei e der k-te kartesische Einheitsvektor ist. Kennen wir nun die n x 3N Matrixeintriage

Lyiven = Anypeir(&n), 1<v<nl1<i<NO0<E<L2,



8.4. BESTEHENDE CDR-METHODEN 107
so erhalten wir Ay;/pj wegen der Linearitit von Ay g als Matrix-Vektorprodukt mittels

N
i=1

2
AM/Ej(fu) = Z Z ai+kNAM/E€i,k (&/)
k=0

WE
MN’ I

az'+kNLu,z'+kN
i

1 k=0

= (La),,

Das heifst also, daft wir das Vorwértsmodell in einer diskreten Version berechnen kénnen,
sobald wir die Eintrage der Matrix L kennen. Um diese numerisch zu berechnen, bedient
man sich in der Praxis im Falle von anisotropem o der Finite-Element-Methode (FEM)
[BKF*97] oder im Falle vom isotropem o der Randelement-Methode (BEM) [FDWW9S].
Geht die damit verbundene Diskretisierung von 2 mit der Unterteilung in die einzelnen €2;
Hand in Hand, so sind die Eintrdge von L einfach zu berechnen. In der Praxis ist es nun
aber so, dafs man aus diversen Griinden () als nicht konsistent mit dem Finite-Elemente-
Netz wahlt. Daher approximiert man die Eintrdge von L in der wie folgend skizzierten Art
und Weise. Wir benutzen die Greensche Funktion G(z,y) um das Vowértsmodell A,/ zu
beschreiben. Es gilt

Anyiein(&y) :/QG(x,fl,)ei,k(x) dx

= / G(z,&,))e dx
Q;
= vol(€%) G(pi, &) ex
= vol(€;) / G(z,&,)0(pi — x)éx dx
0
= VOI(QZ)AM/E((szék)

Das heifit, man leitet Dipole d,,é) in die rechte Seite der Poissongleichung (8.85) ein, um
das Vorwirtsmodell zu approximieren. Uber die numerische Realisierung findet man mehr
in [BKF*97].

In der Praxis erhdlt man 2 und o anhand vom Kernspin(MRI)-Bildern. Es gibt in der neue-
ren Zeit auch Bemiihungen aus solchen Bildern nicht nur skalares ¢ zu bestimmen, sondern
mittels sogenannter Diffusionstomographie auch tensorielles 0. Siehe dazu [WRB*01]

Analytische Formeln zur Berechnung des Vorwirtsmodells kennt man nur fiir vereinfachte
Geometrien, wie z. B. fiir konzentrische Sphéiren oder Ellipsen [Sre94, Lou92].

8.4 Bestehende CDR-Methoden

Wie bereits erwédhnt, unterteilt man Quellrekonstruktionsverfahren in Dipolrekonstruk-
tions-Methoden und CDR-Methoden. Letztere versuchen das Problem Lj = m unter Zu-
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hilfenahme von a-priori-Informationen zu lésen. Dieses Problem ist in der Praxis unterbe-
stimmt. Eine Moglichkeit, das Problem anzugehen, ist Tikhonov-Phillips Regularisierung
[Lou89, BKF197, EHN96]:

j :minarg{HLj —m||£+)\2||Rj||g}. (8.90)

R ist ein sogenanter raumlicher Regularisierungsoperator. Da die EEG-/MEG-Sensoren je
nach Abstand der Quellen unterschiedlich empfindlich reagieren, was sich in der Skalierung
der Spalten von L ausdriickt, benutzt man meist fiir R eine sogenannte Tiefenwichtungs-
matrix W, sieche [FWKW99|. p = ¢ = 2, R = W fiihrt zu Minimum-Norm Least-squares
Losungen. p = ¢ =2, R = A wird als LORETA-Methode [PM94] bezeichnet. Im ersten
Fall berticksichtigt man die sogenannte raumliche Glattheit nullter Ordnung (zero order
spatial smoothness), im zweiten die rdumliche Glattheit zweiter Ordnung (second or-
der spatial smoothness). A ist eine diskrete Version des Laplace-Operators A. Wie
man A implementieren kann, findet man in [KKSV00]. In beiden Féllen erhélt man we-
gen p = ¢ = 2 lineare Probleme. Diese beiden Verfahren beriicksichtigen keine zeitliche
Informationen, die Rechnungen werden fiir jeden Zeitschritt getrennt ausgefiihrt.

8.5 Spatio-temporale Stromdichterekonstruktionen

Wir gehen nun davon aus, dak die Daten m als Funktion der Zeit also als m(t) gegeben
sind. Die damit zusammenhéngende Stromdichte j als Losung von (8.85) ist somit auch
zeitabhingig. o und  sind zeitunabhéngig und in (8.85) treten keine Zeitableitungen auf.
Das Modell wird daher auch als quasi-stationir bezeichnet.

Eine Kopplung der verschiedenen Zeitschritte wird durch die physiologisch motivierte An-
nahme der "zeitlichen Glattheit” erreicht.

Wir gehen von Daten m; und Stromdichten j; zu Zeitpunkten #;,1 <[ < T aus.

Ansatz eines Verfahrens ist dann die folgende Minimierungsaufgabe:

T T T-1
(ji, ..., Jjr) = minarg { D Lgi = malls + XY RGN+ 1) i — jillg}- (8.91)
i=1 i=1 i=1
Diese Modell bezeichnen wir als spatio-temporale CDR-Methode. Der Vorwirtsoperator L

ist zeitunabhingig. Da aber hier der wichtige Operator R auftritt, sind die dquivalenten
Verfahren ST1C und ST3C so nicht anwendbar.

Schreibt man die Mimierungsaufgabe (8.91) mit den folgenden Bezeichnungen
Ly = blockdiag(L, ..., L)
Rr = blockdiag(R, ..., R)
i=0 )

m = (mf,...,m;)T,
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und den Bezeichnungen aus Kapitel 3.3 wie folgt um
j = minarg{|| Lrj — m||* + N||Rrj||* + 1*|| Bj||*},

und beriicksichtigt V| Az — b||> = 2AT(Az — b), so erhiilt man die zu lésende Normalen-
gleichung
(LyLr + NR.Rr + ?BTB)j = A™m.

Diese Gleichung hat die Grofe 3NT x 3NT. Leider greifen die in den Kapiteln 2.10.2-4.4
vorgestellten Methoden nicht, um ein Verfahren kleinerer Ordnung n1" x nT" zu erhalten,
der beliebige Regularisierungsoperator Ry laft dies nicht zu.

Da die auf der linken Seite im obigen Gleichungssystem auftretende Matrix positiv definit
ist, kann das relativ effiziente cg-Verfahren angewendet werden. Eine Effizienzsteigerung ist
moglich, wenn man das Matrixprodukt L; Lyj wie folgt berechnet: Man ordnet j zu einer
Matrix J = (j; | ...|jr) um (was zum Beispiel in FORTRAN ohne Kosten geschieht, da j von
vorneherein im Speicher richtig organisiert vorliegt), berechnet M = L] Ly.J mit Kosten
9NZT und ordnet M = (M, |...| My) wieder zu einem grofen Vektor m = (M",... M})"
(in Fortran wiederum ohne Kosten) um. Die direkte Auswertung von L;.Lj wiirde hinge-
gen einen Aufwand von 9N?T? haben und somit um den Faktor 7' langsamer sein. Bei
typischen T im Bereich fiinfzig bis einige Hundert ist dies ein wichtiger Faktor. Die oben
dargestellte, optimierte Version der Berechnung von L] Lpj ist je nach Prozessor auch
auf Maschinenebene gut zu optimieren. Sogenannte Level-3-Routinen der weitverbreiteten
Programmbibliothek BLAS machen zum Beispiel davon Gebrauch und liegen fiir verschie-
dene Prozessoren in speziell optimierter Version vor.

8.6 Simulationsrechnungen

8.6.1 Das Volumenleiter-Modell

Um die Ergebnisse des zeitlich ungekoppelten Verfahrens (8.90) und die des stCDR-Verfahr-
ens (8.91) besser vergleichen zu kénnen, wéhlen wir ein einfaches Volumenleiter-Modell:
wir betrachten ein dreidimensionales Problem mit zweidimensionalem Einflufraum. Die-
ses Modell ist recht nahe an der Praxis (beriicksichtigt man z.B. die Hirnoberfliche =
Kortex als Einflukraum, so ist dieser auch zweidimensional) und es erlaubt einen einfa-
cheren Vergleich der graphisch dargestellten Rekonstruktionsergebnisse als im Falle eines
dreidimensionalen Einflufraumes.

Der Einflufsraum besteht aus einem Adquidistanten Gitter der Grofse 10 x 10 mit Abmes-
sungen 10 x 10 und Mittelpunkt (5.5,5.5,0.0)".

Die EEG-Meffliche besteht aus einem 9 x 9-Gitter, welches parallel zur x — y-Ebene
angeordnet ist, und den Mittelpunkt (5.5,5.5,2)" hat. Siehe dazu Abbildung 8.24.
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Abb. 8.24: Skizze des Modellproblems.

Wir haben konstante Leitfihigkeit o in ganz R® gew#hlt. Daher erhiilt man die Leadfield-
matrix L mittels analytischer Formeln [Vog95|

I 71— pja

L=
Y Ano | = p?
I rig—Dpj2
L_ ., — ) Js
W e s = P
1 70 —p.
Lz‘,j+2N — Ti3 Pbj3

dmo ||ri — pslI*
r; € R? ist hierbei die Postion des i-ten EEG-Sensors, p; ist die Position des j-ten Gitter-
punktes im Einfluffraum.

Dadurch, daf die Absténde von Einfluftpunkten und Sensoren relativ wenig schwankt, kann
auf eine Tiefenwichtungsmatrix im folgenden verzichtet werden.

8.6.2 Beispielrechnungen

Zwei gleichorientierte Dipole mit Moment (0,0,1)" wurden in (3,5,0)" und (8,5,0)" pla-
ziert. Sie sind in Abbildung 8.24 eingezeichnet. Diesen Dipolen wurde ein gauftglockenfor-
miger zeitlicher Aktivitdtsverlauf geméf

q(t) = qoexp {—M}

w

mit Maximum in den Zeitschritten ¢, = 5 (Dipol 1) und ¢, = 9 (Dipol 2) zugewiesen. w
wurde zu 2.5 gewihlt. Siehe Abbildung 8.25.

Die Simulationen wurden fiir 16 Zeitschritte ausgefiihrt.

Zur Wahl des Regularisierungsparameters A im Verfahren (8.90) wurden die Daten des
Zeitschritts mit maximaler Amplitude beriicksichtigt. Es kam das L-Kurven Kriterium zur
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Abb. 8.25: Die Aktivitdtsverlaufe der Dipole.

Anwendung [Wag98, Han94|. In (8.90) wurde p = ¢ = 2 gewihlt, die Minimierungsaufgabe
kann daher effizient iiber eine Normalengleichung gelost werden.

Da wir auf eine Tiefenwichtung verzichten konnen, kommen fiir die Losung der spatio-
temporalen Aufgabe (8.91) die Verfahren ST1C und ST3C in Frage. Diese sind ihrer Lauf-
zeit gleich effizient, in den Laufzeitbeschreibungen haben die Terme hochster Ordnung die
gleichen Vorfaktoren.

In den folgenden Abbildungen sieht man Kontur-Plots der Stromdichte ||j(p,t)||gs. Die
kleinen Quadrate markieren die urspriinglichen Quellpositionen.

In den Abbildungen 8.26 und 8.27 wurden rein synthetische Daten benutzt um zeitlich
gekoppelte und ungekoppelte Losungen zu vergleichen. Die zeitlich gekoppelte Losung
weist eine geringfiigig bessere rdumliche Genauigkeit auf.

In den folgenden Simulationen wurden die Daten mit uniform verteiltem Rauschen mit einer
Amplitude von 30% der Maximalamplitude der Daten iiberlagert. Die Stéirke des gewéhlten
Rauschens ist fiir bekannte praktische Mefanordnungen realistisch. In den Abbildungen
8.28-8.30 sind dazugehorende Rekonstruktionen zu sehen. In Abbildung 8.29 wurde 4 = 15
gewahlt, um zu zeigen, wie sich eine sehr starke zeitliche Kopplung auswirkt.

Die in Abbildung 8.28 zu sehende stCDR-Rekonstruktion ist wesentlich weniger durch das
Rauschen beeintrichtigt, als die zeitlich ungekoppelte Rekonstruktion in Abbildung 8.30.

In den Abbildungen 8.31 und 8.32 wurden anhand der Rekonstruktionen die Aktivierungs-
verlaufe bestimmt. Dazu wurde die Amplitude des Einflukpunktes maximaler Stromdichte
genommen. Wie unschwer zu sehen ist, erlaubt das stCDR-Verfahren eine recht gute Rekon-
struktion des realen Aktivitétsverlaufes, das Tikhonov-Phillips-Verfahren (8.91) &t nur
sehr schlechte Riickschliisse zu. Das stCDR-Verfahren gibt daher nicht nur einen Einblick
in die rdumliche Anordnung von Gehirnaktivitéit, sondern auch in den, von Medizinern als
sehr wichtig erachteten, zeitlichen Verlauf.
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Abb. 8.26: stCDR: A2 = 0.01, z? = 0.2. Unverrauschte Daten.
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Abb. 8.27: Zeitlich ungekoppelte Rekonstruktion anhand (8.90). A? = 0.01. Unverrauschte
Daten.

Zum Schlufs wiahlen wir eine weiter Methode zur zeitlichen Rekonstruktion: wir glédtten die
verrauschten Daten mit einem Savitzky-Golay-Filter (auch ’least-squares-filter’ genannt)
der Ordnung 3 und Lénge 5, [SG64, Ham83|. Dann benutzen wir (8.91), um eine zeitlich
ungekoppelte Stromdichteverteilung zu rekonstruieren. Die Ergebnisse in Abbildung 8.33
sind besser als im ungeglitteten Fall, aber nicht so gut wie die Ergebnisse des stCDR-
Verfahrens.

Zum systematischen Vergleich von zeitlich gekoppelten und ungekoppelten Lésungen fiih-
ren wir zwei verschieden Mafse ein, um Genauigkeiten zu messen:

e Wir vergleichen die exakte Lage der Dipole mit der Lage der lokalen Maxima der Re-
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Abb. 8.28: stCDR-Rekonstruktion. A\? = 2.0, u? = 1.5. 30%-igem uniform verteiltes
Rauschen.
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Abb. 8.29: stCDR-Rekonstruktion mit sehr hoher zeitlicher Kopplung: A\? = 2.0, u? = 15.
30%-igem uniform verteiltes Rauschen.

konstruktionen. Die Abhéingigkeit dieses Mafes in Abhéngigkeit zum Rauschniveau
ist in Abbildung 8.34 zu sehen.

e Wir berechneten die Korrelation des wahren Aktivitdtsverlaufes mit dem, anhand
der Rekonstruktionen berechneten, Aktivitdtsverlaufes. In Abbildung 8.35 sehen wir
die Abhéngigkeit vom Rauschniveau.
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Abb. 8.30: Rekonstruktion ohne zeitliche Kopplung. A2 = 2.0. 30%-igem uniform
verteiltes Rauschen.
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Abb. 8.31: Aktivitiitsverlauf anhand stCDR-Rekonstruktion. A2 = 2.0, u? = 1.5. 30%-igem
uniform verteiltes Rauschen.

8.6.3 Abschlielende Bewertung

Anhand eines einfachen Modellproblems konnten wir zeigen, dafs die Hinzunahme von zeit-
lichen a-priori Informationen in bestehende CDR-Verfahren zu einer signifikanten Zunahme
an zeitlicher und raumlicher Auflésung fiihrt. Besonders im Falle verrauschter Daten ist
der Unterschied zwischen zeitlich gekoppelten und ungekoppelten Rekonstruktionen im-
mens. Zeitlich gekoppelte Losungen sind zum einen in der Lage, verschiedene elektrische
Quellen besser zu separieren, zum anderen lassen sie genauere Riickschliisse auf den Akti-
vitédtsverlauf zu.
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Abb. 8.32: Aktivitdtsverlauf anhand einer Rekonstruktion ohne zeitliche Kopplung.
A2 = 2.0. 30%-igem uniform verteiltes Rauschen.

Abb. 8.33: Rekonstruktion ohne zeitliche Kopplung. Die mit 30%-igem uniform verteiltem
Rauschen iiberlagerten Daten wurden mit einem Savitzky-Golay-Filter geglittet.
A2 =2.0.
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Abb. 8.34: Raumliche Genauigkeit zeitlich gekoppelter und ungekoppelter
Rekonstruktionen.
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Abb. 8.35: Zeitliche Genauigkeit zeitlich gekoppelter und ungekoppelter Rekonstruktionen.
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