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EinleitungDie Mathematik der Computer{Tomographie ist in den vergangenen Jahrzehnten Ge-genstand intensiver Forschungen gewesen. Dabei interessiert man sich f�ur die Rekon-struktion einer skalaren Gr�o�e, wie z.B. der Gewebedichte im menschlichen K�orper,aus gemessenen Daten. Mittlerweile existieren e�ziente Algorithmen zur L�osung die-ses Problems. Es stellt sich die Frage, ob es auch m�oglich ist, Vektorfelder wie z.B.Geschwindigkeitsfelder von Blut zu rekonstruieren. Schon im Jahre 1977 ver�o�entlich-ten Wells et al. [38] eine Arbeit, in der sie erl�auterten, inwiefern das Messen vonDoppler{Signalen bei der Detektion von b�osartigen Tumoren in der weiblichen Brusthilfreich sein kann. Sielschott [33] wendet die zweidimensionale Vektor{Tomographiean, um Geschwindigkeitsfelder von Gasen aus akustischen Messungen zu bestimmen.1992 erschien die Arbeit von Juhlin [14], in der das Problem der Vektor{Tomographiemathematisch beschrieben wurde. Er bewies, da� unter zus�atzlichen Bedingungen ausden gemessenen Daten eine vollst�andige Rekonstruktion eines Geschwindigkeitsfeldesm�oglich ist. Die Angabe eines e�zienten Algorithmus blieb er jedoch schuldig.Die Idee der Vektor{Tomographie ist, mit Hilfe des Doppler{E�ektes das Geschwin-digkeitsfeld f einer sich bewegenden Fl�ussigkeit zu rekonstruieren. Dazu werden Ul-traschallwellen auf das zu untersuchende Objekt 
 ausgesandt. Durch Messen desDoppler{Shifts der re
ektierten Welle ist es mittels einiger Umformungen unter be-stimmten Annahmen m�oglich, die Geschwindigkeitskomponente parallel zum TeststrahlL mit Richtung ! y(L) = Z
\L ! � f(x) d`zu messen, siehe Sparr et al. [34], Juhlin [14]. Der Me�vorgang wird im erstenKapitel n�aher beschrieben. Au�erdem beschreiben wir eine Me�geometrie, indem wirdie Geraden L parametrisieren, und formulieren die Vektor{Tomographie als inver-ses Problem, und zwar als Integralgleichung erster Art. Die gemessenen Daten werdenals Anwendung einer Integraltransformation, der sogenannten Doppler{Transformationauf das Feld f erkl�art. Das Kapitel schlie�t mit der Angabe von wesentlichen Eigen-schaften dieses Operators. So geben wir den Kern an, zeigen, da� er einen nichtabge-schlossenen Bildraum besitzt, und weisen eine Gl�attungseigenschaft auf.Zur L�osung schlecht gestellter Probleme sind Regularisierungsverfahren unumg�anglich.In Kapitel 2 f�uhren wir die Methode der approximativen Inversen ein, die eine gan-ze Klasse von linearen Regularisierungsverfahren umschlie�t. Dieses Verfahren wurde1



2 INHALTSVERZEICHNISauch schon bei anderen inversen Problemen aus den Bereichen der Medizintechnik,oder zerst�orungsfreies Pr�ufen, mit Erfolg eingesetzt. Nach der De�nition und der Her-leitung einiger Eigenschaften besch�aftigen wir uns intensiv mit der Anwendung derapproximativen Inversen auf diskrete OperatorenAn = 	nA ;die durch Anwendung von Funktionalen 	n auf den kontinuierlichen Operator A ent-stehen. Dabei unterscheiden wir die beiden F�alle, da� die Beobachtungsoperatoren 	nElemente aus dem Bildraum Y von A sind, beziehungsweise aus dem Dualraum Y �1eines dichten Teilraumes von Y . Der letztere Fall erweist sich als schwieriger zug�ang-lich, er ist bei praktischen Anwendungen in der Computer{Tomographie jedoch eherdie Regel. Den Ausf�uhrungen dieses Teiles liegt eine gemeinsame Arbeit mit Rieder[28] zugrunde.Auch bei der Anwendung der approximativen Inversen auf die Doppler{Transformation,die Gegenstand des 3. Kapitels ist, tritt dieser zweite Fall ein. Die Beobachtungsope-ratoren 	n sind in diesem Fall n�amlich Punktauswertungen, die nur auf einem dichtenTeilraum von Y stetig sind. Um das Verfahren anzuwenden, m�ussen wir es zun�achstleicht modi�zieren, damit auch Vektorfelder, und nicht nur skalare Gr�o�en wie im ur-spr�unglichen Fall, rekonstruiert werden k�onnen. Im Unterschied zum skalaren Fall sindnun drei Rekonstruktionskerne zu berechnen. Die Berechnung dieser Kerne stellt dasHauptproblem dar und ist f�ur allgemeine Molli�er nicht m�oglich. Sie gelingt uns jedoch,wenn wir als Molli�er die Gausssche GlockenfunktionEj
(x) = (2�)�3=2 
�3 exp(�kxk2=(2
2)) � ejnehmen. Sind die Rekonstruktionskerne f�ur die kontinuierliche Doppler{Transformationbekannt, so kann man mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 2 die approximative Inver-se auf die diskrete Doppler{Transformation anwenden. Das Ergebnis ist ein e�zientesVerfahren zur Rekonstruktion des divergenzfreien Anteiles des Geschwindigkeitsfeldes.Am Ende des Kapitels wird noch gezeigt, wie es m�oglich ist, mit demselben Datensatzdie Rotation des Vektorfeldes zu rekonstruieren, indem man lediglich den Rekonstruk-tionskern austauscht.Im 4. Kapitel werden zum einen numerische Ergebnisse pr�asentiert, zum anderen eini-ge andere Verfahren kurz vorgestellt. Im ersten Teil wenden wir unseren Algorithmusan, um das Geschwindigkeitsfeld einer Fl�ussigkeit zu rekonstruieren, die in einem umdie x-Achse zentrierten Zylinder 
ie�t. Es wird sowohl mit exakten, als auch mit ver-rauschten Daten gerechnet. Das Verfahren erweist sich dabei nicht nur als sehr e�zient,sondern auch als stabil gegen�uber Datenfehlern. Die Rotation des Feldes wird ebenfallsrekonstruiert. Auch die Ergebnisse mit gemessenen Daten im zweidimensionalen Fallsind sehr zufriedenstellend.Die Anzahl an alternativen Verfahren ist nur gering und zieht fast ausschlie�lich denzweidimensionalen Fall in Betracht. Das von Str�ahl�en in [36] angegebene Verfah-ren beruht auf einer Formel vom Typ ge�lterte R�uckprojektion, wobei aber auch der



EINLEITUNG 3Normal
u� des Feldes gemessen werden mu�. Das Verfahren l�a�t sich in dieser Formnur sehr schwer auf drei Dimensionen verallgemeinern. Mit Hilfe eines Projektions-satzes f�ur die Doppler{Transformation erhalten Winters, Rouseff [40] ein weiteresVerfahren zur Rekonstruktion der Rotation eines zweidimensionalen Feldes. Desbat[8] �ubertr�agt die von der Radon{Transformation her bekannten direkten algebraischenMethoden auf die zweidimensionale Doppler{ Transformation und gibt eine Abtastgeo-metrie an.Wernsd�orfer [39] schlie�lich stellt ein iteratives Verfahren (ART) f�ur diedreidimensionale Vektor{Tomographie auf, das allerdings sehr aufwendig ist und anE�zienz der approximativen Inversen nicht gleichkommt.In der vorliegenden Arbeit wird demnach nicht nur die Theorie der approximativenInversen vertieft, sondern mit Hilfe dieser auch ein Verfahren zur Rekonstruktion di-vergenzfreier Vektorfelder hergeleitet. Obwohl es auch noch o�ene Fragen gibt, die imletzten Abschnitt dieser Arbeit kurz angesprochen werden, ist das Verfahren in dieserForm f�ur den dreidimensionalen Fall v�ollig neuartig, und setzt im Bezug auf Geschwin-digkeit einen neuen Ma�stab.An dieser Stelle m�ochte ich Herrn G. Sparr danken, der mir die Datens�atze f�ur dieRekonstruktionen in Abschnitt 4.1.2 zur Verf�ugung gestellt hat. Ferner m�ochte ichdiejenigen erw�ahnen, die an der Messung beteiligt waren. Im einzelnen sind dies M.Almquist, Th. Jansson, K. Lindstr�om und H.W. Persson vom Department ofElectrical Measurements, Lund, sowie K. Str�ahl�en und G. Sparr vom Departmentof Mathematics der Universit�at von Lund.
Mein besonderer Dank gilt Herrn Univ.-Prof. Dr. Alfred. K. Louis, der diese Arbeitstets vorbildlich betreut und mit unerm�udlichem Interesse deren Entwicklung verfolgtund gef�ordert hat.Danken m�ochte ich auch meinen Kollegen, insbesondere Herrn Dr. Rainer Dietz. Dasfreundschaftliche Verh�altnis zwischen uns hat sehr zum Gelingen der vorliegendenArbeit beigetragen. Weite Teile aus Abschnitt 2.2 sind im Zuge einer gemeinsamenVer�o�entlichung mit Herrn Univ.-Prof. Dr. Andreas Rieder entstanden, dem ich ausdiesem Grund zu Dank verp
ichtet bin.Ich danke auch meinen Eltern ohne deren jahrelange Unterst�utzung diese Dissertationnicht m�oglich gewesen w�are.Nicht zuletzt danke ich meiner lieben Petra f�ur ihr Verst�andnis und ihre Geduld.Saarbr�ucken, im November 1999 Thomas Schuster



Kapitel 1
Grundlagen derVektor{Tomographie
Wir erl�autern zun�achst Me�aufbau und Modell der Vektor{Tomographie. 1992 erschi-en die Arbeit Juhlin [14], in der ein Modell zur Rekonstruktion divergenzfreier Vek-torfelder hergeleitet wird. Juhlin gibt auch eine M�oglichkeit an, die Rekonstruktionauszuf�uhren. Das daraus entstehende Verfahren w�are jedoch zu aufwendig, um ernst-haft in Frage zu kommen. Wir werden es im zweiten Abschnitt dieses Kapitels kurzbeschreiben. Jansson et al. [13] stellen eine Me�apparatur vor, die experimentelleDaten liefert, um zweidimensionale Geschwindigkeitsfelder einer Fl�ussigkeit zu rekon-struieren. Wir werden im ersten Abschnitt einen Me�aufbau f�ur dreidimensionale Vek-torfelder beschreiben, wobei wir uns vorwiegend auf die Arbeit von Sparr et al. [34]st�utzen werden. Darauf aufbauend leiten wir im zweiten Abschnitt ein mathematischesModell f�ur die Vektor{Tomographie her. Wir de�nieren die Doppler{Transformation,mit Hilfe derer wir die Vektor{Tomographie als Operatorgleichung erster Art formulie-ren k�onnen. Die hierf�ur n�otige Vektoranalysis stellen wir in einem weiteren Abschnittzur Verf�ugung.
1.1 Fourier{Transformation und Sobolevr�aumeWir wollen kurz auf De�nition und Eigenschaften der Fouriertransformation eingehenund ausgehend davon Sobolevr�aume und deren Tensorprodukte einf�uhren, die wichtigeHilfsmittel in den nachfolgenden Kapiteln darstellen. Alle Eigenschaften und S�atzebleiben ohne Beweis, es wird lediglich auf die entsprechende Literatur verwiesen.4



1.1. FOURIER{TRANSFORMATION UND SOBOLEVR�AUME 51.1.1 Die Fourier{Transformation: De�nition und elementareEigenschaftenDe�nition 1.1.1 Sei f 2 S(IRn) eine schnell fallende Funktion. Dann hei�tFf(!) = f̂(!) = (2�)�n=2 ZIRn f(x) e�{hx;!i dxdie n-dimensionale Fourier-Transformierte von f .Die Fouriertransformation ist stetig als Abbildung von S(IRn) in sich. Da S(IRn) inL2(IRn) dicht liegt, l�a�t sie sich stetig fortsetzen. Bez�uglich der L2-Norm ist die Fou-riertransformation eine Isometrie, es giltkf̂kL2(IRn) = kfkL2(IRn) :Der bez�uglich des L2-Skalarproduktes gegebene adjungierte Operator hat die FormF�f(!) = (2�)�n=2 ZIRn f(x) e{hx;!i dx :Es ist au�erdem F�1 = F� : (1.1)Bezeichnen wir weiter mitDaf(t) = jaj�1=2f(t=a); a 2 IRnf0g ;den Dilatationsoperator und mit T yf(x) = f(x� y)den Translationsoperator, so erhalten wir folgende Rechenregeln.Lemma 1.1.2 Es gilt:a) FDa = D1=aF ;b) FT y = EyF ;wobei Ey f�ur f 2 L2(IRn) de�niert ist durchEyf(x) = e�{hx;yif(x) ;c) FD�f(�) = {j�j��Ff(�) ; F(x�f) = {j�jD�ff�ur f 2 C j�j(IRn), � 2 INn0 . Dabei istD�f(x) = @�f@x� :



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE1.1.2 De�nition von Sobolevr�aumen und TensorproduktenWir wollen in diesem Abschnitt kurz verschiedene Arten von Sobolevr�aumen und derenTensorprodukte einf�uhren. Die verschiedenen De�nitionen und Identi�zierungen sindden B�uchern von Aubin [3] und Wloka [41] entnommen, auf die auch f�ur eine Ver-tiefung der Thematik hingewiesen wird.F�ur den gesamten Abschnitt sei 
 � IRn ein beschr�anktes Gebiet und � � 0 eine reelleZahl.De�nition 1.1.3 Wir bezeichnen mit H�0 (
) den Abschlu� von C1c (
), den beliebigoft stetig di�erenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tr�ager in 
, bez�uglich der Normkfk2H�0 (
) = ZIRn(1 + j�j2)� jf̂(�)j2 d� :H�0 (
) hei�t Sobolev-Raum der Ordnung �.Eine zu k � kH�0 (
) �aquivalente Norm ist de�niert durchkfk2H�(
) = Xjkj�[�] Z
 jDkf(x)j2 dx+ Xjkj=[�] Z
 Z
 jDkf(x)�Dkf(y)j2jx� yjn+2� dx dy :Dabei ist � bestimmt durch � = [�] + � . Wir setzenH�(
) := ff 2 L2(
) : kfkH�(
) <1g :F�ur � 2 IN besteht H�(
) o�enbar gerade aus allen Funktionen aus L2(
), derenAbleitungen der Ordnung kleiner gleich � zumindest im schwachen Sinne existieren undwieder aus L2(
) sind. Weiterhin identi�zieren wir Z = S1�(�1; 1) mit ~Z = (0; 2�)�(�1; 1) mit Hilfe der Parametrisierung (0; 2�) 3 ' 7! !(') = (cos'; sin')> 2 S1 undde�nieren den Sobolev-Raum der periodischen Funktionen der Ordnung � durchH�p ( ~Z) := fg 2 L2( ~Z) : kgk2p;� = Xk2ZZ Xn2ZZ(1 + k2 + n2)�jĝk;nj2 <1gmit ĝk;n = 14� Z ~Z g('; s) e�{(� k s+n')d' ds :Sei M eine Ck;�-Mannigfaltigkeit, � = (Ui; 
i), i 2 J , ein zugeordneter Atlas undf�igi2J eine zugeordnete Partition der Eins. Der Sobolev-Raum auf der Mannigfaltig-keit M der Ordnung � mit � � k + �, falls k + � 2 IN und � < k + � sonst, bestehtaus den Funktionen f :M ! C, f�ur die alle Funktionen(f � �i) � 
�1i : 
i(Ui)! C ; i 2 Jzu H�0 (
i(Ui)) geh�oren. Das innere Produkt auf H�(M) ist erkl�art durchhf; giH�(M) = Xi2J h(f � �i) � 
�1i ; (g � �i) � 
�1i iH�0 (
i(Ui)) :



1.2. VEKTORANALYSIS 7Der Dualraum von H�0 (
) ist H��(
), siehe z.B. Aubin [3].Sei �3 � IR3 der Torus im IR3. Durch �Ubergang zu lokalen Koordinaten kann man denRaum H�p ( ~Z) identi�zieren mit H�(�3), dem Sobolev-Raum der Ordnung � auf derkompakten Mannigfaltigkeit �3. Mit Hilfe dieser Bezeichnungen sind wir nun in derLage, Tensorprodukte von Sobolev-R�aumen einzuf�uhren. Es seien 
1 � IRn1, 
2 � IRn2beschr�ankte Gebiete in IRn1 bzw. IRn2, �, � � 0. Dann istH�0 (
1; H�0 (
2)) der Abschlu�von C1c (
1; H�0 (
2)) bez�uglich der Normkfk2H�0 (
1;H�0 (
2)) = ZIRn1 (1 + j�j2)� kf̂(�)k2H�0 (
2) d� :De�nition 1.1.4 Wir bezeichnen mitH�0 (
1)
̂H�0 (
2) := L2((H�0 (
1))�; H�0 (
2)) = L2(H��(
1); H�0 (
2))den Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren von H��(
1) nach H�0 (
2).H�0 (
1)
̂H�0 (
2) ist das Tensorprodukt von H�0 (
1) und H�0 (
2).Ein dichter Teilraum von H�0 (
1)
̂H�0 (
2) ist der RaumH�0 (
1)
H�0 (
2) = spanf'
  : ' 2 H�0 (
1);  2 H�0 (
2)g :Der Raum H�0 (
1; H�0 (
2)) ist isometrisch isomorph zu den R�aumen H�0 (
1)
̂H�0 (
2)und H�;�0 (
1 �
2), siehe Aubin [3]. H�;�0 (
1 �
2) bezeichnet dabei in naheliegenderWeise den Abschlu� von C1c (
1 � 
2) bez�uglich der Normkfk2H�;�0 (
1�
2) = ZIRn2 ZIRn1 (1 + j�j2)� (1 + j�j2)� jf̂(�; �)j2 d� d� :In analoger Weise de�niert man H�p ( ~Z;H�0 (
)).Die vektorwertigen Sobolev-R�aumeH�0 (
; IRm),H�(
; IRm) undH�(M; IRm) seien ana-log zu De�nition 1.1.3 erkl�art.Wir k�onnenH�;�0 (
1�
2; IRm) undH�0 (
1; H�0 (
2; IRm)) identi�zieren, daH�0 (
)
̂IRmund H�0 (
; IRm) isometrisch isomorph zueinander sind. Zum Beweis dieser Aussage so-wie eingehenderen Betrachtungen von Tensorprodukten von Sobolev-R�aumen sei aufdie B�ucher von Aubin [3] und Weidmann [37] verwiesen.1.2 VektoranalysisWir geben kurz die f�ur diese Arbeit wesentlichen Begri�e und S�atze aus der Vektor-analysis an, unter anderem den klassischen Zerlegungssatz von Helmholtz. Zun�achstf�uhren wir zwei Bezeichnungen ein, die zur Klassi�kation von Vektorfeldern dienen.De�nition 1.2.1 Sei f 2 H1(
; IR3), 
 � IR3 ein beschr�anktes Gebiet. Wir nennendas Vektorfeld fa) divergenzfrei, falls r � f = 0 ist in 
,b) rotationsfrei, falls r� f = 0 ist in 
.



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEDas folgende Lemma ist leicht einzusehen und zeigt, da� sowohl die Klasse der diver-genzfreien, wie die der rotationsfreien Vektorfelder recht gro� ist.Lemma 1.2.2 Seien f 2 C2(
; IR3), p 2 C2(
). Dann ist r� f divergenzfrei, und rprotationsfrei.Nicht ganz so o�ensichtlich ist die Tatsache, da� sich jedes divergenzfreie, bzw. rotati-onsfreie Vektorfeld in dieser Form schreiben l�a�t.Lemma 1.2.3 Ist ein Vektorfeld f 2 L2(
; IR3) divergenzfrei, so gibt es ein g 2 H1(
;IR3) mit f = r� g :Ist ein Vektorfeld f 2 L2(
; IR3) rotationsfrei, so gibt es ein p 2 H1(
) mitf = rp :Beweis: Der Beweis des Lemmas kann in Brand [6] nachgelesen werden. 2Bevor wir den Zerlegungssatz von Helmholtz formulieren, f�uhren wir noch eine Be-zeichnung ein. Es sei f�ur ein f 2 C2(IRn; IRn)�f = nXj=1 nXi=1 @2 fj@x2i � ejder n-dimensionale Laplace-Operator. MitE(x) = 12� ln jxj; f�ur n = 2;E(x) = � 1(n� 2)jSn�1j jxj2�n; f�ur n � 3 ;bezeichnen wir die Fundamentall�osung des Laplace-Operators, d.h. es gilt E ��f = f .jSn�1j bedeutet das Ma� der n-dimensionalen Einheitssph�are, d.h. es ist jSn�1j =2�n=2=�(n=2).Wir geben den Satz von Helmholtz nur f�ur drei Dimensionen an, wie er auch inChorin,Marsden [7] zu �nden ist. F�ur beliebige Dimensionen n � 2 kann der Satz in Sparr,Strahlen [35] nachgelesen werden. Dort ist auch der Beweis der Gleichungen (1.2) zu�nden.Theorem 1.2.4 (Zerlegungssatz von Helmholtz) Sei 
 � IR3 ein beschr�anktesGebiet mit st�uckweisem C1-Rand @
, f 2 L2(
; IR3) mit fj@
 � 0 und n � f 2 L2(@
).Hierbei bezeichne n die nach au�en gerichtete Normale an @
. Dann kann f eindeutigin einen divergenzfreien Anteil us und einen rotationsfreien Anteil rp zerlegt werden.Es gilt f = us +rp :



1.2. VEKTORANALYSIS 9Hierbei sind us;rp 2 L2(
; IR3), wobei us die Darstellung us = r� a besitzt f�ur einVektorfeld a 2 H10 (
; IR3). Die Funktionen a und p sind gegeben durcha = �E � (r� f); p = E � (r � f) : (1.2)Beweis: Der Beweis des Satzes ist inChorin, Marsden [7] zu �nden. F�ur den Beweisvon (1.2) beachte man, da� sich der Laplace-Operator darstellen l�a�t durch�f = r(r � f)�r� (r� f) :Folglich ist f = E ��f = E � �r(r � f)�r� (r� f)�= r�E � (r � f)�+r� �� E � (r� f)� ;was den Beweis vervollst�andigt. 2Bemerkung: Die Komponenten us und rp der in Theorem 1.2.4 angegebenen Zerle-gung sind orthogonal zueinander bez�uglich des L2-Skalarproduktes. O�ensichtlich istn�amlich Z
hus;rpi dx = Z
hr � a;rpi dx= � Z
ha;r�rpi dx = 0 :Die n�achste Frage ist, ob ein Vektorfeld eindeutig bestimmt ist, wenn man Rotationund Divergenz kennt. Wiederum Helmholtz war es, der diese Frage f�ur Vektorfelderim IRn, die im Unendlichen verschwinden, positiv beantwortet hat. Wir geben hiereinen Satz f�ur Vektorfelder auf beschr�ankten Gebieten an.Theorem 1.2.5 (Rekonstruktionssatz) Sei 
 � IR3 ein einfach zusammenh�angen-des, beschr�anktes Gebiet mit st�uckweisem C1-Rand @
. Seien weiter u 2 H10 (
; IR3),p 2 H10 (
) und  2 L2(@
). Dann hat das folgende Randwertproblemr� f = u in 
 ;r � f = p in 
 ;n � f =  auf @
 ;eine eindeutige L�osung in H10 (
; IR3), wennZ
 p dx = Z@
  d� (1.3)gilt. Ansonsten existiert keine L�osung.



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEBeweis: Die Beweisf�uhrung folgt der in Juhlin [14], wir wollen sie aber dennochangeben, da sie einen konstruktiven Weg angibt, das Vektorfeld aus den gegebenenDaten zu berechnen.Wir bestimmen zun�achst ein g 2 H10 (
; IR3), das den folgenden beiden Gleichungengen�ugt: r� g = u in 
 ; (1.4)r � g = p in 
 : (1.5)Indem wir wiederum die Identit�at �g = r(r�g)�r� (r�g) ausnutzen, sehen wir,da� g = E � (rp�r� u)die Gleichungen (1.4) und (1.5) erf�ullt und aus H10 (
; IR3) ist. Die Randbedingungist jedoch verletzt. Wir erzwingen diese Randbedingung, indem wir zu g ein Feld haddieren, das das Randwertproblemr� h = 0 in 
 ;r � h = 0 in 
 ; (1.6)n � h = � auf @
l�ost, wobei � =  �n �g ist. Es bleibt noch das Feld h zu bestimmen. O�ensichtlich ist�h = 0 in 
 und somit h 2 C1(
; IR3) nach dem Weylschen Lemma. Da r� h = 0in 
 ist, gibt es nach Lemma 1.2.3 eine Funktion � 2 C1(
) mit h = r�. Wenden wirdies auf das Randwertproblem (1.6) an, so ergibt sichr � (r�) = 0 in 
 ;n � r� = � auf @
 ;oder gleichbedeutend �� = 0 in 
 ;@�@n = � auf @
 :Da R � d� = 0 ist, was sich durch einfaches Nachrechnen aus (1.3) ergibt, ist diesesNeumann Randwertproblem bis auf eine additive Konstante eindeutig l�osbar, und da-mit h eindeutig bestimmt. 2Bemerkung: Der Beweis des vorangegangenen Theorems liefert den Ansatz eines Ver-fahrens, um den divergenzfreien Anteil us eines Vektorfeldes zu bestimmen, wir kom-men darauf sp�ater kurz zu sprechen.Wir haben uns bislang stets darauf beschr�ankt, Vektorfelder zu betrachten, die Null-randbedingungen haben. Bei Vektorfeldern mit beliebigen Randwerten ist die in Theo-rem 1.2.4 angegebene Zerlegung nicht mehr eindeutig. Vielmehr lassen sich solche Fel-der in der Form f = us +rp+ uh



1.3. MESSAUFBAU UND MODELLIERUNG 11schreiben, wobei uh ein harmonisches Vektorfeld ist, d.h. es ist divergenz- und rotati-onsfrei. Osman, Prince [26] untersuchen in ihrer Arbeit diese Situation und gebenauch Inversionsformeln an. Allerdings benutzen sie als Modell den Normal
u� des Vek-torfeldes, siehe Str�ahlen [36] und Abschnitt 1.4.2.2. Wir wollen diesem Fall nichtweiter nachgehen.1.3 Me�aufbau und ModellierungDie Idee der Vektor{Tomographie ist, mit Hilfe des Doppler-E�ektes das Geschwin-digkeitsfeld einer sich bewegenden Fl�ussigkeit zu rekonstruieren. Nehmen wir dazu an,unsere zu untersuchende Fl�ussigkeit bewege sich in einem Objekt 
. Als Beispiel ei-ner solchen Fl�ussigkeit k�onnen wir Blut im menschlichen K�orper betrachten. Werdenauf das Objekt 
 Ultraschallwellen ausgesandt, so wird ein Teil der Wellen, wenn sieauf ein Hindernis tre�en, re
ektiert, der andere Teil wird transmittiert. Abbildung1.3.1 zeigt einen Versuchsaufbau f�ur ein zweidimensionales Objekt. Dabei umkreist ei-ne Ultraschallquelle das Objekt und sendet an endlich vielen Positionen eine gewisseAnzahl von Signalen entlang von Geraden L aus. In der Abbildung sind 8 Positio-nen dargestellt. Die Anordnung ist vergleichbar mit der parallelen Geometrie bei der2D{Computer{Tomographie. Allerdings sind Quelle und Detektor unmittelbar neben-einander angeordnet, und nicht gegen�uber wie bei der Computer{Tomographie. DerDetektor mi�t die re
ektierten Anteile der Signale. Die Frequenz � der re
ektiertenWelle unterscheidet sich, verursacht durch den Doppler{E�ekt, um den sogenanntenDoppler{Shift gegen�uber der Frequenz �0 der ausgesandten Welle. Dieser ist positiv,wenn sich die Fl�ussigkeit auf die Quelle zubewegt, oder negativ, wenn sie sich von derQuelle wegbewegt. Der Doppler-Shift �� berechnet sich dabei folgenderma�en, wennman relativistische E�ekte vernachl�assigt:�� = � � �0 = 2 c � �0c2 � �2 :Dabei ist �0 die Ausgangsfrequenz des Signales, c die Geschwindigkeit der Schallwelleninnerhalb des K�orpers und � die Geschwindigkeit, mit der der Partikel, der den Doppler-Shift verursacht, sich der Quelle n�ahert, bzw. sich von ihr entfernt. Im Falle des Blutessind die Partikel, die den Doppler-Shift verursachen, die roten Blutk�orperchen, daihre akustische Impedanz sich von der des Blutplasmas und des umliegenden Gewebesunterscheidet.Im allgemeinen ist � � c, so da� sich der Doppler-Shift ann�ahernd berechnen l�a�t als�� = 2 � �0c = k � ; (1.7)wobei k = 2�0=c eine Konstante ist. Das bedeutet, da� der Doppler-Shift ann�aherndproportional zur Geschwindigkeit � des Partikels ist.



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE
Detektorposition

Quelle-,

Objekt

L

Ultraschallwelle

Abbildung 1.3.1 Me�anordnung f�ur ein zweidimensionales ObjektWir beschr�anken uns zun�achst noch auf den zweidimensionalen Fall. Sei 
 � IR2 eineinfach zusammenh�angendes, beschr�anktes Gebiet. Mit L bezeichnen wir die Gerade,entlang derer ein Signal der Form e{�0t ausgesandt wird. Im Gegensatz zum skalaren Fallm�ussen wir im vektorwertigen Fall die Gerade L mit einer Orientierung versehen, diedurch einen Einheitsvektor eL, der parallel zu L verl�auft, beschrieben wird. Es sei Gn dieMenge aller orientierten Geraden im IRn. Sei weiter u : IR2 ! IR2 ein Vektorfeld. Dasre
ektierte Signal ist wegen des Teilchen
usses eine �Uberlagerung aus verschiedenenFrequenzen. Es hat die Form�(t;u; L) = 12� 1Z�1 e{�t dS(u; L; �)= 12� 1Z�1 e{(�0+k�)t dS(u; L; �) :Dabei wurde die Gleichung (1.7) verwendet. Das nichtnegative Radon-Ma� dS wirdmit Hilfe des Lebesguema�es � charakterisiert durchdS(u; L; �) = �(fx 2 L : � � eL � u(x) < � + d�g) : (1.8)Wir k�onnen dS interpretieren als die Anzahl der Partikel mit Teilgeschwindigkeit �entlang L. Der Satz von Radon-Nikodym (siehe z.B. Bauer [5]) besagt, da� dS eine



1.3. MESSAUFBAU UND MODELLIERUNG 13Dichte S 0 bez�uglich des Lebesguema�es � besitzt, d.h. wir k�onnendS(u; L; �) = S 0(u; L; �) d�(�)schreiben. Unser gemessenes Signal ergibt sich somit zu�(t;u; L) = 12�k 1Z�1 e{�t S 0 �u; L; � � �0k � d�(�) : (1.9)De�nition 1.3.1 Sei T+(IR) der Vektorraum der Radon-Ma�e auf der �-Algebra derBorelmengen von IR, L 2 G2. Die Doppler{Spektral{Transformation ist de�niert durchC(
; IR2) 3 u 7�! dS(u; L; �) 2 T+(IR) :Wir nennen S 0(u; L; �) das Geschwindigkeitsspektrum von u entlang L.Es zeigt sich, da� das Geschwindigkeitsspektrum S 0 leicht aus dem re
ektierten Signal� zu berechnen ist, indem man auf (1.9) die Fourier{Transformation anwendet.Lemma 1.3.2 Es giltD1=kT��0F�(�;u; L) = 1p2�k S 0(u; L; �) :Die Fourier{Transformation wird hier bez�uglich � vorgenommen.Beweis: Mit Hilfe der Gleichungen (1.9), (1.1) und Lemma 1.1.2 ist die Behauptungdirekt ersichtlich. 2Verwendet man die Doppler{Spektral{Transformation von u als Me�daten, so siehtman sich zwei wesentlichen Schwierigkeiten gegen�uber: zum einen handelt es sich bei derDoppler{Spektral{Transformation um eine nichtlineare Transformation, zum anderenist der Raum T+(IR) zwar vollst�andig metrisierbar bez�uglich der vagen Topologie (sieheBauer [5]), aber nicht normierbar. Man berechnet daher das erste Moment �uber Lbez�uglich des Radon-Ma�es dS, was zu einer linearen Transformation f�uhrt. O�enbarist n�amlich ZL � dS(u; L; �) = ZL eL � u(x) d`(x) ; (1.10)wie aus Gleichung (1.8) hervorgeht. Das erste Integral in Gleichung (1.10) kann manmit Hilfe des Lemmas 1.3.2 berechnen. Dies f�uhrt uns letztendlich zu folgenderDe�nition 1.3.3 F�ur jede orientierte Gerade L 2 G2 und u 2 L1(
; IR2) ist die zwei-dimensionale Doppler-Transformation de�niert durchD2u(L) = ZL eL � u(x) d`(x) :



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEWir sind somit in der Lage, im zweidimensionalen Fall die gemessenen Signale � in dieDaten D2u zu transformieren.Im dreidimensionalen Fall gehen wir folgenderma�en vor. Es sei 
 � IR3 ein einfachzusammenh�angendes, beschr�anktes Gebiet, u 2 L1(
; IR3) ein integrierbares Vektor-feld. Wir betrachten den Schnitt von 
 mit der Ebene fx = (x; y; z)> 2 IR3jz = agf�ur a 2 IR, welche wir mit fz = ag abk�urzen wollen. Der Schnitt 
 \ fz = ag istein zweidimensionales Gebiet, auf das wir alle oben gemachten �Uberlegungen �ubertra-gen k�onnen. Unsere Me�anordnung umkreist das Gebiet 
 \ fz = ag und sendet anendlich vielen Positionen eine Anzahl Ultraschallwellen aus. Daraufhin geht die Anord-nung �uber zur n�achsten Ebene fz = a0g. Nachdem die Ebenen der Form fz = ag alledurchlaufen sind, wird die Anordnung um 90 Grad gedreht, und die gesamte Prozedurf�ur die Schnitte 
 \ fx = ag und 
 \ fy = ag wiederholt. Auch hier werden wiedermit Hilfe von Lemma 1.3.2 jeweils die ersten Momente der Geschwindigkeitsspektrenberechnet. Die so ermittelten Daten sind die dreidimensionale Dopplertransformierteunseres Feldes u, die wir wie folgt de�nieren.De�nition 1.3.4 F�ur ein integrierbares Vektorfeld u 2 L1(
; IR3) ist die dreidimen-sionale Doppler-Transformation D3u = (D31u;D32u;D33u) gegeben durchD31u(L) = ZL eL � u(x) dl(x) f�ur alle L 2 G3 \ fz = ag ;D32u(L) = ZL eL � u(x) dl(x) f�ur alle L 2 G3 \ fx = ag ;D33u(L) = ZL eL � u(x) dl(x) f�ur alle L 2 G3 \ fy = ag :Im Gegensatz zur De�nition von Sharafutdinov [32, Abschnitt 2.1], betrachten wirnur Geraden L, die parallel sind zu einer der drei Koordinatenebenen. Somit ist D3eigentlich eine 'eingeschr�ankte' Doppler{Transformation, die unsere spezielle Me�an-ordnung wiederspiegelt.Im n�achsten Abschnitt werden wir die dreidimensionale Doppler{Transformation ge-eignet parametrisieren. Der �Ubersicht halber lassen wir den Index bei D3 weg. F�ureingehendere Untersuchungen der Doppler{Spektral{Transformation sei auf die Arbei-ten von Sparr et al. [34, 35] verwiesen.1.4 Die Mathematik der Vektor{TomographieWir besch�aftigen uns im folgenden mit den mathematischen Eigenschaften der Doppler-Transformation, sowie mit den M�oglichkeiten, aus der Kenntnis der Dopplertransfor-mierten eines Vektorfeldes dieses selbst zu rekonstruieren. Hierzu werden wir zun�achstim Abschnitt 1.4.1 die im vorangegangen Kapitel vorgestellte Doppler{Transformation



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 15geeignet parametrisieren, um sie als lineare Abbildung zwischen ganz bestimmten Funk-tionenr�aumen zu beschreiben. Wir weisen die Stetigkeit der Transformation nach, so-wie einige andere elementare Eigenschaften. Dabei wird die enge Verwandtschaft zurRadon{Transformation deutlich. Eine Darstellung des adjungierten Operators wirdebenfalls angegeben. In Abschnitt 1.4.2 wird nachbewiesen, da� der Bildraum derDoppler{Transformation nicht abgeschlossen ist, und da� diese einen nichttrivialenNullraum besitzt, der durch rotationsfreie Vektorfelder repr�asentiert wird. Abschlie-�end zeigen wir eine Gl�attungseigenschaft, die derjenigen der Radon{Transformation�ahnlich ist.1.4.1 Parametrisierung und elementare EigenschaftenViele Probleme in Physik und Mathematik lassen sich darstellen als Operatorgleichungerster Art, also in der Form Af = g (1.11)Hierbei ist A gew�ohnlich ein stetiger Integral-, oder Di�erentialoperator zwischen Ba-nachr�aumen, der das Problem beschreibt, g sind gegebene Daten, und f ist die gesuchteL�osung der Gleichung. Ist A ein Operator mit nicht abgeschlossenem Bildbereich, sokann die Inverse A�1, falls sie �uberhaupt existiert, nicht stetig sein. Dies ist zum Bei-spiel der Fall, wenn A ein kompakter Operator mit nichtdegeneriertem Bildraum ist.Das Problem ist demnach im Sinne von Hadamard schlecht gestellt. Zur L�osung von(1.11) wird ein Regularisierungsverfahren n�otig sein, worauf wir in Kapitel 2 eingehenwollen.Bei der Vektor{Tomographie ist der Operator A durch die Doppler{Transformation Dgegeben, g sind unsere Me�daten, die wir, wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, erhalten.Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Doppler{Transformation D de�niert, oh-ne jedoch irgendwelche R�aume angegeben zu haben, zwischen denen D agiert. Dies istjedoch notwendig, um mit D als mathematischer Abbildung rechnen zu k�onnen undum sp�ater unser Rekonstruktionsverfahren anzugeben. Dazu parametrisieren wir dieGeraden L 2 G3 in geeigneter Weise. Vorher m�ussen wir noch ein paar Bezeichnungeneinf�uhren.Wir permutieren in Anlehnung an die De�nition 1.3.4 die Standard-Einheitsvektorenim IR3 wie folgt: ~e1 = ez ;~e2 = ex ;~e3 = ey :Weiter de�nieren wir die Abbildungen � �j : IR3 ! IR durch� �j (x) = hx; ~eji2 :



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEDabei sei j 2 f1; 2; 3g. Dies wird in allen nachfolgenden De�nitionen und S�atzen stetsangenommen und der Einfachheit halber nicht mehr explizit angef�uhrt. Mit jeder Ab-bildung �j wird ein Raum Xj in folgender Weise assoziiert:Xj = fx 2 IR3 : � �j (x) = 0g :Es ist o�ensichtlich dimXj = 2, und somit Xj �= IR2. Es bezeichne daher�j : IR2 ! Xj � IR3den in kanonischer Weise gegebenen Isomorphismus. F�ur x = (x1; x2)> ist z.B. �1(x) =(x1; x2; 0)>. Bemerkt sei noch, da� die Abbildungen �j und �j komplement�ar sind, indem Sinne, da� x = �j��jx+ �j� �j xist. Die De�nition 1.3.4 beruhte darauf, da� das dreidimensionale Objekt 
 mit Ebenender Form fz = ag geschnitten wurde. Die Ebene fz = ag l�a�t sich beschreiben durchfx 2 IR3j� �1 (x) = ag. Mit Hilfe der Abbildungen �j und �j sind wir in der Lage, dieorientierten Geraden Lj 2 G3\f� �j (x) = ag geeignet zu parametrisieren. Es ist n�amlichLj = Lj(!; s; a) = fx 2 IR3 : (��jx)>! = s; � �j x = agf�ur einen Richtungsvektor ! = (cos'; sin')> 2 S1, wobei Sn�1 = f� 2 IRnjk�k2 = 1gdie n-dimensionale Einheitssph�are ist, und s; a 2 IR. Die Orientierung ist durch denEinheitsvektor eLj = ~ej � �j! =: �j(!) 2 S2 ;gegeben. �Ubertragen wir diese Parametrisierung auf die De�nition von D, so ergibtsich Djf(!; s; a) = ZLj(!;s;a)h�j(!); f(x)i dl(x)= Z (��j x)>!=s��j x=a h�j(!); f(x)i dx (1.12)= 1Z�1 h�j(!); f��j(s! + t!?) + �ja�i dtmit !?(') = (� sin'; cos')>. Die Parametrisierung ist zur Verdeutlichung in Abbil-dung 1.4.1 f�ur j = 1 dargestellt.Was noch fehlt, ist die De�nition der R�aume, auf denen die Doppler{Transformationoperieren soll. Der Ausgangsraum mu� so bescha�en sein, da� die Existenz des unei-gentlichen Integrales in der De�nition (1.12) gew�ahrleistet ist. Bislang haben wir un-ser Objekt 
 nur als einfach zusammenh�angendes, beschr�anktes Gebiet angenommen.Konkret w�ahlen wir f�ur dieses Gebiet die o�ene Einheitskugel 
3 im IR3. Allgemein sei
n = fx 2 IRn : kxk2 < 1g :



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 17Es ist nun naheliegend als De�nitionsbereich f�ur D den Funktionenraum L2(
3; IR3)zu nehmen. Aus mathematischer Sicht ist es jedoch sinnvoller, den RaumH := L2(K31 ; IR3) \ C1c (
3; IR3) = ff 2 L2(K31 ; IR3) : f � 0 in K31n
3gals De�nitionsbereich zu nehmen. Dabei ist K31 = fx 2 IR3jkxk1 < 1g der o�eneEinheitsw�urfel im IR3 undL2(K31 ; IR3) = ff : K31 ! IR3 : kfk2L2(K31 ;IR3) = ZK31 kf(x)k22 dx <1gder Raum der �uber K31 quadratintegrierbaren Vektorfelder. Der Abschlu� in der De�-nition von H wird bez�uglich dieser L2-Norm genommen.
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Abbildung 1.4.1. Parametrisierung von D1De�nition 1.4.1 Die dreidimensionale Doppler{Transformation D wird als Operatorde�niert durch: D : H ! �3j=1L2(S1 � [�1; 1]2) =: K ;mit (D f)j(!; s; a) = (Djf)(!; s; a) ;wobei Dj wie in (1.12) de�niert ist. Das Skalarprodukt auf K ist geradeh�; �iK = 3Xj=1h�; �iL2(S1�[�1;1]2) :



18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEWir sind nun in der Lage, die Vektor{Tomographie als Operatorgleichung erster Art zuformulieren. Wir suchen zu unseren Me�daten g 2 K eine L�osung u 2 H der GleichungDu = g : (1.13)Wie sich im n�achsten Abschnitt herausstellen wird, hat D einen nicht abgeschlossenenBildraum. Somit ist unser Problem schlecht gestellt.Ein weiterer Grund, die R�aume H und K wie vorstehend zu de�nieren, besteht in derengen Ver
echtung der Doppler{Transformation mit der zweidimensionalen Radon{Transformation. In der Tat haben wir ein zweidimensionales Problem, indem wir unserObjekt 
 wie beschrieben mit einer Ebene der Form fz = ag schneiden. Da sie f�uralle weiteren Betrachtungen von gro�er Bedeutung ist, geben wir die De�nition derRadon{Transformation an.De�nition 1.4.2 Die zweidimensionale Radon{Transformation ordnet einer Funktionf 2 L2(
2) deren Linienintegrale zu. Genauer istR : L2(
2)! L2(S1�[�1; 1]) gegebendurch (Rf)(!; s) = ZL(!;s)\
 f(x) d`(x) :Die Gerade L(!; s) ist parametrisiert durchL(!; s) = fs! + �!? : � 2 IRg :Bekannterma�en ist die zweidimensionale Radon{Transformation das mathematischeModell der 2D{Computer{Tomographie ( siehe z.B. Louis [19], Natterer [25], u.a.),ihre Eigenschaften wurden daher schon eingehend untersucht ( siehe z.B. Radon [27],Natterer [25], Louis [19, 18], Helgason [12], u.a.). Einige dieser Eigenschaftenwerden im Laufe dieser Arbeit sehr von Bedeutung sein, wir geben sie in Lemma 1.4.3an.Lemma 1.4.3 a) Die Radon{Transformation ist ein linearer, injektiver, stetiger undkompakter Operator zwischen den R�aumen L2(
2) und L2(S1 � [�1; 1]).b) Es sei f 2 S(IR2) aus dem Raum der schnell fallenden Funktionen in IR2. F�ur alleMultiindizes � 2 IN20 gilt R @�@x� f! (!; s) = !� @j�j@sj�j (Rf)(!; s) :c) Der adjungierte Operator R� : L2(S1 � [�1; 1])! L2(IR2) ist gegeben durch(R�g)(x) = ZS1 g(!; hx; !i) d! :d) F�ur f 2 L2(IR2), g 2 L2(S1 � IR) gilt(R�g) � f = R�(g � Rf) :Die Faltung auf der rechten Seite wird bez�uglich der Variablen s verstanden.



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 19Die letzte Darstellung vonDj in (1.12) weist gro�e �Ahnlichkeit mit der Radon{Transfor-mation auf. Der Unterschied ist jedoch, da� der Integrand in Dj von der Richtung !abh�angt. Das ist auch einleuchtend, da wir die Geraden im Gegensatz zum skalarenFall hier mit einer Orientierung versehen haben. Bei der Computer{Tomographie lie-fern R�ontgenstrahlen entlang der Geraden L dieselben Daten wie die Strahlen entlang�L. Dies ist bei der Vektor{Tomographie nicht mehr der Fall. Di�erenzieren wir aberDjf bez�uglich s, so f�allt diese Abh�angigkeit weg und wir erkennen einen wichtigenZusammenhang mit der Radon{Transformation.Lemma 1.4.4 Sei f 2 C1(K31 ; IR3) \H, dann gilt f�ur j 2 f1; 2; 3g@@s Djf(!; s; a) = 1Z�1 h~ej;r� f(�j(s! + t!?) + �ja)i dt :Beweis: Ein Beweis dieser Behauptung ist z.B. in Juhlin [14], oder Sparr et. al. [34]zu �nden. Hierbei wird stets der Satz von Stokes ausgenutzt. Eine einfachere Varianteverwendet die in Lemma 1.4.3 angegebenen Rechenregeln f�ur die Ableitung der Radon{Transformierten.Es sei j = 1, dann ist ~ej = ez. Weiter de�nieren wir �fak (x) = fk(�1x+ �1a) f�ur k = 1; 2.Die Behauptung ergibt sich aus Lemma 1.4.3 und folgender Gleichungskette:1Z�1 hez;r� f(�1(s! + t!?) + �1a)i dt= 1Z�1  @f2@x1 � @f1@x2! (�1(s! + t!?) + �1a) dt= R @ �fa2@x1 � @ �fa1@x2! (!; s)= cos' @@s (R �fa2 )(!; s)� sin' @@s (R �fa1 )(!; s)= @@s (cos' (R �fa2 )� sin' (R �fa1 ))(!; s)= @@s (D1f)(!; s; a) : 2Bemerkung: Wegen f 2 H ist r � f � 0 in K31n
3. Die Integration �uber ganz IRist daher gerechtfertigt, indem wir r� f au�erhalb von K31 durch 0 fortsetzen. DieseFortsetzung bezeichnen wir der Einfachheit halber wieder mit r � f . Ein analogesVorgehen wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht mehr ausdr�ucklich erw�ahnt.Das vorangegangene Lemma motiviert die De�nition eines neuen Operators dj, der inengem Zusammenhang zur Doppler{Transformation steht:dj : H1(K31 ; IR3) \ H ! L2(
2 � [�1; 1]) ;



20 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE(1.14)djf(x; a) = ~ej � r � f(�jx + �ja) :Die Abbildung dj ordnet einem schwach di�erenzierbaren Vektorfeld f eine Kompo-nente der Rotation von f zu. Lemma 1.4.4 besagt, da� Di�erentiation von Dj nach sgerade die Radon{Transformierte von djf bez�uglich der Variablen x ergibt.Wir f�uhren einige Formalismen ein, die f�ur die weiteren Betrachtungen n�otig sind. F�urg; h 2 L2(S1 � IR � [�1; 1]), f ; g 2 L2(IR2 � [�1; 1]; IR3) sind die Faltungen �1; �2de�niert durch g �1 h(!; s; a) = 1Z�1 g(!; s� t; a)h(!; t; a) dt ;f �2 g(x; a) = ZIR2 f(x� y; a)g(y; a) dy :Desweiteren f�uhren wir das Tensorprodukt von Operatoren auf L2-R�aumen ein. Seiendazu Gk Gebiete im IRn und Hk Gebiete im IRm, k = 1; 2. Es ist L2(G1)
̂L2(G2) �=L2(G1 �G2), siehe Weidmann [37]. F�ur zwei lineare OperatorenA : L2(G1) ! L2(H1) ;B : L2(G2) ! L2(H2)ist das Tensorprodukt A
B zun�achst de�niert auf dem algebraischen TensorproduktL2(G1)
 L2(G2) durch(A
 B) mXi=1 ci fi 
 gi! = mXi=1 ciAfi 
 Bgi 2 L2(H1)
 L2(H2) :Man zeigt leicht, indem man ausnutzt, da� L2(G1)
L2(G2) in L2(G1�G2) dicht liegt,da� A
 B als Operator auf L2(G1 �G2) gegeben ist durchA
B : L2(G1 �G2) ! L2(H1 �H2) ;((A
 B)f)(h1; h2) = (Ag1Bg2f)(h1; h2) = (Bg2Ag1f)(h1; h2) :Dabei bedeuten die Indizes g1 und g2, da� A auf der g1-Variable und B auf der g2-Variable von f = f(g1; g2) 2 L2(G1�G2) wirken. O�ensichtlich ist A
B stetig, wennA und B stetig sind. Genauer gilt dannkA
 Bk = kAkkBk :Au�erdem ist A 
 B kompakt, wenn A und B kompakt sind. Die Kompaktheit voneinem der beiden Operatoren reicht im allgemeinen nicht aus f�ur die Kompaktheit vonA 
 B. Als Beispiel betrachten wir die Operatoren A = R als Abbildung von L2(
2)nach L2(S1 � [�1; 1]) und B = I, die Identit�at auf L2([�1; 1]). Es ist dannR
 I : L2(
2 � [�1; 1]) ! L2(S1 � [�1; 1]2)((R
 I)f)(!; s; a) = ZIR f(s! + t!?; a) dt



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 21ein stetiger Operator mit kR 
 Ik = kRk. Jedoch ist R
 I nicht kompakt.Mit diesen Bezeichnungen ist es nun ein Leichtes, ein Analogon zur Formel d) ausLemma 1.4.3 zu formulieren und damit den folgenden Satz zu beweisen.Satz 1.4.5 Es seien f 2 H1(K31 ; IR3) \ H, g 2 H10 (IR)
̂L2(S1 � [�1; 1]) und G =(R� 
 I)g. Dann gilt G �2 djf = (R� 
 I) @@sg �1 Djf! : (1.15)Beweis: Mit Hilfe von Teil d) aus Lemma 1.4.3, Lemma 1.4.4 und partieller Integrationfolgt die Behauptung direkt aus der GleichheitG �2 djf = (R� 
 I) g �1 @@sDjf!= (R� 
 I) @@sg �1 Djf! :Man beachte dabei, da� Djf � 0 ist f�ur jsj � 1. 2Bemerkung: Strahlen [36] beweist die Aussage f�ur den zweidimensionalen Fall. Ergewinnt einen Algorithmus vom Typ der ge�lterten R�uckprojektion zur Rekonstruk-tion der Rotation. Mit Hilfe von Satz 1.4.5 ist solch ein Algorithmus leicht auf dendreidimensionalen Fall zu �ubertragen. Vorausgesetzt, da� G in einem gewissen Sinnedie Delta{Distribution approximiert, liefert eine Diskretisierung der Gleichung (1.15)ein Verfahren f�ur die Rekonstruktion der jeweiligen Komponente djf der Rotation vonf . Die Di�erentiation der Daten wird durch partielle Integration auf g verschoben. We-sentlich schwieriger ist es jedoch, f selbst zu rekonstruieren.Es werden im folgenden noch einige elementare Eigenschaften der Operatoren D undDj hergeleitet. Im Hinblick auf eine L�osung der Gleichung (1.13) ist es zun�achst einmalwichtig, die Stetigkeit der Doppler{Transformation nachzuweisen.Satz 1.4.6 Der Operator D : H ! K, sowie die Operatoren Dj : H ! L2(S1�[�1; 1]2)sind lineare, stetige Abbildungen. F�ur die Normen giltkDjkH!L2(S1�[�1;1]2) � 2p� ;kDkH!K � 6p� :Beweis: Die Stetigkeit von D folgt aus der von Dj. Beim Beweis der Stetigkeit derOperatoren Dj gehen wir im wesentlichen wie Natterer [25] beim Beweis der Stetig-keit der Radon{Transformation vor.Wir bezeichnen mit f!?g := fv 2 IR2 : hv; !i = 0g den Orthogonalraum von !. Es istweiter Zj := fx 2 IR3 : x = �j#+ �ja; # 2 
2; a 2 [�1; 1]g �= 
2 � [�1; 1]



22 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEder Einheitszylinder, der jeweils zentriert auf einer der drei Koordinatenachsen liegt.O�enbar ist 
3 � Zj � K31 , so da� H 3 f � 0 ist in K31nZj. Da f�ur y 2 f!?g mitjyj � (1� s2)1=2 und a 2 [�1; 1] gilt, da� �j(s!+ y)+ �ja 2 Zj ist, sieht man mit Hilfeder Cauchy-Schwarzschen UngleichungjDjf(!; s; a)j2 = ��� Z y2!?jyj�(1�s2)1=2 h�j(!); f(�j(s! + y) + �ja)i dy���2� 2 (1� s2)1=2 Zf!?g kf(�j(s! + y) + �ja)k22 dy :Es bezeichne w(s) = (1� s2)1=2 ein Gewicht und L2(S1 � [�1; 1]2; w�1) den Raum der�uber S1 � [�1; 1]2 quadratintegrierbaren Funktionen bez�uglich des Gewichtes w, ver-sehen mit dem entsprechenden Skalarprodukt. Wir zeigen zun�achst die Stetigkeit vonDj als Abbildung von H nach L2(S1� [�1; 1]2; w�1). Mit Hilfe der obigen Ungleichungergibt sich diese aber sofort aus der folgenden Ungleichungskette:kDjfk2L2(S1�[�1;1]2;w�1) = ZS1 1Z�1 1Z�1 jDjf(!; s; a)j2w�1(s) da ds d!� 2 ZS1 1Z�1 1Z�1 Zf!?g kf(�j(s! + y) + �ja)k22 dy da ds d!� 2 ZS1 ZK31 kf(x)k22 dx d!= 4� kfk2H :Die Inklusionsabbildung� : L2(S1 � [�1; 1]2; w�1) ,! L2(S1 � [�1; 1]2)ist o�ensichtlich stetig mit k�k � 1. Damit ist die Behauptung vollst�andig bewiesen.2In Lemma 1.4.4 haben wir festgestellt, da� bei der Ableitung der Doppler-Transformati-on bez�uglich der Variablen s der Di�erentialoperator (1.14) auftaucht. Die Darstellungdes Operators djd�j ist verbl�u�end einfach.Lemma 1.4.7 Ist g 2 C2(
2 � [�1; 1]) \ L2(
2 � [�1; 1]) =: U , so giltdjd�j g = (��
 I)g : (1.16)Hierbei bedeutet � : L2(
2)\C2(
2)! L2(
2) der zweidimensionale Laplace-Operator.Beweis: Bei der Bildung des adjungierten Operators d�j ist folgendes zu beachten: djist ein unbeschr�ankter Operator auf H mit De�nitionsbereichD(dj) = ff 2 H1(K31 ; IR3) : f = 0 in K31n
3g :



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 23Das De�nitionsgebiet von d�j ist demnach, siehe Rudin [29],D(d�j) = fg 2 L2(
2 � [�1; 1]) : f 7! hdjf ; giL2(
2�[�1;1]) ist stetig 8f 2 D(dj)g :Dies ist ein Teilraum von L2(
2 � [�1; 1]). Zur Herleitung einer Darstellung f�ur d�jf�uhren wir zun�achst neue Abbildungen $j ein. Es sei i1 = i3 = 1, i2 = 2 und k1 = 2,k2 = k3 = 3. Die Abbildungen $j : H ! L2(
2� [�1; 1]; IR2) sind dann de�niert durch$jf(x; a) = �fij (�jx + �ja); fkj (�jx+ �ja)� :Der Operator dj hat dann die einfache Darstellungdjf(x; a) = "j  @($jf)2@x1 (x; a)� @($jf)1@x2 (x; a)! :Hierbei sind "1 = "2 = 1 und "3 = �1. F�ur ein g 2 L2(
2 � [�1; 1]) de�nieren wir eineFortsetzung �g 2 L2(K31) = L2(K21 � [�1; 1]) durch�g(x; a) = ( g(x; a) ; (x; a) 2 
2 � [�1; 1] ;0 ; (x; a) 2 K31n(
2 � [�1; 1]) :Wir berechnen zun�achst den zu dj adjungierten Operator d�j . Seien dazu g 2 D(d�j),f 2 D(dj) \ H. Es ergibt sich die folgende Gleichungskette:hg; djfiL2(
2�[�1;1]) = "j Z
2 1Z�1 g(x; a)  @($jf)2@x1 (x; a)� @($jf)1@x2 (x; a)! da dx= "j Z
2 1Z�1 @g@x2 (x; a) ($jf)1(x; a) da dx�"j Z
2 1Z�1 @g@x1 (x; a) ($jf)2(x; a) da dx= "j Z
2 1Z�1 @g@x2 (x; a) fij(�jx + �ja) da dx�"j Z
2 1Z�1 @g@x1 (x; a) fkj (�jx + �ja) da dx= "j ZK31 @@x2 �g(��jx; � �j x) fij (x) dx�"j ZK31 @@x1 �g(��jx; � �j x) fkj(x) dx= hd�jg; fiH ;



24 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEmit d�jg(x) = "j  @@x2 �g(��jx; � �j x) � eij � @@x1 �g(��jx; � �j x) � ekj! :Folglich ist djd�jg(x; a) = "j  @($jd�j g)2@x1 � @($jd�j g)1@x2 ! (x; a) :Die Behauptung folgt aus der Tatsache, da�($jd�jg)1(x; a) = "j @@x2 g(x; a) ;($jd�jg)2(x; a) = �"j @@x1 g(x; a)ist. 2Bemerkenswert ist, da� die rechte Seite von Gleichung (1.16) nicht mehr von j abh�angt.Anhand der Berechnung von d�j sieht man, da� D(d�j) = H1(
2)
̂L2([�1; 1]) ist.Das nachfolgende Lemma fa�t einige fundamentale Eigenschaften und Rechenregelnder Doppler{Transformation zusammen, die wir f�ur kommende Rechnungen ben�otigenwerden. Unter anderem werden auch die Adjungierten der Operatoren Dj angegeben,die nach Satz 1.4.6 existieren und stetig sind.Satz 1.4.8 a) F�ur f 2 C1(K31 ; IR3) \ H gilt@@s Djf = (R
 I)dj f :b) Der zu Dj adjungierte Operator D�j : L2(S1 � [�1; 1]2)!H hat die DarstellungD�jg(x) = 8>>>>><>>>>>: �j�"j 2�R0 g(!('); h��jx; !(')i; � �j x) sin'd' ;�"j 2�R0 g(!('); h��jx; !(')i; � �j x) cos'd'� ; x 2 
3 ;0 ; sonst :Dabei sind S1 3 !(') = (cos'; sin')>, "1 = "2 = �1, und "3 = 1.c) F�ur den stetigen Operator D� : K ! H giltD�g = 3Xj=1D�jgj :d) F�ur g 2 L2(S1 � [�1; 1]2) istDjD�jg(#; s; a) = ZIR ZS1 g(!; hs#+ t#?; !i; a) h#; !i d! dt :



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 25e) Sei g 2 L2(S1 � [�1; 1]2) und bez�uglich s und a mindestens einmal stetig partielldi�erenzierbar, dann gilt r � D�jg = 0 :f) Sei C1s (S1� [�1; 1]2) der Raum der bez�uglich s einmal stetig di�erenzierbaren Funk-tionen auf S1 � [�1; 1]2 und g 2 L2(S1 � [�1; 1]2) \ C1s (S1 � [�1; 1]2). Dann gilt dieIdentit�at DjD�j @@sg = @@s (R
 I)(R� 
 I)g = @@s (RR� 
 I)g :Beweis: Wir rechnen alle Behauptungen nur f�ur j = 1 nach, f�ur j = 2; 3 ergeben sichdie Beweise analog.zu a): Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 1.4.4 und der De�nition von dj(1.14).zu b): Seien f 2 H, g 2 L2(S1 � [�1; 1]2). Dann gilt die Gleichheithg;D1fiL2(S1�[�1;1]2)= ZS1 1Z�1 1Z�1 g(!; s; a) p1�s2Z�p1�s2 cos(') f2(�1(s! + t!?) + �1a)�sin(') f1(�1(s! + t!?) + �1a) dt ds da d!= 1Z�1 Z
2 ZS1 g(!; hx; !i; a)(cos(') f2(�1(x) + �1a)� sin(') f1(�1(x) + �1a)) d! d2x da= ZK31 hf(x);D�1g(x)iL2(K31 ;IR3) d3x ;wobeiD�1g(x) = �� ZS1 g(!; h��1x; !i; � �1x) sin(') d'; ZS1 g(!; h��1x; !i; � �1x) cos(') d'; 0�>f�ur x 2 
3, und 0 in K31n
3 ist. Es wurde ausgenutzt, da� f � 0 in K31n(
2 � [�1; 1])ist. Die Aussage b) ist damit bewiesen.zu c): Dies folgt unmittelbar aus der De�nition von D und Dj.zu d): Die Darstellung von DjD�j rechnet man mit Hilfe von Teil b) und der De�nitionvon Dj einfach nach.zu e): Sei g wie in der Voraussetzung gegeben. Da wir Di�erentiation und Integrationin diesem Fall vertauschen d�urfen (siehe z.B. Forster [10]), ergibt sichr � D�1g(x) = 3Xi=1 @@xi (D�1g)i(x)= � ZS1 @@sg(!; h��1x; !i; � �1x) sin(') cos(') d'++ ZS1 @@sg(!; h��1x; !i; � �1x) sin(') cos(') d'= 0 :



26 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEzu f): Dieser Teil folgt aus Teil d) und der Tatsache, da� f�ur ein die Voraussetzungerf�ullendes g die Gleichheit@@s(RR� 
 I)g(#; s; a) = ZIR ZS1 @@sg(!; hs#+ t#?; !i; a) h#; !i d! dtgilt. Wir haben dabei ausgenutzt, da� R� die in Lemma 1.4.3 angegebene Darstellungbesitzt. 21.4.2 Abbildungs{ und Gl�attungseigenschaftenWir betrachten einige Eigenschaften der Doppler{Transformation, die f�ur die Anwen-dungen von gro�em Interesse sind. Zun�achst zeigen wir, da� es sich bei dem Problemder Vektor{Tomographie um ein schlecht gestelltes Problem handelt. Bei Anwendun-gen sind demnach Regularisierungsverfahren unumg�anglich. Weiterhin charakterisierenwir den Nullraum von D, um zu sehen welche Anteile eines Feldes aus der Kenntnis derDopplertransformierten rekonstruiert werden k�onnen. Abschlie�end diskutieren wir ei-ne Gl�attungseigenschaft, die f�ur die Konvergenz unseres sp�ater entwickelten Verfahrensvon Bedeutung sind.1.4.2.1 Die Schlechtgestelltheit der Vektor{TomographieWie im letzten Abschnitt angedeutet wollen wir uns mit der Frage besch�aftigen, obes sich bei der Vektor{Tomographie um ein schlecht gestelltes Problem handelt. Wirbezeichnen ein Problem der Form (1.11), wobei f 2 X, g 2 Y , A 2 L(X; Y ) sind, kurzmit (A;X; Y ). X und Y seien generell Hilbertr�aume. Das folgende Lemma ist leicht zubeweisen.Lemma 1.4.9 Ist das Problem (A;X; Y ) schlecht gestellt, so ist auch das duale Pro-blem (A�; Y;X) schlecht gestellt.Beweis: Wir nehmen an, (A�; Y;X) ist gut gestellt. Dann existiert die Inverse (A�)�1und ist stetig. Hieraus wiederum folgt die Stetigkeit von [(A�)�1]�. F�ur x 2 X, y 2 Ygilt die Gleichheit hh(A�)�1i�Ax; yiX = hx;A�(A�)�1yiX= hx; yiX :Es ist demnach [(A�)�1]� = A�1. Die Inverse A�1 existiert und ist stetig, was imWiderspruch zur Schlechtgestelltheit von (A;X; Y ) steht. 2O�ensichtlich ist (A;X; Y ) schlecht gestellt, falls der Bildraum R(A) := fy 2 Y j9x 2



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 27X : Ax = yg von A nicht abgeschlossen ist, da in diesem Falle A�1 niemals stetig seinkann. Ziel ist es, zu beweisen, da� (D;H;K) schlecht gestellt ist. Mit Hilfe von Lemma1.4.9 ergibt sich diese Behauptung aus dem folgenden Satz.Satz 1.4.10 R(D�) ist nicht abgeschlossen in H.Beweis: Es gen�ugt zu zeigen, da� die Operatoren D�j nicht abgeschlossene Bildr�aumehaben. Nehmen wir n�amlich an, da� R(D�) abgeschlossen ist, so folgt die Abgeschlos-senheit der R�aume R(D�j ) aus der Mengenbeziehung�3j=1R(D�j ) = R(D�) = R(D�) = �3j=1R(D�j )� �3j=1R(D�j ) :Wir nehmen also an, die Bildr�aume R(D�j ) seien abgeschlossen, und f�uhren diese Aus-sage zu einem Widerspruch. Wir geben den Beweis nur f�ur j = 1 an, die F�alle j = 2und j = 3 ergeben sich in analoger Weise. Es ist D�1g = ([D�1g]1; [D�1g]2; 0)> und damitR(D�1) = R([D�1]1)� R([D�1]2)�f0g. Dabei bezeichne [D�1]k g = [D�1g]k f�ur k = 1; 2. Wirhaben daher die BeziehungR([D�1]1)� R([D�1]2)� f0g = R(D�1) = R(D�1)= R([D�1]1)� R([D�1]2)� f0g� R([D�1]1)� R([D�1]2)� f0g :Folglich sind auch die R�aume R([D�1]k) abgeschlossen. O�enbar ist L2(S1 � [�1; 1]) �L2(S1 � [�1; 1]2) mittels der InklusionL2(S1 � [�1; 1]) �,! L2(S1 � [�1; 1]2) ;(�g)(!; s; a) = g(!; s) :Weiterhin sei der MultiplikationsoperatorM 2 L(L2(S1 � [�1; 1])) de�niert durch(Mg)(!('); s) = g(!('); s) cos' :Es sei gn, n 2 IN , eine Folge von Funktionen aus L2(S1 � [�1; 1]) mitR�Mgn ! f 2 L2(
2) :Wir wollen zeigen, da� f im Bildraum von R�M liegt. Es giltkR�Mgn � fk2L2(
2) = Z
2 jR�Mgn(x)� f(x)j2 d2x= 12 Z
2�[�1;1] j[D�1gn]2(x)� �f(x)j2 d3x= 12 ZK31 j[D�1gn]2(x)� �f(x)j2 d3x ;



28 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEwobei �f(x) = f(��1x) f�ur x 2 
3 und 0 in K31n
3 ist. Da R([D�1]2) abgeschlossen ist,existiert ein g 2 L2(S1 � [�1; 1]2) mit[D�1g]2 = �f :Man �uberlegt sich leicht, da� dieses g sogar in L2(S1 � [�1; 1]) enthalten sein mu�.Dann ist aber [D�1g]2(x) = R�Mg(��1x)in 
3 und wir haben R�Mg = f :Es ist demnach R(R�M) abgeschlossen. Da R�M kompakt ist, mu�dimR(R�M) <1 (1.17)gelten. Da R injektiv ist, ist R(R�) dicht in L2(
2). Der Widerspruch zu (1.17) isterbracht, wenn gezeigt ist, da� R(M) dicht in L2(S1 � [�1; 1]) liegt. Es sei hierzu 2 L2(S1 � [�1; 1]) mit hMg;  iL2(S1�[�1;1]) = 0f�ur alle g 2 L2(S1 � [�1; 1]). Mit � =M ist dann auchhg; � iL2(S1�[�1;1]) = 0f�ur alle g 2 L2(S1 � [�1; 1]). Hieraus folgt � = 0 und damit  = 0, was den Beweisdes Satzes komplettiert. 2Korollar 1.4.11 Das Problem (D;H;K) ist schlecht gestellt.Beweis: Nach Satz 1.4.10 ist der Bildraum R(D�) nicht abgeschlossen, folglich ist(D�;K;H) schlecht gestellt. Die Behauptung ergibt sich dann aus Lemma 1.4.9. 2Korollar 1.4.11 besagt, da� wir bei der L�osung des Problems (D;H;K) ein Regula-risierungsverfahren anwenden m�ussen, da die verallgemeinerte Inverse Dy nicht stetigist.1.4.2.2 Der Nullraum der Doppler{TransformationAus praktischer Sicht ist auch die folgende Frage von Bedeutung: K�onnen wir aus derDopplertransformierten das gesamte Feld f rekonstruieren? Mathematisch hei�t das:Wie sieht der Nullraum der Dopplertransformation aus?Satz 1.4.12 Bezeichnen wir mit N(D) den Nullraum der Dopplertransformation, sogilt N(D) = ff 2 H : f = rp 2 H; p konstant in �j(S1); j 2 f1; 2; 3gg :



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 29Beweis: Wir bezeichnen mit N die Menge ff 2 Hjf = rp 2 H; p konstant in �j(S1); j2 f1; 2; 3gg, und zeigen zun�achst N � N(D).Sei f = rp 2 H. Dann gilt mit w(s) = p1� s2D1f(!; s; a)= Z w(s)�w(s) cos' @p@x2 (�1(s! + t!?) + �1a)� sin' @p@x1 (�1(s! + t!?) + �1a) dt= Z w(s)�w(s) @@tp(�1(s! + t!?) + �1a) dt= p(�1(s! + w(s)!?) + �1a)� p(�1(s! � w(s)!?) + �1a)= 0 :Dabei haben wir ausgenutzt, da� rp 2 N ist, und somit p konstant in K31n
3 und�j(S1) ist. Analog zeigt man D2f = D3f = 0.Zum Beweis von N(D) � N betrachten wir die Zerlegung des Vektorfeldes f 2 H nachTheorem 1.2.4 in einen rotationsfreien und einen divergenzfreien Anteil. Es ist demnachf = us +rp und Df = 0. Folglich ist auch @@sDjf = 0 f�ur j 2 f1; 2; 3g und aus Lemma1.4.4 folgt (R
 I)dj f = 0 :Wegen der Injektivit�at von R
 I haben wir somitdj f = 0 ; f�ur j 2 f1; 2; 3g ;was gleichbedeutend mit r� f = 0in 
3 ist. Es ist aber r� f = r� usund folglich r � us = 0 in 
3. Um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu garantieren,haben wir in Theorem 1.2.4 gefordert, da� n � us = 0 auf @
3 ist, wobei n die nachau�en gerichtete Normale an @
3 ist. Da us der divergenzfreie Anteil von f ist, giltr � us = 0 in 
3. Das Di�erentialgleichungssystemr� us = 0 in 
3 ;r � us = 0 in 
3 ;n � us = 0 auf @
3hat us = 0 als L�osung, was nach Theorem 1.2.5 auch die eindeutige L�osung ist. Darausfolgt f = rp 2 H und aus der obigen Gleichungskette, da� p konstant sein mu� in�j(S1). Hiermit ist der Satz vollst�andig bewiesen. 2Bemerkung: Der Kern der Dopplertransformation besteht also gerade aus den Fel-dern, die in H liegen und Gradient einer Funktion sind, die konstant ist auf den drei



30 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEMeridianen der dreidimensionalen Einheitssph�are. Insbesondere liegen alle rotations-freien Vektorfelder mit kompaktem Tr�ager in der Einheitskugel im Nullraum. UnserModell eignet sich daher nur zur Rekonstruktion von divergenzfreien Vektorfeldern.Das ist jedoch keine gro�e Einschr�ankung, da wir bei unseren Anwendungen stets Ge-schwindigkeitsfelder von inkompressiblen Fl�ussigkeiten betrachten wollen, f�ur derenrotationsfreien Anteil sowieso rp = 0 gilt. Ist man dennoch auch an den rotationsfrei-en Anteilen von Vektorfeldern interessiert, so bieten sich zwei M�oglichkeiten an.a) Kennt man a priori die Divergenz von f und die Normalkomponente n � f auf demRand des Gebites @
, so erh�alt man den rotationsfreien Anteil des Feldes rp durchL�osen einer Potentialgleichung mit Neumann - Randbedingungen. Ist n�amlich r� f = gund n � f = �, so gilt wegen r � f = r � rp = �p und n � f = n � rp = @@np�p = g in 
 ;@@np = � auf @
 :Die L�osung dieser Di�erentialgleichung ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.Durch �Ubergang zu rp ist der rotationsfreie Anteil eindeutig gegeben. Daraus gehtauch hervor, da� im Falle inkompressibler Fl�ussigkeiten (g = 0), wobei keine Fl�ussig-keit aus dem Objekt austritt (� = 0), dieser Anteil gleich 0 sein mu�.b) Strahlen [36] zeigt, da� sich der rotationsfreie Anteil bestimmen l�a�t, wenn manau�er der Dopplertransformierten auch den Normal
u� von D?f kennt, der durch fol-gendes Integral gegeben istD?(�; s) = Zx>�=s f(x) �� dx ;� 2 S2. Es ist jedoch nicht klar, wie man dieses Ebenenintegral physikalisch bestimmenkann.Wir wollen weiterhin nur die Dopplertransformierte von f betrachten, was im Falleinkompressibler Fl�ussigkeiten, wie oben erw�ahnt, auch ausreicht.Im zweidimensionalen Fall besteht der Kern der Doppler{Transformation aus allenVektorfeldern der Form f = rp, wobei p konstant ist auf S1. Der Beweis dieser Tatsacheerfolgt ganz analog zum dreidimensionalen Fall.1.4.2.3 Die Gl�attungseigenschaft der Doppler{TransformationWir haben bereits gezeigt, da� es sich bei dem Problem (D;H;K) um ein schlechtgestelltes Problem handelt. Um ein Ma� f�ur diese Schlechtgestelltheit zu erhalten, un-tersuchen wir die Gl�attungseigenschaft von D. Natterer [25] hat bewiesen, da� dieRadon{Transformation in einer Sobolev-Norm um den Faktor 1=2 gl�attet und es sichdaher bei der zweidimensionalen Computer{Tomographie um ein m�a�ig schlecht ge-stelltes Problem handelt (siehe dazu auch Louis [19]). Ziel dieses Abschnittes ist es,ein analoges Ergebnis f�ur die Dopplertransformation zu zeigen.



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 31Wir f�uhren dazu einen Raum ein, der ein dichter Teilraum des Raumes H, des De�ni-tionsbereiches von D ist. Es handelt sich hierbei um den Sobolev-Raum ~H�;�0 ((�1; 1)2�(�1; 1); IR3). Wir bezeichnen damit den Abschlu� von C1c (
3; IR3) bez�uglich der Normk � kH�;�0 . Man beachte, da� dieser Raum sich von H�;�0 ((�1; 1)2 � (�1; 1); IR3) unter-scheidet, da bei letzterem der Abschlu� von C1c (K31 ; IR3) genommen wird.Wir f�uhren noch eine weitere Bezeichnung ein. Mit a � b zeichnen wir die Tatsacheaus, da� es eine von a und b unabh�angige Konstante c > 0 gibt mit a � cb.Uns stehen somit die mathematischen Hilfsmittel bereit, um eine Stetigkeitsaussageder Doppler{Transformation in Sobolev-Normen zu beweisen. Wir bemerken zun�achst,da� wir die Operatoren Dj auch in der folgenden Form schreiben k�onnen:Dj f(!; s; a) = �j(!) � ZLj(!;s;a) f(x) dx : (1.18)Ein wichtiges Hilfsmittel f�ur den Beweis der Stetigkeitsaussage ist das folgende Lemma,das eine Weiterf�uhrung des Lemmas 3.2 aus Wloka [41] darstellt.Lemma 1.4.13 Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit im IRn.1.) Ist f 2 C[�]+1(IRn), dann gilt f�ur alle g 2 H�(M)kfgkH�(M) � kfkC[�]+1(IRn)kgkH�(M) :2.) Ist f 2 C[�]+1(IRn; IRm), dann gilt f�ur alle g 2 H�(M; IRm)kf � gkH�(M) � kfkC[�]+1(IRn;IRm)kgkH�(M;IRm) :Das Skalarprodukt f � g ist dabei punktweise zu nehmen, also(f � g)(!) = f(!) � g(!) :Beweis: Zu 1.): Es sei � = (Ui; 
i), i 2 J ein Atlas vonM und f�igi2J eine zugeh�origePartition der Eins. Da M kompakt ist, ist die Indexmenge J endlich. Die Funktionen(fg) � �i � 
�1i : 
i(Ui)! Csind aus H�(
i(Ui)). Mit Lemma 3.2 aus Wloka [41] folgt dannk(fg) � �i � 
�1i kH�(
i(Ui)) � kfkC[�]+1(IRn)kg � �i � 
�1i kH�(
i(Ui)) :Die Behauptung von Teil 1.) ergibt sich schlie�lich auskfgk2H�(M) = Xi2J k(fg) � �i � 
�1i kH�(
i(Ui))� kfk2C[�]+1(IRn) Xi2J kg � �i � 
�1i kH�(
i(Ui))= kfk2C[�]+1(IRn)kgk2H�(M) :



32 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEEntscheidend hierbei ist die Endlichkeit der Indexmenge J .Zu 2.): Es gen�ugt, die Behauptung auf dichten Teilmengen zu beweisen. Wir nehmendaher an, da� f 2 C[�]+1(M)
 IRm und g 2 H�(M)
 IRm gilt. Es ist dabei C�(M)
IRm = spanf'x : ' 2 C�(M); x 2 IRmg. Analog ist die De�nition von H�(M) 
 IRm.O�enbar sind beide Mengen dicht in den Ausgangsr�aumen. Seien also f = �fx undg = �gy, f�ur �f 2 C[�]+1(M), �g 2 H�(M), und x; y 2 IRm. Unter Ausnutzung von Teil 1.)und der Tatsache, da� wir H�(M; IRm) mit H�(M)
̂IRm identi�zieren k�onnen, ergibtsich die Behauptung. Es gilt n�amlichkf � gkH�(M) = jx>yjk �f�gkH�(M)� kxkkykk �fkC[�]+1(M)k�gkH�(M)= kfkC[�]+1(M)
̂IRmkgkH�(M)
̂IRm� kfkC[�]+1(M;IRm)kgkH�(M;IRm) :Damit ist das Lemma vollst�andig bewiesen. 2Hauptziel dieses Abschnittes ist es, die Aussage:D : ~H�;�0 ((�1; 1)2 � (�1; 1); IR3)! �3j=1 �H�+1=2p ( ~Z)
̂H�0 (�1; 1)� ;ist f�ur � � 0 ein stetiger Operator zu beweisen.Zur De�nition der auftretenden R�aume sei auf Abschnitt 1.1.2 verwiesen. Den wesent-lichen Schritt zum Beweis der Stetigkeitsaussage liefert der folgende Satz.Satz 1.4.14 F�ur � � 0 sindDj : X� := ~H�;�0 ((�1; 1)2 � (�1; 1); IR3)! H�+1=2p ( ~Z)
̂H�0 (�1; 1) =: Y� (1.19)stetige Operatoren.Beweis: Wir f�uhren den Beweis, indem wir den Operator Dj als Hintereinander-ausf�uhrung von drei Operatoren interpretieren, deren Stetigkeit wir beweisen. DieseOperatoren sind im einzelnen: �j : X� ! H�0 (
2; H�0 ((�1; 1); IR3)) ;�jf(x) = (s 7! f(�jx+ �js)) ;(R
 I) : H�0 (
2; H�0 ((�1; 1); IR3)) ! H�+1=2p ( ~Z;H�0 ((�1; 1); IR3)) ;Mj : H�+1=2p ( ~Z;H�0 ((�1; 1); IR3)) ! Y� ;Mjg(!; s) = �j(!) � g(!; s) :1) Sei f 2 X�, dann gilt die Gleichungskettek�jfk2H�0 (
2;H�0 ((�1;1);IR3)) = ZIR2(1 + j�j2)� kd�jf(�)k2H�0 ((�1;1);IR3) d�= ZIR ZIR2(1 + j�j2)� (1 + j�j2)� kf̂(�j� + �j�)k22 d� d�= kfk2X� :



1.4. DIE MATHEMATIK DER VEKTOR{TOMOGRAPHIE 33Damit folgt, da� �j eine Isometrie und somit stetig ist.2) Die Radon-Transformation ist ein stetiger Operator zwischenH�0 (
2)undH�+1=2p ( ~Z),sieheRieder, Sch. [28]. Wie in Abschnitt 1.1.2 erw�ahnt k�onnen wirH�0 (
2;H�0 ((�1; 1);IR3)) mit dem TensorproduktH�0 (
2)
̂H�0 ((�1; 1); IR3) undH�+1=2p ( ~Z;H�0 ((�1; 1); IR3))mit H�+1=2p ( ~Z)
̂H�0 ((�1; 1); IR3)) identi�zieren. O�ensichtlich ist dann R
 I ein ste-tiger Operator zwischen diesen Tensorprodukten.3) Sei g 2 H�+1=2p ( ~Z;H�0 ((�1; 1); IR3)) =: U . Eine auf U �aquivalente Norm ist gegebendurch jjjgjjj2 = ZIR(1 + j�j2)�+1=2kĝ(�)k2H�+1=2p ( ~Z;IR3) d� ;siehe Aubin [3]. Wir fassen die Funktionen aus H�p ( ~Z; IR3) als Funktionen aus H�(�3;IR3) auf und de�nieren mj('; s) = �j(!(')). O�enbar ist mj 2 C1(�3; IR3), wobei wirzu lokalen Koordinaten �ubergegangen sind. Es gilt dann unter Verwendung von Lemma1.4.13 kMjgk2Y� � kMjgk2H�0 ((�1;1);H�+1=2p ( ~Z))� ZIR(1 + j�j2)� k dMjg(�)k2H�+1=2p ( ~Z) d�= ZIR(1 + j�j2)� kmj � ĝ(�)k2H�+1=2p ( ~Z) d�� kmjk2C[�+1=2]+1(�3;IR3) ZIR(1 + j�j2)� kĝ(�)k2H�+1=2p ( ~Z;IR3) d�� jjjgjjj2� kgk2U :Die Stetigkeit vonMj ist bewiesen, denn man beachte, da�H�+1=2p ( ~Z;H�0 ((�1; 1); IR3))isometrisch isomorph zu Y� ist. Mit Hilfe der Darstellung (1.18) von Dj sieht man aberdirekt, da� Dj =Mj (R
 I)�jist, woraus schlie�lich die Behauptung des Satzes folgt. 2Korollar 1.4.15 Es gilt D : X� ! �3j=1Y�ist ein stetiger Operator.Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1.4.14, der besagt, da� dieeinzelnen Komponenten Dj stetige Abbildungen zwischen den R�aumen X� und Y�darstellen, und aus der Tatsache, da� D = �3j=1Dj ist. 2Bemerkung: In groben Worten besagt Satz 1.4.14, da� Dj bez�uglich zweier Variablenum die Stufe 1=2 gl�attet, w�ahrend sie bez�uglich der dritten nicht gl�attet. Das ist auch



34 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR{TOMOGRAPHIEgenau das, was man erwarten w�urde, denn im wesentlichen f�uhrt Dj bez�uglich zweierVariablen eine zweidimensionale Radon{Transformation durch, w�ahrend sie die drittekonstant l�a�t.



Kapitel 2Theorie der ApproximativenInversenWir betrachten Probleme der Form (A;X; Y ) mit separablen Hilbertr�aumen X und Yund einem linearen, stetigen Operator A. Ist der Bildbereich von A, R(A), nicht abge-schlossen, so ist die verallgemeinerte Inverse Ay nicht stetig. Ein Rauschen in den Daten,das zum Beispiel durch fehlerbehaftete Messungen entsteht, w�urde zu gro�en Fehlernin der L�osung f f�uhren. Es ist daher n�otig, Ay durch stetige Operatoren zu appro-ximieren, sogenannte Regularisierungsverfahren. Bekannte Regularisierungsverfahrensind die abgeschnittene Singul�arwertzerlegung, die Tikhonov-Phillips Regularisierung,oder das Verfahren der konjugierten Gradienten als Beispiel eines nichtlinearen Ver-fahrens. Wir de�nieren im ersten Abschnitt die Methode der approximativen Inversen,siehe Louis [20, 24], Louis, Maass [22], Louis, Sch. [23], die eine ganze Klasse vonRegularisierungsverfahren beinhaltet. In den letzten Jahren wurde die approximativeInverse erfolgreich eingesetzt in der 2D{Computer{Tomographie, siehe Louis, Sch.[23], Rieder, Sch. [28], in der 3D{Computer{Tomographie, siehe Dietz [9] und auchin derUltraschall{Tomographie, siehe Abdullah, Louis [1]. Behandeln wir im erstenAbschnitt ausschlie�lich den kontinuierlichen Fall, so wenden wir uns im zweiten Ab-schnitt dem f�ur praktische Anwendungen wichtigen diskreten Fall zu, d.h. Y = IRnbzw. Y = Cn. Es werden Konvergenzs�atze angegeben, die das Verhalten der L�osungcharakterisieren f�ur den Fall, da� die Anzahl der Daten n gegen Unendlich strebt. Au-�erdem zeigen wir, wie man f�ur kompakte Operatoren Rekonstruktionskerne mit Hilfeder Singul�arwertzerlegung berechnen kann.2.1 De�nition und erste EigenschaftenDer Grundgedanke der approximativen Inversen ist, die L�osung f 2 X durch Momentehf; eiiX , ei 2 X, i = 1; : : : ; m zu approximieren. Liegen die Elemente ei im Bildbereichdes adjungierten Operators von A, also existiert ein �i 2 Y mit A��i = ei, so hat man35



36 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENdie Gleichheit hf; eiiX = hf; A��iiX = hAf; �iiY = hg; �iiY :Stehen die �i zur Verf�ugung, so kann das letzte Skalarprodukt berechnet werden, dadie Daten g bekannt sind. Im Falle, da� ei =2 R(A�), bestimmt man �i, indem man dasResiduum kA��i � eikXminimiert. �Aquivalent dazu kann man, falls ei 2 D((A�)y) = R(A�) � N(A) ist, �i alsL�osung der Normalgleichung AA��i = Aei (2.1)festlegen.De�nition 2.1.1 Wir bezeichnen die Abbildung Sm : Y ! Cm, die gegeben ist durch(Smg)i = hg; �iiY ; i = 1; : : : ; m ;als diskrete approximative Inverse von A. Die Elemente �i 2 Y hei�en Rekonstrukti-onskerne zu ei.Bemerkung: 1.) Da die Gleichung (2.1) nicht von g abh�angt, machen sich zum einenFehler in den Me�daten beim L�osen der Gleichung nicht bemerkbar, zum anderenk�onnen die Rekonstruktionskerne �i schon vor dem Me�vorgang bestimmt werden. Eswird sich sp�ater zeigen, da� das Verfahren der approximativen Inversen unter Ausnut-zung von Invarianzen des Operators A au�erdem auch sehr e�zient ist, siehe dazu auchLouis, Sch. [23].2.) Wir haben jede L�osung �i der Gleichung (2.1) als Rekonstruktionskern zugelassen.Ein Rekonstruktionskern zeichnet sich jedoch gegen�uber allen anderen aus, n�amlichderjenige mit minimaler Norm  imin = (A�)yei :Voraussetzung ist nat�urlich, da� ei 2 D((A�)y) gilt.Wir beschr�anken uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit auf den Spezialfall X = L2(
),wobei 
 � IRn ein beschr�anktes Gebiet ist. Im Unterschied zum allgemeinen Fall, indem X kein Raum von skalaren Funktionen ist, k�onnen wir die approximative Inversehier als Abbildung zwischen X und Y de�nieren, die, wie wir sp�ater sehen werden, dieInverse von A approximiert.Wir w�ahlen eine Funktion ~e 2 L2(IRn) ,! L2(
), die Mittelwert 1 hat, also f�ur dieZIRn ~e(x) dx = 1 (2.2)gilt und de�nieren e
 2 L2(IRn � IRn) durche
(x; y) = T yD
~e(x) = 
�n~e((x� y)=
) :



2.1. DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN 37F�ur diese Funktion gilt wiederumZIRn e
(x; y) dx = 1 : (2.3)Wir nennen eine Funktion e
, die der Gleichung (2.3) gen�ugt, einen Molli�er, wenn siezus�atzlich lim
&0 



ZIRn e
(x; �)f(x) dx� f



L2(
) = 0 ;d.h. lim
&0 ZIRn e
(x; y)f(x) dx = f(y) f.�u.erf�ullt. Demnach approximiert e
(x; y) in einem gewissen Sinne �x�y. Bekannte Molli�erergeben sich aus ~e(x) = njSn�1j � �
n(x) ;~e(x) = q2=� sinc(x) ;~e(x) = (2�)�n=2 exp(�kxk2=2) :Dabei bedeute �
n die charakteristische Funktion der n-dimensionalen o�enen Ein-heitskugel.Sei e
 ein Molli�er. Wir de�nieren den zu e
 geh�orenden Rekonstruktionskern �
(x)als L�osung der NormalgleichungAA��
(x) = Ae
(x; �) : (2.4)Damit diese Normalgleichung eine L�osung besitzt, ist es notwendig, da� e
(x; �) 2D((A�)y) ist. Wie erw�ahnt wollen wir f�ur den SpezialfallX = L2(
), eine kontinuierlicheForm der approximativen Inversen de�nieren.De�nition 2.1.2 Seien A 2 L(X; Y ), X = L2(
), Y ein separabler Hilbertraum unde
 2 L2(IRn � IRn) ein Molli�er, f�ur den e
(x; �) 2 D((A�)y) gilt f�ur alle x 2 
. Wirnennen die Abbildung S
 : Y ! X, die de�niert ist durchS
g(x) = hg; �
(x)iY ; x 2 
 ;kontinuierliche approximative Inverse von A. Der Rekonstruktionskern �
(x) ist alsL�osung der Normalgleichung (2.4) gegeben.Wir wollen zun�achst zeigen, da� die Bezeichnung approximative Inverse ihre Berechti-gung hat.Lemma 2.1.3 Sei f 2 L2(
) L�osung von Af = g, g 2 Y und e
 ein Molli�er mite
(x; �) 2 R(A�) f�ur alle x 2 
. Dann ist S
g 2 L2(
) und es gilt f�ur x 2 
lim
&0 S
Af(x) = f(x) f.�u.



38 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENBeweis: O�ensichtlich isthg; �
(x)iY = hf;PN(A)?e
(x; �)iL2(
) ;wobei PN(A)? die orthogonale Projektion auf N(A)? bezeichnet. Daraus folgt aberkS
gk2L2(
) = Z
 jhf;PN(A)?e
(x; �)iL2(
)j2 dx� kfk2L2(
) Z
 kPN(A)?e
(x; �)k2L2(
) dx� kfk2L2(
)ke
k2L2(
�
) ;und damit der erste Teil der Behauptung. Die Funktion �f sei de�niert durch:�f(x) = ( f(x) ; f�ur x 2 
 ;0 ; f�ur x =2 
 :Dann ergibt sich die Behauptung des zweiten Teils aus der folgenden Gleichungskette:lim
&0 S
Af(x) = lim
&0hAf; �
(x)iY= lim
&0 hf; e
(x; �)iL2(
)= lim
&0 ZIRn �f(y)e
(x; y) dy= �f(x) f.�u. 2Im Falle, da� der Operator A kompakt ist, kann man den Rekonstruktionskern �
mit Hilfe des zugeh�origen singul�aren Systems fv�; u�; ��g� ausdr�ucken. Dabei sindfv�g� ein vollst�andiges Orthonormalsystem f�ur N(A)?, und fu�g� ein vollst�andigesOrthonormalsystem f�ur R(A). Beide sind �uber die Singul�arwerte verkn�upft durch dieBeziehungen Av� = ��u� ; A�u� = ��v� :F�ur die Singul�arwerte gilt au�erdem lim�!1 �� = 0 ;und 0 ist der einzige H�aufungspunkt. Liegt e
(x; �) in D((A�)y) f�ur alle x 2 
, so istdie eindeutige L�osung von (2.4) in R(A) gegeben durch�
(x) = X��>0��1� he
(x; �); v�iL2(
) u� ; (2.5)siehe Louis [19, 24]. Die Abbildung S
 hat in diesem Fall die GestaltS
g(x) = X��>0 ��1� he
(x; �); v�iL2(
) hg; u�iY = he
(x; �); AygiL2(
) :



2.1. DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN 39Zur Darstellung der verallgemeinerten Inversen durch die Singul�arwertzerlegung sei aufLouis [19] verwiesen.Wir wollen nun zeigen, da� S
 unter gewissen Voraussetzungen als Regularisierungs-verfahren betrachtet werden kann, wobei 
 die Rolle des Regularisierungsparameterszuf�allt. Ist das Problem (A;X; Y ) schlecht gestellt, also R(A) nicht abgeschlossen, soist Ay nicht stetig, siehe z.B. Louis [19]. Man approximiert daher Ay durch eine Folgevon stetigen Operatoren fT
g
>0, T
 : Y ! X, so da� giltlim
&0T
g = Ayg ;f�ur g 2 D(Ay). Die Abbildungen T
 nennt man Regularisierungsverfahren f�ur Ay, 
 istder Regularisierungsparameter. Das folgende Lemma ist in Louis [24] bewiesen.Lemma 2.1.4 Sind A : L2(
) ! Y ein kompakter Operator und e
 ein Molli�er mite
(x; �) 2 D((A�)y) f�ur alle x 2 
, so sind die Abbildungen fS
g
>0 lineare Regulari-sierungsverfahren f�ur Ay.Je nach Wahl von e
 erh�alt man f�ur S
 einige bekannte Regularisierungsverfahren.Lemma 2.1.5 Sei F
 : IR+0 ! IR+0 ein regularisierendes Filter. Zur De�nition desBegri�es sei auf Louis [19] verwiesen. F
 erf�ulle die BedingungF
(��) � �� kv�k�11 ��� ; � > 1=2 :Wir de�nieren ferner e
(x; y) =X� F
(��) v�(x) v�(y) :Die zu diesem Molli�er geh�orende approximative Inverse S
 stimmt mit dem durchT
g =X� F
(��) ��1� hg; u�iY u�gegebenen Regularisierungsverfahren �uberein.Beweis: Es bleibt nur zu zeigen, da� die bei der De�nition von e
 auftretende Reihekonvergiert, und da� e
(x; �) 2 D((A�)y) ist. Die Konvergenz der Reihe ist jedocho�ensichtlich, da X� jF
(��)j2 �X� �2� kv�k�21 ��2� <1gilt. Es ist au�erdem e
(x; �) 2 R(A�). Damit e
(x; �) 2 D((A�)y) gilt, mu� demnachX� F
(��) v�(x) v� 2 R(A�)



40 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENf�ur jedes x 2 
 gelten. Die Picard-Bedingung besagt, da� dies genau dann der Fallist, wennX� ��2� jhX� F
(��) v�(x) v�; v�iL2(
)j2 =X� ��2� jv�(x)j2 F
(��)2 <1gilt. Das ergibt sich aber aus der Bedingung an F
.Der Rest des Beweises ist in Louis [20] nachzulesen. 2Bemerkung: Aus der Tatsache, da� F
 ein regularisierendes Filter ist, folgtF
(��) � c(
) �� :Dies allein reicht jedoch noch nicht aus, um die Existenz des Molli�ers e
 zu gew�ahr-leisten. Vielmehr spielt auch noch eine Rolle, wie schnell die Singul�arwerte gegen 0streben.Beispiele: Die abgeschnittene Singul�arwertzerlegung l�a�t sich als approximative In-verse darstellen, da es in diesem Fall ein �0 gibt mit F
(��) = 0 f�ur alle � � �0.Das Landweber-Verfahren l�a�t sich als approximative Inverse darstellen, falls die Sin-gul�arwerte von A schneller fallen als ��1=2kv�k�11 . F�ur das Filter gilt n�amlich in diesemFall F
(��) � �2�. Wir werden im n�achsten Abschnitt sehen, da� sich auch das Verfah-ren von Backus-Gilbert als approximative Inverse darstellen l�a�t.In manchen F�allen ist es nicht n�otig, den Rekonstruktionkern �
(x) in jedem Punkt xauszurechnen. Vielmehr kann man Invarianzeigenschaften des zugrundeliegenden Ope-rators A ausnutzen, um den Kern nur noch in einem Punkt zu errechnen.Lemma 2.1.6 Es seien Operatoren T x1 2 L(X) und T x2 2 L(Y ) gegeben mit T x1 A� =A� T x2 und kT xi k � 1 f�ur i = 1; 2. Weiter seien PA� : X ! X die orthogonale Projektionauf R(A�) und e
(x; �) = T x1 ~e
 f�ur einen Molli�er ~e
. Dann gilt f�ur die L�osung �
(x)von A��
(x) = PA�e
(x; �)die Gleichheit �
(x) = T x2 �(0) :Beweis: Es sei bemerkt, da� die Gleichung A��
(x) = PA�e
(x; �) �aquivalent ist zurNormalgleichung (2.4). O�enbar gen�ugt es, die GleichheitPA�T x1 ~e
 = T x1 PA�~e
zu zeigen, denn dann giltPA�e
(x; �) = PA�T x1 ~e
 = T x1 PA�~e
 = T x1 A��
(0) = A� T x2 �
(0) :Sei dazu fx := PA�T x1 ~e
. Es gibt eine Folge fgxngn � Y mit fx = limnA�gxn undlimn kA�gxn � T x1 ~e
kX = ming2Y kA�g � T x1 ~e
kX :



2.1. DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN 41Zu zeigen ist gxn = T x2 g0n ; (2.6)denn dann ist A�gxn = T x1 A�g0nund damit fx = T x1 f 0.Wir f�uhren den Beweis von (2.6) durch Widerspruch. Dazu nehmen wir an, da� es eineFolge fhxngn � Y gibt mitkA�hxn � T x1 ~e
kX < kA� T x2 g0n � T x1 ~e
kX ;f�ur fast alle n, denn das w�urde bedeuten, da� (2.6) nicht gilt. Die folgende Unglei-chungskette f�uhrt diese Annahme zu einem Widerspruch:kA� T�x2 hxn � ~e
kX = kT�x1 (A�hxn � T x1 ~e
)kX� kA�hxn � T x1 ~e
kX< kA� T x2 g0n � T x1 ~e
kX= kT x1 (A�g0n � ~e
)kX� kA�g0n � ~e
kDas w�urde bedeuten, da�limn kA� T�x2 hxn � ~e
kX < limn!1 kA�g0n � ~e
kX = ming2Y kA�g � ~e
kist, was einen Widerspruch ergibt. 2Wir wollen uns zum Ende dieses Abschnittes noch mit der Frage befassen, ob es einenZusammenhang zwischen den entsprechenden Rekonstruktionskernen gibt, wenn zweiOperatoren A und B �uber eine stetige, lineare Abbildung U miteinander verkn�upft sind.In der Tat ist diese Frage, unter bestimmten Voraussetzungen, positiv zu beantworten.Lemma 2.1.7 Seien Y , Z separable Hilbertr�aume, U 2 L(Y; Z) eine stetige, lineareAbbildung und B = UA 2 L(L2(
); Z). Weiter seien e
 ein Molli�er mit e
(x; �) 2D((A�)y)\D((B�)y) und �
(x) ein zu A geh�orender Rekonstruktionskern f�ur den Mol-li�er e
 . Es gelten die drei folgenden Aussagen.a) Ist U� invertierbar, so ist �
(x) = (U�)�1�
(x) ein zu B geh�orender Rekonstrukti-onskern f�ur den Molli�er e
.b) Gilt U�U = I, so ist �
(x) = U�
(x) ein zu B geh�orender Rekonstruktionskern f�urden Molli�er e
.c) Ist �
(x) 2 D((U�)y), so gilt f�ur die L�osung �
(x) von UU��
(x) = U�
(x)kBB��
(x)� Be
(x; �)kZ � kU��
(x)� �
(x)kY :



42 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENBeweis: Wir lassen den Index 
 der �Ubersicht halber weg. O�ensichtlich gilt die �Aqui-valenz BB��(x) = Be(x; �)() UAA�U��(x) = UAe(x; �) :Eine L�osung der Gleichung U��(x) = �(x) ist demnach ein Rekonstruktionskern f�urB. Daraus ergeben sich die Aussagen a) und b).Zu c): Es gilt kBB��(x)� Be(x)kZ � kUAA�kY!ZkU��(x)� �(x)kY : (2.7)Daraus ergibt sich c) und das Lemma ist vollst�andig bewiesen. 2Bemerkung: Es gibt F�alle, in denen die Normalgleichung (2.4) nicht explizit l�osbar ist.Das vorangegangene Lemma stellt dann ein n�utzliches Werkzeug dar zur Bestimmungvon Rekonstruktionskernen bei Problemen, die stetig voneinander abh�angen, wobeiman von einem Problem schon einen Kern explizit kennt. Sind die Voraussetzungen zuden Aussagen a) und b) nicht erf�ullt, so bietet Teil c) die M�oglichkeit zumindest nocheine Approximation an den Rekonstruktionskern zu errechnen. Die Funktion �(x) mini-miert den Defekt kU��(x)��(x)kY , so da� die rechte Seite in Aussage c) betragsm�a�igklein ist.Beispiel: Das limited-angle-ProblemBekannterma�en beschreibt die Radon-Transformation R : L2(
2) ! L2(Z), Z =S1 � [�1; 1] das mathematische Modell der 2D Computer-Tomographie, siehe Louis[19], Natterer [25] u.a. Seien � < �=2, Z� = f(!('); s) j s 2 [�1; 1]; ' 2 [��; �]g undder Operator �� : L2(Z)! L2(Z�) de�niert durch��g = gjZ� :Dann ist der Operator R� = ��R : L2(
2) ! L2(Z�) das mathematische Modell deslimited-angle Problems. O�enbar ist der adjungierte Operator ��� : L2(Z�) ! L2(Z)gegeben durch ���h(z) = ( h(z) ; f�ur z 2 Z� ;0 ; f�ur z 2 ZnZ� :Ist �(x) ein zu R geh�orender Rekonstruktionskern, so ist die Gleichung ����(x) = �(x)nicht l�osbar. Man kann jedoch leicht eine L�osung von������(x) = ���(x)angeben, n�amlich �(x) = ���(x) = �(x)jZ� :F�ur die in (2.7) auftretende Konstante giltkU AA�k = k��RR�k � kRk2 :



2.2. DER DISKRETE FALL 43Man beachte, da� �(x) kein Rekonstruktionskern f�ur R� ist, sondern lediglich eineApproximation an einen solchen nach Lemma 2.1.7. Den exakten Kern kann man mitHilfe der Singul�arwertzerlegung von R� ausdr�ucken, siehe Dietz [9].In der Praxis werden wir die Funktion f nur an endlich vielen Punkten rekonstruierenwollen. Es sei daher ei
(y) = e
(xi; y) mit xi 2 
 f�ur i = 1; : : : ; m. Durch L�osen derNormalgleichung (2.1) sind mit den Molli�ern ei
 Rekonstruktionskerne �i
 verbunden,und die approximative Inverse hat wieder die anfangs eingef�uhrte FormSm : Y ! Cm ;(Smg)i = hg; �i
iY ; i = 1; : : : ; m :2.2 Der diskrete FallWir betrachten wieder einen linearen, stetigen Operator A : L2(
)! Y , wobei 
 � IRdein beschr�anktes Gebiet im IRd ist und Y ein separabler Hilbertraum. Zus�atzlich seiA injektiv. Im Falle, da� A nicht injektiv ist, schr�anken wir den Operator auf N(A)?ein und bezeichnen die Einschr�ankung wieder mit A. Die Elemente aus N(A) tragen zuden gemessenen Daten g nichts bei.Bei Anwendungen stehen uns nur endlich viele Daten zur Verf�ugung. Wir de�nierendaher einen zu A geh�orenden diskreten OperatorAn : L2(
)! Cndurch (Anf)i = (	nAf)i = hAf;  n;iiY�Y � : (2.8)Dabei unterscheiden wir die zwei F�alle  n;i 2 Y und  n;i 2 Y �1 f�ur einen dichtenTeilraum Y1 � Y . Der erste Fall bedeutet, da� die diskreten Daten Momente der kon-tinuierlichen Daten sind. In diesem Fall k�onnen wir unter gewissen Voraussetzungenan die  n;i eine Fehlerabsch�atzung der approximativen Inversen in der L2-Norm bewei-sen. Praktische Anwendung �ndet diese Situation in der 2D{Computer{Tomographienach dem Ansatz von Louis, Sch. [23]. Hier werden die Punktauswertungen der Datendurch eine Summe von singul�aren Funktionen der Radon{Transformation approximiert.Dar�uberhinaus zeigen wir noch, wie man das Verfahren von Backus-Gilbert als ap-proximative Inverse au�assen kann.Im zweiten Fall haben wir f�ur  n;i speziell die Punktauswertung im Auge, die oft nurauf dichten Teilr�aumen von Y stetig ist. Zum Beispiel ist sie nicht stetig auf L2(
),wohl aber auf H�(
) f�ur � > d=2. Wir folgen in diesem Abschnitt der Arbeit [28] vonRieder, Sch., die einen Zusammenhang zwischen Rekonstruktionskernen des konti-nuierlichen und solchen des diskreten Problems herstellt. Wir erhalten Konvergenz derentsprechenden approximativen Inversen, aber nur noch in einem schwachen Sinne.



44 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSEN2.2.1 Der Fall  n;i 2 YWir identi�zieren Y � mit Y , das duale Paar h�; �iY�Y � in (2.8) ist dann gerade dasSkalarprodukt auf Y . Der diskrete Operator An hat die FormAn : L2(
) ! Cn ;(Anf)i = (	nAf)i = hAf;  n;iiY = Z
 f(x)A� n;i(x) dx ;f�ur i = 1; : : : ; n.Sei e
(x; �) 2 D((A�n)y) f�ur x 2 
 ein Molli�er. Die approximative Inverse fn;
 desProblems (An; L2(
);Cn) sieht dann folgenderma�en aus:fn;
(x) := Sngn(x) = hgn; �n
 (x)iCn :Dabei ist gn = 	nAf und der Rekonstruktionskern �n
 (x) ist bestimmt als L�osung derNormalengleichung AnA�n�n
 (x) = Ane
(x; �) ;wobei der adjungierte Operator A�n : Cn ! L2(
) die FormA�nv = nXi=1 viA� n;ihat.Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, eine Fehlerabsch�atzung f�ur die fn;
 anzugebenund das Verhalten f�ur 
 & 0 und n ! 1 zu untersuchen. Es ist klar, da� die Folgef	ngn nicht beliebig gew�ahlt werden kann, wir stellen vielmehr zwei Forderungen, dief�ur unseren Konvergenzbeweis n�otig sind.Die Folge der 	n sei so angeordnet, da� es zu jedem n0 2 IN ein n > n0 gibt mitf n0;i j i = 1; : : : ; n0g � f n;i j i = 1; : : : ; ng : (2.9)Mit der Beziehung (2.9) wird eine bestimmte Struktur in der Anordnung der 	n ge-fordert. Die zweite Forderung ist topologischer Natur:span fA� n;i jn 2 IN; i = 1; : : : ; ng = L2(
) : (2.10)Die lineare H�ulle der Folge fA� n;ign;i soll dicht in L2(
) sein. Das schlie�t unteranderem aus, da� die Folge der 	n konstant ist. Das nachfolgende Lemma liefert einehinreichende Bedingung daf�ur, da� die Bedingung (2.10) erf�ullt ist.Lemma 2.2.1 Ist die Menge f n;i jn 2 IN; i = 1; : : : ; ng dicht in Y , so ist die Bedin-gung (2.10) erf�ullt.



2.2. DER DISKRETE FALL 45Bemerkung: Eine abz�ahlbare dichte Teilmenge in Y existiert stets, da Y als separabelvorausgesetzt war. Demnach gibt es immer mindestens eine Folge, die den Bedingungen(2.9) und (2.10) gen�ugt.Beweis des Lemmas: Es sei hA� n;i; fiL2(
) = 0 f�ur alle n 2 IN und i = 1; : : : ; n. Dannfolgt aus der �AquivalenzhA� n;i; fiL2(
) = 0, h n;i; AfiY = 0und der Dichtheit der  n;i in Y , da� Af = 0 ist. Aus der Injektivit�at von A folgt dannf = 0. Daraus ergibt sich die Behauptung. 2Zu der Folge 	n de�nieren wir endlich dimensionale Teilr�aume Vn von L2(
) durchVn := span fA� n;i j i = 1; : : : ; ng � L2(
) :Aus der Bedingung (2.10) folgt, da�[n2IN Vn = L2(
)gilt. Die Bedingung (2.9) besagt zudem, da� es eine streng monoton wachsende Teilfolgenk gibt, mit Vnk � Vnk+1 und 1[k=1Vnk = L2(
) :Schlie�lich bezeichne noch("
n(x))2 = kA��n
 (x)� e
(x; �)k2L2(
)= minu2IRn Z
 ����� nXi=1 uiA� n;i(y)� e
(x; y)�����2 dy= min~u2Vn Z
 j~u(y)� e
(x; y)j2 dyden Approximationsfehler kA�n�n
 (x)�e
(x; �)k2. Die Funktion "
n ist stetig in x, falls e
stetig ist, und aus den Bedingungen (2.9) und (2.10) folgt die Existenz einer Teilfolgenk, so da� limk!1 "
nk(x) = 0 ; f�ur alle x 2 
 (2.11)ist. Folglich ist auch limk!1 k"
nkk1 = 0 ; (2.12)denn sonst g�abe es eine Teilmenge U � 
 mit von Null verschiedenem Lebesgue-Ma�,so da� limk!1 "
nk(x) 6= 0 ; f�ur alle x 2 Ugilt. Dies ist aber ein Widerspruch zu Gleichung (2.11).Das nachfolgende Lemma charakterisiert die Approximationseigenschaft von fn;
.



46 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENLemma 2.2.2 Seien e
 2 D((A�n)y) ein Molli�er, f 2 L2(
) und gn = Anf f�ur allen 2 IN . Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilt: Es gibt ein %
 2 L2(
) mitkfn;
 � fkL2(
) � kfkL2(
) k"
nk1 + k%
kL2(
)und lim
&0 k%
kL2(
) = 0 :Beweis: Es ist fn;
 2 L2(
) nach Lemma 2.1.3. Wir habenjfn;
(x)� f(x)j = ����� nXi=1(gn)i (�n
 )i(x)� f(x)�����= ���� Z
 f(y) nXi=1A� n;i(y) (�n
 )i(x)� e
(x; y)! dy� Z
(f(x)� f(y)) e
(x; y) dy����� �����Z
 f(y) nXi=1A� n;i(y) (�n
 )i(x)� e
(x; y)! dy�����+ ����Z
(f(x)� f(y)) e
(x; y) dy����� kfkL2(
) "
n(x) + ����Z
(f(x)� f(y)) e
(x; y) dy���� :Indem wir mit %
 die Funktion%
(x) = Z
(f(x)� f(y)) e
(x; y) dybezeichnen, folgt der erste Teil der Behauptung durch Quadrieren und Integration derobigen Ungleichung.Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich aus den Voraussetzungen f 2 L2(
) undder Tatsache, da� e
 ein Molli�er ist. 2Bemerkung: Der Fehler kfn;
 � fk l�a�t sich also in zwei Terme k"
nk und k%
k auf-spalten. Das Verhalten dieser beiden Terme f�ur 
 & 0 ist von gegens�atzlicher Natur.W�ahrend %
 wie gesehen gegen 0 konvergiert, gilt im allgemeinen f�ur festes nlim
&0 k"
nk1 =1 ;da e
 als Approximation der Delta-Distribution f�ur 
 & 0 immer steiler wird. EinAusbalancieren beider Fehler ist daher wichtig f�ur eine geschickte Wahl des Parameters
. Die Funktion %
 gibt an, wie genau diese Approximationseigenschaft im L2-Sinneist, w�ahrend die Funktion "
n angibt, wie gut e
 in Vn angen�ahert werden kann.



2.2. DER DISKRETE FALL 47Satz 2.2.3 Sei e
 2 D((A�n)y) ein Molli�er, f 2 L2(
) und Anf = gn. Die approxi-mative Inverse fn;
 2 L2(
) sei de�niert durchfn;
(x) = hgn; �n
 (x)iCn :Dann gibt es zu jedem beliebigen � > 0 ein 
0(�) > 0 mitinf
2(0;1) kfn;
 � fkL2(
) � kfkL2(
) k"
0n k1 + � :Daraus ergibt sich lim infn!1  inf
2(0;1) kfn;
 � fkL2(
)! = 0 :Beweis: Sei � > 0 beliebig. Nach Lemma 2.2.2 existiert ein 
0 > 0 mit k%
0kL2(
) < �.Daraus ergibt sich kfn;
0 � fkL2(
) � kfkL2(
) k"
0n k1 + �und somit durch �Ubergang zum In�mum der erste Teil der Behauptung.Mit Hilfe der Gleichung (2.12) hat manlim infn!1  inf
2(0;1) kfn;
 � fkL2(
)! � � :Da � > 0 beliebig war, folgt auch der zweite Teil der Behauptung. 2Den zweiten Teil des obigen Satzes kann man auch anders formulieren.Korollar 2.2.4 Es gibt eine Teilfolge fnkgk2IN mitlimk!1 inf
2(0;1) kfnk;
 � fkL2(
)! = 0 :Bemerkung: Es sei darauf hingewiesen, da� wir keinerlei Glattheitsbedingungen andie L�osung f stellen, es mu� lediglich f 2 L2(
) sein.Der optimale Regularisierungsparameter 
opt f�ur festes n ist derjenige, bei dem dasIn�mum inf
2(0;1) kfn;
 � fkL2(
)angenommen wird. Aus dem vorne beschriebenen Verhalten der Funktionen "
n und %
folgt n�amlich, da� 
opt 2 (0;1) sein mu�.Zu erw�ahnen ist in diesem Zusammenhang eine Arbeit von Louis, Maa� [21], in derdie Autoren einen Algorithmus f�ur das Momentenproblem entwerfen, die sogenanntes-Methode. Sie beweisen deren Konvergenz f�ur den Fall, da� die Menge der Daten ngegen unendlich strebt. Dabei werden Glattheitsbedingungen sowohl an die L�osung f ,als auch an die Momente  i gestellt.



48 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENBeispiele: Die untersuchte Situation  n;i 2 Y �ndet praktische Anwendung in der 2D{Computer{Tomographie. Das mathematische Modell ist die Radon{Transformation.Wir bezeichnen mitR die zweidimensionale Radon{Transformation zwischen den R�au-men L2(
2) und L2(Z;w�1), wobei Z = S1 � (�1; 1) ist und w(s) = p1� s2 ein Ge-wicht. Das Problem der 2D{Computer{Tomographie sieht dann folgenderma�en aus:Suche ein f mit (Rnf)jl := Rf(!j; sl) = (gn)jl :Dabei sind !j 2 S1, j = 1; : : : ; p, sl 2 (�1; 1), l = 1; : : : ; q, n = pq vorgegebeneMe�punkte und gn 2 Cn gegebene Daten. Da R nur um den Faktor 1=2 gl�attet, sieheNatterer [25], ist Rn nur stetig als Abbildung zwischen H�0 (
2) und IRn mit � >1=2. Zu jedem Punkt (!; s) 2 Z kann man eine Folge ffkg � H�0 (
2) angeben mitkfkkL2(
2) � 1, so da� jRfk(!; s)j ! 1 gilt f�ur k !1, siehe Rieder, Sch. [28]. F�urdie Abbildung Rn : H�0 (
2) � L2(
2)! Cn gilt demnachD(R�n) = fy 2 Cn j f 7! hRnf; yiCn ist stetig in L2(
2) 8f 2 H�0 (
2)g= f0g :Im Bezug auf De�nitionsbereiche adjungierter Operatoren von unbeschr�ankten Abbil-dungen sei z.B. auf Rudin [29] verwiesen. R�n : Cn ! L2(
2) existiert demnach nicht.Wir wollen zwei Ans�atze zur L�osung des Tomographie{Problems geben, auf die sichdie vorangegangenen Ergebnisse anwenden lassen. In beiden F�allen wird versucht, dieVerwendung von R�n zu umgehen.1.) Ansatz von Louis, Sch. [23]In [18] hat Louis das singul�are System fvml; uml; �mlgml der Radon{TransformationR : L2(
2)! L2(Z;w�1) angegeben. Mit Hilfe dieses Systems f�uhren wir einen neuenOperator Rn;M ein. Es sei(Rn;Mf)jl = (	Mn Rf)jl = hRf;  Mn;jliL2(Z;w�1) ;wobei  Mn;jl 2 L2(Z;w�1) gegeben ist durch Mn;jl = MXm=0 mXl=�ml+m gerade uml(!j; sl) uml :O�enbar gilt f�ur v 2 Cn R�n;Mv =Xj;l vjlR� Mn;jl :Das folgende Lemma zeigt, da� R�n;M in einem gewissen Sinne R�n ersetzen kann.Lemma 2.2.5 F�ur alle v 2 Cn und alle singul�aren Funktionen vml gilthR�n;Mv; vmliL2(
2) ! hv;RnvmliCn f�ur M !1 :



2.2. DER DISKRETE FALL 49Beweis: Seien v 2 Cn beliebig, vml eine beliebige singul�are Funktion und M so gro�,da� M � m gilt. Es isthR�n;Mv; vmliL2(
2) = hv;Rn;MvmliCn= Xj;l vjl �m uml(!j; sl)= hv;RnvmliCn :Hieraus folgt die Behauptung. 2Grob gesagt approximiert  Mn;jl die Punktauswertung in (!j; sl) durch eine Summe vonsingul�aren Funktionen. Man erh�alt einen Rekonstruktionskern f�ur Rn;M , indem mandie Normalgleichung Rn;MR�n;M�n
;M(x) = Rn;Me
(x; �)l�ost.Diesen Kern verwendet man dann als Rekonstruktionskern f�ur Rn. F�ur n�ahere Unter-suchungen dieses Ansatzes sei auf Louis, Sch. [23] verwiesen.2.) Ansatz von Natterer [25, Kap. V.5]Bei der L�osung der Radonschen Integralgleichung mittels direkter algebraischer Me-thoden behilft sich Natterer durch Einf�uhrung einer Gewichtsfunktion, deren Tr�agernicht mehr nur eine Gerade, sondern zum Beispiel ein Streifen ist. SeiSjl = fx 2 IR2 : jx>!j � slj � d=2g ;d > 0, ein Streifen der Breite d, und�l(s) = ( 1 ; js� slj � d=2 ;0 ; sonst:Wir de�nieren f�ur f 2 L2(
2)(fRnf)jl = hR!jf; �liL2([�1;1]) = ZSjl f(x) dx :Es ist dann fR�nv(x) =Xj;l vjlR�!j�jl(x) =Xj;l vjl �l(x>!j) :Man l�ost analog zum vorhergehenden Ansatz die NormalgleichungfRnfR�n�n
 (x) = fRne
(x; �) ;und verwende den Kern �n
 (x) als Rekonstruktionskern f�ur Rn.Abschlie�end wollen wir noch zeigen, wie sich das Verfahren von Backus-Gilbert formalals approximative Inverse schreiben l�a�t. 1967 entwickelten Backus und Gilbert [4]



50 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENdieses Verfahren, um ein Momentenproblem in der Geophysik zu l�osen. Wir betrachtendazu das Problem (An; L2(
);Cn) mit(Anf)i = Z
 f(x) i(x) dx = (gn)i ; i = 1; : : : ; n :O�enbar hat der adjungierte Operator A�n die DarstellungA�nv = nXi=1 vi  i : (2.13)Die Idee des Verfahrens ist, f�ur jedes x 2 
 einen Vektor v(x) 2 Cn zu bestimmen, soda�P vi(x) i(y) die Delta-Distribution �(jx�yj) approximiert. Um v(x) zu bestimmen,minimiert man f�ur jedes x das FunktionalSx(v) = 3�!dd �2 Z
 jx� yj2k ������ nXj=1 vj(x) j(y)������2 dyunter der Bedingung Z
 nXj=1 vj(x) j(y) dy = 1 ; f�ur alle x 2 
 : (2.14)Dabei bedeutet !d das Ma� der Einheitssph�are Sd�1. Bezeichnen wir mit vmink (x) denminimierenden Vektor von Sx, so ist die Backus{Gilbert{L�osung fBG de�niert durchfBG(x) = nXj=1(gn)j vmink;j (x) :Da� fBG die exakte L�osung f approximiert, folgt aus der Tatsache, da�fBG(x) = Z
 f(y) nXj=1 vmink;j (x) j(y) dy � f(x)gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie man durch die spezielle Wahl eines Molli�ers e
 alsapproximative Inverse des Problems (An; L2(
);Cn) die Backus{Gilbert{L�osung fBGerh�alt.Lemma 2.2.6 De�nieren wir f�ur x; y 2 
e
(x; y) = nXj=1 vmink;j (x) j(y)mit 
 = 1=k, so gilt fBG = fn;
 :



2.2. DER DISKRETE FALL 51Beweis: O�enbar ist f�ur alle e
(x; �) 2 R(A�n) � D((A�n)y), und mit Gleichung (2.14)folgt Z
 e
(x; y) dy = 1 ; f�ur alle x 2 
 :Leider gilt im allgemeinen f�ur festes n nicht lim
&0 R f(x)e
(x; y) dx = f(y) fast �uber-all, aber dennoch approximiert nach den vorangegangenen Betrachtungen e
(x; y) dieDelta-Distribution �(jx�yj). Aus der Darstellung (2.13) von A�n folgt, da� die GleichungA�n�n
 (x) = e
(x; �) = nXj=1 vmink;j (x) jtrivialerweise die L�osung �n
 (x) = vmink (x) hat. Wegenfn;
(x) = hgn; �n
 (x)iCnfolgt die Behauptung. 2Kirsch et al. [15] zeigen unter bestimmten Glattheitsbedingungen an die L�osung fdie Konvergenz von fBG f�ur n!1 gegen f .Bemerkung: Der Unterschied zwischen dem Verfahren von Backus{Gilbert und derschon erw�ahnten s-Methode von Louis, Maa� [21] besteht haupts�achlich in der Artund Weise wie die Delta-Distribution approximiert wird. Bei der s-Methode geschiehtdies durch Minimierung einer Hs-Norm mit s < �d=2.2.2.2 Der Fall  n;i 2 Y �1Die S�atze und Untersuchungen in diesem Abschnitt sind einer gemeinsamen Arbeit [28]von Rieder, Sch. entnommen. Wir wollen hier die f�ur unser Problem wesentlichenErgebnisse dieses Papers darstellen.Wieder sei A : X ! Y ein injektiver, stetiger, linearer Operator zwischen zwei Hilbert-r�aumen. Weiterhin seien X1 ,! X und Y1 ,! Y dichte Teilr�aume mit stetigen Inklu-sionen und es gelte A : X1 ! Y1ist ebenfalls eine stetige Abbildung. Der diskrete Operator An wird durch Funktionale	n = f n;igi=1;:::;n : Y1 ! Cn de�niert mittelsAn : X1 ! Cn ;(Anf)i = h n;i; AfiY �1 �Y1 :Dabei ist h�; �iY �1 �Y1 ein duales Paar auf Y �1 � Y1.Als Beispiel f�ur die Funktionale  n;i kann man Punktauswertungen betrachten. DerUnterraum X1 w�are in diesem Fall ein Sobolev-Raum von hinreichend gro�er Ordnung.Seien weiterhin m Molli�er ei 2 X gegeben. Wir lassen den Regularisierungsparameter



52 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSEN
 der �Ubersicht halber weg, da wir in diesem Abschnitt das Verhalten f�ur 
 & 0nicht untersuchen wollen. Ferner schreiben wir lediglich e, falls wir nur einen einzelnenMolli�er betrachten. Bei der De�nition der zu den ei geh�orenden Rekonstruktionskerneist zu beachten, da�D(A�n) = fy 2 Cn j x 7! hAnx; yiCn ist stetig in X 8x 2 X1gim allgemeinen ein echter Teilraum von Cn ist, und schlimmstenfalls nur die 0 enth�alt.Um die Kerne �in als L�osung einer Normalgleichung der Form (2.1) zu beschreiben,m�ussen wir zu dem Spezialfall �ubergehen, da�A : X ! Y1ein stetiger Operator ist. (Dies w�urde automatisch die Stetigkeit von A : X1 ! Y1implizieren.) Beispiele f�ur solche Abbildungen sind Integraloperatoren, die hinreichendgl�atten. In dieser Situation werden die Rekonstruktionskerne �in durch Minimierungder Norm kA�n�in � eikXbestimmt, �aquivalent dazu ist das L�osen der NormalgleichungAnA�n�in = Anei ; (2.15)wobei ei 2 D((A�n)y) vorausgesetzt ist. Die diskrete approximative Inverse ist dannde�niert durch (Y = Cn)Sn;m : Cn ! Cm(Sn;mgn)i = hgn; �iniCn ; i = 1; : : : ; m :Die Radon{Transformation erf�ullt diese Bedingung nicht. Damit die Punktauswertun-gen 	n stetig de�niert sind, mu� Y1 = H1+�p mit � > 0 sein. Die Radon{Transformationgl�attet jedoch nur um den Faktor 1=2, weshalb A = R : X = L2(
2) ! Y1 un-beschr�ankt ist. Ist A : X ! Y1 stetig, so ist die Darstellung der Matrix AnA�n ausGleichung (2.15) zwar im allgemeinen bekannt, jedoch ist diese Matrix vollbesetzt undschlecht konditioniert.Diese Betrachtungen motivieren eine andere Vorgehensweise. Man errechnet einen Re-konstruktionskern � f�ur das kontinuierliche Problem (A;X; Y ), und wendet auf � denOperator 	n an. Voraussetzung ist nat�urlich, da� � 2 Y1 ist. Zum ersten Mal angewen-det wurde diese Idee von Dietz [9] in der Computer{Tomographie. Verallgemeinertwurde sie in der Arbeit [28] von Rieder, Sch., worin auch untersucht wird, inwie-fern 	n� einen Rekonstruktionskern �n f�ur An approximiert. Dabei wurde dargelegt,wie sich der Fehler in der euklidischen Norm f�ur n ! 1 verh�alt. Wir werden die-se Konvergenzuntersuchungen angeben. Wie man einen Rekonstruktionskern f�ur daskontinuierliche Problem zumindest approximativ mit Hilfe der Singul�arwertzerlegungim Falle kompakter Operatoren errechnet, wird am Ende des Abschnittes 2.2.2.2 noch



2.2. DER DISKRETE FALL 53erl�autert.Um diese Betrachtungen durchzuf�uhren, transformieren wir die diskrete Operatorglei-chung Anf = gn in eine dazu �aquivalente Gleichung, indem wir endlichdimensionaleUnterr�aume Vn � Y von Y einf�uhren, die von einem Riesz-System aufgespannt wer-den. Genauer sei Vn � Vn+1 , Vn = span f'n;k j k = 1; : : : ; ng, wobei die 'n;k linearunabh�angig seien und die folgende Absch�atzung erf�ullen:nXk=1 jakj2 � 




 nXk=1 ak 'n;k




2Y � nXk=1 jakj2 ; f�ur alle n 2 IN : (2.16)Bemerkung: Die R�aume Vn sind nicht mit denjenigen aus dem vorigen Abschnitt zuverwechseln, die von den  n;i aufgespannt wurden.Die zu dem Riesz - System f'n;kg geh�orende Gram'sche Matrix sei mit Gn bezeichnet.Sie ist de�niert durch (Gn)i;j = h'n;i; 'n;jiY . Die Transformation von Cn in Vn leistetder Operator Qn : Cn ! Vn, der erkl�art ist durchQna := nXk=1 ak 'n;k :Aus der Absch�atzung (2.16) folgt sofortkQnkCn!Y = kQ�nkY!Cn � 1 :Die Hintereinanderausf�uhrung von 	n und Qn ergibt einen neuen Operator �n : Y1 !Vn: �nv := Qn	nv = nXk=1h n;k; viY �1 �Y1 'n;k :Der Operator �n kann im Falle, da� Y ein Funktionenraum ist, als eine Art Interpo-lationsoperator betrachtet werden.Auch dieses Mal stellen wir zwei Forderungen an die Folge der 	n. Dies geschieht indi-rekt, indem wir annehmen, da� der Operator �n zwei Bedingungen erf�ullen soll. Zumeinen soll �n gleichm�a�ig beschr�ankt sein in n, alsok�nkY1!Y � 1 ; f�ur n!1 : (2.17)Zum anderen sollen die Operatoren �n eine Approximationseigenschaft haben, in demSinne, da� es eine Folge f�ngn2IN � [0; 1) gibt, die monoton gegen 0 konvergiert undder Absch�atzungkv � �nvkY � �n kvkY1 ; f�ur alle v 2 Y1 und n!1 (2.18)gen�ugt.Indem wir auf beide Seiten der Gleichung Anf = gn den Operator Qn anwenden,erhalten wir die �aquivalente Gleichung~Anf = ~gnmit ~An = QnAn : X ! Vn und ~gn = Qngn.F�ur das weitere Vorgehen unterscheiden wir die beiden F�alle ei 2 R(A�) und ei =2 R(A�).F�ur n�aheres Interesse sei auf Rieder, Sch. [28] verwiesen.



54 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSEN2.2.2.1 Der Spezialfall e 2 R(A�)Wir betrachten die schon erw�ahnte Situation, da� A : X ! Y1 stetig ist. Die in diesemAbschnitt hergeleiteten Aussagen gelten auch nur, falls A diese Stetigkeitsbedingungerf�ullt.Zun�achst wollen wir zeigen, da� die Rekonstruktionskerne von An und ~An in einereineindeutigen Beziehung zueinander stehen.Lemma 2.2.7 Es sei e 2 D((A�n)y) \ D(( ~A�n)y) ein Molli�er. Ist ~�n ein Rekonstrukti-onskern zu ~An f�ur e, so ist Q�n~�n einer zu An f�ur e. Ist umgekehrt �n ein Rekonstruk-tionskern zu An f�ur e, so ist Qn(G>n )�1�n einer zu ~An f�ur e.Beweis: a.) Sei ~�n ein Rekonstruktionskern f�ur ~An, d.h. ~�n erf�ullt die Normalgleichung~An ~A�n~�n = ~Ane. Dazu �aquivalent ist die Gleichung~A�n~�n = Pne ;wobei Pn : X ! X die orthogonale Projektion auf N( ~An)? ist. Wegen der Injektivit�atvon Qn gilt N( ~An)? = N(An)?. Damit hat man aber schnell folgende GleichheitA�nQ�n~�n = ~A�n~�n = Pne :Folglich ist Q�n~�n eine Rekonstruktionskern f�ur An.b.) Sei umgekehrt �n ein Rekonstruktionskern f�ur An, der die Normalgleichung (2.15)erf�ullt. Eine einfache Rechnung zeigt, da� Q�nQn = G>n gilt. Daraus folgt~A�nQn(G>n )�1�n = A�nQ�nQn(G>n )�1�n = Pne ;womit das ganze Lemma bewiesen ist. 2Wir sind nun in der Lage, den Fehler Gn	n��Q�n~�n f�ur ein � 2 Y1 in der euklidischenNorm abzusch�atzen. Dabei ist ~�n ein Rekonstruktionskern f�ur ~An zu dem Molli�eren = ~A�n�. Wie wir in Lemma 2.2.7 gesehen haben, istQ�n~�n ein Rekonstruktionskern f�urAn, falls ~�n einer f�ur ~An ist. Man beachte, da� im Falle orthogonaler Basis-Funktionen'n;k die Matrix Gn ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, und in diesem Falle in derTat der Fehler 	n� � �n, �n = Q�n~�n, gemessen wird.Satz 2.2.8 Es sei en = ~A�n� f�ur ein � 2 Y1, ~�n 2 N( ~A�n)? sei ein zu en geh�orenderRekonstruktionskern f�ur ~An. Dann ist Q�n~�n ein zu en geh�orender Rekonstruktionskernf�ur An und es giltkGn	n� �Q�n~�nkCn � �n k�kY1 + infy2R( ~An) k� � ykY (2.19)f�ur n!1.



2.2. DER DISKRETE FALL 55Der Beweis ist in Rieder, Sch. [28] nachzulesen. Mit Hilfe weiterer Voraussetzungenan � oder An kann man sogar noch mehr zeigen.Korollar 2.2.9 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.2.8. Weiterhin sei enweder� 2 R(A) oder die An seien alle surjektiv. Dann giltkGn	n� �Q�n~�nkCn � �n k�kY1 (2.20)f�ur n!1.Beweis: Sei � 2 R(A), d.h. es existiert ein z 2 X mit � = Az. Wir erhalten (2.20) aus(2.19), der Approximationseigenschaft (2.18) und der folgenden Absch�atzung:infy2R( ~An) k� � ykY � kAz � �nAzkY � �n kAzkY1 :Sind andererseits alle An surjektiv, so gilt R( ~An) = Vn. In dieser Situation erhalten wirdie Behauptung aus (2.19) und der Ungleichung:infy2R( ~An) k� � ykY = infy2Vn k� � ykY � k� � �n�kY � �n k�kY1 : 2Korollar 2.2.9 zeigt, da� 	n� eine sinnvolle N�aherung an einen Rekonstruktionskern �nvon An ist f�ur den Molli�er en = ~A�n�. Seien m Molli�er ein durch ein = ~A�n�i gegeben,so motiviert Korollar 2.2.9 die De�nition einer Abbildung �n;m : Cn ! Cm analog zuSn;m : Cn ! Cm durch(�n;mg)i = hg;Gn	n�iiCn ; i = 1; : : : ; m :Der abschlie�ende Satz dieses Abschnittes sch�atzt den Fehler Sn;mAnf � �n;mAnf inder Maximumnorm ab und bildet die Zusammenfassung der vorangegangenen Unter-suchungen.Satz 2.2.10 Es gelten wiederum die Voraussetzungen von Satz 2.2.8. Weiterhin seien�in die zu den Molli�ern ein geh�orenden Rekonstruktionskerne f�ur den Operator An, f�uri = 1; : : : ; m, und ein = ~A�n�i mit �i 2 Y1. Sind die �i alle aus R(A) oder die OperatorenAn alle surjektiv, so giltkSn;mAnf � �n;mAnfk1 � �n max1�i�m k�ikY1 kfkXf�ur n!1.Beweis: Es sei ~�in 2 N( ~A�n)? ein zu ein geh�orender Rekonstruktionskern f�ur ~An. AusLemma 2.2.7 folgt, da� Q�n~�in ein Rekonstruktionskern f�ur An ist. Dieser unterscheidetsich im allgemeinen von �in. Es gilt jedoch A�n�in = A�nQ�n~�in. Daraus folgt(Sn;mAnf)i = hf; A�n�iniX = hf; A�nQ�n~�iniX = hAnf;Q�n~�iniCn ;



56 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENwas j(Sn;mAnf)i � (�n;mAnf)ij = jhAnf;Q�n~�in �Gn	n�iiCn j� kAnkX!Cn kfkX kQ�n~�in �Gn	n�ikCnergibt. Mit Hilfe von (2.16) und (2.17) erhalten wir die Normabsch�atzungkAnkX!Cn � k�nAkX!Y � kAkX!Y1 :Diese impliziert zusammen mit Korollar 2.2.9 die Behauptung des Satzes. 2Bemerkung: Satz 2.2.10 zeigt, da� f�ur speziell gew�ahlte Molli�er ein die Abbildung�n;m auf R(An) ein guter Ersatz f�ur die approximative Inverse Sn;m ist. Die Molli�erein sind durch ein = ~A�n�i jedoch sehr speziell gew�ahlt. Aufgrund der Approximations-eigenschaft (2.18) gilt k ~An � Ak ! 0 f�ur n ! 1, und folglich konvergiert en = ~A�n�gegen e = A��. Es ist daher gerechtfertigt, den Kern � in Satz 2.2.10 durch einenRekonstruktionskern zu A f�ur einen beliebig gew�ahlten Molli�er e zu ersetzen. Es kannf�ur diese Situation eine Konvergenz wie in Satz 2.2.10 gezeigt werden, allerdings ineiner schw�acheren Norm. Wir gehen an dieser Stelle nicht weiter darauf ein, sondernverweisen diesbez�uglich auf Rieder, Sch. [28].2.2.2.2 Der allgemeine Fall e 2 XWir setzen voraus, da� A ein linearer, injektiver Operator ist, der stetig ist, sowohlals Abbildung zwischen X und Y , als auch zwischen den R�aumen X1 und Y1. DieKonvergenzaussagen dieses Abschnittes sind nicht so stark wie die des vorhergehen-den. Daf�ur tre�en sie auf Operatoren wie die Doppler{ und die Radon{Transformationzu, und sind daher f�ur Anwendungen der approximativen Inversen in der Vektor{ undComputer{Tomographie von Bedeutung.Im allgemeinen gilt e =2 R(A�), was wir im vorangegangenen Abschnitt stets vorausge-setzt haben. Da A injektiv ist, ist R(A�) dicht in X. Sind ei 2 X, i = 1; : : : ; mMolli�er,so �nden wir zu beliebig vorgegebenen Zahlen "i > 0 Elemente �i 2 Y1 mitkei � A��ikX � "i ; i = 1; : : : ; m : (2.21)Da mit den ei kein Rekonstruktionskern �i assoziiert werden kann (ei =2 D((A�)y)), wirdman folgende Vorgehensweise w�ahlen: Zu vorgegebenen Genauigkeiten "i > 0 w�ahleman zu ei jeweils dasjenige �i 2 Y1, das die Gleichung (2.21) erf�ullt, und nehme 	n�ials Rekonstruktionskern f�ur An. Im folgenden Satz formulieren wir eine Art schwacheKonvergenz der entsprechenden approximativen Inversen gegen die Momente hf; eiiXder exakten L�osung. Wir bezeichnen mit E : X ! Cm die Abbildung, die de�niert istdurch (Ef)i = hf; eiiX ; i = 1; : : : ; m :E ordnet also einem Element f 2 X dessen Momente bez�uglich des Molli�ers ei zu.



2.2. DER DISKRETE FALL 57Satz 2.2.11 Es seien ei 2 X Molli�er und �i 2 Y1 Rekonstruktionskerne, welche dieAbsch�atzung (2.21) erf�ullen, i = 1; : : : ; m. Ist f 2 X1, so giltk�n;mAnf � Efk1 � (�n max1�i�m k�ikY1 + max1�i�m "i) kfkX1 ; f�ur n!1 :Beweis: Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Absch�atzung (2.21) hat manj(�n;mAnf)i � hf; eiiX j � jh	nAf;Gn	n�iiCn � hf; A��iiX j+ kfkX "i= jh�nAf;�n�iiY � hAf; �iiX j+ kfkX "i :Die Behauptung des Satzes ergibt sich aus der folgenden Ungleichungskette, wobeig = Af ist:jh�ng;�n�iiY � hg; �iiY j � k�ng � gkY k�n�ikY + k�n�i � �ikY kgkY� �n kgkY1 k�ikY1 � �n kfkX1 k�ikY1Es wurden wieder die gleichm�a�ige Beschr�anktheit (2.17) und die Approximationsei-genschaft (2.18) ausgenutzt. 2Es sei darauf hingewiesen, da� im Gegensatz zu Satz 2.2.10 die f�ur die De�nition von�n;m wichtigen Elemente �i keine Beziehung der Form ei = ~A�n�i erf�ullen m�ussen, son-dern lediglich die Absch�atzung (2.21) erf�ullen sollen f�ur beliebige Molli�er ei.Abschlie�end wollen wir noch angeben, wie man ein �i, das der Absch�atzung (2.21)gen�ugt, bei kompakten Operatoren mit Hilfe der Singul�arwertzerlegung ermitteln kann.Sei hierzu A : X ! Y kompakt und fvk; uk; �k j k 2 IN0g das zugeh�orige singul�are Sy-stem. F�ur den Fall, da� e 2 D((A�)y) ist, haben wir durch Gleichung (2.5) einen Rekon-struktionskern � berechnet. Indem wir die dort angegebene Reihe nach endlich vielenSchritten abschneiden, erhalten wir f�ur den Fall, da� die uk 2 Y1 sind, ein Element ausY1. Wir de�nieren �M := M�1Xk=0 ��1k he; vkiX uk 2 Y1 : (2.22)Man sieht sofort, da� wegen der Dichtheit von R(A�) in X giltke� A��MkX = 1Xk=M jhe; vkiX j2 ! 0 f�ur M !1 :Zu vorgegebenem " > 0 k�onnen wir demnach M so w�ahlen, da�ke� A��MkX < "ist. Wenn wir Glattheitsbedingungen an e stellen, k�onnen wir sogar Konvergenzge-schwindigkeiten f�ur ke� A��MkX angeben.



58 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENLemma 2.2.12 Unter der Annahme, da� e 2 R((A�A)�) = D((A�A)��) f�ur � � 0ist, gilt limM!1���M ke� A��MkX = 0 :Genauer ist sogar folgende Absch�atzung g�ultigke� A��MkX < ��M qkekX k(A�A)��ekX :Beweis: Beide Aussagen des Lemmas folgen unmittelbar aus der Ungleichungke� A��Mk2X = 1Xk=M ��2�k jhe; vkiX j �2�k jhe; vkiX j�  1Xk=M ��4�k jhe; vkiX j2!1=2 �2�M  1Xk=M jhe; vkiX j2!1=2 : 2Wie in Satz 2.2.11 gesehen ist f�ur eine Fehlerabsch�atzung nicht nur der Fehler ke �A��MkX ausschlaggebend, sondern auch das Wachstumsverhalten von k�MkY1 .Lemma 2.2.13 Sei wiederum e 2 R((A�A)�) = D((A�A)��) f�ur � � 0. Weiterhinsoll ein � � 0 existieren, so da� kukkY1 � ���k f�ur alle k 2 IN0 ist. Dann hat mank�MkY1 � k(A�A)��ekX  M�1Xk=0 �4��2(1+�)k !1=2 :Beweis: Die Behauptung resultiert aus einer einfachen Rechnung:k�MkY1 � M�1Xk=0 ��2�k jhe; vkiX j �2��(1+�)k�  M�1Xk=0 ��4�k jhe; vkiX j2!1=2  M�1Xk=0 �4��2(1+�)k !1=2 : 2Mit Hilfe der beiden vorangegangenen Lemmata ist es m�oglich die Konvergenzaussageaus Satz 2.2.11 zu verst�arken.Bezeichnung: Es sei a � b genau dann, wenn a � b � a ist.Satz 2.2.14 Sei A : X ! Y ein kompakter Operator mit singul�arem System fvk; uk; �kj k 2 IN0g. Weiterhin nehmen wir an, da� �k � (k + 1)�� f�ur ein � > 0 gilt, wennk !1 konvergiert, und da� kukkY1 � ���k f�ur ein � > 0 gilt. Schlie�lich seien noch mMolli�er ei 2 D((A�A)��), i = 1; : : : ; m gegeben, und die zugeh�origen �iMi durch (2.22)de�niert. Ist � > (1+ �)=2+ 1=(4�) und Mi =Mi(n) � ��1=(��)n f�ur n!1, dann giltf�ur f 2 X1k�n;mAnf � Efk1 � �n kfkX1 max1�i�m k(A�A)��eikX f�ur n!1 :



2.2. DER DISKRETE FALL 59Beweis: Der Beweis ist unter Ber�ucksichtigung der Voraussetzungen eine Folgerungvon Satz 2.2.11, den Lemmata 2.2.12 und 2.2.13 und der Tatsache, da�keikX � k(A�A)��eikXist. 2Bemerkung: Der vorangegangene Satz weist auf, da� unter ganz bestimmten Voraus-setzungen sowohl an die Molli�er, als auch an den zugrunde liegenden Operator, eineschwache Konvergenz des Ersatzkernes 	n�Mi f�ur n!1 gegen die Momente hei; fiXbesteht. Mit Hilfe des Picard{Kriteriums sieht man, da� die Glattheitsbedingunge 2 R((A�A)�) = D((A�A)��) �ubergeht in e 2 R(A�) f�ur � � 1=2. Damit wir die Kon-vergenz in Satz 2.2.14 haben, mu� nach Voraussetzung � > (1 + �)=2 + 1=(4�) � 1=2sein, was bedeutet, da� wieder der Spezialfall ei 2 R(A�) vorausgesetzt werden mu�.Abschlie�end wollen wir noch untersuchen, wie sich die Konvergenz k�n;mAnf � Efkverh�alt, wenn statt der exakten Daten gn = Anf nur gest�orte Daten g�n zur Verf�ugungstehen. Dabei wollen wir annehmen, da� die St�orung in unserem Observationsoperator	n steckt. Es sei also eine Nullfolge f�ngn2IN � IR+0 gegeben mitk	�n � 	nkY1!Cn � �n : (2.23)	�n sei dabei der gest�orte Observationsoperator. Eine solche St�orung kann unter ande-rem durch Me�fehler entstehen. Wir k�onnen angeben, wie sich eine solche St�orung auf�n;m	�nAf auswirkt.Satz 2.2.15 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.2.11, ferner sei 	�n wie in Glei-chung (2.23) gegeben. Dann giltk�n;m	�nAf � Efk1 � ((�n + �n) max1�i�m k�ikY1 + max1�i�m "i) kfkX1� (�n max1�i�m k�ikY1 + max1�i�m "i) kfkX1f�ur n!1, und f 2 X1. Dabei ist �n = maxf�n; �ng.Beweis: Mit Hilfe der Dreiecksungleichung hat manjh	�nAf;Gn	n�iiCn � hf; eiiX j � jh(	�n � 	n)Af;Gn	n�iiCn j+jhAnf;Gn	n�iiCn � hf; eiiX j :F�ur den ersten Summanden giltjh(	�n �	n)Af;Gn	n�iiCnj � �n kAfkY1 kGn	n�ikCn = �n kAfkY1 kQ�n�n�ikCn� �n kAfkY1 kQ�nkY!Cn k�n�ikY � �n kfkX1 k�ikY1 :Dabei haben wir wiederum die Absch�atzungen (2.16) und (2.17) ausgenutzt. Den zwei-ten Summanden behandelt man wie im Beweis zu Satz 2.2.11. Durch �Ubergang zum



60 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSENMaximum ergibt sich die Behauptung. 2Die Absch�atzung in obigem Satz weist auf, da� wir drei Gr�o�en kontrollieren m�ussen,um den Fehler unseres Verfahrens gering zu halten. Zum einen ist dies der Approxima-tionsfehler max "i, der angibt, wie exakt wir die Molli�er ei in R(A�) n�ahern k�onnen.Dieser Fehler ist jedoch unproblematisch, da wir, vorausgesetzt �iMi ist durch (2.22)de�niert, ihn beliebig klein machen k�onnen, indem wir Mi hinreichend gro� w�ahlen.Ferner gilt f�ur hinreichend glatte ei sowieso ei 2 R(A�), womit die "i verschwinden.Zum anderen ist der Parameter M auch nicht zu gro� zu w�ahlen, da k�MkY1 im all-gemeinen mit wachsendem M anw�achst. Desweiteren spielt die Folge �n bei der Feh-lerabsch�atzung eine Rolle. Diese Folge h�angt von dem Riesz-System f'n;kg ab undderen Approximationsg�ute f�ur Elemente aus Y1, siehe (2.18). Der dritte Fehlerterm istschlie�lich derjenige, der durch den Datenfehler kg� � gk verursacht wird.



Kapitel 3Die Anwendung derapproximativen Inversen auf dieDoppler{TransformationEs ist uns im ersten Kapitel gelungen, die Vektortomographie als inverses Problem(D;H;K) zu beschreiben. Im darau�olgenden Kapitel haben wir eine Methode ent-wickelt, um Probleme von genau dieser Form numerisch zu l�osen. Folglich wollen wirdieses Verfahren in diesem Kapitel auf die Doppler{Transformation anwenden, undzwar auf die f�ur praktische Zwecke wichtige diskrete Form. Dabei hat sich folgendeVorgehensweise als g�unstig erwiesen: Wir berechnen einen Rekonstruktionskern f�urdie kontinuierliche Doppler{Transformation, und wenden anschlie�end die Funktio-nale, die die diskrete Doppler{Transformation de�nieren, auf diesen an. Nach der inKapitel 2 entwickelten Theorie ist bei diesem Vorgehen die Gl�attungseigenschaft derDoppler{Transformation (1.19) von Bedeutung. Da bei der Darstellung der Doppler{Transformation die zweidimensionale Radon{Transformation involviert ist (siehe z.B.(1.18)), wird in einem ersten Abschnitt ein Rekonstruktionskern f�ur diese Transforma-tion bestimmt. Anschlie�end f�uhren wir vor, wie man einen Rekonstruktionskern f�ur dieDoppler{Transformation erh�alt mit Hilfe der Betrachtungen aus Kapitel 2, allerdingswird uns das nur f�ur einen ganz speziellen Molli�er gelingen.3.1 Berechnung von Rekonstruktionskernen f�ur dieRadon{TransformationEs sei wieder R : L2(
)! L2(Z) die zweidimensionale Radon{Transformation. In Ka-pitel 2 wurde aufgezeigt, wie ein Rekonstruktionskern f�ur die Radon{Transformationmit Hilfe der Singul�arwertzerlegung angegeben werden kann. Die Singul�arwertzerle-gung der Radon{Transformation als Abbildung zwischen gewichteten L2-R�aumen wur-de von Louis [18] bestimmt, und zwar allgemein f�ur den n-dimensionalen Fall. 199561



62 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONverwendeten Louis, Sch. [23] das singul�are System, um einen Kern f�ur die diskreteRadon{Transformation zu bestimmen, Dietz [9] berechnete einen f�ur den kontinuier-lichen Fall.Zun�achst geben wir die Singul�arwertzerlegung der 2D{Radon{Transformation an. EinBeweis ist unter anderem in Louis [19] zu �nden.Lemma 3.1.1 Es sei R : L2(
2)!L2(Z;w�1) die 2D{Radon{Transformation, w(s)=p1� s2. Das singul�are Systemf(v�k; u�k; ��k) : � � 0 ; �� � k � � ; k + � geradegist gegeben durchv�k(x) = s�+ 1� jxjjkj P (0;jkj)(��jkj)=2(2jxj2 � 1)Yk(x=jxj) ;u�k(!; s) = ��1 w(s)U�(s)Yk(!) ;��k = �� = 2s ��+ 1 ;wobei U� die Tschebysche�-Polynome 2. Art, Yk(!(')) = e{k' die zweidimensionalenKugel
�achenfunktionen und P �;�n die Jacobi-Polynome darstellen.Bezeichnung: Es sei �Xk=��0a�k := �Xk=��k+� gerade a�k :Da es sich bei der Radon{Transformation um einen injektiven Operator handelt, be�n-den wir uns somit genau in der in Kapitel 2 betrachteten Situation. Zu einem gegebenenMolli�er ~e 2 D((R�)y) = R(R�) erhalten wir einen Rekonstruktionskern durch Einset-zen in Gleichung (2.5). (Der Regularisierungsparameter 
 wird der �Ubersicht halberweggelassen, da er in diesem Abschnitt nicht von Interesse ist.)�(!; s) = 1X�=0 ��1� �Xk=��0h~e; v�kiL2(
2) u�k(!; s)= 14�2 w(s) 1X�=0(�+ 1) �Xk=��0hR~e; u�kiL2(
2) U�(s)Yk(!) :Im Falle, da� ~e =2 R(R�) ist, bestimmen wir einen Kern numerisch mit Hilfe der Glei-chung (2.22):�M(!; s) = MX�=0 ��1� �Xk=��0h~e; v�kiL2(
2) u�k(!; s)= 14�2 w(s) MX�=0(�+ 1) �Xk=��0hR~e; u�kiL2(
2) U�(s)Yk(!) ;



3.1. BERECHNUNG VON REKONSTRUKTIONSKERNEN 63wobei M > 0 so bestimmt ist, da�kR��M � ~ekL2(
2) < "f�ur ein vorgegebenes " > 0 ist. Man beachte, da� mit Lemma 2.2.12R��M �! ~e f�ur M !1folgt. In der Computer{Tomographie ist es zweckm�a�ig, rotationssymmetrische Molli-�er zu verwenden, also Molli�er ~e mit ~e(x) = �e(kxk). Die Radontransformierte von ~eh�angt dann nicht mehr von der Richtung ! ab, und der Rekonstruktionskern �M ergibtsich durch eine leichte Rechnung zu�M(!; s) = 14�3 w(s) MX�=0(�+ 1) �Xk=��0 Z 1�1R~e(t)U�(t) dt ZS1 Yk(#) d#U�(s)Yk(!)= 12�2 w(s) bM2 cX�=0(2�+ 1) Z 1�1R~e(t)U2�(t) dt U2�(s)= �M(s) ;wegen ZS1 Yk(#) d# = 2� �k;0 :F�ur ~e 2 R(R�) gilt dieselbe Darstellung mit M =1.Beispiel: Nehmen wir �e
(t) = (2�)�1 
�2 exp(�t2=(2
2)), so gilt (~e
(x) = �e
(kxk))R~e
(t) = (2�)�1=2 
�1 exp(�t2=(2
2)) ;und es ergibt sich f�ur �M�M(s) = (2�)�3=2 ��1 
�1w(s) bM2 cX�=0(2�+ 1) c
� U2�(s)mit c
� = R 1�1 exp(�� 2=(2
2))U2�(�) dt.Der Kern �M ist in Abbildung 3.1.1. graphisch dargestellt mit M=267, 
=0.01. Es istauch m�oglich, den zu ~e
 geh�orenden Rekonstruktionskern in einer geschlossenen Formanzugeben, indem man die Inversionsformel f�ur die Radon{Transformation ausnutzt,siehe Rieder, Sch. [28].In den vorhergehenden Kapiteln haben wir stets die Radon{Transformation als Ab-bildung zwischen den ungewichteten R�aumen L2(
2) und L2(Z) betrachtet. F�ur dieseAbbildung ist jedoch keine Singul�arwertzerlegung bekannt. Wir sind aber dennoch inder Lage einen Rekonstruktionskern zu bestimmen, indem wir die obige Darstellungf�ur �M und Lemma 2.1.7 ausnutzen. Als Bezeichnung f�uhren wir noch den Multiplika-tionsoperatorMh ein, der de�niert ist durchMh g(!; s) = h(!; s) g(!; s)f�ur g 2 L2(Z;w�1).



64 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATION
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Abbildung 3.1.1. Der Kern �M f�ur M=267, 
=0.01Lemma 3.1.2 Ist � ein Rekonstruktionskern von R als Abbildung zwischen L2(
2)und L2(Z;w�1), so ist � =Mw�1�ein Rekonstruktionskern f�ur R als Abbildung von L2(
2) nach L2(Z).Beweis: Es bezeichne fR die Abbildung die Radon{Transformation mit Bild in L2(Z;w�1), und | : L2(Z;w�1) ,! L2(Z) die nat�urliche, stetige Inklusionsabbildung. Dannist R = |fR ;und wir k�onnen Lemma 2.1.7 mit A = fR, B = R und U = | anwenden. Die folgendeGleichheit zeigt, da� |� =Mw ist.h|g; hiL2(Z) = ZS1 1Z�1 g(!; s) h(!; s) ds d!= ZS1 1Z�1 g(!; s) h(!; s)w(s)w�1(s) ds d!= hg;Mw hiL2(Z;w�1) :O�ensichtlich ist (|�)�1 =Mw�1. Mit Lemma 2.1.7 ergibt sich somit die Behauptung.2



3.1. BERECHNUNG VON REKONSTRUKTIONSKERNEN 65Wenden wir das Lemma 3.1.2 auf unseren Kern � an, so ergibt sich�(s) =Mw�1�(s) = 12�2 1X�=0(2�+ 1) Z 1�1R~e(t)U2�(t) dt U2�(s)als Rekonstruktionskern von R : L2(
2) ! L2(Z). Es ist naheliegend, im Falle da�~e =2 R(R�) ist, als Kern �M =Mw�1�Mzu nehmen.Mit Hilfe des Lemmas 2.1.7 lassen sich Rekonstruktionskerne �nden f�ur alle Abbildun-gen, die stetig mit der zweidimensionalen Radon{Transformation zusammenh�angen,ein Umstand, den wir im Zusammenhang mit der Doppler{Transformation noch aus-nutzen werden.Wie in Kapitel 2 betrachtet, hat man im allgemeinen nicht nur einen Molli�er ~e, son-dern vielmehr f�ur jedes x 2 
2 einen moll�er e(x; �) 2 L2(
2). Folglich h�angt auch derRekonstruktionskern von x ab, und man m�u�te deshalb f�ur jedes x einen eigenen Kern�M(x) berechnen. Diese Schwierigkeit kann man jedoch umgehen, indem man sich eineTranslationsinvarianz der Radon{Transformation zunutze macht.Wir de�nieren zwei Translationsoperatoren T x1 , und T x2 in der folgenden WeiseT x1 f(y) = 14 f �y � x2 � ;T x2 g(!; s) = 14 g  !; s� x>!2 ! ;f�ur f 2 L2(
2), g 2 L2(Z). Die Dilatation mit dem Faktor 2 wurde vorgenommen,um zu gew�ahrleisten, da� g(!; (s� x>!)=2) f�ur alle x 2 
2 de�niert ist. Eine einfacheRechnung beweist R�T x2 g(y) = 14 ZS1 g !; y>! � x>!2 ! d!= 14 ZS1 g !; (y � x)>!2 ! d!= T x1R�g(y)mit g 2 L2(Z). Setzt man e(x; y) = T x1 ~e(y), so motiviert diese Translationsinvarianzund Lemma 2.1.6 f�ur x 2 
2 die De�nition��M(x) = T x2 �M(0) = T x2 �M :Denn mit der Translationsinvarianz R�T x2 = T x1R� giltR�T x2 ��M = T x1R��M �! T x1 ~e = e(x; �) f�ur M !1 :



66 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONMan ben�otigt lediglich den Kern �M , um alle anderen Kerne ��M(x) zu berechnen. Diesmacht das Verfahren der approximative Inverse sehr e�zient. Um dann f�ur prakti-sche Anwendungen einen Rekonstruktionskern f�ur die diskrete Radon{Transformationzu erhalten, gehen wir wie in Kapitel 2 erl�autert vor und werten f�ur endlich vielexi 2 
2 die Kerne T xi2 �M an den Punkten (!j; sl) aus. Nimmt man als Riesz-Systemst�uckweise konstante Splines, so bekommt man als Rekonstruktionsalgorithmus geradedie ge�lterte R�uckprojektion. Die Details dieses Vorgehens sind in Rieder, Sch. [28]nachzulesen, an dieser Stelle soll darauf nicht weiter eingegangen werden. Wir wendenuns nunmehr der Doppler{Transformation zu.3.2 Ein e�zientes Verfahren f�ur die Vektor{Tomo{graphieDas in Kapitel 2 abstrakt beschriebene Verfahren wird auf das Problem der Vektor{Tomographie (D;H;K) angewandt. Wir formulieren dazu die Methode der approxima-tiven Inversen zun�achst um, so da� sie zur Rekonstruktion von Vektorfeldern geeignetist. Anschlie�end berechnen wir die daf�ur notwendigen Rekonstruktionskerne f�ur dieOperatoren Dj, wobei uns dies jedoch nur f�ur einen ganz bestimmten Molli�er ge-lingen wird. Um das Verfahren f�ur praktische Anwendungen zug�anglich zu machen,�ubertragen wir unsere Ergebnisse analog zu Abschnitt 2.2 auf die diskrete Doppler{Transformation.3.2.1 Rekonstruktion von Vektorfeldern mit der approxima-tiven InversenWir stehen zun�achst vor dem Problem, da� wir die approximative Inverse bisher stetsf�ur die Rekonstruktion von skalaren Gr�o�en formuliert haben, in der De�nition vonS
 tauchen nur Skalarprodukte auf. Wir formulieren daher eine Variante, die f�ur dieBehandlung von Vektorfeldern geeignet ist, und zwar speziell f�ur unser Problem derVektor{Tomographie. Ein erster, naiver Ansatz k�onnte darin bestehen, das Problemaufzuspalten in drei Abbildungen von L2(K31) mit Bildbereich in L2(S1 � [�1; 1]2).Man st�o�t dabei jedoch auf die Schwierigkeit, da� in der De�nition der OperatorenDj nicht nur eine Komponente von f , sondern jeweils 2 Komponenten auftauchen. DieDoppler{TransformationD l�a�t sich nicht entkoppeln. Wir w�ahlen daher einen anderenAnsatz, indem wir die Skalarprodukte aufH und K ersetzen durch zwei Bilinearformen.De�nition 3.2.1 Die beiden Bilinearformen A und B sind gegeben durchA : H�H ! IR3 ; A(f ; g) = 0B@ hf1; g1iL2(K31 )hf2; g2iL2(K31 )hf3; g3iL2(K31 ) 1CA ;



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 67B : K � K ! IR3 ; B(f ; g) = 0B@ hf1; g1iL2(S1�[�1;1]2)hf2; g2iL2(S1�[�1;1]2)hf3; g3iL2(S1�[�1;1]2) 1CA :Weiter seien e
 2 L2(IR3� IR3), e
 = 0 in (IR3 � IR3)n(
3 �
3) ein Molli�er im Sinneder De�nition von Abschnitt 2.1 undE
(x) = (e
(x; �); e
(x; �); e
(x; �))> 2 H :Die Idee ist, nicht mehr hf ; E
(x)iH zu rekonstruieren, sondernf
(x) = A(f ; E
(x)) :Dabei mu� man beachten, da� A und B keine Skalarprodukte mehr sind und wir dahernicht mehr so vorgehen k�onnen wie wir das in Kapitel 2 gemacht haben, da D bez�uglichder Bilinearformen A und B keinen dualen Operator mehr hat. Wir m�ussen vielmehrdie Methode der approximativen Inversen modi�zieren, damit sie auf unser Problemanwendbar ist. Dabei wird sich zeigen, da� es von gro�em Vorteil ist, da� der OperatorD in die drei Komponenten D1, D2 und D3 aufgespalten werden kann. Wir de�nieren�
(x) 2 K f�ur x 2 K31 als L�osung vonD�j�j
(x) = e
(x; �) � ej =: Ej
(x) : (3.1)Nehmen wir an, Gleichung (3.1) habe eine L�osung, dann verdeutlicht die folgendeGleichungskette den Sinn dieser Festlegung:f
(x) = A(f ; E
(x)) = 0B@ hf1; e
(x; �)ihf2; e
(x; �)ihf3; e
(x; �)i 1CA = 0BB@ hf ; E1
(x)ihf ; E2
(x)ihf ; E3
(x)i 1CCA= 0BB@ hf ;D�1�1
(x)ihf ;D�2�2
(x)ihf ;D�3�3
(x)i 1CCA = 0BB@ hD1f ;�1
(x)ihD2f ;�2
(x)ihD3f ;�3
(x)i 1CCA= 0B@ hg1;�1
(x)ihg2;�2
(x)ihg3;�3
(x)i 1CA = B(g;�
(x)) =: S
g(x) :Der �Ubersicht halber wurden die Indizes bei den Skalarprodukten weggelassen.Im allgemeinen wird jedoch Gleichung (3.1) keine L�osung haben, wir de�nieren dem-nach wieder �
(x) analog zu Kapitel 2 als L�osung der NormalgleichungDjD�j�j
(x) = DjEj
(x) ; (3.2)vorausgesetzt, da� Ej
(x) 2 D((D�j )y) = R(D�j ) � N(Dj) ist f�ur jedes x 2 K31 . Es liegtnahe, die approximative Inverse f�ur die Vektor{Tomographie in folgender Weise zude�nieren.



68 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONDe�nition 3.2.2 Wir bezeichnen die Abbildung S
 : K ! L2(K31 ; IR3), die gegeben istdurch S
g(x) = B(g;�
(x)) ;wobei �
(x) eine L�osung der Normalgleichung (3.2) f�ur einen Molli�er Ej
(x)=e
(x; �)�ej 2D((D�j )y) darstellt, als approximative Inverse f�ur die Vektor{Tomographie. �
(x)=(�1
(x);�2
(x);�3
(x)) hei�t Rekonstruktionskern f�ur die Doppler{Transformation.Die Schwierigkeit besteht darin, eine L�osung der Normalgleichung (3.2) zu �nden.War dies bei der Radon{Transformation mit Hilfe der Singul�arwertzerlegung kein Pro-blem, so hilft uns dieser Zugang hier nicht, da das singul�are System der Doppler{Transformation nicht bekannt ist. In Satz 1.4.8 wurde eine Beziehung zwischen Doppler-Transformation und Radon{Transformation angegeben, die uns aus diesem Dilemmahelfen wird. Ist �j
(x) eine L�osung von (3.2), so auch von@@sDjD�j�j
(x) = @@sDjEj
(x) : (3.3)Wir nehmen an, da� beide Seiten der Normalgleichung (3.2) di�erenzierbar bez�uglichs sind. Die Gl�attungseigenschaften des Operators Dj belegen, da� dies f�ur hinreichendglattes Ej
(x) stets der Fall ist. Das nachfolgende Lemma charakterisiert die L�osungender Gleichung (3.3).Satz 3.2.3 Es sei �j
(x) 2 H10 (�1; 1)
̂L2(S1 � [�1; 1]) eine L�osung von Gleichung(3.3). Dann erf�ullt deren Ableitung die Gleichung(RR� 
 I) @@s�j
(x)! = @@sDjEj
(x) : (3.4)Beweis: Wir f�uhren zun�achst eine Hilfsgr�o�e ein. Es sei ��
(x) 2 H2(�1; 1)
̂L2(S1 �[�1; 1]) gegeben durch �j
(x) = � @@s ��j
(x) :(So ein ��j
(x) existiert immer, z.B. R 0s �j
(x) dt.) Mit Hilfe der in Satz 1.4.8 bewiese-nen Identit�at (R 
 I)dj = @@sDj, Lemma 1.4.7 und den Rechenregeln f�ur die Radon{Transformation 1.4.3 erh�alt man die Behauptung aus der folgenden Gleichungskette:@@sDjD�j�j
(x) = @@sDjD�j  � @@s! ��j
(x)= @@sDj  @@sDj!� ��j
(x)= (R
 I) djd�j (R� 
 I)��j
(x)= (R
 I)(��
 I)(R� 
 I)��j
(x)



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 69= (R
 I)(R� 
 I) � @2@s2! ��j
(x)= (RR� 
 I) @@s�j
(x) :Man beachte hierbei, da� @@s : H10 (�1; 1) � L2(�1; 1)! L2(�1; 1) ein unbeschr�ankterOperator ist, f�ur dessen Adjungierte gilt: D(( @@s)�) = H1(�1; 1) und @@s!� = � @@s : H1(�1; 1) � L2(�1; 1)! L2(�1; 1) :Wegen ��j
 2 H2(�1; 1)
̂L2(S1 � [�1; 1]) nach Voraussetzung, sind alle auftretendenOperatoren wohlde�niert. 2Korollar 3.2.4 @@s�j
(x) ist L�osung der Gleichung(R� 
 I) @@s�j
(x)! = djEj
(x) : (3.5)Beweis: Unter Beachtung der Injektivit�at von R 
 I und der Tatsache, da� @@sDj =(R
 I)dj ist, folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.2.3. 2Bemerkung: Das vorangegangene Lemma charakterisiert die Ableitung der Kerne�
(x) bez�uglich der Variablen s. Die Glattheitsbedingung, die in Satz 3.2.3 an �j
(x)gestellt wird, ist eigentlich eine Glattheitsbedingung f�ur Ej
(x). Wir werden sp�aterForderungen an den Molli�er Ej
(x) stellen, so da� diese Bedingungen stets erf�ulltsind.Im vorhergehenden Abschnitt �uber die Radon{Transformation haben wir gesehen, da�wir Dank der Translationsinvarianzen des Operators R, den Rekonstruktionskern nurf�ur x = 0 berechnen mu�ten. Diese Invarianzen sind auf die Gleichung (3.5) direkt�ubertragbar.De�nition 3.2.5 Die Operatoren Tx1 2 L(L2(K31 ; IR3)) und Tx2;j2 L(L2(S1�[�1; 1]2))seien de�niert durcha) Tx1 f(y) = 18 f �y � x2 � ;b) Tx2;j = T ��j x2 
 T ��j x3 ;wobei T y2 wie in Abschnitt 3.1 de�niert undT a3 f(t) = 12f �t� a2 �ist f�ur f 2 L2([�1; 1]).



70 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONMit diesen Bezeichnungen erhalten wir ein zur Radon{Transformation analoges Resul-tat.Satz 3.2.6 Ist Ej
(x) 2 D((D�j )y) und gilt Ej
(x) = Tx1Ej
(0), so hat man die Gleichheit�j
(x) = T x2;j�j
(0) :Bezeichnung: Der K�urze wegen sei von nun an stets V j
 := V j
 (0) und Ej
 := Ej
(0).Beweis des Satzes: Man rechnet mit der Darstellung von Satz 1.4.8 die InvarianzTx1D�j = D�jTx2;jnach. Die Behauptung ergibt sich dann aus Lemma 2.1.6. 2Ist djEj
(x) 2 L2(
2 � [�1; 1])nR(R� 
 I), so existiert eine Folge @@s�j;M
 (x), mitlimM!1 k(R� 
 I) @@s�j;M
 (x)� djEj
(x)kL2(
2�[�1;1]) = 0 :Dies folgt aus der Dichtheit von R(R�
I) in L2(
2�[�1; 1]). SeiM0 2 IN so bestimmt,da� k(R� 
 I) @@s�j;M0
 (x)� djEj
(x)kL2(
2�[�1;1]) < "j (3.6)ist f�ur vorgegebene Zahlen "j > 0. Wegen(R� 
 I) @@sTx2;j�j;M
 = 12 (T ��jx1 
 T ��j x3 )(R� 
 I) @@s�j;M
�! 12 (T ��jx1 
 T ��j x3 ) djEj
 = djEj
(x)f�ur M !1 ist Tx2;j�j;M0
 eine sinnvolle Festlegung f�ur einen Rekonstruktionskern.Wir werden also die Gleichung (3.5), die �aquivalent ist zu Gleichung (3.4), nur f�urx = 0 l�osen.3.2.2 Berechnung des Rekonstruktionskernes �j;M
Wir wollen uns in diesem Abschnitt der L�osung der Gleichung (3.5) zuwenden. Diesschlie�t zun�achst ein paar allgemeinere Betrachtungen ein.Es seien X, X1, Y1 separable Hilbertr�aume und A : X1 ! Y1 ein kompakter, injektiverOperator mit Singul�arwertzerlegung fvk; uk; �kgk2IN0. Weiter sei auf X eine Orthonor-malbasis fz`g`2IN0 gegeben. Dann ist fvk
z`gk;`2IN0 ein vollst�andiges Orthogonalsystemvon N(A)?
̂X = R(A� 
 I) = X1
̂X und fuk 
 z`gk;`2IN0 ein vollst�andiges Orthogo-nalsystem von R(A)
̂X = R(A
 I), siehe Weidmann [37]. Man beachte hierbei, da�R(A
B) = R(A)
̂R(B) ist. Es gelten die Gleichungen(A
 I)(vk 
 z`) = �k uk 
 z` ; (A� 
 I)(uk 
 z`) = �k vk 
 z` :



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 71Bemerkung: Die Menge fvk 
 z`; uk 
 z`; �kgk;`2IN0 ist im allgemeinen keine Sin-gul�arwertzerlegung von A 
 I, sondern nur dann, wenn dimX < 1 ist. Ansonstenbesitzen alle Werte �k unendliche Vielfachheit. Der Operator A 
 I ist auch nur indiesem Fall ein kompakter Operator.Lemma 3.2.7 Ist f 2 R(A� 
 I) � X1
̂X, so besitzt die Gleichung(A� 
 I)g = fdie L�osung gy = Xk2IN0 X`2IN0 ��1k hf; vk 
 z`iX1
̂X uk 
 z`= Xk2IN0 X`2IN0 ��2k h(A
 I)f; uk 
 z`iX1
̂X uk 
 z` :Beweis: Es ist(A� 
 I)gy = Xk2IN0 X`2IN0 ��1k hf; vk 
 z`iX1
̂X (A� 
 I)uk 
 z`= Xk2IN0 X`2IN0 hf; vk 
 z`iX1
̂X vk 
 z`= f : 2Ist allgemein f 2 X1
̂X, so k�onnen wir wegen der Dichtheit von R(A� 
 I) in X1
̂Xzu vorgegebenem " > 0 ein g bestimmen mitk(A� 
 I)g � fkX1
̂X < " :Ein solches g �ndet man, indem mangM = MXk=0 X`2IN0 ��1k hf; vk 
 z`iX1
̂X uk 
 z`de�niert und M > 0 so gro� w�ahlt, da�k(A� 
 I)gM � fkX1
̂X = MXk=0 X`2IN0 jhf; vk 
 z`iX1
̂X j2 < " (3.7)ist. Ein solches M existiert, da fvk
 z`gk;`2IN0 ein vollst�andiges Orthonormalsystem inX1
̂X ist.Wir wenden die vorausgegangenen Betrachtungen auf A = R an mit X1 = L2(
2),X2 = L2(Z;w�1) und X = L2([�1; 1]). Zun�achst stellen wir noch eine Bedingung anden Molli�er Ej
 . Es seiEj
(x) = e
(x; �) � ej ; mit e
(x;y) = ~e
(kx� yk) ; (3.8)wobei ~e
 2 L2(IR) ein Molli�er ist. Wir sind jetzt in der Lage, eine L�osung der Gleichung(3.5) anzugeben. Hierzu ben�otigen wir jedoch ein technisches Lemma.



72 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONLemma 3.2.8 Seien 
1 � IRn, 
2 � IRm, fvkgk2IN ein vollst�andiges Orthonormalsy-stem von L2(
1) und fz`g`2IN eines von L2(
2). Dann gilt f�ur f 2 L2(
1)
̂L2(
2) �=L2(
1 � 
2)f(!1; !2) = 0@Xk2IN X`2INhf; vk 
 z`iL2(
1)
̂L2(
2) vk 
 z`1A (!1; !2)= 0@Xk2INhf(�; !2); vkiL2(
1) vk1A (!1) :Beweis: Sei f = f1 
 f2, mit fi 2 L2(
i), i = 1; 2. Dann istf(!1; !2) = (f1 
 f2)(!1; !2) = f1(!1) f2(!2)= 0@Xk2INhf1; vkiL2(
1) vk1A (!1) f2(!2)= 0@Xk2INhf(�; !2); vkiL2(
1) vk1A (!1) :Da die endlichen Linearkombinationen von Funktionen der Form f1 
 f2 dicht inL2(
1)
̂L2(
2) liegen, ergibt sich hieraus die Behauptung. 2Satz 3.2.9 Erf�ullt der Molli�er Ej
 die Voraussetzung (3.8), so ist die Ableitung desRekonstruktionskernes @@s�j;M
 gegeben durch@@s�j;M
 (!('); s; a) = � 1�2 rj(') bM=2cX�=0 (�+ 1) I
�(a)U2�+1(s) ;mit I
�(a) = 1Z�1 @@� �ZIR ~e
(p� 2 + t2 + a2) dt� U2�+1(�) d�:Dabei bedeutet r1(') = r2(') = sin(') und r3(') = cos('). Es istM =1 im Falle, da�djEj
 2 R(R�
I) ist, undM <1 gem�a� (3.6), falls djEj
 2 L2(
2�[�1; 1])nR(R�
I)ist.Beweis: Betrachten wir zun�achst Dj als Abbildung von H nach L2(S1� [�1; 1]2; w�1).Seien u�;k die singul�aren Funktionen, �� die Singul�arwerte der Radon{Transformation,und fz`g`2IN ein vollst�andiges Orthonormalsystem von L2([�1; 1]) (z.B. die Legendre-Polynome). F�ur die L�osung der Gleichung (3.5) gilt dann nach Lemma 3.2.7@@s�j;M
 = MX�=0 �Xk=��0 X`2IN ��2� h @@sDjEj
; u�;k 
 z`iL2(S1�[�1;1]2;w�1) u�;k 
 z` : (3.9)



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 73Man beachte, da� @@sDj = (R 
 I)dj ist. Wir werden den Ausdruck auf der rechtenSeite schrittweise ausrechnen.1.) Sei j = 1; 2. Es ist@@sDjEj
(!('); s; a) = @@s 1Z�1 �j(!) � Ej
(�j(s! + t!?) + �ja) dt= � sin(') @@s 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt :F�ur j = 3 ergibt sich wegen �3(!(')) = (sin'; 0;� cos')>@@sD3E3
(!('); s; a) = � cos(') @@s 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt :2.) F�ur j = 1; 2 hat manh @@sDjEj
 ; u�;k 
 z`iL2(S1�[�1;1]2;w�1)= 1Z�1 1Z�1 2�Z0 � sin(') @@s 24 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt 35 1� U�(s)Yk(!(')) z`(a) d' ds da= 1� 2�Z0 (� sin('))Yk(!(')) d' 1Z�1 1Z�1 @@s 24 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt 35U�(s) z`(a) ds da:F�ur j = 3 ist der Sinus durch den Cosinus zu ersetzen.3.) Eine einfache Rechnung zeigt� 2�Z0 sin(')Yk(!(')) d' = 8><>: {� ; k = 1 ;�{� ; k = �1 ;0 ; k 62 f�1; 1g :Die Summe �uber k in der rechten Seite von Gleichung (3.9) hat demnach nur f�urk 2 f�1; 1g von Null verschiedene Eintr�age. Mit Hilfe von Lemma 3.2.8 ergibt sich@@s�j;M
 (!('); s; a) = 1�2 MX�=0 �Xk=��0��2� 2�Z0 (� sin( ))Yk(#( )) d �1Z�1 @@� 24 1Z�1 ~e
(p� 2 + t2 + a2) dt35 U�(�) d� w(s)U�(s)Yk(!('))= 14�3 w(s) MX�=0�ungerade(�+ 1) {� (Y1(!('))� Y�1(!(')))�



74 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATION� 1Z�1 @@� 24 1Z�1 ~e
(p� 2 + t2 + a2) dt35 U�(�) d� U�(s)= 14�2 w(s) bM=2cX�=0 (2�+ 2) (�2 sin(')) I
�(a)U2�+1(s)= � 1�2 w(s) sin(') bM=2cX�=0 (�+ 1) I
�(a)U2�+1(s) :Man beachte hierbei, da� Y1(!(')) � Y�1(!(')) = 2{ sin(') ist. Fassen wir Dj wiede�niert als Abbildung mit Bildbereich L2(S1 � [�1; 1]2) auf, so erhalten wir analogzur Radon{Transformation durch Lemma 3.1.2@@s�j;M
 (!('); s; a) = � 1�2 sin(') bM=2cX�=0 (�+ 1) I
�(a)U2�+1(s) :F�ur j = 3 beachte man, da�� 2�Z0 cos(')Yk(!(')) d' = ( �� ; k 2 f�1; 1g0 ; k 62 f�1; 1gund Y1(!('))+Y�1(!(')) = 2 cos(') ist. Dann resultiert durch eine analoge Rechnung@@s�3;M
 (!('); s; a) = � 1�2 cos(') bM=2cX�=0 (�+ 1) I
�(a)U2�+1(s) :Hiermit ist der Satz vollst�andig bewiesen. 2Bemerkung: Ist M <1, so wird der Abbruchindex M gem�a� den Gleichungen (3.7),bzw. (3.6) gew�ahlt.Die Bedingung djEj
 2 R(R� 
 I) impliziert Ej
 2 X� f�ur ein � � 1. Das wiederumverspricht uns nach den �Uberlegungen aus dem vorhergehenden Abschnitt einen Rekon-struktionskern �j
 aus L2(S1� [�1; 1]2). In praktischen F�allen wird man die unendlicheReihe sowieso nach endlich vielen Schritten abbrechen, worauf wir sp�ater zur�uckkom-men.Wir setzen allerdings f�ur die weiteren Berechnungen generell voraus, da� unser Molli�erEj
 die folgenden Bedingungen erf�ulltEj
 2 D((D�j )y) und djEj
 2 R(R� 
 I) : (3.10)Es ist dann M =1. Abk�urzend schreiben wir �j
 statt �j;1
 .Korollar 3.2.10 Ej
 erf�ulle die Bedingungen (3.8) und (3.10). Es gibt eine Funktionhj
, die nicht von s abh�angt, so da�
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(!; s; a) = Kj
(!; s; a) + hj
(!; a) ;Kj
(!(')); s; a) = � 1�2 rj(') 1X�=0(�+ 1) I
�(a) sZ�1 U2�+1(�) d� :ist.�Uber die Funktion hj
 ist zun�achst nichts n�aheres bekannt, es wird uns auch nichtgelingen, diese f�ur beliebige Molli�er Ej
 zu bestimmen. Aus der Tatsache, da� �j
 dieNormalgleichung (3.2) erf�ullt, gewinnt man eine Eigenschaft der Funktionen hj
.Lemma 3.2.11 Ej
 erf�ulle die Bedingung (3.10). Es giltZS1 hj
(!('); a) �rj(') d' = 0 ; f�ur j 2 f1; 2; 3g :Dabei sind �r1(') = �r2(') = cos(') und �r3(') = sin(').Beweis: Sei j = 1; 2. Die Normalgleichung DjD�j�j
 = DjEj
 l�a�t sich mit Hilfe vonSatz 1.4.8 und Korollar 3.2.10 schreiben alsw(s)Z�w(s) 2�Z0 0B@� 1�2 sin(') 1X�=0 I
�(a) (�+ 1)hs#+t#?;!(')iZ�1 U2�+1(�) d� + hj
(!('); a)1CA��h#; !(')i d' dt (3.11)= � sin( ) 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt ;mit # = #( ) 2 S1. Setzen wir  = 0, so ergibt sich wegen h#; !i = cos(') dieGleichung (3.11) zu1�2 w(s)Z�w(s) ZS1 sin(') cos(') 1X�=0 I
�(a) (�+ 1) s cos'+t sin'Z�1 U2�+1(�) d� d' dt= w(s)Z�w(s) ZS1 hj
(!('); a) cos(') d' dt :Die Funktion Q�(s; ') sei de�niert durchQ�(s; ') = sin(') cos(') w(s)Z�w(s) s cos'+t sin'Z�1 U2�+1(�) d� dt :



76 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONDiese Funktion erf�ullt Q�(s;�') = �Q�(s; ') und daher ist1�2 ZS1 1X�=0 I
�(a) (�+ 1)Q�(s; ') d' = 0 :Dann mu� aber auch ZS1 hj
(!('); a) cos(') d' = 0gelten und somit die Behauptung f�ur j = 1; 2.F�ur j = 3 f�uhrt man die analoge Rechnung mit  = �2 und damit h#; !i = sin(')durch. 2Alle weiteren Untersuchungen unternehmen wir f�ur einen ganz speziellen Molli�er, derdie Bedingungen (3.10) erf�ullt. Es handelt sich hierbei, um die schon bei der 2D{Computer{Tomographie verwendete Gauss-Funktion~e
(s) = (2�)�3=2 
�3 exp(�s2=(2
2)) : (3.12)Aufgrund der Glattheit dieses Molli�ers sind die Voraussetzungen (3.10) erf�ullt. F�urdiesen Molli�er giltI
�(a) = (2�)�3=2 
�3 1Z�1 @@� 0@ 1Z�1 exp(�(t2 + � 2 + a2)=(2
2)) dt1A U2�+1(�) d�= �(2�)�1 
�4 1Z�1 � exp(�� 2=(2
2))U2�+1(�) d� exp(�a2=(2
2))= �(2�)�1 
�4 c
� exp(�a2=(2
2)) ;wobei c
� = 2 1Z0 � exp(�� 2=(2
2))U2�+1(�) d�ist. WegensZ�1 U2�+1(�) d� = 12�+ 2 � cos ((2�+ 2) arccos s)� 1� = 12�+ 2 �T2�+2(s)� 1� ;wobei T�(s) = cos(� arccos s) die Tschebyscheff-Polynome 1. Art bedeuten, ergibtsich f�ur Kj
 der folgende Ausdruck:Kj
(!('); s; a) = 14�3 
�4 rj(') exp(�a2=(2
2)) 1X�=0 c
� (T2�+2(s)� 1) : (3.13)Die Funktionen hj
 aus Korollar 3.2.10 sind noch immer unbekannt. Nehmen wir an,da� �j
 die eindeutige L�osung der Normalgleichung (3.2) in R(Dj) ist, so k�onnen wirhj
 f�ur unseren speziellen Molli�er n�aher bestimmen.



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 77Satz 3.2.12 Sei ~e
 wie in Gleichung (3.12) vorgegeben. Ferner sei �j
 die eindeutigeL�osung der Normalgleichung (3.2) in R(Dj). Dann gibt es eine Funktion ~hj
 2 L2(S1)mit hj
(!; a) = ~hj
(!) exp(�a2=(2
2)) :Beweis: 1.) Wir setzen unseren speziellen Molli�er in die Normalgleichung (3.2) ein,und erhalten gem�a� Gleichung (3.11) zwei Funktionen f j
 und gj
 mitf j
 (!; s) exp(�a2=(2
2)) + 2w(s) ZS1 hj
(#; a) h#; !i d# = gj
(!; s) exp(�a2=(2
2)) :Dabei sindf j
(!; s) = 
�44�3 w(s)Z�w(s) ZS1 rj( ) 1X�=0 c
� �T2�+2(hs#+ t#?; !i)� 1� h#; !i d# dtund gj
(!; s) = �(2�)�1 
�2 rj(') exp(�s2=(2
2)) :De�nieren wir weiter kj
(!; s) = gj
(!; s)� f j
(!; s)2w(s) ;so gilt o�enbar exp(�a2=(2
2)) kj
(!; s) = ZS1 hj
(#; a) h#; !i d# (3.14)und damit @@skj
(!; s) = 0 ;d.h. kj
 h�angt nur von ! ab, und Gleichung (3.14) geht �uber inexp(�a2=(2
2)) kj
(!) = ZS1 hj
(#; a) h#; !i d# : (3.15)F�ur k 2 IN0 seien ck 2 L2(S1) und sk 2 L2(S1) de�niert durchck(!(')) = 1p� cos(k') ; sk(!(')) = 1p� sin(k') :Die Menge fck; skgk2IN0 bildet ein vollst�andiges Orthonormalsystem f�ur L2(0; 2�). Seiweiter fg`g`2IN ein vollst�andiges Orthonormalsystem f�ur L2(�1; 1), so bildet die Men-ge fck 
 g`; sk 
 g`g(k;`)2IN0�IN eine Orthonormalbasis f�ur L2((0; 2�) � (�1; 1)), sieheWeidmann [37]. Die Funktionen hj
 lassen sich demnach darstellen durchhj
(!('); a) = 1Xk=0 1X̀=1 �h1;jk` ck 
 g` + h2;jk` sk 
 g`�('; a) (3.16)



78 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONmit h1;jk` = 2�Z0 1Z�1 hj
(!('); a) (ck 
 g`)('; a) da d' ;h2;jk` = 2�Z0 1Z�1 hj
(!('); a) (sk 
 g`)('; a) da d' :2.) Wir zeigen zun�achst: F�ur k 6= 1 gilth1;jk` = h2;jk` = 0 : (3.17)Mit Hilfe der in Satz 1.4.8 angegebenen Darstellung von D�j sieht man sofort, da�ck 
 g` 2 N(D�j ) und sk 
 g` 2 N(D�j ) sind f�ur k 6= 1. Da �j
 2 R(Dj) ist, gilth�j
 ; ck 
 g`iL2(S1�[�1;1]2) = h�j
 ; sk 
 g`iL2(S1�[�1;1]2) = 0f�ur k 6= 1. Anhand der Darstellung (3.13) von Kj
 erkennt man, da� f�ur k 6= 1hKj
; ck 
 g`iL2(S1�[�1;1]2) = hKj
; sk 
 g`iL2(S1�[�1;1]2) = 0gilt. Eine Anwendung von Korollar 3.2.10 liefert schlie�lich:hhj
 ; ck 
 g`iL2(S1�[�1;1]2) = hhj
; sk 
 g`iL2(S1�[�1;1]2) = 0f�ur k 6= 1, und die Gleichheit (3.17) ist bewiesen.3.) Es verbleibt die Berechnung von h1;j1` und h2;j1` . Wir setzen in (3.15) ! = !0 = (1; 0)>und gewinnen so die Beziehungh1;j1` = 1p� 2�Z0 1Z�1 hj
(#( ); a) (cos ) g`(a) da d = 1p� kj
(!0) 1Z�1 exp(�a2=(2
2)) g`(a) da :Durch Einsetzen von ! = !1 = (0; 1)> in (3.15) erhalten wir analogh2;j1` = 1p� 2�Z0 1Z�1 hj
(#( ); a) (sin ) g`(a) da d = 1p� kj
(!1) 1Z�1 exp(�a2=(2
2)) g`(a) da :Unter Ber�ucksichtigung von Lemma 3.2.11 gilt f�ur j = 1; 2h1;j1` = 0 ; h2;j1` = 1p� kj
(!1) 1Z�1 exp(�a2=(2
2)) g`(a) da



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 79und f�ur j = 3 h1;31` = 1p� kj
(!0) 1Z�1 exp(�a2=(2
2)) g`(a) da ; h2;31` = 0 :Setzen wir die Berechnungen aus den Teilen 2.) und 3.) in (3.16) ein, so erhalten wirf�ur j = 1; 2hj
(!('); a) = 1X̀=1 h2;j1` (s1 
 g`)('; a)= 1p� kj
(!1) sin' 1X̀=1 1Z�1 exp(�z2=(2
2)) g`(z) dz g`(a)= 1p� kj
(!1) sin' exp(�a2=(2
2))und f�ur j = 3 h3
(!('); a) = 1p� k3
(!0) cos' exp(�a2=(2
2)) :Die Behauptung des Satzes ergibt sich mit den Festlegungen~hj
(!(')) = 1p� kj
(!1) sin'f�ur j = 1; 2 und ~h3
(!(')) = 1p� k3
(!0) cos' : 2Bemerkung: Der vorangegangene Satz kann nicht ohne weiteres auf beliebige Molli�er�ubertragen werden. Der entscheidende Vorteil der Gaussschen Glockenfunktion liegtdarin, da� sich die drei Raumvariablen entkoppeln lassen.Die bei der De�nition der Funktionen ~hj
 auftretenden Gr�o�en kj
(!0) und kj
(!1)h�angen weder von j ab noch von !0 oder !1.Lemma 3.2.13 Es giltk1
(!1) = k2
(!1) = k3
(!0) = 
�48�3 1X�=0 c
� (2� � z�)� 
�24� =: �
 ;mit z0 = �5�=3 ;z� = (�1)�+1 8� �+ 14�2 + 8�+ 3 ; � = 1; 2; : : : :



80 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONBeweis: Sei zun�achst j 2 f1; 2g. Es giltkj
(!1) = 12 �gj
(!(�=2); 0)� f j
 (!(�=2); 0)�= �
�48�3 1Z�1 2�Z0 (sin )2 1X�=0 c
� �T2�+2(t cos )� 1� d dt� 
�24�= 
�48�3 1X�=0 c
� (2� � z�)� 
�24�wegen 1Z�1 2�Z0 (sin )2 T2�+2(t cos ) d dt = z� ; (3.18)z� wie angegeben. Der Beweis von (3.18) geht aus dem nachfolgenden Lemma hervor.Hieraus ergibt sich die Behauptung f�ur j 2 f1; 2g.F�ur j = 3 f�uhrt man eine analoge Rechnung mit !0 durch. Man erh�alt die Behauptungunter Ber�ucksichtigung von1Z�1 2�Z0 (cos )2 T2�+2(�t sin ) d dt = 1Z�1 2�Z0 (sin �)2 T2�+2(t cos �) d� dt :Diese letzte Gleichheit erreicht man mit Hilfe der Substitution  = � � �2 . 2Lemma 3.2.14 Es giltM� := 1Z�1 2�Z0 (sin )2 T2�+2(t cos ) d dt = 8<: �5�=3 ; f�ur � = 0 ;(�1)�+1 8��+ 8�4�2 + 8�+ 3 ; f�ur � � 1 :Beweis: Es istM� = 1Z�1 2�Z0 (sin )2 T2�+2(t cos ) d dt = 4 1Z0 �Z0 (sin )2 T2�+2(t cos ) d dt= 8 1Z0 1Z0 p1� u2 T2�+2(t u) du dt = 8 1Z0 u�1p1� u2 uZ0 T2�+2(z) dz du ;wobei die Substitutionen u = cos und z = tu Anwendung fanden. Indem wir dieFormel (22.5.8) aus Abramowitz, Stegun [2] ausnutzen, erhalten wiruZ0 T2�+2(z) dz = 12 0@ uZ0 U2�+2(z) dz � uZ0 U2�(z) dz1A= 14�+ 6 T2�+3(u)� 14�+ 2 T2�+1(u) ;



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 81was M� = 4 1Z0 u�1p1� u2  12�+ 3 T2�+3(u)� 12�+ 1 T2�+1(u)! duergibt. Wir berechnen weiter1Z0 u�1p1� u2 T2�+1(u) du= 1Z0 u�1 (1� u2)�1=2 (1� u2)T2�+1(u) du= 1Z0 u�1 (1� u2)�1=2 T2�+1(u) du� 1Z0 u (1� u2)�1=2 T2�+1(u) du= �2 U2�(0)� �8B(�+ 2; 1� �) :Dabei wurden die Formeln (7.344.2) und (7.346) aus Gradshteyn, Ryzhik [11] be-nutzt, B(�; �) ist die Beta-Funktion. Unter Beachtung von U2�(0) = (�1)� ergibt sichschlie�lich M� = 42�+ 3  �2 (�1)�+1 � �8B(�+ 3;��)!� 42�+ 1  �2 (�1)� � �8B(�+ 2; 1� �)!= (�1)�+1  2�2�+ 3 + 2�2�+ 1!+ �4�+ 2 1B(�+ 2; 1� �)� �4�+ 6 1B(�+ 3;��)= (�1)�+1 8� �+ 14�2 + 8�+ 3 +N�mit N� = �2  12�+ 1 1B(�+ 2; 1� �) � 12�+ 3 1B(�+ 3;��)! :Bezeichnet � die Eulersche Gamma-Funktion, so istB(z; w) = �(z) �(w)�(z + w) ;



82 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONund wegen 1=�(z) = 0 f�ur z = 0;�1;�2; : : : giltN� = ( � ; falls � = 0 ;0 ; falls � � 1 :Daraus folgt die Behauptung. 2Mit Hilfe von Satz 3.2.12 und Lemma 3.2.13 sind wir schlie�lich in der Lage, die Funk-tionen hj
 anzugeben.Korollar 3.2.15 Die Funktionen hj
 haben die Darstellunghj
(!('); a) = 1p� �
 rj(') exp(�a2=(2
2)) :Beweis: Das Korollar ist eine unmittelbare Folgerung der Ergebnisse aus Satz 3.2.12und Lemma 3.2.13. 2Die Korollare 3.2.10 und 3.2.15 k�onnen wir zusammenfassen zu der folgenden Aussage.Korollar 3.2.16 F�ur unseren speziellen Molli�er (3.12) ist die eindeutige L�osung derNormalgleichung (3.2) f�ur x = 0 in R(Dj) gegeben durch�j
(!('); s; a) = Kj
(!('); s; a) + hj
(!('); a) (3.19)= rj(') exp(�a2=(2
2)) 0@
�44�3 1X�=0 c
��T2�+2(s)� 1�+ 1p� �
1A :Dabei sind �
 = 
�48�3 1X�=0 c
� (2� � z�)� 
�24� ;c
� = 2 1Z0 � exp(�� 2=(2
2))U2�+1(�) d� ;z0 = �5�=3 ;z� = (�1)�+1 8� �+ 14�2 + 8�+ 3 ; � = 1; 2; : : : :Eine Darstellung von ��1;M
 f�ur M = 56, 
 = 0:05 und a = 0 ist in Abbildung 3.2.1dargestellt. Die Integrale c
� wurden numerisch berechnet. Durch die Darstellung desInversen ��1;M
 kommt die Struktur des Kernes deutlicher zum Vorschein.
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Abbildung 3.2.1 ��M
;1 f�ur 
 = 0:05,M = 56 und a = 0Bei praktischen Anwendungen wird man die Reihe in der Darstellung (3.19) nach end-lich vielen Schritten abbrechen. Hierbei stellt sich die Frage nach einem geeignetenAbbruchkriterium. Man wird zun�achst versucht sein, ein Kriterium der FormkD�j�j;M
 � Ej
kH < "jf�ur beliebig kleine "j > 0 anzuwenden, �ahnlich wie wir es bei der Radon{Transformationgetan haben. Dj ist jedoch nicht injektiv, und Ej
 ist im allgemeinen kein Element ausN(Dj)?. Es ist daher nicht m�oglich, die obige Norm beliebig klein zu w�ahlen. Wirw�ahlen aus diesem Grund unseren Abbruchindex M > 0 so gro�, da� zu vorgegebenen"j > 0 das Kriterium k(R� 
 I) @@s�j;M
 � djEj
kL2(
2�[�1;1]) < "j (3.20)



84 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONerf�ullt ist. Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, ist dies auch das Vorgehenf�ur den Fall, da� djEj
 =2 R(R� 
 I) ist.Gilt Ej
 =2 D((D�j )y), besitzt die Normalgleichung (3.2) also keine L�osung, so kannman wegen der Dichtheit von D((D�j )y) h�ochstens einen Rekonstruktionskern �j
 sobestimmen, da� kDjD�j�j
 �DjEj
kL2(S1�[�1;1]2) < "jist. Es ist jedoch v�ollig unklar, wie man einen solchen ohne Kenntnis der Singul�arwert-zerlegung von Dj erh�alt.Zusammenfassend kann man eine 'Rezeptur' zur Bestimmung von Rekonstruktionsker-nen f�ur die Vektor{Tomographie wie folgt angeben.� W�ahle einen Moll�er Ej
, der die Bedingungen (3.8) und (3.10) erf�ullt.� Bestimme die Ableitung des Rekonstruktionskernes @@s�j
 als L�osung der Glei-chung (R� 
 I) @@s�j
 = djEj
 :� Integriere die L�osung bez�uglich s und bestimme den additiven Term so, da� �j
die Normalgleichung (3.2) l�ost.� Ist Ej
 =2 D((D�j )y), oder djEj
 =2 R(R� 
 I), so bestimme man ein �j;M
 mit Hilfevon Kriterium (3.20).F�ur die folgende Anwendung auf die diskrete Doppler{Transformation werden wir aus-schlie�lich den Rekonstruktionskern (3.19) verwenden.3.2.3 Die diskrete Doppler{TransformationBei praktischen Anwendungen stehen uns nur endlich viele Daten zur Verf�ugung. Wirwerden daher unseren Operator wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben diskretisieren unddie dort hergeleiteten theoretischen Aspekte auf die Doppler{Transformation anwen-den. Der �Ubersicht halber lassen wir an manchen Stellen den Regularisierungsparame-ter 
 aus, da dieser bei den folgenden Betrachtungen keine Rolle spielt.Unsere Diskretisierung w�ahlen wir wie folgt: F�ur p,q,r 2 IN seien '� = � � h', � =0; : : : ; p � 1, h' = 2�=p, sl = l � hs, l = �q; : : : ; q � 1, hs = 1=q und ak = k � ha,k = �r; : : : ; r� 1, ha = 1=r. Mit Hilfe dieser Punkte de�nieren wir die Funktionale 	nf�ur � > 1=2 durch 	n : Y� ! IRn ;(	ng)�;l;k := h �;l;k; giY ���Y� ;h �;l;k; giY ���Y� := ��;l;k g(!('�); sl; ak) :Dabei ist n = 4pqr die Anzahl der Daten, die Konstante ��;l;k wird sp�ater de�niert.



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 85De�nition 3.2.17 Sei � > 1=2. Der Operator Dn : X� ! IR3n, der de�niert ist durchDn := �3j=1Dn;j ; mit Dn;j := 	nDjhei�t diskrete Doppler{Transformation.Wir k�onnen unser Rekonstruktionsproblem wie folgt formulieren:Finde f�ur j 2 f1; 2; 3g zu vorgegebenem gn;j 2 IRn ein f 2 X� mitDn;jf = gn;j :Als n�achstes legen wir die endlichdimensionalen Unterr�aume Vn von L2(S1 � [�1; 1]2)fest. Wir de�nieren Vn als Tensorprodukt von Spliner�aumen, genauer sei Vn = S' 
Ss 
 Sa, wobei S', Ss, Sa Funktionsr�aume sind, die aus st�uckweise konstanten Splinesaufgespannt werden. Als Basis von Vn w�ahlen wirfBp;� 
Bq;l 
 Br;k=��;l;k j 0 � � � p� 1 ; �q � l � q � 1 ; �r � k � r � 1g ;wobei Bp;� 2 S', Bq;l 2 Ss, Br;k 2 Sa die charakteristischen Funktionen zu unserenKnoten '�, sl, ak sind, alsoBp;� = �['� ;'�+1) ; Bq;l = �[sl;sl+1) ; Br;k = �[ak;ak+1) :Die Konstanten ��;l;k seien gerade die L2-Normen der Basisfunktionen.��;l;k := kBp;� 
Bq;l 
 Br;kkL2(S1�[�1;1]2) ;f�ur � = 0; : : : ; p� 1, l = �q; : : : ; q � 1 und k = �r; : : : ; r � 1.Weiterhin legen wir den Interpolationsoperator �n : Y� ! Vn, f�ur � > 1=2 fest durch�ny = p�1X�=0 q�1Xl=�q r�1Xk=�r(	ny)�;l;kBp;� 
Bq;l 
 Br;k=��;l;k= p�1X�=0 q�1Xl=�q r�1Xk=�r y(!('�); sl; ak)Bp;� 
 Bq;l 
Br;k :Wir zeigen zun�achst, da� die Aussagen (2.17) und (2.18) gelten.Lemma 3.2.18 Es sei h := maxfh'; hs; hag, � > 1=2. Dann gelten f�ur n ! 1 undy 2 Y� die Absch�atzungena) k�nykL2(S1�[�1;1]2) � kykY�,b) ky � �nykL2(S1�[�1;1]2) � h kykY�.Beweis: Die Absch�atzungen k�onnen analog zu Standardabsch�atzungen der Splinetheo-rie bewiesen werden, es sei zum Beispiel auf Schumaker [30] verwiesen.



86 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATION2Wie bei der Radon{Transformation, k�onnen wir zu dem diskreten Operator Dn;j keinenRekonstruktionskern de�nieren, da D�n;j nicht existiert. Vielmehr werden wir wie in Ab-schnitt 2.2.2.2 vorgehen. Wir w�ahlen m Rekonstruktionspunkte xi 2 
3, i = 1; : : : ; m,und setzen Eij := Txi1 Ej
 : (3.21)Dabei ist Ej
 der im vorhergehenden Abschnitt verwendete Molli�er. Wie in Abschnitt3.2.1 bereits erw�ahnt, ist Txi2;j�j
 eine sinnvolle N�aherung f�ur �j
(xi). Als Ersatz f�ureinen Rekonstruktionskern f�ur Dn;j zu unserem Molli�er (3.21) nehmen wir analog zuden Ergebnissen im Abschnitt 2.2.2 	nTxi2;j�j
 :Diese Festlegung motiviert die De�nition des Operators �n;m : IR3n ! IR3m wie inAbschnitt 2.2.2 durch(�n;mg)i = ((�1n;mg)i; (�2n;mg)i; (�3n;mg)i)> ; f�ur i = 1; : : : ; m ;wobei (�jn;mg)i = hgj; Gn	nTxi2;j�j
iIRnist.Die Gram'sche Matrix Gn ist gerade die Einheitsmatrix In. Ist gn;j = Dn;jf , so hat derOperator �jn;m die Gestalt(�jn;m gn)i = �8pqr r�1Xk=�r p�1X�=0 q�1Xl=�q gn;j(!('�); sl; ak) (3.22)��j
  !('�); sl � (��jxi)>!('�)2 ; ak � � �j xi2 ! :Aufgrund dieser Struktur l�a�t sich bei Anwendungen der Ausdruck �n;mDnf analogzum aus der 2D{Computer{Tomographie bekannten Verfahren der ge�lterten R�uckpro-jektion programmieren.Wir wollen zeigen, da� (�jn;mDf)i in einem bestimmten Sinn eine Approximation anfj(xi) darstellt. Hierzu ben�otigen wir jedoch noch einen Hilfssatz.Lemma 3.2.19 Es sei y 2 Y� = H�+1=2( ~Z)
̂H�(�1; 1) f�ur ein � � 0. Dann giltkTx2;jykY� � kykY� :Beweis: Sei y = y1 
 y2, mit y1 2 H�+1=2( ~Z) und y2 2 H�(�1; 1). Wegen Tx2;j =T ��j x2 
 T ��j x3 hat mankTx2;jykY� = kT ��j x2 y1kH�+1=2( ~Z) kT ��j x3 y2kH�(�1;1)� ky1kH�+1=2( ~Z) ky2kH�(�1;1)= kykY� :



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 87Dabei haben wir Lemma 5.3 aus Rieder, Sch. [28] verwendet. Da Funktionen derForm y = y1 
 y2 dicht in Y� liegen, ist die Behauptung bewiesen. 2Wir f�uhren noch analog zu Abschnitt 2.2.2 den Momentenoperator E : H ! IR3m eindurch (E f)i = (hf ; Ei1iH; hf ; Ei2iH; hf ; Ei3iH)>= (hf1; eiiL2(K31 ); hf2; eiiL2(K31 ); hf3; eiiL2(K31 ))> : (3.23)Satz 3.2.20 Seien f 2 X� f�ur ein � > 1=2, PN(Dj) : H ! H die orthogonale Projektionauf N(Dj) und h = maxfh'; hs; hag. Dann gilt mit den vorangegangenen Bezeichnungenf�ur j 2 f1; 2; 3gk�jn;m	nDf � (E f)jk1 � kfkX� (h k�j
kY� + kPN(Dj)Ej
kH)f�ur n!1.Ist PN(Dj)Ej
 = 0, so gilt sogark�jn;m	nDf � (E f s)jk1 ! 0f�ur n!1.Beweis: Es gilt f�ur n!1j(�jn;m	nDf)i � ((E f)j)ij = j(�jn;m	nDf)i � hf ; EijiHj� jh	nDjf ; Gn	nTxi2;j�j
iIRn � hDjf ;Txi2;j�j
iL2(S1�[�1;1]2)j+jhf ;D�j Txi2;j�j
 � EijiHj= jh	nDjf ; Gn	nTxi2;j�j
iIRn � hDjf ;Txi2;j�j
iL2(S1�[�1;1]2)j+jhf ;Txi1 (D�j�j
 � Ej
)iHj� kfkX� h k�j
kY� + kfkX� kD�j�j
 � Ej
kH :Dabei kamen die Lemmata 3.2.18 und 3.2.19 zur Anwendung. Man beachte au�erdem,da� jh	nDjf ; Gn	nyiIRn � hDjf ; yiL2(S1�[�1;1]2)j � h kfkX� kykY� ist (siehe Beweis zuSatz 2.2.11). Wegen D�j�j
�Ej
 = PN(Dj)Ej
 ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.Nach dem Zerlegungssatz von Helmholtz 1.2.4 ist f = f s + rp. Wegen f 2 X� f�ur� > 1=2, ist auch rp 2 X� f�ur � > 1=2. Das bedeutet aber, da� p 2 H�(K31 ) f�ur� > 3=2 und rp = 0 auf @
3 ist. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz ist pdamit stetig und deshalb konstant auf @
3. Nach Satz 1.4.12 ist damit rp 2 N(Dj)und es gilt (E f)i = (E f s)i :Damit ist der ganze Satz bewiesen. 2



88 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONBemerkung: Der Satz 3.2.20 best�atigt einmal mehr, da� es von gro�em Interesse ist,Molli�er Ej
 zu kennen, f�ur die PN(Dj)Ej
 = 0 ist. Nur in diesem Falle giltlimn!1k�jn;m	nDf � (E f)jk1 = 0 :Bei dem Ausdruck kPN(Dj)Ej
k handelt es sich um den unvermeidbaren Anteil am Re-konstruktionsfehler, der durch die Wahl der Molli�er Ej
 bestimmt ist.Wir haben bislang noch nichts dar�uber gesagt, in welcher Gr�o�enordnung der Abbruch-indexM der unendlichen Reihe bei der Darstellung (3.19) unseres Rekonstruktionsker-nes �j
 zu w�ahlen ist. Wir geben uns dazu Zahlen "j > 0 f�ur j 2 f1; 2; 3g vor. UnserZiel ist es, M so zu bestimmen, da�k(R� 
 I) @@s �j;M
 � djEj
kH < "jf�ur j 2 f1; 2; 3g ist.Satz 3.2.21 Es sei djEj
 2 R((R�R 
 I)�) = D((R�R 
 I)��) \ H�0 (
2)
̂L2(�1; 1)f�ur ein � > 0, M =M(h) � h�2=�. Dann ist mit h = maxfh'; hs; hagk(R� 
 I) @@s �j;M
 � djEj
kL2(
2�[�1;1]) < h kdjEj
kH�0 (
2)
̂L2(�1;1) :Beweis: Wegen (R�R
 I)�� = (R�R)�� 
 I giltk(R�R
 I)��djEj
kL2(
2�[�1;1]) � kdjEj
kH�0 (
2)
̂L2(�1;1) ; (3.24)siehe Rieder, Sch. [28]. Mit Lemma 2.2.12 (A = R 
 I) und Gleichung (3.24) folgtdann k(R� 
 I) @@s �j;M
 � djEj
kL2(
2�[�1;1]) < ��M kdjEj
kH�0 (
2)
̂L2(�1;1)und damit schlie�lichk(R� 
 I) @@s �j;M
 � djEj
kL2(
2�[�1;1]) � (M + 1)��=2 kdjEj
kH�0 (
2)
̂L2(�1;1)� h kdjEj
kH�0 (
2)
̂L2(�1;1) : 2Soll k(R�R
 I)��djEj
kL2(
2�[�1;1]) < "j sein, so mu� zum einen die Anzahl der Datenn so gro� sein, da� h kdjEj
kH�0 (
2)
̂L2(�1;1) < "jist, und zum anderen mu� der Abbruchindex M in der Gr�o�enordnungM =M(h) � h�2=�gew�ahlt werden. Grundvoraussetzung ist, da� der Molli�er Ej
 die Glattheitsbedingun-gen von Lemma 3.2.21 erf�ullt.



3.3. DIE REKONSTRUKTION DER ROTATION 893.3 Die Rekonstruktion der RotationWir wollen in diesem Abschnitt beschreiben, wie man mit dem Datensatz der Doppler{Transformation gn = Dnfdie Rotation des Vektorfeldes r� fnumerisch berechnen kann, indem man einfach bei der approximativen Inversen S
einen anderen Rekonstruktionskern einsetzt. Das so entstehende Verfahren wird ei-ne Struktur wie Gleichung (1.15) haben. In etwas anderer Form war dies auch schonGegenstand der Arbeit Sch. [31]. Dort wurden die Dopplerdaten jedoch zuerst di�e-renziert, was wir vermeiden wollen.Wir betrachten wieder die Bilinearformen A und B aus De�nition 3.2.1. Es sei �e
 2L2(IR3) ,! L2(
2 � [�1; 1]) ein Molli�er, e
(x; �) = Tx1 �e
(�) undE
(x) = (e
(x; �); e
(x; �); e
(x; �))> 2 H :Es giltr� f
(x) = A(r� f ; E
(x)) = 0B@ hd2f ; e
(x; �)ihd3f ; e
(x; �)ihd1f ; e
(x; �)i 1CA = 0BB@ hd2f ; (R� 
 I)~�1
(x)ihd3f ; (R� 
 I)~�2
(x)ihd1f ; (R� 
 I)~�3
(x)i 1CCA= 0BB@ h @@sD2f ; ~�1
(x)ih @@sD3f ; ~�1
(x)ih @@sD1f ; ~�1
(x)i 1CCA = 0BB@ hD2f ;� @@s ~�1
(x)ihD3f ;� @@s ~�2
(x)ihD1f ;� @@s ~�3
(x)i 1CCA= 0BB@ hg2;� @@s ~�1
(x)ihg3;� @@s ~�2
(x)ihg1;� @@s ~�3
(x)i 1CCA = B(~g;� @@s ~�
(x)) =: ~S
g(x) :Dabei haben wir wieder die Identit�at@@sDj = (R
 I)djausgenutzt (siehe Satz 1.4.8). Es sei ~gj = gp(j) eine Umstellung der drei Datens�atze,wobei p die Permutation p = (2; 3; 1) ist. Falls �e
 2 R(R�
 I) ist, sind die Rekonstruk-tionskerne ~�j
 = ~�j
(0) bestimmt durch(R� 
 I)~�j
 = �e
 : (3.25)Ist �e
 =2 R(R� 
 I), so k�onnen wir zu einem vorgegebenen " > 0 ein ~�j;M
 bestimmenmit k(R� 
 I)~�j;M
 � �e
kL2(
2�[�1;1]) < " : (3.26)



90 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONBezeichnung: Die Abbildung ~S : K ! L2(K31 ; IR3) mit( ~S
g)(x) = B(~g;� @@s ~�
(x))sei die approximative Inverse zur Rekonstruktion der Rotation eines Vektorfeldes f .Lemma 3.3.1 Ist �e
 2 R(R� 
 I) und e
(x; �) = Tx1 �e
(�), so gilt~�j
(x) = Tx2;j ~�j
 :Gilt �e
 =2 R(R� 
 I), so gibt es eine Folge f~�j;M
 gM2IN mit(R� 
 I)Tx2;j ~�j;M
 ! e
(x; �) f�ur M !1in L2(
2 � [�1; 1]).Beweis: Wegen Tx1 (R� 
 I) = (R� 
 I)Tx2;j ergibt sich der Beweis analog zu Lemma3.2.6 und den nachfolgenden Betrachtungen. Die Existenz der Folge f~�j;M
 gM2IN ergibtsich aus der Dichtheit von R(R� 
 I) in L2(
2 � [�1; 1]). 2Da ~�j;M
 o�enbar nicht von j abh�angt, siehe Gleichung (3.25), lassen wir der �Ubersichthalber den Index weg.Lemma 3.3.2 Es sei �e
(x) = ~e
(kxk) ein Molli�er. Dann ist~�M
 (!('); s; a) = � 12�2 bM=2cX�=0 (2�+ 1) ~I
�(a)U2�(s) ;mit ~I
�(a) = 1Z�1 ZIR ~e
(p� 2 + t2 + a2) dt U2�(�) d�f�ur M = 1 eine L�osung von Gleichung (3.25) im Falle, da� �e
 2 R(R� 
 I) gilt.Ansonsten ist f~�M
 gM2IN eine Folge mit(R� 
 I)Tx2;j ~�M
 ! Tx1 �e
(�) = e
(x; �)f�ur M !1.Beweis: Es sei �e
 2 R(R� 
 I). Wir betrachten zun�achst R 
 I als Abbildung vonL2(
2 � [�1; 1]) nach L2(S1 � [�1; 1]2; w�1). Wieder bem�uhen wir Lemma 3.2.7, umdie L�osung von Gleichung (3.25) darzustellen. Es ist (M =1)~�1
 = 1X�=0 �Xk=��0 X`2IN ��2� h(R
 I)�e
; u�;k 
 z`iL2(S1�[�1;1]2;w�1) u�;k 
 z` : (3.27)



3.3. DIE REKONSTRUKTION DER ROTATION 91Dabei sei fz` : ` 2 INg ein vollst�andiges Orthonormalsystem von L2([�1; 1]). Wegen(R
 I)�e
(!; s; a) = 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dtgilt h(R
 I)�e
 ; u�;k 
 z`iL2(S1�[�1;1]2;w�1)= 1� 1Z�1 1Z�1 ZS1 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt U�(s)Yk(!) z`(a) d! ds da= 2 1Z�1 1Z�1 1Z�1 ~e
(ps2 + t2 + a2) dt U�(s) z`(a) ds da �k0 :Setzen wir dies in Gleichung (3.27) ein und verwenden Lemma 3.2.8, so ergibt sich~�1
 (!; s; a) = ~�1
 (s; a)= 1X�=00�+ 14� 2 1Z�1 1Z1 ~e
(p� 2 + t2 + a2) dt U�(�) d� 1� w(s)U�(s)= 12�2 w(s) 1X�=0(2�+ 1) ~I
�(a)U2�(s) :Nehmen wir als Bildraum von R 
 I den Raum L2(S1 � [�1; 1]2), so m�ussen wir dieDarstellung von ~�1
 noch mit w�1 multiplizieren, und erhalten in diesem Fall die zubeweisende Form.Der Rest der Behauptung ergibt sich aus Gleichung (3.7) wie im vorhergehenden Ab-schnitt. 2Eine M�oglichkeit, ~e
 zu w�ahlen ist die bekannte Gauss-Funktion~e
(t) = (2�)�3=2 
�3 exp(�t2=(2
2)) :Aufgrund seiner Glattheit, erf�ullt dieser Molli�er �e
 2 R(R� 
 I). Der Rekonstrukti-onskern ~�1
 hat dann die Gestalt~�1
 (s; a) = 
�24�3 e�a2=(2
2) 1X�=0 ~c
� (2�+ 1)U2�(s)mit ~c
� = 1Z�1 e��2=(2
2) U2�(�) d� :



92 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATIONBei praktischen Anwendungen werden wir wieder die unendliche Reihe nach M < 1Schritten abbrechen gem�a� Gleichung (3.26).Die Ableitung � @@s ~�M
 , die wir f�ur die Rekonstruktion der Rotation ben�otigen, istgegeben durch � @@s ~�M
 (s; a) = �
�24�3 e�a2=(2
2) MX�=0 ~c
� (2�+ 1)U 02�(s)mit U 02�(s) = s U2�(s)� (2�+ 1)T2�+1(s)1� s2 :In Abbildung 3.3.1 ist eine Darstellung von � @@s ~�M
 zu sehen mit M = 32, 
 = 0:07und a = 0.Um mit endlich vielen Daten zu rechnen geben wir uns wieder m Molli�er �ei
 und mRekonstruktionspunkte xi 2 
3, i = 1; : : : ; m, mit�ei
 = Txi1 �e
 ; i = 1; : : : ; m ;vor, und betrachten statt R
 I den diskreten Operator	n (R
 I)mit 	n wie in Abschnitt 3.2.3 de�niert. Als Ersatz f�ur den nicht de�nierten Rekon-struktionskern zu �ei
 f�ur 	n (R
 I) nehmen wir	nTxi2;j ~�M
 ;wobei ~�M
 der in Lemma 3.3.2 angegebene Rekonstruktionskern ist.Diese Festlegungen motivieren in Anlehnung an �n;m die De�nition eines Operators~�n;m durch ~�n;m : IR3n ! IR3m ;( ~�n;m gn)i = �( ~�1n;m gn)i; ( ~�2n;m gn)i; ( ~�3n;m gn)i� ;( ~�jn;m gn)i = hgn;p(j); Gn	nTxi2;j  � @@s! ~�M
 iIRn :Die endlichdimensionalen Teilr�aume Vn von L2(S1 � [�1; 1]2) und deren Riesz-Basiswerden aus dem vorhergehenden Abschnitt �ubernommen, so da� der Ausdruck( ~�jn;mgn)iebenfalls die Darstellung (3.22) besitzt.Der folgende Satz, der eine Anwendung von Satz 2.2.14 ist, zeigt die Konvergenz von~�n;m in einem schwachen Sinne gegen Momente der Rotation des Vektorfeldes f .



3.3. DIE REKONSTRUKTION DER ROTATION 93
            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Abbildung 3.3.1 � @@s ~�M
 f�ur 
 = 0:07, M = 32 und a = 0Satz 3.3.3 Es seien f 2 X3=2+�, 0 < � � 1, ~�M
 wie in Lemma 3.3.2, �e
 einrotationssymmetrischer Molli�er aus H�0 (
2)
̂H1=2+�(�1; 1) f�ur � > 6 + 2�, h =maxfh'; hs; hag, E der Momentenoperator (3.23) bez�uglich der Molli�er Txi1 �e
 undM =M(h) � h�2=�. Dann gilt f�ur alle j 2 f1; 2; 3gk ~�jn;mDnf � (E(r� f))jk1 � h kfkX3=2+� k�e
kH�0 (
2)
̂H1=2+�(�1;1)f�ur n!1.Beweis: r� f 2 X1=2+� existiert wegen der Glattheitsannahme an f . Es giltj( ~�jn;mDnf)i � ((E(r� f))j)ij= j( ~�jn;mDnf)i � h(r� f)j;Txi1 �e
iL2(
2�[�1;1])j� j( ~�jn;mDnf)i � h(r� f)j; (R� 
 I)Txi2;j ~�M
 iL2(
2�[�1;1])j+jh(r� f)j; (R� 
 I)Txi2;j ~�M
 �Txi1 �e
iL2(
2�[�1;1])j= jh	nDp(j)f ; Gn	nTxi2;j  � @@s! ~�M
 iIRn � h @@s Dp(j)f ;Txi2;j ~�M
 iL2(S1�[�1;1]2)j+jh(r� f)j; (T ��jxi1 
 T ��j xi3 ) �(R� 
 I)~�M
 � �e
�iL2(
2�[�1;1])j= jh	nDp(j)f ; Gn	nTxi2;j  � @@s! ~�M
 iIRn � hDp(j)f ;Txi2;j  � @@s! ~�M
 iL2(S1�[�1;1]2)j



94 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER{TRANSFORMATION+jhdjf ; (T ��j xi1 
 T ��j xi3 ) �(R� 
 I)~�M
 � �e
�iL2(
2�[�1;1])j� kfkX3=2+� h k @@s ~�M
 kY1=2+�+kdjfkH1=2+�0 (
2)
̂H1=2+�0 (�1;1) k(R� 
 I)~�M
 � �e
kL2(
2�[�1;1])� kfkX3=2+�  h k @@s ~�M
 kY1=2+� + k(R� 
 I)~�M
 � �e
kL2(
2�[�1;1])!Bei den Umformungen wurden unter anderem Satz 1.4.8 und Lemma 3.2.19 verwendet,das auch f�ur T ��j xi1 
 T ��j xi3 gilt. Wegenk(R�R
 I)���e
kL2(
2�[�1;1]) � k�e
kH�0 (
2)
̂L2([�1;1]) � k�e
kH�0 (
2)
̂H1=2+�(�1;1)gilt k(R� 
 I)~�M
 � �e
kL2(
2�[�1;1]) � ��M k�e
kH�0 (
2)
̂H1=2+�(�1;1)� (M + 1)��=2 k�e
kH�0 (
2)
̂H1=2+�(�1;1)� h k�e
kH�0 (
2)
̂H1=2+�(�1;1) :Hierbei kam die Darstellung (3.27) des Rekonstruktionskernes und Lemma 2.2.12 zurAnwendung.Zum Beweis der Behauptung m�ussen wir noch k @@s ~�M
 kY1=2+� absch�atzen. Dazu nehmenwir zun�achst an, da� �e
 = �e1
 
 �e2
 2 H�0 (
2) 
 H1=2+�(�1; 1) ist. Verwenden wir dieDarstellung (3.27), so ergibt sichk @@s ~�M
 kY1=2+�� bM=2cX�=0 �Xk=��0 X`2IN ��1� jh�e
; v�;k 
 z`iL2(
2�[�1;1])j k @@s(w�1 u�;k)
 z`kY1=2+�� k�e2
kH1=2+�(�1;1) bM=2cX�=0 ��1� jh�e1
; v2�;0iL2(
2)j kU 02�kH1+�(�1;1) :Mit Hilfe der Markoffschen Ungleichung f�ur ein Polynom P� vom Grad �,jP 0�(s)j � �2 max�1�t�1 jP�(t)j ; jsj � 1 ;siehe z.B. Lorentz [17], sieht man, da�kU 02�kH1(�1;1) � (2�+ 1)5 � ��102� und kU 02�kH2(�1;1) � (2�+ 1)7 � ��142�gilt. Durch die Interpolationsungleichung f�ur Sobolev-Normen, siehe Lions, Mage-nes [16], erh�alt man die Absch�atzungkU 02�kH1+�(�1;1) � ��(4�+10)2� :



3.3. DIE REKONSTRUKTION DER ROTATION 95Diese setzen wir in den obigen Ausdruck ein, und erhaltenk @@s ~�M
 kY1=2+� � k�e2
kH1=2+�(�1;1) bM=2cX�=0 ��2�2� jh�e1
; v2�;0iL2(
2)j �2��(11+4�)2�� k�e2
kH1=2+�(�1;1) 0@bM=2cX�=0 ��4�2� jh�e1
; v2�;0iL2(
2)j21A1=2 �0@bM=2cX�=0 �4��2(11+4�)2� 1A1=2
� k�e2
kH1=2+�(�1;1) k(R�R)���e1
kL2(
2) 0@bM=2cX�=0 (2�+ 1)11+4��2�1A1=2� k�e1
kH�0 (
2) k�e2
kH1=2+�(�1;1) = k�e
kH�0 (
2)
̂H1=2+�(�1;1) ;falls 11 + 4�� 2� < �1, � > 6 + 2� ist. Da die endlichen Linearkombinationen vonMolli�ern �e
 der Form �e
 = �e1
 
 �e2
 dicht in H�0 (
2)
̂H1=2+�(�1; 1) liegen, ist der Satzhiermit vollkommen bewiesen. 2Bemerkung: Der vorangegangene Satz zeigt, da� es m�oglich ist, ohne den Datensatzgn = Dnf zu manipulieren, nur durch Austauschen des Rekonstruktionskernes stattdes Feldes f die Rotation des Feldes r� f zu approximieren.



Kapitel 4Numerische Ergebnisse undAns�atze zu anderen VerfahrenIn diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse pr�asentiert, die die Qualit�at des in denvorangegangenen Kapiteln hergeleiteten Verfahrens darlegen. Simuliert wird der Flu�einer inkompressiblen Fl�ussigkeit durch einen Zylinder, der um die x-Achse zentriertist. Die Daten werden zum einen exakt berechnet, zum anderen wird ein Rauschenaufaddiert.Anschlie�end werden noch andere L�osungsans�atze kurz angesprochen, die vor allem daszweidimensionale Rekonstruktionsproblem betrachten ( Str�ahl�en [36], Desbat [8],Winters, Rouseff [40] ). Aber es soll auch eine Methode, die auf ART (AlgebraischeRekonstruktions Techniken ) basiert und von Wernsd�orfer [39] f�ur das dreidimen-sionale Problem skizziert wurde, kurz besprochen werden.4.1 Numerische ErgebnisseWir wollen den Flu� einer inkompressiblen Fl�ussigkeit durch einen Zylinder betrachten,wobei das Geschwindigkeitsfeld station�ar ist und nur vom Abstand von der Zylinder-wand abh�angt. Dies ist zwar ein einfaches Beispiel, aber es belegt sowohl die E�zienzunseres Algorithmus, als auch dessen Approximationsg�ute. Es wird mit exakten undmit verrauschten Daten gerechnet, wobei jeweils der relative Fehler in der euklidischenNorm angegeben wird.In einem weiteren Abschnitt rekonstruieren wir ein zweidimensionales Feld mit von Nullverschiedener Divergenz. Dabei werden experimentell gemessene Daten rekonstruiert.4.1.1 Dreidimensionaler Flu� durch einen ZylinderWir betrachten einen Zylinder mit Radius 1, der auf der x-Achse zentriert ist, gem�a�Abbildung 4.1.1. 96
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Abbildung 4.1.1 Modell f�ur den Flu� durch einen auf der x-Achsezentrierten ZylinderDurch diesen Zylinder 
ie�e eine Fl�ussigkeit, deren Geschwindigkeitsfeld gegeben istdurch u(x) = (1�R2) � e1 ; R2 = x22 + x23 ; u := 0 in K31n
3 :Das Geschwindigkeitsfeld ist station�ar, und der Betrag ku(x)k h�angt nur vom Abstandeines Partikels von der Zylinderwand ab. Die Fortsetzung durch Null garantiert uns,da� u 2 H ist und u ? N(Dj) gilt f�ur alle j. u kann als L�osung einer linearisiertenNavier-Stokes-Gleichung in Zylinderkoordinaten angesehen werden, siehe Juhlin[14]. O�enbar ist u divergenzfrei, es gilt r � u = 0. Die Helmholtz-Zerlegung hat dieeinfache Form u = us :Da die rotationsfreien Anteile im Kern der Doppler{Transformation liegen, ist diesesFeld gut geeignet, um aus Doppler-Daten rekonstruiert zu werden. Ein weiterer Vorteilbesteht darin, da� man leicht die Doppler{Transformierten von u exakt angeben kann.Eine elementare Rechnung ergibtD1u(!('); s; a) = w(s)Z�w(s) �1(!) � u(�1(s! + t!?) + �1a) dt



98 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHREN= 2p1� s2 sin(') �a2 + s2 (sin')2+13 (1� s2) (cos')2 � 1� ;D2u = 0 ;D3u = �D1u :Wir wollen die Implementierung der Ausdr�ucke�jn;m gn ; gn = 	nDubeschreiben. Diese erfolgt analog zum Algorithmus der ge�lterten R�uckprojektion der2D{Computer{Tomographie, und besteht aus drei Schritten. Man beachte, da� derRekonstruktionskern �j;M
 die Gestalt�j;M
 (!('); s; a) = rj(') exp(�a2=(2
2)) p
M(s)hat, wobei p
M ein Polynom vom Grad 2(bM=2c + 1) ist.1. Berechne f�ur � = 0; : : : ; p� 1 und k = �r; : : : ; r � 1 jeweils den Vektorv�;k;� = 14q q�1Xl=�q(gn;j)(�;l;k) p
M(s� � sl) ;� = �q; : : : ; q � 1 :2a. Berechne f�ur i = 1; : : : ; m und k = �r; : : : ; r � 1 jeweils den Ausdruckuk(��jxi) = �p p�1X�=0[(1� h) v�;k;� + h v�;k;�+1] rj('�) ;wobei h und � bestimmt sind durchs = ��jx>i !('�) ; � � sq < �+ 1 ; h = sq � � :2b. Ermittle anschlie�end(�jn;mgn)i = 12r r�1Xk=�r uk(��jxi) exp((ak � � �j xi)2=(8
2)) :Nimmt man an, da� r = q = O(p) gilt, so ben�otigt man f�ur Schritt 1 O(prq2) = O(p4)Rechenoperationen und f�ur die Schritte 2a und 2b O(m(rp + r) = O(mrp) = O(mp2)Rechenoperationen. Insgesamt ben�otigt man f�ur den gesamten AlgorithmusO(p4) +O(p2m)



4.1. NUMERISCHE ERGEBNISSE 99Rechenoperationen. �Ublicherweise w�ahlt man m = (N + 1)3 �aquidistant verteilte Re-konstruktionspunktexi = �2i1N ; 2i2N ; 2i3N �> ; �N=2 � ij � N=2 ; j = 1; 2; 3 (4.1)in K31 . Der obige Algorithmus l�a�t sich bedeutend beschleunigen, wenn zus�atzlichN = 2r (4.2)gilt. Um dies zu zeigen, ben�otigen wir noch ein technisches Lemma.Lemma 4.1.1 Ist h 2 L2([�1; 1]) mit h(�1) = h(1) = 0 und t0 2 [�1; 1], so giltlim
&0 12p2� 
 1Z�1 h(s) e� (s�t0)28
2 ds = h(t0) :Beweis: Wir de�nieren eine Fortsetzung �h von h, indem wir h au�erhalb von [�1; 1]durch Null fortsetzen. �h(s) = ( h(s) : s 2 [�1; 1] ;0 : s 2 IRn[�1; 1] :Die Behauptung ergibt sich aus der folgenden Gleichungskette.lim
&0 12p2� 
 1Z�1 h(s) e� (s�t0)28
2 ds = lim
&0 12p2� 
 1Z�1 �h(s) e� (s�t0)28
2 ds= lim
&0 1p� 1Z�1 �h(2p2 
 s+ t0) e�s2 ds= 1p� 1Z�1 e�s2 ds �h(t0) = h(t0) : 2F�ur hinreichend kleines 
 ist nach Lemma 4.1.1 die N�aherung1Z�1 h(s) e� (s�t0)28
2 ds � 2p2� 
 h(t0)durchaus gerechtfertigt. Verwenden wir diese N�aherung bei der Berechnung von (S
g)j,so erhalten wir(S
g)j(x) = hgj;Tx2;j�j;M
 iL2(S1�[�1;1]2)



100 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHREN= 18 1Z�1 2�Z0 1Z�1 gj(!('); s; a) rj(') p
M  s� ��jx>!(')2 ! e� (a���j x)28
2 ds d' da= 18 2�Z0 1Z�1 rj(') p
M  s� ��jx>!(')2 ! 1Z�1 gj(!('); s; a) e� (a���j x)28
2 da ds d'� 14 p2� 
 2�Z0 1Z�1 rj(') p
M  s� ��jx>!(')2 ! gj(!('); s; � �j x) ds d' :Ist die Bedingung (4.2) erf�ullt und sind die Punkte xi wie in (4.1) de�niert, so gibt eszu jedem xi ein aki gibt mit gj(!; s; � �j xi) = gj(!; s; aki) :Somit l�a�t sich das letzte Doppelintegral, und damit auch jeder Ausdruck �jn;m gn;j, inder selben Art und Weise und auch mit demselben Aufwand implementieren, wie diege�lterte R�uckprojektion in der 2D{Computer{Tomographie. In diesem Falle ben�otigenwir unter Ber�ucksichtigung von N = 2r = O(q) nur nochO(pq2N) +O(pN3) = O(pN3)Rechenoperationen, siehe Natterer [25]. Das bedeutet, da� wir bei der Berechnungeiner Komponente �jn;m gn eine Potenz von p gewinnen, was das Verfahren f�ur eindreidimensionales Problem sehr schnell macht. Es sei hier jedoch bemerkt, da� dieseVorgehensweise zun�achst nur f�ur unseren speziell gew�ahlten Molli�er e
 zul�assig ist.Die Abbildung 4.1.2 zeigt die Rekonstruktion des Geschwindigkeitsfeldes u. Der Tr�agerliegt in 
3, da wir u au�erhalb von 
3 durch Null fortgesetzt haben. Ansonsten w�areu =2 H. Die Gr�o�en wurden wie folgt gew�ahlt: p = 21, q = 11, r = 4, N = 8, 
 = 0:05und M = 56.Der Grund, warum die Menge der Daten und Rekonstruktionspunkte so klein gew�ahltwurde, liegt darin, da� sich f�ur eine gr�o�ere Menge an Punkten die Rekonstruktionnicht mehr gut durch Pfeile visualisieren l�a�t. In der Abbildung 4.1.3 ist lediglich dieeinzig von Null verschiedene Komponente �1n;mgn von �n;mgn dargestellt. Hier wurdedie Menge der Daten, sowie der Rekonstruktionspunkte vergr�o�ert. Es sind r = 50,p = 153, q = 25, N = 100. Als Regularisierungsparameter wurde 
 = 0:0157 gew�ahltund der Abschneideindex der Reihe in �1;M
 ist M = 161. Die Rechenzeit f�ur dieRekonstruktion dieser einen Komponente betr�agt etwa 10 Minuten auf einer SiliconGraphics O2.Wir berechnen den relativen Fehler�err(gn)�2 = 3Xj=1 k�jn;m gn � ujk22= 3Xj=1 kujk22 � k(S
Du)� uk2L2(K31 ;IR3)kuk2L2(K31 ;IR3) ;wobei uj 2 IRm gegeben ist durch (uj)i = uj(xi). Bei der Rekonstruktion von Abbil-dung 4.1.3 betr�agt der Fehler err(gn) = 0:272 = 27:2% :
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Abbildung 4.1.2 Rekonstruktion �n;m gn von u
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100Abbildung 4.1.3 Rekonstruktion �1n;m gn von u1In der Abbildung 4.1.4 ist der Fehler in der Rekonstruktion aus Abbildung 4.1.3 f�urx = 0 zu sehen. Au�allend ist, da� der Hauptanteil des Fehlers in der z-Richtung liegt.In dieser Richtung wird auch der Datensatz D1u abgetastet.



102 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHREN

Abbildung 4.1.4 Fehler in der Rekonstruktion von u1 f�ur x1 = 0Weiterhin wollen wir unseren Algorithmus mit gest�orten Daten testen. Wir ersetzenunseren gegebenen Datenvektor gn durch einen verrauschten Datenvektor ~gn mit~gn;j = gn;j + �n;j ; k�n;jk = �j rrpq2� ;wobei �j > 0 den Datenfehler angibt. Mit dieser Festlegung ergibt sich ein relativerDatenfehler von kgj � ~gjkL2(S1�[�1;1]2)kgjkL2(S1�[�1;1]2) � �jkgjkL2(S1�[�1;1]2) :In Abbildung 4.1.5 ist die Rekonstruktion �1n;m ~gn dargestellt mit �1 = 0:5. Das ent-spricht einem Datenfehler von 15:34%, also einem sehr starken Rauschen.
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Abbildung 4.1.5 Rekonstruktion �1n;m ~gn (links) von u mit gest�orten Daten, rechtseine Zeile der Rekonstruktion (x2 = 0)



4.1. NUMERISCHE ERGEBNISSE 103Im rechten Teil der Abbildung sieht man deutlich den Fehler in der Rekonstruktion. Indiesem Fall betr�agt er err(~gn) = 0:274 = 27:4% ;ist also nur unwesentlich gr�o�er als im ungest�orten Fall. Das ist sehr beachtlich, wennman die Gr�o�e des Datenfehlers in Betracht zieht. Die Rotation von u istr� u(x) = �2x3 � e2 + 2x2 � e3 :In der Abbildung 4.1.6 ist die Rekonstruktion der Rotation ~�n;m gn dargestellt, wobeidie Gr�o�en N , r, p und q wie in Abbildung 4.1.2 gew�ahlt wurden.Um eine Fehlerberechnung durchzuf�uhren, haben wir die Datenmenge erh�oht auf r =50, p = 153, q = 25. Rekonstruiert wurde auf einem Gitter mit N = 100. Der Regula-risierungsparameter wurde 
 = 0:0174, der Abschneideindex M = 114 festgelegt. DerFehler betr�agt in diesem Fallerr(gn) = 0@ 3Xj=1 k ~�jn;m gn � ~ujk22= 3Xj=1 k~ujk221A1=2 = 0:115 = 11:5% :~uj 2 IRm ist gegeben durch (~uj)i = (r� u)j(xi).Die Tatsache, da� der Fehler bei der Berechnung der Rotation deutlich geringer ist alsbei der Berechnung des Feldes, untermauert die Konvergenzaussage aus Satz 3.2.20.Im Gegensatz zu D�j besitzt R� 
 I einen dichten Bildraum. Unser speziell gew�ahlterMolli�er Ej
 ist nicht aus N(Dj)?. Nach Satz 3.2.20 konvergiert demnach der Fehlerk�jn;m	nDf � (E f)jk1 nicht gegen 0, falls n!1 strebt.            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Abbildung 4.1.6 Rekonstruktion ~�n;m gn von r�uDie vorangegangenen Berechnungen sollten zum einen die hohe E�zienz des Verfahrens,zum anderen die G�ute der Approximation untermauern.



104 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHREN4.1.2 Rekonstruktion eines 2D{Feldes mit gemessenen DatenInteressant ist es, den Algorithmus an gemessenen Daten zu testen. Eine Apparatur dieDoppler-Daten eines zweidimensionalen Feldes mi�t, steht im Department of ElectricalMeasurements and Mathematics in Lund/Schweden. Dabei umkreist eine Ultraschall-quelle auf einer Kreisbahn mit Radius R einen Zylinder, durch den eine Fl�ussigkeit
ie�t. Genaueres �uber die Me�apparatur ist in Jansson et al. [13] zu �nden. ImGegensatz zu den bisherigen Betrachtungen �ndet hierbei die F�acherstrahlgeometrieAnwendung. Bei jeder Detektorposition werden die Schallwellen nacheinander in Formeines F�achers ausgesandt, wie in Abbildung 4.1.7 dargestellt ist.Betrachtet wird nur der Flu� in der xy-Ebene, so da� das zweidimensionale Geschwin-digkeitsfeld die Form u(x) = �A (x21 + x22 � �2) � e2hat, wobei 0 < � < R der Radius des Zylinders ist und A eine Konstante.

Ultraschallwelle

L

Objekt

Quelle-,

Detektorposition

Abbildung 4.1.7 Me�anordnung f�ur die F�acherstrahlgeometrieWir wollen den Rekonstruktionskern zun�achst f�ur die parallele Geometrie angeben,um den f�ur die F�acherstrahlgeometrie mittels einer Transformation unter Verwendungvon Lemma 2.1.7 zu erhalten. Das mathematische Modell ist durch die 2D{Doppler{Transformation gegeben. Wir setzen stets voraus, da� 
 ein beschr�anktes Gebiet undf 2 C1c (
; IR2) ist.De�nition 4.1.2 Es sei ! 2 S1 und s 2 [�1; 1]. Der Operator D mitDf(!; s) = Z
\L(!;s) !? � f(x) d`(x)



4.1. NUMERISCHE ERGEBNISSE 105hei�t zweidimensionale Doppler{Transformation. Die Gerade L(!; s) ist de�niert durchL(!; s) = fx 2 IR2 jx>! = sg.Bezeichnung: Mit r2� f bezeichnen wir die zweidimensionale Rotation des Feldes f .Sie ist gegeben durch r2 � f(x; y) = @f2@x � @f1@y :Man beachte, da� im Gegensatz zu dreidimensionalen Feldern die Rotation eines zwei-dimensionalen Feldes eine skalare Gr�o�e ist. Es gilt ein zweidimensionales Analogon zuLemma 1.4.4.Lemma 4.1.3 Es gilt @@s Df = R(r2 � f) : (4.3)Indem wir Ej
 = e
 � ej ; j = 1; 2festlegen mit e
(x) = (2�)�1 
�2 exp(�kxk2=(2
2)) ;erhalten wir wie in Kapitel 3 eine approximative Inverse von u durchu
(x) =  hu1; T x1 e
ihu2; T x1 e
i ! =  hDu; T x2 ��1
ihDu; T x2 ��2
i ! : (4.4)Hierin sind die ��j
 L�osungen der NormalgleichungenDD� ��j
 = DEj
 :Die Rekonstruktionskerne ��j
 bestimmt man wie in Abschnitt 3.2.2, die Herleitung istv�ollig identisch. Wir geben daher nur die L�osungen an.��1
(!; s) = p2� 
 �1
(!; s; a)ja=0 ;��2
(!; s) = �p2� 
 �3
(!; s; a)ja=0 :Der Vorfaktor p2�
 ist gerade der Faktor, um den sich die zwei- und die dreidimen-sionale Gauss-Funktion unterscheiden.F�ur die weiteren Betrachtungen sei stets 
 = BR(0) die o�ene Kreisscheibe mit Ra-dius R um 0. Wie erw�ahnt wollen wir Lemma 2.1.7 anwenden, um das Problem auf



106 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHRENdie F�acherstrahlgeometrie zu �ubertragen. Hierzu ben�otigen wir die Transformation, dieDaten der F�acherstrahlgeometrie in parallele Daten �ubertr�agt. Sei dazu zun�achst% : [0; 2�)� [��=2; �=2] ! S1 � [�R;R] ; �� ! 7!  !(�+ � � �=2)R sin(�) ! :Mit Hilfe der Abbildung % erkl�aren wir eine Transformation �%, die das Gew�unschteleistet. �% : L2(S1 � [�R;R]) ! L2([0; 2�)� [��=2; �=2])�%g(�; �) = g(%(�; �)) :Wie man auch in diesem Fall die Skalarprodukte in Gleichung (4.4) in Form der ge�l-terten R�uckprojektion schreiben kann, ist in Dietz [9] nachzulesen.In unserem Datensatz wurden diskrete Winkel �k = k � 2�=p, k = 0; : : : ; p � 1 und�i = i � �=(2q), i = �q; : : : ; q gew�ahlt mit p = 45 und q = 22. Der Radius der Abtast-kurve betr�agt R = 70 mm. In Abbildung 4.1.8 ist sowohl der gesamte Datensatz zusehen, als auch eine einzelne Projektion.
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Abbildung 4.1.8 Der Datensatz Du(�k; �i) (links) und eine einzelne Projektion(rechts)Die Rekonstruktion ist in Abbildung 4.1.9 zu sehen. Bemerkenswert dabei ist, da�der Tr�ager des Geschwindigkeitsfeldes in einem Schlauch in der Mitte enthalten ist,ohne da� wir irgendwelche Vorinformationen in der Rekonstruktion verarbeitet haben.Fehler in der Rekonstruktion sind nicht nur auf Me�fehler zur�uckzuf�uhren, sondernauch darauf, da� das Geschwindigkeitsfeld u eine von Null verschiedene Divergenz hat.Daher sind Anteile von u im Kern von D enthalten und k�onnen nicht rekonstruiertwerden.
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Abbildung 4.1.9 Rekonstruktion u
 aus den gemessenen Daten Du(�k; �i)Die Rotation des Feldes hat die Formr2 � u(x) = �2Ax1 :Diese k�onnen wir ebenfalls analog zu Abschnitt 3.3 rekonstruieren. Der entsprechen-de Rekonstruktionskern ist wiederum gerade das p2�
-fache des Kernes, den wir imdreidimensionalen Fall errechnet hatten, ausgewertet in a = 0. Die Rekonstruktion istin Abbildung 4.1.10 dargestellt, wobei derselbe Datensatz wie bei der Rekonstruktionvon u verwendet wurde.
            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Abbildung 4.1.10 Rekonstruktion von r2 � u aus den gemessenen DatenDu(�k; �i)



108 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHRENDie Rekonstruktionen zeigen, da� auch im Falle gemessener Daten der beschriebeneAlgorithmus sehr gute Ergebnisse e�zient liefert, was Ho�nung macht auf weiterepraktische Anwendungen.4.2 Ans�atze zu anderen VerfahrenWir stellen einige Verfahrensans�atze vor, die vor allem f�ur die 2D{Vektor{Tomographiehergeleitet wurden. Diese beruhen entweder auf der Gleichung (1.15), oder auf einemAnalogon zum Projektionssatz der Radon{Transformation (siehe z.B.Natterer [25]).Abschlie�end wird kurz auf ein iteratives Verfahren vonWernsd�orfer [39] eingegan-gen.4.2.1 Vollst�andige Rekonstruktion durch Messung des Nor-mal
ussesDas im folgenden vorgestellte Verfahren zur vollst�andigen Rekonstruktion von zwei-dimensionalen Vektorfeldern entstammt im wesentlichen der Arbeit von Str�ahl�en[36]. Dabei wird die enge Verwandtschaft der 2D{Doppler{Transformation mit der2D{Radon{Transformation ausgenutzt und in Anlehnung an die ge�lterte R�uckprojek-tion in der 2D{Computer{Tomographie ein Algorithmus angegeben.F�ur den gesamten Abschnitt setzen wir stets voraus, da� 
 � IR2 ein beschr�anktesGebiet sei und f 2 C1c (
; IR2) ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld mit kompaktemTr�ager in 
.De�nition 4.2.1 Es seien ! 2 S1 und s 2 [�1; 1].Der Operator D? mit D?f(!; s) = Z
\L(!;s) ! � f(x) dl(x)hei�t Normal
u�{Transformation.Wie die 3D{Doppler{Transformation ist auch die 2D{Doppler{Transformation nichtinjektiv. Jedoch ist ein Vektorfeld f eindeutig bestimmt, wenn man sowohl seine Dopp-lertransformierte, als auch seinen Normal
u� kennt.Lemma 4.2.2 Gilt sowohl Df = 0, als auch D?f = 0, so ist schon f = 0.Beweis: Ist Df = 0 und D?f = 0, so gilt f�ur alle ' 2 [0; 2�]� sin(')Rf1 + cos(')Rf2 = 0 ;cos(')Rf1 + sin(')Rf2 = 0 :



4.2. ANS�ATZE ZU ANDEREN VERFAHREN 109In Matrixschreibweise bedeutet dies � sin(') cos(')cos(') sin(') ! �  Rf1Rf2 ! =  00 ! :Die Matrix auf der linken Seite hat Determinante �1, demnach mu� f�ur die L�osunggelten Rf1 = Rf2 = 0 :Aus der Injektivit�at von R folgt die Behauptung. 2Lemma 4.2.3 Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilt die Gleichheit@@s D?f = R(r � f) : (4.5)Beweis: Die Aussage beweist man mit den Rechenregeln der Radon{Transformation.2Mit Hilfe des vorangegangenen Lemmas kann man Gleichungen vom Typ der ge�ltertenR�uckprojektion angeben, um die Rotation und Divergenz des Feldes f zu berechnen.Satz 4.2.4 Es sei v
 2 S(IR) eine Schwartz-Funktion und V
 = R�v
. Dann gilta) V
 � (r2 � f) = R�(v0
 � Df) ;b) V
 � (r � f) = R�(v0
 � D?f) :Beweis: Beide Teile beweist man wie Satz 1.4.5, indem man die Gleichungen (4.3) und(4.5) ausnutzt. 2Approximiert V
 die Delta-Distribution �, so kann man aus den Daten Df , bzw. D?fdurch ge�lterte R�uckprojektion, eine gegl�attete Version von Divergenz und Rotationdes Vektorfeldes f berechnen. Da� analoge Formeln auch f�ur die Komponenten desFeldes f gelten, beweist der nachstehende Satz.Satz 4.2.5 Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilta) V
 � f1 = R�(v
 � !? � (Df ;D?f)>) ;b) V
 � f2 = R�(v
 � ! � (Df ;D?f)>) :



110 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHRENBeweis: Nutzt man die Gleichheiten!? � (Df ;D?f)> = Rf1und ! � (Df ;D?f)> = Rf2aus, so gehen die Behauptungen a) und b) �uber in Gleichung d) von Lemma 1.4.3. 2Bemerkung: Der Satz 4.2.5 zeigt, wie man aus den gegebenen Daten, eine gegl�atteteVersion des zu rekonstruierenden Feldes durch ge�lterte R�uckprojektion erh�alt. EineVerallgemeinerung auf h�oherdimensionale F�alle ist m�oglich, siehe Str�ahl�en [36]. Esergeben sich dabei jedoch zwei bedeutende Schwierigkeiten. Zum einen wird es Proble-me messtechnischer Art geben, da die Normal
u�{Transformation eines Vektorfeldeseine Integration �uber Hyperebenen ist, im dreidimensionalen Fall also �uber Ebenen.Es ist unklar, wie man solche Integrale durch Messungen ermitteln will. Im zweidi-mensionalen Fall ist dies kein Problem f�ur rotationssymmetrische Felder f , denn danngilt einfach D?f(!('); s) = Df(!(' � �=2); s). Die zweite Schwierigkeit liegt in demenormen Rechenaufwand, der zur Rekonstruktion n�otig w�are. Satz 4.2.5 l�a�t sich indieser Form nicht auf Dimensionen �ubertragen, die gr�o�er als 2 sind. Vielmehr folgtder Beweis des Rekonstruktionssatzes in beliebigen Dimensionen, der in der zitiertenArbeit steht, demjenigen von Theorem 1.2.5. Aufgrund der dort auftretenden Di�e-rentiationen und Volumenintegrale ist der Beweis kaum f�ur ein e�zientes Verfahrengeeignet.4.2.2 Ein Projektionssatz f�ur die Vektor{TomographieDer Projektionssatz f�ur die 2D{Radon{Transformation ist aus der Computer{Tomogra-phie bestens bekannt. Er beschreibt die Fourier{Transformierte von Rf bez�uglich derVariablen s. Es gilt (Rf )̂(!; �) = (2�)1=2 f̂(�!) : (4.6)Ein entsprechender Projektionssatz existiert auch f�ur die Doppler{Transformation.Satz 4.2.6 (Projektionssatz) a) Ist D die 2D{Doppler{Transformation, so gilt(Df )̂(!; �) = (2�)1=2 !? � f̂(�!) :b) Ist D = �3j=1Dj die 3D{Doppler{Transformation, so gilt analog(Djf )̂(!; �; a) = (2�)1=2 �j(!) � f̂(� �j! + �ja) :Beweis: Teil a): WegenDf(!; s) = cos(')Rf2(!; s)� sin(')Rf1(!; s)



4.2. ANS�ATZE ZU ANDEREN VERFAHREN 111folgt die Behauptung aus Gleichung (4.6). Teil b) ergibt sich aus Teil a). 2Winters, Rouseff [40] leiten mit Hilfe des Projektionssatzes einen weiteren Algo-rithmus vom Typ der ge�lterten R�uckprojektion zur Rekonstruktion der Rotation her.Indem wir beide Seiten der Gleichung (4.3) Fouriertransformieren und den Projekti-onssatz der Radon{Transformation ausnutzen, erhalten wir{ � (Df )̂(!; �) = (2�)1=2 (r2 � f )̂(�!) : (4.7)Schreiben wir die inverse Fourier{Transformation in Polarkoordinaten und verwendenGleichung (4.7), so ergibt sichr2 � f(x) = (2�)�1 �Z0 1Z�1 j�j (r2 � f )̂(�!(')) e{ � x>!(') d� d'= (2�)�1 �Z0 1Z�1 j�j (2�)�1=2 { � (Df )̂(!('); �) e{ � x>!(') d� d'� (2�)�3=2 �Z0 QB(!(');x>!(')) d' ;mit QB(!; s) = { BZ�B j�j � (Df )̂(!; �) e{ � s d� :Die Funktion QB kann man auch in Form einer Faltung schreiben. Es giltQB(!; s) = 1Z�1 gB(s� s0)Df(!; s0) ds0 ;wobei gB(s) = (2�)�1=2 { BZ�B j�j � e{ �s d�ist. Insgesamt haben wir demnachr2 � f � (2�)�3=2R�(gB � Df) :Den Filter gB kann man auch durch sph�arische Bessel-Funktionen (siehe Abramo-witz, Stegun [2]) ausdr�ucken, es giltgB(s) = (2�)�1=2B3 (j0(Bs=2) j1(Bs=2)� 2 j1(Bs)) :j0 und j1 bedeuten die sph�arischen Bessel-Funktionen 1. Art von 0-ter bzw. erster Ord-nung. Dieser Zugang stellt eine Alternative zu Satz 4.2.4 dar.Eine o�ene Frage ist, inwiefern, �ahnlich wie bei der Computer{Tomographie, Algo-rithmen f�ur die Rekonstruktion des Feldes f ausgehend vom Projektionssatz f�ur dieDoppler{Transformation 4.2.6 entwickelt werden k�onnen,.



112 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHREN4.2.3 Direkte algebraische MethodenDesbat [8] behandelt das zweidimensionale Vektor{Tomographie{Problem mit alge-braischen Methoden wie Natterer [25] dies f�ur die Radon{Transformation getan hat,siehe auch Abschnitt 2.2.1.Es seien endlich viele Punkte !j, sl gegeben mit !j = !('j), 'j = j�=p, j = 0; : : : ; p�1und sl = l=q, l = �q+1; : : : ; q�1. Der Operator Dn : L2(
2; IR2)! IRn, n = p(2q�1),sei durch Punktauswertung in den Punkten (!j; sl) de�niert.(Dnf)j;l = (Df)(!j; sl) : (4.8)Da Dn nur als Abbildung auf X� mit � > 1=2 eine auf ganz Cn stetige Adjungiertebesitzt, bringt die Berechnung der Minimum-Norm-L�osung f�ur das unterbestimmteSystem (4.8) Schwierigkeiten mit sich. Diese kann man umgehen, indem man statt�uber Linien �uber Streifen Sjl integriert mitSjl = fx 2 IR2 : jx>!j � slj < 1=qg :Man erh�alt so einen Operator eDn : L2(
2; IR2)! IRn durch( eDnf)j;l = ZSjl !? � f(x) dx = Z
2 !? � f(x)�jl(x) dx ;wobei die Funktion �jl 2 L2(
2) gerade die charakteristische Funktion des StreifensSjl ist, also �jl(x) = ( 1 ; f�ur jhx; !ji � slj < 1=q ;0 ; sonst :Eine Darstellung f�ur die Matrix eDn eD�n kann angegeben und mit dieser die zu eDngeh�orende Minimum-Norm-L�osung ~fmin berechnet werden.Dar�uber hinaus gibtDesbat eine Abtastgeometrie f�ur die 2D{Vektor{Tomographie an,indem er den Zugang von Natterer [25, Kap.3] f�ur die 2D{Radon{Transformationauf die Vektor{Tomographie �ubertr�agt.4.2.4 Ein iteratives VerfahrenWernsd�orfer [39] beschreibt die Anwendung von Algebraischen Rekonstruktions-techniken (ART) zur Rekonstruktion von 3D{Vektorfeldern.Wir betrachten dazu wieder die diskreten OperatorgleichungenDn;jf = gn;j (4.9)mit (Dn;jf)(�;l;k) = ZL(!� ;sl;ak) �j(!�) � f(x) d`(x)



4.2. ANS�ATZE ZU ANDEREN VERFAHREN 113f�ur n = 4pqr, j 2 f1; 2; 3g. Die Diskretisierung sei wie in Abschnitt 3.2.3 gegeben.F�ur das Feld f gelte r � f = 0. Ferner sei � : IN ! IN3 eine Bijektion, so da� eszu jedem Index-Tripel (�; l; k) ein � 2 IN gibt mit �(�) = (�; l; k). Wir zerlegen dendreidimensionalen Einheitsw�urfel K31 in disjunkte Quader S� mit Seitenl�angen 2=N f�urN > 0. Es sei also K31 = N�N�N[�=1 S� ; S� \ S�0 = ; , � 6= �0 :Wir nehmen an, f sei st�uckweise konstant auf den Quadern S�, d.h. f hat eine Darstel-lung fj = N3X�=1F j� �S� :Bezeichnen wir mit b�;� = �(L(!�; sl; ak) \ S�) ; �(�) = (�; l; k) ;die L�ange des Teilst�ucks der Gerade L(!�; sl; ak), das S� schneidet, wobei � das eindi-mensionale Lebesgue-Ma� ist, so gehen die drei Gleichungen (4.9) �uber in(gn;1)�(�) = N3X�=1F 1� (� sin('�)) b�;� + F 2� cos('�) b�;� ;(gn;2)�(�) = N3X�=1F 2� (� sin('�)) b�;� + F 3� cos('�) b�;� ;(gn;3)�(�) = N3X�=1F 1� sin('�) b�;� � F 3� cos('�) b�;� ;�(�) = (�; l; k) :Wir wollen diese drei Gleichungen in kompakter Form zu einem Gleichungssystem zu-sammenfassen. Dazu fassen wir die drei Datens�atze gn;j zu einem VektorGn zusammenin der Form (Gn) = (gn;1; gn;2; gn;3)> 2 IR3n :& : f1; : : : ; 3ng ! f1; 2; 3g � f1; : : : ; ng sei ein Isomorphismus, d.h. zu jedem � 2f1; : : : ; 3ng gibt es ein eindeutiges Paar Zahlen (j; �) mit(Gn)� = (gn;j)�(�) :Dann lassen sich die drei obigen Gleichungen kompakter schreiben in der Form(Gn)� = N3X�=1F 1� B1�;� + F 2� B2�;� + F 3� B3�;� : (4.10)



114 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHRENMit Bm�;� bezeichnen wir die Gr�o�en
Bm�;� = 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

� sin('�) b�;� : m = 1 ; j = 1 ;sin('�) b�;� : m = 1 ; j = 3 ;cos('�) b�;� : m = 2 ; j = 1 ;� sin('�) b�;� : m = 2 ; j = 2 ;cos('�) b�;� : m = 3 ; j = 2 ;� cos('�) b�;� : m = 3 ; j = 3 ;0 : sonstmit &(�) = (j; �), �(�) = (�; l; k). Gleichung (4.10) k�onnen wir noch k�urzer schreibendurch (Gn)� = F 1;>B1� + F 2;>B2� + F 3;>B3� ; 1 � � � 3n ;und erhalten schlie�lich die kompakte FormGn = [B1B2B3][F 1 F 2 F 3]> := BnF (4.11)mit Gn 2 IR3n, Bn 2 IR3n�3N3, und F 2 IR3N3 . Die Anwendung von ART auf dieGleichungen (4.11) sieht wie folgt aus.Sei F0 2 span fB� = [B1� ; B2� ; B3� ]> j 1 � � � 3ng � IR3N3 gegeben ( z.B. F0 = 0 ).F�ur k = 0; 1; : : : iteriere~Fk1 := Fk 2 IR3N3 ;~Fk� = ~Fk��1 + �jB�j2 �(Gn)� � B>� ~Fk��1� B� ;f�ur � = 2; : : : ; 3n ;Fk+1 := ~Fk3n :Hier ist 0 < � < 2 ein Relaxationsparameter. F�ur eingehendere Untersuchungen undeine Konvergenzanalyse sei auf Natterer [25] verwiesen.Wernsd�orfer korrigiert in seiner Arbeit jede Iterierte Fk, indem er f�ur jeden QuaderS� ein Funktional der Form8Xi=1 �(Fk+1xi � Fkxi)2 + (Fk+1yi � Fkyi)2 + (Fk+1zi � Fkzi)2�+ w div�Fk+1minimiert. Dabei ist div� eine Diskretisierung des Divergenz-Operators, w ein Lagran-ge-Multiplikator. Es wird jeweils �uber die 8 benachbarten Quader von S� summiert.Der Vorteil dieses Verfahrens ist, da� es sich ohne gro�e Probleme auf beliebige Geo-metrien �ubertragen l�a�t. Der entscheidende Nachteil gegen�uber dem Verfahren derapproximativen Inversen ist der Aufwand. Jede Gerade L tri�t pro Schicht etwa NQuader, d.h. in jedem Vektor B� sind etwa O(N2) von Null verschiedene Eintr�age.Nehmen wir an, da� q = O(p) und r = O(p) gilt, eine durchaus sinnvolle Annahme,



4.3. AUSBLICK AUF ZUK�UNFTIGE UNTERSUCHUNGEN 115so mu� man pro Iteration O(p3N2) Rechenoperationen durchf�uhren, soviel wie f�ur diegesamte approximative Inverse. Vergleicht man den Aufwand mit der schnellen Versi-on der approximativen Inversen f�ur Vektorfelder unter denselben Annahmen, so siehtman, da� das Iterationsverfahren f�ur gro�e Datenmengen nicht mehr konkurrenzf�ahigsein wird.4.3 Ausblick auf zuk�unftige UntersuchungenMit dieser Arbeit ist das Problem der Vektor{Tomographie nat�urlich bei weitem nochnicht abgeschlossen. Vielmehr ist das hier vorgestellte Verfahren ein erster Schritt.Probleme, die noch zu untersuchen sind, sind neben anderen die folgenden.Wie verh�alt sich die Divergenz des rekonstruierten Feldes S
g, wenn die des exaktenFeldes gleich Null war? Eine M�oglichkeit den Fehler zu korrigieren besteht in folgendemVorgehen. Es sei f = f s ein divergenzfreies Vektorfeld. Das rekonstruierte Feld frek hatdie Gestalt frek = f s +rp :Wendet man auf beiden Seiten den Divergenz-Operator an, so erh�alt man�p = r � frek :Mit Hilfe geeigneter Randbedingungen an p erh�alt man p somit als L�osung einer Po-tentialgleichung und wir k�onnen f s berechnen durchf s = frek �rp :Desweiteren w�are es auch interessant zu untersuchen, wie die Normalkomponenten � frekauf dem Rand von 
 sich verh�alt. �Ublicherweise fordert man von Geschwindigkeitsfel-dern n � f = 0auf @
, d.h. es dringt keine Fl�ussigkeit nach au�en. Den Fehler in frek kann man sokorrigieren: Man addiert zu frek ein Korrekturfeld ~f , das die Gleichungenr� ~f = 0 ;r � ~f = 0 ;n � ~f = �n � frekerf�ullt. Mit Lemma 1.2.3 folgt aus der ersten Gleichung ~f = r�. Damit gehen diebeiden anderen Gleichungen �uber in�� = 0 ;@�@n = �n � frek :



116 KAPITEL 4. NUMERISCHE ERGEBNISSE UND ANDERE VERFAHRENDie L�osung dieser Laplace-Gleichung ist bis auf eine additive Konstante bestimmt, alsoist r� eindeutig bestimmt, und wir berechnenfneu = frek +r� :Grunds�atzlich ist die beschriebene Me�geometrie ziemlich umst�andlich f�ur praktischeAnwendungen, da entweder das zu untersuchende Objekt, oder die Me�anordnung dreimal gedreht werden m�ussen. Juhlin [14] zeigt, da� man auch mit zwei Datens�atzenDjf auskommt, indem man die Gleichheite2 � r � f(x; y; z) = Z y�1 @@� e2 � r � f(x; �; z) d�= � Z y�1 @@xe1 � r � f(x; �; z) + @@z e3 � r � f(x; �; z) d�ausnutzt. Jedoch ist die angegebene Formel nicht zur Implementierung geeignet. Es istdemnach durchaus wichtig, sich geschicktere Me�geometrien zu �uberlegen.Bei unserem hergeleiteten Verfahren verwenden wir zur Rekonstruktion der erstenKomponente eines Vektorfeldes f1 lediglich den ersten Datensatz D1f . Dieser enth�altInformationen �uber die Komponenten f1 und f2. Im Datensatz D3f stecken Informa-tionen �uber f1 und f3, diese werden jedoch zur Berechnung von f1 nicht genutzt. DieFrage ist daher, inwiefern sich das Konzept der Approximativen Inversen im Falle derVektor{Tomographie erweitern l�a�t, damit zur Rekonstruktion von f1 sowohl der Da-tensatz D1f , als auch D3f Verwendung �nden. Die zus�atzliche Information sollte zueiner Verringerung des Fehlers bei der Rekonstruktion in Abschnitt 4.1.1 f�uhren.Ein weiterer Forschungsgegenstand wird es sein, auf dem Gebiet 
, z.B. 
 = 
3, nichtnur die euklidische, sondern beliebige Riemannsche Metriken zu betrachten. Es istklar, da� die Geraden, die wir betrachten, nur Ann�aherungen an die Realit�at sind.In Wirklichkeit wird die Welle gebeugt, d.h. man wird �uber geod�atische Linien einerRiemannschen Metrik integrieren. Das ist jedoch mit enormen Schwierigkeiten verbun-den. Zum einen kann man bei der Berechnung der Rekonstruktionskerne nicht mehrdie Singul�arwertzerlegung der Radon{Transformation ausnutzen, da diese nur f�ur dieeuklidische Metrik bekannt ist. Zum anderen hat der Divergenzoperator eine andereGestalt, n�amlich �f = 3Xi=1 3Xj=1 @fi@xj gij ;wobei gij die Koe�zienten des zweifach kontravarianten metrischen Tensors darstellen,siehe Sharafutdinov [32]. Demzufolge ist die Di�erentialgleichung, die zur Korrek-tur des rekonstruierten Feldes gel�ost werden mu�, nicht mehr eine Potentialgleichung,sondern hat eine wesentlich kompliziertere Form.Dies sind nur einige Punkte, in welche Richtung die Forschungen in der Vektor{Tomographie weitergehen k�onnten.
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