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Einleitung

Die Mathematik der Computer—Tomographie ist in den vergangenen Jahrzehnten Ge-
genstand intensiver Forschungen gewesen. Dabei interessiert man sich fiir die Rekon-
struktion einer skalaren Grofle, wie z.B. der Gewebedichte im menschlichen Kérper,
aus gemessenen Daten. Mittlerweile existieren effiziente Algorithmen zur Losung die-
ses Problems. Es stellt sich die Frage, ob es auch moglich ist, Vektorfelder wie z.B.
Geschwindigkeitsfelder von Blut zu rekonstruieren. Schon im Jahre 1977 verdffentlich-
ten WELLS ET AL. [38] eine Arbeit, in der sie erliuterten, inwiefern das Messen von
Doppler-Signalen bei der Detektion von bésartigen Tumoren in der weiblichen Brust
hilfreich sein kann. SIELSCHOTT [33] wendet die zweidimensionale Vektor—-Tomographie
an, um Geschwindigkeitsfelder von Gasen aus akustischen Messungen zu bestimmen.
1992 erschien die Arbeit von JUHLIN [14], in der das Problem der Vektor—-Tomographie
mathematisch beschrieben wurde. Er bewies, dafl unter zusétzlichen Bedingungen aus
den gemessenen Daten eine vollstindige Rekonstruktion eines Geschwindigkeitsfeldes
moglich ist. Die Angabe eines effizienten Algorithmus blieb er jedoch schuldig.

Die Idee der Vektor-Tomographie ist, mit Hilfe des Doppler-Effektes das Geschwin-
digkeitsfeld f einer sich bewegenden Fliissigkeit zu rekonstruieren. Dazu werden Ul-
traschallwellen auf das zu untersuchende Objekt 2 ausgesandt. Durch Messen des
Doppler—Shifts der reflektierten Welle ist es mittels einiger Umformungen unter be-
stimmten Annahmen moglich, die Geschwindigkeitskomponente parallel zum Teststrahl
L mit Richtung w

y(L) = /me-f(x) dl

zu messen, siche SPARR ET AL. [34], JUHLIN [14]. Der Mefivorgang wird im ersten
Kapitel naher beschrieben. Auflerdem beschreiben wir eine Mefigeometrie, indem wir
die Geraden L parametrisieren, und formulieren die Vektor-Tomographie als inver-
ses Problem, und zwar als Integralgleichung erster Art. Die gemessenen Daten werden
als Anwendung einer Integraltransformation, der sogenannten Doppler—Transformation
auf das Feld f erklirt. Das Kapitel schlieft mit der Angabe von wesentlichen Eigen-
schaften dieses Operators. So geben wir den Kern an, zeigen, daf} er einen nichtabge-
schlossenen Bildraum besitzt, und weisen eine Gliattungseigenschaft auf.

Zur Losung schlecht gestellter Probleme sind Regularisierungsverfahren unumgénglich.
In Kapitel 2 fithren wir die Methode der approzimativen Inversen ein, die eine gan-
ze Klasse von linearen Regularisierungsverfahren umschliefit. Dieses Verfahren wurde
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2 INHALTSVERZEICHNIS

auch schon bei anderen inversen Problemen aus den Bereichen der Medizintechnik,
oder zerstorungsfreies Priifen, mit Erfolg eingesetzt. Nach der Definition und der Her-
leitung einiger Eigenschaften beschiftigen wir uns intensiv mit der Anwendung der
approximativen Inversen auf diskrete Operatoren

An:\IjnA;

die durch Anwendung von Funktionalen ¥, auf den kontinuierlichen Operator A ent-
stehen. Dabei unterscheiden wir die beiden Félle, dafi die Beobachtungsoperatoren ¥,
Elemente aus dem Bildraum Y von A sind, beziehungsweise aus dem Dualraum Y}*
eines dichten Teilraumes von Y. Der letztere Fall erweist sich als schwieriger zugéng-
lich, er ist bei praktischen Anwendungen in der Computer-Tomographie jedoch eher
die Regel. Den Ausfiihrungen dieses Teiles liegt eine gemeinsame Arbeit mit RIEDER
[28] zugrunde.

Auch bei der Anwendung der approximativen Inversen auf die Doppler—Transformation,
die Gegenstand des 3. Kapitels ist, tritt dieser zweite Fall ein. Die Beobachtungsope-
ratoren ¥, sind in diesem Fall ndmlich Punktauswertungen, die nur auf einem dichten
Teilraum von Y stetig sind. Um das Verfahren anzuwenden, miissen wir es zunéchst
leicht modifizieren, damit auch Vektorfelder, und nicht nur skalare Gréflen wie im ur-
spriinglichen Fall, rekonstruiert werden konnen. Im Unterschied zum skalaren Fall sind
nun drei Rekonstruktionskerne zu berechnen. Die Berechnung dieser Kerne stellt das
Hauptproblem dar und ist fiir allgemeine Mollifier nicht moglich. Sie gelingt uns jedoch,
wenn wir als Mollifier die GAUsssche Glockenfunktion

Ej(x) = (2m) 2% exp(~[|x[?/(29%)) - ¢;

nehmen. Sind die Rekonstruktionskerne fiir die kontinuierliche Doppler—Transformation
bekannt, so kann man mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 2 die approximative Inver-
se auf die diskrete Doppler—Transformation anwenden. Das Ergebnis ist ein effizientes
Verfahren zur Rekonstruktion des divergenzfreien Anteiles des Geschwindigkeitsfeldes.
Am Ende des Kapitels wird noch gezeigt, wie es moglich ist, mit demselben Datensatz
die Rotation des Vektorfeldes zu rekonstruieren, indem man lediglich den Rekonstruk-
tionskern austauscht.

Im 4. Kapitel werden zum einen numerische Ergebnisse présentiert, zum anderen eini-
ge andere Verfahren kurz vorgestellt. Im ersten Teil wenden wir unseren Algorithmus
an, um das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit zu rekonstruieren, die in einem um
die z-Achse zentrierten Zylinder fliefit. Es wird sowohl mit exakten, als auch mit ver-
rauschten Daten gerechnet. Das Verfahren erweist sich dabei nicht nur als sehr effizient,
sondern auch als stabil gegeniiber Datenfehlern. Die Rotation des Feldes wird ebenfalls
rekonstruiert. Auch die Ergebnisse mit gemessenen Daten im zweidimensionalen Fall
sind sehr zufriedenstellend.

Die Anzahl an alternativen Verfahren ist nur gering und zieht fast ausschliefilich den
zweidimensionalen Fall in Betracht. Das von STRAHLEN in [36] angegebene Verfah-
ren beruht auf einer Formel vom Typ gefilterte Riickprojektion, wobei aber auch der



EINLEITUNG 3

Normalfiufs des Feldes gemessen werden mufl. Das Verfahren 148t sich in dieser Form
nur sehr schwer auf drei Dimensionen verallgemeinern. Mit Hilfe eines Projektions-
satzes fiir die Doppler-Transformation erhalten WINTERS, ROUSEFF [40] ein weiteres
Verfahren zur Rekonstruktion der Rotation eines zweidimensionalen Feldes. DESBAT
[8] iibertrigt die von der Radon—Transformation her bekannten direkten algebraischen
Methoden auf die zweidimensionale Doppler— Transformation und gibt eine Abtastgeo-
metrie an. WERNSDORFER [39] schliefilich stellt ein iteratives Verfahren (ART) fiir die
dreidimensionale Vektor-Tomographie auf, das allerdings sehr aufwendig ist und an
Effizienz der approximativen Inversen nicht gleichkommt.

In der vorliegenden Arbeit wird demnach nicht nur die Theorie der approximativen
Inversen vertieft, sondern mit Hilfe dieser auch ein Verfahren zur Rekonstruktion di-
vergenzfreier Vektorfelder hergeleitet. Obwohl es auch noch offene Fragen gibt, die im
letzten Abschnitt dieser Arbeit kurz angesprochen werden, ist das Verfahren in dieser
Form fiir den dreidimensionalen Fall véllig neuartig, und setzt im Bezug auf Geschwin-
digkeit einen neuen Maf}stab.

An dieser Stelle mochte ich Herrn G. SPARR danken, der mir die Datensétze fiir die
Rekonstruktionen in Abschnitt 4.1.2 zur Verfiigung gestellt hat. Ferner mochte ich
diejenigen erwidhnen, die an der Messung beteiligt waren. Im einzelnen sind dies M.
ArMmQuisT, TH. JANSSON, K. LINDSTROM und H.W. PERSSON vom Department of
Electrical Measurements, Lund, sowie K. STRAHLEN und G. SPARR vom Department
of Mathematics der Universitdt von Lund.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Univ.-Prof. Dr. Alfred. K. Louis, der diese Arbeit
stets vorbildlich betreut und mit unermiidlichem Interesse deren Entwicklung verfolgt
und gefordert hat.

Danken méochte ich auch meinen Kollegen, insbesondere Herrn Dr. Rainer Dietz. Das
freundschaftliche Verhéltnis zwischen uns hat sehr zum Gelingen der vorliegenden
Arbeit beigetragen. Weite Teile aus Abschnitt 2.2 sind im Zuge einer gemeinsamen
Veroffentlichung mit Herrn Univ.-Prof. Dr. Andreas Rieder entstanden, dem ich aus
diesem Grund zu Dank verpflichtet bin.

Ich danke auch meinen Eltern ohne deren jahrelange Unterstiitzung diese Dissertation
nicht moglich gewesen wire.

Nicht zuletzt danke ich meiner lieben Petra fiir ihr Verstéindnis und ihre Geduld.

Saarbriicken, im November 1999 Thomas Schuster



Kapitel 1

Grundlagen der
Vektor—Tomographie

Wir erldutern zunéchst Meflaufbau und Modell der Vektor-Tomographie. 1992 erschi-
en die Arbeit JUHLIN [14], in der ein Modell zur Rekonstruktion divergenzfreier Vek-
torfelder hergeleitet wird. JUHLIN gibt auch eine Mdglichkeit an, die Rekonstruktion
auszufiihren. Das daraus entstehende Verfahren wire jedoch zu aufwendig, um ernst-
haft in Frage zu kommen. Wir werden es im zweiten Abschnitt dieses Kapitels kurz
beschreiben. JANSSON ET AL. [13] stellen eine MeBapparatur vor, die experimentelle
Daten liefert, um zweidimensionale Geschwindigkeitsfelder einer Fliissigkeit zu rekon-
struieren. Wir werden im ersten Abschnitt einen Mefaufbau fiir dreidimensionale Vek-
torfelder beschreiben, wobei wir uns vorwiegend auf die Arbeit von SPARR ET AL. [34]
stiitzen werden. Darauf aufbauend leiten wir im zweiten Abschnitt ein mathematisches
Modell fiir die Vektor—Tomographie her. Wir definieren die Doppler—Transformation,
mit Hilfe derer wir die Vektor-Tomographie als Operatorgleichung erster Art formulie-
ren konnen. Die hierfiir nétige Vektoranalysis stellen wir in einem weiteren Abschnitt
zur Verfiigung.

1.1 Fourier—Transformation und Sobolevriume

Wir wollen kurz auf Definition und Eigenschaften der Fouriertransformation eingehen
und ausgehend davon Sobolevriume und deren Tensorprodukte einfiihren, die wichtige
Hilfsmittel in den nachfolgenden Kapiteln darstellen. Alle Eigenschaften und Sétze
bleiben ohne Beweis, es wird lediglich auf die entsprechende Literatur verwiesen.

4



1.1. FOURIER-TRANSFORMATION UND SOBOLEVRAUME 5

1.1.1 Die Fourier—Transformation: Definition und elementare
Eigenschaften

Definition 1.1.1 Sei f € S(IR") eine schnell fallende Funktion. Dann heift

~

Fiw) = flw)=@n) "2 [ f@)e =) d
die n-dimensionale Fourier-Transformierte wvon f.

Die Fouriertransformation ist stetig als Abbildung von S(/R") in sich. Da S(/R") in
L?*(IR™) dicht liegt, 148t sie sich stetig fortsetzen. Beziiglich der L?-Norm ist die Fou-
riertransformation eine Isometrie, es gilt

[fllz2mny = [ £l 22(me) -
Der beziiglich des L2?-Skalarproduktes gegebene adjungierte Operator hat die Form

Fiw)=en [ fa)e do.

n

Es ist auflerdem
Fl=F" (1.1)

Bezeichnen wir weiter mit
D f(t) =|al"?f(t/a), a€ R\{0},
den Dilatationsoperator und mit
Tf(z) = f(z — y)

den Translationsoperator, so erhalten wir folgende Rechenregeln.

Lemma 1.1.2 FEs gilt:

a)
FD*=DYF,

b)
FTV = BVF,

wobei EY fiir f € L*(IR") definiert ist durch
EVf(x) = eV f(x),
c)
FDU(€) =l Ff(&),  F(a"f) =2*Df
fiir f € Cl*V(IR"), a € INF'. Dabei ist
9o f
or

Df(z) =



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR-TOMOGRAPHIE

1.1.2 Definition von Sobolevriumen und Tensorprodukten

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz verschiedene Arten von Sobolevrdumen und deren
Tensorprodukte einfiihren. Die verschiedenen Definitionen und Identifizierungen sind
den Biichern von AUBIN [3] und WLOKA [41] entnommen, auf die auch fiir eine Ver-
tiefung der Thematik hingewiesen wird.

Fiir den gesamten Abschnitt sei {2 C IR™ ein beschrinktes Gebiet und o > 0 eine reelle
Zahl.

Definition 1.1.3 Wir bezeichnen mit H§(Q) den Abschlufi von C(2), den beliebig
oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger in €2, beziglich der Norm

Al = [ 1+ 1€ (@)1 de

H{ () heifit Sobolev-Raum der Ordnung o.

Fine zu || - ||Ha dquivalente Norm ist definiert durch
Dk 2
e = X[ ISP+ [ ] DI sy,
|k|<[a |k|=

Dabei ist T bestimmt durch o = [a] + 7. Wir setzen

H(Q) = {f € L*(Q) : [/l mo(e) < o0}

Fiir a € IN besteht H*(Q) offenbar gerade aus allen Funktionen aus L?*(SY), deren
Ableitungen der Ordnung kleiner gleich o zumindest im schwachen Sinne existieren und
wieder aus L*(Q) sind. Weiterhin identifizieren wir Z = S* x (=1,1) mit Z = (0, 27) x
(—1,1) mit Hilfe der Parametrisierung (0,27) 3 ¢ — w(p) = (cos,sinp)" € S und
definieren den Sobolev-Raum der periodischen Funktionen der Ordnung a durch

Hy(Z) = {g € L*(Z) :lgl50 = D D (1L + K +n*)%|gpnl* < o0}

kEZ neZ
mit
gkn:4 / g, s) e Tk oy s

Sei M eine CH*-Mannigfaltigkeit, = = (Ui, Vi), i € J, ein zugeordneter Atlas und
{B;}ics eine zugeordnete Partition der Fins. Der Sobolev-Raum auf der Mannigfaltig-
keit M der Ordnung a mit a < k + k, falls k +k € IN und o < k + Kk sonst, besteht
aus den Funktionen f : M — C, fir die alle Funktionen

(f-Bonitimlh) -C, ieJ
zu H§ (vi(U;)) gehiren. Das innere Produkt auf H*(M) ist erkldrt durch
(Fog)maeny = 2 A(f - Bi) o' (9 Bi) 00 ) g (st -

[1sNE



1.2. VEKTORANALYSIS 7

Der Dualraum von H(Q) ist H %(2), siehe z.B. AUBIN [3].

Sei IT1* C IR? der Torus im IR*. Durch Ubergang zu lokalen Koordinaten kann man den
Raum HS(Z) identifizieren mit H*(TI?), dem Sobolev-Raum der Ordnung a auf der
kompakten Mannigfaltigkeit TT>. Mit Hilfe dieser Bezeichnungen sind wir nun in der
Lage, Tensorprodukte von Sobolev-Rédumen einzufiihren. Es seien 2; C IR™, )y C IR™
beschrinkte Gebiete in IR™ bzw. IR™, a, 3 > 0. Dann ist HZ(Q, Hy (Q3)) der AbschluB

von C° (€, HY () beziiglich der Norm

2 _ Na || £ 2
1B ey = [, Q€D 1F )0, -

n1

Definition 1.1.4 Wir bezeichnen mit
HS(Q)®HY () = Lo((HE ()", HY (Q2)) = Lo(H(), HY ()

den Raum der Hilbert-Schmidt-Operatoren von H*(Qy) nach HY (Q,).
HE(Q)®HP (Q) ist das Tensorprodukt von HE () und HY ().

Ein dichter Teilraum von H(Q)QHY (Q,) ist der Raum
HE () ® Hy () = span{p ® ¥+ ¢ € H3 (), v € Hi ()}

Der Raum HY(Qy, HP (€,)) ist isometrisch isomorph zu den Raumen HE ()& HS ()
und H§P(Q x Q,), siehe AUBIN [3]. H5"?(Q x Q) bezeichnet dabei in naheliegender
Weise den Abschlufl von C2°(Q; x Q) beziiglich der Norm

11 sty = [, [ L IR (L4 G F(E Q) de d.

In analoger Weise definiert man Hg‘(Z, HI(Q)).

Die vektorwertigen Sobolev-Rdaume H§ (2, IR™), H*(Q, IR™) und H*(M, IR™) seien ana-
log zu Definition 1.1.3 erklart.

Wir kénnen Hi? (Q) xQy, R™) und H®(Qy, HY (Qy, IR™)) identifizieren, da HE(Q)&R™
und H§(Q, IR™) isometrisch isomorph zueinander sind. Zum Beweis dieser Aussage so-
wie eingehenderen Betrachtungen von Tensorprodukten von Sobolev-Réumen sei auf
die Biicher von AUBIN [3] und WEIDMANN [37] verwiesen.

1.2 Vektoranalysis

Wir geben kurz die fiir diese Arbeit wesentlichen Begriffe und Sétze aus der Vektor-
analysis an, unter anderem den klassischen Zerlegungssatz von HELMHOLTZ. Zunéchst
fiihren wir zwei Bezeichnungen ein, die zur Klassifikation von Vektorfeldern dienen.

Definition 1.2.1 Sei f € H'(Q, IR?), Q C IR* ein beschrinktes Gebiet. Wir nennen
das Vektorfeld £

a) divergenzfrei, falls V - f = 0 ist in €,

b) rotationsfrei, falls V x £ =0 ist in .



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER VEKTOR-TOMOGRAPHIE

Das folgende Lemma ist leicht einzusehen und zeigt, dafl sowohl die Klasse der diver-
genzfreien, wie die der rotationsfreien Vektorfelder recht grof§ ist.

Lemma 1.2.2 Seien f € C*(Q2, IR?), p € C*(Q). Dann ist V x £ divergenzfrei, und Vp
rotationsfrei.

Nicht ganz so offensichtlich ist die Tatsache, daf sich jedes divergenzfreie, bzw. rotati-
onsfreie Vektorfeld in dieser Form schreiben l4f3t.

Lemma 1.2.3 Ist ein Vektorfeld f € L?(Q, IR?) divergenzfrei, so gibt es eing € H' (€,
IR?) mit

f=Vxg.
Ist ein Vektorfeld £ € L*(Q2, IR*) rotationsfrei, so gibt es ein p € H'(Q) mit

f=Vp.

BEWEIS: Der Beweis des Lemmas kann in BRAND [6] nachgelesen werden.
O

Bevor wir den Zerlegungssatz von Helmholtz formulieren, fiihren wir noch eine Be-
zeichnung ein. Es sei fiir ein f € C*(IR", R")

Af = i i O e
N j=1i=1 oxf
der n-dimensionale Laplace-Operator. Mit
1
E(z) = —Inlz|, fiirn=2,
27
1
(ZL') (n—2)\S"—1| |‘/L“ ) urn = 9,

bezeichnen wir die Fundamentallosung des Laplace-Operators, d.h. es gilt F x« Af = f.
|S"~1| bedeutet das Maf§ der n-dimensionalen Einheitssphiire, d.h. es ist [S"7!| =
21"/2 /T (n/2).

Wir geben den Satz von Helmholtz nur fiir drei Dimensionen an, wie er auch in CHORIN,
MARSDEN [7] zu finden ist. Fiir beliebige Dimensionen n > 2 kann der Satz in SPARR,
STRAHLEN [35] nachgelesen werden. Dort ist auch der Beweis der Gleichungen (1.2) zu
finden.

Theorem 1.2.4 (Zerlegungssatz von Helmholtz) Sei Q C IR? ein beschrinktes
Gebiet mit stickweisem C'-Rand 09, f € L*(Q, IR*) mit fogo = 0 und n - f € L*(09Q).
Hierbei bezeichne n die nach aufSen gerichtete Normale an 0S). Dann kann £ eindeutig
in einen divergenzfreien Anteil u® und einen rotationsfreien Anteil Vp zerlegt werden.
Es gilt

f=u’+Vp.
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Hierbei sind u®, Vp € L*(Q, IR?), wobei u® die Darstellung u® = V x a besitzt fir ein
Vektorfeld a € H}(Q, IR?). Die Funktionen a und p sind gegeben durch

a=—Fx(Vxf{), p=FEx(V-f). (1.2)

BEWEIS: Der Beweis des Satzes ist in CHORIN, MARSDEN [7] zu finden. Fiir den Beweis
von (1.2) beachte man, daf} sich der Laplace-Operator darstellen 1a8t durch

Af=V(V-f) =V x (VxI).
Folglich ist
f = ExAf=Ex(V(V-f)—Vx(Vxf))
= V(E+(V£)+Vx (=Ex(Vxf),

was den Beweis vervollsténdigt.
O

Bemerkung: Die Komponenten u® und Vp der in Theorem 1.2.4 angegebenen Zerle-
gung sind orthogonal zueinander beziiglich des L?-Skalarproduktes. Offensichtlich ist
ndmlich

/(uS,Vp> dx = /(V x a, Vp) dx
Q Q
= —/(a,Vpr)dxzo.
Q
Die néchste Frage ist, ob ein Vektorfeld eindeutig bestimmt ist, wenn man Rotation
und Divergenz kennt. Wiederum HELMHOLTZ war es, der diese Frage fiir Vektorfelder

im /R", die im Unendlichen verschwinden, positiv beantwortet hat. Wir geben hier
einen Satz fiir Vektorfelder auf beschrinkten Gebieten an.

Theorem 1.2.5 (Rekonstruktionssatz) Sei Q) C IR? ein einfach zusammenhdingen-
des, beschrinktes Gebiet mit stiickweisem C'-Rand 0S). Seien weiter u € H}(Q, IR?),
p € H} () und ¢ € L*(0Q). Dann hat das folgende Randwertproblem

Vxf = u inQ,
V-f = p inQ,
n-f = ¢ aufdQ,

eine eindeutige Lisung in H} (Q, IR®), wenn

/dex:/mwda (1.3)

gilt. Ansonsten existiert keine Ldosung.
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BEWEIS: Die Beweisfithrung folgt der in JUHLIN [14], wir wollen sie aber dennoch
angeben, da sie einen konstruktiven Weg angibt, das Vektorfeld aus den gegebenen
Daten zu berechnen.

Wir bestimmen zunichst ein g € H{ (2, IR?), das den folgenden beiden Gleichungen
gentiigt:

Vxg = u inQ, (1.4)
Vg = p inQ.
Indem wir wiederum die Identitit Ag = V(V-g) — V x (V x g) ausnutzen, sehen wir,

dafl
g=FE=x(Vp—V xu)

die Gleichungen (1.4) und (1.5) erfiillt und aus H{ (€, IR?) ist. Die Randbedingung
ist jedoch verletzt. Wir erzwingen diese Randbedingung, indem wir zu g ein Feld h
addieren, das das Randwertproblem

Vxh = 0 inQ,
V-h = 0 inQ, (1.6)
n-h = ¢ aufdQ

16st, wobei ¢ = 1) —n-g ist. Es bleibt noch das Feld h zu bestimmen. Offensichtlich ist
Ah =0 in Q und somit h € C*(2, IR?) nach dem WEYLschen Lemma. Da V x h =0
in Q ist, gibt es nach Lemma 1.2.3 eine Funktion ¢ € C*°(Q) mit h = V¢$. Wenden wir
dies auf das Randwertproblem (1.6) an, so ergibt sich

V-(Vg) = 0 inQ,
n-Ve¢ = ¢ aufdQ,

oder gleichbedeutend
Ap = 0 inQ,

0 .
o9 = ¢ auf 00.
on
Da [v¢do = 0 ist, was sich durch einfaches Nachrechnen aus (1.3) ergibt, ist dieses
Neumann Randwertproblem bis auf eine additive Konstante eindeutig 1sbar, und da-
mit h eindeutig bestimmt.
(I

Bemerkung: Der Beweis des vorangegangenen Theorems liefert den Ansatz eines Ver-
fahrens, um den divergenzfreien Anteil u® eines Vektorfeldes zu bestimmen, wir kom-
men darauf spéiter kurz zu sprechen.

Wir haben uns bislang stets darauf beschriankt, Vektorfelder zu betrachten, die Null-
randbedingungen haben. Bei Vektorfeldern mit beliebigen Randwerten ist die in Theo-
rem 1.2.4 angegebene Zerlegung nicht mehr eindeutig. Vielmehr lassen sich solche Fel-
der in der Form

f=u'+Vp+u"
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schreiben, wobei u” ein harmonisches Vektorfeld ist, d.h. es ist divergenz- und rotati-
onsfrei. OSMAN, PRINCE [26] untersuchen in ihrer Arbeit diese Situation und geben
auch Inversionsformeln an. Allerdings benutzen sie als Modell den Normalflufy des Vek-
torfeldes, siche STRAHLEN [36] und Abschnitt 1.4.2.2. Wir wollen diesem Fall nicht
weiter nachgehen.

1.3 MefBBaufbau und Modellierung

Die Idee der Vektor-Tomographie ist, mit Hilfe des Doppler-Effektes das Geschwin-
digkeitsfeld einer sich bewegenden Fliissigkeit zu rekonstruieren. Nehmen wir dazu an,
unsere zu untersuchende Fliissigkeit bewege sich in einem Objekt €. Als Beispiel ei-
ner solchen Fliissigkeit konnen wir Blut im menschlichen Koérper betrachten. Werden
auf das Objekt € Ultraschallwellen ausgesandt, so wird ein Teil der Wellen, wenn sie
auf ein Hindernis treffen, reflektiert, der andere Teil wird transmittiert. Abbildung
1.3.1 zeigt einen Versuchsaufbau fiir ein zweidimensionales Objekt. Dabei umkreist ei-
ne Ultraschallquelle das Objekt und sendet an endlich vielen Positionen eine gewisse
Anzahl von Signalen entlang von Geraden L aus. In der Abbildung sind 8 Positio-
nen dargestellt. Die Anordnung ist vergleichbar mit der parallelen Geometrie bei der
2D-Computer—-Tomographie. Allerdings sind Quelle und Detektor unmittelbar neben-
einander angeordnet, und nicht gegeniiber wie bei der Computer-Tomographie. Der
Detektor mifit die reflektierten Anteile der Signale. Die Frequenz 7 der reflektierten
Welle unterscheidet sich, verursacht durch den Doppler—Effekt, um den sogenannten
Doppler—Shift gegeniiber der Frequenz 7y der ausgesandten Welle. Dieser ist positiv,
wenn sich die Fliissigkeit auf die Quelle zubewegt, oder negativ, wenn sie sich von der
Quelle wegbewegt. Der Doppler-Shift An berechnet sich dabei folgendermafien, wenn
man relativistische Effekte vernachléssigt:

2cvng

An=mn—m=—5—75.
Dabei ist 1y die Ausgangsfrequenz des Signales, ¢ die Geschwindigkeit der Schallwellen
innerhalb des Korpers und v die Geschwindigkeit, mit der der Partikel, der den Doppler-
Shift verursacht, sich der Quelle ndhert, bzw. sich von ihr entfernt. Im Falle des Blutes
sind die Partikel, die den Doppler-Shift verursachen, die roten Blutkorperchen, da
ihre akustische Impedanz sich von der des Blutplasmas und des umliegenden Gewebes
unterscheidet.

Im allgemeinen ist ¥ < ¢, so dafl sich der Doppler-Shift annéhernd berechnen l48t als

_2vng
o

An

=kv, (1.7)

wobei k = 2ny/c eine Konstante ist. Das bedeutet, dafi der Doppler-Shift ann&hernd
proportional zur Geschwindigkeit v des Partikels ist.
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AN
Ultraschallwelle

Abbildung 1.3.1 Meflanordnung fiir ein zweidimensionales Objekt

Wir beschrinken uns zunéchst noch auf den zweidimensionalen Fall. Sei Q C IR? ein
einfach zusammenhéngendes, beschrinktes Gebiet. Mit L bezeichnen wir die Gerade,
entlang derer ein Signal der Form e"! ausgesandt wird. Im Gegensatz zum skalaren Fall
miissen wir im vektorwertigen Fall die Gerade L mit einer Orientierung versehen, die
durch einen Einheitsvektor e;, der parallel zu L verlauft, beschrieben wird. Es sei G,, die
Menge aller orientierten Geraden im IR™. Sei weiter u : IR? — IR? ein Vektorfeld. Das
reflektierte Signal ist wegen des Teilchenflusses eine Uberlagerung aus verschiedenen
Frequenzen. Es hat die Form

1 o
o(t;u,L) = 2—/6’"td5(u,L,n)
m

o

1
= %_/ e MRt 4S(u, L, v) .

Dabei wurde die Gleichung (1.7) verwendet. Das nichtnegative Radon-Maf} dS wird
mit Hilfe des Lebesguemafles A charakterisiert durch

dS(u,L,v) =AX{r e L:v<er-u(x) <v+dv}). (1.8)

Wir kénnen dS interpretieren als die Anzahl der Partikel mit Teilgeschwindigkeit v
entlang L. Der Satz von RADON-NIKODYM (siehe z.B. BAUER [5]) besagt, daf} dS eine
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Dichte S’ beziiglich des Lebesguemafles A besitzt, d.h. wir kénnen
dS(u,L,v) = S'(u, L,v) d\(v)

schreiben. Unser gemessenes Signal ergibt sich somit zu

17 -
o(t;u,L) = o / et s (u, L, v kn0> d\(v) . (1.9)

Definition 1.3.1 Sei 7, (IR) der Vektorraum der Radon-Mafe auf der o-Algebra der
Borelmengen von IR, L. € Go. Die Doppler—Spektral-Transformation ist definiert durch

C(QLR*)>ur—dS(u,L,) € To(R).
Wir nennen S'(u, L,v) das Geschwindigkeitsspektrum von u entlang L.

Es zeigt sich, dafl das Geschwindigkeitsspektrum S’ leicht aus dem reflektierten Signal
o zu berechnen ist, indem man auf (1.9) die Fourier—Transformation anwendet.

Lemma 1.3.2 FEs gilt

DYFT™™ Fo(&u, L) =

1 !
\/ﬂS(u,L,f).

Die Fourier—Transformation wird hier beziiglich v vorgenommen.

Beweis: Mit Hilfe der Gleichungen (1.9), (1.1) und Lemma 1.1.2 ist die Behauptung
direkt ersichtlich.
O

Verwendet man die Doppler—Spektral-Transformation von u als Mefidaten, so sieht
man sich zwei wesentlichen Schwierigkeiten gegeniiber: zum einen handelt es sich bei der
Doppler—Spektral-Transformation um eine nichtlineare Transformation, zum anderen
ist der Raum T, (IR) zwar vollstéindig metrisierbar beziiglich der vagen Topologie (siehe
BAUER [5]), aber nicht normierbar. Man berechnet daher das erste Moment iiber L
beziiglich des Radon-Mafles dS, was zu einer linearen Transformation fiihrt. Offenbar
ist ndmlich

/Lz/dS(u,L,z/) :/LeL-u(x) de(x), (1.10)

wie aus Gleichung (1.8) hervorgeht. Das erste Integral in Gleichung (1.10) kann man
mit Hilfe des Lemmas 1.3.2 berechnen. Dies fiihrt uns letztendlich zu folgender

Definition 1.3.3 Fiir jede orientierte Gerade L € Gy und u € L*(Q, IR?) ist die zwei-
dimensionale Doppler-Transformation definiert durch

D2u(L) = / er - u(x) dO(x) .

L
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Wir sind somit in der Lage, im zweidimensionalen Fall die gemessenen Signale o in die
Daten D?u zu transformieren.

Im dreidimensionalen Fall gehen wir folgendermafien vor. Es sei Q C IR? ein einfach
zusammenhiingendes, beschriinktes Gebiet, u € L'(2, IR?) ein integrierbares Vektor-
feld. Wir betrachten den Schnitt von © mit der Ebene {x = (z,y,2)" € R3|z = a}
fir a € IR, welche wir mit {z = a} abkiirzen wollen. Der Schnitt Q N {z = a} ist
ein zweidimensionales Gebiet, auf das wir alle oben gemachten Uberlegungen iibertra-
gen konnen. Unsere Meflanordnung umkreist das Gebiet Q N {z = a} und sendet an
endlich vielen Positionen eine Anzahl Ultraschallwellen aus. Daraufhin geht die Anord-
nung iiber zur nichsten Ebene {z = a'}. Nachdem die Ebenen der Form {z = a} alle
durchlaufen sind, wird die Anordnung um 90 Grad gedreht, und die gesamte Prozedur
fiir die Schnitte Q N {z = a} und Q N {y = a} wiederholt. Auch hier werden wieder
mit Hilfe von Lemma 1.3.2 jeweils die ersten Momente der Geschwindigkeitsspektren
berechnet. Die so ermittelten Daten sind die dreidimensionale Dopplertransformierte
unseres Feldes u, die wir wie folgt definieren.

Definition 1.3.4 Fiir ein integrierbares Vektorfeld u € L'(Q, IR?) ist die dreidimen-
sionale Doppler-Transformation D*u = (D}u, Diu, D3u) gegeben durch

Diu(L) = /LeL -u(x)dl(x) firalle L€ Gin{z=a},
Diu(L) = /LeL -u(x)dl(x) firalle LeGsn{z=a},

Diu(L) = /LeL ‘u(x)di(x) firale LeGsn{y=a}.

Im Gegensatz zur Definition von SHARAFUTDINOV [32, Abschnitt 2.1], betrachten wir
nur Geraden L, die parallel sind zu einer der drei Koordinatenebenen. Somit ist D?
eigentlich eine ’eingeschrinkte’ Doppler—Transformation, die unsere spezielle Meflan-
ordnung wiederspiegelt.

Im néchsten Abschnitt werden wir die dreidimensionale Doppler—Transformation ge-
eignet parametrisieren. Der Ubersicht halber lassen wir den Index bei D? weg. Fiir
eingehendere Untersuchungen der Doppler—Spektral-Transformation sei auf die Arbei-
ten von SPARR ET AL. [34, 35] verwiesen.

1.4 Die Mathematik der Vektor-Tomographie

Wir beschiiftigen uns im folgenden mit den mathematischen Eigenschaften der Doppler-
Transformation, sowie mit den Mdglichkeiten, aus der Kenntnis der Dopplertransfor-
mierten eines Vektorfeldes dieses selbst zu rekonstruieren. Hierzu werden wir zunéchst
im Abschnitt 1.4.1 die im vorangegangen Kapitel vorgestellte Doppler—Transformation
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geeignet parametrisieren, um sie als lineare Abbildung zwischen ganz bestimmten Funk-
tionenrdumen zu beschreiben. Wir weisen die Stetigkeit der Transformation nach, so-
wie einige andere elementare Eigenschaften. Dabei wird die enge Verwandtschaft zur
Radon—Transformation deutlich. Eine Darstellung des adjungierten Operators wird
ebenfalls angegeben. In Abschnitt 1.4.2 wird nachbewiesen, dafl der Bildraum der
Doppler—Transformation nicht abgeschlossen ist, und dafl diese einen nichttrivialen
Nullraum besitzt, der durch rotationsfreie Vektorfelder repriisentiert wird. Abschlie-
Bend zeigen wir eine Glittungseigenschaft, die derjenigen der Radon—Transformation
dhnlich ist.

1.4.1 Parametrisierung und elementare Eigenschaften

Viele Probleme in Physik und Mathematik lassen sich darstellen als Operatorgleichung
erster Art, also in der Form

Af =g (1.11)

Hierbei ist A gewohnlich ein stetiger Integral-, oder Differentialoperator zwischen Ba-
nachrdumen, der das Problem beschreibt, ¢ sind gegebene Daten, und f ist die gesuchte
Losung der Gleichung. Ist A ein Operator mit nicht abgeschlossenem Bildbereich, so
kann die Inverse A~!, falls sie {iberhaupt existiert, nicht stetig sein. Dies ist zum Bei-
spiel der Fall, wenn A ein kompakter Operator mit nichtdegeneriertem Bildraum ist.
Das Problem ist demnach im Sinne von HADAMARD schlecht gestellt. Zur Losung von
(1.11) wird ein Regularisierungsverfahren nétig sein, worauf wir in Kapitel 2 eingehen
wollen.

Bei der Vektor—Tomographie ist der Operator A durch die Doppler—-Transformation D
gegeben, ¢ sind unsere Mefldaten, die wir, wie in Abschnitt 1.3 beschrieben, erhalten.
Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Doppler-Transformation D definiert, oh-
ne jedoch irgendwelche Rdume angegeben zu haben, zwischen denen D agiert. Dies ist
jedoch notwendig, um mit D als mathematischer Abbildung rechnen zu kénnen und
um spéter unser Rekonstruktionsverfahren anzugeben. Dazu parametrisieren wir die
Geraden L € G5 in geeigneter Weise. Vorher miissen wir noch ein paar Bezeichnungen
einfiihren.

Wir permutieren in Anlehnung an die Definition 1.3.4 die Standard-Einheitsvektoren
im IR? wie folgt:

€1 = €z,
€y = €,
ég = €y

Weiter definieren wir die Abbildungen 77 : IR? — IR durch

T;(X) = (X,€;).
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Dabei sei j € {1,2,3}. Dies wird in allen nachfolgenden Definitionen und Sétzen stets
angenommen und der Einfachheit halber nicht mehr explizit angefiihrt. Mit jeder Ab-
bildung 7; wird ein Raum & in folgender Weise assoziiert:

X, ={xe R :7j(x)=0}.
Es ist offensichtlich dim X; = 2, und somit X; = IR?. Es bezeichne daher
T R* — X; C R?

den in kanonischer Weise gegebenen Isomorphismus. Fiir = (z1,25) " ist z.B. m(z) =
(z1,72,0)". Bemerkt sei noch, daf§ die Abbildungen 7; und 7; komplementir sind, in
dem Sinne, dafl

_ . * . *
X = T;m;X —|—T]zj

ist. Die Definition 1.3.4 beruhte darauf, dal das dreidimensionale Objekt 2 mit Ebenen
der Form {z = a} geschnitten wurde. Die Ebene {z = a} 148t sich beschreiben durch
{x € R?*7{(x) = a}. Mit Hilfe der Abbildungen 7; und 7; sind wir in der Lage, die
orientierten Geraden L; € G3N {7} (x) = a} geeignet zu parametrisieren. Es ist nimlich

Lj=Ljw,s,a)={xeR: (m)x) w=s7x=a}

fiir einen Richtungsvektor w = (cos ¢,sinp)" € S, wobei S" 1 = {0 € R"[||0]|s = 1}
die n-dimensionale Einheitssphére ist, und s,a € IR. Die Orientierung ist durch den
Einheitsvektor

€r; = éj X Tjw =: 9]'(0.)) € 52,

gegeben. Ubertragen wir diese Parametrisierung auf die Definition von D, so ergibt
sich

Difw.s.a) = [ (B().f6x0) di(x)

J(w:s7a)

_ ﬂwﬁﬁxﬂwyﬂ@wm (1.12)

T¥x=a
J

B R

mit w ™ (¢) = (—sinp,cos ). Die Parametrisierung ist zur Verdeutlichung in Abbil-
dung 1.4.1 fiir 5 = 1 dargestellt.

Was noch fehlt, ist die Definition der Rdume, auf denen die Doppler—Transformation
operieren soll. Der Ausgangsraum muf} so beschaffen sein, dafl die Existenz des unei-
gentlichen Integrales in der Definition (1.12) gewihrleistet ist. Bislang haben wir un-
ser Objekt €2 nur als einfach zusammenh#ngendes, beschrinktes Gebiet angenommen.
Konkret wihlen wir fiir dieses Gebiet die offene Einheitskugel % im IR?. Allgemein sei

O ={xeR": x|l < 1}.
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Es ist nun naheliegend als Definitionsbereich fiir D den Funktionenraum L?(Q? IR?)
zu nehmen. Aus mathematischer Sicht ist es jedoch sinnvoller, den Raum

H = L2(K7P, IRP) N Co(QF, ’P) = {f € L2(K?, R%) : £ = 0 in K3\Q%)

als Definitionsbereich zu nehmen. Dabei ist K} = {x € IR?|||x||sc < 1} der offene
Einheitswiirfel im IR* und

LXK}, /) = {f : K} — IR [|f][7 g3 oy = /KS 1£(x)]|2 dx < oo}
1

der Raum der iiber K3 quadratintegrierbaren Vektorfelder. Der Abschluf} in der Defi-
nition von H wird beziiglich dieser L?-Norm genommen.

QNn{z=ua}

Ll(w: -, a)

\_ J

Abbildung 1.4.1. Parametrisierung von D;

Definition 1.4.1 Die dreidimensionale Doppler—Transformation D wird als Operator
definiert durch:
D:H— & L*(S" x[-1,1]%) =K,
mit
(Df)j(w,s,a) = (Df)(w,s,a),
wobei D; wie in (1.12) definiert ist. Das Skalarprodukt auf K ist gerade

3

(e =30,V rasix—1,p2) -

j=1
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Wir sind nun in der Lage, die Vektor-Tomographie als Operatorgleichung erster Art zu
formulieren. Wir suchen zu unseren Mefidaten g € K eine Losung u € H der Gleichung

Du=g. (1.13)

Wie sich im n#chsten Abschnitt herausstellen wird, hat D einen nicht abgeschlossenen
Bildraum. Somit ist unser Problem schlecht gestellt.

Ein weiterer Grund, die Rdume H und K wie vorstehend zu definieren, besteht in der
engen Verflechtung der Doppler—Transformation mit der zweidimensionalen Radon—
Transformation. In der Tat haben wir ein zweidimensionales Problem, indem wir unser
Objekt Q wie beschrieben mit einer Ebene der Form {z = a} schneiden. Da sie fiir
alle weiteren Betrachtungen von grofler Bedeutung ist, geben wir die Definition der
Radon-Transformation an.

Definition 1.4.2 Die zweidimensionale Radon—Transformation ordnet einer Funktion
f € L*(Q?) deren Linienintegrale zu. Genauer ist R : L*(Q?) — L*(S'x[—-1,1]) gegeben

durch
Rf)w.s)= [ f(a)de(a).

L(w,s)NQ

Die Gerade L(w,s) ist parametrisiert durch

L(w,s) ={sw+T1w™ : 7 € R}.

Bekanntermafien ist die zweidimensionale Radon—Transformation das mathematische
Modell der 2D—Computer—Tomographie ( siehe z.B. Louis [19], NATTERER [25], u.a.),
ihre Eigenschaften wurden daher schon eingehend untersucht ( siehe z.B. RADON [27],
NATTERER [25], Louis [19, 18], HELGASON [12], u.a.). Einige dieser Eigenschaften
werden im Laufe dieser Arbeit sehr von Bedeutung sein, wir geben sie in Lemma 1.4.3
an.

Lemma 1.4.3 a) Die Radon—Transformation ist ein linearer, injektiver, stetiger und
kompakter Operator zwischen den Riumen L*(Q?) und L*(S' x [-1,1]).

b) Es sei f € S(IR*) aus dem Raum der schnell fallenden Funktionen in IR?. Fiir alle
Multiindizes o € ING gilt

0~ . 0
(R 1) 008) = 5 R )w)
¢) Der adjungierte Operator R* : L*(S x [—1,1]) — L*(IR?) ist gegeben durch
R = dw .
(R'g)(@) = [ 9w, (@,w)) d
d) Fir f € L*(IR?), g € L*(S' x IR) gilt
(R*g)* f=R"(9*Rf).

Die Faltung auf der rechten Seite wird beziiglich der Variablen s verstanden.
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Die letzte Darstellung von D; in (1.12) weist groBe Ahnlichkeit mit der Radon—Transfor-
mation auf. Der Unterschied ist jedoch, dafl der Integrand in D; von der Richtung w
abhéngt. Das ist auch einleuchtend, da wir die Geraden im Gegensatz zum skalaren
Fall hier mit einer Orientierung versehen haben. Bei der Computer-Tomographie lie-
fern Rontgenstrahlen entlang der Geraden L dieselben Daten wie die Strahlen entlang
—L. Dies ist bei der Vektor-Tomographie nicht mehr der Fall. Differenzieren wir aber
D;f beziiglich s, so fillt diese Abhingigkeit weg und wir erkennen einen wichtigen
Zusammenhang mit der Radon—Transformation.

Lemma 1.4.4 Sei f € C' (K3, IR3) N'H, dann gilt fiir j € {1,2,3}
%) T .
%Djf(w,s,a) = /(ej,V X f(mj(sw+tw™) + 7ja)) dt .

— 00

BeEwEIs: Ein Beweis dieser Behauptung ist z.B. in JUHLIN [14], oder SPARR ET. AL. [34]
zu finden. Hierbei wird stets der Satz von Stokes ausgenutzt. Eine einfachere Variante
verwendet die in Lemma 1.4.3 angegebenen Rechenregeln fiir die Ableitung der Radon—
Transformierten.

Es sei j = 1, dann ist é; = e,. Weiter definieren wir f(z) = fi(m2 + ) fir k = 1,2.
Die Behauptung ergibt sich aus Lemma 1.4.3 und folgender Gleichungskette:

o0

/ (62, V % £(m (sw + tw ™) + mia)) di
T (o, of -
= / (8—$1_ 8—x2> (mi(sw + tw™) + 1a) dt

B ofs  oft
=R (81‘1 B 6:52) (W,S)

0 . 0
= cosp o (Rfy)(W, ) —sing o= (Rfi)(w, 5)

= D (cosg (RfF) —sing (RI))(w. )
0
= g(le)(w,s,a).

O

Bemerkung: Wegen f € H ist V x f = 0 in K?\Q3. Die Integration iiber ganz IR
ist daher gerechtfertigt, indem wir V x f auflerhalb von K3 durch 0 fortsetzen. Diese
Fortsetzung bezeichnen wir der Einfachheit halber wieder mit V x f. Ein analoges
Vorgehen wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht mehr ausdriicklich erwihnt.
Das vorangegangene Lemma motiviert die Definition eines neuen Operators d;, der in
engem Zusammenhang zur Doppler—Transformation steht:

d;j: H(K}, R )NH — L*(Q°x[-1,1]),
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(1.14)
djf(x, Cl) = éj -V x f(ﬂ'jfL' + Tja) .

Die Abbildung d; ordnet einem schwach differenzierbaren Vektorfeld f eine Kompo-
nente der Rotation von f zu. Lemma 1.4.4 besagt, daf8 Differentiation von D; nach s
gerade die Radon—Transformierte von d;f beziiglich der Variablen z ergibt.
Wir fiihren einige Formalismen ein, die fiir die weiteren Betrachtungen notig sind. Fiir
g,h € L*(S'" x R x [-1,1]), f,g € L*(IR* x [-1,1],IR?) sind die Faltungen *, %y
definiert durch

g% h(w,s,a) = /g(w,s—t,a)h(w,t,a)dt,

froga) = [ fla—yagly.ady.

Desweiteren fithren wir das Tensorprodukt von Operatoren auf L2-Riumen ein. Seien
dazu G Gebiete im IR" und Hj Gebiete im IR™, k = 1,2. Es ist L?(G1)®L*(Gy) &
L*(Gy x Gy), siche WEIDMANN [37]. Fiir zwei lineare Operatoren

A L2(G1) — L2(Hl),

B:L*(Gy) — L*(H,)

ist das Tensorprodukt A ® B zunéchst definiert auf dem algebraischen Tensorprodukt
LQ(Gl) X L2(G2) durch

(A® B) (icz fi ®gi> = f:ci Af; ® Bg; € L*(H,) ® L*(H,).
i=1 i=1
Man zeigt leicht, indem man ausnutzt, dal L?(G) ® L?(Gs) in L?(G X G5) dicht liegt,
daBl A ® B als Operator auf L?(G; x G3) gegeben ist durch
A® B :L*G, x Gy) — L*(H, x Hy),
(A® B)f)(h1,ha) = (Ag By, f)(h1, ha) = (Bgy Ag, f)(ha, ha) .
Dabei bedeuten die Indizes ¢g; und g9, dal A auf der g;-Variable und B auf der g¢,-

Variable von f = f(g1,¢2) € L*(Gy x G9) wirken. Offensichtlich ist A ® B stetig, wenn
A und B stetig sind. Genauer gilt dann

[A® Bl = [AllBI.

Auflerdem ist A ® B kompakt, wenn A und B kompakt sind. Die Kompaktheit von

einem der beiden Operatoren reicht im allgemeinen nicht aus fiir die Kompaktheit von

A ® B. Als Beispiel betrachten wir die Operatoren A = R als Abbildung von L?(Q?)

nach L?(S' x [-1,1]) und B = I, die Identitiit auf L*([—1,1]). Es ist dann
RI:L*(Q* x [-1,1]) — L*S'x[-1,1]%

(R D)f)(w,s,0) = /]Rf(sw +tw,a)dt
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ein stetiger Operator mit ||R ® I|| = ||R||. Jedoch ist R ® I nicht kompakt.

Mit diesen Bezeichnungen ist es nun ein Leichtes, ein Analogon zur Formel d) aus
Lemma 1.4.3 zu formulieren und damit den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 1.4.5 Es seien f € H' (K}, R*)NH, g € H}(R)QL*(S' x [-1,1]) und G =
(R*®1I)g. Dann gilt

BEWwEIs: Mit Hilfe von Teil d) aus Lemma 1.4.3, Lemma 1.4.4 und partieller Integration
folgt die Behauptung direkt aus der Gleichheit

0

) 9

Man beachte dabei, dafl D;f = 0 ist fiir |s| > 1.
O

Bemerkung: STRAHLEN [36] beweist die Aussage fiir den zweidimensionalen Fall. Er
gewinnt einen Algorithmus vom Typ der gefilterten Riickprojektion zur Rekonstruk-
tion der Rotation. Mit Hilfe von Satz 1.4.5 ist solch ein Algorithmus leicht auf den
dreidimensionalen Fall zu {ibertragen. Vorausgesetzt, dafl G in einem gewissen Sinne
die Delta-Distribution approximiert, liefert eine Diskretisierung der Gleichung (1.15)
ein Verfahren fiir die Rekonstruktion der jeweiligen Komponente d;f der Rotation von
f. Die Differentiation der Daten wird durch partielle Integration auf g verschoben. We-
sentlich schwieriger ist es jedoch, f selbst zu rekonstruieren.

Es werden im folgenden noch einige elementare Eigenschaften der Operatoren D und
D; hergeleitet. Im Hinblick auf eine Losung der Gleichung (1.13) ist es zunéchst einmal
wichtig, die Stetigkeit der Doppler—Transformation nachzuweisen.

Satz 1.4.6 Der Operator D : H — K, sowie die Operatoren D; : H — L*(S'x[-1,1]?)
sind lineare, stetige Abbildungen. Fiir die Normen gilt

||Dj||7{%L2(Sl><[71,1}2) < 2T,
||D||’H~>IC < 6\/7_T.

BeEWwEIS: Die Stetigkeit von D folgt aus der von D;. Beim Beweis der Stetigkeit der
Operatoren D; gehen wir im wesentlichen wie NATTERER [25] beim Beweis der Stetig-
keit der Radon—Transformation vor.

Wir bezeichnen mit {w~} := {v € IR* : (v,w) = 0} den Orthogonalraum von w. Es ist
weiter

Zi={xeR :x=m9+m10a, € ac[-1,1]} 2Q*x[-1,1]
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der Einheitszylinder, der jeweils zentriert auf einer der drei Koordinatenachsen liegt.
Offenbar ist Q* C Z; C K7}, so da # > f = 0 ist in K7\ Z;. Da fiir y € {w ™} mit
ly| < (1—5*)Y2 und a € [~1,1] gilt, daB 7;(sw +y) + 7ja € Z; ist, sieht man mit Hilfe
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

s (0;(@) By (5w + y) + 7)) dy|

lyl <(1Ls2)1/2

Dif(w,s,0) = |
< 2= [ IEm (5w +9) + ) [y

Es bezeichne w(s) = (1 — s?)Y/2 ein Gewicht und L?(S! x [~1,1]%,w™!) den Raum der
iiber S' x [—1,1]? quadratintegrierbaren Funktionen beziiglich des Gewichtes w, ver-
sehen mit dem entsprechenden Skalarprodukt. Wir zeigen zunichst die Stetigkeit von
D, als Abbildung von H nach L?(S' x [-1,1]*,w'). Mit Hilfe der obigen Ungleichung
ergibt sich diese aber sofort aus der folgenden Ungleichungskette:

1 1
IDAIR sy = [, [ [ 1Pifw,s,0) w(s) dads du
—1-1

1 1
< 2 f [ [ [ IR+ y) 4 )3 dy dads do
st w
-1

< 2 [ IEGol dx do
st /K3

= A |f]7.
Die Inklusionsabbildung
v LSt x [-1,1%w ) — L2(ST x [-1,1]?)

ist offensichtlich stetig mit ||¢|| < 1. Damit ist die Behauptung vollstéindig bewiesen.
O

In Lemma 1.4.4 haben wir festgestellt, dafl bei der Ableitung der Doppler-Transformati-
on beziiglich der Variablen s der Differentialoperator (1.14) auftaucht. Die Darstellung
des Operators d;d; ist verbliiffend einfach.

Lemma 1.4.7 Ist g € C*(0? x [-1,1]) N L*(Q? x [-1,1]) =: U, so gilt
did; 9= (-A®I)g. (1.16)
Hierbei bedeutet A : L?(Q*)NC%(Q?) — L*(Q?) der zweidimensionale Laplace-Operator.

BEWEIS: Bei der Bildung des adjungierten Operators d} ist folgendes zu beachten: d;
ist ein unbeschrinkter Operator auf H mit Definitionsbereich

D(d;) = {f € H'(K3 R*) : f = 0 in K*\Q%}.
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Das Definitionsgebiet von d ist demnach, siche RUDIN [29],
D(d;) = {g S L2(Q2 X [—1, 1]) f = <djf,g>L2(Q2><[_171D ist stetig vf € D(dj)}

Dies ist ein Teilraum von L*(Q* x [—1,1]). Zur Herleitung einer Darstellung fiir d;
fithren wir zunéchst neue Abbildungen w; ein. Es sei 7y = i3 = 1, 1o = 2 und ky = 2,

ko = k3 = 3. Die Abbildungen w; : H — L*(Q? x [—1,1], IR?) sind dann definiert durch
wif(z,a) = (fl-j (mjz + 150), fr; (72 + Tja)) :
Der Operator d; hat dann die einfache Darstellung

dif(z,a) =¢; (a(?f;f)%x, a) — a(%xj:.)l(x, a)) .

Hierbei sind ¢; = &5 = 1 und £3 = —1. Fiir ein g € L?(Q* x [—1, 1]) definieren wir eine
Fortsetzung ¢ € L*(K3}) = L*(K? x [—1,1]) durch

{ g(z,a) , (r,a) € Q* x[-1,1],
. (z,a) € K3\(Q* x [-1,1]).

g(z,a) =

Wir berechnen zunéchst den zu d; adjungierten Operator dj. Seien dazu g € D(d;‘-),
f € D(d;) NH. Es ergibt sich die folgende Gleichungskette:

1
0(w;f), d(w;f),
<gadjf>L2(Q2><[*1,1D = & /;22 [g(xaa) ( a;l (ZL',CZ) o 852 (ZL',CZ) da dx

—; /92/1—(x,a) (w;f)s(r,a) dadx

X1

= & /QQ/a—xZ(%CL) fi, (mjz 4 7j0) da dzx

1
9]
—¢; /92/1 a—i(x,a) £y, (mjx + 7j0) da dx

= ¢ . a—@g(ﬂjx,ﬁ‘x) fi; (x) dx

<y K3 a—xlg(ﬂ;xi T;X) fk]‘ (X) dx
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mit

Folglich ist

9]
djd;g(v,a) = ¢; < (

Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dafl

. 0
(wjdjg)l(xaa) = 53'8—%9(%@):

. 0
(@;d;g)2(v,a) = —53‘8—%9(%@

ist.

O
Bemerkenswert ist, daf} die rechte Seite von Gleichung (1.16) nicht mehr von j abhéngt.
Anhand der Berechnung von d; sieht man, daB D(d}) = H'(Q*)®L?([—-1,1]) ist.
Das nachfolgende Lemma fafit einige fundamentale Eigenschaften und Rechenregeln
der Doppler-Transformation zusammen, die wir fiir kommende Rechnungen bend&tigen
werden. Unter anderem werden auch die Adjungierten der Operatoren D; angegeben,
die nach Satz 1.4.6 existieren und stetig sind.

Satz 1.4.8 a) Fir f € C'(K}, IR*) NH gilt

)
5. Dif = (R@1)d; £

b) Der zu Dy adjungierte Operator D} : L*(S* x [~1,1]*) — H hat die Darstellung

2
w25 [ 9le) (mx w(0). 77%) sinp dy

Dig(x) = 2m * *
W90I=Y e Folute) (ryx (o)) 7ix) cospdg) . x € 0,
0, sonst.
Dabei sind S 3 w(p) = (cos g, sinp) T, g1 =9 = —1, und g3 = 1.

c¢) Fiir den stetigen Operator D* : I — H gilt

3
D'g = Z D;gj )

j=1

d) Fir g € L*>(S" x [-1,1]?) ist

D;D;g(0,5,a) = /]R /51 g(w, (s 4+t ,w),a) (V,w) dwdt.
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e) Sei g € L*(S' x [—1,1]%) und beziiglich s und a mindestens einmal stetig partiell
differenzierbar, dann gilt
V-Djg=0.

f) Sei CLH(S* x [~1,1]%) der Raum der beziiglich s einmal stetig differenzierbaren Funk-
tionen auf S' x [—1,1]? und g € L*(S" x [-1,1]*) N C}(S' x [-1,1]?). Dann gilt die
Identitdt

po 2y 2 Re R @=L RR ©1)

%5957 = Bs 97 Bs a

BEWEIS: Wir rechnen alle Behauptungen nur fiir j = 1 nach, fiir j = 2, 3 ergeben sich
die Beweise analog.
zu a): Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 1.4.4 und der Definition von d;
(1.14).
zu b): Seien f € H, g € L*(S! x [—1,1]?). Dann gilt die Gleichheit

(g, Drf) 251 x[-1.17)

Ll Vi—s?
= /Sl//g(w,s,a) / cos(¢) fa(my (sw + tw™) + Ta) —
—1-1 i

sin(p) fi (71 (sw + tw™) + ma) dt ds da dw

/Q2 /s g(w, (z,w), a)(cos(p) £ (m (z) + Ta) — sin(p) £y (71 (z) + 7)) dw d*z da

wobei

Digfx) = ([, ol (rix. ). %) sin(e) d, [ gl frix. ), 71%) cos(ie) dg,0)

Sl

fir x € 2%, und 0 in K$\Q? ist. Es wurde ausgenutzt, dafi f = 0 in K3\ (Q? x [-1,1])
ist. Die Aussage b) ist damit bewiesen.

zu c¢): Dies folgt unmittelbar aus der Definition von D und D;.

zu d): Die Darstellung von D;D; rechnet man mit Hilfe von Teil b) und der Definition
von D; einfach nach.

zu e): Sei g wie in der Voraussetzung gegeben. Da wir Differentiation und Integration
in diesem Fall vertauschen diirfen (siehe z.B. FORSTER [10]), ergibt sich

k a k
V- Diglx) = > 5 - (Dig)i(x)
=1 ¢
8 * * :
= = [ 5-9w, (rix,w), 7{x) sin(¢) cos(e) dip +
0

[, g, (rix, ), i) sin(p) cos(y) die
st s
= 0.
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zu f): Dieser Teil folgt aus Teil d) und der Tatsache, daf fiir ein die Voraussetzung
erfiillendes g die Gleichheit

0 0
a(’R’R* ®@1)g(v,s,a) = /R . ag(w, (s +t) ", w),a) (¥, w) dwdt
gilt. Wir haben dabei ausgenutzt, dal R* die in Lemma 1.4.3 angegebene Darstellung
besitzt.

O

1.4.2 Abbildungs— und Gliattungseigenschaften

Wir betrachten einige Eigenschaften der Doppler—Transformation, die fiir die Anwen-
dungen von groflem Interesse sind. Zunéchst zeigen wir, daf} es sich bei dem Problem
der Vektor-Tomographie um ein schlecht gestelltes Problem handelt. Bei Anwendun-
gen sind demnach Regularisierungsverfahren unumgénglich. Weiterhin charakterisieren
wir den Nullraum von D, um zu sehen welche Anteile eines Feldes aus der Kenntnis der
Dopplertransformierten rekonstruiert werden konnen. Abschlielend diskutieren wir ei-
ne Glittungseigenschaft, die fiir die Konvergenz unseres spéiter entwickelten Verfahrens
von Bedeutung sind.

1.4.2.1 Die Schlechtgestelltheit der Vektor—Tomographie

Wie im letzten Abschnitt angedeutet wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob
es sich bei der Vektor-Tomographie um ein schlecht gestelltes Problem handelt. Wir
bezeichnen ein Problem der Form (1.11), wobei f € X, g€ Y, A € L(X,Y) sind, kurz
mit (A, X,Y). X und Y seien generell Hilbertrdume. Das folgende Lemma ist leicht zu
beweisen.

Lemma 1.4.9 Ist das Problem (A, X,Y") schlecht gestellt, so ist auch das duale Pro-
blem (A*,Y, X) schlecht gestellt.

BEWEIS: Wir nehmen an, (A*,Y, X) ist gut gestellt. Dann existiert die Inverse (A*)~!
und ist stetig. Hieraus wiederum folgt die Stetigkeit von [(4*)7!]". Firz € X,y € Y
gilt die Gleichheit

(A7 Az y)x = (2. A"(A) "y)x
Es ist demnach [(A*)7!]" = A~!. Die Inverse A~! existiert und ist stetig, was im

Widerspruch zur Schlechtgestelltheit von (A, X,Y") steht.
(I

Offensichtlich ist (A, X,Y) schlecht gestellt, falls der Bildraum R(A) := {y € Y|3x €
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X : Az =y} von A nicht abgeschlossen ist, da in diesem Falle A~! niemals stetig sein
kann. Ziel ist es, zu beweisen, dal (D, H, K) schlecht gestellt ist. Mit Hilfe von Lemma
1.4.9 ergibt sich diese Behauptung aus dem folgenden Satz.

Satz 1.4.10 R(D*) ist nicht abgeschlossen in H.
BEWEIS: Es geniigt zu zeigen, daf} die Operatoren Dj nicht abgeschlossene Bildrdume

haben. Nehmen wir ndmlich an, da3 R(D*) abgeschlossen ist, so folgt die Abgeschlos-
senheit der Rdume R(Dj) aus der Mengenbeziehung

@&'_R(D;) = R(D*) =R(D*) = &2_R(D})
> @)_,R(D;)).

Wir nehmen also an, die Bildrdume R(D;f) seien abgeschlossen, und fiihren diese Aus-
sage zu einem Widerspruch. Wir geben den Beweis nur fiir j = 1 an, die Fille j = 2
und j = 3 ergeben sich in analoger Weise. Es ist Dig = ([Djg]1,[D;gl2,0) " und damit
R(D;) = R([Dj]1) x R([D;]2) x {0}. Dabei bezeichne [Dil]x g = [D;g]x fiir k = 1,2. Wir
haben daher die Beziehung

R(Dilh) x R([Dil2) x {0} = R(Dy) =R(Dj)
= R([Di]i) x R([D]) x {0}
> R([Dih) x R([Dil2) x {0}

Folglich sind auch die Rdume R([D;j];) abgeschlossen. Offenbar ist L?(S! x [—1,1]) C
L2(S' x [—1,1]%) mittels der Inklusion

L

L*(S' x [-1,1]) — L*S'x[-1,1]%),
(t9)(w,s,a) = g(w,s).
Weiterhin sei der Multiplikationsoperator M € L(L*(S' x [—1,1])) definiert durch
(Mg)(w(p),s) = g(w(®p),s) cosp.
Es sei g,, n € IN, eine Folge von Funktionen aus L?(S! x [—1,1]) mit
R*Mg, — f € L*(Q?).
Wir wollen zeigen, dafl f im Bildraum von R*M liegt. Es gilt

IR Moo = Pl = [, IR Man(o) = £(@)* s

= : Digna(x) - F)P d'x

Q2 x[—1,1]

= 5 [, |Pinx) - fGOP '
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wobei f(x) = f(mix) fiir x € Q% und 0 in K3\Q? ist. Da R([D}],) abgeschlossen ist,
existiert ein g € L*(S! x [—1,1]?) mit

[Digla = f

Man iiberlegt sich leicht, daf§ dieses g sogar in L*(S' x [—1,1]) enthalten sein muS.
Dann ist aber
[Digla(x) = R" Mg(mix)

in Q% und wir haben
R*Mg=f.
Es ist demnach R(R*M) abgeschlossen. Da R* M kompakt ist, mufl
dim R(R*M) < oo (1.17)

gelten. Da R injektiv ist, ist R(R*) dicht in L*(92?). Der Widerspruch zu (1.17) ist
erbracht, wenn gezeigt ist, da R(M) dicht in L*(S' x [-1,1]) liegt. Es sei hierzu
W € L2(S" x [—1,1]) mit

(Mg, p)r2s1xi-1,1)) =0

fiir alle g € L?(S' x [—1,1]). Mit ¢y = M1 ist dann auch

(9, V) r2(s1x[-117) = 0
fiir alle g € L2(S" x [~1,1]). Hieraus folgt ¢ = 0 und damit 1) = 0, was den Beweis

des Satzes komplettiert.
O

Korollar 1.4.11 Das Problem (D, H,K) ist schlecht gestellt.

BeEwEIS: Nach Satz 1.4.10 ist der Bildraum R(D*) nicht abgeschlossen, folglich ist
(D*, K, H) schlecht gestellt. Die Behauptung ergibt sich dann aus Lemma 1.4.9.
O

Korollar 1.4.11 besagt, dafl wir bei der Losung des Problems (D, H,K) ein Regula-

risierungsverfahren anwenden miissen, da die verallgemeinerte Inverse D' nicht stetig
ist.

1.4.2.2 Der Nullraum der Doppler—Transformation

Aus praktischer Sicht ist auch die folgende Frage von Bedeutung: Kénnen wir aus der
Dopplertransformierten das gesamte Feld f rekonstruierenl” Mathematisch heifit das:
Wie sieht der Nullraum der Dopplertransformation ausI’

Satz 1.4.12 Bezeichnen wir mit N(D) den Nullraum der Dopplertransformation, so
gilt
N(D) = {f € H:f = Vpe H, pkonstant in m;(S'), j € {1,2,3}}.
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BEWEIs: Wir bezeichnen mit N die Menge {f € H|f = Vp € H, p konstant in 7;(S"), j
€ {1,2,3}}, und zeigen zunichst N C N(D).
Sei f = Vp € H. Dann gilt mit w(s) = V1 — s?

Dif(w, s,a)

w(s) o 9
- /w(s) oS ¢ a—i(m(sw +tw”) + Ta) — sing a—fl(m(sw +tw™) + Ta) dt

ws) @ )
= /w(s) Ep(m(sw +tw™) + ma)dt

p(mi(sw + w(s)w ) + na) — p(m(sw — w(s)w™) + 11a)
= 0.

Dabei haben wir ausgenutzt, dal Vp € N ist, und somit p konstant in Kf’\@ und
m;(S') ist. Analog zeigt man Dof = D3f = 0.
Zum Beweis von N(D) C N betrachten wir die Zerlegung des Vektorfeldes f € H nach
Theorem 1.2.4 in einen rotationsfreien und einen divergenzfreien Anteil. Es ist demnach
f = u® + Vp und Df = 0. Folglich ist auch %Djf =0 fiir j € {1,2,3} und aus Lemma
1.4.4 folgt

(ReI)djf=0.

Wegen der Injektivitit von R ® [ haben wir somit
dif =0, firje{1,2, 3},

was gleichbedeutend mit
Vxft=0

in Q3 ist. Es ist aber
Vxf=Vxu’

und folglich V x u® = 0 in Q3. Um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu garantieren,
haben wir in Theorem 1.2.4 gefordert, dal n - u® = 0 auf 9Q3 ist, wobei n die nach
auflen gerichtete Normale an 9Q? ist. Da u® der divergenzfreie Anteil von f ist, gilt
V -u® = 0 in Q3. Das Differentialgleichungssystem

Vxu = 0 in Q%
V.u = 0 in O3,
n-u® = 0 auf 00Q°

hat u® = 0 als Losung, was nach Theorem 1.2.5 auch die eindeutige Losung ist. Daraus
folgt f = Vp € H und aus der obigen Gleichungskette, dal p konstant sein muf} in
7;(S'). Hiermit ist der Satz vollstéindig bewiesen.

O

Bemerkung: Der Kern der Dopplertransformation besteht also gerade aus den Fel-
dern, die in H liegen und Gradient einer Funktion sind, die konstant ist auf den drei
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Meridianen der dreidimensionalen Einheitssphére. Insbesondere liegen alle rotations-
freien Vektorfelder mit kompaktem Triger in der Einheitskugel im Nullraum. Unser
Modell eignet sich daher nur zur Rekonstruktion von divergenzfreien Vektorfeldern.
Das ist jedoch keine grofle Einschréinkung, da wir bei unseren Anwendungen stets Ge-
schwindigkeitsfelder von inkompressiblen Fliissigkeiten betrachten wollen, fiir deren
rotationsfreien Anteil sowieso Vp = 0 gilt. Ist man dennoch auch an den rotationsfrei-
en Anteilen von Vektorfeldern interessiert, so bieten sich zwei Moglichkeiten an.

a) Kennt man a priori die Divergenz von f und die Normalkomponente n - f auf dem
Rand des Gebites 0€), so erhilt man den rotationsfreien Anteil des Feldes Vp durch
Losen einer Potentialgleichung mit Neumann - Randbedingungen. Ist ndmlich V-f = ¢
und n - f = ¢, sogiltwegenV-f:V-Vp:Apundn-f:n-Vp:%p

Ap = ¢ in Q,

ip = ¢ auf 0.

on
Die Losung dieser Differentialgleichung ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.
Durch Ubergang zu Vp ist der rotationsfreie Anteil eindeutig gegeben. Daraus geht
auch hervor, dafl im Falle inkompressibler Fliissigkeiten (g = 0), wobei keine Fliissig-
keit aus dem Objekt austritt (¢ = 0), dieser Anteil gleich 0 sein mu8.
b) STRAHLEN [36] zeigt, daB sich der rotationsfreie Anteil bestimmen l48t, wenn man
aufler der Dopplertransformierten auch den Normalflufl von D~f kennt, der durch fol-
gendes Integral gegeben ist

D(O,s) = /xTe:s f(x) - O dx,

© € S2. Es ist jedoch nicht klar, wie man dieses Ebenenintegral physikalisch bestimmen
kann.

Wir wollen weiterhin nur die Dopplertransformierte von f betrachten, was im Falle
inkompressibler Fliissigkeiten, wie oben erwédhnt, auch ausreicht.

Im zweidimensionalen Fall besteht der Kern der Doppler—Transformation aus allen
Vektorfeldern der Form f = Vp, wobei p konstant ist auf S*. Der Beweis dieser Tatsache
erfolgt ganz analog zum dreidimensionalen Fall.

1.4.2.3 Die Glattungseigenschaft der Doppler—Transformation

Wir haben bereits gezeigt, dafl es sich bei dem Problem (D, #,K) um ein schlecht
gestelltes Problem handelt. Um ein Maf fiir diese Schlechtgestelltheit zu erhalten, un-
tersuchen wir die Glattungseigenschaft von D. NATTERER [25] hat bewiesen, daf} die
Radon—Transformation in einer Sobolev-Norm um den Faktor 1/2 gléttet und es sich
daher bei der zweidimensionalen Computer-Tomographie um ein mifig schlecht ge-
stelltes Problem handelt (siehe dazu auch Louis [19]). Ziel dieses Abschnittes ist es,
ein analoges Ergebnis fiir die Dopplertransformation zu zeigen.
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Wir fithren dazu einen Raum ein, der ein dichter Teilraum des Raumes H, des Defini-
tionsbereiches von D ist. Es handelt sich hierbei um den Sobolev-Raum H"’((—1,1)%x
(—1,1), IR?). Wir bezeichnen damit den Abschlufl von C°(Q23, IR?) beziiglich der Norm
|+ Il o5 Man beachte, daf dieser Raum sich von HP((=1,1)2 x (=1, 1), IR?) unter-

scheidet, da bei letzterem der Abschlufi von C°(K3, IR?) genommen wird.

Wir fithren noch eine weitere Bezeichnung ein. Mit @ < b zeichnen wir die Tatsache
aus, dafl es eine von a und b unabhéingige Konstante ¢ > 0 gibt mit a < cb.

Uns stehen somit die mathematischen Hilfsmittel bereit, um eine Stetigkeitsaussage
der Doppler—Transformation in Sobolev-Normen zu beweisen. Wir bemerken zunéchst,
daf} wir die Operatoren D; auch in der folgenden Form schreiben kénnen:

D, f(w, s,a) = 0,(w) / £(x) dx . (1.18)

Lj(w,s,a)

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis der Stetigkeitsaussage ist das folgende Lemma,
das eine Weiterfiihrung des Lemmas 3.2 aus WLOKA [41] darstellt.

Lemma 1.4.13 Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit im IR™.
1.) Ist f € ClFY(IR™), dann gilt fiir alle g € H*(M)

£l e ary 2 fllctorsrmmyll gl e ar) -
2.) Ist f € ClelFY(IR™, IR™), dann gilt fiir alle g € H*(M, IR™)
1f - gllmaary = | fllce+rgrn,mm)ll gl e (ar,mm) -
Das Skalarprodukt f - g ist dabei punktweise zu nehmen, also
(f - 9)(w) = fw)-g(w).

BEWEIS: Zu 1.): Es sei = = (U;,y;), i € J ein Atlas von M und {;};c 7 eine zugehorige
Partition der Eins. Da M kompakt ist, ist die Indexmenge 7 endlich. Die Funktionen

(f9) - Bioy ' mllh) = C
sind aus H*(~;(U;)). Mit Lemma 3.2 aus WLOKA [41] folgt dann

1(£9) - Bi o v Hlmeuwny = I llewrssmmllg - Bio % e quwy -
Die Behauptung von Teil 1.) ergibt sich schlielich aus
1foltaany = Do I(F9) - Bio v Hlmemuw)
i€

= ey 2 Mg+ Bio i Hlme e
€T

||f||g[ﬂ]+1(ﬂin)||g||%la(M) :
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Entscheidend hierbei ist die Endlichkeit der Indexmenge 7.

Zu 2.): Es geniigt, die Behauptung auf dichten Teilmengen zu beweisen. Wir nehmen
daher an, daB f € ClY*' (M) ® IR™ und g € H*(M) ® IR™ gilt. Es ist dabei C*(M) ®
R™ = span{pz : ¢ € C*(M), x € IR™}. Analog ist die Definition von H*(M) ® IR™.
Offenbar sind beide Mengen dicht in den Ausgangsriumen. Seien also f = fz und
g = gy, fir f € ClYIHY(M), g € H*(M), und z,y € IR™. Unter Ausnutzung von Teil 1.)
und der Tatsache, dafl wir H*(M, IR™) mit H*(M)®IR™ identifizieren konnen, ergibt
sich die Behauptung. Es gilt ndmlich

1f - gllma ) 2 y|| £9l| e ary
= [yl flleeran |91 e (ary

= [fllewrrnemnl9l e e mm

A

o ||f||c[a1+1(M,1Rm)||9||H“(M,Rm) :

Damit ist das Lemma vollstindig bewiesen.

Hauptziel dieses Abschnittes ist es, die Aussage:
D: ‘E[((]La((_la 1)2 X (_L ]-)7R3) - 69?:1 (HSH/Q(Z)@H(?(_L 1)) )

ist fiir & > 0 ein stetiger Operator zu beweisen.
Zur Definition der auftretenden Rdume sei auf Abschnitt 1.1.2 verwiesen. Den wesent-
lichen Schritt zum Beweis der Stetigkeitsaussage liefert der folgende Satz.

Satz 1.4.14 Fir o > 0 sind
Dj: Xo = Hy*((—-1,1)? x (—=1,1), R*) —» HS X (Z)@H(-1,1) =Y,  (1.19)
stetige Operatoren.

BEWEIS: Wir fiihren den Beweis, indem wir den Operator D; als Hintereinander-
ausfithrung von drei Operatoren interpretieren, deren Stetigkeit wir beweisen. Diese
Operatoren sind im einzelnen:
)‘j . Xa
)\]f(fL'

Hg (9%, Hg ((=1,1), IR?)),
) = (s—=f(mjz+1558)) ,
(R®1I): Hg(Q* Hy((~1,1), R*)) Hyt'%(Z, H ((-1,1), R?)),
M HytV2(Z, Hy ((-1,1), R)) Yo,
M;g(w,s) = b6;(w)- gw,s).
1) Sei f € X, dann gilt die Gleichungskette

I @ g mmmy = (L TR IRRE) g o ey €
= [ [ Q€D (L Lo ) (i€ + 7y0) 3 de do
= I,

d

BS
BS
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Damit folgt, dafl A; eine Isometrie und somit stetig ist.
2) Die Radon-Transformation ist ein stetiger Operator zwischen Hg' (Q2) und HS*/2(Z),
sieche RIEDER, SCH. [28]. Wie in Abschnitt 1.1.2 erwihnt kénnen wir H(Q? H&((—1,1),
R%)) mit dem Tensorprodukt H(Q*)RHS((—1, 1), R®) und HYV2(Z, HE((—1,1), R?))
mit HY2(Z)®Hg((—1,1), IR?)) identifizieren. Offensichtlich ist dann R & I ein ste-
tiger Operator zwischen diesen Tensorprodukten.
3) Sei g € HO*Y2(Z, Hg((—1,1), R®)) =: U. Eine auf U dquivalente Norm ist gegeben
durch

loll? = [ (14 121000 1 5.y

siehe AUBIN [3]. Wir fassen die Funktionen aus H¢(Z, IR?) als Funktionen aus H(II%,
IR?) auf und definieren m;(y, s) = 6;(w(p)). Offenbar ist m; € C>°(IT?, IR*), wobei wir
zu lokalen Koordinaten iibergegangen sind. Es gilt dann unter Verwendung von Lemma
1.4.13

gz < g% ai1)o
||M]g||Ya - ||M]g|| 8‘((*1,1),HP+1/2(Z))

\a || Af. 2
2 [ 1o [ Mig(0) 2 do
— 2\« oA 2
= [ o) s 4] g do
= il sy [ (U 10D 130127 gy 4
= lgl?
< gl

Die Stetigkeit von M ist bewiesen, denn man beachte, daB HS*/2(Z, Hg((—1,1), IR%))
isometrisch isomorph zu Y, ist. Mit Hilfe der Darstellung (1.18) von D; sieht man aber
direkt, dafl

Dj = M;(R&I) A,

ist, woraus schliellich die Behauptung des Satzes folgt.

Korollar 1.4.15 FEs gult
D: X, — &)Y,

ist ein stetiger Operator.

BEWEIS: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1.4.14, der besagt, dafl die
einzelnen Komponenten D, stetige Abbildungen zwischen den Rdumen X, und Y,
darstellen, und aus der Tatsache, dafl D = EB?:ID]- ist.

O

Bemerkung: In groben Worten besagt Satz 1.4.14, dafl D; beziiglich zweier Variablen
um die Stufe 1/2 glittet, wihrend sie beziiglich der dritten nicht glittet. Das ist auch
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genau das, was man erwarten wiirde, denn im wesentlichen fiihrt D; beziiglich zweier
Variablen eine zweidimensionale Radon—Transformation durch, wihrend sie die dritte
konstant l483t.



Kapitel 2

Theorie der Approximativen
Inversen

Wir betrachten Probleme der Form (A, X,Y") mit separablen Hilbertrdumen X und YV
und einem linearen, stetigen Operator A. Ist der Bildbereich von A, R(A), nicht abge-
schlossen, so ist die verallgemeinerte Inverse A' nicht stetig. Ein Rauschen in den Daten,
das zum Beispiel durch fehlerbehaftete Messungen entsteht, wiirde zu grofien Fehlern
in der Losung f fiihren. Es ist daher nétig, AT durch stetige Operatoren zu appro-
ximieren, sogenannte Regularisierungsverfahren. Bekannte Regularisierungsverfahren
sind die abgeschnittene Singuldrwertzerlequng, die Tikhonov-Phillips Regularisierung,
oder das Verfahren der konjugierten Gradienten als Beispiel eines nichtlinearen Ver-
fahrens. Wir definieren im ersten Abschnitt die Methode der approzimativen Inversen,
siehe Louis [20, 24], Louls, MaAss [22], Louis, ScH. [23], die eine ganze Klasse von
Regularisierungsverfahren beinhaltet. In den letzten Jahren wurde die approximative
Inverse erfolgreich eingesetzt in der 2D-Computer—Tomographie, siehe LLOUIS, SCH.
[23], RIEDER, ScH. [28], in der 3D-Computer—Tomographie, siche DIETZ [9] und auch
in der Ultraschall-Tomographie, siche ABDULLAH, Louils [1]. Behandeln wir im ersten
Abschnitt ausschlie8lich den kontinuierlichen Fall, so wenden wir uns im zweiten Ab-
schnitt dem fiir praktische Anwendungen wichtigen diskreten Fall zu, d.h. Y = IR"
bzw. Y = C". Es werden Konvergenzsitze angegeben, die das Verhalten der Losung
charakterisieren fiir den Fall, dafl die Anzahl der Daten n gegen Unendlich strebt. Au-
Berdem zeigen wir, wie man fiir kompakte Operatoren Rekonstruktionskerne mit Hilfe
der Singuldrwertzerlegung berechnen kann.

2.1 Definition und erste Eigenschaften

Der Grundgedanke der approximativen Inversen ist, die Losung f € X durch Momente
(f,e')x, et € X, 1=1,...,m zu approximieren. Liegen die Elemente ¢’ im Bildbereich
des adjungierten Operators von A, also existiert ein v' € Y mit A*v’ = ¢, so hat man

35
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die Gleichheit . ‘ . ‘
<f7 62>X = <fa A*U1>X = <Af, UZ>Y = <9,U1>Y-

Stehen die v’ zur Verfiigung, so kann das letzte Skalarprodukt berechnet werden, da
die Daten g bekannt sind. Im Falle, daf§ ¢! ¢ R(A*), bestimmt man v’, indem man das
Residuum

A" — €'l

minimiert. Aquivalent dazu kann man, falls ¢/ € D((A*)T) = R(A*) @ N(A) ist, v’ als
Losung der Normalgleichung _ .
AN = A (2.1)

festlegen.

Definition 2.1.1 Wir bezeichnen die Abbildung S,, : Y — C™, die gegeben ist durch

(Smg)i:<g,vi>y, i=1,...,m,

als diskrete approximative Inverse von A. Die Elemente v* € Y heiflen Rekonstrukti-
onskerne zu e'.

Bemerkung: 1.) Da die Gleichung (2.1) nicht von g abhéngt, machen sich zum einen
Fehler in den MeBdaten beim Losen der Gleichung nicht bemerkbar, zum anderen
konnen die Rekonstruktionskerne v schon vor dem Mefvorgang bestimmt werden. Es
wird sich spéter zeigen, dafl das Verfahren der approximativen Inversen unter Ausnut-
zung von Invarianzen des Operators A auflerdem auch sehr effizient ist, siehe dazu auch
Louis, ScH. [23].
2.) Wir haben jede Losung v® der Gleichung (2.1) als Rekonstruktionskern zugelassen.
Ein Rekonstruktionskern zeichnet sich jedoch gegeniiber allen anderen aus, ndmlich
derjenige mit minimaler Norm

fnin = (A*)Tez
Voraussetzung ist natiirlich, daf ' € D((A*)) gilt.

Wir beschriinken uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit auf den Spezialfall X = L?(Q),
wobei €2 C IR" ein beschrinktes Gebiet ist. Im Unterschied zum allgemeinen Fall, in
dem X kein Raum von skalaren Funktionen ist, konnen wir die approximative Inverse
hier als Abbildung zwischen X und Y definieren, die, wie wir spiter sehen werden, die
Inverse von A approximiert.

Wir withlen eine Funktion é € L?(IR") — L?(2), die Mittelwert 1 hat, also fiir die

/ é(x)dr =1 (2.2)
gilt und definieren e, € L?(IR" x IR") durch

ey(z,y) =T'D%e(x) =y "e((z —y) /7).
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Fiir diese Funktion gilt wiederum

/ ) ey(z,y)de =1. (2.3)

Wir nennen eine Funktion e, die der Gleichung (2.3) geniigt, einen Mollifier, wenn sie
zusitzlich
lim
\0

[ e f @) dr — f

=0,
L2(9)

d.h.

lim [ ey(z,9)f(@)de=fly) L.

erfiillt. Demnach approximiert e, (z, y) in einem gewissen Sinne d,_,. Bekannte Mollifier
ergeben sich aus

é(r) = W'Xm(x)a

é(xr) = y/2/msinc(x),

e(x) = (2m) " exp(—lz]?/2).
Dabei bedeute xqo» die charakteristische Funktion der n-dimensionalen offenen Ein-
heitskugel.

Sei e, ein Mollifier. Wir definieren den zu e, gehorenden Rekonstruktionskern v, (x)
als Losung der Normalgleichung

AA* v, (1) = Aey(z, ). (2.4)

Damit diese Normalgleichung eine Losung besitzt, ist es notwendig, dafl e,(z,-) €
D((A*)T) ist. Wie erwithnt wollen wir fiir den Spezialfall X = L?(f2), eine kontinuierliche
Form der approximativen Inversen definieren.

Definition 2.1.2 Seien A € L(X,Y), X = L*(Q), Y ein separabler Hilbertraum und
e, € L*(IR" x IR") ein Mollifier, fiir den e,(z,-) € D((A")") gilt fir alle v € Q. Wir
nennen die Abbildung S, Y — X, die definiert ist durch

Sy9(x) = (g,v5(2))y, =€,

kontinuierliche approximative Inverse von A. Der Rekonstruktionskern v, (z) ist als
Lasung der Normalgleichung (2.4) gegeben.

Wir wollen zunéichst zeigen, dafl die Bezeichnung approximative Inverse ihre Berechti-
gung hat.

Lemma 2.1.3 Sei f € L*(Q) Ldsung von Af = g, g € Y und e, ein Mollifier mit
e (x,+) € R(A*) fiir alle x € Q. Dann ist S,g € L*(Q) und es gilt fir x € Q

i S,Af(0) = f(r)  fi



38 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSEN

BeEwEIs: Offensichtlich ist
(9, vy (2))y = (, PN(A)i%(% NN
wobei Py4y1 die orthogonale Projektion auf N(A)~ bezeichnet. Daraus folgt aber
||579||2L?(Q) = /Q (f, PN(A)ie'y(x; ')>L2(Q)\2 dx

||f||2L2(Q)/Q||7DN(A)i67($;')||2L2(Q) dx

< ||f||2L2(Q)||e’Y||%2(Q><Q) 5

IN

und damit der erste Teil der Behauptung. Die Funktion f sei definiert durch:

= | flx) | fir z€Q,
0 , fir z¢Q.

Dann ergibt sich die Behauptung des zweiten Teils aus der folgenden Gleichungskette:
lin S, Af(r) = lim(Af. v, (0)y

= lim (f,e;(z, )y
= lim f(y)e,(x,y)d
lim [ f(y)ey(x,y) dy
= f(x) f.1i.
a
Im Falle, daB der Operator A kompakt ist, kann man den Rekonstruktionskern v,
mit Hilfe des zugehorigen singuldren Systems {v,,u,,0,}, ausdriicken. Dabei sind
{v,}, ein vollstandiges Orthonormalsystem fiir N(A)~, und {w,}, ein vollstindiges
Orthonormalsystem fiir R(A). Beide sind {iber die Singulérwerte verkniipft durch die
Beziehungen
Av, = ouuy, , A*uy, =ouvy, .
Fiir die Singuldrwerte gilt auflerdem
Jim 0, =0,
und 0 ist der einzige Hiufungspunkt. Liegt e, (x,-) in D((A*)") fiir alle x € €, so ist
die eindeutige Losung von (2.4) in R(A) gegeben durch

Uy (2) = Z 0;1 (e (2,+), V) L2(02) Ups » (2.5)

o, >0

sieche Louis [19, 24]. Die Abbildung S, hat in diesem Fall die Gestalt

Syg(x) = " 07 ey, ), va) 12() (95 up)y = ey (), ATg) 12(q) -

op>0
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Zur Darstellung der verallgemeinerten Inversen durch die Singuldrwertzerlegung sei auf
Louis [19] verwiesen.

Wir wollen nun zeigen, dafl S, unter gewissen Voraussetzungen als Regularisierungs-
verfahren betrachtet werden kann, wobei v die Rolle des Regularisierungsparameters
zufillt. Ist das Problem (A, X,Y) schlecht gestellt, also R(A) nicht abgeschlossen, so
ist A" nicht stetig, siehe z.B. Louis [19]. Man approximiert daher A" durch eine Folge
von stetigen Operatoren {7, },s0, T, : Y — X, so daf gilt

limT,g = Alg,

fiir g € D(AT). Die Abbildungen T, nennt man Regularisierungsverfahren fiir AY, v ist
der Regularisierungsparameter. Das folgende Lemma ist in Louis [24] bewiesen.

Lemma 2.1.4 Sind A: L*(Q) — Y ein kompakter Operator und e, ein Mollifier mit
e (z,-) € D((A")) fir alle x € Q, so sind die Abbildungen {S,},~o lineare Regulari-
sierungsverfahren fir Af.

Je nach Wahl von e, erhélt man fiir S, einige bekannte Regularisierungsverfahren.

Lemma 2.1.5 Sei F, : R{ — IR ein reqularisierendes Filter. Zur Definition des
Begriffes sei auf Louls [19] verwiesen. F., erfiille die Bedingung

Fy(o) 2 oulload w™,  a>1/2.

Wir definieren ferner
ey(2,y) = Z Fy (o) vu(2) vu(y) -
I

Die zu diesem Mollifier gehdrende approximative Inverse S, stimmt mit dem durch
T,g= Z F, (o) 0;1 (9 )y uy
u
gegebenen Regularisierungsverfahren tiberein.

BEWEIS: Es bleibt nur zu zeigen, daf die bei der Definition von e, auftretende Reihe
konvergiert, und daf e,(z,-) € D((A*)") ist. Die Konvergenz der Reihe ist jedoch
offensichtlich, da

Y IE(0u)]? 2D o vl 2 < o0
K M

gilt. Es ist auBerdem e, (z,-) € R(A*). Damit e,(z,-) € D((A*)") gilt, muff demnach

3" F(0,) vu(2) v, € R(AY)
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fiir jedes x € () gelten. Die PICARD-Bedingung besagt, daf} dies genau dann der Fall
ist, wenn

20;2 ‘(Z F’Y(UV) v, () Uuavu>L2(Q)|2 = 20;2 |vu(x)‘2Fv(Uu)2 <00

gilt. Das ergibt sich aber aus der Bedingung an F,.
Der Rest des Beweises ist in Louis [20] nachzulesen.

Bemerkung: Aus der Tatsache, da} F, ein regularisierendes Filter ist, folgt

F'y(au) < 0(7) Opu -

Dies allein reicht jedoch noch nicht aus, um die Existenz des Mollifiers e, zu gewéhr-
leisten. Vielmehr spielt auch noch eine Rolle, wie schnell die Singulédrwerte gegen 0
streben.

Beispiele: Die abgeschnittene Singulirwertzerlegung 148t sich als approximative In-
verse darstellen, da es in diesem Fall ein pg gibt mit F,(0,) = 0 fiir alle > po.
Das Landweber- Verfahren 148t sich als approximative Inverse darstellen, falls die Sin-
guldirwerte von A schneller fallen als =/2||v,||Z!. Fiir das Filter gilt ndmlich in diesem
Fall F,(0,) = o5.. Wir werden im néichsten Abschnitt sehen, da$8 sich auch das Verfah-
ren von BACKUS-GILBERT als approximative Inverse darstellen l4f3t.

In manchen Fillen ist es nicht nétig, den Rekonstruktionkern v, (z) in jedem Punkt x
auszurechnen. Vielmehr kann man Invarianzeigenschaften des zugrundeliegenden Ope-
rators A ausnutzen, um den Kern nur noch in einem Punkt zu errechnen.

Lemma 2.1.6 Es seien Operatoren T{ € L(X) und Ty € L(Y) gegeben mit TT A* =
A* TS und ||TF|| < 1 firi = 1,2. Weiter seien Py« : X — X die orthogonale Projektion
auf R(A*) und e,(z,-) = TVé, fir einen Mollifier é,. Dann gilt fir die Losung v, (x)
von

A" vy () = Parey(z,)

die Gleichheit
vy (x) = Tyv(0).

BEWEIS: Es sei bemerkt, daf§ die Gleichung A*v,(x) = Pa-e,(z,-) dquivalent ist zur
Normalgleichung (2.4). Offenbar geniigt es, die Gleichheit

Pa-TVéy =TV Pa-é,
zu zeigen, denn dann gilt
Paey(x,) = PuaTVe, =TV Py-é, =T7 A'v,y(0) = A" Ty'v,(0) .
Sei dazu f* := P Té,. Es gibt eine Folge {¢*}, C Y mit f* =lim, A*¢¥ und

lim || A9, — Te,lx = min A% — T7¢,|x .
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Zu zeigen ist
9 =T39n (2.6)

denn dann ist
Agl =TV A” gg

und damit f*=T¢ fO.
Wir fiihren den Beweis von (2.6) durch Widerspruch. Dazu nehmen wir an, daf} es eine
Folge {h}}, C Y gibt mit

|A*hE — TP, || x < ||A* T2g° — TP, | x

fiir fast alle n, denn das wiirde bedeuten, dafl (2.6) nicht gilt. Die folgende Unglei-
chungskette fiithrt diese Annahme zu einem Widerspruch:

[ATT, "hyy = &, x 1Ty (Ahy, = eyl x

< [[ATh = Tie, | x

< A" T5gy — TTé |Ix
= |77 (A9, — &)lIx
< A% — &l

Das wiirde bedeuten, dafl
lim [| A" T, Ay — e, lx < lim [ A%g, — &l = min[[A%9 — &

ist, was einen Widerspruch ergibt.
O

Wir wollen uns zum Ende dieses Abschnittes noch mit der Frage befassen, ob es einen
Zusammenhang zwischen den entsprechenden Rekonstruktionskernen gibt, wenn zwei
Operatoren A und B iiber eine stetige, lineare Abbildung U miteinander verkniipft sind.
In der Tat ist diese Frage, unter bestimmten Voraussetzungen, positiv zu beantworten.

Lemma 2.1.7 Seien Y, Z separable Hilbertraume, U € L(Y,Z) eine stetige, lineare
Abbildung und B = UA € L(L*(Y), Z). Weiter seien e, ein Mollifier mit e, (x,-) €
D((A*)") N D((B*)") und v,(z) ein zu A gehdrender Rekonstruktionskern fiir den Mol-
lifier e,. Es gelten die drei folgenden Aussagen.

a) Ist U* invertierbar, so ist ¢~ (x) = (U*) v, (z) ein zu B gehdrender Rekonstrukti-
onskern fiir den Mollifier e.,.

b) Gilt U*U = I, so ist ¢,(x) = Uv,(z) ein zu B gehirender Rekonstruktionskern fir
den Mollifier e .

c) Ist v, (z) € DU, so gilt fir die Lésung 3, (x) von UU*B,(z) = Uv, ()

IBB*3,(z) = Bey(x, )]z 2 |U"B, () — vy(2)]ly -
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BEWEIS: Wir lassen den Index v der Ubersicht halber weg. Offensichtlich gilt die Aqui-
valenz

BB*¢(z) = Be(x, ) <= UAA"U*¢(x) = UAe(z, ).

Eine Losung der Gleichung U*¢(z) = v(z) ist demnach ein Rekonstruktionskern fiir
B. Daraus ergeben sich die Aussagen a) und b).
Zu c¢): Es gilt

IBB*3(x) — Be(z)||z < [UAA™[ly o £[|U"B(x) — v()]]y - (2.7)

Daraus ergibt sich ¢) und das Lemma ist vollstindig bewiesen.
O

Bemerkung: Es gibt Fille, in denen die Normalgleichung (2.4) nicht explizit l6sbar ist.
Das vorangegangene Lemma stellt dann ein niitzliches Werkzeug dar zur Bestimmung
von Rekonstruktionskernen bei Problemen, die stetig voneinander abhédngen, wobei
man von einem Problem schon einen Kern explizit kennt. Sind die Voraussetzungen zu
den Aussagen a) und b) nicht erfiillt, so bietet Teil ¢) die Moglichkeit zumindest noch
eine Approximation an den Rekonstruktionskern zu errechnen. Die Funktion ((z) mini-
miert den Defekt ||[U*¢(z) —v(x)||y, so daB die rechte Seite in Aussage ¢) betragsméifig
klein ist.

Beispiel: Das limited-angle-Problem

Bekanntermafien beschreibt die Radon-Transformation R : L*(Q?) — L*(Z), Z =
S x [-1,1] das mathematische Modell der 2D Computer-Tomographie, siche LOUIS
[19], NATTERER [25] u.a. Seien 0 < 7/2, Zs = {(w(y),s)|s € [-1,1], p € [-6,0]} und
der Operator As : L?(Z) — L*(Zs) definiert durch

Asg = 9 7s -

Dann ist der Operator Rs = A;R : L*(Q?) — L*(Zs) das mathematische Modell des
limited-angle Problems. Offenbar ist der adjungierte Operator A} : L?(Zs) — L*(Z)
gegeben durch

. | h(2), firze Zs,
Ash(z) = { 0, fiirz € Z\Zs.

Ist v(z) ein zu R gehorender Rekonstruktionskern, so ist die Gleichung Aj5(z) = v(x)
nicht 16sbar. Man kann jedoch leicht eine Losung von

N5 B(x) = Asu(x)

angeben, nédmlich
fx) = Asu(z) = v(2))z, -
Fiir die in (2.7) auftretende Konstante gilt

|UAA*| = |A; RRY|| < R
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Man beachte, dal §(x) kein Rekonstruktionskern fiir R ist, sondern lediglich eine
Approximation an einen solchen nach Lemma 2.1.7. Den exakten Kern kann man mit
Hilfe der Singuldrwertzerlegung von R; ausdriicken, siehe DIETZ [9].

In der Praxis werden wir die Funktion f nur an endlich vielen Punkten rekonstruieren
wollen. Es sei daher efy(y) = e,(z;,y) mit z; € Q fiir i = 1,..., m. Durch Losen der
Normalgleichung (2.1) sind mit den Mollifiern e!, Rekonstruktionskerne v} verbunden,
und die approximative Inverse hat wieder die anfangs eingefiihrte Form

Sp:Y — ™,
(Smg)i = <9,U§>Y, 1=1,...,m.

2.2 Der diskrete Fall

Wir betrachten wieder einen linearen, stetigen Operator A : L2(Q2) — Y, wobei Q C IR?
ein beschriinktes Gebiet im IR? ist und Y ein separabler Hilbertraum. Zusitzlich sei
A injektiv. Im Falle, da8 A nicht injektiv ist, schrianken wir den Operator auf N(A)~
ein und bezeichnen die Einschrinkung wieder mit A. Die Elemente aus N(A) tragen zu
den gemessenen Daten ¢ nichts bei.

Bei Anwendungen stehen uns nur endlich viele Daten zur Verfiigung. Wir definieren
daher einen zu A gehorenden diskreten Operator

A, LA(Q) — C"

durch
(Anf)i = (W Af)i = (Af, Yni) vy - (2.8)

Dabei unterscheiden wir die zwei Félle ¢,; € Y und ¢,; € Y}* fiir einen dichten
Teilraum Y; C Y. Der erste Fall bedeutet, daf§ die diskreten Daten Momente der kon-
tinuierlichen Daten sind. In diesem Fall konnen wir unter gewissen Voraussetzungen
an die 1, ; eine Fehlerabschitzung der approximativen Inversen in der L?>-Norm bewei-
sen. Praktische Anwendung findet diese Situation in der 2D-Computer-Tomographie
nach dem Ansatz von Louls, ScH. [23]. Hier werden die Punktauswertungen der Daten
durch eine Summe von singuldren Funktionen der Radon—Transformation approximiert.
Dariiberhinaus zeigen wir noch, wie man das Verfahren von BACKUS-GILBERT als ap-
proximative Inverse auffassen kann.

Im zweiten Fall haben wir fiir ¢, ; speziell die Punktauswertung im Auge, die oft nur
auf dichten Teilriumen von Y stetig ist. Zum Beispiel ist sie nicht stetig auf L?(Q),
wohl aber auf H*(Q) fiir o > d/2. Wir folgen in diesem Abschnitt der Arbeit [28] von
RIEDER, SCH., die einen Zusammenhang zwischen Rekonstruktionskernen des konti-
nuierlichen und solchen des diskreten Problems herstellt. Wir erhalten Konvergenz der
entsprechenden approximativen Inversen, aber nur noch in einem schwachen Sinne.
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2.2.1 Der Fall ¢,; €Y

Wir identifizieren Y* mit Y, das duale Paar (-, -)y.y+ in (2.8) ist dann gerade das
Skalarprodukt auf Y. Der diskrete Operator A, hat die Form

A, L2 — €7,
(Anf)i = (WaAf)i = (Af i)y = [ f(2) A'Wni(a) do,

firi=1,...,n.
Sei e, (z,) € D((A;)") fir € Q ein Mollifier. Die approximative Inverse f,. des
Problems (A, L?(Q2), C") sieht dann folgendermafien aus:

fnv(x) = Sugn(z) = <9naU$($)>cn-

Dabei ist g, = ¥, Af und der Rekonstruktionskern v () ist bestimmt als Losung der
Normalengleichung

A Aqul(z) = Apey (),

wobei der adjungierte Operator A% : C" — L?(Q) die Form
A:;U = ZU_ZA*wn,z
i=1

hat.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, eine Fehlerabschétzung fiir die f,, anzugeben
und das Verhalten fiir v \, 0 und n — oo zu untersuchen. Es ist klar, da} die Folge
{WU,}, nicht beliebig gewihlt werden kann, wir stellen vielmehr zwei Forderungen, die
fiir unseren Konvergenzbeweis notig sind.

Die Folge der ¥,, sei so angeordnet, dafl es zu jedem ny € IN ein n > ng gibt mit

{wno,z’

Z.:]-a"'anO}C{,(vZ}n,i

i=1,...,n}. (2.9)

Mit der Beziehung (2.9) wird eine bestimmte Struktur in der Anordnung der ¥, ge-
fordert. Die zweite Forderung ist topologischer Natur:

span {A*,;n€ IN,i=1,...,n} = L*(Q). (2.10)

Die lineare Hiille der Folge {A*t, ;}n; soll dicht in L?*(Q2) sein. Das schlieBt unter
anderem aus, daf} die Folge der ¥,, konstant ist. Das nachfolgende Lemma liefert eine
hinreichende Bedingung dafiir, dafl die Bedingung (2.10) erfiillt ist.

Lemma 2.2.1 Ist die Menge {{,;|n € IN, i =1,...,n} dicht in'Y, so ist die Bedin-
gung (2.10) erfillt.
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Bemerkung: Eine abzihlbare dichte Teilmenge in Y existiert stets, da Y als separabel
vorausgesetzt war. Demnach gibt es immer mindestens eine Folge, die den Bedingungen
(2.9) und (2.10) geniigt.

BEWEIS des Lemmas: Es sei (A*¢)y, i, f)12¢0) = 0 fiirallen € IN und i = 1,...,n. Dann
folgt aus der Aquivalenz

<A*’¢}nzaf> )_0<:><¢n1aAf>Y—U

und der Dichtheit der ¢, ; in Y, dal Af = 0 ist. Aus der Injektivitdt von A folgt dann
f = 0. Daraus ergibt sich die Behauptung.
O

Zu der Folge U, definieren wir endlich dimensionale Teilriume V,, von L?(£2) durch
Vo := span {A*,,;|i=1,....n} C L*().
Aus der Bedingung (2.10) folgt, dafl
U Va=L*Q)
nelN
gilt. Die Bedingung (2.9) besagt zudem, daf es eine streng monoton wachsende Teilfolge
ng gibt, mit V,,, C V,,, , und

k+1

U Vi = 22(Q).

k=1
Schliefilich bezeichne noch

(h@)* = [ A"}(2) - ey(x, )12

n 2
= min /
u€IR™

Z APni(y) — ey(z, )| dy
= min/ a(y) = ey (z,y)*dy

=1
uEVn JQ

den Approximationsfehler || A} v?(z) — e, (,-)||*. Die Funktion &) ist stetig in z, falls e,
stetig ist, und aus den Bedingungen (2.9) und (2.10) folgt die Existenz einer Teilfolge
ny, so daf3

lim €] (z) =0, fiir alle z € Q (2.11)
k—oo 'k
ist. Folglich ist auch
lim ||} ||« =0, (2.12)
k—o0 k

denn sonst gibe es eine Teilmenge U C €) mit von Null verschiedenem Lebesgue-Maf3,
so daB

lim e (z) #0, firallex € U

k—oc 'k

gilt. Dies ist aber ein Widerspruch zu Gleichung (2.11).
Das nachfolgende Lemma charakterisiert die Approximationseigenschaft von f, ,.
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Lemma 2.2.2 Seien e, € D((A:)") ein Mollifier, f € L*(Q) und g, = A, f fiir alle
n € IN. Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilt: Es gibt ein o7 € L*(Q) mit

[ fney = Fllzz@) = 1 f 2@ llnlloe + ll@7l]z2()

und

v —
lim [|g]| 2o = 0.

BEWEIS: Es ist f,, € L*(Q) nach Lemma 2.1.3. Wir haben

n

ZZ(gn)zW x) = f(x)

= | [0 (S 400 W) = st

/ ) = f(0) s () dy
(z os) ) — er(.0))

/Q = f(y)) ey(z,y) dy
< Nl o)+ | [ (@) = £0) ex () |

[frn(@) = fz)| =

IN

_|_

Indem wir mit o7 die Funktion

0'(@) = [ (f@) = Fy) e(ay) dy

bezeichnen, folgt der erste Teil der Behauptung durch Quadrieren und Integration der
obigen Ungleichung.
Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich aus den Voraussetzungen f € L?(Q) und
der Tatsache, dafl e, ein Mollifier ist.

(I

Bemerkung: Der Fehler || f, , — f|| 1d8t sich also in zwei Terme ||} || und |[|o”|| auf-
spalten. Das Verhalten dieser beiden Terme fiir v N\, 0 ist von gegensitzlicher Natur.
Wihrend o7 wie gesehen gegen 0 konvergiert, gilt im allgemeinen fiir festes n

lim 7o = .

da e, als Approximation der Delta-Distribution fiir v \, 0 immer steiler wird. Ein
Ausbalancieren beider Fehler ist daher wichtig fiir eine geschickte Wahl des Parameters
7. Die Funktion ¢” gibt an, wie genau diese Approximationseigenschaft im L?-Sinne
ist, wihrend die Funktion €]} angibt, wie gut e, in V;, angendhert werden kann.
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Satz 2.2.3 Sei e, € D((A%)Y) ein Mollifier, f € L*(Q) und A,f = gn. Die approzi-
mative Inverse f,. € L*(Q) sei definiert durch

() = (gn, v} (2))er

Dann gibt es zu jedem beliebigen 6 > 0 ein vo(d) > 0 mit

inf n,y — = " o0 0.
761(101’00) [ for = Fllze) 2 1 fllzz@ llealloo +

Daraus ergibt sich

BEWEIS: Sei § > 0 beliebig. Nach Lemma 2.2.2 existiert ein 7 > 0 mit |[07||12q) < 6.
Daraus ergibt sich

[ fro = fllzz@) 2Nl [0 [oc + 6

und somit durch Ubergang zum Infimum der erste Teil der Behauptung.
Mit Hilfe der Gleichung (2.12) hat man

liminf [ inf oy — : <94.
mint (int o~ Sl ) =

n— 00

Da 0 > 0 beliebig war, folgt auch der zweite Teil der Behauptung.

Den zweiten Teil des obigen Satzes kann man auch anders formulieren.

Korollar 2.2.4 FEs gibt eine Teilfolge {ng}rew mit

Jin (o= Sl ) =0.
Bemerkung: Es sei darauf hingewiesen, dafl wir keinerlei Glattheitsbedingungen an
die Losung f stellen, es mufl lediglich f € L?*(2) sein.

Der optimale Regularisierungsparameter v,,; fiir festes n ist derjenige, bei dem das
Infimum

inf oy — 2
Vel(folyoo)ﬂf = [l

angenommen wird. Aus dem vorne beschriebenen Verhalten der Funktionen ¢} und g”
folgt ndmlich, daB v,y € (0, 00) sein muf.

Zu erwihnen ist in diesem Zusammenhang eine Arbeit von Louts, MAAsS [21], in der
die Autoren einen Algorithmus fiir das Momentenproblem entwerfen, die sogenannte
s-Methode. Sie beweisen deren Konvergenz fiir den Fall, daf§ die Menge der Daten n
gegen unendlich strebt. Dabei werden Glattheitsbedingungen sowohl an die Losung f,
als auch an die Momente v); gestellt.
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Beispiele: Die untersuchte Situation ¢, ; € Y findet praktische Anwendung in der 2D~
Computer—Tomographie. Das mathematische Modell ist die Radon—Transformation.
Wir bezeichnen mit R die zweidimensionale Radon—Transformation zwischen den Réu-
men L?(Q?%) und L*(Z,w™"), wobei Z = S' x (—1,1) ist und w(s) = v/1 — s2 ein Ge-
wicht. Das Problem der 2D-Computer-Tomographie sieht dann folgendermafien aus:
Suche ein f mit

(Rnf)]l = Rf(wj; Sl) = (gn)jl .

Dabei sind w; € S', j = 1,...,p, s, € (—=1,1), 1 = 1,...,q, n = pq vorgegebene
MeBpunkte und g, € C" gegebene Daten. Da R nur um den Faktor 1/2 gléttet, siehe
NATTERER [25], ist R, nur stetig als Abbildung zwischen H{(Q?) und R" mit x >
1/2. Zu jedem Punkt (w,s) € Z kann man eine Folge {fy} C HF(Q?) angeben mit
| fell22) < 1, so daB |R fi(w, s)| — oo gilt fiir & — oo, siche RIEDER, ScH. [28]. Fiir
die Abbildung R, : HE(Q?) C L*(Q?) — C" gilt demnach

D(RY) = {yeC"|f— (R.f y)en ist stetig in L*(Q?) Vf € HE(Q?)}
= {0}.

Im Bezug auf Definitionsbereiche adjungierter Operatoren von unbeschrinkten Abbil-
dungen sei z.B. auf RUDIN [29] verwiesen. R} : C" — L*(Q?) existiert demnach nicht.
Wir wollen zwei Ansétze zur Losung des Tomographie-Problems geben, auf die sich
die vorangegangenen Ergebnisse anwenden lassen. In beiden Fillen wird versucht, die
Verwendung von R, zu umgehen.

1.) Ansatz von Louis, ScH. [23]

In [18] hat Louis das singuldre System {v, i, Op }mi der Radon—Transformation
R : L*(Q?) — L*(Z,w ') angegeben. Mit Hilfe dieses Systems fithren wir einen neuen
Operator R, 5s ein. Es sei

(Roaaf )it = (W' RE)ju = (RE YD) 22wy

wobei ¢)7;) € L*(Z,w™") gegeben ist durch

l=1m
I+m gerade

M m
lby]:/,ljz = Z Z uml(wjasl)uml-
m=0

Offenbar gilt fiir v € C"
RZ,M” = Zv_le*ﬁ/}%‘z .
Jil

Das folgende Lemma zeigt, dafl R} ;, in einem gewissen Sinne R} ersetzen kann.

Lemma 2.2.5 Fir alle v € C" und alle singuldren Funktionen v, gilt

(R0 Vi) 22(02) — (U, RnVit)en  fiir M — oo
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BEWEIS: Seien v € C" beliebig, v,,; eine beliebige singuldre Funktion und M so grofi,
dal M > m gilt. Es ist

<R;,MUJ le>L2(Q2) = <U, 7?'n,Mle>(E”
= > Ui T Tt (W), 51)
j7l
- <U, anml>®” .
Hieraus folgt die Behauptung.
O
Grob gesagt approximiert t);; die Punktauswertung in (wj, s;) durch eine Summe von

singuléren Funktionen. Man erhélt einen Rekonstruktionskern fiir R, »s, indem man
die Normalgleichung

Rn,MRZ,MUS,M(x) = Rume(, )
16st.

Diesen Kern verwendet man dann als Rekonstruktionskern fiir R,,. Fiir nidhere Unter-
suchungen dieses Ansatzes sei auf Louis, SCH. [23] verwiesen.

2.)  Ansatz von NATTERER [25, Kap. V.5]

Bei der Losung der Radonschen Integralgleichung mittels direkter algebraischer Me-
thoden behilft sich NATTERER durch Einfiihrung einer Gewichtsfunktion, deren Tréger
nicht mehr nur eine Gerade, sondern zum Beispiel ein Streifen ist. Sei

Sjl = {x € B2 : |ZL'T(,¢)J' — Sl‘ S d/?},
d > 0, ein Streifen der Breite d, und

1 s—si] <d)/2,
XI(S)_{O , sonst.

Wir definieren fiir f € L?(Q?)

(Ruf)it = (Ruy . X0) 1211 = /s f(x)dx.

jl

Es ist dann N
Ryv(w) = va R xu(@) = D vaxa(e wy).
Jl Jl
Man 16st analog zum vorhergehenden Ansatz die Normalgleichung

ﬁnﬁ;d;(x) = Rues(z,-),
und verwende den Kern v} (z) als Rekonstruktionskern fiir R,,.

Abschlieflend wollen wir noch zeigen, wie sich das Verfahren von Backus-Gilbert formal
als approximative Inverse schreiben 1&8t. 1967 entwickelten BACKUS und GILBERT [4]
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dieses Verfahren, um ein Momentenproblem in der Geophysik zu l6sen. Wir betrachten
dazu das Problem (A,, L?(Q2),C") mit

= [ @) ) de = (g, =1,
Offenbar hat der adjungierte Operator A} die Darstellung
A= Tiv;. (2.13)
i=1

Die Idee des Verfahrens ist, fiir jedes x € € einen Vektor v(z) € C" zu bestimmen, so
daBl > v;(z)1;(y) die Delta-Distribution § (|x—y|) approximiert. Um v(x) zu bestimmen,
minimiert man fiir jedes x das Funktional

si0r=s(%) [ w3

unter der Bedingung

2

'(2?) b3 (y)

/anjvj(x) Yi(y)dy =1, fiir alle z € Q. (2.14)
j=1

Dabei bedeutet wy das Maf} der Einheitssphire S? 1. Bezeichnen wir mit vf"(x) den
minimierenden Vektor von S, so ist die Backus—Gilbert-Losung fgg definiert durch

foc (@) = 32 (gu)s o ()

J=1

Dafl fgg die exakte Losung f approximiert, folgt aus der Tatsache, dafl
fu(a) = [ £) ol @) 43 (0) dy ~ 1 (2)

gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie man durch die spezielle Wahl eines Mollifiers e, als
approximative Inverse des Problems (A,, L*(2),C") die Backus—Gilbert-Lésung fpq
erhilt.

Lemma 2.2.6 Definieren wir fir x,y € )

mit v = 1/k, so gilt
fBG — fn,'y .
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BEwEIs: Offenbar ist fiir alle e,(z,-) € R(A%) C D((A%)"), und mit Gleichung (2.14)
folgt

/ev(x,y)dyzl, fiir alle z € Q.
Q

Leider gilt im allgemeinen fiir festes n nicht lim~ o [ f(2)e,(z,y) de = f(y) fast iiber-
all, aber dennoch approximiert nach den vorangegangenen Betrachtungen e, (z,y) die
Delta-Distribution §(|x—y|). Aus der Darstellung (2.13) von A folgt, da§ die Gleichung

Ay(@) = ey(w, ) = Do (@) oy

trivialerweise die Losung v!(z) = vy"™"(z) hat. Wegen

() = (gn, V5 (2))en

folgt die Behauptung.
O

KIRSCH ET AL. [15] zeigen unter bestimmten Glattheitsbedingungen an die Losung f
die Konvergenz von fgq fiir n — oo gegen f.

Bemerkung: Der Unterschied zwischen dem Verfahren von Backus-Gilbert und der
schon erwihnten s-Methode von Louts, MAAsS [21] besteht hauptséchlich in der Art
und Weise wie die Delta-Distribution approximiert wird. Bei der s-Methode geschieht
dies durch Minimierung einer H*-Norm mit s < —d/2.

2.2.2 Der Fall ¢,,; € Y/

Die Sétze und Untersuchungen in diesem Abschnitt sind einer gemeinsamen Arbeit [28]
von RIEDER, SCH. entnommen. Wir wollen hier die fiir unser Problem wesentlichen
Ergebnisse dieses Papers darstellen.

Wieder sei A : X — Y ein injektiver, stetiger, linearer Operator zwischen zwei Hilbert-
rdumen. Weiterhin seien X; — X und Y; — Y dichte Teilrdume mit stetigen Inklu-
sionen und es gelte

A X, =Y

ist ebenfalls eine stetige Abbildung. Der diskrete Operator A,, wird durch Funktionale
U, = {tYni}iz1,..n: Y1 — C" definiert mittels

AnZXl — @n,
(Anf)z = <'¢}n,iaAf>Y1*><Y1-

Dabei ist (-, +)y+xy; ein duales Paar auf Y7* x ).

Als Beispiel fiir die Funktionale 1),; kann man Punktauswertungen betrachten. Der
Unterraum X; wére in diesem Fall ein Sobolev-Raum von hinreichend grofier Ordnung.
Seien weiterhin m Mollifier e € X gegeben. Wir lassen den Regularisierungsparameter
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v der Ubersicht halber weg, da wir in diesem Abschnitt das Verhalten fiir v N\, 0
nicht untersuchen wollen. Ferner schreiben wir lediglich e, falls wir nur einen einzelnen
Mollifier betrachten. Bei der Definition der zu den e’ gehdrenden Rekonstruktionskerne
ist zu beachten, daf

D(A}) ={y € C" |z — (Ayx, y)c~ ist stetig in X Vo € X}

im allgemeinen ein echter Teilraum von C" ist, und schlimmstenfalls nur die 0 enthiilt.
Um die Kerne v als Losung einer Normalgleichung der Form (2.1) zu beschreiben,
miissen wir zu dem Spezialfall iibergehen, dafl

A X =Y

ein stetiger Operator ist. (Dies wiirde automatisch die Stetigkeit von A : X; — V)
implizieren.) Beispiele fiir solche Abbildungen sind Integraloperatoren, die hinreichend
glitten. In dieser Situation werden die Rekonstruktionskerne v! durch Minimierung
der Norm

[Anv, — €'llx

bestimmt, &dquivalent dazu ist das Losen der Normalgleichung

A ARl = Ael, (2.15)

wobei e € D((AX)") vorausgesetzt ist. Die diskrete approzvimative Inverse ist dann
definiert durch (Y = C")

Spm 1 C" — C™
(Sn,mgn)i = (gn, U;)cn , 1=1,....m.

Die Radon-Transformation erfiillt diese Bedingung nicht. Damit die Punktauswertun-
gen W, stetig definiert sind, mufl Y; = H;*“ mit k£ > 0 sein. Die Radon—Transformation
glittet jedoch nur um den Faktor 1/2, weshalb A = R : X = L*(Q?) — Y; un-
beschrankt ist. Ist A : X — Y] stetig, so ist die Darstellung der Matrix A, A; aus
Gleichung (2.15) zwar im allgemeinen bekannt, jedoch ist diese Matrix vollbesetzt und
schlecht konditioniert.

Diese Betrachtungen motivieren eine andere Vorgehensweise. Man errechnet einen Re-
konstruktionskern v fiir das kontinuierliche Problem (A, X,Y"), und wendet auf v den
Operator ¥,, an. Voraussetzung ist natiirlich, dafl v € Y; ist. Zum ersten Mal angewen-
det wurde diese Idee von DIETZ [9] in der Computer-Tomographie. Verallgemeinert
wurde sie in der Arbeit [28] von RIEDER, SCH., worin auch untersucht wird, inwie-
fern ¥, v einen Rekonstruktionskern v, fiir A, approximiert. Dabei wurde dargelegt,
wie sich der Fehler in der euklidischen Norm fiir n — oo verhélt. Wir werden die-
se Konvergenzuntersuchungen angeben. Wie man einen Rekonstruktionskern fiir das
kontinuierliche Problem zumindest approximativ mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung
im Falle kompakter Operatoren errechnet, wird am Ende des Abschnittes 2.2.2.2 noch
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erlautert.

Um diese Betrachtungen durchzufiihren, transformieren wir die diskrete Operatorglei-
chung A, f = g, in eine dazu dquivalente Gleichung, indem wir endlichdimensionale
Unterrdume V,, C Y von Y einfiihren, die von einem Riesz-System aufgespannt wer-
den. Genauer sei V;, C V41, Vi, = span {¢,x |k = 1,...,n}, wobei die ¢, linear
unabhéngig seien und die folgende Abschétzung erfiillen:

n 2
Z Ak Pn,k
k=1 Y

Bemerkung: Die Rdume V,, sind nicht mit denjenigen aus dem vorigen Abschnitt zu
verwechseln, die von den v, ; aufgespannt wurden.

n

Z lag|” =

k=1

<>l fiir alle n € IV . (2.16)
k=1

Die zu dem Riesz - System {y, x} gehorende Gram’sche Matrix sei mit G,, bezeichnet.
Sie ist definiert durch (G,)i; = (¢n., ¢nj)y. Die Transformation von C" in V;, leistet
der Operator Q,, : C" — V,,, der erklart ist durch

n
Qna = Z ag Pk -
k=1

Aus der Abschétzung (2.16) folgt sofort

|Qnllensy = 1@ |ly—enr = 1.

Die Hintereinanderausfiihrung von ¥,, und @),, ergibt einen neuen Operator II,, : ¥} —
V,.:

n

an = Qn\I’nU = Z<wn,ka U>Y1*><Y1 Pn,k -
k=1

Der Operator II,, kann im Falle, da8 Y ein Funktionenraum ist, als eine Art Interpo-
lationsoperator betrachtet werden.

Auch dieses Mal stellen wir zwei Forderungen an die Folge der ¥,,. Dies geschieht indi-
rekt, indem wir annehmen, dafl der Operator II,, zwei Bedingungen erfiillen soll. Zum
einen soll II,, gleichméfBig beschrénkt sein in n, also

Iy, 5y X1,  fiirn — co. (2.17)

Zum anderen sollen die Operatoren II,, eine Approximationseigenschaft haben, in dem
Sinne, daf} es eine Folge {p,}nenw C [0, 1) gibt, die monoton gegen 0 konvergiert und
der Abschétzung

lv — |y < pullv|ly,, fiir alle v € Y3 und n — oo (2.18)

gentiigt.
Indem wir auf beide Seiten der Gleichung A, f = g, den Operator ), anwenden,
erhalten wir die dquivalente Gleichung

lenf = n
mit A, = QnA, : X = V, und Jn = Qnan.
Fiir das weitere Vorgehen unterscheiden wir die beiden Félle ¢! € R(A*) und e’ ¢ R(A*).
Fiir ndheres Interesse sei auf RIEDER, SCH. [28] verwiesen.
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2.2.2.1 Der Spezialfall e € R(A*)

Wir betrachten die schon erwéhnte Situation, dal A : X — Y] stetig ist. Die in diesem
Abschnitt hergeleiteten Aussagen gelten auch nur, falls A diese Stetigkeitsbedingung
erfiillt.

Zunichst wollen wir zeigen, dafl die Rekonstruktionskerne von A, und A, in einer
eineindeutigen Beziehung zueinander stehen.

Lemma 2.2.7 Es sei e € D((A})7) N D((A%)) ein Mollifier. Ist ©, ein Rekonstrukti-
onskern zu A, fir e, so ist Q,0, einer zu A, fir e. Ist umgekehrt v, ein Rekonstruk-
tionskern zu A, fir e, so ist Q.(G) v, einer zu A, fir e.

BEWEIS: a.)NSei v, ein Rekonstruktionskern fiir /In, d.h. v, erfiillt die Normalgleichung
A, A0, = Aye. Dazu dquivalent ist die Gleichung

T~
Anvn = nea

wobei P, : X — X die orthogonale Projektion auf N(A,,)~ ist. Wegen der Injektivitit

von @, gilt N(A,)~ = N(A4,)”. Damit hat man aber schnell folgende Gleichheit
ALQ D, = AX D, = Pre.

Folglich ist @} v, eine Rekonstruktionskern fiir A,,.
b.) Sei umgekehrt v, ein Rekonstruktionskern fiir A,,, der die Normalgleichung (2.15)
erfiillt. Eine einfache Rechnung zeigt, dal Q*Q,, = G, gilt. Daraus folgt

A;Qn(GZ)ilvn = A;Q;Qn(az)ilvn = Fnt,

womit das ganze Lemma bewiesen ist.
O

Wir sind nun in der Lage, den Fehler G, ¥, v — @}, 0, fiir ein v € Y] in der euklidischen
Norm abzuschitzen. Dabei ist ¥, ein Rekonstruktionskern fiir /Nln zu dem Mollifier
€n, = A;U Wie wir in Lemma 2.2.7 gesehen haben, ist ()} U,, ein Rekonstruktionskern fiir
A,, falls 0, einer fiir A, ist. Man beachte, da$f im Falle orthogonaler Basis-Funktionen
¢k die Matrix G, ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, und in diesem Falle in der
Tat der Fehler ¥,,v — v,, v, = Q}U,, gemessen wird.

Satz 2.2.8 FEs sei e, = gl;‘lv fiir ein v € Y1, 0, € N(A*)~ sei ein zu e, gehirender
Rekonstruktionskern fir A,. Dann ist Q) U, ein zu e, gehdrender Rekonstruktionskern
fiir A,, und es gilt

[Gn¥nv — Qpinllen = pnllvlly, + inf v —ylly (2.19)
yER(An

fiir n — oo.
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Der Beweis ist in RIEDER, SCH. [28] nachzulesen. Mit Hilfe weiterer Voraussetzungen
an v oder A, kann man sogar noch mehr zeigen.

Korollar 2.2.9 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.2.8. Weiterhin sei enweder
v € R(A) oder die A, seien alle surjektiv. Dann gilt

|G ¥nv — QnOnllen =2 pa|vly; (2.20)

fiir n — oc.

BEWEIS: Sei v € R(A), d.h. es existiert ein z € X mit v = Az. Wir erhalten (2.20) aus
(2.19), der Approximationseigenschaft (2.18) und der folgenden Abschitzung:

inf v —ylly <[[Az = I Azlly 2 pn [|A2]y; -
€R(An)

Sind andererseits alle A, surjektiv, so gilt R(A,) = V. In dieser Situation erhalten wir
die Behauptung aus (2.19) und der Ungleichung:

inf |lv—ylly = inf v —ylly <[lv—TLv[y 2 pnllv]ly, -
yER(AR) yeWn
O

Korollar 2.2.9 zeigt, dafl ¥,,v eine sinnvolle Ndherung an einen Rekonstruktionskern v,
von A, ist fiir den Mollifier e, = A*v. Seien m Mollifier ¢!, durch ¢! = A*v’ gegeben,
so motiviert Korollar 2.2.9 die Definition einer Abbildung %, ,, : C* — C™ analog zu
Snm : € — C™ durch

(Emmg)zz <gaGn\IanZ>®”, ZZl,,m

Der abschlielende Satz dieses Abschnittes schétzt den Fehler S, A, f — ¥, A, f in
der Maximumnorm ab und bildet die Zusammenfassung der vorangegangenen Unter-
suchungen.

Satz 2.2.10 FEs gelten wiederum die Voraussetzungen von Satz 2.2.8. Weiterhin seien
vl die zu den Mollifiern €' gehérenden Rekonstruktionskerne fiir den Operator A,, fir
i=1,...,m, undel, = fl;vl mit v* € Y. Sind die v* alle aus R(A) oder die Operatoren
A, alle surjektiv, so gilt

1SnmAnf = ZnmAnflloe = pn max [0y, [[fllx
<i<m
fiir n — oc.

BeEwEIs: s sei 0% € N(A%)~ ein zu ¢/, gehorender Rekonstruktionskern fiir A,. Aus
Lemma 2.2.7 folgt, daB Q}0° ein Rekonstruktionskern fiir A,, ist. Dieser unterscheidet
sich im allgemeinen von v%. Es gilt jedoch A*vi = A*Q* 0. Daraus folgt
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was

< JAnllxser [[flIx Q0 — Go ¥rv'{len

ergibt. Mit Hilfe von (2.16) und (2.17) erhalten wir die Normabschitzung

|An|| xsor 2 TLA| xoy 2 [|Allxoy -

Diese impliziert zusammen mit Korollar 2.2.9 die Behauptung des Satzes.
(I

Bemerkung: Satz 2.2.10 zeigt, daf} fiir speziell gewihlte Mollifier ¢! die Abbildung
Ynm auf R(A,) ein guter Ersatz fiir die approximative Inverse S,, ,, ist. Die Mollifier
el sind durch e/ = A*v? jedoch sehr speziell gewiihlt. Aufgrund der Approximations-
eigenschaft (2.18) gilt |4, — A|| — 0 fiir n — oo, und folglich konvergiert e, = A*v
gegen ¢ = A*v. Es ist daher gerechtfertigt, den Kern v in Satz 2.2.10 durch einen
Rekonstruktionskern zu A fiir einen beliebig gewihlten Mollifier e zu ersetzen. Es kann
fiir diese Situation eine Konvergenz wie in Satz 2.2.10 gezeigt werden, allerdings in
einer schwicheren Norm. Wir gehen an dieser Stelle nicht weiter darauf ein, sondern
verweisen diesbeziiglich auf RIEDER, ScH. [28].

2.2.2.2 Der allgemeine Fall e € X

Wir setzen voraus, dal A ein linearer, injektiver Operator ist, der stetig ist, sowohl
als Abbildung zwischen X und Y, als auch zwischen den Riumen X; und Yj. Die
Konvergenzaussagen dieses Abschnittes sind nicht so stark wie die des vorhergehen-
den. Dafiir treffen sie auf Operatoren wie die Doppler— und die Radon—Transformation
zu, und sind daher fiir Anwendungen der approximativen Inversen in der Vektor— und
Computer-Tomographie von Bedeutung.

Im allgemeinen gilt e ¢ R(A*), was wir im vorangegangenen Abschnitt stets vorausge-
setzt haben. Da A injektiv ist, ist R(A*) dicht in X. Sind ¢! € X, i = 1,..., m Mollifier,
so finden wir zu beliebig vorgegebenen Zahlen ¢; > 0 Elemente v’ € Y; mit

le' — A*Vf||x <&, i=1,...,m. (2.21)

Da mit den e’ kein Rekonstruktionskern v’ assoziiert werden kann (e’ ¢ D((A*)")), wird
man folgende Vorgehensweise wihlen: Zu vorgegebenen Genauigkeiten ; > 0 wéhle
man zu €' jeweils dasjenige v’ € Y7, das die Gleichung (2.21) erfiillt, und nehme ¥, v?
als Rekonstruktionskern fiir A,. Im folgenden Satz formulieren wir eine Art schwache
Konvergenz der entsprechenden approximativen Inversen gegen die Momente (f,e’)
der exakten Losung. Wir bezeichnen mit £ : X — C™ die Abbildung, die definiert ist
durch

(Ef)i:<f,6i>x, i1=1,...,m.

E ordnet also einem Element f € X dessen Momente beziiglich des Mollifiers e zu.
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Satz 2.2.11 Es seien ¢! € X Mollifier und v € Y, Rekonstruktionskerne, welche die
Abschitzung (2.21) erfillen, i =1,...,m. Ist f € Xy, so gilt

IS0 Anf = Bfl = (pn max o'y, + max &) £, fiirn - oc.

BeEwEIs: Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Abschétzung (2.21) hat man

|(Zn,mAnf)z - <f7 ei>X‘ S |<\IjnAf7 Gnq{nviﬂj” - <fa.A*Ui>X‘ + ||f||X >
= [(IAf vy — (Af, 0) x|+ || fllx &

Die Behauptung des Satzes ergibt sich aus der folgenden Ungleichungskette, wobei
g = Af ist:

Mg — gy [Tty + [T = vy gl
pulglle I lli < o 17115, ol

|<Hng; HnUi>Y - <g; Ui)Y‘ S
=

Es wurden wieder die gleichméfBiige Beschrénktheit (2.17) und die Approximationsei-
genschaft (2.18) ausgenutzt.
O

Es sei darauf hingewiesen, dafy im Gegensatz zu Satz 2.2.10 die fiir die Definition von
Yy.m wichtigen Elemente v’ keine Beziehung der Form e’ = A%’ erfiillen miissen, son-
dern lediglich die Abschiitzung (2.21) erfiillen sollen fiir beliebige Mollifier €.

Abschliefilend wollen wir noch angeben, wie man ein v*, das der Abschiitzung (2.21)
geniigt, bei kompakten Operatoren mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung ermitteln kann.
Sei hierzu A : X — Y kompakt und {vg,u,0x | k € INy} das zugehorige singulére Sy-
stem. Fiir den Fall, dafl e € D((A*)T) ist, haben wir durch Gleichung (2.5) einen Rekon-
struktionskern v berechnet. Indem wir die dort angegebene Reihe nach endlich vielen
Schritten abschneiden, erhalten wir fiir den Fall, daf die u; € Y; sind, ein Element aus
Y. Wir definieren

M=1
op =Y o (e, vi)x up € V7. (2.22)
k=0

Man sieht sofort, dal wegen der Dichtheit von R(A*) in X gilt

le — A*vurllx = D (e, vi)x|” = 0 fiir M — oc.
k=M

Zu vorgegebenem ¢ > 0 konnen wir demnach M so wéhlen, dafl
le — A*omllx < e

ist. Wenn wir Glattheitsbedingungen an e stellen, kénnen wir sogar Konvergenzge-
schwindigkeiten fiir e — A*vy/||x angeben.



58 KAPITEL 2. THEORIE DER APPROXIMATIVEN INVERSEN

Lemma 2.2.12 Unter der Annahme, daff e € R((A*A)*) = D((A*A)~*) fir a > 0
ist, gilt

: -« _Ax —
]\}Lr)nooo-M le — A*vpyl|x = 0.

Genauer ist sogar folgende Abschdtzung giiltig

le = A*vnrllx < oy /llellx [[(A=A) el |x

BEWEIS: Beide Aussagen des Lemmas folgen unmittelbar aus der Ungleichung

le — A"unllx = Zak e, vidx| ok (e, vi) x|
k=M

IN

o 1/2 0 1/2
(Z Uk (e, vi)x]| > U%? (Z <€,Vk>X2> :

k=M k=M
a

Wie in Satz 2.2.11 gesehen ist fiir eine Fehlerabschidtzung nicht nur der Fehler |le —
A*vy||x ausschlaggebend, sondern auch das Wachstumsverhalten von ||va]|y,.

Lemma 2.2.13 Sei wiederum e € R((A*A)®) = D((A*A)~%) fir a > 0. Weiterhin
soll ein 3 > 0 existieren, so daf ||ugl|y, < 03" fiir alle k € INy ist. Dann hat man

M-1 1/2
* —Q 4da—2(1
loarllv =< [1(A*A) €|l x (Zak <+ﬂ>> |
k=0

BEWEIS: Die Behauptung resultiert aus einer einfachen Rechnung;:

oaelly, =< zak (e, vi) x| o)

/2 a1 1/2
<Z o4 (e, vi X2> <Z 0£a2(1+ﬁ)> _

k=0

PN

O

Mit Hilfe der beiden vorangegangenen Lemmata ist es moglich die Konvergenzaussage
aus Satz 2.2.11 zu verstérken.

Bezeichnung: Es sei a < b genau dann, wenn a < b < a ist.

Satz 2.2.14 Sei A: X — Y ein kompakter Operator mit singuldrem System {vy, ug, oy
|k € INy}. Weiterhin nehmen wir an, daf$ op < (k+ 1)7% fir ein k > 0 gilt, wenn
k — oo konvergiert, und daf ||ug|ly, < 0.° fiir ein 8> 0 gilt. Schlieflich seien noch m
Mollifier e' € D((A*A) ), i =1,...,m gegeben, und die zugehirigen v}, durch (2.22)
definiert. Ist o > (14 3)/2+1/(4k) und M; = M;(n) = p; /(%) fiir n — oo, dann gilt
fir f € X4

[SnmAnf = Efloe = pullfllx, max [(A°4)"eillx  fiirn— oo.
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BEWEIS: Der Beweis ist unter Beriicksichtigung der Voraussetzungen eine Folgerung
von Satz 2.2.11, den Lemmata 2.2.12 und 2.2.13 und der Tatsache, daf}

le’llx = [[(A"A)~¢'||x

ist.

O
Bemerkung: Der vorangegangene Satz weist auf, dafl unter ganz bestimmten Voraus-
setzungen sowohl an die Mollifier, als auch an den zugrunde liegenden Operator, eine
schwache Konvergenz des Ersatzkernes U, vy, fiir n — oo gegen die Momente (¢, f)x
besteht. Mit Hilfe des PICARD-Kriteriums sieht man, dafl die Glattheitsbedingung
e € R((A*A)*) = D((A*A)~%) iibergeht in e € R(A*) fiir & > 1/2. Damit wir die Kon-
vergenz in Satz 2.2.14 haben, mufy nach Voraussetzung o > (1+ 3)/2+ 1/(4k) > 1/2
sein, was bedeutet, dafl wieder der Spezialfall e’ € R(A*) vorausgesetzt werden mus8.
Abschlieend wollen wir noch untersuchen, wie sich die Konvergenz ||, ,,A,f — Ef||
verhélt, wenn statt der exakten Daten g, = A, f nur gestorte Daten g/ zur Verfiigung
stehen. Dabei wollen wir annehmen, dafl die Stérung in unserem Observationsoperator
U, steckt. Es sei also eine Nullfolge {7, },ev C IR{ gegeben mit

W) — Wolly, sen = 0 (2.23)

U sei dabei der gestorte Observationsoperator. Eine solche Stérung kann unter ande-

rem durch Mef}fehler entstehen. Wir konnen angeben, wie sich eine solche Stérung auf
Eam Ul Af auswirkt.

Satz 2.2.15 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.2.11, ferner sei U] wie in Glei-
chung (2.23) gegeben. Dann gilt

[Sum L Af = Efle = (= pu) max [0l + max &) /],

PN

(An nax |v]y; + 121%);181') £l %

fiir n — oo, und f € Xy. Dabei ist \, = max{n,, pn}.

BeweEis: Mit Hilfe der Dreiecksungleichung hat man
‘<\I]Z Af, Gn\Ijnvi>C" - <fa €i>X‘ < ‘<(\I]Z - \I]n) Af, Gn\Ijn'Ul>(E"‘
+‘<Anfa Gn\I]nUZ>®" - <f7 62>X‘ .
Fiir den ersten Summanden gilt

(7 = Wa) Af, G ¥a0") e Mo [|Af vy |G @avlen = 1 [ Af Iy |Q5 00"

M [AF Il Q5 s en 1Ty = ma (111, 107y, -

Dabei haben wir wiederum die Abschitzungen (2.16) und (2.17) ausgenutzt. Den zwei-
ten Summanden behandelt man wie im Beweis zu Satz 2.2.11. Durch Ubergang zum

<
<
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Maximum ergibt sich die Behauptung.
|

Die Abschitzung in obigem Satz weist auf, dafl wir drei Gréen kontrollieren miissen,
um den Fehler unseres Verfahrens gering zu halten. Zum einen ist dies der Approxima-
tionsfehler maxe;, der angibt, wie exakt wir die Mollifier e’ in R(A*) nihern konnen.
Dieser Fehler ist jedoch unproblematisch, da wir, vorausgesetzt U}VI ist durch (2.22)
definiert, ihn beliebig klein machen koénnen, indem wir M; hinreichend grof3 wihlen.
Ferner gilt fiir hinreichend glatte e’ sowieso ¢! € R(A*), womit die &; verschwinden.
Zum anderen ist der Parameter M auch nicht zu grofi zu wéhlen, da ||vy||y; im all-
gemeinen mit wachsendem M anwichst. Desweiteren spielt die Folge p,, bei der Feh-
lerabschitzung eine Rolle. Diese Folge hingt von dem Riesz-System {¢,} ab und
deren Approximationsgiite fiir Elemente aus Y;, siehe (2.18). Der dritte Fehlerterm ist
schlieBlich derjenige, der durch den Datenfehler ||¢g" — g|| verursacht wird.



Kapitel 3

Die Anwendung der
approximativen Inversen auf die
Doppler—Transformation

Es ist uns im ersten Kapitel gelungen, die Vektortomographie als inverses Problem
(D,H,K) zu beschreiben. Im darauffolgenden Kapitel haben wir eine Methode ent-
wickelt, um Probleme von genau dieser Form numerisch zu l6sen. Folglich wollen wir
dieses Verfahren in diesem Kapitel auf die Doppler—Transformation anwenden, und
zwar auf die fiir praktische Zwecke wichtige diskrete Form. Dabei hat sich folgende
Vorgehensweise als giinstig erwiesen: Wir berechnen einen Rekonstruktionskern fiir
die kontinuierliche Doppler-Transformation, und wenden anschliefend die Funktio-
nale, die die diskrete Doppler—Transformation definieren, auf diesen an. Nach der in
Kapitel 2 entwickelten Theorie ist bei diesem Vorgehen die Gldttungseigenschaft der
Doppler—Transformation (1.19) von Bedeutung. Da bei der Darstellung der Doppler—
Transformation die zweidimensionale Radon-Transformation involviert ist (siehe z.B.
(1.18)), wird in einem ersten Abschnitt ein Rekonstruktionskern fiir diese Transforma-
tion bestimmt. Anschlielend fiihren wir vor, wie man einen Rekonstruktionskern fiir die
Doppler—Transformation erhélt mit Hilfe der Betrachtungen aus Kapitel 2, allerdings
wird uns das nur fiir einen ganz speziellen Mollifier gelingen.

3.1 Berechnung von Rekonstruktionskernen fiir die
Radon—Transformation

Es sei wieder R : L?(Q2) — L?(Z) die zweidimensionale Radon-Transformation. In Ka-
pitel 2 wurde aufgezeigt, wie ein Rekonstruktionskern fiir die Radon—Transformation
mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung angegeben werden kann. Die Singuldrwertzerle-
gung der Radon—Transformation als Abbildung zwischen gewichteten L2-Riumen wur-
de von Louis [18] bestimmt, und zwar allgemein fiir den n-dimensionalen Fall. 1995

61
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verwendeten LouIs, ScH. [23] das singuldre System, um einen Kern fiir die diskrete
Radon—Transformation zu bestimmen, DIETZ [9] berechnete einen fiir den kontinuier-
lichen Fall.

Zunichst geben wir die Singuldrwertzerlegung der 2D-Radon—Transformation an. Ein
Beweis ist unter anderem in Louis [19] zu finden.

Lemma 3.1.1 Es sei R : L*(Q?) — L*(Z,w™ ') die 2D-Radon—Transformation, w(s)=
V1 — s%2. Das singulire System

{ (Vs ks o) 10 >0, —pp <k <y k+ p gerade}

st gegeben durch
p+1 0,k
V() = [T [l M PRI (21— 1) Yi(a/ )

Ua(w,s) = 7 w(s) Uuls) Yilw),

[
Ouy = 0, =2 p 1

wobei U, die Tschebyscheff-Polynome 2. Art, Yi(w(p)) = e*¢ die zweidimensionalen
Kugelfiichenfunktionen und P®P die Jacobi-Polynome darstellen.

Bezeichnung: Es sei
u

u !
Zauk:: Z Apk -

k=—u k=lp
k+p gerade

Da es sich bei der Radon—Transformation um einen injektiven Operator handelt, befin-
den wir uns somit genau in der in Kapitel 2 betrachteten Situation. Zu einem gegebenen
Mollifier ¢ € D((R*)") = R(R*) erhalten wir einen Rekonstruktionskern durch Einset-
zen in Gleichung (2.5). (Der Regularisierungsparameter v wird der Ubersicht halber
weggelassen, da er in diesem Abschnitt nicht von Interesse ist.)

oo wo !

v(w,s) = 20;1 Z (€, Vur) r2(02) Uk (w, 5)
n=0 k=—p

!

- ) X 1>ki (Re, )20 Up(s) Ve ).

Im Falle, daf é ¢ R(R*) ist, bestimmen wir einen Kern numerisch mit Hilfe der Glei-
chung (2.22):

M wo!

op(w,s) = Dot Y (6 k) r22) Uk (w, 5)

1 M p!

= —w(s) > (n+1) > (Ré, uu)r202) Uu(s) Yi(w),

2
47 =0 P
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wobei M > 0 so bestimmt ist, daf}
R v — €]l 22y < €
fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 ist. Man beachte, dafl mit Lemma 2.2.12
Rvy — € fir M — oo

folgt. In der Computer—Tomographie ist es zweckmifig, rotationssymmetrische Molli-
fier zu verwenden, also Mollifier é mit é(z) = é(||z]|). Die Radontransformierte von é
héngt dann nicht mehr von der Richtung w ab, und der Rekonstruktionskern v,; ergibt
sich durch eine leichte Rechnung zu

var(wss) = ﬁgmg§]u+n§f/ﬂna@mﬁuuégﬂmdm%@nu@

— =
o

M
2

[

= ) L@t 1) [ REW) Ua(r) dt Ui (s)

2
2m r

= won(s),

=

wegen

/ Y, (0) di) = 27 Oy -
Sl

Fiir é € R(R*) gilt dieselbe Darstellung mit M = oo.
Beispiel: Nehmen wir €, () = (27) ™' 772 exp(—t?/(27?)), so gilt (é,(x) = &, (||z]]))

RE (1) = (2m) ™2 " exp(—2/(212)

und es ergibt sich fiir vy,

,_
w|§
)

vn(s) = (2m) 32y L w(s) 0(2u +1) ) Uzu(s)

mit ¢} = ﬁl exp(—72/(29%))Us,(7) dt.

Der Kern vy, ist in Abbildung 3.1.1. graphisch dargestellt mit M=267, v=0.01. Es ist
auch moglich, den zu e, gehérenden Rekonstruktionskern in einer geschlossenen Form
anzugeben, indem man die Inversionsformel fiir die Radon—Transformation ausnutzt,
siche RIEDER, SCH. [28].

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir stets die Radon—Transformation als Ab-
bildung zwischen den ungewichteten Riumen L?(2?) und L?(Z) betrachtet. Fiir diese
Abbildung ist jedoch keine Singuldrwertzerlegung bekannt. Wir sind aber dennoch in
der Lage einen Rekonstruktionskern zu bestimmen, indem wir die obige Darstellung
fiir vp; und Lemma 2.1.7 ausnutzen. Als Bezeichnung fiihren wir noch den Multiplika-
tionsoperator My, ein, der definiert ist durch

Mh g(UJ, S) = h’(w: S) g(w, S)
fir g € L*(Z,w™").
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120 -
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Abbildung 3.1.1. Der Kern vy, fiir M=267, v=0.01

Lemma 3.1.2 Ist v ein Rekonstruktionskern von R als Abbildung zwischen L*(Q?)
und L*(Z,w™"), so ist
gb = Mme

ein Rekonstruktionskern fir R als Abbildung von L*(Q?) nach L*(Z).

BEWEIS: Es bezeichne R die Abbildung die Radon-Transformation mit Bild in L?(Z,
w™), und j: L*(Z,w™") < L?(Z) die natiirliche, stetige Inklusionsabbildung. Dann
ist

R=R,

und wir konnen Lemma 2.1.7 mit A = ﬁ, B =R und U = j anwenden. Die folgende
Gleichheit zeigt, dafl 7* = M,, ist.

1
(19, P)12(z) = /Sl/g(w,s)h(w,s) ds dw
-1

= /Sl/g(w,s)h(w,s)w(s)w_l(s) ds dw
= (9, Muwh)r2(zw11) .

Offensichtlich ist (3*)~' = M,,11. Mit Lemma 2.1.7 ergibt sich somit die Behauptung.
O
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Wenden wir das Lemma 3.1.2 auf unseren Kern v an, so ergibt sich

o

6(5) = Myiro(s) = % S+ [ 11 Ré() Uny (t) dt U (s)

pu=0

als Rekonstruktionskern von R : L?(Q?) — L?(Z). Es ist naheliegend, im Falle daf}
¢ ¢ R(R*) ist, als Kern
dm = Myrivy

zu nehmen.

Mit Hilfe des Lemmas 2.1.7 lassen sich Rekonstruktionskerne finden fiir alle Abbildun-
gen, die stetig mit der zweidimensionalen Radon-Transformation zusammenhéngen,
ein Umstand, den wir im Zusammenhang mit der Doppler—Transformation noch aus-
nutzen werden.

Wie in Kapitel 2 betrachtet, hat man im allgemeinen nicht nur einen Mollifier e, son-
dern vielmehr fiir jedes x € Q? einen mollfier e(z, ) € L*(2?). Folglich hiingt auch der
Rekonstruktionskern von z ab, und man miifite deshalb fiir jedes x einen eigenen Kern
vp () berechnen. Diese Schwierigkeit kann man jedoch umgehen, indem man sich eine
Translationsinvarianz der Radon—Transformation zunutze macht.

Wir definieren zwei Translationsoperatoren 77, und 7% in der folgenden Weise

2

1 —
i) = (%50
Tyg(w,s) = 39<w:78_2ﬂw>a

fir f € L*(Q?), g € L*(Z). Die Dilatation mit dem Faktor 2 wurde vorgenommen,
um zu gewihrleisten, dafl g(w, (s — 2 "w)/2) fiir alle z € Q2 definiert ist. Eine einfache
Rechnung beweist

I 1 y'w—zTw
R'Tygly) = g (w,7> dw

4 Jan 2
1 (y—1z)w
B SIQ(W’f w
= TYRg(y)

mit g € L*(Z). Setzt man e(z,y) = Te(y), so motiviert diese Translationsinvarianz
und Lemma 2.1.6 fiir z € Q? die Definition

Denn mit der Translationsinvarianz R*7Ty = T¥R* gilt

R'Tyoy =Ty R vy — TVé =e(z,-) fiir M — 0.
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Man benétigt lediglich den Kern vy, um alle anderen Kerne 0;(z) zu berechnen. Dies
macht das Verfahren der approximative Inverse sehr effizient. Um dann fiir prakti-
sche Anwendungen einen Rekonstruktionskern fiir die diskrete Radon-Transformation
zu erhalten, gehen wir wie in Kapitel 2 erldutert vor und werten fiir endlich viele
x; € Q2 die Kerne T3 vy, an den Punkten (wj, s;) aus. Nimmt man als Riesz-System
stiickweise konstante Splines, so bekommt man als Rekonstruktionsalgorithmus gerade
die gefilterte Riickprojektion. Die Details dieses Vorgehens sind in RIEDER, SCH. [2§]
nachzulesen, an dieser Stelle soll darauf nicht weiter eingegangen werden. Wir wenden
uns nunmehr der Doppler—Transformation zu.

3.2 Ein effizientes Verfahren fiir die Vektor—Tomo—
graphie

Das in Kapitel 2 abstrakt beschriebene Verfahren wird auf das Problem der Vektor—
Tomographie (D, H, K) angewandt. Wir formulieren dazu die Methode der approxima-
tiven Inversen zunéchst um, so daf} sie zur Rekonstruktion von Vektorfeldern geeignet
ist. AnschlieBend berechnen wir die dafiir notwendigen Rekonstruktionskerne fiir die
Operatoren D;, wobei uns dies jedoch nur fiir einen ganz bestimmten Mollifier ge-
lingen wird. Um das Verfahren fiir praktische Anwendungen zuginglich zu machen,
iibertragen wir unsere Ergebnisse analog zu Abschnitt 2.2 auf die diskrete Doppler—
Transformation.

3.2.1 Rekonstruktion von Vektorfeldern mit der approxima-
tiven Inversen

Wir stehen zunéchst vor dem Problem, dafl wir die approximative Inverse bisher stets
fiir die Rekonstruktion von skalaren Groflen formuliert haben, in der Definition von
S, tauchen nur Skalarprodukte auf. Wir formulieren daher eine Variante, die fiir die
Behandlung von Vektorfeldern geeignet ist, und zwar speziell fiir unser Problem der
Vektor—Tomographie. Ein erster, naiver Ansatz konnte darin bestehen, das Problem
aufzuspalten in drei Abbildungen von L?(K?) mit Bildbereich in L?(S' x [—1,1]?).
Man stoft dabei jedoch auf die Schwierigkeit, dafl in der Definition der Operatoren
D; nicht nur eine Komponente von f, sondern jeweils 2 Komponenten auftauchen. Die
Doppler—Transformation D 148t sich nicht entkoppeln. Wir wéhlen daher einen anderen
Ansatz, indem wir die Skalarprodukte auf  und K ersetzen durch zwei Bilinearformen.

Definition 3.2.1 Die beiden Bilinearformen A und B sind gegeben durch

(f1, g1>L2(Ki”)
A HxH—-IR |, Af.g)= (f2,82)2k3) |
<f3; g3>L2(Ki°’)
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<f17 81>L2(51x[—1,1}2)
B:KxK—R , B(fg)=| (f,8)rs %112
<f3, g3>L2(Sl><[71,1}2)

Weiter seien e, € L*(IR?* x IR?), e, = 0 in (IR x IR?)\(2® x Q%) ein Mollifier im Sinne
der Definition von Abschnitt 2.1 und

g’Y(X) = (e’Y(X: '): e’Y(X: '): e’Y(X: ))T S
Die Idee ist, nicht mehr (f, £, (x))y zu rekonstruieren, sondern

£, (x) = A(f, &, (2)) -

Dabei mufl man beachten, daff A und B keine Skalarprodukte mehr sind und wir daher
nicht mehr so vorgehen kénnen wie wir das in Kapitel 2 gemacht haben, da D beziiglich
der Bilinearformen A und B keinen dualen Operator mehr hat. Wir miissen vielmehr
die Methode der approximativen Inversen modifizieren, damit sie auf unser Problem
anwendbar ist. Dabei wird sich zeigen, daf} es von groflem Vorteil ist, dafy der Operator
D in die drei Komponenten Dy, D, und D5 aufgespalten werden kann. Wir definieren
®.,(z) € K fiir x € K} als Losung von

D;q)?y(x) =e,(x,:) e = E,Jy(x) : (3.1)

Nehmen wir an, Gleichung (3.1) habe eine Losung, dann verdeutlicht die folgende
Gleichungskette den Sinn dieser Festlegung:

(f1, e,(x, ) (f, £, (x))
f,(x) = A(f,SV(X))(<f2,ew(x,-)>) (f. E5(x))
(f3,e4(x,)) (£, B3(x))
(f, D} (x)) (Dif, @ (x))
= | (£.D32(x)) | = | (Dof, 2}(x))
(f, D325 (x)) (Dsf, @3 (x))
(g1, @) (x))
= | (g P}(x)) | = B(g ?,(x)) =: S,g(x)
(g3, P5(x))

Der Ubersicht halber wurden die Indizes bei den Skalarprodukten weggelassen.
Im allgemeinen wird jedoch Gleichung (3.1) keine Losung haben, wir definieren dem-
nach wieder ®,(x) analog zu Kapitel 2 als Losung der Normalgleichung

D, D;®! (x) = D;F)(x), (3.2)

vorausgesetzt, daB EJ(x) € D((D;)!) = R(D;) @ N(D;) ist fiir jedes x € K7}. Es liegt
nahe, die approximative Inverse fiir die Vektor-Tomographie in folgender Weise zu
definieren.
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Definition 3.2.2 Wir bezeichnen die Abbildung S, : K — L*(K}, IR*), die gegeben ist
durch

S,8(x) = B(g, 94(x)) ,

wobei ®(x) eine Lisung der Normalgleichung (8.2) fiir einen Mollifier EI(x) =e,(x,-)-
e; € D((D*)T) darstellt, als approximative Inverse fir die Vektor-Tomographie. ®,(x)=
(P! (x), <I>2( x), ®3(x)) heift Rekonstruktionskern fiir die Doppler—Transformation.

Die Schwierigkeit besteht darin, eine Losung der Normalgleichung (3.2) zu finden.
War dies bei der Radon—Transformation mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung kein Pro-
blem, so hilft uns dieser Zugang hier nicht, da das singulire System der Doppler—
Transformation nicht bekannt ist. In Satz 1.4.8 wurde eine Beziehung zwischen Doppler-
Transformation und Radon-Transformation angegeben, die uns aus diesem Dilemma
helfen wird. Ist ®/(x) eine Losung von (3.2), so auch von

0

L o .
5. DiD;®(x) = 5 D; ) (x). (3.3)

0s

Wir nehmen an, daf beide Seiten der Normalgleichung (3.2) differenzierbar beziiglich
s sind. Die Glattungseigenschaften des Operators D; belegen, daf dies fiir hinreichend
glattes E%(x) stets der Fall ist. Das nachfolgende Lemma charakterisiert die Losungen
der Gleichung (3.3).

Satz 3.2.3 Es sei ®)(x) € Hj(—1,1)®L*(S" x [-1,1]) eine Lisung von Gleichung
(8.3). Dann erfillt deren Ableitung die Gleichung

(RR* @ 1) (%@g‘(@) = %D Bl (x). (3.4)

BewEIs: Wir fithren zunichst eine Hilfsgrofe ein. Es sei &, (x) € H?(—1,1)®L%(S! x

[—1,1]) gegeben durch
- o)
B(x) = 5B (x).
(So ein &7 (x) existiert immer, z.B. [ ®J(x) dt.) Mit Hilfe der in Satz 1.4.8 bewiese-
nen Identitét (R ® I)d; = £D;, Lemma 1.4.7 und den Rechenregeln fiir die Radon—

Transformation 1.4.3 erhélt man die Behauptung aus der folgenden Gleichungskette:

o 9 9
5;DiDi®(x) = 5-D;D; ( 88> ! (x)

)
- (85 j)
= R®I)d]d*(R*®I)<I>9()
= RRN(-AR) (R @ )P (x)
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- ReDE & 1) (-5 #)

- ®R oD (x).

Os 7
Man beachte hierbei, da 2 : Hj(—1,1) C LQ( 1 1) — L*(—1, 1) ein unbeschriinkter
Operator ist, fiir dessen AdJunglerte gllt D((Z))=H'(-1,1) un

2*_ 8 1 2( 2(
QJ =5 H'(-11) C L*(-1.1) > L*(-1,1).

Wegen &7 € H?(—1,1)®L*(S" x [~1,1]) nach Voraussetzung, sind alle auftretenden
Operatoren wohldefiniert.

O
Korollar 3.2.4 %@Y(x) ist Losung der Gleichung
(W@D(%@@Q:@@@y (3.5)
BEWEIS: Unter Beachtung der Injektivitit von R ® I und der Tatsache, dafl %Dj =
(R ® I)d, ist, folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.2.3.
O

Bemerkung: Das vorangegangene Lemma charakterisiert die Ableitung der Kerne
®,(x) beziiglich der Variablen s. Die Glattheitsbedingung, die in Satz 3.2.3 an ®J (x)
gestellt wird, ist eigentlich eine ‘Glattheitsbedingung fiir E?y(x) Wir werden spiter
Forderungen an den Mollifier E(x) stellen, so daf§ diese Bedingungen stets erfiillt
sind.

Im vorhergehenden Abschnitt iiber die Radon—Transformation haben wir gesehen, dafl
wir Dank der Translationsinvarianzen des Operators R, den Rekonstruktionskern nur
fir # = 0 berechnen mufiten. Diese Invarianzen sind auf die Gleichung (3.5) direkt
iibertragbar.

Definition 3.2.5 Die Operatoren TY € L(L*(K?}, IR?)) und T3 ;€ L(L*(S' x[~1,1]?))
seien definiert durch

@)

x 1 . /y—x
b)
TS, =T, Ty,

wobei Ty wie in Abschnitt 3.1 definiert und
)

1 _
T:?f(t)zif <t 5

ist fir f € L?([—1,1]).
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Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir ein zur Radon—Transformation analoges Resul-
tat.

Satz 3.2.6 Ist F(x) € D((D;)") und gilt EI(x) = TYE!(0), so hat man die Gleichheit

@/ (x) = T5,97(0) .

2,5 5y

Bezeichnung: Der Kiirze wegen sei von nun an stets V7 := V7(0) und EJ := EJ(0).
BEWEIS des Satzes: Man rechnet mit der Darstellung von Satz 1.4.8 die Invarianz

nach. Die Behauptung ergibt sich dann aus Lemma 2.1.6.
Ist d;EI(x) € L*(Q? x [=1,1])\R(R* ® I), so existiert eine Folge £®7"(x), mit
_ ) o .
]\/}flinoo ||(R (024 I)%q)?y’ (X) — djE']y(X)HLQ(QQX[—l,lD = 0 .
Dies folgt aus der Dichtheit von R(R*®1) in L*(2? x [—1,1]). Sei My € IN so bestimmt,

daf

. o . ‘
|(R* ® I)acbgMo (x) — d; B(x) || 202 x-1,1)) < & (3.6)

ist fiir vorgegebene Zahlen £; > 0. Wegen

" 0 x M 1 7rj’.‘x ’r;‘x % 0 M
(R @Dz T5,85" = STV QTR @1)5
1 X TXX ; :
— 5 (T Ty ") d;E] = d;jF(x)

fiir M — oo ist T ;@20 eine sinnvolle Festlegung fiir einen Rekonstruktionskern.
Wir werden also die Gleichung (3.5), die dquivalent ist zu Gleichung (3.4), nur fiir
x = 0 losen.

3.2.2 Berechnung des Rekonstruktionskernes <I>J;M

Wir wollen uns in diesem Abschnitt der Losung der Gleichung (3.5) zuwenden. Dies
schliefit zunéchst ein paar allgemeinere Betrachtungen ein.

Es seien X, X, Y] separable Hilbertrdume und A : X; — Y] ein kompakter, injektiver
Operator mit Singuldrwertzerlegung {v, ug, ok }remv,. Weiter sei auf X eine Orthonor-
malbasis {2 }re v, gegeben. Dann ist {vx ® 24} semv, ein vollstindiges Orthogonalsystem
von N(A) " ®X = R(A* ® 1) = X;®X und {ug ® 2¢}reem, ein vollstindiges Orthogo-
nalsystem von R(A)®X = R(A ® I), sieche WEIDMANN [37]. Man beachte hierbei, daf
R(A® B) = R(A)®R(B) ist. Es gelten die Gleichungen

(AR (vp®2) =0 ur @ 20, (A" RI)(up® 2) = 0p v ® 2.
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Bemerkung: Die Menge {vy ® 24, u, ® 24, 0k rpemn, ist im allgemeinen keine Sin-
guldrwertzerlegung von A ® I, sondern nur dann, wenn dim X < oo ist. Ansonsten
besitzen alle Werte o, unendliche Vielfachheit. Der Operator A ® I ist auch nur in
diesem Fall ein kompakter Operator.

Lemma 3.2.7 Ist f € R(A*® I) C X,®X, so0 besitzt die Gleichung

(A'®I)g=f
die Lésung
!]Jr = Z Z Uk f;Uk®Z£>X1®XUk®Z£
keINg £€INg
= Z ZO’k A®If,uk®Zg>X®Xuk®Zg
keINg L€ INg
BEWEIS: Es ist
(A* ® I)gT = Z Z ak (f,r ® Zg>X1®X (A" @ INug, ® z
keINg £€INg
= Z Z (f, 0k ® 20) x,0x Uk ® 20
ke INg £€INg
= f.

O
Ist allgemein f € X;®X, so kénnen wir wegen der Dichtheit von R(A* ® I) in X;®X
zu vorgegebenem ¢ > ( ein g bestimmen mit

(A" ®1)g = fllxex <2

Ein solches ¢ findet man, indem man

Z Z Uk favk®zl>X1®XUk®Z[
k=0 £€INg

definiert und M > 0 so grof§ wihlt, dafl

M
I(A* @ Dg™ ~ fllxex =D D Ko ®z)xexl* <e (3.7)

k=0/£cINg

ist. Ein solches M existiert, da {vx ® 2 }k.emv, ein vollstindiges Orthonormalsystem in
X1®X ist.

Wir wenden die vorausgegangenen Betrachtungen auf A = R an mit X; = L?*(Q?),
Xy = L*(Z,w™") und X = L?([-1,1]). Zunichst stellen wir noch eine Bedingung an
den Mollifier E7. Es sei

Fi(x) = &;(x,) ¢, mit e5(x,y) = & (|x ~ v (3.8)

wobei €, € L?(IR) ein Mollifier ist. Wir sind jetzt in der Lage, eine Losung der Gleichung
(3.5) anzugeben. Hierzu benétigen wir jedoch ein technisches Lemma.
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Lemma 3.2.8 Seien Q0 C IR", Qy C IR™, {vg}rew ein vollstindiges Orthonormalsy-
stem von L?(Q) und {z}ienv eines von L*(Qs). Dann gilt fir f € L*(Q1)QL?(£2,) =
LQ(Ql X Qg)

flwn,we) = (Z Yo (fu® 20) 12(0)6. 02 (20) Vk @ Zé) (w1, wa)

kelN teIN

= ( Z (f(:;wa), Uk>L2(91) “k) (wi) -

kEIN

BEWEIS: Sei f = f| ® fy, mit f; € L?(€;), i = 1,2. Dann ist
flw,we) = (f1 ® f2)(wi,w2) = fi(wi) fo(w2)
= (Z <f1;vk>L2(Q1) Uk) (M) f2(w2)

keIN

= (Z (f (-, wa), v L2 (ay) ”k) (wi) -

keIN

Da die endlichen Linearkombinationen von Funktionen der Form f; ® f, dicht in
L%(9,)®L%(Qy) liegen, ergibt sich hieraus die Behauptung.
O

Satz 3.2.9 FErfillt der Mollifier E?y die Voraussetzung (3.8), so ist die Ableitung des
Rekonstruktionskernes %@Z;M gegeben durch

o ) [m/2) i
% 'y’ (CU(QO),S,G) Fr]((p) Z (/l’+1) Iﬂ(a) UQ/rI-l(S)a
n=0
1
mit / 83 e (VT2 + 12 + a?) dt} Uspr1 () dr.
-1

Dabei bedeutet r1(p) = ro(p) = sin(p) und r3(p) = cos(yp). Es ist M = oo im Falle, daf
d;E} € R(R*®1I) ist, und M < 0o gemifs (3.6), falls d;EJ € L*(Q*x [~1,1])\R(R*®1)

15t.

BEWEIS: Betrachten wir zunéchst D; als Abbildung von H nach L?(S' x [—1,1]*,w™).
Seien u,,;, die singuldren Funktionen, o, die Singulérwerte der Radon-Transformation,
und {2, }se v ein vollstiindiges Orthonormalsystem von L*([—1,1]) (z.B. die LEGENDRE-
Polynome). Fiir die L('jsung der Gleichung (3.5) gilt dann nach Lemma 3.2.7

0 _
qﬂ’ Z Z > 0. D VB Uk ® 20) (5 1120t Uk @ 2. (3.9)

n=0k=—p LeIN



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 73

Man beachte, dal £D; = (R ® I)d; ist. Wir werden den Ausdruck auf der rechten
Seite schrittweise ausrechnen
1.) Sei j =1,2. Es ist

0 o 7 . _
%D El(w(p), s,a) = —S/Gj(w)-EZy(ﬂj(sw—i-tw )+ 7ja) dt

S

= —sin(ap)a2 / €,(Vs2+ 12 +a?)dt.

Fiir j = 3 ergibt sich wegen 63(w(¢)) = (sin ¢, 0, —cos) "

§D3E3( (o )s,a):—cos(gp)ag / ey (V2 + 12 +a?)dt.
s s

—0oC

2.) Fiir j = 1,2 hat man

0 )
<$'DjE,]y, Uy ko X Zg>L2(51X[,1’1}2’wL1)

- /1/17—sin(g0) % [ 7é7(\/m) dt

— o0

L U() Yalw(9)) ze(a) dip ds da

™

2

- %/(_Sin(cp))n(w(%’))dw /1/1%

Fiir 7 = 3 ist der Sinus durch den Cosinus zu ersetzen.
3.) Eine einfache Rechnung zeigt

Uu(s) ze(a) ds da.

o
/ V52 + 12+ a?) dt

o i, k=1,
/Sin(w)Yk(w(so))dso{ -, k=-1,
0 0, kg {-1,1}.

Die Summe iiber k in der rechten Seite von Gleichung (3.9) hat demnach nur fiir
k € {—1,1} von Null verschiedene Eintrige. Mit Hilfe von Lemma 3.2.8 ergibt sich

I} 2

0 i s o7t [ (=sin() Vi(0()) dy x

$<I>7 (w(@)asaa) = 2 Z

™ n=0k

o
[

83 “‘ M‘:

e (VT2 + 12 + a?) dt} Uu()drw(s) Uy(s) Yi(w(ep))

= Swls) X (D () - Yale() x

3
47 s

pungerade
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= (s Y 2+ 2) (2sin(9) 1(0) Uy (s)

= ——w(s) sin(y) Z (u+ 1)11(60 Usps1(s).

u=0

Man beachte hierbei, daf§ Y;(w(¢)) — Y. 1(w(yp)) = 2usin(yp) ist. Fassen wir D; wie
definiert als Abbildung mit Bildbereich L*(S' x [—1,1]?) auf, so erhalten wir analog
zur Radon—Transformation durch Lemma 3.1.2

0 Ly ;
5.2 (W), s a) = ——5 sin(@) 3 (1 +1) (@) Usya (s) -
=0

Fiir 7 = 3 beachte man, dafl

—/COS(GD)Yk(W(‘P))d‘P - { _7(;: llz ;}:tﬁ

0
und Vi (w(p)) + Y 1(w(p)) = 2cos(y) ist. Dann resultiert durch eine analoge Rechnung

5 | [M/2]
501 (w(p) 5,0) = =5 cos(p) > (n+1) [i(a) Usupa ()

w=0

Hiermit ist der Satz vollstindig bewiesen.
O

Bemerkung: Ist M < oc, so wird der Abbruchindex M gemifl den Gleichungen (3.7),
bzw. (3.6) gewéhlt.

Die Bedingung d;EJ € R(R* ® I) impliziert EJ € X, fiir ein o > 1. Das wiederum
verspricht uns nach den Uberlegungen aus dem vorhergehenden Abschnitt einen Rekon-
struktionskern ®/ aus L*(S' x [~1,1]*). In praktischen Fillen wird man die unendliche
Reihe sowieso nach endlich vielen Schritten abbrechen, worauf wir spéter zuriickkom-
men.

Wir setzen allerdings fiir die weiteren Berechnungen generell voraus, daff unser Mollifier
EJ die folgenden Bedingungen erfiillt

E} €D((D;)") und d;E}€RR*®I). (3.10)
Es ist dann M = oco. Abkiirzend schreiben wir @% statt (I>Z';°°

Korollar 3.2.10 EJ erfille die Bedingungen (3.8) und (8.10). Es gibt eine Funktion
h%, die nicht von s abhdngt, so daf
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@Z;(w,s,a) = ( s,a)+hfy(w,a),
K, 00) = —5r5(0) S e+ D Ia) [ Vs ()

15t.

Uber die Funktion h?r ist zunéchst nichts ndheres bekannt, es wird uns auch nicht
gelingen, diese fiir beliebige Mollifier EJ zu bestimmen. Aus der Tatsache, dafl ®/ die
Normalgleichung (3.2) erfiillt, gewinnt man eine Eigenschaft der Funktionen hJ.

Lemma 3.2.11 EZY erfille die Bedingung (3.10). Es gilt
/51 W (w(ep), a) (@) dp =0, fiir j € {1,2,3}.
Dabei sind 71(p) = To(p) = cos(p) und 73(¢) = sin(yp).

BEWEIS: Sei j = 1,2. Die Normalgleichung DjD;f(I)Z'y = DjEﬁy' 148t sich mit Hilfe von
Satz 1.4.8 und Korollar 3.2.10 schreiben als

wi) 2x [ - (s0-410+ () |
/ /(WQ sin(p) Y I7(a) (p+1) / Uszp1(7) dTJFhf]y(W(‘P)’“)) X
~u(s) 0 h=0 -1
x (9, w(p)) de dt (3.11)

= —sin() [ &V TP+ ad)dt,

mit ¥ = J(yp) € S’ Setzen wir ¢ = 0, so ergibt sich wegen (J,w) = cos(p) die
Gleichung (3.11) zu

w(s) o s cos g+tsin p
/ / sin(p) cos(p) > I(a) (n+1) / Uspi1 () dr dep dt
g1
—w(s) p=0 -1
w(s)
/sl ), a) cos(p) dpdt.
—w(s)

Die Funktion Q,(s, ¢) sei definiert durch

w(s) scosp+tsing

Quls.9) =sin() eoste) [ [ Up(r)drar.

—w(s) —1



76 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER-TRANSFORMATION

Diese Funktion erfiillt ¢, (s, —p) = —Q,(s, ¢) und daher ist
1 0
= /s > 1(@) (u+ 1) Qu(s, 9)dp = 0.
/_L:

Dann muf} aber auch ‘
[, 1 (@(0).0) cos() dp = 0

gelten und somit die Behauptung fiir j = 1, 2.
Fiir j = 3 fithrt man die analoge Rechnung mit ¢y = 7 und damit (J,w) = sin(y)
durch.

O

Alle weiteren Untersuchungen unternehmen wir fiir einen ganz speziellen Mollifier, der
die Bedingungen (3.10) erfiillt. Es handelt sich hierbei, um die schon bei der 2D—
Computer-Tomographie verwendete GAUSS-Funktion

&y(s) = (2m) 219" exp(—s?/(29%)). (3.12)

Aufgrund der Glattheit dieses Mollifiers sind die Voraussetzungen (3.10) erfiillt. Fiir
diesen Mollifier gilt

Il(a) = (27r)_3/2 3 /3 ( / exp(—(t* + 72 +a2)/(272))dt) Usgpyr (T) dT

wobei )
G =2 [ 7 exp(=/(29%) Uyysa (7) dr
ist. Wegen :
/SUQNH(T) dr = 5 ! (COS ((2u + 2) arccos s) — 1) - (TQ”H(S) — 1) ,
kA o+ 2 20+ 2

wobei T),(s) = cos(parccos s) die TSCHEBYSCHEFF-Polynome 1. Art bedeuten, ergibt
sich fiir K7 der folgende Ausdruck:
1 o

Kl (w(p), s,a) = mv“‘ ri(¢) exp(—a®/(27%)) X_%CZ (Tousa(s) — 1) . (3.13)

Die Funktionen h{ly aus Korollar 3.2.10 sind noch immer unbekannt. Nehmen wir an,

daBl @/ die eindeutige Losung der Normalgleichung (3.2) in R(D;) ist, so konnen wir
h?Y fiir unseren speziellen Mollifier nidher bestimmen.
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Satz 3.2.12 Sei e, wie in Gleichung (3.12) vorgegeben. Ferner sei <I>j die eindeutige

Lésung der Normalgleichung (3.2) in R(D;). Dann gibt es eine Funktzon hJ e L*(Sh)
mit

W (w, a) = B (w) exp(—a®/(277)).

BEWEIS: 1.) Wir setzen unseren speziellen Mollifier in die Normalgleichung (3.2) ein,
und erhalten geméf Gleichung (3.11) zwei Funktionen fJ und ¢/ mit

£, ) exp(=a2/(21%) +2u(s) [ B0, ) (0,0} 0 = g] (w, 5) exp(—a?/(277)).

Dabei sind
774 w(s) oo
lws) =1 / /S ri() X & (Toura((s9 + 107 ,w)) — 1) (9,w) dv) dt
—w(s) p=0
und

gw,s) = —(2m) 1y 2 r(p) exp(—52/(277)) -

Definieren wir weiter , ,
gij(wa S) B fi(wa S)

J =
i (w, s) 2w(s) ’
so gilt offenbar
exp(—a?/(29%)) Ky (w,5) = [ W0, a) (9, ) ) (3.14)
und damit 5
gk%(w s) =0,

d.h. &2 héngt nur von w ab, und Gleichung (3.14) geht iiber in

exp(—a®/(279%)) k%(w) = /sl h%(t?, a) (¥, w) do. (3.15)

Fiir k € INg seien ¢, € L*(S') und s € L?(S!) definiert durch
() = —=cos(ke),  sp(w()) = —=sin(ky)
Ck w QO = ﬁ (10 s Sk w (10 = \/7_1' 1n (10 .

Die Menge {ck, sk trem, bildet ein vollstéindiges Orthonormalsystem fiir L2(0, 27). Sei
weiter {g¢}sev ein vollstéindiges Orthonormalsystem fiir L?(—1,1), so bildet die Men-
ge {cr ® g¢, 5k ® ge}(k.0)emox v eine Orthonormalbasis fiir L?((0,27) x (—1,1)), siehe
WEIDMANN [37]. Die Funktionen A/ lassen sich demnach darstellen durch

(o Ol o]

W (w =3 (md k@ g+ b 5. ® 90) (0, 0) (3.16)

k=0¢=1
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mit

mi = [ [ me).a) (oo g 0 dade,

nid = [ [ m(@).a) (5@ g0 (e ) dady.

2.) Wir zeigen zunéchst: Fiir k& # 1 gilt
hl =hil =0. (3.17)

Mit Hilfe der in Satz 1.4.8 angegebenen Darstellung von D; sieht man sofort, daf}
¢k ® g¢ € N(D;) und s, ® g¢ € N(Dj) sind fiir k # 1. Da ®) € R(Dy) ist, gilt

(D7, ck @ ge)ragsixi—1,12) = (B, 5k @ gedr2(six(—1,1j2) = 0

fiir k # 1. Anhand der Darstellung (3.13) von K7 erkennt man, daB fiir k& # 1
(KI, ek @ ge)ragsixj—1,12) = (KL, sk @ ge)r2(s1xj-1,172) = 0

gilt. Eine Anwendung von Korollar 3.2.10 liefert schliefilich:
(h), ek ® go)r2(sixi-1,02) = (), sk ® ge) r2(s1x]-1,12) = 0

fiir £ # 1, und die Gleichheit (3.17) ist bewiesen.
3.) Es verbleibt die Berechnung von h; und h?/. Wir setzen in (3.15) w = wo = (1,0)7
und gewinnen so die Beziehung

o 1
h}}_;j = // a) (cosv) ge(a) da di
0 -1

o 3

B (wn) [ exp(—a?/(29%) gu(a) da

Durch Einsetzen von w = w; = (0,1) " in (3.15) erhalten wir analog

2 1

Wi = / [ B0), ) (sin ) gi(a) dady

Unter Beriicksichtigung von Lemma 3.2.11 gilt fiir j = 1,2

1
. . 1 .
HE =0, B ==K [ exp(=a/(21%) ala) da
—1
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und fiir j = 3
1
h}f = kj (wo) /exp ))gg(a) da, hf’;’ =
21

Setzen wir die Berechnungen aus den Teilen 2.) und 3.) in (3.16) ein, so erhalten wir
fiir § = 1,2

h%(w(go),a) = Zh%zj (51 ® g0)(p,a)
= JeHe) sne X [ en-t/r) a2 d o)

— % k%(wl) sin ¢ exp(—a®/(27%))

und fiir j = 3
Hll).0) = = o) cosip exp(—a*/(277).

Die Behauptung des Satzes ergibt sich mit den Festlegungen

h,(w(p)) =

k] (w1) sin g

5=

fiir y = 1,2 und

B(0(9)) = = Kifen) cos .
O

Bemerkung: Der vorangegangene Satz kann nicht ohne weiteres auf beliebige Mollifier
iibertragen werden. Der entscheidende Vorteil der GAUssschen Glockenfunktion liegt
darin, daf sich die drei Raumvariablen entkoppeln lassen.

Die bei der Definition der Funktionen A auftretenden GroBen kJ(wp) und kJ(wy)
héngen weder von j ab noch von wy oder wy.

Lemma 3.2.13 FEs gilt

74 oo —2

~
k) (wi) = k2(wi) = k2 (wo) = 87r3 2%0 (21 — 2,) ~ e T
#:
mit
20 = —57T/3,
1
z, = (=1)F'8r p p=1,2,....

4p? +8u+ 37
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BEWEIS: Sei zunéchst j € {1,2}. Es gilt

B = 5 (@wr/2),0) - fio(n/2),0)

4 1 27 00 _9
= T in )2 Y ¢ (Thupolt 1) dpdt — L
87T3_/10/(sm1/)) ,;]C”( buta(t cos ) ) Y ypm
—4 oo 772
= %#2%6;1(27(—2”) -
wegen
1 27
//(sin V)2 Topyao(t cosp) dpdt = 2z, (3.18)
210

2z, wie angegeben. Der Beweis von (3.18) geht aus dem nachfolgenden Lemma hervor.
Hieraus ergibt sich die Behauptung fiir j € {1,2}.

Fiir j = 3 fithrt man eine analoge Rechnung mit wy durch. Man erhélt die Behauptung
unter Beriicksichtigung von

1 27 1 27

/ / (o8 )2 Topra(—t sin ) dip dt = / / (sin ()2 Thpsa(t cosC) dC dt .

—-10 -10

Diese letzte Gleichheit erreicht man mit Hilfe der Substitution ¢ = { — 7.

Lemma 3.2.14 FEs gilt

/17 —5m/3 , fir u=20,
= (sin )? Ty, ia(t costp) dip dt = et _Brp 48w e S
210 (=1) 4p* + 8+ 37 urp=2
BEWEIS: Es ist

1 27

1 =«
M, = / / (sin 1)) Thpsa(t cos ) dipdt = 4 / / (sin ¢0)2 Thpsa(t cos o) dip dt
0

-1 0

0
11

8//\/1 — u2 Ty o(tu) dudtzS/u‘lvl —u? /T2u+2(z) dz du ,
00 0 0

wobei die Substitutionen u = cos und z = tu Anwendung fanden. Indem wir die
Formel (22.5.8) aus ABRAMOWITZ, STEGUN [2] ausnutzen, erhalten wir

/uT2u+2(Z) dz = % (/“ Uspya(2) dz — /UUQM(Z) dz)

= Ta(u) -

T
4M+6 2#+1(u)7

dp+ 2



3.2. EIN EFFIZIENTES VERFAHREN 81

was

1
B ) 1 1
MM:4O/U ! 1 —u? <WT2M+3(U)—2

p+1

13M+1@o> du

ergibt. Wir berechnen weiter

u V1 — w2 Tyyupq (u) du

u™ (1 —u?)"V2 Ty (u) du

/
_ /lu_1 (1- u2)—1/2 (1-— UQ) Topi1 (u) du
/

0
|

- / u (1 —u?) "2 Ty (u) du
0

m
C8B(u+2,1—p)

T
= 5 UQu (0)

Dabei wurden die Formeln (7.344.2) und (7.346) aus GRADSHTEYN, RYZHIK [11] be-
nutzt, B(-,) ist die Beta-Funktion. Unter Beachtung von Us,(0) = (—1)* ergibt sich
schliellich

4 s s
M, = —(=1)r* —
8 2u+3<2() SBw+&—m>

4 T u 7r
- (e -
2u+1 \2 8B(pu+2,1—p)
= (1) 2m . 2m . ™ 1
2u+3  2p+1 dp+2 B(p+2,1— p)
s 1
Ap+6 B(p+ 3, —p)
1
— (—iptigr M

4u2+8u+3+ .

mit
s 1 1 1 1
N, =2 - .
2 \2u+1B(p+2,1—p) 2u+3 B(p+3,—pn)

Bezeichnet I" die EULERsche Gamma-Funktion, so ist
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und wegen 1/I'(z) =0 fiir z =0,—-1,-2,... gilt

| om, falls p=0,
N“_{ 0, falls u > 1.

Daraus folgt die Behauptung.
O

Mit Hilfe von Satz 3.2.12 und Lemma 3.2.13 sind wir schlielich in der Lage, die Funk-
tionen hJ anzugeben.

Korollar 3.2.15 Die Funktionen h,jy haben die Darstellung

B0).0) = =, 1) exp(—*/(277).

™

BeEwEIs: Das Korollar ist eine unmittelbare Folgerung der Ergebnisse aus Satz 3.2.12
und Lemma 3.2.13.
O

Die Korollare 3.2.10 und 3.2.15 kénnen wir zusammenfassen zu der folgenden Aussage.

Korollar 3.2.16 Fiir unseren speziellen Mollifier (3.12) ist die eindeutige Lisung der
Normalgleichung (5.2) fiir x = 0 in R(D;) gegeben durch

@ (w(p). s,a) = KJ(w(p), s,a) + M, (w(p), a)
(3.19)

2 2 T . 1
= 1j(p) exp(—a”/(277)) (Z—ﬂggcﬂ(ﬂuw(s) - 1) + ﬁ l@) )

Daber sind
—4 -2

7 gl
Ky = —3203(27r—zu)——,

87 120 dm

1
G = 2 [ 7 exp(=r/(27%) Ui (r)dr
0

20 = —577'/3,
p+1

= (=1)Hlgr—2 -
“u (=1) 7T4u2+8u+3’

u=12....
Eine Darstellung von —<I>,IY’M fiir M = 56, v = 0.05 und a = 0 ist in Abbildung 3.2.1
dargestellt. Die Integrale ¢? wurden numerisch berechnet. Durch die Darstellung des

i
Inversen —@}Y’M kommt die Struktur des Kernes deutlicher zum Vorschein.
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erfiillt ist. Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, ist dies auch das Vorgehen
fiir den Fall, daf8 d;E7 ¢ R(R* ® I ist.
Gilt EJ ¢ D((D;)'), besitzt die Normalgleichung (3.2) also keine Losung, so kann
man wegen der Dichtheit von D((D;)') hichstens einen Rekonstruktionskern @/ so
bestimmen, dafl

||D]'D;k(1>?y — D]'E']y||L2(SI><[—1,1}2) < gj
ist. Es ist jedoch vollig unklar, wie man einen solchen ohne Kenntnis der Singuldrwert-
zerlegung von D; erhélt.

Zusammenfassend kann man eine 'Rezeptur’ zur Bestimmung von Rekonstruktionsker-
nen fiir die Vektor-Tomographie wie folgt angeben.

e Wiihle einen Mollfier £7, der die Bedingungen (3.8) und (3.10) erfiillt.

e Bestimme die Ableitung des Rekonstruktionskernes %@Y als Losung der Glei-

chung
(R*® I)%QDZY =d;E].
e Integriere die Losung beziiglich s und bestimme den additiven Term so, daf <I>Z'y
die Normalgleichung (3.2) l6st.

e Ist B/ ¢ D((D;)'), oder d;E] ¢ R(R* ® I), so bestimme man ein ®* mit Hilfe
von Kriterium (3.20).

Fiir die folgende Anwendung auf die diskrete Doppler—Transformation werden wir aus-
schlieBlich den Rekonstruktionskern (3.19) verwenden.

3.2.3 Die diskrete Doppler—Transformation

Bei praktischen Anwendungen stehen uns nur endlich viele Daten zur Verfiigung. Wir
werden daher unseren Operator wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben diskretisieren und
die dort hergeleiteten theoretischen Aspekte auf die Doppler-Transformation anwen-
den. Der Ubersicht halber lassen wir an manchen Stellen den Regularisierungsparame-
ter v aus, da dieser bei den folgenden Betrachtungen keine Rolle spielt.

Unsere Diskretisierung wahlen wir wie folgt: Fiir p,g,r € IV seien ¢, = v - hy,, v =
0,....p—1, hy, =2r/p, sy, =1-hs, l = —q,...,q—1, hy = 1/q und a, = k - h,,
k=—r,....,r—1, hy = 1/r. Mit Hilfe dieser Punkte definieren wir die Funktionale ¥,
fiir @ > 1/2 durch

v,:Y, — R",
(\Ilng)u,l,k = Wu,z,k; g)YO’: XY 3
<T/)u,z,k, 9>Y; XYy T Cu,z,k g(w(cp,,), S, Clk) .

Dabei ist n = 4pgr die Anzahl der Daten, die Konstante ¢, wird spiter definiert.
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Definition 3.2.17 Sei o > 1/2. Der Operator D, : Xo — IR*", der definiert ist durch
Dn = ®?:1Dn,j; mit Dn,j = \I’HDJ
heift diskrete Doppler—Transformation.

Wir kénnen unser Rekonstruktionsproblem wie folgt formulieren:
Finde fiir j € {1, 2,3} zu vorgegebenem g, ; € IR" ein f € X, mit

Dn7]f = gn:] *

Als néchstes legen wir die endlichdimensionalen Unterrdume V,, von L?(S' x [—1,1]?)
fest. Wir definieren V), als Tensorprodukt von Splinerdumen, genauer sei V,, = S, ®
Ss ® Sg, wobei Sy, S, S, Funktionsrdume sind, die aus stiickweise konstanten Splines
aufgespannt werden. Als Basis von V,, wihlen wir

{Bp,l/®Bq,l®B7',k/C1/,l,k|0SVgp_]-a _QSlﬁq_la —TSkST_].},

wobei By, € Sy, By, € S,, By € S, die charakteristischen Funktionen zu unseren
Knoten ¢,, s;, a; sind, also

By = Xipuiovi1)» Bt = Xisusipn)r Brik = Xiapapsn) -
Die Konstanten ¢, seien gerade die L?-Normen der Basisfunktionen.
Cuak := || Bpw @ Bgy ® Brgll12(s1x1-1,112) 5

firv=0,....p—1,l=—¢q,...,q—1und k= —r,...,r — 1.
Weiterhin legen wir den Interpolationsoperator I1,, : Y, — V},, fiir &« > 1/2 fest durch

p—1 g—1 r-1
H’I‘Ly = (\Il’ny)l/,l,k Bp’y ® Bq’l ® BT,k/CV,l,k
v=0 l:,q k=—r
p—1 g—1 r-1
= y(w(py), s1,a1) By, @ Byy @ By
v=0|=—q k=—r

Wir zeigen zunéchst, dafl die Aussagen (2.17) und (2.18) gelten.

Lemma 3.2.18 FEs sei h := max{hy, hs, hy}, o > 1/2. Dann gelten fir n — oo und
y € Y, die Abschitzungen

a) [Tyl L2t xi-1,12) = yllva
b) lly — Hny||L2(slx[71,1P) = hlylly.,-

BEWEIS: Die Abschéitzungen kénnen analog zu Standardabschétzungen der Splinetheo-
rie bewiesen werden, es sei zum Beispiel auf SCHUMAKER [30] verwiesen.
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O

Wie bei der Radon-Transformation, kénnen wir zu dem diskreten Operator D,, ; keinen
Rekonstruktionskern definieren, da D}, ; nicht existiert. Vielmehr werden wir wie in Ab-
schnitt 2.2.2.2 vorgehen. Wir withlen m Rekonstruktionspunkte x; € Q3, i =1,...,m,
und setzen

B =TVE]. (3.21)
Dabei ist E?y der im vorhergehenden Abschnitt verwendete Mollifier. Wie in Abschnitt
3.2.1 bereits erwihnt, ist T3;®/ eine sinnvolle Niherung fiir ®/(x;). Als Ersatz fiir
einen Rekonstruktionskern fiir D,, ; zu unserem Mollifier (3.21) nehmen wir analog zu
den Ergebnissen im Abschnitt 2.2.2

v T’;](I)%

Diese Festlegung motiviert die Definition des Operators X,,,, : R3" — IR*™ wie in
Abschnitt 2.2.2 durch

(zn,mg)z = ((E}L,mg)za (zi,mg)za (21§L7m.§7)z)T ) fiir @ = ]-a L

wobei

(20 m9)i = (gj: G o T559)) oo

2,j %y
ist.
Die Gram’sche Matrix G, ist gerade die Einheitsmatrix I,,. Ist ¢, ; = D, ;f, so hat der
Operator 7 die Gestalt

r—1 p—1 g—1

(2] mgn = Z Z Z gn,] Slaak)

8pqr k=—r v=01=—q

(3.22)

: s1 = (m;xi) Twlpy) ar — 7%
x 7 <w(g0,,), 5 : 5 .

Aufgrund dieser Struktur 148t sich bei Anwendungen der Ausdruck X, ,,D,f analog
zum aus der 2D-Computer-Tomographie bekannten Verfahren der gefilterten Riickpro-
jektion programmieren.

Wir wollen zeigen, daf (37 ,,Df); in einem bestimmten Sinn eine Approximation an
f;(x;) darstellt. Hierzu benétigen wir jedoch noch einen Hilfssatz.

Lemma 3.2.19 Es seiy € Y, = H*'/2(Z)QH®*(—1,1) fiir ein o > 0. Dann gilt
T3 9llva = llyllva -

BEWEIS: Sei y = y1 ® yo, mit y; € H**/2(Z) und y, € H*(—1,1). Wegen Ts, =
T,"" @ Ty hat man
1T 0l = 1757 Yl sz 175 vello 1.y
191l rasir2(z ||y2||Ha (~11)
= Al -

DN
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Dabei haben wir Lemma 5.3 aus RIEDER, SCH. [28] verwendet. Da Funktionen der
Form y = y; ® y, dicht in Y, liegen, ist die Behauptung bewiesen.
O

Wir fithren noch analog zu Abschnitt 2.2.2 den Momentenoperator E : H — IR*™ ein
durch

(Bf); = (B (£, B, (£ E)a) "
= (<f1, 62>L2(Ki°’)7 <f2, 62>L2(K13); <f3, €Z>L2(K13))T . (323)

Satz 3.2.20 Seienf € X, fir ein o > 1/2, Pyep,) : H — H die orthogonale Projektion
auf N(D;) und h = max{hy, hs, hy}. Dann gilt mit den vorangegangenen Bezeichnungen
fir j € {1,2,3}

1%, ¥ DE = (Ef)jlloc = Ifllx. (R[] ]lv. + [ Puo,) B3l

fiir n — oc.
Ist PnepyjyEJ =0, so gilt sogar

||23;,m v, Df — (E fs)jHoo — 0
fiir n — oc.

BEWEIS: Es gilt fiir n — oo

(Z2, 0D = (BD),)] = (S, 0 DE); — (£ B}
< ‘<\I]" Djf’ Gn v, TXi‘(I)]>R" - <Djf, T}QC:‘]'(D?»L?(SIX[—LIP)‘

2,j
+/(f. Dj T359], — E)x|
= ‘<\Ifn Djf, G, Vv, T}Qc:]q)] >1Rn — <Djf, T}ch]‘q)?y>L2(Sl><[—1,1}2)‘

+(E, TY (D@, — E3))w
= fllxa PPy, + [[Ellx, 1DFR — Bl

Dabei kamen die Lemmata 3.2.18 und 3.2.19 zur Anwendung. Man beachte aulerdem,
daB [(¥,,D;f, G, Vpy)me — (Dif, y) 1251 x=1,012)) = A |If||x. [|y]ly, ist (siehe Beweis zu
Satz 2.2.11). Wegen D;®] — EJ = Py(p,)EJ ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.
Nach dem Zerlegungssatz von HELMHOLTZ 1.2.4 ist f = f* + Vp. Wegen f € X, fiir
a > 1/2, ist auch Vp € X, fiir @ > 1/2. Das bedeutet aber, dal p € H*(K}) fiir
a > 3/2 und Vp = 0 auf 9Q* ist. Nach dem SOBOLEVschen Einbettungssatz ist p
damit stetig und deshalb konstant auf 9Q*. Nach Satz 1.4.12 ist damit Vp € N(D;)
und es gilt

Damit ist der ganze Satz bewiesen.



88 KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF DIE DOPPLER-TRANSFORMATION

Bemerkung: Der Satz 3.2.20 bestétigt einmal mehr, dafl es von groflem Interesse ist,
Mollifier £/ zu kennen, fiir die Pyp,)E? = 0 ist. Nur in diesem Falle gilt

J

Tim ||, ¥, DF — (Ef);[ = 0.

Bei dem Ausdruck [|Pyp,)E| handelt es sich um den unvermeidbaren Anteil am Re-
konstruktionsfehler, der durch die Wahl der Mollifier E,Jy bestimmt ist.

Wir haben bislang noch nichts dariiber gesagt, in welcher Groenordnung der Abbruch-
index M der unendlichen Reihe bei der Darstellung (3.19) unseres Rekonstruktionsker-
nes <I>,jy zu wihlen ist. Wir geben uns dazu Zahlen ¢; > 0 fiir j € {1,2,3} vor. Unser
Ziel ist es, M so zu bestimmen, daf}

. o ‘
I(R*& 1) 5 M — d; ]|l < ¢
fiir j € {1,2,3} ist.

Satz 3.2.21 Es sei d;E € R(R*'R® I)?) = D(R*R ® I) %) N HY (Q)&L(—1,1)
fiir ein 8> 0, M = M(h) = h=2/5. Dann ist mit h = max{h, hs, hy}

. a5 . |
I((R*®1I) 95 OIM — d; B || 22 uo1,0) < h ||djE'Jy||Hg(Q2)®L2(fl,l) :

BEWEIS: Wegen (R*R® )77 = (R*R)? @ I gilt
I(R*R @ 1) d; B3| 202110 = 5B | yogonyane 1 » (3.24)

siche RIEDER, ScH. [28]. Mit Lemma 2.2.12 (A = R ® I) und Gleichung (3.24) folgt
dann

. o . .
I(R* @ 1) 5= 3 = d; B |20 1,1 < o 5B s o)1,y
und damit schlieflich

||(R X I) % @?Y’M — djE,]yHL?(Q?x[—l,l})

DN

(M + 1)_6/2 ||d]E’]Y||HO’6(QZ)®LZ(—171)

N

h ||djE']y‘||H€(Q2)®L2(—1,1) :
O

Soll [[(R*R @ I)~Pd; Bl || 12(q2x(—1,17) < €; sein, so mufl zum einen die Anzahl der Daten
n so grof} sein, daf

h ||djE']y‘||H€(Q2)®L2(—1,1) < €j

ist, und zum anderen mufl der Abbruchindex M in der Groflenordnung
M = M(h) = h™2/"

gewahlt werden. Grundvoraussetzung ist, dafl der Mollifier E?y die Glattheitsbedingun-
gen von Lemma 3.2.21 erfiillt.
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3.3 Die Rekonstruktion der Rotation

Wir wollen in diesem Abschnitt beschreiben, wie man mit dem Datensatz der Doppler—

Transformation

die Rotation des Vektorfeldes
V xf

numerisch berechnen kann, indem man einfach bei der approximativen Inversen &,
einen anderen Rekonstruktionskern einsetzt. Das so entstehende Verfahren wird ei-
ne Struktur wie Gleichung (1.15) haben. In etwas anderer Form war dies auch schon
Gegenstand der Arbeit ScH. [31]. Dort wurden die Dopplerdaten jedoch zuerst diffe-
renziert, was wir vermeiden wollen.

Wir betrachten wieder die Bilinearformen A und B aus Definition 3.2.1. Es sei e, €
L*(R?) — L*(2? x [-1,1]) ein Mollifier, e,(x, ) = T¥e,(-) und

£,(%) = (e,(x, ), s (x, ) e x, ) € .
Es gilt

(
Vxt(x) = AVXEE(x)= ( (dsf, eVEx, )

Plo Plo Flo

el
o
|

P s e e T
o9
[\
|

s
|
|
KA
2

Dabei haben wir wieder die Identitit

9

Os
ausgenutzt (siehe Satz 1.4.8). Es sei g; = gp(;) eine Umstellung der drei Datensétze,
wobei p die Permutation p = (2,3, 1) ist. Falls e, € R(R*®1) ist, sind die Rekonstruk-
tionskerne ®/ = ®7(0) bestimmt durch

D, = (R® I)d

=é,. (3.25)

Ist &, ¢ R(R* ® I), so kénnen wir zu einem vorgegebenen & > 0 ein @™ bestimmen

mit -
||(7?,>k & [)(I)?Y’M — é'yHL?(Q?X[fl,lD < €. (326)
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Bezeichnung: Die Abbildung S : K — L?(K?}, IR?) mit
N . 95
(8,8)(x) = B(&g, -, ()
sei die approzimative Inverse zur Rekonstruktion der Rotation eines Vektorfeldes f.
Lemma 3.3.1 Isté, € R(R* ®I) und e,(x,-) = TYe,(-), so gilt

¥ (x) = 5,8,

Gilt e, ¢ R(R*® I), so gibt es eine Folge {@%’M}Mew mit

(R*® I)T’Q‘JQDZYM — e, (x,:) fir M — oo

in L2(02 x [-1,1]).

BEwEIs: Wegen TY(R* ® I) = (R* ® I)T%; ergibt sich der Beweis analog zu Lemma
3.2.6 und den nachfolgenden Betrachtungen. Die Existenz der Folge {@%’M}MEW ergibt
sich aus der Dichtheit von R(R* ® I) in L?(Q? x [—1,1]).

(Il
Da (iﬂ;M offenbar nicht von j abhéngt, siehe Gleichung (3.25), lassen wir der Ubersicht
halber den Index weg.

Lemma 3.3.2 Es sei e,(x) = é,(||x]|) ein Mollifier. Dann ist

. L] i
B (wle)0) = —55 3 2+ D) T Ui,
M:

1
mit [(a) = / /Rév(\/72+t2+a2)dtUgﬂ(T) dr

fiir M = oo eine Lisung von Gleichung (3.25) im Falle, daf e, € R(R* ® I) gilt.
Ansonsten ist {®)}yrep eine Folge mit
(R* @ T30} — Tie, () = e,(x, )

fiir M — .

BEWEIS: Es sei &, € R(R* ® I). Wir betrachten zundchst R ® I als Abbildung von
L*(Q? x [-1,1]) nach L?(S' x [—1,1]*,w™"). Wieder bemiihen wir Lemma 3.2.7, um
die Losung von Gleichung (3.25) darzustellen. Es ist (M = co)

o

Z Z Z O’ R (59 I 67, Uy & Z£>L2(Sl X[ 1,1]2,w1) Upk & 2. (327)

p=0k=—p L€IN
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Dabei sei {z, : £ € IN} ein vollstindiges Orthonormalsystem von L?([—1,1]). Wegen

(R ®1)é,(w,s,a) = 70 &, (Vs + £ + a2) dt

— o0

gilt

—~

(R®1)57,u#k®Zg>L2(51X[ 1,1)2,wL1)
-]
o
15
1 1
1]

Setzen wir dies in Gleichung (3.27) ein und verwenden Lemma 3.2.8, so ergibt sich

1/ e (V2 + 12+ a?) dt U,(s) Yi(w) 2(a) dw ds da

195

Il
N

e, (Vs?+12+a?)dtU,(s) ze(a) dsda oy .

\8

8

&)Oo(w s,a) = (i)?f(s,a)

_ Z,U,—Fl 1 o
n=0

1
e7 T2+ 12+ a?)dtU,(r)dr —w(s) Uy(s)
m

- fj (20 +1) I (a) Ugy(s).

27r2

Nehmen wir als Bildraum von R ® I den Raum L*(S' x [—1,1]?), so miissen wir die
Darstellung von é?f noch mit w~! multiplizieren, und erhalten in diesem Fall die zu
beweisende Form.

Der Rest der Behauptung ergibt sich aus Gleichung (3.7) wie im vorhergehenden Ab-

schnitt.
O

Eine Méglichkeit, €, zu wéhlen ist die bekannte GAUSs-Funktion

&, (t) = (2m) P2y exp(—17/(277)) .

Aufgrund seiner Glattheit, erfiillt dieser Mollifier &, € R(R* & I). Der Rekonstrukti-
onskern ®7° hat dann die Gestalt

-2 oC
T 00 Y —a? 2 ~
®>(s,a) = 3¢ /@75 Cp (20 + 1) Uap(s)
u=0
mit

1
)= /67T2/(272) Uy, (1) dr .
“1
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Bei praktischen Anwendungen werden wir wieder die unendliche Reihe nach M < oc
Schritten abbrechen gem#fi Gleichung (3.26).

Die Ableitung —%(ff‘y/[, die wir fiir die Rekonstruktion der Rotation benétigen, ist
gegeben durch

- M
——®M(s,a) = T et/ > 2u+1)Us,(s)

pu=0

mit

Ué#(S) — SUQM(S) - (lzﬁ :21) T2M+1(3) ‘

In Abbildung 3.3.1 ist eine Darstellung von —%@y zu sehen mit M = 32, v = 0.07
und a = 0.

Um mit endlich vielen Daten zu rechnen geben wir uns wieder m Mollifier éfy und m
Rekonstruktionspunkte x; € Q3,7 = 1,..., m, mit

e =TYe,, i=1,...,m,
vor, und betrachten statt R ® I den diskreten Operator
U, (R®I)

mit ¥, wie in Abschnitt 3.2.3 definiert. Als Ersatz fiir den nicht definierten Rekon-
struktionskern zu e’ fiir W, (R ® I) nehmen wir

Xi M
v, Ty, q),y ,

wobei éy der in Lemma 3.3.2 angegebene Rekonstruktionskern ist.

Diese Festlegungen motivieren in Anlehnung an 3, ;, die Definition eines Operators
X,,m durch

. 3 3
Yom R — IR™,

(in,m gn)z = ((gi,m gn)i; (ii,m gn)i; (ii,m gn)z) )
Ny xi J\ =
(Zm gn)i = {gnp(i) Gn ¥a T3 (‘g) ) e

Die endlichdimensionalen Teilriume V,, von L?(S! x [—1,1]?) und deren RIEsZ-Basis
werden aus dem vorhergehenden Abschnitt iibernommen, so dafi der Ausdruck

ebenfalls die Darstellung (3.22) besitzt.
Der folgende Satz, der eine Anwendung von Satz 2.2.14 ist, zeigt die Konvergenz von
¥,.m in einem schwachen Sinne gegen Momente der Rotation des Vektorfeldes f.
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500 T T T T T T T T T

400

a0 -

200 -

T .

_E0a 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.48 -0 -0.4 £z Q 0z 04 4k 04 1

Abbildung 3.3.1 — 2 fiir v = 0.07, M =32 und a =0

Satz 3.3.3 Es seien £ € X3)9,., 0 < kK < 1, éy wie in Lemma 3.3.2, e, ein
rotationssymmetrischer Mollifier aus H(Q2)QHY?+%(—1,1) fir a > 6 + 2K, h =
max{hy, hs, he}, E der Momentenoperator (3.23) beziglich der Mollifier TT'e, und
M = M(h) = h=2?/*. Dann gilt fiir alle j € {1,2,3}

15, Duf = (E(V % £))jllo0 2 1 lfllxy on, 63 llmg 0y mzen1)

fiir n — oc.

BEWEIS: V x f € X5, existiert wegen der Glattheitsannahme an f. Es gilt

(27 Duf)i — (B(V x £));)i]
= |(2¥z,man)i —((V x1£);, TV e)) 22w =11
< [(2,,Dnf)i — ((V x £);, (R*© 1) T3, ) 12 (@2 -1,
+{((V x £);,(R*®I) T%‘f;@y — TVe) 22 x-1,1))|
. 0\ = 0 . =
= |<\Ijn Dp(]>f, GTL \IITL T2’lj <—£> @,]YM>RTL - <£ Dp(])f, T2’3¢’]}/\4>L2(51X[71,1}2)‘

UV x £);, (TP @ T ™) (R* @ D)@Y = 8, ) paarui 11|

o [ 0\ o [ 0\
= [(TaDppf, G U0 T <—g> ®3 ) e — (Dypf, T3 <—g> 3 V12511112
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H(dt, (17 @ Ty ™) (R* @ DY — &) 2exi-11))

o -
< Wy, Bl e,

+||djf”Hé/2+ﬁ(ﬂ2)®Hé/2+ﬁ(fl,1) ||(R* ® I)@{YM - é'}’HLQ(QQX[*l,lD

0 = . ~ _
< Dy (Rl D, R © DY — Lo

Bei den Umformungen wurden unter anderem Satz 1.4.8 und Lemma 3.2.19 verwendet,
das auch fiir 7;° " @ Ty gilt. Wegen
[(R*R @ I)™%€,[[r202x1-1,1)) = ey lme 2)ar2-1,1) = €yl mg@2)ammes 1
gilt
[(R*® D)@ — &l12@2x1-1,1) oir 18y e @2yamires (1)

(M +1)7°7 1831l g (@)@ m1 /24w (—1,1)

A TA A

h ||é’y||H§‘(QQ)®H1/2+H(—1,1) :

Hierbei kam die Darstellung (3.27) des Rekonstruktionskernes und Lemma 2.2.12 zur
Anwendung.

Zum Beweis der Behauptung miissen wir noch || %éyHYl/zﬂ abschétzen. Dazu nehmen
wir zunéichst an, daB €, = €} ® €2 € H§(Q?) ® H'/***(—1,1) ist. Verwenden wir die
Darstellung (3.27), so ergibt sich

0

||$(I>f]y||y1/2+~
(M2 p 9
= > X 0/;1 [(Ey, ik ® 2 12(02x-1,1])| H%(w_l Upk) ® 2ellyi o
=0 k=—p (€N
[M/2]
=< @3l grazen( 1) Z; 0, (8 Vauo) 2 | Uspll e (1) -
s

Mit Hilfe der MARKOFFschen Ungleichung fiir ein Polynom P, vom Grad g,

Pus)l < p® max [P0, sl <1,

siehe z.B. LORENTZ [17], sieht man, daf}

U lm—1) = 2p+1)° 205, und  ||Uy, |21y 2 e+ 1)" 205,

gilt. Durch die Interpolationsungleichung fiir SOBOLEV-Normen, siche LIONS, MAGE-
NES [16], erhidlt man die Abschitzung

||Uéu||H1+~(—1,1) < U;M(MJAU) .
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Diese setzen wir in den obigen Ausdruck ein, und erhalten

M2

0 -

[M/2]
_ 1144
(P T [ PSS Sl [CA PRSI A
n=0

M2 1/2
j ||€ ||H1/2+;<; ~1,1) (Z 0'2 677V2u0>L2(§22)2) X
|M/2] 1/2
da—2(11+4k)
Z O2u
n=0
|M/2] 12
= el gz [(RTR) & || 22y ( > Qu+ 1)1”4““)
n=0
_1 _9 =
= ||€7||Hg(ﬂ2) ||€7||H1/2+'~'(—1,1) = ||6’7HHg‘(Q?)@Hl/”“(fl,l)7

falls 11 + 4k — 20 < —1 & « > 6 + 2k ist. Da die endlichen Linearkombinationen von
Mollifiern &, der Form &, = &} ® &2 dicht in H¢(Q*)&H"/*+%(—1,1) liegen, ist der Satz
hiermit vollkommen bew1esen

O

Bemerkung: Der vorangegangene Satz zeigt, dafl es moglich ist, ohne den Datensatz

g, = D,f zu manipulieren, nur durch Austauschen des Rekonstruktionskernes statt
des Feldes f die Rotation des Feldes V x f zu approximieren.



Kapitel 4

Numerische Ergebnisse und
Ansitze zu anderen Verfahren

In diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse prisentiert, die die Qualitit des in den
vorangegangenen Kapiteln hergeleiteten Verfahrens darlegen. Simuliert wird der Fluf}
einer inkompressiblen Fliissigkeit durch einen Zylinder, der um die xz-Achse zentriert
ist. Die Daten werden zum einen exakt berechnet, zum anderen wird ein Rauschen
aufaddiert.

Anschlieflend werden noch andere Losungsansitze kurz angesprochen, die vor allem das
zweidimensionale Rekonstruktionsproblem betrachten ( STRAHLEN [36], DESBAT [8],
WINTERS, ROUSEFF [40] ). Aber es soll auch eine Methode, die auf ART ( Algebraische
Rekonstruktions Techniken ) basiert und von WERNSDORFER [39] fiir das dreidimen-
sionale Problem skizziert wurde, kurz besprochen werden.

4.1 Numerische Ergebnisse

Wir wollen den Fluf einer inkompressiblen Fliissigkeit durch einen Zylinder betrachten,
wobei das Geschwindigkeitsfeld stationér ist und nur vom Abstand von der Zylinder-
wand abhéngt. Dies ist zwar ein einfaches Beispiel, aber es belegt sowohl die Effizienz
unseres Algorithmus, als auch dessen Approximationsgiite. Es wird mit exakten und
mit verrauschten Daten gerechnet, wobei jeweils der relative Fehler in der euklidischen
Norm angegeben wird.

In einem weiteren Abschnitt rekonstruieren wir ein zweidimensionales Feld mit von Null
verschiedener Divergenz. Dabei werden experimentell gemessene Daten rekonstruiert.

4.1.1 Dreidimensionaler Flufl durch einen Zylinder

Wir betrachten einen Zylinder mit Radius 1, der auf der z-Achse zentriert ist, gemé&f
Abbildung 4.1.1.

96
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Abbildung 4.1.1 Modell fiir den Flu# durch einen auf der z-Achse
zentrierten Zylinder

Durch diesen Zylinder fliefe eine Fliissigkeit, deren Geschwindigkeitsfeld gegeben ist
durch

u(x)=(1-R*-e¢, R’=z3+23, u:=0in K\Q’,
Das Geschwindigkeitsfeld ist stationér, und der Betrag |[u(x)|| hingt nur vom Abstand
eines Partikels von der Zylinderwand ab. Die Fortsetzung durch Null garantiert uns,
dal u € #H ist und u — N(D;) gilt fiir alle j. u kann als Losung einer linearisierten
NAVIER-STOKES-Gleichung in Zylinderkoordinaten angesehen werden, siehe JUHLIN
[14]. Offenbar ist u divergenzfrei, es gilt V - u = 0. Die HELMHOLTZ-Zerlegung hat die
einfache Form

u=nu’.

Da die rotationsfreien Anteile im Kern der Doppler-Transformation liegen, ist dieses
Feld gut geeignet, um aus Doppler-Daten rekonstruiert zu werden. Ein weiterer Vorteil
besteht darin, dafl man leicht die Doppler—Transformierten von u exakt angeben kann.
Eine elementare Rechnung ergibt

w(s)
Diu(w(p), s,a) = / 01 (w) - u(m (sw +tw™) + ma)dt
—w(s)
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= 2V1 — s?sin(p) (a2 + 5% (sin ¢)?
1
+§ (1 —5%) (cosp)® — 1) :
Dgu = U,
D311 = —Dlu.

Wir wollen die Implementierung der Ausdriicke
2{;,m Gn gn = ¥, Du

beschreiben. Diese erfolgt analog zum Algorithmus der gefilterten Riickprojektion der
2D—-Computer—Tomographie, und besteht aus drei Schritten. Man beachte, dafl der
Rekonstruktionskern ®7* die Gestalt

DM (w(p). 5.a) = ry() exp(—a®/(297)) phy(s)

hat, wobei p}, ein Polynom vom Grad 2(|M/2] + 1) ist.

1. Berechne fiir v =0,...,p—1und k= —r,...,r — 1 jeweils den Vektor

1=
_ 0
Uy, k; - 9n,j)(vlk) P Su — Si1),
u 10 l:_q( D wik) Par(Su — 1)
po= —q...,q—1.
2a. Berechne fiiri =1,....,mund k = —r,...,r — 1 jeweils den Ausdruck
7!
Uk(ﬂ;xz’) = 5 Z[(l - h) Uy ks + hvu,k;uﬂ] TJ'(‘PV) ’
v=0

wobei A und p bestimmt sind durch

S:W;X;w((p,,), pu<sqg<pu+1, h=sq—pu.

2b. Ermittle anschlielend

(Bl = 5= 3 (i) expl(ar — 7%/ (8°)).

Ly —

Nimmt man an, dafi » = ¢ = O(p) gilt, so bendtigt man fiir Schritt 1 O(prq?) = O(p?)
Rechenoperationen und fiir die Schritte 2a und 2b O(m(rp +r) = O(mrp) = O(mp?)
Rechenoperationen. Insgesamt benotigt man fiir den gesamten Algorithmus

O(p') + O(p*m)
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Rechenoperationen. Ublicherweise wihlt man m = (N + 1)? #quidistant verteilte Re-
konstruktionspunkte

(21’1 219 213
X; =

]
—_—,—, — —N/2<1; < NJ2 ) =1,2 4.1
2 -NRSGEN2, j=123 (1)

in K3. Der obige Algorithmus li3t sich bedeutend beschleunigen, wenn zusétzlich
N =2r (4.2)
gilt. Um dies zu zeigen, bendtigen wir noch ein technisches Lemma.

Lemma 4.1.1 Ist h € L*([-1,1]) mit h(=1) = h(1) = 0 und ty € [-1,1], so gilt

(sLtg)?
lim 7/11(5) e 7 ds=h(t).

BEWEIS: Wir definieren eine Fortsetzung h von h, indem wir h auflerhalb von [—1,1]
durch Null fortsetzen.

= v | h(s)  se]-1,1],
M@—{ 0 : seR\[-1,1].

Die Behauptung ergibt sich aus der folgenden Gleichungskette.

o0 2
(sltg)®

(sLtg)? _
limi/hse 8y ds:limi/hse 87 (s
TNO 2\/27rfy_1 (5) N0 221y S (5)

o0

1 T o
= %{r})ﬁ/h(Q\/ivstto)e ds

— o0

¢_/ e=5" ds h(ty) = hito) .

Fiir hinreichend kleines v ist nach Lemma 4.1.1 die Ndherung

1
(sLtg)?
/h@ﬁf =4 ds ~ 227y hto)

-1

durchaus gerechtfertigt. Verwenden wir diese Ndherung bei der Berechnung von (S,g);,
so erhalten wir

(S,8)(x) = <gg;T§]@7‘ >L2(Sl><[71,1}2)
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17 s —mix w(p) fadrix?
= 3 ///gj(w(go),s,a)rj(cp)p}{/, (+> e &% dsdpda
Z10 2
27 1 * 12
1 s—7r x w( _fadrio”
— g//rj(gp)p}yw< )/g] &7 dadsdy
01
2m 1
1 s —mix w(p) i
~ e [ [rion (f i ((9). 5, 77) ds dip.
01

Ist die Bedingung (4.2) erfiillt und sind die Punkte x; wie in (4.1) definiert, so gibt es
zu jedem x; ein ay, gibt mit

gj(UJ, S, T;Xi) =8g; (UJ; S, aki) .
Somit 148t sich das letzte Doppelintegral, und damit auch jeder Ausdruck E{Mm On.j, I
der selben Art und Weise und auch mit demselben Aufwand implementieren, wie die
gefilterte Riickprojektion in der 2D-Computer-Tomographie. In diesem Falle ben&tigen
wir unter Beriicksichtigung von N = 2r = O(q) nur noch

O(pg*N) + O(pN?) = O(pN?)

Rechenoperationen, siche NATTERER [25]. Das bedeutet, dal wir bei der Berechnung
einer Komponente Z%m gn eine Potenz von p gewinnen, was das Verfahren fiir ein
dreidimensionales Problem sehr schnell macht. Es sei hier jedoch bemerkt, daf3 diese
Vorgehensweise zunéchst nur fiir unseren speziell gewéhlten Mollifier e, zuléssig ist.

Die Abbildung 4.1.2 zeigt die Rekonstruktion des Geschwindigkeitsfeldes u. Der Trager
liegt in 22, da wir u aulerhalb von Q3 durch Null fortgesetzt haben. Ansonsten wiire
u ¢ H. Die GroBlen wurden wie folgt gewéhlt: p =21, ¢ =11, r =4, N =8, v =0.05
und M = 56.

Der Grund, warum die Menge der Daten und Rekonstruktionspunkte so klein gewéhlt
wurde, liegt darin, daf} sich fiir eine gréflere Menge an Punkten die Rekonstruktion
nicht mehr gut durch Pfeile visualisieren 148t. In der Abbildung 4.1.3 ist lediglich die
einzig von Null verschiedene Komponente Z}L,mgn von X, g, dargestellt. Hier wurde
die Menge der Daten, sowie der Rekonstruktionspunkte vergréflert. Es sind r» = 50,
p = 153, ¢ = 25, N = 100. Als Regularisierungsparameter wurde v = 0.0157 gewéhlt
und der Abschneideindex der Reihe in ®!* ist M = 161. Die Rechenzeit fiir die
Rekonstruktion dieser einen Komponente betragt etwa 10 Minuten auf einer Silicon
Graphics O2.

Wir berechnen den relativen Fehler

3 (S, D) = 2 ks s
)
(err(ga ) Z 132, 9n = willa/ D sl = :
=1

||u||L2 K3 JIR3)

wobei u; € IR™ gegeben ist durch (u;); = u;(x;). Bei der Rekonstruktion von Abbil-
dung 4.1.3 betrigt der Fehler

err(gn) = 0.272 = 27.2%.
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Abbildung 4.1.2 Rekonstruktion X, ,, g, von u

Nt
Sk
R Rt
R

ORI
ORI
R
w&e‘\‘\“«\\‘ N

Abbildung 4.1.3 Rekonstruktion Zlym gn VO Uy

n

In der Abbildung 4.1.4 ist der Fehler in der Rekonstruktion aus Abbildung 4.1.3 fiir
x = 0 zu sehen. Auffallend ist, dafl der Hauptanteil des Fehlers in der z-Richtung liegt.
In dieser Richtung wird auch der Datensatz D;u abgetastet.
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Abbildung 4.1.4 Fehler in der Rekonstruktion von u; fiir z; =0

Weiterhin wollen wir unseren Algorithmus mit gestorten Daten testen. Wir ersetzen
unseren gegebenen Datenvektor g, durch einen verrauschten Datenvektor g, mit
rpq

Gnj = Gn,j + Onj, 6,51l = n; o

wobei 1; > 0 den Datenfehler angibt. Mit dieser Festlegung ergibt sich ein relativer
Datenfehler von ~
195 = Gjll 2 x-1,12) __ Ul

||gj||L2(Slx[—1,1]2) - ||gj||L2(sl><[—1,1}2) .

In Abbildung 4.1.5 ist die Rekonstruktion 21’m gn dargestellt mit n; = 0.5. Das ent-

n
spricht einem Datenfehler von 15.34%, also einem sehr starken Rauschen.

Y 0.5 0.5 ']

Abbildung 4.1.5 Rekonstruktion 2, . g, (links) von u mit gestorten Daten, rechts
eine Zeile der Rekonstruktion (z3 = 0)
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Im rechten Teil der Abbildung sieht man deutlich den Fehler in der Rekonstruktion. In
diesem Fall betrigt er
err(g,) = 0.274 = 27.4%,

ist also nur unwesentlich grofler als im ungestorten Fall. Das ist sehr beachtlich, wenn
man die Grofle des Datenfehlers in Betracht zieht. Die Rotation von u ist

VXxu(x)=—-2x3-€+2x5-e3.

In der Abbildung 4.1.6 ist die Rekonstruktion der Rotation f]n,m gn dargestellt, wobei
die GroBlen N, r, p und ¢ wie in Abbildung 4.1.2 gewéhlt wurden.

Um eine Fehlerberechnung durchzufiihren, haben wir die Datenmenge erhéht auf r =
50, p = 153, ¢ = 25. Rekonstruiert wurde auf einem Gitter mit N = 100. Der Regula-
risierungsparameter wurde v = 0.0174, der Abschneideindex M = 114 festgelegt. Der
Fehler betrédgt in diesem Fall

1/2

3 3

err(gn) = (Z 120 90 — 512/ > ||ﬂj||§) =0.115 = 11.5%.
j=1 j=1

u; € IR™ ist gegeben durch (%;); = (V x u),(x;).

Die Tatsache, dafl der Fehler bei der Berechnung der Rotation deutlich geringer ist als
bei der Berechnung des Feldes, untermauert die Konvergenzaussage aus Satz 3.2.20.
Im Gegensatz zu D; besitzt R* ® I einen dichten Bildraum. Unser speziell gewéhlter
Mollifier E? ist nicht aus N(D;)~. Nach Satz 3.2.20 konvergiert demnach der Fehler
1%, ¥, Df — (Ef);||s nicht gegen 0, falls n — oo strebt.

Abbildung 4.1.6 Rekonstruktion f]n,m gn von V x u

Die vorangegangenen Berechnungen sollten zum einen die hohe Effizienz des Verfahrens,
zum anderen die Giite der Approximation untermauern.
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4.1.2 Rekonstruktion eines 2D—Feldes mit gemessenen Daten

Interessant ist es, den Algorithmus an gemessenen Daten zu testen. Eine Apparatur die
Doppler-Daten eines zweidimensionalen Feldes mifit, steht im Department of Electrical
Measurements and Mathematics in Lund/Schweden. Dabei umkreist eine Ultraschall-
quelle auf einer Kreisbhahn mit Radius R einen Zylinder, durch den eine Fliissigkeit
flieBt. Genaueres iiber die Mefapparatur ist in JANSSON ET AL. [13] zu finden. Im
Gegensatz zu den bisherigen Betrachtungen findet hierbei die Fdcherstrahlgeometrie
Anwendung. Bei jeder Detektorposition werden die Schallwellen nacheinander in Form
eines Fichers ausgesandt, wie in Abbildung 4.1.7 dargestellt ist.

Betrachtet wird nur der Fluf in der zy-Ebene, so dafl das zweidimensionale Geschwin-
digkeitsfeld die Form

u(x) = —A(x] +x5—p°) e

hat, wobei 0 < p < R der Radius des Zylinders ist und A eine Konstante.

Ultraschallwelle

Abbildung 4.1.7 Meflanordnung fiir die Facherstrahlgeometrie

Wir wollen den Rekonstruktionskern zunichst fiir die parallele Geometrie angeben,
um den fiir die Facherstrahlgeometrie mittels einer Transformation unter Verwendung
von Lemma 2.1.7 zu erhalten. Das mathematische Modell ist durch die 2D-Doppler—
Transformation gegeben. Wir setzen stets voraus, dafl {2 ein beschrinktes Gebiet und
f € Cl(Q, R?) ist.

Definition 4.1.2 Es sei w € S und s € [—1,1]. Der Operator D mit

Df(w, s) = w” - f(x) dl(x)

QNL(w,s)
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heifit zweidimensionale Doppler—Transformation. Die Gerade L(w, s) ist definiert durch
L(w,s) ={x € R?*|x"w = s}.

Bezeichnung: Mit V, x f bezeichnen wir die zweidimensionale Rotation des Feldes f.

Sie ist gegeben durch

of, of
VQXf(x,y):a—;—a—yl.

Man beachte, dafl im Gegensatz zu dreidimensionalen Feldern die Rotation eines zwei-
dimensionalen Feldes eine skalare Grofle ist. Es gilt ein zweidimensionales Analogon zu
Lemma 1.4.4.

Lemma 4.1.3 FEs gilt

9
S-DE=R(Vs x ). (4.3)

Indem wir

El=ey-ej, j=1.2

festlegen mit
ey (7) = (2m) 7 7% exp(=[x[?/(277)) .

erhalten wir wie in Kapitel 3 eine approximative Inverse von u durch

woo= (i) )= (i) .

Hierin sind die @y Losungen der Normalgleichungen
DD*®! = DE].

Die Rekonstruktionskerne @y bestimmt man wie in Abschnitt 3.2.2, die Herleitung ist
vollig identisch. Wir geben daher nur die Losungen an.

@}y(w,s) = \/27r*yq),1y(w,s,a)‘a: ,
%2 _ 3
d(w,s) = —\/27T*y<1>7(w,s,a)|a:0

Der Vorfaktor /277 ist gerade der Faktor, um den sich die zwei- und die dreidimen-
sionale GAUss-Funktion unterscheiden.

Fiir die weiteren Betrachtungen sei stets 2 = Bg(0) die offene Kreisscheibe mit Ra-
dius R um 0. Wie erwidhnt wollen wir Lemma 2.1.7 anwenden, um das Problem auf
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die Féacherstrahlgeometrie zu iibertragen. Hierzu benétigen wir die Transformation, die
Daten der Facherstrahlgeometrie in parallele Daten iibertrigt. Sei dazu zunéchst

0:[0,27) x [~7/2,7/2] — S'x[-R,R],
() - (02

Mit Hilfe der Abbildung p erkliren wir eine Transformation p, die das Gewiinschte
leistet.

o:L*(S* x[-R,R]) — L*([0,27) x [-7/2,7/2])
29(e, B) = glo(e, B)).

Wie man auch in diesem Fall die Skalarprodukte in Gleichung (4.4) in Form der gefil-
terten Riickprojektion schreiben kann, ist in DIETZ [9] nachzulesen.

In unserem Datensatz wurden diskrete Winkel o = k- 27/p, k = 0,...,p — 1 und
Gi=1i-7/(2q), i = —q,...,q gewdhlt mit p = 45 und ¢ = 22. Der Radius der Abtast-
kurve betrdgt R = 70 mm. In Abbildung 4.1.8 ist sowohl der gesamte Datensatz zu
sehen, als auch eine einzelne Projektion.

0]02¢

-1.5 o1 0.5 5 1 1.5

-0.01¢

Abbildung 4.1.8 Der Datensatz Du(ag, ;) (links) und eine einzelne Projektion
(rechts)

Die Rekonstruktion ist in Abbildung 4.1.9 zu sehen. Bemerkenswert dabei ist, dafl
der Tréger des Geschwindigkeitsfeldes in einem Schlauch in der Mitte enthalten ist,
ohne dafl wir irgendwelche Vorinformationen in der Rekonstruktion verarbeitet haben.
Fehler in der Rekonstruktion sind nicht nur auf Mefifehler zuriickzufiihren, sondern
auch darauf, dafl das Geschwindigkeitsfeld u eine von Null verschiedene Divergenz hat.
Daher sind Anteile von u im Kern von D enthalten und kénnen nicht rekonstruiert
werden.
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15 T T T T T

o5t S | S .

_1E 1 1 1 1 1
-15 -1 -0.5 0 05 1 1.5

Abbildung 4.1.9 Rekonstruktion u, aus den gemessenen Daten Du(ay, 5;)

Die Rotation des Feldes hat die Form
Vo xu(x)=—-2Ax;.

Diese konnen wir ebenfalls analog zu Abschnitt 3.3 rekonstruieren. Der entsprechen-
de Rekonstruktionskern ist wiederum gerade das \/277y-fache des Kernes, den wir im
dreidimensionalen Fall errechnet hatten, ausgewertet in @ = 0. Die Rekonstruktion ist
in Abbildung 4.1.10 dargestellt, wobei derselbe Datensatz wie bei der Rekonstruktion
von u verwendet wurde.

Abbildung 4.1.10 Rekonstruktion von Vs X u aus den gemessenen Daten
Du(akaﬁi)
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Die Rekonstruktionen zeigen, dafi auch im Falle gemessener Daten der beschriebene
Algorithmus sehr gute Ergebnisse effizient liefert, was Hoffnung macht auf weitere
praktische Anwendungen.

4.2 Ansitze zu anderen Verfahren

Wir stellen einige Verfahrensansétze vor, die vor allem fiir die 2D-Vektor-Tomographie
hergeleitet wurden. Diese beruhen entweder auf der Gleichung (1.15), oder auf einem
Analogon zum Projektionssatz der Radon-Transformation (siehe z.B. NATTERER [25]).
Abschlieflend wird kurz auf ein iteratives Verfahren von WERNSDORFER [39] eingegan-
gen.

4.2.1 Vollstindige Rekonstruktion durch Messung des Nor-
malflusses

Das im folgenden vorgestellte Verfahren zur vollstindigen Rekonstruktion von zwei-
dimensionalen Vektorfeldern entstammt im wesentlichen der Arbeit von STRAHLEN
[36]. Dabei wird die enge Verwandtschaft der 2D-Doppler-Transformation mit der
2D-Radon-Transformation ausgenutzt und in Anlehnung an die gefilterte Riickprojek-
tion in der 2D-Computer-Tomographie ein Algorithmus angegeben.

Fiir den gesamten Abschnitt setzen wir stets voraus, daf Q C IR? ein beschriinktes
Gebiet sei und f € C!(Q, IR?) ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit kompaktem
Tréger in €.

Definition 4.2.1 Es seien w € S' und s € [—1,1].
Der Operator D~ mit

D f(w,s) = / w - £(x) di(x)

QNL(w,s)

heifit Normalflu3—Transformation.

Wie die 3D-Doppler—Transformation ist auch die 2D-Doppler—Transformation nicht
injektiv. Jedoch ist ein Vektorfeld f eindeutig bestimmt, wenn man sowohl seine Dopp-
lertransformierte, als auch seinen Normalflufl kennt.

Lemma 4.2.2 Gilt sowohl Df = 0, als auch D~f = 0, so ist schon f = 0.
BEWEIS: Ist Df = 0 und D f = 0, so gilt fiir alle ¢ € [0, 27]

—sin(p) Rf; + cos(p) Rfy = 0,
cos(p) R, +sin(p) Rfy, =
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In Matrixschreibweise bedeutet dies

—sin(p) cos(p) \ ((RE ) _ [0
cos(p) sin(yp) RE, )\ 0 )
Die Matrix auf der linken Seite hat Determinante —1, demnach muf} fiir die Losung
gelten

Rf, =Rf, =0.
Aus der Injektivitit von R folgt die Behauptung.
O
Lemma 4.2.3 Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilt die Gleichheit
9 Dt R(V 1) (4.5)
ds B ' '

BEWEIS: Die Aussage beweist man mit den Rechenregeln der Radon—Transformation.
O

Mit Hilfe des vorangegangenen Lemmas kann man Gleichungen vom Typ der gefilterten
Riickprojektion angeben, um die Rotation und Divergenz des Feldes f zu berechnen.

Satz 4.2.4 Es sei v, € S(IR) eine Schwartz-Funktion und V, = R*v,. Dann gilt
a)
Vy* (Vy x f) = R*(v] * Df),

b)
Vyx (V-f) =R (v, D f).

BEWEIS: Beide Teile beweist man wie Satz 1.4.5, indem man die Gleichungen (4.3) und
(4.5) ausnutzt.
O

Approximiert V, die Delta-Distribution d, so kann man aus den Daten Df, bzw. D~ f
durch gefilterte Riickprojektion, eine geglittete Version von Divergenz und Rotation
des Vektorfeldes f berechnen. Dafi analoge Formeln auch fiir die Komponenten des
Feldes f gelten, beweist der nachstehende Satz.

Satz 4.2.5 Mit den vorangegangenen Bezeichnungen gilt
a)
V,xfy =R*(v, xw - (Df,D f)7),

b)
V,xfy =R*(v, xw- (Df, D f)7).
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BEWEIS: Nutzt man die Gleichheiten
w™ - (Df,D )" = Rf,

und
w- (Df, D7f)" = Rf,

aus, so gehen die Behauptungen a) und b) iiber in Gleichung d) von Lemma 1.4.3.
O

Bemerkung: Der Satz 4.2.5 zeigt, wie man aus den gegebenen Daten, eine geglittete
Version des zu rekonstruierenden Feldes durch gefilterte Riickprojektion erhilt. Eine
Verallgemeinerung auf hoherdimensionale Fille ist moglich, siehe STRAHLEN [36]. Es
ergeben sich dabei jedoch zwei bedeutende Schwierigkeiten. Zum einen wird es Proble-
me messtechnischer Art geben, da die NormalfluB—Transformation eines Vektorfeldes
eine Integration i{iber Hyperebenen ist, im dreidimensionalen Fall also iiber Ebenen.
Es ist unklar, wie man solche Integrale durch Messungen ermitteln will. Im zweidi-
mensionalen Fall ist dies kein Problem fiir rotationssymmetrische Felder f, denn dann
gilt einfach D~ f(w(p),s) = Df(w(e — 7/2), s). Die zweite Schwierigkeit liegt in dem
enormen Rechenaufwand, der zur Rekonstruktion nétig wire. Satz 4.2.5 1488t sich in
dieser Form nicht auf Dimensionen iibertragen, die gréfler als 2 sind. Vielmehr folgt
der Beweis des Rekonstruktionssatzes in beliebigen Dimensionen, der in der zitierten
Arbeit steht, demjenigen von Theorem 1.2.5. Aufgrund der dort auftretenden Diffe-
rentiationen und Volumenintegrale ist der Beweis kaum fiir ein effizientes Verfahren
geeignet.

4.2.2 Ein Projektionssatz fiir die Vektor—Tomographie

Der Projektionssatz fiir die 2D-Radon—Transformation ist aus der Computer-Tomogra-
phie bestens bekannt. Er beschreibt die Fourier-Transformierte von R f beziiglich der
Variablen s. Es gilt

(Rf)(w,0) = (2m)"* f(ow). (4.6)

Ein entsprechender Projektionssatz existiert auch fiir die Doppler-Transformation.
Satz 4.2.6 (Projektionssatz) a) Ist D die 2D-Doppler—Transformation, so gilt
(Df) (w,0) = 2m) P w™ - fow).
b) Ist D = @?:11)]- die 3D-Doppler—Transformation, so gilt analog
(Dif) (w, 0,a) = (27)Y20,(w) - £ (0 mjw + 7ja) .
BeEWEIS: Teil a): Wegen

Df(w, s) = cos(p) Rfy(w, s) — sin(p) Rf; (w, s)
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folgt die Behauptung aus Gleichung (4.6). Teil b) ergibt sich aus Teil a).
O

WINTERS, ROUSEFF [40] leiten mit Hilfe des Projektionssatzes einen weiteren Algo-
rithmus vom Typ der gefilterten Riickprojektion zur Rekonstruktion der Rotation her.
Indem wir beide Seiten der Gleichung (4.3) Fouriertransformieren und den Projekti-
onssatz der Radon—Transformation ausnutzen, erhalten wir

10 (DF)(w,0) = (21)'/? (V4 x £) (ow) . (4.7)

Schreiben wir die inverse Fourier-Transformation in Polarkoordinaten und verwenden
Gleichung (4.7), so ergibt sich

Vo x f(x) = (2m)7" o] (V3 x £) (ow(p)) 7% “®) do dp

= (2n)" o] (2m) 7?10 (DE) (w(), 0) €7 ) do dyp

St~y T’\a
—3 8T—3

8

~ em) 7 [ Qplw(e) xTw(e) dp,
mit ,
Qp(w,s) =1 / |a\a(Df)A(w,a)e“”da.

Die Funktion (g kann man auch in Form einer Faltung schreiben. Es gilt
Qp(w,s) = / gp(s — §') Df(w, s") ds,

wobei
B

gn(s) = (2m) /24 / o]0 e do
-B
ist. Insgesamt haben wir demnach

Vy x f & (21) 732 R*(gp = DF).

Den Filter gp kann man auch durch sphérische Bessel-Funktionen (siehe ABRAMO-
WITZ, STEGUN [2]) ausdriicken, es gilt

gs(s) = (2m) Y2 B® (jo(Bs/2) j1(Bs/2) — 2 j1(Bs)).

jo und j; bedeuten die sphérischen Bessel-Funktionen 1. Art von 0O-ter bzw. erster Ord-
nung. Dieser Zugang stellt eine Alternative zu Satz 4.2.4 dar.

Eine offene Frage ist, inwiefern, dhnlich wie bei der Computer—Tomographie, Algo-
rithmen fiir die Rekonstruktion des Feldes f ausgehend vom Projektionssatz fiir die
Doppler—Transformation 4.2.6 entwickelt werden konnen,.
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4.2.3 Direkte algebraische Methoden

DESBAT [8] behandelt das zweidimensionale Vektor-Tomographie-Problem mit alge-
braischen Methoden wie NATTERER [25] dies fiir die Radon-Transformation getan hat,
siehe auch Abschnitt 2.2.1.

Es seien endlich viele Punkte w;, s, gegeben mit w; = w(yp;), ¢; = jn/p, j=0,...,p—1
und s; =1/q,l = —q+1,...,q—1. Der Operator D,, : L*(Q?, IR?) — IR", n = p(2¢—1),
sei durch Punktauswertung in den Punkten (wj, s;) definiert.

(an)j,l = (Df) (wj, Sl) . (48)

Da D,, nur als Abbildung auf X, mit a > 1/2 eine auf ganz C" stetige Adjungierte
besitzt, bringt die Berechnung der Minimum-Norm-Lésung fiir das unterbestimmte
System (4.8) Schwierigkeiten mit sich. Diese kann man umgehen, indem man statt
iber Linien iiber Streifen S} integriert mit

Sjl = {X € B2 : |XTC¢)j — Sl‘ < 1/(]}

Man erhilt so einen Operator D, : L?(Q?, R?) — IR" durch

(Duf);1 = /s w” - f(x)dx = /(22 w™ - f(x) xu(x) dx,

i
wobei die Funktion x; € L*(92?) gerade die charakteristische Funktion des Streifens
S ist, also

]-a fﬁr|<x,w->—sl\<1/q,
Xi1(x) = { 0, sonst . ’

Eine Darstellung fiir die Matrix ﬁnﬁ; kann angegeben und mit dieser die zu D,
gehorende Minimum-Norm-Ldsung f'min berechnet werden.

Dariiber hinaus gibt DESBAT eine Abtastgeometrie fiir die 2D—Vektor—Tomographie an,
indem er den Zugang von NATTERER [25, Kap.3| fiir die 2D-Radon—Transformation
auf die Vektor-Tomographie iibertragt.

4.2.4 Ein iteratives Verfahren

WERNSDORFER [39] beschreibt die Anwendung von Algebraischen Rekonstruktions-
techniken (ART) zur Rekonstruktion von 3D—Vektorfeldern.
Wir betrachten dazu wieder die diskreten Operatorgleichungen

mit
(D)ot = | 0;(w,) - £(x) dl(x)
L(wv,s1,ax)
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fiir n = 4pqr, j € {1,2,3}. Die Diskretisierung sei wie in Abschnitt 3.2.3 gegeben.
Fiir das Feld f gelte V - f = 0. Ferner sei + : IN — IN? eine Bijektion, so daf es
zu jedem Index-Tripel (v,[, k) ein k € IN gibt mit «(k) = (v,l, k). Wir zerlegen den
dreidimensionalen Einheitswiirfel K7 in disjunkte Quader S, mit Seitenlédngen 2/N fiir
N > 0. Es sei also

NXNXxN

K= U Su, SunSy=0spu#y.
n=1

Wir nehmen an, f sei stiickweise konstant auf den Quadern S,, d.h. f hat eine Darstel-

lung
N3

fj = Z FIZ XS, -
n=1
Bezeichnen wir mit
by = ML(wy, si,a,) N Sy),  u(k) = (v, 1, k),

die Lénge des Teilstiicks der Gerade L(w,, s;, a;), das S, schneidet, wobei A das eindi-
mensionale LEBESGUE-Maf} ist, so gehen die drei Gleichungen (4.9) iiber in

N3

(gn,l)t(n) = Z F;} (_ Sin(gp,j)) bu,n + Fi COS(SOV) bu,n s

pu=1

N3
(gTL,?)L(H) = Z Fi (_ Sin(gp,j)) bu,n + FS COS(SOV) bu,n s

pn=1
N3
(Gn3)uw) = Z F; sin(py) by — Fj’ cos(¢w) by
pn=1
k) = (v,lk).

Wir wollen diese drei Gleichungen in kompakter Form zu einem Gleichungssystem zu-
sammenfassen. Dazu fassen wir die drei Datensétze g, ; zu einem Vektor G,, zusammen
in der Form

(Gn) = (gn,1: Yn2: Gng) | € R

¢ {1,...,3n} — {1,2,3} x {1,...,n} sei ein Isomorphismus, d.h. zu jedem & €
{1,...,3n} gibt es ein eindeutiges Paar Zahlen (j, k) mit

(Gn)EI = (gn,j)t(n)-

Dann lassen sich die drei obigen Gleichungen kompakter schreiben in der Form

N3
(Gp)e=>. Fl} B}L,g + Fj Bﬁyg + Fj Biyg . (4.10)
n=1
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Mit B;’ff bezeichnen wir die Groflen

—sin(gy) by, @ m=1,j5=1,
sin(gy) by @ m=1, =3,
cos(py) by @+ m=2,j=1,

Bre=4q —sin(p,)bys : m=2,j=2,
cos(py) by @+ m=3, j=2,

—cos(gu) by @ m=3,j=3,

\ 0 : sonst

mit ¢(&) = (J, k), (k) = (v,1, k). Gleichung (4.10) kénnen wir noch kiirzer schreiben
durch
(Gp)e=F"TB{ + F*'B{ + F*"B}, 1<¢<3n,

und erhalten schliefSlich die kompakte Form
G, =[B'B*B’|[F' F*F?]" .= B,F (4.11)

mit G, € R*, B, € R*3N° und F € R*’. Die Anwendung von ART auf die
Gleichungen (4.11) sieht wie folgt aus.

Sei FO € span {B; = [B{, B2, B]" |1 < £ < 3n} C R*™’ gegeben (z.B. FO =0 ).
Fir £ =0,1,... iteriere

Pt o= Fre Y
Ft = Bt + Lo ((Gu)e— B{FE,) B
& §-1 ‘35‘2 n)§ Ete-1 &
fir £€=2,...,3n,
FHl = f‘lgn

Hier ist 0 < p < 2 ein Relaxationsparameter. Fiir eingehendere Untersuchungen und
eine Konvergenzanalyse sei auf NATTERER [25] verwiesen.

WERNSDORFER korrigiert in seiner Arbeit jede Iterierte F¥, indem er fiir jeden Quader
S, ein Funktional der Form

8
> (BT = Fh)? + (Fi = FE)? + (FE — FL)?) + wdiv B!

i=1

minimiert. Dabei ist div* eine Diskretisierung des Divergenz-Operators, w ein LAGRAN-
GE-Multiplikator. Es wird jeweils {iber die 8 benachbarten Quader von S, summiert.

Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dafl es sich ohne grofie Probleme auf beliebige Geo-
metrien iibertragen l&8t. Der entscheidende Nachteil gegeniiber dem Verfahren der
approximativen Inversen ist der Aufwand. Jede Gerade L trifft pro Schicht etwa N
Quader, d.h. in jedem Vektor B sind etwa O(N?) von Null verschiedene Eintriige.
Nehmen wir an, da8 ¢ = O(p) und r = O(p) gilt, eine durchaus sinnvolle Annahme,
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so mufl man pro Iteration O(p*N?) Rechenoperationen durchfiihren, soviel wie fiir die
gesamte approximative Inverse. Vergleicht man den Aufwand mit der schnellen Versi-
on der approximativen Inversen fiir Vektorfelder unter denselben Annahmen, so sieht
man, dafl das Iterationsverfahren fiir groe Datenmengen nicht mehr konkurrenzfihig
sein wird.

4.3 Ausblick auf zukiinftige Untersuchungen

Mit dieser Arbeit ist das Problem der Vektor—Tomographie natiirlich bei weitem noch
nicht abgeschlossen. Vielmehr ist das hier vorgestellte Verfahren ein erster Schritt.
Probleme, die noch zu untersuchen sind, sind neben anderen die folgenden.

Wie verhélt sich die Divergenz des rekonstruierten Feldes S,g, wenn die des exakten
Feldes gleich Null warl' Eine Méglichkeit den Fehler zu korrigieren besteht in folgendem
Vorgehen. Es sei f = f* ein divergenzfreies Vektorfeld. Das rekonstruierte Feld f,; hat
die Gestalt

frek == fS + Vp.
Wendet man auf beiden Seiten den Divergenz-Operator an, so erhélt man
Ap =V- frek .

Mit Hilfe geeigneter Randbedingungen an p erhilt man p somit als Losung einer Po-
tentialgleichung und wir konnen f* berechnen durch

S
f° = frek - VP :
Desweiteren wire es auch interessant zu untersuchen, wie die Normalkomponente
n- frek

auf dem Rand von § sich verhilt. Ublicherweise fordert man von Geschwindigkeitsfel-

dern
n-f=20

auf 0€, d.h. es dringt keine Fliissigkeit nach auflen. Den Fehler in f.x kann man so
korrigieren: Man addiert zu f, ein Korrekturfeld f, das die Gleichungen

V xf 0,
v -f = 0,
n-f = —1n - fex

erfiillt. Mit Lemma 1.2.3 folgt aus der ersten Gleichung f = V¢. Damit gehen die
beiden anderen Gleichungen iiber in

Ap = 0,
99
on

= —n frek-
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Die Losung dieser Laplace-Gleichung ist bis auf eine additive Konstante bestimmt, also
ist V¢ eindeutig bestimmt, und wir berechnen

fneu = frek + Vd) .

Grundsitzlich ist die beschriebene Mefigeometrie ziemlich umsténdlich fiir praktische
Anwendungen, da entweder das zu untersuchende Objekt, oder die Meflanordnung drei
mal gedreht werden miissen. JUHLIN [14] zeigt, dal man auch mit zwei Datensitzen
D;f auskommt, indem man die Gleichheit

v 0
ey -V xf(r,yz2) = / 6—n62-fo(x,n,z)dn
= —/y 2 -V x f( )—l—3 -V x f( )d
- e 6.’.561 T, mn,z 8263 x,mn,z)an

ausnutzt. Jedoch ist die angegebene Formel nicht zur Implementierung geeignet. Es ist
demnach durchaus wichtig, sich geschicktere Mefigeometrien zu {iberlegen.

Bei unserem hergeleiteten Verfahren verwenden wir zur Rekonstruktion der ersten
Komponente eines Vektorfeldes f; lediglich den ersten Datensatz D:f. Dieser enthéilt
Informationen iiber die Komponenten f; und f;. Im Datensatz Dsf stecken Informa-
tionen iiber f; und f3, diese werden jedoch zur Berechnung von f; nicht genutzt. Die
Frage ist daher, inwiefern sich das Konzept der Approximativen Inversen im Falle der
Vektor—Tomographie erweitern lafit, damit zur Rekonstruktion von f; sowohl der Da-
tensatz D:f, als auch Dsf Verwendung finden. Die zusitzliche Information sollte zu
einer Verringerung des Fehlers bei der Rekonstruktion in Abschnitt 4.1.1 fiihren.

Ein weiterer Forschungsgegenstand wird es sein, auf dem Gebiet Q, z.B. Q = Q3, nicht
nur die euklidische, sondern beliebige RIEMANNsche Metriken zu betrachten. Es ist
klar, daf} die Geraden, die wir betrachten, nur Anndherungen an die Realitét sind.
In Wirklichkeit wird die Welle gebeugt, d.h. man wird iiber geoditische Linien einer
R1EMANNschen Metrik integrieren. Das ist jedoch mit enormen Schwierigkeiten verbun-
den. Zum einen kann man bei der Berechnung der Rekonstruktionskerne nicht mehr
die Singuldrwertzerlegung der Radon—Transformation ausnutzen, da diese nur fiir die
euklidische Metrik bekannt ist. Zum anderen hat der Divergenzoperator eine andere

Gestalt, ndmlich
3 3 afl

=3

i=1 j=1

ij

)
an

wobei ¢¥ die Koeffizienten des zweifach kontravarianten metrischen Tensors darstellen,
siche SHARAFUTDINOV [32]. Demzufolge ist die Differentialgleichung, die zur Korrek-
tur des rekonstruierten Feldes gelést werden muf}, nicht mehr eine Potentialgleichung,
sondern hat eine wesentlich kompliziertere Form.

Dies sind nur einige Punkte, in welche Richtung die Forschungen in der Vektor—
Tomographie weitergehen konnten.
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