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Einleitung

In vielen Anwendungsbereichen méchte man eine Probe auf eventuelle Unre-
gelméBigkeiten hin untersuchen. Hierbei ist man bestrebt, Methoden einzusetzen,
die die Probe mdoglichst nicht beschédigen. Im medizinischen Bereich spricht man
von ’nicht invasiven Untersuchungen’, in der Materialwissenschaft von ’zersto-
rungsfreiem Priifen’. Um solche Messungen durchfiihren zu kénnen, ist man auf
einen Informationstriger angewiesen, der indirekt Aufschluss {iber die interessie-
renden Groflen gibt.

Als Informationstréger eignen sich unter anderem Ultraschall, Licht, Rontgen-
strahlung oder auch anders geartete elektromagnetische Strahlung. Abhéngig
von dem physikalisch interessierenden Parameter, der Auflésung oder der Grofle
des zu untersuchenden Objektes hat jeder dieser Informationstriger sein speziel-
les Anwendungsfeld.

Ganz allgemein findet eine Interaktion des Informationstrigers mit dem Objekt
durch Absorption, Anderung der Richtung, Variation der Polarisation oder Phase
statt. Hierbei ist die Interaktion basierend auf Absorption nicht ideal, da eine
gewisse Dosis verabreicht wird. Zudem ist der Kontrast, der durch Absorption
hervorgerufen wird, oft sehr gering, z.B. liegt er bei der Detektion von Léchern
mit einem Durchmesser von 20pum in Aluminium bei einer Rontgenenergie von
25kV bei nur 1% (siehe [14]). Auf der anderen Seite liegen die physikalischen
Parameter der Phasenmodulation hiufig, wie im Beispiel des Aluminiums, bis
zu 1000-mal hoher als bei der Absorption. Daher erzeugt eine Messung, die die
Phasenmodulation feststellen kann, mitunter einen deutlich besseren Kontrast.

Die Vorteile einer phasensensitiven Messung liegen somit auf der Hand. Es
konnen hiermit auch Materialien untersucht werden, die kaum Strahlung absor-
bieren. Desweiteren kann die Energie der einfallenden Strahlung in solche Berei-
che verschoben werden, dass die Probe nur noch wenig absorbiert. Dies verringert
die verabreichte Dosis und somit die Schidigung der Probe. Dadurch, dass bei
dem Ubergang zweier Materialkomponenten fast immer ein Phasensprung vor-
liegt, entsteht ein viel besserer Kontrast, was wiederum zur Verringerung der
Dosis genutzt werden kann.

Eine Verdnderung der Phasenlage der Welle driickt sich durch Interferenz aus.
Indem z.B. der Abstand eines Detektors zur Probe verindert wird, entstehen ver-
schiedene Intensitdtsmuster. Es werden deshalb bei der holographischen Methode
mehrere Messungen zu unterschiedlichen Abstdnden durchgefiihrt und hieraus
die Objektfunktion bestimmt.

Um diese Interferenzen sichtbar zu machen, ist eine hohe rdumliche Kohérenz
notig, wie sie z.B. bei Synchrotronanlagen realisiert ist. Aber auch eine laborféhi-
ge Version in Form von Mikrofocusréhren ist in der Entwicklung so weit fortge-



schritten, dass in naher Zukunft hiermit phasensensitive Messungen durchgefiihrt
werden konnen. Die Messgeometrie unterscheidet sich allerdings von der am Syn-
chrotron.

Da es sich bei der Phasenkontrasttomographie um eine Erweiterung der Ab-
sorptionstomographie handelt, ist auch sie ’schlecht gestellt’. Das bedeutet, ohne
eine geeignete Regularisierung konnen keine stabilen Rekonstruktionen bestimmt
werden.

Die bisherige Modellierung fufit auf einer anschaulichen Interpretation. Das Ge-
samtproblem wird in zwei Teilprobleme zerlegt, wobei diese Teile auf Theorien
beruhen, die aus der Elektronenmikroskopie und Absorptionstomographie be-
kannt sind. Eine Herleitung aus physikalischen Grundgleichungen wurde bei der
Modellierung bisher auflier Acht gelassen.

Ziel dieser Arbeit ist es, eine konsequente Herleitung der bisherigen Modellierung
aus physikalischen Grundgleichungen anzugeben und hierauf aufbauend weitere
Modelle zu betrachten. Mit Hilfe dieser Herleitung lassen sich Fehlerschranken
bestimmen, so dass der Giiltigkeitsbereich der Modelle angegeben werden kann.
Desweiteren kann eine Aussage dariiber getroffen werden, wie viele und in wel-
chen Entfernungen Messungen durchgefiihrt werden sollten.

Mit neueren Methoden aus dem Bereich der Tomographie wie z.B. der Appro-
ximativen Inversen oder der schnellen Riickprojektion lassen sich Verfahren ent-
wickeln, die weniger datenfehleranfillig und mehr als doppelt so schnell sind wie
die bisher gebrduchlichen.

Auflerdem wird die Messgeometrie an Mikrofocusréhren analysiert und auch fiir
diesen Fall werden Verfahren zur Rekonstruktion abgeleitet.

Im ersten Kapitel werden die drei gebrauchlichsten Messgeometrien beschrieben,
die bei der Phasenkontrasttomographie zur Anwendung kommen. Hierbei spielt
die sogenannte holographische Methode die wichtigste Rolle, da sie fiir die mess-
technische Umsetzung am einfachsten zu realisieren ist.

Der Schwerpunkt des zweiten Kapitels liegt auf dem Fresnel’schen Beugungs-
integral. Dieses spezielle Integral ist die Grundlage aller bisher entwickelten Re-
konstruktionsalgorithmen und wird daher in diesem Kapitel eingehend analysiert.
Zudem wird ein spezielles Problem, das auf dem Fresnel’schen Beugungsintegral
basiert und in optischen Anwendungen auftritt, diskutiert. Hierfiir werden zwei
Rekonstruktionsverfahren abgeleitet und in numerischen Beispielen getestet.

Das dritte Kapitel beschiftigt sich sehr detailliert mit der holographischen Mess-
methode. Durch eine konsequente Herleitung des bisher verwendeten mathema-
tischen Modells aus der Wellengleichung ergeben sich eine Reihe von weiteren
Modellen, die die Wirklichkeit mehr oder weniger gut widerspiegeln. Fiir diese



Modelle werden sowohl Fehlerschranken in Bezug auf ihre Approximationsgiite
als auch Rekonstruktionsverfahren abgeleitet. Numerische Tests an synthetischen
und realen Daten geben Aufschluss iiber die Qualtitéit der Rekonstruktionen, die
Rechenzeit und das Verhalten bei Datenfehlern.

Die Modellierung beziiglich Kugelwellen ist Thema des vierten Kapitels. Da die
Annahme von ebenen Wellen nur an speziellen Messanlagen wie z.B. dem Syn-
chrotron gerechtfertigt ist, muss fiir laborfihige Systeme, wie sie wahrscheinlich in
Form von sogenannten Mikrofocusréhren bald eingesetzt werden, das Modell auf
Kugelwellen erweitert werden. Eine Analyse mitsamt numerischen Tests zeigt,
dass dies moglich ist.

Schlielich folgt im fiinften Kapitel eine kurze Zusammenfassung aller wichtigen
Resultate und ein Ausblick auf Fragestellungen, die sich an diese Arbeit anschlie-
Ben.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Univ.-Prof. Dr. A. K. Louis, der mir ein
Arbeitsgebiet erdffnete, das mir groflen Spafl bereitete. Aufler, dass er immer
wieder wertvolle Impulse fiir meine Arbeit setzte, ermoglichte er mir auch, an
verschiedenen Tagungen teilzunehmen, so dass ich viele renomierte Autoren aus
dem Gebiet der Numerik persénlich kennen lernen konnte.

Desweiteren danke ich auch meinen Kollegen aus der Arbeitsgruppe, vor allem
Herrn Dipl.-Math. Volker Gebhard. Die Diskussionen mit ihm fiihrten oft zu
sehr niitzlichen Ansétzen.

Fiir die Bereitstellung des Datenmaterials vom ESRF danke ich Herrn Lukas Hel-
fen.

Schliellich danke ich meinen Eltern sowie meiner lieben Annette fiir ihre Geduld
und ihren Zuspruch.



Kapitel 1

Bisherige Modelle und Verfahren

Seit rund hundert Jahren wird die konventionelle Radiographie in der Medizin
und bei der zerstorungsfreien Priifung eingesetzt. In vielen Bereichen ist sie als
Diagnose- und Analyseverfahren nicht mehr wegzudenken.

Die traditionelle Radiographie basiert auf der Eigenschaft, dass unterschiedliche
Komponenten eines Objektes Rontgenstrahlung verschieden stark absorbieren.
Der Kontrast eines Details hingt zum einen von der Detailgréfie und zum ande-
ren von dem Unterschied des Absorptionsverhaltens der Details und des Umfelds
ab. Das bedeutet, je grofler das Detail bzw. der Unterschied im Absorptionsver-
halten, desto besser erscheint das Detail in der Rekonstruktion.

Guter Kontrast wird z.B. im medizinischen Bereich bei der Visualisierung von
Knochen erreicht. Anders hingegen sieht es bei der Diagnose von Weichteilen
aus. Hier ist der Unterschied im Absorptionsvermdgen im Vergleich zu dem um-
gebenden Gewebe oft zu gering, um noch in verwertbare Informationen umgesetzt
zu werden. Bei der Visualisierung von Gefdaflen behilft man sich durch die Ver-
wendung von Kontrastmitteln, die in die Gefiafle eingebracht werden. Allerdings
bedeutet dies natiirlich einen viel héheren Aufwand. Auflerdem hat diese Metho-
de den Nachteil, dass die Informationen stark verrauscht sind.

Die phasenempfindliche Radiographie beruht darauf, dass aufler der Amplitu-
de, was der klassischen Radiographie entspricht, auch die Phase der einfallenden
Welle moduliert wird. Dies hat zur Folge, dass Anteile des einfallenden Wel-
lenfeldes unter kleinstem Winkel aus der Ausbreitungsrichtung der Strahlung
weggebeugt werden. Um diese Beugungseffekte sichtbar zu machen, ist aber eine
hohe rdumliche Kohérenz notig, die zur Zeit nur an speziellen Messanlagen wie
der Synchrotronanlage in Grenoble verwirklicht ist. Allerdings ist die Entwick-
lung von Mikrofocusréhren, die auch sehr gute Kohérenzeigenschaften besitzen,
so weit fortgeschritten, dass phasenempfindliche Untersuchungen in naher Zu-
kunft auch in kleineren Laboren durchgefiihrt werden kénnen.

Dadurch, dass bei der phasenempfindlichen Radiographie aufler der Absorption
auch die Phaseninformation zugénglich ist, ergeben sich zum Teil ganz neue An-



wendungsgebiete. Materialien wie Schiume, Fasern, Komposite und andere kaum
absorbierende Stoffe sind so detektierbar, siehe [11, 15, 35]. Da bei dem Ubergang
von zwei Medien fast immer ein Phasensprung vorliegt, enthalten die Rekonstruk-
tionen einen sehr guten Kontrast. Vor allem bei biologischen Objekten, die nur
ein schwaches Absorptionsvermégen im Vergleich zur Umgebung besitzen, wie
z.B. bei der Untersuchung von Weichteilen ist dies ein grofler Vorteil. Somit sind
bei der Rekonstruktion von Geféflen keine Kontrastmittel mehr nétig. Auch in
der Mammographie werden bessere und fiir den Menschen vertréglichere Unter-
suchungsmethoden mit Hilfe von phasenempfindlicher Radiographie entwickelt,
siehe [28].

Aufgrund des guten Kontrastes ist es auch méoglich, die Strahlendosis zu senken,
Faktoren von 10 bis 100 sind je nach Anwendungsgebiet realisierbar. Aufler-
dem wird bei der Modulation der Phase keine Energie im Objekt umgesetzt, das
bedeutet, dass bei medizinischen Untersuchungen die Schidigung des Gewebes
weitaus geringer ausfillt.

Alle bisherigen Ansiitze zur phasenempfindlichen Tomographie lassen sich auf
Grund ihrer verschiedenen experimentellen Messanordnungen in drei Gebiete un-
terteilen. Dies sind: Interferometrische Techniken, Schlieren-Technik und holo-
graphische Methode.

Hierbei spielt die holographische Methode, auf Grund ihrer sehr einfachen expe-
rimentellen Realisierbarkeit, die wichtigste Rolle. Fast alle bisher entwickelten
Rekonstruktionsverfahren beruhen auf dieser Messmethode. Auch in dieser Ar-
beit werden wir uns auf diesen Ansatz konzentrieren, wobei aber ein Teil der
Ergebnisse aus dem zweiten Kapitel auch auf die beiden anderen Messanordnun-
gen anwendbar ist.

In den nachfolgenden Abschnitten werden nun die verschiedenen Messgeometrien
ndher beschrieben.

1.1 Interferometrische Techniken

Der einfallende Rontgenstrahl wird in zwei Teilstrahlen zerlegt. Einer der beiden
Strahlen wird durch das Objekt geleitet, der andere dient als Referenzstrahl und
wird am Objekt vorbeigefiihrt. Hinter dem Objekt werden nun beide Strahlen
wieder vereinigt, und es ergibt sich ein Interferenzbild. Die Gestalt dieses Bildes
héngt von der Phasenverschiebung der beiden Strahlen ab [8].

Um systematische Fehler, die sich aus den experimentellen Apparaten ergeben,
zu kompensieren, wird ein Phasenschieber in die Anordnung eingefiigt. Dieser
Phasenschieber kann durch Rotation in seiner effektiven Dicke variiert werden
und verursacht dadurch eine zusétzliche, variable Phasenverschiebung zwischen
Referenzstrahl und Objektstrahl.



Phasenschieber

I I Objekt I /

Detektor

Abbildung 1.1: Anordnung bei Interferometrischer Messung

Die Rekonstruktion eines Phasenbildes gestaltet sich relativ einfach. Es wer-
den eine Reihe von Bildern zu verschiedenen Phasenschiiben aufgenommen. Aus
diesen Bildern ldsst sich dann unmittelbar das Phasenbild erzeugen. Durch die
Variation der Einfallsrichtung der Réntgenstrahlung lassen sich Phasenbilder zu
verschiedenen Richtungen berechnen. Mit Hilfe von tomographischen Verfahren
wie z.B. gefilterter Riickprojektion, ist eine 3D-Rekonstruktion moglich, siehe
[37].

Die Anzahl der aufzunehmenden Bilder ist bei dieser Methode sehr hoch und au-
Berdem wird eine hohe Intensitit der einfallenden Strahlung benétigt, siehe [6].
Der experimentelle Aufbau ist &uflerst aufwendig.

1.2 Schlieren-Technik

Die Schlieren-Technik geht auf ein Verfahren aus der klassischen Optik zuriick
[23].
Bei dieser Methode werden kleinste Winkelabweichungen des Strahls gemessen.
Eine Anderung der Phase im Objekt lenkt den einfallenden Strahl lokal durch
Brechung um einen kleinen Winkel ab. Ein einfacher Zusammenhang liefert die
Formel L8
¥

Aa = .
Hier ist A« der Ablenkwinkel, £ die Wellenzahl und ¢ die Phasenfunktion des
Objektes.
Um die Abweichungen von der Einfallsrichtung des Rontgenstrahls zu messen,
wird das Objekt zwischen zwei Kristalle positioniert. Hierbei fungiert der erste
Kristall als Kollimator der zweite als Analysator. Durch die Drehung des Ana-
lysators, der nur eine bestimmte Einfallsrichtung passieren ldsst, konnen nun die
Anteile zu den einzelnen Winkel abgetastet werden.

Obwohl der Messaufbau bei der Schlieren-Technik um einiges einfacher ist als bei
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Kollimator Analysator

Detektor

Abbildung 1.2: Messaufbau bei Schlieren-Technik

interferometrischen Methoden, ist er dennoch immer noch sehr aufwendig.
Probleme ergeben sich bei der Schlieren-Technik in der Interpretation der Bilder.
Weil die Winkeldnderungen des Rontgenstrahls in der Beugungsebene verschie-
den sind zu denen in der Ebene senkrecht dazu, ergeben sich in den Aufnahmen
geometrische Verzerrungen, und die Bilder konnen hauptsichlich nur qualitativ
ausgewertet werden [14]. Aus diesem Grund ist bisher mit dieser Methode noch
keine Volumenrekonstruktion durchgefiihrt worden.

Die Bezeichnung Schlieren-Technik wird in der Literatur nicht einheitlich verwen-
det. Sie lauft auch unter den Namen: ’refraction contrast’ [42], 'phase dispersive
imaging’ [27], 'phase contrast imaging’ [17] und ’diffraction enhanced imaging’
[16].

1.3 Holographische Methode

Der vielversprechenste Ansatz, im Hinblick auf industrielle Anwendung, ist die
holographische Methode. Der Messaufbau ist hier bedeutend einfacher als bei
den beiden vorigen Geometrien.

Das Objekt wird mit einer ebenen, monochromatischen, rdumlich koh&renten
Rontgenstrahlung beleuchtet. Da das Objekt eine Verdnderung des Wellenfeldes
verursacht, ergeben sich, je nach Abstand des Detektors vom Objekt, unterschied-
liche Interferenzbilder. Aus den Interferenzbildern, die jeweils zu verschiedenen
Absténden des Detektors und zu unterschiedlichen Einfallsrichtungen der Ront-
genstrahlung aufgezeichnet werden, ldsst sich das Objekt bestimmen.

Der instrumentelle Aufbau ist bei der holographischen Methode bis auf den grofie-
ren Objekt-Detektor-Abstand, es werden Abstinde von 0.01m bis 1m verwendet,
dhnlich der klassischen Rontgentomographie. Lediglich die einfallende Strahlung
muss eine starke Kohérenzbedingung erfiillen.
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Abbildung 1.3: Messautbau bei der holographischen Methode

Ein grofler Vorteil dieser Methode ist, dass im Strahlengang weniger optische
Gerite benotigt werden und somit auch weniger Storgrofien vorhanden sind. Die
Qualitiat der Aufnahmen ist deshalb besser.

Wiéhrend die Phaseninformation bei interferometrischen Methoden und bei der
Schlieren-Technik unmittelbar zuginglich ist, muss bei der holographischen Me-
thode ein groflerer Aufwand betrieben werden. In der Literatur sind schon eine
Reihe verschiedener Rekonstruktionsverfahren fiir diese Messgeometrie bekannt.
Die bisherigen Verfahren lassen sich in vier verschiedene Ansétze unterteilen. Al-
le diese Ansétze verwenden ein vereinfachtes Vorwirtsmodell, das auf zwei Teil-
schritten basiert:

In einem ersten Schritt wird die Objektfunktion zunéchst entlang der Ausbrei-
tungsrichtung der einfallenden Welle in eine virtuelle Ebene projiziert, siehe Ab-
bildung 1.4. Danach findet an dieser Ebene Streuung statt. Das Abbild auf dem

Einfallende Welle
Virtuelle Ebene Gestreute Welle

o

Objekt

\ 4

\ 4

Objekt Detektor
Detektor

Erster Schritt Zweiter Schritt

Abbildung 1.4: Vorwirtsmodell bei den bisherigen Verfahren

Detektor ist nun die Intensitdt der gestreuten und der einfallenden Strahlung.
Somit gilt fiir die Intensitdt I der Zusammenhang

I= |uz + U5|2,
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wobei u; das einfallende und u, das gestreute Feld ist. Um das Modell zu linea-
risieren wird die Intensitdt durch

I = |ug)? + uit; + Tu,
gendhert.
Die sogenannte Paraboloid-Methode von Cloetens et al [13, 14] zerlegt die Rekon-
struktion entsprechend dem Vorwértsmodell in zwei Schritte. Zunéchst wird aus
den Intensitdtsmessungen einer einfallenden Richtung das Projektionsbild in der
virtuellen Ebene bestimmt. Hierzu kommen Verfahren zum Einsatz, die sich in
der Elektronenmikroskopie bewéhrt haben [5, 29]. Abschlieflend wird mit Hilfe
mehrerer Einfallsrichtungen und gefilterter Riickprojektion die Objektfunktion
ermittelt. Die Paraboloid-Methode wird im dritten Kapitel als Spezialfall eines
anderen Verfahrens wieder auftreten.
Kohn [30] verwendet genau dieselbe Aufteilung wie Cloetens et al, benutzt aber
zusitzlich eine Reihe weiterer Ndherungen. Dadurch wird die Berechnung des
virtuellen Projektionsbildes sehr vereinfacht. Allerdings ist dieses Verfahren auf
Grund der vielen Ndherungen nur auf einen kleinen Anwendungsbereich, im Be-
sonderen auf kleine Objekte, beschrénkt. Die rdumliche Rekonstruktion geschieht
auch hier mit gefilterter Riickprojektion.
Die Gruppe von Wilkins benutzt zur Rekonstruktion die ’transport of intensity
equation’ (TIE) [4, 22, 41]. Diese Gleichung stellt einen Zusammenhang zwi-
schen der Anderung des Intensititsprofils bei variierendem Detektorabstand und
der Phaseninformation des Wellenfeldes her. Bezeichnen wir mit z den Abstand
Objekt-Detektor und mit ¢ die Funktion der Phase, dann gilt

1
k%(m) = —-V(IVe)(x).

Der V-Operator wirkt auf dem Detektor und die Koordinate x befindet sich
auch in der Detektorebene. Die Inversion setzt sich wieder aus zwei Teilschrit-
ten zusammen. Im ersten Schritt wird mit der TIE das Phasenprofil in der
virtuellen Projektionsebene berechnet und schliefllich das Objekt mit gefilterter
Riickprojektion bestimmt. Vor allem die Differentiation der Intensitdt I nach
dem Abstand z gestaltet sich bei dieser Methode als numerisch problematisch.
Da Phasenobjekte, dhnlich zum normalen Rauschen, starke Oszillationen in der
Messung verursachen, ist die Differentiation nur schwer zu regularisieren. Das
Verfahren ist deshalb sehr anfillig gegen Datenfehler, siehe [14].

Einen anderen Weg beschreitet Bronnikov [9, 10]. Mit Hilfe mehrerer Niherungen
nutzt er einen Zusammenhang der 3D-Radontransformation der Objektfunktion
mit der 2D-Radontransformation der Daten. Eine Unterteilung des Rekonstruk-
tionsverfahrens in zwei Schritte ist nicht nétig. Der Algorithmus ist direkt als
gefilterte Riickprojektion darstellbar. Auch hier ist das Anwendungsgebiet auf
Grund der vielen Approximationen eingeschrénkt. Bronnikov geht bei seinem



Verfahren davon aus, dass es sich bei dem untersuchten Objekt um ein reines
Phasenobjekt handelt, es also keine Absorption aufweist. Um dennoch absorbie-
rende Medien zu untersuchen, schlégt er eine Messung sehr nahe am Objekt vor,
mit deren Hilfe das Absorptionsvermdgen der Probe gemessen werden soll. Die
Daten fiir die Rekonstruktion der Phase werden nun modifiziert und sein Ver-
fahren ist anwendbar. Diese Herangehensweise ist allerdings fiir groflere Objekte
problematisch.

1.4 Wichtige Fragestellungen

Die bisherigen Resultate auf dem Gebiet der Phasenkontrasttomographie zeigen
deutlich, dass phasensensitive Messungen nicht nur eine Ergénzung zur konven-
tionellen Radiographie darstellen, sondern ganz neue Anwendungsbereiche er-
schlielen.

Was die Messgeometrie betrifft, so zeichnete sich in den letzten 3 Jahren ein
Trend in Richtung der holographischen Methode ab. Dies ist auf Grund der
sehr einfachen Messanordnung verstidndlich. Interferometrische Methoden und
die Schlieren-Technik werden fiir die rdumliche Rekonstruktion eines Objektes
wohl in Zukunft nur eine untergeordnete Rolle spielen.

Alle vorgestellten Rekonstruktionsverfahren zur holographischen Messmethode
verwenden das vereinfachte Vorwirtsmodell. Bisher ist noch nicht geklirt, wie
gut das einfache Modell die Wirklichkeit widerspiegelt und wie grof§ die zu er-
wartenden Fehler sind.

Weiter wire es wichtig zu wissen, wie viele Abstandsmessungen durchgefiihrt wer-
den miissen, damit die Objektfunktion eindeutig bestimmt ist. Auflerdem sind
die Verfahren in Bezug auf Schnelligkeit und ihre Regularisierungseigenschaften,
also Verhaltens bei Datenfehlern, noch nicht optimiert.

Nichtlineare Algorithmen, die auch den quadratischen Anteil der gestreuten Welle
in der Intensitédt beriicksichtigen, gibt es fast keine. Zwar beschreibt Cloetens in
[14] ein eingefrorenes Newton-Verfahren, doch Tests mit realen und kiinstlichen
Daten lieferten bisher keine {iberzeugenden Ergebnisse.

Schlielich soll Phasenkontrasttomographie mit Hilfe von Mikrofocusréhren auch
in normalen Laboratorien angewendet werden. In diesem Fall ist die Annah-
me einer einfallenden ebenen Welle aber nicht mehr zutreffend, und stattdessen
miissen zur Modellierung Kugelwellen verwendet werden.

Allen diesen noch offenen Fragestellungen werden wir in den folgenden Kapiteln
nachgehen.

10



Kapitel 2

Rekonstruktion von
Phasengittern

Alle Messmethoden, die im ersten Kapitel vorgestellt worden sind, verwenden bei
der Modellierung des gestreuten Feldes das sogenannte Fresnel’sche-Beugungs-
integral. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns deshalb eingehend mit diesem
Integraloperator. Allerdings beschréinken wir uns zunéichst nur auf einen einfa-
chen Fall. Im dritten Kapitel, in dem wir uns der Rekonstruktion von rdumlichen
Objekten zuwenden, werden wir das Modell entsprechend erweitern.

Im Speziellen analysieren wir in diesem Kapitel das Rekonstruktionsproblem ei-
nes Phasengitters. Unter einem Phasengitter verstehen wir ein Objekt, dessen
Tréger in einer Hyperebene liegt. Es stellt sich heraus, dass der Nachweis der
Eindeutigkeit in diesem Fall schwierig ist. Nur mit starken Voraussetzungen ist
es moglich, die Injektivitit des Operators zu zeigen.

Auflerdem wird ein Gauf-Newton Verfahren zur Rekonstruktion eines Phasengit-
ters vorgestellt.

2.1 Das Fresnel’sche-Beugungsintegral

Bei der Untersuchung von kleinen Objekten wurde bereits von Th. Young (1773-
1829) und A. J. Fresnel (1788-1827) festgestellt, dass sich die Intensititen zweier
Lichtquellen nicht, wie in der klassischen Optik angenommen, als Summe der bei-
den Einzelintensitédten ergeben, sondern auch Interferenzerscheinungen zeigen.

Als Erkldrung kann hier das Wellenmodell mit dem Huygenschen Prinzip her-
angezogen werden, siehe [8]. Dieses besagt, dass jeder Punkt eines Objektes als
Ausgangspunkt einer neuen Welle betrachtet werden kann. Im zweidimensionalen
Fall bedeutet dies, dass sich die Welle kreisformig von den jeweils betrachteten
Punkten ausbreitet. Das gesamte Wellenfeld ergibt sich als Uberlagerung aller
Wellen, die von den Punkten des Objektes ausgehen. Oft ist dieser Ansatz fiir
die explizite Berechnung des Wellenfeldes zu aufwendig, und es werden daher
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Néherungen verwendet.

Bei der sogenannten Fraunhofer Ndherung werden die Kreise von gleichem Schwin-
gungszustand jeweils durch Tangenten an die entsprechenden Kreise genihert.
Dies bedeutet, dass von einer Ausbreitung in Form ebener Wellen ausgegangen
wird. Die Berechnung des Wellenfeldes wird hier sehr einfach, weil in diesem Fall
das Wellenfeld gerade die Fouriertransformation des Objektes ist. Giiltig ist diese
grobe Niherung nur, wenn das Wellenfeld in sehr grofier Entfernung vom Objekt
bestimmt werden soll.

Eine weitere Néherung ist die Fresnel-Approximation. Hier werden die Krei-
se durch Parabeln substituiert. Der Giiltigkeitsbereich dieser Ndherung ist um
einiges grofler, und das ist auch der Grund, warum diese Ndherung in vielen An-
wendungen verwendet wird.

Kommen wir nun zur Definition des Fresnel’schen Beugungsintegrals, siehe [8, 21].

Definition 2.1.1 Der Operator P, definiert durch
{ — Vi IR ei;_z(s_t)QT(t)dt fiir z # 0

2272
—iLT(s) fir =0
heiffit Propagationsoperator oder auch Fresnel’sches-Beugungsintegral zum Ab-
stand z.
Der Wert k € R" entspricht der Wellenzahl und die Funktion T : IR — C nennen
wir Funktion des Phasengitters.

P,T(s) =

Da es sich bei dem Propagationsoperator um einen Operator vom Faltungstyp
handelt, bietet sich die Anwendung des Faltungssatzes an. In der Tat wird dieser
Zusammenhang in vielen bisherigen Methoden massiv ausgenutzt. So verwen-
det die interferometrische Methode und die Schlieren-Technik den Faltungssatz
in Kombination mit schneller Fouriertransformation, um das Wellenfeld in der
Objektebene zu bestimmen.

Wir benutzen die N-dimensionale Fouriertransformtion in der Form

Fuf(©) = [€) = @m) ™2 [ (@) 9dn.

Bei der eindimensionalen Fouriertransformation lassen wir den Index der Ein-
fachheit halber weg, also Ff = f=Ff.

Die Berechnung der Fouriertransformierten des Kernes von dem Operator P, ge-
staltet sich als nicht so einfach. Zwar erkennen wir sofort, dass der Kern eine
dhnliche Struktur wie die Gau-Kurve, deren Fouriertransformation bekannt ist,
hat, aber einfache Anwendung der Rechenregeln der Fouriertransformation (sie-
he z.B. [31] beziiglich der Rechenregeln) liefert das richtige Ergebnis nur bis auf
ein Vorzeichen. Dies liegt daran, dass bei der Anwendung der Rechenregeln eine
Wurzel auszuwerten ist, die sowohl eine positive wie auch eine negative Losung
haben kann.

In der Standardliteratur ist eine exakte Herleitung der Fouriertransformierten des
Kernes nicht zu finden. Wir fiihren die Berechnung daher selbst aus.
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Lemma 2.1.2 Die Fouriertransformierte der Kernfunktion

\/;kg/Z ik g2

K S)] = — € 2z
(5) 2V 27z
ist fiir z # 0 gegeben durch
ik it .
Fr@ =] RS T reso

ik —iZE

sy € & fir z <0

Beweis: Ziel ist es, die Fouriertransformierte des Kernes auf die Fouriertransfor-
mierte der Gauf-Kurve zuriickzufithren. Hierzu verwenden wir den Cauchy’schen
Integralsatz.

Wir betrachten zunichst den Fall z > 0.

Nach der Definition der Fouriertransformation ist

FEKE) = (21) 12 /]RK(s)e’isfds
\/gk3/2

= ei%SQe’isgds.

TN

Wir substituieren s = \/{\/%y und erhalten mit L = {%t 't € IR} die Darstellung

FK() = ik /Le_%e_iﬂ\/%ygdy.

dr

Nun betrachten wir den geschlossenen Weg v = 7, 0 5 ' 0 73! 0 74, wobei v, =

A

Im
iM-+
Y Y
4 1 _
5 V3 M .
M -1 Re
7y
S

Abbildung 2.1: Integrationsweg
{t € LIRe(t) € [-M, M|}, v = {M —it|t € [0, M]}, v3 = {t|t € [-M, M]} und
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va ={—M + it|lt € [0, M]}.
Die Anwendung des Cauchy’chen Integralsatzes liefert

2 . s 7
/ e’yfe*“ﬂ\/%ygdy =0.
gl
Jetzt bendtigen wir noch

R
lim / e’y?e*“/;\/%yfdy:()
72

M — 00
bzw. )
lim / e_yTe_iﬂ\/%ygdy = 0.
M—oc Y4
Es ist
V2 B te[0,M]
S / e__‘HMt"‘ze \/_ \/_£ —it— t\/_g
te[0,M]
2 -t Z
o e et e Vit

626 \/_\/_g
lHo_m)tal 0 fiir M — oo.

Analog berechnet sich

2 o
lim / e_yTe_“ﬂ\/%ygdy:U.
Y4

M —oc

Im Grenziibergang fiir M — oo erhalten wir schlief3lich

_ﬁ/egem\/%ysdy _ _ﬁ/ oo ViVFue g,
4 JrL, 4 Jr
1k 22

Dies bedeutet

FR(E) = 5 =@

Vollkommen analog gestaltet sich der Beweis fiir z < 0.

O

Das obige Resulat hat zwei unmittelbare Folgen. Mit Hilfe des Faltungssatzes
konnen wir sofort den inversen Operator zum Propagationsoperator angeben

“ias (50 g(s)dt fiir 2 # 0
P lg(t) = %/127rz f]R 9
=) { 2T (t) fiir z = 0.
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Definieren wir den Propagationsoperator zwischen Lo-Raumen
P, : Ly(IR) = Ly(IR),

dann erhalten wir mit Hilfe der Formel von Plancherel die Identitit
k
12T, = ST,

Diese Gleichung zeigt, dass die Inversion des Propagationsoperators zwischen Lo-
Réumen stetig ist. Die Stetigkeit ist eine wichtige Eigenschaft von gut gestellten
Problemen. Allerdings handelt es sich bei der Inversion des Propagationsopera-
tors in der Regel um ein schlecht gestelltes Problem, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Zunichst beweisen wir ein Lemma, das sich in der theoretischen Analyse des
Propagationsoperators als niitzlich erweisen wird.

Lemma 2.1.3 FEs gilt fir z #0

k32 L 5.
Pa(s) = -V ke, (%

2z o z
wobei o
T.(n) = e"2"T(n).

Beweis: Aus der Definition des Propagationsoperators ergibt sich

e3/2 4
P,T(s) = _;62_ G0 T(1)dt
w2z JIR
\/Ek3/2 iLSQ/ _jkts
— e ez
R

20/ 21z
N <k3>
= — € 2z TZ —_— .

NE

Nun betrachten wir die Glattheit des Bildes von P,.
Satz 2.1.4 Es seiT € Li(IR). Dann ist
P.T € C(R) fiir alle z # 0.
Hat auferdem T kompakten Trdger, dann gilt P,T € C* fiir alle z # 0.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Riemann-
Lebesgue (siehe [47]) und Lemma 2.1.3.
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Im Fall, dass T" kompakten Tréger hat, ist auch der Triager von
z'in2
T.(n) = e"="T(n)

kompakt. Somit ist T, komplex analytisch, also T, € C. Wegen Lemma 2.1.3
folgt nun die zweite Behauptung.

O

Dieser Satz zeigt also, dass fiir nicht stetige Daten, was auf Grund von Daten-
fehlern fast immer der Fall ist, keine Losung in L (IR) N Ly(IR) existiert. Die
Inversion ist in diesen Rdumen nach der Definition von Hadamard somit schlecht
gestellt.

2.2 Ein Problem bei Intensititsmessungen

In dem vorigen Abschnitt konnten wir sehen, dass die Inversion des Propagati-
onsoperators wegen der stetigen Invertierbarkeit keine groflen Probleme mit sich
bringt. Ganz anders sieht es allerdings aus, wenn anstatt der Funktion P,7T nur
die Absolutwerte |P,T'| bekannt sind. In realen Anwendungen entspricht dies der
Messung der Intensitéit. Problemstellungen dieser Art finden wir unter anderem
in [20, 21].

Die Resulate, die wir fiir dieses spezielle Problem erhalten, lassen sich spéter auf
eines der nichtlinearen Modelle im dritten Kapitel iibertragen.

Beschreiben wir zunéchst die Messgeometrie bzw. das Vorwirtsmodell im zwei-
dimensionalen genauer:

Eine monochromatische ebene Welle mit Wellenzahl £ trifft senkrecht auf ein
geradliniges Phasengitter T'. Die dadurch entstehenden Beugungserscheinungen
werden hinter dem Objekt auf einem Detektor im Abstand z aufgezeichnet. Die
gewonnenen Messwerte entsprechen der Intensitidt I, der gebeugten Strahlung
und es gilt

L(s) = |P.T(s)|2

Hierbei ist s die Koordinate auf dem Detektor.

Es fillt sofort auf, dass die Messung der Intensitéit bei einem einzigen Abstand
z nicht ausreichen kann, um die Funktion des Phasengitters 7' ohne weitere Zu-
satzinformationen zu bestimmen. Denn bei der Funktion 7" handelt es sich um
eine Funktion mit einem komplexwertigen Bildbereich, wéhrend die Intensitit nur
Werte in R™ annimmt. Das Problem wire in dieser Konstellation unterbestimmt.
Um ein verniinftiges Ergebnis zu erzielen, miissen somit mehrere Messabsténde
aufgezeichnet werden. Mit der Frage, wie viele Messabsténde tatséichlich benotigt
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Einfallende Welle Gestfreute Welle

\/

Detektor

\

A
\ 4

Phasengitter

Abbildung 2.2: Messanordnung fiir Phasengitter

werden, beschéftigen wir uns in einem der nachfolgenden Abschnitte.
Die Fouriertransformierte der Intensitat lasst sich leicht berechnen.

Lemma 2.2.1 Fiir die Fouriertransformation der Intensitdt I, gilt

T _ —1/2" k? zzﬁ —i€n 5
L1,(§) = (2m) e " | e T()T (n+ == |dn.
4 R k

Beweis: Aus der Definition von I, ergibt sich fiir z # 0
L) = ()1 / e 5P, T(5)P.T () ds
IR
52 52 -
= (2m)” 1/2 / _”5// R )T( )T (n")dndn'ds
_ 2 1/2 / / / k" —n' +2(n —n)s lsﬁT dnd d
w) M ()T O s
— (2%)*1/25/ / eik%é( ) T (n')dndn
— neh / / o —n— 22 T T dndy
4 k
2ezn/k—€222 /K>

k?
= (2m)" V2= 7 /lRe k= 5 T(n)T (77+ gk )dn

B2 e .
= (271')71/2267”%_’6 /IR e 1 T(n)T (77 + fk )dn

Der Fall z = 0 ist trivial.
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Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir fiir Phasengitter mit kompaktem Trager
eine Aussage iiber den Tréger von I, treffen und somit eine optimale Abtastrate
angeben.

Satz 2.2.2 Hat T kompakten Triger in [—b,b], dann ist I, c-bandbeschrinkt

mit ¢ = % FEine Abtastrate h mit h < % st ausreichend, um I, eindeutig zu
bestimmen.

Beweis: Nach Lemma 2.2.1 ist

~

L) = r e |

R

e~ %N T(n)T (77 + %) dn.

Wegen supp{T'} C [—b,b] liefert die Integration iiber  nur dann Beitrige, wenn

In| < b und ‘77+§

< b.
k

Hieraus resultiert die e-Bandbeschranktheit mit ¢ = 2%

Die zweite Ausage ergibt sich sofort aus dem Shannon’schen Abtasttheorem.

2.2.1 Abbildungseigenschaften und Riume

In diesem Abschnitt betrachten wir den Operator I, bzw. I, zwischen L,-Réaumen
und geben hierfiir die formalen Ableitungen an. Wir definieren

I, © Ly(R) — L(R)
T — IL(T)=|PT)

und .
I, : 1(R) —» L;(R)
T — IL(T)=F|PTP
Die Stetigkeit von I, und I, folgt direkt aus der Existenz der Ableitung.

Lemma 2.2.3 Die formale Ableitung von I, : L1(R) — L(IR) beziiglich T ist
gegeben durch

LDHIE) = r) e [ i (T(n)h (1) + 1t (n+ %)) i
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Beweis: Setzen wir der Einfachheit halber & = Zf, dann ergibt sich mit Hilfe von
Lemma 2.2.1

7.(7) ('“5) [i (T (@) 7 (T)(T - T) <ﬁ>

z

= (2) 1/2 ek N [ (T (n+€) — To(m)To (n+§)

~Ty(n) (T (n+&) -1y (n+é)) ~ () = To(m)To (n + )| dn

Za_
= (o) PR [ () - Ty ()

-(T(n+§)—To (77+§)> dn

Nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge (Satz von Fubini) ist dann

. . . kB
11.(T) — 1,(To) — L(To)(T — To) ||, < (2) 1/24—ZIIT—T0|I%1-
O

Durch mehrfaches Anwenden der Fouriertransformation erhalten wir eine andere
Darstellung der Ableitung I, der Form

A A

[IL(To)h](§) = (2m)2F(F K Ty)F-L(Kh) + FY(KTo)FH(KR)(E), (2.1)

wobei K (s) = ;(/kﬂ ¢35 der Kern des Propagationsoperators ist.

Fiir die algorithmische Umsetzung ist diese Form besser geeignet, denn die auftre-
tenden Fouriertransformationen lassen sich mit Hilfe von schneller Fouriertrans-
formation effizient implementieren.

Lemma 2.2.4 Die formale Ableitung von I, : Ly(IR) — Li(IR) beziiglich T ist
gegeben durch

[I.(To)R](s) = (P.To(s) P.h(s) + P.h(s) P, Ty(s)).

Beweis: Es ist

[1.(T)](s) — [1.(To))(s) — [LATo)(T — To)](s)
= P.T(s)P.T(s) — P.To(s)P.To(s)
(P.To(s)(P.T(s) = P.To(s)) + (P.T(s) = P.To(s)) P.To(s))
= (P.T(s) = P.To(s))(P.T(s) — P.To(s)).
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Daraus ergibt sich wegen ||P,T|;, = %[|T||;, und der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung

k?
| 1.(T) — I.(To) — L(To)(T — To)|lz, < ZHT — Toll,.

O

ANMERKUNG : Die beiden formalen Ableitungen aus Lemma 2.2.3 und Lemma
2.2.4 sind in sich konsistent, denn aus dem vorigen Lemma und Formel (2.1) sehen
wir

FI(T) = I.(T).

Die Rekonstruktion des Phasengitters 1" aus Intensitdtsmessungen ist auch bei
diesem Problem schlecht gestellt. Dies ist wieder eine unmittelbare Konsequenz
aus Satz 2.1.4.

2.2.2 Eindeutigkeit der Losung des inversen Problems

Wie wir bereits gesehen haben, ist es nicht moglich (ohne weitere Zusatzinfor-
mationen) die Funktion des Phasengitters aus nur einer Intensititsmessung zu
bestimmen. Deshalb wird es nun darum gehen, aus mehreren Datensétzen I,
bei verschiedenen Abstdnden z, das Phasengitter 7' zu bestimmen.

Wir bemerken aus Lemma 2.2.1, dass wir T hochstens bis auf einen Phasenfak-
tor bestimmen kénnen. Denn es ist I,(T) = L, (eT) fiir alle 6 € [0,27). Das
bedeutet also, dass wir lediglich den Absolutbetrag und die relative Phasenlage
von T' rekonstruieren konnen. Diese beiden Grofien sind aber zwei positive reelle
Funktionen. Andererseits entspricht die Messung einer Intensitét auch einer po-
sitiven reellen Funktion. Es macht also Sinn anzunehmen, dass zwei Messungen
von I, an zwei verschiedenen Werten z reichen, um 7" bis auf den Phasenfaktor
eindeutig zu bestimmen. Diese Meinung ist in der Ingenieurliteratur oft zu fin-
den, auch eine mathematisches Verdffentlichung behauptet eine dhnliche Aussage
(sieche Theorem 1 in [46]). Dies ist aber nicht richtig, wie wir im Folgenden zeigen
werden.

Um ein einfaches Gegenbeispiel fiir die Behauptung aus [46] zu konstruieren,
iiberfithren wir das Eindeutigkeitsproblem in ein dquivalentes Problem. Hierbei

benutzen wir
1 firxz>0

signg(v) = { —1 sonst.

Lemma 2.2.5 Es sei P, )T gegeben fiir ein 2o € R, dann ist jede Wellenfunktion
P, T mit z € R/{z} bestimmt durch

k(n—s)*

G P, T(n)dn.

P,T(s) = signy(z)signg(zo)signy(z — 2o

TR {—
Viy/2n(z — z) /R
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Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall z > 2z, > 0. Nach Lemma 2.1.2 ist

FPLITE) = e 1
FPT(E) = —%e‘”ﬁw’“) ().

Eliminieren von 7'(€) ergibt
FPT(§) = emCm8/E0 FP,T ().

Nochmaliges Anwenden von Lemma 2.1.2 liefert die Aussage.
Analog ergeben sich die {ibrigen Fille.

O

L2
Satz 2.2.6 Es sei T € Ly(R) und I'(s) = ¢ =0 P, T(s) fiir alle s € R und
21 # z9. Dann sind die beiden Aussagen:

i) Das Phasengitter T ist bis auf einen Phasenfaktor eindeutig durch I,,(T)
und I,,(T) bestimmit.

sowie

ii) Die Funktion T ist bis auf einen Phasenfaktor eindeutig durch |T| und |T|
bestimmdt.

dquivalent.

Beweis: Aus ,
S

[(s) = eikWrszlT(s)

folgt
IT(s)1* = |L, (s)].

Nach Lemma 2.2.5 ist

Vk signg(zy)signg (21 )signg (2, — 21)

Viy/27m(2y — 21)

ik(nfs)2
P.T(s) = | eI P T () dn,
R

Indem wir im Beweis zu Lemma 2.1.3 die Funktion 7" durch —i%leT ersetzen,
kénnen wir nun Lemma 2.1.3 anwenden und erhalten

r ((2211521)>

21

2

k

4|22 — Zl‘

= [ L, ()]




Nun ist die Aussage offensichtlich.
O

Durch die dquivalente Umformulierung des Eindeutigkeitsproblems kénnen wir
jetzt auf eine ganze Reihe von Ergebnissen aus den Jahren 1974-78 zuriickgreifen
[18, 25, 43).

In [43] wird unter anderem die Nichteindeutigkeit von Problem ii) aus Satz 2.2.6
an einem expliziten Beispiel gezeigt. Der Autor beschreibt das Auftreten von so-
genannten Zwillingslosungen. Diese Losungen tauchen dann auf, wenn |T'| sym-
metrisch ist. Es gibt dann auBer der Losung T'(s) und I'(s) auch die Losung T'(—s)

und I'(s). Neuere Veroffentlichungen wie z.B. [45] versuchen, Zwillingslésungen
zu erkennen und auf Grund von Zusatzinformationen die richtige Losung aus-
zuwéhlen.

Genau mit der Idee der Zwillingslosungen kénnen wir die Aussage des Theorems
1 in [46] widerlegen. In der dort benutzten Notation wihlen wir als Gegenbei-
spiel 0.B.d.A. (wegen Lemma 2.2.5) die Messabsténde z; = 0 und 2z = k/2. Wir
stellen fest, dass sowohl

2(z% +y?) fiir |z| <1lund |y| <1
pi(r,y) = {O( ) sons’l | vl

oz, y) = 0

mit 2 = [—1,1]* dieselben Messwerte F(z,y, z;) fiir j = 1,2 ergeben (Eine Um-
transformation der Menge Q in das Quadrat [0, 1] indert an dem Gegenbeispiel
nichts).

Somit ist die Aussage des Theorems 1 aus [46] widerlegt.

Leider sind die Zwillingslésungen nicht die einzigen Mehrfachlésungen, die bei
zwei Messabstinden auftreten konnen. In [43] werden sogar Losungen mit einer
beliebig hohen, aber endlichen Mehrdeutigkeit konstruiert.

Es ist jedoch naheliegend, dass nach einer dritten Messung der Losungsraum
stark eingeschrénkt wird. Unsere numerischen Tests aus Abschnitt 2.2.4 zeigen,
dass mit drei Messungen das Objket bereits gut zu erkennen ist, aber von starken
Osrzillationen iiberlagert wird. Erweitern wir die Anzahl der Messabstéinde auf
vier, so verschwinden die Oszillationen in den Rekonstruktionen.

Allerdings ist weder fiir diesen Fall noch fiir eine beliebige Anzahl Messabsténde
ein allgemeines theoretisches Eindeutigkeitsresultat bekannt.

Im schlechtesten Fall sollten wir Eindeutigkeit erwarten, wenn die Funktion I,
fiir alle z € IR bekannt ist. Dies ist genau die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 2.2.7 Gilt fir zwei Objektfunktionen Ty € Li(R) N Ly(IR) und Ty €
Li(IR) N Ly(R) die Gleichung

I.(Ty) = I,(T3) fir alle Werte z € R,
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dann gibt es eine reelle Zahl 0, so dass

T\ (s) = €Ty (s) fiir alle s € IR.

Beweis: Sei also
I.(T)) = I(T3) fiir alle Werte z € IR,

dann gilt wegen Lemma 2.2.1

/}Re—ifn (Tl(n)Tl (n v %) ()T (n v %)) dy = 0.

Anwenden der Parseval’schen Gleichung fiihrt zu

[ e (Tin+ O (n) = Toln + T (n) ) dn = 0.

Es sei 0.B.d.A. Ti(a) # 0 fiir ein @ € R (gibe es kein solches a, dann wiire
wegen der Stetigkeit von 73 die Funktion 7} = 0 und somit die Aussage trivial!).

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit e~i%e

n — a, dann folgt

und substituieren 7 =

[ ¥ (Titi+ o+ OF (1+a) - Talii +a+ T (i1 + a) ) dif = 0.
Integrieren wir beide Seiten beziiglich z, ergibt sich fiir £ # 0
[5G (Tt + o+ T G+ @) - ol +a+ O, G+ 0)) di = 0

k
<T1(§+a)T1 (@) —T2(g+a)72—m)> — 0. (22

Da Ty und Ty in L;(IR) liegen, ist die Fouriertransformierte stetig. Somit gilt fiir
& =0, dass

Tl (G)Tl (a) = TQ(Q)TQ(G),
also Ty (a) = €’Ty(a) fiir ein § € IR. Mittels Gleichung (2.2) folgt

Ti(€) = €Ty () fiir alle € € IR.
Aus der Injektivitdt der Fouriertransformation resultiert schliefilich die Aussage.

O
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Korollar 2.2.8 Es seien Ty € Li(IR) N Ly(IR) und Ty € Li(IR) N Ly(IR) zwei
bandbeschrinkte Funktionen und M C TR eine Menge von Punkten, so dass
I(T)) = I(Ty) fir alle z € M. Hat M einen Hiufungspunkt, dann gibt es
eine reelle Zahl 0, so dass

Ty (s) = € Ty(s) fiir alle s € RR.

Beweis: Wir zeigen, dass die Funktion I,(7}) bzw. I,(T;) bereits durch die
Messabstinde aus M fiir alle z € IR eindeutig bestimmt sind. Danach wenden
wir Satz 2.2.7 an.
Es sei T eine bandbeschrénkte Funktion und I,(7") bekannt fiir alle 2 € M. Nach
Lemma 2.2.1 gilt

1) = n e [T (145 )

R
Setzen wir zur Vereinfachung

4 . 2.
W(z,6) = (2m)* e w LL(¢)

dann erhalten wir

W6 = [ e oTmT (n+€5 )dn

Anwenden der Parsevalschen Gleichung fiihrt zu

W6 = [ eET(+OT(n)dn.

Da T bandbeschrinkt ist, ist W (z, &) komplex analytisch in z. Weil M einen
Héufungspunkt hat, ist W (z, &) und somit auch I,(T') bereits fiir alle z eindeutig
bestimmt.

Hieraus folgt, dass
I(T)) = I(T3) fiir alle z € IR.

Nun wenden wir Satz 2.2.7 an und erhalten die Aussage.

2.2.3 Rekonstruktionsverfahren fiir Phasengitter

Da die beiden Probleme: ’Gesucht die Funktion 7" des Phasengitters bei Inten-
sitdtsmessungen fiir zwei verschiedene Messabstéinde’ und 'Gesucht I' bei gegebe-
nen |['| und |T'|’ gleichwertig sind (siche Beweis zu Satz 2.2.6), stehen eine ganze
Reihe von Methoden zur Verfiigung [7, 24].
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Ein Algorithmus, der sich in der Praxis bewéahrt hat, ist das Verfahren von
Gerchberg-Saxton [20]. Das Verfahren hat allerdings einige Schwachstellen. Au-
Ber dass es natiirlich anfillig fiir Mehrfachlosungen ist, konnte die Konvergenz des
Verfahrens nicht nachgewiesen werden. Die Praxis zeigt aber, dass die Methode
von Gerchberg-Saxton in den meisten Fillen konvergiert, siehe [3].

Die bishergigen Methoden verwenden bei der Berechnung nur zwei Messabsténde.
Dies ist aber auf Grund der Zwillingslésungen zu wenig. Wir werden daher im Fol-
genden davon ausgehen, dass die Intensitéten fiir eine Menge von Messabstéinden
M = {2z, .., 2z} bekannt sind, also

I(T) bekannt fiir alle z € M.

Die Grundidee des Gerchberg-Saxton-Algorithmus ist aus der Definition der In-
tensitit I, = |P,T|? ein Iterationsverfahren abzuleiten. Hierzu wird die Glei-
chung in P,T = \/_‘P 77 umgeformt und 7" durch die Iterierten TU) ersetzt, also

(j+1) p. T
P, T \/_‘

P,TU)|"
Die Methode von Gerchberg-Saxton ldsst sich ohne Probleme auf mehr als nur

zwei Messabsténde erweitern.
Wir bezeichnen mit /" die im Abstand z gemessene Intensitt.

Algorithmus 2.2.9 (Erweiterter Gerchberg-Saxton-Algorithmus (EGS))

1. Gebe einen Startwert T®Y vor und setze j =0 bzw. 1 =1

. (i)
2. Bestimme TU!*1) = Pt ( Iﬂp%)

3. Ist 1 +1> K, dann setze TUTLY) = TUHD ynd | = 1, ansonsten erhohe
den Index | um 1 und gehe zu Schritt 2

4. Erhéhe den Index j um 1 und gehe zu Schritt 2 (solange bis die gewiinschte
Auflésung erreicht ist)

ANMERKUNG : Fiir den Fall, dass die Menge M nur zwei Werte enthilt, ergibt
sich die klassische Methode von Gerchberg-Saxton.

Mit Hilfe der formalen Ableitungen aus Abschnitt 2.2.1 kénnen wir auch ein
GauB-Newton Verfahren der Form

LI = (17— L)
T(j+1) — T(j)+h

aufstellen. Da der Operator I'(T\W) relativ leicht mit schneller Fouriertransfor-
mation auszuwerten ist, bietet sich zur Losung des Systems ein CG-Verfahren an.

25



Dabei ergeben sich aber zwei Schwierigkeiten. Zum einen bildet I} keine C-lineare
Abbildung, was bei der Berechnung der Adjungierten zu Problemen fiihrt, zum
anderen ist das System, wie wir bereits gesehen haben, mit nur einer Messung
unterbestimmt.

Dem ersten Problem begegnen wir, indem wir schlicht A als neue Variable defi-
nieren. Das zweite umgehen wir, indem wir mehrere Messungen durchfiihren.
Wir setzen also

g = h
M = {Zl,..,ZK}.

Durch leichte Rechnung erhalten wir P,h(s) = P_,q(s).
Nun brauchen wir noch einige Vorbemerkungen.

Lemma 2.2.10 Sei T € Ly(IR), dann ist der Operator

A(T) : Lo(R) x Ly(R) — Ls(R)
(h,q) = A(T)(h,q)

mit

[A:(T)(h, 9)](s5) = P.T (s) P.q (s) + P.T (s) P.h (s)

linear.

Beweis: Die Linearitéit des Operators A,(T) ist offensichtlich. Es ist lediglich
zu zeigen, dass A,(T')(h,q) € Lo(IR). Aber auch das ist wegen

k3/2
24/ 21z

I1P:T L. < 17|,

klar.

Satz 2.2.11 Es gelten:

i) Der Raum HY := Ly(R) x ... x Lo(IR) ist vermdige

~ /

K -vmal

<(h1, ceey hK), (ql, ceey qK)>HK = Z<h], qj)Lz

ein Hilbertraum.
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ii) Fir T € Li(RR) ist die Abbildung

AT): H2 — HX
(h,q) = AT)(h,q) = (A, (T)(h,q), ..., A, . (T)(h, q))

ein linearer Operator zwischen den Hilbertriumen H? und HE.
iii) Die adjungierten Operatoren von A,(T) bzw A(T) sind gegeben durch
[A2(T)bj)(s) = (P-- (5;P.T) (s), P. (b;P-T) (s))
und

A(T) (b1, oo bie) = iA;j (T)b;.

Beweis: Die Aussage i) ist offensichtlich und Behauptung ii) wird mit Hilfe von
Lemma 2.2.10 nachgerechnet. Fiir iii) betrachten wir

(A(T)(h, @) by, = /m (P.T (5) P_.q (s) + BT (5) Pl (5)) b;(s)ds

- /IR P, (6;P.T) (s)q (s) + P_. (5;P.T) (s)h(s)ds.

Hieraus konnen wir

[AL(T)bj)(s) = (P-s (5 P.T) (s), P. (b;P.T) (s))

ablesen.
Der adjungierte Operator zu A(T') ergibt sich aus

(A(T)(h,q), (b, ... bk))yx =

=
=

<A2j (T)( J )’ bj>L2

<
Il
—

I
(]~
—~
—
=
=
~—
o
S
—~
~
~—
=
)
~—
&

<.
Il
—_

Setzen wir noch b = (b, .., bx) mit
bj = IZ-IP - IZJ- (T)a

dann 148t sich das System eines Newtonschrittes mit den neuen Bezeichnungen
angeben durch

A(T)(h,q) = b. (2.3)

Hierauf wenden wir nun ein CG-Verfahren an.
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Algorithmus 2.2.12 (CG-Verfahren)

1. Wihle einen Startwert (h(®),¢(®)),

2. Berechne
r™ = A*(T)(A(T)(h™, ¢"™) — b)
und setze
d™ = —r™ " falls m = 0.
3. Berechne
(h(m+1) q(m+1)) _ (h(m) q(m))+amd(m) mit oy, = [|7(™) |2 |
’ ’ [A(T)dtm) |2
4. Bestimme
||,r(m+1)||2
dmH) = —pmtD) g q™)  wobei By = .
[ (m)]2

Fiir die Stetigkeit des Operators A haben wir in Lemma 2.2.10 die Bedingung T" €
L, (IR) bendtigt. Wenn wir allerdings einen Newtonschritt ausfiihren, so addieren
wir zu T" die Funktion h € Ly(IR). Es kénnte also sein, dass (T'+ h) ¢ Li(IR)
wire. Damit dies nicht geschieht, schrinken wir den Raum der betrachteten
Phasengitter auf L, (IR) N Ly(IR) ein.

Satz 2.2.13 Seien f?f” € Li(R)NLy(R) fiir alle j = 1,.., K die exakten Daten
und Ty € Li(R) N Ly(IR). Ist 0 ¢ M und (hV,¢") € (L;(IR) N Ly(IR)) x
(L1 (R) N Ly(IR)), dann gilt in Algorithmus 2.2.12

(A, g™ e (L (IR) N Ly(R)) x (L1(R) N Ly(R)) fiir alle m € IN.
Beweis: Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte

1. Wir zeigen zunichst, dass b € HX. Weil b; = 15 — L, (T) ist, reicht es
I.(T) € Ly(R) fiir alle T' € Li(IR) N Ly(IR) nachzuweisen.
Sei also T' € Li(IR) N Ly(IR), dann gilt

|1 L(T)|e, = [[P.TPTL,
< |PTrNPT |,
k5/2
< T T\ 1.,.
= 4\/%|| ||L1|| ||Lz
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Somit ist also I,(T) € Ly(IR) und deshalb auch b € H*.
Nun zeigen wir, dass b; € Ly(IR). Hierzu reicht es wieder, I,(T) € L;(IR)
zu zeigen. Es ergibt sich mit Lemma 2.2.1 und dem Satz von Fubini

(2#)1/2%2/

R

g(@@ﬂlﬂgﬂi

~1/2 k? 2
< 2m) LI

e n T(n)T <77 + g) dn| d¢

1Dl = [ -

&z

T(n)T <n+ ?> dndg¢

2. Als Néchstes zeigen wir, dass FA,(T)(h,q) € L1(RR) fir alle h,q € L (IR)N
Ly(R).
Sei also h,q € Li(IR) N Ly(IR), dann gilt wegen Lemma 2.1.3

IFAT)(h,g)ll, = ||F (P-TP.h+ P.TP_.q) |1,
k2 (e e
= Z||f<Tzhz+Tzq—z> ||L1
(2#)*1/%2

= | (To# Dh. + DT.+ Dg_.) |1,

(20)122
4

Hierbei haben wir den Operator Df(z) = f(—xz) verwendet. Auf Grund
von Satz 2.2.11 gilt auBerdem A(Tp)(h, q) € HE.

IN

Tz, 1Ay + 1T N e lglz,)-

3. SchlieBlich betrachten wir noch A*(T)b mit b € HX und b; € Li(IR) fiir
alle j =1, .., K. Wir wollen zeigen, dass A*b € (L (IR)NLy(IR)) x (L1 (IR)N
Ly(IR)) liegt. Hier reicht es, A7 (T)b; zu betrachten. Fiir die zweite Kom-
ponente gilt wegen Lemma 2.1.3

_ k3/2 —igk (2 k
1P, P e = 5l (15 T (2]

2,/Zj j
k? — -~ [k

— s h [
4\/% || j J(Zj >||L1

ij ~
T billr,.
4\/5 || ||L1|| ]||L1

Analog verfahren wir bei der ersten Komponente. Die Zugehorigkeit von
P, (bP,T) € Ly(R) ist klar nach Satz 2.2.11.

<

<
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Mit Hilfe vollstandiger Induktion ergibt sich nun die Aussage.

Algorithmus 2.2.14 (Gauf3-Newton (GN))
1. Wiihle einen Startwert T,

2. Ldse das Gleichungssystem
A(TW)(h,q) = b
mat Hilfe von Algorithmus 2.2.12 iterativ.

3. Fihre einen Newtonschritt aus

7wt — ) 4 p
bj = I&P— L, (TW) fir alle j

und gehe zurick zu Schritt 2 (solange bis die gewiinschte Auflésung erreicht
ist).

Eine &hnliche Methode zu unserem GN-Verfahren finden wir mit der Einschrink-
ung auf zwei Messabstinde in [7]. Zur Regularisierung wird in [7] eine Levenberg-
Marquardt Methode vorgeschlagen, was einer Tikhonov-Phillips Regularisierung
des linearen Teilproblems A(h, q) = b entspricht.

In unserer GN-Methode wird die Regularisierung durch ein frithzeitiges Abbre-
chen des CG-Verfahrens erreicht.

2.2.4 Numerische Tests

Es werden insgesamt 2 verschiedene Phasengitter getestet. Die beiden benutzten
Phantome sind in den Abbildungen 2.3 und 2.4 dargestellt. Die synthetischen Da-
ten werden durch numerische Integration des Fresnel-Beugungsintegals erzeugt.
Hierzu ist eine sehr feine Ortsdiskretisierung notig. Auflerdem wird das Verhalten
bei Datenfehlern untersucht.
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Abbildung 2.3: Orginalwerte des Phantoms A: Realteil (links), Imaginérteil
(rechts)

6|
4

2
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1 b

4 b

1 ek

1 2 ER)

0

Abbildung 2.4: Orginalwerte des Phantoms B: Realteil (links), Imaginérteil
(rechts)

Die Testparamater sind im Detail:

e Phantom A (siche Abbildung 2.3)

Wellenlénge 421077
Detektorpixelgrofie 107°
Anzahl der Detektorpixel 512
Gemessene Abstéinde 0.1, 0.2, 0.3, 0.4

e Phantom B (siehe Abbildung 2.4)

Wellenlénge 4.2 1077
Detektorpixelgriofie 107°
Anzahl der Detektorpixel 512
Gemessene Abstéinde 0.1, 0.2, 0.3, 0.4
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Abbildung 2.5: Daten zu Phantom A: Abstand 0.1 (links oben), Abstand 0.2
(rechts oben), Abstand 0.3 (links unten), Abstand 0.4 (rechts unten)

Die synthetischen Daten zu den beiden Phantomen sind in den Abbildungen 2.5
und 2.6 zu sehen.

Weil das Hauptanwendungsgebiet von Phasengittern im optisch sichtbaren Be-
reich liegt, haben wir eine Wellenléinge von 420 nm gewéhlt.

Da die Rekonstruktionen nur bis auf einen Phasenfaktor mit dem exakten Pha-
sengitter iibereinstimmen konnen (siehe Abschnitt 2.2.2), miissen wir die berech-
neten Phasengitter nachbehandeln. Hierzu drehen wir die Rekonstruktionen, so
dass [T(t)dt € R" ist.

Das EGS-Verfahren iterierte insgesamt 2000 Mal, wihrend das GN-Verfahren 15
Schritte ausfiihrte. Die Anzahl der CG-Schritte wurde an den Index der Newton-
iteration gekoppelt.

Bei den numerischen Tests zeigte sich, dass mit vier unterschiedlichen Mess-
abstdnden stabile Rekonstruktionen berechnet werden koénnen. Bei nur drei
Messabstinden war zwar das Objekt grob zu erkennen, aber die Rekonstruk-
tionen waren mit starken Oszillationen behaftet.

Auch gegeniiber Datenfehlern im Bereich von 5% sind die beiden Verfahren sta-
bil, sieche Abbildungen 2.10, 2.11 und 2.13.

In Abbildung 2.7 ist die Konvergenzgeschwindigkeit der Methoden EGS und GN
dargestellt. Auf der Abszisse ist die Zeit, auf der Ordinate der Fehler der Re-
konstruktion zum Orginal aufgetragen. Es fillt auf, dass das EGS-Verfahren bei
Phantom B nicht konvergiert. Auch mit Variationen des Startwertes war eine
Konvergenz des Verfahrens nicht zu erreichen.
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Abbildung 2.6: Daten zu Phantom B: Abstand 0.1 (links oben), Abstand 0.2
(rechts oben), Abstand 0.3 (links unten), Abstand 0.4 (rechts unten)

Abbildung 2.7: Konvergenzgeschwindigkeit der Algorithmen EGS (durchgezoge-
ne Linie) und GN (gestrichelte Linie) fiir Phantom A (links) und Phantom B
(rechts) Aufgetragen ist der Rekonstruktionsfehler gegen die Rechenzeit
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Abbildung 2.8: Rekonstruktion von Phantom A mit EGS: Realteil (links), Ima-
ginérteil (rechts)

A ]
3 = Y 0 i 5 3
X107

Abbildung 2.9: Rekonstruktion von Phantom A mit GN: Realteil (links), Ima-
ginérteil (rechts)

Abbildung 2.10: Rekonstruktion von Phantom A mit EGS bei 5% Datenfehler:
Realteil (links), Imaginérteil (rechts)
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Abbildung 2.11: Rekonstruktion von Phantom A mit GN bei 5% Datenfehler:
Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

Abbildung 2.12: Rekonstruktion von Phantom B mit GN: Realteil (links), Ima-
ginérteil (rechts)

Abbildung 2.13: Rekonstruktion von Phantom B mit GN bei 5% Datenfehler:
Realteil (links), Imaginérteil (rechts)
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Kapitel 3

Raumliche Phasenobjekte bei
ebenen Wellen

Wir wenden uns nun der holographischen Methode aus dem ersten Kapitel zu.
Da diese fiir die Anwendung von besonderer Bedeutung ist, werden wir diesen
Ansatz sehr genau untersuchen. Nachdem wir eine allgemeine Herleitung aus der
Wellengleichung angegeben haben, werden wir hieraus eine Reihe von verschie-
denen Modellen ableiten und diese in Bezug auf ihre Genauigkeit diskutieren.
Weil der zwei- und dreidimensionale Fall sehr viele Parallelen aufweisen, werden
wir die Beweise zu den in diesem Kapitel getroffenen Aussagen hauptséichlich nur
im zweidimensionalen explizit durchfiihren. Die Beweise im dreidimensionalen
Fall verlaufen, sofern nicht anders bemerkt, vollkommen analog. Auflerdem sind
die Aussagen dieses Kapitels so allgemein formuliert, dass sie sowohl im zwei-
dimensionalen als auch im dreidimensionalen gelten. Sollte die Dimension des
Raumes bei einer Behauptung eine Rolle spielen, so wird besonders darauf hin-
gewiesen.

Es ergeben sich fiir diese Problemstellung einige iiberraschende Ergebnisse, z.B.
konnen wir im Gegensatz zum vorigen Kapitel mit einigen Einschrinkungen die
Eindeutigkeit des Rekonstruktionsproblems bei nur zwei verschiedenen Mess-
abstédnden nachweisen.

Zu den betrachteten Modellen werden wir auflerdem eine Reihe verschiedener
Rekonstruktionsverfahren entwickeln, wobei auch die im ersten Kapitel erwidhnte
Paraboloid-Methode wieder auftreten wird. Zum Abschlufl des Kapitels folgen
einige numerische Tests sowohl mit synthetischen als auch mit real gemessenen
Daten.
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3.1 Herleitung aus der Wellengleichung

Wiederholen wir zundchst den Messaufbau bei der holographischen Methode:

Ein Objekt f mit Tréiger in einem Gebiet {2 wird mit monochromati-
schem kohdrentem Rontgenlicht mit der Einfallsrichtung a: bestrahlt.
In mehreren Absténden z; hinter dem Objekt werden die Intensitéten
I(z;,) aufgenommen. Die Richtung der einfallenden Welle wird in-
nerhalb einer Ebene mehrfach variiert, bzw. das Objekt wird einmal
um eine feste Rotationsachse gedreht.

y\

Einfallende Welle ‘ Detektor

Objekt

Abbildung 3.1: Messanordnung bei der holographischen Methode

Auf Grund der Welleneigenschaft der Rontgenstrahlung handelt es sich hierbei
um ein Streuproblem.
Da zeitharmonische Wellen der Form

Ul(z,t) = e*u(r)

eingestrahlt werden, wird das mathematische Modell eines solchen Streuvorgangs
durch die Helmholtzgleichung

Au+k*(1— flu=0

beschrieben. Hierbei haben wir den Brechungsindex n durch f = 1 —n? substitu-
iert. Physikalisch gibt der Imaginérteil des Brechungsindex n die Absorption und
der Realteil die Phasenverschiebung an. Da wir nur Objektfunktionen f mit sehr
kleinen Funktionswerten betrachten, iibertragen sich diese physikalischen Eigen-
schaften auch auf f, also entspricht Im(f) dem Absorptionsvermdégen und Re(f)
dem Maf} der Phasenverschiebung.
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Zerlegen wir u in u = u; + ug, wobei u; die einfallende und u, die gestreute Welle
ist, dann konnen wir das Problem fiir ebene Wellen

ul(x) — 6ik<a,z)
mit Einfallsrichtung o umschreiben in

Aug + Euy = k2 f - (u; + uy).

Die Losung des Vorwértsproblems, also die Bestimmung von u, bei bekanntem
f, lasst sich mit Hilfe der Greenschen Funktion

LHO (k|lz —y|)  fir N =2
— 4°70
G(v,y) = { %e]rnz—yu fiir N — 3
7 |lz—yll
angeben durch
usle) =~k [ Gkl =yl () (wily) + us(1)dy. (3.1)

Der Wert N entspricht der Dimension des betrachteten Raumes. Die Funktion
H(gl) ist die Hankelfunktion erster Art und Ordnung 0.

Dies ist bisher der allgemeine Zugang zu Streuproblemen. Da auf dem Detektor
nur Intensititen gemessen werden kénnen, sind die Daten durch I = |u; + u,/|?
gegeben.

Die bisherigen Anwendungen an der Synchrotronanlage in Grenoble finden zur
Zeit bei folgenden Groflen statt:

Objektgrofle 1mm
Objektfunktion f |f| ~ 1077
Wellenléinge \ 107 9%m
Detektorabstand z 0.01 -=1.0m
Anzahl der Messrichtungen (180°-Scan) 700-900
Pixelgréfle der Detektorelemente 0.4 —2pum
Anzahl der Pixel 10242

Fiir die Berechnung der unbekannten Objektfunktion f miissen wir unter anderem
die Integralgleichung (3.1) l6sen. Hierzu existieren zwar eine Reihe von Methoden
[1, 39], aber diese sind bei den hier geforderten Auflosungen auf Grund ihrer
hohen Rechenzeit und immensen Ressourcenbedarfs nicht durchfiihrbar. Deshalb
werden wir fiir die Rekonstruktion von f einige Approximationen durchfiihren.
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3.2 Verschiedene Vorwartsmodelle und Erzeu-
gung von Phantomdaten

Zur Erzeugung von synthetischen Daten bei charakteristischen Funktionen mit
kreis- bzw. kugelformigen Tréger konnen wir eine Reihendarstellung des Streu-
feldes verwenden. Im zweidimensionalen Fall ist das Streufeld in Polarkoordina-
ten (siehe [48])

ug(r,0) = Y i"a, HV (kr)e™ fiir r > p.

n
neZz

Hierbei ist p der Radius des Objektes, k; = ky/1 — f die Wellenzahl im Inneren
des Objektes und

o = kidulkp)Jy(kip) — kJy (kp) Ju(Kip)
U kdu(kip) HY (kp) — ki JL (kip) HYD (kp)

Auch im dreidimensionalen ist eine solche Darstellung bekannt. Hier treten dann
Kugelflichenfunktionen und sphérische Besselfunktionen auf.
Zur genaueren Beschreibung des Messvorgangs fithren wir nun eine neue Koordi-
natendarstellung ein. Wir setzen bei dem Messabstand 2z und der Einfallsrichtung
a die neue Darstellung

T =za+ s mits € at.

Der Wert s ist nun die Koordinate auf dem Detektor. Wir interpretieren o’ als
Menge at = {s: (s,a) = 0}.

Weil die Richtung der einfallenden Welle nur in einer Ebene variiert wird, defi-
nieren wir die Menge der einfallenden Richtungen als

3l {z:||z|| =1} fir N =2
| {z:||z||=1und z3 =0} fiir N = 3.

3.2.1 Modell M1 - Die Born-Approximation

Nun werden wir das Vorwartsmodell durch einige Approximationen vereinfachen.
Die am h#ufigsten benutzte Niherung ist die sogenannte Born-Approximation.
Hier wird in der Integralgleichung (3.1) das gestreute Feld u, im Integranden
vernachlassigt. Die Born-Approximation stellt fiir schwache Streuer f eine gute
Néherung dar, da das gestreute Feld im Vergleich zum einfallenden Feld sehr
klein ist. Wir definieren das Streufeld der Born-Approximation

ua(w) = =k [ Gklle = yI) f (y)uily)dy. (32)
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Mit Hilfe dieser Ndherung konnen wir nun das Modell M1 angeben.

Modell M1: Es sei f die Objektfunktion, dann gilt fiir s € a* der
Zusammenhang:

uaa(za+5) = =k [ Gk|lza+ s = yl) f (uily)dy

und
L(z, 0, 8) = lui(za + s) + ug 1 (za + 5) 2.

Der Fehler, der durch diese Ndherung auftritt, kann nach oben abgeschéitzt wer-
den. Zunéchst beweisen wir aber zwei Hilfsaussagen.

Lemma 3.2.1 Es seien u, @t € Lyo(RY) mit ||u — iz < e, dann gilt

Jui() + w(@)[? = i) + (@) 2| < 21+ [Jullr.) + €

Beweis: Es ist

lus(e) + u(a) = fusta) + ()]
= ‘2Re {ui(x)(U( ) — i ))}+|U( ) - ‘a(@ﬂ
< [2e + [u(@)? = Ju(z) + (a(z) — u(x))?|.

Hieraus erhalten wir

(i) + u(@)? = Jui(z) + ii(x)
|

Wir bezeichnen die Kugel um a mit Radius p durch

By(a) = {z: |z —a] < p}.

40



Um die Aussage des folgenden Lemmas iibersichtlicher darzustellen, setzen wir
fiir Funktionen f mit kompaktem Triger, supp{f} C B,(0), bei f € L.(IR")
den Wert . )
= { 25\l J§ 71 H (kr)ldr - fiir N = 2

- Sl fllp? fir N =3

und fiir f € Ly(IRY) den Wert
k> 1/2 .
hr:{%%thﬁﬂHﬂ%ﬂ%ﬁ fiir N = 2
2 .
sl fll.vp fiir N = 3.

Lemma 3.2.2 Es sei der Trager supp{f} C B,(0). Dann gelten fiir f € Loo(IRY)
mit

he < 1
die Ungleichungen
h?
o = el < T3
sowre
ol <
Us >
Foo =1 — ha
und fiir f € Ly(RY) mit
hy <1
die Ungleichungen
h
s — Us <
i = el < 1
sowre h
2
Al < .
sl < T4

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir zwei Raumdimensionen durch. Die Berech-
nungen zum Fall N = 3 verlaufen vollkommen analog.

Der Fehler zwischen dem exakten Streufeld und dem Streufeld der Born-Approxi-
mation ist fiir f € L (IRY)

k?
[ Ssy)zlgﬁWmu—yMﬂw%@mﬂ

wk?

P
< Sl el [ rIH (k) dr
und fiir f € Ly(IRY)

Jrk? p 1/2
s =l < ST el (7 S Gor) )
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Ist
2

wk? [0 r|HD (kr)|dr”

[l <

dann folgt

N

k?
oo < sup {5 [ 1S = D1 1700 ) + )
k2 1
< a0 ol sup [ 1l — o) )
K o W
< B e 0 Wlls2m [l )

Insgesamt erhalten wir

N\ fll o JE [ H () dr

el < =) F v O G ar
Gilt
£z, < oo v
k2 ([ rH (k) 2dr)
dann ist

IN

45 ] Lo

sgp{’“{ [ 1H Gl =yl 17 )] us(y) +us<y>dy}
kz“ + sl sup { [ H e = yl)F)ldy

k 1/2
< Sl sup d [ H K = gDy [ 17 )Py

k2 o ) L\ /2
< S+ sl )V ([ o1 () Par )

IN

und es ergibt sich

LT Fll oo (S HE (k) 2dr) 2

L — L L, (8 [ H (k) [2dr) 172

sl oo <

O

Leider ist die obige Abschédtzung sehr grob, denn in den numerischen Tests zeigte
sich, dass selbst fiir Werte von h, he = 100 die Born-Approximation das Streu-
feld sehr genau wiedergab.

Nehmen wir nun die beiden Aussagen der Lemmata zusammen, dann erhalten
wir eine Fehlerabschitzung fiir das Modell M1.
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Satz 3.2.3 Es sei der Triger supp{f} C B,(0). Dann gilt fir f € Ly(R")
mat
heo <1
die Abschdtzung
h% (2 + hZ)
I —1 < eV 0/
|| 1||Loo = (1 — hoo)2
bzw fiir f € Ly(IRY) mit
hy <1
die Abschditzung
h3(2 + h3)
I—1T < 2= 2
|| 1||Loo = (1 _ h2)2

Ein wichtiges Resultat iiber die Born-Approxmiation ist der Propagationssatz
(siehe [40]). Wir formulieren ihn hier in einer abgeschwichten From:

Satz 3.2.4 (Propagationssatz)
Es sei f € Ly(RY) und supp{f} C B.(0), dann gilt mit

a(o) = \/k? = [|o]]?

und o € at sowie ||o|| < k der Zusammenhang

7r>1/2 _ikgeiza(v)fo((a(U) —k)a+ o).

Fy 1t (a,0) = <_ a(o0)

2
Die Kurve, die durch die Funktion ((a(0) — k)a + o) bei festem « beschrieben
wird, heift auch Ewald-Sphdre.

Um synthetische Daten zu erzeugen, kénnen wir das Integral (3.2) numerisch
auswerten. Allerdings ist dies wegen der groflen Wellenzahl k£ und einer dement-
sprechend notwendigen feinen Diskretisierung nicht durchfiihrbar. Auf der an-
deren Seite bietet sich aber der Propagationssatz zur Datengenerierung an. Da
die Fouriertransformation von einfachen geometrischen Objekten, wie Rechtecken
und Ellipsen, analytisch zu berechnen ist, kénnen Phantomdaten mit dem Modell
M1 und dem Propagationssatz schnell bestimmt werden.

3.2.2 Modell M2 - Born-Approximation mit linearisierter
Intensitéit

Die néchste Abschwéchung, die zum zweiten Modell fiihrt, ist die Vernachléssi-
gung der quadratischen Anteile |us,1\2 in der Intensitit I;. Es ist

it g =TT+ T +

~ 1+ wityr + T,
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Modell 2 (M2): Es sei f die Objektfunktion, dann gilt fiir s € a*
der Zusammenhang

uﬂ@a+s%:—HA}XMV&+S—MUﬂwm@My

und
L(z,a,s) =142 Re (ui(za + S)us1 (2o + s)) :

Auch hier kénnen wir sehr leicht eine Fehlerabschiatzung angeben.

Satz 3.2.5 Es sei supp{f} C B,(0). Dann gilt fiir f € Lo(IRY) mit

he < 1
die Abschdtzung
(3 — 2Ry ) h?
I—1 < X
|| 2||Loo = (1 — hoo)2
baw. fiir f € Ly(RY) mit
hy <1
die Abschditzung
(3 — 2hy) 3
I1—-1 < 2
|| 2||Loo — (1 _ h2)2
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Beweis: Es ist fiir ¢ = hy, oder ¢ = hy mit Lemma 3.2.2:
|I(Z, «, S) - 12(27 «, S)|
< |ui(z, @, 8) + us(2, a, 8)|* — (1 + 2Re (uz(z, @, s)us (2, @, s)))

= 2Re (uz(z, a, s)(us(z, @, s) — us (2, a, S))) + |us(z, a, 8) 2

c? c?
<2
R
< (3 — 20)02.
T (1=0¢)

O

Betrachten wir die beiden Fehlerabschitzungen in Satz 3.2.3 und 3.2.5, so fillt
auf, dass die Ordnung des Fehlers in beiden Modellen quadratisch in h. bzw.
hy ist. Allerdings ist der Koeffizient bei dem Modell M2 mit (3 — 2hq\2) im
Besonderen fiir kleine Werte von h,, bzw. hy grofler als bei Modell M1. Die
Approximation an die exakte Intensitét ist also schlechter.

3.2.3 Modell M3 - Die Parabelniherung

Das dritte Modell wird von vielen Autoren (siche z.B. [9]) zur Erzeugung von
synthetischen Daten angewendet. Es baut auf der Born-Approximation auf und
nutzt die speziellen Parameter bei der Phasentomographie, unter anderem das
Verhéltnis des Messabstandes zur Objektgrofie. Im zweidimensionalen Fall wird
zunichst die Hankelfunktion durch

2

HY (k|| = y]) ~ P

ele=ylI=1/47 gy ||z — y|| >> 1

gendhert. Das neue Wellenfeld ist jetzt

Vik? 2 "
_ iklza-+5 | (N d.
tsz(200 4 9) ] A hllza + s — y||© Fpt)ay

Diese Darstellung hat sehr grofie Ahnlichkeit mit der Born-Approximation im
dreidimensionalen. Aus diesem Grund gilt die folgende Nidherung sowohl im
zwei- wie auch im dreidimensionalen.

Wir zerlegen y = § + ta mit § € a* und, weil der Detektorabstand sehr viel
grofer ist als der Objektdurchmesser, approximieren die Norm |[za + s — y|| im
Nenner des auftretenden Bruches durch

[z + s —yll ~ 2,
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sowie die Norm ||za+ s — y|| in der Exponentialfunktion durch

lza+s—yl = lls— gl + (z — 1)?

1 _ ~ll2
- H_(M_%).
2 z

Mit der Tdentitét u;(y) = e** erhalten wir

k32 4 i ||s—g||? 77 U i
ot 5) = { e o S O O (t0 4 iyt N =2
) _ K2 ikz fal fIR elgHS*y” f (ta + Zj) dtdg fir N =3

A7z
Wir erkennen, dass sich die Berechnung des Streufeldes u, 3 aus zwei Transfor-
mationen zusammensetzt. Bei der inneren Integration handelt es sich um die
Rontgentransformation, bei der dufleren um das Fresnel’sche-Beugungsintegral.
Um die Darstellung iibersichtlicher zu gestalten, definieren wir die beiden Ope-
ratoren P und P,, indem wir fiir s € o die Rontgentransformation

Pfla,s) = / f(ta+ s)dt

R

und den Propagationsoperator

Pgtans) — |~ R Lo @ FI I (0, g) dj - fie N =2
a,s) = - ) . .
) —%e’kz Jor eZ%IIS*yH?g (o, §) dy fir N =3

setzen.
Hieraus resultiert schliefllich das dritte Modell.

Modell 3 (M3): Es sei f die Objektfunktion, dann gilt fiir s € ot
der Zusammenhang

us3 (za+s) = P,Pf(a,s)

und
I3(z,a,5) = |u;(za + s) + ug3(za + 5)|* .

Das Modell M3 hat eine sehr anschauliche Bedeutung. Die Anwendung der Ront-
gentransformation projiziert das Objekt f in die Ebene z = 0. Durch Frensel-
Beugung an dieser Ebene wird nun das einfallende Wellenfeld auf den Detektor
abgebildet. Dies entspricht genau dem vereinfachten Vorwértsmodell aus dem
ersten Kapitel (siehe Abbildung 1.4).

Auch hier diskutieren wir den Approximationsfehler des Modells. Wir beginnen
mit einer Abschéitzung fiir die Hankelfunktion im zweidimensionalen Fall.
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Lemma 3.2.6 Es seien N = 2 und der Triger supp{f} C B,(0). Es gilt bei
z> p:

2
wkllz =yl

etkllz—yll—1/4in

Hy (Kl = yl)) -

< +0 (
wk3(z — p)3 (k(z —
1. und fiir f € Loo(IRY) die Fehlerschranke

k22 \/5

1
Ml (ﬁ e (W))

2. sowie fiir f € Ly(R") die Fehlerschranke

f/# V2 1
||f||L2 ( k3 (z — p)3 +O<(k(2_P))5/2>> .
Beweis: Nach [2] gilt

V2 1
k T—y Zka y|| 1/4271' < +O S
‘ (=) = | = e\ =yl

Da bei der hier gegebenen Messanordnung ||z — y|| > 2z — p ist, folgt

2 ik||lx—yl||—1/4im \/5 1
‘Hé”wnx—yn)—,/W_y”ek vii-/tin| < +0( )

wk3(z — p)? (k(z — p))/?
Insgesamt erhalten wir fiir f € Lo, (IR") die Fehlerschranke

k2 2 \/5 1
us,1 — ts 2L < [RAlr (m +0 <W>)

und fiir f € Ly(IRY) die Fehlerschranke

fkg

||u5,1 Usg 2||Loo >~

||us,1 - us,ZHLoo ~

V2 1

||u51 Usg 2||Loo >~

Setzen wir nun die charakteristischen Groéflen der Phasenkontrasttomographie,
siehe Abschnitt 3.1, in die obige Fehlerabschitzung ein, dann sehen wir, dass der
Fehler extrem klein ist. Somit kann die Ndherung an die Hankelfunktion ohne
Bedenken durchgefiihrt werden.
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Messen wir nun die Differenz zwischen u,» und u 3:

Lemma 3.2.7 Es seien supp{f} C B,(0) und z > p. Dann gibt es ein Polynom
Ily homogen vom Grad 2 und ein Polynom 11y homogen vom Grad 4, so dass

folgende Fehlerschranken gelten:

|uso(za+ 5) — ug 3(za + s)\

1. im Fall N = 2 fiir f € Loo(IRY) die Fehlerschranke
VTR p? sl
< + (@ —
v 11 :

gt cfufs )]

und fiir f € Ly(RYN) die Fehlerschranke

lus2(za + s) — us3(za + )|

;“Zinflm { <H2 (ﬂ B))

2. im Fall N = 3 fiir f € Loo(IR") die Fehlerschranke

|us,1(zae + 5) — us3(za + 5)]|

< S8 {2+ o (m (12,21
e o (i, (12, 2))

und fiir f € Ly(RY) die Fehlerschranke

lus 1 (za+ s) — ug3(za + )|

< 22t {2+ o0 (m (11.2))
+kw +2k0O <H4 (M’ B)) } '

Beweis:  Wir beweisen wieder nur die Aussage fiir N = 2. Der dreidimensionale
Fall verlduft analog.
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Betrachten wir zunéachst

1
Vs 0+ =17 (=Tt s —alP/2 — 2]z + 222

- L Lvo(m (1L 1)),

Hierbei ist Iy ein Polynom homogen vom Grad 2.
Desweiteren ist

L(lls=al’ ls—glPt & &
—gll2 + —t = — | =20 _9¢ L L
Vs =l + (= — 2 z+2< + +

z 222 222 222

oo (i (2L 121 1Y)
z zZ Z

Das Polynom II, ist homogen vom Grad 4.
Der Abstand zwischen den beiden Streufeldern berechnet sich zu

|uso(zae + 5) — us 3(za + s)]|

_ k3/2 / / 1 eikHon»sftafg]HJrikt 1 ezkz+l—||5 glI?
2v2m Jat JR \/||za+s—ta—?]|| vz
- f(ta+ §)dtdy ‘
k3/2 1 1

ez‘kHza+s—ta—?7||+ikt

< sup
2v2r |\ fllza + s — ta — g Ve
[ [+ )l dedg
« R
K2 p sl p (sl + p)%p
< +0 o) |kt
_2\/27rz{ < ( z 222

kO (m(” il p))}/a / f(ta + g)| dtdg.

Mittels der schon mehrfach angewandten Abschitzungen fiir das verbleibende
Integral erhalten wir die Aussagen des Lemmas.

piketizs|ls =g

I\

O

Auf den ersten Blick scheint es verwunderlich, dass es nicht moglich ist, eine
Abschétzung unabhéngig von ||s|| anzugegeben. Bedenken wir aber, dass durch
die durchgefiihrten Ndherungen Kreise durch Parabeln ersetzt werden, so ist es
einsichtig, dass der Fehler von der Norm ||s|| abhingen mufi.
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Diese Fehlerabschiitzung zeigt uns auflerdem, dass fiir Objekte einer Grofie

p ~ 10~* die Parabelniiherung eine gute Niherung an die Born-Approximation
darstellt. Sollte allerdings der Objektradius iiber einen Wert von p ~ 1072 stei-
gen, wichst die Fehlerschranke in Gréflenordnungen iiber die des gestreuten Feld-
es. In einem solchen Fall ist die Parabelndherung zur Modellierung dann weniger
geeignet.

Um den Abstand zwischen den beiden Intensitdten I und I3 etwas iibersichtlicher
darzustellen, fithren wir die Abkiirzungen

4 7rk2p ||f||Loo {7\/(5 BE + O (W)) +
C’i;;f“nfn b (£ + 0 (T (12, 2)) 4
600(3): k(” ||+/J p—l—ZkO( (HZ_H,E))}, fiir N = 2
BN f e {2+ 0 (1 (L2, 2)) +
\ s Lole 4 250 (1, (1L, 2)) ) fiir N = 3
und
sl { nk:{iw +0 (<k<z1p>>5/2)> +
st flle. (£ + 0 (ma (1, 2)) +
eo(s) =  Usll+p)%p H+ﬂ Ly kO (H4 ( LIsll g))}’ fiir N = 92
k2p 3/2||f||L2 {g +O( (Izll’ S)) +
\ k(H H+ﬂ Ly kO (H4 ( lls| g))} fiir N = 3
ein.

Satz 3.2.8 FEs seien supp{f} C B,(0) und z > p.
Fiir f € Loo(RY) mit hoo < 1 gilt dann

|I(z, e, 8) — I3(z, v, 8)|
h% (2 + hZ) 2
< o0 o0
ST 1 -ha

E00(8) + 00 (5)?

und fiir f € Ly(RN) mit hy < 1 gilt

|I(Z, «, S) - 13(27 «, S)|
h3(2 + h3) 2
< (21 — h2)22 = h262(s) + £9(s8)2.




Beweis: Die Ausage folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung unmittelbar aus den
Lemmata 3.2.1, 3.2.2, 3.2.6 und 3.2.7.

O

Bereits im zweiten Kapitel haben wir die Fouriertransformation des Propaga-
tionsoperators berechnet. Dieses Ergebnis konnen wir nun verwenden, um fiir
das Streufeld u,3 einen Projektionssatz anzugeben, d.h. wir stellen einen Zu-
sammenhang zwischen der Fouriertransformierten des Streufeldes u, 3 und der
Fouriertransformierten der Objektfunktion f her.

Satz 3.2.9 FEs seien f € Ly(RY) und 2z > 0, dann gilt fir o € a*
ik

folus,g(Z, a, 0_) _ _E(271_)1/2eikzefiﬁ\\0||2fo(o_).

Beweis: Aus Lemma 2.1.2 erhalten wir (im Fall N = 3 wenden wir Lemma 2.1.2
zweimal an)

ik

fN—luS,3(Za a, J) = _Eeikze_i%”gwa—l,Pf(aa U)‘
Nun ergibt sich die Aussage des Satzes dirket aus dem Projektionssatz fiir die
Rontgentransformation.

O

Aus diesem Ergebnis lédsst sich der Grenzfall zur herkémmlichen Réntgentomo-
graphie leicht ersehen, denn im Fall, dass z — 0, erhalten wir bis auf einen
Vorfaktor den Projektionssatz der Rontgentransformation.

3.2.4 Modell M4 - Parabelndherung mit linearisierter In-
tensitét

Auch bei Modell M3 kénnen wir eine lineare Nidherung durchfiihren, indem wir
die quadratischen Anteile |u; 3|? vernachlissigen.

Modell 4 (M4): Es sei f die Objektfunktion, dann gilt fiir s € ot
der Zusammenhang

us3 (za+s) = P,Pf(a,s)

und
Ii(z,a,8) =142 Re (ui(za + S)us 3(za + s)) :

Mit denselben Ideen wie in Satz 3.2.5 lasst sich auch fiir dieses Modell eine
Abschétzung angeben.
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Satz 3.2.10 Es seien supp{f} C B,(0) und z > p.
Fiir f € Loo(R") mit hoo < 1 gilt dann

3 — 2hoo)h2
I(z,a,8) — Ii(z,a,8)] < ﬁ + 2e50(5)
und fiir f € Ly(RN) mit hy < 1 gilt
3 — 2hy)h3
11(z, a,8) — Li(z, a0, 8)| < ﬁ + 269(s).

3.3 Rekonstruktionsverfahren zu den angegebe-
nen Modellen

Nachdem wir die verschiedenen Modelle auf ihre Genauigkeit hin untersucht ha-
ben, wenden wir uns nun den Methoden zur Rekonstruktion der Objektfunktion
f zu. Wir starten mit der sogenannten Parabolid-Methode, die eine der Stan-
dardmethoden bei der Phasenkontrasttomographie darstellt.

Daraufhin leiten wir ein neues Verfahren mit Hilfe der Approximativen Inversen
her. Zusétzlich nutzen wir einige Verbesserungen wie z.B. die schnelle Riickpro-
jektion.

Die nichtlinearen Verfahren basieren auf dem im zweiten Kapitel vorgestellten
GN-Algorithmus.

Im Folgenden werden wir mit /°*? immer die gemessenen Intensitidten bezeichnen,
die sich entweder aus den synthetischen Daten ergeben oder im realen Experiment
gemessen wurden. Weiter definieren wir noch die Funktion

9P (z,a,8) = I"P(z,a, 8) — 1.

3.3.1 Die Paraboloid-Methode und das MOR-Verfahren

Wir beginnen mit dem Modell M4, das auf Grund der vielen Approximationen
am einfachsten zu behandeln ist. Die Intensitit in Modell M4 ist gegeben durch

Ii(z,a,8) =1+ 2Re (ui(za + S)us3(za + s)) :

Um die Herleitung im weiteren Verlauf iibersichtlicher darzustellen, fiihren wir
die Datenfunktion g, als

ga(z,,8) = Iy(z, a0, 8) — 1
ein. Die Fouriertransformierte von ¢4 ist wegen Lemma 2.1.2

ke ke —_
Fn_194(z, 0, 0) = —%e‘zﬁu(’” FnaPfla,0)+ %ezﬁ”““ Fn-1Pf(a,0). (3.3)

52



Eine wichtige Frage ist, wie viele Messabstidnde nétig sind, um das Objekt eindeu-
tig rekonstruieren zu kénnen. Im Gegensatz zu der Problemstellung im zweiten
Kapitel, bei der wir keine Eindeutigkeit mit einer endlichen Anzahl von Mess-
abstinden feststellen konnten, reichen bei dem Modell M4 bereits zwei Mess-
absténde aus.

Satz 3.3.1 FEs seien z1, 29 > 0 verschieden und f habe kompakten Triger. Dann
lasst sich die Funktion f eindeutig aus den Messwerten g4(z1,-,-) und g4(29,-, ")
bestimmen.

Beweis: Wegen Formel (3.3) gilt fiir die beiden Messabsténde z; und 2z,

i ( =ikl izl ) ( FnaPfla,0) ) _ ( Fr-194(21, 0, 0) ) (3.4)

9\ _e-igtloll?  piztlol? Fn aPf(a,o) Fn-194(z2, 0, 0)

P22
e'ak

Die Determinate der Matrix ist ungleich 0 fiir alle o mit

sin (%) # 0.

Daher besitzt das System fiir diese Werte von o genau eine Losung.

Da die Objektfunktion f kompakten Triger hat, ist auch der Triger von Pf
kompakt. Hieraus folgt, dass Fy_;P f(a, o) komplex analytisch in o ist.

Weil das System (3.4) auf einer nichtleeren offenen Menge lésbar ist, wird dadurch
die Funktion Fy 1P f(a,0) eindeutig festgelegt.

Auf Grund der Injektivitdt von Fy_; und P ist schlielich f eindeutig bestimmt.

O

Wegen dieses theoretischen Resultates sind also Messungen mit zwei verschiede-
nen Abstidnden zur Bestimmung von f ausreichend, allerdings gibt der Satz keine
Auskunft iiber die numerische Stabilitdt. In der Tat zeigt sich in numerischen
Tests, dass eine stabile Rekonstruktion ab vier verschiedenen Messabstinden
moglich ist.

Betrachten wir nun den Fall von mehreren Messabstinden zq, .., zx, die gleich-
zeitig in die Inversion eingehen. Es sei

12 2

_;z1le ;2o
" —e 2k e’ 2k
7
Azl,..,zK (0) = ? : (3 5)
_izxlel? Lz gloll®
—e 2k e 2k
Die Matrix A*A ist gegeben durch
2 K _yK eizzn;yn?
(Azl,.-,ZKAzla“:zK) (U) = Z K 4zl||a||2 = .
- Zl:l 6_2 k K
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Die Normalgleichung fiir mehrere Messabstéinde hat folgendes Aussehen:

.7:N7194(Z1,04; 0)
. Fn-1Pf(a,0) ) .
(AZI,..,ZKAzlr':ZK) (U) ( fz_i’Pf(a, O’) ) - Azly--yZK(O-) : (36)

Fn-191(2K,,0)

Die Inverse der Matrix A; A, ist

s 2K 152K

(Azl,..,zKAzh--,zK) o (o) =

4 K S eR
orlloll2 .

Die Standardmethode, die Paraboloid-Methode, verwendet die Inverse
-1
(A* AZ1,..,ZK) und umgeht die Nullstellen des Nenners, indem auf K? —

2152 K

2
.21||o
i l” Il

K
‘211 €k

ein Wert v addiert wird. Wir erhalten:

Algorithmus 3.3.2 (Paraboloid-Methode (PA))

e Berechne fiir jede Richtung o

4 1
Frawleo) = 45 z1llo )12

k2, K gzlel?
(K _‘lele k

Kl
2 K, Zel b
+7) =

Fn-19° (21, @,0)

*
215-92K

folgexp(ZK; a, U)

e Benutze fiir alle Richtungen « inverse Fouriertransformation, um w zu be-
stimmen

e Wende gefilterte Riickprojektion an
f=P 'w

Es fillt direkt auf, dass die Paraboloid-Methode die hohen Frequnzen von Fy P f,
die im Besonderen anfillig gegeniiber Datenfehlern sind, nicht behandelt. Ein-
zig die Singularitdt in dem Quotienten der Inversen wird beriicksichtigt. Es ist
deshalb zu erwarten, dass die Paraboloid-Methode auf Datenfehler merklich rea-
giert.

Ein weiteres Problem ist die Rekonstruktion an der Stelle ¢ = 0. Die Matrix
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A% Az ist hier fiir beliebige Messabstéinde singulér. Eine direkte Rekon-
struktion des Wertes Fy_1P f(a, 0) ist also nicht moglich!

Die einzige Information, die wir erhalten, ist

ko, . . Sy
3 (—z]:N,l’Pf(a, 0)+ 1 Fn 1Pf(a, 0)) = Fn_194(2,,0).

Eine Moglichkeit, die Frequenz o = 0 zu korrigieren, ist den Phasenwinkel von
Fn 1Pf(a,0) stetig in Fy 1P f(a,0) fortzusetzen. Diese Vorgehensweise be-
griinden wir mit der Stetigkeit von Fy 1P f(c, o). Da der Wert

k

-3 (iFyvPf(a,0) =i Fy 1 PF(a,0)) = Fy104(2, 0, 0)

bekannt ist, kann so die Frequenz ¢ = 0 angendhert werden. Wir erhalten

_fN—lg4(Za «, 0)
k

Re(i}"N_l’Pf(a, 0)) =

und andererseits kennen wir den Phasenwinkel 0

30 _ fN—lpf(a’ 0)
|fN71Pf(O‘: 0)‘ .

Hieraus folgt
Re(i}"N_lpf(a, U))

‘fol,Pf(aa 0)| = Re(iei")
_fN—lg4(za «, U)
FRe(ic?)
Somit ist . ( 0)
—194(2,,0)
Fy1Pf(a,0) = - g

kRe(iei?)

Diese Methode kann aber instabil sein, zum einen falls die Fourierwerte um o = 0

sehr klein sind (§ kann nicht zuverlissig bestimmt werden) oder der Wert Re(ie)

nahe bei Null liegt.

Eine Alternative ist Fx_1P f(a, 0) zunéchst auf Null zu setzen. Weil F_ P f(c, 0)
gerade der Mittelwert von P f(«,.) ist, kann nachtréglich die Funktion Pf ent-

sprechend verschoben werden. Hierzu sind dann aber Zusatzinformationen nétig,

z.B. iiber den Tréger von f.

Jetzt werden wir das Verfahren der Approximativen Inversen anwenden, siehe

[32, 33, 34]. Zunichst geben wir aber eine kurze Zusammenfassung wie die Appro-
ximative Inverse bei vektorwertigen Funktionen eingesetzt wird. Eine genauere
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Abhandlung iiber die Approximative Inverse bei vektorwertigen Funktionen fin-
det sich in [44].
Es sei das Problem gegeben: Gesucht (fi, f2) mit

B( fi > :<Blf1+32f2 > :<b1>
f2 Bsfi + Bufs by |-

Wir wollen eine Ndherungslosung fiir f bei einer gewéhlten Linse e, bestimmen

mit
T\ fo (f2, €7> '
Dazu berechnen wir v, 19, 13 und 14, so dass
Bity + B3hy = e,
B3y + Bijs = 0
Bis + Byys =
Biys + Bihy = e,

Dann ist

R
(
fi,€4) >

(]

Diese Methode konnen wir nun auf unser Rekonstruktionsproblem iibertragen.
Bei mehreren Abstédnden haben wir das System

(75 ) - nee

91(2x, @, )

Bifi + Bafa, th3) + (Bsfi + Bafa, ¥4)

f1: Bin + B3is) + (fa, B3ty + Biv) )
fr: Bis + B3iu) + (fa, B3t + Biv)

Bifi + Bafa, 1) + (B3 fi + Bafa, a) >

o~ o~ o~ o~~~

efzkzl le 6zkz1 le

e—ikZKPZ eiszPZ
K K
zu 16sen. Die Normalgleichung ist

KZlIil Epzz leill(e%kzl Pipzl P_f (a S) —
Zl:l 672lkZlPZlPZl Zl:l PZlPZl Pf ,

(eikzlp—Zl S (5

efzkzl le . 671sz PzK

1(21, 0, )
..

g4(ZK, a, )
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Nun sind wir in der oben geschilderten Situation und kénnen die Approximative
Inverse verwenden. Um t¢; und %5 zu berechnen, miissen wir das System

> P, P, > e*** P, P, U\ _ [ ey
leil e_QikZIPZzPZz Z{il PZZP—ZI 77D2 B 0
l6sen. Dieses System lésst sich nicht analytisch 16sen. Auch der Versuch, die
Losung numerisch zu bestimmen, ist sehr problematisch, weil durch die hohe
Wellenzahl k£ die Kerne der Integraloperatoren stark oszillieren. Eine sehr feine
Diskretisierung wére deshalb nétig, was aber mit heutigen Rechnerkapazitéten
nicht zu bewéltigen ist.
Ein Mittel, diese Schwierigkeiten zu umgehen, ist das System im Fourierraum zu

betrachten. Wir schrédnken uns nun auf Mollifier vom Typ e, (z,y) = e, (z — y)
ein und erhalten mit der Notation aus Gleichung (3.5)

* Fnoatr \ [ Fa-iey
(B 2)- ()

Fnoavr N s [ Fn-ie,
( Fn_11 > = (A e en) 0 ’

Es ist dann

Wir setzen nun Fy ¥ = A, .. Fn-ath und berechnen in dem Hilbert-
" Fn-1
raum HX = Ly(a™) x -+ x Ly(a™) (Definition des Skalarproduktes wie in Satz
K—vmal

2.2.11) den Zusammenhang

< 94(21:,a,.) \Ij> < j:ng4:(zha,.) ) (fN_1w1>>
: ) : y L1z1,0,2K fN—1w2

94(21(,06,') HE fN7194(ZK,Oé,') K

B FnaPfla,-) " Fn_ath
o << Fn aPf(a,-) ) ’Azl""zKAzl’"zK ( Fn_1ts >>H2
= (FN1Pf, Fn-rey)r, = (Pfla, ), €)1,

Die Gleichung fiir ¥ hat folgende explizite Gestalt

FX0) = Au ok VAL | 7)) 3.7

1||o|| 4(21*11)\\0\\2
ittt (K SK 1 )

2ty (o)
— 2L U 2 jxcllol” o2 Gzl
1=1€ e Tk (K Zz 1€ f)
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Genau wie bei der Paraboloid-Methode hat der Bruch an bestimmten Stellen
Singularitidten. Hier konnen wir analog zur Paraboloid-Methode durch die Ad-
dition eines Wertes 0 im Nenner die Berechnung stabilisieren. Zu beachten ist,
dass wir den Wert ¢ nicht zum Regularisieren des Gesamtproblems (wie es in der
Paraboloid-Methode geschieht) benutzen, hierzu dient bereits der Mollifier e,.
AufBlerdem kann der Wert § sehr klein gewéhlt werden, da e, ohne Datenfehler
vorliegt.

Interessant ist, dass wir den Kern ¥ mit dem Filterungsschritt bei der Inversi-
on der Rontgentransformation kombinieren konnen. Indem wir mit dem Kern ¥
und der Filterung ein modifiziertes Filter ¥ definieren, erhalten wir ein Verfahren
vom Typ gefilterte Riickprojektion.

Um U zu bestimmen, fiihren wir einen Wechsel der Integrationsvariablen in Zy-
linderkoordinaten durch und nutzen den Projektionssatz der Rontgentransforma-
tion.

@) = @m N[ Fyf(ea
RN
1 4
= (m) /S 1 / 100 Fy f (o) doda

1 .
= (2%)_(N+1)/2§/ /l 190|| Fy_1Pf(a, 0)e® doda
St Ja
1 i — .
~ (27r)_(N+1)/2§/§1 /l 100 Y- Frno1W1(0) Fr_194(21, o, 0) e doda.
@ 1=1

Hierbei haben wir den Projektionsoperator

T fiir N =2
or = { (xlaxZ;O) fiir N =3 (38)

verwendet.

Als neuen Kern setzen wir Fy ¥ (o) = ||Oc|| Fx_1¥(0).

Da die Messanordnung bei dquidistanter Winkelabtastung ein zylinderartiges Re-
konstruktionsgitter nahelegt, bietet sich eine beschleunigte Version der Riickpro-
jektion, die schnelle Riickprojektion, siehe [26], an. Hierbei werden die speziellen
Invarianzen der Messgeometrie ausgenutzt.
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Das Verfahren der modifizierten Riickprojektion ist nun:

Algorithmus 3.3.3 (MOR)
Vorberechnung:

e Berechne den Rekonstruktionskern U
Hauptberechnung:

e Bestimme

w(a,s) = Fyt I(ZfN 0y Fyo1g97(, ,)> (s)

=1

e Wende schnelle Riickprojektion auf w an:
f=Pw

Setzen wir im MOR-Verfahren fiir den Mollifier die Delta-Distribution, also

e, = 0, dann erhalten wir genau die Paraboloid-Methode. Die Paraboloid-
Methode ist somit ein Spezialfall des MOR-Verfahrens.

Die Giite, mit der der Kern ¥ und somit auch ¥ bestimmt Werden kann, hingt
ab (siehe For-

Zl ) o lelk o))
mel (3.7)). Je grofier dieser Wert fiir eine Frequenz o ist, desto stabiler kann der
Kern an der Stelle o berechnet werden.

Weil die Frequenz o € o' und nur betragsmiifiig in die Berechnung eingeht,
kénnen wir o fiir ein fixiertes @ auch durch eine Variable £ € RV~ ersetzen.
Nehmen wir an, dass die positiven Frequenzen von ¢ im diskreten durch &,, = hm
mit Schrittweite A und

hauptséchlich von dem Wert des Nenners (

i my mlzl,..,M fiir N =2
me= (ml,mQ) ml,m2:1,..,M fiir N =3

gegeben sind. Da im Nenner die Frequenz £ nur im Quadrat auftaucht, sind
hiermit die negativen Frequenzen mit eingeschlossen. Die Frequenz £ = 0 brau-
chen wir nicht zu betrachten, da diese, wie wir bereits gesehen haben, nicht ohne
besondere Behandlung rekonstruierbar ist.
Durch eine geschickte Wahl der Messabstédnde 2y, .., zx konnen wir den Wert des
Nenners beeinflussen und somit versuchen, eine optimale Wahl im Hinblick auf
die Stabilitidt der Berechnung von ¥ zu finden.
Wir definieren die zu maximierende Funktion G durch

)

4hl||mh||2

m=1,..,M

G(z1,..,2K) = min {
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Alternativ ist auch eine Wahl

K eilmhl?
D e

=1

G(z1, . 2K) = Hl <K2 _

m=

2)
moglich.
In den numerischen Tests haben wir die zweite Version von G benutzt. Da die
Berechnung von 21, .., zx nur einmal durchgefiihrt werden muss, ist die Rechenzeit

der verwendeten Optimierungsroutine nicht wichtig. Wir haben in unseren Tests
mittels ‘crude force’ eine gute Konstellation berechnet.

3.3.2 Das nichtlineare Verfahren NILI 1

Wenden wir uns nun dem Modell M3 zu. Da es sich hier um ein nichtlinea-
res Problem handelt, bietet sich z.B. ein Gauf}-Newton-Verfahren an. Zuné#chst
definieren wir

93(2z,,8) = I3(z, 0, 5) — 1. (3.9)

Setzen wir nun die Darstellung der Funktion I3 ein, dann sehen wir, dass sich die
Datenfunktion g3 in zwei lineare und einen quadratischen Anteil aufteilt:

g3(z, ) = e 2P, Pf(a, 5) + e P,Pf(a,s) + |P,Pf(r,s)]* .
Der quadratische Anteil, den wir durch die Funktion () abkiirzen,

Q(P)](2,.5) = |P.Pf(as)]"

ist identisch mit der Intensitdtsfunktion aus Kapitel 2.2. Aus diesem Grund
konnen wir die dort erzielten Ergebnisse auf () iibertragen. Viele Berechnungen
dieses Abschnittes verlaufen wegen dieser Identitit analog zu Kapitel 2.2. Wir
werden deshalb in einigen Féllen auf die Zwischenrechnungen verzichten und
stattdessen nur auf die entsprechenden Bereiche in Kapitel 2.2 verweisen.

Wir untersuchen nun die Eindeutigkeit des inversen Problems.

Satz 3.3.4 FEs seien z1, 29 > 0 verschieden und f habe kompakten Triger. Dann
lasst sich die Funktion f eindeutig aus den Messwerten gs(z1,-,-) und gs(2a,-, ")
bestimmen.

Beweis: Wir betrachten die Fouriertransformierte von g beziiglich s und erhal-
ten durch eine analoge Rechnung wie in Lemma 2.2.1

ok 2llol2 ko zlo)? _
Fno193(z,a,0) = —%e’z%}ﬁv,fpf(a, o)+ %el i3 Fn aPfla,o)+

k2 zllo2 - oz
i 7Z<U’77> R
ienE-oet " /ale Pflen)Pf (O""“L k )d"'
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Da der Triiger supp {Pf} C [—a,a]" fiir ein a € R ist, gilt fiir alle [|o > 2
die Gleichung

'k o2 ko ze)? _
Fn 193(z, a,0) = —%e’l%]ﬁv,lpf(a,a) + %ez 3 Fn aPfla,o).

Nun sind wir in einer dhnlichen Situation wie im Beweis zu Satz 3.3.1. Da
Fn_193(z, a,0) fiir zwei z-Werte bekannt ist, konnen wir Fy P f(a, o) fiir al-
le |lo|| > 2% bestimmen. Weil Pf aber kompakten Triiger hat und somit
Fn_1Pf(a,-) komplex analytisch ist, wird Fy_1Pf hierdurch fiir alle o schon
eindeutig bestimmt. Aus der Injektivitdt von Fy_; und P resultiert schliefilich
die Aussage.

O

Dieses Ergebnis wirkt sehr merkwiirdig, denn die Struktur des Modells M3 ist
sehr dhnlich zur Problemstellung in Kapitel 2.2. Dort war es jedoch nicht moglich
die Eindeutigkeit mit einer festen Anzahl von Messabstdnden nachzuweisen. Bei
Modell M3 reichen aber zwei verschiedene aus. Auch der komplexe Phasenfak-
tor, der in Satz 2.2.7 auftritt, ist bei Modell M3 iiberfliissig. Der Grund hierfiir
ist, dass bei dem Modell M3 das einfallende Feld auflerhalb des Trigers von f
nicht absorbiert wird, wihrend bei dem Modell aus Kapitel 2.2 das einfallende
Feld auflerhalb des Trégers von T vollstindig absorbiert wird. Somit steht im
Modell M3 bei dem inversen Problem mehr Information zur Verfiigung und die
Eindeutigkeit kann mit zwei Messabstéinden gezeigt werden.

Die Rekonstruktion bei Modell M3 gliedert sich in zwei Teilschritte. Als er-
stes wird aus den Daten g3 fiir jede einfallende Richtung o die Rontgentrans-
formation P f(«,.) bestimmt. AnschlieBend kommt ein Inversionsverfahren zur
Rontgentransformation zum Einsatz.

Da die Richtung o im ersten Teil der Inversion nicht explizit in der Rechnung
bendtigt wird, lassen wir die Variable o der besseren Ubersicht halber weg.

Der erste Ansatz zur numerischen Losung des nichtlinearen Problems (3.9), der
in [14] vorgestellt wurde, ist ein eingefrorenes Newton-Verfahren (Die Ableitung
wird hier an der Stelle Pf = 0 ausgewertet). Dazu wird in jedem Schritt die
Losung PfU+Y der Gleichung

e R P, Pf(s)ITY) 4 R PP f(5)0+D) = ¢°P (2, 5) — Psz(s)(j)‘2

bestimmt. Zur Losung der Gleichung kommt in [14] die Paraboloid-Methode
zum Einsatz. Die Ergebnisse, die mit diesem Algorithmus erzielt werden, sind
allerdings eher mafig.

Bessere Resultate konnen wir bei einem Verfahren erwarten, das die Ableitung an
der Stelle Pf\) in jedem Newtonschritt neu berechnet. Ein mogliches Verfahren
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wire deshalb ein GauB-Newton-Verfahren.
Betrachten wir zunéichst den quadratischen Anteil

[QPA)(z,5) = |PPf(s)[.

Einen schnellen Vorwértsloser fiir () erhalten wir durch mehrfaches Anwenden
der Fouriertransformation. Es ist

2

QPN = 0 (e s (9

Da wir die Gleichung (3.9) wieder im Fourierraum betrachten, bendtigen wir zur
Anwendung eines Gauf}-Newton-Verfahrens die Ableitung von Fy_1@Q), die wir
mit ()’ abkiirzen. Es ist nach einer analogen Rechnung wie in Satz 2.2.3 und
Formel (2.1)

Af 7 —ki a2 _ ki ;=102 -

[Q (Pf)h](z, 0') = }-N—l (le—l (Te 2k .7:N17Df> ‘7:N1—1 (56 2k .7:N1h>
ki oL . —ki a2

+ Fyl, (éele'lePQ Frl, (Tlel'é—kf]vlh» (o).

Die Ableitung von Fy_1g3, wir bezeichen sie mit g}, ist nun

i ki _jelon ki jelo1?
[93(7Df)h](2, 0) = _Ee 2k .7:N,1h(0') —+ 56 2k

Fy1h(o) +[Q'(Pf)h](z,0).

Mit Hilfe dieser Ableitung wenden wir nun das Gauf3-Newton-Verfahren an. Hier-
bei ist die Gleichung fiir h = P fU+1) — P f0)

ﬁé(Pf(j))h = Fyn 19" — fN71g3('Pf(j))

in jedem Newtonschritt zu lsen. Mit gs(PfU)) bezeichnen wir die Daten, die
sich im Modell M3 mit der Réntgentransformation P fU) ergeben.

Da der Operator g; relativ einfach auszuwerten ist, bietet sich zur Losung ein
CG-Verfahren an. Dabei ergeben sich zwei Schwierigkeiten. Zum einen bildet
§' keine C-lineare Abbildung, zum anderen ist das System beziiglich nur eines
Messabstandes unterbestimmt.

Dem ersten Problem begegnen wir, indem wir schlicht & als neue Variable de-
finieren. Das zweite umgehen wir, indem wir mehrere Messungen durchfiihren.
Wir setzen also

= h
M = {Zl,...,ZK}.

<
|
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Nun definieren wir

ki :100% ki -l
[B:(Pf)(h,q)l(0) = =5 e 5 Fyih(o) + e A Fy 1q(0) +
—k1 a2 k .2
Fn-a <~7:1\_11_1 (TZG_Z st 7:N1Pf> Fil (526 HZ’D Fn- 1Q>

ki .=l —ki =102
+f]§1,1 (56 Zk fN 17Df> fN 1 (Te 2k fN 1h>>( )

B(Pf) : H? — HE
(h,q) = B(Pf)(h,q) = (B, (Pf)(h,q),..., B..(Pf)(h,q)).

Lemma 3.3.5 Sei Fx | Pf € Li(a't), dann sind die Operatoren B,(Pf) : H> —
Ly(at) und B(Pf) : H> — HX linear.

Beweis: Betrachten wir zunéchst die Aussage fiir den Operator B,(Pf). Die
Linearitit von B,(Pf) ist offensichtlich. Wir brauchen lediglich B,(Pf)(h,q) €
Ly nachzuweisen. Aber auch das ist wegen

k
1B:(Pf)(h. @)l < 5 (1Fn-1hllz, + [ Fr-rdllr.)
2

k
+w||ffv—17’f||m (1 Fx—1hlle, + | Fv-1llz,)

klar. Hieraus ergibt sich auch die Aussage fiir B(Pf).

Unmittelbar erhalten wir analog zu Satz 2.2.11

B (Pf)(Fn-19(21,7)s s Fn19(2x,7)) = > BL(Pf)Fn-19(2 )

J=1

und

P Fxorlln) = (5 (5 e Ao ) 0+ (P Fxorln),.

it (e m ) )+ (@ PDF ),
mit

[Q% (Pf)Fy-1w](n) =

(-7:1\_/1_1 (%e‘klg Fn-i (-7:N—1 (%kie_ 5 ” FrL 1Pf> )) (1),
-7:1:71_1 (%kie iy ||2~7:N 1 <~7:N1 (%6 z“”l“l -7:N 1Pf> >> (77)> :
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Setzen wir nun noch b = (by, .., bx) mit
bj = Fn-19""(2,+) = Fn-i1lgs(Pf)](z) ),

dann lasst sich das Problem eines Newtonschrittes mit den neuen Bezeichnungen
schreiben als

B(Pf)(h,q) =b. (3.10)
Zur Losung dieses Systems setzen wir ein CG-Verfahren ein.
Algorithmus 3.3.6 (CG-Verfahren)
e Wiihle einen Startwert (h(®), ¢©),

e Berechne

1) = B (P ) BPS (1™, g™) ~ b

und setze
d™ = —r™ " falls m = 0.

e Berechne

()2
ROt gty — (pm) m)y g qm) am:”T—.
(5,0 = (B ) [B(Pf)dm]?
e Bestimme
(m+1)1|2
(mt1) _ _ (m+1) (m) N e
d = —r + Bmd™, wobei B, = IR

Genau wie in Satz 2.2.13 zeigen wir nun, dass die Iterierten des CG-Verfahrens
in festen Rdumen bleiben.

Satz 3.3.7 Seien Fy 19°® € Li(a’) N Ly(at) die exakten, fouriertransfor-
mierten Daten und Fy_Pf € Li(a') N Ly(at). Ist (Fx_1h\Y, Fxy_ 14" €
(Li(at) N Ly(at)) x (Li(at) N Ly(at)), dann gilt in Algorithmus 3.3.6:

(Fn_ah™, Fy_1¢™) € (Li(at) N Ly(at)) x (Li () N Ly(at)) fir alle m € IN,

Beweis: Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte

1. Wir zeigen zuniichst, dass b € H¥ ist. Weil

bj = folgeIp(Zj, ) - fN*l[g?)(Pf)](Zji )
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ist, reicht es Fy_1[g3(Pf)](2,:) € Lao(a?t) fiir alle Fy_1Pf € Li(at) N
Ly(at) nachzuweisen.
Sei also Fy 1Pf € Li(at) N Ly(at), dann gilt

| Fn-1lgs(P Iz, )||L, k|| FnaPflle, + | Fn QP )z, )L,
ENFn-aPflle, + QP Iz, ),

k2 .
k||fN_1Pf||L2 + Z .'/_"];1,1 <61£|_kf1v_173f> HL
N Fn-aPfllL,

k2

kI FyaPfllz, + 4(Tl)/2||7:N7173f||L1
NFN-aPfll L,

(27)
Somit ist also Fn_1[g3(Pf)](2;,") € La(at) und deshalb auch b € HE.
Nun zeigen wir b; € Li(at). Hierzu reicht es wieder, Fn_;[g3(Pf)](z,") €
Li(at) zu betrachten. Es ergibt sich

IFn-1lgs(PH](z )l < EIIFNaP Sl + [ FvalQP I, )le,

k2
S k”fN—leHLl + W

12 P 1 —
E[|FnaPflln, + 1

VANVAN

IN

IN

Ly

k?

IN

(e_izék .7:N17Df> x* D <6i 2k .7:N17Df>
(2r) (D2 |

| Fn_1PfI7,

Hierbei haben wir den Operator D f(z) = f(—z) verwendet.

. Als Nichstes zeigen wir, dass B,(T)(h,q) € Li(a’) liegt fiir alle
Fn_1h, Fny_1q € Ll(al) N Lg(al).
Sei also Fy_1h, Fx_1q € Li(at) N Ly(at), dann gilt

||Bz(7)f)(h: g)||L1

k k?
< 5 (1Fv=1hllzy + [ Fy-ralle) + 10N
(I FN APl [ Fv-shlle, + 1 FvaP il 1 Fy-aglle,) -

Auf Grund von Satz 3.3.5 gilt auBerdem B(Pf)(h,q) € HY.

. SchlieBlich betrachten wir noch B*(Pf)b mit b € HX und b; € L,(a™) fiir
alle j = 1,.., K. Wir wollen zeigen, dass Fy_1B*b € (L(a') N Ly(at)) x
(Li(at) N Ly(at)) liegt. Hier reicht es, Fn-1B;, (Pf)b; zu betrachten. Fiir
die erste Komponente gilt

k2

. k
[Fn-1 (B (Pbj)ille, < §||bj||L1+m||fN71PfHL1HijL1-
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Analog verfahren wir bei der zweiten Komponente. Die Zugehorigkeit von
Fn-1B:(Pf)b; € H? ist nach Satz 3.3.5 klar.

Die Aussage folgt nun mittels vollstandiger Induktion.

Schliefilich gelangen wir zum Gauf}-Newton-Verfahren:
Algorithmus 3.3.8 (NILI I)

1. Wiihle einen Startwert w'®.

2. Lise das System
B(w")(h,q) = b

mit Hilfe von Algorithmus 2.2.12 iterativ.
3. Fihre einen Newtonschritt durch

whth = ) L p

bj = Fn_19“P(%,") — ]:N,l[gg(w(j“))](zj, ) firallej=1,., K
und gehe zuriick zu Schritt 2 (solange bis gewiinschte Auflésung erreicht ist)

4. Wende gefilterte Riickprojektion an
f=P 'w

3.3.3 Der IIF- und der BVD-Algorithmus
Nun betrachten wir das Modell M2. Als Daten setzen wir
g2(2,a,8) = Ih(z,a, 8) — 1.

Da wir fiir das gestreute Feld jetzt die Born-Approximation verwenden, bietet sich
der Propagationssatz 3.2.4 zur Inversion an. Nach diesem Satz gilt fiir 0 € ot
mit ||o|| < k die Gleichung:

T 6iza((r)

Fynusi(z,a,0) = —ik2\/g () Fn f(w(a, o)),

wobel a(o) = 1/k? — ||o]|2 und w(a, o) = (a(o) — k)a + o.

Zur besseren Ubersicht fiihren wir die Funktion

W(z,0) = _ik2\/fw
’ 2 a(o)

ein. Die Daten ¢, sind dann fiir ||o]| < &

Fn_192(z,0,0) = Wiz, 0)Fnf(w(a,—0))+ W(z,0)Fnf(w(a,o)).

Auch hier erhalten wir ein Eindeutigkeitsresultat.
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Satz 3.3.9 FEs seien z1,29 > 0 verschieden und f habe kompakten Triger. Dann
lasst sich die Funktion f eindeutig aus den Messwerten go(21,-,-) und go(29, -, ")
bestimmen.

Beweis: Fiir die beiden Messabstédnde z; und 2z erhalten wir fiir das System bei
loll <k

(W) W) ) (Fuflelena) ) _ ((Framaao))

Dieses System ist auf einer nichtleeren, offenen Menge invertierbar. Genau wie
im Satz 3.3.1 folgt nun aus der Kompaktheit des Tréigers von f die Eindeutigkeit
von Fy f. Wegen der Injektivitit von Fy ist deshalb auch f eindeutig festgelegt.

O

Um in den folgenden Berechnungen nicht immer auf die Bedingung ||o]| < k
hinweisen zu miissen, gehen wir nun davon aus, dass die betrachteten Frequenzen
o bereits die Ungleichung ||o|| < k erfiillen. In der Tat ist bei den spéteren
numerischen Berechnungen auf Grund der groflen Wellenzahl £ diese Bedingung
fiir die diskreten Frequenzen immer erfiillt.

Um die Stabilitdt bei der Rekonstruktion zu gewéhrleisten, verwenden wir bei
der Inversion wieder mehr als einen Abstand.

Aus der Kenntnis der Messabsténde z1, .., zx ermitteln wir Fy f(w(c, 0)). Es ist

W(Zl,O') W(Zl,O')

< fo(w(a,a))
fo(w(Of, _U))

) fN7192(21;C¥aU)

W(z.K,a) W(z.K,a)

Fn-192(2K,, 0)

Indem wir wie in Kapitel 3.3.1 die Approximative Inverse anwenden, erhalten wir

fo(W(Oé; 0)) = <g2, ‘I’>HK
mit dem Rekonstruktionskern

2a(0)? Fn_ 167(0')
ir K2 — ‘ZK e2iz(a(o ‘2
W(z,0)K — W(zl, )zl e2iz(a(o)=k)

fN_l\If(U)

W(ZKa )K W(ZKa ) Zl le (0)=k)

Nun miissen wir noch die inverse Fouriertransformation von Fyf bestimmen.
Dies ist allerdings problematisch, da die Fouriertransformierte nur auf den Ewald
Sphéren gegeben ist. Um die inverse Fouriertransformation schnell ausfiihren zu
konnen, interpolieren wir f deshalb auf ein kartesisches Gitter.
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Da die Messrichtungen o € S; sind, kénnen wir o durch den Winkel ¢ beschrei-

ben:
COS

a=| sing

0

Betrachten wir also die Transformation

&1 (a(o) — k) cos ¢ + o4
22 =w(a,0) = | (alo) —k)sinp + o9 (3.11)

und 16sen nach ¢ bzw. o auf, dann ist mit dem Projektionsoperator © siehe
Formel (3.8)

osprs = _MiJ§;<| )

2k|©¢|1? |O&[[2 4k?[|Og]*
(&1 sinp — & cos @) sin g
o = (=& sinp + & cos ¢) cos @
&3

Im zweidimensionalen Fall fillt lediglich die letzte Komponente &5 weg. Die Er-
gebnisse fiir ¢ und oy, 05 sind gleich.

Zu beachten ist, dass wir insgesamt vier mogliche Kandidaten fiir die Losungen
des Winkels ¢ erhalten. Zwei ergeben sich direkt aus der obigen Formel durch
Anwenden der arccos-Funktion und die beiden anderen aus ¢34 = 27 — ¢y.
Durch Einsetzen in die Formel (3.11) kénnen wir nun die beiden richtigen Lo-
sungen identifizieren.

Wie aus der konventionellen CT zu erwarten, ergibt lineare Interpolation auf das
kartesische Gitter einige Artefakte. In der CT wurden fiir dieses Problem Vor-
schlige zur Verbesserung der Rekonstruktion gemacht, siehe [38].

So kénnen wir zeropadding sowohl direkt auf die Daten anwenden, was aber nur
eine minimale Verbesserung der Rekonstruktionergebnisse bringt, oder wir be-
nutzen zeropadding, bevor wir die Interpolation anwenden. Dies verbessert das
Bild merklich.

Eine andere Methode verwendet Zusatzinformationen des Objektes, ndmlich die
Beschrinktheit des Tréigers (siehe [38]). Hier wird eine beschleunigte Sinc-Reihe
fiir die Fouriertransformation angesetzt.

Um die Fouriertransformation noch genauer zu berechnen, kénnen wir auch die
diskrete Fouriertransformation an nicht Aquidistanten Punkten auswerten, was
aber zu einer wesentlich héheren Laufzeit fiihrt.

In dem folgenden Algorithmus Interpolation im Fourierraum benutzen wir be-
schleunigte sinc-Reihen.
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Algorithmus 3.3.10 (IIF)
Vorberechnung:

e Berechne den Rekonstruktionskern W
Hauptberechnung:

e Berechne
fo(w(Oz,O)) = <g2(a7'):\1’>HK

e Interpoliere Fnf mit Hilfe beschleunigter Sinc-Reihe auf ein kartesisches
Gitter

o Wende schnelle inverse Fouriertransformation an

Ein weiterer Ansatz basiert auf einer Methode, die in der Ultraschalltomographie
von Devaney vorgeschlagen wurde (siehe [19]). Hier wird die Interpolation im
Fourierraum umgangen, indem direkt auf dem vorgegebenen Gitter die inverse
Fouriertransformation berechnet wird. Es ist

1 i(x,
F) = Gy f P @0

Koordinatentransformation auf die Ewald-Sphéren liefert eine tiefpassgefilterte
Version von f

f(z) =~ N/Z/ / Faf(a(o) — k)a + o)eil@@—katoa)

aEa

||0H<k

1o l0ol@) b)Y
(ne || o )d dor

Bei dem Ansatz von Devaney ist es jedoch zunichst nicht moglich, auf einfache
Weise einen schnellen Algorithmus anzugeben. Die Laufzeit fiir die direkte Um-
setzung des Integrals (numerische Integration) hétte im dreidimensionalen bei n
Unterteilungen pro Raumrichtung eine Komplexitit von O(n®), wire also voll-
kommen indiskutabel. Dies kommt daher, dass fiir jeden Rekonstruktionspunkt
das innere Integral iiber " neu berechnet werden muss.
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Beschleunigen konnen wir das Verfahren, indem wir die hohe Wellenzahl k der
Phasentomographie ausnutzen. Wir entwickeln die Exponentialfunktion

o g i(a(o)-k)(as2) ) g
f(x) 2027 N/2/ e/ Fnf((a Ja+ o)e’ (o) e oda
||0H<k
- (ia(o) = k){a, z))"
~ N/2/ / Fnf((a(o) —k)a+0) > '
Sl ccal v=0 v
llolI<k
Ol

a(o)
- W/Qz //fo 0) = K +0)(i(a(0) = k))*

Sl o’€a
of|<k

©a|l
a(o)

Durch die Nidherung ist nun die Integration iiber o~ unabhéngig von x gewor-
den. Wir erhalten deshalb ein Verfahren vom Typ gefilterte Riickprojektion. Die
Laufzeit dieses Algorithmus ist im dreidimensionalen O(n*).

Als Abbruchindices M reichen in der Regel schon kleine Werte von M = 1 bis
M = 4. Die beschleunigte Variante ist:

" dodo.

1

Algorithmus 3.3.11 (Beschleunigte Variante (BVD))
Vorberechnung:

e Berechne den Rekonstruktionskern W
Hauptberechnung:

e Berechne
fo(w(Oz,O)) = <g2(a7'):\1’>HK

o Filtere die Daten fiir jedes 0 < v < M

el 0,T) do

wf0,3) = g [ Fuitate)-Rosotitao) -y

o’€a

llof|<k

e Wende Riickprojektion an

fx) =

(o, x)do

v=0
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Bei der klassischen gefilterten Riickprojektion kann die innere Integration, hier
auch Filterung genannt, im Ortsraum als Faltung berechnet werden. Dazu wird
ein Filter F, (o) gew#hlt, eine inverse Fouriertransformation analytisch berechnet
und die dann entstehende Faltung mittels numerischer Integration ausgewertet.
Leider ist ein analoges Vorgehen bei dem BVD-Algorithmus nicht ohne weiteres
moglich, denn die hier zu bestimmende inverse Fouriertransformation

0(s) = @)% [ (i(a(o) ~ AW o ()0

R a(o)

ist nicht analytisch berechenbar.
Mit einigen Approximationen kénnen wir aber Niherungswerte fiir ¢ bestim-
men. Es ist

2 14
V(o) —(N=1)/2 _-||0|| i(o,s)
P (s) ~ (2m) /]R< rn |©0||e"”*' F,(0)do.

Fiir einfache Filter wie z.B. das Ram-Lak Filter kann dieses Integral nun ana-
lytisch berechnet werden. Daher wire es auch moglich, die Multiplikation im
Fourierraum durch eine Faltung zu ersetzen.

3.3.4 Die nichtlinearen Verfahren NILI IT und NILI III
Schliefflich analysieren wir das noch fehlende Modell M1. Die Daten sind nun

gl(Z,OJ, S) = 11(2,04,3) -1

Zur Losung des inversen Problems wenden wir wie in Kapitel 3.3.2 auch hier
ein GauB-Newton-Verfahren an. Die Rechnungen zur Herleitung des Verfahrens
verlaufen vollkommen analog zu Kapitel 3.3.2. Wir werden deshalb nur die Er-
gebnisse angeben.

Da sich auch hier zur Herleitung eines Inversionsverfahrens der Propagations-
satz anbietet, ergibt sich wie im vorigen Abschnitt das Problem der Frequenzen
|lo|| > k. Dieses konnen wir umgehen, indem wir anstatt f eine tiefpassgefilterte
Version von f berechnen. Wir benutzen daher die Abkiirzung

V2a(o)

Wieo) = | —¢ “Vmges? fix ol <k
’ 0 sonst.

Wie bereits im vorigen Abschnitt erwéhnt, hat diese Einschrinkung keine Aus-
wirkungen auf die numerischen Ergebnisse, da die diskreten Frequenzen wegen
der hohen Wellenzahl £ immer die Bedingung ||o|| < k erfiillen.
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Die Ableitung von §; bestimmt sich zu
[91(Fn f)h](er,0) =
W(z,0)Fyh(w(a,—0)) + W(z,0)Fnh(w(a,o)) +
Fror (Faly (W (2, ) Fxh(w(e, ) Fxly (W (z, ) Fy flw(e, ) (o) +
Fro1 (Faly Wz ) Faf (wla, ) Fyly (W (z, ) Fah(w(a, ) (0).

Z,.

Z,.

Genau wie bei dem Verfahren NILI I setzen wir auch hier ¢ = h. Desweiteren
sehen wir wieder, dass die einzelnen Richtungen vollkommen separat voneinander
betrachtet werden kénnen. Wir lassen daher die Einfallsrichtung o« im Argument
der Funktionen der besseren Ubersicht halber weg. Um dennoch anzudeuten,
dass die Fouriertransformation auf den Ewald Sphéiren ausgewertet wird, setzen
wir

JNB(U) = Fnflw(a, o))
h(c) = Fyh(w(a,o))
q(o) = Fnq(w(a,0)).

Wir definieren den Operator C, in folgender Weise
C.(Fnf) = H? — Ly(a’)
mit
[C.(N)(h. Do) = W(z,0)i(0) + W(z,0)h(o) +
Py (Faly (W,
Fror (Fxls (W(z ) f

Hieraus ergibt sich unmittelbar

C2(H)(Fy-1w)l(0) = ]
(W(z o) Fyw(o) + Wz 0) Fya (Fily (W(z, ) f) w) (o),

W(z,0)Fyow(o) + W(z0)Fyl, (fj;ll (W (=) f)w> (a)> .

Schliefilich setzen wir noch

C(f)(h.d) = (Coy ()7, @), s Car () (B, D))

Bei dem entstehenden Gaufl-Newton-Verfahren l6sen wir in jedem Iterations-
schritt mit b = (by, ..., bg) und

bj = ~7'-N71gemp(2j: )= fol[gl(f)](Zja )
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die Gleichung

C(f)(h,q) =b. (3.12)

Mit der Funktion [g;(f)](2;, ) bezeichnen wir die Daten, die sich bei der Funktion

f im Modell M1 ergeben.
Zur Losung des Systems (3.12) dient ein Standard-CG-Verfahren.

Algorithmus 3.3.12 (CG-Verfahren)

1. Wiihle einen Startwert (h(®,§").

2. Berechne . o
™ = c*(f)(C(f) (™, q™) - b)
und setze
d™ = —r™ " falls m = 0.
3. Berechne
() g0m) — (RO ) 1 g d™ ity = I
IC(f)dm |2
4. Bestimme
(m+1)|2
A = —pmt) 3 d™ wobei B, = u
[t

Durch das Gauf-Newton-Verfahren haben wir nun die Fouriertransformation von
f auf den Ewald Sphéren bestimmt. Genau wie bei dem linearen Fall ergeben sich
die beiden Moglichkeiten, entweder die Fourierwerte auf ein kartesisches Gitter
zu interpolieren und dann schnelle Fouriertransformation anzuwenden (wie im
Verfahren IIF) oder die Integration wie im BVD-Verfahren auf den Ewald Sphéren
durchzufiihren. Die beiden hieraus resultierenden Methoden sind NILI II und
NILT III.
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Algorithmus 3.3.13 (INILI IT)

1.
2.

5.

Wiihle fir jede Richtung o einen Startwert f(©
Lase fiir jede Richtung o das System

C(f*)(h.q) =0
mit dem CG-Verfahren 3.3.12

Fiihre einen Newtonschritt durch

) = f) 4 )
bi = = Fn 19(2,") — Fxalor (F* D)z, -) fir alle j =1, ., K

und gehe zurick zu Schritt 2 (solange bis die gewiinschte Auflésung erreicht
ist)

Interpoliere Fn f mittels beschleunigter sinc-Rethen auf ein kartesisches
Gitter

Wende schnelle inverse Fouriertransformation an

Algorithmus 3.3.14 (NILI III)

Wihle fiir jede Richtung o einen Startwert f©
Laése fiir jede Richtung o das System

C(f*)(h.q) =0
mit dem CG-Verfahren 3.3.12

Fiihre einen Newtonschritt durch
fe = fw 4
by = =Fn_19""(%,") — fN,l[gl(f““)](zj, ) fir alle j=1,., K
und gehe zurick zu Schritt 2 (solange bis die gewiinschte Auflésung erreicht
ist)
Filtere die Daten fiir jedes 0 < v < M
1

w,,(a,x)zw / Fnf((a(o) —k)a+o)(i(a(o) - k))

v 1©a]lk
a(o)

ei(a,m)do_

aEa-L
lloli<k

Wende Riickprojektion an

fa) = 2 0,01

v=0 v
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3.4 Numerische Tests

Die im vorigen Abschnitt hergeleiteten Verfahren miissen sich nun in der Anwen-
dung bewéhren. Dazu erzeugen wir eine Reihe von Phantomen und vergleichen
die Ergebnisse der Verfahren beziiglich ihrer Rechenzeit und ihrer Genauigkeit.
Als Mollifier fiir die Approximative Inverse wihlen wir die Gaufl-Glocke

_ L=®
ey(z) = (2m) N2y Ne @07,

Bei der Wahl der Messabstéinde lassen wir uns von der Strategie in Kapitel 3.3.1
leiten. An einem Beispiel verdeutlichen wir, dass es sinnvoll ist, bei der Wahl der
Messabstinde sorgfiltig zu sein.

Da die Richtungen unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen, lassen sich
alle vorgestellten Verfahren sehr leicht parallelisieren. Dies zahlt sich besonders
bei den rechenintensiveren nichtlinearen Verfahren aus.

3.4.1 Kiinstliche Daten

Bei den Tests mit kiinstlichen Daten konzentrieren wir uns auf den zweidimen-
sionalen Fall. Dies stellt keine grofle Einschrénkung dar, weil die Struktur des
Problems in zwei und drei Dimensionen gleich ist. So konnen wir die Ergeb-
nisse, die wir im zweidimensionalen erhalten, direkt auf den dreidimensionalen
Fall iibertragen. Zudem lassen sich die Rekonstruktionen im zweidimensionalen
besser veranschaulichen.

Bei allen Phantomen haben wir folgende Parameter verwendet:

Wellenléinge ) 3-10710
Pixelgréfle der Detektorelemente 1076
Anzahl der Pixel 512
Messrichtungen 800

Wir beginnen die Rekonstruktionen aus exakten Daten. Diese erzeugen wir mit
Hilfe der Reihendarstellung aus Kapitel 3.2. Allerdings stellt sich die Berech-
nung der exakten Daten bei den hohen Wellenzahlen problematisch dar, denn die
Koeffizienten a,, der Reihendarstellung liefern bei den hohen Wellenzahlen auch
fiir einen sehr hohen Index noch einen nicht zu vernachlissigenden Beitrag. Dies
sehen wir z.B. in der Besselfunktion J,(kp). Da die Wellenzahl k£ = 2.1 - 10'°
und der Objektradius p = 10~* ist, bendtigen wir Werte ungefihr bis zum Index
n ~ 10°. AuBerdem kommt noch hinzu, dass bei der Berechnung der a,, fiir grofie
Indices sowohl im Z&hler wie auch im Nenner Ausléschung auftritt. Auswirkun-
gen hat dies besonders auf Oszillationen in der Intensitét, die durch Variation im
Realteil von f verursacht werden. Der Realteil von f kann wegen diesen Proble-
men bei der Datenerzeugung auch nicht verlésslich rekonstruiert werden.

75



Abbildung 3.2: Phantom A: Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

Abbildung 3.3: Rekonstruktion von Phantom A mit MOR bei den Messabstéinden
z =10.01,0.15,0.35,0.4: Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

Als erstes Phantom betrachten wir einen Kreis mit Radius 8 - 107, siche Ab-
bildung 3.2. Eine Rekonstruktion mittels MOR, ist in Abbildung 3.3 zu sehen.
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Abbildung 3.5: Rekonstruktion von Phantom B mit MOR bei den Messabstéinden
z=10.02,0.14,0.77,0.98: Realteil (links), Imaginirteil (rechts)

Als Niéchstes untersuchen wir die Wahl der Messabstdnde. Hierzu haben wir
das Phantom B, siehe Abbildung 3.4, mit zwei unterschiedlichen Konstellatio-
nen von Messabstinden aufgezeichnet. Zur Datenerzeugung verwenden wir nun
nicht mehr die Reihendarstellung, sondern den Propagationssatz der Born-Appro-
xXimation.

Eine gute Wahl fiir die Messabsténde ist (siehe Abbildung 3.5)
2 = (0.02,0.14,0.77, 0.98).

Auf der anderen Seite stellt
2= (0.01,0.17,0.33, 0.65),

wie wir in Abbildung 3.6 erkennen konnen, eine schlechte Wahl dar. Der Grund
fiir diesen Unterschied ergibt sich unmittelbar aus der Bewertungsfunktion G' aus
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Abbildung 3.6: Rekonstruktion von Phantom B mit MOR bei den Messabsténden
z=10.01,0.17,0.33,0.65: Realteil (links), Imaginirteil (rechts)

Kapitel 3.3.1. Wiahrend die erste Konstellation der Messabsténde einen sehr ho-
hen Wert fiir G liefert, ergibt die Auswertung der zweiten Konstellation einen
sehr kleinen Wert. Hieraus resultiert, dass mit der ersten Wahl der Kern stabiler
berechnet werden kann als mit der zweiten.

Nun wenden wir uns den Laufzeiten der Algorithmen zu. Die Messung der Re-
chenzeit bei Phantom B ergab auf einem herkémmlichen Desktop-PC:

| PA | MOR | NILIT| IIF [ BVD | NILI II | NILI IIT |
|319s | 170s | 485s | 27s| 841s | 586s | 1474s |

Die nichtlinearen Verfahren haben jeweils zwei Newtonschritte durchgefiihrt. Der
BVD-Algorithmus verwendete den Wert M = 1.

Zu beachten ist, dass die Verfahren, die auf der Parabelndherung basieren (PA,
MOR, NILI I), nur die Hélfte der Messrichtungen bendtigen, denn bei dieser
Néherung wird die Rontgentransformation verwendet.

Wie zu erwarten, ist der IIF-Algorithmus mit Abstand das schnellste Verfahren.
Seine Komplexitét ist wegen der schnellen Fouriertransformation O(n?logn), al-
so deutlich besser als die Verfahren mit Riickprojektion, die eine Komplexitét
von O(n?) besitzen. Der Geschwindigkeitsvorteil des MOR-Verfahrens iiber die
Paraboloid-Methode PA riihrt hauptséichlich von der schnellen Riickprojektion,
aber auch von der Approximativen Inversen, deren Kern sehr gut vorberechnet
werden kann. Der BVD-Algorithmus hat ungefihr eine fiinfmal hohere Rechen-
zeit als das MOR-Verfahren. Der Grund hierfiir ist, dass der BVD-Algorithmus
alle Richtungen bendétigt und zudem bei einem Wert von M = 1 insgesamt zwei-
mal riickprojiziert.

Die nichtlinearen Verfahren haben eine wesentlich hohere Rechenzeit. Hier bie-
tet sich besonders die Moglichkeit der Parallelisierung an, um die Rechenzeit zu
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x10°

o

Abbildung 3.7: Phantom C: Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

verkiirzen.

Als Néchstes analysieren wir die Genauigkeit und Stabilitdt der Methoden. Dazu
erzeugen wir zusitzlich zum Phantom B das Phantom C, siehe Abbildung 3.7
und addieren zu den Daten einen zufilligen Fehler. Bei dem Phantom C handelt
es sich um einen stérkeren Streuer. Wir rekonstruieren auf einem 5122-Gitter mit
Schrittweite A = 10~% und nehmen als Messabstéinde die erste Wahl

z = (0.02,0.14,0.77,0.98).

Wir erhalten fiir die Verfahren unter Verwendung der Frobenius-Norm folgende
relative Fehler:

Phantom | Datenfehler | PA | MOR | NILI I | IIF | BVD | NILI IT | NILI III
B 0% 0.04 | 0.06 0.06 |0.04| 0.06 0.03 0.06
B 1% 0.08 | 0.07 0.08 |0.29] 0.08 0.31 0.08
B 5% 0.31 | 0.19 0.27 | 1.06 | 0.19 1.17 0.27
C 0% 0.11 | 0.12 0.06 |0.12| 0.12 0.04 0.06
C 1% 0.13 | 0.13 0.08 |0.26 | 0.13 0.25 0.08
C 5% 0.30 | 0.21 0.24 | 1.16 | 0.21 1.13 0.24

Es fillt auf, dass die Paraboloid-Methode bei Phantom B und Phantom C ohne
Datenfehler geringfiigig bessere Rekonstruktionen liefert als das MOR-Verfahren.
Der Grund hierfiir ist die schnelle Riickprojektion des MOR-Verfahrens. Da-
durch, dass zunéichst auf einem Polargitter rekonstruiert wird, tritt bei der ab-
schlieBenden Interpolation ein zusétzlicher Fehler auf. Anders sieht es hinge-
gen bei Datenfehlern aus. Hier kommt die bessere regularisierende Wirkung des
MOR-Verfahrens zum Tragen und die Paraboloid-Methode schneidet deutlich
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Abbildung 3.8: Rekonstruktion von Phantom B bei 5% Datenfehler mit der
Paraboloid-Methode (PA): Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

Abbildung 3.9: Rekonstruktion von Phantom B bei 5% Datenfehler mit dem
MOR-Verfahren: Realteil (links), Imaginirteil (rechts)

schlechter ab (siehe auch Abbildung 3.8 und 3.9).

Das IIF- und das NILI II Verfahren zeichnen sich durch sehr gute Approximati-
onseigenschaften ohne Datenfehler und durch eine extreme Sensitivitit auf Da-
tenfehler aus, siehe Abbildung 3.10. Wie bereits in [38] beschrieben ist hier die
Interpolation im Fourierraum kritisch. Die zunéchst nur lokalen Interpolations-
fehler werden bei der inversen Transformation global auf das gesamte Bild verteilt.
Das Ergebnis ist nicht mehr zu gebrauchen.

Da es sich bei Phantom C um einen stirkeren Streuer handelt, sind die linearen
Modelle, auf denen die Verfahren PA, MOR, IIF und BVD basieren, nicht mehr
ausreichend. Hier zeigt sich die Stdrke der nichtlinearen Algorithmen NILI I,
NILI IT und NILI III. In der Abbildung 3.11 sehen wir bei dem MOR-Verfahren
Schattenartefakte, die bei dem nichtlinearen Verfahren NILI I, sieche Abbildung
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Abbildung 3.10: Rekonstruktion von Phantom B bei 5% Datenfehler mit dem
[TIF-Verfahren: Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

Abbildung 3.11: Rekonstruktion von Phantom C ohne Datenfehler mit dem
MOR-Verfahren : Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

3.12, nicht mehr auftreten.

Der BVD-Algorithmus kann bei den Phantomen B und C keine Verbesserung im
Vergleich z7um MOR-Verfahren verzeichnen, weil die beiden Phantome von ihrer
rdumlichen Ausdehnung noch zu klein sind. Er ist zwar stabil, benotigt aber eine
ungefdhr fiinfmal hohere Rechenzeit.
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Abbildung 3.12: Rekonstruktion von Phantom C ohne Datenfehler mit dem Ver-
fahren NILI I: Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

Abbildung 3.13: Phantom D (links) mit einer Vergrofierung des Kreises (rechts)

Betrachten wir schliefilich noch ein Phantom, bei dem wir den Zuléssigkeitsbe-
reich der Parabelniherung verlassen. Dazu benétigen wir ein grofleres Rekon-
struktiongebiet. Daher dndern wir die Messparameter zu

Wellenléinge \ 800 - 10~ 1Y
PixelgroBe der Detektorelemente | 2-107°
Anzahl der Pixel 4096
Messrichtungen 800

Als Objekt nehmen wir einen Kreis mit Radius 1.6 - 10~*, der aus dem Drehmit-
telpunkt um den Abstand 3- 1073 verschoben ist, siehe 3.13. Die Objektfunktion
f, die wir rein reell wihlen, ist in einer Vergréflerung in Abbildung 3.13 zu erse-
hen. Die Rekonstruktion mit dem MOR-Verfahren (Abbildung 3.14 links) zeigt
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Abbildung 3.14: Vergréflerung der Rekonstruktion von Phantom D mit dem
MOR-Verfahren (links) und dem BVD-Algorithmus bei einem Index von M = 4
(rechts)

vor allem am oberen und unteren Rand des Objektes einige Verschmierungen.
Dies deutet darauf hin, dass die Parabelndherung hier nicht mehr ganz zutref-
fend ist. Da der BVD-Algorithmus nicht auf der Parabelndherung, sondern auf
der Born-Approximation beruht, konnen wir hier bessere Ergebnisse erwarten.
In der Tat werden bei dem BVD-Algorithmus mit einem Index von M = 4 die
Verschmierungen an den Réndern abgemindert (Abbildung 3.14 rechts).
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3.4.2 Reale Daten

Nun wenden wir unsere Verfahren auf zwei reale Datensétze an. Hierzu ben6tigen
wir natiirlich die dreidimensionalen Varianten der Methoden.

Die beiden Datensidtze wurden vom ESRF (European Synchrotron Radiation
Facility) in Grenoble zur Verfiigung gestellt. Es handelt sich in beiden Féllen
um schwach absorbierende Medien, ndmlich um eine Polymerfaser und um einen
Polystyren-Schaum.

Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Abschnitts benutzen wir zur Rekonstruk-
tion das MOR-Verfahren. Die nichtlinerearen Methoden NILI I und NILI III
ergaben keine wesentlichen Verbesserungen in den Rekonstruktionen, weil die
Objektfunktionen nur einen sehr kleinen Wertebereich besitzen, so dass die li-
nearen Methoden ausreichen, um eine gute Rekonstruktion zu erhalten.

Bei der ersten Probe handelt es sich um einen Polystyren-Schaum. Hier haben
wir die Parameter

Wellenliinge \ 0.69 - 1019
Pixelgréfle der Detektorelemente 0.95 um

Anzahl der Pixel 10242
Messrichtungen (Scan von 180°) 700

Messabsténde 2.7 cm, 20.7 cm, 50.5 cm, 90.1 cm

Die Intensitdtsmessungen einer Projektionsrichtung sind in Abbildung 3.15 zu
sehen.

Wir erkennen deutlich, dass die Aufnahme zum Abstand 2.7 cm kaum Kontrast
liefert. Es handelt sich also um ein schwach absorbierendes Medium.

In der Rekonstruktion, siehe Abbildungen 3.16 und 3.17, wird dies bestétigt. Wir
sehen auch, dass die Phaseninformation einen viel besseren Kontrast liefert als
die Absorption. Die rekonstruierten Werte fiir die Phaseninformation liegen bei
0.5-10 % und fiir die Absorption bei —1-108.

Allerdings erkennen wir auch eine Reihe von Streifenartefakten, vor allem in
Richtungen, in denen viel Polymer durchstrahlt wird. Dieser Effekt kann zwei
Ursachen haben. Zum einen ist die Anzahl der Projektionsrichtungen mit 700
etwas zu klein, ideal wiren rund 800, zum anderen wird entlang der Richtungen
in denen viel Material durchstrahlt wird, die Intensitdt sehr stark gemindert.
Die zweite Ursache ist auch vergleichbar mit Metallartefakten bei herkommlicher
Computertomographie.
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Abbildung 3.15: Intensitdtsaufnahmen eines Polystyren-Schaumes fiir die
Absténde 2.7 cm (links oben), 20.7 ¢cm (rechts oben), 50.5 cm (links unten) und
90.1 cm (rechts unten)

Abbildung 3.16: Schnitt durch das rekonstruierte Objekt in einer Hohe von
466.4 um: Phaseninformation (links), Absorption (rechts)
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Abbildung 3.17: Ré&umliche Darstellung der Rekonstruktion des Polystyren-
Schaums mit MOR: Phaseninformation (links), Absorption (rechts)

Die Kenngroéflen bei der Polymerfaser sind:

Wellenléinge ) 1.236 - 10~ m
Pixelgréfle der Detektorelemente 2.8 um

Anzahl der Pixel 10242
Messrichtungen (180°-Scan) 900
Messabstande 0.3 cm, 4.55 cm, 20 cm, 60 cm

Genau wie bei dem Polystyren-Schaum liefern die Aufnahmen zur Polymerfa-
ser bei kleinen Absténden nur sehr schlechten Kontrast sieche Abbildung 3.18.
In der Rekonstruktion hingegen sind die Konturen bei der Absorption besser
zu erkennen als bei der Phaseninformation, sieche Abbildung 3.19. Dies wird
héchstwahrscheinlich durch die relativ grofie Pixelgréfie von 2.8 uym verursacht.
Dadurch konnen die feinen Oszillationen, die durch die Phasenverschiebungen
bewirkt werden, nicht mehr hinreichend aufgelést werden und als Folge verliert
die Rekonstruktion der Phaseninformation an Schérfe.

Allerdings bemerken wir bei der Phaseninformation einen besseren Hell-Dunkel-
Kontrast. Dies zahlt sich unter anderem bei der rdumlichen Darstellung des
Objektes aus, sieche Abbildung 3.20. Hier sind die Strukturen besser zu erken-
nen. Die rekonstruierten Werte fiir die Phaseninformation liegen bei 4-10~% und
fiir die Absorption bei —4.3 - 107!,
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Abbildung 3.18: Intensitdtsaufnahmen eines Faserstoffes fiir die Absténde 0.3 cm
(links oben), 4.55 cm (rechts oben), 20 cm (links unten) und 60 ¢cm (rechts unten)

Abbildung 3.19: Schnitt durch das rekonstruierte Objekt in einer Héhe von
1.024mm: Phaseninformation (links), Absorption (rechts)
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Abbildung 3.20: Rdumliche Darstellung der Rekonstruktion des Faserstoffes mit
MOR: Phaseninformation (links), Absorption (rechts)
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Kapitel 4

Raumliche Phasenobjekte bei
Kugelwellen

Die Untersuchungen des vorigen Kapitels basierten auf der Annahme, dass die
einfallende Welle als ebene Welle vorliegt. Diese Bedingung kann z.B. bei einem
Synchrotron sehr einfach realisiert werden.

Anders sieht es hingegen bei der sogenannten Mikrofocusrohre aus, die sehr gu-
te Aussichten hat, fiir die labortechnische Anwendung relevant zu werden. Sie
erfiillt die Eigenschaft von ebenen Wellen allerdings nicht. Gute Kohéirenzbedin-
gungen werden bei einer Mikrofocusréhre durch einen sehr kleinen Brennfleck der
Rontgenrdhre erzeugt. Dieser Brennfleck kann als Ausgangspunkt einer Kugel-
welle angesehen werden.

Da die Messanordnung bei Mikrofocusréhren von besonderer Bedeutung ist, wer-
den wir in diesem Kapitel die Modellierung beziiglich Kugelwellen untersuchen
und Rekonstrukionsverfahren entwickeln.

Aufler dass die Mikrofocusrohre fiir die praktische Anwendung von groflem In-
teresse ist, hat sie auch den Vorteil, dass durch diese spezielle Anordnung eine
optische Vergréflerung des Objektes erzielt wird.

4.1 Das Vorwirtsmodell und die Erzeugung von
Phantomdaten

Ausgangspunkt der mathematischen Modellierung ist wieder die Wellengleichung
und daraus abgeleitet die Lippmann-Schwinger-Integralgleichung

us(@) = =k [ Gkllz =yl f ) (us(y) + s ().
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Im Gegensatz zum vorigen Kapitel haben wir als einfallende Wellen nun keine
ebenen Wellen, sondern Kugelwellen. Diese Kugelwellen kdnnen wir in der Form

HY (k||z — z4l|)  fir N =2
ul(ff) - { lka zql fur N _ 3

[z —q|l

darstellen, wobei z, der Quellpunkt der Kugelwelle ist.

Bei dem Ansatz mit ebenen Wellen war es uns maglich, bei konstanten Funktio-
nen mit einem kreis- bzw. kugelférmigen Triger das exakte Streufeld u, anzu-
geben (siehe Kapitel 3.2). Dies ist fiir Kugelwellen leider nicht mehr der Fall.
Stattdessen miissen wir uns bei der Datenerzeugung auf die Born-Approximation
zuriickziehen.

Durch die Born-Approxmation erhalten wir

(@) = =k [ Gkl =yl f(y)u(y)dy.

Bei charakteristischen Funktionen mit kreis- bzw. kugelférmigen Triager konnen
wir das Streufeld u,; analytisch angeben.

Satz 4.1.1 Es sei f = xp,) mit dem Radius p € IR". Erfillt der Quellpunkt
die Bedingung ||z,|| > p, dann ist das Streufeld us, fir ||z|| > p im Fall N = 2
gegeben durch

z7rk4

= HG (Kl )Y/ el H O Rllarg )Y —m 4/ |2

m

g1 ()

(1750 (T2 k) = Tor (k) o (k)

und im Fall N = 3 durch
k4 0 2m+ 1

usl = Z

hiy) (k|2 )RS (kg ]]) P (cos )

o
- / (k).
0
Der Wert (3 ist der Winkel zwischen x sowie x, und P, sind Legendre Polynome.

Beweis: Betrachten wir zunéchst den Fall N = 2. Mit Ergebnissen aus [2, 12, 36]
berechnen wir

wa() = " [ B~ o)) f)usCo)dy
= Tkl o) Rl - )
. i T L [T S Ay HD Glal) Yol [a])¥ ()
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Tu(kr) B (Rl Vi (g, Y- (6) e
- e P k) B Kl ) Yo/ )
(k) _m<k||xq||>nm<xq/||xq||>dr
- ”’“Q;Hlknxn (/2 H, kg )Y (/2]
-(—1)’“/0 P T () T (k) dr
z7rk2

= = HG (Kl )Y/ el O llrg )Y —m (04 |2

m

(1750 (T2 ko) ~ Tua(p) o (k)

In drei Dimensionen gestaltet sich die Rechnung etwas aufwendiger

k2 lkHI yll
us(z) = m fy)uily)dy
k2 etkllz—yll giklly— $q||
B IIx—yH ||y—$q||

= / [[7% 3 5 dulhn) b (Kl Vi ol )

m=0 l——m n=0p=—n

gn (k) (’f||ffq||)Y”( q/llwal)Y”( )drdf

oo

= / / 23 S S S G (k)R (Rl )Y 2/ ) V0

m=0 l——m n=0p=—n

(kr) D (kll2g )Y (24 /|24 ]) (~1)7Y, 7 (B)drdd

n

- / 233 (1 hr)D () Ve ]

m=0[]=—m

Jm (k)RS (kg 1) Y, (/g ]l dr

m

= ’“—iﬂlz B (kllal) Y2 o/ VY (k) Vg Tl

=—m

p
/ r2jm(kr)jm(kr)dr
0
4 o0 2 1
= 5 3 bl B k) P s )
. p 2. .
7 i (k1) Jm (k) dr.
0

Hierbei ist 8 der Winkel zwischen z/||z|| und z,/||z,]|.

91



Leider gibt es fiir die Anordnung mit Kugelwellen keinen Satz, der vergleich-
bar mit dem Propagationssatz ist. Um einen schnellen Rekonstruktionsalgorith-
mus abzuleiten, kommen wir somit nicht umhin, noch weitere Approximationen
durchzufiihren. Dies ist aber kein Problem, da durch die hohe Wellenzahl & die
verursachten Approximationsfehler klein sind. Wir gehen nun davon aus, dass

y\

Einfallende Welle
‘ Detektor

Objekt

Abbildung 4.1: Messanordnung fiir einfallende Kugelwellen

der Quellpunkt z, genau gegeniiber dem Detektor liegt (siehe Abbildung 4.1),
also
Tqg = —2z40v.

Wir nidhern das einfallende Feld im zweidimensionalen durch

_ 2 ik||lx—xq||—1/4im
() =\ T =l

an. Das Feld u;; hat nun dasselbe Aussehen wie das einfallende Feld im drei-
dimensionalen. Die folgenden Néherungen fiihren wir deshalb in zwei und drei
Raumdimensionen durch. Wir zerlegen zuniichst x = ta+ 2 mit & € a*. Danach
approximieren wir die Norm im Nenner durch

[ = aqll = [|(t + 2) 0 + || =t + 2,

und die Norm im Argument der Exponentialfunktion durch

. |Z]]?
|z — 2|l = |[(t + zg)a + Z|| = 2z, + oy + t.
Zq
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Wir erhalten

ilz)?

2 ik(t+2q) , 22 fiir N = 2
~ mk(zq+t € e = ur
Ui’Q(ta + IL') = ( q+_) %) .
L eik(t+zg) 2z fiir N =3
zq+t

Wollen wir das Streufeld im Inneren des Objektes f auswerten, so ndhern wir
zusitzlich den Term im Nenner durch

Zg H1= 2z

und es ist ,
il ]

) \/%eik(ﬁzq)ez?ﬂiq fiir N =2
ui73(ta + l‘) = q

a2
iz

zieik(t“q)e 22 fiir N = 3.
q

Diese Naherung fiir u; setzen wir nun in die Born-Approximation ein. Es ist

s (20 + 8) = —k? /Q Gk|za + s — y||) f(y)uia(y)dy.

Leider ist auch fiir diese Integralgleichung kein Resultat bekannt, das auf eine
schnelle Inversionsformel fiihren wiirde. Deshalb approximieren wir den Kern
G(k||za + s — y||) wie im Fall ebener Wellen durch die Parabeln&herung. Es
ergibt sich

GRLE2 ke g

_ ik ik(z+2) 2eg ol Ndtdo fi —
—e N e ¥ e 2 ta+g)dtdy fiir N =2
us,5(za+8) = VR Jor flR KT gys— g2 f( y) /

— B gik(ztz0) [ et el fta+ §)didy  fiir N = 3.

Amzq2

Mit diesem Feld u, 5 definieren wir nun das erste Modell beziiglich Kugelwellen.

Modell 5 (M5): Es sei f die Objektfunktion, dann gilt fiir s € ot
der Zusammenhang

I5(z, a0, 8) = |ujo(za + ) + us 5 (2 + s)|2 .

Als weiteres Modell vernachlissigen wir den quadratischen Anteil im Streufeld
Us,5-

Modell 6 (M6): Es sei f die Objektfunktion, dann gilt fiir s € a*
der Zusammenhang

Is(z, 0, 8) = |ujo(2a+ s)|> + 2Re (um(za + §)usp(za + s)) :
Wir untersuchen nun die Giite der Modelle M5 und M6. Dazu miissen wir die

Differenz von I5 bzw I zur exakten Intensitéit berechnen. Zuerst analysieren wir
den Fehler, der durch die Approximation von u; entsteht.
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Lemma 4.1.2 Es seit > —z,, dann gibt es ein Polynom Ily homogen vom Grad
2 und ein Polynom 114 homogen vom Grad 4, so dass gilt

[ O (o) +
V2 { IEd] —|—O(H ( ll2]12 )) +

\/7rk (zq+t) 2(zq+1)? (zq+1)?
IIfL’H \t\ . _
|u; (ta+i) —u; 5 (ta+3)| < + 2kO (H4( 2 ) } fiir N =2
1 &
(2¢+t) ( 2(zq+t)? + O( ( + ))
e o (1, (12,1)) i N =3
und
( v I
7Tk3(zq+t)3 ((k(Zq-I-t )5/2) +
S o (i (5. 2) +
12112 ¢ IZ2 |t . _
lui(ta + ) — ui3(ta + 7)| < 27 T kO <H4 < S >} fir N

Beweis: Wie im Beweis zu Lemma 3.2.6 gilt

/3eiklltata—zl|~1/4in
\/ﬁkHta + 7 — x|

V2 1
e e

Desweiteren ist in zwei Raumdimensionen nach einer &hnlichen Rechnung wie im
Beweis zu Lemma 3.2.7

ik|| 2] 2
e qu

Jtat+i-az,]  Vatt
1 [l e
< O (11,
- zq+t{2(zq+t * (2g +1)? T

[zl CE||2 It\
22 + 2,kO | 11 :
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und

. . ik]| &) 2
ezkHtaJr:I:fquH k(t+zq)€ 22q

S%{%w(m(n ik t|>>

_|_
2% 1]
5 + 2,0 (10, g

mit Polynomen II,, homogen vom Grad n.
Analog folgt die Aussage im Fall N = 3.

§

lta + & — x|

O

Betrachten wir die ckarakteristischen Groflen der Phasentomographie zusammen
mit einem Quellabstand von 2z, = 1 und setzen diese in das vorige Lemma ein,
dann erkennen wir, dass der Approximationsfehler vernachléssigbar klein ist.
Um den Gesamtfehler von I5 und Ig beziiglich der exakten Intensitét anzugeben,
miissen wir nun die Fehlerabschétzung fiir u;» und u; 3 mit den Abschétzungen
zur Parabelndherung, die wir in Kapitel 3.2.3 bereits ausfiihrlich diskutiert haben,
kombinieren. Durch Anwenden der Dreiecksungleichung ist dies ohne weiteres
moglich, fiihrt aber zu sehr langen und uniibersichlichen Formeln, die zudem
auch keine wesentlich neuen Erkenntnisse liefern. Aus diesem Grund verzichten
wir an dieser Stelle auf eine exakte Darstellung.

4.2 Verfahren zur Rekonstruktion

Die Herleitung von Rekonstruktionsverfahren fiir die Modelle M5 und M6 gestal-
tet sich als nicht so aufwendig, denn die beiden Modelle lassen sich, wie wir im
Folgenden sehen werden, auf den Fall ebener Wellen zuriickfiihren.

Definieren wir zunéichst die Datenfunktionen:

I5(za, )
)y
95(2, @, 8) = wia(za + 5)2
und s
gz, 0, 5) = _ Is(zas) 1

u; o(za + 5)|?

Durch das folgende Resultat erkennen wir die Verbindung zum Fall ebener Wellen.
Satz 4.2.1 Es gilt

usp(za+ s) =

- k| z+2 llsl jFzalls— ill2
_QW%Q ( + q+2(z+hq)) f i 6 23 (zq+2) Pf ( g) dg fUT N =9
2 ik (z+zq+2(ll+u;)) P N
_47rzqz€ ‘ fa (24 + )2 6 (zq+2) Pf ( 15 +Zy) dy fU’f‘ N = 3.
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Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir N = 2. Der Fall N = 3 verlauft analog.

,-k( 4zl )
us’5(2a+ S) - e R 2(z+2q)
' lslI> Rl
- _ Vik o k3 (Z+ )/ 2 |s—3l2 %Pf(a,y)dy
2T\ /Z42 ot
Vik E(zaGatalls =142 +) 31 —22q o1
— — e 2z2q(2q+2) Pf(o{, g)dg

27, /zq

k||hgs ((zqi )y|| Pf N
= 22q(zq+2

ikzglls— y|| Ze 2\ -
27r Z2qZ Jat Zg + z zq +z

Wir definieren den Operator

Ve glons) =g (a, “ )

zq+z 2q 4+ z

und erhalten mit der Notation aus Kapitel 3.2.3

g5(z,a,8) = e_iksz(z+;q)Vzi Pf(a,s)+eikzP;(;+;q)Vzi Pfla,s)
zq ZqT2 Zq 2q+z
2

+ Pz(z+zq) Vz_qpf(a7 S)
T zq+z

bzw.

gs(z,a,5) = e7** P, st Ve Pf(a,s)+ eikzPMVNz_LPf(a, s).
Wir sehen nun, dass die Modelle M5 und M3 bzw. M6 und M4 von der Struktur
her sehr dhnlich sind. Im Grenzfall ||z,|| — oo erhalten wir, wie zu erwarten, den
Fall ebener Wellen. Es ist daher mdoglich die Ideen, die wir bereits im dritten
Kapitel ausgearbeitet haben, auch hier anzuwenden.

Mit Hilfe derselben Argumente wie in Satz 3.3.1 und Satz 3.3.4 kénnen wir Ein-
deutigkeitsresultate zu den Modellen M5 und M6 angeben.

Satz 4.2.2 Fs seien z1, 29 > 0 verschieden und f habe kompakten Triger. Dann
lasst sich die Funktion f eindeutig aus den Messungen gs(z1,-,-) und gs(za,-, ")
oder ge(z1,-, ) und ge(z9,+,-) bestimmen.

Auch bei der Herleitung von Rekonstruktionsverfahren greifen wir auf die Ergeb-
nisse aus dem dritten Kapitel zuriick. Im Fourierraum ergibt sich fiir das Modell
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M6 die Gleichung

—ik _zCat2)) 0 2q+ 2
Fyags(zon0) = ——e 0 U Ey Py <Oé; ! 0>
2 2q
1k ;2Gar2) ) o 2y + 2
+—BZ 2;“1“1 o] fN_lpf (a, Q+ O').
2 24
Umtransformieren liefert
2 —1ik —i2zat2) )52
Fn_ Z0,—F g | = ——e ' % FnaPf(a,0
N196< Zq+z> 5 n-1Pf (a,0)
ik ;2Gat)) o -
+?62 2kzq el fN_lpf (a, O').

Nun sind wir in exakt derselben Situation wie im Modell M4, siehe Kapitel 3.3.1,
und konnen deshalb als Verfahren eine Variante des MOR-Verfahrens benutzen.
Die einzige Schwierigkeit besteht darin, dass wir die Fouriertransformation auf
einem um Zqziz gestauchten Gitter ben6tigen. Hierfiir gibt es zwei Moglichkeiten.
Erstens konnen wir mittels schneller Fouriertransformation die Fouriertransfor-
mierte von gg berechnen und dann, z.B. mit beschleunigten sinc-Reihen, die Werte
an den Stellen Ziqzqa interpolieren. Diese Methode reagiert aber sehr sensitiv auf
Datenfehler, wie wir am Beispiel des ITF-Verfahrens schon gesehen haben. Als

Alternative interpolieren wir zunéchst gg auf ein um % gestrecktes Gitter und

erhalten dann die Fouriertransformierte auf dem um Zz—iz gestauchten Gitter.
q

Auch hier miissen wir interpolieren, allerdings im Ortsraum. In den numerischen
Tests zeigte sich, dass lineare Interpolation merkliche Artefakte erzeugt. Wir
haben daher kubische Splines verwendet.

Der Rekonstruktionkern hat folgende Gestalt

fol\i/(O') =

_;z1zqllol? L 22(z—21)llo))?
—e "Gt | K — Z{il e FlqtrD a2

2i[|©0]|é, (o)

zy2qllo |2

' (K2 — [T, €D

2 :
_j2Kzqllo]? _;zaee Rl
—e "TGetrx) | K — leil e 'Rt qTeR)

und das resultierende MOR-Verfahren fiir Kugelwellen lautet:

97



Algorithmus 4.2.3 (KMOR)
Vorberechnung:

e Berechne den Rekonstruktionskern U

Hauptberechnung:

e Interpoliere mit kubischen Splines fiir jeden Abstand z und jede Richtung
die Datenfunktion g¢ auf das um Z‘IZ—:“Z gestreckte Gitter

e Bestimme

K —
w(o, s) = Fyly (Z Fna¥ Fnoag™ (Zz,a; & ))
=1

2g+ 2

o Wende schnelle Riickprojektion an:
f=Pw
Betrachten wir nun das Modell M5, das wir wieder mit einem Gauf-Newton-

Verfahren 16sen werden. Im Fourierraum erhalten wir fiir einen Abstand z den
Zusammenhang

Z —1k _Z'Z(ZQJFZ)HU”2
Fn_ Z0,—F—g| = ——e @ % FnAPf(a,o)+
N195< zq+z> 9 N-1 f( )
Zk .2(zq+2) ol12
= i et Il FnaPf o, o)+

—ki _;jzGal0?
Fn-1 (‘lel (Te e .7:N177f>

) ().

Nach analogem Vorgehen wie in Kapitel 3.3.2 definieren wir

[D.(Pf)(h.q)] ( e a) =

Zq+ 2

ki _.zzq+2)llol? ki 2Gqto)lol?
_Ee LT .7:N71h(0') + ?el 2kzq fN—lq(U) +

—ki _;2Ggtall)? ki ;2Gata)ll0?
Fn-a {-7:]\_71_1 (Te ER ]:N—lpf> Faly (56 ER fN—lQ)

ki ;2Gata)ll 0 - —ki _;2Ggtall0?
+ f]\_[l_l (56 ‘12qu fN1Pf> f]\_[l_l <—2 e q%z‘l fN1h> } (0')
sowie

D(Pf) : H?> — HE
(h,q) = D(Pf)(h,q) = (D, (Pf)(h,q),.... D:c (Pf)(h,q)).
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Unmittelbar erhalten wir wie in Satz 2.2.11
K
D*(Pf)(Fn-1g(21,.), s Fno19(2K, ) ZD* (Pf)Fn-19(zj,")

und

[D:(Pf)fN—lw]( ) =

ki :2CGa+ol2 2
ffl et ez .7:7 q .
(s (55 A (3

ki _2CGq+2)L02 2
—Fyhy <—€ *a Fyow :

Zq+ 2

mit
[Q% (Pf)Fy-1w](n) =

ki ;z2Gatalll? ki _;zGa+2lll? .
<~7:N 1 { 5 € o Fyog <7:N1 (Te Sheq le—fPf) w (zq _T_ . >> } ;
—ki _;2Gora)l0? ki 2Geta)ll? _ 2
2hzg Mt T ke —1 a . .
it (e v (e (5 7)o (232 )) )

Setzen wir nun noch b = (by, .., bg) mit

bj = Fn-19"(2j,-) — Fnalgs(Pf)I(z5, ),

dann l&sst sich das Problem eines Newtonschrittes mit den obigen Bezeichnungen
schreiben als

D(Pf)(h,q) =b. (4.1)

Zur Losung dieses Systems setzen wir auch hier ein Standard CG-Verfahren ein.
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Algorithmus 4.2.4 (CG-Verfahren)
e Wiihle einen Startwert (h(®), ¢©),

e Berechne

r™ = DX (PF)(D(PF)(h™, ™) —b)

und setze
d™ = —r™ " falls m = 0.

e Berechne

(m)]]2
(mt1) (mA1)y — (p(m) (m) my o ™l
e Bestimme
(mt1) (m41) (m) 4 ||7a(m+1)||2
d = —-r + 5md s wobei 5m = W

Schliefflich gelangen wir zum Gauf-Newton-Verfahren fiir Kugelwellen:
Algorithmus 4.2.5 (KNILI I)
1. Wihle einen Startwert w®.

2. Lise das System
B(w")(h,q) = b

mit Hilfe von Algorithmus 4.2.4 iterativ.

3. Fihre einen Newtonschritt durch

wrt) = W L p
bj = Fn19“(z,) = Fualgs(@)](z,0) fir j =1, K

und gehe zuriick zu Schritt 2 (solange bis gewinschte Auflésung erreicht ist)
4. Wende gefilterte Riickprojektion an:
f=P 'w
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Abbildung 4.2: Phantom D: Realteil (links), Imaginérteil (rechts)

4.3 Numerische Tests

Bei den Tests beschrinken wir uns wie im dritten Kapitel auf den zweidimensio-
nalen Fall.

Die Daten erzeugen wir mittels Satz 4.1.1. Ahnlich wie im Fall ebener Wellen
bendtigen wir fiir die Auswertung der Summe aus Satz 4.1.1 eine sehr grofie An-
zahl von Koeffizienten. Zudem tritt wieder das Problem der Ausléschung bei
groflen Indices auf.

In dem Testlauf verwenden wir einen Kreis mit Radius 80 - 107, siche Phantom
D in Abbildung 4.2, und den Parametern:

Wellenléinge ) 3-10710
Pixelgréfle der Detektorelemente 1076

Anzahl der Pixel 512
Messrichtungen 800
Quellabstand 1
Messabstédnde 0.01, 0.05, 0.32, 0.41

Zunéchst fiihren wir eine Rekonstruktion mit dem MOR-Verfahren fiir ebene Wel-
len durch. Uberraschenderweise wird der Imaginirteil des Objektes noch recht
gut bestimmt, siehe Abbildung 4.3. Der Realteil hingegen ist nicht zu gebrau-
chen.

Das KMOR-Verfahren behebt diesen Missstand und liefert sowohl den Realteil
als auch den Imaginérteil, siehe Abbildung 4.4.

Genau wie das MOR-Verfahren ist das KMOR-Verfahren stabil gegeniiber Daten-
fehlern. Bei stirkeren Streuern zeigt sich dasselbe Verhalten wie bei ebenen Wel-
len. Die Schattenartefakte, die bei der linearen KMOR-Methode noch auftreten,
werden durch 2 Iterationsschritte des nichtlinearen Verfahrens KNILI beseitigt.
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Abbildung 4.3: Rekonstruktion von Phantom D mit MOR-Verfahren: Realteil
(links), Imaginérteil (rechts)

Abbildung 4.4: Rekonstruktion von Phantom D mit KMOR-Verfahren: links
Realteil, rechts Imaginérteil

102



Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Ergebnisse auf dem Gebiet der Phasenkontrasttomographie zeigen, dass mit
der holographischen Methode gute Ergebnisse in den Rekonstruktionen, insbe-
sondere auch bei realen Daten, erzielt werden kénnen. So erreichen wir auch bei
Objekten mit einem geringen Absorptionsvermégen einen sehr guten Kontrast.

In dieser Arbeit haben wir eine Reihe von Verbesserungen und Erweiterungen
der bisherigen Verfahren vorgestellt.

So beriicksichtigen die Verfahren NILI I, NILI IT und NILI ITT auch nichtlineare
Anteile in der Intensitéit. Dies hat zur Folge, dass die Schattenartefakte, die bei
den linearen Verfahren auftreten, nun nicht mehr vorhanden sind.

Desweiteren konnen wir mit den Verfahren BVD bzw. NILI III den Messbereich
vergrofern. Es ist deshalb auch moglich, gréflere Objekte und kleinere Wellen-
zahlen zu betrachten.

Weiter wurde das Verhalten der Algorithmen bei Datenfehlern verbessert. Daher
reagiert das Verfahren MOR bei weitem nicht so sensitiv auf Datenfehler wie die
klassische Paraboloid-Methode.

Durch die Nutzung neuer Resultate aus dem Gebiet der Tomographie, im Be-
sonderen die schnelle Riickprojektion, konnte bei den Verfahren auflerdem ein
deutlicher Geschwindigkeitsgewinn erzielt werden.

Auch die Wahl der Messabstdnde wurde optimiert, so dass wir stabile Rekon-
struktionsmethoden erhalten.

Schliefllich haben wir noch den Fall von einfallenden Kugelwellen diskutiert und
hierfiir Rekonstruktionsverfahren angegeben.

Eine weiterfithrende Fragestellung im Bereich der Phasenkontrasttomographie
ist die Verwendung von polychromatischer Strahlung. Im Gegensatz zu den
bisher betrachteten Féllen wird bei diesem Ansatz ein ganzes Spektrum von
Wellenléngen auf das Objekt gebracht. Das Modell verindert sich hierdurch
in einigen Bereichen. Nach wie vor gilt die Wellengleichung fiir die einzelnen
Wellenléngen. Das bedeutet zu jeder einfallenden Wellenléinge gibt es einen ent-
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sprechenden gestreuten Anteil. Wir haben also bei ebenen Wellen ein einfallendes
Feld der Form ‘
ui(o, z) = /a(k)elk(o"m)dk

und ein gestreutes Feld
us(ov, x) = /us(k,a,x)dk,

hierbei ist a(k) die Amplitudenverteilung der einfallenden Welle. Das gestreute
Feld konnen wir wieder mit der Born-Approximation nihern

uy(, )~ =2 [ GGE|lz =yl ()a(k)e e dy.

Ein ganz wesentliches Problem bei dieser Herangehensweise stellt die Messung der
Amplitudenverteilung a(k) dar. Da die Intensitdtsmuster von Phasenobjekten
sehr stark von dem Amplitudenmuster der einfallenden Welle abhéngen, muss
die Funktion a(k) sehr fein und genau abgetastet werden. Mit den heutzutage
iblichen Methoden ist das aber schwer mdglich.

Um fiir dieses Modell ein Rekonstruktionverfahren herzuleiten, konnen wir wieder
die Parabelndherung durchfiihren und erhalten im zweidimensionalen Fall

us(k, 2, a, 8) = Vik? e a / ,/ —e izl P f (o, ) djj

Betrachten wir nun das gesamte Streufeld

2
us(z,0,8) = /\/k = / \/ —e il f (o, §)djdk

A

wobei b,(z) = .7-'((.)3/2(1) (—z - %) gilt. Durch Fouriertransformation der
Gleichung ergibt sich

2im
Fus(z,0,0) = —\;;sz(a)fpf(a,a).

Wir haben nun einen sehr eleganten Zusammenhang zwischen der Objektfunkti-
on und dem Streufeld hergeleitet, der allerdings numerisch sehr grofle Probleme
bereitet. Die Funktion Fb, kann weder analytisch berechnet werden, weil a von
der Quelle abhéngt und somit keiner analytischen Funktion entspricht, noch kann
numerisch integriert werden, denn die grofien Wellenzahlen fordern eine immens
feine Diskretisierung. Eine andere Idee wire, die Amplitudenverteilung a durch
Ansatzfunktionen zu nadhern und fiir diese Ansatzfunktionen den Ausdruck b,
analytisch zu berechnen. Aber auch hier ist die Approximationsgiite zu schlecht.
Wie wir sehen, ist die Herleitung eines Verfahrens bei polychromatischer Strah-
lung duflerst schwierig und die Frage, ob dieses Problem iiberhaupt l6sbar ist,
bleibt offen.
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