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Einleitung

In vielen Anwendungsgebieten mochte man ein Objekt auf dessen Beschaffenheit im Inne-
ren untersuchen. Hierbei ist man bestrebt, Methoden einzusetzen, die das Objekt moglichst
nicht beschidigen. In der Materialwissenschaft spricht man von ,,zerstorungsfreiem Priifen‘,
im medizinischem Bereich von ,nicht invasiven Untersuchungen. Um solche Messungen
durchfiihren zu konnen, ist man auf einen Informationstriager angewiesen, der indirekt Auf-
schluf iiber die gesuchten Grofen gibt.

Als Informationstriger eignen sich jegliche Art von Wellen (z.B. Ultraschall, Rontgenstrah-
lung und elektromagnetische Strahlung), sofern sie das zu untersuchende Objekt durchdringen
konnen.

Die mathematische Modellierung der Streuung von zeitharmonischen akustischen Wellen an
Hindernissen erfolgt iiber die Helmholtz-Gleichung. Das Anwendungsgebiet dieser Gleichung
ist nicht auf akustische Wellen beschrénkt. Sie spielt auch eine wichtige Rolle bei elektroma-
gnetischer Strahlung (siehe z.B. in [Lak06]). Unter anderem wird die Helmholtz-Gleichung
auch zur Modellierung in der Seismologie, Impedanz Tomographie (vgl. [ManO1l] und Pha-
sencontrasttomographie (vgl. [Jon03]) benutzt. In Verbindung mit der Sommerfeldschen Aus-
strahlungsbedingung erhilt man die dazugehorige Integralgleichung. In dieser Arbeit werden
diese beiden Gleichungen untersucht und wichtige Eigenschaften werden aufgezeigt.

Das erste Kapitel beschiftigt sich im Wesentlichen mit speziellen Funktionen und deren Ei-
genschaften. Insbesondere werden Kugelflichenfunktionen und Bessel-Funktionen behandelt.
Die in diesem Kapitel angegebenen Sachverhalte sind speziell fiir die vorliegende Arbeit zu-
sammengestellt. Dabei handelt es sich nicht nur um bereits bekannte Ergebnisse aus der Lite-
ratur. Weiterhin werden Basen bestehend aus sphérischen Wellen des L,(Bg) angegeben.

Die Messanordnung des fiir diese Arbeit relevanten Streuvorgang wird in Kapitel II schema-
tisch dargestellt. Das zu Grunde liegende mathematischen Modell wird vorgestellt. Die phy-
sikalische Herleitung kann in [Wiib935] und [CK92] nachgelesen werden. Grundlagen fiir die-
ses Modell bilden zwei Operatoren, der Helmholtz-Operator und der Lippmann-Schwinger-
Operator. Elementare Eigenschaften der Operatoren werden herausgestellt.

Das dritte Kapitel beginnt mit der Einfithrung von Quell- und Feldorperator. Der Quelloperator
bildet eine Funktion auf deren Quelle ab, wohingegen der Feldoperator einer Funktion deren
Gesamtfeld zuordnet. Mit diesen Operatoren ldsst sich eine allgemeine Beziehung zwischen
Feldern, Quellen und der zu Grunde liegenden Objektfunktion darstellen. Eigenschaften der
Operatoren werden herausgestellt. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird das direkte Streu-



problem behandelt. Analytische Losungen fiir radialsymmetrische Objekte werden angegeben.
Fiir beliebige Kontraste wird eine Verallgemeinerung der Riccati-Differentialgleichung (vgl.
[CRY7]) hergeleitet. Weitere Differentialgleichungen, die der Losung des direkten Streupro-
blems dienen, werden angegeben.

Das inverse Streuproblem wird in Kapitel IV unter die Lupe genommen. Mit Hilfe der Basen
aus Kapitel I ldsst sich zeigen, dass das Problem in zwei Teile separiert werden kann. Der
erste Teil beschiftigt sich mit der Bestimmung der Quell-Anteile die senkrecht zum Nullraum
des Lippmann-Schwinger-Operators stehen. Es handelt sich hierbei um ein lineares schlecht
gestelltes Problem. Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung kann eine stabile Berechnung dieser
Anteile erfolgen. Ausgangspunkt fiir diese Berechnung ist die Kenntnis des gestreuten Feldes
auf dem Rand des Rekonstruktionsgebietes. Verschiedene Arbeitsgruppen auf der ganzen Welt
arbeiten mit verschiedenen Datenlagen. Anstatt des gestreuten Feldes werden fiir die Berech-
nung unter anderem Fernfelddaten, Dirichtlet-zu-Neumannabbildung und die Streuamplitude
verwendet. Mit Hilfe des Quell- bzw. Feldoperators konnen diese Begriffe verallgemeinert und
ein Zusammenhang zwischen den verschiedenen Datenlagen hergestellt werden. Es zeigt sich,
dass sie dquivalent sind. Im weiteren Verlauf des Kapitels wird ein Zusammenhang zwischen
Quelle und Feld aufgezeigt. AnschlieBend wird ein Verfahren vorgestellt, dass die Nullrau-
manteile der Quellen bestimmen kann. Dieses Verfahren wird auf Testbeispiele angewandt.
Abschlielend folgen weitere Ansitze zur Bestimmung der Nullraumanteile.

Allen voran gilt mein Dank Herrn Professor Louis. Uber die stets hilfreichen Ratschlzige hin-
aus, trug er Sorge fiir eine ausgezeichnete Ausstattung an Literatur sowie Soft- und Hardware.
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tive Arbeitsklima. Besonderen Dank bin ich Thomas Weber verpflichtet, der bei computer-
spezifischer Problemen stets zur Seite stand. Dariiber hinaus iibernahm er das Korrekturlesen.
Danken mochte ich auch Dr. Aref Lakhal fiir die fruchtbaren Diskussionen iiber dieses Ar-
beitsgebiet und Andreas Groh fiir Ratschldge bei allgemeinen mathematischen Problemen.
Einen wichtigen Riickhalt gab mir die Familie. Ich danke meinen Eltern und Schwiegereltern,
die mein Studium in jeder Hinsicht unterstiitzten. Meinen abschlieBenden Dank gilt meiner
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1 Mathematische Hilfsmittel

1.1 Konventionen

1.1.1 Polarkoordinaten

Fiird = 2,3,...sei S die d-dimensionale Einheitssphére. Fir r > 0, w € S 4-1 und einen
Vektor x = rw € R4, wird die iibliche Polarkoordinatendarstellung fiir den zwei- und dreidi-
mensionalen Fall verwandt. Das heiBt fiir 6 € [0, 7]%"2 und ¢ € [0, 2] hat x die Parametrisie-
rung in Polarkoordinaten

o __[cose B
x—rw—ra)(ga)—r<sin‘p>, d=2
cos g siné
x=rw=rwd,¢) =r| singsing |, d=3
cosf

Fiir die Fille d > 4 werden die Polarkoordinaten rekursiv definiert:

e840, QD)Sin(Hl)) .

(w6,
rw,...,002,¢) :=r < cos(6y)

1.1.2 Multiplikationsoperatoren

Fiir eine Funktion f und einen linearen Operator A sind die Operatoren ;A und A, definiert
durch

FAV(x) =f(x) Av(x)
Av(x) =A(fv)(x).

1.1.3 Charakteristische Funktion

Fiir Q c R? und x € R sei

® (1 xe0
x) =
A0 10 ,x ¢ Q

die charakteristische Funktion beziiglich Q.



1.2 Sobolev-Raume und Fourier-Transformation
Die Fourier-Transformation f von f ist definiert durch
2 _ -4 —i<&, 1>
f& =0t [ fwerar
Fiir s > 0 und ein beschrinktes Gebiet Q c R4 werden die Sobolev-Riume mit
H'(Q) ={f € Ly() : Ifllms@ < oo}

bezeichnet, wobei die Sobolev-Norm definiert ist als

1

1l = ( L+ df) :

1.3 Spezielle Funktionen

Fiir die analytische Behandlung von Streuproblemen ist es unabdingbar, gewisse Grundkennt-
nisse liber spezielle Funktionen zu besitzen. Insbesondere sind Kugelflichen- und Bessel-
Funktionen von besonderer Bedeutung. Die wichtigsten Eigenschaften dieser Funktionen wer-
den in diesem Abschnitt zusammengestellt. Beweisfiihrungen sind z.B nachlesbar in [[Wat5§]]
und [Gra22]]. Eine umfangreiche Formelsammlung ist in [AS65]] zu finden, und ein Zusam-
menhang dieser speziellen Funktionen zur Helmholtz-Gleichung und damit zum Streuproblem
wird in [Hoc86] hergestellt.

1.3.1 Kugelflachenfunktionen

Kugelflichenfunktionen ergeben sich durch Einschrinkung harmonischer homogener Polyno-
me auf die d-dimensionale Einheitssphire.

Definition 1.1 Sei Q(xy, ..., x,) ein harmonisches homogenes Polynom vom Grad n in d Va-
riablen, dann heif’t die Funktion
Y,: 84" —cC
Y,(x) := Q(x)

Kugelflichenfunktion vom Grad n.

Fiir einen Punkt x € R?\{0} gilt wegen der Homogenitiit:

0x) = O(x1-=) = [x"Yo(2).

|x] |x]

Fiir die folgende Definition seien C) die Gegenbauer-Polynome mit der Normierung

c(l) = <n+2nv—1>.
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Die Mengen N(n,d) seien fiir d € {1,2,...} und n € N definiert als

0},
n,n},
n,...,n}

1
1
t(ml,.. mdz)GNd3XZ anlz...zmd_32|md_2|},

(1.1)

—_

{
Nondy =
(n,d) = (n
{

Die Anzahl der Elemente von N(n, d) ist gerade gleich der Anzahl linear unabhingiger homo-
gener harmonischer Polynome vom Grad n im R¢.

Kugelflichenfunktionen kénnen so gewihlt werden, dass sie ein vollstindiges Orthogonalsys-
tem fiir den Raum L2(S¢"!) bilden. Fiir die Fille d = 2,3, ... wird fiir diese Arbeit folgende
Wahl getroffen:

Definition 1.2 Seid € {2,3,...}, n € Nund m € N(m,d). Sei 6 = (0, ...,0,_,) € [0, 7]¢2
und ¢ € [0,2r]. Mit

{ .

. Y(g) = e, d=2

Y” (W) := m — mdpmd im — (1.2)
Y76, ) := P (cos e, d =3

werden die Kugelflichenfunktionen vom Grad n fiir den zwei- bzw. dreidimensionalen Fall
bezeichnet.
Fiir die Fdlle d > 4 werden die Funktionen rekursiv definiert:

Y@y, L O, @) 1 = AP (Cos 0y) Y20y, L 00, ) (1.3)

wobei

m|

(D" -7 T,

n—|m|

P

(n+o)(n —|m)!
+|m|+20 -1’

e = fz'm'+°'“r<|m| + >\/ o

=o =122 .

und C) die Gegenbauer-Polynome darstellen mit obiger Normierung. Das Symbol I bezeichnet
die Gamma-Funktion.

Mit dieser Festlegung haben die Kugelflichenfunktionen die Eigenschaften:

Y™(w) =Y,", (1.4)
/ Y"(w), V(@) dS() = 276,50y (1.5)
Sd—l
{Y”ln}neN,me N d) bildet ein vollstindiges Orthogonalsystem des L,(S¢™). (1.6)

Beweise hierzu finden sich in [[CK98]], [BecO6l] bzw. [MO48]).
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Bemerkung 1.3 Eine explizite rekursive Darstellung der Kugelfliichenfunktionen fiir den Fall
d > 3 findet sich in [Bec06] bzw. [MO48)]. Dabei ist fiir m = (my,...,my_,) € N(n,d) das
inverse Element definiert als —m := m = (my,...,my_3,—my_) € N(n,d). Die zusdtzliche
Indizierung ist fiir diese Arbeit nur storend. Wichtig ist jedoch, dass eine Parametrisierung
der Kugelfliichenfunktionen der Form

Yy’zn(el,‘*‘»gd—Z’SD) = P(Hl""»gd—Z) eimd—2¢ 91' € [0’ﬂ]9¢ € [09 271-] (17)

auch fiir d > 4 existiert. Dabei ist die Funktion P im wesentlichen ein Produkt aus Gegen-
bauer-Polynomen.

1.3.2 Bessel-Funktionen

Der Laplace-Operator hat fiir eine Funktion V € C*(R9) beziiglich der Polarkoordinaten die

Darstellung
o’V d-16V 1
AV = —+ — + = AV 1.8
or? ro or r? (1.8)
Der Operator A wirkt nur auf die Winkelvariablen und wird als Beltrami-Operator bezeich-
net. Fiir die Fille d € {2, 3} gilt

AV b d=2 (1.9)
sV = 1 v 1 8 (i ndV _ .
Lineza—wz + g (sin6%F), d=3.

Sei Q ein homogenes harmonisches Polynom vom Grad n und Y, die dazugehorige Kugel-
flachenfunktion.
Dann ist Q(rw) = r"Y,(w) und es folgt :

0= 2Q(rw) = " [A,Y,(w) + n(n + d — 2)Y,(w)].
Folglich sind Kugelflichenfunktionen Eigenfunktionen des Beltrami-Operators
AY, = —n(n+d-2)Y,. (1.10)
Von Interesse sind die Losungen der homogenen Helmholtz-Gleichung
(A +K)u =0, (1.11)

die im Zusammenhang mit dem Streuproblem auftreten.
Nach Separation von u(rw) = f,(r)Y,(w) in einen radialen und einen sphérischen Anteil dndert

sich (IL11)) zu

s od-=-1, ) 1 N
(fn+ p fn+kﬁ1)Yn+;anYn—0, (1.12)
und mit (L.I0) ergibt sich
" _1 ’ —2
PRIV SRS ) P
r r

12



Die Losungen dieser Differentialgleichung werden auch sphdrische Bessel-Funktionen ge-
nannt. Durch Substitution mit z = kr und g,(2) = f.(3) folgt

” d - 1 ’ + d - 2
gn+—gn+ [I_Lz)]gn:()a
Z Z
und durch nochmaliges Substituieren mit v = n + %’ — 1 und g,(z) = zl‘%hv(z) reduziert sich
die Differentialgleichung zu

V2

h;’+@+ 1——2}1%:0. (1.13)
Z Z

Die Gleichung heilit Besselsche Differentialgleichung. Die Losungen dieser Gleichung

heiBen allgemein Bessel-Funktionen oder Zylinderfunktionen . Einige von ihnen haben einen

speziellen Namen. Definition und einige elementare Eigenschaften dieser speziellen Bessel-

Funktionen werden nachfolgend zusammengestellt (siehe auch [[AS65]], [Luk69]], [Wat58]).

Bessel-Funktionen 1. Art

Mit J, werden die Bessel-Funktionen I. Art bezeichnet. Sie haben unter anderem die Eigen-
schaften

nin =3 e BV () e €CzeC (1.14)
y\r) = — | — r . 4 s < .
qzoq!F(v+q+1) 2
2T+ 1)J,
lim v+ S0 _ yeC\{=1,-2.-3... ) (1.15)
r— ry

Besselfunktionen 2. Art

Mit N, werden die Besselfunktionen 2. Art bezeichnet. Sie werden auch Neumann- bzw. We-
ber-Funktionen genannt. Sie haben unter anderem die Eigenschaften

r'N,(r)
m-————=
r—0 2Vr(y)

Ny(r)
im =
r—0 2logr

1, Rev>0
(1.16)

Besselfunktionen 3. Art

Mit HV(r) := J,(r) + iN,(r) und H?(r) := J,(r) — iN,(r) werden die Besselfunktionen 3.
Art bezeichnet. Falls der obere Index im Textverlauf wegfillt, so ist mit H,,(x) die Funktion
H'D(x) gemeint. Im Unendlichen gilt asymptotisch fiir die Funktionen H" = H,,:

[2 . 1
H,(r) = Zeir3m-1 L 0 (—3> , r — oo, (1.17)
rm r2

13



Allgemeingultige Eigenschaften von Bessel-Funktionen

Fiir v € C sei C, irgendeine Linearkombination aus den Bessel-Funktionen J, und N,. Es
gelten die Beziehungen:

2 b
Cyot(F) + Cypy(7) = %cm) }

v,reC (1.18)
Cv—l (I’) - Cv+l(r) = 2C;(r))
Cl(r) = Cor(r) = ~Col())
)’; v,reC (1.19)
Cy(r) = =Con(N+-Cy(r)
r
P! i)”[rVCy(r)] = r”Cy_p(r)]l
; dr v,reC,peN (1.20)
! TG = (CDPCy (1)
Jo_1("N,(r) = J,(r)N,_1(r) = —% v,r € C. (1.21)

Fiir analytische Untersuchungen und fiir die Konstruktion einer an das Streuproblem angepass-
ten Orthogonalbasis sind Stammfunktionen fiir r C,(¢r) C,(kr) sehr niitzlich. Diese Stamm-
funktionen konnen unter Verwendung des Satzes von Lommel berechnet werden. Der folgen-
de Satz stellt eine verallgemeinerte Fassung dieses Satzes dar. Die Beweisidee stammt aus
[Hoc86|].

Satz 1.4 (von Lommel) Fiir v € C seien C, und D, beliebige Linearkombination aus den
Besselfunktionen J, und N,. Weiterhin seien u, t,k € C. Dann gilt:

22%2 f rt Cv+y—l(tr) Dv(kr) dr

(
/V“” C,1u(tr) Dy (kr)dr = j t;”klz (# Cyipmr (1r) Dylkr) = k (i) Dy (k) 12 # K
VU =

sy (1 Cri(tr) Dy(kr) = k Cir (1) Dy (kr)) - 22 = K

= [ Cypp (tr) Dy (kr) dr

u+1

/w” Coo. () Dol dr =4 +55 (tCopu1 (tr) Dy(kr) = k oy (t7) Dy (kr)) 12 # K2
V- v -

Uwy (t Cou(tr) Dy(kr) = k Cypyey () Dy (k1)) 1 = K2

Beweis: Es wird wegen der Ahnlichkeit der Beweisfiihrung nur ein Fall betrachtet. Seien
Soru() = C,yu(tr) und g,(r) := D,(kr). Aus der Besselschen Differentialgleichung (I.13)
erhélt man:

P )+ L)+ B = 4 )PP fra() = 0 } (1.22)

P () + gl (r) + (P = g (r) = 0

14



AuBerdem gilt:
() () = e+ D f )+ ()

)
. 1.2
() (1) = (u+ D) + 7 1gl () } (129

Durch Einsetzen von (I.23) in (L22)) und Integration folgt:
0= / [ 7,0 ) + @ = 0+ P ) frau () = ' £, ()] gulr) dr

- / [ gLy (r) + (PP = V2 g, (r) — ur g (1)) frau(r) dr
0 = P {1 (N8U0) = Fron1800) } + [ #4716 = I frp(Pgo(r) dr

Lt
= [ @ i f )80 = {1, (P080) = Fr(PIg(0)}

Durch partielle Integration des Integrals [ ur* f,,,(r)g;(r) dr kann man schlieBen:
(M8(7) = Frau(rgr) + 1 frug (1)} + / PN = ) frau(Dg(r) dr
&)+, (Ng,(r)dr.

/

0=r"{f.,

_2/1/’#_1 (V+:u)fv+/1(r)
ter‘hLl*l (r)_rfv,+”(r) wegen

SchlieBlich folgt aus Gleichung (L.19)
P (D8(1) = Fraw(GU(r) + 1 fruu (1)} = Pt fraue1 (1) = K fra(1)gy-1 (7).
O

Bemerkung 1.5
a) Fiir u € Z kann man mit Hilfe von Satz rekursiv Stammfunktionen zu Abbildungen

der Form r'“'“CVJ,ﬂ(tr)Dv(kr) finden.

b) Nutzt man zusdtzlich zu u € 7Z noch die Beziehung (LI8) aus, so lassen sich auch
., i bestimmen.

Stammfunktionen zu r““CVJ,ﬂ_zq(tr)Dv(kr) fiirg=0,.
c) Der Grenzwert der Stammfunktionen fiir r — 0 kann, falls existent, mit den Gleichungen

(L 13) und (LI8) bestimmt werden.

Satz 1.6 Sei C, eine beliebige Linearkombination aus den Bessel-Funktionen J, und N,. Sei

wy(t,r) := C,(tr) fiir v € C. Dann gilt fiir p € N:
14 c am
P _ } : p.-m
FWy—p = p=m Hpm Wy
(1.24)

m=0
P m
dpm O

(—1)prpwv+p = Z tp—m atm

m=0

v

15



mit

_1 m m _ 4
- ') yo ! T)jH(j+v—2(l'—1))
ml oG

—1yr m (- . P
dp,m:( ) Z(;:)Jn(j—v—ﬂi—l)).
: i=1

!
m! ‘=

Beweis: Induktiv wird gezeigt, dass
2p—v, —1 d D(V & d .
2D f@) = [[e—+v-2G-1)f(. (1.25)
z =1 dz

Der Induktionsanfang ist fiir p = 0 offensichtlich. Sei also die Behauptung gezeigt fiir p € N.

d d [P _d
2p+)—v, —1 ¥ \p+lr v _ 20p+tH)-v, -1 -1 = v
P dz)” [ f()] =277z dz) {ZZP‘V (z a’z)p [2"f (Z)]]
IV 2pel)—y, -1 A 1 & d ,
L 2y, 1d_z) [z”"” H(Zd_z +v—2(i— 1))f(z)]

Lod
=-Qp-w ]l +v-20-1)f@
i-1 4z

d | & d .
+zd—Z lg(zd—z+v—2(l—1))f(Z)]

p+1

d :
= H(Zd_z +v =23 - 1))f().

Genauso zeigt man, dass
2 Ly @) = [ - v =20 - D)
dz o dz '

Nach [Luk69] gilt fiira = (ay,...,a,) € C?
Pood P d
I I +a;) = E m " P

-1 Mmoo (= P
D Z(Z‘)’ H(j+a,-). (1.26)

!
m! =

Mit den Gleichungen (L.25)-(L.26) und (I.20) folgt die Behauptung.

Cpm (Cl) =
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Bemerkung 1.7 Sei C, eine beliebige Linearkombination aus den Bessel-Funktionen J, und
N,. Setze w,(t,r) := C,(tr) fiirv € Cund p € N. Fiirq = 0, ..., p kann mit Hilfe von Gleichung
(LI8) und (1.24) eine Beziehung der Form

P Cpmq am
D _ 11,
"Wy _piog = mE_O pr aszV (1.27)

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten c,, ,, , gefunden werden.

Beispiel 1.8 Mir (I.24) und (I.27)) ergibt sich zum Beispiel fiir p € {1,2} und w,(t,r) = C,(tr):

0
w1 (1,7) = gwyu, )+ 2w )

% 0
er+l(tr) = ;Wv(t’ I") - EWV(I? I")
5 _w(v=2) 10 2
rw,_o(t,r) = 2 wy(t, 1) + Py —wy(t,r) + Py om(t 1)
) v(v +2) 2v+10 2
r WV+2(t’ r) = tz Wv(t’ r)_ a Wv(t r)+ a2wv(t r)
5 2 0 2
r Wv(t’ I") = t_ZWV(t’ r)_ ;va(l" 7') (9 2wv(t I")

1.3.3 Lommel-Funktionen

Lommel-Funktionen werden unter anderem bendtigt, um Stammfunktionen fiir 7#C, (r) ange-
ben zu kénnen. C, ist hierbei wiederum eine Linearkombination der Besselfunktionen J, und
N,. AuBlerdem werden in dieser Arbeit Funktionen f(r) gesucht, so dass die Differentialglei-
chung

(A + KD f k)Y ()] =cr* 'YV (w)

erfiillt ist. Auch dieser Sachverhalt fiihrt zu den Lommel-Funktionen, die wie folgt definiert
sind.

Definition 1.9 Fiir u,v € C bezeichnen

il —v+3 u+v+3]
Sl(ll,?/(r) = 1F2 1 s |:/l 7/l :|’__
w=—v+hHu+v+1) 2 2 4

SO(r) =S D) + 2417 (“ —r 1) r (“ e 1) (sin (5527) 4) = cos (E527) 1)

2 2
die Lommel-Funktionen. Die Funktion ,F  bezeichnet die verallgemeinerte hypergeometri-
sche Reihe .
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Fir S, = SL{{,, j € {1,2} gilt unter anderem (siche z.B. in [Luk69]):
d’ d
<r2ﬁ + ra + (P - v2)> S (1) =pit! (1.28)
/r“C,,(r) dr =(u+v—DrC,(r)S y—1,-1(r) = rC,_1(r)S .,(r). (1.29)
Die Funktion C, ist hierbei wiederum eine Linearkombination der Bessel-Funktionen J, und
N,.

Obige Definition ist nicht fiir alle i, v € C sinnvoll. Fiir spétere Betrachtungen werden jedoch
nur die Fille aus dem néchsten Satz herangezogen.

Satz 1.10 Seienn, p € N und o € C\{-1,-2,...}. Dann gilt:

© —1)4 1\ 24
S(l) — _1 p+1 r + + + 1 !22[) ( (_) n+o+2q
n+o‘+2p+1,n+0'(r) (=1 (n+o+p )P q:§p+:l I Tn+o+1+q \2 r

(1.30)

(— 1 ) (l) 2 rn+a-+2q
2

p
NG ==D)"?Tm+o+p+1)pl2%
n+o’+2p+l,n+o‘(r) ( ) (I’l ga+p )p ; C]! F(n +o0+1+ q)

(1.31)
und

s (ry—8sW () =(=1)’Tm+o+p+Dpl2mo2ry (.  (1.32)

n+o+2p+1,n+o n+o+2p+1,n+o

Beweis: zu (1.30) : Fiir den Beweis wird das Pockhammer-Symbol eingefiihrt.
(@), =al@a+1)---(a+p-1), (a)y := 1.
Mit dieser Bezeichung gilt:

rn+a’+2(p+l) ( _r2 >
= 1 +2,n+o0+p+2],—
4(p+1)(n+0'+p+1)1F2 (1, [p+2,n+0+p+2], 1

n+o+2(p+1) o0 (-1 r\ 24
A(p+Dn+o+p+ 1)§(p+2)q(n+o'+p+2)q <5>

o rAptD) > Tp+2)T(n+o+p+2)(-1) <r>2‘1

:4(p+1)(n+0'+p+l)gf(p+2+q)F(n+0'+p+2+q) 2

(1)
S n+o+2p+1 ,n+0'(r)

r

:r”“’*z(”“) F(n+0‘+p+2)i (p+ D! (—1)4 (£>2q
4p+1D)n+oc+p+1) g p+1+!Tn+o+p+2+qg) \2
:r”“’*z(”“) ICn+o+p+1)p! i (=1)e-r-1 <£>2(q—p—l)
4 i @ Tn+o+1+4g)\2
=(-D""'T(n+ o+ p + )p2? i , ! (1>2q Pt
q:p+1q.F(n+0'+1+q) 2
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zu (I.31) : Die Behauptung folgt sofort aus Definition
zu (I.32) : Diese Behauptung folgt aus der Reihendarstellung (L14]).

1.4 Spezielle Wellen

In diesem Abschnitt werden Funktionen definiert, die sehr hilfreich fiir die analytische Unter-
suchung des Streuproblems sind.

Spérische Wellen

Eine wichtige Rolle in dieser Arbeit spielen die sphirischen Wellen. Sie separieren eine Funk-
tion in einen radialen und einen sphérischen Anteil. Der radiale Anteil wird im Wesentlichen
durch eine Bessel-Funktion beschrieben, der sphirische Anteil durch eine Kugelflachenfunk-
tion.

Definition 1.11 Seit € C, n € N, m € N(n,d) und x = rw € R%. Seien weiterhin Y™ die
Kugelflichenfunktionen aus (L2). Sei o die von der Dimension d abhdngige Funktion mit

-2
o :=o0(d) ::dT.

Dann werden die Funktionen
In @ rw) :=(tr)" 7 e (tr) Y, (w)
W D(t, rw) =(tr)  HY_(tr) Y (w) (1.33)

n+o
mrt, rw) =(tr)""HD (tr) Y, (w)

n+o

als sphirische Wellen bezeichnet. Auf die Abhdingigkeit von o(d) in der Funktionsbezeichnung
wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit bewusst verzichtet. Entfillt der Index (1) bzw. (2), so
wird (1) angenommen.

Die Normierung und Parametrisierung der Kugelfiichenfunktionen spielt zunichst einmal kei-
ne Rolle. Fiir spitere Anwendungen ist jedoch eine genaue Festlegung notwendig. Fiir den Fall
d > 4 sollen die Kugelflichenfunktionen gemif (I.7)) parametrisiert sein.

Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass sphérische Wellen Eigenfunktionen des Laplace-Ope-

rators zum Eigenwert —¢ sind, d.h.
AJM(t, rw) = —1 (L, rw)
/ 7 (1.34)
AR (L rw) = —t°h, (1, rw).

Man muss lediglich beriicksichtigen, dass die Kugelflachenfunktionen Eigenfunktionen des
Beltrami-Operators (I.10) sind und die Bessel-Funktionen die Besselsche Differentialglei-

chung (LI3) I6sen.
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Momentenwellen

Um die Beziehung zwischen gestreutem Feld und Quelle genauer analysieren zu konnen, wer-
den folgende Wellen eingefiihrt:

Definition 1.12 Sei x = rw € RY. Fiirn, p € N und m € N(n, d) werden die Funktionen
Vo (rw) =P Y (w)

als Momentenwellen bezeichnet.

Es 14Bt sich wiederum leicht nachrechnen (vgl. Gleichung ((L8))) und [L.10), dass Momenten-
wellen der Differentialgleichung

Avpr(ra)) =4p(p +n+ O')Vpr_l(ra))
geniigen. Die Funktion o = o(d) = 432 sei wieder wie in definiert.
Lommel-Wellen

Weitere Untersuchungen zwischen gestreutem Feld und Quelle benotigen die Festlegung eines
weiteren Wellentyps.

Definition 1.13 Seit € C, x = rw € R und o = o(d) = %. Fiir j € {1,2}, n,p € N und
m € N(n,d) werden die Funktionen

L(J . oo
sy Igf)(t, rw) :=@tr)’S,, 2prinre (DY (W)

als Lommel-Wellen bezeichnet. Der Ubersichtlichkeit halber wird wieder auf die Abhdingig-
keit von o(d) in der Funktionsbezeichnung verzichtet.

Satz 1.14 Sei wiederum o = o(d) = d—;z. Fiirt € C,n,p € N, m € N(n,d), j € {1,2} und
x =rw € R? gilt:

2 . _ 2 2p+
(& + )5y (8, rw) =1 (tr)P ™ ¥, (w)

= AP+ D+n Vo (rw).
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Beweis: Sei S\ vapitnse () = S(2r). Nach (L.8) und (LIQ) gilt:

. 2 g-1 —2 .
(& + )5yt rw) = ( o ,d-10 + (t2 - M)) sw(t, rw)

— +
" or? r o or r?
= { [o(o + Dr T8 (tr) = 207 VLS (tr)r TS (1)

d-1
+— [—o'r_(‘”l)S (tr)+r 7tS '(tr)]
r

¥ (ﬂ - ”(’”rif_z)) S (tr)} 7Y (w)

= {(n)zs " (tr)

+((d-1)=20)rtS'(tr)
1

+| ) -nn+d-2)+o(0+1)-(d- Do S(tr)}t“rr_(‘”z) Y2 (w)

—(n+0)?

@) t—o- r—(a’+2)(tr)m+a'+2(p+l) Yrrln(w)

= £ (tr)"™* Y™(w).

Man erhilt also durch Anwendung des Differentialoperators der Helmholtz-Gleichung auf
eine Lommel-Welle eine Momentenwelle.

1.5 Spezielle Orthogonalbasen

In diesem Abschnitt wird eine an das Problem angepasste Orthogonalbasis entwickelt. Mit
dieser Basis wird es moglich sein, die Singuldrwertzerlegung und den Nullraum des Operators
anzugeben, der dem Streuproblem zugrunde liegt.

Satz 1.15 Sei 0 < v € R und a,p € R . Seien /lf,ﬂ (I € N) die positiven Nullstellen von
al,(r) + BrJ)(r). Falls § # 0 und % + v < 0, ist noch zusdtzlich eine der beiden rein ima-
gindren Nullstellen hinzu zu nehmen (Die Existenz dieser Nullstellen findet sich zum Beispiel
in [Wat58|] und [IDix03].) Dann bilden die Funktionen { \/i_’JV(/lCVi’,Br)}leN eine Orthogonalbasis
des 1,(0, 1).

Beweis: Der Fall 8 = 0 wird in [Hoc86l] behandelt. Fiir die Fille 8 # Ound v € {n+% : n €N}
verweisen wir auf die Arbeit von [LakQ6l]. Ein ausfiihrlicher Nachweis fiir v € N, der auf der
Idee von [Hoc86] basiert, kann in [Wal02] nachgelesen werden. Diese Beweisfiihrung ist auch
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auf alle anderen Fille tibertragbar. O

Der folgende Satz stellt eine Vielzahl von Orthogonalbasen bereit. Die fiir das Problem rele-
vante Basis wird spéter im Satz [2.14] festgelegt.

Satz 1.16 Sei R > 0 und By C R? die offene Kugel mit Radius R um die Null. Fiir n € N und
a,, B, € R seien /la” P (I € N) die positiven Nullstellen von

Can}’HO'(r) +ﬁnr‘];;+o'(r)’

wobei wieder o = o(d) = &2 ist.

Falls, # 0 und du Lo < 0, ist noch zusdtzlich eine der beiden rein imagindiren Nullstellen
hinzu zu nehmen

Dann bilden die sphiirischen Wellen eingeschriinkt auf By  R?

AnsBn
om /ln,l
.]n R 5"
neN,meN(n,d),leN

eine Orthogonalbasis des L,(Bg). Die Norm einer sphdrischen Welle j'(t,-) (t € C) ist gegeben
durch:

172t s = e (( Ty o(tR) = Jysori1 ((R) i1 (IR)) .

Beweis: Zunichst zum Beweis der Orthogonalitét.

A fn

A% A5
<JZ1< ’R a')’]q( R ’)>BR

R* R /lz'llﬁ" aq By . ——
(/1% Py P / ran(—]’,e r) qu( ) / Y (w)Y§ (w)ds(w)dr

dm 27TR2(O—+1) @p,Pn @
= (/1“”"8”)0'(/10[‘1"3!1)0— 5n,q5m,p i"Jn 0_(/1 B ”)qu(/lq?fr) dr
n,l q,s
limesXim! 2R+ -

—_ all ﬁ)l a" Bn
(/l:";"g'l)o_(/lgfl;ﬁq)o_ 6n qém pél s ( n+o ( n,l ) Jn+a'+1 (/l )Jm+a' l(/l ))
Die Vollstdandigkeit folgt aus der Vollstidndigkeit der Kugelflachenfunktionen auf L,(S?) (siche
(L.6)) und der Vollstindigkeit der Funktionen {Jn(/l,,,,-)} e auf L2(0, 1) (siehe Satz[L.5). Zum
Nachweis der Norm kann genauso vorgegangen werden wie beim Beweis der Orthogonalitiit.
O

Fiir spitere Invarianzuntersuchungen wird der Raum L,(Bg) in eine direkte Summe von Teil-
rdumen zerlegt.
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Definition 1.17 Sei R > 0 und By C RY die offene Kugel mit Radius R um die Null. Sei
n € Nund m € N(n,d) und seien j"(t,-) die sphiirischen Wellen eingeschrinkt auf Bg C RY.
Wiederum sei o = o(d) = & 2. Die Riume W, werden definiert als

W .= span(j"(z, ), 11 € C). (1.35)

Der Abschluf; ist beziiglich der durch das Skalarprodukts auf L,(Bg) induzierten Topologie
zu verstehen. Es wird wiederum auf die Abhdngigkeit der Dimension d in der Bezeichnung
verzichtet.

Diese Raume haben die folgenden Eigenschaften.

AP
m /ln,l
Jl’l R 5"
neN,meN(n,d),leN

eine Orthogonalbasis aus Satz Dann gilt fiir die Rdume W' aus Definition

Satz 1.18 Sei

/lans,gn
(@) wr :span{jn’" (%, > e N}
(i) LBr= @ W,
neN
meN(n,d)

Beweis: Nach Konstruktion der Orthogonalbasis gilt (i). Die verschiedenen Teilrdume W)!
sind paarweise disjunkt, wegen der Orthogonalitiit der Kugelflichenfunktionen (I.3]). Damit
folgt auch Behauptung (ii). O

1.6 Jacobi-Anger-Entwicklung

Die Jacobi-Anger-Entwicklung zerlegt eine ebene Welle in eine Reihe bestehend aus sphi-
rischen Wellen. Es ist bekannt, dass sich jede Welle aus Linearkombinationen ebener Wellen
darstellen ldsst. Die Jacobi-Anger-Entwicklung zeigt direkt, dass sich jede Welle in eine Reihe
bestehend aus sphirischen Wellen entwickeln lisst.

Es folgt eine kurze Herleitung der Jacobi-Anger-Entwicklung. Sei x = rw,y = t € RY. Dann
gilt

' ' Y"™(w
o> = eztr<w,0> Z Z < ellr< 6> Y’" >gd-1 ”2( ), (136)
/e

neN meN(n,d)

da die Kugelflichenfunktionen eine Orthogonalbasis auf der Einheitssphére bilden.
Das Funck-Hecke Theorem liefert

<P ym s = ¢ / "I (s)(1 - s1)7E dsY,"(6), (1.37)
-1
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mit einer Konstanten ¢, die noch von der Dimension abhéngt. Die Variable oo = o(d) = %

ist wie in vorhergenden Kapitel ebenfalls dimensionsabhéngig. Fiir die Gegenbauerpolynome
C; erhilt man mit der Formel von Rodriguez

CI(s) = ex(1 = 7 AD(1 = 8701,

Einsetzen in (I.37) ergibt

] L i
<" Y Sgi = ¢ (l"”t)n/ e (1 - )" ds . (1.38)
-1

/

-~

=c3(tr) ™7 Jpto (1)

Gleichung (L38) eingesetzt in (I.36]) ergibt schlieBlich nach Zusammenfassung simtlicher
Konstanten c;

itr<w,0> iI'n +%I (2C 1) m —-m
MEDIEDY t,rw)Y;™(6). 1.39

neN meN(n,d)
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2 Mathematische Modellierung

Akustische, elektromagnetische oder elastische Wellen werden gestreut, wenn sie auf Hin-
dernisse stofen. Wie in Abbildung [2.1] schematisch dargestellt, trifft dabei eine Primirwelle
u; (einfallendes Feld) auf ein Objekt und wird dabei veridndert. Es wird ein so genanntes ge-
streutes Feld u, erzeugt. Die beiden Felder u; und u; iiberlagern sich zu einem Gesamtfeld
u = uy + u;. Die Ausbreitung dieser Felder wird durch Differentialgleichungen bzw. Integral-
gleichungen beschrieben.

einfallendes Feld u, Objelkt gestreutes Feld u,

Abbildung 2.1: Schema des Streuvorganges

Inverse Streuprobleme treten etwa in Technik (zerstorungsfreie Materialpriifung), Geophy-
sik (erdmagnetische Tiefensondierung) und Medizin (Lokalisierung von Krebszellen) auf. Im
Gegensatz zu direkten Streuproblemen, bei denen die Parameter des streuenden Mediums be-
kannt sind und die gestreute Welle berechnet werden muss, geht es bei inversen Streuproble-
men um die Bestimmung der Materialeigenschaften aus Messungen des gestreuten Feldes.

In dieser Arbeit werden akustische zeitharmonische Wellen betrachtet. Die physikalischen
Eigenschaften des Hindernismediums werden durch eine Funktion f € L. (Bg) beschrieben.
Dabei sei By = Bx(0) ¢ R? die offene Kugel um die Null mit Radius R > 0 im R?. Fiir den
Tréager von f gelte supp(f) C Bg. Fiir eine fest vorgegebene Wellenzahl O < k € R werden das
einfallende Feld u;, das gestreute Feld u,; und das Gesamtfeld u durch die Gleichungen
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(A +K)u; =0 (2.1

U=u;+ uy, 2.2)

(A + Kug = =k fu (2.3)

lim 7 (a”S - ikus> 0, r=lx (2.4)
r—o0 or

beschrieben. Der Operator (A + k2) ist auch als Helmholtz-Operator bekannt. Die Gleichun-
gen (2.I) und 2.3) werden daher auch als homogene bzw. inhomogene Helmholtz-Gleichung
bezeichnet. Gleichung (2.4]) wird als Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung bezeichnet.
Physikalisch gesehen bewirkt diese Bedingung, dass es sich bei dem gestreutem Feld um eine
auslaufende Welle handelt. Die Herleitung dieser Gleichung kann in [Wiib95] und [CK92]|
nachgelesen werden.
Mit Hilfe der Greenschen Funktion Gy(x, y) ldsst sich das Gleichungssystem (2.1)-(2.4)) trans-
formieren zu

w0 =K [ GrfOMO)dy. 2.5)
Der Operator
ARR Ly)(Bg) — Ly(Bg)

ABR L) = 12 A Gi(x, YW(y) dy (2:6)

wird als Lippmann-Schwinger-Operator bezeichnet. Da das Rekonstruktionsgebiet Bi und
die Wellenzahl k oft feststehende Groflen sind, wird hédufig auch die abkiirzende Schreibweise
A := A®R benutzt.

Eine weitere wichtige Abbildung ist der Lippmann-Schwinger-Operator fiir den Auflenraum .
Er wird mit Hilfe der Greenschen Funktion definiert. Fiir I' € Bj sei

AEP - [ (Br) — L)

AEPY(x) = K L Gi(x, y)v(y) dy. @7

Auch hierfiir wird abkiirzend Ar := A(Fk’R) geschrieben.
Im R? gilt fiir die Greensche Funktion

i
Gi(x,y) = ZHo(k|x - D
und im dreidimensionalen Fall gilt
Gu(x.y) = e
’ Artklx — y|

Einen Beweis hierzu findet man in [MF53]].
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Bemerkung 2.1 Mit den beiden Operatoren A und Ar hat die Losung des Problems (2.1)) -
2.4) die Form

oo A0 xe By
' _iAgi(fu)(x) x € B,

Das Produkt aus Gesamtfeld u und Objektfunktion f wird auch als iquivalente Quelle oder
einfach nur Quelle bezeichnet.
Die Greensche Funktion 148t sich in eine Reihe aus Produkten von sphirischen Wellen (siehe

[1.33)) entwickeln.

Satz 2.2 Seix =r.w, € RYundy = ryw, € R? mit r,, > ry. Fiirn € N und m € N(n, d) seien
J» und W' die Funktionen aus Definition Weiterhin sei k > 0. Dann hat die Greensche
Funktion die Gestalt:

Gi(x,y) = Z Do Ik raw,) jrk, rywy) (2.8)

n=0 meN(n,d)

— Z Z Iy (2)(k rewy) ju(k, rywy).

n=0 meN(n,d)

Die Reihe ist absolut und gleichmdif3ig konvergent auf kompakten Teilmengen fiir r, > r,.

Beweis: Die Beweise fiir die Fille d = 2 und d = 3 finden sich zum Beispiel in [CK9S].
Ahnliche Vorgehensweisen fiir hohere Dimensionen fiihren auch hier zum Ziel. O

Damit ergibt sich fiir r, = 0 die folgende Darstellung.

Satz 2.3 Seik>0,0#x€Rund o = o(d) = 2. Dann gilt fiir die Greensche Funktion:

Gy(x) = Zﬁ—’wmm‘“ - (klx). (2.9)

Beweis: Es gilt

1

lim(kr) " Jpio(kr) = Opo ==
i (Kr) o (k1) = G0

wegen (L.13). Weiterhin gibt es nach (LI und der darauf folgenden Bemerkung nur ein ho-
mogenes harmonisches Polynom vom Grad 0, welches gerade eine Konstante ¢ ist. Nun sind
die Kugelflichenfunktionen nach Vereinbarung (L.3) so normiert, dass gilt:

dﬂ.o-+1

om = Yol = 2/ 1 =22
el = e [ 1dSw) = PR
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Fiir w € S9! erhilt man

2r 2
(o))’ = ¢ = 202,
dn”
Damit reduziert sich (2.8)) zu
2 T(oc+2) _
Gi(x) = “H, .
00 = Ty 1y K H ki
—_————
o+1
m|
2.1 Eigenschaften des Lippmann-Schwinger-Operators
Satz 2.4 Sei A der Lippmann-Schwinger-Operator aus (2.3) zu vorgegebener Wellenzahl
k > 0 und Radius R > 0. Dann gilt fiir den adjungierten Operator:
A=A, (2.10)
Beweis:
<Av,w>pg.= A A K> G(x, y)v(y) dy w(x) dx
= [ [ PGiGeywe dxvody
=<v,A'w>g, .
O

Eine sehr niitzliche Darstellung ergibt sich aus der Reihendarstellung des Kernes (vgl. (2.8))
fiir den Lippmann-Schwinger-Operator.

Satz 2.5 Seien k,R > 0 und A der Lippmann-Schwinger-Operator aus (2.3). Dann gilt fiir
eine Funktion v € L,(Bg):
ikz m 7 m,(2) o7
Av(rw) = — Z Z <, jil(k,-) >p h,(k, ro)+ < v, "k, ) >p—p, Jo(k,rw). (2.11)
4 neN meN(n,d)

Beweis: Die Aussage folgt direkt mit der Reihendarstellung der Greenschen Funktion (2.8))
und deren gleichméfBigen Konvergenz. O

Zum Vergleich von Schlechtgestelltheiten und Stetigkeitsaussagen benotigt man Informatio-
nen {iber die Glattungseigenschaften eines Operators. Ein Mal3 dafiir liefern Abschédtzungen
in Sobolev-Riumen.
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Lemma 2.6 Sei & = t9 € R mitt > 0und § € ST Weiterhin sei R > 0, Bx C R? und yg,

die charakteristische Funktion. Wiederum sei o = o(d) = %% und G, die Greensche Funktion
aus 2.9). Dann gilt fiir die Fouriertransformierte von )(BRGk
{ ot [ Hon (RR)ILGR) — 7 Hy (kR (1R + 255] 1% k
X Gi(16) =co
{55 [Hy (kR)J (kR) — Ho i (kR) -1 (KR)] — 721, t=k
mit
irQo+1)

2327 (o + Do+ 1)

Insbesondere ist m(te) unabhdngig von 0 und stetig in t.

Beweis: Man erhilt mit Hilfe der Jacobi-Anger-Entwicklung (1.39):

—i<rw, 10> _ inﬂo-+%r(20-+ 1) Jn+0'(tr) me_ -m
[, BW=3 3 e DT ) A T dS @O

neN meN(n,d)

511,0(;;,02”
Mo+ 1) T,
S 27 (o + D@ + 1) (1)
Mit Hilfe der Asymptotik (LI4)-(L.18) erhiilt man im Fall £2 # k>
lim 5 (1 410 H k) = K01 Hl1 k1)) = _ 2 (5)0
k2 o+l loa o o+1 (t2 _ k2) k .

Falls #* = k* erhilt man mit den selben Gleichung
2

r 2i0 [ t\7
lim - (£ (tr)Ho (kr) = ki (tr) oy (kr)) = - (z) .

— R .
X0, Gu@ = [ [ Gutrwpe < ds ) dr

(o) —d i R dHU(kr) —i<rw , 10>
- (27T) 2(r+2ﬂ-(r[) r (k}")‘T Sd—le dS(w) d}"

=Cp

/)R rH,(kr)J,(tr)dr.
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Im Fall > # k* ergibt sich mit Satz [[.4

— cicor _
x5,Gi(€) :m (kH 1 (ki) (tr) = tH (k) J o (tr)) 26
cicoR c1ca2i I\o
= [kH,1(kR)J,(tR) — tH,(kR)J . (tR Tl
_ C1C2R C1C22i
—m [kHys11(kR)J»(tR) — tH;(kR)J 711 (IR)] + (2 — K2k

Fiir 2 = k? erhilt man ebenfalls mit Satz [[.4}
2

I _
XinGH(&) =125t [1H (ko 17) = kHor ot k1)1 (0]
R? 1 2io
=16 [HH KRV R) = ko (R A (R)] = 02— = (1)
=k 2 2io
Zera s AR R) = Hot (R 1 (KR = €163

Lemma 2.7 Sei & =t € R mitt > 0 und 0 € S*'. Weiterhin sei R > 0, By C R? und y3,
die charakteristische Funktion beziiglich Bg. Wiederum sei o = o(d) = dgz die
Greensche Funktion aus (2.9). Dann gilt fiir die Fouriertransformierte von y ,Gy:

S 3-d
| lim(1 + ) x5, Gr(10)] < 00 &= v < 2 — max(0, —)

[lim(1 + Y x5.Gi(t0)] < 0, fiirallev € R

t

Beweis: Nach Lemma[2.6]existieren Konstanten ¢y, ¢,, c3 € C, so dass
S 1 .
X, Gi(10) = e_7 (leU F(tR) + ot 7 Ty 1 (IR) + C3)-

AuBerdem verhiilt sich J, asymptotisch nach [AS65] fiir z — oo wie

1(2) \/zcos(z— KT _ —)
nz 2

Damit verhilt sich (1 + 12y 5,G(t) fiir groBe t wie 3" Der Grenzwert fiir t — oo

bleibt also genau dann beschrinkt, falls
1
v <2 —-max(0, -0 + 5).

Mito = o(d) = % folgt die Behauptung fiir den Grenzwert.
Fiir den Grenzwert ¢ ™\, 0 mufl man zusitzlich wissen, dass sich J,(¢) fiir kleine ¢ verhilt wie

* (siehe ). |
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Satz 2.8 Sei A der Lippmann-Schwinger-Operator aus (2.3) zu vorgegebener Wellenzahl
k > 0, Radius R > 0 in der Dimension d > 1. Fiir s > 0 und eine Funktion v € H*(By) gilt:

AV 5t < V-
Beweis: Sei x € Bg. Fiir eine Funktion w mit supp(w) € By gilt:
Aw() =K [ Gilx=ywo)dy
= [ Xo(x = DGUx = yw() dy
= k2)(B2RGk * W(x).
Sei v = max(0, %), und v € H*(Bg), dann gilt:
AW iy <2 [ 1+ 167) ™ W Grcx WO
= (2ﬂ)%k2/ (1 + P W5, GUE I dé
< (2m)* K sup((1 + 1€1%) [ 5, Gul€) )/ (1 + 1P W)l dé

£eR?2

<oo nach [ﬂ]und -

2
= CIIWIIHS(BR).

Der Helmholtz-Operator (A + k?) ist ein Differentialoperator zweiter Ordnung. Es ist deshalb
zu erwarten, dass er Funktionen um zwei Stufen in der Sobolev-Skala ,,aufrauht.

Lemma 2.9 Sei R k > 0 und (A + k*) der Helmholtz-Operator eingeschriinkt auf By C R.
Dann gilt fiir w € H**(Bg):

2
(A + kWl sy < clWllpse2ay)-

Beweis:

1o+ K layy = [ (1 + 1671 + 2w dé

2 2
= [+ wn”( — I P a

PP
252
?30 E&y@aH#W%@W&

~"
<00

2
= C||V||Hs+2(3R)-
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Satz 2.10 Seien k,R > 0 und A der Lippmann-Schwinger-Operator aus (2.6). Seien wieder-
um o = o(d) = 2 und j, k' und vy, die Funktionen aus den Definitionen und (.12

Dann gilt fiir t € C:

=f ,zlkz <k2 g (t, ra)) +d, () (k, rw) ) , 2+ k2
At rw) = {
LK 2jn(nrw)| | +dehjn(krw)). 1=k
1

e (R (1 )= (8) "k (krw) + cuO 17 (korw)), 2 # R

~

2 2 (nrw)| e ok () (ke rw) + (kY 2 (k. rw))

1 -
Ava(rw) == Wsnm’}gj) <k, ra)) +dl(1jj)ojn (k, rw))
mit
k ik27TR
du(t) = AP0 == [kluso (R Hyir1 (kR) = ts1 ((R)H s (kR)]

ik’nR
2
, , ik’R -
d) = d&R? = S 200+ 0 + P)S L s irpmsot KRR,y s (KR)
) ;QG+2p+l,n+a(kR)Hn+U—l (kR)] .

Beweis: Seiv(rw) = f(r)Y)"(w) eine in radiale und sphérische Variablen separierte Funktion.
Dann gilt:

Cn(t) = Cgff)(t) = [an+(r(tR)Hn+(r—l(kR) - z‘[—In+a'—l(tR)[—In+a'(kR)]

Av(rw) = k2A Gi(rw, y)v(y) dy.

Unter Beriicksichtigung der Reihenentwicklung (2.8) und der gleichmiBigen Konvergenz er-
gibt sich mit Hilfe von Polarkoordinaten:

2 r 5=
Av(rw) = %Z > W) [k [ VO] dS @) ds

q=0 peN(q.d) ~
277'5n,q5m,p
ikz - —p R d—1-o m P
DA / ST H o (ks) £(s) A YIOY?©)dS 6)ds
q=0 peN(q,d) < -~ _
277'5n,q5m,7p
ik

= B (k) [ 540 k) [ s+ it 1) [ 54 Hyo ) (5) d
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Dabei wurde zusitzlich die Eigenschaft (I.4) und die Orthogonalitit der Kugelfiichenfunk-
tionen (L.3) ausgenutzt. Bis hierher konnte die Berechnung von Av mit v(rw) = f(r)Y? fiir
beliebige Funktionen f(r) durchgefiihrt werden. Fiir den nichsten Schritt bendtigt man jedoch
die Stammfunktionen [ r% f(r)J,,(kr) dr und [ r? f(r)H,,(kr) dr. Fiir die Funktion r~7C,(f, rw)
konnen die Stammfunktionen mit Hilfe des Satz von Lommel [L.4] und Gleichung (1.24) be-
stimmt werden. Fiir die Funktion f(r) = r? wird auf Gleichung verwiesen. Der Beweis
wird fiir die Funktionen %)’ vollzogen. Alle anderen Fille konnen auf dieselbe Art und Weise
bewiesen werden. Man hat also den Fall f(r) = (tr)""H,,,(tr)
ik*m r
A2, rw) = SRk, ) /0 5o (k$)H, 1 (25) ds

.k2 R

+ S0 1) [ SHyo (es) Ho (15) ds
1#k 1 ikzﬂ =r
L T 3 (oD i1 (k) = 12 (1o kD] _ I K, )

1 ikzﬂ =R
+ m T [kZHn+U(tZ)Hn+U—1 (kZ) - tZHn+(r—l (tZ)HrHO'(kZ)] =r Jn (k’ ra))

1 ik’ m

= _m T il_l;% [kZHn+U(tZ)Jn+U—1 (kZ) - tZHn+0'—l (tZ)JrHO'(kZ)] hn (k’ ra))

1 ik m
t Ty 3 Kok 1 = krHyo kDo )| (1 )

—% wegen (L21)

1 ik*n m

T [KRH,11r (tR)H 111 (kR) = tRH 1o 1 (tR) 1 (KR)| (K, r0).

c:(t)

Betrachtet werden muss nur noch der Limesterm

111161 kZHn+o—(tZ)Jn+o——] (kZ) - tZHn+0'—l (tZ)Jn+O'(kZ)
7

i —K2Hyy s (12) i1 (2) + 12H i1 (12D (K2)
Z—)

) R T+ o0+ 1) (k)™
lim 7z
20 n(tzyrro+l 2 T(n+ o+ 1)

_(k)’””Zi
¢ T

Die Behauptung fiir r = k folgt mit Hilfe des Satzes von L'Hopital oder direkt mit Satz[[.4l O

Lemma 2.11 Sei A der Lippmann-Schwinger-Operator (siehe (2.6)) und k,t € C. Dann gilt
fiir die sphdrische Welle j'(t, -)

(A + DA™, rw) = — K2 (1, rw). (2.12)
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Beweis: Behauptung folgt direkt aus (I.34) und Satz[2.10 |

Im Folgenden wird gezeigt, dass der Helmholtz-Operator der linksinverse Operator zum Lipp-
mann-Schwinger-Operator ist.

Satz 2.12 Seien k,R > 0 und A der Lippman-Schwinger-Operator aus (2.6). Dann ist die
Abbildung

(& + KA : H(Bg) — H*°(Bg)
stetig und es gilt auf diesen Rdumen:
(A + kDA = —K°1.

Die Funktion ¢ ist von der Dimension d abhdingig, wobei gilt:
3-d
6 = 6(d) = max(0, T).

Beweis: Die Stetigkeit folgt direkt aus Satz 2.8 und Lemma

Sei
AP
m /ln,l
Jl’l R 5"
neN,meN(n,d),leN

eine Orthogonalbasis des L,(Bg) aus Satz Diese Basisfunktionen sind auch in allen
Sobolev-Riumen H*(Bg) (s > 0) enthalten, da sie analytisch sind. Da die Sobolev-Rdume
H’(Bg) Teilmengen des Raumes L,(Bg) fiir s > 0 sind, bildet dieses Funktionensystem auch
eine Basis auf diesen Sobolevraumen. Fiir eine Basisfunktion v gilt nach (2.12)) die Beziehung
(A + k*)Av = —k*v. Aus der Stetigkeit folgt die Behauptung. O

2.2 Eigenschaften des Lippmann-Schwinger-Operators
flir den AuBenraum

Alle in diesem Kapitel zusammengestellten Aussagen beziehen sich auf den Operator Ar aus

@D.

Satz 2.13 Sei I' ¢ By und Ar der Lippmann-Schwinger-Operator fiir den Auflenraum zu
vorgegebener Wellenzahl k > 0 und Radius R > 0. Seien j' und h)} die sphdrischen Wellen
(L33) und T’ C BS C RY, dann gilt fiir v € Ly(Bg):
ik? m ”
Arv(x) = — Z Z <v, ji(k,-) >p, Ik, x), xerl.

neN meN(n,d)
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Sei w € Ly('), dann gilt fiir den adjungierten Operator:

—ik?
Aw() = =3 2 <wl Kk >r k), X € Bg.

neN meN(n,d)

Beweis: Aus der Definition des Operators (2.7) und der Darstellung fiir die Greenschen
Funktion (2.8) folgert man:

.k2 R -
Arv(rw) = l— Yo > Wik rw) / §4-1 / v(s0) " (k, s0)dS (0) ds
4 neN meN(n,d) 0 §d-1
ik? " .
S D ID SRRSO ACDEA )

neN meN(n,d)

Fiir den zweiten Teil der Behauptung bendétigt man zunéchst den Integrationskern des adjun-
gierten Operators:

<Arv, w>r= /FA kK Gi(x, y(y)dy w(x) dx

= / /r K2G(x, y)w(x) dx v(y) dy
=<V, Arw >p, .

Damit gilt:

@mmzﬁwamwmw@

—ik?
BTSN S <w K > K ).

4 neN meN(n,d)

Wir schon in Kapitel gezeigt, kann eine abzihlbare Vereinigung von sphirischen Wellen
gewihlt werden, so dass diese eine Basis des L,(Bg) bilden. Fiir die Bestimmung des Null-
raums des Lippmann-Schwinger-Operators Ar (2.7) auf dem AuBenraum steht noch die Wahl
der Parameter a, bzw. B3, (siehe Satz[I.16) zur Disposition. Bei geeigneter Wahl kann man den
Nullraum und dessen Komplement mit Hilfe ausgewihlter sphérischer Wellen angeben.

Satz 2.14 Seien R,k > O und I’ C B% C RY eine nicht diskrete Teilmenge des Aufenraums.
Wieder sei o = o(d) = %. Fiirn € N undm € N(n,d) seien

@, := kRJ, (kR)

ﬁn = —Jhio(kR).

Qp aﬂ n

Weiterhin seien A,

(I € N) die positiven Nullstellen von

Wndoio(r) + Burd) (7). (2.13)
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien /lzjgﬁ " = kR fiir alle n € N, da diese offensichtlich
eine Nullstelle von (2.13) sind.
Im Fall B, # 0 und % + (n + o(d)) < 0 ist noch zusdtzlich eine der beiden rein imagindren

Nullstellen hinzu zu nehmen.
a/ns,Bn
m /ln,l
Jn R
neN,meN(n,d),leN\{0}

Dann bilden die Funktionen
eine Orthogonalbasis des Nullraums N(Ar) und die Funktionen

/lanaﬂn
{121( - )} = {jz’ac, ~>}
neN,meN(n,d) neN,meN(n,d)

eine Orthogonalbasis von N(Ar)* = R(A}), dem Komplement des Nullraumes von Ar.

Beweis: Fiir den Beweis wird die Darstellung der Greenschen Funktion (2.8]) mit Hilfe der
sphérischen Wellen benutzt.

ag.B g
] /1 qr-q - lk2 q q m "
Arji(~le— ) "=T 3 YD < ), ik, ) > Bk, )
neEN meN(n,d) < ~ )
6q,n5m,p51,0||j§(ks')”2
.kz
= 5zo—||J (k, IPhD(k, ).
. ) ) A% ) )

Damit liegen die Funktionen jI( —, ) fiir / > 0 schon im Nullraum. Auf der anderen Seite

aghq
konnen die Funktionen jg(ﬂq'; ,0) = jg(k, -) nicht im Nullraum liegen, denn dann wire der
Term A} (k, -) fast tiberall gleich Null. |

Weitere wichtige Eigenschaften sind

Satz 2.15 SeiR,k > 0und Ag< der Lippmann-Schwinger-Operator fiir den Aufsenraum @.D.
Der Uberstrich bezeichnet den Abschluss. Sei weiterhin v € L,(Bg). Dann gilt:

(& +kDAz<v =0

A . 2.14
hmrT (é—zk>A v=0 ( )

r—o0 ar

Beweis: Fiir 0 < R < R stimmen die Operatoren AWK (Lippmann-Schwinger-Operator
fir den Innenraum) und Az—< (Lippmann-Schwinger-Operator fiir den Aulenraum) fiir alle

Funktionen v mit supp(v) C B auf dem Kreisring K, := {x € R?|R < |x| < R} iiberein. Also
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gilt:

1.2

R ik T m
AB—Rcv(rw) = APRy(rw) = a Z Z <v, jik,-) >p, h)(rw).
neN meN(n,d)

Wegen der Stetigkeitsaussagen aus Satz 2.8 und Lemma kann der Helmholtz-Operator
(A + k?) in die Summe gezogen werden. Da nach (L34) (A + k*)h™(k, rw) = O gilt, ist damit
die erste Behauptung bewiesen. Der Operator der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung
rT (% - ik) kann ebenso mit der Summation vertauscht werden. Man muss nur die entspre-
chende Stetigkeit fiir den Sommerfeld-Operator wie in Lemma nachrechnen. Nun kann
man diesen Operator gliedweise auf die Funktionen /)'(k, rw) anwenden, die aber die Aus-
strahlungsbedingung erfiillen. Da R > R beliebig gewihlt werden kann, gilt dies auch fiir den

Grenzwert. O
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3 Das direkte Streuproblem

Bei dem direkten Problem sind das einfallende Feld u; und die Objektfunktion f € L.,(Bg) als
bekannt vorausgesetzt. Bei Anwendungen kennt man die Frequenz und damit die Wellenzahl
k des einfallenden Feldes. Es gilt daher u; € span{j™(k,-) : n € Nm € N(n,d)}. Damit ist die
Funktion u; automatisch Losung der homogenen Helmholtz-Gleichung (2.3)). Gesucht wird die
Losung des Systems (2.2)-(2.4)). Fiir weitere Untersuchungen muf auf die Einschriankung, dass
das einfallende Feld die homogene Helmholtzgleichung 16st, verzichtet werden. Fiir diesen
Zweck werden zwei neue Operatoren eingefiihrt.

3.1 Quell- und Feldoperator

Satz und Defintion 3.1 Seien R,k > 0. Sei f € L.(Bg) und A der Lippmann-Schwinger-
Operator aus 2.6). Dann wird der Operator

FERD 2 Lo(Br) — La(Br)

F(k,R,f) = (I _Af)—l (31)
als Feldoperator bezeichnet. Der Operator
SERD : Ly(Br) — Ly(Br) 3.2)

§ KRy, = rFv

wird als Quelloperator bezeichnet. Abkiirzend werden auch die Bezeichnungen F und S be-
nutzt, wenn die Grofien k, R und f feststehen. Die beiden Operatoren sind wohldefiniert.

Beweis: In [KIyO5[] und in [CK92|] wird gezeigt, dass der Fredholmoperator zweiter Art
(I-Ay) fiir alle f € L,(Bg) einen trivialen Nullraum besitzt. Da Lo,(Bg) C L,(Bg), giltdies auch
fiir die Funktion f aus der Voraussetzung. Die Funktion f kann auch als Operator aufgefasst
werden. Nach [Hal82] ist der Bildbereich dieses Multiplikationsoperator bei der Wertemenge
L,(Bg) wieder Teilmenge des Raumes L,(Bg), d.h. der Operator

f i Ly(Bg) = Ly(Bg)
f(@x) = f(x)glx)

ist wohldefiniert. Durch diese beiden Sachverhalte ist gesichert, dass der Operator

(3.3)

(I = Ay) : Ly(Bg) = Ly(Bg)
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wohldefiniert ist und eine Inverse besitzt. O

Es soll im Folgenden auf die Einschriinkung (A + k?)u; = 0 verzichtet werden. Der folgende
Satz gibt die Losung fiir die Gleichungen (2.2)-(2.4)) zu einer beliebigen einfallenden Welle
u; € Ly(Bg) und einer beliebigen Objektfunktion f € L. (Bg) mittels der neu definierten
Operatoren an.

Satz 3.2 Seien R,k > 0 und f € L.(Bg). Seien weiterhin A und Ar die Lippmann-Schwinger-
Operatoren aus (2.6) und 2.7). Die Funktionen F und S bezeichnen den Feld- bzw. den Quell-
operator aus Definition[3.1l Fiir eine Funktion u; € Ly(Bg) sei

(ASu(x)  xe By
us(x) = c
AB[CeSl/t,'(.X) X € BR

u(x) = {Fu,-(x) X € By

us(x) + u;(x) x e Bg.

Dann erfiillen die Funktion u, u; und u; auf R¢ die Gleichungen

U= u; + U 3.4)

(A + K)uy, = —k*fu (3.5)

lim 7 (% - ikus> =0, r=|x, (3.6)
re or

wobei hier f im im Auflenraum By gleich Null gesetzt wird (Das einfallende Feld kann im
Aufsenraum beliebige Werte annehmen, da es fiir den Streuvorgang keine Relevanz besitzt).

Beweis: Zu Gleichung (3.4): Im AuBenraum gilt schon nach Definition u = u; + u;. Fiir den
Zusammenhang im Innenraum bedient man sich der Umformung

I=(I-A)F < F=I+AF & F=I+AS. (3.7)

Damit gilt auch u = Fu; = u; + ASu; = u; + u; im Innenraum.
Zu Gleichung (3.3): Fiir den Innenraum gilt:

(A+ Ky = (A+KHASu; = (A+ kA Fu sw 2o 7Fu; D 211+ AS

= —k*f(u; + uy)
Fiir den AuBenraum ist (3.3) wegen (2.14) erfiillt.

Zu Gleichung (3.6): Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung ist auch wegen (2.14)
erfiillt. m]
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Man muss folglich wegen (3.7) nur einen der beiden Operator F bzw. S kennen, um die
Funktion f zu berechnen. Es gilt fiir eine beliebige Funktion w € L,(Bg)

[ L (3.8)

Fw _ w+ASw
Es gilt wegen AS — FAy =1—-F - FA; =1 - F(I — Ay) = 0 auch der Zusammenhang
AS = FA; (3.9)

zwischen Feld- und Quelloperator. Bei gegebenem Feld u; € L,(Bg) und bekannter Objekt-
funktion f € L (Bg) gilt nach Satz[3.2]fiir das gestreute Feld im Innenraum Bg:

u; = AS u;.

Deshalb wird in den nachfolgenden Kapiteln mit AS u; das gestreute Feld u; bezeichnet. Aus
gleichem Grund wird mit Fu; das Gesamtfeld und mit S u; die Quelle bezeichnet.

3.2 Eigenschaften des Quell- und Feldoperators

Im Umgang mit Skalarprodukten ist oftmals das duale Problem ebenso interessant, wie das
Urspriingliche. Wir betrachten deshalb die Adjungierten des Feld- und des Quelloperators.

Satz 3.3 Zu f € L(Bg)undk,R > 0 seien F bzw. S der zugehorige Feld- bzw. Quelloperator.
Dann gilt fiir die adjungierten Operatoren:

() F'=T- ;A" (3.10)
(ii) §*=5. (3.11)

Beweis:
zu (1) :

<Fv,w>p=<I-Ap)"'v, w>p,
=<v, {U-Ap7"} w>p,
= <v, {U-Ap)} W,
= <v, {U-ApHY " W,
<v, {(m)}_l w>pg, .

40



zu (i) :

<Sv,w>p=< sFv, w>p,

=< Fv, fw = supp(f)
© - v, {(m)}_1 {(7)_1}_1 W >supp(f)
=<v, {(7)_1(m)}_1 W >supp(/)
= <v, {T=ADD ™"} W >
=<v, (f) {(m)}_l W >supp(f)
=<v,Sw>p, .

3.3 Losungen fir radialsymmetrische Objekte

Zunichst werden einige Invarianzaussagen zu den verschiedenen Operatoren A, S, F gezeigt.
Fiir den weiteren Verlauf werden Drehoparatoren im R? benétigt. Jeder Drehoperator D kann
mittels einer orthogonalen Matrix Q mit det(Q) = 1 beschrieben werden. Eine Drehung einer
Funktion v ist dann definiert durch:

Dv(rw) := v(0x) = v(0Q(rw)) = v(rQw). (3.12)

Lemma 3.4 Sei D ein Drehoperator mit zugehoriger orthogonaler Matrix Q € Mat(d X d)
mit det(Q) = 1. Dann gilt fiir den adjungierten Operator

Dv(rw) = v(rQ'w)
= D" (rw)

Beweis: Da der Operator nur auf den sphérischen Anteil einer Funktion wirkt, wird die Be-
trachtung nur beziiglich des L,-Skalarprodukts auf der Einheitssphére vollzogen. Seien dafiir
v,w € L,(S¥"), dann gilt

<Dv,wogr = [ WQuW(@)dS )

=6 Q'o
=<V, D'w >ga1 .

Als nichstes wird die Auswirkung des Drehoperators auf den Lippmann-Schwinger-Operator
fiir den Innenraum betrachtet.
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Lemma 3.5 Fiirk,R > 0 sei A der Lippmann-Schwinger-Operator aus (2.6). Weiterhin seien
FORD) ypd § O-BD der Feld- bzw. Quelloperator aus (3.1) und (B.2). Sei D ein Drehope-

rator gemdifs 3.12)), dann gilt

DA = AD
DAf = ADfD
DF®O®D) — pR.RL.A
DS OB — ¢ OB

Beweis: Sei D ein Drehoperator mit zugehoriger orthogonaler Matrix Q € Mat(d X d)
mit det(Q) = 1. Seien weiterhin Y die Kugelflichenfunktionen aus Kapitel [[.3.1l Die Dre-
hung transformiert ein harmonischen homogenen Polynom vom Grad n wieder in ein ho-
mogenes harmonisches Polynom vom gleichen Grad. Also kann man eine gedrehte Kugel-
flachenfunktion wieder durch Linearkombination von Kugelflachenfunktionen gleichen Gra-
des darstellen:

DY)'(w) =Y (Qw) = > cppYP(w)
peN(nd)

mit den Fourier-Koeffizienten

m 1 . — 1 J— _
Cn,’é7 = E ‘/sdil Y, (Qa))Yzf(w) dsS(w) = g KCH Y, (w)Y;f(wa) dS (w) = cg:Qf-
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Sei nun v € L,(Bg). Dann gilt mit Hilfe der Reihendarstellung der Greenschen Funktion (2.8):

.kz ’
DAV(rw) = "= 3" Y DI (k. rw) / 5! / v(s0) ji (k, s6)dS (0) d's
4 meNGnd) 0 st
ik> R S
+ 5 S Dk, rw) / g1 / v(sO)RI (K, 56) dS (6) ds
4 neN meN(n,d) r st
.kz ’
S YOS ek rw) / 5! / v(s0)j(k, 56) dS (6) ds
4 neN meN(n,d) peN(n,d) 0 st
+KZ Yoo N btk rw) de-‘ v(sO)h™(k, s6) ds(6) ds
4 n,Q]n ’ r §d-1 nEw

neN meN(n,d) peN(n,d)

.k2 r
= %Z >, hikrw) [) s /S L v(sO) Y ik, s6)dS (6) ds
neN peN(n,d) meN(n,d)
ik? , ro _
tT X X dikre A s /S L VsO) Y crgh(k, s6)dS (0) ds
neN peN(n,d) meN(n,d)
.k2 r -
=5 S Wk rw) / 5 / W(s0) ok, s0'0) dS (0) ds
4 neN peN(n,d) 0 §d-1
k2 r -
£ k) [ [ oG 500 dS 0)ds
4 neN peN(n,d) 0 S
.k2 r
=5 S werw) [ [ 0o itk 50 ds @) ds
neN peN(n,d) 0 N
k2 r -
+Z—Z > ik, rw) / 54! / Ov(sO)hh (k, s0) dS (0) ds
4 neN peN(n,d) 0 S
= ADv(rw).

Fiir f € L. (Bg) gilt damit:

DA v(rw) = DA(fv)(rw) = AD(fv)(rw) = AprDv(rw).

Also gilt
D' (I - Apv(rw) = (I = Ap-1 )D™'v(rw)
= (I —Ap)™'Dv(rw) = DU = Ap-17) " v(rw).
— FROB®DDy(rep) = DFOBDDy000).

Abschlielend noch die Betrachtung fiir den Quelloperator:

SDv(rw) = fF(k)’(R)’(f)Dv(m)) = fDF(k)’(R)’(Dflf)v(ra))
D(D_lf(rw)F(k)’(R)’(D_lf)v(ra))) = DS (k)’(R)’(D_]f)v(ra)).
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Damit erhalten wir fiir radialsymmetrische Objekte (f(rw) = f(r)) folgende Invarianzeigen-
schaft fiir den Feld- bzw. Quelloperator.

Satz 3.6 Seien k,R > 0 und f € Lo(Bg) mit Bx C RY. Desweiteren seien F,S der zugehorige
Feld- bzw. Quelloperator und j' die sphéirischen Wellen aus (L33). Dann sind die Riume W'
aus (L33)) invariante Teilriiume des L,(Q) fiir die Operatoren F und S. Das ist diquivalent zu

Sjiitrwye W', VteC
Fj™t,rw) e W", VreC

Beweis: Da die Riume W)" durch die sphérischen Wellen j7'(¢, -) (t € C) aufgespannt werden,
geniigt es zu zeigen, dass

< S.]nm(s’ ) s jf;(t’ ) > =< S]nm(s’ ) s jf;(t’ ) > 6n,q5m,p

gilt. Seien also n,q € N, m € N(n,d) und p € N(q, d). Weiterhin seien ¢, s € C beliebig. Sei D
eine Drehung. Dann gilt nach Lemma [3.4] und

<SDj(s,), Dot > =< S J(s,7), ji(t, ) >, (3.13)
da f drehinvariant ist. Nach der Festlegung der Kugelflichenfunktionen und der Darstellung
Y'O,...,042,¢)=P(0,..., 0,4_»)e™-2% gibt es eine Gruppe von Drehungen fiir die die Ku-
gelflichenfunktionen gerade Eigenfunktionen dieser Drehungung sind. Und zwar beschreibt
fiir a € [0, 27]

DY, (w(0,9)) := Y, (0, ¢ — @) = &2V (w(b, 9))

eine Drehung, die nur die ersten beiden Koordinaten eines Elements aus dem R¢ beeinfluBt.
Setzt man diese Drehung in (3.13) ein, so erhélt man

< S.]nm(s, ) s ]g(t’ ) > (1 - ei(pd_z_md_Z)a/) = 0, Ya € [0, 27T]
Daraus folgt sofort

<S8 (s, ), ity ) > (1 — P22y = 0, falls pg_y # maos.

Fiir d = 2 ist damit die Behauptung gezeigt. Fiir den allgemeinen Fall siehe Bemerkung O

Es gibt leider nur wenige analytische Losungen fiir das direkte Streuproblem. Im Folgenden
wird das direkte Streuproblem fiir radialsymmetrische Streuer analytisch gelost. Die Grundi-
dee stammt aus [Wiib93]].
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Das Intervall [0, R] wird diskretisiert durchO =ryp <rj <r <...<ry=R. Firf;eC (j=
1...N) mit fy = 0 sei die Funktion f € L., (Bg) definiert wie folgt:

(
_ f} ,}"j_1§}"<}"j
f(rw)—io

,vo1 < r<R.

Offensichtlich ist die Funktion radialsymmetrisch und beschrinkt mit Tréager in Bg.

Gesucht wird eine Losung u, des Problem (3.4)-(3.6), bei gegebenen u; € L,(Bg). Da eine
abzéhlbar unendliche Anzahl von sphirischen Wellen den Raum L,(By) aufspannt, geniigt es,
wegen der Linearitéit des Problems, eine Losung fiir jede sphérische Welle j(z,-) zu finden
(t € C). Es muss gelten:

(A + kz)us(ra)) = —sz(rw)(us(rw) + u(rw))

{ 2 £ .
A <r<r Lj=1,...,N-1
o (a+R(+ fuyre) = 4 KAl Ere) s <]
0 ry-1 <r<R

Damit lésst sich die gesuchte Funktion u abschnittsweise auf dem Kreisring
Ki={roeC:ri,y<r<r; ,j=1,...,N}

durch eine Linearkombination aus drei Funktionen bilden. Und zwar zwei linear unabhéngige
Losungen aus dem Nullraum des Helmholtz-Operators (A + k*(1 + f;)) und einer speziellen
Losungen, falls 2 # k*(1 + f;). Die spezielle Losung ist bis auf eine Konstante die Funktion
J™(t,-) = u; selbst, da diese eine Eigenfunktion des Helmholtz-Operators ist (siche (L.34).
Setzt man die Losung in die Helmholtzgleichung ein, so erhélt man fiir die Konstante der
speziellen Losung gerade den Wert tz_,f;%
Losung auf den Kreisringen die Form

Es existieren also Konstanten v;, w;, so dass die

(o O JTH Fu) + Wil Ok ST+ Fr) + €07t ), 1y <7 <1
o™ Ok T+ i) + wyh™ Pk /T + £, ), ry-i <r <R

uy(rw) =

(K 2 4 12

0. = m, 1 # k (1 +f])

J
0, sonst

besitzt.
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Fordert man nun Stetigkeit und Differenzierbarkeit an den Kreisringrindern, so erhélt man die
Gleichungen

sz_,' _ szj+l J (C'
(Hr(ll)(aj)"jﬂ + H,(zz)(aj)wjn) (Hy(;l)(bj)vj + H,(lz)(bj)wj) S e N f)
as b7 c

J
(3.14)

/ / : Lt/ B Y T ()
<Hz(11) (@j)vj + HY (Clj)Wj+1) (H,(f)'(bj)vj +H® (bj)Wj) Poi+fy) PR fi) | T

o—1 o—1 - o—1
aj; bj J

(3.15)

Clj:k 1+fj+1rj

bj:k 1+fjrj
Cj:t}"j
d-2
= d:—
o =o0(d) 2

fiir die gesuchten konstanten v; bzw. w .
Mit den Umformungen

a;H? (a;) 318 - H?(a;)(3.13)
bzw.

—aij,l)l (Clj)@]) + H,E”(aj)(m

erhilt man das Gleichungssystem

H\"(apH (a)) - H"' (a)H? (a)) <vj+1> _ 1 < hyihes ) <vj> ] (j;%;,j>

(l(jr_ ! Wit1 b7

- | J

L
__4
=i wegen (L2I)

mit den Konstanten
hyy = aHY @)H (b,) - bHY (b)H(a;)
hy = a;HY (apH (b)) = b;H\" (b)H (a))
h; = aHy (@apH? (b)) = b;H (b)H, (a))
hy = a;HY (apHP (b)) = b;H (b)H\ ()
Jnj = GHY @) = ¢y (epH P (a))
Jnj = aHY @pd(c) = ¢ (e PHD (aj)

dj =€;—€jy].
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Nochmaliges Umformen fiihrt zu dem Gleichungssystem

o /21 22 o d 0
(Vj+1> _ 4, (hn,ljl hn,lj2> <Vj> + inajd, (]n,lj>
Wi/ 4bT \=hy; =h5) \w; 4 \"Jnj

~~
C=H,,'j

Die Matrizen H, ; sind invertierbar, denn es gilt fiir die Determinante der Matrizen:

L er(H,) = B - 22
ina® nj) = Pnj'tn.g n,jion.j
J

= ab; (H,(f)' b)HP(a)HP (a)H" (b)) + H" (a)HP (b )H" (b)HP (a))
= H (apHP b YHY (b)H(a)) - HY (b )H (@)HP (a)HP (b))
= ab;(HY (b pH (b){ HY (@)H (a)) - H (a))HP(a))}
+ HY (bpHP b ){H (a)H>(a)) - HY (apH " (a))})

= ab; {HY (b)H (b)) - HY (b))H (b))}

~ i

~
—4i
zrb. j

x {HY (apH(a;) - HY (@)HP(a)) }
~
ﬂaj

Bei den Umformungen wurde lediglich Gleichung (L21)) benutzt. Genau wie bei der Berech-
nung der Determinanten lédsst sich zeigen, dass fiir die Inverse von H,, ; gilt:

o 1,2 2,2
H,j = v (h”’f' i )

i1 21
a —_ > —_ o
inaf h,,,J hn’j

Damit sind die Koeffizienten v; und w; fast schon eindeutig bestimmt. Damit das gesuchte
gestreute Feld im innersten Kreisring differenzierbar bleibt, muss v; = w; gelten. Die Som-
merfeldsche Ausstrahlungsbedingung hingegen sorgt dafiir, dass auf dem dufersten Kreisring
w, = 0 gelten muss, da nur die sphirischen Wellen /™((¢, -) diese Bedingung erfiillen. Damit

gilt fiir die Koeflizienten
Vi _ 1
w1 -V 1

ita’d: [ 2
. - n,j . 4 o _ | *
Wj+1 Wi Cj In.j

Die Konstante v, ergibt sich aus der Bedingung wy = 0 und ldsst sich explizit berechnen.
h,

vl - D)
&2
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wobei

81 1
=H,n_1-...-H,
<82> N ! (1)

h]) l7T Cl] j (]2>
== Hoyy-...-H, ni ),
( 4 z o (0

8

h

Dabei wird das Produkt H, y_1H,y := I in obiger Gleichung als Identitdt angesehen. Die
Losung ist wegen der Invertierbarkeit der Matrizen H,, ; eindeutig. Die analytische Losung fiir
die Quellen S j'(¢, -) erhélt man durch Anwendung des Helmholtz-Operators auf das gestreute
Feld uy. Es gilt mit Hilfe von (I.34)) fiir die Quelle:

$ 0 re) = if,vjhm(”(k,/l T L)+ [whr O T+ fr) = S5Le it ), ri <1<y

}"N_ISI"SR

(&S 2 2
- m, -+ k(1 + f;)
0, sonst.

Die Abbildung[3.1lzeigt das gestreute Feld AS w und die Quelle S w fiir den zweidimensionalen
Fall. Die Funktion w(re') = e/ <@~ peschreibt eine ebene Welle. Fiir den numerischen Test
wurde k = 7,¢ = 10, R = 1 und @ = 0.5 gewihlt. Die zu Grunde liegende Objektfunktion ist
wie folgt definiert:

3, 0<|x<0.25
2, 025<|x <05
A, 05 <x<0.75
0, 0.75 < |x] < 1.

(3.16)

Mittels der Jacobi-Anger-Entwicklung kann die Funktion v als Linearkombination von sphi-
rischen Wellen j'(t, -) beschrieben werden. Die gestreuten Felder AS j'(z, ) und die Quellen
S ji(t,) wurden wie oben beschrieben berechnet.

3.4 Losungen fur beliebige Objekte

Fiir beliebige Hindernisse f ist es nicht mehr moglich, eine geschlossene Darstellung fiir das
gestreute Feld, bei gegebenem einfallendem Feld u;, anzugeben. Eine einfache Moglichkeit
zur Bestimmung des gesuchten gestreuten Feldes besteht in der Diskretisierung des Feldope-
rators F aus Gleichung (3.1)). Dies erfordert jedoch je nach ,,Stirke™ des Streuers f eine sehr
feine Diskretisierung. Der Aufwand wird dadurch immens hoch, so dass diese Methode auf
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(c) Imaginirteil der Quelle (d) Imaginirteil des gestreuten Feldes

Abbildung 3.1: Quelle und gestreutes Feld

herkdmmlichen Computern kaum noch durchzufiihren ist. Im weiteren Verlauf wird darauf
hingearbeitet, dass man die Skalarprodukte

<SP, K, ) 35 R < S i, ), ) >h

numerisch approximiert. Die Wellenzahl k ist hierbei wieder fest vorgeben. Der Parameter ¢
ist eine beliebige komplexe Zahl. Wegen der Vollstindigkeit der Orthogonalsysteme aus Satz
[L16l1assen sich dann fiir beliebige einfallende Wellen u; € span{;”(k,-) : n € N, m € N(n,d)}
die dazugehorigen Quellen S u; bestimmen, indem die gesuchte Funktion beziiglich einer der
Basen aus entwickelt wird. Dariiberhinaus konnen die gestreuten Felder dann mittels
Satz bestimmt werden. Die gesuchten Skalarprodukte sind dabei Losungen von Riccati-
Differentialgleichungen. Die Idee wurde aus entnommen. Dort wurde allerdings nur
der Spezialfall d = 2 und ¢ = k betrachtet.

Es folgt eine Beweisskizze, die an [CR97]] angelehnt ist. Werden Aussagen benutzt, die nur
fiir den zweidimensionalen Fall bewiesen worden sind, so wird darauf hingewiesen.
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Definition 3.7 Sei t € C beliebig und k,R > 0. Sei weiterhin 0 < r < R, f € Lo(Bg). Die
Matrix

tk _ t.k
ST = (S ("sm%(%P))neN, meN(n,d), geN, peN(q.d)

wird als Streumatrix des Streuers f beziiglich Wellenzahl k und Parameter t bezeichnet. Die
Matrixeintrdge S é;f’m),(q, » sind gerade die Skalarprodukte

< SERD bt ), ju(k, <) >,
beziiglich der Objektfunktion f.

Mit H', J' bzw. Y werden die unendlichdimensionalen Matrizen

=J'(r) = (—) dlag{(J0+a(tr),J1+a(tr), . J1+a(tr2,gz+a(tr), cees -12+0'(”;)’ )
#N(l,‘(;)—mal #N(Z,‘(;)—mal
H[(I’) = (—) dlag{(H0+o-(tr), ﬁl+0’(tr)9 cees H1+(r(t’:), ﬁ2+U(tr)’ cees H2+o-(”;), o))
#N(l,‘(;)—mal #N(Z,;)—mal

Y = Y(w) = diag{(Y,;)nen, meNn,a)}

d-2

bezeichnet, wobei o = >

2 wieder von der Dimension des Problems abhiingt.

Bemerkung 3.8 Mit Hilfe der Streumatrix kann man einfallenden Feldern das dazugehorige
gestreute Feld auf dem Auflenraum zuordnen. Gilt fiir ein einfallendes Feld u; die Darstellung

“i:Z Z A fn(t,-) € span{j™(t,-) : n € N, m € N(n,d)}

neN meN(n,d)
=YJ'a

dann erhdlt man, wegen Satz 2.13| und Satz mit der Streumatrix die Koeffizienten des
gestreuten Feldes u, im Auf3enraum. Es gilt mit B = S"*a und r > R:

uy(rw) = Z Z Bl (k, rw) = YH"S”‘

neN meN(n,d)

Es wird auf einen Lemma zuriickgegriffen, dessen Aussage nur fiir den Fall d = 2 bewiesen
wurde. Es handelt sich dabei um eine Reformulierung von (55) aus [BCT65].

Lemma 3.9 Sei u; € L,(Q) ein einfallendes Feld und AS u; das dazugehorige gestreute Feld

zu einer Objektfunktion f € Ly, (C). (S ist hierbei der Quelloperator beziiglich der Objekt-

funktion f). Seien Q| und C, zwei disjunkte Mengen mit Q = Q; U Q,. Fiir j € {1,2} seien die

Funktionen f; das Produkt aus Objektfunktion f und der charakteristischen Funktion von €,
das heifst

Fix) = if(x) ,X € Q;

X ¢ Q.

50



Seien S ; := S™1) die Quelloperatoren beziiglich der Funktionen f;. Vorausgesetzt, es gibt
eine Konstante ¢ > 0, so dass ||Aj |l < ch, wobei h das Volumen von Q, darstellt, dann gilt
fiir geniigend kleine h > O fiir das gestreute Feld

AS u; = (ASl + AS2 + ASQASl + AS 1AS2 + ASzAS 1AS 2)1/11' + 0(1’12)

Mit diesem Lemma erhilt man mit Q, = B, und Q; = {x e RY : r < |x| < r + h} fiirein & > 0.

Lemma 3.10 Sei O <r <r+h < Rundr+h <7 Fiir uj = 3 ,cny 2 menidy Xnmiy &) €
span{j"(t,-) : n € N, m € N(n, d)} gilt fiir das gestreute Feld auferhalb des Kreisrings:

ASuFw) = Y. vi(Fw) + O(h?)

j=1,...,5
mit
vi(fw) = TY(CL))H T«
~ ik2 k~\ .k
w(fw) = TY(CL))H (HS "
.k2 2
v3(Fw) = <ZT> Y(w)H (H)S TP«
.k2 2
va(Fw) = (%) Y(w)H TS *a
.k2 3
vs(Fw) = (%) Y(w)H (RS T@ 8 g
wobei

o= (ann)
M) neN, meN(n.d)
W = (D
r’= (t("sm%(fl»l?))n,qu,meN(n,d), peN(q.d)

(1 _ . .
Lnm)(q.p) =< S 1]:1(@ ), ]g(k, ‘) >,

2 . 2
tEn,)m),(q,p) =< Sl]Z(t’ ')’hg( )(k’ ) >BR
(3) _ .
fomygp) =< S thy (k. ), JS(k, ) >y
“4) _ 2
Hnmy gy =< S1H (K, ), WP (k, ) > g,

und S| bzw S, sind die Quelloperatoren beziiglich der Funtkionen

[ f(r), xelyeRe: r<lyl<r+h

it = iO, sonst
(
= {0 e
0, sonst.

Die Matrizen S"* bzw. S** bezeichen die Streumatrizen beziiglich der Funktion f>.
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Beweis: Sind S ; bzw. F'; die Quelloperatoren zu den Funktionen f; aus der Behauptung, dann
gilt fiir den Triger einer Funktion supp(S$ ;v) fiir eine beliebige Funktion v € L,(Bg)

supp(Sv) C (xeRY:r<ixl<r+h)
supp(S,v) C B,,

wegen S jv(x) = f;(x)F jv(x). Nach Gleichung (2.11) folgt damit
(i . -
o S, j™(k, - . ok, ,
AS lv(;;a)) — ﬂilz ZHEN EmEN(n,d) < lv ]n ((2) ) >B n ( rw}
a4 ZneN ZmeN(n,d) <SS v, th’ (k’ ) >BR ]nm(k7 rw)»
AS (7w) = { & 5t Seninay < Sav. jk,) >p, Bk, Fw), F>r

Mit geniigend kleinem 4 > 0 folgt mit Lemma [3.9] die Behauptung. m|

Als nichstes benotigt man die Born-Approximation, um fiir schwache Streuer f eine Anniher-
ung an das gestreute Feld zu finden.

Lemma 3.11 SeiR,r,h > Omitr+h < R. Sei f € L. (Bg). Weiterhin sei f| die Einschrdnkung
von f auf den Kreisring K., ;== {x € R? : r <|x| <r+h}, dh.

(
fl(-x) _ if(x)’ X e Kr,h

0, sonst.

Sei S| der zur Funktion f, gehorige Quelloperator. Dann gilt fiir ein beliebiges einfallendes
Feld ui(rw) = 3 ,en 2o menay Unm(NY,) (w) € Lr(Bg) und geniigend kleines h:

inir= (¥ () J*HH (DG U (P,

(7 e 2
AS 170) = 00D + =377 Y (G U e,

r<r
N (3.17)
F>r+h

wobei

G(r) = (g (o) (T )) n,geN, meN(n.d), peN(q.d) (3.18)

Suman(® = [, X" OFC0)Y©)dS O)

U(r) = diag{ (un,m(r))neN, meN(nd) }

Beweis: Es folgt lediglich eine Beweisskizze. Zunédchst muss man einmal zeigen, dass sich
fiir gentigend kleine & der Feld-Operator F; = (I — A;,)"" in die Neumannreihe entwickeln
1aBt, d.h.

Fi=) A}
n=0
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Damit konvergiert die Folge u(” = >7_, A% u;, wegen (3.9) gegen das gestreute Feld AS ju;.
Als zweites kann man zeigen, dass es fiir das n-te Folgenglied eine Abschitzung der Form

|AS ui(x) — u| < ch™!

gibt, mit einer Konstante ¢ die von der Supremumsnorm des Streuers f abhingt. Im nidchsten
Schritt benutzt man Polarkoordinaten und die Reihenentwicklung der Greenschen Funktion
aus ([2.8). Wendet man den Mittelwertsatz der Integralrechnung in Verbindung mit obigen
Abschitzungen an, so erhilt man die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Lemma kann man die Operatoren 7% aus Lemma [3.1Q) bis auf einen Term
O(h?) approximieren.

Lemma 3.12 Seien TV (j = 1,...,4) wie in Lemma dann gilt fiir geniigend kleine h:

TD = =1 JK DG (r) + O(h?)
7@ = "' H*(nG(r)J' (r) + O(h?)
T® = b H*(NG(HH (r) + O(h?)
T® = ' J* (NG H*(r) + O(h%)
wobei die Matrix G(r) definiert ist wie in Gleichung (3.18).

Beweis: Der Beweis wird nur fiir die Matrix TV gefiihrt, da fiir die anderen Matrizen die
Beweise dhnlich verlaufen. Mit den Bezeichnungen aus Satz [3.10] gilt

vi(fw) = TY(M)H AT a

Und aus Gleichung (3.17) folgt mit u,,,,(r) = (tr)"7 J,so(tr)

2 .d-1

v (Fw) = Y(0)H*(HJ (G (ra + O(h?)

und damit

7O = k= KNG (T (F) + O(h).

Satz 3.13 Sei0 <r < Rund k,R > 0. Sind t € C und S"*(r) die Streumatrizen beziiglich den
Funktionen

0, sonst
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Dann gilt:

ik? ik?
d—sf’k(r) = (Jk(r) + Skk(r)Hk(r)> G(r) ( H(r)S™(r) + J’(r)) (3.19)
,
Beweis: Sei S, der Quelloperator beziiglich den Funktion f,. Setzt man Lemma[3.12]in Lema
B.10ein, so erhdlt man fiir 7 > r + h

7,2
AS piti(Fw) = %Y(w)Hk(F)hrd_l <Jk(r)G(r)Jf(r) + ——S"0) + ik S"k(r)Hk(r)G(r)Jt(r)

hdl

k? k?
+%Jk(r)G(r)Hk(r)S k() + (%) SE () JHPG(rH (S t”‘(r)) + O
Auf der anderen Seite gilt fiir die Streumatrix nach Definition bzw. nach Bemerkung [3.8}

ik?
AS popui(Fw) = —Y(w)Hk(m Sy
und damit

St — 5tk = ppd! ((Jk( )+ Skk(r)Hk(r)) G(r)( S () + J’(r))) +O(h?)

Bemerkung 3.14 Seien f € Lo (Bg), f, = xs,f die Funktionen aus Satz 313\ und S (r) die
dazugehorigen Streumatrizen.

o Es gilt wegen fy = 0, dass S"*(0) = 0. In Verbindung mit (3.19) hat man ein Anfangs-
wertproblem zu losen, um die Streumatrizen S "*(R) zu bestimmen. Die Abhiingigkeit der
Differentialgleichung von der Objektfunktion f steckt dabei nur in dem Term G(r).

o Ist die Objektfunktion zusdtzlich radialsymmetrisch, dann sind die Matrizen G(r) wegen
der Orthogonalitdt der Kugelfiichenfuntkionen reine Diagonalmatrizen. Da alle ande-
ren Matrizen in der Differentialgleichung (3.19) auch Diagonalmatrizen sind, kann das
Problem entkoppelt werden. Insbesondere sind nur die Diagonalelemente der Streuma-
trix ungleich Null. Es folgt < S jy'(k,-), jb(t, ) >p,= 0 fiir (¢, p) # (n,m).

o Fiir das gestreute Feld im Auf3enraum bendtigt man nach Satz und Satz[3.2 nur die
Skalarprodukte < S jy (1), jb(k, -) >p,. Mit der Lésung des obigen Anfangsweriproblems
konnen so Daten fiir das inverse Streuproblem erzeugt werden (Da fiir die Anwendun-
gen das einfallende Feld stets aus dem Raum span{j™(k,-) : n € N, m € N(n,d)} vor-
ausgesetzt werden muss, geniigt es sogar, die Skalarprodukte < S jy'(k-), jh(k,-) >p, zu
berechnen).
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e Fiir einfallende Felder aus dem Raum span{j”(k,-) : n € N, m € N(n,d)} konnen mit
obiger Methode auch die dazugehdorigen Felder und Quellen im Innenraum berechnet
werden (Wie im vorangehenden Punkt schon bemerkt, sind fiir die Anwendung zundichst
mal obige einfallende Felder ausreichend). Es gilt wegen (3.11))

<87 (@), Jg(8,7) >, =< 8 j, 1 (5), J," (1, ) >y -

Die Quellen S j)'(k, ) lassen sich dann mittels in einer Basis aus Satz entwickeln.
Die Koeffizienten beziiglich dieser Basis bestehen gerade aus Skalarprodukten der Form
< S, jfl’(k, -) >p, (Diese entsprechen den Eintrdgen der Streumatrix). Die gestreu-
ten Felder konnen anschliefsend mittels Satz bestimmt werden. Eine andere Mog-
lichkeit fiir das Innenraumproblem bietet der nachfolgende Satz.

o Fiir die numerische Umsetzung miissen die unendlichdimensionalen Matrizen abge-
schnitten werden. In [|[Che97] wird gezeigt, dass die Matrixeintriige S f;ﬁm)’(q’p) der Streu-
matrizen im wesentlichen Null sind fiir n, q > 2|c|. Die Konstante cy zihlt dabei im we-
sentlichen die Anzahl der Wellen iiber den lingsten Strahl y durch das Objekt. Prdziser
gilt

k
¢ = ﬂ/7 J1+ f()dx.

Fiir Testzwecke wird eine radialsymmetrische Funktion f genommen.

-03, 0<|x<025
—0.2, 025<[x<05
| -0.1, 0.5<x/<0.75
0. 075<<1

Jx) =

N

Die nachfolgende Tabelle 3.1l zeigt die Diagonalelemente der Streumatrix an der Stelle R = 1.
In der Spalte S* . stehen die analytisch berechneten Werte (siche Kapitel B.3). Die Werte in
den Spalten S"* wurden numerisch bestimmt mit Hilfe eines 6-stufigen Mehrschrittverfahrens
der Ordnung 6. Dabei wurde die Wellenzahl £ = 7 und der Parameter t = 10 angenommen. Die
Schrittweite betrug 0.01. Es sei bemerkt, dass fiir die Datenerzeugung nur die Streumatrizen

Sk* benotigt werden. Gute Ergebnisse hierfiir gab es auch schon mit Schrittweite 0.1.

Eine Alternative zur Berechnung des Innenraumproblems bietet der folgende Satz.

Satz 3.15 SeiR > r >0,k > Ound f € Lo(Q). Sei S der zu f gehdrende Quelloperator.
Setze

t.k,— _ tk,—
S = (S (":m),(q’l’)(r )) n,geN, meN(n,d), peN(q,d)

tk,+ _ t.k,+
S (r) = (S (n,m),(q,p)(r )) n,qeN, meN(n,d), peN(q.d)
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k.k
S exakt

S k.k

Lk
S exakt

S t.k

-0.0379 + 0.02581
-0.0343 + 0.01881
-0.0343 + 0.0188i
-0.0297 + 0.0128i
-0.0297 + 0.01281
-0.0219 + 0.00631
-0.0219 + 0.00631
-0.0111 + 0.0015i
-0.0111 + 0.0015i
-0.0037 + 0.0002i
-0.0037 + 0.00021
-0.0008 + 0.00001
-0.0008 + 0.0000i
-0.0001 + 0.0000i
-0.0001 + 0.0000i

-0.0379 + 0.02581
-0.0343 + 0.01881
-0.0343 + 0.0188i
-0.0297 + 0.0128i
-0.0297 + 0.01281
-0.0218 + 0.00631
-0.0218 + 0.00631
-0.0111 + 0.00151
-0.0111 + 0.00151
-0.0037 + 0.0002i
-0.0037 + 0.00021
-0.0008 + 0.00001
-0.0008 + 0.0000i
-0.0001 + 0.0000i
-0.0001 + 0.0000i

-0.0101 + 0.00691
-0.0115 + 0.00631
-0.0115 + 0.0063i
-0.0104 + 0.0045i
-0.0104 + 0.00451
-0.0102 + 0.00301
-0.0102 + 0.00301
-0.0100 + 0.00141
-0.0100 + 0.00141
-0.0063 + 0.0003i
-0.0063 + 0.00031
-0.0024 + 0.00001
-0.0024 + 0.0000i
-0.0006 + 0.0000i
-0.0006 + 0.0000i

-0.0103 + 0.00681
-0.0117 + 0.00631
-0.0117 + 0.0063i
-0.0105 + 0.0045i
-0.0105 + 0.00451
-0.0103 + 0.00301
-0.0103 + 0.00301
-0.0101 + 0.00144
-0.0101 + 0.00144
-0.0063 + 0.0003i
-0.0063 + 0.00031
-0.0024 + 0.00001
-0.0024 + 0.0000i
-0.0006 + 0.0000i
-0.0006 + 0.0000i

dr

dr
Beweis: Es gilt:

S t.k,—

(n,m),(q,p)

Ltk = ¥ OG(r)

(r) =<8 jo(t,), (k) >5,

-0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i
-0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i
-0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i1
-0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i1
-0.0000 -0.0000 + 0.00001 -0.0000 -0.0000 + 0.00001
-0.0000 -0.0000 + 0.00001 -0.0000 -0.0000 + 0.0000i
Tabelle 3.1: Streumatrixeintrige
mit
St iam(®) =< S bt ), jrtk,) >p,
S G () =< S (8, ), B Pk, ) > gy, -
Dann gilt:

<Jt(r) + K(Hk(r)st,k,— + Jk(r)St’k’Jr))
4

12
2 gkt (ry = P BN G (J’(r) + %(Hk(r)S SRR AON ""*)) :

_ " d—1 . —m
_ A § /9 S 2t sw) " (k. sw) dS (w) ds

& A [ g /S ) +AS) 21, 5w) ;" (k, 50) dS (@) d.
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Daraus folgt:

d
TS b () = / FOo)I +AS) (1, rw) j;"(k, re) dS ()
1D -1 Jnso(kr) Jq+o-(tr)

- (kr)e  (tr)~
Vd llk2 H, o (kr) Jpio(kr)

Z Z (kr)” (kr)”

ueN veN(u,d)

L fro)Y ()Y (w)dS ()

x /S L fo)Y @)Y, (@)dS @) < S j(t, ). juk.) >s,
s lzk2 Juro(k7) Jror (kT)

2 2 (kr)> (kr)”

ueN veN(u,d)

X /Sd_] fro)Y (W)Y, (w)dS (W) < S jb(t, ), hy Pk, ) >p,p

Wandelt man diese Gleichung in Matrixschreibweise um, so erhilt man den ersten Teil der
Behauptung. Der Beweis des zweiten Teils verlduft dhnlich. Es wird deshalb auf diesen Nach-
weis verzichtet. O

Bemerkung 3.16 Fiir die Bemerkung gelten die Bezeichnungen aus diesem Kapitel.

e Fiir das gestreute Feld zur einfallenden Welle j(t, ) gilt nach @.11):

AS jg (2, )(rw)— ) Z Y- St Gk, rw)

neN meN(n,d)

lk2 m
a Z Z S(nm) (¢, p)(r).]n (k, rw).

neN meN(n,d)

e Man sieht durch Vergleich der Matrixeintrdige, dass fiir die Streumatrix gilt:
S™R) = S (R).

Fiir die Berechnung von S "*~(R) muss man also die Streumatrix an der Stelle R bestim-
men (Siehe dazu Bemerkung 3.8). Auferdem gilt offensichtlich S™**(R) = 0. Mit der
Differentialgleichung (3.20) hat man wieder ein Anfangswertproblem zu losen, um das
gestreute Feld im Inneren bestimmen zu konnen. Die dazugehorige Quelle erhdlt man
durch Anwendung des Helmholtzoperators (A + k?) auf das gestreute Feld.

o [st die Objektfunktion radialsymmetrisch, so sind alle Matrizen in der Differentialglei-
chung Diagonalmatrizen. Da nach Bemerkung die Startwerte auch Diagonalmatri-
zen sind, gilt fiir die Eintriige in S "**(r) und S"*(r):

< S, ), ]”(k ) > =0=<8jt, -),h{;(k, ‘) >pe-p,, fallsn # qoderm # p.
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Damit gilt fiir das gestreute Feld

112

. ik
AS it )rw) = —

1 (St Mk, rw) + St i (k, rw)) € Wi

(n,m),(n,m

Damit liegt aber auch die Quelle S j)'(t,-) = —k72(Aa + KPAS Jo(t, ) im Raum W)'. Man
hat dadurch den Beweis von Satz|3.6lfiir beliebige Dimensionen zu Ende gefiihrt.
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4 Das inverse Streuproblem

Ziel ist es, die Ursache fiir die Streuung, dass heifit die Objektfunktion f, aus Messungen
des gestreuten Feldes auflerhalb des Rekonstruktionsgebiet Bg, zu bestimmen. Fiir eine feste
Wellenzahl k kann man das Objekt mit verschiedenen einfallenden Wellen durchleuchten.
Natiirlich kann dabei auch die Wellenzahl k& und damit die Frequenz der einfallenden Welle
bei jedem Experiment variiert werden. Der Zusammenhang der dadurch entstehenden Felder
und Quellen wird wieder durch die Objektfunktion f hergestellt (siche Gleichung (3.8):

SER Ny
AR S &R Dy & u;

= f.

Der Kontrast f ist dabei unabhingig von der Wellenzahl und der einfallenden Welle.
Ein einzelnes Experiment besteht aus vorgegebener einfallenden Welle

u; € span{j"(k,-) : n €N, m € N(n,d)} “.1)

bei gegebener Wellenzahl k und einer Menge I' C Bj, auf der das gestreute Feld gemessen wer-
den kann. Der zu Grunde liegende Operator ist der Lippmann-Schwinger-Operator Ay fiir den
AuBenraum (siehe ([2.7)). Dieser bildet die Quelle S u; auf das gestreute Feld im AuBenraum
ab. Zunichst stellt sich die Frage, welche Anteile der Quelle S u; konnen linear rekonstruiert
werden. Es sind gerade die Anteile, die senkrecht zum Nullraum von Ay stehen. Mit der Basis
aus Satz[2. 141148t sich die Quelle in ihren Nullraumanteil und dessen Komplement aufspalten.

. Jr(k, )
Su; = <Sui,]T(k,')> -
gmavz(n,d) g ||J (k, >||2

v

EN(Ar)-=R(A*)

o 21
/lanﬁn ]n R
T TS csui (B —p
neN meN(n,d) [EN\{0} ”] (/l >||2
n

~ S
~~

€N(Ar)

Prinzipiell konnen also die Skalarprodukte
< Sus, ik, ) >5, 4.2)

der Quelle eindeutig bestimmt werden (falls I' C B eine nichtdiskrete Teilmenge des R?
ist). Dies ist ein schlechtgestelltes Problem, da der Operator Ar kompakt ist. Es bedarf also
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eines Regularisierungsverfahrens. Wurden jedoch diese Skalarprodukte bestimmt, so ist das
gestreute Feld
ik2 m m C
AB%S‘MI'(X): —Z Z <Su;, ]n(k’) > By hn(k,X), .XEBR

neN meN(n,d)

im gesamten Auflenraum nach Satz schon bekannt.

4.1 Singularwertzerlung

Ein niitzliches Werkzeug zur Untersuchung eines kompakten Operators ist dessen Singulér-
wertzerlegung. Sie gibt einen Einblick iiber den Grad der Schlechtgestelltheit und kann dazu
genutzt werden, Regularisierungsverfahren zu entwickeln (siehe [Loug9]).

Nachfolgend wird wieder davon ausgegangen, dass der Tridger der Objektfunktion f in der of-
fenen Kugel mit Radius R liegt. Der zu untersuchende Operator ist der Lippmann-Schwinger-
Operator Ar fiir den Aullenraum. Es ist schwierig, fiir beliebige Geometrien I" eine geschlos-
sene Formel fiir die Singuldarwertzerlegung dieses Operators zu finden. Stimmt jedoch I' mit
dem Rand des Rekonstruktionsgebietes By iiberein, so 146t sich mit Hilfe des Satzes 2.13Irecht
einfach die Zerlegung herleiten. Im zweidimensionalen Fall wurde diese Zerlegung erstmals
in [AL99] bewiesen. Der Nachweis fiir den 3D-Fall kann in [Lak06] nachgelesen werden.

Satz 4.1 Sei wieder 0 = o(d) = d—gz. Sei R,k > 0, ' = 0By und Ar der Lippmann-
Schwinger-Operator fiir den Aufenraum aus Gleichung (2.7). Dann ist die Singuliirwertzerle-
gung {vZ‘, uy, O-"m}neN meN ) des Operators gegeben durch

20 1
e GO
TR ik rw)
") = R Tk Mo
Y7 (w)
\27RT

U, (Rw) =
wobei

) R?
175G Mg, = 775 (s R = Tt (kR i1 (R))
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Beweis: Fiir n € Nund m € N(n,d) sei w)(x) = ¥,'(i%). Nach Satz 213 gilt:

—ik? H,.,(kR
Aiw)(rw) = Z—Z Z R& < Y™ YP >gan Mj”(k, rw)

n 4 geN peN(g,d) \_nhr_(;\j;___/ (kR)O_ q
_kZG'Rdla'Hno_kR
- +o(kR) 7k, rw). (4.3)

2
Damit folgt wiederum mit Satz 2.13}

—ik>*nR*"'-"H,,,(kR) ik?

ArAiw(Rw) = 5

T2 2 <Jik). Jotk.) >, (k. Rw)

4N peN(g.d) >

”] (k,: )||3R5nq5mp

B k4—2(rﬂ.Rd—l —2(T|Hn+o_(kR)|2
- 8

_ K7 R|H, o (kR)P
- 8

L2k, NI, Y™ (w)

17y G, iz Wy (Rew).

Es wurde gezeigt, dass die Funktionen w" Eigenfunktionen des Operators ArA; mit Eigen-
werten wll ik, I3, sind. Die Funktionen haben die Norm [w|35 = 2R
AuBerdem bilden sie eine Basis des Raumes L,(I"). Die singulidren Funktionen « sind gerade
die normierten Eigenfunktionen von ArA; und es folgt:

w)(Rw) Y (w)

[Wllos, 2RI

Die Singuldrwerte o, sind gerade die positiven Quadratwurzeln aus den den Eigenwerten von
ArA;, dass

u, (Rw) =

K |H,(kR)| (7R\? .
e aa C WA

Die singulédren Funktionen v} ergeben sich aus der Gleichung A*u)) = o).

* .m
Aru,

m
O-l’l

m o __
pa—

_ 2 2\? 1 A
 k>|Hyy e (KR)| (E> 1Lk, g 1w ||r
@ 2 2\? 1 —ik*nR'-"H, . (kR)
k>=7|H, . (kR)| <_> I (K, )l Be 2 V27R4-1
_ THygRR) ik, rw)
| Hyro KRRy

Jn(k, rw)
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Fiir die Norm von j'(k, -) gilt:
17 (ks I, =< ik, ), ik, <) >pg)
_ 27_1_/R -1 <Jn+(r(kr)>2
0 (kr)”

RZ
@] 7]220- ((J"+0'(kR)) n+a' l(kR)Jn+o-+1(kR))

Fiir die Einordnung eines Problems Bf = g mit kompaktem Operator B ist das asymptotische
Verhalten der Singuldrwerte von entscheidener Bedeutung. Dieses Verhalten ist ein Ma@ fiir
die Schlechtgestelltheit des Problems. Fiir den Lippmann-Schwinger-Operator fiir den Auflen-
raum Ar ergibt sich folgende Asymptotik.

Satz 4.2 Seik,R > 0, I = dB% und Ar der Operator aus Gleichung (2.7). Seien weiterhin o,
die Singulirwerte aus Satz[ 4.1} Dann gilt:

O'nZO(%), n— oo.

n2

Beweis: Betrachtet wird das asymptotische Verhalten der Singuldrwerte o = o, fiir n gegen
unendlich.

k> |H,,o(kR)| (7R\?
an:+(7) 17K, e

1
= 200 (|Hn+g<kR>l( P2 KR) = Ty R 1 (KR

_k4d\/_|H+__ VR (T2, 4 (kR) = T, 4 (kR)J,,, 4 (kR))”

Daraus folgt:

1
lim k44 o',,:hrn Ru +__1(kR)|(J2 4 (R) = T4 5(kR)J, 4(kR))’

n— o0 \/_

—11m—

1|H+](kR)|(J2 L (kR) - J+__1(kR) ;. +1(kR))% d ungerade
no% 3

L2(KR) — U, 1(kR)Jn+1(kR)) d gerade.
Ist die Dimension gerade, so ist das Verhalten wie im zweidimensionalen Fall (bis auf den

Faktor k%~*). Bei ungerader Dimension ist das Verhalten wie im dreidimensionalen Fall. Fiir
d € {2,3} wurde der Nachweis in [AL99] bzw. [Lak06] gefiihrt. O
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Bemerkung 4.3 Fiir beliebige Geometrien I' C By gilt immer noch, dass das Bild von A{Ar
im Raum R(A*) = span{jnm(k,) : n €N, m e N(n,d)} liegt (siehe Satz[2.13)). Damit liegen aber
auch die Eigenfunktionen und damit die singuldren Funktionen v des Operators ArAr im
Raum R(A*). Damit existieren Koeffizienten v,''?, so das die singuldren Funktionen v,' sich in
einer Reihe aus sphdrischen Wellen darstellen lassen:

G =Y Y vy et

ng || P .
geN peN(q.d) Il jg (K, )l By

Da die Funktionen V' gerade die normierten Eigenfunktionen von A{Ar zum Eigenwert (O'Z’)
sind, erhdlt man das Gleichungssystem

2 J{;(ka r(,()) jl’(k’ rw)
O'Zl vf’p = vZ”” AfA——L——
() [IZN TR q% R AT
PEN(g,d) PEN(g,d)
4 .
e |y A s s
= X v <k k) >r ik rw).
geN,teN

pEN(q.d),seN(t,d)

Ji (k,rw)
17 k)l

Entwickelman beide Seiten beziiglich den Funktionen , so erhdlt man fiir die Koeffizi-

enten das Eigenwertproblem

m\2 m s KNS G| s
(o) g = 30 Vi < k) k) >
se?\c;%\id)

Fiir die singuldiiren Funktionen u ergibt sich mit Satz|2.13]
Aprvi(x) ik? -
B = 2 Vh gtk il k. x).

n n  geN
PEN(p.d)

Mehr zu dieser Methode kann man nachlesen in [WL)].

4.2 Regularisierung des linearen Problems

Bei Anwendungen kann man das gestreute Feld auf I' C B} messen.
Ziel ist es, eine Quelle Sw mit w € L,(Bg) zu rekonstruieren. Denn damit erhélt sofort den
gesuchten Kontrast iiber die Gleichung

Sw

/= ASw+w’
Die Anteile, die senkrecht zum Nullraum des Lippmann-Schwinger-Operators fiir den Au-
Benraum Ar stehen, konnen mit dessen Singuldrwertzerlegung {v,,, Uy, 0',,} explizit dargestellt
werden:

1
I-P)Sw= Z — < ArSw,u, >r v,. 4.4)

neN - n
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wobei der Operator P die Projektion auf den Nullraum von Ar bezeichnet.

Die Singuldrwerte o, konvergieren fiir n — oo gegen Null, da der Operator Ar kompakt ist.
Dies hat zur Folge, dass die Fehler in den Datenanteilen < ArSw, u,, >r bei der Inversion
@.4) fiir groBe n verstirkt werden. Es bedarf also eines Regularisierungsverfahrens fiir die
Bestimmung von (I — P)Sw.

Abbildung [4.1] zeigt in der linken Spalte den Realteil des gestreuten Feldes A(/ — P)Sw und
der Quelle (I — P)Sw fiir den zweidimensionalen Fall. Die Testfunktionen f und w sowie
die Parameter #, k, @ wurden wie im numerischen Test in Kapitel gewihlt. Also w(re) =
e ynd k =7,¢t =10, R = 1 und @ = 0.5. Die zu Grunde liegende Objektfunktion ist
wie folgt definiert:

(203, 0<I=<025
102, 025<1<05
100 = { 0.1, 0.5<1x<0.75
0, 075<p<1.

In der rechten Spalte werden die Rekonstruktionen mittels abgeschnittener Singuldrwertzer-
legung illustriert. Die Daten g = ArSw wurden hierbei mit einem relativen Fehler von 5%
verrauscht, das heif3t

”gerror - g” —

0.05.
llgll

Die Reihe der Inversionsformel (4.4) wurde fiir n > 11 abgeschnitten. Als Beobachtungsraum
I wurde der Kreisrand von Bg genommen und mit 64 Punkten dquidistant diskretisiert. Der
relative Fehler der Rekonstruktion von A(/ — P)Sw betrigt in diesem Beispiel 4.7745 %. Der
relative Fehler der Rekonstruktion von (I — P)Sw betrigt 5.6961 %. Die Fehler der Rekon-
struktionen bewegen sich also in der Grolenordnung der Datenfehler.

4.3 Streuamplitude

Definition 4.4 Sei x,y € R und R,k > 0. Sei f € Lo,(Bg) mit supp(f) € Bg und S OB dery
Quelloperator zur Wellenzahl k, Radius R und Objektfunktion f. Die Funktion

uf(y) = ei<x,y>
definiert eine ebene Welle mit Ausbreitungsrichung ﬁ und Wellenzahl |x|. Die Funktion

ARBRD (x ) =< Sul,u] >p,

wird als Streuvamplitude des gestreuten Feldes AS u} in Richtung y bezeichnet.

Dies ist eigentlich eine Erweiterung des Begriffes der Streuamplitude, wie sie von manchen
Autoren verwandt wird (sieche zum Beispiel [Ram00al] oder [Nov88]). Betrachtet wird dabei
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(a) Realteil von A(I-P)Sw (b) Realteil von A(I-P)Sw rekonstruiert

(c) Realteil von (I-P)Sw (d) Realteil von (I-P)Sw rekonstruiert

Abbildung 4.1: Projektion der Quelle auf N*(Ar)

ein von einer ebenen Welle mit Richtung o € %! erzeugtes gestreutes Feld bei fester Wel-
lenzahl k. Die Streuamplitude gibt nun das Verhalten dieses gestreuten Feldes in Richtung
w € S an, falls man sich weit vom Ursprung entfernt. Falls x| = k = |y| und ﬁ = a und
Ii_l = w, stimmt die obige Definiton mit der herkémmlichen iiberein.

Satz 4.5 (Eigenschaften der Streuamplitude) Sei Wellenzahl k > 0 und Radius R > 0. Sei
Ay bzw. A, die Streuamplituden zu gegebenen Objektfunktionen f; bzw. f, deren Triiger in
Br C RY liegt. Seien S ;, F; die zu f; gehérigen Quell- bzw. Quelloperatorn. Mit u} (x € R?)
wird die ebene Welle ¢'<*> bezeichnet. Dann gilt

Af(x,y) = 2m)ES ()
Aj(-x’ }’) = Aj(_y’ —X)
As(x,y) = Ay(x,y) = A (fs = FOF iR F ;" () dz.
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Beweis: Es gilt:
Ay =< Sute >= [ Sul@ui@dz = [ Sul@e ™™ dz = @oiSui).
R R
Fiir die zweite Behauptung wird der gleiche Ansatz getétigt

m<u ,Sul > —< S u>=<Su;” u*

A(x,y) <Sul,l LU P U >

Zu zeigen bleibt lediglich die dritte Behauptung:

/ (f — FOF () Fu;” () dz =< Fyul, Sou,” > — < Su, Fou” >
Br
D (A4S, + Dul, Sou > — < S, (AS, + Du* >

um

Szu >—< Sl u” >

i l

=< Sl ul > — < S u >

Weitere elementare Eigenschaften der Streuamplitude konnen zum Beispiel in [RamOO0b]] und
[Nov05]] nachgelesen werden.

Betrachtet werden nun noch die Fourier-Koeffizienten beziiglich der Kugelflichenfunktionen.
Fiir x = rw und y = 10 gilt fiir die ebene Welle u;(y)

1
X i<x,y o<, inﬂo'+§r(20-+ 1) m —m

ui(y) = e = et (2057 5 27T(o + D + 1yn & O

2

neN meN/n,d)

Damit kann die Streuamplitude in eine Fourier-Reihe beziiglich der Kugelflichenfunktionen
entwickelt werden. Die Fourier-Koeffizienten sind dabei bis auf Konstanten wieder durch die
Skalarprodukte < S j/(z, ), j5 (s, ) gegeben. Genauer gilt fiir x = td und y = sy

1 2
Tt (2 1
A=Y ¥ > ¥ ""_q< ot i ) JI, ), s, ) > Y O)YEW).

neN meN(n,d) geN peN(q.d) 20‘1"(0- + %)F(O’ + 1)
4.5)

Bemerkung 4.6 Nach Satz gibt die Streuamplitude A(x,y) gerade die Fourier-Transfor-
mierte der Quelle Su’ an der Stelle y an. Da die Fourier-Transformation eine Isometrie auf
dem Raum L,(RY) ist, geniigt es zu wissen, wie die Streuamplitude fiir festes x aussieht, um
die Quelle Su} zu rekonstruieren (und damit das inverse Streuproblem zu losen). Wegen der
Symmetrie (siehe Satz4.3) gilt auch umgekehrt: Es geniigt zu wissen, wie die Streuamplitude
fiir festes y aussieht, um die Quelle S u;” zu rekonstruieren.
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Durch Variation der Richtung des einfallenden Feldes und optimaler Datenlage konnen bei
fester Wellenzahl k die Skalarprodukte < S j'(k,-), j7(k,-) > linear bestimmt werden (siehe
Bemerkung[I.39). Dies ist nach Gleichung (.3)) diquivalent zur Kenntnis der Streuamplitude

Alkw, k6)

fiir alle w,0 € S*!.

4.4 Dirichlet-zu-Neumann Abbildung

Die Streumatrix steht auch im engen Zusammenhang mit der Dirichlet-zu-Neumann Abbil-
dung. Diese bildet das Gesamtfeld Fu;(Rw) auf dessen Normalableitung %F ui(rw)|,—g ab.
Aus dieser Abbildung kann man durch Losen eines linearen Gleichungssystems die Skalar-
produkte < S j'(k,-), S jh(k, -) > herleiten. Umgekehrt kann man aus den Skalarprodukten die
Dirichlet-zu-Neumann Abbildung bestimmen.

Definition 4.7 Sei k,R > 0 und f € L (Bg). Sei F,S der Feld- bzw. Quelloperator beziiglich
f. Die Funktion

Dy : LS — Ly(S*™)
(4.6)

u(R-) — Eu(’”')b:R

die dem Gesamtfeld u = Fu; eingeschrdnkt auf den Rand von By die Normalableitung
%u(r-)lrzR zuordnet fiir alle einfallenden Felder

u; € span{j"(k,-) : n €N, m € N(n,d)}
heif3t Dirichlet-zu-Neumann Abbildung.

Seien wie in Kapitel 3.4 H', J' bzw. Y die unendlichdimensionalen Matrizen

J'= () =

diag{(‘]0+0'(tr)7 J1+U(tr)7 ey J1+O'(tr2’ J2+O’(tr)a ey J2+0'(trl)a .. )}
#N(l,‘dr)—mal #N(Z,‘dr)—mal

diag{(H0+O'(tr)a {{1+O'(tr)7 R Hl+0'(t};)’ 512+G(tr)a cees H2+O'(tr;)a .- )}
#N(l,‘d')—mal #N(2:c;)—mal

(tr)”

H' =H'(r) =

(tr)”
Y = Y(w) = diag{ (Y,',n IneN, meN(nd) |
und S "*(r) die Streumatrizen zu f.

Bemerkung 4.8 Da die Kugelflichenfunktionen nach Definition aus Kapitel eine Orthogo-
nalbasis des Ly(S¢™") bilden, existiert eine Matrix

D= (d("’m)’(q’p))neN, meN(nd), geN, peN(g.d) ’
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so dass fiir eine Funktion u(Rw) = Y ,cx0 Zmeninay nm Yo () = Y(w)a € LS4 gilt:

DNM(RC()) = Z Z d(n’m),(q,p)aq’pY,’f’(w) = Y((A))DQ’

nm q,p

Auf der anderen Seite erzeugt eine Funktion

> Bepiitk,) € span{jik,) : n €N, me N(n,d))
eN
pe?\/(q,d)

das Feld
Fu,(rw) = (AS + Du;(rw)

n+o k n+o k m
Z > ,qu< < S jik, ), J, (k) >, (kr;’r) + GO pm (kr() r)> o (W)
peN(q d) me’}\?(lj d)

=Y(w) < e H*(nS*(R) + Jk(r)) B

fiir r nah genug an R und damit

2

0 ik
Eu(rw) Y(w) (

O ki s okk k
1o —H (NS (R) + J(r))ﬁ

= Y(w)D <%H"(r)s “K(R) + J"(r)> B,

da B beliebig gilt fiir r = R

72

%GQH"( )| _ SH®R) + %Jk(r)‘r:R =D <%H"(R)S"’k(R) + Jk(R)> .

Aus dieser Gleichung lif3t sich bei gegebener Streumatrix S **(R) zumindestens eine Approxi-
mation der Matrix D bestimmen. Umgekehrt kann man so auch aus der Dirichlet-zu-Neumann
Abbildung die Streumatrix ndherungsweise berechnen.

Man kann dhnlich wie bei der Streuamplitude den Begriff der Dirichlet-zu-Neumann Abbil-
dung verallgemeinern.

Definition 4.9 Sei k,R > 0, t € C und f € L.(Bg). Sei F,S der Feld- bzw. Quelloperator
beziiglich f. Die Funktion

Dl : LS - Ly
4.7)

0
R:) = —u(r)l=r
r

die dem Gesamtfeld u = Fu; eingeschrdnkt auf den Rand von By die Normalableitung

aru(r )= zuordnet fiir alle einfallenden Felder

u; € span{j”(¢,-) : n€ N, m € N(n,d)}

heif3t verallgemeinerte Dirichlet-zu-Neumann Abbildung.
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Wie oben kann man zeigen, dass der Zusammenhang zu den Streumatrizen S **(R) gegeben ist
durch

ié k tk i t _ t(ﬁ k tk t )
" H()‘r:RS (R)+arJ(r)‘r:R_D T H®SHR) +T®) )

wobei D' die entsprechende Abbildung auf den Fourier-Koeffizienten der Felder ist.

4.5 Fernfelddaten

Das gestreute Feld beziiglich eines Kontrastes f und einer einfallenden Welle u; hat das asym-
ptotische Verhalten

eikr - 1
ASu;(rw) = — {u (a))+0(;>}, r — 00,
r0'+§

wobei 4™ auch als Fernfeld bezeichnet wird. Nimmt man die Reihenentwicklung des Lipp-
mann-Schwinger-Operators aus Gleichung (2.11)), so gilt fiir das gestreute Feld:

ik Hyo(k
ASuj(rw) = - Z S <Su, ik, ) > == (GF)Y,’I"((,U)
neN meN(n,d) (k}")
ikr 2
o e ik 2 1 o i
B T O <Su i) > 0w 0 ()
R neN meN(n,d) )
u‘;?w)

Hat man speziell als einfallende Wellen die ebenen Wellen u/?(-), so erhilt man mit Hilfe der
Jacobi-Anger-Entwicklung (1.39):

N lkz : {77020 + 1)
nk‘”z neN  geN 27T (o + (o + 1)
meN(n.d) peN(q,d)

X < 8 jh(t, ), jrik, ) > e D ymyyom(g),

Sind die Fernfelddaten fiir alle ebenen Wellen u!(-) (mit § € S!) gegeben, so erhilt man nach
der Entwicklung des Fernfeldes beziiglich der Kugelflichenfunktionen die Skalarprodukte

< S, 2), Ju(k,-) > (bis auf Konstanten). Damit ist Kenntnis des Fernfeld u % (w), 6 ¢
§4-1 dquivalent zur Kenntnis der Skalarprodukte < S I, ), ik, <) >.

Bemerkung 4.10 Fiir die Dimensionen d > 2 ist das inverse Streuproblem eindeutig losbar,
wenn das gestreute Feld AS u¥(rw) fiir alle ebenen Wellen ut®(rw) = e*<“% > auf einer nicht-
diskreten Menge I' C B gemessen werden kann. Die Matrix S = S*®/ st hierbei der Quell-
operator aus (3.2)) beziiglich einer festen Wellenzahl k > 0, Radius R > 0 und Objektfunktion

f € Loo(Bg).
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o Wegen der Jacobi-Anger-Entwicklung (1.39) gilt dann auch: Das inverse Streuproblem
ist eindeutig losbar, wenn alle Skalarprodukte < S ji(k, -), j,'(k, ) > bekannt sind.

e Betrachtet man die Eintrige der Streumatrix S **(R) (siehe Definiton[3.7) so folgt: Das
inverse Streuproblem ist eindeutig losbar, wenn die Streumatrix S **(R) bekannt ist.

e Betrachtet man die Eintriige der Matrix S *%=(R) (siehe Satz[3.13), so folgt: Das inverse
Streuproblem ist eindeutig losbar, wenn die Matrix S **~(R) bekannt ist.

e Nach Bemerkung 4.6l gilt auch: Das inverse Streuproblem ist eindeutig losbar, wenn die
Streuamplitude A(kw, kO) fiir alle w, 0 € S9! vorliegt.

e Ebenfalls gilt nach Bemerkungd.6l: Das inverse Streuproblem ist eindeutig losbar, wenn
die Fourier-Transformierte der Quellen S u* (k@) fiir alle w,0 € S bekannt ist.

o Aus Kaptitel geht hervor: Das inverse Streuproblem ist eindeutig losbar, wenn die
Dirichlet-zu-Neumann-Abbildung bekannt ist.

o Aus Kaptiteld 3 kann man folgern: Das inverse Streuproblem ist eindeutig lésbar, wenn
die die Fernfelder u™*%(w) fiir alle w, 8 € S* ! vorliegen.

4.6 Zusammenhang der Quellen und Felder

Das gestreute Feld kann prinzipiell auf den ganzen Auflenraum B$; fortgesetzt werden, wenn
es auf einer nichtdiskreten Teilmenge I C Bj vorliegt. Insbesondere kennt man die Ableitun-
gen auf dem Rand der Kugel mit Radius R. Der Divergenz-Satz stellt eine Verbindung von
Volumenintegralen zu Oberflichenintegralen her. In Verbindung mit dem Streuproblem kann
der Satz dazu genutzt werden, um aus Informationen iiber Ableitungen des gestreuten Feldes
auf dem Rand, Kenntnisse iiber das Feld im Inneren zu gewinnen.

Satz 4.11 Fiir ein Vektorfeld v : R? — C? gilt:
/ div v(x)dx = / <v(x), x> dS(x).
Bgr (')BR

Sind speziell u,v € H?*(Bg) und setz v = uVv — vVu in den Divergenz-Satz ein, so erhélt man
die zweite Greensche Formel:

/. U()AV(D) ~ vx)Aux) dx = R /.. u(Rw)%v(rw) - v(Rw)%u(rw) _dS(w).
(4.8)

Mit Hilfe dieser Formel 146t sich recht einfach der Zusammenhang zwischen gestreutem Feld
und Quelle herstellen.

70



Satz 4.12 Sei k,R > O und f € L.(Bg). Sei S der zugehorige Quelloperator. Sei u; € L,Bg
und w € H*(Bg). Dann gilt

0 — ___J
R! / AS ui(Rw)—w(rw)‘ — WRw)—ASu(rw)| dS(w) = —k* < Su;,w >p,
gd-1 or r=R or r=R
— < ASui, (A + KW >p, .

Gilt speziell w(rw) = v(r)Y"(w) dann folgt:

R /S'd_l AS Mi(Rw)gw(rw) r=R W(Rw)%AS ui(rw)‘r:RdS «

7R [ Hy(RWVR) _ kH,KRWR) oH,(kR)V(R)
2 (kR)” (kR)” (kR)7+!

} < Sl/tl', ]Z(k, ) >Bg -

Beweis: Es gilt:

—k* < Su,w >p, 212 (A + K)AS uj, w >p, .

Die Greensche Formel (4.8]), angewandt auf die rechte Seite, liefert den ersten Teil der Be-
hauptung. Den zweiten Teil der Behauptung erhilt man direkt durch Einsetzen der Reihendar-
stellung des Lippmann-Schwinger-Operators fiir den Auflenraum in Verbindung mit der
Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen (L.3]). i

Wihlt man fiir die Funktion w aus obigem Satz die Wellen aus Kapitel [.4] so stellt sich der
Zusammenhang zwischen Quelle S u; und gestreutem Feld AS u; wie folgt dar:

Satz 4.13 Sei k,R > O und f € Lo(Bg). Sei S der zugehorige Quelloperator. Sei u; € L,Bg.
Seien v, die Momentenwellen, st’Igj)(t, -) die Lommelwellen und j)'(t, -) die sphdrischen Wellen
aus Kapitel[l.4) Dann gilt:
—k* < Suz, i, ) >p, = (kK = 12) < ASuy, j2(t, ) >p, —du(t) < Suz, jr'(k, ") >p,
—k* < Suy, 5Pk, ) >, = P < ASu v,
—k* < Su, Vi p B =< ASu;, k2v2p +@p(p+n+ o)V, | >

- dfz{zy(t) < Sui’ .]Zl(k, ) >BR

>p, —Cn(t) < Su;, J) (k,-) >p,

mit
k2R
dy(t) = dEP () = 2" (ks (tR)YHyp sy (KR) = 10y (tR) i (kR)]
*R) ik’nR
Cn(t) = Cn’zr (t) = 9 [an+(r(tR)Hn+(r—l(kR) - z‘[—In+a'—l(Z‘R)I_Inﬂr(kR)]
ik*nR

) — J&R,() —
dnsl’ - d”‘*'("sl’ _an+(r2p+l

) 512(1’+2p+ Ln+o (kR)Hn+(r—l (kR)] .

[2(n+ 0+ p)SY) (kR)(tR)H,,..,(kR)

n+o+2p,n+o—1
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Beweis: Die Aussage folgt durch Einsetzen der jeweiligen Funktionen in Satz 4.12] O

Bemerkung 4.14 Fiir eine einfallende Welle w € L;(Bg) konnen immer die Skalarprodukte
< Sw, ji(k,-) > aus den Daten ArSw berechnet werden.

1.) Zur Berechnung von < Sw, ji'(t,-) > bendtigt man nach obigem Satz die Skalar-
produkte des gestreuten Feldes < ASw, ji'(t,-) > (und umgekehrt).

2.) Wiirde man die Skalarprodukte < Sw,v,! (k) > kennen, so konnte man mit Hilfe der
Reihenentwicklung der Besselfunktion (L14) die Skalarprodukte < Sw, j(t,-) > be-
rechnen. Damit konnte man aber die Quelle Sw rekonstruieren. Wie jedoch Satz
zeigt, bendtigt man fiir die Berechnung von < Sw,v,! (k,-) > aufer den Daten auch die
inneren Produkte < ASw, vﬁp(k, ) >,

3.) Die Skalarprodukte < Sw, s;")(k,-) > sind nach Gleichung (L30) und (L30Q) Linear-
kombination der Produkte < Sw, V' (k,-) >. Man kann auch hier zeigen, dass die Kennt-

nis aller Skalarprodukte < Sw, S;Z}S}f(k, *) > zur Berechnung von < Sw, j'(t,-) > geniigt.
Wie jedoch Satz zeigt, benotigt man fiir die Berechnung von < Sw, st’lgj)(k, D) >

aufler den Daten auch die inneren Produkte < ASw, v} p(k, D) >,

4.7 Anteile der Quellen im Nullraum

Zur Veranschaulischung wird wieder das Testbeispiel aus Kapitel 3.3 heranzugezogen. In der
ersten Zeile Abbildung[4.7lwird die Quelle S w dargestellt. In der zweiten Zeile wird der Anteil
im Nullraum dargestellt. Zur Wiederholung werden die Parameter noch einmal angegeben:
w(re®) = @ ynd k = 7,¢t=10,R = 1 und @ = 0.5 und

(203, 0<x<025
o 0.2, 0.25<x<0.5
X) = .
{ ~0.1, 05<|x<0.75

0,  075<<1

Die Abbildung zeigt, dass der wesentliche Anteil der Quelle S w im Nullraum liegt. Das liegt
nicht daran, dass die Wellenzahl ¢ der einfallenden Welle ungleich der Wellenzahl k des zu
Grunde liegenden Operators ist. Aus den Daten konnen jedoch nur die Anteile zum orthogo-
nalen Komplement des Nullraums rekonstruiert werden. Man benétigt folglich verschiedene
einfallende Felder zur Rekonstruktion der einzelnen Quellen. Fiir die Wellenzahl k; und k,
und einfallende Felder w, und w, besteht fiir die Quellen S *1-® )y, und S ®R-Hy, der Zusam-
menhang

GES §C2R Dy

AS ®LRDw, 4w f= AS ®RDyy + w,

4.9
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(a) Realteil der Quelle Sw (b) Imaginirteil der Quelle Sw
ooy \\ >3 \\ \\\ o
(c) Realteil der Quelle im Nullraum (d) Imaginirteil der Quelle im Nullraum

Fiir die Nullraumanteile der Quellen zu berechnen muss man folglich die Funktionale
||S(k2’R’f)W2 . (AS(kl’R’f)Wl +wy) — S(kl’R’f)Wl . (AS(kZ’R’f)Wz +w)ll

minimieren.

Fiir die Rekonstruktionen des Kontrastes f wurde folgender Algorithmus verwandt. Gegeben
ist eine endliche Anzahl von einfallenden Wellen w;, (j = 1...M). Zerlege die Quellen und
gestreuten Felder in die entsprechenden Nullraumanteile und deren Komplemente. Sei also
Srj=U-=P)Sw;,Sn;=PSwj,Ag;j =AU - P)Swjund Ay; = APSw;.

1. Berechne S ; und Ag; aus den Daten, wie in Kapitel gezeigt. (z.B. mit der abge-
schnittenen Singuldrwertzerlegung).

2. Wihle Ansatzfunktionen (®,,)7_, € Ly(Bg), die im Nullraum des Operators Ar liegen.
Gesucht wird eine Losung S y ; in diesem Unterraum:

P
SN,j(x) = Z ¢m,jq)m(x)-

m=1

Im ersten Iterationsschritt werden alle ¢,, ; auf Null gesetzt.
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3. Beginn des Iterationsverfahrens:
a) Berechne die g-te Iterierte von f gemiB Gleichung (4.9):
1 M

f(q) Z SR’]'+SN,J' '
M 1AR’]"FAN’]"FW]'

b) Es gilt:
SR,j+SN,j :f(AR,j +AN,j)-

Daraus erhilt man fiir die Koeffizienten ¢,, ; die lineare Gleichungssysteme:

P
> (Ou() = fPARW(X) g = =Sk + [P AR,
m=1
Diese Gleichungen miissen fiir alle x € By, erfiillt sein. Fiir die numerische Umset-
zung wird dazu eine endliche Anzahl x, € Bg, (n = 1...Q) von Punkten genom-
men.

c) Lose die Gleichungssysteme aus Teil b) und gehe zum néchsten Iterationsschritt
tiber.

Es folgen numersiche Beispiele.
Im ersten Beispiel (siche Bild [4.2)) ist die gesuchte Objektfunktion wie folgt definiert:

(203, 0<I=<025
_§-02, 025<x<05
f(x)_i 0.1, 0.5< x| <0.75
0, 075<i<1

Die Wellenzahl betriigt k = 21 und der Radius R = 1. Als einfallende Wellen dienen ebenen
Wellen:

ip\ _ ikrcos(o—a;)
wi(re®) =e U

wobei

2
128 — 1

Das Rekonstruktionsgebiet Bg wird in 7668 Punkte dquidistant diskretisiert. Als Ansatzfunk-
tionen wurden die sphérischen Wellen j7'(z, -) genommen, die im Nullraum von Ar liegen. In
diesem Fall sind es 711 Ansatzfunktionen. Das Beobachtungsgebiet I' = 0Bz wurde mit 128
Punkten dquidistant diskretisiert.

Im zweiten Beispiel (vgl. Bild 4.3)) besteht die gesuchte Objektfunktion aus drei Komponen-
ten:

aj=—c——j (G=0...127).

74



. | |

1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 A1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

(e) Objekt (f) Rekonstruktion

Abbildung 4.2: Rekonstruktion eines radialsymmetrischen Objektes

a) Ein kreisformiger Hintergrundkontrast mit Mittelpunkt O und Radius 0.75. Der Funkti-
onswert betrdagt —0.01.

b) Ein kreisforimiger Streuer mit Mittelpunkt (—0.2 — 0.2) und Radius 0.25. Der Funkti-
onswert betrdagt —0.1.

¢) Ein rechteckformiges Objekt mit linker unterer Ecke (0.1 0.1). Die Hohe des Rechtecks
betrigt 0.4 und die Breite 0.2. Der Funktionswert betriagt —0.05.

Die Anzahl der Ansatzfunktionen betrdgt 501. Die restlichen Parameter sind mit denen aus
dem ersten Beispiel identisch.

04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 -06 04 -02 0 02 04 06 08 1

(a) Objekt (b) Rekonstruktion

Abbildung 4.3: Rekonstruktion eines Kontrastes
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4.7.1 Weitere Ansatze

Fiir die Rekonstruktion der Quelle S Ik, ) benotigt man die Skalarprodukte < S jf]’(k, ), I (S, ) >B,.
Aus den Daten konnen jedoch nur die inneren Produkte < § jf]’(k, ), ji(k, -) >p, berechnet wer-
den. Gesucht wird also eine Funktion H, so dass gilt:

gS(s) = H(S)(s).
s

wobeli

S(s) = (S () g.p) (5 )) neN, meN(nd), geN, peN(q.d)
S oy (g.p(8) =< S Jo(k, ), Ji (8, ) >, -

Es folgen Ansitze zur Bestimmung einer solchen Funktion H. Fiir den weiteren Verlauf sei

JS = Js(r) = (S}")a- diag{(‘]0+0'(sr), J1+O'(Sr)7 s J1+U(Sr27 !2+(J’(Sr)’ st J2+0—(S’;), .. ')}
#N(l,‘(;)—mal #N(Z,;)—mal
H' = H(r) = (1) diag{(Ho.,(s7), {‘IHU(SI’), cees H1+U(S’;), {‘124,(,(.9}’), cees H2+U(Sr)? )
#N(l:(;)—mal #N(Z:(;)—mal

G(r) = (g () (. (T )) n,geN, meN(n.d), peN(q,d)
Soman(®) = [, X" OF0)Y(6)dS ©)

4.7.2 Ansatz |

Satz 4.15 Sei R,k > O und f € L. (Q). Sei S der zu [ gehorende Quelloperator.
FiirO <r <R sei
k,s,— _ k,s,—
S (r) = (S (":m),(q’l’)(r )) n,geN, meN(n,d), peN(q,d)

k,s,+ _ k,s,+
S (r) = (S (n,m),(q,p)(r )) n,qeN, meN(n,d), peN(q.d)

mit

St ap@ =<8 ok, "), jo(s,) >,

St ap () =< S jhk, ), WP (s,) >p, s, .
Dann gilt:

72
L ghsm(ry = ¥ PG (Jk(r) N (H*(r)s*e= + JK)s ’ﬂ"*))
dr 4 (4.10)

72
gtk (1) = - B(PG() <Jk(r) L (H*(r)s*e= + TS k”“)) :
dr 4
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Beweis: Es gilt:
St (1) =< S 0k, ), 1G5, ) >,
= [[# [ S 7005, 10) dS (@) de

& / ] / FUw) +AS) Pk, 1) j7"(s, tw) dS (w) dt.

Daraus folgt:

d
o fnsm_) () = r 1/ fro)I + AS)jh(k, rw) j," (s, rw) dS (w)
@ -1 Jnto(ST) Jq+o‘(kr)
(sr)”  (kr)”
N rlik? H, o (kr) Jyio(sT)

4 Z Z (kr)” (sr)

ueN veN(u,d)

L Sro)Y, " ()Y (w)dS (w)

X [, FQY @)Y, (@) dS @) < S ik ), ik, ) s,
+ rd llk2 Ll+0'(kr) Jn+o’(sr)

4 Z Z (kr)e  (sr)”

ueN veN(u,d)

/ fro)Y, ()Y, (w)dS (w) < S jb(k, NPk, ) >p,

Wandelt man diese Gleichung in Matrixschreibweise um, so erhélt man den ersten Teil der
Behauptung. Der Beweis des zweiten Teils verlduft analog. Es wird deshalb auf diesen Nach-
weis verzichtet. O

Satz 4.16 Sei R,k > 0 und f € L(Q). Sei S der zu f gehorende Quelloperator. Seien
weiterhin S**~(r) und S**~(r) die Matrizen wie in dem vorhergehenden Satz. Mit Q° wird die
unendlichdimensionale Matrix

Q =diag{(00+d -2),1(1+d-2),...,1(1+d -2),22+d-2),...,2(2+d - 2),...)}

#N(1, d) mal #N(2, d) —mal

bezeichnet. Dann gilt:

&’ d-10 1 0
(@4_ s Os sz)

_Sk,sF(r) — _r2

8 k,s,F
or a> O

or

und

2 [yxSks~(r)dr, im Fall-
2 [ReSks*(r)dr, im Fall + .

(82 d—lﬁ_lQJrr)SkH()_i

— +
0s? s Os 2
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Beweis: Offensichtlich gilt:
SY70) =0, SR =0
Weiterhin folgt aus der Besselschen Differentialgleichung

Fod-10 1\ -
(Ga+ =g~ Q) =10,

Integration der Gleichungen aus Satz beendet den Beweis. O

Bemerkung 4.17 Fiir die gesuchte Funktion S (s) aus der Vorbemerkung dieses Unterkapi-
tels gilt: S (s) = S**~(R). Abgesehen davon, dass die Differentialgleichung aus Satz[4.16lvon
zweiter Ordnung ist, kennt man den Term 2 [} ©S**(t) dt nicht.

4.7.3 Ansatz Il

Der Einfachheit halber wird dieser Ansatz nur fiir die Dimension d = 2 betrachtet. Die Rei-
henentwicklung der Greenschen Funktion aus (2.8) und die Reihenentwicklung der Jacobi-
Anger-Entwicklung aus (I.39) ldsst sich umschreiben zu:

Gi(rw, 10) = é > bk, rw) ju(k, 1), (r > 1)

nez

eitr<a),9> — Z injn(l, I"(,())Y—n(e)’

nez.
wobei
Jn(ts rw) = Jy(tr)Y(w)
h,(t,rw) = H,(tr)Y,(w)
Y, (e¥) = ™.
Mit Hilfe von Satz[1.6 erhdlt man sofort:

Satz 4.18 Seit € Cund w = € € S'. Dann gilt fiir die sphéirischen Funktionen j,(t,):

p m
Cpm

erp(w)jn—p(t, rw) = pm atmjn(t, rw)
m=0
p . p P dp,m 6m .
rPY_, juip(t, rw) = (1) Z tpfmﬁ]n(l, rw)
m=0

mit

—1)" m . P
epm = T T)’H(j+n—2(i—1))

m!

=0 J: =1
1Y (—m), P

dy = ') 3 T)Jﬂ(j—n—z(i—l)).
m- oo J0 i
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Beweis: Einfache Anwendung von Satz [.6] fiihrt zur Satzaussage. m]

Mit Hilfe dieses Satzes [4.18] erhilt man:

Satz 4.19 Sei S der Quelloperator zu einer Funktion f € L. (Bg) und Wellenzahl k > 0. Sei
t€CundS, () =<8 j,(k,), ju(t,*) >p,. Dann gilt:

S ;Z’q(t) =E, (1) + A, 4(1)

mit
nq(t) Z (S VS)jq+2p(ka ')a jn+l+2p(ia ) >
p=0
1 & : : .
+ E Z < (SW - WS)]q+2+2p(k, ‘), ]n+1+2p(t’ ) >
p=0
1 & : : .
- E z;) < (Sv - VS)Jq—Zp—2(k7 ')’ ]n—l—Zp(ta ) >
p:
= . -
=522 < (Sw= w8 )dg2pks ) d1-2p (@) >
p=0
n—2
nq( ) n+2p q+2p( ) 7psn—2p,q—2p(t)
p=1
~q+2p+1 -2p-1
Z 1 p n+2p+l,q+2p+l(t) - %Sn—Zp—l,q—Zp—l(t)’
p=0
wobei

v(re') = re

w(re') = re .

Beweis: Nach Satz [4.18] gilt:
< (S, - vs)jq_mk N juE ) > + < (S = wS)jgri k), juE, ) >

29 n-1 , n+ 1
=—8,4() - Sn-14-10) + 8,1 41 () —

Sn+l,q+l(t) - S;;+1,q+1 (t)

Induktiv folgt damit die Behauptung. O

Die Terme A, ,(#) konnen aus den Skalarprodukten S ,, ,(f) berechnet werden. Die Terme E,, ,(1)
beinhalten die Nichtlinearitit des Problems. Wiirden die Multiplikationsoperatoren v, w mit S
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tauschen, so wire E,, q(t) = 0. Dies gilt leider nicht. Jedoch sind die Funktionen E, , im
Verhiltnis zu den Funktionen A, , relativ klein. In der nachfolgenden Tabelle 4.1 werden zum
einem die analytisch berechneten Funktionen S (7) dargestellt. Alternativ werden dazu die
Funktionen berechnet, die man mit Satz[4.19 erhilt, wenn man die Terme E, ,(¢) ignoriert. Die
Wellenzahl in diesem Beispiel betridgt k = 7. Die Objektfunktion ist wie folgt definiert:

(0.1, 0<[x<03

J@ = io, 03 <l <1

n t=k t=k+2
S0 S 7% (1) S0 S 7 (1)

75 [-0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i
~4 | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i
23| -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i
22 | -0.0003 + 0.0000i | -0.0003 + 0.0000i | -0.0002 + 0.0000i | -0.0002 + 0.0000i
-1 | -0.0002 + 0.0000i | -0.0002 + 0.0001i | 0.0003 - 0.0000i | 0.0003 + 0.0000i
0 | 0.0015-0.0002i | 0.0012-0.0002i | 0.0015-0.0002i | 0.0013 - 0.0002i
1 | -0.0002 + 0.0000i | -0.0002 + 0.0001i | 0.0003 - 0.0000i | 0.0003 + 0.0000i
2 | -0.0003 + 0.0000i | -0.0003 + 0.0000i | -0.0002 + 0.0000i | -0.0002 + 0.0000
3 | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i | -0.0001 + 0.0000i
4 | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i
5 | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i | -0.0000 + 0.0000i

Bemerkung 4.20 Man kann die unbekannten Funktionen < (S v = VS) Jo(k,*), ju(t, ) > bzw.

Tabelle 4.1: Ableitungen der Streumatrixeintrige

< (S w— wS ) Jo(k, ), ju(t, -) > noch weiter aufspalten. Ohne Beweis gilt:
< (8= 18)jglk, ), ju@, ) > =2 < A*AS j(k, ), AS j,(, ) >
+ Z C(t, q,n, R’ m)S m,q(k)S m+l,n(t)
mez
< (Sw = wS)jgk, ), ju@,) > =2 < AAS jy(k, ), AS ju (@, ") >
+ Z d(t’ q,n, R’ I’I’l)S m,q(k)S m—l,n(t),
mez
mit
0
N =(—+i—
v(x,y) = ( oot ay)
0
Av(x,y) = (8_ _iﬁ_y)

Man erhiilt dadurch auch nichtlineare Terme bestehend aus Produkten von S ,, ,(t) und S ,, 4(k).
Es bleiben jedoch die Unbekannten < A*AS j,(k, ), AS j,(t,-) > bzw. < A"AS j (k,-), AS ju(,-) >.
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Zusammenfassung

Bisherige Arbeiten sind auf den zwei- bzw. dreidimensionalen Fall beschrinkt. Die Eigen-
schaften der zu Grunde liegenden Operatoren lassen sich jedoch auf beliebige Dimensionen
tibertragen. Grundbaustein hierfiir ist die Reihenentwicklung der Greenschen Funktion (vgl.

@.8)).

In der Praxis erzeugt ein Sender ein einfallendes Feld. Die Frequenz w der einfallenden Welle
gibt die Wellenzahl k = cyw vor (¢ ist die Geschwindigkeit der Welle im Hintergrundmedi-
um). Die Welle liegt deshalb im Raum

W, := span{j™(k,-) : n €N, m € N(n,d)} C Ly(Bg).

Insbesondere ist der in dieser Arbeit eingefiihrte Quell- bzw. Feldoperator abhingig von dieser
Frequenz. Der Definitionsbereich des Feld- und Quelloperators ist jedoch nicht auf die Teil-
menge W, C L,(Bg) beschriankt. Diese Operatoren erlauben eine allgemeine Betrachtungswei-
se der Quellen und Felder.

Das direkte Streuproblem wurde verallgemeinert. Das Problem bestand bisher darin, eine
Losung u, der Gleichung

Us = A(f(us + ul))

zu bestimmen. Dabei wurde vorausgesetzt, dass u; € W;. Auf die Einschrinkung u; € W;
konnen wir bei der Verallgemeinerung verzichteten. Anstelle des Raumes W) wird der gesamte
Raum L,(Bg) zugelassen. Fiir radialsymmetrische Objekte f wurden explizite Darstellungen
der Losung angegeben. Fiir beliebige Objekte wurden Differentialgleichung aufgestellt, mit
denen es moglich ist, eine Losung des verallgemeinerten Problems zu bestimmen. Die Losung
lasst sich formal mit Hilfe des Quelloperators darstellen:

(ASu(x), |x <R
us(x) =
Az Sui(x), |x|=R.

Das Losen des inversen Streuproblems gestaltet sich wegen seiner Nichtlinearitit als beson-
ders schwierig. Als Ausgangspunkt fiir die Rekonstruktion des Kontrastes f konnen verschie-
dene Daten dienen. Aus Messversuchen kann das gestreute Feld ArS u; auf einem Detektor I'
aullerhalb des Rekonstruktionsgebietes Bg bestimmt werden (fiir alle #; € W;). Einige Arbei-
ten gehen jedoch von anderen Informationen aus. Dazu zédhlen unter anderem: Dirichlet-zu-
Neumann-Abbildung, Fernfelddaten, Streuamplitude und die Streumatrix.



In dieser Arbeit wird gezeigt, dass diese verschiedenen Informationen dquivalent zueinander
sind.

Das inverse Streuproblem birgt folgende Problematik: Die lineare Gleichung Arx = b ist
nicht eindeutig 16sbar. Der Operator Ar hat einen nichttrivialen Nullraum N(Ar) = W;-. Da-
her konnen lediglich die Anteile der Quelle Su; (u; € W;) senkrecht zum Nullraum eindeutig
bestimmt werden. Wegen der Kompaktheit des Operators Ar bendtigt man fiir eine stabile
Losung ein Regularisierungsverfahren. In dieser Arbeit wurde ein Regularisierungsverfahren
basierend auf der Singulidrwertzerlegung hergeleitet und dessen Tauglichkeit an Beispielen ge-
zeigt.

Das weitaus schwierigere Problem ist die Bestimmung der Anteile der Quelle S u#; im Nullraum
von Ar. Fiir verschiedene Quellen S u;; und S u;, besteht der Zusammenhang:

S l/t,',l S l/t,',z
AS Ui +u; AS Uip + U;ip '

Es wurde ein Verfahren hergeleitet, dass auf Grund dieser Gleichung die Nullraumanteile der
Quellen bestimmt.

AbschlieBend wurde ein neuer Ansatz vorgestellt. Die Idee basiert auf der Fourier-Transfor-
mierten einer Quelle S ;. Fiir die Funktion v(x) = < (t € R, § € S4!) gilt:

—

SVB(t0) = (21)" % < SV V0 > |

Durch Messungen des gestreuten Feldes aullerhalb des Rekonstruktionsgebietes Bg kdnnen
die Skalarprodukte < § vk V& > fiir alle o, & € S9! bestimmt Werd/e_ri Es wurde eine Ver-
bindung zwischen der Normalableitung der Fouriertransformierten %S v¥8(26) und den Skalar-
produkten < Svk, v¥¢ > (a,& € S hergestellt. Die resultierenden Differentialgleichungen
enthalten jedoch noch unbekannte Terme. Es bleibt offen, ob diese Unbekannten eliminiert
werden konnen.



Abstract

Up to now, only the two and three dimensional case were examined. The properties of the
underlying operators can be transferred to an arbitrary dimension, though. The basic module
for transmission is the series expansion of Green’s function (vgl. (2.8).

In practice a transmitter generates an incident field. The wavenumber k = cow is determined
by the frequency w of the incident field (where ¢ is the velocity of the wave in the background
medium). Hence the wave is an element of the space

Wy :=span{j"(k,-) : n€ N, m € N(n,d)} C Ly(Bg).

This means in particular that the source- and field-operator, which are introduced in this work,
depend on this frequency. The domain of the source- and fieldoperator includes the whole
space L,(Bg) instead. These operators provide a general insight into the source-field-systems.

The direct scattering problem has been generalised. Up to now it was only of interest to deter-
mine a solution u; of the equation

us = A(f(us + u;)).

for all u; € W;. The constraint u; € W; is not necessary for the generalised direct problem.
The space W is replaced by the whole space L,(Bg). This thesis gives solutions for all radial-
symmetric objects f. For arbitrary objects differential equations have been derived, which can
be used to solve the direct problem. With the aid of the source-operator the solution can be
written as follows:
(ASu(x), <R
MS(X) = iAC S
B Ui(x), [x[=R.
Because of the nonlinearity of the inverse scattering problem it is more difficult to solve than
the direct problem. There are many different information, which can be used in the reconstruc-
tion of the contrast f. The scattered field ArS u; can be measured with the aid of a detector. The
detector is located outside of the reconstruction region Bg. Other paper use instead other infor-

mations instead, for example Dirichlet to Neumann map, far field patterns, scattering ampli-
tude or scattering matrix. In this thesis it is shown that the different information are equivalent.

There is no unique solution for the equation Arx = b. The operator Ar has a nontrivial null-
space N(Ar) = Wi-. Therefore it is only possible to compute the parts of the source S u;, which
are part of the space W;. Furthermore the operator Ar is compact. Thus it is only possible



to determine a regularized solution of these parts of a source. A regularization scheme based
on the singular value decomposition of Ar has been derived. Numerical experiments show its
efficiency.

It is more sophisticated to determine the parts of a source in the nullspace N(Ar) = W;- of the
operator Ar. The connection between different sources S u;; und S u;, is given by the equation:

Sl/t,',l Sl/t,',z
AS Ui + Ui AS Uin + Uin )

An algorithm based on this equation has been derived, which computes the nullspace parts of
the sources.

Finally a new approach has been introduced. The idea is founded on the Fourier transform of
the source S ;. For the function v?(x) = ¢"<%* (t € R, 6 € S%') it holds:

SVB(10) = 21) % < SV V0 >

Measurements of the scattered field outside of Bg can be used to calculate the inner products
< Svke yke > for all @, & € S 4=1 A connection between the outward normal of the Fourier
transform (%S Vk8(¢0) and the inner products < SV, V¥ > (a,& € S9') has been established.
The resulting differential equations contain unknown terms yet. It is an open question, if these
terms can be eliminated.
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