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Abstract

In this thesis we present some results about analytic machines regarding computabi-
lity over Q and R, solutions of differential equations, and the stability problem of
dynamical systems.

We first explain the machine model, which is a kind of BLUM-SHUB-SMALE ma-
chine enhanced by infinite convergent computations. Next, we compare the com-
putational power of such machines over the fields Q and R showing e.g. that finite
computations with real numbers can be simulated by infinite converging computati-
ons on rational numbers, but the precision of the approximation is not known during
the process. Analytic computations over R are strictly more powerful than over Q.
Our attention is then shifted to ordinary differential equations (ODEs) where we esta-
blish sufficient criteria for the computability of their solutions within our model. We
investigate dynamical systems described by ODEs and show the undecidability of a
class of stability problems for dynamical systems.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit prasentieren wir einige Resultate tiber analytische Maschinen hinsicht-
lich des Berechenbarkeitsbegriffs tiber Q und R, der Loésungen von Differentialglei-
chungen und des Stabilitdtsproblems dynamischer Systeme.

Wir erlautern zuerst das Maschinenmodell, das eine Art von BLUM-SHUB-SMALE-
Maschine darstellt, erweitert um unendliche, konvergente Berechnungen. Danach
vergleichen wir die Machtigkeit dieses Berechnungsmodells tiber den Kérpern Q und
R und zeigen z.B., dafy endliche Berechnungen mit reellen Zahlen durch unendliche,
konvergente Berechnungen mit rationalen Zahlen simuliert werden konnen, wobei
die Genauigkeit der Approximation wiahrend des Prozesses nicht bekannt ist. Analy-
tische Berechnungen tiber R sind echt méachtiger als tiber Q. Unsere Aufmerksamkeit
wendet sich dann gewdohnlichen Differentialgleichungen (DGI) zu, bei denen wir hinrei-
chende Kriterien fiir die Berechenbarkeit von Losungen innerhalb unseres Modells
angeben. Schliefilich untersuchen wir dynamische Systeme, die durch DGI beschrie-
ben werden, und zeigen die Unentscheidbarkeit einer Klasse von Stabilitdtsproble-
men fiir dynamische Systeme.
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Einleitung

Wir wollen zundchst aufzeigen, wie das Forschungsgebiet entstand, dem diese Arbeit
zuzuordnen ist. Anschliefend geben wir einen Uberblick iiber bisherige Arbeiten,
der keinen Anspruch auf Vollstandigkeit erhebt; es werden jedoch die wichtigen Au-
toren genannt, von deren Werken ausgehend der interessierte Leser sich das Gebiet
in seiner ganzen Tiefe erschlieflen mag. Danach motivieren wir sowohl den allgemei-
nen Ansatz als auch unseren speziellen Beitrag zu diesem Themenkreis und grenzen
diese voneinander und von konkurrierenden Ideen ab.

Historische Entwicklung

Die Theorie der Algorithmen, auch Rekursions- und Komplexitdtstheorie genannt,
beschiftigt sich mit der grundlegenden Natur von Berechnungen mit Hinblick dar-
auf, was effizient oder iiberhaupt effektiv berechenbar ist. Sie nahm ihren Anfang
in den zwanziger und dreifSiger Jahren dieses Jahrhunderts mit den Arbeiten von
HILBERT, ACKERMANN, CHURCH, GODEL, KLEENE, TURING und anderen, die das
Phianomen der Unentscheidbarkeit entdeckten und viele unterschiedliche Modelle
der Berechenbarkeit iiber den natiirlichen Zahlen entwickelten. Trotz ihrer grund-
sédtzlich verschiedenen Ansétze definieren diese Modelle jedoch dieselbe Klasse be-
rechenbarer Funktionen. Die entsprechenden Begriffe lassen sich leicht auf ganze
oder rationale Zahlen verallgemeinern, bleiben ihrer Natur nach aber diskret. Diese
Theorie der diskreten Berechenbarkeit hat sich als dufSerst erfolgreich und fruchtbar
erwiesen, und das ist nicht zuletzt darauf zurtickzuftihren, dafd ihre Grundbegriffe
sich als derart robust und nattirlich erwiesen haben. Es ist heute unumstritten, was
eine berechenbare Funktion tliber den natiirlichen Zahlen ist und was nicht, und die
Churchsche These driickt unseren Glauben aus, dafs dieser Formalismus den intuiti-
ven Begriff , berechenbare Funktion” vollstandig erfafst.

Der Versuch, das Kleinsche Erlanger Programm auf die Klassifikation von Ent-
scheidungsproblemen zu {tibertragen, fiithrte zur Entwicklung der Reduktionstheo-
rie. COOK brachte den Aspekt der von HARTMANIS eingefiihrten Komplexitatsklas-
sen ins Spiel und begriindete damit die in der theoretischen Informatik aufSerordent-
lich fruchtbare Komplexitédtstheorie. Anfang der siebziger Jahre entwickelten COOK,
KARP und LEVIN das Konzept der NP-Vollstindigkeit und formalisierten auf diese
Weise, was effizient berechenbar und was intractable ist, also nicht wirklich mach-
bar. Wiederum erwies sich, dafd die Klasse der NP-vollstindigen Probleme ein sehr
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natiirliches und robustes Konzept ist, und so ist auch dieser Zweig der Theorie wohl-
fundiert und allgemein anerkannt.

Im Gegensatz dazu hat sich bis heute noch keine einheitliche Theorie der Bere-
chenbarkeit tiber kontinuierlichen Strukturen wie z.B. den reellen oder komplexen
Zahlen herausgebildet. Dabei sind die Unterschiede zwischen dem diskreten und
dem kontinuierlichen Fall bisweilen duferst verbliiffend. GODELs Resultate zeigen,
dafs die Theorie erster Ordnung der ganzen Zahlen unentscheidbar ist. TARSKI hin-
gegen hatte kurz zuvor gezeigt, dafd die Theorie erster Ordnung der reellen Zahlen
entscheidbar! ist.

Im Laufe der Jahre gab es immer wieder einzelne Arbeiten, die sich der effek-
tiven Berechenbarkeit tiber den reellen Zahlen widmeten (siehe ABRAMSON [1]),
oder algebraische Komplexitdtsaussagen trafen, welche Gebrauch von reellen Zahlen
machten (siehe BEN-OR [2]). Das Gebiet der algorithmischen Geometrie (computatio-
nal geometry) stiitzt sich zwar auf das Modell einer reellen Registermaschine (siehe
PREPARATA-SHAMOS), dennoch wird dort keine formale Theorie der Berechenbar-
keit entwickelt. Ein einheitliches Maschinenmodell, in dem reelle Zahlen als Einheit
aufgefafit werden und das von einer grofieren Gruppe akzeptiert und benutzt wur-
de, um eine Rekursions- und Komplexitédtstheorie aufzubauen, entwickelte sich erst
durch eine Arbeit von BLUM, SHUB, SMALE [9].

Die beiden Resultate von GODEL und TARSKI legen es eigentlich nahe, den dis-
kreten und den kontinuierlichen Fall getrennt voneinander zu untersuchen. Dennoch
gibt es ein angesehenes und erfolgreiches Gebiet, die rekursive Analysis, die sich
auf (Orakel-)Turing-Maschinen griindet und nur (im klassischen Sinne) berechenba-
re reelle Zahlen betrachtet. Ein Hauptsatz dabei besagt, daf alle physikalisch reali-
sierbaren Maschinenmodelle nur stetige reelle Funktionen berechnen kénnen, wobei
der Stetigkeitsbegriff nicht notwendig dem naiven entspricht. Vertreter dieser Rich-
tung sind z.B. FRIEDMAN und Ko [29, 27, 28], POUR-EL und RICHARDS [39] sowie in
Deutschland vor allem WEIHRAUCH [45, 46] und seine Schiiler [11, 10].

Literarisches Umfeld

BLUM, CUCKER, SHUB, SMALE haben jiingst ein umfassendes Buch [8] tiber ,,Com-
plexity and Real Computation” geschrieben, das praktisch alle bekannten Aspekte
der Theorie der R-Maschinen abdeckt und die dltere Literatur umfafst. In [9] ent-
werfen die Autoren ein Maschinenmodell und fiihren die grundlegenden Begriffe
von Berechenbarkeit und Komplexitdt ein. Es werden auch Nichtdeterminismus
und NP-Vollstandigkeit untersucht sowie universelle Maschinen und Unentscheid-
barkeit. Ein wichtiges Ergebnis ist, dafs die meisten Julia-Mengen nicht rekursiv auf-
zdhlbar sind und ihr Komplement zwar rekursiv aufzdhlbar, aber unentscheidbar
ist. Das Entscheidungsproblem, ob ein reelles Polynom vom Grad vier in mehreren

Von RENEGAR stammt ein Algorithmus, dessen Laufzeit doppelt exponentiell in der Zahl der Quan-
torenwechsel und exponentiell in der Zahl der Variablen ist.
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Variablen eine Nullstelle hat (4-feasibility problem), dient als kanonisches NP-vollstan-
diges Problem. Man beachte, dafy dieses wegen TARSKI und RENEGAR {iber R in
exponentieller Zeit entscheidbar ist; die entsprechende Variante iiber Z dagegen ist
unentscheidbar!

Diese Themen werden in weiteren Arbeiten [5, 7, 3, 4] vertieft, zum Teil zusam-
men mit CUCKER; dabei interessieren unter anderem Transferresultate zur Frage
,P = NP?’,zB. da§ die Antwort darauf iiber allen algebraisch abgeschlossenen Kor-
pern der Charakteristik 0 identisch ist [6]. MICHAUX [36] gibt ein entsprechendes
Transferresultat fiir reell abgeschlossene Erweiterungen von R; EMERSON [18] relati-
viert die vieldiskutierte Frage ,P = NP?” mittels Orakelmaschinen.

SIEGELMANN und SONTAG [41, 42, 43] sowie MAASS [34, 35] beschiftigen sich mit
der Méchtigkeit neuronaler Netze im Hinblick auf Berechenbarkeit, wobei die Einga-
ben natiirlicherweise bindr sind, d.h. aus B*. Es ergibt sich, daff Netze mit rationalen
bzw. reellen Gewichten in Polynomzeit genau die Probleme aus P bzw. P/poly losen.
KOIRAN, der auf dem Gebiet der neuronalen Netze promoviert hat, wandte sich dem
BSS-Modell zu und betrachtet abgeschwichte Versionen davon, wobei auch er sich
besonders fiir den Booleschen Anteil der erkannten Sprachen interessiert, d.h. fiir bi-
ndre Eingaben. In [32] beschrdnkt er die Operationen auf Addition und Subtraktion
und verzichtet teilweise auf die Ordnungsrelation ,<“; dabei zeigt sich die Aquiva-
lenz von reellem und digitalem Nichtdeterminismus?® und ein einfacher Beweis von
P # NP fiir lineare Maschinen, bei denen Multiplikation nur mit Konstanten erlaubt
ist. Eine Fortsetzung davon [31] erlaubt einen moderaten Gebrauch der Multiplika-
tion in dem Sinne, dafs die Kosten arithmetischer Operationen nunmehr vom Grad
des entstehenden Polynoms® und der Grofe seiner Koeffizienten abhéngen. Es zeigt
sich, dafs dieses schwache Modell bei bindren Eingaben und Polynomzeit genau die
Sprachen aus P/poly erkennt. Mit FOURNIER argumentiert er, dafs untere Schranken
uber den reellen Zahlen wohl nicht leichter zu beweisen sind [20].

CUCKER beschiftigt sich in [13] mit einer Hierarchie unentscheidbarer Probleme.
Zusammen mit SHUB und SMALE [16] werden verschiedene Komplexitdtsklassen in
KOIRANs schwachem Modell separiert, insbesondere wird dafiir mit Hilfe des digita-
len Nichtdeterminismus P # NP gezeigt; ferner interessieren parallele und alternie-
rende Maschinen.

Gemeinsam mit KOIRAN hat er weitere Arbeiten mit wechselnden Koautoren ver-
offentlicht. In [14] untersuchen sie probabilistische Komplexititsklassen, verallge-
meinern BPP C P/poly und studieren dabei Boolesche Anteile sowie die Machtigkeit
reeller Konstanten und des Gleichheitstests. In [15] geht es um eine verallgemeinerte
Version der Frage, ob diinnbesetzte Mengen NP-vollstindig sein konnen.

Die Idee der analytischen Maschinen wird von HOTZ in [25] im Zusammenhang
mit der Berechenbarkeit fraktaler Strukturen eingefiihrt. VIERKE hat in seiner Di-
plomarbeit [44] die von HOTZ in seiner Vorlesung iiber R-berechenbare Funktionen

Die geratenen Werte entstammen also R* bzw. B*.
3Alle Zwischenergebnisse einer Rechnung lassen sich als rationale Funktionen der Eingabe und der
Programmkonstanten auffassen.
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entwickelten Konzepte ausgearbeitet. Er hat die Kodierung in reellen Zahlen betrach-
tet, verschiedene Funktionsklassen durch Beispiele nicht-berechenbarer Funktionen
getrennt und den Hierarchiesatz bewiesen. Dabei hat er die von HOTZ in seiner Vor-
lesung gegebene Skizze der Unentscheidbarkeit des Konvergenzproblems iibernom-
men und auch eine Konstruktion mit drei Maschinen erfunden, die die Konvergenz
einer Maschine entscheiden. Von ihm stammt auch die Idee der quasi stark 5-Q-ana-
lytischen Maschinen, die er selbst aber nicht weiter ausgefiihrt hat. Zusammen mit
SCHIEFFER erschien ein technischer Bericht [26] mit dem Darstellungssatz und dem
Simulationssatz; hierin wird auch die nicht-fraktale Natur R-berechenbarer Funktio-
nen erwdhnt. Ferner werden stark 5-Q-analytische Funktionen definiert, ihre Abge-
schlossenheit bewiesen und ihr Nutzen als Unterprogramme untersucht.

Motivation und Abgrenzung

Vielen Problemen von praktischer Relevanz liegt in einer natiirlichen Beschreibung
das Kontinuum der reellen Zahlen zugrunde. Die algorithmische Geometrie befafst
sich z.B. mit Punkten in der Euklidschen Ebene, deren Koordinaten zunéchst einmal
reell sind; dieses Gebiet spielt eine wichtige Rolle unter anderem in der Robotik bei
Bewegungsplanung, Kollisionserkennung, Formapproximation, Bilderkennung etc.
Auch in der Unternehmensforschung (operations research) bei der Losung von Opti-
mierungsproblemen, z.B. der Planung eines bestmoglichen Standorts durch Voronoi-
Diagramme oder dem linearen Programmieren mittels Simplex-Algorithmus, lassen
sich die verwendeten Verfahren ganz selbstverstandlich mittels reeller Zahlen erkla-
ren. Dies trifft ganz allgemein auf ein grofSes Gebiet zu, das sich als , wissenschaftli-
ches Rechnen” (scientific computing) bezeichnen lafst.

Beim Entwurf und der Analyse solcher Algorithmen iiber den reellen Zahlen lafst
sich grofler Nutzen aus der Analysis ziehen, dem laut VON NEUMANN* , technisch
erfolgreichsten und bestausgearbeiteten Teil der Mathematik”. Bei derselben Gele-
genheit bezeichnet dieser die Logik als eines der ,technisch widerspenstigsten Ge-
biete der Mathematik” wegen ihres ,strengen alles-oder-nichts Konzepts”, und weil
sie ,sehr wenig Kontakt mit dem kontinuierlichen Konzept der reellen oder kom-
plexen Zahl, d.h. mit mathematischer Analysis” hat. Er sieht die bisherige diskrete
Automatentheorie als Teil der formalen Logik mit den gleichen Nachteilen wie die-
se und fordert einen mehr analytischen Zugang zur Theorie der Automaten und der
Information.

BLUM, CUCKER, SHUB und SMALE erkannten, dafs die klassische Rekursions- und
Komplexitdtstheorie fiir die Untersuchung der oben erwdhnten Algorithmen ,funda-
mental unangemessen” [8] ist, und entwickelten darauthin ihre Ideen fiir Maschinen
und Berechnungen tiber den reellen Zahlen. Dies war KARP zufolge der erste Ansatz,
reelle Arithmetik mit einem uniformen Berechnungsmodell zu verkniipfen, das nicht
auf Eingaben fester Dimension beschrénkt ist und die Grenzen polynomieller Bere-

4Hixon—Symposium—Vortrag 1948, tibersetzt nach einem Zitat aus [8]
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chenbarkeit beleuchten hilft. Zur Motivation fiir ihre Untersuchungen dienen den
Autoren unter anderem die folgenden Beispiele:

Mandelbrot-Menge Man betrachtet die Abbildung f. : C — C, z z> 4+ ¢ und
definiert die Mandelbrot-Menge als M := C\ {c € C | limy,_, f3(0) = oo}. Auf
PENROSE [38, S. 124] geht die Frage zuriick, ob die Menge M entscheidbar ist;
dabei war er sich wohlbewufit, dafy diese Frage formal nicht wohldefiniert war
und eine geeignete Theorie fehlte, sie zu formulieren und zu beantworten. Im
Rahmen der reellen Berechenbarkeit nach dem hier betrachteten Ansatz ergibt
sich (aus dem Darstellungssatz 1.1), dafs M unentscheidbar und C \ M semi-
entscheidbar ist, d.h. der Haltebereich einer R-Maschine.

Julia-Mengen Man betrachtet die obige Abbildung und definiert die Julia-Mengen
Jo = C\{z € C | lim,_ fi(z) = oo}. Diese spielen eine grofie Rolle in der
Theorie komplexer dynamischer Systeme, und es zeigt sich, daf C \ J. semi-
entscheidbar und J. bis auf triviale Fille unentscheidbar ist.

Newton-Verfahren Dieser Suchalgorithmus zur Approximation der Nullstelle eines
reellen Polynoms ist als Verfahren aus der Analysis ganz selbstverstandlich
iiber dem Kontinuum definiert. In unserer Terminologie ist die Zuordnung von
Startwerten zu Nullstellen eine R-analytische Funktion, deren Definitionsbe-
reich — die Menge der ,guten” Startwerte — eine analytisch semi-entscheidbare
Menge darstellt (vgl. Beispiel 1.2).

Rucksackproblem Gegeben seien Gewichte x, ..., x, aus einem Ring R; man ent-
scheide, ob es eine Teilmenge S C [1 : n] gibt mit ) ,_.;x; = 1. Bei diesem
Beispiel fragt man sich, ob es iiber einem angeordneten Ring leichter zu l6sen
ist, ob Multiplikationen helfen, und ob es einen polynomiellen Algorithmus da-
fiir gibt; solche Fragen werden in dieser Arbeit jedoch keine Rolle spielen.

Wir interessieren uns in dieser Arbeit fiir Maschinen, die unendliche konvergen-
te Berechnungen durchfiihren. Dabei untersuchen wir insbesondere die Frage der
Machtigkeit von Maschinen tiber den reellen bzw. rationalen Zahlen und die Mog-
lichkeit der Simulation von reellen Berechnungen durch unendliche konvergente Be-
rechnungen mit rationalen Zahlen. Alle reellen Funktionen, die in diesem Sinne ap-
proximiert werden konnen, sehen wir als interessante Objekte einer Theorie dieser
Maschinen an; dazu gehoren ferner deren Abschlufieigenschaften und die Losungen
von in diesem Sinne berechenbaren Differentialgleichungen.

Im Hinblick auf das Gebiet der hybriden Systeme [23] und der dort gefiihrten
Korrektheitsbeweise sind wir an einer Theorie interessiert, die sowohl diskrete Ent-
scheidungen eines Steuercomputers als auch kontinuierliche Abldufe eines physika-
lischen Prozesses umfassend beschreiben kann. Dabei stehen in der vorliegenden
Arbeit wiederum Fragen der Simulation im Vordergrund und dann auch solche nach
der Stabilitdt und deren Entscheidbarkeit.

Wir haben bereits erwihnt, dafs z.B. KO und WEIHRAUCH sich in ihren Arbeiten
strikt auf das Modell der Turing-Maschine beschrdanken. Dahinter steht insbesondere
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der Anspruch der physikalischen Realisierbarkeit, welcher bei den hier behandelten
R-Maschinen natiirlich nicht erhoben wird. Die feasible real RAM von BRATTKA und
HERTLING [11, 12] ist ein wichtiger Ansatz, das Programmiermodell der reellen Ma-
schinen mit der eingeschriankten Miachtigkeit der Turing-Maschinen zu kombinieren.
Wir begriifien hierbei insbesondere die Bemiithungen um eine Implementierung, wer-
den aber auf diesen und dhnliche Zugédnge zu diesem Gebiet nicht weiter eingehen.
Unsere Untersuchungen haben zunéchst einmal ein besseres Verstiandnis bestimm-
ter Sachverhalte zum Ziel; erst wenn dieses erreicht ist, kann eine Umsetzung in die
Praxis erfolgen. Dabei gilt, dafs das Handeln vom Verstehen geleitet wird.

Gliederung und Resultate

Im ersten Kapitel werden mit Hilfe abstrakter Maschinen unendliche Berechnungen
erklart und danach verschiedene Formen von Registermaschinen tiber R und Q ein-
gefiihrt. Ein wichtiges Thema ist die Hierarchie der Klassen berechenbarer Funktio-
nen, der Einflufs der Rundungsfunktion und das Verhaltnis zwischen Maschinen tiber
Q und solchen tiber R. Satz 1.2 zeigt, dafd R-berechenbare Funktionen keinen frak-
talen Charakter haben konnen. Satz 1.10 zeigt, dafs einstellige R-analytische Funk-
tionen durch geeignete Wahl der Rundung 8-Q-analytisch sind. Satz 1.16 zeigt mit
Hilfe algebraischer Entscheidungsbdaume, dafs eine gewisse R-analytische Funktion
nicht 6-Q-analytisch ist. Mit Satz 1.19 geben wir eine Verschiarfung des Simulations-
satzes mit einem wesentlich eleganteren Beweis: Jede R-berechenbare Funktion ist
quasi stark 5-Q-analytisch. Bei der Untersuchung des Konvergenzproblems wird der
Hierarchiesatz verallgemeinert und es zeigt sich in Satz 1.21, wie man die Konver-
genz einer Maschine durch zwei hintereinander geschaltete entscheidet. Zur Ver-
meidung unendlich langer Worter als Zwischenergebnisse kann eine Kodierung in
reellen Zahlen erfolgen. Zuletzt wird eine Unterprogrammtechnik eingefiihrt, mit
der gewissermaflen die Grenzwertbildung als Elementaroperation moglich wird; da-
bei zeigt Satz 1.30 eine obere Schranke fiir die unendliche Hierarchie Ri-analytischer
Funktionen.

Im zweiten Kapitel betrachten wir den Verbrauch der beiden Ressourcen Zeit und
Platz durch Berechnungen und das Verhiltnis verschiedener Maschinentypen unter
dem klassischen Aspekt der polynomiellen Verkniipftheit. Die beiden wichtigsten
Resultate sind, daf$ auch analytische Berechnungen stets mit konstantem Platz durch-
gefiihrt werden konnen (Satz 2.2) und unsere speziellen Registermaschinen zu dem
urspriinglichen Modell von BLUM, SHUB, SMALE gleichwertig sind (Satz 2.5).

Im dritten Kapitel werden Anfangswertprobleme fiir Systeme expliziter, gewhn-
licher Differentialgleichungen erster Ordnung untersucht, wobei die rechte Seite von
einer R-Maschine ohne Division berechnet werden kann. Satz 3.2 zeigt unter be-
stimmten Voraussetzungen die Eindeutigkeit der globalen Losung, die dann gemaf3
Hauptsatz 1 robust 6-Q-analytisch ist. Fiir stark 5-Q-analytische rechte Seiten zeigt
Satz 3.7 unter einer klassischen Voraussetzung dasselbe. Sodann betrachten wir Sta-
bilitdtsprobleme fiir die Losungen solcher Differentialgleichungen und insbesondere
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fiir dynamische Systeme. Hauptsatz 2 zeigt die Unentscheidbarkeit bereits der ein-
fachsten Formulierung des Stabilitdtsproblems, ndmlich ,Konvergiert ein dynami-
sches System gegen einen stabilen Zustand im Sinne eines Fixpunktes?”, selbst fiir
das méchtige Berechnungsmodell der R-analytischen Maschinen, das eine prazise re-
elle Arithmetik und unendliche Laufzeit umfafst.

Ein Anhang beschreibt die verwendeten mathematischen Notationen und Begriffe.
Daran schliefien sich die Ausfiihrliche Zusammenfassung sowie das Literaturverzeichnis
an.

Teile dieser Arbeit erscheinen in einem Sonderband ,,Computability and Comple-
xity in Analysis” der Zeitschrift Theoretical Computer Science als gemeinsame Verof-
fentlichung mit Prof. HOTZ.

Danksagung

Ich bedanke mich herzlich bei Herrn Prof. Dr. Gilinter Hotz fiir die Vergabe dieses
interessanten und fruchtbaren Themas, fiir den Freiraum bei der Bearbeitung des-
selben und fiir die entscheidenden Anregungen, die mich auf meinem Weg leiteten.
Er hat meine wissenschaftliche Ausbildung gepridgt und insbesondere durch seine
grofiziigige Forderung wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen.

Fiir hilfreiche Gesprache und wertvolle Ratschldge gebiihrt mein Dank den Her-
ren Artur Fuhrmann, Dr. Bjorn Schieffer, Dr. Elmar Schomer, Frank Schulz und Gero
Vierke. Einige von ihnen haben freundlicherweise das Korrekturlesen dieser Arbeit
tibernommen; nichtsdestotrotz bleibt die Verantwortung fiir alle noch verbliebenen
Fehler selbstverstandlich bei mir allein.

Allen Kollegen an diesem Lehrstuhl danke ich fiir das hervorragende Arbeitskli-
ma. Insbesondere aber danke ich meiner Familie, die mein Studium stets wohlwol-
lend unterstiitzt hat.






1. Maschinenmodell

Wir werden in diesem Kapitel zunédchst abstrakte Maschinen definieren, welche be-
reits unendliche Berechnungen ausfiihren konnen, und danach konkrete Registerma-
schinen tiber einem Ring. Diese werden so erweitert, dafy auch rationale Maschinen
mit reellen Eingaben operieren konnen, dabei spielt das Konzept der Rundungsfunk-
tion eine wichtige Rolle. Es werden dann verschiedene Klassen berechenbarer Funk-
tionen vorgestellt, ihre Abschlufleigenschaften untersucht und ihre Beziehungen un-
tereinander analysiert. Danach werden unentscheidbare Probleme betrachtet und als
letztes eine Erweiterung des Maschinenmodells um Unterprogramme.
Eine mathematische oder abstrakte Maschine in unserem Sinne ist ein Tupel

M = (K) Ka) Ke’ KZ) A) A" i’n’ Out))

wobei die Menge K die Konfigurationen der Maschine M bildet und K, K., K, C K die
Anfangs-, End- und Zielkonfigurationen sind. Die Abbildung A : K — K mit Alx, = idx,
heif3t Ubergangsfunktion von M; in : A* — K, und out : K — A* heilen Ein- und
Ausgabefunktion von M tiber dem Alphabet A.

Eine Folge b = (k;)%°, von Zustinden k; := A'(ko) heiflt Berechnung von M an-
gesetzt auf ky. Diese heifit endlich, falls 3n : k, € K.; damit wird die Folge ab dem
n. Glied stationdr, das kleinste solche n heifst Linge und out(k,, ) Resultat der Berech-
nung. Gilt zusétzlich ky € K, so heifst b regulir.

Falls auf A* eine Metrik gegeben ist, so kann man obige Definition erweitern. Sei
b eine Berechnung mit ko € K, so dafs k;; € K, fiir unendlich viele i; gilt; (k;, )]Pio sei
die Teilfolge aller dieser Zielkonfigurationen. Die Berechnung heifst nun analytisch,
falls

lim out(ky;)

j—o00
existiert; dieser Grenzwert sei das Resultat von b und out(k;, ) heifst n. Approximation
des Resultats.

Auf folgende Weise legt die Maschine M nun eine partielle Funktion @, : A* ~»
A* fest. Falls fiir x € A* die Berechnung von M angesetzt auf in(x) reguldr oder
analytisch ist mit Ergebnis y € A*, so sei ® ,((x) := y; andernfalls undefiniert. Ferner

lafit sich die n. Approximation ‘DB\T dieser Funktion auf demselben Definitionsbe-
reich festlegen durch QDS\T (x) := out(k;, ); enthélt eine (reguldre) Berechnung weniger
als n Zielkonfigurationen, so sei d)gcl) (x) ==v.

Den Definitionsbereich von @, bezeichnen wir mit D,,; der Haltebereich DY, C
D¢ enthalte genau die Eingaben, fiir die die Berechnung von M regulér ist. Zwei



1. Maschinenmodell

Maschinen M und M’ heilen dquivalent, falls ihre Halte- und Definitionsbereiche
ubereinstimmen und ®,, = @, ist.

Man kann die Ein- und Ausgabefunktionen in und out auch auf unendliche Wor-
ter tiber A fortsetzen, wobei nur analytische Berechnungen damit sinnvoll operieren
konnen. Dann ergibt sich @, : A¥ ~» A* durch folgenden Zusatz: Falls fiir x € A®
die Berechnung von M angesetzt auf in(x) analytisch ist mit Ergebnis y € A*, so sei
® \((x) := y; andernfalls undefiniert.

1.1. Registermaschinen

Anmerkung 1.1. Wir definieren nun eine spezielle Form von Registermaschinen, die
mit Elementen eines Rings R rechnen; wir denken dabei vor allem an die Kérper Q
der rationalen, R der reellen bzw. C der komplexen Zahlen. Dennoch lassen sich diese
Maschinen fiir beliebige Ringe mit Eins erkldren, die nicht notwendig kommutativ
oder angeordnet sein miissen. Die ganzen Zahlen sollten einen natiirlichen Unterring
von R bilden, damit die Maschinen die Lange von Ein- bzw. Ausgaben einfach zdhlen
konnen. Fiir den Fall analytischer Maschinen mufs R zudem ein metrischer Raum
sein, damit der Begriff des Grenzwerts erklart ist. Wenn wir in Zukunft vereinfachend
von einem Ring sprechen, so sollen diese Bedingungen stets gelten. Die Konstruktion
folgt weitgehend [26] und [44] und ist — was Berechenbarkeit angeht — dquivalent zu
dem in [9] verwendeten Modell.

Diese R-Maschinen (vgl. Abbildung 1.1) verfiigen {iiber ein endliches Programm
7t und ein Steuerwerk mit Akkumulator «, Befehlszihler (3, Indexregister y und Pra-
zisionsregister . Ferner gibt es ein unbeschrinktes Eingabeband X, von dem nur
gelesen werden darf, ein unbeschranktes Ausgabeband Y, auf das nur geschrieben
werden darf, sowie einen unbeschrankten Rechenspeicher Z. Das Prézisionsregister
wird nur bei erweiterten Q-Maschinen eine Rolle spielen, seine Funktion wird spéter
im Abschnitt 1.1.1 erldutert.

| XA X3 Fingq]—\p]—\nnr] |

Uy LB v
e N
o Akkumulator T1,... 7Tty Programm |

B Befehlszihler
v Indexregister
b Prézision <‘_>| 20,21, ... Rechenspeicher |

AN J/

i

| Yo,VY1,... Ausgabeband |

Abbildung 1.1.: Schema der Registermaschine

Eine Konfiguration einer solchen Maschine ist gegeben durch die Belegung 7t : [1 :
N] — Q des Programmspeichers, die Werte x € R, € [1: NJ, v,6 € N der Register

10



1.1. Registermaschinen

und die Belegungen x,y,z : N — R der Bander und des Rechenspeichers. Dabei
steht Q) fiir eine noch zu spezifizierende Menge von Maschineninstruktionen. Der
Ubersichtlichkeit halber unterscheiden wir nicht zwischen den Namen der Register
und ihren Werten; den Inhalt der i. Band- bzw. Speicherzelle bezeichnen mit 7; = 7t(i)
bzw. analog x;, y; oder z;. Nun definieren wir R-Maschinen formal als abstrakte
Maschinen wie folgt:

K:={k=(«,B,v,90,m,x,y, z) wie oben erlautert},
Ke={keK|la=y=06=0,3=1,Vj: y; =z =0},
Ke :={k € K| g = end},

K, :={k € K| 3 = print}.

Die Ein- und Ausgabefunktionen in : R* — K, und out : K — R* interpre-
tieren die erste Bandzelle als Langenangabe n und die folgenden n Zellen als Ele-

mente der Folge. Sei also k = («,f3,v,0,7,x%,9,z) € K gegeben, so setzen wir
out(k) := (yr,...,Uy,) € RY fallsyo € N, und out(k) := € sonst. Sei umgekehrt
r=(71,...,mn) € R*, dann setzen wir in(r) := («, B,7v, 5,7, x,y,z) € K, mit

n fallsi=0;
xi:=<m; falls1 <i<mn;
0 sonst.

Diese Funktion 148t sich leicht auf R* fortsetzen, indem man als Langenanga-
be fiir unendliche Eingabeworter z.B. —1 verwendet. Bei Ausgaben wollen wir von
dieser Moglichkeit keinen Gebrauch machen, so dafs diese zu jedem Zeitpunkt der
Berechnung endlich sind. Bildet man allerdings den Grenzwert der Ausgaben un-
endlicher Berechnungen, dann kann man lim,,_, r(W .= 1 setzen, falls alle n. Appro-
ximationen r™ € R* endlich und das Resultat r € R unendlich lang sind sowie

1. limy, e [r™] = o0;

(m)

2. Vie N:lim,_ 1y =13, d.h. die endlichen Worter konvergieren buchstaben-
weise gegen das unendliche. Genaugenommen wird jeweils der Grenzwert der
Teilfolge der Worter r™<) mit Lange mindestens i gebildet.

Die Menge () der Operationen enthilt die Befehle aus Tabelle 1.1. Man beachte,
daB Q von der Grofe N des Programms und dem Ring R abhingt, d.h. Q = QF;
diese Abhingigkeit wird aber der Einfachheit halber meist nicht explizit vermerkt.

Die Semantik der Anweisungen versteht sich weitgehend von selbst und legt in
naheliegender Weise die Ubergangsfunktion A fest. Die Zuweisungen (1a) laden bzw.
speichern Werte mittels fester Adressen oder dem aktuellen Inhalt des Indexregisters.
Die nichtnegative Differenz ~ ist definiert durch

x—y fallsx >vy;

—NxN-=>N| (x,y)r—)x;y;:{
0 sonst.

11



1. Maschinenmodell

1. Zuweisungen

a) x:=xq, x: =2z, Yi:= &, z;:=« furie NU{y}
b) x:=r flirreR

) a:=2>

d) y:=0

2. Arithmetik

a) x:=a+z, x:=«-z furie NU{y}

b) xi=—, ="

Qvi=y+ly:=vy~=1
3. Verzweigungen

if o >0 then goto m else goto n furm,n € [1:N]

4. Sonderbefehle

end, next J, print

Tabelle 1.1.: Befehle der Registermaschine

Man beachte, daf$ dem y-Register mit obigen Befehlen (1d bzw. 2c) nur natiirliche
Zahlen zugewiesen werden konnen. Der spezielle Befehl print markiert die Zeit-
punkte einer analytischen Berechnung, zu denen ein neues Glied der Ausgabefolge
bereitsteht; er bewirkt lediglich eine Verdnderung des Befehlszdhlers. Nur zur Ver-
wendung in erweiterten Q-Maschinen gedacht ist ,next 6“.

Anmerkung 1.2. Wir betrachten ein Programm nur dann als korrekt, wenn fiir jede
Eingabe die Operation « := o' nur ausgefiihrt wird, falls o' definiert ist. Uber
einem Ring ohne Anordnung interpretieren wir die Verzweigungsbedingung als o #
0, was tiber dem Korper der komplexen Zahlen C dquivalent zu |«| > 0 ist. Ferner sei
end der letzte Befehl jedes Programmes.

Definition 1.1. Gegeben seien ein Ring R, eine natiirliche Zahl N und ein Programm
7: [1:N] = QF. Dann heifit die gemif8 obiger Konstruktion dadurch eindeutig
festgelegte abstrakte Maschine MPE = (K, Kq, K¢, K, A, R, in, out) die R-Maschine
zum Programm Tt 0

Bisher wurden nur R-Maschinen mit einem Indexregister y eingefiihrt; von die-
sen wollen wir auch immer ausgehen, sofern nichts anderes erwdhnt ist. Unter dem
Gesichtspunkt der Berechenbarkeit ist dies auch ausreichend; fiir Komplexitatsunter-
suchungen kann es jedoch niitzlich sein, R-Maschinen mit k Indexregistern yy, ..., Y«
zu betrachten. Diese gehen in naheliegender Weise aus obiger Konstruktion hervor,
indem alle Befehle statt fiir 'y fiir jedes y; definiert werden.

12



1.1. Registermaschinen

1.1.1. Erweiterte Q-Maschinen

Q-Maschinen kénnen durch unendliche Berechnungen Ausgabefolgen erzeugen, die
gegen reelle Zahlen konvergieren. Daher liegt es nahe, die Registermaschine tiber
Q so zu erweitern, daf’ sie auch reelle Eingaben verarbeiten und damit Funktionen
f : R* ~» R* berechnen kann. Hierzu verwendet man das Prézisionsregister § und
fordert einfach, daf die Befehle « := x; statt dem tatsdchlichen Eingabewert x; eine
rationale Approximation ¢ € Q mit |x; — q| < 27° lesen. Ebenso verfahrt man bei
Zuweisungen o := 1 von irrationalen Konstanten. Die Prédzision der Rundung wird
nun schrittweise gesteigert, indem die Maschine bei jedem ,next &“-Befehl erneut
startet und 6 um eins erhoht.

Anmerkung 1.3. Wir haben damit zwischen zwei Typen von Konstanten bzw. Zuwei-
sungsoperationen unterschieden, damit auch erweiterte Q-Maschinen Konstanten
aus dem ihnen eigenen Bereich der rationalen Zahlen exakt handhaben konnen. Es
ist zwingend, dafl zumindest eine exakte 1 verfiigbar ist, um z.B. die Lange von Aus-
gaben zu beschreiben; dann ist aber auch jede feste Zahl aus Q in konstanter (d.h.
von der Fingabe unabhingiger) Zeit erzeugbar, und die Idee der exakten rationalen
Konstanten erscheint verniinftig. Auf reelle Konstanten fiir R-Maschinen wollen wir
ebenfalls nicht verzichten, damit z.B. x — ¢ - x fiir alle ¢ € R R-berechenbar ist; den-
noch soll der Simulationssatz erhalten bleiben.

Formal bedeutet das fiir eine Konfiguration k = («, 3, v, d, 7, X, y, z) mit g =
,next 6“ dafs A(k) := (0,1,0,8+ 1, m x,y, z). Ferner erlauben wir reelle Zahlen
auf dem Eingabeband und im Programm, d.h. in : R* — K, x: N - Rund 7 : [1 :
N] — OF, und der Grenzwert lim;_,, out(k;;) bei analytischen Berechnungen mufs
lediglich in R existieren.

Diese erweiterte Registermaschine ist nun nicht mehr durch ihr Programm 7 al-
lein eindeutig festgelegt, vielmehr muf$ auch die Art der Rundung spezifiziert wer-
den. Damit die Maschine deterministisch bleibt, interpretieren wir die Zuweisung
o = x; als & = p(x4,8), wobei p der folgenden Definition geniige. Dabei werden
wir unser Interesse in Zukunft — in den Féllen, in denen p vorgegeben wird — auf
berechenbare Rundungsfunktionen konzentrieren, da sonst der Begriff der , berechen-
baren Funktion” fragwiirdig wird.

Definition 1.2 (Rundung). Eine Funktion p : R x N — Q, (x,n) — x, heifst Run-
dungsfunktion, falls stets [x — x| < 27™. O

Definition 1.3. Gegeben seien ein Programm 7t : [1 : N] — QF und eine R-berechen-
bare Rundungsfunktion p. Dann heift die gemafs obiger erweiterter Konstruktion da-
durch eindeutig festgelegte abstrakte Maschine Mf[% = (K, Kq, Ke, K,, AR, in, out)

die 8-Q-Maschine zum Programm 7 und der Rundung p. O

Diese Abhédngigkeit von der Rundungsfunktion ist unschon — was wir spater auch
noch naher erldutern —, daher interessieren besonders solche Programme 7, die un-
abhéngig von der Art der Rundung die gleiche Funktion definieren. Prézise gesagt
erweitern wir konzeptionell die Ubergangsfunktion A zu einer Relation derart, daf§

13



1. Maschinenmodell

nach einer Zuweisung der Form « := x; (und analog o := v fiir r € R \ Q) der Akku-
mulator irgendeine Zahl q € Q mit [x; — q| < 27° enthalten darf. Wir fordern dann fiir
jede Eingabe, dafs entweder alle Berechnungen reguldr bzw. analytisch sind und im
Resultat tibereinstimmen oder dafs keine Berechnung zu einem Resultat fiihrt. Pro-
gramme mit dieser Eigenschaft nennen wir robust und bezeichnen mit M5 irgend-
eine der dquivalenten 6-Q-Maschinen zum Programm 7.

Anmerkung 1.4. Es wird spédter in den Beweisen deutlich werden, warum wir von
einem robusten Programm verlangen, daf3 es fiir alle Arten der Rundung und nicht nur
fiir alle R-berechenbaren Rundungsfunktionen zum selben Ergebnis fiihrt.

1.2. Berechenbare Funktionen

Wir sind nun in der Lage, den Begriff der berechenbaren Funktion iiber einem Ring
zu formalisieren, von dem wir viele Varianten kennenlernen werden. Daher gibt die
Abbildung 1.2 vorab einen Uberblick iiber die Hierarchie der Klassen berechenbarer
Funktionen und zeigt mit einem Stichwort zur Begriindung an, warum die Inklu-
sionen echt sind. Die Klassen unterhalb der gezeigten Linie sind abgeschlossen unter
der Hintereinanderausfithrung, die dartiber sind es nicht. All diese Zusammenhéinge
werden dann nach und nach erldutert und erarbeitet.

R2-analytisch

G Hierarchiesatz
R-analytisch

Z Xg
5-Q-analytisch

G DIRICHLET-Fkt.

robust 8-Q-analytisghnt abgeschlossen
C

7z abgeschlossen
stark 8-Q-analytisch G quasi stark 5-Q-analytisch

Stetigkeit & KocH-Kurve
R-berechenbar
; Def.bereich
Q-berechenbar = TURING-berechenbar

Abbildung 1.2.: Hierarchie der Klassen berechenbarer Funktionen

Definition 1.4. Eine Funktion f : R* > D — R* heif$t analytisch R-berechenbar oder
kurz R-analytisch, falls es eine R-Maschine M gibt, so da8 f = @ |p (und damit
auch D C D). Falls D C D, Teilmenge des Haltebereichs von M ist, so heifit f R-
berechenbar.

f: R* > D — R* heifdt analog §-Q-berechenbar bzw. §-Q-analytisch, falls es ei-
ne entsprechende 5-Q-Maschine M := MZ? gibt. Man beachte, dal dabei sowohl
das Programm 7t als auch die Rundungsfunktion p geeignet gewidhlt werden diirfen.
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1.2. Berechenbare Funktionen

Beschranken wir uns auf robuste Programme, so heifst f robust 6-Q-berechenbar bzw.
-analytisch. O

Die Klasse der Q-berechenbaren Funktionen entspricht gerade den mittels Turing-
Maschinen berechenbaren Funktionen. Ein wichtiges Resultat aus [26, Abschnitt 4],
das einen Vorlaufer in [9] und seine Wurzeln bei RABIN hat, ist der

Satz 1.1 (Darstellungssatz). Der Definitionsbereich einer R-berechenbaren Funktion ist
eine abzihlbare Vereinigung semi-algebraischer Mengen, auf denen die Funktion stiickwei-
se rational ist.

Beispiel 1.1. Dieses Beispiel soll verdeutlichen, dafs die Klasse der R-berechenbaren
Funktionen sehr méchtig ist und auch Funktionen mit intuitiv nicht zu erwartenden
Eigenschaften umfafit. Wir geben — in Anlehnung an x sin 1 — eine stetig differenzier-
bare Funktion f : [0,1] — [0, 1] an, deren Graph eine unendliche Kurvenlinge hat, und
zeigen, daf$ diese R-berechenbar und sttickweise polynomiell vom Grad drei ist.

Ausgangspunkt der Konstruktion ist das Polynom p(x) := —2x> + 3x?, welches
eine bijektive, streng monoton wachsende Funktion p : [0,1] — [0, 1] definiert mit
p'(0) = p’(1) = 0. Daraus gewinnt man die Funktion

QR [0,1], xrs 4P X)) falls x| gerade;
| - p(1—(x—[x])) sonst.

welche Wellen der Hohe eins und Periode zwei beschreibt und zweimal stetig diffe-
renzierbar ist, zudem gilt Vx € Z : q'(x) = 0. Die Kurvenldnge jeder dieser Wellen
ist mindestens zweimal ihre Hohe.
Nun definiert man fiir k = 1,2, ... Intervalle Iy := [27%, 27 %"'[ und eine Funktion
f:[0,1] — [0, 1] durch
fi ) = 7 a2 (x =24,

/

€[0,2k[

d.h. im k. Intervall finden sich k Wellen der Hohe % (vgl. auch Abb. 1.3). Man sieht
leicht, daf3 f durch f(0) := f(1) := 0 zu einer auf dem abgeschlossenen Einheitsin-
tervall stetigen und in dessen Inneren stetig differenzierbaren Funktion wird. Die
Kurvenldnge iiber dem k. Intervall ist mindestens k - 2 - 1 = 2, daher ist die Gesamt-
lange unbegrenzt.

Eine R-Maschine zur Berechnung von f(x) tiberpriift zuerst die beiden Sonderfélle
x = 0 und x = 1, dann bestimmt sie das Intervall I, > x durch Aufzihlen von
k=1,2,... und berechnet fl;,_(x). O

Indem man bei obiger Kurve die Anzahl der Wellen im k. Intervall erhoht — z.B.
auf 22° —, 1aBt sich ein enormes Wachstum der Kurvenlange tiber den Teilintervallen
erzielen. Eine interessante Frage ist daher, ob R-berechenbare Kurven bereits fraktalen
Charakter besitzen konnen. In der Tat erscheint die genannte Variante unter dem
einfachen Begriff der box count dimension [19] als flichenfiillend, da sich ein Wert von
zwei ergibt. Verwendet man allerdings den wesentlich anspruchsvolleren Begriff der
Hausdorff-Dimension, so kann dies nicht der Fall sein, wie folgender Satz zeigt.
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Abbildung 1.3.: R-berechenbare Kurve unendlicher Lange

Satz 1.2. Sei f: R™ D D — R™ R-berechenbar und F := {(D) das Bild von f. Dann ist die
Hausdorff-Dimension dimy F < m und ganzzahlig.

Beweis. Geméafs dem Darstellungssatz 1.1 zerfdllt der Definitionsbereich D in ab-
zédhlbar viele semi-algebraische Mengen D, (indiziert mit dem zugehorigen Pro-
grammpfad), die 0.B.d.A. zusammenhidngend seien. In jeder dieser Regionen D, ist
die Funktion rational und ohne Polstellen, also stetig differenzierbar, und hangt von
k < m Variablen ab; damit ist das Bild von f|p, eine k-dimensionale Submannigfaltig-
keit des R™ und hat daher auch Hausdorff-Dimension k. Die Hausdorff-Dimension
einer abzédhlbaren Vereinigung wiederum ergibt sich als Supremum der einzelnen Di-
mensionen, was die Aussage beweist. Fiir die verwendeten Eigenschaften von dimy
ziehe man z.B. [19][S. 29] zu Rate. ]

In engem Zusammenhang mit den berechenbaren Funktionen steht der Begriff
der entscheidbaren Menge, den wir nun in verschiedenen Varianten einfiihren. Die
folgende Definition und das Lemma konnen auch auf Teilmengen von R* und §-Q-
Maschinen angewandt werden.

Definition 1.5. Eine Menge M C R* heifit (analytisch) R-entscheidbar, falls ihre cha-
rakteristische Funktion xy (analytisch) R-berechenbar ist; sie heifdt (analytisch) R-se-
mi-entscheidbar, falls sie Definitionsbereich einer (analytisch) R-berechenbaren Funk-

tion ist.
1 fallsx € M;

Xm:R* 5 B, x — {
0 sonst.
O

Hieraus ergibt sich unmittelbar eine einfache Folgerung, deren Umkehrung nicht
so einfach ist.

Lemma 1.3. Jede R-semi-entscheidbare Menge M C R* ist analytisch R-entscheidbar.

Beweis. Sei M ein R-Maschine mit Haltebereich M. Dann sei M’ eine R-Maschine,
die ihre Ausgabe zuerst auf 0 setzt, sich dann bis auf eventuelle Ausgaben wie M
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verhdlt und im Falle, dafs M hilt, eine 1 ausgibt. Diese Maschine berechnet xm R-
analytisch und entscheidet damit M analytisch. O

Vermutung 1. Die Umkehrung von Lemma 1.3 gilt nicht.

Beispiel 1.2. Abschlieffend sollen noch einige Beispiele fiir verschiedene Varianten
von Entscheidbarkeit folgen.

e Die natiirlichen Zahlen sind nach Voraussetzung stets eine Teilmenge von R
und daher stets R-entscheidbar; hierbei wird die Anordnung des Rings beno-
tigt. (Hinweis: Die R-Maschine subtrahiert solange Eins von der Eingabe, bis
ein Wert kleiner Null auftritt; die Eingabe war eine natiirliche Zahl genau dann,
wenn dieser Wert gleich —1 ist.)

e Ist R ein Korper, so ist auch Q Teilmenge von R und R-semi-entscheidbar; hier-
bei wird keine Anordnung benotigt, sondern nur unsere Voraussetzung, daf3 Z
einen Unterring von R bildet. (Hinweis: Die R-Maschine zdhlt alle rationalen
Zahlen auf und vergleicht mit der Eingabe.)

e Das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle eines Polynoms kon-
vergiert nicht fiir alle Startwerte; die Menge der in diesem Sinne ,,guten” Start-
werte bildet also eine analytisch semi-entscheidbare Menge.

O

1.2.1. Komposition von Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir in systematischer Weise erldutern, inwiefern ver-
schiedene Funktionsklassen abgeschlossen sind unter Komposition, wobei insbeson-
dere die Hintereinanderausfiihrung interessiert. Dabei lernen wir den Hierarchiesatz
kennen und sehen aufierdem, wie abzdhlbar viele Rechnungen parallelisiert werden
konnen. Wir bezeichnen im folgenden z.B. die Menge der R-berechenbaren Funktio-
nen in naheliegender Weise durch {R-berechenbar} usw.

R-berechenbar

Die Menge der R-berechenbaren Funktionen ist abgeschlossen unter kartesischem
Produkt, Hintereinanderausfithrung und primitiver Rekursion. Diese und weitere
Eigenschaften der R-berechenbaren Funktionen folgen leicht aus der Theorie der Re-
gistermaschinen, die oft auch auf den Ring R angewendet werden kann. Die Ergeb-
nisse gelten auch fiir 6-Q-berechenbare Funktionen, selbst fiir nicht robuste, da alle
Funktionswerte rational sind. Man kann die Bedingungen tiiber die Anzahl der Ar-
gumente einer Funktion lockern, indem man z.B. ein Wort stets zusammen mit seiner
Lange tibergibt.

e SeienD C R", D' C R*"und f: D — R" sowie g : D' — R* R-berechenbar,
soistauch f x g : D x D' —» R* R-berechenbar mit (f x g)(x,y) = f(x) - g(y)
(hierbei ist - das Produkt im Wortermonoid).
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e Seien D, D' C R*und f: D — D’ sowie g : D' — R* R-berechenbar, so ist auch
gof:D — R* R-berechenbar mit (g o f)(x) = g(f(x)).

e SeiDC R*und g: D — Rsowieh:Nx R x D — R R-berechenbar, so ist auch
f:N x D — R R-berechenbar mit

finx) = g(x) fallsn =0;
7 I h(n,f(n—1,x),x) sonst.

R-analytisch

Fiir R-analytische Funktionen ist die Situation komplizierter. Diese sind zwar noch
abgeschlossen unter dem kartesischen Produkt, aber nicht mehr unter der Hinterein-
anderausfiihrung, wie der Satz 1.4 aus [44] zeigt.

Definition 1.6. Eine Funktion f : R* ~ R* heiflt R*-analytisch fir i € N, falls
sie durch Hintereinanderschaltung von i R-Maschinen analytisch berechnet werden
kann; d.h. falls sich f als Hintereinanderausfiihrung von i R-analytischen Funktio-
nen beschreiben 1a6t. Analog werden 5-Q'-analytische Funktionen f : R* ~» R*
definiert. O

Satz 1.4 (Hierarchiesatz). Vi € N: {Ri-analytisch} C {R*™'-analytisch).

Die beinahe starkste Form von Hintereinanderausfiihrung, die man nun innerhalb
der Klasse der R-analytischen Funktionen noch erreichen kann, beschreibt das

Lemma 1.5. Seien D, D' C R*, f: R* ~» D R-berechenbar, g : D — D' R-analytisch sowie
h: D’ — R* R-berechenbar und stetig. Dann ist ho g o f : R* ~» R* R-analytisch.

Beweis. Gegeben seien drei R-Maschinen M, M, M,, fiir die jeweiligen Funktionen.
Die Konstruktion einer R-Maschine M fiir h o g o f ist nicht weiter schwierig. Diese
simuliert im wesentlichen M ; sobald M, auf ein Eingabefeld zugreift, wird der no-
tige Wert mittels M berechnet. Bei einem print-Befehl wird das Ergebnis erst noch
von My, verarbeitet und dann ausgegeben. Die Rechnung konvergiert gegen das ge-
wiinschte Ergebnis, weil die Maschinen M und M), nur endlich lange rechnen und
h stetig ist. OJ

Daraus ergibt sich unmittelbar, daf die primitive Rekursion nach obigem Muster mit
R-analytischer Induktionsverankerung g moglich ist, sofern der Induktionsschritt h
R-berechenbar und stetig ist.

Anmerkung 1.5. Das Lemma 1.5 148t sich zumindest noch auf solche stetigen R-ana-
lytischen Funktionen h erweitern, fiir die eine Maschine M, existiert mit folgender

Eigenschaft: Sei h,, = Q)B\T/Lt]h die n. Approximation von h, wie sie M}, berechnet; dann
miissen die h,, gleichméfiig gegen h konvergieren (fiir n — o0). Dies gilt z.B., falls
die h,, die Partialsummen einer Potenzreihe sind.
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1.2. Berechenbare Funktionen

Zum Abschluff wollen wir noch zeigen, wie abzihlbar viele Rechnungen gleich-
zeitig von einer Maschine ausgefiihrt werden konnen; dazu bedienen wir uns einer
unendlichen Ausgabe.

Lemma1.6. SeiD ¢ R*¥ und f : N x D — R eine R-analytische Funktion, dann ist auch
foo : D — R® R-analytisch, wobei fo,(x) = (f(0,x),f(1,x),...) fiir x € D.

Beweis. Da es berechenbare Bijektionen k : N> — N gibt, kann man die verschiedenen
Hauptspeicher- und Registerinhalte der Maschine M fiir alle Eingaben i im Haupt-
speicher einer Maschine M ablegen; ferner kann man den j. Rechenschritt von Mjy
fur Eingabe i zum Zeitpunkt «(i,j) auf Maschine M simulieren. Dann ist es leicht,
die Ausgaben f(i, x) auf die Bandzelle i+ 1 umzulenken und die Ausgabeldnge gegen
oo konvergieren zu lassen. O

d-Q-analytisch

Der Hierarchiesatz 1.4 gilt auch fiir (robust) 6-Q-analytische Funktionen und deren
Hintereinanderausfiihrung, d.h.

V1ie N: {(robust) S—Qi—analytisch} C {(robust) 6—(@”]—analytisch}.

Den Beweis fiir robust 5-Q-analytische Funktionen findet man weitgehend in [44]
und den allgemeinen fiir 5-Q-analytische Funktionen als Satz 1.23. Das Lemma 1.5
hat ebenfalls eine entsprechende Formulierung, die aber etwas komplizierter ist.

Lemma 1.7. Seien D, D’ C R*, f : R* ~» D 6-Q-berechenbar, g : D — D' 6-Q-analytisch
sowie h : D' — R* robust 6-Q-berechenbar und stetig. Dann ist ho g o f : R* ~» R* 5-Q-
analytisch. Ist f robust, so auch h o g o f.

Beweis. Man beachte, dafs die Ausgabe von My rational ist, daher kann die fiir g
notige Rundungsfunktion von einer Q-Maschine berechnet werden. O

Lemma 1.8. Sei D C R* und f: N x D — R eine (robust) 5-Q-analytische Funktion, dann
ist auch foo : D — R® (robust) 5-Q-analytisch, wobei fo(x) = (f(0,x),f(1,x),...) fiir
x € D.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 1.6 verwenden wir berechenbare Bijektionen
k : N> = N, um die verschiedenen Hauptspeicher- und Registerinhalte der Ma-
schine M fiir mehrere Eingaben i im Hauptspeicher einer Maschine M abzulegen.
Allerdings mufl man nun beachten, daf$ 5-Q-analytische Berechnungen ihrer Natur
nach in Runden ablaufen, nach denen jeweils die Prizision & erhoht wird. Daher
werden auch die Rundungen der Eingabe x zur aktuellen Prdzision im Hauptspei-
cher abgelegt und aufbewahrt. Die Maschine M simuliert dann in Runde 6 mehrere
Kopien von My jeweils mit Prazision 5 — i — unter Verwendung der aufbewahrten
Rundungen - fiir die Eingaben (i,x) miti = 0,... ,d und arrangiert die Ausgaben
geeignet. O
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1. Maschinenmodell

Anmerkung 1.6. Eine Erweiterung des obigen Resultats auf D ¢ R* ist moglich. Von
einer unendlich langen Eingabe kann die Maschine M aber nicht mehr fiir jede Prézi-
sion eine Rundung im Hauptspeicher ablegen. Fiir robuste Programme stellt sich das
Problem nicht, aber im allgemeinen §-Q-analytischen Fall mufS es moglich sein, zu je-
dem Zeitpunkt p(x;, n) fiir n < & zu bestimmen. Mit einer Technik analog zu Lemma
1.11 kann eine Rundungsfunktion p’ gefunden werden, die alle Resultate von p(x;, n)
fiir 0 < n < 8 in einer geeigneten Kodierung liefert.

Korollar 1.9. Die Menge der robust 6-Q-analytischen Funktionen ist nicht abge-
schlossen unter Hintereinanderausfiihrung.

Beweis. Die Vorzeichenfunktion

—1 fallsx <0;
sign: R — {-1,0,+1}, x = <0 falls x = 0;
+1 fallsx > 0.

und die , kurze Bartfunktion”

1/q fallsdp € Z,q € Nteilerfremd : x =p/q;
0 sonst.

d1:R—)Q,x+—){

sind robust 8-Q-analytisch (siehe [26]), aber xg = signod, ist es nicht (siehe Satz 1.14).
]

1.3. Der EinfluR der Rundung und seine Grenzen

Es erweist sich leider, dafy die Menge der mittels 5-Q-Maschinen (analytisch) bere-
chenbaren Funktionen stark von den erlaubten Rundungen abhangt. Wir werden an
Beispielen sehen, daf$ nicht jede 5-Q-analytische Funktion auch robust 5-Q-analytisch
ist' und daf nicht jede R-analytische Funktion auch §-Q-analytisch ist. Andererseits
ist jede R-analytische Funktion von nur einer Variablen bereits 6-Q-analytisch, wobei
lediglich die Rundungsfunktion geeignet zu wihlen ist.

Die Macht der Rundung

Man kann eine einstellige R-analytische Funktion durch eine einfache Konstrukti-
on 5-Q-analytisch berechnen, indem eine spezielle Rundungsfunktion die eigentliche
Arbeit tibernimmt. Wir werden spéter sehen, daff dies mit mehrstelligen Funktionen
nicht mehr funktioniert.

Satz 1.10. Es gibt ein universelles Programm 1 mit folgender Eigenschaft. Sei f : R —
R eine beliebige analytisch R-berechenbare Funktion. Dann existiert eine R-berechenbare
Rundungsfunktion py, so daf die 5-Q-Maschine M2 die gewiinschte Funktion f analytisch
berechnet.

'Eine gdhnliche Aussage (mit zweifelhaftem Beweis) findet sich in [26]
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1.3. Der Einflufs der Rundung und seine Grenzen

Anmerkung 1.7. Nach Beispiel 1.2 ist Q R-semi-entscheidbar; daher ist wegen Lem-
ma 1.3 xg : R — B R-analytisch und gemafs obigem Satz auch §-Q-analytisch.

Zum Beweis des Satzes beobachtet man zunachst, das im Ergebnis der Rundungs-
funktion eine beliebige natiirliche Zahl kodiert werden kann, und zwar durch eine R-
Maschine. Eine 3-Q-Maschine kann diese Information spéter dekodieren und nutzen.
Es ist offensichtlich, daf$ in einer rationalen Zahl nicht mehr Information unterge-
bracht werden kann als eine unbegrenzte, aber endliche Zahl von Bits.

Lemma 1.11. Es gibt eine R-berechenbare Abbildung R x N x N — Q, (x,n, k) — xﬂ‘ ),

deren Umkehrabbildung xT(lk) — k Q-berechenbar ist, wobei stets
X — xﬂ‘)\ <2

Beweis. Die Konstruktion der Abbildung beruht darauf, daf man x durch eine ratio-
nale Zahl mit ganz speziellem Nenner approximieren kann; d.h. formal:

L

V(ix,n,k) e Rx Nx Ndp,q € 2Z + 1 teilerfremd : \x—qu

<2

Dazu withle man q’ := 3! > 2". Dann gilt

I R
yeqi < g <2

und die offene Umgebung U, -~ (x) um x vom Radius 27" enthélt mindestens zwei
Punkte der Form 5 fiir aufeinanderfolgende i. Wéhle

s i
p :i=min{i € 2Z + 1| g € Uz (x)},

kiirze p'/q' zu p/q und habe fertig.

Damit kann x{t := sv- gewdhlt werden, und die Abbildung ist sicher R-berechen-
bar. Da p und q ungerade und teilerfremd sind, ist die Darstellung auch eindeutig.
Durch systematisches Aufzdhlen aller Tripel (p, q,k) kann k in endlicher Zeit von

einer Q-Maschine gefunden werden. O

Es gibt bekanntlich Kodierungen k : Q — N, so daf8 k und k' Q-berechenbar sind.
Also gibt es eine 5-Q-Maschine M, die zu gegebenem x¥ wie zuvor k bestimmt und
dann k' (k) ausgibt. Die Kodierung « sei von nun an fest. Nun mufl man nur noch f

rational approximieren.

Lemma 1.12. Zu der Funktion f von oben gibt es eine R-Maschine M, die bei Eingabe von
(x,m) € R x Neine Ausgabe y;, € Q erzeugt mit lim,,_,, y;, = f(x).

Beweis. M bestimmt durch Simulation die n. Approximation y, € R des Resultats
von M;, der R-Maschine, die f berechnet. Dann bestimmt M ein y/, € Q mit |y, —
yil < 27, z.B. durch systematisches Aufzdhlen von k' (m) firm = 0,1,2,... Wegen
lim, o Yn = f(x) gilt auch lim,,_, o y;, = f(x). O
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Insgesamt ergibt sich damit der

Beweis von Satz 1.10. Die universelle Maschine M ist wie zuvor beschrieben. Die
Rundung ps ergibt sich, indem man zuerst wie in Lemma 1.12 geschildert y;, berech-
net und dann x!¥’ ausgibt mit k := k(y;,). O
Korollar 1.13. Es gibt ein universelles Programm 7 mit folgender Eigenschaft. Sei
f: R — R* eine beliebige, von der Maschine M analytisch R-berechenbare Funktion.
Dann existiert eine R-berechenbare Rundungsfunktion py, so dafs die §-Q-Maschine
MZY die gewiinschte Funktion f analytisch berechnet.

TT,Pf

Beweis. Es ist der Rundungsfunktion ps leicht moglich, ein n-Tupel rationaler Zahlen
inklusive der Langenangabe n an das Programm 7 zu iibergeben. O

Robustheit ist eine Einschriankung

Wir haben bisher gezeigt, wie sehr die freie Wahl einer geeigneten Rundungsfunk-
tion hilft. Nun soll — wie schon angekiindigt — gezeigt werden, dafs manche 5-Q-
analytische Funktion nicht ohne geeignete Rundung berechenbar ist.

Satz 1.14. Die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen xq : R — B ist nicht robust
6-Q-analytisch berechenbar.

Beweis. Wir betrachten eine spezielle Rundungsfunktion p und zeigen, daf} kein Pro-
gramm mit ihrer Hilfe xg berechnen kann; daher gibt es keine robusten Programme
fiir Xg. Die Rundung p(x,n) entspricht dem Abschneiden der Bindrdarstellung® von
x nach der n. Nachkommastelle, d.h. formal

DRXND O (X,n)H{sz |2 falls x > 0;
—p(—x,m) sonst.

Offensichtlich ist p eine R-berechenbare Rundungsfunktion und x—2"" < p(x,n) < x
fir positive x. Nun nehmen wir an, 7 sei ein Programm mit der Eigenschaft, daf3
M = /\/lfr% die gewiinschte Funktion xg berechnet, und fithren dies zum Wider-
spruch. Zu diesem Zweck konstruieren wir eine Folge (x;){°, abwechselnd rationaler
und irrationaler Zahlen, bei deren Grenzwert die Ausgabe der Maschine M diver-
giert. Die Folge beginnt mit xo := 0 € Q.

Nun betrachten wir die Ausgaben im Verlauf der Berechnung k(x,) = (k;){2, von
M angesetzt auf die Eingabe xo. Nach Voraussetzung liegen diese irgendwann in
einer offenen Umgebung U, 3(1); daher sei ip := min{i € N | out(k;) € U;,3(1)} und
b der Inhalt des Prazisionsregister zum Zeitpunkt 1.

Wir konstruieren nun eine irrationale Zahl x;, die sich in den ersten &, Nach-
kommastellen ihrer Bindrdarstellung nicht von x, unterscheidet. Daher verlduft

ZUnter der Binirdarstellung einer positiven Zahl x € R wollen wir eine Folge by, ...bo.b_1b_5...
verstehen mit b; € Bund x = )_ b;2'. Diese ist eindeutig, falls man b; — 1 firi — —oo

i<n
ausschliefst.
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1.3. Der Einflufs der Rundung und seine Grenzen

auch die Berechnung k(x;) bis zum Schritt i, genauso wie k(x,); die Konfiguratio-
nen unterscheiden sich lediglich durch den Inhalt des Eingabebands. Es sei x; :=
([%02% ] +y)27% € R\ Q, wobeiy := Y °, 2% irrational weil nichtperiodisch ist.

Die Ausgaben der Berechnung k(x;) liegen irgendwann in U, ,3(0) und dies defi-
niert analog zu oben i; > i, (dies mufs man fordern) und &; > 8, (dies ergibt sich
dann). Die rationale Zahl x, := p(x1,8;) schliefst den Kreis unserer Konstruktion.
Man beobachtet also, dafd die Ausgabe von M angesetzt auf x; i Male abwechselnd
in die Ndahe von Eins und Null kommt. Nun muff man nur noch zeigen, dafd der
Grenzwert der Folge existiert und in den ersten §; Nachkommastellen mit x; {iberein-
stimmt; dann oszilliert die Ausgabe von M zwischen Eins und Null und divergiert
daher.

Die Teilfolge (x,i){°, ist monoton wachsend und nach oben durch 1 beschrankt,
also konvergent. Ferner gilt [x2i11 — 21/ < 27%21, da 0 < y < 1; daher existiert x :=
lim;_,., x;. Die Bindrdarstellung von x ergibt sich als (punktweiser) Grenzwert der
Bindrdarstellungen der x; und fiihrt daher zu einer Berechnung k(x) = (k;){2,, die in
den ersten 1i; Schritten jeweils mit k(x;) tibereinstimmt. Die Teilfolge (out(ky,))52, ist

also abwechselnd kleiner als 1/3 und grofier als 2/3 und divergiert daher. O

Grenzen der Rundung

Wir haben gesehen, daf$ jede R-analytische Funktion in einer Variablen im wesent-
lichen durch eine geeignete Rundungsfunktion berechnet werden kann. Dafi diese
Technik bei R-analytischen Funktionen von mehreren Variablen im allgemeinen ver-
sagen mufs, zeigen wir an folgender Beispielfunktion, die offensichtlich R-analytisch
ist.

X(& R — B, X&(X,U) = XQ(X‘|‘U)

Dies ist die charakteristische Funktion der Menge Q, := {(x,y) € R? | x+y € Q},
welche R-semi-entscheidbar ist.

Satz 1.15. Die Menge Q3 ist nicht 5-Q-semi-entscheidbar.

Um solche allgemeinen Fragen nach der Berechenbarkeit einer Funktion durch ei-
ne 5-(Q-Maschine mit beliebigem Programm und beliebiger Rundungsfunktion zu be-
antworten, benotigen wir eine méchtige Charakterisierung dieses Maschinenmodells.
Eine genaue Betrachtung des Zusammenspiels zwischen R-berechenbarer Rundung
und dem Programm der $-Q-Maschine fiihrt zu folgendem Modell.

Definition 1.7. Ein (n, k)-dimensionaler algebraischer Entscheidungsbaum B mit n, k €
N ist ein Vektor (&, ..., ax) € R* zusammen mit einem eventuell unendlichen bi-
ndren Baum. Dessen innere Knoten sind beschriftet mit einem rationalen Polynom
p € Q[Xo, ..., Xi] und einem Index i € [1 : nJ; sie haben genau zwei geordnete
ausgehende Kanten, die mit Elementen aus B beschriftet sind.

Die Berechnung von B fiir eine Eingabe (x4, ..., x,) € R™ ist der maximal lange,
eventuell unendliche Pfad o, der in der Wurzel beginnt und bei inneren Knoten mit

23
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Beschriftung (p, i) nach links verzweigt, falls p(x;, «1, ... , o) > 0, und nach rechts
sonst. Der Definitionsbereich D, von o ist die Teilmenge der Eingaben, fiir die die
Berechnung diesem Pfad folgt; analog fiir Prifixe von o. Das Ergebnis out(c) einer
solchen unendlichen Berechnung ist der Grenzwert — sofern er existiert — der Folge
von Kantenbeschriftungen entlang des Pfades; fiir endliche Berechnungen und Préfi-
xe sei das Ergebnis gleich der letzten Kantenbeschriftung. Auf diese Weise wird eine
partielle Funktion @5 : R™ ~» B bestimmt und der Begriff der entscheidbaren Menge
laf3t sich in naheliegender Weise iibertragen. O

Wir werden nun zeigen, dafs man die Berechnung einer 5-(Q-Maschine exakt an-
geben kann, auch wenn man Informationen tiber die reellen Eingaben nur durch Fra-
gen der Form ,p(xi, o1, ..., ax) > 0?” erhalten kann. Damit ist ein algebraischer
Entscheidungsbaum eine Verallgemeinerung des Modells der 5-Q-analytischen Bere-
chenbarkeit, zumindest im Hinblick auf Entscheidungsprobleme.

Sei MP := MZE eine R-Maschine, die eine Rundungsfunktion p : R x N — Q
berechnet. Ruft man MP fiir eine feste Prdzision n und eine variable Eingabe x; auf,
so laft sich der Berechnungsbaum auf das Wesentliche reduzieren, ndmlich auf die
bedingten Spriinge if « > 0 then ... , die von x; abhdngen. Der aktuelle Inhalt
des Akkumulators lafst sich zu jedem Zeitpunkt als rationale Funktion der Eingabe
xi und der reellen Programmkonstanten darstellen; sein Vorzeichen ist daher gleich
dem des Produktpolynoms aus Zdahler und Nenner. Ferner bemerkt man, dafs M? fiir
festes n den Definitionsbereich R von x; disjunkt in abzédhlbar viele einzelne Punkte
und offene Intervalle zerlegt, auf denen die Funktionswerte jeweils konstant (weil
rational) sind; dies ergibt sich unmittelbar aus dem Darstellungssatz 1.1. Folglich
legen die oben beschriebenen Vergleiche das Ergebnis p(x;, ) bereits eindeutig fest.

Sei nun M := /\/lf[',@p eine 6-Q-Maschine, die p benutzt und hochstens die ersten
n € N Elemente der Eingabefolge liest’; sie hat nur indirekt, mittels der Rundung,
Zugriff auf jeweils eine einzelne Eingabevariable. Die Quintessenz des Berechnungs-
baumes von M sind daher die obigen Verzweigungen von M?; deren Folge legt das
Ergebnis von p und damit den Zustand von M fest, aus dem sich wiederum ergibt,
ob die Berechnung terminiert oder M® mit neuen Werten fiir Prazision und Index
aufgerufen wird. Ferner ergibt sich daraus die aktuelle Ausgabe von M, die als Kan-
tenbeschriftung im Baum dient. Die Berechnungen von M bestimmen damit einen
algebraischen Entscheidungsbaum, wobei «;, ..., o die reellen Programmkonstan-
ten von 7 sind. Der Definitionsbereich eines Pfades im Baum ist stets ein kartesi-
sches Produkt, da alle Verzweigungen nur je eine Eingabekomponente berticksichti-
gen konnen.

Beweis von Satz 1.15. Der Satz ist einerseits eine Folgerung der starkeren Aussage 1.16,
andererseits ist sein direkter Beweis lehrreich und einfach. Wir fithren die Annahme,
daB Q, 5-Q-semi-entscheidbar ist, zum Widerspruch. Dazu sei M° := M. eine R-
Maschine, die eine Rundungsfunktion p : R x N — Q berechnet, und M := Mf{% eine
5-Q-Maschine mit Haltebereich Q;. O.B.d.A. kann man annehmen, dafs M wéahrend

3Den unbeschrénkten Fall kann man analog behandeln, er spielt hier aber keine Rolle.
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1.3. Der Einflufs der Rundung und seine Grenzen

der Rechnung Null und nur beim Terminieren Eins ausgibt und auf keine anderen
Eingaben aufier x; und x, zugreift. Die Berechnungen von M in Verbindung mit M?
bestimmen wie oben geschildert einen (unendlichen) algebraischen Entscheidungs-
baum B.

Fiir einen akzeptierenden Pfad im Entscheidungsbaum ist sein Definitionsbereich
D = Dy x Dy notwendig abzéhlbar; sonst gédbe es z.B. x;, x> € Dy, mit x; —x, ¢ Q und
somitVy € Dy : (x1+y € Q = x2+y ¢ Q) im Widerspruch zur Korrektheit von M.

Nun ist aber Q; sicher tiberabzahlbar und kann nicht von den abz&dhlbaren Defi-
nitionsbereichen der abzdhlbar vielen akzeptierenden und damit endlichen Berech-
nungspfade abgedeckt werden. O

Satz 1.16. Die Menge Q, ist nicht analytisch 5-Q-entscheidbar.

Beweis. Wir zeigen, dafs es keinen (2, k)-dimensionalen algebraischen Entscheidungs-
baum B gibt, der Q, (analytisch) entscheidet, d.h. fiir den gilt

1 fallsx+y € Q;

Dz :R* = B, (x,y) — {
0 sonst.

Dann kann es auch keine 5-Q-Maschine geben — nicht einmal mit geeigneter Run-
dung —, die xo, analytisch berechnet. Dazu fiihren wir die Annahme, daf3 es einen
solchen Baum B gibt, zum Widerspruch; wir beschrdnken uns dabei auf den Fall
k = 0. Falls dem algebraischen Entscheidungsbaum reelle Konstanten zur Verfiigung
stehen, dndert sich der Beweis nicht wesentlich; man muf lediglich Q jeweils durch
den Erweiterungskorper Q(«;, ... , o) ersetzen und (nicht-)algebraische Zahlen be-
ziiglich dieses Korpers betrachten.

Entscheidend fiir den Beweis ist ein Verstdndnis der Struktur des Definitionsbe-
reichs D, = Dy x Dy eines endlichen Pfades o. Betrachten wir dazu zuerst ein Po-
lynom p € Q[X]; seine reellen Nullstellen sind endlich viele, isolierte, algebraische
Zahlen. Die Menge M := {x € R | p(x) > 0} ist demnach die endliche Vereinigung
offener Intervalle mit algebraischen Grenzen; das Komplement R \ M enthilt zusitz-
lich einzelne algebraische Zahlen. D, und D, sind nun jeweils ein endlicher Schnitt
solcher Mengen und haben damit dieselbe Struktur: (J;la;, bi[ U Uj{cj}; wobei die
Grenzen a; und b; der offenen Intervalle und die einzelnen c; algebraische Zahlen
sind. Das kartesische Produkt zweier solcher Mengen fafit man nun zweckmafiig
auf als endliche Vereinigung folgender Strukturen, wobei die Koordinaten aller da-
bei auftretender Eckpunkte algebraische Zahlen sind:

e offene Rechtecke, entstanden als Produkt von Intervallen;

e an den Enden offene Liniensegmente, entstanden als Produkt eines Intervalls
mit einer Zahl;

e cinzelne Punkte, entstanden als Produkt von zwei Zahlen.
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1. Maschinenmodell

Fiir zwei Pfade o und T von B gelte 0 < T genau dann, wenn ¢ ein Préfix von T
ist; dies definiert eine Relation. Wir werden nun — analog zum Beweis von Satz 1.14 —
mittels einer konvergenten Folge ein Zahlenpaar konstruieren, bei dessen Eingabe die
Berechnung von B eine divergente Ausgabe ergibt. Dies steht dann im Widerspruch
dazu, daf8 @3 = xq, als charakteristische Funktion total ist. Die Folgenglieder haben
alle die Form (x;,y;) := (e + ¢;, —e), wobei die Eulersche Zahl e nach einem Satz von
HERMITE (1873) transzendent iiber Q ist*. Es gilt also stets x; + y; = ¢, und genau
die &; mit geradem Index werden dabei in Q liegen; es geht los mit ¢y := 0. Die
Berechnung von B angesetzt auf (x;, y;) sei Ti; fiir die Ausgabe gilt

{1 falls i gerade;
out(t) =
0 sonst.

Sei 0y < To minimal mit out(oy) = 1. Wegen der Transzendenz mufS der Punkt
(%0, Yo) in einem offenen Rechteck Ry C D, enthalten sein. Demnach gibt es ein
irrationales ¢;, so daf3 (x1,y1) € Ry und x; transzendent ist’>. Nun sei 0y < 07 < T4
minimal mit out(o;) = 0. Wiederum ist (x1,y;) in einem offenen Rechteck Ry C Dy,
enthalten und es gibt nun ein rationales ¢,, so dafs (x;,y2) € Ry; damit ist auch x,
transzendent.

Nach diesem Schema wird die Konstruktion nun fortgesetzt; dabei entsteht eine
absteigende Folge von Rechtecken Ry O R; D ... und eine Folge immer ldngerer
Pfade oy < 07 < ... Wahlt man nun noch eine monoton wachsende Folge 0 < ¢ <
€1 < ... < 1, so existiert ¢ := lim;_,, ¢;. Fiir die Berechnung T von B angesetzt
auf (e + ¢, —e) soll nun gelten Vi € N : 03 < T; dann konvergiert die Folge der
Kantenbeschriftungen von T nicht.

Die durch den Grenzwert erzeugte Eingabe hat die gewtinschte Eigenschaft, falls
Vie N: (e+ ¢ —e) € Ri. Dies mufs aber nicht der Fall sein, falls die Folge (v;){,
der rechten Rander der R; stationdr wird und der Grenzwert genau auf diesem Rand
zu liegen kommt. Man kann dies vermeiden, indem man in der obigen Konstruktion
die Rechtecke R; jeweils durch Teilrechtecke R! C R; ersetzt, deren rechte Rénder r]
streng monoton fallen. Dann gilt fiir jedes feste i € N, dafS e + ¢ als Grenzwert einer
Folge von x; < 7{,, (fiir j > i) ebenfalls nicht grofer als r{,; und damit echt kleiner
als r{ ist. Folglich gilt wie gewiinscht (e + ¢, —e) € R;. O

Weitere Bemerkungen

Analog zu oben sieht man, daf} jede R-berechenbare Funktion in einer Variablen mit
rationalem Ergebnis f : R — Q* durch ein universelles Programm und eine geeignete
Rundung p¢ von einer §-Q-Maschine reguldr berechnet werden kann. Dies geht im
allgemeinen nattirlich nicht robust, wie man sich am Beispiel der Vorzeichenfunkti-

4Im Fall k > 0 musB (xo, yo) eventuell anders gewdhlt werden. Die konkrete Zahl e dient hier nur der
Anschaulichkeit.
°Da es nur abzihlbar viele algebraische Zahlen in R gibt, existiert ¢1 sicherlich.
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1.3. Der Einflufs der Rundung und seine Grenzen

on sign bei Eingabe x = 0 verdeutlicht. Die Hintereinanderschaltung robuster -Q-
Maschinen hilft bei endlichen Berechnungen natiirlich nicht weiter.

Wenn auch eine §-Q-Maschine nicht ausreicht, so werden wir doch nun sehen, dafs
jede R-analytische Funktion zumindest von zwei hintereinander geschalteten §-Q-
Maschinen analytisch berechnet werden kann. Dies geht sogar robust, d.h. unabhén-
gig von der verwendeten Rundungsfunktion. Der folgende Satz kann als eine Fort-
setzung des Simulationssatzes 1.19 verstanden werden, der im folgenden Abschnitt
gezeigt wird.

Satz 1.17. Jede R-analytische Funktion ist robust 5-Q*-analytisch.

Beweis. Sei die Funktion f : R* > D — R zunichst einstellig. Dann erzeugt die
zugeordnete Maschine M bei Eingabe x € D eine Folge von Ausgaben y,, € R mit
lim, , Yn = f(x). Die Maschine M, (mit beliebiger Rundung) simuliere nun My
analog zum Simulationssatz; die Approximation von y,, bei Prazision $ sei yf{s ), diese
ist 5-Q-berechenbar. Nun gilt

VYneN: limyf) =Yn
55— 00

und daher lim,,_,o, lims_, o ygf’ b= f (x). Leider kann M, diese beiden Grenzwerte
nicht einfach gleichzeitig bilden. Allerdings ist es moglich, eine Ausgabe zu erzeu-
gen, die gegen (Yo, y1,...) € R? konvergiert. Dazu berechnet M; mit wachsendem
b jeweils yéb), e ,yf;’], und schreibt y\’ in Ausgabezelle n. Die zweite Maschine M,
muf$ nun lediglich die Eingabefolge lesen und der Reihe nach die y,, ausgeben.

Falls f : D — R* mehrstellig ist, so kann M, die Zwischenergebnisse yif’ e Q*
leicht in eine rationale Zahl packen. Will man unendliche Zwischenergebnisse ver-
meiden, so kann M, nach einer Idee von VIERKE die Richtung jeder Verzweigung
robust 5-Q-analytisch bestimmen und alle diese Bits in eine reelle Zahl kodieren. M,
liest diese Information dann aus und simuliert jeweils einen endlichen Berechnungs-
pfad von M zur Approximation von y,. Fiir diesen kann eine Fehlerschranke wie
im Beweis zu Satz 1.19 bestimmt werden; durch Erhohen der Prazision & wird die
Fehlerschranke z.B. auf 2™ begrenzt, ehe n erh6ht wird. O

Anmerkung 1.8. Nachdem die oben gefiihrten Beweise zur Separation der Klassen be-
rechenbarer Funktionen —bzw. der verschiedenen Varianten des Berechenbarkeitsbe-
griffs — sich wesentlich auf die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen stiit-
zen, konnte der geneigte Leser sich fragen, warum man nicht xg als Elementaropera-
tion aufnimmt. Zum einen greifen obige Beweise nattirlich nur beispielhaft geeignete
Funktionen heraus, mit deren Hilfe man mehr oder weniger leicht die gewtinschten
Resultate zeigen kann. Es ist zu vermuten, dafs auch ohne xg sich Probleme finden
lassen, die diese Klassen separieren; daher mutet es willkiirlich an, gerade diese eine
charakteristische Funktion derart auszuzeichnen. Zum anderen hitte dieser Schritt
nicht die erhofften Auswirkungen zur Vereinfachung der Theorie, wie die folgenden
Bemerkungen zeigen sollen.
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1. Maschinenmodell

In dem um xg als Elementaroperation erweiterten Modell bleibt die Klasse der
5-Q-analytischen Funktionen zumindest bei endlichen Eingabewdrtern invariant,
was man wie folgt einsieht. Da in 8-Q-Maschinen irrationale Zahlen nur auf dem
Eingabeband vorkommen, bietet sich eine neue Verzweigungsbedingung der Form
if x;{ € Q then ... an. Die rationalen Zahlen Q C R sind R-semi-entscheidbar, d.h.
eine geeignete Rundungsfunktion p kann ein zusatzliches Bit an Information {tiber-
geben, das ab einer bestimmten, aber unbekannten Prézision § die Frage ,x; € Q?”
korrekt beantwortet. Demnach kénnen nach endlich vielen Runden der Berechnung
alle (endlich vielen) Abfragen korrekt simuliert werden, und das Endergebnis bleibt
das gleiche.

Allerdings wire die Klasse der quasi stark 8-Q-analytischen Funktionen (siehe
Abschnitt 1.4) nicht mehr abgeschlossen bzgl. der Hintereinanderausfiihrung: Die
Addition add zweier Zahlen ist quasi stark 5-Q-analytisch, x@ = Xg © add dage-
gen nicht einmal 8-Q-analytisch. Dafiir wére allerdings die , kurze Bartfunktion” d;
(vgl. 1.9), ehedem zwar robust aber nicht quasi stark, nunmehr quasi stark 5-Q-ana-
lytisch. Man sieht also, dafs sich die Méachtigkeit des Modells erhoht und die Grenzen
zwischen den Klassen sich verschieben; die Theorie vereinfacht sich dadurch jedoch
nicht.

1.4. Quasi stark analytische Funktionen

Eine einfache Simulation der Hintereinanderschaltung M, o M zweier robuster ana-
lytischer 8-QQ-Maschinen durch eine einzige Maschine M scheitert an der Eingabe
von M. Diese wird durch Rundung des reellen Grenzwerts der Ausgabe von M,
erzeugt, aber wahrend der Simulation von M ist die Genauigkeit der bisher erreich-
ten Approximation dieses Grenzwerts im allgemeinen unbekannt. Man kann jedoch
solche Programme betrachten, die gleichzeitig mit einem neuen Glied der Ausgabe-
folge stets auch eine Fehlerabschidtzung errechnen.

Definition 1.8. Sei (ki;){2, die Folge aller Zielkonfigurationen einer §-Q-analytischen
Berechnung, welche unendlich oft den Befehl ,next “ enthilt. Deren Ausgaben be-
zeichnen wir mit

out(ky) = (uy,... ,yl) e Q*
und deren evtl. unendliche Lange im Grenzwert mit n := hm]_>OO n. Firi < n

nennen wir den Grenzwert der i. Stelle der Ausgabe y; := lim;_,, yl Dann heif3t die
Berechnung quasi stark 5-Q-analytisch, falls

1. y1 :0,'
2.3Jv2<i<nvi>J: lyi—yl <yl

Als Ergebnis dieser Berechnung wird der Grenzwert (y,,... ,yn) der Ausgaben
ohne die Fehlerschranke betrachtet. Eine Funktion f : R* > D — R* heif$t quasi stark
5-Q-analytisch, falls es ein robustes Programm 7t gibt, so dafs D C D, und fiir x € D
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1.4. Quasi stark analytische Funktionen

die Berechnung von M := MZ? angesetzt auf in(x) quasi stark 5-Q-analytisch mit
Ergebnis f(x) ist. O

Eine solche quasi stark 5-Q-analytische Berechnung produziert also in der ersten
Stelle der Ausgabe eine absolute Fehlerschranke fiir alle weiteren Stellen, und diese
Schranke konvergiert gegen Null. Das besondere ist nun, daff diese Fehlerschran-
ke nur fiir fast alle Zeitpunkte der Berechnung gelten muf3, d.h. erst von einem be-
stimmten, aber unbekannten Zeitpunkt J ab. Die bemerkenswerte Eigenschaft der
quasi stark 5-Q-analytischen Funktionen, die sich nun unmittelbar ergibt, ist die Ab-
geschlossenheit unter der Hintereinanderausfiihrung.

Lemma 1.18. Sei D C R* und f : R* ~» D sowie g : D — R* quasi stark 5-Q-analytisch,
dann ist auch g o f quasi stark 6-Q-analytisch.

Beweis. Seien M¢ und Mg zwei quasi stark 5-Q-analytische Maschinen fiir f und g;
alle ihre Berechnungen werden durch den Befehl ,next & in unendlich viele Ab-
schnitte eingeteilt. Man simuliert nun mit einer einzigen Maschine M zunéchst Mg,
bis eine mit Prézision 8, gerundete Eingabe bendttigt wird. Dann wird die Simulation
von M; auf der urspriinglichen Eingabe x soweit vorangetrieben, dafy die Fehler-
schranke hochstens 84 betragt. Die dann erreichte Approximation von f(x) dient als
gerundete Eingabe fiir die Maschine M, womit deren Simulation fortgesetzt wird.
Man beachte, dafs die Zustdnde der beiden Maschine M und M, beide im Haupt-
speicher von M abgelegt werden konnen; das Prézisionsregister von M entspricht
d¢, wahrend 8, nur eine interne Rolle spielt als Sollwert der Fehlerschranke von Mj.

Nun beobachtet man, dafs M, endlich oft mit einem falschen, da nicht ausrei-
chend préazisen Eingabewert versorgt wird; dies spielt aber fiir den Grenzwert der
Ausgabe keine Rolle. Die Fehlerschranke von M wird dadurch ebenfalls nur endlich
oft falsch und die Gesamtberechnung ist quasi stark 5-Q-analytisch. O

HOTZ, SCHIEFFER, VIERKE haben in [26] gezeigt, dafs die stark 5-Q-analytischen
Funktionen, bei denen die Fehlerschranke stets gilt, stetig sind. Diese Funktionsklas-
se entspricht den berechenbaren reellen Funktionen im Sinne von GRZEGORCZYK
[24] und KO [27], falls wir die Programmkonstanten auf rationale Zahlen beschran-
ken. Im Gegensatz dazu umfassen die quasi stark 3-Q-analytischen Funktionen einen
viel weiteren Bereich. Wir verschirfen nun den Simulationssatz aus [26, Theorem 1]
und geben einen wesentlich eleganteren Beweis dafiir.

Satz 1.19 (Simulationssatz). Jede R-berechenbare Funktion ist quasi stark 5-Q-analytisch.

Beweis. Die §-Q-Maschine M’ simuliert die R-Maschine M zur gegebenen Funktion
durch Intervallarithmetik und mit wachsender Prizision 8. Dabei werden die Zel-
len des Rechenspeichers und Ausgabebands sowie der Akkumulator von M im Re-
chenspeicher von M’ jeweils durch Unter- und Obergrenze nachgebildet; diese sind
anfangs korrekt mit Null initialisiert. Die meisten Befehle konnen dann in nahelie-
gender Weise nachgeahmt werden, mit folgenden Ausnahmen.
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1. Maschinenmodell

Zuweisungen o := x; (und analog o := r mit v ¢ Q), bei denen eine 5-Q-Maschine
o := p(xi,8) ausfithrt, weisen dem simulierten Akkumulator das Intervall [« — 279,
« 4 27°] zu. Die Verzweigungsbedingung if « > 0 then ... wird so interpretiert,
daf3 ein Intervall genau dann positiv ist, wenn seine Untergrenze positiv ist; in die-
sem Sinne ist es gleich Null, solange es die Null umfafit. Der print-Befehl wird nun
genutzt, um die Intervallmitten des simulierten Ausgabebands auf das tatsiachliche
Ausgabeband von M’ zu schreiben; die maximale Intervalldnge dient dabei als Feh-
lerschranke. Statt eines end wird ein next & ausgefiihrt und damit eine neue Runde
der Simulation eingeldutet. Dabei muf} der simulierte Rechenspeicher und das Aus-
gabeband von M geldscht werden, um erneut einen Anfangszustand herzustellen.

Man beachte, daf3 auf diese Weise die Korrektheit des Programms insofern er-
halten bleibt, als Divisionen durch Null vermieden werden. Indem man maximal &
viele Verzweigungen pro Runde ausfiihrt, werden Endlosschleifen vermieden. Die
Fehlerschranke ist hochstens solange falsch, bis M’ den richtigen Pfad von M zu
simulieren beginnt. Falls an einer Verzweigung des Programms der Inhalt des Ak-
kumulators von M einen Wert ungleich Null hat, so gibt das von M’ berechnete
Intervall bei hinreichender Genauigkeit das Vorzeichen exakt wieder. Indem wir uns
dem unentscheidbaren Fall o = 0 vorsichtig und von der sicheren Seite her ndhern,
wird dieser von M’ stets korrekt behandelt — wir nennen diese Vorgehensweise kon-
servatives Verzweigen. Damit ist klar, daf$ jeder endliche Programmpfad von M nach
endlicher Zeit von M’ nachgeahmt wird; dann aber konvergiert die Simulation wie
gewiinscht und ist robust. O

Am Beispiel fraktaler Strukturen sieht man, dafl oben bewiesene Inklusion echt ist,
d.h. dafd gewisse quasi stark 5-Q-analytische Funktionen nicht R-berechenbar sind.

Beispiel 1.3 (Koch-Kurve). Durch wiederholte Ersetzung des mittleren Drittels einer Li-
nie durch die Schenkel eines gleichseitigen Dreiecks geméafS Abbildung 1.4 entsteht
eine Folge von Kurven k,. Deren Grenzwert lim,,_,, k, heifit Koch®-Kurve und ist
zwar Uiberall stetig, aber nirgendwo differenzierbar. Wir werden sehen, dafy man die-
se durch eine quasi stark §-Q-analytische stetige Funktion k : [0, 1] — R? beschreiben
kann, die nicht R-berechenbar ist. Letzteres ergibt sich aus der Hausdorff-Dimension
log,4 ¢ Z von k([0,1]) C R? und Satz 1.2 (vgl. hierzu auch [25, 26]). Auferdem
folgt dies auch unmittelbar aus dem Darstellungssatz fiir R-berechenbare Funktio-
nen: Diese sind nur an abzéhlbar vielen Stellen nicht differenzierbar!

ko ky

Abbildung 1.4.: Entstehung der Koch-Kurve

®NIELS FABIAN HELGE VON KOCH (1870-1924), schwedischer Mathematiker.
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1.5. Halte- und Konvergenzproblem

Fiir die Fehlerabschitzung bei der Berechnung von k beobachtet man, daf3 die
Koch-Kurve vollstindig innerhalb der konvexen Hiille von k; verlauft’. Wegen des
rekursiven Aufbaus® der Kurve ist damit auch klar, in welchem Bereich um eine Ite-
ration k,, der Grenzwert liegt. Demnach kann eine quasi stark §-Q-analytische Ma-
schine den Eingabewert mit Prédzision 6 lesen, den Bildpunkt auf der Kurve ks na-
herungsweise ausrechnen und eine Fehlerschranke ausgeben, die vom Durchmesser
der schattierten Dreiecke in Abbildung 1.5 abhédngt. O

ko K A

k3

k2

Abbildung 1.5.: Einschachtelung der Koch-Kurve

1.5. Halte- und Konvergenzproblem

Halteproblem
Aus [26, 44] sind folgende Resultate bekannt.

e Das Halteproblem fiir reguldre R-Maschinen ist nicht R-berechenbar; dies sieht
man durch Diagonalisierung.

e Das Halteproblem fiir reguldre R-Maschinen ist R-analytisch; dies sieht man
durch Simulation.

e Das Halteproblem fiir reguldre R-Maschinen ist nicht robust 5-Q-analytisch;
dies sieht man am Beispiel xg.

Da die Menge Q, zwar R-semi-entscheidbar, nicht aber analytisch 6-Q-entscheidbar
ist (siehe Satz 1.16), ergibt sich unmittelbar

¢ Das Halteproblem fiir reguldre R-Maschinen ist nicht 5-Q-analytisch; dies sieht
man am Beispiel Q.

Konvergenzproblem

Analog zum Halteproblem von Turing-Maschinen kann man das Konvergenzpro-
blem analytischer R-Maschinen betrachten als die Frage, ob eine durch ein Programm
gegebene Maschine bei einer bestimmten Eingabe ein Resultat erzeugt, d.h. eine kon-
vergente Ausgabefolge. Aus [26, 44] sind hier folgende Resultate bekannt, die auch
fiir analytische 5-QQ-Maschinen mit robusten Programmen gelten.

"Dies beweist man leicht durch vollstandige Induktion fiir alle k.
8Die Kurve kn 41 besteht aus 4™ Stiicken, die zu k1 kongruent sind.
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1. Maschinenmodell

e Das Konvergenzproblem fiir analytische R-Maschinen ist nicht R-analytisch
(und damit auch nicht 5-Q-analytisch); dies sieht man durch Diagonalisierung.

e Das Konvergenzproblem fiir analytische R-Maschinen ist R3-analytisch; dies
sieht man durch eine aufwendige Konstruktion.

Wir werden diese Ergebnisse nun verallgemeinern auf die verschiedenen Klassen
analytischer Maschinen sowie auf deren mehrfache Hintereinanderschaltung. Fer-
ner werden wir das Konvergenzproblem mit nur zwei analytischen Maschinen 16sen,
wobei allerdings unendlich lange Zwischenergebnisse auftreten; kodiert man diese in
einzelne reelle Zahlen, so fithrt das zu der bekannten Konstruktion mit drei Maschi-
nen. Als Einstieg beweisen wir einen allgemeinen Satz iiber die Unentscheidbarkeit
des Konvergenzproblems.

Satz 1.20. Das Konvergenzproblem R-analytischer Maschinen ist nicht Ri-analytisch; ana-
loges gilt fiir (robust) 5-Q"-analytische Maschinen.

Beweis. SeiTl die Menge aller korrekten Programme; diese werden beschrieben durch
eine endliche Folge von Befehlen aus einem festen, endlichen Alphabet, jeweils er-
ganzt um eventuelle Indizes, Sprungadressen oder reelle Konstanten. Man kann also
leicht eine prifixfreie Kodierung von QF in R* finden und so TT C R* verstehen. Da-
mit ist klar, dafs Programme als Eingabe von Berechnungen dienen konnen, und daf3
gilt auch fiir Folgen von Programmen. Ein Tupel m = (7, ... ,m) von Programmen
bestimmt eine partielle Funktion @ : R* ~» R*, die von der Hintereinanderschal-
tung M, o --- o My, der R-Maschinen berechnet wird.

Annahme: Sei ' € TI' ein Tupel, welches das Konvergenzproblem 16st, also die
Abbildung TT' x R* — B Ri-analytisch berechnet mit

(7. %) 1 falls @, (x) definiert;
' 0 sonst.

Nun wandelt man 7’ zu " ab, indem zuerst die Eingabe verdoppelt und dann jede
Ausgabe im Intervall [, 3] abwechselnd durch 0 und 1 ersetzt wird; dann kann die
Ausgabefolge nicht mehr gegen 1 konvergieren. So kann man leicht folgende partielle
Funktion TT" ~» B R'-analytisch berechnen:

. 0 falls @ (7t) undefiniert;
undefiniert sonst.
Damit ergibt sich aber der klassische Widerspruch
@, (") definiert <= @, (") undefiniert.

Diese Argumentation funktioniert auch fiir robust 5-Q-analytische Funktionen.
Zur Verallgemeinerung auf nicht robuste 5-Q-analytische Funktionen sei P C TT die
Menge aller Programme fiir R-berechenbare Rundungsfunktionen; dann ersetze man
in obigem Beweis ITjeweils durch IT x P, da eine 8-Q-Maschine durch Programm und
Rundung festgelegt wird. O
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1.5. Halte- und Konvergenzproblem

Wir werden nun kurz erldutern, wie man das Konvergenzproblem einer 5-Q-ana-
lytischen Maschine durch mehrere hintereinander geschaltete 16st; dieser Satz gilt
entsprechend auch fiir R-Maschinen.

Satz 1.21. Das Konvergenzproblem §-Q-analytischer Maschinen ist §-Q?*-analytisch.

Beweis. Der Beweis folgt dem von VIERKE [44, Kap. 5] fiir R-analytische Maschinen.
Sei 0.B.d.A. f : R* D D — R einstellig, sonst wende man Lemma 1.25 sinngemif an
oder betrachte die Ausgabe komponentenweise (dies kann parallelisiert werden). Ei-
ne wesentliche Idee ist nun, daf} eine monotone Folge genau dann {iber alle Grenzen
wichst, wenn die Kehrwerte eine Nullfolge bilden; dabei ignorieren wir der Uber-
sichtlichkeit halber die Moglichkeit einer Division durch Null.

Fiir festes x € R* seiu, die Ausgabe der n. Zielkonfiguration der Berechnung von
M angesetzt auf in(x). Zu entscheiden ist nun, ob lim,,_,« w, existiert, d.h. ob die
Folge beschrankt ist und genau einen Haufungspunkt aufweist. Die Folge ist genau
dann unbeschrankt, wenn

M = T}i_r)glo(rinj}lx w )T =o0.

Nun betrachtet man Intervalle I, D {uy,... ,u,} — genauer gesagt symmetrische
Umgebungen von Null — und deren dquidistante Verfeinerungen J, i in p,, Teilinter-
valle. Dabei sei p,, die n. Primzahl und die Lange von I,, stets eine Zweierpotenz,
so tritt keine Verfeinerungsgrenze zweimal auf. Ein Teilintervall J,, x hat einen Hau-
fungspunkt genau dann, wenn

m
Xnk = Tilifolo(z Xink) | =0,
i=0
wobei

{1 falls w; € Jny;
Xink =
0 sonst.

M ist 8-Q-analytisch, da alle u,, 6-Q-berechenbar sind; die xn x sind 5-Q-analy-
tisch, da alle Teilsummen §-Q-berechenbar sind. Die erste Maschine M berechne
daher M und alle X x, dies funktioniert gemafs Lemma 1.6 und ergibt ein unendli-
ches Ausgabewort.

Die Anzahl der Haufungspunkte im Intervall I, ist

Pn

o= Y (1 sign(xn)),

k=1

sofern keiner auf einer Verfeinerungsgrenze liegt. Die Folge (u,)$, divergiert genau
dann, wenn sign(M) = 0 oder «,, > 2 fiir mehr als ein n. Ein einzelner , Ausrut-
scher” kann auftreten, wenn der Grenzwert auf eine Verfeinerungsgrenze fillt; dies
kann sich aber nicht wiederholen. Die zweite Maschine berechnet also erst sign(M)
(dabei hilft eine geeignete Rundung) und dann nach und nach alle «,, und vermutet
Konvergenz, bis das Gegenteil bewiesen ist. O
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Korollar 1.22. Das Konvergenzproblem R'-analytischer Maschinen ist R*'-analy-
tisch, analog fiir 5-Q-Maschinen.

Beweis. Wir stellen uns die i hintereinander geschalteten Maschinen als eine Pipeline
vor, in welche vorne die Eingabe hineingeht, im Innern Zwischenergebnisse fliefien
und am Ende die Ausgabe herauskommt. Wir erweitern nun die Kommunikation
zwischen den Maschinen um weitere Kanile®, welche analog zu Satz 1.21 M und X, «
weiterleiten. Die einzelnen Maschinen fiihren dann parallel mehrere Funktionen aus:
Sie verarbeiten ihre eigentlichen Eingaben, errechnen aus ihren eigenen Ausgaben
die Hilfsfunktionen M und X, x und entscheiden mittels den entsprechenden Hilfs-
ausgaben ihrer Vorgdnger deren Konvergenz. Nur wenn alle vorherigen Maschinen
Konvergenz signalisieren, kann auch die letzte, zusitzliche Maschine insgesamt auf
Konvergenz entscheiden. Durch diese iiberlappende Anordnung sind statt 2i nur
i+ 1 Maschinen notwendig. O

Anmerkung 1.9. Ubertrdgt man obige Resultate auf robust 5-Q-analytische Funktio-
nen, so wird jeweils eine Maschine mehr notwendig. Das Vorzeichen einer Zahl ist
zwar 5-Q-berechenbar, aber lediglich robust 6-Q-analytisch; daher ist M, mit der Be-
rechnung der Vorzeichenbits ausgelastet. Erst M3 bildet dann die Summen o, und
entscheidet die Konvergenz.

Der angekiindigte allgemeine Hierarchiesatz fiir 5-Q-analytische Funktionen er-
gibt sich nun unmittelbar.

Satz 1.23.
Vie N: {(robust) 5-Q'-analytisch} C {(robust) 5-Q"*'-analytisch}.

Beweis. Die behauptete Inklusion ist trivial; falls sie fiir irgendein iy nicht echt ist, so
kollabiert die Hierarchie ab dieser Stelle. Dies steht aber im Widerspruch dazu, daf3
fiir alle i das Konvergenzproblem §-Q'-analytischer Maschinen nicht §-Q'-analytisch
ist, wohl aber 5-Q"*2-analytisch gema8 Korollar 1.22. O

Anmerkung 1.10. Mit den obigen Beweistechniken findet man leicht, daff das Kon-
vergenzproblem quasi stark 5-Q-analytischer Maschinen nicht quasi stark 8-Q-analy-
tisch ist, wohl aber §-Q?-analytisch und robust §-Q3-analytisch. Dabei kann sowohl
die Konvergenz der Ausgabe als auch die Korrektheit der Fehlerschranke geméfs De-
finition 1.8 getestet werden.

Kodierung in reellen Zahlen

Wenn man zur Losung des Konvergenzproblems mehrere analytische Maschinen
hintereinanderschaltet, so mufs eine Maschine jeweils unendlich viel Information an
die néchste tibergeben. Falls man keine unendlichen Worter als Ausgabe zulassen
will, so muf$ die Information in einer (einzelnen) reellen Zahl untergebracht werden.
Dazu dient das folgende

9Dies kann leicht durch eine gednderte Anordnung auf den Ein-/Ausgabebdndern geschehen.
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Lemma 1.24. Sei f : R* D D — B® R- bzw. (robust) d-Q-analytisch, dann ist auch v :
D — R R- bzw. (robust) 6-Q-analytisch, wobei

Umgekehrt kann eine reelle Zahl' v = > ° ;27" von einer analytischen R- bzw. 5-Q-
Maschine in die Folge (bo, by,...) € B® zerlegt werden; d.h. insbesondere, daf§ i — b; R-
und 5-Q-berechenbar ist. Die Dekodierung ist robust 5-Q-analytisch, falls r ¢ D.

Beweis. Sei M eine R-Maschine fiir f und f™(x) = (bg‘), . ,b,(:l)) € B* entstehe
durch Rundung von @) (x) € R*. Man bilde r™(x) := Y, b{"2 als n. Approxi-

i=0 i
mation von r(x). Es gilt lim,,_,, r™(x) = r(x), da bgn] tiir jedes i ab einem gewissen
n korrekt ist.

Die Behauptung tiber die Umkehrung der Kodierung ist fiir R-Maschinen offen-
sichtlich; fiir 5-Q-Maschinen wihle man als Rundungsfunktion z.B. eine abgebro-
chene Bindrentwicklung. Damit die Dekodierung robust 6-Q-analytisch funktioniert,
darf r keine dyadische Zahl sein; dann existiert eine eindeutige Bindrdarstellung, aus

deren Approximationen die einzelnen Bits nach und nach ablesbar sind. O

Diese Konstruktion 1af3t sich erweitern, um abzahlbar viele reelle Zahlen in eine zu
packen. Hier muff man aber die Einschrankung machen, dafs die reellen Zahlen ent-
weder nicht dyadisch sind oder von der Berechnung monoton approximiert werden,
so dafs die Ausgaben nicht nur als reelle Zahlen, sondern auch als Bindrdarstellungen
konvergieren.

Lemma 1.25. Sei f : R* > D — R% R- bzw. (robust) §-Q-analytisch (mit obiger Ein-
schrinkung), dann gibt es eine R- bzw. (robust) 6-Q-analytische Funktion v : D — R, aus
deren Ausgabe r(x) die Folge f(x) € R® von einer analytischen R- bzw. 5-Q-Maschine wie-
dergewonnen werden kann. Die Dekodierung ist robust 6-Q-analytisch, falls r(x) ¢ D.

Beweis. Man betrachte eine Bindrdarstellung der Zahlen (f(x)); fiir festes x € D und
eine bijektive, berechenbare Abbildung N* — N; dann packe man alle abzéhlbar vie-
len Bits der abzdhlbar vielen Zahlen in eine reelle Zahl, analog zum Lemma 1.24. [

Wendet man nun obige Lemmata an, um das Konvergenzproblem ohne unend-
liche Zwischenergebnisse zu 16sen, so @ndert sich die geschilderte Konstruktion wie
folgt. M, berechnet weiterhin M und alle x,, x und kodiert letztere in einer reellen
Zahl. M, berechnet aus seiner Eingabe sign(M) und alle sign(xn k) und kodiert die-
se Bits in einer reellen Zahl; diese sind jeweils R-analytisch und damit 5-Q-analytisch
bei geeignet gewdhlter Rundungsfunktion (siehe Satz 1.10). Eine dritte Maschine M3
ist notig, um die «, zu berechnen und die Konvergenz analytisch zu entscheiden.
Die Konstruktion ist sogar robust 6-Q-analytisch, da M und x;, x monoton fallend ap-
proximiert werden und die Kodierung aller x,, x keine dyadische Zahl ergibt (aufler

Dabei darf nicht b; — 1 fiir i — oo gelten, damit die Darstellung eindeutig ist.
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Null, falls die Folge tiberall Hiufungspunkte hat); letzteres gilt auch fiir die Vorzei-
chenbits. Falls die Folge divergiert, konnten zwar alle sign(x,x) = 1 sein, aber das
spielt dann keine Rolle, da sign(M) = 0 erkannt wird.

Offene Frage 1. Ist das Konvergenzproblem fiir analytische R-Maschinen R?-analy-
tisch, wenn man auf unendliche Folgen als Zwischenergebnisse verzichtet?

1.6. Unterprogrammtechnik

Wir wollen nun die Situation untersuchen, daf8 z.B. ein Programm fiir eine R-Maschi-
ne eine quasi stark 6-Q-analytische Maschine wie ein Unterprogramm (UP) aufrufen
darf. Man kann diesen Fall unter verschiedenen Aspekten betrachten und motivie-
ren, und wir wollen zundchst zwei davon beschreiben. Danach stellen wir ein mog-
liches und einfaches Konzept vor, die Semantik des UP-Aufrufs zu prézisieren, wel-
ches vom Standpunkt der Berechenbarkeit hinreichend allgemein ist. Schlieflich un-
tersuchen wir sinnvolle Kombinationen von Maschinentypen und ordnen die jeweils
entstehende Klasse berechenbarer Funktionen in die uns bereits bekannte Hierarchie
ein.

Die oben geschilderte Situation kann man so deuten, dafs dem Hauptprogramm
eine bestimmte quasi stark 5-Q-analytische Funktion als Elementaroperation zur Ver-
fiigung gestellt wird, z.B. die Exponentialfunktion. Man interessiert sich dann daftir,
wie sich die Fahigkeiten einer Maschine erweitern in Abhdngigkeit von der Klasse
berechenbarer Funktionen, aus denen die Elementaroperation entnommen wird. Ein
Resultat lautet dann, dafs der Simulationssatz weiter gilt, auch wenn eine R-Maschi-
ne um quasi stark 3-Q-analytische Prozeduren erweitert wird. Diese Sichtweise legt
es nahe, eine feste Sammlung von Prozeduren zu einem Hauptprogramm hinzuzu-
fiigen, die alle aus derselben Funktionsklasse stammen.

Man kann die Idee der UP-Technik aber auch ganz anders auffassen'!, indem man
von einer in der Mathematik weitverbreiteten und mit groflem Erfolg verwandten
Operation ausgeht: der Grenzwertbildung. Es ist dann naheliegend, unseren R-Ma-
schinen die Fiahigkeit zu geben, Grenzwerte tiber berechenbare Folgen reeller Zahlen
zu bilden und damit weiterzurechnen. Die einzelnen Folgenglieder miissen dazu ein-
deutig, endlich, berechenbar und moglichst allgemein dargestellt werden — kurzum,
sie sollten sich als Folge der Ausgaben einer unendlichen Rechnung ergeben, beschrieben
durch Programm und Eingabe. Dariiber einen Grenzwert zu bilden ist aber genau
das Konzept der analytischen Berechnung! Ein Resultat lautet dann, daf8 die Grenz-
wertbildung tiber R-berechenbare Folgen zu einer Klasse fiihrt, die den Abschlufs R-
analytischer Funktionen unter Hintereinanderausfithrung umfafit. Diese Sichtwei-
se legt es wiederum nahe, dafs das UP nicht fest vorgegeben, sondern dynamisch
erzeugt wird; der Typ der UP-Maschine beeinflufit die Méachtigkeit der Grenzwert-
bildung.

"Dr. Bjorn Schieffer verdanke ich die Anregung hierzu.
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1.6. Unterprogrammtechnik

1.6.1. Semantik

Wir gehen von zwei Maschinen M := MZ und M’ := MZ, aus, wobei das Programm
7t zum Zwecke des UP-Aufrufs den neuen Sonderbefehl call(i,j) miti,j € N enthal-
ten darf. Dies ist eine Einschrankung, da nicht verschiedene Maschinentypen fiir Un-
terprogramme zur Verfiigung stehen; zur Vereinfachung wollen wir dies allerdings
annehmen. Andererseits ist es hinreichend allgemein, da M’ z.B. eine universelle Ma-
schine darstellen und eine beliebige, von M vorgegebene Funktion berechnen kann.
Dabei hiangen solche Eigenschaften wie Robustheit vom Programm 7’ ab. Ein Ver-
gleich mit obigen Sichtweisen sollte klar machen, daf3 dieses Modell beiden gerecht
wird.

Wir werden oft von M als dem Hauptprogramm und M’ als dem Unterprogramm
sprechen, d.h. die Maschine mit ihrem Programm identifizieren; dies ist solange un-
problematisch, wie der Typ der Maschine klar ist. Die beiden Parameter i bzw. j des

call-Befehls markieren die Positionen der Ein- bzw. Ausgabe des UPs im Rechen-

speicher der ersten Maschine. Durch die Zusammenschaltung M =3 M’ entsteht

eine neue R-Maschine, wobei die Semantik des Unterprogrammaufrufs wie folgt ist.

Sei k = («, 3,7, 9,7, x,y,z) eine Konfiguration von M mit g = call(i,j). Dann
wird (zi, zi41, . . . ) genau wie bei der Definition der Ausgabefunktion als Wortw € R*
interpretiert und an das UP iibergeben; es ist also w := (zi41,... ,ziy2,), falls z; € N,
und w := ¢ sonst. Das Ergebnis'? der Berechnung von M’ angesetzt auf in(w) seir :=
® ' (w); dieses wird analog zur Eingabefunktion in (z;, zj11, ... ) abgelegt. Demnach
ist A(k) .= (, B+ 1,v,08,7,x,y,z') mit

v fallsl=j;
zi =<1 falls1<l—j <
Z1 sonst.
Fiir den Fall eines unendlichen Ergebniswortes vereinbaren wir z{ := —1; allerdings

erweist sich hier die Art und Weise der Ubergabe als sehr unhandlich, da der gesamte
Rechenspeicher ab der j. Stelle belegt wird.

In analoger Weise definiert man den Fall, daf§ M = ME und M’ = /\/lf[',Q; da die
Zahlenbereiche bei Ein- und Ausgaben beider Maschinen gleich sind, ergeben sich
keine Schwierigkeiten. Wir verzichten an dieser Stelle auf weitere formale Definitio-

nen und Bezeichnungen fiir diese Zusammenschaltungen und die damit berechen-
baren Funktionen; letztere benennen wir anschaulich z.B. durch , R-berechenbar caly
quasi stark 6-Q-analytisch” und setzen dies in Mengenklammern, wenn wir die Klas-
se meinen.

Man beachte, daf8 das Hautprogramm nur endliche Worter an das UP iibergeben
kann, die Ergebnisse aber sehr wohl unendlich sein konnen; dies erscheint bei ge-

12Falls dieses nicht existiert, betrachten wir die Zusammenschaltung als nicht korrekt! Die Nachfol-
gekonfiguration ist in diesem Fall undefiniert und A wird zu einer partiellen Funktion; dies blaht
den formalen Apparat unnétig auf.
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1. Maschinenmodell

nauerer Betrachtung aber als natiirlich. Ferner haben wir keine Moglichkeit fiir re-
kursive Prozeduren vorgesehen, um die Situation einfach zu halten und den eingangs
geschilderten Motivationen Rechnung zu tragen — wir wollen nicht rekursiv Grenz-
werte bilden!

Fiir den Fall einer $-Q-Maschine als Hauptprogramm miissen wir noch vereinba-
ren, wie das Ergebnis des UP abgelegt werden soll. Wir entscheiden uns, es weiterhin
im Rechenspeicher zu plazieren, allerdings mittels der Rundungsfunktion gemafs der
aktuellen Prézision zu einer rationalen Zahl gerundet.

Anmerkung 1.11. Diese Art des UP-Aufrufs eignet sich nicht, um aus einer 6-Q-analy-
tischen Maschine heraus ein R-berechenbares UP aufzurufen mit dem Ziel, auf diese
Weise den Zahlenbereich des Hauptprogramms zu erweitern; dazu miifste man dem
UP (auch) direkten Zugriff auf die reellen Eingaben erlauben. Man sieht jedoch leicht,
daf3 die entstehende Zusammenschaltung genauso machtig ware wie eine R-analyti-
sche Maschine; daher interessiert uns diese Kombination nicht weiter.

1.6.2. R-berechenbare Hauptprogramme

Man bemerkt, dafi gewisse Eigenschaften von R-Maschinen sich unmittelbar auf
oben definierte Zusammenschaltungen mit R-berechenbaren Hauptprogrammen und
einem festen Maschinentyp fiir die Unterprogramme tibertragen. Ein besonders in-
teressantes Resultat in dieser Hinsicht (vgl. auch Abschnitt 1.2.1) ist das

Lemma 1.26. Die Menge {R-berechenbar St R-analytischy ist abgeschlossen beziiglich
Hintereinanderausfiihrung, Kreuzprodukt und primitiver Rekursion. Dies gilt ebenso fiir
5-Q-analytische Funktionen und deren Varianten als UP.

Beweis. Wenn man mehrere Maschinen der Form M <3 Aq' zusammenschaltet,
besteht die einzige Schwierigkeit darin, die verschiedenen UPs zu einem zu kom-
binieren. Dazu erweitert man die Eingaben an das UP um eine Funktionsnummer
und fiihrt dann eine Fallunterscheidung nach der gewiinschten Funktion durch; die
Hauptprogramme werden entsprechend angepafst und dann mit den bekannten Me-
thoden kombiniert. O

R-analytische Prozeduren

Es macht keinen Sinn, aus einem R-berechenbaren Hauptprogramm heraus ein eben-
solches UP aufzurufen; R-analytische Prozeduren stellen jedoch geeignete Kandida-
ten dar. Fiir diesen Abschnitt sei F := {R-berechenbar ey R-analytisch}. Man sieht
leicht, daf$ {R-berechenbar} C {R-analytisch} C F, sofern man sich auf endliche Wor-
ter beschrankt. Aus Lemma 1.26 folgt dann unmittelbar

Korollar 1.27. Sei f : R* ~» R* eine Ri-analytische Funktion, die sich ohne Verwen-
dung unendlicher Worter als Zwischenergebnisse berechnen ldfit. Dann ist f € F.
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Indem man die Ideen aus Satz 1.21 und Lemma 1.25 kombiniert, ergibt sich — wie
bereits im Anschluf an jenes Lemma erwdhnt —, dafs das Konvergenzproblem einer R-
analytischen Maschine R3-analytisch ist; insbesondere werden dabei keine unendlich
langen Zwischenergebnisse benotigt. Eine vereinfachte Variante von Korollar 1.22
ergibt dann z.B., dafs 31 hintereinander geschaltete Maschinen geniigen, um das Kon-
vergenzproblem von i solchen zu entscheiden. Mit obigem Korollar folgt nun, daf3
das Konvergenzproblem R'-analytischer Maschinen durch eine Funktion aus F ge-
16st werden kann. Laut Hierarchiesatz 1.4 ist diese aber nicht R'-analytisch und wir
erkennen

Korollar 1.28. Vi € N: F ¢ {R'-analytisch}

Diese Fahigkeit zur mehrfachen Hintereinanderausfiihrung lafst sich durch das
Hauptprogramm in weiten Bereichen steuern und damit variabel gestalten; mit die-
ser Idee erhilt man sogleich das

Lemma 1.29. F ¢ |J, {R'-analytisch}

Beweis. Die Idee ist, eine universelle Maschine zu konstruieren, die das Konvergenz-
problem fiir eine beliebige Hintereinanderschaltung einer variablen Zahl R-analyti-
scher Maschinen 16sen kann. Dabei zeigt man, dafd die Maschine vom Typ , R-be-

rechenbar <3 R-analytisch” ist. Andererseits kann eine solche Funktion nicht R'-
analytisch fiir irgendein festes i sein, ist also auch nicht in der Vereinigung enthalten.

Dazu benétigt man eine Kodierung von Programmen durch Worter aus R*, die
sich leicht durch eine R-Maschine dekodieren bzw. interpretieren lafst. Diese dehnt
man dann aus auf Folgen von Programmen und Argumenten und betrachtet univer-
selle Maschinen fiir die variable Hintereinanderschaltung. Zuletzt benutzt man die
Ideen aus der Herleitung von Korollar 1.28 zum Bau einer Maschine, die bei Ein-
gabe einer Folge von i Programmen fiir analytische R-Maschinen die Folge der 3i
Programme generiert, die das Konvergenzproblem losen. O

Zusammen genommen folgt demnach

Satz 1.30. Wenn man sich auf R-analytische Funktionen f : R* ~» R* beschrinkt, d.h.
unendlich lange Worter vermeidet, dann gilt

U{Ri—analytisch} C {R-berechenbar call R-analytisch}
ieN

und die rechte Menge ist unter der Hintereinanderausfiihrung abgeschlossen.

Wir haben also fiir die unendliche Hierarchie R'-analytischer Funktionen eine
abgeschlossene obere Schranke gefunden, die durch ein einfaches Berechnungsmo-
dell gegeben ist. Aufgrund der Miachtigkeit dieses Berechnungsmodells ist die obere
Schranke allerdings leider nicht scharf.
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Quasi stark 5-Q-analytische Prozeduren

Nun wollen wir die Menge der erlaubten Prozeduren soweit einschranken, daf$ der
Simulationssatz weiterhin gilt, d.h. daff die entstehende Zusammenschaltung sich
simulieren lafst durch eine 6-Q-Maschine. Wie schon der Hierarchiesatz zeigt, ist die
Hintereinanderausfiihrung zweier 6-Q-analytischer Funktionen im allgemeinen nicht
mehr von dieser Form. In Abschnitt 1.4 haben wir aber gesehen, daf3 die Teilmenge
der quasi stark 8-Q-analytischen Funktionen in diesem Sinne abgeschlossen ist; daher
sind dies geeignete Kandidaten fiir unsere UP. Tatsédchlich ergibt sich

Satz 1.31. Fiir eine Funktion f : R* ~» R* gilt

f € [R-berechenbar <55 quasi stark 5-Q-analytisch)
& f € {quasi stark 5-Q-analytisch}.

Beweis. Die Riickrichtung ist trivial; das Hauptprogramm liest das Eingabewort und
tibergibt es an das UP, welches die Funktion f realisiert, um anschlieSend dessen
Ausgabe zu drucken.

Sei jetzt also M =5 MZP die Zusammenschaltung (mit quasi starkem Pro-
gramm 7t'), welche f berechnet. Jeder endliche Berechnungspfad von 7 1df3t sich in
der Form

o=o07-call-oy-call-...-call- o,

zerlegen, wobei die Teilpfade o; keine UP-Aufrufe mehr enthalten. Jedem Teilpfad
o; 1af3t sich gemdfs dem Simulationssatz 1.19 eine dquivalente quasi stark 5-Q-ana-
lytische Maschine M; zuordnen, das UP ist bereits durch eine solche Maschine M’
gegeben. Gemaifs Lemma 1.18 1463t sich daher der gesamte Pfad o durch eine quasi
stark 5-Q-analytische Maschine simulieren.

Als Schwierigkeit ergibt sich hier, dafs der Pfad o nicht von vorne herein bekannt
ist, sondern erst ermittelt werden muf8. Dabei wird mit zunehmender Genauigkeit
der Simulation die eine oder andere Verzweigungsbedingung anders ausgewertet als
zuvor, so daf sich der gesamte folgende Suffix dndert. Allerdings kann dies nur
endlich oft passieren, wie schon im Beweis zu Satz 1.19 erldutert wurde.

Die simulierende Maschine M verwaltet daher einen Stapel von quasi stark 5-Q-
analytischen Maschinen M; fiir den Teilpfad o; und M/ fiir den i. Unterprogramm-
aufruf. Das Prézisionsregister von M, der ersten Maschine in der Kette, bestimmt
den Wert von § von M. Im wesentlichen gibt es zwei Phasen bei der Simulation, eine
Expansions- und eine Konsolidierungsphase.

Zu Anfang und immer dann, wenn sich der Suffix von o dndert — wobei der Rest
des Stapels verworfen wird —, befindet sich die M in der Expansionsphase und legt
neue Maschinen auf dem Stapel an. Jede neue Maschine wird fiir soviele Runden
simuliert, wie die bisherige Approximation ihrer Eingabe dies zulat".

Wenn der Pfad bis zum end abgearbeitet wurde, beginnt die Konsolidierungspha-
se, in welcher die Prazision & erhoht und jeweils die Simulation des Prafix von o

13Man kann 0.B.d.A. annehmen, daf} die Fehlerschranke stets kleiner als 1 ist.
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weiter vorangetrieben wird, auf den sich die hohere Genauigkeit auswirkt. Dadurch
konvergiert nun auch die Ausgabe wie gewiinscht und M ist quasi stark 6-Q-analy-
tisch. ]

Der obige Satz liefert eine starke Charakterisierung der Klasse {R-berechenbar &5

quasi stark 8-Q-analytisch} als Einschrankung von {quasi stark 8-Q-analytisch} auf
Funktionen, die auf endlichen Wortern operieren. Will man eine weitere, echte Ein-
schrankung, die fraktale Strukturen ausschliefit, so kann man sich auf Prozeduren
beschranken, welche stetig differenzierbare Funktionen berechnen. Dann ergibt sich
analog zu 1.2, dafy die Hausdorff-Dimension wiederum ganzzahlig ist; wir wollen
hier aber nicht weiter auf Details eingehen.

1.6.3. Quasi stark 5-Q-analytische Hauptprogramme

Wie bereits angedeutet, kann in unserem Modell der UP-Technik die Zusammen-

schaltung einer §-Q- mit einer R-Maschine, M%? =5 ME, nicht erklirt werden. In

einer verniinftigen und geeigneten Erweiterung des Modells wiirde sich allerdings
zeigen, dafs eine solche Kombination genau die Méchtigkeit einer R-analytischen Ma-
schine hat. Das ist auch genau das, was man erwarten sollte von einer Maschine, die
sowohl reelle Zahlen exakt verarbeiten als auch unendliche konvergente Rechnungen
ausfiihren kann.

Interessanter ist da schon die Frage, wie sich das Hinzufiigen eines -Q-analyti-
schen UPs auf eine analytische §-Q-Maschine auswirkt. Im allgemeinen 143t sich eine
solche Zusammenschaltung schlecht mit den bereits bekannten Klassen berechenba-
rer Funktionen in Beziehung setzen; in einem wichtigen Spezialfall ergibt sich aber
ein schoner Satz.

Satz 1.32.
{quasi stark 6-Q-analytisch LY stark 8-Q-analytisch} = {quasi stark 5-Q-analytisch}

Beweis. Die eine Inklusion ,, D" ist klar, da das Hauptprogramm keinen call-Befehl
enthalten mufi. Fiir die umgekehrte Behauptung , C” betrachten wir eine konkrete

Zusammenschaltung M5 235 M52, wobei die beiden Programme 7t bzw. 7’ quasi
stark bzw. stark seien.

Man beobachtet zunédchst, daf’ alle Eingabe an das UP rational und daher exakt
bekannt sind. Als Riickgabewert wird eine Approximation des Ergebnisses gemaf3
der aktuellen Prézision erwartet; diese kann jedoch in endlicher Zeit errechnet wer-
den. Hierbei geht ein, dafi die Fehlerschranken des UP stets korrekt sind und das
Hauptprogramm robust ist, d.h. nicht von der speziellen Art der Rundung abhingt.
Daher kann diese Zusammenschaltung leicht durch eine quasi stark 5-Q-analytische
Maschine ohne Prozeduren ersetzt werden. O

Korollar 1.33.
{stark 6-Q-analytisch 2% stark 5-Q-analytisch} = {stark 6-Q-analytisch}
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1. Maschinenmodell

Beweis. Die Eigenschaft der Fehlerschranke, stets korrekt zu sein, tibertrdgt sich un-
mittelbar vom Hauptprogramm auf die Zusammenschaltung. O

Es zeigt sich also, daf3 stark 5-Q-analytische Funktionen nicht nur unter der endlichen
Hintereinanderausfiihrung, sondern auch bzgl. der Zusammenschaltung gemaf3 obi-
ger UP-Technik abgeschlossen sind.

Fazit

Wir haben ausgehend vom abstrakten Begriff einer mathematischen Maschine ver-
schiedene Formen von Registermaschinen hergeleitet, die im wesentlichen dem Stu-
dium der reellen Berechenbarkeit dienen. Ein wichtiger Aspekt hierbei ist das Ver-
héltnis zwischen R- und Q-Maschinen und die Frage, inwieweit man préizise reelle
Arithmetik durch unendliche konvergente Berechnungen iiber den rationalen Zahlen
ersetzen kann. Dabei wird ein systematischer Uberblick gegeben iiber die Hierarchie
der betrachteten Klassen, es wird bewiesen, warum diese Inklusionen echt sind, und
untersucht, wie sich diese Klassen unter Komposition verhalten.

Der Einflufd der verwendeten Rundungsfunktion spielt eine wichtige Rolle beim
Verstiandnis dieser Zusammenhdnge. Es zeigt sich, dafd einstellige R-analytische
Funktionen durch geeignete Wahl der Rundungsfunktion — und im allgemeinen nur
dadurch — 8-Q-analytisch sind. Fiir mehrstellige Funktionen gilt dies jedoch nicht,
wie das Beispiel x, zeigt.

Eine wichtige Klasse bilden die quasi stark 6-Q-analytischen Funktionen, die ab-
geschlossen unter der Hintereinanderausfiihrung sind und gemaf; dem Simulations-
satz die R-berechenbaren umfassen. Ferner enthalten sie auch fraktale Strukturen,
woraus sich unmittelbar die Trennung beider Klassen ergibt.

Analog zu dem bekannten Halteproblem der klassischen Rekursionstheorie kann
man bei analytischen Maschinen Konvergenzprobleme betrachten. Es zeigt sich, daf3
jeweils 1 hintereinander geschaltete R-Maschinen bzw. (robuste) 5-Q-Maschinen das
Konvergenzproblem fiir eine ebensolche Anordnung nicht entscheiden kénnen; dar-
aus ergibt sich der Hierarchiesatz. Andererseits konnen mehr als i Maschinen ein
solches Problem 16sen, die genaue Anzahl hiangt jedoch davon ab, ob man sich auf
robuste Maschinen oder endlich lange Zwischenergebnisse beschrankt oder nicht.
Durch Kodierung konnen unendliche Zwischenergebnisse vermieden werden, doch
erfordert dies im allgemeinen mehr Maschinen.

Zuletzt haben wir eine Unterprogrammtechnik fiir unsere Maschinen eingefiihrt
und deren Auswirkungen studiert. Beschrankt man sich auf endliche Worter, d.h. auf
R*, so stellt {R-berechenbar % R-analytisch} eine abgeschlossene obere Schranke fiir
die unendliche Hierarchie R*-analytischer Funktionen dar. Ferner ist die Klasse der
quasi stark 5-Q-analytischen Funktionen auch abgeschlossen unter der Erweiterung
mit stark 5-Q-analytischen Prozeduren.
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2. Komplexitat

Wir betrachten den Verbrauch der beiden Ressourcen Zeit und Platz durch Berech-
nungen und das Verhéltnis verschiedener Maschinentypen unter dem klassischen
Aspekt der polynomiellen Verkniipftheit. Als Modelle der Berechenbarkeit sollen in
diesem Kapitel sowohl R-Maschinen als auch -Q-analytische Maschinen betrachtet
werden. Die beiden wichtigsten Resultate sind, dafs alle Berechnungen mit konstan-
tem Platz ausgefiihrt werden kénnen und dafl unsere speziellen Registermaschinen
zu dem urspriinglichen Modell von BLUM, SHUB, SMALE gleichwertig sind. Genauer
bedeutet dies jeweils gleichen Platzbedarf und einen hochstens quadratischen Zeit-
verlust, der mit den indizierten Speicherzugriffen zusammenhéngt.

2.1. Komplexitatsmalde fiir R-Maschinen

Wir werden erkldren, was unter den Kosten einer Berechnung einer R-Maschine zu
verstehen ist, und zwar fiir die beiden Aspekte Zeit und Platz. Daraus leitet sich die
Zeit- bzw. Platzkomplexitdt einer R-Maschine in Abhéngigkeit von der Eingabegro-
e als Abschatzung fiir den schlechtesten Fall (worst-case) ab. Fiir Maschinen, die rein
mit rationalen Zahlen arbeiten, empfiehlt sich die bekannte logarithmische Komplexi-
tat von Registermaschinen, die sich bereits tiber den natiirlichen Zahlen bewihrt hat;
wir verweisen fiir eine Definition z.B. auf REISCHUK [40]. Bei Maschinen, die mit reel-
len (oder komplexen) Zahlen operieren, eignet sich nur das uniforme Kostenmaf3; dies
betrifft auch unsere 5-Q-Maschinen. Im folgenden bezeichne max M fiir eine Teil-
menge M C N das Maximum iiber diese Menge mit zwei Ergédnzungen: max M := 0,
falls M = (), und max M := oo, falls M unbeschrankt.

Definition 2.1 (Kostenmafe fiir R-Maschinen). Sei M eine R-Maschine, x € Dy
und b = (k;)}_, die Berechnung von M angesetzt auf in(x) mit Linge 1 € N . Fer-
ner seien {zi,, ..., z;, jmitm € N die Speicherzellen von M, auf die im Verlauf der
Berechnung zugegriffen wird.

Dann bezeichne timey,(x) := 1 die uniformen Zeitkosten und spacep(x) := m die
uniformen Platzkosten von M bei Eingabe x. Die uniforme Zeit- und Platzkomplexitiit
von M sei definiert wie folgt:

timey : N — I§I, n — max{time(x) | x € R*" N Dy},

spacey : N — N, n — max{space(x) | x € R" N Dy}
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2. Komplexitat

O

Anmerkung 2.1. Wir unterscheiden im Namen nicht zwischen der Kostenfunktion
Dy — Nund der Komplexititsfunktion N — N. Aus dem Zusammenhang und ins-
besondere dem Typ des Arguments sollte jedoch stets klar sein, welche Variante ge-
meint ist.

In analoger Weise lassen sich Kostenmafle fiir 6-QQ-Maschinen definieren, wobei
bei analytischen Berechnungen natiirlich stets timex,(x) = oo gilt. Allerdings kann
spacep(x) selbst bei unendlich langen Eingaben x € R® eine endliche Grofie sein
wegen unseres off-line-Modells von Maschinen mit eigenem Ein- und Ausgabeband.

Beispiel 2.1 (Lineares Programmieren). BLUM diskutiert in [3] eingehend dieses Pro-
blem (LP), das formal wie folgt lautet. Sei A € R™*™ eine Matrix und b € R™ sowie
c € R™ Vektoren. Maximiere c'x (Zielfunktion) fiir x € R™, wobei x > 0 und Ax < b
(Nebenbedingungen). Der bekannte Simplex-Algorithmus fiir LP wurde 1947 von
DANTZIG erfunden; seine uniforme Komplexitat als Funktion der Eingabegrofien m
und n ist exponentiell. O

Beispiel 2.2 (Entier-Funktion). Die bekannte Funktion |.| : R — Z mit
Rox— |[x]:=max{z€Z|z<x}

rundet eine reelle Zahl ab auf eine ganze. Die uniformen Zeitkosten bei Eingabe x sind
bei geschickter Implementierung ©(log(|x| + 1)), und dies ist laut [3] auch optimal;
daher ist die uniforme Zeitkomplexitit als Funktion der Eingabegrofie (hier: 1) unbe-
grenzt. Die Platzkomplexitit ist hingegen konstant. Das Problem in diesem Falle ist,
dafd die Funktion mit Hilfe der ganzen Zahlen definiert ist; deshalb ist das , uniforme
Eingabekostenmafs” hier nicht angemessen.

Damit in Zusammenhang steht die charakteristische Funktion der ganzen Zahlen

1 fallsx € Z;

R— B, x—
Xz {0 sonst.

Es ist klar, dafl xz(x) auf das Pradikat x — | x| zurtickgefiihrt und nach dem oben
gesagten in Zeit ©(log(|x| 4 1)) berechnet werden kann. Wie man aus den Resultaten
von BEN-OR [2] leicht schlief3t, ist diese Zeit auch optimal. O

Diese Zeit- und Platzkomplexitdten sind so definiert, dafs die folgenden einfachen
Beziehungen gelten.

Lemma 2.1. Sei M eine beliebige R- bzw. 5-Q-Maschine, x € Dy und cost € {time,
space}. Dann gilt fiir die Beziehung zwischen Kosten und Komplexitiit

costr(x) < costa(/x]).

Fiir den Zusammenhang zwischen dem Platzbedarf bzw. der Linge der Ausgabe und der
Dauer einer Rechnung gilt

spacey(x) < timep(x) > [ (x)].
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2.1. Komplexitdtsmafse fiir R-Maschinen

VIERKE [44, Seite 18, Satz 3] und BLUM, SHUB, SMALE [9, Seite 28, FufsSnote 4]
beschreiben und beweisen unabhingig voneinander einen Satz, der sich in unserer
Terminologie wie folgt auf analytische Berechnungen verallgemeinern laft. Er zeigt,
dafd das uniforme Platzmaf3 alleine auch bei R-Maschinen nicht sehr aussagekraftig
ist.

Satz 2.2. Sei M eine beliebige R- bzw. 5-Q-Maschine. Dann gibt es eine zu M dquivalente
Maschine M' mit space,, = O(1).

Beweis. Unser Beweis folgt der Idee von VIERKE und korrigiert die Liicken in dessen
Ausarbeitung. Die (reguldre oder analytische) Berechnung von M wird (gegebenen-
falls rundenweise) durch M’ simuliert, wobei lediglich die Folge der Inhalte von Pro-
grammzdhler 3 € [1 : N] und Indexregister v € N in je einem Register protokolliert
werden. Zur Simulation von if « > 0 then goto m else goto nund y; := a« mufs
der Wert des Akkumulators bestimmt werden, der sich durch eine rationale Funk-
tion aus den Eingaben ergibt. Zu diesem Zweck wird der bisherige Programmpfad
zuriickverfolgt und iterativ eine Beschreibung dieser Funktion als Quotient zweier
Polynome in einem Register aufgebaut. Deren einzige Variablen sind am Ende die
x; mit festen i € N, und so kann der Quotient leicht mit drei Registern ausgewertet
werden.

Nun muff man nur noch einsehen, dafs Worter iiber einem abzdhlbaren Alphabet
in einem Register kodiert werden kénnen und daf} die notwendigen Stringoperatio-
nen mit konstantem Speicherbedarf moglich sind. Dies folgt unmittelbar daraus, daf3
jede Turing-berechenbare Funktion mit zwei Registern ausgewertet werden kann [37,
Seite 103]. O

Wir wollen nun noch den Zusammenhang zwischen R-Maschinen mit verschie-
den vielen Indexregistern untersuchen und diese dann verwenden, um den von einer
Maschine verwendeten Adrefiraum zu transformieren. Das ist z.B. in vielen Simula-
tionsbeweisen notwendig, wo zusitzlich zum Adrefiraum der simulierten Maschine
weitere Daten unterzubringen sind.

Lemma 2.3. Eine R-Maschine mit k Indexregistern kann bei quadratischem Zeitverlust
durch eine dquivalente R-Maschine mit einem Indexregister simuliert werden.

Beweis. Sei M eine R-Maschine mit k Indexregistern. Wir konstruieren eine dquiva-
lente R-Maschine M’ mit einem Indexregister, die M simuliert. Die Indexregister
vi werden in z{ abgelegt, der eigentliche Rechenspeicher ab Adresse c, die sich aus
dem bendotigten Hilfsspeicherplatz ergibt. Alle konstanten Programmadressen wer-
den angepafit etc. Das Kernstiick der Simulation besteht darin, bei jedem indizierten
Speicherzugriff (auch auf das Ein- bzw. Ausgabeband) zuerst das gewiinschte Index-
register y; nach y’ zu laden — dies benétigt Zeit proportional zu y; — und gegebenen-
falls um c zu erhchen.

Aufgrund der eingeschrankten Moglichkeiten, Indexregister zu verdndern, gilt
nach n Schritten von M, dafs y; € [0 : n] fiir alle T < i < n. Daher kann jeder
Schritt von M in Zeit O(time,) simuliert werden; der zusatzliche Speicherbedarf ist
konstant. O
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2. Komplexitit

Lemma 2.4 (Lineare Adref$transformation). Sei M eine R- bzw. 5-Q-Maschine mit k
Indexregistern. Dann kann M mit konstantem Zeit- und ohne Platzverlust durch eine R-
bzw. §-Q-Maschine M' mit 2k Indexregistern simuliert werden, welche nur die Rechenspei-
cherzellen z.; v, benutzt, wobei a, b, 1 € Nmit a > 0.

Beweis. Wir beschreiben die Simulation nur fiir k = 1. Indexregister v, ersetzt y und
wird fiir Ein-/ Ausgabeoperationen verwendet; v, variiert iiber die transformierten
Adressen und dient Rechenspeicherzugriffen. Alle konstanten Adressen z; im Pro-
gramm werden angepafit. Ferner wird y; := 0 ergdnzt durch vy, := bund v :=y; +1
durch v, := v, + a (d.h. durch die naheliegende Befehlsfolge mit der entsprechen-
den Wirkung). vy := y; = 1 wird in diesem Sinne durch die Folge v, := v, ~ «;
Y2 :=Y2 = b; v2 := v, + b erweitert. Dadurch wird sozusagen der Fall 0 ~ 1 abge-
fangen. Diese Simulation macht hochstens (a + 2b + 1)-mal soviele Schritte wie die
urspriingliche Maschine. O

Anmerkung 2.2. Fiir gediichtnislose 5-Q-Maschinen, welche bei jedem next & ihren Re-
chenspeicher 16schen, kann man maximale und asymptotische (im Sinne eines limes
superior) Zeit- und Platzkosten pro Runde betrachten. Es ergibt sich dann, daf3 fiir
konstruierbare Zeit- bzw. Platzschranken die beiden Mafie dquivalent sind. Ferner
kommt der Simulationssatz mit geddchtnislosen Maschinen aus, deren Kosten mit
denen der urspriinglichen Maschine polynomiell verkniipft sind.

2.2. Vergleich mit dem Modell von BLUM, SHUB,
SMALE

Die Autoren von [9] definieren Maschinen iiber einem Ring R, wobei R ein angeordne-
ter, kommutativer Ring mit Eins sei!, der Z C R als natiirlichen Unterring enthilt.
Der Kontrollflufs der Maschinen wird von einem Graphen bestimmt; die Rechen-
schritte bestehen im Wesentlichen aus polynomiellen bzw. rationalen Funktionen; Be-
rechnungen werden als Iterationen eines Endomorphismus des Konfigurationsraums
aufgefafit. Wir werden nun versuchen, diese Maschinen in einer moglichst einfachen
Normalform als abstrakte Maschinen zu préasentieren, und beschranken uns dabei auf
die sogenannten unendlich dimensionalen Maschinen, d.h. solche mit unbeschranktem
Speicher, die Funktionen R* ~» R* berechnen.

Der Zustandsraum (state space) S ist die unendliche direkte Summe R* von R mit
sich selbst; seine Elemente s = (s1, 3, ... ) — die wir Zustinde nennen — sind unendli-
che Worter iiber R, bei denen nur endlich viele Komponenten von Null verschieden
sind. Die beiden ersten Koordinaten s;, s, spielen die Rolle von Indexregistern, sie
diirfen nur in der Form s; := 1 bzw. s; := s; + 1 verdndert werden. Eine polynomi-
elle oder rationale Funktion auf S ist die Fortsetzung einer solchen Funktion auf R™
fir ein n € N, die alle weiteren Komponenten unberiicksichtigt und unverdndert
lafit und die Bedingung hinsichtlich s;, s, erfiillt. Wir sagen, dafS diese genau auf

Die Bedingung , kommutativ” scheint nicht notwendig zu sein.
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2.2. Vergleich mit dem Modell von BLUM, SHUB, SMALE

die Koordinaten zugreift, welche in nichttrivialer Weise verandert werden oder das
Funktionsergebnis beeinflussen?.

Anmerkung 2.3. Die unendliche direkte Summe R* von R mit sich selbst hat starke
Ahnlichkeiten mit der Menge R* der endlichen Folgen iiber R. Der wichtigste Un-
terschied liegt darin, dafs (1) # (1, 0) in R*, wéahrend es in R fiir beide nur eine
Darstellung als (1, 0, 0, ... ) gibt. Daraus resultiert auch ein anderer Langenbegriff,
da in R™ abschlieffende Nullen ohne Bedeutung sind. Dennoch kann man durch
eine geeignete Kodierung, die z.B. ans Ende eines Wortes eine zusatzliche 1 anfiigt,
beliebige Worter tiber R in R* darstellen und manipulieren.

Das Programm der Maschine ist gegeben durch einen gerichteten, zusammenhén-
genden Graphen G, dessen Knoten 1,... , N mit einem Typ und eventuell einer Ab-
bildung markiert sind; auch manche Kanten sind markiert. Gemafs der Typen der
Knoten ergeben sich folgende weitere Bedingungen:

1. Der einzige Eingabeknoten ist 1; er hat keine eingehende und eine ausgehende
Kante. Die mit diesem Knoten urspriinglich verbundene Eingabefunktion wird
bei unseren abstrakten Maschinen getrennt behandelt; die Wirkung bleibt aber
erhalten.

2. Der einzige Ausgabeknoten ist N; er hat eine eingehende und keine ausgehende
Kante. Auch hier gilt, dafs die Ausgabefunktion gesondert beschrieben wird.

3. Berechnungsknoten haben eine ausgehende Kante und sind mit einer polynomi-
ellen oder rationalen Funktion auf S markiert.

4. Verzweigungsknoten haben zwei ausgehende Kanten, die mit wahr bzw. falsch be-
schriftet sind, sowie die implizit zugeordnete und fiir alle Verzweigungsknoten
gleiche Bedingung s; > 0.

5. Indexknoten (fifth nodes) zur indizierten Adressierung des Zustandsraums S ha-
ben eine ausgehende Kante. Thnen ist eine spezielle Funktion zugeordnet, die
das Kopieren der von s, bezeichneten Komponente in die durch s; adressierte
bewirkt:

ss, fallsi=sy;
§i =
s;  sonst.

Die Menge der Konfigurationen dieser abstrakten Maschine ergibt sich dann wie

Prazise: Sei f : S ~» S die Fortsetzung von f(") = (fgn], Y D R™ s R™ mit minimalem n. f
greift genau auf die Koordinaten zu, welche nicht lediglich identisch kopiert werden, d.h. welche

nicht nur zur Definition von f%l ) ($1,...,8n) = Sm benutzt werden.
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2. Komplexitit

folgt, wobei analytische Berechnungen nicht vorgesehen sind:

K:=[1:N] xS,
Kei={(n,s) eK|n=1, s =s, =0},
Ke :={(n,s) € K| n =N},
K, = 0.
Die Eingabefunktion in : R* — K bildet ein Wort r := (¢, ... , 1) ab auf in(r) :=
(1,s) mit
n fallsi=4;
. r; fallsi=2j4+1mit] <j<mn
)1 fallsie{1,2)
0 sonst.
und out : K — R" interpretiert die Teilfolge (s3, ss, ...) als Element von R, d.h. das

Ergebnis ist der langste Prafix ohne abschlieffende Nullen bzw. eine einzelne Null.
Durch die Angabe der Lange konnen beliebige Worter als Eingabe verwendet wer-
den, allerdings findet sich dieses Konzept nicht fiir die Ausgabe.

Der Nachfolger eines Knoten ist durch den Graphen und die Verzweigungsbe-
dingung eindeutig festgelegt; nur Berechnungs- und Indexknoten verdndern den
Zustand der Maschine. Es wird wieder angenommen, dafs der Kontrollfluf$ durch
Verzweigungen stets so gesteuert wird, dafs keine rationale Funktion an einer unde-
finierten Stelle ausgewertet wird. Damit ist die Ubergangsfunktion A hinreichend
beschrieben.

Definition 2.2. Gegeben seien ein Ring R und ein Graph G mit den zuvor genannten
Eigenschaften. Dann heifst die gemaf3 obiger Konstruktion dadurch eindeutig festge-
legte abstrakte Maschine ME = (K, Kq, Ke, Kz, A, R, in, out) die R-Graphmaschine
zum Graphen G. O

Anmerkung 2.4. Die von BLUM, SHUB, SMALE beschriebenen Maschinen iiber einem
Ring, die wir hier zur Unterscheidung Graphmaschinen nennen wollen, weisen in
vielen Details bereits Ahnlichkeiten zu Registermaschinen auf. Diese werden beson-
ders deutlich, wenn man die entsprechenden Begriffe wie indizierte Adressierung
statt fifth node computation verwendet. Durch ihre Rolle bei Verzweigungsbedingun-
gen hat die Zustandskomponente s; auch eine gewisse Verwandtschaft mit einem
Akkumulator. Dennoch erscheint das von der mathematischen Sichtweise geprag-
te und von der Theorie dynamischer Systeme beeinflufite Beschreibungsmodell vom
Standpunkt der Informatik als eher schwerfillig. Daher bevorzugen wir zur Definiti-
on unseres Begriffs von Berechenbarkeit und Komplexitdt den Zugang iiber Register-
maschinen.

BLUM, SHUB, SMALE definieren die Zeitkosten ihrer Maschinen fiir beliebige Rin-
ge mit Hilfe des Begriffs der Hohe (height) eines Ringelements, der jedoch nur fiir Z
und R erklart wird. Er ergibt fiir diese beiden Félle das logarithmische bzw. uniforme
Kostenmaf3. Wir beschranken uns wie schon zuvor auf den Fall R = R.
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Definition 2.3 (Kostenmafle fiir R-Graphmaschinen). Sei M eine R-Graphmaschi-
ne, x € Dy und b = (k;)!_, die Berechnung von M angesetzt auf in(x) mit Lange
1 € N . Ferner seien {si,, ..., Si,, ) mitm € N die Zustandskomponenten von M, auf
die im Verlauf der Berechnung zugegriffen wird.

Dann bezeichne timex,(x) := 1 die uniformen Zeitkosten und spacep(x) := m die
uniformen Platzkosten von M bei Eingabe x. Die uniforme Zeit- und Platzkomplexitiit
von M sei definiert wie folgt:

timey : N — Igl, n — max{timen(x) | x € R" N D},
spacey : N — §I, n — max{space(x) | x € R* N Dy}
O

Beispiel 2.3 (Identitit). Die R-Graphmaschine M, die nur aus einem Ein- und einem
Ausgabeknoten besteht, berechnet die Identitit id : R* — R und hat Zeitkosten
timeys = 1 und Platzkosten spacey, = 0. Dieses unintuitive Resultat ergibt sich,
weil Ein- und Ausgaben im Zustandsraum an derselben Stelle liegen; eine Maschine,
die nun nichts tut, ,,berechnet” demnach die Identitdt aufgrund der Konstruktion des
Ein-/Ausgabeverhaltens. O

Der Vergleich von Kostenmafien, z.B. zwischen Turing- und Registermaschinen,
erfolgt tiblicherweise wegen der besonderen Bedeutung polynomieller Kosten im
Sinne der folgenden

Definition 2.4. Zwei Funktionen t,t' : M — I/\\I, wobei M eine Menge sei, heifSen
polynomiell verkniipft, wenn es ein Polynom p(X) € Z[X] gibt mit

Vx € Mt t(x) <p(t'(x)) A t'(x) < pltx)).
U

Wegen des Beispiels 2.3 betrachten wir ab jetzt nur solche R-Graphmaschinen,
die ihre Ausgabe vollstindig selbst schreiben. Da die Graphmaschinen nicht tiber
getrennte Ein-/ Ausgabemoglichkeiten verfiigen, nehmen wir weiterhin an, daf$ der
Speicherbedarf einer R-Maschine die Lange der Ein- bzw. Ausgabe nicht unterschrei-
tet.

Satz 2.5. Sei R ein Ring. Dann gibt es zu jeder R-Graphmaschine eine dquivalente R-
Maschine, deren Zeit- und Platzkosten polynomiell verkniipft sind (man beachte obige An-
nahmen), und umgekehrt.

Beweis. e Sei M := M eine beliebige R-Graphmaschine zum Graphen G. Wir
werden ein Programm 7 konstruieren, so daf8 M’ := MZ eine zu M &quivalen-
te R-(Register-)Maschine mit drei Indexregistern ist, die M effizient simuliert.
Dazu speichern wir die Zustandskomponenten s; in den Registern z..;, wobei
c eine noch unbestimmte Konstante ist, und ersetzen die Knoten des Graphen
wie folgt durch Programmstiicke. Wir verwenden vorerst nur zwei Indexregi-
ster, nimlich wahrend der Ein- und Ausgabephase als Laufvariablen und da-
zwischen zur Simulation von s; und s,.
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50

1. Der Eingabeknoten wird durch eine Befehlsfolge ersetzt, die die Eingabe
in der fiir Graphmaschinen angegebenen Weise im Speicher ablegt. Fer-
ner wird ein Zahler Z auf Null gesetzt, den alle anderen Programmstiicke
inkrementieren.

2. Der Ausgabeknoten wird dadurch simuliert, dafs das Ausgabewort (s3, ss,

., 8x) aufs Ausgabeband kopiert wird; anschlieSend erfolgt ein end. Da-

bei ist k < max{C, Z}, wobei C sich aus den konstanten Adressen ergibt,
die in Berechnungsknoten verwendet werden.

3. Berechnungsknoten werden durch ein Programmstiick nachgebildet, das
die polynomielle bzw. rationale Funktion auswertet. Dies kann leicht mit
drei Speicherzellen und in konstanter Zeit geschehen, d.h. unabhéngig von
der Grofie der Eingabe. Lange und Laufzeit des Programmstiicks sind li-
near in der Beschreibungskomplexitédt der Funktion. Verdnderungen an s;
und s, werden sowohl in z.;; und z.;, als auch in y; und v, vollzogen,
wobei die Indexregister die um c erhchte Adresse enthalten.

4. Ein Verzweigungsknoten wird realisiert durch « := z.,3 und einen beding-
ten Sprung.

5. Indexknoten erfordern eine indizierte Lade- und eine Speicheroperation
mit zwei verschiedenen Indizes in der Form « := z,,; z,, := «, wobei der
Akkumulator gerettet und wiederhergestellt werden muf3.

Diese Programmstiicke werden nun gemafs den Kanten des Graphen zu maxi-
malen Abschnitten zusammengefafit, die hochstens am Ende die Realisierung
eines Verzweigungsknotens haben. Solche Abschnitte kann man dann, mit Aus-
nahme des ersten (Eingabeknoten) und des letzten (Ausgabeknoten), beliebig
anordnen, wobei nur die Sprungziele angepafit werden miissen. Damit wird
der Kontrollfluf§ des Graphen vom Programm nachgebildet.

Der Speicherbedarf von M’ ist bis auf die ¢ Hilfsspeicherzellen und die Eingabe
gleich dem von M. Berechnungs-, Verzweigungs- und Indexknoten kénnen in
konstanter Zeit simuliert werden, Eingabe- und Ausgabeknoten erfordern Zeit
O(timen).

Um nicht Eingabewerte im Speicher zu halten, die nie gelesen werden, simuliert
man das oben angegebene Programm so, daf} die Befehlsfolge fiir den Eingabe-
knoten nur bei Bedarf und sttickweise ausgefiihrt wird. Genauer gesagt merkt
man sich zu jeder Speicherzelle, ob auf sie schon einmal zugegriffen wurde, und
holt einen Eingabewert dann in den Speicher, wenn er zum ersten Mal verlangt
wird. Dies funktioniert, analog zu Lemma 2.4 mittels der Adrefitransformation
i 21, mit konstantem Zeit- und Platzverlust und einem weiteren Indexregister
zum Zugriff aufs Eingabeband. Somit gilt nach Simulation auf einer Maschine
mit einem Indexregister

spacey, = O(spacen + 1), time, = O((timen)?).



2.2. Vergleich mit dem Modell von BLUM, SHUB, SMALE

e Sei nun umgekehrt M = MZ eine beliebige R-(Register-)Maschine, welche
0.B.d.A. keine arithmetischen Operationen mit indiziertem Speicherzugriff aus-
fiihrt. Wir werden einen Graphen G konstruieren, so da8 M' :== ME eine zu M
dquivalente R-Graphmaschine ist, die M effizient simuliert; dazu ersetzen wir
die Befehle des Programms wie folgt durch Teilgraphen. Die Speicherbelegung
gestaltet sich kompliziert, da drei unendliche Bénder in eins gepackt werden
miissen. Das Eingabeband wird gemaf3

S4 fallsi =0;
Xi
S2i+1 sonst.

an die vorgesehene Position gelegt und damit von der Funktion in initialisiert;
dies bedingt eine Fallunterscheidung beim indizierten Zugriff hierauf. Die Re-
gister « und y sowie einige Hilfsspeicherstellen belegen sg, s3, . . ., s, wobei sich
die Konstante c aus der Konstruktion ergibt. Ausgabeband und Rechenspeicher
teilen sich die restlichen geraden Adressen, d.h. yi — S4itcq2 und zi — Ssiicq4a
firie N.

1. Fast jede Zuweisung oder arithmetische Operation mit konstanten Adres-
sen wird durch einen einzelnen Berechnungsknoten nachgebildet. Ledig-
lich vy := vy = 1 erfordert noch eine Fallunterscheidung.

2. Indizierte Lesezugriffe auf den Speicher erfordern (s;,s;) = (6,ay + b),
wobei die Konstanten a, b € N von der Adrefitransformation herriihren.
Durch einen Graphen konstanter Grofie, der eine Schleife enthilt, kann
der gewiinschte Zustand mit konstantem Speicherbedarf in Zeit O(time )
hergestellt werden®. Dann folgt noch ein Indexknoten, der den eigentli-
chen Zugriff simuliert. Indizierte Schreibzugriffe erfolgen analog.

3. Bedingte Spriinge erfordern es, den Inhalt von s3 zu retten, den Akkumu-
lator dorthin zu transportieren, die eigentliche Verzweigung vorzunehmen
und s3; wiederherzustellen; also zwei Berechnungs- und einen Verzwei-
gungsknoten.

4. Der Sonderbefehl print kann ignoriert werden, next § darf nicht auftreten
(ebenso « := §). Den Befehl end, der 0.B.d.A. nur einmal auftritt, ersetzen
wir durch einen Teilgraphen, der die Ausgabe an ihren Platz bringt und
mit einem Ausgabeknoten abschliefit. Dazu bedarf es lediglich einer ein-
fachen Schleife mit einem Indexknoten; die Zustandskomponenten s; und
s, zdahlen monoton aufwarts.

Diese Teilgraphen werden nun gemafs der Abfolge der Befehle im Programm
zu G zusammengefafit; lediglich beim Ersatz von Verzweigungen miissen die
Kanten zum wahr- bzw. falsch-Nachfolger entsprechend gesetzt werden. Damit

3Man beachte, dafd nach k Schritten das Indexregister der R-Maschine hochstens den Wert k hat.
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2. Komplexitit

wird der Kontrollflufs des Programms vom Graphen nachgebildet; toten Pro-
grammcode sollte man noch eliminieren, damit der Graph zusammenhéngend
wird.

Der Speicherbedarf von M’ ist bis auf die ¢ Hilfsspeicherzellen sowie die Ein-
und Ausgaben gleich dem von M; gemif unserer einfiihrenden Annahme ist
dies O(spacey + 1). Fast alle einzelnen Befehle konnen in konstanter Zeit si-
muliert werden, lediglich die indizierten Speicherzugriffe und der end-Befehl
erfordern Zeit O(time,,). Somit gilt

spacey, = O(spacepn; + 1), time e = O((timen)?).

Fazit

Wir haben die Kosten einer Berechnung und die Komplexitét einer Maschine fiir die
beiden Aspekte Zeit und Platz hergeleitet, und zwar sowohl fiir R- als auch fiir 5-Q-
Maschinen. Es ergibt sich die Verallgemeinerung auf analytische Rechnungen des be-
kannten Resultats, daf3 jede berechenbare Funktion mit einer konstanten Anzahl von
Registern ausgewertet werden kann. R-Maschinen mit unterschiedlich vielen Index-
registern sind polynomiell verkniipft, woraus leicht folgt, dafs der Simulationssatz
effizient ist. Ebenso ist der Ressourcenverbrauch unserer Registermaschinen und der
Graphmaschinen von BLUM, SHUB, SMALE im wesentlichen gleich.

Damit sind einerseits die grundlegenden Begriffe der Komplexitatstheorie auf un-
ser Maschinenmodell iibertragen, worauf aufbauend man z.B. Fragen der NP-Voll-
standigkeit studieren konnte. Andererseits rechtfertigt dies voll und ganz unsere et-
was andere, aber dquivalente Beschreibung reeller Berechenbarkeit und der zugrun-
deliegenden Maschinen.
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3. Differentialgleichungen

Differentialgleichungen bilden die Grundlage des naturwissenschaftlich-ma-
thematischen Weltbildes. WLADIMIR IGOREWITSCH ARNOLD

Sehr viele Prozesse in Natur und Technik lassen sich durch Differentialgleichun-
gen (DGI) beschreiben, wobei zwischen gewohnlichen und partiellen DGI unterschie-
den wird. Diese beschreiben eine Funktion von einer (zeitlichen) bzw. mehreren
(rdumlichen) Variablen durch ihre gewo6hnlichen bzw. partiellen Ableitungen erster
oder hoherer Ordnung nach diesen Variablen. Nach [22] 1463t sich diese Unterschei-
dung auch so auffassen, dafs Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden (z.B. endlich
viele Punktmassen in der Newtonschen Mechanik, etwa Planetensysteme) gew6hn-
lichen DGI entsprechen, solche mit unendlich vielen Freiheitsgraden (z.B. Fliissigkeiten,
Gase oder elektromagnetische Felder) dagegen partiellen DGIL.

Wir wollen nun unter anderem zeigen, daf$ die analytisch berechenbaren Funktio-
nen eine sehr méchtige Klasse darstellen, die insbesondere die Losung von DGI um-
fast. Die allgemeine Idee dabei ist, dafs eindeutige Losungen berechenbar sind, und
das wird unter gewissen hinreichenden Voraussetzungen bewiesen. Ferner betrach-
ten wir Stabilitidtsprobleme fiir die Losungen von DGI und zeigen sehr allgemeine
Resultate tiber deren Unentscheidbarkeit.

3.1. Losung von Anfangswertproblemen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie Losungen von DGI als analytisch be-
rechenbare Funktionen dargestellt werden konnen. Zu diesem Zweck beschrianken
wir uns zundchst auf Anfangswertprobleme fiir Systeme expliziter, gewohnlicher DGI er-
ster Ordnung mit einer rechten Seite, die von einer R-Maschine ohne Division' berechnet
werden kann; spéter erlauben wir auch stark §-Q-analytische rechte Seiten. Sei also
N € N die Dimension des Systems, f : R x RN — RN, (t, &) — £(t, &), eine iiber dem
Ring R berechenbare Funktion und (to, xo) € R x RN. Dann betrachten wir Anfangs-
wertprobleme der Form

x'(t) = £(t, x(t)), x(to) = Xo. 3.1)

Fiir diese sucht man klassischerweise eine differenzierbare Losungsfunktion x : R D
I - RN, t — x(t), die auf einem Intervall I 5 t; den komponentenweisen Gleichun-
gen x{(t) = fi(t,x(t)) miti=1, ..., N sowie der Anfangsbedingung gentigt.

10Ohne den Befehl o := o 1.
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3. Differentialgleichungen

Wir werden nun in mehreren Schritten die Definition, Existenz, Eindeutigkeit und
Berechenbarkeit einer Losungsfunktion klaren. Da die rechte Seite der DGI als R-be-
rechenbare Funktion mittels Fallunterscheidungen definiert ist, miissen wir zunédchst
prézisieren, was genau wir unter einer Losung eines solchen abschnittsweise defi-
nierten Anfangswertproblems verstehen wollen. Wichtig dafiir ist ein Verstandnis
der Struktur der Abbildung £, wie sie der Darstellungssatz beschreibt.

4 ‘ Durch die Verzweigungsbedingungen entlang eines Pro-
Do, / grammpfades o wird der Definitionsbereich von f, R'™N,
oy W disjunkt in semi-algebraische Mengen? D, zerlegt, die den
’ ' i Einzugsbereich des Pfades darstellen; diese wollen wir
fortan Regionen nennen. Ein solche Region Dy ist also die
> Dyg !~~~ Losungsmenge eines Systems polynomieller Ungleichun-
1 /D, gen mit > und > in 14N Variablen. Formuliert man dassel-
/" be System ausschlieflich mit strengen Ungleichungen (>),
~__- so definiert es das offene Innere int(D,). Verwendet man
nur >, so erhilt man den Abschluff D, dessen Rand 9D,
aus den Punkten besteht, welche mindestens eine der Bedingungen mit Gleichheit er-
tillen; ob ein solcher Punkt zu D gehort, hdngt von der urspriinglichen Ungleichung
ab. Der Rand ist damit im allgemeinen zusammengesetzt aus N-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten, die jeweils genau eine polynomielle Gleichung erfiillen und die wir
Facetten nennen, und deren Nahtstellen kleinerer Dimension. Aus Griinden der Dar-
stellbarkeit beschrankt sich die nebenstehende Abbildung auf ein zweidimensionales
Beispiel.

Die i. Komponente der entlang des Pfades o berechneten Funktion kann als po-
lynomielle (oder — im allgemeinen Fall des Korpers R — rationale) Funktion f;; der
Variablen® mit rationalen Koeffizienten beschrieben werden; dies liefert die Darstel-
lung

f = ZXDg(fc,l X X fc,N)-

Definition, Existenz und Eindeutigkeit Wegen der Beschrankung auf den Ring R
ist fo; : R""N"X — R ein Polynom und damit eine C*-Funktion, d.h. beliebig oft
stetig differenzierbar. Daher existiert fiir das (lokale) Problem x’(t) = fs(t,x(t)) mit
fo(T,&) = fs1(T,& k) x - -+ X fon(T, & k) und beliebiger Anfangsbedingung (7, &) €
RN gem&R dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz (vgl. z.B. [47,1.12.9.1.]) eine
eindeutige Losung auf einem maximalen, offenen Intervall I; > 7.

Man stellt sich nun vor, daf$ die globale Losung des urspriinglichen Problems ana-
log zur Darstellung von f stiickweise zusammengesetzt ist aus Losungen der lokalen
Probleme fiir die Pfade o. Innerhalb der Regionen D, soll die Losung differenzierbar

2Sogenannte basic semi-algebraic sets, da nur der Durchschnitt iiber die Lésungsmengen polynomieller
Ungleichungen gebildet wird, nicht auch die Vereinigung.

Diese umfassen sowohl die 1 + N Eingabevariablen (7, &) als auch die K irrationalen Programmkon-
stanten k.
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3.1. Lésung von Anfangswertproblemen

sein und der DGI geniigen, die Ubergénge dazwischen sollen lediglich stetig erfol-
gen. Damit die Losung global stetig differenzierbar ist, mufd die rechte Seite f stetig
sein; diese recht starke Einschrankung wollen wir jedoch nicht voraussetzen. Damit
ergibt sich folgende

Definition 3.1 (Losung). Gegeben sei ein Anfangswertproblem gemaf} Gleichung 3.1.
Wir nennen eine auf einem Intervall I C R stetige Funktion x : [ — RN mit x(ty) = xo
(globale) Losung davon, falls x fiir alle Pfade o und alle Zeitpunkte t € int(T;) diffe-
renzierbar ist mit Ableitung x'(t) = f;(t,x(t)). Dabei sei T, := {t | (t,x(t)) € Dg}.
Die Losung heifst maximal, falls es keine Fortsetzung auf ein umfassenderes Intervall
gibt. O

Anmerkung 3.1. Wegen der Stetigkeit der £, erfiillen die einseitigen Ableitungen einer
Losung x zu den Zeitpunkten t € 9T, also beim Wechsel einer Region, die jeweiligen
lokalen DGI.

Zundchst stellt sich die Frage nach der Existenz solcher maximaler globaler Losun-
gen.

Lemma 3.1 (Existenz). Fiir jedes Anfangswertproblem gemifs Gleichung 3.1 existiert eine
maximale globale Losung gemdfs Definition 3.1.

Beweis. Sei oy der Programmpfad bei der Berechnung von f mit (to,xy) € Dg,. Dann
ist die lokale Losung des Problems x' = £, (t, x) fiir ein geeignet gewihltes Intervall
to € I C T, bereits eine globale Losung im Sinne der Definition; man beachte, dafs
Ts, nicht zusammenhangend sein mufs. Demnach existiert auch sicherlich eine (nicht
notwendig eindeutige) maximale Fortsetzung auf ein (nicht notwendig abgeschlos-
senes) Intervall I,x. O

Interessanter sind nun die Bedingungen fiir die Eindeutigkeit einer maximalen glo-
balen Losung. Aus Symmetriegriinden betrachten wir im folgenden nur das Verhal-
ten der Losung nach dem Anfangszeitpunkt t; in Richtung der positiven Zeitachse.
Unter den folgenden beiden Voraussetzungen an die rechte Seite bzw. den Startpunkt
werden wir beweisen, daf§ Verzweigungen nicht auftreten.

1. 3 Die nebenstehende Abbildung illustriert ei-
nen entarteten Fall, den wir unbedingt ver-
meiden mochten. Das Programm zur Berech-

=  nung von f(t, &) fragt zuerst t < 0 ab und
dann im Falle des jeweiligen Scheiterns wei-

D; tert > 1/kfurk =1, 2, .... Dadurch hiu-

= fen sich die Rdnder der Regionen im Bereich

der &-Achse derart, dafi eine Losungskurve in

endlicher Zeit unendliche viele Regionen durchlduft®. Dies fithrt unter anderem

Do D1,

I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
: 1/4

S ——

o Dt

4Man fiihlt sich hierbei an den Wettlauf von Achilles und der Schildkréte erinnert — das Paradox des
ZENO.
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3. Differentialgleichungen

dazu, dafs es keine Region gibt, in welche die Losung von D, aus tiberwechselt.
Wir wollen solche degenerierten Fille im folgenden ausschlieSen und verlangen
daher von einer zuliissigen Funktion, dafy jede kompakte Teilmenge des Definiti-
onsbereichs nur endlich viele Regionen schneidet.

Von einer zuldssigen Funktion konnen wir ohne weitere Einschrankung an-
nehmen, dafs jede Region im Abschlufi ihres offenen Inneren enthalten ist:
D, C int(Dgs). Randpunkte von Dy, die nicht zum Inneren benachbart sind,
werden von einer Losungsfunktion durchlaufen, ohne deren Richtung zu be-
einflussen; daher konnen sie auch einer anderen (benachbarten) Region zuge-
schlagen werden.

Vermutung 2. Fiir eine Region gilt D, C int(D,) &= Dy # 0D,

. Wahlt man den Startpunkt (to,X) so, daf$ die lokal eindeutige Losung die Re-
gion in einem mehrfachen Randpunk® verldft, so ist die Fortsetzung nicht not-
wendig eindeutig — siehe Abbildung 3.1. Dies gilt entsprechend auch fiir zu-
sammengesetzte Losungen.

A A

— —
- -

| t t

Abbildung 3.1.: Lésungsverzweigung

Ebenso sollte keine Losung den Rand einer Region beriihren, ohne ihn zu
schneiden; wenn der Graph einer globalen Losungsfunktion einen Rand be-
rithrt oder gar ein Stiick weit darin verlduft, so kann die Losung sich verzwei-
gen —siehe Abbildung 3.1. Wir nennen daher nur solche Anfangswerte geeignet,
fiir die keine (maximale) globale Losung einen mehrfachen Randpunkt trifft
oder den Rand einer Region lediglich tangiert. Aus der Eindeutigkeit der Lo-
sung wird folgen, dafy abhdngig vom Anfangswert entweder jede oder keine
maximale globale Losung auf einen solchen Punkt stof3t.

Satz 3.2 (Eindeutigkeit). Fiir jedes Anfangswertproblem gemifs Gleichung 3.1 mit zulis-
siger rechter Seite f und geeignetem Anfangswert (to,Xo) existiert eine eindeutige maximale

globale Losung gemif Definition 3.1.

Beweis. Wir nehmen an, daff zwei Losungen x;

: [to,t] [H RN und X2 : [to,tz[—) RN

gegeben sind, die sich nach einem friihsten Zeitpunkt

thi=1inf{t > to | x1(t) # x2(t)} < min{ty, tz}

°In diesem Zusammenhang steht mehrfach fiir mehr als zweifach.
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3.1. Lésung von Anfangswertproblemen

unterscheiden; diese Verzweigungsstelle nennen wir P := (t*,x;(t*)) = (t*,x,(t")),
ihre eindeutige Region sei D;. Da nach dem bereits Gesagten die lokalen Losungen
eindeutig sind, kann P nicht im Innern der Region liegen, sondern nur auf deren
Rand. Andererseits ist P auch kein mehrfacher Randpunkt, und so gibt es genau eine
weitere Region D mit P € 0D .; man beachte die obige Diskussion um die verbotene
Hé&ufung von Regionen im Endlichen.

Man kann nun fiir jede Kurve x; angeben, durch welche Region D,— bzw. D+ sie
unmittelbar vor bzw. nach dem Zeitpunkt t* verlduft, dabei ist 7rii € {0, 1} eindeutig
mit:

Je>0VEt —e<t<th: (t,xi(t)) € D,r;

und analog fiir 7t und Zeitpunkte t* < t < t* + e.

Da lokale Losungen eindeutig durch den Anfangswert bestimmt sind, auch wenn
dieser ein nicht zur Region gehorender Randpunkt ist, gilt {7 # 73, sonst wire ei-
ne Verzweigung ausgeschlossen. Andererseits ist m; = 7,, da die beiden Kurven
vor dem Zeitpunkt t* tibereinstimmen; demnach verbleibt 0.B.d.A x; innerhalb der
Region D, und x, wechselt von dort nach D . Dieses Verhalten von x; steht al-
lerdings im Widerspruch zu der Anforderung an geeignete Startwerte! Damit ist die
urspriingliche Annahme als falsch entlarvt. O

Schrankt man eine maximale globale Losung x gerade soweit ein, daf3 sie keinen
mehrfachen Randpunkt durchlduft und nirgendwo einen Rand lediglich tangiert, so
nennen wir die entstandene Losung den Kern von x. Dieser gentigt der Definition
einer globalen Losung, aber ist im allgemeinen natiirlich nicht mehr maximal.

Korollar 3.3. Fiir jedes Anfangswertproblem gemifs Gleichung 3.1 mit zulédssiger
rechter Seite f gibt es eine eindeutige globale Losung gemaf Definition 3.1, die Kern
aller maximalen globalen Losungen ist.

Definition 3.2. Sei f eine zuldssige Funktion und (to, Xo) ein geeigneter Anfangswert
im obigen Sinne. Dann bezeichne X¢ 1, x, : It x, — RN die gemaf Satz 3.2 eindeutig
bestimmte maximale globale Losung des Anfangswertproblems nach Gleichung 3.1.
Dabei ist I, x, C R ein Intervall. O

Berechenbarkeit Nachdem nun einiges iiber die Struktur von Losungen einer DGI
in unserem Sinne bekannt ist, werden wir sehen, daf3 die unter den obigen Voraus-
setzungen eindeutigen Losungen auch bereits R-analytisch berechenbar sind.

Satz 3.4 (Berechenbarkeit). Unter obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen ist X ¢, x,
R-analytisch und kann ohne Division berechnet werden.

Beweis. Sei My eine R-Maschine zur Berechnung von £, x := X¢ ¢, x, und I := g x,-
Wir konstruieren eine R-Maschine M, die zu einem gegebenen Zeitpunkt t € I den
Funktionswert der Losung x(t) ermittelt.

Dazu benutzen wir das explizite Euler-Verfahren zur Schrittweite h := (t—to) (%)“.
Dieses approximiert die Losung zu den Gitterzeitpunkten T := to + kh, 0 < k <
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2", durch y(ty,h) = x(1x), welches leicht ohne Division berechnet werden kann:
y(To, h) :=xo und

Y(Tk-Hah') = Y(Tkah) + hf(TkaY(Tkah)) (32)

Die Maschine M gibt dann y(t, h) aus fiir n — oo und damit auch h — 0.

Wir beschranken uns aus Symmetriegriinden wiederum auf den Fall t > t;, und
zeigen nun, dafs lim,_,0y(t,h) = x(t). Sei oy der Pfad mit (to,xo) € Dg,, und wir
nehmen zundchst an, daf’ sich alles innerhalb dieser Region D, abspielt. Ferner sei
B ¢ RN eine Kugel um (to,Xo), in der alle y(ty, h) liegen, und L > 0 eine Lipschitz-
Konstante von £ auf B beziiglich &, d.h.

v (Tv E»])) (T) E»Z) € B: ‘fo‘o (T) Ev]) 7f0‘o (Tv E»Z)‘ S I—‘a] - E.z‘

Dann ist der globale Fehler des Euler-Verfahrens |y(t,h) — x(t)| = O(% (t=to)ly ynd
die Ndherung konvergiert fiir h — 0 gegen den korrekten Wert.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, dafs die Losung die Grenze einer Re-
gion tiberschreitet. Die lokale Losung schneide in (t;,x;) den Rand von D, beim
Ubergang nach Dg,; nach Voraussetzung ist dies kein mehrfacher Randpunkt und
die Losung verlduft nicht tangential zum Rand. Die Approximation dieses Punktes
sei (t1 n, X1 1), der erste vom Euler-Verfahren generierte Punkt aufierhalb D,. Nach
dem oben gezeigten gilt limy,_,(ty n, X1 n) = (t1,%1).

Fiir eine hinreichend kleine Schrittweite h gilt schliefSlich (t; n,x1 1) € Dg,. Wegen
der stetigen Abhangigkeit der Losung von den Anfangsbedingungen konvergiert die
von (tqn, X1 n) ausgehende Naherungslosung ebenfalls gegen x. Damit l4fst sich das
Verfahren also auch tiber die Grenzen der Regionen hinaus korrekt fortsetzen. O

Hauptsatz 1. Sei f eine zuliissige Funktion und (to,Xo) ein geeigneter Anfangswert im obi-
gen Sinne. Dann ist die eindeutig bestimmte maximale globale Losung X v, x, des Anfangs-
wertproblems nach Gleichung 3.1 robust 6-Q-analytisch und kann ohne Division berechnet
werden.

Beweis. Wir verfahren analog zum Beweis von Satz 3.4 und simulieren zusétzlich die
R-Maschine M wie im Simulationssatz (1.19). Das Hauptproblem besteht darin, f
mit hinreichender Genauigkeit und in endlicher Zeit durch eine 8-Q-Maschine aus-
zuwerten. Zundchst fithren wir den Beweis wieder fiir die Startregion D, > (to,Xo),
danach schliefst man wie zuvor auf den allgemeinen Fall.

Aus Gleichung 3.2 folgt, daff y(t,h) = pn(to,Xo,t), wobei p,, ein Polynom mit
rationalen Koeffizienten ist, weil auch f;, ein solches ist. Die Auswertung von
Pn(to, X0, t) mit Prazision 6 ergibt eine Approximation pgf )(to, Xo, t) von x(t) unbe-

kannter Giite zusammen mit einer Fehlerschranke sg’ ](to, Xo,t) fiir die Auswertung

selbst, d.h. ) ‘
@ (tg, X0, t) — Pr (to, X0, t)] < € (to, X0, ).

Es ist klar, dafs lims_, sg’ ) (to,Xo, t) = 0, und wir wiirden gerne

lim lim p!?(to, X0, t) = lim pn(to,Xo, t) = lliirréy(t,h) = x(t)

n—0o0 d— 00
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3.1. Lésung von Anfangswertproblemen

berechnen. Leider kann eine 5-Q-Maschine nur einen einzelnen Grenzwert fiir 5 — oo
berechnen, und daher brauchen wir einen kleinen Trick. Wir betrachten die Unglei-
chung eE{S )(to, Xo,t) < 27", die bei jedem n fiir &6 > &, gilt. Umgekehrt suchen wir
zu gegebenem & das maximale n < §, so dafy die Ungleichung noch erfiillt ist, und
nennen diesen Wert ns. Man beachte, dafs die Folge dieser ns; mit  monoton und
uber alle Grenzen wéchst. Daher konstruieren wir die §-Q-Maschine M so, daf$ sie
in jeder Phase P (to, X0, 1) ausgibt; gemafs obigen Ausfithrungen sollte klar sein, daf3
diese Ausgabe wie gewiinscht konvergiert.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, daf8 die Losung in (t;,x;) die Gren-
ze zwischen Dy, und Dg, tiiberschreitet. Die Approximation dieses Punktes sei
(t1.n,5,X1,n,5), der erste vom Euler-Verfahren generierte Punkt, welcher bei einer Aus-
wertung von f mit Prazision 6 aufierhalb von Dy, liegt. Bei hinreichend kleiner
Schrittweite h und grofier Préazision & gilt (t1n5,X1ns) € Dg,. Wie zuvor wird dieser
Punkt beschrieben durch ein Polynom in den Eingaben t,, x, und t; wieder wéhlen
wir n so, daf$ dieses mit Genauigkeit 27" ausgewertet werden kann. Wegen der ste-
tigen Abhdngigkeit der Losung von den Anfangswerten konvergiert die Naherung,
die in (t; 15, X1 ns) startet, ebenfalls korrekt fiir 86 — oo, wodurchn — cound h — 0
impliziert werden. Damit lafst sich das Verfahren also auch tiber die Grenzen der
Regionen hinaus korrekt fortsetzen. O

Korollar 3.5. Sei f wie zuvor; dann ist auch die Abbildung R x RN x R ~» RN mit
(to,Xo0,t) — X, x, (t) TObUst 6-Q-analytisch. Diese ist zumindest fiir alle geeigneten
Startwerte (to, Xo) und Zeitpunkte t € I, x, definiert.

Beweis. Die Startwerte konnen der Maschine aus dem Beweis von Satz 1 leicht als
zusatzliche Eingaben iibergeben werden. O

5-Q-analytische rechte Seiten In praktischen Anwendungen ist man oft an rech-
ten Seiten interessiert, die z.B. die Exponentialfunktion beinhalten. Derartige Funk-
tionen sind zwar nicht R-berechenbar, wohl aber 6-Q-analytisch. Wir untersuchen
daher hinreichende Voraussetzungen, unter denen man die Losung einer DGI mit
5-Q-analytischer rechter Seite mit Hilfe des Euler-Verfahrens berechnen kann. Die
Hauptschwierigkeit besteht darin, dafy man in jedem einzelnen Schritt dieses Verfah-
rens die rechte Seite in endlicher Zeit auswerten — und daher die analytische Rechnung
vorzeitig abbrechen —, den so entstandenen Approximationsfehler aber kontrollieren
muf.

Aus der klassischen Numerik [33] ist bekannt, dafs das explizite Euler-Verfahren
konsistent mit Ordnung eins ist, d.h. der lokale Diskretisierungsfehler ist O(h). Dies
allein gentigt jedoch nicht, um die Konvergenz zu gewéhrleisten, d.h. den globalen
Diskretisierungsfehler zu kontrollieren. Hierzu wird im allgemeinen gefordert, dafs
die rechte Seite f Lipschitz-stetig bzgl. des zweiten Arguments sein soll. Wir werden
nun zeigen, daf$ unter dieser klassischen Voraussetzung an eine stark 6-Q-analytische
rechte Seite die Losung der DGI robust 8-Q-analytisch ist; dazu steigen wir etwas
tiefer als zuvor in den Formalismus der Numerik ein. Zuvor beweisen wir jedoch ein
technisches Lemma, das sich spéter als niitzlich erweist.
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3. Differentialgleichungen

Lemma 3.6. Geniigen die Zahlen yy, ..., v« € C einer Abschitzung der Form

Yirl < (T+8)vil+B  fiir 8>0,B>0,0<i<k,

dann gilt
ekd — 1
il < €®yol + =B
Beweis. [yy] < (14 8)¥vol + BY X g(1+8)" = (1+8) ol + B((1 +8)* —1)/5 und
0<14+6<eb. O

Gegeben ist also ein Anfangswertproblem x'(t) = f(t,x(t)), x(to) = Xo, mit f :
R x RN — RN. Die Losung dieser DGl zum Zeitpunkt t wird approximiert durch ein
Einzelschrittverfahren (ESV) zur Schrittweite h := (t — t;) (%)”, das die Losung auf
den Gitterpunkten t, = to + kh, 0 < k < 2™, durch &(ty, h) ~ x(ti) anndhert:

‘Z-v(tOv h’) = Xo, E(tk+] y h) = E(tkv h) + h'(Df(tkv Ev(tka h’)vh)

In unserem Fall ist die Verfahrensfunktion ®¢(t, &, h) = £(7,&) + €¢(T, &, h), wobei ¢
den Fehler bei der abgebrochenen Auswertung der rechten Seite beschreibt.

Wir zeigen nun, dafl die Bedingung V1, &, h : [[e(T, &, h)[| = O(h) ausreichend
fiir die Konvergenz ist; dabei steht ||.|| fiir eine der dquivalenten Normen auf dem
RN. Diese Bedingung kann leicht erfiillt werden, falls f stark §-Q-analytisch ist, da
man dann den Approximationsfehler kennt und die Auswertung erst abbricht, wenn
er klein genug ist. Zundchst betrachten wir den lokalen Diskretisierungsfehler an einer
Stelle ty, wobei &(ty, h) = x(tx) angenommen wird:

hA(ty, h) o= [Ix(tig1) — &(tigr, )|
= |[x(txs1) — E(tx, h) — hD¢(ty, x(tx), h)]]
< [x(tisr) = x(ti) —hf(tie, (i) || +h leg(ti, x(t), h) ]

hx'(tx)+0(h2) x’ (tk) O(h)
=  Alty,h) =O(h)

Obige Abschidtzung verwendet den Satz von TAYLOR, der zundchst einmal nicht fiir
vektorwertige Funktionen gilt, aber leicht komponentenweise angewendet werden
kann und dann das gewtinschte leistet. Damit ist gezeigt, dafd trotz des Auswer-
tungsfehlers ¢¢ das ESV weiterhin konsistent mit Ordnung eins ist. Nun betrachten
wir den globalen Diskretisierungsfehler, wobei nur &(to, h) = xo angenommen wird:

Y (tkgr, h) = [Ix(tks1) — E(tigr, h]|
= [[x(ti41) — E(tx, h) — hDg(ty, E(t, h), h)|
h}\(imh] Y(ti,h)

< Tx(tern) —x(t)  hs(tm, x(t), 1))+ Tx(60) — E(tey )]
+ h H(Df(tka x(tk) y h) - q)f(tka E,(tk, h’)a h)H

Hf(tk,X(tk])*f(t:‘i(tk,h))\HO(h]
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3.1. Lésung von Anfangswertproblemen

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f im zweiten Argument existiert eine Konstante
L > 0mit|f(t, &) —f(T, &)l < L& — &,l|, d.h. insbesondere

£t x(tic)) — £t &(t, W))I < Llix(tie) — &, R = Ly (b, h).
Damit ergibt sich mit einer geeigneten Konstante C > 0 zunéchst
Y(tin,h) < (14 hL)y(t, h) + Ch?

und daraus mit Lemma 3.6 — yy := y(tx, h), § :== hL und B := Ch? - die folgende
Abschdtzung sowie wegen kh < (t — to) die Konvergenz des ESV:

KhL _ 1

hL

e

Y(t h) < Ch? = O(h).

Satz 3.7. Die Losung eines Anfangswertproblems ist robust 6-Q-analytisch, falls die rechte
Seite stark 6-Q-analytisch und auf jedem beschriinkten Gebiet Lipschitz-stetig im zweiten
Argument ist. Sie kann ohne Division berechnet werden, falls das auf f zutrifft.

Beweis. Wir benutzen das explizite Euler-Verfahren zur Schrittweite h := (t — to) (%)5 ;
dabei werten wir in jedem Schritt die rechte Seite f bis auf einen Fehler ||e¢| < h aus.
Nach dem oben gezeigten konvergiert das ESV dann bei reeller Arithmetik gegen die
korrekte Losung; Divisionen werden hochstens fiir die Auswertung von f gebraucht.
Wegen der Stetigkeit der Losung und ihrer stetigen Abhangigkeit von den Anfangs-
bedingungen konvergiert das Verfahren auch auf einer 6-Q-Maschine wie gewiinscht;
dabei wird die Maschine M fiir die rechte Seite mit einem eigenen 3-Register simu-
liert®, um den Auswertungsfehler wie oben zu begrenzen. Man beachte, daf} die im
Beweis verwendete Lipschitz-Konstante nur fiir das Gebiet zu existieren braucht, in
dem die Polygonziige des Euler-Verfahrens verlaufen; auch braucht sie nicht bere-
chenbar zu sein. O

Beispiel 3.1 (Exponentialfunktion). Wir wollen nun kurz erldutern, wie man die Funk-
tionexp : R = R, x — e* stark 8-Q-analytisch ohne Division berechnen kann; einige
schone Hinweise und Ideen hierzu verdanke ich Herrn Frank Schulz. Wir gehen von
der bekannten Darstellung e* = lim,,_,(1 + *)™ zur Teilfolge der n = 2* iiber, da
sich 2% = (1) leicht ohne Division berechnen 1&8t. Zur Abschitzung des Approxi-
mationsfehlers betrachtet man

)

Vn,meN: (1+%>“§ex§ (1+%>m+m

wobei die linke Seite monoton wachsend und die rechte monoton fallend ist; ferner
ist die rechte Seite stets mindestens so grofd wie die linke und konvergiert gegen den-
selben Grenzwert. Wir wollen die entsprechenden Beweise nicht ndher ausfiihren, sie

%Da die Eingaben bei der Auswertung von (7, §) rationale Zahlen sind, kann die Rundung simuliert
werden!
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3. Differentialgleichungen

verwenden als zentrales Hilfsmittel die Ungleichung von BERNOULLI. Man schliefst
dann fiir n = m leicht

oce=(143)" < (43" [0+3) 1]

was sich fiir n = 2* wiederum ohne Division berechnen 146t. Insgesamt haben wir
damit bereits ein Verfahren fiir eine analytische R-Maschine entwickelt; daraus ergibt
sich unmittelbar ein stark 3-Q-analytischer Algorithmus, indem man k = § wahlt. Da
die Konvergenz bei Verwendung gerundeter Eingaben jedoch nicht offensichtlich ist,
fithren wir diesen Beweis aus; dazu sei x5 := p(x, 8) die rationale Approximation der
reellen Eingabe mit Prézision §. Mit n = 2° und wegen [x — x5 < 1 gilt

nx—1\" Xs\ ™ nx 4+ 1\
<1+ 2 ) <<1+;> <<1+ ) ) ,
wobei die linke Seite mit & monoton wichst, die rechte monoton fillt und beide durch

e* getrennt sind. Wir zeigen, daf3 ihre Differenz gegen Null geht, woraus dann sofort
lims_e0 (1 +22)" = e folgt.

0

A

n2 4+ nx 4+ 1\ n2+nx—1\"
 nz U nz

_ n2nx+I1\"[ /n2+nx+1\™ n2+nx—1\"
- n2 n2 n2+nx+ 1

(. J/ (.
~ ~

<extl —1 fiir n—oo

Jetzt mufs man nur noch den Grenzwert des letzten Terms bestimmen; dieser konver-
giert wie benotigt gegen 1, da fiir grofie n nach BERNOULLI gilt

1> 1—# 21_2—1121_ 2 ey |
n? +nx+ 1 n?+nx+ 1 n+x

Indem man fiir % eine scharfe obere Schranke der Form 27! sucht, was ohne Divisi-
on geht, kann man auch die Fehlerabschédtzung divisionsfrei auswerten. O

3.2. Stabilitat

Wir betrachten weiterhin Anfangswertprobleme wie in Gleichung 3.1 und setzen nun
die Existenz und Eindeutigkeit der Losung voraus. Ein wichtiger Aspekt bei der Un-
tersuchung solcher DGI ist die Frage nach dem qualitativen Verhalten der Losung
tiber grofie Zeitraume hinweg und insbesondere der Stabilitit bei leicht gestorten An-
fangsbedingungen. Dabei werden in der Literatur (siehe z.B. [17] und besonders [21])
viele verschiedene Arten von Stabilitdt betrachtet, von denen wir einige wichtige na-
her untersuchen wollen.
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3.2. Stabilitat

Unser Augenmerk richtet sich dabei auf Fragen der Berechenbarkeit solcher qua-
litativer Eigenschaften einer Losung, wobei wir davon ausgehen, daff uns ein An-
fangswert und ein Programm fiir die R-berechenbare rechte Seite f gegeben sind.
Nachdem wir zuvor den Schritt von der DGI zur analytischen Rechnung beschrieben
haben, ndmlich die Ermittlung der Losung, wollen wir nun den umgekehrten Weg
beschreiten und aus Berechnungen Differentialgleichungen konstruieren. Wir erhal-
ten dann das Ergebnis, daf$ alle betrachteten Stabilitdtseigenschaften zumindest fiir
nicht analytische R-Maschinen unentscheidbar sind, indem wir die entsprechenden
Fragen tibertragen auf das Halte- oder Konvergenzproblem und so ihre Schwierigkeit
beleuchten.

Konvergenz FEine fundamentale und sehr einfach zu beschreibende Eigenschaft der
Losung eines Anfangswertproblems ist es, fiir grofSe Zeiten gegen einen festen Wert
zu konvergieren und in diesem Sinne stabil zu werden. Es ist bei ndherer Betrach-
tung jedoch nicht weiter verwunderlich, dafd der Versuch, diese Eigenschaft zu ent-
scheiden, auf ein Konvergenzproblem fiihrt und damit in einem starken Sinn nicht
berechenbar ist.

Wir werden nun eine analytische Rechnung konstruktiv durch eine DGI beschrei-
ben, deren Losung zu ganzzahligen Zeitpunkten den Maschinenkonfigurationen ent-
spricht und diese dazwischen linear interpoliert. Sei M := M% eine R-Maschine mit
Programm 7, x € R* eine Eingabe, N € N wie zuvor die Dimension des DGI-Systems
und R C {«,B,v,Vi,z | i,j € N} eine Menge von |R| = N zu beobachtenden Re-
gistern. Dann gibt es eine R-berechenbare rechte Seite f = f,, x und Anfangswerte
(to, Xo) flir das Problem 3.1, so dafd dessen Losung zum Zeitpunkt t € Nmit A*(in(x)),
der Konfiguration von M bei Eingabe x nach t Schritten, auf den Registern aus R
tibereinstimmt. Dazu wéhlt man t, = 0, xo geméafl dem Startzustand der Maschine
(B =1, alle anderen Register 0) und f(t, &) := {1 —f¢|; wobei f; fiir i € N die durch
Simulation ermittelte Konfiguration A*(in(x)) eingeschrankt auf R ist. Fiir negative
Zeitpunkte sei f; 1= xo.

Lemma 3.8. Die Abbildung, die einem Programm T, einer Eingabe x und einer Register-
menge R ein Programm fiir £, g zuordnet, ist R-berechenbar. O

Daraus konnen wir nun folgenden Satz schliefSen, der sich problemlos vom Kor-
per auf den Ring R tibertragen laf3t.

Satz 3.9. Die Frage, ob die Losung des Anfangswertproblems 3.1 fiir grofie Zeiten konver-
giert, ist nicht R-analytisch entscheidbar.

Beweis. Das Anfangswertproblem sei gegeben durch ein Programm 7, so dal M die
rechte Seite f regulédr berechnet, sowie den Anfangswert (to, o) € R'*N. Wir nehmen
an, dafs My eine R-Maschine sei, welche die Abbildung

1 falls tlim Xt 1, x, (t) €xistiert;

0 sonst.

(7t, to, Xo) H {
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3. Differentialgleichungen

fiir festes N > 0 analytisch berechnet. Diese Annahme fiihren wir zum Widerspruch
durch Konstruktion einer R-Maschine M, die das Konvergenzproblem analytischer
R-Maschinen mit leerer Eingabe und eindimensionaler Ausgabe 16st. Nach Satz 1.20
ist dies unmoglich.

Die Maschine M, berechnet nach der Methode von Lemma 3.8 zur Eingabe 7
ein Programm 7’ fiir die rechte Seite f := f..r, wobei ¢ die leere Eingabe ist und
R :={u1,...,yn}. Man beachte, da8 M% nach Voraussetzung nur eine eindimensio-
nale Ausgabe erzeugt; die anderen Zellen des Ausgabebands werden nur wegen der
Dimension des Systems benétigt. Sodann verhilt sich M, wie die Maschine My auf
Eingabe (7', 0, 0) und entscheidet so analytisch die Konvergenz. O

Fehlerddmpfung und -verstirkung Man interessiert sich im Zusammenhang mit
DGl noch fiir weitere Stabilititsaspekte, z.B. den der Fehlerdimpfung. Dabei wird ein
Fehler durch die DGI geddampft, wenn kleine Abweichungen im Anfangswert die
Losung fiir grofle Zeiten nicht &ndern; [17] spricht hier auch von asymptotisch stabil”.
Formal heif3t das

356 >0V(1,&) € Us(to, o) : tlgglo X% (Y) — Xere (1) = 0. (3.3)

Ferner wird untersucht, ob kleine Storungen sich fiir grofse Zeiten verstarken oder
in ihren Auswirkungen beschrankt bleiben. Dabei heifit die Losung einer DGI Lja-
punov®-stabil, falls man durch hinreichend kleine Abweichungen im Anfangswert die
Abweichung der Losung fiir alle kiinftigen Zeiten begrenzen kann. Formal heifst das

Ve>0d6 >0V (T, E,) € U5(t0, Xo) Vt>to: Xfmg(t) € Ue(xf)to)xo (t)) (34)

Man kann nun zu einer gegebenen R-Maschine M5 eine DGI konstruieren, die
Fehler genau dann dampft (rechte Seite f,)) bzw. verstarkt (f)), wenn die Maschine
nicht hilt. Dazu sei f£ : R x RN — RN definiert durch

£E(t,8) = {

+& fallst < tyux
0 sonst.

wobei tyax € Ndie Lange der Berechnung von ME bei Eingabe ¢ ist. Als Anfangswert
wihlt man (0, 0); dann sieht man leicht, daff x¢ ; o = 0 und allgemein

ettx, falls t < tyax;
Xet g =
£ 0x0 ettwaxx,  sonst.

Das Aussehen der Losungsfunktionen fiir N = 1 in Abhédngigkeit von ty.x illustriert
die folgende Abbildung 3.2. Man schliefit dann leicht auf die Unentscheidbarkeit der
Fragen nach Fehlerddmpfung bzw. Stabilitdt einer DGL

’Die Sprechweise ist in der Literatur jedoch nicht einheitlich, [21] benutzt den Begriff quasi-
asymptotisch stabil und nennt die Kombination mit Ljapunov-stabil dann asymptotisch stabil.

8Der russische Mathematiker ALEXANDER MICHAILOVITSCH LJAPUNOV (1857-1918) begriindete die
Stabilitiatstheorie dynamischer Systeme.
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tMAX

Abbildung 3.2.: Keine Fehlerddmpfung bzw. -verstarkung, falls tyax < 0o

Satz 3.10. Eine R-Maschine kann zu gegebenen £, to, xo nicht regulir entscheiden, ob die
DGI mit rechter Seite f und Anfangswert (to,xo) gemafs Gleichung 3.3 Fehler dimpft.

Beweis. Die Annahme, dafs eine R-Maschine M das genannte Problem 16st, fiithrt wie
folgt zum Widerspruch. Eine Maschine M’ kann zu jedem 7 leicht ein Programm
fiir die rechte Seite f,_ berechnen und dann mittels M die Fehlerddimpfung der DGI
entscheiden. Es gilt aber lim_,o X¢- o, (t) = 0 & (xo0 = 0V tyax = o0), d.h.
die DGl dampft Anfangsfehler im Bereich (0, 0) genau dann, wenn die Maschine M%
bei leerer Eingabe nicht anhélt. Somit kann M’ das Halteproblem entscheiden, was
unmoglich ist. O

Satz 3.11. Eine R-Maschine kann zu gegebenen £, to, xo nicht requlir entscheiden, ob die
Losung einer DGI mit rechter Seite f und Anfangswert (to,xo) gemifS Gleichung 3.4 stabil
ist.

Beweis. Die Annahme, dafs eine R-Maschine M das genannte Problem 16st, fiithrt wie
folgt zum Widerspruch. Eine Maschine M’ kann zu jedem 7 leicht ein Programm
fiir die rechte Seite £ berechnen und dann mittels M die Fehlerverstarkung der DGI
entscheiden. Die Losung der DGl ist fiir Anfangswerte im Bereich (0, 0) genau dann
stabil, wenn die Maschine M bei leerer Eingabe nicht hlt; sonst wird jeder noch
so kleine Anfangsfehler iiber alle Schranken verstirkt. Somit kann M’ das Haltepro-
blem entscheiden, was unmdoglich ist. O

3.2.1. Dynamische Systeme

Ist das Sonnensystem stabil? Streng genommen ist die Antwort noch unbe-
kannt, und diese Frage hat zu sehr tiefen mathematischen Resultaten gefiihrt,
die vermutlich wichtiger sind als die Antwort auf die urspriingliche Frage.

JURGEN MOSER (1975)

Viele Prozesse in Natur und Technik — so auch die Bewegung der Planeten un-
seres Sonnensystems — hiangen wesentlich von der Zeit ab. Das Ziel der allgemei-
nen Theorie der dynamischen Systeme besteht nach [22] darin, solche zeitabhdngigen
Prozesse mathematisch zu modellieren, ihre wesentlichen gqualitativen Eigenschaften
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zu beschreiben und diese vorherzusagen. Dynamische Systeme im engeren Sinn ent-
sprechen zeitabhdngigen Prozessen, die homogen beziiglich der Zeit sind. Dabei hiangt
der Prozef3verlauf — wie bei der Planetenbewegung — nicht vom Anfangszeitpunkt,
sondern nur vom Anfangszustand ab.

Man kann nun kontinuierliche dynamische Systeme durch autonome DGl model-
lieren, bei denen die rechte Seite f nicht von der Zeit abhdngt. Wir werden daher
unsere bisherigen Unentscheidbarkeitsresultate beziiglich Stabilitatsfragen auf auto-
nome DGI tibertragen. Da die Entwicklung der Losung nicht vom Anfangszeitpunkt
abhdngt, wird ein Startwert bereits durch die Komponente x, hinreichend festgelegt
und wir wahlen 0.B.d.A. stets t, = 0.

Konvergenz Um die Frage nach der Konvergenz des Zustands eines dynamischen
Systems fiir grofie Zeiten wie zuvor auf das Konvergenzproblem analytischer Ma-
schinen zu reduzieren, bedarf es eines Tricks. Die rechte Seite f der DGI ist nunmehr
autonom, also unabhidngig von der Zeit; diese spielt jedoch bei der Simulation einer
R-Maschine eine wesentliche Rolle und muf3 deshalb nachgebildet werden. Fiir den
Fall N > 1 kann man einfach einer Komponente von & = (&;, ... , &n) die Rolle der
Zeit zuweisen, wobei man darauf achten mufs, dafs diese ,Zeit” nicht divergiert. Da-
her wihlen wir als DGI nicht — wie es naheliegend ware — £, = 1 mit Startwert 0, son-
dern vielmehr & = —In2 - £y mit Startwert 1. Dann gilt & (t) = 275, im0 En = 0
und insbesondere ist & — |t] = |log1/En| R-berechenbar. Anschlieffend verfahrt
man wie zuvor in Lemma 3.8 mit der Definition von £, r flir die restlichen Kom-
ponenten von &, wobei nur |t| und nicht t selbst benétigt wird. Daraus ergibt sich
unmittelbar der folgende Analogon zu Satz 3.9.

Hauptsatz 2. Die Frage, ob die Losung des Anfangswertproblems
x' = f(x), x(0) =xo

mit autonomer, R-berechenbarer rechter Seite f : RN — RN und Startwert x, € R™ fiir grofie
Zeiten konvergiert, ist im Fall N > 1 nicht R-analytisch entscheidbar.

Fiir den verbleibenden Fall N = 1 kénnen wir nach dem Schema der Abschnitte
tiber Fehlerdimpfung und -verstarkung leicht zeigen, dafs Konvergenz zumindest
fiir R-Maschinen mit endlicher Rechenzeit unentscheidbar ist. Dazu definieren wir
zu gegebener R-Maschine M~

fﬂ(f.) =

0 sonst.

{1 falls & < tyu

und betrachten einen beliebigen Startwert x, € R. Dann gilt lim;_,o X¢, 0x, (1) =
max{Xo, tuax} existiert in R genau dann, wenn ty,x < oco.

Satz 3.12. Eine R-Maschine kann zu gegebenen f und xo nicht requliir entscheiden, ob die
Losung der DGl mit autonomer, R-berechenbarer rechter Seite f : R — R und Startwert
Xo € R fiir grofie Zeiten konvergiert.
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Fazit

Fehlerdimpfung und -verstirkung Wir definieren f* : RN — RN durch

£(E) = {ia falls £ # 0 und |£]7! < tya

0 sonst.

und erhalten fiir ty,x = oo die Funktion f£ (&) = +& mit Losung e*'xo. Diese dampft
bzw. verstdrkt alle Anfangsfehler in einer Umgebung von 0. Im Falle ty,x < oo blei-
ben Anfangsfehler mit [xo| < t,,}, konstant; aulerhalb dieser Umgebung werden sie
bis zum kritischen Betrag geddampft bzw. iiber alle Grenzen hinweg verstarkt. Wie im
nicht autonomen Fall ist Fehlerdampfung also dquivalent zu ty,x = oco. Ein Unter-
schied ergibt sich bei der Fehlerverstarkung und damit der Stabilitdt der Losungen;
diese ist genau fiir endliche Berechnungen gegeben. Man sieht leicht, dafs zu jedem
¢ > 0 die Wahl von & := min{e, t,}} gewdhrleistet, dafl Anfangsfehler mit Betrag klei-
ner 6 zu einer (konstanten) Losung fiihren, die um weniger als ¢ von der ungestorten
Losung x;+ 5 o = 0 abweicht. Daraus ergibt sich unmittelbar der

Satz 3.13. Eine R-Maschine kann zu gegebenen f und xo nicht reguliir entscheiden, ob die
DGI mit autonomer, R-berechenbarer rechter Seite f : RN — RN und Anfangswert (0,xo) €
R x RN gemifd Gleichung 3.3 Fehler diimpft oder ob ihre Losung gemiif3 Gleichung 3.4 stabil
ist.

Fazit

Wir haben uns mit Anfangswertproblemen fiir Systeme expliziter, gewohnlicher DGI
erster Ordnung beschéftigt, wobei die rechte Seite von einer R-Maschine ohne Divi-
sion berechnet werden kann bzw. stark 5-Q-analytisch ist. Deren globale Losungen
sind unter den von uns betrachteten hinreichenden Voraussetzungen eindeutig und
robust 6-Q-analytisch. Dies zeigt die Machtigkeit des Modells der analytischen 3-Q-
Maschinen und ihre Eignung zur Beschreibung zahlreicher Prozesse aus Natur und
Technik.

Sodann wurden verschiedene Stabilitdtsbedingungen fiir solche Losungen be-
trachtet, und es wurde gezeigt, dafs diese nicht reguldr bzw. analytisch entscheid-
bar sind. Schliefslich haben wir diese Ergebnisse auf autonome DGI iibertragen und
damit auf dynamische Systeme anwendbar gemacht. Es zeigt sich, daf} bereits die
einfachste Formulierung des Stabilitdtsproblems, namlich ,, Konvergiert ein dynami-
sches System gegen einen stabilen Zustand im Sinne eines Fixpunktes?”, selbst fiir
das méchtige Berechnungsmodell der R-analytischen Maschinen, das eine prazise re-
elle Arithmetik und unendliche Laufzeit umfaf3t, unentscheidbar ist.
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A. Notation

Die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefSlich der Null bezeichnen wir mit N; N:=
N U {00} sei ergdnzt um die uneigentliche Zahl , unendlich”. Fiir zwei ganze Zahlen
i,j€Zseili:jl :={k € Z|i< k <j}das abgeschlossene ganzzahlige Intervall von i
bis j. Mit 2Z + 1 ist die Menge der ungeraden Zahlen gemeint. B := {0, 1} bezeichne
die Menge der Bits oder Booleschen Werte. Die Teilmenge D :={p-279|p € Z, q € N}
der rationalen Zahlen heifst Menge der dyadischen Zahlen.

Fiir einen beliebigen Ring R und Unbestimmte X;, i € I, sei R[X; | i € I] der
Polynomring tiber R mit Variablen X;. Ist R ein Korper, so sei R(X; | i € I) der
Erweiterungskorper, der aus Q durch Adjunktion der X; entsteht.

Fiir eine beliebige Menge M bezeichne idy die identische Abbildung auf M. Fiir
eine beliebige Funktion f : M — M und eine natiirliche Zahl n sei f™ die n-fache
Hintereinanderausfiihrung von f; dabei sei f© = idm. Fiir eine Teilmenge N ¢ M
bezeichne f|y die Einschrankung von f auf N und xn : M — Bmit xn(x) =1 &
x € N die charakteristische Funktion.

Eine partielle Funktion f von einer Menge M nach N bezeichnen wir mit f : M ~»
N bzw. f : M D D — N, falls wir ihren Definitionsbereich D ¢ M benennen wollen.
Sind zwei Funktionen f,g : M — N sowie eine (partielle) Ordnung auf N gegeben,
soseif ~ g fiir ~ € {<,<,=,...} als punktweiser Vergleich Vx € M : f(x) ~ g(x) zu
verstehen.

Es stehe M™ fiir die Menge aller Folgen von n Elementen aus M, d.h. M™ :=
{(mq,...,myn) | mq,...,m, € M}; dabei sei ep oder kurz ¢ das leere Wort iiber M,
d.h. die Folge der Lange Null. Fiir ein Wort m € M™ sei |/m| := n seine Lange. Mit
M* werde die Menge aller endlichen Folgen iiber M bezeichnet, also M* := | J_, M™.
Die Menge M* bildet mit der Konkatenation - von Wortern ein Monoid mit neutralem
Element epr. M@ = {m : N — M} stellt die unendlichen Folgen tiber M dar; die
Vereinigung aller Folgen iiber M sei M* := M* U M®. Ist M zumindest ein Monoid
mit neutralem Element 0, so bezeichne dazu M die unendliche direkte Summe von
M mit sich selbst, also die Menge jener unendlichen Folgen iiber M, bei denen nur
endlich viele Elemente ungleich 0 sind.

Fiir zwei reelle Zahlen x < y bezeichnen [x, y], Ix, y[ und [x, y[ das abgeschlossene,
offene und halboffene Intervall von x bis y. Mit | x| bzw. [x] bezeichnen wir den zu
einer ganzen Zahl ab- bzw. aufgerundeten Wert von x. Fiir ¢ > 0 sei U, (x) :={y € R |
x —y| < ¢} die offene Umgebung von x mit Radius e.

Fiir eine Teilmenge A eines topologischen Raums, z.B. des R™, sei int(A) das of-
fene Innere, A der Abschlufi und 9A = A \ int(A) der Rand.
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A. Notation

Zur Beschreibung des asymptotischen Verhaltens von Funktionen bedienen wir
uns der Landauschen Symbole, die wir hier noch einmal kurz erldutern. Fiir eine

Funktion f : N — N definieren wir
O(f)i={g:N=N|[J0<CeRNeNVn>N: gn) <Cf(n)l

Ferner sei g = O(f) & g = O(f) A f = O(g); diese Begriffe beschreiben qualitativ
das Wachstum von f(n) fiir n — oo. Wie tiblich schreiben wir g = O(f) statt g € O(f)
und z.B. g = O(n?), wenn wir g € O(f) mit f : N — N, f(n) := n? meinen; insbeson-
dere schreiben wir ©(1) fiir eine Konstante. Es sollte stets aus dem Zusammenhang
klar sein, was tatsdchlich gemeint ist.

Im reellen Fall benotigen wir ferner den Begriff O(h) fiir den Grenziibergang po-
sitiver reeller h gegen Null, wobei wir O(f) meinen mit f : R — R, f(h) := h. Wir
definieren dazu fiir eine geeignete Funktion f : R — R

O(f):={g:R—>R|3FI0< CeR: lim M

x—0 f(X) = C}

Mit log ohne Angabe der Basis bezeichnen wir den Logarithmus zur Basis zwei,
mit In hingegen den natiirlichen Logarithmus zur Basis e.
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Ausfiihrliche Zusammenfassung

In dieser Arbeit prasentieren wir einige Resultate tiber analytische Maschinen hinsicht-
lich des Berechenbarkeitsbegriffs tiber Q und R, der Losungen von Differentialglei-
chungen und des Stabilitatsproblems dynamischer Systeme.

Maschinenmodell Eine R-Maschine im Sinne von BLUM, SHUB, SMALE ist im we-
sentlichen eine Registermaschine mit unbegrenztem Speicher, die Elemente des Rin-
ges R mittels exakter Arithmetik verarbeitet. Analytische Berechnungen sind unend-
liche Berechnungen, die eine konvergente Folge von Ausgaben produzieren. Wir
erweitern das Modell der Q-Maschine um ein Prézisionsregister 5, welches die Ge-
nauigkeit der Rundung reeller Zahlen beim Einlesen in ein rationales Register steuert;
damit kénnen nun analytische 6-Q-Maschinen ebenfalls Funktionen iiber R berech-
nen.

Durch die Varianten des Modells ergibt sich eine Hierarchie von Klassen bere-
chenbarer Funktionen, die wir eingehend studieren im Hinblick auf strikte Inklusion
und Abschlufleigenschaften. Ein Vergleich der Miachtigkeit dieser Berechnungsmo-
delle tiber den Korpern Q und R zeigt z.B., daf8 endliche Berechnungen mit reellen
Zahlen durch unendliche, konvergente Berechnungen mit rationalen Zahlen simu-
liert werden konnen, wobei die Genauigkeit der Approximation wahrend des Pro-
zesses nicht bekannt ist. Der Einfluff der Rundungsfunktion, welche bei 5-Q-Maschi-
nen reelle Zahlen in rationale abbildet, geht so weit, dafs einstellige R-analytische
Funktionen durch geeignete Wahl der Rundung 8-Q-analytisch sind. Es werden Bei-
spiele gegeben fiir R-analytische Funktionen, die nicht mit jeder bzw. mit keiner Run-
dungsfunktion 5-Q-analytisch berechenbar sind; d.h. insbesondere, daf§ analytische
Berechnungen tiber R echt méachtiger sind als tiber Q.

Wir betrachten die Hintereinanderschaltung mehrerer analytischer Maschinen,
insbesondere im Zusammenhang mit dem Konvergenzproblem, dem analytischen
Aquivalent des Halteproblems. Dabei zeigt sich, da8 zwei Maschinen die Konver-
genz einer Maschine entscheiden konnen und allgemein i 4+ 1 Maschinen méchtiger
sind als i Stiick; letzteres ist eine Verallgemeinerung des Hierarchiesatzes. Die spe-
zielle Klasse der quasi stark $-Q-analytischen Maschinen, welche mit jeder Ausgabe
auch eine fast immer richtige Schranke fiir die Abweichung vom Grenzwert berech-
nen, ist abgeschlossen unter der Hintereinanderschaltung und umfafst die R-Maschi-
nen; letzteres ist unsere Verschiarfung des Simulationssatzes. Zuletzt wird eine Un-
terprogrammtechnik eingefiihrt, mit der gewissermafien die Grenzwertbildung als
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Ausfiihrliche Zusammenfassung

Elementaroperation moglich wird; dabei ergibt sich eine obere Schranke fiir die un-
endliche Hierarchie i hintereinander geschalteter analytischer R-Maschinen.

Komplexitdt Wir definieren die Kosten einer Berechnung und die Komplexitit ei-
ner Maschine fiir die beiden Aspekte Zeit und Platz, und zwar sowohl fiir R- als auch
fiir 5-Q-Maschinen. Es ergibt sich die Verallgemeinerung auf analytische Rechnun-
gen des bekannten Resultats, daf$ jede berechenbare Funktion mit einer konstanten
Anzahl von Registern ausgewertet werden kann. R-Maschinen mit unterschiedlich
vielen Indexregistern sind polynomiell verkniipft, woraus man folgern kann, daf3
der Simulationssatz effizient ist. Ebenso ist der Ressourcenverbrauch unserer Regi-
stermaschinen und der Graphmaschinen von BLUM, SHUB, SMALE im wesentlichen
gleich.

Damit sind einerseits die grundlegenden Begriffe der Komplexitatstheorie auf un-
ser Maschinenmodell iibertragen, worauf aufbauend man z.B. Fragen der NP-Voll-
standigkeit studieren konnte. Andererseits rechtfertigt dies voll und ganz unsere et-
was andere, aber dquivalente Beschreibung reeller Berechenbarkeit und der zugrun-
deliegenden Maschinen.

Differentialgleichungen Wir beschiftigen uns mit Anfangswertproblemen fiir Sy-
steme expliziter, gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung, wobei die
rechte Seite von einer R-Maschine ohne Division berechnet werden kann. Die allge-
meine Idee dabei ist, dafs eindeutige Losungen mittels des klassischen Euler-Verfah-
rens berechenbar sind, und das wird unter gewissen hinreichenden Voraussetzungen
fiir die Eindeutigkeit bewiesen.

Dazu wird zunéchst untersucht, was man in diesem Zusammenhang unter einer
globalen Losung verstehen kann, gezeigt, dafs eine solche stets existiert, und illu-
striert, daf sie nicht immer eindeutig bestimmt ist. Falls man gewisse Entartungen
der rechten Seite ausschliefst und einen geeigneten Startpunkt wihlt, ist die globale
Losung eindeutig und R-analytisch berechenbar. Unser Hauptsatz verschérft die-
ses Resultat, indem er mit rationaler Arithmetik auskommt, genauer mit einer ro-
bust 5-Q-analytischen Berechnung. Unter klassischen Voraussetzungen der numeri-
schen Mathematik 14f3t sich ein entsprechendes Ergebnis auch fiir stark 5-Q-analyti-
sche rechte Seiten zeigen.

Sodann werden verschiedene Stabilitdtsbedingungen fiir die Losungen solcher
Differentialgleichungen betrachtet, und es wird gezeigt, daf diese Bedingungen nicht
reguldr bzw. analytisch entscheidbar sind. Schlief3lich tibertragen wir diese Ergebnis-
se auf autonome Differentialgleichungen, deren rechte Seite nicht von der Zeit ab-
hédngt, und machen sie damit auf dynamische Systeme anwendbar. Es zeigt sich, daf3
bereits die einfachste Formulierung des Stabilitidtsproblems, ndmlich , Konvergiert
ein dynamisches System gegen einen stabilen Zustand im Sinne eines Fixpunktes?”,
selbst fiir das méachtige Berechnungsmodell der R-analytischen Maschinen, das eine
préazise reelle Arithmetik und unendliche Laufzeit umfafit, unentscheidbar ist.
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