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Kurze Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir adaptive Suchalgorithmen. Diese Verfah-
ren arbeiten online und versuchen, ohne Kenntnis zukiinftiger Anfragen gute Antwort-
zeiten zu erzielen, indem sie ihre Suchstrategie dynamisch d&ndern. Wir analysieren be-
kannte und entwickeln neue Verfahren fiir sequentielle Suche unter kompetitiven und
stochastischen Kostenmodellen. Ein Schwerpunkt der Arbeit liegt auf Markov-Ketten
als Zugriffsmodell, die eine Verallgemeinerung unabhingiger Zugriffe darstellen und
praktisch beobachtete Phanomene gut beschreiben konnen. Verschiedene Varianten
des Problems wie randomisierte Algorithmen, gewichtete Zugriffskosten oder bidirek-
tionale Suche werden ebenfalls betrachtet, aufierdem vergleichen wir die Konvergenz-
geschwindigkeit der einzelnen Verfahren.

Adaptive Verfahren ermoglichen es implizit, statistische Informationen {iiber die
Anfragefolgen zu sammeln, die wir zur Datenkompression einsetzen. AufSerdem schla-
gen wir eine Verallgemeinerung des Kostenmafles fiir Kodes und Suchbdume vor, bei
dem die Vergleichskosten nicht konstant sind, sondern exponentiell mit der Tiefe wach-
sen, und analysieren die Auswirkungen dieses Modells.

Abstract

This thesis deals with adaptive search algorithms. These algorithms work online and
strive to achieve fast response time without knowledge of future requests by modify-
ing their search strategy dynamically. We analyse known and devise new algorithms
for sequential search problems in the competitive and average case settings. Special
emphasis is placed on Markovian request sequences, as they provide a generalization
of the independent request model and are well suited to describe real data. We al-
so consider several variations of the problem, like randomised algorithms, weighted
access costs or bidirectional search, and we investigate the convergence speeds of the
algorithms.

Adaptive algorithms implicitly collect statistical information on the request se-
quence that can be used for data compression. Furthermore we propose a generali-
zation of the cost functions on codes and trees. While the comparison costs are constant
in the standard model, they now increase exponentially with the depth. We analyse
and discuss the impacts of this model.






Wer sucht, der findet.
Matthius 7,8

Einleitung

Suchverfahren bilden einen zentralen Bestandteil vieler algorithmischer Problemlosun-
gen. Eines der Hauptanwendungsgebiete liegt im Bereich des Speicherns von In-
formationen und des Zugriffs auf gespeicherte Daten. Wenn die Daten durch einen
Schliissel identifiziert werden, so sollen bei einer Nachfrage nach einem bestimmten
Schliissel die Daten moglichst effizient gefunden werden. Fiir diese Aufgabe der Im-
plementierung eines Worterbuchs sind zahlreiche klassische Datenstrukturen bekannt,
die entweder linear suchen oder durch Ausnutzen einer Ordnung auf den Schliisseln
in einer Baumstruktur arbeiten. Neben der direkten Anwendung von Suchverfah-
ren in Worterbiichern treten Suchprozesse in vielen anderen Bereichen auf, zum Bei-
spiel bei geometrischen Problemstellungen (Punktlokalisierung) oder Textverarbeitung
(Mustererkennung).

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf adaptiven Datenstrukturen und Algorith-
men. Damit sind Verfahren gemeint, die sich an die Suchanfragen anpassen konnen
und dadurch ihre Suchstrategie optimieren. Wir betrachten adaptive Verfahren aus
dem Blickfeld der Online-Algorithmen und unter dem Gesichtspunkt der statistischen
Informationstheorie.

Kompetitive Analyse

Ein Algorithmus, der eine Folge von Anfragen bearbeitet, arbeitet online, wenn er je-
de Anfrage bedient, ohne die zukiinftigen Anfragen zu kennen. Im Gegensatz dazu
stehen Offline-Algorithmen, die eine gesamte Eingabefolge im voraus sehen diirfen und
dieses Wissen bei der Bearbeitung der einzelnen Anfragen ausnutzen kénnen. In der
kompetitiven Analyse vergleicht man die Kosten eines Online-Algorithmus mit den
Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus. Wenn fiir alle Anfragefolgen das Verhalt-
nis dieser Kosten durch eine Konstante ¢ beschrankt ist, so erhilt man damit die Garan-
tie, dafy der Online-Algorithmus hochstens das c-fache der optimalen Kosten erzeugt,
auch wenn er bei der Bearbeitung der Anfragen die Zukunft nicht kennt. Die Schran-
ke ¢ muf fiir alle Anfragefolgen gelten, und fiir die Intuition ist oft die Vorstellung
hilfreich, dafs die Anfragen von einem Gegner erzeugt werden, der beliebig schwierige
Eingaben produzieren kann, sie dann aber auch selbst offline bearbeiten mufs.

Das Gebiet der kompetitiven Analyse von Online-Algorithmen wurde 1985 von
D. Sleator und R. Tarjan mit der Untersuchung des MOVE-TO-FRONT-Algorithmus
begriindet [ST85] und hat seitdem eine rasante Entwicklung genommen, vgl. [BE9S,
FWO8] fiir einen aktuellen Uberblick.
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Mittlere Analyse

Wenn man ein stochastisches Modell fiir die Suchanfragen annimmt, werden dadurch
die Suchkosten oder andere charakteristische Werte des untersuchten Algorithmus zu
Zufallsvariablen. Dann ist man an Aussagen iiber diese Zufallsvariablen interessiert,
in erster Linie {iber den Erwartungswert der Suchkosten.

Oft wird bei probabilistischen Untersuchungen die Annahme gemacht, daf3 die
Elemente der Eingabefolgen unabhingig voneinander sind (stochastische Quelle ohne
Gedachtnis, Bernoulli-Modell) und sogar gleichverteilt sind (symmetrisches Bernoulli-
Modell). Wenn man aber Abhéngigkeiten zuldfit, erhdlt man nicht nur eine Verallge-
meinerung der Theorie, sondern auch Resultate, die die in der Praxis beobachteten
Verhalten der Algorithmen wesentlich besser beschreiben konnen. Markov-Ketten bie-
ten ein solches Modell von stochastischen Quellen mit Gedédchtnis. Die Abhédngigkeiten
in der Eingabefolge bestehen hierbei nur lokal, indem die Verteilung eines Eingabeele-
mentes von dem direkt vorausgehenden Element abhidngt, aber nicht von den weiter
zuriickliegenden Vorkommen. Da solche Phdnomene aber in der Praxis erscheinen,
bzw. eine hinreichend genaue Approximation praktisch auftretender Eingabefolgen er-
moglichen, ist die Anwendbarkeit von Markov-Ketten gerechtfertigt.

Die Betrachtung von Markov-Quellen im Zusammenhang mit Suchbdumen wurde
erstmals von G. Hotz durchgefiihrt [H93]. Es hat sich gezeigt, daff die Kodierungssatze
zur Quellenkodierung der von C. Shannon begriindeten statistischen Informationstheo-
rie [S48] tibertragen werden konnen. Mit dem Konzept der Suchgraphen kann eine
mittlere Suchzeit realisiert werden, die durch die Entropie der Markov-Kette der Zu-
griffe bestimmt ist.

Vergleich der Analysemodelle

Bis Mitte der 80er Jahre wurden adaptive Suchalgorithmen nur unter dem probabilisti-
schen Analysemodell betrachtet. Die dann eingefiihrte kompetitive Analyse erscheint
zundchst tiberlegen, da sie nicht nur Aussagen iiber Mittelwerte macht, sondern Lei-
stungsgarantien fiir die einzelnen Algorithmen auch im schlechtesten Fall gibt. Es zeigt
sich aber, dafi es viele Verfahren gibt, die sich zwar unterscheiden, aber im kompetiti-
ven Modell gleich bewertet werden. Die mittlere Analyse kann wesentlich genauere
Aussagen iiber das Verhalten der Algorithmen geben.

Aus diesem Grund betrachten wir in dieser Arbeit beide Analysemodelle parallel.
Einerseits werden die Untersuchungen bekannter Verfahren auf Markov-Modelle er-
weitert, andererseits entwickeln wir eine Reihe neuer Algorithmen, die wir — soweit
moglich — in beiden Kostenmafsen analysieren.

Unter anderem geben wir zwei neue iiberabzdhlbare Familien von kompetitiv-
optimalen Listenalgorithmen an, die die umfassendsten Klassen solcher Verfahren dar-
stellen. Eine weitere Familie von Verfahren, die wir einfithren, ermoglicht einen Trade-
off zwischen den Kosten im kompetitiven Modell und im probabilistischen Modell.

Randomisierte Algorithmen diirfen Zufallsbits benutzen. Dadurch haben rando-
misierte Online-Algorithmen die Moglichkeit, ihre Strategie gegeniiber dem Offline-
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Gegner zu verschleiern, und bessere Ergebnisse im kompetitiven Modell zu erzielen.
Wir untersuchen, wieviel Zufall dazu nétig ist und geben eine derandomisierte Varian-
te eines bekannten Verfahrens an, die nur noch wenige zuféllige Bits verwendet.

Anwendungen

Indem adaptive Suchverfahren sich der Anfragefolge anpassen, optimieren sie nicht
nur ihre Suchstrategie, sondern lernen gleichzeitig statistische Informationen tiber die
Quelle der Anfragen. Dieser implizite Lernvorgang kann ausgenutzt werden. Bei sto-
chastischen, unabhédngigen Anfragen versucht ein Listenalgorithmus, seine Elemente
in die Reihenfolge absteigender Zugriffshaufigkeiten zu bringen. Diese Eigenschaft
kann fiir eine effiziente Datenkompression genutzt werden.

Unter dem Gesichtspunkt der Informationstheorie stellt sich die Frage, wie gut man
eine anstehende Suchaufgabe 16sen kann, wenn man statistische Informationen tiber
die Anfragequelle kennt oder sie mit einem adaptiven Verfahren erlernt. Von G. Hotz
stammt das Konzept, die Ausfiihrungspfade eines Programms als prifixfreie Kodes zu
betrachten [H97]. Bei bekannten Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Ausfiithrungs-
pfade kann mit Hilfe der Kodierungssitze der Informationstheorie das Programm so
transformiert werden, daf3 die mittlere Laufzeit minimiert wird und durch die Entro-
pie der Verteilung abgeschitzt werden kann. Wir untersuchen diese Ideen an der von
G. Hotz vorgeschlagenen effizienten Berechnung der konvexen Hiille von Punkten in
der Ebene.

Bei Eingabefolgen mit abhidngigen Symbolen kann man die Kosten von adapti-
ven Verfahren als Mafs fiir die Abhédngigkeiten auffassen. Dadurch erhalten wir eine
Moglichkeit, das Phanomen der Lokalitdt in Datenstromen festzustellen und zu be-
schreiben.

Verallgemeinerte Kostenmalle

Eine wichtige Verallgemeinerung von Suchverfahren ist es, variable Kosten fiir die ein-
zelnen Suchschritte zu betrachten, anstatt Einheitskosten anzunehmen. Dabei kann
man entweder annehmen, dafs die Kosten eines Vergleichs von dem Element selbst
abhédngen, oder daf$ sie durch die aktuelle Position des Elements in der Datenstruk-
tur gegeben sind. Wir untersuchen adaptive Listenalgorithmen fiir den ersten Fall, d.h.
Vergleichskosten wy > 0 fiir ein Element x. Den zweiten Fall behandeln wir am Beispiel
von Kodes und Suchbdumen, bei denen die Kosten fiir einen Vergleich exponentiell mit
der Tiefe im Baum wachsen. Dadurch kann die Suche in hierarchischen Strukturen mo-
delliert werden, bei denen die Vergleichskosten exponentiell ansteigen, je mehr man in
die Struktur hinabsteigt. Zur Analyse solcher Kostenmodelle erweist sich ein verallge-
meinerter Entropie-Begriff, die Rényi-Entropie, als sinnvoll [R61]. Obwohl dieser Begriff
und entsprechende Kodierungstheoreme schon seit den 60er Jahren bekannt sind, gab
es bisher noch keine direkte Anwendung auf Suchbdume und Suchalgorithmen.
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Gliederung und Resultate

In Kapitel 1, dem Hauptkapitel der Arbeit, werden adaptive Listenalgorithmen aus-
giebig analysiert. Nach einer Einfithrung in die Problemstellung und die verwende-
ten Analysemodelle untersuchen wir in Abschnitt 1.2 und 1.3 bekannte Verfahren bei
Markov-Zugriffen. Im Falle eines tragen Nachfrageverhaltens beobachten wir die in-
teressante Eigenschaft, dafs sich bekannte Hierarchien der Simple(k)- bzw. Batched(k)-
MOVE-TO-FRONT-Verfahren oder der Vorwirtsregeln gerade umkehren, verglichen
mit stochastisch unabhéngigen Zugriffen.

Abschnitt 1.4 prasentiert drei neue Familien von Listenalgorithmen. Sie beruhen

auf der von uns eingefiihrten Idee, Rangfunktionen zu verwenden, die die Ordnung der
Liste definieren. Dadurch werden die bekannten Algorithmen MOVE-TO-FRONT, TI-
MESTAMP [A98] und ABSTEIGENDE-HAUFIGKEIT auf verschiedene Weise verallgemei-
nert: Die SORT-BY-RANK(x)-Strategien interpolieren das Verhalten von MTF und TS,
wihrend SORT-BY-DELAY(k) tiber TS hinaus extrapoliert. Die SORT-BY-TIME(q)-Algo-
rithmen erlauben einen stetigen Ubergang zwischen MTF und ABSTEIGENDE-HAUFIG-
KEIT.
Die SORT-BY-RANK(o)-Verfahren weisen fiir alle 0 < « < 1 ein optimales kompetiti-
ves Verhiltnis von 2 auf, ebenso wie die SORT-BY-TIME(q)-Regeln fiir 0 < q < \/m
Diese Algorithmen stellen damit die umfassendsten zur Zeit bekannten Klassen von
kompetitiv-optimalen Verfahren dar. Die SORT-BY-DELAY(k)-Regeln sind k-kompetitiv
fiirk > 2. Mit k — oo arbeiten sie auf geddchtnislosen stochastischen Zugriffen beliebig
gut. Dies ist die einzige bekannte Familie von Verfahren mit dieser Eigenschaft, wobei
jeder Algorithmus einen konstanten kompetitiven Faktor aufweist. Satz 1.24 schitzt ab,
wie schnell die asymptotischen Kosten von SBD(k) mit k gegen die optimalen asympto-
tischen Kosten konvergieren. Wir verallgemeinern zunéchst einen bekannten Ansatz,
der auf der Ungleichung von Hilbert basiert [CHS88], konnen aber mit einem ande-
ren Vorgehen noch bessere Schranken zeigen. Eine allgemeine untere Schranke, die die
minimalen erzielbaren Kosten eines Listenalgorithmus zu der Grofie seines Gedéacht-
nisses in Beziehung setzt, wird in Satz 1.27 entwickelt. In Satz 1.28 untersuchen wir
SBD(k) ebenfalls bei Markov-Zugriffen, so dafd eine umfassende Analyse dieser neuen
Verfahren hiermit vorgestellt werden kann.

Der Abschnitt 1.5 stellt eine Analyse der Konvergenzgeschwindigkeit der Batched (k)-
MTE-Verfahren und der sBD(k)-Regeln vor. Wir zeigen verteilungsabhédngige und ver-
teilungsunabhéngige Schranken fiir die erwarteten Kosten nach t Zugriffen (Satze 1.33
und 1.36) und verallgemeinern die Formel von J. Fill fiir die Ubergangswahrscheinlich-
keiten in t Schritten auf die Batched(k)-MTF-Regeln (Satz 1.39).

Sektion 1.6 behandelt absorbierende Verfahren, die nach einer anfianglichen Lern-
phase in einer bestimmten Listenkonfiguration ,hingenbleiben” und diese dann aus-
schlieslich benutzen. Wir analysieren die Qualitédt der erzielten statischen Konfigura-
tionen und diskutieren die Wartezeit, bis Absorption eintritt.

In Abschnitt 1.7 untersuchen wir randomisierte Algorithmen im kompetitiven und
stochastischen Modell. Wir zeigen unter anderem, wie man den BIT-Algorithmus
[RWS94] auf einer n-elementigen Liste mit nur [log(n + 1)] anstatt n zufalligen Bits
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initialisieren kann, so dafs das kompetitive Verhiltnis weiterhin 1.75 betrédgt. Diese de-
randomisierte Variante von BIT stellt damit den Listenalgorithmus mit dem kleinsten
Verbrauch der Ressource Zufall dar, dessen kompetitiver Faktor die untere Schranke 2
fur den kompetitiven Faktor deterministischer Verfahren unterbietet.

Die restlichen drei Abschnitte von Kapitel 1 behandeln Varianten von sequentiel-
len Suchverfahren. In Sektion 1.8 diskutieren wir das gewichtete Listenproblem, bei
dem das Lesen von Element x Kosten von w, verursacht. Satz 1.55 enthilt eine untere
Schranke fiir deterministische Algorithmen im kompetitiven Modell. Aufserdem unter-
suchen wir den randomisierten BIT-Algorithmus und présentieren eine randomisierte
Variante von Batched(k)-MTF, die im gewichteten Listenproblem auf gedachtnislosen
stochastischen Quellen beliebig gut arbeitet.

Abschnitt 1.9 behandelt bidirektionale lineare Suche, bei der die Suche von jedem
Ende der Liste aus starten kann. Fiir dieses Problem geben wir Ergebnisse im kompe-
titiven Modell und diskutieren das Verhalten von Algorithmen bei unabhdngigen und
bei Markov-Zugriffen.

In Abschnitt 1.10 untersuchen wir die Aufgabenstellung, die Daten auf eine feste
Anzahl von Listen zu verteilen und dynamisch umzusortieren, um die erwartete Zu-
griffszeit zu minimieren. Wir geben deterministische und randomisierte Verfahren fiir
unabhingige Zugriffe und eine untere Schranke im kompetitiven Modell an.

Kapitel 2 behandelt Anwendungen von adaptiven Suchverfahren. In Abschnitt 2.1
nutzen wir aus, dafs ein Listenalgorithmus durch das Umsortieren der Liste implizit die
Ordnung der relativen Haufigkeiten approximiert. Somit liefert er ein statistisches Mo-
dell der Zugriffe, das fiir Datenkompression genutzt werden kann. Wir analysieren die
in Abschnitt 1.4 eingefiihrten SBD(k)-Regeln hinsichtlich ihrer Fahigkeit zur Datenkom-
pression und fassen die Ergebnisse von Experimenten auf praktisch vorkommenden
Daten, die dem Calgary/Canterbury Compression Corpus entnommen sind, zusammen.
Da der Parameter k steuert, wie schnell der Listenalgorithmus reagiert, héangt seine ge-
eignete Wahl von der Zugriffsfolge ab. Um einen guten Wert fiir die SBD(k)-Verfahren
zu finden, untersuchen wir verschiedene Methoden, den Parameter online zu schitzen.
Auflerdem diskutieren wir in diesem Abschnitt die SBR(xx)-Regeln in Zusammenhang
mit der Burrows-Wheeler-Transformation fiir die Textkompression.

Sektion 2.2 wendet sich geometrischen Anwendungen zu. Wir analysieren einen Al-
gorithmus von G. Hotz zur effizienten Berechnung der konvexen Hiille bei bestimmten
Verteilungsannahmen tiber die Punkte. Anschlieffend erweitern wir das Verfahren, so
dafd es dynamisch arbeitet (d.h. ohne die Anzahl n der Punkte im voraus zu kennen).

In Abschnitt 2.3 diskutieren wir das Phanomen der Lokalitdt. Insbesondere interes-
sieren wir uns fur Kriterien, den Grad der Lokalitdt in Markov-Ketten zu bestimmen.
Dazu verfolgen wir einen pragmatischen Ansatz und betrachten die Kosten von ad-
aptiven Suchverfahren als Maf3 fiir die Lokalitat. Abschnitt 2.4 geht kurz auf adaptive
Suchbdume ein und grenzt selbst-organisierende Listen und Baume voneinander ab.

In Kapitel 3 definieren und untersuchen wir ein neues Kostenmaf3 fiir Kodes und
Suchbdume. Die Kosten fiir das Durchlaufen einer Kante bzw. fiir einen Vergleich in



Einleitung

einem Knoten sind nicht wie bisher konstant, sondern wachsen exponentiell mit der
Tiefe. Damit erhalten wir eine Verallgemeinerung des bekannten Modells mit Ein-
heitskosten, das als Grenzfall in unserer Konstruktion enthalten ist. Mit Hilfe der ver-
allgemeinerten Kostenfunktion konnen beispielsweise Suchprozesse in hierarchischen
Strukturen dargestellt werden, bei denen mit zunehmender Suchtiefe die Komplexitat
und damit die Kosten fiir einen weiteren Suchschritt ansteigen.

Wir verallgemeinern zundchst den Huffman-Algorithmus, um optimale Kodes zu
berechnen. Dann betrachten wir ordnungserhaltende Kodes und Suchbdaume, und ge-
ben Schranken fiir die erwarteten Kosten an. In Abschnitt 3.3 untersuchen wir zuféllig
gewachsene Baume, die durch das Einfiigen von Elementen in zufélliger Reihenfolge
entstehen, und berechnen die mittlere externe Pfadldnge bzw. die erwartete Tiefe eines
Knotens in dem verallgemeinerten Kostenmaf3. Abschnitt 3.4 schliefSlich betrachtet zu-
tallige Tries (digitale Suchbdume) unter dem neuen Kostenmafs und leitet die erwartete
externe Pfadlange im Bernoulli- und Markov-Modell fiir die Schliissel her.

Kapitel 4 enthilt eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit und gibt einen
Ausblick auf Erweiterungsmoglichkeiten und offene Fragen.

Teile der Arbeit wurden in [SS96, S98] veroffentlicht.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

In diesem Kapitel werden adaptive Methoden fiir sequentielle Suchpro-
bleme behandelt. Diese Verfahren zielen darauf ab, die Testreihenfolge
moglichst gut den Nachfragen anzupassen, um die Suchzeiten zu redu-
zieren. Gleichzeitig erlernen sie dabei statistische Informationen tiber die
Quelle der Nachfragen.

Nach einer Einfiihrung in die Problemstellung und Literaturiibersicht wer-
den bekannte Verfahren bei Markov-Zugriffsfolgen untersucht. Anschlie-
Bend stellen wir drei neue Familien von Listenalgorithmen vor und analy-
sieren ihr kompetitives und mittleres Verhalten. Wir betrachten die Konver-
genzgeschwindigkeit von ergodischen und absorbierenden Listenalgorith-
men, und analysieren verschiedene randomisierte Verfahren. Abschliefsend
werden Varianten des Problems behandelt, wie etwa verallgemeinerte Zu-
griffskosten, bidirektionale Suche und Suche in Feldern.

1.1. Einfithrung

Das Listenproblem oder list update problem wurde erstmals 1963 von M. L. Tsetlin [T63]
behandelt, weshalb es manchmal auch als Tsetlin library problem bezeichnet wird. Seit
1965 wird es im Kontext der informationstechnischen Anwendungen betrachtet [M65].

Von Tsetlin wurde die Nach-Vorne-Schieben-Regel oder MOVE-TO-FRONT (MTF) un-
tersucht, die er an folgendem Beispiel darstellt: in einer Bibliothek gibt es ein einziges
langes Biicherregal. Jedesmal wenn ein Buch nachgefragt wird, lauft der Bibliothekar
an dem Regal entlang, bis er das gewiinschte Buch gefunden hat. Er entnimmt es,
und es entsteht eine Liicke. Bis zur Riickgabe dieses Buches kann kein weiteres Buch
ausgeliehen werden. Wenn das Buch zuriickgegeben wird, setzt der Bibliothekar es
an den Anfang des Regals und schiebt die Biicher nach hinten, bis die Liicke wieder
verschwindet.

Die Nach-Vorne-Schieben-Regel stellt den wichtigsten Listenalgorithmus dar, da sie
sehr einfach arbeitet und damit auch relativ leicht zu analysieren ist. Je nach Fragestel-
lung oder verwendetem Kostenmaf; konnen aber andere Listenalgorithmen angegeben
werden, die sich besser verhalten.
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1.1.1. Definitionen

Die Menge der Listenelemente sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit stets
A={1,2,... /n},

da bei sequentieller Suche keine Ordnung auf den Elementen benétigt wird. Eine be-
stimmte Sortierung der Liste stellen wir dar durch einen Vektor

(X1,X2y .+, Xn),

der eine Permutation der Elemente aus A beschreibt. Dabei soll sich der Listenkopf
stets am linken Rand befinden, und die Suche nach einem Listenelement von links nach
rechts, also in der Reihenfolge x1,x2, ... ablaufen.

Der Aufwand fiir das anschliefende Umsortieren durch den Listenalgorithmus
wird vernachléssigt, wenn das nachgefragte Element ein Stiick zum Listenkopf bewegt
wird (freier Austausch, free exchange). Die Kosten sind namlich proportional zu den vor-
her entstandenen Suchkosten. Jede andere Transposition zweier benachbarter Listen-
elemente hat Einheitskosten und wird als bezahlter Austausch, paid exchange bezeichnet.

Die Kosten fiir einen Zugriff auf das Element xy seien gleich der Anzahl der da-
fiir benotigten Vergleiche, also k, im sogenannten Standardmodell oder full cost model.
Manchmal ist es fiir die Analyse einfacher, das sogenannte (i — 1)-Kostenmodell zu be-
trachten, bei dem man fiir einen Zugriff auf x; nur die Kosten k — 1 bezahlen muf3.
Gelegentlich wird auch das P9-Kostenmodell analysiert, bei dem die Vergleiche beim
Zugriff Einheitskosten erzeugen, aber das anschlieffende Umsortieren mit bezahlten
Austauschen die Kosten d verursacht [RWS94].

Weitere Varianten sind denkbar: die Kosten fiir den Zugriff auf ein Element auf
Position { konnen durch eine Funktion f({) gegeben sein. Im Standardmodell ist f({) =
(. Es ist bekannt, dafs verschiedene Aussagen des Standardmodells auch gelten, wenn
man voraussetzt, dafd f konvex (rechtsgekriimmt) ist [ST85].

Es ist auch moglich, fiir das Lesen der einzelnen Listenelemente verschiedene Ko-
sten anzusetzen. Seien wy die Kosten fiir das Lesen von x. Bei einer Listenanordnung
(1,2,... ,n) entstehen dann Kosten wy beim Zugriff auf 1, wi + w; beim Zugriff auf 2,
usw. Damit kann man beispielsweise das sequentielle Lesen verschieden langer Daten-
sdtze von einem Band modellieren. Wir werden dieses Modell in Abschnitt 1.8 unter-
suchen.

Wenn die Menge A der Listenelemente stets gleich bleibt, spricht man vom stati-
schen Listenproblem, das wir im folgenden zugrunde legen. Wenn man das dynami-
sche Listenproblem betrachtet, sind neben den Zugriffen auch Einfiigen und Loschen
von Elementen moglich. Eine Einfiigeoperation besteht aus einem Durchlaufen der Li-
ste, um sicherzustellen, dafy das Element noch nicht enthalten ist, und dem Anhdngen
des neuen Elements an das Listenende. Sie verursacht also Kosten in Hohe der aktu-
ellen Listenldnge (im Standardmodell). Das Loschen eines Elements besteht aus der
Suche des Elements und dem anschlieffenden Entfernen. Die Kosten sind gleich den
Kosten eines Zugriffs auf das Element.
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Analysemodelle

Im Verlauf der gesamten Arbeit wenden wir zwei Analysemodelle fiir die betrachteten
Verfahren an: mittlere Analyse und kompetitive Analyse.

Bei der mittleren Analyse der Kosten legt man ein Wahrscheinlichkeitsmodell fiir
die Anfragefolgen zugrunde. Dies kann eine gedéchtnislose Quelle sein, die eine Folge
von unabhdngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen produziert, oder eine Quelle
mit Gedéchtnis, beispielsweise eine Markov-Kette erster Ordnung, bei der die Vertei-
lung einer Zufallsvariablen von der Realisierung der direkt vorausgehenden Variablen
abhangt. Von Hauptinteresse sind hier die asymptotischen erwarteten Kosten E,(p)
eines Algorithmus A unter dem Modell p und die mittleren Kosten eines optimalen
Verfahrens Eopr(p), das das Modell p kennt, und der Vergleich dieser Kosten.

Sei o = 01,... ,0m € A™ eine beliebige Anfragefolge. Ein Online-Algorithmus muf3
jede Anfrage o bearbeiten, ohne Kenntnis von zukiinftigen Zugriffen o1,... ,0m zu
haben. Ein Offline-Algorithmus darf dagegen die gesamte Anfragefolge o sehen und
seine Entscheidungen darauf aufbauen. Bei der kompetitiven Analyse vergleicht man
die Kosten C, (o) eines Online-Algorithmus A mit den Kosten von optimalen Offline-
Algorithmen Copr(0) bei beliebigen Anfragefolgen o. Falls gilt

Ja Vo : CA(O-) SC'COPT(O-)+Q)

so sagt man: A ist c-kompetitiv. Der kompetitive Faktor eines Online-Algorithmus A ist
das Infimum {iber alle c, fiir die der Algorithmus c-kompetitiv ist.

Der kompetitive Faktor beschrankt das Verhdltnis von Online-Kosten zu optimalen
Offline-Kosten und gibt somit eine Leistungsgarantie des Online-Algorithmus. Man
beachte, daf$ der Faktor fiir Listen und Zugriffsfolgen beliebiger Lange gelten muf3.

Lemma 1.1. (Karp/Raghavan 1990 [KR90])
Wenn ein deterministischer Listenalgorithmus c-kompetitiv ist, so gilt ¢ > 2.

In einem verallgemeinerten Kostenmodell verwenden wir die gleiche Beweisme-
thode, siehe Satz 1.55, und erhalten dieses Lemma als Spezialfall.

Obere Schranken fiir den kompetitiven Faktor im (i — 1)-Kostenmodell sind auch
obere Schranken im Standardmodell. Denn seien m = |o| die Lange der Anfragefolge
und C, (o) die Kosten im (i — 1)-Modell. Mit C,(0) = C, (o) + m folgt

Calo)  Calo)+m < Ca(0)
Corr(0)  Copr(0) +m ~ Copr(0)

bl

da stets Copr(0) < C,(0). Umgekehrt ist eine untere Schranke im Standardmodell auch
eine untere Schranke im (i — 1)-Kostenmodell.

1.1.2. Verschiedene Listenalgorithmen

Je nachdem, ob Listenalgorithmen aus vergangenen Zugriffen lernen diirfen oder nicht,
unterscheidet man geddchtnislose Verfahren (memoryless heuristics) und solche mit Ge-
dédchtnis. AufSerdem konnen Listenalgorithmen deterministisch oder randomisiert
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sein, wobei sie durch letzteres ihre Schwachpunkte gegeniiber Gegnern verschleiern
konnen.
Gedidchtnislose deterministische Algorithmen

Die oben erwdhnte Regel fiir das Biicherregal lautet:

Nach-Vorne-Schieben-Regel, MOVE-TO-FRONT, MTF: Wenn auf ein Listen-
element x zugegriffen wird, dann setze x an den Listenkopf. Wenn es sich
schon dort befindet, so tue nichts.

Eine andere bekannte Regel, die eine langsamere Anderung der Liste erreicht, ist die

Vertauschen-Regel, TRANSPOSTION RULE, TR: Wenn auf ein Listenelement
x zugegriffen wird, das noch nicht am Listenkopf steht, dann vertausche es
mit seinem Vorgdnger in der Liste. Wenn x bereits am Listenkopf steht, so
tue nichts.

Allgemein lafst sich ein geddchtnisloses Verfahren durch eine Folge von n Permutatio-

nen (T1,... ,Tn) Uiber der Menge {1, ... ,n} beschreiben. Wenn sich die Liste in Zustand
0 = (X1,...,Xn) befindet und auf das Listenelement x; zugegriffen wird, dann wird
die Liste umsortiert zu oo 1; = <ij (1) X5 (2)5 - -+ » X (n))- Ein geddchtnisloses Verfahren

trifft seine Entscheidung tiber das Umsortieren der Liste nur aufgrund der Position,
auf der das gesuchte Element gefunden wurde. Auf diese Weise wird die Nach-Vorne-
Schieben-Regel definiert als

j fallsk =1
Tj(k) =< k=1 : falls1 <k <j furj=1,...,n.
k : fallsj<k<n

Die Vertauschen-Regel kann folgendermafien beschrieben werden:

j : fallsk=j—1
oy ) i—1 ¢ fallsT<k=j o
HRI=3 1 fallst =k =] farj=1,...,n.
k : falls1<k<j—Tloderj<k<n

Allgemeiner wird die Klasse der Vorwarts-Regeln (MOVE-FORWARD RULES) definiert
durchn Zahlen 1 = my, mp,... ,my mit m; < jund my_; < m; fiirj > 2. Wenn auf das
Element auf Position j zugegriffen wird, dann wird es auf Position m; der Liste gesetzt:

i ¢ fallsk=my
Ti(k) =¢ k=1 : fallsm; <k <j furj=1,... ,n.
k : sonst
Ein Beispiel ist die Familie der k-Pldtze-Vorwirts-Regeln firk =1,... ,n—1.

10
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k-Plitze-Vorwarts-Regel, MOVE-UP(k), MU(k) [R76]: Wenn auf ein Listen-
element x zugegriffen wird, das auf einer der k ersten Positionen steht, so
setze x an den Listenkopf. Ansonsten schiebe x um k Positionen nach vorne.

Fiir k = 1 erhédlt man die Vertauschen-Regel und fiir k = n—1 die Nach-Vorne-Schieben-
Regel. Eine andere Familie von Verfahren, die den Betrag des Nach-Vorne-Schiebens
von der Position des Elementes abhédngig macht, ist

Fraktion-d-Nach-Vorne-Regel, MOVE-FRACTION(d), MF(d) [ST85]: Wenn
auf ein Listenelement x auf Position { zugegriffen wurde, dann schiebe es
um [{/d — 1] Pliatze nach vorne.

Hier ergibt sich fiir d = 1 die Nach-Vorne-Schieben-Regel, wéahrend fiir grofsere d das
Verfahren immer langsamer reagiert.

Eine partielle Ordnung auf den Vorwirts-Regeln und Vergleiche der erwarteten Ko-
sten sind in [L84] fiir den Fall unabhéngiger Zugriffe angegeben. Fiir die Situation von
Markov-Zugriffen fassen wir unsere Ergebnisse in Abschnitt 1.3 zusammen, siehe auch
[SS96].

Deterministische Verfahren mit Gedachtnis

Listenalgorithmen mit Gedéchtnis verwerten die bisherige Zugriffsfolge, um bei der
ndchsten Anfrage eine gute Entscheidung zu treffen. Dabei werden meist nicht die bis-
herigen Zugriffe explizit gespeichert, sondern der Funktionswert einer fest vorgegebe-
nen Funktion tiber den Zugriffsfolgen. Dies kann beispielsweise fiir jedes Element die
Anzahl der bisherigen Nachfragen sein, oder die Zeitpunkte der k letzten Nachfragen.
Das bekannteste Verfahren mit Gedéchtnis ist

Absteigende Haufigkeit, FREQUENCY-COUNT, FC: Sortiere die Liste stets
nach absteigenden Zugriffshaufigkeiten.

Im Gegensatz zu den folgenden Algorithmen benutzt FC ein unendliches Gedéchtnis.
Eine wichtige Regel mit Gedédchtnis wurde von S. Albers eingefiihrt:

Timestamp, TS [A98]: Wenn auf x zugegriffen wird, dann fiige x vor dem
ersten Listenelement ein, das seit dem letzten Zugriff auf x hochstens ein-
mal nachgefragt wurde. Bei der ersten Anfrage nach x bleibt die Position
unverandert.

Dieses Verfahren benotigt fiir jedes Listenelement zwei Zeitstempel, um die Zeiten des

letzten und vorletzten Zugriffs zu speichern. Eine Verallgemeinerung der Timestamp-
Regel stammt von R. El-Yaniuv:

11
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Move-to-Recent-Item, MRI(k) [E96]: Wenn auf x zugegriffen wird, dann
fiige x hinter das letzte Listenelement ein, das vor x steht und seit dem letz-
ten Zugriff auf x hochstens k + 1 mal nachgefragt wurde. Wenn kein solches
Element existiert oder bei der ersten Anfrage nach x, setze x an den Listen-
kopf.

In Abschnitt 1.4 werden wir drei weitere Familien von Listenalgorithmen einfiihren.

Randomisierte Listenalgorithmen

In der Literatur wurde eine Reihe von Verfahren vorgestellt, die fiir ihre Entscheidun-
gen zufdllige Bits benutzen diirfen. Wichtige Vertreter sind RANDOM-MTF, BIT und
COMB. Randomisierte Listenalgorithmen werden in Abschnitt 1.6 untersucht und dis-
kutiert.

Random-Move-to-Front(p), RANDOM-MTF(p): Mit Wahrscheinlichkeit p
setze das nachgefragte Element an den Listenkopf, mit Wahrscheinlichkeit
1 — p tue nichts.

Dieses Verfahren ist jedoch hochstens 2-kompetitiv (siehe Satz 1.45) und damit nicht
besser als deterministische Verfahren. Dagegen ist der folgende Listenalgorithmus ein
einfaches Verfahren, das einen kompetitiven Faktor von 1.75 erzielt.

Bit [RWS94]: Zu jedem Listenelement x gehort ein Bit b(x) € {0,1}, das
bei jedem Zugriff auf x gekippt wird. Wenn b(x) = 0 ist, wird x an den
Listenanfang gesetzt, ansonsten passiert nichts. Die n Bits werden zuféllig
unabhingig und gleichverteilt initialisiert.

Der beste bisher bekannte Listenalgorithmus COMB von S. Albers et.al. erreicht einen
kompetitiven Faktor von 1.6.

Combination, COMB [ASW95]: Mit Wahrscheinlichkeit 1/5 wende den de-
terministischen Timestamp-Algorithmus an und mit Wahrscheinlichkeit 4/5
benutze BIT.

Analyse von Move-to-Front

In diesem Abschnitt stellen wir die bekannten Analysen des MTF-Verfahrens bei unab-
hédngigen und abhingigen stochastischen Zugriffen und im kompetitiven Modell vor.
Die hierbei verwendeten Vorgehensweisen werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit
immer wieder auftreten.

12
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Unabhidngige Zugriffe. Diese Analysen wurden erstmals von J. McCabe [M65], W. Hen-
dricks [H72] und P. Burville und |. Kingman [BK73] durchgefiihrt. Vergleiche auch
[ANWS2, A77, B79, CSO89, CHSS8S, F84, H73, H76, HH85, HH87, HM93, N82, OD97,
P91, P94, R76] fiir weitere Untersuchungen im Modell der unabhédngigen Zugriffe.

Sei p = (p1,...,pn) eine Zugriffsverteilung. Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit setzen wir voraus, das p; > p > --- > pn > 0, da keine Sortierung der Elemente
benotigt wird, und fiir die asymptotischen Kosten die Elemente mit Wahrscheinlichkeit
0 keine Rolle spielen. Diese Wahrscheinlichkeiten definieren eine Markov-Kette auf den
moglichen Listenkonfigurationen, die hier am Beispiel n = 3 dargestellt ist.

P2
<:§{7 'y 0§ )
2312w [1]2] 3] 2=[3]1]2

P3 P2 P2 P1 P1 P3

32172137132
e & S & S

P1

Da nach Voraussetzung alle Ubergangswahrscheinlichkeiten positiv sind, ist diese
Markov-Kette positiv-rekurrent und damit insbesondere ergodisch (siehe Anhang A .2).
Somit sind die stationdren Wahrscheinlichkeiten 7t(t) jeder Permutation T € S,, wohl-
definiert. Die Listenkonfiguration T bedeutet, dafs sich das Element j € A an der Po-
sition T(j) befindet. Fiir eine solche Permutation T = (t(1),...,T(n)) seien c(t) =
Y j1] - Pr(j) die erwarteten Kosten. Dann folgt fiir die asymptotischen erwarteten Ko-
sten des Verfahrens

Evre(p) = Z 7i(T) - c(T).

TESh

Zur Berechnung dieses Wertes geniigt es, Paare i,j von Elementen zu betrachten
[BK73]. Fiir die asymptotische Wahrscheinlichkeit b(j, 1), daf8 j vor i steht, folgt

bG,i) = ) (1)

13
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Dazu beobachtet man, dafl j genau dann vor i steht, wenn seit dem letzten Zugriff
auf j nicht mehr i nachgefragt wurde. Indem man danach konditioniert, dafi genau t
Anfragen nach dem letzten Zugriff auf j aufgetreten sind, folgt obiges Ergebnis. Nun ist
die mittlere Position eines Elementes i gerade 1+ die erwartete Anzahl von Elementen
j, die vor i stehen, und man erhilt

n
P PiPj
Emre(p) = Zpi- (1+ 7) =142 Z —.
iz 7 Pi TP 1<igyen PETP)

Die optimalen erwarteten Kosten werden mit der Listenordnung (1,2,... ,n) erreicht
und betragen M(p) = ', ipi. Das Verhiltnis ist durch 2 beschrinkt, wie man folgen-
dermafien sieht:

EMTF( ) =
P ]<§<np] p1+p1
n
< 1420 ) pel =1 Z G=1)
1<i<j<n j=1
= 2-M(p)—1.

Diese Abschitzung lafst sich verbessern, und in [CHS88] wurde gezeigt, dafs die Schran-
ke 7t/2 fiir Eyrr(p)/M(p) scharf ist. Fiir eine Verallgemeinerung dieser Abschitzung
auf neue Familien von Listenalgorithmen siehe Satz 1.24 auf Seite 40.

Abhdngige Zugriffe. Die MTF-Regel bei Markov-Zugriffen wurde erstmals von K. Lam
et.al. [LLS84] untersucht, siehe auch [B83, Ch93, DF95, D94, KV81, SS96] fiir zusitzliche
Ergebnisse in diesem Modell.

Sei P eine positiv-rekurrente Markov-Kette (siehe Anhang A.2). Die wesentliche
Idee zur Untersuchung ist die Riickwértsanalyse: beim aktuellen Zugriff auf i steht
ein Element j genau dann vor i, wenn wir die Zugriffsfolge zuriickverfolgen und auf
ein j treffen, bevor ein i aufgetreten ist. Mit Hilfe von Tabu-Mengen und der Notation
aus Anhang A.2 konnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf8 j vor i steht, wenn
gerade auf j zugegriffen wird, ausdriicken als

A ﬁﬁ-u mii

i) = .5 = )
P01 = My + Ry my +my;

Mit my; = 1/m; folgt fiir die asymptotische erwartete Suchzeit

Evre(P) =14 ) mib(j,ili) =1+2- Zm1+m1'
jAL j<i ] )

Kompetitives Modell. Mit der Analyse des MTF-Algorithmus gegen beliebige dyna-
mische Offline-Gegner begriindeten D. Sleator und R. Tarjan das Gebiet der kompetiti-
ven Analyse von Online-Algorithmen [ST85]. Der Name kompetitive Analyse wurde erst
spater in [KMMQO94] gepragt. Vergleiche auch [A98a, AW98, BM85] und andere.

14



1.2. Simple(k)- und Batched(k)-Verfahren

Das entscheidende Resultat ist, dafs MTF einen kompetitiven Faktor von 2 aufweist.
Im Gegensatz zur mittleren Analyse erhélt man hierbei die Garantie, dafs fiir jede Zu-
griffsfolge die Kosten hochstens doppelt so hoch sind wie die eines optimalen Ver-
fahrens, auch wenn dieses die gesamte Zugriffsfolge im voraus kennt. Zum Beweis
mittels amortisierter Analyse verwendet man eine Potentialfunktion @, die zu jedem
Zeitpunkt den Unterschied zwischen der Liste von MTF und der Liste des optimalen
Gegners OPT mifit. Ein Paar (y, x) von Listenelementen heifdt Inversion, wenn y vor x
in MTF's Liste steht, aber hinter x in der Liste von OPT. Der Wert der Potentialfunktion
ist dann gerade die Anzahl der Inversionen. Sei nun der Zugriff zum Zeitpunkt t auf
x gerichtet. Sei A die Anzahl der Elemente, die sowohl bei MTF als auch bei OPT vor x
stehen, und sei B die Anzahl der Inversionen (y, x). Dann sind die Kosten von MTF in
diesem Schritt gerade A + B + 1, und die Kosten OPT des optimalen Verfahrens betra-
gen mindestens A + 1. Indem MTF das Element x nach vorne bewegt, verschwinden B
Inversionen. Je nachdem, wie weit OPT sein x nach vorne schiebt, konnen bis zu A neue
Inversionen entstehen. Fiir die amortisierten Kosten a; in diesem Schritt folgt also

a = A+B+14+AD < A+B+14+A-B < 2-(A+1) = 2-0PTy.

Da diese Abschitzung in jedem Schritt t gilt, folgt der kompetitive Faktor 2 fiir beliebi-
ge Zugriffsfolgen.

1.2. Simple(k)- und Batched(k)-Verfahren

Im folgenden beschreiben wir ein allgemeines Prinzip, wie man aus einem gedacht-
nislosen Listenalgorithmus eine Familie von Verfahren mit Gedédchtnis erhalt [GMS81,
KR80]. Die beiden Regelklassen sind mit k € N parametrisiert und benutzen einen
Zahler, der von 0 bis k zdhlt, und einen Speicherplatz fiir das zuletzt gefragte Element.
Der Platzbedarf liegt also bei ©(logn + log k) Bit.

Definition 1.1. Sei k > 0 und R ein beliebiger gedédchtnisloser Listenalgorithmus.

Die Simple(k)-Heuristik fiihrt die Aktion der Regel R nur aus, wenn die letzten k
Zugriffe auf das gleiche Element gerichtet waren.

Die Batched(k)-Heuristik gruppiert die Zugriffe in Blocke der Lange k und ruft
die Aktion der Regel R nur dann auf, wenn alle Zugriffe eines Blocks auf das gleiche
Element gerichtet waren. O

Die Einteilung in Blocke beim Batched(k)-Verfahren wird durch einen fortlaufenden
Zidhler modulo k realisiert. Da nicht nur k aufeinanderfolgende Zugriffe auf ein be-
stimmtes Element gerichtet sein miissen, sondern diese auch noch genau in den Block-
grenzen liegen miissen, wird die Aktion der Regel R noch seltener angewendet als bei
der Simple(k)-Heuristik. Fiir k = 1 erhélt man die gewohnliche Regel R.

1.2.1. Unabhiangige Zugriffe

In der bisherigen Literatur wurden ausschliefilich die Regeln R=MTF und R=TS betrach-
tet. Bei unabhédngigen Zugriffen sind folgende Resultate bekannt.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Sei p = (p1,...,pn) eine Zugriffsverteilung auf {1,... ,n} mit p; > --- > p,.
Fiir Simple(k)-MTF bezeichne by (j, 1) die asymptotische Wahrscheinlichkeit, daf$ j vor i
steht, fiir Batched(k)-MTF sei by (j, 1) diese Wahrscheinlichkeit. Dann gilt [GMS81]

k-1
PF Y 2o Pt b3 1) — pr
— _ ) k\Jy — .
P Pl Pk Y o Pl pE+pk
Damit kann man zeigen, daf3 fiir k — oo in beiden Fillen die erwartete Suchzeit gegen
die optimale Suchzeit M (p) = i, ip; konvergiert.

b(j,1) = (1.1)

ESimple(k)—MTF (P ) — M (P) } ..
fir k — oo. 1.2
EBatched(k)—MTF(p) — M(p) 0 ( )

Fiir kleine Werte von k kann man das Verhéltnis Esimple/Batched(k)-mre(P)/M(p) durch
numerische Abschitzungen beschrinken; diese Schranken sind unabhingig von der
speziellen Verteilung p. Es gilt [GMS81]:

Esimple(l)-vre(P)/M(p) < m/2 < 1.571
ESimple(Z)—MTF(p)/M(p) < 1.367
ESimple(3)—MTF(p)/M(p) < 1274
Esimple@)-wre(P)/M(p) < 1.228
Egatched(1)-mtr(P)/M(p) < m/2 < 1.571
EBatched(2)-mtr(P)/M(p) < 1.208
EBatched3)-mtr(P)/M(p) < 1119
Egatched@)-wtr(P)/M(p) < 1.084.

1.2.2. Abhingige Zugriffe

In diesem Abschnitt analysieren wir die Simple(k)- und Batched(k)-MTF Regeln bei
Markov-Zugriffsfolgen [SS96]. Dazu benutzen wir das Konzept der Riickwértsana-
lyse: das gegenwairtige Aussehen der Datenstruktur wird durch ihre Vergangenheit
bestimmt. Wir stellen fest, daf8 durch eine Verzdgerung der Anpassung (grof3es k) die
Verfahren schlechter werden, wenn das Phanomen der Lokalitédt vorliegt. In dieser Si-
tuation verhalten sich die Algorithmen also genau umgekehrt als im Fall unabhéangiger
Zugriffe, wo eine verzogerte Anpassung die Suchzeit minimiert wird.

Simple(k)-Nach-Vorne-Schieben

Lemma 1.2. Das Listenelement j steht vor Element i, wenn die letzte Folge von k aufeinan-
derfolgenden Zugriffen auf j nach der letzten Folge von k aufeinanderfolgenden Zugriffen auf i
aufgetreten ist.

Oder: Beim Zugriff auf 1 steht j vor i, wenn wir bei | startend, die Zugriffsfolge zuriick-
verfolgen und auf k aufeinanderfolgende Zugriffe auf j treffen, bevor k aufeinanderfolgende
Zugriffe auf i aufgetreten sind.
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1.2. Simple(k)- und Batched(k)-Verfahren

Diese Beobachtung zeigt, dafl es sinnvoll ist, k aufeinanderfolgende Anfragen zu-
sammenzufassen. Dies leistet die folgende Konstruktion, die in [KS60, Seiten 140-144]
am Beispiel von Zwei-Tupeln erldutert ist.

Sei eine ergodische Markov-Kette mit Zustandsmenge S und Ubergangsmatrix P
und ein k > 1 gegeben. Wir wollen k-Tupel von Elementen aus S als Zustdnde der neu-
en expandierten Markov-Kette P auffassen. Dabei sollen k — 1 Uberginge der urspriing-
lichen Kette durch einen Zustand der neuen Kette ausgedriickt werden. Es diirfen also
nur die Zustidnde auftreten, deren korrespondierende Folgen von Ubergéngen in der
alten Kette moglich sind. Das bedeutet, ein Zustand [i;i, .. .1ix] der neuen Kette ist nur
erlaubt, falls pi,i, - Piyis - Pi,_i, > 0 gilt. Diese Einschrankung ist nicht unmittelbar
notwendig; wir brauchen sie jedoch, wenn wir ergodische Ketten betrachten. Denn bei
einer ergodischen Kette muf3 jeder Zustand mit Wahrscheinlichkeit > 0 auftreten.

Die Zustandsmenge der expandierten Kette ist

S={luiz... il [ eSfirl=1,... kund pi,i, - Pi,_i, >0}

Einen Ubergang kann man sich dadurch vorstellen, daf ein Fenster der Lange k um
eine Position nach rechts auf der urspriinglichen Kette geschoben wird:

Pliiz.iidliaiz.iker] = Pliiisn

ansonsten ist die Ubergangswahrscheinlichkeit 0. Allgemeiner kann man dies schrei-
ben als

Pliy i1 ] = Plicic " Olizeiallin i)
wobei 6 das Kronecker-Symbol bezeichnet,

1 : aq=bjfuri=1,...,]j
Olay..allbr...bs] = 0 : sonst '

Lemma 1.3. Die expandierte Kette P ist genau dann ergodisch, wenn die urspriingliche Kette
P ergodisch ist. In diesem Fall gilt: wenn {m}ics die stationire Verteilung der urspriinglichen
Kette ist, dann folgt fiir die stationdre Verteilung {, i1}, i, es der expandierten Kette:

Ty i = T8y Pigis * Pigiz 0 Pigqike

Sei b([j...jlli... 1|l ... lk_1i]) die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafs [j . . .j]
vor [i...1i] auftritt, wenn die zeitumgekehrte expandierte Kette im Zustand [l ... lx_1i]
gestartet wird. Gemds A.3 kann man sie folgendermafsen berechnen,

M, e iled] T 6.5 — UL b 116
My 5.5 + My 6.4

b(f... L 0. il . Lai]) =

)

wobei My, i.5,..5, die erwarteten Ersteintrittszeiten in der riickwértslaufenden ex-
pandierten Kette bezeichnet. Diese erhdlt man mit Hilfe der Fundamentalmatrix
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Z = (Zi]') =(I— P+A)7] als
MUl did = Zide /T — iy /Ty

k—2
N 1= 2 07 M5 Pinia Pivjues (vt S /Ty — 851430 O350 /T, )
741 Piriz * Pioaix

Bildet man nun den Erwartungswert tiber alle 11, . .. , lxy_1, so erhélt man die asymptoti-
sche Wahrscheinlichkeit by (j, ili), dafs j vor i steht, wenn gerade auf i zugegriffen wird
und die Simple(k)-Nach-Vorne-Schieben-Regel benutzt wird. Die Wahrscheinlichkeit
des Auftretens von [l; ... lx_1i] unter der Bedingung, daff zuletzt Element i nachge-
fragt wurde, ist die Wahrscheinlichkeit, beim Zurtiickverfolgen der Zugriffe von i aus

nacheinander die Elemente 1;,_1,... ,1; zu finden.
b1 = D P, Puiu, Py b LR AL b))
1.l

Wenn man die oben angegebenen Ausdriicke in diese Formel einsetzt, so erhdlt man
Satz 1.4. Die asymptotischen erwarteten Suchkosten der Simple(k)-Nach-Vorne-Schieben-Re-
gel bei Markov-Zugriffsfolgen sind
n
Esimple(k)-mre(P) =1+ Z Z mbi(j, i),
i=1 j#
mit
b (j, i) =

k—2 k—1
_ — — k—1
TP )PP ‘Z(v%“ —pi) + Pk ]<ﬂimji+Zﬂep§i ](mif_mj€)>]
t=0 t=1 4

k—2 k—2
k—1 t k—1 t k—1..k—1
mpk ) b+ e ) ph + mpy ey (my o+ myi)
t=0 t=0

Fiir unabhéngige Zugriffe gilt p;; = 7; und damit auch pg) =m; firalle t > 1, und
my; = 1/7;. Damit erhdlt man aus obigem Ergebnis wieder den Ausdruck (1.1) zurtick.
Zur Illustration betrachten wir das Beispiel der folgenden Ubergangswahrscheinlich-

keiten:
o i=)

mit0 < ¢« < Tund f = (1 — «)/(n — 1); siehe auch Anhang A.2.2. Fiir > 1/n zeigen
die durch diese Markov-Kette beschriebenen Folgen das Phdanomen der elementweisen
Lokalitat, und der Grad der Lokalitat hdngt vom Parameter « ab.
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1.2. Simple(k)- und Batched(k)-Verfahren

Satz 1.5. Fiir die oben definierte Markov-Quelle weist die Simple(k)-Nach-Vorne-Schieben-
Regel die folgenden erwarteten Suchkosten auf:

nn—1)(1—ak)
Esimple(k)-mrs(P) =1+ 2= o)

Man erkennt, daf$ fiir x > 1/n (Lokalitit) die erwartete Suchzeit monoton in k
wachst. Fir alle « < 1 liegt der Grenzwert bei (n 4 1)/2 fiir k — oo. Die Grafik stellt
die erwarteten Suchkosten in Abhédngigkeit von « fiir verschiedene Werte von k am
Beispiel n = 10 dar.

E(p)
m+1)/2

1/n 1

Batched(k)-Nach-Vorne-Schieben

Die Analyse dieses Verfahrens verlduft dhnlich wie die des Simple(k)-Nach-Vorne-
Schiebens.

Lemma 1.6. Das Listenelement j steht vor Element i, wenn der letzte Block von Zugriffen auf
j nach dem letzten Block von Zugriffen auf i aufgetreten ist.

Oder: Beim Zugriff auf | steht j vor i, wenn wir beim aktuellen Block (der 1 enthiilt) startend,
die Anfragefolge zuriickverfolgen und auf einen Block von Zugriffen auf j treffen, bevor ein
Block von Zugriffen auf i aufgetreten ist.

Anstatt die Folge elementweise riickwérts zu laufen, konnen wir hier blockweise
riickwarts gehen, und es treten keine Probleme mit der Uberlappung von Zustands-
Tupeln auf. Wir betrachten wieder die expandierte Kette mit den Zustanden

gz{[iﬂ',z...ik] ‘iIESfl'iI'l:],... ,kundpi1iz---pik71ik >0}

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind jetzt

Pl . ikl = Pikir " Piriz = Pix—aje -

19



1. Adaptive Listenalgorithmen

Wir berechnen die asymptotische Wahrscheinlichkeit, daf3 [j...j] vor [i...i] auftritt,
wenn die riickwaértslaufende Kette in einem Zustand [l...] gestartet wird. Da sich
keine Tupel tiberlappen, geniigt es, das erste Element 1 des aktuellen Blocks zu kennen.
Wir erhalten

L LLe PR [ o LLE ORI T (R LT IR O
b(f... 9] [A... .11 = >y ry :
filfeng] T ML

Im aktuellen Block kann der aktuelle Zugriff auf i an Position 1,... , k stehen, jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 1/k. Wenn der Zugriff an Position m erfolgt, dann gehen wir
m— 1 Schritte riickwirts, um das erste Element des aktuellen Blocks zu erhalten. Dieses
Element ist also | mit Wahrscheinlichkeit ﬁi({n). Zusammen erhalten wir die asymptoti-
sche Wahrscheinlichkeit, daf3 j vor i steht, wenn gerade auf i zugegriffen wird und die
Batched(k)-Nach-Vorne-Schieben-Regel angewendet wird.

=1

IS A i
biGi) = >N A b A
m=1 1

Man beachte, daf P = P* die Markov-Kette beschreibt, die k Schritte der Kette P in
einen Schritt kombiniert. Seien (Z;;) die Eintrdge der dazugehorigen Fundamentalma-
trix.

Satz 1.7. Die asymptotischen erwarteten Suchkosten der Batched(k)-Nach-Vorne-Schieben-
Regel bei Markov-Zugriffsfolgen sind

n
Eatched(mre(P) = T+ ) Y mibi(j, ili),
i=1 j#i

mit
- (m)
k—1 k—1.k—1 = = m
TP TGPy Py (ch—2w> (pﬁ_ z Pt /k>
[4 m=1

ﬂiplff] + ﬂjp}T] - pff]P}Qj*] Z (Zje - Zuz) (ﬂjpci - ﬂiPﬂj)
¢

b(j,i) =

Im oben definierten Spezialfall folgt

Satz 1.8. Fiir Zugriffsfolgen gemiif$ der Markov-Quelle (1.3) weist die Batched(k)-Nach-Vorne-
Schieben-Regel die folgenden erwarteten Suchkosten auf:

EBatched(k)—MTF (P) =

n—1

ockq(noc—])((n—])k—(noc—])k)
1+ (- .
2 ( k(n—noc)((n—])k—(noc—])k+ock1(noc—])(n—])k1>)
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1.2. Simple(k)- und Batched(k)-Verfahren

Die Grafik stellt die erwarteten Suchkosten fiir verschiedene Werte von k am Bei-
spiel n = 10 dar.

1/n 1 &
Der folgende Satz zeigt, dafs die Batched(k)-Regel noch trager reagiert als die
Simple(k)-Regel.

Satz 1.9. Fiir Zugriffsfolgen gemdfS der Markov-Quelle (1.3) und allen > 2 und k > 2 hat im
Falle von Lokalitit die Simple(k)-Regel geringere erwartete Kosten als die Batched(k)-Regel:

x> B = ESimple(k)—MTF(P) < EBatched(k)—MTF(P)

Da bekannt ist, dafd bei diesem Beispiel und im Falle von Lokalitét (o« > (3) die MTF-
Regel optimal ist, siehe [Ch93], konnen wir das Verhiltnis der Kosten von Simple(k)-
MTF zu den optimalen Kosten exakt angeben:

Esimple()-mre(P) (1 —of)m? + (1 + o«F)n — 2ak!
Evirr(P)  (T—an2+ (24 ok — ok 1)n — 20!
1—oF .
= +0(1/n) fir n— o
11—
Die Funktion f(«) = (1 — o)/(1 — «) besitzt in & = 1 eine hebbare Singulari-

tat und nimmt dort ihr Maximum k {iber dem Intervall [0, 1] an. Also betragen bei
starker elementweiser Lokalitdt und grofien Listenldngen die erwarteten Kosten von
Simple(k)-MTF bis zum k-fachen der optimalen Kosten.

Man beachte, dafs die Simple(k)-MTF- bzw. Batched(k)-MTF-Regeln bereits fiir k = 2
nicht mehr c-kompetitiv fiir beliebige c sind. Denn durch alternierende Zugriffe auf
das letzte und vorletzte Element der Liste werden diese nicht bewegt, erzeugen aber
Kosten n bzw. n — 1. Ein optimaler Algorithmus schiebt diese beiden Elemente an den
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Listenkopf und bezahlt dann nur noch Kosten 1 bzw. 2. Da der kompetitive Faktor fiir
beliebige Listenldngen gelten muf3, folgt, dafs Simple(k)-MTF und Batched(k)-MTF fiir
k > 2 nicht konstant-kompetitiv sein konnen.

1.3. Vorwarts-Regeln

Um beliebige Vorwérts-Regeln analysieren zu kénnen, mufs man die Markov-Kette un-
tersuchen, die die Zustdnde der Datenstruktur und ihre Uberginge beschreibt. Jede
Listenpermutation ist ein Zustand, und ein Ubergang von Zustand ¢ nach Zustand T
ist moglich, wenn ein Element i existiert, so daf3 T erreicht wird, wenn beim Zugriff auf
i die Aktion der Regel auf o angewendet wird.

Im Falle von unabhéngigen und identisch verteilten Zugriffen geméfs einer Vertei-
lung p = (p1,...,Pn) hat dieser Ubergang die Wahrscheinlichkeit psx = p;. Wenn
die Zugriffe abhangig sind und durch die Markov-Ubergangsmatrix P = (p;;) gegeben
werden, mufs man die erweiterte Markov-Kette mit Zustinden (o/i) betrachten, wobei
o die aktuelle Listenordnung ist und i das Element, auf das als nidchstes zugegriffen
wird. Alternativ konnte man auch das Element betrachten, auf das zuletzt zugegriffen
wurde. Bei MTF ist dieses Element implizit gegeben durch das erste Symbol in der Liste,
was z.B. in [D94, DF95] ausgenutzt wurde. Bei der allgemeineren Klasse der Vorwaérts-
Regeln miissen wir diese Information aber explizit in den Zustand der Markov-Kette
einkodieren. Die Uberginge haben dann die Wahrscheinlichkeit

pij : nach dem Zugriff auf i wird o zu T permutiert
P = 0 : sonst '

Seien R und R’ zwei beliebige Vorwirtsregeln, die durchmy, ... ,my bzw. mj,... ,m}
spezifiziert werden (m; < j bezeichnet die Listenposition, auf die das Element bewegt
wird, das auf Position j gefunden wird, vgl. Seite 10). Dann kann eine partielle Ord-
nung auf den Vorwirts-Regeln folgendermafien definiert werden: R < R’ falls m{ <my

fur allei = 1,... ,n. Die folgenden in der Literatur bekannten Regeln konnen vergli-
chen werden:
TR < R < MTF tir alle Vorwarts-Regeln R
MOVE-UP(k) < MOVE-UP(k+ 1)
Pos(k+1) < Pos(k) siehe [A77]
SWITCH(k) < SwWITCH(k + 1).

Fiir die spezielle Zugriffsverteilung p;1 = «,p2 = -+ = pn = B wurde von Lam
[L84] gezeigt, daBs fiir die asymptotischen erwarteten Suchzeiten E(R) und E(R’) gilt

R<R’" = E(R) < E(R"). (1.4)
Daraus folgen die entsprechenden Relationen der erwarteten Suchzeiten fiir die oben

genannten Regel-Spektren, siehe Kan/Ross [KR80], Lam [L84], Phelps/Thomas [PT80], Te-
nenbaum/Nemes [TN82].
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1.3. Vorwdrts-Regeln

Der Vorteil der obigen speziellen Zugriffsverteilung ist, dafd es ausreicht, die Positi-
on von Element 1 zu kennen. Damit kann die Grofie des Zustandsraumes von n! auf n
reduziert werden, indem man die Markov-Kette auf den Listenzustdnden partitioniert
(lumping).

Bei abhédngigen Zugriffen verfolgen wir den gleichen Ansatz. Indem wir die Zu-
griffsfolge auf Markov-Ketten mit Ubergangswahrscheinlichkeiten der Form

o i=)

beschrianken, konnen wir die Grofie des Zustandsraums der erweiterten Markov-Kette
von n - n! auf n reduzieren. Es ist ausreichend, die Position des Elementes zu kennen,
das als nachstes nachgefragt wird.

Satz 1.10. Fiir zwei Vorwirts-Regeln R, R’ gilt fiir ihre asymptotische erwartete Suchzeit bei
der Zugriffsfolge (1.5) und o« > 3, dafs

R <R’ = E(R') < E(R).

Sei7t(iy, ... ,inlij) die asymptotische Wahrscheinlichkeit, daf sich die Liste in Kon-
figuration o = (i1,...,in) befindet und der nichste Zugriff auf i; gerichtet ist. Wir
werden zeigen, dafs die Definition

ni(j) =n!-7w(iy, ..., inli)

tiir beliebige Vorwarts-Regeln eine wohldefinierte Wahrscheinlichkeitsverteilung dar-
stellt. Sei R eine Vorwérts-Regel, die durch Zahlen T = m; < --- < my mit my < i
fir i > 2 gegeben ist, siehe die Definition auf Seite 10. Sei W(k) = {l | m; = k} die
Menge aller Positionen, deren Elemente bei Zugriff auf Position k geschoben werden.
Das Gleichungssystem fiir die stationdren Wahrscheinlichkeiten (steady-state equations)
der erweiterten Markov-Kette lautet

n
T((‘i,],... )"'Tl.h]) = Z Z ‘Piki,- 'T((‘i])--- ,'i,k,1,'i,k_|_1,... )il)ik)il-l—])--- )‘i'TLH'k)
k=11leW/(k)
mit der Konvention 7t(iy,... ,ix_1,iks1,... i1, ik, liat, -0, inlik) = 7(ig, ..., inli) im

Fall k = 1 = 1. Aus obiger Reduktion und mit ) |* ; 7t(l) = 1 erhalten wir

(i) =B+ (x—B) Y n(l) furj=1,...,n. (1.6)

LeEW(j)

Dieses Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung. Die n x n-Ubergangsmatrix
P der erweiterten, aber gemaf3 obiger Uberlegung reduzierten Kette sieht folgenderma-
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1. Adaptive Listenalgorithmen

f8en aus:
x B B B B
B B B B
x B B B B
p_| B X B B w7

B B B &
B B B B
B - [3 x B

In Spalte k sind nur die Elemente pi; mit i € W(k) gleich «, alle anderen sind (3. Da 7(j)
die Wahrscheinlichkeit ist, dafd bei der Regel R das Element auf Position j als nidchstes
nachgefragt wird, ist die erwartete Suchzeit gerade E(R) = Z}; jmt(j).

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir die Konzepte der Vektor-Dominanz und
der monotonen Matrizen, siehe [KK77] fiir die Theorie, [L84] fiir die Anwendung auf
unabhingige Zugriffe. Ein Wahrscheinlichkeitsvektor p = (p(1),... ,p(n)) dominiert
einen anderen Wahrscheinlichkeitsvektor p’ = (p’(1),... ,p’(n)), falls gilt:

n

n
D v <) p()  furallei=1,...,n.
j=i

j=i
Dafiir schreiben wir auch p’ < p. Eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (py)
heifst stochastisch monoton, wenn fiir alle festen s die Partialsummen der i-ten Zeile,
Pis = st:1 pij, monoton fallend in 1 sind.

Lemma 1.11. Seien P und P’ zwei ergodische und stochastisch monotone Markov-Ketten mit
stationiren Wahrscheinlichkeiten m bzw. 7', Dann gilt

n-P<n—= n'<mn
Zum Beweis des Lemmas siehe [KK77]. Nun zeigen wir den Satz.

Beweis. Gegeben seien zwei Vorwirtsregeln R < R’ unter der Zugriffsfolge (1.5). Wir
zeigen, daf} in der Situation & > 3 ihre Ubergangsmatrizen, wie sie durch (1.7) ge-
geben sind, stochastisch monoton sind, und dafd die stationdren Wahrscheinlichkei-
ten die Beziehung nP’ < m erfillen. Mit Lemma 1.11 folgt dann n’ < 7, d.h.
Y nm'(G) < YjLim() fur alle i. Summation tiber i ergibt 3 I, in'(i) < 3 1L, in(i),
also E(R’) < E(R), was den Satz zeigt.

Sei R durch my < -+ < my, gegeben und W (k) wie oben definiert. Jede Zeile i der
Ubergangsmatrix P enthalt 3 auSer Position m;, wo « steht. Also ist die Partialsumme
Pis = Z].S:1 pij gerade (s — 1) + « fiir i < maxW(s) und sf fiir i > max W(s). Fir
o > f3 folgt, daf3 die Partialsummen P;; monoton nicht-wachsend in i sind, und P ist
stochastisch monoton. Fiir P’ verlduft die Begriindung analog.
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1.4. Drei neue Familien von Listenalgorithmen

Da 7t die stationdre Verteilung fiir P ist, also m = 7P, ist TP’ < 7 gleichbedeutend
mit P’ < nP. Sei

V(i) = [JWE) = Limg >

=i

Wir zeigen, dafd im Fall o > 3 die Vektor-Dominanz P’ < 7P gilt. Firallei=1,... ,n
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

M=
/N
gon]
+
B)
|
M i
3 5
= &
N—— Raved
IA IA
™M= 1 M-
— Ef
= ~
+ =
5
?,
Hh
E
N——

M
<M =M
I\/I III\/];i

sM

leVv’(i) leV(i)
Die letzte Aussage ist wahr, daaus m{ < m, firallel =1,... ,n folgt, dafs auch V' (i) C
V(i) fur allei = 1,... ,n. Damit sind die Voraussetzungen fiir das Lemma erfiillt und
der Beweis abgeschlossen. O

1.4. Drei neue Familien von Listenalgorithmen

In diesem Abschnitt stellen wir drei neue Klassen von deterministischen Verfahren zum
dynamischen Umsortieren von Listen vor [S98]. Diese Algorithmen arbeiten nicht nur
auf stochastischen Quellen, sondern auch auf beliebigen Anfragefolgen gut.

Die Familie SORT-BY-RANK(SBR) ist mit einem rellen « > 0 parametrisiert, wobei
SBR(0) identisch mit der NACH-VORNE-SCHIEBEN-REGEL und SBR(1) dquivalent mit
der TIMESTAMP-Regel von S. Albers [A98] ist. Fiir 0 < o« < 1 ergibt sich ein Verhalten,
das zwischen der radikalen Strategie von MOVE-TO-FRONT und dem mehr konservati-
ven Vorgehen von TIMESTAMP liegt. In diesem Parameterbereich sind die Verfahren auf
beliebigen nicht-stochastischen Anfragefolgen optimal (d.h. 2-kompetitiv) und stellen
damit die umfassendste bisher bekannte Klasse optimaler Listenalgorithmen dar. Sie
werden in Abschnitt 1.4.2 analysiert.

Im darauffolgenden Abschnitt 1.4.3 werden die SORT-BY-DELAY-Regeln eingefiihrt.
Sie sind mit den natiirlichen Zahlen parametrisiert, und hier ist SBD(1) identisch mit
MOVE-TO-FRONT und SBD(2) dquivalent zu TIMESTAMP. Allgemein gilt, dafs fiir k > 2
die Regel sBD(k) k-kompetitiv ist. Auflerdem ldfsit sich ihr Verhalten auf stochasti-
schen Anfragequellen berechnen, und es zeigt sich, dafs bei geddchtnislosen Quellen
die erwarteten Suchkosten fiir k — oo gegen die optimalen Suchkosten konvergieren.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Die SORT-BY-DELAY-Regeln bilden somit die einzige bekannte Klasse von Regeln, die
asymptotisch optimal sind, und bei der jedes einzelne Verfahren einen konstanten kom-
petitiven Faktor (unabhéngig von der Listenldnge) aufweist.

Die Familie der SORT-BY-TIME( q)-Algorithmen ist mit einem reellen 0 < q < 1 pa-
rametrisiert. Sie definiert eine Verallgemeinerung des FREQUENCY-COUNT-Verfahrens,
wobei die Haufigkeit der Listenelemente mit q diskontiert wird. Fir 0 < q < 1/2
erhdlt man die MTF-Regel und fiir ¢ = 1 den FREQUENCY-COUNT-Algorithmus. Im
Bereich 1/2 < q < 1ist SBT(q) noch [1/log(1/q)]-kompetitiv, wie in Abschnitt 1.4.4
gezeigt wird. Insbesondere folgt daraus, daf fiir 0 < q < /1/2 auch die SBT(q)-Regeln
kompetitiv-optimal.

In Abschnitt 1.4.5 werden empirische Ergebnisse fiir die drei Familien vorgestellt.
Diese sind sinnvoll, um die Intuition zu bestétigen, dafs SORT-BY-RANK auf stochasti-
schen Quellen einen stetigen Ubergang zwischen MOVE-TO-FRONT und TIMESTAMP
bietet, da fiir diesen Fall analytische Resultate nur schwierig zu erhalten sind. Im Rah-
men von Experimenten zur Datenkompression werden empirische Ergebnisse mit den
SBR(a)- und SBD(k)-Verfahren in Abschnitt 2.1.2 dargestellt.

1.4.1. Definition der Algorithmen

Sei 0 = 01,02,...,0m € A™ eine beliebige Folge von Anfragen auf die Listenele-
mente A. Wir betrachten einen Zeitpunkt t mit 1 < t < m und definieren fiir jedes
Listenelement x € S die Zeit des letzten Zugriffs wi(x, t),

wi(x,t) = max({t' <t:op =x}U{0}).
Fiir k > 1 definieren wir den k-letzten Zugriff auf x zur Zeit t,
wi(x,t) = max( {t' <wy_1(x,t) :0¢ =x}U{0} ).
Damit definieren wir fiir k > 1 die Rangfunktionen
se(x,t) = t—wy(x,t).

Lemma 1.12.  (a) Fiir alle Zeitpunkte t, bei denen jedes Listenelement mindestens einmal
nachgefragt wurde, gilt: Wenn die Liste mit MOVE-TO-FRONT verwaltet wird, dann ist
die aktuelle Listenordnung genau dann (x1,X2, ... ,Xn), wenn

s1(x1,t) < s1(xg,t) < -0 < s7(xn,t) .

(b) Fiir alle Zeitpunkte t, bei denen jedes Listenelement mindestens zweimal nachgefragt
wurde, gilt: Wenn die Liste mit TIMESTAMP verwaltet wird, dann ist die aktuelle Listen-
ordnung (x1,X2,... ,Xn) genau dann, wenn

s2(x1,t) < sa(xg,t) < -0 < sp(xn,t) .

Beweis.  (a) ist klar, da MTF die Listenelemente nach den Zeitpunkten ihres letzten
Zugriffs (recency rank) sortiert.
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(b) Die Bedingung fiige Element x vor das erste Element y ein, das vor x steht und das seit
dem letzten Zugriff auf x hochstens einmal nachgefragt wurde zur Zeit t ist dquiva-
lent zu fiige x vor das erste Element y ein, das vor x steht und das s>(x,t) < sz(u,t)
erfiillt. Diese Aussage ist dquivalent zu fiige x hinter dem letzten Element z vor x
ein, das sy(z,t) < sz(x,t) erfiillt, was aus der Tatsache folgt, daf3 alle Elemente,
die seit dem letzten Zugriff auf x hochstens einmal nachgefragt wurden, einen
zusammenhdngenden Block vor x bilden [A98].

O

Diese Charakterisierung liefert im iibrigen eine einfache Definition des TIMESTAMP-
Verfahrens. Fiir o« > 0 bertrachten wir jetzt eine neue Rangfunktion als die Konvex-
kombination von s1(x, t) und s»(x, t):

Te(x) =Telx,00) = (1 —oa)-s1(x,t) + - s2(x,t) .
Definition 1.2. SORTIERE-NACH-RANG(«), SORT-BY-RANK(xx), SBR()

Wenn zum Zeitpunkt t das Listenelement x nachgefragt wird, dann fiige x
direkt hinter dem letzten Element y vor x ein, fiir das r(y, «) < r¢(x, o) gilt.
Setze x an den Listenanfang, wenn kein solches Element y existiert.

O

Dabei gilt SBR(0) = MTF, und SBR(1) ist d4quivalent zu TS bis auf die Behandlung des
ersten Zugriffs auf ein Element. Das bedeutet, dafy SBR(1) und TS genau gleich arbeiten
wiirden, wenn TS dahingehend gedndert wiirde, dafd ein Element beim ersten Zugriff
an den Listenkopf gesetzt wird. Beim ersten Zugriff auf ein x ist r¢(x) = 0, daher wird
x von SBR(1) an den Anfang der Liste gesetzt.

Fiir 0 < o < 1 interpolieren diese Regeln zwischen MTF und TS. Man beachte, daf3
es sich nicht um eine randomisierte Mischung zweier Verfahren handelt, wie z.B. die
TIMESTAMP(p)-Verfahren [A98], sondern um eine deterministische Kombination der
zwei Algorithmen. Fiir x > 1, extrapolieren” die Regeln, und im Limit « — oo wird
die Liste nach aufsteigenden Rangdifferenzen s;(x,t) — s1(x,t) zwischen dem letzten
und vorletzten Zugriff auf x sortiert. Fiir grofiere « sind diese Verfahren jedoch nicht
mehr 2-kompetitiv, siehe Satz 1.16.

Die zweite Familie von Listenalgorithmen, die wir betrachten, ist gegeben durch
die folgende

Definition 1.3. SORTIERE-NACH-ZUGRIFF(k), SORT-BY-DELAY(k), SBD(k)

Wenn zum Zeitpunkt t das Listenelement x nachgefragt wird, dann fiige x
direkt hinter dem letzten Element y vor x ein, fiir das sx(y,t) < sk(x,t) gilt.
Setze x an den Listenanfang, wenn kein solches Element y existiert, oder
wenn es der erste Zugriff auf x ist.
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Hier ist SBD(1) = MTF, und SBD(2) ist d4quivalent zu TS im obigen Sinne. Somit er-
scheint SBD(k) als eine nattirliche Verallgemeinerung dieser Regeln. Unabhéngig von
unseren Algorithmen wurden dhnliche Regeln fiir die effiziente Pufferung von Plat-
tenzugriffen bei Datenbankoperationen von G. Weikum et.al. eingefiihrt. Die LRU(k)-
Verfahren werden in [OOW93, OOW98] analysiert.

Die dritte Familie von Listenalgorithmen ist mit einem 0 < q < 1 parametrisiert.
Der Wert der Rangfunktion fiir ein Element x zum Zeitpunkt t ergibt sich als die dis-
kontierte Summe der Zugriffszeitpunkte. Sei ¢ = o7,..., 0, die Zugriffsfolge und
x € A Furl <t<msei

Ot—s=X

0<s<t—1
Dabei verschwindet eine leere Summe, und 0° := 1 (im Gegensatz zu [GKP9%4, Sei-
te 162], wo 0° := 0).

Definition 1.4. SORTIERE-NACH-ZEIT(q), SORT-BY-TIME(q), SBT(q)

Wenn zum Zeitpunkt t das Listenelement x nachgefragt wird, dann fiige x
direkt hinter dem letzten Element y vor x ein, fiir das u¢(y) > we(x) gilt.
Setze x an den Listenanfang, wenn kein solches Element y existiert.

O

Im Fall ¢ = 1 werden lediglich die Zugriffe gezdhlt, das Verfahren ist dann identisch
mit FREQUENCY-COUNT. Fiir ¢ < 1 werden kurz zuriickliegende Zugriffe hoher be-
wertet als lange zuriickliegende Nachfragen. Mit abnehmendem g werden die SBT(q)-
Algorithmen zunehmend reaktiver. Im Fall g = 0 hat das Element des letzten Zugriffs
den Rang 0° = 1 und alle anderen Elemente den Rang 0, es liegt also MTF vor.

1.4.2. Analyse der SORT-BY-RANK-Verfahren
Das Hauptergebnis iiber die SORT-BY-RANK-Verfahren ist der folgende Satz.
Satz 1.13. Fiir 0 < o < 1 ist SBR(«) 2-kompetitiv.

Somit stellen diese Verfahren eine tiberabzédhlbare Klasse kompetitiv-optimaler Li-
stenalgorithmen dar. Im Vergleich dazu bilden die MRI(k)-Regeln von El-Yaniv [E96]
(siehe Seite 12) eine abzédhlbare Familie kompetitiv-optimaler Verfahren. Die SBR(x)-
Algorithmen konnen mit 2n Zeitstempeln implementiert werden, wogegen die MRI(k)-
Verfahren nk Zeitstempel benotigen, was viel ist, wenn man Regeln ,nahe” an MTF
betrachtet.

Vor dem Beweis des Satzes geben wir ein Beispiel fiir die Arbeitsweise von SBR(x)
anhand von « = 1/2 und einer Liste (a, b, c, d).

c = a b, ¢, d a Db, ¢, d, D,
9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
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Zum Zeitpunkt t = 10 entsteht die Liste (a, b, d, c), nachdem die Zugriffe mit SBR(1/2)
bearbeitet wurden. Man beachte, dafy zum Zeitpunkt t 4+ 1 der Rang von Elementen
X # 041 sich um 1 erhoht, und der Rang vony = oy durch re41(y) = asa(y,t+1) =
(1 4+ s1(y,t)) gegeben ist.

Sei A/B eine rationale Zahl mit A, B € Nund 0 < A < B. Fiir die Anfragefolge

anAfl A—1

Uy, 0t x € {x,y, a}B?

o = X,
gilt dann zum Zeitpunkt t = B + 2 fiir die Differenz der Range von x und y
Te(x) = 1e(y) = aB — A,

An diesem Beispiel erkennt man zwei Punkte:

Jedes o definiert tatsdchlich einen eigenen Listenalgorithmus, d.h. man kann fiir
o # «' eine Zugriffsfolge finden, die bei Bearbeitung mit SBR(x) und SBR(«) zu ver-
schiedenen Ergebnissen fiihrt. Denn seien o und o’ gegebenmit 0 < o < «’ < 1. Wihle
eine rationale Zahl A/B mit x < A/B < «’. Wenn obige Folge mit SBR(«x) abgearbeitet
wurde, dann steht x vor y in der Liste, bei SBR(«') steht aber y vor x.

Wenn « = A/B rational ist, dann existieren stets Anfragefolgen, die fiir zwei Ele-
mente den gleichen Rang ergeben. Zum Beispiel gilt fiir obige Anfragefolge, dafy zum
Zeitpunkt t = B + 2 die Rédnge fiir x und y identisch sind: r¢(x) = r¢(y) = A - (B+1)/B.
Man beachte, daf3 fiir MTF («x = 0) oder TS (x = 1) die Rdnge zweier Elemente niemals
gleich sind. In der Definition von SBR(x) wird diese Mehrdeutigkeit umgangen, indem
das nachgefragte Element so weit wie moglich nach vorne geschoben wird, ohne die
Ordnung

Te(x1) <re(x2) <o <relxn)

zu verletzen. Wenn « irrational ist, dann sind stets alle Rdnge verschieden.

Paarweise Unabhingigkeit

Eine wichtige Frage fiir die Analyse ist, ob ein Listenalgorithmus die paarweise Unab-
hingigkeits-Bedingung erfullt (pairwise independence property). Diese Eigenschaft wurde
von Bentley/McGeoch [BM85] als eine wichtige Voraussetzung fiir die einfache Analyse
von MTF gefunden. Sie bedeutet, dafs fiir jede Anfragefolge o und zwei beliebige ver-
schiedene Elemente x und y aus der Liste L gilt, daf$ ihre relative Reihenfolge nach dem
Abarbeiten von o die gleiche ist wie die relative Reihenfolge in L, wenn oy, abgear-
beitet wurde. Dabei ist Ly, die Liste, die nur die zwei Elemente x und y enthélt, und
Oyy ist die auf {x,y} projizierte Anfragefolge, die entsteht, wenn man alle Zugriffe auf
Elemente verschieden von x oder y aus o 16scht.

Das folgende Beispiel zeigt, dafs die SBR(x)-Regeln die paarweise Unabhingigkeits-
Bedingung nicht erfiillen. Betrachte die Zugriffsfolgen o; und o, tiber den Elementen
xv,d},

o1 =xX,4,y,a,Xx 02 =X%,4,y,y,X.
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Die Projektion auf {x,y} ergibt in beiden Fillen oy, = x,y,y,x. Aber fiir « = 1/2 und
t = 5istim ersten Fall r¢(x) = 2 < 2.5 = r¢(y), und im zweiten Fall r¢(x) = 2 >
1.5 = 1¢(y). Da die Bedingung der paarweisen Unabhiangigkeit nicht erfiillt ist, muf3
der Beweis von Satz 1.13 auf anderen Konzepten autbauen als die paarweise Analyse,
namlich auf einer amortisierten Analyse mit Hilfe einer Potentialfunktion und auf einer
sogenannten Listenfaktorisierung.

Listenfaktorisierung

Sei 0 = 01,02,... ,0m € A™ eine beliebige Zugriffsfolge. Mit OPT bezeichnen wir
einen optimalen Offline-Algorithmus fiir diese Folge, und mit OPT(o) seine Gesamtko-
sten. Weiter sei FOPT (faktorisierter OPT) ein optimaler Offline-Algorithmus, der alle
(5) zwei-elementigen Listen Ly, fiir alle Mengen {x,y} C A verwaltet. Das bedeutet,
jede solche Liste Ly, wird von einem optimalen Offline-Algorithmus kontrolliert, der
die Zugriffsfolge oy bearbeitet. Mit FOPT; bezeichnen wir die Gesamtkosten, die beim
Bearbeiten von Zugriff oy entstehen, 1 <t < m. Dies ist gerade 1 plus die Anzahl der
Listen Ly, bei denen o an zweiter Stelle steht. Dann gilt

) FOPTy < OPT(0). (1.8)

t=1

Um diese wichtige Ungleichung herzuleiten, betrachten wir zundchst das (i — 1)-
Kostenmodell (partial cost model), und bezeichnen die Kosten eines Algorithmus A in
diesem Modell mit A(.). Weiter setzen wir voraus, daf$ A niemals bezahlte Austausche
vornimmt. Die Kosten beim Zugriff auf o sind dann

_ 1 ¢ falls x zum Zeitpunkt t vor oy steht
Arlx, o) = 0 : sonst :

und die Gesamtkosten der Zugriffsfolge o

Ao) = 3 Y Aix o)=Y Y Alxo0)
t=1 x€eA x€A t=1
=YY Y Axe)=Y Y Akxoy
x€EAyYEA 1<t<m X, yEA 1<t<m

ot=y XAy o=y

= Z Z K(X, O-t)+K(y)0-t)'

x,ylcA 1<t<m
X#Y ot €{x,y}

~~

Z:ny (o)

Fiir einen optimalen Offline-Algorithmus gilt diese Beziehung nicht unbedingt, da ein
optimaler Algorithmus im allgemeinen nicht auf bezahlte Austausche verzichten kann
[RW90]. Indem man die Kosten in Suchkosten und bezahlte Austausche aufspaltet,
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kann man aber zeigen [E96], dafs

Y OPT(oyy,) < OPT(0).

{x,ylcA
x#Y
Mit Hilfe einer modifizierten Kostenfunktion anstatt A(x, o), die die Kosten des letzten
Vergleiches im Standardkostenmodell iiber alle Vergleiche amortisiert, konnen obige
Aussagen des (i — 1)-Modells tibertragen werden. Insbesondere gilt

> oPT(oyy) < OPT(0).
{x,yjcA
x7#yY
Da die linke Seite dieser Ungleichung gerade die summierten Kosten ) ;" ; FOPT, eines
optimalen faktorisierten Algorithmus bezeichnet, folgt auch Ungleichung (1.8).

Amortisierte Analyse

Sei L eine Liste, die von einem beliebigen Listenalgorithmus verwaltet wird. Wenn
Element x vor y steht, dann sagen wir (x,y) in L. Wenn (x,y) in der Liste von SBR(x)
und (y, x) in der Liste Ly, von FOPT, dann nennen wir (x, y) eine Inversion.

Sei nun L die Liste, die von SBR(x) verwaltet wird. Fiir jedes Paar verschiedener
Elemente x,y definieren wir die Gewichtsfunktion

0 : falls (x,y) keine Inversion ist

1 : falls (x,y) Inversion istund y wird x in L tiberholen,
w(x,y) = wenn als nédchstes auf y zugegriffen wird

2 : falls (x,y) Inversion istundy wird x in L genau dann tiber-

holen, wenn jetzt zweimal auf y zugegriffen wird

Dann definieren wir die Potentialfunktion

O = Zw(x,y) .

X7#Y

Das Potential ist stets nicht-negativ. Fixiere eine Zugriffsfolge 0 = o7,... ,0m. Die
amortisierten Kosten a; von SBR(a) zum Bearbeiten von oy sind definiert als

at = SBR(a)¢ + Oy — D1,

wobei SBR(« ) die tatsdchlichen Kosten von SBR(«) in diesem Schritt sind, und @, das
Potential zum Zeitpunkt t. Wir werden zeigen, daf} eine Konstante ¢ existiert, so dafs
a; < c:FOPT flir allet = 1,... ,m. Daraus folgt mit Hilfe von (1.8), dafs SBR(«x) dann
c-kompetitiv ist.

Wir zeigen zuerst, dafd die Gewichtsfunktion die folgende wichtige Eigenschaft be-
sitzt, die besagt, dafy das Gewicht einer Inversion (z,y) sich nicht von 1 auf 2 erthohen
kann, wenn ein drittes Element x nachgefragt wird.
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Lemma 1.14. Fixiere 0 < « < 1. Seien y und z zwei Elemente, so daf$ (z,y) eine Inversion in
L mit dem Gewicht w(z,y) = 1 ist. Sei x ein von z und y verschiedenes Element. Dann bleibt
w(z,y) = 1, nachdem eine Nachfrage nach x von SBR(«x) bearbeitet wurde.

Beweis. Wenn die Bedingung w(z,y) = 1 zum Zeitpunkt t gilt, dann wiirde y das Ele-
ment z tiberholen, wenn es jetzt nachgefragt wiirde, d.h. r¢(y) < r¢(z). In diesem Falle
wadre also o¢ =y, und r¢(y) reduziert sich zu «s;(y, t), so daf$ gilt

asz(y,t) < relz). (1.9)

Fiir ein Widerspruchsargument nehmen wir an, daff w(z,y) = 2 gilt, nachdem oy = x
bearbeitet wurde. Das bedeutet, daf3 z nicht von y tiberholt wird, wenn oy, = y. Das
kann nur dann passieren, wenn x zum Zeitpunkt t zwischen z und y gesetzt wird, d.h.
T¢(z) < r¢(x) < r¢(y). Nach dem Zugriff o4 =y wird y direkt hinter x gesetzt werden,
also

T (x) < T (y) = as2(y, t+ 1) = afsi(y, 1) +1) < afsz(y, t) +1) .

Da o1 € {x,z}ist, gilt r¢1(z) = 1 + 1r¢(z) und regq(x) = 1+ r¢(x). Insgesamt finden
wir 1+ 1¢(z) < ot + s> (y, t) und

re(z) < asz(y,t) + =1 < asz(y,t),

was im Widerspruch zu (1.9) steht. Andererseits kann das Gewicht der Inversion auch
nicht abnehmen, deshalb bleibt w(z,y) = 1. O

Wir setzen nun voraus, dafd jedes Element schon mindestens einmal nachgefragt
wurde. Dies kann immer sichergestellt werden, indem man vor die Zugriffsfolge o ein
Prafix der Lange n setzt, fiir jedes Listenelement einen Zugriff. Die gesamten Such-
kosten @ndern sich dadurch nur um einen Summanden, und der kompetitive Faktor
bleibt gleich.

Sei der aktuelle Zugriff nun auf das Element oy = x gerichtet. Wir definieren die
Menge A als die Menge aller z, so daf8 (z,x) in L keine Inversion ist; die Menge B als
die Zusammenfassung aller z, so daf8 (z,x) in L eine Inversion ist; und schlieSlich die
Menge C, die aus allen z besteht, fiir die (x, z) in L eine Inversion ist. Man beachte, daf3
alle drei Mengen paarweise disjunkt sind. Setze A = |A|,B = [B|und C = [C|.

Fiir die tatsdchlichen Kosten von SBR(x) zum Zeitpunkt t gilt SBR(x)¢ = A +B + 1,
da die Elemente vor x gerade die Elemente aus A U B sind., Die Kosten, die in der
optimalen faktorisierten Liste entstehen, sind FOPT; = A 4+ C + 1, da genau die Mengen
{x,z} mit z € A U C einen Beitrag dazu bringen.

Jetzt betrachten wir die Potentialinderung, die bei der Bearbeitung von oy = x
durch sBR(«) entsteht. Wenn ein Element z € B von x tiberholt wird, dann war das
Gewicht der Inversion (z,x) in L gleich 1, und ist jetzt eliminiert. Wenn ein Element
z € B nicht von x tiberholt wurde, dann war das Gewicht der Inversion (z, x) gleich 2,
und istjetzt auf 1 reduziert. Insgesamt nimmt aufgrund der Elemente in B das Potential
um genau B ab. Auf der anderen Seite kann durch die Aktion von SBR() das Gewicht
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jeder Inversion (x,z) mit z € C um 1 steigen, was einen Zuwachs von hochstens C
ausmacht.

Als néchstes untersuchen wir die Potentialdinderung, die durch Aktionen des opti-
malen Algorithmus FOPT fiir die faktorisierte Liste entstehen kann. Angenommen, eine
neue Inversion (x, z) in L entsteht, weil x das Element z in L tiberholt hat, aber nicht in
Ly.. Dann war z € A vor dem Zugriff auf x, und wir benutzen das folgenden Lemma:

Lemma 1.15. Wenn zum Zeitpunkt t in der Liste L das Element o, = x ein Element z € A
tiberholt hat, dann ist

s1(z,t) < sa(x,t).

Wenn dieser Zugriff eine Inversion (x,z) in L geschaffen hat, und der nichste Zugriff auf
owy1 = z gerichtet ist, dann wird x wieder von z iiberholt werden. Mit anderen Worten,
diese Inversion hat das Gewicht w(x,z) = 1.

Beweis. Fiir ein Widerspruchsargument nehmen wir an, dafs sy(z,t) > s»(x,t). Das be-
deutet, daf3 z seit dem vorherigen Zugriff auf x (dem letzten Zugriff vor o) nicht mehr
nachgefragt wurde. Aber dann wiirde FOPT das Element x schon vor dem aktuellen Zu-
griff o¢ vor z in der Liste L, gesetzt haben. Das bedeutet aber z ¢ A, ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

Sei oyy1 = z. Wir wollen zeigen, dafs riy1(z) < ri41(x). Aber es ist ry41(z) =
asa(z,t+ 1) = asy(z,t) und rer(x) =T+ 1e(x) =1+ (1 — a)si(x,t) + asz2(x, t). Aus
dem oben gezeigten s1(z,t) < sy(x,t) sowie aus s1(x,t) = 0 folgern wir r¢1(z) <

as2(x,t) < req1(x), also wird z wieder vor x gesetzt werden. O

Als nichstes betrachten wir den Fall, daf8 eine neue Inversion (x, z) in L entsteht,
weil z von x in Ly, tiberholt wurde, aber nicht in L. Dann war z € A vor dem Zugriff,
und das Gewicht der neuen Inversion kann nur 1 sein, da ein darauffolgender Zugriff
auf oy = x wieder x an den Listenkopf setzt und die Inversion damit beseitigt. Ins-
gesamt ergibt sich fiir die Aktionen von FOPT, dafy das Gewicht der neuen Inversionen
hochstens A sein kann.

Zusammengefafit gilt fiir die Potentialinderung durch das Bearbeiten von oy, dafs

O— 0 1 <C—-B+A.

Die amortisierten Kosten fiir SBR(x) beim Zugriff auf o sind somit

ar = SBR(a)y + Oy — Dy g
< A+B+1 + C—B+A
— A+C+1+A

= 2—(C+1)/(A+C+1))- (A+C+1)
(2—1/n) - FOPTy.

IN

Damit ist der Beweis, dafd SBR(cx) 2-kompetitiv ist, abgeschlossen. O

Als néchstes betrachten wir den Fall x > 1 und zeigen, dafs bei hinreichend grofien o
die SBR(«)-Verfahren nicht mehr c-kompetitiv fiir beliebige ¢ sind.
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Satz 1.16. Fiirc > 2 und

2
a>2-Gc—1+ ¢ -@&+5c+g>
c+2

ist SBR(ot) nicht mehr c-kompetitiv.

Beweis. Wir geben eine spezielle Zugriffsfolge o an und untersuchen die dabei entste-
henden Kosten. Dazu teilen wir die n Listenelemente in ay,... ,am und by,... ,bn_m
auf. Die bj dienen als Fiiller, um die Kosten der Zugriffe auf die a; hoch zu machen.

0=as,... )am)b])b1)--' »bm»bm»glx--- )am)gly"' y Amy ooy A1,y Qi

J

1 2 k+1

Nach den Zugriffen auf die b; stehen diese vor den a; und falls « hinreichend grofs
ist, werden sie auch fiir die k + 1 folgenden Zugriffe auf a; dort bleiben. Der Rang
von an im k-ten Zugriffsblock ist r(am) = ma. Zu diesem Zeitpunkt gilt r(b;) =
km + 2(n — m — 1) + «. Also wird a,, nicht vor b; (und damit auch nicht vor die
anderen b;) gesetzt werden, falls

km+2n—m-—1)
x> .
m—1

Die Kosten C(o) von SBR(«) sind mindestens die Kosten der Zugriffe auf die a;, also
C(o) > m(k+1)(n—m+1). Ein optimaler Offline-Algorithmus produziert Kosten von
hochstens mn + (n—m)(n+1) + mn + km(m + 1)/2, so daf

Clo]) (k+1)(n—m+1)m !
OPT(0) Z 2 Fmntm_ntkmm+1)2 " (1.10)

Fiir grofie k und nist 2(n—m)/(m+ 1) der bestimmende Anteil dieses Ausdrucks. Wir
setzen also n = m(1 + ¢) fest.

Betrachten wir speziell m = 2, so folgt, das k > (4¢3 +10c? +4c)/(c+2) hinreichend
ist fiir (1.10). Durch Einsetzen in o« > 2(k+n—3) erhdlt man den Satz. Speziell fiir ¢ = 2
wird (1.10) mit m = 2, n = 7, k = 18 erfiillt, und man erhéilt « > 44. Andere Werte m
bringen hier keine Verbesserung. O

Somit folgt fiir « > 44, dafs SBR(«) nicht mehr 2-kompetitiv ist. Fiir Parameter 1 < « <
44 vermuten wir, dafd der kompetitive Faktor ebenfalls > 2 ist.

Da die SBR(«)-Verfahren nicht die paarweise Unabhédngigkeit erfiillen, ist es schwie-
rig, ihr Verhalten auf geddchtnislosen stochastischen Quellen zu untersuchen. Ein An-
satz ist folgendermafien moglich. Fiir jedes Paar x,y wollen wir die asymptotische
Wahrscheinlichkeit bestimmen, dafd x vor y steht. Dazu betrachten wir folgende zeit-
diskrete Markov-Kette mit den Zustdanden (s1(x),s2(x), s1(y), s2(y)) € NS‘ . Die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

(a+1,b+1,c+1,d+ 1) mit Wahrscheinlichkeit 1—py—py
(a,b,c,d) — (0,a+T1,c+1,d+1) mit Wahrscheinlichkeit Px
(a+1,b+1,0,c+1) mit Wahrscheinlichkeit Py
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Die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafd x vor y steht, wenn SBR(«) angewendet
wird, ist dann

b(x,y) = > n(a,b,c,d),
(a)b)c\d]
(T—x)a+ab<(1—a)c+oad

wobei 7t(a, b, c,d) die stationdre Wahrscheinlichkeit des Zustands (a, b, ¢, d) bezeich-
net. Wir wissen nicht, wie man diese Werte allgemein berechnen kann.

1.4.3. Analyse der SORT-BY-DELAY-Verfahren

In diesem Abschnitt untersuchen wir die SBD(k)-Regeln. Es stellt sich heraus, daf3 sie
die Bedingung der paarweisen Unabhangigkeit erfiillen, so dafd auch ihr Verhalten auf
stochastischen Quellen der Analyse zugénglich ist. Zuerst aber betrachten wir den
kompetitiven Faktor der SBD(k)-Regeln.

Verhalten auf beliebigen Eingabefolgen
Satz 1.17. Fiir alle k > 2 ist SBD(k) k-kompetitiv.

Der Beweis verlduft dhnlich wie der obige Beweis zu Satz 1.13. Jetzt definieren wir
tiir jedes Paar x # y die Gewichtsfunktion

0 : falls (x,y) keine Inversion ist

¢ : falls (x,y) Inversion istund x vony in L tiberholt wird,
genau dann wenn jetzt { mal auf y zugegriffen
wird, £ =1,... ,k

w(x,y) =

und die Potentialfunktion ® = } £y w(x,y). Zuerst zeigen wir wieder, daf8 das Ge-
wicht einer Inversion (z,y) nicht grofier werden kann, wenn auf ein anderes Element x
zugegriffen wird.

Lemma 1.18. Seien y und z zwei Elemente, so dafs (z,y) eine Inversion in L mit dem Gewicht
w(z,y) = wist, 1 <w < k. Sei x ein von z und y verschiedenes Element. Dann bleibt
w(z,y) = w, nachdem eine Nachfrage nach x von SBD(k) bearbeitet wurde.

Beweis. Wenn zum Zeitpunkt t gilt, dafs w(z,y) = w, dann wird z von y tiberholt wer-
den, wenn jetzt w mal auf y zugegriffen wird. Das bedeutet also sx(y,t + w—1) <
sk(z,t+w—1)imFalle o5 =y fiirj =t,... ,t+w— 1. Mit Hilfe von si (y,t +w—1) =
w—14 s wiily,t) und s (z,t+w—1) =w — 1+ si(z, t) erhalten wir daraus

Sk—w+1 (y)t) < Sk(Z)t)- (111)

Nehmen wir an, daf w(z,y) > w+1 gelten wiirde, nachdem ein Zugriff ¢ = x bearbei-
tet wurde. Das bedeutet, dafs y nicht z tiberholen wird, wenn es jetzt w mal nachgefragt
wird, d.h. si(y,t+w) > si(z,t +w)imFalle o5y =y firj =t +1,... ,t +w. Aber dann
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gilt sy, t +w) = w =14 s p1(y,t +1) und si(z,t + w) = w =1+ s¢(z,t + 1),
also zusammen sy_11(y,t + 1) > si(z,t +1). Wegen o¢ # y und o, # z gilt
Skewt1 (Y, t+1) =T+ sk y1(y,t) und si(z, t + 1) = 1+ si(z, t), und insgesamt schlie-
Ben wir sy _w4+1(y,t) > sk(z,t), was einen Widerspruch zu (1.11) darstellt. Da bei einem
Zugriff auf x das Gewicht w(z,y) auch nicht abnehmen kann, folgt die Aussage. O

Analog zum Beweis von Satz 1.13 setzen wir hier voraus, dafd auf jedes Element
mindestens k mal zugegriffen wurde. Sei oy = x der aktuelle Zugriff. Wir definieren
wieder die Mengen A, B,C: dabei ist A die Menge aller Elemente z, so daf8 (z,x) in L
keine Inversion darstellt; die Menge B umfafit alle z fiir die (z,x) in L eine Inversion
ist, und C ist die Menge aller Elemente z, so daf} (x,z) in L eine Inversion darstellt. Sei
wieder A = |A], B =|B/und C = [C|.

Wie im Beweis zu Satz 1.13 sind die tatsdchlichen Kosten zum Zeitpunkt t gerade
sBD(k); = A + B + 1, und die Kosten in der optimalen faktorisierten Liste betragen
FOPTy = A+ C+ 1.

Jetzt betrachten wir die Potentialinderung, die bei der Bearbeitung von oy = x
durch sBD(k) entsteht. Wenn ein Element z € B von x tiberholt wird, dann war das
Gewicht der Inversion (z,x) in L gleich 1, und ist jetzt eliminiert. Wenn ein Element
z € B nicht von x tiberholt wurde, dann war das Gewicht der Inversion (z, x) gleich ¢
firein { = 2,... k, und ist jetzt auf { — 1 reduziert. Insgesamt nimmt aufgrund der
Elemente in B das Potential um genau B ab. Andererseits kann durch die Aktion von
sBD(k) das Gewicht jeder Inversion (x,z) mit z € C um 1 steigen, was einen Zuwachs
von hochstens C ausmacht.

Als néchstes untersuchen wir die Potentialdinderung, die durch Aktionen des opti-
malen Algorithmus FOPT fiir die faktorisierte Liste entstehen kann. Angenommen, eine
neue Inversion (x, z) in L entsteht, weil x das Element z in L tiberholt hat, aber nicht in
Ly.. Dann war z € A vor dem Zugriff auf x, und wir benutzen das folgenden Lemma:

Lemma 1.19. Wenn zum Zeitpunkt t in der Liste | das Element o, = x ein Element z € A
tiberholt hat, dann ist

S1 (Z)t) < Sk(X, t)

Wenn dieser Zugriff eine Inversion (x, z) in L geschaffen hat, und die nichsten k — 1 Zugriffe
auf z gerichtet sind (o5 = zfiirj =t+1,... ,t + k — 1), dann wird x wieder von z iiberholt
werden. Mit anderen Worten, diese Inversion hat ein Gewicht w(x,z) <k — 1.

Beweis. Fiir das Widerspruchsargument nehmen wir an, daf8 sy(z,t) > si(x,t). Das
bedeutet, dafs z seit dem k-letzten Zugriff auf x nicht mehr nachgefragt wurde. Aber
dann wiirde natiirlich FOPT das Element x schon vor dem aktuellen Zugriff o¢ = x vor
zin der Liste Ly, gesetzt haben. Das ergibt den Widerspruch z ¢ A zur Voraussetzung.

Seioj =zflrj=t+1,...,t+k— 1. Wir wollen zeigen, dafd si(z,t +k —1) <
sk(x, t+k—1). Aber wegen si(z, t+k—1) = k—T1+s71(z,t) und si(x, t+1) = k—T+si(x, t)
folgt dies aus dem ersten Teil des Lemmas. O
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Als néchstes betrachten wir den Fall, daf3 eine neue Inversion (x, z) in L entsteht,
weil z von x in L, tiberholt wurde, aber nicht in L. Dann war z € A vor dem Zugriff,
und das Gewicht der neuen Inversion kann hochstens k—1 sein, da k—1 darauffolgende
Zugriffe auf x wieder x an den Listenkopf setzen und die Inversion damit beseitigen.
Insgesamt ergibt sich fiir die Aktionen von FOPT, dafs das Gewicht der neuen Inversio-
nen hochstens (k — 1) - A sein kann.

Zusammengefafit gilt fiir die Potentialinderung durch das Bearbeiten von oy, dafs

O — D 1 <C—B+(k—1)-A.

Die amortisierten Kosten fiir SBR(x) beim Zugriff auf o sind somit

ar = SBR(o)t + D¢ — Dy g
< A+B+1 +C—-B+(k—-1)-A
= k-A4+C+1
= (k—=(k=1)-(C+1)/(A+C+1))-(A4+C+1)
< (k—(k—1)/n) - FOPT;.
Wir schliefSen, dafs SBD(k) k-kompetitiv ist. O

Wie man anhand der Anfragefolge

o= (X x5 xg - o)™
sieht, ist k auch eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor von sBD(k). Denn
ein nachgefragtes x; wird immer gerade dann erst an den Listenanfang gesetzt, wenn
es zu spét ist. Die Kosten von sBD(k) sind C(o) > kn?(m — 1) (beim ersten Durchgang
wird direkt nach vorne geschoben), und die Kosten von OPT=MTF sind OPT(c) < (n +
k — 1)nm. Fiir das Verhaltnis folgt

C(o) S kn(m—1)
OPT(0) — (n+k—1)m

firn — oo, m — oo.

Verhalten auf stochastischen Quellen

Wir zeigen zundchst, dafs die SORT-BY-DELAY-Verfahren die Bedingung der paarwei-
sen Unabhingigkeit erfiillen, und benutzen dieses Ergebnis dann, um erwartete Such-
kosten zu berechnen. Zuerst ist eine alternative Definition der SBD(k)-Regeln hilfreich:

Lemma 1.20. Eine zur Definition 1.3 dquivalente Charakterisierung der SBD(k)-Verfahren ist
folgende:

Wenn x nachgefragt wird, dann setze x vor das erste Element y, das vor x steht,
und das seit dem (k — 1)-letzten Zugriff auf x hochstens k — 1 mal nachgefragt
wurde. Setze x an den Listenanfang, wenn kein solches Element y existiert.
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Beweis. Man beachte, dafs fiir alle festen k und t und Elemente x # y stets gilt, dafs
sk(x,t) # sk(y, t), also sind die Rdnge immer eindeutig. Sei oy = x. Dann ist s (x,t) =
T4+ s 1(x,t—1)und sy (y,t) =1+ si(y,t— 1) fiir alle y # x.

Sei y ein Element vor x, so dafd x geméfs der Definition von SBD(k) auf eine Position
hinter y gesetzt wird. Das bedeutet sy (y,t) < sk(x,t), also si(y,t —1) < s_1(x,t —1).
Wir schliefSen, dafs x nicht vor ein Element y gesetzt werden kann, dafs seit dem (k —1)-
letzten Zugriff auf x mindestens k mal nachgefragt wurde, wie im Lemma behauptet.

Sei andererseits z ein Element, so dafs x vor z eingefiigt wird, also si(x, t) < si(z,t),
d.h. sp_1(x,t —1) < sk(z,t —1). Deshalb wurde z seit dem (k — 1)-letzten Zugriff auf x
weniger als k mal nachgefragt. O

Die Eigenschaft der paarweisen Unabhdngigkeit folgt aus folgendem

Lemma 1.21. Wenn auf x zugegriffen wird, dann stehen alle Elemente, die seit dem (k — 1)-
letzten Zugriff auf x mindestens k mal nachgefragt wurden, vor allen Elementen, die seit dem
(k — 1)-letzten Zugriff auf x weniger als k mal nachgefragt wurden.

Die Elemente, die hochstens (k — 1) mal nachgefragt wurden, bilden also einen
zusammenhdngenden Block vor x. Bei einem Zugriff iiberholt x diesen gesamten Block,
und es ist dquivalent, ob x vor das erste Element vor x gesetzt wird, das hochstens
(k — 1) mal nachgefragt wurde, oder hinter das letzte Element vor x, das mindestens k
mal nachgefragt wurde. Das bedeutet, dafs man aus den Werten sy (x, t) und sy (y, t) die
relative Ordnung von x und y ableiten kann, ohne die Positionen der anderen Elemente
kennen zu miissen.

Beweis. Sei vy das Pivot-Element fiir x, d.h. wenn x nachgefragt wird, dann wird es
direkt vor vy gesetzt. Wir wollen zeigen, daf3 alle Listenelemente vor vy mindestens
k mal seit dem (k — 1)-letzten Zugriff auf x nachgefragt wurden, und alle Elemente
zwischen vy (einschliefslich) und x weniger als k mal seit diesem Zeitpunkt nachgefragt
wurden. Sei der aktuelle Zugriff o¢ = x. Nach der Bearbeitung dieses Zugriffs ist

Sk(y)t) < Sk(X,t) < Sk(VX)t) < Sk(Z)t)

fiir alle Elemente y vor v, und alle Elemente z hinter v, (oder v, selbst). Also muf$ vor
dem Zugriff auf o, gegolten haben:

Sk(yvt_]) < Sk*](xvt_]) < Sk(\)x,t_]) < Sk(Z,t—]) )

was aus sy(x,t) =1+ s 1(x,t — 1) und sy (w,t) = 1 + sy (w, t — 1) fiir alle Elemente
w # oy folgt. Aber daraus folgt unmittelbar die Behauptung. O

Die Aussage des Lemmas sieht man auch folgendermafien ein: durch Projektion
von o auf oy, werden alle Elemente verschieden von x und y geldscht. Die absoluten
Werte der Rangfunktionen sy (z, t) &ndern sich dadurch, aber die relative Ordnung der
Réange bleibt erhalten. Und nur die relative Ordnung der k-letzten Zugriffe bestimmt
das aktuelle Aussehen der Liste.

Die Aussage des Lemmas wenden wir jetzt auf oy, an und erhalten Informationen
tiber die relative Ordnung von x und y.
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Lemma 1.22. Wir betrachten einen beliebigen Zeitpunkt in der Zugriffsfolge, an dem schon
mindestens 2k — 1 Zugriffe auf x oder y stattgefunden haben. Dann steht bei Anwendung der
SBD(k)-Regel das Element x genau dann vor y in der Liste, wenn die Mehrheit der letzten 2k—1
Zugriffe auf x oder y (d.h. mindestens k) auf das Element x gerichtet waren.

Beweis. Wenn der Suffix von oy der Lange 2k — T mindestens k Zugriffe auf x enthilt,
dann kann er hochstens k — 1 Nachfragen fiir y enthalten. Daraus folgt, dafs der k-letzte
Zugriff auf x noch innerhalb dieses Suffixes liegt, aber der k-letzte Zugriff auf y nicht
mehr, also frither aufgetreten sein mufs. Deshalb wurde x beim letzten Zugriff vor y
gesetzt. Wenn umgekehrt hochstens k — 1 Zugriffe auf x in dem Suffix enthalten sind,
dann folgt mit der gleichen Argumentation, dafd y vor x stehen muf3. O

Stochastische Quellen ohne Geddchtnis. Wir betrachten den Fall, daf die Zugriffe
unabhingig und identisch verteilt mit einer Verteilung p = (p1,... ,pn) erfolgen, dabei
sei px > O fiir alle x. Aus Lemma 1.22 ergibt sich die asymptotische Wahrscheinlichkeit
b(y, x), dafd y vor x in der von SBD(k) verwalteten Liste steht, als

0. 2k—1-C

k- PxP
b(y,x) = < )L : (1.12)
é U ) (px +1py)?!

Die erwarteten Suchkosten unter der Verteilung p erhilt man dann aus

Egspr)(p) = pr' ]+Zbyx

y#x
2k — 1\ pltipZe it
- ]'l'ZZZ( > +p )2k
X y#x (=0
Zk_] C—H 2k—1-—¢
SRTCED 5 30 M Gl B
x y (=0 TP )
_ Z Z (2](—]) (er] 2k 1—¢ + ka - Engr]
1<x<y<n =0 ( X+py)2k 1

Satz 1.23. Fiir unabhingige, identisch verteilte Zugriffe mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung

(P1,...,Pn), Px > O fiir alle x, gilt fiir die asymptotischen erwarteten Suchkosten der SBD(k)-
Regeln
2k — 1\ p&t! Zk 10 4 2kl
Esgpi)(P) = Z Z ( > ( )2 —.
1<x<y<n {=0 Px T Py

Fir k = 1 (MOVE-TO-FRONT) wurden die erwarteten Suchkosten in [M65] herge-
leitet, und fiur k = 2 (TIMESTAMP) in [AM98]. Als nichstes wollen wir die erwarteten
Suchkosten mit den optimalen Suchkosten M(p) vergleichen, die ein optimaler stati-
scher Gegner erzielen kann. Fiir p; > py > --- > ppist M(p) = Y- ipi.
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Satz 1.24. Die Familie SBD(k) ist asymptotisch optimal, d.h. fiir alle Verteilungen p gilt
ESBD(k)(p) — M(p) fiir k — oo.
Genauer gilt, dafs fiir alle Verteilungen das Verhiiltnis der Kosten

k—1
2k — 1 X2k71f€ _|_X€+1
Esspi (P)/M(p) < max 2 ( 0 )W (1.13)

A

1
< 14+ ——=+0(K 32
B vk ( )

betriigt. Insbesondere ergeben sich fiir kleine Werte k die folgenden Schranken:

Espp(1)(p)/M(p) < 1.5708
Espp(2)(p)/M(p) < 1.3156
Essp3)(p)/M(p) < 1.2176
Esgpa)(p)/M(p) < 1.1734
Espps)(p)/M(p) < 1.1473.

Fir k = 1 (MTEF) ist das Verhiltnis durch 7t/2 < 1.5708 beschrankt [CHS88], und fiir
k = 2 (15), wurde die Schranke 1.34 in [AM98] hergeleitet. Wir verallgemeinern die
dort angewendete Technik auf beliebige k > 1, stellen aber fest, dafy mit einer anderen
einfacheren Technik noch bessere Schranken gezeigt werden konnen.

Die sBD(k)-Verfahren sind zwar nicht kompetitiv-optimal, aber sie weisen einen
konstanten kompetitiven Faktor (unabhingig von der Listenldnge) auf. Auflerdem er-
zielen sie bei unabhingigen Zugriffen Suchzeiten, die beliebig nahe an der optimalen
erwarteten Suchzeit liegen. Meines besten Wissens ist SBD(k) die einzige Familie von
Listenalgorithmen mit dieser Eigenschaft. Alle anderen Familien, die asymptotisch
optimale erwartete Suchkosten aufweisen, z.B. FREQUENCY-COUNT, SIMPLE(k)-MTF,
BATCHED(k)-MTF, haben fiir alle k > 2 einen kompetitiven Faktor Q(n) bei einer Li-
stenldnge n.

Beweis. Was die asymptotische Optimalitdt im Fall k — oo betrifft, so gentigt es zu
zeigen, dafs

b(y,x) =0 fiir alle x, y mit px > py ,

da in einer optimalen Liste die Elemente nach absteigenden Zugriffswahrscheinlichkei-
ten sortiert sind. Wir setzen p = px/(px + py) und q = py/(px + py), und benutzen die
folgende Chernoff-Schranke [HR89, Formel (12)]

k—1 k
2k —1 4 2k —1 (%
bly,x) = Z( . >p1q2k 1-¢ < <( - )Q> ek (2K 1]q)

=0
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was moglich ist, da q < 1/2. Im Falle k — oo geht die rechte Seite der Ungleichung
gegen 0, woraus die Behauptung folgt.

Um das Verhiltnis der Kosten von SBD(k) zu den optimalen Kosten M(p) fiir kleine
Werte abzuschitzen, benutzen wir zunéchst ein Verfahren, das auf der Ungleichung
von Hilbert basiert und fiir den Fall k = 1 (MOVE-TO-FRONT) in [CHS88] erstmals
angewendet wurde.

Ungleichung von Hilbert
Seien p, q > 1 mit % + 1 =1 und sei K(x,y) eine nichtnegative Funktion, die homogen
vom Grad —1 ist. Wenn gilt

o o
J K(x,])x]/pdx:J K(1,y)y 9dy = C,
0 0

o

dann ist fiir jede nichtnegative Funktion f
00 00 P
J (J K(x,y)f(x)dx) dy < CpJ P(x)dx
o \Jo 0

Zum Beweis siehe [HLP52, Seiten 229-232].

Lemma 1.25. Sez f auf (0, 00) integrierbar mit Jo x)dx = 0. Sei G(x,y) homogen vom
Grad 1,H = ax ag und H* (x,y) = max{H(x,y), 0}. Dann gilt

I3 [ G(x, y)f(x)f(y)dxdy
& [ min(x, y)f(x)f(y)dxdy

Der Beweis dieser Ungleichung steht in [AM98] und benutzt als wesentlichen Be-
standteil die Ungleichung von Hilbert.

Seien py > p2 > --+ > pn > 0 die Zugriffswahrscheinlichkeiten. Wegen M(p) =
> iipi= % + % Zi,j min(py, p;) gilt fiir das Verhaltnis

< J H*(x, 1)x 2dx .
0

C+1 2k—1— C+p2k 1—0 +1

2k—1 P; P
Esn(k) (P) >+ Xy Z ( )™ J2(pl+p T

€+1 2k—1— £+p2k 1—0.04+1

2k—1 P; P;
Zl] Z ( ) ) (p1+p,]2k 1 :

N i min(p;, pj)

Mit folgendem Trick kann die Aussage des obigen Lemmas fiir den kontinuierlichen
Fall auf den diskreten Fall tibertragen werden. Seien 0 < x; < x2 < -+ < Xn und
0 < & < minjy[xi — x;|. Sei fs die Funktion mit fs = 1 in Intervallen der Lange
d zentriert in den Punkten x;, i = 1,... ,n und 0 sonst. Dann gilt mit G(x,y) =

k—1 /2k—1 L4+1,,2k—1—2¢ 2k—1—0, 0+1

(=0 ( [4 )x > (XJﬂj)?kq Y , dafs

C+1 2k—1—¢ 2k—1—0_C+1
2k—1 P; +P3 P;
Sy Zis ()T e _ I3 I Glx,u)fs(x)fs(y)dxdy
iy min(pi, pj) - 6—»0 Joo [ min(x, y)fs(x)fs(y)dxdy’
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Jetzt kann das obige Lemma angewendet werden, und wir berechnen das jeweilige
Integral numerisch mit Hilfe von MAPLE. Wir haben die folgenden Summanden der
Kostenfunktion fiir SBD(k):

_ . _ xy(x*+6xy+y?)
k=2: G(x,uy) = CnE
s _ xy(x*+5x3y4+20x2y24+-5xy>3 +y?)
k=3: G(x,y) = o)
K=4- G(x,y) _xy(xC+7x0y+21x*y2+70x3y3 212y +7xy  +y©)
- Vgl (x+y)”
. _ xy(xBH9x7y+36x6y2+84x5y3 +252x Yy +84x3y54+36x2y°+9xy” +y?8)
k=5: G(x,y) = Png .

Beispielsweise benutzen wir fiir k = 4 folgendes MAPLE-Programmsttick:

Vv

readlib(‘evalf/int*‘):

> G 1= x*xy * (X768 + T*x"b*y + 21xx~4*xy~2 + T0*x"3%y~3 + 21*x"2%y~4 +

> T*x*xy~b + y°6 ) / (x+y)~T;
6 5 4 2 3 3 2 4 5 6
xy(x +7x y+21lx y +70x y +21x y +7xy +y)
G 1= — -
7
x+y
> H := simplify( diff(G,x,y) );
3 3 2 2
x y 3x -10xy+3y)
H 1= = 140 —mmmmmmmmmmm e
9
(x +y)
>y :=1: Hl := simplify(H);
3 2
x (3x -10zx + 3)
Hi t= - 140 —ccmomommomomo
9
x + 1

‘evalf/int‘( Hi*x~(-1/2), x=1/3 .. 3, Digits, _NCrule );

\Y
0
]

s :=1.290343897 ,

wobei die Nullstellen 1/3 und 3, zwischen denen der positive Teil von H1 liegt,
vorher bestimmt worden waren.

Im folgenden geben wir eine bessere Abschitzung fiir das Kostenverhéltnis an und
bestimmen auch die oben angegebene Schranke fiir die Konvergenzgeschwindigkeit.
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Dazu stellen wir die erwarteten Suchkosten E(k) = Egzp(k)(p) anders da und schitzen
das Verhéltnis zu OPT = Eqpr(p) direkt ab. Zunéchst ist

n
= 1+) pi) b(,i)
i=1  j#i

> > pib(G,1) +psb(i,i).

i=1 j<i

Fiir zwei Folgen (a;); und (b;)
standiger Induktion, dafl ) ; a;/ ) .
wir

)

jq von positiven Zahlen beweist man mit voll-

b; < maxy(ay/by) gilt. Mit OPT = Y I ; ip; haben

C+1 2k—1—0, 0+1 2k—1-—¢
i k—1 (2k—1\Pi  Pj +pltip?
E(k) Z?=] Z}:] Z€=O ( [4 ) : (pi+p,~)2)k*1
OPT > iiips
1 & & 2k =1\ pip T p T Tpe e
S max Z Z p-
1<i<n 1 j=1 (=0 ¢ (pl + p])
_ 1 ik] <2k— ]> Xiljkflfﬂ +X£j+1
S maX + _
T<isn 4= ¢ (1 + xyy) 261
< max S 2k — T X210 4
- x>l = ¢ (14 x)2-1

wobei xi; = pj/pi > 1 gesetzt wurde. Im letzten Schritt haben wir dabei die Summe
2}21 durch i mal das Maximum des Summanden abgeschidtzt. Damit haben wir (1.13)
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gezeigt. Fiir die asymptotische Abschidtzung rechnen wir weiter:

<2k‘—]> (BT 4 1)

2k—1 k—1
k-1 2k =1\ i
- L ("))

=k (=0

k—1
(el (2k—1>xg+ (2k—1>xg+1
=0
— (]_I_X)Zkl_l_ (2k_1>( €+1_XC)
B 2t (T = /(K1 AN
- (o ez () - ()
<2k )k <2k—1>
k—1

2k —1
k1 Kk
(T+x) —I—(k_])x.

Mz

(_\.

T T
_|O

T
o

2k1+

IN

IN

Nach Division durch (1 4 x)?* ! erhalten wir

E(k) < 14 2k — 1 - max xK
OPT ~— k—1) x>1 (1+4x)2 1

Diese Funktion hat im interessierenden Bereich ihr Maximum bei x = k/(k — 1), so daf3

E(k) - ]+<Zk—1>kk(k—1)k]

oPT = 1) - nE (114

1
< 1+ ——+0(K 3.
- vk ( )

Die asymptotische Abschitzung fiir k — oo folgt aus der Stirling'schen Formel fiir die
Fakultat

k! 2k 1
K=ok <1+m+0( )).

Eine etwas vorsichtigere Abschitzung als (1.14), die ebenfalls noch ein symbolisch
berechenbares Maximum erlaubt (quadratische Gleichung fiir die Maximumsstelle), ist
E(k) oxk — dxT — (3))

Bl
opT = T T g

< T+ max 7)(]{7] (cx —d)

(1.15)
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wobei ¢ = (211‘:]1) und d = (k{k]) /k = (211‘:11) — (211‘:21) ist. Fiir kleine Werte von k ist diese
Abschidtzung vorteilhaft, bringt aber asymptotisch keinen Gewinn.

Die folgende Tabelle vergleicht die Schranken, die mit Hilfe der Ungleichung von
Hilbert, der Berechnung des Maximums der Funktion (1.13) und deren Abschitzung
(1.15) gefunden wurden. Das anschliefsende Diagramm stellt die Maxima A der Funk-
tion (1.13) sowie die Abschédtzungen (1.14), B, und (1.15), C, gegentiber. O

| k | Hilbert-Ungleichung | Maximum A | Abschétzung C |

111.5708 2 2
2 1 1.3391 1.3156 1.3284
3 (1.3044 1.2176 1.2470
4 11.2904 1.1734 1.2143
51 1.2828 1.1473 1.1956
2 |
L A— |
1.9 B
1.8 Cc — |
1.7 4
1.6 | 4
15| 4
14 | n
1.3 n
120 ST |
L i
] | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Wir betrachten die verallgemeinerten Zipf-Verteilungen p(x) mit Parameter o > 0,
die durch

1

. i=1..
@ Ha () 0

Pi=

definiert sind (vgl. Anhang A.1). Dabei ist der Normalisierugsfaktor Hy (o) = 3115
die n-te harmonische Zahl der Ordnung «. Diese Verteilungen sind interessant, da
der Parameter « auf einfache Weise die Konzentration der Verteilung steuert: o = 0
ergibt die Gleichverteilung, und fiir wachsende o nimmt die Gewichtung der kleineren
Elemente immer mehr zu. Der Wert o« = 1 entspricht der Zipf-Verteilung [Z49], und
mit & = 2 erhdlt man die Lotka-Verteilung.
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Die erwartete Suchzeit einer optimalen Listenanordnung unter der verallgemeiner-
ten Zipf-Verteilung p(«) ist

Mipla) = > jpj = @l
=1

n(&)

In [GMS81] wurde gezeigt, dafs bei der Nach-Vorne-Schieben-Regel fiir « = 2 das Ver-
héltnis von erwarteten Kosten zu optimalen Kosten pessimal wird:

Burp@) 7

M(p(2)) 2
Dies zeigt insbesondere, daf die obere Schranke von 7t/2 scharf ist. Das folgende Dia-
gramm gibt die Verhéltnisse Egpp()(p(ot))/M(p(er)) fiirk = 1,2,3und 0 < « < 3 an.
Bei der Berechnung wurden n = 100 Listenelemente zugrundegelegt. Das erklart auch,

warum bei k = 1 das Maximum bei 1.6 anstatt bei 2 auftritt und den Betrag 1.43 anstatt
7t/2 hat.

|
k=1 —
14 k=2~
I k=3 — |
13+ |
2/
].] B .... ..'-...--- _
] | ' ' ' |
0 0.5 1 15 2 25 3

Fiir die Zipf-Verteilung (x = 1) berechnen wir fiir kleine Werte k das Verhiltnis zu
den optimalen Kosten Eqpr = n/H;,, asymptotisch exakt. Die Schranke 2In(2) im Fall
k = 1 wurde in [K98] angegeben.

Satz 1.26. Fiir die Zipf-Verteilung gilt asymptotisch (n — oo)

Esgp(1)/Eorr = 2In(2) < 1.3863
Esgp(2)/Eorr = 1/24+1In(2) < 1.1932
Espp3)/Eorr = 7/16+In(2) < 1.1307
Esppa)/Eopr = 13/32+1In(2) < 1.1100.

46



1.4. Drei neue Familien von Listenalgorithmen

Beweis. Wir skizzieren die Berechnung fiir k = 2, fiir andere Werte k verlduft sie analog.
Zunichst ist

1T & & .
ESBD(Z] = §+Zzpib(],l)
i=1 j=1
B 1+iipl(p]~3+3pmf)
2 S (pitp)
= ]_
| (- i% 4 3ij
= 3Tl
i=1 j=1
1 1 nomol 24 3i(m—1) n =24 3i(m—1)
:f—(Z TP SUD T
n m=2 i=1 m=n+1 i=m-n
1 1
- §+_.((n+1/z)H2n—(n+1)Hn+(2n2+2n+1/3)H§f
n

— (2n? 4+ 2n+ 2/3)HE) — (4n/3 + 22 + 2n/3)(HE] — HE)),

wobei wir m = i+ j gesetzt haben. Mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung der
harmonischen Zahlen

Hy = ) 1/i = In(n)+vy+1/(2n) +0(n"?)
HY = Y 1/ = i2/6—1/n+0(n 2

HY = Y 178 = ¢(3)+0m)

folgt die Abschitzung
Egpp(2) = (1/2+ 1In(2))n/Hy + O(1)
und daraus das angegebene Verhiltnis zu Eqpr = n/Hy,. O

Der folgende Satz 1.27 gibt eine allgemeine untere Schranke fiir die erwartete Such-
zeit der SBD(k)-Regeln an: fiir beliebige ¢ > 0 gibt es eine Verteilung p, so daf3 fiir eine
Approximation der optimalen erwarteten Kosten bis auf einen Faktor 1 + ¢ mindestens

k>In(1/¢e)/2—1
gewdhlt werden muf3.

Satz 1.27. Sei ¢ > 0. Es gibt eine Verteilung p auf n > 2 Elementen, so dafs jeder Listenal-
gorithmus Ry, der fiir die Entscheidung, welches von zwei Listenelementen x, y vor das andere
plaziert werden soll, nur die t letzten Zugriffe auf x oder y betrachtet, mindestens

t>t"(e):i=In(1/e) -3
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wihlen muf, um erwartete Kosten
E[R¢] < (1 +¢) - E[OPT]
zu erzielen.

Beweis. Wir betrachten n = 2 Elemente x und y mit Wahrscheinlichkeiten py, p, und
Px + Py = 1, die spiter festgelegt werden. Man beachte, dafs bei unabhingigen Zugrif-
fen die Reihenfolge keine Information enthilt, so dafs der Algorithmus nur die Haufig-
keitsverteilung auswerten kann. Wenn 2k—1 mal gezogen wird, dann betragt die Wahr-
scheinlichkeit, genau { mal ein x zu erhalten,

2k —1 e
P(£)=( . )pivﬁk -t

Unter der Voraussetzung px > p,, betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Stati-
stik nach 2k — 1 Ziehungen

s 2k — 1
ple) =) P() > pElpk > 2 Tpkipk
e k-1

Denn in diesem Fall wiirde der Algorithmus y vor x in der Liste setzen, obwohl (x,y)
die optimale Anordnung ist. (Wenn der Algorithmus in dieser Situation doch x vor y
setzt, so nutzt er die zur Verfiigung stehende Information schlecht und man kann damit
analog argumentieren). Die erwarteten Kosten nach t = 2k — 1 Schritten betragen somit
ER = ple)(py +2px) + (T —ple))(px + 2py)
= ple)(px —py) +Px + 2py

> (pe+2py) - (14P(e) (P —py)/(px +20y))

2py — 1
E[OPT] - <1 + 2 pk1g —px)kzp"i>
— Px

v

E[OPT]- (1 4+ 1/651),

v

wenn man den letzten Ausdruck in py optimiert und grob abschétzt:

2p—1
max 25 TpR (1 —p)- 2T > max 2% 2(p(1—p)*2p—1)

1/2<p<1 2—p 1/2<p<1

B 1 k \k

B 4\/m'<2k+1>
1 1\k

> 77 3)

> 165,

Das bedeutet, dafs jeder Listenalgorithmus nach t = 2k—1 Zugriffen auf x oder y die
optimalen Kosten im Mittel hochstens bis auf einen Faktor 1 + 1/6%*! annidhern kann.
Fiir ¢ > 0 folgt, dafl t > 2In(1/¢)/In(6) — 3 > In(1/¢) — 3 eine notwendige Bedingung
ist, die optimalen Kosten bis auf einen Faktor 1 + € zu approximieren. O
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Stochastische Quellen mit Gedidchtnis. Im folgenden untersuchen wir das erwar-
tete Verhalten der sSBD(k)-Regeln bei Zugriffsfolgen, die durch eine positiv-rekurrente
Markov-Kette erster Ordnung produziert werden.

Sei P = (pi;) die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten, 71 = (7;) der Vektor
der stationdren Wahrscheinlichkeiten und (m;;) die Matrix der mittleren Erst-Eintritts-
Zeiten (siehe Anhang).

Satz 1.28. Bei einer Markov-Zugriffsfolge P sind die erwarteten Kosten der SBD(k)-Regel pro
Zugriff asymptotisch gegeben durch

Egoo)(P) = 1+ 1/(my + my)

i#

Espp2)(P) = 1+ Z (2M? — (my; + 2my;) M+ 2myimy;) / (mys + myi)?
i#j

Esun3)(P) = 1+ ) (3M* = 3(my; + 2my5)M? + (mf; + 12mygmy; + 3m5j)M?
i#

3(2mum]] + 3mnm M + 6mum )/ (my; + mji)S,
wobei M = my; + myi. Man beachte, daff my; = 1/m;.
Der Fall k = 1 (MOVE-TO-FRONT) wurde in [LLS84] betrachtet, siehe auch Seite 14.

Beweis. Wir wollen die asymptotische Wahrscheinlichkeit b(j, i|i) berechnen, daf$ j vor
i steht, wenn auf i zugegriffen wird. Wenn auf i zugegriffen wird, dann verfolgen wir
die Zugriffsfolge riickwérts zu den (2k — 1) letzten Zugriffen fiir i oder j. Die Wahr-
scheinlichkeit, von 1 riickwérts zu gehen, und ein Auftreten von j vor einem Auftreten
von i zu finden, ist qi; = my;/(my; + my;), siehe [LLS84]. Dann ist die Wahrschein-
lichkeit, beim Riickwértsgehen von i aus ein anderes i zu treffen, ohne vorher einem
j zu begegnen, gleich qi; = 1 — my;/(my; + myi). Die Situation mit Startzustand j ist
symmetrisch, d.h. es gilt q;; = my;/(my + myi) und g5 = T —my;/(my; + myi).

Wenn man nun iiber alle Fille summiert, die in Lemma 1.22 genannt sind, erhalt
man b(j, ili), woraus man dann

_1+Z7t11+Zb]1\1

j#l

gewinnt. Zur Berechnung von b(j, i) fiir ein festes Paar 1i,j benutzen wir folgenden
Ansatz. Sei pi(s,t) die Wahrscheinlichkeit, daf$ eine Folge aus {i,j}°, die mit i beginnt,
genau t mal j enthélt, und pj(s, t) die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Folge der Léange s,
die mit j startet, genau t mal j enthédlt, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten wie
oben definiert sind. Uns interessiert

2k—1

b(j, i) = Z pi(2k —
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Die pi (s, t) sind rekursiv definiert als

pils,t) = dipils—1,t) + dypj(s—1,t=1) +[s=0,t =0
pi(s,t) = dpils—1,t) +ajpi(s —1,t=T1) +[s =0,t =0l

Daraus erhalten wir mit den erzeugenden Funktionen

fi,y) = D ) pils,t)x*y"

s= Ot 0
fi(x,y) = Z pils, t)x*y"
s=0 t=0
das Gleichungssystem
filx,y) = xdaiifi(x,y) +xyqifj(x,y) +1
fi(x,y) = xa;ifilx,y) +xyaq;filx,y) + 1.

Die Losung ergibt sich zu

£ _ 1+ xy(qy — gj)
ixy) = 1 —xqg:: — B 2 s — diids
Xdii — Xy q;; + x*y(4diidj; — dijd;i)
1 s
f) (X,y) — +X(q]1 qll)

1 —xqi — xyqj + x*y(diiqj; — dijdji)
Sei K = @i;05i—qiiq;- Day = (1—xqii)/(xqj; +x2K) eine einfache Nullstelle der Nenner
ist, erhilt man zunichst

3 Cea; + *K)* — XQJ] + x?K)t t+1
fity) = Zm y' o+ x(ay — ay) Z (1 —xq) T Y
=0 it —
fi(x,y) = o (1 —x(a5 — i) (x5 + x*K)* ot
o t=0 (1 —xqi) ! :

Jetzt nutzen wir aus, daB 1/(1 — xqy;)t" = > >0 (*T9) (xqi1)*, siche [GKP94] :

fixul = Yut Y (57 a3 (1) oot

t>0 s>0 h=0
s+t -
+ ZQH] Z ( t >qu S+t+] ql] - q]] Z ( > hq; "
>0 s>0 h=0
t
s+t t
fixul = Y ut ) (U7 atet X ()) eyt
t>0 s>0 h=0
s+ .
£ Yy Z( >qu S (i qg) Z( ) K™
t>0 s>0 h=0
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Damit folgt fiir die gesuchten Koeffizienten

" /t\ [s—h
pils,t) = Y <h>( ) )th; Mgyt

h=0

q'l.'l.

1
t—1\/s—h—1
+(Qij—Qij)'Z(h>( t 1 >th]t]]h5th

h=0

"/t (s—h
mist = 3 (1) (7"l raz
h=0
t

t\/s—h—-1
+(Qii_Qii)‘Z(h>( ¢ >th]t] P

h=0

Damit diese Formeln fiir alle s,t giiltig sind, miissen wir () = 0 fir alle n < m

festsetzen, insbesondere auch fiir n < 0. Schliefslich ergibt sich

k—1
b(j,il) = 1-) pil2k—1,1)

k—1
2k—1—t -
- 1—Z <( t )qizi(k K ](qijqii—qﬁqii)t

t=0

1
2k—1—h
+ ( >( >Qik L hq]t] " (qiq50 —
h=0

(a5 + (dyj — a55)(t —h)/(2Zk — 1 —h))),

und fiir kleine Werte von k erhalten wir das obige Ergebnis.
Im Spezialfall elementweiser Lokalitdt finden wir

Korollar 1.29. Fiir 0 < « < 1 und Ubergangswahrscheinlichkeiten

o o4 1=
PITl 0 —a)/(n—1) : i#]
gilt mit 3 = (1 — ) -n/(n—1), daf8

ESBD(]](P) = 14+(1—-a)-n/2

Espp(2)(P) T+(1—a) n-(B>—3B+4)/4

Egpo(3)(P) T4+ (1 —a)-n-(3p* — 1583 4+ 32p2 — 368 + 24)/16
Espp)(P) = 14+ (1T —oa)-n-(58°—35p> + 108" — 190p° + 208p32

— 1440 + 64)/32.

qiid;)"
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3.5

1.5

1 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Beispiel mit n =5 fiir Eggp i (P) fir k=1,... ,4 und x € [0, 1].

Dieses Ergebnis ist dhnlich den in Abschnitt 1.2 vorgestellten Beobachtungen, wo
im Falle der Lokalitdt eine verzdgerte Anpassung (grofies k) die erwartete Suchzeit
verschlechtert. Im Falle unabhingiger Zugriffe ist es dagegen durch eine verzogerte
Anpassung moglich, die asymptotischen erwarteten Suchkosten beliebig nahe an die
optimalen Suchkosten heranzubringen.

1.4.4. Analyse der SORT-BY-TIME-Verfahren

Zuniéchst untersuchen wir die Rangfunktion

ug(x) = Z q°

Ot—s=X
0<s<t—1

ndher. Bei Bearbeitung der Zugriffsfolge @ndert sie sich folgendermafsen:

ut+1(X)={ q - ue(x) : Gt?’éx}-

T+qg-w(x) @ op=x

Gemifs der Definition von SBT(q) ist die Liste stets nach absteigenden Werten von u(.)
sortiert. Wie bei SBR(«) kann es auch hier passieren, daff zwei Elemente den gleichen
Rang besitzen. In diesem Fall wird das nachgefragte Element soweit nach vorne ge-
schoben, bis nur noch Elemente mit echt grofierem Rang davor stehen (oder der Li-
stenkopf erreicht ist). Wenn zu einem Zeitpunkt t die letzten k Zugriffe auf x gerichtet
waren, gilt
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Der Rang eines anderen Elementes y zu diesem Zeitpunkt betragt hochstens

Das bedeutet, dafs in dieser Situation x vor y steht, wenn

q</1/2. (1.16)

Daraus folgt, daf fiir alle 0 < q < 1/2 das SBT(t)-Verfahren identisch mit der Nach-
Vorne-Schieben-Regel ist. Fiir g > 1/2 wird es zunehmend trdger, und im Fall q =
1 fallt es mit FREQUENCY-COUNT zusammen. Damit ein Verfahren k-kompetitiv ist,
sollte es ein Element an den Listenanfang setzen, wenn k mal hintereinander darauf
zugegriffen wurde. (Ein 2-kompetitiver Algorithmus ist beispielsweise auch moglich,
wenn bei 2 maliger Nachfrage ein Element an den zweiten Listenplatz gesetzt wird und
erst beim dritten Zugriff an den Listenkopf.) Wir zeigen

Satz 1.30. Fiir 1/2 < q < 1ist das SBT(q)-Verfahren ﬂ/log(1/qﬂ—kompetitivl.

Der Beweis verlduft dhnlich wie der obige Beweis zu Satz 1.17. Sei im folgenden
k = [1/1log(1/q)] fest. Wir definieren wieder fiir jedes Paar x # y die Gewichtsfunktion

0 : falls(x,y) keine Inversion ist
¢ : falls (x,y) Inversion istund x vony in L tiberholt wird,
W (X) y ) = d : : )
genau dann wenn jetzt { mal auf y zugegriffen
wird, £ =1,... ,k
und die Potentialfunktion ® = ) 2y w(x,y). Zundchst zeigen wir wieder, dafy das

Gewicht einer Inversion (z,y) nicht zunehmen kann, wenn auf ein Element x verschie-
den von z und y zugegriffen wird.

Lemma 1.31. Seien y und z zwei Elemente, so daf$ (z,y) eine Inversion mit dem Gewicht
w(z,y) =wist, 1 <w < k. Sei x ein anderes Element. Dann bleibt w(z,y) = w, nachdem
eine Nachfrage nach x von SBT(q) bearbeitet wurde.

Beweis. Aufgrund der Definition der Potentialfunktion gilt zum Zeitpunkt t und w(z, y)
= w, dafl z von y tiberholt wird, wenn jetzt w mal auf y zugegriffen wird. Ge-
mafS der Voriiberlegungen (1.16) bedeutet das u¢{y—1(y) > Uipw—1(2), falls o5 =y
firj =t,...,t+w—1. Wegen ww 1(y) = " uwe(y) + (1 —q¥")/(1 — q) und
Uit 1(2z) = g™ "z folgt daraus

1 — qwfl
_— > . .
Angenommen, nach einem Zugriff o = x wiirde w(z,y) > w + 1 gelten. Das be-
deutet aber, dafs y nicht z {iberholen wird, wenn es jetzt w mal nachgefragt wird, al-
SO Upw(Y) < Ugyn(z) bei oy = y firj = t+1,... ,t + w. Dann gilt u,(y) =

ue(y) +

'In dieser Arbeit bezeichnet log(.) stets den Logarithmus zur Basis 2.
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"V Tue (W) + (T—a¥ /(1 —q) und wew(z) = ¥V ey (z). Weil oy = x verschieden
von y und z ist, gilt weiter w1, (y) = qVuc(y) +q(1 — ¥ 1)/(1 — q) und wiinw(z) =
q"w(z). Nach Division durch " folgern wir ui(z) > w(y)+(1—q¥ 1) /((1—q)g™¥ 1),
was einen Widerspruch zu (1.17) darstellt. Da bei einem Zugriff auf x das Gewicht der
Inversion (z,y) auch nicht abnehmen kann, folgt die Behauptung des Lemmas. U

Wie beim Beweis von Satz 1.17 setzen wir voraus, dafs auf jedes Element mindestens
k mal zugegriffen wurde. Sei o¢ = x der aktuelle Zugriff, dann definieren wir die
Mengen A, B, C: A als die Menge der Elemente z, so daf (z, x) keine Inversion darstellt,
B die Menge der z, fiir die (z, x) eine Inversion ist, und C die Zusammenfassung aller z,
so daf3 (x, z) eine Inversion darstellt. Sei A = |A|, B = |[B|und C = |C|.

Analog zu vorher betragen die tatsdchlichen Kosten von SBT(q) zum Zeitpunkt t
gerade SBT(q)¢ = A + B + 1, und die Kosten eines optimalen Algorithmus fiir die
faktorisierte Liste sind FOPT; = A + C + 1.

Wie im Beweis zu Satz 1.17 argumentiert man, dafs die Potentialdinderung, die durch
die Aktion von SBT(q) bewirkt wird, hochstens C — B betrédgt. Die Potentialinderung
durch den optimalen Algorithmus FOPT beschranken wir folgendermafien. Wenn ei-
ne neue Inversion (x,z) entsteht, weil SBT(q) das Element x vor z gesetzt hat, aber
FOPT nicht, dann war z € A vor dem Zugriff, und wir zeigen, daf8 die neue Inversion
hochstens das Gewicht k — 1 haben kann.

Lemma 1.32. Wenn in der Liste L das Element oy = x ein Element z € A iiberholt hat, dann
gilt

ke
Ll RS

w(z) + —qq 1 =

Wenn durch diese Aktion eine Inversion (x, z) entstanden ist, und die niichsten k — 1 Zugriffe
auf z gerichtet sind, dann wird z wieder vor x gesetzt werden. Also hat diese Inversion ein
Gewicht w(x,z) <k —1.

Beweis. Fiir den Beweis durch Widerspruch nehmen wir an, daf g Tw.(z) + (1 —
a“"N/(1 —q) < q¥Tug(x) ist. Das bedeutet aber, daf z seit dem k-letzten Zugriff
auf x nicht mehr nachgefragt wurde Aber dann wiirde FOPT das Element x schon vor
dem aktuellen Zugriff oy = x vor z gesetzt haben (man beachte k > 2), ein Widerspruch
zur Voraussetzung z € A zum Zeitpunkt t.

Seioj =zfirj=t+1,...,t+k—1. Wenn zum Zeitpunkt t + k — 1 wieder z vor
x steht, muf gelten, dafl wi i 1(z) > uer 1(x). Bsist ugr 1(z) = ¥ Tue(z) + (1 —
g ")/(1 — q) und wiy1(x) = q* Ty (x), also folgt die Behauptung aus dem ersten
Teil des Lemmas. O

Analog zum Beweis von Satz 1.17 sieht man, daf} eine neue Inversion (x, z), die entsteht,
weil FOPT z vor x gesetzt hat, hochstens das Gewicht k—1 haben kann. Zusammen folgt,
dafd das Gewicht aller neuer Inversionen aufgrund der Aktionen von FOPT hochstens
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1.4. Drei neue Familien von Listenalgorithmen

(k—1)-A betragt. Also folgt fiir die amortisierten Kosten a; von SBT(q) zum Zeitpunkt t

ag = SBT(q)¢ + D¢ — D¢ g

< A+B+1+4+ C—B+(k—1)-A
< (k—(k=1)/n)-(A+C+1).
Also ist SBT(q) k-kompetitiv mit k = [1/log(1/q)]. O

Analog zu der Argumentation fiir die SBD(k)-Regel auf Seite 37 sieht man, daf3
k = [1/log(1/q)] auch eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor der SBT(q)-
Verfahrenim Fall 1/2 < g < 1 ist.

Wie man an dem Beispiel von Seite 29 sieht, erfiillen die SBT(q)-Regeln die paarwei-
se Unabhingigkeit im allgemeinen nicht:

G] :X)U)U)aix O-ZZX)Q)U)U)X"

Die auf {x, y} projizierte Folge ist in beiden Féllen gleich oy = x,y,y, x; jedoch gilt fiir
q =4/5und t = 5im ersten Fall u¢(x) =1+ q* > q% + ¢ = u(y) und im zweiten Fall
w(x) =1+q* < g+ > = w(y).

Satz 1.30 zeigt insbesondere, dafs SBT(q) fiir q = \/m = 0.707... noch 2-
kompetitiv ist. Dieser Algorithmus ist verschieden von TIMESTAMP, er reagiert jedoch
nicht trager. Denn nach der Zugriffsfolge o = y, a',x, d,y, a¥, x, also zum Zeitpunkt
t=1i+j+k+4(1,j,k > 0beliebig), wird TS das Element x vor y gesetzt haben. Wegen
wi(x) =1+ g2 und ui(y) = g + g3 folgt ue(x) > we(y) firalle 0 < q < 1,
also wird auch sBT(q) das Element x vor y setzen.

Analog zu der Bemerkung auf Seite 34 kann man folgenden Ansatz machen, um
SBT(q) auf geddchtnislosen stochastischen Quellen zu analysieren. Fiir zwei Elemen-
te x,y betrachten wir den Markov-Prozefl mit Zustinden (u¢(x), u¢(y)) € [0,1]%. Die
Zustandsiibergidnge sind

(g-a,q-b) mit Wahrscheinlichkeit 1 —pyx —py
(a,b)— < (14+qg-a,g-b) mit Wahrscheinlichkeit Px
(g-a,1+q-b) mit Wahrscheinlichkeit Py

Dann erhdlt man die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafs x vor y steht, wenn SBT(q)
angewendet wird, als

bx,y)= Y mlab),
(a,b)
0<b<a<l

dabei bezeichnet 7t(a, b) die stationdre Wahrscheinlichkeit des Zustands (a,b). Auch
hier wissen wir nicht, wie man diese Werte allgemein berechnet.

1.4.5. Empirische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden empirische Untersuchungen der SBR(«)- und SBD(k)-
Verfahren bei unabhingigen identisch verteilten Zugriffsfolgen vorgestellt.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

SORT-BY-RANK

Zum Test der SBR(«)-Verfahren wurden unabhingige Zugriffe auf eine Liste mit n = 50
Elementen simuliert. Sie waren nach der Verteilung von Zipf (p; « 1/i) und nach der
Verteilung von Lotka (p; o< 1/ i?) erzeugt worden. Fiir den Bereich 0 < « < 1 sind
die Ergebnisse unten dargestellt, dafiir wurden in einer Schrittweite von 0.01 fiir jeden
festen Wert von o mit der angegebenen Verteilung 100000 Zugriffe simuliert.

15

3.8+ -
145
3.6
14
34
135
3.2
*]3 | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Zipf-Verteilung Lotka-Verteilung

Man erkennt, daf die Suchkosten einen graduellen Ubergang zwischen den Kosten von
MTF und TS bilden. Diese Beobachtung bestarkt unsere Intuition, dafd die Verfahren eine
stetige Interpolation erlauben. Dies gilt speziell fiir den Fall stochastischer Quellen, in
dem wir keine analytischen Resultate finden konnten.

SORT-BY-DELAY

Die folgenden Diagramme geben die Suchkosten von SBD(k) bei einer Listenldnge von
n =50 firk = 1,...,10 an. Die optimalen Kosten betragen bei der Zipf-Verteilung
11.11 und bei der Lotka-Verteilung 2.77.

15 4
38 | -
14 3.6 - |
34 -
13 32 F .
3 - |
12 2.8 b T o
11 26 I I I I L]
2 4 6 8 10

Zipf-Verteilung Lotka-Verteilung
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1.5. Konvergenzgeschwindigkeit

1.5. Konvergenzgeschwindigkeit

Wir interessieren uns dafiir, wie lange eine Regel fiir selbstorganisierende Listen beno-
tigt, um nahe an die asymptotischen erwarteten Kosten zu kommen, wenn man eine be-
stimmte Verteilung tiber den Startkonfigurationen voraussetzt. Dieses Problem wurde
fur die Nach-Vorne-Schieben-Regel und die Vertauschen-Regel bereits mehrfach unter-
sucht, zunichst von J. Bitner [B79], dann ausgiebig fiir MTF von J. Fill [FH96, F96, F96a],
vgl. auch [J98].

Intuitiv ist es einleuchtend, dafs eine Regel, deren asymptotische erwartete Kosten
die optimalen erwarteten Kosten gut approximiert, genaue statistische Informationen
tiber die Zugriffsfolge braucht, die nur iiber einen ldngeren Zeitraum gesammelt wer-
den konnen (vgl. Satz 1.27 auf Seite 47). Regeln mit guten asymptotischen Kosten soll-
ten daher eine langsame Konvergenz aufweisen.

1.56.1. Batched(k)-MOVE-TO-FRONT

Wir betrachten nun die Familie der Batched(k)-Nach-Vorne-Schieben-Regeln. Diese ha-
ben gegentiber den Simple(k)-Regeln den Vorteil, daf$ bei der Analyse keine Schwierig-
keiten mit tiberlappenden k-Tupeln entstehen. Sei Ey(t) die erwartete Suchzeit nach t
Zugriffen, und xa die charakteristische Funktion einer Bedingung A.

Satz 1.33. Sei o die Startkonfiguration der Liste. Bei unabhingigen, identisch verteilten
Zugriffen mit der Verteilung p = (p1,...,pn) betrigt die erwartete Suchzeit unter der
Batched(k)-MTE-Regel nach kt Zugriffen

Ex(kt) = Ex(o0) + OWy 5(kt)
mit den asymptotischen Kosten

5 pip} + PiP;

Py +pf

i<j

und dem anfiinglichen Mehraufwand (Overwork) pro Zugriff

k k
D+ pEp:
u) == b

OWy o (kt) = Z PiXo(j)<o(i) T PiXo(i)<o(l) — — %%
P; +pj

i<j

Beweis. Unter einem k-Zugriff verstehen wir einen Block von k aufeinanderfolgenden
Nachfragen auf ein bestimmtes Element. Sei by(j, 1) die Wahrscheinlichkeit, dafs nach
kt Zugriffen j vor i steht. Dies ist der Fall, wenn innerhalb von kt Zugriffen noch gar
nicht auf 1 und nicht auf j zugegriffen wurde, und j schon in der Startkonfiguration o
vor i stand, was mit Wahrscheinlichkeit

Xo(i)<o(i) - (1= PF —p)"*
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1. Adaptive Listenalgorithmen

auftritt. Oder es ist der Fall, wenn bereits k-Zugriffe auf i oder j aufgetreten sind, und
der letzte k-Zugriff war fiir j. Dies passiert mit Wahrscheinlichkeit

t— k
k k kys Pj k kyt
.21_._.— 1—(1—pk—pl)h,
p] _( pl p)) _p]: ‘pr( ( pl p)))

indem man iiber die Anzahl s der k-Zugriffe seit dem letzten k-Zugriff auf j konditio-
niert. Fiir die erwarteten Kosten nach kt Schritten folgt also

Ex(kt) = Zpl + Y bielj 1))

j#
k
plp P;
= 1+ ZZ < ] (Xo(j)<o(i] - ﬁ) (1 —pE—P}Q)t)
i=1 j#i +p] by +pj
pipk + pkp;
= ]+Zipk+pk + 3 (PiXot)<ott) + PiXott)<of)
i<j 1 ) i<j
L ) BT SY
p¥+p¥ Y

O

Die Summe des anfdanglichen Mehraufwands tiber die ersten t Zugriffe kann man gra-
phisch veranschaulichen als die Fliche zwischen den tatsdchlichen Kosten und den
asymptotischen Kosten (schattiert).

A

Y

Korollar 1.34. Sei p; > --- > pn > 0. Wenn keine Annahmen tiber die Startkonfi-
gurationen der Liste gemacht werden konnen, betrdgt der anfangliche Mehraufwand
hochstens

- k
PP (1 pl -l
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1.5. Konvergenzgeschwindigkeit

Beweis. Der schlechteste Fall tritt ein, wenn die Startkonfiguration gerade die Umkeh-
rung der optimalen Sortierung ist, d.h. o0 = (n,n — 1,...,1). Dies folgt aus einer
Monotonie-Beziehung zwischen Startkonfigurationen ¢ und Overwork OWy 4(t), die
fir den Fall MTF in [F96] gezeigt wurde und hier analog gilt:

Die sogenannte schwache Bruhat-Ordnung ist eine partielle Ordnung auf der symme-
trischen Gruppe Sy, der Permutationen [B84, F96]. Dabei gilt ¢ < T, wenn man T aus
o durch eine Folge von paarweise benachbarten Transpositionen (ij) mit i < j erhalten
kann. Die identische Permutation id = (1,2,... ,n) ist ein minimales Element in die-
ser Ordnung, und ihre Umkehrung rev = (n,n — 1,... | 1) ist ein maximales Element.
Betrachten wir einen Schritt (ij) mit i < j in der Folge von Transpositionen, die ¢ in T
tiberfithrt. Dann gilt

{(a,b): 7(a) <t(b)} ={(a,b) : o(a) < o(b)} UL(, )} —{(i,j)).
Damit betrdgt die Differenz des Mehraufwands
OWir(kt) — OW o(kt) = (pi — ;) - (1 = pi —pf)* > 0.

Wir haben also gezeigt, dafy aus o < T folgt, dafs OWy s < OWj r ist. Da rev ein
maximales Element der schwachen Bruhat-Ordnung ist, wird der Mehraufwand durch
OWj rev maximiert. ]

Korollar 1.35. Unter der Annahme, dafs alle Startkonfigurationen der Liste gleichwahr-
scheinlich sind, folgt fiir den anfanglichen Mehraufwand
(pi — ;) (P — P}

(1 —pF—pHt.
2- (p¥+p}) Y

OW (kt) =)

i<j

Beweis. Wenn Prob(o) = 1/n! fiir alle Listenkonfigurationen o gilt, dann folgt fiir i # j,
daff Prob(c(j) < o(i)) = 1/2, und damit E[Xs(j)<ci)] = 1/2 fiir die Zufallsvariable
Xolj)<o(i)- O

Fiir den Fall k = 1 (MTF) wurde dieses Resultat bereits in [B79] gezeigt. Da die erwarte-
ten Kosten nach t Schritten gegen die asymptotischen erwarteten Kosten konvergieren,
gilt OWy (t) — O fiir t — oo. Wir interessieren uns dafiir, wie schnell dies geschieht und
leiten nun eine verteilungsunabhéngige Schranke fiir die Konvergenzgeschwindigkeit
her.

Satz 1.36. Falls alle Startverteilungen gleich wahrscheinlich sind, gilt fiir beliebige ¢ > 0,
p=(p1,... ,pn) undk > 1,daf

1

k
t>t* = {— . (n_2> —‘ = Ei(kt) < (1 +¢) - Ex(o0).
ek 4e
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben und 0.B.d.A. p; > --- > pn. Gesucht ist ein t*, so dafs fiir
t > t* gilt: OWy(kt) < e - Ex(oo). Wir fordern eine hinreichende Bedingung, ndmlich
OWj(kt) < e. Da 1 eine untere Schranke fiir die optimalen asymptotischen Kosten und
diese ein untere Schranke fiir die erwarteten Kosten Ey (o0) sind, folgt der Satz aus

Ex(kt) = Ex(00) + OWi(kt) < Ex(oo) + €+ 1 < Ex(o0) + eEx(o0) = (1 +¢€) - Ex(o0).

Wegen p; > p; fiir i < j und (1 — x)* < exp(—xt) fiir 0 < x < 1 folgt

(pi — ;) (P¥ —pF)
OWi(kt) = Y e (1 =k —pl)*
k
pi—p; P! Tyt
< )y : (1 -p5)
k k 1
i< 2 Pt
< Y Baa-ply
i<j
n kyt
< . (1 —pl
< (2> max (pi-(1-pb)) /2
<

(T21> “0<pei (p ' eitDk) /2

n 1 1/k
() ()"

da das Maximum von p exp(—tpk) beip = (kt) 1/

hinreichende Bedingung an t:
1 n2\ "
t>thi=|— | — .
- ek ( 4e )

Speziell erhalten wir daraus das Ergebnis, daf3 O(n?/¢) Schritte bei der Nach-Vorne-
Schieben-Regel hinreichend sind.

Fiir spezielle Verteilungen kann man bessere Schranken angeben. In den folgenden
beiden Siatzen wiachst t* nur logarithmisch in 1/¢ anstatt polynomiell.

angenommen wird. Also ist eine

O

Satz 1.37. Sei0 < q < 1 und p = (p1,... ,pn) die geometrische Verteilung auf n Elementen
mit Parameter q, d.h. p; = p(n) - V. Dabei ist p(n) = (1 — q)/(1 — q™) der Normali-
sierungsfaktor. Wenn alle Startverteilungen gleich wahrscheinlich sind, dann gilt fiir ¢ > 0,

dafs

t>t* =

[ In(n/(2¢))

WW — E(kt) < (1 +¢)-Eyo0).
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1.5. Konvergenzgeschwindigkeit

Beweis. Wir schétzen zunéchst so ab wie in Satz (1.36).

k
Pi—Pj Pi kit
OWi(kt) < ) e (T=1p5)
5 2 ity
n—1
n/2- Y pi-exp(—tp¥)

i=1

IN

n—1
= n/2. Zp(n) gt -exp(—tp(n)qu(i*”)
i=1

IN

n/2-p(n)- Y q" " -exp(pn)iq )t

IN

n/2-exp((p(n)q™)
< n/2-exp(((1—a)g™ )"
Eine hinreichende Bedingung fiir OW, (kt) < ¢ ist also

In(n/(2¢))
~((T=q)qm)e

Mit einer analogen Rechnung finden wir

Satz 1.38. Sei « > 0. Fiir die verallgemeinerte Zipf-Verteilung mit Parameter « auf n Ele-
menten, also p; = 1/(i%Hn(x)), ilt fiir ¢ > 0 und gleichwahrscheinliche Startverteilungen,

daf
t >t = [(N*Hn(«))* - In(n/(2¢))] = Ex(kt) < (1 +¢) - Ex(oo).
O

Wir betrachten die Markov-Kette auf den Listenpermutationen und interessieren
uns fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den einzelnen Listenzustinden.
Die folgende Formel ist grundlegend fiir die weitere Analyse und stellt eine Verallge-
meinerung des Ergebnisses von Fill dar, der in [F96] den Fall der MTF-Regel betrachtet
hat. Wir benotigen folgende Notation. Fiir einen Vektor w = (wy,... ,wy) von positi-
ven Zahlenund 0 < i <j < mnsei

i i
+_ _ _ byl
Wi—EWh, Wi—llwh) Wi = ||(W1—W) ,
h—1 h=1 A

0<h<;j
wobei war =0,wy=1undwpp = 1. Sei 0 € Sy, eine Permutation von {1,... ,n}. Die
Permutation hat einen Abstieg an Position 1, falls (i) > o(i+ 1). Sei L(o0) die Position
des letzten Abstiegs von o. Dabei ist L(id) = 0 fiir die identische Permutation und stets
0<IL(o)<n-—1.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Satz 1.39. Sei p = (p1,... ,pn) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Wahrscheinlichkeit,
in kt Schritten von Listenkonfiguration o nach T zu gelangen, wenn die Batched(k)-MTF-Regel
angewendet wird, ist

n j t—j
p{,kt](O',T)z Z wj ZW” <> “whtt (1.18)

j:L(o'*Lr) i=0 =0

Dabeiists =1—3 1_, pk und wy = p‘;m.

Beweis. Im Falle k = 1 kollabiert die letzte Summe zu (wi*)t, da s = 0 und wegen
0 =1 nur der Summand bei { = 0 {ibrig bleibt, und man erhélt das Ergebnis von
Fill. Da pp (G T) = ppw(ld o '1) ist, geniigt es, als Startkonfiguration o = id zu
betrachten. Sei q*Y(t,j) die Wahrscheinlichkeit, daf wihrend der t k- -Zugriffe genau
j verschiedene Elemente an den Listenkopf gesetzt werden und die Konfiguration T
ergeben. Dann gilt

'(id, 1) => q* (1.19)

j=0

Fir L(1) > j gilt q*(1,j) = 0, da es in diesem Fall nicht ausreicht, j Elemente an den
Listenkopf zu bewegen, um den Fehlstand an Position L(7) zu beseitigen. Falls L(t) < j,
so miissen die j ersten Elemente in der Liste in der Reihenfolge (j),t(j — 1),...,7(1)
bewegt worden sein. Zwischen den k-Zugriffen, die diese Elemente bewegen, diirfen
beliebige andere k-Tupel eingestreut sein, die keine Listendnderung hervorrufen. Diese
Tupel treten auf mit Wahrscheinlichkeit s, und es konnen hochstens t — j viele sein.
Indem man nach den Zeitpunkten der letzten k-Zugriffe auf die Elemente t(j),... ,t(1)
konditioniert, findet man

t—j
t
k . [4 h hm— h h
gz, ) = (E)s S ) ) s ()R (w )P e
=0 (hy,.e hy)
Zhi:tfff)
hi>0
t—) t j
- wy ()¢ X T
=0 (h1,...,hy) =1
Zhi:tfﬂf)
hy>0
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1.5. Konvergenzgeschwindigkeit

Damit folgern wir

a™(1,j) = { wi 32 (st Xl wys ¢ L(x) <5 }
) 0 . .

und Einsetzen in (1.19) gibt das Ergebnis. O

Im Fall t — oo erhilt man fiir beliebige Startkonfigurationen ¢ die stationdre Wahr-
scheinlichkeit der Konfiguration 7. Das Ergebnis erhidlt man auch durch eine direk-
te Ubertragung der Formel von Hendricks [H72], da die k-Tupel, die nicht ausschlief3-
lich auf ein Element gerichtet waren und somit keine Aktion bewirken, zwar die Kon-
vergenz verlangsamen, aber auf den Grenzwert keinen Einfluf$ haben. Die stationére
Wahrscheinlichkeit von 7 ist die Wahrscheinlichkeit, die k-Tupel T(1 )% ..., t(n)kin die-
ser Reihenfolge durch Ziehen ohne Zurticklegen zu finden, unter der Bedingung, nur
Elemente aus {t(1)¥,... ,t(n)¥} zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit eines k-Zugriffs auf
T(1) unter dieser Bedingung ist p‘;(1 ) Jwit.

Korollar 1.40. Die stationdre Wahrscheinlichkeit der Listenkonfiguration T unter der
Batched(k)-MTF-Regel ist

n(t) = Wi Wwnn
Kk k Kk k
_ Pxy Pz (2) P1(3) Prn)
- + ot kT k kT F k k k '
Wn Wn =Pra) Wn = Pra) ~ Py Wn —Pra) ~ Pr2) 7 T Prno)

Beweis. Wir schreiben (1.18) um als

. n n t—j t

t * _

o= Y ww Y (€> stwi)et, (1.20)
i=0 j=max{i,L(c—17)} =0
Nunist s + w; < 1 fiiralle i < nund s + w;} = 1. Also gilt auch
< [t 1 i=n
O, t—C : =

é((Z)s(wi) —){0 : i<n}’ t — oo.

Das bei der Summation fehlende Stiick Zzztﬂ. 41 hat konstant j Summanden und spielt
im Fall t — oo keine Rolle mehr. Somit bleibt beim Grenziibergang nur noch der Sum-
mand mit i = n tibrig und man erhélt (unabhéngig von der Startkonfiguration o)

k *
pl(9 t)(cr, T) — Wi W n = 7(T).
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1.5.2. Sort-by-Delay(k)

Wir betrachten die erwartete Suchzeit unter der SBD(k)-Regel nach t Schritten. Hierzu
modifizieren wir diese Verfahren so, daf8 erst nach k Zugriffen ein Element bewegt
wird, bei den ersten k — 1 Nachfragen bleibt es auf seinem urspriinglichen Platz stehen.

Satz 1.41. Sei o die Startkonfiguration der Liste. Bei unabhiingigen identisch verteilten Zugrif-
fen mit der Verteilung p = (p1,... ,pn) betrigt die erwartete Suchzeit unter der SBD(k)-Regel
nach t Zugriffen

Ei(t) = Ex(oo) + OW, 4(t)

mit den asymptotischen Kosten

(2k ) (Z—H Zk 1— C_I__plk 1— (Z.pf—H
(pi+p])2‘< ‘

_1+ZZZ

i<j (=0

und dem anfiinglichen Mehraufwand (Overwork) pro Zugriff

k—1

OWiolkt) = 3 pi- Z ( o) ) G) <t " e)pipjcﬂ —pi—p;)" "
(=0

i<j h=
s s—k+1 s—k+1-h
+S§_t (k_]>< h )vlplﬂ—vl P;) )

Beweis. Wir sind an der Wahrscheinlichkeit by (j, 1) interessiert, daf$ nach t Schritten j
vor i steht. Wenn es bis dahin hochstens k — 1 Zugriffe auf j gab, dann steht j vor
i genau dann, wenn auch hochstens k — 1 mal i nachgefragt wurde und am Anfang
schon j vor i stand. Dies tritt auf mit Wahrscheinlichkeit

Tk
bY(5,1) = Xoj)<ott ZZ ( > (t_€>pfp'€(1 —pi—p;)"

Wenn es schon mindestens k Zugriffe auf j gab, dann befindet sich j vor i, wenn seit
dem k-letzten Zugriff auf j hochstens k — 1 Nachfragen nach i aufgetreten sind. Kondi-
tioniert man danach, dafd nach dem k-letzten Zugriff auf j noch genau s Schritte gefolgt
sind, so erhilt man

2 t—1 k-1 s s—k+]
b,(c](j,i):p}Q- Z Z(k—])( h )p?(]_pi_pj)Sk—Hh.
=k

s=k—1h=0

Fiir t — oo konvergiert dieser Wert gegen die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafs j
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vor i steht, siehe Formel (1.12). Denn es gilt mit (,%;) (* ') = (* ") (,_5,,), daB

k—1 9]
—1+4+h S k1o
(2)(s 3 _Z kZ . s—k+1-h
boo (]vl) - < 1p] 'S_O( ]_l_h)(]_pl p])s

(7
k—

k-l—h
heo (pi + p

1 k-1-h
1 <k—]+h> ok k—=T—h\ ¢ 1 ho
- 2k PiP; Z PiP;
(p1+p]) heo h i—o ¢
K1 kT
1 K—14+h\ (k=T1—h\ . g o
~ o 2 (e (2 e
(pi +pj) =0 h=0 k—1 k—1-m
K1
— ; . (2 - ]>_pmp2k 1-m
(i + )" = v
= b(j,i).

Dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen mit 3 ;> (*1*)z* = (1 —z)*' und das vor-

letzte Gleichheitszeichen aus Y §_, ) (15::1) = (ZkH) siehe [GKP94]. Fiir die erwar-
teten Kosten nach t Schritten gilt

im(+Zb]1+b%))
i=1

j#t

und Einsetzen ergibt das Ergebnis. Aufgrund der partiellen Summation ) o, scheint
leider keine weitere Vereinfachung moglich zu sein. O

1.6. Gewinnung statischer Listen

Den bisher vorgestellten Algorithmen ist gemeinsam, dafs sie immer fortgefiihrt wer-
den und daf} die Liste immer wieder umgeordnet wird. All diese Verfahren (bis auf
FREQUENCY-COUNT, das bei der folgenden Diskussion zunéchst nicht betrachtet wird)
benutzen ein endliches Gedachtnis, und die zugrundeliegende Markov-Kette tiber den
Zustanden der Datenstruktur ist ergodisch. Daraus folgt, dafs jede mogliche Anord-
nung der Liste mit positiver stationdrer Wahrscheinlichkeit auftritt und somit die Zu-
griffszeit ab und zu sehr schlecht werden kann [Me77]. Diese Verfahren werden ergodi-
sche Heuristiken genannt.

Man kann selbst-organisierende Listen aber auch dazu benutzen, um statische Da-
tenstrukturen zu erhalten. In diesem Fall mufs der Algorithmus so modifiziert wer-
den, dafd die zugrundeliegende Markov-Kette absorbierend wird. Irgendwann bleibt
sie in einem absorbierenden Zustand hdngen, und dieser beschreibt dann die statische
Datenstruktur, die von diesem Zeitpunkt ab ausschliefilich verwendet wird. Das Ziel
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dabei ist, die Wahrscheinlichkeit der Absorption in ,guten” Konfigurationen grof$ zu
machen, d.h. die erwartete Suchzeit der statischen Datenstruktur zu minimieren. Dies
kann jedoch nur sinnvoll sein, wenn man unabhingige und identisch verteilte Zugriffe
voraussetzt. Solche Verfahren bezeichnen wir als absorbierende Heuristiken .

In der Literatur gibt es einige Vorschldge fiir absorbierende Heuristiken fiir adapti-
ve Listen. Es wurde aber stets nur gezeigt, dafs die Wahrscheinlichkeit der Absorption
in der optimalen Konfiguration beliebig nahe an 1 liegen kann, wenn man die Regel
entsprechend wéhlt [OHM90, ON93]. In einer anderen Arbeit [R92] wird ein experi-
menteller Ansatz beschrieben, bei dem gemafs des Paradigma vom Simulated Annealing
die Heuristik immer mehr ,abgekiihlt” wird, d. h. immer seltener aufgerufen wird, bis
irgendwann ein statischer Zustand erreicht ist.

Wir wollen im folgenden den Zusammenhang zwischen ergodischen und absor-
bierenden Verfahren systematisch beschreiben. Eine genaue Analyse der Verfahren er-
moglicht Aussagen tiber die Giite der erzielten statischen Struktur und iiber die nétige
Konvergenzzeit. Unter anderem kann dabei ein Tradeoff beobachtet werden: wenn die
Konvergenzzeit klein ist, hat das Verfahren nur wenig Gelegenheit, die Verteilung der
Quelle zu erlernen, und die Giite der erzielten Struktur ist schlecht (vgl. Satz 1.27).

Im Zusammenhang mit diesen Uberlegungen stehen die Ergebnisse von Hofri und
Shachnai [HS91]. Sie haben folgenden Synergie-Effekt festgestellt: wenn fiir zwei Li-
stenelemente i und j die Zugriffswahrscheinlichkeiten p; und p; sehr verschieden sind,
dann ist es fiir geeignete Verfahren einfach, diese Elemente richtig zu trennen und das
Element mit der grofSeren Wahrscheinlichkeit vor das andere zu setzen. Wenn anderer-
seits die Wahrscheinlichkeiten p; und p; nahe beieinander liegen, dann ist es schwierig,
diese Elemente in der richtigen Reihenfolge in der endgiiltigen Liste zu plazieren. Aber
das macht nichts, denn eine Vertauschung wird sich in der erwarteten Suchzeit kaum
Auswirken, da eben die Wahrscheinlichkeiten ungefahr gleich grof3 sind.

Diese Beobachtung ist die intuitive Begriindung dafiir, dafs es moglich ist, vertei-
lungsunabhéngige Schranken fiir die Giite der erzielten Struktur zu zeigen.

Grundsétzlich sind zwei Vorgehensweisen moglich, um statische Strukturen zu er-
halten: entweder werden absorbierende Heuristiken verwendet, oder die Operation
der ergodischen Verfahren wird nach einer bestimmten Zeit (stopping time) eingestellt.
Im zweiten Fall gelten fiir die erwartete Suchzeit nach einer Stopping Time von t Schrit-
ten die gleichen Aussagen, wie sie im letzten Kapitel iiber die Konvergenzgeschwindig-
keit gemacht wurden. Deshalb beschiftigen wir uns nun mit absorbierenden Listenal-
gorithmen.

Absorption

Wir betrachten folgendes allgemeine Schema, um aus ergodischen Verfahren absorbie-
rende Regeln abzuleiten:

Gegeben sei ein ergodischer Listenalgorithmus, der nachgefragte Elemente
entweder an den Listenkopf setzt oder gar nicht bewegt.
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1.6. Gewinnung statischer Listen

Der korrespondierende absorbierende Algorithmus bewegt jedes Element
nur einmal und plaziert es damit an seine endgiiltige Position. Wenn der
ergodische Algorithmus ein Element zum ersten Mal nach vorne schiebt,
setzt das absorbierende Verfahren es direkt vor alle Elemente, die noch nicht
bewegt wurden.

Folgendes Beispiel des absorbierenden MTF-Verfahrens zeigt, wie der statische Teil
der Liste (grau schattiert) vom Listenkopf ausgehend nach hinten wiachst, wenn die Zu-
griffsfolge 0 =1, 3,5, 3,4, 2 bearbeitet wird. Nachdem n — 1 Elemente plaziert wurden,
steht die Struktur fest.

o =1 1 (2 |3 |4 |5
oy =3 1 13 |2 |4 |5
63 =5 1 |3 |5 |2 |4
04 =3 1 |3 [5 |2 |4
o5 =4 113 |5 |4 |2
oc =2 1 13 |5 |4 |2

Literaturiibersicht

Die absorbierende MTF-Regel wurde von Bitner [B79] unter dem Namen FIRSTREQUE-
STRULE eingefiihrt. Das absorbierende Gegensttick zur Simple(k)-MTF-Regel wurde
von Oommen, Hansen und Munro betrachtet [OHM90]. Dort wurde vermutet, aber nicht
gezeigt, dafs sie asymptotisch optimal ist. Wir geben den ensprechenden Beweis in Satz
1.44.

Die entsprechende Batched(k)-Regel wurde offenbar noch nicht untersucht. Die
in [B79] eingefiihrten ergodischen WAIT-k AND MOVE-Regeln benutzen fiir jedes Ele-
ment einen Zugriffszahler mit Wertebereich 0, ... , k. Diese Zdhler sind zu Anfang auf
0 gesetzt und werden bei jeder Anfrage des Elements erhoht. Sobald fiir ein Element
der Zahler den Wert k erreicht, wird dieses Element an den Anfang der Liste gesetzt
und der Zahler auf 0 zuriickgesetzt. Dieser Regel entspricht eine absorbierende Regel,
die ebenfalls in [OHM90] betrachtet wurde. Sie haben gezeigt, dafs diese Regel asym-
ptotisch optimal ist, wenn k — oco. Interessanterweise kann man von verschiedenen
ergodischen Verfahren zu dieser Regel gelangen: die absorbierenden Versionen der LI-
MITED COUNTER SCHEMES [HS91a, HS91, HS98] und der SORT-BY-DELAY(k)-Regeln
ergeben alle dieses Verfahren. Deshalb werden wir im folgenden von der absorbieren-
den SBD(k)-Regel sprechen und die in Abschnitt 1.4.3 gemachten Analysen iibertragen.
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Eine weitere absorbierende Regel, die keiner ergodischen Heuristik entspricht, ver-
dient Beachtung. Diese von Oommen und Ng [ON93] eingefiihrte Heuristik ist ver-
wandt mit der absorbierenden Simple(k)-MTF-Regel. Bei der Entscheidung, wann k
mal hintereinander auf das gleiche Element zugegriffen worden ist, werden aber die
Elemente, die bereits ihre endgiiltige Position gefunden haben, ausgeblendet. Das hat
den Effekt, dafs man die absorbierende Simple(k)-Regel anwendet, aber mit bedingten
Zugriffswahrscheinlichkeiten. Die Bedingung wird also dargestellt durch die Menge
der schon bewegten Elemente.

Im weiteren interessieren wir uns insbesondere fiir die Konvergenzgeschwindig-
keit der verschiedenen Verfahren und den Tradeoff zwischen der erreichten Giite der
Struktur und der notigen Zeit bis zur Absorption. Zur Analyse beobachten wir fol-
gende wichtige Aussage, die ergodische und absorbierende Heuristiken verbindet und
tir den Fall der absorbierenden MTF-Regel schon in [B79] gezeigt wurde. Wie bei dem
oben angegebenen allgemeinen Schema setzen wir voraus, dafd der ergodische Listenal-
gorithmus ein Element entweder gar nicht bewegt oder an den Listenkopf setzt.

Satz 1.42. Fiir jede Verteilung iiber den Startkonfigurationen der Listen ist die Wahrschein-
lichkeit, nach einer bestimmten Schrittzahl eine gewisse Listenkonfiguration zu erhalten, fiir
die ergodische und die absorbierende Variante einer Regel gleich, wenn die Zugriffe unabhingig
und identisch verteilt sind.

Beweis. Fiir jede Zugriffsfolge o1, 02,... , 0y fiir die ergodische Regel produziert die
umgedrehte Zugriffsfolge o, ..., 07 die gleiche Liste bei Anwendung der absorbie-
renden Regel. Da die Zugriffe unabhéngig sind, sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die-
se beiden Folgen gleich. O

Das bedeutet, dafs durch die absorbierende Regel eine Listenkonfiguration gemaf3
der stationdren Verteilung der ergodischen Regel erzeugt wird. Die Aufgabe des Samp-
ling der stationdren Verteilung einer Markov-Kette ist auch in anderen Anwendungen
von Interesse, siehe z.B. Aldous [A95] und Lovdsz und Winkler [LW95]. Es impliziert,
dafd die so gewonnene statische Listenkonfiguration durch weitere Anwendung der
ergodischen Regel nicht weiter verbessert werden kann.

Absorbierendes Sort-by-Delay(k)

Hier gilt, dafs Element j vor Element i plaziert wird, wenn k Zugriffe auf j vor k Zugrif-
fen auf i aufgetreten sind. Die Wahrscheinlichkeit b(j, 1) dafiir ist

00 k—1
. t t—k+1 e
o, = vk Y () X (T e
t=k (=0
B kZ1<2k—1> pipy
= t ) (pitpy)#t’

Den Ansatz erhilt man, indem man beziiglich der Zeitdauer t zwischen dem ersten
Zugriff auf j und dem aktuellen Zugriff konditioniert. Nach dem ersten Zugriff auf j
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gab es noch k— 1 weitere Zugriffe auf j, aber hochstens k — 1 Nachfragen fiir i. Wie man
nachrechnet oder (gemdf3 Satz 1.42) ist diese Wahrscheinlichkeit gleich der asymptoti-
schen Wahrscheinlichkeit fiir j vor i der ergodischen Regel, siehe Formel (1.12). Damit
ergeben sich fiir die Qualitdt der absorbierenden SBD(k)-Regel die gleichen Schranken
von Satz 1.24 wie fiir die ergodischen Regeln.

Die néachste Frage ist, wie lange es dauert, bis Absorption eintritt. Dies ist ein Cou-
pon Collector Problem, siehe z.B. [BH97] fiir einen Uberblick. Die Zufallsvariable T; be-
schreibe die Anzahl der Schritte, die notig ist, damit jedes Element mindestens einmal
nachgefragt wurde. Dann interessieren wir uns insbesondere fiir den Erwartungswert
E[T;]. Bei der absorbierenden sBD(k)-Regel wird ein Element plaziert, wenn es k mal
gezogen wurde. Fiir k = 1 erhdlt man das klassische Coupon Collector Problem und
fiir k > 1 eine Variante, die Double Dixie Cup Problem genannt wird. Der Name stammt
von einem Spiel, bei dem jedes von k Kindern versucht, einen kompletten Satz von Bil-
dern aus Eisbechern (dixie cups) zu sammeln, und die Kinder untereinander tauschen.
Das bedeutet, es gentigt, wenn alle Kinder zusammen jedes Bild mindestens k mal fin-
den, durch anschliefsendes Tauschen erhilt dann jedes Kind von jedem Bild mindestens
ein Exemplar. Das Problem wurde fiir den Fall der Gleichverteilung erstmals von New-
man/Shepp [NS60] untersucht und die asymptotische Formel fiir die erwartete Zeit E[Ty]
bis zu k Sdtzen von Elementen

E[Ty] ~nIn(n) + (k — T)nin(In(n)) k fest, n — oo

hergeleitet (In n bezeichnet den nattirlichen Logarithmus). An diesem Ergebnis erkennt
man, daf} die Wartezeit fiir das erste Exemplar im Mittel In n ist, wahrend jedes weitere
Exemplar nach nur Inlnn Ziehungen gefunden wird. Eine weitergehende Analyse
wurde in [B63] durchgefiihrt, aber sie gilt nur fiir Verteilungen, bei denen das Verhiltnis
zweier Wahrscheinlichkeiten durch eine Konstante beschrankt ist. Die geometrische
Verteilung oder Zipf-Verteilung fallen nicht darunter. In [BH97, B63, FGT92] findet
man die Darstellung

0 n

BT = | 1= [0 - e Pentp) at
0 i=1

wobei ey (x) = Z}:()] x}/j! die abgeschnittene Exponentialreihe ist. Diese Integraldar-

stellung wurde im Fall k = 1 in [BP96] untersucht und unter anderem folgendes asym-
ptotische Resultat fiir die verallgemeinerte Zipf-Verteilung p; = 1/(Hn(x)i%) gezeigt

T In(n) D 0<a<]
E[Tq] ~ n(lnn)? : o =1
Hp(a)n*Inn o> 1

Die Analyse lafit sich jedoch nicht auf beliebige k > 1 erweitern, da man nur den
fithrenden Term der asymptotischen Entwicklung (nInn bei Gleichverteilung) erhalt,
nicht aber die entscheidenden Ausdriicke niedrigerer Ordnung ((k — 1)n InIlnn bei der
Gleichverteilung).
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Die Diagramme zeigen die Ergebnisse von numerischen Simulationen mit den
sBD(k)-Verfahren. Fiir jeden Punkt wurde der Mittelwert aus 100 Experimenten ge-
bildet. Die ersten beiden Bilder zeigen die Wartezeit Ty fiir k = 1,... ,30 bei n = 100
Listenelementen und bei Gleichverteilung und Zipf-Verteilung der Zugriffe. Man er-
kennt die lineare Abhingigkeit von k nicht nur bei der Gleichverteilung.

18000
4000 - . 16000 [~ —
- — 14000 [~ —
3000 — 12000 - —
- — 10000 [~ —
2000 - — 8000 —
- — 6000 —
1000 - — 4000 - —
- — 2000 —
O | | | | | 0 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Gleichverteilung Zipf-Verteilung

Das zweite Bild stellt das Wachstum der Wartezeiten bei k = 1, 2, 3, Zipf-Verteilung
und Listenldngen zwischen 10 und 1000 gegentiber.
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Das folgende Diagramm vergleicht die Wartezeiten beim klassischen Coupon Col-
lector Problem (k = 1) mit n = 100 Elementen auf der verallgemeinerten Zipf-
Verteilung mit Parameter & zwischen 0 (Gleichverteilung) und 2.
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Absorbierendes Simple(k)-Move-to-Front

Diese Regel arbeitet folgendermaflen: wenn ein Listenelement zum ersten Mal k mal
hintereinander angefragt wurde, wird es auf seine endgiiltige Position gesetzt. Dabei
wird es so weit nach vorne geschoben, dafs davor nur noch Elemente stehen, die eben-
falls schon ihre endgitiltige Position erreicht haben. Dieses Verfahren wurde bereits in
[OHMO90] betrachtet, der Nachweis der Konvergenz zu einer optimalen Konfiguration
bei k — oo aber als offenes Problem bezeichnet. Diese Aussage ist aber eine unmittelba-
re Folgerung von Satz 1.42 und der entsprechenden Aussage fiir die ergodische Regel,
vgl. (1.2). Wir geben auch einen direkten Beweis an:

Lemma 1.43. Bei der absorbierenden Simple(k)-MTF-Regel steht in der endgiiltigen Konfigu-
ration i vor j mit Wahrscheinlichkeit

pi(1—p)(1 —p¥)
PE(T—pi) +p¥(1 = pj) — (2= pi —pj) (pips)*

bk(i) )) =

Beweis. Wir betrachten die zugehorige absorbierende Markov-Kette, die hier am Bei-
spiel k = 3 dargestellt ist.
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1 —pi—p;

Wir suchen die Wahrscheinlichkeit Prob(Z) der Absorption in Zustand (k, i), wenn
man in einem Zustand Z startet. Dazu betrachten wir fiir jeden Zustand Z die be-
dingten Absorptionswahrscheinlichkeiten nach einem Schritt in der Markov-Kette und
erhalten

Prob(k,i) = 1

Prob(k,j) = 0

Prob(0) = piProb(1,i)+ p;Prob(1,j) + (1 —p; — p;)Prob(0)

Prob(¢,i) = piProb(¢+1,1) 4 p;Prob(1,j) + (1 —pi —p;)Prob(0) (L =1,... k—1)
Prob((,j) = piProb(1,i) +p;Prob({ +1,j) + (1 —p; —p;)Prob(0) (L =1,...  k—1).

Daraus folgt zunédchst

Prob(0) = p;iProb(1,i) 4 p;Prob(1,j) + (1 —p; — p;)Prob(0)
Prob(1,i) = p& '+ (p;Prob(1,j) + (1 —p; — p;)Prob(0)) (1 —pX 1) /(1 —py)
Prob(1,j) = (piProb(1,1i) + (1 —p; —p;)Prob(0))(1 —p}H)/(] —7;j) .

Wenn man dieses tibriggebliebene Gleichungssystem in den drei Variablen Prob(0),
Prob(1,1), Prob(1,j) 16st, erhilt man schliefdlich

pE(1 —pi) (1 —p¥)

pE(T —pi) + X1 —pj) — (2= pi —pj)(pips)*

bx(1,j) = Prob(0) =

O

Satz 1.44. Fiir k — oo konvergiert die Wahrscheinlichkeit der Absorption in einer optimalen
Listenkonfiguration unter der absorbierenden Simple(k)-MTF-Regel gegen 1.
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Absorbierendes Batched(k)-Move-to-Front

Hier findet man analog zu oben, dafd die Wahrscheinlichkeit fiir j vor i in der endgiilti-
gen Konfiguration durch

k
| _ ]
bk() ) 1) D f T _pf
gegeben ist. Damit gelten die gleichen Schranken wie fiir die asymptotischen erwar-
teten Kosten, siehe (1.2). Jetzt sind wir in der Lage, auch die erwartete Zeit bis zur
Absorption berechnen zu kénnen. Dazu betrachten wir die Menge aller k-Tupel tiber
dem Alphabet A, wobei [i ... ix] mit Wahrscheinlichkeit p;, - - - p;, auftritt. Gesucht ist
die Wartezeit Ty , bis die Teilmenge der n Tupel D = {[1...1],...,n...n]} gezogen
wurde. Fiir diese Fragestellung gilt nach [BH97]

ET] = JOO1 - H(1 — e Pitydt.
0

ieD
Durch eine Modifikation der Rechnung aus [BP96] erhilt man fiir die Gleichverteilung
ET] ~nkInn
und fiir die verallgemeinerte Zipf-Verteilung
ElTi] ~ Hn (o) *n®* Inn,

speziell fiir « = 1 also E[T] ~ n¥(Inn)**!. Damit folgt, dafl die Zeit bis zur Absorption
exponentiell mit k wéchst, was angesichts der Batched(k)-Regel zu erwarten war.

1.7. Randomisierte Listenalgorithmen

In diesem Abschnitt werden wir einige Listenalgorithmen betrachten, die zu ihren Ent-
scheidungen nicht nur Informationen {iber vergangene Zugriffe, sondern auch zufalli-
ge Bits benutzen diirfen. Bei der kompetitiven Analyse ist insbesondere das Modell
des blinden Gegners (oblivious adversary) interessant. Ein solcher Gegenspieler darf die
Zufallsentscheidungen des Online-Algorithmus nicht sehen, sondern muf3 die gesamte
Anfragefolge im voraus angeben.

Bei Modellen mit stirkeren Gegnern, die die Konstruktion der Zugriffsfolge von
den zufélligen Entscheidungen abhédngig machen diirfen (adaptive adversaries), niitzt
die Randomisierung nichts. Wenn der Gegner die Anfragen in Abhingigkeit der Zu-
fallsentscheidungen stellen darf, und dariiber hinaus erst am Ende die gesamte Folge
abarbeiten muf$ (adaptive offline adversary), so existiert auch stets ein deterministischer
Listenalgorithmus mit gleichem kompetitiven Faktor wie der randomisierte Algorith-
mus [BBKTW94]. Gegeniiber einem derart starken Gegner bringt Randomisierung also
keinen Vorteil.
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Im folgenden werden wir nur noch das Modell des blinden Gegners betrachten. Sei
o eine beliebige Zugriffsfolge, OPT(c) die Kosten des optimalen Offline-Gegners und
E[ALG(0)] die erwarteten Kosten des randomisierten Online-Algorithmus, wobei der
Erwartungswert tiber die zufdlligen Entscheidungen des Algorithmus gebildet wird.
Dann hat ALG einen kompetitiven Faktor c, falls eine Konstante a existiert, so daf? fiir
alle Folgen o gilt

E[ALG(0)] < c-OPT(0) + a.

Der beste bisher bekannte randomisierte Listenalgorithmus COMBINATION von
S. Albers et.al. [ASW95] besitzt den kompetitiven Faktor 1.6, der damit deutlich unter
der unteren Schranke von 2 fiir deterministische Listenalgorithmen liegt. Fiir randomi-
sierte Verfahren ist eine untere Schranke von 1.5 bekannt [T93].

Bei kompetitiver Analyse besteht der Vorteil randomisierter Verfahren darin, dafs
sie ihr Verhalten gegeniiber dem Gegner verschleiern. Der Gegner kann keine Zugriffs-
folge konstruieren, die fiir den Algorithmus eine Eingabe im schlechtesten Fall dar-
stellt. Manche Verfahren (z.B. TIMESTAMP(p) [A98]) sind eine randomisierte Mischung
zweier deterministischer Algorithmen, die unterschiedliche Worst-Case-Eingaben be-
sitzen. Da der Gegner nicht weifs, welches Verfahren beim aktuellen Zugriff verwen-
det wird, ist es ihm auch nicht moglich, die schwéchste Stelle eines deterministischen
Verfahrens zu treffen [BoE97]. Andere Verfahren (z.B. BIT [RWS94]) benutzen nur zur
Initialisierung einige zufdllige Bits zur Auswahl eines deterministischen Algorithmus,
der anschliefsend ausschliefilich benutzt wird, und sind schon dadurch gegentiber ei-
nem blinden Gegner im Vorteil.

Bei unabhingigen, identisch verteilten Zugriffen gemafs einer festen Wahrschein-
lichkeitsverteilung bringt Randomisierung keinen Gewinn.

1.7.1. RMTE(p)

Wir untersuchen eine einfache randomisierte Variante des Nach-Vorne-Schieben-Algo-
rithmus und geben einen vereinfachten Beweis fiir folgenden Satz aus [G97] an.

RMTF(p): Sei 0 < p < 1. Wenn auf das Listenelement x zugegriffen wurde,
dann setze x mit Wahrscheinlichkeit p an den Listenkopf. Mit Wahrschein-
lichkeit 1 — p tue nichts.

Satz 1.45. Der kompetitive Faktor von RMTF(p) betrigt max{2,1/p}.

Beweis. Sei eine beliebige Zugriffsfolge 0 = (o71,... ,0m) gegeben und sei oy = x die
aktuelle Anfrage.

Wie vorher sei (y, x) eine Inversion, wenn in der von RMTF(p) verwalteten Liste y
vor x steht, in der optimalen Liste aber x vor y. Sei k die Position von x in OPT's Liste,
und r die Anzahl der Inversionen (y, x). Dann sind die Kosten von RMTE(p) in diesem
Schritt RMTF(p)¢ < k + r und die Kosten des optimalen Algorithmus OPT; = k.
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Wir benutzen amortisierte Analyse, um mit Hilfe einer Potentialfunktion die zu-
sdtzlichen Kosten aufgrund der Inversionen ausgleichen zu kénnen. Mit Wahrschein-
lichkeit p wird das nachgefragte Element x nach vorne gesetzt, und dadurch wer-
den alle Inversionen (y, x) verschwinden. Allgemeiner werden mit Wahrscheinlichkeit
p(1—p)U~1 erst nach j-maliger Nachfrage nach x diese Inversionen verschwinden. Ei-
ne Inversion verursacht also erwartete Kosten von Z;’i (1 — p)i=1 = 1/p und mufB
dadurch mit dem Faktor 1/p gewichtet werden. Die Potentialfunktion lautet damit

O = Z 1/p .

y7#z

(y,z) Inversion

Beim Zugriff auf x wird OPT sein x auf eine Position k' riicken, 1 < k’ < k. Der Online-
Algorithmus RMTF(p) wird mit Wahrscheinlichkeit p das Element x an den Listenkopf
setzen. Dann verschwinden die r Inversionen vom Typ (y, x), aber k' neue Inversionen
der Art (x, z) kommen hinzu, da der optimale Algorithmus sein x nur bis zur Position
k' bewegt. Wenn mit Wahrscheinlichkeit 1 —p das Element x an seinem Platz verbleibt,
dann bleiben die r Inversionen erhalten, und es kénnen bis zu k — k' Inversionen der
Art (z, x) neu entstehen, indem OPT sein x an z vorbei nach vorne bewegt. Die erwartete
Potentialanderung betrdgt somit hochstens

:—)- [p(k' =)+ (1 —p)k—K)] = —r+ (1 —p)k+p(2p—1)k')

und die amortisierten erwarteten Kosten a; in Schritt t sind

(1—p)k+(2p—1)K
- .

a¢ = RMTE(p)t +AD < k+r—1+

1. Fall: p < 1/2

In diesem Fall ist (1 —p)k + (2p — 1)k’ < (1 —p)k fiir 0 < k' < k — 1. Fiir die
amortisierten Kosten folgt

a; < (1+—];p>k — k/p,

und fiir den kompetitiven Faktor a; < 1/p - OPTy.

2. Fall: p > 1/2
In diesem Fall ist (1—p)k+(2p—1)k’ < pk fiir 0 < k/ < k—1. Fiir die amortisierten

Kosten folgt
(¢F3 S <] + E) k')
P

und fiir den kompetitiven Faktor a; < 2 - OPTy.
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Insgesamt folgt fiir jeden Schritt t, dafl a; < max{2,1/p} - OPT, und damit auch fiir die
gesamten amortisierten Kosten. O

Diese Schranke ist scharf fiir p < 1/2, wie man folgendermafen sieht (vgl. [BE98]
fur p = 1/2). Wir betrachten die Zugriffsfolge

o=x5x5 ... %k,
Der MTF-Algorithmus erzeugt Kosten von MTF(o) = n(k — 1) + n(n + 1)/2, wenn er
in Konfiguration (x1, ... ,xn) gestartet wird. Das RMTF(p)-Verfahren zieht ein Element
im Mittel erst nach 1/p Zugriffen nach vorne und produziert daher bei Start in einer
beliebigen Konfiguration die erwarteten Kosten von mindestens E[RMTF(o)] > n(k —
1/p) +n(n+1)/(2p). Fur das Verhiltnis folgt

ERMTE(0)] _ 1/p(n? —n)+2nk 1
OPT(0) Z n24n+2nk—-1) 1—)+O(1/n)

fur feste k und n — oo. Also kann das Verhltnis beliebig nahe an 1/p liegen. Dieses Re-
sultat widerlegt die Vermutung aus [AMN93], dafs RMTF(1/2) ebenso 1.75-kompetitiv
ist wie der BIT-Algorithmus. Der Grund dafiir ist, daf BIT ein Element garantiert
am Listenkopf plaziert hat, wenn es zweimal hintereinander nachgefragt wurde. Bei
RMTF(1/2) mufs im Mittel zweimal hintereinander zugegriffen werden, damit das Ele-
ment nach vorne geschoben wird, es kann aber beliebig lange dauern.

1.7.2. BIT

Als néichstes analysieren wir das Verhalten des randomisierten Algorithmus BIT auf
stochastischen Quellen.

BIT: Mit jedem Listenelement j ist ein Bit b(j) € {0, 1} assoziiert, das bei
jedem Zugriff auf j gekippt wird. Wenn b(j) = 0 ist, wird j an den Li-
stenanfang gesetzt, ansonsten passiert nichts. Die n Bits werden zuféllig
unabhingig und gleichverteilt initialisiert.

Wie erwédhnt erzielt BIT gegeniiber dem blinden Gegner einen kompetitiven Faktor von
1.75 [RWS94].

Satz 1.46. Bei unabhingigen Zugriffen gemifS der Verteilung p = (p1,... ,pn) erzeugt BIT
die asymptotischen erwarteten Kosten pro Zugriff

y 7pip; +18pipi + 7pip; 7

E(p) = T+ 2ot p ) < — - OPT(p).
i j

~

j<i

Beweis. Wir betrachten ein Paar 1 # j von Elementen und untersuchen fiir (b(i),b(j))
die vier Fille (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1), die alle unabhingig voneinander mit Wahr-
scheinlichkeit 1/4 auftreten. Dabei bedeutet b(i) = 0, daf$ i beim letzten Zugriff an den
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1.7. Randomisierte Listenalgorithmen

Listenkopf gesetzt wurde, und b(i) = 1, daf8 i bei der vorletzten Nachfrage nach vorne
bewegt wurde. Fiir die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafi j vor i steht, folgt dann

b(j,ilb(i) =0,b(j) =0) = —D
Pi + P;
p2
b(j,i|b(i)=0,b(j)=1) = j
(pi + ;)
Pj PiPj

b(j,1]b(i) =1,b(j) =0) = pi+p;  (pi+pj)?

2pip; . pf

b iIb) =1,b6) = 1) = =l o
i ) 1 )

Die folgende Tabelle erldutert die Zugriffsfolgen, die zu obigen Formeln fithren. Dabei
stehen drei Punkte (. . .) fiir eine Folge beliebiger Lange von Elementen verschieden von
iund j; eine solche Folge hat die Wahrscheinlichkeit Y {2, (1 —p; — p;)t = 1/(pi + ;).

b(i) b(j) | Zugriffsfolge, die (j, i) erzeugt

0 0 N
0 1 i
1 0

T 1 i

e e e | e

Summation und Division durch 4 gibt

4p? + 9p7pi + 3pspi

ol = 4(pi +p;)?

Also folgt fiir die asymptotischen erwarteten Kosten

E(P) = Zpl ]+Zb11

jAL
- 7p3p; + 18p{pf + 7pip;
a 4(pi +p;)?

j<i
n

i=1 j=1

~ 7pip; + 18pipf + 7pip;
(p1+p])3 '
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Fiir die Abschitzung zu den optimalen erwarteten Kosten folgt

E(p) o ] Z 7pip; + 18pip? + 7p3
OPT(p) 1<i<n i 4(pi + ;)3
< max 7% +18¢ + 7x
Tox>] 4(1 +x)3
< 7/A.

O

Da der Faktor 7/4 im kompetitiven Modell, also fiir beliebige Zugriffsfolgen gilt, ist er
im stochastischen Modell naheliegend. Fiir bestimmte Verteilungen kénnen wir exakte
Analysen vornehmen und bessere Schranken finden.

Satz 1.47. Die erwarteten Kosten von BIT unter der Zipf-Verteilung betragen asymptotisch
(m — o0)

14+ 141In(2 n 7
Eunlp) = i T

< 1.3381 - Eopr.

Beweis. Wir setzen die Definition p; = 1/(iH,,) ein und erhalten

4pip3 + 9pipi + 3pip;
Esr(p) = 1/2+ZZ = ]

P p1+p])

1« « 424 9ij + 352
= 12+ 5 ;];—(Hj)

n k-1
_ ]/2+ 1 ( 442 4+ 9i(k —1)-|—3(k—1)
k=2 i=1

Tl.

i=
2n n

n Z Z 442 4+ 9i(k —kl)-|-3(k—1)>

k=n+1i=k-—n

Dabei haben wir k = i + j substituiert. Durch Expansion der Zahler in 3k? + 3ki — 2i?
und Summation tiber i folgt zundchst

1 T3 7 1
E = 1/24+ —" = T o 22
pir(P) /+4Hn <kZ—Z<6 2k 3k2>
2n
23 7414n  146n+6n2  2n+6n2 +4n3
+k§+1(—f+ x T meE T 3k )>
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Indem man die asymptotische Entwicklung fiir die harmonischen Zahlen verwendet,
siehe Seite 47, erhdlt man mit Eqpr(p) = n/H,, die Abschitzung

Eprr(p) = (%+71I:1(2)>_l_z+0(”

H, 2
(1 71n(2)
~+ +

8 4

wobei o(1) — 0 fiirn — oo. O

om) Eor(p),

Der BIT-Algorithmus verwendet nur n zuféllige Bits, unabhdngig von der Linge
der Zugriffsfolge. Darin unterscheidet er sich von anderen randomisierten Verfah-
ren wie RMTF(p), die bei jeder Anfrage mindestens ein Zufallsbit benttigen. Online-
Algorithmen wie BIT, deren Bedarf an zufélligen Bits nicht von der Anzahl der Zugriffe
abhéngt, werden schwach randomisiert (barely random) genannt [RWS94].

Wir interessieren uns dafiir, wieviel Zufall wirklich notig ist, und ob ein Trade-
off zwischen der Ressource Zufall und dem erzielbaren kompetitiven Faktor moglich
ist. Man vergleiche hierzu eine Arbeit von P. Raghavan und M. Snir [RS89], in der fiir
Caching-Algorithmen ein Tradeoff zwischen der Cachegrofie und der Anzahl der ver-
wendeten zufdlligen Bits, um einen gegebenen kompetitiven Faktor zu erreichen, ge-
zeigt wurde.

Wir gehen anders vor und zeigen anhand der Analyse des BIT-Algorithmus, daf3
[log(n + 1)] Zufallsbits hinreichend sind fiir einen kompetitiven Faktor von 1.75.
Zunichst betrachten wir eine Variante, die nur ein zufalliges Bit benutzen darf.

BIT(1): Jedem Listenelement x ist ein Bit b(x) zugeordnet. Zu Beginn wer-
den alle b(x) mit dem gleichen zufilligen Bit initialisiert, danach lauft der
Algorithmus ab wie BIT.

Im (i— 1)-Kostenmodell ist dieses Verfahren nicht besser als deterministische Algorith-
men.

Lemma 1.48. Es gibt Zugriffsfolgen o, so dafl im (i — 1)-Kostenmodell das Verhiiltnis von
E[Cgir(1)(0)] zu Copr(0) beliebig nahe an 2 liegt.

Beweis. Wir betrachten eine zweielementige Liste tiber {x,y}. Durch zwei initiale Zu-
griffe auf y kann sichergestellt werden, daf3 y vor x steht. Wenn die ersten drei Zugriffe
der Folge ¢’ = y,y,u, x,y,y abgearbeitet wurden, sind die Bits von x und y verschie-
den. Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 setzt BIT(1) dann das x vor y, und beim néichsten
Zugriff wird y nicht nach vorne geschoben, so dafi Kosten 3 entstehen. Mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 wird x nicht bewegt, dies ist auch die Strategie des optimalen Al-
gorithmus, die Kosten 1 verursacht. Durch m-malige Wiederholung von ¢’ folgt fiir
o =y,y, (o)™, dafs E[Cgr(1)(0)] > 2m und Copr(o) < 1+ m, also

E[CBITU](G)] > 2m

2 .
Corr(o0) — m+1 - (m = o)
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Als nichstes geben wir an, wie man aus einem Vektor (Zy,... ,Zy) von zufilligen
Bits einen Bitvektor (X1, ... , Xy ) erhdlt, fiir den gilt

(a) Die eindimensionalen Randverteilungen sind die Gleichverteilung,
d.h. Prob(X; =0) =Prob(X; =1) =1/2furallei=1,... ,n.

(b) Je zwei Variable Xj, Xj sind unabhingig voneinander,
d.h. Prob(X; =a|X;=b)=1/2fiiri #jund a,b € B.

Wie Satz 1.50 zeigen wird, sind diese Bedingungen hinreichend dafiir, daff der kompeti-
tive Faktor von BIT weiterhin 1.75 betrdgt. Man beachte, dafs die Forderungen schwach
sind. Beispielsweise konnen je drei Variable X;, X;, X; voneinander abhingig sein, und

Vektoren (x1, ... ,x,) € B™ diirfen auch die Wahrscheinlichkeit 0 besitzen.
Lemma 1.49. Fiirn € Nund k > [log(n + 1)] gibt es eine Abbildung f : (Z1,...,Zy) —
(X1,...,Xn), sodaf$ (Xy,... ,Xn) den obigen Bedingungen geniigt.
Beweis. Seien die K = 2% — 1 nichtleeren Teilmengen A; von {1,... ,k} durchnumeriert
mit 1, ... ,K. Dann setzen wir
X; =P z firj=1,...,n,
iGA,'

wobei @ die Addition modulo 2 bedeutet. Wenn die Z; unabhéngig und gleichverteilt
sind, folgt Prob(X; = 0) = Prob(X; = 1) = 1/2. Denn sei |A;| = 1, dann gilt Prob(X; =
0) = Prob(Z;) fiir ein i. Wenn |A;| > 1ist, soist A; = A]-’ U {{} fiir € ¢ A;. Damit folgt

Prob(X; = 0) = Prob(Xj = 0) - Prob(Z, = 0) 4 Prob(Xj = 1) - Prob(Z, = 1) = 1/2,

da Prob(Xj’ =0) = Prob(Xj’ = 1) = 1/2 nach Induktionsvoraussetzung. Fiir die Forde-
rung (b) sei Ag = A{ N A fiirein L und A{ = A; — A¢ sowie Aj = Aj — Ay. Falls Ap =0,
so folgt sofort, dafi X; und X; unabhéngig sind. Ansonsten beobachtet man, dafs die
zugehorigen Zufallsvariablen X, X{, X{ unabhéngig sind und man erhalt

Prob(X; = aAXj =b) = Prob(X;=0) - Prob(X{ = a) - Prob(Xj = b)
+ Prob(X; = 1) - Prob(X{ = @) - Prob(X{ = b)
— 1/841/8 = 1/4.

Somit folgt (b) aus

Prob(Xi=aAX;=b) 1/4 1
Prob(Xi =a[X; =b) = Pr;b(xj —_— :% 2

O

Satz 1.50. Wenn fiir den Bitvektor (X, ... ,Xy) zur Initialisierung des BIT-Algorithmus gilt,

daf
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(a) Prob(X;i =0) =Prob(X; =1) =1/2fiirallei=1,... ,nund
(b) Prob(X; = a|X; =b) <vpfiirallei#junda,b c B,
dann ist BIT auf beliebigen Eingabefolgen (3 + p)/2-kompetitiv.

Beweis. Wir fiihren eine phasenweise Analyse im (i — 1)-Kostenmodell durch, wie sie
von S. Albers [ASW95, A98] vorgeschlagen wurde. Da BIT die Bedingung der paarwei-
sen Unabhingigkeit erfiillt, gentigt es, Folgen o € {x,y}* zu betrachten. Diese Folgen
werden in Phasen eingeteilt, wobei eine Phase genau dann endet, wenn mindestens
zweimal hintereinander auf das gleiche Element zugegriffen wurde, und der nédchste
Zugriff auf ein anderes Element gerichtet ist. Dann setzt ndmlich BIT das mehrfach
nachgefragte Element garantiert nach vorne, und ohne Beschrankung der Allgemein-
heit macht ein optimaler Algorithmus auf {x, y} dies auch [RW90]. Wenn die letzte Pha-
se mit mehrfachen Zugriffen auf y endete, dann sind drei Typen von Phasen moglich:
(@) x* fir k > 2, (b) (xy)*x" fiurk > 1,0 > 2 und (c) (xy)*y‘ fiirk > 1, > 1.

Wir untersuchen nun diese drei Typen von Phasen jeweils fiir die vier moglichen
Falle von b(x), b(y) zu Beginn der Phase. Zur anschliefflenden Berechnung der erwar-
teten Kosten benutzen wir die Voraussetzungen, dafs der Wert eines Bits, 0.B.d.A. b(x),
gleichverteilt ist, aber das andere Bit b(y) vom Gegner soweit kontrolliert werden kann,
wie es die Annahme (b) tiber die Abhdngigkeit von b(x) und b(y) zulaft.

(a) Phase x* mit k > 2. Die Kosten eines optimalen Offline-Verfahrens im (i — 1)-
Kostenmodell betragen 1. Fiir BIT finden wir

Die mittleren Kosten betragen also 3/2, und fiir das kompetitive Verhiltnis folgt
ebenfalls 3/2.

(b) Phase (xy)*x! mitk > 1,¢ > 2. Ein optimaler Offline-Algorithmus erzielt Kosten
k + 1. Wegen dem Alternieren der Bits bei BIT betrachten wir die Falle k = 2m
und k = 2m + 1 separat.

b(x) b(y) | Kostenbeik =2m, m >1 | Kostenbeik =2m+1,m >0

0 0 Im+1 m+4
0 1 Im+1 3m+42
1 0 3m 3m+2
1 1 3m+42 3m+42
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Falls k gerade ist, sind die erwarteten Kosten von BIT hochstens 3m + 1/2 + p
und der kompetitive Faktor hochstens 3/2. Wenn k ungerade ist, betragen die
erwarteten Kosten maximal 3m + 2 + p, und fiir den kompetitiven Faktor folgt
ebenfalls < 3/2.

(c) Phase (xy)*y’ mit k > 1,¢ > 1. In dieser Phase erzeugt ein optimaler Offline-
Algorithmus Kosten von k. Fiir BIT finden wir

b(x) b(y) | Kostenbeik =2m, m > 1 | Kostenbeik =2m + 1, m >0
0 0 3m 3m+2
0 1 3m 3m+3
1 0 3m+1 3m+1
1 1 3m 3m+1

Wenn k gerade ist, entstehen erwartete Kosten von hochstens 3m + p/2, also ein
kompetitives Verhéltnis von nicht mehr als 3/2 4 p/4. Falls k ungerade ist, fol-
gen mittlere Kosten von hochstens 3m + 3/2 + p/2. Fur m = 0 wird hier der
kompetitive Faktor maximal: 3/2 4 p/2.

Der kompetitive Faktor des Algorithmus ist das Maximum der kompetitiven Verhlt-
nisse in den einzelnen Phasen und betrégt (3 +p)/2. O

Korollar 1.51. Man kann den BIT-Algorithmus auf einer n-elementigen Liste mit nur
[log(n+1)] zufélligen Bits initialisieren, so dafd der kompetitive Faktor noch 1.75 bleibt.

Eine interessante offene Frage ist es, eine untere Schranke fiir den Tradeoff zwischen
kompetitivem Faktor und Anzahl der Zufallsbits zu bestimmen. Welcher kompetitive
Faktor ist moglich, wenn man z.B. O(log log n) zufillige Bits zur Verfligung hat? Durch
ausgefeiltere Pseudo-Zufalls-Generatoren als das Schema von Lemma 1.49 ist eventuell
eine weitere Derandomisierung von BIT moglich, vgl. [Ni96].

Nach der zufilligen Initialisierung arbeitet BIT deterministisch nach einem sehr ein-
fachen Prinzip. In [G97] wurde versucht, durch eine hohere interne Komplexitat die
Strategie gegeniiber dem Offline-Gegner besser zu verschleiern und dadurch den kom-
petitiven Faktor zu senken: anstatt das Bit b(x) bei jedem Zugriff auf x zu kippen, wird
b(x) durch einen Schritt einer Markov-Kette auf {0, 1} bestimmt. Jedoch hat sich gezeigt,
dafl dadurch keine Verbesserung moglich war.

Die Bestimmung des minimalen kompetitiven Faktors bei randomisierten Listenal-
gorithmen bleibt ein wichtiges offenes Problem [AM97, ASW95, T93]. Der beste bisher
bekannte Algorithmus COMB mit Faktor 1.6 stellt eine randomisierte Mischung des de-
terministischen TIMESTAMP-Verfahrens und des randomisierten BIT-Algorithmus dar.
Die Analyse zeigt, dafs BIT hierbei noch eine recht rasche Umordnung der Liste vor-
nimmt. Eventuell liefert die Kombination von TS mit einem ,trageren” Verfahren als
BIT eine Verbesserung. Ein Kandidat dafiir ist RANDOMRESET [RWS94], das einen
kompetitiven Faktor von v/3 < 1.733 aufweist. Die Entscheidungen tiber die Bewe-
gung einzelner Elemente sind dabei paarweise unabhédngig. Allerdings besteht bei die-
sem Algorithmus die Moéglichkeit, daf’ erst nach 3 aufeinanderfolgenden Zugriffen ein
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Element nach vorne bewegt wird. Um eine phasenweise Analyse durchzufiihren, mufd
die Anfragefolge o € {x,y}™ in Abschnitte eingeteilt werden, die genau dann enden,
wenn mindestens dreimal hintereinander auf das gleiche Element zugegriffen wird.
Wiéhrend man eine Phasenaufteilung in Abschnitte, die bei mindestens zweimaligen
Zugriff auf ein Element enden, iibersichtlich durchfiihren kann (siehe oben), wird ei-
ne solche Einteilung bei dreimaligem Zugriff sehr uniibersichtlich, und die Kosten der
verschiedenen Algorithmen auf den jeweiligen Phasen lassen sich nicht einfach darstel-
len.

1.8. Das gewichtete Listenproblem

In diesem Abschnitt untersuchen wir eine Verallgemeinerung des Listenproblems, bei
dem die Elemente verschiedene Langen bzw. Gewichte besitzen. Eine Instanz dieses
Problems besteht also aus den Listenelementen A = {1,... ,n} und zugehorigen Ge-
wichten w = (wy,... ,wy) mit w; > 0. Das Lesen eines Elementes j kostet nun wj, und
bei einem Zugriff auf ein bestimmtes Symbol miissen alle Elemente vor und einschliefs-
lich dem gesuchten Symbol gelesen werden.

Mit diesem Modell kann man beispielsweise das sequentielle Lesen von Daten-
sdtzen von einem Band modellieren, bei dem die Datensétze verschiedene Langen be-
sitzen.

Im Falle von Anfragefolgen einer gedachtnislosen stochastischen Quelle mit Zu-
griffswahrscheinlichkeiten p = (p1,...,pn) wurde das gewichtete Listenproblem in
[S56] untersucht, siehe [K98, Seiten 403f.]. Bei einer Listenordnung (1,2,... ,n) entste-
hen die erwarteten Kosten pro Zugriff

Piwr +p2(wr +wa) +p3(wi +wa+w3) + -+ pr(wy + -+ wy).
Satz 1.52. (Smith 1956)

Die Anordnung (1,2, ... ,n) ist genau dann optimal, wenn
b1 > b2 > > p_“
Wi w2 Wn

Unter dem kompetitiven Kostenmodell wurde das gewichtete Listenproblem in
[AL94, AMNO93] behandelt. Dabei wurden zwei Erweiterungen der Nach-Vorne-
Schieben-Regel eingefiihrt: RANDOM-MOVE-TO-FRONT (RMTF) bewegt Listenelement
j nach einem Zugriff nur mit einer Wahrscheinlichkeit proportional zu 1/wj nach vorne,
ansonsten passiert nichts. COUNTER-MOVE-TO-FRONT (CMTF) ist die derandomisierte
Version von RMTF. Hier wird fiir jedes Element j ein reellwertiger Zahler c; € [0,1)
benutzt, der bei einem Zugriff auf j um einen Wert zwischen 0 und 1 und proportional
zu 1/wj inkrementiert wird. Immer wenn dies einen Wert ¢; > 1 ergeben wiirde, wird
davon 1 abgezogen und das Element nach vorne geschoben. Diese Derandomisierung
ist sinnvoll, wenn die Zugriffe unabhéngig sind, oder wenn man vom Modell des sta-
tischen Gegners (lazy adversary) ausgeht, wie es in [AMNO93] gemacht wird, siehe auch
[BMS85] fiir dieses Modell. Sei wimax = max{w;j : 1 <j < n} und wpi, entsprechend,
sowie W =31 wi.
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Satz 1.53. (d'Amore et.al. 1993, 1994)
(a) Gegeniiber einem statischen Gegner sind RMTF und CMTF 2-kompetitiv.

(b) Bei beliebigen deterministischen Gegnern ist der Standard-MTEF-Algorithmus
(T 4+ Winax/Wmin )-kompetitiv, falls Wi ax/Wmin < 2.

Im letzten Fall mufS das Kostenmodell so erweitert werden, daf$ ein bezahlter Aus-
tausch (paid exchange) zwischen zwei Elementen x und y, bei denen x vor y steht, gerade
w(x) kostet. Wenn man nur Einheitskosten annehmen wiirde, dann kénnte der Geg-
ner vor einem Zugriff das benotigte Element mit Hilfe von bezahlten Austauschen an
den Listenkopf bewegen und dadurch weniger Kosten verursachen als beim reguldren
Durchsuchen der Liste.

Wir bemerken, dafs die Bedingung Wi ax/Wmin < 2 nicht erforderlich ist. Wir ge-
ben eine untere Schranke an, die zeigt, dafs der kompetitive Faktor von Satz 1.53 (b)
hochstens um einen Faktor (1 + Wmax/W) - Wimax/Wmin Uber dem Optimum liegt. Da-
zu benotigen wir

Lemma 1.54. Seien ay,...,an und by,... by, alle positiv, mit
aq a an
> 2> > 1.21
by — by T ~ bn ( )

Sei A=Y i";aundB =73 " b;isowie bmax = max{b;: 1 <i<n}und
bmin = min{b; : 1 <1i < n}. Dann gilt

N .
a; b; _ Pmax A-(B+b .
; g ] o bmtn + bmax ( maX)

Beweis. (Induktion nach n)

Firn =1 gilt
1
ar-br < say (b1 +by).
Fiir n > 1 nehmen wir an, dafd die Aussage fiir n — 1 gilt. Dabei betrachten wir den
Fall, dafs bynax und bynin in by, ... ,by—1 liegen. Die Félle byax = by oder byin = by
behandelt man leicht separat.
n i b
Zai'zbj < %'(A_an)'(B_bn+bmax)+an'B
= . min T Dmax
_ brmax[AB + (A - an)(bmax - bn)] + anbminB
bmin + bmax
b
< . (A(B + bmax) — Abn — an(bmax — bn) + anB)
bmin + bmax
bmax
< ——— . (A(B+b —Ab B
= i + Do ( ( + max) n Tt an )
me.X
< ———— A(B+b .
a bmin + bmax ( max)
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Die letzte Ungleichung folgt mit Hilfe von (1.21) aus

A T . a a
_:Zlﬁ_] 12 min {_k}:_n,
B Zj:] b; — 1<k<n | by bn
was man mit Induktion nach n sieht. O

Satz 1.55. Fiir jeden deterministischen Online-Algorithmus ALG und jede Gewichtszuord-
nung (w1, ... ,wn) existieren Zugriffsfolgen o, so daf$ der kompetitive Faktor mindestens

(] + Wmin) ) w
Wmax W+ Wmax

betriigt.

Beweis. Wir konstruieren die Zugriffsfolge o der Lange m so, dafs stets auf das letz-
te Element in ALG's Liste zugegriffen wird. Die Kosten betragen dann ALG(c) =
mW = mJY " ;w;i. Sei m; die Haufigkeit des Symbols j in o. Ein moglicher Offline-
Algorithmus sortiert seine Liste nach absteigenden m;/wj;, was Kosten von hochstens
(5)Wmax erzeugt. Sei diese Ordnung durch (1,2,... ,n) gegeben. Dann wird der Algo-
rithmus die Anfragefolge o mit dieser statischen Liste abarbeiten. Der optimale Offline-
Algorithmus OPT hat keine hoheren Kosten als dieses Verfahren. Dabei entstehen Ko-
sten von

WTTLCI.X

- -m-: (W‘I‘Wmax),
Wmin  Wmax

miwy + ma(wi +wa) + - + myW <

wobei mit Hilfe von Lemma 1.54 abgeschitzt wurde. Fiir das Verhiltnis der Kosten
folgt

ALG(0) mw
OPT (o) — MW + Winax )Wmax/ (Wmin + Wmax) + (Tzl)wmax

)

was fiir feste n und hinreichend grofle m beliebig nahe an

(] + Wmin) . w
Wmax W+ Wmax

liegt. O

In Hinblick auf Satz 1.52 und die SORT-BY-DELAY(k)-Regeln aus Abschnitt 1.4.3 er-
scheint auf den ersten Blick eine verallgemeinerte Familie WEIGHTED-SBD(k) moglich,
bei der die Liste zum Zeitpunkt t die Form (x1, ... ,xn) hat, falls

Wy, Sk(x1,1) < wy,si(x2,1) <o <wy si(xn, t).

Da beim Ubergang t — t + 1 aber alle Rangwerte (auler dem des nachgefragten Ele-
mentes 0y4+1) um 1 erhoht werden, konnen sich aufgrund der Vorfaktoren w, auch die
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Reihenfolgen von beliebigen Elementen dndern. Die Kosten dieser bezahlten Austau-
sche sind nicht zu kontrollieren. Aufierdem erfiillen diese Regeln nicht die Bedingung
der paarweise Unabhéngigkeit, da es nicht nur auf die relative Ordnung, sondern auf
die absoluten Werte der Range wysy(x, t) ankommt.

Wir untersuchen den randomisierten Algorithmus BIT (siehe Seite 76) in dem
Modell des gewichteten Listenproblems. Im Standardmodell ist BIT 1.75-kompetitiv
[RWS94]. Wir zeigen

Satz 1.56. Gegeniiber einem blinden Offline-Gegner (oblivious adversary) OPT gilt fiir alle
Gewichte w = (w1, ... ,wy ) und alle Zugriffsfolgen o der Linge |c| = m, dafs

E[BIT(0)] < max {1 4+ 3Wmax 3 Wmax
4 Wmin 2 Wmin

}-OPT(G).

Beweis. Eine wichtige Beobachtung aus [RWS94] ist, dafi zu jedem Zeitpunkt t fiir jedes
Element x das entsprechende Bit b(x) gleichverteilt und unabhingig von den anderen
Bits oder der Position von x ist.

Wir modifizieren nun die Potentialfunktion aus [RWS94], so daf$ die Gewichte be-
riicksichtigt werden. Ein Paar (y, x) heifit Inversion, wenn y vor x in der von BIT ver-
walteten Liste steht und x vor y in OPT's Liste. Diese Inversion ist vom Typ 1 + b(x)
und hat das Gewicht wy. Das Potential der Datenstruktur zum Zeitpunkt t definieren
wir als

D= Y (1+b(x)wy.
(y,x)
Inversion
Man beachte, dafs @ eine Zufallsvariable ist. Zu Beginn starten BIT und OPT mit der
gleichen Liste, also @y = 0. Sei der aktuelle Zugriff o = x. Sei A die Menge der
Elemente, die bei BIT und bei OPT vor x stehen, und B die Menge der y, so dafs (y, x)
eine Inversion ist. Fiir eine Menge X' von Listenelementen sei w(&X') = 3 ., Wy ihr
Gewicht. Fiir die tatsdchlichen Kosten in diesem Schritt gilt dann

OPT¢ > wy +wW(A), BIT: = wy +W(A) +w(B).

Fiir die amortisierten Kosten miissen wir die Potentialinderung berechnen. Dazu be-
trachten wir erst, welche Inversionen durch die Aktion von BIT verschwinden. Falls
b(x) = 0, dann wird x nach vorne geschoben, und alle (y,x) mity € B verschwinden.
Im Falle b(x) = 1 wird x nicht bewegt, aber alle Inversionen (y,x) mity € B dndern
ihren Typ von 2 auf 1. Insgesamt folgt, daf3 das Potential um w(B) abnimmt. Durch
die Aktion von BIT und OPT kdnnen auch neue Inversionen entstehen, nimlich dann,
wenn entweder BIT oder OPT das Element x an einem z € A vorbei nach vorne ziehen,
aber nicht beide. Sei A’ C A die Menge der Elemente, die nach der Abarbeitung des
Zugriffs auf x in der Liste von OPT noch vor x stehen. Sei b(x) = 0, d.h. x wird von BIT
nach vorne bewegt. Dann entsteht fiir jedes z € A’ eine neue Inversion (x, z) vom Typ
14+ b(z), und das erwartete Gesamtgewicht dieser Inversionen ist < % JA' - w(x). Im

86



1.8. Das gewichtete Listenproblem

Falle b(x) = 1 bleibt x auf seiner Position und durch die Aktion von OPT wird fiir jedes
z € A— A’ eine Inversion (z, x) entstehen. Diese Inversionen haben alle den Typ 1, da
das Bit von x gekippt wird. Das erwartete Gesamtgewicht dieser Inversionen ist also
< w(A—A'"). Da das Bit b(x) gleichverteilt ist, folgt fiir den mittleren Potentialzuwachs
aufgrund neuer Inversionen

13, 1 ,
< z'z'\A\'Wx‘f‘z'W(A—A)
< é.Wmax.W(A')+]_.W(A_A')

4 Wnmin 2
S élwmaX_W(A).

4 Wimin

Dabei haben wir benutzt, dafs fiir beliebige Elemente x, y die Beziehung wy < wywmax/Wmin
gilt. Insgesamt folgt fiir die mittleren amortisierten Kosten des Zugriffs auf x

Elal] = w(A)+w(B)+wy+ AD
< w(A) +w(B)+wy, —w(B) + %meax w(A)
3Wmax 3Wmax
- <] + ZWm1n> . (W(A) —l_WX) B Zwmin " Wx

3
< 1 — . - —. .
< < + 1 Wmm) OPTy 1 Wimax

Wir miissen auch noch den Fall eines bezahlten Austauschs zwischen zwei Elementen
x und y betrachten. Dieser Austausch kostet w, fiir OPT. Falls dabei eine Inversion
(y, x) entsteht, so wird das mittlere Potential um

éw éwmax
2°Y = ZWm:m

.Wx

erhoht. Insgesamt konnen wir das Verhiltnis zu den optimalen Kosten abschdtzen
durch

E[BIT(0)] < maxd 14 éwmux, 3 Wimax _
OPT(0) 4 Wmin 2 Wmin

O

Als nédchstes betrachten wir stochastische Quellen ohne Gedéchtnis. Die Simple(k)-
bzw. Batched(k)-MTE-Verfahren konnen iibertragen werden, indem wir das obige Sche-
ma von RANDOM-MTF oder COUNTER-MTF anwenden. Wenn nur bei k-fachem Zugriff
das nachgefragte Element j bewegt wird, darf dies nur ungefdhr alle w}‘ Fille gesche-
hen. Wir konzentrieren uns auf Batched(k)-MTF in Kombination mit der randomisierten
Variante. Sei o; = A/wj; die Wahrscheinlichkeit, dafl RANDOM-MTF eine Aktion aus-
fithrt, wenn auf j zugegriffen wird. Dabei mufs 0 < A < min{w;} sein, damit0 < o5 < 1.

Indem man A maximal wahlt, wird die Konvergenz des Verfahrens optimiert.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Satz 1.57. Sei o eine Startkonfiguration. Die erwartete Suchzeit der Batched(k)-RMTF-Regel
nach kt Zugriffen betrigt

Ex(kt) = Ex(o0) + Okao-(kt).

Dabei betragen die asymptotischen Kosten

_ pilogp;)* + pjlepi)*
Elco) =1+)_ (ap)F T (;‘jpi)k

i<j

und der anfingliche Mehraufwand pro Zugriff

piloyp;)* + pjlopy)*
OW, .(kt) = RN RV
k,cr( ) IZ<J (p1XG(J)<G(1] + PiXo(i)<o(j) (i) + (ocjpj)k
(1= (oqpi)* = (eypy) )"
Beweis. Fur die Wahrscheinlichkeit by (j, 1), dafd j nach kt Zugriffen vor i steht, beach-
ten wir, daB ein Element ¢ nur mit Wahrscheinlichkeit (opg)* bewegt wird. Die Wahr-
scheinlichkeit, dafs nach kt Schritten weder i noch j an den Listenkopf gesetzt wurden,
ist (1 — (aypi)* — (o5p; )%)t. Wenn innerhalb der letzten kt Zugriffe die letzte Bewegung
von j nach der letzten Bewegung von i aufgetreten ist, so hat dies die Wahrscheinlich-
keit (op;)*/((oipi)® + (e5p5)%) - (1 — (1 — (epi)* — (4p;)*)!). Zusammen erhalt man
(vgl. Satz 1.33)
(o5p;)*
(oipi)* + (ogypj)*

bkt(j)i) =
(oypj)*
xipi)* + (x5p;)

T (xg(]-]@m - k) (1 = (apo)* — (o5py ).
]

Satz 1.58. Wenn alle Startverteilungen o gleich wahrscheinlich sind, gilt fiir beliebige ¢ > 0,

daf

1 2 \"

>t = | — [ 2 — Ep(kt) < (1+¢) - Ex(oo).
ek \4deomin

Beweis. Eine hinreichende Bedingung fiir die Aussage ist OW, (kt) < ¢, vgl. Satz 1.36.

(pi — P;) ((xipi)* — (o5p5)%)
2((eipi)* + (x5p5)%)

t

OWy(kt) = Z (1 = (oapi)* — (o5p;)¥)

i<j

< <121> - max (pi (1= (oqpi)k)t>/2

1<i<n

n k
< . . —t(&XminP) ) 2
< () gmax, (v-e /

n 1 1\k
- <2>'2o¢mm'<%> ‘
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1.9. Bidirektionale Suche in Listen

Damit folgt die hinreichende Bedingung

O

Insbesondere folgt fiir die Nach-Vorne-Schieben-Regel, dafs O n’ ) Zugriffe hinrei-

EXmin

chend sind. Indem man A = w,,;, maximal wihlt, wird die Konvergenzzeit minimiert:
Of m) Schritte sind hinreichend.

EWmin

1.9. Bidirektionale Suche in Listen

In diesem Abschnitt betrachten wir Suchverfahren fiir doppelt verkettete lineare Listen,
bei denen die Suche nach einem Listenelement von jeder Seite der Liste beginnen kann.
Die Suchkosten sollen wieder gleich der Anzahl der Vergleiche sein, die nétig sind, auf
das entsprechende Element zuzugreifen.

Solche Mechanismen werden beispielsweise in Betriebssystemen eingesetzt, um
Speicherblocke oder Zugriffe auf Plattenblocke zu verwalten, siehe [K98]. Ein anderes
Modell, das im folgenden unsere Intuition leitet, ist die Realisierung einer Datenbank,
die von zwei Personen [ und R benutzt wird. Bei Zugriffen von L wird die Liste von der
linken Seite durchsucht, und bei Zugriffen von R von der rechten Seite. In dieser Situa-
tion versuchen adaptive Listenalgorithmen, die Zugriffskosten fiir L und R gleichzeitig
zu minimieren.

Wir kennen nur die Arbeiten [MRB80, NO89, VO93], in denen Heuristiken fiir dop-
pelt verkettete Listen analysiert werden. Die naheliegende Methode, um gute Verfah-
ren zu erhalten, wurde directed mapping genannt [NO89], sie kann auf jeden Algorith-
mus fiir einfach verkettete Listen angewendet werden. Wenn ein Element vom linken
Ende der Liste aus gesucht wird, wird das Verfahren wie bisher angewendet und das
nachgefragte Element ein Stiick nach links bewegt. Wenn die Suche vom rechten En-
de der Liste aus beginnt, dann wird die ,Reflektion” des Verfahrens angewendet und
das Element ein Stiick nach rechts bewegt. Auf diese Weise ist sichergestellt, dafy der
Aufwand fiir die Umordnung proportional zu den Suchkosten bleibt.

Zum Beispiel ergibt sich aus der gewohnlichen Nach-Vorne-Schieben-Regel MTF die
Nach-Vorne-Schieben-Regel fiir doppelt verkettete Listen DMTF, bei der das nachge-
fragte Element an die Seite der Liste bewegt wird, von dem die Suche begann.

1.9.1. Mittleres Verhalten der DMTE-Regel

Als erstes betrachten wir unabhingige identisch verteilte Zugriffe; dies ist die einzige
Situation, die bisher in der Literatur betrachtet wurde.
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1. Adaptive Listenalgorithmen

Unabhingige Zugriffe

Seip = (piL,---,PnL,PIR, .- , Pnr) €ine Zugriffsverteilung fiir eine doppelt verkettete
Liste, dabei ist pir > 0, pir > O und Y i (pir + pir) = 1. Dabei soll p;; die Wahr-
scheinlichkeit bezeichnen, mit der Element i von links her nachgefragt wird, analog
pir die Wahrscheinlichkeit fiir ein Zugriff von rechts. Wenn Element i von links her
nachgefragt wird, sagen wir auch, dafs auf das Element il zugegriffen wird, usw.

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit

PIL—PIR 2 P2L —P2R 2 " * 2 PnL — PnR:

Dann ist die optimale Listenordnung (1,2, ... ,n) und hat die erwarteten Kosten

n

M(p) = ) pi-itpr-(n+1-1)
=
n

n
= ) (pu—pw)-i+(n+1)-) p
i=1 i=1
Bezeichne b(j,1) die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafi Element j links von Ele-
ment i steht. Es gilt

C ey PiL + Pir
b(j,1) = ,
PjL + Pir + PiL + Pjr

und die erwarteten Kosten von DMTF ergeben sich zu

Epmre(p) = 1+) ) pub(j,i) + pirb(i,i)

i A
14 Z Z PiL(piL + Pir) + Pir(PiL + PiR) (122)
A PiL + PiR T PiL + PjR ’

und es folgt Epmtr(p) < 2 - M(p) fiir alle Zugriffsverteilungen p, siehe [MRBS80].

Wir betrachten nun dieses Zugriffsmodell unter einem etwas anderen Blickwinkel.
Seien p(L) = Y i, pir und p(R) = 1 — p(L) die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Zu-
griff von L oder von R. Weiter seien zwei Verteilungen auf {1,... ,n} definiert durch
L = pir/p(L) und vy = pir/p(R). Dann kann die urspriingliche Zugriffsverteilung
ausgedriickt werden durch

piL =p(L) - L, Pir = P(R) - 7y,

wobei p(L) die Balance zwischen Zugriffen von L und R beschreibt. Wenn man die Ver-

teilungen (1;)I*; und (r;)}-, festhélt und einen Balance-Parameter 0 < « < 1 variiert,

also die Verteilung

pi=o-l, pr=00-0) 7

90



1.9. Bidirektionale Suche in Listen

betrachtet, sei Epyre(x) die erwartete Suchzeit unter der DMTF-Regel. Wir bezeichnen
zwei Verteilungen (1;)1*; und (r;); als anti-monoton, wenn fiir alle i < j gilt, daf8 1; > |;
und 1; > ;. Das steht im Gegensatz zu doppelt monotonen (dually monotonic) Paaren von
Verteilungen, die durch l; > | und r; < rj definiert sind [VO93]. Fiir doppelt mono-
tone Verteilungen ist die optimale Listenanordnung (1,2,... ,n). Fiir anti-monotone
Verteilungen ist die Listenordnung, die die erwartete Zugriffszeit minimiert, nicht un-
mittelbar klar. Dieses Zugriffsmodell beschreibt die (manchmal realistische) Situation,
daf$ die Praferenzen von L und R die gleiche Reihenfolge besitzen.

Der folgende Satz besagt, dafd bei anti-monotonen Zugriffsverteilungen und belie-
biger Balance die Kosten bei der simultanen Optimierung der Listenordnung fiir L und
R niemals geringer sind als die gewichteten Kosten von zwei separaten MTF-Listen fiir
die Zugriffe von links bzw. rechts. Anschaulich gesprochen storen sich die Benutzer
L und R bei der Listenoptimierung gegenseitig, so dafd das Gesamtergebnis schlechter
ausfdllt als bei getrennten Verfahren.

Satz 1.59. Seien ein Paar von anti-monotonen Verteilungen (L), und (vi)', und ein
Balance-Parameter 0 < o« < 1 gegeben, dann gilt

Epmtr(a) > - Epmrr(l) + (1 — &) - Epmrr(0).

Beweis.

Epmre(a) = 1+ ) Y pub(,i) + pirb(i,j)
i A
= 14 publ,i)+pwb(i,j) +pjrb(i,j) + pirb(i, i)

i<j

14 Z 062111]' + 20(1 — o)l + (1 — 06)21‘11‘]'
oc(li+lj)+(1—oc)(ri+rj) '

i<j

~~

g(a)

Das Resultat folgt aus der analogen Behauptung fiir beliebige Paare i < j, also g(«) >
ag(1) + (1 — «)g(0), die fiir alle 0 < o < 1 gilt, was man direkt nachrechnet. O

Ein Sonderfall davon entsteht, wenn beide Verteilungen gleich sind, 1; = 1. In die-
sem Fall ist die erwartete Suchzeit symmetrisch im Balance-Paramter, d.h. Epyrp() =
Epmrr(1—«) fiir 0 < o0 < 1. Wir betrachten den Fall einer Verteilung nach Zipf fiir L und
R,dh.ly =71, =c/ifuri=1,... ,n, wobeic = 1/H, und H, = Z}; 1/j die nte
harmonische Zahl ist.

Satz 1.60. Fiir anti-monotone Zipf-Verteilungen und Balance-Parameter 0 < « < 1 gilt

Epmte = 201 —o)n + (20 — 1)2((2n+ Hanet — 2(n 4+ 1 Hpsr + 1)/Hn—|— 1)2
— 20(1 — a)n+21In(2) (20 — 1) - n/Hp — 1/2 + doc — 4o + o(1)
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Man beachte, daf? fiir einfach verkettete Listen und MTF unter der Zipf-Verteilung
die erwartete Suchzeit

Emmr = —+CZZI+]
= 2In(2 )n/Hn—1/2—|-o(1)

mit o(1) — 0 fiir n — oo gilt, siehe [K98, Seite 402], was aus der asymptotischen Ent-
wicklung der Summe

IRV

i=1 j=I

(2n+ TJHongr —2(n+ 1)Hpyq +1

= 2In(2) n—In(n)—-1/24+1In(2) —y—0O(1/n)

folgt und in obiger Formel fiir « = 0 oder « = 1 enthalten ist. Dabei ist y = 0.577 ...
die Eulersche Konstante. Die asymptotischen erwarteten Suchkosten berechnen wir
wie folgt.

Beweis. Man beobachtet zundchst, daf8 ﬂ) =1—: +] gilt. Damit folgt aus (1.22), dafs
- _ l—i—c (i 4+ (1T — a)j) F“-(ocj—l—(]—oc)i)
bMIF- = 3 i+ (1—o)j+og+ (1 —a)i
1 2 2 1 j
= —+4cla”+ 1 — (0.4 Pa—— +2CO( 1 — X —
g el (1= T g 2eal — ) T g

1

1
2+ o o) - n+c(2ee—1) T

i

und durch Einsetzen der asymptotischen Entwicklung fiir 3 ;;1/(i+j) und ¢ = 1/Hy
erhdlt man das Ergebnis. O

Abhingige Zugriffe

Nun betrachten wir die Situation einer Zugriffsfolge, die durch eine positiv-rekurrente
Markov-Kette P erster Ordnung modelliert werden kann. Der Zustandsraum der Ket-
teist {IL,... ,nL,1R,... ,nR}, und die Uberginge werden durch Wahrscheinlichkeiten
Pip,jp’ beschrieben, wobei i,j € {1,... ,n} und D,D’ € {L,R}]. Die eindeutigen sta-
tiondren Wahrscheinlichkeiten seien 7iip. Weiter seien m;p jp' die mittleren Erstein-
trittszeiten und Pip ;o = Pjp/ip - D! /Mp die Ubergangswahrscheinlichkeiten der
riickwartslaufenden Kette. Die folgende Beobachtung ist grundlegend fiir die Analyse.

Lemma 1.61. Wenn auf il zugegriffen wird, dann steht j links von i, wenn wir von il ausge-
hend die Zugriffsfolge zuriickverfolgen und auf jL oder iR treffen, bevor iL oder jR aufgetreten
ist. Wenn auf iR zugegriffen wird, dann steht i links von j, wenn wir von iR ausgehend die
Zugriffsfolge zuriickverfolgen und auf il oder jR treffen, bevor iR oder jL aufgetreten ist.
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Sei b(j, i[iL) die asymptotische Wahrscheinlichkeit, daf8 j links von i steht, wenn ge-
rade auf il zugegriffen wird, und b(i,jl[iR) die asymptotische Wahrscheinlichkeit, dafs
ilinks von j steht, wenn gerade auf iR zugegriffen wird. Diese Wahrscheinlichkeiten
konnen mit Hilfe von Tabu-Mengen berechnet werden. Dazu bezeichne iL)jR)iRﬁ‘L‘jL
die Wahrscheinlichkeit, von iL aus riickwarts zu laufen und in einer beliebigen Anzahl
von Schritten das Element jL zu erreichen, ohne die Tabu-Zustidnde iL, jR oder iR als
Zwischenzustdnde zu benutzen. Hierbei wird auch iR ausgeschlossen, um den ersten
Eintritt in jL oder iR als disjunkte Ereignisse betrachten zu kénnen. Diese Wahrschein-
lichkeiten konnen gemaf; Formel (A.3) angegeben werden, und wir erhalten

Lemma 1.62.

. el _ P Px
b(j,i[il) = iL,jR,iniL,jL + iL,jR,ijiL,iR
N

b(L,jliR) = rypacf

*

P

RiR T iR LjRTIRAL -

o

Mit Hilfe von b(i, jliR) = 1 — b(j, i[iR) ergibt sich

Satz 1.63. Die asymptotische erwartete Suchzeit bei Zugriffsfolgen gemdfs der Markov-Kette P
ist

n
Epmre(P) =1+ ) Y mrb(j, iil) + mrb(i,jliR).

i=1 j£i
Wir geben ein Beispiel. Seien (1y,... ,1,) und (r1,... , ) zwei Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf {1,... ,n}. Wir betrachten das oben vorgestellte Szenario zweier Be-

nutzer L und R, deren Zugriffe unabhédngig voneinander sind, aber deren Zugriffe in
Blocken ankommen. Dabei sei die Blockgrofie K geometrisch verteilt mit Parameter
0< B < 1,also Prob(K = k) = (1 — B)p* ! fiir k > 1. Die erwartete Blockgrofie ist also

170 =B).

Mit diesen Annahmen finden wir fiir die Ubergangsmatrix der Markov-Kette

piyt = BY  pir = (1—B)r
PirRjR = BTy pirjL = (1—=B)L.

Lemma 1.64. In dem oben definierten Beispiel gilt iy = 1i/2, migr = 1i/2, und
(13 +Tj)lj[3 + lj + 13
(Liry + 111‘]' + 1]'1‘1 + lej)ﬁ + L+ 1]' +ri4m

(L+H)nB+li+m
(111‘1 + 111‘]' + 1]'1‘1 + lej)ﬁ + L+ 1]' +ri4m '

b(j,iil) =

b(i,jliR) =

Das Lemma folgt durch Auswerten von Lemma 1.62 und eine ldngere, aber einfache
Rechnung (Berechnen mehrerer 3 x 3-Matrizen). Wir illustrieren es fiir die Verteilungen

li=r=1/ (i“HLfX]) und « = 1,2, 3 am Beispiel von n = 10 Elementen.
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5.6 T

54

5.2

4.8

4.6

4.4 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Verlauf von Epyre(P) fiir B € [0, 1].

Im Fall f = 0 werden von L und R nur einzelne Zugriffe gemacht, deren Reihenfolge
gleichverteilt ist. Somit ist keinerlei Optimierung moglich, und die Suchzeit betragt
(n + 1)/2. Mit zunehmender Blockgrofie (wachsendem (3) hat der Algorithmus mehr
Zeit, die Listenordnung jeweils fiir L oder R zu optimieren; dies funktioniert umso
besser, je stiarker die Zugriffsverteilung von der Gleichverteilung entfernt ist (grofsere
o). Im Grenzfall 3 = 1 erfolgen die Zugriffe nur von einer Seite, und man erhélt das
gleiche Ergebnis wie bei einer einfach verketteten Liste.

1.9.2. Kompetitives Verhalten der DMTF-Regel

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafs die Kosten der DMTF-Regel hochstens um den
Faktor 2 hoher sind als die Kosten beliebiger Offline-Gegner.

Satz 1.65. Fiir beliebige Zugriffsfolgen o gilt:
DMTE(0) < 2 - OPT(0).

Beweis. Fiir zwei Listenelemente x # y sagen wir (x,y), wenn in der von DMTF verwal-
teten Liste x links von y steht. (x,y) heiflt Inversion, wenn in der Liste des optimalen
Gegners y links von x steht.

Sei eine Zugriffsfolge o = (07,... ,0m) gegeben, und sei der aktuelle Zugriff o, €
{xL,xR}. Fiir die amortisierte Analyse benutzen wir die Anzahl aller Inversionen als
Standard-Potentialfunktion. Sei weiter A die Menge der Elemente y, so daf (y, x) keine
Inversion ist, B die Menge der y, so daf3 (y, x) eine Inversion ist. Sei C die Menge der
Elemente y, so daf (x,y) eine Inversion ist, und D die Menge der y, so daf8 (x,y) keine
Inversion ist. SchliefSlich sei | A = A, |B| =B, |C| = Cund |D| = D.

Sei nun der aktuelle Zugriff oy = xL. Die Kosten des optimalen Algorithmus sind
OPT¢ = A 4+ C + 1, und der Online-Algorithmus weist Kosten DMTF; = A + B + 1 auf.
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Aufgrund der Aktion von DMTF verringert sich das Potential um B, da die Inversionen
(y,x) mit y € B verschwinden. Je nachdem, wie weit OPT sein x nach links bewegt,
verwandeln sich einige oder alle der (z,x) mit z € A zu Inversionen (x,z) mit z € C.
Die Potentialdnderung betrédgt also hochstens A — B, und fiir die amortisierten Kosten
a, von DMTF folgt

a; = DMTF{ +A® = A+B+1+A—-B < 2.-0PT; — 1.

Analog sei der aktuelle Zugriff oy = xR. Die Kosten des optimalen Algoritmus sind
OPT¢ = B + D + 1, und der Online-Algorithmus weist Kosten DMTF; = C + D + 1 auf.
Aufgrund der Aktion von DMTF verringert sich das Potential um C, da die Inversionen
(x,y) mit y € C verschwinden. Durch die Aktion von OPT konnen bis zu D neue
Inversionen entstehen. Die Potentialdinderung betrédgt also hochstens D — C, und fiir
die amortisierten Kosten a; von DMTF gilt

at = DMTF{+A® = C+D+14+D—-C < 2-0PT¢— 1.
Insgesamt folgt, dafs DMTF ein 2-kompetitiver Listenalgorithmus ist. O

Da das Modell der bidirektionalen Suche die Suche in einer Richtung als Spezialfall
enthélt, ist 2 auch eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor von DMTF, und
damit ist DMTF optimal im kompetitiven Modell.

1.10. Suche in mehreren Listen

Wir betrachten folgendes Modell, das in [CW90] eingefiihrt wurde. Die n Elemente der
Menge A sollen auf k Listen Ly, ... , Ly verteilt werden. Beim Zugriff auf ein Element i
wird in der Liste Ly, mit i € Ly, gesucht, die Zugriffskosten sind gleich der Position, auf
der i gefunden wurde. Die Auswahl der richtigen Liste L}, verursacht keine Kosten.

Dieses Modell beschreibt beispielsweise Hashing mit Verkettung, wenn die Aus-
wertung der Hashfunktion keine Kosten erzeugt, sondern der Suchaufwand in der li-
nearen Liste bewertet wird. Ein praktisches Beispiel fiir diese Situation ist ein Waren-
lager, in dem Kisten iibereinander stehen. Bei dem Finden des richtigen Kistenstapels
entstehen keine Kosten, aber der Zugriff auf die k-oberste Kiste verursacht Kosten k.
Die Aufgabe ist es nun, die Kisten so zu Stapeln zusammenzustellen bzw. dynamisch
umzuschichten, daf$ die Zugriffskosten minimiert werden.

In [CW90] wird ausschliefSlich die Klasse K der Regeln betrachtet, die das gefun-
dene Element an den Kopf einer beliebigen Liste setzen (MOVE-TO-FRONT for multiple
lists). Eine solche Regel ist also eine Abbildung des aktuellen Zustands der Listen und
des aktuellen Zugriffs auf eine Liste. Man beachte, dafy die Langen der Listen bei die-
sem Vorgang variieren konnen. Die Autoren fiihren als Teilmenge von K die Klasse der
partition policies ein, die nur am Anfang eine Zuordnung der Elemente auf die einzelnen
Listen vornehmen, und anschliefSend diese Aufteilung nicht mehr d&ndern. Unter dem
Modell von stochastisch unabhingigen, identisch verteilten Zugriffen zeigen sie eine
hinreichende Bedingung dafiir, daf} eine optimale Strategie eine partition policy ist und
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geben auch ein Beispiel, bei der eine andere Strategie geringere Kosten hat als die beste
partition policy.

Unabhingige stochastische Zugriffe

Im folgenden lassen wir weitere Regeln zu. Zunéchst charakterisieren wir optimale
Anordnungen. Seien p1 > - > py die Zugriffswahrscheinlichkeiten der Elemente.
Weiter sei n = m - k fiir ein m. Eine optimale Aufteilung auf die Listen ist dann

L = (1, k41 , 2k+1 , ... , n—k+1 )
LL = (2, k42 , 2k+2 , ... , n—k+2 )
Lk = ( k, k+k , 2k+k , ... | n ).

Denn es ist optimal, die k Elemente mit den grofiten Wahrscheinlichkeiten auf die
jeweils ersten Listenpldtze zu setzen und entsprechend fortzufahren. Keine Vertau-
schung von zwei Elementen kann dann die erwarteten Suchkosten verkleinern.

k m/k

EMOPTI(p) = ) ) i Picfiot)sns

h=1i=1

wobei MOPT fiir MEHRFACHLISTEN-OPT steht. Die bekannten Heuristiken fiir adap-
tive Listen konnen wir direkt auf diesen Fall tibertragen, wenn wir die Kosten fiir die
Umordnung zunichst nicht betrachten. Dazu lesen wir die obigen Aufteilung spal-
tenweise, und versuchen, die Ordnung (1,2,... ,n) moglichst gut zu approximieren.
Genauergesagt betrachten wir die bijektive Zuordnung

f:(Ly,...,Lxy) —L
mit
Ln = (on(1),...,0n(n/k)) fir h=1,... ,k

L = (o1(1),02(1),...,0k(1),01(2),02(2),...,0k(2),...,01(n/k),..., ok(n/k)).

Durch diese Aufteilung hat jedes Ly, stets n/k Elemente. Eine beliebige Regel R fiir die
Liste L wird nun auf (Ly,... , L) angewendet durch

(RTUUNIN P LS LIS S YRR )

Diese Regel soll MEHRFACHLISTEN-R (MR) heifien. Bereits fiir MMTF ist keine einfache
Formulierung der erwarteten Suchkosten moglich, da bei einem Zugriff auf i in einer
Liste L, ein Element j genau dann vor i steht, wenn zwischen j und i sich mk — 1
Elemente befinden fiir ein m € N. Wir zeigen aber
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Satz 1.66. Gilt fiir eine Familie R(£) von Listenalgorithmen, daf$

ER(Z](P) — Eopr(p) (£ — o0)
fiir eine Zugriffsverteilung p, so folgt auch

EMR(Z](p) — Emorr(p) (£ — o0).

Beweis. Fiir p; < p; muf fiir die asymptotische Wahrscheinlichkeit b(j, 1), dafd j vor
i steht, wenn R({) angewendet wird, gelten: by(j,i) — O fiir { — oco. Damit folgt,
dafd die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs wie bei der optimalen Anordnung hochstens
t = [{j : p; > pi}l Elemente vor i stehen, gegen 1 strebt. Damit verursacht ein Zugriff
auf i im Grenzwert { — oo die erwarteten Kosten von hochstens [t/k]|, wenn MR({)
angewendet wird. O

Bei diesen Verfahren ist jedoch zu bedenken, dafl weitere Elemente neben dem nachge-
fragten Element bewegt werden miissen. Die Kosten dieser Umordnungen haben wir
nicht berticksichtigt. Wir geben nun Listenalgorithmen an, die der obigen Klasse K an-
gehoren, also keine weiteren Umordnungskosten erzeugen, und adaptiv arbeiten, d.h.
ohne Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten eine Umsortierungsstrategie implementieren.

MRAND: Setze das nachgefragte Element an den Kopf einer zuféllig ausge-
wibhlten Liste.

Satz 1.67. Bei unabhingigen Zugriffen betragen die erwarteten Suchkosten von MRAND unter
obigem Kostenmodell (gewertet wird nur die lineare Suche, nicht die Auswahl der Liste)

2 Pibj
EMRAND(p) = 1+--
k S Pit P
2
< 2 Enorr(p) +1 T

Beweis. Das Element j steht genau dann vor i, wenn es beim letzten Zugriff an den
Kopf der Liste gesetzt wurde, die 1 enthilt, und danach i oder j nicht mehr angefragt
wurden,

b, =2 Y (1—pi—py) =

=0 k pi+p;
Daraus folgt
o 2 .
EMRAND(p) = ]‘|‘Zzpib(],l) = 1‘|‘E‘ pf]
i A i< PiTPj
< ]+2.Zﬁ = ]+2.Zp..g
- — k -k
i<j j
2 j 2 j
= 1‘?“'?’]‘& = 1‘&“‘%”[?}
2
= 11— E +2 . EMOPT(p)- O
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Der nédchste Algorithmus, den wir betrachten, arbeitet deterministisch und kann als
eine derandomisierte Version von MRAND aufgefafst werden. Anstatt einer zufalligen
Auswahl der Liste, in die die nachgefragten Elemente gesetzt werden, werden sie zy-
klisch auf die Listen verteilt.

ARRAY: Das Verfahren startet in einer beliebigen Konfiguration der Listen,
gleichzeitig bilden die Ly, selbst die Eintrdge einer Liste (Ls(1),..., L)),
die mit MTF verwaltet wird. Nachdem auf ein Element i zugegriffen wurde,
wird i an den Kopf der zur Zeit letzten Liste [ ;) gesetzt und diese gemafs
MTF an den Anfang der Liste der L}, bewegt.

Die Intuition dabei ist, dafs die letzte Liste L) die wenigsten Zugriffe erhalten hat,
und deshalb durch Hinzuftigen des aktuellen Elements populdrer gemacht werden soll.
Dadurch sollen die Nachfragen moglichst gut iiber alle Listen verteilt werden. Die
Listenldangen konnen dabei schwanken, und auch leere Listen sind moglich. Wir zeigen,
daf bei unabhéngigen identisch verteilten Zugriffen die deterministische ARRAY-Regel
genauso gut arbeitet wie MRAND.

Satz 1.68. Die erwarteten Suchkosten von ARRAY unter obigem Kostenmodell betragen

pip;  pill —p)*’
Zpitpy T (1—pJk
2

< Z'EMOPT(p)_*_]_E'

EARRAY(p) = 1+

Beweis. In der Folge der Listen hat die letzte Liste L) die Eigenschaft, dafs seit min-
destens k — 1 Zugriffen kein Element mehr daraus nachgefragt wurde. Nur in diese
Liste werden neue Elemente gesetzt, und wenn sie dann an den Anfang aller Listen
bewegt wird, bleibt die Ordnung der Elemente erhalten. Das bedeutet, dafs Element j
vor i steht, wenn seit dem letzten Zugriff auf i genau k — 1 + (k andere Elemente nach-
gefragt wurden (eventuell auch j), und dann zum letzten Mal auf j zugegriffen wird
(¢ > 0). Wenn man danach konditioniert, dafd der letzte Zugriff auf j genau t Schritte
zurtickliegt, erhdlt man

o o
b(,i) = pi-(T=p)* ") (1—p)*pj- > (1—pi—pj)
=0 =0

pip; (1 —p)*
pi+p; 1—(1T—py)k’
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Fiir die asymptotischen erwarteten Zugriffskosten folgt

Exrrav(p) = Z‘Pi(] ‘|‘Zb(j)i)>
i A
pir;  pill —pi
pit+p; 1—(1—pi*

)kfl

= 1+
j#

pip; |1
< 14y =
7 Pit P k

T i
k Pi + P

j<i

Die Abschdtzung folgt dabei aus

k=T
p(1—7p) <]

ospst T—(T—p)¥ = Kk’

was man durch eine Kurvendiskussion zeigt: die Funktion ist monoton fallend und
nimmt ihr Maximum 1/k bei p = 0 an (hebbare Singularitét). O

Die beiden Verfahren ARRAY und MRAND erzielen somit den optimalen Speedup
des MTF-Verfahrens in diesem Modell: das Verhiltnis zu den optimalen Kosten betragt
konstant 2 unabhéngig von der Anzahl k der Listen.

Kompetitives Modell

In einem Kostenmodell mit Gegner muf3 zundchst geklart werden, wieviel beliebige
Vertauschungen von Listenelementen kosten. Ein bezahlter Austausch innerhalb einer
Liste wird wie im Standardmodell mit Einheitskosten bewertet. Zwischen verschiede-
nen Listen ist ein Austausch der Elemente an den Listenkopfen mit Kosten 1 moglich.

Satz 1.69. Es gibt Zugriffsfolgen o, so dafs jeder deterministische Algorithmus A gegeniiber
einem statischen Gegner OPT um einen Faktor

Calo) S 2
Corr(o) = T4 n/k] T

schlechter ist.

Beweis. Sei A ein deterministisches Verfahren fiir k Listen. Dann gibt es stets eine Liste
der Lange mindestens [n/k|. Der Gegner konstruiert eine Zugriffsfolge o der Lange
m, indem er immer auf das letzte Element in einer solchen Liste zugreift und dadurch
Gesamtkosten C,(0) > mn/k erzeugt. Diese Folge kann offline bearbeitet werden,
indem die Liste zunédchst wie bei MOPT geordnet wird (siehe oben) und dann statisch
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bleibt, was Kosten (5) fiir die Sortierung und dann hochstens m([n/k] + 1)/2 fiir die
Zugriffe verursacht. Also folgt

Calo) m[n/k] 2

Con(0) = @ am(ml+12  TxmagT M7k

O

Fiir feste k muf also mit wachsendem n der kompetitive Faktor beliebig nahe an
2 liegen. Wenn aber n = ok fiir ein festes o ist, so besteht die Moglichkeit, dafs das
kompetitive Verhiltnis eines deterministischen Algorithmus fiir die Suche in mehreren
Listen unter 2 liegt.
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Dieses Kapitel beschreibt Anwendungen der vorgestellten adaptiven Ver-
fahren. Im ersten Abschnitt wird die Anwendung von adaptiven Listenal-
gorithmen zur Gewinnung statistischer Modelle fiir die Datenkompression
beschrieben. Anschlieffend werden zwei Verfahren zur effizienten Berech-
nung von konvexen Hiillen untersucht. Wir diskutieren, wie man die Ko-
sten adaptiver Suchalgorithmen als Maf fiir die Lokalitédt in Datenstromen
einsetzen kann. SchliefSlich gehen wir auf die Unterschiede zwischen adap-
tiven Listen und Baumen ein.

2.1. Datenkompression

Adaptive Listenalgorithmen stellen eine einfach zu implementierende und in der Kom-
plexitat billige Methode dar, um statistische Informationen aus Datenstromen zu ge-
winnen. Es gibt bereits einige Untersuchungen mit Listenalgorithmen, die fiir Kom-
pressionsverfahren eingesetzt werden. Die folgenden Ergebnisse verallgemeinern die
Aussagen fiir MOVE-TO-FRONT [BSTW86, E87] und TIMESTAMP [AM98]. Man verglei-
che auch [GRVW95, ]J88] fiir die Anwendung von adaptiven Baumen fiir die Daten-
kompression sowie [BCW90] fiir einen allgemeinen Uberblick tiber verlustfreie Algo-
rithmen zur Textkompression.

Eine alternative Methode, um mit geringem Ressourcen-Aufwand (Speicherplatz)
Statistiken von Datenstromen zu erhalten, besteht in der Verwendung von approxima-
tiven Zahlern. Solche Algorithmen sparen Speicherplatz, indem sie die Genauigkeit
verringern und randomisiert arbeiten. Beispielsweise konnen alle Zahlen im Bereich
2t ... 2% durch i repréasentiert werden, beim Inkrementieren wird der Ubergang
i+ i+ 1 nur mit Wahrscheinlichkeit 1/2' gemacht. Die Schitzung von statistischen
Informationen mit solchen Verfahren wird in [AMS96, F85, HK96] behandelt.

Der Grundgedanke der Kompression mit Hilfe von Listenalgorithmen ist, dafi die
Liste ein statistisches Modell des Datenstroms liefert. Die Position jedes Atoms (Buch-
stabe oder Wort des Datenstroms) in der Liste gibt statistische Auskiinfte tiber vergan-
gene Auftreten des Atoms. In Abhédngigkeit des verwendeten Listenalgorithmus ist das
Modell mehr oder weniger adaptiv.

Zu Beginn ist die Liste in zufélliger Ordnung oder (wie bei uns) bereits nach abstei-
genden Zugriffshdufigkeiten der Listenelemente sortiert (was einen ersten Durchlauf
uber die Liste oder Vorwissen iiber die Daten erfordert). Die letztere Variante wurde
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in anderen Arbeiten betrachtet [AM98, BSTW86, E87], und wir behalten sie fiir die em-
pirischen Untersuchungen bei, um die Ergebnisse vergleichbar zu machen. Als Atome
betrachten wir die Bytes der Datei, die zur Kompression folgendermafien sequentiell
kodiert werden. Ein ankommendes Zeichen wird in der Liste gesucht. Wenn es auf
Position i gefunden wurde, wird ein Kodewort fiir i ausgegeben und der Listenalgo-
rithmus angewendet.

Zur Dekompression ist es notwendig, dafs die Liste des Dekodierers mit der glei-
chen Ordnung wie die des Kodierers initialisiert wird. Wenn der Wert i zu dekodieren
ist, dann wird das Zeichen auf Position i ausgegeben und der jeweilige Listenalgorith-
mus aktiviert. Da der Listenalgorithmus deterministisch ist, ist sichergestellt, daf$ bei
Kodierer und Dekodierer zu jedem Zeitpunkt die gleiche Listenordnung vorliegt.

Wir miissen definieren, wie eine natiirliche Zahl i kodiert werden soll. Die so-
genannten Elias-Kodes [E75] sind eine Sammlung prifixfreier Kodierungen fiir die-
sen Zweck. Sei n = [log(i)]. Die Bindrdarstellung von i = Zjn=0 ajzj ist bin(i) =
(1,an—1,...,a,ap). Im einfachsten Fall wird i € N durch seine Bindrdarstellung
bin(i) reprasentiert, und die Lange dieser Darstellung unér kodiert, damit der Kode
préfixfrei wird. Die Kodierung lautet

c1(i) = 018V . pin(i)

und hat die Lange |cq(i)| = 1 + 2|log(i)], da [bin(i)| =1 + |log(i)].
Man kann dieses Schema iterieren und auch die Lange von bin(i) bindr reprasen-
tieren, und die Lange dieser Darstellung dann unér. Damit wird i dargestellt als

c2(i) = c1(1+ |log(i)]) - bin(i)
= olog(+log®NI . pin(1 + [log(i)]) - bin(i)
und hat die Lange [c2(i)] = 2 + |log(i)] + 2[log(1 + |log(i)])|. Durch eine leichte
Modifikation kann man noch eine Stelle sparen, da das fithrende Bit von bin(i) stets 1
ist. Mit bin(i) = 1- bin/(1) erhilt man
c3(i) = c1(14 [log(i)]) - bin'(i)
= olog+log®l . pin(1 + [log(i)]) - bin'(i).

Diese Kodierung c3 und die Langenfunktion
f(i) =14 log(i) + 21og(1 + log(i)) > Ic3(i)l

verwenden wir im folgenden.

Es gibt Ansétze, wie man die Kompressionseigenschaften der adaptiven Verfahren
noch etwas verbessern kann, wenn man fiir verschiedene Zahlbereiche von 1 verschie-
dene Kodierungen verwendet, und in einem zweistufigen Verfahren erst die Auswahl
der Kodierung und dann die eigentliche Darstellung von i kodiert [F96, R98]. Im zwei-
ten Schritt werden bedingte Wahrscheinlichkeiten benutzt, die bei geschickter Auswahl
der Verfahren eine geringftligig bessere Kodierung moglich machen.
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2.1.1. Theoretische Ergebnisse

Der folgende Satz besagt, dafs die erwartete Kodeldnge eines Zeichens nur wenig tiber
der unteren Schranke der Entropie H(p) liegt, und auch nur wenig tiber der oberen
Schranke H(p) + 1 fiir optimale erwartete Kodewortlingen, wie sie beispielsweise ein
statischer Huffman-Kode erzeugt.

Satz 2.1. Fiir beliebige Verteilungen p = (p1,... ,pn) gilt fiir die erwartete Linge E(p) der
Kodierung eines Zeichens mit der SBD(k)-Regel

E(p) < 1+ H(p) + 2log(1 + H(p)),
wobei H(p) = H(p) — a(p) ist, und a(p) > 0 eine von der Verteilung abhiingige Konstante.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit p; > --- > p,. Sei f(i) = 1 +
log(i) + 2log(1 + log(i)). Wir benutzen die Ungleichung von Jensen, die besagt, daf3
fur beliebige konkave Funktionen f und positive reelle Konstanten p1, ... ,pn gilt, dal
Y i pif(xi) < f(X i, pixi). Die asymptotische mittlere Position von Element i ist
1+ Z#i b(j,1), wobei b(j, 1) gemafs (1.12) auf Seite 39 gegeben ist.

> pilog(1+ ) b(j,1))
i1 0

n 1 T o1\ plpZklt
; pilog | 5 g 0 (pi + p;) 2% T

= n n k-2 (41, 2k—2—0 - 2k—2—0. (+1
! Dj 2k — 2\ Pi P )
= z ilo ——I—E ) -|-§ § ( > i Py i j
i PoB 2 S PitP T t (pi + p;) 2T

j=1 j=1 {=0
n n k-2 041, 2k—2-¢ 2k—2—0, 041
1 2k — 2\ Pi '] — Py
S Zpilog _'l'Z ( > — 21k71 :
= PSS ¢ (pi +1;5)
n n k-2 0+2. 2k—2—¢ 2k—1—0,_(+1
1 2k — 2\ Py 7P; —Pi P;
= pilo <—> + pilog [ T+ < ) —
; ilog pi lZZ] ilog j;(g:() ) (pi+pj)2k 1
n 1 Pib;
< Zpilog <—> + log <1 — Z SR L0 — ]Zk—]
= pi 1< e (PP
2 k2
- 2k-1-0.¢ 042, 2k-3-¢ k20 _0+1 041 2k-2¢
( ¢ > (pi P; _pi+ P; —P; pj+ +pi+ P; ))
=0

= H(p) —alp) = H(p) .
Dabei folgt das erste Gleichheitszeichen durch Einsetzen von (1.12) und der Tatsache

b(i,i) = 1/2, das zweite Gleichheitszeichen aus (**,%) + (zckgz) = (zgj:]]) und die fol-

gende Ungleichung aus 1/2 + Z}; p;/(pi +p;) < 1/pi. Die Aussage a(p) > 0 folgt
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durch eine Analyse der inneren Summe in der Funktion a(p). Fiir die innere Klammer
gilt ndmlich wegen p; > p;

2k—1-€¢ 0+2. 2k—3—¢ 2k—2—C, (+1 +p0+1 2k—2—L

Pi P; =Py P; —P; P; i Pj
_ pgﬂpf ) (piZk—zfze . pip];kfsfze _pHesy, pjzkfzfzc>
_ p£+1p;z (pi—p;) (piZk7372€ . _ijkf?,fZ(Z)
> 0.
Insgesamt folgt
n
Ep) < Y pif(1+) bG,i))
i=1 j£i
n n
< 1+ pilog(1+ Y b(,0)) +2) log (1+pilog(l+ ) b(j, 1))
i=1 j£ i=1 j£

< 1+ H(p) +2log(1+ H(p)) .
|

Auch wenn keine Voraussetzungen iiber den Datenstrom gemacht werden, konnen
wir die mittlere Kodeldnge gegen die empirische Entropie der Folge abschétzen. Sei
o = 01,...,0n eine beliebige Folge von Listenelementen, und sei m; die Haufigkeit
des Vorkommens von i in o. Die relative Haufigkeit von i ist damit m;/m, und die
empirische Entropie ist

H'(0) = i s ().

i=1
Sei E(0) die mittlere Kodewortldnge eines Zeichens.

Satz 2.2. Sei o eine beliebige Zugriffsfolge, dann gilt unter Verwendung der SBD(k)-Regel und
fiirk > 1,

E(o) <1+4log(k—1)+ H"(0o) + 2log(1 + log(k — 1) + H*(0)).

Beweis. Fiir k = 1 wurde in [BSTW86] gezeigt, dafl E(c) < 1+ H*(o) +2log(1+ H*(0)).
Seinun k > 1. Wir benutzen wieder die Funktion f(i) = 1+ log(i) +2log(1+1log(i)) als
obere Schranke der Kodewortldngen des Elias-Kodes c3. Sei i ein beliebiges Element
der Liste, und 1 < t; < t2 < -+ < tyy, die Zeitpunkte mit o, =1, s = 1,... ,my.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit werden die ersten k — 1 Auftreten von i durch
f(t1),...,f(tx_1) kodiert. Sei nun s > k und sei rs die Position von i in der Liste,
direkt nachdem oy, tibertragen wurde. Wir zeigen, dafs das s-te Vorkommen von i mit
f(re ki1 +ts — ts ki1 — 1) Bits kodiert werden kann. Sei ds die Anzahl der Elemente
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j # 1, die in dem Intervall [t 41 + 1, ts] mindestens k mal nachgefragt werden. Es gilt
also ry = ds+ 1. Da wihrend dieses Intervalls auf hochstens ts—ts 1 1—1—(k—1)ds <
ts — ts_x41 — 1 — d; verschiedene Elemente zugegriffen wurde, konnen also hochstens
so viele Elemente vor i gezogen worden sein, und das s-te Auftreten von i kann mit
flrs ko1 +ts —ts w1 — 1 —ds) = f(rs_xs1 + ts — ts_xs1 — 1) Bits kodiert werden.
Zusammen erhélt man fiir die Lange der Kodierung aller m; Vorkommen von i

m;
)+ 1)+ ) Fre e +te—te 1 — 1)

s=k
1 i
< my-f (E(h +ooot e+ Z(Tsfkﬂ +ts —tsxm —Ts)>)
t s=k
= mi-f mL b2+ Ftme+T T T2 — Ty
m 1
k—1
my
Dies gilt, da ts < mfiirallesund ry = -+ =11 = 1 (nach Definition des Algorithmus

wird bei den ersten k—1 Zugriffen das Element stets an den Listenanfang gesetzt) sowie
rs > 1 fiir alle s. Aufsummieren tiber alle i und Division durch m ergibt

E(0) Yy % f (&;17”’“)

i=1

< 1T+log(k—1)+H*(o)+2(1 4+ log(k — 1) + H*(0)).

IN

O

Dieses Resultat stellt eine Parallele zu Satz 1.17 dar. Da bei der Kompression nicht
die kumulierten Zugriffskosten betrachtet werden, sondern die Summe der logarith-
mierten Kosten, ist die mittlere Kodewortlinge nicht um einen Faktor k, sondern um
einen Summand log(k — 1) grofier als bei kompetitiv-optimalen Verfahren.

2.1.2. Empirische Ergebnisse
sBD(k)-Algorithmen

Mit den SBD(k)-Verfahren haben wir Experimente auf realen Datenstromen ausgefiihrt.
Eine beliebte Grundlage hierzu ist der Calgary/Canterbury Compression Corpus [WB], der
als eine Standard-Sammlung von Dateien zum Test von Kompressionsverfahren dient.

In unserem Fall enthélt die Liste die 256 moglichen Bytes, die in den Dateien vor-
kommen konnen. Weiter ist zu beachten, dafs bei dem Kompressionsexperiment nicht
die Zugriffskosten gemessen werden, sondern die Kodewortlingen, was den logarith-
mierten Zugriffskosten entspricht. Dies machen wir, um einen direkten Vergleich mit
den Kompressionsexperimenten anderer Arbeiten zu ermoglichen.
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In den obigen Abbildungen sind fiir vier Beispiele die Langen der komprimierten Da-
teien dargestellt, wenn SBD(k) benutzt wird, 1 < k < 200. Der Wert k* soll diejeni-
ge Regel unter den 200 getesteten Fillen beschreiben, die die beste Kompressionsra-
te erreicht. Mit anderen Worten, der Listenalgorithmus SBD(k*) ist am besten an die
Eingabefolge angepafst. Da sich die SBD(k)-Verfahren im Grad ihrer Adaptivitat unter-
scheiden, kann man auch folgern, dafs der Parameter k* den Grad der Lokalitét in der
Eingabefolge beschreibt. Manchmal ist der Wert k* jedoch nicht deutlich ausgepragt,
und die Kompressionsrate ist in einem ganzen Intervall um k* herum fast gleich gut
(z.B. bei den Dateien news und paperl). Deshalb kann der Wert k* kein prazises Maf3
tiir Lokalitat darstellen.

In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse zusammengestellt und verglichen mit
der Grofle der urspriinglichen Datei, und mit den Resultaten bei MOVE-TO-FRONT-
Kompression (k = 1), und FREQUENCY-COUNT-Kompression. Letztere benutzt als
statistisches Modell fiir die Daten eine statische Liste, die nach absteigenden Zugriffs-
haufigkeiten sortiert ist und nie gedndert wird.
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2.1. Datenkompression

File Original FC MTF || k* SORT-BY-DELAY(k*)
Bytes | Bytes | Bytes Bytes | % Orig | % EC | % MTE
bib 111261 | 88641 | 106468 || 73 | 89145 80.1 | 100.6 83.7

book1 768771 | 516198 | 644418 || 153 | 516966 67.2 | 100.1 80.2
book?2 610856 | 434798 | 515255 || 23 | 432940 709 | 99.6 84.0

geo 102400 | 85533 | 107422 || 19 85687 83.7 | 100.2 79.8
news 377109 | 292800 | 333729 || 18 | 289925 769 | 99.0 86.9
obj1 21504 | 19304 | 19351 | 3 17802 82.8 | 922 92.0
obj2 246814 | 237165 | 250952 || 7 | 219668 89.0 | 92.6 87.5

paperl 53161 | 39617 | 46140 || 25 39066 735 | 98.6 84.7
paper2 82199 | 56356 | 69437 || 54 | 56539 68.8 | 100.3 81.4
paper3 46526 | 32497 | 39373 || 35 32697 70.3 | 100.6 83.0
paper4 13286 9229 | 11273 || 30 9327 70.2 | 101.1 82.7
paperb 11954 8741 | 10195 || 18 8759 73.3 | 100.2 85.9
papert 38105 | 28487 | 32073 || 13 | 27320 71.7 | 959 85.2

pic 513216 | 111607 | 119125 || 7 | 109733 214 | 983 92.1
progc 39611 | 30779 | 39150 || 13 | 30414 76.8 | 98.8 77.7
prog| 71646 | 51260 | 55178 || 14 | 48776 68.1 | 95.2 88.4
progp 49379 | 35066 | 40041 | 9 34903 70.7 | 99.5 87.2
trans 93695 | 82297 | 82055 | 5 76895 82.1| 934 93.7

Die Ergebnisse von SBD(k*) sind deutlich besser als die von MTF, mit typischen Ver-
besserungen um 15 %. Es fallt auf, dafs SBD(k*) ungefdhr das gleiche Ergebnis wie
FREQUENCY-COUNT erzielt. Das gute Abschneiden von FC auf den Dateien des Cal-
gary Compression Corpus wurde auch schon in [BE97] festgestellt. Da bei SBD(k*) der
Algorithmus mit optimalem k gewéhlt wird, was nur durch einen Vergleich der Kom-
pressionsraten mit allen k, 1 < k < 200, gefunden wurde, stellen die Werte der SBD(k*)
eher eine untere Schranke fiir online erreichbare Kompressionsraten mit diesen Algo-
rithmen dar.

Adaptive Wahl des Parameters

Deshalb untersuchen wir jetzt, wie man geeignete Parameter k fiir SBD(k) online be-
stimmen kann und welche Auswirkungen auf die Kompression sich ergeben. Dazu
wird die Eingabefolge in Blocke der festen Lange L geteilt und fiir jeden gelesenen
Block nachtréglich festgestellt, welches Verfahren in diesem Block die beste Kompres-
sion ergeben hitte. Aus dem auf diese Weise bestimmten Parameter k und dem zuletzt
verwendeten Parameter k wird ein neuer Wert ermittelt, der das Verfahren zur Ko-
dierung des nédchsten Blocks angibt. Man beachte, daff Kodierung und Dekodierung
online (d.h. ohne Pufferung der Daten) ablaufen konnen. Jedoch miissen Kodierer und
Dekodierer recht umfangreiche Statistiken tiber die Daten des letzten Blocks fithren. Es
hat sich in den Experimenten herausgestellt, dafl es wesentlich besser ist, nur die Stati-
stik des letzten Blocks zu betrachten, als alle Daten vom Anfang der Datei bis zur aktu-
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ellen Stelle einzubeziehen; auf diese Weise kann man sich wechselnden Eigenschaften
des Datenstroms besser anpassen. Nach jedem Block muf der als néchstes verwendete
Parameter dem Dekodierer mitgeteilt werden. Diesen haben wir in den Experimenten
in einem Byte dargestellt, was einen Mehraufwand von 1/L der Grofle der urspriingli-
chen Datei bedeutet.

Zur Wahl des Parameters haben wir drei Varianten untersucht.

A. Der fiir den letzten Block beste Parameter k im Bereich 1 < k < 100 wird als neuer
Wert iibernommen. Dies kann zu heftigen Schwankungen des Parameters fiihren,
erzielte aber eine gute Kompression.

B. Der im letzten Block beste Wert k zwischen 1 und 100 und der aktuelle Wert k wer-
den gemittelt, und | (k + k)/2] als neuer Wert benutzt. Auf diese Weise werden
die starken Parameterschwankungen bei A geddampft.

C. Zwischen zwei Blocken darf sich der Parameter hochstens um 1 dandern. Wennk > 1
ist und k — 1 besser gewesen wére, dann wird mit SBD(k — 1) weitergemacht. Falls
k < 100 und k + 1 besser gewesen ware, wird der ndchste Block mit SBD(k + 1)
kodiert. Falls sowohl k + 1 und k — 1 die bessere Kompression ergeben hitten,
dann wird als zweites Kriterium der Betrag der Kompression betrachtet und die
bessere Alternative ausgewahlt.

Der Startparameter ist stets k = 1, d.h. der erste Block wird mit MTF kodiert. Das
folgende Diagramm zeigt den Verlauf des Parameters k bei der Kodierung der Datei
paperl mit den obigen Verfahren und Blockldnge L = 1000.

100
20
80
70
60
50
40
30
20
10

O - | | | | |
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
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2.1. Datenkompression

Die nichsten Grafiken vergleichen die Kodierungen A bzw. C der Datei paperl fiir
L zwischen 100 und 5000. Gute Werte liegen zwischen 200 und 1000, und im folgenden
halten wir L = 1000 fest.
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Die folgende Tabelle vergleicht die erzielten Kompressionsraten der Verfahren A, B
und C bei einer Blocklinge von L = 1000. Man erkennt, dafs die online komprimier-
ten Dateien ungefdhr die gleiche Grofse besitzen wie die mit SBD(k*) kodierten Dateien,
wobei k* offline bestimmt wurde. Bei Verfahren A ist das Ergebnis stets um weniger als
1% grofser als bei SBD(k*). Das bedeutet, dafs auf den Dateien des Calgary Compression
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Corpus eine Online-Kodierung mit adaptiver Wahl der sBD(k)-Verfahren moglich ist,
ohne nennenswerte Kompressionsverluste gegeniiber dem optimalen Offline-SBD(k)-
Verfahren hinnehmen zu miissen. Zum Teil ist sogar eine noch bessere Kompressi-
on moglich (Dateien paperl und paper2 und Verfahren A), da die adaptiven Verfahren
sich moglichen Anderungen des Lokalititsgrades innerhalb des Datenstroms anpassen
konnen. Die Prozentangaben beziehen sich auf das Kompressionsergebnis bei SBD(k*).

File Original | k* | SBD(k") A B C
Bytes Bytes| Bytes| %| Bytes| %| Bytes| %
bib 111261 | 73 | 89145 89195|100.1 | 89210|100.1| 89889 |100.8

book1 768771 | 153 | 516966 || 517958 | 100.2 | 517732 | 100.1 | 518428 | 100.3
book?2 610856 | 23 | 432940 | 433178 | 100.1 | 433214 | 100.1 | 434165 | 100.3

geo 102400 | 19 | 85687 | 85897 |100.2 | 85835 |100.2| 86028 |100.4
news 377109 | 18 | 289925 | 290472 | 100.2 | 290757 | 100.3 | 290361 | 100.2
obj1 21504 | 3 17802 || 17859 |100.3 | 18324 |102.9| 17927 |100.7

obj2 246814 | 7 | 219668 || 220670 | 100.5 | 221024 | 100.6 | 220075 | 100.2
paperl 53161 | 25 | 39066 | 38985 | 99.8| 39069 |100.0| 39550 |101.2
paper2 82199 | 54 | 56539 | 55646 | 98.4| 56636 |100.2| 57114 |101.0
paper3 46526 | 35 | 32697 | 32762|100.2| 32777 |100.2| 33156 | 101.4
paper4 13286 | 30 9327 9407 11009 | 9426(101.1| 9712 |104.1
paperb 11954 | 18 8759 8778 1100.2| 8790(100.4| 9082 |103.7
paper6 38105 | 13 | 27320 27362 |100.2 | 27427 |100.4| 27679 |101.3

pic 513216| 7 | 109733 | 110067 | 100.3 | 110491 | 100.7 | 111550 | 101.7
progc 39611 | 13 | 30414 30619 |100.7| 30612 |100.7 | 30715 |101.0
prog| 71646 | 14 | 48776 | 48814 |100.1 | 48819 |100.1| 48903 |100.3

progp 493791 9 34903 | 34939 |100.1 | 35042 |100.4| 35107 | 100.6
trans 93695| 5 76895 || 77474 1100.8 | 77474)100.8 | 77266 | 100.5

SBR(a) und die Burrows-Wheeler-Transformation

Die SBR(x)-Verfahren, die den Raum zwischen MOVE-TO-FRONT und TIMESTAMP aus-
tiillen, reagieren schneller und agressiver als die SBD(k)-Regeln fiir k > 3. Deshalb
kann ihr Einsatz nur bei Datenstromen mit sehr hoher Lokalitdt sinnvoll sein. Solche
Datenstrome erscheinen beispielsweise als Ergebnis einer Transformation, die 1994 von
M. Burrows und D. Wheeler veroffentlicht wurde [BW94].

Diese Transformation teilt den Eingabestrom in lange Blocke (z.B. 100000 Bytes). Je-
der Block wird durch ein Sortierverfahren auf einen gleichlangen Block abgebildet, und
mit sehr wenig Zusatzinformationen ist diese Abbildung umkehrbar. Die Ausgabe der
Transformation besitzt eine hohe Lokalitdt und ist damit fiir eine Kompression mit dem
MTF-Verfahren bestens geeignet. Weitere Untersuchungen zu diesem interessanten Ver-
fahren findet man in [F96, R98, Sa98].

Unser Ziel ist es, die SBR(xx)-Regeln zu einer Feineinstellung der Kompression zu
benutzen. Wir verwenden dazu die Beispielimplementierung aus [Ne96] und setzen
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2.1. Datenkompression

die Blockldnge auf 100000 fest. Fiir 0 < « < 1 in Schrittweiten von 0.01 haben wir den
Parameter o* bestimmt, der die beste Kompression ergibt. Nur bei 5 der 18 Dateien
des Calgary Corpus stellte sich ein Wert o > 0 besser als MTF heraus. Angesichts der
nur geringen Verbesserungen und der Einfachheit von MTF schlieffen wir, dafd MTF der
tiir praktische Anwendungen beste Listenalgorithmus in dieser Situation ist. Es ist aber
denkbar, daff andere Kodierungen der Listenpositionen nach der Transformation durch
BWT und den Listenalgorithmus anstatt der unmittelbaren Darstellung durch den Elias-
Kode c3 in Kombination mit SBR(«) andere Ergebnisse erzielen.

Nach der tabellarischen Auflistung der Ergebnisse ist fiir geo und trans die erzielte
Kompression in Abhingigkeit von « als Diagramm dargestellt.

File Original BWT+MTF o BWT+SBR(*)

Bytes | Bytes ‘ % Orig Bytes ‘ % Orig ‘ % BWT+MTF
bib 111261 | 35440 31.9| 0 | 35440 31.9 100.0
bookl || 768771 | 305707 39.8 || 0.21 | 299532 39.0 98.0
book2 || 610856 | 208610 342 0 |208610 34.2 100.0
geo 102400 | 81371 79.5|0.25| 79770 77.9 98.0
news 377109 | 150260 399 0 |150260 39.9 100.0
obj1 21504 | 12852 59.8(0.01 | 12759 59.3 99.2
obj2 246814 | 96151 39.0{ 0 | 96151 39.0 100.0
paperl 53161 | 18465 347| 0 | 18465 34.7 100.0
paper2 82199 | 28677 34.90.03 | 28530 34.7 99.4
paper3 46526 | 17582 37.8| 0 | 17582 37.8 100.0
paperd 13286 | 5496 414\ O 5496 41.4 100.0
paperb 11954 | 5070 424\ 0 5070 42.4 100.0
paper6 38105 | 13442 353 | 0 | 13442 35.5 100.0
pic 513216 | 102491 20.0 |1 0.23 | 99340 19.4 97.0
progc 39611 | 13898 351( 0 | 13898 35.1 100.0
prog| 71646 | 18870 26.3| 0 | 18870 26.3 100.0
progp 49379 | 12856 26.0| 0 | 12856 26.0 100.0
trans 93695 | 22616 241| 0 | 22616 241 100.0
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Zum Vergleich mit Standard-Kompressionsprogrammen, die auf Worterbiichern
und dem Ziv-Lempel-Verfahren basieren, zeigt die nidchste Tabelle die Ergebnisse des
Kompressionsexperimentes mit dem Programm gzip Version 1.2.4, sowohl mit dem
Standardverfahren als auch mit der Option -9, die das grofitmogliche Worterbuch und
damit die beste Kompression erlaubt. Man erkennt, dafs die Kompression mit der
Burrows-Wheeler-Transformation in einigen Fallen (bookl, paperl, ..
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trans

abschneidet, in anderen Féllen (pic) aber fast doppelt so grofs werden kann.
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File Original gzip gzip -9 BWT+MTF
Bytes| Bytes|% Orig| Bytes|% Orig| Bytes| % gzip -9
bib 111261 | 35063 31.5| 34900 31.4| 35440 101.5
bookl || 768771 | 313376 40.8 | 312281 40.6 | 305707 97.9
book2 || 610856 | 206687 33.8 206158 33.8 | 208610 101.2
geo 102400 | 68493 66.9 | 68414 66.8 | 81371 118.9
news 377109 | 144840 38.4 | 144400 38.3 | 150260 104.1
obj1 21504 | 10323 48.0| 10320 48.0 | 12852 124.5
obj2 246814 | 81631 33.1| 81087 32.9| 96151 118.6
paperl 53161 | 18577 34.9| 18543 349 | 18465 99.6
paper2 82199 | 29753 36.2 | 29667 36.1| 28677 96.7
paper3 46526 | 18097 38.9| 18074 38.8 | 17582 97.3
paperd 13286 | 5536 41.7| 5534 41.7 | 5496 99.3
paperb 11954 | 4995 41.8| 4995 41.8| 5070 101.5
paper6 38105 | 13232 34.7| 13213 34.7 | 13442 101.7
pic 513216 | 56442 11.0| 52381 10.2 | 102491 195.7
progc 39611 | 13275 33.5| 13261 33.5| 13898 104.8
prog| 71646 | 16273 22.7| 16164 22.6| 18870 116.7
progp 49379 | 11246 22.8| 11186 22.7 | 12856 114.9
trans 93695 | 18985 20.3| 18862 20.1| 22616 119.9

1
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2.2. Konvexe Hiillen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Anwendung von adaptiven Algorithmen auf
Fragestellungen der algorithmischen Geometrie. Fiir die Berechnung von maximalen
Punkten und konvexen Hiillen sind bereits einige Ergebnisse bekannt [BCL90, D99,
G94, H97, 597, S99, XZL98]. Die Vorteile von adaptiven Verfahren bei raumlichen Ab-
hédngigkeiten (Anpassung an unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilungen) und zeitli-
chen Abhidngigkeiten (Ausnutzung von Lokalitdt) wurden auch in [GOR97] festgestellt
und das Konzept der persistenten Datenstrukturen, die ihre Vergangenheit speichern,
auf Splay-Baume angewendet, um eine adaptive Punktlokalisierung zu erreichen.

Wir analysieren einen Algorithmus zur effizienten Berechnung der konvexen Hiille
von n Punkten in der Ebene. Das Verfahren wurde von G. Hotz entwickelt [H97] und
in [HS97, S99] weiter untersucht. Im folgenden geben wir einen einfachen Beweis der
erwarteten linearen Laufzeit fiir eine allgemeine Klasse von Zugriffsverteilungen und
entwickeln eine dynamische Variante des Verfahrens, die die Anzahl der Punkte n nicht
im voraus zu kennen braucht. Ahnliche Ansétze wie unser Basisalgorithmus wurden
in [BCLI0] vorgestellt, jedoch sind sie auf gleichverteilte Punkte innerhalb eines Qua-
drates beschréankt, vgl. auch [BS78].

Sei die Menge A = {Py,...,Py} von Punkten des R? die Eingabe, auflerdem sei
conv(B) die Menge der Eckpunkte der konvexen Hiille einer endlichen Punktmenge
B. Die Idee des Verfahrens ist es, eine Teilmenge & C A zu berechnen, fiir die gilt:

(@) X kann in linearer Zeit O(n) gefunden werden;

(b) es gibt ein Kriterium B,,, das eine hinreichende Bedingung dafiir ist, das conv(.A)
= conv(X) ist, dieses Kriterium kann in linearer Zeit O(n) ausgewertet werden
und ist mit hoher Wahrscheinlichkeit erfiillt;

(c) X istklein: |X| = O(n®) fiir ein 5 < 1, so daf} die konvexe Hiille von X in linearer
Zeit O(n) berechnet werden kann.

Mit anderen Worten, die Berechnung von X kann man als Filterungs-Schritt auffassen,
in dem versucht wird, die meisten der Punkte, die im Inneren der konvexen Hiille lie-
gen, auszusortieren. Somit flieSt nur eine kleine Obermenge der die konvexe Hiille
bestimmenden Punkte in die tatsdchliche Berechnung ein. Aus Sicht der Informations-
theorie besteht die Idee darin, die Ausfiihrungspfade des Programms so zu transfor-
mieren, daf$ die mittlere Tiefe der Berechnung linear in n ist [H97].

Wir gehen von einer geometrischen Verteilung in Quadratringen iiber dem gesam-
ten R? aus. Fiir einen festen Parameter 0 < p < 1 sei fiir einen Anfragepunkt P die
Wahrscheinlichkeit, in Ring(m) zu landen, Prob(P € Ring(m)) = (1 —p)p™ fiir m > 0.
Auf den Ringen kann die Verteilung variieren, wir setzen nur voraus, dafs die Wahr-
scheinlichkeit jedes Eckfeldes von Ring(m) mindestens q > % betrdgt, was zum
Beispiel die Gleichverteilung auf den Ringen erfiillt, falls alle Felder gleich grof3 sind.
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/Ring(€+1)

Bei bekannten n und p lauft der Algorithmus folgendermafien ab: wihle Ring { =
lo - log( n)J|, wobei o = 1/(21log(1/p)) und log(.) der Logarithmus zur Basis 2 ist. Sei
K= U Rlng ) das Quadrat innerhalb von Ring({). Fiir jeden Punkt P wird der Test
P € K7 in konstanter Zeit durchgefiihrt, und die Punkte P ¢ K und P € K separat
in zwei Listen X und )Y gespeichert. Aufserdem gibt es fiir jedes der vier Eckfelder
von Ring({) ein Bit, das gesetzt wird, wenn mindestens ein Punkt in dem Eckfeld liegt.
Dies kann ebenfalls fiir jeden Punkt in konstanter Zeit ausgefiihrt werden. Falls die
vier Eckfelder von Ring({) besetzt sind (Ereignis B), so wird die konvexe Hiille von X
berechnet, ansonsten die konvexe Hiille aller Punkte X U ).

Die Korrektheit des Verfahrens folgt daraus, daf die konvexe Hiille der Punkte das
Quadrat K beinhaltet, wenn in jedem Eckfeld von Ring({) ein Punkt liegt. Die Eintei-
lung der n Punkte in die Mengen X und Y lduft in linearer Zeit O(n) ab. Wir zeigen im
folgenden, daf$ die erwarteten Kosten E[C] zur Berechnung der konvexen Hiille eben-
falls linear in n sind.

Die Wahrscheinlichkeit, dafs alle 4 Eckfelder von Ring(£) besetzt sind, ist [HS97]

n hi+-+tha 1— n—(hi+-+hg)
> (m by s h4>q (1-q)

1<hq,...,hy<n
hy+--+hg<n

p(B)

= 1-4(1—q)"+6(1—2q)" —4(1 = 3q)™ + (1 —4q)"
>z 1-4(1-q)"

wobei g = q(£) > (1 —p)pt/(80) ist. Im folgenden wéhlen wir n stets so grof3, dafs
1 —4(1 — q)™ > 0ist. Fiir die erwarteten Kosten E[C] betrachten wir die bedingten
Erwartungswerte:

E[C] = p(B)-EICB] + (1—p(B)) E[CB]
< 1-E[CB] 4+ 4(1—q)"-nlogn,

wenn man den Planesweep-Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hiille in Zeit
O(nlogn) oder ein anderes Verfahren mit dieser Laufzeit verwendet. Dabei ist E[C|B] =
Y o P(kIB) -klogk, und p(k|B) die Wahrscheinlickkeit, daf genau k Punkte in Ring({)
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oder auBlerhalb (d.h.in R? —K = U;’i . Ring(j)) liegen, wenn alle vier Ecken von Ring({)
besetzt sind. Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir die O-Notation zunéchst
weg, sie wird am Ende wieder eingefiigt.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dafy genau k Punkte in Ring({) oder aufierhalb liegen
(dh.in X), gilt p(k) = () (pH*(1 —pY )™, also folgt fiir die bedingte Wahrscheinlich-
keit

p(knB) _ p(k) _ ()@Y —pH*
p(B) ~p(B) T T4 -

und fiir den bedingten Erwartungswert

p(k/B) =

k

4

pﬂ)nfk
qm

= (M eHk -
E[CB] < ]; T -klogk

log - < ) 'k yn—k
< —”.2 "t 1— Tk
T 1=40—aq &S\k P71 =p7)

logn ¢

T A=

Zusammen erhalten wir fiir die erwarteten Kosten

[4
E[C] < (1_4(11)—_(1)11 +4(1— q)“) -nlogn.

J

~~

=D

Wir zeigen nun, da D = O(1/logn) gilt, woraus E[C] = O(n) folgt. Dazu beachte
man q > (1 —p)p’/(80) und { = |xlogn|. AuBerdem gilt (1 — q)™ < exp(—nq). Also
ist (mit pf > poclogn — noclogp):

(1—a)™ < exp(—(1—pn'"*eP/(8xlogn))
< exp(—Q(logn))

< 0O(1/n),

IN

da nach Voraussetzung « < —1/log(p), damit 1 + «logp > 0 ist. Daraus folgt dann
auch

0
P _ Iy
T4 —qm O
und insgesamt
D < O(pY+0(1/n)
= O(n*ogr 4+ 1/n)
= O(nlogr) da alogp > —1 nach Wahl von «
= o(1/logn) da alogp < Oftirallep < 1.
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2. Anwendungen

Damit folgt eine sublineare erwartete Laufzeit E[C] < o(n) fiir die Konstruktion der
konvexen Hiille von A, wenn X' gegeben ist. Da aber fiir jeden Punkt P der Eingabe
zundchst P € K? getestet werden muf3, erhilt man eine lineare Gesamtlaufzeit.

Satz 2.3. Bei bekannten n und p berechnet obiges Verfahren die konvexe Hiille von n Punkten
in der Ebene gemiif$ der obigen Verteilung in erwarteter Laufzeit O (n) im Registermaschinen-
modell. O

Als nichtes geben wir eine dynamische Variante des Verfahrens an, die auch bei
unbekannter Punktanzahl n funktioniert. Natiirlich kann die gesamte Eingabe in ei-
ner linearen Liste zwischengespeichert werden, und der obige Filterungs-Algorithmus
erst gestartet werden, nachdem alle Punkte erschienen sind. In manchen Situationen
kann es aber wiinschenswert sein, ein dynamisches Verfahren zu besitzen, daff nach n
Punkten A,, eine Menge &,, C A;,, und ein Kriterium B,, mit den obigen Eigenschaf-
ten liefert, und bei Hinzuftigen eines weiteren Punktes P,,;1 in konstanter Zeit Xy
und B, 41 berechnen kann. Dazu modifizieren wir den obigen Algorithmus so, dafs er
inkrementell arbeitet und phasenweise den kritischen Ring { nach aufsen schiebt.

Wir setzen n; = 2'. Der Algorithmus startet in Phase 1. Phase i > 1 beginnt,
nachdem n;_; Punkte aufgetreten sind und endet, wenn n; Punkte erschienen sind.
Fiir Phase i betrachten wir den Ring mit Index {; = |« - log(ni)] = |« - i|, wobei wie
vorher o = 1/(2log(1/p)) ist. Jeder neue Punkt P wird in eine von zwei Listen M;, N;
eingefiigt, je nachdem ob P € U;’ia Ring(j) oder P € Uf;}l Ring(j) liegt; dies ist in
konstanter Zeit pro Punkt moglich. Gleichzeitig werden entsprechende Bits gesetzt,
wenn die Eckfelder von Ring(¢;) besetzt werden, dieses Kriterium sei C;.

Wenn n Punkte erschienen sind, befindet man sich in Phase i(n) = |log(n)]. Dann
definieren wir die dynamisch berechnete Menge

i(m)
X, = U M;
i=0

und das zugehorige Kriterium
Bn = Cim)—1V Cifn)

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, d.h. alle Eckfelder von Ring({;,,)_1) oder von Ring({;,))
besetzt sind, berechnet man die konvexe Hiille von X}, ansonsten die konvexe Hiille
aller Punkte A,,. Wie oben zeigen wir, dafy der zweite Fall nur mit geringer Wahrschein-
lichkeit auftritt und dafs X, klein ist, so dafs die erwartete Laufzeit linear in n bleibt.

Die Hauptidee des Verfahrens ist, dafs wir bei einem Phasenwechsel die bisher ge-
sammelten Informationen nicht wegwerfen, und deshalb das Kriterium B,, auch auf
die letzte abgeschlossene Phase i(n) — 1 beziehen konnen. Wenn wir nur B, = Cj)
setzen wiirden, konnte ein Gegner gerade so viele Punkte n produzieren, daf ein Pha-
senwechsel auftritt, und das neue Kriterium C;,,) nie erfiillt ist.

Sei die aktuelle Phase i1 = i(n). Wie oben sieht man, dafs

p(Bn) > p(Cig) > 1—-4(1 —q)™ ",
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2.2. Konvexe Hiillen

wobei q = q(li_1) = (1 —p)p%—1/(88;_1) ist. Sei p(k) die Wahrscheinlichkeit, dafl
genau k Punkte in &, liegen. Diese Wahrscheinlichkeit ist explizit nur umstandlich
auszudriicken, aber wir sind lediglich am Erwartungswert der Verteilung interessiert,
den wir mit E[X,] bezeichnen. Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, genau k Punkte in
Xn zu finden, wenn B, erfiillt ist, gilt wie oben

p(k/Bn) <

Damit finden wir fiir den bedingten Erwartungswert der Kosten

EICBA] < Zp kl"gk

k=1
= ) -klogk
<
- Z] 4 1 —q)ni
k=1
< logn i (k) - k
T R
logn
= Toai =g FXel

Zur Berechnung von E[X,| beobachten wir, daf8 die einzelnen Phasen des Algorithmus
eine feste Lange besitzen. Also kénnen wir den Erwartungswert ausdriicken als die
Summe der Erwartungswerte in den einzelnen Phasen. In Phase j sind genau n;_;
Punkte aufgetreten.

i—1

EXnl = (m—miq)ph + anpzi
j=1
i—1
< nph + sz*]pl"‘jJ
i—1
< nph + szqpoq'q
j=1
_ £; (2po‘)iil —1
T T e o)
. npodf]
< nph
1/p 0
< [T+ —L | nph,
- ( 2,/1/2-1) P
)

wobei wir fiir die vorletzte Ungleichung 2! < n benutzt haben und fiir die letzte Un-
gleichung p* = /1/2 beachten. Aufierdem haben wir {; > oj — 1 > {; — T angewendet.
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2. Anwendungen

Fiir die erwarteten Kosten folgt wie vorher

E[C]

p(Bn) - EIC/Bn] + (1 —p(By)) - EICIBy]
< E[CBnl+4(1 —qg)"-nlogn

dpti n
<m +4(] — Q) > -nlogn.

~ J

=Dn

IN

Es bleibt zu zeigen, dafs D;, = O(1/logn) ist. Da d aber eine von n unabhéngige Kon-
stante ist, kann die oben gemachte Berechnung tibernommen werden. Die Konstanten
verschwinden in der O-Notation, und wir erhalten

Satz 2.4. Bei bekanntem p berechnet obiges Verfahren inkrementell eine Obermenge X, der
konvexen Hiille. Damit kann die konvexe Hiille von n Punkten in der Ebene, deren Verteilung
dem obigen Schema entspricht, in erwarteter Laufzeit O(n) gefunden werden. O

Eine interessante offene Frage ist, sich auch von der Abhéangigkeit von p zu befreien.
Wir wéhlen den kritischen Ring ¢ so, daf3 np! = O(?) fiirein § < 1. Wenn n und p
unbekannt sind, dann mufs die Phaseneinteilung, mit der der kritische Ring nach aufsen
geschoben wird, von der Anzahl der bisher in den dufieren Bereich gefallenen Punkte
abhdngen. Da die Phasen dann variable Langen aufweisen, erscheint eine Analyse als
schwierig.

2.3. Lokalitat

Von D. Knuth wurde angemerkt, dafy die Annahme unabhéngiger Zugriffe bei der Ana-
lyse von adaptiven Algorithmen oft zu pessimistischen Ergebnissen fiihrt. Praktische
Experimente mit Zugriffen auf Symboltabellen in Compilern belegen: successive searches
are not independent (small groups of keys tend to occur in bunches) [K98].

In [ACKS87] wird notiert: the locality property is exhibited when a program tends to use
small subsets of its pages for relatively long periods of time. Dort wird auch ein Markov-
Modell fiir Zugriffe mit Lokalitdt angegeben, dafs unserem Modell der elementweisen
Lokalitat entspricht, siehe Anhang A.2.2.

Eine ausfiihrliche Diskussion und ein Markov-Modell zur Simulation des empirisch
beobachteten Lokalitdtsverhaltens bei Seitenzugriffen im virtuellen Speicher wurde in
[ST72] prasentiert. Im Working Set Model von P. Denning et.al. [DS72] wird versucht,
dieses Verhalten auszunutzen und durch Prefetching die Verwaltung des virtuellen Spei-
chers zu verbessern. Neuere Untersuchungen beinhalten das Phanomen der Lokalitét
bei der Online-Navigation in Graphen, zum Beispiel Seitenzugriffe im World Wide Web
[ABCO96].

Man kann das trige Ubergangsverhalten, was bei Markov-Ketten mit Lokalitit auf-
tritt, an dem Beispiel eines mehrsprachigen Worterbuchs mit den Sektionen Deutsch-
Englisch, Deutsch-Franzdsisch, Deutsch-Spanisch, usw. veranschaulichen [H93]. Bei der
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2.3. Lokalitét

Benutzung dieses Worterbuchs zur Ubersetzung von deutschen Texten in andere Spra-
chen wird man typischerweise lange Zeit nur die Eintrage einer Fremdsprache benoti-
gen, bevor man auf eine andere Fremdsprache umschaltet.

2.3.1. Lokalitat bei Markov-Ketten

Wir sind weniger daran interessiert, ein real beobachtetes Lokalitatsverhalten zu simu-
lieren, sondern suchen nach Kriterien, Lokalitdt bei Markov-Ketten festzustellen bzw.
ZUu messen.

Wir betrachten folgendes Beispiel von n x n-Ubergangsmatrizen mit den Eintragen
B=T—-a)/n—Tund0<p <a<l.

x B B - B B« B 8
B o B B «
Pi=| : P, = .
B«

Im ersten Fall liegt elementweise Lokalitédt vor (vgl. Anhang A.2.2) und im zweiten Fall
ist die Zugriffsfolge nahezu zyklisch und weist keine Lokalitdt auf. Die stationdre Ver-
teilung beider Markov-Ketten ist die Gleichverteilung, deshalb ist ihre Entropie auch
identisch: H(P;) = H(P2). An diesem Beispiel erkennt man, dafs die Entropie einer
Markov-Kette kein ausreichendes Mafs fiir die Lokalitdt bildet. Man kann lediglich
festhalten, daf$ eine geringe Entropie eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
von Lokalitét darstellt.

Intuitiv betrachtet bedeutet Lokalitdt, dafs eine Markov-Kette sich nur langsam
mischt und ihren Startzustand nur langsam vergifit. Entsprechende Begriffe, die das
Mischungsverhalten von Markov-Ketten beschreiben, sind aus [ALW96, LW95, LW96]
bekannt, vgl. auch [K94, R95]. Jedoch ist unklar, wie man diese zu dem Verhalten von
adaptiven Algorithmen in Bezug setzen kann.

Wir verfolgen einen pragmatischen Ansatz, indem wir die Kosten von Listenal-
gorithmen auf Markov-Ketten als Mafs fiir die Lokalitdt betrachten. Die Zugriffsko-
sten des MTF-Algorithmus entsprechen gerade den sonst betrachteten Stack-Distanzen
[DS72, ST72]. Dies ist die Anzahl der verschiedenen Elemente, die seit dem letzten
Zugriff auf ein bestimmtes Element nachgefragt wurden. Aus diesem Grund erscheint
MTF als , Benchmark”-Algorithmus geeignet. Wir vergleichen die Kosten von MTF auf
einer Markov-Kette P,

1
EP)=1+2) e

i<j

siehe Seite 14, mit den Kosten STAT der optimalen stationiren Liste, die nach abstei-
genden stationdren Wahrscheinlichkeiten 71; geordnet ist. Im Falle von Lokalitét sollte
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2. Anwendungen

sich MTF besser verhalten als die optimale stationdre Liste, ansonsten schlechter. Wir
betrachten das Verhéltnis der Kosten auf einer Liste mit n = 5 Elementen und einer
Zugriffsfolge mit elementweiser Lokalitédt (siehe oben). Da die stationdre Verteilung
die Gleichverteilung ist, gilt STAT = (n + 1)/2 = 3. Das linke Diagramm zeigt das
Kostenverhiltnis in Abhédngigkeit von «.

3
B | 1.2 . —
i // i
2+ 4 - 11k / _
I ] L
/”” } ] //,
] — —]
! ! ! ! 0.9 — ! ! ! !
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
STAT/MTF TS /MTF

Um dieses Verhiltnis auch online approximieren zu kdnnen, ersetzen wir die optimale
stationédre Liste durch ein trdgeres Verfahren als MTF, z.B. TS. Das entsprechende Ko-
stenverhdltnis ist rechts angegeben. Man vergleiche dies mit Korollar 1.29 auf Seite 51,
wo die Kosten der Verfahren dargestellt sind. Man erkennt in obigem Vergleich von
STAT/MTF und TS/MTF, dafs fiir « < 0.7 der Verlauf qualitativ tibereinstimmt. Fiir
grofiere « tiberwiegt jedoch auch bei dem trageren Algorithmus TS der Einflufs der Lo-
kalitdt, und das Verhiltnis konvergiert gegen 1. Wenn man anstatt von TS andere Ver-
fahren verwendet, die langsamer reagieren, z.B. SBD(k) fiir k > 3, so kann man zwar
die Grenze 0.7, bis zu der die Kurven qualitativ dhnlich sind, nach rechts verschieben,
den prinzipiellen Verlauf aber nicht d&ndern.

Die nédchsten drei Diagramme zeigen jeweils die erwarteten Kosten von MTF, TS und
SBD(3) bei blockweiser Lokalitdt, sieche Anhang A.2.2. Dazu betrachten wir n = 6 Li-
stenelemente und die Zipf-Verteilung als zugrundeliegende Verteilung. Im ersten Fall
liegen 6 Blocke der Grofse 1 vor, also elementweise Lokalitdt. Beim zweiten Diagramm
gibt es drei Blocke der Grofie 2 und im dritten Bild zwei Blocke der Grofse 3. Auflerdem
sind die stationdren Kosten ~ 2.45 durch eine horizontale Linie gekennzeichnet.
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1.5

1.8
1.6
1.4

1.8 -

0 0.2

0 0.2

0 0.2

MTF —

SBD(3) .-
STAT —

0.4 0.6 0.8 1

E(P(A)) fiir A € [0,1] und BlockgroRe 1

MTF —

B TS —
B SBD(3) ----
STAT —

0.4 0.6 0.8 1
E(P(A)) fiir A € [0,1] und BlockgroRe 2

STAT —

0.4 0.6 0.8 1
E(P(A)) fiir A € [0, 1] und BlockgroRe 3

2.3.

Lokalitét

121



2. Anwendungen

An diesen Diagrammen sieht man, dafd mit wachsender Blockgrof3e der Vorteil von
reaktionsschnellen Verfahren wie MTF erst bei immer stdrkerer Lokalitdt (grofseres A)
eintritt.

Man erkennt, dafs es einen kritischen Wert A* gibt, so daf$ fiir alle A < A* die sta-
tiondre Strategie die geringsten Kosten aufweist, und fiir alle A > A* die radikalste
Umsortierung, namlich MTF die besten Ergebnisse erzielt. Mit anderen Worten, es gibt
kein Intervall fiir A, bei dem ein Verfahren zwischen STAT und MTF optimale Kosten
erreicht. Es gibt keinen stetigen Ubergang zwischen den optimalen Strategien. Diese
Beobachtung konnen wir leider nur empirisch belegen.

Weitere Ansétze zur Klassifikation von Markov-Ketten werden unter anderem auch
in [EFT97, P92] gemacht, ohne jedoch auf Lokalitdtseigenschaften einzugehen.

2.4. Adaptive Suchbaume

Das Aquivalent zur MTF-Regel fiir lineare Listen wurde von B. Allen und I. Munro un-
tersucht [AM78]:

Zur-Wurzel-Rotieren-Regel, MOVE-TO-ROOT, MTR: Wenn x nachgefragt
wurde, so bringe x durch eine Folge von Rotationen an die Wurzel des Such-
baums.

Analog dazu ist es prinzipiell moglich, die in Kapitel 1 vorgestellten Algorithmen fiir
Listen auf Suchbdume zu tibertragen. Jedoch zielen diese Verfahren darauf ab, eine
Ordnung der Listenelemente geméf} absteigenden Héaufigkeiten zu erhalten. Baume,
deren Wurzelelement die hochste Zugriffswahrscheinlichkeit besitzt, und bei dem die
Zugriffswahrscheinlichkeiten auf jedem Pfad monoton abnehmen (Heap-Ordnung),
sind im allgemeinen aber keine optimalen Baume. Diese sogenannten monotonen
Baume (monotonic trees) konnen erwartete Suchkosten aufweisen, die bis zu einem
Faktor n/(4logn) iiber den Kosten eines optimalen Baums mit n Knoten liegen, vgl.
K. Mehlhorn [M75], und die Diskussion in [B79, GMS81]. Deshalb haben wir uns in
Kapitel 1 auf selbst-organisiernde Listenalgorithmen beschrankt.

Im kompetitiven Analysemodell kénnen die Splay-Baume [ST85] logarithmische
Zugriffskosten garantieren. Man vergleiche [AW98] fiir weitere kompetitive Analy-
sen von adaptiven Baumstrukturen und [SS96] fiir einen Ansatz, die MTR-Regel bei
Markov-Zugriffen zu analysieren.
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3. Kodes und Suchbaume mit
geometrischen Kosten

In diesem Kapitel stellen wir eine Verallgemeinerung des Kostenmafies fiir
Kodes und Suchbdume vor. Anstatt wie tiblich jede Kante in einem Baum
mit Einheitskosten zu bewerten, sollen nun die Lingen der Kanten ex-
ponentiell mit der Tiefe wachsen. Zur Analyse ist ein verallgemeinerter
Entropie-Begriff hilfreich, die sogenannte Rényi-Entropie [R61]. Obwohl Ko-
dierungstheoreme mit neudefinierten Kostenmafien fiir diese Entropie seit
Mitte der 60er Jahre verdffentlicht wurden [C65, N75], ist uns keine direkte
Anwendung auf Kodes und Suchbdume bekannt. Das mag daran liegen,
daf$ diese Kostenmafie keine unmittelbare Interpretation in einem Baum er-
lauben. Es zeigt sich aber, daf$ dies durch eine entsprechende Modifikation
moglich ist und man mittels des Kostenparameters die Struktur der Baume
beeinflussen und insbesondere deren Hohe kontrollieren kann.

3.1. Kodebaume fiir nicht geordnete Alphabete

Gegeben sei ein Symbolalphabet A = {ay,... , a,} mit einer zugehorigen Wahrschein-
lichkeitsverteilung p = (p1,...,pn). Das Auftreten eines Symbols a; sei unabhingig
und identisch verteilt mit Wahrscheinlichkeit Prob(a;) = p;.

Ein bindrer Kode c fiir A in dem Kodealphabet S = {0, 1} ist eine Abbildung
c: A — §*. Mit Kode ¢ bezeichnen wir auch die Bildmenge der Abbildung c. Die Ein-
schrankung auf bindre Kodes erfolgt nur zur einfacheren Darstellung und kann leicht
aufgegeben werden; am Ende dieses Abschnitts werden die notwendigen Modifikatio-
nen fiir M-ndre Kodes skizziert. Im folgenden bezeichnet log(x) stets den Logarithmus
zur Basis 2.

Ein Kode {c(a1),... ,c(an)} heifit prafixfrei, wenn kein Kodewort c(a;) ein Prafix
eines anderen Kodewortes c(ay) ist, j # i. Prafixfreie Kodes sind eindeutig dekodierbar,
siehe [H97]. Weiter sei {; = [c(qa;)| die Lange des Kodewortes fiir a;.

Lemma 3.1. (a) Kraft 1949, (b) McMillan 1959
(a) Gilt fiir Zahlen {,--- | {,, € Ndie Kraft'sche Ungleichung

n
) b, (3.1)
j=1
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

so existiert ein prifixfreier Bindrkode mit diesen Kodewortlingen.

(b) Fiir jeden eindeutig dekodierbaren Bindrkode mit Kodewortlingen (...  {, gilt die
Kraft'sche Ungleichung (3.1).

Wir definieren ein neues Kostenmaf3 folgendermafien.

Definition 3.1. Sei d > 0. Die Kosten des Kodewortes c(a;) mit Lange {; seien chi:sl d.
Fiir einen Kode ¢ sind die erwarteten Kodewortkosten der Ordnung d dann definiert durch

n
Eale,p) =) pill+d+d2+- +d%),

i=1
O

Diese Definition verallgemeinert die mittlere Kodewortldnge und enthdlt als Spe-
zialfall d = 1 das tibliche Kostenmafi. Wenn die zugrundeliegende Zugriffsverteilung
klar ist, schreiben wir fiir E4(c, p) auch kiirzer E4(c).

Eine andere Verallgemeinerung des Einheitskostenmafses wurde in [AMB80, CG96,
GR98, GY96] untersucht. Dort haben die Symbole des Kodealphabetes S verschiedene
Liangen, wie es beispielsweise bei der Ubertragung von Morsezeichen auftritt. Der we-
sentliche Unterschied zu unserem Modell ist, dafs die Kosten nur von dem jeweiligen
Kodesymbol abhdngen, unabhidngig von der Position des Symbols im Kodewort. Bei
uns sind die Kosten unabhingig vom Kodesymbol, werden jedoch durch die Position
innerhalb des Kodewortes bestimmt.

3.1.1. Schranken fiir die mittleren Kodewortkosten

Definition 3.2. (Rényi 1961)

Sei p = (p1,...,pn) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und o« > 0, « # 1. Man be-
zeichnet
.] n
= o«
Ha(p) = ;— log (; p1>
als Rényi-Entropie der Ordnung «. O

Mit der Regel von 1'Hospital findet man die Entropie nach Shannon als Spezialfall
o = 1 der Rényi-Entropie:
ax—1

Hi(p) := lim Ha(p) = — ) pilogps.
i=1

Folgende Kostenfunktion fiir einen Kode ¢ mit Kodewortlangen {; wird in [C65] einge-
fihrt und der anschliessende Satz gezeigt.

N¢(c) = %log (Z piZtei) .

i=1
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3.1. Kodebdume fiir nicht geordnete Alphabete

Satz 3.2. (Campbell 1965) Sei o« > 0, t = 1/0c — 1 und p eine beliebige Wahrscheinlichkeits-
verteilung.

(a) Fiir jeden Kode c, dessen Kodewortlingen (3.1) etfiillen, gilt
Hea(p) < Ni(c).
(b) Es gibt einen Kode c, fiir dessen mittlere Kodewortlinge N¢(c) gilt:
Ne(c) < Ha(p) +1.

Dieses Resultat konnen wir auf unsere Kostenfunktion E4(c) tibertragen. Dazu sei
d > 1. Wir setzen 2' = d und damit &« = 1/(1 + logd) < 1.

n
dNt(C) — Z'pi_d_ci = (d— ]) : Ed(c) + 1.
i=1

Auflerdem gilt log(d)/(1 — «) =1+ logd und

n . T+log d
dH=p) = <Z pf“"gd) = La(p) = L1/(14105 ) (P),

i=1
wenn
Lp(x) = (x} + - —l—xﬁ)]/p
die L,-Norm des Vektors x = (x;,... ,Xn) bezeichnet.
Korollar 3.3. Sei d > 1 und p eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung.

(a) Fiir jeden Kode ¢, dessen Kodewortldngen (3.1) erfiillen, gilt

L1105y (P) — 1
<
1 < Ealc, p).

(b) Es gibt einen Kode ¢, fiir dessen mittlere Kodewortlidnge E4(c, p) gilt:

dL1/(1410ga)(P) — 1
Eale,p) < A +dog_; .

O
Durch Grenzwertbildung d — 1 erhdlt man das Kodierungstheorem von Shannon
zur Quellenkodierung.

Anmerkung. Wir hétten unsere Kostenfunktion auch als c(a;) = dY definieren kénnen,
wodurch das Korollar die schonere Form

L1/0410ga)(P) < Eale,p) < d-Ly/(1410ga) (P)

angenommen hétte. Jedoch laf8t sich diese Kostenfunktion nicht unmittelbar in Kanten-
kosten im Baum tibersetzen, und dieses Modell enthilt nicht das Standard-Kostenmaf3
als Spezialfall.
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3.1.2. Verallgemeinerter Huffman-Algorithmus

Als ndchstes geben wir einen Algorithmus an, der fiir beliebige d > 1 einen optimalen
Kodebaum gemafs der Kostenfunktion E4(c) findet. Er basiert auf dem Verfahren von
D. Huffman [H52].

Verallgemeinerter Huffman-Algorithmus

Zu jedem Knoten z wird seine Wahrscheinlichkeit p(z) und sein Gewicht w(z) gespei-
chert. Eine Warteschlange mit Prioritdten Q ist nach aufsteigenden Gewichten w(z)
sortiert. Sie wird mit den Alphabetsymbolen a; initialisiert, denen die Gewichte w(.)
zugeordnet sind mit w(a;) = p;. Sie bilden die Blétter des entstehenden Baumes. So-
lange noch mehr als ein Element in Q vorhanden ist, werden zwei Elemente x,y mit
kleinsten Gewichten ausgewdhlt und zu einem neuen Element z verschmolzen. Da-
zu wird ein neuer Knoten im Baum erzeugt, dessen linker und rechter Nachfolger die
Knoten x und y sind. Sein Gewicht ergibt sich zu w(z) = d - (w(x) + w(y)). Wenn nur
noch ein Element in Q vorhanden ist, so repradsentiert es die Wurzel des Kodebaums.
In Pseudokode lautet der Algorithmus:

Q=4 // (Initialisierung siehe oben)
forifrom1ton—1do

z = new node()

x = Q.extract _min()

y = Q.extract_min()

left(z) = x

right(z) =y

w(z) =d- (w(x) +w(y))

Q.insert(z)
od

root = Q.extract_min()

Im Fall d = 1 erhélt man den originalen Huffman-Algorithmus. Die Analyse im
Fall d > 1 folgt dem klassischen Beweis fiir die Optimalitdt des Huffman-Kodes.

Lemma3.4. Seid > 1 und A = {a1,...,am} das zu kodierende Alphabet mit Gewichten
w(ar) > >w(am) >0und W= 3", w(a;). Dann gibt es einen priifixfreien Biniirkode
¢ fiir A und die Zugriffsverteilung p = (w(ay)/W,... ,w(am)/W), der die erwartete Kode-
wortlinge Eq(c, p) fiir diese Verteilung minimiert und fiir den gilt:

(@) & <+ <,
(b) U1 =1m, und c(am 1) und c(am) unterscheiden sich nur in der letzten Stelle.

Beweis. Durch die Normierung der Gewichte ist der Standardbeweis fiir die Huffman-
Kodierung auch hier giiltig, siche z.B. [M96, Seite 64].
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3.1. Kodebdume fiir nicht geordnete Alphabete

(a) Angenommen, die Kodewortldngen eines optimalen Kodes c fiir A erfiillen nicht
{1 <--- <. Das bedeutet, es gibt 1 <1 <j < mmit {; > §. Falls w(a;) > w(a;)
ist, definieren wir einen Kode ¢’, der aus c entsteht, indem die Kodeworter fiir a;
und a; ausgetauscht werden. Dann gilt

W-(d—1)-(Ealc) —Ealc) = wla)li +w(a;)l —w(a;)l —w(ay)f
= (w(ay) =w(a;))(lg =) > 0

im Widerspruch zur Optimalitat von c. Falls w(a;) = w(a;) und {; > {; ist, so
konnen die Kodeworter fiir a; und a; ausgetauscht werden, ohne die mittlere Ko-
dewortldnge zu verdndern. Durch endlich viele solcher Austauschschritte erhalt
man einen optimalen Kode, der die Bedingung (a) erfillt.

(b) Sei ¢ ein optimaler Kode, der (a) erfiillt. Falls {,, > {;,—1, so kann man die letz-
ten (¢, — {m_1) Komponenten des Kodewortes c(a, ) streichen und erhilt einen
Kode mit kleinerer mittlerer Kodewortlange im Widerspruch zur Optimalitdt von
¢. Wenn sich die gleichlangen Kodeworter c(amm) und c(am_1) bereits in den er-
sten {,,;, — 1 Stellen unterschieden, dann erhielte man durch Streichen der letzten
Komponenten dieser Kodeworter einen immer noch préfixfreien Kode mit klei-
nerer mittlerer Kodewortlinge, was wegen der optimalen Kosten von ¢ nicht sein
kann.

Das Lemma besagt, dafs man sich bei der Suche nach optimalen Kodes auf eine
bestimmte Klasse von Kodes beschrianken kann, die garantiert einen optimalen Kode
enthélt. Das ndchste Lemma sagt aus, daf$ ein Schleifendurchlauf des Algorithmus die
Optimalitat erhalt.

Lemma3.5. Sei d > 1 und A = {a1,...,am} das zu kodierende Alphabet mit Gewich-
ten wlay) > -+ > wlam) > 0und W = Y ", w(a;). Die Zugriffsverteilung sei p =
(wlar)/W, ... ,wlam)/W). Sei B ={b1,... ,bm_1}tmit w(bm_1) = d(w(am)+wlam-1))
sowie w(b]) w(aqy) fiirj =1,... ,m — 2, also der Inhalt von Q nach einem weiteren Schlei-

fendurchlauf des Algorithmus Auflerdem sei W' = Z{“ﬂ w(bi), und die Zugriffsverteilung
p = w(b)/W' ... ,w(bm)/W').

Sei ¢’ ein optzmaler priffixfreier Binirkode fiir B mit Kodewortlingen |c'(b;)| = {{ Dann
ist ¢ mit c(a;) = c'(b;) fiirj =1,... ,m — 2 sowie c(am—_1) = c'(bm_1) - 0 und c(am) =
¢'(bm—1) - 1 und Kodewortlingen |c(a;)| = {; ein optimaler prifixfreier Kode fiir A.
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

Beweis. Fiir die erwartete Kodewortldnge von c gilt

—2

3

(d—1DEq(c,p) +1 = dw(a;)/W + d"w(am_1)/W + d""w(am)/W

M

-2

3

dw(b;)/W + d'm 1 (w(byn_1) + w(bm)) /W

I
™M

-2

_ d%w(b;)/W + dbm1w(by 1)/W
1

(d—1)Eq(c,p") +1) - W'/W,

3

.

also
Ealc,p) =Eal(c',p') - W/W' + (W' —=W)/((d - 1)W).

Wenn c¢ kein optimaler Kode fiir A wére, dann existierte ein optimaler Kode f, der die
Bedingungen von Lemma 3.4 erfiillt und fiir den gilt: E4(f) < E4(c). Dann konnen wir
aber gemafs Lemma 3.4 die beiden lingsten Kodeworter zusammenfassen und erhalten
einen Kode f' mit Kosten Eq4(f,p) = Eq(f',p’) - W/W' + (W' — W)/((d — 1)W) ana-
log zu obiger Rechnung, da W und W' nur von den Wahrscheinlichkeiten und nicht
von den Kodes abhéngen. Dann folgt aber E4(f', p’) < Eq(c’,p’) im Widerspruch zur
Optimalitdt von ¢'. O

Durch Iteration des Lemmas und die Tatsache, dafs zu Beginn des Verfahrens, d.h.
im voll expandierten Baum W = 1 ist, folgt der

Satz 3.6. Fiir d > 1 konstruiert der verallgemeinerte Huffman-Algorithmus zu einem gegebe-
nen Alphabet A und Wahrscheinlichkeitsverteilung p einen priifixfreien Kode c, der die mittlere
Kodewortlinge Eq(c, p) minimiert. O

Die Laufzeit des Verfahrens ist in O(nlogn), wenn man ein Registermaschinenmo-
dell mit Einheitskosten fiir die arithmetischen Operationen annimmt. Zunédchst miissen
die Wahrscheinlichkeiten sortiert werden. Im weiteren Verlauf wird dann n — 1 mal ein
Gewicht in eine sortierte Liste eingefiigt, was mit einer geeigneten Datenstruktur eben-
falls in Zeit O(nlogn) moglich ist.

Wenn die Zugriffswahrscheinlichkeiten bereits sortiert vorliegen, 143t sich der Algo-
rithmus mit einem bekannten Trick auch fiir eine Laufzeit O(n) implementieren. Dazu
beobachtet man, daff die in die Liste einzufiigenden Gewichte w; aufsteigend sortiert
sind. Anstatt einer Warteschlange mit Prioritdten kann man zwei FIFO-Schlangen be-
nutzen, eine fiir die vorsortierten Wahrscheinlichkeiten und eine fiir die im Laufe des
Verfahrens erzeugten Gewichte. Die Funktion extract_min lafst sich durch einen Ver-
gleich der vordersten Elemente der beiden Schlangen in konstanter Zeit realisieren.

Bei Kodierung in ein M-ndres Alphabet S = {0,1,... , M —1} 1463t sich das Verfahren
entsprechend erweitern. Man muf$ nur darauf achten, dafs die Wurzel des Kodebaums
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3.1. Kodebdume fiir nicht geordnete Alphabete

tatsdchlich M Nachfolger besitzt. Dies ist garantiert, wenn fiir die Kardinalitat n des
Symbolalphabetes A gilt, dai n = M + k(M — 1) fiir ein k € Ny. Ansonsten kann
man A durch weitere kiinstliche Elemente mit Gewicht 0 ergdnzen, um diese Bedin-
gung sicherzustellen, und dann obigen Algorithmus anwenden. Zur Verallgemeine-
rung des Huffman-Verfahrens auf M-nire Alphabete siehe auch [Mc77, Seiten 245ff.].
Als néchstes illustrieren wir das Verfahren und die Schranken fiir die optimale mittlere
Kodewortldnge von Korollar 3.3.

Beispiel 3.1. Fiir die Verteilung p = (1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64,1/64) tiber dem Al-
phabet A = {ay, ay, a3, a4, as, ag, a7} geben wir optimale Biume und deren erwartete
Kosten bei verschiedenen d an.

d=1FE=126/64:

7

az
N / \
Qe ayz
d=2,E=17/4:
aq az
as Qg as
Qg az
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

d=4E=13:

az as as as Qg ay

Aus [C65] folgt, dafl optimale Kodewortldngen {; durch

Py P
—log | =n— ><€-<—lo (771] )—H
g(Zi—] p¥) =7 & 2P

gegeben sind, wobei o = 1/(1 + logd) gilt. Auf diese Weise konnte man einen opti-
malen Baum erhalten, indem man erst die Zugriffswahrscheinlichkeiten transformiert
und dann den Standard-Huffman-Algorithmus auf der transformierten Eingabe startet.
Dieses Verfahren erfordert aber die Auswertung der transzendentalen Funktion log d,
wihrend der verallgemeinerte Huffman-Algorithmus mit Additionen und Multiplika-
tionen auskommt.

Die maximale Kodewortlinge wird also durch pimin = min{p; : j = 1,... ,n} defi-
niert. Um Baume mit vorgegebener beschriankter Hohe zu erhalten, kann man daher
mit Hilfe obiger Abschitzung numerisch einen Wert fiir d berechnen, der eine maxima-
le Tiefe des optimalen Baums im Kostenmafs E4(c) garantiert.

Wir merken an, dafs der sogenannte Package-Merge-Algorithmus [LH90] einen im
Standard-Kostenmafs optimalen préfixfreien Kode mit maximaler Kodewortldnge L in
Zeit O(nL) findet. Da wir eine andere Kostenfunktion verwenden, sind die Ergebnisse
nicht vergleichbar.

3.2. Suchbdume

In diesem Abschnitt betrachten wir Suchbdaume iiber einem angeordneten Alphabet.
Die Baume sind knotenorientiert, d.h. die Elemente der Menge stehen in den inneren
Knoten des Baums, und die Tiefe eines Elementes ist die Lange des Pfades von der
Wurzel zu diesem Element. Insbesondere ist die Tiefe der Wurzel gleich 0. Im Stan-
dardmodell werden fiir einen Zugriff auf a; in Tiefe t; die Kosten t; + 1 berechnet, denn
dies ist gerade die Anzahl der Elemente, mit denen das angefragte Symbol verglichen
werden muf. Fiir unser erweitertes Kostenmaf mit Faktor d > 1 wird ein solcher Zu-
griff mit Z:’: 0 d! bewertet. Eine erfolglose Suche endet in einem Blatt. Wenn das Blatt,
welches das Intervall (aj, aj11) reprdsentiert, in Tiefe s; liegt, dann entstehen Kosten

si—1 43 . .
von ) .’ , d'. Hierbeiist ag := —co und an41 := oo.
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3.2.  Suchbidume

Definition 3.3. Sei A ={a; < - < an} eine geordnete Menge und

P= (qO)phq])pZ)--- )qnfhpn,qn)

eine zugehorige Zugriffsverteilung. Dabei beschreibt p; die Wahrscheinlichkeit von
Element a; und q; die Wahrscheinlichkeit von Intervall (a;, aj;1). Weiter bezeichne T =
(so,t1,81,...,tn, sn) die Tiefen der Knoten und Bléitter in einem bindren Suchbaum fiir
A. Fiir d > 1 sind die erwarteten Zugriffskosten (mittlere Suchkosten) dann

n n
Ea(T,p) =) pi-(I+d+d+--+d)+) q (T+d+d>+- +d%).
i=1 i=0
O

Wenn die Verteilung p klar ist, schreiben wir auch kiirzer E4(T). Sei P = }_i* ; p; die
Wahrscheinlichkeit einer erfolgreichen Suche und Q = } ;- ; q; die Wahrscheinlichkeit
einer erfolglosen Suche.

Anwendungen

Wenn d > 1 ist, modelliert das erweiterte Kostenmodell die Situation, daf3 die Such-
kosten mit jedem Suchschritt exponentiell wachsen. Dadurch werden lange Suchpfade
sehr teuer und billige Baume sind gut balanciert.

Eine mogliche Anwendung liegt bei der Suche in hierarchischen Strukturen. Wenn
der Aufwand fiir einen Test oder Vergleich auf jeder Hierarchiestufe um einen Faktor
d zunimmt, so beschreibt unser Modell gerade die erwarteten Gesamtkosten. Bei be-
kannten Wahrscheinlichkeiten ergibt sich die Moglichkeit, die Testreihenfolge bzw. die
hierarchische Zerlegung des Problems zu optimieren.

Als eine andere Anwendung ist die Herleitung allgemeiner unterer Schranken fiir
die Laufzeit von Programmen mit Multiplikationen denkbar. Bei jeder Multiplikati-
on wird die Lange der Operanden hochstens verdoppelt. Die Kosten (iiber alle Aus-
fithrungspfade des Programms gemittelt) lassen sich dadurch in unserem Modell mit
d = 2 beschreiben.

3.2.1. Alphabetische Kodes

Ein Kode c fiir eine geordnete Menge A = {a; < -+ < a,] tiber einem angeordneten
Kodealphabet S = {0 < 1} heifst ordnungserhaltend oder alphabetisch, wenn die Kode-
worter die Ordnung auf A respektieren, d.h. c(a;) < -+ < c(an), wobei ,,<” in diesem
Fall die lexikographische Ordnung auf S* bedeutet.

Eine hinreichende Forderung fiir die Existenz eines ordnungserhaltenden Kodes
mit vorgegebenen Kodewortliangen {1, ... , {, ist die Kraft'sche Ungleichung

n
yat<d,
j=1

siehe [H97]. Durch eine Modifikation der Beweise von Satz 3.2 und Korollar 3.3 folgt

N
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

Korollar 3.7. Sei A ={a; < --- < an}, d > 1 und q eine Verteilung auf A. Dann gibt es
einen ordnungserhaltenden Kode ¢ mit mittlerer Kodewortlinge

4Ly /(14105 ) (q) — 1
d—1

Ealc,q) <
0

Die untere Schranke aus Korollar 3.3 bleibt giiltig, da sie fiir alle eindeutig deko-
dierbaren Kodes gilt, insbesondere auch fiir ordnungserhaltende Kodes. Dadurch er-
hélt man eine Abschétzung fiir die Suchkosten bei erfolgloser Suche, die in einem Blatt
endet, d.h. bei einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p mit P = 0 und Q = 1. Dann folgt
aus Korollar 3.7 die Existenz eines Suchbaums mit

d*Ly /(14105 ) (P) — 1

E <
d(T,P)_ d—1

Wenn wir erfolgreiche und erfolglose Suchen gleichzeitig betrachten, so finden wir
die Kosten

ple)gQ(«)
dL]/“Jrlogd)(p)' p(tx)JrQQ(a) —1

d—1 ’

Ed(T) P) S

dabeiist P = ¥\ p*und Q¥ = ¥ , q* Zum Beweis betrachten wir eine Kon-
struktion des Suchbaums analog zum Shannon-Fano-Kode, vgl. [K98, Seite 445]. Seien
fo = %qo, f1 =qo+p1+ % q1, usw. die Partialsummen des Wahrscheinlichkeitsvektors p,
jeweils bis zur Mitte der Intervalle (a;, aj41) summiert. Der gewtiinschte Kode entsteht,
indem man die f; in Bindrdarstellung schreibt und die Nachkommastellen als Kode-
wort interpretiert. Dabei werden die Langen der Kodeworte soweit minimiert, dafs der
entstehende Kode noch prifixfrei ist. Dann kann man zeigen, daf3 fiir die Tiefen t; der
inneren Knoten und die Tiefen s; der Blitter gilt:

Pi S ziti) di S Zisi—’_z )
woraus im Standardfall d = 1 die bekannte Abschédtzung E < H(p) + 1 + Q folgt.

Fiir unser verallgemeinertes Kostenmafs betrachten wir die transformierten Wahr-
scheinlichkeiten

___ . |
PiT bl o T pw Qe

hierbei ist wieder o = 1/(1 + log d) sowie P(*) = ¥ , p®und Q(*) = ¥ | q%*. Dann
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finden wir
n n
(d=NE(T)+1 = } pd“'+3 gid™
i=1 i=0
n n
d . Z pldlog“/51) + Z qidlog(]/ai]+2

i=1 i=0

= d- ) pi1/p)st+a*- ) qu1/a;)08¢

i=1 i=0

n log d n log d
ple) 4 Qe ple) 4 Qle)
= d'ZPi<T Tt ) ai|
i 1=0 i

i=1

IN

n n
log d log d
= da-) m (pm + Q(«]) pe Y a (pm i Q(cx)) s
i=1 i=0

Il
o

. (p(cx) + Q(“)>logd . (p(cx) + dQ(“))

(p 4 ) 44 P 0
Pl 4 Qle)

ple) dQ(“]

pla) 4 Qle)

Il
o

Il
o

L1/ 410ga) (P) -

Dabei haben wir die Beziehung «log d = 1 — a benutzt.

3.2.2. Eine untere Schranke fiir die mittlere Suchzeit

Einen bindren Suchbaum fiir eine Menge A kann man als Kode iiber einem dreiele-
mentigen Alphabet S = {0, 1, Stop} auffassen. Bei der Suche wird in jedem Knoten
entschieden, ob das gesuchte Element gefunden wurde oder kleiner bzw. grofier als
der Knoteneintrag ist. Dementsprechend wird die Suche beendet oder im linken bzw.
rechten Unterbaum des Knotens fortgesetzt.

Die Entropie der Quelle beziiglich eines 3-elementigen Kodealphabets, H(p)/log(3),
stellt somit eine untere Schranke fiir die mittlere Linge eines den Suchbaum repréasen-
tierenden Kodes dar. Fiir die mittleren Kosten eines Baums folgt daraus die untere
Schranke
Hal(p)

Tog 3

)1/log3

(d=1)-Ea(T,p) + 1> d %5 = (L)1 510ga(P)

Lemma 3.8. Die erwarteten Kosten E4(T, p) eines Suchbaums betragen mindestens

(L1/(1410g. ) () /183 — 1
d—1

Ed(T) P) 2
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

Im Grenzfall d — 1 folgt hieraus die untere Schranke H(p)/log 3 fiir die Tiefe von
Suchbdumen im Standardkostenmafs. Eine interessante offene Frage ist es, analog zu
[B75] diese Schranke fiir d > 1 zu verbessern. Die bekannte Abschédtzung

- Z pilog(pi) < — Z pilog(ai)

i=1 i=1

fur beliebige Verteilungen p und q 1df3t sich jedoch nicht ohne weiteres auf die Rényi-
Entropie bzw. auf Ly (1110¢ a)(p) tibertragen, vgl. [N75] fiir Ansétze in dieser Richtung.

3.2.3. Optimale Suchbdume

Optimale Suchbdume fiir beliebige d > 1 erhélt man mit Hilfe dynamischer Program-
mierung [K98, M88]. Die Korrektheit des folgenden Lemmas folgt unmittelbar aus dem
Paradigma der dynamischen Programmierung, dafd eine optimale Losung aus optima-
len Teillosungen zusammengesetzt sein mufs.

Lemma 3.9. Seid > 1. Fiir 1 <1i <j < nbezeichnew;j = qi_1+pi+di+pit1+---+pj+d;
die Wahrscheinlichkeit der Elemente Aiy; = {ai,...,a;} und der benachbarten Blitter und
Ea(i,j) die mittleren Suchkosten in einem optimalen Baum fiir A;;.

Eq(i,i) = 1
Ed(i,j) = 14+4d- min,(wiquEd(i,m—])+wm+1ijd(m+1,j)>/wiyj fiiri<j.

i<mgj
Wie im Fall d = 1 kann die Suche nach einem minimierenden Wurzelknoten a,
eingeschrankt werden, so daf das Verfahren in Zeit O(n?) lauft. Denn es geniigt, daf
die Gewichte w; ; die sogenannte Vierecksungleichung erfiillen, siehe [M88, Seite 151].

Wij + Wi < Wirj + Wy firalle]1 <i<i’'<j<j <n.

Somit ist die zur Laufzeitverbesserung notige Konstruktion unabhidngig von dem Vor-
faktor d. Wir fassen zusammen:

Satz 3.10. Fiir d > 1 kann ein optimaler Baum Top: fiir p = (do,P1,... ,Pn, dn) in Zeit
O(n?) konstruiert werden. Im Fall d > 1 gilt

Pla) qo(«)
(L1/(1410ga) (P))"/ 183 —1 AL /(1410g ) (P)  rarier — |
d_ ] < Ed(Topt»P) < a_1

Im Grenzwert d — 1 erhilt man daraus das bekannte Resultat

Hip) _
log3 —

E(Topt, p) < Hip)+1+Q.

Dabei ist Q = i, qi die Wahrscheinlichkeit einer erfolglosen Suche. O
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Wenn wir speziell die Gleichverteilung und nur erfolgreiche Suchen betrachten, d.h.
pi=1/nfuri=1,... n,sofolgt

dnlogd —1

E(T <
( opt)P) S d—1

Im Grenzfall d — 1 erhidlt man das bekannte Ergebnis E < 1 4 logn und fiir d = 2
wachsen die erwarteten Suchkosten linear in n.

Es wire interessant, das Verhalten der MOVE-TO-ROOT-Regel [AM78] fiir selbst-
organisierende Baume im Fall d > 1 zu analysieren. Da die Funktion t — d* fiir d >
1 jedoch konkav ist, kann man den Erwartungswert nicht ohne weiteres nach oben
abschétzen. Die Ungleichung von Jensen wiirde nur eine untere Schranke liefern: wenn
X die Anzahl der Knoten auf dem Pfad beschreibt, so interessieren wir uns fiir E[dX] >
d®Xl. Zu einer Berechnung von E[dX] sind daher genauere Informationen tiber die
Verteilung von X nétig als lediglich der Erwartungswert.

3.3. Zufdllig gewachsene Baume

In diesem Abschnitt untersuchen wir die mittleren Kosten von zufélligen Baumen in
unserem verallgemeinerten Kostenmafs. Sei A ={a; < -+ < a,} die Menge der Baum-
elemente. Der zu einer Permutation o = (as(1),... ,g(n)) gehorende Baum T(o) ent-
steht durch sukzessives Einfiigen der as(;) in einen anfangs leeren Baum. Das erste
Element ay(;) bildet die Wurzel und die folgenden Elemente werden geméf der Ord-
nung auf A in den linken oder rechten Teilbaum eingefiigt.

Ein Baum fiir A heifst zufillig, wenn alle n! Permutationen o gleich wahrscheinlich
sind. Insbesondere folgt daraus, daf$ jedes der a; mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/n
an der Wurzel des Baums steht. Uber die Untersuchung derartiger zufélliger Baume
existiert eine reichhaltige Literatur, z.B. [K98, M92, SF96, Sz98]. Das Konzept der zu-
tallig gewachsenen Baume kann man auch fiir eine effiziente Randomisierung einset-
zen [MR98].

Sei t;(n) die Tiefe des j-ten Elementes in einem Baum mit n Knoten. Wenn der Baum
zuféllig gewachsen ist, so sind die t;(n) Zufallsvariablen. Wir untersuchen die mittlere
Tiefe und die externe Pfadliange von zufélligen Biumen in unserem verallgemeinerten
Kostenmaf. Die externe Pfadldnge L, = ) ;°; tj(n) ist die Summe tiber die Langen
der Pfade von der Wurzel zu allen Knoten. Die mittlere Tiefe T,, = Z}; tj(n)/n ist die
Léange des Pfades von der Wurzel zu einem zufillig ausgewéhlten Knoten. Somit gilt
L, = n - T,. In unserem verallgemeinerten Kostenmafs sprechen wir analog von den
mittleren Kosten T,, und den externen Pfadkosten L,,.

Ein leerer Baum hat definitionsgemafs Ly = Tp = 0. Ein einziger Knoten steht an der
Wurzel und hat Kosten Ly = Ty = 0. Wenn der Baum n Knoten besitzt, so gilt fiir die
externen Pfadkosten

I—n =n—1+ d(I—k‘|' I—n71fk),
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

wobei k = 0,... ,n — 1 zufdllig gewdhlt wird und die Grofle des linken Unterbaums
angibt. Wenn wir zu erzeugenden Funktionen tibergehen, folgt

I—n(Z) = ZPI‘Ob(Ln:j)Zj = E[ZLT‘] — E[Zn71+d(Lk+]_n717k]]
1 n—I1
= n ];) Li(z9) - Lno1—x(2%) . (3.2)

Fiir d = 1 wurden analoge Rechnungen u.a. in [SF96] ausgefiihrt. Eine kompakte Dar-
stellung der erzeugenden Funktion L, (z) ist mit Hilfe der bivariaten Funktion

L(z,u) = i La(z)u™

n=0

moglich, aus (3.2) erhdlt man

0
—L(z,u) = u?-L(z% zu)?.
ou

Diese Darstellung kann fiir asymptotische Analysen ausgenutzt werden, [JS99, SF96],
jedoch vereinfachen sich dadurch die nachfolgenden Rechnungen nicht. Wir benutzen
nun (vgl. [GKP94]), daB E[L,,] = L/ (1) und Var[L,,] = L”(1)+L! (1)—(L/(1))?. Zunéchst
folgt fiir die Ableitungen

N 2 n—1
Ly(z) = ZLk Lno1k(z9)
dzn+d—2 ]
ZT kZZO(LK( no1(z%) + Lz (29)
. . n—3 n—1
e = P Y Ll

1

(LT 1 (2 + L)Ly (2)
0

3

N d2n+d— 3)z“+d*3
n

o~
I

d2 n+2d-3 T 1

Y (L) + 2L (2 + L)Ly (29)

n
k=0
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3.3. Zufallig gewachsene Baume

Sei {, =L/ (1) und s, = L]/(1). Mit L, (1) = 1 erhalten wir die Rekursionsgleichungen

b = 0
n—1

d
lh, = n—1 —l—E‘Z(Bk‘f‘enf]fk)

k=0
So = 0
d2n+d—3)
sno= (-T)n-2)+ 2 AT e ey
n
k=0
dz n—1
+ Z(Sk + 20l 1k + STk -
k=0

Fiir {,, folgt durch Multiplikation mit n
n—1
My, =nnh-—1) —|—2dZ€k.
k=0

Wir benutzen die erzeugende Funktion F(z) = } 17, €,z™ und erhalten

n=0
272 2dzF(z)
F'(z) = .
2F(2) (1—2)3 1—2z

Die homogene Differentialgleichung mit getrennten Variablen

G'(z) = ]Z_dz - G(z2)

besitzt die Losung
G(z) =(1-2)2%

Mit dem Ansatz der Variation der Konstanten nach Lagrange (vgl. [SF96, Seite 99f.],
[Z96, Seite 456]) finden wir

(Fay/6lz) = HESEZTEEE 1 _pp (g - 2202
_ 2z
- m ,

und Integration liefert schliefSlich

z 2 2 z
Fle) = Glo) || =5e & = |,

dx,

dabei ist die untere Integrationsgrenze 0 so gewdhlt, dafl {; = 0 ist. Mit partieller
Integration finden wir
J’Z T—(1—=2)%7(1 + (14 «)z)

S =x)%dx = (ot (x12) ’
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

und mit o = 2d — 3 folgt dann fiir d > 1
2 T—(1—2)2472(14+2(d—1)z)

F(z) =

(1—2z)2d° (2d—1)(2d —2)
B 2 1 1 2(d—1)z
- (zd—n(Zd—z)'((1—z)2d_(1—z)2_ (1—z)2>
1 — (2d—1+mn\ ,
- (d—n(zd—n'(%( n )7‘
—Z(n+1)zﬂ—z(d—1)Z(n+1)z“+‘>.
n=0 n=0

Also gilt fiir die Koeffizienten von F(z)

- I —(2d—1m—1
b = [z"F(z) = CESIE] ,

und mit der asymptotischen Abschitzung fiir n — oo

2d—1+n\ _2d—14n)-2d—=T4+n—1)---(2d) _n**" 242
< N ) — —~ = o) +O(n4 )

folgt

Satz 3.11. Fiir die erwarteten externen Pfadkosten eines zufillig gewachsenen Baums gilt im
verallgemeinerten Kostenmaf$ fiir d > 1, daf8

M —2d—1m—1
Bllnl = (d—1)(2d—1)

n2d71

_ max{1,2d—2}
= (d—])(Zd—])F(Zd)+O<n )

Fiir das Standardmodell d = 1 ist bekannt [SF96], dafs

T (z+In(1-2)
= 2n+1Hu —4n—2 = 2nln(n) + O(n) .

by = [2"]

Wegen I'(n 4+ 1) = n! fiir n € N finden wir speziell fiir d = 3/2

72

b= M = (;) —n2/2+0(n),

und fiir d = 2 ergibt sich

o Z23-22)  [m+1 2\ _ 3 5
en—[Z]W—< 3 > 3(3>—n/18+0(n).
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3.3. Zufallig gewachsene Baume

Es ist interessant, dieses Ergebnis mit den Suchkosten in optimalen Baumen zu ver-
gleichen. Aus Satz 3.11 folgen erwartete Suchkosten von O(n?4-2), wenn man von
gleichverteilten Zugriffen ausgeht. Ein optimaler Baum fiir n Elemente bei Gleich-
verteilung erzeugt dagegen nur Suchkosten von O(n!°¢4), vgl. die Bemerkung nach
Satz 3.10. Fiir das Standardmodell d = 1 ist bekannt, dafs die Suchkosten im zufalli-
gen Baum genauso wie im optimalen Baum O(logn) betragen, so dafs der zufllige
Baum nicht schlechter ist als ein optimaler Baum. In unserem verallgemeinerten Ko-
stenmaf$ erkennen wir dagegen, daf$ die zufdlligen Baume mit wachsendem d deutlich
schlechter werden. Daraus folgern wir, dafs bei d > 1 die explizite Konstruktion eines
optimalen Baums einen sinnvollen Aufwand darstellt.

Fiir die Varianz von L,, rechnen wir weiter. Aus der obigen Rekursionsgleichung
fur s, = L}/(1) erhalten wir analog zu {,, die Beziehung

n—1
nsy = an + 2d? Z St

k=0
die mit Hilfe der erzeugenden Funktion S(z) = } 7 ; snz™ geldst wird; wir erhalten
1 2 A(x) (1 —x)24
S(z) = 02 Jo ™ dx .
Dabeiist A(z) = Y 7 5 anz" gegeben durch
n—1 n—1
an = nn-1)n-2+d2n+d=3) Y (lx+ i) +2d ) bl
k=0 k=0

n—1
= nn—1)n-2)+2n+d=3n(la—n+1)+2d*) bln 1«
k=0
= nn—-1)(n—-2)+2nn—1) + (d—1)nl,
n—1
—nn—12M=2)+d+1)+2d* ) bl 1,
k=0

woraus wir ableiten, dafs

Alz) = 6 + 22%F"(z) + (d — 1)zF'(z) —
- (=2

1223 2(d+1)2?
(1-2% (1-2)3

+2d%zF(2)? .

Damit kann obiges Integral berechnet und konnen die Koeffizienten s, = [z"]S(z) ex-
trahiert werden. Aus Var[lL,] = sy + {n — (’,31 folgt die gesuchte Varianz der mittleren
externen Pfadkosten von zufillig gewachsenen Baumen. Im Fall d = 1 ist bekannt
[K98], daf3

Var(ly] = 7n? —4(n+ DHZ —2(n + 1)Hy + 13n = (7 — 22 /3?2 + O(nlnn) .
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

Mit Hilfe von MAPLE finden wir fiir d = 2:

5n’ 13n®  11n® 11n* 137n3  67n?  1429n

Varlbal = 77768 T 5670 T 840 T 162 T 1008 405 26460

und allgemein fiir das asymptotische Wachstum von Var[L,] = ©(n™):

d|1]2]3]4]5]6]7] 8] 9 ]10
m 2717314971 [97 [ 127 [ 161 | 199

Man erkennt, dafs das Wachstum der Varianz und damit auch der Standardabwei-
chung /Var|L,] fiir grofiere d asymptotisch wesentlich starker wéchst als der Erwar-
tungswert E[L,,]. Das bedeutet, daf3 die Verteilung stark streut und nicht besonders
deutlich am Erwartungswert konzentriert ist. Intuitiv ist dies einleuchtend, da bereits
eine kleine Abweichung von einem optimal balancierten Baum durch das exponentielle
Wachstum der Kosten starke Auswirkungen nach sich zieht.

Dies ist ein weiteres Argument datir, dafs bei d > 1 im verallgemeinerten Kosten-
maf’ die explizite Konstruktion eines optimalen Baums ein sinnvoller Mehraufwand
sein kann.

3.4. Tries

In diesem Kapitel skizzieren wir, wie sich unser verallgemeinertes Kostenmafs auf die
Analyse von digitalen Suchbdumen [CFV98, K98, M92, SF96] auswirkt. Der Name
Trie wurde in Anlehnung an Tree aus Information Retrieval abgeleitet [F60]. Bei dieser
Speicherungsart wird vorausgesetzt, dafs die Daten durch (potentiell unendlich lange)
Bindrworte gegeben sind. In Tiefe k des Baums wird entsprechend des k-ten Bits des
Schliissels verzweigt. Es werden also nicht zwei gesamte Schliissel verglichen, sondern
nur korrespondierende Stellen innerhalb der Schliissel. Sobald ein Prifix des Schliissels
hinreichend lang ist, so dafs er nicht mehr als Préfix eines anderen Schliissels erscheint,
wird der Eintrag an diese Stelle des Baums gesetzt. Dies setzt voraus, dafs alle Schliissel
bekannt sind, wenn der Baum aufgebaut wird.

Sei eine Menge A ={a;, ... , a,} von Schliisseln gegeben. Dabei ist a; = a;(1), a;(2),
a;(3),... eine Folge tiber S = {0, 1}. Ein digitaler Suchbaum oder Trie ist folgendermafSsen
rekursiv definiert. Fiir | A| = 0 ist der Trie leer und fiir | 4| = 1 besteht er aus einem einzi-
gen Knoten. Falls |A| > 1, so wird das Alphabet gem&fs dem ersten Symbol der Elemen-
te in zwei Teilmengen Ay und A; partitioniert, also A; = {a € A:a =1,a(2),a(3),...}
tiir i € S. Die Wurzel erhilt die Kanten mit Beschriftung 0 bzw. 1 Die Verallgemeine-
rung auf M-ndre Grundalphabete ist naheliegend.

Eine etwas effizientere Variante der Tries sind die Patricia-Tries [M68]. Dabei wird
zundchst ein Trie aufgebaut und dann alle Knoten mit Verzweigungsgrad 1 geloscht.
Wir beschrianken uns hier auf Standard-Tries.

Beispiel 3.2. a; =00010...,a; =00110..., a3 =10101..., a4 =11010....
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3.4. Iries

O

Analog zu den zufélligen Suchbdaumen sei tj(n) die Tiefe des j-ten Blattes eines
Tries (j = 1,...,n). Die mittlere Tiefe ist definiert als T,, = Z}; tj(n)/n. Die externe
Pfadlange ist L,, = 2;1 tj(n). Wir interessieren uns fiir Erwartungswert und Varianz
von T, und L,, im verallgemeinerten Kostenmaf3. Fiir die Erwartungswerte gilt E[L,,] =
nE[T,]. Bei der Varianz besteht kein einfacher Zusammenhang zwischen Var[L,] und
Var[T,], da die t;(n) nicht unabhingig sind, vergleiche hierzu auch [KPS89].

Wir setzen voraus, daf$ alle Schliissel unabhéngig voneinander und gleich verteilt
gemdfs einem bestimmten Wahrscheinlichkeitsmodell erzeugt werden. Bei dem bis-
her meistens untersuchten Konzept der unabhingigen Symbole gilt fiir alle Schliissel
a; = a;(1)a;j(2)..., das Prob(aj(k) = 0) = p und Prob(a;(k) = 1) = q = 1 — p fiir ein
0 < p < 1und alle k,j. Diese Annahme {iiber die Schliisselverteilung wird als Bernoulli-
Modell bezeichnet, im Falle p = 1/2 auch als symmetrisches Bernoulli-Modell. Die Verall-
gemeinerung zum Markov-Modell ist naheliegend und wurde in [JS91] betrachtet. Der
dort gemachte Ansatz laft sich aber nicht fiir d > 1 verwenden. Am Ende dieses Ab-
schnitts skizzieren wir die Berechnung der erwarteten Pfadlinge im Markov-Modell
mit Hilfe eines rekursiven Gleichungssystems.

Im Bernoulli-Modell gilt fiir die erwarteten externen Pfadkosten {,, in einem Trie
mit n Elementen die Rekursionsgleichung

n
n _
ln =n+d-kZ_o <k>p‘<q“ o+ ) — =11,

was auch {y = {; = 0 beinhaltet. Rekursionsgleichungen dieser Art und das asympto-
tische Verhalten ihrer Losung wurden in [Sz88, Sz98] untersucht. Wir verallgemeinern
diesen Ansatz fiir beliebige d > 1.

Fiir die exponentielle Erzeugendenfunktion L(z) = )

o tnz™/n! finden wir

L(z) =zexp(z) + dL(zp)exp(zq) + d L(zq) exp(zp) — z, (3.3)

indem wir beachten, daf$ fiir zwei beliebige exponentielle Erzeugendenfunktionen
F(z) =Y 2 faz™/nlund G(z) = Y 75 gnz™/n! gilt, daB

Flz2)-Glz) = Y ) (1;) frgn_k 2"/l

n=0 k=0
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

Mit F(z) = L(z) und G(z) = exp(z) folgt (3.3). Durch Multiplikation von (3.3) mit
exp(—z) erhilt man die sogenannte Poisson-Transformation L(z) = L(z) exp(—z), und
mitp + q =1 und L(zp) exp(zq) exp(—z) = L(zp) exp(zp + zq — z) = L(zp) folgt

L(z) =z+dL(zp) + dL(zq) — zexp(—z). (3.4)

Sei L(z) = Y o2y lnz™/nl. Dann gilt, daB ¢, = Y, (})¥, siehe z.B. [R79]. Die
erhilt man durch Koeffizientenvergleich: fiir die Koeffizienten von z™ in (3.4) folgt nach
Multiplikation mit n!

ln = M=1+dlp™+dlg™—n(=1)""
und schliefslich

e M\ k=1+k(-D & [/n 5 k
b= Z(k) 1T—d(pk+q%) Z<k>(_” T—d(p*+q5)

k=0 k=2

Die asymptotische Entwicklung alternierender Summen vom Typ

> (3)r

k=0

fiir n — oo wurde von Ph. Flajolet, W. Szpankowski und anderen untersucht [FS95, Sz88,
S5z98]. Fiir d = 1 gilt
log(n)

lh=—2-—"4+0(n),

" H(p)
wobei H(p) = —plog(p) — qlog(q) die Entropie der Verteilung (p,1 — p) ist. Im Falle
d > 1 lassen sich diese Resultate allerdings nicht anwenden, da die in der Rechnung
auftretende Gleichung p~* 4+ q % = 1/d im allgemeinen keine einfach darstellbaren
(komplexen) Losungen besitzt.

Zum Abschlufs skizzieren wir, wie man die erwarteten externen Pfadkosten {,, im
Markov-Modell herleitet. An Stelle k > 1 des Schliissels hiangt die Wahrscheinlich-
keit des Symbols a(k) von dem direkt vorausgehenden Bit an der Stelle k — 1 ab und
folgt einer Verteilung Prob(a(k)| a(k —1)). Die Schliissel sind also Realisierungen einer
Markov-Kette mit Ubergangsmatrix

P— ( Poo Po1 )
P1o Pn
Wir setzen voraus, daf8 0 < py; < 1 fiir i = 0,1, damit ist die Markov-Kette positiv-
rekurrent und besitzt eine stationdre Verteilung = (710, 711). Wir nehmen an, dafs die

Kette in der stationdren Verteilung gestartet wird, d.h. die ersten Schliisselzeichen a;(1)
werden gemdf  erzeugt.
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3.4. Iries

Seien (9, €} die erwarteten Pfadkosten, wenn der Zustand im Vorgéngerknoten 0
bzw. 1 ist. Dann muf3 gelten:

n
n _
© = n+d-Z(k>p‘gopg1k-(eg+e;k)—[n:u
k=0

n

n _
o) = n+ d-Z (k>p‘1‘op‘ﬁ ) =11,
k=0

was wiederum £ = (§ = 0 und ¢} = (] = 0 beinhaltet. Die gesuchte mittlere Tiefe ist

schlieBlich ¢, = mot®, + 71¢). Analog zu oben finden wir die exponentiellen Erzeugen-
denfunktionen

1%(z) = zexp(z)+ d1%(zpoo) exp(zpor) + d L' (zp1o) explzpir) — z
L'(z) = zexp(z)+dL%(zpio)exp(zp11) +dL' (zp11) exp(zpio) — 2

und deren Poisson-Transformationen

°(z) = z+T(zpoo) + L (zpo1) — zexp(—2)
L'(z) = z+LC(zp10) + L' (zpn) —zexp(—z) .

Koeffizientenvergleich fiihrt uns auf das Gleichungssystem

ESL = n=1]+ dfipgo + dfllp& +n(—=1)"
0L = m=1+dlph+dlpl +n(—1)"

mit Losung
© _ (1= dpf+dpg)(in =1+ n(-1)")

1 —dpf, — dpy + d2(pGepTy — PoTPT,)
o (1 —dpgy +dpip)(n =1 +n(-1)")
1 —dpf, — dpy + d2(pGepTy —PEIPTY)

Die Riicktransformation &, = Y, (7){x ergibt

T 5\k 1 —dpg, — dply + A2 (pgPTy — PEPTo)
0 - i <n> (1) k(1 — dpk, + dpk,)
o5\ 1 —dpf, — dply + A2 (pEPTy — PEPYo)

Wie oben angedeutet, folgt fiir die erwarteten externen Pfadkosten im Markov-Modell
bei dem verallgemeinerten Kostenmaf3:

by =10 0 +m 0.
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3. Kodes und Suchbdume mit geometrischen Kosten

Auch hier ist im Falle d = 1 folgende asymptotische Entwicklung fiir n — co moglich:

_ nlog(n)

"= e

+0(n),
wobei H(P) die Entropie der Markov-Kette ist, die die Schliissel erzeugt [JS91].
Wir fassen unsere Ergebnisse fiir das verallgemeinerte Kostenmafs zusammen:

Satz 3.12. Fiir alle d > 1 gilt fiir die mittleren externen Pfadkosten eines zufilligen Tries im
Bernoulli-Modell

E[L,] = i <n> (—1 )k k+ d(ﬂo(p]& - p]ﬁ) + (p]fo —p]&)))
ni )
= \k 1 —dpg, — dpf; + d2(pgopT; — Pgipo)

falls diese Summen existieren. O
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4. Zusammenfassung und Ausblick

4.1. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit haben wir adaptive Suchverfahren und ihre Anwendungen
unter verschiedenen Kostenmodellen analysiert.

Die drei neu gefundenen Klassen von Listenalgorithmen SORT-BY-RANK(x), SORT-
BY-DELAY(k) und SORT-BY-TIME(q) stellen die umfassendsten bisher bekannten Strate-
gien fiir das Listenproblem dar. Sie basieren auf der hier vorgestellten Idee, Rangfunk-
tionen zu verwenden, durch die die Ordnung der Liste bestimmt wird. Dabei zeigen
die SORT-BY-RANK(x)-Verfahren, das man durch , Interpolation” kompetitiv-optimaler
Verfahren die Optimalitit erhalten kann, siehe Satz 1.13. Die neuen Algorithmen arbei-
ten auch bei stochastischen Zugriffen gut, und wir konnen exakte und asymptotische
Schranken fiir das Kostenverhiltnis zu optimalen Verfahren angeben. Dabei betrachten
wir unabhingige und abhédngige Anfragen und stellen fest, dafy bei unabhéngigen Zu-
griffen die Verfahren mit grofierem Gedéachtnis besser werden, wihrend sie bei tragen
abhéangigen Zugriffen schlechter werden.

Weiterhin geben wir in Satz 1.27 eine allgemeine untere Schranke an, die die Fahig-
keit eines Listenalgorithmen zur Approximation geddchtnisloser Quellen zu der Grofse
seines Gedéchtnisses in Beziehung setzt.

Unter anderem zeigen die untersuchten Listenalgorithmen bei der Datenkompres-
sion ihren Nutzen, was wir in Kapitel 2.1 anhand von theoretischen und empirischen
Ergebnissen belegen.

Fiir das randomisierte Listenproblem zeigen wir in Satz 1.50, wie man den bekann-
ten BIT-Algorithmus derandomisieren kann, so daf$ er nur noch wenige zufillige Bits
benotigt, ohne daf seine Qualitidt beeintrachtigt wird. Mit diesem Verfahren erhalten
wir einen Algorithmus mit dem geringsten zur Zeit bekannten Verbrauch der Ressour-
ce Zufall, der noch die Eigenschaft besitzt, die untere Schranke fiir das kompetitive
Verhiltnis deterministischer Verfahren zu unterbieten.

Auflerdem betrachten wir die Konvergenzgeschwindigkeit verschiedener Listenal-
gorithmen und analysieren absorbierende Verfahren. Fiir mehrere Varianten des Pro-
blems wie gewichtete Zugriffskosten, bidirektionale Suche und lineare Suche in Fel-
dern schlagen wir neue Algorithmen vor und analysieren sie in verschiedenen Kosten-
modellen. Adaptive Verfahren konnen auch bei der effizienten Behandlung von geo-
metrischen Problemen erfolgreich sein. Wir analysieren und verallgemeinern den von
G. Hotz vorgeschlagenen Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hiille.
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Neben der Untersuchung von adaptiven Verfahren beschéftigen wir uns mit verall-
gemeinerten Kosten in Suchprozessen. Wir definieren eine Kostenfunktion, die expo-
nentiell mit der Lange der Suche (Tiefe im Baum) wichst. Ein damit verwandtes Kon-
zept ist der Begriff der Rényi-Entropie, wofiir bereits Kodierungstheoreme bekannt sind.
Wir untersuchen die algorithmische Seite des Problems, die in der bekannten Literatur
noch nicht betrachtet wurde. Neben einem verallgemeinerten Huffman-Algorithmus
tir optimale Kodes in diesem Modell prasentieren wir untere und obere Schranken fiir
die Kosten von Suchbdaumen. Als Grenzfall ist das tiblich verwendete Einheitskosten-
maf? in unserer Betrachtung enthalten. Auflerdem analysieren wir in dem neuen Mo-
dell die Kosten von Suchbdumen und digitalen Biumen, die zufillig gewachsen sind,
d.h. durch stochastische Prozesse definiert werden. Hierbei zeigt sich unter anderem,
dafl durch die exponentiell wachsenden Kosten bereits kleine Abweichungen von ei-
nem optimalen Baum stark ansteigende Suchkosten verursachen. Mit anderen Worten,
in diesem Kostenmodell stellt die explizite Konstruktion von optimalen Baumen einen
sinnvollen Aufwand dar.

4.2. Ausblick

Eine Reihe interessanter offener Fragen, die im Laufe dieser Arbeit entstanden sind,
schlief3t sich an.

4.2.1. Tradeoff zwischen den Kostenmodellen?

Wir haben die Kosten von verschiedenen Algorithmen im kompetitiven Modell und
im Modell der mittleren Analyse beurteilt. Ein direkter Vergleich dieser Modelle ist
uns fiir kein Gebiet der Online-Algorithmen bekannt.

Bei unabhdngigen identisch verteilten Zugriffen gibt das Verhiltnis von asympto-
tischen erwarteten Kosten eines Verfahrens zu optimalen erwarteten Kosten an, wie
gut sich das Verfahren anpassen kann, wenn die Zugriffe eine gewisse einfache Struk-
tur (Unabhéngigkeit) besitzen. Je langer der Algorithmus die Zugriffsfolge beobachten
darf, desto mehr Informationen kann er aus ihr ziehen.

Der kompetitive Faktor dagegen beschreibt, wie flexibel sich ein Algorithmus an
neue Situationen anpassen kann. Die Informationen aus vergangenen Zugriffen helfen
dabei nur wenig, dagegen ist es wichtig, auf beliebige Anfragen des Offline-Gegners
schnell reagieren zu konnen.

Die sBD(k)-Verfahren ermoglichen einen Tradeoff zwischen diesen beiden Kosten-
modellen. Mit wachsendem k wird das kompetitive Verhalten schlechter, die Anpas-
sung an unabhéngige identisch verteilte Zugriffe aber besser. Fiir k = 1 und k = 2 sind
die Algorithmen kompetitiv-optimal, und fiir k — oo werden sie auf jeder gedéchtnis-
losen Quelle beliebig gut.

Ist es moglich, dafd eine Familie von Listenalgorithmen existiert, die gleichzei-
tig in beiden Kostenmodellen beliebig gut arbeitet? Wir vermuten das Gegenteil,
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namlich daff eine Funktion f(c) > 1 existiert, so daf es fiir jeden c-kompetitiven Li-
stenalgorithmus ALG eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p gibt, bei der das Verhaltnis
Earc(p)/Eopr(p) > f(c) wird.

Da die beiden Kostenmodelle keinen direkten Vergleich erlauben, konnte es moglich
sein, durch Vergleich der Kosten bei unabhingigen, identisch verteilten Zugriffen mit
den Kosten auf Zugriffsquellen mit Gedachtnis diese Vermutung zu zeigen. Markov-
Quellen konnen zwar keine Worst-Case-Situation eines Modells mit Gegner erzeugen,
aber trotzdem hinreichend schwierige Zugriffsfolgen liefern. Dieser Ansatz wird aber
dadurch erschwert, dafs eine einfache Darstellung der Kosten auf Markov-Ketten nur
tiir Spezialfélle bekannt ist.

4.2.2. Beschriankte Gegner

Bei der kompetitiven Analyse wird die Qualitédt eines Online-Algorithmus gegeniiber
einem allméachtigen Offline-Gegner untersucht. Dieses Modell des Gegners ist aber so
stark, dafs Unterschiede zwischen verschiedenen Algorithmen verdeckt werden. Bei-
spielsweise haben wir in Abschnitt 1.4 mehrere Klassen von Verfahren vorgestellt, die
alle 2-kompetitiv sind, aber dennoch Differenzen aufweisen, die erst bei einer mittleren
Analyse sichtbar werden.

Ein Schwerpunkt dieser Arbeit liegt deshalb auf Markov-Zugriffsfolgen, die allge-
meiner als unabhingige Anfragefolgen sind und noch eine exakte Analyse erlauben.
Leider ist es nur in Ausnahmefallen moglich [Ch93], optimale Listenalgorithmen und
deren Kosten auf Markov-Ketten analytisch zu bestimmen. Bei gegebener Markov-
Kette kann eine konkrete Berechnung mittels dynamischer Programmierung durchge-
fiihrt werden [H60], oder bei anderen Online-Problemen kann diese Information direkt
in die Strategie einfliefSen [KPR92].

Es erscheint interessant, weitere Modelle mit eingeschridnkten Gegnern zu ent-
wickeln [BIRS95, KP94, Y98], oder Ressourcenbeschrankungen ins Spiel zu bringen
[L94, L95]. Beispielsweise kann man die Frage stellen, wie gut ein Offline-Listenalgorith
mus sein kann, der zwar die gesamte Eingabefolge im voraus sieht, aber nur eine Re-
chenzeit verwenden darf, die polynomiell in der Lange der Liste wachst. Man beachte,
dafl das beste bekannte Offline-Verfahren zur Berechnung einer optimalen Strategie
exponentielle Zeit benotigt [RW90]. Es ist unbekannt, ob das zugehorige Entschei-
dungsproblem NP-hart ist; eine 15/8-Approximation ist moglich, bei statischen Geg-
nern auch eine 4/3-Approximation [A98a]. Das Auffinden besserer Approximations-
verfahren stellt eine weitere interessante offene Frage dar.
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A. Grundlagen iiber Markov-Ketten

A.1. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei (Q, F,p) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Das bedeutet, dafs Q) eine nichtlee-
re abzdhlbare Menge ist, 7 = P(Q) die Potenzmenge von (), die eine o-Algebra in Q
darstellt, und p : O — R ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf () [F68, MP90]. Ein Ereignis
A € F hat dann die Wahrscheinlichkeit

Prob(A) := ) p(w).
WeA

Eine reellwertige Zufallsvariable X auf (Q, F,p) ist eine Funktion
X:0-R

mit der Eigenschaft, da8 {X € B} = X (B) € F fiir B aus der Borel-o-Algebra der
Teilmengen von R (MefSbarkeit von X). Die Funktion

Prob(X = B) = p(X~'(B))

bezeichnet dann das Bildmaf$ von p unter X.
Fiir abzdhlbares QO und eine diskrete Zufallsvariable X sind die k-ten Momente de-
finiert als

EIXK = Z x* - Prob(X = x).
xeX(Q)

Speziell heifsit E[X] der Erwartungswert und Var([X] = E[X - (X — E[X])] = E[X?] — E[X]?
die Varianz von X. Im folgenden sei stets Q = {1,2,... ;n} und F = P(Q), und wir
betrachten verschiedene Verteilungen.

(a) Gleichverteilung: p; = 1/n fir allei = 1,... ,n. Der Erwartungswert betragt
(n+1)/2,die Varianz (n + 1)(n — 1) /12.

(b) Binomialverteilung: p; = (7)p'(1 —p)™ *firrallei=1,... ,n und einen Parameter
0 <p < 1. Der Erwartungswert ist np und die Varianz np(1 —p).

(c) Verteilung nach Zipf: pi = 1/(iHy) fur alle i = 1,... ,n. Hierbei ist H, =
Z}; 1/j = In(n) + v + O(1/n) die n-te harmonische Zahl und v = 0.577...
die Eulersche Konstante. Der Erwartungswert liegt bei n/H,, die Varianz bei
%n(n +1)/Hp — n?H2.

149



A. Grundlagen tiiber Markov-Ketten

(d) Verteilung nach Lotka: p; = 1/(iHn(2)) fiur allei = 1,... ,n. Hierbei ist Hn(2) =
Z}; 1/j%2 = m?/6 — O(1/n) die n-te harmonische Zahl zweiter Ordnung. Der
Erwartungswert hat den Wert H,,/Hn(2).

(e) Verallgemeinerte Zipf-Verteilung: p; = 1/(1*Hn(x)) firallei = 1,... ,n und einen
Parameter o« > 0. Hierbei ist H,, () = Z}; j~* die n-te verallgemeinerte harmo-
nische Zahl der Ordnung «. Der Erwartungswert betragt H (x — 1)/Hn (o).

(f) Geometrische Verteilung: p; = p(n)qt ! firi = 1,... ,nund 0 < q < 1 Dabei
istp(n) = (1 —q)/(1 — q™) der Normalisierungsfaktor. Der Erwartungswert ist
1-q"—n(q"—q™"")

(1—q)(1—q™)

A.2. Markov-Ketten

A.2.1. Definitionen und Grundlagen

Im folgenden stellen wir wichtige Aussagen tiber Markov-Ketten zusammen, vgl. auch
[C67, F68, KS60]. Sei A # () die abzdhlbare Menge der moglichen Zustinde und
P = (pij)ijea eine stochastische Matrix. Das bedeutet, p;; > 0 fiir alle i,j € A und
2 jeabiy=1firalleiec A

Eine diskrete Markov-Kette ist eine Folge {X¢}ten, von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,p) mit gemeinsamem Wertebereich A4, fiir die gilt, dafs

Prob(X; = a¢ [ X¢1 = a¢1,...,Xo = ag) =Prob(Xy = a; [ X¢1 = a¢ 1)

fir alle t € N. Die charakteristische Eigenschaft von Markov-Ketten ist, dafs die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X¢ nur von der Realisierung der direkt vorausge-
henden Zufallsvariablen X;_; abhdngt und unabhéngig von den vorhergenden Varia-
blen X »,X¢_3,... ist. Falls Prob(X¢ = j [X{_; = i) = py; unabhéngig von t ist, so
heifst die Markov-Kette homogen. Im folgenden betrachten wir nur noch homogene
Markov-Ketten, sie sind durch Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; und eine Startver-

teilung Prob(Xy) vollstandig definiert.
(s)

Wenn man die Ubergéinge iteriert, erhilt man die Wahrscheinlichkeit P in s

Schritten von i nach j zu gelangen:
. . 1
pis) =Prob(Xews =i [ Xe=1) = Y_pyupy .
ke A
Dabei setzt man p i(?) = &y. Sei fEJS ) die Wahrscheinlichkeit, von Zustand 1i startend in s

Ubergingen zum ersten Mal nach j zu gelangen (Erst-Eintritts-Wahrscheinlichkeit, first
entrance probability),

fgf) =Prob(Xeys =j [ Xe =14, Xep1 #5, ..+, Xeys—1 #J).
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Diese Werte konnen iterativ berechnet werden, indem man den Ubergang von i nach j
in s Schritten zerlegt in den Weg bis zum ersten Eintritt in j nach o Schritten und dann
den Weg von j nach j in weiteren s — o Schritten:

S
(5) _ § (o). (s—o)
Py =2 iy
o=1

Firs =1,2,... erhidlt man sukzessive die ffj. Sei ffj =3 oy fEJS ) die Wahrscheinlichkeit,

jemals von Zustand i nach Zustand j zu gelangen. Falls der Eintritt in j sicher ist, d.h.
f{‘j =1, so definiert {fgjs)}sy eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N, die Erst-Eintritts-
Verteilung (first entrance time distribution). Ihr Erwartungswert my; = Y o2, sfi(js  be-
schreibt die erwartete Anzahl von Schritten bis zum ersten Eintritt in j, wenn die Kette
in i startet (mittlere Erst-Eintritts-Zeit, mean first passage time).

Ein weiteres Konzept sind Tabu-Zustinde, die wihrend einer Folge von Ubergéngen
nicht betreten werden diirfen. Sei H C A. Dann betrachtet man die Wahrscheinlichkeit

Hpi(js] =Prob(Xi s =j [ Xe =1, Xe € H, t<T<t+35),

daff man in s Schritten von i nach j gelangt, ohne Zustdnde aus der Tabu-Menge H zu
benutzen. Analog zu oben ist

fi = Prob(Xees = | Xe =1, Xo & H, Xx #j,t <7< t+5)

die Wahrscheinlichkeit, in s Schritten zum ersten Mal j zu erreichen, wenn man in i
startet und keine Zustande aus H betritt. Es gilt also

(s) _ (s)
Hly = iHPy

wenn man abkiirzend j, H fiir {j} U H schreibt. Mit folgender Beobachtung lassen sich
Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Anwesenheit von Tabu-Mengen bestimmen. Wenn
k ¢ H ist, dann kann man in s Schritten von i nach j gelangen, indem man entweder
den Zustand k gar nicht benutzt, oder ihn zum ersten Mal im Schritt o betritt, und dann
in s — o Schritten von k nach j geht:

S
(s) (s) (o) (s—o)
HPy =k HPy T Z K HPik HPK

o=1

Sei fiir einen Zustand i € A seine Periode definiert als d(i) = ggT{t € N | pg] > 0}. Mit
folgenden Begriffen konnen Zustande klassifiziert werden: Ein Zustand i € A heifst

e periodisch, wenn d(i) > 1 ist.
e aperiodisch, falls d(i) = 1 ist.

e rekurrent (persistent), wenn die Riickkehr von inach i sicher ist, d.h. fj; = 1.
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e transient (unwesentlich), wenn f5; < 1.

e null-rekurrent, wenn i rekurrent und die erwartete Zeit bis zur Wiederkehr unend-
lich ist (my; = 00).

e positiv-rekurrent (regulir), wenn i rekurrent und die erwartete Zeit bis zur Wieder-
kehr endlich ist (my; < 00).

e absorbierend, wenn Zustand i nicht mehr verlassen werden kann (py; = 1).

Wir bezeichnen eine Markov-Kette {Xi}icn, als absorbierend, wenn sie mindestens
einen absorbierenden Zustand besitzt und als positiv-rekurrent, wenn jeder Zustand
positiv-rekurrent ist. Eine homogene Markov-Kette heifst irreduzibel, wenn es fiir je-
des Paar i,j € A von Zustdnden ein t > 0 und einen Pfad der Lange t gibt, der i und
j verbindet: pg) > 0. Wenn eine Markov-Kette irreduzibel ist und einen endlichen
Zustandsraum A besitzt, und jeder Zustand aperiodisch ist, so ist sie bereits positiv-
rekurrent. Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir ist, daf} eine Schrittan-
zahl t existiert, so dafs p S) > 0 fiir alle i,j € A.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 7t auf A heifst stationir oder invariant fiir eine
Markov-Kette {X}ten, mit Ubergangsmatrix P, wenn gilt

Vie A: T = ZT[i‘pij.
icA
Eine positiv-rekurrente Markov-Kette besitzt eine eindeutige stationdre Verteilung 7,
bei der alle Komponenten positiv sind: 7; > 0 fiir j € A. In diesem Fall konvergiert

die Verteilung nach t Schritten gegen die stationdre Verteilung, unabhédngig von der
Verteilung des Startzustandes Xo.

Prob(X{ =j) Z Prob(X pl] — T fir t — oo.
icA

Eine Markov-Kette heif$t ergodisch, wenn sie irreduzibel ist und die Grenzwerte 7; =
im0 1/t - Zz;g) pEJS ) existieren und unabhingig von i € A sind, d.h. wenn die
ps ) Cesaro-summierbar sind [KS60]. Insbesondere ist jede positiv-rekurrente Markov-

Kette bereits ergodisch, aber auch Markov-Ketten mit periodischen Zustdnden konnen
ergodisch sein.

Beschreibung durch Matrizen

Wenn man nur am asymptotischen Verhalten interessiert ist, spielt die Startverteilung
keine Rolle mehr, und im folgenden identifizieren wir hdufig die Markov-Kette {X} mit
ihrer Ubergangsmatrix P. Weiter beschranken wir uns auf den endlichen Zustands-
raum A = {1,... ,n}. Eine niitzliche Matrix fiir die Untersuchung von ergodischen
Markov-Ketten ist die Fundamentalmatrix Z. Sie ist definiert als

Z=(I—-P+A) _I+ZP At _I+Z
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Dabei ist I die n x n Einheitsmatrix und A die Matrix der unabhidngigen stationdren
Verteilung, bei der alle Zeilen durch 7 gegeben sind. Es gilt, da8 A = A?> = PA = AP
und deshalb auch (P—A)t = Pt — A. Fiir die weitere Diskussion setzen wir voraus, daf3
P eine positiv-rekurrente Markov-Kette ist.

Mit Hilfe der Fundamentalmatrix Z kann man die erwartete Erst-Eintritts-Zeit von
inach j ausdriicken [KS60] als

my = (611' — Zij + ij)/ﬂfj. (Al)

Dabei ist 8;; das Kronecker-Symbol. Die my; erfiillen namlich folgende Bedingung,
wenn man die bedingten Erwartungswerte nach einem Schritt betrachtet:

my =pij+ Y Puclmug+1) =1 —pymj;+ ) pucmyg. (A2)
k#i k

Indem man diese Gleichung mit 7r; multipliziert und iiber i summiert, sieht man, dafd
my; = 1/m; ist. Weiter kann man zeigen, dafs die my; eindeutig sind, und durch Einset-
zen von (A.1) in (A.2) zeigt man die Darstellung (A.1).

Sei P eine positiv-rekurrente Markov-Kette und H C A eine Tabu-Menge, und seien
i,j € A, j € H. Die Erst-Eintritts-Wahrscheinlichkeit, von i nach j zu gelangen, ohne
unterwegs einen Zustand aus H zu betreten, ist nach [K61]

_det((8ap — T)Map + Mip + Maj — Mij)a,beH

e A3
H det((éab - ])mab + mMyp + maj)a,bEH ( )
Fiir einelementige Tabu-Mengen H = {i} erhdlt man speziell
. My + My — My
ifiy = K ~ 4, (A4)

my; + myq
Fiir eine ergodische Markov-Kette P mit stationdrer Verteilung 7t kann man die riick-
wirtslaufende Kette P (time-reversed chain) betrachten. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit,
vom Zustand i einen Schritt riickwaérts nach j zu machen, gleich der Wahrscheinlich-
keit, sich in j zu befinden und von dort einen Schritt vorwérts nach i zu machen unter
der Bedingung, sich anschlieffend in i zu befinden:

Tc.'p..
Py = - .

us

Eine Matrix P heifst doppelt stochastisch, wenn nicht nur die Zeilensummen, sondern
auch die Spaltensummen gleich 1 sind. Wenn P die Ubergangsmatrix einer ergodischen
Markov-Kette ist, dann ist die stationdre Verteilung die Gleichverteilung auf A: m =
(1/m,...,1/n). In diesem Fall ist die Ubergangsmatrix P der riickwirtslaufenden Kette
gerade die transponierte Matrix PT der urspriinglichen Kette. Falls insbesondere P
symmetrisch ist, so heifst die Markov-Kette zeit-umkehrbar, da pi; = p; fiir alle i,j € A.
Fiir riickwirtslaufende Markov-Ketten gilt allgemein fiir i,j € A:

ﬁiﬁ + ﬁiﬁ = myj + Myi. (A.5)

Aus der Definition von Z folgt namlich 2j; = z;;7;/7;, woraus man My — my; = (zi5 —
2y)/m = zij/m; — z;1/m folgert.
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A.2.2. Beispiele
Markov-Kette mit zwei Zustdanden

Wir betrachten den allgemeinen Fall einer Markov-Kette tiber {0, 1} mit der Ubergangs—

matrix
o 11—«
P_<]_B ; ).

ImFall0 < a < 1,0 < B < 1Tund « + B > 0 ist diese Markov-Kette irreduzibel und
aperiodisch, und damit insbesondere positiv-rekurrent. Fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeiten in t Schritten findet man

pt_;(w a—1>+w(a—1 1—o<>
x4+ p-2\B-1 a—1 a+pB—2 1—-p B—=1)"

und man erkennt die stationdre Verteilung = = (%’ @Lﬁlz)' Aufgrund der Funda-

mentalmatrix
0 1 0 ]—OC_B x—1 T—o
z=te 30w = (o 9 )+ arpar (100 505 )

findet man die mittleren Erst-Eintritts-Zeiten

Elementweise Lokalitat

Sei p = (p1,...,pn) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber {1, ... ,n} mit p; > 0 fiir
allei=1,...,n,und A die Ubergangsmatrix unabhingiger Zugriffe mit Verteilung p,
d.h. alle Zeilen von A sind gleich p. Sei weiter 0 < A < T ein Parameter. Wir betrachten
die Ubergangsmatrix

P=Al+ (1 —\A.

Wegen A < 1 ist P die Ubergangsmatrix einer positiv-rekurrenten Markov-Kette, und
die stationdre Verteilung ist gerade die Verteilung p. Fiir die Ubergangswahrschein-
lichkeiten in t Schritten findet man

Pt = A +AYI—A).

Aus der Fundamentalmatrix Z = (I—AA)/(1—A) erhilt man die mittleren Erst-Eintritts-
Zeiten
1 —83A

my = ———.
Y (1= Np;
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Als Spezialfall betrachten wir die Matrix P mit

o _fx i=)
Py = B : sonst [’

die man mitp = (1/n,...,1/n) und A = (nx — 1)/(n — 1) erhdlt. Daraus folgt

o n 1=
iy = Mm—1)/(1—«) : sonst [’

Man beachte, dafd diese Markov-Kette zeit-umkehrbar ist.

Blockweise Lokalitat

Sei wieder p = (p1,...,pn) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber A = {1,... ,n}
mit p; > O fiirallei=1,... ,n, und A die Ubergangsmatrix unabhéngiger Zugriffe mit
Verteilung p. Sei 0 < A < 1 ein Parameter und 0 = ko < k1 < -+ < kyy = n. Wir
partitionieren den Zustandsraum A in m Teilmengen,

A=BiUByU...UDBn,

dabeiist By ={k¢ 1+1,... ,k¢}. Seisy = Zj B, Pj die Summe der Wahrscheinlichkeiten
jeder Teilmenge. Die Matrix J definieren wir als

1
HA‘B1 X B

1
EA‘BZ X B

1
s AlBr B

wobei Alz, x5, die Einschrankung von A auf die Untermatrix mit Zeilen und Spalten
aus B¢ bedeutet. Durch den Faktor 1/s; wird erreicht, daf} jede Zeilensumme von J
gerade 1 ist. Sei nun

P=AJ+ (1 —MA.

Da A < 1, ist P die Ubergangsmatrix einer positiv-rekurrenten Markov-Kette, und die
stationdre Verteilung ist p. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten in t Schritten findet
man

P'=A+A(J—A).
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Aus der Fundamentalmatrix Z = I + (J — A)A/(1 — A) erhélt man die mittleren Erst-
Eintritts-Zeiten

{ 1/p; : L,j € B
my; = (1-N)s¢+Ap; . . . .
W I Be,l € Be

Wir betrachten den Spezialfall, dafs alle Teilmengen die gleiche Grofe |B¢| = k be-
sitzen und setzen

~_J a : iundj liegen in der gleichen Teilmenge
Py = B : sonst ’

Dadurch ist die stationdre Verteilung die Gleichverteilung, s; = k/n, und mit dem
Parameter A = k(nax — 1)/(n — k) konnen wir die obigen Ergebnisse benutzen:

n : iundj liegen in der gleichen Teilmenge
My =9 (m-Tk—an(k-1) sonst .
(T ak)k

156



Literaturverzeichnis

[AW79]

[A98]

[A98a]

[AM97]

[AMO98]

[ASW95]

[AW98]

[A95]

[ALW96]

[AM78]

[ABCO96]

[AMS96]

R. Ahlswede und I. Wegener. Suchprobleme. Teubner Verlag, Stuttgart,
1979.

S. Albers. Improved randomized on-line algorithms for the list update
problem. SIAM Journal on Computing, 27:682—-693, 1998.

S. Albers. A competitive analysis of the list update problem with looka-
head. Theoretical Computer Science, 197:95-109, 1998.

S. Albers und M. Mitzenmacher. Revisiting the COUNTER algorithms
for list update. Information Processing Letters, 64:155-160, 1997.

S. Albers und M. Mitzenmacher. Average case analyses of list update al-
gorithms, with applications to data compression. Algorithmica, 21:312—
329, 1998.

S. Albers, B. v. Stengel, und R. Werchner. A combined BIT and Time-
stamp algorithm for the list update problem. Information Processing Let-
ters, 56:135-139, 1995.

S. Albers und J. Westbrook. Self-organizing data structures. In Online
Algorithms, LNCS 1442, Seiten 13-51. Springer, 1998.

D. Aldous. On simulating a markov chain stationary distribution. In
Discrete Probability and Algorithms, Band 72 von IMA Series in Mathema-
tics and its Applications, Seiten 1-9. Springer, 1995.

D. Aldous, L. Lovész, und P. Winkler. Mixing times for uniformly ergo-
dic markov chains. Technischer Bericht Nr. 1100, Yale University, 1996.

B. Allen und I. Munro. Self-organizing binary search trees. Journal of the
ACM, 25(4):526-535, 1978.

V. Almeida, A. Bestavros, M. Crovella, und A. de Oliveira. Charac-
terizing reference locality in the WWW. Technischer Bericht TR-96-11,
Boston University, 1996.

N. Alon, Y. Matias, und M. Szegedy. The space complexity of approxi-
mating the frequency moments. In 28th ACM Symposium on the Theory
of Computing (STOC), Seiten 20-29, 1996.

157



Literaturverzeichnis

[AMSO0]

[AL94]

[AMNO93]

[ANWS2]

[A77]

[ACKS7]

[BE97]

[B75]

[BCW90]

[BS3]

[BCL90]

[BMS5]

[BS78]

[BSTWS6]

158

D. Altenkamp und K. Mehlhorn. Codes: Unequal probabilities, unequal
letter costs. Journal of the ACM, 27:412-427, 1980.

F. d'Amore und V. Liberatore. The list update problem and the retrieval
of sets. Theoretical Computer Science, 130:101-123, 1994.

F. d'Amore, A. Marchetti-Spaccamela, und U. Nanni. The weighted list
update problem and the lazy adversary. Theoretical Computer Science,
108:371-384, 1993.

E.J. Anderson, P. Nash, und R. R. Weber. A counterexample to a conjec-
ture on optimal list ordering. Journal of Applied Probability, 19:730-732,
1982.

J. P. Arnaud. Sur quelques problemes concernant les librairies. Dissertation,
Université Paul Sabatier, Toulouse, 1977.

O. L. Aven, E. G. Coffman, und Y. A. Kogan. Stochastic Analysis of Com-
puter Storage. Reidel, Dordrecht, 1987.

R. Bachrach und R. El-Yaniv. Online list accessing algorithms and their
applications: Recent empirical evidence. In 8th ACM-SIAM Symposium
on Discrete Algorithms (SODA), 1997.

P. ]. Bayer. Improved bounds on the costs of optimal and balanced bi-
nary search trees. Technischer Bericht MIT /LCS/TM-69, MIT, 1975.

T. C. Bell, J. G. Cleary und I. H. Witten. Text Compression. Prentice Hall,
1990.

M. E. Bellow. Performance of Self-Organizing Sequential Search Heuristics
under Stochastic Reference Models. Dissertation, Carnegie-Mellon Univer-
sity, Pittsburgh, 1983.

J. L. Bentley, K. L. Clarkson, und D. B. Levine. Fast linear expected-
time algorithms for computing maxima and convex hulls. Algorithmica,
9:168-183, 1993.

J. L. Bentley und C. C. McGeoch. Amortized analyses of self-organizing
sequential search heuristics. Communications of the ACM, 28(4):404-411,
1985.

J. L. Bentley und M. I. Shamos. Divide and conquer for linear expected
time. Information Processing Letters, 7(2):87-91, 1978.

J. L. Bentley, D. S. Sleator, R. E. Tarjan, und V. K. Wei. A locally adaptive
data compression scheme. Communications of the ACM, 29:320-330, 1986.



[BBKTW94]

[B79]

[B84]

[BH97]

[BP96]

[BoE97]

[BE9S]

[BIRS95]

[B63]

[BW94]

[BK73]

[C65]

[Ch93]

[CSO89]

S. Ben-David, A. Borodin, R. Karp, G. Tardos, und A. Wigderson. On
the power of randomization in on-line algorithms. Algorithmica, 11:2-14,
1994.

J. R. Bitner. Heuristics that dynamically organize data structures. SIAM
Journal of Computing, 8(1):82-110, 1979.

A. Bjorner. Ordering of coxeter groups.
34:175-195, 1984.

Contemporary Mathematics,

A. Boneh und M. Hofri. The coupon-collector problem revisited. Sto-
chastic Models, 31:39-66, 1997.

S. Boneh und V. G. Papanicolaou. General asymptotic estimates for the
coupon collector problem. Journal of Computational and Applied Mathe-
matics, 67:277-289, 1996.

A. Borodin und R. El-Yaniv. On randomization in online computation.
In Proceedings 12th IEEE Conference on Computational Complexity, Seiten
226238, 1997.

A. Borodin und R. El-Yaniv. Online Computation and Competitive Analysis.
Cambridge University Press, 1998.

A. Borodin, S. Irani, P. Raghavan, und B. Schieber. Competitive pa-
ging with locality of reference. Journal of Computer and System Sciences,
50:244-258, 1995.

R. K. Brayton. On the asymptotic behaviour of the number of trials ne-
cessary to complete a set with random selection. Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 7:31-61, 1963.

M. Burrows und D. J. Wheeler. A block-sorting lossless data compressi-
on algorithm. Technischer Bericht 124, Digital Equipment Corporation,
Systems Research Center, 1994.

P. J. Burville und J. F. C. Kingman. On a model for storage and search.
Journal of Applied Probability, 10:697-701, 1973.

L. L. Campbell. A coding theorem und Rényi's entropy. Information and
Control, 8:423-429, 1965.

Ph. Chassaing. Optimality of move-to-front for self-organizing da-
ta structures with locality of references. Annals of Applied Probability,
3:1219-1240, 1993.

H. T. Ch'ng, B. Srinivasan, und B. C. Ooi. Study of selforganizing heu-
ristics for skewed access patterns. Information Processing Letters, 30:237—
244, 1989.

159



Literaturverzeichnis

[CGI6]

[CN98]

[C67]

[CHSSS8]

[CFV98]

[CWI0]

[DS72]

[D99]

[D94]

[DF95]

[E75]

[E87]

[E96]

160

V. S.-N. Choi und M. Golin. Lopsided trees: Analyses, algorithms, and
applications. In International Colloquium on Algorithms, Languages and
Programming (ICALP), LNCS 1099, Seiten 538-549. Springer, 1996.

M. Chrobak und J. Noga. Competitive Algorithms for Multilevel Ca-
ching and Relaxed List Update. In 9th ACM-SIAM Symposium on Dis-
crete Algorithms (SODA), Seiten 87-96, 1998.

K. L. Chung. Markov Chains with Stationary Transition Probabilities.
Springer-Verlag, Berlin, 2. Auflage, 1967.

F.R. K. Chung, D. J. Hajela, und P. D. Seymour. Self-organizing sequen-
tial search and Hilbert's inequalities. Journal of Computer and System
Sciences, Seiten 148-157, 1988.

J. Clément, Ph. Flajolet, und B. Vallée. The analysis of hybrid trie struc-
tures. In 9th ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA), Sei-
ten 531-539, 1998.

C. Courcoubetis und R. R. Weber. The move-to-front rule for multiple
lists. Probability in the Engineering and Informational Sciences, 4:19-27,
1990.

P. Denning und S. Schwartz. Properties of the working set model. Com-
munications of the ACM, 15:191-198, 1972.

L. Devroye. A note on the expected time for finding maxima by list
algorithms. Algorithmica, 23:97-103, 1999.

R. Dobrow. Markov chain analysis for some self-organizing schemes for lists
and trees. Dissertation, John Hopkins University, Baltimore, 1994.

R. Dobrow und J. Fill. The move-to-front rule for self-organizing lists
with markov dependent requests. In Discrete Probability and Algorithms,
Band 72 von IMA Series in Mathematics and its Applications, Seiten 57-80.
Springer, 1995.

P. Elias. Universal codeword sets and representations of the integers.
IEEE Transactions on Information Theory, 21:194-203, 1975.

P. Elias. Interval and recency rank source coding: Two on-line adaptive
variable-length schemes. IEEE Transactions on Information Theory, 33:3—
10, 1987.

R. El-Yaniv. There are infinitely many competitive-optimal online list
accessing algorithms. Manuskript, 1996.



[EFT97]

[F68]

[F96]

[FWO8]

[F96]

[F96a]

[FH96]

[F85]

[FGT92]

[FS95]

[F84]

[F60]

[G97]

[G94]

[GR98]

R. El-Yaniv, S. Fine, und N. Tishby. Agnostic classification of markovian
sequences. In Advances in Neural Information Processing Systems, Band 10,
Seiten 465—471. MIT Press, 1997.

W. Feller. An Introduction to Probability Theory and its Applications,
Band 1. John Wiley & Sons, New York, 3. Auflage, 1968.

P. M. Fenwick. The Burrows-Wheeler transform for block sorting text
compression. Computer Journal, 39:731-740, 1996.

A. Fiat und G. Woeginger, Hrsg. Online Algorithms. LNCS 1442. Sprin-
ger, 1998.

J. A.Fill. An exact formula for the move-to-front rule for self-organizing
lists. Journal of Theoretical Probability, 9:113-160, 1996.

J. A. Hll. Limits and rates of convergence for the distribution of
search costs under the move-to-front rule. Theoretical Computer Science,
164:185-206, 1996.

J. A. Fill und L. Holst. On the distribution of search cost for the move-
to-front rule. Random Structures and Algorithms, 8:179-186, 1996.

Ph. Flajolet. Approximate counting: a detailed analysis. BIT, 25:113—
134, 1985.

Ph. Flajolet, D. Gardy, und L. Thimonier. Birthday paradox, coupon
collector, caching algorithms and self-organizing search. Discrete App-
lied Mathematics, 39:207-229, 1992.

Ph. Flajolet und R. Sedgewick. Mellin transforms and asymptotics: Fini-
te differences and Rice's integrals. Theoretical Computer Science, 144:101—
124, 1995.

G. N. Frederickson. Self-organizing heuristics for implicit data stuctu-
res. SIAM Journal of Computing, 13(2):277-291, 1984.

E. Fredkin. Trie memory. Communications of the ACM, 3:490-500, 1960.

T. Garefalakis. A new familiy of randomized algorithms for list acces-
sing. In European Symposium on Algorithms (ESA), LNCS 1284, Seiten
200-209. Springer, 1997.

M. J. Golin. A provably fast linear-expected-time maxima-finding algo-
rithm. Algorithmica, 11:501-524, 1994.

M. J. Golin und G. Rote. A dynamic programming algorithm for con-
structing optimal prefix-free codes with unequal letter costs. IEEE Tran-
sactions on Information Theory, 44, 1998.

161



Literaturverzeichnis

[GY96]

[GMS81]

[GOR97]

[GKP94]

[GRVWO5]

[HR89]

[HLP52]

[H72]

[H73]

[H76]

[HHS85]

[HHS7]

[HK96]

[HS91]

[HS91a]

162

M. J. Golin und N. Young. Prefix codes: Equiprobable words, unequal
letter costs. SIAM Journal on Computing, 25:1281-1292, 1996.

G. H. Gonnet, J. I. Munro, und H. Suwanda. Exegesis of self-organizing
linear search. SIAM Journal of Computing, 10(3):613-637, 1981.

M.T. Goodrich, M. Orletsky, und K. Ramaiyer. Methods for achieving
fast query times in point location data structures. In 8th ACM-SIAM
Symposium on Discrete Algorithms (SODA), 1997.

R. L. Graham, D. E. Knuth, und O. Patashnik. Concrete Mathematics.
Addison-Wesley, 2. Auflage, 1994.

D. Grinberg, S. Rajagopalan, R. Venkatesan, und V. Wei. Splay trees for
data compression. In 6th ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms
(SODA), Seiten 522-530, 1995.

T. Hagerup und C. Riib. A guided tour of Chernoff bounds. Information
Processing Letters, 33:305-308, 1989.

G. H. Hardy, J. E. Littlewood, und G. Polya. Inequalities. Cambridge
University Press, 1952.

W. J. Hendricks. The stationary distribution of an interesting markov
chain. Journal of Applied Probability, 9:231-233, 1972.

W. J. Hendricks. An extension of a theorem concerning an interesting
markov chain. Journal of Applied Probability, 10:886-890, 1973.

W. J. Hendricks. An account of self-organizing systems. SIAM Journal
on Computing, 5:715-723, 1976.

J. H. Hester und D. S. Hirschberg. Self-organizing linear search. ACM
Computing Surveys, 17:295-311, 1985.

J. H. Hester und D. S. Hirschberg. Self-organizing search lists using
probabilistic back-pointers. Communications of the ACM, Seiten 1074—
1079, 1987.

M. Hofri und N. Kechris. Probabilistic counting of a large number of
events. Technischer Bericht TR-UH-CS-92-23, University of Houston,
1992.

M. Hofri und H. Shachnai. Self-organizing lists and independent refe-
rences: A statistical synergy. Journal of Algorithms, 12:533-555, 1991.

M. Hofri und H. Shachnai. On the optimality of the counter scheme for
dynamic linear lists. Information Processing Letters, 37:175-179, 1991.



[HS98]

[H90]

[H93]

[H97]
[HS97]

[H60]

[H52]

[HM93]

[HM9%a]

[HMO96b]

[J591]

[J599]

[J98]

[J88]

[K94]

M. Hofri und H. Shachnai. The list update problem: Improved bounds
for the counter scheme. Algorithmica, 22:650-659, 1998.

G. Hotz. Algorithmen, Sprachen und Komplexitit, Festvortrag zur Erdffnung
des Wintersemesters 1990/91. Saarbriicker Universititsreden, Band 32,
1990.

G. Hotz. Search trees and search graphs for markov sources. Journal of
Information Processing and Cybernetics, 29:283-292, 1993.

G. Hotz. Algorithmische Informationstheorie. Teubner, 1997.

G. Hotz und F. Schulz. Sorting and searching in view of the noiseless
coding theorem, Manuskript, 1997.

R. A. Howard. Dynamic Programming and Markov Processes. MIT Press,
1960.

D. A. Huffman. A method for the construction of minimum redundancy
codes. Proceedings Inst. Radio Engineering, 40:1098-1101, 1952.

L. C. K. Hui und Ch. Martel. Unsuccessful search in self-adjusting data
structures. Journal of Algorithms, 15:447-481, 1993.

L. C. K. Hui und Ch. Martel. Analyzing self-adjusting linear list algo-
rithms with deletions and unsuccessful searches. Information Processing
Letters, 58:231-236, 1996.

L. C. K. Hui und Ch. Martel. Rendomized competitive algorithms for
successful and unsuccessful search. The Computer Journal, 39:427-438,
1996.

Ph. Jacquet und W. Szpankowski. Analysis of digital tries with marko-
vian dependence. IEEE Transactions on Information Theory, 37:1470-1475,
1991.

Ph. Jacquet und W. Szpankowski. Entropy calculations via analytic de-
poissonization. IEEE Transactions on Information Theory, 1999.

P. D. Jelenkovi¢. Asymptotic approximation of the move-to-front search
cost distribution and least-recently-used caching fault probabilities, Ma-
nuskript, Mai 1998.

D. W. Jones. Application of splay trees to data compression. Communi-
cations of the ACM, 31(8):996-1007, 1988.

R. Kannan. Markov chains and polynomial time algorithms. In 35th
IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS), Seiten 656—
671, 1994.

163



Literaturverzeichnis

[KR80]

[KMMO%4]

[KPR92]

[KR90]

[KK77]

[KS60]

[K61]

[KPS89]

[K98]

[KV81]

[KP94]

[L84]

[LLS84]

[LH90]

[L94]

164

Y. C. Kan und S. M. Ross. Optimal list order under partial memory
constraints. Journal of Applied Probability, 17:1004-1015, 1980.

A.R.Karlin, M. S. Manasse, L. A. McGeoch, und S. Owicki. Competitive
randomized algorithms for nonuniform problems. Algorithmica, 11:542—
571, 1994.

A. Karlin, S. Phillips, und P. Raghavan. Markov paging. In 33rd IEEE
Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS), Seiten 208-217,
1992.

R. Karp und P. Raghavan. Private Kommunikation zitiert in [RWS94],
1990.

J. Keilson und A. Kester. Monotone matrices and monotone markov
processes. Stochastic Processes and their Applications, 5:231-241, 1977.

J. G. Kemeny und J. L. Snell. Finite Markov Chains. Van Nostrand, Prin-
ceton, 1960.

J. H. B. Kemperman. The First Passage Problem for a Stationary Markov
Chain. University Press, Chicago, 1961.

P. Kirschenhofer, H. Prodinger, und W. Szpankowski. On the variance
of the external path length in a symmetric digital trie. Discrete Applied
Mathematics, 25:129-143, 1989.

D. E. Knuth. The Art of Computer Programming, Vol. 2: Sorting and Sear-
ching. Addison-Wesley, 3. Auflage, 1998.

L. K. Konneker und Y. L. Varol. A note on heuristics for dynamic orga-
nization of data structures. Information Processing Letters, 12(5):213-216,
1981.

E. Koutsoupias und C. Papadimitriou. Beyond competitive analysis. In
35th IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS), Seiten
394-401, 1994.

K. Lam. Comparison of self-organizing linear search. Journal of Applied
Probability, 21:763-776, 1984.

K. Lam, M. Y. Leung, und M. K. Siu. Self-organizing files with depen-
dent accesses. Journal of Applied Probability, 21:343-359, 1984.

L. L. Larmore und D. S. Hirschberg. A fast algorithm for optimal length-
limited Huffman codes. Journal of the ACM, 37:464-473, 1990.

R.]. Lipton. A new approach to information theory. In Symposium on the
Theoretical Aspects of Computer Science (STACS), LNCS 775, Seiten 699—
708. Springer, 1994.



[L95]

[LW95]

[LW96]

[LP94]

[M92]
[MR98]

[MP90]

[M96]

[MRBSO]

[M65]

[Mc77]

[M75]

[Me77]
[M88]

[M68]

[N75]

[N82]

[Ne96]

R.]. Lipton. Coding for noisy feasible channels. In WITS: Proceedings of
the IEEE-IMS Workshop on Information Theory and Statistics, 1995.

L. Lovasz und P. Winkler. Efficient stopping rules for markov chains. In
ACM Symposium on Theory of Computing (STOC), Seiten 7682, 1995.

L. Lovasz und P. Winkler. Reversal of markov chains and the forget
time. Technischer Bericht Nr. 1099, Yale University, 1996.

F. Luccio und A. Pedrotti. A parallel list update problem. Information
Processing Letters, 52:277-284, 1994.

H. Mahmoud. Evolution of Random Search Trees. Wiley, 1992.

C. Martinez und S. Roura. Randomized binary search trees. Journal of
the ACM, 45:288-323, 1998.

R. Mathar und D. Pfeifer. Stochastik fiir Informatiker. Teubner, 1990.
R. Mathar. Informationstheorie. Teubner, 1996.

D. Matthews, D. Rotem, und E. Bretholz. Self-organizing doubly lin-
ked lists. International Journal of Computer Mathematics, Sect. A, 8:99-106,
1980.

J. McCabe. On serial files with relocatable records. Operations Research,
12:609-618, 1965.

R. J. McEliece. The Theory of Information and Coding. Addison-Wesley,
1977.

K. Mehlhorn. Nearly optimal binary search trees. Acta Informatica,
5:287-295, 1975.

K. Mehlhorn. Effiziente Algorithmen. Teubner Verlag, 1977.

K. Mehlhorn. Sortieren und Suchen, Band 1 von Datenstrukturen und effi-
ziente Algorithmen. Teubner Verlag, Stuttgart, 2. Auflage, 1988.

D. R. Morrison. PATRICIA-practical algorithm to retrieve information
coded in alphanumeric. Journal of the ACM, 15:514-534, 1968.

P. Nath. On a coding theorem connected with Rényi's entropy. Informa-
tion and Control, 29:234-242,1975.

P. R. Nelson. The transposition replacement policy with a partial me-
mory constraint. Journal of Applied Probability, 19:733-736, 1982.

M. Nelson. Data compression with the Burrows-Wheeler transform. Dr.
Dobb’s Journal, September, 1996.
http://dogma.net/markn/articles/bwt/bwt.htm.

165



Literaturverzeichnis

[NS60]

[NO89]

[Ni96]

[P94]

[RWS94]

[OOW93]

[OOW98]

[OHMO90]

[ON93]

[OD97]

[P91]

[P94]

[PT80]

[P92]

166

D.J. Newman und L. Shepp. The double dixie cup problem. American
Mathematical Monthly, 67:58-61, 1960.

D. T. H. Ng und B. J. Oommen. Generalizing singly-linked reorgani-
zation heuristics for doubly linked lists. In Mathematical Foundations of
Computer Science, LNCS 379, Seiten 380-389. Springer, 1989.

N. Nisan. Extracting randomness: How and why (a survey). In Pro-
ceedings 11th IEEE Conference on Computational Complexity, Seiten 44-58,
1996.

A. Pedrotti. Analysis of a list-update strategy. Information Processing
Letters, 52:115-121, 1994.

J. Westbrook, N. Reingold, und D. Sleator. Randomized competitive
algorithms for the list update problem. Algorithmica, 11:15-31, 1994.

E.J. O'Neil, P. E. O'Neil, und G. Weikum. The LRU-K page replacement
algorithm for database disk buffering. In Proceedings of the 1993 ACM
International Conference on Management of Data, Seiten 297-306, 1993.

E.J. O'Neil, P. E. O'Neil, und G. Weikum. An optimality proof of the
LRU-K page replacement algorithm. Journal of the ACM, 45, 1998.

B.J. Oommen, E. R. Hansen, und J. I. Munro. Deterministic optimal and
expedient move-to-rear list organizing strategies. Theoretical Computer
Science, 74:183-197, 1990.

B. J. Oommen und D. T. H. Ng. An optimal absorbing list organizati-
on strategy with constant memory requirements. Theoretical Computer
Science, 119:355-361, 1993.

J. Oommen und J. Dong. Generalized swap-with-parent schemes for
self-organizing sequential linear lists. In International Symposium on Al-
gorithms and Computation (ISAAC), LNCS 1350, Seiten 414423, 1997.

R. M. Phatarfod. On the matrix occuring in a linear search problem.
Journal of Applied Probability, 28:335-346, 1991.

R. M. Phatarfod. On the transition probabilities of the move-to-front
scheme. Journal of Applied Probability, 31:570-574, 1994.

R. I. Phelps und L. C. Thomas. On optimal performance in self-
organizing paging algorithms. Journal Inf. Optimization Science, 1:80-93,
1980.

S. M. Pincus. Approximating markov chains. Proceedings of the National
Academy of Sciences of the USA, 89:4432-4436, 1992.



[RS89]

[RW90]

[R98]

[R61]

[R92]

[R79]
[R76]

[R95]

[Sa98]

[SS96]

[S98]

[SF96]

[S97]

[S48]

[ST72]

P. Raghavan und M. Snir. Memory versus randomization in on-line
algorithms. In International Colloquium on Algorithms, Languages and Pro-
gramming (ICALP), LNCS 372, Seiten 687-703. Springer, 1989.

N. Reingold und J. Westbrook. Optimum off-line algorithms for the
list update problem. Technischer Bericht YALEU/DCS/TR-805, Yale
University, 1990.

M. Reinstddtler. Verlustfreie Datenkompression mit selbstorganisieren-
den Listen. Diplomarbeit, Universitit des Saarlandes, 1998.

A. Rényi. On measures of entropy and information. In Proceedings 4th
Berkeley Symp. Math. Statist. Probab., Seiten 547-561, 1961.

D. Richards. Studies of self-organizing placement algorithms for linear
and finger lists. Information Sciences, 63:153-172, 1992.

J. Riordan. Combinatorial Identities. R. Krieger Publishing, 1979.

R. Rivest. On self-organizing sequential search heuristics. Communica-
tions of the ACM, 19(2):63-67, 1976.

J. S. Rosenthal. Convergence rates of Markov chains. SIAM Review,
37:387-405, 1995.

K. Sadakane. A Fast Algorithm for Making Suffix Arrays and for
Burrows-Wheeler Transformation. In Data Compression Conference
(DCC), Seiten 129-138, 1998.

F. Schulz und E. Schomer. Self-organizing data structures with depen-
dent accesses. In International Colloquium on Algorithms, Languages and
Programming (ICALP), LNCS 1099, Seiten 526-537. Springer, 1996.

F. Schulz. Two new families of list update algorithms. In International
Symposium on Algorithms and Computation (ISAAC), LNCS 1533, Seiten
99-108. Springer, 1998.

R. Sedgewick und Ph. Flajolet. Analysis of Algorithms. Addison-Wesley,
1996.

R. Seidel. Convex Hull Computations. In J. E. Goodman und J. O'Rour-
ke, Hrsg., Handbook of Discrete and Computational Geometry. CRC Press,
1997.

C. E. Shannon. Mathematical theory of communication. Bell System
Technical Journal, 27:379-423, 1948.

G. S. Shedler und C. Tung. Locality in page reference strings. SIAM
Journal of Computing, 1:218-241, 1972.

167



Literaturverzeichnis

[ST85]

[ST85a]

[S56]
[S99]

[Sz88]

[Sz98]

[T93]

[TN82]

[T63]

[VO93]

[WB]

[XZL98]

[Y98]

[296]

[Z49]

168

D. D. Sleator und R. E. Tarjan. Amortized efficiency of list update and
paging rules. Communications of the ACM, 28:202-208, 1985.

D. D. Sleator und R. E. Tarjan. Self-adjusting binary search trees. Journal
of the ACM, 32:652-686, 1985.

W. E. Smith. Naval Research Logistics Quarterly, 3:59-66, 1956.

J.-B. Son. Konvexe Hiillen in erwarteter Linearzeit. Diplomarbeit, Uni-
versitat des Saarlandes, 1999.

W. Szpankowski. The evaluation of an alternating sum with applicati-
ons to the analysis of some data structures. Information Processing Letters,
28:13-19, 1988.

W. Szpankowski. Techniques of average case analysis of algorithms.
In M. Atallah, Hrsg., Handbook of Algorithms and Theory of Computation.
CRC Press, 1998.

B. Teia. A lower bound for randomized list update algorithms. Informa-
tion Processing Letters, 47:5-9, 1993.

A. M. Tenenbaum und R. M. Nemes. Two spectra of self-organizing
sequential search algorithms. SIAM Journal of Computing, 11:557-566,
1982.

M. L. Tsetlin. Finite automata and models of simple forms of behaviour.
Russian Mathematics Surveys, 18:1-27, 1963.

R. S. Valiveti und B. J. Oommen. Self-organizing doubly-linked lists.
Journal of Algorithms, 14:88-114, 1993.

L. H. Witten und T. Bell. The calgary/canterbury text compression cor-
pus. Anonymous FTP von ftp.cpsc.ucalgary.ca:
/pub/projects/text.compression.corpus/text.compression.corpus.tar.Z .

Z.-B. Xu, J.S. Zhang und Y.-W. Leung. An approximate algorithm for
computing multidimensional convex hulls. Applied Mathematics and
Computation, 94:193-226, 1998.

N. E. Young. Bounding the diffuse adversary. In ACM-SIAM Symposium
on Discrete Algorithms (SODA), 1998.

E. Zeidler, Hrsg. Teubner-Taschenbuch der Mathematik. Teubner Verlag,
1996.

G. K. Zipf. Human Behaviour and the Principle of Least Effort. Addison-
Wesley, Cambridge, 1949.



Index

Absorbierende Verfahren 65
ABSTEIGENDE-HAUFIGKEIT 11
Amortisierte Analyse 31
ARRAY 98
Austausch

bezahlter 8

freier 8
Average-Case Analyse

siehe mittlere Analyse

Batched(k)-Heuristik 15
bidirektionale Suche 89

BIT 12, 76, 86
Burrows-Wheeler-Transformation 110

Calgary/Canterbury Compression Cor-
pus 105

Chernoff-Schranke 40

COMBINATION, COMB 12

COUNTER-MOVE-TO-FRONT, CMTF 83

Coupon Collector Problem 69

Datenkompression 101
deterministische Verfahren 10
digitaler Suchbaum 140

DMTF 89

Double Dixie Cup Problem 69

Elias-Kodes 102
Entropie 124
einer Markov-Kette 119
empirische 104
Erst-Eintritts-Zeit 151

FREQUENCY-COUNT 11
Fundamentalmatrix 152

gedédchtnislose Verfahren 10
gewichtete Zugriffskosten 83

harmonische Zahlen 47
Huffman-Algorithmus 126

(i — 1)-Kostenmodell 8

k-Mal-Hintereinander-Strategien 15
k-PLATZE-VORWARTS-Regeln 11, 22
Kodes 123

alphabetische (ordnungserhaltende)

131

kompetitive Analyse 9
Konvergenzgeschwindigkeit 57
konvexe Hiille 113

Listenfaktorisierung 30
Listenproblem 7
Lokalitat 118
blockweise 155
elementweise 154
Lotka-Verteilung 150

MAPLE 42, 140
Markov-Kette 150
ergodische (ergodic) 152
rickwartslaufende (time-reversed) 153
absorbierende (absorbing) 152
erweiterte (extended) 22
expandierte (expanded) 17
zeit-umkehrbare (time-reversible) 153
partitionierbare (lumpable) 23
Mean first-passage-time 151
mehrfache Listen 95
MEHRFACHLISTEN-RAND, MRAND 97
mittlere Analyse 9
MOVE-FORWARD 10
MOVE-FRACTION(d), MF(d) 11
MOVE-TO-FRONT, MTF 7, 10
MOVE-TO-RECENT-ITEM(k), MRI(k) 12

169



Index

MOVE-TO-ROOT, MTR 122
MoVE-UP(k), MU(k) 11, 22

NACH-VORNE-SCHIEBEN-Regel 7, 10

Offline-Algorithmus 9
Online-Algorithmus 9
Overwork 57

paarweise Unabhangigkeit 29
Pos(k) 22
Projektion auf Paare 30

Randomisierte Verfahren 12, 73

RANDOM MOVE-TO-FRONT, RMTF) 83

RANDOM MOVE-TO-FRONT(p), RMTFE(p)
12,74

Rényi-Entropie 124

Simple(k)-Heuristik 15
Suchbaum 130

adaptiver 122

digitaler 140

externe Pfadldange 135

optimaler 134

Tiefe 131

zufalliger 135
SwiTCH(k) 22
SORT-BY-DELAY(k), SBD(k) 27
SORT-BY-RANK(x), SBR(x) 27
SORT-BY-TIME (q), SBT(q) 28
SORTIERE-NACH-RANG(x), SBR(xx) 27
SORTIERE-NACH-ZEIT(q), SBT(q) 28
SORTIERE-NACH-ZUGRIFF(k), SBD(k) 27

Tabu-Menge 14, 151
TIMESTAMP, TS 11
Tragheit 118
TRANSPOSITION, TR 10
Trie 140

Ungleichung von Jensen 103
Ungleichung von Kraft 123
Ungleichung von Hilbert 41

verallgemeinerte Zipf-Verteilung 45, 150

170

VERTAUSCHEN-Regel 10
VORWARTS-Regeln 22

Zipf-Verteilung 45, 149
ZUR-WURZEL-ROTIEREN-Regel 122



