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Vorwort

Das vorliegende Skript enthalt den Teil 1 meiner Vorlesung ,, Algorithmische
Informationstheorie® im WS 1996/97. Dieser Teil beinhaltet eine Einfithrung
in die statistische Informationstheorie, die von Shannon 1948 begriindet wur-
de. Ich gebe dieses Skript heraus, da die Vorlesung auch den Anwendungen
dieser Theorie auf algorithmische Probleme nachgeht. Dafl die Entropie einer
Quelle als untere Schranke fiir die Laufzeit von Suchprogrammen verwendet
werden kann, ist seit 20 Jahren bekannt, ohne dafl aber die Konzepte der In-
formationstheorie eine systematische Anwendung in diesem Bereich erfahren
haben. So wurden Markovquellen im Zusammenhang mit effizienten Such-
verfahren bei geordneten Schliisseln erstmals 1992 vom Autor diskutiert. Die
Vorlesung geht auf die Frage der Gewinnung unterer Schranken fiir die mitt-
lere Laufzeit von Algorithmen ein und die versucht die Kodierungstheoreme
zur Konstruktion effizienter Algorithmen zu nutzen.

Frau Susanne Balzert hat das Manuskript in IATpXgeschrieben. Herr Frank
Schulz, der auch die Ubungen zu der Vorlesung betreute, und Herr Hein
Rohrig haben das Manuskript gelesen und durch kritische Kommentare zu
Verbesserungen beigetragen. Ihnen und meinen kritischen Hérern danke ich

dafiir herzlich.

Preface

This report contains the first part of my lecture ”Algorithmic Information
Theory” held at the University of the Saarland at Saarbriicken in the winter
semester 1996/97.

This part consists of an introduction to the statistical information theory
which has been founded by Shannon in 1948. I publish this manuscript be-
cause the lecture also examines applications of this theory to algorithmic
problems. For 20 years now it is known that the entropy of a source can be
used as a lower bound for the running time of search algorithms. But the
concepts of information theory have not yet been applied systematically to
this area. For instance, the consequences of Markov sources in connection
with efficient search algorithms in the case of ordered alphabets have been
discussed for the first time in 1992 by the author. The lecture treats the
derivation of lower bounds for the average case running time of algorithms,
and uses the coding theorems for the construction of efficient algorithms.

Mrs. Susanne Balzert has typed the manuscript using IATRX. Hein R6hrig and
the teaching assistent Frank Schulz have read the manuscript and helped to
improve it. I thank them and my students for their critical comments.
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Einleitung

Der Gegenstand unserer Theorie ist nicht die Frage ,,was ist Information®,
sondern die Frage ,,wie kann man Information messen®, und auf welche Wei-
se man von diesen Maflen Gebrauch machen kann.

Wir versuchen der Methode der Physik zu folgen, die auch nicht sagt, was
Materie ist, sondern wie sich Materie in allen ihren Formen in ihren beob-
achtbaren Situationen verhélt. Wenn hieriiber vollstdndig Auskunft gegeben
werden kann, dann weifl man alles iiber Materie wilbare.

Wir haben eine intuitive Vorstellung von Information, der wir uns auf ver-
schiede Weisen messend zu nahern versuchen. Diese Ansédtze wird man dann
als erfolgreich bezeichnen kénnen, wenn sie uns zu Aussagen fithren, die in
konkreten Situationen hilfreich sind. Sei es, daf} sie die Losung praktischer
Probleme erleichtern, oder sei es, daf} sie zu einem besseren Verstandnis sich
stellender Fragen fiithren.

Wir werden dabei nicht alle Facetten der intuitiven Vorstellung ausfiillen
kénnen, aber der Erfolg der ersten Schritte wird uns ermutigen, den begon-
nenen Weg weiter zu gehen.

Informationen nehmen wir mit allen unseren Sinnen auf. Wir reagieren auf
Informationen in Abhéngigkeit davon, wie wir diese Informationen verste-
hen. Der Gebrauch des Wortes Information ist bei weitem nicht eindeutig.
Informationen im Sinne von wahrgenommmenen Sinneseindriicken bezeich-
nen wir oft auch als Larm oder Rauschen oder Geflimmer und verwenden
die Bezeichnung Information nur dann, wenn wir die empfangenen Signale
auch irgendwie verstehend einordnen kénnen. Nun, wie jeder weif}, kann man
Dinge mehr oder weniger verstehen, so dafl wir das Verstehen nicht zu einem
Kriterium fiir Information machen werden, sondern héchstens versuchen wer-
den, fiir den Strom von Signalen Mafle zu entwickeln, die auch Aspekte des
Verstehens zu erfassen vermégen. Verstehen hangt sicher zusammen mit der
Moglichkeit, Ordnungen im Datenstrom zu erkennen. Dieses Erkennen mag
so weit gehen, dafl wir aus den Anfangswerten eines solchen Datenstromes
seinen weiteren Verlauf vorhersagen kénnen. Wenn das der Fall ist, dann wird
man, wenn man z.B. diesen Datenstrom jemandem mitteilen méchte, nicht
den ganzen Strom senden, sondern nur einen Anfangswert und das Gesetz,



nach dem sich die folgenden Ereignisse berechnen lassen. Wir sehen, daf} in
diesem Sinne die Wissenschaften alle an dem Problem der Datenreduktion
arbeiten, d.h. im weitesten Sinne mit Aspekten zu tun haben, die uns im
Rahmen einer Informationtheorie interessieren werden.

Die einfachste Form einer Informationsverarbeitung besteht in der Informa-
tionsvermittlung, d.h. im Transport von Information. Das ist ein Geschéft,
das alle Nachrichtendienste betreiben, indem sie uns beschriebenes Papier ins
Haus bringen, oder Sendungen iiber elektrische Leitungen oder auch durch
Funk iibertragen.

Informationen, die uns so zugestellt werden, haben einen verschiedenen Wert
fiir den Vertreiber der Nachrichten, den einzelnen Empfanger und den Ver-
mittler der Nachrichten. Eine Information, die viele Leute veranlaflt, eine
Zeitung zu kaufen, hat fiir den Verleger einen hohen Wert. Fiir den Setzer des
Zeitungstextes ist hinsichtlich seiner Tétigkeit nur die Linge des zugehori-
gen Textes wichtig. Finige Leute wird die Nachricht nicht interessieren. Die
Bewertung der Information wird also fiir diese drei Kategorien von Leuten,
die mit der Nachricht zu tun haben, sehr verschieden ausfallen. Fiir den Ver-
treiber ergibt sie sich aus seinem geschatzten Verdienst, fiir den Setzer aus
der Arbeit des Setzens, der Wert der Nachricht fiir den Endverbraucher ist
schwer einzuschétzen.

Eine einfache Situation haben wir vor uns, wenn Texte, die etwa im Deut-
schen oder allgemeiner unter Verwendung eines endlichen Alphabetes nieder-
gelegt wurden, in Texte in einem anderen Alphabet iibersetzt werden sollen,
und zwar so, dafl aus diesen neuen Texten jeweils der urspriingliche Text
rekonstruiert werden kann, und mit der Nebenbedingung, da der neue Text
eine minimale Lange besitzt. Die Motivation fiir diese Aufgabe kann die Ab-
speicherung der Texte in einem Rechner sein, dessen Speicherplatz teuer ist,
oder die elektronische Ubertragung des Textes an einen anderen Ort. Im
letzten Fall werden die Kosten durch die Zeit bestimmt, in der der Text den
Ubertragungskanal in Anspruch nimmt. Enthalten Texte mehrfach gleiche
Abschnitte, dann kann man die Ubersetzung fiir einen dieser Abschnitte vor-
nehmen und dort, wo er auch stehen sollte, einen Verweis aut den in der
Ubersetzung bereits vorhandenen Abschnitt anbringen. Das ist eine sehr ein-
fache Methode der Textkomprimierung. Sie wird aber nur dann erfolgreich
sein, wenn die Verweise kiirzer sind, als die Textabschnitte, auf die verwiesen
wird. Weiter mufl man darauf achten, dafl hintereinander abgelegte Texte
auch wieder als getrennte Texte erkennbar sind. Diese Eigenschaft wird fiir
uns spéater eine Rolle spielen. Anstelle der Verwendung von Verweisen, kénn-
te man auch Kodierungen des Textes verwenden, die hdufiger vorkommende
Abschnitte kiirzer kodieren als langere. Diese Idee liegt dem Morsealphabet
zugrunde und sie wurde von Shannon zur Grundlage seiner 1948 publizierten



Informationstheorie gemacht, die die Ubertragung von unendlichen Folgen
von Nachrichten tiber Kanéle behandelt. In der Theorie werden die Informa-
tionsstréme rein nach statistischen Gesichtspunkten klassifiziert und Kanéle
als nicht zuverldssig angesehen. Die Stérungen werden ebenfalls rein stati-
stisch beschrieben. Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen garantiert diese
Theorie eine zuverlissige Ubertragung der Information iiber Kanile. Diese
Theorie werden wir fiir einfache Kandle entwickeln. Wir diskutieren dann
Moéglichkeiten einer effizienten Kodierung und Dekodierung der Nachrichten
und erhalten Anwendungen auf das Suchproblem in Datenbanken. Hierbei
kommt der algorithmische Aspekt erstmals ins Spiel.

Shannon hat dem Aufwand, der mit der Kodierung und Dekodierung
der Nachrichten verbunden ist, keine Beachtung geschenkt. Natiirlich wur-
den leistungstdhige Kodierungsverfahren entwickelt, die eine kontinuierli-
che Dateniibertragung tiber die Kanéle gewihrleisten. Es wurde aber die
Komplexitat des Kodierens und Dekodierens nicht grundsétzlich mit dem
Kodierungstheorem in Verbindung gebracht.

Geht man davon aus, daf§ die Aufgaben des Kodierens und Dekodierens von
universellen Maschinen iibernommen werden, dann mufl man die dazu erfor-
derliche Berechnungskomplexitdt mit in Rechnung stellen. Das fithrt zu zwei
neuen Gesichtspunkten: Der erste besteht darin, den Kode fiir eine Nachricht
als Programm fiir den Rechner zu interpretieren, der die Dekodierung vor-
nimmt. Damit verwandelt sich die Aufgabe, fiir eine Nachricht eine kiirzeste
Kodierung zu finden, in die Frage nach einem kiirzesten Programm, das diese
Nachricht erzeugen kann. Was ndmlich kénnen wir zur Komprimierung einer
Nachricht besseres tun, als ein moglichst kurzes Programm anzugeben, das
diese Nachricht hervorbringt? Diese Idee zusammen mit der Vorstellung, dafl
zuféllige Folgen ihre eigene kiirzeste Beschreibung darstellen sollten, die sich
aus der statistischen Information zumindest nach einer Mitteilung ergibt,hat
Kolmogoroff zu einer Fassung des lange offenen Problemes gefithrt, ndmlich
einer mathematisch befriedigenden Fassung des Konzeptes der zufdlligen Fol-
gen. Unter diesem Aspekt verlangt also die optimale Kodierung einer Nach-
richtenfolge bei Abwesenheit von Storungen die Ubersetzung dieser Folge
in eine zuféllig erscheinenden Folge, womit natiirlich auch das Problem der
Kryptographie gelést wére, wenn der effiziente Compiler der Zielmaschine
nicht bekannt ist.

Offensichtlich kommen hier nun Komplexitétsfragen ins Spiel. Es mag sein,
dafl zur Erzielung optimaler oder doch sehr guten Kodierungen, deren Exi-
stenz durch die Shannon’schen Satze gewahrleistet ist, die zur Berechnung
der Kodierung erforderliche Zeit so grof ist, dal dadurch die Kapazitat des
gesamten Kanales, der Kodier- und Dekodierungseinrichtungen mitumfaflt,
eine niedrigere Kapazitat besitzt, als der urspriinglich vorgegebene Kanal.



Hierdurch werden die Kodierungstheoreme in ihrem praktischen Sinne in
Frage gestellt. Beide Fragen gehoéren in den Bereich der Komplexitatstheo-
rie. Die Frage nach den kiirzesten Programmen ohne den Aspekt der Res-
sourcenbeschrinkung an Zeit und Speicherplatz wird unter der Uberschrift
Kolmogoroffkomplezitit behandelt. Die Verteinerung der Theorie, die sich
durch die Einbeziehung der Ressourcenbeschrinkung ergibt, geht auf Arbei-
ten Schnorrs zuriick.

Es ist oben schon eine Verbindung der Informationstheorie zu den Naturwis-
senschaften angeklungen. Wir wollen diesen Zusammenhang nun noch etwas
deutlicher herausarbeiten. Wir betrachten wir den schon erwéhnten Fall der
Ubertragung eines FuBballspieles. Die Spieler sind in ihren Bewegungen eben-
so wie der Flug des Balles den Gesetzen unterworfen, die das Zusammenspiel
von Kréften und Massen beschreiben. Somit ist der Bewegungsablauf auf dem
Spielfeld bei weitem nicht zuféllig; ein im schnellen Lauf befindlicher Spie-
ler kann nicht unmittelbar anhalten. Ein abgefeuerter Ball wird, solange er
nicht einen anderen Gegenstand trifft, eine berechenbare Bahn beschreiben.
Ein Ubertragungssystem muB also garnicht den gesamten Flug, zumindest ei-
nes weiten Abschlages filmen, es geniigt, die Anfangswerte zu messen, um zu
berechnen, wann der Ball frithestens wieder Kontakt mit einem Spieler oder
der Erde haben wird. Diese Berechnung aber kann der heimische Computer
des Betrachters durchfithren und das bereits empfangene Bild des Stadions
entsprechend modifizieren. Wir sehen, dafl die Kodierung von Ereignissen in
unserer Welt zwecks einer effizienten Nachrichteniibertragung sehr mit der
naturgesetzlichen Erfassung der Vorgdnge in der Welt zu tun hat. Natiirlich
nicht allein mit diesen Vorgangen, sondern auch mit unseren Interessen, die
z.B. die Kamerafrau wahrzunehmen versucht. Die Aufteilung in Nachrich-
tenquelle, Kanal und Empféanger wird spatestens hier problematisch. Kom-
pliziert wird das ganze noch dadurch, dal wir es i.a. nicht mit einer Quelle
und einem Empfanger zu tun haben, sondern mit einer Vielzahl, die iiber ein
Netz von Kanédlen kommunizieren.

Die Vorlesung gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil, der die Kapitel
1 bis 3 umfafit, entwickeln wir die Grundlagen der statistischen Informati-
onstheorie. Besonderes Gewicht wird hierbei auch auf die Anwendungen der
Konzepte zur Beurteilung und Lésung algorithmischer Probleme gelegt. Es
werden dabei Méglichkeiten beschrieben, untere Schranken fiir algorithmi-
sche Probleme zu berechnen. Anwendungen auf das Sortierproblem fiithren in
den Fillen, daf die Problemquellen ein statistisch einfaches Verhalten zeigen,
zu Sortieralgorithmen mit im Mittel linearer Laufzeit bei fester Quelle und
variabler Groéfle des Sortierproblemes. Diese Resultate und ein entsprechen-
des Resultat fiir das konvexe-Hiille-Problem werden hier erstmals publiziert.
Der zweite Teil der Vorlesung, der die Chaitin-Kolmogoroff Komplexitét be-
trifft, wird im WS 97/98 stattfinden.



Kapitel 1

Statistische
Informationstheorie im Falle
diskreter ungestorter Kanéle

1.1 Definition der Entropie einer Quelle

Sei A eine endliche Menge; A wird in dem hier betrachteten Zusammen-
hang {iblicherweise als Alphabet bezeichnet (A). A* bezeichnet die Menge
der Wérter tiber dem Alphabet A, A™ die Menge der Worter der Lange n
und € € A* das leere Wort. Die Menge der unendlichen Folgen iiber A sei A*.
Eine Quelle ist hier eine Einrichtung, die Elemente a € A erzeugt, und zwar
pro Zeiteinheit ein Zeichen. In endlicher Zeit produziert also die Quelle ein
Wort w € A*. Ist ¢ die Zeitdauer, dann ist ¢t = |w| die Lange des Wortes w.
Ist die Quelle in alle Ewigkeit aktiv, dann erzeugt sie also unendliche Folgen
w e A%,

Das Alphabet charakterisiert die Quelle nicht vollstandig. Hinzu kommt eine
Funktion, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir das Wort w € A* als
Ausgabe der Quelle erwarten koénnen. Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnen
wir mit p(w). Es ist also

p:A*—>[O,1]

eine Abbildung mit 0 < p(w) < 1 fiir w € A* und ¢4+ p(w) = 1. Da die
Quelle w nicht auf einen Schlag, sondern Zeichen fiir Zeichen ausgibt, fordern
wir

p(w) = plw - a);

a€A

dabei unterscheiden wir in der Bezeichnung nicht zwischen der Wahrschein-
lichkeit p(w), daB die Quelle das Wort w € A’ ausgibt oder w, € A“h.



Wir sagen, dafl die Quelle kein Gedachtnis besitzt oder geddchtnislos ist,
wenn

p(w-a)=plw)-pla) fir we A" ae A

gilt. Wir betrachten in diesem Kapitel nur die Falle, dafl die Quelle gedécht-
nislos ist.
Im folgenden spielt die Funktion (Fig. 1.1)

| /

Figur 1.1: Funktion ¢(x)

¢(x):{0 fir =0

rlogae fir x>0

eine ausgezeichnete Rolle. Dabei ist log der Logarithmus zur Basis 2. ¢(x)
ist eine konvexe Funktion, wie man durch Anwendung des Mittelwertsatzes
beweisen kann.

Konvexitit besagt, daf fiir alle A € [0,1] und 1,2, € IR

o(Azy + (1 = AN)ag) < Ag(a1) + (1 — A)o(x)

gilt. Das Gleichheitszeichen gilt fiir 21 # x5 genau dann, wenn A € {0, 1} ist.
Aus der Konvexitét folgt nun fir 0 < py,....p, < 1,3 p; = 1 und
Ty,...,x, € RT

pr-o(xy) fiir pr=1
o(prey + .o A pay) < { p1¢(x1)+(1—p1)¢( P2_ g0+ ...+ 28 xn)

1-p1 1-p1

Nun konnen wir hieraus induktiv auf
dprzy + ...+ puy) <pro(a) + (1 — pl)(p/2¢($2) +.. p;ﬂﬁ(xn))

6



schlieffen, wenn
bi

— 1 — pl
gesetzt wird. Daraus folgt aber unmittelbar die Behauptung. Dariiber hinaus
folgt, daf fir o; # x; fiwr 1,5 = 1,...,n und ¢« # j Gleichheit genau dann
gilt, wenn p; = 1 fiir ein ¢ gilt.

1 =2

/
p; n

9o ey

0=

3=

Nun wenden wir diese Beziehung auf den Sonderfall py = ... =p, =
1,...,2, <1 und > x; =1 an und erhalten

1 1 1
o) = (Z | 5) <20
und hieraus | |
—510gn < EZM@)
oder

— Z é(x;) < logn.

Schreiben wir fiir x; nun p;, dann erhalten wir in tiblicher Notation

—Zpi log p; < logn.

=1

Die Funktion
H(pi,....p,) === pilogp

wird als Entropie bezeichnet. Man rechnet leicht nach, dafl

H(p1,...,pn) =logn

genau dann gilt, wenn

P1 = P2 - = Pn =

n

erfiillt ist.

H(p1,...,pn) ist das von Shannon eingefithrte Maf fiir die Information, die
die Quelle (A,p) mit A = {a1,...,a,} und p(a;) = p; pro Zeiteinheit im
Mittel produziert. Um diese Definition verstdndlicher zu machen beweisen

wir noch einige weitere Eigenschaften von H(py,...,p,), die uns auch bei
anderen Gelegenheiten hilfreich sind.
Zunédchst bemerkt man, daf§ fiir jede Permutation ¢1,...,1,

H(plv"'vpn) = H(p2177p2n)

gilt, d.h., daBl H(p1,...,p,) symmetrisch ist. Das erlaubt es uns auch kiirzer
H(p) zu schreiben.



Wir betrachten nun den Fall, daf als Alphabet der Quelle aus zwei Alphabe-
ten, die nicht notwendig verschieden sein miissen, zusammengesetzt ist. Es

sei also B ein weiteres Alphabet und die Quelle produziere pro Zeiteinheit

ein Paar (a,b) € A x B. Es sei
7:Ax B—[0,1]
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und

pla) = Z 7(a,b) , q(b) = Z 7(a,b)

beB a€A

und

Offensichtlich sind p : A — [0,1] und ¢ : B — [0, 1] Wahrscheinlichkeits-

verteilungen.

Entsprechend wird 7(a|b) definiert. Man hat dann die Identitaten

7(a,b) = pla) - x(bla) = q(b) - 7(alb)

und

d w(bla) = 1 firalleac A
beB
d w(alp) = 1 firallebe B

a€A

Es ist auch {iblich anstelle von H(p) die Bezeichnung H(A) und entsprechend
fiir H(x) die Bezeichnung H(A x B) zu verwenden. Die Bezeichnung A x B
impliziert also nicht, dafl z.B. #(a,b) = p(a) - ¢(b) gilt. Falls diese Relation
gilt, sagen wir, dal p und ¢ unabhdingig voneinander sind. Diese Figenschaft
entspricht der Gedéachtnislosigkeit von Quellen, wenn man hintereinander
erzeugte Paare betrachtet.

Wir verwenden weiter die Notationen

H.(B)= H(x(bila),...,m(byla))

und

Ha(B) =} pla)Ha(B).

a€A

H,(B) bezeichnen wir als die durch a bedingte und H4(B) als die von A
bedingte Entropie von B.



Mit diesen Bezeichnungen hat man

—H(Ax B) = Y w(a,b)logr(a,b)=>_w(a,b)logp(a) - x(bla)

a,b a,b

= > w(a,b)(logp(a) +log 7(bla))

= Zp(a) log p(a) + Zp(a) Z 7(bla)log 7 (bla)

b

d.h.
H(A % B) = H(A) + Ha(B).

Als Symmetriegriinden gilt auch
H(A x B) = H(B) + Hg(A).
Sind p und ¢ unabhingig, dann gilt
H,(B)= H,(B) fir a,d €A

und damit

H(Ax B)=H(A)+ H(B).
Weiter gilt

—Ha(B) = > pla)o(n(bla)) = > é(>_ pla)r(bla))

a,b b

= > 0> 7(a,b)) =3 d(q(b)) = —H(B).

b a b

Hieraus und aus obiger Gleichung folgt

H(A % B) < H(A) + H(B).

Wir fassen unsere Resultate in dem folgenden Satz zusammen und interpre-
tieren sie.

Satz 1.1

Es gilt unter der Verwendung der oben eingefiihrten Bezeichnungen:

(1) H(pi,...,pn) ist stetig in p1,...,pn.

(2) H(pi,...,pn) ist symmetrisch.
(3) Hpr,....pa) < H (L.....1) 0 (3.1) =1
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(4) H(p1,-- P, 0) = H(p1,.-., pa)

(5) H(A x B) = H(A) + Ha(B)

(6) H(A x B) < H(A) + H(B) mit =" fiir p,q unabhéngig
(7) Hao(B) < H(B) mit "= fiir p,q unabhingig

Dariber hinaus wird H durch (1) bis (7) eindeutig bestimmdt.

Bevor wir die in diesem Satz enthaltenen Relationen interpretieren, bewei-
sen wir den zweiten Teil des Satzes, der feststellt, dall diese Relationen H
eindeutig bestimmen. Der Beweis 1auft tiber die Stufen I bis V.

L. Setzen wir L(n) = H(+,..., 1), dann folgt aus (3) und (4)

L@):H(;”wl):H<L”w%ﬁ)§Lm+1)

n
Wegen (3) haben wir damit

L2)=1,L(n) < L(n+1) und L(n)>0 fir n>2.

I1. Es gilt
L(nk) = k- L(n).

Beweis: Man erhilt die Verteilung nik als k-faches Produkt der un-
abhédngigen Wahrscheinlichkeitsverteilung %; dies folgt aus (6).

ITI. Wir zeigen
L(n) =log(n).
Nun gibt es zu n,r,s € IN mit r,s > 1 ein m € N, so daf}

P gt < il (%)

gilt. Hieraus erhalt man durch logarithmieren

mlogr < nlogs< (m+41)logr,
moo_ logs m
n = logr n

a
.
Ebenso folgt aus I. und II. und (%)

mL(r) <nl(s) < (m+1)L(r)

10



und

m _ L(s) _m 1
=z < <4z
n~ L(r)y”n n
Aus beiden Ungleichungen ergibt sich
logs  L(s) < 1
logr  L(r)| ~ n

n ist aber von r und s unabhingig, so daf

logs  L(s)
logr  L(r)
folgt. Halten wir nun r fest und setzen wir A = lfg((T))7 dann gilt

L(s) = X-logs.
Aus (3) folgt A =1, wenn wir s = 2 setzen.

IV. Unsere Behauptung gilt fiir rationale Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Sei also py,...,p, € Q. Dann finden wir ¢{,...,¢,,9 € INg mit g =
g1+ ...+ g, und

pi:& fir ¢=1,...,n.

g

a1 ... Qap
A=
P oo Pn

und das Alphabet B mit der Verteilung
( .
B =
1
g

fir 1+...4vg1<3<qg1+...4+9
sonst

Wir betrachten

Q=
S———

Wir setzen
1
st ={ ¢

Wir haben dann mit (2) und III.

1 1
H(AXB):H(—,...,—,O,...,O) =logyg.
g g

11



Weiter gilt
Pt Tty P 2 g 92'7 7g 92'7 9 9
L 1 1
=1 Yi gi
= > pilogy
=1

Wegen (5) gilt nun

logg = H(A)+ Zpi log ¢;,

=1

und
1A = —(zpiloggi—zpﬂogg)

= —> pilogpi .

=1

V. Aus derin (1) vorausgesetzten Stetigkeit folgt nun der Satz 1.1 allgemein.

Erlauterung des Satzes:

Der Satz 1.1 gibt eine erste Bestdtigung dafiir, daB der Shannon’sche An-
satz, die Information einer Quelle durch ihre Entropie zu messen, mit unse-
rer intuitiven Vorstellung tiber Information vertraglich ist. Er stellt dariiber
hinaus fest, dafl diese Vorstellungen das Maf} bereits eindeutig festlegen. Das
Kodierungstheorem, das wir anschlieend beweisen werden, zeigt desweite-
ren, dafl diese Vorstellung auch interessante und praktische Konsequenzen
hat.

Natiirlich kann man dariiber streiten, ob die Beschreibung einer Informati-
onsquelle durch eine Menge A und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p iiber
A unseren Vorstellungen tiber Informationsquellen entspricht. Auf diese Frage
werden wir spater zuriickkommen. Hier wollen wir diesen Ansatz aber einmal
akzeptieren und die 7 verschiedenen Feststellungen von Satz 1.1 diskutieren.

(1) stellt die Stetigkeit von H(p1,...,p,) fest. Das ist sicher mit unserer
Vorstellung vertraglich, wenn wir den Ansatz (X, p) als solchen iiberhaupt
akzeptieren.

(2) besagt, dal das Mafl nicht von der Numerierung der Elemente in A
abhéngen sollte, wogegen man wenig sagen kann.

12



Kritischer ist (3) Hier wird festgestellt, dal der mittlere Informationsgehalt
der Quelle am grofiten sein sollte, wenn man die geringste Trefferwahrschein-
lichkeit bei Vorhersagen der Quelle erzielen kann. Die Forderung H (%, %) =1
ist eine Normierung des Mafles und deshalb im Zusammenhang mit unserer
Diskussion nicht weiter interessant.

(4) besagt, daB eine Quelle, die ein Ereignis vorsieht, das niemals auftritt,
auf dieses Ereignis ohne Informationsverlust verzichten kann.

(5) kann man als eine Interpretation der Ereignisse der Quelle (A x B) in zwei
Stufen verstehen: Zunéchst stellt man fest, daf} fiir das Ereignis (a,b) € Ax B
gilt, dafl @ = a ist, Informationsgewinn im Mittel H(A). In der zweiten Stufe
stellt man fest, daff fiir y in (a,y) gilt, daB y = b ist. Um diesen Informati-
onsgewinn zu messen, mufl man also H, heranziehen. Mittelt man iiber alle
Félle a € A, dann erhélt man H(A x B)) = H(A) + Ha(B). Also auch hier
stimmt Intuition und Folgerung aus dem Entropieansatz tiberein.

(6) besagt, daB in dem Fall, daf zwei parallele Quellen dann einen maximalen
Informationsgehalt erzeugen, wenn beide Quellen voneinander unabhéngig
sind, und nicht also die eine Quelle die andere wiederholt oder auch nur va-
riiert.

(7) stellt fest, daf der Informationsgehalt einer einzelnen Quelle B nicht da-
durch erhoht werden kann, dafl man zuerst eine Quelle A abhort. (Verstand-
lichkeit spielt in unserer Definition keine Rolle!).

Erstaunlicherweise stellt Satz 1.1 fest, daff diese plausiblen Eigenschaften (1)
bis (7) das MaB fiir die mittlere Information der Quelle pro Zeichen festlegen.

1.2 Der Kodierungssatz im storungsfreien

Fall
Wir betrachten eine Quelle mit Alphabet A und Wahrscheinlichkeit
piA—[0,1].
Der Kanal verfiige iiber das Alphabet S. Wir betrachten Kodierungen
ci AT — 57

Da wir aus ¢(w) fiir w € A* die Eingabe w wieder rekonstruieren wollen,
muf} ¢ injektiv sein. Wir wollen weiter eine gute mittlere Ubertragungsrate
erzielen, d.h. ¢ soll so gewahlt werden, daf}

Y pw) - [C(w)

[wl=n

13



fir alle n nahezu minimal wird.

Speziell muf also die Einschrankung ¢|A von ¢ auf A injektiv sein. Die Bedin-
gung c|A ist allerdings nicht hinreichend fir ¢ injektiv. Hinreichend ist, daf
c|A freies Erzeugendensystem des von ¢|A erzeugten Monoides ¢(A)* C S*
ist. Aber auch diese Forderung ist fiir eine effiziente Ubersetzung nicht hin-
reichend. Von dieser verlangen wir, daf§ sich aus ¢(u - v) erkennen 1afit, wo
¢(u) endet, ohne dafl man erst ganz c¢(u - v) gelesen hat. Diese Eigenschaft
garantieren die sogenannten préafixfreien Codes.

Definition 1.1
L CS* heifit prifizfrei <= L-S*-SNL=10.

In anderen Worten: L ist prafixfrei genau dann, wenn kein Wort v € L Préfix
eines Wortes v € L, u # v ist.

Veranschaulichung der Definition

Wir ordnen jeder Teilmenge L C S* in folgender Weise einen Baum B(S)
zu. Die Wurzel des Baumes sei [e] Ist u € S* und gibt es ein v € S* mit
u,v € L, dann ist auch [u]ein Knoten des Baumes. Sind [u| und mit
s € 5 Knoten des Baumes, dann gibt es eine mit s markierte Kante des

Baumes, die in [u] beginnt und in endet.
- ]

L ist genau dann préfixfrei, wenn die Knoten mit v € L Blatter des
Baumes sind.
Beispiel

S ={1,2,3}, L = {1,211,213,22,31, 32,331,332}

Figur 1.2: Kodebaum
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Offensichtlich ist die Bedingung préafixfrei fiir L hinreichend dafiir, daf} sich
jedes Wort w € L* von links nach rechts fortlaufend eindeutig in seine Fak-
toren aus L zerlegen laf3t.

Unsere Anforderung an die Kodierung ¢ lauten nun

o c(A) ist prafixfrei.
¢ Yocar(a)-le(a)] = min { 34 p(a)ld(a)] [¢'(A) prfixirei }

Wir suchen also eine Kodierung ¢, so dafl die mittlere Linge der Wege im
Baum B(c(A)), die von [¢] zu einem Knoten aus ¢(A) fithren, minimal oder
fast minimal wird.

Hierzu betrachten wir die verschiedenen Etagen des Baumes, die jeweils
Knoten u gleicher Lénge enthalten. C ist die Etage, die die Knoten der
Lange ¢ enthalten, die zu dem Kode gehoren.

cl o=
Ct o=

{c(a)la € A,|c(a)| =1}
{c(a)la € A,|c(a)| =1}
Offensichtlich gilt

C'NCT =0 fir i+
Dariiberhinaus folgt aus der Prafixfreiheit:
Ist i < j,u € C% v e C? dann gibt es keinen Weg w von [u] nach [v].
Prifixfreie Kodes kann man also wie folgt konstruieren: Man wahlt C* C S*.
Hat man C! bereits konstruiert, dann wihlt man C*+ c S+ — (CtU C? U
uchy. s

Wir setzen nun

n; = #CZ
und interessieren uns fiir eine Charakterisierung der nq, ..., ny, wenn ¢(A) =
Ctu...CFist.
Lemma 1.1 Seien ny,ng,...,n, € IN gegeben. Es gibt genau dann einen

prifizfreien Kode C = C''U ... U C* mit n; = #C;, wenn die Kraft’sche
Ungleichung

n;
- <1 (+)

3
=1 m
gilt. Hierin ist m = #5.

Beweis: Der Beweis folgt der oben geschilderten Konstruktion von C.
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1. Wir beweisen zunéachst:
Ist C' ein prifixfreier Kode, dann gilt (*). Offensichtlich ist wegen C*! C
S ny < m. Damit fallen alle Fortsetzungen von Wértern aus C'! fiir
die Bildung von C? aus. Also gilt dann

2
neg < m°—ny-m

Induktiv schlieit man weiter auf

n<mt—ng-ml—ny-m T — ... —n,_q1-m

Also haben wir

mk>n1-mk_1—|—n2-mk_2—|—...—|—nk

d.h. nach Division durch m*

ny UP) ng
12——|——2—|—...—|——k.
m m m

2. Sei nun die Ungleichung (*) erfillt. Wir werden zeigen, dafi dann ein
préfixfreier Kode
C=C'u...uc*
mit #C; = n; existiert.

Aus der Ungleichung folgt
ny-mFl < mk,d.h. ny < m.

Damit koénnen wir ny; paarweise verschiedene Elemente aus S
auswihlen. Diese Menge sei C'.
Nun folgt aus der Ungleichung auch

ny < m?—n; - m.

Also findet man in S? mindestens ny Elemente, die keinen Prifix in
C! enthalten. So erhilt man C?. Indem man dieses Verfahren fortsetzt,
erhdlt man einen préafixfreien Kode

C=C'U...uC*

Aus 1. und 2. folgt die Aussage von Lemma 1.1. O

Mittels dieser Konstruktion sind wir in der Lage die mittlere Lange préafixfrei-
er Kodes abzuschétzen.

Hierzu setzen wir
k

n;
N=3 —
i:lm
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und

1

qgla) = ——, fir |C(a)] =1.
mt - N
Damit gilt fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
p:A—[0,1]

—> pla)logp(a) < — Zp )log q(a
A

Beweis: Setzen wir
Ar(a,p) =prar+ ...+ ppa, fir a=(a,...,a,)
und
Ge(avp) =d1pP1 - G2pP2 * ... APy

dann gilt bekanntlich fiir das durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung p ge-
wichtete arithmetische und geometrische Mittel die Ungleichung

Ge(a,p) < Ar(a,p)

mit ‘=" genau dann, wenn a; = as = ... = a,.
Hieraus folgt fiir

a = (q—l,,q—n) und 0 < p; <1, Zpizl
P1 Pn

1 = Ar(a,n)>af* ... ab"

n

und hieraus
Pl 2 g
und durch Logarithmieren weiter
prlogpy + ...+ pylogp, > prloggr + ...+ pylogg,
d.h.
) < — Z pla)logg(a) q.ed.

Nun ersetzen wir ¢(a) durch seine Definition und erhalten

1 1
H(A) < =3, 3. pla)log ——==—=) pla (10gW+1ogﬁ)
"=
1
= —Zpa )(i-logm™" —log N) = Zp log——l—logN
= Zp |)logm + log N

Wir setzen die Definition von N ein und erhalten wegen N <1
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Also ist H(A)/logm ist eine untere Schranke fiir die mittlere Lange aller
prafixfreien Kodierungen von A in S*.

Zum Abschlufl zeigen wir auch eine obere Schranke fiir die mittlere Ko-
deldnge.
Seien i(a) € IN die eindeutig bestimmten Zahlen im Intervall

_logp(a) SZ.(a)<_10gp(a) L)
log m log m

Hieraus folgt

—logpla) < —logm™"® < —logp(a) + logm

d.h. |
> i) 5 .
pla) >m > pla)
Hieraus folgt
, 1
1> —ile) 5

Also kénnen wir eine préfixfreie Kodierung mit

H(A)

log m

+1

c(a)] = i(a) <
finden (Lemma 1.1). Damit haben wir

Lemma 1.2 Zu vorgegebener Quelle (A, p) und Alphabet S mit #S5 = m gibt
es einen prdfizfreien Kode ¢, so daf$ die folgende Ungleichung erfillt wird

H(A)

log m

H(A)

log m

<3 pla) - fe(a)] < Tl 1.

a

Nun bilden wir A” = AX...x A (r mal) mit unabhéngiger Wahrscheinlichkeit
p und erhalten
H(A")=r-H(A).

Gehen wir damit in die Ungleichung von Lemma 1.2, dann erhalten wir

r- H(A)

log m

r- H(A)

log m

< 3 pla)-lefa)| < +1

a€A”
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oder

Schreiben wir

(AT )=+ Y pla)le(a)

a€A”

fiir die mittlere Kodeldnge pro a € A bei der Kodierung ¢, dann haben wir
den

Satz 1.2 (Kodierungstheorem im stérungsfreien Fall) Sei (A, p) eine
gedichtnislose Quelle. Es gibt dann zu vorgegebenem ¢ > 0 ein r € IN und
eine prifivfreie Kodierung ¢: A" — S*,#S5 = m, so dafl

(M = E(AT,C)) <e

log m
gilt. O

Der Name des Satzes rithrt von der Vorstellung her, dafl S das Alphabet
eines storungsfreien Kanales ist, der bei besserer Kodierung besser ausge-
nutzt wird. Fiir praktische Zwecke ist diese Konstruktion fiir groe A jedoch
bedeutungslos.

Wir schwichen nun die Voraussetzung prdfizfrei ab, indem wir nur verlangen,
daB ¢(A) ein Kode, d.h. ein freies Erzeugendensystem ist und beweisen das
entsprechende auf McMillan zuriickgehende Resultat. Anschlielend diskutie-
ren wir auch den Fall, dafl iiber ¢ nur die Injektivitat vorausgesetzt werden
kann.

Sei wie frither C' = ¢(A) und n; = #C". Da c injektiv ist, gilt auch
ni =4 | le(a)] = iva € A}

Wegen der Injektivitdt gilt n; < m’, so daB wir

haben; dabei ist
k =max{|c(a)] |a € A}.

Wir setzen wie frither

gla) = ——— fiir i=|e(a)]



woraus 0 < ¢(a) <1 und Y g(a) =1 folgt.
Die Anwendung der Ungleichung

P Pn
1 Z (2) o (q_n)
i Pn
fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und ¢ ergibt.

D) 5~ pa) - fefa)] + 22X

log m logm’

Schreiben wir fiir die erwartete mittlere Kodeldnge wieder E(A,¢) und ver-
wenden wir N < k., dann gilt

H(A

) E(A,c) +

log m

Nun ersetzen wir A durch A" und bezeichnen die homomorphe Fortsetzung
von ¢ auf A" mit ¢,. Da ¢(A) als frei vorausgesetzt wird, ist auch ¢, injektiv
und wir haben

-H(A log(k -
PHO) e bosln)
log m log m
und H(A log(k
S )
log m r-logm

Hierin hdngt nur der Summand rechts von r ab. Dieser geht aber gegen 0 fiir
r — 00, so dafl wir die angestrebte Verschiarfung des Kodierungstheorems
bewiesen haben.

Satz 1.3 Ist ¢ : A — S* eine Kodierung und ist ¢(A) frei, dann gilt fir
geddchtnislose Quellen (A, p)

H(A)

log m

H(A)

log m

< E(A o) <

+1

Die obere Schranke gilt hierbei trivialerweise, da man schwéachere Voraus-
setzungen an die Kodierungen stellt. Es stellt sich nun die Frage, ob dieser
Satz auch dann gilt, wenn wir die Freiheit von ¢(A) nicht voraussetzen. Wir
hatten fiir injektive Abbildungen ¢

H(A)

log m

< E(A,e)+

Wir diirfen aber nicht mehr voraussetzen, dafl die homomorphe Fortsetzung
injektiv ist. Man {iberlegt sich aber leicht, dal man in diesem Fall (n = #A)

logn

k< +1

log m
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annehmen darf, so dafl wir

E(A,C) > H(A) B log(logn + logm) — loglog m

~ logm log m

haben.

Fir m = 2 erhialt man die ibersichtliche Formel
E(A,¢) > H(A) —log(1 4 logn)

Geht man allerdings von A zuA" tiber und wahlt ¢, : A" — {0,1}* stets
injektiv, dann erhdlt man

log(1 + logn”)
r
log(1 4 r - logn)

7

1
—-E(A" ¢,
(A7)

Asymptotisch erhalten wir also auch dann pro iibertragenem Zeichen a keine
bessere Kodierung als im Falle prafixfreier Kodierungen.

Damit haben wir das bemerkenswerte Resultat erzielt, dal uns bei der Be-
schrankung auf préfixfreie Kodes bei fortlaufender Ubertragung kein Nachteil
entsteht, wenn (A, p) gedachtnislos ist.

1.3 Ordnungserhaltende Kodierungen

Ist (9, <) eine geordnete Menge, dann kann man diese Ordnung auf S* {iber-
tragen, indem man die Elemente von S* lexikographisch anordnet. Die lexi-
kographische Ordnung wird durch die drei folgenden Axiome definiert:

Fiir u,v,w,w’ € S* gilt
o c <ufiru##e,
o U<V = wu < wv,

e u < v und u nicht Prifix v = vw < vw'.

Haben wir zwei geordnete Mengen (M, <) und (M’, <), dann heifit die Ab-
bildung
h:M— M

genau dann 'ordnungserhaltend’, wenn fiir u,v € M
u < v= h(u) < h(v)
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gilt. Wir schreiben in diesem Fall auch
h:(M,<)— (M, <).

Wir betrachten nun das folgende Problem:

Man tibertrage das Kodierungstheorem unter der Voraussetzung, daff (A, <)
und (9, <) geordnet sind, auf den Fall von Kodierungen

c: (A, <) — (57,<),

d.h. auf den Fall, daf die Kodierungen die Ordnung von A erhalten. Es ist
klar, daff diese Kodierungen fiir Quellen (A, p) die Ungleichung

H(A)

log m

< E(A, ¢

erfiillen. Es ist aber nicht sicher, dal auch die obere Schranke

H{A)

log m

E(A,c) < +1
durch préfixfreie ordnungserhaltende Kodierungen erfiillt werden kann. Wir
geben ein Beispiel an, das zeigt, daf} sich aus der Existenz der Kraft’schen

Ungleichung eine solche Kodierung nicht ableiten 143t.

Beispiel: Sei A = {ay,a2,0as}, a1 < ay < as. Weiter sei 1(ay) = 3,i(az) =
1,i(as) = 3 vorgegeben. Wir haben dann in unserer fritheren Bezeichnung
1 1

N=—+4-4—-<1
prytE=

d.h. die Kraft’sche Ungleichung ist erfillt, so daB es also einen préfixfreien
Kode ¢ mit |e(ar)| = 3,|e(az)] = 1 und |e(as)] = 3 gibt. Die Figur 1.3

beschreibt einen solchen Kode.

Figur 1.3: Nicht ordnungserhaltender Kode
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Diese Kodierung ist aber nicht ordnungserhaltend, da hier

clas) < e(asy)

ist. Man sieht leicht, dafl es keine ordnungserhaltende préfixfreie Kodierung
gibt, die die Langenbedingung erfiillt: Wir kénnen ohne Beschrinkung der
Abbildung ¢(a;) = 000 wahlen. Wegen a; < az und |e(aq)] = 1 folgt als
einzige Moglichkeit ¢(az) = 1. Wegen as < as folgt nun c¢(az) Prifix ¢(as).

Aus dem Beispiel folgt, dal man zumindest die Kraft’sche Ungleichung ab-
schwéchen muf}, um eine préfixfreie, ordnungserhaltende Kodierung gewéhr-
leisten zu kénnen. Eine solche Abschwéchung leiten wir im folgenden her.
Wir geben eine Konstruktion an, die fiir vorgegebene Kodelangen

|clar)] = i, [e(az)| = ia, ... |e(an)] = in
unter der Nebenbedingung
clar) < clag) < ... < clay)

einen solchen préfixfreien Kode ¢ mit |¢(a;)] < k stets findet, wenn er exi-
stiert.
Im folgenden verwenden wir die Bezeichnung

Préafix(u,) = o i f?r b= [ul
u fir ¢ > |ul;
darin ist w = wy ... - up mit u; € Stire=1,...,k.
Schritt 1: Wir wéhlen '
clar) = 0",

Gibt es irgendeinen Kode ¢, der die obigen Bedingungen erfiillt, dann
gilt wegen |c(aq)| = |¢/(a1)| = i1 stets c(ay) < ¢(aq). Ist e(ar) # (aq),
dann erhalten wir also wieder einen Kode, der unsere Forderungen
erfiillt, wenn wir ¢’ so abéndern, daf ¢/(a;) = 0" gilt; denn aus

clay) < d(ay) < d(a;) fir i>1

folgt, dafl kein ¢(a;),t = ,n Prifix von ¢(ay) ist; wire umgekehrt
¢(aq) Prafix von (a;),1 1 dann hatten wir

d(a1) < e(ar) - u = d(ay),

woraus ¢'(a1) < ¢(ap) folgen wiirde, was nicht sein kann.
Wir diirfen also ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf3
c(a;) = 0% ist.
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Schritt 2: Wir wiahlen nun ¢(ay) minimal aus den verbleibenden Moglichkei-
ten. Die Wahl von ¢(aq) blockiert fiir die Wahl von ¢(ay) alle Elemente
aus

c(ar)-S™ und Prafix(e(ay),iz) - 5™

Die zweite Bedingung ergibt sich daraus, daff ¢(as) auch nicht Préfix
von c(aq) sein darf. Mit unserer Konvention iiber die Prafixnotation
umfafit die zweite Bedingung auch die erste. Wir setzen

My := Préfix(e(aq),i2) - S™
und wahlen also
claz) = minfu € (87— My) (1 %) 5 0 M,y = 0}

Aufgrund der gleichen Uberlegung wie in Schritt 1 sehen wir, daf diese
Wahl ohne Beschriankung der Allgemeinheit moglich ist.

Schritt j 4+ 1: Sei j < n und seien ¢(ay), ..., c(a;) bereits bestimmt und
M; := M;_y U Préfix(e(a;),ij41) - 5™

sei als fiir die Wahl von ¢(a;41) verbotene Region erkannt. Wir wihlen
also ohne Beschréankung der Allgemeinheit

c(aj1) = minf{u € (($7 = M;) 0 S5+ )u - 5* 0 M; = 0},

falls die Menge, aus der wir wéhlen, nicht leer ist. Das Verfahren bricht
ohne Erfolg ab, falls die Menge leer ist. Im anderen Fall ist c¢(a;41)
durch diese Definition eindeutig bestimmt.
Wir bestimmen den verbleibenden Rest fiir die Wahl von ¢(aj49):
Offensichtlich ist fiir ¢(aj49) die Region M; verboten. Hinzu kommt die
Region
Prafix(e(ajs1),2i42) - S™ mit 41 1= iy,

so daf} wir

M1 = M; U Prifix(e(ajq1),tj42) - S flir j+1<n

als verbotene Region fiir die Wahl von ¢(a;42) erhalten.

Um zu einer Kraft’schen Ungleichung fiir den Fall ordnungserhaltender,
préfixfreier Kodierungen zu gelangen, betrachten wir die Mengen

k
M® = M;n S~

Wir zeigen zunéchst, dafl es in M](k) hinsichtlich der Ordnung keine Liicken
gibt. Der Beweis erfolgt durch Induktion.
Wir zeigen also, daf} aus u € M](k) und v € 5% — M ¥ folgt, daBl v < v gilt.

J
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Induktionsanfang: Fiir j = 1 haben wir
u = Prifix(e(aq),12) - w.
Fir
v = Prafix(v, 13)

gilt offensichtlich

Préafix(e(ay),i2) < 0,

woraus die Behauptung fiir j = 1 folgt.

Induktionsschritt: Sei die Behauptung fiir M](k) bewiesen. Es gentigt dann,
die Behauptung fiir

u € Prifix(c(ajq1),7,42) - S* N S*
zu zeigen. Wir setzen
u = Prifix(e(ajq1),2j42) und o = Prafix(v,¢42).

Fir u = v wiirde v € M4 folgen, was ausgeschlossen ist. Fiir v < u

hétten wir v < ¢(aj11), was der Wahl von ¢(a;41) widerspricht.
Hieraus folgt auch

M; N Prafix(c(ajq1),tj42) - S* = 0.
Nun ist
H(Prifix(c(a;),ij41) - S* N STy = mbminlinied,

Unsere Konstruktion kommt also genau dann erfolgreich zu Ende, wenn

mk—min{ij ,ij+1} S mk

n
J=

1

ist. Wegen
mk—mln{zj,ZH_l} — max{mk_”,mk_““} S mk_” + mk—ZH_l

haben wir als nur noch hinreichende Bedingung fiir eine erfolgreiche Kon-
struktion

9. Zn: mFh < mk
j=1
oder, wenn wir wieder n; = #C* setzen und durch m* dividieren
oty gl
ot TSy

Damit kénnen wir das folgende Kodierungstheorem beweisen.
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Satz 1.4 (Kodierungstheorem fiir ordnungserhaltende Kodierungen)
Fiir jede Kodierung ¢ : A — S* und jede gedichinislose Quelle (A, p) gilt

H(A)

log m

< %:p(a)IC(a)l-

Es gibt zu vorgegebenen Ordnungen (A, <) und (S5,<) ordnungserhaltende
Kodierungen ¢ : A — 5™ mit

S pla) - Je(a) < 2D 4o

n ~ logm

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt aus Satz 1.3. Der zweite Teil ergibt
sich, indem wir wie frither

1 1
_ log p(a) <i(a) < ogp(a) . |
log m log m
wahlen und nun |
i%ﬁ:d@+1<—%%%?+2
verwenden. Es ergibt sich damit
1 1 1 1 1
T = o e S S

Wir kénnen also einen ordnungserhaltenden, prafixfreien Kode ¢ mit Kode-
wortlangen |¢(a)| = i'(a) finden, woraus die Behauptung des Satzes folgt.
O

1.4 Anwendungen des Kodierungstheorems

1.4.1 Suchprobleme

Wir betrachten als erstes ein Datenbankproblem. Wir wollen ein Lexikon
in einem Rechner ablegen und es effizient benutzen kénnen. Unter verschie-
denen Moglichkeiten wéhlen wir dazu eine baumartige Datenstruktur zur
Représentation des Lexikons und der lexikographischen Anordnung seiner
Schliisselworte aus.

Wir konstruieren also wie folgt einen Baum: Jeder Eintrag des Lexikons ist
ein Knoten des Baumes. Von jedem Knoten des Baumes gehen hochstens
zwei Kanten aus, die mit 0 oder 1 markiert sind. Die mit 0 markierte Kante
fiihrt zu einem Knoten, dessen Eintrag lexikographisch friither steht, die mit
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1 markierte Kante entsprechend zu einem spéateren Fintrag. In jedem Knoten
aufler dem Wurzelknoten endet genau eine Kante. Hierdurch ist der Baum
lokal beschrieben. Der Baum ist dadurch aber nicht eindeutig bestimmt. Die
Figur 1.4 erlautert das eben gesagte und ergénzt es.

|

Figur 1.4: Knoten im Suchbaum

Bei dem Eintrag in die Knoten unterscheiden wir zwischen dem Schliissel o
und dem unter dem Schliissel abgelegten Eintrag e. In Figur 1.4 gilt also

/ "
o <o<o,

wenn ' < ' die auf den Schliisseln gegebene Ordnung bezeichnet.

Der Baum stellt den Speicher unserer Maschine dar. Die Kontrolleinheit steu-
ert einen Lesekopf, der sich auf dem Baum folgend bewegen kann. Der Kopf
liest den Inhalt des Knotens und die Kontrolleinheit bewegt den Kopf in
Abhéangigkeit von dem Gelesenen und dem momentanen Zustand der Kon-
trolle zu einem Nachbarknoten des Baumes oder 1afit den Kopf auf dem
Knoten stehen. Der Rechner verfiigt weiter iiber ein Register «, in dem die
Anfrage steht. Die Elementaroperationen enthalten neben den bereits ge-
nannten Bewegungen Ausgabebefehle und einen Befehl: kehre zur Wurzel
zuriick. Jede Berechnung beginnt mit der Kopfstellung auf der Wurzel des
Baumes und dem Befehl Leseanfrage. Die Arbeitsweise der Maschine wird
durch das folgende Programm beschrieben.

a: = Anfrage
while o # ¢ do
if a < o then follow 0
else follow 1

od

print e; goto initial state.

Wir nehmen also zundchst an, dafl nur Anfragen gestellt werden, deren
Schliissel die Maschine kennt. Um unseren Kodierungssatz anwenden zu
kénnen, bendtigen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

p:A—>[0,1]
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worin also A die Menge der Schliissel bezeichnet. Weiter fassen wir einen
Programmdurchlauf als Elementaroperation auf.

Jede Suche, die eine Anfrage auslost, wird eindeutig durch den Weg von der
Wurzel zu dem mit dem Eintrag markierten Knoten und dem Ricksprung
beschrieben. Das heifit also, dafl wir auf diese Weise eine Kodierung

c: A—{0,1}" - goto

definieren, die jeden Suchvorgang charakterisiert.
Unser Kanalalphabet ist also S = {0,1, goto }, so daBl wir

H(A)
log 3

E(A ¢) >

als untere Abschétzung der mittleren Suchzeit erhalten.

Wir kénnen aber die im Kodierungstheorem angegebene obere Schranke aus
zwei Griinden nicht verwenden, denn

o die Kodierung muf} die alphabetische Ordnung auf A respektieren.

o Die untere Schranke sollte sich verbessern lassen, denn der Kode ver-
wendet das Zeichen ’goto’ in sehr spezieller Weise.

Von dem zweiten Punkt befreien wir uns, indem wir zundchst die
Abschéatzung fiir injektive Kodierungen fiir eventuell nicht freie ¢(A) ver-
wenden und die goto-Kante danach hinzufiigen. Mit goto als Trennzeichen
erhalten wir wieder einen préfixfreien Kode. Dieser Kode sei mit ¢ bezeich-
net. Wir haben also aufgrund von (*) auf Seite 22

E(A,d) > H(A) —log(1 +logn) + 1

Gehen wir von A zu A” {iber und ist ¢, eine injektive Abbildung auf A", dann
erhalten wir

E(A" ¢,) >r- H(A) —log(l 4 rlogn).
Wegen
r-E(A,d)> E(A", ¢)

folgt
log(1 4 rlogn)

7

B(A¢) > H(A)
Hieraus folgt fiir die mittlere Suchzeit, wenn wir r — oo gehen lassen
E(A, ) = H(A)

fiir alle moglichen Ablagen ¢’ des Lexikons in unserem baumartig organi-

sierten Speicher. Insbesondere spielt die Anordnung ' < ' von A hierbei
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keine Rolle. Es kénnte also sein, dafl wir unter Voraussetzung einer anord-
nungstreuen Kodierung eine grofiere untere Schranke herleiten konnnen. Die
folgende Uberlegung zeigt, dafl das i.a. nicht der Fall ist.

Haben wir irgendeine Quelle (A, p) und fiir diese Quelle eine optimale Kodie-
rung gefunden, dann {ibertragen wir auf A vermége der bijektiven Abbildung
¢ von A auf ¢(A), die auf ¢(A) gegebene Ordnung auf A. Bezeichnet (A, <)
diese Ordnung auf A, dann 14t sich (A, <) ordnungserhaltend ebenso gut
kodieren, wie ohne die Ordnung zu respektieren. Also kann man i.a. keine
bessere untere Schranke fiir die Kodierungen von (A, <) als fiir die Kodie-
rungen von A erhalten.

Wir betrachten unsere Abschatzung E(A, ) > H(A) nochmals kritisch. Wir
haben diese Abschétzung gewonnen, indem wir aus der zunéchst nur injekti-
ven Abbildung durch Hinzufiigen der Kante goto einen Kode gemacht haben.
Das haben wir mit der Verlangerung jedes Weges um 1 bezahlt. Am Ende
der Rechnung stellt sich nun heraus, daff diese mittlere Wegliange > H(A)
ist. Also 1aBt sich die mittlere Weglange zu den Knoten des bindren Bau-
mes bei der Kodierung ¢ anstelle von ¢’ sogar durch H(A) — 1 anstelle von
H(A) —log(1 + logn) nach unten abschitzen. Wir fassen dieses Resultat in
den folgenden Lemma zusammen.

Lemma 1.3 st (A,p) eine gedichtnislose Quelle und ist ¢ : A — {0,1}
injektiv, dann gilt E(A,c) > H(A) — 1.

Aufgrund des Kodierungstheorems fiir ordnungserhaltende Kodierungen fin-
den wir stets eine Kodierung

c: (A, e)— ({0,1}7,<)
mit F(A,¢) < H(A) 4+ 2.

Wir zeigen, dafl sich diese Kodierung mittels den oben beschriebenen Ele-
mentaroperationen berechnen 1aft.

Hierzu betrachten wir den zu ¢ gehorigen Baum B(c¢). Die Wege von der
Wurzel von B(c) zu den Blattern entsprechen gerade den Kodierungen ¢(a)
der Elemente a € A. Wir markieren jedes Blatt ¢(a) des Baumes mit dem
korrespondierenden Element ¢ € A. Die inneren Knoten von B(¢) markieren
wir wie folgt: Ist P ein innerer Knoten von B(¢), dann gehort zu P ein Un-
terbaum Bp, dessen Wurzel P ist. Den Unterbaum Bp zerlegen wir in zwei
Unterbdume B% und B}; dabei ist B der Unterbaum von Bp der von P aus
tiber die mit ¢ € {0, 1} markierte Kante erreicht wird. Sei nun

u =max{a € Alc(a) liegtin B%},
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v = min{a € Alc(a) liegtin Bp}.

Da ¢ die Anordnung erhélt, gilt u < v.

Wir markieren nun den Knoten P mit u oder v, je nachdem ob p(u) - |c(u)|
oder p(v)-|e(v)] grofer ist. Das tun wir fiir jeden inneren Knoten P von B(c).
Eventuell wurde ein « in mehreren inneren Knoten eingetragen. Wir lassen
davon nur das der Wurzel néchste u stehen, die anderen Eintrige ersetzen
wir durch die konkurrierenden v. Das tun wir fiir alle Knoten von der Wurzel
aus nach oben fortschreitend. Anschlieend 16schen wir die Blatter, deren
Eintrag bereits in inneren Knoten vorhanden ist. Das tun wir auch fiir die
dadurch neu entstehenden Blatter, deren Markierung ebenfalls in inneren
Knoten vorkommt. Auf diese Weise erhalten wir einen reduzierten Baum,
in dessen Knoten (A, <) injektiv und ordnungserhaltend abgebildet ist. Be-
zeichnen wir die Abbildung mit ¢, dann gilt offensichtlich

E(A,¢) < E(A, ¢

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.5 Ist (A, <) geordnet und (A,p) eine Anfragequelle, dann gilt fir
jeden optimalen, ordnungserhaltenden Suchbaum ¢ : (A, <) — ({0,1}* U

{0,1}* - {bfgoto}, <)
H(A) < E(A,¢) < H(A) + 2 ;

hierin ist E(A,¢) die mittlere Suchzeit.

1.4.2 Unvollstandige Suchbiume bei gedichtnislosen
Quellen

Wir betrachten nun den Fall, dafl nur ein Teil der Schliissel in der Datenbank
vorhanden sind. Wir haben also wieder eine geordnete Anfragequelle (A, p).
Weiter sei Ay C A.

Die Datenbank soll, dann, wenn zu dem Schliissel ein Eintrag vorliegt, diesen
ausgeben und im anderen Fall () ausschreiben.

Unser Resultat iiber vollstdndige Datenbanken 1a8t sich auf den hier betrach-
teten Fall vollstandig tibertragen. Wir definieren zunéchst

(u:v)={x € Alu <z < v}.

Wir erinnern uns, dafl u < v die Beziehung u # v nach sich zieht. Nun setzen
wir

I'(A, Ag) = {(u,v) € Ag x Agl(u:v) £ 0, (u,v)N Ag = 0}
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I'(A, Ag) enthélt also genau die Intervalle zwischen den Elementen von Ag.
Um auch die Randintervalle mit zuerfassen, schreiben wir

(—oo:u)={x € Alr < u}

und
(v:oo) = {2 € Alz > v}.
Nun sei
I(4, Ag) = I'{A, A0) U {(=00 : o), (v : o)},
worln
ug =minAg und vy = max Ag
1st.

Indem wir nun

A= AgUI(A, Ay,

] pe) fir z¢€ Ag
) _{ Ducweo P(w) fir z=(u:v) €1(4,4,)

setzen, erhalten wir eine Quelle (121,}5) Die Anordnung < auf A definieren
wir durch die folgenden Relationen

a<b fir a<bunda,be A
a<(u:v) fir a=wodera<u
(u:v)<a flir a=wvoderv<u

(ug tv1) < (ug :vg) flir vy = uy oder vy < us.

Nun erhalten wir nach dem fiir vollstdndige Datenbanken beschriebenen Ver-

fahren eine Lésung €' : A — {0,1}*
H(A) < E(A,&) < H(A)+2

fiir das Suchen in unvollstindigen Datenbanken. Hierzu definieren wir das
Suchprogramm nun in folgender Weise:

« @ = Anfrage
while o < o or a > ¢ do
if a < o then follow 0
else follow 1
fi
od
if « = o then print ¢(o) else print 0 fi
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1.4.3 Sortieren bei gedichtnisloser Quelle

Wir betrachten wieder eine Quelle (A, p), die geordnet ist. Wir stellen uns die
Aufgabe, die von der Quelle bis zum Zeitpunkt ¢ ausgegebene Zeichenfolge
ail,aiz), vy g,

zu sortieren. Hierzu bauen wir fiir (A, p) einen Suchbaum C' auf mit erwar-
teter mittleren Suchzeit F, so dafl

H(A) < B(A,C) < H(A) +2

erfillt ist.

Fiir jedes Element a, das die Quelle ausgibt, starten wir ein Suchverfahren
und tragen ein, daf} a erschienen ist. Genauer wir zdhlen in dem Knoten mit
Schliissel a, wie oft a erschienen ist. Indem wir als Z&dhler das Neumann’sche
Addierwerk verwenden, zahlen wir in konstanter Zeit. Das heifit, dafl wir fir
Ausgaben der Lange t fiir die erwartete mittlere Suchzeit S(A,t) erhalten

- H(A) < S(A 1) <t H(A)+2-1.

Die Ausgabe erfolgt in ¢ Schritten in geordneter Form; wir geben a in der
Multiplizitat aus, die der Fintrag im Knoten a angibt. Bei jeder Ausgabe
zéhlen wir von dem Fintrag 1 ab, was wieder in konstanter Zeit moglich
ist. Das Resultat ist die sortierte Folge. Damit erhalten wir also, wenn wir
fiir Abwartszdhlen, Ausgeben und Traversieren durch den Baum < 4 -n
je eine Elementaroperation rechnen, fiir die mittlere Sortierzeit Sort(A,t)
Permutationen, die (A, p) erzeugt

t-(H(A)+2) < Sort(A,t) <t (H(A)+4)+ 1 n.

Man sieht, dal man sogar im Falle der Gleichverteilung fiir ¢ > n eine
wesentlich bessere Abschétzung erhéalt als existierende Abschitzungen das
fiir bekannte Sortierverfahren zur Zeit garantieren.

1.4.4 Suchen und Sortieren in Linearzeit bei Quellen
(A, p) mit unbekanntem p

Aufgrund des Verfahrens, das in vorigen Abschnitt 3 beschrieben wurde,
genligt es, zu zeigen, daf} sich ein effizienter Suchbaum fiir (A, p) aufbauen
1afit. Sei also (A, <) geordnet und (A, p) gedachtnislos. Die Quelle erzeuge
die Folge

a1,02,d3,...,0¢
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im Zeitintervall [1 : #]. Wir konstruieren zu dieser Folge einen Suchbaum mit
Zahlern in den Knoten. Wir setzen

BYO = (KO EO Oy fir 1=1,...,1

9

Hierin ist K die Menge der Knoten, E) die Menge der Kanten von B{
und

(D KO — 1IN,

ist eine Abbildung, die angibt mit welcher Frequenz (()(a) auf den Knoten
a zugegriffen wurde. Wir setzen

KO = {a1, 10, 211}
und definieren die beiden Kanten aus £ mit ihren Markierungen durch
aq L> T10, G1 ; T11.
Weiter setzen wir

(W(ay) =1, (D(ayg) = (D(ayy) = 0.

Sei nun BY, [ < t bereits definiert. Wir betrachten zwei Fille.

Fall 1:
Die Suche nach a;14 in B fithrt zu dem Knoten a; € Ain BWY. Diese Knoten
sind daran kenntlich, da8 fiir sie (()(a;) > 0 ist. In diesem Fall setzen wir

() fii j
K =K, ¢ (u) == { C(l)(aj) +1 fir u=aqj.

Den Baum B(+Y erhalten wir nun, indem wir den Knoten a durch eine Folge
von Rotationen an die Wurzel des Baumes bringen, sofern er nicht schon dort
ist. Die Vertauschung von zwei im Baum benachbarten Knoten ¢ und j durch
Rotation wird durch das folgende Diagramm beschrieben.
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Figur 1.5: Rotation im Suchbaum

Man sieht, dafl diese Operation die Ordnung der Knoten auf dem Baum
erhélt.

Fall 2:
Die Suche bricht an einem Knoten z mit (()(z) = 0 ab. In diesem Fall ist

a1 nicht im Baum vorhanden. Wir definieren nun
KU = KO U {ai1, 21410 1411},

EHY .= gy {310,301}

a1 ersetzt den Knoten z, die beiden neuen Kanten gehen von a;4q aus und
enden in 410 bzw. 2i411.
Weiter setzen wir

C(l)(u) fir wu 7’A Aj41, L141,0, L1411
C(H'l)(u) =< 1 fir w=a;
0 fiir sonst.

Auf diese Weise haben wir B® induktiv definiert.

Wir analysieren nun die mittlere Laufzeit des Algorithmus. Hierzu betrachten
wir die Wahrscheinlichkeit d(a, a'), dafiir daff @ in dem Baum B; ein Vorgénger
von a’ ist. Wir setzen wie frither

la:ad]:={be Ala <b<d'}

und

(a:d):={be Ala <b<d'}.

Entsprechend sind [a : ') und (a : ¢’] zu verstehen. Wir nehmen im folgenden
o.E.d.A. a < d an.

a ist in dem Baum B dann ein Vorginger von a’, wenn a und «’ in dem
Baum B; vorkommen und, wenn nach dem Finschreiben von ¢ mindestens
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ein zweiter Zugrift auf a stattgefunden hat und wenn seit dem letzten Zugriff
auf a kein Zugriff auf ein Element aus [a : @] stattgefunden hat. Das beweist
man leicht {iber eine Diskussion der Rotationen, die Elemente x ¢ [a : /]
zur Wurzel hin bewegen. In anderen Worten: a steht in B vor o, falls
!ist. Wir erhalten also fiir

ar—p = @' und (a4_p41y,...,0;) € (A—[a:ad"])
die Wahrscheinlichkeit d(a’, a)

d(d';a) = % p(d)-(1—p(la:d]))
r=0
Entsprechend findet man

Fiir die zu erwartende Position E(a) von « im Baum ergibt sich
E(a) =1+ Z d(a’,a)
a'#a

Damit erhalten wir fiir die mittlere Anzahl £ von Knoten auf dem Weg von
der Wurzel zu einem Knoten des Baumes

I = Zp(a)(l + Z d(d',a))

a'#a
- 1T ¥
— 12X ;/p([“ C;/(]Eafi,][f <)

I I
— —
+ o+
DO DO
- M
= =
s 2
=1

=

Q\

= 142> p(a)(In(1) —In(p(a)) = 1 =2 p(a)In(p(a))
= 1+42In(2)- H(A).
Hierin ist In(z) der Logarithmus zur Basis e ~ 2, 7.

Nun erfordert das Rotieren zur Wurzel die gleiche Zeit wie das Suchen, so
dafl wir als obere Schranke fiir die mittlere Suchzeit

(24 41n(2) - H(A)) -t
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erhalten. Rechnen wir das mit der Berechnung von ( verbundene Z&hlen
mit ein und das Abwartszdhlen bei der Ausgabe der sortierten Eingabefolge,
dann erhalten wir fiir mittlere Laufzeit Sort(A,p) des Sortierverfahrens bei
geddchtnisloser Quelle (A, p) mit unbekanntem p

Sort(A,p) < (4+4In(2)- H(A)) -t +4m .

Der Summand 4m ergibt sich aus dem Traversieren des Suchbaumes, wenn
m die Anzahl der Blatter dieses Baumes ist. Es kann also m < n sein und es
ist stets m < ¢, was fiir n = # A nicht gelten muf.

1.4.5 Abschiatzung der Laufzeit bei anderen Suchver-
fahren

Sei (A, p) wieder gedachtnislos. Wir gehen von einer Menge von Abbildungen

v A —0:m—1],1=1 k

aus. Wir nehmen an, dafl das Produkt

[V v A —0:m—1]F

9o ey

injektiv ist. In diesem Fall 1a8t sich also jedes Element a durch seine Kompo-
nenten v (a) eindeutig beschreiben. Wieder kénnen wir [, ..., v®](a) als
einen Kode fiir ¢ auffassen. Wenn jedes a € A die Anwendung aller Kompo-
nenten v zur eindeutigen Charakterisierung von a notwendig macht, dann
ist die Laufzeit des Verfahrens fiir gleich k fiir jedes @, und es bleibt nichts
zu diskutieren. Ist das jedoch nicht der Fall, dann wird es wichtig, in welcher
Reihenfolge die vV auf @ angewendet werden. Eine Heuristik, die sich anbie-
tet, besteht darin, die v\ nahe an der Wurzel anzubringen, die den Baum
in m Teilbdume B; von ungefahr gleichem Gewicht p(B;) aufteilen. Wie wir
das auch tun, so wird doch @H(A) eine untere Schranke fiir die mittlere
Suchzeit sein. Das Hashing ist Grenzfall solcher Vertahren.

1.4.6 Die Entropie als untere Schranke fiir die Grofle
von Schaltkreisen

Sei f: IB¥ — IB,IB = {0,1} eine Abbildung. o = (ay,...,a;) € B
interpretieren wir als Dualzahl ¢ = i(a) und o = bin(z) bezeichnet die Um-
kehrfunktion davon. Schreiben wir
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dann kénnen wir Definitionen von f als Kode fiir

fovflv"'vak—l

ansehen. Die Idee besteht also darin, optimale Schaltkreise als Kode fiir die
obige Folge zu wahlen. Der Empfanger erhilt seine Nachricht, indem er der
Reihe nach bin(i),7 = 0,...,2% — 1 als Eingabe in den Schaltkreis eingibt.

Wir betrachten zundchst nur boolesche Ausdriicke, die wir binir kodieren.
Wir setzen also

A={f|f:B* — B} und S ={0,1}.
Ist (A, p) eine gedichtnislose Quelle, dann gilt also
H(A) < E(A,¢),

wenn ¢ die bindre Beschreibung der Kodierung von f durch minimale boole-
sche Ausdriicke ist. Ist p gleichverteilt, dann ergibt sich

2 = log2?" < E(A,c).

Verwenden wir die booleschen Ausdriicke direkt, dann haben wir fiir diese
Kodierung ¢ und

S =A{ag, ..,z U{V, A (L)}
d.h. #5 = k 4+ 5 die Abschitzung

2k
log(k +5) s £(4,9).
Lassen wir beliebige Schaltkreise zu, d.h. ein beliebiges Fanout, dann kénnen
wir die Schaltkreise durch Graphen beschreiben, deren Knoten die Operatio-
nen aus {V,A, -} sind. Die Kanten des Graphen stellen nun die Variablen
dar und somit zusammen mit den drei Operationen und den Klammern das
Alphabet S dar. Gibt es N Kanten, dann erhalten wir also im Falle der

Gleichverteilung
k

2 B(AG
log(N +5) = (4,90),

wenn ¢ die Kodierung in optimale Schaltkreise beschreibt. Nun kann man
jeden Schaltkreis f : IB¥ — IB, wie man leicht sieht, durch einen Graphen
mit N =2 - k- 2% Kanten realisieren. Wir erhalten also

logN =Fk+1+logk

und damit bei diesem Alphabet die niedrigere Schranke

. ok
BAH>_ =
(’d—k+LH%F
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die, wie man zeigen kann, fiir fast alle Schaltkreise nahezu optimal ist. Die
untere Schranke geht auf Shannon, die obere auf Lupanov zuriick.

Gehen wir davon aus, da} uns zur Konstruktion des Schaltkreises eine Bi-
bliothek von Schaltkreisen (Makros) als Bausteinsystem zur Verfiigung steht,
dann erhalten wir eine entsprechende Schranke, wenn wir anstelle von N 4 3
nun N + Nj setzen, wo Ny die Gréfle des Bausteinsystemes ist. Nehmen wir
an, da} Ny < N gilt, dann erhalten wir, wie man leicht sieht, die gleiche
Abschéatzung.

1.4.7 Die Entropie als untere Schranke fiir Sortier-
verfahren

Wir haben in den Abschnitten 1.4.3 und 1.4.4 gesehen, dal wir mit Baumver-
fahren im Mittel in Zeit t-(H(A)+4) Folgen der Lange ¢, die die Quelle (A, p)
erzeugt, sortieren kénnen und dafl es mit diesen Verfahren auch nicht besser
geht. Wir wollen zeigen, dafl H(A) unter recht allgemeinen Voraussetzungen
eine untere Schranke fiir das Sortieren darstellt. Hierzu definieren wir eine
Klasse M von zuldssigen Maschinen. Wir schwéachen die Aufgabenstellung
ab, indem wir verlangen, dafl die Maschinen das Problem nur fiir Eingaben
der Lénge t € IN 16sen sollen. Die Steuerung des Programmablaufes erfolgt
i.a. sowohl in Abhingigkeit von der Problemgréfie als auch von den individu-
ellen Daten. Wir treffen die folgende Finschrankung: Adressensubstitutionen
bei Berechnungen diirfen nur in Abhé&ngigkeit von der Problemgréfien ¢ und
n = #A stattfinden. In Adressenregistern kann gez&hlt werden, ihr Inhalt
kann geschiftet werden und das kann auch in Abhdngigkeit von ¢ und n,
dem Stand anderer Adressenregister oder Maschinenkonstanten getan wer-
den. Aus dieser Voraussetzung folgt aber bereits, dafl die Adressen, auf die
bei Berechnungen der Maschinen aus M nicht von der Folge

a1,d2,...,0¢

abhéngen, sondern sich allein aus der Maschine und aus (¢,n) ergeben.
Als Operatoren auf dem Datenspeicher p lassen wir nur die Operationen

if p(7) <p(y) then (p(7),p(7)) = (p(), (p(7)) fi
zu oder Befehle
p(7) = p(7"),
wenn die Speicherzelle v vorher weder beschrieben noch gelesen wurde.
Damit kénnen wir jede mit begin startende Berechnung - bei fest gegebenem

Programm - eindeutig dadurch beschreiben, wie sich das Programm bei den
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if -Operationen verzweigt. Jede Eingabefolge aq,.. ., a; erzeugt also eindeu-

tig eine Folge 0 = begin aq,...,a, mit o; € {0,1}, die den Sortiervorgang
eindeutig beschreibt.
Nun sieht man wie folgt, dafl die Folge begin aq, ..., o, zusammen mit der

sortierten Folge auch die Eingabefolge eindeutig bestimmt: Der Stand der In-
dexregister ~ ist unabhéangig von der speziellen Eingabe zu jedem Zeitpunkt
der Berechnung eindeutig bestimmt. Somit sind alle Befehle zu jedem Zeit-
punkt eindeutig bestimmt, wenn wir wissen welcher Befehl aktuell ist. Da
uns die Programmverzweigungen alle durch o vorgegeben sind, kénnen wir
den zu jedem Zeitpunkt aktuellen Befehl eindeutig bestimmen. Nun gehen
wir diese so festgelegte Befehlsfolge riickwarts mit dem Resultat beginnend
durch. Offenbar sind die if-Operationen umkehrbar. Die Zuweisungen

kehren wir um durch

p(Y) = p(7);
die Umkehrung erzeugt zwar nicht notwendig den vor der Operation p(v) :=
p(7') in p(v) enthaltenen Wert, aber sie ist hinreichend, da p(~) zuvor weder

gelesen noch beschrieben worden war. Also kénnen wir in der Tat die Eingabe
zu (begin,a, ..., a,, Ausgabe) rekonstruieren. Bei fester Ausgabe ist also

begin ay,...,q,

ein Kode fiir die Eingabe.

Sei nun
Ri={r:A— INo| > r(a) =1}

a€A

und b € A! eine Folge mit
r(a) =#{i € [1:t]|b; = a}.

In diesem Fall bezeichnen wir r als Multiplizitdtenfunktion von b und schrei-
ben r = u(b).
Wir setzen

A = (b e A'lu(b) = r}.

Offensichtlich kodiert o = begin ay, ..., a, zu fester Ausgabe b € A" gerade
eine Folge aus AM, d.h., daB die Signaturen o einen Kode fiir A®) bei festem
b sind. Nun gilt

A= A® und AN AS) =0 fir r#£r.

rER:
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Da die Laufzeit des Programmes nicht von @, sondern nur von (¢,n) abhéangt,
geniigt es, die Laufzeit fiir den ungiinstigsten Fall von unten abzuschitzen.
Dazu betrachten wir

Py Agf) — [0, 1]
mit ( )
pla
P\a) =

und bezeichnen die zugehérige Entropie durch H(A®M). Wir haben also fiir

jedes r

H(A®M) < Rechenzeit(t).
Bei festem r haben wir fiir p Gleichverteilung auf A®. so daf wir
H(AD) = log(#A).
Nun ist

!
LAW = ! _
T Ty Ty rl!...rn!7

wenn A = {a1,...,a,} und r; = r(a;) gesetzt wird. Der Ausdruck wird
maximal, wenn r; = r; fiir alle ¢, 5 € [1 : n] gilt. Damit erhalten wir

max{H(AM)|r  Multiplizitit} = ¢ - logn.
Damit ist also, da die Laufzeit der Maschine nur von ¢ und n abhéangt,
t-logn < Laufzeit von M.

Héngt die Laufzeit der Maschine nur von ¢ ab, dann wird die Maschine es
nicht bemerken, wenn wir A zu einer t-elementigen Menge erweitern. In die-
sem Falle erhalten wir somit ¢ - log? als untere Schranke fiir die Laufzeit.

Auf der hier definierten Maschine lassen sich bekannte Sortiervertahren, wie
Even-Odd-Sortieren, implementieren, so dafl diese Abschdtzungen interessant
sind.

Wir sehen also, dafl die Baumsortierer dieser Maschinenklasse hinsichtlich
ihrer mittleren Laufzeit i.a. iiberlegen sind, da der Baumsortierer auf die
Entropie H(A) < logn Riicksicht nimmt.

1.4.8 Die Entropie als untere Schranke fiir beliebige
Berechnungen

Wir haben im vorigen Abschnitt eine untere Schranke fiir die mittlere Dauer
des Sortierens dadurch erhalten, dafl wir durch Einschrankungen hinsichtlich
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der erlaubten Operationen durch eine Umkehrung des Programmes die zu
einer Ausgabe gehorige Eingabe rekonstruieren konnten. Diese Annahme ist
sehr einschrankend, so dafl wir auch den allgemeinen Fall diskutieren wollen.

Wir gehen davon aus, daf} die Eingabeparameter stets in der Form

(nyx1,...,2,)

an einer ein fiir allemal vereinbarten Stelle des Speichers abgelegt werden.
Das gleiche setzen wir fiir das Resultat der Berechnung voraus, so dafl unser
Programm niemals explizite Adressen verwenden muf}, sondern sich stets auf
Indexregister beziehen kann, die wir wieder mit +,4’, ... bezeichnen.

Unter der Spur einer Berechnung verstehen wir die Folge der Befehle, die die
Maschine von begin bis end durchlduft. Die Signatur o einer Berechnung
erhdlt man aus der Spur der Berechnung, wenn man nur notiert, wie sich
das Programm an den Abfragen verzweigt; o ist also eine bindre Folge. o
bestimmt die Spur eindeutig. Wir setzen nun fiir o € {0,1}*

Dy, ={x=(n,z1,...,2,) | @ als Eingabe erzeugt die Signaturc}.

Offensichtlich gilt
D,ND, =0 fir o#do

und

D= J D,

oceclB*

ist der Haltebereich des Programmes.
Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf IR" und sind die D, melbar mittels p,
dann kénnen wir (A, p) mit

A={D,|o € B}

als Quelle ansehen. begin o ist dann ein Kode fiir A und wir erhalten fiir
die mittlere Signaturldnge von programm E(A, programmsignatur)

Hp(A) < E(A, programmsignatur).
Da |Spur < Signatur|, gilt fir die mittlere Laufzeit E(programm)
Hp(A) < E(programm).

Hp(A) schitzt also die mittlere Laufzeit von programm auf seinem Halte-

bereich D ab.
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Konvexe Hiille in der Ebene

Wir betrachten als Anwendungsbeispiel die Berechnung der konvexen Hiille
von Punktmengen P C IR?. Zunichst bauen wir einen Suchbaum B fiir ge-
radlinig begrenzte Mengen D, mit

D,ND, =0 fir o#do

und

J D,

oceclB*

Wir wollen annehmen, dafl wir auf IR* ein Maf p haben mit dem diese Mengen
mefbar sind. Weiter nehmen wir an, daf}

p(Dpy) +e1 = % ,
p(Doy) +e2 = % ,
p(Dy) +e2 = % ,
p(D,)+e = Sao1 fir |o|=1

gilt; iber die Abweichungen ¢; werden wir spéater verfligen. Betrachten wir
nun (A, p) mit
A={D, |0 e B}

als Quelle, dann erhalten wir

H(A) = —Zp o) log p(Dy)

1
= —221 1' 22[ 1 —51)'10g(221—_1—51)

= (22 221 Ze, (20 —1)271) - (1 —log(1 — g, - 271))

l:l =1

[e%s) _ 1) X 2[ 1 1
= 5y B g - L)
=1

wenn wir
g =g -27%
setzen. Nehmen wir weiter an |¢j| < 1, dann erhalten wir

= 20—1



Also haben wir

H(A) < 6.

Das bleibt auch richtig, wenn wir alle Mengen D, mit |o| > k zu einer Menge
Do, zusammenfassen. Somit erhalten wir die untere Schranke ¢- H(A) fiir die
mittlere Suchzeit, wenn unsere Quelle Folgen der Lange ¢ produziert

t-H(A) <6t

Nun stellt sich die Frage, ob man zu gegebenem p die Mengen D, so wéhlen
kann, wie wir es voraussetzen und ob man diese Menge D, dann auch hin-
reichend schnell berechnen kann.

Die einmalige Konstruktion des Suchbaumes bei bekanntem p fallt natiirlich
bei sehr groflem ¢ nicht ins Gewicht. Entscheidend ist, wieviele Begrenzungs-
kanten D, bendtigt werden, da diese Anzahl die Anzahl der Abfragen be-
stimmt.

Wir betrachten die folgende Vorgehensweise: Wir wihlen ein Quadrat DM,
dessen Seiten durch die Linien L, Ly, L3, Ly gegeben seien. Diese Linien
kénnen wir bei stetigem p so wahlen, dafl

1
p(DM) = 5 < e

erreichbar ist. Die Punkte a € IR?, die in D) liegen, koénnen bei geeigneter
Orientierung der Linien durch die vier Abfragen

Li(a) >0, fir i=1,...,1=4
lokalisiert werden. (Die Abfrage mit > oder > ist unerheblich, wenn p(L;) = 0
ist, was wir annehmen wollen.)
Nun legen wir um DM = Ring!® einen Ring™ aus 8 Flichenstiicken

D@ ... D®. Darum einen Ring® aus D19 .. D% und so weiter.

Ring(l) _ D(21—1)2+1 D(21+1)2.

9o ey

Die Ringe werden so dimensioniert, daf

1
p(Ring*™) ~ p(Ring!)
ist. Weiter soll

k
U Ring"
=1

stets ein Quadrat sein.

Die Figur 1.6 skizziert die Konstruktion néher:
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Ring(*+V

DW U J Ring™®

k=1

Figur 1.6: Ringkonstruktion fiir konvexe Hiille

Die Flachenteile des Rings werden i.a. keine Quadrate sein und auch nicht
paarweise das gleiche Gewicht haben. Auf Ring") liegen 8 - [ Rechtecke.

Das folgende Schema gibt durch die Fintragungen in den Rechtecken die
Anzahl der Entscheidungen an, die erforderlich sind, einen Punkt in dem
jeweiligen Rechteck zu lokalisieren.

10098 7|18]9]10
91871671819
8| 7]16]5|6]7]8
716154567
8| 7]16]5|6]7]8
91871671819
10098 7|18]9]10

Figur 1.7: Suchaufwand in Ringkonstruktion

Wir sehen, daB jedes Rechteck auf dem Ring!? zur Lokalisierung eines Punk-
tes in ihm hochstens 2- (14 1) Entscheidungen benétigt. Also kénnen wir die
mittlere Suchzeit F bei diesem Suchbaum abschétzen durch

E< Z l+1_421_
=1 2

Wir sehen, dafl unser Suchalgorithmus recht gut ist.

Nun bleibt die Frage zu behandeln, wie man aus der Lokalisation der Folge

a1y...,0¢
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in dem Baum B Vorteil zur Konstruktion der konvexen Hiille zieht.

Beschreibung des Algorithmus: Jedes von der Quelle erzeugte Element
a € DU wird in dem zu DU gehérigen Knoten abgelegt. Jede in dem Baum
einmal begangene Kante wird markiert. Auf diese Weise erhalten wir einen
Unterbaum B! unseres Baumes, dessen Blatter die Punkte mit extremer Lage
enthalten. Fiir die Punkte in diesen Knoten berechnet man nun die konvexe
Hiille. Hierzu verwendet man z.B. das auf der Konstruktion von Voronoi-
Diagrammen beruhende Verfahren mit einer Laufzeit ¢’ - logt’, wenn ¢’ die
Anzahl der Elemente auf den Blattern ist. Nun wird die Anzahl der Punkte
auf den Blattern unseres Baumes nur etwa log ¢ sein, so dafl wir damit insge-
samt eine lineare Laufzeit erwarten diirfen. Wir schéatzen die Laufzeit dieses
Algorithmus nach oben ab.

(4) ()

Nehmen wir fiir unsere Verteilung an, daB die Ecken E,”, ..., E;” von Ring("
nicht benachteiligt sind, so daf} also

p(EY) > L p(Ring®) (+)

gilt, dann wird fiir

die Wahrscheinlichkeit > % dafiir, daf in jeder Fcke mindestens ein Punkt
liegt. In diesem Fall liegen alle Punkte der konvexen Hiille ganz in Ring!".

Wir gehen mit dem Ansatz
[y =a-logt

in unsere Ungleichung und erhalten

t_-a)
Ya-logt

(8arlogt)? <

was fiir o € (0,1) und grofe ¢ stets erfiillt ist.
Wir setzen nun

lt = [lt]v
wobei [ ] die Rundung auf eine nichstgelegene ganze Zahl bezeichnet.

Nun interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlichkeit der Falle, daff die kon-
vexe Hiille der Punkte in Ring(” die Ringe'=") fiir > 1 einschlieBt.
Hinreichend dafiir ist, wie wir schon festgestellt haben, dafl in jedem FEck-
flichenstiick von Ring” mindestens ein Punkt liegt. Indem wir abschétzen
wie hdufig das nicht vorkommt, erhalten wir eine obere Schranke fiir die
Wahrscheinlichkeit, dafl auch innere Ringe mit betrachtet werden miissen.
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Nun ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daff nicht alle Ecken El(lt),i =1,2,3,4
einen Punkt enthalten < % Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl das fiir die
Ecken von Ring“*~Y nicht gilt, ist < i, da wir in diesem Ring doppelt so
viele Elemente haben. Allgemein: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 nicht

jedes Eckflichenstiick von Ring(“~") einen Punkt enthélt, ist < 217
Also ist die Wahrscheinlichkeit, dal die konvexe Hiille aller Punkte nicht in

It

U Ring"
l:lt—’/’
liegt,
11 1
Pi== = —
< 2 22 2"

Auf dem Ring(*=") liegen im Mittel

Punkte. Mit einem Standardverfahren zur Berechnung der konvexen Hiille
kommen wir mit einer Laufzeit

<(C-2". t(l_a)(log pd—e) 4 r)<C-2"- t(l_a)(logt +r)

aus, worin (' eine nicht von ¢ abhéngige Konstante ist. Hieraus folgt, daf§ wir
im Mittel, da logt nicht von der Verteilung abhéngt, im Mittel mit weniger
als

[log 1]
C - Z py - 2" t(l_a)(logt +r)

r=0
< D e (1) S py 271 4
< 2-C -1 og(t)

Operationen auskommen.

Also fiir jedes o € (0,1) erhalten wir eine mittlere Laufzeit kleiner als ¢ fiir
hinreichend grofie ¢. Das ergibt zusammen mit unserer Abschitzung fiir die
mittlere Laufzeit 8- zum Aufbau des Suchbaumes insgesamt als Abschatzung
fiir die mittlere Laufzeit unseres konvexe-Hiilleprogrammes den Ausdruck 9-¢
fiir hinreichend grofe .

Die Stelle, von wo an ¢ hinreichend grof} ist, kann man durch die Wahl von
« beeinflussen. Dem Poblem, « giinstig zu wahlen, gehen wir nicht weiter
nach. Wir fassen unser Resultat zusammen:
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Satz 1.6 Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf IR?, das die Figenschaft (*)
fir eine geeignete Folge von Ringkonstruktionen erfillt, dann [ifit sich zu
Punktmengen, die gemdf$ p verteilt sind, das konvexe-Hiillen-Problem in einer
mittleren Laufzeit < 9 -t ldsen, wenn t die Anzahl der durch die Quelle
erzeugten Punkte ist.

Man sieht leicht, daB sich diese Konstruktion auf Raume IR* mit k& > 2 iibert-
ragen 1aft.

Es ist auch leicht, sich von den Rechtecken zu l6sen, indem man IR* durch affi-
ne Abbildungen verzerrt. Ebenso kann man anstelle der Quadrate z.B. Kreise
setzen. Wesentlich war nur, dafl wir eine Abschiatzung fiir die Wahrschein-
lichkeit angehen konnten, dafl die konvexe Hiille keine Knoten in inneren
Regionen enthielt. So kann anstelle des Ausdruckes (87)* irgendein Ausdruck

der Form (31)® stehen.

1.4.9 Anwendungen in der Kryptographie

Gedéchtnislose Quellen (A, p) mit H(A) = logn erzeugen zufallige Folgen.
Ist (A, p) nicht zufillig, dann kénnen wir sie durch geeignete Kodierungen
einer zufilligen Quelle beliebig nahe bringen. Das ist ein Teil der Ausage des
Kodierungstheoremes. Wir haben im Beweis des Theorems die Quelle (A, p)
durch die Quelle (A", p{")) ersetzt, worin p(") die Fortsetzung der unabhingi-
gen Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf A" ist.

Aus zufélligen Folgen kann man keine Information entnehmen. Das soll fol-
gendes heiflen:

Ist f:IN x A* — {0, 1} eine berechenbare Abbildung und
Ay, = 41,042,043, ...,0d¢, ...
eine unendliche zufillige Folge mit Elementen aus A, und existiert

¢ - '
w(l) = lim Y [ ai - Aits—1)

t—00 1 ’

dann ist p(l) = p(l') fir alle [,1" € IN.

Man kann also jede gewiinschte Information immer wieder mit gleicher Zu-
verlassigkeit aus zufalligen Folgen entnehmen. Das besagt aber, daf es keinen
Grund gibt, anzunehmen, dafl man jemals irgendeine Information aus einer

zufélligen Folge entnommen hat.

Diese Intuition besagt, dal Kodierungen von Quellen (A, p) in nahezu zufalli-
ge Folgen schwer zu brechen sein sollten.

Wir betrachten nun nur binére Kodierungen. Jeder prafixfreie Kode 18t sich
durch einen bindren Baum repréasentieren. Wir diirfen annehmen, dafl dieser
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Baum keine Knoten enthélt, von denen nur eine Kante ausgeht. In diesem
Fall kénnten wir ndmlich diesen Knoten eliminieren und wir erhielten einen
besseren prifixfreien Kode. Wir haben damit einen Baum, dessen Wege von
der Wurzel zu den Blattern iiber ihre Beschriftung einen Kode €' definieren,
so daf zu jedem u € {0,1}* genau ein Prifix in C liegt, wenn |u| grofer
oder gleich der Tiefe des Baumes ist. Hieraus folgt, dafl sich jede unendliche
Folge a, in ein Produkt von Faktoren aus C zerlegen 1a8t. Man kann also
einer unendlichen Folge aufgrund von Faktorzerlegungen nicht ansehen, mit
welchem Kode ' sie erzeugt wurde. Will man also aus a,, die originale Quelle
rekonstruieren, so wird das schwer sein. Ist a, eine zufillige Folge, dann ist
es, wie sich aus dem Gesagten ergibt, unmdoglich.

Nun iibertragen wir i.a. keine unendlichen Folgen, sondern brechen mit ir-
gendeinem ¢ ab. In diesem Fall haben wir also die Chance, einige der Kodes
als nicht betroffen auszuscheiden. Verabreden wir allerdings als Schlufse-
quenz stets eine Folge v € {0,1}* zu iibertragen, die nicht in C liegt, aber
Préfix eines Elementes aus (' ist, dann verlieren wir bei prafixfreien Kodes
nicht die eindeutige Dekodierbarkeit. Die Schlufisequenz wird also stets als
solche erkennbar sein. Wir erhalten damit aus ay, ..., a; keinen Anhalt iiber
C', aufler daBl C' Folgen enthélt, deren Lange kleiner als ¢ ist. Ein Gegner kann
damit fiir einen Angriff auf den Kode nur statistische Tests verwenden, um
Abweichungen von ay,...,a; von zufilligen Mustern zu beurteilen. Hierbei
wird es also wesentlich sein, wie gut unser Kode ist, d.h. wie nahe die mittlere
Kodelange pro Zeichen an H(A) herankommt. In realistischen Fallen kénnen
wir nicht A" fiir gréBere r nahezu optimal kodieren; selbst A? ist zu grof,
wenn A ein akzeptabler deutscher Wortschatz ist. Wie soll man also diese
Konzepte dann verwenden?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zunachst das Schema der skiz-
zierten Nachrichteniibertragung etwas genauer.

Wir nehmen an, dal A ein Teil des deutschen Wortschatzes ist in allen sei-
nen Abwandlungen, die er im Satzbau erfahrt. Wir nehmen an, was natiirlich
nicht den Tatsachen entspricht, dafl p eine unabhéngige Verteilung ist, die
ganz auf zwei Kommunikationspartner (1) und (2) abgestimmt ist. Beide be-
rechnen einen préfixfreien, die lexikographische Ordnung erhaltenden Kode,
dessen mittlere Grofle zwischen H(A) und H(A) + 2 liegt. Wenn (1) an (2)
eine Nachricht schickt, dann lokalisiert er die verwendeten Worte in seinem
Suchbaum und sendet die Markierung des Pfades von Wurzel zum Eintrag an
(2). Dieser geht mit der empfangenen Nachricht in sein Exemplar des Bau-
mes und folgt dem Weg, der ihm durch die Markierungen angegeben wird.
An den Bléttern findet er die Worter des iibertragenen Textes.

An dieser Konstruktion sind drei Dinge unrealistisch:

1. A ist nicht bekannt.
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2. p ist nicht bekannt.
3. p ist nicht unabhéngig.

Der Kode ist angreitbar, wenn der Gegner Gelegenheit hat, A und p approxi-
mativ durch Beobachtung von den beiden Kommunikationspartnern zu be-
stimmen. Wir kénnen uns von diesen Nachteilen befreien, wenn wir zunéchst
einmal annehmen, daf (3.) nicht gilt. Wir nehmen also an, daf zwar A und
p nicht bekannt sind, aber dafl (A, p) gedachtnislos ist.

Nun verwenden wir das geschilderte Verfahren, einen guten Suchbaum aufzu-
bauen, indem neue oder wieder gebrauchte Wérter im Baum unter Erhaltung
der Anordnung nach oben rotiert werden. Das tun wir bei jedem Wort, das
wir {ibertragen. Indem das Empfanger und Sender tun, befinden sie sich stets
im Besitz des gleichen Suchbaumes. Dieser Suchbaum ist nun aber nicht nur
von (A, p) abhdngig, sondern auch von der ganzen Vorgeschichte der Kom-
munikation. Wir arbeiten nun also nicht mehr mit einem konstanten Kode.
Unser Kode verwandelt sich vielmehr mit jedem iibertragenen Wort in einen
anderen préfixfreien Kode. Es entwickelt sich auf diese Weise zwischen den
Partnern eine geheime Sprache, die ganz auf ihre spezielle Kommunikation
abgestellt ist. Da die Transformationen des Kodes diesen stets in der Néhe
des Optimums halten und da es, wie schon ausgetiihrt, keine Anhaltspunkte
zur Bestimmung des verwendeten Kodes gibt, erscheint dieser Kode kaum
angreifbar zu sein. Fin Gegner miifite die gesamte Kommunikation von An-
beginn an pausenlos mithdéren, um etwas verstehen zu kénnen.

Wie man sich von der Voraussetzung (A, p) gedichinislos befreien kann, dar-
auf gehen wir in Kapitel 2 ndher ein. Der Kode erscheint wie jeder Kode als
sehr empfindlich hinsichtlich von Stérungen. Darauf kommen wir im Kapitel
3 zuriick, wenn wir gestorte Kanéle behandeln. Die Komplexitét des Algorith-
mus kann man reduzieren, indem man die Fintragungen an den Knoten soweit
verkiirzt, da} die Information hinreichend ist. Diese Verkiirzung braucht al-
lerdings ein Vorwissen iiber mégliche Nachbarschaften. Es gentigt, von einem
Wort in einem inneren Knoten zur Pfadfindung nur den kiirzesten Préfix zu
speichern, aufgrund dessen sich das Wort von allen anderen Wortern von A
unterscheidet.

1.5 Kritische Wiirdigung des Kodierungs-
theorems

Wir wollen uns hier kurz mit den folgenden drei Fragen auseinandersetzen:
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(1) Erreicht die Theorie das erstrebte Ziel oder treten Schwierigkeiten auf,
wenn Kodierung und Dekodierung zum Kanal schligt, was man wohl
tun mufl?

(2) Ist die Voraussetzung (A, p) gedichtnislos wesentlich?

(3) Ist die Annahme storungsfrei von Bedeutung?

Ad (1): Der Einfachheit halber nehmen wir an, da A C {0,1}* ist. Die
Kodierung ist also eine partielle Abbildung C' : {0,1}* — {0,1}*. Ist H(A)
wesentlich kleiner als &k, dann kénnen wir den Datenstrom wesentlich kom-
primieren. Sei etwa r- H(A) = k, dann kénnen wir also die Folgen der Lange
kim Mittel etwa im den Faktor r verkiirzen.

Erzeugt also die Quelle k Bit/sec, dann geniigt es fiir den Ubertragungs-
kanal, eine Rate von % Bit/sec zur Verfiigung zu haben. Voraussetzung ist
dabei natiirlich, dafl der Rechner, der die Kodierung und Dekodierung durch-
zufithren hat, mithalten kann. Jeder Suchschritt in dem Baum erfordert min-
destens eine Leseoperation und zwei Abfragen. Dazu kommt die Versetzung
von Verweisen, um die Rotation zu realisieren. Somit mag es sein, daf} die Ka-
pazitdt des Kanales nicht voll ausgenutzt werden kann, da der Wunsch nach
einer moglichst starken Datenkompression zu Rechenzeiten fithren, die Ka-
pazitat vom Kanal, bestehend aus Kodierer und Kanal, mindern. Man sieht,
daf hier das Kodierungstheorem eine Idealisierung voraussetzt, die praktisch
nicht immer erlaubt sein wird.

Ad (2): Stellen wir uns einen Beobachter vor, der uns argern will. Er kennt
unser Kodierungsverfahren und verfolgt die Geschichte der Suchanfragen mit.
Somit weif} er, wie unser Baum aufgebaut ist. Nun stellt er stets Anfragen
nach Fintragen, die die lingste Bearbeitungszeit erfordern. Man sieht, daf
wir in diesem Falle einen Durchsatz erzielen, der eventuell sehr weit unter
dem erwarteten Mittelwert liegt. Die Ursache ist das Gedéchtnis der An-
fragequelle. Also ist es notwendig, den Fall der Quellen mit Gedachtnis zu
behandeln. Unser Beobachter wird allerdings unter jeder Voraussetzung er-
folgreich gegen uns spielen, wenn er unsere Anlage des Suchbaumes und den
Suchalgorithmus kennt. Dem kann man entgegenwirken, indem man einen
nichtdeterministischen oder randomisierten Algorithmus ins Spiel bringt.

Ad (3): Ubertragungsstorungen werden unser Ubertragungsverfahren sehr
durcheinander bringen. Die Verallgemeinerung des Kodierungssatzes auf den
Fall gestorter Kanéle werden wir in Kapitel 3 behandeln. Die einfachste Wei-
se, diesen Stérungen entgegenzuwirken, besteht in der Verabredung eines
Protokolles fiir den Nachrichtenaustausch, der die Bestatigung empfangener
Nachrichten und die Wiederholung gestoérter Nachrichten vorsieht.
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Kapitel 2

Informationstheorie bei
Markov-Ketten

2.1 Quellen mit Gedéachtnis

Wir haben in Kapitel 1 die grundlegenden Definitionen iiber die Entropie von
Quellen, ihre Kodierung und verschiedene Perspektiven ihrer Anwendung be-
handelt, und zwar alles unter der Annahme, daf§ die Quellen gedachtnislos
sind. Im letzten Paragraphen von Kapitel 1 haben wir gezeigt, dafl diese An-
nahme einschrankend ist. In der Tat ist es so, dafl es kaum gedéchtnislose
Quellen gibt. Die Betrachtung einer Quelle unter dieser Annahme ist aller-
dings solange gerechtfertigt, als wir nichts ndheres dariiber wissen. In ge-
wissem Sinne besteht das gesamte Programm unserer Wissenschaften darin,
Strukturen in den Quellen zu entdecken, die uns eine Vorhersage von Fr-
eignissen gestatten und die Komprimierung der beobachteten Ereignisfolgen
auf Anfangsbeobachtungen und Gesetze, die deren Entwicklung daraus her-
zuleiten gestatten. Das Programm, das in reinster Form von Laplace ausge-
sprochen wurde, lautete: Ermittle einen Weltquerschnitt zu einem Zeitpunkt
to und leite daraus aufgrund der Naturgesetze die zukiinftige Entwicklung
ab. Dieses Bild fafit die Welt als eine Maschine aut mit eventuell infinitesi-
malen Operationen, die deterministisch ablauft. Das Laplace’sche Programm
ist natiirlich eine Idealisierung, schon insofern als wir zu keinem Zeitpunkt
einen Weltquerschnitt, oder in der Sprache der Informatik die Konfigurati-
on der Maschine vollstindig bestimmen kénnen. Aber selbst, wenn wir das
kénnten, ware das Programm zum Scheitern verurteilt, wie man durch einen
Diagonalisierungsschlufl wie beim Halteproblem der Turingmaschine zeigen
kann. Die Ubertragung dieses Schlusses auf IR-Maschinen findet man in mei-
ner Arbeit tiber Analytische Maschinen. Es soll hier aber der oben behaupte-
te Zusammenhang zwischen den Fragestellungen der Informationstheorie und
dem Konzept der Theorienbildung an einem Beispiel etwas ndher erlautert
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werden.

Stellen wir uns vor, daf} ein Fernsehteam die Bewegung der Planeten und
Monde des Sonnensystems von einem Ort aus, der einen ungetriibten Blick
gestattet, filmen und die Bilderfolge tiber einen Kanal iibertragen wiirde.
Diese Ubertragung kénnte man sich im wesentlichen schenken, wenn jeder
Fernsehempfanger mit einem Computer ausgestattet ist, der aufgrund der
ersten wenigen Aufnahmen den zukiinftigen Ablauf simulieren kénnte. Hier
kann man also den Datenstrom der Quelle auf eine einmalige sehr genaue
Beobachtung und die Ubertragung des Programmes reduzieren, das die Si-
mulation besorgt. Ein Pferdetuf} liegt in der sehr genauen Beobachtung. Da
das eben einen unendlichen Datenstrom erfordert, zumindest nach unserem
jetzigen Weltbild, das den Raum als Kontinuum ansieht, ist diese Vorausset-
zung nicht realisierbar. Verlangen wir aber nur eine Préazision der Vorhersage,
die der Auflésung unserer Kamera addaquat ist, dann kénnen wir die ganze
Ubertragung in der Tat auf eine Anfangsheobachtung, das Simulationspro-
gramm und von Zeit zu Zeit eine Aufnahme zur Korrektur der Divergenz von
Realitat und Simulation beschrénken.

Realistischer ist die Vorstellung, dafl ein Autorennen iibertragen wird. Die
Bewegung der Autos wird ja auch vielleicht durch Naturgesetze vollstandig
beschrieben. Da sich jedoch der Piloten und insbesondere dessen inneren
Zustdnde der Beobachtung entziehen, miissen wir von unvorhersehbaren Fin-
griffen in den Ablauf des beobachteten Naturgeschehens ausgehen. Aber so
spontan die Entscheidungen des Piloten auch sind, so wird ihre Auswirkung
auf den Ablauf des Geschehens durch die zur Verfliigung stehenden Kréfte
und beteiligten Massen doch sehr geddmpft. Ein schneller Rechner in je-
dem Fernseher kénnte also stets die Vorgénge auf der Rennstrecke fiir einen
kleinen Zeitabschnitt mit hinreichender Genauigkeit vorhersagen. Zumindest
brauchte man die Ansicht des Wagens, solange er durch dulere Finfliisse nicht
verformt wird, nicht stets zu iibertragen. Auf diese Weise kénnten wir den
Datenstrom von Aufnahmequelle zu dem Fernseher erheblich komprimieren.
Man sieht, dafl unter diesem Aspekt alle Wissenschaft ein Teilbereich der
Informationstheorie ist; sie arbeitet an der Herleitung von Kodierungstheo-
remen zur Komprimierung des beobachteten Datenstroms. Zu Bedenken An-
lal gibt hier natiirlich die Tatsache, dafl die Wissenschaft zunehmend mehr
Daten produziert als komprimiert.

Zuriick zu unserer Theorie: Die Quellen, die wir hier beschrieben haben,
haben alle ein Gedéchtnis. Sie erscheinen uns mehr oder weniger zuféllig in
Abhéngigkeit davon, wieviele der Quellparameter uns durch Beobachtung
zugénglich sind, so wie man den schénen Anblick einer Torte, wenn man sie
schmecken will, zerstort. Wir beschéaftigen uns in diesem Kapitel mit einem
ersten Schritt hin zu Quellen mit Gedachtnis.
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2.2 Markovketten
Wir betrachten Folgen
(agt), . ,ag)) fir t=1,2,...

von moglichen Ereignissen, die z.B. durch eine Folge von Experimenten her-
vorgebracht werden. Wir beobachten also zu jedem Zeitpunkt stets genau ein
Ereignis ag).

Definition 2.1 Diese Folge heifit eine Markovkette, genau dann, wenn das
Auftreten von ay—H) allein durch eine Wahrscheinlichkeit beschrieben wird,
(t)

die nur von a;,” , d.h. vom Auftreten der Ereignisse zur Zeit t bestimmt wird.

Eine Markovkette wird also dadurch definiert, dafl jedem agt) ein Schema

(t+1) (t+1)
o s ( al(t) e, ak(t) )
Pi yeees DPig

mit 0 < pE;) und
k
Sopi =1
=1

zugeordnet wird.

Wir haben also ein System, das in Intervallen (¢,¢4 1) fiir £ € IN genau einen
von k moéglichen Zustanden annehmen kann. Zu den Zeitpunkten ¢ € IN kann
es seinen Zustand &ndern. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, welcher Zustand
angenommen wird, hangt nur von dem Zustand im Intervall (¢ — 1,) ab.

Wir betrachten zwei Beispiele:

Beispiel 1: Irrfahrt in einem endlichen linearen Gitter mit reflektierendem

Rand.
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Das Schema zeigt ein Gitter aus sieben Punkten. Jeder Punkt ist ein
moglicher Zustand des Systems. Die Pfeile sind mit Zahlen p und (1 —p),p €
[0, 1] beschriftet, die angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Punkt «;
nach a;_; bzw. aiy; iibergeht. Man beobachtet, daB diese Ubergangswahr-
scheinlichkeiten bei den inneren Punkten an jedem Punkt die gleiche Gestalt
haben. Die Endpunkte sind reflektierend. Wir haben also:

flir 1=1,57=2
fir 1=n,y=n-1
fir 1=j+1,0#n

—p fir :=j5j—-1,0#1
sonst.

Pij =

O —RS = =

fir 4,7 € [1:nl.

Beispiel 2: Irrfahrt in einem endlichen Gitter mit absorbierendem Rand.

1 1
L—=p L=p L=p L=p
aq p a9 p a3 p a4 p ax 273

Wir haben also hier fiir ¢, € [1 : n]

fir 1=75=1

fir 1=35=n

fir 1=j+1,0#n
—p fir 1=j5j—-1,0#1

sonst.

Pi; =

O —RS =

In beiden Beispielen ist das Schema von der Zeit unabhéngig.

Definition 2.2 FEine Markovkette 1. Ordnung heifit homogen, wenn sie zeil-
unabhdngig ist (nicht von t abhdingig).

Homogene Markovketten lassen sich durch eine Matrix
bun ... Pin
Pn1 = Pan
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beschreiben. Hierin ist
pi = p(al|a¢)
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da} a; auf a; folgt. Wir fordern also fiir =
=1

Hierfiir schreiben wir auch = > 0 und

Man kann jeden homogenen Markovprozel durch einen Graph darstellen.

Beispiele:
1)
02
=11
2 2 0
2)
0 1
=1 0 0
10
3)
01 00
0010
T = 1 1
S
(2
1 1/3 3) 2/3 4

)



1/2 1
QL AL
1/2 1/2

5b)
1/2
QL
1/2

Wir interessieren uns nun fiir die Wahrscheinlichkeit p;;(k), die den Ubergang

von agt) nach ay—l_k) beschreibt. Wegen der Stationaritidt des Prozesses hangt

diese Wahrscheinlichkeit nicht von ¢ ab.

Fir 0 < r < k£ haben wir
pij (k) = pu(r) - py(k —r)
=1
Setzen wir

7k = (pu(k))ig=1,...n»

dann kénnen wir

T =T, T, fur 0<r <k

schreiben. Speziell gilt

7Tk:7Tf.
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Fir £ = 0 setzt man

1 0 0

wo=1= 01 : , die n x n — Einheitsmatrix .
. . 0
0 0 1

Wir betrachten die beiden Beispiele 5a) und 5b).
ba) Es gibt ein ¢ > 0 und ein N € IN, so daf
pij(k) >e¢ fur k> N.

Das besagt, daB nach N Schritten die Wahrscheinlichkeit fiir jeden

Zustand > ¢ ist, dafl er angenommen wird.
bb) Hier gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N(e), so daf fiir j # 1,n und k > N(e)
pii(k) <e
gilt.

Deutung: Nehmen wir an, daf} ein Teilchen sich in den Punkten authéalt
und mit den beschriebenen Wahrscheinlichkeiten seinen Ort wechselt. Im
Fall 5a wird es sich mit einer gewissen positiven Wahrscheinlichkeit tiberall
aufhalten. Im Fall 5b wird es mit hoher Wahrscheinlichkeit in einem der

Randpunkte eingefangen werden.
Klassifikation von Zusténden

Definition 2.3 a € A heifit unwesentlich: <= FEs gelten 1) und 2).
1) Es gibt be A und k > 0, so daff pup(k) > 0.
2) Fir alle b # a und alle m € IN gilt pyo(m) = 0.

Es gibt also Uberginge von a nach b, aber es gibt keinen Ubergang von b
nach a. In dem Beispiel 5b sind alle Punkte aufler den beiden absorbierenden
Punkten unwesentlich.

Ein Punkt a heifit wesentlich, wenn a nicht unwesentlich ist. Sind a und b
wesentlich und gibt es ein m € IN mit py(m) > 0, dann gibt es auch k£ € IN
mit pe, (k) > 0.

Zwei Zustande a und b heiflen nun voneinander abhdngig, falls es k& und m
gibt, so dafl pup(k) > 0 und ppe(m) > 0 gelten. Wir schreiben in diesem Fall
a ~b.
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Fiir wesentliche a gilt a ~ a.

Beweis: Gibt es b, k mit p,;(k) > 0, dann gibt es auch m mit py,(m) > 0 oder
es ist p,, = 1. In beiden Féllen geht also a mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit in sich {iber und ist also von sich abhéngig.

Wir haben offenbar weiter ¢ ~ b = b ~ «.

Die Relation ~ ist auch transitiv, da aus ¢ ~ b und b ~ ¢ folgt, daf} fiir
geeignete m und k

Pac(m + k) > pap(m) - ppe(k) >0

gilt. )
Wir haben damit gezeigt, dafl ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
wesentlichen Zusténde ist.

Satz 2.1 Gilt fiir ein s € IN, dafi pap(s) > 0 fir alle a,b € A, dann existieren
die Grenzwerte
po = lim pay(k)

und sind unabhdngig von a.

Diskussion des Satzes:

Alle Zusténde des Prozesses sind aufgrund der Voraussetzung voneinander
unabhéngig. Die Figenschaft geniigt aber nicht als Voraussetzung des Satzes,
wie das folgende Beispiel zeigt.

) In diesem Beispiel sind alle Zustdnde paar-
weise voneinander abhangig, aber der Satz

gilt offensichtlich nicht.

1

Beweis: Der Beweis erfolgt in den drei Schritten:

a) P, := lim mlnpab(k) existiert.

k—o0

b) P, := hm maxpab(k) existiert.

k—oco

c) lim max |pas(k) — pars(k)| = 0.

k—oo a,a’

Aus a),b) und c¢) folgt dann p, = p, = py, was der Satz behauptet.

Ad a) und b)
Wir haben

par(k) = Zpac “pa(k—1) > (mlnpcb (k—1)) Zpac

= mcinpcb(k - 1)
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Also haben wir fur alle a
pab(k) Z mcinpcb(k — 1)
Hieraus folgt
1 > minpg(k) > minpe(k — 1)

und daraus, dafl der Limes p, existiert.
Analog zeigt man die Existenz von p,.

Ad ¢):
Fir £ > s gilt

Par(k) =D Pac(s) - pear(k — s)

Hieraus folgt

pab(k) - pa’b(k) = Z(pac(S) - pa'C(S)) 'pcb(k - 3)' (*)

C

Wir setzen

50 = {pac(S)—pa/c(S) falls >0

R
aa 0 sonst.

Mit dieser Schreibweise haben wir

Pac(s) = pare(s) = L) — BL)

und wegen >, p.(s) = 1 folgt

S8 = B9 = ST (pac(s) — parels)) = 0.

C C

Also gilt fiir
haa/ = Zﬂi(cl)/'

Es ist klar, dafl h,, < 1 gilt, aber aufgrund unserer Annahme {iber s folgt
schérfer

o < Zpac(s) =1 und lgy = hgyg .

Wir setzen

h = max h,.
a,c

und haben dafiir
0<h<l.
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Setzen wir das in (*) ein, so erhalten wir

pas(k) = pos| = 1308 Pl =) = 2010 pen( = 5)
= < |maxpcb Zﬂaa mlnpcb Zﬂaa

= < hge - | max pa(k — 3) — minpey(k — )|

= <h- |méaxpcb(k —35) — mcinpcb(k —3s)|.
Also gilt, da die Abschatzung unabhéngig von a,a’ ist,
max |pgy (k) — pans (k)| < b - max|pa(k — ) = pan(k — s)|

Nun kénnen wir diese Ungleichung L |-mal anwenden und erhalten damit

patt = |1 = pati= | ]

Pab(k) — pan(k) — 0

max |pus (k) — pan (k)] < hLE) - max < L4,

Fiir ij —— oo erhalten wir also

fiir alle a,a’ € A.
Also ist p, = D, = pe. O

Folgerung:
Zpb = lim Zpab(k) -
b k—oo b

Weiter gilt

Py = Zpapab

wegen

> Papas = Jlim > pealk) - pay = Jim pey(k+1) =

Alsoist p: A — [0, 1] mit p(b) := py eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und
pap hat den Charaker einer bedingten Wahrscheinlichkeit.

Es stellt sich nun die Frage, ob die durch einen Grenzprozel gewonnene
Verteilung p so mit dem Markovprozel in Verbindung steht, wie wir das
erwarten, ndmlich daf} p die Frequenz des Auftretens von Elementen in un-
endlichen Folgen auf die gleiche Weise mifit wie p,;(k) z.B. das Auftreten von
b. Hierzu beweisen wir den folgenden Satz.
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Satz 2.2 (Ubertragung des Satzes von Bernoulli) Sei © die Matrix
eines Markovprozesses und fiir ein s € IN gelte #° > 0. p sei die zugehorige
Grenzwahrscheinlichkeit.

Behauptung: p ldfit sich durch Frperimente mit hoher Wahrscheinlichkeit
recht genau bestimmen.

Beweis: Die gegebene Quelle ist also ein Markovprozel und wir stellen die
Frage, ob man diesen Prozefl durch Experimente approximativ bestimmen
kann. Hierzu benétigen wir die Annahme, dafl wir stets wieder in den gleichen
Zustand zuriickkehren kénnen, um das Experiment haufig durchfithren zu
kénnen. Das wird uns durch die Voraussetzung 7° > 0 gewéhrleistet.

Nun sagt der Satz von Bernoulli, dafl es zu jedem 6, > 0 und zu jedem

k€ IN und a,b € A ein Nyu(6,¢) € IN gibt, so daf

b
p{|@ —pap(k)| > 6} <e fiir s> Ngap(6,¢);

hierin ist s die Anzahl der Experimente und m(b) die Anzahl der Experimente
mit dem Resultat b.
Wir setzen

Nk(5, 5) = m%X{Nkab(& 5)}

und betrachten
k k
If —p| < If — pap(k)| + |pas(k) — pol,

worin k, die Anzahl der b in der Folge der Lange k angibt. Aufgrund des

Grenzwertsatzes zur Bestimmung von p gibt es zu n > 0 ein Ny(n), so dafl
pak) =l <5 fite k> No(p).

Also haben wir unter gleichen Voraussetzungen
Ky Ky U
— — | <|— — par(k —.
17 el = 150 = pa(R)[ + 5

Nun machen wir s Experimente der Lange k. m; gebe an, wie oft b an der

Stelle y der Folgen der Lénge k auftritt. kér) gebe an, wie grofl k;, in dem
r-ten Experiment ist. Wir interessieren uns also fiir

1 S kéT) 1 S (T) 1 E] kéT)
D R e
s 7; k 5k ’ k 7; s

Nun ist
s k

Sk =m
r=1 j=1
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Also gilt weiter

125:1@5”_12’“: ;
sk ki s
und
|lik£T) o |1Z’“:mj |
1 m;
< —Z|——pb|
kal

ol el

o
Il
—

m . 1~ )
< (= = P (D) + £ 2 Ipas(G) = pol.
7=1

Wir schatzen die rechte Summe fiir

_ 2 No(n)

N(n) ;

durch 5 ab, indem wir die Summe zerlegen in

Wir erhalten

j=1 j=1 s=No(n)+1
No(n) k n
< -z
= 5 T3
noon
< 5ty =

Also haben wir nun fiir n = 26, ¢’ = § —n, und & > N(n) und s > Ny(&',¢/k)

1 k)
p{|—27 — | > 6}
S =1

1 k my .
< {21 —pe()l 40 > 8}
7=1
< p{|%—pab(1)| > ¢ oder ... oder |%—pab(k)| > &'}
5

k
m; .
< Zp{l?]—pab(j)b&’} < k-k .
7=1

62



a

Resultat: Wir koénnen unter den oben formulierten Voraussetzungen py
durch fortlaufende Experimente beginnend in irgendeinen Zustand a mit ho-
her Wahrscheinlichkeit durch ]Z—b approximieren.

Bemerkung: Ersetzt man die von uns verwendete Definition fiir p, durch

1
pp = lim

k
k—oo E;pab(]%

dann erfafit man allgemeinere Markovprozesse, fiir die der eben bewiesene
Satz auch gilt. Markovprozesse, fiir die dieser Limes unabhéngig von a exi-
stiert, heiflen ergodisch.

2.3 Entropie von Markovprozessen
Sei m die Matrix eines stationdren Markovprozesses, und der Limes

pab(k) — M

existiere und sei unabhéngig von « fiir alle « € A.
Wir definieren

Ha = — Z Pab logpab
beA

und bezeichnen

H(A): Zpa'Ha

a€A
als Entropie der Quelle (A, 7).
Nun kann man entsprechend
H = — 3" puy - log pus

bEAT

und
g — S pa- H

a€A

setzen.

Bei einer verniinftigen Definition sollte unter Voraussetzung der Ergodizitat
H+s) — g o )

oder

H" =r. H
gelten.
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Lemma 2.1 Fzxistieren die Grenzwerte

po = lim pay(k)

fir alle a € A und sind sie von a unabhdngig, dann gilt

o+ — ) 4 ),

Beweis: Wir verwenden die Identitat

indem wir

mit

setzen und erhalten

und weiter

H+D

H(A-B) = H(A) + Ha(B)

Pa(ay,..ar) = Pa * Pa,ay “ Pajas’y- -+ Par_jar

A = Ho+ 3 paHy”

be A"

Z paH(gT+1) = Z paHa + Z Z papabH{ET)

a€A a€A a beAT

HY £33 papan) H = HO 4+ 3 pyHY
b a b

HY 4 g,

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung. O

2.4 Das Kodierungstheorem fiir Markov-

Prozesse

Wir fiithren die Kodierung von Markovquellen auf die Kodierung von gedécht-
nislosen Quellen zuriick. Hierzu betrachten wir die zu jedem Zustand «
gehorige Verteilung p,(b) := pu fiir a,b € A. Die Entropie dieser Vertei-
lung ist H,(A). Das Kodierungstheorem im gedéachtnislosen Fall liefert uns
einen préfixfreien Kode

mit

¢t A—{0,1}"

H.(A) < B(A, ca) < H(A) + 1.
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B sei der zu a und ¢, gehdrige Baum; die Blatter dieses Baumes tragen als
Markierung je ein Element von A. Die Markierung des Weges von der Wurzel
zu dem jeweiligen Element b ist gerade ¢,(b).

Nun verheften wir die Baume B, indem wir die Blatter mit gleicher Mar-
kierung b identifizieren. Hierdurch erhalten wir einen Graph. Wir ergdnzen
diesen Graph durch unmarkierte Kanten s,, deren Anfangspunkt der mit a
markierte Knoten des Graphen ist und deren Endpunkt die Wurzel des Bau-
mes B, ist. Die Kante s, wird mit dem leeren Wort ¢ markiert. Das tun wir
fiir alle @ € A. Der so erhaltene Graph wird durch G/(A) bezeichnet.

Einen Zustand ag € A zeichnen wir als Anfangszustand von G(A) aus.
(G(A), ap) bezeichnen wir als einen zu A gehorigen Kodegraph mit Wurzel
ag. Die Folge ay,. .., a; kodieren wir wie folgt: Wir suchen in Baum B,, den
Weg w; von der Wurzel von B,, zu dem Blatt ay. Dieser Weg ist eindeu-
tig bestimmt. Nun gehen wir iiber die Kante s,, zur Wurzel von B,,. In
B, ermitteln wir den eindeutig bestimmten Weg zu dem Blatt ay. usw. Wir
erhalten auf diese Weise einen eindeutig bestimmten Weg w

W = W1Sq, W2Sg, ... Wt

von der Wurzel ag von B,, des Graphen iiber die Bléatter aq,...,a; Die
Beschriftung von w erhalten wir durch

clar, ... a;) = coplar)co (az) ... cq_y(as).

Offensichtlich gilt fiir die Lénge
|c(ar, . an)] = [ea(ar)[ + .- + car i (ar)]-

Die Ubertragung der Nachricht ay,...,a; erfolgt in der Kodierung
c(aq, ... a;). Von dem Empfanger nehmen wir an, daf} er in Besitz des Ko-
degraphen (G(A),ag) ist. Er dekodiert ¢(aq,...,a;), indem er den Weg w
bestimmt, der die Markierung ¢(ay, ..., a;) tragt. w 148t sich leicht bestim-
men, da die Alphabetelemente, in denen ¢(ay, . .., a;) notiert ist, auf dem Weg
als Wegweiser stehen. Nun gibt der Dekoder die Blatter, die er iiberquert, in
dieser Reihenfolge aus. So erhélt der Emptéanger die Nachricht aq, ..., a;.

Die Kodierung mag nicht leicht berechenbar sein, da die Kodebdume i.a.
keine Suchbdume sind. Die Dekodierung dagegen ist einfach.

Wir schatzen die mittlere Kodeldnge E(c,t) wie folgt ab:

E(C, t) = Z PagaiParas « - - Pag_qas * |c(a1, ) at)|
ag At
1
= Z Z Pagay -« - Pay_jas |Ca]_1(a]‘)|
7=1 a€ At
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t
= Z Z paoa]—1(j - 1) “Paj_qa; - |Ca]_1(a]‘)|

J=laj—1,a;

= izpaoa(j - 1)paa’|ca(a/)|

ij=1a,a’

¢

= 22 Pagald = 1) - 3 Paar - leala’)].
a j5=1 al

Hierin ist pg(0) fiir @ = b und pg) = 0 fiir a # b.

Wir interessieren uns nun fiir die mittlere Kodeldnge pro Zeichen ¢ € A und

setzen deshalb

P = S el 1) K b (@)
< X paali — 1) (Ha 1)
::Z%Z%MFU%m+L

und zwar unabhéngig von ag. Somit haben wir das

Lemma 2.2 Ist (A, ) ein ergodischer Markovprozef3, dann gilt fir unseren
Kode

1
tlim ;E(c,t) < H+1

Wir verschiarfen das Lemma, indem wir anstelle von p,, die Verteilung
Pa(ar...ar) betrachten und erhalten

—_

1 1 1
lim —FE(e,t-r) < —HD 4+ — = H 4+~
r r

t—oo {1 r

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.3 Ist (A, 7) ein ergodischer Markovprozef, dann gibt es zu vorgege-
benem e > 0 einen Kode ¢ : A” — {0, 1} mit

1
lim —E(c",t-r) < H +e.

t—oco f -1
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In Worten: Man kann durch eine geeignete Kodierung ergodische Markov-
quellen so komprimieren, dafl die mittlere Kodeldange pro Zeichen H auf jede
vorgegebene Genauigkeit approximiert.

Es bleibt zu zeigen, dal H eine untere Schranke fiir asymptotisch optima-
le Kodierungen ist. Hierzu miissen wir zunéchst einmal definieren, welche
Kodierungen betrachtet werden. Im Falle gedéchtnisloser Quellen spielte es
keine Rolle, mit welchem Element eine Folge beginnt. Weiter haben wir im
Kodierungstheorem im gedachtnisfreien Fall vorausgesetzt, dafl der fortlau-
fend erzeugte Datenstrom durch préfixfreie Kodes erzeugt wird, was eine Ga-
rantie fiir die sequentielle Dekodierbarkeit darstellt. Der Kode, den wir gera-
de zur Kodierung der Markovquelle verwendet haben, ist i.a. nicht préfixfrei.
Aus diesem Grund lassen wir allgemeinere Kodierungen zu. Wir nehmen nun
an, daf} die Kodierung durch eine universelle Turingmaschine oder eine dazu
aquivalente Maschine vorgenommen wird. Diese Maschine erhilt als Eingabe
die durch die Quelle erzeugte Folge aq,...,ay,.... Die Maschine erzeugt mit
einer gewissen Verzogerung als Ausgabe den Kode ¢ = s1,52,...,84,.... Die-
ser Kode wird {ibertragen und dient einer entsprechenden Maschine zur Er-
zeugung der Ausgabefolge ay, ..., as, ... am Ort des Emptangers. Wir verlan-
gen, daB der ganze ProzeB mit einer Verzdgerung ablauft, die durch const. - ¢
beschrankt ist. Dabei soll die Konstante const. weder von der Teilfolge selbst,
noch von ihrer Linge ¢ abhingen. Nun fithren wir die Ubertragung fiir alle
Folgen a = (ay,...,a) durch. Das ist natiirlich ein Gedankenexperiment, da
wir unsere Quelle ja nicht ohne weiteres in den Anfangszustand zuriicksetzen
kénnen. Die Annahme der Ergodizitat erlaubt uns das aber, da sie bewirkt,
dafl der Anfangszustand mit Wahrscheinlichkeit 1 immer wieder auftritt. Nun
sei t, der kleinste Index, so dal a aus dem Prafix (sq,..., s, ) der Kodefolge
zurlickgewonnen werden kann. Unsere Annahme iiber den Kode garantiert
uns t, < const. -t fiir alle o € A", Damit erhalten wir in Gestalt der Folgen
(S1,...,8t,) einen Kode fiir A’. Wir bezeichnen diesen Kode mit Cy. Setzen
wir p(a) = pa,u, dann gilt asymptotisch aufgrund unseres Kodierungstheo-
rems fiir injektive Abbildungen (Seite 21)

H(A, ) < B(C).

Nun gilt
H(A, pW) = H(Ap)+ > po, HI V(A7)

1
al

= H(A,p)+(t—1)- H(A, 7).

Hierin ist p die asymptotische Verteilung iiber der ergodischen Quelle A. Also
haben wir

H(A,p) — H(A,7)
t

+H(A 7)< %E(Ct).
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Hieraus folgt
H@Lw)§1m1%E«l)

t—o00

Ersetzen wir den Kode C; durch den Kode C] = (}$, wo § ein Trennzeichen
ist, dann ist C7 préfixfrei. Wir haben damit C] = C; 4+ 1. Verwenden wir eine
Maschine, die C] gebraucht anstelle von C}, dann erhalten wir fiir ¢/ =r - ¢

H(A,p) — H(A,7)

t-r
d.h.
3(ﬂ&@—ﬂmmx4)+m&ﬂggﬂa)
T t t
fiir r — oo erhalten wir daraus
H(A,7) < %E(Ct).

Nun ergibt sich der durch unsere Maschine berechnete unendliche Kode C,
als Limes von C} fiir t — oo. Fiir die mittlere Kodelange Fo(C\,) pro Zeichen
ergibt sich also

H(A,7) < Fo(Cw).

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.4 Der auf Grundlage der Kodegraphen konstruierte Kode C' ist fir
ergodische Markovquellen hinsichtlich seiner mittleren Kodelinge pro Zeichen
asymptotisch optimal. Das Optimum ist die Entropie H(A,7) der Quelle
(A, 7). Dariberhinaus ist H(A,x) eine asymptotische untere Schranke fir
die mittlere Linge %E(Ct) eines endlichen Kodes C.

2.5 Suchgraphen

Wir betrachten nun wieder den Fall, daf auf A eine Ordnung ' < ' gegeben
ist und Kodierungen, die diese Ordnung respektieren. Die Ubertragung der
fiir Bdume entwickelten Konzepte auf die Graphen ist offensichtlich. Man
konstruiert zu jedem a € A und der Verteilung p,_ den Suchbaum B, und
verheftet anschliefend die Blatter der Suchbaume, wie wir das im vorigen Ab-
schnitt beschrieben haben. Damit ist man in der Lage, zu Suchquellen (A, 7)
einen Suchgraphen aufzubauen, der eine mittlere Suchzeit £ gewiahrleistet,
die asymptotisch durch

H(A) < E < H(A) +2
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abgeschitzt werden kann. Der Beweis ergibt sich durch die Ubertragung der
Resultate iiber Suchbdume nach Vorbild von Abschnitt 3.

Auch die dynamische Anpassung von Suchbdumen an gedichtnislose Quellen
bei unbekannter Verteilung 18t sich auf Markovquellen {ibertragen. Man
paBt eben den jeweiligen Baum B; an, indem man das Element a lokalisiert
hat, durch Rotation von a zur Wurzel von Bj an. Das geschieht, ohne daf}
ein anderer Baum von (G(A) hierdurch betroffen wird.

Es bleibt die Neuwaufnahme von Elementen in G(A) zu diskutieren. Wir be-
trachten also die Situation, dal wir in B, nach einem FElement a suchen,
das sich als nicht vorhanden erweist. In diesem Fall ist es auch in dem ak-
tuellen Suchgraphen nicht vorhanden. Das Element muf} also in jedem der
Suchbdume verankert werden. Das kann geschehen, indem man in jedem der
Suchbdume die Suche nach a startet und ¢ nach dem fiir Ba&ume beschrie-
benen Verfahren anheftet. Das ist natiirlich ein sehr aufwendiges Verfahren.
Das Verfahren wird effizient, wenn wir von vornherein in den Suchbidum-
en, wie wir das im Abschnitt 1.4.2 fiir unvollstandige Suchbdume beschrie-
ben haben, die nicht besetzten Intervalle als Knoten mitfiihren. Nach diesem
Vorbild nehmen wir also die Intervalle als Knoten mit in den Suchgraphen
auf. Damit findet durch die Lokalisation von a in einem Intervall und in der
Auflésung des Intervalles in mehrere Knoten die Einbindung von « in alle
Baume simultan statt.

Die Resultate iiber mittlere Suchzeiten, die wir {iber den Fall der Baume
gewonnen haben, lassen sich wieder unmittelbar iibertragen, da sich ja die
mittlere Suchzeit in dem Graph als mit den Wahrscheinlichkeiten fiir die
Verwendung von B, gewichtete Summe der Suchzeiten in den Baumen ergibt.
Wir haben das allerdings mit einem hohen Aufwand zu bezahlen.

2.6 c-Zerlegungen von Markovquellen

Wir interessieren uns hier fiir Markovquellen (A, ), deren Matrizen fast zer-
fallen. Wir betrachten zur Erlauterung die Matrix

T 0 0
0 T2 :

T = 5
0 0 Tk

worin die 7; selbst Markovquellen beschreiben. Die Quelle A zerfillt also in
k unabhéangige Quellen (A;,7;) mit A = Ay U...U Ay und A, N A; =0
fiir ¢ # j. Der Suchgraph G/(A) besteht in diesem Fall aus k paarweise nicht
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zusammenhangender Suchgraphen G(A;). Natiirlich besitzen solche Suchgra-
phen kein theoretisches Interesse. Anders liegt der Fall, wenn sich G(A) fast
in dieser Weise zerlegen 148t, namlich dann, wenn G(A) in & Komponenten
G(A1),...,G(Ag) zerlegt werden kann, die nur durch Kanten verbunden sind,
die sehr selten betreten werden. Ein praktisches Beispiel ist ein Wérterbuch,
das von mehreren Sprachen, sagen wir vom Danischen, Englischen, Franzosi-
schen, Italienischen und Russischen ins Deutsche verweist. In diesem Fall
wird ein Benutzer, der gerade ein russisches Wort nachgeschlagen hat, mit
hoher Wahrscheinlichkeit auch das ndchste Mal ein russisches Wort nach-
schlagen, wenn er z.B. einen russischen Text liest.

Diese Vorstellung nehmen wir zum Anlaf fiir die folgende Definition.

Definition 2.4 Ist ¢ > 0 und A = Ay U ... U Ay eine Zerlegung von A mit
A £ 0,A4,0A; =0 firi# j, sosprechen wir von einer e-Zerlegung der
ergodischen Markovquelle (A, x), falls

S| ™

pabé
gilt, fira € Ay undbe A—A; firv=1,...,k und n = #A.

Wir setzen fir A" C A
pa(A/) = Z Pab
beA/
und
pA’(b) = Z Pa * Pab-
ac A’
Hierin bezeichnet p, wie frither die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
a.

Damit haben wir fiir die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges von A; in A— A;
bei e-Zerlegungen
P4, (A—A;) < Z pa(n — ni)E < pa, €, wobel n; =#A,.
n

a€A;

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl {iberhaupt ein Wechsel von einer e-
Komponente in eine andere stattfindet, ist damit also < e.

Wir wollen nun den seltenen Ubergang von einer e-Komponente in eine an-
dere ausnutzen, um die Gréfle des Suchgraphen zu reduzieren. Das tun wir,
indem wir zu jedem A; einen Standardeingang schaffen. Wir zeichnen also in
jedem A; ein Element a9 € A; aus und leiten jeden Sprung, der aus einem
A;(j # i) auf b € A; zielt nach a'). Das fithrt eventuell zu einem Verlust der
Suchzeit, da wir die in A; bereits aufgewendete Suchzeit fiir b verschenken
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und eine neue Suche in B ¢ starten; zudem wird die Suchzeit in B, ) im Ver-
gleich zu dem Baum, in dem wir die Suche bereits gestartet hatten, eventuell
langer dauern. Da dieses Ereignis aber selten eintritt (mit Wahrscheinlichkeit
< ¢), kénnen wir uns diese Verschwendung leisten.

Der Suchgraph , den wir nun zu (A, 7) konstruieren, ergibt sich aus G/(A) al-
so wie folgt: Ist s Kante eines Suchbaumes B, mit a € A;, deren nachfolgende
Blétter alle in A; liegen, dann legen wir die Kante s so um, daf} ihr End-
punkt nun der Wurzelknoten von B ) ist. Die in dem urspriinglichen Baum
auf s folgenden Kanten werden alle gel6scht. Die Gesamtsuchzeit erh6ht sich
dadurch schlimmstenfalls um die Zeit ¢ - n.

Ist also A = A U...U Ay eine e-Zerlegung mit £ = log n~', dann erhéht sich
die mittlere Suchzeit in GG(A) im Vergleich zur Suchzeit in G(A) hochstens

um 1.

Die Einsparung der Anzahl der Kanten ergibt sich aus folgender Uberlegung:
Die Suchbdume mit Wurzel ¢ in A; haben #A; + (k — 1) Blatter und da
der Verzweigungsgrad in Suchbdumen stets gleich 2 oder 0 ist, haben wir in
jedem Suchbaum 2 - (n; + k — 2) Kanten, wenn n; = #A; ist. Fiir die Anzahl
K der Kanten in G erhalten wir also

k
=1
k k
= 2> ni+2(k—2)> n
=1 =k
k
= 2> ni+2-(k—2)n
=1

Haben wir k = /n und n; = y/n fir alle ¢, dann liegt der giinstigste Fall vor:

K = 2-yVn-n+2(y/n-2)n
= 4-n-+/n—4n.

Die GroBe von G reduziert sich in diesem Fall um etwa den Faktor \/n.

2.7 e-Uberdeckungen von Markovprozessen

Wir betrachten eine zweite Methode, den Suchgraph zu reduzieren. Hierzu
definieren wir auf A den Abstand

|Cl - b| = gle‘%i( |pax - pbx|
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und setzen

fell = ma]e(r)].

Damit erhalten wir fiir

E, = Z pa$|c($)

rEA
1By — By < ) [Paw — Pral - ()]
< Ja—b]- .

Ist A" C Aund h: A — A’ eine Projektion (d.h. h(a’) = o fiir o’ € A'),
dann bezeichnen wir (A, h) als e-Uberdeckung von A, wenn fiir alle a,b € A
aus h(a) = h(b) folgt, daB |a — b < ¢ ist.

Offensichtlich gilt fir |a — b] < e
|Ey — Ey| < el

Wir wahlen zu jedem o’ € A’ einen optimalen Suchbaum B/ und konstru-
ieren GG(A") wie folgt: Wir identifizieren die zu a € A gehorigen Blitter der
Suchbdume B,/,a" € A’. Danach ziehen wir von jedem Knoten a eine Kante
Sqar 70 der Wurzel des Baumes B/, a' = h(a).

Wir vergleichen die mittlere Suchzeit E in G(A) mit der mittleren Suchzeit
FE’"in G(A’): Wir finden

|E_El| S Zpa'|Ea_Eh(a)|

aEA
< e ) pallenwl
aEA
= -y plh7'(d)) |lea].
/eA/
Ist
< (Y p(h™Ha"))  ewl)!
aEA’
dann ist

|EF— E'| <e.

Nun mufl man die Einsparung #A’/#A in Bezichung setzen zu dem durch
¢ beschrankten Verlust an mittlerer Suchzeit, wenn man G(A) durch G(A’)
ersetzt.

Es stellt sich hier das Problem, gute e-Uberlegungen von (A, 7) zu berech-
nen. Interessant mag man vielleicht die Frage finden, wie gut sich |F — E|
abschitzen 1aft, wenn man die Auswahl von A’ durch eine Schranke #A’ <

V#Aoder # A" <log(#A) oder #A" < L4 A mit festem m € IN beschrankt.
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| — FE’| kann natiirlich auch dadurch klein werden, daB p(h~!(a’)) klein
wird. Es stellen sich hier also eine Reihe interessanter Fragen, insbesondere
dann, wenn man nur weif}, dafl es sich bei der Quelle um einen Markovprozef3
handelt, der eventuell auch ausgeartet, d.h. geddchtnislos ist.

2.8 Sortieren und andere Anwendungen

2.8.1 Sortieren

Kennt man die Markovquelle (A, 7), dann kann man einen Suchgraphen G/(A)
aus optimalen Suchbdumen konstruieren und ihn als Basis fiir einen Sortieral-
gorithmus verwenden, so wie wir das mit Baumen bei gedichtnislosen Quellen
getan haben. Ist aq,...,a; eine durch (A, 7) erzeugte Folge, die zu sortieren
ist, dann lokalisieren wir die Elemente a; der Reihe nach in dem Suchgra-
phen. In den Blattknoten zéhlen wir die Anzahl der Bereiche, so daff nach
Beendigung der Eingabe in dem Blattknoten a vermerkt ist, wie oft er in der
Folge a1,...,a; vorkommt. Das erfordert im Mittel hochstens ¢ - (H(A) + 3)
Schritte. Nun geben wir die Elemente a € A in ihrer vorgegebenen Ordnung
aus und zwar in der Multiplizitét, die in dem jeweiligen Knoten verzeichnet
ist. Das erfordert 2n Besuche von Knoten eines fiir die Ausgabe ausgewahl-
ten Baumes und ¢ Zahlschritte, um alle Zahler wieder auf 0 zu bringen. Also
haben wir den

Satz 2.5 Ist (A, 7) eine Markovquelle und G(A) der zugehorige Suchgraph
aus optimalen Suchbiumen, dann gilt fir die mittlere Sortierzeit E(A,x,t)

auf Basis von G(A)
E(Ar t)y<t-(H(A)+ co) + 2n,

worin ¢y eine von t unabhdngige (kleine) Konstante und n die Anzahl der
Elemente von A ist.

Die Ubertragung der Resultate, die wir fiir das Sortieren im Falle gedéchtnis-
loser Quellen mit unbekannter Verteilung erzielt haben, folgt dem gleichen
Schema. Hierbei stellt sich aber das Problem, das Sortierverfahren im Fal-
le ausgearteter Markovquellen, wie z.B. gedéchtnisloser Quellen, nicht durch
den Aufbau einer unnétig grofien Datenstruktur zu belasten. Wie man dieses
Problem der dynamischen Anpassung effizient 16sen kann, ist noch offen.

2.8.2 Andere Anwendungen

Auch bei geometrischen Problemen ist es sinnvoll, anstelle von unabhéangi-
gen Verteilungen Markovprozesse zu betrachten. Beobachten wir durch ein
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sich bewegendes Fenster ein Haus, dann ist die Wahrscheinlichkeit, ein zwei-
tes Haus in der Ndhe zu beobachten, durch die erste Beobachtung erhoéht,
und auch ein Schaf findet sich selten allein. Wir erlautern diese Idee etwas
ausfiithrlicher an einem Beispiel aus dem Bereich ,Beobachtung des Strafien-
verkehrs®.

Wir beobachten den StraBenverkehr durch ein Fenster, wie es z.B. ein Fern-
sehbildschirm reprasentiert. Wir interessieren uns fiir die Frage, welche Ka-
pazitit ein Ubertragungssystem zur Verfiigung stellen muf, um den Verkehr
auf einer Landstrafle zu tibertragen. Dazu modellieren wir den Verkehr auf
einer Strafle in stark vereinfachter Form durch einen Markovprozef.

Die Strafle habe zwei Fahrspuren, fiir jede der beiden Richtungen eine. Die
Mittellinie der Strafie ist durch eine gestrichelte Linie gekennzeichnet, so daf}
Uberholvorgénge erlaubt sind.

Das Fenster legt tiber die Strafle eine Rasterung, die die sichtbare Fahrbahn
in k£ Abschnitte einer festen Lange unterteilt. Ein Fahrzeug befindet sich in
unserem Modell stets in einem solchen Abschnitt, entweder auf der einen oder
auf der anderen Spur. Befinden sich zwei Fahrzeuge im gleichen Abschnitt
auf der gleichen Spur, dann interpretieren wir das als ,,Unfall“. Wir ordnen
der Strafle eine Richtung ,+“ zu, die mit der aufsteigenden Nummerierung
der Abschnitte tibereinstimmt. Die Autos beschranken wir auf fiinf mégliche
Geschwindigkeiten v:
ve[-2:2].

Ist v negativ, dann fahrt das Auto in Richtung ,,-*. Ist v positiv, fadhrt es in
»+“-Richtung. Ist v = 0, dann hé&lt es an.

Die Belegung der Straie durch Fahrzeuge reprasentieren wir durch eine Ma-
trix

F:l:k]x[0:1] — ([-2:2]U{0,$}).
F(i,7) gibt den Zustand des Verkehrs in Feld ¢ auf Spur j an. Ist F'(7,5) = 0,
ist das Feld frei von Fahrzeugen, ist F'(¢,7) € [—2 : 2], dann befindet sich auf
Feld (¢,7) ein Fahrzeug mit Geschwindigkeit F'(¢,7). Ist F(7,j) = §, dann
haben wir mindestens zwei Fahrzeuge auf dem Feld (¢, j).

Den Fahrzeugverkehr modellieren wir nun durch einen Markovproze. Wir
setzen dazu

A={F|F:[1:k]x[0:1] —[2:20U{0,$}}

und definieren nun eine Matrix «, die die Ubergangswahrscheinlichkeit F' —

F" beschreibt. Also
T = (prr )Frea,

ZPF,F’ =1, prr >0.
F/
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Spur 0 | =1 | =1 | =2 —1 00| 2
Spur 1 1 0 1 0 0 0 1
1 2 3 k

Figur 2.1: Darstellung der Strafle
Wir beschreiben pgp durch lokale Bedingungen, aus denen sich die
Ubergénge pp g ergeben.

Wir sehen den Verkehr als durch einen Takt getrieben an. Zu jedem Zeitpunkt
t € IN ist also F' definiert.

Zur Erliuterung betrachten wir einen Uberholvorgang.

01000 D200 01020
11 (0|0 OLo |10 01010
[kl 42 i3 [kl 2 i3 i1 42 i3 4
010120 01000
011100 01011
43 i+d i+5 46 i+3 i+ i+5 i+6

Figur 2.2: Uberholvorgang

Dieser Uberholvorgang hat also von seinem Anfang bis zum Abschluff einen
Streckenabschnitt der Lange 6 belegt. Stellen wir Gegenverkehr in Rechnung,
der sich mit Geschwindigkeit -2 n&hert, dann sollte das Fahrzeug, das zum
Uberholen ansetzt, etwa 15 Felder vorausschauen und auch einige Felder nach
hinten schauen und von dem Zustand dieser Umgebung seines momentanen
Ortes seine Entscheidung abhéngig machen.

Allgemein: Das Fahrzeug auf Feld ¢ entscheidet sich in Abhéngigkeit von dem
Straflenzustand auf [¢ — 8¢ : ¢ 4 61] x [0 : 1] in welchen Zustand es iibergeht:
Die méglichen Entscheidungen fiir das Fahrzeug sind:
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v beibehalten
v — v’ = v £ 1 mit der Nebenbedingung v € [—2 : 2]

Spur beibehalten; Spur wechseln

Die Auswirkungen sind:

Ist F'(¢,7) = 0, dann bleibt das Fahrzeug auf der Position (¢,7) im
Zustand v € {0,—1,1}.

Ist F'(i,7) = 1, das Fahrzeug geht in Position (¢ + 1,7) oder (: + 1,7)
iiber (7 = j + 1(2)) mit v € {0,1,2}.

Ist F'(i,7) = 2, das Fahrzeug geht in Position (i + 2,7) oder (i + 2,7)
tiber mit v € {1, 2}.

Ist F(i,j) = —1, das Fahrzeug geht in Position (i — 1,7) oder (i — 1, 7)
tiber in Geschwindigkeit v € {0, —1, —2}.

Ist F(i,j) = —2, das Fahrzeug geht in Position (i —2,7) oder (i —2,7)
tiber und in Geschwindigkeit v € {—2, —1}.

Diese Uberginge sind allerdings nur dann méglich, wenn sie vertraglich sind
mit den Entscheidungen der anderen Fahrzeuge. Konflikte liegen vor, wenn
verschiedene Fahrzeuge das gleiche Feld besetzen oder einander {iberspringen.
Ein Beispiel fiir letzteren Fall wiirde der folgende Ubergang leisten.

2 =11 010 10|20
01010 (/A
[kl 42 i3 il 2 i3

Figur 2.3: Konflikt zwischen Fahrzeugen

In diesem Fall fithren die von den Fahrzeugen unabhingig voneinander ge-
troffenen Entscheidungen nicht zu den erwdhnten Situationen, sondern wir
definieren in diesem Fall als Resultat:
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$|1$ |00
010101

7 +1 42 43

Figur 2.4: Unfall

das wir als Unfall interpretieren.

Die Entscheidung jedes Fahrzeuges schreiben wir nicht eindeutig vor, son-
dern nur durch gewisse Wahrscheinlichkeiten, die von dem Zustand der den
Fahrzeugen einsehbaren Umgebung U(1, j) bedingt wird. Mit F'(U(i, 7)) be-
zeichnen wir den Verkehrszustand, der zu F' auf der Umgebung U(¢, j) gehort.

Der Folgezustand auf dem Feld (7, j) ergibt sich damit aus den Entscheidun-
gen der Fahrzeuge auf Positionen (¢, j'), in deren Zielbereich die Position
(¢,7) liegt.

Der Rand des Fensters erfordert eine Sonderbehandlung. Hier kénnen Fahr-
zeuge austreten. Diese Entscheidung machen wir nur von dem Teil der zu-
gehorigen Umgebung abhéngig, die im Fenster liegt. Die Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten eines Fahrzeuges in das Fenster bedingen wir durch den
Teil der Umgebung, der in Fahrtrichtung im Fenster liegt und durch eine
mattlere Verkehrsdichte, die wir vorgeben.

Wir miissen weiter festlegen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Schrott $
von Unféllen von der Strafle verschwindet. Das regeln wir so, dal $ durch ()
mit hoher Wahrscheinlichkeit ersetzt wird, wenn alle Fahrzeuge im Sichtbar-
keitsbereich der betreffenden Spur stehen.

Da alle Fahrer ihre Entscheidungen unabhingig voneinander treffen, ergibt
sich die Wahrscheinlichkeit fiir die Entscheidung einer auf I’ folgenden Kon-
figuration F” als Produkt der Entscheidungswahrscheinlichkeit der Fahrer.
Nun kann, wie wir festgestellt haben, aufgrund der Wechselwirkung zwischen
den Fahrzeugen, nicht jeder angestrebte Ubergang F — F” stattfinden. Un-
sere Regeln fiir die Konfliktbehebung ordnen F’ eindeutig eine Konfiguration
F zu, in die als F aufgrund der getroffenen Entscheidungen der Fahrzeuge
iibergeht. Hierdurch erhalten wir aber noch nicht py 7, da verschiedene Ent-

scheidungen von F' zu der gleichen Konfiguration F' fithren konnten. Man
hat also

Pri = Y, PEF
FlesF
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Hierin bedeutet F ~» F die Auswirkung der Entscheidung der Fahrzeuge,
oder besser der in den Fahrzeugen verborgenen Fahrer.

Um zu einem ergodischen Markovprozef gelangen zu kénnen, eliminieren wir
alle Konfigurationen F', die ausgehend von einer leeren Strafle nicht erzeugt
werden kénnen. Sinnvoll ist eine Wahl der Entscheidungswahrscheinlichkei-
ten und Eintrittswahrscheinlichkeiten nur, wenn die Eintrittswahrscheinlich-
keiten mit den Entscheidungswahrscheinlicheiten in dem Sinne vertraglich
sind, dafl ein Verkehrsflufl entsteht, der den Eintrittswahrscheinlichkeiten
entspricht.

Die Entropie des schliefllich so definierten Prozesses ist eine untere Schranke
fiir die Informationsmenge, die ein Fernsehkanal {ibertragen kénnen muf, um
das Geschehen auf unserem Straflenabschnitt iibertragen zu kénnen.

Eine in Einzelheiten gehende Diskussion aller Félle und die prézise Berech-
nung der Entropie ist im Rahmen der Vorlesung nicht moglich.
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Kapitel 3

Die Kapazitat von diskreten
Kanéalen

3.1 Gestorte diskrete Kanale ohne Gedacht-
nis

3.1.1 Definitionen

Wir betrachten nun den gestérten Kanal. Der Kanal besitzt ein Einga-
bealphabet X und ein Ausgabealphabet Y. Der Zusammenhang zwischen
Eingabe- und Ausgabealphabet wird statistisch beschrieben.

Sei D(X) die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber X, d.h.

DX)={p: X —[0,1] | >_ p(z) = 1}.

zeX
(X, p) mit p € D(X) ist also eine Informationsquelle ohne Gedéchtnis.
Ein Kanal ist mathematisch eine Abbildung
k: X — D(Y).

k(x) : Y — [0,1] gibt also an, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Kanal
auf die Eingabe von z hin als Ausgabe y produziert.

Unser Problem: Man schliefle von der Ausgabe y zuriick auf die Eingabe .

Wir verwenden wie frither die Beziehungen

p(x,y) = p() - p.(y)
und

a(y) = > p(x) - paly).

rzeX
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So erhalten wir als Wahrscheinlichkeit p,(x) fiir die Eingabe x, wenn y emp-
fangen wurde

p(e) = P2V ) 20,

Definition 3.1 Der Kanal  heifit storungsfrei, wenn fir alle (z,y) € X xY

pa(y) € {0,1}

gilt.

Wir fassen nun den Kanal als eine Quelle auf, die bei Kenntnis von y Elemente
aus X erzeugt. Die in diesem Sinne zu y gehorige Entropie ist

Z py log py )

rzeX

Hierdurch driickt sich die Unbestimmtheit von z relativ zu y aus. Wir erhal-
ten als mittlere Unbestimmtheit

- zy:q(y) CHy(X) == pla,y)log py(x).

XxY

Bezeichnung: Hy (X) heifit Unbestimmtheit des Kanales k : X — D(Y)
in Bezug auf die Quelle (X, p).

Da Hy(X) nach dem, was wir tiber Quellen ausgefiithrt haben, als mittlerer
Informationsgewinn bezeichnet werden kann, wenn wir unter Kenntnis der
Ausgabe y die Fingabe x erfahren, so ist es ein plausibler Ansatz Hy (X)
als mittleren Informationsverlust aufzufassen, der bei der Ubertragung der
Quelle (X, p) tiber den Kanal s auftritt. Somit setzen wir als Ma$ fiir die im
Mittel bei dieser Konfiguration iibertragene Information den Ausdruck

H(X) — Hy(X)
an. Wie wir in Satz 1.7 gezeigt haben, gilt stets
H(X)—- Hy(X)>0.

Der Ansatz wird spater durch den Beweis des Kodierungstheorems gerecht-
fertigt.
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Man betrachtet zwei Grenzfalle:

1. Der verlustfreie Kanal
k heifit verlustfrei: <= Hy(X) = 0.

2. H(X)—Hy(X) = 0.Im 2. Fall ergibt sich aus Satz 1.7, daf} genau dann,
wenn (X, p), (Y, )(H(X,Y) = H(X) + H(Y)) unabhéngig sind, auch
(X, p) und (Y, ¢) voneinander unabhéngig sind, d.h. daff der Kanal am
Ausgang keine Information iiber die Eingabe enthilt.

Wir zeigen nun, dafl die Bezeichnung verlustfrei im Falle 1 berechtigt ist. Aus

Hy(X)=0
folgt
0 = = plx,y)-logp,(z)
XxY
= — Y plz,y)logpy(z)— > pla,y)logp,(z)
py(l’)zl py(l’)?ﬂ
= — Y ple,y)logp,(e).
py(z)#1
Hieraus folgt
> plzy) =
py(z)#1
d.h.
> plz,y) =
py(l’)zl

Nun setzen wir

und erhalten

Also haben wir

Nun gilt weiter
A, NAy =0 fir z# 2 p(x) pla’) £0

81



Diese Behauptung folgt leicht indirekt.
Ware y € A, N A, dann hitten wir p,(2) = p,(2') =1 d.h. >, p,(2) > 2.
Aus diesem Resultat ergibt sich, dafl y die Eingabe x eindeutig bestimmt.

Man sieht leicht, daf die Bedingung p.(A,) = 1 auch hinreichend ist fir die
Verlustfreiheit des Kanales.

Wir haben damit fiir zwei Grenzfille gezeigt, dafl der Ansatz, die mittlere
Informationsmenge, die £ von der Quelle (X, p) iibertragt, zu messen, passend
ist. Wir suchen aber ein von Quellen unabhangiges Maf} fiir die Kapazitat
eines Kanales. Ein solches Maf} liefert die folgende

Definition 3.2

Cy= max (H(X)— Hy(X))

peD(X)

heifit Kanalkapazitdt von k.

Fir n = #X kann man p € D(X) als Punkt in IR" interpretieren. In diesem
Sinne gilt D(X) C [0,1]". D(X) erhdlt man als Schnitt der Ebene a1 +...+
x, = 1 mit [0,1]" und ist also abgeschlossen. Also existiert das Maximum

von H(X) — Hy(X) in D(X).

Es bleibt zu zeigen, dafl die Definition der Kanalkapazitit leistet, was wir
von einem solchen Maf} erwarten:

Ist (X,p) eine Quelle mit H(X) < C,, dann sollte sich die Quelle, ohne
einen tiber alle Grenzen wachsenden Stau zu produzieren, mit vorgegebener
Zuverlassigkeit tiber den Kanal & iibertragen lassen. Der Nachweis dafiir, daf}
diese Vorstellung zutreffend ist, ist der Gegenstand dieses Paragraphen.

3.1.2 Kanalerweiterungen und Entscheidungssche-
mata

In diesem Paragraphen schiatzen wir die Kanalkapazitét eines Kanales ab, der

sich durch Zusammenschalten verschiedener Kanéle erzeugen 1a8t. Zunéchst

betrachten wir den einfachen Fall, dal wir den gleichen Kanal r-mal neben-

einanderschalten. Anschliefend betrachten wir das Hintereinanderschalten
verschiedener Kanale.

Sei (X, p) eine Quelle und « : X — D(Y) ein Kanal, » € IN;u € X" und
veY'.

Wir setzen fiir u = uy - ... up, v =07-... 0,
pu(v) = Py (vl) T 'pur(vT)'
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Wir setzen k aut X" fort, indem wir

w(7)
U — pu(v)

definieren. £(") heifit die Fortsetzung von & auf X”. Wir setzen nun U = X"

und V =Y. Es gilt dann der

Satz 3.1 Ist k : X — D(Y) ein Kanal mit Kapazitit C,, dann gilt
Cﬁ(r) =T: CH‘

Beweis: Zum Beweis schatzen wir H(U)— Hy (U) fiir beliebige Quellen (U, p)
ab.

Es gilt, wie wir gesehen haben,
HUV)=HU)+ Hy(V)=H(V)+ Hy(U).
Hieraus folgt
HU)—-Hy(U)=H(V)— Hy(V).

Wir verwenden den rechten Term zur Abschéatzung. Es gilt

—Hy(V Zp (u,v) log pu (v Zp (,0) - (3 log pu; (1))

Wir setzen

= ;p(u,v) und p Zp

v =y

Setzen wir weiter

dann erhalten wir

ZZP (z,y)log pa(y) = S HP (Y

z,y =1 =1

und weiter
,

H(U) — Hy(U) = ZHZ

Nun gilt

H(U) = Hy(U) < S(HO(Y) - HP(Y))

IA
.
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Wahlen wir nun (X, p), so daf
H(X)—- Hy(X)=0C,

ist, dann erhalten wir fiir die unabhéngig auf U = X" fortgesetzte Verteilung
p von p.

P (x,y) = pla) - pa(y)

und also
HWU)—-Hy(U)=r-(H(X)—Hy(X))=r-C,.
Also gilt, wie behauptet
Cun=r-C4
O

Als néchstes behandeln wir die Frage nach der Kapazitat von zwei hinterein-
ander geschalteten Kanéalen. Es seien also X, Y, Z endliche Alphabete und

k: X = DY), \:Y = D(Z)
zwei Kanéle. Wir definieren nun
k-A: X — D(Z)
indem wir
ra(2) = Y pe(y)ay(2)
setzen. Identifizieren wir y

K= (pe(y))eex, A= (gy(2))sey

xT
yeEY z€Z

dann gilt also fiir den Kanal x o A

ko= (pa(y)) - (qy(2)).

Wir vergleichen

H(X) - Hz(X) = H(Z) — Hx(Z)
und

H(X)—Hy(X)=H(Y)—- Hx(Y).
Das Ziel ist

H(X)—Hy(X)> H(X)— Hz(X)

zu beweisen. Das ist dquivalent mit
—Hy (X) = —Hz(X)

oder
Hz(X)— Hy(X) > 0.

Wir behaupten:
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Satz 3.2
C1/10/\ S CH'

Erlauterung: Man kann keinen Kanal dadurch verbessern, dafl man einen
zweiten Kanal dahinter hangt. Das gilt natiirlich auch fiir den Fall, da§ A
verlustfreiist. Da sich Dekodierverfahren als verlustfrei auffassen lassen, kann
man also auf keine Weise die Kapazitat eines Kanales erhéhen. Es bleibt dann
noch die Frage, ob man die Kapazitit eines Kanales auch voll nutzen kann.

Beweis: Wir betrachten also
Hz(X) — HY(X )
Zp y)log py(x Zp z)log p.(x)

= Zl;p pr ) log py ( pr ) log p-(z))
= Zx:p pr )log p, (= Zpr 2)log p.(x))
_ Zx:p pr ) log p, (x pr Zpy ) log p.(2)).
Da log konvex ist, d.h.
log > pi-a;i > piloga;
gilt, haben wir weiter
Hz(X)— Hy(X)
> Zl;p pr ) log py(x pr ) log szpy(Z)p (2))
= Zl;p pr +(log py(z) — 10gpy($))=0

Aus
Hz(X)—Hy(X) >0
folgt der behauptete Satz. O

Es bleibt nun die Frage, ob C,,\ > C) sein kann. Zur Beantwortung dieser
Frage betrachten wir nochmals die gerade bewiesene Relation

H(X) — Hz(X) < H(X) — Hy(X).

Nun verwenden wir die Symmetrieeigenschaft, die wir zu Beginn des Beweises
des vorigen Satzes erlautert haben und erhalten

H(Z) — Hy(Z) < H(Y) — Hx(Y).
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Wir betrachten also den Kanal in umgekehrter Richtung und erhalten

Chron < Cl.

Die Resultate dieses Paragraphen kénnen wir wie folgt zusammenfassen:

Satz 3.3 Ist k ein Kanal, der sich durch Parallelschalten und Hintereinan-
derschalten von Elementarkandlen FE; erqibt, dann ist

Cﬁ S Z CEi]7

i=1

wenn E; ..., E;, die Flementarkandle sind, die auf einem Querschnitt des

ijy e
Kanales k liegen.

Eine Menge ¥ von Elementarkanéalen bildet einen Querschnitt, wenn die Weg-
nahme der Kanéle aus ¥ den Kanal unterbrechen wiirde. Der Satz besagt, dafl
die Kapazitdt eines Kanales, der durch parallele und sequentielle Verschal-
tung von Elementarkanélen aufgebaut wurde, durch seine Taille bestimmt
wird. Die folgende Figur illustriert diese Vorstellung.

Quelle 2 —| Senke

Figur 3.1: Netz von Kanélen

Wir sehen
Cﬁ S Cﬁl —I_ CHQ —I_ CH37 Cﬁg) —I_ CH47 Cﬁl —I_ CHQ —I_ CH57 MR} CH(; *

Hat man also einen Kanal k, dessen Kanalkapazitat C; man kennt, und weif}
man, daf} er aus einem Bausteinsystem ¥ von Elementarkanélen aufgebaut
ist, dann kann man eine untere Schranke fiir die Anzahl p der verwendeten
Kanéle aus ¥ angeben.

Ist ndmlich

Co=max{Cy | k' € X},
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dann gilt
C

Co
Man schétzt damit allerdings nur die Taille des Netzes ab. Da man jeden Al-
gorithmus auch als Kanal auffassen kann, ergibt sich hieraus die Méglichkeit,

> —

untere Schranken fiir den Speicherbedarf von Algorithmen abzuleiten.

3.2 Der Satz von Fano
Von Fano stammt die folgende Abschétzung eines Kanales.

Satz 3.4 (Fano) Sei x: X — D(Y) ein Kanal und (X, p) eine Quelle.

§:Y — X sei surjektiv und p = 3, p(x)p.(67 () die Wahrscheinlichkeit

dafiir, daff 6 den Kanal korrekt dekodiert. Unter diesen Voraussetzungen gilt
Hy(X) < H(p, 1= )+ (1= ) - log(n — 1)

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die Dekodierung fehlerhaft ist,

ergibt sich aus

ple) = Zp pe(67(2)) =D ply) - (1= py(8(y)),

Y

wie man direkt nachrechnet; dabei ist
S (z) = X — 67 !(x).

In dieser Beziehung kommen zwei verschiedene Vorstellungen iiber die Feh-
lerwahrscheinlichkeit zum Ausdruck, die sich als dquivalent erweisen. Wir
verwenden im folgenden die zweite Vorstellung.

Es gilt
Hy(X) = —ZZP ) log p, (x )——;p(y)z py()log py(z)

= —Zp y))-log py(6(y)) = > ply) Y. py(x)logp,(x).

2€5(y)
Wir formen den zweiten Summanden wie folgt um

- Z py(2) - log p, ()

wew

- Lol ¥ L Hlog T2 (1 )
)

—[1 = py(6(y)] - [-Hy (X — 2) + log(1 — py(6(y

)
)

< = —py(6(y))] - [~log(n — 1) + log(1 — py(6(y))]
= 1= o)) - log o



Hierin ist n = #X und Hy (X — %) die bedingte Entropie zu der Verteilung

py(x) {iber — T = —
T 0% B 2

Wir setzen das Resultat unserer Umformung in den Ausdruck fiir Hy (X) ein
und erhalten weiter

Hy(X) < —Zp(y)- py(5(y))10gpy(5(y))—[1—py(5(y))]10g1_7;y_(51(y))
= —Zp y)) - logp,(6(y)) + p(e)log(n — 1)
_Zp 1ngy(ﬁ)
= () log(n—l) - -
—Zp ¥)py(6(y)) - log py(8(y)) + py(8(y)) log py(8(y))].

Von diesem Ausdruck gelangen wir durch die Einfithrung einer neuen Quelle
mit dem Alphabet 7 = (z1,22) zu dem gewiinschten Resultat, indem wir

Hy(Z) < H(Z) verwenden.

Wir setzen

ay(z1) = py(0(y)) und  gqy(z2) = py(6(y)).
Wir erhalten

HY(Z) = Qy(zl)log%(zl)_Qy(22)10g9y(22) L
= —py(0(y))log p,(8(y)) — py(6(y))log p, (6(y)).

Verwenden wir nun Hy (Z) < H(Z), dann ergibt sich

Hy(X) < ple)log(n — 1)+ H(Z)
= ple)log(n — 1) + H(q(z1),q(22))

Wegen
q(z) = p(6(y),y) =D =p(y) - [1 — py(8(y))] = ple),

Y Y

haben wir also

Hy (X) < H(p,p(e)) + p(e) - log(n — 1),
was der Satz behauptet. O

Manchmal findet man den Satz wie folgt interpretiert:
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Wir betrachten den Kanal x und die Dekodierung 6 als neuen Kanal. Ein
auflen stehender Beobachter, der die Eingabe x und die Ausgabe 2’ sieht,
erginzt den Kanal durch die Mitteilung ,0.k.“, falls = 2’ ist, d.h. mit
Wahrscheinlichkeit p und im Falle, da} « # 2’ ist, durch die Ausgabe von
x. Die erste Mitteilung hat die Entropie H(p), die Entropie der zweiten Mit-
teilung wird durch log(n — 1) nach oben abgeschatzt. Im Mittel liefert der
Beobachter also die Information H(p,1 —p)+ (1 —p)log(n —1). Der gesamte
Kanal, Original zusammen mit der Information durch den auflenstehenden
Beobachter, ist verlustfrei. Also gleicht die Information des Beobachters den

Verlust —Hy (X)) aus, d.h. es gilt
~Hy(X) + H(p1 — )+ (1 p)log(n — 1) > 0.

Wir wollen uns die Struktur dieses Kanales genauer ansehen. Das folgende
Diagramm veranschaulicht den ergdnzten Kanal.

e ] Ny
\@_ -
)7

Figur 3.2: Beitrag des Beobachters

Wir haben darin X durch Elemente 0,1 ¢ X ergénzt. Die in der Figur enthal-
tenen Symbole definieren Operationen, die durch die folgenden Diagramme
definiert werden.

b 1 fur =242
10 fir z#£a

r o z fur b=1
b—] a_{() sonst }
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r | x fir =0
b —3 @ = { nicht definiert sonst }

Figur 3.3: Erklarung der Operationen

Weiter verlangen wir, dafl diese Operationen kommutativ sind.

Der durch den Eingriff des dufleren Beobachters gebildete Kanal ist offen-
sichtlich verlustfrei. Wir wollen nun die Kapazitdt des Kanales aus der Ka-
nalstruktur bestimmen, um so zu einer Abschatzung von Hy (X) zu gelangen.
Hierzu schauen wir uns den Teilkanal an, der die Information des aufleren
Beobachters in den Entscheidungsprozefl einbringt.

AN ) (2)
X / (1)

Figur 3.4: Teilkanal des dufleren Beobachters

Wir erhalten an der Stelle (3) das Signal 1 mit Wahrscheinlichkeit p und fiir
die Signalwahrscheinlichkeiten vor dem Gatter (1)

p(Lz) =p(x)- p(67"(x)), p(0,2) =p(x)- (1 —p(6~"(2))).

Wir betrachten nun die Information, die an den Ausgédngen (1) und (2) im
Mittel erzeugt wird. Bezeichnen wir das Signal am Ausgang (2) mit b und
das am Ausgang (1) mit z, dann haben wir

(1=p)-po(z) fir ze€X,b=0
p(b,z) = P fir 2=0,b=1
0 sonst.

Hierin ist po(z) die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von x unter der
Voraussetzung b = 0. Fiir die Entropie erhalten wir also

H(BxX) = =% p(bz)logp(b, =)
= —plogp — (1 —p)log(l —p) — S (1 — p)po(z) log po(2)

= H(p,1—=p)— (L —=p)-Y =z € Xpo(z)logpo(2).
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Hieraus erhilt man
H(BxX)<H(p,1-p)+ (1 —p)logn.
Trifft unsere Intuition {iber die Rolle von Hy (X) zu, dann gilt
Hy(X) < H(p,1 —p)+ (1 —p)logn.

Das ist nicht die Fano’sche Ungleichung, da sie logn anstelle von log(n — 1)
enthédlt. Aber auch dann, wenn die Einbeziehung auch der anderen Gatter in
eine feinere Analyse die Fano’sche Ungleichung erbringt, ist das kein Beweis,
da unsere Intuition hinsichtlich der Rolle von Hy (X) falsch sein kénnte. Die
Fano’sche Ungleichung ist also eher als eine Bestdtigung unserer Intuition
anzusehen.

Die schwache Umkehrung des Kodierungstheorems

Sei k : X — D(Y) ein Kanal, der nicht verlustfrei ist. Es gilt dann fiir jede
Eingangsverteilung, dafl p Hy(X) # 0. Ist 6 : ¥ — X ein Entscheidungs-
schema, dann kénnen wir fragen, ob es zu diesem ¢ eine Eingangsverteilung
p gibt, so daB die Wahrscheinlichkeit p fiir eine korrekte Ubertragung gleich
1 wird. Der Satz von Fano besagt

Hy (X) < H(p) + (1 —p) - log(n).

Hieraus ergibt sich wegen Hy (X) # 0 eine positive obere Schranke j 1 fiir p;
denn aus 1 —p = 0 wiirde auch H(p) = 0 folgen, was Hy (X) # 0 widerspricht.
Man erschliefit aber auch eine von der Eingangsverteilung unabhéngige po-
sitive untere Schranke fiir 1 — p, indem man die Menge aller Verteilungen
p ber X betrachtet und bemerkt, dafl diese Menge abgeschlossen ist. Im
Falle, daf es keine positive Unterschranke fiir alle p gbhe, existiere eine Folge
P1, P2, - . . von Verteilungen tiber X, fiir die py, po, . .. gegen 1 konvergiert. Fiir
die Grenzverteilung p hatten wir entgegen unserer Feststellung 1 —p = 0.

Ein nicht verlustfreier Kanal gestattet also fiir keine Eingangsverteilung eine
fehlerfreie Nachrichteniibertragung. Dies gilt auch fiir alle Kanalerweiterun-
gen, da sich die Figenschaft nicht verlustfrei auf Kanalerweiterungen vererbt.

Damit haben wir folgende Feststellung gemacht: Die Fehlerwahrscheinlichkeit
der Ubertragung iiber nicht verlustfreie Kanédle kann durch kein Kodierver-
fahren auf 0 gedriickt werden.

Wir werden aber zeigen, dal man die Fehlerwahrscheinlichkeit durch geeig-
nete Kanalerweiterungen und dazugehérige Kodier- und Dekodierschemata
unter jede vorgegebene positive Zahl £ > 0 driicken kann.
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3.3 Das Kodierungstheorem fiir Kanéle oh-
ne Gedéachtnis

Sei (X, p) die gedachtnislose Quelle des Kanales x : X — D(Y'), H = H(X)
die Entropie der Quelle und €' = C}, die Kapazitit des Kanales. £() sei die
r-fache parallele Erweiterung von k und stets ist U = X und V = Y,
0 :V — U ist eine Abbildung, die V in U dekodiert. Wir werden in diesem

Paragraphen den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.5 Ist H < C, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine natirliche Zahl N(¢)
und zu jedemr € IN;r > N(e) eine Menge L C U und 6, so dafl die folgenden
Beziehungen gelten:

#L > p (57N (u) =1 —¢ fir ue L

Diskussion des Satzes:

Der Satz besagt zunachst, daf sich die Elemente u € L mit hoher Zuverlassig-
keit {ibertragen lassen. Dabei ist die Anzahl der Elemente von L grofler als
2"H Die Anzahl der Elemente von U ist 2"1°8" und ist also erheblich gréfier

als # L, wenn H viel kleiner als log n ist.

Wir betrachten zunéchst den einfachen Fall der Verteilung ¢ tiber U mit

L fir uel, N=4H#L
— N 9
q(u) - { 0 sonst.

Es ist
H(L,q)=logN >r-H .

Fiir die Wahrscheinlichkeit p, (u) der korrekten Ubertragung von u € L haben
wir aufgrund des Satzes

pu(u) = pu (67 (u)) > 1 —¢ fiir wel
und fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen ¢’ iiber L

Z%q'(U)pu(u) > (1—¢) Z%q/(u) .

als Abschéatzung fiir die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit.

Diese Vorbemerkung fithrt uns zu der Idee, wie man eine Ubertragung der
Quelle (X, p) in der Rate von einem Zeichen # € X pro Zeiteinheit und der
von dem Satz garantierten Sicherheit gewdhrleisten kann.

Wir wéhlen eine optimale Kodierung

c:U° —= L™,
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fiir die das Kodierungstheorem im stérungsfreien Fall die Ungleichung

1 1
EE(US,C) < H(va)—l_g

log N

gewéhrleistet. Geben wir also ein n > 0 beliebig vor, dann erhalten wir fiir
s>1
z

1
EE(US,C) < H(va)—l_n

log N
und weiter wegen H(U,p) =r - H

1 r-H
-E(U? .
s ( 7c)<logN—|_77

Wegen N > 27 kénnen wir n so wihlen, daB
1
-E(U%,¢) <1
s

fiir r > N(¢) und s > % gilt.

Das besagt aber, daB wir mit einer mittleren Ubertragungsrate von weniger
als einem x pro Zeiteinheit auskommen. Wenn eine seltene Folge von Nach-
richten eintrifft, die eine lingere Kodierung erfahren haben, dann baut sich
ein Stau auf. Da im Mittel durch den Kanal aber mehr Zeichen {iibertragen
werden, als die mittlere Informationsrate betragt, verschwindet der Stau stets
wieder.

Die Kodierung von Markovquellen bereitet uns etwas mehr Miihe, da unsere
Kodierung im stoérungsfreien Fall keinen prafixfreien Kode erzeugen muf. Ei-
ne fehlerhafte Ubertragung zerstort damit die Synchronisation zwischen Ko-
dierung und Dekodierung. Man kann dieser Schwierigkeit dadurch begegnen,
dafl man in einem fest vereinbarten Rhythmus durch einen Riicksetzungs-
befehl sowohl im Kodier- wie im Dekodierwerk die Synchronisation wieder
herstellt. Bei groflen Blockléngen ist die dadurch erzeugte Herabsetzung der
Ubertragungsrate unerheblich. Auch die Fehlerwahrscheinlichkeit kann durch
eine hinreichend kleine Wahl von ¢ unter Kontrolle gehalten werden, da der
Riicksetzungsrhythmus unabhéngig von dem Kanal erfolgen kann.

Satz 3.6 (Kodierungstheorem) Ist (A, ) eine Markovquelle und &
X — DY) ein Kanal und ist H < C, dann gibt es zu vorgegebenem ¢
ein N(g) und zu jedem r > N(¢) eine Kodierung ¢ : A” — (X7)*, so daf die
mittlere Kodelinge E(A,c) < r-C ist und die Fehlerwahrscheinlichkeit fir
die Ubertragung von u € A" kleiner ¢ ist.
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Zum Beweis des Kodierungstheorems verwenden wir die drei folgenden Lem-
mata.

Lemma 3.1 Zu jedem €,6 > 0 gibt es N(g,0), so daf$ folgende Aussagen
zutreffen:
1. FirU=X" undr > N(g,6) und
Up={ucU| |="8 _11(X)| <e} gilt p(U — Up) < 6.
2. FirU=X"V=Y" undr> N(e,é) und Z = {(u,v) e U x V|
| — lare) _pp(X)| < e} gilt p(U x V — Z) < 6.

Beweis: ad 1.: Sei X = {xy,...,2,} und w=x; ...  z;. Wir haben dann

p(u) = plai) - .. pla,) = pla)™ ..o plan)™,
wenn r; angibt, wie oft z; in v vorkommt.

Also haben wir
1 r1 T
. log p(u) = — logp(xy) + ...+ - log p(x,).
Aus dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen folgt, dafl
.

— — p(z;) mit r — oo
-

mit Wahrscheinlichkeit 1. Daraus folgt
1
——log p(u) — H(X)
”
mit Wahrscheinlichkeit 1. Das ist gerade was zu beweisen war.

ad 2.: Die Behauptung (2) folgt aus (1). Zunéchst gilt fiir hinreichend grofies
r und

Z = {(u,0) €U x V] |—M_H(X,Y)|<e}

analog zu (1)

p(UxV —7)<é.
Nun kann man N(e,0) so grof wahlen, daf fiir
L={veV|3.(u,v)e€ 7}
p(V—-1L)<e
gilt. Aus beiden Approximationen fiir H(X,Y") und die fiir H(Y") folgt

—M—HY(X) <e

7

was zu zeigen war. O
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Lemma 3.2 Seien 61 > 0,62 > 0, > 0 und

Z C UxV und p(Z)>1-4d,
Uy C U und p(Uy)>1— by,

A = {olwe) € 7),

Uy = {uelp(A) >1—a}.

Unter diesen Voraussetzungen gult

§
p(UL) > 1 — & — —.

(a4

Diskussion des Lemmas:

Das Lemma ist plausibel, denn da die (u, A,) ganz Z ausfiillen und Z hin-
sichtlich p ganz U x V nahezu ausfiillt, sollten in einem grofien Uy sehr viele
Punkte v mit grofien p,(A,) liegen.

4 ™

Figur 3.5: Veranschaulichung der Mengen

Beweis: Wir setzen
Uy = {ulpu(Aa) <1 —a} = {ulp,(As) > a};
hierin ist A, = V — A,. Aufgrund der Definition von A, ist (u, A,) N Z =0

und also

U (u,A)nZ =0.

uEU2

Da also
U (u, Ay) C(UXxV —=27)

uEU2
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ist, folgt
81> p( U (u, A4) = o p(Uz) = a - p(Us N Vo),

uEU2
d.h. 5
p(U2 N Uo) < —1
o
Aus
U1 — Uo - (Uo N Uz)
folgt
o
p(Uy) > 1 -8 — —,
o
was zu zeigen war. O

Nun interessieren wir uns fiir die Grofle von A, gemessen in der durch p( )
und p,( ) auf V induzierten Verteilung, die wir wieder mit p bezeichnen.

Fir u € Uy und (u,v) € Z erhalten wir aus Lemma 3.1 fiir hinreichend grofies
”

—r - (H(X)—¢)>logp(u) > —r-(H(X)+¢)
und
—r - (Hy(X) —¢) > logp,(u) > —r- (Hy(X) +¢)
Hieraus folgt
pv(u) N 9—r(Hy (X)+e) _ or(re2e)
p(u) 9—r(H(X)-2) ’
worin R = H(X) — Hy(X) gesetzt wurde.

Durch Multiplikation mit p(v) und Summation iiber A, erhilt man

p(u,v) _ plu, Ay)
12 2 50w T pw

> p(Au) . 27°~(R—2~5)7

woraus sich
p(Au) < 2—7’~(R—2~6)
ergibt.
Also in p gemessen ist A, klein fiir R — 2¢ > 0 und r grof.

Fassen wir unser Ziel, ndmlich den Beweis des Kodierungstheorems ins Auge,
dann erkennen wir, dafl wir eine Beweischance haben, wenn es eine grofie
Anzahl von Elementen u € U; gibt, so daf fiir je zwei verschiedene Elemente
uy,ug € Uy, Ay, N Ay, = 0 gilt. Denn ist das der Fall, dann wéhlen wir
diese Menge als L und als Dekodierung 6 eine Abbildung mit 6(A,) = u. Das
folgende Lemma zeigt, daf} diese Idee gangbar ist. Zur Formulierung sind die
folgenden Definitionen hilfreich.

Sei ' : X’ — 2V eine Abbildung und # C X’ C X.
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Definition 3.3 (X', ') heift eine a-Uberdeckung von Y, falls
P (@) >1—a fir zeX.
(X', ') heifit p-maximale Partition beziglich x, falls (1),(2) und (3) gelten:
1. (X', ') ist eine p-Uberdeckung von Y.
2 4 (x)N (2" =0 fir x,2" € X' und x # 2.

3. Ist & € X — X' und p(z) = { ) - fir w€ )N( }, dann erfillt

y CY fir x=12
(X' U{a}, i) (1) oder (2) nicht.
(X', 1)) heifit o-beschrankt hinsichtlich p( ) und p.( ), wenn

p(p'(a") = 3 p(@) - pe(p(a’)) <o fir zeX'

rzeX
gilt.

Man sieht, daff wir in der Konstruktion von U; eine 277 (F=29)_ heschrinkte

a-Uberdeckung von V konstruiert haben, wenn u(u) = A, gesetzt wird.

Lemma 3.3 Sei (X', ) eine o-beschrinkte ~-mazimale Partition. Es sei
a < v und (X, pn) eine o-beschrinkte a-Uberdeckung. Ist X' N X = 0 und
N = #X', dann gilt

N-o> (v —=a) p(u(X)) + (1 =) - p(u(X")).

Beweis: Da (X', ') v-maximal ist und (X, i) wegen o < 5 auch eine a-
Uberdeckung ist, gilt

pE) 0 p (X)) #0 firalle 7€ X;

im anderen Falle konnte man X’ durch Hinzunahme von & vergréfiern.

Da man (X', ¢') auch durch die Hinzunahme von
(E) — p'(X)

nicht vergrofern kann und diese Menge die Bedingung (2) unserer Definition
fiir v-maximale Partitionen nicht verletzt, muff die Bedingung (1) verletzt
sein; d.h. es gilt

pali(3) — (X)) < 1— 1.
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Aus der Identitét
pa(f(@) — [f(2) 0 ' (X)) + pa((2) N p'(X)) = ps(i(2) 2 1 — @

fiir # € X und der dariiber stehenden Ungleichung folgt

L=y +ps(p(@)np'(X') >1—a
folgt

pa((Z) N (X)) > v -«

und hieraus durch VergréBern der linken Seite

pe(p' (X)) >~ —a fir &cX.
Wegen X' N X =0 und X', X < X gilt

P (X)) = > pla) - pa(p(X))

> 2 p(w) - pe(p(X)) + Z);p(x) P (X))

> (v = a)p(X) + (1 = 7)p(X).
Aus der vorausgesetzten o-Beschranktheit folgt nun
p(p' (X)) <N -0,

da p(p'(z)) <o fir x € X" und p'(2) N p'(2') = 0 fir « £ 2.
Also gilt .
N-o>(y—a)-p(X)+ (1 =7)p(X"),

was zu zeigen war. O

Nun schlieflen wir den Beweis des Satzes ab.

Wir wahlen die Eingangsverteilung (X, p) fiir den Kanal x, so dal R— H > 0
ist. Eine solche Wahl ist moglich, da wir €' > H vorausgesetzt haben. ~
wahlen wir entsprechend unseren Sicherheitsanforderungen und setzen o =
%’y. Weiter wahlen wir

_R-H o

g=——— und 61,65, sodal 1—6;—2— >
4 g

[N

ist. Ist Uy die oben definierte Menge und

2—7’~(R—26) — 2—T(H—I—R;—H)

g = 5

dann ist (Uy, ) mit g(u) = A, eine o-beschrankte %—Uberdeckung von V.
Nun gibt es eine o-beschrankte ~-maximale Partition (U, u’) von V. Wir

98



setzen U = Uy — U’ und ji = p|U. Nun wenden wir Lemma 3.3 an fiir X = U
und Y =V und erhalten

N2 D s D () 4 (L= )p(U)
z p(Uy)-min{g, (1 =9)} 2 gmin{Z, 1 -7}
d.h.
N > 2 H+75 )émin{%,l v} > 2
fir R—H I . v
e —|—10g§mm{§71—7}>0-

Diese Bedingung kann durch hinreichend grofie Wahl von r erfiillt werden,
da R — H > 0 ist.

Wahlen wir I = U’, dann ist mit dieser Wahl das Theorem erfiillt.
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Ausblick

Die soweit dargestellte statistische Informationstheorie wurde auch auf
Kanéle mit Gedachtnis ausgedehnt. Soweit nur ein endliches Gedéchtnis in
Frage kommt, wie es sich in den hier betrachteten Markovprozessen aus-
driickt, kann man die Ubertragbarkeit der Kodierungstheoreme plausibel ma-
chen: Die Bindung in der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses
an ein Anfangsereignis nimmt mit dem Abstand von diesem im ergodischen
Fall stark ab. Betrachtet man also Erweiterungen der Quelle und des Kana-
les, so wird deren Verhalten mit zunehmender Erweiterung mehr und mehr
durch Quellen und Kanéle ohne Gedachtnis approximierbar. Beweise fiir die-
se Verallgemeinerungen folgen auch dieser Linie.

Im Falle unendlicher Gedéchtnisse ist diese Argumentation nicht so tiberzeu-
gend. Zunédchst kann man natiirlich feststellen, daf} fiir Markovprozesse, die
nicht nur eine Stufe, sondern £ > 1 Stufen zuriickgreifen, die gleiche Argu-
mentation zutrifft. Bei groflen Erweiterungen X — U = X" der Quellen und
Kanéle verliert die Bindung zwischen aufeinanderfolgenden Blécken wq, us
deutlich an Gewicht. Indem man nun Systeme mit unendlichem Gedéachtnis
durch solche mit endlichem Gedéachtnis approximiert, wird man in den Féllen,
wo das durch Systeme moglich ist, fiir die das Kodierungstheorem gilt, auch
zu Kodierungstheoremen fiir den Fall unendlicher Gedéchtnisse gelangen.

Fir konkrete Anwendungen sind diese Resultate wohl nur dadurch wich-
tig, daBl sie zu einem tieferen Verstdndnis auch des endlichen Falles fithren.
Eine Ausdehnung der Theorie in der unter der Uberschrift Anwendungen
vorgefithrten Richtung scheint hingegen nicht nur interessant, sondern auch
praktisch bedeutsam zu sein.

Das Zusammenspiel zwischen statistischer und algorithmischer Theorie ist
natiirlich und fruchtbar. Natiirlich ist es deshalb, weil wir intuitiv statisti-
sche Vorgénge nicht algorithmisch (deterministisch) verstehen. Diese Idee
fiihrt zur algorithmischen Fassung des Begriffes der zufélligen Folgen, wie
sie auf den Ideen von Chaitin und Kolmogoroff aufbauend gegeben wurden
und vor allem von Schnorr auf meine Anregung hin durch die Finbeziehung
komplexitdtstheoretischer Aspekte verfeinert wurde.

Der Zugang zu einer solchen Fassung ergibt sich fast von selbst, wenn man die
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Kodierungstheoreme nicht als reine Existenzsatze im Raum stehen 1&8t, son-

dern sich auch iiber die technische Realisierung der Kodierungen Gedanken
macht. Sobald man das tut, bemerkt man zweierlei:

(1)

Realisiert man die Kodierungen und Dekodierungen auf einer festen
universellen Maschine, dann kann man den Kode als ein Programm fiir
die Dekodiermaschine auffassen, die Eingabefolge zu berechnen. Was
kann man dann besseres tun, als kiirzeste Programme fiir diesen Zweck
auszunutzen? Damit werden zuféllige Folgen, deren mittlere Lange, wie
wir gezeigt haben, durch keine Kodierung komprimiert werden kann, zu
Folgen, deren Beschreibung auch durch die Heranziehung von Compu-
tern im Mittel nicht verkiirzt werden kann. Diese Idee hat Kolmogoroff
umgesetzt in die folgende Definition einer zufélligen Folge:

X =2T1,L2,T3,...

heiit U-zufillig: <= Es gibt ¢ € IN, so daf} die Lange 7; von kiirzesten
Programmen p;, die die Teilfolge x(7) = x4 ... x; berechnen kénnen, fiir
alle 2 die Bedingung

li —mi < e

erfiillt. Diese Definition war zu scharf, da hierin der mittleren Linge
nicht gedacht wurde. Martin-Loéf hat das Versehen bemerkt und die
Definition in Ordnung gebracht, indem er fiir alle © ersetzte durch un-
endlich viele. Die Menge der im ersteren Sinn zufélligen Folgen ist leer,
die Menge der im zweiten Sinne zufélligen Folgen besitzt das Maf} 1.

Daf diese Definition sich sehr gut mit unserer Intuition vertragt, zeigt
die Betrachtung von zwei Serien von Wiirfelwiirfen: Die erste Serie
bestehe aus

6,6,6, ...,6 10° mal,

die zweite sei

Qaq,09,Q3, ...,d109 .

Niemand wiirde die erste Folge als zutéllig bezeichnen, obwohl sie eben-
so wahrscheinlich ist wie jede andere Wurfserie. Die erste Folge hat ei-
ne sehr einfache Beschreibung, die zweite wird in allen vorkommenden
Fallen keiner einfachen GesetzmafBigkeit gentigen. Die erste Serie liefle
sich durch einen Wiirfel, der auf jeder Seite eine 6 trégt, leicht realisie-
ren. Einen Wiirfel zu konstruieren, der eine vorgegebene zufdillige Folge
erzeugt, diirfte dagegen schwierig sein.

Die zweite Beobachtung besteht darin, daf} sich ein optimaler Kode i.a.
nicht leicht berechnen 1a8t, sondern eine Rechenzeit in der Groéfle der
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Anzahl der Kodeelemente erwarten 148t. Das hat aber zur Folge, daf}
die Vorschaltung des Kodierers zur Ausnutzung der Kanalkapazitat
die Kapazitdt des Kanales aus Kodierer, Kanal, Dekodierer wesent-
lich unter die urspriingliche Kanalkapazitat driicken kann. Somit muf}
man also, wenn man das Kodierungsproblem ernst nimmt, auch Kom-
plexitétsaspekte ins Spiel bringen, was man in der rein statistischen
Informationstheorie nicht getan hat, und auch nur schwer tun kann.
In der algorithmisch begriindeten Informationstheorie hat Schnorr das,
wie oben bereits erwihnt, ohne den hier hergestellten Bezug getan.
Aber auch in der Theorie der Chaitin-Kolmogoroff-Komplexitat hat
der Aspekt der eingeschrinkten Ressourcen der Maschine U noch keine
sehr ausgiebige Bearbeitung erfahren.
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Historische Bemerkungen

Die statistische Informationstheorie wurde 1948 von C. E. Shannon [13] be-
griindet. Von ihm stammen die Konzepte der Theorie und die grundlegenden
Sétze. Allerdings dauerte es in einigen Féllen mehrere Jahre, bis die zum
Teil skizzenhaften Beweise vervollstdndigt werden konnten. Der hier gegebe-
ne Beweis des Kodierungstheorems fiir gedachtnislose gestorte Kanédle geht
aul Feinstein [4] zuriick.

Die Entropie taucht als untere Schranke fiir Berechnungen auf einer konkre-
ten Maschine erstmals in der Arbeit von H. J. Stof [14] {iber Sortieren auf
einer speziellen Turingmaschine auf. Ein erster Versuch zur systematischen
Verwendung des Konzeptes fiir allgemeinere Maschinenklassen im Zusam-
menhang mit Umordnungsproblemen findet sich in der Dissertation von W. J.
Paul[10]. Im Zusammenhang mit Suchproblemen hat K. Mehlhorn, der Nach-
folger Pauls auf meiner Assistenstelle war, das Konzept erfolgreich erprobt,
indem er ein Kodierungstheorem fiir ordnungserhaltende Kodierungen [7]
bewies. Selbstorganisierende Suchbdume unter der Voraussetzung gedécht-
nisloser Quellen wurden von B. Allen und I. Munro [2] eingefithrt und in
zahlreichen Arbeiten weiter modifiziert und ausfiithrlich untersucht. Hierzu
sei z.B. auf die Biicher von K. Mehlhorn [8] verwiesen.

Eine erste systematische Darstellung unter dem Gesichtspunkt der Infor-
mationstheorie erfahrt das Suchen und Sortieren in dem Buch von Ahlswede
und Wegener [1]. Suchgraphen zur Konstruktion effizienter Suchverfahren bei
Markovquellen wurden vom Autor 1992 eingefiihrt [5]. Eine Abschatzung von
mittleren Such- und Sortierzeiten unter der Voraussetzung von Problemquel-
len scheint in diesem Skript erstmals vorzuliegen. Das bei dynamischen Such-
verfahren erprobte Konzept der Rotation zur Wurzel wurde von F. Schulz
auch fiir Markovprozesse naher untersucht [12]. Im Zusammenhang mit der
k-fach verzogerten Rotation ergaben sich fiir Markovquellen wesentliche Un-
terschiede zum gedachtnislosen Fall.

Die Ansétze, mittels der Entropie untere Schranken fiir die Berechnung von
Funktionen zu beweisen, beruhten auf der Idee von Stof [9], Abbildungen
durch eine Partitionierung des Definitions- und Zielbereiches einen statisti-
schen Charakter zu geben. Wir haben hier einen anderen Weg verfolgt, in-
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dem wir den Darstellungssatz fiir IR-berechenbare Funktionen f : R" — IR,

namlich
flx) =3 as(x) fo(x)

ins Spiel bringen. Hierin durchlduft ¢ die Menge der Signaturen eines Pro-
grammes zur Berechnung von f; a,(x) ist die charakteristische Funktion der
semialgebraischen Menge A,, deren Elemente alle der gleichen Signatur (Ent-
scheidungsfolge) folgen. f,(x) ist das Polynom, das das Programm berechnet,
wenn es der Signatur o folgt. Hat man eine Wahrscheinlichkeitsdichte iiber
IR", dann definieren wir die Wahrscheinlichkeit p(o) als das Integral {iber
A,. So erhalten wir eine Quelle ({o}, p) und den Anschluf} an die Informati-
onstheorie, die uns die mittlere Laufzeit von Algorithmen auf IR-Maschinen
abzuschatzen gestattet.

Die tiefere Verbindung zwischen der Algorithmentheorie und einer Be-
griindung des Begriffes der zufalligen Folgen, auf die verschiedentlich hinge-
wiesen wurde, geht auf Arbeiten von Kolmogorov [6], Chaitin [3] und Martin-
Lofzuriick. Die Verfeinerung der Theorie durch das Einbeziehen von Ressour-
cenbeschrankungen geht auf C. P. Schnorr [11] zuriick.
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