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Vorwort

Das vorliegende Skript enth�alt den Teil � meiner Vorlesung
�
Algorithmische

Informationstheorie
 im WS �������� Dieser Teil beinhaltet eine Einf�uhrung
in die statistische Informationstheorie� die von Shannon ���� begr�undet wur�
de� Ich gebe dieses Skript heraus� da die Vorlesung auch den Anwendungen
dieser Theorie auf algorithmische Probleme nachgeht� Da� die Entropie einer
Quelle als untere Schranke f�ur die Laufzeit von Suchprogrammen verwendet
werden kann� ist seit 
� Jahren bekannt� ohne da� aber die Konzepte der In�
formationstheorie eine systematische Anwendung in diesem Bereich erfahren
haben� So wurden Markovquellen im Zusammenhang mit e�zienten Such�
verfahren bei geordneten Schl�usseln erstmals ���
 vom Autor diskutiert� Die
Vorlesung geht auf die Frage der Gewinnung unterer Schranken f�ur die mitt�
lere Laufzeit von Algorithmen ein und die versucht die Kodierungstheoreme
zur Konstruktion e�zienter Algorithmen zu nutzen�

Frau Susanne Balzert hat das Manuskript in LaTEXgeschrieben� Herr Frank
Schulz� der auch die �Ubungen zu der Vorlesung betreute� und Herr Hein
R�ohrig haben das Manuskript gelesen und durch kritische Kommentare zu
Verbesserungen beigetragen� Ihnen und meinen kritischen H�orern danke ich
daf�ur herzlich�

Preface

This report contains the �rst part of my lecture �Algorithmic Information
Theory� held at the University of the Saarland at Saarbr�ucken in the winter
semester ��������
This part consists of an introduction to the statistical information theory
which has been founded by Shannon in ����� I publish this manuscript be�
cause the lecture also examines applications of this theory to algorithmic
problems� For 
� years now it is known that the entropy of a source can be
used as a lower bound for the running time of search algorithms� But the
concepts of information theory have not yet been applied systematically to
this area� For instance� the consequences of Markov sources in connection
with e�cient search algorithms in the case of ordered alphabets have been
discussed for the �rst time in ���
 by the author� The lecture treats the
derivation of lower bounds for the average case running time of algorithms�
and uses the coding theorems for the construction of e�cient algorithms�

Mrs� Susanne Balzert has typed the manuscript using LaTEX� Hein R�ohrig and
the teaching assistent Frank Schulz have read the manuscript and helped to
improve it� I thank them and my students for their critical comments�
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Einleitung

Der Gegenstand unserer Theorie ist nicht die Frage
�
was ist Information
�

sondern die Frage
�
wie kann man Information messen
� und auf welche Wei�

se man von diesen Ma�en Gebrauch machen kann�
Wir versuchen der Methode der Physik zu folgen� die auch nicht sagt� was
Materie ist� sondern wie sich Materie in allen ihren Formen in ihren beob�
achtbaren Situationen verh�alt� Wenn hier�uber vollst�andig Auskunft gegeben
werden kann� dann wei� man alles �uber Materie wi�bare�
Wir haben eine intuitive Vorstellung von Information� der wir uns auf ver�
schiede Weisen messend zu n�ahern versuchen� Diese Ans�atze wird man dann
als erfolgreich bezeichnen k�onnen� wenn sie uns zu Aussagen f�uhren� die in
konkreten Situationen hilfreich sind� Sei es� da� sie die L�osung praktischer
Probleme erleichtern� oder sei es� da� sie zu einem besseren Verst�andnis sich
stellender Fragen f�uhren�
Wir werden dabei nicht alle Facetten der intuitiven Vorstellung ausf�ullen
k�onnen� aber der Erfolg der ersten Schritte wird uns ermutigen� den begon�
nenen Weg weiter zu gehen�

Informationen nehmen wir mit allen unseren Sinnen auf� Wir reagieren auf
Informationen in Abh�angigkeit davon� wie wir diese Informationen verste�
hen� Der Gebrauch des Wortes Information ist bei weitem nicht eindeutig�
Informationen im Sinne von wahrgenommmenen Sinneseindr�ucken bezeich�
nen wir oft auch als L�arm oder Rauschen oder Ge�immer und verwenden
die Bezeichnung Information nur dann� wenn wir die empfangenen Signale
auch irgendwie verstehend einordnen k�onnen� Nun� wie jeder wei�� kann man
Dinge mehr oder weniger verstehen� so da� wir das Verstehen nicht zu einem
Kriterium f�ur Information machen werden� sondern h�ochstens versuchen wer�
den� f�ur den Strom von Signalen Ma�e zu entwickeln� die auch Aspekte des
Verstehens zu erfassen verm�ogen� Verstehen h�angt sicher zusammen mit der
M�oglichkeit� Ordnungen im Datenstrom zu erkennen� Dieses Erkennen mag
so weit gehen� da� wir aus den Anfangswerten eines solchen Datenstromes
seinen weiteren Verlauf vorhersagen k�onnen� Wenn das der Fall ist� dann wird
man� wenn man z�B� diesen Datenstrom jemandem mitteilen m�ochte� nicht
den ganzen Strom senden� sondern nur einen Anfangswert und das Gesetz�
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nach dem sich die folgenden Ereignisse berechnen lassen� Wir sehen� da� in
diesem Sinne die Wissenschaften alle an dem Problem der Datenreduktion
arbeiten� d�h� im weitesten Sinne mit Aspekten zu tun haben� die uns im
Rahmen einer Informationtheorie interessieren werden�

Die einfachste Form einer Informationsverarbeitung besteht in der Informa�
tionsvermittlung� d�h� im Transport von Information� Das ist ein Gesch�aft�
das alle Nachrichtendienste betreiben� indem sie uns beschriebenes Papier ins
Haus bringen� oder Sendungen �uber elektrische Leitungen oder auch durch
Funk �ubertragen�
Informationen� die uns so zugestellt werden� haben einen verschiedenenWert
f�ur den Vertreiber der Nachrichten� den einzelnen Empf�anger und den Ver�
mittler der Nachrichten� Eine Information� die viele Leute veranla�t� eine
Zeitung zu kaufen� hat f�ur den Verleger einen hohen Wert� F�ur den Setzer des
Zeitungstextes ist hinsichtlich seiner T�atigkeit nur die L�ange des zugeh�ori�
gen Textes wichtig� Einige Leute wird die Nachricht nicht interessieren� Die
Bewertung der Information wird also f�ur diese drei Kategorien von Leuten�
die mit der Nachricht zu tun haben� sehr verschieden ausfallen� F�ur den Ver�
treiber ergibt sie sich aus seinem gesch�atzten Verdienst� f�ur den Setzer aus
der Arbeit des Setzens� der Wert der Nachricht f�ur den Endverbraucher ist
schwer einzusch�atzen�
Eine einfache Situation haben wir vor uns� wenn Texte� die etwa im Deut�
schen oder allgemeiner unter Verwendung eines endlichen Alphabetes nieder�
gelegt wurden� in Texte in einem anderen Alphabet �ubersetzt werden sollen�
und zwar so� da� aus diesen neuen Texten jeweils der urspr�ungliche Text
rekonstruiert werden kann� und mit der Nebenbedingung� da der neue Text
eine minimale L�ange besitzt� Die Motivation f�ur diese Aufgabe kann die Ab�
speicherung der Texte in einem Rechner sein� dessen Speicherplatz teuer ist�
oder die elektronische �Ubertragung des Textes an einen anderen Ort� Im
letzten Fall werden die Kosten durch die Zeit bestimmt� in der der Text den
�Ubertragungskanal in Anspruch nimmt� Enthalten Texte mehrfach gleiche
Abschnitte� dann kann man die �Ubersetzung f�ur einen dieser Abschnitte vor�
nehmen und dort� wo er auch stehen sollte� einen Verweis auf den in der
�Ubersetzung bereits vorhandenen Abschnitt anbringen� Das ist eine sehr ein�
fache Methode der Textkomprimierung� Sie wird aber nur dann erfolgreich
sein� wenn die Verweise k�urzer sind� als die Textabschnitte� auf die verwiesen
wird� Weiter mu� man darauf achten� da� hintereinander abgelegte Texte
auch wieder als getrennte Texte erkennbar sind� Diese Eigenschaft wird f�ur
uns sp�ater eine Rolle spielen� Anstelle der Verwendung von Verweisen� k�onn�
te man auch Kodierungen des Textes verwenden� die h�au�ger vorkommende
Abschnitte k�urzer kodieren als l�angere� Diese Idee liegt dem Morsealphabet
zugrunde und sie wurde von Shannon zur Grundlage seiner ���� publizierten






Informationstheorie gemacht� die die �Ubertragung von unendlichen Folgen
von Nachrichten �uber Kan�ale behandelt� In der Theorie werden die Informa�
tionsstr�ome rein nach statistischen Gesichtspunkten klassi�ziert und Kan�ale
als nicht zuverl�assig angesehen� Die St�orungen werden ebenfalls rein stati�
stisch beschrieben� Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen garantiert diese
Theorie eine zuverl�assige �Ubertragung der Information �uber Kan�ale� Diese
Theorie werden wir f�ur einfache Kan�ale entwickeln� Wir diskutieren dann
M�oglichkeiten einer e�zienten Kodierung und Dekodierung der Nachrichten
und erhalten Anwendungen auf das Suchproblem in Datenbanken� Hierbei
kommt der algorithmische Aspekt erstmals ins Spiel�
Shannon hat dem Aufwand� der mit der Kodierung und Dekodierung
der Nachrichten verbunden ist� keine Beachtung geschenkt� Nat�urlich wur�
den leistungsf�ahige Kodierungsverfahren entwickelt� die eine kontinuierli�
che Daten�ubertragung �uber die Kan�ale gew�ahrleisten� Es wurde aber die
Komplexit�at des Kodierens und Dekodierens nicht grunds�atzlich mit dem
Kodierungstheorem in Verbindung gebracht�

Geht man davon aus� da� die Aufgaben des Kodierens und Dekodierens von
universellen Maschinen �ubernommen werden� dann mu� man die dazu erfor�
derliche Berechnungskomplexit�at mit in Rechnung stellen� Das f�uhrt zu zwei
neuen Gesichtspunkten	 Der erste besteht darin� den Kode f�ur eine Nachricht
als Programm f�ur den Rechner zu interpretieren� der die Dekodierung vor�
nimmt� Damit verwandelt sich die Aufgabe� f�ur eine Nachricht eine k�urzeste
Kodierung zu �nden� in die Frage nach einem k�urzesten Programm� das diese
Nachricht erzeugen kann� Was n�amlich k�onnen wir zur Komprimierung einer
Nachricht besseres tun� als ein m�oglichst kurzes Programm anzugeben� das
diese Nachricht hervorbringt� Diese Idee zusammen mit der Vorstellung� da�
zuf�allige Folgen ihre eigene k�urzeste Beschreibung darstellen sollten� die sich
aus der statistischen Information zumindest nach einer Mitteilung ergibt�hat
Kolmogoro� zu einer Fassung des lange o�enen Problemes gef�uhrt� n�amlich
einer mathematisch befriedigenden Fassung des Konzeptes der zuf�alligen Fol�
gen� Unter diesem Aspekt verlangt also die optimale Kodierung einer Nach�
richtenfolge bei Abwesenheit von St�orungen die �Ubersetzung dieser Folge
in eine zuf�allig erscheinenden Folge� womit nat�urlich auch das Problem der
Kryptographie gel�ost w�are� wenn der e�ziente Compiler der Zielmaschine
nicht bekannt ist�
O�ensichtlich kommen hier nun Komplexit�atsfragen ins Spiel� Es mag sein�
da� zur Erzielung optimaler oder doch sehr guten Kodierungen� deren Exi�
stenz durch die Shannon�schen S�atze gew�ahrleistet ist� die zur Berechnung
der Kodierung erforderliche Zeit so gro� ist� da� dadurch die Kapazit�at des
gesamten Kanales� der Kodier� und Dekodierungseinrichtungen mitumfa�t�
eine niedrigere Kapazit�at besitzt� als der urspr�unglich vorgegebene Kanal�
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Hierdurch werden die Kodierungstheoreme in ihrem praktischen Sinne in
Frage gestellt� Beide Fragen geh�oren in den Bereich der Komplexit�atstheo�
rie� Die Frage nach den k�urzesten Programmen ohne den Aspekt der Res�
sourcenbeschr�ankung an Zeit und Speicherplatz wird unter der �Uberschrift
Kolmogoro�komplexit�at behandelt� Die Verfeinerung der Theorie� die sich
durch die Einbeziehung der Ressourcenbeschr�ankung ergibt� geht auf Arbei�
ten Schnorrs zur�uck�
Es ist oben schon eine Verbindung der Informationstheorie zu den Naturwis�
senschaften angeklungen� Wir wollen diesen Zusammenhang nun noch etwas
deutlicher herausarbeiten� Wir betrachten wir den schon erw�ahnten Fall der
�Ubertragung eines Fu�ballspieles� Die Spieler sind in ihren Bewegungen eben�
so wie der Flug des Balles den Gesetzen unterworfen� die das Zusammenspiel
von Kr�aften und Massen beschreiben� Somit ist der Bewegungsablauf auf dem
Spielfeld bei weitem nicht zuf�allig� ein im schnellen Lauf be�ndlicher Spie�
ler kann nicht unmittelbar anhalten� Ein abgefeuerter Ball wird� solange er
nicht einen anderen Gegenstand tri�t� eine berechenbare Bahn beschreiben�
Ein �Ubertragungssystem mu� also garnicht den gesamten Flug� zumindest ei�
nes weiten Abschlages �lmen� es gen�ugt� die Anfangswerte zu messen� um zu
berechnen� wann der Ball fr�uhestens wieder Kontakt mit einem Spieler oder
der Erde haben wird� Diese Berechnung aber kann der heimische Computer
des Betrachters durchf�uhren und das bereits empfangene Bild des Stadions
entsprechend modi�zieren� Wir sehen� da� die Kodierung von Ereignissen in
unserer Welt zwecks einer e�zienten Nachrichten�ubertragung sehr mit der
naturgesetzlichen Erfassung der Vorg�ange in der Welt zu tun hat� Nat�urlich
nicht allein mit diesen Vorg�angen� sondern auch mit unseren Interessen� die
z�B� die Kamerafrau wahrzunehmen versucht� Die Aufteilung in Nachrich�
tenquelle� Kanal und Empf�anger wird sp�atestens hier problematisch� Kom�
pliziert wird das ganze noch dadurch� da� wir es i�a� nicht mit einer Quelle
und einem Empf�anger zu tun haben� sondern mit einer Vielzahl� die �uber ein
Netz von Kan�alen kommunizieren�

Die Vorlesung gliedert sich in zwei Teile� Im ersten Teil� der die Kapitel
� bis � umfa�t� entwickeln wir die Grundlagen der statistischen Informati�
onstheorie� Besonderes Gewicht wird hierbei auch auf die Anwendungen der
Konzepte zur Beurteilung und L�osung algorithmischer Probleme gelegt� Es
werden dabei M�oglichkeiten beschrieben� untere Schranken f�ur algorithmi�
sche Probleme zu berechnen� Anwendungen auf das Sortierproblem f�uhren in
den F�allen� da� die Problemquellen ein statistisch einfaches Verhalten zeigen�
zu Sortieralgorithmen mit im Mittel linearer Laufzeit bei fester Quelle und
variabler Gr�o�e des Sortierproblemes� Diese Resultate und ein entsprechen�
des Resultat f�ur das konvexe�H�ulle�Problem werden hier erstmals publiziert�
Der zweite Teil der Vorlesung� der die Chaitin�Kolmogoro� Komplexit�at be�
tri�t� wird im WS ����� statt�nden�
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Kapitel �

Statistische

Informationstheorie im Falle

diskreter ungest�orter Kan�ale

��� De�nition der Entropie einer Quelle

Sei A eine endliche Menge� A wird in dem hier betrachteten Zusammen�
hang �ublicherweise als Alphabet bezeichnet �A�� A� bezeichnet die Menge
der W�orter �uber dem Alphabet A� An die Menge der W�orter der L�ange n
und � � A� das leere Wort� Die Menge der unendlichen Folgen �uber A sei A��
Eine Quelle ist hier eine Einrichtung� die Elemente a � A erzeugt� und zwar
pro Zeiteinheit ein Zeichen� In endlicher Zeit produziert also die Quelle ein
Wort w � A�� Ist t die Zeitdauer� dann ist t � jwj die L�ange des Wortes w�
Ist die Quelle in alle Ewigkeit aktiv� dann erzeugt sie also unendliche Folgen
w � A��
Das Alphabet charakterisiert die Quelle nicht vollst�andig� Hinzu kommt eine
Funktion� die angibt� mit welcherWahrscheinlichkeitwir das Wort w � A� als
Ausgabe der Quelle erwarten k�onnen� Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnen
wir mit p�w�� Es ist also

p 	 A� �� ��� ��

eine Abbildung mit � � p�w� � � f�ur w � A� und
P

w�A� p�w� � �� Da die
Quelle w nicht auf einen Schlag� sondern Zeichen f�ur Zeichen ausgibt� fordern
wir

p�w� �
X
a�A

p�w � a��

dabei unterscheiden wir in der Bezeichnung nicht zwischen der Wahrschein�
lichkeit p�w�� da� die Quelle das Wort w � At ausgibt oder wa � At���
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Wir sagen� da� die Quelle kein Ged�achtnis besitzt oder ged�achtnislos ist�
wenn

p�w � a� � p�w� � p�a� f�ur w � A�� a � A

gilt� Wir betrachten in diesem Kapitel nur die F�alle� da� die Quelle ged�acht�
nislos ist�
Im folgenden spielt die Funktion �Fig� ����

� �x� x�x

Figur ���	 Funktion ��x�

��x� �

�
� f�ur x � �
x log x f�ur x � �

eine ausgezeichnete Rolle� Dabei ist log der Logarithmus zur Basis 
� ��x�
ist eine konvexe Funktion� wie man durch Anwendung des Mittelwertsatzes
beweisen kann�
Konvexit�at besagt� da� f�ur alle � � ��� �� und x�� x� � IR�

���x�  ��� ��x�� � ���x��  ��� ����x��

gilt� Das Gleichheitszeichen gilt f�ur x� �� x� genau dann� wenn � � f�� �g ist�
Aus der Konvexit�at folgt nun f�ur � � p�� � � � � pn � ��

P
pi � � und

x�� � � � � xn � IR�

��p�x�  � � � pnxn� �
�
p� � ��x�� f�ur p� � �

p���x��  �� � p���
�

p�
��p�

x�  � � � pn
��p�

xn
� �

Nun k�onnen wir hieraus induktiv auf

��p�x�  � � � pnxn� � p���x��  ��� p���p
�
���x��  � � � p�n��xn��

�



schlie�en� wenn

p�i �
pi

� � p�
� i � 
� � � � � n

gesetzt wird� Daraus folgt aber unmittelbar die Behauptung� Dar�uber hinaus
folgt� da� f�ur xi �� xj f�ur i� j � �� � � � � n und i �� j Gleichheit genau dann
gilt� wenn pi � � f�ur ein i gilt�

Nun wenden wir diese Beziehung auf den Sonderfall p� � � � � � pn �
�
n
� � �

x�� � � � � xn � � und Pxi � � an und erhalten

�
�
�

n

�
� �

�X
i

xi � �
n

�
�X �

n
��xi�

und hieraus

��
n
log n � �

n

X
��xi�

oder
�X ��xi� � log n�

Schreiben wir f�ur xi nun pi� dann erhalten wir in �ublicher Notation

�
nX
i��

pi log pi � log n�

Die Funktion
H�p�� � � � � pn� 	� �

X
pi log pi

wird als Entropie bezeichnet� Man rechnet leicht nach� da�

H�p�� � � � � pn� � log n

genau dann gilt� wenn

p� � p� � � � � � pn �
�

n

erf�ullt ist�
H�p�� � � � � pn� ist das von Shannon eingef�uhrte Ma� f�ur die Information� die
die Quelle �A� p� mit A � fa�� � � � � ang und p�ai� � pi pro Zeiteinheit im
Mittel produziert� Um diese De�nition verst�andlicher zu machen beweisen
wir noch einige weitere Eigenschaften von H�p�� � � � � pn�� die uns auch bei
anderen Gelegenheiten hilfreich sind�
Zun�achst bemerkt man� da� f�ur jede Permutation i�� � � � � in

H�p�� � � � � pn� � H�pi� � � � � � pin�

gilt� d�h�� da� H�p�� � � � � pn� symmetrisch ist� Das erlaubt es uns auch k�urzer
H�p� zu schreiben�

�



Wir betrachten nun den Fall� da� als Alphabet der Quelle aus zwei Alphabe�
ten� die nicht notwendig verschieden sein m�ussen� zusammengesetzt ist� Es
sei also B ein weiteres Alphabet und die Quelle produziere pro Zeiteinheit
ein Paar �a� b� � A�B� Es sei

� 	 A�B �� ��� ��

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und

p�a� �
X
b�B

��a� b� � q�b� �
X
a�A

��a� b�

und

��bja� �
�
� f�ur p�a� � �
��a�b�
p�a�

f�ur p�a� �� � �

O�ensichtlich sind p 	 A �� ��� �� und q 	 B �� ��� �� Wahrscheinlichkeits�
verteilungen�

Entsprechend wird ��ajb� de�niert� Man hat dann die Identit�aten

��a� b� � p�a� � ��bja� � q�b� � ��ajb�

und

X
b�B

��bja� � � f�ur alle a � A

X
a�A

��ajb� � � f�ur alle b � B

Es ist auch �ublich anstelle vonH�p� die BezeichnungH�A� und entsprechend
f�ur H��� die Bezeichnung H�A�B� zu verwenden� Die Bezeichnung A�B
impliziert also nicht� da� z�B� ��a� b� � p�a� � q�b� gilt� Falls diese Relation
gilt� sagen wir� da� p und q unabh�angig voneinander sind� Diese Eigenschaft
entspricht der Ged�achtnislosigkeit von Quellen� wenn man hintereinander
erzeugte Paare betrachtet�
Wir verwenden weiter die Notationen

Ha�B� � H���b�ja�� � � � � ��bmja��

und

HA�B� �
X
a�A

p�a�Ha�B��

Ha�B� bezeichnen wir als die durch a bedingte und HA�B� als die von A
bedingte Entropie von B�

�



Mit diesen Bezeichnungen hat man

�H�A�B� �
X
a�b

��a� b� log��a� b� �
X
a�b

��a� b� log p�a� � ��bja�

�
X
a�b

��a� b��logp�a�  log ��bja��

�
X
a

p�a� log p�a�  
X
a

p�a�
X
b

��bja� log��bja�

d�h�
H�A�B� � H�A�  HA�B��

Als Symmetriegr�unden gilt auch

H�A�B� � H�B�  HB�A��

Sind p und q unabh�angig� dann gilt

Ha�B� � Ha��B� f�ur a� a� � A

und damit
H�A�B� � H�A�  H�B��

Weiter gilt

�HA�B� �
X
a�b

p�a�����bja�� �X
b

��
X
a

p�a���bja��

�
X
b

��
X
a

��a� b�� �
X
b

��q�b�� � �H�B��

Hieraus und aus obiger Gleichung folgt

H�A�B� � H�A�  H�B��

Wir fassen unsere Resultate in dem folgenden Satz zusammen und interpre�
tieren sie�

Satz �
�

Es gilt unter der Verwendung der oben eingef�uhrten Bezeichnungen�

��� H�p�� � � � � pn� ist stetig in p�� � � � � pn�

�	� H�p�� � � � � pn� ist symmetrisch�

�
� H�p�� � � � � pn� � H
�
�
n
� � � � � �

n

�
�H

�
�
��

�
�

�
� �

�



��� H�p�� � � � � pn� �� � H�p�� � � � � pn�

��� H�A�B� � H�A�  HA�B�

�
� H�A�B� � H�A�  H�B� mit ��� f�ur p� q unabh�angig

��� HA�B� � H�B� mit ��� f�ur p� q unabh�angig

Dar�uber hinaus wird H durch ��� bis ��� eindeutig bestimmt�

Bevor wir die in diesem Satz enthaltenen Relationen interpretieren� bewei�
sen wir den zweiten Teil des Satzes� der feststellt� da� diese Relationen H
eindeutig bestimmen� Der Beweis l�auft �uber die Stufen I bis V�

I� Setzen wir L�n� � H� �
n
� � � � � �

n
�� dann folgt aus ��� und ���

L�n� � H
�
�

n
� � � � �

�

n

�
� H

�
�

n
� � � � �

�

n
� �
�
� L�n  ���

Wegen ��� haben wir damit

L�
� � �� L�n� � L�n  �� und L�n� � � f�ur n � 
�

II� Es gilt

L�nk� � k � L�n��
Beweis	 Man erh�alt die Verteilung �

nk
als k�faches Produkt der un�

abh�angigen Wahrscheinlichkeitsverteilung �
n
� dies folgt aus ����

III� Wir zeigen
L�n� � log�n��

Nun gibt es zu n� r� s � IN mit r� s � � ein m � N � so da�

rm � sn 	 rm�� �	�

gilt� Hieraus erh�alt man durch logarithmieren

m log r � n log s 	 �m �� log r�

m

n
� log s

log r
	

m

n
 
�

n
�

Ebenso folgt aus I� und II� und �	�

mL�r� � nL�s� � �m ��L�r�

��



und
m

n
� L�s�

L�r�
� m

n
 
�

n

Aus beiden Ungleichungen ergibt sich

����� log slog r
� L�s�

L�r�

����� � �

n

n ist aber von r und s unabh�angig� so da�

log s

log r
�

L�s�

L�r�

folgt� Halten wir nun r fest und setzen wir � � L�r�
log�r�

� dann gilt

L�s� � � � log s�

Aus ��� folgt � � �� wenn wir s � 
 setzen�

IV� Unsere Behauptung gilt f�ur rationale Wahrscheinlichkeitsverteilung�
Sei also p�� � � � � pn � jQ� Dann �nden wir g�� � � � � gn� g � IN� mit g �
g�  � � � gn und

pi �
gi
g

f�ur i � �� � � � � n�

Wir betrachten

A �

	

 a� � � � an

p� � � � pn

�
A

und das Alphabet B mit der Verteilung

B �

	

 b� � � � bg

�
g

� � � �
g

�
A

Wir setzen

��ai� bj� �

�
�
g
f�ur g�  � � � gi�� 	 j � g�  � � � gi

� sonst

Wir haben dann mit �
� und III�

H�A�B� � H

�
�

g
� � � � �

�

g
� �� � � � � �

�
� log g�

��



Weiter gilt

HA�B� �
nX
i��

piHai�B� �
nX
i��

piH

�
�

g
� g
gi
� � � � �

�

g
� g
gi
� �� � � � � �

�

�
nX
i��

piH

�
�

gi
� � � � �

�

gi

�

�
nX
i��

pi log gi

Wegen ��� gilt nun

log g � H�A�  
nX
i��

pi log gi�

und

H�A� � �
�

nX
i��

pi log gi �
nX
i��

pi log g

�

� �
nX
i��

pi log pi �

V� Aus der in ��� vorausgesetzten Stetigkeit folgt nun der Satz ��� allgemein�

Erl�auterung des Satzes�
Der Satz ��� gibt eine erste Best�atigung daf�ur� da� der Shannon�sche An�
satz� die Information einer Quelle durch ihre Entropie zu messen� mit unse�
rer intuitiven Vorstellung �uber Information vertr�aglich ist� Er stellt dar�uber
hinaus fest� da� diese Vorstellungen das Ma� bereits eindeutig festlegen� Das
Kodierungstheorem� das wir anschlie�end beweisen werden� zeigt desweite�
ren� da� diese Vorstellung auch interessante und praktische Konsequenzen
hat�

Nat�urlich kann man dar�uber streiten� ob die Beschreibung einer Informati�
onsquelle durch eine Menge A und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p �uber
A unseren Vorstellungen �uber Informationsquellen entspricht� Auf diese Frage
werden wir sp�ater zur�uckkommen� Hier wollen wir diesen Ansatz aber einmal
akzeptieren und die � verschiedenen Feststellungen von Satz ��� diskutieren�

��� stellt die Stetigkeit von H�p�� � � � � pn� fest� Das ist sicher mit unserer
Vorstellung vertr�aglich� wenn wir den Ansatz �X� p� als solchen �uberhaupt
akzeptieren�
�
� besagt� da� das Ma� nicht von der Numerierung der Elemente in A
abh�angen sollte� wogegen man wenig sagen kann�

�




Kritischer ist ��� Hier wird festgestellt� da� der mittlere Informationsgehalt
der Quelle am gr�o�ten sein sollte� wenn man die geringste Tre�erwahrschein�
lichkeit bei Vorhersagen der Quelle erzielen kann� Die Forderung H��� �

�
�
� � �

ist eine Normierung des Ma�es und deshalb im Zusammenhang mit unserer
Diskussion nicht weiter interessant�
��� besagt� da� eine Quelle� die ein Ereignis vorsieht� das niemals auftritt�
auf dieses Ereignis ohne Informationsverlust verzichten kann�
��� kann man als eine Interpretation der Ereignisse der Quelle �A�B� in zwei
Stufen verstehen	 Zun�achst stellt man fest� da� f�ur das Ereignis �a� b� � A�B
gilt� da� x � a ist� Informationsgewinn im Mittel H�A�� In der zweiten Stufe
stellt man fest� da� f�ur y in �a� y� gilt� da� y � b ist� Um diesen Informati�
onsgewinn zu messen� mu� man also Ha heranziehen� Mittelt man �uber alle
F�alle a � A� dann erh�alt man H�A �B�� � H�A�  HA�B�� Also auch hier
stimmt Intuition und Folgerung aus dem Entropieansatz �uberein�
��� besagt� da� in dem Fall� da� zwei parallele Quellen dann einen maximalen
Informationsgehalt erzeugen� wenn beide Quellen voneinander unabh�angig
sind� und nicht also die eine Quelle die andere wiederholt oder auch nur va�
riiert�
��� stellt fest� da� der Informationsgehalt einer einzelnen Quelle B nicht da�
durch erh�oht werden kann� da� man zuerst eine Quelle A abh�ort� �Verst�and�
lichkeit spielt in unserer De�nition keine Rolle!��

Erstaunlicherweise stellt Satz ��� fest� da� diese plausiblen Eigenschaften ���
bis ��� das Ma� f�ur die mittlere Information der Quelle pro Zeichen festlegen�

��� Der Kodierungssatz im st�orungsfreien

Fall

Wir betrachten eine Quelle mit Alphabet A und Wahrscheinlichkeit

p 	 A �� ��� ���

Der Kanal verf�uge �uber das Alphabet S� Wir betrachten Kodierungen

c 	 A� �� S� �

Da wir aus c�w� f�ur w � A� die Eingabe w wieder rekonstruieren wollen�
mu� c injektiv sein� Wir wollen weiter eine gute mittlere �Ubertragungsrate
erzielen� d�h� c soll so gew�ahlt werden� da�

�

n

X
jwj�n

p�w� � jC�w�j

��



f�ur alle n nahezu minimal wird�
Speziell mu� also die Einschr�ankung cjA von c auf A injektiv sein� Die Bedin�
gung cjA ist allerdings nicht hinreichend f�ur c injektiv� Hinreichend ist� da�
cjA freies Erzeugendensystem des von cjA erzeugten Monoides c�A�� 
 S�

ist� Aber auch diese Forderung ist f�ur eine e�ziente �Ubersetzung nicht hin�
reichend� Von dieser verlangen wir� da� sich aus c�u � v� erkennen l�a�t� wo
c�u� endet� ohne da� man erst ganz c�u � v� gelesen hat� Diese Eigenschaft
garantieren die sogenannten pr�a�xfreien Codes�

De�nition �
�

L 
 S� hei�t pr�a�xfrei 	�� L � S� � S 
 L � ��
In anderen Worten	 L ist pr�a�xfrei genau dann� wenn kein Wort u � L Pr�a�x
eines Wortes v � L� u �� v ist�

Veranschaulichung der De�nition
Wir ordnen jeder Teilmenge L 
 S� in folgender Weise einen Baum B�S�
zu� Die Wurzel des Baumes sei � � Ist u � S� und gibt es ein v � S� mit
u� v � L� dann ist auch u ein Knoten des Baumes� Sind u und u � s mit
s � S Knoten des Baumes� dann gibt es eine mit s markierte Kante des
Baumes� die in u beginnt und in us endet�

u
s�� us �

L ist genau dann pr�a�xfrei� wenn die Knoten u mit u � L Bl�atter des
Baumes sind�
Beispiel

S � f�� 
� �g� L � f�� 
��� 
��� 

� ��� �
� ���� ��
g

s�������������� �

PPPPPPPPPPPPPqs s s
�

�
�

�
�

��� �s s
�

�
�

�
�

��� �

Q
Q
Q
Q
Q
QQss s s
�

�
�

��� �s s
�

�
�

���

�
�
�
��Rs s

�

�


�� 
��



 �� �


��� ��


� � �

� � � � �

� � � �

Figur ��
	 Kodebaum

��



O�ensichtlich ist die Bedingung pr�a�xfrei f�ur L hinreichend daf�ur� da� sich
jedes Wort w � L� von links nach rechts fortlaufend eindeutig in seine Fak�
toren aus L zerlegen l�a�t�

Unsere Anforderung an die Kodierung c lauten nun

� c�A� ist pr�a�xfrei�

� Pa�A p�a� � jc�a�j � min
c�

f PA p�a�jc��a�j jc��A� pr�a�xfrei g

Wir suchen also eine Kodierung c� so da� die mittlere L�ange der Wege im
Baum B�c�A��� die von � zu einem Knoten aus c�A� f�uhren� minimal oder
fast minimal wird�
Hierzu betrachten wir die verschiedenen Etagen des Baumes� die jeweils
Knoten u gleicher L�ange enthalten� C i ist die Etage� die die Knoten der
L�ange i enthalten� die zu dem Kode geh�oren�

C� � fc�a�ja � A� jc�a�j � �g
C i � fc�a�ja � A� jc�a�j � ig�

O�ensichtlich gilt

C i 
 Cj � � f�ur i �� j�

Dar�uberhinaus folgt aus der Pr�a�xfreiheit	
Ist i 	 j� u � C i� v � Cj�dann gibt es keinen Weg w von u nach v �
Pr�a�xfreie Kodes kann man also wie folgt konstruieren	 Man w�ahlt C� 
 S��
Hat man C� bereits konstruiert� dann w�ahlt man C i�� 
 Si�� � �C� � C� �
� � � � CL� � S��
Wir setzen nun

ni � "C
i

und interessieren uns f�ur eine Charakterisierung der n�� � � � � nk� wenn c�A� �
C� � � � �Ck ist�

Lemma �
� Seien n�� n�� � � � � nk � IN gegeben� Es gibt genau dann einen
pr�a�xfreien Kode C � C� � � � � � Ck mit ni � "Ci� wenn die Kraft�sche
Ungleichung

kX
i��

ni
mL

� � �	�

gilt� Hierin ist m � "S�

Beweis	 Der Beweis folgt der oben geschilderten Konstruktion von C�

��



�� Wir beweisen zun�achst	
Ist C ein pr�a�xfreier Kode� dann gilt �#�� O�ensichtlich ist wegen C� 

S n� � m� Damit fallen alle Fortsetzungen von W�ortern aus C� f�ur
die Bildung von C� aus� Also gilt dann

n� � m� � n� �m
Induktiv schlie�t man weiter auf

ni � mi � n� �mi�� � n� �mi�� � � � �� ni�� �m
Also haben wir

mk � n� �mk��  n� �mk��  � � � nk

d�h� nach Division durch mk

� � n�

m
 

n�

m�
 � � � 

nk
mk

�


� Sei nun die Ungleichung �	� erf�ullt� Wir werden zeigen� da� dann ein
pr�a�xfreier Kode

C � C� � � � � � Ck

mit "Ci � ni existiert�
Aus der Ungleichung folgt

n� �mk�� � mk�d�h� n� � m�

Damit k�onnen wir n� paarweise verschiedene Elemente aus S
ausw�ahlen� Diese Menge sei C��
Nun folgt aus der Ungleichung auch

n� � m� � ni �m�

Also �ndet man in S� mindestens n� Elemente� die keinen Pr�a�x in
C� enthalten� So erh�alt man C�� Indem man dieses Verfahren fortsetzt�
erh�alt man einen pr�a�xfreien Kode

C � C� � � � � � Ck

Aus �� und 
� folgt die Aussage von Lemma ���� �

Mittels dieser Konstruktion sind wir in der Lage die mittlere L�ange pr�a�xfrei�
er Kodes abzusch�atzen�
Hierzu setzen wir

N �
kX
i��

ni
mi

��



und

q�a� �
�

mi �N � f�ur jC�a�j � i�

Damit gilt f�ur beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

p 	 A �� ��� ��

H�A� � �X
A

p�a� log p�a� � �X
A

p�a� log q�a��

Beweis	 Setzen wir

Ar�a� p� � p�a�  � � � pnan f�ur a � �a�� � � � � an�

und
Ge�a� p� � a�p� � a�p� � � � � anpn

dann gilt bekanntlich f�ur das durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung p ge�
wichtete arithmetische und geometrische Mittel die Ungleichung

Ge�a� p� � Ar�a� p�

mit ��� genau dann� wenn a� � a� � � � � � an�
Hieraus folgt f�ur

a �

�
q�
p�
� � � � �

qn
pn

�
und � 	 pi 	 ��

X
pi � �

� � Ar�a� n� � ap�� � � � � � apnn

und hieraus
pp�� � � � � � ppnn � qp�� � � � � � qpnn

und durch Logarithmieren weiter

p� log p�  � � � pn log pn � p� log q�  � � � pn log qn

d�h�
H�p� � �X p�a� log q�a� q�e�d�

Nun ersetzen wir q�a� durch seine De�nition und erhalten

H�A� � �X
i

X
a

jc�a�j�i

p�a� log
�

mi �N � �X p�a�
�
log

�

mi
 log

�

N

�

� �X p�a��i � logm�� � logN� � ��X p�a� � i� log �
m
 logN

� �
X

p�a� � jc�a�j� logm logN

Wir setzen die De�nition von N ein und erhalten wegen N � �

��



H�A�

logm
�X

a

p�a� � jc�a�j

Also ist H�A�
 logm ist eine untere Schranke f�ur die mittlere L�ange aller
pr�a�xfreien Kodierungen von A in S��

Zum Abschlu� zeigen wir auch eine obere Schranke f�ur die mittlere Ko�
del�ange�
Seien i�a� � IN die eindeutig bestimmten Zahlen im Intervall

� log p�a�
logm

� i�a� 	 � log p�a�
logm

 �� �	�

Hieraus folgt

� log p�a� � � logm�i�a� 	 � log p�a�  logm

d�h�

p�a� � m�i�a� �
�

m
� p�a��

Hieraus folgt

� �X
a

m�i�a� �
�

m
�

Also k�onnen wir eine pr�a�xfreie Kodierung mit

jc�a�j � i�a� 	
H�A�

logm
 �

�nden �Lemma ����� Damit haben wir

Lemma �
� Zu vorgegebener Quelle �A� p� und Alphabet S mit "S � m gibt
es einen pr�a�xfreien Kode c� so da� die folgende Ungleichung erf�ullt wird

H�A�

logm
�X

a

p�a� � jc�a�j 	 H�A�

logm
 ��

Nun bilden wir Ar � A�� � ��A �r mal� mit unabh�angiger Wahrscheinlichkeit
p und erhalten

H�Ar� � r �H�A��
Gehen wir damit in die Ungleichung von Lemma ��
� dann erhalten wir

r �H�A�
logm

� X
a�Ar

p�a� � jc�a�j 	 r �H�A�
logm

 �

��



oder
H�A�

logm
� �

r

X
p�a� � jc�A�j 	 H�A�

logm
 
�

r
�

Schreiben wir

E�Ar� c� �
�

r

X
a�Ar

p�a�jc�a�j

f�ur die mittlere Kodel�ange pro a � A bei der Kodierung c� dann haben wir
den

Satz �
� 
Kodierungstheorem im st�orungsfreien Fall� Sei �A� p� eine
ged�achtnislose Quelle� Es gibt dann zu vorgegebenem � � � ein r � IN und
eine pr�a�xfreie Kodierung c 	 Ar �� S��"S � m� so da�

�
H�A�

logm
� E�Ar� c�

�
	 �

gilt� �

Der Name des Satzes r�uhrt von der Vorstellung her� da� S das Alphabet
eines st�orungsfreien Kanales ist� der bei besserer Kodierung besser ausge�
nutzt wird� F�ur praktische Zwecke ist diese Konstruktion f�ur gro�e A jedoch
bedeutungslos�

Wir schw�achen nun die Voraussetzung pr�a�xfrei ab� indem wir nur verlangen�
da� c�A� ein Kode� d�h� ein freies Erzeugendensystem ist und beweisen das
entsprechende auf McMillan zur�uckgehende Resultat� Anschlie�end diskutie�
ren wir auch den Fall� da� �uber c nur die Injektivit�at vorausgesetzt werden
kann�

Sei wie fr�uher C � c�A� und ni � "C i� Da c injektiv ist� gilt auch

ni � "fa j jc�a�j � i� a � Ag�

Wegen der Injektivit�at gilt ni � mi� so da� wir

N 	�
kX
i��

ni
mi

� k

haben� dabei ist

k � maxfjc�a�j ja � Ag�
Wir setzen wie fr�uher

q�a� �
�

mi �N f�ur i � jc�a�j�

��



woraus � � q�a� � � und P q�a� � � folgt�
Die Anwendung der Ungleichung

� �
�
q�
p�

�p�
� � � � �

�
qn
pn

�pn

f�ur Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und q ergibt�

H�A�

logm
�X

A

p�a� � jc�a�j logN
logm

�

Schreiben wir f�ur die erwartete mittlere Kodel�ange wieder E�A� c� und ver�
wenden wir N � k� dann gilt

H�A�

logm
� E�A� c�  

log k

logm

Nun ersetzen wir A durch Ar und bezeichnen die homomorphe Fortsetzung
von c auf Ar mit cr� Da c�A� als frei vorausgesetzt wird� ist auch cr injektiv
und wir haben

r �H�A�
logm

� r �E�Ar� cr�  
log�k � r�
logm

und
H�A�

logm
� E�A� c�  

log�k � r�
r � logm �

Hierin h�angt nur der Summand rechts von r ab� Dieser geht aber gegen � f�ur
r �� �� so da� wir die angestrebte Versch�arfung des Kodierungstheorems
bewiesen haben�

Satz �
� Ist c 	 A �� S� eine Kodierung und ist c�A� frei� dann gilt f�ur
ged�achtnislose Quellen �A� p�

H�A�

logm
� E�A� c� 	

H�A�

logm
 �

Die obere Schranke gilt hierbei trivialerweise� da man schw�achere Voraus�
setzungen an die Kodierungen stellt� Es stellt sich nun die Frage� ob dieser
Satz auch dann gilt� wenn wir die Freiheit von c�A� nicht voraussetzen� Wir
hatten f�ur injektive Abbildungen c

H�A�

logm
� E�A� c�  

log k

logm
�

Wir d�urfen aber nicht mehr voraussetzen� da� die homomorphe Fortsetzung
injektiv ist� Man �uberlegt sich aber leicht� da� man in diesem Fall �n � "A�

k � log n

logm
 �


�



annehmen darf� so da� wir

E�A�C� � H�A�

logm
� log�log n logm�� log logm

logm

haben�
F�ur m � 
 erh�alt man die �ubersichtliche Formel

E�A� c� � H�A�� log��  log n�

Geht man allerdings von A zuAr �uber und w�ahlt cr 	 Ar � f�� �g� stets
injektiv� dann erh�alt man

�

r
E�Ar� cr� � H�A�� log��  log n

r�

r

� H�A�� log��  r � log n�
r

Asymptotisch erhalten wir also auch dann pro �ubertragenem Zeichen a keine
bessere Kodierung als im Falle pr�a�xfreier Kodierungen�

Damit haben wir das bemerkenswerte Resultat erzielt� da� uns bei der Be�
schr�ankung auf pr�a�xfreie Kodes bei fortlaufender �Ubertragung kein Nachteil
entsteht� wenn �A� p� ged�achtnislos ist�

��� Ordnungserhaltende Kodierungen

Ist �S�	� eine geordnete Menge� dann kann man diese Ordnung auf S� �uber�
tragen� indem man die Elemente von S� lexikographisch anordnet� Die lexi�
kographische Ordnung wird durch die drei folgenden Axiome de�niert	

F�ur u� v� w�w� � S� gilt

� � 	 u f�ur u �� ��

� u 	 v �� wu 	 wv�

� u 	 v und u nicht Pr�a�x v �� uw 	 vw��

Haben wir zwei geordnete Mengen �M�	� und �M �� 	�� dann hei�t die Ab�
bildung

h 	M ��M �

genau dann �ordnungserhaltend�� wenn f�ur u� v � M

u 	 v �� h�u� 	 h�v�


�



gilt� Wir schreiben in diesem Fall auch

h 	 �M�	� �� �M �� 	��

Wir betrachten nun das folgende Problem	

Man �ubertrage das Kodierungstheorem unter der Voraussetzung� da� �A�	�
und �S�	� geordnet sind� auf den Fall von Kodierungen

c 	 �A�	� �� �S�� 	��

d�h� auf den Fall� da� die Kodierungen die Ordnung von A erhalten� Es ist
klar� da� diese Kodierungen f�ur Quellen �A� p� die Ungleichung

H�A�

logm
� E�A� c�

erf�ullen� Es ist aber nicht sicher� da� auch die obere Schranke

E�A� c� � H�A�

logm
 �

durch pr�a�xfreie ordnungserhaltende Kodierungen erf�ullt werden kann� Wir
geben ein Beispiel an� das zeigt� da� sich aus der Existenz der Kraft�schen
Ungleichung eine solche Kodierung nicht ableiten l�a�t�

Beispiel	 Sei A � fa�� a�� a�g� a� 	 a� 	 a�� Weiter sei i�a�� � �� i�a�� �
�� i�a�� � � vorgegeben� Wir haben dann in unserer fr�uheren Bezeichnung

N �
�


�
 
�



 
�


�
� �

d�h� die Kraft�sche Ungleichung ist erf�ullt� so da� es also einen pr�a�xfreien
Kode c mit jc�a��j � �� jc�a��j � � und jc�a��j � � gibt� Die Figur ���
beschreibt einen solchen Kode� r

�
�
��

�
��R

� �r ja�r
�

�
��

�
�
�R

� �r r
�

���
�
��R

� �j ja� a�

Figur ���	 Nicht ordnungserhaltender Kode







Diese Kodierung ist aber nicht ordnungserhaltend� da hier

c�a�� 	 c�a��

ist� Man sieht leicht� da� es keine ordnungserhaltende pr�a�xfreie Kodierung
gibt� die die L�angenbedingung erf�ullt	 Wir k�onnen ohne Beschr�ankung der
Abbildung c�a�� � ��� w�ahlen� Wegen a� 	 a� und jc�a��j � � folgt als
einzige M�oglichkeit c�a�� � �� Wegen a� 	 a� folgt nun c�a�� Pr�a�x c�a���

Aus dem Beispiel folgt� da� man zumindest die Kraft�sche Ungleichung ab�
schw�achen mu�� um eine pr�a�xfreie� ordnungserhaltende Kodierung gew�ahr�
leisten zu k�onnen� Eine solche Abschw�achung leiten wir im folgenden her�
Wir geben eine Konstruktion an� die f�ur vorgegebene Kodel�angen

jc�a��j � i�� jc�a��j � i�� � � � � jc�an�j � in

unter der Nebenbedingung

c�a�� 	 c�a�� 	 � � � 	 c�an�

einen solchen pr�a�xfreien Kode c mit jc�ai�j � k stets �ndet� wenn er exi�
stiert�
Im folgenden verwenden wir die Bezeichnung

Pr�a�x�u� i� �

�
u� � � � � � ui f�ur i � juj
u f�ur i � juj�

darin ist u � u� � � � � � uk mit ui � S f�ur i � �� � � � � k�

Schritt �� Wir w�ahlen
c�a�� � �

i� �

Gibt es irgendeinen Kode c�� der die obigen Bedingungen erf�ullt� dann
gilt wegen jc�a��j � jc��a��j � i� stets c�a�� � c��a��� Ist c�a�� �� c��a���
dann erhalten wir also wieder einen Kode� der unsere Forderungen
erf�ullt� wenn wir c� so ab�andern� da� c��a�� � �i� gilt� denn aus

c�a�� 	 c��a�� 	 c��ai� f�ur i � �

folgt� da� kein c��ai�� i � 
� � � � � n Pr�a�x von c�a�� ist� w�are umgekehrt
c�a�� Pr�a�x von c��ai�� i � �� dann h�atten wir

c��a�� 	 c�a�� � u � c��ai��

woraus c��a�� 	 c�a�� folgen w�urde� was nicht sein kann�
Wir d�urfen also ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit annehmen� da�
c�a�� � �i� ist�


�



Schritt �� Wir w�ahlen nun c�a�� minimal aus den verbleibendenM�oglichkei�
ten� Die Wahl von c�a�� blockiert f�ur die Wahl von c�a�� alle Elemente
aus

c�a�� � S� und Pr�a�x�c�a��� i�� � S��

Die zweite Bedingung ergibt sich daraus� da� c�a�� auch nicht Pr�a�x
von c�a�� sein darf� Mit unserer Konvention �uber die Pr�a�xnotation
umfa�t die zweite Bedingung auch die erste� Wir setzen

M� 	� Pr�a�x�c�a��� i�� � S�

und w�ahlen also

c�a�� � minfu � ��S� �M�� 
 Si��ju � S� 
M� � �g
Aufgrund der gleichen �Uberlegung wie in Schritt � sehen wir� da� diese
Wahl ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit m�oglich ist�

Schritt j  �� Sei j 	 n und seien c�a��� � � � � c�aj� bereits bestimmt und

Mj 	�Mj�� � Pr�a�x�c�aj�� ij��� � S�

sei als f�ur die Wahl von c�aj��� verbotene Region erkannt� Wir w�ahlen
also ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit

c�aj��� � minfu � ��S� �Mj� 
 Sij���ju � S� 
Mj � �g�
falls die Menge� aus der wir w�ahlen� nicht leer ist� Das Verfahren bricht
ohne Erfolg ab� falls die Menge leer ist� Im anderen Fall ist c�aj���
durch diese De�nition eindeutig bestimmt�
Wir bestimmen den verbleibenden Rest f�ur die Wahl von c�aj���	
O�ensichtlich ist f�ur c�aj��� die RegionMj verboten� Hinzu kommt die
Region

Pr�a�x�c�aj���� ij��� � S� mit in�� 	� in�

so da� wir

Mj�� �Mj � Pr�a�x�c�aj���� ij��� � S� f�ur j  � 	 n

als verbotene Region f�ur die Wahl von c�aj��� erhalten�

Um zu einer Kraft�schen Ungleichung f�ur den Fall ordnungserhaltender�
pr�a�xfreier Kodierungen zu gelangen� betrachten wir die Mengen

M
�k�
j 	�Mj 
 Sk�

Wir zeigen zun�achst� da� es in M
�k�
j hinsichtlich der Ordnung keine L�ucken

gibt� Der Beweis erfolgt durch Induktion�
Wir zeigen also� da� aus u �M

�k�
j und v � Sk �M

�k�
j folgt� da� u 	 v gilt�


�



Induktionsanfang� F�ur j � � haben wir

u � Pr�a�x�c�a��� i�� � w�
F�ur

$v � Pr�a�x�v� i��

gilt o�ensichtlich
Pr�a�x�c�a��� i�� 	 $v�

woraus die Behauptung f�ur j � � folgt�

Induktionsschritt� Sei die Behauptung f�urM
�k�
j bewiesen� Es gen�ugt dann�

die Behauptung f�ur

u � Pr�a�x�c�aj���� ij��� � S� 
 Sk

zu zeigen� Wir setzen

$u � Pr�a�x�c�aj���� ij��� und $v � Pr�a�x�v� ij����

F�ur $u � $v w�urde v � Mj�� folgen� was ausgeschlossen ist� F�ur $v 	 $u
h�atten wir v 	 c�aj���� was der Wahl von c�aj��� widerspricht�

Hieraus folgt auch

Mj 
 Pr�a�x�c�aj���� ij��� � S� � ��
Nun ist

"�Pr�a�x�c�aj�� ij��� � S� 
 Sk� � mk�minfij�ij��g�

Unsere Konstruktion kommt also genau dann erfolgreich zu Ende� wenn

nX
j��

mk�minfij�ij��g � mk

ist� Wegen

mk�minfij �ij��g � maxfmk�ij �mk�ij��g � mk�ij  mk�ij��

haben wir als nur noch hinreichende Bedingung f�ur eine erfolgreiche Kon�
struktion


 �
nX
j��

mk�ij � mk

oder� wenn wir wieder ni � "C i setzen und durch mk dividieren

n�

m�
 

n�

m�
 � � � 

nk
mk

� �



�

Damit k�onnen wir das folgende Kodierungstheorem beweisen�


�



Satz �
� 
Kodierungstheorem f�ur ordnungserhaltende Kodierungen�
F�ur jede Kodierung c 	 A �� S� und jede ged�achtnislose Quelle �A� p� gilt

H�A�

logm
�X

A

p�a�jc�a�j�

Es gibt zu vorgegebenen Ordnungen �A�	� und �S�	� ordnungserhaltende
Kodierungen c 	 A �� S� mit

X
A

p�a� � jc�a�j � H�A�

logm
 


Beweis	 Der erste Teil des Satzes folgt aus Satz ���� Der zweite Teil ergibt
sich� indem wir wie fr�uher

� log p�a�
logm

� i�a� 	 � log p�a�
logm

 �

w�ahlen und nun

i��a� � i�a�  � 	 � log p�a�
logm

 


verwenden� Es ergibt sich damit

X
A

�

mi�a���
�
�

m

X �

mi�a�
� �

m
� �



�

Wir k�onnen also einen ordnungserhaltenden� pr�a�xfreien Kode c mit Kode�
wortl�angen jc�a�j � i��a� �nden� woraus die Behauptung des Satzes folgt�

�

��� Anwendungen des Kodierungstheorems

����� Suchprobleme

Wir betrachten als erstes ein Datenbankproblem� Wir wollen ein Lexikon
in einem Rechner ablegen und es e�zient benutzen k�onnen� Unter verschie�
denen M�oglichkeiten w�ahlen wir dazu eine baumartige Datenstruktur zur
Repr�asentation des Lexikons und der lexikographischen Anordnung seiner
Schl�usselworte aus�

Wir konstruieren also wie folgt einen Baum	 Jeder Eintrag des Lexikons ist
ein Knoten des Baumes� Von jedem Knoten des Baumes gehen h�ochstens
zwei Kanten aus� die mit � oder � markiert sind� Die mit � markierte Kante
f�uhrt zu einem Knoten� dessen Eintrag lexikographisch fr�uher steht� die mit


�



� markierte Kante entsprechend zu einem sp�ateren Eintrag� In jedem Knoten
au�er dem Wurzelknoten endet genau eine Kante� Hierdurch ist der Baum
lokal beschrieben� Der Baum ist dadurch aber nicht eindeutig bestimmt� Die
Figur ��� erl�autert das eben gesagte und erg�anzt es�

�� e� ��� e��

� e
�

�
�

�
�

�
���

Q
Q
Q
Q
Q
QQs

� �

Figur ���	 Knoten im Suchbaum

Bei dem Eintrag in die Knoten unterscheiden wir zwischen dem Schl�ussel �
und dem unter dem Schl�ussel abgelegten Eintrag e� In Figur ��� gilt also

�� 	 � 	 ����

wenn � 	 � die auf den Schl�usseln gegebene Ordnung bezeichnet�
Der Baum stellt den Speicher unserer Maschine dar� Die Kontrolleinheit steu�
ert einen Lesekopf� der sich auf dem Baum folgend bewegen kann� Der Kopf
liest den Inhalt des Knotens und die Kontrolleinheit bewegt den Kopf in
Abh�angigkeit von dem Gelesenen und dem momentanen Zustand der Kon�
trolle zu einem Nachbarknoten des Baumes oder l�a�t den Kopf auf dem
Knoten stehen� Der Rechner verf�ugt weiter �uber ein Register �� in dem die
Anfrage steht� Die Elementaroperationen enthalten neben den bereits ge�
nannten Bewegungen Ausgabebefehle und einen Befehl	 kehre zur Wurzel
zur�uck� Jede Berechnung beginnt mit der Kopfstellung auf der Wurzel des
Baumes und dem Befehl Leseanfrage� Die Arbeitsweise der Maschine wird
durch das folgende Programm beschrieben�

�	 � Anfrage
while � �� � do

if � 	 � then follow �
else follow �

od
print e� goto initial state�

Wir nehmen also zun�achst an� da� nur Anfragen gestellt werden� deren
Schl�ussel die Maschine kennt� Um unseren Kodierungssatz anwenden zu
k�onnen� ben�otigen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

p 	 A �� ��� ��


�



worin also A die Menge der Schl�ussel bezeichnet� Weiter fassen wir einen
Programmdurchlauf als Elementaroperation auf�
Jede Suche� die eine Anfrage ausl�ost� wird eindeutig durch den Weg von der
Wurzel zu dem mit dem Eintrag markierten Knoten und dem R�ucksprung
beschrieben� Das hei�t also� da� wir auf diese Weise eine Kodierung

c 	 A �� f�� �g� � goto
de�nieren� die jeden Suchvorgang charakterisiert�
Unser Kanalalphabet ist also S � f�� �� goto g� so da� wir

E�A� c� � H�A�

log �

als untere Absch�atzung der mittleren Suchzeit erhalten�

Wir k�onnen aber die im Kodierungstheorem angegebene obere Schranke aus
zwei Gr�unden nicht verwenden� denn

� die Kodierung mu� die alphabetische Ordnung auf A respektieren�
� Die untere Schranke sollte sich verbessern lassen� denn der Kode ver�
wendet das Zeichen �goto� in sehr spezieller Weise�

Von dem zweiten Punkt befreien wir uns� indem wir zun�achst die
Absch�atzung f�ur injektive Kodierungen f�ur eventuell nicht freie c�A� ver�
wenden und die goto�Kante danach hinzuf�ugen� Mit goto als Trennzeichen
erhalten wir wieder einen pr�a�xfreien Kode� Dieser Kode sei mit c� bezeich�
net� Wir haben also aufgrund von �#� auf Seite 



E�A� c�� � H�A�� log��  log n�  �
Gehen wir von A zu Ar �uber und ist cr eine injektive Abbildung auf Ar� dann
erhalten wir

E�Ar� cr� � r �H�A�� log��  r log n��

Wegen
r � E�A� c�� � E�Ar� cr�

folgt

E�A� c�� � H�A�� log��  r log n�

r

Hieraus folgt f�ur die mittlere Suchzeit� wenn wir r ��� gehen lassen

E�A� c�� � H�A�

f�ur alle m�oglichen Ablagen c� des Lexikons in unserem baumartig organi�
sierten Speicher� Insbesondere spielt die Anordnung � 	 � von A hierbei


�



keine Rolle� Es k�onnte also sein� da� wir unter Voraussetzung einer anord�
nungstreuen Kodierung eine gr�o�ere untere Schranke herleiten k�onnnen� Die
folgende �Uberlegung zeigt� da� das i�a� nicht der Fall ist�

Haben wir irgendeine Quelle �A� p� und f�ur diese Quelle eine optimale Kodie�
rung gefunden� dann �ubertragen wir auf A verm�oge der bijektiven Abbildung
c von A auf c�A�� die auf c�A� gegebene Ordnung auf A� Bezeichnet �A�	�
diese Ordnung auf A� dann l�a�t sich �A�	� ordnungserhaltend ebenso gut
kodieren� wie ohne die Ordnung zu respektieren� Also kann man i�a� keine
bessere untere Schranke f�ur die Kodierungen von �A�	� als f�ur die Kodie�
rungen von A erhalten�

Wir betrachten unsere Absch�atzung E�A� c�� � H�A� nochmals kritisch� Wir
haben diese Absch�atzung gewonnen� indem wir aus der zun�achst nur injekti�
ven Abbildung durch Hinzuf�ugen der Kante goto einen Kode gemacht haben�
Das haben wir mit der Verl�angerung jedes Weges um � bezahlt� Am Ende
der Rechnung stellt sich nun heraus� da� diese mittlere Wegl�ange � H�A�
ist� Also l�a�t sich die mittlere Wegl�ange zu den Knoten des bin�aren Bau�
mes bei der Kodierung c anstelle von c� sogar durch H�A� � � anstelle von
H�A�� log��  log n� nach unten absch�atzen� Wir fassen dieses Resultat in
den folgenden Lemma zusammen�

Lemma �
� Ist �A� p� eine ged�achtnislose Quelle und ist c 	 A �� f�� �g
injektiv� dann gilt E�A� c� � H�A�� ��

Aufgrund des Kodierungstheorems f�ur ordnungserhaltende Kodierungen �n�
den wir stets eine Kodierung

c 	 �A� c� �� �f�� �g�� 	�

mit E�A� c� 	 H�A�  
�

Wir zeigen� da� sich diese Kodierung mittels den oben beschriebenen Ele�
mentaroperationen berechnen l�a�t�
Hierzu betrachten wir den zu c geh�origen Baum B�c�� Die Wege von der
Wurzel von B�c� zu den Bl�attern entsprechen gerade den Kodierungen c�a�
der Elemente a � A� Wir markieren jedes Blatt c�a� des Baumes mit dem
korrespondierenden Element a � A� Die inneren Knoten von B�c� markieren
wir wie folgt	 Ist P ein innerer Knoten von B�c�� dann geh�ort zu P ein Un�
terbaum BP � dessen Wurzel P ist� Den Unterbaum BP zerlegen wir in zwei
Unterb�aume B�

P und B�
P � dabei ist Bi

P der Unterbaum von BP der von P aus
�uber die mit i � f�� �g markierte Kante erreicht wird� Sei nun

u � maxfa � Ajc�a� liegt in B�
Pg�


�



v � minfa � Ajc�a� liegt in B�
Pg�

Da c die Anordnung erh�alt� gilt u 	 v�
Wir markieren nun den Knoten P mit u oder v� je nachdem ob p�u� � jc�u�j
oder p�v� � jc�v�j gr�o�er ist� Das tun wir f�ur jeden inneren Knoten P von B�c��
Eventuell wurde ein u in mehreren inneren Knoten eingetragen� Wir lassen
davon nur das der Wurzel n�achste u stehen� die anderen Eintr�age ersetzen
wir durch die konkurrierenden v� Das tun wir f�ur alle Knoten von der Wurzel
aus nach oben fortschreitend� Anschlie�end l�oschen wir die Bl�atter� deren
Eintrag bereits in inneren Knoten vorhanden ist� Das tun wir auch f�ur die
dadurch neu entstehenden Bl�atter� deren Markierung ebenfalls in inneren
Knoten vorkommt� Auf diese Weise erhalten wir einen reduzierten Baum�
in dessen Knoten �A�	� injektiv und ordnungserhaltend abgebildet ist� Be�
zeichnen wir die Abbildung mit %c� dann gilt o�ensichtlich

E�A� %c� � E�A� c�

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen�

Satz �
� Ist �A�	� geordnet und �A� p� eine Anfragequelle� dann gilt f�ur
jeden optimalen� ordnungserhaltenden Suchbaum c 	 �A�	� �� �f�� �g� �
f�� �g� � fbfgotog� 	�

H�A� � E�A� c� 	 H�A�  
 �

hierin ist E�A� c� die mittlere Suchzeit�

����� Unvollst�andige Suchb�aume bei ged�achtnislosen

Quellen

Wir betrachten nun den Fall� da� nur ein Teil der Schl�ussel in der Datenbank
vorhanden sind� Wir haben also wieder eine geordnete Anfragequelle �A� p��
Weiter sei A� 
 A�
Die Datenbank soll� dann� wenn zu dem Schl�ussel ein Eintrag vorliegt� diesen
ausgeben und im anderen Fall � ausschreiben�
Unser Resultat �uber vollst�andige Datenbanken l�a�t sich auf den hier betrach�
teten Fall vollst�andig �ubertragen� Wir de�nieren zun�achst

�u 	 v� � fx � Aju 	 x 	 vg�

Wir erinnern uns� da� u 	 v die Beziehung u �� v nach sich zieht� Nun setzen
wir

I ��A�A�� � f�u� v� � A� �A�j�u 	 v� �� �� �u� v�
 A� � �g

��



I ��A�A�� enth�alt also genau die Intervalle zwischen den Elementen von A��
Um auch die Randintervalle mit zuerfassen� schreiben wir

��� 	 u� � fx � Ajx 	 ug

und

�v 	�� � fx � Ajx � vg�
Nun sei

I�A�A�� � I ��A�A�� � f��� 	 u��� �v� 	��g�
worin

u� � minA� und v� � maxA�

ist�

Indem wir nun
%A � A� � I�A�A���

%p�x� �

�
p�x� f�ur x � A�P

u�w�v p�w� f�ur x � �u 	 v� � I�A�Av�

setzen� erhalten wir eine Quelle � %A� %p�� Die Anordnung 	 auf %A de�nieren
wir durch die folgenden Relationen

a 	 b f�ur a 	 b und a� b � A�

a 	 �u 	 v� f�ur a � u oder a 	 u
�u 	 v� 	 a f�ur a � v oder v 	 u

�u� 	 v�� 	 �u� 	 v�� f�ur v� � u� oder v� 	 u��

Nun erhalten wir nach dem f�ur vollst�andige Datenbanken beschriebenen Ver�
fahren eine L�osung %C 	 %A �� f�� �g�

H� %A� � E� %A� %c� 	 H %�A�  


f�ur das Suchen in unvollst�andigen Datenbanken� Hierzu de�nieren wir das
Suchprogramm nun in folgender Weise	

� 	 � Anfrage
while � 	 � or � � � do

if � 	 � then follow �
else follow �

�
od
if � � � then print e��� else print � �
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����� Sortieren bei ged�achtnisloser Quelle

Wir betrachten wieder eine Quelle �A� p�� die geordnet ist� Wir stellen uns die
Aufgabe� die von der Quelle bis zum Zeitpunkt t ausgegebene Zeichenfolge

ai�� ai�� � � � � ait

zu sortieren� Hierzu bauen wir f�ur �A� p� einen Suchbaum C auf mit erwar�
teter mittleren Suchzeit E� so da�

H�A� � E�A�C� 	 H�A�  


erf�ullt ist�

F�ur jedes Element a� das die Quelle ausgibt� starten wir ein Suchverfahren
und tragen ein� da� a erschienen ist� Genauer wir z�ahlen in dem Knoten mit
Schl�ussel a� wie oft a erschienen ist� Indem wir als Z�ahler das Neumann�sche
Addierwerk verwenden� z�ahlen wir in konstanter Zeit� Das hei�t� da� wir f�ur
Ausgaben der L�ange t f�ur die erwartete mittlere Suchzeit S�A� t� erhalten

t �H�A� � S�A� t� 	 t �H�A�  
 � t�

Die Ausgabe erfolgt in t Schritten in geordneter Form� wir geben a in der
Multiplizit�at aus� die der Eintrag im Knoten a angibt� Bei jeder Ausgabe
z�ahlen wir von dem Eintrag � ab� was wieder in konstanter Zeit m�oglich
ist� Das Resultat ist die sortierte Folge� Damit erhalten wir also� wenn wir
f�ur Abw�artsz�ahlen� Ausgeben und Traversieren durch den Baum � � � n
je eine Elementaroperation rechnen� f�ur die mittlere Sortierzeit Sort�A� t�
Permutationen� die �A� p� erzeugt

t � �H�A�  
� � Sort�A� t� 	 t � �H�A�  ��  � � n�

Man sieht� da� man sogar im Falle der Gleichverteilung f�ur t � n eine
wesentlich bessere Absch�atzung erh�alt als existierende Absch�atzungen das
f�ur bekannte Sortierverfahren zur Zeit garantieren�

����� Suchen und Sortieren in Linearzeit bei Quellen

�A� p� mit unbekanntem p

Aufgrund des Verfahrens� das in vorigen Abschnitt � beschrieben wurde�
gen�ugt es� zu zeigen� da� sich ein e�zienter Suchbaum f�ur �A� p� aufbauen
l�a�t� Sei also �A�	� geordnet und �A� p� ged�achtnislos� Die Quelle erzeuge
die Folge

a�� a�� a�� � � � � at

�




im Zeitintervall �� 	 t�� Wir konstruieren zu dieser Folge einen Suchbaum mit
Z�ahlern in den Knoten� Wir setzen

B�l� � �K�l�� E�l�� 
�l�� f�ur l � �� � � � � t�

Hierin ist K�l� die Menge der Knoten� E�l� die Menge der Kanten von B�l�

und


�l� 	 K�l� �� IN�

ist eine Abbildung� die angibt mit welcher Frequenz 
�l��a� auf den Knoten
a zugegri�en wurde� Wir setzen

K��� � fa�� x��� x��g

und de�nieren die beiden Kanten aus E��� mit ihren Markierungen durch

a�
��� x��� a�

��� x���

Weiter setzen wir


����a�� � �� 
����x��� � 
����x��� � ��

Sei nun B�l�� l 	 t bereits de�niert� Wir betrachten zwei F�alle�

Fall �	
Die Suche nach al�� in B�l� f�uhrt zu dem Knoten aj � A in B�l�� Diese Knoten
sind daran kenntlich� da� f�ur sie 
�l��aj� � � ist� In diesem Fall setzen wir

K�l��� 	� K�l�� 
�l����u� 	�

�

�l��u� f�ur u �� aj

�l��aj�  � f�ur u � aj�

Den Baum B�l��� erhalten wir nun� indem wir den Knoten a durch eine Folge
von Rotationen an die Wurzel des Baumes bringen� sofern er nicht schon dort
ist� Die Vertauschung von zwei im Baum benachbarten Knoten i und j durch
Rotation wird durch das folgende Diagramm beschrieben�
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Figur ���	 Rotation im Suchbaum

Man sieht� da� diese Operation die Ordnung der Knoten auf dem Baum
erh�alt�

Fall �	
Die Suche bricht an einem Knoten x mit 
�l��x� � � ab� In diesem Fall ist
al�� nicht im Baum vorhanden� Wir de�nieren nun

K�l��� 	� K�l� � fal��� xl����� xl����g�
E�l��� 	� E�l� � fsl�� sl�g�

al�� ersetzt den Knoten x� die beiden neuen Kanten gehen von al�� aus und
enden in xl���� bzw� xl�����
Weiter setzen wir


�l����u� 	�

�
�

�


�l��u� f�ur u �� al��� xl����� xl����

� f�ur u � al��

� f�ur sonst�

Auf diese Weise haben wir B�t� induktiv de�niert�

Wir analysieren nun die mittlere Laufzeit des Algorithmus� Hierzu betrachten
wir dieWahrscheinlichkeitd�a� a��� daf�ur da� a in demBaumBt ein Vorg�anger
von a� ist� Wir setzen wie fr�uher

�a 	 a�� 	� fb � Aja � b � a�g
und

�a 	 a�� 	� fb � Aja 	 b 	 a�g�
Entsprechend sind �a 	 a�� und �a 	 a�� zu verstehen�Wir nehmen im folgenden
o�E�d�A� a 	 a� an�

a ist in dem Baum B�t� dann ein Vorg�anger von a�� wenn a und a� in dem
Baum Bt vorkommen und� wenn nach dem Einschreiben von a mindestens
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ein zweiter Zugri� auf a stattgefunden hat und wenn seit dem letzten Zugri�
auf a kein Zugri� auf ein Element aus �a 	 a�� stattgefunden hat� Das beweist
man leicht �uber eine Diskussion der Rotationen� die Elemente x 
� �a 	 a��
zur Wurzel hin bewegen� In anderen Worten	 a steht in B�t� vor a�� falls
at�r � a� und �at�r���� � � � � at� � �A � �a 	 a����r�� ist� Wir erhalten also f�ur
die Wahrscheinlichkeit d�a�� a�

d�a�� a� �
�X
r��

p�a�� � �� � p��a 	 a����r

�
p�a��

p��a 	 a���

Entsprechend �ndet man

d�a� a�� �
p�a�

p��a 	 a���
�

F�ur die zu erwartende Position E�a� von a im Baum ergibt sich

E�a� � �  
X
a� ��a

d�a�� a�

Damit erhalten wir f�ur die mittlere Anzahl E von Knoten auf dem Weg von
der Wurzel zu einem Knoten des Baumes

E �
X
a

p�a���  
X
a� ��a

d�a�� a��

� �  

X
a

p�a�
X
a�a�

p�a��

p��a 	 a���

� �  

X
a

p�a�
X
a�a�

p��a 	 a���� p��a 	 a���

p��a 	 a���

� �  

X
a

p�a�
X
a�a�

Z p�	a
a���

p�	a
a���

dt

t

� �  

X
a

p�a�
Z �

p�a�

dt

t

� �  

X
a

p�a��ln��� � ln�p�a�� � �� 
X
a

p�a� ln�p�a��

� �  
 ln�
� �H�A��
Hierin ist ln�x� der Logarithmus zur Basis e � 
� ��
Nun erfordert das Rotieren zur Wurzel die gleiche Zeit wie das Suchen� so
da� wir als obere Schranke f�ur die mittlere Suchzeit

�
  � ln�
� �H�A�� � t
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erhalten� Rechnen wir das mit der Berechnung von 
 verbundene Z�ahlen
mit ein und das Abw�artsz�ahlen bei der Ausgabe der sortierten Eingabefolge�
dann erhalten wir f�ur mittlere Laufzeit Sort�A� p� des Sortierverfahrens bei
ged�achtnisloser Quelle �A� p� mit unbekanntem p

Sort�A� p� � ��  � ln�
� �H�A�� � t �m �

Der Summand �m ergibt sich aus dem Traversieren des Suchbaumes� wenn
m die Anzahl der Bl�atter dieses Baumes ist� Es kann also m 	 n sein und es
ist stets m � t� was f�ur n � "A nicht gelten mu��

����� Absch�atzung der Laufzeit bei anderen Suchver�

fahren

Sei �A� p� wieder ged�achtnislos� Wir gehen von einer Menge von Abbildungen

��l� 	 A �� �� 	 m� ��� l � �� � � � � k
aus� Wir nehmen an� da� das Produkt

������ � � � � ��k�� 	 A �� �� 	 m� ��k

injektiv ist� In diesem Fall l�a�t sich also jedes Element a durch seine Kompo�
nenten ��l��a� eindeutig beschreiben� Wieder k�onnen wir ������ � � � � ��k���a� als
einen Kode f�ur a au�assen� Wenn jedes a � A die Anwendung aller Kompo�
nenten ��l� zur eindeutigen Charakterisierung von a notwendig macht� dann
ist die Laufzeit des Verfahrens f�ur gleich k f�ur jedes a� und es bleibt nichts
zu diskutieren� Ist das jedoch nicht der Fall� dann wird es wichtig� in welcher
Reihenfolge die ��l� auf a angewendet werden� Eine Heuristik� die sich anbie�
tet� besteht darin� die ��l� nahe an der Wurzel anzubringen� die den Baum
in m Teilb�aume Bi von ungef�ahr gleichem Gewicht p�Bi� aufteilen� Wie wir
das auch tun� so wird doch �

logmH�A� eine untere Schranke f�ur die mittlere
Suchzeit sein� Das Hashing ist Grenzfall solcher Verfahren�

����	 Die Entropie als untere Schranke f�ur die Gr�o
e

von Schaltkreisen

Sei f 	 IBk �� IB� IB � f�� �g eine Abbildung� � � ���� � � � � �k� � IBk

interpretieren wir als Dualzahl i � i��� und � � bin�i� bezeichnet die Um�
kehrfunktion davon� Schreiben wir

fi � f�bin�i���

��



dann k�onnen wir De�nitionen von f als Kode f�ur

f�� f�� � � � � f�k��

ansehen� Die Idee besteht also darin� optimale Schaltkreise als Kode f�ur die
obige Folge zu w�ahlen� Der Empf�anger erh�alt seine Nachricht� indem er der
Reihe nach bin�i�� i � �� � � � � 
k � � als Eingabe in den Schaltkreis eingibt�
Wir betrachten zun�achst nur boolesche Ausdr�ucke� die wir bin�ar kodieren�
Wir setzen also

A � ff jf 	 IBk �� IBg und S � f�� �g�
Ist �A� p� eine ged�achtnislose Quelle� dann gilt also

H�A� � E�A� c��

wenn c die bin�are Beschreibung der Kodierung von f durch minimale boole�
sche Ausdr�ucke ist� Ist p gleichverteilt� dann ergibt sich


k � log 
�
k � E�A� c��

Verwenden wir die booleschen Ausdr�ucke direkt� dann haben wir f�ur diese
Kodierung %c und

S � fx�� � � � � x�g � f������ �� �g
d�h� "S � k  � die Absch�atzung


k

log�k  ��
� E�A� %c��

Lassen wir beliebige Schaltkreise zu� d�h� ein beliebiges Fanout� dann k�onnen
wir die Schaltkreise durch Graphen beschreiben� deren Knoten die Operatio�
nen aus f�����g sind� Die Kanten des Graphen stellen nun die Variablen
dar und somit zusammen mit den drei Operationen und den Klammern das
Alphabet S dar� Gibt es N Kanten� dann erhalten wir also im Falle der
Gleichverteilung


k

log�N  ��
� E�A�%%c��

wenn %%c die Kodierung in optimale Schaltkreise beschreibt� Nun kann man
jeden Schaltkreis f 	 IBk �� IB� wie man leicht sieht� durch einen Graphen
mit N � 
 � k � 
k Kanten realisieren� Wir erhalten also

logN � k  �  log k

und damit bei diesem Alphabet die niedrigere Schranke

E�A�%%c� � 
k

k  �  log k
�
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die� wie man zeigen kann� f�ur fast alle Schaltkreise nahezu optimal ist� Die
untere Schranke geht auf Shannon� die obere auf Lupanov zur�uck�

Gehen wir davon aus� da� uns zur Konstruktion des Schaltkreises eine Bi�
bliothek von Schaltkreisen �Makros� als Bausteinsystem zur Verf�ugung steht�
dann erhalten wir eine entsprechende Schranke� wenn wir anstelle von N  �
nun N  N� setzen� wo N� die Gr�o�e des Bausteinsystemes ist� Nehmen wir
an� da� N� � N gilt� dann erhalten wir� wie man leicht sieht� die gleiche
Absch�atzung�

����� Die Entropie als untere Schranke f�ur Sortier�

verfahren

Wir haben in den Abschnitten ����� und ����� gesehen� da� wir mit Baumver�
fahren im Mittel in Zeit t��H�A� �� Folgen der L�ange t� die die Quelle �A� p�
erzeugt� sortieren k�onnen und da� es mit diesen Verfahren auch nicht besser
geht� Wir wollen zeigen� da� H�A� unter recht allgemeinen Voraussetzungen
eine untere Schranke f�ur das Sortieren darstellt� Hierzu de�nieren wir eine
Klasse M von zul�assigen Maschinen� Wir schw�achen die Aufgabenstellung
ab� indem wir verlangen� da� die Maschinen das Problem nur f�ur Eingaben
der L�ange t � IN l�osen sollen� Die Steuerung des Programmablaufes erfolgt
i�a� sowohl in Abh�angigkeit von der Problemgr�o�e als auch von den individu�
ellen Daten� Wir tre�en die folgende Einschr�ankung	 Adressensubstitutionen
bei Berechnungen d�urfen nur in Abh�angigkeit von der Problemgr�o�en t und
n � "A statt�nden� In Adressenregistern kann gez�ahlt werden� ihr Inhalt
kann geschiftet werden und das kann auch in Abh�angigkeit von t und n�
dem Stand anderer Adressenregister oder Maschinenkonstanten getan wer�
den� Aus dieser Voraussetzung folgt aber bereits� da� die Adressen� auf die
bei Berechnungen der Maschinen ausM nicht von der Folge

a�� a�� � � � � at

abh�angen� sondern sich allein aus der Maschine und aus �t� n� ergeben�
Als Operatoren auf dem Datenspeicher � lassen wir nur die Operationen

if ���� 	 ����� then ������ ������ 	� ������� ������ �

zu oder Befehle

���� 	� ������

wenn die Speicherzelle � vorher weder beschrieben noch gelesen wurde�

Damit k�onnen wir jede mit begin startende Berechnung � bei fest gegebenem
Programm � eindeutig dadurch beschreiben� wie sich das Programm bei den
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if �Operationen verzweigt� Jede Eingabefolge a�� � � � � at erzeugt also eindeu�
tig eine Folge � � begin ��� � � � � �r mit �i � f�� �g� die den Sortiervorgang
eindeutig beschreibt�
Nun sieht man wie folgt� da� die Folge begin ��� � � � � �r zusammen mit der
sortierten Folge auch die Eingabefolge eindeutig bestimmt	 Der Stand der In�
dexregister � ist unabh�angig von der speziellen Eingabe zu jedem Zeitpunkt
der Berechnung eindeutig bestimmt� Somit sind alle Befehle zu jedem Zeit�
punkt eindeutig bestimmt� wenn wir wissen welcher Befehl aktuell ist� Da
uns die Programmverzweigungen alle durch � vorgegeben sind� k�onnen wir
den zu jedem Zeitpunkt aktuellen Befehl eindeutig bestimmen� Nun gehen
wir diese so festgelegte Befehlsfolge r�uckw�arts mit dem Resultat beginnend
durch� O�enbar sind die if�Operationen umkehrbar� Die Zuweisungen

���� 	� �����

kehren wir um durch

����� 	� �����

die Umkehrung erzeugt zwar nicht notwendig den vor der Operation ���� 	�
����� in ���� enthaltenen Wert� aber sie ist hinreichend� da ���� zuvor weder
gelesen noch beschrieben worden war� Also k�onnen wir in der Tat die Eingabe
zu �begin���� � � � � �r� Ausgabe� rekonstruieren� Bei fester Ausgabe ist also

begin ��� � � � � �r

ein Kode f�ur die Eingabe�

Sei nun

Rt � fr 	 A �� IN�j
X
a�A

r�a� � tg

und b � At eine Folge mit

r�a� � "fi � �� 	 t�jbi � ag�

In diesem Fall bezeichnen wir r als Multiplizit�atenfunktion von b und schrei�
ben r � ��b��
Wir setzen

A�t�
r � fb � Atj��b� � rg�

O�ensichtlich kodiert � � begin ��� � � � � �r zu fester Ausgabe b � A�t�
r gerade

eine Folge aus A�t�
r � d�h�� da� die Signaturen � einen Kode f�ur A�t�

r bei festem
b sind� Nun gilt

At �
�
r�Rt

A�t�
r und A�t�

r 
A
�t�
r� � � f�ur r �� r��
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Da die Laufzeit des Programmes nicht von a� sondern nur von �t� n� abh�angt�
gen�ugt es� die Laufzeit f�ur den ung�unstigsten Fall von unten abzusch�atzen�
Dazu betrachten wir

pr 	 A
�t�
r �� ��� ��

mit

pr�a� �
p�a�

p�A�t�
r �

und bezeichnen die zugeh�orige Entropie durch H�A�t�
r �� Wir haben also f�ur

jedes r
H�A�t�

r � � Rechenzeit�t��

Bei festem r haben wir f�ur p Gleichverteilung auf A�t�
r � so da� wir

H�A�t�
r � � log�"A

�t�
r ��

Nun ist

"A�t�
r �

�
t

r� r� � � � rn

�
�

t!

r�! � � � rn! �

wenn A � fa�� � � � � ang und ri � r�ai� gesetzt wird� Der Ausdruck wird
maximal� wenn ri � rj f�ur alle i� j � �� 	 n� gilt� Damit erhalten wir

maxfH�A�t�
r �jr Multiplizit�atg � t � log n�

Damit ist also� da die Laufzeit der Maschine nur von t und n abh�angt�

t � log n � Laufzeit von M�

H�angt die Laufzeit der Maschine nur von t ab� dann wird die Maschine es
nicht bemerken� wenn wir A zu einer t�elementigen Menge erweitern� In die�
sem Falle erhalten wir somit t � log t als untere Schranke f�ur die Laufzeit�

Auf der hier de�nierten Maschine lassen sich bekannte Sortierverfahren� wie
Even�Odd�Sortieren� implementieren� so da� diese Absch�atzungen interessant
sind�

Wir sehen also� da� die Baumsortierer dieser Maschinenklasse hinsichtlich
ihrer mittleren Laufzeit i�a� �uberlegen sind� da der Baumsortierer auf die
Entropie H�A� � log n R�ucksicht nimmt�

����� Die Entropie als untere Schranke f�ur beliebige

Berechnungen

Wir haben im vorigen Abschnitt eine untere Schranke f�ur die mittlere Dauer
des Sortierens dadurch erhalten� da� wir durch Einschr�ankungen hinsichtlich
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der erlaubten Operationen durch eine Umkehrung des Programmes die zu
einer Ausgabe geh�orige Eingabe rekonstruieren konnten� Diese Annahme ist
sehr einschr�ankend� so da� wir auch den allgemeinen Fall diskutieren wollen�

Wir gehen davon aus� da� die Eingabeparameter stets in der Form

�n� x�� � � � � xn�

an einer ein f�ur allemal vereinbarten Stelle des Speichers abgelegt werden�
Das gleiche setzen wir f�ur das Resultat der Berechnung voraus� so da� unser
Programm niemals explizite Adressen verwenden mu�� sondern sich stets auf
Indexregister beziehen kann� die wir wieder mit �� ��� � � � bezeichnen�

Unter der Spur einer Berechnung verstehen wir die Folge der Befehle� die die
Maschine von begin bis end durchl�auft� Die Signatur � einer Berechnung
erh�alt man aus der Spur der Berechnung� wenn man nur notiert� wie sich
das Programm an den Abfragen verzweigt� � ist also eine bin�are Folge� �
bestimmt die Spur eindeutig� Wir setzen nun f�ur � � f�� �g�

D� � fx � �n� x�� � � � � xn� j x als Eingabe erzeugt die Signatur�g�

O�ensichtlich gilt
D� 
D�� � � f�ur � �� ��

und
D �

�
��IB�

D�

ist der Haltebereich des Programmes�
Ist p ein Wahrscheinlichkeitsma� auf IRn und sind die D� me�bar mittels p�
dann k�onnen wir �A� p� mit

A � fD�j� � IB�g

als Quelle ansehen� begin � ist dann ein Kode f�ur A und wir erhalten f�ur
die mittlere Signaturl�ange von programm E�A� programmsignatur�

HD�A� � E�A� programmsignatur��

Da jSpur � Signaturj� gilt f�ur die mittlere Laufzeit E�programm�

HD�A� � E�programm��

HD�A� sch�atzt also die mittlere Laufzeit von programm auf seinem Halte�
bereich D ab�
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Konvexe H�ulle in der Ebene
Wir betrachten als Anwendungsbeispiel die Berechnung der konvexen H�ulle
von Punktmengen P 
 IR�� Zun�achst bauen wir einen Suchbaum B f�ur ge�
radlinig begrenzte Mengen D� mit

D� 
D�� � � f�ur � �� ��

und

IR� �
�

��IB�

D� �

Wir wollen annehmen� da� wir auf IR� einMa� p haben mit dem diese Mengen
me�bar sind� Weiter nehmen wir an� da�

p�D����  �� �
�



�

p�D�����  �� �
�

�
�

p�D�����  �� �
�

�
�

p�D��  �l �
�


�l��
f�ur j�j � l

gilt� �uber die Abweichungen �l werden wir sp�ater verf�ugen� Betrachten wir
nun �A� p� mit

A � fD� j � � IB�g
als Quelle� dann erhalten wir

H�A� � �X
B�

p�D�� log p�D��

� �
�X
�


l�� � � �


�l��
� �l� � log� �


�l��
� �l�

� �

�X
l��

l


l
�

�X
l��

�


l
�

�X
l��

�l � �
l � ��
l��� � �� � log�� � �l � 
�l����

� ��
�X
l��

��l
�
l � �� � 
l��


�l
� ��� log�� � �



��l��

wenn wir

�l � ��l � 
��l

setzen� Nehmen wir weiter an j��lj � �� dann erhalten wir
�X
l��

j��lj

l � �

l��

�
 � log�
 � ��l�� � ��

�




Also haben wir
H�A� � ��

Das bleibt auch richtig� wenn wir alle Mengen D� mit j�j � k zu einer Menge
D� zusammenfassen� Somit erhalten wir die untere Schranke t �H�A� f�ur die
mittlere Suchzeit� wenn unsere Quelle Folgen der L�ange t produziert

t �H�A� � � � t�
Nun stellt sich die Frage� ob man zu gegebenem p die Mengen D� so w�ahlen
kann� wie wir es voraussetzen und ob man diese Menge D� dann auch hin�
reichend schnell berechnen kann�
Die einmalige Konstruktion des Suchbaumes bei bekanntem p f�allt nat�urlich
bei sehr gro�em t nicht ins Gewicht� Entscheidend ist� wieviele Begrenzungs�
kanten D� ben�otigt werden� da diese Anzahl die Anzahl der Abfragen be�
stimmt�

Wir betrachten die folgende Vorgehensweise	 Wir w�ahlen ein Quadrat D����
dessen Seiten durch die Linien L�� L�� L�� L� gegeben seien� Diese Linien
k�onnen wir bei stetigem p so w�ahlen� da�

jp�D����� �


j � j��j

erreichbar ist� Die Punkte a � IR�� die in D��� liegen� k�onnen bei geeigneter
Orientierung der Linien durch die vier Abfragen

Li�a� � �� f�ur i � �� � � � � i � �

lokalisiert werden� �Die Abfrage mit� oder � ist unerheblich� wenn p�Li� � �
ist� was wir annehmen wollen��

Nun legen wir um D��� � Ring��� einen Ring��� aus � Fl�achenst�ucken
D���� � � � �D�
�� Darum einen Ring��� aus D����� � � � �D���� und so weiter�

Ring�l� � D��l������� � � � �D��l�����

Die Ringe werden so dimensioniert� da�

p�Ring�l���� � �



p�Ring�l��

ist� Weiter soll
k�
l��

Ring�l�

stets ein Quadrat sein�

Die Figur ��� skizziert die Konstruktion n�aher	
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D��� �
l�

k��

Ring�k�




�
Ring�l���

� � �

� � �

���
���

Figur ���	 Ringkonstruktion f�ur konvexe H�ulle

Die Fl�achenteile des Rings werden i�a� keine Quadrate sein und auch nicht
paarweise das gleiche Gewicht haben� Auf Ring�l� liegen � � l Rechtecke�
Das folgende Schema gibt durch die Eintragungen in den Rechtecken die
Anzahl der Entscheidungen an� die erforderlich sind� einen Punkt in dem
jeweiligen Rechteck zu lokalisieren�

�� � � � � � ��

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

�� � � � � � ��

Figur ���	 Suchaufwand in Ringkonstruktion

Wir sehen� da� jedes Rechteck auf dem Ring�l� zur Lokalisierung eines Punk�
tes in ihm h�ochstens 
 � �l �� Entscheidungen ben�otigt� Also k�onnen wir die
mittlere Suchzeit E bei diesem Suchbaum absch�atzen durch

E 	
�X
l��


 � �l  ��

l

� � �
�X
l��

l


l
� ��

Wir sehen� da� unser Suchalgorithmus recht gut ist�

Nun bleibt die Frage zu behandeln� wie man aus der Lokalisation der Folge

a�� � � � � at
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in dem Baum B Vorteil zur Konstruktion der konvexen H�ulle zieht�

Beschreibung des Algorithmus� Jedes von der Quelle erzeugte Element
a � D�l� wird in dem zu D�l� geh�origen Knoten abgelegt� Jede in dem Baum
einmal begangene Kante wird markiert� Auf diese Weise erhalten wir einen
Unterbaum Bt unseres Baumes� dessen Bl�atter die Punkte mit extremer Lage
enthalten� F�ur die Punkte in diesen Knoten berechnet man nun die konvexe
H�ulle� Hierzu verwendet man z�B� das auf der Konstruktion von Voronoi�
Diagrammen beruhende Verfahren mit einer Laufzeit t� � log t�� wenn t� die
Anzahl der Elemente auf den Bl�attern ist� Nun wird die Anzahl der Punkte
auf den Bl�attern unseres Baumes nur etwa log t sein� so da� wir damit insge�
samt eine lineare Laufzeit erwarten d�urfen� Wir sch�atzen die Laufzeit dieses
Algorithmus nach oben ab�

Nehmen wir f�ur unsere Verteilung an� da� die Ecken E
�l�
� � � � � � E

�l�
� von Ring�l�

nicht benachteiligt sind� so da� also

p�E�l�
i � �

�

� � l p�Ring
�l�� �	�

gilt� dann wird f�ur

��l�� 	
t


l

die Wahrscheinlichkeit � �
�
daf�ur� da� in jeder Ecke mindestens ein Punkt

liegt� In diesem Fall liegen alle Punkte der konvexen H�ulle ganz in Ring�l��

Wir gehen mit dem Ansatz
%lt � � � log t

in unsere Ungleichung und erhalten

��� log t�� 	
t


��log t
� t�����

was f�ur � � ��� �� und gro�e t stets erf�ullt ist�
Wir setzen nun

lt � �lt��

wobei � � die Rundung auf eine n�achstgelegene ganze Zahl bezeichnet�

Nun interessieren wir uns f�ur die Wahrscheinlichkeit der F�alle� da� die kon�
vexe H�ulle der Punkte in Ring�l� die Ringe�l�r� f�ur r � � einschlie�t�
Hinreichend daf�ur ist� wie wir schon festgestellt haben� da� in jedem Eck�
��achenst�uck von Ring�l� mindestens ein Punkt liegt� Indem wir absch�atzen
wie h�au�g das nicht vorkommt� erhalten wir eine obere Schranke f�ur die
Wahrscheinlichkeit� da� auch innere Ringe mit betrachtet werden m�ussen�
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Nun ist die Wahrscheinlichkeit daf�ur� da� nicht alle Ecken E
�lt�
i � i � �� 
� �� �

einen Punkt enthalten 	 �
�
� Die Wahrscheinlichkeit daf�ur� da� das f�ur die

Ecken von Ring�lt��� nicht gilt� ist 	 �
�
� da wir in diesem Ring doppelt so

viele Elemente haben� Allgemein	 Die Wahrscheinlichkeit daf�ur� da� nicht
jedes Eck��achenst�uck von Ring�lt�r� einen Punkt enth�alt� ist 	 �

�r
�

Also ist die Wahrscheinlichkeit� da� die konvexe H�ulle aller Punkte nicht in

lt�
l�lt�r

Ring�l�

liegt�

	 Pr 	�
�



� �

�
� � � � � �


r
�

Auf dem Ring�lt�r� liegen im Mittel

t


lt�r
� 
r � t�����

Punkte� Mit einem Standardverfahren zur Berechnung der konvexen H�ulle
kommen wir mit einer Laufzeit

� C � 
r � t������log t�����  r� � C � 
r � t������log t r�

aus� worin C eine nicht von t abh�angige Konstante ist� Hieraus folgt� da� wir
im Mittel� da log t nicht von der Verteilung abh�angt� im Mittel mit weniger
als

C �
	log t�X
r��

pr � 
r � t������log t r�

� C � t����� log�t�
�X
r��

pr � 
r��  r

log t
�

	 
 � C � t����� log�t�

Operationen auskommen�
Also f�ur jedes � � ��� �� erhalten wir eine mittlere Laufzeit kleiner als t f�ur
hinreichend gro�e t� Das ergibt zusammen mit unserer Absch�atzung f�ur die
mittlere Laufzeit ��t zumAufbau des Suchbaumes insgesamt als Absch�atzung
f�ur die mittlere Laufzeit unseres konvexe�H�ulleprogrammes den Ausdruck ��t
f�ur hinreichend gro�e t�

Die Stelle� von wo an t hinreichend gro� ist� kann man durch die Wahl von
� beein�ussen� Dem Poblem� � g�unstig zu w�ahlen� gehen wir nicht weiter
nach� Wir fassen unser Resultat zusammen	
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Satz �
� Ist p ein Wahrscheinlichkeitsma� auf IR�� das die Eigenschaft ���
f�ur eine geeignete Folge von Ringkonstruktionen erf�ullt� dann l�a�t sich zu
Punktmengen� die gem�a� p verteilt sind� das konvexe�H�ullen�Problem in einer
mittleren Laufzeit 	 � � t l�osen� wenn t die Anzahl der durch die Quelle
erzeugten Punkte ist�

Man sieht leicht� da� sich diese Konstruktion auf R�aume IRk mit k � 
 �ubert�
ragen l�a�t�
Es ist auch leicht� sich von den Rechtecken zu l�osen� indemman IR� durch a��
ne Abbildungen verzerrt� Ebenso kann man anstelle der Quadrate z�B� Kreise
setzen� Wesentlich war nur� da� wir eine Absch�atzung f�ur die Wahrschein�
lichkeit angehen konnten� da� die konvexe H�ulle keine Knoten in inneren
Regionen enthielt� So kann anstelle des Ausdruckes ��l�� irgendein Ausdruck
der Form ��l�� stehen�

����
 Anwendungen in der Kryptographie

Ged�achtnislose Quellen �A� p� mit H�A� � log n erzeugen zuf�allige Folgen�
Ist �A� p� nicht zuf�allig� dann k�onnen wir sie durch geeignete Kodierungen
einer zuf�alligen Quelle beliebig nahe bringen� Das ist ein Teil der Ausage des
Kodierungstheoremes� Wir haben im Beweis des Theorems die Quelle �A� p�
durch die Quelle �Ar� p�r�� ersetzt� worin p�r� die Fortsetzung der unabh�angi�
gen Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf Ar ist�

Aus zuf�alligen Folgen kann man keine Information entnehmen� Das soll fol�
gendes hei�en	

Ist f 	 IN�As �� f�� �g eine berechenbare Abbildung und
a� 	� a�� a�� a�� � � � � at� � � �

eine unendliche zuf�allige Folge mit Elementen aus A� und existiert

��l� � lim
t��

Pt
i�l f�i� ai� � � � � ai�s���

t
�

dann ist ��l� � ��l�� f�ur alle l� l� � IN�
Man kann also jede gew�unschte Information immer wieder mit gleicher Zu�
verl�assigkeit aus zuf�alligen Folgen entnehmen� Das besagt aber� da� es keinen
Grund gibt� anzunehmen� da� man jemals irgendeine Information aus einer
zuf�alligen Folge entnommen hat�

Diese Intuition besagt� da� Kodierungen von Quellen �A� p� in nahezu zuf�alli�
ge Folgen schwer zu brechen sein sollten�

Wir betrachten nun nur bin�are Kodierungen� Jeder pr�a�xfreie Kode l�a�t sich
durch einen bin�aren Baum repr�asentieren� Wir d�urfen annehmen� da� dieser
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Baum keine Knoten enth�alt� von denen nur eine Kante ausgeht� In diesem
Fall k�onnten wir n�amlich diesen Knoten eliminieren und wir erhielten einen
besseren pr�a�xfreien Kode� Wir haben damit einen Baum� dessen Wege von
der Wurzel zu den Bl�attern �uber ihre Beschriftung einen Kode C de�nieren�
so da� zu jedem u � f�� �gk genau ein Pr�a�x in C liegt� wenn juj gr�o�er
oder gleich der Tiefe des Baumes ist� Hieraus folgt� da� sich jede unendliche
Folge a� in ein Produkt von Faktoren aus C zerlegen l�a�t� Man kann also
einer unendlichen Folge aufgrund von Faktorzerlegungen nicht ansehen� mit
welchemKode C sie erzeugt wurde� Will man also aus a� die originale Quelle
rekonstruieren� so wird das schwer sein� Ist a� eine zuf�allige Folge� dann ist
es� wie sich aus dem Gesagten ergibt� unm�oglich�

Nun �ubertragen wir i�a� keine unendlichen Folgen� sondern brechen mit ir�
gendeinem t ab� In diesem Fall haben wir also die Chance� einige der Kodes
als nicht betro�en auszuscheiden� Verabreden wir allerdings als Schlu�se�
quenz stets eine Folge u � f�� �g� zu �ubertragen� die nicht in C liegt� aber
Pr�a�x eines Elementes aus C ist� dann verlieren wir bei pr�a�xfreien Kodes
nicht die eindeutige Dekodierbarkeit� Die Schlu�sequenz wird also stets als
solche erkennbar sein� Wir erhalten damit aus a�� � � � � at keinen Anhalt �uber
C� au�er da� C Folgen enth�alt� deren L�ange kleiner als t ist� Ein Gegner kann
damit f�ur einen Angri� auf den Kode nur statistische Tests verwenden� um
Abweichungen von a�� � � � � at von zuf�alligen Mustern zu beurteilen� Hierbei
wird es also wesentlich sein� wie gut unser Kode ist� d�h� wie nahe die mittlere
Kodel�ange pro Zeichen an H�A� herankommt� In realistischen F�allen k�onnen
wir nicht Ar f�ur gr�o�ere r nahezu optimal kodieren� selbst A� ist zu gro��
wenn A ein akzeptabler deutscher Wortschatz ist� Wie soll man also diese
Konzepte dann verwenden�

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zun�achst das Schema der skiz�
zierten Nachrichten�ubertragung etwas genauer�

Wir nehmen an� da� A ein Teil des deutschen Wortschatzes ist in allen sei�
nen Abwandlungen� die er im Satzbau erf�ahrt� Wir nehmen an� was nat�urlich
nicht den Tatsachen entspricht� da� p eine unabh�angige Verteilung ist� die
ganz auf zwei Kommunikationspartner ��� und �
� abgestimmt ist� Beide be�
rechnen einen pr�a�xfreien� die lexikographische Ordnung erhaltenden Kode�
dessen mittlere Gr�o�e zwischen H�A� und H�A�  
 liegt� Wenn ��� an �
�
eine Nachricht schickt� dann lokalisiert er die verwendeten Worte in seinem
Suchbaum und sendet die Markierung des Pfades von Wurzel zum Eintrag an
�
�� Dieser geht mit der empfangenen Nachricht in sein Exemplar des Bau�
mes und folgt dem Weg� der ihm durch die Markierungen angegeben wird�
An den Bl�attern �ndet er die W�orter des �ubertragenen Textes�

An dieser Konstruktion sind drei Dinge unrealistisch	

�� A ist nicht bekannt�
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� p ist nicht bekannt�

�� p ist nicht unabh�angig�

Der Kode ist angreifbar� wenn der Gegner Gelegenheit hat� A und p approxi�
mativ durch Beobachtung von den beiden Kommunikationspartnern zu be�
stimmen� Wir k�onnen uns von diesen Nachteilen befreien� wenn wir zun�achst
einmal annehmen� da� ���� nicht gilt� Wir nehmen also an� da� zwar A und
p nicht bekannt sind� aber da� �A� p� ged�achtnislos ist�

Nun verwenden wir das geschilderte Verfahren� einen guten Suchbaum aufzu�
bauen� indem neue oder wieder gebrauchte W�orter im Baum unter Erhaltung
der Anordnung nach oben rotiert werden� Das tun wir bei jedem Wort� das
wir �ubertragen� Indem das Empf�anger und Sender tun� be�nden sie sich stets
im Besitz des gleichen Suchbaumes� Dieser Suchbaum ist nun aber nicht nur
von �A� p� abh�angig� sondern auch von der ganzen Vorgeschichte der Kom�
munikation� Wir arbeiten nun also nicht mehr mit einem konstanten Kode�
Unser Kode verwandelt sich vielmehr mit jedem �ubertragenen Wort in einen
anderen pr�a�xfreien Kode� Es entwickelt sich auf diese Weise zwischen den
Partnern eine geheime Sprache� die ganz auf ihre spezielle Kommunikation
abgestellt ist� Da die Transformationen des Kodes diesen stets in der N�ahe
des Optimums halten und da es� wie schon ausgef�uhrt� keine Anhaltspunkte
zur Bestimmung des verwendeten Kodes gibt� erscheint dieser Kode kaum
angreifbar zu sein� Ein Gegner m�u�te die gesamte Kommunikation von An�
beginn an pausenlos mith�oren� um etwas verstehen zu k�onnen�

Wie man sich von der Voraussetzung �A� p� ged�achtnislos befreien kann� dar�
auf gehen wir in Kapitel 
 n�aher ein� Der Kode erscheint wie jeder Kode als
sehr emp�ndlich hinsichtlich von St�orungen� Darauf kommen wir im Kapitel
� zur�uck� wenn wir gest�orte Kan�ale behandeln� Die Komplexit�at des Algorith�
mus kann man reduzieren� indemman die Eintragungen an den Knoten soweit
verk�urzt� da� die Information hinreichend ist� Diese Verk�urzung braucht al�
lerdings ein Vorwissen �uber m�ogliche Nachbarschaften� Es gen�ugt� von einem
Wort in einem inneren Knoten zur Pfad�ndung nur den k�urzesten Pr�a�x zu
speichern� aufgrund dessen sich das Wort von allen anderen W�ortern von A
unterscheidet�

��� Kritische W�urdigung des Kodierungs	

theorems

Wir wollen uns hier kurz mit den folgenden drei Fragen auseinandersetzen	
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��� Erreicht die Theorie das erstrebte Ziel oder treten Schwierigkeiten auf�
wenn Kodierung und Dekodierung zum Kanal schl�agt� was man wohl
tun mu��

�
� Ist die Voraussetzung �A� p� ged�achtnislos wesentlich�

��� Ist die Annahme st�orungsfrei von Bedeutung�

Ad 
��	 Der Einfachheit halber nehmen wir an� da� A 
 f�� �gk ist� Die
Kodierung ist also eine partielle Abbildung C 	 f�� �gk �� f�� �g�� Ist H�A�
wesentlich kleiner als k� dann k�onnen wir den Datenstrom wesentlich kom�
primieren� Sei etwa r �H�A� � k� dann k�onnen wir also die Folgen der L�ange
k im Mittel etwa im den Faktor r verk�urzen�

Erzeugt also die Quelle k Bit�sec� dann gen�ugt es f�ur den �Ubertragungs�
kanal� eine Rate von k

r
Bit�sec zur Verf�ugung zu haben� Voraussetzung ist

dabei nat�urlich� da� der Rechner� der die Kodierung und Dekodierung durch�
zuf�uhren hat� mithalten kann� Jeder Suchschritt in dem Baum erfordert min�
destens eine Leseoperation und zwei Abfragen� Dazu kommt die Versetzung
von Verweisen� um die Rotation zu realisieren� Somit mag es sein� da� die Ka�
pazit�at des Kanales nicht voll ausgenutzt werden kann� da der Wunsch nach
einer m�oglichst starken Datenkompression zu Rechenzeiten f�uhren� die Ka�
pazit�at vom Kanal� bestehend aus Kodierer und Kanal� mindern� Man sieht�
da� hier das Kodierungstheorem eine Idealisierung voraussetzt� die praktisch
nicht immer erlaubt sein wird�

Ad 
��	 Stellen wir uns einen Beobachter vor� der uns �argern will� Er kennt
unser Kodierungsverfahren und verfolgt die Geschichte der Suchanfragen mit�
Somit wei� er� wie unser Baum aufgebaut ist� Nun stellt er stets Anfragen
nach Eintr�agen� die die l�angste Bearbeitungszeit erfordern� Man sieht� da�
wir in diesem Falle einen Durchsatz erzielen� der eventuell sehr weit unter
dem erwarteten Mittelwert liegt� Die Ursache ist das Ged�achtnis der An�
fragequelle� Also ist es notwendig� den Fall der Quellen mit Ged�achtnis zu
behandeln� Unser Beobachter wird allerdings unter jeder Voraussetzung er�
folgreich gegen uns spielen� wenn er unsere Anlage des Suchbaumes und den
Suchalgorithmus kennt� Dem kann man entgegenwirken� indem man einen
nichtdeterministischen oder randomisierten Algorithmus ins Spiel bringt�

Ad 
��	 �Ubertragungsst�orungen werden unser �Ubertragungsverfahren sehr
durcheinander bringen� Die Verallgemeinerung des Kodierungssatzes auf den
Fall gest�orter Kan�ale werden wir in Kapitel � behandeln� Die einfachste Wei�
se� diesen St�orungen entgegenzuwirken� besteht in der Verabredung eines
Protokolles f�ur den Nachrichtenaustausch� der die Best�atigung empfangener
Nachrichten und die Wiederholung gest�orter Nachrichten vorsieht�
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Kapitel �

Informationstheorie bei

Markov�Ketten

��� Quellen mit Ged�achtnis

Wir haben in Kapitel � die grundlegenden De�nitionen �uber die Entropie von
Quellen� ihre Kodierung und verschiedene Perspektiven ihrer Anwendung be�
handelt� und zwar alles unter der Annahme� da� die Quellen ged�achtnislos
sind� Im letzten Paragraphen von Kapitel � haben wir gezeigt� da� diese An�
nahme einschr�ankend ist� In der Tat ist es so� da� es kaum ged�achtnislose
Quellen gibt� Die Betrachtung einer Quelle unter dieser Annahme ist aller�
dings solange gerechtfertigt� als wir nichts n�aheres dar�uber wissen� In ge�
wissem Sinne besteht das gesamte Programm unserer Wissenschaften darin�
Strukturen in den Quellen zu entdecken� die uns eine Vorhersage von Er�
eignissen gestatten und die Komprimierung der beobachteten Ereignisfolgen
auf Anfangsbeobachtungen und Gesetze� die deren Entwicklung daraus her�
zuleiten gestatten� Das Programm� das in reinster Form von Laplace ausge�
sprochen wurde� lautete	 Ermittle einen Weltquerschnitt zu einem Zeitpunkt
t� und leite daraus aufgrund der Naturgesetze die zuk�unftige Entwicklung
ab� Dieses Bild fa�t die Welt als eine Maschine auf mit eventuell in�nitesi�
malen Operationen� die deterministisch abl�auft� Das Laplace�sche Programm
ist nat�urlich eine Idealisierung� schon insofern als wir zu keinem Zeitpunkt
einen Weltquerschnitt� oder in der Sprache der Informatik die Kon�gurati�
on der Maschine vollst�andig bestimmen k�onnen� Aber selbst� wenn wir das
k�onnten� w�are das Programm zum Scheitern verurteilt� wie man durch einen
Diagonalisierungsschlu� wie beim Halteproblem der Turingmaschine zeigen
kann� Die �Ubertragung dieses Schlusses auf IR�Maschinen �ndet man in mei�
ner Arbeit �uber Analytische Maschinen� Es soll hier aber der oben behaupte�
te Zusammenhang zwischen den Fragestellungen der Informationstheorie und
dem Konzept der Theorienbildung an einem Beispiel etwas n�aher erl�autert

��



werden�

Stellen wir uns vor� da� ein Fernsehteam die Bewegung der Planeten und
Monde des Sonnensystems von einem Ort aus� der einen ungetr�ubten Blick
gestattet� �lmen und die Bilderfolge �uber einen Kanal �ubertragen w�urde�
Diese �Ubertragung k�onnte man sich im wesentlichen schenken� wenn jeder
Fernsehempf�anger mit einem Computer ausgestattet ist� der aufgrund der
ersten wenigen Aufnahmen den zuk�unftigen Ablauf simulieren k�onnte� Hier
kann man also den Datenstrom der Quelle auf eine einmalige sehr genaue
Beobachtung und die �Ubertragung des Programmes reduzieren� das die Si�
mulation besorgt� Ein Pferdefu� liegt in der sehr genauen Beobachtung� Da
das eben einen unendlichen Datenstrom erfordert� zumindest nach unserem
jetzigen Weltbild� das den Raum als Kontinuum ansieht� ist diese Vorausset�
zung nicht realisierbar� Verlangen wir aber nur eine Pr�azision der Vorhersage�
die der Au��osung unserer Kamera ad�aquat ist� dann k�onnen wir die ganze
�Ubertragung in der Tat auf eine Anfangsbeobachtung� das Simulationspro�
gramm und von Zeit zu Zeit eine Aufnahme zur Korrektur der Divergenz von
Realit�at und Simulation beschr�anken�

Realistischer ist die Vorstellung� da� ein Autorennen �ubertragen wird� Die
Bewegung der Autos wird ja auch vielleicht durch Naturgesetze vollst�andig
beschrieben� Da sich jedoch der Piloten und insbesondere dessen inneren
Zust�ande der Beobachtung entziehen� m�ussen wir von unvorhersehbaren Ein�
gri�en in den Ablauf des beobachteten Naturgeschehens ausgehen� Aber so
spontan die Entscheidungen des Piloten auch sind� so wird ihre Auswirkung
auf den Ablauf des Geschehens durch die zur Verf�ugung stehenden Kr�afte
und beteiligten Massen doch sehr ged�ampft� Ein schneller Rechner in je�
dem Fernseher k�onnte also stets die Vorg�ange auf der Rennstrecke f�ur einen
kleinen Zeitabschnitt mit hinreichender Genauigkeit vorhersagen� Zumindest
br�auchte man die Ansicht des Wagens� solange er durch �au�ere Ein��usse nicht
verformt wird� nicht stets zu �ubertragen� Auf diese Weise k�onnten wir den
Datenstrom von Aufnahmequelle zu dem Fernseher erheblich komprimieren�
Man sieht� da� unter diesem Aspekt alle Wissenschaft ein Teilbereich der
Informationstheorie ist� sie arbeitet an der Herleitung von Kodierungstheo�
remen zur Komprimierung des beobachteten Datenstroms� Zu Bedenken An�
la� gibt hier nat�urlich die Tatsache� da� die Wissenschaft zunehmend mehr
Daten produziert als komprimiert�

Zur�uck zu unserer Theorie	 Die Quellen� die wir hier beschrieben haben�
haben alle ein Ged�achtnis� Sie erscheinen uns mehr oder weniger zuf�allig in
Abh�angigkeit davon� wieviele der Quellparameter uns durch Beobachtung
zug�anglich sind� so wie man den sch�onen Anblick einer Torte� wenn man sie
schmecken will� zerst�ort� Wir besch�aftigen uns in diesem Kapitel mit einem
ersten Schritt hin zu Quellen mit Ged�achtnis�
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��� Markovketten

Wir betrachten Folgen

�a
�t�
� � � � � � a

�t�
k � f�ur t � �� 
� � � �

von m�oglichen Ereignissen� die z�B� durch eine Folge von Experimenten her�
vorgebracht werden� Wir beobachten also zu jedem Zeitpunkt stets genau ein
Ereignis a�t�it �

De�nition �
� Diese Folge hei�t eine Markovkette� genau dann� wenn das
Auftreten von a

�t���
j allein durch eine Wahrscheinlichkeit beschrieben wird�

die nur von a
�t�
it � d�h� vom Auftreten der Ereignisse zur Zeit t bestimmt wird�

Eine Markovkette wird also dadurch de�niert� da� jedem a
�t�
i ein Schema

a
�t�
i ��

�
a
�t���
� � � � � � a

�t���
k

p
�t�
i� � � � � � p

�t�
ik

�

mit � � p
�t�
il und

kX
l��

p
�t�
il � �

zugeordnet wird�

Wir haben also ein System� das in Intervallen �t� t �� f�ur t � IN genau einen
von k m�oglichen Zust�anden annehmen kann� Zu den Zeitpunkten t � IN kann
es seinen Zustand �andern� Die Wahrscheinlichkeit daf�ur� welcher Zustand
angenommen wird� h�angt nur von dem Zustand im Intervall �t� �� t� ab�
Wir betrachten zwei Beispiele	

Beispiel �	 Irrfahrt in einem endlichen linearen Gitter mit re�ektierendem
Rand�

a� a� a� a� a� a� a�

j
�

j
�� p

j
�� p

j
�� p

j
� � p

j
� � p

Y

p

Y
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Y

p

Y

p

Y

p

Y

�
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Das Schema zeigt ein Gitter aus sieben Punkten� Jeder Punkt ist ein
m�oglicher Zustand des Systems� Die Pfeile sind mit Zahlen p und ���p�� p �
��� �� beschriftet� die angeben� mit welcher Wahrscheinlichkeit der Punkt ai
nach ai�� bzw� ai�� �ubergeht� Man beobachtet� da� diese �Ubergangswahr�
scheinlichkeiten bei den inneren Punkten an jedem Punkt die gleiche Gestalt
haben� Die Endpunkte sind re�ektierend� Wir haben also	

pi�j �

�





�






�

� f�ur i � �� j � 

� f�ur i � n� j � n� �
p f�ur i � j  �� i �� n
�� p f�ur i � j � �� i �� �
� sonst�

f�ur i� j � �� 	 n��
Beispiel �	 Irrfahrt in einem endlichen Gitter mit absorbierendem Rand�

a� a� a� a� a� a�

j
� � p

j
�� p

j
�� p

j
�� p

Y

p

Y

p

Y

p

Y

p

�

�

�

�

Wir haben also hier f�ur i� j � �� 	 n�

pij �

�





�






�

� f�ur i � j � �
� f�ur i � j � n
p f�ur i � j  �� i �� n
�� p f�ur i � j � �� i �� �
� sonst�

In beiden Beispielen ist das Schema von der Zeit unabh�angig�

De�nition �
� Eine Markovkette �� Ordnung hei�t homogen� wenn sie zeit�
unabh�angig ist �nicht von t abh�angig��

Homogene Markovketten lassen sich durch eine Matrix

� �
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���
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� � �

� � �

p�n
���
pnn

�
CCA
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beschreiben� Hierin ist

pil � p�aljai�
die Wahrscheinlichkeit daf�ur� da� al auf ai folgt� Wir fordern also f�ur �

� � pil und
nX
l��

pil � ��

Hierf�ur schreiben wir auch � � � und

� �

	
BB
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�
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�
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Man kann jeden homogenen Markovproze� durch einen Graph darstellen�

Beispiele	
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Wir interessieren uns nun f�ur die Wahrscheinlichkeit pij�k�� die den �Ubergang

von a
�t�
i nach a

�t�k�
j beschreibt� Wegen der Stationarit�at des Prozesses h�angt

diese Wahrscheinlichkeit nicht von t ab�

F�ur � 	 r 	 k haben wir

pij�k� �
nX
l��

pil�r� � plj�k � r�

Setzen wir

�k � �pil�k��i�l�������n�

dann k�onnen wir

�k � �r � �k�r f�ur � 	 r 	 k

schreiben� Speziell gilt

�k � �k� �

��



F�ur k � � setzt man

�� � I �

	
BBBBB


� � � � � �
� �

���
���

� � � �
� � � � � �

�
CCCCCA � die n � n � Einheitsmatrix �

Wir betrachten die beiden Beispiele �a� und �b��

�a� Es gibt ein � � � und ein N � IN� so da�
pij�k� � � f�ur k � N�

Das besagt� da� nach N Schritten die Wahrscheinlichkeit f�ur jeden
Zustand � � ist� da� er angenommen wird�

�b� Hier gibt es zu jedem � � � ein N���� so da� f�ur j �� �� n und k � N���

pij�k� 	 �

gilt�

Deutung	 Nehmen wir an� da� ein Teilchen sich in den Punkten aufh�alt
und mit den beschriebenen Wahrscheinlichkeiten seinen Ort wechselt� Im
Fall �a wird es sich mit einer gewissen positiven Wahrscheinlichkeit �uberall
aufhalten� Im Fall �b wird es mit hoher Wahrscheinlichkeit in einem der
Randpunkte eingefangen werden�

Klassi�kation von Zust�anden

De�nition �
� a � A hei�t unwesentlich��� Es gelten �� und 	��

�� Es gibt b � A und k � �� so da� pab�k� � ��

	� F�ur alle b �� a und alle m � IN gilt pba�m� � ��

Es gibt also �Uberg�ange von a nach b� aber es gibt keinen �Ubergang von b
nach a� In dem Beispiel �b sind alle Punkte au�er den beiden absorbierenden
Punkten unwesentlich�

Ein Punkt a hei�t wesentlich� wenn a nicht unwesentlich ist� Sind a und b
wesentlich und gibt es ein m � IN mit pab�m� � �� dann gibt es auch k � IN
mit pba�k� � ��

Zwei Zust�ande a und b hei�en nun voneinander abh�angig� falls es k und m
gibt� so da� pab�k� � � und pba�m� � � gelten� Wir schreiben in diesem Fall
a � b�

��



F�ur wesentliche a gilt a � a�

Beweis	 Gibt es b� k mit pab�k� � �� dann gibt es auch m mit pba�m� � � oder
es ist paa � �� In beiden F�allen geht also a mit einer gewissen Wahrschein�
lichkeit in sich �uber und ist also von sich abh�angig�
Wir haben o�enbar weiter a � b �� b � a�
Die Relation � ist auch transitiv� da aus a � b und b � c folgt� da� f�ur
geeignete m und k

pac�m k� � pab�m� � pbc�k� � �
gilt�
Wir haben damit gezeigt� da� � eine �Aquivalenzrelation auf der Menge der
wesentlichen Zust�ande ist�

Satz �
� Gilt f�ur ein s � IN� da� pab�s� � � f�ur alle a� b � A� dann existieren
die Grenzwerte

pb � lim
k��

pab�k�

und sind unabh�angig von a�

Diskussion des Satzes	
Alle Zust�ande des Prozesses sind aufgrund der Voraussetzung voneinander
unabh�angig� Die Eigenschaft gen�ugt aber nicht als Voraussetzung des Satzes�
wie das folgende Beispiel zeigt�

r r
r

�J
J
J
JJ�	

	
	
		�

�

� �
In diesem Beispiel sind alle Zust�ande paar�
weise voneinander abh�angig� aber der Satz
gilt o�ensichtlich nicht�

Beweis	 Der Beweis erfolgt in den drei Schritten	

a� pb 	� lim
k��

min
a

pab�k� existiert�

b� pb 	� lim
k��

max
a

pab�k� existiert�

c� lim
k��

max
a�a�

jpab�k�� pa�b�k�j � ��

Aus a��b� und c� folgt dann pb � pb � pb� was der Satz behauptet�

Ad a� und b�
Wir haben

pab�k� �
X
c

pac � pcb�k � �� � �min
c

pcb�k � ��� �
X
c

pac

� min
c
pcb�k � ��

��



Also haben wir f�ur alle a

pab�k� � min
c

pcb�k � ���

Hieraus folgt

� � min
c
pcb�k� � min

c
pcb�k � ��

und daraus� da� der Limes pb existiert�
Analog zeigt man die Existenz von pb�

Ad c�	
F�ur k � s gilt

pab�k� �
X
c

pac�s� � pcb�k � s�

Hieraus folgt

pab�k�� pa�b�k� �
X
c

�pac�s�� pa�c�s�� � pcb�k � s�� �	�

Wir setzen

�
�c�
aa� 	�

�
pac�s�� pa�c�s� falls � �
� sonst�

Mit dieser Schreibweise haben wir

pac�s�� pa�c�s� � �
�c�
aa� � �

�c�
a�a

und wegen
P

c pac�s� � � folgt

X
c

���c�
aa� � �

�c�
a�a� �

X
c

�pac�s�� pa�c�s�� � ��

Also gilt f�ur

haa� 	�
X
c

�
�c�
aa��

Es ist klar� da� haa� � � gilt� aber aufgrund unserer Annahme �uber s folgt
sch�arfer

haa� 	
X
c

pac�s� � � und haa� � ha�a �

Wir setzen

h � max
a�c

hac

und haben daf�ur

� � h 	 ��

��



Setzen wir das in �	� ein� so erhalten wir

jpab�k�� pa�bj � jX
c

�
�c�
aa� � pcb�k � s��X

c

�
�c�
a�a � pcp�k � s�j

� � jmax
c

pcb�k � s� �X
c

�
�c�
aa� �minc pcb�k � s� �X

c

�a�a
�c�j

� � haa� � jmax
c

pcb�k � s��min
c
pcb�k � s�j

� � h � jmax
c

pcb�k � s��min
c

pcb�k � s�j�

Also gilt� da die Absch�atzung unabh�angig von a� a� ist�

max
a�a�

jpab�k�� pa�b�k�j � h �max
a�a�

jpab�k � s�� pa�b�k � s�j

Nun k�onnen wir diese Ungleichung bks c�mal anwenden und erhalten damit

max
a�a�

jpab�k�� pa�b�k�j � hb
k
s
c �max

a�a�

�����pab�k �
�
k

s

�
s�� pa�b�k �

�
k

s

�
s�

����� � hb
k
s
c�

F�ur bks c ��� erhalten wir also

pab�k�� pa�b�k� �� �

f�ur alle a� a� � A�
Also ist pb � pb � pb� �

Folgerung	 X
b

pb � lim
k��

X
b

pab�k� � �

Weiter gilt

pb �
X
a

papab

wegen X
a

papab � lim
k��

X
a

pca�k� � pab � lim
k��

pcb�k  �� � pb�

Also ist p 	 A �� ��� �� mit p�b� 	� pb eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und
pab hat den Charaker einer bedingten Wahrscheinlichkeit�

Es stellt sich nun die Frage� ob die durch einen Grenzproze� gewonnene
Verteilung p so mit dem Markovproze� in Verbindung steht� wie wir das
erwarten� n�amlich da� p die Frequenz des Auftretens von Elementen in un�
endlichen Folgen auf die gleiche Weise mi�t wie pab�k� z�B� das Auftreten von
b� Hierzu beweisen wir den folgenden Satz�

��



Satz �
� 
 �Ubertragung des Satzes von Bernoulli� Sei � die Matrix
eines Markovprozesses und f�ur ein s � IN gelte �s � �� p sei die zugeh�orige
Grenzwahrscheinlichkeit�
Behauptung� p l�a�t sich durch Experimente mit hoher Wahrscheinlichkeit
recht genau bestimmen�

Beweis	 Die gegebene Quelle ist also ein Markovproze� und wir stellen die
Frage� ob man diesen Proze� durch Experimente approximativ bestimmen
kann� Hierzu ben�otigen wir die Annahme� da� wir stets wieder in den gleichen
Zustand zur�uckkehren k�onnen� um das Experiment h�au�g durchf�uhren zu
k�onnen� Das wird uns durch die Voraussetzung �s � � gew�ahrleistet�

Nun sagt der Satz von Bernoulli� da� es zu jedem �� � � � und zu jedem
k � IN und a� b � A ein Nkab��� �� � IN gibt� so da�

pfjm�b�
s

� pab�k�j � �g 	 � f�ur s � Nkab��� ���

hierin ist s die Anzahl der Experimente undm�b� die Anzahl der Experimente
mit dem Resultat b�
Wir setzen

Nk��� �� � max
a�b
fNkab��� ��g

und betrachten

jkb
k
� pbj � jkb

k
� pab�k�j jpab�k�� pbj�

worin kb die Anzahl der b in der Folge der L�ange k angibt� Aufgrund des
Grenzwertsatzes zur Bestimmung von p gibt es zu � � � ein N����� so da�

jpab�k�� pbj 	 �



f�ur k � N�����

Also haben wir unter gleichen Voraussetzungen

jkb
k
� pbj � jkb

k
� pab�k�j �
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Nun machen wir s Experimente der L�ange k� mj gebe an� wie oft b an der

Stelle j der Folgen der L�ange k auftritt� k
�r�
b gebe an� wie gro� kb in dem

r�ten Experiment ist� Wir interessieren uns also f�ur
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Also gilt weiter
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� �
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Wir sch�atzen die rechte Summe f�ur

N��� �

 �N����

�

durch � ab� indem wir die Summe zerlegen in

kX
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�
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j��

 
kX
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f�ur k � N����
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Also haben wir nun f�ur � � �
�
�� �� � ���� und k � N��� und s � Nk���� �
k�
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sX
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Resultat	 Wir k�onnen unter den oben formulierten Voraussetzungen pb
durch fortlaufende Experimente beginnend in irgendeinen Zustand a mit ho�
her Wahrscheinlichkeit durch kb

k
approximieren�

Bemerkung	 Ersetzt man die von uns verwendete De�nition f�ur pb durch

pb � lim
k��

�

k

kX
j��

pab�j��

dann erfa�t man allgemeinere Markovprozesse� f�ur die der eben bewiesene
Satz auch gilt� Markovprozesse� f�ur die dieser Limes unabh�angig von a exi�
stiert� hei�en ergodisch�

��� Entropie von Markovprozessen

Sei � die Matrix eines station�aren Markovprozesses� und der Limes

pab�k� �� pb

existiere und sei unabh�angig von a f�ur alle a � A�
Wir de�nieren

Ha � �
X
b�A

pab log pab

und bezeichnen
H�A� �

X
a�A

pa �Ha

als Entropie der Quelle �A����

Nun kann man entsprechend

H�r�
a � � X

b�Ar
pab � log pab

und
H�r� �

X
a�A

pa �H�r�
a

setzen�
Bei einer vern�unftigen De�nition sollte unter Voraussetzung der Ergodizit�at

H�r�s� � H�r�  H�s�

oder
H�r� � r �H

gelten�

��



Lemma �
� Existieren die Grenzwerte

pb � lim
k��

pab�k�

f�ur alle a � A und sind sie von a unabh�angig� dann gilt

H�r�s� � H�r�  H�s��

Beweis	 Wir verwenden die Identit�at

H�A �B� � H�A�  HA�B�

indem wir

B �

�
a�a�� � � � � ar�
pa�a������ar�

�

mit

pa�a������ar� � pa � pa�a� � pa�a��� � � � � �par��ar

setzen und erhalten

H�r���
a � Ha  

X
b�Ar

pabH
�r�
b

und weiter

H�r��� �
X
a�A

paH
�r���
a �

X
a�A

paHa  
X
a

X
b�Ar

papabH
�r�
b

� H���  
X
b

�
X
a

papab�H
�r�
b � H���  

X
b

pbH
�r�
b

� H���  H�r��

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung� �

��� Das Kodierungstheorem f�ur Markov	

prozesse

Wir f�uhren die Kodierung von Markovquellen auf die Kodierung von ged�acht�
nislosen Quellen zur�uck� Hierzu betrachten wir die zu jedem Zustand a
geh�orige Verteilung pa�b� 	� pab f�ur a� b � A� Die Entropie dieser Vertei�
lung ist Ha�A�� Das Kodierungstheorem im ged�achtnislosen Fall liefert uns
einen pr�a�xfreien Kode

ca 	 A �� f�� �g�

mit
Ha�A� � E�A� ca� 	 H�A�  ��

��



B sei der zu a und ca geh�orige Baum� die Bl�atter dieses Baumes tragen als
Markierung je ein Element von A� Die Markierung des Weges von der Wurzel
zu dem jeweiligen Element b ist gerade ca�b��

Nun verheften wir die B�aume B� indem wir die Bl�atter mit gleicher Mar�
kierung b identi�zieren� Hierdurch erhalten wir einen Graph� Wir erg�anzen
diesen Graph durch unmarkierte Kanten sa� deren Anfangspunkt der mit a
markierte Knoten des Graphen ist und deren Endpunkt die Wurzel des Bau�
mes Ba ist� Die Kante sa wird mit dem leeren Wort � markiert� Das tun wir
f�ur alle a � A� Der so erhaltene Graph wird durch G�A� bezeichnet�

Einen Zustand a� � A zeichnen wir als Anfangszustand von G�A� aus�
�G�A�� a�� bezeichnen wir als einen zu A geh�origen Kodegraph mit Wurzel
a�� Die Folge a�� � � � � at kodieren wir wie folgt	 Wir suchen in Baum Ba� den
Weg w� von der Wurzel von Ba� zu dem Blatt a�� Dieser Weg ist eindeu�
tig bestimmt� Nun gehen wir �uber die Kante sa� zur Wurzel von Ba�� In
Ba� ermitteln wir den eindeutig bestimmten Weg zu dem Blatt a�� usw� Wir
erhalten auf diese Weise einen eindeutig bestimmten Weg w

w � w�sa�w�sa� � � �wt

von der Wurzel a� von Ba� des Graphen �uber die Bl�atter a�� � � � � at� Die
Beschriftung von w erhalten wir durch

c�a�� � � � � at� � ca��a��ca��a�� � � � cat���at��

O�ensichtlich gilt f�ur die L�ange

jc�a�� � � � � at�j � jca��a��j � � � jcat���at�j�

Die �Ubertragung der Nachricht a�� � � � � at erfolgt in der Kodierung
c�a�� � � � � at�� Von dem Empf�anger nehmen wir an� da� er in Besitz des Ko�
degraphen �G�A�� a�� ist� Er dekodiert c�a�� � � � � at�� indem er den Weg w
bestimmt� der die Markierung c�a�� � � � � at� tr�agt� w l�a�t sich leicht bestim�
men� da die Alphabetelemente� in denen c�a�� � � � � at� notiert ist� auf demWeg
als Wegweiser stehen� Nun gibt der Dekoder die Bl�atter� die er �uberquert� in
dieser Reihenfolge aus� So erh�alt der Empf�anger die Nachricht a�� � � � � at�

Die Kodierung mag nicht leicht berechenbar sein� da die Kodeb�aume i�a�
keine Suchb�aume sind� Die Dekodierung dagegen ist einfach�

Wir sch�atzen die mittlere Kodel�ange E�c� t� wie folgt ab	

E�c� t� �
X
��At

pa�a�pa�a� � � � pat��at � jc�a�� � � � � at�j

�
tX

j��

X
��At

pa�a� � � � pat��at � jcaj���aj�j

��



�
tX

j��

X
aj���aj

pa�aj���j � �� � paj��aj � jcaj���aj�j

�
tX

j��

X
a�a�

pa�a�j � ��paa� jca�a��j

�
X
a

�
tX

j��

pa�a�j � ��� �
X
a�

paa� � jca�a��j�

Hierin ist pab��� f�ur a � b und p���ab � � f�ur a �� b�
Wir interessieren uns nun f�ur die mittlere Kodel�ange pro Zeichen a � A und
setzen deshalb

�

t
�E�c� t� �

X
a

�
�

t

tX
j��

pa�a�j � ��� �
X

paa� � jca�a��j

	
X
a

�
�

t

tX
j��

pa�a�j � ��� � �Ha  ��

�
X
a

�

t
�

tX
j��

pa�a�j � ��� �Ha  ��

Ist der Markovproze� ergodisch� dann gilt de�nitionsgem�a�

lim
t��

�

t

tX
j��

pa�a�j � �� � pa

und zwar unabh�angig von a�� Somit haben wir das

Lemma �
� Ist �A��� ein ergodischer Markovproze�� dann gilt f�ur unseren
Kode

lim
t��

�

t
E�c� t� � H  �

Wir versch�arfen das Lemma� indem wir anstelle von paa� die Verteilung
pa�a����ar� betrachten und erhalten

lim
t��

�

t � rE�c� t � r� �
�

r
H�r�  

�

r
� H  

�

r
�

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen�

Satz �
� Ist �A��� ein ergodischer Markovproze�� dann gibt es zu vorgege�
benem � � � einen Kode cr 	 Ar �� f�� �g� mit

lim
t��

�

t � rE�c
�r�� t � r� 	 H  ��

��



In Worten	 Man kann durch eine geeignete Kodierung ergodische Markov�
quellen so komprimieren� da� die mittlere Kodel�ange pro Zeichen H auf jede
vorgegebene Genauigkeit approximiert�

Es bleibt zu zeigen� da� H eine untere Schranke f�ur asymptotisch optima�
le Kodierungen ist� Hierzu m�ussen wir zun�achst einmal de�nieren� welche
Kodierungen betrachtet werden� Im Falle ged�achtnisloser Quellen spielte es
keine Rolle� mit welchem Element eine Folge beginnt� Weiter haben wir im
Kodierungstheorem im ged�achtnisfreien Fall vorausgesetzt� da� der fortlau�
fend erzeugte Datenstrom durch pr�a�xfreie Kodes erzeugt wird� was eine Ga�
rantie f�ur die sequentielle Dekodierbarkeit darstellt� Der Kode� den wir gera�
de zur Kodierung der Markovquelle verwendet haben� ist i�a� nicht pr�a�xfrei�
Aus diesem Grund lassen wir allgemeinere Kodierungen zu� Wir nehmen nun
an� da� die Kodierung durch eine universelle Turingmaschine oder eine dazu
�aquivalente Maschine vorgenommen wird� Diese Maschine erh�alt als Eingabe
die durch die Quelle erzeugte Folge a�� � � � � at� � � �� Die Maschine erzeugt mit
einer gewissen Verz�ogerung als Ausgabe den Kode c � s�� s�� � � � � st�� � � �� Die�
ser Kode wird �ubertragen und dient einer entsprechenden Maschine zur Er�
zeugung der Ausgabefolge a�� � � � � at� � � � am Ort des Empf�angers� Wir verlan�
gen� da� der ganze Proze� mit einer Verz�ogerung abl�auft� die durch const� � t
beschr�ankt ist� Dabei soll die Konstante const� weder von der Teilfolge selbst�
noch von ihrer L�ange t abh�angen� Nun f�uhren wir die �Ubertragung f�ur alle
Folgen � � �a�� � � � � at� durch� Das ist nat�urlich ein Gedankenexperiment� da
wir unsere Quelle ja nicht ohne weiteres in den Anfangszustand zur�ucksetzen
k�onnen� Die Annahme der Ergodizit�at erlaubt uns das aber� da sie bewirkt�
da� der Anfangszustand mitWahrscheinlichkeit � immer wieder auftritt� Nun
sei t� der kleinste Index� so da� � aus dem Pr�a�x �s�� � � � � st�� der Kodefolge
zur�uckgewonnen werden kann� Unsere Annahme �uber den Kode garantiert
uns t� � const� � t f�ur alle � � At� Damit erhalten wir in Gestalt der Folgen
�s�� � � � � st�� einen Kode f�ur A

t� Wir bezeichnen diesen Kode mit Ct� Setzen
wir p�t���� � pa��� dann gilt asymptotisch aufgrund unseres Kodierungstheo�
rems f�ur injektive Abbildungen �Seite 
��

H�At� p�t�� � E�Ct��

Nun gilt

H�At� p�t�� � H�A� p�  
X
a�

pa�H
�t���
a�

�A���

� H�A� p�  �t� �� �H�A����
Hierin ist p die asymptotische Verteilung �uber der ergodischen QuelleA� Also
haben wir

H�A� p��H�A���

t
 H�A��� � �

t
E�Ct��

��



Hieraus folgt

H�A��� � lim
t��

�

t
E�Ct��

Ersetzen wir den Kode Ct durch den Kode C �
t � Ct&� wo & ein Trennzeichen

ist� dann ist C �
t pr�a�xfrei� Wir haben damit C

�
t � Ct �� Verwenden wir eine

Maschine� die C �
t gebraucht anstelle von Ct� dann erhalten wir f�ur t� � r � t

H�A� p� �H�A���

t � r  H�A��� � �

t � rE�C
�
t�r� �

�

t
E�Ct�  

�

r

d�h�
�

r
�
�
H�A� p��H�A���

t
� �

�
 H�A��� � �

t
E�Ct�

f�ur r�� erhalten wir daraus

H�A��� � �

t
E�Ct��

Nun ergibt sich der durch unsere Maschine berechnete unendliche Kode C�

als Limes von Ct f�ur t��� F�ur die mittlere Kodel�ange E��C�� pro Zeichen
ergibt sich also

H�A��� � E��C���

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen�

Satz �
� Der auf Grundlage der Kodegraphen konstruierte Kode C ist f�ur
ergodische Markovquellen hinsichtlich seiner mittleren Kodel�ange pro Zeichen
asymptotisch optimal� Das Optimum ist die Entropie H�A��� der Quelle
�A���� Dar�uberhinaus ist H�A��� eine asymptotische untere Schranke f�ur
die mittlere L�ange �

t
E�Ct� eines endlichen Kodes Ct�

��� Suchgraphen

Wir betrachten nun wieder den Fall� da� auf A eine Ordnung � 	 � gegeben
ist und Kodierungen� die diese Ordnung respektieren� Die �Ubertragung der
f�ur B�aume entwickelten Konzepte auf die Graphen ist o�ensichtlich� Man
konstruiert zu jedem a � A und der Verteilung pa� den Suchbaum Ba und
verheftet anschlie�end die Bl�atter der Suchb�aume� wie wir das im vorigen Ab�
schnitt beschrieben haben� Damit ist man in der Lage� zu Suchquellen �A���
einen Suchgraphen aufzubauen� der eine mittlere Suchzeit E gew�ahrleistet�
die asymptotisch durch

H�A� � E 	 H�A�  


��



abgesch�atzt werden kann� Der Beweis ergibt sich durch die �Ubertragung der
Resultate �uber Suchb�aume nach Vorbild von Abschnitt ��

Auch die dynamische Anpassung von Suchb�aumen an ged�achtnislose Quellen
bei unbekannter Verteilung l�a�t sich auf Markovquellen �ubertragen� Man
pa�t eben den jeweiligen Baum Bb an� indem man das Element a lokalisiert
hat� durch Rotation von a zur Wurzel von Bb an� Das geschieht� ohne da�
ein anderer Baum von G�A� hierdurch betro�en wird�

Es bleibt die Neuaufnahme von Elementen in G�A� zu diskutieren� Wir be�
trachten also die Situation� da� wir in Bb nach einem Element a suchen�
das sich als nicht vorhanden erweist� In diesem Fall ist es auch in dem ak�
tuellen Suchgraphen nicht vorhanden� Das Element mu� also in jedem der
Suchb�aume verankert werden� Das kann geschehen� indem man in jedem der
Suchb�aume die Suche nach a startet und a nach dem f�ur B�aume beschrie�
benen Verfahren anheftet� Das ist nat�urlich ein sehr aufwendiges Verfahren�
Das Verfahren wird e�zient� wenn wir von vornherein in den Suchb�aum�
en� wie wir das im Abschnitt ����
 f�ur unvollst�andige Suchb�aume beschrie�
ben haben� die nicht besetzten Intervalle als Knoten mitf�uhren� Nach diesem
Vorbild nehmen wir also die Intervalle als Knoten mit in den Suchgraphen
auf� Damit �ndet durch die Lokalisation von a in einem Intervall und in der
Au��osung des Intervalles in mehrere Knoten die Einbindung von a in alle
B�aume simultan statt�

Die Resultate �uber mittlere Suchzeiten� die wir �uber den Fall der B�aume
gewonnen haben� lassen sich wieder unmittelbar �ubertragen� da sich ja die
mittlere Suchzeit in dem Graph als mit den Wahrscheinlichkeiten f�ur die
Verwendung von Ba gewichtete Summe der Suchzeiten in den B�aumen ergibt�
Wir haben das allerdings mit einem hohen Aufwand zu bezahlen�

��
 �	Zerlegungen von Markovquellen

Wir interessieren uns hier f�ur Markovquellen �A���� deren Matrizen fast zer�
fallen� Wir betrachten zur Erl�auterung die Matrix

� �

	
BBBBB


�� � � � � �

� ��
� � �

���
���
� � � � � � �

� � � � � �k

�
CCCCCA �

worin die �i selbst Markovquellen beschreiben� Die Quelle A zerf�allt also in
k unabh�angige Quellen �Ai� �i� mit A � A� � � � � � Ak und Ai 
 Aj � �
f�ur i �� j� Der Suchgraph G�A� besteht in diesem Fall aus k paarweise nicht

��



zusammenh�angender Suchgraphen G�Ai�� Nat�urlich besitzen solche Suchgra�
phen kein theoretisches Interesse� Anders liegt der Fall� wenn sich G�A� fast
in dieser Weise zerlegen l�a�t� n�amlich dann� wenn G�A� in k Komponenten
G�A��� � � � � G�Ak� zerlegt werden kann� die nur durch Kanten verbunden sind�
die sehr selten betreten werden� Ein praktisches Beispiel ist ein W�orterbuch�
das von mehreren Sprachen� sagen wir vom D�anischen� Englischen� Franz�osi�
schen� Italienischen und Russischen ins Deutsche verweist� In diesem Fall
wird ein Benutzer� der gerade ein russisches Wort nachgeschlagen hat� mit
hoher Wahrscheinlichkeit auch das n�achste Mal ein russisches Wort nach�
schlagen� wenn er z�B� einen russischen Text liest�
Diese Vorstellung nehmen wir zum Anla� f�ur die folgende De�nition�

De�nition �
� Ist � � � und A � A� � � � � � Ak eine Zerlegung von A mit
Ai �� �� Ai 
 Aj � � f�ur i �� j� so sprechen wir von einer ��Zerlegung der
ergodischen Markovquelle �A���� falls

pab � �

n

gilt� f�ur a � Ai und b � A�Ai f�ur i � �� � � � � k und n � "A�

Wir setzen f�ur A� 
 A
pa�A

�� �
X
b�A�

pab

und
pA� �b� �

X
a�A�

pa � pab�

Hierin bezeichnet pa wie fr�uher die Wahrscheinlichkeit f�ur das Auftreten von
a�

Damit haben wir f�ur die Wahrscheinlichkeit eines �Uberganges vonAi inA�Ai

bei ��Zerlegungen

PAi�A�Ai� �
X
a�Ai

pa�n� ni�
�

n
	 pAi � �� wobei ni � "Ai�

Die Wahrscheinlichkeit daf�ur� da� �uberhaupt ein Wechsel von einer ��
Komponente in eine andere statt�ndet� ist damit also 	 ��

Wir wollen nun den seltenen �Ubergang von einer ��Komponente in eine an�
dere ausnutzen� um die Gr�o�e des Suchgraphen zu reduzieren� Das tun wir�
indem wir zu jedem Ai einen Standardeingang scha�en� Wir zeichnen also in
jedem Ai ein Element a�i� � Ai aus und leiten jeden Sprung� der aus einem
Aj�j �� i� auf b � Ai zielt nach a�i�� Das f�uhrt eventuell zu einem Verlust der
Suchzeit� da wir die in Aj bereits aufgewendete Suchzeit f�ur b verschenken

��



und eine neue Suche in Ba�i� starten� zudem wird die Suchzeit in Ba�i� im Ver�
gleich zu dem Baum� in dem wir die Suche bereits gestartet hatten� eventuell
l�anger dauern� Da dieses Ereignis aber selten eintritt �mit Wahrscheinlichkeit
	 ��� k�onnen wir uns diese Verschwendung leisten�

Der Suchgraph %G� den wir nun zu �A��� konstruieren� ergibt sich aus G�A� al�
so wie folgt	 Ist s Kante eines Suchbaumes Ba mit a � Ai� deren nachfolgende
Bl�atter alle in Aj liegen� dann legen wir die Kante s so um� da� ihr End�
punkt nun der Wurzelknoten von Ba�j� ist� Die in dem urspr�unglichen Baum
auf s folgenden Kanten werden alle gel�oscht� Die Gesamtsuchzeit erh�oht sich
dadurch schlimmstenfalls um die Zeit � � n�
Ist also A � A�� � � ��Ak eine ��Zerlegung mit � � log n��� dann erh�oht sich
die mittlere Suchzeit in %G�A� im Vergleich zur Suchzeit in G�A� h�ochstens
um ��

Die Einsparung der Anzahl der Kanten ergibt sich aus folgender �Uberlegung	
Die Suchb�aume mit Wurzel a in Ai haben "Ai  �k � �� Bl�atter und da
der Verzweigungsgrad in Suchb�aumen stets gleich 
 oder � ist� haben wir in
jedem Suchbaum 
 � �ni k� 
� Kanten� wenn ni � "Ai ist� F�ur die Anzahl
%K der Kanten in %G erhalten wir also

%K � 
 �
kX
i��

�ni  k � 
� � ni

� 
 �
kX
i��

n�
i  
�k � 
�

kX
i�k

ni

� 
 �
kX
i��

n�
i  
 � �k � 
� � n�

Haben wir k �
p
n und ni �

p
n f�ur alle i� dann liegt der g�unstigste Fall vor	

%K � 
 � pn � n 
�pn� 
� � n
� � � n � pn� �n�

Die Gr�o�e von %G reduziert sich in diesem Fall um etwa den Faktor
p
n�

��� �	 �Uberdeckungen von Markovprozessen

Wir betrachten eine zweite Methode� den Suchgraph zu reduzieren� Hierzu
de�nieren wir auf A den Abstand

ja� bj 	� max
x�A

jpax � pbxj

��



und setzen
kck � max

x�A
jc�x�j�

Damit erhalten wir f�ur

Ea �
X
x�A

paxjc�x�j

jEa � Ebj � X jpax � pbxj � jc�x�j
� ja� bj � kck�

Ist A� 
 A und h 	 A �� A� eine Projektion �d�h� h�a�� � a� f�ur a� � A���
dann bezeichnen wir �A�h� als �� �Uberdeckung von A� wenn f�ur alle a� b � A
aus h�a� � h�b� folgt� da� ja� bj 	 � ist�

O�ensichtlich gilt f�ur ja� bj 	 �

jEa � Ebj 	 � � kck�
Wir w�ahlen zu jedem a� � A� einen optimalen Suchbaum B�

a und konstru�
ieren G�A�� wie folgt	 Wir identi�zieren die zu a � A geh�origen Bl�atter der
Suchb�aume Ba�� a� � A�� Danach ziehen wir von jedem Knoten a eine Kante
saa� zu der Wurzel des Baumes Ba�� a� � h�a��

Wir vergleichen die mittlere Suchzeit E in G�A� mit der mittleren Suchzeit
E� in G�A��	 Wir �nden

jE �E�j � X
a�A

pa � jEa � Eh�a�j

	 � �X
a�A

pa � kch�a�k

� � � X
a��A�

p�h���a��� � kca�k�

Ist
� 	 �

X
a��A�

p�h���a��� � kca�k���

dann ist
jE � E�j 	 ��

Nun mu� man die Einsparung "A�
"A in Beziehung setzen zu dem durch
� beschr�ankten Verlust an mittlerer Suchzeit� wenn man G�A� durch G�A��
ersetzt�

Es stellt sich hier das Problem� gute ���Uberlegungen von �A��� zu berech�
nen� Interessant mag man vielleicht die Frage �nden� wie gut sich jE � E�j
absch�atzen l�a�t� wenn man die Auswahl von A� durch eine Schranke "A� �p
"A oder "A� � log�"A� oder "A� � �

m
"Amit festemm � IN beschr�ankt�

�




jE � E�j kann nat�urlich auch dadurch klein werden� da� p�h���a��� klein
wird� Es stellen sich hier also eine Reihe interessanter Fragen� insbesondere
dann� wenn man nur wei�� da� es sich bei der Quelle um einen Markovproze�
handelt� der eventuell auch ausgeartet� d�h� ged�achtnislos ist�

��� Sortieren und andere Anwendungen

����� Sortieren

Kennt man die Markovquelle �A���� dann kann man einen Suchgraphen G�A�
aus optimalen Suchb�aumen konstruieren und ihn als Basis f�ur einen Sortieral�
gorithmus verwenden� so wie wir das mit B�aumen bei ged�achtnislosen Quellen
getan haben� Ist a�� � � � � at eine durch �A��� erzeugte Folge� die zu sortieren
ist� dann lokalisieren wir die Elemente ai der Reihe nach in dem Suchgra�
phen� In den Blattknoten z�ahlen wir die Anzahl der Bereiche� so da� nach
Beendigung der Eingabe in dem Blattknoten a vermerkt ist� wie oft er in der
Folge a�� � � � � at vorkommt� Das erfordert im Mittel h�ochstens t � �H�A�  ��
Schritte� Nun geben wir die Elemente a � A in ihrer vorgegebenen Ordnung
aus und zwar in der Multiplizit�at� die in dem jeweiligen Knoten verzeichnet
ist� Das erfordert 
n Besuche von Knoten eines f�ur die Ausgabe ausgew�ahl�
ten Baumes und t Z�ahlschritte� um alle Z�ahler wieder auf � zu bringen� Also
haben wir den

Satz �
� Ist �A��� eine Markovquelle und G�A� der zugeh�orige Suchgraph
aus optimalen Suchb�aumen� dann gilt f�ur die mittlere Sortierzeit E�A��� t�
auf Basis von G�A�

E�A��� t� 	 t � �H�A�  c��  
n�

worin c� eine von t unabh�angige �kleine� Konstante und n die Anzahl der
Elemente von A ist�

Die �Ubertragung der Resultate� die wir f�ur das Sortieren im Falle ged�achtnis�
loser Quellen mit unbekannter Verteilung erzielt haben� folgt dem gleichen
Schema� Hierbei stellt sich aber das Problem� das Sortierverfahren im Fal�
le ausgearteter Markovquellen� wie z�B� ged�achtnisloser Quellen� nicht durch
den Aufbau einer unn�otig gro�en Datenstruktur zu belasten� Wie man dieses
Problem der dynamischen Anpassung e�zient l�osen kann� ist noch o�en�

����� Andere Anwendungen

Auch bei geometrischen Problemen ist es sinnvoll� anstelle von unabh�angi�
gen Verteilungen Markovprozesse zu betrachten� Beobachten wir durch ein

��



sich bewegendes Fenster ein Haus� dann ist die Wahrscheinlichkeit� ein zwei�
tes Haus in der N�ahe zu beobachten� durch die erste Beobachtung erh�oht�
und auch ein Schaf �ndet sich selten allein� Wir erl�autern diese Idee etwas
ausf�uhrlicher an einem Beispiel aus dem Bereich

�
Beobachtung des Stra�en�

verkehrs
�

Wir beobachten den Stra�enverkehr durch ein Fenster� wie es z�B� ein Fern�
sehbildschirm repr�asentiert� Wir interessieren uns f�ur die Frage� welche Ka�
pazit�at ein �Ubertragungssystem zur Verf�ugung stellen mu�� um den Verkehr
auf einer Landstra�e zu �ubertragen� Dazu modellieren wir den Verkehr auf
einer Stra�e in stark vereinfachter Form durch einen Markovproze��

Die Stra�e habe zwei Fahrspuren� f�ur jede der beiden Richtungen eine� Die
Mittellinie der Stra�e ist durch eine gestrichelte Linie gekennzeichnet� so da�
�Uberholvorg�ange erlaubt sind�

Das Fenster legt �uber die Stra�e eine Rasterung� die die sichtbare Fahrbahn
in k Abschnitte einer festen L�ange unterteilt� Ein Fahrzeug be�ndet sich in
unseremModell stets in einem solchen Abschnitt� entweder auf der einen oder
auf der anderen Spur� Be�nden sich zwei Fahrzeuge im gleichen Abschnitt
auf der gleichen Spur� dann interpretieren wir das als

�
Unfall
� Wir ordnen

der Stra�e eine Richtung
�
 
 zu� die mit der aufsteigenden Nummerierung

der Abschnitte �ubereinstimmt� Die Autos beschr�anken wir auf f�unf m�ogliche
Geschwindigkeiten v	

v � ��
 	 
��
Ist v negativ� dann f�ahrt das Auto in Richtung

�
�
� Ist v positiv� f�ahrt es in

�
 
�Richtung� Ist v � �� dann h�alt es an�

Die Belegung der Stra�e durch Fahrzeuge repr�asentieren wir durch eine Ma�
trix

F 	 �� 	 k�� �� 	 �� �� ���
 	 
� � f�� &g��
F �i� j� gibt den Zustand des Verkehrs in Feld i auf Spur j an� Ist F �i� j� � ��
ist das Feld frei von Fahrzeugen� ist F �i� j� � ��
 	 
�� dann be�ndet sich auf
Feld �i� j� ein Fahrzeug mit Geschwindigkeit F �i� j�� Ist F �i� j� � &� dann
haben wir mindestens zwei Fahrzeuge auf dem Feld �i� j��

Den Fahrzeugverkehr modellieren wir nun durch einen Markovproze�� Wir
setzen dazu

A � fF jF 	 �� 	 k�� �� 	 �� �� �
 	 
� � f�� &gg

und de�nieren nun eine Matrix �� die die �UbergangswahrscheinlichkeitF ��
F � beschreibt� Also

� � �pF�F ��F�F ��A�X
F �

pF�F � � �� pF�F � � ��

��
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Figur 
��	 Darstellung der Stra�e

Wir beschreiben pF�F � durch lokale Bedingungen� aus denen sich die
�Uberg�ange pF�F � ergeben�

Wir sehen den Verkehr als durch einen Takt getrieben an� Zu jedemZeitpunkt
t � IN ist also F de�niert�
Zur Erl�auterung betrachten wir einen �Uberholvorgang�
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Figur 
�
	 �Uberholvorgang

Dieser �Uberholvorgang hat also von seinem Anfang bis zum Abschlu� einen
Streckenabschnitt der L�ange � belegt� Stellen wir Gegenverkehr in Rechnung�
der sich mit Geschwindigkeit �
 n�ahert� dann sollte das Fahrzeug� das zum
�Uberholen ansetzt� etwa �� Felder vorausschauen und auch einige Felder nach
hinten schauen und von dem Zustand dieser Umgebung seines momentanen
Ortes seine Entscheidung abh�angig machen�

Allgemein	 Das Fahrzeug auf Feld i entscheidet sich in Abh�angigkeit von dem
Stra�enzustand auf �i� �� 	 i ���� �� 	 �� in welchen Zustand es �ubergeht	
Die m�oglichen Entscheidungen f�ur das Fahrzeug sind	

��



� v beibehalten

� v �� v� � v � � mit der Nebenbedingung v � ��
 	 
�

� Spur beibehalten� Spur wechseln

Die Auswirkungen sind	

� Ist F �i� j� � �� dann bleibt das Fahrzeug auf der Position �i� j� im
Zustand v � f����� �g�

� Ist F �i� j� � �� das Fahrzeug geht in Position �i �� j� oder �i  �� $j�
�uber �$j � j  ��
�� mit v � f�� �� 
g�

� Ist F �i� j� � 
� das Fahrzeug geht in Position �i 
� j� oder �i  
� $j�
�uber mit v � f�� 
g�

� Ist F �i� j� � ��� das Fahrzeug geht in Position �i� �� j� oder �i� �� $j�
�uber in Geschwindigkeit v � f������
g�

� Ist F �i� j� � �
� das Fahrzeug geht in Position �i� 
� j� oder �i� 
� $j�
�uber und in Geschwindigkeit v � f�
���g�

Diese �Uberg�ange sind allerdings nur dann m�oglich� wenn sie vertr�aglich sind
mit den Entscheidungen der anderen Fahrzeuge� Kon�ikte liegen vor� wenn
verschiedene Fahrzeuge das gleiche Feld besetzen oder einander �uberspringen�
Ein Beispiel f�ur letzteren Fall w�urde der folgende �Ubergang leisten�

i i�� i�� i��
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i i�� i�� i��
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Figur 
��	 Kon�ikt zwischen Fahrzeugen

In diesem Fall f�uhren die von den Fahrzeugen unabh�angig voneinander ge�
tro�enen Entscheidungen nicht zu den erw�ahnten Situationen� sondern wir
de�nieren in diesem Fall als Resultat	
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Figur 
��	 Unfall

das wir als Unfall interpretieren�

Die Entscheidung jedes Fahrzeuges schreiben wir nicht eindeutig vor� son�
dern nur durch gewisse Wahrscheinlichkeiten� die von dem Zustand der den
Fahrzeugen einsehbaren Umgebung U�i� j� bedingt wird� Mit F �U�i� j�� be�
zeichnen wir den Verkehrszustand� der zu F auf der Umgebung U�i� j� geh�ort�

Der Folgezustand auf dem Feld �i� j� ergibt sich damit aus den Entscheidun�
gen der Fahrzeuge auf Positionen �i�� j��� in deren Zielbereich die Position
�i� j� liegt�

Der Rand des Fensters erfordert eine Sonderbehandlung� Hier k�onnen Fahr�
zeuge austreten� Diese Entscheidung machen wir nur von dem Teil der zu�
geh�origen Umgebung abh�angig� die im Fenster liegt� Die Wahrscheinlichkeit
f�ur das Eintreten eines Fahrzeuges in das Fenster bedingen wir durch den
Teil der Umgebung� der in Fahrtrichtung im Fenster liegt und durch eine
mittlere Verkehrsdichte� die wir vorgeben�

Wir m�ussen weiter festlegen� mit welcher Wahrscheinlichkeit der Schrott &
von Unf�allen von der Stra�e verschwindet� Das regeln wir so� da� & durch �
mit hoher Wahrscheinlichkeit ersetzt wird� wenn alle Fahrzeuge im Sichtbar�
keitsbereich der betre�enden Spur stehen�

Da alle Fahrer ihre Entscheidungen unabh�angig voneinander tre�en� ergibt
sich die Wahrscheinlichkeit f�ur die Entscheidung einer auf F folgenden Kon�
�guration F � als Produkt der Entscheidungswahrscheinlichkeit der Fahrer�
Nun kann� wie wir festgestellt haben� aufgrund der Wechselwirkung zwischen
den Fahrzeugen� nicht jeder angestrebte �Ubergang F �� F � statt�nden� Un�
sere Regeln f�ur die Kon�iktbehebung ordnen F � eindeutig eine Kon�guration
%F zu� in die als F aufgrund der getro�enen Entscheidungen der Fahrzeuge
�ubergeht� Hierdurch erhalten wir aber noch nicht pF� �F � da verschiedene Ent�

scheidungen von F zu der gleichen Kon�guration %F f�uhren k�onnten� Man
hat also

pF� �F �
X

F �
�

�F

pF�F �

��



Hierin bedeutet F � %F die Auswirkung der Entscheidung der Fahrzeuge�
oder besser der in den Fahrzeugen verborgenen Fahrer�

Um zu einem ergodischen Markovproze� gelangen zu k�onnen� eliminieren wir
alle Kon�gurationen F � die ausgehend von einer leeren Stra�e nicht erzeugt
werden k�onnen� Sinnvoll ist eine Wahl der Entscheidungswahrscheinlichkei�
ten und Eintrittswahrscheinlichkeiten nur� wenn die Eintrittswahrscheinlich�
keiten mit den Entscheidungswahrscheinlicheiten in dem Sinne vertr�aglich
sind� da� ein Verkehrs�u� entsteht� der den Eintrittswahrscheinlichkeiten
entspricht�

Die Entropie des schlie�lich so de�nierten Prozesses ist eine untere Schranke
f�ur die Informationsmenge� die ein Fernsehkanal �ubertragen k�onnen mu�� um
das Geschehen auf unserem Stra�enabschnitt �ubertragen zu k�onnen�

Eine in Einzelheiten gehende Diskussion aller F�alle und die pr�azise Berech�
nung der Entropie ist im Rahmen der Vorlesung nicht m�oglich�

��



Kapitel �

Die Kapazit�at von diskreten

Kan�alen

��� Gest�orte diskrete Kan�ale ohne Ged�acht	

nis

����� De�nitionen

Wir betrachten nun den gest�orten Kanal� Der Kanal besitzt ein Einga�
bealphabet X und ein Ausgabealphabet Y � Der Zusammenhang zwischen
Eingabe� und Ausgabealphabet wird statistisch beschrieben�

Sei D�X� die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen �uber X� d�h�

D�X� � fp 	 X �� ��� �� jX
x�X

p�x� � �g�

�X� p� mit p � D�X� ist also eine Informationsquelle ohne Ged�achtnis�

Ein Kanal ist mathematisch eine Abbildung

� 	 X �� D�Y ��

��x� 	 Y �� ��� �� gibt also an� mit welcher Wahrscheinlichkeit der Kanal
auf die Eingabe von x hin als Ausgabe y produziert�

Unser Problem	 Man schlie�e von der Ausgabe y zur�uck auf die Eingabe x�

Wir verwenden wie fr�uher die Beziehungen

p�x� y� � p�x� � px�y�

und
q�y� �

X
x�X

p�x� � px�y��

��



So erhalten wir als Wahrscheinlichkeit py�x� f�ur die Eingabe x� wenn y emp�
fangen wurde

py�x� �
p�x� y�

q�y�
�q�y� �� ���

De�nition �
� Der Kanal � hei�t st�orungsfrei� wenn f�ur alle �x� y� � X�Y

px�y� � f�� �g

gilt�

Wir fassen nun den Kanal als eine Quelle auf� die bei Kenntnis von y Elemente
aus X erzeugt� Die in diesem Sinne zu y geh�orige Entropie ist

Hy�X� � �
X
x�X

py�x� log py�x��

Hierdurch dr�uckt sich die Unbestimmtheit von x relativ zu y aus� Wir erhal�
ten als mittlere Unbestimmtheit

HY �X� �
X
Y

q�y� �Hy�X� � �
X
X	Y

p�x� y� log py�x��

Bezeichnung	 HY �X� hei�t Unbestimmtheit des Kanales � 	 X �� D�Y �
in Bezug auf die Quelle �X� p��

Da HY �X� nach dem� was wir �uber Quellen ausgef�uhrt haben� als mittlerer
Informationsgewinn bezeichnet werden kann� wenn wir unter Kenntnis der
Ausgabe y die Eingabe x erfahren� so ist es ein plausibler Ansatz HY �X�
als mittleren Informationsverlust aufzufassen� der bei der �Ubertragung der
Quelle �X� p� �uber den Kanal � auftritt� Somit setzen wir als Ma� f�ur die im
Mittel bei dieser Kon�guration �ubertragene Information den Ausdruck

H�X� �HY �X�

an� Wie wir in Satz ��� gezeigt haben� gilt stets

H�X� �HY �X� � ��

Der Ansatz wird sp�ater durch den Beweis des Kodierungstheorems gerecht�
fertigt�

��



Man betrachtet zwei Grenzf�alle	

�� Der verlustfreie Kanal
� hei�t verlustfrei	 �� HY �X� � ��


� H�X��HY �X� � �� Im 
� Fall ergibt sich aus Satz ���� da� genau dann�
wenn �X� p�� �Y� q��H�X�Y � � H�X�  H�Y �� unabh�angig sind� auch
�X� p� und �Y� q� voneinander unabh�angig sind� d�h� da� der Kanal am
Ausgang keine Information �uber die Eingabe enth�alt�

Wir zeigen nun� da� die Bezeichnung verlustfrei im Falle � berechtigt ist� Aus

HY �X� � �

folgt

� � � X
X	Y

p�x� y� � log py�x�

� � X
py�x���

p�x� y� log py�x��
X

py�x� ���

p�x� y� log py�x�

� � X
py�x����

p�x� y� log py�x��

Hieraus folgt X
py�x� ���

p�x� y� � �

d�h� X
py�x���

p�x� y� � �

Nun setzen wir
Ax � fy j py�x� � �g

und erhalten

px�Ax� �
X

py�x���

px�y� �
X

py�x���

p�x� y�

p�x�
f�ur p�x� �� ��

Hieraus folgt weiterX
X

p�x� � px�Ax� �
X

py�x���

p�x� y� � �

Also haben wir
px�Ax� � � f�ur p�x� �� ��

Nun gilt weiter

Ax 
Ax� � � f�ur x �� x�� p�x� � p�x�� �� �

��



Diese Behauptung folgt leicht indirekt�

W�are y � Ax 
 Ax�� dann h�atten wir py�x� � py�x�� � � d�h�
P

x py�x� � 
�
Aus diesem Resultat ergibt sich� da� y die Eingabe x eindeutig bestimmt�
Man sieht leicht� da� die Bedingung px�Ax� � � auch hinreichend ist f�ur die
Verlustfreiheit des Kanales�

Wir haben damit f�ur zwei Grenzf�alle gezeigt� da� der Ansatz� die mittlere
Informationsmenge� die � von der Quelle �X� p� �ubertr�agt� zu messen� passend
ist� Wir suchen aber ein von Quellen unabh�angiges Ma� f�ur die Kapazit�at
eines Kanales� Ein solches Ma� liefert die folgende

De�nition �
�

C
 � max
p�D�X�

�H�X��HY �X��

hei�t Kanalkapazit�at von ��

F�ur n � "X kann man p � D�X� als Punkt in IRn interpretieren� In diesem
Sinne gilt D�X� 
 ��� ��n� D�X� erh�alt man als Schnitt der Ebene x� � � � 
xn � � mit ��� ��n und ist also abgeschlossen� Also existiert das Maximum
von H�X� �HY �X� in D�X��

Es bleibt zu zeigen� da� die De�nition der Kanalkapazit�at leistet� was wir
von einem solchen Ma� erwarten	

Ist �X� p� eine Quelle mit H�X� 	 C
� dann sollte sich die Quelle� ohne
einen �uber alle Grenzen wachsenden Stau zu produzieren� mit vorgegebener
Zuverl�assigkeit �uber den Kanal � �ubertragen lassen� Der Nachweis daf�ur� da�
diese Vorstellung zutre�end ist� ist der Gegenstand dieses Paragraphen�

����� Kanalerweiterungen und Entscheidungssche�

mata

In diesem Paragraphen sch�atzen wir die Kanalkapazit�at eines Kanales ab� der
sich durch Zusammenschalten verschiedener Kan�ale erzeugen l�a�t� Zun�achst
betrachten wir den einfachen Fall� da� wir den gleichen Kanal r�mal neben�
einanderschalten� Anschlie�end betrachten wir das Hintereinanderschalten
verschiedener Kan�ale�

Sei �X� p� eine Quelle und � 	 X � D�Y � ein Kanal� r � IN� u � Xr und
v � Y r�

Wir setzen f�ur u � u� � � � � � ur� v � v� � � � � � vr
pu�v� � pu��v�� � � � � � pur �vr��

�




Wir setzen � auf Xr fort� indem wir

u

�r���� pu�v�

de�nieren� ��r� hei�t die Fortsetzung von � auf Xr� Wir setzen nun U � Xr

und V � Y r� Es gilt dann der

Satz �
� Ist � 	 X � D�Y � ein Kanal mit Kapazit�at C
� dann gilt

C
�r� � r � C
�

Beweis	 Zum Beweis sch�atzen wir H�U��HV �U� f�ur beliebige Quellen �U� p�
ab�
Es gilt� wie wir gesehen haben�

H�U� V � � H�U�  HU �V � � H�V �  HV �U��

Hieraus folgt
H�U� �HV �U� � H�V ��HU�V ��

Wir verwenden den rechten Term zur Absch�atzung� Es gilt

�HU �V � �
X
u�v

p�u� v� log pu�v� �
X
u�v

p�u� v� � �
rX

i��

log pui�vi���

Wir setzen

p�i��x� y� �
X
u�v
ui�x
vi�y

p�u� v� und p�i��y� �
X
x

p�i��x� y��

Setzen wir weiter

H�i��Y � 	� �X
Y

p�i��y� log p�i��y��

dann erhalten wir

HU �V � � �
X
x�y

rX
i��

p�i��x� y� log px�y� �
rX
i��

H
�i�
X �Y ��

und weiter

H�U� �HV �U� � H�V ��
rX
i��

H
�i�
X �Y ��

Nun gilt

H�U� �HV �U� �
rX
i��

�H�i��Y ��H
�i�
X �Y ��

�
rX
i��

H i�X� �H i
Y �X�

� r � C
�

��



W�ahlen wir nun �X� p�� so da�

H�X��HY �X� � C


ist� dann erhalten wir f�ur die unabh�angig auf U � Xn fortgesetzte Verteilung
%p von p�

%p�i��x� y� � p�x� � px�y�
und also

H�U� �HV �U� � r � �H�X� �HY �X�� � r �C
�

Also gilt� wie behauptet
C
�r� � r �C


�

Als n�achstes behandeln wir die Frage nach der Kapazit�at von zwei hinterein�
ander geschalteten Kan�alen� Es seien also X�Y�Z endliche Alphabete und

� 	 X � D�Y �� � 	 Y � D�Z�

zwei Kan�ale� Wir de�nieren nun

� � � 	 X � D�Z�

indem wir
rx�z� �

X
y

px�y�qy�z�

setzen� Identi�zieren wir

� � �px�y��x�X
y�Y

� � � �qy�z�� y�Y
z�Z

dann gilt also f�ur den Kanal � � �
� � � � �px�y�� � �qy�z���

Wir vergleichen
H�X��HZ�X� � H�Z��HX�Z�

und
H�X��HY �X� � H�Y ��HX�Y ��

Das Ziel ist
H�X��HY �X� � H�X��HZ�X�

zu beweisen� Das ist �aquivalent mit

�HY �X� � �HZ�X�

oder
HZ�X� �HY �X� � ��

Wir behaupten	

��



Satz �
�

C

� � C
�

Erl�auterung	 Man kann keinen Kanal dadurch verbessern� da� man einen
zweiten Kanal dahinter h�angt� Das gilt nat�urlich auch f�ur den Fall� da� �
verlustfrei ist� Da sich Dekodierverfahren als verlustfrei au�assen lassen� kann
man also auf keineWeise die Kapazit�at eines Kanales erh�ohen� Es bleibt dann
noch die Frage� ob man die Kapazit�at eines Kanales auch voll nutzen kann�

Beweis	 Wir betrachten also

HZ�X��HY �X�

�
X
x�y

p�x�px�y� log py�x��
X
x�z

p�x�px�z� log pz�x�

�
X
x

p�x��
X
y

px�y� log py�x��
X
z

px�z� log pz�x��

�
X
x

p�x��
X
y

px�y� log py�x��
X
z

X
y

px�y�py�z� log pz�x��

�
X
x

p�x� � �X
y

px�y� log py�x��
X
y

px�y�
X
z

py�z� log pz�x���

Da log konvex ist� d�h�

log
X

pi � ai �
X

pi log ai

gilt� haben wir weiter

HZ�X��HY �X�

� X
x

p�x��
X
y

px�y� log py�x��
X
y

px�y� log
X
z

py�z�pz�x��

�
X
x

p�x�
X
y

px�y� � �log py�x�� log py�x�� � �

Aus
HZ�X� �HY �X� � �

folgt der behauptete Satz� �

Es bleibt nun die Frage� ob C

� � C� sein kann� Zur Beantwortung dieser
Frage betrachten wir nochmals die gerade bewiesene Relation

H�X� �HZ�X� � H�X� �HY �X��

Nun verwenden wir die Symmetrieeigenschaft� die wir zu Beginn des Beweises
des vorigen Satzes erl�autert haben und erhalten

H�Z� �HX �Z� � H�Y ��HX�Y ��

��



Wir betrachten also den Kanal in umgekehrter Richtung und erhalten

C�

 � C��

Die Resultate dieses Paragraphen k�onnen wir wie folgt zusammenfassen	

Satz �
� Ist � ein Kanal� der sich durch Parallelschalten und Hintereinan�
derschalten von Elementarkan�alen Ei ergibt� dann ist

C
 �
rX

j��

CEij
�

wenn Eij � � � � � Eir die Elementarkan�ale sind� die auf einem Querschnitt des
Kanales � liegen�

Eine Menge ' von Elementarkan�alen bildet einen Querschnitt� wenn dieWeg�
nahme der Kan�ale aus ' den Kanal unterbrechenw�urde� Der Satz besagt� da�
die Kapazit�at eines Kanales� der durch parallele und sequentielle Verschal�
tung von Elementarkan�alen aufgebaut wurde� durch seine Taille bestimmt
wird� Die folgende Figur illustriert diese Vorstellung�

Quelle

�

�

�

�

��

��

��

�

�








�

HHHHHj

��

��

HHHHHj








�

�� � Senke

Figur ���	 Netz von Kan�alen

Wir sehen

C
 � C
�  C
�  C
�� C
	  C

� C
�  C
�  C
	 � � � � � C
� �

Hat man also einen Kanal �� dessen Kanalkapazit�at C
 man kennt� und wei�
man� da� er aus einem Bausteinsystem ' von Elementarkan�alen aufgebaut
ist� dann kann man eine untere Schranke f�ur die Anzahl � der verwendeten
Kan�ale aus ' angeben�
Ist n�amlich

C� � maxfC
� j �� � 'g �

��



dann gilt

� � C


C�
�

Man sch�atzt damit allerdings nur die Taille des Netzes ab� Da man jeden Al�
gorithmus auch als Kanal au�assen kann� ergibt sich hieraus die M�oglichkeit�
untere Schranken f�ur den Speicherbedarf von Algorithmen abzuleiten�

��� Der Satz von Fano

Von Fano stammt die folgende Absch�atzung eines Kanales�

Satz �
� 
Fano� Sei � 	 X � D�Y � ein Kanal und �X� p� eine Quelle�
� 	 Y � X sei surjektiv und %p �

P
x p�x�px��

���x�� die Wahrscheinlichkeit
daf�ur� da� � den Kanal korrekt dekodiert� Unter diesen Voraussetzungen gilt

HY �X� � H�%p� �� %p�  �� � %p� � log�n� ���
Beweis	 Die Wahrscheinlichkeit daf�ur� da� die Dekodierung fehlerhaft ist�
ergibt sich aus

p�e� � ��� %p� �X
x

p�x� � px�����x�� �
X
y

p�y� � �� � py���y���

wie man direkt nachrechnet� dabei ist

����x� � X � ����x��

In dieser Beziehung kommen zwei verschiedene Vorstellungen �uber die Feh�
lerwahrscheinlichkeit zum Ausdruck� die sich als �aquivalent erweisen� Wir
verwenden im folgenden die zweite Vorstellung�

Es gilt

HY �X� � �X
Y

X
X

p�y� � py�x� log py�x� � �
X
Y

p�y�
X
X

py�x� log py�x�

� �X
Y

p�y� � py���y�� � log py���y���
X
Y

p�y�
X

x���y�

py�x� log py�x��

Wir formen den zweiten Summanden wie folgt um

� X
x���y�

py�x� � log py�x�

� ���� py���y��� �
X

x���y�

py�x�

�� py���y��

�
log

py�x�

� � py�$x�
 log�� � py�$x��

�

� ���� py���y��� � ��HY �X � $x�  log�� � py���y���

� ���� py���y��� � �� log�n� ��  log�� � py���y���

� ��� py���y��� � log n � �
�� py���y��

�

��



Hierin ist n � "X und HY �X � $x� die bedingte Entropie zu der Verteilung
py�x�

�� py���y��
�uber X � $x � X � ��y��

Wir setzen das Resultat unserer Umformung in den Ausdruck f�ur HY �X� ein
und erhalten weiter

HY �X� � �X
Y

p�y� �
�
py���y�� log py���y��� ��� py���y��� log

n� �
�� py���y��

�

� �X
Y

p�y� � py���y�� � log py���y��  p�e� log�n� ��

�X
Y

p�y�py���y�� � log py���y��

� p�e� � log�n� ��
�X

Y

p�y��py���y�� � log py���y��  py���y�� log py���y����

Von diesem Ausdruck gelangen wir durch die Einf�uhrung einer neuen Quelle
mit dem Alphabet Z � �z�� z�� zu dem gew�unschten Resultat� indem wir
HY �Z� � H�Z� verwenden�
Wir setzen

qy�z�� � py���y�� und qy�z�� � py���y���

Wir erhalten

HY �Z� � qy�z�� log qy�z��� qy�z�� log qy�z��

� �py���y�� log py���y��� py���y�� log py���y���

Verwenden wir nun HY �Z� � H�Z�� dann ergibt sich

HY �X� � p�e� log�n� ��  H�Z�

� p�e� log�n� ��  H�q�z��� q�z���

Wegen

q�z� �
X
y

p���y�� y� �
X
y

zp�y� � ��� py���y��� � p�e��

haben wir also

HY �X� � H�%p� p�e��  p�e� � log�n� ���

was der Satz behauptet� �

Manchmal �ndet man den Satz wie folgt interpretiert	

��



Wir betrachten den Kanal � und die Dekodierung � als neuen Kanal� Ein
au�en stehender Beobachter� der die Eingabe x und die Ausgabe x� sieht�
erg�anzt den Kanal durch die Mitteilung

�
o�k�
� falls x � x� ist� d�h� mit

Wahrscheinlichkeit %p und im Falle� da� x �� x� ist� durch die Ausgabe von
x� Die erste Mitteilung hat die Entropie H�%p�� die Entropie der zweiten Mit�
teilung wird durch log�n � �� nach oben abgesch�atzt� Im Mittel liefert der
Beobachter also die Information H�%p� �� %p� ��� %p� log�n���� Der gesamte
Kanal� Original zusammen mit der Information durch den au�enstehenden
Beobachter� ist verlustfrei� Also gleicht die Information des Beobachters den
Verlust �HY �X� aus� d�h� es gilt

�HY �X�  H�%p� � � %p�  ��� %p� log�n� �� � ��
Wir wollen uns die Struktur dieses Kanales genauer ansehen� Das folgende
Diagramm veranschaulicht den erg�anzten Kanal�

x

� �� �
�
�R

�
��
�����

��
��

��r x

Figur ��
	 Beitrag des Beobachters

Wir haben darin X durch Elemente �� � 
� X erg�anzt� Die in der Figur enthal�
tenen Symbole de�nieren Operationen� die durch die folgenden Diagramme
de�niert werden�

�
��R

�
���

�

x

x�

� b �

�
� f�ur x � x�

� f�ur x �� x�

�
����

u ��

�

�

�

�x
b a �

�
x f�ur b � �
� sonst

���

��



�x
b a �

�
x f�ur b � �

nicht de�niert sonst

���

Figur ���	 Erkl�arung der Operationen

Weiter verlangen wir� da� diese Operationen kommutativ sind�

Der durch den Eingri� des �au�eren Beobachters gebildete Kanal ist o�en�
sichtlich verlustfrei� Wir wollen nun die Kapazit�at des Kanales aus der Ka�
nalstruktur bestimmen� um so zu einer Absch�atzung vonHY �X� zu gelangen�
Hierzu schauen wir uns den Teilkanal an� der die Information des �au�eren
Beobachters in den Entscheidungsproze� einbringt�

X

�
�R

�
��
� t

�

�

���
�
�

���

���� 	



Figur ���	 Teilkanal des �au�eren Beobachters

Wir erhalten an der Stelle ��� das Signal � mit Wahrscheinlichkeit %p und f�ur
die Signalwahrscheinlichkeiten vor dem Gatter ���

p��� x� � p�x� � px�����x��� p��� x� � p�x� � �� � px��
���x����

Wir betrachten nun die Information� die an den Ausg�angen ��� und �
� im
Mittel erzeugt wird� Bezeichnen wir das Signal am Ausgang �
� mit b und
das am Ausgang ��� mit z� dann haben wir

p�b� z� �

�
�

�
��� %p� � p��z� f�ur z � X� b � �

%p f�ur z � �� b � �
� sonst�

Hierin ist p��z� die Wahrscheinlichkeit f�ur das Auftreten von x unter der
Voraussetzung b � �� F�ur die Entropie erhalten wir also

H�B �X� � � X
B	X

p�b� z� log p�b� z�

� �%p log %p � ��� %p� log��� %p�� X
z�X

��� %p�p��z� log p��z�

� H�%p� �� %p�� ��� %p� �X z � Xp��z� log p��z��

��



Hieraus erh�alt man

H�B �X� � H�%p� �� %p�  ��� %p� log n�
Tri�t unsere Intuition �uber die Rolle von HY �X� zu� dann gilt

HY �X� � H�%p� �� %p�  ��� %p� log n�
Das ist nicht die Fano�sche Ungleichung� da sie log n anstelle von log�n� ��
enth�alt� Aber auch dann� wenn die Einbeziehung auch der anderen Gatter in
eine feinere Analyse die Fano�sche Ungleichung erbringt� ist das kein Beweis�
da unsere Intuition hinsichtlich der Rolle von HY �X� falsch sein k�onnte� Die
Fano�sche Ungleichung ist also eher als eine Best�atigung unserer Intuition
anzusehen�

Die schwache Umkehrung des Kodierungstheorems

Sei � 	 X � D�Y � ein Kanal� der nicht verlustfrei ist� Es gilt dann f�ur jede
Eingangsverteilung� da� p HY �X� �� �� Ist � 	 Y � X ein Entscheidungs�
schema� dann k�onnen wir fragen� ob es zu diesem � eine Eingangsverteilung
p gibt� so da� die Wahrscheinlichkeit %p f�ur eine korrekte �Ubertragung gleich
� wird� Der Satz von Fano besagt

HY �X� � H�%p�  �� � %p� � log�n��

Hieraus ergibt sich wegen HY �X� �� � eine positive obere Schranke ( � f�ur %p�
denn aus ��%p � � w�urde auchH�%p� � � folgen� wasHY �X� �� � widerspricht�
Man erschlie�t aber auch eine von der Eingangsverteilung unabh�angige po�
sitive untere Schranke f�ur � � %p� indem man die Menge aller Verteilungen
p ber X betrachtet und bemerkt� da� diese Menge abgeschlossen ist� Im
Falle� da� es keine positive Unterschranke f�ur alle p gbe� existiere eine Folge
p�� p�� � � � von Verteilungen �uber X� f�ur die %p�� %p�� � � � gegen � konvergiert� F�ur
die Grenzverteilung %p h�atten wir entgegen unserer Feststellung �� %p � ��
Ein nicht verlustfreier Kanal gestattet also f�ur keine Eingangsverteilung eine
fehlerfreie Nachrichten�ubertragung� Dies gilt auch f�ur alle Kanalerweiterun�
gen� da sich die Eigenschaft nicht verlustfrei auf Kanalerweiterungen vererbt�

Damit haben wir folgende Feststellung gemacht	 Die Fehlerwahrscheinlichkeit
der �Ubertragung �uber nicht verlustfreie Kan�ale kann durch kein Kodierver�
fahren auf � gedr�uckt werden�

Wir werden aber zeigen� da� man die Fehlerwahrscheinlichkeit durch geeig�
nete Kanalerweiterungen und dazugeh�orige Kodier� und Dekodierschemata
unter jede vorgegebene positive Zahl � � � dr�ucken kann�

��



��� Das Kodierungstheorem f�ur Kan�ale oh	

ne Ged�achtnis

Sei �X� p� die ged�achtnislose Quelle des Kanales � 	 X � D�Y ��H � H�X�
die Entropie der Quelle und C � Ck die Kapazit�at des Kanales� ��r� sei die
r�fache parallele Erweiterung von k und stets ist U � X�r� und V � Y �r��
� 	 V � U ist eine Abbildung� die V in U dekodiert� Wir werden in diesem
Paragraphen den folgenden Satz beweisen�

Satz �
� Ist H 	 C� so gibt es zu jedem � � � eine nat�urliche Zahl N���
und zu jedem r � IN� r � N��� eine Menge L 
 U und �� so da� die folgenden
Beziehungen gelten�

"L � 
r�H� pu��
���u�� � �� � f�ur u � L�

Diskussion des Satzes	

Der Satz besagt zun�achst� da� sich die Elemente u � Lmit hoher Zuverl�assig�
keit �ubertragen lassen� Dabei ist die Anzahl der Elemente von L gr�o�er als

r�H � Die Anzahl der Elemente von U ist 
r�logn und ist also erheblich gr�o�er
als "L� wenn H viel kleiner als log n ist�

Wir betrachten zun�achst den einfachen Fall der Verteilung q �uber U mit

q�u� �

�
�
N

f�ur u � L� N � "L
� sonst�

Es ist
H�L� q� � logN � r �H �

F�ur dieWahrscheinlichkeit pu�u� der korrekten �Ubertragung von u � L haben
wir aufgrund des Satzes

pu�u� � pu��
���u�� � � � � f�ur u � L

und f�ur beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen q� �uber LX
u�L

q��u�pu�u� � ��� ��
X
u�L

q��u� � �� �

als Absch�atzung f�ur die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit�

Diese Vorbemerkung f�uhrt uns zu der Idee� wie man eine �Ubertragung der
Quelle �X� p� in der Rate von einem Zeichen x � X pro Zeiteinheit und der
von dem Satz garantierten Sicherheit gew�ahrleisten kann�

Wir w�ahlen eine optimale Kodierung

c 	 U s � L��

�




f�ur die das Kodierungstheorem im st�orungsfreien Fall die Ungleichung

�

s
E�U s� c� 	

�

logN
H�U� p�  

�

s

gew�ahrleistet� Geben wir also ein � � � beliebig vor� dann erhalten wir f�ur
s � �

	

�

s
E�U s� c� 	

�

logN
H�U� p�  �

und weiter wegen H�U� p� � r �H
�

s
E�U s� c� 	

r �H
logN

 ��

Wegen N � 
r�H k�onnen wir � so w�ahlen� da�

�

s
E�U s� c� 	 �

f�ur r � N��� und s � �
	
gilt�

Das besagt aber� da� wir mit einer mittleren �Ubertragungsrate von weniger
als einem x pro Zeiteinheit auskommen� Wenn eine seltene Folge von Nach�
richten eintri�t� die eine l�angere Kodierung erfahren haben� dann baut sich
ein Stau auf� Da im Mittel durch den Kanal aber mehr Zeichen �ubertragen
werden� als die mittlere Informationsrate betr�agt� verschwindet der Stau stets
wieder�

Die Kodierung von Markovquellen bereitet uns etwas mehr M�uhe� da unsere
Kodierung im st�orungsfreien Fall keinen pr�a�xfreien Kode erzeugen mu�� Ei�
ne fehlerhafte �Ubertragung zerst�ort damit die Synchronisation zwischen Ko�
dierung und Dekodierung� Man kann dieser Schwierigkeit dadurch begegnen�
da� man in einem fest vereinbarten Rhythmus durch einen R�ucksetzungs�
befehl sowohl im Kodier� wie im Dekodierwerk die Synchronisation wieder
herstellt� Bei gro�en Blockl�angen ist die dadurch erzeugte Herabsetzung der
�Ubertragungsrate unerheblich� Auch die Fehlerwahrscheinlichkeit kann durch
eine hinreichend kleine Wahl von � unter Kontrolle gehalten werden� da der
R�ucksetzungsrhythmus unabh�angig von dem Kanal erfolgen kann�

Satz �
� 
Kodierungstheorem� Ist �A��� eine Markovquelle und � 	
X � D�Y � ein Kanal und ist H 	 C� dann gibt es zu vorgegebenem �
ein N��� und zu jedem r � N��� eine Kodierung c 	 Ar � �Xr��� so da� die
mittlere Kodel�ange E�A� c� 	 r � C ist und die Fehlerwahrscheinlichkeit f�ur
die �Ubertragung von u � Ar kleiner � ist�

��



Zum Beweis des Kodierungstheorems verwenden wir die drei folgenden Lem�
mata�

Lemma �
� Zu jedem �� � � � gibt es N��� ��� so da� folgende Aussagen
zutre�en�

�� F�ur U � Xr und r � N��� �� und

U� � fu � U j j � log p�u�
r

�H�X�j 	 �g gilt p�U � U�� 	 ��

	� F�ur U � Xr� V � Y r und r � N��� �� und Z � f�u� v� � U � V j
j � logpv�u�

r
�HY �X�j 	 �g gilt p�U � V � Z� 	 ��

Beweis	 ad ��	 Sei X � fx�� � � � � xng und u � xi� � � � � � xir � Wir haben dann
p�u� � p�xi�� � � � � � p�xir� � p�x��

r� � � � � � p�xn�rn�
wenn ri angibt� wie oft xi in u vorkommt�

Also haben wir

�

r
log p�u� �

r�
r
log p�x��  � � � 

rn
r
log p�xn��

Aus dem schwachen Gesetz der gro�en Zahlen folgt� da�

ri
r
� p�xi� mit r��

mit Wahrscheinlichkeit �� Daraus folgt

��
r
log p�u�� H�X�

mit Wahrscheinlichkeit �� Das ist gerade was zu beweisen war�

ad 
�	 Die Behauptung �
� folgt aus ���� Zun�achst gilt f�ur hinreichend gro�es
r und

Z � f�u� v� � U � V j j � log p�u� v�
r

�H�X�Y �j 	 �g
analog zu ���

p�U � V � Z� 	 ��

Nun kann man N��� �� so gro� w�ahlen� da� f�ur

L � fv � V j�u�u� v� � Zg
p�V � L� 	 �

gilt� Aus beiden Approximationen f�ur H�X�Y � und die f�ur H�Y � folgt������ log pv�u�r
�HY �X�

����� 	 ��

was zu zeigen war� �

��



Lemma �
� Seien �� � �� �� � �� � � � und

Z 
 U � V und p�Z� � �� ���

U� 
 U und p�U�� � � � ���

Au � fvj�u� v� � Zg�
U� � fu � U�jpu�Au� � �� �g�

Unter diesen Voraussetzungen gilt

p�U�� � �� �� � ��
�
�

Diskussion des Lemmas	

Das Lemma ist plausibel� denn da die �u�Au� ganz Z ausf�ullen und Z hin�
sichtlich p ganz U � V nahezu ausf�ullt� sollten in einem gro�en U� sehr viele
Punkte u mit gro�en pu�Au� liegen�

	




�

�

Z

Au

U�
� �

U�
� �

u

V

Figur ���	 Veranschaulichung der Mengen

Beweis	 Wir setzen

U� � fujpu�Au� 	 �� �g � fujpu� $Au� � �g�
hierin ist $Au � V �Au� Aufgrund der De�nition von Au ist �u� $Au� 
 Z � �
und also �

u�U�

�u� $Au� 
 Z � ��

Da also �
u�U�

�u�Au� 
 �U � V � Z�

��



ist� folgt
�� � p�

�
u�U�

�u�Au�� � � � p�U�� � � � p�U� 
 U���

d�h�

p�U� 
 U�� 	
��
�
�

Aus
U� � U� � �U� 
 U��

folgt

p�U�� � �� �� � ��
�
�

was zu zeigen war� �

Nun interessieren wir uns f�ur die Gr�o�e von Au gemessen in der durch p� �
und pu� � auf V induzierten Verteilung� die wir wieder mit p bezeichnen�

F�ur u � U� und �u� v� � Z erhalten wir aus Lemma ��� f�ur hinreichend gro�es
r

�r � �H�X� � �� � log p�u� � �r � �H�X�  ��

und
�r � �HY �X� � �� � log pv�u� � �r � �HY �X�  ��

Hieraus folgt
pv�u�

p�u�
�

�r��HY �X��
�


�r�H�X��
�
� 
r��R��
��

worin R � H�X� �HY �X� gesetzt wurde�
Durch Multiplikation mit p�v� und Summation �uber Au erh�alt man

� � X
v�Au

p�u� v�

p�u�
�

p�u�Au�

p�u�
� p�Au� � 
r��R���
��

woraus sich
p�Au� 	 


�r��R���
�

ergibt�

Also in p gemessen ist Au klein f�ur R� 
� � � und r gro��
Fassen wir unser Ziel� n�amlich den Beweis des Kodierungstheorems ins Auge�
dann erkennen wir� da� wir eine Beweischance haben� wenn es eine gro�e
Anzahl von Elementen u � U� gibt� so da� f�ur je zwei verschiedene Elemente
u�� u� � U�� Au� 
 Au� � � gilt� Denn ist das der Fall� dann w�ahlen wir
diese Menge als L und als Dekodierung � eine Abbildung mit ��Au� � u� Das
folgende Lemma zeigt� da� diese Idee gangbar ist� Zur Formulierung sind die
folgenden De�nitionen hilfreich�

Sei �� 	 X � � 
Y eine Abbildung und %x 
 X � 
 X�

��



De�nition �
� �X �� ��� hei�t eine ���Uberdeckung von Y � falls

px��
��x�� � � � � f�ur x � X ��

�X �� ��� hei�t ��maximale Partition bez�uglich �� falls �����	� und �
� gelten�

�� �X �� ��� ist eine �� �Uberdeckung von Y �

	� ���x� 
 ���x�� � � f�ur x� x� � X � und x �� x��


� Ist %x � X � X � und %��x� �

�
��x� f�ur x � X
y� 
 Y f�ur x � %x

�
� dann erf�ullt

�X � � f%xg� %�� ��� oder �	� nicht�

�X �� ��� hei�t ��beschr�ankt hinsichtlich p� � und px� �� wenn

p����x��� �
X
x�X

p�x� � px���x��� 	 � f�ur x � X �

gilt�

Man sieht� da� wir in der Konstruktion von U� eine 
�r��R��
�� beschr�ankte
���Uberdeckung von V konstruiert haben� wenn ��u� � Au gesetzt wird�

Lemma �
� Sei �X �� ��� eine ��beschr�ankte ��maximale Partition� Es sei
� 	 � und � %X� %�� eine ��beschr�ankte �� �Uberdeckung� Ist X � 
 %X � � und
N � "X �� dann gilt

N � � � �� � �� � p��� %X��  �� � �� � p���X ����

Beweis	 Da �X �� ��� ��maximal ist und � %X� %�� wegen � 	 � auch eine ��
�Uberdeckung ist� gilt

%��%x� 
 ���X �� �� � f�ur alle %x � %X�

im anderen Falle k�onnte man X � durch Hinzunahme von %x vergr�o�ern�

Da man �X �� ��� auch durch die Hinzunahme von

%��%x�� ���X ��

nicht vergr�o�ern kann und diese Menge die Bedingung �
� unserer De�nition
f�ur ��maximale Partitionen nicht verletzt� mu� die Bedingung ��� verletzt
sein� d�h� es gilt

p�x�%��%x�� ���X ��� 	 �� ��

��



Aus der Identit�at

p�x�%��%x�� �%��%x� 
 ���X ����  p�x�%��%x� 
 ���X ��� � p�x�%��%x�� � �� �

f�ur %x � %X und der dar�uber stehenden Ungleichung folgt

� � �  p�x�%��%x� 
 ���X �� � �� �

folgt
p�x�%��%x� 
 ���X ��� � � � �

und hieraus durch Vergr�o�ern der linken Seite

p�x��
��X ��� � � � � f�ur %x � %X�

Wegen X � 
 %X � � und X �� %X � X gilt

p����X ��� �
X
x�X

p�x� � px���X ���

� X
x� �X

p�x� � px���X ���  
X
x�X �

p�x� � px���X ���

� �� � ��p� %X�  �� � ��p�X ���

Aus der vorausgesetzten ��Beschr�anktheit folgt nun

p����X ��� 	 N � ��
da p����x�� 	 � f�ur x � X � und ���x� 
 ���x�� � � f�ur x �� x��
Also gilt

N � � � �� � �� � p� %X�  ��� ��p�X ���

was zu zeigen war� �

Nun schlie�en wir den Beweis des Satzes ab�

Wir w�ahlen die Eingangsverteilung �X� p� f�ur den Kanal �� so da� R�H � �
ist� Eine solche Wahl ist m�oglich� da wir C � H vorausgesetzt haben� �
w�ahlen wir entsprechend unseren Sicherheitsanforderungen und setzen � �
�
��� Weiter w�ahlen wir

� �
R �H

�
und ��� ��� so da� � � �� � 
��

�
� �




ist� Ist U� die oben de�nierte Menge und

� � 
�r��R��
� � 
�r�H�R�H
� ��

dann ist �U�� �� mit ��u� � Au eine ��beschr�ankte
�
� �
�Uberdeckung von V �

Nun gibt es eine ��beschr�ankte ��maximale Partition �U �� ��� von V � Wir

��



setzen %U � U��U � und %� � �j %U � Nun wenden wir Lemma ��� an f�ur X � U
und Y � V und erhalten

N � 
�r��H�R�H
� � �

�



� p� %U�  �� � ��p�U ��

� p�U�� �minf�


� ��� ��g � �



minf�



� � � �g

d�h�

N � 
r��H�R�H
� � � �



minf�



� � � �g � 
r�H

f�ur

r � R �H



 log

�



minf�



� �� �g � ��

Diese Bedingung kann durch hinreichend gro�e Wahl von r erf�ullt werden�
da R �H � � ist�

W�ahlen wir L � U �� dann ist mit dieser Wahl das Theorem erf�ullt�
�
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Ausblick

Die soweit dargestellte statistische Informationstheorie wurde auch auf
Kan�ale mit Ged�achtnis ausgedehnt� Soweit nur ein endliches Ged�achtnis in
Frage kommt� wie es sich in den hier betrachteten Markovprozessen aus�
dr�uckt� kann man die �Ubertragbarkeit der Kodierungstheoreme plausibel ma�
chen	 Die Bindung in der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses
an ein Anfangsereignis nimmt mit dem Abstand von diesem im ergodischen
Fall stark ab� Betrachtet man also Erweiterungen der Quelle und des Kana�
les� so wird deren Verhalten mit zunehmender Erweiterung mehr und mehr
durch Quellen und Kan�ale ohne Ged�achtnis approximierbar� Beweise f�ur die�
se Verallgemeinerungen folgen auch dieser Linie�

Im Falle unendlicher Ged�achtnisse ist diese Argumentation nicht so �uberzeu�
gend� Zun�achst kann man nat�urlich feststellen� da� f�ur Markovprozesse� die
nicht nur eine Stufe� sondern k � � Stufen zur�uckgreifen� die gleiche Argu�
mentation zutri�t� Bei gro�en Erweiterungen X � U � Xr der Quellen und
Kan�ale verliert die Bindung zwischen aufeinanderfolgenden Bl�ocken u�� u�
deutlich an Gewicht� Indem man nun Systeme mit unendlichem Ged�achtnis
durch solche mit endlichemGed�achtnis approximiert� wird man in den F�allen�
wo das durch Systeme m�oglich ist� f�ur die das Kodierungstheorem gilt� auch
zu Kodierungstheoremen f�ur den Fall unendlicher Ged�achtnisse gelangen�

F�ur konkrete Anwendungen sind diese Resultate wohl nur dadurch wich�
tig� da� sie zu einem tieferen Verst�andnis auch des endlichen Falles f�uhren�
Eine Ausdehnung der Theorie in der unter der �Uberschrift Anwendungen
vorgef�uhrten Richtung scheint hingegen nicht nur interessant� sondern auch
praktisch bedeutsam zu sein�

Das Zusammenspiel zwischen statistischer und algorithmischer Theorie ist
nat�urlich und fruchtbar� Nat�urlich ist es deshalb� weil wir intuitiv statisti�
sche Vorg�ange nicht algorithmisch �deterministisch� verstehen� Diese Idee
f�uhrt zur algorithmischen Fassung des Begri�es der zuf�alligen Folgen� wie
sie auf den Ideen von Chaitin und Kolmogoro� aufbauend gegeben wurden
und vor allem von Schnorr auf meine Anregung hin durch die Einbeziehung
komplexit�atstheoretischer Aspekte verfeinert wurde�

Der Zugang zu einer solchen Fassung ergibt sich fast von selbst� wenn man die

���



Kodierungstheoreme nicht als reine Existenzs�atze im Raum stehen l�a�t� son�
dern sich auch �uber die technische Realisierung der Kodierungen Gedanken
macht� Sobald man das tut� bemerkt man zweierlei	

��� Realisiert man die Kodierungen und Dekodierungen auf einer festen
universellen Maschine� dann kann man den Kode als ein Programm f�ur
die Dekodiermaschine au�assen� die Eingabefolge zu berechnen� Was
kann man dann besseres tun� als k�urzeste Programme f�ur diesen Zweck
auszunutzen� Damit werden zuf�allige Folgen� deren mittlere L�ange� wie
wir gezeigt haben� durch keine Kodierung komprimiert werden kann� zu
Folgen� deren Beschreibung auch durch die Heranziehung von Compu�
tern im Mittel nicht verk�urzt werden kann� Diese Idee hat Kolmogoro�
umgesetzt in die folgende De�nition einer zuf�alligen Folge	

x � x�� x�� x�� � � �

hei�t U �zuf�allig	 �� Es gibt c � IN� so da� die L�ange �i von k�urzesten
Programmen pi� die die Teilfolge x�i� � x� � � � xi berechnen k�onnen� f�ur
alle i die Bedingung

ji� �ij 	 c

erf�ullt� Diese De�nition war zu scharf� da hierin der mittleren L�ange
nicht gedacht wurde� Martin�L�of hat das Versehen bemerkt und die
De�nition in Ordnung gebracht� indem er f�ur alle i ersetzte durch un�
endlich viele� Die Menge der im ersteren Sinn zuf�alligen Folgen ist leer�
die Menge der im zweiten Sinne zuf�alligen Folgen besitzt das Ma� ��

Da� diese De�nition sich sehr gut mit unserer Intuition vertr�agt� zeigt
die Betrachtung von zwei Serien von W�urfelw�urfen	 Die erste Serie
bestehe aus

�� �� �� � � � � � ��
 mal �

die zweite sei
��� ��� ��� � � � � ���� �

Niemand w�urde die erste Folge als zuf�allig bezeichnen� obwohl sie eben�
so wahrscheinlich ist wie jede andere Wurfserie� Die erste Folge hat ei�
ne sehr einfache Beschreibung� die zweite wird in allen vorkommenden
F�allen keiner einfachen Gesetzm�a�igkeit gen�ugen� Die erste Serie lie�e
sich durch einen W�urfel� der auf jeder Seite eine � tr�agt� leicht realisie�
ren� Einen W�urfel zu konstruieren� der eine vorgegebene zuf�allige Folge
erzeugt� d�urfte dagegen schwierig sein�

�
� Die zweite Beobachtung besteht darin� da� sich ein optimaler Kode i�a�
nicht leicht berechnen l�a�t� sondern eine Rechenzeit in der Gr�o�e der

��




Anzahl der Kodeelemente erwarten l�a�t� Das hat aber zur Folge� da�
die Vorschaltung des Kodierers zur Ausnutzung der Kanalkapazit�at
die Kapazit�at des Kanales aus Kodierer� Kanal� Dekodierer wesent�
lich unter die urspr�ungliche Kanalkapazit�at dr�ucken kann� Somit mu�
man also� wenn man das Kodierungsproblem ernst nimmt� auch Kom�
plexit�atsaspekte ins Spiel bringen� was man in der rein statistischen
Informationstheorie nicht getan hat� und auch nur schwer tun kann�
In der algorithmisch begr�undeten Informationstheorie hat Schnorr das�
wie oben bereits erw�ahnt� ohne den hier hergestellten Bezug getan�
Aber auch in der Theorie der Chaitin�Kolmogoro��Komplexit�at hat
der Aspekt der eingeschr�ankten Ressourcen der Maschine U noch keine
sehr ausgiebige Bearbeitung erfahren�
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Historische Bemerkungen

Die statistische Informationstheorie wurde ���� von C� E� Shannon ���� be�
gr�undet� Von ihm stammen die Konzepte der Theorie und die grundlegenden
S�atze� Allerdings dauerte es in einigen F�allen mehrere Jahre� bis die zum
Teil skizzenhaften Beweise vervollst�andigt werden konnten� Der hier gegebe�
ne Beweis des Kodierungstheorems f�ur ged�achtnislose gest�orte Kan�ale geht
auf Feinstein ��� zur�uck�

Die Entropie taucht als untere Schranke f�ur Berechnungen auf einer konkre�
ten Maschine erstmals in der Arbeit von H� J� Sto� ���� �uber Sortieren auf
einer speziellen Turingmaschine auf� Ein erster Versuch zur systematischen
Verwendung des Konzeptes f�ur allgemeinere Maschinenklassen im Zusam�
menhang mit Umordnungsproblemen�ndet sich in der Dissertation vonW� J�
Paul ����� Im Zusammenhangmit Suchproblemen hat K� Mehlhorn� der Nach�
folger Pauls auf meiner Assistenstelle war� das Konzept erfolgreich erprobt�
indem er ein Kodierungstheorem f�ur ordnungserhaltende Kodierungen ���
bewies� Selbstorganisierende Suchb�aume unter der Voraussetzung ged�acht�
nisloser Quellen wurden von B� Allen und I� Munro �
� eingef�uhrt und in
zahlreichen Arbeiten weiter modi�ziert und ausf�uhrlich untersucht� Hierzu
sei z�B� auf die B�ucher von K� Mehlhorn ��� verwiesen�

Eine erste systematische Darstellung unter dem Gesichtspunkt der Infor�
mationstheorie erf�ahrt das Suchen und Sortieren in dem Buch von Ahlswede
undWegener ���� Suchgraphen zur Konstruktion e�zienter Suchverfahren bei
Markovquellen wurden vom Autor ���
 eingef�uhrt ���� Eine Absch�atzung von
mittleren Such� und Sortierzeiten unter der Voraussetzung von Problemquel�
len scheint in diesem Skript erstmals vorzuliegen� Das bei dynamischen Such�
verfahren erprobte Konzept der Rotation zur Wurzel wurde von F� Schulz
auch f�ur Markovprozesse n�aher untersucht ��
�� Im Zusammenhang mit der
k�fach verz�ogerten Rotation ergaben sich f�ur Markovquellen wesentliche Un�
terschiede zum ged�achtnislosen Fall�

Die Ans�atze� mittels der Entropie untere Schranken f�ur die Berechnung von
Funktionen zu beweisen� beruhten auf der Idee von Sto� ���� Abbildungen
durch eine Partitionierung des De�nitions� und Zielbereiches einen statisti�
schen Charakter zu geben� Wir haben hier einen anderen Weg verfolgt� in�
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dem wir den Darstellungssatz f�ur IR�berechenbare Funktionen f 	 IRn � IR�
n�amlich

f�x� �
X
�

a��x�f��x�

ins Spiel bringen� Hierin durchl�auft � die Menge der Signaturen eines Pro�
grammes zur Berechnung von f � a��x� ist die charakteristische Funktion der
semialgebraischenMengeA�� deren Elemente alle der gleichen Signatur �Ent�
scheidungsfolge� folgen� f��x� ist das Polynom� das das Programm berechnet�
wenn es der Signatur � folgt� Hat man eine Wahrscheinlichkeitsdichte �uber
IRn� dann de�nieren wir die Wahrscheinlichkeit p��� als das Integral �uber
A�� So erhalten wir eine Quelle �f�g� p� und den Anschlu� an die Informati�
onstheorie� die uns die mittlere Laufzeit von Algorithmen auf IR�Maschinen
abzusch�atzen gestattet�

Die tiefere Verbindung zwischen der Algorithmentheorie und einer Be�
gr�undung des Begri�es der zuf�alligen Folgen� auf die verschiedentlich hinge�
wiesen wurde� geht auf Arbeiten von Kolmogorov ���� Chaitin ��� und Martin�
L�of zur�uck� Die Verfeinerung der Theorie durch das Einbeziehen von Ressour�
cenbeschr�ankungen geht auf C� P� Schnorr ���� zur�uck�
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