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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Reduktions-Algorithmus zur Berechnung der konvexen
Hiille einer Punktmenge im reellen, d-dimensionalen, euklidischen Raum angeben
und seine erwartete Laufzeit ermittelt.

Der Algorithmus geht folgendermafien vor: Zunichst wird in einem Aussiebschritt
die Anzahl der Eingabepunkte reduziert. Von den {ibriggebliebenen Punkten wird
anschliefend mit einem Algorithmus der worst-case Laufzeit O(nlogn) im R?, d < 3,
und O(nLgJ‘H) im RY, d > 3, die konvexe Hiille berechnet. Das Aussiebverfahren ist
derart, dafl die konvexe Hiille der {ibriggebliebenen Punkte mit der konvexen Hiille
der Eingabepunkte {ibereinstimmt.

Bei Gleichverteilung auf einem d-dimensionalen Hyperquader betrigt die erwarte-
te Laufzeit des Verfahrens O(n). Liegt eine Wahrscheinlichkeitsdichte f : R? — R
vor, bei der fiir alle € R? der Funktionswert f(z) > 0 ist, z.B. die Dichte der
d-dimensionalen Standard-Normalverteilung, dann betragen die erwarteten Kosten
ebenfalls O(n). Bei bestimmten rotationssymmetrischen Dichten im R? 148t sich die
konvexe Hiille ebenfalls asymptotisch in erwarteter Linearzeit berechnen. Ist d > 4,
so berechnet das Verfahren fiir bestimmte komponenten-unabhidngige Dichten eine
Obermenge der konvexen Hiille asymptotisch in linearer erwarteter Laufzeit. Bei
Dichten f : R? — R, deren gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse in einem hyperqua-
derformigen Gebiet H versammelt ist, so daf§

Rdf(ac) de = /Hf(w) de =1

und f(z) > 0 fiir alle 2 € H ist, liegt die erwartete Laufzeit mit O(n) + o(nlogn)
fiir d <3 und O(n) —I—O(angJ) — wenn man einen worst-case O(nLgJ) statt O(nLgJ‘H)
Algorithmus benutzt — fiir d > 3 deutlich unter der worst-case Laufzeit géngiger
Algorithmen zur Berechnung konvexer Hiillen.
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1. Einleitung

Die Berechnung von konvexen Hiillen ist ein Thema, das auf dem Gebiet der geo-
metrischen Algorithmen anzusiedeln ist. Konvexe Hiillen sind dabei nicht nur wegen
ihrer Anwendungsvielfalt in der Praxis sondern auch als Hilfsmittel zur Lésung an-
derer — scheinbar véllig andersartiger — Fragestellungen von Bedeutung. Ein guter
Uberblick wird von Preparata und Shamos in [21] auf den Seiten 89-177 gegeben.
Hier seien lediglich einige Beispiele genannt: in der Praxis werden konvexe Hiillen in
der Bildverarbeitung, Mustererkennung, Kollisionserkennung und bei Aufteilungs-
und Allokierungsproblemen verwendet. Konvexe Hiillen kénnen auch zur Losung
von Problemen aus der Statistik eingesetzt werden, z.B. beim Clustering oder zur
Ermittlung von robusten Schétzern. Fine Aufgabenstellung aus dem Gebiet der geo-
metrischen Algorithmen, zu deren Lésung man konvexe Hiillen benutzt, ist die De-
launey Triangulierung. Ein anderes Problem aus den geometrischen Algorithmen,
das mit der Berechnung von konvexen Hiillen verwandt ist, ist die Frage nach der
Bestimmung der Maxima einer Punktmenge. Erstaunlich ist vielleicht die Tatsache,
daf sich die Berechnung der konvexen Hiille im Zweidimensionalen im Wesentlichen
auf einen Sortieralgorithmus reduziert.

Der Berechnung konvexer Hiillen ist in den letzten Jahren ein vermehrtes Interesse
zuteil geworden. Zur Zeit gibt es viele Verfahren zur Berechnung der konvexen Hiillen
sowohl fiir den R?, als auch fiir den R?, d > 2. Eines der ersten effizienten Verfahren
zur Berechnung konvexer Hiillen in der Ebene ist der sogenannte Graham’s Scan [10].
Das Verfahren weist eine worst-case Laufzeit von O(nlogn) auf, wobei n die Anzahl
der Punkte sei, deren konvexe Hiille zu bestimmen ist. Anstatt wie bei Graham’s
Scan die Punkte der konvexen Hiille zu berechnen, gibt es Verfahren, z.B. Jarvis’s
March [15], bei denen die Seiten der konvexen Hiille bestimmt werden. Jarvis’s March
berechnet die konvexe Hiille von n Punkten in O(n-h) Schritten, wobei h die Anzahl
der Seiten der konvexen Hiille ist. Ein weiterer Algorithmus zur Berechnung der
konvexen Hiille im R? mit worst-case Laufzeit O(nlogn) wird im dritten Band
von Mehlhorns ,,Data Structures and Algorithms“[19] angegeben. Hla Min und Si-
Qing Zheng [20] haben einen Zeit-Platz optimalen Algorithmus entwickelt, mit dem
sich in der Ebene die konvexe Hiille im ungiinstigsten Fall mit Kosten O(nlogn)
ausrechnen 148t. Von Kirkpatrick und Seidel [17] wurde ein Algorithmus mit worst-
case Laufzeit O(nlogh) entdeckt, wobei h die Anzahl der Hiillenpunkte ist, den sie
als den jultimativen® bezeichnet haben. Sie zeigten in ihrer Arbeit dariiber hinaus,
daf} ihr Verfahren asymptotisch optimal ist. Macht man Einschrinkungen beziiglich
der Eingabepunkte, so lassen sich deutlich geringere worst-case Laufzeiten erzielen.
Unter der Annahme, daf es sich bei den Eingabepunkten um die Eckpunkte eines
zweidimensionalen, einfachen Polygons (d.h. ohne sich schneidende Kanten) handelt,
haben Graham und Yao [11] einen Linearzeit Algorithmus angegeben.

Bei der Berechnung konvexer Hiillen im Hoherdimensionalen werden Verallgemeine-
rungen der oben genannten Verfahren eingesetzt. So handelt es sich z.B. bei Jarvis’s
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March um die zweidimensionale Variante einer Methode, die als G'ift- Wrapping be-
zeichnet wird. Bei Gift-Wrapping Verfahren betrigt die Laufzeit O(n - h), wobei h
die Anzahl der Flichen der konvexen Hiille ist. Eine andere Methode, der Beneath-
Beyond Ansatz, stammt aus dem Bereich der dynamischen Algorithmen. Preparata
und Shamos stellen in [21] auf den Seiten 125-134 beide Ansitze ausfiihrlich vor

und geben in beiden Fiéllen eine worst-case Laufzeit von O(nLgJ‘H) an. Seidel [22]
benutzt einen zum Beneath-Beyond analogen Ansatz und gibt ein Verfahren mit

worst-case Laufzeit O(n@l) an, das fiir gerade Dimensionen nachweislich optimal
ist. Weitere Verbesserungen sind der Algorithmus von Clarkson, Mehlhorn und Sei-
del [7] mit einer erwarteten Laufzeit von O(nlogn + nLgJ) und der Algorithmus von
Chazelle [6] mit worst-case Laufzeit O(nlogn + nLgJ).

Bei fast allen obigen Laufzeitangaben handelt es sich um worst-case Angaben. Die
Laufzeit von Jarvis’s March — einem Gift-Wrapping Verfahren — oder dem Algorith-
mus von Kirkpatrick und Seidel hdngt von der Anzahl der Fldchen bzw. Punkte
der konvexen Hiille ab. Diese kann im Mittel jedoch deutlich geringer sein als im
ungiinstigsten Fall. Daher kann es sich durchaus lohnen, die erwartete Laufzeit von
konvexe Hiille Algorithmen zu betrachten. Bei den beiden eben genannten Algorith-
men ist diese Analyse besonders einfach, da man lediglich die erwartete Anzahl der
Punkte bzw. Flichen der konvexen Hiille betrachten muf. Die erwartete Anzahl der
Hillenpunkte bzw. -flichen hdngt von der Wahrscheinlichkeitsverteilung ab, gemif
der die Punkte im Raum verteilt sind. Dwyer gibt in [9] eine ausfiihrliche Uber-
sicht iiber die erwartete Anzahl von Hiillenpunkten bei verschiedenen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen an. Bei einer Gleichverteilung auf einem Quadrat besitzt die
konvexe Hiille im Mittel ©(logn) Punkte. Die Anzahl der Hiillenpunkte kann daher
drastisch kleiner sein als die Anzahl der Eingabepunkte. Einige Algorithmen machen
von dieser Beobachtung Gebrauch und bestimmen durch eine Vorauswahl eine Unter-
menge U der Eingabepunkte M, die mit grofier Wahrscheinlichkeit alle Hiillenpunkte
enthilt, und berechnen anschlieend die Hiille von U anstatt von M. Da U im Mittel
wesentlich weniger Punkte enthalten wird als M, wird die erwartete Laufzeit geringer
sein. Arne Maus [18] hat einen Algorithmus angegeben, der im R? bei Gleichvertei-
lung auf einem Rechteck im Mittel die konvexe Hiille in Linearzeit berechnet. Akl und
Toussaints Algorithmus [1] berechnet ebenso wie Devroye und Toussaints Algorith-
mus [8] bei Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat und Einheitskreis die konvexe
Hiille in erwarteter Linearzeit. Jiinger, Borgwardt, Gaffke und Reinelt [16] haben ein
Verfahren entwickelt, das zunfchst einen ,throw-away“-Schritt ausfiihrt und dann
unter Verwendung eines Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hiille mit worst-
case Laufzeit O(nlogn) bei Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat bzw. -kreis
die konvexe Hiille in erwarteter Zeit O(n) berechnet. Ahnlich verfihrt Golin und
Sedgewick’s Verfahren [12]. Es fiihrt zun&chst einen Sieb-Schritt aus und berechnet
anschlieffend eine Obermenge der konvexen Hiille. Bei Gleichverteilung auf einem
d-dimensionalen Hyperquader ist die erwartete Laufzeit ebenfalls linear. Bentley
und Shamos [3] haben einen divide-and-conquer Algorithmus angegeben, mit dem
sich im R? und R?® bei NP-Verteilungen die konvexe Hiille in erwarteter Linearzeit
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berechnen 14t. NP-Verteilungen sind Wahrscheinlichkeitsverteilungen, bei denen ei-
ne Punktmenge der Grofle N, fiir eine Konstante p < 1, O(N?) Extrem-Punkte
besitzt. NP-Verteilungen sind typischerweise gleichverteilt und/oder komponenten-
unabhingig. Fiir komponenten-unabhdngige Verteilungen haben Bentley, Clarkson
und Levine [2] ein divide-and-conquer Verfahren beschrieben, das im R? und R? die
konvexe Hiille in erwarteter Linearzeit und im R%, d > 3, eine Obermenge der konve-
xen Hiille in erwarteter Linearzeit berechnet. Borgwardt [4] erhilt durch Verbindung
eines ,,throw-away“-Schritts und Gift-Wrapping Algorithmus ein Verfahren, das im
R? fiir rotationssymmetrische Verteilungen eine erwartete Laufzeit zwischen O(n)
und O(n?) aufweist.

Auch in der vorliegenden Arbeit soll ein Verfahren zur Berechnung von konvexen
Hiillen beziiglich seiner erwarteten Laufzeit untersucht werden. Es handelt sich da-
bei um die Verallgemeinerung eines Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hiille
einer Punktmenge im R?, den G. Hotz bereits in seiner Vorlesung ,, Algorithmische
Informationstheorie®([14], S. 54-59) vorgestellt hat. Die Idee des Algorithmus ist
dabei folgende: Zunéchst reduziert man die Ausgangspunktmenge durch ein Aus-
siebverfahren. Dabei soll jedoch garantiert sein, dafl trotz der Reduktion die kon-
vexe Hiille der reduzierten Punktmenge identisch ist mit der konvexen Hiille der
Ausgangspunktmenge. AnschlieBend berechnet man von dieser reduzierten Punkt-
menge mit einem Algorithmus mit worst-case Laufzeit O(nlogn) (im RY, d > 3,

mit worst-case Laufzeit O(nLgJ‘H))7 den wir im folgenden als Standardalgorithmus
bezeichnen, die konvexe Hiille.

Abhéngig von der Giite des Aussiebverfahrens wird man im Mittel eine mehr oder
weniger deutliche Laufzeitverringerung erwarten diirfen. Im ersten Abschnitt werden
wir ausfiihrlich ein Reduktionsverfahren vorstellen, das obige Eigenschaft besitzt. An
dieser Stelle sei deshalb lediglich die Grundidee skizziert.

Die Grundidee basiert auf folgender Beobachtung: Weiff man von einem konvexen
Kérper K, daf er géanzlich von der konvexen Hiille eingeschlossen wird, dann benétigt
man keinen der Punkte, die in K liegen, zur Berechnung der konvexen Hiille, d.h. nur
noch die Punkte aufierhalb von K tragen zur konvexen Hiille bei. Wir {iberlagern da-
her den R? mit seitenparallelen, ineinander geschachtelten Rechtecken. Indem man
die Seitenlinien eines Rechtecks verldngert, generiert man im Rechteck, das darum
liegt, vier Eckfelder. Sei M = {a1,...,a,} C R? die Menge der Eingabepunkte. So-
bald nun alle vier Eckfelder eines Rechtecks R mit einem Punkt aus M besetzt sind,
werden alle Punkte in den von R umfafiten Rechtecken nicht mehr zur Berechnung
der konvexen Hiille ben6tigt.

Die Angabe dieser Aussiebkonstruktion alleine reicht nicht aus, um aussagen zu
kénnen, wie gut die Reduktion im Mittel sein wird. Dafiir mufl man zuerst wis-
sen, gemdfl welcher Wahrscheinlichkeitsdichte die Punkte im Raum verteilt sind. In
Abschnitt 3 wird untersucht, welche Eigenschaften eine Wahrscheinlichkeitsdichte
besitzen muf}, damit das Verfahren die konvexe Hiille einer Punktmenge im Mittel
asymptotisch in Linearzeit berechnet. So fordern wir, dal durch die Schachtelungs-
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1. Einleitung

Abbildung 1: Reduktions-Konstruktion

konstruktion eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem R? definiert wird, deren
Wahrscheinlichkeitsmasse in den Schachtelungsgebieten exponentiell abnimmt. Das
bedeutet genauer gesagt: Wenn a ein Punkt des R? ist, dann betriigt die Wahrschein-
lichkeit, dafl @ in einem Schachtelungsgebiet der Schachtelungstiefe [ liegt, p- (1 —p)'.
Der Wert p € (0, 1) sei die Wahrscheinlichkeit, daff ein Punkt im zentralen Rechteck
der Schachtelung liegt. Das zentrale Rechteck besitzt Schachtelungstiefe 0. Auflerdem
soll folgende Fairne-Bedingung gelten: ist k die Anzahl der Eckfelder des Rechtecks
in Schachtelungstiefe [, dann sollen alle Eckfelder eine Wahrscheinlichkeit gréfier als

p(;;f)l haben.

Man kann dieses Reduktionsverfahren auch leicht verallgemeinern, indem man die
Schachtelung nicht mit Rechtecken sondern mit reguldren Polygonen durchfiihrt.
Wir werden jedoch sehen, dafi die konkrete Form der Aussiebkonstruktion keinen
Einfluf} auf die asymptotische Linearitit der erwarteten Laufzeit des Algorithmus
hat.

Die Idee 48t sich auch auf hoéherdimensionale Riume ausweiten. Dazu mufl man
von einer Schachtelung von Rechtecken zu einer Schachtelung von Hyper-Quadern
tibergehen. Gehen wir wiederum von einer exponentiellen Abnahme der Wahrschein-
lichkeitsmasse in der Schachtelungstiefe aus, dann ermdéglicht das Verfahren auch im
R¢ asymptotisch eine lineare erwartete Laufzeit.

Schwicht man die Fairnefl-Bedingung ab, so kann man zeigen, dafl bei einer Vielzahl
von Riemann-Dichten f : R? — R lineare erwartete Laufzeit erreicht wird. Dazu
gehoéren folgende Dichten:

e Dichten von Gleichverteilungen auf einem d-dimensionalen Hyperquader,
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e Dichten bestimmter rotationssymmetrischer Verteilungen im R¢,

e Dichten mit f(z) > 0 fiir alle * € R z.B. die Dichte der d-dimensionalen
Standard-Normalverteilung.

Bei bestimmten komponenten-unabh&ngigen Dichten 148t sich eine Obermenge der
konvexen Hiille in erwarteter Linearzeit berechnen. Geben wir die Fairnefl-Bedingung
ganz auf, so garantiert das Verfahren bei einer Klasse von Dichten immer noch eine
erwartete Laufzeit von

O(n) + o(nlogn) fiir d <3
und  O(n) + o(angJ) fiir d > 3.

Solches sind Dichten f : R? — R, fiir die ein Hyperquader H existiert, der die
gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse enthélt, d.h.

Rdf(ac) de = /Hf(w) de =1

und f(z) > 0 fiir alle z € H ist.
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2. Der Algorithmus im R?

Wir iiberdecken den R? mit seitenparallelen, ineinander geschachtelten Rechtecken.
Das zentrale Rechteck, D), sei durch die Geraden i, ls, Is und 4 begrenzt. Die
Punkte ¢ € R2, die in D©) liegen, kénnen bei geeigneter Orientierung der Geraden
durch die vier Abfragen

Li<abzw.l; >a, fire=1,...,4

lokalisiert werden. (Die Abfrage mit ,,<* oder ,,<*“ ist unerheblich, da wir annehmen
wollen, dafl die Geraden selber masselos sind. Die Abfrage a < [; bedeutet, daf} je
nach Orientierung der Geraden a links oder rechts bzw. ober- oder unterhalb der
Geraden liegt.)

Als niichstes legen wir um D) ein weiteres Rechteck, welches durch die Begren-
zungsgeraden Is, lg, I7 und ls gegeben sei. Dabei gelte [; || [;44 fiir ¢ = 1,...,4. Der
entartete Fall [; = [;14 sei nicht erlaubt. Auf diese Weise haben wir nun um D)
einen Ring von acht weiteren Feldern, DU, ..., D®) gelegt, deren Seiten von Ge-
radenabschnitten der Geraden [y,...,[s gebildet werden. Umgeben wir das ganze
mit einem weiteren Rechteck mit den Begrenzungsgeraden lg, l10, {11 und ly5, dann
erzeugen wir um die bisherige Konstruktion einen Ring aus 16 zusétzlichen Feldern,
DO .. DY und so weiter. Es sei:

Rlng(o) = D(O)7
RingV = 1)((21—1)2)7 N _7D((2l+1)2—1)
firl=1,...,00.

Definition 2.1 (Rechteck-Ring-Schachtelung) Die oben beschriebene Kon-
struktion aus geschachtelten, seitenparallelen Rechtecken heiffe Rechteck-Ring-
Schachtelung.

Ein Punkt in RingV liegt in Schachtelungstiefe 1.

In Abbildung 2 ist eine Rechteck-Ring-Schachtelung bis Tiefe 3 abgebildet.

Bemerkung 2.1 Fs ergibt sich konstruktionsbedingt, daff auf Ring) 8 -1 Felder
liegen. Fithrt man diese Konstruktion bis ins Unendliche fort, so entsteht ein Gitter,
das den R? diberdeckt. Die Felder des Gitters sind die Rechtecke DY, i =0, ..., c0.

Abbildung 3 gibt durch die Eintragungen in den Rechtecken die Anzahl der Ent-
scheidungen an, die maximal erforderlich sind, um einen Punkt dem jeweiligen D)
zuzuordnen.

Wir sehen, daB jeder Punkt in Ring() zur Lokalisierung in eines der Felder von
Ring) héchstens 4 + 21 Linienvergleiche benétigt. Man kann einen Suchbaum an-
geben, bei dem die Werte aus Abbildung 3 eine obere Schranke fiir die Anzahl der
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Ring(s)
l12
. 2
pD Rlng( ) p8) p7)
p(20) p(19)
ls
inagtl
p(22) NG Ring () p(® p(18) l
4
Ring®
p(223) p(®) g D (%)
p(0)
ls
D% p@ p® p®) p(9)
7
D) p(10) p(1) pQ12) p(13)
l11
l1s

Abbildung 2: Ringkonstruktion fiir die konvexe Hiille

Abfragen bilden. In Abbildung 4 auf Seite 18 ist illustriert, wie der obere Teil die-
ses Suchbaums aussieht. Im Baum entsprechen die Kanten den jeweiligen Abfragen
(z.B. > [; oder < Iz, etc.) und fiihren so zu semialgebraischen Mengen Dy,ge,.. Der
Index korrespondiert mit den Abfragen, die zu dieser Menge fithren. Sind Abfragen
fiir eine semialgebraische Menge irrelevant, so werden sie im Index auch nicht auf-
gefiihrt. D) ist beispielsweise anhand der vier Abfragen < Iy, <l3, > l5 und > I
lokalisierbar; die Abfragen nach I3, l4 und lg bringen keinen Erkenntnisgewinn und
sind daher fiir D) iiberfliissig.

Wie man sieht, wird die Anzahl der erforderlichen Abfragen, wie sie in Abbildung
3 vorgegeben wurde, nicht iiberschritten. Fiithrt man diese Konstruktion bis ins Un-
endliche fort, dann erhilt man den Suchbaum B eines Gitters, das den gesamten R?
tiberdeckt.

Man wihle nun n Punkte, aq,...,a,, beliebig aus dem R2 Es soll nun die Frage
gekldrt werden, wie man aus der Lokalisation der Punkte aq,...,a, in dem Baum
B Vorteile zur Konstruktion der konvexen Hiille von {ay,...,a,} ziehen kann.

Zuerst wird fiir jeden der n Punkte bestimmt, in welchem Feld D) er sich be-
findet. Danach machen wir Gebrauch von folgender Beobachtung: sobald in einem
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Ring(a)

10 9 8 7 8 9 10

Ring®
9 8 7 6 7 8 9
8 7 6 Ring™® 5 6 7 8

Ring(u)

Abbildung 3: Suchaufwand in Ringkonstruktion

Ring, 0.B.d.A. Ring, alle vier Eckfelder mit Punkten aus {ay,...,a,} besetzt sind,
werden alle Ringe, die von Ring umfaBt werden, nicht mehr zur Berechnung der
konvexen Hiille gebraucht. D.h. Ring(®, ..., Ring=1 sind fiir die Berechnung der
konvexen Hiille von {ay,...,a,} irrelevant.

Im folgenden werden wir einige Begriffe in besonderer Bedeutung verwenden.

Definition 2.2 (jenseits) Liegt ein Punkt in oder aufferhalb eines Ringes Ring®,
so befindet er sich jenseits von Ring®.

Seien ay,...,a, Punkte des R?

Definition 2.3 (vollbesetzt) Ringe, bei denen jedes Eckfeld mindestens einen der
n Punkte aq,...,a, enthdlt, heiffen vollbesetzt.

Definition 2.4 (aktiv) Wenn Ring) vollbesetzt ist, heifit jeder Punkt a €
{ay,...,a,} jenseits von Ring) aktiver Punkt von Ring\".
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2. Der Algorithmus im R?

D>11<12<13

<13

D>11>12<13
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Aufgrund der Beschaffenheit der Ringkonstruktion ist klar, daf§ die konvexe Hiille
von {a,...,a,} den duflersten vollbesetzten Ring enthilt oder in ihm verlduft. Die
Idee ist also, den Aduflersten vollbesetzten Ring zu suchen, der durch die Punk-
te ay,...,a, erzeugt wird, und die konvexe Hiille seiner aktiven Punkte zu er-
mitteln. Sei eine Rechteck-Ring-Schachtelung und der dazugehérige Suchbaum be-
reits gegeben, dann lautet der Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hiille von
{ay,...,a,} wie folgt:

Algorithmus A

1. lokalisiere die n Punkte und bestimme den &auflersten
vollbesetzten Ring Ring"

2. benutze einen Standardalgorithmus zur Berechnung der konvexen
Hille der aktiven Punkte von Ring(l)

Im weiteren Verlauf soll die erwartete Laufzeit dieses Algorithmus abgeschétzt wer-
den. Als Kostenmaf} des ersten Schrittes nehmen wir die Anzahl der Linienvergleiche
und eine konstante Anzahl von Speicheranweisungen bzw. -vergleichen. Im zweiten
Schritt sei das Kostenmaf} dasjenige, welches auch in der vorhandenen Literatur zur
Bestimmung der Kosten des Standardalgorithmus verwendet wird.

Zur Bestimmung der erwarteten Laufzeit brauchen wir eine Wahrscheinlichkeitsdich-
te bzw. Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem R2% Welcher Art diese Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist, wird spéter erldutert.

Die Lokalisierung der Punkte in Ring(!) erfordert, wie bereits erwihnt, 4 + 2/ Lini-
envergleiche. Die Bestimmung des duflersten wvollbesetzten Ringes &8t sich mit der
Lokalisierung der Punkte koppeln. Diesen Mehraufwand (overhead) pro Punktloka-
lisation wollen wir durch eine Konstante c,, abschitzen!'. Somit kommt man pro
Punkt mit 4 4+ 21 4+ ¢, Abfragen fiir Schritt 1 des Algorithmus aus.

In den folgenden Abschnitten soll die erwartete Berechnungskomplexitdt der Schritte
1 und 2 des Algorithmus detaillierter untersucht werden.

! Gehen wir davon aus, daff der Suchbaum B zur Punktlokalisation vorhanden ist. Jeder Knoten
im Baum, der einem Eckfeld der Rechteck-Ring-Schachtelung entspricht, enthalte drei Zeiger auf
die Speicherzellen, in denen die Punkte der anderen Eckfelder des Ringes gespeichert werden.
Fallt ein Punkt nun in ein Eckfeld, so kann tiber die drei Zeiger in konstanter Zeit der Inhalt
der anderen Speicherzellen ausgelesen werden. So kann man in konstanter Zeit priifen, ob ein
Ring vollbesetzt ist. Benutzt man zum Abspeichern einen Assoziativspeicher, mit dem sich in
einem Durchgang mehrere Speicherzellen auslesen lassen, liefle sich mit einer Abfrage priifen,
ob die anderen Eckfelder leer sind. Mit einer zweiten Abfrage kann man dann den Zé&hler fiir
den duflersten vollbesetzten Ring auffrischen. Im Falle der grofitmdéglichen Idealisierung ist also
Coh = 2.
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer
Rechteck-Ring-Schachtelung

Damit wir die erwartete Laufzeit von Algorithmus A ermitteln kénnen, miissen wir
wissen, gemiB welcher Wahrscheinlichkeitsdichte die Punkte des R? verteilt sind.
Aus der Stochastik wissen wir, dafl man durch Integration von Wahrscheinlichkeits-
dichten auf R? Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R? erhilt.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf R? ist eine Funktion, die einem Gebiet
(i des R? eine Wahrscheinlichkeit P(() — genauer einen Wert zwischen 0 und 1 -
zuweist. Dabei bezeichnet P(G) den Betrag der Wahrscheinlichkeit, daf ein Punkt
des R? in dem Gebiet G liegt. Sei f : R? — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
Aufgrund des oben genannten Zusammenhangs zwischen Wahrscheinlichkeitsdichte
und Wahrscheinlichkeitsverteilung ist

P(G):/Gf(x)dx.

Wir werden zeigen, dafl Algorithmus A fiir eine bestimmte Klasse von Wahrschein-
lichkeitsdichten eine lineare erwartete Laufzeit besitzt. Die Wahrscheinlichkeitsdich-
ten dieser Klasse seien dadurch charakterisiert, daf§ es fiir jede dieser Dichten eine
Rechteck-Ring-Schachtelung gibt, so dafi folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind:

E1 Die Wahrscheinlichkeit, in Ring® zu liegen, nimmt mit zunehmender Schachte-
lungstiefe exponentiell ab.

E2 Alle Eckfelder eines Ringes Ring!) haben die gleiche Wahrscheinlichkeit ¢(/) und
sind gegeniiber den anderen Feldern von Ring(") stochastisch nicht benachtei-
ligt.

Formal bedeutet dies folgendes:
Ad E1) Sei die Wahrscheinlichkeit von Ring(®)
P(Ring®)y=p fir0<p<L1.
Dann betrage die Wahrscheinlichkeit, in RingU*V zu liegen,
P(Ring™Y) = (1 -p)- P(Ring")
= p(1-p)

firl=0,...,00.

Ad E2) Wie wir in Bemerkung 2.1 bereits feststellten, besteht Ring aus 81 Feldern.
Die Eckfelder von Ring() sind daher stochastisch nicht benachteiligt falls

p(1—p)'

q(l) > =

ist.
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

3.1. Verringerung der Beobachtungstiefe

Jede Berechnung von konvexen Hiillen im R? beginnt mit einer Vorgabe von 0.B.d.A.
n Punkten aus dem RZ2 Da wir an der erwarteten Laufzeit des Algorithmus zur
Berechnung der konvexen Hiille interessiert sind, betrachten wir zufillige Auswah-
len von n Punkten. Die zufillige Auswahl von n Punkten aus dem R? stellt ein
Wahrscheinlichkeitsexperiment dar. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf
die n Punkte unabhingig voneinander ausgewihlt werden?; Punkte kénnen da-
her auch mehrfach vorkommen. Der Ausgang dieses Experiments ist ein n-Tupel
a = (a1,...,a,) € (RH)" und die Gesamtheit aller mdglichen Ausgiinge ist gleich
®RY)".

Sei D = {D©, DM D)} die Menge der Felder des Gitters, das durch die
Rechteck-Ring-Schachtelung erzeugt wird. Das n-Tupel w = (wy,...,w,) € D" sei
eine Auswahl von n Gitterfeldern. Jede Auswahl ¢ = (ay,...,a,) von n Punkten
des (R?)" wird surjektiv auf eine Auswahl w = (wi,...,w,) von n Gitterfeldern
abgebildet. Betrachtet man die Vorgehensweise von Algorithmus 4, dann sieht man,
daB alle n-Tupel aus (R%)", die auf dasselbe n-Tupel w abgebildet werden, diesel-
be Laufzeit haben. Es ist daher dasselbe, ob man die Laufzeit des Algorithmus fiir
eine Auswahl @ = (ay,...,a,) von n Punkten aus (R%)" oder fiir die dazugehérige
Auswahl w = (wy,...,w,) von n Feldern des Gitters D betrachtet.

Da jede Auswahl von n Punkten des R? surjektiv auf eine Auswahl von n Gitter-
feldern aus D abgebildet wird, unterteilt die Rechteck-Ring-Schachtelung den (R?)"
in |D"| Aquivalenzklassen. Die Menge aller Aquivalenzklassen ist gerade D™. Zwei
n-Tupel a,a’ € (R?)" liegen in derselben Aquivalenzklasse w € D™, falls @ und o’
auf w abgebildet werden.

Dadurch erreichen wir eine Verringerung der Beobachtungstiefe. Wir fassen alle n-
Tupel a € (R%)" in Aquivalenzklassen w € D™ zusammen und betrachten statt
einem Wahrscheinlichkeitsexperiment mit kontinuierlichen Ausgingen in (R?)" ein
diskretes Wahrscheinlichkeitsexperiment mit Ausgidngen in D", das fiir die Laufzeit
des Algorithmus dieselben Ergebnisse liefert?.

2Dies ist eine Annahme, die in der Literatur hdufig vorkommt, vgl.[16],[9],[4],[2]

?Da die n Punkte aus R? unabhingig voneinander gewahlt werden, handelt es sich um ein n-stufiges
Wahrscheinlichkeitsexperiment, bei dem die Ausginge jeder Stufe unabhingig voneinander sind
und ein Ergebnis aus demselben Ergebnisraum R? liefern. In anderen Worten, das gleiche Experi-
ment wird n-mal wiederholt. Der Wahrscheinlichkeitsraum ist daher ((]1%2)717 (l32)n)7 der n-fache
Produktraum von (R2, 32)7 wobei B? die Borel-o-Algebra auf R? ist. Die surjektive Abbildung
zur Verringerung der Beobachtungstiefe ist eine Zufallsvariable, die das auf ((R?)", (B%)") ge-
gebene Wahrscheinlichkeitsmal auf den Wahrscheinlichkeitsraum (D7, Pot(D™)) des diskreten
Wahrscheinlichkeitsexperiments ibertragt. Somit erhalten wir auch eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fiir das Experiment in Abschnitt 3.2.
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3.2, Das Wahrscheinlichkeitsexperiment

3.2. Das Wahrscheinlichkeitsexperiment

Betrachten wir nun als Wahrscheinlichkeitsexperiment die Auswahl von n Feldern
des Gitters D. Aufgrund der Annahmen des vorherigen Abschnitts werden die Felder
unabhingig voneinander gewihlt; folglich kann man eine Auswahl von n Feldern des
Gitters auch als n-fache Ziehung von Kugeln aus einer Urne betrachten, wobei die
Kugeln in der Urne den Feldern des Gitters entsprechen. Da jedes Feld des Gitters
beliebig oft gew&dhlt werden kann, entspricht dies im Urnenmodell einer Ziehung,
wobei nach jeder Ziehung die Kugel wieder in die Urne zuriickgelegt wird, d.h. Wie-
derholungen sind erlaubt. Die n Urnenziehungen sind also stochastisch unabhédngig.

Wir kénnen daher die Wahl von n Feldern des Gitters durch eine n-fache Urnenzie-
hung modellieren, bei der die einzelnen Ziehungen jeweils stochastisch unabhingig
sind. Fiir dieses Wahrscheinlichkeitsexperiment 148t sich leicht ein Wahrscheinlich-
keitsraum (£2,.4, P) angeben.

Betrachten wir zunédchst den Wahrscheinlichkeitsraum (., A., P.) fiir die 1-fache
Urnenziehung. Der Stichprobenraum ist

Q. ={DO©, pW D@ =D,
wobei das Ereignis {D(} bedeutet: ;Feld D) wurde gewshlt®. Der Ereignisraum
Ae = Pot(2,)

ist die Potenzmenge des Stichprobenraumes. Es sei f eine Wahrscheinlichkeitsdichte
mit den Eigenschaften E1 und E2. Das n-Tupel a = (a4, ..., a,) sei eine Auswahl von
n Punkten des (R?)". Da das Ereignis ,Feld D) wurde gewshlt® nichts anderes
bedeutet als, daB einer der Punkte aus a in Feld D() liegt, ist

PPN = [ e

Mit dieser Definition ist F. eine korrekte Wahrscheinlichkeitsdichte, denn dann
erfiillt P, die Normierungsbedingung P.(Q.) = 1:

P.() = P.{D©, DM D@ 1),

da Elementarereignisse paarweise disjunkt sind, ist

PUDO. DO DO Yy = Y D)

= Y P.(Ring")
=0
= p- Z(l - p)l7
(=0

23



3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

201 = p)list eine geometrische Reihe, so daf
1
P() = pr——
() 1=(1-p)
ist.

Dasich in unserem Falle die n-fache Urnenziehung durch n stochastisch unabh&ngige
1-fache Urnenziehungen modellieren 148t, ist der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .A, P)
der n-fachen Urnenziehung gleich dem n-fachen Produktraum von (9., A., ). Da-
mit ist der Stichprobenraum

Q=Aw=(Wey,--,We,) | we; € Ne},
der Ereignisraum
A = Pot(Q2)

und die Wahrscheinlichkeitsverteilung

n

P({w}) =[P ({we,}) fiirw e Q.

=1

Definition 3.1 (n-Auswahl) Die Elemente w € Q, d.h. eine Auswahl von n Git-
terfeldern werden wir kiinftig kurz n-Auswahl nennen.

3.3. erwartete Kosten von Algorithmus A

Bestimmen wir nun die erwartete Laufzeit des auf Seite 19 angegebenen Verfahrens
zur Berechnung der konvexen Hiille von n Punkten aq,...,a, des R? bzw. einer
n-Auswahl.

3.3.1. erwartete Kosten von Schritt 1

Betrachten wir zunichst die erwartete Laufzeit von Schritt 1. Wir wollen die erwar-
teten Kosten zur Lokalisation von n Punkten in der Rechteck-Ring-Schachtelung
und der gleichzeitigen Bestimmung des duflersten vollbesetzten Ringes ermitteln.

Wir definieren dazu Zufallsvariablen Xy,..., X, auf (Q., A., P.). Dabei sei X; die
Anzahl der Abfragen, die zur Lokalisierung von Punkt a; im Gitter bendtigt werden.
Die Zufallsvariable X = 37" / X; auf (Q, A, P) sei die Anzahl der Abfragen, um bei

einer Auswahl von n Punkten alle n Punkte zu lokalisieren.

Die erwarteten Kosten zur Lokalisierung eines Punktes in der Rechteck-Ring-
Schachtelung betragen

BIX) =) P(Xi=])-J.
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3.3. erwartete Kosten von Algorithmus A

Aus Abschnitt 2 wissen wir bereits, dafl man maximal 4 + 2] + ¢,;, Abfragen braucht,
um zu entscheiden, ob ein Punkt in Ring® liegt und Ring® der duBerste vollbesetzte

Ring ist. Daher 148t sich E'[X;] durch

E[X;] < ZP ng (44204 con)

= Zp (1—p)' (4420 +cop)
= A+con)p- Z ) +2p- Zl (I-p
(=0
1_
2
= 2‘|‘_‘|‘Coh
p

abschidtzen. Da die Zufallsvariablen Xy, ..., X, auf demselben Wahrscheinlichkeits-
raum definiert sind, ist

E[X] = E[Xi+Xo+...+X,]
= FE[Xi]+ F[X3]+ ...+ F[X,].

Die erwartete Laufzeit von Schritt 1 ist demnach kleiner als

2
E[X] < (2—|—§—|—coh)-n

3.3.2. erwartete Kosten von Schritt 2

Bevor wir jetzt das mittlere Laufzeitverhalten des zweiten Schrittes analysieren,
fiihren wir vereinfachende Notationen ein und machen einige Vorbetrachtungen.

Als erstes definieren wir Zufallsvariablen Y, Yo und Y; auf (@, A, P). Gegeben sei
eine n-Auswahl. Die Zufallsvariable Y ist dann die Anzahl der Punkte, fiir die nach
dem Aussieb-Schritt mit einem Standardverfahren die konvexe Hiille berechnet wird
und Yp gebe die Kosten dieser Berechnung an. Die Zufallsvariable Y; bezeichne die
Anzahl der Punkt, die jenseits von Ring®) liegen.

Es folgen nun Begriffs- und Mengendefinitionen.

Definition 3.2 (erzeugt) FEine n- Auswahl (wi,...,w,) von n Feldern des Gitters
erzeugt einen Rechteck-Ring RingW, falls bei dzeser Auswahl RingV der duperste
vollbesetzte Ring ist.

25



3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

Eine n-Auswahl entspricht einer Menge von n-Tupeln a € (R?)". Erzeugt eine n-
Auswahl einen Rechteck-Ring Ring!), dann erzeugt auch jedes dazugehdrige n-Tupel
a = (ay,...,a,) diesen Ring, d.h. es besitzt jeder Ring auflerhalb von Ring® min-
destens ein Eckfeld, in dem keiner der Punkte ay, ..., a, liegt.

Definition 3.3 (W;) W, = {w € Q| w erzeugt RingV}.

W, ist die Menge aller n-Auswahlen w, die Ring® erzeugen. Es ist W, N Wy = (),

falls [ £, und Q = [J W ist.
=0

Da Y eine Zufallsvariable ist, entspricht die Menge {Y =i} der Menge aller n-
Auswahlen, bei denen nach dem Aussiebschritt ¢+ Punkte an das Standardverfahren
weitergegeben werden.

{Y; =i} ist die Menge aller n-Auswahlen, bei denen ¢ Punkte jenseits von Ring®
liegen.

{Y =i}nW ist daher die Menge aller n-Auswahlen, bei denen Ring() erzeugt wird
und ¢ Punkte an das Standardverfahren weitergegeben werden. D.h. es ist die Menge
aller n-Auswahlen, bei denen i die Anzahl der aktiven Punkte von Ring() ist. Somit
ist

{Y:i}ﬁwl = {YZZZ'}QWI.
Damit 148t sich {Y = ¢} auch als

{v=i} = > {y=iynw
=0

o0

= Y {Mi=inw,

(=0

schreiben.

Bemerkung 3.1 Bei der Vereinigung von disjunkten Mengen wird der Deutlichkeit
halber das Summenzeichen benutzt.

Wir besitzen nun alle formalen Angaben, um die erwartete Anzahl der Punkte an-
zugeben, die zur Berechnung der konvexen Hiille bendtigt werden.

ElY] = ZP(Y:i)-i

- iip({n:i}mm)-i

=0 [=0
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3.3. erwartete Kosten von Algorithmus A

Wenn der Erwartungswert existiert, konvergiert die Reihe absolut und jede Umord-
nung konvergiert daher gegen denselben Grenzwert

b = Sorow 3o PRLZA

= ZP W) - B[Y;[W).

Bemerkung 3.2 E[Y]|W)] ist die erwartete Anzahl der Punkte jenseits von Ring!)
unter der Bedingung, daff Ring) der duperste vollbesetzte Ring ist.

Ungliicklicherweise ist es sehr schwierig, einen Term fiir P(W;) oder E[Y;|W] anzuge-
ben. Numerische Simulationen und der Vergleich mit einem &hnlichen aber sehr viel
einfacheren Wahrscheinlichkeitsexperiment legen nahe, dafi folgende Vermutungen
gelten:

Vermutung 3.1 Gegeben eine Rechteck-Ring-Schachtelung. Fir grofie Werte n und
festes p € (0,1) gibt es eine mazimale Schachtelungstiefe ly, so daf fiir alle Schach-
telungstiefen | < ly die Ungleichung

EYiwi] < E[Y]]

gilt.

Vermutung 3.2 Sei [ eine Wahrscheinlichkeitsdichte, fir die die Figenschaften
E1l und E2 erfillt sind. Dann existiert ein Wert b > 1, so daf fiir grofie Werte n,
0 < p < 1 und alle Schachtelungstiefen | < I, = |« logb n] mit 0 < a < W
die Abschdtzung

EY W] < E[Y]

erfillt ist.

Bemerkung 3.3 Im folgenden werden wir, soweit nicht anders angegeben, statt
log, x die einfachere Notation log x verwenden.

Ein exakter Beweis fiir die Giiltigkeit beider Vermutungen ist schwierig. Ein Satz
aus der Stochastik, der allgemeine Aussagen {iber Ungleichungen dieser Art macht,
ist anscheinend nicht bekannt. Es bleibt daher keine andere Wahl, die Giiltigkeit
dieser Ungleichung zu zeigen, als die Erwartungswerte selbst auszurechnen. Dazu
miissen wir die involvierten Wahrscheinlichkeiten ausrechnen. Dies kénnen wir aber
nur, indem wir fiir jedes Ereignis angeben, aus welchen Elementarereignissen es zu-
sammengesetzt ist. Bei der Kompliziertheit des zugrundeliegenden Wahrscheinlich-
keitsexperiments ist dies jedoch ein duflerst aufwendiger Vorgang. s sei daher auf
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

numerische Simulationen® und die Analyse eines vereinfachten Wahrscheinlichkeits-
experiments® verwiesen, die die Aussagen beider Lemmata empirisch bestitigen.

Fiir Vermutung 3.1 kénnen wir jedoch eine Plausibilitdtsbetrachtung angeben. Be-
trachten wir fiir grofie n eine beliebige, aber feste Schachtelungstiefe [y.I5s ist
E[Y},|W;,] der Erwartungswert der Punkte jenseits Ring(’0) unter der Bedingung,
daB Ring(") der suBerste vollbesetzte Ring ist. Da wegen der Bedingung immer min-
destens vier Punkte jenseits von Ring("®) sind, betrigt E[Y;,|W;,] mindestens vier.
Wenn nur wenige Punkte jenseits von Ring(") liegen, wird deshalb E[Y},|[W),] groBer
als der unbedingte Erwartungswert, F[Y},], sein. Fiir grole Werte von n werden je-
doch viele Punkte jenseits von Ring(to) liegen. Liegen so viele Punkte jenseits von
Ring(), daf jedesmal, wenn wir n Punkte aus R? auswihlen, Ring(®) vollbesetzt
ist, dann verliert die Bedingung ,, Ring(®) muB vollbesetzt sein®ihre Bedeutung.
Daher verliert der bedingte Erwartungswert E[Y;,|W,,] fiir groie Werte von n seinen
Vorteil gegeniiber dem unbedingten Erwartungswert E[Y]].

Bemerkung 3.4 FEs sei darauf hingewiesen, daff lg in Vermutung 3.1 abhdngig von
n ist. Aufgrund der Plausibilitdtsbetrachtung ist es leicht nachvollziehbar, dafi Iy
monoton steigend in n ist.

Zur Abschitzung von P(W;) verwenden wir die beiden Mengen

Definition 3.4 (R) R = {w € Q| bei w ist Ringvollbesetzt}
RO sei die Menge aller n-Auswahlen w, bei denen Ring®) vollbesetzt ist.

Definition 3.5 (RD) RO =\ RO
RO ist das Gegenereignis von RY, die Menge aller n-Auswahlen, bei denen in

RingW) eine Ecke nicht besetzt ist.

W; 148t sich dann auch anders darstellen:

w, = RONRHDARHD AR ..,

woraus

wiCRY  und W, C RU+D)
folgt. Tm Gegensatz zu P(W)) ist P(R("), die Wahrscheinlichkeit, daB alle vier Eckfel-

der von Ring() besetzt sind, leicht anzugeben. Wir werden nun P(R®") und P(R()
abschiitzen. In Abschnitt 2 ist bereits darauf hingewiesen worden, daB Ring) aus
8 - Feldern zusammengesetzt ist. Da die Wahrscheinlichkeitsdichte Eigenschaft E2
erfiillt, gilt fiir jeden Rechteck-Ring Ring®, 1=1,2,...

p-(1-p)

l)y >

4siche Abschnitt 5
Ssieche Abschnitt 3.5
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3.3. erwartete Kosten von Algorithmus A

wobei ¢(I) die Wahrscheinlichkeit jedes Eckfeldes von RingW ist.

Es seiwi, . ..,w, eine n-Auswahl und h; bezeichne wie oft das i-te Eckfeld von Ring()
gewidhlt wurde. Da wq,...,w, unabhingig voneinander gewihlt werden, kénnen wir
die Polynomialverteilung fiir die Berechnung von P(R(") verwenden®.

n'

PIRY) = 3, Tl el ()Mt (1 — g(1)yn (et the)

1<hy,... hg<n
hytothe <

= 1=4(1=q()" +6(1 = 2¢(1))" = 4(1 = 3¢(1)" + (1 = 4q(1))".
Es ist immer 6(1 — 2¢({))" > 4(1 — 3¢(l))"™ und daher
P(RY) > 1 - 4(1 - (D)™

Soll diese Wahrscheinlichkeit gréfer als 1 sein, muf zwischen n und ¢(I) folgende
Beziehung bestehen:

Lemma 3.1 Fir n > };E—;; ist P(RY) >

[N

Bewels

Aus n > };E—;; folgt unter Verwendung von Ina < & — 1 zuerst
neln(l—gq(l) <n-—q(l) < —In8

und dann
n-In(l—-gq()) <—1In8.

Zwei einfache Aquivalenzumformungen ergeben
(1 —q(1)"

P(RY) > 1—4(1—q(1))"

IA

O

v
N — o —

Da in unserem Falle ¢({) > p(lg_lp)l gewidhlt wurde, erhdlt man somit
1
n > n78[ . 8.
p(1-p)

Fiir welche Schachtelungstiefen | Lemma 3.1 gilt, sagt Lemma 3.2.

Lemma 3.2 Falls n groff und 0 < p < 1 ist, ist fiir Schachtelungstiefen | <

lalogn|, wobei 0 < o < —m sein muf, die Voraussetzung von Lemma 3.1
erfillt.

vgl. [23]
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

Bewels

Fiir I < list p(lln_sp)l 8l > p(lhii)l/ -8!". Es geniigt also zu zeigen, daf fiir [, = |ologn|
die Behauptung gilt. Die Ungleichung

1In 8
n >

. alog n- n_QIOg(l_p)

ist bei hinreichend grofiem n erfiillbar. Denn durch die spezielle Wahl von o 148t
sich die Ungleichung umformen in

n® > c-logn ,mit n, ¢, ¢ >0
n® > logn©
Un < b() , Umkehrfunktionen, & > 1,

was fiir n — oo giiltig ist”. O

Es sei n grofl genug gewdhlt, so dafi fiir Schachtelungstiefe /,, die Wahrscheinlichkeit

P(RU)) > 1 —4(1 - ¢(1,))" > % ist.Dann muB P(R(4) < L sein. Denn

P(R() 1 — P(RUn)

< L= (=41 -q(n))"

= 41-gll)" <

~—

N | —

Konstruktionsbedingt wird Ring(™) im Mittel ——-mal so viele Punkte wie

1-p
Ring{»*1) enthalten. Setzen wir diese Idee fort: Ring!"™") wird dann im Mittel

(1—p)~"-mal mehr Punkte als Ring(" enthalten und somit das Ereignis L Ring(n=)
hat ein leeres Eckfeld“ entsprechend unwahrscheinlicher sein. Folglich wird der

Anschauung nach die Wahrscheinlichkeit, daf§ Ring{»=") eine leere Ecke besitzt,
l)(l—p)‘r

5 sein. Aber man kann dies auch formal

fiir r = 0,...,0, — 1 kleiner als (
nachweisen.

Lemma 3.3 Ist n groff und 0 < p < 1, dann gilt fir Schachtelungstiefe [, =

lalogn], 0 < o < —m, undr=0,....0, —1

Bewels

Zunichst zeigen wir, daf fiir alle (1 —p)™" € R

L—q(ln)(1-p) ™" < (1- ‘](ln))(l_p)_r

Tvgl. auch Seite 79
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3.3. erwartete Kosten von Algorithmus A

gilt. Sei ¢ eine Konstante, 0 < ¢ < 1, und y > 1. Fiir y = 1 ist
l—c-y=(1-2¢)V.

Fir y > 1 gilt aufgrund des Monotonieverhaltens 1 —c-y < (1 —¢)¥, wenn
L(1-c-y)<L(1-c)ist. Wegen Inz > 1 — 1 ist
Y Y T

—1i0§1n(1—0).
Woraus
—c < (1=¢)-In(1=¢)
= —c < (1-¢Y - In(l-¢

und schlieBilich

folgt. Fiir r=10,...,0, — 1ist (1 —p)~" > 1 und somit

-7

1—q(ly)(1—p)™" < (1= q(l,)) )

Aus
In—r In—r
q(ln—1) = p(gl(lzli)r) > P(lg—(l];)) =q(l)(1-p)"
folgt
L=q(la—1) < 1—q(l,)(1- >‘7“ < (=gl
= L—qlu—r) < (1=q(l))"P7
L=qlla—r)" < ((1=q(l)" T)”
A1 =gl — )" < 41— q(l,)" 7
= A0 —ql,—r)" < (41— q(l,)m 0T

Wegen Lemma 3.2 ist 4(1 — ¢(l,))" < 5, woraus die Behauptung folgt. O

1
21
Wenden wir uns mit diesem Wissen wieder der erwarteten Anzahl der Punkte zu,
die zur Berechnung der konvexen Hiille ben&tigt werden.

= ) P( EYiiwi]

=0
I'—1
<8 E[YyWi]- ZP W) + ) P(W) - E[Vi|WI].
=l =0
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

Sei I < lp aus Vermutung 3.1, dann gilt die Ungleichung

-1
E[Yi]+ ) P(RUHD) - E[Y)
=0

ETY]

IA

I'—1
= EMi]+ > P(RU=) - E[Yi_(q)]-
r=0

An dieser Stelle ist es hilfreich, mehr iiber die Form von E[Y]] zu erfahren. Laut
Definition ist Y; die Anzahl der Punkte jenseits von Ring(). Dies entspricht genau
der Anzahl der Punkte in dem Bereich U;)il Ring). Die Wahrscheinlichkeit, daf
dieses Gebiet i Punkte enthilt, betréigt (7)(1 — p)* (1 — (1 — p)!)""". Die erwartete
Anzahl der Punkte jenseits von Ring() betrigt somit

vl = Y (M) a-pta - a- g

- (3
=0
= n-(1-p).

Wir sind aber nur sekundir an der erwarteten Anzahl der Punkte jenseits von Ring(!)
interessiert. Was wir eigentlich erfahren wollen, ist, wie grof3 die erwarteten Kosten
E[Yc] zur Berechnung der konvexen Hiille sind. Wir werden daher in der bisherigen
Rechnung statt mit der Anzahl ¢ von Punkten mit der Laufzeit 7'(¢) eines Algo-
rithmus zur Berechnung der konvexen Hiille von ¢ Punkten rechnen. Die worst-case
Laufzeit zur Berechnung der konvexen Hiille von 7 Punkten ist bei Verwendung eines
Standardalgorithmus im Zweidimensionalen, z.B. Graham’s Scan,

T@#)=c-ilogi , ¢ konstant.
Setzen wir dies in unsere bisherige Rechnung ein, so erhalten wir

Lemma 3.4 Strebt n — oo, dann sind fir 0 < p < 1 und eine Konstante ¢’ > 0 die
erwarteten Kosten von Schritt 2

E[Yo] < ¢ -nlogn - (1 —p)n.

Bewels

8 Aufgrund der Definition der Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist es anschaulich, dafi E[Y;|W;] <
EY;|Wj] ist, falls ¢ > j ist. Eine empirische Bestitigung liefern die Simulationsergebnisse aus
Abschnitt 5.
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3.3. erwartete Kosten von Algorithmus A

=0
= ZP(Y:@) c-tlogi
=0

PW)

(=0 =0

= c-logn-ip(wl)-zn:]?()ﬁ = W) i

(=0 =0

= c-logn-Y_ POW)- E[Y)[W],
=0

Wihlen wir wieder I’ < [y aus Vermutung 3.1, dann ist

I'—1
Bl¥e] < C'IOg"‘(E[YI'H‘ZP(R(V_T))-E[Yl'—(r+1)])
L S I
= c-logn. (n-(l—p>”+ZP<R<l'—r>>-ﬁ)
-1 N
= c-nlogn-(1- (1_|_Z T H_E)_

Mit Vermutung 3.2 kénnen wir fiir I’ die Schachtelungstiefe [,, verwenden und mit

Lemma 3.3 gilt

ln—1
< 1
ElYc]<c-nlogn-(1- (1—|- E r = ),,_H)-

7’02

Die Summe Zl" ! ( 1 v (1_;)T+1 ist auch fiir grofie n beschrinkt, da die Reihe
2\T=p
ﬁ D m . ﬁ fiir 0 < p < 1 absolut konvergiert und damit unterhalb

einer Konstanten liegt. Dies zeigen wir mit dem Wurzelkriterium.

o = lim {/|a,|

n— 0o
= iy —mm——<1
Vo)
o lim —— < (1-p)
R
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

1 "1
& lim—(—) -—-log2 < log (1 —p)
n

n—0co 1-0p

& 1i_>m nlog|(1 — p)| —logn + loglog 2 > log | log (1 — p)|.

Fiir p — 1 divergiert die Summe wegen des Faktors llfp und bei p = 0 strebt sie
In—1 1 . 1 _ ln=11 p .
wegen »_ "o N = >ty 5 fiir groBe n gegen Unendlich. O

Es ist nun leicht, Lemma 3.5 zu zeigen.

Lemma 3.5 Firn — oo, 0 < p < 1 und eine Konstante ¢/ > 1 ist F[Y¢] < n(7),

Bewels

Da ¢ > 1 ist, existiert ein «, so daf§

o< (1—0’) L e 1
. a _—
¢ ) log(l-p) |log (1 - p)|

1-¢ 1 <
c log (1 —p) @

1_/
/C—alog(l—p) > 0.

ist. Daraus folgt

C

Strebt n — oo, dann ist daher fiir jede Konstante ¢ > 0

n§_1_alog(1—p) > log(nc)

n(%) s pltalog(l-p) -log (n°).
Da |alogn]| =1, ist, ist dies gleichbedeutend mit
1

(&) ¢
n > I

-nlogn - (1 —p)in.
Mit Lemma 3.4 erh&lt man die Behauptung

(@) > ElY].

Zusammenfassend ergibt sich die Giiltigkeit von

Satz 3.1 Es seien die n Punkte ay,...,a, aus R? unabhéingig voneinander gewdhlit
und f sei eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R?, fir die eine Rechteck-Ring-
Schachtelung existiert, so daff die Figenschaften EL und E2 erfillt sind. Dann be-
rechnet Algorithmus A fir 0 < p < 1 und groffe Werte n die konvexe Hiille in
erwarteter Laufzeit

2
Flkonvexe Hiille] < (24 — 4+ cop) -2+ n.
P
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3.4. Laufzeit des Verfahrens bei verschiedenen Wahrscheinlichkeiten p

Bewels

Da die Zufallsvariablen X und Y iiber demselben Ergebnisraum € definiert sind,
belaufen sich die erwarteten Kosten asymptotisch auf

Elkonvexe Hille] = F[X + Y]
= E[X]+ E[Yc]
2
(2—|—§—|—coh) -n 4+ n.

IA

3.4. Laufzeit des Verfahrens bei verschiedenen Wahrscheinlichkeiten p

Die Untersuchungen des letzten Abschnitts zeigen, dafl sowohl die erwarteten Kosten
des ersten Schrittes als auch die des zweiten Schrittes von Algorithmus A von der
Wahrscheinlichkeit p des zentralen Rechtecks abhdngen. Die Frage ist nun, welchen
Einfluf} p auf die erwartete Laufzeit des Verfahrens hat.

Hilt man n fest und variiert p, so erkennt man leicht, daf§ sich die Kosten fiir Schritt
1, F[X]=(2+ ]% + ¢op) - n, hyperbolisch verhalten; sie werden minimal fiir p — 1
und wachsen ins Unendliche fiir p — 0.

Fiir Schritt 2 ist die Angabe nicht so einfach. Es ist wegen Lemma 3.5

In—1
ElYs] < c-nlogn-(1— (1+Z _;)m)

7’02
1 ln—1 1

< _/ ' 1+Z r+1 7
7’02 p)

wobei ¢, ¢’ > 0 beliebige Konstanten sind. Man sieht, da} E[Y¢] von dem Wert der
Summe abhdngt.

Untersuchen wir nun die Abh&ngigkeit der Summe von p. Zunichst stellen wir fest

Lemma 3.6

ist eine Nullfolge.

Bewels
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung
Da alle Summenglieder a, > 0 sind und die erste Ableitung der Summenglieder

() () w5 v

fiir grofe r kleiner als 0 ist, gibt es ein r, ab dem a, monoton fillt. Benutzt man die
Regel von de L’Hospital, dann sieht man, dafl wegen

lim ¢, = lim -
r—>00 r—>00 (J_>
2\1-p

a, eine Nullfolge ist. O
Da aufgrund

TN
(-
I‘H
=3
—
5
=
o
(AN
(-

1 " 1

- <

(1—p) ~ In2
—r-ln(l-p) < —Inln2

a, bis r = LMJ steigt, ist

In(1-p)

() oy R TR oy
S ) Gl T ()T () e
2 1—0p 2\1-p 2 1—0p

r=0 r=0
Daraus ergibt sich die Abschdtzung
Lemma 3.7
() oy a1 R 1
S ()" <)
—~\2 1—p 2\1—p 2In (1-p)In (2)(p— 1)
= S(p)-
Beweis

(O™ () o = e (07

2l (1= p)ln (2)(p—1)°
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3.4. Laufzeit des Verfahrens bei verschiedenen Wahrscheinlichkeiten p

[l
Der Graph von S(p) fiir 0 < p < 1 ist in Abbildung 5 dargestellt.

30+

25+

20+

15+

10+

Abbildung 5: Graph von S(p)

Der Graph bestitigt das Verhalten der Reihe fiir 0 < p < 1, wie wir es bereits
im Beweis von Lemma 3.4 auf Seite 33 diskutiert haben. Fiir p — 0, bzw. p — 1,
divergiert die Reihe.

Qualitativ wird F[Y¢] dem Verlauf von S(p) folgen. Man darf jedoch nicht aus
den Augen verlieren, daf§ der wahre Verlauf von E[Y¢] nicht so extrem sein wird.
Denn fiir p = 1 liegen alle n Punkte im innersten Rechteck, D@, so daB uns die
Ringkonstruktion iiberhaupt keinen Rechenzeitgewinn bringt. E[Y¢] betrdgt dann
¢ - nlogn. Gleiches gilt fiir p — 0. So grofi die Wahrscheinlichkeit, dafi sich die
Punkte in sehr weit auflenliegenden Ringen befinden, auch sein mag; es werden nie
mehr als n Punkte jenseits des &uflersten vollbesetzten Ringes liegen. Somit gilt auch
fiir p = 0: E[Ye] <c-nlogn.

Was aber der Verlauf des Graphen nahelegt, ist, dafl das Minimum von E[Yx] mehr
zur 1 hin liegt. D.h., dal E[Y¢] fiir ,,groBere® p klein wird. Diese Vermutung werden
wir in Abschnitt 5 durch numerische Simulationen bestitigt sehen.

Insgesamt stellen wir fest, daf fiir die meisten p die Kosten von Schritt 1 die Laufzeit
des Verfahrens dominieren werden. Fiir p nahe bei 1 und kleine Eingabegréfien n
kénnen die Kosten von Schritt 2 dominieren. Fiir grofle n gilt jedoch als direkte
Folge von Lemma 3.5
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

Satz 3.2 Strebt n — oo, dann dominieren — unabhingig von p - die erwarteten
Kosten von Schritt 1 die erwartete Laufzeit von Algorithmus A.

3.5. Ein einfacheres Experiment zur Abschitzung von E[Y;|W/]

Im Beweis von Lemma 3.4 haben wir Vermutung 3.1 benutzt. In diesem Abschnitt
wollen wir untersuchen, wie sich die involvierten Wahrscheinlichkeiten in Abhidngig-
keit von n verhalten, so daf fiir kleine Werte n diese Ungleichung nicht gilt, wihrend
sie — abhéngig von der Schachtelungstiefe [ — fiir grofie n gilt. Dazu betrachten wir
ein erheblich simpleres Wahrscheinlichkeitsexperiment.

Die Rechteck-Ring-Schachtelung bestehe diesmal lediglich aus vier Ringen Ring(®),
Ring®™, Ring® und Ring®. Ein Ring sei wvollbesetzt genau dann, wenn ein aus-
gezeichnetes Eckfeld — 0.B.d.A. das linke obere Eckfeld jedes Ringes, Eckfeld 1, —
einen Punkt enthilt. Die Schachtelung besteht aus vier Ringen, damit zum einen die
Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten nicht zu schwer wird. Zum anderen haben wir
bei einer Schachtelung mit mehreren Schachtelungstiefen die M&glichkeit, zu sehen,
wie bei einem vorgegebenen Wert von n die Schachtelungstiefe auf die Giiltigkeit
der Ungleichung
E[YIW] < B[]

Einfluf nimmt.

Der Ubersichtlichkeit halber werden wir die Nomenklatur vereinfachen. Ring(®) sei
DO Eckfeld 1 von Ri@g(l) sei DW; alle restlichen Felder von Ring(!) fassen wir
unter D zusammen. Ahnlich verfahren wir mit Ring® und Ring®:

D=1 = Eckfeld 1 von Ring(i)
D) = Vereinigung aller restlichen Felder von Ring(®)
v=1,...,3.

Die Definition des elementaren Wahrscheinlichkeitsraumes (€., A., F.) ist analog zu
Abschnitt 3.2:

A = Pot(Q,)
und fiir 0 < p< 1
P.(D 0)) = Pe(Ring(O))v
P(D®=) 4 P(D®)) = P.(Ring"),
P.(Ring”)) = p,
P.(Ring Z‘H)) = (1-p)- Pe(Ring(i))7
P.(Ring®) = 1-3p+3p>—p’
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3.5. Ein einfacheres Experiment zur Abschitzung von E[Y;|[W]

Im Gegensatz zu Abschnitt 3.2 bevorteiligen wir diesmal Eckfeld 1 gegeniiber den
restlichen Feldern eines Ringes. Die Wahrscheinlichkeit sei viermal so grof§ wie im
vorherigen Modell:

PB(D(l)) — 4.ZM
&
p(D(3)) — 4.M
‘ 8.2
‘ 8-3 '

Davon erhoffen wir uns, daf3 die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Ring vollbesetzt ist,
nicht zu sehr von der im urspriinglichen Modell abweicht.

Zur Modellierung der n-Auswahlen benutzen wir wieder den Produktraum (€2,.A, P)
und iibernehmen die Notationen und Definitionen aus Abschnitt 3.3.2. Wir wer-
den nun fiir das vorliegende Wahrscheinlichkeitsexperiment FE[Y;|[W] exakt aus-
rechnen und mit E[Y]] vergleichen. Dazu benétigt man die Wahrscheinlichkeiten

PHY =14 nW,) und P (V).

Zunichst bestimmen wir P (WV;). W, ist definitionsgemdB die Menge aller n-
Auswahlen, die Ring® erzeugen“. Wir werden die Elemente von W; in aller
Ausfiihrlichkeit angeben und fiir W5 und W3 nur deren Wahrscheinlichkeiten nen-
nen; denn die Konstruktion dieser Mengen verlduft analog. Der Einfachheit halber
soll DU) als j und P.(DW) als p; bezeichnet werden.

Jedes Element w = (wy,...,w,) von Wi mufl mindestens eine 1 enthalten; die iibri-
gen Eintrige diirfen beliebig aus {0, 2,4, 6} gewihlt werden. So wird garantiert, daf
RingW der duBerste vollbesetzte Ring ist. Sei k, 1 < k < n, die Anzahl der Einsen
von w. Man hat dann (Z) Mboglichkeiten, die k& Einsen auf n Plitze zu verteilen.
Auf die restlichen n — k Plitze werden (mit Wiederholung) Elemente aus {0,2,4,6}
gesetzt, das sind 477% Méglichkeiten. Die Michtigkeit von W, ist daher

n

n
W = Z (k) 4R =gy,

k=1
P (Wy) betrédgt aufgrund der Gestalt der Elemente von W,

n

n
P — X k. n—k
(W) ;;_1 (k) 1" - (po+ p2 + pa + pe)
= (1=p3—ps5)" = (1 —p1 —p3—ps)".
Analog erhilt man

n n
P(W,) = Z(k) (po+p1+p2+pitpe)” "

=
= (I—=ps5)"=(1—=p3—ps)"

—_
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

und

P (Ws) Z( ) (o4 p1L+p2+ps+pstpe)
1

k=
= 1- (1 — p5) .

Nun zu P ({Y; = i} N W)); {¥; = i}nW, ist die Menge aller n-Auswahlen, die Ring(")
serzeugen® und bei denen i Punkte jenseits von Ring¥) liegen. Wir behandeln wieder
{Y1 =i} N W, ausfiihrlich und skizzieren die anderen Fille.

Elemente w = (wq,...,w,) von {Y; = ¢} N W, besitzen ¢ Eintrége ungleich 0, von
denen mindestens einer gleich 1 sein muf. Damit Ring(!) der duBerste vollbesetzte
Ring ist, diirfen die restlichen Eintrige ungleich 0 nur aus {2,4,6} stammen.

Sei k die Anzahl der Einsen. Es bestehen (Z) Mboglichkeiten, die Finsen zu plazieren.
Anschlieend verteilen wir die iibrigen ¢ — k Eintridge ungleich 0, d.h. aus {2,4,6},
auf noch n — k freie Pldtze. Das sind (7;::) -3'7% Mbglichkeiten. Die restlichen Plitze
werden mit Nullen aufgefiillt. {Y; = ¢} N W, hat daher die Méachtigkeit

M= pnmi= Y () (5o0) o

k=1
Daraus 148t sich P ({Yy = ¢} N W) ableiten:

7

PAYi=iynwy) = Z(z)plk.(7;_—:)<p2+p4+p6)i_k_pon_i

k=1
n i n—i P1 '
= (") (patpit 4 —"t—) —1].
(l)(p2 Pa+ 6] po (( P2 +P4+P6) )

Die Konstruktion fiir {Y5 = ¢} N W, und {Y5 = ¢} N WS ist &hnlich.

7

Pz =inwe) = Z(Z)ps’“-(?:,f)@ﬁm)f—’f-<po+p1+pz>n-f

k=1

- Omenmemenr={(ren2) )

1 —k

- rmnr- (-2

. : n n—k i— n—1i
P{H{Ys=1nNWs) = (k)mk'(. )P6 ¥ (po+p1+ p2+ ps + pa)
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3.5. Ein einfacheres Experiment zur Abschitzung von E[Y;|[W]

Wir konnen nun

n

D P =i W) i

=0

ausrechnen, bzw. uns die Graphen anzeigen lassen, und mit E[Y]] vergleichen. Die
Gleichungen der Erwartungswerte von Y7, Y5 und Ys sind, leicht aufzustellen.

EYi] = (1-p)n
ElY;] = (1-2p+p%)n
E[Ys] = (1-3p+3p*—p’) n.

In den folgenden Abbildungen 6, 7 und 8 ist der Verlauf der Differenz F[Y;] —
EYiwW, 1 =1,2,3, fiir n =60 und p € (0, 1) wiedergegeben.

0.4

0.5 0.5

-0.6

-0.5

- 0.

5

- 0.

8

Abbildung 6:
EYi] = E[Yi[Wi]
n = 60

Abbildung 7:
E[Ya] = E[Ya| W]
n = 60

Abbildung 8:
ETYs] = E[Y3[Ws]
n = 60

Man erkennt, dafl die Differenz von der Schachtelungstiefe [, der Wahrscheinlichkeit
p und der Eingabegréfie n abhingt. Wichst [ und 146t man n und p konstant, so
verringert sich der Wert der Differenz und wird sogar negativ. Lifit man jedoch [
und p konstant, dann ist bei sehr groflen Eingabewerten n auch fiir p nahe bei 1 die
Ungleichung E[Y;|W,] > E[Y]] giiltig. Fiir p = 0.99 ist dies in den Abbildungen 9,
10 und 11 illustriert.

Die Auswertung dieses einfacheren Wahrscheinlichkeitsexperiments zeigt also, daf,
falls n grofl und p fest ist, ein [y existiert, so daf3 fiir [ <y

EYiwi] < E[Y]]
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

0.6 0.8
0.4 0.6

0.2 0.5

n
5000 _ 10000 _ 15Q00 _ 2000 _ 25Q00

n
1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

0] 1e+07 29407 3e+07 4e+07 5e+07 6e+07
n

Abbildung 9: Abbildung 10: Abbildung 11:
EYi] = E[Ya[Wi] E[Ya] = E[Ya|W,] ETYs] = E[Ys[Ws]
p=0.99 p=0.99 p=10.99
n=2.5-10* n=>5-10° n==6-10"

ist.

Aber warum ist das so? Vergleichen wir dazu P(Y; = #{W;) und P(Y; = 1) fiir
[ =1,2,3in den Abbildungen 12-20. Die durchgezogene Linie gibt den Verlauf von
P(Y; = i|W)) und die gestrichelte Linie den von P(Y; = ¢) wieder.

Wir vergleichen nun exemplarisch den Verlauf von P(Y; = i{{W;) und P(Y; = ¢) fiir
[ = 2. Ist n klein, dann existiert ein iy € [1,n], so daB fiir i > iy die Wahrschein-
lichkeit P(Yy = iiW,) > P(Y, = i) ist (vgl. Abbildung 15). Fiir kleine Werte n
und einige Werte von p ist deshalb E[Y3|W,] > E[Y2]. Wird n gréBer, dann kehrt
sich das Verh&ltnis der Wahrscheinlichkeiten um. Es gibt dann ein g, so daf§ fiir
i > 19 die Wahrscheinlichkeit P(Y; = ¢) > P(Yz = i|W,) ist (vgl. Abbildungen 16,
17). Das erklirt, weshalb fiir beliebige, aber feste p und grofie n, abhéngig von der
Schachtelungstiefe [, die Ungleichung F[Y;[W] < E[Y]] gilt.

In Abschnitt 5 werden wir sehen, dafi beim Wahrscheinlichkeitsexperiment ,,Ziehung
einer n-Auswahl aus einer Rechteck-Ring-Schachtelung® fiir grofle n ein
Wert b > 1 existiert, so daB die Schachtelungstiefe {,, = |alog, n] ausreicht, da-
mit fiir [ < 1, die Ungleichung E[Y;|W] < E[Y]] erfiillt ist®.

Die Auswertung dieses einfacheren Experiments gibt aber auch Anlal zu einer an-
deren Vermutung, ndmlich daf stets E[Y;|W,] < k + E[Y]] ist, wobei k die Anzahl
der Eckfelder sei, die belegt sein miissen (vgl. Abbildung 7 und 8; E[Y] — E[Yi|W]

ist immer gréfler als —1. Bei dem vereinfachten Wahrscheinlichkeitsexperiment war

°Es geht also um eine empirische Uberpriifung von Vermutung 3.2.
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3.5. Ein einfacheres Experiment zur Abschitzung von E[Y;|[W]

Abbildung 13:
P(Yl = 7/)7 P(Yl — ’L|W1)
p=20.5
n =100

Abbildung 12:
P(Yl = 7/)7 P(Yl — ’L|W1)
p=20.5
n =10

Abbildung 14:
P(Yl = 7/)7 P(Yl — ’L|W1)
p=20.5
n = 400

Abbildung 15:
P(Y2 = 7/)7 P(Y2 — ’L|W2)
p=20.5
n =10

Abbildung 16:
P(Y2 = 7/)7 P(Y2 — ’L|W2)
p=20.5
n = 100

Abbildung 17:
P(Y2 = 7/)7 P(Y2 — ’L|W2)
p=20.5
n = 400
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3. Konvexe Hiillen im R? bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung

Abbildung 18: Abbildung 19: Abbildung 20:
P(Ys =1), P(Ys = i|Ws) P(Ys =1), P(Ys = i|Ws) P(Ys =1), P(Ys =1i|Ws)
p=10.5 p=05 p=05
n =10 n =100 n = 400

k = 1. Ob dies fiir grofiere k¥ immer noch der Fall ist, werden wir ebenfalls in Ab-
schnitt 5 sehen.) Dafl diese Vermutung sinnvoll ist, liegt auf der Hand. E[Y;|[W]
kann man sich namlich wie folgt zusammengesetzt denken: besetze zunichst die k
Eckfelder, dann verteile die restlichen Punkte gemif der gegebenen Wahrschein-
lichkeitsverteilung, was im Mittel auf jedenfall den Erwartungswert E[Y;] als obere
Schranke haben wird. Insgesamt erhdlt man daher k+ E[Y]] als obere Abschitzung.
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer
Polygon-Ring-Schachtelung

Wir haben gesehen, daffi man mit einer Rechteck-Ring-Schachtelung die konvexe
Hiille in linearer, erwarteter Laufzeit bestimmen kann. Nun stellt sich die Frage,
ob dieses Resultat auch mit einem anderen Aussiebverfahren moglich ist. Welche
Laufzeit ergibt sich z.B., wenn man ein Aussiebverfahren benutzt, das nicht auf
Rechtecken sondern auf geschachtelten Polygonen beruht?

Anstatt den R? mit Rechteck-Ringen zu iiberdecken wie in Abschnitt 3, verwen-
den wir diesmal seitenparallele, konzentrisch geschachtelte regulire Polygone. Die
Konstruktion verlduft wie folgt:

Das innerste k-Eck, Ring(®), sei durch k Geraden [y,...,1; gegeben. Um Ring(®)
legen wir nun ein weiteres regulidres k-Iick, P;, das durch k Geraden lx4q,..., 0ok
begrenzt sein soll, wobei jeweils zwei Geraden {; und [4; parallel zueinander seien,
d.he b || Legry L2 || Legay - - -5 Ui || L2k Die Flache Py — Ring® bezeichnen wir nun als
RingW. Um Ring® legen wir ein weiteres Polygon, P, welches durch die Linien
l2k41, - - -, I3 begrenzt ist und fiir die ebenfalls gilt: {; || {54 Ring® ist dann P, —
Py. Analog werden nun die Polygon-Ringe Ring"), [ = 3,4,..., konstruiert, d.h.
Ring(l) = P, — P,_y. Im Prinzip handelt es sich also um die gleiche Konstruktion
wie bei den Rechteck-Ringen aus Abschnitt 3. Abbildung 21 auf Seite 46 zeigt eine
Sechseck-Ring-Konstruktion.

Definition 4.1 (Polygon-Ring-Schachtelung) Die oben beschriebene Konstruk-
tion heiffe Polygon-Ring-Schachtelung.
Der Ring mit Schachtelungstiefe | sei Ring®,

Betrachten wir nun Ring(!) etwas genauer. Offensichtlich wird Ring™ von den Be-
grenzungsgeraden von Ring®), Iy, ..., I, in Felder unterteilt. Ebenso werden die
suBeren Kanten von Ring") in Kantenabschnitte eingeteilt. Die Frage ist nun, in
wieviele Felder ein Polygon-Ring unterteilt wird. Betrachtet man den Ubergang von
Ring™ zu Ring® (i.a. den Ubergang von Ring® zu Ring(i"'l))7 dann fillt auf, daf§
jedes Feld von RingV) — auBer den Eckfeldern — ein Feld von Ring(? erzeugt!®. Jedes
Eckfeld erzeugt statt nur einem Feld drei Felder. Dies ist leicht verstdndlich, wenn
man beriicksichtigt, dafl jedes Eckfeld nach auflenhin von zwei Kantenabschnitten

Djes gilt in uneingeschrinkter Form nur fiir k = 3, 4. Fiir k-Ecke mit k& > 5 sieht man, daB
sich die Begrenzungslinien der Polygone gegenseitig schneiden. Es kann dann passieren, daf}
bei ungeschickter Plazierung der Polygon-Ringe solch ein Schnittpunkt gerade innerhalb eines
Polygon-Ringes liegt. Dieses Problem kann man aber umgehen, indem man die Polygone so legt,
dafl Schnittpunkte von Begrenzungslinien genau auf den Polygonkanten liegen.

Die Folge ist unweigerlich, dafi man bei der Zerlegung des R? keine freie Wahl mehr hat, wenn
man mit dem oben beschriebenen Ansatz die Anzahl der Felder eines Polygon-Ringes bestimmen
will.
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

Abbildung 21: Sechseck-Ring-Konstruktion

abgeschlossen wird, und somit zwei ,,zusdtzliche” Felder erzeugt. Die Frage ist dann:
In wieviele Felder wird Ring(!) unterteilt? Es l:#8t sich jedoch leicht iiberpriifen, daB
Ring™ aus 2k Feldern besteht''. Zusammenfassend erhiilt man folgende Rekursi-
onsgleichung;:

Sei F(i) die Anzahl der Felder von Ring(?, dann gilt:

F(1) = 2k,
F(i) = F(i — 1) + 2k, i>2

Lost man diese Rekursionsgleichung, so erhdlt man F(i) = ¢ - 2k.

Seien ay,...,a, Punkte des R% Wie bei der Rechteck-Ring-Schachtelung erreicht
man mit der Polygon-Ring-Schachtelung eine Reduktion der Ausgangspunktmenge:
Sind in einem Polygon-Ring Ring® alle Eckfelder besetzt, so werden alle Punkte in
den Polygon-Ringen Ring©®.... Ring!~Y bei der Berechnung der konvexen Hiille

1 Offensichtlich besitzt Ring(o) k Ecken und k& Kanten. Da jede Kante von Ring(o) ein Feld von
Ring(l) erzeugt und ebenso jede Ecke von Ring(o)7 besteht Ring(l) aus 2k Feldern.
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4.1. erwartete Kosten bei Polygon-Ring-Schachtelung

nicht mehr bendtigt. Wir untersuchen nun die erwarteten Kosten von Algorithmus
A bei einer Polygon-Ring-Schachtelung.

4.1. erwartete Kosten bei Polygon-Ring-Schachtelung

Diesmal gehen wir davon aus, daf§ fiir die gegebene Wahrscheinlichkeitsdichte eine
Polygon-Ring-Schachtelung existiert, so daf§ die Eigenschaften E1 und E2 erfiillt
sind. Das bedeutet: erstens, die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Punkt ¢ € R2in Ring()
liegt, betragt fiir 0 < p < 1

P(Ring®) = p

und

P(Ring™*Y) = (1 = p) - P(Ring")

fiir { = 0,1,2,.... Zweitens, alle Eckfelder haben dieselbe Wahrscheinlichkeit ¢({),
welche gegeniiber den Wahrscheinlichkeiten der anderen Felder von Ring(!) stocha-
stisch nicht benachteiligt ist: ¢(I) > p(lz—;lp)l.

Betrachten wir wieder als Wahrscheinlichkeitsexperiment n unabhingig voneinander
gewihlte Punkte des R% Genauso wie bei der Rechteck-Ring-Schachtelung erhilt
man durch die Polygon-Ring-Schachtelung eine Verringerung der Beobachtungs-
tiefel?., Wir werden daher #hnlich zu Abschnitt 3 als Wahrscheinlichkeitsexperi-
ment die ,Ziehung einer n-Auswahl aus einer Polygon-Ring-Schachtelung'
betrachten. Der dazugeh&rige Wahrscheinlichkeitsraum definiert sich genauso wie in
Abschnitt 3.2. Ebenso {ibernehmen wir die Definitionen und Notationen aus Ab-
schnitt 3.

4

4.1.1. erwartete Kosten von Schritt 1

Zuerst miissen wir wissen, wieviele Schritte man bené&tigt, Punkte des R? Polygon-
Ringen zuzuordnen. Trivialerweise kann man alle Punkte, die in Ring(®) liegen, mit
k Abfragen lokalisieren (ndmlich durch k Vergleiche mit den Linien ly,...,[;). Ein
Punkt in einem Eckfeld von Ring!) wird héchstens zwei dieser Abfragen verletzen
und ein Punkt in Ring™), der nicht in einem Eckfeld liegt, hochstens eine. Also
lassen sich alle Punkte von Ring(l) in k + 2 Schritten lokalisieren. Mit demselben
Argument stellt man fest, daf sich die Punkte von Ring(z) mit hochstens & + 2 + 2
Abfragen lokalisieren lassen miissen usw. Es 148t sich daher wie in Abschnitt 2 ein
Suchbaum aufbauen, der zur Lokalisation eines Punktes in Ring(Y) hochstens & + 21
Abfragen benétigt.

12Im Gegensatz zu Abschnitt 3.1 erzeugt eine Polygon-Ring-Schachtelung fiir k # 4 keine Felder, die
Rechtecke C R? sind. Der Urbildraum ist daher diesmal nicht (R2, 32) sondern im allgemeinen
(R2, Pot(D))7 wobel D = {D(O) DWW .} die Menge der Felder der Polygon-Ring-Schachtelung

ist.
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

Sei der Mehraufwand pro Punktlokalisation, um den duflersten vollbesetzten Ring
zu bestimmen, wieder durch eine Konstante c,; abgeschitzt!'®. Die Kosten zur Lo-
kalisierung des duflersten vollbesetzten Ringes betragen dann

k+2l+ ¢,;, Abfragen pro Punkt.

Seien die Zufallsvariablen Xy,..., X,,, X so definiert wie in Abschnitt 3.3.1. Die
erwarteten Kosten zur Lokalisierung eines Punktes des R? in einem Polygon-Ring
Ring mit gleichzeitiger Abfrage, ob Ring® vollbesetzt ist, sind dann:

BIX) = > P(Xi=j)-j

IA

> " P(Ring") - (k + 21 + cop)
=0

= D p-(1=p)" (k+ 2+ con)
=0
2
= (k=2)+—+4con -
P

Die erwarteten Kosten von Schritt 1 fiir n Punkte liegen somit unterhalb von
2
E[X] < ((k—Q)—I———I—COh)-n
P

Abfragen.

4.1.2. erwartete Kosten von Schritt 2

Die Laufzeitanalyse von Schritt 2 des Verfahrens lduft formal analog zu Abschnitt
3.3.2 ab. Entscheidend ist daher wieder die Abschéitzung von P(W;) durch P(R(+1))
und E[Y;|W,] durch ETY].

Vermutung 4.1 Gegeben eine Polygon-Ring-Schachtelung. Fir groffe Werte n und
festes p € (0,1) gibt es eine mazimale Schachtelungstiefe ly, so daf fiir alle Schach-
telungstiefen | < ly die Ungleichung

EYiiwi] < E[Y]]

gilt.

13Die Idee ist dieselbe, die wir schon in FuBnote 1 auf Seite 19 beschrieben haben. Nehmen wir
also wieder cop = 2 an. Der einzige Unterschied besteht diesmal darin, daff bei Polygon-Ringen
jedem Eckfeld k — 1 Zeiger auf die Speicherzellen der anderen Eckfelder zur Verfiigung gestellt
werden missen.
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4.1. erwartete Kosten bei Polygon-Ring-Schachtelung

Vermutung 4.2 Sei [ eine Wahrscheinlichkeitsdichte, fir die die Figenschaften
El und E2 erfillt sind. Dann existiert ein Wert b > 1, so daf$ fiir grofie Werte von
n, 0 < p < 1 und alle Schachtelungstiefen | < [, = Loe logyn], 0 < a < W

die Abschdtzung
EY W] < E[Y]

erfillt ist.

Die Giiltigkeit von Vermutung 4.1 ergibt sich aus der Plausibilitdtsbetrachtung fiir
Vermutung 3.1. Die Giiltigkeit von Vermutung 4.2 stiitzen wir wieder auf empiri-
sche Ergebnisse'*.Bestimmen wir zunéichst P(R(!)), die Wahrscheinlichkeit, daf alle
Eckfelder eines Polygon-Ringes Ring!) belegt sind. Wir werden zeigen, daB man die-
se mit der Siebformel von Poincaré-Sylvester bestimmen kann. Die Siebformel von
Poincaré-Sylvester erlaubt es, fiir k gegebene (nicht notwendigerweise paarweise dis-
junkte) Wahrscheinlichkeits-Ereignisse Ay, ..., Ay € Pot () die Wahrscheinlichkeit

auszurechnen, daf} keines dieser Ay, ..., Ag eintreten wird.

k
P (keines der A; tritt ein) = Z(—

m=0
wobei
So = 1 = P(Q)
k
Sl = ZP(A
=1
Sy, = Z P(AZ'QA]‘)
1<i<j<k
Sy = > P(A;, NA;,N...NA;)

{érseim }CH{L, R}
Bemerkung 4.1 S,, besteht aus (T];) Summanden.

Wie sehen die Ereignisse A; in unserem Falle aus? Nun, es wird

A; : LEckfeld i in Ring) ist nicht besetzt®,
A, NA,N...NA;, : ,Eckfelder i; und 23 ... und %,
in Ring) sind nicht besetzt®

bedeuten.

Die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse lassen sich leicht berechnen. Betrachten
wir dazu wieder eine n-Auswahl. Der Wert ¢(I) sei die Wahrscheinlichkeit eines

HMsiehe Abschnitt 5
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

Eckfeldes von Ring(®) (und alle Eckfelder seien gleichwahrscheinlich). Fiir die Wahr-
scheinlichkeiten ergeben sich dann folgende Werte:

P(A) = (1—q)"
P(Ail ﬁAQ ﬁ...ﬁAim) = (1_m'Q(l))n

= P (kein Eckfeld in Ring") leer) = P (keines der A; tritt ein)

k k
= Y ()-8 = Z(—l)m(f;) (1—=m-q(l))".

Aufgrund des Beweises der Siebformel von Poincaré-Sylvester gilt:

k
P (kein Eckfeld in Ring!) leer) > 1 - ZP(Ai)-
=1

Die Wahrscheinlichkeit P(R(") 148t sich abschitzen.

Lemma 4.1 Fiir n > 228 o p(RO) > 1,
q(l) 2

Bewels

Aus

folgt wegen Inax <z —1

wn (= g()) < n—gll) < —In(2k)
= —In(2k) > n-In(1-g¢q())

1 \

% > (1—q(l))
= P(RO) > 1-k(1-g)" > .

0

Da die Wahrscheinlichkeitsdichte Eigenschaft E2 erfiillt, ist ¢({) > p(lz—;lp)l. Es stellt
sich nun wieder die Frage, fiir welche Schachtelungstiefen ! Lemma 4.1 gilt. Der
Beweis von Lemma 3.2 zeigt jedoch die Giiltigkeit von

Lemma 4.2 Fir grofle n und 0 < p < 1 ist bei Schachtelungstiefe [, = |alogn],

0<a< —m, die Voraussetzung von Lemma 4.1 erfillt.

Damit gilt auch bei Polygon-Ring-Schachtelungen
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4.1. erwartete Kosten bei Polygon-Ring-Schachtelung

Lemma 4.3 Ist n groff und 0 < p < 1, dann gilt fir Schachtelungstiefe [, =

lalogn], 0 < o < —m, undr=0,....0,—1

P(R(ln—r)) < 2—(1—27)

Bewels

Der Nachweis verlduft quasi identisch zu dem von Lemma 3.3. Wegen

P(RI) <k (1= q(1,))" <

N | —

und Lemma 4.1 ergibt sich die Behauptung, falls
k(L= qln = )" < (k(1 = g(l)") =P
gilt.
Da. q(l, — ) = P2l > pUepl™ — g1, (1~ p) " s, folgt
L=ql=r) < 1=q)(1=p)7" < (1-q)"77
= k(l—g(ly—r)" < k(L—q(l,) 0707
= k(l=g(la—r)" < (k(1=q(l)))0P"
und damit die Behauptung. O

T

Wie wir gesehen haben gilt auch bei einer Polygon-Ring-Schachtelung, daf fiir grofie
n und bei geeigneter Wahl von [,

EYiwi] < E[Y]]

und

ist. Daher gelten auch bei Polygon-Ring-Schachtelungen die Aussagen von Lemma
3.4 und Lemma 3.5.

Folglich gilt bei Polygon-Ring-Schachtelungen

Satz 4.1 Seien ay,...,a, unabhingig voneinander gewdihite Punkte des R? und f
eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R?, fiir die eine Polygon-Ring-Schachtelung exi-
stiert, so dafi [ die Figenschaften E1 und E2 erfillt. Es sei k die Anzahl der Ecken

der Polygone. Fir 0 < p < 1 und geniigend grofse n berechnet Algorithmus A dann
die konvere Hiille von ay,...,a, in erwarteter Laufzeit

Elkonvexe Hille] = F[X]+ F[Y¢]
2
< ((k—Q)—I—;—I—COh)-n—I—n.

Wie man sieht erhdlt man das Ergebnis der Rechteck-Ring-Schachtelung, wenn man
k = 4 wahlt.
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

4.2. Optimale Polygon-Ring Form bei einer rotationssymmetrischen
Verteilung

Die Idee, den R? mit reguliren Polygon-Ringen anstatt Rechteck-Ringen zu {iber-
decken, entsprang der Hoffnung, dafl bei speziellen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
durch eine andere Ringform ein Laufzeitgewinn erzielbar sei. Was heifit das kon-
kret? Gehen wir davon aus, dafl wir eine konzentrische, kreisférmige, exponentiell
abfallende Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber dem R? haben. Es liegt also eine ro-
tationssymmetrische Stufenverteilung vor.

Abbildung 22: Stufenverteilung

Unter bestimmten Umstdnden, auf die wir gleich n&her eingehen werden, sind
bei einer solchen Verteilung die erwarteten Laufzeiten von Algorithmus A fiir ver-
schiedenférmige Polygon-Ring-Schachtelungen miteinander vergleichbar, z.B. die er-
wartete Laufzeit bei einer 3-FEck-Ring-Schachtelung mit der bei einer 6-Eck-Ring-
Schachtelung.

Da ein 6-Eck einen Kreis besser approximiert, schmiegt sich eine 6-Eck-Ring-
Schachtelung besser an eine solche Verteilung an als eine 3-Eck-Ring-Schachtelung.
Dies hat zur Folge, daf bei einem vollbesetzten 6-Eck-Ring mehr Punkte bei der Be-
rechnung der konvexen Hiille ausgesiebt werden kdnnen als bei einem vollbesetzten
3-Eck-Ring, wie in Abbildung 23 verdeutlicht werden soll.

Gehen wir nun ndher auf die Rahmenbedingungen ein. Gegeben sei eine rotations-
symmetrische Stufenverteilung mit exponentiellem Wahrscheinlichkeitsabfall, d.h.
der Wahrscheinlichkeitsverlust in den Kreis-Ringen verhalte sich genauso wie vorher
in den Polygon-Ringen. Fiir 0 < p < 1 ist

P(K-Ring®) = p

und

P(K-Ring*Vy = (1 — p) - P(K-Ring").
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4.2.  Optimale Polygon-Ring Form bei einer rotationssymmetrischen Verteilung

K—Rzng(l)

6—Eck—ng(l)

S—Eck—Rzng(l) ) \;,’

Abbildung 23:

Bemerkung 4.2 Zur besseren Unterscheidbarkeit wollen wir einen Polygon-Ring
als P-Ring und einen Kreis-Ring als K-Ring bezeichnen.

Weiterhin fordern wir, daB die Punkte in K-Ring() gleichverteilt sind und die Radien
der Kreise mit einem konstanten Faktor u wachsen. Der Radius r;41 von Kreis K;1q
sei daher p - r;.

Diese Stufenverteilung kénnen wir anschliefend derart mit einer Polygon-Ring-
Schachtelung {iberdecken, dafi jedes Polygon F; vollstdndig von Kreis K; und Kreis
K;_; vollstindig von Polygon P, umfaft wird!®. Damit die oben beschriebene
Schachtelung auch fiir 3-Eck-Ringe moglich ist, mufl ; > 2 sein. Ansonsten ist es
nicht moéglich, dafl das gleichseitige Dreieck D; vollstindig von Kreis K; und Kreis
K;_q vollstindig von D; umfafit wird.

Wegen der gednderten Ausgangsvoraussetzungen miissen wir die erwarteten Kosten
von Schritt 1 und 2 des Verfahrens neu berechnen. Wir betrachten wieder n Punkte
des R2

5Wie in Abbildung 23, Seite 53 dargestellt. Die Punkte von Polygon P; liegen co-circular auf dem
Radius von Kreis /.
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

erwartete Kosten von Schritt 1

Formal berechnen sich die Kosten von Schritt 1 genauso wie in Abschnitt 4.1.1.
Das Problem ist nur, dafl wir zwar die Wahrscheinlichkeit von Kreis-Ring K-Ring")
kennen, aber nicht die von Polygon-Ring P-Ring(). P(P-Ring(l)) 148t sich jedoch
anhand von P(K-Ring(l)) wie folgt berechnen. Bei genauerer Betrachtung der Kon-
struktion sieht man, daB P-Ring) zu einem Teil, den wir A; nennen, in K-Ring(")
und zu einem anderen Teil, den wir B; nennen wollen, in K-Ring(!=1) liegt. A(F) sei
die Fliche von F. Es gilt

A(P-Ring)y = A + B,

und

A = A(P[)—A(I(l_l)
B, = A(I(l_l)—A(Pl_l).

Aus der Gleichverteilung innerhalb von K-Ring!) ergibt sich, daf$

Ay

P(P-Rind)y = — 2t (1 —p)
( mg ) A(K-ng(l)) p( p)
)Y M >
A(K-Ringt'=1) -
. A(Fy)
. 0y — 0/ .
P(P-Ring"™) A(Ko) p.

Es ist bekanntermaflen

A(K-Ring") = A(K;) — A(K;_,)

7T'T‘[2—7T'T‘l_12

2 2 2
T T — T r—1, TI=HcT—1

(1>~ 1) - A(K1_1).

Die Flidche eines reguldren k-Ecks mit Umkreisradius r 148t sich leicht als % -
sin (%) cos (%) -2 herleiten. Somit sind nun

AP - A(Ko) A(Ko) — A(Py)
< T ARy P TP T AR

2 ARy — AK) AR
= w21 <>'”“”+Q‘Mm0w

(e (-2

P(P-Ring") p
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4.2.  Optimale Polygon-Ring Form bei einer rotationssymmetrischen Verteilung

und fiir [ =2,3,...

P(P-Ring") = (ﬁgp_”l; .IX(I;’,:B) p(1—p)
A(Ki-) — A(Po1)
(W2 — 1) AKi)
_ P AP) - AK)
- (12 _ll) 'A(I(l_ll) p(l— p)l
1A (K g) — p* A(Pa)
(W2 — 1) A(Kis)
1 , A(PL)
p? =1 (,u A(Kll—l) - 1) )

p A(P-s) -1
M (1 - A(Kll—z)) -

p(1—p)!

p(1—p)!

Da das Verhéltnis

AR _ kesin () eos (3)

- A(I(l) - s
fiir alle [ gleichbleibt, erhdlt man fiir die erwarteten Kosten von Schritt 1 bei n
Eingabepunkten

BIX] < 03 P(PRing®) - (k4 20+ )
(=0

Zv—1
= |:Up-(k—|—Coh)—|—(l22_1

p<1—p>+<1—v>p)-<k+2+coh>

-1
_I_H

pER Py (L=p) (k+ 20+ cop)
(=2

pey (1=p) 7 (k4 20+ cop)

n

2 21—p) 2 (,u2 - p) k sin (%) oS (%) .
pt -1 W =1r '

LaBt man k fest, so wird dieser Ausdruck monoton fallend fiir p — 1 minimal und
geht fiir p — 0 gegen Unendlich. Ebenso wichst E[X] bei konstantem p fiir & — oo
ins Unendliche, d.h. je mehr Ecken die Polygone haben, desto grofier werden die
erwarteten Kosten von Schritt 1.

Seien F[X'] die erwarteten Kosten fiir Schritt 1 des Verfahrens bei einer k’-Eck-
Ring-Schachtelung und E[X] die Kosten bei einer k-Eck-Ring-Schachtelung,.

Lemma 4.4 Fir 0 < p <1 ist E[X] bei k =3 minimal.
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

Beweis
Wire dies nicht so, dann miifite ein &’ > 3 existieren, so daf

BIX)-BIX] = K-y A2 (S/M"“' on () COS@) <0

ist. Nun ist fiir alle p > 2,0 < p<1und & >3

2(u? - p) (3/4\/_ — k' sin (%) cos (%))

w? =1 T

v

2 (% — 1) ~ —1.17.

47

Folglich kann fiir £’ > 5 die Differenz F[X'] — F[X] nicht kleiner als 0 sein. Da fiir
k' = 4 der Wert von 2(;22__27) (3/4\/§—k'sin(% cos(%)) > —0.59 ist, muf E[X] fiir

1 s

k = 3 tatsdchlich minimal sein. O

erwartete Kosten von Schritt 2

Vorab ein paar Bemerkungen. Abbildung 23 zeigt,

1. daB alle Eckfelder von P-Ring® in K-Ring\V) liegen und

2. daf fiir by > k9 die Eckfelder von kl-Eck‘-Ring(l) grofler sind als die von k-
Eck-RingV).

Dies miissen wir bei unserer Berechnung beriicksichtigen. Wir suchen zunichst einen
Ring Ring) fiir den P(RW) > L ist. Zur Berechnung von P(R()) benstigen wir
die Wahrscheinlichkeit ¢() der Eckfelder von Ring!). Da wir von einer Gleichvertei-
lung innerhalb eines Kreis-Ringes ausgegangen sind, ist die Wahrscheinlichkeit der
Eckfelder von Ring® durch

q(l) _ A(P-ng(l)Eckfelfﬁ P(K-ng(l)) _

A(K-RingD) T
gegeben. Es ist'® A(P-Ring) Eckfeld) = r?_, - (u—1)* - tan (%) Im Prinzip
schlieflt sich nun dieselbe Betrachtung an, wie in den Abschnitten 3.3.2, bzw. 4.1.2.
Zuerst iiberpriift man, fiir welche Schachtelungstiefe P(R(l))7 die Wahrscheinlichkeit,
daB kein Eckfeld in P-Ring() leer ist, grofer als % ist.

Y Mit diesem Ausdruck wird P(R(l)) fir k > 6 durch 1 — k(1 — ¢(1))™ iiberschétzt, da sich dann
die ,,Eckfelder” von Ring(l) iberlappen. Diesen Fehler nehmen wir jedoch in Kauf, um die
Wahrscheinlichkeiten leicht ausrechnen zu kénnen.
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4.2.  Optimale Polygon-Ring Form bei einer rotationssymmetrischen Verteilung

Lemma 4.5 Fir grofle n und 0 < p < 1 ist fiir Schachtelungstiefen | < 1, und

l, = |alogn|, 0 < a< —m, die Wahrscheinlichkeit P(R(l)) > %

Bewels

Es ist wegen Lemma 4.1 die Wahrscheinlichkeit P(R(") > 1 falls

1
2
n> In(2k) -7 -
p(1=p)' (u—1) tan (WT
ist. Aufgrund der Wahl von [,, = |alogn] folgt
nl—l—ozlog(l—p) > In (Qk) " )
P (1) -tan (242)

Diese Ungleichung ist jedoch fiir £ > 3, 0 < p < 1, ¢ > 2 und n geniigend grof
immer erfiillbar. O

N

Ebenfalls 148t sich leicht iberpriifen, dafl immer noch Lemma 4.3

1

P(RT) < (%) ()

gilt.

Es gibt aber einen Unterschied zur vorherigen Berechnung, was F[Y;] anbelangt. Sei
Polygon-Ring P-Ring!) als duBerster vollbesetzt. P-Ring®) liegt nicht vollstindig in
Kreis-Ring K-Ring), sondern schneidet Kreis-Ring K-Ring‘=1). Die Punkte jenseits
von P-Ring) sind daher die Punkte jenseits von K-Ring() zuziiglich der Punkte,
die im Schnitt von K-Ring!=Y) und P-Ring¥) liegen:

E[Yo] = n

EVi] = (1-pn+(1-v)pn

BV = (0 =p)nt (-0 p(1-p)
firl=2,..., 0.

Wir erhalten daher folgende Abschitzung!” fiir die erwarteten Kosten E[Y¢] von
Schritt 2:

E[Yc]

IA

I'—1
c-logn (E[Yz/] +Y  PRI-) E[Yz/—(r+1)])
r=0

2 V=1 ppi=r)
Hogn - LR 2 WO PEC)
< c-logn (1+H2—1(1 v)l—p) (I1-=p)n (1+Z(1_p)r+l

r=0

17ygl. Lemma 3.4
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4. Konvexe Hiillen im R? bei einer Polygon-Ring-Schachtelung

und daher mit Lemma 3.4
2 Esin(Z T
N 1 sin(f) cos(F)\ _p 7
E[Yc]gc-logn(l—l—luz_l(l— - T (1=p) n.
Fiir g > 2 und festes k gilt wieder Lemma 3.5, d.h. die erwarteten Kosten von Schritt
2 sind sublinear.

Die Frage ist nun, wann F[Ys] minimal wird.

Lemma 4.6 Die erwarteten Kosten E[Yc]| von Schritt 2 sind monoton fallend in
der Anzahl der Ecken k, d.h. je mehr Ecken die Polygone haben, desto besser ist die
erwartete Laufzeit.

Beweis

Betrachten wir dazu zunichst den ersten Faktor,

ot (14 (1 B EeD)) )

21 s 1—0p

von F[Y¢]. Dieser Faktor ist monoton fallend in k.

Der zweite Faktor, (1 — p)l/ - n, hidngt von I’ ab. Es ist also notwendig, das Verhal-
ten von !’ in Abhiingigkeit von k zu untersuchen. Bisher wurde I’ so gewihlt, daf

P(R")) > 1 war. Dazu mufite n > TR (Ln(l)) :an(”[k =y erfiillt sein. Verwenden

wir anstelle dieser Ungleichung die Gleichung

In(2) =
pr(L=p)! - (u—1) - tan(ZE2

n =

mit Lésung

| | n(2)+n(k) )
i n(m) +In (nptan@%l)( 1) ~ log 7 (In(2) + In(k))
(1~ ) U\ tan (TG (- 1)

dann folgt daraus

u?l(l_kﬁmgwmaa) p ) 7 (In(2) + In(k))

E[Yc]gé-logn-(l—l— .
p? — 77 I—p p tan( (gkz))(,u—l)

Interessant fiir unsere Betrachtung ist nur ﬁ %12 T Da tan( (gk )) fiir wachsende

k erheblich schneller zunimmt als In(k), wird !’ fiir gréoflere & monoton steigen. Damit
wird auch der zweite Faktor, (1 — p)l/ -n, fiir grofe n kleine Werte annehmen. [

Da jedoch asymptotisch in n, der Eingabegrofie, Schritt 1 die Laufzeit dominiert,
verschlechtert sich die Laufzeit des Verfahrens fiir Polygone mit vielen IEcken.

Satz 4.2 Bei einer rotationssymmetrischen Stufenverteilung mit p > 2 und fir
grofie Werte n sind die erwarteten Kosten von Algorithmus A bei einer 3-Eck-Ring-
Schachtelung am geringsten.
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5. Numerische Simulationen und Varianten des Verfahrens

Wir haben zur Abschédtzung der erwarteten Kosten des zweiten Schrittes von Al-
gorithmus A bei einer Rechteck-Ring-Schachtelung Vermutung 3.1 und 3.2 und bei
einer Polygon-Ring-Schachtelung Vermutung 4.1 und 4.2 benutzt. Die Aussagen der
Vermutungen stimmen fiir beide Schachtelungstypen iiberein:

Al Fiir grofle Werte n gibt es eine maximale Schachtelungstiefe g, so daf fiir alle
Schachtelungstiefen [ < [
EYiIwi] < E[Y]]

gilt.

A2 Es existiert ein Wert b > 1, so daf fiir grole n die Schachtelungstiefe [, =
lalogyn], 0 < a < —m, hinreichend fiir die Giiltigkeit der Ungleichung
von Al ist.

Bemerkung 5.1 Da eine Rechteck-Ring-Schachtelung eine spezielle Polygon-Ring-
Schachtelung ist, werden wir itm weiteren nur noch den allgemeineren Fall der
Polygon-Ring-Schachtelung betrachten.

In Abschnitt 3.5 haben wir gesehen, dafl bei einem vereinfachten Wahrscheinlich-
keitsexperiment fiir grofie n und beliebige, aber feste Werte p € (0,1) die Aussage
Al gilt und haben dies darauf zuriickgefiihrt, daf fiir grofie n ein iy € [1, n] existiert,
so daB fiir alle 7 > ¢y die Wahrscheinlichkeit P(Y; = ¢|{W;) < P(Y; = 1) ist. Die Frage
ist nun, ob dies auch bei dem nicht-vereinfachten Wahrscheinlichkeitsexperiment aus
Abschnitt 4.1 bzw. 3.2 zutrifft.

Es wurden numerische Simulationen durchgefiihrt, um experimentell zu iiberpriifen,
daf die Aussage Al beim nicht-vereinfachten Wahrscheinlichkeitsexperiment immer
noch gilt. Dazu wurde fiir unterschiedliche Werte von p jeweils 100-mal die Ziehung
einer n-Auswahl aus einer k-Eck-Ring-Schachtelung simuliert!®. Bei der Simulation

auf dem Rechner wurde ¢(), die Wahrscheinlichkeit jedes Eckfeldes von Ring,

gleich p(lzzlp)l gesetzt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 1-3 zusammengefafit.

Die erste Spalte gibt an, bei welchen Schachtelungstiefen ein Ring vollbesetzt war.
Die Wahrscheinlichkeit P(W;) wurde durch die relative Hiufigkeit des Ereignisses
W, angenidhert. Fiir F[Y;|W;] wurde das arithmetische Mittel der 100 Simulationen
genommen. Werten wir als Beispiel Tabelle 1 aus. Fiir p = 0.1 wurden 100-mal
10000-Auswahlen aus einer 3-, 4-; 10- und 20-Eck-Ring-Schachtelung simuliert. Man
kann ablesen, dafi bei 3-Eck-Ringen Vermutung 4.1 fiir Schachtelungstiefen [ < 20,
bei 4-Eck-Ringen fiir [ < 16 und bei 10-FEck-Ringen fiir [ < 7 gilt. Bei 20-Eck-Ring-
Schachtelungen ist die Giiltigkeit aus diesen Werten nicht ersichtlich.

8Fs wurden auch Simulationen mit mehr als 100 Wiederholungen durchgefiihrt, diese lieferten
jedoch das gleiche Ergebnis.
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5. Numerische Simulationen und Varianten des Verfahrens

duBerster voll- PV ETY, (W] E[Y]]

besetzter Ring
k=3 4 10 20 |k=3 4 10 20 | k=3 4 10 20

2 0.03 8115 || 8100

3 0.08 7289 || 7290

4 0.48 6566 || 6561

5 5 0.01 0.27 5804 5912 || 5905

6 6 0.08 0.10 5344 5305 || 5314

7T 0.18 0.03 4770 4750 || 4783

8 B 0.25 0.01 4316 4314 || 4305

9 0.23 3884 3874

10 0.13 3492 3487

11 0.06 3108 3138

12 0.05 2790 2824

13 0.02 2507 2542

14 0.10 2254 2288

15 15 15 0.03 0.16 0.01 2031 2055 1974 2059

16 16 0.04 0.19 1855 1844 1853

17 17 0.04 0.17 1679 1679 1668

18 18 0.08 0.08 1491 1505 1501

19 19 0.14 0.07 1346 1353 1351

20 20 0.15 0.05 1205 1212 1216

21 21 0.06 0.05 1103 1092 1094

22 22 0.11 0.06 996 971 985

23 23 0.07 0.02 885 875 886

24 24 0.07 0.02 788 803 798

25 25 0.03 0.01 695 752 718

26 0.06 646 646

27 0.03 576 581

28 0.04 538 523

29 0.04 476 471

30 0.04 426 424

34 0.01 273 278
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Tabelle 1: p = 0.1, n = 10*




duBerster voll- P W) ETY, (W] E[Y]]
besetzter Ring
k=3 4 10 20| k=3 4 10 20 | k=3 4 10 20
2 0.12 2492 || 2500
3 3 0.15 0.84 1233 1250 || 1250
4 4 4 0.05 0.75 0.04 621 622 625 625
5 5 5 0.24 045 0.10 310 316 319 313
6 6 0.59 045 153 157 156
7T 0.14 0.05 78 83 78
8 0.03 43 39
Tabelle 2: p = 0.5, n = 10*
duBerster voll- P W) EY; W] E[Y]]
besetzter Ring
k=3 4 10 20| k=3 4 10 20 | k=3 4 10 20
1 0.01 3041 || 3000
2 2 0.34 0.98 892 901 900
3 3 3 3| 026 051 066 0.01 268 267 268 294 270
4 4 0.61 0.47 80 82 81
5 5 0.13  0.02 25 26 24

Tabelle 3: p = 0.7, n = 10*
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5. Numerische Simulationen und Varianten des Verfahrens

Ring | P (V) | EMDVI || E[Y]
n = 10°
7 0.08 789 || 781
8 0.63 392 || 391
9 0.22 188 || 196
10 0.06 99 97
11 0.01 56 49 | Ring | POV) | EViWV] || E[V] |
n = 10° 27 0.03 57935 || 58150
10 0.09 974 || 976 28 0.07 52336 || 52335
11 0.55 487 || 488 29 0.14 47048 || 47101
12 0.31 244 || 244 30 0.21 42338 || 42391
13 0.05 131 ] 122 31 0.17 38117 || 38152
n = 10% 32 0.16 34320 || 34336
16 0.08 1507 || 1525 33 0.15 30973 || 30903
17 0.55 755 || 762 34 0.05 27861 || 27812
18 0.27 377 || 381 35 0.02 25080 || 25031
19 0.10 193 || 190
n—10° Tabelle 5: p = 0.1, k = 20, n = 10°
19 0.12 1860 || 1907
20 0.42 929 || 953
21 0.41 446 || 476
22 0.05 207 || 238

Tabelle 4: p=0.5,k =4

Wir haben daher den Versuch mit n = 10° wiederholt. Die Ergebnisse befinden sich
in Tabelle 5. Diesmal war n grofi genug, so daf§ Vermutung 4.1 fiir Schachtelungs-
tiefen [ < 32 gilt.

A2, die Aussage von Vermutung 3.2 bzw. 4.2, war, dafl ein Wert b > 1 existiert,
so daf fiir groffe Werte n die Wahl [,, = |alog;n], 0 < a < —m, geniigt,
damit die Ungleichung von Al gilt. Die Giiltigkeit dieser Aussage wurde ebenfalls
experimentell bestitigt. Exemplarisch sind mehrere Mefreihen fiir £ = 4 und p = 0.5
in Tabelle 4 abgebildet. Wie man sieht, ist die Wahl /, = In (n) hinreichend fiir die
Giiltigkeit von Al. Man sieht anhand der Tabellen 1-3 jedoch auch, dafi man fiir
grofie Werte von &k und je nach Wahl von p einen Logarithmus mit grofier Basis
wahlen muf}, damit A2 gilt.

Es soll noch erwdhnt werden, dafl die Vermutung aus Abschnitt 3.5: F[Y;|[W] <
k + E[Y)] — bis auf ein paar Ausreifier — ebenfalls durch Tabellen 1-5 experimentell
bestitigt wird.

Als n&chstes haben wir das Laufzeitverhalten von Schritt 2 fiir die Rechteck-Ring-
Schachtelung in Abhdngigkeit von p, wie es in Abschnitt 3.4 bereits angerissen wur-
de, verifiziert. Wie man sieht, liegt das Minimum bedeutend n#iher bei 1 als die
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5.1. Varianten
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Abbildung 24: Erwartungswert in Abhdngigkeit von p

Abschdtzung in Abschnitt 3.4 vermuten lieff. Die erwartete Laufzeit des Algorith-
mus verringert sich also bis zu einem Wert p’ nahe bei 1 und steigt fiir p > p’ steil
an.

5.1. Varianten

Wir fiihren nun zwei Varianten des Verfahrens ein, die eine wollen wir Segment-
Methode und die andere variable Segment-Methode nennen. Sie unterscheiden sich
vom urspriinglichen Verfahren, das wir im folgenden als Fekfeld-Methode bezeichnen
werden, dadurch, dafi bei ihnen der Begriff vollbesetzter Ring anders definiert ist.

5.1.1. Die Segment-Methode

Bei der Segment-Methode heifit ein Ring vollbesetzt , wenn statt jedem Fekfeld jedes
Ecksegment belegt ist. Was das bedeutet, soll in Abbildung 26 verdeutlicht werden.

Wir werden die Segment-Methode nur fiir Rechteck-Ring-Schachtelungen betrach-
ten. Bei Polygon-Ring-Schachtelungen mit mehr Ecken werden sich die [Ecksegmente
tiberlappen und dadurch die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten eines vollbesetz-
ten Ringes erschweren.

Laut Definition!? ist Ring(i) = P;— P;_1. Die Ecksegmente von Ring(i) — die schraf-
fierten Fldchen in Abbildung 26 — werden daher durch die Begrenzungslinien von

9ygl. Seite 45.
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5. Numerische Simulationen und Varianten des Verfahrens

Ring(’)

Abbildung 25: Eckfeld-Methode

li—1,1 li—1,2

Abbildung 26: Segment-Methode

Polygon P;_; gebildet. Z.B. ist das obere rechte Ecksegment von Ring() der Bereich
w> lic1,2, > ;-1 4%. Ein Ecksegment ist belegt, sobald ein Punkt in einen solchen
Bereich fillt.

Ecksegmente decken einen grofieren Bereich ab als Eckfelder. Die Hoffnung ist des-
halb, daf bei der Ecksegment-Methode der &uflerste vollbesetzte Ring weiter auflen
liegt als bei der Eckfeld-Methode.

5.1.2. Die variable Segment-Methode

Bei der wvariablen Segment-Methode handelt es sich um eine Erweiterung der
Segment-Methode. Man schiebt dabei die Ecksegmente unabhingig voneinander so-
lange nach aufien bis jede weitere Verschiebung dazu fiihren wiirde, dafl das Eckseg-
ment nicht mehr belegt ist. Wie man in Abbildung 27 sehen kann, fiihrt das dazu,
dafl nicht mehr alle Segmente demselben Ring zuzuordnen sind.

Wir miissen uns daher auch vom Konzept des vollbesetzten Ringes 16sen. Die Punkte,
die nun zur Berechnung der konvexen Hiille herangezogen werden, sind die, die
auflerhalb des Vierecks V' liegen, das durch die vier &uflersten belegten Ecksegmente
definiert wird.

Dadurch, daf3 die Ecksegmente unabhingig voneinander verschoben werden diirfen,
ist zu erwarten, dafi weniger Punkte als bei der Segment-Methode zur Berechnung
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5.1. Varianten
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Abbildung 27: variable Segment-Methode

der konvexen Hiille benotigt werden. Der Grund ist, dafi bei der Segment-Methode
der irrelevante Bereich durch das FEcksegment, das am weitesten innen liegt, diktiert
wird. Bei der variablen Segment-Methode kénnen die anderen Ecksegmente davon
unbeirrt weiter nach auflen verschoben werden. Im allgemeinen wird daher der ir-
relevante Bereich bei der variablen Segment-Methode immer gréfier sein als bei der
Segment-Methode.

5.1.3. Laufzeitvergleich der Varianten

Die Varianten werden ihre Stidrken im zweiten Schritt des Algorithmus zeigen, da
erst dort die konvexe Hiille berechnet wird. In Abschnitt 3 haben wir gesehen, daf§
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5. Numerische Simulationen und Varianten des Verfahrens

E[Y], die erwartete Anzahl der zur Berechnung notwendigen Punkte, ein Maf fiir
E[Y¢], die erwarteten Kosten zur Berechnung der konvexen Hiille, ist. Im folgenden
werden daher die E[Y]’s der Varianten fiir verschiedene Werte von p, der Wahr-
scheinlichkeit des innersten Rechtecks, verglichen. Dazu wurde fiir 100 n-Auswahlen
die Anzahl der aktiven Punkte experimentell bestimmt. F[Y] wurde dann durch den
Mittelwert dieser 100 Auswahlen approximiert. Zur Vereinfachung wurde die Vertei-
lung so gewihlt, daf alle Felder D() eines Ringes Ring() dieselbe Wahrscheinlichkeit

besitzen; d.h. PS(D((21_1)2)) =...= PS(D((21+1)2_1)).
480 220 1EO
0" Zod00 40000 60000 80400 160600 20000&40000 7777777 ﬁ adan”eiad ook 20000 4oooo >>>>> ﬁ oooovsoooa 60600
Abbildung 28: Abbildung 29: Abbildung 30:
ETY] ETY] ETY]
p=03 p=05 p=038

O: Eckfeld-Methode +: Segment-Methode  o: variable Segment-Methode

Wie man sieht liefert die Eckfeld-Methode immer die schlechtesten und die variable
Segment-Methode immer die besten Resultate. Fiir kleine p ist die Diskrepanz zwi-
schen den beiden Segment-Methoden und der Fckfeld-Methode am gréfiten, denn
fiir solche Werte ist der Verlust an Wahrscheinlichkeitsmasse in den &ufleren Ringen
gering. Dadurch liegen noch verhdltnismiBig viele Punkte weiter auflen. Fiir p nahe
bei 1 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl Punkte aufien liegen nur noch sehr klein. Da-
durch verlieren die Segment-Methoden ihren Vorteil gegeniiber der FEckfeld-Methode
und die Laufzeiten riicken ndher zusammen.

5.2. Eine Naherung fiir P (W)

Bisher hatten wir der Einfachheit halber P (W) nach oben durch P(RU+1)) ab-

geschdtzt. Das werden wir auch weiterhin tun. Hier sollen dennoch zwei Ansitze
demonstriert werden, wie man P (W) feiner abschétzen kann.
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5.2. Eine Néherung fiir P (W)

Zunichst leiten wir uns aus der Definition von W eine naive Formel fiir P (W;) her:

pwy) = pPrY). ﬁ P(R(+1))
i=[+1
~ 20 1™ 1—maq(l))”- —1)mtt 1 —mq(i))"
() oo JIPNE (2)a-ma
wobei, q(]) — pi(;;f)]

Es handelt sich dabei um einen naiven Ansatz, da die Ereignisse (), R() i.a. nicht
stochastisch unabhingig sein werden. Vergleiche mit experimentellen Bestimmungen
von P (W) zeigen jedoch , dafl diese naive Niherung trotzdem recht gut ist. Dies
kann man den Abbildungen 31-33 entnehmen. Zum Vergleich wurden hier die Werte
aus Tabelle 1-3 auf Seite 60f fiir & = 4 gew&hlt.

0.8

10 Ol

10

Abbildung 31: Abbildung 32: Abbildung 33:
P W) P W) P W)
p=0.1 p=05 p=07

Eine andere Méglichkeit zur Abschdtzung von P(WV;) ist folgende: Ebenfalls in

Abschnitt 3 — auf Seite 28 — sah man bereits, da P (W) < P(RU+D) und
P (W) < P(RW) ist. Dariiber hinaus gilt asymptotisch

lim P(RUA1)) =0 und lim P(RU+D) =1
[—0 [— o0
und

lim P(RD) =1 und Jim P(RY) = 0.
—+00

{—=0

20vgl. Abschnitt 4.1.2, Seite 50f; k ist die Anzahl der Ecken des Polygons.
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5. Numerische Simulationen und Varianten des Verfahrens

P (W) 1Bt sich daher von P(R(®) und P(R(+1) einfassen. Dies ist in Abbildung
34 dargestellt.

Abbildung 34: p = 0.5, k =4, n = 10*

Sei I, der Wert bei dem sich P(R(") und P(R(+1)) schneiden. Dann 148t sich P (W)

mit unseren bisherigen Ansitzen am genauesten durch

P(RU+D) 11 < [,
P(l) =
P(RDY 11> 1

abschitzen.

Zum AbschluB seien hier noch zwei Bemerkungen zu P(l). Die Schwierigkeit, P(l)

anstelle von P(R(41)) in den bisherigen Abschiitzung von E[Y¢] zu verwenden, liegt

darin, daf§ bei unserer Wahl von ¢(I) = p(;ﬁ))l die Gleichung

P(RI+DY = p(RW)
schwer zu 16sen und damit die Bestimmung von [, nicht trivial ist.

AuBerdem sei darauf hingewiesen, daf} die Abschitzung E[Y;|W;] < E[Y]] nicht un-
eingeschriankt gilt; fiir festes n und [ — oo gilt sie, wie wir durch die Simulationen
gesehen haben, nicht. Schitzt man daher P (W;) durch P(l) ab, sollte man fiir grofie
[ in der Berechnung von F[Y¢] statt F[Y;] den Term k 4 F[Y]] einsetzen.
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6. Laufzeitanalyse der Segment-Methode

In Abschnitt 5 haben wir zwei Varianten des Verfahrens vorgestellt: die Segment-
Methode und die variable Segment-Methode. Leider wiirde eine Analyse der variablen
Segment-Methode Ansétze erfordern, die véllig von den bisherigen verschieden sind;
da es bei dieser Methode keinen vollbesetzten Ring gibt, kénnen wir nicht mehr aus-
rechnen, wie grofl die Wahrscheinlichkeit ist, daf ein Ring vollbesetztist, oder wievie-
le Punkte jenseits dieses Ringes liegen. Stattdessen miifite man betrachten, welche
Position die FEcksegmente einnehmen kénnen und wie grofi die Wahrscheinlichkeit
dieser Position ist. Zu jeder moglichen Positionierung der Ecksegmente miifite man
anschliefend angeben, wieviele Punkte man im Mittel zur Berechnung der konvexen
Hiille braucht. Dies ist offensichtlich ein héchst kompliziertes Unterfangen und daher
werden wir uns auf eine Analyse der Segment-Methode beschrédnken.

Zunéchst werden wir untersuchen, in welchen Schritten sich die Segment-Methode
von der ickfeld-Methode unterscheidet. Dabei setzen wir die Notationen und Defini-
tionen aus Abschnitt 3 als bekannt voraus. Um zu konkreten Aussagen zu gelangen,
werden wir hier sowie in Abschnitt 6.1 davon ausgehen, dafl eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung vorliegt, bei der alle Felder D) von Ring(® die gleiche Wahrscheinlichkeit
haben; also PS(D((ZZ_I)Z))) =...= PS(D((QH'I)LI)). Gehen wir nun die Schritte von
Algorithmus A im einzelnen durch.

Schritt 1 Der Unterschied zur Eckfeld-Methode besteht in der Bestimmung des
duBersten vollbesetzten Ringes. Wir brauchten bisher, lediglich zu {iberpriifen,
ob ein Punkt, der in ein IEckfeld féllt, einen Ring wvollbesetzt. Bei der Segment-
Methode ist der Mehraufwand auch nicht erheblich gréfier. Der Mehraufwand
(overhead) liegt daher unterhalb einer Konstanten c,;?!. Die erwarteten Ko-
sten fiir Schritt 1 belaufen sich somit ebenfalls auf

= 2
EX] < n-) p-(1-p)-(d+2+cn) = (24 >+ con) -1
=0

Schritt 2 Beginnen wir mit dem offensichtlichsten Unterschied zwischen den bei-
den Methoden, ndmlich der Wahrscheinlichkeit ¢(I) eines Eckfeldes und der

Wahrscheinlichkeit s(l) eines Ecksegmentes von Ring!). Unter obigen Annah-

men ist ¢({) = p(lg—_lp)l. Die Wahrscheinlichkeit eines Ecksegmentes geniigt dann

21Sei wieder der Suchbaum B zur Punktlokalisation gegeben, z.B. so wie auf Seite 18. Man sicht,
daf} jedes Ecksegment von Ring(l) einem Ast des Suchbaumes B entspricht. Offensichtlich sind
diese Aste disjunkt, d.h. kein Ast enthalt einen anderen. Man kann daher jedem FEcksegment
von Ring(l) einen Teilbaum Ti(l) mit Wurzel V[/i(l)7 t=1,...,4, zuordnen. Jeder Knoten von Ti(l)
besitze nun drei Zeiger auf die Wurzeln W](l) der anderen Teilbdume T](l)7 7 # 1. Liegt nun ein
Punkt in einem Ecksegment, d.h. einem solchen Teilbaum, dann 148t sich wieder in konstanter
Zeit prifen, ob alle Ecksegmente belegt sind. Im Falle derselben Idealisierungen wie in Fufinote
1 auf Seite 19 ist daher auch bei der Segment-Methode cop = 2.
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6. Laufzeitanalyse der Segment-Methode

folgender Abschitzung

- . o L p(l=p)t
s(l) = ;(1+22)-q(1+2) = ;(sz)-w
p(1=p)  p(=p) [~i(l=p)
s MLoP ) (5500
-1 o0
. p<18—lp>’ +p(lg—lpv( i(l_p)i) +p<18—p>l (Z(l_p)i)
=1 1=l
_ P 0= =)~ (= p) et (1 p)f
8Ip
(1-p' (I=p+p - -p")

8Ip

Im vorherigen Abschnitt haben wir —anhand von numerischen Simulationen — bereits
gesehen, dafl die Segment-Methode deutlich schneller ist als die Eckfeld-Methode.
Wir werden daher von einer weiteren Analyse der Laufzeit des Verfahrens absehen
und lediglich feststellen dafi auch fiir die Segment-Methode die erwarteten Kosten
von Schritt 2 asymptotisch sublinear sind.

Lemma 6.1 Fir geniigend grofie n, 0 < p < 1 und eine Konstante ¢’ > 1 sind die
erwarteten Kosten E[Yc] von Schritt 2 der Segment-Methode

EYe] < nl#).

Die viel interessantere Frage ist, um wieviel die Segment-Methode im zweiten Schritt
schneller ist als die Eckfeld-Methode. Dieser Frage werden wir im ndchsten Abschnitt
nachgehen.

6.1. Laufzeitvergleich der Eckfeld- und Segment-Methode

Der Laufzeitvergleich zwischen beiden Methoden soll an folgender Uberlegung an-
gesetzt werden: offensichtlich ist die Wahrscheinlichkeit eines Ecksegmentes gréfier
als die eines Eckfeldes und somit auch die Wahrscheinlichkeit, dafl alle Ficksegmen-
te besetzt sind, grofler als die Wahrscheinlichkeit, dafl alle Eckfelder besetzt sind.
Es sollte daher der Fall sein, dafi der duflerste vollbesetzte Ring bei der Segment-
Methode weiter auflen liegt als bei der Eckfeld-Methode.

Zunichst definieren wir die Menge S als das Gegenstiick der Segment-Methode zu
RO bei der Eckfeld-Methode.
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6.1. Laufzeitvergleich der Eckfeld- und Segment-Methode
Definition 6.1 (S()
SO = {w € Q| beiw ist Ring(l)vollbesetzt}

S sei die Menge aller n-Auswahlen w, bei denen bei der Segment-Methode Ring(!)
vollbesetzt ist.

Bei der Eckfeld-Methode haben wir statt dem &uflersten vollbesetzten Ring einen
Ring Ring!") gewihlt fiir den gilt, da P(R()) > 1 ist?2. Bei der Segment-Methode
kénnen wir wieder denselben Ansatz wihlen und schauen, wie sich {’ dabei verindert.

Lemma 6.2 Fir
Ing&

n > - 8
~ (1-p)
ist P(SW) > 1.
Beweis
In8
n > - 8
- (1-p)
In8
n > - 8lp
= (1-ptA-p+p:-(1-p)?)
|
~ n > ns - 81p.

(1—p) (L—p+p*—(1-pHY

(1-p)! (1—p+p2—(1-p)**!)
8ip

Da

eine untere Schranke fiir s() ist, folgt

n > —
= P(SY) > 1—a(-s@)" >

0

Wie wir sehen, liefert die Segment-Methode eine andere hinreichende Ungleichung
fiir I als die Eckfeld-Methode. Unsere Vermutung war, dal !’ bei der Segment-
Methode grofier ist als bei der Eckfeld-Methode. Um diese Vermutung zu verifizieren,
sind Ungleichungen nicht exakt genug. Im weiteren Verlauf werden wir das I’ der
Eckfeld-Methode I, und das I’ der Segment-Methode [, nennen. Wandeln wir die
Ungleichungen fiir [, bzw. 5 in Gleichungen um, dann erhalten wir eindeutige Werte.

#2ygl. Lemma 3.1
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6. Laufzeitanalyse der Segment-Methode

Damit wiren wir dann in der Lage, die Laufzeiten der beiden Verfahren exakt zu
vergleichen. Betrachten wir also

8In8-1,
n =
p(1—p)t
In8-1
und n = &
(1—-p)*
Satz 6.1 Fir Gleichungen der Form
xe® =t ,t>0,2>0

existiert eine eindeutige Losung. Asymptotisch, d.h. fir t — oo, lifit sich eine Ndhe-
rungslosung angeben
xaInt —Inlint.

Ein Beweis von Satz 6.1 findet sich in [5] auf den Seiten 25-28. Mit Satz 6.1 lassen
sich Lésungen fiir [, und [; bestimmen.

Lemma 6.3 FEs ist fiir geniigend groffe n und 0 < p < 1

/ log —np In(1—p)
e — — 1081
=\ (—7”79 ;nlgg—p)) 8 1n8
und
—n In (1 - p)
lS = — log 1—
U (-22i52) s Ins
Beweis
S 8In8-1,
p(L=p)'

np 1 le
= [ (—
< 81In8 (1 p)

np -In ! = In[—— le.eln<1ip>le_
81n8 1—p L—p
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6.1. Laufzeitvergleich der Eckfeld- und Segment-Methode

Eine Variablentransformation, z = In (ﬁ)le, liefert uns die gewiinschte Form

np 1
= -1 .
ze Y n(l—p) , x>0

Daraus erhalten wir unmittelbar die Lésung

N (—rzaled) — nin (- 2egsiice))

In(1-p) In (1 - p)

Mit dem gleichen Ansatz 16st man nach [ auf:

n ln(1— n ln(1—
L In (_ 81(n8p)) —Inln (_ 81(n8p)) _ —nIn(1-p)
T In (1 -p) I (-2 8 ns

0

Daraus folgt

Satz 6.2 Unter der Annahme, daff alle Felder eines Ringes dieselbe Wahrschein-
lichkeit besitzen, verhalten sich fir 0 < p < 1 die erwarteten Kosten E.[Yc] von
Schritt 2 der Eckfeld-Methode zu den erwarteten Kosten Ey[Yc] von Schritt 2 der
Segment-Methode wie

Bye] 1 (-
Es[YC] - ; ‘ In (_W) .

Bewels

Mit Lemma 6.3 berechnen sich die erwarteten Kosten zu

—lo —npln(l1—p)
8-n | (_Mﬂl) & lns
Ee[YC] < 5-nlogn-(1—p) 3 Ins

In (—M) 8 In8

81n8

= ¢-nl .
c-nlogn TnpIn (1= p)

In (—” 1“<1‘p>) 8 1n8

und

8In8
—n In (1 - p)

EsYe] < é-nlogn-

Das Verhéltnis der Laufzeiten ist daher der Quotient:

Elve] 1 In (—%&_p))
Ele]l T p (_nln(l—p)) '

81In8
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6. Laufzeitanalyse der Segment-Methode

[ |
E.[Yc]
E.vc]
einen Grenzwert. Ng = 10?° ist groB genug, so daf sich fiir n > Ny der Quotient

E[Ye] nicht mehr nennenswert dndert. Der Verlauf von EelYo] fiir n = 102° und
EYc E[Yc]

0 < p < 1istin Abbildung 35 wiedergegeben.

ist zwar abh&ngig von der Eingabegrofie n, konvergiert aber fiir n — oo gegen

401

30+

20+

10+

Abbildung 35: Verlauf von Ee% % fiir n = 102°

Wir haben gesehen, dafl auch fiir die Schachtelungstiefe [,, & «logn die Wahrschein-
lichkeit P(R(l")) > % ist. Eine interessante Frage ist nun, ob es giinstiger ist, [,, oder
lo ~ —% fiir die Abschitzung von F[Y¢] zu benutzen. Es 148t sich leicht
zeigen, dafl asymptotisch in n die Schachtelungstiefe [,, </, ist. Unter Vernachl&ssi-

gung aller konstanten Faktoren erhdlt man

c log (kfén)

alogn = ——— logn < ————%— 0<ec<1
& n—p %" = (=)
1 <1 "
c-logn < log log 1
n
n® <
— logn
logn < n'7°

Die Schachtelungstiefe [, ist daher giinstiger als [,,. Da aber [, = |« logn] ma-
thematisch einfacher handhabbar ist und dariiber hinaus ebenfalls die gewiinschten
Resultate liefert, werden wir weiterhin an dieser Abschitzung festhalten.
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7. Konvexe Hiillen im R? bei einer
Hyperquader-Schalen-Schachtelung

Im folgenden wollen wir das in Abschnitt 2 vorgestellte Verfahren, Algorithmus A,
im d-Dimensionalen anwenden. Anstatt aber Schachtelungen mit beliebigen Kérpern
zuzulassen, werden wir uns auf Hyper-Quader beschrinken??.

Der R¢ wird also mit einem Gitter aus seitenparallelen, ineinander geschachtelten
Hyperquadern {iberdeckt — ganz analog zu der Vorgehensweise in den Abschnitten
3 und 4; man hat also einen innersten Hyperquader (Jg, legt darum seitenparal-
lel einen weiteren ()1 etc. Die Gebiete, die wir vorher Ringe genannt haben, sind
im d-Dimensionalen Schalen und offenbar werden diese Schalen nicht mehr von
Linien, sondern von Hyperebenen begrenzt. Konstruktionsbedingt zerschneiden die
Begrenzungs-Hyperebenen die Schalen wieder in viele, kleine Raumelemente, die wir
Quader nennen wollen.

Definition 7.1 (Hyperquader-Schalen-Schachtelung) Die oben beschriebene
Konstruktion heiffe Hyperquader-Schalen-Schachtelung.
Die Schale der Schachtelungstiefe | sei SchalelV.

Die Anzahl der Hyperebenenvergleiche, um die Punkte des innersten Hyperqua-
ders, Schale®), zu lokalisieren, ist 2d. Denn Schale®) grenzt jede Dimension eines
kartesischen Koordinatensystems des R? in beide Richtungen ab. Ein Punkt, der
in Schale liegt, kann in jeder Dimension héchstens eine der beiden Abgrenzun-
gen verletzen; er liegt daher weiterhin innerhalb der anderen Abgrenzung. Liegt ein
Punkt in einem Eckquader von Schale(V), dann sind gegeniiber Schale®) genau d
Abgrenzungen nicht mehr giiltig, und, wie wir bereits erwdhnten, kann ein Punkt
in Schale™™ auch nicht mehr als d Abgrenzungen verletzen. Folglich kann man mit
maximal 2d + d Hyperebenen-Abfragen alle Punkt in Schale®) bestimmen. Mit der-
selben Betrachtung sieht man, daB alle Punkte in Schale(®) héchstens d Abfragen
gegeniiber SchaleV) verletzen kénnen und somit mit héchstens 2d 4+ d + d Abfra-
gen lokalisierbar sind. Allgemein gilt,dafl sich mit 2d 4+ [ - d Hyperebenen-Abfragen
feststellen 1:dBt, ob ein Punkt in Schalel® liegt. Zur Lokalisation der Punkte in den
Schalen bauen wir wieder einen Suchbaum auf, der obige Abfragenanzahl einhélt.
Den Mehraufwand pro Punktlokalisation zur Bestimmung der duflersten vollbesetz-
ten Schale schitzen wir wieder durch eine Konstante ¢,j, ab?*.

2%Tn Abschnitt 4 haben wir beliebige reguliire Polygone zur Schachtelung zugelassen. Es liegt daher
nahe, dies auch im R¢ zu gestatten. Das Problem ist jedoch, daB es in héheren Dimensionen nicht
zu jeder beliebigen Anzahl von Ecken einen reguliren Kérper gibt (Im R® gibt es z.B. nur noch
fiinf regulére Korper). Damit wir also nicht fiir jede Dimension angeben miissen, welche reguléren
Korper existieren, werden wir uns aus Griinden der Einfachheit in héheren Dimensionen auf eine
Schachtelung mit Hyperquadern beschranken.

24Tm Idealfall betragt auch diesmal con = 2. Die Idee ist die gleiche wie in Fufinote 1, Seite 19. Im
R? braucht man jedoch 2¢ — 1 Zeiger auf die anderen Speicherzellen.
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

7.1. erwartete Laufzeit bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

Wir betrachten Wahrscheinlichkeitsdichten f : R? — R, fiir die es Hyperquader-
Schalen-Schachtelungen gibt, so daf die Entsprechungen im R¢ zu den Eigenschaften
E1l und E2 erfiillt sind.

D1 Die Wahrscheinlichkeit, daf ein Punkt a € R? in Schale() liegt, betrigt fiir
0<p<l1

P(Schale®) P,
P(Schale™*)y = (1 —p) - P(Schale®)

fiir [=0,1,2,...

D2 Die Eckquader von Schale!)) sind gegeniiber den anderen Quadern von Schale®
stochastisch nicht benachteiligt und haben alle dieselbe Wahrscheinlichkeit.

Ebenso wie bei der Rechteck-Ring-Schachtelung ergibt sich durch die Hyperquader-
Schalen-Schachtelung eine Verringerung der Beobachtungstiefe?®. Es geniigt da-
her, als Wahrscheinlichkeitsexperiment die Ziehung einer n-Auswahl aus einer
Hyperquader-Schalen-Schachtelung zu betrachten. Der dazugehorige Wahrschein-
lichkeitsraum ist formal identisch mit dem Produktraum aus Abschnitt 3.2. Wir
werden die Notationen und Definitionen aus Abschnitt 3 wiederverwenden; es sollte
jedoch bedacht werden, dafl wir nun von Schalen statt Ringen ausgehen.

7.1.1. erwartete Kosten von Schritt 1

Die erwartete Anzahl von Hyperebenen-Abfragen zur Lokalisierung von n Punkten
in der Hyperquader-Schalen-Schachtelung und der gleichzeitigen Bestimmung der
duflersten vollbesetzten Schale betrégt unter Verwendung obiger Betrachtungen:

- d
EX] < n-) p-(1-p)-@d+ld+cn) = (d =+ con) -1
=0

wobel die Zufallsvariable X so definiert sei wie auf Seite 24.
7.1.2. erwartete Kosten von Schritt 2

Zur Ermittlung der Laufzeit von Schritt 2 werden wir die bereits bekannte

Abschitzung?® P (W) < P(R(+1) benutzen.

2Die Hyperquader-Schalen-Schachtelung definiert als Gitterfelder Quader C R% Bei der Verrin-
gerung handelt es sich daher um eine Zufallsvariable von ((Rd)"7 (Bd)") nach (D7, Pot(D")),

wobei B¢ die d-dimensionale Borel-o-Algebra ist.
26siche Seite 28
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7.1. erwartete Laufzeit bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

Bei der Berechnung von P(RU+1), bzw. P(RW), der Wahrscheinlichkeit, daf alle
Eckquader besetzt sind, haben wir bisher immer angenommen, dafl die Eckquader
einer Schale stochastisch nicht benachteiligt seien. Diese Forderung wollen wir bei-
behalten. Dazu miissen wir aber wissen, aus wievielen Quadern eine Schale besteht.

Betrachtet man die Konstruktionsweise des Hyperquader-Gitters, sieht man, daf}
sich die Anzahl, K;, der Quader in Schale) wie folgt berechnet: Es sei (20 + 1)d
die Anzahl der Quader in Hyperquader @;. Die Anzahl der Quader in Schale® ist
die Differenz der Anzahl der Quader von Hyperquader ¢); und Hyperquader ¢);_.
Somit lautet die Gleichung fiir K7:

K = @+1)'=@l-1)+1)1
= @+ - (@2 -1 fiir [=1,2,...

Verwendet man nun, daf

d
@+ = > (Z) (20" und

k=0
d
o k[ d—k
@' = Y (1)
ist, erhidlt man
d
K=Y (Z) (0" (1= (=1)%).
k=0

Dadurch haben wir zwar keine geschlossene Formel fiir K, aber wir wissen nun, daf§
Lemma 7.1 Im R? gilt K; € O(1%71).

Bewels

Es ist

k=0
d
_ (d) 207 (1 = (~1)%)
k=1
d
d—1 dy . k
< @) kz(k)<1 (1))
— (QZ)d_l .. 2d—1
— 22d—1 ld—l
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

0

Wie groB ist nun die Wahrscheinlichkeit P(R("), daB alle Eckquader von Schale(!
besetzt sind? Oder anders ausgedriickt: gewédhrleistet die Wahl [,, = [alogn], 0 <

o< —m, wieder, daf P(R(l)) > % ist?

P(RW) 1dBt sich wieder mit der Siebformel von Poincaré-Sylvester berechnen. Folg-
lich darf man die Wahrscheinlichkeit also genauso abschitzen, wie wir es in Abschnitt
4.1.2 auf Seite 50 getan haben. Das einzige, was wir dazu noch ben&tigen, ist die

Anzahl der Eckfelder einer Schale.

Dieses Problem 148t sich jedoch leicht 16sen, wenn man die Reprdsentation eines
Einheits-Hyperquaders durch seine Eckpunkte in einem d-dimensionalen, kartesi-
schen Koordinatensystem betrachtet.

Hier sei jeweils ein Beispiel im Zwei- und Dreidimensionalen:

e im Zweidimensionalen lautet die Koordinatenreprisentation der Ecken

(0,0); (0,1); (1,0); (1,1)
e im Dreidimensionalen

(0,0,0); (0,0,1); (0,1,0); (0,1,1); (1,0,0); (1,0,1); (1,1,0); (1,1,1).

Es gibt also eine Bijektion zwischen den Ecken eines Hyperquaders und dem B?.
Somit besitzt ein d-dimensionaler Hyperquader |B?| Ecken.

Wir sind nun in Kenntnis aller Angaben, um die Wahrscheinlichkeit P(R() ab-
zuschiitzen. Es seien ay, ..., a, Punkte des R% Da die Wahrscheinlichkeitsdichte auf
R¢ die Eigenschaft D2 erfiillt, besitzen alle Eckquader dieselbe Wahrscheinlichkeit
q(1). Es gilt

Lemma 7.2 Fiirn > (d—zl(;)m ist P(R(l)) >

1
5
Bewels

Aus n > % folgt unter Verwendung von Inz <z — 1

neln(1—-q()) < n-—q(l) < —n20*)
= —In26*) > pn (1 - g(l))
1 n
ot 2 (1 —q(D)
= P(RO) > 120 q) 2
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7.1. erwartete Laufzeit bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

In den Abschnitten 3 und 4 konnten wir bei der Abschitzung ¢(I) > p(%lp)l die
Anzahl K; der Felder von Ring) genau angeben. Da wir diesmal K; nicht exakt
bestimmen konnten, wollen wir K; durch ¢-1~! abschitzen, wobei ¢ eine hinreichend
grofle Konstante sei. Damit erhalten wir:

d+1)In2
n > % .- ld_l‘
p(1-p)
Lemma 7.3 Ist n groff und 0 < p < 1, dann ist fir Schachtelungstiefen | <1, =

lalogn], 0 < o < —m, die Voraussetzung von Lemma 7.2 erfillt.

Bewels

Setzen wir wieder [, = |alogn], 0 < a < L dann mufl n die Bedingung

-1

log (1—p
0> (d+1)In2-c (alogn)™™!
= P polog (1-p)

erfiillen. Die Frage ist nun, ob obige Ungleichung fiir beliebige Dimensionen d > 3
erfiillbar ist. Formen wir die Ungleichung dazu etwas um:

d—1
n J . (Oé log n) ¢ = (d+1)In2-c
nolog (1-p) ’ 4
nl—l—ozlog(l—p) Z - (alogn)d_l
l1+alog (1—p /;
n 41 > c¢a-1 - alogn.

Wir kénnen also die Frage umformulieren; wir suchen demnach nach einem n > 1,
so daf} fiir Konstanten ¢, ¢* > 0

n® > ¢ -logn

gilt. Aber das ist selbstverstiindlich, denn 2® = 0(e”?), d.h. €#* wiichst schneller als
jede Potenz x® fiir e, 8 > 0 und z — oo. Woraus wir entnehmen kénnen:

n® > ¢ -logn
n® > logn®
& Vn o< p (") — ()
, Umkehrfunktionen, b > 1,
falls n grof§ genug ist. O

Daraus folgt sofort
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

Lemma 7.4 Fir grofle n und 0 < p < 1 ist fiir Schachtelungstiefe l,, = |alogn],
0<a< m, undr=20,...,0,—1

Bewels

Der Beweis verlduft identisch zu dem Beweis von Lemma 4.3. Es ist

_ o\ n—r — o\ In—r
oty =) = 2O > POy

Als Folge gilt die Ungleichungskette
L= gl =) <1 =q(l)(1=p)™" < (1= g(ln)) =7

Setzt man nun im Beweis von Lemma 4.3 den Wert k& = 2%, dann erhilt man mit
Lemma 7.3 sofort die Behauptung. O

Wir kénnen damit die erwarteten Kosten E[Y¢] von Schritt 2 bei einer Hyperquader-
Schalen-Schachtelung abschétzen.

Lemma 7.5 Fir grofie n, 0 < p < 1 und eine hinreichend grofle Konstante ¢ > 1

ist .
[51+1

ElYe]<e- (n(l —P)l")( Ay :

Bewels

ElYy] = ZP(Y:i)-T(i)

o0

= ZP(Wz)-zﬂ:P(Yz:ﬂm)-c-i(LgJ“) JT(i) = c- i1+

<¥ NP (Y= i) B3 T P oy
1=0 =l
I'—1

+c- ZP W) - ZP 1 =1W)) i(ls1+1)

Hier stoflen wir nun auf ein Problem. Nehmen wir einen Standardalgorithmus zur
Bestimmung der konvexen Hiille von ¢ Punkten im R z.B. das Beneath-Beyond-

2"Da die Wahrscheinlichkeitsverteilung P exponentiell in den Schalen abnimmt, haben wir bereits
gesehen, daB fir y > & >0 P(Y; = iW;)-i = E[Y;\W;] < E[YalWe] = >, P(Ye =
i Wh) -1 ist (vgl. Abschnitt 3, Seite 31, FuBnote 8). Das liegt daran, daf} es ein iy gibt, so daf fiir
i>10 P(Y; =1 W;) < P(Yk = t|Wy) ist. Dann muB aber auch >-7  P(Y; = i{W;) -4 (L5 ) <
St o P(Ye =i W) i (L5+1]) gein,
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7.1. erwartete Laufzeit bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

Verfahren, so betridgt die worst-case Laufzeit O(iLgJ‘H). Die Abschétzung von Ver-
mutung 3.1, E[Y;|W;] < E[Y{], hilft uns daher nicht weiter. In Abschnitt 7.2 werden
wir jedoch sehen daB wir ,falls I’ geeignet gewihlt ist, fiir grofie n und [ < I’ an-

scheinend die Abschitzung Y o P (Y; = i|W))- il J"H) <Y P(Yi=4)- i(151+1)

verwenden diirfen. Daraus folgt

}:pxa—z (L51+1) }:Pw%

=
I'—1

- ZP V) - ZP i(L51+1)

Mit Lemma 7.7 aus Abschnitt 7.2 148t sich E[Y] weiter abschitzen.

E%&gvd(W%-)H+ ipwl( U%HU

und numerische Simulationen?® legen nahe, dafl wieder ein Wert b > 1 existiert, so

daB fiir groBe n die Wahl I’ = [,, hinreichend ist.

M%ch&(@u—w)“Hl n{l5+1) EZP RO - ( mw*ﬁwﬂﬂg

ln—1

. L (L£]1+1) 1 1
S o (n(l -7 ) ' (1+ z% 2(1-p)" (1- )(7’+1)~(§+1)) '

r= p
Da wir Aussagen fiir grofie Werte von n machen, sind wir an dem Konvergenzver-

halten der Reihe

= 1
Z - r($41)

(1 - r= 0 ( _p)
interessiert. Die Konvergenz dieser Reihe fiir 0 < p < 1 erhélt man mit dem Wur-
zelkriterium:

o = lim {/|a,]|

n— 0o
li ! <1
= 1m
n—0o \/2 = p ‘ _ ) '(%‘H)
& lim ——— (1_ )(d+1)

”*“2K£Q7H

1 "1 d
& lim—(—) -—-10g2<(§—|—1)-10g(1—p)
n

n—00 1—p

d
& 1i_>m nlog|(1 — p)| — logn + loglog 2 > log (§—|— 1) + log | log (1 — p)|.

28 vgl. Abschnitt 7.2
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

ln—1 1 . 1 . . . . )
14+ Sa=— (1—p)(r+1)'(%+1)) 188t sich also fiir 0 < p < 1 durch einen kon

stanten Faktor abschitzen. Aus dem Grund, den wir in Abschnitt 3.3.2 auf Seite 34
bereits genannt haben, divergiert die Reihe fiir p — 1 und p — 0. O

Wir werden nun zeigen, daf fiir d > 3 die erwarteten Kosten von Schritt 2 asym-
ptotisch sublinear sind.

Lemma 7.6 Fiir d > 3, grofie n, eine Konstante ¢ > 1 und 0 < p < 1 ist

E[Yo] < n7.

Bewels
Es existiert ein o > 0 fiir das
d 1
dyy1- % 1 1
LZJd c <a<
4] +1  [log(1-p) [log (1 — p)|

EJJFl_% < a-|log(1—p)|-(EJ+1)
woni=n- (|4 +1) < 2|4

Mit der Wahl von [,, = |alog n| gilt daher fiir n — oo und eine Konstante ¢ > 1

ist. Somit erhilt man

€ petest=pi(lE1H) < (F-1E-)

L=p
c-(1—p)n(lsl+) < pla-lgl-1)
di4q
c- (n(l—p)l")(L2J ) < ne
Woraus mit Lemma 7.5 die Behauptung folgt. O

Zerlegt man also den R? mittels eines Hyperquader-Gitters, erhalten wir zusammen-
fassend das Ergebnis:

Satz 7.1 Seien ai,...,a, unabhingig voneinander gewdhlte Punkte des R und
f eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf RY, fir die eine Hyperquader-Schalen-
Schachtelung existiert, so daff die Figenschaften D1 und D2 erfillt sind. Fir
0 < p < 1 und hinreichend grofie Werte n berechnet Algorithmus A dann die konvezxe
Hiille der Punkte aq,...,a, mit erwarteten Kosten

Elkonvexe Hiillle] = F[X]+ E[Y¢]

IA

d
(d—l—;—l—coh)-n—l—o(n).

82



7.2. Bin einfacheres Experiment zur Abschétzung von > P (Y, = i|W)) - i*
=0

7.2. Ein einfacheres Experiment zur Abschatzung von
> P(Yi= i) it
=0

In  Abschnitt 7.1.2 sahen wir wuns gezwungen, eine Abschdtzung von
St o P (Y, =iW) - i* anzugeben. Wir bedienten uns dazu einer Abschitzung
durch Y% P(Y; =4) - i*. Zur Rechtfertigung dieser Abschitzung kehren wir
zum vereinfachten Experiment aus Abschnitt 3.5 zuriick und modifizieren die
Wahrscheinlichkeiten, so dafl sie passend fiir das Wahrscheinlichkeitsexperiment
»Ziehung einer n-Auswahl aus einer vereinfachten Hyperquader-Schalen-
Schachtelung* sind. Wie bei der vereinfachten Polygon-Ring-Schachtelung sei auch
bei der vereinfachten Hyperquader-Schalen-Schachtelung eine Schale vollbesetzt,
wenn ein ausgezeichneter Eckquader besetzt ist.

Im Gegensatz zur Polygon-Ring-Schachtelung ist bei der Hyperquader-Schalen-
Schachtelung der Nenner der Wahrscheinlichkeit der Eckquader polynomiell in

der Schachtelungstiefe: ¢(I) > pc(.ll;_pl)l. Wir miissen daher iiberpriifen, ob bei der
Hyperquader-Schalen-Schachtelung immer noch dieselben Beobachtungen mdglich
sind wie bei der Polygon-Ring-Schachtelung in Abschnitt 3.5. Generell geht es je-

doch um die Giiltigkeit von

Vermutung 7.1 Gegeben sei eine Hyperquader-Schalen-Schachtelung. Fir grofle
Werte n und festes p € (0,1) gibt es eine mazimale Schachtelungstiefe ly, so daff
fiir alle Schachtelungstiefen | < lg ein ig < n existiert, ab dem fir alle 1 > 1y die
Wahrscheinlichkeit P(Y; = i)W;) < P(Y; = 1) ist.

Vermutung 7.2 Sei [ eine Wahrscheinlichkeitsdichte, fir die die Figenschaften
D1 und D2 erfillt sind. Dann existiert ein Wert b > 1, so daf$ fiir grofsfe Werte n,
0 < p < 1 die Schachtelungstiefe l,, = |alogyn], 0 < a < m, kleiner als [
aus Vermutung 7.1 ist.

Aufgrund der Plausibilitdtsbetrachtung fiir Vermutung 3.1 kénnen wir davon ausge-
hen, dafl auch Vermutung 7.1 gilt. Zur Veranschaulichung werden wir das vereinfach-
te Wahrscheinlichkeitsexperiment auswerten. Wir betrachten dazu die Ziehung einer
n-Auswahl aus einer vereinfachten Hyperquader-Schalen-Schachtelung fiir d = 3. Die
einzigen Anderungen zu dem Wahrscheinlichkeitsexperiment aus Abschnitt 3.5 sind
die Wahrscheinlichkeiten der Felder bzw. Quader D), D®) und D®). Es ist mit der

Formel
d

K=Y () - -1

k=0
fiir die Anzahl der Quader von Schale®

4
P(DW) = p(1-p)5¢
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

4
Gy = _ 2

4
By — _ 2 _ 3

Fiir p = 0.5 und verschiedene Werte von n sind die Verldufe von P(Y; = ¢) und
P(Y; = W) fiir i = 0, ..., nin den Abbildungen 36-44 dargestellt. Die durchgezogene
Linie gibt den Verlauf von P(Y; = i|W)) und die gestrichelte Linie den von P(Y; = 1)
wieder.

Abbildung 36: Abbildung 37: Abbildung 38:
P(Y1 =1), P(Y1 =1W) P(Y1 =1), P(Y1 =1W) P(Y1 =1), P(Y1 =1W)
p=0.5 p=05 p=05
n =10 n = 800 n = 1600

Vergleicht man die Kurven mit denen aus Abschnitt 3.5, so sieht man, daf§ der Peak
von P(Y; = i) den Peak von P(Y; = i{|W,) erst bei noch gréBeren Werten von n ,,iiber-
holt“. Die Frage ist daher, ob Vermutung 7.2 gilt. Dazu haben wir wie in Abschnitt
5 numerische Simulationen durchgefiihrt. Fiir d = 3,4, 5, 6 wurden jeweils fiir wach-
sende Werte von n 100 n-Auswahlen simuliert. Der Einfachheit halber wurde jedem

Eckquader von Schale(!) dieselbe Wahrscheinlichkeit q(l) = p(lk_,lp)l zugewiesen, s0
daf Eigenschaft D2 erfiillt war. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 6-9 abzulesen.
Waihlt man fiir d = 3,4 die Schachtelungstiefe [,, = log,yn und fiir d = 5, 6 Schach-
telungstiefe [, = log;go 7, so bestétigen die Simulationsergebnisse die Aussage von
Vermutung 7.2. Denn im Fall d = 3, n = 107 gilt fiir Schachtelungstiefen / < 10 und
fiir d = 4,n = 107 fiir Schachtelungstiefen [ < 7 die Ungleichung E[Y;|W,] < E[Y]]
(der Wert von E[Yg|Ws] fiir n = 107 ist ein AusreiBer, was durchaus vorkommen
kann, da hier statistische Experimente gemacht wurden). Fiir d = 5 und n = 107 ist

die
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7.2. Bin einfacheres Experiment zur Abschétzung von > P (Y, = i|W)) - i*

=0

10

01207 160 180 200 220 240 260
i

Abbildung 39:
P(Y2 = 7/)7 P(Y2 — ’L|W2)
p=20.5
n =10

Abbildung 40:
P(Y2 = 7/)7 P(Y2 — ’L|W2)
p=20.5
n = 800

Abbildung 41:
P(Y2 = 7/)7 P(Y2 — ’L|W2)
p=20.5
n = 1600

10

260

Abbildung 42:
P(Yg = 7/)7 P(Yg — ’L|W3)
p=20.5
n =10

Abbildung 43:
P(Yg = 7/)7 P(Yg — ’L|W3)
p=20.5
n = 800

Abbildung 44:
P(Yg = 7/)7 P(Yg — ’L|W3)
p=20.5
n = 1600
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

Ungleichung fiir [ = 4 zwar erfiillt, fiir [ = 3 aber nicht mehr. Da jedoch die relative
Haufigkeit bei | = 3 sehr gering ist, sollte dieser Wert als Ausreifler angesehen
werden. Gleiches gilt fiir das Ergebnis von d = 6 und n = 107 bei Schachtelungstiefe
2. Simulationen mit grofleren Werten fiir n wiirden eindeutigere Ergebnisse liefern;
aus Zeitgriinden konnten jedoch keine weiteren Simulationen durchgefiihrt werden.

Ring | POW,) | EV\W] [ EY, .
g | Pl ) L 1[031| 1 BN Ring [ POV) [ EDV] [ BV
= n =103
1 83? gg; 2(5)8 0.51 1000 | 1000
: . 1 0.49 503 500
n =10 n =104
2 0.32 2502 [ 2500 1 081 1999 5000
3 0.65 1252 1250 0.19 2499 2500
4 0.03 656 625 : 5
L n =10
47039 6261 || 6250 g 828 f;‘if; 32288
5 0.58 3115 || 3125 ——— 106
6 0.03 1581 || 1563 =
T 3 0.03 [ 124980 [[ 125000
6 0.27 15633 || 15625 ;L 822 g?ﬁ;g 23228
7] 067 7813 || 7812 — 1
8 0.06 3889 || 3906 =
T 5 0.06 | 312471 [[ 312500
T 0| 195 | 19591 2| oos | eom | 710
10 0.35 9745 || 9765 :

Tabelle 6: p = 0.5, d = 3 Tabelle 7: p=0.5,d =4

Es gibt aber auch eine andere Moglichkeit, sich von der Giiltigkeit von Ver-
mutung 7.2 zu {liberzeugen. Beim Vergleich der Auswertungen der Wahrschein-
lichkeitsexperimente ,Ziehung einer n-Auswahl aus einer vereinfachten
Hyperquader-SchalenSchachtelung® und ,Ziehung einer n-Auswahl aus
einer vereinfachten Polygon-Ring-Schachtelung® sieht man deutlich, daf die
Rate, mit der ¢(/) abnimmt, ausschlaggebend dafiir ist, fiir welche Schachtelungstiefe
I(n) bei vorgegebenem Wert n die Ungleichung E[Y))|[Wi)] < E[Yi(] gilt. Damit
Vermutung 7.2 nicht gilt, muf es also ein Ny geben, so daB fiir [y, = |alog Np| die
Ungleichung E[Yi, (Wi, ] < E[Yi, ] gilt, aber fiir alle n > No mit I, = |alogn]
die Ungleichung E[Y;, W] < E[Y},] nicht erfiillbar ist. Insbesondere ist dann die
Ungleichung fiir alle n > Ny mit [, = [y, + 1 nicht erfiillt. In anderen Worten, beim
Ubergang von [y, nach ly, + 1 nimmt ¢(l) so stark ab, daf die Ungleichung nicht
mehr gilt.

Offenbar nimmt bei einer Polygon-Ring-Schachtelung mit den Eigenschaften E1 und
E2 fiir groBe Schachtelungstiefen [ die Wahrscheinlichkeit ¢({) beim Ubergang von [
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7.2. Bin einfacheres Experiment zur Abschétzung von > P (Y, = i|W)) - i*

7

=0

Ring | POW) | EVWI] [ E[Y] Ring | POW) | EViWI] [ E[Y]
n = 10° n = 10°

0] 1.00] 1000 [ 1000 0] 1.00] 1000] 1000
n = 10% n = 10%

L[ 1.00] 5002] 5000 0] 0.90] 10000 || 10000

n=10° 1] 0.0 5016 5000
1] 039] 50011 [ 50000 n=10°

2| 0.61| 25054 || 25000 1 1.00 [ 50017 | 50000
n = 10° n = 10°

2] 0.37] 250098 [ 250000 L] 0.02] 499603 [[ 500000

3]  0.63] 125034 | 125000 2| 098] 250018 || 250000
n=10" n=10"

3] 0.03] 1250048 || 1250000 2| 0.16 | 2500028 [ 2500000

4] 097 624977 || 625000 3|  0.84 ] 1249957 || 1250000

Tabelle 8: p=0.5,d=5 Tabelle 9: p=0.5,d =6

nach ! 4+ 1 mit einem Verhédltnis ab, das die Giiltigkeit von Vermutung 4.2 bzw. fiir
l, = |alogn| die Giiltigkeit der Ungleichung E[Y;, W), ] < E[Y),] gewidhrleistet. Im
ungiinstigsten Fall, weil ¢(/) dann am kleinsten ist, betrigt ¢(/) = Mlz%l_ Die Rate,
mit der ¢(!) beim Ubergang von Schachtelungstiefe [ nach [+ 1 abnimmt, betrigt

somit bei der Polygon-Ring-Schachtelung

p(1—p)!
2%l

2k(1+1)  1+1 1 Iobop 1
p(l—p*t = 1 \1-p 1—p’

Der Quotient konvergiert gegen eine Konstante. Es ist daher anzunehmen, daf§ Ver-
mutung 4.2 gilt, weil das Verhiltnis qql(-ll—)l) fiir grofle Schachtelungstiefen konstant
wird. Der Wert b > 1, der als Basis des Logarithmus verwendet wird, hdngt offenbar

von dieser Konstanten ab. Daher sieht man in Abschnitt 5 auch, daB fiir grofle Werte

von p eine grofle Basis gewdhlt werden muf3.

Vergleichen wir nun fiir grofle [ dieses Verhiltnis bei der Hyperquader-Schalen-
Schachtelung. Es ist

S (1) en*ta - v

K; =
k=1
T\ 1
_ 2d-1‘ld—1z 1— (—1)F
P k‘ (QZ)k_l( ( ) )
2y 9q. 90t -t

Das Verhéltnis bei der Hyperquader-Schalen-Schachtelung betragt folglich im
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

ungiinstigsten Falle, wenn ¢({) = p(lk_,lp)l ist,

p(1—p)! Ky o p(I=p)t 242971+ 1)41

K p-pF 242t (I )
g (I4+ 1)1 71 Isee 1
Jd-1 1—p 1—p

Da auch bei der Hyperquader-Schalen-Schachtelung das Verhiltnis konvergiert, wird
wieder eine Basis b > 1 existieren, so daf fiir grofie Werte n die Wahl [, = |alogy n|
ausreicht. Daher gilt fiir grofie n und alle Schachtelungstiefen [ </, die Ungleichung

}:P)ﬁ—qmy <§:P§ﬁ_z

=0

n
Nun miissen wir nur noch Y. P (Y] = i) - i* abschétzen. Es ist
=0

Lemma 7.7

Beweis?’

Die Wahrscheinlichkeit, daB ¢ Punkte jenseits von Schale!!) liegen betrigt
. n ; n—i
pi=i = (- (-a-p)

1

Zur Vereinfachung setzen wir p = (1 — p)!. Daraus folgt

- N n! i n—i :k
D D B e LA

=1
n—l -1 k—1
— 7 1 n—1i
np}: n—Om (1-p)
ersetze ¢ — 1 durch j:
n—1
(n 1)' 7 n—1
= np —p (1-p T+1
X i (T

2Ein Ahnliches Ergebnis findet man auch in [16].
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7.2. Bin einfacheres Experiment zur Abschétzung von > P (Y, = i|W)) - i*
=0

Ersetzen wir j durch ¢ und benutzen fiir (j + 1)*~! die binomische Formel, dann
erhidlt man

1=0 =0
k—1 n—1
k-1 n—1\ ; el —i
= () (M ) e
=0 =0

Schaut man sich das Ergebnis der obigen Umformungen an, so sieht man, daf sich
eine Rekursionsgleichung ergibt. Sei

n . .
k) = {1 — pyt -k
f(n,p, k) ;:0 (i)p (1=p)"=" e,
dann lautet die Rekursionsgleichung

k—1 E—1
f(nvpvk) = np'(l ( I )'f(n_lvpvk_l_l))

=0
und
f(np, 1) = np.

Wir wollen nun f(n,p, k) weiter abschédtzen. Dabei betrachten wir k als eine Kon-

f(n,p k) < (jl( ) —1,p,k— 1))

0
< np-c-fn—1,pk-1).

stante

Durch rekursives Einsetzen gelangt man schlielich zu

flnp k) < - (np)k

Es ist daher

fmp.k) = O ((np)) .

Setzt man fiir p wieder (1 — p)! ein, erhilt man

iPm:w-i’f = o((n-p)).
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

7.3. Laufzeitverhalten fiir verschiedene Wahrscheinlichkeiten p

In Abschnitt 3.4 haben wir untersucht, wie sich die Laufzeit im Zweidimensionalen
bei verschiedenen Werten von p, der Wahrscheinlichkeit des zentralen Rechtecks,
verhélt. Nun wollen wir eine entsprechende Untersuchung in héheren Dimensionen
durchfithren. Es geht also darum, zu betrachten, welchen Einflufy p auf die erwartete
Laufzeit der Schritte 1 und 2 hat, wenn wir das Verfahren im R? verwenden. Da die
erwartet Laufzeit von Schritt 1

E[X]:(d—l—g—l—coh)-n

betrdgt, verhélt sie sich hyperbolisch fiir 0 < p < 1. Die erwartete Laufzeit von
Schritt 2, E[Y¢], 1a8t sich laut Lemma 7.6 durch

{n—1
1 1
ElYo|<é-n-[1 .
Yelseom ( + 2 e (1—p)(7’+1)~(L§J+1))

angeben. Es gilt das Analogon zu Lemma 3.6

Lemma 7.8

. _(1)<ﬁ>T(L)T(L§J+1)
T2 1—p

ist eine Nullfolge.

Der Beweis verlduft genauso wie der von Lemma 3.6.

d
Bildet man die erste Ableitung a,’, dann sieht man, daf} a, fiir r < \‘MJ

In (1-p)
monoton steigt und fiir gréfere » monoton féllt. Somit ist

L1 () (1) /001 (&) / <r+1>(L%J+1)d
2\1—p ! 2 1=» r

r=0

eine obere Schranke fiir

£ ()

r=0

Dafiir gibt es eine kompaktere Schreibweise
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7.3. Laufzeitverhalten fiir verschiedene Wahrscheinlichkeiten p

Lemma 7.9

ln—1 (1)<ﬁ>r( 1 )(7’+1)(|.%J+1)
? 2 1-0p
nin2—In (| ¢ 1

( | )(%H)ﬂ%m

IA

_(L)(Lng) 1 L] (15)) 4]-)

2In(1—p)

Bewels

Die Substitution y = (ﬁ)r liefert fiir das Integral

[Q ()
_ m./(%)y.yta ay.

Dieser Ausdruck 48t sich partiell integrieren

Y 4 1 (1\Y |4 |4 1Y (a
L)L L T (i T TR O-F By i e L)
/(2) yr-dy ln2(2) yrt ln2/(2) Y dy.

Mit vollstdndiger Induktion zeigt man leicht, daf§

wobei fiir m < n

den Ausdruck

n!
(W)m = m!
und  (n)g = n!

ist. Durch Riicksubstitution und Einsetzen der Grenzen erhalten wir

() [0 ()

r=0
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7. Konvexe Hiillen im R bei einer Hyperquader-Schalen-Schachtelung

0

Fiir d = 3,10, 20 und 0 < p < 1 ist der Graph von S(p,d) in den Abbildungen 45

bis 47 dargestellt>".

400 le+06

le+14

e+13

fde+13

200 y y
0 0.2 ERR 0.8 1 LA R 05503 UTBQW’S&?WWZ
Abbildung 45: Abbildung 46: Abbildung 47:
d=3 d=10 d=20

Wie man sieht, verlagert sich das Minimum der Kurve fiir gréfiere d mehr zur 0 hin.

D.h. in htheren Dimensionen verbessert sich die erwartete Laufzeit von Schritt 3,

wenn wir p klein wihlen.

Satz 7.2 Asymptotisch, fiir n — oo, bestimmt wegen Lemma 7.6 die Laufzeit von

Schritt 2 die erwartete Laufzeit von Algorithmus A.

#Tn Abbildung 47 {iberlagert sich der steile Anstieg von S(p, d) fiir kleine Werte p mit der Ordinate.
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8. Erwartete Laufzeit bei zulissigen Riemann-Dichten

In den bisherigen Abschnitten wurde gezeigt, dal man fiir bestimmte Wahrschein-
lichkeitsdichten im Mittel die konvexe Hiille von n Punkten asymptotisch in Linear-
zeit berechnen kann. Die Voraussetzung ist, dafi die Wahrscheinlichkeitsdichte so
beschaffen ist, daf man durch eine Polygon-Ring-Schachtelung auf dem R?, bzw.
eine Hyperquader-Schalen-Schachtelung auf dem R? erzeugt, so da Eigenschaften
D1 und D2 erfiillt sind.

Definition 8.1 (gerecht) Wahrscheinlichkeitsdichten, die D1 und D2 erfiillen,
wollen wir kiinftig als gerecht bezeichnen.

In den folgenden Abschnitten werden wir erdrtern, ob man entscheiden kann, bei
welchen Dichten die beiden Bedingungen erfiillbar sind, ob man eventuell eine der
beiden Bedingungen D1 oder D2 abschwichen kann und ob man Aussagen iiber
die erwarteten Kosten des Verfahrens bei allgemeineren Wahrscheinlichkeitsdich-
ten machen kann. Da die meisten reell-wertigen Wahrscheinlichkeitsexperimente mit
Riemann-Dichten modelliert werden, werden wir in der nun folgenden Betrachtung
nur auf Riemann-Dichten oder kurz Dichten eingehen.

In Abschnitt 4.2 haben wir gesehen, daf man im R? bei bestimmten rotationssymme-
trischen Stufenverteilungen erwartete Linearzeit erreichen kann. Benutzt man eine
Hyperquader-Schalen-Schachtelung, so ist auch im R? bei solchen rotationssymme-
trischen Stufenverteilungen lineare erwartete Laufzeit mdglich®!.

Betrachten wir nun allgemeine Wahrscheinlichkeitsdichten auf dem R?. Da Integrale
stetig sind, ist Eigenschaft D1 als Folge des Zwischenwertsatzes bei jeder Wahr-
scheinlichkeitsdichte erfiillbar. Ob Eigenschaft D2 im allgemeinen erfiillbar ist, 14t
sich offensichtlich schwer entscheiden. Wofiir benétigten wir D2? War D2 erfiillt,
konnten wir erstens mit der Wahl [, = |alogn] sicherstellen, daf fiir grofie n die
Wahrscheinlichkeit P(R(»)) > 1 ist. Damit konnten wir fiir /, — oo die Konvergenz
der Reihe
< pi

=N

zeigen. Ebenfalls war dann fiir alle Schachtelungstiefen [ < [,, die Ungleichung

> Pi=ipwyit <Py = )it
erfiillt, wodurch die Kosten E[Y¢] linear wurden. Es stellt sich also die Frage, was
passiert, wenn die zweite Bedingung — ¢;(1) > p(%p)l fiir alle Eckquader i =1, ..., 2%
14

von Schalel) — aufgeweicht wird.

*'Tm R? gibt es d — 1 Rotationsachsen, um die die Verteilung symmetrisch sein mus.
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

Sei m(l) = min ¢ (1) die kleinste Wahrscheinlichkeit aller Eckquader von Schale(!).
1<i<2
Dann gilt
2d
PRO) > 1= (1—q()"
=1
> 1 =241 —m(D)"
Woraus folgt, daf§
P(RO) < 27 (1—m()"

ist. Losen wir uns also von der zweiten Bedingung, dann sollten wir uns fragen, wie
sich die m(!) verhalten miissen, damit

"i P(RU=)
S (1 p)

, wobei ' beliebig sei, immer noch konvergiert. Da wir das Konvergenzverhalten fiir
" — oo ermitteln wollen, untersuchen wir die Konvergenz einer Reihe. Benutzen wir
das Quotientenkriterium, dann konvergiert die Reihe falls

Q41
a/T’
20—l (£ 1)) (1= )
_ P n

o 1 - lim (1 m(l' —r )1)) ‘1

1—m(l'—r

R = lim

r—r0o0

<1

Dies ist gewidhrleistet, wenn fiir alle r

I—m(l'—r-1) —
nl_
1—m(l'=r) < P

gilt.

Das veranlafit uns zu einer neuen Definition

Definition 8.2 (zulassig) FEine Wahrscheinlichkeitsdichte heifst zuldssig, falls es
eine Hyperquader-Schalen-Schachtelung mit folgenden beiden Figenschaften gibt:

Z1 P(Schale®) = p(1 — p)!
22 ol < yT=p

fiir alle Schachtelungstiefen .
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Bemerkung 8.1 Wegen des Zwischenwertsatzes ist die erste Bedingung bei jeder
Riemann-Dichte erfillt.

Satz 8.1 Seien ay,...,a, unabhingig voneinander gewdihlte Punkte des R?. Ist f :
R? = R eine zulissige Wahrscheinlichkeitsdichte, so betragen die erwarteten Kosten
von Algorithmus A zur Berechnung der konvexen Hiille von aq,...,a,

d
fir d < 3: (d+ — + con)n + o(nlogn)
p

und

Sfiir d > 3: (d—l— g + Coh)n + o(nl-gj)

Bewels

Da die Wahrscheinlichkeitsdichte Z1 erfiillt, bleiben die Kosten von Schritt 1 gleich.
Bestimmen wir daher die erwarteten Kosten von Schritt 2. Im Gegensatz zur bishe-
rigen Betrachtung werden wir statt einem Standardverfahren nun ein Verfahren von
Chazelle [6] mit worst-case Laufzeit O(nlogn + nLgJ) benutzen.

d<3:

Es sei lg so gewdhlt wie in Vermutung 7.1. Laut Voraussetzung ist die Wahrschein-
lichkeitsdichte zuldssig. Daher gilt fiir die erwarteten Kosten®?

E[Yo] < ¢-nlogn - (1—p)l.

Da FEigenschaft D2 nicht erfiillt ist, konnen wir im allgemeinen nicht davon ausgehen,
dafl Vermutung 7.2 gilt. In Bemerkung 3.4 haben wir bereits darauf hingewiesen, daf§
lp monoton steigend in n ist. Folglich erhdlt man

ElYo] nseo n—sco
[Yo] Z¥ e (1-p) =X 0.

nlogn

d>3:

Wir wihlen wieder [y so wie in Vermutung 7.1. Aufgrund der Zuldssigkeit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte ist?

(

Wl

E[Ye] < e (n(l - p)lo) ),

Analog zum Fall d < 3 gilt

I
S

]nif c-(1—p)o =X 0.

(%)

#2yvgl. Beweis von Lemma 3.4.
% vgl. Beweis von Lemma 7.5.
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

8.1. gutartige Riemann-Dichten

Es soll nun gezeigt werden, dafl es sehr viele zulédssige Wahrscheinlichkeitsdichten
gibt. Es ist beispielsweise jede gutartige Wahrscheinlichkeitsdichte zuldssig.

Definition 8.3 (gutartig) FEine Wahrscheinlichkeitsdichte f : R — R heifit gut-
artig genau dann, wenn

1. ein achsenorientierter Hyperquader H C R® existiert, wobei auch H = R?
zugelassen set, so dafs

Rdf(ac)dw = /Hf(w)dx =1

und

2. fiir jeden achsenorientierten Hyperquader H' C H
flz)dz > 0
Hl
gilt.

Bevor wir zeigen, daB jede gutartige Riemann-Dichte f : R? — R zuldssig ist, fithren
wir ein paar wichtige Definitionen und Notationen ein.

Definition 8.4 (z < y) Seien z,y € RY, dann sei < y genau dann, wenn = in
jeder Komponente von y dominiert wird: x; < y;, Vi, 1 <1 <d.

Definition 8.5 (definierende Punkte) Sei H; C R? ein d-dimensionaler, achse-
T T
norientierter Hyperquader. Es seien hf = (hil, .. .,h?d) < hb = (h?,h .. .,hi? d)

die beiden zueinander raumdiagonal liegenden Eckpunkte, die H; eindeutig bestim-
men. Die Punkte h} und hi? heiffen dann definierende Punkte von H;.

Definition 8.6 (Punktquadrant) Seiv € R Verlegt man das kartesische Koor-
dinatensystem so, daff v nun das Zentrum bildet, dann gehen 2% Quadranten von v
aus. Diese heiffen Punktquadranten von v.

Ist in einem Punktquadranten von v ein Hyper-Quader H ganz enthalten, dann hei-
Be dieser Punktquadrant QT . Der QT raumdiagonal gegeniiberliegende Quadrant

heife Q7H.

Wir beweisen nun den
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8.1. gutartige Riemann-Dichten

Satz 8.2 Ist [ eine gutartige Riemann-Dichte und p < 2%, dann ist sie auch
zuldssig.

Bewels

Wir fithren einen Induktionsbeweis iiber den schrittweisen Aufbau der Gitterkon-
struktion. Zur besseren Verstdndlichkeit wird der Beweis mit Abbildungen der Kon-
struktion im R2 illustriert.

Induktionsverankerung:

Gegeben eine gutartige Riemann-integrierbare Funktion f:R? — R. Es sei
flz)de = / flz)de =1
Rd H

und h® < h® seien die definierenden Punkte von H. Mit dem Zwischenwertsatz
existiert dann ein Hyperquader Hy C H (im R? ein Rechteck) definiert durch die
beiden Punkte A% > h® und hj < h® (siehe Abbildung 48), fiir den gilt

hg

fe)de = p.
hg

Abbildung 48:

Als nédchstes legen wir um Hy einen weiteren Hyperquader Hy. Da
/f(ac)dw— fle)de = 1-p
H Hy

ist, mufl es laut Zwischenwertsatz einen Hyperquader Hy mit den definierenden
Punkten h$, h* < h% < hd, und kb, B> > kb > R}, geben, so dafl

f@)de — [ f(z)dz = p(1-p)
H, Hy

ist (wie in Abbildung 49 dargestellt). Auf diese Weise haben wir nun Schale(®) und
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

hb
Hy 0

H,

Abbildung 49:

Schale) des Gitters konstruiert.
Induktionsschlufi (I — 1+ 1):

Es seien die Schalen Schalel® bis Schale® bereits konstruiert. Wir versuchen nun,
Schale*V) so zu konstruieren, daB die beiden Bedingungen

Z1 P(Schale(”’l)) = p(l_p)l-l-l and
1-m(l "
22 (s < WT=p

erfiillt sind. Dazu suchen wir einen Punkt iL}l_I_l, h* < 7174—1 < h{, so daf} die Bedin-
gungen

[ZRBIE
[ fabde= [ g@)ds = p-p)'*
QI H
I+1
und
{hﬁ_l.Q}:
Lmml) o
ha - P
1 _fﬁzl.u f(z)da

erfiillt sind (vgl. Abbildung 50). Existiert so ein Punkt iL?’_I_l, dann garantiert — weil

{7@74_1.1} erfiillt ist — der Zwischenwertsatz die Existenz eines Hyperquaders Hpyq,

H; C Hiyy C Q%’fl7 mit definierenden Punkten Af,,, A, | > ﬁ7+1, und h?_l_l mit der
l
Eigenschaft o
P(Schalet?V)y = fx)de — [ flz)de = p(1—p)tt.

Hypyy H;
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8.1. gutartige Riemann-Dichten

DO \\\\\\\\\x
N\ \\
A

\
ol

Abbildung 50:

Wegen m(l + 1) < fh};fil f(z) dz gilt auch Z2 (vgl. Abbildung 51). Einen Punkt,
der die Bedingung {7@74_1.1} erfiillt, gibt es immer; z.B. erfiillt jeder Eckpunkt von
Hyperquader H diese Bedingung. Falls es also keinen Punkt iL?’_I_l gibt, der {7@74_1.1}
und {IN”L?H.Q} gleichzeitig erfiillt, dann kann dies nur den Grund haben, daf} jeder
Punkt, der {fz?_'_l.l} erfiillt, die Bedingung {7@74_1.2} nicht erfiillt.

Bemerkung 8.2 Trifft dies zu, dann gilt fir alle Punkte v, die im durch iL?’_I_l und
h{ definierten Hyperquader liegen, daf fQj-Hl fla)de — le flz)ydz < p(1—p)Ht
15t.

In diesem Falle wihlen wir iL?’_I_l = h{, so daB} {7@74_1.1} nicht erfiillt ist, d.h.

[ fabde= [ gy ds < pa-p)'*
Qo' Hy

La
R

ist. Anschliefend suchen wir einen Punkt A’ hll’ < hb, < kP, der

+1> +1
{h?+1.1}:
[ fabde= [ g@)ds = pa-p)'*
Q! Hy
hb
I+1
und
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

2]
1= [* f(a)da

gewéhrleistet (siche Abbildung 52).

—-Pp

Abbildung 51: Abbildung 52:

Existiert ein solcher Punkt ib?_l_h dann sind wir — genauso wie bei Punkt IN”L?_I_I in der
Lage, einen Hyperquader H;i1 mit den definierenden Punkten hf ,, h* < hf ; < hf,

und RY, , BY < hb < A

l41s l+1> zu konstruieren, der die Bedingungen

41
P (Schalet™1)) = p(1 —p)*1  und
1-m({) n

2. 71 i+ < Y1—p

fiir Schale('t1) erfiillt. Gibt es einen solchen Punkt IN”L?_I_I nicht, dann wéihle auch

hb hb so, daf} {h } nicht erfiillt ist. Es ist daher

+1 — I+1°

[ f01as= [ fards < g1,
lb+ 1 :

Die Frage ist nun, ob wir es iiberhaupt noch schaffen kénnen, einen Hyperquader
Hiyq zu finden, mit dem sich die Gitterkonstruktion fortfiihren 148t. Die Punkte h7-|-1

und hl-|—1 definieren einen Hyperquader Hl-|—17 der neben hl-|—1 und hl-|—1 die 2% — 2
weiteren Eckpunkte Ul+1 ...,vé‘iz (im R? © H'l und Ul+1) besitzt. Betrachten wir
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8.1. gutartige Riemann-Dichten

zunichst den Bereich des R?, der nicht in den Punktquadranten Q%;Hl und Q;L'le
I+1 I+1

liegt. Es ist
242

d +H +H;, —H
RT-QE"-QL" = > Qi
=1

b
I+1 I+1

(zur Verdeutlichung siehe Abbildung 53).

Abbildung 53:

Wenn es einen Eckpunkt von f{l+1 mit

L f@yde > p(1—p)*!
—4
Q"[;H'l

gibt, dann liegt in dem Gebiet Qflil ein Punkt v, so daf

f(@)de > p(1—p)t! + i f(x)da

+H
Qu

ist. Daher kann man immer einen Hyperquader H;4q finden, mit dem sich die Git-
terkonstruktion fortfithren 1&8t. Hyyq besitzt auf jedenfall einen solchen Eckpunkt,
wenn die Ungleichung

242
L f@)de > (2 =2)p(1—p)'H!
> o

gilt.
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

Lemma 8.1 Fiir p < 2% st die Ungleichung

242

Z/ z)dz > (21 =2)p(1-p)*!

erfillt.
Beweis
Es ist aufgrund der Wahl von hl-|—1 und hl-|—1
292
Z/ fleyde = 1- /Hf(x)dac—  flx)de
l+1 Q:I-a ! Hipa

I+1

- /+H fle)dz— [ f(z)dx
Q t Hig

l+1
— | f(x)da
Hypyy
Da weder {7@74_1.1} noch {hl_l_l } erfiillt sind, muf
292
Z/ f@yde > 1=2p(1—=p)'T = [ flz)da
l+1 Hig

= 1-2pl-p)* = (1 - (1-p"*
= (1-p)" —2p(1-p)™!
sein. Somit gilt die Behauptung, wenn
(L=p)™ =2p1-p)™*" > 27=2)p(1-p™!
1
=< p < ﬁ
ist.

Sei 0.B.d.A. fiir Punktquadrant Q;lil
/ o flz)ydes > p(1 —p)l‘H.
Q_ l

Né"'l sei der Eckpunkt von Hyyy, der o'+1 raumdiagonal gegeniiberliegt. Da Qflff C
Ve

Q"’Hf ist, muf

[ f@de= [ fyds > pa-p)t
QT H;

f;lﬂ‘l'l
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8.2. Zuldssigkeit nicht-gutartiger Riemann-Dichten

sein. Wegen des Zwischenwertsatzes kann man daher einen Hyperquader H;iq mit
H; C Hi4q C Q;—lil wahlen, so daf§
s

(z)de— [ f(x)de = p(1—p)*!
Hypyy H;

betrdgt und durch geschickte Plazierung von Hjyq erreicht man auch, daf§ li_m

l
mir) <
/T —pist (vgl. Abbildung 54).

~[41 b
v + hl+1

"\

&

_
§
3 —
-
NER \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
<$\.§§c<‘
. =

N =
S S
=
S S
-

BRSNS

Abbildung 54:

Die Gutartigkeit von f:R?— R und p < 2% sind deshalb ein hinreichendes Kriteri-
um fiir die Existenz einer Hyperquader-Schalen-Konstruktion, die die Bedingungen

Z1 P (Schale®) = p(1-p)' und
Z2 % < Yl—p
erfiillt. [ |

8.2. Zulassigkeit nicht-gutartiger Riemann-Dichten

Wir haben gesehen, dafi gutartige Riemann-Dichten immer zuldssig sind. Die Frage
ist nun, ob es nicht-gutartige Dichten gibt, die trotzdem zuldssig sind. Diese Frage
188t sich nicht so einfach mit ja oder nein beantworten. Um diese Frage fiir bestimmte
Klassen von nicht-gutartigen Dichten beantworten zu kénnen, fithren wir den Begriff
des Signifikanzbereichs einer Dichte ein.
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

Definition 8.7 (Signifikanzbereich) Sei f : R? — R eine Riemann-Dichte. Der
Signifikanz-Bereich S der Dichte sei die Menge aller x € RY mit f(z) > 0.

Bei gutartigen Wahrscheinlichkeitsdichten ist der Signifikanzbereich ein zusam-
menh&ngendes, hyperquaderférmiges Gebiet. Bei nicht-gutartigen Dichten ist der
Signifikanzbereich entweder nicht hyperquaderférmig oder nicht zusammenhingend
oder mehrfach-zusammenh&ngend, d.h. er enthilt Locher. Je nachdem, wie der Signi-
fikanzbereich aussieht, kann eine nicht-gutartige Wahrscheinlichkeitsdichte zuldssig
sein. Betrachten wir z.B. eine nicht-gutartige Wahrscheinlichkeitsdichte f7, mit
mehrfach-zusammenhidngendem, unbeschranktem Signifikanzbereich, d.h.

S=R4\ L, L CR%

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f; kann zuldssig sein, wenn kein Eckquader einer
Schale ganz in einem Loch des Signifikanzbereiches liegt. D.h. es gibt keinen Ick-
quader ¢ mit P(q) = 0. Die Schalen selbst hingegen diirfen Licher enthalten, solange
die Bedingung P(Schale®) = p(1 — p)* unverletzt bleibt.

Charakterisieren wir nun eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsdichten f : R — R,
die nicht zuldssig ist. Solche Dichten sind Dichten, bei denen die Dichte f(z) nur
auf dem Rand von Gebieten oder auf Kérpern der Dimension kleiner oder gleich
d—1 grofer als 0 ist. IXin konkretes Beispiel fiir eine solche Dichte ist die Dichte der
Gleichverteilung auf dem Einheitskreis, d.h.

flz) >0 = |z|=1.

8.3. Eine Relaxierung von Eigenschaft D2

Die Wahrscheinlichkeit P(W);), daB Schalel) als duBerste vollbesetzt ist, ist ge-
nauso wie ihre obere Abschitzung P(R(l)) abhédngig von den Wahrscheinlichkeiten
a(l),i=1,.. ., 2%, der Eckquader von Schalel). Besonders grof3 ist die Abhingig-
keit von m(l) = 1£m<nzd ¢; (1), der kleinsten Wahrscheinlichkeit eines Eckquaders. Dies

ist intuitiv; denn wenn 0.B.d.A. die Wahrscheinlichkeit von Eckquader 1, ¢1({), sehr
klein ist, wird — so grof} die Wahrscheinlichkeit eines anderen Eckquaders auch sein

mag — auch P(W)) bzw. P(RW) sehr klein sein®.

In Abschnitt 7.2 wurde herausgearbeitet, dal Vermutung 7.2 gilt, falls fiir grofie
Schachtelungstiefen [ das Verhidltnis der Eckquaderwahrscheinlichkeiten qql(-ll—)l) ge-
gen eine Konstante konvergiert, wobei wegen der Giiltigkeit von D2 alle Ec(kquader
dieselbe Wahrscheinlichkeit besafien. Da im allgemeinen D2 nicht gilt und m({) fiir
P(WV,) die einfluBreichste Wahrscheinlichkeit ist, ist es ein hinreichendes Kriterium

fiir die Giiltigkeit von Vermutung 7.2, wenn fiir grofie [ der Quotient % konstant
wird.

*Formal ergibt sich dies, wenn man die Abschitzung P(R") > 1 — Z2d (1 —qi(1))™ betrachtet.

=1

Wabhrscheinlichkeiten ¢;({) mit kleinem Wert sind ausschlaggebender als ¢;(1) mit grolen Werten.
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8.3. FEine Relaxierung von Eigenschaft D2

Definition 8.8 (relaxiert) Fine zulissige Wahrscheinlichkeitsdichte, fir die eine
Hyperquader-Schalen-Schachtelung existiert, so daf§ eine Konstante ¢ > 0 mit

. m(l
R lliglo m(l(+)1) =€

existiert, heifit relaxiert.
Es gilt dann wegen der Giiltigkeit von Vermutung 7.2

Satz 8.3 Ist f : R? — R eine relazierte Dichte, dann berechnet fir 0 < p < 1
Algorithmus A die konvexe Hiille von n unabhdngig voneinander gewdhlten Punkten
ai,...,a, € R mit erwarteten Kosten

Flkonvexe Hille| = (d 4 d + con)n + o(n).
p

8.3.1. Beispiele relaxierter Dichten

8.3.1.1. Gleichverteilung Wir werden nun zeigen, daf§ die Dichte der Gleichver-
teilung auf dem d-dimensionalen Einheitshyperwiirfel F relaxiert ist. Da bei einer
Gleichverteilung die Wahrscheinlichkeit eines Gebietes bis auf einen konstanten Fak-
tor seinem Volumen entspricht, sind die Eigenschaften Z1 und Z2 erfiillt, wenn man
die Hyperwiirfel Wy, Wy, ... konzentrisch um den Ursprung des Koordinatensystems
schachtelt. Die Frage ist nun, ob Eigenschaft R gilt. Dazu betrachten wir zunichst
die Seitenldngen der Hyperwiirfel.

Lemma 8.2 Sei sq die Seitenlinge von Hyperwirfel Wy. Fir I > 1 betrdgt die
Differenz §; der Seitenlinge von Hyperwiirfel Wiy, und Hyperwiirfel W;

— _ p)i+1 _ _ n)!
5 = so </1 1-pHt </1 (1-p)
p p

Der Beweis erfolgt per Induktion.

Bewels

Induktionsverankerung (I=1):

Es ist wegen Z1
Sod . 1

(80+51)d—80d o 1-p

Lost man dies nach §; auf, erhilt man

so'(1—=p) = (s0+01)" = 0"
= (Sl = SOdQ—p—So.

105



8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

Induktionsschlufi (I — 1+ 1):

Die Gleichung fiir d;41 lautet wegen Z1

d d
! -1
(80 + > 5]‘) - (80 + > 5]')
=1 7=1 _ 1

! d ! 4 1-p
so+ > 0+ ] — [ so+ D29
: s

J=1 J

Fiir £ <[ ist die Summe

k

1 — (1 —p)k+!

so+ 36 = s LR pp>
j=1

eine Teleskopsumme. Die Gleichung vereinfacht sich demnach zu

d {1-(1—p)**! d (1-(1-p)!
s () e (5)
d - 1_p
(oo ) — o (105207
dl— +1
& so’(1—p = 1

d
(0 /T ) — g (10520

mit der Losung

0

Die Dichte f ist die Dichte einer Gleichverteilung. Daher ist der Quotient der Eck-

quaderwahrscheinlichkeiten von Schale® und Schale(!*)

mi)__ o) _ (. )

O141

mi+1)  qU+1)

Lemma 8.3 Der Quotient % konvergiert. Es ist

Bewels
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8.3. FEine Relaxierung von Eigenschaft D2

Ist eine Funktion g : D — B konkav in D (d.h. ¢”(z) < 0 fiir alle 2 € D), dann ist
fiir zg € D und alle & # 2 in D

9(x0) + ¢ (x0) (x — 20) > g(2).
Daraus folgt
g'(z) (x = z0) < g(x) — g(z0) < ¢'(z0) (x — z0).
Die Funktion

( L %) R - R
g =loer——uzd]:
p

ist konkav in R*, den positiven reellen Zahlen. Setzen wir

z=1-(1-p)t

dann konvergiert fiir | — oo die Folge z; gegen 1 und die Ableitung ¢'(x;) gegen d‘%.
Somit konvergiert fiir [ — oo die Differenz ¢(2;) — g(2;-1) gegen dsﬁ (x1—21-1). Es
ist
1 1
_ % +1)4 _ 50 A
g(xr) —glai—1) = (1— L—p ) - (1— 1—p) =0
(1) = g(@1-1) 7 (1-p) 7 (1-p)

und deshalb

. _ 5o RN RSN A
Jim & = 105 ((1 p) —(1—p) )
Daraus folgt
oY (1=1(1=
i 00— (A=p)A-(0-p) _ 1

S (- A= () TP

d
Damit ist R erfiillt, weil lim;_, % = (ﬁ) ist, und es gilt

Satz 8.4 Die Dichte der Gleichverteilung auf dem d-dimensionalen Finheitshy-
perwiirfel ist relaziert.

Da unter affinen Abbildungen eine Hyperquader-Schalen-Schachtelung in eine ande-
re Hyperquader-Schalen-Schachtelung — jedoch mit denselben relativen Abstidnden
zwischen den Begrenzungsgeraden — {iberfiihrt wird und folglich fiir alle { > 0 die

Wahrscheinlichkeiten P(SchalelV) und m(l) gleich bleiben, folgt

Korollar 8.1 Jede Dichte, die eine affine Abbildung der Dichte der Gleichverteilung
auf dem d-dimensionalen Einheitshyperwiirfel ist, ist relaziert.
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8. Erwartete Laufzeit bei zuldssigen Riemann-Dichten

8.3.1.2. Standard-Normalverteilung Betrachten wir die Dichte der d-
dimensionalen Standard-Normalverteilung:

f= xH(i)gex —lzd:x'z ‘R* = R
= 5 p 22:1 ; : .

Die Ableitung von f ist der Gradient
grad f(z) = (= w1 f(2), —02f (@), ..., —2af () ).

Sei || der Euklidische Abstand des Vektors 2 € R vom Zentrum des Koordinatensy-
stems. Man sieht sofort, daf fiir grole Werte |z| der Gradient von f gegen Null strebt.
Da der Gradient die Richtung der gréfiten Steigung angibt und fiir grofle Werte ||
anndhernd Null ist, ist die d-dimensionale Standard-Normalverteilung weit aufler-
halb vom Zentrum ann#hernd gleichverteilt. Bei Gleichverteilung haben wir bereits
gesehen, daff man mit einer konzentrischen Schachtelung Bedingung R erfiillen kann.
Es geniigt also, wenn man in diesem Bereich der Standard-Normalverteilung kon-
zentrische Hyperwiirfel zur Schachtelung verwendet. Die Dichte der d-dimensionalen
Standard-Normalverteilung ist daher relaxiert.

Nun ist es jedoch bei jeder Dichte f : R? — R, deren Signifikanzbereich § = R?
ist, der Fall, daf} sie weit auflerhalb vom Zentrum annihernd eine Gleichverteilung
definiert. Ansonsten wire die Normierungsbedingung

Aﬁﬂ@dw:l

nicht erfiillbar.
Satz 8.5 Jede Dichte, deren Signifikanzbereich S = R? ist, ist relaziert.

Wir sehen also, daf§ die Forderung R von einer Vielzahl von Dichten erfiillt werden
kann. Als Beispiel ist fiir eine einfache Dichte iiber R? mit Signifikanzbereich S = R?
im Anhang eine Schachtelungskonstruktion angegeben.

8.4. Erwartete Laufzeit bei komponenten-unabhéngigen Dichten

Eine Dichte f : R? — R bei der alle d Komponenten stochastisch unabhingig von-

einander sind, d.h.
n

f@r, e =[] ),

=1
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8.4. FErwartete Laufzeit bei komponenten-unabhidngigen Dichten

wobei f' : R — R Dichten sind, heifit komponenten-unabhingig. Bei einer zulissigen
Dichte betrigt die Anzahl der erwarteten Punkte nach dem Aussiebschritt®3

I'—1
ElY] < ENi]+ ) PRU)-ENy ()]
r=0
) =1 p(RUD)
< n(l-p) - H;W

< con(l-p).

Da fiir grofe n die Schachtelungstiefe " gréfler wird, ist asymptotisch die erwartete

Anzahl FY] < n.

Bentley und Shamos [3] haben einen Algorithmus angegeben, der die Maxima3® einer

Punktmenge aus einer komponenten-unabhingigen Dichte in erwarteter Zeit O(n)
ermittelt. Fiir d < 3 148t sich mit dem Algorithmus sogar die konvexe Hiille berech-
nen. Da jeder Punkt der konvexen Hiille unter jeder der 2¢ Vorzeichenzuweisungen
an das Koordinatensystem ein Maximum ist®>”, kann man mit erwarteten Kosten
O(n) eine Obermenge der konvexen Hiille von a4, ..., a, berechnen.

Wir modifizieren nun Algorithmus A. Statt in Schritt 2 ein Standardverfahren zur
Berechnung der konvexen Hiille zu benutzen, rufen wir 2%-mal — jedesmal mit einer
anderen Vorzeichenzuweisung an das Koordinatensystem — das Verfahren von Bent-
ley und Shamos zur Berechnung der Maxima auf. Den modifizierten Algorithmus
nennen wir A’.

Satz 8.6 3% Sei [ eine komponenten-unabhingige, zuldssige Dichte. Algorithmus
A’ berechnet dann fir d < 3 die konvexe Hiille und fiir d > 3 eine Obermenge der
konvezen Hiille von n unabhingig voneinander gewdhlten Punkten aq,...,a, mit
erwarteten Kosten O(n).

3 vgl. Abschnitt 3.3.2, S. 31

% Gegeben eine Punktmenge M C R¢ Wir betrachten die maximale Teilmenge T C M, deren
FElemente untereinander alle beziiglich < aus Definition 8.4 vergleichbar sind. Das grofite Ele-
ment von 7' ist dann ein Maximum von M. Beachte: M kann mehrere Maxima haben, die
untereinander jedoch beziiglich < nicht vergleichbar sind.

Tyl [21], S. 152

38
vel. [2]
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9. SchluB3

Wir haben ein Verfahren angegeben, mit dem sich fiir bestimmte Wahrscheinlich-
keitsdichten die konvexe Hiille einer Punktmenge des R? im Mittel in asymptotisch
linearer Laufzeit berechnen l48t. Die Schliisselannahme war, dafl eine unendliche
Schachtelung vorliegt, die den R? in geeigneter Weise unterteilt. Es wurde gezeigt,
dafi fiir eine Vielzahl von Dichten eine solche Schachtelung existiert. Damit haben
wir aber noch nicht gesagt, wie man diese Schachtelung nun konkret konstruiert.
Abhéngig von der gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte kann es sein, dafl die Kon-
struktion einer solchen Schachtelung entweder nicht méglich oder nicht-trivial ist.
Besonders storend ist die Forderung, dafi die Schachtelung unendlich sei. Dadurch
ist es effektiv unmdoglich, daff die Schachtelung von Anfang an in aller Vollstdndig-
keit vorliegt. In der vorliegenden Form ist es daher durchaus berechtigt, zu sagen,
die Analyse zeige lediglich, dafi man bei bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichten die
konvexe Hiille in erwarteter linearer Zeit berechnen kdnnte.

Nun ist es aber nicht der Fall, daf die vollstdndige Schachtelung bereits am Anfang
vorliegen muf. Bei funktionalen Programmiersprachen gibt es das Konzept der lazy
evaluation (vgl. [13], S. 183ff), mit dem es méglich ist, auch potentiell unendliche
Datenstrukturen zu verarbeiten; die Datenstruktur wird dann nur bis zu dem Wert
ausgewertet, der auch tatsichlich benétigt wird. In unserem Falle kann man daher
die Konstruktion der Schachtelung als online-Schritt betrachten.Man beginnt zuerst
nur mit Schale®). Sobald ein Punkt auBerhalb von Schalel® liegt, werden so viele
Schalen berechnet, bis der Punkt lokalisiert werden kann.

Eine andere Mdoglichkeit, die Schachtelung effektiv auszurechnen, besteht darin, die
Schachtelung nur bis zu einer festen Tiefe zu ermitteln. Bei der Bestimmung der
erwarteten Kosten von Schritt 2 von Algorithmus A haben wir ohnehin die Schachte-
lung nur bis Schachtelungstiefe [,, = |avlog, n| betrachtet, wobei n die Eingabegrofe,
0<ac< —m
S. 81). Bei einer endlichen Schachtelung bis Schachtelungstiefe {,, = |« log, n| wiirde
daher die Abschédtzung der erwarteten Kosten von Schritt 2 unverdndert bleiben und

und b eine geeignete Basis grofer als 1 war (vgl. Abschnitt 7.1.2,

die erwarteten Kosten von Schritt 1 wiirden sogar verringert werden.

Vergleichen wir nun den hier vorgestellten Ansatz mit anderen Verfahren, so ist der
Vergleich mit den Verfahren von Golin & Sedgewick; Bentley, Clarkson & Levine
und Borgwardt interessant, da fiir diese Verfahren auch erwartete Laufzeiten im R?
angegeben wurden. Das Verfahren von Golin & Sedgewick berechnet bei Gleichver-
teilung auf einem d-dimensionalen Hyperquader eine Obermenge der konvexen Hiille
in erwarteter Linearzeit. Bentley, Clarkson & Levine’s Verfahren berechnet fiir d < 3
die konvexe Hiille und fiir d > 3 eine Obermenge der konvexen Hiille in erwarte-
ter Linearzeit, falls die Verteilung komponenten-unabhéngig ist (dazu gehort z.B.
auch jede Gleichverteilung auf einem d-dimensionalen Hyperquader). Im Vergleich
dazu stellt das hier vorgestellte Verfahren eine Verbesserung dar, da bei Gleichvertei-
lung auf einem d-dimensionalen Hyperquader keine Obermenge, sondern die konvexe
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9. SchluB

Hiille selbst in erwarteter Linearzeit berechnet wird. Bei zuldssigen, komponenten-
unabhédngigen Dichten wird wie beim Verfahren von Bentley, Clarkson & Levine in
erwarteter Zeit O(n) eine Obermenge der konvexen Hiille berechnet. Die Bedingung
der Zulidssigkeit der Dichte ist keine grofie Einschrinkung, da die meisten inter-
essanten Dichten, z.B. die Dichte der d-dimensionalen Standard-Normalverteilung,
zuldssig und komponenten-unabhingig sind. Im Falle der Dichte der d-dimensionalen
Standard-Normalverteilung wird von unserem Verfahren sogar die konvexe Hiille
selbst in erwarteter Linearzeit berechnet.

Ein Vergleich mit dem Verfahren von Borgwardt ist schwieriger, da Borgwardts Ana-
lyse auf rotationssymmetrischen Verteilungen beruht. Unser Ansatz garantiert bei
bestimmten rotationssymmetrischen Verteilungen zwar lineare erwartete Laufzeit,
eine Analyse bei parametrisierten Verteilungen wie bei Borgwardt ist jedoch kom-
pliziert. Generell kann man bei unserem Ansatz die erwartete Laufzeit bei Gleich-
verteilungen auf nicht-hyperquaderférmigen Gebieten schwer angeben. Das Problem
besteht darin, daf§ die erste Bedingung der Zulissigkeit

Z1 P(Schale) = p(1 —p) fir 0 < p < 1,1>0

immer erfiillbar ist. Es kann jedoch sein, dafl ab einer bestimmten Schachtelungstiefe
die Eckquader der Schalen aus dem Bereich der Gleichverteilung herausragen und
somit ihre Wahrscheinlichkeit gleich Null wird. D.h. es ist dann nicht mehr méglich,
daf} die Schalen vollbesetzt werden.

Ist die Wahrscheinlichkeitsdichte f : R? — R jedoch zulissig — und das sind alle
Wahrscheinlichkeitsdichten, fiir die ein Hyperquader H existiert, der die gesamte
Wahrscheinlichkeitsmasse enthélt, so daf§

Rdf(ac) de = /Hf(x) de =1

und f(z) > 0 fiir alle z € H ist —, dann ist die erwartete Laufzeit des Verfahrens
mit O(n) 4+ o(nlogn) fiir d < 3 und O(n) + o(nng) fiir d > 3 immer noch erheblich
geringer als die worst-case Laufzeit der bekannten Algorithmen zur Berechnung der
konvexen Hiille.
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A. Anhang
Wir geben nun fiir die Dichte

o= (1) o Bt}

eine Schachtelungskonstruktion an, die zeigt, dafl f relaxiert ist. Da f rotationssym-
metrisch ist, geniigt es, wenn man eine Schachtelung aus um den Nullpunkt zentrier-
ten, achsenorientierten Quadraten aufbaut. Dies hat dariiber hinaus den Vorteil, daf§
alle Eckfelder eines Ringes dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzen werden, so dai man
stellvertretend nur die Wahrscheinlichkeit eines Eckfeldes auszurechnen braucht. Der
Einfachheit halber berechnen wir daher nur die Wahrscheinlichkeit der Eckfelder im
Quadranten # > 0,y > 0. Seien (z;—1,#;—1) und (z7, ;) die definierenden Punkte des
entsprechenden Eckfeldes in Ring"). Die Wahrscheinlichkeit q(1) dieses Eckfeldes ist

1o v
/ / —(=+) g dy Z/ ety | dy
) Fi-1

— % (6—21’1 _ 26—(1’z+l’l—1) + 6—21’1—1) .

Das Quadrat @; sei durch den Punkt (2, z;) gegeben. Da es die Wahrscheinlichkeit

P(Q) = / / ) drdy = e — 27" 4
= Zpl— =1-(1-p"
=0

besitzt, 148t sich z; leicht ausrechnen.

2 =—In (1— 1—(1—p)l+1).

Fiir p = 0.1 und [ = 1,...,24 ist der Quotient mTFl(—Il—)l) = (l(-|-)1) in Abbildung 55

dargestellt. Man sieht deutlich, dafl die Folge der Quotienten gegen (ﬁ) ~ 1.235

konvergiert (vgl. Lemma 8.3). Die Dichte ist daher relaxiert. Der Grund dafiir ist,
daf der Signifikanzbereich S von f gleich R? ist und f somit weit aufierhalb vom
Zentrum anndhernd eine Gleichverteilung definiert.
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