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Zusammenfassung

Matrixordnungen und algebraische Matrixordnungen werden im Rahmen ge-
ordneter <" | o/ )-Moduln Uber einer komplexen Vektorkategogiéerklart.
Es werden Beispiele gegeben und ein Fortsetzungssatz bereitgestellt.

Mengen von Operatoren zwischen Prahilbertraumen subdrstellun-
gen vonx-Algebren werden diskutiert. Ein Darstellungssatz wird bereitge-
stellt.

Informationen Uber Liegruppen und ihre Liealgebren werden zusammen-
gestellt. Matrixwertige positiv definite Funktionen und die Matrixordnung
auf der einhtillenden Algebr& werden diskutiert.

Die Ableitungen einer unitaren Darstellung einer Liegruppe werden dis-
kutiert, ein Approximationslemma wird bewiesen. Die universelle Darstel-
lung einer Liegruppe und Informationen Uber Kommutanten werden bereit-
gestellt.

Die Hauptsatze der Arbeit werden bewiesen: Die Charakterisierung der
exakten Liealgebrendarstellungen und -homomorphismen mittels vollstandi-
ger Positivitat.

Es wird ein Kriterium bewiesen fir die Positivitat von Differentialope-
ratoren audM(®). Einige Beispiele werden diskutiert und weiterfuhrende
Fragen aufgeworfen.

Abstract

Matrix orders and algebraic matrix orders are defined in the framework of
ordered.«* | «/)-modules. Some examples are given and an extension theo-
rem is provided.

Sets of operators between pre-Hilbert spaces«argpresentations 6f-
algebras are discussed. A representation theorem is provided.

Informations about Lie groups and their Lie algebras are given. Matrix
valued positively definite functions and the matrix order on the enveloping
algebra® are discussed.

The derivations of a unitary representation of a Lie group are discussed
and an approximation lemma proved. The universal representation of a Lie
group and informations about commutants are provided.

The main theorems of the thesis are proved: The characterisation of the
exact Lie algebra representations and homomorphisms by complete positivi-
ty.

A criterion for the positivity of a differential operator M(®) is proved.
Some examples are discussed and further questions are raised.



Einleitung

Gelehrte Abhandlungen sollten mit Ful3noten beginnen.
HEINRICH E. KUHLEBORN?

1. Diese Arbeit ist entstanden aus der Beschéftigung mit dem Artikel [Pow74]
von Raobert T. Powers. Diesen fand ich interessant, weil er eine Stelle zeigt, an der
Matrixstrukturen, speziell Matrixordnungen, »im wirklichen Leben« (eines Ma-
thematikers, das heif3t, innerhalb der Mathematik) vorkommen, und weil auch Bei-
spiele mit physikalischem Hintergrund diskutiert werden. Ich stellte fest, dass bei
dem Theorem 4.5 Uber die Exaktheit gewisser Darstellungen von Liealgebren ei-
ne der Voraussetzungen, namlich der einfache Zusammenhang der Liegruppe, im
Beweis gar nicht benutzt wird. Was das flr Konsequenzen hat, ist in dieser Arbeit
dargelegt:

Es wird dadurch mdglich, die exakten Liealgebrenhomomorphismen zu be-
stimmen, auch wenn die Grupfenicht einfach zusammenhangend ist:

Gibt es einen Gruppenhomomorphismpsso dass das Diagramm

kommutiert?
G-Y>H
exp Texp
g——p

Im funften Kapitel zeige ich: Das ist genau dann der Fall, wemollstandig po-

sitiv ist. Dieses Kapitel enthélt die verbesserte Version des Satzes von Powers mit
einer Variante, einen Beweis desselben, der im Wesentlichen der alte Beweis von
Powers ist, und als Anwendung die genannte Charakterisierung der exakten Lieal-
gebrenhomomorphismen.

Die Vorbereitungen fiir den Satz von Powers, soweit sie die Darstellungstheorie
von Liegruppen und -algebren betreffen, werden im vierten Kapitel bereitgestellit.
In der Literatur sind die Beweisgange durch Hin- und Herverweise nicht immer
durchsichtig und vor allem nicht 6konomisch. Ich biete hier eine vereinheitlichte

2 HEINRICH E. KUHLEBORN: Rotk&ppchen und die Wélfe: Von Marchenfalschern und
Landschaftszerstoreririscher Taschenbuch Verlag GmbH, Frankfurt am Main 1982. Seite 9.



2 Einleitung

Anlage der Satze, bei der etwa der sonst wesentlich benutzte Satz von Stone lber
unitare Einparametergruppen und ihre Erzeuger an geeigneter Stelle praktisch als
Nebenresultat mit abféllt und vorher nicht mehr gebraucht wird. Das wichtigste
Hilfsmittel dabei ist ein Approximationslemma. Fur die Hauptlinie der Handlung,
die auf die verbesserte Version von Powers’ urspriinglichem Satz zielt, brauche
ich so nur noch ein wesentliches Zitat ((War72, 4.4.4.10] in Paragraph 118). Die
Variante grindet auf der Theorie der analytischen Vektoren von Nelson, fur die ich
auf die Literatur verweise.

Es wird die von Powers eingefihrte universelle Darstellung vorgestellt, und es
werden Informationen ber Kommutanten zusammengestellt.

Das dritte Kapitel enthalt grundlegende Informationen Uber Liegruppen und
ihre Liealgebren sowie Uber die von Powers eingeflhrten matrixwertigen, positiv
definiten Funktionen. Die Matrixordnung auf der einhillenden Algebra der Lieal-
gebra einer Liegruppe wird definiert.

Das zweite Kapitel stellt die Powerssche Theorie der Darstellungen von ab-
straktenx-Algebren und einen Darstellungssatz vom Stinespring-Typ zur Verfu-
gung.

Das zentrale Hilfsmittel bei Powers ist die Matrixordnung auf gewissen R&u-
men. Der Versuch, zu erklaren, was eine Matrixordnung ist, hat sich zu einem
Entwurf einer Theorie geordneter Moduln tGber gewissen Kategorien entwickelt,
der im ersten, aber zuletzt entstandenen Kapitel dargelegt ist. Wir bendétigen zwei
verschiedene Versionen von Matrixordnung, und einige Standardbeispiele haben
Eigenschaften, die in natlrlicher Weise liber das Konzept einer Matrixordnung hin-
ausweisen. Diese Phanomene konnte ich so einheitlich erfassen.

Den Wunsch, Matrixstrukturen besser zu verstehen, hatte ich schon zu Diplom-
arbeitszeiten ([Bet97]). Die Idee der Modulstruktur Uber Kategorien ist genau das,
was ich damals schon gesucht und nicht gefunden habe.

Das sechste und letzte Kapitel gibt ein Kriterium, das es erlaubt, die im Zu-
sammenhang mit Liegruppen gegebenen Matrixordnungen, die zunéchst ziemlich
abstrakt definiert sind, leichter zu bestimmen. So lassen sie sich in einfachen Bei-
spielen ganz konkret angeben, und man sieht, wie die Theorie funktioniert.

Das Literaturverzeichnis enthélt die von mir benutzte Literatur. Es ist keines-
wegs als eine erschopfende Bibliographie zum Thema gedacht. Von einigen Bi-
chern gibt es mittlerweile neuere Ausgaben als die angegebenen, die ich zur Ver-
fligung hatte.

Paragraphennumme®. Diese Arbeit ist gegliedert in fortlaufend nummerierte Paragraphen, wéhrend
groRere Gliederungseinheiten wie Kapitel und Abschnitte keine Gliederungsnum-
mern erhalten. Wenn nicht anders angegeben, wird bei Verweisen die Paragraphen-
nummer an Stelle der Seitenzahl genannt.

Rand Wichtige Begriffe und Bezeichnungen werden zwecks leichterer Auffindbar-
keit am Rand wiederholt.



Einleitung 3

Das Ende von Beweisen ist durch einémiley® gekennzeichnet. Dies magmiley
die Freude des Autors wie des Leskeiber einen gelungenen Beweis zum Aus-
druck bringen. Misslungene Beweise kénnte man entsprechend mit Eioamie Frownie
® abschlieRen. Ich hoffe jedoch, dass das bei der vorliegenden, gedruckter(‘? Fas-
sung der Arbeit nicht mehr notig ist. Sollte der Leser anderer Meinung sein, so
sei er gebeten, das Auftreten entsprechender Stimmungen mit Bleistift selbst zu
markieren.

N bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen, mit Eins beginnegdiie
Menge der naturlichen Zahlen inklusive Nul, R undC bezeichnen die Mengen
der ganzen, reellen und komplexen Zahlen. Die Formelzeichen i, e stehen
fur die gleichnamigen Zahlen'fe+- 1 = 0). Die kursiven Formelbuchstabere, ©
sind dann frei fir andere Zwecke.

3. Ich mo6chte mich an dieser Stelle bei vielen bedanken, die diese Arbeit aufahie!
eine odere andere Weise gefordert oder meine Zeit an der Universitat des Saarlan-
des sonst gepragt haben:

An erster Stelle bei Professor Dr. Gerd Wittstock, der sich auf dieses Projekt
eingelassen und es kritisch begleitet und unterstitzt hat. Er war immer fir eine
Diskussion zu haben und wusste meistens mehr, als er zugegeben hat.

Gleichermal3en Dank gebuihrt Robert T. Powers, der durch seine Vorarbeit die
vorliegenden Untersuchungen tiberhaupt erst ermdglicht hat.

Mathematische Hinweise verdanke ich auch Heinz Konig und Norbert Po-
schadel.

An weiteren Hochschullehrern, denen ich wichtige (nicht nur mathematische)
Impulse verdanke, mdchte ich nennen (in alphabetischer Reihenfolge): Carl-Martin
Bunz, Theo de Jong, Heinrich Kroeger, Kuno Lorenz, Ephram Malki, Gerd-Rudi-
ger Puin, Shahid Rahman, Wilfrid Rohrbach und Ralf Schmidt.

Ich danke den Chorleitern, Séngerinnen und Sangern des Unichores flr die
gemeinsamen Montagabende,

den Physikerinnen und Physikern des 2000er und benachbarter Jahrgange fur
alle Grill- und sonstigen Feiern, zu denen eingeladen zu werden ich die Ehre hatte,

und nicht zuletzt Mirko Bukowski und Peter Michaely fir das professionelle
Lektorat.

Saarbriicken, April 2004 Benedikt Betz

Die Leserinnen aber mégen mich nicht fur herzlos halten, daR ich sie
grammatisch dem Maskulinum zuordne; nur kopflos kénnen Formen der
Sprache fir Formen der Welt gehalten werden.

KUNO LORENZ

Kuno LoreNz Einfihrung in die philosophische Anthropologiaveite, unveranderte
Auflage. Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt 1992. Seite IX.
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Matrixstrukturen in der
Sprache der Mat (C)-Bimoduln

Matrixordnungen und algebraische Matrixordnungen werden im Rahmen ge-
ordneter(«/* | o/ )-Moduln Gber einer komplexen Vektorkategarieerklart.
Die spater benttigten Beispiele sowie ein Fortsetzungssatz werden bereitge-
stellt.

Dabei werden einige Informationen tiber (méglicherweise unbeschrank-
te) Operatoren zwischen Préahilbertraumen zusammengestellt.

Weitere Beispiele und Ansatzpunkte fiir einen Ausbau der Theorie wer-
den skizziert.

Die Kategorie der Matrizefi-linearer Abbildungen wird als die Katego-
rie der@-Mat(C)-Bimodulhomomorphismen charakterisiert.

Fir das Verstandnis der spateren Kapitel geniigt es, die Begriffe eines
matrixgeordneten-Vektorraumes und einer matrixgeordneteAlgebra so-
wie der Positivitat von Sesquilinearformen und Operatoren auf Prahilbertrau-
men und den Fortsetzungssatz zur Kenntnis zu nehmen.

Zur Motivation

4. Ein matrixgeordneter Vektorraum ist ein komplexer Vektorraimusammen
mit einer MengeK,, von n x n-Matrizen tbeV fir allen € N, so dass fur alle,
w € K auchv+w € Ky ist, und fir allev € K, und komplexen x m-Matrizena die
mx m-Matrix o*va € Ky, ist.

Bei einer matrixgeordneten Algebfahat man nicht nur komplexe Matrizen
zuzulassen, sondern Matrizen Uber

Und bei den wichtigen Beispielen der Matrixordnung fur Sesquilinearformen
und Operatoren auf Prahilbertrdumen kann man auf natirliche Weise mit noch all-
gemeineren Objekten multiplizieren, so dass eine entsprechende Bedingung erflillt
ist.

5.  Wir werden einen begriffichen Rahmen entwickeln, in dem diese Ph&nomene
einheitlich beschrieben werden kénnen. (Und der auch den klassischen Fall geord-
neter VektorrAume umfasst.) Dieses Ziel wird mit dem Begriff Mesluls Gber
Vektorkategorien erreicht: Wir werden die vorkommenden Raume von Sesquili-



6 Matrixstrukturen in der Sprache der Mat  (C)-Bimoduln

nearformen, Operatoren zwischen Prahilbertraumen und Matrizen Uber Vektorrau-
men als Moduln erkennen und die vorhandene Zusatzstruktur (Ordnung, Involu-
tion, ...) im Rahmen von Moduln mit Zusatzstruktur behandeln. Die matrixge-
ordneten Vektorraume werden sich dabei als die geordmretetat(C)-Bimoduln
herausstellen.

Als Vorbereitung dazu bendtigen wir die Begriffe déektorgraphenderVek-
torkategorieund dedinearen Funktors.

6. In vielen Kategorien bilden die Morphismen zwischen zwei Objekten wie-
der ein Objekt derselben Kategorie. So bilden zum Beispiel die Homomorphis-
men zwischen zwei abelschen Gruppen wieder eine abelsche Gruppe, und die be-
schrankten linearen Abbildungen zwischen Banachrdumen sind ein Banachraum.
Dieser Sachverhalt ermdglicht eideialitétstheorie die nichts anderes ist als das
Studium des kontravarianten Morphismenfunktors beztiglich eines ausgezeichne-
ten Objekts: Zu einer abelschen Grugpeantersucht man die abelsche Gruppe der
Homomorphismers — U (1), zu einem Banachraui den Raum der beschrank-

ten linearen Abbildungev — C.

Eine derartige Situation werden wir auch hier vorfinden: Die Menge der Mo-
dulhomomorphismen zwischen zwei Moduln wird sich wieder als ein Modul her-
ausstellen, und speziell sind — die Bezeichnungen werden spater erklart- die
Modulhomomorphismen zwischen geordnebdat(C)-Bimoduln wieder ein ge-
ordneteMat(C)-Bimodul. Darauf beruht die erfolgreiche Dualitatstheorie matrix-
geordneter Raume. (Bei Operatorraumen ist die Situation ahnlich.)

Matrizen als Vektorgraphen und Vektorkategorien

Matrizen Uber einem Vektorraum

Matrizen tiber einem7. Es seiK ein Korper undv ein K-Vektorraum. Wir betrachten 24 auch die
Vektorraum RaumeV™ " dermx n-MatrizeniiberV. Dies sind ebenfallk-Vektorraume unter
komponentenweisen Vektorraumoperationen. Es ist

Vm><n — [Km><n ®[KV

Mmn(V) Wir schreiben auctMmn(V) far V™" und My (V) fir Myn(V). Mat(V) sei die
Mn(vV) Menge aller Matrizen tbér.
Mat (V)
Amplifikation einer linearen8.  Jede lineare Abbildung: V — W induziert lineare Abbildungen, ihnvtmpli-
Abbildung fikationen,
¢ Mmn(V) = Mmn(W); [Vij]ij = [o(Vij)]ij-

Amplifikationen einer 9.  Fur bilineare Abbildunger: U xV — W sind drei verschiedene Arten von
bilinearen Abbildung Amplifikationen in Gebrauch:
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. Istue Mat(U) undv € Myn(V), so setzen wir Allgemeine Amplifikation

@(U, V) = [p(Uij, Via) k) (j1)

und identifizieren diese doppelt indizierte Matrix gemalf3 hiermit getroffener
Vereinbarung mit

[[p(uij, via)la 5
und diese Blockmatrix durch Ignorieren der Blockstruktur mit

(49U, Via)](m-1) +K)((n-1)+1) € Mat(W).2
Dies ergibt alsaallgemeine Amplifikatiobilineare Abbildungen

@: van(U) x M V) — Mme(W).

. Fur jeweils »passende« Matrizen erhélt man daraus durch Verjingungatligenmultiplikation
Matrizenmultiplikation:Firu € M; m(U) undv € Mmn(V) setzen wir

€ M n(W).
ik

7 (uv) = [Z (Uij,ViK)
J

Durch diese Amplifikation, angewandt auf die Skalarmultiplikation von links
beziehungsweise von rechts, ist eine Multiplikation von Matrizen Gber einem
Vektorraum mit skalaren Matrizen von links beziehungsweise von rechts er-
klart.

. Fur quadratische Matrizame Mat(U) undv € Mat(V) gleichen Formats
kann man zweimal verjiingen und gelangt zu

> Pluij,Vvij).
1]
Diese Amplifikation wurde historisch als Erste untersucht.

Ist nicht genauer bezeichnet, welche der drei Amplifikationen gemeintisistregel fir

muss sich dies aus dem Kontext ergeben. Wir vereinbardfaalstregel:Bei Mo- Amplifikationen
duloperationehsei ohne weitere Angabe die Matrizenmultiplikation gemeint, bei
Auswertungen linearer Abbildungen die allgemeine Amplifikation. Die dritte Art

der Amplifikation ist etwas aus der Mode gekommen und kommt gelegentlich bei
Dualitaten vor neben der allgemeinen Amplifikation. (Siehe etwa Paragraph 86.)

Erstes Argument »aul3en«, zweites »innen«.
Diese Vereinbarung enthalt natirlich eine gewisse Willkiir, sie beruht auf den Identifizierungen

furn,r e N.
wie zum Beispiel der Skalarmultiplikation
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Tensorprodukt 11. Die allgemeine Amplifikation der Skalarmultiplikation schreiben wirkda-
sorprodukt?
aQKV und VRK

fir « € Mat(K) undv € Mat(V).

Direkte Summe 12. FUr Matrizenv undw Uber einem Vektorraum gibt es diirekte Summe

V@W:<g V?/):(%)v(]l O)+<g>w(0 1)

mit Einsen1l jeweils passenden Formats, auf passendes Format mit Nullen aufge-
fallt.
Esist

n
laoxv=EPv=vd--aV.
i—1

(Gerichteter) Graph13. ESs ist nitzlich, sich die Matrizen tber einem Vektorraunals Kantenei-
Ecke nes(gerichteten) GraphéhMat(V) vorzustellen: DieEcker! sind die natiirlichen
Kante zahlen, und einen x n-Matrix ist eine Kante vom nachm.
Kategorie Der Graph der Matrizen Uber eingrAlgebra ist mit der Matrizenmultiplika-
tion als Komposition ein&ategoriel®

Vektorgraphen und Vektorkategorien

Vektorgraph 14. Allgemeiner nennen wir einen Graphen oder eine Kategérién der alle
Vektorkategorie Kantenmengef@ (A, B) 11 mit einerK-Vektorraumstruktur versehen oder leer sind,
%(A,B) und so dass im Kategorienfalle die Kompositionsabbildungen bilinear oder leer
sind, einerK-Vektorgraphereziehungsweise eirieVektorkategorie
€(A) Wir schreiben auch kur#’(A) statt¢’ (A, A).

15. Beispiele:
1. JedeK-Vektorkategorie ist auch eik-Vektorgraph.

Mat(V) 2. Wir kennen bereits dek-VektorgrapherMat(V) der Matrizen Uber einem
K-VektorraumV und

Mat (K) 3. dieK-VektorkategorieMat (K),

Mat(A) 4. allgemeiner di&-VektorkategorieMat(A) der Matrizen Uber eindf-Alge-
braA.

M(V) 5. Wir schreiberM (V) fur den Untergraphen dejuadratischerMatrizen von
Mat(V).

7 Es handelt sich tatsachlich um Tensorprodukte Kevektorraumen.
8 Ordnen wir den »Graphen« in Analogie zu dem zweiten Kompositionsbestandteil von
»Fotograph« oder »Stenograph« in die schwache Deklination ein: Der Graph, des, dem, den
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N O

10.

11.

12.

. IstAeine Algebra, so idt(A) eine Kategorie. M(A)

. JedeK-Algebra kénnen wir als eink-Vektorkategorie mit genau einem Ob-
jekt ansehen, genauso jed&nvektorraum alsk-Vektorgraphen mit genau
einer Ecke.

. Zu einem Vektorgraphen oder einer Vektorkateg@figibt es den Vektor-¢°p
graphen beziehungsweise die Vektorkateg@if€, die ausé” entsteht, in-
dem man die Richtung der Kanten umdréhynd im Kategorienfalle mit
der umgedrehten KompositiaiP:

ac%bh = ba

Esist(¢°P)P = 7.

. Zu einemC-Vektorgraphen oder eindi-Vektorkategories” gibt es derC- ¢

Vektorgraphen beziehungsweise @id/ektorkategories” mit der konjugiert
linearen Skalarmultiplikatiorn

oV = oM.
Es ist%:: b
Ist% ein C-Vektorgraph beziehungsweise eiie/ektorkategorie, so auch ¢~

C* =GP = ¢,

Es seieD undE komplexe Vektorraume. Betrachten wir eine Sesquilinesdasq
form®3 E x D — C als Kante vorD nachE, so erhalten wir den komplexen
VektorgrapherSesq mit den komplexen Vektorraumen als Eckén.

Es istSesq (D,E) = (E @¢ D) (algebraischer Dual des algebraischen Ten-
sorproduktes).

Den Vektorgraphen der Sesquilinearformen zwischen PrahilbertrAumesetg4
zeichnen wir mitSesqH. Es istSesqH (D,E) = Sesq (VD,VE) mit dem
VergissfunktorV, der das Skalarprodukt vergisst, und wir schreiben daftr
kurzSesq(D,E).

10
11
12

13
14

Graphen; die Graphen. Die starke Deklination (des Graphs, dem Graph, den Graph; die
Graphe) scheint mir weniger und nur umgangssprachlich gebrauchlich zu sein.

Ich bevorzuge die Bezeichnung »Ecke« statt »Knoten«.

Mit den natirlichen Zahlen als Objekten; alle Algebren haben in dieser Arbeit eine Eins.
% (A, B) bezeichne die Menge der Kanten von der Eakaur EckeB.

Formal: Die Kanten sind dieselben, nur die Anfangs- und Endpunktabbildungen werden
vertauscht.

Konjugiert linear im ersten, linear im zweiten Argument.

Beachte die Reihenfolg&esq (D, E) besteht aus Sesquilinearforménx D — C.
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Lin
LinH
BLin

C.
=}

V xS

13

14.

15.

16.

. Die KategorieLin der linearen Abbildungen zwischen komplexen Vektor-
rdumen ist eine komplexe Vektorkategorie. MihH bezeichnen wir die
komplexe Vektorkategorie der linearen Operatoren zwischen Prahilbertrau-
men. Diese enthdlt die UnterkategoB&in der beschrankten Operatoren.
Es istLinH (D,E) = Lin (VD,VE), und wir schreiben daflr wieder kurz
Lin (D,E).

Wir schreiben wie (manchmal) Ublic# (¢, ¢) fur die beschréankten li-
nearen Abbildungen zwischen defilbertrAumen.s# und .# . Dadurch ist
eine komplexe Vektorkategori& mit den Hilbertraumen als Objekten ge-
geben.

Es seierD und E Préahilbertrdume und?” die Vervollstandigung vork.
Mit Lin (D, E) bezeichnen wir die Menge der linearen Operatdden .7 .
Damit erhalten wir einen komplexen Vektorgraphén. LinH ist ein Un-
tergraph voriin.

BLin bezeichne den Untergraphen der beschrankten Operatordhmus
Beschrankte Operatoren lassen sich eindeutig stetig auf die Vervollstandi-
gung ihres Definitionsbereiches fortsetzen. Damit ist fur Prahilbertrdyme
undE mit Vervollstdndigungew? und .z

M(D,E) :%(%a%>’

und mit der Komposition inZ wird auchBLin eine Vektorkategorie.

Zu einer vorgegebenen Men§e&on Ecken und einem Vektorraum oder ei-

ner Algebray kann man einen Vektorgraphen beziehungsweise eine Vektor-

kategoriev x Smit der Eckenmeng8konstruieren und den Kantenmengen
(Vx9)(AA) =V x {A}

und  (VxS)(AB)=0

fur A#Bin S5 16

Lineare Funktoren

(Linearer) Funktor 16.  Ein linearer Funktot’ &: ¢ — 2 zwischenk-Vektorgrapher# und 2 ist
Linke/rechte gegeben durch zwdickenabbildungerdie linke . und dierechte ®g, von der
Eckenabbildung \jenge der Ecken vo#’ in die Menge der Ecken vo@ und lineare Abbildungen

®, PR

o: C(AB) — 2(2L(A),Pr(B))

Die Menge aller Kanten ist dann geradex S, daher die Bezeichnung.
Die KonstruktionV x {A} statt einfach/ macht verschiedene Eckenmengen formal disjunkt.
Ist dies flir Eckenmenge#i (A, B)ungenaunicht der Fall, so funktioniert im Allgemeinen auch

die Konstruktior’(A, B)orrekt = {A} x € (A, B)ungenauw< {B}-
Wir werden auch einfach »Funktor« sagen, wo die Linearitat klar ist, genau wie »Operator«
statt »linearer Operator«.



Matrixstrukturen in der Sprache der Mat  (C)-Bimoduln 11

fur EckenAundBvon%. Fur einen linearen Funktor zwischi&rvektorkategorien
gelte zusatzlich, sofern die Kompositiab definiert ist,

®(ab) = ¢(a)®(b),'8

und® bilde Einsen auf Einsen ab.

Ein linearer Funkto® zwischen Vektorkategorien ist ein Funktor im tblichen
Sinne, da die Existenz der Eins@p = ® erzwingt. Lineare Funktoren zwischen
Vektorgraphen sind dagegen nicht unbedingt Graphenmorphismen.

Im Falle von Kategorien schreiben wir wie tblich auch einfécstatt®, und
R, solange keine Verwechselungsgefahr besteht.

17. Beispiele:

1. Der VergissfunktoW : LinH — Lin ist ein linearer Funktor zwischen Vekvergissfunktor
torkategorien. Y

2. DurchV sowohl als linke als auch als rechte Eckenabbildung und die Identi-
tat auf den Kanten ist ein linearer Funk&esqH — Sesq gegeben. Diesen
nennen wir ebenfall$ergissfunktound bezeichnen ihn mit.

3. Es seierD und E Préahilbertraume. Jeder lineare Operafoe Lin (D,E) Zugeordnete
definiert eine Sesquilinearforpy € Sesq (D, E) durch Sesquilinearform
T

(X[t |y) = (xTy.?
Die AbbildungT — ¢7 definiert einen linearen Funktor — die Eckenabbil-
dungen sind die Identitat — vdrin nachSesqH.

Diese Abbildung ist injektiv. Daher kénnen wlitin als Untergraphen von
SesqgH auffassen.

Ist T beschrankt, so auctyr. Jede beschrankte Sesquilinearfaymwischen
Hilbertraumenist bekanntlich von der Form = ¢r mit einem beschrankten

OperatoIT.
4. Sind zwei komplexe Vektorraunizund E gegeben, so ist durch &: Mat(Sesq(D,E)) —
P (n)=D", Pr(m=E™ und >
(i [ @([gilif) ; %i | @i 1Yi)
ein linearer Funkto® von Mat(Sesq (D, E)) nachSesq gegeben.
® liefert Bijektionen Mmn(Sesq (D, E))

= Sesq (D", E™M)
Diese Gleichung impliziert, dass die rechte Seite definiert ist, und das bedeutet, wenn man sie

etwa auf die Einsen anwendét, = PR.

Ist ¢ eine Sesquilinearform, so schreiben Wil ¢ | y) fur ¢(x,y). Skalarprodukté , ) sind

wie Sesquilinearformen konjugiert linear im ersten und linear im zweiten Argument.

18

19
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¥: Mat(Lin (D,E)) — Lin

Mmn(Lin (D,E))
= Lin (D",E™)

6.

Mmn(Sesq (D, E)) = Sesq (D", E™).2

Wir kdbnnen® also als Einbettung vollat(Sesq (D,E)) in Sesq betrach-
ten; einem x n-Matrix von Sesquilinearformen al x D wird dabei als
Sesquilinearform auE™ x D" gelesen.

. Diese Konstruktion liefert fir Prahilbertraurbeund E eine Einbettung von

Mat(Sesq(D,E)) in SesqH. Dabei wird eine Matrix von beschrénkten
Sesquilinearformen auf eine beschrankte Sesquilinearform abgebildet.

Fur komplexe VektorrdumB und E gibt es einen linearen Funktdr von
Mat(Lin (D, E)) nachLin mit denselben Eckenabbildungen wie in Beispiel
4.

¥ (n)=D", WYr(m=E"™ und

U([Tijlij)[xjlj = [ZTinj] .
, .

¥ liefert Bijektionen
Mmn(Lin (D,E)) = Lin (D",E™).2%

Wir kdnnen also¥ als Einbettung vomMat(Lin (D,E)) in Lin betrachten;
einem x n-Matrix von OperatorelD — E wird dabei gelesen als Operator
D" — E™. Die Komposition solcher Operatoren entspricht gerade der Ma-
trizenmultiplikation der entsprechenden Matrizen von Operatoren. Im Falle
D = E ist ¥ also ein Funktor zwischen Vektorkategorien.

20

21

Zur Injektivitat: Ist([x]i | ®([@ijlij) | ly;]j) = O fur alle[x;}i € E™ undly;]j € D", so auch

x| @ij 1Yy = ([6iwXl | ®([oalia) | Byl

fur allex € E undy € D.

Zur Surjektivitat:p € Sesq(D",E™) kénnen wir schreiben alg = ®([¢jj]ij) mit

(X1 @y 1y) = ([6iXlk | @ | [6jiyli)-

Zur Injektivitat: Ist® ([T ij)[xj]; = O fur alle[x;]; € D", so auch

Tijx = ¥ ([Tilik) [OjkXk

fir allex e D.

Zur Surjektivitat:T € Lin (D",E™) kdnnen wir schreiben alb = ¥([Tjjlij) mit

Tijx = prT[6jKkXk,

wobei p¢ die Projektion auf dié¢!® Komponente irE™ bezeichnet.



Matrixstrukturen in der Sprache der Mat  (C)-Bimoduln 13

7

10.

11

. Diese Konstruktion liefert fur Prahilbertrdun@eund E Einbettungen von
Mat(LinH (D,E)) in LinH und vonMat(Lin (D,E)) in Lin mit Identifizie-
rungen

Mmn(Lin(D,E)) = Lin(D",E™) und

Mm.,n(l-i7n<D7E)) = UJ(DnaEm)-
Dabei werden Matrizen von beschréankten Operatoren auf beschrankte Ope-
ratoren abgebildet.

Auf der Ebene der zugeordneten Sesquilinearformen passiert dabei nichts
Neues: FUIT € Lin (D, E) ist

pu(m) = em i)

Diese Einbettungen vorMat(Sesq(D,E)) in Sesq beziehungsweise
SesqH und Mat(Lin (D,E)) in Lin beziehungsweis&inH werden wir
benutzen, um zusatzliche Struktur v&esq, ... auf die Matrizen tUber
Sesq(D,E), ... zu Ubertragen.

. Es seV ein K-Vektorraum. Durch Ignorieren der Blockstruktur von Matmat(My (V)) — Mat(V)
zen UbeMy (V) erhalten wir eine Einbettung vaviat (M (V)) in Mat(V) Mpn(Mg; (V) = Mk (V)
mit Identifizierungen

Mmn(Mii (V) = Mmkni (V).

Diese bilden einen linearen Funktar: Mat(Mg,(V)) — Mat(V) mit
Eckenabbildungem (n) = nl und gr(m) = mk

. Isty: V — W eine lineare Abbildung zwischéfyVektorraumen, so ist durctmplifikation einer linearen
die Amplifikationen ein linearer Funktarvon Mat(V) nachMat (W) gege- Abbildung
ben mitg = ¢r = idy. Diesen nennen wiie Amplifikation von ¢.

Ist ¢ ein Homomorphismus voii-Algebren, so ist der durch gegebene
Funktor ein Funktor zwischen den jeweiligen Kategorien von MatrfZen.

Wir kdnnen allgemeiner einén x n-Matrix ¢ von linearen Abbildungenampilifikation einer Matrix
ij: V — W durch die allgemeine Amplifikation des Auswertungsfunktin linearen Abbildungen
nals(v, ¢) — ¢(v) einen linearen Funktor, ihsdmplifikation,

@: Mat(V) — Mat(W), Vi— [gp” (Vk|)](ki)(|j)
zuordneR® mit den Eckenabbildungep (1) = In und gr(k) = km?*

. Es seiehundB K-Algebren und): A— B ein Homomorphismus. Die Am+(a) ®x 1n

22
23

24

Esiste(3 ) aijbjk) = 3 ¢(aij) @(bjk)-

Doppelt indizierte Matrizen sind wie in Paragraph 9, Nummer 1 mit gewdhnlichen Matrizen
identifiziert zu denken.

Das entspricht der Amplifikation vop, gelesen als Abbildung — Mmn(W). Der Spezialfall

@ =id: My (V) — M (V) ergibt gerade das Beispiel 8.
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Kontravarianter Funktor
Kovarianter Funktor

Konjugiert linearer Funktor

Konjugiert linearer,
kontravarianter Funktor

Hintereinanderausfiihrung
von Funktoren
PoV¥

K-VGraph
K-VKat
VGraph
VKat

VGraph (¢, 2) als
Vektorgraph

12.

13.

14.

15.

16.

plifikation dern x n-Matrix ¢ von linearen Abbildungem;;: A — B; ar—
bij(a) ist ein linearer FunktoMat(A) — Mat(B). Es istgp(a) = ¢(a) @k 1n
fir Matrizena tiberA.2°

Es seietr¥” und 2 Vektorgraphen. EitkontravarianterFunktor vong’ nach
2 ist ein Funktor vorig nach2°P oder gleichbedeutend vagi®? nach2.
Funktoren nennt man zur Abgrenzung akolariant

Es seiefd undZ komplexe Vektorgraphen. Ekonjugiert linearerFunktor
von % nach ist ein Funktor vorig’ nach% oder gleichbedeutend vast
nach.

Jetzt erwartet der Leser vielleicht eine Bemerkung zu Funktorefutach
2* oder gleichbedeutend vagi* nach .26 Spezielle solche konjugiert i-
neare, kontravariante Funktoren, dinvolutionen werden in Paragraph 18
betrachtet.

DieHintereinanderausfiihrun@ o ¥ von linearen Funktoref und ¥ ist ein
linearer Funktor mit den Eckenabbildungen

(PoW). =P LoV und (PoVU)r= Pro UR.

Damit bilden die linearen Funktoren die Morphismen von Kategorien von
Vektorgraphen beziehungsweise Vektorkategorien; die Einsen sind gegeben
durch

(id%)L = (id%)R = id{Ecken voné'} und

idy = id{Kanten Vorts'}
fur einen Vektorgraphe#'.

Die Kategorie deik-Vektorgraphen beziehungsweise -Kategorien bezeich-
nen wir mitK-VGraph beziehungsweisk-VKat oder auch/Graph bezie-
hungsweis&/Kat, falls der Grundkérper nicht weiter spezifiziert zu werden
braucht.

Es seier¥’ und 2 Vektorgraphen. Die linearen Funktor&n— 2 mit je-

weils denselben, fest gewahlten Eckenabbildungen bilden einen Vektorraum
unter punktweiser Addition und Skalarmultiplikation. Betrachten wir einen
Funktor als Kante von seiner rechten zu seiner linken Eckenabbildung, so
ist daherVGraph (¢, 2) ein Vektorgraph mit den Eckenabbildungen als
Ecken:

{Ecken vonVGraph (¢, 2)} = {Ecken vong } {Eckenvor}

25
26

Es ist(¢(a) @K In)(¢(b) @k 1n) = ¢(ab) @k 1, fur passende Matrizeamundb.
Oder von% nach2°P oder ...
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Fur Kategorier’ und 7 ist abeVKat (¢, ) im Allgemeinen kein Vektor-
graph?’

17. Dafiir bilden die natiirlichen TransformatioR®mwischen linearen FunktoNatTrf (¢, 2)
ren ausvKat (¢, 2) eine Vektorkategori®latTrf (4, ) mit den Funktoren
ausVKat (%, 2) als Objekten.

Involutionen

x-Vektorgraphen und x-Kategorien

18. Es sei% ein komplexer Vektorgraph oder eine komplexe Vektorkategoriealution
EinelInvolutionauf ¢’ ist ein konjugiert linearer, kontravarianter Funktor

*: ¢ —-€¢;a—a"

mit Eckenabbildungen, = xr = id, so dass fur alle Morphismenvon % gilt:

*k

a’=a.
19. Ein x-Vektorgraph kurz x-Graph, beziehungsweise eineVektorkategorie «-(Vektor)graph
kurz x-Kategorie,ist ein komplexer Vektorgraph beziehungsweise eine kompleReéktor)kategorie
Vektorkategorie mit einer Involutiof?

Ein x-Vektorraumbeziehungsweise eineAlgebraist ein komplexer Vektor-x-Vektorraum
raum beziehungsweise eine komplexe Algébrait einer Involution. *-Algebra

20. Eine Kantec eines«-Vektorgrapher¥” hei3thermiteschfalls c* = cist. Her- Hermitesche Kante
mitesche Kanten haben also denselben Anfangs- wie Endpunkt. Den Graph&n der
hermiteschen Kanten vo# bezeichnen wir mité,. Dies ist ein reeller Vektor-

graph. IsteZ einex-Kategorie, so isk#, im Allgemeinen keine Kategorie, da die

Komposition hermitescher Kanten nicht hermitesch sein riuss.

Hermitesche Funktoren

21. Es sei® ein linearer Funktor zwischen denGraphen oder-Kategorien @+
¢ und 2. Wir definieren einen Funktob* von ¢’ nachZ mit den vertauschterfiermitescher Funktor
Eckenabbildungen

(@)L =Pr, (P )r=®.  sowie

27 Die Homomorphismen zwischen zwei Algebren bilden ja auch keinen Vektorraum. Die

Summe von zwei Funktoren bildet zum Beispiel Einsen nicht mehr auf Einsen ab.

28 gjehe [ML8S, 1.4]. Natiirliche Transformationen zwischen Darstellungen von Algebren sind
bekannt al$ntertwining operators.

29 Ghezet al. ([GLR85]) fordern weitere Bedingungen fiirkategorien. Diese sind erst fiir
C*-Kategorien wichtig, in unserem allgemeineren Kontext dagegen zu restriktiv.

30 aufgefasst als Graph mit genau einer Ecke

31 Die hermiteschen x n-Matrizen bilden ja auch keine Algebra.
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T* (V) = B(V')".

® heilRthermiteschfalls & = ®*. Bei einem hermiteschen Funktor stimmen also
notwendig die beiden Eckenabbildungen Uberein.
® ist genau dann hermitesch, wenn fur alle Kante#'igilt:

Ist € ein «-Vektorraum, so ist auch diese Bedingung hinreich&nd.
x-Homomorphismus ~ Hermitesche Homomorphismen verAlgebren nennt man aueghHomomor-
phismen.

Beispiele
22. Wir haben folgende Beispiele:

1. Die Involution auf einemx-Graphen?’ ist ein hermitescher Funktor vosi
nach%™ und genauso vo#™* nach%. Diese beiden sind invers zueinander.

2. Die komplexen Matrizen sind eireVektorkategorie mit der Involution

[oaj i} = [yl
3. Allgemeiner sind die Matrizen Uber einesVektorraum oder einet-Alge-
braV ein x-Vektorgraph beziehungsweise eiré/ektorkategorie mit der
Involution
[vijJij = i lii-
Im Falle derx-AlgebraC 3 erhalten wir das Beispiel 2 der Matrizen mit der
tblichen Involution.

4. Ist% einx-Graph undA eine Ecke vor¥’, so isté’(A) ein x-Vektorraum.

Duale Involution 5. Der algebraische Dudll eines«-Vektorraume¥ besteht aus linearen Funk-
toren®: V — C. Er ist einx-Vektorraum mit dedualen Involution® — &*.

6. IstD ein komplexer Vektorraum, so i€ @¢ D ein «-Vektorraum mit der
Involution (X®¢c y)* = y®c X.

32 In einemx-Vektorraum ist jeder Vektor Linearkombination von hermiteschen Vektoren.

3B (o Jij ist zu lesen alg[osjij )", das heil’t, die Angabe der Laufindizes gehort zur Benennung
der Matrix, auf die die Operatiocnangewandt wird.

34 mit der Involutionz* = Z
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7.

10.

11.

12.

13.

Sesq undSesgH sind*-Vektorgraphen mit der Involution

Xl ly) =yl elx).

Die dadurch gegebene Involution a8#sq (D) = (D @¢ D)’ ist gerade die
duale Involution.

Die Untergraphetin, LinH undBLin von SesgH sind nicht abgeschlos-
sen bezuglich der Involution Sie sind also keine-Graphen.

Es seieD, E Prahilbertrdume. ISt € BLin (D, E) ein beschrankter Operaadjungierter Operator
tor, so gibt es einen eindeutig bestimmten Oper&teBLin (E,D), so dasst*
fur die zugeordneten Sesquilinearformen gilt:

¥s= ¢T.

Man nenntSden zuT adjungierten Operatound bezeichnet ihn mit ™.
Durch die Involution T wirdBLin und genausd? zu einerx-Vektorkatego-
rie. Es ist

(xTy) = (T™xy)
furallexe E,yeD.

Fur beschrankte Operatoren zwischditbertraumenschreibt manT * statt
T,

Durch dieselbe Konstruktion sind auch Involutionen gegeben auf dem Vek-
torgraphenLin ("' und den Vektorkategoriehin * und BLin T von (nicht
notwendig beschrankten) Operatoren zwischen Prahilbertrdumen, die in Ab-
schnitt 24 eingefihrt werden. Das sind dantntergraphen vosesqH.

Es seierD ein komplexer Vektorraumk ein Prahilbertraum un® ein
x-Vektorraum. Die Involutionen aufat(Sesq (D)), Mat(Sesq(E)) und
Mat(My)(V), die durch die Einbettung der Matrizen Uber diesen Raumen in
Sesq, SesqH, undMat (V) gegeben sind, stimmen mit den in Beispiel 3 de-
finierten Uberein. Das bedeutet, diese Einbettungen sind hermitesche Funk-
toren.

Die Hintereinanderausfuhrung von hermiteschen Funktoren ist hermitesch,
und fur x-Vektorgraphens’ ist idy hermitesch. Damit bilden die hermi-
teschen Funktoren Morphismen von Kategorien wefsraphen undx-
Kategorien.

Die Kategorien dex-Graphen beziehungsweiseKategorien mit den her--Graph
miteschen Funktoren bezeichnen wir miGraph beziehungsweise-Kat. +-Kat

Furx-Vektorgraphery” und 2 ist VGraph (¢, 2) ein x-Vektorgraph mit derVGraph (¢, 2) alsx-Graph
Involution @ — ®*. Es istVGraph (¢, Z)n = x-Graph (¢, 2).
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Operatoren zwischen Prahilbertraumen

23. Nun fuhren wir die Begriffe und Bezeichnungen ein, die wir fur die Beispie-

le von x-Graphen von Operatoren zwischen Prahilbertrdumen brauchen. Grund-
satzlich wird vorausgesetzt, dass der Leser bereits mit unbeschrankten Operatoren
vertraut ist. Ansonsten verweise ich auf die Literatur, etwa [Rud73], [KR83] oder
[SZ79].

Adjungierter Operator24. ESs seienD undE Préahilbertraume mit Vervollstandigungeff und._#", und
2(T*) es seil € Lin(D,E) ein linearer Operator. Man erklart
T*
T 9(T") — 2,

denadjungierten Operatozu T, durch

(T™%y) = (xTy)

fur allex € ¢, fur die dies eine stetige Linearform yne D ist. Diese bilden den
Definitionsbereichz (T*) C 7.

Lin™(D,E) 25. Den Raum aller Operatoréhe Lin (D, E), fir dieE C 2(T*) ist, bezeich-
Tt nen wir mit Lin (D, E). Fur T € Lin ("(D,E) definieren wir den OperatoF*
durch
ThH=T".

Es ist also genau darihe Lin V' (D,E), wenn es einen (dann eindeutig bestimm-
ten) OperatoSe Lin (E,D) gibt, so dass isesq (E,D)

¥s= @1

ist, und dieser ist gerade'.

Lin®™  Damitist einx-VektorgraphLin (" definiert mit der Involution t. Dieser ist ein
Untergraph vorLin und ein«-Untergraph vorSesgH. Lin (V(D, E) enthalt alle
beschréanktei®peratorerd — %', alsoBLin (D,E).

Lin"(D,E) 26. Den Raum aller Operatordne Lin (D,E), fur dieE C 2(T*) undT*E C D
ist, bezeichnen wir mitin '(D, E).

Lin® Dadurch ist eirrk—VektorgraphLinJr mit der Involution T definiert. Dieser ist
ein x-Untergraph vorLin (' und ist einex-Vektorkategorie mit der Hintereinan-
derausfuhrung als Komposition.

Fur Hilbertraume.sZ und 7" ist

Lin M2, 0¢) = Lin (o2, 2¢) = BLin (o2, ¢) = B(A, ) .3°
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27. Ein linearer Operatorf € Lin (D, E) heitabschlie3barfalls der AbschlussAbschlieRbarer Operator
des Graphen voii in 77 x ¢ wieder ein Funktionsgraph ist. Dieser definiert dafbschluss vorT

den linearen Operator T
T: 9(-'?) X, Abgeschlossener Operator

denAbschlussonT. T heilstabgeschlosseffalls T = T.
Flr abschliel3bare Operator@rist T* = T*. Adjungierte Operatoref* sind
abgeschlossen. Alle Operatoren &irs'" (D, E) sind abschlieRbar.

28. Ein OperatofT € Lin (D) heiBthermiteschfalls ¢t € Sesq (D) hermitesch Hermitescher Operator
ist, das heif3t, falls fur allg, y € D gilt:

X Ty) = (Txy).

Das ist genau dann der Fall, wefire Lin (V(D) ist undT = TT.

T heil3tselbstadjungiertfalls T = T*. T ist genau dann selbstadjungiert, wesalbstadjungierter Operator
T hermitesch ist und?(T*) C D.%8 T heiRtschiefadjungiertfalls T = —T*, oder Schiefadjungierter Operator
aquivalent, wennli selbstadjungiert ist. _

Ein abschlieBbarer Operatérheilstwesentlich selbstadjungiefglls T selbst- Wesentlich selbstadjungierter
adjungiert ist. Das ist genau dann der Fall, wénsa T*. Operator

Moduloperationen

Moduln tber Vektorkategorien

29. Es sei¥ ein K-Vektorgraph und« eine K-Vektorkategorie mit den Eckeminke Moduloperation
von % als Objekten. Eindinke «7-Moduloperationauf % ist gegeben durch bili-
neare Abbildungen

o/ (B,C) x €(A,B) — €(A,C); (a,c) — ac,
so dass fur Kanteavon %', Morphismerg, b von .¢7 und Einsere von <7 gilt:
(ab)c = a(bc), ec=c,

sofern die jeweiligen Produkte definiert sind.
Einerechte./-Moduloperationist entsprechend gegeben durch bilineare Aechte Moduloperation
bildungen
% (B,C) x &/ (A,B) — ¥ (A,C); (c,a) — ca

mit den Rechenregeln
c(ab) = (ca)b, ce=c.
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Linker «7-Modul 30. Ein linker (rechter)e”-Modul ist ein Vektorgraph mit einer linken (rechten)
Rechters/-Modul  ¢7-Moduloperation.
(« | )-Modul Ein (<7 | 8)-Modul ist ein Vektorgrapt¥” einer linken Moduloperation Uber
Modul .« und einer rechten Ubes, so dass gilt:

(ac)b = a(ch)

fur passende Kantemvon <7, b von 2 undc von . Ein Modul ist ein (¢ | %)-
Modul tiber Kategoriers und 4.
Bimodul Ein «7-BimoduloderBimoduliiber.e/ ist ein (¢ | 27)-Modul 3’

Modulhomomorphismen

Modulhomomorphismus31. Es sei% ein (7 | %1)-Modul und Z ein (% | %2)-Modul. Ein Modulho-
Linker Funktor momorphismu® von ¥ nach % ist gegeben durch zwei lineare Funktoren, den
Rechter Funktor |inken Funktor®' von <7 nachs# und derrechten Funktor®R von %, nach%,,
@ 2% ynd einen linearen Funktdr von & nach2, so dass fir alle Kantemvon % und
Morphismena von <7 gilt:

d(ac) = d-(a)®(c), ®(ca) = d(c)d(a),

sofern die links stehenden Produkte definiert sthd.

Beispiele
32.  Wir haben folgende Beispiele:

1. Der GraphMat(V) der Matrizen tber eineri-VektorraumV ist ein Bimo-
dul berMat(K) mit der Matrizenmultiplikation als Moduloperation.

2. Allgemeiner sind die MatrizeMat(V) Uber einem(A | B)-Modul V Uber
K-AlgebrenA undB ein (Mat(A) | Mat(B))-Modul.

3. Jede Vektorkategorie ist ein Bimodul Uber sich selbst mit der Komposition
als Moduloperatior?

4. Jeder Funktor zwischefrVektorkategorien ist ein Modulhomomorphismus
mit sich selbst als linkem und rechtem Funktor, wenn man die Kategorien
als Bimoduln uber sich selbst auffasst.

35 Jeder Operator ausn (7 (s,¢) =Lin T(%,%) hat einen abgeschlossenen Graphen als
adjungierter Operator (siehe Paragraph 27) und ist damit beschrankt.

86 |stT hermitesch, so ist automatisEhC 2(T*).

87 In dieser Arbeit sind alle vorkommenden Moduln Bimoduln oder vom [ | ). Andere
Typen werden in der Literatur auch betrachtet. So untersucht zum Beispiel Anselm Lambert
([Lam02]) Linksmoduln tbeMat(C).

38 Dies impliziert, dass dann auch die rechten Seiten definiert sind, und daher muss die linke
Eckenabbildungp, mit den Eckenabbildungen vabt- iibereinstimmen und entsprechehg
mit den Eckenabbildungen vabR.

39 Genauso wie jede Algebra ein Bimodul tiber sich selbst ist.
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5. Es seie/ einex-Kategorie. Zu jeder linken (rechteny-Moduloperation auf
einemC-Vektorgrapher¥’ gibt es eine linke (rechtey*-Moduloperation®
auf%, gegeben durch

a®c=a’c beziehungsweise c®a=ca"

fur passende Kantemvon .« undcvon®.

Diese Konstruktion definiert auf jedem'-Bimodul auch eing.«7* | <7)-
Modulstruktur.

6. Sesq ist ein(Lin™ | Lin )-Modul mit der Moduloperation
X S-¢T[y)=(SX ¢|Ty)

flr passende Operator&und T und Sesquilinearformen.
Genauso isBesqgH ein (LinH ™ | LinH )-Modul.

7. SesqH ist auch eirLin T_Bimodul mit der Moduloperation

(X| ST |y) = (S| ¢ | TY)
flr passende Operator&und T und Sesquilinearformen.
Die wie in Beispiel 5 zugeordnetéin ™ | Lin T)-Modulstruktur aufSesqH
ist gerade die Einschrénkung dé&inH * | LinH )-Modulstruktur.
8. Lin istein(BLin | LinH )-Modul mit der Moduloperation
(B,T,S —BTS

fur passende Operator@&wausBLin, T ausLin undSausLinH.

Die Konstruktion aus Beispiel 5 liefert auch eif@Lin * | LinH )-Modul-
struktur aufLin, die Moduloperation ist

(B,T,S) — B TS=B'TS

9. Lin™ ist ein (BLin * | BLin )-Untermodul vorLin mit der Einschrankung
der(BLin * | LinH )-Modulstruktur.

10. Durch die Abbildundrl — ¢t sind Modulhomomorphismen gegeben: von
dem(BLin * | LinH )-Modul Lin in den(LinH * | LinH )-Modul SesgH, und
von demLin T-Bimoduf*® Lin T in denLin T-Bimodul SesqH . Der linke und
der rechte Funktor sind die Einbettungen \Binin undLinH in LinH be-
ziehungsweise |d,+: Fur passende Operator& S, T und U qgilt fur die
zugeordneten Sesquilinearformen:

PBUT = B- QDUT bzw. PsuT = SgauT.

40 peziglich der Bimodulstruktur iiber sich selbst
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11. Es seieD undE C-Vektorraume. Die Einbettung vavlat(Sesq (D,E)) in
Sesq ist ein Modulhomomorphismus bezuglich de{Mat(C)* | Mat(C))-
Modulstruktur aufMat(Sesq (D,E)) mit ®"(a) = a®¢ 1 und ®R(3) =
B ®c 1p fur skalare Matrizery, 5. Dabei ista ®¢ 1g € Mat(Lin (E)) zu
lesen als Operator inin .41

Fur Prahilbertraum® undE sind die Einbettungen voMat(Sesq(D,E))
in SesgH, Mat(Lin (D,E)) in Lin, ...ebenfalls Modulhomomorphismen,
die linken und rechten Funktoren sind genauso definiert.

12. Fur einerK-VektorraumV ist die Einbettungviat(My, (V)) in Mat(V) ein
Modulhomomorphismus mit linkem Funkter— a®y 1x und rechtem Funk-
tor 8 — [ ®k 1, aufMat(K).

13. Es seie’V und W K-Vektorraume. Die Amplifikation einer linearen Ab-
bildung ¢: V — W ist ein Mat(K)-Bimodulhomomorphismus vollat(V)
nachMat(W) mit ¢" = R = idyayx).

14. Sind allgemeiney undW Moduln tberK-Algebren, so ist die Amplifika-
tion*? einerm x n-Matrix ¢ von Modulhomomorphismens: V — W, alle
mit demselben linken Funktaf- und demselben rechten Funktgf, ein
Modulhomomorphismug: Mat(V) — Mat(W) mit ¢-(a) = ¢*(a) @k Im
und ¢R(b) = ¢R(b) ®k 1n fir Matrizena und b tber den jeweiligen Alge-
bren®3

Hintereinanderausfuhrung 15. DieHintereinanderausfiihrun@ o ¥ von Modulhomomorphismeg und ¥

von Modulhomomorphismen ist ein Modulhomomorphismus mit
PoV¥

(®oW)-=dL 0T und (@0 T)R=0RoTR,

Damit bilden die Modulhomomorphismen die Morphismen von Kategorien
ide von Moduln. Die Einsen sind gegeben durc} ihit

(idg)" = idéy und (idcg)R = idgg

fir einen(«/ | #)-Modul %'

K-Mod Die Kategorie der Moduln tUbek-Vektorkategorien bezeichnen wir niit
Mod Mod. Wir schreiben auch kurlod, wenn der Kérpel nicht genauer an-
gegeben werden muss.

Mod (%, 2) als Modul ~ 16. Es sef¢ ein (< | %1)-Modul und 2 ein (% | %2)-Modul. Die Modul-
homomorphismef® — 2 mit jeweils denselben, fest gewahlten linken und
rechten Funktoren bilden einen Vektorraum unter punktweiser Addition und
Skalarmultiplikation. Betrachten wir einen Modulhomomorphisndusils

41 Also fiir @ € Myn(C) als der OperatoE" — E™; [xj]j — [3j aij Xjli-
42 paragraph 17, Beispiel 10.
43 Esistost(3jkaijVikbi) = 3 jk ¢~ (@) wst(Vik) 97 (bw)-
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Pfeil von ®R nach®!, so ist daheMod (¢, 2) ein Vektorgraph mit den
linearen Funktorem?; — <% und %, — %, als Ecken:

{Ecken vorMod (¢, 2)} = VKat (<, o/2) UVKat (A1, 52).

Dieser Vektorgraph ist eiNatTrf (.27, 2%) | NatTrf (%1, %>))-Modul** mit
der folgenden Moduloperation: I§t ein Modulhomomorphismus mit lin-
kem Funktor®" und rechtem FunktobR, istc: A — B eine Kante vore’
und sindp: ®- — Sund¢: T — ®R natirliche Transformationen, so setzen
wir

p®¢(c) = pa®(C)¢a.
Dann istp®¢ ein Modulhomomorphismus mit linkem Funkt8und rech-
tem FunktorT, und die Multiplikation mit passendemund¢ ist eine Links-
beziehungsweise Rechts-Moduloperation.

x-Moduln

33. Esseio eine komplexe Vektorkategorie ufidein («7* | <7 )-Modul. Ist auf .o7--Modul
% eine Involutionx gegeben, so dass flr passende Kaatendb von &7 undc
von @ gilt:

(ac)*=ca und  (cb)* =hc’,

so heil3tg ein x-Modul Uiber.«Z oder .« -x-Modul.

44 Die Kategorien und der Graph haben nicht dieselben Eckenmengen. Um der Form geniige zu
tun, ergénzen wir die Kategorien durch die fehlenden Einsen. Wahrscheinlich ist es die
elegantere Losung, bei der Definition nur zu fordern, dass fur eine rechte Moduloperation nur
alle Anfangspunkte von Kanten Objekte der Kategorie sein miissen und fir eine linke
Moduloperation alle Endpunkte.

45 Die natirliche Transformatiop ordnet jedem ObjekA von .71 einen Morphismus
on: ®L(A) — S(A) zu, so dass fiir jeden Morphismas A — B von <7 das Diagramm
kommutiert:

<I>L(A) L(aL @L(B)

%\L lﬁos
Sa)

SA) —— S(B)
Analog fiir¢. Dann ist fir Kantera: C — D von ¢/, b: A— Bvon %7 undc: B— Cvon®%

pogach = gpd(achya
— o @(C)BR(b)a
~ S@)gc(c)deT(b)
—  S(@)g@Yc)T(b).
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o/ -x-Bimodul Ist o7 einex-Kategorie und¢ ein <«7-Bimodul, so lesen sich diese Rechenre-
geln mit der zugeordnetdn?* | <7 )-Modulstruktur als

(ac)* =c*a" und  (cb)* =b'c".

Ein «7-Bimodul mit einer solchen Involution hei3#-x-Bimodul.

Hermitesche Modulhomomorphismen

34. Es sei® ein Modulhomomorphismus zwischen defModuln € und 2.
Dann gibt es einen Modulhomomorphismbsvon ¥’ nachZ mit den vertausch-
ten linken und rechten Funktoren

@)-=aR  (@)R=a"  sowie
(V) = (V).

Hermitescher ® heiRthermiteschfalls ® = ®*.46
Modulhomomorphismus

Beispiele
35. Wir haben folgende Beispiele:

1. Jedex-Vektorkategorie ist eir-Bimodul Uber sich selbst, jedeAlgebra ist
ein x-Bimodul Uber sich selbst.

2. Die Matrizen Uber einem-Vektorraum sind eitMat(C)-+-Bimodul.

3. Und allgemeiner sind die Matrizen tber einefviodul tber einer Algebra
A einx-Modul UberMat(A). Die Matrizen Uber eines-Bimodul Gber einer
x-Algebra sind ein-Bimodul Gber dex-KategorieMat(A).

4. Sesq ist ein Lin-x-Modul und SesgH ein LinH -+-Modul. Der Vergiss-
funktor V: SesgH — Sesq ist ein hermitescher Modulhomomorphismus
mit V: LinH — Lin als linkem und rechtem Funktor.

5. SesgH ist auch eirLin T_«-Bimodul.
6. Lin undLin " sindBLin -+-Moduln.

7. Und nattrlich gibt es auch Kategorien veoduln und -Bimoduln ...

46 Bei einem hermiteschen Modulhomomorphismus stimmen also notwendig der linke und der
rechte Funktor uberein.
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Ordnungen

Geordnete Moduln

36. Es seie/ eine komplexe Vektorkategorie urd ein («7* | o7)-Modul. Eine Kegel
Ordnungauf % ist gegeben durch eindfegel Kin % Das ist eine Menge vorordnung
geschlossenen Kant&hso dass

K+KCK und
aKaC K

fur alle Morphismenra von <7 .48 Fiir einen Bimodul {iber einer-Kategorie liest
sich diese Definition als

K+KCK und
a*KaC K.

Furcundd € € (A) nennen wirc < d, fallsd —c € K. Damit ist%’(A) geordnet. Positive Kante
K ist genau die Menge d@ositivenKanten vors’.

37. Ein geordneter Moduist ein («7* | 7)-Modul Uiber einer komplexen Veké&eordneter Modul
torkategoriee/, in dem ein Kegel positiver Kanten ausgezeichnet ist.

Geordnete *-Moduln

38. Ein geordneter-Modulist einx-Modul € mit einem KegeK C %} hermi- Geordneter-Modul
tescherpositiver Kanten. Eingeordnetex-Kategorieist einex-Kategorie.zz mit Geordnete-Kategorie
einem Kegel hermitescher positiver Kanten bezuglich der Bimodulstruktur tber

o .

Positive Funktoren

39. Ein Funktor® zwischen geordneten Moduln heifbsitiv, falls er positive Positiver Funktor
Kanten auf positive abbildet.

Beispiele

40. Wir haben folgende Beispiele:

1. EingeordneteiC-Vektorraumist ein geordnete-Bimodul. Kegel beziiglichGeordnete€-Vektorraum
dieser Modulstruktur sind (die bekannten) KegeCiVvektorraumen.

2. Eingeordneter-Vektorraumist ein geordnetex-Modul UberC. Kegel be- Geordneter-Vektorraum
zuglich dieser Modulstruktur sind Kegel hermitescher Vektoren.
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Geordnete:-Algebra
Algebraischer Kegel

Matrixgeordneter

Vektorraum
Matrixkegel

Matrixgeordneter
x-Vektorraum

Vollstandig positive
Abbildung

Duale Matrixordnung

Matrixgeordnetex-Algebra
Algebraischer Matrixkegel

w

. Einegeordnete«-Algebraist ein geordnetex-Modul Uber sich selbst. Die
Kegel bezuglich dieser Modulstruktur heil3@gebraische Kegel.

4. Einmatrixgeordneter Vektorrauist einC-VektorraumV mit einer Ordnung
auf Mat(V) bezuglich derMat(C)-Bimodulstruktur. Die Kegel beziglich
dieser Modulstruktur heiRevatrixkegel.

5. Ein matrixgeordnetes-Vektorraumist ein x-VektorraumV mit einer Ord-
nung auf denMat(C)-+-Bimodul Mat (V).

6. IstV ein matrixgeordneter Vektorraum, so awdh(V) durch die Einbettung
Mat(Mp(V)) in Mat(V).

7. Eine lineare Abbildung zwischen matrixgeordneten Vektorraumenvaift
standig positivfalls der durch ihre Amplifikationen gegebene Funktor posi-
tiv ist.

8. IstV ein matrixgeordneter Vektorraum, so ist der algebraische Duaia-
trixgeordnet durch diduale Matrixordnungler Matrizen von Linearformen,
deren Amplifikation vollstandig positiv ist.

©

. Einematrixgeordnete--Algebraist einex-AlgebraA mit einer Ordnung auf
Mat(A) bezuglich der Bimodulstruktur tbédat(A). Die Kegel beziiglich
dieser Modulstruktur heiBealgebraische Matrixkegel.

Kleinster algebraischer 10. Zu jeder«-AlgebraA gibt es einerkleinstenalgebraischen Matrixkegel in

Matrixkegel

Mat(A), namlich die Menge aller Matrizen der Foata mit aausMat (A).4°
Jeder hermitesche Funktor vbtat(A) in eine geordnete-Kategorie ist po-
sitiv. JedeC*-Algebra ist auf diese Weise matrixgeordnet.

11. Ahnlich ist die folgende Konstruktion: Es d@iein komplexer Vektorraum.

Auf D ®¢ D ist eine Matrixordnung gegeben durch alle Matrizen der Form
xt ®¢ x mit Matrizenx tiberD, dabei bezeichng die transponierte Matrix
und®¢ die Matrizenprodukt-Amplifikation des Tensorproduktes.

Dieser Matrixkegel wird erzeugt von den Matrizen der Féxn®¢ xj]ij mit
einem Tupelx]i von Vektoren au®.

a7
48
49

das heif3t: Anfangs- gleich Endpunkt
K+ K ist wie Ublich aufzuldsen alx | Vyek Vzek X =Yy+2} undaKbals{x | Vyck X = ayb}.
Summen von Matrizen der Forata lassen sich wieder in dieser Form schreiben:

Yaa=(1..1)(@a) (Dja)T...1)"

In x-Kategorien ist diese Reduktion im Allgemeinen nicht mdglich. Dort besteht der kleinste
Kegel ausSummerwon Kanten der Forma*a.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Es seD ein komplexer Vektorraum. Eine Sesquilinearfopne Sesq (D) Positive Sesquilinearform
heil3tpositiy, falls fir allex € D gilt:

(x| ¢|x) >0.

Jede positive Sesquilinearform ist hermite8¢Burch den Kegel der positi-
ven Sesquilinearformen ist dein -x-Modul Sesq geordnet.

Durch den Vergissfunktdf wird eine Ordnung auSesqH definiert: Eine
Sesquilinearfornp zwischen Prahilbertraumen hejftisitiv, falls ¢, gelesen
als Sesquilinearfornv ¢ zwischen den unterliegenden komplexen Vektor-
raumen, positiv ist.

Es seiD ein komplexer Vektorraum beziehungsweise ein Prahilbertraum.
Durch die Einbettung vonMat(Sesq(D)) in Sesq beziehungsweise
SesgH wird eine Matrixordnung aubesq (D) definiert: Einen x n-Matrix

von Sesquilinearformen alf heif3t positiv, falls die zugehorige Sesquiline-
arform aufD" positiv ist.

Diese Matrixordnung auBesq (D) = (D¢ D)’ ist gerade die duale Matrix-
ordnung.

Ein OperatofT ausLin heil3t positiv, falls die zugeordnete Sesquilineapeositiver Operator
form ¢t positiv ist. Jeder positive Operator ist hermitesch und liegt daher in

Lin (", Dadurch sind digBLin * | BLin )-Moduln Lin undLin (¥ geordnet,

und ebenso die-KategorienLin T, BLin und .51

Es seiD ein Prahilbertraum und? ein Hilbertraum. Der komplexe Vek-
torraumLin (D) und diex-VektorraumeLin " (D), Lin T(D), BLin (D) und
P () werden durch die Einbettungen viMat(Lin (D)) in Lin, ... ma-
trixgeordnet.

Ebenso jed€*-Algebra als«-Unterraum eines4(.»). Die dadurch gegebe-
ne Matrixordnung stimmt bekanntlich mit der in Beispiel 10 erklarten tGber-
ein.

Die Hintereinanderausfuhrung von positiven Funktoren und Modulhomo-
morphismen ist positiv. Damit bilden sie die Morphismen von Kategorien
von geordneten Moduln.

Fur einen geordnetény* | <7 )-Modul € und einen geordnetes* | %)-
Modul Z istMod (¢, 2) ein geordnetefNatTrf (o7, )" | NatTrf (<7, B))-
Modul mit dem Kegel der positiven Modulhomomorphismen. Beachte dabei:
NatTrf (o7, B)* = NatTrf (o *, 5*).52

50
51

52

Polarisation.

Beachte beBLin : Ein abschlie3barer Operator ist genau dann positiv, wenn sein Abschluss
positiv ist.

Ubungsaufgabe.
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Kofinale Mengen

Kofinale Menge von Kantend1. Eine MengeX von Kanten eines geordneterModuls ¢ heil3tkofinal falls

es zu jeder Kante in %, einw € X gibt, so dassv > v.

42. Esqilt>3

Proposition: IstV ein matrixgeordneter-Vektorraum und W eir-Unterraum
von V, so ist W genau dann in V kofinal, wenf\¥) in Mat(V) kofinal ist. Ein
Matrixkegel X inMat(V) ist genau dann kofinal, wennXM3 (V) in V kofinal ist.

Beweis:  Es seiX in Mat(V) ein Matrixkegel oder von der Fori (W) mit
einems-UnterraumV vonV. Ist X in Mat(V) kofinal, so auctkKNM1(V) inV, da
das nach Definition eine schwéchere Aussage ist.

Umgekehrt lasst sich jedes Elementon Mat(V ), darstellen als

X= O(i* Xi ¢
2

mit Matrizeno € Mat(C) undx; € Vi, Ist jetzt X "My (V) kofinal inV, so gibt
es zu jedenx; einy; € XNM1(V), so dasx; < Y; ist. Dann ist

X < Zai*yiOﬁ e X.
|
©)

43. Ist % ein geordnetek-Modul und ist der Kegel der positiven Kanten#h

kofinal, dann lasst sich jede hermitesche Kante als Differenz zweier positiver dar-

stellen. Folglich ist jeder positive Funktor véfinach einem geordnetesaModul
2 automatisch hermitesch.

53 Vergleiche [Pow74, Lemma 3.4]. Dort wird nur ein Teil der Aussage formuliert.
54 Esist

X = [Ow]i]aa (O] 1

+y <[5ik — i85l [ 2 (Xii —i1)] 1 1 [0k — 18]k

i<

|
=)
=
B
e
N
—
X
I
x
\.,
+
NI
—
X
+
x
Z‘/
P
N
=
fal
P
=
N——

2
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Ein Fortsetzungssatz

44, Es gilt>®

Satz: Es sei { ein kofinalerx-Unterraum eines matrixgeordnetenVektor- Fortsetzungssatz
raumes V, D ein komplexer Vektorraum upgt Vo — Sesq (D) eine vollstan-
dig positive Abbildung. Dann haf, eine vollstandig positive Fortsetzugg V —
Sesq (D).
Ist go hermitesch, so kann auch die Fortsetzung hermitesch gewahlt werden.

Beweis:  Wie beim Fortsetzungssatz von Hahn-Banach gentigt es, auf den von
einem Vektorxg undVy erzeugten Unterraum fortzusetzen. Dann folgt die Behaup-
tung mit dem Lemma von Zorn.

Die Fortsetzung auf den von einem hermiteschen Vekgamd\; erzeugten
Unterraum (der dann eig-Unterraum ist) findet Powers ([Pow74, Lemma 3.6])
mit Hilfe des klassischen Trennungssatzes der konvexen Analysis derart, dass die
Fortsetzung wieder vollstandig positiv ist.

Ist ¢o hermitesch, so ist die von Powers konstruierte Fortsetzung ebenfalls her-
mitesch. Siehe dazu den Beweis von Lemma 3.6 in [Pow74], speziell Seite 276,
Zeile 6 ff. Dort steht, dass die Fortsetzung tberhaupt nur so gesucht wird, dass
o(Xo) hermitesch ist, und das gelingt auch (festgestellt auf Seite 277, Zeil&8).

Biprodukte und das Geheimnis der Matrizen

Biprodukte
45. Ein Biprodukf56 zweier ObjekteA undB einer Vektorkategorie ist ein Objeksiprodukt
A B mit Morphismen p}“B, py®®, inf*B und il;®®, kurz pr und in: Projektion
e e Injektion
pry Ao Bp 2 B, pr?eB’ pr?eB’ in?@B’ inzA@B
inf®8 inp®8 pr;, in;

den Projektionenund Injektionen,so dass gf*®in}“® = ida, pr,”Bind*® = idg
und irf“B pri®B 4 inS B pri®® = idagp.
Dann ist psiny = 0 und pgin, = 0.57
Mehrfache Biprodukte sind analog erklart.
Eine Biproduktkategorieoder ®-Kategorieist eine Vektorkategorie/ mit ei- Biproduktkategorie
nem Funktord: &7 x o/ — <7, der je zwei ObjekteA undB ein Biprodukt zuord- ¢-Kategorie
net und zwei Morphismea: A— B undb: C — D den Morphismusa® b: A®
C — B@ D, gegeben durch

a®b=inf*Papr}*c +in3*Pbpry“C.

55 [Pow74, Theorem 3.7]. Der Zusatz ist dort nicht formuliert.

56 Siehe [ML88, VIII.2].

57 Dennin priing =ing =inaprying +ingprqing, also i prying = 0 und daher
prying = pryinaprying = 0.
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Dieser Funktor ist dann automatisch linear.
Damit wir mit mehrfachen direkten Summen vernlnftig rechnen kénnen, for-
dern wir zudem die Assoziativitat van.58
Direkte Summe  Analog ist auch einelirekte Summe&on Kanten eines Moduls tbey-Kate-
@®-Modul gorien erklart, vergleiche Paragraph 12. Moduln (feKategorien nennen wir
@-Moduln.

@-Funktor 46. Ein @-Funktor zwischen@-Kategorien ist ein linearer Funktar, der die
Biprodukte respektiert:

®(A$B) ®(A) @ ®(B),

cI)(in’f@B) _ ini{’(A)@q’(B)

und so weiter.
@-Modulhomomorphismus  Ein @&-Modulhomomorphismuawischen®-Moduln ist ein Modulhomomor-
phismus® mit @-Funktoren® und ®R. Dann gilt fir Kanterc undd:

d(cpd)=o(c)d(d).
47. Beispiele:
1. IstAeineK-Algebra, so versehen wiMat(A) mit den Biprodukten
mén=m+n
fur natdrliche Zahlem undn mit Projektionen
pri"=(1n 0 )®kida  und pE“" = (0 1, )®kida

und Injektionen

inen — < e )@« ida  und i = ( fn )@« ida.

Es ist danf® fiir Matrizena undb gerade

a 0
a@b—<o b)'

2. Auf Lin, LinH und Unterkategorien davon haben wir als Biprodukt die tb-
liche direkte Summe mit den zugehdrigen Projektionen und Injektionen.

58

Diese Forderung kann man abschwachen, siehe [Kas95, XI.2.1].
59

wie in Paragraph 12
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3. Die Beispiele 4, 6 und 8 in Paragraph 17 lassen sich mit Hilfe von Biproduk-
ten formulieren. Auf die gleiche Weise erhalten wir fir EckeandD eines
@-Moduls% eine Einbettung

®: Mat(¢(C,D)) — ¢, [cijlij — Zini Gij pr;
]

mit Eckenabbildungen
® (n)=C"" und ®gr(m)=D""

Diese liefert Identifizierungemn(%(C,D)) = € (C*",DM).50 & ist ein
@®-Modulhomomorphismus mit

(I)L(O{)Zzotijini idppr; und @R(ﬁ):Zﬁijini idc pr;.
1 1]

4. In allen unseren Beispielen verKategorien, die aucky-Kategorien sind,
gilt (in**B)* = prA“B_ Wir verzichten hier darauf, fiir diese Struktur noch
eine eigene Bezeichnung einzufihren.

5. Ebenso sollte klar sein, was unter geordneteloduln und -Bimodulnzu Geordneter-Modul
verstehen ist. Geordneters-Bimodul

6. Die naturlichen Transformationen zwischefFunktoren zwischem-Kate- @-NatTrf (7, )
gorieng und % bilden eineb-Kategorie®-NatTrf (o7, ) mit der direkten
Summe
P VU(a)=>(a)p¥(a)

fir @&-Funktoren® und ¥ zwischend-Kategoriene und % und Morphis-
menavon o7/ sowie

(in*®¥)a = ini‘b(A)@‘NA) und (prP®¥), = pri‘P(A)@\I/(A)

fur ObjekteAvon <.

Dann ist fiir natrliche Transformationerund ¢ zwischen®-Funktoren

(9® P)a= ga® da.

60 Zur Infektivitat: Ist®([cij]ij) = 0, so auch
Gij = pr ([cuia) inj.
Zur Surjektivitat:c € € (C*",D®M) kdnnen wir schreiben als= @ ([cij]ij) mit

Gij = pricinj.
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7. Es seiK ein Korper. Jedem-Funktor ®: Mat(K) — Mat(K) ist gegeben
durch eine natirliche Zamund ®(a) = ®p(a) = a®y 1.5t

Fur einen KorpekK ist ¢-NatTrf (Mat(K)) = Mat(K). Dabei entspricht der
natirlichen Transformatiop: ®, — ®n, die mx n-Matrix @1, und es ist

®n = 1n QK @1-62

Das Geheimnis der Matrizen

48. IstK ein Korper und sind\ undB K-Algebren, so gilt:

Proposition:  Jeder(Mat(A) | Mat(B))-Modul ist (bis auf Isomorphie) von der
Form Mat(V) mit einem(A | B)-Modul V, speziell ist jedeMat(C)-Bimodul von
der FormMat(V) mit einemC-Vektorraum V, und jedéviat (C)-+-Bimodul ist von
der FormMat(V) mit einem«-Vektorraum V.

Beweis:  Es sei# ein(Mat(A) | Mat(B))-Modul. Wir setzen
V=%(1,1)
und haben zwei Modulhomomorphismen
®: ¢ — Mat(V); vi— [[diida]1 V(0] idB]I,l]ij

und
U Mat(V) — %5 [Vijlij — ) [oiidalka[Vij]1,1[0)idB]1
N

mit - = WL = idyay(a) UNd PR = UR = idya(g).2* ®4 @ und ¥ sind invers zuein-
ander. Fallsg” ein Mat(C)-x-Bimodul ist, istV ein x-Vektorraum, undd und ¥
sind hermitesch. ©)

61 Man kann die Matrixx mit Hilfe von Projektionen und Injektionen aus den Komponenign
zusammensetzen.
62 Betrachte fiir geeignetedas Diagramm:

a®l
n———nl|

¢1l i@
a®L

m——mli

63 Beachte dabei fiir MatrizemiiberA beziehungsweisB:

[Bik] Lklonalia = [oan]a) = [osj ]2 (81
]

und

Y il alonlie = [owalks = [oalii[8p] -

I
64 Dies imitiert gerade die bekannte Technik, wie man die Eintrage einer Matrix durch

Multiplikation mit geeigneten skalaren Matrizen gewinnt und die urspriingliche Matrix aus
den Eintragen wieder rekonstruiert.
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49. Dies wirft die Frage auf, ob man auch die fir Matrixstrukturen relevan-
ten Morphismen zwischeMat(V) und Mat(W), namlich Matrizen von Modul-
homomorphismeV — W mit gemeinsamem linkem Funkt«pL und gemeinsa-
mem rechtem FunktogR® gemaR Paragraph 32 Beispiel 14, in der Sprache der
(Mat(A) | Mat(B))-Moduln charakterisieren kann.

50. Zunéachst halten wir fest: I1sb: Mat(V) — Mat(W) ein Modulhomomor-
phismus mitdh(a) = ¢*(a) @k 1m und®R(b) = ¢R(b) ® 1, S0 ist durchb: V —
Mmn(W) eine Matrix von Modulhomomorphismé&h— W mit linkem FunktorgbL
und rechtem FunktoR gegeben, deren Amplifikation geradeergibts®

uUnd zumindest im Fallé& = B = K kénnen wir die Funktoren vom Ty@+— Biprodukt
J(a) @k 1m beschreiben als dig-Funktoren — in diesem Fall ist notwendjg=
idk, denn sonst gibt es keirielinearen Homomorphismek — K.

51. Damit ist die Kategorie deK-VektorrAume mit den Matrizen von linea-
ren Abbildungen gemaf Paragraph 17 Beispiel 10 als Morphismen aquivalent zu
@-(Mat(K) | Mat(K))-Mod. Die Moduloperation der Multiplikation mit skalaren
Matrizen entspricht genau der Bimodulstruktur ubeNatTrf (Mat(K)).

Und die Kategorie der matrixgeordneten Raume mit den vollsténdig positiven
Matrizen von linearen Abbildungen ist aquivalent zur Kategorie der geordneten
Mat(C)-Bimoduln mit den positiverm-Modulhomomorphismen.

Weitere Strukturen

52. Es werden in der Literatur noch weitere Strukturen auf Vektorgraphen und
Vektorkategorien untersucht:

Banachkategorien sind komplexe Vektorkategorien Giidund W*-Katego-
rien «-KategoriensZ mit Normen auf allen Vektorraumew (A, B), die gewissen
Zusatzbedingungen genuigen, siehe etwa [GLR85].

Man kann normierte Moduln Gbe2*-Kategorien definieren. Operatorrdaume
sind normierteMat(C)-Bimoduln, siehe etwa [EROQ].

[Pop00] untersucht allgemeiner normiefhat(A) | Mat(B))-Moduln mitC*-
AlgebrenA undB, [Mag00] betreibt auf diesen konvexe Analysis.

Um normierteMat(C)-Linksmoduln geht es in [Lam02].

In [EW97] werden entsprechende Verallgemeinerungen lokalkonvexer Topolo-
gien aufMat(C)-Bimoduln betrachtet.

65 Jedew ausMat(V) lasst sich durch Moduloperationen aus den Komponevien

zusammensetzem:= 3 [Gikidalk 1[Via]1,1[8j1idB]1; -
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x-Darstellungen

Mengen, speziek-Algebren, von Operatoren und die durch sie gegebenen
Topologien auf Prahilbertraumen werden diskutiert. Die entwickelten Begrif-
fe werden auf-Darstellungen vor-Algebren tbertragen. Ein Darstellungs-
satz wird bereitgestellt.

Literatur; [Pow71], [Pow74].

Mengen von Operatoren

53. Es seien D und E Préahilbertrdume und” C Lin (D,E) eine Menge vonAbschlieBbare Menge von
linearen Operatoren. Wir nenneri abschliel3barfalls alle T € . abschlieRbarOperatoren

sind. Dann definieren wi#”, denAbschlusson.¥, durch Abschluss vons’
57

T =TIy | TE S}

mit 2(.%) = Tgy@(ﬂ.

< heildtabgeschlosserfalls .77 = 7. Das ist genau dann der Fall, weBn= Abgeschlossene Menge von
D(S). Operatoren
Ist.# C Lin M (D,E), so ist.# abschlieRbar.

54. Fir. C LinM(D,E) erklaren wir T

S ={T g7+ | T €7}
mit 2(7%) = N 2(T%).
Tes
Z* ist abgeschlossen.
Eine Menge¥ von Operatoren ifin (T)(D) heiRthermiteschfalls sie abge-Hermitesche Menge von

schlossen ist unter der Involution.¥ heiftselbstadjungiertfalls .” = .7*. Die Operatoren
Menge von Operatorery’ ist genau dann selbstadjungiert, wenn sie hermite3g/Rstadjungierte Menge von
ist und 2(.#*) C D.%® Eine Menge.# von Operatoren iriin ("' (D) nennen wir OPeratoren

. . . Wesentlich selbstadjungierte
J— *
wesentlich selbstadjungiefglls .7 = .*. Menge von Operatoren

66 Die andere Inklusion gilt dann ebenfalls.
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-Topologie 55. Es sei.” C Lin (D,E) eine Menge von Operatoren. AT definieren wir
eine lokalkonvexe Vektorraumtopologie, dié-Topologie durch die Halbnormen

Xt = [T

fur T € .#. Das heif3t, eine Nullumgebungsbasis ist gegeben durch Mengen der
Form

U, 2(0) = D
#(0)={xeD | maxixr <ef
fur endliche Teilmenger# von . unde > 0. Wir setzen

Xz = mMax|X|T.
X| # Tegz' T

Die Mengen
U:7(0) ={xeD]| Xt <¢e}

bilden eine Nullumgebungssubbasis.

Ist. einex-Unteralgebra vomin T(D), so bilden diese schon eine Nullumge-
bungsbasis, sogar schon tigs(0) fur hermitesch&: Ist namlich.# C . endlich
undS=1+5S1c5TTT, soist|X|s > |X| ».

Die {1}-Topologie und die()-Topologie sind gleich der Normtopologie
auf 7, die0-Topologie ist die indiskrete Topologie.

56. Proposition:
a) Ist.# C Lin (D, E) abgeschlossen, so ist.¥ U {1}-vollstandig”’.

b) Ist.# einex-Unteralgebra vorLin "(D) oder enthalt hochstens ein Ele-
ment, soist D iz () . U {1}-dicht.

c) Ist.¥ einex-Unteralgebra vorLin T(D) oder enthalt hochstens ein Ele-
ment, und ist DY U {1 }-vollstandig, so ist” abgeschlossen.

Beweis:

a) Es sei. abgeschlossen und es $gi), ein.” U {1}-Cauchynetz. Weiter
seiz# die Vervollstandigung voD. Dann ist(xn)n insbesondere ein Norm-
Cauchynetz, dieses hat einen Grenzwett.”Z, und fur alleT € . kon-
vergiertT x, gegenT x. Also istx € Z(.#) = D, undx, konvergiert gegen
bezlglich” U {1}.

b) Es seixp € (). Zue>0undT € .7 enthalt die Umgebung_ (f 4, (Xo)
nach Definition voril auch Elemente vob, und diese Umgebungen bilden
eine Umgebungsbasis beziglichu {1}.

67 Korrekt warel|y ) stattl. Sparen wir uns das — es ist klar, was gemeint ist.
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c) Es seD .7 U{1}-vollstandig. Es isD in 2(.#) nach b U{1}-dicht, und
da aufD die.# U{1}-Topologie mit det” U {1 }-Topologie libereinstimmt,
ist 2(S) = 9().

©

x-Algebren von Operatoren

57. Ist.” einex-Unteralgebra vorkin T(D), s0 ist.# einex-Unteralgebra von
LinT(2(.#)), und die Abbildung

ist ein vollstandig positives-Homomorphismu$§®

58. Und.”* ist einex-Unteralgebra voiin T(2(.*)), und die Abbildung
S = ST TT*|@(§ﬂ*)

ist ein (nicht notwendig hermitescher) Homomorphisifius.

x-Darstellungen von x-Algebren

59. Eine x-Darstellungeiner x-Algebra A auf einem Préahilbertraur® ist ein +-Darstellung
+-Homomorphismu# — Lin T(D).
Ist = einex-Darstellung vorA aufD, so sind durch Abschluss einer Darstellung
T

7. A5 2(A) — z(A) C Lin T(.@(n(A)) Adjungierte Darstellung

n*

einex-Darstellung und durch
71 AL 2(A) — 2(A)* C LinT(2(x(A))

eine Darstellung vor auf

2(7) = 7(=(A))

beziehungsweise
2(z") = 2(=(A))

gegeben, deAbschlussind dieadjungierte Darstellungon x.
= heiBtabgeschlosseffalls = = r, selbstadjungiertfalls = = #* undwesentlich Abgeschlossene Darstellung

selbstadjungiertfalls = = =*. Selbstadjungierte
Darstellung

Die Homomorphismeneigenschaft ist nicht offensichtlich. Der Beweis enthalt aber keine \yasentlich selbstadjungierte
besonderen Schwierigkeiten, siehe [Pow71, Lemma 2.6]. Weil der Abschluss eines pos”ﬁﬁfétellung

Operators positiv ist, ergibt sich die vollstandige Positivitat.

69 [Pow71, Lemma 4.1]

68
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7 ist abgeschlossef.

Ist A matrixgeordnet und vollstandig positiv, so ist auchvollstandig positiv.

Ist = selbstadjungiert, so hatkeine echte selbstadjungierte Fortsetzung (der
darstellenden Operatoren auf einen gréReren Definitionsbereich in der Vervollstan-
digung.# von D).”*

Ein Darstellungssatz

60. Esgilt:"2

DarstellungssatzSatz:  Es sei A eine matrixgeordneteAlgebra, E ein komplexer Vektorraum
und ¢: A — Sesq (E) eine hermitescHé, vollstandig positive Abbildung. Dann
gibt es einen Préhilbertraum D, eine vollstandig positiv®arstellungz von A
auf D und eine lineare Abbildung ME — D, so dass fir alle x, ¥ E und ac A

gilt:

x| p(@) [y) = (VX (@)Vy):

Sesq(E) E

¢ A |

/ : (V- TV-) :
A [ 1 Y

> N T I T |

AN o | |

Lin T(D) D

Man kann D so wahlen, dasg§A)VE in D z(A)-dicht und = abgeschlossen ist.
Dann sindz und V bis auf unitare Aquivalenz eindeutig bestimmit.

Beweis:  Durch

(a®x,b®@y) = (x| ¢(a'b) |y)
wird auf A®c¢ E eine positive Sesquilinearform definiert. $ai der Quotient von
A®¢c E nach dem Kern dieser Sesquilinearform. Dies ist dann ein Pr&hilbertraum,
auf demA operiert vermége

m(ab®@x=ab®Xx.
Weiter setzen wir
V:E =D X— 1aoQX,

D= @(7?1) undr = 7?1.
Jetzt sind nur noch alle gewuinschten Eigenschaften nachzurechnen. Ausfuhr-
licher vorgeflihrt findet man den Beweis in [Pow74, Theorem 2.3] ©

70 [Pow71, Lemma 4.1]

1 [Pow71, Lemma 4.2]

72 [Pow74, Theorem 2.3]

73 Diese Voraussetzung fehlt bei Powers, sie ist aber an den Stellen erfullt, an denen wir den Satz
brauchen (Paragraph 120 und 149, dritter Schritt).
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61. Diese Konstruktion verlauft genauso wie bei den bekannten Darstellungssat-
zen von Gelfand-Neumark-Segal und Stinespring. Eine weitere Verallgemeinerung
sei hier nur noch angedeutet:

Satz: Ist.e/ eine kleine geordnete Kategorie undy: </ — Sesq ein positiver, «-Darstellung
hermitescher Funktdf* so gibt es eine positive-Darstellungvon <7, das heif3t, Nattirliche Transformation
einen positiven, hermiteschen Funktar — Lin T, und zu jedem Objekt A von

&/ eine lineare Abbildung

Va: gr(A) = gL(A) — (A,
so dass fiur jede Kante:aA — B von.« und passende Vektoren x und y gilt:
(X[ p(a) | y) = (VBX, n(@)Vay).

Man kann die Zuordnung A V als natiirliche Transformatiol : ¢ — = anse-
hen — ein Begriff, den wir hier nicht mehr formal definieren.

Beweis:  Fir ObjekteA, B von .« betrachten wir auf
M(BNA‘) Xc QDL(B)
das Halbskalarprodukt
(a®x,b®y) = (x| g(ab)|y).
Durch Herausfaktorisieren des Kernes erhalten wir einen Prahilbertg,imnd
wir setzen
7(A)=EPDs
B

und

VA: QDL(A) — E(A), X+ idA®X.
Fur Morphismera: A— Bundb: C — Avon.«Z undx € ¢ (C) setzen wir

r(@ab®@x=ab®x e r(B).

n(a) istaufz(A) wohldefiniert: Istb®x,b®x) =0, so ist wegen der Schwarzschen
Ungleichung auch

(r(@bax, r(a)b@x) = (x| gp(b*a*ab) | x) = (r(a"a)b@ x,b@X).
rist offensichtlich ein Funktor, und fia: A — B ist
(Vax, 2(@)Vay) = (x| ¢(a) | y).
Ista> 0, so auch
(b x, r(a)b@x) = (x| p(b*ab) | x).

Also ist z positiv.
Die Gleichungr(a*) = z(a)" zeigt man nach derselben Methode. ©

74 Esistdanny = gR.
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Liegruppen und ihre
Liealgebren

Jeder gute Vortrag beginnt mit den Worten: »Sei G eine lokalkompakte
Gruppe.«
MATTHIAS NEUFANG'®

Einige Informationen Uber Liegruppen und ihre Liealgebren werden zusam-
mengestellt. Dies dient nur der Erinnerung und der Klarstellung der Be-
zeichnungen. Grundsatzlich wird eine Bekanntschaft mit Liegruppen und der
Sprache der Differentialgeometrie vorausgesetzt. Fir Beweise oder weiter-
gehende Informationen verweise ich auf die reichlich vorhandene Literatur:
Siehe zum Beispiel [War83], [HN91] oder [Kna86, Chapter Il1].

Matrixwertige positiv definite Funktionen gemaR [Pow74] und die Ma-
trixordnung auf der einhlllenden Algebra werden eingefuhrt.

Liegruppen

62. EineLiegruppeist eine Gruppés mit einer Struktur als Hausdorffsche anaiegruppe
lytische Mannigfaltigkeit®, so dass die Gruppenoperati@ph) — ghund die In-

75

76

MATTHIAS NEUFANG: Kommentar zu dem Standardbeginn seiner Saarbriicker
Oberseminarvortrage. Miindlich Uberliefert. Dazu ist erstens anzumerken: Jede Liegruppe ist
lokalkompakt, und zweitens: Fast jede lokalkompakte Gruppe kann durch Liegruppen
»approximiert« werden ([MZ55, 4.6], [Kap71, Theorem 18]).

Das heifdt, es ist ein Atlas mit analytischen Kartenwechseln gegeben. Fiir eine Hausdorffsche
MannigfaltigkeitM sind die folgenden topologischen Eigenschaften dquivalent ([Spi70, A-1]):

e M ist parakompakt.
e M ist metrisierbar.
e Jede Zusammenhangskomponente Monat eine abzéhlbare Basis ihrer offenen

Mengen.

e Jede Zusammenhangskomponente Moist o-kompakt.

Fir Liegruppen sind diese Eigenschaften erfiillt: Es gibt eine kompakte Umgebung der

Eins,

deren Potenzen sind kompakt und Giberdecken die Zusammenhangskomponente der Eins.
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versenbildungy — g1 analytisch sind”- 78

Linkstranslation 63.  Fir eine Liegruppé& sind dieLinkstranslationmit einem Elemeng € G,
Lg
Ly: G— G; h—gh,

Rechtstranslationund dieRechtstranslatiomit g,

Ry
Rg: G— G; hi— hg,

analytisch und bijektiv mit Inverseln, . beziehungsweisBy 1.

Die Liealgebra einer Liegruppe

Invariantes Vektorfeld 64. Ein Vektorfeld X auf G heil3tlinks- beziehungsweiseechtsinvariant falls
furallege G
dlg(Xh) = Xgn  bzw.  dRg(Xn) = Xng

ist. Ein solches Vektorfeld ist durch seinen Wert an einem einzigen Punkteetwa
eindeutig festgelegt:

Xg=dLg(Xe) bzw. Xg=dRy(Xe).

Damit haben wir eine Bijektion zwischen der Menge der links- beziehungsweise
rechtsinvarianten Vektorfelder unidG. Entsprechendes gilt fiir Tensorfelder be-
liebigen Typs. Die Koeffizienten sind jeweils automatisch analytisch.

Vektorfelder als 65.  C°°-Vektorfelder wirken als lineare Differentialoperatoren auf @&nFunk-
Differentialoperatorentjgonen:

(X)(g) = Xgf = df (Xg).

Zwei Vektorfelder sind gleich, wenn die zugehdrigen Differentialoperatoren gleich
sind. Die Linksinvarianz voiX bedeutet in der Sprache der Differentialoperatoren

(Xf)oLg=X(folg)

fur alle C>-Funktionenf undg € G.”®

77 Die Inversenbildung ist bei analytischer Gruppenoperatistomatisctanalytisch als durch
eine analytische Gleichung implizit definierte Funktion.

78 st G nur eine topologische Gruppe mit einer Struktur@lsMannigfaltigkeit, so enthalt die
CO-Struktur genau eine analytische Struktur, Gieu einer Liegruppe macht. Daher kann man
auch eine lokal euklidische topologische Gruppe eine Liegruppe nennen. Stetige
Gruppenhomomorphismen zwischen Liegruppen sind automatisch analytisch
([war83, S. 109 f.]). Dies ist eine Teilantwort auf das berihmte 5. Hilbertsche Problem
([Hil0Q], siehe etwa [Kap71] und [MZ55], dort ist auch die Originalliteratur aufgefihrt.).

79 (Xf)oLg(h) = X f(gh) = df (Xgn), undX (f o Lg)(h) = d( o Lg) (Xn) = df (dLg(Xn)-
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66. Sind X undY zwei C*-Vektorfelder, so ist auch der Differentialoperatoieklammer
XY —Y X durch einC*>-Vektorfeld gegeben. Dieses nennt man dieklammer [X,Y]
[X,Y] von X undY.

SindX undY links- beziehungsweise rechtsinvariant, so aacty|.8°

Durch die Identifizierung voiieG mit den linksinvarianten Vektorfeldern wirdiealgebra
die Lieklammer aufTeG definiert. TeG wird so zu einer (reellen) Liealgebra, der
Liealgebrag von G.8!

67. Verschiedene Liegruppen haben nicht notwendigerweise verschiedene Lieal-
gebren. Ist etw& nicht zusammenhangend, so ist die Zusammenhangskomponen-
te Ge der Eins eine Liegruppe mit derselben Liealgebra. Aber auch verschiedene
zusammenhangende Liegruppen haben nicht notwendigerweise verschiedene Lie-
algebren. Unter allen zusammenhangenden Liegruppen mit derselben Liealgebra
gibt es genau eine einfach zusammenhangende, und alle anderen sind Quotienten
von dieser nach einer diskreten Untergruppe des Zentrums.

68. Es seiG eine Liegruppe mit Liealgebrg. Die LiegruppeG°P hat dieselbe
Struktur als Mannigfaltigkeit wiés, und damit ist die Liealgebrg®? von G°P als
Vektorraum gleicly. Die Lieklammer , |°P von g°P ergibt sich aus der Lieklammer
vong als

[X,Y]°P = —[X,Y] =Y, X].

69. Das Differential im Punkeéeines stetigen Gruppenhomomorphismus$s — Differential eines
H ist ein Liealgebrenhomomorphismus der zugehdrigen Liealgepue b. Gruppenhomomorphismus
Zum Beispiel ist das Differential des Gruppenisomorphismus

G-G®g—g!
ein Isomorphismus
xg— g% X X" =X
der zugehdrigen Liealgebrenund g°°. Wir kénnen« auch als Antiautomorphis-

mus vong auffassen.

70. Ist umgekehrt ein Liealgebrenhomomorphismus Exakter Liealgebrenhomo-
morphismus

Tig—h

80 30 ist etwa fiifinksinvariante VektorfeldeX undY, eineC>-Funktion f undh € G

(X, Y]f)oLg = (XY floLg—(YXTf)olLg
= XY(folg)—YX(folg)
= [X,Y](folg).

81  Die Identifizierung mit den rechtsinvarianten Vektorfeldern liefert dieselbe Lieklammer.
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gegeben, so stellt sich die Frage, obxakt,das heil3t das Differential eines Grup-
penhomomorphismus ist. Dies ist der Fall, w&nusammenhangend und einfach
zusammenhangend ist.

Wir werden in dieser Arbeit eine genaue Charakterisierung kennenlernén: Ist
zusammenhéangend, so iggjenau danmexakt, wenmr vollstéandig positiv ist beziig-
lich gewisser durch die Gruppen definierter Matrixordnungen. Dabei ist allerdings
nicht die Liealgebra selbst matrixgeordnet, sondernlioraplexe einhtllende Al-
gebra:

Die komplexe einhillende Algebra einer Liealgebra

Einhiilende Algebra71. Zu jeder rellen Liealgebra gibt es eine komplexe Algebrd, ihre (komple-
xe) einhiillende Algebrand einen Liealgebrenhomomorphismug — & 82 mit
der folgenden universellen Abbildungseigenschatft:

Fir jeden Liealgebrenhomomorphismpuson g in eine komplexe Algebré
(mit der Lieklammerja,b] = ab— bafir a, b € A) gibt es genau einen Algebren-
homomorphismus: & — A, so dasg = ro:

g—>&
|
|
\

N

A

Die Elemente vor® sind C-Linearkombinationen von formalen Produkten von
Elementen vorg modulo C-Bilinearitdt und modulo den Relationen der Form
[X,Y] =XY—=YX, und esistX = X/~. Die Abbildung: ist injektiv; wir schreiben
einfachX fur :X und betracheg als Teilmenge vor®.

Jede Darstellung vop auf einem komplexen Vektorraum lasst sich eindeu-
tig zu einer Darstellung voé fortsetzen, und jeder Liealgebrenhomomorphismus
@: g — b lasst sich eindeutig zu einem Homomorphismus® — $) der einhul-
lenden Algebren fortsetzéH.

® als Differentialoperatoren72. Ist g die Liealgebra einer Liegrupp®, so lassen sich die Elemente vén
oder Distributionen mit den linksinvarianten Differentialoperatoren aifdentifizieren und diese wie-
derum mit den Distributionen a@ mit TragerC {e}. Dabei entspricht dem Dif-
ferentialoperatoK die DistributionX, definiert durch Auswertung im Punét

~

X(f) = X|g=ef(9)

flir C>°-Funktionenf .84

82 Das heiBt([X,Y]) = XY =YX fUr X, Y € g.
83 Mittels der Einbettung: f — .
84 Sjehe etwa [War72, A2.4].
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Dadurch steh® in Dualitat mitC>(G). Das Produkt ir® entspricht der Fal-
tung von Distributioner§®

73. Esseik e Nound®® C & der Untervektorraum aller Elemente, die sich al&
Linearkombination von Produkten mit hochstdnBaktoren aug schreiben las-
sen. Diese entsprechen Differentialoperatoren oder Distributionen von<Gkad
Dadurch ist eine Filtrierung auf der Algebeagegeben: Es iss W& (1) C gkt

Wir setzen nocl® (@) = () = &, um spéter einheitliche Bezeichnungen zur Ver-
fligung zu haben.

74. Der Antiautomorphismusg von g setzt sich eindeutig zu einer Involutien Involution auf®
auf & fort. Damit wird  zu einerx-Algebra und®® zu einemx-Vektorraum fir *
alle k.26 Die zux duale Involution auC>(G) ist gegeben durch

(@) = (g™,
das heil3t, fuX € & und f € C*(G) ist

X*|g=ef(9) = X|g=ef(g71). 87

Die Fortsetzung eines Liealgebrenhomomorphismus  zu einem Homomor-
phismus® — $ der einhillenden Algebren ist hermitesch.

8 FurX,Y e ¢ undf € C®(G) ist
XY f=X|g¥|nf(gh) = X|g—eY [n=ef (gh)

= X|g:eY|h:gf(h) = XY|g=ef(9) = (XY)™ 1.
Hierbei ist es wichtig, dass undY linksnvariant sind. Bei einer Identifizierung va$h mit
denrechtsnvarianten Differentialoperatoren wagY)™~ =Y % X.
®®) ist invariant untes.
FirX € g ist nach Definition vorx
X*|g=nf(9) = X*|g=ef (hg) = X|g=ef (hg 1),
und gilt diese Formel fir Produkd undY von Elementen aug, so auch fuXY:

(XY)*lg=nf(9) = Y"|g=nX"|s=gf(s)
= Y*|g:hx‘5:ef(95_l)
= Y‘g:ex|s:ef(hgilsil)
= X|s—eY|gef(n(sg )
= X|s=e¥lg=sf(hg )
= XYlg=ef(hg™d).

86
87

Also ist fur alle ProdukteX von Elementen aug

X*|g=ef(9) = X|g=ef(g71) = X|g=ef(g~2).

Da & von dieserC-linear aufgespannt wird, gilt dies dann auch fir dle &.
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75. Isty: G — H ein stetiger Gruppenhomomorphismus zwischen den Liegrup-
penG undH mit Liealgebreng undh und einhullenden Algebre#& und $), so ist
dy: g — b ein Liealgebrenhomomorphismus und setzt sich fort zu einem Homo-
morphismus ¢: & — § der einhiillenden Algebren.

FurX e Bundf € C*°(H) ist

dp(X) et () = Xlg—ef 0 4(0).2%

Die adjungierte Darstellung

«d 76. Jede Liegrupp& operiert auf sich selbst durch Konjugatierd(g) mit ei-
nem Elemeng € G:

/d(g)(h) =ghg™* = LgoRy1(h).

Adjungierte Darstellung vonDas Differential des Gruppenhomomorphism#d(g) : G — G im Punkte st ein
G Liealgebrenendomorphismus Agj von g.

Ad ist eine Darstellung vof® auf dem Vektorraung, die adjungierte Darstel-
lungvon G. Ad(g) setzt sich wegen der universellen Abbildungseigenschaftd/on
eindeutig fort zu einem Homomorphismus v&nund lass®® invariant fir alle
k. FurX € und f € C>*(G) ist

Ad(9)X|nef (h) = X|n_ef 0 7d(9)(h) = X|n_ef (ghg *).2°
Adjungierte Darstellung vonDie Ableitung des Gruppenhomomorphismus A& :— Aut(g) ist
g
ad ad=dAd: g — End(g); X — adX) = [Y — [X,Y]],

die adjungierte Darstellungon g aufg.

88 FirX e g gilt das nach Definition, und diese Formel tibertragt sich auf Produkte und
C-Linearkombinationen: Gilt sie fiX undY, so ist

dp(XY)[h=ef (h) = do(X)|s=edp(Y)[n=ef (sh) = X|r=eYlg=ef (¢(r)9(9)) = XY[g=ef o ¢(9).

Damit gilt diese Formel fur allX € &.
FirX € g ist das die Definition, und die Formel tbertragt sich auf Produkte und
C-Linearkombinationen: Gilt sie fiX undY, so ist

Ad(9)(XY)h=ef(h) = Ad(g)X[s=eAd(9)Y|n=sf(h)
= Ad(9)X|s=eY|n-ef(sghg®)
= X|s=eY|n-ef(gsg *ghg )
= Xls=eY|n_sf(ghg !) = XY|n_ef(ghg ™).

89
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Die Exponentialabbildung

77. Es seiG eine Liegruppe mit Liealgebr@ und es seX € g. Der Liealgebren-Exponentialabbildung

homomorphismus exp
R—g 1—X

ist die Ableitung eines eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
R — G; t — expy(t).

Durch
g — G; X— exp(X) =exp(1)
wird die Exponentialabbildungler Gruppe definiert. Es ist
dexp=id,.

Daher ist exp ein lokaler Diffeomorphismus bei 0, und da die Potenzen jeder Eins-
umgebung inG die Zusammenhangskomponente der Eins Uberdecken, l&sst sich
jedes Element einer zusammenhangenden Liegruppe als Produkt von Elementen
der Form expX) darstellen miX aus der Liealgebra.

78. FUrX egundf € C®(G) ist
d
Xlgef(@) = 5| flexp(tx)),
t=0

und far einen stetigen Gruppenhomomorphismu$ — H kommutiert das Dia-
gramm:

4

G——s

de

g—

H
exp Texp
b

Durch dieses Diagramm istxeindeutig bestimmt: Kommutiert fir einen Lie-
algebrenhomomorphismus g — h das Diagramm:

4

G——

g—"-

H
exp Texp
y

S0 istr = dyp.%°

9%  Denn dann ist fiir alld € C*°(H)

AX)hef () = §| _ flexptr(X)))
— &, flelexptx)
= §|_ flexpitdp(x)))

,_,
I

0
) Ih=ef (h).

Il
[}
<
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Integration Uber Liegruppen

Linkes HaarmaR 79. FUr einen-dimensionale Liegrupp® gibt es bis auf positive skalare Vielfa-
che genau eine positive ungeragd€orm auf demm-dimensionalerR-Vektorraum
TeG °! und damit bis auf positive skalare Vielfache genau eine positive, linksinva-
riante ungerade-Form di auf G. Durch diese ist ein linksinvariantes so genanntes
HaarmafaufG gegeben mit in lokalen Koordinaten analytischer Lebesgue-Dichte.
A Fur jede Liegruppe sei eine solche Foriedisgezeichnet, das zugehdrige Mal3

dg nennen wird. Wir schreiben kurz gfir di(g). Das Integral einer Funktioh tiber

die Gruppe schreibt sich dann

/G f(g)dg,

die Linksinvarianz bedeutet
/ f<hg>dg:/ f(g)dg
G G
fur alleh € G.

Rechtes HaarmaR  Auf G gibt es genauso ein bis auf positive skalare Vielfache eindeutiges po-
¢ sitivesrechtsinvariantegdaarmaR. Dieses hat bezuglich des linksinvarianten eine
MOdU'arf“”k“Z” analytische Dichte; deren punktweisen Kehrwest(g) = ¢(g)~* nennt man die
Modularfunktion Fir abelsche und fur kompakte Gruppendskonstant, und die
linken und rechten HaarmaRe sind gleich (bis auf positive skalare Vielf8&he).

Die Gruppenalgebra

Gruppenalgebra80. Zu jeder Gruppés gibt es eine komplexe Algebia(G), die Gruppenalge-
C(G) bra, mit den universellen Abbildungseigenschaften:

¢ Jede Funktion vois in einen komplexen Vektorrauwm setzt sich eindeutig
fort zu einer linearen Abbildung(G) — V.

e Jeder Gruppenhomomorphismus ¥in die Gruppe der invertierbaren Ele-
mente einer komplexen Algebrasetzt sich eindeutig fort zu einem Alge-
brenhomomorphismus(G) — A.

e Speziell: Jede Darstellung v@hauf einem komplexen Vektorrauvhindu-
ziert auf diese Weise eine Darstellung Vo(G) aufV.

C(G) besteht aus allen endlichen formalesinearkombinationen
QI = ) g
2272

von Gruppenelementen mit der formalen Fortsetzung der Gruppenverknipfung als
Multiplikation.

91
92

Namlich der Absolutbetrag der auf einer Basis W@ normierten Determinante.
Fir weitere Informationen siehe [HR63, 15.10 ff].
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81. Durch Involution aufC(G)
g=g?! firgeG *

ist aufC(G) eine Involution gegeben, mit dé&(G) einex-Algebra ist.

Jede unitare Darstellung vaad auf einem Prahilbertraum setzt sich fort zu
einer «-Darstellung vonC(G), und die Einschrankung einerDarstellung von
C(G) auf einem Préahilbertraum a@ ist eine unitéare Darstellung. Alle darstel-
lenden Operatoren einefDarstellung vorC(G) sind beschrankt. Abgeschlossene
x-Darstellungen voit (G) haben daher Hilbertraume als Definitionsbereich.

IstV ein x-Vektorraum, so auch der Raum der linearen Abbildungga) —

V. Dieser ist durch die universelle Abbildungseigenschaft®08) kanonisch zu
identifizieren mitv®, dem Raum aller Abbildunge® — V. Damit ist auch dieser
Raum einx-Vektorraum, und die Involution ist gegeben durch

f*(g) = f(g™)*
fur f: G-V undgeG.

82. Wir versehenC(G) mit dem algebraischen Matrixkegel aller Matrizen deatrixordnung aufC(G)
Form a*a mit a € Mat(C(G)). Damit ist C(G) eine matrixgeordnete-Algebra.
Dieser Matrixkegel wird erzeugt von den Elementen der F{:giﬁjlgj]ij mit g; €
G, das heif3t, diese sind positiv und jede positive Matrix Ubgs) lasst sich als
Summe von Matrizen der Foref[gg;]i; « darsteller?®
Jeder Homomorphismus vdi(G) in eine matrixgeordnete Algebra ist voll-
standig positiv, insbesondere jed®arstellung auf einem Prahilbertraum.

Positiv definite Funktionen

83. Es selV ein matrixgeordneter Vektorraum. Dann ist & eine Matrixord- Positiv definite Funktion
nung gegeben durch den Matrixkegel aller Funktionen, deren Fortsetzu@g@uf
vollstéandig positiv ist. Diese Funktionen nennt npaositiv definit®*

Eine Funktionf: G — V ist genau dann positiv definit, wenn

f([gtgjlij) >0 fur alle Tupellg]; mit g € G,

e e
) gm)]

- [&'H [gu ‘o1, (47

94 Matrizen von Funktionen kann man auch lesen als matrixwertige Funktionen. Die
komplexwertigen positiv definiten Funktionen werden schon lange als wichtiges Hilfsmittel in
der harmonischen Analysis benutzt, siehe etwa [HR70,8]C)-wertige positiv definite
Funktionen fiihrt [Pow74] ein.

9 Esist

] [32],

Il
| — |
™M
x/\ﬁ-’
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und im FalleV = M,(C), wenn

[fij (gi o)) iky(jiy = 0 furalle Tupellgilik mit gik € G (1 <i < n).%

84. Positiv definite Funktionen haben viele schdone Eigenschaften. (Fir komplex-
wertige Funktionen siehe etwa [HR70, 32].) In dieser Arbeit brauchen wir:

Proposition: Es sei f. G — My(C) positiv definit. Dann gilt:
a) Esist f hermitesch.
b) Furallege Gist||f(g)|| < |f(e)].

c¢) Istauch noch h G — My (C) positiv definit, so auch das punktweise Tensor-
produkt f@ h; g— f(g) @ h(g).

d) Ist G eine kompakte Liegruppe (oder auch allgemeiner eine kompakte Haus-
dorffsche topologische Gruppe), und ist f stetig, sgdst(g)dg > 0.

< fe) f(9 )
flg™) f(e)
ist positiv, also auch hermitesch, und daherfigi1)* = f(g) furalleg € G.

b) AuRerdem folgti| f (g)|| < || f(e)||-

¢) [f (9 *9j)hes(9 197 irin sy ISt pOsitiv als Tensorprodukt positiver Ma-
trizen, und daher ist auch die Teilmatrix mit i’ und j = j’ positiv.

d) /5 dg sei auf 1 normiert. Es seien € C. Dann istf = Yijaofij:G—C
eine positiv definite Funktion, und mit dieser ist

Sau [ @ = [ @

— /G/Gf(g)dgdh
_ /G/Gf‘(h—lg)dgdh>0

wegen [HR70, 32.35]. ©

Beweis:  a) Die Matrix

9 Da die Matrixordnung von Matrizen der Forfig) 1g;Jij erzeugt wird.
9%  Diese Matrizen sind fiir positiv definitespositiv, da

(i (G 9 i) (i) = [Bir O Bk iy ke LT (ke )it 8B 01t 1y (1)
und umgekehrt ist
[fij (g o) oGy = fif G i)
mit gix = gk. Diese etwas unhandliche und nur fur matrixwertige Funktionen brauchbare
Bedingung dient in [Pow74, 4.3] zur Definition.
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85. Isty: G — H ein stetiger Gruppenhomomorphismus zwischen den Liegrup-
penG undH und istf: H — Mp(C) eine positiv definiteC>-Funktion, so ist
fog: G— My(C) ebenfalls positiv definit. Denn es ist

foo(ga)) = f(p(g) e(g)))

Die Matrixordnung auf &

86. Fur eine LiegruppeG ist C>(G) matrixgeordnet als Unterraum vdi®. Matrixordnung aufs
Wir versehen® mit der Matrixordnung der vollstandig positiven Funktionale auf
C>(G):%" Eine MatrixX € M(&) heilt genau dann positiv, wenn

[Xij lg=e i1 (9)] ik (it

positiv ist fUr alle positiv definiten matrixwertig€er°-Funktionenf. Das ist genau
dann der Fall, wenn

> Xijlg—efij(g) =0
1]

ist fiir alle positiv definiten matrixwertige®>-Funktionenf gleichen Format&®
Damit sind® und &® matrixgeordnete Vektorraume. Wir werden in Para-
graph 125 sehem ist sogar eine matrixgeordnete Algebra.

87. Isty: G— H ein stetiger Gruppenhomomorphismus zwischen den Liegrup-
penG undH mit Liealgebreng und f und einhillenden Algebre& und ), so ist

dy: & — § vollstandig positiv. Ist namlichf : H — M, (C) eine positiv definite
C*°-Funktion undX € M(®) positiv, so ist aucH o ¢ positiv definit, und daher

[dop(Xij ) In=e fia (M)] ik (1) = [Xij lg=e fii © @(9)] ik (j1) = O-

97 Powers ([Pow74]) fordert zusatzlich nogh= X*, damit er eine matrixgeordneteAlgebra
erhalt. Wir brauchen diese Einschrénkung nicht.
98  Dies benutzt [Pow74, 4.3] als Definition. Einerseits ist

> Xij fij = [ i), 1 [Xij fial iy (O], 10
]

und andererseits ist fizf € C mit f auch
h = (o[ ]k [exjt i
positiv definit, und es ist

_%W“jlxij fia = Xijhij.
]

1
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Links und rechts

manche meinen

lechts und rinks

kann man nicht velwechsern
werch ein illtum
ERNSTJANDL?®

88. Die Unterscheidung von rechts und links ist eine Hauptschwierigkeit und ei-
ne der haufigsten Fehlerquellen beim Rechnen mit nicht kommutativen Gruppen:
Zu jedem Konzept, bei dessen Definition das Wort »links« vorkommt, gibt es auch
ein entsprechendes »rechtes« Konzept und umgekehrt. Die lber rechtsinvariante
Vektorfelder definierte Lieklammer unterscheidet sich nicht von der tber linksin-
variante Vektorfelder definierten. Aber das rechtsinvariante Haarmal3 zum Beispiel
ist im Allgemeinen nicht linksinvariant. Leider gibt es in der Literatur keine Ein-
heitlichkeit, welches Konzept mit »rechts« und welches mit »links« zu definieren
ist.

Daher gilt:

Regel 1: Beim Umgang mit rechts und links ist grof3te Sorgfalt geboten.
Sobald man sich an Regel 1 halt, gilt aber auch:

Regel 2: Im Grunde ist es egal, ob man bei einem bestimmten Konzept die rechte
oder die linke Variante wahlt. Es gibt immer passende Ubersetzungsregeln.

Dies ermoglicht

Regel 3. Am besten legt man sich ein fiir alle Mal sein eigenes Konzept zurecht
und Ubersetzt alle Literatur konsequent in dieses.

Bei den Ubersetzungstricks kommt uiblicherweise die adjungierte Darstellung ins
Spiel, wie etwa bei den Formeln

gh= «7d(g)(hg)
fur Gruppenelementgundh € G, sowie
XY =YX+ [X,Y] =Y X+adX)(Y)

fur X, Y € g.190

99 ErnsTJaNDL: »lichtung«.Poetische Werkdderausgebe Laus SiBLEwski. Band 2:Laut und
Luise & verstreute gedichte 2uchterhand Literaturverlag GmbH, Miinchen 1997. Seite 171.
100 | etztere Formel ist jedem Physiker geldufig. Die BerechnungXigneY |n—e f (gh) mittels
beider Formeln liefert als Anwendung die Gleichheit der linken und der rechten Lieklammer.
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In dieser Arbeit werden generell diekenKonzepte bevorzugt: Die Elemente der
einhillenden Algebra der Liealgebra einer Liegruppe werdetlirddsinvariante
Differentialoperatoren auf der Gruppe betrachtet, und wir integrieren ausschliel3-
lich gegen dasinksinvarianteHaarmal3.
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Unitare Darstellungen von
Liegruppen und ihre
Ableitungen

Die Ableitungen einer unitaren Darstellung einer Liegruppe werden disku-
tiert. Eine Schlisselrolle spielt dabei ein Approximationslemma.

Da Informationen Uber differenzierbare, hilbertraumwertige Funktionen
schwer zu finden sind, werden diese bereitgestellt.

Mit Hilfe des Funktionalkalklls flr normale Operatoren wird eine Ver-
allgemeinerung des Satzes von Stone Uber unitdre Einparametergruppen und
ihre Erzeuger bewiesen und damit ein Kriterium @if-Vektoren hergelei-
tet.

Es werden die Hilfsmittel bereitgestellt, um im nachsten Kapitel die ex-
akten Liealgebrendarstellungen charakterisieren zu kénnen, insbesondere die
universelle Darstellung einer Liegruppe und Informationen tiber Kommutan-
ten.

Die reguléaren Darstellungen werden diskutiert.

Die Ableitungen einer unitaren Darstellung

Differenzierbare Vektoren

89. Es seiG eine Liegruppe mit Liealgebrg und einhillender Algebr&. Es C*-vektor
sei weiters# ein Hilbertraum undJ : G — % (#) eine unitére Darstellung. Eirpifferenzierbarer Vektor
Vektor x € ## heiRtCk-Vektorfir U (k € NoU {oo, w}), falls fiir alley € .2 die Analytischer Vektor
FunktionG — C, g+~ (y,U(g)x) von der Klass€¥ ist.1! Die C>-Vektoren nennt
man auchdifferenzierbare Vektoremlie C“-Vektorenanalytische Vektoren.

Die Menge alleiCk-Vektoren fiir bezeichnen wir mi€¥(U). Es ist

c’u)2ClU)D---D2C>®(U)DCU).

90. U istgenau dann schwach stetig, werfi=C%(U). Die schwache Stetigkeit
vonU impliziert schon die starke Stetigkéff? Die Funktiong — U (g)x ist genau

101 co pezeichne die Klasse der analytischen Funktionen.
102 [war72, 4.2.2.1]
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dann stark beziehungsweise schwach stetig, wenn sie es im ®ishk{®

91. COU) ist abgeschlossen, da fiir Folgan— x mit x, € CO(U) undy € 7
die Funktioneny,U (g)xn) gleichmafiig gegety,U (g)x) konvergieren. AuBerdem

gilt:
Proposition:  CK(U) ist U(G)-invariant.
Beweis:  Seix € CX(U), y € 2 undh € G. Die Funktion

gr— (Y,U(@U ()x) = {y,U(gh)x) = (y,U (Ra(9))x)

ist von der Klass€X als Verkniipfung der analytischen FunktiBp und derCk-
Funktiong — (y,U (g)x). @)

Damit kénnen wir fir unsere Zwecke stattauch stets dietetige Darstellung
Ulcow) betrachten oder der Einfachheit halbkpgleich als stetig voraussetzen.

Exkurs: Hilbertraumwertige ~ CX-Funktionen
Skalar differenzierbar92.  Die CK-Vektoren vorlJ fiir k € NU {oo} sind definiert tiber diekéfache ste-
Schwach differenzierbattige) Differenzierbarkeit (bezuglich lokaler Karten) der Funktiogen (y,U (g)x)
Stark differenzierbary; glle y € . Wir werden sehen, dass aus dieskalaren(k-fachen stetigen)
Differenzierbarkeit schon diek{fache stetigechwacheaund sogarstarke Diffe-
renzierbarkeit, das heif%-fache stetige) Differenzierbarkeit der Funktiorgen-
U (g)x bezuglich der schwachen beziehungsweise der Normtopologi# &sfaligt.
Die umgekehrten Implikationen sind ki

93. Es seiM C R" offen undf: M — 7 eine Funktion. FUr all& € 27 sei die
Funktion(x, f(t)) in to € M differenzierbar, das heif3t, es gibttinstetige Funktio-
nenAy: M — (R"), so dass fur alle € M gilt:

(%, £(t)) = (x, f(to)) + Ax(t)(t —to).

Die Werte vonAy(tp) auf den Standardbasisvektoren= [di]x sind wegen der
Stetigkeit vonA, Grenzwerte der Differenzenquotienten:

Aulo)() = fim KT tothe) — Tllo))

Da man sich bei dieser Grenzwertbildung auf Folgen— O beschranken kann
und der punktweise Grenzwert einer Folgéé(t”hgfw von beschrankten An-
tilinearformen inx € .7 wieder eine solche ist, kdnnen wi(tp) als beschrank-
te lineare Abbildung7# — (R")’; x — Ax(tp) und somit als lineare Abbildung

103 paraus folgt die Stetigkeit ig durch Verschieben mit dem unitdren und damit stetigen
OperatotJ (g~ 1).
104 vergleiche [Gro73, Chapter 3.8].
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A(tp): R" — 7 auffassert®® Setzen wir fiitt # tg
A(t)(t—to) = f(t) — f(to)
und fiirs L (t —tg) 196
A(t)(s) = A(to)(s),
so ist dadurch eine Abbildung von M in die linearen Abbildunge®R" — 7
definiert, so dass fir alkec M gilt:

f(t) = f(to) + A(t)(t —to).
AulRerdem ist fur allé € M undx € 7
(X A(t)(t—to)) = Ax(t)(t —to).
Fur jede Folgd, — tg in M ist daher die Folge
A(tn)(th —to) — A(to) (th — o)
eine schwache Nullfolge und damit beschralf¥tAlso konvergiert
[(A(tn) = Ato)) () = [[{s,th —to)(A(tn) — A(to)) (tn —to)
= (st —10)[[[(A(tn) — A(to)) (th —to) |

gleichmégig fur||s|| < 1 gegen Null,A ist in to normstetig,f ist also inty stark
differenzierbar und somit auch normstetig.

Damit haben wir gezeigt:

Proposition: Es sei MC R" offen,.»Z ein Hilbertraum, f: M — 5# eine Funk-
tion und € M. Dann sind aquivalent:

1. Fir alle xe 7 ist die Funktion M— C; t — (X, f(t)) in to differenzierbar
(das heil3t, f ist ingd skalardifferenzierbar),

2. Es gibt eine ing schwach stetig€® FunktionA: M — Lin(R", #), so dass
fur alle t € M gilt:
f(t) = f(to) + A(t)(t —to)

(das heif3t, f ist ingd schwachdifferenzierbar),

3. Es gibt eine in¢ normstetige Funktiom\: M — Lin(R", »), so dass fir
allet e M gilt:
f(t) = f(to) + A(t)(t —to)

(das heif3t, f ist ing starkdifferenzierbar).

105 Dabei sei(R")’ der Raum der linearen Abbildung&n— C. Es istAx(to)(s) = (X, A(to)(s))
firxe J2.

106 Wir betrachten der Bestimmtheit wegen &ffdas Standardskalarprodukt.

107 Ay st intg stetig.

108 Das heiRt, fiir allex € 7 unds € R"ist (x, A(t)(s)) in to Stetig.
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94. Induktiv folgen die Teile a) und b) der folgenden Proposition, fur Teil c) siehe
etwa [Bro62].

Proposition: In der Situation von Proposition 93 gilt:

a) Ist f: M — . skalar von der Klasse'Gso ist f stark von der Klasse'€?,
die starken " Ableitungen existieren und sind schwach stetig.

b) Ist f skalar von der Klasse®€, so auch stark.

c) Ist f skalar analytisch, so auch stark.

95. Kehren wir jetzt zu der unitdren Darstellukl zuriick. Auf der Gruppés
lassen sich die ersten partiellen Ableitungen beziglich lokaler Koordinaten stets
als Linearkombination linksinvarianter Vektorfelder mit analytischen Koeffizienten
schreiben und umgekehrt. Daher kdnnen wir an Stelle von Ableitungen bis zur
Ordnungk stets auch die Differentialoperatoren af& betrachten.

Istx € CK(U),y € 2, X € 8 undz = X|q_U (g)x die starke Ableitung, so
ist

Xlg=n{y;U(9)x) = X]g=e(y,U(hg)x)

= Xlg—e(U(h )y,U(g)%)
= (KU(h)z).

Also ist X|g—nU (g)x = U (h)z, und dies hangt normstetig vdnab. Damit sind

die k™" Ableitungen sogar normstetig. AuRRerdem sieht man, dass es reicht, die
Differenzierbarkeit nur im Punl& nachzurechnen, da sie daraus schon auf @anz
folgt. Damit gilt:10°

Proposition: Ist U eine unitare Darstellung der Liegruppe G auf dem Hilbert-
raum.Z, k € NoU {00, w} und xe C¥(U), so ist die Funktion g U (g)x bereits
stark von der Klasse'C

Die Ableitungen einer unitaren Darstellung

Ableitung vonu  96.  Fiirk € NoU {oo, w} induziertX € &™) einen Operatord® (X): CK(U) —
du® 7 durch
du 0 (X)x = X|g=eU (g)x.

Istk <1, so ist der Operatordi¥) (X) eine Fortsetzung vond") (X). Die Abbil-
dungen & ¥ nennen wir dieAbleitungervonU.

Darstellungseigenschaft vo®7. Proposition: Sind k, le Nog, X € 8K, Y € 80) und xe ck*! (U), soist
du

Y=gV (N)x = U (g)du ) (Y)x,

109 pen Sonderfalk = 0 haben wir bereits erwahnt.
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du(Y)xeckU) und
du ®(X)du D (Y)x = du D (X Y)x.

AuRerdem ist
dU (1) = 1|exu)

Beweis: Firge Gist

U(g)dul(Y)x = U(g)Y|n=eU (h)x
= Y‘h:eU (g)U (h) = Y|h:eU (gh)x
= Y|negU(h)x,
alsog— U (g)dU ") (Y)x von der Klass€X als Ableitung vom Graek | einerCk+-
Funktion, und es ist
dU®x)duM(Y)x = X|geU(g)duD(Y)x
du &+ (xy)x.

©

98. Insbesondere i€ (U) invariant unter t () (&), und dJ (> ist eine Dar-
stellung von® aufC>(U).

Da auchC®(U) invariant ist unter & () 110 jst auch & () eine Darstellung
von &.

Die adjungierte Darstellung

99. Proposition:  Fiir k € No (und dann auch fir ke {oo,w}), X € &0,
g € G und xe CX(U) gilt:

du(Ad(g)X)x =U(g)du ¥ (X)U (g )x.

Beweis:  Fir alley € 57 ist

(y,dUu™(Ad(@)X)x) = Ad(@)X|r-ey,U(h)x)
= Xlne(y,U(ghg ")x)
= Xlh=eU(@ Hy.U(U(g Hx)
= (¥,U(gdu®(X)u(gt)x).

110 Gleiches Argument: Ableitungen analytischer Funktionen sind analytisch.
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100. Proposition:  Fiir k € No (und dann auch fiir k& {oo, w}), x € CX(U)
und Xe &® ist die Funktion

g dU®(X)U(g)x
stetig.
Beweis: FurX e gist
du(X)U(g)x = U(gau® (Ad(g™)X)x
= U(g)lzau(g‘l)dU“)()ﬁ)x

= Ya(g Hu(gx,

wobei dieg; die analytischen Koeffizientenfunktionen von Ad sind beziiglich einer
Basis(X;); vong und die Vektoren; = dU ¥ (X )x e C*-1(U). FurX € ® folgt
induktiv: dJ ™ (X)U (g)x ist eine Linearkombination

du®(X)U (g)x= Z fi(g)U(9)%
|
mit stetigen Funktionerf; und Vektorenx, € CO(U). ©)

Die Dichtheit der differenzierbaren Vektoren

101. Untersuchen wir nun die Meng&Jd)(&®) C Lin (C¥(U),.2#) von Ope-
ratoren und die von ihr erzeugte Topologie @lifU ). Diese nennen wir kurs -
Topologie. Solange klar ist, mit welcher Darstellung wir es zu tun haben, sind
Missverstandnisse nicht zu befurchten.

ApproximationslemmaProposition (Approximationslemma): Ist Gy C G eine Lieuntergruppe mit
Liealgebrago und einhillender Algebr&y, ist Uy = U|g,, und ist € NoU {occ},
soist C°(U) in C'(Up) dicht beziiglich deﬁg)-Topologie.

Beweis:  Wir wahlen eine Folgé&;, von positiverCe®-Funktionen aus, so dass
fur alle f € C°(G) gilt:

LF@i@d—fe und | F@d=1
Wir wahlen eine Folgé&y , ebensolcher Funktionen fi@p.

Dann sind furx, y € 27 Integrale der Form

L F(@U (g dg
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konjugiert linear und beschrankt in definieren also Vektoref; Fn(g)U (g)xdg,

so dass gilt:
<y7/ Fﬂ ng> / Fn y7 dg

Diese Vektoren hangen wiederum linear und beschrankixwn definieren also
einen beschrankten OperatfyFn(g)U (g) dg, so dass gilt:

/Fn g)dgx= /Fn g)xdg.

Man kann beschrankte Operatoren unter das Integral ziehen, und es gelten die Ab-
schéatzungen:

H/ Fn(g xdgH /HFn (g)x|| dg und

| [Fiou@d| < [ IF(@uade

Furn — oo konvergiert/s Fn(g)U (g)xdg gegerx, fallsx € C°(U), da

H/F,1 g)xdg—x

gegen Null geht!!

/Fn )II(U(g)x—x)| dg

Es sei nurx € C'(Up). Wir setzen
Xmn = / Fo,m(90)Uo(%o dgo/ Fa(g)U (g) dgx
:l/am%/agw%ummw%
Go G
Es istxmn einC>-Vektor flrU: Firy € JZ ist
YU Mmo) = | Fom(@0) | Fa(@)(y:U (o)) dgcigo
0
= [ Foml(@0) [ Fule™n"9) (.U (6 dgago.
0

und das ist ein€>°-Funktion vonh € G.

111 Beachtel ist stark stetig au€®(U).
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EsseiX € (’58), y € 2 und|ly|| < 1. Dann gilt:

(v, U (X)Xmn)
= X|h=e(y,Uo()Xmn)

= Xloe [ Fon(e0){YUo(heo) | Fo(g)U (g)xcg) o

= Xl e/ Fom(h™ go)<y,Uo go/Fn )xdg>dgo
[ Xln-shom(n go><y,uo %) [ Falo >xdg> dgo

— /Goxlh—eFo,m(h '90)(¥;Uo(go)x) dgo  glm. iny fiir n — oo 12
= Ko [, Fom(n~g0) (%.Uo(go)) ddo

= Ko [, Fom(00) (- Uo(hgo)) do

— /. Form(go) (50U (X)Ua(go)) dgo 2
0
— Y, dUé')(X)x> glm. iny fir m— oo.
Also konvergiertmn gegenx in der®g>—TopoIogie. ©

Zusatz: Der Beweis zeigt im Fall&y = G noch etwas mehr. Fur Funktionép
und f; € C°(G) und Vektorerx, y € s ist namlich

(x [ n@u@aa | fz<h>U<h>dhy>
/ <xU / fo(h dhy> dg

- / < / f2(h dhy> dg
/ f1(g / f2(h) (x,U (gh)y) dhdg

— / f1(g / f2(g (h)y) dhdg

— / < / f1(0) f2(g g>< U (hy) dh.

Alsoist [ f1(g)U(g) dg [ f2(h)U (h) dh wieder von der Fornyg f(g)U (g) dg mit
f € C°(G), und die Approximation eine€*-Vektors x erfolgt nicht durchir-
gendwelche €-Vektoren, sondern durch solche der Fofmf (g)U (g) dgx mit

113 Der Integrand konvergiert gleichméaRigymundgp.
113 Die Ableitung unter dem Integral existiert, tg(go)x € C' (Up) ist, und ist stetig wegen
Proposition 100.
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f € C°(G). Man kann aber auch zeigen, dass bereits j&ferVektor von der
Form 5 f(9)U (g)dgymit f € C°(G) undy € 7 ist.114
102. Korollar:

a) Fiirk > 1istCk(U) in C'(Up) dicht beziiglicts ).

b) Mit | = 0ist () = C, die &)-Topologie gleich der Normtopologie, und
daher, wenn wir U als stetig voraussetzeh(\€) dicht in.Z = C°(U).

c) Mitl =1und G = {exptX |t € R} erhalt man:
du(>)(X) 2 dus (X).

Beweis:  Zu c): Die Qﬁél)—TopoIogie ist gerade die Graphennormtopologie des

Operators Uél)(x). Also ist

CH(Uo) € 2(dUY (X)ce(u)) = Z2(AII(X)).

103. Proposition: Ist U stetig, so ist auch €dicht in 7.

Beweis:  Siehe [War72, 4.4.5.7]. Idee: DE&°-FunktionenF, des obigen Be-
weises werden ersetzt durch den Warmeleitungskeri&iif Zeitent > 0. Da-
durch erhélt man analytische Vektoren, die fir> O gegen den urspringlichen
Vektor konvergieren.

Vertraglichkeit mit der Involution

104. Betrachten wir nun die Involution a@®. Es seierx, y € CK(U) undX e
&. Dann ist
FAUBOX)) = X*|g=e(y,U(9)%) = Xg=e(x,U(Q)y)
= (xdUM(X)y) = (@M (X)y,x).

Also ist
du®(X*) = dU ™ (X)) = dU @ (X)T.

Halten wir als Ergebnis fest:

Proposition: ~ Die Menge von OperatoredU® (X)) C Lin (CX(U)) ist fur
alle ke NoU {oo, } sowohl inLin (7' (Ck(U)) als auch hermitesch, und die Abbil-
dungdu®: &® — Lin (M(CkU)) ist hermitesch. Im Falle k {oo, w} ist sogar,
da es sich unAlgebrenvon Operatoren handeldU ¥ (&™) C Lin T(Ck(U)).

114 IDM78]
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105. Dawir nun.# = dU® (M) als hermitesch erkannt haben, stellt sich die
Frage nach der Selbstadjungiertheit dieser Menge von Operatoren. Dazu ist zu zei-
gen:2(7*) C 2(.7) =CKU).

Es sei alsx e 2(.*) undy € JZ. Es ist zu zeigen:

g—F(9) = (y.U(9)x)

ist eineCX-Funktion aufG.
IstU stetig, so kénnen wir Folgex, ym € CX(U) mit x, — x undym — y wéhlen.
Wir setzen

Finn(@) = (Ym, U (9)Xn)-
Dann ergibt sich fiiX € &¥ folgende Rechnung:

XlgFmn(@) = (ym,U(N)dU® (X))
= (dUBX)U (D )y, %)
dU (XU (W 1)ym,x)  lok. gim. inhfiir n — oo 115
= (YmU(du ¥ (X*)"x)
— ({y,U(h)du™(X*)*x) gleichmaRig irh fir m— oo.

—

{
(U
{
{

Fir X = 1 folgt die (in diesem Fall nicht nur lokal) gleichm&Rlige Konvergenz der
CK-FunktionenFm, gegenF. AuRerdem konvergieren alle Ableitungen endlicher
Ordnung héchstenis lokal gleichm&Rig. Also ist — filk # w — auchF € CK(G)
undx € CK(U).

Damit gilt:

Proposition: Ist U eine stetige, unitare Darstellung von G auf einem Hilbert-
raum, so istdU® (61) eine selbstadjungierte Menge von Operatoren fiir alle
k € NoU {co}. Die DarstellungdU () von & ist selbstadjungiert.

106. Kaorollar: Ist U eine stetige, unitare Darstellung von G auf einem Hil-
bertraum, Xe g, Gop = {exptX |t € R} und Wb = U]|g,, SO isthél) (X) schiefad-
jungiert und somit abgeschlossen. Folglich gilt:

du () (X) = duS (X).
Insbesondere istU (>°) (X) wesentlich schiefadjungiert.
Beweis:  Die Selbstadjungiertheit voruél)(ﬁgn) bedeutet gerade die Selbst-

adjungiertheit von iUél) (X) oder die Schiefadjungiertheit vortuél) (X). Mit Ko-
rollar 102 c) ergibt sich dann die Gleichheit

du () (X) = duS (X).
©

115 gu ™ (X*)U (h~1)yp ist stetig und damit lokal beschranktlirwegen Proposition 100.
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Vollstéandige Positivitat

107. Nun untersuchen wir die Matrixordnung aéf Es seiX € M(&) positiv,
und es seiery, ..., X, € Ck(U). Dann ist

(i, dU ™ (X)x}) = X]ge(x,U (Q)x;).

Die Funktiong — [(x,U(g)x;)]ij ist positiv definit!1® Daher ist auch die Matrix
[(xi,dU () (X )X;)] iy 1) POsitiv, und somit ¥ (X) > 0.

Damit haben wir gezeigt:

Proposition:  Die Abbildungdu®: &® — Lin M (Ck(U)) ist vollstandig po-
sitiv.

Die Exponentialabbildung fir % (¢)

108. Fur LiegrupperG undH und einen Gruppenhomomorphismubaben wir
das kommutative Diagramm:

G2~

d
g—2>

H
exp Texp

b
Ersetzt man die Gruppd durch die unitare Grupp@ () eines Hilbertraums,
den Gruppenhomomorphismysiurch eine stetige, unitare Darstelludgund dy
durch dJ (), so erhalt man:

G—Lsw(#)

exp] Texp
du (o)

g——=du(>)(g) C LinT(C™())

Ziel dieses Abschnitts ist es, hier die Exponentialabbildung exp zu erklaren und
das Diagramm zu rechtfertigen.
Dazu bendtigen wir den Funktionalkalkul fir normale Operatoren:

Der Funktionalkalkil fir normale Operatoren

Dicht definierte, abgeschlossene Operatoren
109. Es seiens”” und.# Hilbertraume. Eirpartiell definierter Operator Partiell definierter Operator
Dicht definierter Operator
T: A 2>29(T)— X
ist ein Operator auf einem linearen Teilraus{T) C .7. T heil3tdicht definiert,
falls 2(T) in 2 dicht liegt.
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SOT Falls T durch einen Operato8: #7 O 2(S) — ¢ fortgesetzt wirdi!” so
schreiben wir
SDOT.
Zwei partiell definierte OperatoreéBund T von # nach.#” kann man auf dem
Durchschnitt inrer Definitionsbereiche punktweise addieren und erhélt einen parti-
ell definierten Operator

S+T: 2D P(S+T) — H; X— Sx+TX
mit
D(S+T)=2(9N2(T).
Diese Addition ist assoziativ, kommutativ und distributiv beziglich der Skalarmul-
tiplikation, hat ein neutrales Element 0# — ¢, aber im Allgemeinen keine
inversen Elemente.

Die Hintereinanderausfuhrung von partiell definierten Operatoren wird durch
die Komposition von Relationen erklart: L$f ein weiterer Hilbertraum und sind
T: 2 292(T)— 2 undS: % D 2(S) — £ partiell definierte Operatoren, so
definiert man einen partiell definierten Operator

ST: # 2 9(ST) — &; x+— STx
mit
2(ST) =2(T)nT19(S).
Diese Komposition ist assoziativ, es gelten die Distributivgesetze
(S+T)U=SU+TU und U(S4+T)2DUS+UT,

und es ist
1y T=T=T1,.

110. Fur abgeschlossene, dicht definierte Operat@end T definieren wir
SIT=S+T
beziehungsweise
ST =ST,

sofernS+ T beziehungsweis8T dicht definiert und abschliel3bar ist.
Fur abgeschlossene, dicht definierte Operatdrest T* ebenfalls abgeschlos-
sen und dicht definiefi® Es gilt die Rechenregel

(ST 2 T*S.

Gewisse Mengen von abgeschlossenen, dicht definierten Operatoren bilden mit
Messbarer Operatorden Operationef-, - undsx x-Algebren, so etwa dimessbaren Operatoréseziig-
lich einer Von-Neumann-Algebra mit Spur (siehe etwa [Neu87] oder [Ter81]). Ein
weiteres Beispiel werden wir gleich kennenlernen.

116 Die Matrix [(U (gi)xi,U (91)Xj)]ik)(j1) ist positiv fiir alle Tupelgy]k von Gruppenelementen.
117" Das heiBtD(S) 2 2(T) undS 1) =T.
118 [KR83, 2.7.8]
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111. Eindichtdefinierter, abgeschlossener Operatauf.”Z” heilstnormal falls Normaler Operator
T*T = TT*. T heilRtwesentlich normalfalls T normal ist. Wesentlich normaler
Jeder dicht definierte, selbstadjungierte Operator ist normal. Operator

Das Spektralmal® einer kommutativen Von-Neumann-Algebra
112. Es sei« eine kommutative Von-Neumann-Algebra auf dem Hilbertragpektraimar vors
2. Durch die Gelfand-Transformation ist auf dem Spektfawvon <7 ein projek-
torenwertiges Borelmaf¥® E, dasSpektralmafon <7, gegeben, dessen Nullmen-
gen genau die mageren Mengen sind: Jede messbare Mende unterscheidet
sich von genau einer offen-abgeschlossenen Menge um eine magere Menge, und
deren charakteristische Funktion entspricht unter der Gelfand-Transformation ei-
nem ProjektoE (A).120
Dieses induziert fur Vektorex y € 7# skalarwertige Mal3e

A~ (X, E(A)y).

Integration von Funktionen bezlglich E
113. Esseif: 2 — C messbar. Wir setzen

2(Ts) = {xe H ‘ / f(A)d(y,E(A)x) ist beschrankt ity %} .
Q
Jedex € Z(Ty) definiert einen Vektoy, f (1) dE(A)x durch

<y, /Q f(A)dE(A)x> - /Q £ d(y, E(Q).

Diese Zuordnung ist linear ir und definiert einen partiell definierten Operator
Ti = [o F(A)dE(X): 2 2 2(Tt) — s durch

Tix= /Q f(1)dE(A)x.22L

119 Genauer gesagt die Vervollstandigung eines solchen.

120 [KR83, 5.2].
121 9(T¢) lasst sich auch anders angeben: £&r2(T;) ist fiir jede messhare MengeC
< /Q f(A)dE(A)x,E(A)x> _ <E(A)x, /Q f(A)dE()\)x>
_ /Q £(2) d(E(A)X, E(2)X)
- / £() d(x, E()X)
A

J TR dxEMN,
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Spektralmafd voit

T; ist abgeschlossen, dicht definiert, normal udaffiliiert'22, und jeder sol-
che Operator ist von der Gestaft flr eine messbare Funktidit Q@ — C. Die Zu-
ordnungf — Ts ist einx-Isomorphismus von des-Algebra der messbaren Funk-
tionen auf2 modulo E-Nullfunktionen auf diex-Algebra.4 (<) der normalen,
<7 affiliierten Operatoren mit den Operationén~ unds.123

Der Funktionalkalkdl fir normale Operatoren
114. Ist T ein normaler Operator, so gibt es eine kommutative Von-Neumann-
Algebra.e7 mit SpektralmalE, der er affilierf?* ist.
Ist T = Tt mit der messbaren Funktidit 2 — C, und istg: C — C messbar,
so erklart man
g(T) = Tgof.
Esistalso
o(T) = [ go TN AEM),

und das kann man auch schreiben als
o(T) = [ ol2)dE(2),

wobeiE; das BildmaR voi unterf bezeichnet?® Dieses BildmaR hangt nur noch
vonT ab und nicht mehr von der Von-Neumann-Algelramit der wir gearbeitet
habent?® Wir bezeichnen es miEr und nennen es d&pektralmaf/on T. Der
Trager vonEr = Eg, ist der wesentliche Wertebereich vénund dieser ist gleich
dem Spektruns(T) von T = T;.127 Es ist also

om) = [ g dEn(2)

und daher

[foraxeam = [ twa( [ o)dEmxEwx)

</Q FR)dE@)x, /Q f(w) dE(#)X>

= ||ITix)? < o.

Ist umgekehrt, | f(1)]2d(x,E(A)X) < oo, soistx € 2(T¢) ([Rud73, 13.22 ff]).

122 Das heilRtBT C TBfir alle beschrénkten OperatorBndie mit.o7 vertauschen.

123 |KR83, 5.6.15, 5.6.19, 5.6.22], [Rud73, 13.24].

124 |KR83, 5.6.18].

125 [Rud73, 13.28].

126 Man nehme etwa zusatzlich die eindeutig bestimmte kleinste kommutative
Von-Neumann-Algebrar, derT affiliiert ist ((KR83, 5.6.18]). Diese habe das Spektrds
mit projektorenwertigem MaBg, undT sei dort durch die Funktiofip gegeben. Dann
entspricht die Einbettung/ C .« unter der Gelfandtransformation einer stetigen Abbildung
g: Q — Qo, und es isflt,g = T¢, alsof = fpogfast liberall. Das Bildmal? vda unterg ist
Ep. Und dann ist das BildmaR vdaunter f = fpog gleich dem vorkg unter fq.

127 |KR83, 5.6.20], [Rud73, 13.27]. Dabei ist das Spektrum eines abgeschlossenen, dicht
definierten Operator§ definiert als die Menge allere C, so das§ —Al: 2(T) — 2 nicht
bijektiv ist.
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und das Spektrum vog(T) ist gleich dem wesentlichen Wertebereich gy ).
T ist genau dann selbstadjungiert, weriil ) C R ist, genau dann schiefadjungiert,
wenno(T) C iR ist, genau dann positiv, wenr{T) C {1 € R | A > 0}, genau dann
unitér, wennos(T) C {A € C | |A| = 1} und genau dann beschrankt mit Nosori,
wenno(T) C {1 eC| |} <1}.128

Die Zuordnungy— g(T) ist einx-Isomorphismus von derAlgebra der mess-
baren Funktionen auf(T) moduloEr-Nullfunktionen auf eine--Algebra.4"(T)
von normalen Operatoren mit den Operatiofgn und .

115. Die auf allen kompakten Teilmengen veiiT) beschrankten, messbaren
Funktionen moduldr-Nullfunktionen bilden eine--Algebra#. Alle Operatoren
g(T) mit g € & sind mindestens auf dem dichten, unter allen soldt@n) invari-
anten Teilraum

D=JEr({z| |2 <n})or

neN
definiert, und es ist

Also ist .
9(MIp)* =9(Mlp =9(T)*=9(T)=9(T)|o.

Das bedeutet, die Operatorg(T)|p bilden eine zu% isomorphe, wesentlich
selbstadjungierte-Algebra von Operatoren. Mit dem gleichen Argument ist auch
jedex-Unteralgebra von dieser wesentlich selbstadjungiert.

Die Exponentialabbildung fur % (¢)

116. Ist nunG eine Liegruppe mit Liealgebrg, istU: G — % (s¢) eine ste-
tige, unitare Darstellung vofs auf dem Hilbertraums#, und istX € g, so ist
du(*)(X) wesentlich schiefadjungiert und damit wesentlich normal. Wir kénnen
somit exggdU (*°)(X)) erklaren als

exp(dU ) (X)) = exp(dU (=) (X))

mittels des Funktionalkalkuls fiir normale Operatoren. Der so definierte Operator
exp(dU (>) (X)) ist unitar, und es ist

exp(dU () (—X)) = exp(dU () (X))*.
Firxe s,y e C*(U) undX € g betrachten wir die Funktion

Fey(t) = (X, U (exp(tX))y),

128 |KR83, 5.6.12], [KR83, 5.6.21], [KR83, 5.6.26], [Rud73, 12.26].
129 vergleiche [SZ79, 9.11].
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und fir einen schiefadjungierten OperatarD — 27 auf einem dichten Teilraum
D von 7, x € s undy € D die Funktion

Gyy(t) = (X, exp(tT)y) / etd(x, E(A

mit dem Spektralmak vonT.

Esist d
dez(U = (x,0U*) (X)U (exp(tX))y),
und
de,y(t) o ghlt+hy) _ et
T Y B e L
_ / &d(x, E(2)y) 130
iR

= (X,exp(tT)Ty),

und die Ableitungen sind stetig tnt3!
Mit T = dU(>)(X) sehen wir: Flix € .7 undy € C>(U) ist die Funktion

(s,t) — (x,exp(dU (>) (—sX))U (exp(tX))y)

differenzierbat32 und es ist33

:t<x, exp(dU > (—tX))U (exp(tX))y)

= (x.exp(du ) (—tX))du ) (X)U (exp(tX))y)
—(x, exp(dU () (—tX))dU (> (X)U (exp(tX))y)
= 0,

also

exp(dU ) (tX)) 71U (exp(tX)) = exp(dU ™) (—tX))U (exp(tX))
= exp(dU(®™)(—0X))U (exp(0X))
=1

fur allet und damit expdU () (tX)) = U (exp(tX)).

Damit haben wir gezeigt:

130 pominierte Konvergenze® — 1| = | [5AeMdt| < [§|2|dt = |25 fiir reellesund A € iR, und
mit A ist auch|A| integrierbar bezuglich @, E(2)y). Beachtey € D.

131 Beachte beGxy die dominierte Konvergenz der Integrale fir eine Fdjge: t.

132 Mit yist auchU (exp(tX))y € C>(U).

133 Kettenregel
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Proposition: Das folgende Diagramm kommutiert:

G—Lsu ()

EXDT Texp
du (e

8 Y% gutelg) < Linfce))

117. Fir die GruppeG = R ist g = RS und exggs§) = s. Damit I4sst sich eine
stetige, unitdre Darstellund von R auf einem Hilbertraum aus dem schiefad-
jungierten Operatogu (=) () wieder rekonstruieren, und umgekehrt erzeugt jeder
schiefadjungierte Operatdr auf einem dichten Teilraur® von J# eine stetige
unitare Darstellung) von R auf .2# durchU (t) = exp(tX),*** und man erhalf
zuriick alsT = du=)($) = U@ (Z).1%

Damit erhalten wir den bekannten Satz von Stone Uber unitdre Ein-Parameter-
Gruppen und ihre Erzeuger:

Proposition: Durch
T=du®(d)

und
U(t) = exp(tT)

ist eine Bijektion zwischen den stetigen unitaren Darstellungen URvaur einem
Hilbertraum # und den auf einem dichten Teilraum vé#i definierten, schiefad-
jungierten Operatoren T gegeben.

Ein Kriterium fir C°°-Vektoren
118. Essel eine stetige, unitéare Darstellung der Liegru@eauf dem Hilbert-
raum.7Z’. Fur einen Vektox € .7 mit ||x|| = 1 undX € g ist

(x,U (exp(tX))x / e’ d(x, E(1)x),

wobeiE das Spektralmaf voni du (=) (X) bezeichne. Die Funktion

— (X,U (exp(tX))x)

ist also die Fouriertransformierte des Wahrscheinlichkeitsmafex) auf R. Ist
diese von der Klassg>, so sind alle Momente gerader Ordnung (und dann auch
die ibrigen) des MaRes end|it#f.

134

Die Stetigkeit ergibt sich aus der Stetigkeit der Funktio@gy aus Paragraph 116.

135 Wir haben in Paragraph 116 tatsachlich gezdigt: C*(U), und (M ($) D T. DaT als
schiefadjungierter Operator keine echte schiefadjungierte Fortsetzung hat, folgt die Gleichheit.

136 [Chu01, 6.4], vergleiche auch [K&n60]. Das brauchen wir spater auch mehrdimensional:
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Das heilt,
/ 3B, E(A)X) < o0
R

fur allen € N. Daher ist — bezeichnen wir mily die Einschrankung vod auf die
Untergruppe{exp(tX) |t € R} —

Xe9g (Wn> = .@(dUél) (X)").137

Proposition: Es seiu ein endliches, positives MaR akf. Die Fouriertransformierte f
vony, gegeben durch

100 = [ & du(n),

ist genau dann von der Klass€€ wenn alle Polynomfunktionen p furgaC[Xy, ..., X
gegeru integrierbar sind, und dann erhalt man die Ableitungen durch Differentiation unter
dem Integral:

P—ighsr i) 100 = [ plra....rn)e ™ u(r).

Beweis:  Wir zeigen zuerst: Sind alle Polynomfunktionpffiir p € C[Xg,...,X,] vom Grad
hoéchsteng gegenu integrierbar, so kann man bis zum Gtadnter dem Integral
differenzieren. Filk = 0 ist das klar. Es s@ € C[Xy, ..., Xn], es gelte (inklusive Existenz von
Ableitung und Integral)

600 = P(—ighe, —1g) 100 = [ P sr)e ™ dur),

und es sef; p integrierbar. Dann ist flin, — 0 (g = [5ik]k)

gx+hna)—gx) [ éMi-1 )
PRI _ [ p(rs e o) ),

es istj@M™r — 1| < |hpri| wie in FuBnote 130 vorgerechnet, und daher erhalt man im Grenzwert
n — oo die Ableitung unter dem Integral. Die Behauptung folgt nun durch Induktion kach

Nun seif von der Klass€. Es ist zu zeigen: Alle Polynomfunktiongnfir
p € C[Xy,...,Xn] sind integrierbar. Dazu genlgt es, die Integrierbarkeit aﬂézu zeigen,

denn es ish‘h r,k“ <55 ’riz‘k‘ ‘ und fallsk < I, ist

k - k k
Jo e = [ ebidum [ )

iz

< pR"+ Irf] du(r).
Iri|>1
Wenn also alleri2k integrierbar sind, so auch alle Polynome vom Grad héchstens? man
kann wie oben gezeigt die Fouriertransformierte bis zum Gkashger dem Integral
differenzieren. Sei dies filk € Ng der Fall (firk = 0 gilt das trivialerweise). Wir zeigen: Dann
ist ri2k+2 integrierbar gegep. Dazu setzen wiy = rikaz. Es istv ein endliches, positives Mald
mit Fouriertransformierter

909 = [ e ¥au(r) = (<1 Zx 0.
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Istg+— (x,U(g)x) also von der Klass€> aufG, so ist

xe (N N @(Mn>,

XegneNg
und dieser Raum ist gera@&°(U).1%8
Es gilt also:

Proposition: Es sei U eine stetige, unitare Darstellung der Liegruppe G auf
dem HilbertraumsZ. Ein Vektor xc .7¢ ist genau dann in © (U ), wenn die Funk-
tion g— (x,U(g)x) von der Klasse € ist.

Die universelle Darstellung

Positiv definite Funktionen als Koeffizientenfunktionale

119. Es seiG eine Gruppe undl : G — % () eine unitare Darstellung aukoeffizientenfunktional
dem Hilbertraumy#. Seien weiteky, ..., X, € 5. Dann ist durch dakKoeffizien-
tenfunktional

[iilij (9) = [(x,U (9)x))]ij
eineM,(C)-wertige Funktiory auf G gegeben. Diese ist positiv definit:
PG o) = [(U (9%, U (9)%))] iy it

und diese Matrix ist positiv.

Dann ist

/[Rnriz"*zdy(r) = /[Rnrizdv(r)

B . 1—coghr)
= 2 [Rnl‘lllg]o h2
. 1—coghr)
< 2lm | ———
hoo/rRn 2
gy e
= —i|1|jm0 Ranv(r)
— _jim 9he) —29(0) +g(~ha)
h—0 h?

2
— ~ %90

%2
= (_1)k+1gle<++2 f(0) < oo.

dv(r)

dv(r) (Fatou)

©
137 Fiir diese Gleichheit siehe [KR83, 5.6.35], beachtdéla(x) = dU () (X) wegen Korollar
106.
138 [war72, 4.4.4.10 (Goodman)], beachte Korollar 106.
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120. Umgekehrt kann man jedd,(C)-wertige positiv definite Funktiory auf

diese Weise als Koeffizientenfunktional einer unitéaren Darstellung schreiben. Denn
¢ lasst sich auffassen als vollstandig posit#febbildungC(G) — SesgC"), und

nach dem Darstellungssatz 60 gibt es einen Prahilbertrefineine abgeschlos-
senex-Darstellungr von C(G) auf.7” — dann ist#” sogar ein Hilbertraum — und
eine lineare Abbilduny : C" — #, so dass

X[ o(9)|y) = (VX r(g)Vy)

fur x, y € C", und so dass(C(G))VC" dicht in # ist.14° Die Einschrankung von
maufG ist eine unitare Darstellund, und wenn man nun als die die Bilder der
Standardbasisvektoren d&8 unterV nimmt, erhalt man die gewiinschte Darstel-
lung vong als Koeffizientenfunktional.

121. Ist G eine Liegruppe und isp stetig, so ist auclU stetig: .7# wird von
Vektoren der Form(a)x; mit a € C(G) aufgespannt, fir diese ist

(=(@)xj,U(g)x) = (xj, (@)U (9)x),

und dies ist eine Linearkombination von Translationen gigrwelche als stetig
vorausgesetzt waren. Also Istschwach und damit auch stark stetig.

122. Ist ¢ von der Klass€C™, so auch die Funktiom; = [g — (x,U(9)x)].
Also sind diex; nach dem Kriterium 118 ii€>°(U). Man kanng also als Koef-
fizientenfunktional einer stetigen unitaren Darstellung beziudglithFunktionen
darstellen.

Die universelle Darstellung

Universelle Darstellung123. Es seiG eine Liegruppe. Nimmt man zu jeder positiv definiten matrixwer-
tigen C>°-Funktion ¢ auf G eine solche stetige, unitare Darstellung, zu ge&in
Koeffizientenfunktional bezlglicke>-Vektoren ist, und bildet die direkte Sum-
me all dieser Darstellungen, so erhalt neanestetige, unitére Darstellung vdp,
deren Koeffizientenfunktionale bezugliCh°-Vektoren schomlle positiv definiten
matrixwertigernC*°-Funktionen sind. Diese nennen wir diriverselleDarstellung
Uy von G. Zur Abkiirzung schreiben wit, statt dJ () (Uy).

124. Die Matrixordnung aufb ist durch das Bild untet, bereits festgelegt:

Proposition: Ist X € M(®), so ist X> 0 genau dann, wenm,(X) > 0.

139 ynd damit hermitesche, siehe Proposition 84 a)
140 Beziiglich der(C(G))-Topologie, welche, da es sich um beschrénkte Operatoren unter
Einschluss det handelt, mit der Normtopologie Gibereinstimmt.
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Beweis:  Die eine Richtung ist bereits gezeigt, davollstandig positiv ist als
Ableitung einer unitren Darstellung. Sei umgekef)(X) > 0 undf: G — M,(C)
eine positiv definiteC*>°-Funktion. f lasst sich als Koeffizientenfunktional vah,
schreiben:

fij (g) = <Xi7UUXj>
mit Vektorenx, € C*>(Uy). Es ist dann
Xlg=ef(9) = [, mu(Xa) X)) k) (1)

und das ist nach Voraussetzung eine positive Matrix. ©

125. Korollar: Die Matrixordnung auf® ist algebraisch@® ist also eine ma-
trixgeordnete Algebra.

Beweis: Esist
[Z (X, mu (Y] XjicYia )Xt>] = [Z (mu(Yji )Xs, 7 (Xjic) mu (Vi ) %)
J (is)(It) J
> 0

(is)(It)

als Verjiingung einer positiven Matrix. ©

126. Daraus lasst sich eine universelle Abbildungseigenschafty@) gewin-
nen:

Proposition: Jede vollstéandig positive Abbildurg & — Sesq (D) in die Ses-
quilinearformen auf einem Prahilbertraum D faktorisiert eindeutigrifund eine
vollsténdig positive Abbildung: =,(&) — Sesq(D):

& —— Sesq (D)

7
7
Ty -
- P
7

w(®)

@ ist genau dann hermitesch beziehungsweise eine Darstellung atif e zie-
hungsweise eine-Darstellung auf D2, wennr es ist.

Beweis: IstX € & undry(X) =0, so ist
w(X) >0 und m(X) <0.
Nach obiger Proposition ist dann auch

X>0 und X<0,

141 mit Werten nur inLin (D) C Sesq (D)
142 mit Werten inLin (D)
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und dar vollstandig positiv ist,
(X)) =0 und  7(X)<0.
Fur die Sesquilinearform(X) bedeutet dies ab¥
n(X) =0.

Damit faktorisiertz eindeutig in die universelle Darstellung und eine lineare
Abbildung¢: (&) — Sesq (D).
Es seiX € M(®) und zy(X) > 0. Dann istX > 0 und

#(X) = p(mu(X)) > 0.

Also ist ¢ vollstandig positiv.
Ist ¢ hermitesch, so auch= ¢o ry, und istr hermitesch un& € &, so ist

P(m(X)") = p(m(X)) = 7(X7) = 7(X)" = p(m(X))"

und somity hermitesch.
Ist ¢ eine Darstellung, so auchals Hintereinanderausfuihrung von Algebren-
homomorphismen. Ist umgekehreine Darstellung und sind, Y € &, so ist

P(r(X)m(Y)) = @(m(XY))

(
= 7(XY)
= 2(X)r(Y)
= ¢(m(X)p(mu(Y)),
und
(1) = ¢(m(1) = (1) = 1.
Also ist auchy eine Darstellung. ©

127. Wir nenneng die in Lin T(C>(Uy)) von z,(®) und U,(G) erzeugtex-
Algebra. Es gilt!4*

Proposition:  Esistry(®) in <7 kofinal.

Beweis: FurX e &undge Gist

mu(X)Uu(9) = Uu(9) mu(Ad(g™)X)

wegen Proposition 99. Daher lasst sich jedes ElerAents schreiben als endliche
Summe

A= ZUu<gi)A|

143 polarisation!
144 [pow74, S.282]
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mit Ay € my(®) undg. e G.
IstA= A" = 5, ATUy(g 1), so erhalten wir

%Z (Vu(ai A|+A|Uu( ))
Fir jeded ist
< (A =Uu(g ) (A - Uu(g ) = ATA +1 - ATUu(g ) — Uu(g)A.

Setzen wir

B=33 (A'A+1),
|
soistB € 7y(®),B >0, und

B> 1Y (Uu(g)A +AUu(g ) = A

Kommutanten und invariante TeilrAume

128. Es seiD ein Prahilbertraum mit Vervollstandigung” und.# C Lin M (D) schwacher kommutant
eine Menge von Operatoren. Wir definieren (etwas allgemeiner als [Pow71,-3'1])
denschwachen Kommutanter’ von .7 als die Menge aller beschrankten Opera-

torenB auf.7Z, so dass fur alle, y € DundT € .¢ gilt:

(x,BTy) = (T*x, By).

129. &’ enthdlt insbesondere alle beschrankten OperatBreatie D invariant Starker Kommutant
lassen und aub mit allen Operatoren aus” vertauschen, das heif3t, fir die fur
alleT € .7 gilt:

BT CTB.

Diese bilden demstarken Kommutantevon .. Der starke Kommutant vory’ ist
eine Unteralgebra vogg (7).

130. &’ isteinin der schwachen Operatortopologie abgeschlossener Untervek-
torraum vonZ(.¢), aber im Allgemeinen keine Algebra, selbst wegfi eine
x-Algebra von Operatoren isf>

Esist.y’ = Y’ 146 ynd furr hermitesches” ist.#” hermitesch#’

Ist. C Lin"(D), so ist.7” gleich dem Kommutanten der va#f in Lin '(D)
erzeugten Algebra.

145 Fiir ein Gegenbeispiel siehe [Pow71, 3.2].
146 Betrachte Folgemn — X, T*Xn = TTxy — TIX=T*X, yn — Y, Tyn — TY.
17 (x B Ty) = (Bx T™y) = (BTTx,y) = (T*x,B"Y).



78

Unitare Darstellungen von Liegruppen und ihre Ableitungen

Ist o C Lin T(D) einex-Algebra von Operatoren, so ist’'D C %(</*), und
furBe &', T € &/ undx € D ist

BTx=T™Bx148

Fir eineselbstadjungierte~-Algebra .« von Operatoren lassen folglich alle
Operatoren aus7’ den RaunD invariant und vertauschen aDf mit allen Ope-
ratoren aus#, das heif3t, der starke und der schwache Kommutant stimmen tber-
ein. Fur eine selbstadjungierteAlgebra.e/ ist 7’ also eine Algebra, genauer eine
Von-Neumann-Algebra ([Pow71, 4.6]), ebenso flr eine wesentlich selbstadjungier-
te x-Algebra.7, da.e7’ = o/’ ist. Die Operatoren aus’ und ihre Abschliisse sind
der Von-Neumann-Algebra/” affiliiert.

Fur abgeschlosseneAlgebrens von beschréanktet®peratoren ist also auch
der starke gleich dem schwachen und gleich dem Ublichen Kommutanten aller be-
schrankten Operatoren, die mit vertauschef?®

131. IstD ein Prahilbertraum mit Vervollstandigung’, <7 C Lin T(D) einex-
Algebra undDg C D ein unter invarianter Teilraum, so ist

'Q{|Do:{T|Do‘TE'Q{}
einex-Unteralgebra votin *(Do), und firT € 7 ist T[p, = T|f, . Es gilt5°

Proposition: Es sei D ein Prahilbertraum mit Vervollstandiguag und.c/ C
Lin (D) einex-Algebra.

a) Ist.«7 selbstadjungiert und B &7’ ein Projektor, so ist PB= DNP.#, dieser
Raum — wir nennen ihn - ist invariant untere/, und.<7|p, C Lin (Do)
ist selbstadjungiert. Es ifdg = P.77.

b) Ist Do C D ein unter./ invarianter Teilraum und« |p, selbstadjungiert, so
ist der Projektor P auDg in .7’ und Dy = PD .52

Fur eine selbstadjungierte-Algebra.es C Lin T(D) gibt es also eine Bijektion zwi-
schen den unter? invarianten Teilrdumen von D, fur dieZ|p, selbstadjungiert
ist, und den Projektoren ir7’. Dabei entspricht dem Projektor P der Teilraum
PD.

148 Firx,y e Dist (T'x,By) = (x,BTy), alsoBy € 2(T™) und das fir allel = T € o7, und
(x,BTy) = (x, T™By), vergleiche [Pow71, Lemma 4.5].

149 Abgeschlossene-Algebren von beschrankten Operatoren liegesify#’) und sind
selbstadjungiert.

150 vergleiche [Pow71, Theorem 4.7].

151 Die Bemerkung in [Pow71], dies gelte auch, fall§p, nur wesentlich selbstadjungiert ist,
kann ich nicht nachvollziehen.
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Beweis:

a) Es istDNPs7 C PD. Die umgekehrte Inklusion gilt auch, da unter P
invariant ist. Also istPD = DN P~s7. Weil P auf D mit .o/ vertauscht, ist
Do = PD auch unter invariant:

/Do = o/PD=Ps/D C PD = D,.

Es istDNP.# C P, undP.s# C PD, daD dicht in .Z ist1%2 Also ist
Do =Ps7.

Weiter ist fur jeden Operatdr € <7, x € P2 undy € D

(X, Ty) = (P, Ty) = (X, PTy) = (X, T Py).

Istx € Z2(T|p,), so ist dies gleichT*x,Py), und das ist eine beschrankte
Linearforminy. Esistalso aucke 2(T*). Istumgekehrke 2(T*) NP7,
soistauchkk e Z(T|p, ). Also ist

P(Tlp,) = 2(T*)NPIZ.
Damitist? (< |p,) = (/) NPAH = DNP# = Do, und</|p, ist selbst-
adjungiert.

b) Es sely € Dg,xe DundT € 7. Dann ist

(PxTy) = X,PTy) = (X, Ty) = (T"x,y).

Also istPxe 2(4|p,) = Do C D, da wir </|p, als selbstadjungiert voraus-
gesetzt haben. Daher BD C Dy C PD. Und es ist weiter fUg, y € D

(x,PTy) = (PxTy)
(T'Pxy)
= (PT'Pxy)
(X, PTPY)
(X, TPy) = (T*x,Py),

alsoP € &7,
©
132. Es sei nunG eine Liegruppe mit Liealgebrg und einhtillender Algebra

®, U eine stetige, unitare Darstellung v@nhauf dem Hilbertrauny?’, und es sei
5 C A ein abgeschlossener Unterraum dihder Projektor auf7g.

152 7ux e Ps# gibt esx, € D, so dass, — x. Dann konvergiert aber auch, gegenPx = x.
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Der Raums#p ist genau dann invariant unter(G), wenn er invariant ist un-
terU(C(G)), und es istU(G) =U(C(G))". DaU(C(G)) einex-Algebra von be-
schrankten Operatoren ist, ist sie auf jedem abgeschlossenen invarianten Unter-
raum vons# selbstadjungiert, und daher gilt wegen Proposition 183 ist genau
dann invariant untdd (G), wennP € U (G)'.

Ist 77 invariant untetd, so induziertU eine ebenfalls stetige unitare Darstel-
lungU| 4 auf.7p durch

Ul (9) = U (9)]s-

Es ist
CH(U]) =CHU) N4

fur allek € NoU {00, w}, und fur alleX € &

K
aU %% (X) = AU (X) loxu)re-

133. IstDy C C>(U) ein unter & () (&) invarianter Unterraum, so induziert
du (=) einex-Darstellung & () |p, durch

AU ) [5,(X) = dU ) (X) oy,

Ist diese selbstadjungiert, so ist wegen Proposition 131 der Rguran der Form
PC>(U) mit einem ProjektoP € dU(>°)(&)'. Umgekehrt ist zu jedem Projektor
P € dU(>)(8)’ der RaunDy = PC>®(U) invariant unter t (>) (&), und dJ )| p,
ist selbstadjungiert. Es istid>) (&)’ = dU (<) (g)’.

134. Sindxundy e C>*(U),BecU(G) undX € &, so ist

(x,BAU)(X)y) = Xlge(x,BU(Q)y)
= Xlg=e(U(9)"x,By)
(dU ) (X)*x, By),

alsoB € dU () (&)’. Damit istU (G)’ C dU(>)(&)’,

Ist X € g, so ist der normale Operatau()(x) der Von-Neumann-Algebra
du(>)(®)" affiliiert. Daher ist der Operatdd (expX) = exp(du(>)(x)) als be-
schrankter, affilierter Operator bereits i @) (¢)”. Da in einer zusammenhan-
genden Gruppe jedes Element als Produkt von Termen der Fork ésqgestellt
werden kann, ist daher in diesem Fall

U(G) C du™)(&)"

153 Betrachte fiix € . undy € % die Funktion

g— (x,U(9)y) = (x,U(g)Py) = (PxU(9)y).
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und
du (oo)(ﬁ)/ cu (G)/.154

135. Ist Do € C®(U) ein unter & (“)(®) invarianter Unterraum, so induziert
dU (@) einex-Darstellung & (“)|p, durch

du (@) ’DO(X) =du (@) (X> ‘DO‘

Im Falle einer zusammenhangenden Gru@ist dann.7% = Dg invariant unter
U(G).1%° In Absatz 144 sehen wir ein Beispiel, dass eine entsprechende Aussage
fiir C>(U) und dJ () nicht gilt. (Dann kannd ()| nicht selbstadjungiert sein.)

136. Setzen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir:

Proposition: Es sei G eine Liegruppe mit Liealgebgaind einhillender Alge-
bra &, U eine stetige, unitdre Darstellung von G auf dem Hilbertrag#h Dy ein
Unterraum und P der Projektor aufg = Do. Dann gelten folgende Implikationen:

Do CC¥U) und
Do invariant unterdU () (&)
falls G zusammenhéngend ist) i fallsDy=C®U)N%
st invariant unter UG)
)
PeU(G) =U(C(G))
in jedem Fall |}  falls G zusammenhangend ist
PcdU (&) =du>)(g)
falls Dg=PC>*U) | f injedem Fall, dann ist = PC>(U)
Do CC>(U),
Do invariant unterdJ () (&) und
du () (&)|p, selbstadjungiert.

154 Alternativer Beweis: Fiir analytische Vektoremndy, B € dU () (&) undX € & ist
X|g=e(x BU(@)y) = (dU‘>) (X*)x. BY) = X|g-¢(U () "X, BY),

also haben die analytischen FunktiongrBU(g)y) und (x,U(g)By) in e dieselben
Ableitungen und stimmen daher auf der zusammenhé&ngenden Gruppe Uberein. Da die
analytischen Vektoren inZ” dicht liegen, folgtBU(g) = U (g)B. Daher ist
du (@) ()’ CU(G), und trivialerweise istd () (&)’ C dU () (&)’

155 [War72, 4.4.5.6]
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Die regularen Darstellungen

Die linksregulare Darstellung

Linksregulare Darstellungl37. Es seiG eine Liegruppe mit Liealgebr@aund einhillender Algebré. Auf
dem Hilbertrauni.?(G) der quadratintegrierbaren Funktionen &uodulo Null-
funktionen ist eine Darstellung von G, die linksregulare Darstellunggegeben
durch

L(g)f =fo Lg—l.

Diese ist unitar:
L@th = [ f(g9hE)ds= [ fgnigs=(f.Lg )
fur f,he L?(G) undgc G.

138. JedeC>-Funktion f auf G mit kompaktem Tréger ist ei@>-Vektor fur
L, und es ist 4> (X)f = (Xf) fiir X € &. Dabei istf(g) = f(g~'). Denn fiir
he L?(G) ist

Xlg-enL@T) = Xlge | (s (g s)ds

_ /G h(s)X|g_ef (g1s) ds 15

= [ h(s)X|g=ef(sg)ds
G

Daher ist d. injektiv.

139. EsistC®(G) dichtinL?(G). DennC¢(G) ist dicht inL?(G),*®” und jedeC-
Funktion f lasst sich inL?(G) durchC2°-Funktionen approximieren: Wir wéhlen
FunktionenF, € C2°(G) wie im Beweis des Approximationslemmas 101. Dann ist

g— /G Fa(gh)f(h~)dh = /G Fa(h) f (h~1g) dh

156 Dominierte Konvergenz der Differenzenquotienten.
157 [Ped89, 6.4.11]
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in C°(G) und konvergiert in.2(G) gegent:

2
dg

/Fn f(h~1g)dh— f(g)

2
dg

| LRt (Fa(m2(1(n2g) — (@) an
< /Fn (h) dh//Fn (h)|f (h~1g) — f(g)[?dhdg 58
_ /Fn /\f (h1g) — f(g)[2dgdh — O,

da [5|f(h~1g) — f(g)|?dg stetig inh ist.
Also hatL einen dichten Teilraum vo@*°-Vektoren und ist damit stetig.

140. L ist injektiv: Istg € G, g # e, so gibt es eine Funktioi € C,(G), so
dassf(gt) # f(e) ist. Dann istL(g)f(e) = f(g~?) # f(e), alsoL(g)f # f und
L(g) # 1.

141. Versehen wir das Bildl(G) C % (L?(G)) von L mit der schwachen Opera-
tortopologie, so ist die Umkehrurig?: L(G) — G ebenfalls stetig: Es sgh € G
undV eine Umgebung vogg. Dann istgalv eine Einsumgebung, und es gibt eine
EinsumgebunyV, so dassVW1 C gglv ist. Weiter gibt es eine stetige Funktion
f auf G mit TragerC W und || f ||, = 1. Wir setzerh = L(gp) f. Dann ist firg ¢ V

(h (L) ~L@)T) = (1113~ [ (™5 (g *s)ds
= 1- /fg0 gs)f(s)ds=1,

denn furs¢ W ist f(s) =0, und wére fis e W auchgglgse W, so waregalg €
Ww-1C gglv undg €V, was nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Also ist fur
seWw f(gglgs) = 0, und das Integral verschwindet.

Daher ist das Bild der Umgeburd.(g) | |(h, (L(g) —L(go))f)| < 1} vonL(go)
ganz inV enthalten.

Die rechtsregulare Darstellung

142. Es seiG eine Liegruppe mit Liealgebr@aund einhillender Algebré. Auf Rechtsregulére Darstellung
dem Hilbertrauni.?(G, ) der beziiglich dem rechten HaarmgRjuadratintegrier-

baren Funktionen au® modulo Nullfunktionen ist eine Darstellurigvon G, die

rechtsregulare Darstellunggegeben durch

R(g)f = foRy.

158 Heglder-Ungleichung
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Diese ist unitar:
(R@)T. = | f(sah(s)e(s)ds= [ f(9)hisg™)p(s)ds= (f.R(g)h)
fur f, he L%(G,p) undg € G.

143. Genau wie bei der linksreguléaren Darstellung zeigt man: @€elé-unktion

f auf G mit kompaktem Trager ist ei@>-Vektor fur R, und es ist &) (X)f =
X f fir X € 6.159 Daher ist R injektiv. R ist stetig, injektiv, und die Umkehrung
R1: R(G) — Gist ebenfalls stetig.

Ein Beispiel

144. Betrachten wir die rechtsregulare Darstellung der additiven GriRys®
ist der Rauntge([0,1]) € C>(R) invariant unter Differentiation, also unteR&®),
aber seirL2-Abschluss ist nicht invariant unter Translation, also uReDie Dar-
stellung R°|cx 0.1y kann also nicht selbstadjungiert sein.

159 Die Rechnung sieht so aus: Riie L2(G, p) ist

Xlg-e(R@T) = Xlg-e [ (s)f(sg)p(s)ds
(9 X[g-ef (s9)e(s)ds
(S Xlg-sT (@) els)ds

/G h(s) X f(s) o(s) ds
h,X1).
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Exakte
Liealgebrendarstellungen und
-homomorphismen

Die Hauptséatze der Arbeit werden bewiesen: Die Charakterisierung der ex-
akten Liealgebrendarstellungen und -homomorphismen mittels vollstandiger
Positivitat.

Exakte Liealgebrendarstellungen

145. Wir haben gesehen:

Satz: Essei G eine Liegruppe mit Liealgebgaind einhillender Algebre. Ist Eigenschaften vonldi(>)
U eine stetige, unitare Darstellung von G auf dem Hilbertrautf) so istdU ()
eine selbstadjungierte, vollstandig positive Darstellung goauf C*(U).
AuRerdem gilt®0 Ist A = 5, X2, wobei die Xeine Basis vomy bilden, so ist
du () (A) wesentlich selbstadjungiert und

ceU)=( 2 (du (°°>(A)n) .

neNg

146. Ist umgekehrt eine Darstellungvon & auf einem Prahilbertraur® ge- Exakte Darstellung
geben, so stellt sich die Frage, slexaktist, das heil3t, von der FornuUd>) fir Exakte Fortsetzung
eine stetige, unitare Darstellund) von G ist, oder zumindesb C C>*(U) und

7 C dU () das heilt, olr eineexakte Fortsetzuniat. Weiter stellt sich die Frage

nach der Eindeutigkeit vod.

147. Istdie Gruppes zusammenhangend, so gibt es hdchstens eine unitareZnaEindeutigkeit
stellungU, so dasst = dU(*). Denn jedes Element vo ist dann ein Produkt
von Elementen der Form eXpmit X € g, und es ist

U (expX) = exp(dU (°°>(X)> = exp(@)

160 [war72, 4.4.4.3 (Nelson, Stinespring)], [War72, 4.4.4.5 (Nelson)].
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durchr bereits eindeutig festgelegt.

Falls G nicht zusammenhéangend ist, kann man keine Eindeutigkeit erwarten,
denn dJ(*) st allein durch die Zusammenhangskomponente der Eing/be-
stimmt. Ist etwa eine stetige, unitare Darstelllhgon R gegeben, so bestimmt
zum Beispiel jede komplexe Zallmit |A| = 1 eine stetige, unitére Darstellung
von G = R x Z durch(r,n) — A"U(r), die dJ (> als Ableitung hat.

Zur Existenz 148.  Ein bekanntes Ergebnis zur Existenz ist der folgende Satz:

Satz: Es sei G eine zusammenh&ngende Liegruppe mit Liealgelmd einhul-
lender Algebra®. Es sei D ein Prahilbertraum mit Vervollstandiguog’, und es
seir: & — Lin T(D) einex-Darstellung. Weiter sei\ = ¥; X2, wobei die Xeine
Basis vorg bilden.

Ist G einfach zusammenhéangend und der Operatdr) wesentlich selbstad-
jungiert, so hatr eine exakte Fortsetzung.

Ist dartiber hinaus D= Nnep, Z(7(A) ), S0 istx exakt.

149. Wir werden die BedingungG einfach zusammenhangend« durch eine Be-
dingung arr ersetzen. Hat eine exakte Fortsetzung, soistotwendig hermitesch
und vollstandig positiv.

Es sei alsor eine vollsténdig positive-Darstellung vorg, und wir versuchen,
eine zugehorige Gruppendarstellung zu finden.

Erster Schritt: Wir betrachten die universelle Darstellung @risemar Pro-
position 126 faktorisiert Uberz,(®) mit einer vollstandig positiver-Darstellung

®:
& ——LinT(D) < Sesq(D)
7
| s
(&)

Zweiter Schritt: Dar,(®) in der in Paragraph 127 eingefiihrten Algebva
kofinal ist, gibt es nach dem Fortsetzungssatz 44 eine hermitesche, vollstéandig po-
sitive Fortsetzung Von ¢:

& ———LinT(D) < Sesq(D)

7
rd
u -
) e
e

161 [War72, 4.4.6.6, 4.4.6.8 (Nelson)]
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Dritter Schritt: Zu¢ gibt es nach dem Darstellungssatz 60 einen Prahilbertraum
D, eine abgeschlossereDarstellungzvon A auf D und eine lineare Abbildung

V:D — D, sodass

Vierter Schritt: Nun definieren wir eine unitare Darstelludg/on G auf der

Vervollstandigungs#” von D durch
U(g) = 7(Uu(g)) **?

sowie eine vollstandig positive Darstellungr; von & aufD durch

1(X) = #m(X)):

C Sesq(D) D
V- TV
1 Y
T
G- D) D
N
I € S R

Funfter Schritt: Jeder Vektor € D ist ein C1-Vektor fiir U. Dazu betrachten

wir zu X € g undt € R die Operatoren
C(t) = Uy(exp(tX)) — 1 —tmy(X)

162 Dies ist eine unitare Darstellung, da es sich auf dem Niveau der Gruppenalgebra um den
Abschluss einer Hintereinanderausfiihrung veDarstellungen handelt.
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auf C>(Uy). Es seiE das Spektralmafd des schiefadjungierten Operajgds).
Firy € C>(U,) gilt:

yom'cy) = [ et —1-iPdyEwY)

< [ 3dyEwy)

= Yy, w(X)%)
= %t4<y7 ﬂu(XZ)Tﬂu(X2>Y> 164

Da 7 (vollstandig) positiv ist, folgt daraus fixre D:

IZCENXI> = (xFCH)'TH)x)

A
Bl
—

N
—~
x

=
Al
—

X

N
~—

—+

=

=
N —

>

N
~—

be
>

und damit

H (O (exp(ttX)) ~1 m(x)) y

FlUrt — O sieht man:
X|g=eJ (@)x = m(X)x,

undx ist einC1-Vektor furJ.

Sechster Schritt: D® unter 71(&) invariant ist, ist fir jedeX e g m1(X)x
wieder einC-Vektor fiirU, x also bereits ei2-Vektor. Induktiv folgt: D besteht
ausC>-Vektoren fiirJ . Insbesondere sind das al@%Vektoren, undJ ist stetig.
AulRerdem haben wir aus dem funften Schritt die Formel

71 (X) C dUd ) (X),

zun&chst fiiX € g, sie gilt aber dann auch fit € .15 Es hat alsor; eine exakte
Fortsetzung, und zwatH ).
Siebenter Schritt: Sei nuk € & undx, y € D. Es ist

(Vxm(X)Vy) = (VX E(m(X)VY)

163 Firt € Rundx € iR ist

t t t
M_1-x|=2] (@5=1)ds| < |A| | |€*=1ds< |A| [ |Aslds= 3|at)3,
0 0 0 2

dale*s — 1] < |As| wie in FuBnote 130 auf Seite 70.
164 Es sty einex-Darstellung undk? hermitesch.
165 Betrachte Produkte von Elementen gus
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FirX = 1 bedeutet d4§°
(VxVy) = (xy),
also istV isometrisch und setzt sich stetig fort zu

VA — A

Achter SchrittV D C D ist invariant unterr; (&): SeiX € & undx € D. Dann
ist
[m(XOVX=Va(X)X|> = (m(X)Vx m(X)VX) — (Va(X)X, 71 (X)VX)
—(m(X)VXV 1(X)x) + (V 7(X)x,V 7(X)x)
= (Vxm(X*X)Vx) — (V (X)X, 11 (X)VX)
— (VX 1 (X WV 7(X)X) + (m(X)x, 7(X)x) 167
= 0,

da wegen der Rechnung in Schritt 7 die ersten drei Skalarproduktterme jeweils
gleich dem vierten sind. Damit ist

T (XVx=V (X)X,

undV D C D invariant unterr; (&). Es ist alsar [vp einex-Darstellung, und diese
ist zu z unitar aquivalent mittely'.

Neunter Schritt: Um nun die unitdre Darstelludgauf 7% einschranken und
mittelsV auf 57 zurlickziehen zu kénnen, bendtigen wir eifesatzvorausset-
zung,die sicherstellt, dass/g auch untet] invariant ist. Das ist der Fall, wenn die
GruppeG zusammenhangend ist und wenmselbstadjungiert ist. Dann ist nam-
lich auch die zur unitér aquivalente Darstellung |vp selbstadjungiert, und mit
Proposition 136 folgt die Invarianz vo#tg unterU.

Setzen wir stattdessen voraus, dassusammenhangend ist und der Operator
x(A) wesentlich selbstadjungiert, wobai = ¥;X? und dieX; eine Basis vory
bilden. Dann ist der Operatdfz(A)V*: VD — VD wesentlich selbstadjungiert
und sein AbschlusS selbstadjungiert als dicht definierter Operator a#f. Fur
dd ) (A) schreiben wir kurZ . T ist ebenfalls selbstadjungiéf®® Firx=VyeVD
ist

SX=Va(A)VVy=Vza(A)ly=m(AVy=Tx

Also ist 2(S) C 2(T)N .. Es sei nurx € 2(T) N = 2(T*) N.p. Dann
ist (x, Ty) beschrankt iry € s#, fury € VD ist dies gleich(x, Sy, und daher ist
Xe 2(S)=2(9).

166 Fiir X = 1 hatte man die Rechnung schon nach dem vierten Schritt durchfiihren kénnen. Wir
brauchen sie spater aber auch fir dle &.

167 v ist isometrisch.

168  [War72, 4.4.4.3 (Nelson, Stinespring)]
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Analytischer Vektor  EsistalsaZ(S) = Z(T) N, undl —S= (1 —T)|4(1)n.- Dieser selbstad-
jungierte Operator hat eine iw dichte MengeDg von analytischen Vektoret??
diese sind auch analytische Vektoren fiir T und auch fiir(1 — T)"2.17° Die
analytischen Vektoren dieses Operators sind genau die analytischen Vektoren fir
U.171 Also gibt es einen i/ dichten, unter d(©)(&) invarianten Teilraurkf2
von C¢(U), und da wirG als zusammenhéngend vorausgesetzt haben, ist wegen
Proposition 13674 invariant untetJ.

Es sei also zusétzlich vorausgesetzt, dagsinterU invariant ist.

Zehnter Schritt: Dann isd |.% eine stetige, unitare Darstellung v@)und
U(g) =V U(g)V
ist eine dazu unitar &quivalente Darstellung @auf .77 .
Wegen 3
(xU(g)y) = (VxU(g)Vy)
ist jeder Vektor au® einC>-Vektor furU, und firX € & ist

X dU(X)y) = X|g—e(x,U(g)y)
= X|g=e(VxU(g)Vy)
= (Vxm(X)Vy)
= X a(X)y).

Also hatr die exakte FortsetzundJd>).
Elfter Schritt: Istz selbstadjungiert, so ist sogar= dU(>°), da eine selbstad-
jungierte Darstellung keine echte serl]bstadjungierte Fortsetzung hat. Die Gleichheit

giltauch, wenrD = ¢, Z(du>)(A) ) ist, da dieser Raum gerade gleetv (U)
ist,!”3 und falls=(A) wesentlich selbstadjungiert ist, ist dies gleich

N 2",

neNg

da danndU(>)(A) eine selbstadjungierte Fortsetzung ve) ist.1’# In diesen
Fallen ist alsar exakt.
169

Ein analytischer Vektor eines auf dem Hilbertraufi dicht definierten Operatoi® ist ein
Vektorx € Nnew, 2(T"), so dass die Potenzreihetin

< [T
>
n=0

einen positiven Konvergenzradius hat.Tshormal mit SpektralmaR, so ist das fur alle
Vektoren au$ Jnen E({Z] |7 < n}).#2 der Fall, T hat also einen dichten Teilraum von
analytischen Vektoren.

10 Fiaraeo(1—T)C{zeR|z> 1} ist A" < 22", also — mittels Spektralkalkiil fifm — T) —
2((1- T)l/Z)”) 22((1-T)M und||((1- T)l/Z)”xH < (1 —T)"x| fur allen € No.

171 [War72, 4.4.6.1 (Goodman)]

172 Man nehme etwald(®) (&)D.

173 [War72, 4.4.4.5 (Nelson)]

174 [War72, 4.4.4.3 (Nelson, Stinespring)]
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Ist = nur wesentlichselbstadjungiert, so ist selbstadjungiert und immer noch
vollstandig positiv, wir kdnnen die Konstruktion also mitlurchfiihren und erhal-
ten eine exakte Fortsetzung ven

150. Wir haben damit folgenden Satz bewiesen:

Satz: Es sei G eine zusammenhéngende Liegruppe mit Liealgehral ein- Charakterisierung exakter
hiillender Algebra® und = eine vollstandig positive Darstellung va# auf dem Liealgebrendarstellungen

Préahilbertraum D. Weiter sel = 5; X?, wobei die Xeine Basis vor bilden. Ist r;g;i'if/i;’é‘(’t"smdiger
dann

e 1 wesentlich selbstadjungiert oder
e 7(A) wesentlich selbstadjungiert,
so hatr eine exakte Fortsetzung. Ist sogar

¢ 1 selbstadjungiert oder

n

o 7(A) wesentlich selbstadjungiert und-BN,cp, Z(7(A) ),

so istr selbst exakt.

Die Variante » selbstadjungiert« dieses Satzes sowie die Beweisidee gehen zuriick
auf [Pow74, Theorem 4.5]. Powers setzt zwar zusatzlich voraus,@aasfach
zusammenhangend sein soll, benutzt diese Voraussetzung aber nirgends, wie der
hier gegebene Beweis zeigt: Es ist im Wesentlichen der Beweis von Powers, nur
neu aufbereitet und anders in Einzelschritte zerlegt.

151. Zusammen mit Satz 145 folgt:

Korollar: Unter den Voraussetzungen von Satz 15@ igénau dann sglbstad—
jungiert, wennz(A) wesentlich selbstadjungiert ist und=D,cp, Z(7(A) ).

Exakte Liealgebrenhomomorphismen

152. Nun seien zwei Liegruppe@ undH gegeben mit Liealgebrgnundh und Exakter Liealgebrenhomo-
einhillenden Algebre® und $5. Wir untersuchen, welche Liealgebrenhomométerphismus

phismenrz: g — b exakt,das heil’t das Differential eines stetigen Gruppenhomo-

morphismusy: G — H sind.

153. Ist die GruppeG zusammenhéangend, so gibt es hdchstens einen GruppeBindeutigkeit
homomorphismus, so dasst = dy. Denn jedes Element vo@ ist ein Produkt
von Elementen der Form eXpmit X € g, und es ist

p(expX) = exp(x(X))
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Zur Existenz

durchr bereits eindeutig festgelegt.

Ist G nicht zusammenhangend, so ist aus demselben Grund wie bei Darstellun-
gen keine Eindeutigkeit zu erwarten. Das in Paragraph 147 gegebene Gegenbei-
spiel liefert auch hier ein Gegenbeispiel, wenn riaals Darstellung auf einem
endlichdimensionaleHlilbertraum wahlt.

154. Man konnte die Formep(expX) = exp(z(X)) auch als Ansatz flir einen
Existenzbeweis nehmen und versuchen, die Wohldefiniertheit und Homomaorphis-
museigenschaft zu beweis&f?.Das erweist sich jedoch in der Regel als schwierig.
Wir werden daher einen anderen Weg wahlen.

155. Ein klassischer Satz der Lietheorie ist der folgende:

Satz: Es seien G und H Liegruppen mit Liealgebrgrundh und z: g — b
ein Liealgebrenhomomorphismus. Ist G zusammenhangend und einfach zusam-
menhangend, so igtexakt.

156. Wir kdnnen auch hier die Bedingun@einfach zusammenhangend« durch
die vollstandige Positivitat vom ersetzen. Diese ist auf jeden Fatitwendigfur
die Exaktheit, wie wir in Paragraph 87 gesehen haben. Es gilt also:

Satz: Es seien G und H Liegruppen mit Liealgebgenndh und einhiillenden
Algebren® und$). Es seip: G — H ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Dann
istdy: & — $ vollstandig positiv.

157. Falls G zusammenhangend ist, ist die vollstdndige Positivitat ¥@uch
hinreichend fir die Exaktheit:

Charakterisierung exakterSatz:  Es seien G und H Liegruppen mit Liealgebrgmund b und einhtllen-
Liealgebrenhomomorphisgen Algebrer® und $). Es seir: g — b ein Liealgebrenhomomorphismus. Ist G

men mittels vollstandiger

Positivitat

zusammenhéngend und & — § vollstandig positiv, so ist exakt.

Beweis:  Es seiHo C H die von exfiz(g)) erzeugte Untergruppe. Diese hat die
Liealgebraho = z(g) und die einhillende Algebrgy = (®). Wir betrachten die
linksregulare Darstellungs von Hg auf dem Hilbertraun?(Ho). Diese ist uni-
tar. Es ist (> o 7 eine vollstandig positive-Darstellung vorg. Diese ist auch
selbstadjungiert, weil

dL>) o (&) = dL(>) (o),

und weil d_(>) selbstadjungiert ist.

175 Der Satz 148 etwa wird mit einer ghnlichen Methode bewiesen.
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Also ist dL(*°) o 7 exaktl7®

Es sei nurJ : G — % (L?(Hp)) eine stetige, unitare Darstellung, so dass gilt:
du () =dL(®) o 7.

Da G zusammenhangend ist, ist jedes Element@ain Produkt von Elemen-
ten der Form ex mit X € g, und es ist

U (expX) = exp(du <oo>(x>) - exp(dL(OO) o Jr(X)) = L(exp(nX)) € L(Ho).

Also istU (G) C L(Ho). L ist injektiv, undL=1: L(Ho) — Ho ist stetig!’” Also ist
der Gruppenhomomorphismys=L~1oU : G — Ho stetig. Der markierte Teil des
folgenden Diagramms kommutiert, da alle anderen Teile kommutieren:

u
L
G—">Ho=——=L(H) < % (L%(Ho))

L—l
exp] /// Texp Texp

g —"mho- LT gL (he) € Linf(C(WL)

du (=)

Daher istr = dg0,178 und das gilt auch noch, wenn wjr als Homomorphismus
G — H stattG — Hgy C H betrachten. ©)

158. Dieser Satz ist ein typisches Beispiel fur die Anwendung der Funktional-
analysis als »Hilfswissenschaft«: Man beschafft sich den eigentlich interessieren-
den Objekten, hier den Liegruppen, zugeordnete Hilbertrdume, in diesen kennt man
sich gut aus und kann rechnen, und schlief3lich tGbersetzt man die Ergebnisse wie-
der zurtick in eine »hilbertraumfreie« Formulierung.

176 Mit der anderen Version des Satzes 150 lasst sich zeigen, H&S$«r zumindest eine
exakte Fortsetzung hat, was aber flir den Fortgang des Beweises genuigt: Ist eif¥ Basis
von g gegeben und eine Baslg]j von o, so istz(X) = ¥ j &;Y;j mit einer Matrix[ajjij.
Diese hat vollen Rang und ist injektiv. l& = 5; Xi2, so istr(A) elliptisch in$o: Es ist
m(A) =73 (3 a;ij)Z. Istfartj € R

2(yee) -

so isty j gjtj = O fur allei und dahet; = O fur alle j. Das bedeutet;(A) ist elliptisch. (Fur
die Definition siehe [War72, S. 267].) Daher i$te&°) o n(A) wesentlich selbstadjungiert
(IWar72, 4.4.4.5 (Nelson)]). Also haté®) o  eine exakte Fortsetzung.

177 Sjehe Paragraph 141.

178 sjehe Paragraph 78.
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Bestimmung der positiven
Elemente von M(&)

Ich sah ein groRRes Herbstblatt, das der Wind
Die Stral3e lang trieb, und ich dachte: Schwierig
Den kinftigen Weg des Blattes auszurechnen!
BERTOLD BRECHT'®

Es wird ein Kriterium bewiesen fir die Positivitat von Differentialoperato-
ren ausM(®). Dabei werden die Falle der zusammenh&ngenden, abelschen
und der kompakten Gruppen mit Hilfe spezieller Methoden zuerst behandelt
und dann der beide umfassende Fall separabler Gruppen mit Hilfe der Maut-
nerschen Zerlegung unitarer Darstellungen als direkte Integrale irreduzibler
Darstellungen.

Einige Beispiele werden diskutiert und weiterfihrende Fragen aufgewor-
fen.

159. In unseren Satzen spielt die Matrixordnung @udiie entscheidende Rolle.

Um die Satze anwenden zu kénnen, muss man daher wissen, welche Elemente von
M(®) positiv sind. Und dazu ist die Definition ziemlich unhandlich, da man einen
DifferentialoperatorX € M(&) auf allen positiv definitelC>°-Funktionen testen
muss, und daflir muss man erst alle positiv defin@&nrFunktionen kennen . ..

Ein handlicheres Kriterium tut also Not. Wir werden ein solches Kriterium
angeben und beweisen, zunéchst fir die Spezialfalle der abelschen und der kom-
pakten Gruppen, fur die spezielle Techniken zur Verfiigung stehen, und danach im
allgemeinen Fall.

160. Die folgende Vorliberlegung ermdglicht es, sich fur den Positivitatstest auf
zusammenhéngende Gruppen zu beschraten.

Es seiG eine Liegruppe unég die Zusammenhangskomponente der Eins. Bei-
de Gruppen haben die gleiche Liealgebra und die gleiche einhillende Algebra

179 BerToLD BRECHT: »Kalifornischer Herbst ll«Das Herbstbuch: Gedichte und Prosa.
Herausgegeben vdians BENDER. Insel Verlag, Frankfurt am Main 1982. Seite 66.
180 Der nicht zusammenhangende Fall spielt in unseren Satzen ohnehin keine Rolle.
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Schréankt man einerseits eine positiv definite Funktion@uafuf die Untergruppe
Go ein, so erhalt man eine positiv definite Funktion &4f Setzt man andererseits
eine positiv definite Funktion auby durch 0 auf ganz fort, so erhélt man eine
positiv definite Funktion au.'8!

Und da man fir die Positivitat eines Differentialoperatire M(®) diesen
nur im Punkt Eins anwenden muss und es daher reicht, eine positiv definite Funk-
tion auf einer Umgebung der Eins wie zum Beisfiglzu kennen, bestimmen die
GruppenG und Gy dieselbe Matrixordnung aus.

Es genugt also, einen Positivitatstest fir zusammenhangende Gruppen zu ken-
nen.

Zusammenhangende, abelsche Gruppen

161. Es seiG eine n-dimensionale, zusammenhangende, abelsche Liegruppe.
Die Liealgebra ist dann die (bis auf Isomorphie) einzigdimensionale, kom-
mutativeé®? Liealgebrag = R", zu dieser gehdort die einfach zusammenhangende
(additive) LiegruppeR", und G ist ein Quotient von dieser nach einer diskreten
Untergruppe. Ein®-Basis vong bilden die Differentialoperatore;;%l, ey & Die
einhillende Algebra® kann man mit dex-Algebra der Polynom€&[Xy, ..., X

mit kommutierenden, hermiteschen Unbestimm¥ga- —ia% identifizieren, und

wir tun das im Folgenden. Wir suchen also nach einer MatrixordnunBdiymo-

me

Die Charaktergruppe

Charakter 162. Die Charaktergruppés aller Charaktere das heif3t stetigen Homomorphis-
Charaktergruppemen y: G — U(1) kann man identifizieren mit einer Untergruppe Vift Die
G Charaktere volR" werden parametrisiert durehe R" vermége

%) =€,
es istyr s = yr - s undr — y ist bijektiv.!83 Also ist R" isomorph zuR", undG

ist die Untergruppe der Charaktere, die sich mit der QuotientenabbiRiing G
vertragen:®

163. ImFalleG=T = R/2xZ ist zum Beispielc = T = Z.

181 sind von dery; die g, € Go und istf|gg, = 0, SO ist

[f(g9i)lij = [Biciliilf (g5, g )li[3i i) - Vergleiche [HR70, 32.43 (a)].
182 pJle Lieklammern sind gleich Null.
183 [Rud62, 1.2.7, 2.2.2]
184 Das heiRt, die konstant auf den Aquivalenzklassen sind.
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164. Charaktere sind positiv definite Funktion&,und fiir einen positiven Dif-
ferentialoperatoX = p(Xy,...,Xn) € M(®) ist daher

0 < Xxz0r (X) = P(—i g5+, —i g ) Ix=0€ ™ = p(r)€ ™o = p(r).

Es ist alsop(r) > O fur aller € G.

Ein matrixwertiger Satz von Bochner

165. Es seif € M(C*>(G)) positiv definit. Jede Komponentg ist eine Linear-
kombination von positiv definiten Funktionen & (G) mittels Polarisation:

3
fij =2 Zoiv[iVSki + kil 1l itk [i”01i + 6ij i1

Nach dem klassischen Satz von Bochner ist jede positiv definite Furtkéios
C>(G) die Fouriertransformierte eines endlichen, positiven MaRe&aaf

h(x) = /G & du(r).

Damit ist jede Komponent&; von f die Fouriertransformierte eines komplexwer-
tigen, endlichen MaRgs;.

Diese bilden ein positives, matrixwertiges MaR= [u;]ij.18” Damit ist f die
(komponentenweise) Fouriertransformierte eines positiven, matrixwertigen Mal3es
u auf G — wir haben also einematrixwertigen Satz von Bochneewiesen.

Positivitatskriterium fir abelsche Gruppen

166. Wir haben in Paragraph 164 gesehen: Fur einen positiven Differentialope-
rator X = p(Xq,..., %) € M(®) ist p(r) > 0 fiir aller € G. Sei jetzt umgekehrt
p e M(C[Xy,...,X]) und p(r) > O fiir aller € G, und seif € M(C>®(G)) positiv
definit, alsof (x) = [z €™ du(r) mit einem positiven, matrixwertigen Ma

Wenden wir nun den Differentialoperatér= p(Xy,...,Xs) auf f an:

X|x=of(x) = P(—ia%a---,—i&)\x:o/éei<“x>dg(r)
= [P i) b0 ) 12
= {/ pij(r)d(ukl(r)] > 0.189
G (iK)(j1)

85 (g i)l = [x(@)x(9))]

186 [Rud62, 1.4.3]

187 Jeder messbaren Menge wird eine positive Matrix als MaR zugeordnet, oder dquivalent: Fiir
alle Tupel[&j]; komplexer Zahlen iy ij Eim,- ¢j ein positives MaR. Das ist hier nach dem
klassischen Satz von Bochn_er der Fall,z;lpg’iyij &j die inverse Fouriertransformierte der
positiv definiten Funktior[ij &ifij&j ist.

= D@} [x(9j)]j-

ij
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167. Damit haben wir gezeigt:

Proposition: Es sei G eine zusammenhé&ngende, abelsche Liegruppe mit Lieal-
gebrag und einhullender Algebré. Ein Differentialoperator Xc M(®) ist genau
dann positiv, wenn er einem Polynom entspricht, das in der Identifizierung aus Pa-
ragraph 161 punktweise positiv aGfist, und das ist genau dann der Fall, wenn er
auf allen Charakteren positiv ist.

Man braucht also nicht gegen alle positiv definiten Funktionen zu testen, es genu-
gen die Charaktere. Und fUr spater halten wir noch fest: Die Charaktere sind genau
die irreduziblen, stetigen, unitéaren Darstellungen @&rund es istX|yx—g y(X) =

dy () (X).

Beispiele

Einfach zusammenhéngende, abelsche Gruppen, R"

168. Fureine zusammenhangende, einfach zusammenhangende LieGnmnipe
Liealgebrag und einhillender Algebr& sind allex-Darstellungen: von & voll-
standig positiv, sofern nut(A) wesentlich selbstadjungiert &0 und jeder Lie-
algebrenhomomorphismus g — b in die Liealgebra) einer Liegruppe ist voll-
standig positiv als Homomorphismus der einhiillenden Algebten.

Man kénnte vermuten, dies sei aus trivialen Grinden der Fall, etwa weil die
Matrixordnung auf® die grobste algebraische Matrixordnung, gegeben durch Ma-
trizen der FormxX*X, sei.

Das ist aber zum Beispiel fir die GruppRhfiir n > 2 nicht der Fall. Denn ein
Differentialoperator ist genau dann positiv beziiglich der Grughevenn das zu-
gehdrige Polynom punktweise positiv d&lif ist, und ein Polynom it©[Xy, ..., X
ist genau dann von der Forpip mit einer Matrix p von Polynomen, wenn es
Summe von Quadraten von Polynomen &%, ..., Xy] ist. Aber David Hilbert
hat gezeigt, dass fiir> 2 nicht jedes punktweise positive Polynom &IfSumme
von Quadraten ist??

Die Gruppen Rund T

169. Die bezlglich der Grupp® positiven Differentialoperatoren entsprechen
genau den auR punktweise positiven Polynomen, die beziglicpositiven Dif-
ferentialoperatoren entsprechen denAgiunktweise positiven Polynomen.

188 Zum Ableiten unter dem Integral siehe FuRnote 136 auf Seite 71. Be&ht&".

189 Alle Riemann-Summen sind als Tensorprodukte von positiven Matrizen positiv.

190 satz 148 und 145.

191 satz 154 und 156.

192 THilgg], siehe auch den Ubersichtsartikel [Rud00]. Eine verwandte Fragestellung beinhaltet
das 17. Hilbertsche Problem ([Hil00]).
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Jeder Homomorphismus der zugehdrigen Liealgelmgpist gegeben durch
Multiplikation mit einer reellen Zahk, und die Fortsetzung auf die einhillenden
AlgebrenC[X] ist

pP(X) = p(2X).

Ist pe M(C[X]) undp(r) > O fiir aller € R, so auchp(Ar). Also gibt es zu jedem
A € R (genau) einen Gruppenhomomorphisnius> R oder auchk — T, der den
zugehdrigen Liealgebrenhomomorphismus als Ableitung hat.

Ist 2 £ 0, so gibt es ein auf positives Polynonp, so dasg(Ar) nicht fur al-
ler € R positiv ist193 Also ist der zugehérige Liealgebrenhomomorphismus nicht
Ableitung eines Gruppenhomomorphismis- R. Fir A = 0 ist der zugehdrige
Liealgebrenhomomorphismus die Ableitung des einzigen Gruppenhomomorphis-
musT — R; r — 0.

Ist p e M(C[X]) und p(r) > O fur aller € Z, so ist genau danp(Ar) > O fur
aller € Z, wenni € Z ist.1°* Also ist der zugehdrige Liealgebrenhomomorphismus
genau dann die Ableitung eines (eindeutig bestimmten) Gruppenhomomorphismus
T — T,wenni € Z ist.

Die Satze 156 und 157 liefern in diesen Beispielen also tatséchlich das erwar-
tete und bekannte Ergebnis.

Kompakte Gruppen

170. Bei den abelschen Gruppen war der Satz von Bochner das entscheidende
Hilfsmittel. Fir kompakte Gruppen steht mit dem Satz von Peter-Weyl und seiner
Ce-Variante von Harish-Chandra ein ebenso klassischer wie nitzlicher Satz zur
Verfligung, der es uns erlaubt, auch in diesem Fall die positiven Differentialopera-
toren zu charakterisieren.

Endlichdimensionale Darstellungen und ihre Charaktere

171. Die Spur t{u) einer endlichdimensionalen, unitdren Darstellunginer Charakter
Gruppe G nennt man ihrerCharakter Ist y der Charakter voru, so gibt die
Zahl y(e) gerade die Dimension des Hilbertraumes an, auf desperiert. Es ist
%(gh) = y(hg) und y(g~1) = x(q) fur alleg, h € G. Zwei stetige, endlichdimensio-
nale, unitare Darstellungen einer kompakten Gruppe sind genau dann aquivalent,
wenn ihre Charaktere gleich sifef

Jede endlichdimensionale, unitare Darstellumgit Charaktery ist mittels ei-
ner Orthonormalbasis)s quivalent zu einer Darstellung a0¥® durch unitare
Matrizen[ust(g)]st = [(Xs,U(Q)X%)]st- Diese bilden eine matrixwertige, positiv defi-
nite Funktion*®®

193 Ljegt A zwischen den ganzen Zahlaundn+ 1, so wahlep(X) = (X —n)(X —n—1).
194 Gegenbeispiel im Fallz ¢ Z wie oben.
195 [HR70, 27.32]

196 Es ist[ust(g;9j)]siytj) = [Urs (9] sy [Urt (9)]r tj) -



100 Bestimmung der positiven Elemente von ~ M(®)

Fur jede endlichdimensionale, stetige, unitére Darsteliueiger Liegruppées
und jeden positiven Differentialoperatdre M(®) ist

du®)(X) >0
oder mittels einer Orthonormalbasig]s und [ust(g)]st = [(Xs,U(9)%:)]st

X|g:e [Ust(9)]st > 0.

172. st y der Charakter vom, X € M(&) und di(®)(X) > 0, dann ist(Xy)
eine positiv definite Funktion, denn fur Tupledx)ik komplexer Zahlen undhy]x
von Gruppenelementen sowig:(g)]st = [(Xs, U(g)% )]st mit einer Orthonormalba-
Sis [Xgs ist

; %k Xij | g1, X(9)

ik]
= 2 i Xlg-ex(hy 'heg)
J

= ;o_fikust(hkmj\g:eutr(g)ajl urs(h ™)
iKJ
rst

B %Z [aikuts(h':l)]?itxk) [Xilg=e Uer (9)] it 5 [ Ues Py 1)](,-r)<|>
0

>

als Summe der Eintrage einer positiven Matrix.

Positivitatskriterium fir kompakte Gruppen

173. Es seiG eine kompakte Liegruppe. Jede irreduzible, stetige, unitare Dar-
stellungu von G ist endlichdimensional?’ Die Menge der Charaktere irreduzibler
stetiger unitarer Darstellungen bezeichet man@itm abelschen Fall ist das ge-
rade die Charaktergruppe. Nach dem Satz von Peter®¥{idisst sich jedd.2-
Funktion f aufG in die inL?(G) konvergente Reihe

f= Z)((e)f*)(
<G

mit fx y(g) = [ f(gh)x(h~1)dh entwickeln. FUrC>-Funktionenf konvergiert
diese Reihe sogar absolut und gleichmaRig mit allen Ableituftfeaiso insbe-
sondere auch punktweise.

197 [HR63, 22.13]
198 [HR70, 27.40, 27.41]
199 [wWar72, 4.4.3.2]
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174. EsseijetziX € M(&) und
du®)(X) >0

fur alle irreduziblen, stetigen, unitdren Darstellungeron G. Weiter seif ¢
M(C>(G)) positiv definit. Dann ist komponentenweise

Xt(e) = Y x(€)(Xf)*x(e),

x€G

und — mit der rechtsregularen DarstellURg®°
(XDsxe) = [(XN(@xg dg

= [xN@xid
= (eXT)

= (rdR¥ (X))
(R (X))
X' 1)
Q)X Th-g (Pl

f(9)X*|n—ex(gh)dg
f(9)X|n=ex(gh~1)dg

f(9)X|h=ex(h~1g)dg
f(9)X|h-ex(g h)dg
f(9)X|h=g-1x(h)dg

~

f(9)(Xx)(9)dg

Il
Ce s~ —~o oo o

da der Integrand als punktweises Tensorprodukt zweier matrixwertiger positiv de-

finiter Funktionen positiv definit und daher das Integral nach dem Haarmal3 positiv
ist.201

175. Damit haben wir gezeigt:

Proposition: Es sei G eine kompakte Liegruppe mit Liealgepnand einhil-
lender Algebrass. Ein Differentialoperator Xe M(®) ist genau dann positiv, wenn
er auf allen irreduziblen, stetigen, unitéaren Darstellungen von G positiv ist.

200 Beachte: Fiir kompakte Gruppen ist das linksinvariante Haarmaf auch rechtsinvariant, siehe
[HR63, 15.13].
201 sjehe Proposition 84 Teil ¢) und d).
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Separable Gruppen

176. Bei zusammenhéangenden, abelschen sowie kompakten Liegruppen ist ein
DifferentialoperatoiX € M(®) genau dann positiv, wenn

du ) (X) >0

fur alle irreduziblen, stetigen, unitéaren Darstellunggeron G.

Diese Bedingung ist bei allen Liegruppé&inotwendig. Und wir werden be-
weisen, dass sie bei allaeparablerLiegrupper® auch hinreichend ist. Da fiir
die klassischen Gruppen die irreduziblen, stetigen, unitaren Darstellungen bekannt
sind, bietet dieses Kriterium — im Gegensatz zur Definition — die Chance, die posi-
tiven Differentialoperatoren auch praktisch zu bestimmen.

Der Beweis kann naturlich nicht auf die speziellen Techniken zurlckgreifen,
die bei abelschen und kompakten Gruppen zur Verfligung stehen. Stattdessen wer-
den wir mittels direkter Integrale eine stetige, unitare Darstellung auf irreduzible
zurickfuhren.

177. Es sei alsdG eine separable Liegrupp¥,e M(&), dU () (X) > 0 fiir alle
irreduziblen, stetigen, unitéren Darstellungéron G, und es sef € M,(C*(G))
eine positiv definite Funktion.
Dann ist zu zeigen:
Xlg-ef (@) > 0.

Esistf als positiv definite Funktion ein Koeffizientenfunktional einer stetigen
unitaren Darstellung: Es gibt einen Hilbertrauii, eine stetige, unitire Darstel-
lungU : G — % (2¢) von G auf 7 und Vektorerxy, ...,x, € C*(U), so dass

fij (9) = (%,U(9)xj),

und 27 wird aufgespannt von Vektoren der Fot{g)x fir g € G oder auch —
wegen der Stetigkeit vob — flr g aus einer dichten Teilmenge v@a Da G
separabel ist, ist also aucl’” separabel.

Direkte Integrale

Direktes Integral 178. Nun schreiben wit) alsdirektes Integralrreduzibler, stetiger, unitarer Dar-
stellungeriJ;,:
Es gibt zu einer kommutativen Von-Neumann-Algekyaim Kommutanten
vonU (G) einen kompakten, metrisierbaren Rafirein endliches Borelmaauf
Q, zu jedemi € Q2 einen Hilbertraumy?#; sowie eine lineare Abbildung

H — A@%/M X [Xa]2/~

202 7ysammenhangende Liegruppen sind separabel, genauso wie Liegruppen mit héchstens
abzahlbar vielen Zusammenhangskomponenten.
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— dabei bedeutet die AquivalenzrelatienGleichheit fast tiberall — und einen
Homomorphismus

U(G)" — [ #(A5)/~ T = [T/~
AEQY

so dass fix,y € 2 undT € U(G)” (bei beliebiger Wahl der Vertreter) gilt (in-
klusive Existenz des Integrals):

0Ty = [ (6. Taya) () 258
Weiter ist furT € U(G)”

|T|| =sup{ac R|||T;| < «fir fast aller}.?%4

Die DarstellungJ von G induziert einex-DarstellungU nicht nur der Grup-
penalgebra, sondern der ganzen MaRalg8Dreon G durch Operatoren aus der
von U (G) erzeugten Von-Neumann-AlgebicyG)”,2% und diese enthélt die Un-
teralgebra der absolutstetigen Mal3e, die wir tiber ihre Dichte mit der Faltungsalge-
braLl(G) identifizieren kénnen. Es gilt fiif € L}(G) undx, y € 7"

(U (1) = [ f@xU(gy)dg
und [JU ()| < [[]2.2%7

DaLl(G) separabel untd aufL'(G) beschrankt ist, kénnen wir bei der Zer-
legung vorlJ(f) in dieU (f); eineabzahlbareMenge von Ausnahmenullmengen
mit VereinigungN; und eine Wabhl von Vertretern finden, so dass fur ake \ Ny
die Abbildungf — U (f); eine beschrankte Darstellung vorL'(G) auf ./ ist 28

203 [Dix69, Chapitre Il, speziell § 6, Théoréme 2; § 3, Proposition 3 und Théoréme 1]. Dabei
braucht man die Separabilitdt vo#’. Zur Theorie direkter Integrale siehe auch [KR86] und
[Wen96], zur Zerlegung unitérer Darstellungen [Mac76]. Die Konstruktion in [Dix69] ist
moderner und durchsichtiger als in [Mac76] und [KR86].

204 |Dix69, Chapitre II, § 2, Proposition 2]

205 Dje Gruppenalgebra besteht aus den MalRen mit endlichem Tréger.

206 [HR63, 22.3]

207 [HR63, 22.3]. Das ist genau die Konstruktion, die wir beim Beweis des

Approximationslemmas 101 zur Definition vgg f(g)U (g) dg angewandt haben.

Die von einer abzahlbaren, dichten Teilmenge erzeugtateralgebraz von L1(G) ist

ebenfalls abz&ahlbar und dicht. Wahlen wir z& .7 einen VertretefU (f),], der Zerlegung

vonU (f), so ist bis auf eine abz&éhlbare Menge von Ausnahmenullmengen mit Vereirigung
die Abbildungf — U (f); eine beschréankte-Darstellung vonz.

208

Wahlen wir zu jedent € LY(G) eine Folgef, — f ausZ und setzen wir fiii € Q\ Ny
U(f), = lim U(fh)z,
n—oo

soistf — U(f), eine beschrankteDarstellung vorL1(G) und[U (f);],/~ die Zerlegung
vonU(f).
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Im Beweis des Approximationslemmas 101 haben wir eine Folge von Funk-

tionenF, € L1(G) angegeben, so dasgF,) stark geger , konvergiert. Dann
gibt es eine Teilfolge, so dass fur allé aulZerhalb einer Nullmendé die Folge
U (Fn, )1 gegent ,; konvergiert?®® Das bedeutet, zu jedeq € .74 \ {0} gibt es
eine Funktionf € L(G), so dasJ (f);x, # 0 ist.

Fur A auBerhaltN; U N, gibt es dann eine stetige, unitére Darstellllhgvon
G, so dass furff € L1(G) gilt:

Uy(f) =U(f);.210

Nun konvergiert — wieder mit den Funktion€p aus dem Beweis des Appro-
ximationslemmas — flig € G die FolgeU (g)U (Fn) = U(FyoL41) stark gegen
U(g), also konvergiert eine Teilfolge vdn(FnoLgy-1), fur fast allea stark gegen
U (9);,2* andererseits konvergiert auRerhio N,

U(Frolg1)s = U (Fnolgs)
stark gegemJ;,(g), und damit ist fur fast allé

U(g)x =Uax(9).

Wenn wir nun die Von-Neumann-Algebga, mit der wir gestartet sindnaxi-
mal kommutativn U (G)’ wéhlen, sind fast alle Darstellungély von G irreduzi-
bel 212

Da es bei der Konstruktion auf Nullmengen nicht ankommt, kénnen wir anneh-

men: Zu jedent € () gibt es eine irreduzible, stetige, unitre Darstellungyon G
auf .73, so dass fur alle, y € 77 undg € G gilt:

(U (@) = [ (. Un(@y) du()

179. FuUr Vektorenx, y € 7 ist die Funktion

(4,9) — (X, Ua(9)ya)

209 [Dix69, Chapitre Il, § 2, Proposition 4]
210 |HR63, 22.10], vergleiche auch [Mac76, Theorem 2.8].
211 [Dix69, Chapitre Il, § 2, Proposition 4]
212 [Dix69, Chapitre Il, § 3, Corollaire 1 (i) zu Théoréme 1]
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(bei beliebiger Wahl der Vertretéx;]; und [y;];) auf Q x G messbaf!® Sind f;
und fp € C°(G), so ist

< /G f1(g)U (g)xdg. /G fz(h)U(h)ydh>
= [ [R@rmxu(g hy)dgn
- /G/waZ(h)/Q<XA7U/\(9_lh)y;\>dy(A)dgdh

- /Q /G /G@fz(h)ww(gflh)w)dgdhdy(x) (Fubini-Tonelli)

-/ < [ @U@ d. [ f2<h>uA<h>yAdh> du(2).

(Diese Gleichheit kann man auch auf die FortdéF), = U, (f) aus dem vorigen
Paragraphen zurtickfihren.)

Positivitatskriterium fir separable Gruppen

Kehren wir zu dem Differentialoperatot und der positiv definiten Funktiomh
zuriick. DieC*-Vektoreny;, die f als Koeffizientenfunktional vob liefern, kon-

nen nach dem Zusatz zum Approximationslemma 101 durch Vektoren der Form
Js fn(9)U (g)xi dg mit f, € C° in der &-Topologie approximiert beziehungswei-
se, wenn man [DM78] heranzieht, sogar exakt in der Fdgm (g)U (g) dgy: mit

yi € 2 und f; € C3°(G) dargestellt werden.

Esist (f(g) = f(g71))

Xk|!h—e< /G fn(9)U (9)x; dg,U / fa(9)U (9)X; dg>
= Xaheo{ [ 0V @x . | g hgx,dg>
= Habe( [ @U@, | 09U (@)
= < /G fa(g)U ()X dg, /G X n=efn(h~g)U (g)x; dg>
— ([ @@ da. [ alwehog U@ dg)
= ([ @U@ da. | Xl 1 (00 (g o)
= ([ ngu@xda. [ i (0@ dg)

213 [Mac52, Lemma 9.2]
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— /Q</an(g)UA(g)(Xi)Adg,/G(Xk| fn)(h)UA(g)(xj)Adg> du(2) 214

= [ Xabee [ @U(0)): 00N [ (@010 ) )
= /Q < /G fn(Q)U5(9) (%) g, dUS> (Xiq) /G fn(g)UA(g)(Xj)Adg> du(2),

und das ist in den Indize@k)(jl) eine positive Matrix. Damit ist aucK|g—ef(Q)
positiv als Grenzwert fiin — co.

180. Damit gilt:

Proposition: Es sei G eine separable Liegruppe mit Liealgepnand einhl-
lender Algebra®. Ein Differentialoperator Xe M(®) ist genau dann positiv, wenn
du (*)(X) positiv ist fiir alle irreduziblen, stetigen, unitaren Darstellungen U von
G.

Darin sind auch die vorher bewiesenen Positivitatskriterien fir zusammenhangen-
de abelsche und kompakte Gruppen enthalten.

Und zum Schluss: Ein paar Fragen, die das Leben
stellt . ..

[..]

Wer beifdt schon gern in andrer Leute Kragen?
Und wieso wird in unserm Eisschrank nie geheizt?
Es gibt so manche dieser ausgefallnen Fragen,
Die einen klugen Kopf zum Uberlegen reizt.

Von diesen Fragen, die das Leben stellt,

Von diesen Fragen, die das Leben an dich stellt . ..
[...]

Noch Fragen?

ULRICH Rosk?1®

214 \wie in Paragraph 179 vorgerechnet
215 yLricH Roski: »Fragen, die das Leben stelltx... daR dich nicht die Schweine beiRRen.
Schallplatte TELDEC » Telefunken-Decca« Schallplatten-Ges. mbH., Hamburg.
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181. Wie jede wissenschaftliche Arbeit gibt auch diese nicht nur Antworten, son-
dern fihrt auch zu neuen Fragestellungen. Ich fande es zum Beispiel interessant,
Folgendes noch zu wissen:

e Gibt es auch in anderen Bereichen der Mathematik Kategorien, die auf Gra-
phen operieren?

¢ Welche Teile der matrixkonvexen Analysis gelten auch in allgemeineren Mo-
duln?

¢ Nicht jede algebraische Matrixordnung auf der einhillenden Algébei
ner reellen, endlichdimensionalen Liealgebra stammt von einer Liegfppe
wie wir in Paragraph 168 gesehen haben. Lassen sich die Matrixordnungen,
die von einer Gruppe stammen, charakterisieren?

e Lasst sich die Matrixordnung auf der einhiillenden Algebrainer reellen,
endlichdimensionalen Liealgebgg die zur zusammenhangenden, einfach
zusammenhangenden Gruppe mit Liealggbgehort, einfach beschreiben,
so dass man leicht sieht, warum jeder Liealgebrenhomomorphismug von
in die Liealgebra einer Liegruppe automatisch vollstandig positiv ist?

e Was lasst sich Gber unendlichdimensionale Liegruppen sagen? Es gibt keine
allgemein anerkannte Definition, was eine unendlichdimensionale Liegrup-
pe sein sollte. Jeder Autor hat sein Lieblingsbeispiel und versucht, dieses
mit einer Definition zu erfassen, siehe etwa [Kac85] fur einige Ansatze. Wir
haben hier das einzige vorkommende Beispiel, die unitéare Grépp#”)
eines Hilbertraumsad hocbehandelt und nicht im Rahmen einer allgemei-
nen Theorie.

e Was lasst sich uUber lokalkompakte Gruppen sagen? Viele lokalkompakte
Gruppen lassen sich als projektive Limites von Liegruppen darst&ifemd
einige Konzepte im Zusammenhang mit Differenzierbarkeit wie die Liealge-
bra undC®-Funktionen lassen sich auf diese Ubertragen, siehe etwa [Bru61].

e Wie sieht es mit Liegruppoiden ([Mac87]) aus?
¢ Und mit Quantengruppen ([Kas95])?

e Grol3e Teile der Quantenmechanik kann man als Darstellungstheorie gewis-
ser Liealgebren formulieren, und die Frage nach der Exaktheit von Darstel-
lungen spielt dabei eine Rolle. Kann man die Matrixordnung oder die voll-
standige Positivitat einer Darstellung physikalisch interpretieren?

e Versteht jemand auRer mir diese Arbéit?

216 [MZ55, 4.6], [Kap71, Theorem 18].
217 Fragten sich Mirko (Chemiker) und Peter (Journalist) beim Korrekturlesen.
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