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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Beschiftigung mit der Mathematik ist schon in ihren Urspriingen stark
durch die Geometrie motiviert. Die direkten praktischen Umsetzungsmoglich-
keiten in der Architektur, in der Konstruktion von Werkzeugen und natiirlich
auch in der Waffenherstellung boten einen solch unmittelbaren Anreiz, dass
die Mathematik zunéchst von der Geometrie weitgehend dominiert wurde. Die
Loslosung der Mathematik von dieser direkten Motivation ergab sich erst mit
der Zeit, und heute noch ist es in der Didaktik der Mathematik oft am einfach-
sten, Begeisterung fiir geometrische Probleme zu wecken.

Das in [18] vorgestellte Programm Cedric versucht, dieses Interesse zu nut-
zen und darauf aufzubauen. Mit dem Programm ist es moéglich, geometrische
Konstruktionen am Bildschirm zu erstellen und dort einfache Sétze unmittelbar
ersichtlich zu machen. Dies wird besonders unterstiitzt durch die Dynamik, dass
heifit die Moglichkeit, freie oder semifreie Punkte direkt mit der Maus zu greifen
und auf dem Bildschirm zu verschieben. Der Rest der Konstruktion folgt dann
der jeweiligen Bewegung. Dariiber hinaus besteht in Cedric die Moglichkeit, ei-
ne numerische Verifikation oder sogar einen exakten, symbolischen Beweis einer
Vermutung durchzufiihren.

1.1.1 Klassische Dynamik

In den meisten dynamischen Geometriesystemen wie z.B. Cinderella (siehe [20])
oder Geolog (siehe [13]), die eine zeichnerische Eingabeoberfliache fiir Konstruk-
tionen zur Verfiigung stellen, gibt es die Moglichkeit, die freien oder semifreien
Objekte auf dem Bildschirm zu verschieben. Bewegt man freie Objekte, so wer-
den Zusammenhénge zwischen den Objekten oft schnell deutlich: drei Geraden,
die sich immer in einem Punkt schneiden, fallen genauso schnell ins Auge wie
drei Kreise, die durch einen Punkt gehen, oder im giinstigen Fall auch drei
Punkte, die auf einer Geraden liegen.

Fiir den didaktischen Einsatz ist diese relativ simple Eigenschaft geometri-
scher Systeme kaum zu iiberschétzen. Schiiler, die einen geometrischen Satz auf
diese Weise anschaulich betrachten kénnen, gewinnen so einen ganz neuen, spie-
lerischen Zugang zu der Materie. Der Spafl an der Sache weckt dabei natiirlich
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auch den Wunsch an weiteren Erfahrungen, so dass der Geometrieunterricht
zum ‘Selbstlaufer’ werden kann.

Auch in der Wissenschaft treten gelegentlich geometrische Konstruktionen
auf, bei denen die direkte Vorstellungsgabe durch dynamische Geometriesy-
steme unterstiitzt werden kann. Gibt man eine komplizierte Konstruktion im
Hinblick auf einen bestimmten Satz ein, so fallen einem moglicherweise schon
bei den Hilfsobjekten fiir diese Konstruktion einfache Zusammenhénge auf, die
sich als Lemmata fiir einen Gesamtbeweis als hilfreich erweisen kénnen.

Betrachtet man den Begriff des Beweises genauer, so findet man zwei Haupt-
eigenschaften von Beweisen: Den Nachweis der Korrektheit eines Satzes und eine
Einsicht in dessen Bedeutung.

In erster Linie soll der Beweis sicherstellen, dass ein Satz korrekt ist, d.h.
man erwartet eine Aussage, dass unter bestimmten Voraussetzungen ein be-
stimmter Zusammenhang immer giiltig sein wird, unabhéngig von nicht durch
die Voraussetzungen beriihrten Parametern.

Bei geometrischen Sétzen lidsst sich ein Satz in der Regel auf die Frage
zuriickfithren, ob ein aus der Konstruktion gegebenes multivariates Polynom
identisch null ist. Hat man eine obere Schranke fiir den Totalgrad des Poly-
noms und eine Routine zu dessen Auswertung, so kann man tiberpriifen, ob es
sich bei dem Polynom um das Nullpolynom handelt, indem man hinreichend
viele verschiedene Wertepaare in das Polynom einsetzt und iiberpriift, ob das
Polynom an diesen Stellen null ist. Diese Art der Auswertung erfiillt ebenfalls
die erste der oben genannten Forderungen an einen Beweis; es handelt sich aber
nicht unbedingt um eine zufriedenstellende Losung.

Unter Umsténden ist man auch bereit, auf einen vollstéindigen Beweis zu
verzichten und die erste Forderung an einen Beweis zu einer Wahrscheinlich-
keitsaussage zu relaxieren. Mit der Methode der numerischen Einsetzung vieler
Wertepaare kann auf diese Weise schnell mit einer sehr hohen Wahrscheinlich-
keit fiir die Korrektheit eines Satzes garantiert werden. Obwohl dann eine for-
male Korrektheit nicht mehr nachgewiesen ist, besteht in der Praxis an solchen
Verifikationen auch kein reeller Zweifel mehr.

Bei einer dynamischen Bewegung werden ebenfalls eine gewisse Anzahl von
Parametern - durch die Bewegung der freien Punkte - eingegeben, und die
Aussage jeweils iiberpriift, so dass man im Allgemeinen bei einer Erhaltung ei-
nes Zusammenhangs unter dynamischer Bewegung bereits von der Korrektheit
des Satzes ausgeht, obwohl natiirlich eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkeit ver-
bleibt. Dem numerischen Beweisen hat die Dynamik allerdings voraus, dass sie
im Allgemeinen eine Einsicht in den Satz ermdoglicht, die der reinen Auswertung
von Datenpunkten natiirlich fehlt.

‘ H vollstdndige Korrektheit ‘ nicht vollstdndige Korrektheit

lesbar Mathematischer Beweis Dynamik

schwer lesbar Automatischer Beweis Numerische Verifikation

Die Tabelle gibt einen schematische Uberblick iiber diese vier verschiedenen
Formen, eine Verifikation durchzufiihren. Sie unterscheidet zwischen lesbaren
und nicht lesbaren Verifikationen sowie zwischen vollstandig korrekten und mit
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hoher Wahrscheinlichkeit korrekten Verifikationen. Im Sinne dieser Einteilung
ist die Dynamik fiir sich genommen bereits eine Form des Beweises.

Zwei einfache Forderungen erscheinen unmittelbar notwendig fiir eine dyna-
mische Bewegung von geometrischen Objekten auf dem Bildschirm. Die erste
ist eine feste Signatur, d.h. es sollte ohne Kenntnis der Geschichte der Bewe-
gung moglich sein, anhand der freien Parameter das momentane Aussehen der
Konstruktion zu ermitteln. Das zweite ist eine Stetigkeit der Bewegung, d.h.
bei Bewegung eines freien Punktes um eine sehr kleine Strecke sollten sich auch
die abhéngigen Objekte nur ein kleines Stiick bewegen.

Leider sind diese beiden Forderungen bereits unvereinbar (ein Beweis hierfiir
findet sich unter anderem in [20]). Verschiedene geometrische Systeme setzen
hier unterschiedliche Prioritéten; z.B. ist die Dynamik von Cinderella stetig,
wahrend die von Geolog oder auch Cedric einer festen Signatur folgt.

1.1.2 Riickwirkende Dynamik

Bewegt man in einer Konstruktion freie oder semifreie Objekte, so bezeichnen
wir die resultierende Bewegung der abhéngigen Punkte als vorwartsgerichtete
Dynamik. Die oben angesprochenen Vorteile dieser Dynamik sind aber inso-
weit eingeschrankt, als es uns nicht mdoglich ist, die als abhéngig konstruierten
Objekte zu bewegen.

Diese Arbeit beschreibt eine Erweiterung des in [18] beschriebenen Program-
mes, mit der es moglich ist, auch urspriinglich abhéingig konstruierte Punkte
zu bewegen. Dafiir nennt man dem System andere, urspriinglich freie Parame-
ter, die dann automatisch so gewédhlt werden, dass der bewegte Punkt an der
gewiinschten Position zu liegen kommt. Unseres Wissens ist Cedric das einzige
dynamische Geometriesystem, in dem diese riickwirkende Dynamik moglich ist.

Das einfachste Beispiel ist ein Kreuzungspunkt zweier Geraden, die durch
jeweils zwei freie Punkte definiert sind. Bei der klassischen Dynamik ist der
Kreuzungspunkt natiirlich unbeweglich. Bei der riickwirkenden Dynamik ist es
dagegen moglich, diesen Punkt zu bewegen; zwei der zuvor freien Punkte werden
dann vom System entsprechend umgesetzt.

Diese Erweiterung erméglicht im Allgemeinen eine noch tiefere Einsicht in
Zusammenhénge in geometrische Konstruktionen, baut also die Vorteile der
Dynamik im Allgemeinen noch weiter aus. Um sich des Vorteils bewusst zu
werden, betrachte man folgendes Beispiel.

Gegeben sei ein Dreieck ABC und die beiden Hohen durch A und durch
B. Den Hohenschnittpunkt wollen wir mit D bezeichnen. Angenommen wir
lassen die beiden Punkte A und B fixiert und wollen den Punkt D frei bewe-
gen. Entsprechend muss der Punkt C so bewegt werden, dass D immer der
Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC' bleibt; wie ist das zu erreichen? Im er-
sten Anlauf erscheint diese Frage nicht einfach. Tatsdchlich aber verhélt es sich
hier wie bei vielen Problemen: Ist die Losung erst einmal bekannt, so erscheint
sie offensichtlich. Bewegt man den Punkt D mit Hilfe der riickwirkenden Dyna-
mik und beobachtet die Bewegung des Punktes C', so fillt schnell auf, dass er
sich ebenso verhélt, wie sich D bei vorwértsgerichteter Dynamik unter Bewe-
gung von C' verhalten wiirde. Tatséchlich wird im Nachhinein auch sofort klar,



1.1. MOTIVATION

A B

Abbildung 1.1: Der Héhenschnittpunkt im Dreieck
In den meisten dynamischen Geometriesystemen ist es moglich, den Punkt C
zu bewegen, wihrend D dieser Bewegung folgt. In Cedric kann man dariber
hinaus auch den urspringlich abhdngigen Punkt D bewegen, wobei das System
den Punkt C' entsprechend versetzt.

dass wenn D der Hohenschnittpunkt von ABC' ist, dass dann umgekehrt C' der
Hohenschnittpunkt von ABD ist.

Fiir den Geometrieunterricht ist die riickwirkende Dynamik ebenfalls von
Vorteil, besonders bei der Beobachtung von Ortskurven. Die meisten Dreiecks-
konstruktionen, die in der Schule durchgenommen werden, beruhen auf dem
Schnitt von Ortskurven, die sich durch Fixierung bestimmter Parameter im
Dreieck ergeben. Nun ist es kein Problem, ein beliebiges Dreieck zu zeichnen,
eine Grofle (etwa eine Seitenhalbierende) einzuzeichnen, abzumessen und dann
zu fixieren, wobei man einen der Dreieckspunkte auf die zugehorige eindimen-
sionale Kurve einschriankt. Diese Kurve kann man dann durch Bewegung des
Punktes sichtbar machen und erhélt so unmittelbar eine Einsicht, auf was fiir
einer Art von Ortskurve sich der dritte Dreieckspunkt bei fixierter Seitenhal-
bierenden bewegt. Fiihrt man die gleichen Schritte fiir eine fixierte Héhe durch,
so erhélt man eine noch einfachere Ortskurve und auf diese Weise recht einfach
eine Konstruktionsvorschrift fiir die Konstruktion eines Dreiecks aus gegebener
Grundseite, Seitenhalbierenden und Hohe.

1.1.3 Konstruktionen

Die eben dargestellten Beispiele fithren direkt zu einer weiteren Frage: Ist es
moglich, die beschriebene Umkehrung der Konstruktion nicht nur numerisch
approximativ, sondern auch symbolisch exakt durchzufithren? Wir stellen uns
also die Frage, wie wir - gegeben die Punkte A, B und D - den Punkt C' in un-
serem Beispiel konstruieren miissen, um die durch die Konstruktion gegebenen
Nebenbedingungen aufrecht zu erhalten, also dass D der Hohenschnittpunkt
des Dreiecks ABC' ist. Dabei wollen wir uns wie im klassischen Konstruktions-
problem bei der Rekonstruktion von C auch nur auf Konstruktionen mit Zirkel
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und Lineal beschrénken. Die hier vorgestellte Erweiterung von Cedric ist in der
Lage, solche Probleme zu l6sen. Die theoretische Laufzeit ist wie bei vielen ver-
wandten Problemen exponentiell, aber fiir viele interessante Instanzen ist der
vorgestellte Algorithmus sehr schnell.

Auf der algebraischen Seite wissen wir, dass alle Koordinaten von mit Zirkel
und Lineal konstruierten Punkten durch rationale Zahlen und Quadratwurzeln
dargestellt werden kénnen. Umgekehrt kénnen wir auch Zahlen dieser Art wie-
der mit Zirkel und Lineal konstruieren, d.h. wir kénnen zu einem gegebenen
Ausdruck aus rationalen Zahlen und Wurzeln zwei Punkte konstruieren, die
den Wert dieses Ausdrucks als Abstand haben. Wir bené6tigen dafiir nur noch
zwel weitere Punkte, deren Abstand die Linge Eins reprisentiert. Haben wir
eine Konstruktionsaufgabe, d.h. eine vorgegebene Konstruktion, die nun aus ei-
nigen abhéngigen Grofien rekonstruiert werden soll, so besteht diese algebraisch
aus einem System von Gleichungen, das identisch erfiillt werden muss.

Das Konstruktionsproblem lésst sich also bei gegebenem Polynom auf das
Finden von Nullstellen dieses Polynoms zuriickfiihren, die durch iterierte An-
wendung von Quadratwurzeln {iber einem Grundkorper gebildet sind. Der
Grundkorper ist hier eine transzendente Erweiterung der rationalen Zahlen,
d.h. Q(X1y,...,X,). Fir diese Aufgabe stellen wir in dieser Arbeit einen neuen
Algorithmus vor, der an den Grundkdrper nur die Voraussetzung stellt, dass Po-
lynome tiber diesem Korper faktorisiert werden kénnen. Unseres Wissens gibt
es keinen anderen solchen Algorithmus. Die Laufzeit im schlechtesten Fall ist
O(d"e(d) + Ty (d?)), wenn Ty (d) die Kosten einer Faktorisierung eines Polynoms
vom Grad d iiber dem Grundkoérper sind. Dieser Fall tritt aber nur ein, wenn
bestimmte zusétzliche Zusammenhénge zwischen den Koeffizienten des Einga-
bepolynoms bestehen; wir werden zeigen, dass dies in der Regel nicht der Fall
ist, und die Laufzeit des Algorithmus im Normalfall in O(log (d) +T't(d?)) liegt.
Diese Laufzeit ist in der Praxis im Wesentlichen dominiert durch die Kosten,
die die Faktorisierung eines quadratisch grofleren Polynoms als das Eingabepo-
lynom benétigt.

Uber den rationalen Zahlen als Grundkérper stellten Susan Landau und
Gary Lee Miller 1985 in [15] einen Algorithmus vor, der in polynomieller Zeit
allgemein durch Wurzeln ausdriickbare Nullstellen finden konnte. Dieser Al-
gorithmus hat auch theoretisch polynomielle Laufzeit, ist aber auf rationale
Polynome beschrinkt. Auch dieser Algorithmus basiert auf der Faktorisierung
von Polynomen, die zu dieser Zeit noch nicht so weit fortgeschritten war. Es
ist uns nicht bekannt, ob der Algorithmus jemals in der Praxis implementiert
wurde.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorithmus ist prinzipiell geeignet, sich
in #&hnlicher Form auch fiir die Suche nach anderen radikalischen oder irgend-
wie anders spezifizierten algebraischen Losungen von Nullstellen anwenden zu
lassen. In diesem Sinne versteht sich diese Arbeit also auch als Grundlagenfor-
schung fiir kompakte Reprisentation besonderer algebraischer Elemente.

Wir definieren eine Darstellung fiir Ausdriicke mit Quadratwurzeln, die der
Datenstruktur fiir diesen Algorithmus zu Grunde liegt. Wir werden feststellen,
dass diese Darstellung fiir die meisten dieser Ausdriicke eindeutig ist; dieses
Eindeutigkeitsresultat ist unseres Wissens ein neuer Beitrag zu diesem Feld.

10
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Diese Eindeutigkeit erleichtert natiirlich die Arbeit unseres Algorithmus; zu-
dem konnte sie aber auch Auswirkung auf andere Bereiche haben, in denen es
notwendig ist, algebraische Zahlen symbolisch vollstdndig zu représentieren. In
vielen solchen Anwendungen wird das jeweilige Minimalpolynom der Zahl als
Darstellung genutzt; in den Féllen, in denen die Zahl aber radikalisch darstell-
bar ist, ist eine solche Repréisentation natiirlich deutlich kompakter und fiir
viele Rechenanwendungen einfacher.

Weiterhin beweisen wir, dass die Galoisgruppen der zugehorigen Erweite-
rungen in der Regel eine eindeutige Gruppenstruktur besitzen, die wir explizit
angeben und von der wir einige Eigenschaften zeigen. Wahrend die Galois-
gruppe fiir weniger komplexe Elemente meist in der Praxis recht gut bestimmt
werden kann, ist dies fiir Elemente hoheren Grades (d.h. solche, deren Minimal-
polynom einen hoheren Grad hat) oft schwierig; hier kann es von Vorteil sein,
fiir beliebig komplexe Elemente Beispiele zur Verfiigung zu haben, die nicht
nur gut darstellbar sind (nédmlich durch einen Ausdruck mit Quadratwurzeln),
sondern deren Galoisgruppe auch eine bekannte Gruppenstruktur hat.

Der oben genannte Algorithmus dient zur Suche nach Nullstellen aus Qua-
dratwurzeln univariater Polynome. Wir miissen dafiir zun#chst unser Glei-
chungssystem in ein polynomielles Gleichungssystem umwandeln und dann die
Suche nach Losungen durch Elimination auf den univariaten Fall zuriickfiihren.
Wir stellen hier neben klassischen, generellen Methoden zur Elimination auch
ein Verfahren vor, das den geometrischen Ursprung des Gleichungssystem expli-
zit ausnutzt und iiber Ortskurven vor Beginn der Rechnung numerisch Annah-
men generiert, die das Gleichungssystem nicht unerheblich vereinfachen kénnen.

1.2 Gliederung

Die vorliegende Arbeit beschreibt theoretische Resultate iiber durch Wurzeln
ausdriickbare Elemente, den Algorithmus fiir das Finden solcher Lésungen von
Gleichungssystemen, und der Umsetzung der riickwirkenden Dynamik.

Der Euklidische Kérper, der alle durch Quadratwurzeln ausdriickbaren Er-
weiterungen eines Grundkorpers enthiélt, wird zunéchst in Kapitel 2 definiert.
Wir zeigen hier den Zusammenhang zwischen diesem Korper und dem Kon-
struktionsproblem und geben einen grundsitzlichen Uberblick iiber den Lo-
sungsweg fiir das Konstruktionsproblem.

In Kapitel 3 wird der Euklidische Kérper ndher betrachtet. Wir zeigen eine
kompakte Repréasentation, in der alle Elemente dieses Korpers dargestellt wer-
den konnen. Wir definieren die Eigenschaft der Vollstindigkeit solcher Elemente
(vollsténdig, da die zugehorige Galoisgruppe die 2-Sylow-Gruppe ist, also alle
moglichen Elemente einer 2-Gruppe enthélt), die von den meisten Elementen
erfiillt wird und uns einige zusétzliche Aussagen iiber die Elemente erlaubt.

In Kapitel 4 gehen wir auf die Galoisgruppe von Koérpererweiterungen mit
Quadratwurzeln ein. Wir zeigen, dass die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers
des Minimalpolynoms eines vollstdndigen Elementes eine eindeutige Gruppen-
struktur hat, und beweisen mit Hilfe dieser Struktur die Eindeutigkeit der ka-
nonischen Darstellung fiir vollstandige Elemente.
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1.2. GLIEDERUNG

In Kapitel 5 stellen wir zunéchst einen schnellen Testalgorithmus vor. Mit
diesem Algorithmus ist es moglich, Polynomen schnell anzusehen, ob ihre Null-
stellen durch Quadratwurzeln darstellbar sind. Fiir die konstruktive Berechnung
dieser Nullstellen zeigen wir in diesem Kapitel, dass man die Suche nach Null-
stellen auf Polynome kleineren Grades reduzieren kann, indem man spezielle
Summen- und Differenzenpolynome berechnet. Fiir diese Berechnung fiihren
wir einen effizienten Algorithmus an.

In Kapitel 6 gehen wir von einem Gleichungssystem in mehreren Unbekann-
ten aus und fithren dies auf das im vorigen Kapitel geloste univariate Problem
zuriick. Dafiir wandeln wir das urspriinglich auch Quadratwurzeln enthaltende
System in ein polynomielles Gleichungssystem um und stellen dann klassische
Verfahren vor, um die Anzahl der Gleichungen und die Anzahl der vorkom-
menden Variablen zu verringern. Neben diesen Verfahren stellen wir auch eine
Vorgehensweise vor, mit der man unter konstruktionsspezifischen Annahmen
das System ebenfalls vereinfachen kann; diese Annahmen kénnen wir vorher
tiber numerische Néherungen erzeugen.

In Kapitel 7 wenden wir die Numerik an, um die riickwirkende Dynamik, d.h.
die Bewegung abhéngiger Punkte, zu ermo6glichen. Dabei passen wir spezielle
Methoden an, damit die Umkehrung moglichst in Echtzeit ausgefithrt werden
kann.

Kapitel 8 fasst die Ergebnisse noch einmal kurz zusammen und nennt einige
interessante, offene Probleme zu dem Themenbereich dieser Arbeit.
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1.3. NOTATIONEN

1.3 Notationen

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die in dieser Arbeit verwendeten
Symbole. Die Mehrheit der Symbole ist kanonisch und nur der Vollstandigkeit
halber aufgelistet, wiahrend einzelne auch fiir diese Arbeit speziell definiert sind.

Zeichen Erklérung
Uier M; abzéhlbare Vereinigung von Mengen,
d.h. Mi1 L_J]\IZ‘2 U....
MNier M abzéhlbarer Schnitt von Mengen,
d.h. Mi1 ﬂMZ'Q N....
Va e M Fiir alle Elemente a aus M.
dae M Es existiert ein Element a aus M.
R|[d] Ringadjunktion des Elements a an den Ring R, d.h.
der kleinste Ring, der R und a umfasst.
K(a) Korperadjunktion des Elements a an den Koérper K,
d.h. der kleinste Korper, der K und a umfasst.
{a € M|Bed(a)} | Die Menge aller Elemente a aus M, die die Bedingung
Bed erfiillen.
|p1, P2 Der euklidische Abstand der Punkte p; und po.
) Die Gerade durch p; und po.
at Fiir a = (2,9y) der Vektor at = (y, —x), d.h. ein auf
a senkrecht stehender Vektor.
My x Moy Das kartesische Produkt von M; und M,, d.h. die
Menge aller Tupel (a,b) mit a € M; und b € My.
M™ n mal das kartesische Produkt der Menge M mit sich
selbst.
My — Moy Die Menge der Funktionen von M7 nach Mo.
¢ Die durch I beschriebene Konjugierte von £ nach De-
finition 3.2.1.
E~n ¢ ist zu n konjugiert nach Definition 3.2.1.
(K1 : KJ] Grad der Korpererweiterung von K iiber K.
Sq Die Permutationsgruppe von d Elementen.
Qq Die Quadratvertauschungsgruppe von 2¢ Elementen
nach Definition 4.2.1.
G1eGy Das innere Produkt der Gruppen G; und G, d.h. die
von G |J G3 erzeugte Gruppe.
(& o ) | Das Element o aus S, mit o(i) = s;.
G1® Gy Fir G; C Sy, und G2 C S, das Bild des natiirlichen
Homomorphismus von G; X Gz in die Gruppe Sy, +n,
nach Definition 4.3.1.
F, Der endliche Korper mit g Elementen.
Ln, Die Menge {0,...,n —1}.
| M| Die Méchtigkeit der Menge M.
det(A) Die Determinante der Matrix A.
I, Die Einheitsmatrix der Grofle n x n.
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Kapitel 2

Aufgabenstellung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns zunichst mit der grundsétzlichen Pro-
blemstellung. Wir werden zeigen, auf welche Weise eine mit einer dynamischen
Zeichenoberfliche formulierte Konstruktionsaufgabe sich in ein Gleichungssy-
stem {ibersetzt und wie wir durch Quadratwurzeln ausdriickbare Losungen sol-
cher Systeme repréasentieren kénnen. Die in diesem Kapitel besprochenen The-
men sind Zusammenfassungen klassischer Geometrie.

Dieses aus der geometrischen Aufgabe gewonnene Gleichungssystem muss
symbolisch und numerisch gelést werden; auf die numerische Lésung werden
wir in Kapitel 7 eingehen, wahrend die zwischenliegenden Kapitel sich mit der
exakten, symbolischen Losung beschéftigen.

2.1 Der Euklidische Korper

Wir benétigen zunéchst eine Reprasentation von Elementen, die aus endlichen
Anwendungen der Korperoperationen und der Wurzeloperation aus Q hervor-
gehen. Diese Elemente bilden wieder einen Kérper, und zwar einen Unterkorper
der komplexen Zahlen; wir bezeichnen diesen Unterkorper als den Fuklidischen
Korper.

Fiir viele spétere Anwendungen benétigen wir nicht nur Wurzeloperationen
iiber Q, sondern auch iiber endlichen Kérpern oder iiber Erweiterungen von Q;
wir definieren daher den Euklidischen Korper zunéchst allgemein {iber einem
vorgegebenen Grundkorper K:

Definition 2.1.1. Sei K ein Koérper. Es seien k; definiert als

ko = K
kisi = kifa|Ieki: b=d?

Der FEuklidische Korper tiber K sei dann

Ex := Uki

1€N
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2.1. DER EUKLIDISCHE KORPER

Es bleibt zu zeigen, dass Ex und die k; tatséchlich Korper sind. Folgendes
Lemma zeigt dies und dariiber hinaus auch, dass Ex der kleinste Oberkorper
von K ist, der unter Ziehen von Quadratwurzeln abgeschlossen ist.

Lemma 2.1.2. Ist K ein Kdrper, so ist auch Ex ein Korper, und zwar
Ex = {K|K2KVaeeK3beK: b’ =a}

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die k; aus Definition 2.1.1 Korper sind. Die
unendliche Adjunktion von k; zu kjiq lésst sich als unendliche Vereinigung
endlicher Ringerweiterungen vom Grad zwei schreiben, ndmlich als

k=) U kitval... /@l

neN ap,...,an€k;

Jede Ringerweiterung k;[+/a] ist identisch zur Koérpererweiterung k;(1/a), da
1 _ Va

a a
selbst ist dann ebenfalls abgeschlossen unter Koérperoperationen, denn liegen
zwei Elemente u und v in kj, so liegen u und v jeweils in zwei der vereinigten
Kérper, zu denen jeweils ein n = n; bzw. n = ny des ersten Vereinigungszei-
chens gehort. Spétestens bei n = ny 4+ ny im ersten Vereinigungszeichen gibt es
einen Korper, in dem sowohl u als auch v enthalten sind, und damit auch jede
Korperverkniipfung der beiden Elemente. Also ist auch Ex ein Koérper.

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass Eg der kleinste Korper mit dieser Ei-
genschaft ist. Bezeichnen wir zunéichst Ex = (| {K | K 2 K,Va € K 3b €
K b*> = a}. Wir haben gezeigt, dass Ex ein Korper ist; nach Definition ist
er abgeschlossen unter Wurzelziehen, ist also am Schnitt beteiligt. Daher gilt
Ex C Ek. Die Elemente von Ex lassen sich aber aus einer Kette von Ring- und
Wurzeloperationen darstellen, die nach den Forderungen auch in jedem der am
Schnitt beteiligten K durchgefithrt werden kénnen; daraus folgt Ex O Ex und
damit die Gleichheit. O

ist, d.h. jedes Element der Vereinigung ist ein Koérper. Die Vereinigung

Uber das Minimalpolynom eines Elementes definieren wir den Grad eines
Elementes aus Ek:

Definition 2.1.3. Sei £ € Eg und p das Minimalpolynom von ¢ {iber K. Dann
sei der Grad von &:

deg (§) = deg (p)

Da es sich bei den Elementen des Euklidischen Koérpers um sukzessive An-
wendungen von Wurzeln iiber dem Grundkorper handelt, konnen wir folgende
einfache Aussage iiber den Grad der Elemente machen:

Korollar 2.1.4. deg (§) ist eine Zweierpotenz.

Beweis. Nach dem Beweis zu Lemma 2.1.2 liegt jedes spezielle £ in einer endli-
chen Kette von algebraischen Erweiterungen vom Grad zwei. Also ist der Grad
dieser Korpererweiterung eine Zweierpotenz, und daher auch der Grad des Mi-
nimalpolynoms von £. O
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2.2. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL UND E

Es stellt sich die Frage, inwieweit dieser Korper tatséchlich fiir geometrische
Probleme interessant ist. Wir werden im folgenden Abschnitt kurz zeigen, dass
der Euklidische Korper tatséchlich genau die durch Zirkel und Lineal konstru-
ierbaren Objekte der Ebene ausmacht.

2.2 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal und E

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal und dem Euklidischen Korper beschéiftigen.
Der Einfachheit halber beschrinken wir uns bei den Konstruktionen auf die Re-
prasentation der Punkte; Geraden und Kreise kommen jeweils nur als Mittler
zwischen solchen Punkten vor. Wir definieren jeden Punkt als Funktion anderer
Punkte, und eine Konstruktion ist dann eine Menge von solchen Funktionen.
Die Funktionen, die durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal durchgefiihrt
werden koénnen, sind schnell aufgezéhlt:

Definition 2.2.1. Die Menge K der konstruierbaren Punkte wird rekursiv wie
folgt definiert:

K = {null(),eins(), frei; ;()}

{aufGerade;(p1,p2)|p1,p2 € K}
{aufKreis;(p1,p2)|p1,p2 € K}
{schnittGeradeGerade(p1,p2, s, ps)|p1, 02, 03,014 € K}
{schnittGeradeKreis(p1, p2, p3, p4)|p1, P2, P3, P4 € K}
{schnittKreisKreis(p1, p2, p3,p4)|P1, P2, P3, 04 € K}

C C C c cC

Die Indizes ¢ und j an frei, aufGeraden und au f Kreis sind natiirliche Zahlen.
Eine endliche Teilmenge {p1,...,pn} C K von konstruierbaren Punkten, in
denen die Argumente von p; jeweils nur p; mit j < ¢ sind, heit Konstruktion.

Um eine sinnvolle Einbettung der konstruierbaren Punkte in ein Koordina-
tensystem zu ermoglichen, sind die beiden freien Punkte null und eins ausge-
zeichnet; der erste Punkt definiert den Ursprung des Koordinatensystems, der
zweite Punkt liegt auf den Koordinaten (1,0) und definiert damit die Drehrich-
tung und die zugrunde liegende Streckeneinheit. Fiir die mit frei bezeichneten
freien Punkte und die semifreien Punkte aufGerade und auf Kreis benttigen
wir jeweils freie Parameter, die wir mit X7, Xo,... bezeichnen. Die Indizes an
frei bzw. an aufGerade und au f Kreis geben jeweils die Nummer der zugehori-
gen freien Parameter an. Wir suchen also eine Einbettungsfunktion der Menge
der konstruierbaren Punkte in den Euklidischen Kérper iiber Q(X;|i € N).

Definition 2.2.2. Die Einbettungsfunktion ¢ : K — E?Q ) sei definiert

(X;lieN
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2.2. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL UND E

als
(0,0) f=null
(1,0) f =eins
(Xi, Xj) f = frez'm
Y(p1) + (1 — Xi)h(p2) f = aufGerade;(p1,p2)
U(f) = v +1;§:j2 (®(p2)—(p1)) B -
N A f=aufKreis;(p1,p2)
99(¥(p1), ¥ (p2), ¥ (p3),¥(pa)) [ = schnittGeradeGerade(ps, ..., p4)
gk (p1), ¥(p2),¥(p3),¥(ps)) [ = schnittGeradeKreis(p1, ..., pa)
kk((p1), ¥ (p2),¥(p3), ¥ (pa)) f = schnittKreisKreis(pi, ..., pa)

Die drei Funktionen gg, gk und kk beschreiben jeweils die Berechnung der
Schnittpunkte in den Koordinaten.

Natiirlich ist fiir jede konkrete Konstruktion jeweils nur eine endliche Anzahl
n von Parametern notig, also entsprechend auch nur eine endliche Erweiterung
Q(X1,...,X,) als Grundkorper.

Auf diese Weise kénnen wir die Koordinaten eines konstruierbaren Punktes
als Tupel von Elementen des Euklidischen Koérpers schreiben. Tatséchlich zeigt
folgendes Lemma, dass es auch umgekehrt zu jedem Tupel von Elementen aus
Eg(x;jien) ein Element aus K gibt, so dass die Koordinaten dieses Punktes
genau dem Tupel entsprechen. Es gilt also

Lemma 2.2.3. ¢ ist surjektiv.

Beweis. Sei (£1,8&2) € E(2@(Xi|i€N)' Es geniigt, wenn wir zwei Punkte im Abstand
&1 und zwei Punkte im Abstand &5 konstruieren kénnen; wenn uns dies gelungen
ist, zeichnen wir einen Kreis um null mit Radius &7, einen Kreis durch null mit
Radius &, eine Gerade durch die Punkte null und eins und eine Senkrechte
zu dieser Geraden durch null. Den Kreis mit Radius £; schneiden wir mit der
Geraden entlang der X — Achse, den anderen Kreis mit der Geraden entlang
der Y — Achse und erhalten so Punkte an (£1,0) und (0, &2). Jetzt ergénzen wir
nur noch den fehlenden Punkt des Rechtecks null, (£1,0), (0,&2) und erhalten
so den erwiinschten Punkt (&1, &2).

Als Element von Eq(x;Jien) lasst sich &; als Folge von Kérperoperationen von
Q(X;|i € N) und dem Ziehen von Wurzeln auffassen; es geniigt also zu zeigen,
dass wir alle X;, alle Elemente von Q und die Operationen Addition, Sub-
traktion, Multiplikation, Division und Ziehen von Quadratwurzeln durchfithren
kénnen. Da jedes Element = von Q auch als z Additionen der Eins geteilt durch
n Additionen der Eins aufgefasst werden kann, geniigt es sogar, die Elemente
der Grundmenge {0,1, X;} fiir i € N darstellen zu kénnen. Dies gelingt mit
null, eins und den freien Punkten.

Die Addition und die Subtraktion zweier Lingen a und b sind kein Problem;
haben wir a durch den Abstand zweier Punkte gegeben, so verlingern wir die
Gerade und schlagen einen Kreis um einen der beiden Punkte mit Radius b. Je
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2.2. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL UND E

a-b
%ﬁ_#
“ a /
a\gj P: 1 Tp3 sz
%ﬁ#
b

Abbildung 2.1: Konstruktion von Addition, Subtraktion und Multiplikation
Im linken Bild werden die Strecken a und b subtrahiert bzw. addiert, im
rechten Bild multipliziert.

nachdem, ob wir Addition oder Subtraktion erreichen wollen, wihlen wir jetzt
einen der beiden Schnittpunkte zwischen der Gerade und dem Kreis.

Multiplikation und Division simulieren wir durch den Strahlensatz: Wollen
wir a - b konstruieren und haben b durch den Abstand zweier Punkte p; und po
gegeben, so schlagen wir einen Kreis um p; mit Radius 1 und markieren den
Schnittpunkt p3 mit der Geraden durch p; und po. Dann errichten wir auf dieser
eine Senkrechte durch p3 und tragen darauf den Abstand a ab, d.h. wir schlagen
eine Kreis um p3 mit Radius ¢ und markieren den Schnittpunkt p4 dieses Kreises
mit der Senkrechten. Jetzt ziehen wir die Verbindungsgerade durch p; und p4
und schneiden diese mit einer Senkrechten zu pips durch ps in dem Punkt ps.
Nach dem Strahlensatz verhélt sich % wie ¢, d.h. |p2, ps| = ab.

Wollen wir umgekehrt § berechnen, so zeichnen wir py, p2 und p3 genau wie
eben, errichten jetzt aber zuerst einen Senkrechte zu plp2 und tragen darauf
den Abstand a durch einen Punkt p4 ab. Diesen Punkt p4 und verbinden wir mit
p1. Die entstehende Gerade schneiden wir mit einer Senkrechten zu pyps durch
den Punkt p3 im Punkt ps; wieder nach Strahlensatz verhélt sich § = M,
d.h. der Abstand von ps zu p3 hat die gesuchte Lénge.

Zuletzt wollen wir eine Wurzel aus a konstruieren, d.h. zu einem gegebenen
Abstand |p1, pa| eine Strecke der Linge b, so dass b* = a ist. Dafiir ziehen wir
eine Strecke der Lénge 1 von |p;,p2| ab und nehmen den Mittelpunkt ps der
verbleibenden Strecke. Bezeichne ¢ den so gewonnenen Abstand von p; und
p3. Wir ziehen eine Parallele zu p1, pz im Abstand ¢ und schneiden diese mit
einem Kreis durch ps mit Radius ¢ + 1 (d.h. dem Abstand |ps, p2|) im Punkt
ps. Weiterhin schneiden wir die Parallele mit einer Senkrechten zu plp2 durch
ps im Punkt ps. Wir erhalten damit fiir den Abstand |p4, ps|:

D4, D5 = \/!p37p4!2 — |p2, ps|? = \/(C-i- 1)2—-c2=V2c+1=+a
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2.3. STRATEGIE ZUR LOSUNG DES KONSTRUKTIONSPROBLEMS

- _/

e
a

Abbildung 2.2: Konstruktion von Division und Wurzeloperator
Im linken Bild werden die Strecken a und b dividiert, wihrend im rechten die
Wurzel aus der Strecke a gezogen wird.

Damit haben wir alle Operationen simuliert, und die Aussage ist bewiesen.
O

Wir haben also gezeigt, dass wir einerseits zu jedem durch Wurzeln aus-
driickbaren Element auch eine Strecke entsprechender Linge konstruieren kon-
nen, und dass wir andererseits jede durch Zirkel und Lineal konstruierbare
Strecke durch Quadratwurzeln ausdriicken konnen.

Im Allgemeinen besteht eine Konstruktionsaufgabe aus mehreren Parame-
tern, die konstruiert werden sollen. Im folgenden Abschnitt beschéftigen wir uns
damit, wie wir von einer konkret gegebenen Konstruktionsaufgabe in Cedric zu
einem Gleichungssystem mit Quadratwurzeln kommen.

2.3 Strategie zur Losung des Konstruktionsproblems

Bei einer Konstruktion unterscheiden wir zwischen freien und abhéngigen Pa-
rametern. Erstere werden durch den Benutzer festgelegt, indem er die entspre-
chenden Punkte mit der Maus an die gewiinschten Stellen bewegt, wahrend
letztere durch das System auf Grundlage der Konstruktion berechnet werden.
Bei der Vorbereitung einer Konstruktionsaufgabe tauscht der Benutzer den Sta-
tus zweier Parameter aus, d.h. er bestimmt einen urspriinglich freien Parameter,
der jetzt gebunden sein soll (d.h. vom System gesetzt wird), und dafiir einen
eigentlich abhingigen Parameter, der jetzt befreit sein soll. Bei der riickwir-
kenden Dynamik haben wir also 4 Gruppen von Parametern: unveréndert freie
oder abhéngige Parameter und dann jeweils gleich viele gebundene und befreite
Parameter.

H urspriinglich frei urspriinglich abhéngig ‘

jetzt frei freie Parameter befreite Parameter
jetzt abhingig | gebundene Parameter | abhingige Parameter
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2.3. STRATEGIE ZUR LOSUNG DES KONSTRUKTIONSPROBLEMS

So wird auf natiirliche Weise ein Constraintsystem formuliert, das dann in
der Bewegung erhalten bleiben soll.

Ist eine Grofle durch eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal aus den Va-
riablen X1,..., X, hervorgegangen, so ldsst sie sich durch einen Ausdruck aus
K := Q(X1,...,X,) unter Abschluss von Quadratwurzeln darstellen, also aus
Exk. Besteht die urspriingliche Konstruktion aus n freien und m abhéngigen
Parametern, so konnen wir diese Konstruktion durch eine Funktion

f € Eg — Eg

beschreiben. Sei k£ mit K < n und k£ < m die Anzahl an befreiten bzw.
gebundenen Parametern. In der Konstruktionsaufgabe sollen jetzt durch den
Benutzer n—k freie und & befreite Parameter bestimmt werden; nennen wir diese
Werte &ki1,...,&, und 11, ..., nx. Dann besteht die Aufgabe darin, &, ..., &
und ng41,- .., Mm 2u finden, so dass

f(gla"'ygn):(nlw"anm)

gilt. Die vorgegebenen Werte &1, ..., &, geben uns keine grofien Probleme
auf; wir setzen sie einfach in die Funktion f ein und erhalten fiir die restlichen &
Eingabewerte eine neue Funktion mit dem Definitionsbereich Eﬁ%. Den Wertebe-
reich dieser Funktion kénnen wir auf die ersten k& Eintréige einschranken, denn
die restlichen Werte kénnen am Ende einfach durch Auswertung der Funktion
berechnet werden. Diese Einschrénkung bezeichnen wir mit F. Was bleibt, ist
also bei vorgegebenen 1y, ..., n, die Werte &1, ..., &, so zu bestimmen, dass

F(&la"w&k) :(Ul,---,ﬁk)
And F(flw--afk)_(??l,---ﬂ]k) =0

In Kapitel 7 werden wir sehen, wie wir diese Funktion giinstig numerisch
approximieren konnen. Zunéchst aber interessieren uns besonders die Losungen,
die sich symbolisch in &xy1,...,&, und 7y, ...,n; ausdriicken lassen, wobei in
den Ausdriicken wieder Quadratwurzeln auftauchen diirfen. Durch Lemma 2.2.3
wissen wir, dass wir aus diesen Ausdriicken wieder eine Konstruktion mit Zirkel
und Lineal erstellen kénnen. Wir kénnen dann also das Konstruktionsproblem
l6sen.

Folgende 3 Schritte fithren zu diesem Ziel: Zunéchst eliminieren wir die Qua-
dratwurzeln aus F' und formen das System in ein polynomielles Gleichungssy-
stem um. Die Losung dieses Systems fithren wir dann auf die Losung univariater
Polynome zuriick. Es bleibt dann die Frage, wie wir Losungen eines univariaten
Polynoms finden, die durch beliebige Anwendungen von Quadratwurzeln dar-
gestellt werden konnen. Zur Losung dieser Aufgabe miissen wir zunéchst weiter
ausholen und beschéftigen uns theoretisch nédher mit dem Euklidischen Ko6rper
und den endlichen Erweiterungen, in denen einzelne Elemente des Euklidischen
Korpers liegen.
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Kapitel 3

Eigenschaften des
Euklidischen Korpers

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der konkreten Représentation von
Elementen des Euklidischen Korpers. Wir werden feststellen, dass wir jedes
Element durch eine bestimmte Darstellung reprasentieren kénnen, und dass
diese Darstellung uns bei der Suche nach derartigen Nullstellen sehr hilfreich
sein kann. Wir werden hier ein neues Resultat vorstellen, nadmlich dass die
Darstellung bei vielen Elementen, den so genannten wollstindigen Elementen,
eindeutig ist; die Eigenschaft der Vollstdndigkeit werden wir definieren und
zeigen, dass die Elemente des Euklidischen Korpers generisch vollstdndig sind.

3.1 Der Darstellungssatz

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Darstellung von Elementen des
Euklidischen Koérpers beschéftigen. Wir interessieren uns insbesondere fiir den
Euklidischen Kérper iiber Q und Q(X1, ..., X,), die jeweils Quotientenkorper
von einfacheren Ringen sind. Betrachten wir also unseren Grundkoérper K als
Quotientenkorper eines Ringes R.

Fiir die Elemente des Euklidischen Korpers Ex gilt dann folgender Darstel-
lungssatz:

Satz 3.1.1. Sei R ein Ring und K der Quotientenkdorper von R, und sei & € Ek.
Sei weiterhin 2¢ = deg &. Dann ldsst sich & darstellen als

1 d
£ = " (k?OWL;ki\/E)

mit n, kg € R und w;, k; € Ex mit deg (w;) < 201 und deg (k;) < 271 fiir
i=1,...,d.

Die w; und k; sind Elemente der Ringerweiterung R[\/wr, ..., \/w;_1]. Alle
Elemente dieser Ringerweiterung lassen sich wie & darstellen, und die darin
vorkommenden Wurzeln sind identisch mit den w; fir j <.
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3.1. DER DARSTELLUNGSSATZ

Beweis. Nach Definition entsteht £ durch eine endlichen Folge von Ringopera-
tionen und Wurzeloperationen mit Elementen aus K. Wir betrachten die Folge
der Anwendungen dieser Operationen; die Elemente direkt vor der k-ten An-
wendung einer Wurzel bezeichnen wir mit wg. Wir nehmen ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit an, dass /wy ¢ K[\/w1,...,/wr_1] ist; andernfalls lassen
wir den Wurzeloperator weg und ersetzen ihn durch die Darstellung von /wy,
in K[/wy, ..., /wg_1).

Wir beweisen die Darstellung durch Induktion iiber d. Fiir d = 0 ist die
Aussage klar. Sei die Aussage schon bewiesen fiir d’ < d, also insbesondere fiir
Elemente aus K[,/w1, ..., /ws—1]. Der Kérper K[\/wr,. .., /wq] ist jetzt eine
Erweiterung vom Grad zwei iiber dem Ring K[,/wr, ..., \/wg_1], d.h. jedes Ele-
ment 1 vom Oberkorper und insbesondere ¢ lésst sich darstellen als 0’ +7"\/wg
mit ', n" € K[\/w1, ..., /wg—1]. Sowohl wy als auch " und 7" sind Elemente
aus K[\/wi, ..., /wq_1], also nach Induktionsvoraussetzung darstellbar wie in
der Behauptung mit d — 1 Wurzeln.

Den Nenner n von wg kénnen wir aus der Wurzel herausziehen und in das n”
mit eingehen lassen. Wir multiplizieren dann 7’ und 7" mit ihrem Hauptnenner
und multiplizieren diesen zum &ufleren n hinzu. O

Das beim ersten Hinschauen Erstaunliche dieser Darstellung ist die Gleich-
heit der Wurzeln ,/wy, in der &uleren Summe und in der rekursiven Darstellung
der k; und w;. Der Beweis macht klar, warum dies funktioniert; betrachtet man
die Folge der Operationen zur Erstellung des Elementes (wenn man jeweils nur
‘echte’ Wurzeln, d.h. Wurzeln von Elementen, die keine Quadrate sind, zulésst),
so erhélt man auf diese Weise eine Folge von Erweiterungen, in denen die je-
weiligen Elemente liegen.

Leider ist die durch diesen Satz gegebene Darstellung im Allgemeinen nicht
eindeutig. Man betrachte dazu folgendes Beispiel:

Beispiel 3.1.2. Fiir a,b,c € R ist

\/%—i-\/c(a—i-b)—i-ch/@ = \/%+\/b(a+c)+2b\/&
= \/E+\/a(b+c)+2a\/a

Dies wird ersichtlich, wenn man die geschachtelte Wurzel \/ c(a+b) +2cVab

dquivalent umformt zu v/cva + 2vab + b = \/c <\/5 + \/l_))

Die Eindeutigkeit ist schon deshalb nicht gegeben, weil wir einen Teil der
jeweiligen k; mit in die Wurzel \/w; hineinziehen kénnen. Da w; in den Vor-
faktoren k; und Wurzeln w; rekursiv wieder erscheint, ist das Verschieben von
Faktoren in die Wurzeln nur insoweit moéglich, wie diese Faktoren in allen Vor-
faktoren auftauchen. Dies gilt allerdings nicht fiir die letzte Wurzel ,/wg, die nur
einmal ganz auflen in der Darstellung auftaucht. Hier kénnen wir den Faktor
kq auf jeden Fall bis auf Vorzeichen mit in die Wurzel ziehen:
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Korollar 3.1.3. Sei & € Ex. Dann gibt es eine Darstellung von & wie im Dar-
stellungssatz mit kg € {1, —1}. Verzichten wir dariber hinaus darauf, dass die
rekursiv auftauchenden Wurzeln identisch sind und begniigen uns mit Gleichheit
bis auf quadratische Faktoren in den entsprechenden Zwischenringen, so gibt es
eine Darstellung mit k; € {0,1,—1} firi < d und kq € {1, —1}.

Beweis. kq # 0 ist klar, da sonst der Grad des Elementes kleiner als 2¢ wire,
da wir die zugehorige Korpererweiterung schon mit d — 1 Erweiterungen vom
Grad 2 erreichen konnten. Den Betrag von kg und bei Verzicht einer unmittel-
baren Identitdt der Wurzeln auch den Betrag der anderen k; kénnen wir in die
jeweiligen Wurzeln mit hineinziehen. O

3.2 Das Minimalpolynom von &

In diesem Abschnitt werden wir darauf eingehen, in welchem Zusammenhang
die Darstellung eines Elements des Fuklidischen Kérpers zu dessen Minimalpo-
lynom steht. Wir werden feststellen, dass man alle Nullstellen des Minimalpo-
lynoms durch Vertauschung der Vorzeichen in der durch den Darstellungssatz
gegebenen Darstellung erhélt.

Sei also £ € Eg. Wir interessieren uns fiir das Minimalpolynom p von &.
Da deg (§) = deg (p) ist, kennen wir schon den Grad dieses Polynoms; wie aber
sehen seine anderen Nullstellen aus? Dafiir definieren wir:

Definition 3.2.1. Sei ¢ € Ek in einer Form wie im Darstellungssatz, d.h.
¢=1 (ko +3¢ ki,/wi). Sei weiterhin (vy,...,v4) € {0,1}4. Dann heifie

n

d
§(U1 ..... vg) _ ko +Z(_1)vik§v1,~--,vif1) wgvly--w’vifl)
i=1
ein zu £ konjugiertes Element. Die /{:gvl""’vi_l) und die wl(vl""’vi_l) sind re-

kursiv ebenso definiert, wobei natiirlich die v; ohne Bedeutung sind, wenn ein
Vorfaktor null ist. Wir notieren & ~ &%) fiir die Relation, dass & und
£(W1va) yyeinander konjugiert sind.

Zwei Elemente heiflen also konjugiert, wenn sie durch Permutation der Vor-
zeichen vor allen Auftreten der Wurzeln auseinander hervorgehen. Im folgenden
Lemma stellen wir fest, dass die Konjugierten ihren Namen tatséchlich zu Recht
tragen: Es handelt sich bei ihnen um die anderen Nullstellen des Minimalpoly-
noms von &.

Lemma 3.2.2. Sei & € Ex. Dann ist

p=][x-n

n~§

das Minimalpolynom von & diber K.
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Beweis. Das Polynom p ist normiert und hat Grad 2¢ = deg (€), d.h. es geniigt
zu zeigen, dass alle Koeflizienten von p in K liegen, dass also keine der Wurzeln
mehr in den Koeffizienten vorkommen.

Durch den Darstellungssatz 3.1.1 wissen wir, dass sich & als kg —1—2?21 ki\/wi
darstellen ldsst. Der Linearfaktor (X — &) ldsst sich also auffassen als ein Poly-
nom in X, dessen Koeffizienten Ausdriicke in den Wurzeln \/wr, ..., /wq sind.

Wir zeigen eine Verallgemeinerung der Behauptung: Sei q(wq,...,wq, X) :=
Mn(wi, ..., wg) X"+ -+no(wi, ..., wg), wobei alle n; Ausdriicke iiber den Wur-
zeln wq,...,wy sind. Die w; kommen dabei natiirlich auch wieder rekursiv in

den wj fiir j > 4 vor. Dann gilt allgemein:

[T <(—1)”1\/w_1,...,(—1)”d wg”l"“’”dl),x> € K[X]

(vl,‘..,vd)é{o,l}d

Wir zeigen diese Aussage per Induktion iiber die Anzahl der Wurzeln d. Ist
d = 0, so ist jedes n; ein Element aus K, und die Aussage gilt nach Definition.
Gelte die Aussage also schon fiir d — 1.

Die Wurzel \/wq kommt in jedem 7; nur einmal vor. Wir zerlegen ¢ in einen
Anteil mit und eine Anteil ohne ,/wg als Faktor, d.h.

4T, -, 3, X) = (W, - s a1 X) + @2(5/WT, - . /Ba T, X)\/i0a

Fiir jedes Tupel (vy,...,v4_1) € Z3 ' gilt jetat:

q ((_1)”1 \/w_17 ey Ud 1 \/ U17 5UVd— 2 \/ (U17 - Vd— 1 >
q <(_1)111\/w—1’ e \/ v1, Vd—2) _\/wévl,...,fudl)’X>

2
= o (0P )

2
— ¢ <(_1)v1 VT, ..., (=1)a wc(lmi..”de)’X)) wc(lm,...,vdfl)

Das wy selbst ist ein Ausdruck in den Wurzeln mit kleineren Index. Ins-
besondere ist das Produkt dieser beiden Einsetzungen von ¢ also nur noch ein
Ausdruck in X und den Wurzeln w1, ..., wg_1. Wir bezeichnen dies Produkt als
g3(w1, ..., wq—1,X). Betrachten wir das Produkt iiber alle Tupel (v1, ...,v4), so
bekommen wir 29! solcher Paarungen, d.h. wir haben

I (o vam . comfuf x)

(vl,...,vd)e{o,l}d

= H q3 <(_1)U1 \/w_17 EERE (_1)Ud_l V wilv_li.IIWd_Z)’ X)

(v1,,04-1)€{0,1}4~1
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3.2. DAS MINIMALPOLYNOM VON ¢

Fiir diese Produkt gilt aber nach Induktionsvoraussetzung, dass es ein Ele-
ment von K[X] ist. Damit ist unsere stérkere Behauptung gezeigt und somit
insbesondere auch die Behauptung aus dem Lemma.

O

In diesem Lemma verwenden wir, dass wir den Grad von & kennen, um zu
zeigen, dass das resultierende Polynome tatséchlich das Minimalpolynom von
& ist. Die Aussage, dass das oben beschriebene Polynom Koeffizienten aus K
hat, wiirde aber auch ohne die Gradaussage gelten. Diese Beobachtung kann in
einigen Fillen wichtig sein, wenn ein Element mit Quadratwurzeln wie im Dar-
stellungssatz gegeben ist, von dem aber unklar ist, ob der Grad des Elementes
2¢ ist oder darunter liegt. Lassen wir die Gradaussage aus dem letzten Lemma
einfach weg, dann erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 3.2.3. Sei & wie im Darstellungssatz vom Grad 2%, aber mit d' > d
verschiedenen Wurzeln. Seien 11, ..., die durch alle Vertauschungen der
Vorzeichen vor den Wurzeln aus & hervorgehenden Elemente. Dann ist

od’

p=[](X —m) e K[X]
i=1

und somit ein Vielfaches des Minimalpolynoms von & diber K.

Beweis. Der Beweis, dass p € K[X] ist, ist im Beweis des obigen Lemmas
enthalten. Damit muss es aber auch ein Vielfaches des Minimalpolynoms sein.
O

Wir wollen ein weiteres Korollar zu Lemma 3.2.2 formulieren. Da die Kon-
jugierten von £ gerade die Nullstellen des Minimalpolynoms sind, ergeben offen-
bar alle elementarsymmetrischen Polynome, ausgewertet bei den Konjugierten,
wieder ein Element des Grundkorpers, und daher natiirlich iiberhaupt alle sym-
metrischen Polynome:

Korollar 3.2.4. Sei & vom Grad 2¢ mit den Konjugierten ny, ... ,na. Seip €
K[X1,..., Xoa] symmetrisch. Dann ist p(ni,...,n9a) € K.

Beweis. Da das Polynom mit den Nullstellen 7, ..., 7 nur Koeffizienten aus
K hat, sind also alle elementarsymmetrischen Polynome iiber 7y,...,7n5 und
damit alle symmetrischen Polynome in K. O

Dieses Korollar sagt insbesondere, dass das Produkt aller Konjugierten einer
Zahl ein Element des Grundkdorpers ist. Dies gibt eine weitere Einsicht, warum
der Nenner im Darstellungssatz nur eine Zahl aus K ist und keine Wurzeln
enthilt, obwohl wir im Euklidischen Kérper auch durch einen Wurzelausdruck
dividieren kénnen. Denn erhalten wir dadurch einen Bruch mit einem Wurzel-
ausdruck im Nenner, so erweitern wir diesen Bruch einfach um alle Konjugierten
des Nenners; dadurch erhalten wir eine Darstellung des Bruchs mit einem Nen-
ner aus K.
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3.3. VOLLSTANDIGE ELEMENTE

3.3 Vollstindige Elemente

Wie wir in Beispiel 3.1.2 gesehen haben, liefert der Darstellungssatz im All-
gemeinen keine eindeutige Darstellung der Elemente von Eg. Selbst wenn wir
alle Vorfaktoren k; fiir 7« > 0 wie in Korollar 3.1.3 in die entsprechenden Wur-
zeln mit hineinziehen, haben wir immer noch Mehrdeutigkeiten. Es gibt aber
eine Gruppe von Elementen des Euklidischen Kérpers, deren Darstellung in der
Tat eindeutig ist und die auch sonst interessante Eigenschaften besitzen, die so
genannten wvollstindigen Elemente.

Die Eigenschaft der Vollstéindigkeit gilt fiir alle Elemente des Fuklidischen
Korpers, wenn nicht besondere Zusammenhinge zwischen den Faktoren k; auf-
treten. Diese Figenschaft ist wie folgt definiert:

Definition 3.3.1. Sei & = kg + Z?Zl Vw;. Es sei

Ki = K(y/wj | J < i, w; ~ wj)

der Koérper, in dem die Wurzeln aller Konjugierten von w; bis w; adjungiert
sind. ¢ heiBt vollstindig, wenn Vi [K;41 : K;] = 2%

Zu jedem ,/w; gibt es 2! Konjugierte, d.h. K;y; entsteht aus K; durch 2°
Erweiterungen, die alle echte Erweiterungen sein miissen, um insgesamt auf eine
Erweiterung vom Grad 2% zu kommen. Das Element ist also vollstindig in dem
Sinn, dass keine Konjugierte keiner der in der Summe vorkommenden Wurzeln
sich durch andere Konjugierte derselben oder kleinerer Wurzeln darstellen 1&sst.

Betrachten wir die Folge von Operationen, aus denen ein Element & entsteht.
Dann besagt die Vollsténdigkeit von £, dass bei jedem Ziehen einer Quadratwur-
zel aus w; die Wurzeln der Konjugierten von w; voneinander unabhéngig sind,
dass also jede Wurzel aus einer Konjugierten von w; eine Korpererweiterung
vom Grad zwei ist.

FEine erste Folgerung aus der Vollstdndigkeit eines Elementes ist, dass die
kleineren Wurzeln \/wy, ..., \/w;—1 in w; wieder vorkommen miissen; denn wiir-
de eine Wurzel ,/wj fehlen, so wéren die beiden Konjugierten von w;, die sich
nur im Vorzeichen vor dieser Wurzel unterscheiden, identisch und kénnten daher
nicht mehr zwei unabhéngige Erweiterungen vom Grad zwei darstellen. Um die-
se Eigenschaft formal zu fassen, definieren wir erstmal den Begriff Vorkommen
einer Wurzel prézise:

Definition 3.3.2. Sei £ € Ek in der Darstellung wie im Darstellungssatz und
yw; eine Wurzel dieser Darstellung. Dann kommt \/w; in § vor, wenn entweder
ki # 0 oder wenn /w; in einer anderen Wurzel ,/wj fiir j < k im Sinne dieser
Definition vorkommt und k; # 0 ist.

Diese Definition bezieht sich auf eine bestimmte Darstellung eines Elemen-
tes. Dass eine Wurzel in einem Ausdruck vorkommt, bedeutet, dass der Vorfak-
tor vor dieser Wurzel in dem Ausdruck nicht iiberall 0 ist. Folgendes Lemma
beweist, dass in vollstdndigen Elementen in allen w; die Wurzeln w; mit i < j
vorkommen:
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3.3. VOLLSTANDIGE ELEMENTE

Lemma 3.3.3. Sei £ = kg + Z?:l ki/w; wie tm Darstellungssatz. Ist € voll-
stindig, dann kommt \/w; in jeder Wurzel w; fiir j > i vor.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber j. Fiir 7 = 1 gibt
es keine Wurzeln mit kleinerem Index, also gilt die Aussage unmittelbar. Fiir
J > 1 zeigen wir, dass wj_1 in w; vorkommt; nach Induktionsvoraussetzung
kommen alle Wurzeln mit Indizes kleiner j — 1 in w;_; vor, und dann auch in
wy.

Nehmen wir an, dass w;_; nicht in w; vorkommt. Dann wéren die beiden
Konjugierten von wj, die gleich sind bis auf das Vorzeichen vor w;_, vollig
identisch. Aus der Vollstdndigkeit folgt aber, dass alle Konjugierten aller Wur-
zeln nicht abhingig sind (da jede Konjugierte jeder Wurzel wieder eine echte
Korpererweiterung ist). Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass zwei Kon-
jugierte identisch sind. Also muss w;_1 in w; vorkommen, und der Beweis ist
abgeschlossen. O

Vollstandigkeit vererbt sich auf die einzelnen w;, wie wir mit folgendem
Lemma feststellen:

Lemma 3.3.4. Ist £ = ko + Zle ki\/w; vollstindig, dann ist fir 1 <i < d
auch w; vollstindig und vom Grad 271,

Beweis. Danach Lemma 3.3.3 alle  /wj fiir j < i in w; vorkommen, sind die zu §
entsprechend Definition 3.3.1 definierten Zwischenkérper K; von £ und die Zwi-
schenkorper nach dieser Definition zu w; bis auf den letzten Korper identisch,
und fiir diese Zwischenkorper gilt die Unabhéngigkeit nach Voraussetzung, und
folglich nach Definition die Vollstédndigkeit von w;.

Nach dem Darstellungssatz ist 2/~! eine obere Schranke fiir den Grad von
w;; diese muss hier scharf sein, sonst kénnten nicht alle 2°=! Konjugierte von
w; verschieden sein. O

In [5] stellen Cox, Little und O’Shea ein Konzept von generischen Eigen-
schaften eines Polynoms dar. Dabei nennen sie eine Eigenschaft eines Polynoms
generisch, wenn sie immer dann gilt, wenn nicht ein polynomieller Zusammen-
hang zwischen den Koeflizienten besteht. So hat z.B. ein Polynom vom Grad
zwei generisch zwei unterschiedliche Nullstellen (ndmlich immer dann, wenn der
Ausdruck in der Wurzel der pq-Formel nicht null ergibt). Dass eine Eigenschaft
generisch ist, ist ein formaler Ausdruck dafiir, dass die Eigenschaft in ‘fast allen
Fallen’ gilt.

Wir wollen parallel zu dieser Definition zeigen, dass ein Element aus Eq ge-
nerisch vollstandig ist, dass also ‘fast alle’ Elemente dieses Korpers vollstandig
sind. In unserem Fall sind nicht polynomielle Zusammenhénge zwischen den Ele-
menten ausschlaggebend, sondern ob bestimmte Ausdriicke Quadrate anderer
Ausdriicke sind. Wir wollen generisch hier also so verstehen, dass ein Element
vollstandig ist, wenn kein weiterer Zusammenhang zwischen den auftretenden
k; explizit gegeben ist. Wir betrachten also einen Quadratwurzelausdruck, in
dem alle in der Darstellung des Darstellungssatzes vorkommenden Elemente des
Grundkérpers symbolische Variablen sind. Tatséchlich sind solche generischen
FElemente vollstdndig, wie folgendes Lemma zeigt:
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Lemma 3.3.5. Sei & = ko + 2?21 ki/w; wie im Darstellungssatz, wobei alle
in der Darstellung vorkommenden Elemente des Grundkérpers symbolische Va-
riablen X; sind. £ ist dann also ein Element aus Ex mit K = Q(Xq,...,Xn)
fiir ein passendes N. Dann ist & vollstindig.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt eine Stelle 7 in der Korperkette der K; aus De-
finition 3.3.1, so dass [K;41 : K;] < 2%, was die Definition der Vollstindigkeit
verletzen wiirde. Dann zerlegen wir diese Korpererweiterungen durch schritt-
weises Hinzufiigen der Konjugierten von ,/w;1; eine dieser Erweiterungen muss
vom Grad 1 sein (da die gesamte Kette der Erweiterungen sonst 2° lang wire).
Hier ist also die néchste zu adjungierende Wurzel bereits im Korper enthal-
ten, d.h. durch Koérperoperationen iiber die anderen Wurzeln darstellbar. Wir
betrachten die Kette dieser Operationen als einen Bruch, erweitern mit den
anderen Konjugierten im Nenner und ziehen den so entstehenden wurzelfreien
Nenner in die einzelnen Wurzeln, so dass wir einen Wurzelausdruck in Briichen
iiber Q[X71,...,Xn] erhalten. Jeder dieser Briiche sei in diesem Polynomring
weitestmoglich gekiirzt.

Es geniigt zu zeigen, dass es iiberhaupt ein vollsténdiges Element aus Eg
gibt. Denn dann muss die Einsetzung der zu diesem Element gehtrenden Ele-
mente des Grundkoérpers in den eben beschriebenen symbolischen Ausdruck
ebenfalls eine weitere Konjugierte erzeugen, was ein Widerspruch zur Voll-
stéandigkeit dieses Elementes darstellen wiirde.

Es geniigt also zu zeigen, dass es iiber Eg {iberhaupt ein vollstdndiges Ele-
ment gibt. Wir werden in Kapitel 4 sehen, dass es eine endliche und durch Nor-
malteiler auflosbare Gruppe Qg gibt, so dass jedes Element, dessen Zerfallungs-
korper Qg als Galoisgruppe hat, vollsténdig ist. In [23] gibt Shafarevitsch einen
Satz an, nach dem es zu jeder durch Normalteiler auflésbaren endlichen Gruppe
eine Korpererweiterung iiber Q gibt, die diese Gruppe zur Galoisgruppe hat.
Der in [23] gefithrte Beweis des Satzes war noch fehlerhaft, Shafarevitsch lieferte
aber wenige Jahre spéter einen korrigierten Beweis nach. Fiir einen modernen
Beweis sei der Leser auf [17] verwiesen.

Es gibt demnach vollstindige Elemente vom Grad 2¢, womit das Lemma
bewiesen ist. O

Durch dieses Lemma wird klar, dass Vollstdndigkeit der ‘Normalfall’ ist,
wéahrend nicht vollstdndige Elemente nur bei Erfiillung bestimmter Zusatzbe-
dingungen auftreten kénnen. Viele der in dieser Arbeit gezeigten Eigenschaften
von Elementen beruhen auf der Vollstédndigkeit.

Wir wollen aber auch fiir nicht vollstdndige Elemente moglichst viele Aussa-
gen iiber die Darstellung im Darstellungssatz machen. Insbesondere kann man
zeigen, dass es zu jedem Element mindestens eine Darstellung gibt, fiir die die
Aussagen von Lemma 3.3.3 gelten, und insbesondere auch die Aussage, dass
deg (w;) = 2071 ist.

Lemma 3.3.6. Sei K Quotientenkorper tber einem Ring R und £ € Eg.
Dann gibt es eine Darstellung der Form & = %(ko + Zgzl kz\/ﬁ> wie im
Darstellungssatz, in der fir jedes w; und fir j < i w; in w; vorkommt und
deg (w;) = 21 ist.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0 ist die
Aussage klar. Gelte sie also schon fiir alle d’' < d.

Nehmen wir zunéchst irgendeine Darstellung von £. Wir wollen diese Dar-
stellung zunéchst so umformen, dass deg (w;) < deg (w;+1) gilt.

Falls fiir irgendein 4 in dieser Darstellung deg (w;) > deg (w;+1) sein sollte,
so kommt w; in w;4+1 nicht vor. Also kénnen wir w; und w;4+; vertauschen und
umbenennen, ohne die vom Darstellungssatz geforderte Eigenschaft zu verlet-
zen, dass jedes w; € R[y/wr, ..., /w;_1] ist.

Gehen wir also im Folgenden ohne Beschrinkung der Allgemeinheit da-
von aus, dass deg (w;) < deg(w;y1) ist. Im Falle der Gleichheit gilt dieselbe
Begriindung wie eben, und wir wissen, dass w; und w;y1 beide Elemente des
Ringes R[,/w1, ..., M] sind. Wir betrachten die Summe der beiden, also
VWi + /wit1. Quadrieren wir diesen Term und ziehen aus dem Quadrat wieder
die Wurzel, so erhalten wir \/w; + \/w;y1 = \/wi + w1 + 2\ /Wiwit1.

Da /w;t1 nach Forderung des Darstellungssatzes nicht Element des Rin-
ges R[\/wr, ..., Jwi_1, /wi] ist, liegt auch das Produkt ,/w;w;;1 nicht in dem
Ring R[\/_l . \/W] Also ist \/U%THI eine echte Erweiterung dieses Rin-
ges wir deﬁnleren w; = Wit und w11 = w; + wip1 + 2v/w;. Da Vw;
in w;y1 vorkommt, ist \/w;;1 wiederum eine echte Erweiterung des Ringes
R[\ /W1, ..., /Wi 1, Vwi.

Wir haben also aus zwei Elementen vom Grad deg (w;) ein Element vom
Grad deg (w;) gemacht und ein weiteres vom Grad 2 deg (w;). Es bleibt zu zei-
gen, dass wir jedes spitere Auftreten von w; und w;y; auch durch die neu
definierten Wurzeln ausdriicken kénnen. Wir stellen fest, dass die beiden Rin-
ge Rly/wi, ..., Jwi—1, ywi, Jwit1] und R[\/wr, ..., \/wi—1, VWi, \/Wit1) nicht
identisch sind; wir kénnen aber ein Vielfaches von /w; mit den Elementen des
neuen Ringes darstellen, und zwar wie folgt:

Vo (Vi —w) = (Vi +vom) (Vi - w)
= (Vwi + Vwitr) (Vwiwi1 — w;)
= (wit1 — wi) Vwi

VA (V)

Wir koénnen also /w; durch den Quotienten =)

dem nur noch Elemente aus dem Ring R|[\/w1, ..., \/W;i—1, VW;, \/w;11] auftau-

chen. Erweitern wir mit allen Konjugierten des Nenners, so bleibt im Nenner
nur eine rationale Zahl zuriick, die wir aus den jeweiligen Wurzeln rausziehen
und in den Nenner des Elementes mit eingliedern kénnen. Die Wurzel /w;11
kénnen wir dann einfach als | /w; 11 = Vwit1 — y/w; darstellen.

Wir haben damit die Aussage iiber den Grad der Elemente gezeigt; die
Aussage iiber das Vorkommen der kleineren Wurzeln in den gréfleren folgt dann
unmittelbar, da sonst der jeweilige Grad nicht erreicht werden konnte. Il

darstellen, in
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Kapitel 4

Galoistheorie fiir
Quadratischen Erweiterungen

Im letzten Kapitel sind wir auf den Darstellungssatz und die Vollstdndigkeit von
Elementen eingegangen; dabei haben wir in Lemma 3.3.5 bereits verwendet,
dass es eine durch Normalteiler der Grofle zwei auflésbare Galoisgruppe der
GroBe 2271 gibt. In diesem Kapitel werden wir diese Gruppe, die so genannte
Quadratvertauschungsgruppe, einfiithren und einige ihrer Eigenschaften zeigen.
Dadurch wird es uns insbesondere gelingen, die Eindeutigkeit der Darstellung
fiir vollstéindige Elemente zu zeigen.

4.1 Quadratfixpolynome

Wir haben schon festgestellt, dass jedes symmetrische Polynom {iber den Kon-
jugierten eines Elementes aus Ex nach K zuriickfdllt. Im Allgemeinen ist die
Galoisgruppe des Zerféallungskorpers des Minimalpolynoms aber kleiner als die
gesamte Permutationsgruppe. Es gibt also noch andere, nicht symmetrische
Polynome iiber den Konjugierten, die ebenfalls nach K zuriickfallen.

Um diese zu finden, stellen wir zunéchst folgendes einfache Lemma fest:

Lemma 4.1.1. Sei & € Ex. Sei (vy,...,v4-1) € {0,1}4~1. Dann gilt:
g(vlwwvd—lvo) + €(v17"'7vd—171) [= K[wl, . 7wd71]

und
£(v17--7vd—1,0) . f(vh---7vd—1,1) e K[wl, o ,wd—l]

Beweis. Sei & =& + /wg mit &1, wg € Klwy, ..., wg—1]. Dann ist

é(vl,..,vd,l,O) _i_g(vl,...,vd,l,l) — é-gvlv---»vd—l) + /w((ivlv---ﬂ)d—l)

+ 6%1)1,...,’0[1,1) - wévlymyvdfl)

— 2§§U1 ..... 'Ud—l)
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und

5(”1»~~,Ud—170) ‘é-('ul,...,vd,l,l) _ <€§U1,...,vd1) + wgm,...,vdl))

) < (v1,eeva-1) wc(lvl,---w(i—l))

_ (évl,...,vd,l))Q B wc(lvl,...,ud,l)

O

Mit diesem Lemma kénnen wir einige Polynome ermitteln, die, ausgewertet
an den Konjugierten eines Elementes &, wieder in den Grundkérper zuriickfallen.
Wir nennen diese Polynome die Quadratfirpolynome eines Elementes £. Wir
definieren die Quadratfixpolynome rekursiv:

Definition 4.1.2. p(X) = X ist ein Quadratfixpolynom, und ist schon das Po-
lynom p € K[X1,...,X,] ein Quadratfixpolynom, dann ist fiir o € {-,+} auch
q(X1,..., Xon) =p(Xq,..., Xn) o p(Xpt1, ..., Xop) ein Quadratfixpolynom.

Beispiel 4.1.3. Die Quadratfixpolynome sind also X1, X1 + X9, X1 X5, X1 +
Xo+ X3+ Xy, (Xa + X2) (X3 + Xy), X1 Xo + X3X4, X1 XoX3Xy, usw.

Wie erwartet ergeben die Quadratfixpolynome ausgewertet bei den Konju-
gierten eines Elements von Eg wieder ein Korperelement:

Lemma 4.1.4. Seip € K[X1,..., Xs4| ein Quadratfizpolynom und & € Ex vom
Grad 2d_ Dann ist p (5(0,...,0,0,0)’5(0,...,0,0,1)’5(0,...,0,1,0)’g(O,...,O,l,l)’ o 75(1,...,1)) c
K. Die Konjugierten werden dabei in lexikographischer Ordnung aufgezdhlt.

Beweis. Sei pg,pi—1,---,p1, po = p die Folge von Polynomen, aus denen p
nach der Definition der Quadratfixpolynomen hervorgegangen ist, also jeweils
pz‘—1(X1, ... ,XQd_i-H) = pi(Xl, ceey X2d—i) o pi(de—i+1, ey X2d—i+1) mit einer
Operation o € {-,+}. Wir beweisen induktiv, dass alle in der Konstruktion
auftretenden p; genau die Konjugierten eines Elementes aus Klwy,...,w;] in
lexikographischer Ordnung berechnen. py ist die Identitdt und taucht fiir jede
Konjugierte von £ in der richtigen Reihenfolge genau einmal auf, d.h. der Induk-
tionsanfang ist erfiillt. Gelte die Aussage fiir p;,. Dann ist p;_1 = 11 o 12, worin
n und 7, zwei aufeinanderfolgende Konjugierte (beginnend mit der ersten und
zweiten, dritten und vierten und so weiter) von einem 7 € Klwy, ..., w;] sind. n;
und 72 sind also 77(”1""’“1'*1’0) und 17(”1""’“1'*1’1) fiir ein festes Tupel (vy,...,v;—1).
Nach Lemma 4.1.1 ist p;—; ein Element aus K[wy, ..., w;_1], und wenn wir bei
jedem Auftreten von p;_1 dieselbe Anordnung der Wurzeln zugrunde legen, ist
pi—1 jeweils die Konjugierte mit der Zahlung (v1,...,v;—1), d.h. die Ordnung
bleibt erhalten.
Fiir pg gilt die Aussage schliefflich auch, und also ist pg € K, womit die
Aussage bewiesen ist.
O
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Betrachten wir die Galoisgruppe des Zerféllungskorpers von £, ergibt sich
als Korollar

Korollar 4.1.5. Die Galoisgruppe von K[f(o’“"o),...,§(1"“’1)] lisst alle Qua-
dratfixpolynome fest.

Wie dieser Abschnitt zeigt, sind die Quadratfixpolynome Fixpolynome von
jeder Korpererweiterung, die durch eine Folge von Quadratwurzelerweiterungen
entsteht. Sie nehmen also fiir Erweiterungen vom Grad zwei eine dhnliche Rolle
ein wie die symmetrischen Polynome bei allgemeinen galoischen Erweiterungen.
Im folgenden Abschnitt nutzen wir die Quadratfixpolynome als ersten Zugang
zur Galoisgruppe des Zerfallungskorpers eines &.

4.2 Die Quadratvertauschungsgruppe

Die Quadratfixpolynome sind nicht notwendigerweise alle Fixpolynome der Ga-
loisgruppe des Zerfillungskorpers von €. In den Féllen aber, in denen dies der
Fall ist, kénnen wir die Galoisgruppe exakt feststellen. Wie wir zeigen werden,
handelt es sich um folgende Untergruppe der Permutationsgruppe Soa:

Definition 4.2.1. Die Quadratvertauschungsgruppe Q4 sei eine Untergruppe
der Permutationsgruppe Ssq, die rekursiv wie folgt definiert wird:

Qo =
Q1 =

{(1)}

{
Qd+1 = {

{

{

2 1 2
2 Js\ 2 1

1 ... 2dHt 1 2 2d 41 ... 24!

1 ... 24+l s\ 29441 L. 2dtd 1 24 ®

1 ... 24 9dgq . gdtl 1 ... 24
( 51 Sod 2d+1 gd+1 | 51 Sod e Qd L4

1 ... 24 2d41 2d+1 1 ... 2d
1o 24 sy 2t s g 42 ‘ S1 ... Sy EQd

o e e

)}

Die Quadratvertauschungsgruppe Q411 verhilt sich also jeweils auf der er-
sten und zweiten Héilfte der Indizes wie (4, und sie vertauscht die beiden Seiten
miteinander. Die Quadratvertauschungsgruppe lasst die Quadratfixpolynome
unverdndert:

Lemma 4.2.2. Sei p ein Quadratfizpolynom in 2¢ Unbekannten und o € Qq.
Dann ist p(X1, ..., Xoa) = p(Xo1)s - -+ s Xo(24)-

Beweis. Die Aussage gilt offenbar fiir d = 0. Gelte die Aussage schon fiir d — 1.
Wir schreiben das Quadratfixpolynom in 2¢ Unbekannten als pg(X71, .., Xoa) =
Pa—1(X1, ..., X9a-1) © pg—1(Xoi-141,...,X0a) mit o € {+,-}. Wir zeigen die
Aussage fiir die Elemente jeder der drei erzeugenden Mengen der Rekursion
aus Definition 4.2.1. Das Vertauschungselement der ersten Menge vertauscht die
beiden py_1 gegeneinander, was wegen der Kommutativitat von o den Wert des
Polynoms nicht dndert. Elemente der zweiten und dritten erzeugenden Menge
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fiihren innerhalb der jeweiligen py_1 Vertauschungen durch, die nach Indukti-
onsvoraussetzung den Wert unveréindert lassen. Also bleibt pg auch unter allen
Kombinationen dieser Vertauschungen invariant, und die Behauptung ist ge-
zeigt. [

Die Anzahl der Element von @, ist eine maximale Zweierpotenz in der
Anzahl der Elemente von Sya, d.h. Qg ist eine 2-Sylow-Untergruppe von Soa:

Lemma 4.2.3. Qg ist eine 2-Sylow-Untergruppe von Sya.

Beweis. Soq hat 27! viele Elemente. In der Primfaktorzerlegung von 24! kommt
der Faktor 2 genau 2% — 1 mal vor, d.h. wir miissen zeigen, dass die Ordnung
von Q4 genau 9271 jgt.

Dies gilt offenbar fiir Q1; gelte die Aussage also fiir d — 1. Die Grofie von
|Qq| ergibt sich als Produkt der Groflen der drei erzeugenden Mengen aus
Definition 4.2.1, da die die drei Gruppen bis auf das neutrale Element dis-
junkt sind und ihre Elemente gegeneinander vertauscht werden kénnen. Also

_ 2
ist |Qul = 2|Qu_1]? = 2- (22"’ 1—1) —9.92'-2 _ 921 O

Sind die Quadratfixpolynome die einzigen Fixpolynome des Zerfdllungs-
korpers von £, dann ist die Quadratvertauschungsgruppe die Galoisgruppe des
Zerfallungskorpers von €. Dies gilt, da die Galoisgruppe eine Zweierpotenz sein
muss, andererseits aber alle Elemente von Q4 enthalten muss (da ja alle Fixpo-
lynome davon fest gelassen werden) und es keine gréfiere Gruppe der Ordnung
einer Zweierpotenz in Sy gibt.

Da alle 2-Sylow-Untergruppen von Sya durch innere Automorphismen aus-
einander hervorgehen, wir aber nach der Definition der Vollsténdigkeit wissen,
dass vollstindige Elemente einen Grad von 927-1 haben, wissen wir bereits,
dass die Galoisgruppe vollsténdiger Elemente die Struktur von )4 hat. Ebenso
wissen wir, dass Qg als 2-Gruppe durch Normalteiler auflosbar ist (siehe z.B.
in [19]), was wir fiir den Beweis von Lemma 3.3.5 vorausgesetzt haben. Im fol-
genden Abschnitt werden wir beweisen, dass bei lexikographischer Aufzihlung
der Konjugierten die Galoisgruppe vollstédndiger Elemente sogar genau Qg ist.

Zunéchst aber zeigen wir einige weitere allgemeine Eigenschaften von Q4.
Als Galoisgruppe eines Elementes aus Egx muss ()4 einen Normalteiler der Ord-
nung 2 haben. Wir werden feststellen, dass dieser Normalteiler eindeutig be-
stimmt ist und aus dem neutralen Element und dem normalen Element besteht,
welches wir wie folgt definieren:

Definition 4.2.4. Das normale Element o1 von Qp ist o1 = ( 5 7 ), und ist

_ 1 ... 2d71 ‘e
O4—1 = < o e ), dann ist
. T gd—1 9d=1 49 od
0d = s1 Sod—1 sl+2d71 Sod—1 +42d-1

Das normale Element operiert also auf der ersten Hilfte der Indizes wie
das normale Element der darunterliegenden Quadratvertauschungsgruppe, und
verhélt sich auf der zweiten Hélfte parallel wie auf der ersten. Es ist also
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N = [V
- N =N
W W
NN
S—
ot ot
=N
0~
~ o
SN—

Wir stellen fest, dass dieses Element tatséchlich invariant ist unter allen
inneren Automorphismen von g4, und dass das Element dariiber hinaus das
einzige nicht triviale Element mit dieser Eigenschaft ist (d.h. das einzige aufler
dem neutralen Element):

Lemma 4.2.5. o4 ist das einzige nicht triviale Element von Qg, das invariant
unter allen inneren Automorphismen von Qg ist.

Beweis. Wir miissen drei Dinge zeigen; zunéchst, dass og4 in Qg liegt, zweitens,
dass o4 invariant ist unter allen inneren Automorphismen von Qg und drittens,
dass es das einzige Element mit dieser Eigenschaft ist. Wir zeigen alle drei
Behauptungen per Induktion iiber d. Das Element o liegt in 1, es ist invariant
unter den beiden existierenden inneren Automorphismen und ist das einzige
nicht triviale Element von ().

Gelten die Aussagen schon fiir Qg_1. Wir bezeichnen fiir jedes Element
v € Qq_1 mit v e Qg das Element, das wie v auf der ersten Hilfte der
Elemente operiert und die zweite Hilfte der Elemente fest lisst, und v € Qq
das entsprechende fiir die zweite Halfte. Mit 7 € Q4 bezeichnen wir das Element,
dass die rechte Hilfte der Elemente mit der linken vertauscht.

Nach Induktionsvoraussetzung ist oq_1 € Q4_1; dann ist aber o4 € Qg,
denn o4 = 05117)1(7((;[27)1'

Um zu zeigen, dass oy invariant ist unter allen inneren Automorphismen,
geniigt es, dies fiir 7 und fiir die Elemente v bzw. v@ fiir jedes v € Qg1 zu
zeigen. Dass dies ausreicht, sieht man wie folgt: Q4 wird von diesen Elementen
erzeugt, und gilt fiir zwei Elemente a und b acqa™' = bogb™! = oy, so gilt es

offenbar auch fiir ab, da aboy(ab)~! = acga™! = ay4.

Fiir v € Qq—1 und i € {1,2} ist tatséchlich vy (U(i))_l = o4, denn nach
Induktionsvoraussetzung gilt dies fiir die durch das i festgelegte Seite, und die
andere Seite wird durch das v bzw. dessen Inverse nicht beeinflusst. AuBerdem
gilt offenbar 704771 = 04, da o4 auf beiden Hiilften exakt die gleiche Operation
durchfiihrt.

Es bleibt zu zeigen, dass o4 das einzige Element mit der beschriebenen
Eigenschaft ist. Angenommen, es gibe ein weiteres Element ¢, das invariant
unter allen inneren Automorphismen ist. Nehmen wir 0.B.d.A. an, ¢ sei auf der
linken Hilfte der Elemente nicht wie oy, d.h. es existiert ein Index i < 2471 mit
¢(i) # o4(i) (Sind ¢ und o4 auf der linken Seite gleich, dann miissen sie auf der
rechten Seite verschieden sein, und die folgenden Begriindungen gelten unter
Vertauschung der Begriffe ‘links’ und ‘rechts’). Da ¢ invariant ist unter allen
inneren Automorphismen, ist es insbesondere invariant unter allen {vM]v €
Qq-1}. Daalle v die rechte Seite konstant lassen, bedeutet dies, dass die linke
Seite von ¢ invariant ist unter allen inneren Automorphismen von Q4_1. Da aber
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die linke Seite von ¢ nach Konstruktion von Q4 ein Element von QQ4_1 ist, ist
dies ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung, nach der o4_1 das einzige
Element von (Q4_; ist, das invariant unter allen inneren Automorphismen ist.

O

4.3 Der Eindeutigkeitssatz

In diesem Abschnitt werden wir eine weitere und bedeutende Eigenschaft von
vollstandigen Elementen zeigen, ndmlich dass der Darstellungssatz fiir vollstian-
dige Elemente eine eindeutige Darstellung liefert, wenn wir die Vorfaktoren k;
jeweils mit in die Wurzeln w; hineinziehen. Dafiir wollen wir zunéchst zeigen,
dass Qg bei lexikographischer Ordnung der Konjugierten die Galoisgruppe eines
vollstdndigen Elementes & ist.

Dafiir interessieren wir uns fiir die Elemente der Galoisgruppe, die £ selbst
fix lassen, d.h. fiir die Galoisuntergruppe, die zum kleinsten Zwischenkorper
zwischen Ex und dem Zerfillungskorper des Minimalpolynoms von £ gehort.
Zur Definition dieser Untergruppe fithren wir zunéchst noch eine Notation ein.

Definition 4.3.1. Seien die Permutationen o; = ( o ot ) € Sy, und
1 n . .
09 = ( o e ) € Sp,y, dann sei 01 © g2 € Sy, 4, mit
_ 1 ni ny +1 ni + ng
01 @ 02 = ( S1,1 S1,nq s2,1 +mn1 82,n9 +ny )

Entsprechend notieren wir G © H = {g ® hlg € G,h € H}. ® liefert also
das Kreuzprodukt der beiden Gruppen und den kanonischen Isomorphismus in
die Permutationsgruppe mit passend vielen Elementen.

Mit dieser Notation kénnen wir jetzt die Gruppe G4 definieren, von der wir
spéter zeigen werden, dass es sich um die mit K(&) korrespondierende Galois-
untergruppe handelt:

Definition 4.3.2. Die £-Untergruppe G4 von Qg sei

Gi=QoOQOQ1OQ20 - ©Qq-1

G4 lasst also die ersten beiden Elemente fest, operiert auf den néchsten
beiden wie 01, auf den folgenden vier wie Q2 und so weiter. Wir stellen einige
Figenschaften von G fest:

Lemma 4.3.3. G4 ist Untergruppe von Qg und enthdlt genau die Elemente o,
fir die o(1) = 1 gilt. |G4| = 22d*d*1, also % = 2%, Ist Qq die Galoisgruppe
des Zerfillungskorpers von &, dann ist der zu G4 gehérende Zwischenkdrper
genau K(&), und er ist der einzige Zwischenkdorper vom Grad 2¢ iiber dem
Grundkorper, der & enthdlt.

Beweis. Der erste Teil der Aussage ist trivial. Die Méchtigkeit von G4 ergibt
sich aus dem Produkt der Méchtigkeiten der Q;, also |Qq| = [Qol - |Qol - |Q1] -
-+ |Qq-1]. Da |Q;] = 2%~ ist, gilt

1_ d—1__ d—1_4 .., 1_(g_ d_j_
Gyl =2%"1. ... 92 1 _ 924 g2l —(d-1) _ 929-d-1
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Entsprechend ist dann % — 929-1-(27=d-1) _ od

Die Untergruppe jedes Zwischenkorpers, der £ enthélt, muss & fest lassen,
d.h. fir alle Element o dieser Gruppe muss o(1) = 1 gelten. Also muss diese
Untergruppe ihrerseits Untergruppe von G4 sein; aufler GG4 selbst haben aber
alle Untergruppen von G4 kleinere Ordnung, womit die Eindeutigkeitsaussage
gezeigt wire. Da & nach Voraussetzung selbst schon ein Element vom Grad 2¢
ist, muss dieser Zwischenkorper K(§) sein.

O

Der zu G4 gehorende Zwischenkorper K(€) enthilt auler £ auch alle |/w;
der Darstellung von €. Unmittelbar ist dies nicht klar, da £ ja nur eine Summe
von gewichteten ,/w; ist. Folgendes Lemma beweist diesen Umstand:

Lemma 4.3.4. Sei £ € Ex in der durch den Darstellungssatz beschriebenen
Form. Dann gilt fir alle w;: Jw; € K(&).

Beweis. Wir nehmen wegen Lemma 3.3.6 0.B.d.A. an, dass deg (wg) = 2971
Wir beweisen durch Induktion iiber d. Offenbar gilt die Aussage fiir d = 1.

Gelte die Aussage schon fiir d — 1. Schreiben wir jetzt fiir ein £ vom Grad d
§ = {1+/wq, so sind darin §; und wq jeweils Elemente vom Grad héchstens d—1,
genau genommen deg (£1) < d — 1 und deg (wg) = d — 1 mit denselben Wurzeln
VW1, ..y \/wg—1. Wir konnen also die Induktionsvoraussetzung anwenden und
&1 und wg durch die enthaltenen Wurzeln darstellen, wodurch wir K(§;) C
K(y/wy, ..., /wq—1) = K(wg) erhalten. Es ist also K(£) C K(\/wg), da offenbar
K(wq) € K(y/wgq) ist, also auch K(&1) € K(wg) € K(y/wgq), und ¢ die Summe
von &1 und /wy ist.

Der Korper K(€) lisst sich als Vektorraum der Dimension 2¢ iiber K auffas-
sen. \/wy ist aber ebenfalls ein Element vom Grad 2¢, d.h. K(y/wq) ist ebenfalls
ein Vektorraum der Dimension 2¢. Zwei Vektorrdume, die die gleiche Dimension
haben, und von denen der eine den anderen umschliefit, miissen aber bereits
identisch sein; es gilt K(&) = K(/wgq). Wir kénnen also ,/wg durch £ darstellen;
subtrahieren wir \/wy danach von &, bleibt nur £ iiber, dessen Wurzeln nach
Induktionsvoraussetzung durch &; und damit dann auch durch & darstellbar
sein miissen.

O

Wir kénnen also aus £ alle einzelnen Wurzeln ./w; isolieren. Die Aussage gilt
natiirlich auch dann noch, wenn wir statt & = % (ko + Zle kg /wd> nur einen

Teil der Summe haben, wenn die Summe also schon vor dem Grad d abbricht.
In Definition 3.3.1 der Vollstandigkeit haben wir auch die Zwischenkorper K;
definiert, die alle Konjugierten aller Wurzeln bis zur i-ten Wurzel enthielten; mit
folgendem Korollar kénnen wir zeigen, dass diese K; wirklich Zwischenkoérper
zwischen K und dem Zerfallungskorper sind:

Korollar 4.3.5. Sei { = k:0+z;-1:1 VWi und sein; = k0+zz:1 w; fir j <d.
Dann ist K; = K(n; | n; ~ n;), und es gilt K = Kg C Ky € --- C Ky =
K€" ~¢€).
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Beweis. Es ist nach Definition K; = K(y/w! | i < j,w} ~ w;), und nach Lemma
4.3.4 ist es egal, ob wir die einzelnen Wurzeln oder die Summe adjungieren. Da
dies jeweils auch fiir K;;1 gilt, ist jeweils K; C K;11. O

Mit Hilfe dieses Korollars kénnen wir jetzt zeigen, dass die Vollstéandigkeit
eines Elementes bereits eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass Qg die
Galoisgruppe des Zerfallungskorpers ist:

Satz 4.3.6. £ ist vollstindig genau dann, wenn Qg die Galoisgruppe des Zer-
fallungskorpers des Minimalpolynoms von & ist.

Beweis. Ist Qg die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers, so ist der Zerfdllungs-
korper eine Erweiterung vom Grad 22d_1, und da alle K; Zwischenkorper sind,
muss der Grad von K, iiber K; genau 2° sein, und folglich ist & vollstéindig.
Fiir die andere Richtung betrachten wir eine Folge {e} = Uy C Uy—1 C
-+ C Uy von Untergruppen von Q4. Die Gruppe Uy enthélt nur das neutrale
Element von Q4. Die Gruppe Uy_1 enthilt aulerdem noch alle Vertauschungen
benachbarter Elemente aus ()4, also die Vertauschung 1 gegen 2, 3 gegen 4 und
so weiter. Uy_o wiederum enthélt U;_; und dariiber hinaus alle Vertauschungen

von benachbarten Paaren aus ()4, also 1 und 2 gegen 3 und 4 und so weiter. De-
1 coooo2imhgimly g 2¢

20t 41 L 21 1 L2t und

finieren wir 7; als die Vertauschung

verwenden wieder ® fiir die Einbettung des dufleren Produkts in die passende
Permutationsgruppe, so konnen wir U; formal schreiben als:

U=Uitr10 | T4—i © - O Tg—

2* mal

Wir zeigen jetzt durch vollstdndige Induktion, dass U; die jeweils mit dem
Zwischenkorper K; korrespondierende Untergruppe der Galoisgruppe des Zer-
fallungskorpers des Minimalpolynoms von £ ist. Fiir 4 = d ist dies offensichtlich,
denn offenbar gehort nur das neutrale Element zur Galoisgruppe, da hier der
ganze Korper fest gelassen wird. Sei d > ¢ > 1 und gelte die Aussage schon
fiir i + 1. Da ¢ vollstindig ist, ist [Kiy1 : K;] = 2%, d.h. fiir keine Konjugierte
von wj lésst sich /w; durch die Wurzeln der anderen Konjugierten darstellen.
Also ist die Erweiterung eine Folge von 2" galoischen Erweiterungen vom Grad
2, namlich jeweils der Adjunktion von \/E; fiir eine Konjugierte von w;. Die
zugehorigen Galoisgruppen dieser Erweiterungen sind natiirlich zweielementige
Gruppen. Bei solchen Erweiterungen ist immer das nicht triviale Element der
Galoisgruppe derjenige Korperautomorphismus, der \/@ durch —\/@ ersetzt.
Bei den Konjugierten von £ driickt sich dies durch eine Permutation der Null-
stellen aus, in der genau die zu der entsprechenden Konjugierten gehorenden
Nullstellen als Block gegen den folgenden Block ausgetauscht werden, was in
der Konstruktion von U; einem der 7,_; entspricht. Die Galoisgruppe von K;
ist also die Galoisgruppe von K; 1, erweitert um die 2¢ vielen Nachbarblock-
Vertauschungen.

Letztlich ist U; = Q4 die zu K gehorende Galoisgruppe.
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Mit Hilfe von G4 zeigen wir jetzt die Eindeutigkeit der Darstellung von &
fiir den Fall, dass £ vollsténdig ist. Dazu benttigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 4.3.7. Es gibt genau eine Folge von Untergruppen Gg = Uy C -+ C

Uy = Qa mit o2l = 2.

Beweis. Wir zeigen, dass die U; von der Form U; = Q; ©Q; ©Qi+1® - © Qg—1
sind, d.h. wir zeigen, dass die so definierten U; Gruppen zwischen G4 und Qg
sind und jeweils U;;1 doppelt so grof} ist wie U;. Definitionsgeméf} gilt dies fiir
Up.

Gelte die Aussage also schon fiir U;. Sei o0 € U;11, aber o € U;. Wir kdnnen
0.B.d.A. annehmen, dass o sich auf der rechten Hélfte der Elemente wie die
Einheit verhilt; insoweit dies nicht der Fall ist, kénnen wir o mit einem Element
aus U; multiplizieren, das sich links wie die Einheit verhédlt und rechts das
Inverse der rechten Seite von o ist. Beschrdnken wir uns auf die linke Seite, so
kénnen wir wieder 0.B.d.A. annehmen, dass sich o auch auf dem zweiten Viertel
(und damit auf den gesamten drei hinteren Vierteln) wie die Einheit verhélt.
Dies setzen wir fort, bis wir die beiden @Q;4+1 erreichen. Es gibt nur noch ein
Element, das @Q;2 von Q;+1 ® Q;+1 unterscheidet, ndmlich die Vertauschung
der rechten und der linken Seite. Damit ¢ also nicht in U; liegt, muss o sich auf
den ersten Elementen wie diese Vertauschung verhalten. Damit ist U; e {0, e}
aber genau das oben definierte U; 1. O

Durch Zusammensetzen dieser Lemmata erhalten wir das gewiinschte Ein-
deutigkeitsresultat:

Satz 4.3.8. Ist £ € Ex vollstindig, dann ist die im Darstellungssatz beschrie-
bene Darstellung von & eindeutig.

Beweis. Ist & vollstandig, so ist )y die Galoisgruppe von £ und damit G4 die
Galoisgruppe des Zerféllungskorpers iiber K(£). Durch die eindeutige Folge von
Untergruppen U; sind auch die Zwischenkérper Ky = K(§) D K41 D -+ D
Ky = K eindeutig, und da die K (\/w_l, .. ,\/w_z) solche verschiedenen Zwi-
schenkorper ausmachen, ist K; = K (\/171, . 7\/UZ) Fir jedes w; ist dabei
die Darstellung als & + £2,/w;—1 mit § und § € K;_; eindeutig, und damit
insbesondere auch die Darstellung von £ selbst. O

Bemerkung 4.3.9. Die in Satz 4.3.8 gezeigte Eindeutigkeit der Darstellung
gilt natiirlich nur, solange wir keine Verschiebung der Vorfaktoren k; in die
Wurzeln betrachten. Streng genommen besagt der Satz, dass die in Lemma
3.1.3 beschriebene Darstellung eindeutig ist, d.h. die Darstellung, die die k;
immer bis auf Vorzeichen mit in die Wurzel zieht.

4.4 Beispiel einer Galoisgruppe

Wir wollen zum Abschluss dieses Kapitels ein Beispiel betrachten, an dem man
sich (g4, ihre Untergruppen und die zugehérigen Zwischenkorper verdeutlichen
kann. Wir betrachten dafiir ein weitgehend generisches Element vom Grad 4,
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4.4. BEISPIEL EINER GALOISGRUPPE

nédmlich das Element £ = \/a+ /b + v/a. Auf den konstanten Summanden und
auf die Vorfaktoren vor y/a verzichten wir der Einfachheit halber.

Die anderen Konjugierten von & = &; sind & = /a — /b + v/a, weiterhin
& =—ya++/b—+/aund & = —y/a — \/b — v/a. Das Minimalpolynom p von

£ ist das Polynom mit diesen vier Konjugierten als Nullstellen, also

p=X'"—(2a+20)X?+ 4aX — 2ab+ b’ +a® —a

Wir haben durch den Verzicht auf ein paar der Faktoren Einschrinkungen
in der Generalitit von & gemacht, aber trotz dieser Einschrinkungen ist £ noch
vollsténdig. Die Definition nachzupriifen ist etwas aufwéndig; wir kénnen aber
wesentlich einfacher feststellen, dass der Zerfallungskorper von p eine Korperer-
weiterung vom Grad acht ist, und da ()2 vom Grad acht und eine 2-Sylowgruppe
von Sg ist, muss £ vollstdndig sein. Dass der Zerfallungskorper von p Grad acht
iiber dem Grundkérper K = Q(a, b) hat, stellen wir wie folgt fest:

/(g\
(153 (153 1534 (123 (3%
(33 (i3 3133 152 (333

(i332) (3133) (1338) (3i33) (133) (533
() (8 (1) (st (1) (321
Q.

Abbildung 4.1: Die Untergruppen von Qo als Baum
Die Untergruppe der Ordnung 2 in der Mitte und die Untergruppen der
Ordnung vier sind nicht triviale Normalteiler.

Lemma 4.4.1. Der Zerfillungskorper K(&1,&2,&3,&4) von p hat Grad acht iber
Q(a, b).

Beweis. Vb? —a € K(&1,£2,83,€4), denn (& — &)(&3 — &) = 4V — a. Wie
man nachrechnet, ist p aber iiber K(v/b? — a) immer noch irreduzibel, d.h. der
Zerfiallungskorper muss eine Erweiterung vom Grad mindestens vier iiber die-
sem Zwischenkorper sein, und damit mindestens eine Erweiterung vom Grad
acht {iber K. Mehr als Grad acht geht aber nicht, da acht die groite Zweierpo-
tenz ist, die noch Teiler von 4! ist. O

¢ ist also vollstdndig und hat infolgedessen @2 als Galoisgruppe. Wir be-
trachten alle acht Elemente von (Qs:
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Q2

Il
—~—
—~

=W ww
=W W
oW W

—
N
W NN
NWw o wWww
BN =N
W NN
=N =N

i (V2 + 2V —a) w;{xfzwrzﬁ—_u)lti{ﬁ. m) k(i va) K(vi—va)

K (VB — a) K (Val? — ) K (va)
K

Abbildung 4.2: Die Zwischenkdrper zwischen Q und dem Zerfillungskorper des

Minimalpolynoms von v/a + /b + v/a

Die Zwischenkorper sind angeordnet wie die korrespondierenden Untergruppen
von Qo in Abbildung 4.1.

Die ersten sechs Elemente sind selbstinvers und bilden daher jeweils mit
dem neutralen Element eine Untergruppe der Ordnung zwei, aufler dem neu-
tralen Element selbst natiirlich, das die triviale Untergruppe bildet. Das vierte
Element ist das normale Element, und entsprechend ist die von diesem Element
gebildete Untergruppe als einzige Untergruppe der Ordnung zwei ein Normal-
teiler von Q2. Die ersten vier Elemente, die Elemente 1,4,7,8 und 1,4,5,6 bilden
jeweils eine Untergruppe der Ordnung vier, und alle diese drei Untergruppen
sind Normalteiler. Abbildung 4.1 zeigt die Anordnung der Gruppen.

Mit jeder Untergruppe korrespondiert ein Zwischenkorper zwischen K und
dem Zerfillungskérper. Um eine bessere Einsicht in die Struktur der Zwi-
schenkorper zu ermoglichen, wollen wir die Zuordnung an unserem Beispiel
vollstandig durchfiihren.

Die Zuordnung der trivialen Gruppen ist klar. Die rechte der drei Unter-
gruppen der Ordnung vier bildet jeweils die Elemente im rechten und im linken
Teil auf den gleichen Teil ab, so dass £1 + & und &3 + £4 konstant bleiben; diese
beiden Summen entsprechen der Wurzel y/a, d.h. dies ist der Zwischenkérper Ky
aus Definition 3.3.1. Die beiden Korper dariiber sind jeweils die Erweiterungen
um die zweite Wurzel mit beiden Konjugierten, d.h. /b + v/a und /b — /a.

Die linke der drei Untergruppen der Ordnung vier vertauscht die Elemente
eins und zwei gegen drei und vier oder beide synchron gegeneinander, d.h. die
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Zahl (&1 — &) (&3 — &4) = Vb? — a wird fest gelassen. Das Produkt dieser beiden

Wurzeln, vab? — a2, wird dann von der mittleren Untergruppe fest gelassen.
Der Normalteiler mit zwei Elementen in der Mitte von Abbildung 4.1 l&sst

diese beiden Wurzeln separat fest. Die Untergruppe der Ordnung zwei ganz links

ldsst &1 + &3 = — (& + &4) = V20 + 2V b? — a fest, die zweite Untergruppe von
links ldsst & + &3 = — (&1 + &4) = V 2b — 2¢/b? — a fest. Abbildung 4.2 gibt eine
Ubersicht iiber die Zwischenkorper in gleicher Anordnung wie die zugehdrigen
Untergruppen der Galoisgruppe in Abbildung 4.1.
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Kapitel 5

Aufl6sen univariater
Polynome durch
Wurzelausdriicke

In diesem Kapitel wollen wir jetzt einen neuen Algorithmus einfiithren, um zu
einem gegebenen Polynom p € K[X] eventuell existierende Nullstellen ¢ € Ex
finden zu kénnen. Wenn p eine solche Nullstelle hat, so ist das Minimalpolynom
von £ ein Faktor von p, und nach Korollar 2.1.4 wissen wir, dass der Grad des
Minimalpolynom eine Zweierpotenz ist. Wir faktorisieren p zunéchst iiber K
in seine irreduziblen Anteile und ignorieren alle Faktoren, deren Grad keine
Zweierpotenz ist. Bei den restlichen Faktoren suchen wir dann nach Nullstellen
aus Eg.

Zunéchst werden wir einen Test einfithren, mit dem wir fiir ein gegebenes
Polynom mit Grad einer Zweierpotenz schnell feststellen kénnen, ob es Mini-
malpolynom eines Elementes £ € Eg ist. Im zweiten Abschnitt beschreiben wir
eine konstruktive Zerlegung des Elementes, die uns erméglicht, die Darstellung
von £ rekursiv zu berechnen. Die dafiir benotigten Algorithmen werden in den
dann folgenden Abschnitten ndher eingefiihrt.

5.1 Schnelles Testen iiber einem Erweiterungskorper
von Q

Wie schon erwihnt, konnen wir ein gegebenes Polynom p € K[X] zunéchst
faktorisieren und alle Faktoren ignorieren, deren Grad nicht eine Zweierpotenz
ist. Ein verbleibendes irreduzibles Polynom p mit einer Zweierpotenz muss aber
nicht notwendig Nullstellen aus Ex haben. Man betrachte als Beispiel das Po-
lynom p = X% 4+ 3X3 + 1. p ist irreduzibel iiber Q; faktorisiert man p aber iiber
F5, so zerfillt p in die Faktoren p = (X + 4)(X? — X2 — X — 1). Fiir jedes
Minimalpolynom eines § € Eq ist es aber eine notwendige Bedingung, dass der
Grad aller Faktoren iiber einem Primkorper ebenfalls eine Zweierpotenz ist, wie
folgendes Lemma zeigt:

Lemma 5.1.1. Sei K = Q(Y1,...,Y},) eine transzendente Erweiterung von
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VON Q

Q, weiterhin q eine Primzahl und K, = Fy(Y1,...,Y,). Sei ¢ der natiirliche
Homomorphismus von Z(Y1,...,Yy) — F,(Y1,...,Y,) und p € K[X] das Mi-
nimalpolynom eines £ € Eg. Sei p' ein Vielfaches von p vom selben Grad aus
ZY1,...,Y,][X]. Dann ist der Grad aller Faktoren von ¢(p') iiber K, eine Zwei-
erpotenz.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass alle Nullstellen von ¢(p') € Eg, sind, denn
nach Korollar 2.1.4 miissen alle irreduziblen Polynome mit Nullstellen aus Ex,
Zweierpotenzen als Grad haben. Wir betrachten das Element ¢’ € Eg_, das
wir aus einer beliebigen Darstellung von £ nach dem Darstellungssatz erhalten,
wenn wir den Nenner n von £ auf 1 setzen und ¢ auf jedes Element von Z in der
Darstellung anwenden. Jeder Ausdruck in den Nullstellen, der ein Element aus
K darstellt, ist ein Ausdruck in diesen Elementen, und die Homomorphieeigen-
schaft von ¢ bleibt erhalten; also ist insbesondere die Auswertung des Polynoms
p bzw. p’ von &, die ja null ergibt, ein Ausdruck in diesen Elementen aus Z; wen-
den wir ¢ auf diese Elemente an (d.h. wir werten ¢(p’) an der Stelle £’ aus),
erhalten wir wegen der Homomorphieeigenschaft wieder null. Dies kénnen wir
mit jeder Konjugierten von £ durchfithren und erhalten so mit Vielfachheit alle
Nullstellen von ¢(p'), und die Aussage ist bewiesen. O

Wir koénnen auf diese Weise schnell testen, ob ein irreduzibles Polynom
iiber einer algebraischen Erweiterung von QQ durch Quadratwurzeln auflésbar
ist, indem wir das Polynom modulo einiger Primzahlen faktorisieren. Entsteht
dabei ein Faktor, dessen Grad keine Zweierpotenz ist, hat das Polynom keine
durch Quadratwurzeln darstellbaren Nullstellen.

Dies ist aber offenbar nur eine notwendige Bedingung. Es stellt sich nun
die umgekehrte Frage, wie viele positive Tests benétigt werden, um mit einer
hohen Wahrscheinlichkeit davon ausgehen zu koénnen, dass p tatsédchlich eine
Nullstelle in Eg hat.

Nehmen wir also an, wir haben ein Polynom p, dessen Nullstellen nicht durch
Quadratwurzeln darstellbar sind. Sei GG die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers
von p. Faktorisieren wir p modulo einer Primzahl ¢, so haben die jeweili-
gen Zerfillungskorper von p mod ¢ eine Untergruppe von G als Galoisgruppe.
Wenn G eine Untergruppe U hat, deren Grofle keine Zweierpotenz ist, so ist
nach dem Satz von Chebotarev (siehe in [25]) die Dichte der Primzahlen, die
einen zu U gehorenden Faktor erzeugen, gleich %

Die Grenzen fiir die umgekehrte Wahrscheinlichkeit, fiir Primzahlen bis zu
einer bestimmten Groéfle eine solche Untergruppe U zu finden, sind theoretisch
nicht sehr giinstig und bleiben weit hinter der wirklichen Effektivitit des Testes
zuriick. Solche Grenzen wurden von Lagarias und Odlyzko in [14] gegeben. In
der Praxis funktioniert der Test aber auch bei wenigen kleinen Primzahlen schon
sehr effektiv; faktorisiert man ein gegebenes, iiber QQ irreduzibles Polynom nur
iiber den ersten 25 Primzahlen (d.h. den Primzahlen mit einem Betrag kleiner
100), so wird der Test in der Praxis bereits eine nahezu fehlerfreie Aussage
ermoglichen. Wir haben zu diesem Zweck 2174 zufillige, irreduzible Polynome
getestet, deren Grad eine Zweierpotenz zwischen 4 und 512 war (knapp 2000
Polynome vom Grad 4, jeweils knapp 50 vom Grad 8 bis 64, und jeweils 3
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VON Q

vom Grad 128, 256 und 512). Die Polynome wurden modulo aller ersten 25
Primzahlen faktorisiert, und es wurde jeweils gezéhlt, wie viele der Primzahlen
eine Faktorisierung ergab, in der mindestens bei einem Faktor der Grad keine
Zweierpotenz war.

Die Ergebnisse dieses Experimentes finden sich in folgender Tabelle. In den
Spalten stehen die verschiedenen Polynomgrade, wihrend die Zeilen die Anzahl
an Primzahlen angibt, fiir die der schnelle Test ein negatives Ergebnis zuriick-
gab. In den einzelnen Zellen steht dann die Anzahl der Polynome, auf die dies
zutraf.

™

1975 48 47 47 48 3 3
n | 82 17,6 230 243 246 250 250 2

4 8 16 32 64 128 256 512
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 10 0 0 0 0 0 0 0
3 25 0 0 0 0 0 0 0
4 50 0 0 0 0 0 0 0
5 | 142 0 0 0 0 0 0 0
6 | 245 0 0 0 0 0 0 0
7 | 307 0 0 0 0 0 0 0
8 | 330 0 0 0 0 0 0 0
9 | 320 0 0 0 0 0 0 0
10 | 211 0 0 0 0 0 0 0
11| 136 0 0 0 0 0 0 0
12 ] 109 0 0 0 0 0 0 0
13| 41 0 0 0 0 0 0 0
14| 19 2 0 0 0 0 0 0
15 6 7 0 0 0 0 0 0
16 2 ) 0 0 0 0 0 0
17 0 9 0 0 0 0 0 0
18 0 9 0 0 0 0 0 0
19 0 7 1 0 0 0 0 0
20 0 7 0 0 0 0 0 0
21 0 2 6 0 0 0 0 0
22 0 0 10 2 0 0 0 0
23 0 0 10 8 3 0 0 0
24 0 0 16 13 13 0 0 1
25 0 0 4 24 32 3 3 2
3
4,

7

In der vorletzten Zeile stehen jeweils die Summen der Polynome mit dem
zur Spalte gehtrenden Grad und in der letzten Zeile die mittlere Anzahl an
Primzahlen, bei denen der Test ein negatives Resultat zuriickgab.

Man erkennt, dass selbst bei Polynomen vom Grad vier nahezu jedes Po-
lynom mindestens bei einer der ersten 25 Primzahlen abgelehnt wurde. Schaut
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VON Q
120 q
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Abbildung 5.1: Diagramm zu den Ergebnissen der Versuche mit dem schnellen
Testalgorithmus

man sich das zugehoérige Diagramm 5.1 (und darin insbesondere die Kurve am
weitesten links, die zu Polynomen vom Grad 4 gehort und auf den meisten
Daten beruht) an, so lassen die Daten ungeféhr eine Binomialverteilung ver-
muten. Um ein Gefiihl fiir die Wahrscheinlichkeit zu bekommen, dass der Test
fehlschlédgt, wollen wir einmal anhand der Daten annehmen, es handele sich
tatséchlich um eine Binomialverteilung mit dem Mittelwert von 8,17, den man
bei den 1975 Polynomen vom Grad vier erhilt. Unter diesen Annahmen wire
die Wahrscheinlichkeit, innerhalb einer solchen Verteilung zuféllig 25 mal inner-
halb der ersten Primzahlen nur Faktoren mit Zweierpotenz als Grad zu bekom-
men, 0,0051 %. Bei den Polynomen hoheren Grades liegt die Wahrscheinlichkeit
noch um Gréflenordnungen darunter. Wir kénnen also wohl davon ausgehen,
dass unser Test mit den ersten 25 Primzahlen ausgefiihrt hinreichend gut ist.

Wie die Tabelle zeigt, ergab eines der Polynome bei der Faktorisierung
bei allen 25 Primzahlen nur Faktoren mit Zweierpotenz. Dieses zufillig er-
zeugte Polynom war X* — 87X3 + 5X2 — 2X + 92. Mit Hilfe der in den fol-
genden Abschnitten beschriebenen Mitteln berechnet man, dass tatséchlich
L (87+ V7913 + /14754 + 166 - \/7913) eine Nulistelle dieses Polynoms ist;
also hat der Test bei allen 2174 zufillig erzeugten Polynomen ausnahmslos das
richtige Ergebnis zuriickgeliefert.
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Require: p irreduzibel und deg (p) Zweierpo-
tenz
for i :=1 bis 25 do
p:=p mod prim|i]
for all p Faktor von p do
if deg (p) keine Zweierpotenz then
return false
end if
end for
end for
return true

Abbildung 5.2: Schnelles Testen auf durch Wurzeln ausdriickbare Nullstellen.

5.2 Vorbereitung zur konstruktiven Berechnung

Wir konnen jetzt also schnell feststellen, ob ein gegebenes Polynom Minimal-
polynom eines £ € Eg ist. Der folgende Abschnitt beschéftigt sich jetzt damit,
diese Nullstelle - d.h. ihre Darstellung nach dem Darstellungssatz - konstruktiv
und deterministisch zu finden.

Sei also p Minimalpolynom eines ¢ € Ex. Wir zerlegen £ in den Teil vor
der obersten Wurzel und in die oberste Wurzel, also £ = & + /€. & und
& sind ebenfalls Elemente von Ex. Wéahlen wir die Darstellung aus Lemma
3.3.6, so ist deg (&1) < 1 deg (¢) und deg (&2) = 1 deg (¢). Kénnen wir also die
Minimalpolynome fiir £&; und &2 bestimmen, so haben wir unser Problem auf
zwei einfachere Probleme zuriickgefithrt und kénnen diesen Prozess wiederholen,
bis deg (§) =1 ist.

&1 und & lassen sich als Summe geeigneter Konjugierten von £ darstellen.
Der folgende Satz nutzt diesen Umstand aus und liefert uns eine Aussage iiber
die Minimalpolynome von &; und &».

Sei deg (&) = 24, (v1,...,v4) € {0,1}% und £(1¥4) eine Konjugierte von &,
die wie in Definition 3.2.1 definiert dann ein anderes Vorzeichen als & vor der
Wurzel w; hat, wenn v; = 1 ist. Wir stellen fiir die Minimalpolynome von &;
und &s fest:

Satz 5.2.1. Sei £ € Eg und & = &1 + /&. Dann ist

p = H X — (5(1)1,..‘,1),1,1,0) + 5(1}1,...,1)(1,1,1))

(v1,...,v9-1)€{0,1}4~1

eine Potenz des Minimalpolynoms von 2&, und

py = H X — (g(m,...,vd_l,O) o 5(1)1 ..... vd_1,1)>2

(v1,-,0q-1)€{0,1}471

das Minimalpolynom von 4€s.
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Beweis. Es ist

p1=" Il vapeforye-r X = (5(”1’”"”‘1’0) +5(”1""’”d‘1’1)>

H(vl,“.7vd71)€{0’1}d—l X — §§v1,...,vd71) . gévl,...,vdfl)

- é.g’l)l;---avd—l) + A /é‘évlv"vvd—l)

= H(vl,...,vd,l)e{o,l}‘i—l X -2 §§Ul 77777 Ud_l)

Sei 24 = deg (&;). Fiir d < d sind einige der Terme £§v1""’v’if1) identisch, und
wir kéonnen umformen:

mo— II (x—zdmeey

(Ul,...,vd/_l)e{o,].}d/_l

d—d’

gd—d’

_ H X _9 £§v1,...,vd1_1)

(Ulv'“vvd’fl)e{ovl}dlil

Der Term in den Klammern ist das Produkt aller Konjugierten von 2£;, also
das Minimalpolynom. Entsprechend gilt fiir po:

2
P2 = I ovaneoryr X = (6(“1""’““’0) - é(”l’“"”“’”)

R
2
_é‘%Ul:-wvdfl)_’_ /gévlw-vvd—l))

2
= H(U1,--.,’Ud-1)e{071}d71 X - <2 gévl,...,vd1)>

= T, vg o134 X_4§§v1"”’vd71)

Der letzte Term ist das Produkt alle Konjugierten von 4£5, also das Minimal-
polynom.

O

5.3 Algorithmus fiir das Kombinationspolynom

Wir koénnen jetzt also unser Problem der Suche nach Nullstellen auf ein ein-
facheres Problem zuriickfithren, wenn wir ein Polynom mit den Summen bzw.
den Differenzen der jeweils passenden beiden Konjugierten finden. Leider ken-
nen wir die Nullstellen nicht explizit, sondern nur das Minimalpolynom p fiir
unsere Nullstellen; das ist jedoch hinreichend, wenn es uns gelingt, ein Polynom
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p+ bzw. p_ zu finden, dessen Nullstellen gerade die Summen bzw. die Differen-
zen zweier Nullstellen von p sind. In diesem Fall wird p; das Polynom p; und
p_ das Polynom po als Faktor haben; wenn wir also das Summen- bzw. Diffe-
renzenpolynom faktorisieren, erhalten wir dadurch die gesuchten Polynome.

5.3.1 Allgemeines Kombinationspolynom

Der nachfolgende Algorithmus ist etwas méchtiger, als das fiir unser spezielles
Problem notwendig wére. Wir werden ihn spéter auf unser spezielles Problem
einschrianken, zunéichst aber 16sen wir das folgende Problem in voller Allgemein-
heit:

Definition 5.3.1. Seien pi,...,p, € R[X] Polynome vom Grad ni,...,n,

iiber einem Ring und f € R[Xy,...,X,,] eine iiber ein Polynom beschriebene
Funktion. Seien weiterhin féj ) Y ,57(1]]_ )_1 die Nullstellen von p;. Dann heifle

Ki(pr,-opm) =[] X -l

(ilz'uyim) S
Zn1><~~~><an

das f-Kombinationspolynom von p1, ..., Pm.

Fiir unsere spezielle Anwendung werden wir uns spéter auf den Sonderfall
m = 2und f(&,n) = {+n beschrénken und dann K¢(p, p) berechnen. Das allge-
meine Problem lésst sich aber mit dem gleichen Arbeitsaufwand mit erledigen
und ist allein fiir sich betrachtet interessant.

Wir suchen also eine Moglichkeit, dieses Polynom Ky zu bestimmen. Zu-
néchst stellen wir {iber den Grad von Ky fest:

Lemma 5.3.2. FEs gilt
deg (Ky(p1,---,pm)) = | [ deg (i)
i=1

Beweis. deg (p;) ist gleich der Anzahl der Nullstellen von p;, also n;; das Pro-
dukt in der Definition von Ky durchlduft alle Tupel aus Z,, x --- X Zy,,, also
das Produkt iiber alle n;.

O

Wenn wir mit 79, ...,m—1 die Nullstellen von Ky bezeichnen (wobei [ =
deg (Ky) ist), dann kénnen wir die Koeffizienten von Ky iiber die elementar-
symmetrischen Polynome ausdriicken, also

Ki=X'4+o X" 14 4oy
mit
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-1
o1(no, .-, m-1) = Zm—
i=0

0-2(7705'-->77l—1) = Z i1 Mio
(i1 <i2)€Z?

0'3(7707"'77]l—1) = Z Niy Mg Miz
(7,'1 <9 <’L'3)€Z?

-1
or(noy...,m-1) = Z My -+ -1y :Hm
=0

(i1 <...<1i)EZ}

Um die Ordnung der Indizes zu eliminieren, nehmen wir einige Terme mehr-
fach in die Summe auf und teilen dann entsprechend durch die Haufigkeit, mit
der jeder Term auftritt. Damit koénnen wir das k-te elementarsymmetrische
Polynom wie folgt aufschreiben:

ok(No, - -+, M—1) = % > iy
(i1 i) ELF
Dabei notieren wir im Folgenden der Einfachheit halber (i; # --- # 4j) fiir
ein k-Tupel aus paarweise verschiedenen Elementen. Wir definieren jetzt eine
Folge von Funktion cg, die im Wesentlichen die Summe aus der Definition von
o enthalt, allerdings mit variablen Exponenten an jedem 7;:

Definition 5.3.3. Es sei
o NF = Zno, ... 1]
mit
ck(n1,...,ng) = Z U
(i17-Fix) €LY
Korollar 5.3.4. ¢ ist symmetrisch, d.h.

VT e Sy : ck(nl, e ,nk) = Ck(nr(l)a .. .,nT(k))

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Kommutativitéit der Multiplikation in der
Definition von cy. O

Die Definition der ¢; wirkt im ersten Moment duflerst willkiirlich. Urspriing-
lich waren wir an den ¢; mit nur Einsen fiir die & Argumente interessiert, um
daraus die elementarsymmetrischen Polynome und somit die Koeffizienten von
K¢ berechnen zu konnen. Wir werden aber feststellen, dass wir die c(1,...,1)
sehr effizient durch die ¢;(n) ausdriicken kénnen; fiir diese wiederum finden sich
aber - je nach der Funktion f - oft einfache Darstellungen iiber die Koeffizien-
ten der Polynome pq,...,p,. Besonders fiir die Spezialfille des Summen- und
Differenzenpolynoms finden wir hier schén einfache Darstellungen.

Wir zeigen jetzt also zunéichst, wie man die ¢; rekursiv darstellen kann.
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5.3. ALGORITHMUS FUR DAS KOMBINATIONSPOLYNOM

Satz 5.3.5. Es gilt:

ck(nl,...,nk) = cl(nk)~ck,1(n1,...,nk,1)
k—1
— ck_l(nl,...,nj—l—nk,...,nk_l)
7j=1

Beweis. Es ist

Ck(nlj'-'ank) = Z ngl_..ng;k
(i1 Fik)
S/
= D meem e >
(17 +Fip—1) o €L
ezk! i@ {i1,0sik—1}

k—1
= > w2
j=1

(i1 Fik—1) k€L
ezt

_ Nk 71 Ng—1
- Z i), Z My - Mgy
1L, E€EL (i1 Fik—1)
ezt

n1 nj+ng Nk—1
E Miy - .nij M

1
J=1 (i1 #Fig—1)

ezt
= ci(ng) - cg—1(n1,. .., nk—1)
-1
- ch71<nla R L TR Ty
7=1

Die elementarsymmetrischen Polynome und damit die Koeffizienten von
Ky sind durch die cx(1,...,1) leicht zu berechnen; wir interessieren uns al-
so hauptsichlich fiir diese Argumente von c¢. Fiir diese Argumente ldsst sich
die Rekursionsformel noch weiter vereinfachen, wobei wir nur Rekursionen im
Index von ¢ und im letzten der Argumente benétigen. Fiir diese gilt folgendes

Korollar:

Korollar 5.3.6. Es gilt:

c(l,...;L,n)=c1(n) - cp—1(1,...,1) —(k—=1) - cp_1(1,...,1,n+ 1)
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5.3. ALGORITHMUS FUR DAS KOMBINATIONSPOLYNOM

Beweis.
k—1
Ck(l, ,1,TL) = cl(n) Ckfl(l, ,1)—ch,1<1, , 14+ n, ,1)
j=1
k—1
= cl(n) Ck_l(l, ,1) —ch_l(l, ,1,1—1—71,)
J=1

O
Die ¢x(1,...,1,n) bezeichnen wir als Gaertner-Polynome und schreiben sie
als g(k,n) = cg(1,...,1,n). Wir rollen die Rekursionsgleichung im zweiten

Argument auf und erhalten folgende kompaktere Darstellung:

Lemma 5.3.7. FEs gilt:
g(k7n) = (_1)k_1(k - 1)' ’ g(Lk +n— 1)

k—2
+Z(—1)i%g(k —1—1i,1)-g(1,n+1)
=0

Beweis. Wir machen eine Induktion iiber das k im Argument. Offenbar gilt die
Aussage fiir k = 1, denn die Summe ergibt dann null, und der Vorterm ist genau
g(k,n). Gelte die Aussage fiir alle ¥’ < k, dann gilt:

glk,n) = gk—1,1)-9g(1,n)—(k—1)-g(k—1,n+1)
= gk—1,1)-g9(1,n) = (k—=1)(-D*2(k-2)!-g(1,k+n—1) —
k-3

(k—1) ;(—1)1‘%9@ —2—i,1) - g(1,n+ 1 +14)
= (-DFYE-1)-g(l,k+n—1)+

Hg(lﬂ—l—o,l)-g(l,n—k@%—

k—2

221(_1)i%g(k —1—14,1)-g(1,n +1)
= (-DFYE-1)-g(L,k+n—1)+

k—2

io(l)i%g(k‘ —1—14,1)-g(1,n 4 1)

O

Es gelingt uns also, die g(k,n) durch eine relativ einfache Rekursion zu
berechnen, wenn wir die g(1,n) voraussetzen. Die g(1,n) (= ¢1(n)) miissen jetzt
noch jeweils abhéngig von der Funktion f berechnet werden. Wir trennen uns
hier von dem allgemeinen Fall und betrachten die beiden fiir uns interessanten
Sonderfille py und p_.
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5.3. ALGORITHMUS FUR DAS KOMBINATIONSPOLYNOM

5.3.2 Das Differenzenpolynom

Um die Nullstellen eines Polynoms p im Quadratwurzelkérper berechnen zu
konnen, interessieren wir uns fiir die Differenzen zweier Nullstellen von p, d.h.
fir Kr(p,p) mit f(&1,&) = & — &. Wir notieren dieses Kombinationspolynom
mit p_, also p_ := K¢(p,p) mit der Subtraktionsfunktion fiir f. Wir stellen
zuerst einige Eigenschaften dieses Polynoms fest.

Lemma 5.3.8. p_ hat einen Faktor X%, und in % sind alle Koeffizienten mit
ungeraden Exponenten in X null.

Beweis.
- = II x-@-¢)
(i,4)€Z2
= ] x-@-¢- JI x-@-%-J[x-@&-%
(i<j)ez] (i>4)€L? =

= I x-@-¢- J] x+@&-¢ | -x*

(i<j)ez? (i<j)ez?

= I x*-&-¢)?| x¢

(i<j)ez?

O

Die g(k, 1) des letzten Abschnittes 5.3.1 entsprechen den Koeffizienten von
p— bis auf einen multiplikativen Faktor. Daher sind auch alle g(k, 1) fiir unge-
rade k null.

Wenden wir jetzt die Rekursionsformel fiir g(k,n) an, so erhalten wir eine
einfache Darstellung fiir die g(k, 1):

Lemma 5.3.9. Fir ungerade k ist g(k,1) = 0, und fir gerade k gilt:

k—2
1 . .
g(k,1) = —(k—=1)! [ g(1,k) + mg(k—l—z,l)g(l,l—i—z)
i=0 )
i ungerade

Beweis. Der 1. Fall ist bereits in Lemma 5.3.8 bewiesen. Nehmen wir an, k ist
gerade. Dann gilt nach Lemma 5.3.7

k—2

g(k, 1) = (=D (k=1)!- (1K) + ) (=1)’

—1)!
(k ) 'g(k‘—l—i,l)-g(l,l—i—i)
i=0 ’

(k—1—1)
Ist in der Summe ¢ gerade, so wird k—1—i ungerade, und damit g(k—1—i,1) = 0.

Ist i ungerade, so ist (—1)! = —1. Da k gerade ist, ist (—1)*~! ebenfalls —1.
Klammert man das (k — 1)! noch aus, erhélt man die Behauptung. O
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Um die Koeffizienten von p_ zu berechnen, miissen wir die g(k,1) noch
durch k! teilen; der einfacheren Berechnung wegen nehmen wir diese Division
in die Rekursion mit auf und definieren v (n) := 4;g(n, 1), wodurch wir fiir
folgende Rekursion erhalten:

Lemma 5.3.10. Fir ungerade n ist y1(n) null, und fir gerade n gilt:
1 n—2
=~ |40 1 4)g(1,1+ i
n(n) =——|g(1,n)+ ; n(n i)9(1,1+1)
iung;arade

Beweis. Der Fall fiir n ungerade ist trivial. Sei also n gerade, dann gilt

1
nn) = —gn,1)
1
- —1)!
= n!(n 1)
n—2 1
1 —_ —1—=4,1)g(1,1+1
g(1,n) + ; e i, )g(1,1 +1)
iung_erade
1 n—2
- _E g(lan)+ ’71(”_1_7;)9(1’1"’_@)
iurf;egade

O

Mit diesem Lemma kénnen wir v; durch die g(1,n) berechnen; es bleibt
die Frage, wie wir diese durch die Koeffizienten des urspriinglichen Polynoms
ausdriicken.

Die Koeflizienten von p sind ihrerseits die elementarsymmetrischen Polyno-
me der &. Wir bezeichnen diese ebenfalls mit oy. Zusétzlich definieren wir die
Potenzsummen iiber die Nullstellen &;:

Definition 5.3.11. Die Potenzsumme s; iiber den Nullstellen & von p mit
d = deg (p) sei:

d
k
Sk = Z &
i=1

Die s sind symmetrische Polynome und lassen sich daher durch die ele-
mentarsymmetrischen Polynome darstellen, und zwar durch die so genannten
Newton-Gleichungen:

Sk = O’1Sk,1—--'—(—1)’“710].37181—(—1)]'6']?-0]c fir 1 Sk‘gd

sp= o181 — - — (=1)" toy_1sp_ar1 — (1) %ogsp_q firk>d
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Die Newton-Gleichungen finden sich z.B. in [5]. Mit den s; konnen wir die
g(1,n) schreiben als:

Lemma 5.3.1

2. Sei p wie oben und d = deg (p). Dann ist

n—1 n
o) = dso (14 (1) + X0 s

k=1

Insbesondere ist dieser Term fiir ungerade n gleich null.

Beweis.
g(l,n) = Z & —-&)"
(i,§)€z2
n—1 n
_ n nen k n—k ¢k
-y ((a )+ S C0())e @)
(i.5)€Z3 k=1
n—1
= s+ () et
k=1 (i,4)€Z2
n—1 N d—1
SCRACIRES W (WD IEED I
k=1 i=0 §=0
n—1 n
= dsn(l + (—1)”) + (—1)k <k> Sn—kSk
k=1
Fiir ungerade n gilt dariiber hinaus:
n—1 n
g(l,n) = dsp(14+(=1)")+ Z(—l)k (k) Sn—kSk
k=1
n—1
< n = n
= dsp(1—-1)+ ) (—=1)* <k> Sn—kSk + Z (—1)* (k> Sn—kSk
k=1 k=114
n—1 n—1
5 (n 3 R
= Z(—l) <k> Sn_kSk + Z(—l) <n B k:) SkSn—k
k=1 k=1
n-1 n-1
2 n 2 % n
= (—1)* <k:> Sn—kSk — Z(—l) <k:> Sn—kSk
k=1 k=1
=0
O
Fassen wir also kurz zusammen: Wir suchen ein Polynom p_, das als Null-

stellen die Differenzen der Nullstellen des urspriinglichen Polynoms p hat. Mit
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5.3. ALGORITHMUS FUR DAS KOMBINATIONSPOLYNOM

Hilfe der Newton-Gleichungen kénnen wir die Potenzsummen dieser Nullstellen
durch die Koeffizienten von p beschreiben. Damit berechnen wir die g(1,n) und
daraus iiber die Rekursionsgleichungen in Lemma 5.3.12 die ~y;, die ihrerseits
die Koeffizienten des gesuchten Polynoms p_ sind. Da p_ einen Faktor X¢ hat,
brauchen wir die letzten d Werte fiir v nicht zu berechnen; davor reichen uns

die geraden Koeffizienten, d.h. insgesamt nur @ Koeffizienten.

5.3.3 Das Summenpolynom

Fiir die Nullstellen im Quadratwurzelkorper wollen wir zusétzlich zu den Dif-
ferenzen auch ein Polynom bestimmen, das die Summen der Nullstellen des
Ursprungspolynoms beschreibt, um die letzte der Wurzeln zu eliminieren. Kon-
kret wollen wir also fiir f(&1,&2) = & + &2 das Polynom Ky(p,p) berechnen.
Bei diesem Polynom werden nicht wieder wie beim Differenzenpolynom mehr
als die Halfte der Koeflizienten null, so dass es im ersten Moment so scheint,
als miissten wir n? viele Koeffizienten berechnen. Tatséchlich zerfillt K ¢(p,p)
allerdings in drei Faktoren; einer fiir die Nullstellen 2¢; fiir ¢ = 5 und zwei fiir
die Nullstellen &; + &; fiir 7 < j und ¢ > j. Die letzten beiden Faktoren sind
identisch, und tatséchlich geniigt es uns, einen von diesen zu berechnen. Wir
wollen hier diesen entscheidenden Faktor mit p; bezeichnen. Formal ist also:

Definition 5.3.13. Sei R ein beliebiger Ring, p € R[X] und &, ...,&,—1 die
Nullstellen von p;. Dann sei

pr= I X-(E+¢)

(i<j)ez?

Der Grad von py ist die Summe aller Zahlen zwischen 1 und n — 1, d.h.
%. Wenn wir mit 7; wieder die Nullstellen von pi bezeichnen, bleiben
die restlichen Definitionen genau wie im Abschnitt 5.3.1 iiber das allgemeine
Kombinationspolynom. Mit Hilfe der rekursiven Beschreibung von g kénnen
wir also die Koeffizienten von p; durch die g(1,n) beschreiben. Wie zuvor
beim Differenzenpolynom stellt sich die Frage, wie wir diese wiederum durch
die Koeffizienten von p beschreiben konnen. Setzen wir die Potenzsummen sy
wieder wie im Abschnitt 5.3.2 voraus, so wird dies Problem durch folgendes

Lemma gel6st:

Lemma 5.3.14. Sei p wie oben und d = deg(p). Dann ist

2ds, — 2"sn + S 72t (V) skSn—k
2

g(l,n) =
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Beweis. Wir 16sen zunéchst die Summe Z(i,j) ez (& + &)™ auf. Es gilt

n—1
Z &G +&)" = Z (ﬁ? + &+ z <Z> £f£?k)
(4,4)€Z3 (i,§)€Z3 k=1
d—1d—1 d—1d-1 d—1 —
- Sy sy ge S (1) Sete
1=0 j= =0 j=0 =
d—1 n—1

— uy g +Z( )diff]Zﬁ’“

Die Summe Z(i’ Jez? (& + &)™ durchléuft alle ¢ und j und ldsst sich in drei
Summen zerlegen, nédmlich in zwei gleiche Summen, die die gemischten Terme
beschreiben, und die Terme, in denen ¢ = j ist. Seien 7; die Nullstellen von p.,
dann kénnen wir die g(1,n) umgekehrt ausdriicken als:

deg(p+)

g(1,n) = Z 0y
= Z (& +&)"

(i<j)eZ?
- 2 i gyezz (& + &)™ — S (& &)
- 2

2ds, — 2" Sn—l—z ( )5k5n k

2

Parallel zum Differenzenpolynom nehmen wir auch hier die Division der
Fakultéit noch in die Rekursion mit hinein und definieren 7o = Jg(1,n). Auch
hier gewinnen wir eine einfache Rekursion fiir vs:

Lemma 5.3.15. Es gilt

n—2
) = (=1 g(Lm) + = 3 (1) el = 1= idg(11+1)
=0
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Bewets.
) = —g(n,1)
1 _
S (RGN0
n—2
- (n—1)! ] ]
1) —1—-14,1)g9(1,1
+§( S A i,1)g(1,1 + 1)
1( (1) + 1 ”z‘:z( l)i(n—l—i)!yg(n—l—i) 0144)
n A n (n—1-—1)! g
1 12
= 5(—1)"_19(1771) +o D (“Dia(n—1—i)g(1,1+1)
i=0
Die oberste Einsetzung ist nach Lemma 5.3.7. O

Wir konnen also bei der Addition ebenfalls mit Hilfe der s;, die Koeflizienten
~v2 von py berechnen. Fiir die praktische Implementierung benétigen wir beide
Polynome, weshalb wir hier die beiden Ergebnisses dieses und des vorherigen
Abschnittes im nun folgenden Abschnitt zu einer Methode zusammenfiihren.

5.3.4 Implementierung

Fassen wir die gesamte Prozedur noch einmal zusammen: Mit Hilfe der Koef-
fizienten von p berechnen wir zunéichst mit den Newton-Gleichungen die Po-
tenzsummen s;. Damit driicken wir fiir die Addition und die Subtraktion die
jeweiligen g(1,n) aus; zur besseren Unterscheidung nennen wir diese beiden hier
B (fiir die Subtraktion) und [y (fiir die Addition). Mit diesen Werten kénnen
wir dann 7 und 9 berechnen und erhalten damit die Koeffizienten fiir die
beiden gesuchten Polynome.

Der Pseudocode fiir den Algorithmus zur Berechnung der ~ findet sich in
Abbildung 5.3.

Lemma 5.3.16. Der Algorithmus berechnet ~v1 und ~o korrekt und bendtigt
O(d}) arithmetische Operationen im Grundkérper, wenn dy der Grad des Ein-
gabepolynoms ist.

Beweis. Die Korrektheit folgt aus den Sdtzen dieses Kapitels.

Die erste FOR-Schleife durchlauft d; mal einen Berechnungsschritt mit einer
Summe mit d; Summanden, benétigt also O(d?) viele Schritte. Die zweite FOR-
Schleife durchlauft weniger als 2dsy viele Schritte mit einer Summe von ebenfalls

d; Summanden; da dy = w € O(d?) ist, braucht diese Schleife also O(d3)
viele Schritte. Die dritte und vierte Schleife durchlaufen jeweils do viele Schritte,
wobei die Summe im Inneren maximal 2dy viele Summanden hat, d.h. diese

beiden Schleifen brauchen beide O(d}) viele Schritte.
O
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Require: Polynom p = X% + Z?;l o XN

dy := deg (p)
dy = L(dg*l)

for k=1 to d; do

sp = 018p—1 — - — (=) op_151 — (=) - k- oy
end for
for k =d; +1 to 2dy do
spi=018K-1 — - — (=) oy ysp_g 11— (—1)M 0y, Sk—q,
end for
for n =1 to dy do
Bi(2n—1):=0

B1(2n) := 2dy 89, + Zzl_ll(—l)k(zkn) S2n—kSk

Bo(n) = 2d15n—2"sn+222;11 (Z)Sksn—k
end for
for k=1 to dy do

’)/1(2]6 - 1) =0

N(2k) = 3 (Bi(2K) + B 2k — 1 - )3 (1 +1))

12(k) = £ ((“)F 1 8a(k) + SIS (1) (k= 1= )B>(1+ 1))
end for
return (y1,72)

Abbildung 5.3: Algorithmus fiir die Berechnung der Kombinationspolynome
Die Listen v1 und o stellen jeweils die Koeffizienten des Summen- und des
Differenzenpolynoms dar.
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5.4. FAKTORISIERUNG DES SUMMEN- UND
DIFFERENZENPOLYNOMS

Die g(k, 1) als Polynome iiber g(1,n) und im Spezialfall auch iiber o; sind
konstant und kénnen auch im Voraus berechnet werden.

Mit diesem Algorithmus und der Faktorisierung gelingt es uns jetzt, das
Finden von Nullstellen im Euklidischen Koérper auf immer einfachere Proble-
me zuriickzufithren, bis es im linearen Fall schliefllich trivial ist. In den letzten
beiden Abschnitten dieses Kapitels werden wir jetzt noch einige lokale Verein-
fachungen machen.

5.4 Faktorisierung des Summen- und Differenzen-
polynoms

Wir verfiigen jetzt also iiber einen Algorithmus, der effizient das Summen- bzw.
Differenzenpolynom aus dem Minimalpolynom p von & errechnet. Wir wissen,
dass fiir £ = & + & mit deg (&) < %deg (&) und deg (&) = %deg (&) das
Minimalpolynom von &; als Faktor des Summenpolynoms und das Minimal-
polynom von &; als Faktor des Differenzenpolynoms nach Substitution von X2
durch X auftritt. Es geniigt also, die beiden Polynome zu faktorisieren, mit allen
Faktoren von hiéchstens halbem Grad rekursiv fortzufahren, und am Ende alle
moglichen Ergebnissen fiir £ und &2 zu kombinieren und zu testen. Tatséichlich
ist dies fiir manche Beispiele notig; ist £ aber vollsténdig, so kénnen wir den
richtigen Faktor in beiden Polynomen eindeutig identifizieren und kénnen da-
bei sogar die Faktorisierung selbst vereinfachen. Auch fiir nicht vollsténdige
Elemente lassen sich in giinstigen Fillen einige Schritte sparen.
Um dies zu zeigen, betrachten wir zunéchst das Summenpolynom néher.

5.4.1 Eigenschaften des Summenpolynoms

Sei ¢ € Ex mit Grad 2¢. Das Summenpolynom des Minimalpolynoms dieses

Elementes wollen wir wieder mit p4 bezeichnen, d.h. p; =[] (1<)e (22) X —
2

(5(1) +§(‘])), worin < die lexikographische Ordnung von Tupeln aus Z¢ be-
schreibt und @0 ¢01) wie zuvor die Konjugierten von ¢ darstellt. Es
gilt folgendes Lemma:

Lemma 5.4.1. p, zerfillt in Faktoren vom Grad 2471 2%, ... 2242

Beweis. Der Einfachheit halber betrachten wir das Summenpolynom ohne Ord-
nung der Summanden, also pi = H(I?U)E (zgf X — (5(1) + f(‘])). Hier miissen
wir uns keine Sorge um die Reihenfolge der Summanden machen. Da dieses
Polynom das Quadrat von p.y ist, kommt jeder in p vorkommende Faktor in
gerader Potenz vor und ist ebenfalls ein Faktor von p..

Wir definieren jetzt Polynome pj iiber deren Nullstellen, die jeweils eine
Teilmenge der Nullstellen von p sind. Wir zeigen dann im Anschluss, dass die
Grade dieser Teiler p; wie in der Behauptung sind und die Polynome Koeffizi-
enten aus K haben. Diese Polynome py, fir 1 < k < d sind:

i 1= H (X _ (5(1) + g(ilv-"vik—l11_ik1j17---7jd—k)))

Iezd, jezd=*
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pi durchléuft also in dem ersten der beiden Summanden von der Summe
W) 4 glinsmin—1,1=k,1,dd—k) galle Konjugierten. Im zweiten Summanden sind
alle Vorzeichen bis zur k-ten Wurzel wie im ersten Summanden, das Vorzeichen
vor der k-ten Wurzel ist vertauscht, und die restlichen Vorzeichen durchlaufen
alle Paarungen. Der Faktor pg ist das Polynom, das wir schon vom Satz 5.2.1
her kennen.

Der Grad von py, ist 22¢7%. Alle Nullstellen werden doppelt durchlaufen, d.h.
pi ist ein Quadrat eines Faktors von py mit Grad 22¢9=%=1. Der Index k lduft
von 1 bis d, d.h. die Faktoren haben die geforderten Grade; es bleibt nur zu
zeigen, dass py € K[X] gilt.

In der Summe der beiden Konjugierten kénnen wir die jeweils ersten & — 1
Wurzeln zusammenfassen, denn die w; fiir j < k sind in beiden Summanden
gleich. wy, selbst ist auch in beiden Summanden gleich, und da vor beiden k-ten
Whurzeln verschiedene Vorzeichen stehen, fillt |/wy weg. Bei den restlichen w;
fiir 5 > k liegen verschiedene Konjugierte vor, d.h. im Allgemeinen bleiben diese
Wurzeln stehen. Die Summe hat also folgende Form:

k—1
5(1) + é‘(ilw--yik—l71_ik7j17-~~7jk—1) — Z(_l)imz, /w%h--qimfﬂ_i_
m=0
d
S (—1yin wlinnim=1) | (_l)jm_k\/wgll,...,z‘k_l,1—ik,j1,...,jm_k)
m=k+1

Man iiberzeugt sich leicht, dass alle Wurzeln mit allen Vorzeichen durch-
laufen werden. Nach Korollar 3.2.3 ist p; € K[X], womit die Aussage gezeigt
ist. O

Bemerkung 5.4.2. Es gibt einen deutlich einfacheren Beweis fiir dieses Lem-
ma; nach Konstruktion sind alle Nullstellen von p; durch Wurzeln auflésbar.
Also muss p4 in Faktoren mit Zweierpotenzen als Grad zerfallen. Der Grad von
py ist 2971 (24 — 1) = 2971 ... 4 22972 Bedenkt man, dass zwei gleiche Zwei-
erpotenzen zur nichstgréfleren Zweierpotenz zusammengefasst werden konnen,
ist diese Zerlegung eindeutig, und der Satz ist ebenfalls bewiesen.

Leider sind die Faktoren im Allgemeinen nicht unbedingt irreduzibel, wie
folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 5.4.3. Sei p = X* — 4X3 — 4X? + 4X + 1. Man iiberzeugt sich, dass

p Minimalpolynom von ¢ = 1+ /3 + /2 + /3 ist. Das Summenpolynom von p
ist py = X6 —-12X54+40X*—132X2 + 16X + 32. Dieses Polynom zerfillt in drei
Faktoren vom Grad zwei, ndmlich p; = (X?—4X—2)(X?—4X —8)(X?—4X+2),
was bedeutet, dass der nach Lemma 5.4.1 existierende Faktor vom Grad 4 hier
in zwei Faktoren zerfallen ist.

Wir stellen jedoch fest: Das Produkt der Terme /2 + V3 und V2 — /3 ist
V4 =3 = 1. Das heifit, dass Q(v/3, V2 +v/3) = Q(v/3, V2 — v/3) ist, und also

& nicht vollsténdig ist.
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Tatséchlich wird der folgende Satz zeigen, dass bei vollstéindigen Elementen
alle in Lemma 5.4.1 genannten Faktoren bis auf den kleinsten Faktor irredu-
zibel sind. Das hilft uns auf zweierlei Weisen: Erstens kénnen wir uns bei der
Faktorisierung von p4 auf Faktoren vom Grad %deg (&) beschrénken, was al-
so bei irreduziblen gréfleren Faktoren nur ein einziger Faktor ist, und zweitens
miissen wir den Algorithmus nicht rekursiv fiir viele kleinere Faktoren aufrufen,
sondern kénnen uns auf den einen existierenden von hinreichend kleinem Grad
beschréanken.

Dafiir zeigen wir zunéchst folgendes Lemma:

Satz 5.4.4. Sei & vollstindig und deg (£) = 2¢. Seien €1) und ) zwei Kon-
jugierte von &, wobei I und J entweder ganz identisch sind oder sich in einem
Indezx kleiner d (also vor dem letzten Index) unterscheiden. Dann sind I und J
bis auf Vertauschung der beiden durch die Summe der Konjugierten €1 4 ¢(J)
bereits eindeutig festgelegt.

Beweis. Sind I und J identisch, ist die Summe der beiden Konjugierten genau
2¢() und damit ebenfalls vollstéindig; eine Darstellung iiber die Summe zweier
anderer Konjugierter wiirde sich aber spétestens in der letzten Wurzel unter-
scheiden, d.h. es giibe zwei Darstellungen von 26, was ein Widerspruch zur
Vollsténdigkeit ist.

Seien I und J also verschieden und k < d der kleinste Index mit i # jk.
Die Darstellung der Summe muss nicht eindeutig sein, aber da die Konjugierten
aller Wurzeln unabhéngig sind (wegen der Vollsténdigkeit von &), wissen wir,
dass es eine Darstellung der Summe gibt, in der dieselben Wurzeln wie in &)
und £¢) vorkommen. Wir betrachten diese Darstellung.

Bis zu dieser Stelle k haben alle Wurzeln der Summe dieselben Vorzeichen
wie £€U) die k-te Wurzel selbst hebt sich weg. Nehmen wir 0.B.d.A. an, i = 0
und jr = 1. Nach Voraussetzung ist £ < d; da in der obersten Wurzel wy
nach Lemma 3.3.3 alle Wurzeln vorkommen, kommen in der Summe noch zwei
verschiedene Konjugierte von ,/w, vor, jeweils von einem der Summanden eine.
Welche Konjugierte zu welchem Summanden gehort, kénnen wir am Vorzeichen
vor /wy, erkennen. Die Vorzeichen aller Wurzeln zwischen k£ und d kénnen wir
dann an den Vorzeichen in der entsprechenden Konjugierten in ,/wy, ablesen.

Also sind durch die Summe bereits die Vorzeichen vor den Wurzeln der
beiden Summanden bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt. O

Wir haben diesen Satz bewiesen, um eine Beziehung zwischen den Zwi-
schenkorpern, die eine Summe zweier Konjugierter enthalten, und ihrer Galois-
gruppen herzustellen. Denn wegen Satz 5.4.4 muss jede Galoisgruppe, die mit
einem Zwischenkorper mit &; + £; korrespondiert, ¢ und j als Paar fest lassen.
Denn wiirde ein Element der Galoisgruppe ¢ und j nicht als Paar fest las-
sen, so wiirde dieses Element aufgefasst als Kérperautomorphismus wegen des
letzten Satzes die Summe nicht konstant lassen, und die Galoisgruppe wiirde
nicht mit einem Zwischenkorper korrespondieren, der diese Summe enthélt. Dies
ermdglicht uns den folgenden Satz:
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Satz 5.4.5. Sei & vollstindig und py das Summenpolynom des Minimalpoly-
noms von &. Dann zerfdllt p4 in einen moglicherweise reduziblen Faktor vom
Grad 2971 und weitere irreduzible Faktoren vom Grad 2¢,...,2%472,

Beweis. Dass p4 in besagte Faktoren zerfallt, ist in Lemma 5.4.1 gezeigt. Es
muss jetzt nur noch gezeigt werden, dass alle Faktoren bis auf den kleinsten
irreduzibel sind, wenn £ vollstindig ist. Dafiir nutzen wir den Beweis von Lemma
5.4.1, der uns die Nullstellen von p; gibt. Im Beweis von Lemma 5.4.1 war pg
ein quadratischer Faktor von p%r; der Einfachheit halber bezeichnen wir hier mit
pr den einfachen Faktor von p..

Wir beweisen die Irreduzibilitdt von py fiir k£ < d, indem wir zeigen, dass py
Minimalpolynom einer seiner Nullstellen ist.

Jedes pr. hat die Nullstelle

0,...,0)  (0,...,0,1,0,...,0)
N—— —
5 d +£ k d—k

Zahlen wir die Konjugierten lexikographisch auf, wie wir das fiir die Notation
der Galoisgruppe getan haben, so entspricht dieses der Summe &; + §ya—r 1.
Nach Satz 5.4.4 ist die Summe nur iiber diese beiden Summanden darstellbar,
d.h. die Galoisgruppe desjenigen Zwischenkorpers, der {1 +&yd—k 1 enthélt, muss
die Elemente 1 und 2%7% 4 1 fest lassen oder gegeneinander vertauschen. Wir
suchen diejenige Untergruppe von @4, die dies erfiillt.

Wir suchen dafiir zunéchst alle Elemente o von Qq, fiir die o(1) = 1 und
o(297F 4+ 1) = 29-F 1 1 gilt. Diese sind gegeben durch folgende Gruppe:

G = (QOQOAO  ©Q4 k1)
(QOQIOQLO O Qa—k—1)
(Qi—k+1 @ - ©Q4q-1)

Der obere Block reicht von der Stelle 1 bis zur Stelle 2¢=* und stellt dort
dieselbe Gruppe dar, die wir schon in der Definition 4.3.2 gesehen haben und
die hier das erste Element fest ldsst. Ein genauso grofler Block folgt, der das
Element 297%41 fest lisst. Die restlichen Gruppen erlauben alle Vertauschungen
von g, die nicht mit den ersten beiden Blocken interagieren.

Die Grofle von G ist das Produkt der Gréflen aller durch ® verkniipften
Gruppen, also
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d—k-1  \ 2 d-1 ,
|G‘ — (H 2221> . H 22171

i=1 i=d—k+1

_ et ) i e
o(k—2d-+1)+( {20+ (i) 27) 20k
o(k—2d+1)+24—k 1424124~k

22d+k—2d—1

Die Gruppenelemente, die eins und 297% 4 1 gegeneinander vertauschen,
erzeugen wir einfach aus derselben Gruppe und der Vertauschung der ersten
beiden Blocke, d.h. die Gréfle der minimalen Galoisuntergruppe der Summe
&1 + &ga-r . ist das Doppelte der Gréfie von |G|, also 92'+h=2d_ Djes sind ge-
nau die Elemente, die unsere Anforderung erfiillen, die Summe &; + &4 1 un-
verdndert zu lassen, also die zu K(&; 4+&;4-x 1) korrespondierende Galoisgruppe.
Den Grad dieser Korpererweiterung und damit den Grad des Minimalpolynoms
von &1 + &gd—x 1 erhalten wir, wenn wir die Gesamtgrofle der Galoisgruppe Qq
durch diese Grofle teilen. Dies ergibt dann 22¢7%~1 Wie im Beweis zu 5.4.1
festgestellt, ist dies genau der Grad von py; also hat pi den selben Grad wie
das Minimalpolynom einer seiner Nullstellen und ist damit irreduzibel. ]

Nach Satz 5.2.1 wissen wir, dass der kleinste Faktor zwar reduzibel sein kann,
dann aber eine Potenz des eigentlich gesuchten Minimalpolynoms des Ausdrucks
vor der letzten Wurzel in ¢ ist. Ist also & vollsténdig, so finden wir den fiir uns
interessanten Faktor von p; schon beim Suchen von quadratischen Faktoren
(da alle anderen Faktoren irreduzibel und von verschiedenen Graden sind, ist
der Faktor der einzige mehrfach auftretende), oder aber wir miissen nur nach
dem einzigen existierenden Faktor vom Grad 2¢~! suchen. Faktorisieren wir mit
Hilfe einer Abbildung in einen endlichen Koérper, so konnen wir uns dort durch
die Beschriankung auf Faktoren vom Grad < 29~! viel Arbeit erleichtern. Trotz
der Ergebnisse dieses Abschnittes miissen wir auch nach eventuellen kleineren
Faktoren suchen, da wir nicht im Voraus wissen, ob £ vollsténdig ist; da aber die
meisten Elemente vollstindig sind, werden wir im Allgemeinen keine kleineren
Faktoren finden.

Ahnliches (und sogar noch mehr) gilt auch fiir das Differenzenpolynom, mit
dem wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen werden.

5.4.2 Eigenschaften des Differenzenpolynoms

Sei ¢ € Eg mit Grad 2¢. Das Differenzenpolynom des Minimalpolynoms dieses
Elementes wollen wir wieder parallel zum Summenpolynom mit p_ bezeichnen,
dh.p_:= H(];éj)e (24)? X — (6D —£W)) worin €00 (1) wie zuvor die
Konjugierten von £ darstellen. Wir erinnern uns, dass das Differenzenpolynom
den Grad 2¢(2? — 1) hat (also doppelt so groB ist wie das Summenpolynom),
aber alle Koeffizienten bei ungeraden Exponenten null sind.
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Es gilt auch hier ein allgemein giiltiges Zerfallungslemma, némlich:

Lemma 5.4.6. p_ zerfillt in Faktoren vom Grad 24,2441 . 22d-1,

Beweis. Wie beschréinken uns hier auf den einfachen Beweis dhnlich wie in der
Bemerkung 5.4.2. Nach Konstruktion sind alle Nullstellen von p_ durch Wurzeln
auflosbar. Also muss p_ in Faktoren mit Zweierpotenzen als Grad zerfallen. Der
Grad von p_ ist 2¢-(2¢ —1) = 2¢ 4 ... 4+ 229=1 Bedenkt man, dass zwei gleiche
Zweierpotenzen zur Néchsthoheren zusammengefasst werden konnen, ist diese
Zerlegung eindeutig, und der Satz ist bewiesen. O

Auch hier konnen wir durch Beschrinkung auf vollstindige Elemente fest-
stellen, dass die oben genannten Faktoren irreduzibel sind; und in diesem Fall
sogar alle, auch der Faktor mit dem kleinsten Grad. Dies liegt besonders dar-
an, dass wir die Eindeutigkeit der Differenz zweier Konjugierter etwas stérker
fassen konnen als die Eindeutigkeit der Summe von Lemma 5.4.4:

Satz 5.4.7. Sei & vollstindig und 2% = deg (€). Seien 1) und €) zwei Konju-
gierte von &, wobei I und J nicht identisch sind. Dann sind I und J durch die
Differenz der Konjugierten 1) — ) bereits eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei k der kleinste Index mit i # ji. Die Darstellung der Differenz
muss nicht eindeutig sein, aber da die Konjugierten aller Wurzeln wegen der
Vollstédndigkeit von £ unabhéngig sind, wissen wir, dass es eine Darstellung der
Summe gibt, in der dieselben Wurzeln wie in € und &) vorkommen. Wir
betrachten diese Darstellung.

Bis zur Stelle k£ heben sich alle Wurzeln weg. An der Stelle k trennen wir die
beiden Wurzeln wieder voneinander. Wir koénnen feststellen, ob i; oder ji eins
ist; im ersteren Fall hat das Vorzeichen der Differenz gegeniiber £ gewechselt,
im letzteren nicht. Da alle Wurzeln und insbesondere /wy in der obersten
Wurzel /wg nach Lemma 3.3.3 wieder vorkommt, kommen zwei Konjugierte
von /wy in der Differenz vor, und wir kénnen die Vorzeichen der restlichen
Wurzeln wieder zuordnen. Die Vorzeichen vor den Wurzeln von £U) und ¢()
sind dadurch eindeutig bestimmt, und damit auch die Konjugierten selbst. [

Wie beim Summenpolynom kénnen wir mit diesem Lemma die Differenzen
zu den Galoisgruppen des ersten Zwischenkorpers, der die Differenz enthiilt,
zuordnen. Auf diese Weise gelingt wieder eine Aussage {iber den Grad des Ele-
ments und damit auch des Faktors von p_, in dem die Differenz vorkommt:

Satz 5.4.8. Sei £ vollstindig und p— das Differenzenpolynom des Minimalpo-
lynoms von &. Dann zerfillt p— in irreduzible Faktoren vom Grad 2%, ..., 2241,

Beweis. Die allgemeine Zerféllung ist bereits in Lemma 5.4.6 gezeigt. Es muss
jetzt nur noch gezeigt werden, dass alle Faktoren irreduzibel sind, wenn &
vollsténdig ist. Parallel zum Beweis von Lemma 5.4.1 stellen wir fest, dass

Dr = H (X _ (5(1) _ g(il,...,ik_l,l—z’k,jl,...,jd_k)))

Iezd, jezd=*
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ein Faktor von p_ vom Grad 22¢* ist und eine Nullstelle

0,...,0) (0,...,0,1,0,...,0)
N—_—— ————— ——
5 d _5 k d—k

besitzt. In lexikographischer Aufzihlung der Konjugierten entspricht dies &; —
§oa—k 1. Wir zeigen, dass pr Minimalpolynom dieser Nullstelle ist.

Nach Satz 5.4.7 ist keine andere Differenz von Nullstellen dieser Differenz
gleich, also muss die Galoisuntergruppe jedes Zwischenkorpers, der {1 —§ya-a
enthélt, diese Elemente einzeln fest lassen (einzeln im Gegensatz zum Sum-
menpolynom, wo die beiden Elemente auch gegeneinander vertauscht werden
durften; dies wiirde hier zu einer Anderung des Vorzeichens fiihren). Die Galois-
gruppe, die diese Elemente fest ldsst, ist das G aus dem Beweis zu Satz 5.4.5.
Den Grad des korrespondierenden kleinsten Zwischenkorpers erhalten wir durch

21 o2d-k
920 +k—2d—1 :
Dies entspricht aber dem Grad von pg, also ist pr Minimalpolynom der Differenz

und damit irreduzibel. O

Division der Ordnung von ()4 durch die Ordnung von G, also

Also zerfallt auch das Differenzenpolynom bei vollstdndigen Elementen in
Faktoren aufsteigender Zweierpotenzen, wobei wir diesmal sogar feststellen kén-
nen, dass auch der kleinste Faktor irreduzibel ist. Dies ist auch einleuchtend,
bedenkt man, dass es nach Lemma 3.3.6 eine Darstellung geben muss, in der
die letzte Wurzel vollen Grad hat und vollstéindige Elemente eine eindeutige
Darstellung haben (und mithin in dieser Darstellung die letzte Wurzel vollen
Grad hat).

In der Praxis miissen wir, &hnlich wie beim Summenpolynom, trotzdem auch
nach anderen Faktoren vom Grad 2¢ des Differenzenpolynoms suchen (bzw. vom
Grad 2971 wenn wir X2 durch X substituiert haben). Im Allgemeinen (n&mlich
bei vollstdndigen Elementen) werden wir aber keine solchen Faktoren antreffen.
Die Suche nach Faktoren vom Grad kleiner als 2971 ist nicht nétig, da & nach
Lemma 3.3.6 in jedem Fall - vollstdndig oder nicht - auch eine Darstellung
besitzt, in der & vollen Grad hat.

Dieser Abschnitt hat uns gezeigt, dass wir im Allgemeine nach der Fakto-
risierung des Summen- und Differenzenpolynoms bei beiden nur jeweils einen
Kandidaten haben, an dem wir fortsetzen miissen, und dieser eine Kandidat
dann auch relativ leicht zu finden ist.

5.5 Einfache Sonderfille

Bei einigen speziellen Problemen ist das Finden von Nullstellen in Eg deutlich
einfacher. Da dies naturgeméf eher die Probleme kleineren Grades betrifft und
wir in der Rekursion in jedem Fall frither oder spéater auch solche Polynome
antreffen, ist es von besonderer Bedeutung, Sonderfille effizient 16sen zu kénnen.
Dabher stellen wir in diesem Abschnitt ein paar Sonderfélle speziell heraus und
betrachten Losungswege fiir diese Félle.
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Require: p =aX?+bX +¢
if a == 0 then
return {3°}

else
return { —btvbi—dac V;f —dac }
end if

Abbildung 5.4: Algorithmus fiir Polynome vom Grad < 2

Require: p mit nur geraden Exponenten
pi=p(VX)
¢ = 16se(p)
return {\/¢}

Abbildung 5.5: Algorithmus fiir Polynome mit nur geraden Exponenten
16se stellt die allgemeine Lisungsroutine dar, die weiter unten vorgestellt wird.

5.5.1 Lineare und quadratische Polynome

Ein ganz einfacher Fall ist natiirlich, wenn p von vornherein nur Grad eins hat.
In diesem Fall hat p = X — a natiirlich eine Nullstelle in Ex, n&mlich a. Dieser
Fall ist sozusagen der Rekursionsanfang des allgemeinen Problems.

Auch bei quadratischen Polynomen haben wir wegen der klassischen Formel
flir quadratische Polynome kein Problem, die stets vorhandenen Lésungen in Ex
exakt anzugeben; Fiir p = X2+ aX + b sind die beiden Losungen fiir p(X) = 0

durch X = —§ + 4/ “2241’ gegeben. Sollte p also vom Grad kleiner gleich zwei
sein, konnen wir diese Losungen direkt zuriickgeben.

5.5.2 Polynome mit nur geraden Exponenten

Falls in der durch den Darstellungssatz gegebenen Darstellung von £ die Fak-
toren vor allen Wurzeln auler der letzten null sind, d.h. ¢ die Form /&> hat,
dann ist das Minimalpolynom von ¢ das Minimalpolynom von &2, wenn man
X? durch X substituiert. In diesem Fall wire das Summenpolynom konstant
null, wihrend der interessante Faktor des Differenzenpolynoms wieder genau p
ergeben wiirde. Wir kénnen also von vornherein X? durch X substituieren und
mit dem einfacheren Polynom fortfahren, und die Quadratwurzel aulen um &,
spéter wieder hinzufiigen.

Dieser Fall ist natiirlich nicht allzu héufig; andererseits ist der Test auf diesen
Fall extrem simpel und spart gegebenenfalls mit dem ersten Rekursionsschritt
den grofiten Teil der Arbeit ein.
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Require: p = x2¢ 4 a X2y o
p=p(X—5)
¢ := lose(p)

return {§ — 5} }

Abbildung 5.6: Algorithmus zur Elimination des zweithdchsten Koeffizienten

5.5.3 Elimination des konstanten Anteils

In der durch den Darstellungssatz gegebenen Darstellung von € existiert auch
ein Summand kg, der vor allen Wurzeln steht. Wir stellen fest:

Lemma 5.5.1. Sei & = % (ko + Zle ki,/wi> und p das Minimalpolynom von
&. Dann ist der zweithdochste Koeffizient von p genau fﬂ%.

Beweis. Nach Lemma 3.2.2 sind die Nullstellen des Minimalpolynoms genau
alle Konjugierten von £. Also ist der zweith6chste Koeffizient die negative Sum-
me aller Konjugierten. Dabei heben sich die Wurzeln gegenseitig weg, d.h. wir

haben nur %0 als Beitrag jeder Konjugierten zur Summe. Da es genau 2¢ Kon-

jugierte gibt, ist der zweithéchste Koeflizient also —261%. O

Auf diese Weise konnen wir den konstanten Summanden aus dem Mini-
malpolynom ablesen. Substituieren wir X in p durch (X + %0 , so verschie-

ben wir die Nullstellen um diesen Term; wir erhalten ein neues Polynom, das
0
Grad, aber ohne konstanten Summanden.

Diese Operation bringt uns zwei Vorteile: Erstens ist der zweithdchste Ko-
effizient des Polynoms nach der Verschiebung null, was die Berechnungen in
den anderen Algorithmen vereinfacht. Zum Zweiten ist es natiirlich moglich,
dass alle anderen Vorfaktoren vor den Wurzeln bis auf die héchste Wurzel null
sind, und wir daher jetzt die in Unterabschnitt 5.5.2 beschriebene Vereinfachung

2?21 k:l-‘/wi> als Nullstellen hat, also immer noch ein Element vom selben

anwenden konnen.

Allein die Iteration dieser ersten drei Sonderfille kann einige Problemin-
stanzen von vornherein ohne viel Miihe 16sen. Betrachten wir dazu folgendes
Beispiel.

Beispiel 5.5.2. Sei

p=X®+16X7 +100X° + 304X5 + 450X * 4 272X3 + 28X% — 16X — 4

Der zweithochste Koeffizient ist nicht null. Wir teilen diesen Koeffizienten
durch den Grad des Polynoms und bringen auf diese Weise in Erfahrung, dass
];—0 = —2 ist. Substituieren wir X durch X — 2, so erhalten wir

X8 —12X0% + 50X — 84X2 + 44
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In diesem Polynom sind alle Exponenten gerade, d.h. die Nullstellen sind
die Wurzeln der Nullstellen von X% — 12X3 4+ 50X? — 84X + 44. Hier haben
wir wieder einen zweithtchsten Koeffizienten ungleich null; teilen wir diesen
durch vier, so stellen wir fest, dass der konstante Anteil der Nullstellen dieses
Polynoms drei ist. Wir substituieren wieder X durch X + 3 und erhalten dann

X4 —4x2%2 -1

Hier kénnen wir wieder X2 durch X ersetzen und erhalten schlieBlich die
quadratische Gleichung X? —4X — 1 = 0, die wir mit Hilfe der Formel fiir Grad
zwei zu 2 £ /5 losen. Wieder die Rekursion riickwirts durchlaufend fiigen wir
zunéchst ein Wurzelzeichen um diese Losung hinzu, addieren dann die Drei aus
dem zweiten Schritt, fiigen wieder eine Wurzel hinzu und subtrahieren zuletzt
die Zwei aus dem ersten Reduktionsschritt. Insgesamt bekommen wir dann die

Losungen
—241\/3+\/2+V5

Wir iiberpriifen, dass dieser Ausdruck und damit auch all seine Konjugierten
tatsdchlich Nullstellen von p sind. Angesichts des relativ komplex erscheinenden
Anfangspolynoms p ergibt hier die Anwendung der Sonderfélle eine effiziente
Losung.

5.5.4 Polynome vom Grad vier

Bekanntermaflen sind auch die Nullstellen eines Polynoms vom Grad vier immer
durch Radikale ausdriickbar, allerdings nicht notwendigerweise durch Quadrat-
wurzeln. In diesem Fall bietet sich eine etwas andere Vorgehensweise an als fiir
die Félle hoheren Grades. Dabei expandieren wir ein Element vom Grad vier
symbolisch und vergleichen das Ergebnis mit dem vorgegebenen Polynom.
Wir betrachten ein Element aus Ex vom Grad vier. Wir wollen 0.B.d.A.
annehmen, dass der konstante Summand dieses Elements null ist; andernfalls
konnen wir den konstanten Faktor wie in Unterabschnitt 5.5.3 beschrieben eli-
minieren. Das Element soll echt vom Grad vier sein, d.h. der Faktor vor der
zweiten Wurzel ist nicht null; ob der Faktor positiv oder negativ ist, ist nicht
interessant, da zu beiden Féllen eine Konjugierte vorliegen wird. Wir kénnen
also ein Element vom Grad vier durch vier Elemente a, b, ¢ und d aus K wie

folgt ausdriicken:
E=avb+\/c+dVb

Hierin geniigt es noch, wenn a € {0,—1,1}; jeden anderen Betrag konnen
wir in die Wurzel mit hineinziehen und entsprechend aus d herausdividieren.
Weiter konnen wir a = 0 ebenfalls ausschlieen, wenn wir voraussetzen, dass wir
den in Unterabschnitt 5.5.2 beschriebenen Sonderfall schon behandelt haben;
denn dieser wire eingetreten, wenn ¢ = 0 ist. Also ist a € {—1,1}. Offenbar
gibt es dann aber unabhéingig von dem Wert von £ eine Konjugierte von &, in
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Require: p = X*+ ko X2+ k1 X + ko
q:= *king + (k‘% — 4k0)X2 + 2k1ko X + k‘%
faktorisiere ¢
if ¢ hat einen Linearfaktor (X — z) then

d:==x

b:= —Z—l

c:i= —’“2—2 —-b

return {vb+ V¢ + dvb}
else

return {}
end if

Abbildung 5.7: Algorithmus zum Finden von Nullstellen mit Quadratwurzeln bei
Polynomen vom Grad vier

der ¢ = 1 ist, und da es uns geniigt, irgendeine Konjugierte von £ zu finden,
nehmen wir 0.B.d.A. a =1 an.

Nehmen wir das Produkt aus den vier Linearfaktoren X — n fiir die Konju-
gierten n von &, so erhalten wir symbolisch das Minimalpolynom:

P=X"+(-2c—2b) X* + (4bd) X + (¢* + b* — 2bc — d°b)

Nehmen wir an, wir haben ein Eingabepolynom p, das ebenfalls vom Grad
vier ist. Unsere Aufgabe ist es, nach Nullstellen von p aus dem Euklidischen
Korper zu suchen. Wir driicken auch p symbolisch aus und setzen p und P
koeffizientenweise gleich. Ist p = X* + ko X2 + k1 X + ko, so erhalten wir damit
das Gleichungssystem

]432 = —2¢—2b
ki = 4bd
ke = +b>—2bc—d%

Wir 16sen die oberste Gleichung nach ¢ auf und erhalten ¢ = — %2 —b. Setzen
wir dies in die beiden anderen Gleichungen ein, so haben wir noch

ky = 4bd
1
ko = 2bkg+4b® —d%b+ Zkz%

Losen wir jetzt die obere Gleichung nach b auf und setzen sie in die untere
ein, so erhalten wir die Gleichung

kiky K dky K

ko = 22
07 90 T4z 4 4
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Wir kénnen d = 0 ausschlieffen, denn ansonsten wére auch kq null, und wir
hiitten ebenfalls den in 5.5.2 beschriebenen Sonderfall’. Also kénnen wir die
Gleichung mit 4d? multiplizieren und erhalten die Form

0 = —4kod® 4 2dky ks + k3 — d3ky + d*k3

Wir wollen d berechnen; daher substituieren wir X = d, und erhalten:

0= k1 X34 (k3 — 4k2)X? 4 2k ko X + k3
Wir bezeichnen das Polynom auf der rechten Seite als g,. Es gilt

Lemma 5.5.3. Ist p = X* + ko X2 + k1 X + ko € K[X] mit ky # 0 Minimal-
polynom eines Elements aus Ex, dann hat g, € K[X] einen linearen Faktor

(X —z), undmitd=x, b= Z—}C und ¢ = —%2 —b ist die Nullstelle von p bis auf

Konjugation b+ v/ ¢+ dv/b.

Beweis. Wenn p Minimalpolynom eines Elements aus Eg ist, dann ist dieses
Element vom Grad vier und erfiillt also alle oben beschriebenen Gleichungen.
gp muss dann mit d eine Losung aus K haben. Die Gréflen b und c ergeben sich
dann durch Einsetzen in die jeweiligen vorigen Gleichungen. |

Wir koénnen also die Nullstellen von Polynomen vom Grad vier, die durch
Quadratwurzeln darstellbar sind, iiber die Faktorisierung von ¢, finden. Falls
gp keinen linearen Faktor aus K hat oder eine der anderen Bedingungen nicht
erfiillt sind, dann hat p keine Nullstelle aus Ek. Sind die Bedingungen erfiillt,
dann konnen wir die Nullstelle aus b, ¢ und d berechnen und testen, ob dies
tatsdchlich eine Nullstelle von ¢ ist.

Insgesamt ist dies deutlich einfacher als die Berechnung des Summen- und
Differenzenpolynoms, die im Wesentlichen vom Grad sechs wéren und daher
auch schwieriger zu faktorisieren wéren.

5.5.5 Polynome vom Grad acht

Ab einem Grad von acht ist die eben bei Grad vier verwendete Methode deutlich
schwieriger. Die Berechnung des Summen- und des Differenzenpolynoms ist
aber auch symbolisch noch moglich. Auf diese Weise kann also dieser Schritt
des Algorithmus im Wesentlichen in einer festen Vorverarbeitung geschehen?.
Das Vorgehen in diesem Sonderfall ist direkt mit dem im Hauptalgorithmus
identisch, daher verzichten wir hier auf ndhere Erlduterungen.

Dies erscheint im ersten Moment erstaunlich, da ¢ dann ja v/b+ \/c wire und somit nicht
ein Ausdruck unter einer Wurzel. Dies ist aber eine Voraussetzung dafiir, dass der Sonderfall
aus Abschnitt 5.5.2 zutrifft. Tatsdchlich ist £ in diesem Fall aber nicht mehr vollstdndig und
hat eine zweite Darstellung, ndmlich v/b + ¢ + 2v/be.

2Die vollstéindigen symbolischen Summen- und Differenzenpolynome fiir Polynome vom
Grad acht fiillen jeweils etwa 13 Seiten. Wir verzichten daher hier darauf, das Polynom
vollstédndig anzugeben.
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5.6 Zusammengesetzter Algorithmus

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ergebnisse des Kapitels zusammentra-
gen und einen vollstéandigen Algorithmus zum Finden durch Quadratwurzeln
ausdriickbarer Nullstellen angeben. Die Faktorisierung iiber dem Grundkorper
K setzen wir dabei voraus. An einigen Stellen bendtigen wir keine volle Fakto-
risierung, sondern nur die irreduziblen Faktoren bis zu einem bestimmten Grad
d; wir notieren den Faktorisierungsaufruf dann einfach mit dieser Obergrenze
als zweitem Argument.

Zuerst einmal die Schritte im Uberblick: Wir erhalten ein univariates Poly-
nom p € K[X]. Wir wollen alle Nullstellen dieses Polynoms angeben, die in Ex
liegen.

Dazu faktorisieren wir p zunéchst mit Hilfe des Faktorisierungsalgorithmus.
Alle Faktoren, deren Grad keine Zweierpotenz ist, verwerfen wir. Bleiben an-
sonsten keine Faktoren iiber, so hat nach Korollar 2.1.4 das Polynom p keine
Nullstellen in Ex, und wir geben die leere Menge zuriick. Fiir alle Linearfakto-
ren X — a fiigen wir a der Losungsmenge zu. Alle quadratischen Faktoren 16sen
wir mit Hilfe der pg-Formel.

Fiir Faktoren vom Grad vier oder héher wissen wir nicht im Voraus, ob der
Faktor durch Quadratwurzeln darstellbare Nullstellen hat. Ist K eine Erweite-
rung von Q, so nutzen wir jetzt zundchst den schnellen Test aus Abschnitt 5.1,
indem wir den Faktor modulo der ersten 25 Primzahlen weiter faktorisieren. Er-
halten wir dabei einen Faktor, dessen Grad nicht eine Zweierpotenz ist, so sind
wir sicher, dass wir keine Nullstellen aus Ex finden werden, und kénnen abbre-
chen. Andernfalls besteht natiirlich immer noch eine Restmdoglichkeit, dass der
Faktor trotzdem keine durch Quadratwurzeln darstellbare Nullstellen hat; in
diesem Fall wiirden wir aber im weiteren Verlauf des Algorithmus irgendwann
auf diese Tatsache stoflen.

Auf die Faktoren, die diese Vortests erfolgreich durchlaufen haben, wenden
wir jetzt, soweit moglich, die Sonderfallbetrachtung aus Unterabschnitt 5.5.2
und 5.5.3 an. Kénnen wir damit den Faktor auf ein Polynom vom Grad vier
reduzieren, wenden wir den Sonderfall aus Unterabschnitt 5.5.4 an.

Falls wir auf einen Faktor keinen weiteren der Sonderfille anwenden konnen,
starten wir mit diesem Faktor den allgemeinen Algorithmus; wir wollen diesen
Faktor mit p bezeichnen. Mit dem in Abschnitt 5.3.4 beschriebenen Algorithmus
berechnen wir das Summenpolynom p4 und das Differenzenpolynom p_ von p.
Die Polynome py und p_ faktorisieren wir jetzt, wobei wir uns auf Faktoren
vom Grad < 2971 bzw. beim Differenzenpolynom auf Faktoren exakt vom Grad
29 beschriinken. Im Allgemeinen rechnen wir damit, nur jeweils einen Faktor mit
passendem Grad zu erhalten. Nur fiir den Fall, dass die Nullstellen von p trotz
des vorher absolvierten Tests doch nicht durch Quadratwurzeln darstellbar sind
oder wenn das zwar der Fall ist, die Nullstelle aber nicht vollstdndig ist, konnen
wir verschiedene Faktoren erhalten, die unseren Gradbedingungen geniigen. In
diesem Fall halten wir einen Faktor von p fest, wissen jetzt aber nicht, welcher
Faktor von p_ zu dieser Darstellung gehort; wir miissen also alle Faktoren von
p_ ausprobieren.

Ist p Minimalpolynom eines Elementes ¢ aus Ex und ist &€ = & ++/&2, so sind
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Require: p € K[X]
faktorisiere p
lsg = {}
for all p Faktor von p, deg (p) = 2¢ do
if deg (p) <2 then
lsg :=lsg U 16seGrad2(p)
néchster Faktor
end if
p :=eliminiereKonstante(p)
if p hat nur gerade Exponenten then
lsg := lsg UreduziereWennAlleExponentenGrade(p)
néchster Faktor
end if
if schnellerTest(p) == false then
nichster Faktor
end if
if deg(p) == 4 then
lsg :=lsg U 16seGrad4(p)
néchster Faktor
end if
(p+,p—) :=berechneSummenUndDifferenzenPolynom(p)
faktorisiere p,, 297!
faktorisiere p_, 2¢
lsgy := 16se(py)
for all p; Faktor von p,, deg(p;) < 2% ! do
Isgr :=lsg1 U {g\g € lose(py)}
end for
if p_(v/X) hat einen Faktor p_ mit deg (p_) = 2%~! then

Isg2 = {/§1¢ € 16se(57))
if Isgo == () then
return {}
else
& = \/g fiir ein £ € Isgo
end if
else
return {}
end if
for all & : & ~ &) €lsg1 do
if ﬁ(fl + 52) == 0 then
Isg :=lsg U{&1 + &2}
end if
end for
end for
return [sg

Abbildung 5.8: Algorithmus zum Finden von Nullstellen mit Quadratwurzeln
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die jeweiligen Faktoren von p, und p_ nach Satz 5.2.1 die Minimalpolynome
von 2¢; und 4&, wenn wir X2 im Differenzenpolynom durch X ersetzen. Wir
rufen den Algorithmus mit diesen beiden Polynomen rekursiv auf, wobei wir
uns soweit wie moglich wieder der vereinfachenden Sonderfille bedienen.

Beim Zusammensetzen der beiden Teile £; und & miissen wir bedenken, dass
wir nicht wissen, welche jeweilige Konjugierte von £; mit welcher Konjugierten
von &2 kombiniert werden muss. Wir miissen also fiir eine Darstellung von &5 alle
moglichen Darstellungen von &; ausprobieren und den Kandidaten jeweils durch
Einsetzen in p testen. Sollte sich dabei keine der Kombinationen als Nullstelle
von p erweisen, so haben wir gezeigt, dass p keine Nullstelle in Eg hat; denn
ansonsten miissten nach dem oben Gesagten eine Kombination erfolgreich sein.
Natiirlich ist es moglich, dass bereits einer der beiden rekursiven Aufrufe keine
Losung zuriickgegeben hat; in diesem Fall kénnen wir ebenfalls mit einer leeren
Menge als Riickgabe abbrechen (es sei denn, wir hatten mehrere Faktoren von
p+ oder p_, die unsere Gradanforderungen erfiillten).

Der vollstindige Algorithmus findet sich in Abbildung 5.8. Dabei bezeich-
net der Aufruf néchster Faktor einen Sprung ans Ende der dufleren FOR-
Schleife, in der die Faktoren von p durchlaufen werden. Auflerdem werden die
vorher angegebenen Algorithmen aufgerufen, und zwar mit den Bezeichnungen
16seGrad2 (Abbildung 5.4), eliminiereKonstante (Abbildung 5.6), redu-
ziereWennAlleExponentenGrade (Abbildung 5.5), 16seGrad4 (Abbildung
5.7) und berechneSummenUndDifferenzenPolynom (Abbildung 5.3).

Betrachten wir die Laufzeit des Algorithmus. Zunéchst bendtigen wir eine
Faktorisierung des Eingabepolynoms p. Sei d der Grad eines der Faktoren, dann
schlieBt sich (wenn nicht einer unserer Sonderfélle zuschléigt) ein Aufruf des Be-
rechnungsalgorithmus fiir das Summen- und Differenzenpolynom an. Die beiden
resultierenden Polynome sind vom Grad @ und miissen jetzt wieder fak-
torisiert werden; diese Faktorisierungen machen gewohnlich den Hauptteil der
Laufzeit aus. Mit den Ergebnissen wird der Algorithmus rekursiv aufgerufen,
wobei die Polynome jeweils nur noch den Grad g haben. Im schlimmsten Fall

(wenn die Nullstellen nicht vollsténdig sind) miissen wir dabei d(dQ;dl)Q =d-1
rekursive Aufrufe machen. Hat p aber eine vollstdndige Nullstelle aus Eg, so
benétigen wir nach den Sétzen 5.4.8 und 5.4.5 nur zwei rekursive Aufrufe.

Die Laufzeit fiir die Berechnung der v wollen wir mit 77, (d) bezeichnen, und
die Laufzeit einer Faktorisierung eines Polynoms vom Grad d mit T¢(d). Nach
Lemma 5.3.16 benstigt die Berechnung der v asymptotisch O(d*) Operationen
in K. Die Laufzeit der Faktorisierung ist natiirlich abhéngig von K. Wir wollen
aber annehmen, dass die Faktorisierung wenigstens linear ansteigende Laufzeit
hat, so dass wir fiir a > 1 die Abschétzung a T¢(b) < T¢(ab) machen kénnen.
Die gesamte Laufzeit fiir einen Schritt unseres Algorithmus fassen wir in t(d)
zusammen, d.h. wir definieren

t(d) = Ty(d) + T, (d) + 2T (@)

Auch fiir t(d) konnen wir jetzt at(b) < t(ab) abschétzen.
Wir wollen die Laufzeitabschitzung zunéchst fiir den ungiinstigsten Fall
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durchfiithren, in dem wir tatséchlich in jedem Schritt d — 1 rekursive Aufrufe
machen miissen. In diesem Fall erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 5.6.1. Sei p € K[X] ein Polynom vom Grad d. Bezeichne T(d) die
Laufzeit fiir den Algorithmus zur Suche nach Nullstellen von p aus Eg, dann
gilt

T(d) € O (dlog (d)t(d))

Beweis. Es ist
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Diese Abschitzung ist aber nur in dem unwahrscheinlichen Fall relevant,
wenn das Summen- und Differenzenpolynom in jedem Schritt maximal un-
glinstig zerféllt. Aus den Abschnitten 5.4.1 und 5.4.2 wissen wir, dass dies in
der Regel nicht der Fall ist. Wir wollen also eine weitere Abschétzung machen,
in der wir davon ausgehen, dass wir den Algorithmus mit einem Polynom auf-
rufen, welches tatséchlich durch Quadratwurzeln ausdriickbare Nullstellen hat,
und dass diese Nullstellen vollstdndig sind.

Lemma 5.6.2. Seip € K[X] ein Polynom vom Grad d mit vollstindigen Null-

stellen aus Eg. Bezeichne T'(d) die Laufzeit fiir den Algorithmus zur Suche nach
Nullstellen von p aus Ex, dann gilt

T(d) € O (log (d) t(d))
Beweis. Aufler t(d) werden wir genau zwei Aufrufe des Algorithmus mit halbem

Grad haben (jetzt nur zwei, da wir annehmen, dass die Nullstellen existieren
und vollstindig sind). Schreiben wir diese Rekursion auf, so erhalten wir:
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Zusammengefasst ist die Laufzeit des Algorithmus zur Berechnung von mit
Quadratwurzeln ausdriickbaren vollstdndigen Nullstellen eines univariaten Po-

lynoms vom Grad d also in O <1og (d) (Tf(d) + T, (d) + 2T} (@))) Exi-
stieren keine solche Nullstellen oder sind diese nicht vollsténdig, kann der Algo-
rithmus maximal eine Laufzeit von O (dlog (d) (Tf(d) + T, (d) + 2T} (@)))
haben.
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Kapitel 6

Quadratwurzell6sungen von
Systemen von Gleichungen

Bisher sind wir davon ausgegangen, die durch Quadratwurzeln erzeugten Null-
stellen eines univariaten Polynoms zu finden, was eine Konstruktionsaufgabe
16st, wenn genau ein Parameter aus genau einem anderen konstruiert werden
soll und sich der Constraint zwischen diesen beiden Gréflen polynomiell auf-
schreiben lidsst. Im Allgemeinen haben wir aber mehrere Variablen und auch
mehrere Gleichungen. Auflerdem sind alle diese Gleichungen ihrerseits aus Kon-
struktionen hervorgegangen, d.h. wir haben auch in den Gleichungen Quadrat-
wurzeln stehen. Wir wollen uns jetzt dem Problem zuwenden, ein solches Glei-
chungssystem auf die oben besprochene Auflésung eines univariaten Polynoms
zuriickzufithren. Dazu zeigen wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels zunéchst,
wie wir aus dem allgemeinen Gleichungssystem mit Quadratwurzeln ein po-
lynomielles Gleichungssystem erstellen kénnen. Die folgenden drei Abschnitte
beschéftigen sich mit der Anpassung klassischer Methoden zur Reduzierung
eines multivariaten Gleichungssystems auf eine univariate polynomielle Glei-
chung; allgemeine Formen dieser Methoden finden sich z.B. in den Biichern
von Cox, Little und O’Shea [5, 6]. Im letzten Abschnitt gehen wir auf eine
neue Reduktionsmoglichkeit ein, die besonderen Nutzen aus den geometrischen
Urspriingen des Gleichungssystems zieht.

6.1 Reduktion auf polynomielle Gleichungssysteme

Bedingt durch die Konstruktion sind alle Gleichungen durch Anwendung der
Korperoperationen und des Quadratwurzeloperators aus Elementen von Q und
Variablen fiir die freien Parameter hervorgegangen. Alle freien Parameter, die
in der Konstruktionsaufgabe keinem Constraint unterliegen, bezeichnen wir
als Y1,...,Y, und betrachten sie als dem Grundkérper zugehorig, d.h. K =
Q(Y1,...,Y,). Bezeichnen wir die anderen Variablen mit X1, ..., X,,, so besteht
also jede Gleichung unseres Constraintsystems aus Elementen aus Ex(x, . x,,)-
Wir beschéftigen uns zunéchst damit, diese Gleichungen auf polynomielle Glei-
chungen zuriickzufiihren.

Dies gelingt uns mit Hilfe des Korollars 3.2.3. Nach diesem Korollar miissen
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wir die Gleichungen nur mit allen Konjugierten multiplizieren, um jede Glei-
chung in einen rationalen Ausdruck aus K(Xi,..., X,,;) umzuwandeln. Dabei
fligen wir jeder Gleichung noch Losungen hinzu und damit moglicherweise auch
dem gesamten System, d.h. wir miissen nach Berechnen der Losungen fiir das
polynomielle System alle erhaltenen Losungen noch kontrollieren.

Jetzt miissen wir uns noch um die Nenner kiimmern; dafiir kiirzen wir die
Briiche zunéchst so weit wie moglich und 16sen dann das Gleichungssystem aus
den Zahlern. Die Losungen, die wir dann erhalten, setzen wir in die Nenner ein
und verwerfen alle Losungen, bei denen ein Nenner null wird.

Fassen wir die Schritte noch einmal kurz zusammen. Wir haben zu Beginn
ein System von n Gleichungen qi, ..., ¢, € Eg(x, .. x,,)- Wir multiplizieren je-
des ¢; mit all seinen Konjugierten. Die erhaltenen rationalen Ausdriicke kiirzen
wir und betrachten dann nur noch die Zéhler py,...,p, € K[X1,..., X,;,]. Die-
ses polynomielle Gleichungssystem 16sen wir dann. Alle durch Quadratwurzeln
ausdriickbaren Losungen dieses Systems setzen wir in das urspriingliche Glei-
chungssystem ein und iiberpriifen, ob jeder Ausdruck identisch null ist.

Es bleibt der Zwischenschritt, das polynomielle Gleichungssystem auf die
Losung univariater Polynome zuriickzufithren. Verschiedene Moglichkeiten, die-
ses Problem anzugehen, betrachten wir in den folgenden Abschnitten.

6.2 Schrittweise Reduktion

Wir suchen jetzt fiir Polynome p1,...,p, € K[Xq,...,X,,] eine gemeinsame
Nullstelle aus Eg'. Betrachten wir folgendes simple Beispiel.

Beispiel 6.2.1. Sei

m o= X?’-Y?-1
pr = X2-Y?24+X -2

Wir suchen Werte fiir X und Y so, dass pi1(X,Y) = p2(X,Y) = 0 ist. Wir
konnen die obere Gleichung univariat auflosen und erhalten X = Y2+ 1.
Setzen wir dies in die untere Gleichung ein, so erhalten wir 1 = VY2 + 1 und
stellen daher fest, dass Y = 0 und X = 1 eine Losung ist.

Was dieses Gleichungssystem fiir uns so einfach gemacht hat, war der Um-
stand, dass wir die obere Gleichung beziiglich X univariat auflésen konnten
und hier schon einen Ausdruck mit Quadratwurzeln erhielten, in dem Y noch
symbolisch vorkam. Dies konnten wir einfach in die zweite Gleichung einsetzen
und hatte somit das Gleichungssystem um eine Variable und eine Gleichung
reduziert.

Fiir den ersten Auflésungsschritt haben wir p; also als Polynom in K(Y)[X]
aufgefasst und dort univariat gelost. Verallgemeinernd kann man alle Gleichun-
gen durchgehen und iiberpriifen, ob man diese Gleichung nach einer ihrer Va-
riablen univariat auflésen kann. Den Test konnen wir mit dem Algorithmus
aus Abschnitt 5.1 durchfithren. Gelingt dies, so setzen wir die Losung in alle

77



6.3. REDUKTION UBER VERALLGEMEINERTE RESULTANTEN

anderen Gleichungen ein und erhalten dadurch wieder ein System mit Quadrat-
wurzeln, in dem aber eine Variable und eine Gleichung eliminiert sind. Diese
Systeme formen wir wieder wie im Abschnitt zuvor in ein polynomielles Glei-
chungssystem um und suchen nach einer weiteren Gleichung, die wir in einer
ihrer Variablen univariat auflésen kénnen.

Es stellt sich die Frage, ob bei einer gemeinsamen Nullstelle aus Ep des
Gleichungssystems notwendig immer mindestens eine der Gleichung nach einer
der Variablen univariat durch Quadratwurzeln auflésbar ist. Wir stellen an
folgendem Beispiel fest, dass dies leider nicht der Fall ist:

Beispiel 6.2.2. Sei

o= X3—Y3—|—Y2
pp = X34Y3-1

Wir stellen fest, dass sowohl p; als auch po irreduzibel sowohl iiber Q(X) als
auch iiber Q(Y) sind. Da beide Polynome in beiden Variablen den Grad drei
haben, haben sie also in Q(X) bzw. Q(Y) jeweils keine Nullstelle, die durch
Quadratwurzeln ausdriickbar ist. Tatséchlich iiberzeugt man sich aber, dass
X =0und Y =1 eine Losung des Systems ist, also das System mit (0, 1) eine
Losung in Eg hat.

Es ist also moglich, dass wir keine einzelne Gleichung univariat durch Qua-
dratwurzeln auflésen kénnen, trotzdem das Gesamtsystem aber durch Quadrat-
wurzeln auflésbar ist. Die Herangehensweise iiber das einzelne Auflésen nach
Variablen fithrt demnach nicht in allen Féllen zum Ziel. Finden wir also keine
einzeln auflésbare Gleichung, wenden wir eine allgemeinere, klassische Metho-
de an, die aufwandiger ist, im Falle einer existierenden Losung aber garantiert
zum Ziel fiihrt. Diese Methode arbeitet iiber Resultanten und wird im n#chsten
Abschnitt vorgestellt.

6.3 Reduktion iiber verallgemeinerte Resultanten

Der in diesem Abschnitt beschriebene Weg zur Reduktion arbeitet iiber die
Methode der verallgemeinerten Resultanten, wie sie z.B. in [5] beschrieben wird.

Wir bezeichnen die klassische Resultante zweier Polynome p; und ps be-
ziiglich einer Unbekannten X mit Res(p1,p2, X). Die verallgemeinerte Resul-
tante von n Polynomen definieren wie folgt:

Definition 6.3.1. Seien py,...,p, € Q[X,..., X,,]. Seien ug, ..., u, neue Va-
riablen. Wir betrachten die Resultante g := Res(p1, ua-pa+- - -+up pn, X1). Die
verallgemeinerten Resultanten R(p1,...,pn, X1) von pi,...,p, sind alle Koef-
fizienten von ¢ aufgefasst als Polynom in wua, ..., u, iiber Q[X1,..., X,,].

Mit diesen verallgemeinerten Resultanten beweisen wir jetzt das Elimi-
nations- und Expansionstheorem fiir Nullstellen aus Eg.
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Satz 6.3.2. Sei &1,...,&n € Ex so, dass pi(&1,...,&m) = 0 Vi. Dann gilt fir
alle verallgemeinerten Resultanten r € R(p1,...,pn, X1): (&2, ..., &m) = 0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass Res(p1, ua-pa+- - +Un pPn, X1) = 0 gilt. Denn
ist diese Resultante als Polynom in wus, ..., u, gleich null, so muss jeder Koeffi-
zient null sein, und die Koeffizienten sind nach Definition die verallgemeinerten
Resultanten.

Betrachten wir die beiden Polynome p; und wus - ps + --- 4+ u, - p, unter
Einsetzung der &»,...,&,, so wird jedes p; zu einem univariaten Polynom in
X1. Wir wissen, dass alle diese univariaten Polynome eine gemeinsame Nullstelle
haben, ndmlich nach Voraussetzung &;. Dass heifit aber schon, dass alle p; einen
gemeinsamen Faktor haben; diesen Faktor kénnen wir aus dem Polynom wus -
po + -+ 4+ up - pp, ausklammern und erhalten damit auch einen gemeinsamen
Faktor der beiden Polynome p; und us - p2 + - - - + uy, - pp, deren Resultante wir
bilden. Haben aber die beiden Polynome einer Resultanten einen gemeinsamen
Faktor, dann ist die Resultante ebenfalls null. ]

Fiir das Expansionstheorem benétigen wir als Voraussetzung, dass die Leit-
koeffizienten der Polynome beziiglich X keine gemeinsamen Nullstellen haben;
ein Bruch dieser Voraussetzung fithrt allerdings nur zu einigen unnétigen Null-
stellen, die wir im Anschluss zu priifen haben. Mit diesen Voraussetzungen
beweisen wir das Expansionstheorem fiir Eg:

Satz 6.3.3. Sei (§2,...,&m) € Eg_l eine Losung fir alle verallgemeinerten
Resultanten r € R(p1,...,pn, X1) und sei (&2, ..., &y) nicht gemeinsame Null-
stelle der Leitkoeffizienten der Polynome p1 und uo - ps + -+ - + uy, - pp beziiglich
X1. Dann ist GOCD (p1(X1,&2, -, &m)s - P (X1, &2, .., &m)) # 1.

Beweis. Die Koeffizienten von Res(pi,ug - p2 + -+ + Uy - pn) sind die verallge-
meinerten Resultanten und nach Voraussetzung alle null. Die Resultante kann
aber nur null sein, wenn entweder die Leitkoeffizienten der beiden Polynome
beide null sind, oder die beiden Polynome einen gemeinsamen, nicht konstan-
ten Faktor haben. Ersteres ist nach Voraussetzung ausgeschlossen; also haben
die beiden Polynome einen gemeinsamen Faktor g. Da die u; in p; nicht vor-
kommen, muss g ein Faktor des Inhaltes von us - p2 + - - - +uy, - pp, beziiglich der
u; sein und damit ein Faktor von jedem p; fiir 2 < ¢ < n. Von p; ist g ebenfalls
Faktor, d.h. g ist Faktor aller p;, und die Aussage ist bewiesen. O

Fiir einige Félle kann es hilfreich sein, statt der verallgemeinerten Resul-
tanten besser paarweise von alle Polynomen die klassischen Resultanten zu be-
rechnen. Tatséchlich gilt dann auch fiir diese Menge das Expansionstheorem,
nicht aber das eben fiir die verallgemeinerte Resultante gezeigte Eliminations-
theorem. Um sich davon zu {iberzeugen, betrachte man folgendes Beispiel:

Beispiel 6.3.4. Sei

P o= (y—z+1)x2+(y—z+3)x+(y—z+2)
Py = ((y—z)2+1)x2+(y—z—|—4)m+(y—z+3)
p3 = 22+ (y—z24+5)z+ (y—2+6)
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Zunéchst sieht man schnell, dass alle Leitkoeffizienten beziiglich z paarweise
teilerfremd sind. Man stellt fest, dass fiir y = 1 und z = 1 die drei Polynome
upr = (x+1)(z+2),p2=(r+1)(x+3) und ps = (x + 2)(z + 3) werden,
also alle paarweise gemeinsame Faktoren haben, so dass y = 1 und z = 1 eine
Partiallosung der paarweisen klassischen Resultanten Res(pi,ps2), Res(p1,ps)
und Res(pe, ps) darstellt. Tatséchlich aber haben offenbar nicht alle drei Glei-
chungen einen gemeinsamen Faktor fiir diese Einsetzung.

Noch weiter ist es sogar so, dass sich fiir jede Partiallosung auf y = z die
oben genannten Polynome ergeben, so dass sogar an unendlich vielen Stellen
die Aussage des Expansionstheorems nicht gilt.

Das Expansionstheorem besagt nur, dass es einen gemeinsamen Faktor der
P1, ..., Pn gibt, wenn wir die Partiallosung &o, . . . , &, einsetzen. Ob dieser Faktor
eine Nullstelle aus Ex hat, muss dann noch mit dem univariaten Algorithmus
tiberpriift werden.

Wir erhalten also durch die generalisierten Resultanten eine Losungsweg
fiir die Aufgabe, ein gegebenes polynomielles Gleichungssystem zu 16sen. Wir
berechnen dafiir die generalisierten Resultanten und eliminieren eine der Va-
riablen, berechnen fiir das resultierende System wieder die generalisierten Re-
sultanten mit der néchsten Variable, bis wir schliefSlich nur noch ein System
mit univariaten Gleichungen erhalten. Wenn dieses System eine gemeinsame
Losung hat, dann ist dies auch eine Losung des kleinsten gemeinsamen Teilers
des Systems; wir berechnen diesen also und 16sen dieses univariate Polynom mit
dem Algorithmus aus dem letzten Kapitel. Gelingt uns dies, so setzen wir die
Losung in das System aus dem Schritt zuvor ein und erhalten jetzt auch dort
univariate Polynome, die wir auf dieselbe Weise 16sen.

6.4 Reduktion itber Multiresultanten

Die Methode der Reduktion iiber verallgemeinerte Resultanten hat den Vorteil,
dass man in jedem Schritt wieder schnellere, nicht allgemeine Reduktionsme-
thoden probieren kann. Auflerdem kann man nach der Reduktion auf ein univa-
riates Problem die univariaten Losungen in das bivariate System des Schrittes
zuvor einsetzen (da wir ja symbolisch exakte Losungen zur Verfiigung haben)
und erhélt auf diese Weise wieder ein univariates System. Das heiflt, wir miissen
nur eine Variable nach der anderen reduzieren.

Trotzdem sind generalisierte Resultanten im Allgemeinen recht umsténdlich,
da man durch die u; viele unnétige Variablen hinzubekommt. Mit Multiresul-
tanten (siehe z.B. [6]) ist es moglich, alle Unbekannten bis auf eine in einem
Schritt zu eliminieren, ohne zusétzliche Variablen einfiihren zu miissen.

Wir definieren zunéchst den Begriff der Multiresultanten und zeigen dann
einige ihrer Eigenschaften.

Seien f1,..., fn Polynome in n Unbekannten, die wir mit Xo,..., X1 be-
zeichnen wollen, iiber einem Erweiterungskorper K von Q. Die Multiresultante
dieser Polynome beziiglich X soll ein univariates Polynom in X sein, so dass
zu jeder gemeinsamen Nullstelle (§o,...,&,—1) von fi,..., f, die erste Kompo-
nente &y Nullstelle der Multiresultante ist. Umgekehrt soll die Multiresultante
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moglichst wenig weitere Nullstellen haben.

In [6] wird beschrieben, wie man zu n Polynomen in n —1 Unbekannten eine
Matrix findet, deren Determinante 0 ist, wenn die Polynome eine gemeinsame
Nullstelle haben. Wir betrachten nun eine unserer Unbekannten X als einen
Parameter, d.h. wir betrachten die f; als Polynome in n — 1 Unbekannten iiber
dem Korper K(X(). Man sagt, wir verstecken die Variable X. Auf diese Weise
wird die Determinante der genannten Matrix ein Element aus K(Xj). Die Null-
stellen dieser Determinante in Xy umfassen dann auch die ersten Komponenten
aller gemeinsamen Nullstellen der f;.

Um diese Matrix zu definieren, betrachten wir die f; jetzt als Elemente

des Polynomrings K(X)[X1,...,X,—1]. Um die Monome leichter notieren zu
konnen, schreiben wir in Zukunft einfach X fiir X{* ----- X "7". Dabei soll

ol = a1 + -+ 4+ ap—1 der Grad des Monoms sein.

Zunéchst fithren wir eine neue Variable X, ein, um die f; zu homogenisieren,
d.h. dafiir zu sorgen, dass alle Monome in f; denselben Totalgrad deg (f;) haben.
Sind also die f; = 2?:1 a; X", so definieren wir

k;
F, = Z a; X i X deg (fi)—le]
j=1
Die Koeffizienten a; sind aus dem Grundkérper K(X(). Man erkennt, dass
fiir die Einsetzung X,, = 1 die F; wieder zu den f; evaluieren; wir brauchen

aber diese homogene Form, um die oben beschriebene Matrix zu finden.
Sei d; = deg (f;) und d = > ,(d; — 1) + 1. Dann stellen wir fest:

Lemma 6.4.1. Jedes Monom X mit |a| > d wird fiir mindestens ein i durch
Xidi geteilt.

Beweis. Wire dies nicht so, hétten alle X; hochstens Grad d; — 1, und das
Monom héatte damit hochstens Grad d — 1. [

Durch diese Eigenschaft kénnen wir die Menge alle Monome vom Grad d
folgendermafien aufteilen:

Definition 6.4.2. Sei S die Menge aller Monome X* vom Grad |a| = d. Wir
definieren eine disjunkte Aufteilung dieser Menge in Mengen S1,. . . ,S,, wie folgt:

S1 = {X%:l|a| =d, X" teilt X}
Sy = {X:l|a| =d, X teilt X} — 5

Sp = {X%:|a] =d, X teilt X} — 51—+ — Spq

Nach 6.4.1 liegt jedes Monom vom Grad d in einem der S;. Wir betrachten
jetzt folgendes Gleichungssystem:
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X«
p R, = 0VX%eS;
X
(6.4.1)
X
E n — O VX“ES,L
n

Jede dieser Gleichungen ist offenbar homogen vom Grad d.

Die Definition der S,, und dieses Gleichungssystems erscheint im ersten Mo-

ment etwas willkiirlich. Tatséichlich aber erhalten wir auf diese Weise Zugriff
auf die gesuchte Multiresultante. Denn notieren wir die Matrix A aus den Ko-
effizienten des Gleichungssystems 6.4.1 so, dass jede Gleichung zu einer Zeile
gehort und jede Spalte einem Monom vom Grad d der Gleichungen zugeordnet
wird, so stellen wir fiir diese Matrix A Folgendes fest:
Lemma 6.4.3. A ist quadratisch mit der Grifse (d:ﬁIl), und det(A) ist ein
Vielfaches der gesuchten Multiresultante, d.h. det(A) ist ein Polynom in Xy,
unter dessen Nullstellen alle ersten Komponenten aller Nullstellen des Glei-
chungssystems f1 =--- = f, =0 sind.

Beweis. Jede der obigen Gleichungen ist homogen vom Grad d, d.h. die Anzahl
der Spalten entspricht genau der Anzahl N der Monome vom Grad d. Nach
Konstruktion ist aber jedes dieser Monome in genau einem der S;, d.h. die
Anzahl der Zeilen ist ebenfalls V. Dass N der behauptete Binomialkoeffizient
(dZﬁzl) ist, zeigen wir per Induktion iiber n. Offenbar gilt dies fiir jedes d und
flir n = 1, da es genau ein homogenes Monom in einer Variable vom Grad d gibt
und (g) definitionsgeméfl 1 ist. Gelte die Aussage schon fiir n — 1 Variablen.
Die erste Variable unseres Monoms kann irgendeinen Grad ¢ zwischen 0 und

d haben; die anderen n — 1 Variablen haben dann zusammen noch den Grad

d — i. Nach Induktionsvoraussetzung ist also N = Z?:o (227152) Diese Summe
ist gleich (d:ﬁfl), und die Aussage iiber die Grofle von A ist bewiesen.

Dass det(A) ein Polynom ist, sieht man leicht, da alle Eintrige von A Po-
lynome sind und die Determinante von A wiederum ein Polynom in ihren Ein-
trégen ist.

Es bleibt zu zeigen, dass wenn (&, ..., &,—1) eine gemeinsame Nullstelle des
urspriinglichen Gleichungssystems f; = --- = f, = 0 ist, dass dann & eine
Nullstelle der Determinante ist. Setzen wir &y in die f; ein, so ist (&1,...,&—1)

eine gemeinsame Nullstelle dieser Polynome. Setzen wir noch &, = 1, so ist dann
auch F;(&o, - ..,&,) = 0 fiir alle 7. Setzt man das {p fiir alle Xy in der Matrix
ein, so erhélt man eine Matrix A mit Eintrégen aus K. Es ist zu zeigen, dass
die Determinante von A gleich null ist. Wir tun dies, indem wir zeigen, dass

das Gleichungssystem Ab = 0 eine nichttriviale Losung hat.
Wir betrachten den Vektor by,...,by, indem jedes b; das zur i-ten Spalte

korrespondierende Monom unter der Einsetzung (~§1, ..., &) ist. Offenbar ist
dieser Vektor eine Losung des Gleichungssystems Ab = 0, da die jeweiligen Er-
gebnisse ein Vielfaches der F; ausgewertet an (&, ..., &,) darstellen. AuBlerdem
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ist Xff eines der Monome, und da &, = 1 ist, ist mindestens ein b; ist ungleich
null, und der Vektor daher keine triviale Lésung. Also ist die Determinante von
A gleich null, d.h. det(A) hat bei Xy = £y eine Nullstelle, und die Aussage ist
bewiesen. O

Die Determinante von A hat zusétzlich zu den gesuchten Nullstellen &y auch
noch weitere Nullstellen, die nicht zu Losungen des Gleichungssystems korre-
spondieren. In [16] benennt Macaulay jedoch einen Minor A’ von A, dessen
Determinante (wenn sie nicht konstant null ist) ein Teiler von det(A) darstellt.
Zu jeder Nullstelle von % gehort dann auch eine gemeinsame, nicht triviale
Nullstelle des homogenen Gieichungssystems Fy=.--=F, =0 Falls & in
dieser Losung nicht null ist, so lasst sich die Losung jeweils zu einer gewiinsch-
ten Losung des Systems f; = --- = f,, = 0 umformen, indem wir die &; jeweils
durch &, dividieren.

Die Matrix A’ findet man durch Streichung aller Spalten und Zeilen von A,
die mit Monomen korrespondieren, die nur genau von einem X Zdi geteilt werden.

Wir bezeichnen diese Monome als reduziert:

Definition 6.4.4. Ein Monom X heifit reduziert, wenn es nur durch genau ein
X idi geteilt wird. Der Minor von A, der durch Streichung aller mit reduzierten
Monomen korrespondierenden Spalten und Zeilen entsteht, bezeichnen wir als

Al

Wir sind also bis auf zwei Probleme am Ziel: Erstens miissen wir uns um
den Fall kiimmern, wenn det(A’) fiir alle X, gleich null ist. Zweitens miissen wir
noch mit Losungen des homogenen Gleichungssystems umgehen, deren Homoge-
nisierungsvariable null ist (man bezeichnet diese Losungen auch als unendlich
ferne Losungen). Letzteres ist in unserem Sonderfall nicht weiter problema-
tisch, da wir die zu unendlich fernen Losungen gehoérenden &y einfach austesten
konnen. Laufzeittechnisch macht das in der Praxis nicht viel Unterschied, da
die sowieso seltenen unendlich fernen Losungen i.A. wohl noch seltener in Ex
liegen, und nur fiir solche Losungen interessieren wir uns’.

Das erste Problem ist kritischer, da es fiir det(A’) = 0 auch passieren kann,
dass det(A) selbst null ist, obwohl die Multiresultante im Allgemeinen nicht
konstant null ist. Wir 16sen dieses Problem mit einem Trick von Canny (siehe
[2]). Ist det(A’) = 0, so fithren wir eine neue Variable u ein und berechnen statt
der Resultante von F, ..., F, die Resultante von F} —quh, R —uX,‘f" wie
zuvor iiber die Determinante von A,,, deren Eintrige jetzt auch das u enthalten.
Wir stellen fest:

Lemma 6.4.5. det(A!,) mit den u als Eintrigen ist nicht konstant null und
teilt det(Ay). Sei r der kleinste Exponent von u in det(Ay). Dann ist r auch
der kleinste Exponent von det(Al), und der Quotient der beiden zugehdrigen
Koeffizienten ist die Multiresultante.

!Genau genommen sind Losungen aus Ex insgesamt eine Seltenheit. Wenn eine solche
Losung auftritt, so ist dies i.A. eine Folge der speziellen, zu Grunde liegenden geometri-
schen Konstruktion. Hat also unser System eine durch Quadratwurzeln darstellbare Lésung,
so kénnen wir in der Praxis davon ausgehen, dass nicht zusétzlich auch noch die Koeffizienten
hochsten Grades eine solche Losung haben.
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Beweis. Man iiberzeugt sich schnell, dass man eine Ordnung der Monome so
festlegen kann, dass A, = A —uly und A}, = A" — uly: ist, wobei die I jeweils
die Einheitsmatrizen entsprechender Grofle bezeichnen. Letzterer Term ist das
charakteristische Polynom von A’ und somit nicht konstant null. Damit gilt
fiir diese Resultante aber der Satz von Macaulay, und entsprechend teilt die
Determinante det(A/,) die Determinante det(A,), und der Quotient ergibt die
Multiresultante. Fiir die Monome dieses Quotienten mit Exponenten > 1 in u
interessieren wir uns nicht. Der konstante Koeffizient des Quotienten dagegen
(der existiert, da die Multiresultante der F; nicht konstant null ist) ist aber
offensichtlich exakt der Quotient aus den Koeffizienten mit geringster Ordnung
in det(A — uly) und det(A" — uln). O

6.5 Reduktion iiber Ortskurven

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mit klassischen Elimi-
nationsmoglichkeiten fiir polynomielle Gleichungssysteme beschéftigt, ohne viel
Bezug auf den geometrischen Hintergrund zu nehmen. In diesem Abschnitt
fithren wir eine andere Methode ein, um das Gleichungssystem zu vereinfachen.
Die Grundidee ist die folgende: Unser Gleichungssystem rithrt von einer geo-
metrischen Konstruktion her. Die Variablen der Polynome sind vorgegebene
Groflen, Parameter semifreier Punkte oder - was uns hier vornehmlich interes-
siert - die beiden Koordinaten urspriinglich freier Punkte, die durch die Kon-
struktionsaufgabe gebunden worden sind. Sind die zu konstruierenden Groéfien
vorgegeben, so liegen die gebundenen Punkte i.A. fest; lassen wir jedoch ei-
ne spezielle konstruierte Groe parametrisch (d.h. auf der algebraischen Seite,
dass wir eine der Bestimmungsgleichungen ignorieren), so erhalten wir im All-
gemeinen eine Bewegung der gebundenen Punkte auf einem eindimensionalen
Unterraum. Angenommen ein solcher Punkt bewegt sich entlang einer konstru-
ierbaren Kurve, also einem Kreis oder einer Geraden. Dann kénnen wir dies
feststellen, indem wir den freien Parameter einige Werte durchlaufen lassen
und das System numerisch berechnen (die Methoden hierfiir werden in Kapitel
7 beschrieben). Natiirlich erhalten wir auf diese Weise nur einen Verdacht, wie
die Kurve aussehen konnte; aber mit folgender Technik kénnen wir beweisen,
dass es sich um eine solche Kurve handelt, und unter Umsténden Nutzen daraus
ziehen.

Seien Y71, ...,Y,, die Parameter der Konstruktion (d.h. entweder von vorn-
herein freie Parameter oder aber durch die Konstruktionsaufgabe frei gemachte
Parameter). Seien X1, ..., X,, die gebundenen Parameter und

i = filXy,...,Xy)

Yn = fn(Xla cee ’Xn)

das Gleichungssystem zur Bestimmung der X;. Jedes f; ist also Element von
EQ(Yn+17---7Ym7X17---7Xn)'
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Wir wéhlen jetzt zufiillige Werte fiir die Y; und lassen dabei numerisch eines
der Y fiir 1 < j < n einen gewissen Wertebereich durchlaufen. Dabei testen
wir, ob einer der urspriinglichen Punkte sich auf einer konstruierbaren Kurve
bewegt.

Nehmen wir an, beim Durchlaufen verschiedener Werte fiir Y; gewinnen wir
die Vermutung, dass (X7, X2) sich auf einer konstruierbaren Kurve, z.B. einem
Kreis, bewegt. Wir bezeichnen mit (mq, mg) den Mittelpunkt dieses Kreises und
mit r den Radius. Weiterhin sei A ein Parameter, der bestimmt, wo auf dem
Kreis sich ein Punkt befindet. Wenn wir annehmen, dass bei parametrischer Be-
wegung von Y7 die Punkte X, X5 auf einem Kreis liegen, so leiten wir folgende
Vermutungen ab:

e mq, mo und r héngen nicht von Y; ab.

e Beschreiben wir (X7, X2) durch die Parameter des Kreises und A, so
héngen Ys,...,Y, nicht von A\ ab.

Um diese Vermutungen zu nutzen, driicken wir (X7, Xo) durch mq, mag, r
und X aus. Die konkrete Parametrisierung hat folgende Form:

e Fir Kreise: (X1, X2) = g(mi,ma, 7, A) = (m1 +r- L:—:\\;’mQ +r- 1_2&2>

e Fiir Geraden: (X1, X5) = g(m,r,A) = (A\,m + Ar)

Im Falle der Geraden kann es passieren, dass sich (X1, X3) entlang einer
Geraden parallel zur 2. Achse des Koordinatensystems bewegt, was die obige
Darstellung unmoéglich macht. Wir kénnen aber der numerischen Néherung der
Geraden leicht ansehen, ob die Steigung einen Betrag grofer als 1 hat; in diesem
Fall vertauschen wir einfach die Achsen und wéhlen g(m,r, A) = (m 4+ Ar, A),
was das Problem 16st.

Im Folgenden werden wir der einfacheren Darstellung wegen nicht beide
Fille durchgehen, sondern den Fall voraussetzen, dass sich (X7, X2) auf einem
Kreis bewegt. Wir setzen g(mq,ma, 7, A) in die Gleichungen fi, ..., f, ein und
betrachten das Gleichungssystem

Yi = fl(g(mlvm%ra)‘)?X&"'7X7L)

Yo = falg(mi,me,r N), Xs,...,Xp)

Wir formen das Gleichungssystem (in dem bisher noch Wurzeln und Nen-
ner vorkommen) in ein polynomielles Gleichungssystem um und erhalten poly-
nomielle Gleichungen Fiy,..., F, € Q(Y1,...,Y,)[m1, ma,r, A, X3,..., X,;] mit
Fi=--.=F,=0.

Der folgende Satz hilft uns, unsere durch die Numerik gewonnenen Annah-
men nutzbar zu machen.
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Satz 6.5.1. Seien F1, ..., F, wie oben. Gebe es konstruierbare Parameter mq,
ma, v und X\ bzw. m, r und X so, dass der Punkt (X1, X2) = g(my,ma,r,\)
bzw. (X1, X2) = g(m,r, \) mit einem der oben genannten g ist. Seien weiterhin
die Parameter bis auf A unabhingig von Y1 und Ya,...,Y, unabhdingig von A.
Dann gilt:

1. Beim FEinsetzen jedes Elementes aus Q in Yy sind die Losungen fiir die
Parameter der Gleichung identisch.

2. Betrachten wir die Polynome Fs,...,F, als Polynome tber \ und exi-
stiert eine Losung, so sind die Koeffizienten aller Gleichungen Fo, ..., F,
aufgefasst als Polynome in A fiir diese Lisung null.

Beweis. Im Wesentlichen ist der Satz nur eine Formalisierung der vorher schon
genannten Tatsachen. Da Y; unabhéngig von den Parametern der Losung ist,
miissen die gleichen Losungen herauskommen, egal welches Y; wir vorgeben.
Das Y7 bestimmt nur die Lage des Punktes auf der Ortskurve, die Parameter
der Ortskurve selbst sind unabhéngig davon.

Da die anderen Gleichungen unabhéngig von A sind, miissen alle Polynome
Fy, ..., F, fir jede Einsetzung von A null werden, d.h. jeder Koeffizient vor A
muss null sein. 0

Die Gleichungen Fs, ..., F}, splitten sich durch diesen Satz in eine Vielzahl
von Gleichungen auf, ndmlich in die Koeflizienten der Gleichungen in .

Gleichzeitig erlaubt uns der Satz, zur Berechnung von my, ms, r und A in
der obersten Gleichung den Parameter Y; durch ein beliebiges Element von Q
zu ersetzen. Wir konnen durch verschiedene Ersetzungen beliebig viele verschie-
dene Gleichungen erzeugen. Abgesehen von Faktoren von Fy, in denen Y7 nicht
vorkommt, kénnen wir die erste Gleichung vollig auler Acht lassen.

Beim Kreis als Ortskurve werden wir als eine Losung fiir  immer null er-
halten (m; und mg liegen dann so, dass genau die alte Lage von X; und Xy
herauskommt, wihrend A bedeutungslos wird). Durch die Numerik haben wir
die Annahme gewonnen, dass sich (X1, X2) auf einem Kreis von positivem Ra-
dius bewegt, d.h. die Lésung » = 0 kénnen wir ignorieren.

Wir haben auf diese Weise keine Variable des Gleichungssystems eliminiert,
sondern einen Parameter des Grundkorpers, und i.A. die Anzahl der Gleichun-
gen erhoht. Es ist nicht unmittelbar klar, warum diese Umformungen iiberhaupt
einen Gewinn bringen sollen. Tatséchlich beruht dies auf der Annahme, dass
der eliminierte Parameter das Problem grundlegend vereinfacht, und die héhere
Anzahl an Gleichungen eine ‘Auswahl’ von simpleren Gleichungen ermdoglicht.

Desweiteren erhalten wir ein interessantes Seitenprodukt: Finden wir tat-
séchlich eine Losung fiir das modifizierte Gleichungssystem, so beweist dies
unsere urspriingliche Annahme, dass ein Punkt sich unter Freilassung eines
bestimmten Parameters auf einer von diesem Parameter unabhéngigen Orts-
kurve bewegt. Wir lassen den Computer an dieser Stelle also einen nicht vorher
fest verankerten Satz selbststéindig finden, durch einen dem menschlichen Aus-
probieren #hnlichen Prozess (der numerischen Uberpriifung) verifizieren und
schliefflich symbolisch beweisen. Auf diese Weise gehen wir einen Schritt weiter
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in den mathematischen Fiahigkeiten eines Programmes: Wir haben ein Pro-
gramm, das nicht nur ausprobiert oder automatisch beweist, sondern selbst-
standig neue und fiir eine gréflere Aufgabe relevante Sétze findet. Natiirlich fin-
det dies nur in einem kleinen, abgegrenzten Bereich statt und muss auch nicht
notwendig zu einer Vereinfachung fithren, es bleibt aber nichtsdestoweniger ein
interessanter Umstand. Dariiber hinaus verbessern wir in gewisser Weise die
Qualitét unserer Ausgabe; finden wir eine zweite Ortskurve, auf der (X7, X3)
liegt, wenn man einen anderen Parameter frei ldsst, so ldsst sich die Positi-
on von (X1, X2) als Schnitt zweier konstruierbarer Ortskurven angeben, was
im Allgemeinen konstruktionstechnisch leichter durchfiithrbar sein sollte als die
Umsetzung eines Ausdrucks mit Koérperoperationen und Quadratwurzeln (ob-
wohl es natiirlich sein kann, dass der Mittelpunkt des Kreises bzw. die Punkte
zur Fixierung einer Gerade ihrerseits kompliziert zu konstruieren sind).
Wir wollen das ganze Verfahren an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 6.5.2. Wir betrachten ein Dreieck aus den Punkten A = (0,0), B =
(1,0) und C = (a,b). Wir konstruieren die Seitenhalbierende iiber BC, indem
wir den Abstand des Mittelpunktes M = (%, %) zu A berechnen. Weiterhin
konstruieren wir die Hohe h des Dreiecks iiber AB. Die Konstruktionsaufgabe
soll jetzt daraus bestehen, den Punkt C' aus der Seitenhalbierenden s und der

Hohe h zu bestimmen.

C=(a,b)

A B

Abbildung 6.1: Darstellung der Beispielaufgabe
FEs soll C' aus s und h konstruiert werden.

Schreiben wir die Konstruktion als Gleichungssystem in den freien Parame-
tern a und b, so erhalten wir
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Natiirlich ist dies ein einfaches Beispiel, in dem es kein Problem wére, die
untere Gleichung in die obere einzusetzen, die Wurzel aufzulésen und die verblei-
bende quadratische Gleichung zu 16sen. Wir erhielten dann C' = (v/4s%2 — h? —
1,h) und hétten damit die Konstruktionsaufgabe gelost. Wir wollen aber zur
Verdeutlichung die Methode der Ortskurve anwenden.

Halten wir den Parameter h fest und durchlaufen einige Werte fiir s, so
bewegt sich C' auf einer Geraden (némlich der Parallelen zur X-Achse in einem
Abstand von h). Wir setzen ) = A und erhalten das Glei-

b m—+ Ar
chungssystem

=) ()

h = m+r

Die obere Gleichung lassen wir aufler Acht, wiahrend wir die andere in die
polynomielle Gleichung (m — h) + Ar = 0 umformen. Geméf Satz 6.5.1 ist jeder
Koeffizient beziiglich A eine eigene Gleichung, die null werden muss, d.h. wir
haben m—h = r = 0 und haben damit die Gerade bereits vollstéandig bestimmt.

Wenden wir uns der interessanteren Ortskurve zu, ndmlich der Ortskurve,
die wir erhalten, wenn wir verschiedene Werte fiir h wéhlen und s konstant
lassen. Wir stellen fest, dass sich C' dann auf einem Kreis bewegt. Wéahrend
die zuvor berechnete Ortskurve keine Uberraschung war, ist diese Beobachtung
nicht ganz trivial; mit blofem Auge beobachtet man, dass der Mittelpunkt des
Kreises weder auf A noch auf B liegt, und dass der Radius keine der bisher
konstruierten Strecken darstellt.

Wir setzen jetzt die Ortskurve als Darstellung der Koordinaten von C ein

C1-)2
und erhalten ( a ) _ [t 143* ]. Dies ergibt dann das Gleichungssy-
b mo +7r- THA2

stem

_ 2 2
my+re S 41 my+7 12
s = + | —
2 2
2\
h o= :
mo + 1 172

Eliminieren wir in der oberen Gleichung die Wurzel, so erhalten wir als
polynomielle Gleichung;:
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0= (r*—2r —2myr +mj +2m +mj —4s*> +1) A\ +
(4mar) A3 +
(2r + 2m? + 4my + 2m3 — 8s% + 2) A2+
(dmor) N+
(r2+2r+2m1r—|—m%+2m1+m% 45% + )

Jeder einzelne Koeffizient ist eine eigene Gleichung zur Bestimmung der Pa-
rameter des Kreises. Durch den Parameter bei A und A\ bietet sich wie erwartet
r = 0 als Losung an, die wir aber ausschlieffen kénnen; also wissen wir, dass
meo = 0 ist. Setzen wir dies ein, so erhalten wir fiir die Koeffizienten bei A%, \?
und \%:

= (r2—2r—2m1r—|—m%—|—2m1—452—|—1)
= (27‘2 + 2m? + 4my — 8s% + 2)
= (r2+2r+2mlr+m%+2m17452+1)

Subtrahieren wir die Hélfte der mittleren Gleichung von der untersten, so
erhalten wir 0 = 2r(1 4+ m;). Da wir r = 0 ausschliefen konnen, erhalten wir
m1 = —1 und bei Einsetzung z.B. in die mittlere Gleichung r = 2s. Die Berech-
nung von r und m; kann natiirlich genauso einfach iiber Resultanten erfolgen,
oder auch durch Auflésen einer Gleichung nach einer der beiden Grofien.

(m,m,) A B

Abbildung 6.2: Lisung der Beispielaufgabe
C liegt auf dem Schnitt einer Parallelen zu AB und einem Kreis um (m1,ms)
mit Radius 2s

Wir haben also festgestellt, dass der Punkt C' sich bei fixierter Hohe entlang
einer Parallelen zur X-Achse mit Abstand h und bei fixierter Seitenhalbierenden
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6.5. REDUKTION UBER ORTSKURVEN

entlang eines Kreises um einen Punkt auf der Verldngerung von A und B im
selben Abstand von A wie B bewegt, dessen Radius das Doppelte der Linge
der Seitenhalbierende ist. Sind beide Gréflen gegeben, befindet sich der Punkt
auf dem Schnittpunkt dieser beiden Kurven, d.h. es ist gar nicht mehr notig,
das jeweilige A noch zu berechnen.

Der Rechenaufwand fiir diese Methode ist etwas grofler als er fiir ein direktes
FEinsetzen wire, dafiir erhalten wir aber eine deutlich schonere Losung als die
schlichte Angabe C' = (v/4s? — h? — 1, h), die wir bei einer direkten Berechnung
erhalten hétten.
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Kapitel 7

Numerische Umkehrung

Bisher haben wir uns mit symbolischen Loésungen von Konstruktionsaufga-
ben beschiiftigt. Diese exakte Rechnung liefert eine Konstruktionsvorschrift fiir
die Umkehrung, was natiirlich aus mathematischer Sicht ein sehr interessanter
Aspekt ist. Dariiber hinaus hat es aber auch einen groflen Reiz, eine solche
Umkehrung direkt am Bildschirm verfolgen zu kénnen.

Dementsprechend beschéftigt sich dieses Kapitel mit der riickwirkenden Dy-
namik, mit deren Hilfe ermd&glicht werden soll, auch urspriinglich abhéngig kon-
struierte Punkte auf der Zeichenoberfliche zu bewegen. Die Konstruktion soll
dabei natiirlich erhalten bleiben, so dass einige urspriinglich freie Parameter
vom System so angepasst werden miissen, dass die erwiinschte Position von
den abhéngigen Punkte eingenommen wird. Diese Eigenschaft der riickwirken-
den Dynamik ist auf dem Gebiet der dynamischen Geometriesysteme vollig
neu.

Es ist kaum genug zu betonen, welch hohe Bedeutung die riickwirkende
Dynamik fiir die Schaffung von Einsicht in Konstruktionen hat. Sie macht oft
Losungen offensichtlich, die man sonst erst mithsam erarbeiten miissten. Dies
gilt natiirlich einmal bei der Suche nach Konstruktionsvorschriften, wie wir es
zum Beispiel in Abschnitt 6.5 gesehen haben; konstruiert man ein Dreieck und
in diesem Dreieck eine Seitenhalbierende und eine Hohe, fixiert danach die Hohe
und bewegt dafiir den zugehorigen Dreieckspunkt semifrei, so fillt unmittelbar
ins Auge, dass sich der Punkt entlang einer Geraden bewegt. Genauso verhilt es
sich, wenn wir den selben Punkt unter Fixierung der Seitenhalbierende bewegen:
Jetzt bewegt der Punkt sich leicht erkennbar auf einem Kreis. Es ist dann
natiirlich deutlich einfacher, zu erraten, durch welche Parameter diese Kurven
wieder bestimmt sein konnte, als ohne diese Hilfsmittel zu begreifen, auf welche
Weise ein Dreieck aus einer Grundseite, einer Hohe und einer Seitenhalbierenden
zu konstruieren ist.

Man erinnere sich aber auch an das Beispiel aus der Einleitung, in der die
riickwirkende Bewegung des Hohenschnittpunktes eines Dreiecks beschrieben
wurde (siehe Abbildung 7.1). Hier hatten wir ein Dreieck und den Schnittpunkt
der Hohen konstruiert. Bewegte man jetzt diesen Schnittpunkt und ldsst dafiir
die Bewegung eines der Eckpunkte durch das System bestimmen, so f&llt schnell
ins Auge, dass sich dieser Eckpunkt jetzt seinerseits wie der Hohenschnittpunkt
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verhélt - was im Nachhinein dann auch rechnerisch sofort einsichtig wird. Wir
erkennen auf diese Weise also mit Hilfe der riickwirkenden Dynamik geome-
trische Séatze, die uns ohne eine dynamische Betrachtung wahrscheinlich nicht
aufgefallen wiren.

C

A B

Abbildung 7.1: Bewegung des Hohenschnittpunktes

Dariiber hinaus ist natiirlich oft dann noch eine lokale Umkehrung der Kon-
struktion moéglich, wenn eine Losung des symbolischen Konstruktionsproblems
nicht besteht; dann ndmlich, wenn das korrespondierende Gleichungssystem
zwar eine Losung hat, diese sich aber nicht durch Quadratwurzeln ausdriicken
lésst. In diesem Teilaspekt ist die riickwirkende Dynamik also eine Erweiterung
der symbolischen Umkehrung.

Diese Kapitel beschiéiftigt sich mit der fiir die riickwirkende Dynamik an-
gewandten Methodik. Wir fithren aus, wie wir hierfiir das Newtonverfahren
anpassen, und motivieren durch die Dynamik eine bekannte Erweiterung des
Newtonverfahrens neu, mit der das Verfahren unabhéngig von der Wahl eines
giinstigen Startwertes wird.

7.1 Methodik der riickwirkenden Dynamik

Erinnern wir uns an die grundsétzliche Aufgabenstellung aus Kapitel 2. Wir
hatten in einer Konstruktion zwischen freien Parametern und abhéngigen Pa-
rameter unterschieden; zur Vorbereitung der riickwirkenden Dynamik tauscht
dann der Benutzer den Status zweier Parameter aus, so dass ein zuvor frei-
er Parameter jetzt vom System kontrolliert wird und andererseits ein zuvor
abhingiger Parameter vom Benutzer festgelegt werden darf. Die urspriingliche
Konstruktion haben wir mit einer Funktion f € Eg — E{ bezeichnet, die
wir dann auf die Eingabewerte bzw. die Zielwerte einschrankten, die fiir die
Umkehrung von Bedeutung waren. Wir erhielten dadurch schlief$lich folgendes
Gleichungssystem:
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F(&,.. &) —(my--,me) =0

Wir wollen die Funktion auf der linken Seite mit g := F(X;,..., Xk) —
(M, ..., M) bezeichnen. Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit halber nur
noch X fiir den Vektor (Xi,..., Xk).

Fiir die symbolische Umkehrung mussten wir diese Funktion explizit bestim-
men, d.h. wir mussten F' als ein System von rationalen Funktionen darstellen, in
denen eventuell auch Wurzelzeichen vorkamen. Natiirlich wird diese Reprisen-
tation schnell gro und entsprechend aufwindig zu berechnen. Die numerische
Umkehrung sollte dagegen so weit wie moglich in Echtzeit ablaufen, damit die
Bewegung als solche beobachtbar bleibt. Diesem Ziel ist es sehr abtréglich, wenn
wir fiir die Dynamik das symbolische Gleichungssystem jedesmal aufs Neue er-
stellen miissen. Natiirlich kénnte diese Berechnung einmal vor Beginn der Bewe-
gung (also bei der Neuverteilung der Freiheitsgrade durch den Benutzer) erfol-
gen, aber selbst dann noch ist die Auswertung dieser Funktionen langwieriger,
als wenn wir eine direkte Berechnung der Koordinaten durch eine Hintereinan-
derausfithrung der einzelnen geometrischen Funktionen durchfiihren.

Diese direkte Auswertung der Funktion FI(X) = (f1(X),..., fr(X)) steht
uns zudem natiirlich sowieso schon zur Verfiigung, denn auch bei der norma-
len Dynamik werden zur Berechnung der abhéngigen Grofien die Koordinaten
aller Punkte sukzessive (in der Reihenfolge ihrer Eingabe) ausgerechnet. Wir
benétigen allerdings nicht nur die Funktion g: Denn zur Lésung des Nullstellen-
problems ¢g(X) = F(X)—(n1,...,m) = 0 bietet es sich an, das Newtonverfahren
zu verwenden, und dafiir benttigen wir nicht nur die Funktion g selbst, son-
dern auch noch die Ableitungen von g nach den jeweiligen Parametern. In den
einzelnen Komponenten unterscheidet sich g dabei nur durch den konstanten
Summanden von F'; entsprechend sind die partiellen Ableitungen von ¢ iden-
tisch mit den partiellen Ableitungen von F'. Aus diesen Ableitungen bilden wir
dann die Jacobi-Matriz, d.h. die Matrix

0f1 Ofk

0X1 00X,
J=1 o

ofh Ok

Um die partiellen Ableitungen zu erhalten, erweitern wir die Berechnung
der Koordinaten aller Punkte zusétzlich noch um die Berechnung der Ableitung
dieser Koordinaten nach jedem der gebundenen Parameter. Hierfiir benGtigen
wir jeweils die Koordinaten und die gewiinschten Ableitungen fiir alle voran-
gegangenen Punkte, um die Ableitung der neuen Grofle nach Anwendung der
Kettenregel fiir die Ableitung von Hintereinanderausfithrungen von Funktionen
anwenden zu konnen.

Beispiel 7.1.1. Um die Berechnung klar zu machen, wollen wir noch einmal
das Beispiel aus Abbildung 7.1 bemiihen. Aus den sechs urspriinglich freien
Parametern ai, ag, by, be, ¢; und ¢y (den Koordinaten der drei Eckpunkte A,
B und C') berechnen wir die Koordinaten dy(ai,...,c2) und da(ay,...,c2) des
Hohenschnittpunktes D. Fiir die Umkehrung haben wir die Koordinaten ¢; und
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co gebunden und dafiir d; und ds befreit. Die fiir das Newtonverfahren benotigte
Jacobi-Matrix hat also die Form

ddi(a1,...,c2) 9ddz(ai,...,c2)
J = Jcy Ocy
ddy(ai,....,ca) Oda(ai,...,.c2)

Oca Jca

Wir berechnen die Koordinaten aller Punkte in der Reihenfolge der Punkte.
Fiir die Koordinaten des Punktes A sind die Koordinaten direkt als Argumente
gegeben. Zusétzlich bestimmen wir die partiellen Ableitungen der Koordinaten
von A nach ¢; und co, wobei diese hier aber natiirlich null sind. Fiir B erhalten
wir die Koordinaten genauso, und auch hier sind alle partiellen Ableitungen
null. Fiir C' erhalten wir die Koordinaten ebenfalls direkt, wihrend die vier

Ableitungen entweder null oder eins sind: g—g und g—gi sind jeweils eins, g—g und

g—if dagegen null.

Die Koordinaten des Punktes D sind D = (di(a1,...,c2),da(a1,...,c2)).
Fiir die Ableitungen nutzen wir die Ableitungsregel fiir Ableitungen von Hin-
tereinanderausfithrung, also z.B. fiir d; nach ¢;

Odi(ar, .., c2) _ O %(“1 )

301 N 6—61 ' 661
Die Ableitung g—g haben wir vorher schon berechnet (in unserem Beispiel
ist das natiirlich trivial, aber in einer allgemeinen Situation kann hier auch die
Ableitung einer komplexeren Funktion stehen). Genauso berechnen wir auch
die anderen drei partiellen Ableitungen fiir die Jacobi-Matrix.

Auf diese Weise haben wir also eine Moglichkeit, die Funktion g und die
Jacobi-Matrix effizient zu berechnen. Findet jetzt eine Bewegung auf dem Bild-
schirm statt, so approximieren wir mit Hilfe des Newtonverfahrens die gebunde-
nen Parameter so, dass alle befreiten Parameter auf den gewiinschten Positionen
zu liegen kommen.

Beim Newtonverfahren beginnen wir mit einem Startvektor X(© und de-
finieren eine Folge von Vektoren X () rekursiv iiber den sogenannten Newton-
Schritt:

XD = x O _ j(x@O)~1g(x®)

Die Matrix J(X ) notiert dabei die Jacobi-Matrix an der Stelle X ), Wir
berechnen also fiir jedes X den Wert ¢(X ) und die Jacobi-Matrix, inver-
tieren diese und ziehen das Produkt von der letzten Position X ®) ab. Ist der
Startwert X () giinstig gewiihlt, d.h. befindet er sich in einem bestimmten Ge-
biet um eine Nullstelle der Funktion g, so konvergiert die Folge X ) gegen diese
Nullstelle. Man bezeichnet diesen Bereich um die Nullstelle herum als Kon-
vergenzbereich der Nullstelle. Ndhere Information iiber das Newtonverfahren
finden sich z.B. in [27].

Das Newtonverfahren ist fiir unsere Anwendung auch deshalb so giinstig,
da wir in den meisten Fillen einen sehr guten Startwert X zur Verfiigung
haben. Denn die Bewegungen der Punkte auf dem Bildschirm gehen meist nur
iiber relativ kleine Entfernungen, weshalb die jeweils vorangegangene Situation
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in der Regel ein solcher guter Startwert ist. Gehen wir also davon aus, dass der
Benutzer nur kleine Bewegungen ausfiihrt, wird das Newtonverfahren mit der
alten Situation als Startwert immer sehr schnell hinreichend gut konvergieren
(in der Praxis meist in zwei bis drei Schritten).

Falls der Benutzer allerdings eine sehr ruckartige Bewegung vollfiihrt, kann
es passieren, dass die vorangegangene Stellung nicht mehr im Konvergenzbe-
reich des Newtonverfahrens liegt. Hier bietet sich auf elementare Weise eine
Methode an, die nicht auf gute Startwerte fiir das Newtonverfahren angewiesen
ist: Anstatt die Anderung der Parameter von der bekannten Situation zur Ziel-
situation in einem Schritt durchzufiihren, interpolieren wir die Punkte auf der
Bewegungslinie und approximieren die Losungen dazwischen jeweils mit dem
Newtonverfahren (ohne direkten Bezug zur Geometrie ist diese Methode zur
Verstiarkung des Netwonverfahrens z.B. in [1] zu finden).

Bezeichnen wir mit go := F(X) — (n{,...,n),) die Funktion beziiglich der
letzten bekannten Situation und mit ¢1 = F(X;,..., Xk) — (M1,....m) = ¢
die Funktion beziiglich der neuen Situation, von der wir eine Nullstelle finden
wollen. Jetzt definieren wir fiir 0 < A < 1:

g)\(X) = (1 — )\)go + )\g1

offenbar ist die Funktion fiir A = 0 und A = 1 wohldefiniert. Fiir A dicht
bei null haben wir einen guten Startwert fiir das Newtonverfahren, denn eine
Nullstelle von gg ist uns durch die letzte bekannte Position gegeben. Lassen wir
also X in hinreichend kleinen Schritten anwachsen, so kénnen wir jeweils eine
Nullstelle von gy mit dem letzten Schritt als Startwert finden, bis wir schliellich
A =1 erreichen und unsere gesuchte Funktion ¢g; = g approximieren.

In der Bewegung auf dem Bildschirm entspricht dieser Vorgang einem Ab-
schreiten der Verbindungsstrecke von der alten Lage eines Punktes zur neuen
Lage in kleinen Schritten. Natiirlich miissen wir nicht zwingend den kiirzesten
Weg zwischen den beiden Punkten nehmen, sondern kénnen stattdessen A auch
entlang jedes anderen Pfades von null nach eins bewegen. Zu jedem solchen
Pfad gehort dann auch eine Familie von Funktionen g, und ein stetiger Pfad
von Nullstellen dieser Funktionen. Hat unsere die Konstruktion beschreibenden
Funktion F' auf diesem Pfad keine Singularitéten, so zeigt das folgende Lemma,
dass es eine hinreichend kleine Schrittweite gréfer null gibt, mit der die Zwi-
schenlosungen in jedem Schritt im Konvergenzbereich der jeweils nachfolgenden
Funktion sind:

Lemma 7.1.2. Sei gy wie oben und X, jeweils eine Nullstelle von gy.

Seip: [0,1] — C ein Pfad von 0 nach 1 und p'(t) := X, der zugehirige
stetige Pfad von Nullstellen von gy ).

Falls F auf diesem Pfad p' keine Singularitit hat, dann existiert eine Folge
von Werten t1,...,t € [0,1] mit t; = 0 und t; = 1 so, dass X, jeweils im

Konvergenzbereich des Newtonverfahrens fir gy, ) liegt.

Beweis. Da F auf p’ keine Singularitéit hat, gilt das auch fiir g,, insbesondere
an der Stelle X. Also hat gy um die Nullstelle X einen Konvergenzradius echt
grofler null, den wir mit gy bezeichnen. Sei p1 := info<x<;(1y). Da jedes Element
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der Menge grofler null und die Menge kompakt ist, so ist folglich auch p > 0.
Zerteilt man den Pfad p’ in u grofie Stiicke und nimmt von jedem Schritt den
zugehorigen Ursprungswert in p, so erhélt man die geforderte Folge. O

Praktisch kennen wir diese Schrittweite p nicht. Auflerdem wire es auch
nicht nétig, den ganzen Pfad entlang in so kleinen Schritten zuriickzulegen (be-
dingt durch die kleinen Bewegungsweiten in der Bewegung auf dem Bildschirm
reicht, wie gesagt, meistens sogar ein einziger Schritt). Wir suchen den richti-
gen Wert fiir das g mit einer logarithmischen Suche; zunéchst versuchen wir
direkt, von der bekannten Nullstelle von gg aus direkt g; zu approximieren.
Gelingt uns das nicht in einer festgelegten Anzahl von Schritten, so suchen wir
zunéchst eine Nullstelle von g1, dann von g1 und so weiter, bis wir schliellich
nach n Halbierungen die Nulls‘QueHe von go—n %nden. Von dieser Stelle aus gehen
wir jetzt wieder genauso vor, wobei wir hier bereits mit einem n starten, das
um eins kleiner ist als das erfolgreiche n des letzten Schrittes.

Beschrankt man sich auf reellwertige Pfade, so kann es natiirlich vorkom-
men, dass wir auf dem Pfad der Nullstellen auf eine Singularitét treffen. Lassen
wir aber auch Pfade von null nach eins durch die komplexen Zahlen zu, so fin-
den wir immer Pfade, auf denen keine Singularitéiten vorkommen. Bei jedem
speziellen Pfad kénnte man natiirlich ungliicklich auf eine solche Singularitét
treffen; in unserem Algorithmus fiir die riickwirkende Dynamik probieren wir
daher eine Familie von Pfaden aus, falls der erste Pfad nicht zum Erfolg fiihrt.

Abbildung 7.2: Schrittweise Anndhrung an die Nullstelle von g1
Alle eingezeichneten Punkte sind jeweils Nullstellen von gy fir das jeweils am
Punkt notierte A. Der Punkt fiir A = 0 ist zu Beginn bekannt. Die Kreise um
die Punkte deuten die jeweiligen zugehorigen Konvergenzradien der Nullstellen
VON gy an.

Abbildung 7.2 stellt den Prozess an einem Beispiel schematisch dar. Ganz
links liegt die Nullstelle von go = F(X) — (n},...,m;,), die durch die voran-
gegangene Situation bekannt ist. Der Punkt ganz rechts ist die gesuchte Null-
stelle von g1 = F(X) — (n},...,n,). Um jeden eingezeichneten Punkt herum
ist der Konvergenzradius der eingezeichneten Nullstelle von gy angedeutet. In
dem dargestellten Fall wurde zunéchst mit dem Punkt A = 0 als Startwert eine
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Nullstelle von g; gesucht; da der Konvergenzbereich den Punkt A = 0 aber nicht
einschlief3t, schlug dieser Versuch fehl, ebenso wie die Suche nach einer Null-
stelle von gg5. Von gg.os schliefllich wurde eine Nullstelle gefunden. Von dort
aus wurde eine Nullstelle von gg¢25 (der Hélfte der verbleibenden Strecke zwi-
schen 0.25 und 1.0) gesucht und gefunden. Mit dieser Stelle als Startwert wurde
zunéchst wieder g1 = 0 zu l6sen versucht, der Konvergenzradius des Punktes
bei A = 1 reichte aber nach wie vor noch nicht aus. Allerdings lag der letzte
Punkt im Konvergenzradius von go 125 (der Mitte zwischen 0.625 und 1.0), und
von hier aus schliellich wurde auch die Nullstelle von g; gefunden.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und
Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Wir haben in dieser Arbeit das Konstruktionsproblem formuliert und eine nu-
merische und eine symbolische Losung dieses Problems vorgestellt. Die nume-
rische Losung, die so genannte riickwirkende Dynamik, erméglicht es, auf einer
interaktiven Zeichenoberflache alle Punkte - sowohl Ursprungspunkte der Kon-
struktion als auch abhéngige Punkte - frei zu bewegen und die resultierende
Bewegung der iibrigen Punkte zu beobachten. Cedric ist unseres Wissens das
erste dynamische Geometriesystem, das eine solche riickwirkende Dynamik an-
bietet.

Fiir die exakte Losung haben wir einen Algorithmus vorgestellt, der isolierte
Nullstellen eines Gleichungssystems findet, die durch Quadratwurzeln ausdriick-
bar sind. Das Gleichungssystem kann dabei selbst Quadratwurzeln enthalten.

Wir haben den Euklidischen Kérper vorgestellt und einen Darstellungssatz
formuliert, der uns eine minimale Représentation in der Anzahl verschiedener
Wurzeln von Elementen des Euklidischen Korpers erlaubt. Wir haben fiir die-
se Darstellung ein Eindeutigkeitsresultat fiir die meisten der Elemente dieses
Korpers gezeigt.

Zur Losung des Gleichungssystems haben wir drei klassische Methoden an-
gepasst und eine weitere, neue Methode eingefiihrt, um das Gleichungssystem
auf die Losung eines univariaten Polynoms zuriickzufiihren.

Fiir die Losung des univariaten Problems haben wir einen Algorithmus vor-
gestellt, der iiber dem Grundkoérper nur die Faktorisierung benttigt und dann
alle durch Quadratwurzeln ausdriickbaren Nullstellen eines vorgegebenen Poly-
noms finden kann.

Wir haben gezeigt, dass dieser Algorithmus bei polynomieller Faktorisierung
fiir Polynome vom Grad d maximal O(d'°% (9)) Schritte benétigt und im Regelfall
- bei vollstindigen Elementen - sogar nur d Faktorisierungen eines Polynoms
vom Grad kleiner oder gleich d? benétigt, also in polynomieller Zeit liuft. Bei
exponentieller Faktorisierung ist die Laufzeit in jedem Fall durch diesen Anteil
dominiert.
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8.2 Ausblick

Es ist eine interessante Frage, inwieweit sich der Algorithmus effizient auch
auf die Suche nach durch andere Radikale ausdriickbaren Nullstellen erweitern
ldsst. Dafiir bedarf es eines komplizierteren Kombinationspolynoms, dessen Be-
rechnung aber grundsétzlich mit den in Abschnitt 5.3.1 eingefiithrten Methoden
moglich ist. Es wére interessant, ob man dem Polynom schnell ansehen kann,
welches Kombinationspolynom man zuerst anwenden sollte.

Unter Umsténden lésst sich dieselbe Methode auch auf nicht einfache Ra-
dikale erweitern. Im Prinzip ist das Quadratwurzelzeichen \/a eine abkiirzende
Schreibweise fiir alle Nullstellen von X2 — a, und ebenso jedes n-te Radikal {/a
fiir die Nullstellen von X™ — a. Betrachtet man z.B. Polynome vom Grad fiinf,
so haben diese im Allgemeinen keine durch Radikale ausdriickbare Nullstellen
mehr. Man kann aber durch Elimination des konstanten Summanden alle Po-
lynome vom Grad fiinf in eine Normalform des Aufbaus X° + A- X3+ B- X2 +
C - X 4+ D bringen; fithrt man fiir die Nullstellen solcher Polynome ein eigenes
Zeichen ein, so lassen sich auch die Nullstellen von Polynomen vom Grad fiinf
unter Umsténden ebenfalls leichter représentieren.

Es wére hier auch interessant zu untersuchen, ob wirklich die vier Parameter
A, B, C und D bendtigt werden, oder ob sich Nullstellen von Polynomen vom
Grad fiinf etwa schon durch Nullstellen einfacherer Polynome, z.B. X°+aX +b
représentieren lassen (wie sich ja Polynome vom Grad vier auch durch Nullstel-
len der Polynome X3 — a und X? — a schon vollstéindig repriisentieren lassen).
Es schliefit sich die Frage an, ob es vielleicht eine fiir die Praxis relevante Unter-
menge der Polynome vom Grad fiinf gibt, fiir die noch einfachere Darstellungen
moglich sind, oder wie diese Vereinfachungen bei Polynomen hoherer Grade in
Frage kommt.

Der in Kapitel 7 beschriebene Ansatz der riickwirkenden Dynamik hat einen
unschonen Aspekt bei der Bewegung semifreier, d.h. durch eine Nebenbedin-
gung auf einen eindimensionalen Unterraum beschrénkter Punkte. Der freie Pa-
rameter muss im Moment entlang einer kiinstlichen Achse (etwa der X-Achse
entlang der Horizontalen) festgehalten werden, was besonders dann unelegant
ist, wenn der eindimensionale Unterraum senkrecht zu dieser Achse verlauft.
Zur Zeit arbeiten wir daran, diese kiinstlichen Achsen interaktiv der gerade
durchgefithrten Bewegung anzupassen. Dies ist nicht ganz einfach, da fiir jeden
semifreien Punkt eine solche Achse festgelegt werden muss, die aber andererseits
wieder in sinnvoller Beziehung zu den anderen Achsen sein sollte.

Der in 6.5 vorgestellte Ansatz fiir die Reduktion von Gleichungssystemen
iiber Ortskurven ist nur ein erster Schritt in die Richtung, nicht nur die Geo-
metrie durch Algebra zu erfassen, sondern andersherum algebraische Problem
mit Hilfe der Geometrie besser 16sen zu kénnen (wie hier die Vereinfachung von
Gleichungssystemen durch numerisches Vorerfassen von Ortskurven). Es ist ei-
ne interessante Uberlegung, wie weit dieser Ansatz beim Lésen des Konstruk-
tionsproblems helfen kann. Besonders bemerkenswert ist hier, dass das System
iiber die Numerik zu Annahmen kommt, wie das Problem anzugehen sein kénn-
te, also sozusagen eigene, nicht vorgegebene Losungsideen entwickelt. Es wére
interessant, diesen Ansatz auszudehnen, um allgemein symbolische Berechnun-
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Kapitel A

Anhang

Im Anhang an diese Arbeit wollen wir einige Beispiele fiir die Anwendung des
Konstruktionsalgorithmus betrachten. Fiir die Berechnung wurde der Algorith-
mus einmal vollstédndig in Java (1.3.1) implementiert. Um einige verwendete Al-
gorithmen (z.B. die Faktorisierung) in modernen Versionen nutzen zu kénnen,
wurde der algebraische Teil, d.h. der Algorithmen zum Finden radikalischer
Nullstellen, noch einmal in Maple (V. 7.0) implementiert.

In den hier angegebenen Beispielen wurde die geometrische Konstruktion
in Java in ein algebraisches Problem umgewandelt, dieses nach Maple portiert
und dort mit der Maple-Implementierung gelost. Die Rechenzeiten fiir beide
Teile sind jeweils getrennt angegeben, gemessen jeweils auf einem Pentium mit
2.8 GHz.

Die Losung aller Konstruktionsaufgaben lduft im Prinzip nach dem selben
Muster ab: In der Aufgabe selber ist eine gewiinschte Konstruktion angege-
ben, die aus gegebenen Groflen (nennen wir diese Zielgrifien) des Objektes
erstellt werden soll; ein einfaches Beispiel wire ein Dreieck, dass aus vorgege-
bener Seite und zwei Winkeln konstruiert werden soll. Es wird nun zunéchst
die Konstruktion in allgemeiner Form erstellt (d.h. wir konstruieren irgendein
Dreieck) und fiigen darin die in der Aufgabe spezifizierten Zielgréfien ein (d.h.
wir benennen die beiden Winkel und die Seite des Dreiecks). Das System stellt
jetzt diese Zielgroflen symbolisch als Ausdriicke mit Quadratwurzeln iiber den
Grundelementen dar (in unserem Beispiel erhalten wir also einen Ausdruck fiir
die Dreiecksseite und die beiden Winkel in Abhéngigkeit von den Koordinaten
der drei Dreieckspunkte).

Diese Darstellungen der Zielgrofien ist jetzt ein Gleichungssystem; die Kon-
struktionsaufgabe ist gelost, wenn dieses Gleichungssytem durch Ausdriicke
mit Quadratwurzeln nach den Grundgrofien (also z.B. den Punkten des Drei-
ecks) auflosen konnen. Diese Ausdriicke sind dann eine Représentation der
auszufithrenden Konstruktion, die eine kompakte Notation relativ komplexer
Handlunsanweisungen erlaubt. Lemma 2.2.3 beschreibt, wie diese Notation in
eine Folge von Operationen mit Zirkel und Lineal umgewandelt werden kann.
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A.1. KONSTRUKTION EINES DREIECKS AUS ZWEI WINKELN UND
EINER SEITE

A.1 Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Winkeln
und einer Seite

B
A B

Abbildung A.1: Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Winkeln und einer Seite
Der Punkt C wird aus A, B und den beiden Winkeln 3 und ~ rekonstruiert.

Wir betrachten zunéchst das eben eingefiihrte simple Beispiel, um die Art
der Losungen eines Konstruktionsproblems zu erldutern. Sei ABC' ein Dreieck.
Von dem Dreieck ist die Seite AB, der Tangens des Winkels 5 bei B und
der Tangens des Winkels v bei C gegeben; aus diesen Groflen soll das Dreieck
konstruiert werden.

Wir zeichnen also zunéchst das Dreieck; die Lage der gegebenen Seite ist
willkiirlich, wir kénnen also zwei Punkte des Dreiecks auf feste Koordinaten
setzen. Entsprechend legen wir A auf den Koordinatenursprung (0,0) und B
auf (1,0). Die Lage des Punktes C lassen wir offen und setzen seine Koordinaten
symbolisch mit zwei Variablen C' = (z,y) an.

Jetzt spezifizieren wir den Winkel 8 und ~; das System repréasentiert diese
Winkel iiber ihren Tangenswert und berechnet die Werte tan(/3) und tan(y) als
symbolische Ausdriicke iiber den Koordinaten x und y (Laufzeit 120 ms):

y

1-=z

- vy
y*+a?—y

tan(B) = -

tan(y) =

Wir schreiben im Folgenden kurz b fiir tan(5) und ¢ fir tan(v).

Die verbleibende Aufgabe ist, dieses Gleichungssystem nach x und y unter
Verwendung von Quadratwurzeln aufzulésen. Die Aufgabe ist in diesem Fall tri-
vial (der Vollstiandigkeit halber sind alle Konstruktion, auch die trivial 16sbaren,
nach Maple portiert, dort auf ein univariates Problem zuriickgefithrt und mit
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A.2. KONSTRUKTION EINES DREIECKS AUS EINER SEITE, EINEM
WINKEL UND EINER SEITENHALBIERENDEN

dem allgemeinen Algorithmus zum Finden von Quadratwurzeln aus Kapitel 5
gelost worden). Die Losungen dieser Gleichungen ist (Laufzeit 40 ms):

. - = tan(vy) — 2tan(7y) tan(3)? + tan(3) % (tan(3) + tan(y))
2 tan(y) (tan(9)? + 1)
y = _tan(ﬁ)2 + tan(y) tan(3) + tan(3)(tan(3) + tan(7y))
2 tan(y)(tan(8)* + 1)

Das =+ entsteht durch eine Wurzel aus eins (in beiden Ausdriicken die selbe
Wurzel). Nimmt man hier ein negatives Vorzeichen, erhélt man x = 1 und
y = 0, d.h. mit B = C ein degeneriertes Dreieck. Der andere Fall vereinfacht
sich zu

_ —tan(y) tan(3)? + tan(0)
tan(y)(tan(5)* + 1)
tan(g)? + tan() tan(3)
tan(vy)(tan(8)% 4+ 1)

Die Ausdriicke beschreiben nun vermége der in Lemma 2.2.3 beschriebenen
Isomorphie eine Konstruktion von  und y aus den Tangenswerten von § und ~;
wir stellen fest, dass diese Konstruktion (von dem degenerierten Fall abgesehen)
eindeutig bestimmt ist.

A.2 Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seite, ei-
nem Winkel und einer Seitenhalbierenden

Wir wollen jetzt auf die selbe Art und Weise ein Dreieck aus einer Seite, der
Lénge der Winkelhalbierenden und dem der Seite gegeniiberliegendem Winkel
konstruieren. Diese Konstruktion birgt ohne den Einsatz von Computeralgebra-
systemen schon ein wenig mehr Probleme.

Wir zeichnen zunéchst wieder ein Dreieck ABC, diesmal mit der Seiten-
halbierenden von A zur Mitte von BC' und dem Winkel am Punkt C'. Wir
bezeichnen mit s die Lénge der Seitenhalbierenden und mit v den Winkel.

Sei A = (0,0), B = (1,0) und C = (x,y). Die Lénge der Seitenhalbierenden
und der Tangens von « berechnen sich dann in einer Laufzeit von 230 ms zu:

Va2 +y2+ 142z
2

S =

Y

tan(y) = P —— g

Fiir x und y gibt es dann folgende erfiillende Lésung mit Quadratwurzeln
(Laufzeit 50 ms):
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A.3. KONSTRUKTION EINES DREIECKS AUS DREI HOHEN

C

A B

Abbildung A.2: Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seite, einem Winkel und
einer Seitenhalbierenden
Der Punkt C wird aus A, B, v und der Linge der Seitenhalbierenden s
rekonstruiert.

24s% tan(y)? — 6 tan(y)? — 2 + 44/5s2 tan(v)? — tan(y)? — 4s? tan(y)? + s2
2(9tan(y)? + 1)

y = Vds2—a22-1-22

Dies ergibt zwei Losungen fiir  und fiir beide jeweils zwei Losungen fiir
y, einmal ober- und einmal unterhalb der Seite AB. Bei der zweiten Losung
nimmt der Winkel v den Komplementérwert an, so dass aulerhalb des Dreiecks
die beiden Seiten AC und BC den gleichen Winkel einschliefen wie bei der
anderen Losung innerhalb des Dreiecks.

A.3 Konstruktion eines Dreiecks aus drei Hohen

Bei der néchsten Konstruktion wollen wir ein Dreieck aus den drei Héhen re-
konstruieren; da wir diesmal keine Seite vorgegeben haben, fixieren wir einen
Eckpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems und setzen die Richtung einer
Dreiecksseite als z-Achse fest.

Wir konstruieren also zunéchst unser Dreieck ABC mit A = (0,0) und
B = (z,0). Den Punkt C setzen wir wieder vollig frei auf C' = (x,y). Die drei
Hohen hg, hy und h. berechnen sich dann zu (Lauzeit 211 ms):
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A.3. KONSTRUKTION EINES DREIECKS AUS DREI HOHEN

C

A i B

Abbildung A.3: Konstruktion eines Dreiecks aus drei Hohen
Das Dreieck A, B, C' wird aus den Lingen der drei Hohen konstruiert.

2y\/x2 + y? — 222 + 22
22 +y2 — 2zx + 22
. R
2+ y?
he = =y

Haben wir jetzt andersherum h,, hy und h. gegeben, so ist offenbar y = +h,.
Die anderen beiden Groéflen haben beide den gleichen Nenner

n = ( (hphe — hohy — hahe)(hphe + hohy — hahe)
(hbhc + hahb + hahc)(_hbhc + hahb - hahc) )

(SIS

insgesamt ist ihr Wert (Laufzeit 78 ms):

2h2hh,
n
he (—h2h} + hih% + h2h?2)

n

Es ergeben sich insgesamt vier Losungen: 2 Durch die beiden Zweige der
Quadratwurzel, die eine Spiegelung um die Y-Achse (also die Gerade parallel
zu AB durch A) ausmachen, und die Spiegelung des dritten Punktes um die X-
Achse; insgesamt erhalten wir also ein eindeutiges Dreieck in vier verschiedenen
Spiegelungen.
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A.4. KONSTRUKTION EINES DREIECKS AUS EINER SEITE UND DER
EULERGRADEN

A.4 Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seite und
der Eulergraden

Abbildung A.4: Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seite und der Eulergera-
den
Ist eine Seite gegeben, so geniigt die Eulergerade fiir die Konstruktion des
Dreiecks mit Zirkel und Lineal.

Wir wollen ein Dreieck konstruieren, von dem wir eine Seite und die Eul-
ergeraden gegeben haben, wobei die Eulergerade definiert ist als die Gerade
durch den Schnittpunkt der Hohen (H.S), der Seitenhalbierenden (S.S) und der
Mittelsenkrechten (MS) (fiir einen Beweis, dass diese drei Punkte auf einer
Geraden liegen, siehe z.B. [18]). Wir zeichnen fiir diese Konstruktion wieder ein
allgemeines Dreieck ABC und zeichnen die Eulergerade ein; Ihre Lage wollen
wir durch den Schnitt mit der X-Achse und der Y-Achse festlegen, d.h. in unse-
rem Fall durch den Schnitt mit einer Geraden durch AB und einer Senkrechten
dazu durch A.

Wir legen fiir A wieder die Koordinaten (0,0) und fiir B = (1,0) fest; C
legen wir wie zuvor mit Parametern auf den Punkt (z,y). Sei e die Entfernung
des Schnittes von g mit der X-Achse zum Ursprung und f die Entfernung
des Schnittes von g mit der Y-Achse. In Abhéngigkeit von x und y ist dies
(Rechenzeit 250 ms):
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—zy? — 13+

© T TPt
Fo= —zy? -3+
—2xy+vy

Wir 16sen jetzt nach x und y:

e — f2+4f% + \/64 —2f2e2 +12f2e3 + f4 —4fte + 4 42 — 12f2¢4
2(f2 +¢€?)

X =

y = f-(—f2—362+2f26+6€3)
— et —2f2e2 £ 12f2e3 4 f4 — Afte +Afie —12f2e4 )
1

'2e(f2 +€2)

Die zweite mogliche Losung ist in der Zeichnung mit den gestrichelten Linien
und Punkt angedeutet (der Schnitt der Mittelsenkrechten liegt am selben Punkt
wie zuvor).

A.5 Ein Drei-Hebel-System

E

Abbildung A.5: Robotik-Konstruktion aus drei Hebelarmen
Die Kurve in der Mitte ist die Ortskurve der von H erreichbaren Punkte. Aus
der Position von H lisst sich die Finstellungen der anderen Hebel nicht mit
Zirkel und Lineal konstruieren.

Als néchstes wollen wir ein Beispiel aus der Robotik betrachten: Gegeben
seien drei mit Gelenken aneinander befestigten Hebel mit festen Lingen I;, o
und l3. Die Endpunkte der Kette seien jeweils fest eingespannt. Drehen wir
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A.5. EIN DREI-HEBEL-SYSTEM

den ersten Hebel um seinen festen Punkt, so bewegen sie die anderen beiden
entsprechend mit; wir interessieren uns fiir die Kurve des Mittelpunktes des
mittleren Hebels. Offenbar kénnen wir das Hebelsystem mit Zirkel und Lineal
konstruieren; geht es aber auch, aus einer Koordinate der Lage des Mittelpunk-
tes durch eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal die Stelle zu bestimmen, an
der der erste Hebel sein muss?

Setzen wir einen Fixpunkt des Hebelsystems bei A = (0,0) und den zweiten
bei B = (1,0). Die Léngen der ersten Hebel belegen wir mit den Variablen [y, I3
und l3. Der Punkt FE soll der Endpunkt des ersten Hebels sein, d.h. er muss semi-
frei mit Parameter A auf einem Kreis um A mit Radius /1 liegen; wir verwenden
zur Darstellung des Punktes die Kreisparametrisierung £ = (lllf/\);,llijr—ﬁz.
Um FE schlagen wir einen Kreis mit Radius /o und schneiden diesen mit einem
Kreis um B mit Radius l3; den Schnittpunkt wollen wir G nennen. Der Mittel-
punkt H von E und G ist dann der von uns gesuchte Punkt. Wir betrachten
zunéchst die z-Koordinate dieses Punktes (die Berechnung dauerte 1331 ms);

wir haben hier einen Anteil innerhalb der ersten Wurzel:

1 = — (5 + 3N — A3\ + AN — BN = [ + 200s + 201100° — 1307 — 13)
(B + AT AN — AN — 1IN — 1§ - 2010p — 2011\ — 13N — 13)

und einen Anteil vor der ersten Wurzel:

Ty = (=202 — I3+ 1302 (31307 — 120302 — BN2 + 202 4 1202 4+ 312 + 12 — 13)

Mit einem multiplikativen Faktor vor der Wurzel und dem Nenner ergeben
diese beiden den folgenden Ausdruck fiir die z-Koordinate von H:

(—2>\ + 2[3)\)\/1'_1 + 22
4(4X2 + 40 — 413X\ — Alsh* + 12 + 20302 + 130%)

xr =

Lost man in dieser Gleichung die Quadratwurzel auf und faktorisiert, so
erhélt man folgendes Losungspolynom fiir A:
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A.6. KONSTRUKTION DES REGELMASSIGEN FUNFECKS

0 = (N2 —4dlsN>+ 1202 +13).
(9621372 4+ 19222* 4 12822 A% + 82A21215 + 8x M\ 1312 + 82X\01513 — 8z \*1313
—82A01215 — 1922130 + 6422 X0 — 242\ 13 — 242 X\513 + 3220412 4 1627512
+24x\215 — 8xA\21313 — 12822\ 13 + 4822 M\%13 — 642°\013 + 4822 A3
+1622X612 — 3220412 — 162512 — 4821202 + 640222 + 962150t + 243
—812l3x + 161222 + 8l313x — 1622213 — 642°N213 4+ 1622213 + 1922\
—288xl3A% + 1442130 + 3ITA2 + 1T + 915 + 15 + 16A* + 14475 — 8l513)?
+24131308 — 2121207 — 212150 — 612130° 4 1613130\ — 813\ — 3212 \*
—6I213AT — 2121305 + 40131307 + 1612130\ — 24121370 — 141313702 — 141312\
F6I213XN0 — 6131307 — 241300 + 31302 + 313" + 135 + 961301 — 28813\°
+401302 — 128130% + 2161375 — 61313 — SI3A? + 4813\ — 721300 — 51302
—5I3AT F 9I3NE — 8IZAZ 4+ 16170 4 241306 — 21313 + 61713 + 31TAT + 11\°)

Der erste Faktor liefert fiir reellwertige I3 nur komplexwertige A und enthélt
also keine reelle Losung; der zweite Faktor ist irreduzibel und vom Grad 6
beziiglich A, diese Polynom kann also nicht durch Quadratwurzeln gelost wer-
den; wir haben damit also bewiesen, dass es zu der gegebenen Konstruktion
keine Umkehrung mit Zirkel und Lineal gibt.

A.6 Konstruktion des regelméifligen Fiinfecks

Wir wollen jetzt ein regelméfiges Fiinfeck konstruieren. Wir nutzen dafiir einige
triviale Symmetrien: Zunsichst betrachten wir eine Seite AB des Fiinfecks, wobei
A = (0,0) und B = (1,2) sein soll. Sei C' ein semifreier Punkt mit Parameter
A auf der Mittelsenkrechten von A und B. Wir nehmen eine Parallele von AB
durch C und schneiden diese mit einem Kreis um B mit Radius AB im Punkt
D; um D wiederum schlagen wir einen Kreis, ebenfalls mit Radius AB, und
schneiden diesen mit der Mittelsenkrechten von AB im Punkt E. Offenbar sind
A, B, D und E dann vier Punkte eines gleichseitigen Fiinfecks (den fiinften
Punkt erhilt man z.B. durch Schnitt der Parallelen durch C' mit einem Kreis
um A mit Radius AB). Das Fiinfeck wird regelmiflig, wenn jetzt noch zwei
Diagonalen gleich lang sind; wir nehmen also die Differenz der Diagonalen AD
und AE. Die Berechnung dieser Gré8en nimmt 246 ms in Anspruch und ergibt
folgenden Ausdruck:

AG - AT = \/5>\2—5\/4—>\2+5)\\/—>\2—2\/4—>\2\/§—2 10+ 51/4 — A2

Losen wir die Quadratwurzeln auf, so erhalten wir

0=16\* — 79\ + 69
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A.7. KOMBINIERTE KONSTRUKTION

Abbildung A.6: Konstruktion eines regelmdfsigen Fiinfecks
Das Finfeck wird iber die Gleicheit der Diagonalen in einem gleichseitigen
Fiinfeck konstruiert; alternative Ldsungen sind die Spiegelung an AB und der

Drudenfuf.
Mit den Losungen
158 + 1073
A= i#

Die Werte mit den + in der Wurzel ergeben das iibliche regelméflige Fiinf-
eck (ober- oder unterhalb von AB). Die anderen beiden Werte ergeben den
‘Drudenfuf}’, d.h. ebenfalls ein regelméfiges Fiinfeck, aber mit sich paarweise
schneidenden Seiten.

A.7 Kombinierte Konstruktion

Wir wollen ein weiteres Beispiel mit einer Folge von Konstruktionen betrachten.
Sei ABCD ein Quadrat und E = (z,y) ein weiterer Punkt. Sei F' der Hohen-
schnittpunkt in ABE und G und H die Umkreismittelpunkte von DAFE und
BCE. Offenbar liegen diese beiden Punkte auf der Halbierenden des Quadrates
(parallel zu AB), da diese Gerade den Mittelsenkrechten der Dreiecke DAE
(auf DA) und BCE (auf BC) entsprechen. Seien a und b die beiden Absténde
von G zu DA und von H zu BC.

Wir wollen den Punkt F aus dem Quadrat und den beiden Absténden a
und b berechnen. Fiir a und b bekommen wir folgende Ausdriicke (715 ms):
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EI

Abbildung A.7: Mégliche Losungen fiir das regelmdjSige Fiinfeck

V5(2y3 4 xy? — Ty? + 3zy + 222y — 322 + %)
2(y? — day + 422)
V5(2y3 4+ xy? — 10y + 15y — bay + 222y — bx + 23)
2(y? — dxy + 422)

Berechnen wir die Resultante dieser beiden Gleichungen beziiglich z und
faktorisieren, so erhalten wir neben zwei Faktoren fiir x = 0 und =z = 1:

0 = 130a + 80az? — 70b + 24b%*z%a — 86322 — 8a’b — 164>z — 80bx>
—1—8(13 + 140bx — 180ax — 16b%za + S8alx? — 24bx%a? + 32a2xb
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A.7. KOMBINIERTE KONSTRUKTION

D C

Abbildung A.8: Kombinierte Konstruktion
F ist der Hohenschnitt von ABE, G und H jeweils die Schwerpunkte von
ADF und BCF. Aus den Abstinden von G und H zu AD und BC ldsst sich

der Punkt E mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Diese 16sen sich (ohne Verwendung von Vereinfachungen innerhalb von 345s)
zu:

x = ( 4V5b® +15V5 + 10V5a” — 35b + 45a + 4b%a — 14V/5ba + 4a® — 8a®b
+( —200V5a — 32v/5b%a + 32v/5a*b + 96v/5b%a? 4 200v/5b
—800v/5b%a — 160v/5a> + 1800ba — 700b? + 640ab — 96v/5a>b>

+800v/5a%b — 700a® — 1160b%a® — 60b* + 160v/56% + 640b%a — 60a*)
1

[NIES

)

400 + 5V — 463 + 5vBb2 + 12b2a — 207/5ba + 443 — 12a2b — 40b + 10v/5a2

Die Konstruktion von y lduft parallel; auf diese Weise haben wir eine Kon-
struktion von E aus den Grofien a und b erstellt.

112



A.8. KONSTRUKTION DES ICOSAEDERS

A.8 Konstruktion des Icosaeders

Abbildung A.9: Icosaeder mit Schnittfliche
Gelingt es, das fett gezeichnete (unregelmdfige) Sechseck zu konstruieren, so
ist die Konstruktion des gesamten Icosaeders einfach, indem man ein
identisches Sechseck senkrecht zu dem ersten aufrichtet.

FEin Icosaeder ist ein 20-Seitiger regelméfliger Korper, bestehend aus 20 Drei-
ecken. Der Icosaeder findet sich in Fuklids Orginalwerkt 'Die Elemente, Band
X" [7]; wir wollen hier eine mit Hilfe des Nullstellen-Algorithmus erstellte Kon-
struktion vorstellen. Um den Icosaeder (seiner Natur nach dreidimensional) zu
konstruieren, betrachten wir die Aquatorebene der dem Icosaeder umbeschrie-
benen Kugel durch zwei gegeniiberliegende Kanten. Sei a die Kantenlénge des
Icosaeders, dann besteht der Schnitt aus einem Sechseck mit zwei gegeniiber-
liegenden Kanten der Linge a, die jeweils an beiden Enden den Aquatorkreis
beriithern (wir nennen diese Punkte p1, p2, p4 und ps, und vier Kanten der Linge
h (wobei h die Hohe eines der Icosaeder-Dreiecke ist), deren Treffpunkte ps und
pg innerhalb des Kreises liegen. Betrachten wir senkrecht zu dieser Ebene durch
p3 und pg eine weitere Schnittebene des Icosaeders, so enthélt diese das selbe
Sechseck, wobei p3 und pg die Mittelpunkte der langen Kanten (die senkrecht
auf der urspriinglichen Ebene stehen) darstellen. Wir stellen also fest, dass der
Abstand pips gleich dem Abstand p3pg seien muss. Geben wir den Kugelradius
vor, bestimmt das aber das Sechseck bereits; wir haben also die 3-dimensionale
Konstruktionsaufgabe in eine zweidimensionale umgewandelt.

Setzen wir A = (0,0) als den Umkreismittelpunkt und p; = (1, 2). p2 setzen
wir semifrei (mit Parameter A) auf den Umkreis. Dadurch haben wir auch p4 (p1
gegeniiberliegend) und ps (p2 gegeniiberliegend) konstruiert. Wir konstruieren
jetzt die Hohe des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlénge pyps und schlagen mit
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A.9. KONSTRUKTION DES REGELMASSIGEN SIEBZEHNECKS
p/o\q)
p] a p2

Abbildung A.10: Die Schnittfliche aus dem Icosaeder in der FEbene

diesem Radius vier Kreise um ps, pg, p1 und ps; ein Schnittpunkt der ersten
beiden und ein Schnittpunkt der letzteren beiden liefern uns jeweils ps und pg.
Wir messen die Distanzen p1ps und p3pg und erhalten in 15930 ms:

B \/—2\/S+ 2V/4X2 — 1 - 2¢/3X — 1
P1pPs — P3P = Vi 2

setzen wir diese Differenz auf 0 und eliminieren die Wurzeln, so erhalten wir
einen Faktor A* — 7A? — 9, den wir lésen miissen; die Losung ist dann

V14 — 24/85

2

=

A.9 Konstruktion des regelméifligen Siebzehnecks

Die Konstruktion des regelméfligen Siebzehnecks verwenden wir die Tatsache,
dass die Lage der siebzehnten Einheitswurzeln in C ein Siebzehneck bilden. Wir
brauchen also nur den Realteil einer Nullstellen des Polynoms X 17 —1 (zusitzlich
zur 1) zu erzeugen; diese Polynom zerfillt in (X — 1)(X'0 4 ... + 1), wodurch
wir den Punkt 1 als Startpunkt fiir das Siebzehneck schonmal zur Verfiigung
haben. Ist z eine Losung dieses Polynoms, so ist z = x;% der Realteil dieser
Einheitswurzel (denn da [z| = 1, ist Z = 1). Wir dividieren also den Restfaktor

durch X® und substituieren 27 = X + % Wir erhalten dann das Polynom

Z8 4+ 77— 178 —62° + 152 +102% — 1022 —4Z + 1
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A.9. KONSTRUKTION DES REGELMASSIGEN SIEBZEHNECKS

sin o

Ccos a

Abbildung A.11: Das regelmdflige Siebzehneck
Die Konstruktion des regelmdfsigen Siebzehnecks gelingt iber die Konstruktion
der 17ten Einheitswurzel.

Zu diesem Polynom finden wir innerhalb von 185s die durch Quadratwurzeln
ausdriickbaren Nullstellen:

1
-1+ VAT + 34— 2V1T 2\/17 3V17 — /170 + 38V/17
2 < + V17 + + + + )

Dieser Ausdruck beschreibt jetzt eine Konstruktion fiir das regelméflige
Siebzehneck: Beginnend mit dem Einheitskreis konstruiert man die Hélfte des
obigen Ausdrucks und trigt durch die X-Achse mit diesem Abstand zur Null
eine Senkrechte durch die X-Achse; Die Schnittpunkte dieser Senkrechten mit
dem Einheitskreis gibt die Position des zweiten (und 17.) Punktes des Sieb-
zehnecks an, wodurch die restlichen Punkte leicht zu konstruieren sind.
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Anmerkung zur Literatur

Der in [23] beschriebene Beweis enthielt einen Fehler beziiglich der Primzahl
zwei; Shafarevitsch schloss diese Liicke wenige Jahre spéter. Fiir einen vollstian-
digen und modernen Beweis sei der Leser auf [17] verwiesen.
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