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Kapitel 1

Einfiithrung

Diese Arbeit handelt von einem Teilbereich des faszinierenden Gebiets der Geometrie der
Zahlen, der sogenannten Reduktionstheorie.

Das Interesse am Problem der Gitterreduktion ist durch seine Universalitit begriindet, das
heiflt die Losung des Basisreduktionsproblems beinhaltet die Lésung vieler weiterer Probleme.
Daraus ergibt sich ein grofies Anwendungsgebiet von Reduktionsalgorithmen fiir Gitter von
der algorithmischen Zahlentheorie bis hin zur Kryptographie. So kénnen Reduktionsalgorith-
men beispielsweise sowohl zur Bestimmung des erzeugenden Polynoms eines algebraischen
Zahlkérpers aus seiner Multiplikationstabelle [2] als auch zur Widerlegung der Sicherheit von
Knapsack und Public-Key Kryptosystemen [6, 21, 34] verwendet werden. Auch die lange un-
bewiesene Mertenssche Vermutung konnte nach achtjdhriger Arbeit durch Anwendung von
Gitterreduktion zum Auffinden von Gegenbeispielen, von Odlyzko und Te Riele [25] widerlegt
werden.

Bevor bekannte und offene Probleme aus dem Gebiet geschildert und neue Beitrige und
Ergebnisse prisentieren werden, werden im folgenden Abschnitt die Grundlagen dargestellt.

1.1 Grundlagen

Dieser Abschnitt hat zwei Ziele. Zum einen werden Definitionen fiir die Objekte der Geometrie
der Zahlen gegeben und zum anderen werden Notationen eingefiihrt, die im Verlauf der Arbeit
verwendet werden.

1.1.1 Grundlegende Notationen

Bezeichne @, R und C respektive den Kérper der rationalen, reellen und komplexen Zahlen.

Fiir z € IR bezeichne |z| die nichste ganze Zahl an z. Die Eindeutigkeit fiir z € ZZ/2 erhilt
man durch folgende Definition:

] = { sign(=)([|2/ +1/2])  falls = € Z/2
sign(2)([[2] +1/2] —1) sonst.
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Dabei ist fiir » € R2° |2| = max{z € Z :z < 2}.
Es sei hier wie iiberall in dieser Arbeit n € IN. Vektoren

v =(v1,...,0,)

seien immer Spaltenvektoren, also n x 1 Matrizen. Vektoren und deren skalare Komponen-
ten sind durch Fettdruck v und Normaldruck »; leicht zu unterscheiden. Matrizen werden
mit groflen lateinischen und deren Komponenten mit kleinen zweispaltig indizierten Buch-
staben bezeichnet. Zum Beispiel: M = (m;j)i<ij<n € Z"*". Hiufig wird auch die folgende

Schreibweise verwendet: M = (my, ..., my). Fir zwei Vektoren v, w € R™ bezeichne
n
— —
(v,w) =v'-w =) v,
i=1

das euklidische Skalarprodukt und
[Vl =/ {v,v)
die von diesem Standardskalarprodukt induzierte Norm. Es gilt die Dreiecksungleichung:
VI = 1wl [ < (v + wl| < [[v]] + [[w]|
und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[(v, W)l < JIvI] - [[wl]

fiir alle v,w € R".

1.1.2 Gitter und deren Reprasentation

Ein Gitter L C IR™ ist eine diskrete additive Untergruppe des IR™. Fiir ein Gitter L sind
damit folgende Aussagen dquivalent:

i) 0 ist kein Hiufungspunkt
i) Fiir alle r € R>? ist die Menge {v € L: || v|* < 7} endlich.

Umgekehrt ist jede diskrete additive Untergruppe des IR™ ein Gitter.

Jedes Gitter L kann geschrieben werden als

k
L= ijﬂ, B = (by,...,by) linear unabhingig . (1.1)
j=1
Die Matrix B heifit Basis des Gitters L. Alle Basen haben die gleiche Lénge k, die auch Rang
des Gitters genannt wird. Matrizen B, die die zuvor genannten Eigenschaften aufweisen,
bezeichnen wir als zuldssige Matrizen.
Gilt £ = n fiir den Rang k eines Gitters L C R", so sagt man, das Gitter L hat vollen Rang. In
dieser Arbeit werden hiufig Gitter betrachtet, die vollen Rang haben. Ist eine zuldssige Matrix
B gegeben, so bezeichnen wir mit L(B) das zu B korrespondierende Gitter. Zu gegebenem
Gitter L C IR™ existieren unendlich viele Basen. Denn ist B Basis des Gitters L, so ist auch
(B - U) Basis des Gitters L fiir alle Matrizen U € GL(k,ZZ), die als unimodularen Matrizen
bezeichnet werden.
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Gitterinvarianten

Zu jedem Gitter L gibt es GroBen, die von der speziellen Wahl einer das Gitter darstellenden
Basis unabhidngig sind und somit aus jeder das Gitter L reprisentierenden Basis B berechnet
werden konnen. Die Invarianten sind die Gitterdeterminante und die sukzessiven Minima des
Gitters.

Definition 1.1 (Gitterdeterminante) Sei L C R" ein Gitter vom Rang k € {1,...,n}
und sei B € R™* eine Basis des Gitters L, dann ist die Determinante A(L) des Gitters L
definiert als die positive Quadratwurzel

Geometrisch 148t sich die Gitterdeterminante als das Volumen des fundamentalen Parallel-
epipeds
k
P= {VE]R” :V:Zmivi,azie [0,1),1§i§k}
i=1
interpretieren.
Wir fiithren die sogenannte Hadamardschranke H(B) ein, die hiufig verwendet wird. Die

Hadamardschranke steht mit der Gitterdeterminante in folgendem Zusammenhang. Ist B
Basis des Gitters L vom Rang k, so gilt:

A(L)? < H(B) < ¢, A(L)2

Fiir k < 8 sind die kleinsten positiven reellen ¢, die sogenannten Hermitekonstanten bekannt.
Fiir groBe k sind die kleinsten Werte fiir ¢ von der Qualitiit ¢y ~ k*.

Definition 1.2 (Sukzessvive Minima) Sei L C R” ein Gitter vom Rang k und i €
{1,...k}. Die kleinste positive reelle Zahl r mit der Eigenschaft, dafi linear unabhdingige
Vektoren vq,...,v; € L existieren mit

il < v (1 <j <),
wird das i-te sukzessives Minimum des Gitters L genannt und mit A\;(L) bezeichnet.

Wir lassen das Homonym “sukzessives Minimum” fiir einen Vektor v € L mit ||v|| = A;,i €
{1,2,...,k} zu, um umstindliche Formulierungen zu vermeiden. Aus dem Kontext wird im-

mer ersichtlich sein, ob sich der Begriff sukzessives Minimum auf den Skalar oder den Vektor
bezieht.

Das erste sukzessive Minimum ist die Linge des kiirzesten von Null verschiedenen Vektors in

L.

Die sukzessiven Minima Ay < Ay < ... < Ag sind geometrische Invarianten des Gitters. Sie
dndern sich also unter isometrischen Transformationen nicht.
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1.1.3 Gitter und quadratische Formen

Die von uns entwickelten Algorithmen TPR und FTPR koénnen sowohl zur Reduktion von
Gittern als auch zur Reduktion von Formen benutzt werden. Daher wird hier auf den Zu-
sammenhang zwischen Gittern und positiv definiten quadratischen Formen eingegangen.

Definition 1.3 (Quadratische Form) Sei k € Z2? und x = (21,...,2}). Eine quadrati-
sche Form ¢(x) ist ein symmetrisches homogenes Polynom vom Grad zwei in k Verdnderlichen

g(x) = Z ¢ij T Tj.

1<a,5<k

Tlyeen, Th!

Quadratische Formen werden gemdf des Vorzeichens ihrer Werte (Tabelle 1.1) klassifiziert,
wobei x alle nichtverschwindenden Vektoren mit reellen Eintrdgen durchlduft.

Figenschaften Bezeichung

q(x) > 0 fiir alle z positiv definite quadratische Form
q(x) < 0 fiir alle z negativ definite quadratische Form
Ix1, xo € RF — {0} mit ¢(x1) > 0 und ¢(x2) < 0 | indefinite quadratische Form

Tabelle 1.1: Klassifikation wichtiger quadratischer Formen

Fiir k = 2 wird ¢(x) als bindre, fiir k = 3 als terndre quadratische Form bezeichnet.

Es existiert eine Zuordnung von Gittern und Formen:

Abbildung eines Gitters auf eine positiv definite quadratische Form

Sei L ¢ R™ ein Gitter vom Rang & und sei B € IR™** eine Basis von L sowie x = (1., Tk)-
Dann wird durch

¢x)=x"-(B"-B) -x (1.2)
eine positiv definite quadratische Form definiert, da ¢(x) = || B - z ||

Abbildung einer positiv definiten quadratische Form auf ein Gitter

Sei x = (#1,...,z) und ¢(x) eine positiv definite quadratische Form. Man kann Koeffizienten
a;; € R bestimmt, so daf gilt:

k k 2
q(x) = aj- (afz + > aiﬂj) -
=1

G=i+1

Da die Form ¢(x) positiv definit ist, muf a;; > 0 sein. Die Spaltenvektoren der Matrix

B! = U - diag(\/a11, ..., /ark) € R**
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bilden eine Basis eines Gitters vom Rang k. Hierbei ist U € RF*¥ folgendermafen definiert:
aij fﬁr1§i<j§k‘

U= (ul‘j)lsz',]‘gk 1 fiir 1 S 1 :j S k
0 sonst.

1.1.4 Reduktionstheorie

Ein wichtiger Aspekt der Reduktionstheorie ist es, Hilfsmittel zur Verfiigung zu stellen, um
die sukzessiven Minima eines Gitters zu bestimmen und zu gegebenem Gitter eine Basis zu
berechnen, die kurze euklidische Lingen aufweist. Diese Probleme sind seit iiber hundert
Jahren Gegenstand der Forschung.

Um von der vagen Forderung kurzer euklidischer Ldngen, die eine reduzierte Basis erfiillen
soll, zu quantitativen Aussagen zu gelangen, wurden diverse Definition fiir die Reduziert-
heit von Basen eines Gitters gegeben. Bevor wir die in unserer Arbeit relevanten Defini-
tion fiir die Reduziertheit einer Basis eines Gitters angeben, wird der Gram-Schmidtsche-
Orthogonalisierungsprozefl beschrieben, um die notwendigen Sprechweisen zur Hand zu ha-
ben.

Der Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierungsprozef§ dient dazu, aus einer Basis
(bi,...,by) € R™**

eines R-Vektorraums V = span(by,...,by) der Dimension k, eine Basis (b,...,bj) des
Vektorraums V zu berechnen, welche die Eigenschaften ¢) und ¢4) hat.

i) <bf,b;> =0falls i #£j
ii) span(by,...,b;) =span(bj,...,b) (1 <i<k)
Eine solche Basis kann durch die Definition 1.4 erhalten werden.

Definition 1.4 (Gram-Schmidt) Seien by,...,bx € R” linear unabhingig. Die Gram-
Schmidt-Koeffizienten p;; wnd Gram-Schmidt-Vektoren b¥ werden durch die folgenden Re-
kursionsgleichungen definiert:

1—1
bf =b; — > bl (1<i<k) (1.3)
j=1
(b;, b}) o
| b |l

Zu einer gegebenen Matrix

B = (by,...,by) e R* (k < n)
vom Spaltenrang k, heifst die Matriz

B* = (b},...,b}) e R™* (k < n)
die Gram-Schmidt-Matrix B* zur Matriz B.
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Die Tatsache, daf§ die Vektoren der Gram-Schmidt-Basis paarweise orthogonal sind, 14t sich
natiirlich unmittelbar nachrechnen. Der Prozef} ist aber auch anschaulich klar, da b} die
Differenz von b; und der orthogonalen Projektion von b; in das orthogonale Komplement
von span(by,...,b;_1) ist. Der Gram-Schmidt-Prozef hingt empfindlich von der Anordnung
der Vektoren (by,...,bg) ab, aus denen die Gram-Schmidt-Matrix berechnet wird. Jede
Permutation fithrt im allgemeinen zu einer anderen Gram-Schmidt-Matrix.

Aus den Lingen der Gram-Schmidt-Vektoren a8t sich eine untere Schranke fiir das erste
sukzessive Minimum ableiten.

Lemma 1.5 Sei(bq,...,bg) € R™* Basis des Gitters L, \y das erste sukzessive Minimum
von L und (bYy,...,by) die Gram-Schmidt-Matriz zu B. Dann ist die folgende Abschdtzung
erfillt:

min{][bf]|: 1< i< K} < A,

Als erste Definition fiir die Reduziertheit einer Basis eines Gitters, stellen wir den LLL-Re-
duktionsbegriff vor. Die Abkiirzung LLL steht fiir die Initialen der Autoren H. W. Lenstra,
A. K. Lenstra und L. Lovdsz, die einen Polynomzeitalgorithmus entwickelten, der diese Re-
duktionsbedingungen herstellt und der in Kapitel 2 niher erldutert wird. Die Definition geht
auf Lovdasz zuriick.

Definition 1.6 (LLL(y)-Reduziertheit) Sei B = (by,...,bs) € R™* eine zulissige Ma-
triz und seiy € (1/4,1]. Seien py die Gram-Schmidt-Koeffizienten und by die Gram-Schmidt-
Vektoren zur Matrizc B fir 1 <l <k <mn.
Die Matriz B heifst LLL(y)-reduziert, wenn die Bedingungen (1.5) und (1.6) erfillt sind.
1
|r| < 5 (1<l<k<n) (1.5)
y- I Dy 1* <N bk 4 srk—a iy P (1 <k <), (1.6)

In [16] wurden fiir eine LLL(y)-reduzierte Matrix B = (by, ..., by) € Z™*" die Ungleichungen

( ! )1_ix<ub-u?<< ! )Hx (1<i<n) (1.7)
4y —1 i= = \gy R '

hergeleitet. Dabei sind die A; (1 < ¢ < n) die sukzessiven Minima des von B reprisentierten
Gitters.

Die Ungleichungen legen die Bezeichungsweise Giteparameter fiir den Parameter y nahe. Je
niher y an eins ist, um so besser werden die Minima des durch B reprisentierten Gitters
durch die Spaltenvektoren der LLL(y)-reduzierten Matrix B approximiert.

Eine stirkere Defintion zur Reduziertheit von Basen eines Gitters wurde von Hermann Min-
kowski gegeben. Basen, die diesem Reduktionsbegriff geniigen, weisen die “geringsten eukli-
dischen Lingen” auf.

Die vom euklidischen Skalarprodukt induzierte Norm erméglicht eine partielle Ordnung der
Vektoren des R™ wie unten definiert:

a<b & [la]| <|b]
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fir a,b € R™.

Dies induziert eine teilweise Ordnung “<” aller Basen (ay,...,a;) € R™* (by,...,bg) €
R™** eines Gitters L C R™ durch

(ar,...,ar) < (by,....,bx) & Jj e {1,...,k}Vie {1,...,5— 1} : ||b;|| = ||a;|| und b; < a;.

Definition 1.7 (Minkowski-reduziert) FEine Basis B eines Gitters L heiffit Minkowski-
reduziert, wenn B ein minimales Element der Menge aller Basen von L ist beziiglich der
oben definierten partiellen Ordnung.

Satz 1.8 (Minkowski-reduziert) Eine Basis B = (by,...,by) eines Gitters L vom Rang
k heifft Minkowski-reduziert, wenn b; einer der kiirzesten Vektoren ist, der mit (by,...,b;_1)
zu einer Basis von L erweitert werden kann fir 1 <1 < k.

An dieser Stelle méchten wir darauf hinweisen, dafl das Problem der Berechnung Minkowski-
reduzierter Basen eines Gitters und die Berechnung der sukzessiven Minima eines Gitters nur
bis zur Dimension vier d4quivalente Probleme sind (Satz 5.11). Im allgemeinen sind die beiden
Probleme verschieden. Darauf wird in Kapitel 3 griindlicher eingegangen.

1.1.5 Eingabegroflien fiir Reduktionsalgorithmen

Ein Problem der Reduktionstheorie fiir Gitter ist es, obere und untere Schranken fiir die Lauf-
zeit von Algorithmen anzugeben, um eine Basis eines Gitters in eine Basis des gleichen Gitters
zu transformieren, die einem bestimmten Reduktionsbegriff geniigt. Dazu ist es erforderlich,
eine Definition fiir die Ldnge der Eingabe eines Basisreduktionsalgorithmus anzugeben.

In dieser Arbeit werden hdufig Basisreduktionsalgorithmen fir Gitter von vollem Rang n
studiert. Die Analyse von Basiseduktionsalgorithmen soll die Laufzeit in Abhingigkeit der
Anzahl von Bits liefern, die erforderlich sind, um die Eingabe zu kodieren. Ist die Eingabe

eines Algorithmus eine zulissige n X n Matrix B = (bq,..., b, ) mit ganzzahligen Eintrigen,
so definiere

E(B) = max{| by |I%,.... [ ba I}
die Fingabegrofle eines Basisreduktionsalgorithmus. Fiir u = (uy,...,u,) € IR" bezeichne
||ul|eo = max{|us|,...,|un|} die Mazimumsnorm des Vektors u.

Die Anzahl der Bits, die notwendig sind, um die Eingabe zu kodieren, wird als FEingabeldnge
bezeichnet. Die Eingabeldnge ist beschrinkt durch die Funktion

S(B) = n* -log(2 - max{|[bi|loc; - .. |[balloc})-

Der Faktor zwei trigt den Vorzeichenbits Rechnung, mit dem Faktor n? werden alle Eintriige
der Matrix B beriicksichtigt. Offenbar ist

n*?log(2 E(B)) < S(B) < n’log(2 E(B)).

Ist eine obere Schranke der Laufzeit eines Basisreduktionsalgorithmus in Abhéngigkeit von
der Eingabegrofie gezeigt, so liegt auch eine obere Schranke in Abhingigkeit der Eingabeldnge
vor.

Ein Algorithmus heifit schnell oder effizient, wenn seine Laufzeit polynomiell in der Einga-
belinge beschrankt ist, im anderen Fall heifit der Algorithmus nicht effizient.
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1.2 Probleme und Resultate

Dieser Abschnitt gibt einen Uberblick der Probleme aus dem Bereich der algorithmischen
Reduktionstheorie fiir Gitter, die Gegenstand der vorliegenden Dissertation sind. Das Thema
dieser Dissertation sind Gitterbasisreduktionsalgorithmen, die Bedingungen herstellen, die
jeweils an den Extrempunkten der Skala stehen, die fiir Reduktionsvoraussetzungen existie-
ren. Zum einen haben wir uns in Kapitel 3 mit offenen Problemen im Zusammenhang mit
dem LLL-Algorithmus [16] befafit. Dieser Algorithmus stellt eine relativ schwache Redukti-
onsbedingung her, die jedoch fiir viele Anwendungen ausreichend ist. Zum anderen haben
wir in Kapitel 5 und Kapitel 6 Algorithmen entwickelt und analysiert, die die Minkowski-
Reduziertheit einer Basis eines Gitters vom Rang drei herstellen. Diese Reduktionsbedingung
ist sehr stark. Fiir beliebige Dimension sind keine effizienten Algorithmen bekannt.

1.2.1 Der LLL-Algorithmus mit Reduktionsgiite y =1

Es stellt sich das folgende bis heute offene Problem:

Ist der LLL-Algorithmus fiir die Wahl des Giiteparameters y = 1 effizient fir Gitter vom
Rang k > 3 fiir festes k?

Die Frage konnte nicht abschlieend beantwortet werden. Stattdessen haben wir in Kapitel 3
das Konzept der parametrisierten Fingaben entwickelt, das es erlaubt, untere Schranken fiir
die Anzahl der Iterationen des LLL-Algorithmus fiir y = 1 und beliebigen Rang k& > 3
anzugeben. Fiir ¥ = 2 wurde das Problem von Brigitte Vallée [37] studiert.

1.2.2 Qualitat der Reduktionsgiite des LLL-Algorithmus

Die LLL(y)-Reduktionsbedingungen erlauben es, die Lingen der reduzierten Basisvektoren
und die sukzessiven Minima des zugrundeliegenden Gitters in Relation zu setzen (1.7). Eine
naheliegende Frage ist es, ob die Schranken zu pessimistisch sind. In Abschnitt 2.2 werden
Beispiele fiir Matrizen angegeben, die zwar LLL(y)-reduziert sind, jedoch Spaltenvektoren
beinhalten, deren Lingen der oberen Schranke aus (1.7) entsprechen. Damit wird diese Frage
verneint.

1.2.3 TPR, ein Algorithmus zur Minkowski-Reduktion fiir k¥ = 3

Die bekannten Algorithmen zur Minkowski-Reduktion [11, 29] basieren auf der Verwen-
dung des LLL-Algorithmus und Enumeration. In Abschnitt 4.2 wird gezeigt, dafl der LLL-
Algorithmus in einigen Fillen die Reduktionsqualitit verringern kann. Mit Beispiel 4.2 wird
verdeutlicht, dafl es de facto bereits fiir Gitter vom Rang k& = 3 Basen gibt, deren euklidische
Lingen durch den LLL-Algorithmus vergréfiert werden. Paar-Reduktionsalgorithmen haben
diesen Nachteil nicht. Pohst und Zassenhaus [26] schlugen Reduktionsalgorithmen vor, die
immer erst alle Paare, dann alle Tripel und so fort Minkowski-reduzieren. Ausgehend von
dieser Idee wird in Kapitel 5 der TPR-Algorithmus entwickelt. Fiir £ = 3 wird in Satz 5.14
bewiesen, daf§ nach Minkowski-Reduktion aller Paare nur noch ein einfacher algorithmischer
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Schritt erforderlich ist, um eine Minkowski-reduzierte Basis zu erhalten. Da zunichst alle Paa-
re reduziert werden, wird der Algorithmus “totaler-Paar-Reduktionsalgorithmus” genannt.

Die Anzahl der Iterationen des TPR-Algorithmus erweist sich als linear, die Bitkomplexitdt
ist kubisch in der Eingabeldnge beschrinkt. Dies wird in Abschnitt 5.2 bewiesen. Durch
parametrisierte Eingaben werden in den Abschnitten 5.3 und 5.8 auch untere Schranken fiir
die Anzahl der Iterationen und die Bitkomplexitit bewiesen.

1.2.4 FTPR, ein schneller TPR-Algorithmus

Der in Kapitel 6 vorgestellte FTPR-Algorithmus, Fast TPR, stellt eine Verbesserung des
TPR-Algorithmus dar. In den Sitzen 6.4 und 6.6 wird gezeigt, dal die Anzahl der Interation
wie im TPR-Algorithmus linear, die Bitkomplexitit jedoch quadratisch in der Eingabeldnge
beschriankt ist. Damit ist die asymptotische Bitkomplexitdt dieses Algorithmus wenigstens
eine Potenz geringer als die Bitkomplexitit bekannter Algorithmen [11, 20, 35].

1.2.5 Sind Paar-Reduktionsalgorithmen fiir £ > 4 sinnvoll?

Am Ende der Arbeit, in Kapitel 7, wird abschliefend die Frage studiert, ob das von Pohst
und Zassenhaus eingefiithrte Paar-Reduktionskonzept fiir beliebe Dimension sinvoll ist. Die
Frage konnte verneint werden, denn folgende Kritikpunkte konnten gefunden werden.

i) total-Paar-reduzierte zulissige (tpr) Matrizen stellen beliebig schlechte Approximatio-
nen der sukzessiven Minima des assoziierten Gitters dar

ii) es ist micht klar, ob es iiberhaupt Paar-Reduktionsalgorithmen gibt, die tpr-Matrizen
effizient berechnen kénnen

Fiir den Kritikpunkt i) wird in Abschnitt 7.1 eine Anregung von Hendrik Lenstra [17] aus-
gearbeitet.

Fiir den Kritikpunkt ii) wird in Abschnitt 7.2 ein naheliegender Paar-Reduktionsalgorithmus
konzipiert und eine parametrisierte Eingabe fiir diesen angegeben, von der wir begriindet
annehmen konnen, dafl sie zu einer exponentiellen Anzahl von Iterationen fihrt.

1.2.6 Einordnung der Resultate

In Tabelle 1.2 geben wir einen Uberblick iiber Resultate diverser AutorInnen zu Basisreduk-
tionsalgorithmen zur Minkowski-Reduktion gegeben. Die betrachteten Algorithmen erhalten
als Eingabe eine quadratische Matrix A € Z*¥(k = 3 bzw. k > 2) mit E(A) < 2° (b > 6).
Es bezeichne I die Anzahl von Iterationen und K die Anzahl von Bitoperationen, die die Al-
gorithmen bei Eingabe von A ausfithren, um eine Matrix B zu berechnen, die eine Minkowski-
reduzierte Basis von L(A) ist. Fiir die elementaren Operationen werden klassische Algorith-
men verwendet, also keine “schnellen” Multiplikationstechniken [31].



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 13

Reduktionsalgorithmen zur Minkowski-Reduktion fiir Gitter vom Rang k = 3

AutorIn Name des Komplexitdtsresultate
Algorithmus
Lagarias [20] | MGTFR! | I = 0(b) K =00
Vallée [35] Acute I=0(b) K = 0(b)
van Sprang TPR I<1654-b K <1654-b3
FTPR I=0(b) K = 0(b?)
Reduktionsalgorithmen zur Minkowski-Reduktion fiir Gitter von beliebigem Rang k
Helfrich [11] | M-RED | I=0 ((5/4)’“3(4“’(”.’ k- b) K=0 ((5/4)’“3(4“’“)) k- b3)

Tabelle 1.2: Komplexititsresultate von Basisreduktionsalgorithmen fiir Gitter

1.3 Methoden

Um untere Schranken fiir die Anzahl der Iterationen des LLL-Algorithmus bei Wahl des
Giiteparameters y = 1 zu finden, wurden in Abschnitt 3.3 durch Experimentieren und Uber-
legen Beispiele fiir Eingaben gefunden, die sich als Produkt zweier zuldssiger Matrizen A und
G*(0 < s € ZZ) schreiben lieflen, bei deren Eingabe der LLL-Algorithmus periodisches Ver-
halten zeigt. Das heifit, eine Folge von Anweisungen wiederholte sich in der gleichen Weise.
Dabei kann sowohl die Anzahl der periodischen Abldufe, die der Algorithmus ausfiihrt, als
auch die Eingabeldnge iiber den Exponenten s gesteuert werden. Diese Methode, die wir das
“Konzept der parametrisierten Eingaben” genannt haben, wird auch fiir die Bestimmung un-
terer Schranken fiir die Anzahl der Iterationen der anderen Gitterbasisreduktionsalgorithmen
dieser Arbeit verwendet.

Um zu beweisen, daf§ der LLL-Algorithmus das genannte periodische Verhalten fiir die an-
gegebene parametrisierte Eingaben aufweist, werden in Lemma 3.3 Rekursionsrelationen fiir
einen Satz relevanter Gréflen des Algorithmus aufgestellt und geldst . Die Suche nach einem
Satz relevanter Grofen des Algorithmus, die eine analytische Behandlung erlauben, erwies
sich als kompliziertes Problem.

Die Entwicklung des TPR-Algorithmus basiert auf der Beobachtung, daf} ein einfacher algo-
rithmischer Schritt zur Minkowski-Reduktion einer Basis eines Gitters vom Rang drei geniigt,
wenn bereits alle Paare Minkowski-reduziert sind. Die Eigenschaft, daf} alle Paare Minkowski-
reduziert sind, wird durch wiederholte Hintereinanderausfithrung dreier Gauf}-Algorithmen
zur Reduktion von Rang zwei Gittern, hergestellt. Die bekannten Analysemethoden des Gau$-
Algorithmus [37] basieren auf der Tatsache, dafl dieser Algorithmus in jeder aufler der letzten
Iteration eine signifikante Lingenverkiirzung der Basisvektoren erzielt. Die Situation, dafl
ein GaufB-Algorithmus immer nur solche Schritte ausfiihrt, bei denen keine Aussage iiber
Lingenverkiirzung moglich ist, diese nennen wir kritische Fille, kann im TPR-Algorithmus
permanent auftreten, wie ausgearbeitete Beispiele in Abschnitt 5.8 dieser Arbeit belegen.
Eine naive Untersuchung aller denkbaren kritischen Félle fithrt zu einer kombinatorischen
Explosion, die nicht zu handhaben ist. Durch die Bereitstellung umfangreicher Sitze in den

!modified Gauss ternary form reduction algorithm
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Abschnitten 5.6 und 5.7, die gewisse kritische Fille als inkonsistent ausklammern, ist es ge-
lungen, die Anzahl der zu betrachtenden kritischen Fille auf wenige tausend zu reduzieren.
In Abschnitt 5.7 wird skizziert, wie ein Programm fir das Computeralgebrasystem PARI zur
Abhandlung dieser Fille entwickelt wurde, welches alle kritischen Fille generiert, die nach
den Kounsistenzregeln noch auftreten kénnen. Fiir jeden Fall wird eine Reduktion der Hada-
mardschranke nach jeweils 22 Gaufschritten auf weniger als 15% ihres urspriinglichen Wertes
bewiesen.

Die Tatsache, daf§ Paar-Reduktionsalgorithmen zur Reduktion von Gitter beliebigen Rangs
nicht sinnvoll sind, wird durch Beispiele wird in den Abschnitten 7.1 und 7.2 belegt.



Kapitel 2

LLL - ein approximativer
Reduktionsalgorithmus

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem sogenannten LLL-Algorithmus. Der Algorithmus
berechnet aus einer Basis eines Gitters L eine neue Basis von L, die die Minima des Gitters L
approximiert. Nach einer Vorstellung und kurzen Charakterisierung des LLL-Algorithmus, in
der zusammengefafit wird, was der LLL-Algorithmus leistet, werden Beispiele fiir Eingaben
vorgelegt, bei denen der Algorithmus einen sehr geringen Reduktionserfolg erbringt. Dabei
handelt es sich um zuldssige Matrizen, bei denen der LLL-Algorithmus sehr schlechte Appro-
ximationen der Minima des durch diese Matrizen reprisentierten Gitter berechnet. Danach
wird das offene Problem untersucht, ob der Algorithmus polynomiell in der Eingabeldnge und
der Dimension ist, wenn fiir die Ausgabe die bestmoglichen Approximationen der Minima des
Gitters verlangt werden, also y = 1 gewidhlt wird.

2.1 Der LLL-Algorithmus

Es folgt eine kurze Zusammenfassung des LLL-Algorithmus, Ein- und Ausgabe des Algorith-
mus werden spezifiziert und eine Darstellung des LLL-Algorithmus durch Struktogramme
[24] wird gegeben. AuBerdem wird das bekannte Komplexititsresultat [16], das eine obere
Schranke fiir die Anzahl der arithmetischen Operationen in Abhingigkeit von Eingabeldnge
und Dimension angibt zitiert. Ferner beweisen wir eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Ausfithrungen einer fiir den Algorithmus zentralen Anweisung in Abhéingigkeit von Einga-
belinge und Dimension. Durch diese Renormierung wird eine direkte Gegeniiberstellung des
bekannten Komplexititsresultats [16] mit unserem Lésungsbeitrag zum offenen Problem er-
leichtert.

Im folgenden bezeichne n eine natiirliche Zahl. Der LLL-Algorithmus erhilt als Eingabe
folgende Objekte:

i) Eine Matrix A = (ay,...,a,) € GL(n,Q) mit a, € Z",1 < i < n, die eine Darstellung
des Gitters L = {v € ZZ" : v = Y 1y z;a;,x; € 7,1 < i < n} = L(A) ist. Mit dieser
Eingabematrix erhilt der Algorithmus implizit auch den Rang des Gitters, dessen Basis
reduziert werden soll.

15
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ii) Einen Giiteparameter y = yi1/y2, y1 € N, y2» € N, ggT(y1,92) = 1, mit den
Eigenschaften 1/4 < y < 1 und yp < [T ||as]]?*

In der urspriinglichen Formulierung in [16] wurde der Giiteparameter y nicht als Eingabe
aufgefaflt, sondern immer auf den festen Wert 3/4 gesetzt. In einer Untersuchungen, die den
Giiteparameter als Eingabe zuldfit, ist die Beschrdnkung der Grofie des Nenners unbedingt
erforderlich. Der Grund ist, daff gréflere Werte nicht sinnvoll sind, und iiberdies zu einem
schlechteren als dem bekannten Komplexititsresultat fithren.

Die Abschétzungen (1.7) rechtfertigen die Bezeichnungsweise “approximativen” Basisredukti-
onsalgorithmus fiir den LLL-Algorithmus. Im Gegensatz zu den Algorithmen, die Minkowski-
reduzierte Gitterbasen ausgeben, berechnet der LLL-Algorithmus nur Approximationen an
die Minima, deren euklidische Lingen noch exponentiell weit von den Lingen der Minima
entfernt sein kénnen.

Um optimale Ubersichtlichkeit zu gewihrleisten wurde der LLL-Algorithmus in Unteralgo-
rithmen und damit Unterstruktogramme gegliedert. Die Gliederung ist in untenstehender
Tabelle zusammengefafit worden.

Name Algorithmus | Beschreibung

LLL 2.1 der komplette LLL-Algorithmus

init-LLL 2.2 Initialisierung, Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierung
Gaufstep 2.3 (%) genannter Teil der Originalarbeit, [16]
swap-update | 2.4 dies wird mit (2) in der Originalarbeit bezeichnet, [16]

Die folgenden Ausfiihrungen haben das Ziel, die Funktionsweise des LLL-Algorithmus dar-
zulegen. Zundchst wird erkldrt, wie die auch im Fortgang der Arbeit verwendeten Struk-
togramme zur Darstellung von Algorithmen zu lesen sind. Danach wird erliutert wie der
LLL-Algorithmus funktioniert.

In Struktogramm 2.1 ist der LLL-Algorithmus angegeben. Hier, wie im Struktogramm der
Initialisierungsroutine, steht zu Beginn des Struktogramins, was die Eingabe ist und welche
Ausgabe daraus durch den im darunterstehenden Struktogramm dargestellten Algorithmus
berechnet wird. Dies hat den Sinn, den Algorithmus schon alleine mit diesen Informationen
verstandlich zu machen. Bei den anderen Hilfsroutinen Gaufistep und swap-update wurde
auf diese Darstellungselemente verzichtet, da diese Hilfsroutinen programmiertechnisch ge-
sprochen nur globale Variablen modifizieren. Die Eingabe, die aus den Indizes (k,1) fiir die
Hilfsroutine Gaufistep und aus dem Index k fiir die Hilfsroutine swap-update besteht, teilt
diesen Hilfsroutinen mit, welcher Satz globaler Variablen zu modifizieren ist.
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Algorithmus 2.1 (LLL(A,y))

Eingabe: Eine Matrix A € GL(n, Q) mit ganzzahligen Eintrigen und ein Giiteparame-
ter y = y1/y2 € Q € (1/4,1) mit y; € IN und y; € IN wie oben beschrieben.
Ausgabe: Eine Matrix B, die Basis des Gitters L(A) und LLL(y) reduziert ist.

init-LLL(A) 1)
k=2 2)
WHILE & #n+ 1 3)

l=k-1 4

Gauflstep(k, 1)

IF cx < (y = pE ko1)Ch-1

THEN | swap-update( k)

ELSE |FOR [!=F%k—-2downto 1
GauBstep(k, 1)
E=k+1

EN|

co

(=)
—_ | — | ~— | = | — | ~—

o]

AAAAAAAA/_\A
Ut

—
ja)
~—

Die Anweisung (1) des LLL-Algorithmus ruft die Initialisierungsroutine auf, deren Strukto-
gramm unten angegeben ist.

Algorithmus 2.2 (init-LLL(A))

Eingabe: Eine Matrix A € GL(n, Q) mit ganzzahligen Eintrigen.
Ausgabe: Die Gram-Schmidt-Koeffizienten und die quadrierten euklidischen Lingen der
Gram-Schmidt-Vektoren zur Matrix A.

FOR i=1ton (1)
aj = a (2)
FOR j=1toil (3)

<az7a*>
pij = o (4)
al = a} — ;2 (5)

2
¢ = | af || (6)
Der Intialisierungalgorithmus 2.2 erhilt als Eingabe die regulire Matrix A = (ay,...,a,) €

Z"*", die der LLL-Algorithmus zuvor als Eingabe erhalten hat. Die Initialisierung besteht
aus zwei FOR-Schleifen, die ineinander geschachtelt sind. Nach Abarbeitung der Anweisungen
(2) bis (6) der Initialisierung wird der Index ¢ inkrementiert und die Anweisungen (2) bis (6)
wiederholt. Dies geschieht so lange, bis die Folge der Anweisugen (2) bis (6) mit dem Index
¢ = n durchlaufen wird. Die innere Schleife mit Laufindex j arbeitet in anloger Weise. Ist
i = 1, so werden die Anweisungen (4) und (5) nicht ausgefithrt und nach Anweisung (2) folgt
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unmittelbar die Anweisung (6). Insgesamt wird die Schleife, die aus den Anweisungen (4)
und (5) besteht zu festem ¢ genau ¢ — 1 mal durchlaufen. Der ganze Initialisierungsprozef
ist eine algorithmische Abbildung der Rekursionsformeln zur Berechnung der Gram-Schimidt-
Koeffizienten und der Gram-Schmidt-Vektoren. Die Initialisierung ist auch so zu verstehen,
daB Speicherplatz fiir n(n — 1)/2 rationale Zahlen p;; (1 < j < ¢ < n) und fiir » rationale
Zahlen ¢; (1 < i < n) geschaffen wird, die nach der Initialisierung allen Hilfsroutinen des
LLL-Algorithmus als globale Variablen zur Verfiigung stehen. Die Gram-Schmidt-Vektoren
werden nach der Initialisierung nicht mehr benétigt und fungieren in der Initialisierung nur
als lokale Variablen.

Nach Abschlufl der Initialisierung wird Anweisung (2) des LLL-Algorithmus ausgefithrt. Hier
wird der fiir den Ablauf des LLL-Algorithmus mafigebliche Index k, den wir auch Masterindez
nennen, auf den Wert zwei gesetzt. Dann wird die Folge der Anweisungen(4) bis (10) des
LLL-Algorithmus wie unten beschrieben iteriert. Der LLL-Algorithmus terminiert, wenn der
Masterindex den Wert n + 1, nach Abarbeitung von (10), erreicht hat.

Das einzige Strukturelement, das noch erklirt werden muf}, ist das IF-THEN-ELSE Kon-
strukt. Ist die Bedingung erfiillt, wird (7) ausgefiihrt und die Bearbeitung in (4) fortgesetst,
da dann in jedem Fall £ # n+ 1 gilt. Ansonsten werden die Anweisungen (8) und (9) (k —2)-
mal ausgefithrt. Hat k nach der Inkrementierung in (10) den Wert n + 1, so terminiert der

LLL-Algorithmus.

Nach dieser Beschreibung folgt eine kurze Erklirung des Reduktionsalgorithmus. Der LLL-
Algorithmus fithrt zwei Typen von Operationen auf den Spaltenvektoten der Eingabematrix
aus.

i) “Reduktion”: In GauBstep wird der Vektor ay durch den Vektor ay — |uri|a; ersetzt.

ii) Vertauschung: Die Vektoren a;_; und a; werden vertauscht, wenn die Bedingung in (7)
erfiillt ist.

Die mafigeblichen Gréfien im LLL-Algorithmus sind die Gram-Schmidt-Koeffizienten g und
die quadrierten euklidischen Lingen der Gram-Schmidt-Vektoren ¢;, zur aktuell berechneten
Matrix (aq,...,ay). Diese steuern durch Anweisung (6) den Ablauf des Algorithmus. Ope-
rationen vom Typ i) haben keinen Einfluff auf die ¢;, erfordern jedoch eine Neuberechnung
von py; fiir 1 < j < 1. Dies geschieht in Anweisung (5) und (6) des Algorithmus GaufBstep.
Nach Abarbeitung von Anweisung (6) in Gaufistep gilt offenbar |ug| < 1/2. Also gilt nach
Reduktion der Zeile (g1, ..., pkk—1) der Gram-Schmidt-Koeffizientenmatrix |py;| < 1/2 fiir
1 < j < k. Der Masterindex k wird erst inkrementiert, wenn diese Bedingungen gelten.
Die Ausfiithrung von Operationen vom Typ i) fiir grofiere k hat keinen Einfluff auf Zeilen
der Gram-Schmidt-Koeffizientenmatrix zu Indizes kleiner als k. Fiir (k,1) = (2,1) hat die
Ausfithrung von Opertion i) den Effekt der Verkiirzung der euklidischen Linge des neu-
en Vektors aj gegeniiber des alten Vektors. In jedem anderen Fall kann unter ungiinstigen
Umsténden sogar eine Verlingerung eintreten. Die Reduktion einer kompletten Zeile der
Gram-Schmidt-Matrix zum Index k hat jedoch im allgemeinen auch eine Verkiirzung zur Fol-
ge. Denn bezeichne i (1 < j < k) die Gram-Schmidt-Koeffizienten vor und vg; (1 < j < k)
diese nach der Reduktion, sowie a; den Vektor vor und bg den Vektor nach der Reduktion
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einer ganzen Zeile der Gram-Schmidt-Koeflizientenmatrix, so gilt:

k—1
2
la I = e+ > pijes
=1
und
k-1
2
b | = ex + D vijes.
=1
Auflerdem gilt |vg;| < 1/2(1 < j < k). Eine solche Reduktion einer kompletten Zeile tritt
immer genau vor der Inkrementierung des Masterindex auf.

Operationen vom Typ ii) haben Korrekturen sowohl von Gram-Schmidt-Koeffizienten als
auch der quadrierten euklidischen Lingen der Gram-Schmidt-Vektoren zur Folge. Diese wer-
den in der Hilfsroutine vorgenommen, deren Struktogramm in Algorithmus 2.4 prisentiert
wird. Der dort verwendete Befehl Swap() vertauscht Speicherinhalte. Dabei ist es egal, ob es
sich um Vektoren oder Skalare handelt. Ist £ > 2, so wird k dekrementiert und die beschrie-
benen Vorginge wiederholen sich. Ist & = 2, so wird ohne vorhergehendes Dekrementieren
des Masterindex wiederholt. Es folgen noch die Struktoramme 2.3 und 2.4 der Anweisungen

(5) und (7) des LLL-Algorithmus.

Algorithmus 2.3 (Gauflstep(k,!))

IF  |pw| >

1
2
THEN |7 = | ]

ap =a; —ry

(
(
(
FOR j=1tol—1 (4
(
(

[kj = Mkj — T

HEkl = HEL — T
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Algorithmus 2.4 (swap-update(k))

—_
~—

H = [k k-1

¢ =cp + plep—1

DN
~—

fir -1 = EE=L 3)
cp = AL 4)
Ck—1 = ¢ 5)

~N| &
~— | ~— | —

Swap(ak—1,ak)
FOR j=1tok—-2

Swap( k1,5, fkj)
FOR :=k+4+1ton

Nej
~—

—_
)
~—

21 = ke, k=1 (fi, k=1 — ik 1) + Lik
Z9 = Wi k—1 — M ik

—
—
~—

Wi k—1 = 21 12)
Wik = 22 13)
IF k>2 14)

| o~~~ —~ | —~ |~~~ |~~~ —~ | —~ | —~
oo

THEN | k=k -1

—_
ot
—

Zum Ende der Erliuterungen sei noch erwihnt, dafl der LLL-Algorithmus einen sehr alten
Algorithmus, der auf Carl Friedrich Gauf} zuriickgeht, verallgemeinert [9]. Dieser sogenannte
Gauflalgorithmus zur Basisreduktion von Gittern L vom Rang zwei berechnet die Minima
von L. Dieser Algorithmus ist im wesentlichen der LLL(A, 1)-Algorithmus mit A € GL(2,Q)
und ganzzahligen Eintrégen. Der Gauflalgorithmus gibt bei Eingabe einer zuldssigen 2 X 2
Matrix A mit ganzzahligen Eintrigen eine Matrix B = (by,by) € GL(2,Q) aus, die Basis
von L(A) ist. Diese erfiillt die Eigenschaften:

by, b 1
[ba |7 2
und
by | < [ b [ (2:2)
Eine Abschwichung von Bedingung (2.2) lautet
yolbu P < b |7, 1/4<y <1 (2.3)

Die Bedingungn (2.1) und (2.3) sind gerade die LLL(y)- Reduktionsbedingungen fiir Gitter
vom Rang zwei. Diese gehen auf Carl Friedrich Gauf} zuriick.

Definition 2.5 Zwei linear unabhingige Vektoren (by,by) € R™*? (n > 2) heiffen y-GauB-
reduziert, wenn sie die Bedingungen (2.1) und (2.3) erfillen.
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Eine Matrix (by,...,b,) € GL(n,R)ist also genau dann LLL(y)-reduziert, wenn fiir jedes der
(n—1)-Paare §; = (b;, b;11) (1 < i < n) gilt: Die orthogonale Projektion der Spaltenvektoren
von 0; (1 < i < n) auf das orthogonale Komplement von Span(b;_1,...,b1) ist y-Gaufl-
reduziert.

Zum Ende des Abschnitts sei nun noch das bekannte Komplexititsresultat aus [16] vorgestellt.

Satz 2.6 Der LLL-Algorithmus berechnet, bei Eingabe einer requliren Matriz A € ZL7"*"
und eines Giiteparameters y mit 1/4 < y < 1, in O (n*log E(A)/log(1/y)) arithmetischen
Operationen auf Zahlen der bindren Linge O(nlog E(A)) eine LLL(y)-reduzierte Matriz, die
Buasis des Gitters L(A) ist.

In Kapitel 3 wird fiir den Fall, daf§ auch y = 1 als Giiteparameter gestattet ist, untere Schran-
ken fiir die Komplexit&t des LLL-Algorithmus ableiten. Diese unteren Schranken werden sich
auf ein anderes Komplexititsmafl als die Anzahl der arithmetischen Operationen beziehen,
um groftmogliche Ubersichtlichkeit bei den komplizierten Zusammenhingen zu behalten.
Dieses Komplexititsmafl wird folgendermaflen definiert.

Definition 2.7 Sei A € Z"*" eine regulire Matriz und y € (1/4,1] ein Giiteparameter.
Mit T(A,y) bezeichnen wir die Anzahl der Aufrufe des Gaufistep - Unteralgorithmus, die der
LLL-Algorithmus bei Eingabe von A und y ausfihrt.

Eine obere Schranke fiir den LLL-Algorithmus beziiglich dieses Komplexitdtsmafes lautet:
Korollar 2.8 Sei A € ZZ™*" eine regqulire Matriz und sei y € (1/4,1), dann gilt:
T(A,y) = 0 (n*log E(4)/log(1/y)) .

Beweis: Der Beweis verliuft analog zum Beweis von Satz 2.6. O

2.2 Beispiele fiir geringen Reduktionserfolg des LLL-Algo-
rithmus

In diesem Abschnitt wird die Fragestellung untersucht, ob es Matrizen gibt, die LLL(y)-
reduziert sind, aber schlechte Approximationen an die Minima des von ihnen reprisentierten
Gitters darstellen. Die Frage wird konstruktiv beantwortet.

Fiir die Konstruktion von Beispielen fiir Matrizen B € R™ ", n € IN>!, die LLL(y)-reduziert
sind, aber schlechte Approximationen an die Minima des von B reprisentierten Gitters dar-
stellen, untersuchen wir Matrizen B € GL(n,R), die obere Dreiecksmatrizen mit nichtver-
schwindenden Diagonalelementen sind.

Lemma 2.9 Es sein € N°? und

bir b1z - bin
0 by - by
B = 2 : € GL(n,R).
0o 0 -
0 0 0 by,
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Dann ist B* = diag(bi1,...,bnn) die zu B gehdrende Gram-Schmidt-Basis und die Gram-
Schmidt-Koeffizienten zu B sind p;; = bj; /bj; (1 < j<i<n).

Beweis: Die Behauptung B* = diag(bi1,...,bns) wird fiir beliebiges aber festes n durch
Induktion iiber dem Spaltenindex gezeigt. Daraus folgt dann unmittelbar die Formel fiir die
Gram-Schmidt-Koeffizienten. O

Als Korollar stellen wir die zwei Bedingungen zusammen, wann eine Matrix, wie in Lemma
2.9, LLL(y)-reduziert ist.

Korollar 2.10 Eine Matriz B, die wie in Lemma 2.9 definiert ist, ist genau dann LLL(y)-
reduziert (1/4 <y < 1), wenn folgende Bedingungen gelten:

i) |bij/bil <1/2(1<i<j<n)

i) bzzi + b?—l,i >y b?—l,i—1 (2<i<n).
Beweis: Die Bedingungen unter i) und ii) ergeben sich aus den Bedingungen (1.5) und (1.6)
der LLL(y)-Reduktionsbedingungen, unter Verwendung der Ergebnisse von Lemma 2.9. O

Korollar 2.11 Mit jeder Matriz B, die wie in Lemma 2.9 definiert ist und die LLL(y)-
reduziert ist, ist auch jede Matriz LLL (y )-reduziert, in der die Elemente der Matriz B oberhalb
der oberen Nebendiagonalen durch Werte ersetzt wurden, die im Absolutbetrag kleiner sind.

Beweis: Korollar 2.10. O

Das Korollar 2.11 wird nun benutzt, um LLL(y)-reduzierte Matrizen anzugeben, die schlechte
Approximationen der Minima der von diesen Matrizen reprisentierten Gitter sind.

Satz 2.12 Sei1/4 <y < 1 und die Matriz B = (b;j)(1<ij<n) € R™", n € IN>2 sei wie folgt
definiert:
(y— 1/4)0=D/2 firi=j(1<i<n)
bijz bii/Q fur1§z<]§n
0 sonst .

Ferner sei by der erste Spaltenvektor der Matriz B. Dann gelten folgende Aussagen:

i) Die Matriz B ist LLL(y)-reduziert.

it) In dem Gitter, das von den Spaltenvektoren der Matriz B aufgespannt wird, existiert
ein Vektor s # 0 mit || by [|? > (4/(4y —1))""2- || s ||%.

Beweis: Zunichst wird die Behauptung i) des Satzes verifiziert. Die Matrix B erfiillt die
Préamissen von Korollar 2.10. Es gilt b;;/b;; = 1/2 (1 < ¢ < j < n). Damit ist die Bedingung
i) von Korollar 2.10 erfiillt. Die Giiltigkeit der Bedingung ii) von Korollar 2.10 fiir die Matrix B
ergibt sich umittelbar, beide Bedingungen des Korollars 2.10 fiir die Matrix B sind also erfiillt
und daher ist die Matrix LLL(y)-reduziert. Damit ist die Behauptung i) des Satzes bewiesen.
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Um die Behauptung ii) zu beweisen, wird der Vektor s = (s1,52,...,5,) mit s; = b; , —
bin—1 (1 < ¢ < n) und der Skalar f als positive Quadratwurzel f = /y —1/4 definiert.
Offenbar gilt s; = 0 fiir 1 <7 < n — 2 sowie s,_1 = —f”_2/2 und s, = 771, Also ist

i) N f2(n—2)

= U0/t ) = 0Ty,

s )* = £
Da || by ||* = 1 gilt, folgt unmittelbar
Ibo P =1 s 121 s 72 = [l s 17 (4/(4y = 1" - 17y > (4/(4y = 1) - | s |,

womit auch die Behauptung ii) des Satzes bewiesen ist. O

Ein Vergleich mit der Schranke aus den Ungleichungen (1.7) zeigt, dafi die Matrix aus
Satz 2.12 in der Tat ein Beispiel fiir duflerst schlechte Minimumsapproximationen durch
LLL(y)-reduzierte Matrizen ist.

Zum Abschlufl des Abschnitts geben wir noch ein Beispiel fiir eine zuldssige Matrix an, die
sogar LLL(1)-reduziert ist, jedoch eine sehr schlechte Approximation des ersten sukzessiven
Minimums darstellt. Das Beispiel lautet:

18 9 9
B=| 0 16 s (2.4)

0 0 14
Es ist: % = 8218242 = 233 was || by ||® = %)\f impliziert. Die Schranke aus den Un-
gleichungen 1.7 garantiert: || by ||* < 3)1. Der Unterschied ist also 552 ~ 1.2461, gegeniiber

3 = 1.3. Das Verhiltnis ist ungefihr 93.46%.



Kapitel 3

Das Konzept der parametrisierten
Eingaben

Zunichst wird dargelegt, was das Konzept der parametrisierten Fingaben ist. Dann wird eine
durch 0 < s € 7 parametrisierte zulissige Matrix A, € Z>*? fiir den LLL-Algorithmus ange-
geben, bei deren Eingabe der LLL-Algorithmus wenigsten 3s [terationen ausfithrt. Zum Ende
des Kapitels wird gezeigt, wie aus A, eine parametrisierte Eingabe fiir den LLL-Algorithmus
fiir beliebige Dimension konstruiert werden kann, um damit das Konzept auch im allgemeinen
Fall anwenden zu kénnen.

3.1 Was sind parametrisierte Eingaben?

Fiir die in dieser Arbeit untersuchten Reduktionsalgorithmen werden Eingaben A, vorgelegt,
die von einem Parameter 0 < s € ZZ abhdngen. Durch diesen Parameter s kann die Laufzeit
der Algorithmen und die Eingabegréfie E(A;) simultan gesteuert werden.

3.2 Das Konzept

Durch die Moglichkeit, Eingabegréfie und Laufzeit simultan zu steuern, kénnen untere Schran-
ken fiir die Laufzeit als Funktion der Eingabegréfie bewiesen werden. Dies wird in der vorlie-
genden Arbeit dazu verwendet, untere Schranken fiir die Fille zu beweisen, bei denen bisher
fir den LLL-Algorithmus keine oberen Schranken bekannt sind. Ferner werden auf diese
Weise untere Laufzeitschranken fiir einen eigenen Algorithmus, zur Berechnung Minkowski-
reduzierter Matrizen, bewiesen.

3.3 Eine parametrisierte Eingabe fiir den LLL-Algorithmus
fiir Dimension drei

In den folgenden Abschnitten wird zu der unten angegebenen parametrisierten Eingabe A,
fir den LLL-Algorithmus die Giiltigkeit von Satz 3.1 bewiesen.

24
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Satz 3.1 Sei s eine positive ganze Zahl und bezeichne A; = A - G*, wobei

0 -1 1
A=1]1 0 -2
0 1 0
und
00 1
G=|1 0 -2
01 0

ist. Ferner sei \ die positive reelle Wurzel des Polynoms x> + 422 4+ 4z — 1. Dann gibt es eine
Folge reeller Zahlen (o) € RN mit 0.781 < 0, < 1.122, so daf gilt:

E(A,) = (24 \)* - oy fiir s > 10, (3.1)

Auflerdem gilt:
T(As,1) =5+ 3s. (3.2)

Der Beweis von Satz 3.1 ist lang und kompliziert und wird daher in mehrere Lemmata un-
tergliedert. Fiir den Beweis des zentralen Lemmas 3.2, das zum Beweis von Gleichung (3.2)
dient, werden Hilfssdtze benotigt, die als Nebenprodukt Gleichung (3.1) verifizieren.

Der LLL(A,,1)-Algorithmus zeigt periodisches Verhalten. Damit ist gemeint, dafl sich eine
Folge von Anweisung in der gleichen Weise wiederholt. Dieses periodische Verhalten wird in
Lemma 3.2 formalisiert.

Lemma 3.2 Sei s € ZZ > 0 und ser As wie in Satz 3.1 definiert. Dann gilt:

T(A,,1) = T(Ay_1,1)+ 3. (3.3)

Der Beweis von Lemma 3.2 erfordert einige technische Lemmata, die im folgenden angegeben
werden.

Lemma 3.3 Sei 0 < s € ZZ. Bezeichne a; den ersten Spaltenvektor der Matriz As aus Satz
3.1 und ,ul(-;) die Gram-Schmidt-Koeffizienten von A, fir 1 < j <1 < 3. Ferner sei

() 1<ijes = (AL - Ay).

Dann gelten die folgenden Gleichungen und Ungleichungen:

A, = (a57a8+17a8+2) (3'4)

A543 = a5 — 2854 (3.5)
s 1

s < 5 (36)
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5 3
1
-5 < uls) <0 (3.8)
las |* < [l a1 |1* (3.9)

Py — 8 by < ) ) — Y Y (3.10)

Die Ungleichungen werden dadurch bewiesen, dafl sogenannte geschlossene Darstellungen fiir
die darin auftretenden Groflen bestimmt werden. Dazu werden die erforderlichen Rekursions-
gleichungen gefunden und gel6st.

Fiir den Beweis des Lemmas 3.2, wird zusdtzlich noch Lemma 3.4 benétigt. Im folgenden
bezeichnen wir mit 2.2.z die Anweisung ¢ in Algorithmus 2.2. Analoge Bezeichnungen werden
fiir die Anweisungen der anderen Algorithmen verwendet.

Lemma 3.4 Seiy € (1/4,1] und A € Z3*3 eine regulire Matriz. Bezeichne c; die quadrierte
euklidische Ldnge des j-ten Gram-Schmidt-Vektors und pi; (1 < j < i < n) die Gram-
Schmidt-Koeffizienten zu A. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:

(a) Firk =2 ist ¢y < (y — p3y)er dquivalent zu || az || <y - | a1 ||°.

(b) Firk =3 1ist cs < (y— ,u%z)cz dquivalent zu pgs'l) pg? — pg? pg? < pﬁ) pg;) — pﬁ? pg).

Beweis: Eine kurze Rechnung ergibt die Korrektheit des Lemmas. O

Der lange technische Beweis von Lemma 3.3 erfolgt am Ende dieses Abschnitts. An dieser
Stelle wird die Giltigkeit von Lemma 3.3 benutzt, um Lemma 3.2 zu beweisen. Beim Beweis
von Lemma 3.2 wird Lemma 3.3 nicht benutzt. Lemma 3.2 ergibt die Giiltigkeit von Gleichung
(3.2).

Beweis von Lemma 3.2 Der Beweis wird so gefithrt, dafl Schritt fiir Schritt untersucht
wird, was im Algorithmus 2.2 bei Eingabe von (A, 1) passiert. Dabei wird s > 1 voraus-
gesetzt. Es zeigt sich, daf sich der Algorithmus 2.1 nach drei Gaufischritten vor Anweisung
2.1.4 befindet, und die Situation die gleiche ist, wie die Situation, die sich fiir LLL(A;_1,1)
nach der Initialisierung und vor Anweisung 2.1.4 ergibt.

Die Vorginge werden in Tabelle 3.1 zusammengefafit und im Anschluf} erklért.
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Zeile im Aktion (a1,a2, as) (a1, a2,as) Refe-
Algorithmus vorher nachher renz

2.1.2 Initialisierung (85,8541, 2542) (as,8511,8542) (3.4)

2.1.3 k=2 (as, 8541, 8542) (as, 8541, 8542)

2.1.4 k # 4 weiter (as,az41,2542) (as,a341,2542)

2.1.5 l=k—-1=1 (as, 8541, 8542) (as, 8541, 8542)

2.1.6 Gaufistep(2, 1) (R, 2541, 8542) (Rs,8541,8542) (3.6)

2.1.7 larss |7 < |l ax |I? (85,8541, 2542) (85,8541, 2542) (3.9), Lemma 3.4 (a)
2.1.8 ! =0 down to 1 (as,a541,2542) (as,a541,8542)

2.1.10 k=k4+1=3 (as,as41,8542) (as,;asy1,2542)

2.1.3 k # 4 weiter (as,a541,8542) (as,ag41,8542)

2.14 I=k-1=2 (as,ag41,8542) (as;as41,2542)

2.1.5 GaufBstep(3,2) (as,ag41,8542) (as,8541,8542) (3.8)

2.1.6 Bedingung erfiillt (as,a341,8542) (as,a541,8512) (310), Lemma 3.4 (b)
2.1.7 swap-update(3 ) (85,8541, 2542) (as,8515,8541)

2.1.3 k # 4 weiter (as,85490,8541) (as,a5492,8511)

2.14 I=k-1=1 (as,as41,3542) (as,as41,3542)

2.1.5 Gauﬁstep(2,1) (as,85490,8541) (as, @540 4+ 2as,8511) (37)

2.1.6 Bedingung erfillt (as,a540+2a5,8541) | (2s,8,12 +2as,a,41) | (3.10), Lemma 3.4 (a)
2.1.7 swap-update(2) (as, 8515 + 220, 8,15) | (2542 + 2as,85,8,41)

2.1.3 k # 4 weiter (as,8542,8541) (as,as49,3541)

2.14 k=2 (23542 +2as,a5,8,41) (as—1,2s,8541) (3.5)

Tabelle 3.1: Drei Gaufischritte im LLL(A,,1)-Algorithmus

In der obenstehenden Tabelle wurde zusammengefat, wie die Eingabematrix A, fiir s € Z>°
in drei Gaufischritten zu der Matrix As_; im LLL(1)-Algorithmus modifiziert wurde. Die In-
itialisierung verdndert die Eingabematrix nicht. Es wurde in Lemma 3.3, Gleichung (3.4)
gezeigt, dal A; = (as,8541,a542) gilt. Danach wird & auf den Wert zwel gesetzt, was keinen
Einflul auf die Matrix hat. Da k # 4 gilt, wird nun die While-Schleife abgearbeitet. In An-
weisung 2.1.4 wird [ = 1 gesetzt. Auch Anweisung 2.1.5 hat keinen Einfluf} auf die Matrix,
da wegen der Giiltigkeit von (3.6) keine Operation ausfiihrt wird. Die Bedingung in Anwei-
sung 2.1.6 ist nun wegen Gleichung (3.9) und Lemma 3.4 nicht erfiillt, so daff als nichstes
Anweisung 2.1.8 abgearbeitet wird. Die For-Schleife 2.1.8 bis 2.1.9 wird nicht ausgefiihrt, da
der Endlaufindex kleiner als der Startlaufindex ist. Danach wird k in 2.1.10 inkrementiert.
Damit ist der erste Durchlauf durch die While-Schleife abschlossen.

Da k = 3 ist, wird die While-Schleife erneut durchlaufen. In 2.1.4 wird [ = 2 gesetzt. Anwei-
sung 2.1.5 hat keinen Effekt, wegen Gleichung (3.8). Diesmal ist die Bedingung in 2.1.6 nach
Lemma 3.4 und Gleichung (3.10) erfiillt. Dies hat den Tausch der zweiten und dritten Spalte
der Eingabematrix in Anweisung 2.1.7 zur Folge. Auflerdem wird k dekrementiert.

Beim dritten Durchlauf durch die While-Schleife gilt & = 2. Anweisung 2.1.5 hat jetzt
den in der Tabelle angegebenen Effekt, da zum einen fir den momentanen Gram-Schmidt-
Koeffizienten py; = N:({Qi) und zum anderen Gleichung (3.7) gilt. Nach Gleichung (3.5) ist
as_1 = as42 + 2a,. Die Bedingung, die in Anweisung 2.1.6 getestet wird, lautet daher nach
Lemma 3.4 || a,_1 ||> < || a, ||*. Diese Bedingung ist nach Gleichung (3.9) erfiillt. Damit
werden die erste und die zweite Spalte der bis dahin berechneten Matrix vertauscht. Die

Ausfithrung des Algorithmus geht in 2.1.4 mit £ = 2 weiter und die aktuelle Matrix ist
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(as—1,8s,85+1). Es kann unmittelbar verifiziert werden, daf§ der LLL( Ag, 1)-Algorithmus ge-
nau fiinf Gaufischritte ausfiithrt. Damit ist Lemma 3.2 bewiesen. O

Bevor der Beweis des Lemmas 3.3 gefithrt wird, moéchten wir einige Bemerkungen zur ver-
wendeten beziehungsweise alternativen Beweisstrategien geben.

Die verwendete Methode, die Giiltigkeit der Ungleichungen (3.6) bis (3.10) zu zeigen, ist die,
(s),(s) _ (s) (s)

Rekursionsgleichungen fiir || a, ||* und p{}psy — pi5p}5 aufzustellen und zu losen.

Die Losung einer Rekursionsgleichung beinhaltet die Angabe einer Formel, aus der sich das
s — te Folgeglied ohne die Berechnung seiner Vorgidnger berechnen 1dft.

Mit der geschlossenen Darstellung von || a, ||* wird (3.9) beweisen. Ferner wird die Losung
der Rekursion fiir || a, ||* dazu verwendet, Gleichung (3.6) zu verifizieren. Mit der Giiltigkeit
der Gleichungen (3.6) und (3.9) folgen die Ungleichungen (3.7) unmittelbar, denn es gilt:

2

[ as |l
9
[Eeni

was sich aus Gleichung (3.4) und (3.5) ergibt. Um die Giiltigkeit der Gleichungen (3.8) und
(s), () _ () (s)

3.10) zu zeigen, mufl eine weitere Rekursionsgleichung fir pyypss — pispis aufgestellt und
g g g 11 P33 13 P13 g
gel6st werden.

(s+1) _

P31 = =2+ ko (3.11)

Das grofle technische Problem im Beweis der geschlossenen Darstellungen entsteht durch
Terme mit wechselndem Vorzeichen, die einen kleinen Absolutbetrag haben, aber nicht gegen
Null konvergieren.

Zunichst wird begriindet, warum wir nicht den unten erliuterten, naheliegenden Weg ge-
gangen sind, sondern einen, auf den ersten Blick umsténdlicheren Weg, der aber im Endeffekt
praktikabler und einfacher ist, gewahlt haben.

Der naheliegende Lésungsweg ist der, die Matrix G zu diagonalisieren und die Matrix A
beziiglich der Basis der Eigenvektoren (EVen) der Matrix G darzustellen. Mit der Bezeichnung
V! fiir die Matrix, die in ihrer i-ten Spalte den EV (1, \;, A\?)! zum Eigenwert (EW) ), der
Matrix G fir 1 < ¢ < 3 hat, gilt dann:

Al 0 0
V-.G° = 0 A3 0 -V
0 0 A3
und
A7 0 0
A, =X - 0 A5 0 -V
0 0 A3

fiir s € Z=2°. Dabel ist X = (Ii]‘)lsi,]‘sg; die eindeutig bestimmte Lésung des linearen Glei-
chungssystems

A=X-V. (3.12)
Die geschlossene Form des Vektors a, lautet dann

T11A] + 21275 + 21373
ag = Izl)\i + 3322)\3 + 3323)\§ . (313)
T31A] + 23275 + 23373
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Die Koeffizienten (z,;) mit 1 < 7,5 < 3, die sich aus Gleichung (3.12) ausgedriickt durch
die EWe der Matrix G ergeben, haben ein duflerst kompliziertes Aussehen. Wird nun die ge-
schlossene Form (3.13) verwendet, um die eigentlich relevanten Grofien, wie etwa || a, ||°, zu
bestimmen, so ergeben sich Terme, die beziiglich der gesuchten Aussagen schwer zu analysie-
ren sind. Es erscheint daher sinnvoller, direkt die Rekursion fiir die Folge || a, ||* herzuleiten
und zu losen. Diese Vorgehensweise hat zwei Vorteile: Zum einen kann die Losung dieser
Rekursiongleichung zweimal verwendet werden (beim Beweis von (3.5) und (3.9)) und zum
anderen 148t sich die erhaltene Darstellung, wie sich a posterio herausstellt, sehr gut analy-
sieren.

Es folgt nun der Beweis von Lemma 3.3:

Beweis von Lemma 3.3 Zunichst wird die Richtigkeit der Gleichungen (3.4) und (3.5)
des Lemmas gezeigt. Die Giiltigkeit von Gleichung (3.4) ergibt sich unmittelbar. Die Rekur-
sionsgleichung (3.5) gilt nach dem Satz von Cayley-Hamilton. Das charakteristische Polynom
p(z) der Matrix G ist

p(z) = >4+ 2z—1.

Also ist nach dem Satz von Cayley-Hamilton p(G) = 0 und damit G®> = I3 — 2 G. Hierin ist

I3 die Einheitsmatrix vom Rang drei. Multiplikation von links mit der Matrix A - G* ergibt
die Rekursionsgleichung (3.5).

Jetzt wird die Rekursionsgleichung fiir die Folge (|| a, ||*) hergleitet und geldst.

Hilfssatz 3.5 Es bezeichne (a,) = (|| a, ||*) die Folge der quadrierten euklidischen Lingen
der Folge von Vektoren (as). Die Folge (a) € ZLN geniigt der linearen Rekursion:

sy = -2 Gsy5 + 4 Ggtq + 10 G543 + 2 (PR + 4 Ugy1 — Qg (314)

(ao,a1,...,a5) = (1,2,5,9,26,41).

Beweis: Das Gleichungssystem

s 0 1 0 0 0 0\°/[ @
Ust1 0 01 0 0 0 ay
Ust2 1 4 0 -4 0 0 a2
p%“;; 1o 0o 0 0 0 1 p%%; (3.15)
s 0
p%i,,) 0 -2 0 1 0 0 p%g)
e 0 0 0 0 1 -2 o

ergibt sich nach den Gleichungen (3.4) und (3.5) durch Induktion. Die 6 x 6 Matrix aus
Gleichung (3.15), die fiir s = 1 mit M bezeichne wird, hat das charakteristische Polynom
p(z) =264+225 421 - 1023 - 222 — 42 + 1. Also ist nach dem Satz von Cayley-Hamilton
p(M) = 0, wobei dann die 1 durch die 6 X 6 Einheitsmatrix zu ersetzen ist. Damit ist die
Rekursion (3.14) gezeigt. ]

Jetzt wird die Rekursion (3.14) gelost.
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Hilfssatz 3.6 Seip(z) = 2®+42? +42 -1 und seien \; € C (1 < i < 3) mit p(\;) = 0. Ses
(as) € ZN die Folge aus Hilfssatz 3.5.

Die geschlossene Darstellung der Folge (as) lautet:

3 3
as =Y i Ai+ Y cipz(Xi+2)°. (3.16)

Dabei ist (c1,¢3,...,¢6) die eindeutig bestimmte Losung des linearen inhomogenen Glei-
chungssystems (3.17).

ag 1 1 1 1 1 1 c1

ay Al Az A3 (/\1 + 2) (AQ + 2) (A3 + 2) C9

o [ A8 0ur2r ur2r 2R | | e 51

as o )\:13 )\3 )\g ()\1 + 2)3 ()\2 + 2) ()\3 + 2)3 Cq )

a4 )\11 )\% )\g ()\1 + 2)4 ()\2 + 2)4 ()\3 + 2)4 Cx

as )\% )\g )\g ()\1 + 2)5 ()\2 + 2 ()\3 + 2)5 Cg

Beweis: Nach Hilfsatz 3.5 gilt:

as 0O 1 0 0 0 0 ao
Gt 0O 0 1 0 0 0 a@
Gspa | 0O 0 0 1 0 0 as
asys | 0O 0 0 0 1 0 as (3.18)
Gspd o 0 0 0 0 1 as
gys -1 4 2 10 4 -2 as

Bezeichne R die rechtsstehende 6 x 6 Matrix fir s = 1. Fiir das charakteristische Polynom
der Matrix R gilt:
char(R7 m) = p($) ' Q($)7

wobei ¢(z) = 2% — 22 — 1 ist. Offenbar gilt p(z) = ¢(z + 2), so dafl

E={\Ait2:1<0<3}

die Menge der Eigenwerte der Matrix R ist. Ist A € E, so ist vy = (1,2, A%,...,A%) der
zugehorige Eigenvektor zum Eigenwert A. Die Eigenwerte der Matrix R sind paarweise ver-
schieden, also ist det(R) # 0, da R eine Vandermonde Matrix ist. Daher ist (3.17) eindeutig
losbar. Die behauptete geschlossene Darstellung fiir a; kann schliefllich aus den Gleichungen

t

g o A VX, C1
As41 ai Ao (DY C3
Gg42 — R*. a3 _ Az Vg . C3
U543 as (A1 4 2) vr 42 4
Gstd N (A2 4+ 2) vay42 s
asys as (A3 +2) vry42 C6

abgelesen werden. O
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Die Rekursiongleichung (3.14) wird im Beweis des Lemmas 3.3 fiir verschiedene Startwerte
(ag, . ..,as) benutzt. Ein solches geordnetes Sechstupel fiir eine Rekursiongleichung wird als
ein Startvektor zur Rekursion bezeichnet. Da wir an einer Losung des Gleichungssystem (3.17)
fiir beliebige ganzzahlige Startvektoren interessiert sind, bestimmen wir die sechs Lésungen
fiir die kanonischen Einheitsvektoren. Aus diesen Losungen kann jede Losung zu beliebigem
Startvektor durch Linearkombination gewonnen werden. Die Losungen werden in Abhingig-
keit der Eigenwerte der Matrix dargestellt, welche die Rekursion (3.14) beschreibt.

Hilfssatz 8.7 FEs gelten die Bezeichnungen von Hilfssatz 8.6 und ¢; bezeichne die eindeutig
bestimmte Lésung des linearen inhomogenen Gleichungssystems (3.17), wobei der Spalten-
vektor (ag, .. .,as)" durch den i-ten kanonischen Einheitsvektor fir 1 < i < 6 ersetzt wurde.
Dann gelten die folgenden Gleichungen:

16A2 + 671 + 78

1622 4+ 67X + 78

1 [ 16A3+67A3+ 78
118 | —8A2— 19, +4
—8A2 - 19X, + 4
—8)\2—19X\3+ 4

14X2 + 60X\, + 67

1422 4 60X, + 67

1 | 14X\3+60X3+67
118 | 422 488X — 19
4222 + 88X\, — 19

42)2 + 883 — 19

3502 + 148\ + 172

35A2 4 148X\, + 172

1 | 35M%24148M3+ 172
T8 | —11A2 4260, — 4
—11A2 + 26X, — 4

—110% 4+ 26)3 — 4

1202 + 53\ + 56

1202 4 53X, + 56

1 1202 + 53\3 + 56
118 | —20A2 — 21X +8
—207\2 — 21\ + 8

—200% - 21)3 +8

Cyq =

—8\2 - 32X\ - 35

—8)\2-32),-35

1 —8A\2 —32X\3 - 35
118 222 — 42 43
202 — 4, + 3
202 — 43+ 3



KAPITEL 3. DAS KONZEPT DER PARAMETRISIERTEN EINGABEN 32

—3)2 — 14X\ - 16
—3)\2 — 14\, — 16

1 —3)\3 —14)3 — 16
Cg = —— 2
118 3AT+ 2\
A2 42X,
302 +2);

Beweis: Die Richtigkeit der Gleichungen wird durch Rechnung mit einem geeigneten Compu-
teralgebrasystem (maple, mathematica, PARI) nachgepriift. Dabei sind die Vereinfachungen
der Ausdriicke, die sich durch den folgenden Hilfssatz 3.8 ergeben, unerldflich. |

Hilfssatz 3.8 Seien p(x) und \; (1 < i < 3) wie in Hilfssatz 3.6, mit dem Zusatz, daff M
die reelle Wurzel von p(z) ist, definiert. Dann gilt:

A1+ A+ A3 =4 (3.19)
und
Adads = 1. (3.20)
Ferner gilt: A2 + A2+ A2 = 8 und | X2 = | A1 + 2.

Beweis: Es gilt A\; + Ay + A3 = (=1)3 - (Koeffizient von 2?) in p(z) = —4 und AjAA3 =
(—1)3 - (Koeffizient von 2°) in p(z) = (—1)* = 1. Wegen (3.19) und (3.20) gilt: (37, A;)? =
S2 AT 42 Di<icj<a Aidj = (=42 =16=32_ A2 +257 A% Es ist also:

3 3

1
2 — =
Z’\’ + 22 N =16 (3.21)
=1 =1
Ferner folgt, wegen (3.19) und p(A;) = 0(1 < ¢ < 3):

Y- ) =4 (3.22)

=1 ¢
Bilden wir nun die Summe aus dem zweifachen von Gleichung (3.22) und Gleichung (3.21), so
erhalten wir 3-3°7_; A? = 24 und damit unmittelbar 37 ; A? = 8. Ferner ist [Ag|? = Ay Ay =
Ay - Az = )\1—1 =M +4)\ +4= (M +2)% womit der Hilfssatz bewiesen ist. O
Es sind nun die wesentlichen Hilfsmittel zusammengestellt worden, um Gleichung (3.9) zu

beweisen.

Als erstes Korollar des Hilfssatzes 3.7 wird jetzt die explizite geschlossene Form der Folge
(a,) € ZN, wie in Hilfssatz 3.5 formuliert, angegeben.

Korollar 3.9 Sei (a5) € ZN die Folge aus Hilfssatz 3.7 und seien \; (1 <i<3) wiein
Hilfssatz 3.8 definiert. Dann gilt fiir die Koeffizienten ¢; aus Gleichung (3.16):

50 ¢ — —2X - X455 fir 1<i<3
P 8A2 438X, 3+48 fir 3<i<5.
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Damit kann die Folge (as), mit den oben definierten c;, wie folgt geschrieben werden:
as =1 A] +2Re(A5 - c2)+ ca(M+2)° +2Re((A2+2)° - ¢5) (3.23)
Daraus ergeben sich die Ungleichungen:
0.781- (A 4+ 2)° — |e(s)] < as < 1.122- (A1 +2)° + |e(9)] (3.24)

Hierbei ist |e(s)| < 3-0.674° fir s € Z>°.

Beweis: Die Gleichungen fiir die ¢; ergeben sich aus Hilfssatz 3.7 mit

4]

6
= Z a;_1C;.
=1

Ce

Dabei ist (ag, @1, ..,as) wie in Hilfssatz 3.5 und ¢; (1 < i < 6) wie in Hilfssatz 3.7 definiert.

Da A; die einzige reelle Wurzel des Polynoms p(z) aus Hilfssatz 3.6 ist, gilt Ay = A3 fiir die
restlichen Wurzeln des Polynoms p(z). Damit ist auch ¢; = €3 und ¢; = Tg. Es gilt ganz
allgemein 2Re = z 4 Z fiir alle z € C. Damit ist Gleichung (3.23) hergeleitet.

Die Ungleichungen (3.24) ergeben sich aus untenstehenden numerischen Approximationen
und der in Hilfssatz 3.8 bewiesenen Identitdt |[Ay] = Ay 4 2.

Bezeichnung der Wurzel | Numerische Approximation
A1 eR 0.205 + €

MeC-R —(2.102 4 €) + (0.665 + €) i
=X eC-R —(2.102 + €) — (0.665 + €) i

Tabelle 3.2: Approximationen der Wurzeln des Polynoms p(z) = 2% + 422 + 42 — 1

Die Terme, die exponentiell gegen Null konvergieren, wurden in €(s) zusammengefaBt. Dies
sind die Terme in der geschlossenen Darstellung von (as), die Potenzen von A1, (A2 + 2) und
(A3+2) enthalten. Die Ungleichungen ergeben sich aus den Abschitzungen —|z| < Re(z) < |z|,
die fiir alle 2 € C gelten. Die Unschirfe ist unvermeidbar, da es keine andere Moglichkeit
gibt, die Vorzeichenfolge (s;) € {£1} des kleinen Stérungsterms 2Re(Aj - ¢3) als durch

_ 2Re(A3 - c2)
|2Re( A5 - ¢2)]

Si

zu beschreiben. Giinstigerweise ist |2 Re(A§-c2)| < 1/4-¢;Af. Daher erscheint die Bezeichnung
Storungsterm fir den linksstehenden Ausdruck gerechtfertigt. Die numerischen Approxima-
tionen wurden mit dem Computeralgebrasystem PARI berechnet. |

Mit den Ungleichungen (3.24) des Korollars 3.9 kann nun die Ungleichung (3.9) trotz der
Unschérfe verifiziert werden, denn mit den obigen Bezeichungen gilt

1122+ (A1 +2)° + |e(s +1)] < 0.781 - (A + 2)*t! — |e(s + 1)
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fiir s € Z7°.

Mit den gleichen Abschitzungen wird auch die Gleichung (3.1) des Satzes bewiesen. Lei-
der sind die Abschitzungen (3.24) zu grob, um daraus die Abschitzungen (3.6) abzuleiten.
Deshalb wird eine andere Methode verwendet, die von der umfangreichen Vorarbeit profitiert.

Zunichst wird die Folge (,ugsl)) mit Hilfe der Folge (as) dargestellt.

Hilfssatz 8.10 Fs gelten die Bezeichnungen von Korollar 3.9. Dann ergibt sich die Folge
(s)

Hay #U

1 Ggt1 Gg43 "
Mgsl) = Z <1 + 4(1—5 - a—s) f’U/f’ S Z 0. (325)
Die Ungleichungen (3.6) sind dquivalent zu der Giiltigkeit der beiden Ungleichungen
mi(s)=  as—4as41+as43 >0 (3.26)
ma(s) = 3as+4as41 —asys > 0. (3.27)

Die in (8.27) und (3.27) definierten Folgen geniigen der gleichen Rekursiongleichung wie die
Folge (as) mit den folgenden Startvektoren:

Folge Startvektor
my(s) | (2, 8, 10, 34, 64, 130)
ma(s) | (2, 0, 10, 2, 40, 34)

Tabelle 3.3: Startvektoren der Folgen zum Beweis von (3.6)
Die geschlossenen Darstellungen der Folgen mq(s) und mo(s) lauten:
mi(s) = dig A} + 2 Re(dia A5) + dia (M + 2)° + 2 Re(dis (A2 + 2)°) (3.28)
fir 1 <i<2und s e Z2°. Die Koeffizienten d;; sind dabei definiert als

oo Z(7TA;—1) fir 1<j<2
1= 19(12A§_3+54A]-_3+70) fir 3<j<5

ot

ot

und

[,

)

<

l
—_—N—
Bl Bl

—4A§—9A1+11) fir 1<j<2
L (2N 5+ 112 5+13) fir 3<j<5.

Es gilt mi(s) > 0 fir 1 <i <2 und alle s € Z2°.

Beweis: Die Gleichung (3.25) folgt nach kurzer Rechnung aus (3.4) und (3.5). Die Aqui-

valenz der Ungleichungen (3.6) mit den beiden Ungleichungen (3.27) und (3.27) folgt nach
Gleichung (3.25). Dabei ist Ungleichung (3.27) dquivalent zu der Ungleichung ,ugs'l) < 1/2
und die Ungleichung (3.27) ist dquivalent zu der Ungleichung ,ugsl) > —1/2. Die geschlossenen

Formen (3.28) ergeben sich mit den angegebenen Startvektoren nach Hilfssatz 3.7. O
Das folgende Korollar verifiziert die Ungleichungen (3.6):
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Hilfssatz 8.11 Mit den Bezeichnungen aus Hilfssatz 3.10 gelten die Ungleichungen

m1(s) > 0 und my(s) > 0 fir alle s € 7Z>°.

Beweis: Aus Tabelle 3.1 ist ersichtlich, daf} die Terme in (3.28), die Potenzen von Ay, (A2 +2)

und (A3 +2) enthalten, exponentiell gegen Null konvergieren. Da, wie in Hilfssatz 3.8 gezeigt,

A2l = (A1 + 2) und —|z] < Re(z) < |2| fiir alle z € € gilt, ergeben sich die Abschdtzungen
mi(s) = 2Re(di2A3) + dia (A1 +2)° + €(s) > (M + 2)° (dia — 2|dia]) + €i(s)

fiir 1 < i < 2 mit ¢(s) < 1 und s € Z2°. Es gilt

[A2| (d1a — 2|dy2|) > 1.65-2.2°
sowie

| Az (d24 -2 |d22|) > 0.02-2.2°.

Damit ist der Hilfssatz gezeigt. O

Nach Hilfssatz 3.10 und Hilfssatz 3.11 sind die Ungleichungen (3.6) bewiesen. Wegen (3.9)
und (3.11) ist damit auch (3.7) bewiesen.

Es ist noch die Richtigkeit von (3.8) und (3.10) nachzuweisen. Dazu wird die Folge (¢,) € Z%,
wie in Hilfssatz 3.12 angegeben, definiert.

Hilfssatz 3.12 Bezeichne
as = o7 8 — o3 {3 fir s € Z2°.

Dann st
Gsp1 = p1) DY) — 013 YY) fir s € 2>,

Beweis: Es gilt nach (3.15)
pg? = —2a,+ pg;_l) (3.29)
und nach (3.5)
4p§52) =as +4as41 — asy3. (3.30)
Nach Definition ist
g1 = PV P - oMY plSHY.

Damit ergibt sich nach (3.29)

s+1 s+1 s 2 s+1 s+1 s s s
Os+1 = p§1 )p:(as = (2 Ust1 + sz)) = pg1 )P:(as ) 4a§+1 —4ag sz) - pgz) pgz)-

Wegen (3.30) kann dies zu

@1 = o (0ays — 4apn — 4p13)) = p7 plY = asran = p13 013 = P17 B — 1Y 1Y
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umgeformt werden. O

Zum Beweis von (3.10) geniigt es (Hilfssatz 3.12) zu zeigen, daf die Folge (¢s) streng mono-
ton wichst. Die Beweisstrategie ist auch hier wieder die, eine Rekursion fiir die Folge (gs)
aufzustellen und zu l6sen. Dabei zeigt sich, dafl es sich auch hier wieder als sinnvoll erweist,
die Rekursion zu beliebigen Startwerten zu losen. Der Grund dafiir ist, daf sowohl der Zihler
als auch der Nenner von ,ugfz) der gleichen Rekursion zu verschiedenen Startwerten geniigt.
Damit kann diese Vorarbeit eingesetzt werden, um die Ungleichungen (3.8) zu beweisen. Mit
Hilfssatz 3.13 wird die Rekursion fiir die Folge (g,) aufgestellt:

Hilfssatz 3.13 Se: ¢, wie in Hilfssatz 3.12 definiert und bezeichne
(s) (s) ()

Zs = Pa3 4s — P12 P13 -

Die Folgen qs; und z; geniigen der gleichen Rekursion zu verschiedenen Startwerten. Die
Rekursionsgleichung lautet:

ds+6 = (_17 _2747 107274) ' (QSv ds+1,- -+, qs+5)t' (331)

Die Startvektoren zu den beiden Folgen sind in Tabelle 3.4 aufgefiihrt.

Folge Startvektor
zs | (=1 ,—4, -20, -99, -—480, -2332)
¢ | (2 9, 45 218, 1057,  5145)

Tabelle 3.4: Startvektoren zu den Folgen zum Beweis von (3.8) und (3.10)

Beweis: Die Rekursionsgleichung wurde mit dem Algorithmus von Berlekamp und Massey
bestimmt, indem jeweils hinreichend viele Folgeglieder berechnet wurden, um die Rekursion
zu erhalten. Die so gewonnen Rekursiongleichung wurde dann dhnlich wie in Hilfssatz 3.12
fiir die Folgen z; und ¢, verifiziert. O
Zur Losung der Rekursionsgleichung (3.31) wird zunichst die erforderliche Notation ein-
gefiihrt. Bezeichne py(z) = @® + 22 — 1 und py(z) = 2® — 422 — 42 — 1. Dann gilt fiir das
charakteristische Polynom der die Rekursion (3.31) darstellenden Matrix

0 1 0o 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
k= 0o 0 0 0 1 0 (3.32)
0 0 0 0 0 1
-1 -2 4 10 2 4

char(R, z) = p1(z)-p2(z). Es bezeichne A3, die reelle und (Agy3:, A343;) das Paar komplexer
Nullstellen des Polynoms p;4+1 fiir 0 < ¢ < 1. Naturgemif gilt Agys; = Agqs; fiir 0 < ¢ < 1.

Die numerischen Approximationen an die Wurzeln von char(R,z) wurden in Tabelle 3.5
angegeben.
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Bezeichnung der Wurzel | Numerische Approximation
AMER 0.45339 + €

MeC-R —(0.226 + €) + (1.467 4 €) ¢
A3=XeC-R —(0.226 + ¢) — (1.467 + €)1
A €R 4.864 + €

AsC - R —(0.432 4+ €) + (0.136 + €) ¢
M=XeC-R —(0.432 4+ €) — (0.136 + €) ¢

Tabelle 3.5: Approximationen der Wurzeln des charakterischen Polynoms der Matrix R

Hierbei gilt —10% < € < 103. Die Wurzeln A; (1 < ¢ < 6) geniigen gewissen Relationen, die
im nachfolgenden Hilfssatz zusammengefafit wurden. Diese Relationen werden benétigt, um
zu moglichst einfachen Darstellungen fiir die in (3.34) und (3.35) definierten Koeffizienten ¢4;
und ¢g; (1 <7 < 6) zu gelangen.

Hilfssatz 3.14 Seien \; (1 < ¢ < 6) die Wurzeln des charakterischen Polynoms der Matriz
R der Gleichung (3.32), die wie in Tabelle 3.5 definiert sind. Dann gelten die folgenden

Relationen:
H?:l Al =1 H?:él Al =1
E?:l AZ =0 E?:il AZ =4
)\% = A5+ Ag
Ay = )\g . )\§
M- A =1 X5-XM2=1 X-M2=1
M2+ A= —4
M4 N2=24

Beweis: Der Beweis kann auf mannigfache Weise gefithrt werden. Beispielsweise analog wie
in Hilfssatz 3.8 oder durch Spezialisierung allgemeiner fiir Polynome giiltiger Sitze. O

Es bezeichne .
V= (A igiico (3.33)
die aus den Wurzeln A; gebildete 6 x 6 Vandermonde Matrix. Analog zu Hilfssatz 3.6 gilt

6
2 = chi)\f fiir s € Z2° (3.34)
=1

und

6
4s = Y e} fiir s € Z2°. (3.35)
=1
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Hierbei sind ¢y; und ¢y; fiir 1 < ¢ < 6 eindeutig aus den folgenden linearen inhomogenen
Gleichungssystemen (3.34) und (3.35) zu bestimmen.

C11 zZ1
C12 22
c z
vl =] (3.36)
C14 Z4
C15 Z5
C16 Z6
€21 q1
€22 92
c
V.| B =] B (3.37)
C24 q4
€25 qs
C26 g6

Hilfssatz 3.15 Seien A, (1 < i < 6) wie in Hilfssatz 3.14 angegeben. Bezeichne e; den I-
ten kanonischen Einheitsvektor. Sei V. wie in (3.33) definiert. Dann gilt fir die eindeutig
bestimmten Ldésungen c; des linearen inhomogenen Gleichungssystems: V - ¢; = e fir 1 <
[ < 6:

SN2 440448

3M2 -85 —4
o — 1 3\ —8X\g — 4
VT 118 | 10922 — 564 + 250
10922 — 492)5 — 186
10972 — 492\ — 186
8A2 4 19X, + 24
8AZ - 13)5 -8
o L 8A\2 — 13X6 — 8
> 7118 322 — 3)\, + 8
322 — 131A5 — 120
3202 — 1316 — 120
—4)2 4300, + 3
—4X2 4 46A5 + 19
e — 1 —4)2 4 46X + 19

118 | —556A2 + 256X, — 1131
—556A2 + 24805 + 1093
—556A2 + 24806 + 1093
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—19XA% + 16A4 — 28

—19A2 + 925 + 48

1 | 1924 92X+ 48
T 118 | 3AF44a—20
3A2 —8\5 — 32
302 —8X¢ — 32

Cq

472 + 504 + 20

402 - 11X5 + 4

1 402 — 116 + 4
118 | —250A2 4+ 115M4 — 508
—2502% + 1115A5 + 492
—250A2 4 1115\ + 492

Cy; =

—2)\4 -3

—2A5 -3

1 —2X¢ — 3
T 118 | B6AZ—26A4 + 115
56A% — 2505 — 109
5602 — 250\ — 109

39

Korollar 3.16 Seien \; (1 < i < 6) wie in Hilfssatz 3.14 definiert. Dann g¢ilt fir die Koeffi-
zienten aus den Gleichungen (3.34) und (3.35)

und

11 3)\% + 2

12 3A2 —12X5 — 10

C13 _ 1 3)\% - 12)\6 - 10

C14 N 5 —3>\% - 8)\4 —-11

C15 —3A§ + 4A5 + 1

16 —3X\§ +4X6 + 1
C21 —8/\% + 6X4 — 16
22 —8A2 4 38\5 + 16
C33 - 1 —8Aé + 38A6 + 16
caq | T 59| BAZ4 19X+ 18
C25 5)\% - )\5 -2
Cag 5)\(23 - )\6 -2

Beweis: Die Koeffizienten ¢q; und c¢y; ergeben sich nach Hilfssatz 3.15 mit

6
t t
(c11,¢12, ., c16)' = D zim1€;
=1
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und
6
t t
(6217C227---7C26) = E ¢i—-1Cq -
=1

O

Nach der umfangreichen Vorarbeit gestaltet sich der Beweis von (3.8) und (3.10) sehr einfach.
Um (3.10) zu beweisen wird gezeigt, daf} die Folge (¢s) € ZN streng monoton wichst. Aus
Tabelle 3.4 ist ersichtlich, welche Terme in der Darstellung (3.35) exponentiell wachsen und
welche Terme exponentiell gegen Null konvergieren. Terme, die Potenzen von Ay, A5 und Ag
enthalten, konvergieren exponentiell gegen Null, wohingegen Terme mit Potenzen von Ay, As
und )4 mit exponentieller Geschwindigkeit wachsen. Nach Hilfssatz 3.14 ist Ay = A3 - A3, also
Mg = |A2|? = |A3|%. Ferner ist, wie bereits erwihnt —|z| < Re(z) < |2| fiir alle 2 € C.

Fiir exponentiell gegen Null konvergierender Fehlerfunktion ¢(s) mit |e(s)| < 27* fiir s € Z=°
gilt die Gleichung
gs = €24+ A5 + 2Re(ca - A3) + €(s)

und damit
A (eas— 2] eanl AT%) = Je(8)] < g < A%~ (c2a + 2 |enal A7) + e(s))-

Mit Hilfe dieser Ungleichungen wird ¢, < g,y fiir alle s € Z2° mit den numerischen Appro-
ximation ¢4 ~ 1.889 und |cz| & 0.108 verifiziert. Damit ist (3.10) gezeigt.

Der Beweis der Ungleichung (3.8) erweist sich als sehr interessant, da sich herausstellt, daf
die Folge H:(ssz) sogar einen Grenzwert hat, der die reelle Wurzel des Polynoms 23 + 2z + 1
ist. Dieses Polynom wurde mit der bekannten Methode [16], Seite 525, zur Bestimmung eines
Polynoms p € Z[z] mit p(lims—oo ,ugsz)) = 0 gefunden. Diese Methode ist eine der vielen

Anwendungen des LLL-Algorithmus.

Aus den Darstellungen (3.34) und (3.35) mit den Koeflizieten ¢y; und ¢; fiir 1 < ¢ < 6 aus
Korollar 3.16 sowie den numerischen Approximationen aus Tabelle 3.4 ergeben sich folgende
Abschitzungen, wobei ¢(s) mit |e(s)| < 27* fiir s € Z*2° eine Fehlerfunktion ist:

M(ers — 227" Jena]) = Je(s)]

() < Mlera+ 227" Jero]) + |e(s)]
s 2
Ni(eza + 227" eaal) + le(s)

< - —s5/2
Af(caa — 2007 [eaal) — |e(s)]

Aus dieser Ungleichung liest man den Grenzwert der Folge ab:

lim ply) = 24 (3.38)

S—00 624
Unter Verwendung von Hilfssatz 3.14 kann dies wie folgt umgeformt werden:

C14 _ —3)\% - 8)\4 —11 _
c2a BAT4+ 19X, +18

-\ (3.39)

Damit ist auch (3.8) verifiziert. Dies komplettiert den Beweis von Lemma 3.3.
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3.4 Konstruktion parametrisierter Eingaben fiir beliebige Di-
mensionen

Es ist immer noch ein offenes Problem, ob der LLL-Algorithmus fiir die Wahl des Parameters
y = 1 polynomiell in n und der Eingabegrofie E(A) ist. Wir wollen einen neuen Beitrag zu
diesem Problemkreis leisten, indem wir unsere parametrisierten Eingaben dazu verwenden
neue parametrisierte Eingaben fiir beliebige Dimension n zu kreieren.

Satz 8.17 Der LLL-Algorithmus bendtigt auf Fingabe der Matriz

B = 0 A € Z™ ", 1> 3 mit
I, _3 0
0 -1 1 00 1)\
4=]1 0o -2 10 2|,
0 1 0 01 0

wenigsten T(By, 1) = (2n — 3)l Gaufschritte.

Beweis: Wir wihlen die Bezeichnungweisen b,1 = bn_g,bl2 = bn_l,bé = b,,. Mit diesen
Bezeichnungen wurde in den vorigen Abschnitten bereits gezeigt, dafl LLL(y = 1) bei Eingabe
der Matrix A; genau 3/ 4+ 5 Schritte benétigt. Fiir n = 3 ist die Aussage also richtig. Fiir die
weiteren Erklirungen, die sich auf die Tabelle des vorigen Abschnitts beziehen, ist b; (1 <14 <
3) in der Tabelle durch die hier definierten Bezeichnugen b; (1 < i < 3) mutatis mutandis
zu ersetzen. Sei nun n > 3. Da im linken Teil der Matrix A; eine Minkowski-reduzierte
Matrix steht, ist die Bedingung in Anweisung (7) des LLL-Algorithmus fiir alle Masterindizes
k < n—2 verletzt. Das bedeutet aber, da die zugehérigen p’s verschwinden, daf} sich die Matrix
nicht verdndert. Wir schildern jetzt, ausgehend vom Masterindex & = n — 2, [ identische
Abliufe, die jeweils 2n — 3 Schritte (Aufrufe des Gaufistep-Algorithmus ) umfassen. Anders
formuliert: Wir erkldren einen Ablauf, der (2n — 3)I Schritte umfaBt und periodisch ist mit
Periodenldnge (2n — 3). Der Algorithmus LLL(y = 1) produziert dabei aus einer Eingabe 4;
in 2n — 3 Schritten eine Ausgabe B;_1,l > 1. Sei also k = n— 2. Jetzt wird Anweisung (6) des
LLL-Algorithmus einmal und Anweisung (10) (n — 4)-mal ausgefithrt. Es hat also insgesamt
t1 = (n — 3) Aufrufe von Gaufistep-LLL(%,!) gegeben, ndmlich k =n — 2,1 € {1,...,n — 3}.
Jetzt ist £ = n — 1 und es wird wieder Anweisung (6) einmal ausgefiithrt und Anweisung (10)
n — 3 mal, da die Bedingung (7) wieder verletzt ist (Zeile 6 der Tabelle). Insgesamt ergeben
sich also t3 = n — 2 Gaufistep(k,!) Aufrufe: k =n —2,1€ {1,...,n—2}. Jetzt ist k = n und
die Anweisung (6) wird einmal ausgefiihrt, ohne die Basis zu verdndern (Zeile 12 der Tabelle
3.1). Die Bedingung von Abfrage (7) ist diesmal erfiillt (Zeile 13 der Tabelle 3.1), was den
Tausch von b, und by zur Folge hat. AuBerdem ist jetzt k = n — 1. Anweisung (6) bewirkt
nun, daf} der Basisvektor b; =b,_1zu b;, —|—2b'1 wird (Zeile 17 der Tabelle). Die Bedingung in
Anweisung (7) ist wieder erfiillt (Zeile 18 der Tabelle) und der update-Aufruf hat zur Folge,
daB insgesamt A; zu A;_; reduziert wurde (Zeile 19 der Tabelle 3.1). Der Masterindex ist
jetzt wieder k = n — 2. Ein Ablauf von insgesamt [ Zyklen ist also komplett.
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Wir brauchen somit nur noch die Summe der Gaufistep Aufrufe zu bilden. Es waren: ¢; = n—3
Aufrufe zum Masterindex k = n — 2, t3 = n — 2 Aufrufe zum Masterindex £ = n — 2 und
noch je eine Aufruf in Anweisung (6). Also insgesamt 2n — 3 Aufrufe. O



Kapitel 4

Algorithmen zur
Minkowski-Reduktion - ein
Uberblick

4.1 Bekannte Algorithmen zur Minkowski-Reduktion

Das Problem der Berechnung einer Basis B = (by,...,b,) € Z"*" eines Gitters L C 7",
mit der Eigenschaft
H(B) = min{H(B'): B'ist Basis von L},

ist NP-hart.
Eine Minkowski-reduzierte Basis eines Gitters ist eine minimale Basis dieses Gitters.

Das beste bekannte Komplexitdtsresultat zur Minkowski-Reduktion mit dem Algorithmus
M-RED von Bettina Helfrich [11] wird in Satz 4.1 zitiert.

Satz 4.1 M-RED berechnet bei Eingabe einer requliren Matriz A = (ay,...,a,) € Y/
ein Matriz B mit der Eigenschaft, daff B eine Minkowski-reduzierte Basis des Gitters L(A)
ist. Der Algorithmus M-RED bendtigt dazu

0 ((5/4)" 4=V 4 - log(E(A)))
arithmetische Operationen auf ganzen Zahlen der Linge
O(n*(nlog(n) + log(E(A)))).
Fiir feste Dimension n ergeben sich also Kosten von
O(log(E(A))?)

Bitoperationen bei Verwendung von klassischen Algorithmen fiir die elementaren Operationen
+,—,=,* und /. Bei Anwendung schneller Multiplikationstechniken (Schénhage, Strassen
[31]) kann die genannte obere Schranke zu

O(log(E(A))**)

43
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verbessert werden.

Bettina Helfrichs Algorithmus zur Minkowski-Reduktion benutzt eine verbesserte Version
eines Algorithmus von Ravi Kannan [28] zur Korkine-Zolotarev oder Hermite-Reduktion.
Der letztgenannte Algorithmus wurde von Claus Peter Schnorr verbessert [29].

Eine interessante Fragestellung ist nun, ob sich das genannte Komplexititsresulat fiir feste
Dimension signifikant verbessern 1dfit. In ihrer Habilitationsschrift [35] untersucht Brigitte
Vallée einen Algorithmus, der fir Gitter L C Z* eine Minkowski-reduzierte Basis direkt,
also ohne ein zusdtzliches Enumerationsverfahren, berechnet. Sie nennt diesen Algorithmus
“Acute-Algorithmus”. Die Analyse benétigt viele geometrische Resultate, die nur im dreidi-
mensionalen Raum gelten. Die im Algorithmus verwendeten Operationen sind im wesentli-
chen die Operationen des LLL-Algorithmus, mit dem Unterschied, dafl in jedem Schritt eine
vollstdndige LLL-Neuinitialisierung und den damit verbundenen grofien Kosten erforderlich
ist. Der Algorithmus ist so konzipiert, daf sich die euklidischen Léngen der Vektoren in jedem
Schritt um den Faktor \/7/8 verkiirzen. Der “Acute-Algorithmus” hat aber demnnoch keine
bessere asymptotische Komplexitdt als der LLL-Algorithmus beziehungsweise der M-RED-
Algorithmus. Die Komplexitit des “Acute-Algorithmus” [35] ist

O(log(E(4)))

Bitoperationen.

Wir prisentieren in Kapitel 5 zwei neue exakte Algorithmen zur Minkowskireduktion. Den
ersten Algorithmus haben wir TPR-Algorithmus (Totaler-Paar-Reduktions-Algorithmus) ge-
nannt, da er auf dem Paar-Reduktionskonzept beruht. Dieser Algorithmus berechnet eine
Minkowski-reduzierte Basis eines Gitters L C L? (d > 3) vom Rang drei in

O(log(E(4))%)

Bitoperationen. Der Algorithmus hat eine wesentlich bessere Laufzeitkonstante als der “Acute-
Algorithmus” und beinhaltet eine einfache Moglichkeit der Verallgemeinerung auf Dimensi-
on vier. Der zweite Algorithmus FTPR, fiir Fast TPR, leistet das Gleiche wie der TPR-

Algorithmus, besitzt aber eine signifikant bessere asymtotische Komplexitit von
O(log(E(4))?)

Bitoperationen. Wir beweisen diese Komplexitdtsresultate unter Verwendung von klassischen
Algorithmen fiir die elementaren Operationen.

4.2 Kritik am Konzept, den LLL-Algorithmus zur Minkowski-
Reduktion zu verwenden

Der Algorithmus von Ravi Kannan zur Hermite-Reduktion, der durch Claus Peter Schnorr
verbessert wurde, benutzt den LLL-Algorithmus zur Basisreduktion, um eine Menge “mode-
rater Grofle” in Polynomialzeit zu berechnen, in der ein kiirzester Vektor in

O(n")( Ravi Kannan [28])
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beziehungsweise

O(vn") ( Claus Peter Schnorr [29])

Enumerationsschritten berechnet werden kann.

Der Algorithmus von Bettina Helfrich benutzt rekursiv diesen Algorithmus zur Hermite-
Reduktion, um eine Minkowski-Reduktion zu gewinnen. Fiir feste Dimension n ist der Algo-
rithmus zwar polynomiell, enthilt aber eine gigantische Konstante in der Laufzeitschranke.

Die Hauptkritikpunkte an diesem Verfahren sind:

1) Die Verwendung von Enumeration kann nicht optimal sein. Enumeration fiithrt im all-
gemeinen zu exponentiellen Laufzeitschranken

2) Der als Subroutine verwendete LLL-Algorithmus hat den gravierenden Nachteil, daf
er die “guten geometrischen” Eigenschaften einer stark reduzierten Basis eines Gitters
vom Rang n > 2 wieder zunichte machen kann, wie am Beispiel 4.2 illustriert wird.

Beispiel 4.2 (“Verlangerung” durch den LLL-Algorithmus) Der LLL(A,y)-Algorith-
mus berechnet fiir die in (4.1) definierte Matriz A fir alle y € (1/4,1] die in (4.2) definierte
Matriz B.

17 8 0

A=| 0 15 -8 (4.1)
0 0 14
17 8 8

B=| 0 15 7 (4.2)
0 0 14

In Tabelle 4.1 sind die quadrierten euklidischen Ldngen der Spaltenvektoren der Matrizen A
und B gegeniibergestellt.

1. Spalte 2. Spalte 8. Spalte
Eingabe: A 289 289 289
Ausgabe: B 289 289 309

Tabelle 4.1: “Verldngerung” von Vektoren durch LLL-Reduktion



Kapitel 5

Der TPR-Algorithmus zur
Minkowski-Reduktion

In diesem Kapitel wird ein neuer deterministischer Algorithmus vorgestellt, der eine Matrix A,
die Basis eines Gitters vom Rang drei ist, in

O(log(E(4)))

Bitoperationen Minkowski-reduziert. Die Analyse des Algorithmus ergab eine Moglichkeit,
den Algorithmus so zu modifizieren, daf fiir diesen verbesserten Algorithmus ein signifikant
besseres asymptotisches Komplexitidtsresultat, das in Kapitel 6 prasentiert wird, von

O(log(E(A))?)

Bitoperationen bewiesen werden konnte.

Sei im folgenden immer d > 3 und bezeichne

A = (aj,ay,a3) € Z3 (5.1)

A'-AEGLB,Q) wd  [lal| < llagl| < [fas] (5.2)

eine Eingabe des TPR-Algorithmus. Jede Matrix A, welche die Bedingungen (5.1) und (5.2)
erfiillt, heifit eine zuldssige Fingabe des TPR-Algorithmus.

Die Abkiirzung “TPR” steht fiir total-Paar-reduziert oder auch tripel-Paar-reduziert. Der
Grund dafiir ist, dal der TPR-Algorithmus die Eingabematrix A im ersten Teil so lange
durch unimodulare Operationen transformiert, bis man eine Matrix B = (by, by, bs) erhilt,
welche die Eigenschaft besitzt, dafi alle Paare von Spaltenvektoren (by,bsz), (b1, bs) und
(bg, b3) Gaufi-reduziert sind.

5.1 Beschreibung des TPR-Algorithmus

Der TPR-Algorithmus ist ein deterministischer Algorithmus zur Reduktion einer Basis eines
Gitters. Er kann aber auch als Algorithmus zur Reduktion einer positiv definiten terndren

46
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Form verwendet werden. Aus der Eingabe A werden zunéichst die Koeffizienten
piy €ZL(1<i<j<3)
der positiv definiten ternidren Form

q(z1, 32, 23) = (21,29, 23) - A'A - (21,29, 23)" = Z DijTiT;
1<i<;<3

berechntet. Der Grund dafiir ist, die im Algorithmus auftretenden Skalarprodukte méglichst
giinstig zu berechnen. Zu Beginn ist die “teuere” Operation

pij = (ai, a;)
mit
O(d -log(2||as]]))
Bitoperationen fiir jedes Indexpaar (7,7) mit ¢,7 € {1,2,3} und ¢ < j auszufiithren. Bei der
Abarbeitung einer Anweisung

I

a;

a;+ra; mit r € Z

benétigt die Bestimmung von
S
D;; = <aj7at>7

falls die pig (1 < I,k < 3) bekannt sind, nur

O(log(2|[as]]))

Bitoperationen, wohingegen die Berechnung aus den Vektoren
O(d -1og(2][as]|))

Bitoperationen kosten wiirde. Dies ist allerdings nur von praktischer Relevanz und &ndert
nichts an der asymptotischen Komplexitit, da bei der Initialisierung in Anweisung (1) des
TPR-Algorithmus O(d - ||az||?) Bitoperationen verwendet werden. Wird nur die Redukti-
on einer terndren Form gewiinscht, so entfillt dieser Schritt. Die Vektoroperationen (4) der
Gaufl— Aufrufe werden dann nicht ausgefiithrt. Dadurch verschwindet der Faktor d im Kom-
plexititsresultat.

Der TPR-Algorithmus enthidlt drei GauBalgorithmen Gaufl;, Gaufl; und Gaufl; zur Reduk-
tion positiv definiter bindrquadratischer Formen. Dabei reduziert der Subalgorithmus Gauf;
die zu den Spalten (7,7) (1< i < j < 3) gehérende positiv definite bindrquadratische Form

@ = (e1,2) - ( (ai,a;) (@i, a5) ) (a1,3)!

(ai,a;) (aj,a;)

mit [ = ¢+ 7 — 2. Die damit assoziierten unimodularen Transformationen werden zu jedem
Reduktionsschritt der Form auf den Spalten (i, j) der Matrix (ay,ay,as) ausgefiihrt. Diese
Groflen sind progammiertechnisch gesehen globale Variablen. Die Subreduktionsalgorithmen
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Gauf}; (1 < I < 3) unterscheiden sich vom Standard-Gaufalgorithmus zur Gitterbasisre-
duktion dadurch, daf sie alle durch den Reduktionsschritt (4)! betroffenen Skalarprodukte
pi; aktualisieren. Die Aktualisierung wird in den Operationen (8), (9) und (10) ausgefiihrt.
Damit gilt, wenn B die gerade durch Reduktion entstandene Matrix bezeichnet, stets

B'- B = (pij)i<ij<s-
Im folgenden wird das Struktogramm des TPR-Algorithmus erliutert.

Algorithmus 5.1 (TPR(A))

Eingabe:  Eine zulissige Matrix A = (a;,a,a3), die Basis eines Gitters L vom Rang
drei ist.
Ausgabe: Eine Minkowski-reduzierte Basis des Gitters L.

Initialisiere p;; = (a;,a;) und T =t; =, = 0 fir 1 <1< j <3 (1)
Gauf}; (2)
Gauf}, (3)
IF t;>1 (4)
THEN swap(2,3) (5)

Gauf}, (6)

UNTIL 4, < 1 (7)

IF  p33 < p2 (8)

THEN | swap(2,3) (9)
Gauf}; (10)
Sort (11)
UNTIL 2 -|pia| < p11 und 2 - |pa| < p1y und 2 - [pa3| < pao (12)
LastStep (13)

Die Prozedur swap(i, j) vertauscht die Spalten ¢ und j der Matrix, die aus der Eingabematrix
berechnet wurde. Ferner aktualisiert swap(z, j) die globalen Variablen p; j/, die aktualisiert
werden miissen. Die zu diesem Aktualisierungsvorgang erforderlichen Operationen werden in
Tabelle 5.1 angegeben. Dabei werden jeweils vier der sechs globalen Variablen p;;(1 < i <
j < 3) den temporiren Variablen (hq, hg, k3, hs), nach dem in der Tabelle gegeben Schema,
zugewiesen und dann entsprechen vertauscht zuriickgeschrieben.

!diese Anweisungslabel bezichen sich anf die Algorithmen 5.2, 5.3 und 5.4
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swap(1,2) swap(1,3) swap(2, 3)
1. Operation | 2. Operation | 1. Operation | 2. Operation | 1. Operation | 2. Operation
h1 = pn P11 = hy h1 = pn1 p11 = ha
ha = p22 p22 =M hy = p22 p22 = hs
ha = ps3 P33z =My hs = ps3 p33z = ha
ha = p12 p12 = he ha = p12 p12 = hs
hs = p13 P13 = ha hs = pi3 P13 = hy
hq = pas p23 = h3 he = pas P23 = hy
Tabelle 5.1: Schema der swap Operationen
Es folgen die Struktogramme der Subalgorithmen Gauf}; (1 <17 < 3).
Algorithmus 5.2 (Gauf};)

t1=0 (1)
SWAP(1, 2) (2)
T=— {plz/])lﬂ (3)
a;=az+r-a; (4)
th=t1+1, T=T+1, t; =t +1 (5)
hy =pi2+71-pn (6)
hy = pa3s+ 71 p12 (7)
P2 =pa+2-1-pa+r?-pn (8)
P12 = hy (9)
P13 = hy (10)
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Algorithmus 5.3 (Gaufl,)

ta =0 (1)
SWAP(1, 3) (2)
r=—|pis/pu] (3)
az=as+r-a (4)
ty=ty + 1, T=T+1,ty =1, + 1 (5)
hy =pi3+7r-pu (6)
ho = pas + 7 p12 (7)
pszs=ps3z+2-7-pis+7r’pn (8)
P13 = h1 (9)
P23 = hy (10)

UNTIL  p33 > p1t (11)

Die Prozedur SWAP(i,j) ruft in jedem aufler dem ersten Schleifendurchlauf die Prozedur
swap(¢,j) auf. Die Anweisungen in Anweisungsblock (1) und (5) in den Algorithmen 5.2
und 5.4 dienen lediglich einer einfachen Bezeichnung bei der Analyse des TPR-Algorithmus.
Es enthalten i, (1 < i < 3) die Gesamtzahl aller im Gaufl;—Subalgorithmus ausgefithrten
Gauflschritte und 7' die Gesamtzahl aller Gaufischritte des TPR-Algorithmus.

Algorithmus 5.4 (Gaufl3)

t3 =0
SWAP(2, 3)

—
~—

\)

w
~— | ~—

r=- LP23/]0221
ag=az+r-ay

ts=t3+1,T=T+1,t3=13+1

S
N—

()
~—

hi =pa3s+ 7D

ha =piz+71-p12 7)
P33 = P33+ 27 pa3+ 1% pa 8)
P23 =My 9)
p13 = ho 10)

/—\AAAAA/—\A/—\/—\A
(=)
~—

UNTIL  ps3 > p22

—
—
~—

Die Struktogramme des “Sortieralgorithmus” Sort und der letzten Anweisung LastStep
komplettieren die Beschreibung des TPR-Algorithmus.
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Algorithmus 5.5 (Sort)

SORT(1,2) (1)
SORT(2,3) (2)
SORT(1,2) (3)

Algorithmus 5.6 (SORT(4,j))

IF  pii > pj; (1)
THEN | swap(i, j) (2)

Algorithmus 5.7 (LastStep)

h = p11 + p22 + p33 (1)
)
Vorzeichen Operation
P12 pi3 P23
+ 4+ + |keine
— — + | keine
— + — | keine
+ — — | keine
- - f=((h+2-(p12+ p13+ p23)) < p33)
+ + = | f=((h=2(p12—p13+p2)) < p33)
+ = 4+ | f=h—=2-(pr12+pi13—p23)) < ps3)
- + 4+ | f=((h+2 (p12—p13—Pp23)) < p33)
IF f=1 (3)
THEN | a3 = a3 — sign(pi3) - a1 — sign(pss3) - a2 (4)
aktualisiere p;; gemiB der durchgefithrten Vektoroperation, falls Daten (5)
der reduzierten Form gewiinscht werden

Fiir die im Algorithmus LastStep verwendete Hilfsvariable f gilt:

Fe { 1 wenn die Bedingung erfiillt ist

0 sonst

Funktionsweise des TPR-Algorithmus: Sei B = (by, by, bs) jeweils die Matrix, die aus
der Eingabe unmittelbar vor Erreichen einer Gaufl;—Routine (1 < ¢ < 3) berechnet wurde.
Der TPR-Algorithmus ist so konzipiert, dafl

[|b1]| < |[ba| < [|bs]|

gilt.
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Unmittelbar vor Ausfithrung der Gauflz—Subroutine gilt, daf§ die Vektoren by und by sowie
b; und bz Gauf-reduziert sind. Die Bedingung in (12) gewihrleistet, dafl nach Verlassen
der Repeat-Until Schleife, die aus den Anweisungen (2) bis (12) besteht, alle Paare von
Spaltenvektoren Gauf-reduziert sind. Im Korrektheitsbeweis wird gezeigt, dafi LastStep
aus einer Basis eines Gitters L vom Rang drei, deren simtliche Paare Gaufi-reduziert sind,
in einem Schritt eine Mikowski-reduzierte Basis von L berechnet.
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5.2 Komplexititsresultat

Satz 5.8 Der TPR-Algorithmus berechnet bei Eingabe einer zuldssigen Matriz A € 7ZZ9%3
eine Matriz, deren Spalten eine Minkowski-reduzierte Basis des Gitters L(A) bilden. Die
Anzahl der Gaufischritte T geniigt dabei der obern Schranke:

T < max{44, 1654 log, E(A)}.

Die Bitkomplexitit C.;, gentigt, bei Verwendung klassischer Arithmetik fir die elementaren
Operationen, der oberen Schranke:

Chi < 3+ d(log, E(A))? - max{44,1654 log, E(A)}.

In den nichsten Abschnitten wird der TPR-Algorithmus analysiert. Die Analyse erweist sich
als duflerst schwieriges Problem. Es werden im Verlauf der Komplexititsanalyse unendliche
Familien von Beispielen fiir Eingaben klassifiziert, die zu unteren Laufzeitschranken fir die
Anzahl der GauBlschritte fithren. Einzelne Reprisentanten dieser Familien werden mit hoher
quantitativer Prézisision studiert.

5.3 Praanalytische Studien

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse vor der Analyse gegeben, die die folgenden
Fragestellungen beantworten, die sich in natiirlicher Weise stellen.

1) Lifit sich das Komplexitidtsergebnis aus Satz 5.8 signifikant verbessern?

2) Fiihrt eine Analysemethodik, analog zu der des LLL-Algorithmus, beim TPR-Algorith-
mus zum Ziel?
Die Anwort auf beide Fragen ist nein

Bevor wir mit der Analyse beginnen, m&chten wir eine parametrisierte Eingabe Ay angeben,
die verdeutlicht, daf} die in Satz 5.8 behauptet Laufzeitschranke fiir die Bitkomplexitdt nicht
entscheidend verbessert werden kann.

Die erste Frage wird von Lemma 5.9 beantwortet.

Lemma 5.9 (Eine untere Laufzeitschranke fiir die Bitkomplexitidt von TPR)

Sei Ay definiert als

1 0 2k
Ap=| -1 1 2* (5.3)
0 -1 0

und sei Cy;, die bei Eingabe von Ay bendtigte Anzahl von Bitoperationen.

Der TPR-Algorithmus fihrt bei Fingabe der Matriz Ax wenigsten k Gaufschritte aus. Die
Anzahl der Bitoperationen, bei Verwendung klassischer Algorithmen fir Multiplikation und
Division, kann durch

1 .
Cuse > 73 - (log E(A))® fir k> 13

nach unten abgeschdtzt werden.



KAPITEL 5. DER TPR-ALGORITHMUS ZUR MINKOWSKI-REDUKTION 54

Beweis: Es bezeichne (r1,73,...,7;) die Folge ganzer Zahlen, die nacheinander in Anwei-
sung (2) der Subgaufalgorithmen Gaufl; und Gaufls auftreten. Es ist

ri=2F"fiir 1 <i <k,
Damit ergibt sich
k k=1 . k—1 .
H |Tz| — H 2t — 221':1 v _ 2k(k‘—1)/2.
i=1 i=1

Die kleinste Komponente der dritten Spalte der Ausgabematrix, die wir z nennen, erfiillt

2k .
2| > 7> 2k=2 fiir | > 2.

Der Grund dafiir ist, daf§ die Summe der Komponenten der dritten Spalte in jedem Reduk-
tionsschritt konstant bleibt und der Algorithmus so lange nicht terminiert, bis alle Differen-
zen von Komponenten dieser Spalte kleiner als zwei sind. Die Multiplikation zweier Zahlen
71, 23 7# 0 kostet wenigstens log(2|z1])-log(2|z2|) Bitoperationen. Fiir z; # 0 kostet die Berech-
nung von r = — |2y /29| wenigstens log(2 max{1, |r|})-log(2 max{|z|,|22|}) Bitoperationen.
Daraus koénnen wir die folgende untere Schranke fiir die Bitkosten ableiten:

Chic > S.b,(log|r;| -log 2k~1)
= log (2k(k_1)/2) log (Zk_l)
= k(k—-1)/2-(k—1)>k*/3 fiir k > 2
Damit erhalten wir:
3
1/27log(E(Ax))* = 1/27 (log(2%+1))

1/27(2k+1)3
1/9k3
Chit

IAIA

O

Mit Lemma 5.10 wird illustriert, dafl die Analysetechnik des LLL-Algorithmus beim TPR-
Algorithmus nicht anwendbar ist.

Lemma 5.10 FEs ezistiert kein festes y € (0,1), so daff gilt: Sind alle Paare der Matriz, die
tm TPR-Algorithmus nach einer Anzahl von Gaufischritten erhalten wurde, y-Gauf-reduziert,
so lduft der TPR-Algorithmus nur noch konstant viele Schritte.

Beweis: Betrachte die Matrix Ay aus Gleichung (5.3). Es bezeichne ag die dritte Spalte der
Eingabematrix und bg die dritte Spalte der Ausgabematrix. Dann gilt:

boll? 2
= 5.4
ol ~ 3 (5:4)

Sei
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die Matrix, die aus der Eingabematrix nach | = iy +1; GauBschritten fiir 1 < [ < T berechnet
wurde.

Dann erhidlt man
3
S opl =2 (1< k< T).
=1
Der TPR-Algorithmus terminiert genau dann, wenn

max{|bl(-il,,) — b513)| :1<4,7<3}<1

gilt. Nach dem Terminieren ist
[[bs|[* > 225+2/3,

womit die Giiltigkeit von Gleichung 5.4 gezeigt wurde. Definiere
k+1
LY el

fo = —————,
bS]

dann ist
k
(max{f; :1<i<T -1} > [ £ > 2/3.
=1
Damit ist gezeigt, dafl kein y € (0, 1) existieren kann, so daf} alle Paare y—Gaufl-reduziert

sind und der TPR-Algorithmus nur noch konstant viele Schritte ausfithrt. Denn nehmen wir,
an es gibe ein derartiges y, so wihle:

. |log(3/ Z)J
o oo
log(1/y)
fiir beliebiges [ € IN.
Der TPR-Algorithmus lduft bei Eingabe der Matrix A;, nachdem alle Paare von Spaltenvek-

toren Gauf-reduziert sind, noch wenigstens [-Gauflschritte. Dies steht aber im Widerspruch
zur konstanten Anzahl von Schritten.

O

5.4 Korrektheit des TPR-Algorithmus

Die Korrektheit des Algorithmus wird bewiesen, indem wir einen Satz von Hermann Min-
kowski benutzen, in dem Minkowski-Reduziertheit fiir Gitter vom Rang n € {2,3,4} durch
eine kleine Anzahl von Bedingungen charakterisiert wird. Es wird gezeigt, dafl die Ausga-
be des TPR-Algorithmus diese Bedingungen erfiillt. Da alle verwendeten Matrixoperationen
unimodular sind, ist die Ausgabematrix eine Basis des Gitters L(A).

Satz 5.11 (Hermann Minkowski) ? Fiir n € {2,3,4} ist eine positiv definite Form
P(61,62,..,6n) = Y ankénlr

1<h,k<n

Minkowski-reduziert, wenn sie die Bedingungen

Zurspriinglich in franzésischer Sprache abgefaft
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[lazl| > [|as] 1
[las|| > ||az] 4
|lag + as[| > [[ag]| 2
|lag — as ]| > [[ag]| 3

(
(
(
(
|las + a1]| > [|as]| (
|lag — a1]| > [|as]| (
|las + az|| > [|as]| (
|lag — as|| > [|ag]| (
llaz + a2 +a1|| > [las]| (9
llaz + a2 —a1| > [[as]| (10
llaz — a2 +a1|| > [lag|| (11
|laz —az —a1|| > [[ag]| (12

5
6
7
8

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Tabelle 5.2: Charakterisierung von Minkowski-Reduziertheit

i) a;n ap <. < ap,
11) 9‘9(617627' . '7€h) Z Qhh

erfillt, wobei ), eine Einheit (£1) ist und e (h # k) die Werte 0 oder £1 annehmen kann.
Sind 1) und ii) erfillt, so gilt fir das i-te sukzessive Minimum X;, A\; = o4 (1 < i < n).
Ferner gilt: Die sukzessiwen Minima jedes der Form assoziierten Gitters bilden eine Basis
dieses Gitters (n < 4).

Ein fehlerfreier Nachdruck des Beweises der letzten Aussage des Satzes findet sich in [4] S.
257 ff.

Fir Gitter vom Rang zwei und drei wird nun ein minimaler Satz von Bedingungen zur
Charakterisierung von Minkowski-Reduziertheit abgeleitet:

Korollar 5.12 (Minkowski-Reduziertheit, minimale Bindingungsanzahl) Sei L, C
RY ein Gitter vom Rang zwei mit Basis Ay = (aj,ay) € R¥>*? und L, ¢ RY ein Gitter vom
Rang drei mit Basis Ay = (ay,ay,a3) € RY*2,

FErfillen die Vektoren a; und ay die Bedingungen (1), (2) und (3) aus Tabelle 5.2, so ist Ay
ein Minkowski-reduzierte Basis des Gitters L.

Erfilllen die Vektoren ay, ay und ag alle zwdlf Bedingungen aus Tabelle 5.2, so ist Ay eine
Minkowski-reduzierte Basis des Gitters L.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus Satz 5.11. Fiir die zweite Aussage
werden aus den 24+2-64+2- (32 — 1) = 30 Bedingungen von Satz 5.11

llas]] < [laz]| < |las]],

|+ 2 ai]| > [las]l,
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|| £a3 +ai|] > ||az]],
|| £ a3 £ as|| > [|as]|

und
|| £ a3 +ay+a|| > |as]],

die redundanten Bedingungen eliminiert. Damit ergibt sich der minimale Satz von Bedingun-
gen (Tabelle 5.2), der erforderlich ist, um eine Minkowski-reduzierte Basis zu charakterisieren.

O

An dieser Stelle wird nun der Begriff der totale-Paar-Reduziertheit eingefiihrt.

Definition 5.13 (Paar-Reduziertheit) Sei L ¢ R? ein Gitter und
A= (al,az, .. .,an) € ]R,dxn

eine Basis von L. Die Basis A von L heifit total-Paar-reduziert, wenn alle Paare (a;,a;)
Gauf-reduziert sind fir 1 <1< j < n.

Aus der Definition ist ersichtlich, dafl eine Minkowski-reduzierte Basis eines Gitters auch stets
total-Paar-reduziert ist.

Offenbar hat der TPR-Algorithmus unmittelbar vor Ausfithrung von Anweisung (13) schon
eine total-Paar-reduzierte Basis des zur Eingabematrix korresponierenden Gitters L(A) be-
rechnet. Mit Satz 5.11 wird gezeigt, dafl der letzte Schritt des TPR-Algorithmus die Matrix
(a1,az,a3) so modifiziert, dafl die Bedingungen (9), (10), (11) und (12) von Korollar 5.12
hergestellt werden, ohne daf die anderen Bedingungen (1) bis (8) zerstért werden. Der letste
Schritt hat also keinen Einflufl auf die totale-Paar-Reduziertheit.

Satz 5.14 Sei L ein Gitter vom Rang drei, und seien A1, Ay und A3 das erste, zweite und
dritte sukzessive Minimum von L. Desweiteren

A= (al,az,ag) € IRdXS

eine Basis von L, fiir welche die Bedingungen (1) bis (8) aus Tabelle 5.2 erfiillt sind.
Dann gilt

a1l = Ar(1),

laz]] = Ar2)
und

Ar3) = min{||as|, [|las £ az + a4},

wobei T € 5(3) eine geignete Permutation ist.

Beweis:

1. Fall: Es gelte
llas|| < |lag &+ ay + ay]|.
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In diesem Fall sind alle zwolf Bedingungen erfiillt und mit Korollar 5.12 und Satz 5.11 ergibt
sich
||b;|| = A; fiir 1 <4 < 3.

2. Fall: Es sei
min{||as||?, [|as + a; + a1||*} < [|as||>.

In diesem Fall ist wenigstens eine der Bedingungen (9) bis (12) verletzt. Sei o. B. d. A. die
Bedingung (9) verletzt. Denn ist nicht die Bedingung (9) sondern etwa die Bedingung (10)
verletzt, so fiihrt eine Inversion a; « —a; zu einer Matrix, in der jetzt die Bedingung (9)
verletzt ist, wohingegegen aber (1) bis (8) unvermindert gelten. Dies ist der Fall wegen der
Symmetrie der Bedingugen (2),(3) und (5) bis (8). Analoges gilt in einem Szenario, in dem die
Bedingung (10) statt (9) verletzt ist. Die Inversion hat nur zur Folge, da$ fiir die Bedingungen
(2),(3) und (5) bis (8) zwei Label geswapt werden, ndmlich (6) < (5) und (3) < (2).

Fiir den eigentlichen Beweis wird zundchst ein Hilfssatz gezeigt, der den Beweis des Satzes
unmittelbar komplettiert.

Hilfssatz 5.15 (Optimalitats-Lemma) Sei L ein Gitter vom Rang drei mit einer Basis
(a1,az,a3) € Z¥3, die die Bedingungen (1) bis (8) von Tabelle 5.2 erfillt. Sei (z,y) ein
Paar ganzer Zahlen, fir das ||ag + za; + yas|| < ||as|| erfillt ist. Dann gilt

(wv y) € {(17 1)7 (_17 1)7 (17 _1)7 (_17 _l)}'

Beweis: Bezeichne R die im Hilfssatz auftretende Menge. Es werden nun schrittweise alle
Paare ganzer Zahlen, aufler den vier genannten, ausgeschlossen.

Beginnen wir mit den Paaren ganzer Zahlen (z,y), fiir die # = 0 oder y = 0 gilt. Der Fall
(z =0,y € Z) steht im Widerspruch zu (7) oder (8). Ebenso kann der Fall (z € ZZ,y = 0)
nicht eintreten, weil sonst (5) oder (6) verletzt sind.

Es verbleiben also noch die Félle mit (z,y) € (£IN, £IN). Die Bedingungen (1) bis (8) sind
dquivalent zu den acht Bedingungen

1 . .
3’ und ||a;|| < [|a;]] (1 < i< j<3).

Wihlen wir die Bezeichnungen
pij = (a;,8;) (1 < i < j<3),
dann ergibt sich

> lag + za; + yasl|?
= p33+x2p11+y2p22+2($yp12+37p13+yp23)
> pas+a? pi+ y?paz — 2 (|eyl [pral — || [p1sl — |yl |p2s|).-

P33

Daraus ergibt sich die Ungleichung

0> &’ pi1+ y° paz — 2|z yl Ipr2l + || [prsl + |yl |pasl)-
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Aus den Bedingungen, daf} alle Paare Gaul-reduziert sind folgt

—2|p12| > —-pn
=2|ps| > —pn
—2|pas| > —po.

Damit erhilt man
0> puy (¢ = |ey| = []) + paa(y® - y])-
Da pyg > p11 und natiirlich pyq > 0 gilt, folgt

0> (a2 — |ay| — |z[) + (4 = |y]) = f(z,9). (5.5)

Jetzt weisen wir nach, dafl alle Paare (z,y) ¢ R die abgeleitete Bedingung (5.5) verletzen.
Die Funktion f(z,y) ist symmetrisch,

flz,y) = f(y,z) fiir alle 2,y € ZZ.

Wir kénnen daher f(z,y) mit d = |z — y| wie folgt notieren

flzy) = f(l=]lyl)

fClz], 2|+ d)

2?4 (ol +d)? = ||z| (|2 + d)| = |2] = | |2] + d|
2?2+ 224 2)z|d+ d? —2? — |z|d— |z| - |z| - d
$2+|$|(d—2)+d2—d.

Dabei ist d > 0 fiir (z,y) ¢ R. Dann ist aber (5.5) verletzt. Es ist
flz,y) > 0fiir d > 2

und

f(z|, 2|+ d) = f(|z|,|z| + 1) = 2* — |z| > 0 fiir alle 2 > 1.
Damit ist das Ausschlufiverfahren beendet und das Lemma bewiesen. O
Der Beweis fiir den zweiten Teil des Satzes 5.14 ergibt sich nun wie folgt. Es gilt:
las][ > [las + az + ay |

Wir haben gerade nachgewiesen, daf} in dieser Situation die Wahl fiir einen Vektoraustausch
durch die verletzte Bedingung (9) optimal war, das heifit, nach Austausch von az durch

a3 =az+ay+a
ist
!
llag + za; + yas| > [|ag]|

fiir alle ganzzahligen z, y, da sonst die Wahl des (+1, +1) Paares zur Reduktion nicht optimal
gewesen ware.
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Ist ||a%|| > ||az]], so sind bereits alle Bedingungen (1) bis (12) erfiillt und damit die Aussage
nach Satz 5.11 bewiesen.

Ist
a2l > |lag]] > [lasll,

so fiihrt ein Tausch von aj mit a; dazu, daf alle Bedingungen (1) bis (12) erfiillt sind. Denn
wire eine Bedingung verletzt, so kénnte die Wahl

|lag|| = min{||as + z a1 + yas| : 2,y € Z} < ||as]|

nicht optimal gewesen sein, was im Widerspruch zum Hilfssatz 5.15 steht.

Das gleiche Argument 148t sich auch auf den letzten Fall ||a}|| < ||ai|| anwenden, nachdem
a} und a; die Plitze getauscht haben.

Damit ist dieser erstaunliche Satz bewiesen, der uns zu einem neuen exakten Algorithmus
zur Berechung Minkowski-reduzierter Basen inspiriert hat. O

Die Prozedur LastStep ist nach Satz 5.14 so konzipiert worden, dafl danach alle zwolf Be-
dingungen von Korollar 5.12 gelten. Damit ist der Korrektheitsheweis des TPR-Algorithmus
abgeschlossen.

5.5 Analysekonzept

In diesem Abschnitt werden einige in der Analyse verwendeten Sprechweisen eingefithrt und
die entscheidenden Aspekte des der Analyse zugrundeliegenden Plans vorgestellt.

Aus fiir die Analyse wichtigen Griinden wurden im TPR-Algorithmus die Hilfsvariablen T
und ¢, (1 < u < 3) eingefiihrt, die zu Beginn des Algorithmus auf Null gesetzt und nach jedem
Gaufschritt inkremtiert werden, so dafl die Gesamtzahl der bereits ausgefithrten Gauflschritte
durch T angegeben wird. Die Anzahl von Gaufschritten einer Gauf3,,-Subroutine wird mit %,
bezeichnet, fir 1 < u < 3. Im Analyseabschnitt 5.6 wird gezeigt, dafl der TPR-Algorithmus
terminiert.

Es bezeichne
(k) (k))

Ak = (agk)vaZ ;A3

die Matrix, die der TPR-Algorithmus unmittelbar vor Ausfithrung des k¥ —ten (1 <k <T)
Gaufschritts aus der Eingabe A berechnet hat und

B = (b17 b27 b3)

bezeichne die Matrix unmittelbar vor Ausfithrung des Kommandos LastStep.

Sei (7,7) (1 < i < j < 3) das Paar von Indizes der Spaltenvektoren, die im k—ten (1 < k < T)
Gaufschritt des TPR-Algorithmus reduziert werden. Wir nennen die ganze Zahl
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die im GauBschritt k£ (1 < k < T) zur Reduktion
(k) (k)

k+1
/ ):a] + Tk a;

2,

verwendet wird, die k—te Kohdrenzzahl des TPR-Algorithmus. Dabei ist 1 < j/ < j der Index
der Spalte, an dem sich der reduzierte Vektor agk) + g -agk) durch Tausch oder Sortiervorgang
unmittelbar vor dem Gaufschritt & + 1 befindet, falls & < T gilt. Ist & = T, so bezeichnet
j' den Index der Spalte, in der sich der reduzierte Vektor agk) + 7k -al(-k) vor Ausfithrung des
Kommandos LastStep befindet. Der Name Kohérenzzahl trigt der Tatsache Rechnung, daf
Vektoren um so stirker korreliert sind, desto grofler der Absolutbetrag ihrer Kohirenzzahl
ist.

Als Kohdrenzzahlenfolge bezeichnen wir das geordnete T'—Tupel ganzer Zahlen

(11,79, ..., 7T),

das aus einer zuldssigen Eingabe des TPR-Algorithmus im Ablauf des Algorithmus berechnet
wird.

In jedem Gaufl,-Aufruf (1 < u < 3) wird eine Teilfolge
(Tas-..,73) € ZP~tt 1<a<B<T

der Kohéirenzzahlenfolge berechnet. Eine solche Teilfolge der Kohidrenzzahlenfolge bezeichnen
wir als Kohdrenzzahlenabschnitt der Kohdrenzzahlenfolge. Die chronologische Konkatenation
der Kohirenzzahlenahschnitte ergibt die Kohdrenzzahlenfolge.

In den ersten Sdtzen der Analyse wird gezeigt, dafl der TPR-Algorithmus terminiert, und
dal T < E(A) fiir jede zulidssige Eingabe A gilt.

Danach wird eine obere Schranke fiir die Anzahl der Gaufschritte des TPR-Algorithmus
bestimmt, die linear in der Eingabeldnge ist. Da alle Operanden von der Gréflenordnung der
Eingabeldnge, sind ergibt sich damit das Komplexititsergebnis.

Zunichst ist klar, daB} jeder zuldssigen Eingabe eine eindeutig bestimmte Folge von Kohirenz-
zahlen zugeordnet wird. Zwei identsiche Kohérenzzahlenfolgen miissen allerdings nicht not-
wendigerweise aus der gleichen Eingabe entstanden sein, die Abbildung

d: {AcZm?3: A AcGL(3,Q)) — zZN
A — ®(A) = (rq,72,...,77)

ist nicht injektiv. Das der Analyse zugrunde liegende Konzept besteht darin, alle Kohirenz-
zahlenabschnitte der Kohérenzzahlenfolge zu klassifizieren, und obere Schranken fiir die An-
zahl der Kohérenzzahlenabschnitte eines jeden Typs zu bestimmen. Aus den oberen Schran-
ken fiir die Hiufigkeit des Auftretens eines bestimmten Typs von Kohdrenzzahlenabschnitten
ergibt sich eine obere Schranke fiir die Linge der Kohdrenzzahlenfolge durch Summation der
Produkte von oberen Schranken fiir die Anzahl jeden Typs von Kohérenzzahlenabschnitten
und dessen Linge.

Die Typisierung der Kohidrenzzahlenabschnitte wurde durch genaues Studium des Gaufl-
algorithmus gewonnen und in Tabelle 5.3 zusammengestellt. Dabei sind o, 8 € Z mit 1 <
a < 3 <T. Ein Kohdrenzzahlenabschnitt vom Typ LRy hat die Form

(pav' . 7/0[3) € Ztv
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mit der Eigenschaft, dal |po| = 1,|pg| > 1 und falls ¢ > 3 auch
lpil 22 (a <i<f).

Die Bezeichnung LR bedeutet, ein Kohdrenzzahlenabschnitt ist vom Typ LR, (1 < ¢ < 3).
Analog steht die Bezeichnung PC R beziehungsweise C'S R fiir Abschnitte die vom Typ CSR;
respektive PCR; (1 < i < 2) sind. Wir verwenden die Schreibweise LR;(t), um einen Ab-
schnitt der Linge ¢t vom Typ LR; zu benennen. Auflerdem wird die Bezeichnungsweise

#LR;(u,t) = t-(Anzahl aller Gauf3,-Aufrufe mit Kohdrenzzahlenabschnitt vom Typ LR;(t))

verwendet.

Die Grofle
3
Z #LRl(u7 t)
u=1

bezeichnet also die Anzahl aller Folgenglieder der Kohérenzzahlenfolge, die zu Kohdrenzzah-
lenabschnitten vom Typ LR;(t) gehéren, die in einem Gauf,-Aufruf berechnet wurden.

Analoge Notationen gelten fiir die Typen USR, PCR;,CSR;, NE;(1 < j < 2) und

wobei Kohédrenzzahlenabschnitte vom Typ N E; und N LR; nicht auftreten kénnen.

Es wird bewiesen werden, dafl in Tabelle 5.3 alle Typen von Kohirenzzahlenabschnitten
klassifiziert wurden.

Zur Komplexititsanalyse des TPR-Algorithmus werden wir den Satz 5.16 im ndchsten Ab-
schnitt beweisen.

Satz 5.16 Se:T die Gesamtanzahl aller Gaufschritte, die der TPR-Algorithmus bei Eingabe
einer zuldssigen Matriz A = (ay,a2,as) ausfihrt. Es gilt:

M=

T= 23: (#USR(z’) +y

i=1 =1t

#LR;(i,t) + Y _(#PCR;(i) + #CSRj(i))) (5.6)

j=1

1l
)

#NLR;(i,t) = #NE(i)= #NEy(i) =0 fir 1 <i,j<3,2<t<T (5.7)

=1 \t=275=1

3 T 3 2

> (ZZ #HLR;(i,8)+ #PCRk(i)) < 12 (log, |[as|| + logs [[al]) (5.8)
k=1

HUSR(1) < 14 log, [las]| + 12 log, [as] (5.9)

#USR(2) < #USR(3) + 18 log, ||as|| + 12 logs ||as|| (5.10)
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#USR(3) <1+ 2(log, |las|| +1og, ||as]]) (5.11)

3 2
37 #CSR(i) < 21 (2448 log, ||asl] + 36 logs ||as|| +41og, [[as]) + 1321og; [las]| (5.12)

i=1 7=1
Aus Satz 5.16 und dem Lemma 5.17 ergibt sich das Komplexititsresultat von Satz 5.8.

Lemma 5.17 Seien z1,22 € Z mit z3 # 0 und sei logy(2|z]) < m fir eine positive ganze
Zahlm und sei d = |z1 /23] mitlogy(2 max{1,|d|}) < n (1 < i< 2). Bezeichne Cy;, die Anzahl
der Bitoperationen, die zur Berechnung von |z1/z;]| benédtigt werden. Dann gilt: Cy;, < 4m-n.
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Bezeichnung des | Erklirung der | Linge Aussehen eines Charakteristika der
Kohirenzzahlen- | Bezeichnung t= Kohérenzzahlenab- | Kohirenzzahlen des
abschnittstyps des Typs 0 — a+ 1| schnitts dieses Typs Abschnitts
ultra
USR short run t=1 (7a) [7al > 1
ral =1
LR, long run t>2 (Tay - -,73) Iri | > 1(a<i< ()
lrgl > 1
|ra| > 1
LR, long run t>2 (Tay -+ -y78) Iri | > 1(a<i<3)
|'r,3| >1
[Tal =1
LR3 long run t>2 (Tas -+ -573) Iri | > 1(a<i< ()
rgl < 1
not existent 7al =1 .
NLR, long run 1 t>2 (Tas---573) Iri | <1l(a<i< ()
|'r‘g| >1
not existent 7al > 1 .
NLR, long run 2 t>2 (T ---573) Iri | <1l(a<i<p)
lrgl > 1
: [ral =1
not existent .
NLR3 long run 3 t>2 (Tas -+ -573) Iri | <1l(a<i<f)
rgl < 1
pseudo
PCRy critical 1 t=2 (TasT8) rqa =1=rg
pseudo
P y vy t = 2 Ty a = —1 =
CR, critical 2 (7a:73) r '8
critical
= ] rg| <
OS5 short run 1 t=1 (Ta) lral <1
critical lral = 1
CSR, short run 2 t=2 (7a;7) T8 0
; . T 1
NE; not existent t=2 (Tay78) rg = -1
; . Tq = —1
NE, not existent t=2 (Tay78) vy = 1

Tabelle 5.3: Klassifikation von Kohirenzzahlenabschnitten
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5.6 Analysel

Sei im folgenden A = (a;,ay,as) eine zuldssige Eingabe des TPR-Algorithmus. In diesem
Abschnitt werden die Gleichungen (5.6) und (5.7) sowie die Ungleichungen (5.8) bis (5.11)
von Satz 5.16 bewiesen. Der Beweis von Ungleichung (5.12) wird in Abschnitt 5.7 abgehandelt.
Zum Beweis werden zahlreiche Hilfssdtze benttigt. Der Beweis wird wie folgt strukturiert.

I) Satz 5.18 Die AnzahlT der Gaufschritte, die der TPR-Algorithmus bei Eingabe einer
zuldssigen Matric A = (a1, a2,a3) ausfihrt, genigt der folgenden Abschitzung:

3
T<3> |lal?

i=1

Der Satz 5.18 dient dazu, Konvergenzproblemen vorzubeugen. Zum Beweis sind Satz 5.21
und Lemma 5.22 erforderlich.

IT) Satz 5.19 Das Klassifikationsschema aus Tabelle 5.3 ist vollstindig. Es gelten die Glei-
chungen (5.6) und (5.7).

IIT) Satz 5.20 FEs gilt die Ungleichung (5.8).

IV) Zum Abschlufl des Abschnitts werden nacheinander die Ungleichungen (5.11), (5.9) und
(5.10) bewiesen.

I) Beweis von Satz 5.18 Die Aussage gilt, da eine Vektoroperation mit nichtverschwin-
dender Kohidrenzzahl eine Reduktion der quadrierten euklidischen Linge um wenigstens
eins bewirkt. Diese Tatsache wird in Lemma 5.22 gezeigt. Treten drei nichtverschwinden-
de Kohirenzzahlen in Folge auf, so terminiert der TPR-Algorithmus. Ferner gilt |[v||? > 1
fiir v € Z9. Damit ist Satz 5.18 bewiesen.

Es werden nun noch zwei Aussagen gezeigt, die zum Beweis des Satzes 5.18 bendtigt wurden.
Der Satz 5.21 wird zum Beweis von Lemma 5.22 benétigt. Der erste Satz besagt, dafl die
Kohédrenzzahl die beste Wahl einer ganzen Zahl zur Reduktion zweier Vektoren ist.

Satz 5.21 (Optimalitat der Reduktion) Seiena;,a; € RY zwei linear unabhdingige Vek-
toren. Die Kohdrenzzahl
_ \‘<al,a2>-‘
= 2
[

|lag + 7 -a1]|* = min{[|ag + 2 -a1[|* : 2 € Z}

hat die Figenschaft:

Beweis: Sei f(z) = ||lag + = - a;||?. Die Funktion f: R — R™ ist stetig differenzierbar und
besitzt das absolute Minimum

£(7) = llazll* - (a1, a2)”
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mit
. <a17a2>
5 -
| as |

Die Funktion f ist symmetrisch beziiglich ihres Minimums:

T =

f(T+ )= f(F — ) fiir alle 2 € R.
Ferner wichst die Funktion streng monoton fiir alle z > 7. Daher gilt:
f(T—=1r]) < f(7 + =) fiir alle z € Z.

O

Die Aussage des Satzes 5.19 148t sich auch sehr gut geometrisch einsehen, da der Absolut-
betrag der Kohdrenzzahl r gerade die Linge der orthogonalen Projektion des Vektors as auf
den Vektor a; ist. Das Lot von ay auf a; ist die kiirzeste Verbindung zwischen ay und dem
Vektor a;. Der nichste Gitterpunkt an den Punkt a; — Fa; im Gitter Za, ist der kiirzeste
Vektor der Form as 4 2z -a; mit einem z € ZZ. Fiir die Wahl dieses ndchsten Nachbarn gibt es
zwei Moglichkeiten, wenn r € 7ZZ/2, und ansonsten genau eine Moglichkeit. Die Ambiguitit
der Kohidrenzzahlwahl wird durch unsere Definition von | | eliminiert. Unsere Motivation
fiir diese Definition war es, nicht nur die Doppeldeutigkeit zu vermeinden, sondern auch zu
garantieren, dafl bei jeder Reduktionsoperation mit nichtverschwindender Kohirenzzahl,
die euklidische Linge des reduzierten Vektors kleiner wird.

Diese Aussage wird in Lemma 5.22 bewiesen.

Lemma 5.22 (Verkiirzungs-Lemma) Seien a; und a; € R? linear unabhingig. Es gelte
|laz|| > [[a1 ] uwnd
1

5"

(a1,a2)
a2

Dann gilt

<a1 a2> .
oo = |5 P < ol

Beweis: Nach dem Optimalitdtslemma ist

ai,a
lasll? 2 llay - | 2220 a2
ai

lla1][?
Annahme: ( >
al,as
laal* = flaz = |25 ]| = e + 2
mit
r = — \‘<a17a2>-‘
|ar|[?
Dann gilt

llaz||* = [laz]|* + 22 (a1, a2) + & [Jau]|*.
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Dies impliziert —2x (a;,a3) = 22 ||a;||2. Da z # 0 folgt

a2

Nach der Definition der ndchsten ganzen Zahl ist aber

H<31732>H o Kar,29)|

|las[[? |las [[?

!
L

Dies fithrt zu |(a;,a)|/||a1]|? < 1/2, im Widerspruch zur Voraussetzung,. O

IT) Der Beweis wird in die Lemmata 5.23 und 5.24 untergliedert.

Im folgenden wird héufig ein einzelner Gaufalgorithmus, etwa Algorithmus 5.2, isoliert un-
tersucht. Es bezeichne fiir diese Untersuchungen ¢ die Anzahl von Gaufschritten, die der
Gaufalgorithmus hintereinander ausfiithrt. Die Matrix

(a,az) € /Al

mit

(ar,a2)" - (a1,22) € GL(2,Q) und ||aq]| < |||
wird eine zuldssige Eingabematriz des Gauflalgorithmus genannt. Der TPR-Algorithmus ist
so konzipiert, daff die Gauf};-Subalgorithmen (1 < ¢ < 3) immer zuldssige Eingaben erhalten.

Ein Kohirenzzahlenabschnitt

(7‘1,...,7‘,5) (S Zt

ist die Folge von Kohérenzzahlen, die beim Aufruf eines Gaufalgorithmus, etwa Algorithmus
5.2 berechnet wird.

Es wird nun gezeigt, welche Kohirenzzahlenabschnitte fiir den Gauflalgorithmus nicht auf-
treten kénnen, wenn der Algorithmus weniger als drei Schritte lduft.

Lemma 5.23 (AusschluB-Lemma) Es gibt keine zulissige Eingabe (ay,ay) € Z3¥*%, auf
die ein Gaufalgorithmus einen Kohdrenzzahlenabschnitt vom Typ N E berechnet.

Beweis: Wir nehmen an es gibe eine derartige Eingabe fiir die ryro = —1 gilt. Da |rq| =
|ro| = 1, impliziert dies ry = —ry. Es bezeichnen nun die einfachgestrichenen Vektoren die
Vektoren nach dem ersten und die doppelt gestrichenen Vektoren die Vektoren nach dem
zweiten Reduktionsschritt.

1. Schritt: Es ist ||a;||? < ||az||? und a, = ay + r1a;. Da die Schrittzahl grofer eins ist, folgt
!
[lazl] < [las]]-
2. Schritt: Es ist ||a,|| < |Jai]| < [|ag]].
" !

2
a, = a; + ma, =a; —ri(az + may) =a; — rjay — r{ = —ria;.

Aus dem Verkiirzungslemma folgt, da 75 # 0 nun ||ay || < ||a1||, aber ||ay || = || —r1a|| = ||az]|
und es war ||az|| > ||a1]||, was ein Widerspruch ist. O
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Falls ein GauBalgorithmus also genau zwei Schritte lduft, kénnen nur die Kohérenzzahlenab-
schnitte

(Tlv T2) € v/ {(07 0)7 (17 _1)7 (_17 l)}
auftreten. Die Klassifikation der verbleibenden Abschnittstypen gem&f Tabelle 5.3, ist in
Tabelle 5.4 gegeben.

Kohédrenzzahlenabschnitt Typ
((_185} CSRy(i),1<i<3
(0,£1) tritt trivialerweise nicht auf
((_11”_1:;)} PSRy 5(i),1<i<3

Tabelle 5.4: Kohédrenzzahlen in Kohdrenzzahlenabschnitten der Linge zwei

Es wird nun gezeigt, daf} durch die Typbezeichnungen
LR;(t) (1<j<2,t>2), und LR3(t)t>3

alle Kohérenzzahlenabschnitte von Gauflalgorithmen klassifiziert werden, deren Abschnitts-
linge t > 2 ist, und die wenigstens eine Kohirenzzahl vom Absolutbetrag gréfler eins enthal-
ten. Es wird bewiesen, dafl Kohdrenzzahlenabschnitte der Linge ¢t > 3, aufler an erster und
letzter Position, nur Kohérenzzahlen vom Absolutbetrag grofier eins enthalten, was beweist,
daf} es keine Kohirenzzahlenabschnitte vom Typ N LR gibt.

Lemma 5.24 (1-Lemma) Seit > 1 und (ry,rq,...,7:) der Kohdrenzzahlenabschnitt eines
Gauflalgorithmus, bei Eingabe einer zuldssigen Matriz A = (ay,a3). Aus

|rs| < 1 fiir ein s mit 2 < s <t
folgt t = s.

Beweis: Sei (c¢q,c2) die Matrix, die aus (a,az) nach exakt s — 1 Gaufschritten berechnet
wurde. Da s — 1 > 1 folgt

2 |(e1,¢)| < e

Ist 7, = 0, so ist trivialerweise ¢ = s. Im anderen Fall (|r,| = 1) gilt
lle2I* < lleall*.

Nach dem Tausch gelten die Bezeichnungen

c) = cy und ¢} = c;.
Im s-ten Gaufischritt erfolgt die Reduktion

" =c\+rseh =cy + rsen.
Es ist
lezIl* = lledl” + [leall* = 2+ [{e1, €2)| > [lea||* = |3 I,

und damit ¢t = s. O
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IIT) Beweis von Satz 5.20: Der Satz wird unter Verwendung der Lemmata 5.25 und 5.27,
welche im Anschlufl bewiesen werden, gefiihrt.

Bezeichne
L ={re{3,....,T}: 1, # 0}
und
3 3
Iy =YY #LRi(u,t).

u=1i=1
Es gilt H(C) > 1 fiir jede im Verlauf des TPR-Algorithmus berechnete Matrix C'. Damit ist,
gemif den unten bewiesenen Ungleichungen (5.13), (5.14) und (5.17),

T
I
H(4)-27% 377 [T (377+2) 7 > 1.
=3
Daraus folgt

logy H(A) > o+ p+ Y I.- (1 —2)
rel

und

logg H(A) > p+ Y L (1-2)> ) .
Tel; Tel;

Damit ist

T

2042p+> 7l =2(lAp)+ Y Tl < 2- (10g2 H(A)+ > IT> <2 (logy H(A) +1ogs H(A)).
=3 rel; el

Es folgen nun die fiir den gerade gefiihrten Beweis erforderlichen Lemmata. Dies sind Lemma-

ta, die Aussagen iiber den Gauflalgorithmus bei Eingabe einer zuldssigen Matrix beinhalten,

also die Standardsituation im TPR-Algorithmus.

Lemma 5.25 Sei 1 < u < 3,2 <t <T. Bezeichne C = (c1,cz,c3) eine Matriz im TPR-
Algorithmus vor und C' = (¢}, ¢, c4) die Matriz nach dem Aufruf eines Gauf, -Algorithmus,
dessen Kohdrenzzahlenabschnitt vom Typ LR und der Ldnge t ist. Es gilt: Es gilt:

H(C') < = H(C), falls t =2 (5.13)

N —

und

H(C') <372 . H(C), fallst > 2. (5.14)

Beweis: Sei (i,7) das Paar von Indizes mit 1 < i< j <3,sodal u =14+ j—2 gilt. Fiir ¢t > 2
kann ein Resultat aus [35], Seite C 13 verwendet werden. Damit ergibt sich

[lejl1* < 372 - Jlegl|* fiir £ > 2,

WOraus

3 3
[Tl <372 - I llel?
=1

=1
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folgt.
Fiir den Fall, dafl ¢ = 2 gilt, ben&tigen wir das Lemma 5.26.

Dieses Lemma beleuchtet eine Ursache fiir die Effektivitdt des TPR-Algorithmus. Kohérenz-
zahlen, die einen Absolutbetrag gréfler eins haben induzierten eine signifikante Lingenkorre-
lation. Dieses Lemma begriindet auch die Wahl des Namens Kohdrenzzahl.

Lemma 5.26 (Verhaltnis-Lemma) Seien ¢y und ¢y zwei linear unabhdingige Vektoren und

ser
S
| e1 ||
Dann gilt
lleall? > (r* = |7]) - [|ea || (5.15)
Beweis: Offenbar ist
1 2\r|—1
<C17C22> S || 7
Il e || 2 2
und somit
2-|(er,e)| > (2|r| = 1) [[ea] . (5.16)

Ferner ist ||cy + rcq||?2 > 0, da ¢y und c3 linear unabhiingig sind. Es ist
lleall* > 21[r[ [{e1, €2)] = r?[[eal[?,
also gilt wegen Ungleichung (5.16)

lleal[* > [r] (2 |r] = 1) llel|* = #2[ler ]| > (r? = [r]) [Jes ||,

Es wird jetzt ausgefithrt, wie die Aussage des Lemmas 5.25 fiir ¢ = 2 folgt.

Seien wiederum (4, 7) Indizes mit i + j — 2 = u. Wir setzen:

~

u=c¢c;, u =c

S

—c: r_
v=cj, V =c;.

L~

Bezeichne (p1, p2) einen Kohirenzzahlenabschnitt vom LR-Typ. Dann ist

max{|p1], |p2|} = 2.

Ein GauBalgorithmus berechnet bei Eingabe von (u,v):

Zeitpunkt aktuell berechnete Spaltenvektoren
vor dem ersten
Gaufischritt (u,v)
vor dem zweiten
Gauflschritt (Vv+ piu,u)
=

nach dem zweiten
Gaufischritt (u,u+pyu)
——
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Definiere
M(p) = max{1, p* — |p|} fiir p € R.

Dann ist nach dem Verhiltnislemma 5.26

IvI[* > M(p1) - [Jul[* und

[[ull* > M(p2) - [J0]]?, also

IVII* > M(pr) - M(p2) - ||u']|* > 2 [Ju'[|*

Da nach dem Verkiirzungslemma 5.22

[[v'[|* < [|u||* gilt, folgt nun

a2 -[|v]]? > 2-|[u]|? - ||v'||* und schlieBlich

Damit ist Ungleichung (5.13) und somit Lemma 5.25 bewiesen. O

Wir benétigen noch Lemma 5.27, zu dessen Beweis der im Anschlufl gezeigte Hilfssatz 5.28
erforderlich ist.

Lemma 5.27 Sei 1 < u < 3 und bezeichne C = (cq, g, c3) die Matriz im TPR-Algorithmus
unmittelbar vor und C' = (cf,ch,ch) die Matriz unmittelbar nach dem Auftreten eines
Gaufl,,-Aufrufs, dessen Kohdrenzzahlenabschnitt vom Typ PC ist. Es gilt:

H(C'Y< = -H(C) (5.17)

[SCRE

Beweis: Bezeichne (p1,p2) das Kohidrenzzahlenpaar, das zu dem Gaufl;-Aufruf gehort. Es

sei
u = ¢, v = ¢j
u o= ¢, v = cg
miti+j—2=Ilund1<i<j<3.Ist k={1,2,3} — {i,j}, so ist ¢ = c}.. Es geniigt daher
zu zeigen, dafl

1
I [* - V1P < 5 [l v

gilt. Das Vektorpaar (u’,v') erfiillt die Pramissen von Hilssatz 5.28. Ferner gilt

(:’l): ( :; 1)'(::)7fa115(ﬂlapz)=(l,1)
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beziehungsweise

(2)-(31) (%) s pum=cren.

Daher ist nach Hilfssatz 5.28

(VI = (v £ 202 [V'[12 + 2 u[]?

3 [[u]|?.

(VA

Da (u’,v') GauB-reduziert sind, ist

[lul]? = Jlu’ £ v'||? [[u'[1 + [V = 2 [(u’, V)]

[Iv']]2.

Damit ist das Lemma gezeigt.

72

O

Hilfssatz 5.28 Seien die linear unabhingigen Vektoren cq,co € RY? mit |lc1]| < ||cal|

Gauf-reduziert. Dann gilt
[12¢1 + cal|* 2 [leal|* + 2 [|ea ||,

Beweis: Da die Vektoren Gauf}-reduziert sind, gilt:
—2 (e, e2)| > ~|lea|?

und deshalb ist

12¢1+ cal|* = 4[er]?+ [leal]* + 4 (c1,¢2)
> 4ler]|® + [le2l|* — 4[(c1, c2)|
> Alle]|]* 4 [lea]|? = 2 |er|?
> leal|* + 2 |[es] .

IV) Beweis der Ungleichungen (5.9) bis (5.11): Wir beginnen mit dem Beweis von
Ungleichung (5.11). Aus dieser Ungleichung sowie den bereits bewiesenen Ergebnissen von

Satz 5.16 werden die Ungleichungen (5.9) und (5.10) abgeleitet.

Fiir die folgenden Untersuchungen gelten die hier angegebenen Bezeichnungen fiir die im
TPR-Algorithmus aufeinander folgend berechneten Matrizen eines kompletten Durchlaufs.

‘ Zeitpunkt ‘ Bezeichnung der Matrix ‘
vor Gaufls (c1,c2,¢3)
nach Sort (c},ch,ch
nach Gauf}; (cf,ch,cf)
nach Gauf}; in Anweisung (3) (', ey, el
vor Gaufl; in Anweisung (6) (i, ey, )

vor Gaufl; (cf,ch,c8)
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Satz 5.29 Sei A = (a1, ay,a3) eine zuldssige Fingabe des TPR-Algorithmus. Es gilt
#USR(3) < 1+ 2(log, [|as|| + log4|las]]).
Beweis: Es bezeichne
(P11y s PLrys o3 Pils o3 Piris e - PlLy + + -5 Plry) (5.18)

die Konkatenation von Kohidrenzzahlenabschnitten p;; (1 < ¢ < 1,1 < j < 7;), vom Typ
USR,im Gauflz-Algorithmus in der Reihenfolge ihres Auftretens.

Es bezeichne v; (1 <7 <) den dritten Spaltenvektor in der Matrix, die der TPR-Algorithimus
bis unmittelbar vor der Berechnung der Kohérenzzahl p;; reduziert hat.

Es wird nun erkldrt, warum (5.18) in Sequenzen
(pilv"'vpi‘ri) (519)

unterteilt wurde. Dann beweisen wir, daf}

I =

#USR(3) =) 1< 1+2(log,|las|| +log, |[as|])

i=1 j=1
gilt.
Wir haben die aufeinanderfolgenden Kohérenzzahlenabschnitte im Gauflz-Algorithmus in so-
genannte Tauschfreiabschnitte unterteilt. Ein Tauschfreiabschnitt (ps1, . . ., pir;) ist die Konka-
tenation von aufeinanderfolgenden Kohidrenzzahlenabschuitten (p;;), (1 <i<1,1 <5< 1)
bis jeweils zu dem Zeitpunkt, an dem eine Operation des TPR-Algorithmus die erste oder
die zweite Spalte der zu reduzierenden Matrix verdndert hat.
Sei im folgenden ¢ beliebig aber fest, mit 1 < ¢ < [. Mit der zuvor eingefiihrten Notation
kénnen wir die Situationen, die bei Aufruf des Gaufls-Algorithmus bei Auftreten einer USR
Abschnittsfolge auftreten, wie folgt charakterisieren.

Situation | (¢}, ¢}, c4) =

1) (c1,¢3 + pi1ca, ca)
2a) (c1,¢3 + pi1ca, ca)
2b) (c3 + pi1c2,¢1,¢2)

Fiir Fall 2a) und 2b) hat der Tauschfreiabschnitt die Linge 7, = 1, und es gilt nach dem
Verhiltnislemma:

llell* = (pfy = lparl) lle2ll* = (pfy — lpirl) [l I*.
Damit ist [[e4l[2 < & [les] |
Wir werden nun den Fall 1) ndher untersuchen und die Ungleichung

Vi |[? < 27wl * (1 < i < D) (5.20)

herleiten, die fiir die Fille 2a) und 2b) soeben bewiesen wurde.
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Fall 1) ist derart, daff im darauffolgenden Gaufl;-Aufruf immer ein C'S Ry-Abschnitt mit ver-
schwindender Kohérenzzahl berechnet wird, da (¢y, ¢2) GauBl-reduziert sind. Ist der Kohirenz-
zahlenabschnitt des nun folgenden Gauflz-Algorithmus nicht vom Typ USR oder CS Ry, so
ist ;, = 1 und es gilt:

lesll? > (% = loa) - lleall® > 2 1|

und damit (5.20). Somit bleiben als einzige Fille, bei denen 7; > 1 gilt, die iibrig, bei de-
nen die Kohidrenzzahlenabschuitte (0;1) im Gaufz-Aufruf vom Typ USR oder CSR; sind.
Wir fithren die Bezeichnung (o;;) fiir derartige Kohdrenzzahlenabschnitte ein, die nach dem
Auftreten von (p;;) im Gauflz berechnet werden. Wir behaupten:

Lemma 5.30
loi| <1+ |p2i| und falls 7, > 2 (5.21)
lpij+1] <1+ lo ”| und folglich (5.22)
lprnal < 34 12l (5.23)
Beweis:

Zu Ungleichung (5.21) Esist (cf,c4,c4) = (e1,c2,c3+pijcz), wobel (¢, c)) und (c, cf)
Gauf-reduziert sind. Daher gilt:

(cf,cy) _ (c],C3+pi;Ca)

<c{/7ci’) - <C1I7C1’)

(€C1,C3) ... {€2,C5) M
H‘<C1,01> ‘|‘ng (Clycl> < 1+ 2J

o

Zu Ungleichung (5.22) Die Paare (cf, ¢}) sowie (¢}, ¢4 ) sind GaufBl-reduziert, also ||c"|| <
|| o || und damit
' (¢l cs+o;;Cy)
.. — 27 tJ
ol = || S|
(€5,C5) . {€2,C)

i Raeicel

< 14l
Zu Ungleichung (5.23) Aus (5.21) und (5.22) folgt (5.23). O

Ein Szenario fiir eine Tauschfreifolge von parametrisierbarer Linge wurde in einem Beispiel
bereits gegeben.

Sei 7; > 2. Dazu definieren wir die Folge

S = 4sp_1 — b mit s = 2.
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Es gilt:
|pim‘| > 2=s0
|pi,n—1| > 4 |pi,ri| -6

Letzteres gilt wegen (5.23). Da p; r,—1 € ZZ ist
|piri1] 2 4lpir] = 52> s1.
Durch vollstindige Induktion auf k ergibt sich

|pir—k| > sk 0<k<7—1

Die geschlossene Form von si ergibt sich zu

k-1
Sk :4’“50—524”2

n=0

k5
?-I-g.

Folglich ist:
(0 — pia]) > lpial > srim > 27
fir =, > 4.

Fiir 7; € {1,2,3} rechnen wir nach:

s = 2 > 21
s = 6 > 22 4
s = 22 > 23 8

75

(5.24)

Damit ergibt sich auch fiir Tauschifreifolgen der Linge 7; > 1 analog zu Fillen 2q,b) mit

(5.24): ||v;]|? > 27||viz1||? und damit
-1 _
1< [Jwil[? <27 Zima vy |2

also
-1

> 7i < 2 logy ||as]].

=1

Wegen Ungleichung (5.23) ist 7 < 14 2 log, ||as|| und somit folgt insgesamt

#USR(3) <1+ 2 (log, [|as|| + log, |[as]]) -
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Beweis von Ungleichung (5.9): Wir beweisen nun die Schranke aus Ungleichung (5.9).
Dazu studieren wir alle Kombinationen von Kohirenzzahlenabschnitten im Gauflz- Aufrufe,
denen ein Gauf3{-Aufruf mit Kohdrenzzahlenabschnittstyp US R folgt. Die nachstehende Ta-
belle gibt einen Uberblick iiber die zu untersuchenden Fille.

Kohidrenzzahlenabschnittstyp in Gaufls | obere Schranke fiir US R(1)-Abschnitte
USR(3) 0
LR(3) oder PCR(3) #LR(3)+ #PCR(3)
CSR(1) 0
CSR(2) 3 Tog, [[as]

Die Fille werden nun einzeln abgehandelt:

1. Fall: Der Kohirenzzahlenabschnitt im Gauf3s-Algorithmus sei vom Typ USR. Offenbar
sind dann die Spalten (1,2) im darauffolgenden Gauf};-Algorithmus bereits GauB-reduziert
und damit ist der Kohdrenzzahlenabschnitt nicht vom Typ USR sondern vom Typ CSR.

2. Fall: Ist der Kohidrenzzahlenabschnitt im Gauflz-Algorithmus vom Typ LR oder PCR, so
ist die Anzahl der Typ US R Abschnitte im darauffolgenden Gaufl;-Algorithmus naturgemis
durch #LR(3) 4+ #PCR(3) beschrankt. Dafiir wurden bereits Schranken hergeleitet.

3. Fall: Ist der Gauf3z-Kohirenzzahlenabschnitt vom Typ CS Ry, so kann kann mit dem glei-
chen Argument wie im 1. Fall die Nichtexistenz von einem nachfolgenden US R(1)-Abschnitts-
typ nachgewiesen werden.

4. Fall: Sei |o| = 1. Es kénnen zwei Unterfille eintreten:

a) (cf,ch,ch) = (e1,e3 4+ 0 - ¢1,c): Sei r die erste Kohdrenzzahl des auf den Gaufs-

Algorithmus folgenden Gauf;-Abschnitts. Es ist:
/!
Ir| = {<c1,c2>w <1.

llea]f?

Damit ist gezeigt, dafl dieser Abschnitt nicht vom Typ USR ist.

b) (¢}, ch,ch) = (cg+0-¢c1,¢q,¢2): Sei (r) vom Typ USR der Kohidrenzzahlenabschnitt des
auf den Gauf3s-Aufruf folgenden Gaufl;- Aufrufs. Dann gilt nach dem Verhéltnislemma

lleall* > (7% = Ir]) - [1ef]1* > 2 [| e} [

Folglich kann dies insgesamt nur 2log, ||as|| - mal passieren.

Somit ist die Schranke aus Ungleichung (5.9) bewiesen worden.

Beweis von Ungleichung (5.10) Zum Beweis von Ungleichung (5.10) bendtigen wir den
folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 5.831 Sei p eine ganze Zahl mit |p| > 1 und sei C = (cq,cz,c3) eine zuldssige
Matriz. Ferner sei C' = (¢}, ¢}, cy) eine zuldssige Matriz mit L(C') = L(C) und

llesl1* > (p* = lp]) llea]]®
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und ||ch|] < ||e1]| sowie ||cs]| < ||eq]|. Dann gilt:

H(C") < ZH(C).

N | =

Beweis: Es ist
H(C) = (p* = lpD) lI|1? [lex|* [les||* > 2 H(C).

O

Um obere Schranken fiir #USR(2) herzuleiten, sind zwei Fille zu untersuchen. Zum einen
muf untersucht werden, wie oft U'S R-Abschnitte im Gaufl;-Algorithmus von Anweisung (3),
zum anderen, wie oft USR-Abschnitte im Gaufl;-Algorithmus von Anweisung (6) auftreten
kénnen.

Eine obere Schranke fur USR-Abschnitte in Anweisung (3): Es wird untersucht,
wie oft in Anweisung (3) ein USR-Abschnitt auftritt, wenn im Gauflz- Aufruf zuvor einer der
folgenden Abschnittstypen auftritt:

a) USR
b) LR oder PCR
c) CSRy
d) CSR,

Es folgt die detaillierte Behandlung der Félle.

a) Offenbar kann nach Auftreten eines U S R-Abschnitts in Gauflz nur ein C'S R{-Abschnitt
im nachfolgenden Gauf};-Algorithmus auftreten, denn es ist

(C/17 C/27 Cé) = (Cly C2,C3 -I_ PC2)

und (cq, ¢2) sind GauB-reduziert. Damit sind die danach auftretenden US R-Abschuitte
durch #USR(3) beschrénkt.

b) Fiir diese Situation ist trivialerweise #LR + #PCR.
c¢) Hierbei gilt mit o € {£1}:
(0/1/7 C‘IZ/7 Cg) = (cla C2,C3 + UCZ)-

Bezeichne p die erste Kohdrenzzahl des Kohdrenzzahlenabschnitts in Gaufl; von An-
weisung (3), dann gilt:
o] = H<C1,C3 +oca)
n= (c1,¢1)

da (cq,cz) und (c¢q,c3) GauB-reduziert sind.

<1
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d) Sei wieder o € {£+1}. Es kénnen zwei Fille eintreten:

Fall | (cf, ¢, c4) =
i) | (e1,e3+ 0 ¢y, ¢9)
i1) | (cg + 0 ¢cg,¢1,¢)

Ist p die erste Kohdrenzzahl der Kohdrenzzahlenabschnitts von Gaufl, so ist in Fall 1)
p =0, denn (c1,c2) sind GauB-reduziert. In Fall ii) ist fiir |p| > 1 nach Hilfssatz 5.31

H(C")y < = H(C).

Eine obere Schranke fiir USR-Abschnitte in Anweisung (6): Hier gilt ||c’|| <

el el < [1ehll, €]l < |lca||. Ferner bezeichne p die erste Kohirenzzahl im Gaufs-
Algorithmus von Anweisung (6) mit |p| > 1. Dann gilt nach dem Verhéltnislemma 5.26
2|2 > 2]|ci||?. Damit folgt

H(C™) < ZH(C.

Fazit:
#USR(2) < #USR(3) + #LR + #PCR + 6 log, ||as]|.
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5.7 Analyse 11

In diesem Abschitt wird die Ungleichung (5.12) von Satz 5.16 bewiesen. Dazu analysieren wir
die Situation, daf} ab einem bestimmten Zeitpunkt viele aufeinanderfolgende Kohérenzzahlen-
abschnitte ausnahmslos vom Typ C SR sind. Diese Kohdrenzzahlen nennen wir im folgenden
kritische Kohdrenzzahlen. Es wird nun der folgende Satz bewiesen.

Satz 5.32 Sei A die Fingabematriz, oder die Matriz, welche im Verlauf des TPR-Algorithmus
aus der Fingabe berechnet wurde. Sei A derart, daf$ wenigstens die folgenden 22 Gaufischritte
zur Reduktion von A zu Kohdrenzzahlenabschnitten vom Typ C SRy oder C SRy gehdren. Be-
zeichne A’ die Matriz, die aus A nach dem Auftreten von 22 Kohdrenzzahlen des genannten
Typs berechnet wurde. Es gilt:

H(A"Y < = -H(A). (5.25)
Beweis: Durch Betrachtung aller Falle ergibt sich, dal nach der Berechnung von hochstens
vier aufeinanderfolgenden Kohirenzzahlen die zu Kohdrenzzahlenabschnitten vom Typ C'S Ry
oder C'S R, gehoren, eine der folgenden Situationen vorliegt:

I) die Spalten (1,2) und (1,3) der Matrix des TPR-Algorithmus sind Gauf-reduziert und
der Algorithmus befindet sich vor Anweisung (10)

IT) die Spalten (1,2) und (2,3) der Matrix des TPR-Algorithmus sind Gaufi-reduziert und
der Algorithmus befindet sich vor Anweisung (3) oder (6)

Die zuletzt geschilderten Situationen bilden den Ausgangspunkt fiir den Beweis. In Tabelle 5.5
wurden alle unimodularen Transformationen zusammengestellt durch die Transformationen
beschrieben werden, die zu Reduktionsschritten korrespondieren, die nicht trivialerweise zum
Terminieren des Algorithmus fithren. Die Bezeichnungsweise (01,032, 03) bedeutet:

o — —1 falls die Vektoren (i,7) mit I = ¢ + j — 2 nicht GauB-reduziert sind
L= 0 falls die Vektoren (4,7) mit I = i + j — 2 GauBl-reduziert sind

Die Tabelle 5.5 gibt den Reduktionsstatus der Matrix, vor und nach der Reduktionsoperation
an.

Lemma 5.33 Seien 01,049,035 drei aufeinanderfolgende Kohdrenzzahlen, die zu Kohdrenz-
zahlenabschnitten vom CS Ry oder C SRy gehdren, und die unmittelbar im Anschluff an eine
in I) oder II) geschilderte Situation berechnet werden. Es gilt:

o3 ist eindeutig durch o1 und oo bestimmt.

Der Beweis des Lemmas wird durch Nachpriifen von Tabelle 5.6 erbracht. Dort ist zusam-
mengestellt, wie o3 aus o; und oy berechnet wird. Wir definieren aus Griinden einer iiber-
sichtlichen Notation: v = oy - 03.

Computerbeweis Zum Beweis des Satzes 5.32 wurde ein Algorithmus CB implementiert,
der die Probleme 1) und 2) 19st:
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Probleme: Sei I = (i5,1,. . .,i22) und sei
(A[lsii)iEIU l € {1727 .. -78}7 $; € {i1}7

die zu den Kohérenzzahlen (r;);cs, assoziierte Folge unimodularer Transformationen.

1) Generierung einer Menge von Folgen M F, so daf fiir jede Folge vom mehr als 22 kriti-
schen Kohérenzzahlen, die Teilfolge einer Kohdrenzzahlenfolge einer zulissigen Eingabe
ist, ein Folge unimodularer Transformationen in M F existiert.

2) Nachweis von Ungleichung (5.25) fiir jede Folge in M F, dabei sei

Al2) = A6 TT g
ie[l '

Zur Losung des Problems 1) wurde eine Ordnung auf der Menge M F wie folgt eingefiihrt:
/) 1(18))(1 < j < 2) die Indexfolgen von Fy, F; € MF mit der gleichen

j gy J
Vorzeicheneinstellung in den ersten zwei Positionen. Sei Fy # F; und ¢ = min{j : lgj) # léj)}.
Wir definieren:

Seien 1; = (

Fy < Fy, falls 1Y < 1)
Py > Fy, falls 11 > (),

Diese Ordnung ermdglicht es, alle Elemente in M F inkrementell zur erzeugen.

Zum Nachweis von 2) wurde folgendes Lemma benutzt:
Lemma 5.34 Seien (c1,c2) GaufS-reduziert. Dann gilt fir alle x,y € ZL:
lz i +yeall? > (22 — [ey)) [lei]]? + y* [|cal]-

Durch die Berechnung der inversen Transformation und die jeweilige Kenntnis des Redukti-
onszustands, wurde mit Lemma 5.34 die Ungleichung (5.25) fiir alle Fille nachgewiesen.

O
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Start: (—1,0,0)
Transformation Ziel
1 £1 0
ME=]0 10 ||(0,0,-1)
0 0 1
1 1 0
Mf = 10 0 |[(0,-1,0)
0 01
Start: (0,—1,0)
Transformation Ziel
1 0 #£1
MEf=]0 1 o0 ||(0,0,-1)
0 0 1
1 +1 0
MEf=]0 0 1}||(0,0,-1)
0 10
1 1 0
ME = 00 1]](0,-1,0)
100
Start: (0,0, —1)
Transformation Ziel
10 0
ME=[0 1 41 (0,—1,0)
0 0 1
1 00
ME=]0 £1 1 | |(-1,0,0)
0 10
0 10
ME=| 41 0 1 (-1,0,0)
100

Tabelle 5.5: Transformationen mit kritischen Koharenzzahlen
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1. Transformation

2. Transformation

3. Transformation

M{? M M, 1€ {3,4,5}
M7 MZ? M, 1€{1,2}

M Mg? M), 1e{1,2}

M MS? M, 1€ {6,7,8}
MS MZ? M, 1€ {6,7,8}
M3 MZ? M, 1€ {3,4,5}
M3 Mg? JLI;”, le{3,4,5}
M3 MZ? M, e {1,2}

M3 Mg? M1 e {1,2}

M7 Mg? AIIA’,ZE{3,4,5}
M7 MZ? JL[[’, le{1,2}

M M2 JM[’, le{1,2}

M M3? Mﬂ, le{6,7,8}
M M2 AM[’,ZE{GJ,S}
M M2 M, 1€ {3,4,5}
Mg M3? M, 1 e {6,7,8}
M M M 1€ {6,7,8)
MZ M M7 1€ {3,4,5)
M2 M7? M7 1€ {6,7,8)
M M M7 1€ {3,4,5)
MZ M2 M, 1€ {6,7,8}
MZ MS? M, 1€ {3,4,5}

Tabelle 5.6: Interdependenzen

zwischen kritischen Kohirenzzahlen

82
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5.8 Untersuchung einer Klasse von Eingaben

In diesem Abschnitt werden zuldssige Eingaben des TPR-Algorithmus studiert, die die Ei-
genschaft haben, dafl die Repeat-Until Schleife, die aus den Anweisungen (5) bis (7) des
TPR-Algorithmus besteht (im folgenden kurz RU genannt) /-mal (I € IN) hintereinander
durchlaufen wird und das alle wihrend dieser RU-Durchliufe berechneten Kohérenzzahlen
Elemente von CSRy(2) sind.

Lemma 5.35 Sei l € IN, I'! = [I/3] und " = 1 =" und Cy die Matriz, die der TPR-
Algorithmus vor Ausfihrung von RU berechnet hat. Desweiteren bezeichne C; die Matriz,
die aus Cqy nach | RU-Durchliufen mit Kohdrenzzahlen in CSRy(2) berechnet wurde. Dann
existieren genau vier Mdglichkeiten, wie Cy durch die in Tabelle 5.5 definierten Matrizen in
C; transformiert werden kann. Diese lauten:

¢ = (MH)-c (5.26)
G = ((MF My M7) - (MF) (M7)2) - C (5.27)
Cro= (M5 M M7)' - (M) (M=) - C (5.28)
¢ o= ((M5 M M+) (M;)fl(Mg)fz)-c (5.29)

Die Werte von €; (1 < i < 2) in Abhdingigkeit von I" wurden in Tabelle 5.7 zusammengestellt.

l// €1 | €2
01010
11110
2 (1)1

Tabelle 5.7: Untersuchung einer Klasse von zuldssigen Eingaben

Fir die durch Gleichung (5.26) dargestellte Situation gilt, falls | > 5:

2|lekll < llertsl| < 3llerl| fir 1 <1< k-5 (5.30)

Beweis: Die Gleichungen (5.28) bis (5.31) wurden bereits gezeigt. Die Ungleichung (5.30)
wird wie folgt bewiesen: Das charakterische Polynom der Matrix M lautet

3

p(z) = 2® — 2% — 1.

Die Polynome p;(z) (1 < i < 2) faktorisieren wie folgt

pi(z) = 2®-32° ~1=p(z) (®+2'+2° —2? +1) (5.31)
pa(z) = 2" =22 ~1=pa) -z +1) (2 +1). (5.32
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Daher ist nach dem Satz von Cayley-Hamilton

pi(MI)=0(1<i<2).

Damit folgen die Ungleichungen (5.30) nach der Dreiecksungleichung und dem Verkiirzungs-
lemma 5.22, denn es ist

|lex|l = [I3 erts — ekys|] > 2|[ekys
und
k!l = [ler+r — 2 cresl| < 3]lcrtsl|.
O
Fiir die geschilderte Situation folgt aus der Ungleichung (5.30) sowohl die obere als auch die

untere Schranke fiir die Anzahl von Gaufischritten und fiir die durch die Gleichungen (5.27)
bis (5.29) dargestellten Situationen lassen sich analoge Abschitzungen aufstellen.

Wir geben nun noch zwei parametrierte Eingaben fiir den TPR-Algorithmus an, bei denen
sich die in den Gleichungen (5.27) bis (5.29) geschilderten Reduktionsabliufe abspielen. Wir
verzichten auf die beiden Beweise dieser Behauptung, da die Beweise dhnlich lang sind, wie
der in Kapitel 3 gefiihrte Beweis fiir die dort gegeben parametrisierte Eingabe zum LLL-
Algorithmus.

Ein Reprasentant fiir die Situation aus Gleichung (5.26)

l

1 -1 -1 0 0 1
Co=11 0 -2 -1 10 -1 mit [ € IN
0o 2 -1 01 0

Ein Reprasentant fir die Situationen der Gleichungen (5.27) bis (5.29)

l

-1 1 -1 0 0 0 01
Co= 0 2 1 1 0 -1 1 01 mit [ € IN
-1 0 -2 01 0 010



Kapitel 6

FTPR, die Verbesserung des
TPR-Algorithmus

Der FTPR-Algorithmus (Fast TPR) ist ein Algorithmus zur Berechnung einer Minkowski-
reduzierten Basis eines Gitters vom Rang drei. Dies geschieht durch die Reduktion der as-
sozilerten positiv definiten terndren quadratischen Form. Der FTPR-Algorithmus ist eine
Weiterentwicklung des TPR-Algorithmus. Die Worst-Case Schranken fiir die Anzahl der
Iterationen ist bei beiden Algorithmen bis auf einen konstanten Faktor gleich. Die Worst-
Case Bitkomplexitdt des FTPR-Algorithmus unter Verwendung klassischer Algorithmen fiir
die elementare Arithmetik, ist quadratisch, wohingegen die Worst-Case Bitkomplexitit des
TPR-Algorithmus kubisch ist. Der FTPR-Algorithmus besitzt damit eine signifikant bessere
asymptotische Bitkomplexitdt als die bekannten Algorithmen von Brigitte Vallée und Jeff
Lagarias.

Zunéchst geben wir das Struktogramm des FTPR-Algorithmus an. Dann erkliren wir die
wesentlichen Unterschiede zu dem schon bekannten TPR-Algorithmus. Schliefilich folgt die
detaillierte Beschreibung der Funktionen.

85
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Algorithmus 6.1 (FTPR(A4))

86

Eingabe:  Eine zulissige Matrix A = (aj,az,a3), die Basis eines Gitters L vom Rang

drei ist.
Ausgabe: Eine Minkowski-reduzierte Basis des Gitters L.

Initialisiere ¢35 = 0 und die tempordren Variablen hgj) (1<j5<
und (517527’(‘:3) = (17273)7 g1, h17 21, 22, l37 ltest7 d;'nin (1 [ S 2
u,v

2), (1
)

, (1< <
, (1 <i<3)

Initialisierung von h;1 (1 < ¢ < 27), wie in der Beschreibung des Algorithmus
definiert

(2)

UNTIL Exit= 1 oder k3 # 3

UNTIL 2 [pi2] < p11 und 2 - [py3| < p1y und 2 - [pa3| < pao

LastStep

FGauf}, (3)
FGaufl; (4)
IF 4> 1 (5)
THEN fswap(2,3) (6)
FGauf}, (7)
UNTIL #, <1 (8)
IF  p33 < p22 (9)
THEN | fswap(2,3) (10)
r3 = — [p23/pa2] (11)
IF |r3 <1 (12)
THEN | Exit= 1 (13)
SFGauf}s (14)
FSort (15)
ELSE | Exit= 0 (16)
optimum (17)
indsort (18)
(
(
(
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Der TPR- und der FTPR-Algorithmus unterscheiden sich in der Anzahl der Hilfsvariablen,
die sie bendtigen. Beim TPR-Algorithmus werden zwei Sdtze zu je 6 Hilfsvariablen ver-
wendet, um die Koeffizienten der des Gitters korrespondierenden Form zu speichern. Beim
FTPR-Algorithmus hingegen sind zwei Sitze von je 27 Hilfsvariablen erforderlich. Sie die-
nen der schnellen Berechnung der fiir den Algorithmus wichtigen Gréfle uss in der Funktion
optimum. Sie enthalten die Koeffizienten der assoziierten Form und sdmtliche Produkte von
je zwei Koeffizienten der Form und sind wie folgt definiert:

h1,1 = <al,al

) hai = (az,a2) )
hyy = <alaa2> hs, = <alaa3> he1 = <a2,33>
) ) )

h10,1 = <a1,a2>2 h11,1 = <a1,a3>2 h12,1 = <a2,a3>2

hiszy = (a1, a1) - (az,a2) higy1 = (ai,a1) - (az,a3) hisy = (a;,a1) - (a;,as)
h16,1 = <alya1> : <a17a3> h17,1 = <alyal> : <a2,a3> h18,1 = <a27a2> <aa7aa>
hig1 = <a2,a2> : <31,az> hao = <az,az> : <al,a3> hoi1 = <a2,a2> <a2,a3>
h22,1 = <aa,<'13> ' <al,az> h23,1 = <a3,a3> : <al,aa> h24,1 = <a3,a3> <a2,a3>
hos1 = (a1,az) - (a1,a3) hoe1 = (a1,a2) - (az,a3) hory = (a,a3) - (ag, a3)

Allen zum TPR-Algorithmus analogen Funktionen des FTPR-Algorithmus wurde ein F vor-
angestellt. So bezeichnet FGauf} die zu Gauf analoge Funktion. Im Struktogramm von Al-
gorithmus 6.2 sind die zu einem FGaufl-Schritt gehrenden Anweisungen am Beispiel eines

FGauf};-Schritt dargestellt.
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Algorithmus 6.2 (FGauf};-Schritt)

—
~—

az=aztaray

FOR =1 to27
hia = hit

ha1 = haz + 2% hig + 2 hyy

\)

| o
R e e

har = haz + x hao

()
~—

~N| &
~— | ~—

he1 = hez + x hsy

hry = hoy + 2% by

hgr = hey + 2 hry + 422 higo + 2 (2% hyz o + 23 higa + 223 hys )
hio1 = hio2 + 22 hisa + 22 hro

hi21 = hi22+ 22 har o

hiza = hizo+ 2% hro+ 22 hysg

hisqi =hisa+xhra

hiri = hizo 4+ 2 higo

higa = hig2 + 2% hiao + 2@ hag 2

hi91 = hig2 + 2% his2 + 2@ hig2

hao1 = h202 + 22 hig2 + 2@ has o

ha11 = ha12 + 2% hira + 2@ has 2

hosi1 = haoo+  hiao

co
~—

hoaq = hoso 4+ hazo

hasi = has 2+ @ his 2
hoea = has2 + @ (hasa + hir2) + 2% hig

hori = horo+ 2 hi12

—| o~~~ ~| | ~| ~| —~| ~| —~| | ~| ~| —~| ~| ~| ~| ~| ~| ~/| —~
—
—
~—

Abgesehen von den Unterschieden der beiden Algorithmen, die von der Berechnung der Hilfs-
grofen herriihren, unterscheiden sich die Algorithmen im ersten Teil nicht. Priziser: Anwei-
sung (2) bis (9) des TPR-Algorithmus entspricht der Folge von Anweisungen (3) bis (10) des
FTPR-Algorithmus.

Unterschiede treten auf fiir Kohdrenzzahlenabschnitte im Gauf3z- Algorithmus vom Typ USR,
LRl, LRQ(t Z 3) 1111d LR3

Ist der Kohirenzzahlenabschnitt des FGauf3s-Aufrufs vom Typ USR oder LR,, so wird
in die Funktion optimum verzweigt, ansonsten in die Funktion SFGaufl;. Wurde in die
Funktion SFGaufl; verzweigt, so wird die Ausfithrung nach Abarbeitung dieser Funktion in
SFGauf}; fortgesetzt, falls die Paar-Reduktionsbedingung noch nicht erfiillt ist.

In der Funktion optimum werden durch eine kleine Enumeration, von maximal drei Versu-
chen (z1,22) € /i bestimmt, so dafl der Vektor w = ag+ z1a; + z9a2 die Eigenschaft besitzt,
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dafl

|[wl]| = min{[|as + za1 + yaz|| : 2,y € Z}.
Das Paar (21, z3) wird ein optimales Kohdrenzzahlenpaar genannt. Dieser optimum-Schritt
fithrt zu einem Vektor, der wenigstens so kurz ist wie der, der aus der gleichen Eingabe in

einem Gaufl;- oder Gaufl3-Schritt berechnet wiirde. Ist ||w|| > ||as||, so sind die Paare
(w,a;) (1 << 2) GauB-reduziert.

Im Fall, dafl optimum aufgerufen wird, konnen nach indsort folgende Situationen auftreten:

Situation | Paare, die garantiert
GauB-reduziert sind
i) | (a1, az,a}) (1,2)(1,3),(2,3)
i) | (a1,a5,az) (1,2)(1,3)

iii) | (a3, a1,a2) (2,3)

Die Funktion indsort arbeitet dabei wie FSort mit dem Unterschied, dafl zusdtzlich ein
Indexvektor k = (K1, k2, k3) nach Abarbeitung von indsort indiziert, wie sich die Anordnung
der Spalten verdndert hat. So bedeutet etwa k = (1,3,2) am Ausgang von indsort, daf} die
Spalten 3 und 2 vertauscht wurden.

In der Situation i) terminiert der Algorithmus. In der Situation ii) wird ab Anweisung (11)
wiederholt. In Situation iii) wird ab FGauf}; wiederholt, falls die Paar-Reduktionsbedingung
noch nicht erzielt wurde.

Die Funktion SFGaufl; arbeitet wie eine FGaufls mit dem Unterschied, dafl der SFGaufls
nach hochstens zwel FGauf3s-Schritten terminiert.

Das Struktogramm wird nun gegeben.
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Algorithmus 6.3 (optimum)

—
~—

Q= h17,1 - h25,1

DN
~—

Zy = h13,1 - h7,1

g1 = —Lzl/zﬂ

hy =hs1+g1-haa

I3 = h3q,dp™ = dy™ =0

FOR 1=-1to +1

dy = g1+

dy = —[(h1+1i-hg1)/h11]

Lieso = h31+ d% “hia+ d% “ha14+2(dy-dy-hay+di-hsy+dy-hen)
IF min{l.., I3} <3

THEN | (dy™, d3'") = (dy,d3)

I
S | S

()
~—

(@]

o¢]

Nej
~—

—_
)
—

—
—
~—

— | =
W N
R

l3 = ltest

FGauf}; — Schritt mit Kohfirenzzahl dy™

AAAAAAA/—\/—\A/—\/—\A/—\
~
R e e

FGauf}; — Schritt mit Kohdrenzzahl d5™

—
S
S—

6.1 Komplexititsresultat
Das Komplexitdtsresultat wird in Satz 6.4 gegeben.

Satz 6.4 Sei C\;, die Anzahl von Bitoperationen des FTPR-Algorithmus bei Eingabe einer
zuldssigen Matrix
A = (a17a27 8_3)

unter Verwendung klassischer Algorithmen fir Division und Multiplikation. Es gilt:

Chii = O(log(E(A))?).

6.2 Korrektheit des FTPR-Algorithmus

Fiir den Beweis der Korrektheit des FTPR-Algorithmus verweisen wir auf den Korrektheits-
beweis des TPR-Algorithmus.

6.3 Analyse

Im diesem Abschnitt werden wir Satz 6.4 beweisen.
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Die untere Schranke fiir die Bitkomplexitéit ist trivial, da in der Initialisierung, die aus den
Anweisungen (1) bis (5) besteht, wenigsten |log(E(A))?| Bitoperationen bendtigt werden.

Es folgt nun der nichttriviale Teil der Analyse.

Zunéchst ist es notig die Terminologie aus Kapitel 5 zu erweitern, da der FTPR-Algorithmus
Gaufischritte und die Anweisung optimum ausfiihrt. Letzters nennen wir einen optimum-
Schritt.

Ist
B = (b17 b27 b3)

eine zuldssige Matrix und sind (bq, bz) GauB-reduziert, so nennen wir B eine semi-reduzierte

Matriz. Es sei
2

1) (2 1
(617,85, (Bgdcr o))
die Folge aller Paare optimaler Kohdrenzzahlen mit der Bezeichnung #OC P fiir die Anzahl
der optimalen Kohérenzzahlen (Tupbezeichnung OC P).

Die Folge von Kohirenzzahlen, die in Anweisung (11) berechnet werden sei
(P1, . '7p#TC)-

Wir bezeichnen diese #7'C Kohérenzzahlen als transparente Kohdrenzzahlen.

Fir die in den FGaufl;—Aufrufen (1 < ¢ < 3) auftretenden Kohidrenzzahlen gelten die
Bezeichnungen von Kapitel 5.

Eine Kohirenzzahl r eines Kohirenzzahlenabschnitts eines FGauf3- oder FGauf}- Aufrufs sei
vom Typ

i) UC, wenn |r| > 1 und
ii) CC, wenn |r| < 1.

Mit UC(7) und CC(7) wird das Auftreten der Typen von Abschuitten in einem FGauf;-
oder SFGaufiz- Aufruf bezeichnet.

Es folgt ein Uberblick iiber die Beweisschritte:

o Zuerst wird gezeigt, dafl die Funktion optimum wenigstens so viel Reduktionserfolg
erzielt wie ein Gauflschritt der Gauf3z-Funktion.

e Dann werden obere Schranken fiir die Produkte der unkritischen Kohérenzzahlen und
der nichtverschwindenden optimierten Kohirenzzahlen gezeigt, die polynomiell in ||as||
sind.

e Unter Verwendung eines bekannten Komplexititsresultats fiir die Operation der “Divi-
sion zweier ganzer Zahlen mit Rest” folgt Satz 6.4
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Satz 6.5 Sei B = (by, by, bs) eine semi-reduzierte Matriz mit Gram-Schmidt-Koeffizienten
pij (1 < j<i<3). Seiw einer der kiirzesten von folgenden Vektoren

b3 4+ di by + dy by, mit dy = —|ps2] + 4, di = —|p31 + da pus2], i € [-1,1].

Dann gilt:
[|w|| < min{||bs + 21 by + z2bs]| : 1,29 € Z}.

Beweis: Es sei B* die Gram-Schmidt-Matrix zu B. Dann ist:

||bs + 21 by + 22 b2||2 =
[[b3]1* + [1b3]|* (132 + 22)* + [|b1? (31 + 22 pan + 21)%

Da (by, by) Gaufl-reduziert sind ist
[[b3]% > 3/4]|b}||*.
Damit gilt fiir w und fiir alle ¢ € ZZ mit |[¢ + |[us2]| > 1 und fiir alle 24 € Z:

|[bs + i by + 21 by|?
> ||b3|[? + (i + ps2)? |3
> [|b3[1> + (i + [pa2]] — 1/2)*||b3]|?
> [|b3][* 4 (9/4) |[b3]|?
> |[bz||* + 1/4||b3[|* 4 3/2 ||b7]|?
> [|b3][? 4 1/4[[b3]|* + 1/4 ||b[[?]| > [|w|[>.

Es folgt nun der fiir den Beweis von Satz 6.4 entscheidend wichtige Satz 6.6.

Satz 6.6 Sei A = (ay,az,as) eine zuldssige Fingabe des FTPR-Algorithmus. Mit den gegeben
Bezeichnungen gilt:

IT II Irl<lasll®(1+1lasl™) (6.1)

i=17r Typ UC(3)

3
ST H#UC(i) < 2 4 18 log, ||as]| (6.2)
=1

3
S #CC(i) < 2 + 6 log ] (6.3)
=1

[T  max{1,]6]} - max{1,[6[} < |as|/*® (6.4)

(61 ,62 )Typ OCP

£OCP < 6 log, ||as| (6.5)
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Beweis von Satz 6.6 Der Beweis der Ungleichungen (6.1), (6.2), (6.3) und (6.5) wird
in Analogie zu den in Kapitel 5 prdsentierten Beweistechniken gefiihrt. Zum Beweis von
Ungleichung (6.4) bendtigen wir Lemma 6.7. Nach dem Lemma 6.7 und Ungleichung (6.5)
ergibt sich die Ungleichung (6.4) unmittelbar. Ungleichung (6.5) ist giiltig, da ein optimum-
Schritt die Hadamardschranke wenigstens halbiert.

Lemma 6.7 Se:
A = (a17a27a3)

eine semi-reduzierte Matriz und gelte ferner (ay,a3)/||a1||* < 1/2 und seien
pij (1< j <i<3)
die Gram-Schmidt Koeffizienten der Matriz A und
A" = (af,a3,a3)
die Gram-Schmidt Matriz zur Matriz A. Ses

-l

|laz][?

und bezeichne
pij = (ai,a;) (1< i < j < 3).

Es gilt:
isg = P11 - p23 p122P13 (6.6)
P11 P22 — P12
und
4
lusz| < g lrl+1 (6.7)
Beweis: Zunichst gilt
a4
= lagll* = 3’
da (a;,ay) GauB-reduziert sind, denn
. 3
a3 ]* = Tzl — e [l > 7 llas[*
Es ist
|pas| < 2|r|+1
P22 2
und damit
liaa] = ({as a3)| _ |pes|  [P1spia| _ 4 |pa L1 8|r|+4 Lo §|T| 41
lazll? = [lazl* * pullag]l? = 3 |lazf|* ~ 4 Jlag[|* = 6 373

O
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Herleitung des Komplexitatsresultats Wir schitzen zunichst die Bitkosten fiir FGauf3-
Schritte und dann die Bitkosten fiir optimum-Schritte ab. Die Bitlinge aller Operanden im
TPR-Algorithmus, die nicht Kohdrenzzahlen sind, ist durch O(log ||as||) beschrinkt. Dies gilt
aufgrund der Giiltigkeit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung sowie der Ungleichung

(v, V)] =[]

fir v € R? und der Tatsache, daff sich die euklidische Linge der Vektoren, die im TPR-
Algorithmus reduziert werden, nur verringern kann.

Kosten fiir FGauf3-Schritte Hier konnen zwei Kostenkategorien auftreten, die beide
schlufendlich eine quadratische obere Schranke besitzen.

a) Die Operationen mit Kohdrenzzahlen in Abschnitten vom Typ UC kosten nach Lemma
5.17 O(log ||as||)-Bitoperationen und treten nach Ungleichung (6.3) O(log||as||)-fach
auf, so daB sich per saldo Gesamtkosten von O(log? ||as||) Bitoperationen ergeben.

b) In Algorithmus 6.2 wurde dargestellt, wie ein FGauf-Schritt auszufithren ist. Danach
ist nun ersichtlich, dafl maximal die vierte Potenz einer Kohirenzzahl berechnet werden
mufl. Wegen der Giiltigkeit von (6.1) und (6.2) und Lemina 5.17 sind die Kosten fiir
Operationen mit unkritischen Kohérenzzahlen beschriankt durch O(log?||as||) .

Erkldrung: Fiir ¢ > 8 ist

4
( II ITI) < e las|™,

7 vom Typ UC

also folgt nach Lemma 5.17 fiir die Bitkomplexitdt aller Operationen mit Kohdrenzzah-
len, die in Kohérenzzahlenabschnitten vom UC-Typus auftreten:

8 log[as| 108 (T, yum 1yp ve 2 I71)
8 log |las|| -2 (1 + 24 log |[as]]).

2 ]'Og ||a3|| 4 Zr vom Typ UC (]'Og(|7|) -I_ l)

IN

Kosten fiir optimum-Schritte Die Berechnung von Zahler und Nenuner eines optimalen
Kohirenzzahlenpaares kostet O(log ||as||)-Bitoperationen, da diese aus der Subtraktion zwei-
er ganzer Zahlen der Linge O(log||ag||) berechnet werden. Nach Ungleichung (6.5) werden
insgesamt O(log ||as||) optimale Kohirenzzahlenpaare (6, ;) berechnet. Mit einem optima-
len Kohirenzzahlenpaar (61, 62) wird jeweils ein FGaufl;-Schritt, (bs = b + 61 by ), und ein
FGauf33-Schritt, (bs = bs + 82 by ), ausgefithrt. Alle Operanden, die keine Kohédrenzzahlen
sind, etwa die h;;, haben eine durch O(log ||a3||) begrenzte Bitlinge. Nach den Ungleichungen
(6.4) und (6.5) ergibt sich

2 log [|as]| - > log(max{2,2|é;|} max{2,2|6,[}) =
———

alle optimalen (87, &
Schranke fiir Bitlinge der (h;;) phm (61, 82)

Summation der Bitschranken fiir optimale Koharenzzahlen

2 ]'Og ||a3|| : ]'Og Halle optimalen (61, 85) 2 ].Og(max{]., |61|} ma’X{]‘? |62|})
2 log [[asl| - (#OCP + 28log ||as||) < 68 log?[as]|.

IN



Kapitel 7

Sind naive
Paar-Reduktionsalgorithmen
sinnvoll?

Bei der Entwicklung neuer Reduktionsalgorithmen fiir Formen und Gitter wurde von Pohst,
Zassenhaus [26] et. al. vorgeschlagen, erst alle Paare, dann alle Tripel etcetera zu reduzieren.
In diesem Kapitel wird nachgewiesen, dafl dieses Konzept nicht zu guten Gitterbasisreduk-
tionsalgorithmen fiithrt, da es in seinem Kern einen naiven Paar-Reduktionsalgorithmus be-
inhaltet. Darunter verstehen wir eine Verallgemeinerung des TPR-Algorithmus auf beliebig
Dimension, der erst alle Paare Gaufi-reduziert. Der erste Negativaspekt des Verfahrens wird
in Abschnitt 7.1 untersucht. Es wird gezeigt, dafl bei einer Basis eines Gitters, deren samtli-
che Paare Gauf-reduziert sind, keine Aussage iiber die Approximationsgiite gemacht werden
kann. Dies ist noch kein schwerwiegender Mangel, da die vorgeschlagenen Algorithmen ja
noch nicht terminieren, sondern nun alle Tripel etcetera reduzieren wiirden. Der zweite und
gravierendere Negativaspekt wird in Abschnitt 7.2 dargestellt. Es wird ein Beispiel fiir eine
Basis eines Gitters gegeben, bei der wir vermuten, dafl jeder Paar-Reduktionsalgorithmus
ineffektiv ist.

7.1 Fehlende Approximationsgiite

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel einer Basis eines Gitters von beliebigem Rang n an-
gegeben, deren sdmtliche Paare Gauf-reduziert sind, deren kiirzester Vektor jedoch beliebig
weit vom ersten sukzessiven Minimum des Gitters entfernt ist.

Definition 7.1 (Paareduziertheit) Sei n > 2 eine natirliche Zahl. Eine regulire Matriz
(aj,ag,...,a,) € R™" heifft Paar-reduziert, wenn die Bedingungen 7.1 und 7.2 erfillt sind.

lai | < s | fir 1< i<n (7.1)

l(a;,a;)] < 2| a; HZ firl<i<j<mn (7.2)

95
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Es wird nun gezeigt, daf} fiir eine Paar-reduzierte Matrix
A= (aj,az,...,a,) € GL(n,R)

keine obere Schranke der Form
lay || < en AT

existieren kann, wenn Ay das erste sukzessive Minimum des Gitters L(A) und ¢, eine positive
reelle Zahl bezeichnet. Fiir eine LLL(y)-reduzierte Matrix kann eine derartige Schranke gemif
Ungleichung (1.7) gegeben werden.

Wir konstruieren nach einer Anregung von Hendrik W. Lenstra [17] Matrizen A, die Paar-
reduziert sind und deren kiirzester Spaltenvektor eine beliebig schlechte Approximation des
ersten sukzessiven Minimums des Gitters L(A) ist.

Satz 7.2 Fir jede natirliche Zahl n > 2 und t > 1 existieren Gitter Ay C ZL"™ won vollem
Rang n, mit Paar-reduzierten Basen

Ay = (ar(t),as(t), ..., a,(t)) € Z™ ",
so daff, wenn Ai(t) das erste sukzessive Minimum des Gitters A, bezeichnet,

t

llas (£)]] > e M(t) (7.3)
gilt.
Beweis: Es werden nun Matrizen mit den gewiinschten Eigenschaften angegeben. Dazu be-
zeichne e;, fiir 1 < ¢ < n die kanonische Basis des R", also e; = (61, 62;,...,0,;) mit dem
Kroneckersymbol

bii— 1fire=7j

71 0 sonst.
Sei E=3",e =(1,1,...,1) die Summe der kanonischen Basisvektoren und mit

H={xeR":(x,E)=0}

die Hyperebene mit Normalenvektor E/\/n. Wir projizieren nun die um den Faktor n ge-
streckte Standardbasis (e, ez, ..., e,) orthogonal auf die Hyperebene H und erhalten n linear
abhidngige Vektoren

<e,E> .

c,=n (ei—eizE) =n-e—E(1<i<n)
IE |

in H. Streckung dieser Vektoren um den Faktor ¢ und Addition des Vektors E fiihrt zu den

n Vektoren b; = tc; + E (1 < i < n), deren Eigenschaften die Kernaussage des folgenden
Lemmas bilden:

Lemma 7.3 Die Vektoren
b, =tc; + E (1§z§n)

haben ganzzahlige Komponenten und sind linear unabhdngig. Das von ihnen erzeugte Gitter

Ay = 570 ZZb; hat also den vollen Rang n.
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Beweis: Daf} die Vektoren ganzzahlige Komponenten besitzen, ergibt sich daraus, dafl sowohl
c; als auch ¢ - ¢; (1 <7 < n) ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten ist. Da E nur ganz-
zahlige Komponenten aufweist, ist auch die Summe ¢ - ¢; + E ein Vektor, der nur ganzzahlige
Eintrige hat.

Die lineare Unabhingigkeit wird bewiesen, indem wir zuerst zeigen, dafl die Gleichung
1 biy; = 0 zur Folge hat, dafl ), y; = 0 ist.

Die Bildung des Skalarprodukts von Y i, b;y; mit E ergibt

> biEy; = (te; + E)Eyi = | E|I°Y g =0.

Dabei verschwinden die Terme tc; Ey; fir 1 < ¢ < n, da ¢; E = 0 wegen ¢; € H gilt. Da
| E||> =n > 2 ist, folgt 7, y; = 0 und damit gilt die behauptete Implikation.

Nun wird die lineare Unabhingigkeit der Vektoren (bq,bs,...,b,) durch einen indirekten
Beweis gezeigt. Wir beziehen die Kontraposition und nehmen an, der Ausdruck > i, y;b; = 0
liele sich sich auf nichttriviale Weise zu Null kombinieren. Dann mufy aber ein Index k €
{1,2,...,n} mit yx # 0 existieren. Wir bilden nun das euklidische Skalarprodukt der besagten
Vektorsumme mit dem Vektor c¢j. Dies fiihrt zu:

0 = (Zivibier) =3 vi (bi,ck)
= Yilivit(eicx)
= ket ck H2+Z%i yit(ne; — E)(ney — E)
= yrtlle|®+ Xl yit(—n—n+ | E[?)
= g(tler|?+tn)=0

1 ¥i{(te; + E),cp)

et e || + E%i yit(ci, cx)

getl e |F 4+ 50 it ()

Die vorletzte Identitdt ergibt sich, da wie oben gezeigt, > .y; b, = 0 zur Folge hat, dafl
Mit t(||ck|| +n) > 0ist yx = 0, was im Widerspruch zur Annahme y; # 0 steht. Damit haben

wir die Kontraposition ad absurdum gefiihrt und die lineare Unabhingigkeit bewiesen, was
den Beweis von Lemma 7.3 vervollstindigt. |

Es folgt nun der Bweis von Ungleichung (7.3) aus Satz 7.2. Es ist

n n n
Zci:n-Zei—ZEzo.
=1 =1 =1

Definieren wir x = 3 -4 b;, so gilt

=1 =1

Damit ist nun ) ) )
[bi” _ It +E|" _#lleT+n  #
3 - 3

x> n n
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Dabei gilt die vorletzte Gleichung wegen ¢; € H und die letzte Ungleichung, da c; ein nicht-
verschwindender Vektor mit ganzzahligen Komponenten ist, der also wenigstens die euklische
Lange eins besitzt. Damit ist sogar noch eine stirkere Ungleichung als die Ungleichung (7.3)
bewiesen worden, denn x € A; — {0} und || x ||* > A;.

Es bleibt noch zu zeigen, dafi die konstruierte Basis tatsichlich die Eigenschaft erfiillt, Paar-
reduziert zu sein. Dies zeigen wir in untenstehendem Lemma 7.4.

Lemma 7.4 Mit den bereits eingefiihrten Bezeichnungen gilt fir 1 <i < j < n:
i) |bil] = [[bj]
i) (b, by)| || by [ 7F < 1/2

Beweis: Eine kurze Rechnung ergibt
b I = n(tn — 2 4 1),
womit 1) gezeigt ist. Die zweite Ungleichung folgt, da
(bi,bj) = —n(t? — 1)
ist. Also ist ii) dquivalent zu 2(#* — 1) < #? n — #? + 1. Dies kann zur Ungleichung
3tP<t*!n+3
umgeformt werden. O

Damit ist der Satz 7.2 bewiesen. O

Fazit Fiir n € Z>? ergibt die orthogonale Projektion der Spalten der n x n Einheitsmatrix
eine singuldre Matrix B. Wird zu jedem Eintrag der Matrix B eine kleine positive reelle und
frei wihlbare Grofie e addiert, so ist die so gebildete Matrix reguldr und Paar-reduziert. Das
von den Spalten dieser reguliiren Matrix gebildete Gitter besitzt einen Vektor der Linge /7 €.
Da die Linge des ersten Vektors dieser reguldren Matrix unabhingig von € ist, gibt es keine
obere Schranke fiir die Linge dieses Vektors in Abhidngigkeit von n.

7.2 Exponentielle Laufzeit moglich?

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel einer Matrix angegeben fiir die unklar ist, ob die Anzahl
der Gaufischritte von Paar-Reduktionsalgorithmen iiberhaupt polynomiell in der Dimension
n der Matrix und der Anzahl der Bits, die die Eingabe kodieren, ist.

Beispiel 7.5

-1 0 -~ 0 0 2k
0 -1 - 0 . ok
Mmnky=| 0 0 -1 0
S 0
1 1 1 —1 2k
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Probleme
1) Gibt es einen in E(M(n,k)) und n polynomiellen Paar-Reduktionsalgorithmus?
2) Ist Algorithmus 7.6 polynomiell in E(M(n,k)) und n?

Wir geben nun das Struktogramm von Algorithmus 7.6 als ein Beispiel eines Paar-reduktions-
algorithmus an, fiir den unklar ist, ob die Anzahl der Iterationen polynomiell in der Einga-
belinge und Dimension beschrinkt ist.

Algorithmus 7.6 (PR(A))

Eingabe:  Eine zuldssige Matrix A, die Basis eines Gitters L vom Rang n ist
Ausgabe: Eine Paar-reduzierte Basis des Gitters L

—

\)

wW

O
R B N B B ) B N I e B S B B

(@]

-~

co

o]

ELSE |:=

ELSE |i=i+1
ELSE |j=j+1

i=1

f=0

UNTIL j=n+1

H
=
=
2
—
=
.
(l
S,
I
—
] | ] ]| |~ |~~~ |
—
—
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Erklarung des PR-Algorithmus Der PR-Algorithmus erhilt als Eingabe eine zuldssi-
ge Matriz, also eine regulére ganzzahlige Matrix, deren Spalten nach euklidischen Lingen
sortiert sind. In Anweisung (5) wird ein Sortieralgorithmus aufgerufen, der eine Permutati-
on 7 € S(n) berechnet, so daf} (a,(1),...,a,(,)) nach euklischen Léngen geordnet ist. Der
Sortieralgorithmus ist so geartet, dafl nur im Falle einer echten “grofier/kleiner-” Relation
getauscht wird. Der Grund dafiir besteht darin “deadlocks” auszuschliefen. Der Algorithmus
7.6 arbeitet wie folgt: Vor Anweisung (4) sind die Paare

(ar,aj) (1< <j <j-1)
Gauf-reduziert. Also zu Beginn (j = 2) ist im allgemeinen noch kein einziges Paar Gaufl-

reduziert. Fiir j = 3 ist das Paar (by, by) GauB-reduziert etc.

Fiir j = n + 1 wird die Schleife verlassen und es sind alle Paare Gauf}-reduziert.

Bemerkungen Fiir die gerade beschriebene Paar-Reduktionsstrategie des Algorithmus 7.6
183t sich die Rekursion

T(n,k)>T(n—1,k)+T(n,k/3) und T'(n,l)=0falls I < 1,

fiir die Anzahl der GauBschritte (Anweisung (5)) ableiten. Nach dem Verkiirzungslemma aus
Kapitel 5 ist sicherlich
T(n,k) < E(M(n,k)).

Es zeigt sich, daBl T'(n, k) fiir festes n polynomiell in k und fiir festes & polynomiell in n ist.
Als untere Schranke fiir T'(n, k) wird die Funktion:

Lu(2nk,(2VEn/(k +n)))

vermutet, wobei
Ln(y,6) = exp((1—6) logy +67)
ist.

Die Wahl der Argumente der Ln-Funktion, die aus der Analyse der Komplexitdt von Fakto-
risierungsalgorithmen fiir ganze Zahlen bekannt ist, ist so, daf} die Funktion polynomiell fiir
k oder n fest und sonst exponentiell ist. Dies kann wie folgt kurz begriindet werden. Offenbar
ist

Ln(y,0) =~

und

Ln(y,1) = exp(7).

2vVEkn
kE+n

Letzteres ergibt sich mit & = |[vk| und @ = |/n|, da (E — 7)? = k + n — 2vkn > 0 gilt. Fiir
n fest und k& > 1 variabel (oder umgekehrt), ist der Quotient aus 7.4 sehr nahe bei Null.

Ferner ist

0< < 1 fiir k,n > 0. (7.4)

Die Matrix M (n, k) ist so konzipiert, dafl jede unimodulare Operation die Summe der Eintrige
der n—ten Spalte konstant 1483t. Jeder Paar-Reduktionsalgorithmus terminiert erst, wenn alle
Differenzen zwischen Eintragen der letzten Spalte kleiner oder gleich eins sind.
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Auch wenn es in E(M(n,k)) und n polynomielle Schranke fiir die Anzahl der Iteration von
Algorithmus 7.6 gibt, so macht das Beispiel doch sehr drastisch deutlich, daf} vom naiven
Paar-Reduktionskonzept abzuraten ist. Einige “experimentelle” Daten mogen diese Aussage
bekriftigen.

Der LLL-Algorithmus benétigt bei Eingabe der Matrix M (n, k) nur n (n—1)/2 GauBschritte.



KAPITEL 7.

Tabelle 7.1: Anzahl der Iterationen eines “naiven”

Eingabe: M(n,k)

n ‘ k ‘ T(n,k)
100 | 2 5148
4 5643
8 14454
16 131472
200 | 2 20298
4 21293
8 43979
16 753414
300 | 2 45448
4 46943
8 81029
16 1987154
400 | 2 80598
4 82593
8 128079
16 3796884
500 | 2 125748
4 128243
8 185129
16 6082810
600 | 2 180898
4 183893
8 252179
16 8709460
700 | 2 246048
4 249543
8 329229
16 | 11579634
800 | 2 321198
4 325193
8 416279
16 | 14544197

SIND NAIVE PAAR-REDUKTIONSALGORITHMEN SINNVOLL?

Paar-Reduktionsalgorithmus
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