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Zusammenfassung

Wir prasentieren den ¢-Kalkiil, ein Modell von uniform nebenldufiger Berechnung.
Er integriert strikte und nicht-strikte funktionale Berechnung und beschreibt in
beiden Fillen das gewiinschte Komplexitatsverhalten.

Wir nennen nebenldufige Berechnung uniform nebenléufig, falls Resultat, Termi-
nierung und Komplexitdt unabhédngig von der Berechnungsreihenfolge sind. Diese
Eigenschaften zeigen wir fiir den é-Kalkiil, indem wir seine uniforme Konfluenz
beweisen.

Der ¢-Kalkiil 1afit sich zu Modellen von nebenlaufiger Berechnung erweitern, die
konsumierbare Resourcen und Indeterminismus zulassen. Dazu gehéren der -
Kalkiil, eine Fundierung von nebenldufiger Berechnung mit Constraints, und der
m-Kalkiil, ein auf Kanalkommunikation basierender Nachfolger von CCS.

Der §-Kalkiil ist ein relationaler Kalkiil mit prozeduraler Abstraktion und Ap-
plikation. Er ermoglicht Kommunikation iiber logische Variablen und Suspension
auf deren Instantiierung. Beide Mechanismen ergeben sich in natiirlicher Art aus
paralleler Komposition und Deklaration.

Wir betten den strikten und den nicht-strikten A-Kalkiil in den §-Kalkiil ein. Durch
explizite Referenzen stellen wir sicher, dafl funktionale Argumente hochstens ein-
mal ausgewertet werden. Explizite Referenzen realisieren wir durch logische Varia-
blen, die wir auflerdem zur Darstellung von nicht-strikter funktionaler Kontrolle
benoétigen. Fiir die Finbettung des strikten A-Kalkiils beweisen wir Adadquatheit
beziiglich Terminierung und Komplexitdt. Wir vermuten, dafl die Einbettung des
nicht-strikten A-Kalkiils Terminierung erhalt und Komplexitat verbessert.
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Kapitel 1

Einleitung

Modelle nebenlaufiger Berechnung beschreiben das Kommunikations- und Synchro-
nisationsverhalten von nebenlaufig rechnenden Prozessen. Das Ziel dieser Arbeit
ist, die folgende These zu untermauern:

Funktionale Berechnung ist eine spezielle Form von nebenldufiger Be-
rechnung, die sich durch Konfluenz und Uniformitédt auszeichnet, also
dadurch, dafl Resultat, Terminierung und Komplexitédt unabhéngig von
der Berechnungsreihenfolge sind.

Zu diesem Zweck fithren wir den 6-Kalkiil als Modell von uniformer, konfluenter und
nebenlaufiger Berechnung ein, die wir kiirzer auch uniform nebenldufige Berechnung
nennen. Desweiteren bilden wir sowohl strikte, als auch nicht-strikte funktionale Be-
rechnung im ¢-Kalkiil ab, so dafl in beiden Fallen Terminierung und Komplexitat
geeignet reflektiert werden. Zur Modellierung von uniform nebenldufiger Berech-

nebenlaufig

nung kombinieren wir Ideen aus zwei Gebieten. Die erste Wurzel dieser Arbeit ist

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der m-Kalkiil [Mil91, MPW92, EN86|, einem Nachfolger von CCS (”Calculus of
Communicating Systems”) [Mil80], welcher aus der Welt der funktionalen Berech-
nung hervorgegangen ist. Die zweite Wurzel ist die nebenldaufige Programmierung
mit Constraints [SR90], insbesondere die Programmiersprache Oz [Smo94d] und

der y-Kalkiil [Smo94c].

Der m-Kalkiil ist ein kanonisches Modell von nebenlédufiger Berechnung, welches
Kanalkommunikation als universellen Berechnungsmechanismus etabliert. Kanal-
kommunikation erméglicht den Austausch von Ressourcen, wobei mehrere Prozesse
um die Ressourcen eines anderen konkurrieren kénnen. Dadurch kann jede Form
von Indeterminismus verursacht werden, insbesondere Nicht-Konfluenz und Nicht-
Uniformitat. Dennoch zeigt Robin Milner im Kontext des w-Kalkiils [Mil92], daf
sich funktionale Berechnung als spezielle Form von nebenlaufiger Berechnung auf-
fassen laft. Die von ihm vorgestellten Einbettungen des strikten und nicht-strikten
A-Kalkiils in den 7-Kalkiil verwenden eine implizite Synchronisationsdisziplin, wel-
che die Uniformitat und Konfluenz der eingebetteten Ausdriicke sicherstellt.

Oz ist eine nebenldufige Sprache mit Constraints, die funktionale und objekt-
orientierte Programmierung [HM94] unterstiitzt, aber auch enkapsulierte Suche
[SS94, MPSW94] und Constraintpropagierung zur Verfiigung stellt. Die Konzepte
von Oz werden weitgehend durch den Oz-Kalkiil [Smo94a, Smo94b| beschrieben.
Dieser wurde bis Ende 1992 unter Leitung von Gert Smolka entwickelt und war der
Ausgangspunkt dieser Arbeit.

Insbesondere integriert der Oz-Kalkiil prozedurale Abstraktion und Applikation
mit Constraints erster Ordnung und Kommunikation vergleichbar zum m-Kalkiil.
Constraints sind hier nur deshalb von Interesse, da sie logische Variablen zur
Verfiigung stellen. Denn logische Variablen eignen sich hervorragend zur Kommu-
nikation zwischen nebenlaufigen Prozessen. Der y-Kalkiil [Smo94c¢] ist eine Verein-
fachung des Oz-Kalkiils, der diesen Aspekt von logischen Variablen explizit macht
und sich zur Fundierung von funktionaler und nebenlaufiger objekt-orientierter
Berechnung eignet. Der hier vorgestellte -Kalkiil ist im wesentlichen eine Ein-
schriankung des y-Kalkiils auf uniform nebenlédufige Berechnung.

Der ¢-Kalkiil modelliert das Komplexitatsverhalten von strikter und nicht-strikter
funktionaler Berechnung. Dadurch ist er insbesondere dem nicht-strikten A-Kalkiil
iiberlegen, der mehrfach benétigte funktionale Argumente mehrfach auswertet und
sich nur beziiglich Terminierung korrekt verhalt. Dafl funktionale Argumente im §-
Kalkiil nicht mehrfach ausgewertet werden, liegt an der Verwendung von logischen
Variablen als Referenzen auf funktionale Argumente. Diese Tatsache ist nicht neu,
denn schon Wadsworth [Wad71] stellte 1971 heraus, daff sich das Verdoppeln von
funktionalen Argumenten vermeiden l&a8t, indem man Referenzen auf Argumente
iibergibt, anstelle der Argumente selbst. Dennoch ist nach Kenntnis des Autors der
0-Kalkiil beziehungsweise der y-Kalkiil das erste einheitliche Komplexitatsmodell
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von nicht-strikter und strikter funktionaler Berechnung.

Unsere Ergebnisse fiir den 4-Kalkiil lassen sich so interpretieren, daff Kommuni-
kation iiber logische Variablen als Kommunikationsmechanismus fiir uniform ne-
benldufige Berechnung hinreichend ist, wenn prozedurale Abstraktion und Appli-
kation zur Verfiigung stehen. Insbesondere sind Kanédle zu diesem Zweck nicht
notwendig, so daf} sich der durch diese verursachte Indeterminismus fiir eine grofie
Klasse von Programmen global ausschlielen 1a8t.

1.1 Problem und L6sungsansatz

Die Idee von funktionaler Berechnung ist, Beschreibungen von Funktionen als Pro-
gramme aufzufassen. Ein Beispiel dafiir ist die arithmetische Funktion T'wice, die
eine ganze Zahl x auf 2 ¥ x abbildet, was sich durch folgende Funktionsgleichung
beschreiben 1a8t:

Twicex = 2x*zx.

Wir konnen diese Gleichung aber auch als Beschreibung einer funktionalen Proze-
dur interpretieren, indem wir sie von links nach rechts orientieren. Rufen wir diese
Prozedur mit dem Argument z auf, so gibt sie 2 % x zuriick. Interessanter ist die
zweifache Anwendung auf 3, denn diese fithrt nicht nur zu einer, sondern zu drei
moglichen Berechnungen, die durch folgendes Bild veranschaulicht werden:

Twice (Twice 3)
g N
Twice (2 * 3) 2 % (T'wice3)
Ve N Pe
Twice 6 2% (2%3)
NS
2x6
|
12

Alle drei Berechnungen terminieren, liefern das gleiche Resultat, namlich die ganze
Zahl 12. Sie haben auch die gleiche Lénge, welche uns als Komplexitdtsmaf dient.
Auch im allgemeinen sind Terminierung, Komplexitat und Resultat von funktio-
nalen Programmen unabhingig von der Berechnungsreihenfolge.

Aber leider fithren nicht alle Funktionsbeschreibungen der obigen Art zu uniform
nebenléufigen Prozeduren, wie wir nun anhand von zwei weiteren Beispielen illu-
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strieren werden. Zuerst betrachten wir die Funktion Square, die durch
Squarex = x*zx

beschrieben wird. Wenden wir Square als funktionale Prozedur auf 2 * 3 an, dann
erhalten wir wiederum drei mégliche Berechnungen:

Square (2 * 3)
' N
Square 6 (2%3) % (2%3)
¥ N
6% (2%3) (2%3) %6
—
6*6

|
36

In diesem Fall hangt die Komplexitat von der Berechnungsreihenfolge ab, denn in
der mittleren und der rechts stehenden Berechnung wird das funktionale Argument
2%3 zweimal ausgewertet, aber in der links stehenden nur einmal. Wir sagen, daf} die
Berechnung von 2 # 3 in der links stehenden Berechnung geteilt wird (”Sharing”),
und zwar zwischen allen Auftreten von z in der Beschreibung der Ausgabe von
Square.

Ein weiteres Problem 148t sich am Beispiel der konstanten Funktion Const beob-
achten, die durch
Constz = 0

beschrieben wird. Ist Bomb ein Ausdruck, der durch Reduktion stets auf sich selbst
abgebildet wird!, also Bomb — Bomb, dann fithrt die Anwendung der Prozedur
C'onst auf Bomb zu Berechnungen beliebiger Lange:

Const Bomb

N

Const Bomb = 0

Tm A-Kalkiil kénnen wir Bomb durch Bomb = (Az.zz) (Az.zz) definieren.
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In diesem Fall sind weder Terminierung noch Komplexitat unabhéngig von der Be-
rechnungsreihenfolge, selbst wenn das Ergebnis im Falle der Terminierung eindeutig
bestimmt ist.

Der A-Kalkiil und explizite Referenzen. Die meisten abstrakten Modelle
funktionaler Berechnung beruhen auf Alonzo Churchs A-Kalkiil [Chu36] und auch
alle bisher vorgestellten Beispiele lassen sich durch den A-Kalkiil rechtfertigen. Wir
werden in dieser Arbeit zeigen, dafl auch alle aufgezeigten Pathologien Probleme des
A-Kalkiils sind. Sie hdngen alle von der Tatsache ab, daf funktionale Prozeduren
im A-Kalkiil anonym sind und lediglich durch ihre syntaktische Position referiert
werden konnen.

Insbesondere hat das Fehlen von expliziten Referenzen im A-Kalkiil die folgenden
Konsequenzen, die wir spater genauer erkléaren werden:

e Bedarfsgesteuerte Berechnung 148t sich in A-Kalkiilen nicht mit dem geeig-
neten Komplexitatsverhalten modellieren. So werden zum Beispiel im nicht-
strikten A-Kalkiil funktionale Argumente mehrfach ausgewertet.

e Das Verhalten von Implementierungen nicht-strikter funktionaler Sprachen
1aBt sich nicht in deren Quellsyntax beschreiben. Dadurch lassen sich Aus-
wertungsstrategien verschiedener Implementierungen nur schwer miteinander
vergleichen.

e Die Substitution von Ausdriicken fiir Variablen durch 3-Reduktion ist fiir Im-
plementierungen funktionaler Sprachen nicht realistisch; besser ist die Uber-

gabe von Referenzen auf funktionale Argumente, anstelle der Argumente
selbst.

e Der strikte A-Kalkiil modelliert zwar Komplexitdt und Terminierung von
strikter funktionaler Berechnung, schrankt aber den Freiheitsgrad der Be-
rechnungsreihenfolge unndtig ein.

o Der schwache A-Kalkil ist nicht konfluent.
e Rekursive Prozeduren lassen sich im A-Kalkiil nicht direkt ausdriicken.

o Die Integration von logischen Variablen in funktionale Berechnung ist schwie-
rig, genauso wie formale Vergleiche mit nebenlédufiger und logischer Berech-
nung.
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Der 6-Kalkiil. Unabhéngig voneinander sind diese Probleme bereits gelost wor-
den. Der ¢-Kalkiil bietet jedoch eine einheitliche, abstrakte Losung an. Diese be-
ruht darauf, alle Ausdriicke des A-Kalkiils mit expliziten Referenzen zu versehen,
Funktionen als Relationen mit einem zuséatzlichen Ausgabeargument aufzufassen
und funktionale Schachtelung durch parallele Komposition und Deklaration von
lokalen Variablen aufzulésen.

Im §-Kalkiil hat die Definition der Funktion Square des A-Kalkiils folgendes Aus-

sehen, wobei out als formales Ausgabeargument fungiert:
square:x out fout = & *

Die Anwendung von Square auf 2 * 3 mit Resultat z, kurz z = Square (2 % 3) ,
entspricht im ¢-Kalkiil dem Ausdruck

dy(squareyz N y=2%3).

Alle Berechnungen dieses Ausdruckes haben die gleiche Lange, wobei 2 3 stets nur
einmal ausgewertet wird. Im Gegensatz zum A-Kalkiil ist der Graph aller moglichen
Berechnungen im 4-Kalkiil vollkommen gleichmafBig.

dy(squareyz Ny =2%*3)
e ~
dy(squareyz Ay =6) Jy(z=y*xy ANy=2%3)
~ e
Jy(z=y*y Ay=6)

v
226*6
|
z =236

Auch die Pathologie im Kontext der konstanten Funktion Const 16st sich durch
explizite Referenzen auf. Das unmittelbare Pendant zu Const im 6-Kalkiil ist

const:x out fout =0 .
Beziiglich dieser Definition fithrt der Aufruf z = Const Bomb zu einer eindeu-

tig bestimmten, unendlichen Berechnung, so dafl insbesondere Terminierung und
Komplexitat unabhéangig von der Berechnungsreihenfolge sind.
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Jdb(const bz A b = Bomb)
v
z=0A 3b(b= Bomb)

z=0A 3b(b = Bomb)

l

Diese Losung scheint im erstem Moment nicht zufriedenstellend, da im Vergleich
zum A-Kalkiil gerade die endlichen Berechnungen verloren gehen. Der Grund dafiir
ist, daBl const sein Argument stets auswertet, ob es gebraucht wird oder nicht.

Wir werden spéter zeigen, wie wir im ¢-Kalkiil bedarfsgesteuerte Berechnung dar-
stellen konnen. Dazu werden wir eine funktionale Prozedur so beschreiben, dafl
diese die Berechnung ihrer aktuellen Argumente nur bei Bedarf anfordert. Eine
Anforderung instantiiert die mit dem Argument assoziierte logische Variable. Die-
se Darstellung stellt sicher, dafl nicht-angeforderte funktionale Argumente auch
nicht berechnet werden. Mehrfach angeforderte Argumente werden genau einmal
berechnet.

Uniforme Konfluenz. Ein nicht unerheblicher Teil dieser Arbeit besteht aus
der Untersuchung von abstrakten Berechnungskalkiilen. Darunter verstehen wir
Ableitungssysteme, bestehend aus einer Menge von Ausdriicken und einer Reduk-
tionsrelation — auf Ausdriicken?.

Eine Ableitung in einem Kalkiil ist eine endliche oder unendliche Folge von Aus-
driicken, die durch Reduktion auseinander hervorgehen. Unter einer Berechnung
verstehen wir eine maximale endliche Ableitung oder eine unendliche Ableitung.
Eine Berechnung eines Ausdruckes N ist eine Berechnung, die mit N beginnt. Wir
nennen einen Ausdruck uniform, wenn all seine Berechnungen die gleiche Lange ha-
ben. Ein Kalkiil heiit uniform, wenn all seine Ausdriicke uniform sind. Ein Kalkiil
heiit konfluent, wenn je zwei endliche Ableitungen desgleichen Ausdruckes stets
zusammengefiihrt werden kénnen.

Ein zentrales Kriterium sowohl fiir Uniformitat als auch fiir Konfluenz ist uniforme
Konfluenz. Wir nennen einen Kalkiil uniform konfluent, falls er die Figenschaft in
Abbildung 1.1 erfiillt: Fiir beliebige Ausdriicke M, Ny und Ny mit Ny «+ M — N,
gilt Ny = N, oder es existiert ein Ausdruck N mit Ny — N < N,. So sind zum
Beispiel der strikte und nicht-strikte A-Kalkiil uniform konfluent. Der Begrift der

2Spiter werden wir eine Aquivalenzrelation = auf Ausdriicken hinzunehmen, um von der
Gleichheit auf der Menge der Ausdriicke zu abstrahieren.
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N1 N2 oder N1 = N2

Abbildung 1.1: Uniforme Konfluenz

uniformen Konfluenz ist unser zentrales Hilfsmittel beim Beweis der Adaquatheit
von Kalkiileinbettungen.

1.2 Funktionale Berechnung

Die meisten Modelle funktionaler Berechnung sind Varianten von Churchs A-Kalkiil
[Chu36], der gleichzeitig der Ursprung der funktionalen Idee ist. Die Ausdriicke M,
N des A-Kalkiils sind Variablen, Abstraktionen oder Applikationen:

M,N == x| .M | MN

Abstraktionen beschreiben funktionale Prozeduren; so ist zum Beispiel Twice =
Az.2 * x gleichbedeutend zur Beschreibung von T'wice ganz zu Beginn. Hier ma-
chen wir jedoch explizit, dal T'wice und = lediglich Konstrukte der Metasyntax
sind, und nicht zur Syntax des A-Kalkiils gehéren. Weiterhin verwenden wir in
A-Ausdriicken zusatzliche Syntax fiir vordefinierte Datenstrukturen ohne deren Se-
mantik zu erklaren. Dies ist zwar nicht wesentlich fiir die betrachteten Phdnomene,
ermoglicht aber intuitivere Beispiele. Insofern machen wir implizit Gebrauch von
der wohlbekannten Tatsache, daf} sich beliebige Datenstrukturen durch Abstrak-
tionen darstellen lassen®. Es ist eine wesentliche Idee des M-Kalkiils, daf§ sich die
gleiche Sprache zur Beschreibung von Prozeduren und Daten aus scheinbar ver-
schiedenen semantischen Bereichen verwenden l&ft.

Die Reduktion des A-Kalkiils und all seiner Varianten basiert auf dem (3)-Axiom:
(Az.M)N —; M[N/z]

Dabei steht M[N/z] fiir denjenigen Ausdruck, den man erhalt, wenn man alle
Auftreten von z in M durch N ersetzt*.

3Die Korrektheit der iiblichen Kodierungen gilt meist nur beziiglich B-Gleichheit (z.B in
[Bar90]) und nicht beziiglich Terminierung oder Komplexitit.
4Wir vernachlissigen hier Inkonsistenzen, die bei Substitution durch Variablenbinder ent-
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Funktionale Programme verwenden intensiv Prozeduren héherer Ordnung. Darun-
ter verstehen wir solche Prozeduren, deren Argumente und Resultate selbst wieder
Prozeduren sein kénnen. So beschreibt zum Beispiel

ApplyTwice = Mf A x. f(fx)

eine Prozedur, die als Argument eine Prozedur f erwartet und dann Az.f (f )
ausgibt. Diese Ausgabe ist wiederum eine Prozedur, die f zweimal auf ihr Argument
x anwendet. Bezeichnen wir mit [ die A-Identitdt Az.x, dann erhalten wir die
folgende Berechnung;:

(ApplyTwice I) I —5 (Ael(Tx)) [ —5 T(II) —5 1T —5 1

Berechnung mit Prozeduren héherer Ordnung kann also dynamisch neue Prozedu-
ren erzeugen, wie Az.[ (I ) im voranstehenden Beispiel.

Der Substitutionsoperator [N/z]. Der komplexe Substitutionsoperator [N/z]
in () ist problematisch im Gegensatz zu [y/z]|. Fiir Implementierungen funktio-
naler Sprachen ist der komplexe Operator nicht realistisch und in Modellen von
funktionaler Berechnung verursacht er Komplexitatsprobleme.

Die Komplexitatprobleme treten auf, da Anwendungen von [N/z] den eventuell
noch nicht berechneten Ausdruck N kopieren kénnen. Dies fithrt zur wiederholten
Auswertung von N, wie zum Beispiel von 2*3 in Square (2+3) — (z*2)[2%*3/z].
Andererseits 1ait sich der komplexe Substitutionsoperator im A-Kalkiil mangels
expliziter Referenzen nicht vermeiden.

Auch fiir Implementierungen funktionaler Sprachen wiare Kopieren von beliebigen
Ausdriicken eine komplexe Operation. Denn wiirde zum Beispiel (z2)[N/z] wort-
lich ausgefiihrt, dann miifite diejenige interne Struktur kopieren werden, die N dar-
stellt. Kopieren ist jedoch tiblicherweise nur fiir solche Strukturen vorgesehen, die
Abstraktionen darstellen. Dabei denken wir an das Abspulen eines Prozedurrump-
fes bei Applikation. Fiir allgemeinere Strukturen ist Kopieren aufwendig. Dennoch
werden solche Kopiermechanismen in anderen Kontexten realisiert. Dazu gehéren
Implementierungen von nebenlaufigen Suchmechanismen [SS94, SSW94, MPSW94,
JH91, Jan94] und von kopierender Speicherbereinigung.

Der schwache A-Kalkiil. Im reinen A-Kalkiil darf (3) in beliebigen Teilaus-
driicken angewendet werden, was zu einem konfluenten System fiithrt. Zur Model-
lierung des Laufzeitverhaltens von funktionaler Berechnung ist Reduktion inner-
halb von Abstraktionen jedoch nicht sinnvoll. Denn im reinen A-Kalkiil lassen sich

stehen konnen. Eine Moglichkeit eine formal korrekte Definition zu erhalten, ist anstelle von
A-Ausdriicken Aquivalenzklassen von A-Ausdriicken modulo a-Konversion zu betrachten und (-
Reduktion auf a-standardisierten Reprédsentanten zu definieren.
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rekursive Prozeduren nicht so formulieren, dafl alle erlaubten Berechnungen termi-
nieren.

Betrachten wir zum Beispiel die Fakultatsfunktion, die sich in einer funktionalen
Sprache mit Konditionalen wie folgt beschreiben laf}t:

Fakn = if n > 0thenn* Fak (n—1)else 1 fi

Wiirden wir dieses Konditional als dreistellige Funktion im reinen A-Kalkiil kodie-
ren, so diirften wir in den Zweigen des Konditionals frei reduzieren. Dann koénnten
wir zum Beispiel die folgende unendliche Berechnung nicht verhindern:

Fak(0 — if 0> 0then0* Fak (—1)elselfi
— if 0 > 0 then 0 (if (—1) > 0 then (—1) * Fak (—2) else 1 fi) else 1 fi
—

Aus diesem Grund lassen wir, wie in verwandten Arbeiten iiblich, Reduktion in Ab-
straktionen nicht zu. Die resultierende Variante des reinen A-Kalkiils heifit schwa-
cher A-Kalkiil. Dieser ist ungliicklicherweise nicht konfluent, wie schon die beiden
verschiedenen Berechnungen von True (I1) mit True = A\x.\y. x zeigen:

True (I1)
Y N\
True I Ay 1

/
Ay. 1

Der unmittelbare Grund fiir diese Anomalie ist, dafi 3-Reduktion einen reduzier-
baren Ausdruck in eine Position bewegen kann, in der Reduktion verboten ist.

1.2.1 Der strikte \-Kalkiil

Das Konfluenzproblem des schwachen A-Kalkiils 1a8t sich im Rahmen des A-Kalkiils
l16sen indem man (-Reduktion weiter einschrankt. Der strikte A-Kalkiil ("eager”
oder 7call-by-value” ) ist diejenige Variante des schwachen A-Kalkiils, in der (3)
nur dann angewendet werden darf, falls das Argument eine Abstraktion ist. Wie
wir bereits angemerkt haben, ist der strikte A-Kalkiil uniform konfluent.

Der strikte A-Kalkiil erzwingt, dafl funktionale Argumente genau einmal berechnet
werden, unabhéngig davon, ob sie mehrfach oder iiberhaupt nicht benétigt wer-
den. Alle Anforderungen eines Arguments teilen sich somit seine Berechnung. ITm
strikten A-Kalkiil 148t sich also ”Sharing” von Berechnung erzwingen. Dies ist eine
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wesentliche Eigenschaft von Komplexitdatsmodellen. In der Tat ist der strikte A-
Kalkiil ein geeignetes Komplexitatsmodell fiir strikte funktionale Berechnung wie
sie zum Beispiel von ML [HMMS6], Lisp [WH81] und Scheme [CR91] angeboten

wird.

In den bisher vorgestellten Beispielen fiir Berechnung im A-Kalkiil, Twice, Square,
Const und True ist jeweils genau die am weitesten links stehende Berechnung
strikt. Im allgemeinen ist jedoch die Berechnungsreihenfolge des strikten A-Kalkiils
nicht deterministisch. Ist zum Beispiel I die A-Identitdt Az.z, dann 148t der Aus-
druck (I7)(I1) zwei verschiedene Reduktionsschritte zu.

1.2.2 Der nicht-strikte M\-Kalkiil

Im Kontext von Berechnung ist man héufig an unendlichen Objekten interessiert,
die sich endlich darstellen lassen. Beispiele dafiir sind die Liste aller natiirlichen
Zahlen und die Menge der von einem endlichen Automaten erzeugten Worter.
Kennt man eine endliche Beschreibung eines unendlichen Objektes, so bendtigt
man einen terminierenden Algorithmus, der die Berechnung von Teilen des Ob-
jektes bei Bedarf ermoglicht. Auch fiir grofle endliche Objekte, die sich kompakt
beschreiben lassen, ist bedarfsgesteuerte Berechnung von Objektteilen niitzlich.

Die Idee von nicht-strikten funktionalen Sprachen ist es, Berechnung von funktio-
nalen Argumenten ausschliellich bei Bedarf auszufiihren, so dafl deren Anforderung
implizit bleibt®. Dies steht im Gegensatz zu strikten funktionalen Sprachen, in de-
nen funktionale Argumente stets ausgewertet werden, ob sie gebraucht werden oder
nicht.

Betrachten wir zum Beispiel die Prozedur NatList, die die Liste aller natiirlichen
Zahlen beschreibt, die grofler als n sind.

NatListn = n|(NatListn + 1)

Die Auswertung von NatList 0 in einer strikten Sprache wiirde nicht terminie-
ren. In einer nicht-strikten Sprache hingegen wiirde sie terminieren und zwar mit
0|(NatList 0+ 1). Nur durch Selektion der zweiten Listenkomponente kénnte die
Auswertung von NatList 0+ 1 angestoflen werden.

Die Begriffe strikte” und ”nicht-strikte funktionale Berechnung” sind semantisch motiviert,
aber aus operationaler Sicht nicht wirklich befriedigend. Denn wesentlich fiir nicht-strikte funk-
tionale Berechnung ist, dal potentielle Berechnungen nur bei Bedarf angefordert werden, und
nicht etwa, dafl unendliche Berechnungen weggeworfen werden, falls ihr Resultat nicht benétigt
wird. Die englischen Begriffe ”eager” und ”lazy” treffen diesen Sachverhalt besser als die Begriffe
7strikt” und ”nicht-strikt”, lassen sich aber nicht verniinftig ins Deutsche iibersetzen.
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Der nicht-strikte A-Kalkiil ("lazy A-calculus” oder ”call-by-name A-calculus”)® ist
diejenige Variante des schwachen A\-Kalkiils, die (3)-Reduktion in Argumentpositi-
on verbietet. Dadurch werden funktionale Argumente nur dann ausgewertet, wenn
sie benotigt werden, in diesem Fall aber auch genauso oft, wie sie ben6tigt werden.

So ist zum Beispiel die kiirzeste terminierende Berechnung von Const Bomb nicht-
strikt, genauso, wie die Berechnung True (IT) — Ay.I1. Das einfachste Beispiel
fiir die wiederholte Auswertung eines Argumentes ist:

(Az.zx) (IT) = (I (IT) — T(II) — IT — I.

Das gleiche Phanomen tritt in der mittleren und in der rechts stehenden Berechnung
von Square(2+3) auf; allerdings sind diese beiden Berechnungen nicht ganzheitlich
nicht-strikt, da die vordefinierte Multiplikation nur strikt Sinn macht.

Im nicht-strikten A-Kalkiil 1a8t jeder Ausdruck genau eine Berechnung zu, was
natiirlich uniforme Konfluenz sicherstellt. In der Tat liefert der nicht-strikte A-
Kalkiil ein Terminierungsmodell fiir nicht-strikte funktionale Sprachen, wie zum
Beispiel Haskell [HWAT90], Miranda [Tur85], Id [Nik91] und Concurrent Clean
[EHNT*93].

Als Komplexitatsmodell von nicht-strikter funktionaler Berechnung ist der nicht-
strikte A-Kalkiil natiirlich nicht geeignet, da er funktionale Argumente unter
Umstéanden mehrfach auswertet. Dieses Problem ist schon lange bekannt, aber erst
vor kurzem auf hoher Abstraktionsebene gelést worden. Fiir eine weitergehende
Diskussion dieses Themas verweisen wir auf Abschnitt 1.4.1 dieser Einleitung.

Interessanterweise 1afit sich nicht-strikte Berechnung auch im strikten A-Kalkiil
darstellen. Auch dies ist schon seit langem bekannt, denn der nicht-strikte A-Kalkiil

lafit sich in den strikten einbetten [DH92, Plo75]. Dabei bleiben allerdings die
Komplexitatsprobleme des nicht-strikten A-Kalkiils erhalten.

®Die Begriffe "lazy” und ”call-by-name” werden hiufig auch anders verwendet. Mit ”lazy”
verbindet man auch bedarfsgesteuerte Berechnung, die nicht mit den Komplexitdtsproblemen des
"lazy A-calculus” behaftet ist. In [AFM*95] wird ein in diesem Sinne geeigneter A-Kalkiil zur
klaren Unterscheidung mit ”call-by-need A-calculus” bezeichnet.
Der Begriff ”call-by-name” beschreibt im urspriinglichen Sinne die Parameteriibergabe im Stile
von Algol68. Manchmal wird er auch mit "dynamic Binding” in Beziehung gesetzt, also mit der
textuellen Ersetzung von aktuellen fiir formale Argumente, ohne Beriicksichtigung von Variablen-
bindern. Die Bezeichnung ”lazy A-calculus” ist dadurch motiviert, daf in diesem Kalkiil aktuelle
Argumente fiir formale substituiert werden, jedoch nach vorheriger konsistenter Variablenumbe-
nennung (”static Binding”).
Die Bezeichnung ”call-by-name A-calculus” ist inbesondere deshalb irrefiihrend, weil Funktionen
in A-Kalkiilen ohne let-Ausdriicke keine Namen besitzen. Das Fehlen von Namen im Kalkiil selbst
verursacht paradoxerweise gerade die Komplexitidtsproblematik des ”call-by-name A-calculus”.
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1.3 Uniform nebenlidufige Berechnung

Der §-Kalkiil verwendet relationale Schreibweisen zur Modellierung von uniform
nebenlaufiger Berechnung, die insbesondere strikte und nicht-strikte funktiona-
le Berechnung umfafit. Relationale Schreibweisen werden auch in vielen anderen
formalen Sprachen verwendet. Dazu zdhlen Grammatiken, logische Programmier-
sprachen, Beweiskalkiile fiir Logik erster Stufe und andere Modelle nebenlaufiger
Berechnung.

Insofern schlagt der ¢-Kalkiil eine Briicke zwischen formal verschiedenenartigen
Systemen. Dabei vermeidet er Indeterminismus wie zum Beispiel durch ”committed
Choice” und Nichtdeterminismus wegen disjunktiver Information.

1.3.1 Der /-Kalkiil

Ausdriicke F, F' des §-Kalkiils sind benannte Abstraktionen, Applikationen, Glei-
chungen zwischen Variablen, (parallele) Kompositionen und Deklarationen; diese
definieren wir durch

E,F 2= x2y/FE |2y |z=y | EANF | J2F,

wobei 7 fiir eine endliche Folge von Variablen steht.” Wir identifizieren alle Aus-
driicke, die sich bis auf iibliche Eigenschaften von Deklaration, Komposition und
Variablenbindern nicht unterscheiden. Solche Ausdriicke nennen wir kongruent

und schreiben £ = F.

Reduktion ist im d-Kalkiil in allen Positionen erlaubt, aber nicht unterhalb von
Abstraktion. Im Vergleich zum A-Kalkiil ersetzen wir () durch Applikation (A):

vy/ENzZ —, xv:g/E N E[Z/Y]

Der wesentliche Unterschied zu (3) besteht darin, daBl (A) Variablen fiir Variablen
substituiert und nicht Ausdriicke fiir Variablen. Es werden also Referenzen auf
Argumente iibergeben und nicht die Argumente selbst. Dies stellt sicher, dafl bei
der Anwendung von Prozeduren keine Berechnung kopiert werden kann.

Der Umgang mit Referenzen wird im ¢-Kalkiil vollstandig durch Elimination (F)
beschrieben, welche Ketten von lokalen Referenzen verkiirzt.

Jzdy(z=y A F) —5 JyFE[y/] falls # und y verschieden sind.

"Klammern verwenden wir fiir d-Ausdriicke optional. Wenn wir diese weglassen, dann hat
Abstraktion eine héherer Prioritdt als Komposition. Zum Beispiel steht z:5/E A z Zz fiir (2:7/E) A
zZ und nicht fir 2:5/(F A 27Z).
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Der Effekt von Elimination ist dhnlich zu demjenigen von Unifikation erster Stufe
[LMMS8S8] in Abwesenheit von Termkonstruktoren. Denn beide Mechanismen eta-
blieren durch Gleichungen beschriebene Gleichheit von Variablen. Der wesentliche
Unterschied besteht darin, dafl die beteiligten Variablen in (E) lokal sind. Dadurch
vermeiden wir etliche delikate Schwierigkeiten in Konfluenzbeweisen [NS94], die
durch Unifikation mit globalen Variablen verursacht wiirden.

Um Berechnung im §-Kalkiil formal zu illustrieren, reduzieren wir den Ausdruck
Jy(y=1 Az = (yy)y), wobei wir y = I als Abkiirzung fiir y:uv/v=u und z=
(yy)y anstelle von 3z(yyz A zyz) schreiben®.

Jy(y=1AN3Iz(yyz Azyz)) = ydz(y=1ANyyzAzyz)

—, Jydz(y=IANz=yAzyzx)

= dydz(z=yAy=1Azyzx)

—p Jyly=1Ayyz)

=4 Jyly=INz=y)
In der Tat verhalt sich diese Berechnung ahnlich zu derjenigen von (/1) [ im -
Kalkiil; denn durch zweimalige Applikation bindet sie x an I. Dieses Beispiel zeigt,
wie Applikation, Elimination und Kongruenz interagieren. Applikation baut Refe-
renzketten auf, die durch Elimination verkiirzt werden, was wiederum Applikation
ermoglicht. Wir weisen darauf hin, dafl wir vor jeder Anwendung von (E) und (A)
zu einem geeigneten Repréasentanten modulo Kongruenz = iibergehen miissen.

Inkonsistenzen. Wir haben bisher verschwiegen, dafl nicht alle Ausdriicke E
Ausdriicke des d-Kalkiils sind. Denn ohne weitere Einschrankung wére der bisher
vorgestellte Kalkiil nicht konfluent, also auch nicht uniform konfluent. Das Pro-
blem sind inkonsistente Ausdriicke der Form x:5/FE A 2:Z/F. Denn in solchen
Ausdriicken referiert x auf zwei verschiedende Abstraktionen, so dafl eine Applika-
tion von x die freie Auswahl hat, mit welcher sie reduziert.

Um dieses Problem zu umgehen, erlauben wir im ¢-Kalkiil nur solche Ausdriicke,
deren Reduktion niemals zu Inkonsistenzen fithrt. Diese Eigenschaft ist fiir beliebige
Ausdriicke unentscheidbar. Wir werden jedoch nachweisen, daff die Ausdriicke, die
aus Einbettungen von A-Kalkiilen hervorgehen, niemals zu Inkonsistenzen fiithren.

Vergleich mit dem strikten A-Kalkiil. Die bisher vorgestellten Beispiele ha-
ben bereits illustriert, wie sich der strikte A-Kalkiil in den §-Kalkiil vermoge Ben-
nenung einbetten 1aBt. Ein wichtiges technisches Resultat dieser Arbeit ist der
Nachweis der Adaquatheit dieser Einbettung beziiglich Komplexitat und Termi-
nierung. Wir werden zeigen, dafl jede Berechnung im strikten A-Kalkiil genauso

viele (3)-Schritte benétigt, wie ihr Pendant im J-Kalkiil (A)-Schritte.

8In diesem Ausdruck ist z eine Referenz auf let y=1I in (yy) y .



1.3. UNIFORM NEBENLAUFIGE BERECHNUNG 17

Dennoch ist Berechnung im ¢-Kalkiil flexibler als im strikten A-Kalkiil. Um dies
zu illustrieren, greifen wir auf unser allererstes Beispiel mit der Funktion Twice
zuriick. Eine strikte Beschreibung von twice im é-Kalkiil - unter Verwendung von
vordefinierten Datenstrukturen - ist die Abstraktion

twice:x out fout =2 * x .
Der Aufruf @ = Twice (Twice3) entspricht Jy(twice3y A twicey x). Im Stile un-

serer einfithrenden Beispiele stellen wir die Berechnungen dieses Ausdruckes gra-
phisch dar:

Jy (twice3y A twicey x)

e ~
Jy(y =2 %3 A twicey x) Jy(twice3y N x =2 *y)
e ~ e
Jy(y =6 A twicey x) Jy(y=2+*3 Nz =2%y)
. e
dy(y=6Az=2x%y)
v
r=2%6
|
r=12

Die Topologie dieses Graphen stimmt mit der Topologie des Berechnungsgraphen
von Twice(Twice3) im reinen A-Kalkiil iiberein, bis auf den Knoten, der durch die
Elimination von y verursacht wird. Jedoch hat nur die am weitesten links stehen-
de Berechnung ein Pendant im strikten A-Kalkiil. Dadurch wird die Adaquatheit
der Einbettung des strikten A-Kalkiils jedoch nicht beeintréchtigt, denn alle Be-
rechnungen im ¢-Kalkiil verhalten sich beziiglich Komplexitdt und Terminierung

gleich.

1.3.2 Nebenliufigkeit und logische Variablen

Unter Nebenldufigkeit verstehen wir, daB verschiedene Berechnungsaktivitaten ne-
beneinander ausgefithrt und beobachtet werden kénnen. Es spielt keine Rolle, ob
diese Aktivitaten physikalisch parallel, oder aber im Wechsel vorangetrieben wer-
den.
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Berechnungsaktivitaten nennt man tiblicherweise Prozesse. Verschiedene Prozesse
kénnen miteinander kommunizieren und sich synchronisieren indem sie auf Infor-
mation von anderen warten. Solange diese Information nicht bekannt ist, kann ein
Prozefl die davon betroffenen Unterprozesse blockieren.

Strikte funktionale Berechnung ist nebenlaufig. Denn steht zum Beispiel [ fiir die A-
Identitat, dann konnen im Ausdruck (/7)(/7) Funktion und Argument unabhéngig
voneinander berechnet werden. Kommunikation findet einzig und allein durch An-
wendung von () statt, wobei einer Funktion ihr Argument mitgeteilt wird. Ein
im Rumpf einer Abstraktion lokalisierter Prozef} ist blockiert und wartet auf eine
Anwendung der umgebenden Abstraktion.

Der 4-Kalkiil ist ein besseres Modell von nebenlaufiger Berechnung als der strikte
A-Kalkiil. Er 16st nicht nur tiberfliissige Abhangigkeiten zwischen Funktion und Ar-
gument auf, sondern besitzt machtigere Kommunikations- und Synchronisationsme-
chanismen. Zur Kommunikation stehen zusétzlich logische Variablen zur Verfiigung
und zur Synchronisation das Warten auf deren Instantiierung (”Suspension”).

Kommunikation liber logische Variablen. Im Kontext von Logik erster Stu-
fe versteht man unter einer logischen Variablen einen Stellvertreter fiir einen Wert
des semantischen Bereiches. Dieser Wert ist typischerweise nicht, oder nur unvoll-
standig beschrieben. Im Kontext des §-Kalkiils miissen wir diese Charakterisierung
von logischen Variablen leicht variieren, da wir nicht ohne weiteres einen semanti-

schen Bereich angeben kénnen®.

Im folgenden verstehen wir unter einer logischen Variablen eine Referenz auf eine
Abstraktion. Diese Abstraktion mufl nicht explizit angegeben sein und kann durch
Reduktion berechnet werden. Geméafl dieser Beschreibung verhalten sich alle Va-
riablen des d-Kalkiils wie logische Variablen. Wir sagen, dafl eine Variable z in £
gebunden ist, falls z in E eine Abstraktion referiert. Zum Beispiel ist = in z:§/E
und in Ju(z =u A w:y/FE) gebunden.

Im §-Kalkiil entsteht ein Proze durch Reduktion eines Ausdruckes. Ein Prozef
kann eine logische Variable an eine Abstraktion binden, so dal andere Prozesse iiber
diese Variable auf diese Abstraktion zugreifen kénnen. Durch diesen Mechanismus
kann ein Prozess mit vielen anderen kommunizieren (”one-to-many Communica-
tion”). Bindungen derselben Variablen an verschiedene Abstraktionen fithren zur
Inkonsistenz. Mehrfache Bindungen an dieselbe Abstraktion'? sind hingegen unkri-
tisch. Dies ist ein wertvolles Ausdrucksmittel, denn es erméglicht die Kommunika-

°Semantische Bereiche fiir A-Kalkiile werden zum Beispiel in [Win93, GS90, Mos90]
konstruiert.

10Exakter formuliert meinen wir hier Bindungen an das gleiche Auftreten einer Abstraktion.
Dadurch vermeiden wir komplexere Gleichheitsrelationen auf Abstraktionen.
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tion von mehreren Prozessen mit einem (”many-to-one Communication”). Ferner
kann ein Prozef§ darauf warten, daf} eine logische Variable gebunden wird (”Suspen-
sion”). Kommunikation und Suspension erméglich die Synchronisation von Prozes-
sen.

Als Beispiel betrachten wir die von den Ausdriicken E, Fy und F, erzeugten Pro-
zesse, wobei wir das Verhalten der Variablen var beobachten wollen:

E = Fviw(varvw A E')
Fi = var=1
Fy = wvar=1

Wir setzen voraus, dafl var in E’' ungebunden ist. Somit ist var auch in £ un-
gebunden. Desweiteren ist var in F; und F;, bekannt. Nun betrachten wir eine
Berechnung von:

Gy = Jidvar(i=IANEANF AF).

Durch Elimination von ¢ wird var sowohl von F; als auch von F; an eine fiir £, [}
und F; globale Abstraktion I gebunden, ohne eine Inkonsistenz zu verursachen'.

Gy —p Jvar(var=1ANE) = Gy

Die Berechnung der Prozesse I} und F3 ist nun schon beendet. Nun reduzieren wir
die ehemals suspendierte Applikation varvw in E, wodurch die Gleichung w =v
erzeugt wird:

Gy —, FJvarFvIw(var=ITAw=v A E')

Die Gleichung w = v kann weitere Berechnungen in £’ auslosen.

Bedarfsgesteuerte Berechnung. Logische Variablen erméglichen die Darstel-
lung von Berechnung bei Bedarf mit dem gewiinschten Komplexitéatsverhalten. Die
Idee dazu ist, einen zu berechnenden Ausdruck so darzustellen, dafl seine Berech-
nung nur auf eine explizite Anforderung warten mufl und bei Bedarf Anforderungen
abzusetzen.

Wollen wir zum Beispiel y = ] bei Bedarf berechnen, so definieren wir einen Aus-
druck y - s = I'l, der die Berechnung von y startet, sobald s an ein Auftreten der
A-Identitat I gebunden wird:

y-s=I11 = Fudw'Iz(u=ITAz=1TANu 2y A sun)

Dabei setzen wir voraus, dafl alle auftretenden Variablen paarweise verschieden
sind. Dies stellt sicher, dal y - s = I irreduzibel und s global ist. Die folgende

1UWir kénnen i eliminieren indem wir Elimination (E) mit der Gleichung var = i anwenden
und dann ¢ zu var umbenennen.
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Sequenz zeigt, welche Berechnung die Bindung von s an [ auslost:

ds(s=IANy-s=1I) —, FsTuIz(s=TANu=INz=1INuzyANv =u)
—g dsFuz(s=TAu=IANz=1ANuzy)
=, dsFuz(s=TAu=INz=1Ny=2z)
= Jz(y=zAz=1)A3FsTFu(...)

Nun ist y in der Tat an das Ergebnis der Berechnung von I1 gebunden und somit
kann auf dieses Ergebnis beliebig oft zugegriffen werden ohne die Berechnung zu
wiederholen.

Im allgemeinen stellen wir nicht-strikte funktionale Prozeduren so dar, daf} sie die
Berechnung von benétigten Argumenten explizit anfordern. Argumente beschrei-
ben wir stets durch verzogerte Ausdriicke ("Thunks” in [DH92]). Um Argumente
anstoflen zu konnen, liest eine nicht-strikte Prozedur mit jedem Argument eine
logische Variable ein. Uber diese Variablen setzt sie bei Bedarf Anforderungen mit-
tels Instantiierung ab. Wird ein Argument mehrfach angefordert, dann wird die
mit ithm assoziierte logische Variable mehrfach gebunden. Wir stellen Konsistenz
dadurch sicher, daf§ wir solche Variablen stets an die gleiche Abstraktion binden.

1.4 Ein Vergleich mit verwandten Arbeiten

1.4.1 Nicht-strikte Komplexitidtsmodelle

Als Komplexitdatsmodell von nicht-strikter funktionaler Berechnung ist der nicht-
strikte A-Kalkiil nicht geeignet. Dieses Problem wurde lange Zeit ausschliellich auf
der Ebene von Implementierungstechniken geldst, wozu Graphreduktion (”Graph
Reduction”) [PJ87] [PJ87]und Kalkiile mit expliziten Substitutionen [Yos93, PS92,
ACCL91] gehoren. Fiir eine knappe Einfiihrung in solche Implementierungstechni-
ken verweisen wir auf [Mar90]. Konfluenzuntersuchungen fiir Kalkiile mit expliziten
Substitutionen finden sich in [Les94].

Erst vor kurzem ist es John Launchbury [Lau93] gelungen, ein abstraktes Modell
fiir nicht-strikte funktionale Berechnung mit dem gewiinschten Komplexitatsverhal-
ten zu finden. Seine Losung verwendet partielle Abbildungen zur Darstellung von
Umgebungen (”Environments” oder ”Closures”) und ist im Stile einer natiirlichen
Semantik ("natural Semantics” oder "big-step Semantics”) formuliert. Sie stellt
sicher, dafl ein Ausdruck der Umgebung genau dann ausgewertet wird, wenn sein
Resultat benotigt wird. John Launchbury beweist mit bereichstheoretischen (”Do-
main Theory”) Methoden, daf} sein Kalkiil die gleichen Terminierungseigenschaften
besitzt, wie der nicht-strikte A-Kalkiil. Beweise von zusétzlichen Komplexitataus-
sagen lassen sich mit bereichstheoretischen Methoden jedoch nicht erwarten.
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In [AFM™*95] wird eine Ein-Schritt-Semantik fiir nicht-strikte funktionale Berech-
nung mit ”Sharing”vorgeschlagen, der sogenannte ”call-by-need A-calculus”. Die-
ser verwendet let-Ausdriicke zur Darstellung von Umgebungen und formalisiert
nicht-strikte Kontrolle durch Auszeichnung von speziellen Kontexten (”Evaluation
Contexts”). Desweiteren enthélt [AFM*95] einen Beweis fiir eine Komplexitats-
abschatzung, namlich, dafl zu jeder nicht-strikten Berechnung ohne ”Sharing” eine
héchstens genauso lange mit ”Sharing” existiert.

Auch die vorliegende Arbeit enthélt eine Ein-Schritt-Semantik fiir nicht-strikte
funktionale Berechnung mit ”Sharing”. Diese wurde zum ersten Mal im Rahmen
des y-Kalkiils [Smo94c| veroffentlicht, dort aber nicht formal untersucht. Umgebun-
gen oder let-Ausdriicke lassen sich im §-Kalkiil mittels paralleler Komposition und
Deklaration darstellen. Im Gegensatz zu allen anderen Losungen bilden wir hier
nicht-strikte Kontrolle auf nebenldufige Kontrolle im 6-Kalkiil selbst ab. Unsere
Einbettung des nicht-strikten A-Kalkiils in den 4-Kalkiil fithrt ”Sharing” von funk-
tionalen Argumenten ein, so dafl Terminierung erhalten bleibt, aber méglicherweise
Berechnungsschritte eingespart werden. Obwohl wir diese Eigenschaft hier nicht be-
weisen, ist der Autor davon tiberzeugt, dafl die hier vorgestellten Methoden auch
zu diesem Zweck hinreichend sind.

1.4.2 Funktionale als nebenliaufige Berechnung

Im Kontext von Verteilung und Parallelisierung von funktionalen Sprachen
sind eine Vielzahl von Modellen fiir nebenlaufige Berechnung entwickelt worden
[LTLGY92]. Dabei gibt es im wesentlichen zwei Maoglichkeiten, namlich ein funk-
tionales Modell mit nebenlaufigen Konzepten anzureichern, wie zum Beispiel in
[BMT92, TLP*93, Nik94], oder aber mit einem nebenlaufigen Modell zu starten
und darin funktionale Berechnung einzubetten [Bou89, Tho89, MPW92, Smo94c].

Diese Arbeit zahlt zu den Vertretern des zuletzt genannten Ansatzes, die sich wie-
derum in zwei Gruppen einteilen lassen. Die erste Gruppe verwendet komplexe
Substitutionen von Variablen durch Ausdriicke [Bou89, Tho89]. Die zweite Gruppe
benutzt primitive Substitutionen [MPW92, Smo94c]|, welche Variablen durch Va-
riablen oder Namen durch Namen ersetzen. Davide Sangiorgi zeigt in [San92], daf}
die Expressivitat von beiden Ansitzen iibereinstimmt. Der 6-Kalkiil ist wiederum
ein Vertreter des letzteren Ansatzes, was im Hinblick auf Komplexitdat notwendig
ist.

Ein Vergleich von 4-, v- und 7-Kalkiil. Die vorangehende Klassifizierung a3t
den korrekten Schluff zu, dal der w-Kalkiil [Mil91, MPW92, EN86], der v-Kalkiil
[Smo94c] und der 6-Kalkiil eng verwandt sind. Dennoch unterscheiden sich die Ziele
des 0- und y-Kalkiils deutlich von denen des m-Kalkiils. Der w-Kalkiil modelliert
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kommunizierende Prozesse, mit Schwerpunkt auf Synchronisation und Indetermi-
nismus, wahrend der v-Kalkiil als einheitliches Modell fiir funktionale, nebenlaufige
und objekt-orientierte Berechnung konzipiert ist. Der §-Kalkiil ist im wesentlichen
eine FEinschrankung des y-Kalkiils auf uniform nebenlaufige Berechnung.

Formal unterscheiden sich d, v und 7 allerdings nicht allzu sehr. Dabei beziehen wir
uns auf neuere, reduktionsbasierte Darstellungen von 7 [Mil91, Bou92, HY93] und
nicht etwa auf dltere, die annotierte Transitionssysteme benutzen [MPW92, Mil90,
Mil89]. Die Basiskombinatoren aller drei Kalkiile sind parallele Komposition und
Deklaration, deren Eigenschaften sich besonders einfach mittels einer strukturellen
Kongruenz formalisieren lassen. Die Idee stammt vom w-Kalkiil [Mil91], ist von der
”chemical abstract Machine” [BB90] motiviert und wurde fiir § und + tibernommen.

Der Vergleich zwischen ¢, v und 7 148t sich am leichtesten in einem weiteren Kalkiil
fithren, der alle drei Kalkiile umfafit und in [Smo94c| unter dem Namen s-Kalkiil
vorgestellt wurde. Die Ausdriicke von & sind diejenigen von ¢, erweitert um Einmal-
Abstraktionen z::j/F.

E,F = aug/E | v:g/E |2y |2=y | EAF | J2F

In der Kongruenz von k verhalten sich Abstraktionen wie replizierte Einmal-
Abstraktionen.
vy/E = xv:g/E A zuy/E

Anstelle von Applikation (A) erlaubt x Kanalkommunikation (C), hier iiber den
Kanal z:
zy/E N2z —. FE[Z/7]

In der Tat 1aBt sich Applikation (A) durch Replikation und Kanalkommunikation
(C) ausdriicken:

vy/ENzz = wy/ENcey/EN2zZ = v:y/E N E[Z]Y]

Desweiteren gehort Elimination (E) zur Reduktion von &, in der gleichen Form
wie fiir 0. Logische Variablen vermdoge Gleichungen und Elimination sind in 7 nicht
vorhanden, so dafl wir x als Erweiterung von m um logische Variablen interpretieren
kénnen.

Der v-Kalkiil ist eine konservative Erweiterung von ¢ um Zellen, welche Uniformitat
und Konfluenz im allgemeinen nicht erhalten. Eine Zelle z:y besteht aus einem
persistenten Namen x und einer verdnderbaren Referenz y auf den Inhalt der Zelle.
Ein Prozefl kann auf den Inhalt einer Zelle zugreifen, wenn er die alte Referenz u
durch eine neue Referenz v ersetzt.

TYNTUV —gy TOAU=Y
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Der aktuelle Inhalt einer Zelle hdngt also davon ab, mit welchen Prozessen eine Zelle
zuvor kommuniziert hat, ist also nicht unabhéangig von der Berechnungsreihenfolge.
Zum Beispiel reduziert z:0 A zyl A 222 zu z:2 AN y=0 A z=1 und zu
el ANy=2AN2=0.

In k lassen sich Zellen unter Verwendung von Kanalkommunikation simulieren.

riy = Jz(ziuv/(u=y A zv) A zw/ziuv/(u=w A zv))

Zellen sind von imperativer Natur, &hnlich zu Zuweisungen, und erméglichen die
Darstellung des Zustandes von nebenlaufigen Objekten [Smo94c, HSW95]. Aber
auch im m-Kalkiil ist nebenlaufige objekt-orientierte Programmierung darstellbar
[Wal91, VT93, Vas94b, Vas94a|. Alternative Mechanismen zu Kanélen oder Zellen
bieten "Ports” [JMH93] im Kontext von nebenlaufiger Berechnung mit Constraints
und "M-Structures” [BNA91] im Kontext von paralleler funktionaler Berechnung.
In der zuletzt genannten Arbeit werden auch logische Variablen in eine funktionale
Sprache integriert (”I-Structures”), wobei Konfluenz verloren geht, weil dort die
Ungebundenheit einer Variable wie logische Information behandelt wird.

Funktionale Berechnung im 7n-Kalkiil. Robin Milner hat Einbettungen des
strikten und nicht-strikten A-Kalkiils in den m-Kalkiil angegeben und als adédquat
bewiesen [Mil92]; dadurch wurde die vorliegende Arbeit mafigeblich beeinflufit. Die
Einbettungen in dieser Arbeit wurden in [Smo94c] im Rahmen des y-Kalkiils vor-
geschlagen, aber dort nicht formal untersucht.

Milners Einbettung des strikten A-Kalkiils in den m-Kalkiil verbietet die Applika-
tion von Funktionen mit noch nicht reduzierten Argumenten, im Gegensatz zu der
hier vorgestellten Einbettung in den ¢-Kalkiil. Diese Restriktion ist fiir Milners
Beweise notwendig, aber nicht von prinzipieller Natur wie in [OD93] ohne Beweis
illustriert wird. Denn Milners Beweise beruhen darauf, daff eine Bijektion zwischen
Berechnungen in beiden Kalkiilen existiert. Im Falle des §-Kalkiils reicht eine In-
jektion aus, denn wegen uniformer Konfluenz verhalten sich alle Berechnungen des
gleichen Ausdruckes gleich.

Milners Einbettung des nicht-strikten A-Kalkiils ist besonders einfach. Allerdings
erhélt sie das Komplexitatsverhalten des nicht-strikten A-Kalkiils. Dies hat wieder-
um beweistechnische Griinde, denn eine Einbettung mit dem gewiinschten Kom-
plexitatsverhalten existiert wohl [OD93].
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1.4.3 Optimale Reduktion, Termersetzung und Typsyste-
me

Der §-Kalkiil stellt sicher, daB funktionale Argumente stets hochstens einmal aus-
gewertet werden. Dennoch ist seine Reduktion nicht optimal im Sinne von Lévi
[GAL92, Lam90, Kat90]. Dies liegt an unserer Einschrankung auf schwache Re-
duktion, also dem Verbot von Reduktion in Abstraktionen. Steht zum Beispiel
Deep fiir A\z.1z, dann hat die folgende Ableitung im strikten A-Kalkiil die Lange 5:

(Ay.y (yz)) Deep — Deep (Deep z) — Deep(lz) — Deepz — [z — =z

Einen Schritt konnten wir durch Reduktion unterhalb von Abstraktion einsparen
indem wir Deep zu Beginn zu Az.z simplifizieren.

Reduktion im ¢-Kalkiil ist d&hnlich definiert, wie diejenige von Termersetzungssy-
stemen modulo Kongruenz. Deren allgemeine Theorie [DJ90] 1aBt sich allerdings
nicht direkt anwenden, da die Axiome des d-Kalkiils mit Substitutionen und Ne-
benbedingungen tiber gebundene Variablen versehen sind.

Der Konfluenzbeweis des §-Kalkiils beruht auf einem lokalen Kriterium, namlich
uniformer Konfluenz. Dieses ist eine Verscharfung von starker Konfluenz, wel-
che fiir die Termersetzungssysteme bekannt ist [DJ90, Hue80]. Der entscheidende
Unterschied besteht darin, daf§ uniforme Konfluenz Uniformitét im Bezug auf Kom-
plexitdat und Terminierung erzwingt.

Es ist bemerkenswert, dafl funktionale Kalkiile mit schwacher Reduktion einfache
Konfluenzbeweise zulassen, die ohne Terminierungsbetrachtungen auskommen, wel-
che bei Verwendung von lokaler Konfluenz notwendig sind. Dadurch unterscheiden
sich unsere Konfluenzbeweise von denjenigen fiir tiefe A-Kalkiile. Diese verwenden
zum Beispiel die Methode der endlichen Entwicklungen ("finite Developments”)
[Bar84, ORH93a].

Typsysteme fiir den é-Kalkiil betrachten wir in dieser Arbeit nicht. Aber auch zu
diesem Thema existieren bereits erste Resultate wie zum Beispiel das polymorphe
Typsystem in [MS95, Miil94]. Dabei tritt im Vergleich zum A-Kalkiil das Problem
auf, dal Eingabe und Ausgabe im 4-Kalkiil nicht statisch determiniert sind. In
[MN95] wird ein Implementierungskonzept fiir Meta-Eigenschaften wie Typinferenz
oder abstrakte Interpretation vorgeschlagen, das auf tiefer Reduktion basiert.

1.4.4 Nebenliufige Programmierung mit Constraints

Eine Wurzel des 6-Kalkiils ist die nebenlaufige Programmierung mit Constraints
("concurrent constraint Programming”). Der §-Kalkiil hat mit dieser relationale
Schreibweisen, Gleichheit erster Ordnung, logische Variablen, parallele Komposi-
tion und Deklaration gemein. Andere Aspekte, wie zum Beispiel Suche im Falle
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von disjunktiver Information, Constraintsimplifikation und Indeterminismus durch
"committed Choice”, klammert er aus. Eine einheitliche formale Beschreibung all
dieser Aspekte liefert der Oz-Kalkiil [Smo94a, Smo94b], der sowohl § als auch ~
erweitert und als Fundierung der nebenlaufigen Constraintsprache Oz [Smo94d,

HM94, MMPS94] dient.

Historischer Abrifi. Nebenlaufige Programmierung mit Constraints verallge-
meinert sowohl nebenlaufige logische Programmierung (”concurrent logic Program-
ming”), als auch logische Programmierung mit Constraints (”constraint logic Pro-
gramming” ).

Logische Programmierung hat sich aus dem automatischen Beweisen basierend auf
Resolution entwickelt (siehe z.B. [Fit90]). Prolog ist die bekannteste und &lteste lo-
gische Programmiersprache (siehe z.B. [SS86, O'K90]). Sie wurde 1973 unabhéingig
von Alan Colmerauer und Robert Kowalski konzipiert und hat wesentlich zur Eta-
blierung von Logik erster Stufe als Grundlage von Berechnung beigetragen. Not-
wendig dazu waren D.H.D. Warrens Implementierungstechniken [War80, AK91],
mit denen sich die Effizienz von Prolog nachweisen liefl. Diese Techniken verwen-
den "Backtracking” zur Realisierung von Suche.

Logische Programmierung mit Constraints wurde mit Prolog II [CKv(83] aus der
Taufe gehoben. Dabei sind Constraints pradikatenlogische Formeln erster Stufe,
die zur abstrakten Beschreibung von logischen Datenstrukturen dienen, typischer-
weise von arithmetischen Werten oder von verschiedenartigen Baumen [ST92, AK-
PS92, NPT93, NP93, Frii93]. Ein vereinheitlichendes Berechnungsmodell (” CLP-
scheme”) stellten Joxan Jaffar und Jean-Louis Lassez in [JL87] vor. Weitere Dar-
stellungen werden durch [JM94, HS88] referiert. Zu den Sprachen dieser Sparte
gehoren Prolog III [Col90], Chip [DSVH90], clp(FD) [DC93], cc(FD) [vHSD93]
und im weiteren Sinne auch Life [AKDM*94, AK93].

Nebenlaufige logische Programmierung begann mit [CG81] und wurde unter ande-
rem von Ehud Sharpiro [Sha87] und vom japanischen "fifth Generation Project”
propagiert.

Nebenlaufige Programmierung mit Constraints kombiniert logische Programmie-
rung mit Constraints und nebenldufige logische Programmierung. Vijay Saraswat
[Sar89, SR90, Sar91] schlug ein erstes einheitliches Modell vor, welches in der Zwi-
schenzeit intensiv untersucht wurde [dBP92, dBKP92]. Neuere nebenldufige Spra-
chen mit Constraints sind AKL [Jan94, JH91] und Oz [Smo94d]. Eine ausfiihrlichere
Darstellung des Gebietes mit weitreichenden Vergleichen befindet sich in [Jan94].

Nebenldufige Programmierung mit Constraints. Der Schwerpunkt von ne-
benlaufigen Sprachen mit Constraints liegt auf nebenlédufigen und inkrementellen
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Aspekten von Berechnung mit partieller, logischer Information. Thre Modelle ba-
sieren auf der Metapher eines Berechnungsraumes, welcher aus Aktoren und Cons-
traintspeicher besteht. Die Aktoren kénnen auf die Information des Constraint-
speichers zugreifen und, falls geniigend Information vorhanden ist, reduzieren. Ein
Aktor verschwindet bei Reduktion, fiigt aber moglicherweise neue Information und
Aktoren hinzu.

Ein typischer Aktor ist ein relationales Konditional, das im Gegensatz zu einem
funktionalen kein Resultat zuriickgibt, sondern neue Berechnungen freisetzt. Wird
die Bedingung ¢ eines relationalen Konditionals

if ¢ then F else F'fi

vom Constraintspeicher logisch impliziert (”Entailment”), so kann das Konditio-
nal zum then-Zweig I reduziert werden; ist ¢ im Kontext des Constraintspeichers
unerfiillbar ("Disentailment”), so kann es zum else-Zweig F' reduziert werden. An-
derenfalls mufl das Konditional darauf suspendieren, dafl geniigend Information
von anderen Aktoren angehduft worden ist, um Giiltigkeit oder Unerfiillbarkeit
zu entscheiden. Die Idee, die Reduktionsbedingung eines Konditionals logisch zu
erklaren, stammt von Michael Maher [Mah87].

Auch Applikationen lassen sich als Aktoren auffassen. Im Falle von Prozeduren
erster Stufe sind Préadikatsdefinitionen statisch gegeben, wodurch Pradikatsappli-
kationen stets reduzierbar sind. Im Falle von Prozeduren héherer Ordnung wer-
den Prozeduren dynamisch erzeugt, so dafl Applikationen analog zu Konditionalen
suspendieren konnen [NS94]. Aus diesem Grund kénnen wir fiir die Zwecke des 6-
Kalkiils auf Konditionale verzichten. Dadurch verlieren wir aber die Expressivitat
zur Darstellung von Verbunden (”Records”) mit Adjunktion im Stile von [Smo94c].

Eine Prozedur erster Ordnung wird zum Beispiel durch die Abstraktion
squarexyly=x % x
beschrieben. Diese kénnen wir auch als Pradikatsdefinition auffassen:
VaVy (square(z,y) <> y=z*zx).

Nun macht eine pradikatenlogische Interpretation Sinn. Dazu wiirden wir square
als Pradikatssymbol auffassen, das die Menge aller Paare (z, y) denotiert, die den
Constraint y = x * x erfiillen.

Der /-Kalkiil als Constraintsprache. Wir kénnen uns auf den Standpunkt
stellen, dafl der 6-Kalkiil implizit triviale Constraints ¢ enthélt und dafl seine Va-
riablen Namen von Abstraktionen denotieren.

p = x=y | @i Az | Jap
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In dieser Sichtweise integriert der §-Kalkiil Constraints erster Ordnung mit Proze-
duren héherer Ordnung. Die Tatsache, dafl sich diese Constraints durch Elimination
(E) simplifizieren lassen, ist einer der wesentlichen Griinde fiir die Einfachheit des

o-Kalkiils.

Wir kénnen jeden Ausdruck des d-Kalkiils als Berechnungsraum interpretieren,
dessen Information aus benannten Abstraktionen und Gleichungen besteht und
dessen Aktoren Applikationen sind. In Analogie zu Konditionalen suspendieren
Applikationen nun, falls nicht geniigend Information vorhanden ist, also wenn noch
keine passende Abstraktion existiert.

Der p-Kalkiil [NS94] ist eine Variante des d-Kalkiils, welcher auch formal Proze-
duren hoherer Ordnung und Constraints erster Ordnung kombiniert. Er ist durch
ein Constraintsystem parametrisiert und unterscheidet zwischen Namen und Va-
riablen explizit. Jede seiner Prozeduren ist mit einem eindeutigen Namen versehen
und mit jeder dynamisch erzeugten Prozedur wird ein neuer Name generiert. Dazu
verwendet der p-Kalkiil einen Mechanismus, der auf der Deklaration von Namen

beruht und unabhéngig in [HSW93, PS93, Ode94] vorgestellt wurde.

In der Tat ist auch der p-Kalkiil uniform konfluent. Dies ist allerdings nicht einfach
zu beweisen [NS94] und setzt eine geeignete Behandlung von Inkonsistenzen voraus.
Im Gegensatz zum p-Kalkiil vermeidet der d-Kalkiil explizite Namen und logische
Inkonsistenzen. Dies ist ein weiterer Grund fiir seine Einfachheit.

Die Verwendung von Constraints hoherer Ordnung anstelle von Constraints er-
ster Ordnung fithrt zu Unifikation héherer Ordnung. Der hier vorgestellte Ansatz
vermeidet die damit verbundene Problematik, wodurch er sich zum Beispiel von

A-Prolog [NM88] unterscheidet.

Die Modellierung von enkapsulierter Suche. Suche ist ein zentraler Aspekt
von nebenlaufiger Constraintprogrammierung, wie zum Beispiel die Sprachen AKL
[JHI1, Jan94] und Oz [Smo94d, MPSW94] belegen. Das Ziel dabei ist disjunktive
Information zu verarbeiten, durch welche sich Probleme mehreren Lésungen spezi-
fizieren lassen. Je nach Anwendung ist man an der Suche nach einer oder nach allen
Losungen interessiert, oder aber am Testen einer vorgegebenen Losung. Idealerwei-
se sollte eine Problemspezifikation fiir verschiedenen Losungsverfahren einsetzbar
sein. So lieBe sich zum Beispiel eine Grammatik sowohl zum Generieren der von
ihr beschriebenen Worter als auch zum Testen verwenden.

Mochte man nebenléufig verschiedene Alternativen durchsuchen, reicht das Kon-
zept von ”Backtracking” nicht aus. Auch die Metapher eines einzigen Berechnungs-
raumes dient nur zur Beschreibung einer einzigen Alternative. Um mehrere Alter-
nativen nebenldufig zu explorieren, mufl deren spekulative Information voneinander
getrennt bleiben, also jede Alternative in einem eigenen Berechnungsraum abgear-
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beitet werden. Dies fithrt zu einem System von ineinander geschachtelten Berech-
nungsraumen, wobei Information stets nach innen hin sichtbar ist. Mit dem gleichen
Konzept 1aBt sich Suche enkapsulieren [JHI1, SS94, SSW94], wodurch sich Such-
probleme als Teile von grofleren Aufgaben integrieren lassen. Zur Enkapsulierung
geniigt es, globale sichere Information von lokaler spekulativer zu trennen, also
Suche in einem lokalen Berechnungsraum ablaufen zu lassen.

Eine interessante Frage im Kontext von Suche ist, wie sich der Aufbau von Alterna-
tiven dynamisch kontrollieren 148t. Dies ist in Oz [SSW94, SS94] mit folgender Idee
gelost: Alternativen werden nach dem Erzeugen nicht automatisch exploriert, son-
dern in abstrahierter Form ("eingepackt”) zuriickgegeben. Der Programmierer kann
deren Verwaltung gestalten, indem er die Alternative seiner Wahl in einem lokalen
Berechnungsraum appliziert ("auspackt”). Zu diesem Zweck ist die nebenldufige
Kontrolle des §-Kalkiils wiederum niitzlich, denn sie erlaubt Suche dynamisch und
durch Bedarf zu steuern.

1.5 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 diskutieren wir allgemeine Eigenschaften von Berechnungskalkiilen.
Der Schwerpunkt liegt auf Komplexitdt und der Adédquatheit von Kalkiileinbettun-
gen. In Kapitel 3 fithren wir den 4-Kalkiil ein und beweisen seine uniforme Kon-
fluenz, bis auf Details im Zusammenhang mit a-Standardisierung und Prénexnor-
malformen, die wir in Kapitel 5 nachholen. In Kapitel 4 betten wir den strikten
und nicht-strikten A-Kalkiil in den §-Kalkiil ein und beweisen im ersteren Fall die
Adéquatheit.



Kapitel 2

Berechnungskalkiile

Wir fithren Berechnungskalkiile formal ein und diskutieren Konfluenzbegriffe
und Komplexitdtsmafle, sowie Terminierung und algebraische Operationen auf
Kalkiilen. Wir definieren Kalkiileinbettungen und stellen allgemeine Kriterien fiir
deren Adaquatheit beziiglich gegebener Komplexitdtsmafle vor. Desweiteren fithren
wir Basen als Teilsysteme von Kalkiilen ein, die in dem Sinne vollstandig sind, daf
sie wichtige Eigenschaften des zugrundeliegenden Kalkiils determinieren.

2.1 Praliminarien

In diesem Kapitel denotieren K, L, M Mengen mit FElementen k € K, A € L
und p¢ € M. Die Mengenoperationen bezeichnen wir wir iiblich, K U L fir die
Vereinigung von K und L und K N L fiir deren Schnitt . Das Symbol @) steht fiir die
leere Menge, K C L fiir die Inklusion von K in L, und K x L fiir deren kartesisches
Produkt. Wir nennen K und L disjunkt, falls KN L = () gilt. Eine Relation auf K ist
eine Teilmenge von K und eine binare Relation auf K eine Teilmenge von K x K.

Vereinigung, Schnitt und Inklusion von Relationen fithren wir auf die analogen Be-
griffe auf Mengen zuriick. Die Komposition (—; o —,) zweier Relationen —; auf
K x L und —, auf L x M ist eine Relation auf K x M. Diese ist definiert durch
Kk (= 0 =) 1 genau dann, wenn A € L existiert mit kK —; A und A —, p. Sei —
eine Relationen auf K x L, K C K und L' C L. Das Inverse von — ist eine Relation
«— auf L x K, wobei A < k genau dann gilt, wenn £ — X erfiillt ist. Gelegentlich
bezeichnen wir die inverse Relation von — auch mit —~!. Die Einschrankung von
— auf K’ x L' ist definiert durch =K< = (= N(K' x L"). Stimmen die
Mengen K und L iiberein, dann heifit die Menge K’ abgeschlossen unter —, falls
gk & (KX KY).

Seien nun — eine bindre Relation auf K, — eine Relation auf K" x L und —; eine

29
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binare Relation auf L. Dann nennen wir — linksinvariant unter —, falls (—4 o —
) € — und rechtsinvariant unter —;, falls (— o —;) C —. Stimmen K und L
iiberein, dann nennen wir — invariant unter —;, falls — rechts- und linksinvariant
unter —; ist.

Eine Aquivalenzrelation = auf K ist eine binire Relation auf K, die reflexiv,
=k C =, symmetrisch, =! C =, und transitiv, (<o <) C <, ist. Aquiva-
lenzrelationen bezeichnen wir mit =, wobei wir gegebenenfalls mit der zugrunde-

liegenden Menge indizieren und dann =g, =; bzw =j; schreiben.

Unter einer (partiellen) Ordnung < auf einer Menge K verstehen wir eine binéare
Relation auf K, die transitiv und antisymmetrisch ist, also (< N >) C =k , wo-
bei = die Gleichheitsrelation auf K denotiert. Eine obere (bzw untere) Schranke
einer Menge K’ C K in einer Ordnung < auf K ist ein Element x € K mit
k' < k (bzw k < k') fiir alle " € K'. Eine Abbildung v zwischen zwei Mengen
mit partiellen Ordnungen (K, <g) und (L, <) heiit monoton, falls mit k; <g ks
auch v(k1) <p v(kq) gilt.

Natiirliche Zahlen, stets inklusive 0, bezeichnen wir mit i, 7 und m, n. Die Menge
aller natiirlichen Zahlen ist durch < und < geordnet, genauso wie die Menge aller
natiirlichen Zahlen mit unendlich co. Unter einer endliche Folge (k;)", iiber K
verstehen wir eine Abbildung von {0,...,n} nach K, die wir alternativ durch
(Ko, ..., Kn) denotieren. Eine unendliche Folge (x;)2, tiber K ist eine Abbildung
von den natiirlichen Zahlen nach K. Haufig schreiben wir (k;); fiir eine endliche
oder unendliche Folge, wobei wir die Indexgrenzen weglassen.

Eine bindre Relation < auf K heifit wohlfundiert, wenn es keine unendliche abstei-
gende Kette beziiglich < gibt, also keine Folge (k;)52, existiert, mit x;11 < &; fiir
alle : > 0. Wir werden wohlfundierte Induktion, d.h. Induktion iiber wohlfundierte
Relationen, frei verwenden (siehe zum Beispiel [Win93]). Der transitive Abschluf
jeder wohlfundierten Relation ist eine Ordnung.

2.2 Kalkiile und Berechnungen

Unter einem Kalkiil verstehen wir stets einen Berechnungskalkiil der folgenden
Bauart.

Definition 2.2.1 FEin Kalkil ist ein Tripel K = (K, =, —) bestehend aus einer
Menge K, einer Aquivalenzrelation = auf K, und einer bindren Relation — auf
K, die invariant unter = st.

Die Elemente von K heiflen Ausdriicke des Kalkiils, = ist seine Kongruenz und —
seine Reduktion. Die Invarianz von — unter =, also die Inklusion (=0 —so0=) C
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— , nennen wir Kalkiileigenschaft.

In der Definition eines Kalkiils iibernimmt die Kongruenz die Rolle von Gleichheit
auf der Menge der Ausdriicke. Diese Unterscheidung ist notwendig, da zum Bei-
spiel in ¢, v und 7 Kongruenzen natiirlich auftreten, die nicht mit der Gleichheit
auf Ausdriicken tibereinstimmen. Natiirlich kénnten wir alternativ stets zu Kon-
gruenzklassen {ibergehen und mit der Gleichheit solcher Klassen rechnen, aber dies
wiirde mit Sicherheit schwerfillig. Insbesondere werden wir Kongruenzen verwen-
den, um spezielle Reduktionsschritte nach Bedarf auszublenden, indem wir sie zur
Kongruenz hinzuschlagen.

Weitere prototypische Beispiele fiir Kalkiile im obigen Sinne sind der reine, schwa-
che, strikte und nicht-strikte A-Kalkiil (vgl. Kapitel 4). Auch fiir diese sind Kongru-
enzen sinnvoll, denn sie erlauben von a-Konversion zu abstrahieren. Jedes Term-
ersetzungssystem [DJ90] mit Signatur ¥ und Regelmenge R definiert einen Kalkiil
(Ts, =, =), wobei Ty die Menge aller ¥-Terme, = die Gleichheit solcher Ter-
me und —5 die von den Regeln erzeugte Ableitungsrelation ist. Auch ein Term-
ersetzungssystem modulo Kongruenz (X, =, R) im Stile von [DJ90]" definiert einen
Kalkiil (7g, =, (= 0 =5 0 =)), wobei die Kongruenz des Termersetzungssystems
mit derjenigen des Kalkiils tibereinstimmt.

Jede Turingmaschine [LLP81, HU79| definiert einen Kalkiil, dessen Ausdriicke die
Konfigurationen der Turingmaschine sind. Die Kongruenz ist die Gleichheit auf
Konfigurationen und die Reduktion stellt die Konfigurationsiibergiange der Ma-
schine dar.

Sei K = (K, =, —) ein Kalkiil. Eine endliche Ableitung in K ist eine endliche Folge
(Koy - .., Kn)von Ausdriicken mit k; — k41 fiir alle 0 <7 < n — 1. Die Lange einer
Ableitung (Ko, ..., k) ist n. Eine unendliche Ableitung in K ist eine Folge (x;):2,
mit k; — k41 fiir alle 0 <7 < oo. Die Lange einer unendlichen Ableitung ist oc.
Mit Ik ((k:):) bezeichnen wir die Lange einer endlichen oder unendlichen Abbleitung
(/{2)Z

Die Menge aller Ableitungen in K ist partiell geordnet. Eine Ableitung (&;); ist
echt kleiner als eine Ableitung (x});, falls [x((#:);) < Ic((x})i) und &} = &; fiir alle
0 <7 <lIk((x});). Ableitungen werden somit grofler durch Anhéngen und kleiner
durch Abschneiden von Ableitungen.

Eine Berechnung in K ist eine maximale Ableitung in K. Fine Berechnung eines
Ausdruckes k in K ist eine Berechnung, die mit x beginnt, also eine Berechnung
(k:); mit kg = k. Ein Ausdruck terminiert in X, wenn all seine Berechnungen

endlich sind.

Ein Ausdruck & heiit irreduzibel in &, falls kein &' existiert mit k — &', also alle
Berechnungen von « die Lange 0 haben.

Tm Unterschied dazu betrachtet Gérard Huet [Hue80] die Relation (= 0 =z 0...0 = 0 =).
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Proposition 2.2.2 FEine Ableitung ist genau dann eine Berechnung, wenn sie un-
endlich ist oder wenn sie endlich und ihr letztes Element irreduzibel ist. Jede Ab-
leitung ldfit sich zu einer Berechnung fortsetzen.

Beweis. Offensichtlich. O

2.3 Uniforme Konfluenz

Im allgemeinen kénnen Ausdriicke eines Kalkiils sowohl endliche, als auch un-
endliche Berechnungen zulassen. Stellt man sich eine Berechnung als mdogliche
Ausfiithrung eines Programmes vor, so lafit sich in solchen Kalkiilen das Laufzeit-
verhalten von Programmen nur schwer oder gar nicht voraussagen.

Wir nennen einen Kalkiil uniform, wenn fiir alle Ausdriicke x des Kalkiils al-
le Berechnungen von s die gleiche Lange haben. Ein Kalkil (K, =, —) heifit
uniform konfluent, falls auf K die folgende Inklusion gilt:

(—o0—=) C (= U(—=o0+)).
Satz 2.3.1 Jeder uniform konfluente Kalkil ist uniform.

Uniforme Konfluenz ist also eine Eigenschaft von Kalkiilen, die die Unabhéngigkeit
von Terminierung und Berechnungslange von der Berechnungsreihenfolge sicher-
stellt.

Korollar 2.3.2 Sei k ein Ausdruck eines uniform konfluenten Kalkils. Fristiert
eine endliche Berechnung von k, dann sind alle Berechnungen von k endlich.

Beweis. Ein Berechnung ist genau dann endlich, wenn ihre Lange endlich ist. Die
Langen aller Berechnungen von k stimmen nach Satz 2.3.1 tiberein. O

Beweis von Satz 2.3.1. Sei (K, =, —) ein uniform konfluenter Kalkiil. Wir
zeigen mit Induktion iiber n, daf fir alle k aus K, die eine Berechnung der Lange
n besitzen, alle Berechnungen von « die Linge n haben?.

Sei k beliebig und (k;); eine Berechnung der Lénge n von k. Im Falle n = 0 ist &
irreduzibel, so dafl alle Berechnungen von « die Form (ko) mit kg =  haben, also
die Lénge 0. Ist n > 0, dann betrachten wir eine zweite Berechnung (x!); von &, also
mit k) = kK = Ko und zeigen, daf auch diese die Lange n hat. Nun ist k{ reduzierbar,

2Diese einfache Beweisidee stammt von Rolf Backofen.
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1); wegen Maximalitdt mindestens 1 sein mufl. Es gibt

so dafl die Lange von (k!
also k| mit k] < k — Ky, so daBl uniforme Konfluenz genau zwei Méoglichkeiten
zulaBt. Im Fall k] = x; konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf x; anwenden.
Somit hat die Berechnung (x});>; die Lange n — 1 und die Berechnung (k});>o die
Lange n. Im zweiten Fall existiert £ mit k] — Ky < Ky. Sei (K;);>2 eine beliebige
Berechnung von K3, welche nach Proposition 2.2.2 existiert. Dann ist (k1,&2,...)
eine Berechnung von k4, die nach Induktionsvoraussetzung die Lange n — 1 hat.
Somit existiert eine Berechnung der Lange n — 1 von &, namlich (s, Rq,...). Aus
der Induktionsvoraussetzung angewendet auf «] folgt, dal die Ldnge von (x})i>1

ebenfalls n — 1 ist. Somit ist auch im zweiten Fall die Lange von (k});>o0 gleich n. O

2.4 Konfluenz und Terminierung

In diesem Abschnitt iibertragen wir die iiblichen Konfluenzbegriffe [DJ90, Hue80]
auf Kalkiile und vergleichen sie mit dem Begriff der uniformen Konfluenz. Deswei-
teren iibertragen wir den Begriff der Terminierung, wobei keinerlei Uberraschungen
auftreten.

Sei K = (K, =, —) ein beliebiger Kalkiil. Dann definieren wir die folgenden Rela-
tionen, die alle sowohl von der Reduktion, als auch von der Kongruenz abhéngen.

0

=0 = =Ml = (2P0 ), =27 = UR i

?

- = 520 =S = U, =, ¢ = st
Lemma 2.4.1 Die Relation —* ist die kleinste transitive Relation, die — und =
enthdlt.

Beweis. Wie im Falle der reflexiven transitiven Hiille. O

Wir nennen K

lokal konfluent  gdw. (+o0—) C (=0 "),
konfluent  gdw. (*~o0—=*) C (—="0*),
Church-Rosser  gdw.  («+ U —=)* C (=0 "),

stark konfluent  gdw. (o0 —=) C (=0 ).

Wenn die Kongruenz von X mit der Gleichheit auf K iibereinstimmt, fallen unsere
Definitionen mit den iiblichen zusammen [DJ90].

Proposition 2.4.2 Uniforme Konfluenz impliziert starke Konfluenz und aus die-
ser folgt Konfluenz. Konfluenz ist dquivalent zur Church-Rosser-Eigenschaft und
impliziert lokale Konfluenz.
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Beweis. Die einzige nicht triviale Aussage ist, dal Konfluenz aus starker Konfluenz
folgt. Dies ist wohlbekannt, wenn die Kongruenz des Kalkiils mit der Gleichheit auf
Ausdiicken iibereinstimmt. Im allgemeinen liele sich der Beweis durch Quotienten-
bildung auf diesen Fall zuriickgefithren. Fiir einen direkten Beweis kénnen wir, wie

im Standardfall,

<n <m

(M0 =") C (=570 M)

mit simultaner Induktion tiber m und n nachweisen. O

Alle Konfluenzeigenschaften sind Vertauschungseigenschaften. Wir sagen wie
iiblich, daBl zwei Relationen —, und —, vertauschen, falls sie

(150 =) C (=3 04¢)

erfiillen. So ist zum Beispiel K genau dann konfluent, wenn —* mit sich selbst
vertauscht, und genau dann stark konfluent, wenn —° mit sich selbst vertauscht.
Lokale und uniforme Konfluenz sind Vertauschungseigenschaften in einem etwas
weiteren Sinne.

K heifit terminierend, falls alle Berechnungen in X endlich sind, also jeder Ausdruck
in K terminiert. Die Definition von Terminierung ist unabhéngig von der Kon-
gruenz von K, da die Definition einer Berechnung in K unabhéngig von dieser ist.
Weiterhin sagen wir, dafl eine binédre Relation —; auf K terminiert, wenn der Kalkiil
(K, =k, —) terminierend ist, wobei =k die Gleichheitsrelation auf K denotiert.
Somit ist K terminierend genau dann, wenn seine Reduktion — terminiert, was
wiederum &quivalent zur Wohlfundiertheit von < ist.

Proposition 2.4.3 Jeder lokal konfluente, terminierende Kalkil ist konfluent.

Beweis. Mit wohlfundierter Induktion tiber « (siehe zum Beispiel [Hue80]). O

2.5 Algebraische Operationen

Auf Kalkiilen lassen sich die iiblichen algebraischen Konstruktionen wie Ein-
schrankung, Vereinigung, Quotient und kartesisches Produktes definieren. So ist
zum Beispiel der §-Kalkiil die Einschrankung einer Kalkiilvereinigung, aber auch
die Vereinigung von Kalkiileinschrankung. Denn Vereinigung kombiniert Applika-
tion und Elimination und Einschrankung schliefit Inkonsistenzen aus. Quotienten
und kartesische Produkte beriicksichtigen wir hier nicht, da wir diese im folgenden
nicht benétigen.

Sei K = (K, =,—) ein Kalkiill und L C K eine Teilmenge von Ausdriicken,
die unter Kongruenz und Reduktion abgeschlossen ist. Dann definieren wir die
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Einschrankung von K auf L durch (L, =zx1), —¥(1.x1)). Der Einfachheit halber

lassen wir Einschrankungsoperatoren meist weg und schreiben kiirzer (L, =, —).
Proposition 2.5.1 Einschrinkungen von Kalkilen sind Kalkiile.

Beweis. Offensichtlich ist =7 1) eine Aquivalenzrelation auf L. Da L abgeschlos-
sen unter Kongruenz und Reduktion ist, vererbt sich die Kalkiileigenschaft:

(E|(L><L) © —(LxL) © E|(L><L)) - (E 0—o0 E)|(L><L) C —LxL) - O
Proposition 2.5.2 Konfluenzeigenschaften bleiben bei Finschrdnkung erhalten.

Beweis. Die einschrankende Menge ist abgeschlossen unter = und — und somit
auch unter —* und —°. O

Die Vereinigung zweier Kalkille (K, =, —;) und (K, =, —,) ist ein Kalkiil, den
wir durch (K, =, (—, U —,)) definieren.

Proposition 2.5.3 Seien (K, =, —,) und (K, =, —,) zwei uniform konflu-
ente Kalkile und — = (—; U —,) die Vereinigung von deren Reduktionen. Gilt
weiterhin (<~ 0 =) C ((— o «) U =), dann ist die Vereinigung der beiden
Kalkile (K, =, —) uniform konfluent.

Beweis. Die folgenden Inklusionen folgen unmittelbar aus den Voraussetzungen:

(w0 =) = (10 =) U (1 0—=) U (4 0 =) U (46 0—)
C ((=o)U =)U ((mo+)U =) U ((—904)U =)
C ((mo+)U =) O

Nun kénnen wir eine Eigenschaft zeigen, die als "Lemma von Hindley-Rosen” be-
kannt geworden ist. Dieses 1aBt sich unter anderem dazu verwenden, die Konfluenz
von ((n)-Reduktion nachzuweisen (siche zum Beispiel [Bar84], Seite 64).

Proposition 2.5.4 (Hindley-Rosen) Scien (K, =, =) und (K, =, —,)
zwet konfluente Kalkile und — = (—, U —,) die Vereinigung von deren Re-
duktionen. Dann gilt unter der Voraussetzung (3¢ o =) C (=" o *¢), daf§ die
Vereinigung der beiden Kalkile (K, =, —) konfluent ist.

Beweis. Da die Relationen —; und —, konfluent sind, sind —] und —} uniform
konfluent. Nach Proposition 2.5.3 ist (—7 U —%) uniform konfluent und somit nach
Proposition 2.4.2 konfluent. Wegen —* = (=7 U —3)* ist dann auch — konflu-
ent. Die zuletzt ausgenutzte Gleichung gilt, da beide Seiten die kleinste Relation
denotieren, die —, und —, enthélt. O
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2.6 Komplexitatsmafle

Wir fithren nun das Konzept eines Komplexitdtsmafles ein, um von der Lange
von Berechnungen zu abstrahieren. Dies erlaubt uns Terminierung mit dem glei-
chen formalen Apparat zu beschreiben, wie Komplexitat. Desweiteren wollen wir
héaufig nur ausgezeichnete Schritte einer Berechnung zahlen, zum Beispiel nur die
Applikationsschritte im Falle des ¢-Kalkiils, und bendtigen dann Varianten des
Langenmafes.

Sei K = (K, =, —) ein Kalkiil. Ein KomplexitdtsmaB fiir X ist eine monotone
Funktion, die Ableitungen in K auf natiirliche Zahlen oder oo abbildet. Wir erinnern
daran, dafl die Menge aller Ableitungen eines Kalkiils geordnet ist, wobei kiirzere
Ableitungen durch Abschneiden am Ende entstehen.

Ein wichtiges Komplexitdatsmaf fiir diese Arbeit ist das LangenmaB [x. Ein weiteres
ist das TerminierungsmaB ¢k, das fiir Ableitungen in K folgendermaflen definiert ist:

te((ke)i) = { 0 falls Ix((#4)i) < o0

00 falls I ((k;);) = o0
Wir nennen ein Komplexitatsmafl uniform, falls es fiir alle Ausdriicke x, einge-
schrankt auf die Berechnungen von k, konstant ist. Offensichtlich ist ein Kalkiil
genau dann uniform, wenn sein Langenmaf} uniform ist.

Ist 4 ein uniformes Komplexitatsmaf fiir K, so definieren wir die Komplexitat eines
Ausdruckes x durch

v(&) = y((Ki)s) fiir eine Berechnung (k;); von k.

Ist 4 jedoch nicht als uniform vorausgesetzt, so gibt es mindestens zwei Moglich-
keiten, die Komplexitat von Ausdriicken festzulegen, namlich durch das Bilden
von Infima oder Suprema. Wir definieren deshalb die Komplexitat von Ausdriicken
ausschlieBlich fiir uniforme Komplexitatsmafle.

Wir kommen nun zu einer Verfeinerung des Langenmafles, das nur ausgezeichne-
te Schritte einer Berechnung zdhlt. Typischerweise treiben diese Schritte die ei-
gentliche Berechnung voran (Applikation), wohingegen die anderen den erreichten
Ausdruck standardisieren (Elimination).

Um diese Situation zu formalisieren, betrachten wir eine weitere binare Relation
—, auf K, und definieren das r-Léngenmaf} [;- auf Ableitungen in K durch

le((ki);) = Anzahl {i | k; =, Kip1} -

Natiirlich ist Iy ein Komplexitatsmafl und gerade dieses Mafl werden wir intensiv
benutzen. Da wir an uniformer Berechnung interessiert sind, stellt sich nun die
Frage, wann das r-Langenmafl uniform ist. Eine befriedigende Antwort kénnen wir
mit Hilfe des Begiffes einer Zerlegung (”Decomposition”) angeben.
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Definition 2.6.1 Fin Paar ( = (—,, —,) wvon bindren Relationen auf K heifst
Zerlegung fiir (K, =), falls die folgenden Figenschaften gelten:

(Decl) Das Tripel (K, =, —,) ist ein uniform konfluenter Kalkiil.
(Dec2) Das Tripel (K, =, —,) ist ein konfluenter, terminierender Kalkiil.
(Dec3) Die Relationen —, und —% vertauschen.

Die Sprechweisen und Bezeichnungen in der Definition stammen daher, daf} die
Relation (—, U —_) in eine Reduktion — und eine Kontrolle —_ zerlegt wird.
Im Falle des é-Kalkiils ist zum Beispiel das Paar (—,, —5) eine Zerlegung, d.h.
Applikation 148t sich als eigentliche Reduktion des §-Kalkiils auffassen und Elimi-
nation lediglich als Kontrolle.

Wenn wir eine Zerlegung ( = (—,, —,) fiir (K, =) betrachten, sind wir eigentlich
an der Vereinigung K(¢) = (K, =, (=, U —,)) interessiert, mochten jedoch —,
Schritte ausblenden und lediglich —,. Schritte zahlen. Es stellt sich somit die Frage,
wann lj(.) uniform ist.

Um dieses Problem technisch zu handhaben, suchen wir nach einem Kalkiil, der
auch formal Kontrollschritte ausblendet. Dazu definieren wir = = (—% 0 — o0 —7)
und K7 = (K, =, =).

Satz 2.6.2 Ist ( = (—,, =) eine Zerlegung fir (K, =), dann sind lx; und l)rc(c)
uniform. Desweiteren gilt lxr (k) = lj’c(c)(ﬁ) fiir alle Ausdriicke k von K.

Die Uniformitatseigenschaft ist die zentrale Behauptung des Satzes. Aus dieser
1aBt sich Iy (k) = lg()(r) folgern, wozu man zusétzlich die Terminierung von —,
bendotigt.

Wir leiten nun den Beweis von Satz 2.6.2 durch einige Vorbemerkungen ein: Der
Kalkiil K(() ist zwar nach Proposition 2.5.4 konfluent, aber weder notwendigerweise
uniform konfluent, noch uniform. Dies liegt daran, daf} wir lediglich Konfluenz fiir
—. voraussetzen. Die Situation fiir den Kalkiil K7 ist scheinbar noch widersinniger;
denn wie im Satz behauptet, ist K. uniform, aber im allgemeinen noch nicht ein-
mal konfluent. Das Problem liegt darin, dafl die Resultate von Berechnungen eines
Ausdruckes in K7 nur bis auf ungerichtete Anwendungen von —, iibereinstimmen,
aber nicht kongruent sind.

Diese Problematik von K[ 1aBt sich 16sen, indem wir zu einer anderen Kongruenz
tibergehen, namlich zu =. = (¢ U —_)*, und den Kalkiil X7 betrachten:

IC; = (I(’ = (EC 0 — 0 EC))

Unter Riickgriff auf diese Hilfskonstruktion werden wir nun Satz 2.6.2 beweisen.
Dazu benétigen wir drei vorbereitende Lemmata, fiir die wir die Voraussetzungen
des Satzes annehmen.
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Lemma 2.6.3 /@Z ist ein uniform konfluenter Kalkil, der die Darstellung /@Z =
(K, (=% 0 1), (=, 0 %)) besitzt.

Beweis. Offensichtlich ist /&Z ein Kalkiil, d.h. =, ist eine Aquivalenzrelation, und
die Kalkiileigenschaft gilt. Wegen Konfluenz (Dec2) ist —, Church-Rosser und
somit hat =, die Darstellung:

=, = (—2hol+).
Nun schétzen wir die Reduktion von /&’C" ab:

(=co—=,0=.) C (—foio0—. 0= Darstellung von =,

C (—=fo—, 0% 0= (Dec3)
Im néchsten Schritt wenden wir die Definition und anschlieflend die Darstellung
von =, an und erhalten:
(0= C = C (=Fol+).
Durch Kombination der voranstehenden Abschatzungen folgt fiir die Reduktion
von K:
(=.0—=,0=) C (=o—=, 0 o0=) C (5 0%),

und somit gilt die behauptete Darstellung von /&’C" Die uniforme Konfluenz von 762

folgt unmittelbar aus der uniformen Konfluenz von —, und den Vertauschungsei-
genschaften der Kontrolle:

(Zco ~0=:)0(=.0—, 0=.))

C (Zco0, 40— 0%0— 0=, Darstellung von =,
C (Eco—=fo0, 0= 0% 0=, (Dec2)

C (Ze0,+0—, 0= Definition =,

C (Eco—=,0 ¢0=) U (E.0=0=,) (Decl)

C ((Eco—=,0=)0(=.0 ,0=.)) U =, U

Lemma 2.6.4 [st (k;); eine Berechnung von r in K((), dann existiert eine Be-
rechnung (}); von & in /@g mit lfc(c)((“i)i) = l)cz((li;)z)

Beweis. Fiir endliche (k;); folgt die Behauptung mit Induktion iiber n =
lj"c(c)((/@)i). Zu beachten ist, dal wir die Maximalitat der zu konstruierenden Ab-
leitung (x%); sicherstellen miissen. Aus diesem Grunde benétigen wir fiir n = 0 die
Darstellung von Lemma 2.6.3. Desweiteren miissen wir fiir n > 0 die Induktions-
voraussetzung stets am Ende von (ff,)Z ansetzen.

Ist (k;); unendlich, so folgt aus der Terminierung von —_, daf (k;); unendlich viele
—_ Schritte enthéalt. Dies erlaubt, fiir alle n eine Ableitung (k%)% mit Induktion
tiber n zu konstruieren. O
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Lemma 2.6.5 Jede Berechnung in K’ ist auch eine Berechnung in l@g

Beweis. Offensichtlich ist jede Ableitung in K7 auch eine Ableitung in /&Z Wegen
der Darstellung von K7 in Lemma 2.6.3 fallt Irreduzibilitdt in beiden Kalkiilen
zusammen, und somit auch die Maximalitdt von Ableitungen. O

Beweis von Satz 2.6.2. Nach Lemma 2.6.3 ist K7 uniform konfluent. Sei x € K
und (k;); eine beliebige Berechnung von « in K((). Wegen Lemma 2.6.4 existiert
eine Berechnung (k!); von £ in K7 mit

Loy ((Ri)i) = L ((%5)s) -

Wegen Uniformitét ist die rechte Seite unabhangig von der speziellen Berechnung
(k%); und somit ist auch die linke Seite unabhéangig von (k;);, also l,”c(c) uniform.

"

"); nach Lemma 2.6.5 auch eine

Ist (7); eine Berechnung von « in K7, dann ist (x
Berechnung von & in /¢, und
c

ber((9):) = Ly ((K7):) -

Daraus folgt die Uniformitédt von lx; und lg (k) = lg, (k) = ly(k). O

c

2.7 Ad&aquate Einbettungen

Ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit ist der Beweis, dal die in der Einleitung
suggerierte Einbettung des strikten A-Kalkiils in den ¢-Kalkiil adaquat ist. Das
dazu bendétigte Beweisprinzip arbeiten wir nun heraus (Satz 2.7.4). Anschlieflend
bereiten wir weitere Adaquatheitsheweise vor.

Seien K = (K, =g, =) und L = (L, =1, =) zwei Kalkiile. Eine Einbettung
von K nach L ist eine Funktion ® : K — L, die linksinvariant unter =k und
rechtsinvariant unter =y, ist. Seien yx und vz uniforme KomplexitatsmafBe fiir X
bzw L. Dann heifit ® adaquat beziiglich yx und v, falls

vr(r) = Yr(®(x))

fir alle k gilt. ® heifit adaquat beziiglich Terminierung, wenn ® adaquat beziiglich
der Terminierungsmafle tx und ¢, ist. In diesem Fall terminiert £ genau dann in
K, wenn ®(k) in £ terminiert.

Definition 2.7.1 Wir nennen eine Teilmenge S C K x L Langensimulation zwi-

schen K und L, falls S die folgenden beiden Figenschaften erfillt:
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(LS1) Falls (k, A) € S und k irreduzibel in —y, dann ist X irreduzibel in — .
(LS2) Falls (k, A) € S und k —y k', dann existiert \' mit A\ —; X und (&', X') € S.

Ist weiterhin ® : K — L eine Finbettung von K nach L, dann nennen wir S
Langensimulation fiir @, falls S alle Paare der Form (k, ®(k)) enthilt.

Lemma 2.7.2 Set S eine Lingensimulation zwischen Kalkilen K und L. Dann
existiert fir alle Paare (k, A\) € S und alle Berechnungen von k eine Berechnung
von A der gleichen Ldinge.

Beweis. Einfach. Wir miissen die Félle fiir endliche und unendliche Berechnungen
unterscheiden, und darauf achten, dafl die zu konstruierenden Ableitungen maximal
sind. O

Lemma 2.7.3 Seit £ uniform, ® eine Einbettung von K nach L, S eine Léingensi-
mulation fir ® und k ein Ausdruck von K. Dann gibt es zu jeder Berechnung von
k eine Berechnung ®(k) der gleichen Ldnge.

Beweis. Per Definition gilt (x, ®(x)) € S fiir alle k. Somit folgt die Behauptung
unmittelbar aus Lemma 2.7.2. O

Umgekehrt gibt es aber nicht zu jeder Berechnung von ®(x) eine Berechnung von
k. Dies ist jedoch nicht tragisch, da sich alle Berechnungen von ®(x) wegen Uni-
formitéat gleich verhalten. In diesem Punkte unterscheiden sich die Methoden die-
ser Arbeit von denjenigen von Robin Milner [Mil92]. Denn um mit der Nicht-
Uniformitat des w-Kalkiils zurecht zu kommen, stellt Robin Milner eine Bijekti-
on zwischen Berechnungen sicher. Dazu verwendet er Ldngenbisimulationen, also
Langensimulationen, deren Inverse auch Langensimulationen sind. Diese Methode
ist fiir unsere Zwecke nicht hinreichend.

Satz 2.7.4 Sei L uniform und ® eine Einbettung von K nach L, fir die ei-
ne Lingenstmulation existiert. Dann ist K uniform und ® addquat beziiglich der
Léingenmafe.

Beweis. Sei & ein Ausdruck von K und (&;); und (x%); Berechnungen von . Dann
existieren nach Lemma 2.7.3 Berechnungen (J;); und (X}); von ®(x) mit

Ie((ki)i)) = (X)) und Le((k9):) = Le((XD)) -

Aus der Uniformitdt von £ folgt [-((Ni)i) = [z((A)):) und somit gilt auch
Ic((ki)i) = Ilk((x})i). Da (k;); und (k}); beliebig waren, haben also alle Berech-
nungen von £ die gleiche Lange. Weiterhin folgt Adaquatheit:

(k) = Ix((8:)i) = Le((X)i) = 1e(D(k)). m
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Nun formulieren wir ein sehr niitzliches Kriterium, da die Gleichwertigkeit ver-
schiedener Zerlegungen sicherstellt. Dadurch lassen sich zwei Kalkiile als gleich-
wertig nachweisen, die die gleichen Ausdriicke und Kongruenzen, aber leicht unter-
schiedliche Reduktionen besitzen.

Genauer betrachtet interessiert uns die folgende Situation: Gegeben ist ein Kalkiil,
dessen Reduktion (—, U —.) sich in eine eigentliche Reduktion —, und eine Kon-
trolle —, zerlegen 1aft. Dann stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen wir
—. durch eine starkere Kontrolle —; ersetzen kénnen, ohne die eigentliche Reduk-
tion —_ zu beeinflussen.

Satz 2.7.5 Seien (. = (—,, —=.) und (g = (—,, =) zwei Zerlegungen fir
(K, =) mit

1. Schritte in —,; erhalten Irreduzibilitdt beziiglich (—, U —,).
2. =, C (=, U )"

Dann gilt [} ) = =l und somit ist die Identilit eine addquate Finbettung von
K(¢.) nach K((q) beziglich der r-Lingenmafe.

Zum Beweis benotigen wir ein Lemma fiir das wir die Voraussetzungen von Satz
2.7.5 annehmen. Es formuliert zwei Vertauschungseigenschaften, in denen zusétzlich
—_ durch —, ersetzt wird. Wir erinnern an die Definitionen =, = (=% 0 —_ o —7)

bzw. i>r = (50—, 0.
Lemma 2.7.6 1. (j+o0—=f) C (=50 5).

2. (—o0=>) C (i>r03<—)-

Beweis. Aus Voraussetzung 2 von Satz 2.7.5 folgt (j« o =) C (—,; U ).
Nach (Dec2) ist —,; konfluent und somit Church-Rosser, d.h. (—; U ;) C
(=% o 5¢), woraus Inklusion 1 folgt. Inklusion 2 kénnen wir nun folgendermafien
nachweisen:

(¢-03) C (%o0—=%0— o) Definition von =
C (=50 o0—, 0= Inklusion 1
C (=50—=,. 0% 0= (Dec3)
C (=50—, 090 %) Inklusion 1
C (i>r 0 ) Definition von i),
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Beweis von Satz 2.7.5. Wir betrachten die Kalkille K7 = (K, =, =) und

n= (K, =, ib). Nach Satz 2.6.2 ist die Behauptung des Satzes dquivalent zur
Adédquatheit von Id : K — K} beziiglich der LangenmafBle. Um dies nachzuweisen,
wenden wir Satz 2.7.4 mit folgender Simulation S an:

(k, ') €S gdw. Kk =5 K.

Wir miissen zeigen, dafl S eine Langensimulation zwischen K7 und K7 ist. Denn
die Uniformitét von K7 folgt wiederum aus Satz 2.6.2, und auerdem enthélt .S alle
Paare der Form (&, k), ist also eine Simulation fiir die Identitat.

Wir zeigen nun Eigenschaft (LSI). Dazu setzen wir x; als irreduzibel in = und

(K1, k2) € S voraus, und zeigen die Irreduzibilitat von x; in in. Da —, terminiert,

existiert k! mit k; —7 &} und &} irreduzibel in —_. Da &, irreduzibel in =, ist &}

irreduzibel in (=, U —,). Aus Teil 1 von Lemma 2.7.6 folgt die Existenz von &),

mit ky =5 &, und k| =) k5. Da —, terminiert, existiert x4 irreduzibel in —; mit
! * "

Khy — KY.

Nach Voraussetzung 2 von Proposition 2.7.5 ist auch &} irreduzibel in (—, U —.),

also irreduzibel in (—, U —,) und auch in iﬁ«- Wegen (Dec2) und (Dec3) gilt:

(a5~ 0—=7) S (=70 4¢).

. . . d i i
Wiére nun k; reduzierbar in —,, dann auch k%, was wir bereits ausgeschlossen
. . . . d . .
haben. Also ist k3 irreduzibel in —,, wie zu zeigen war.
. . . p . . c
Wir weisen nun Eigenschaft (LS2) nach. Dazu seien k1, k], k2 mit k1 —, &} und

K1, k2) € S gegeben. Die Existenz von &) mit ko <4 k" und Ky, k) € S folgt
2 r K2 1) K
unmittelbar aus Lemma 2.7.6 Teil 2. O

In Analogie zu Satz 2.7.4 kénnen wir Adaquatheit beziiglich Terminierung nach-
weisen, selbst wenn Adéquatheit beziiglich Komplexitat nicht gilt. Ein mogliches
Kriterium erhalten wir mit folgender Definition.

Definition 2.7.7 Wir nennen eine Teilmenge S C K x L Terminierungssimulation

zwischen K und L, falls S die folgenden beiden Figenschaften erfillt:

1. Falls (k, X) € S und k irreduzibel in —, dann ist X irreduzibel in —; .

2. Falls (k, X\) € S und k = £', dann existiert X' mit A —5 N und (&', X') € S.

Eine Terminierungssimulation fiir eine Einbettung ® von K nach L ist eine Termi-
nierungssimulation zwischen K und L, die alle Paare der Form (k, ®(x)) enthdlt.
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Die Definition ist vollkommen identisch zu derjenigen von Langensimulation, bis
auf die Verwendung von —* in der zweiten Figenschaft.

Satz 2.7.8 Sei @ eine Einbettung von K in einen Kalkil £, dessen Terminterungs-
maf uniform ist. Wenn eine Terminierungssimulation fir ® existiert, dann ist das
Terminierungsmaf fir C'x uniform und ® addquat beziiglich Terminierung.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.7.4 fiir Langensimulationen. O

2.8 Basen

Fiir die Analyse von Kalkiilen ist es hdufig wiinschenswert, Eigenschaften aller
Ausdriicke lediglich auf standardisierten Ausdriicken nachzuweisen. So kénnen wir
zum Beispiel den Beweis der uniformen Konfluenz des d-Kalkiils auf die Betrach-
tung von a-standardisierten Préanexnormalformen zuriickfithren. Das Konzept einer
Reduktionsbasis eines Kalkiils extrahiert die dazu notwendigen Bedingungen.

Ein dhnliches Problem tritt auf, wenn man Relationen oder Funktionen auf Aus-
driicken definieren méchte, die invariant unter Kongruenz sind. Dabei kann man
zum Beispiel an eine Terminierungsordnung denken. In solchen Fillen ist das Kon-
zept einer Definitionsbasis eines Kalkiils hilfreich.

Seien (K, =k), (L, =) und (M, =3;) Mengen mit Aquivalenzrelationen. K liegt
dicht in L beziiglich =p, falls K’ C L und falls fiir alle A ein k existiert mit A =g, .

Definition 2.8.1 FEin Paar (K, =k) heifit Definitionsbasis von (L, =1.), falls gilt:
1. K liegt dicht in L beziiglich =y.

2. Die Einschrinkung von =5, auf K x K stimmt mit =g tberein.

Eine Funktion ¢ auf K heifit invariant beziiglich =, falls ¢ als Relation aufgefafit
linksinvariant unter = ist, also wenn £(k1) = £(k2) fiir alle k1, kK mit K1 =k Ko.

Proposition 2.8.2 Sei (K, =g) eine Definitionsbasis von (L, =r) und & eine

Funktion auf K, die invariant unter =g ist. Dann ld@fit sich ¢ eindeutig zu einer
Funktion auf L fortsetzen, die invariant unter =, ist.

Beweis. Wir konnen &; wie folgt auf beliebigen A definieren:

£&1(A) =€&(k) falls A =p kund & € K.



44 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALKULE

&1 1st total, denn wegen Dichtheit von K in L existiert zu jedem A ein k mit A =, .
¢ ist eine Funktion, denn fiir alle A ist £; () eindeutig bestimmt. Um dies zu zeigen,
seien k1,ky € K mit A =1, k1 und XA =1, k5. Da =, eine Aquivalenzrelation ist, gilt
K1 =1, k2. Aus der zweiten Eigenschaft einer Definitionsbasis folgt k1 = ko. Da €
invariant beziiglich =k ist, erhalten wir & (k1) = &1 (k).

Die Funktion & ist per Definition eine Fortsetzung von £, die invariant unter =p,
ist. Als solche ist sie eindeutig bestimmt, denn ist &; eine weitere solche Fortsetzung
und A € L, dann existiert £ € K mit A =1 & und somit: £;(A) = &(k) = €(k) =
(k) = &(X) - =

Definitionsbasen kénnen auch zur Definition von Relationen verwendet werden, die
invariant unter Kongruenz sind.

Proposition 2.8.3 Sei (K, =k) eine Definitionsbasis von (L, =p). Dann lf§t sich
jede Relation — auf K x M, die linksinvariant unter =g ist, eindeutig zu einer
Relation auf L x M fortsetzen, die linksinvariant unter =y, ist.

Beweis. Wir definieren eine Relation —, auf L x M durch

—)1 = (EL|(L><K) 0 —}) .

Wegen der Transitivitat von =y, ist —, linksinvariant unter =r. Wir zeigen, daf}
—, eine Fortsetzung von — ist. Per Definition gilt:

—1kxm) = (SLExk) © 2)ikxm) = (Srjrxk) © =)

Aus der zweiten Eigenschaft einer Definitionsbasis und der Linksinvarianz von —
unter =g folgt:
(EL|(K><K) o —>) = (EK 0 —>) C — .

In der letzten Abschitzung gilt sogar Gleichheit wegen der Reflexivitdat von =g
und somit erhalten wir

TKxM) — 7

Nun beweisen wir die Eindeutigkeit der Fortsetzung von —, die linksinvariant unter
=y, ist. Sel dazu —, eine zweite solche Fortsetzung. Wir nehmen A —; p an und
zeigen, dafl daraus A —, p folgt. Dies ist aus Symmetriegriinden hinreichend fiir
Eindeutigkeit. Da K dicht in L beziiglich =, liegt, existiert ein k mit k =g A. Wegen
der Linksinvarianz von —, unter =y, folgt x — p. Da —, und —, Fortsetzungen
von — sind, gilt £ — g und k —, . Aus der Linksinvarianz von —, unter =, folgt
A = [ O
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Proposition 2.8.4 Sei — eine Relation auf L x M, die linksinvariant unter =g,
ist. Liegt K dicht in L beziiglich =5, und ist die Finschrinkung von — auf K x M
rechtsinvariant unter =y, dann ist — auch rechtsinvariant unter =y;.

Beweis. Wir nehmen A\ — 1 =p p2 an und zeigen A — py. Wegen Dichtheit
existiert kK mit kK =7 A und somit folgt aus Linksinvarianz x — p;. Wegen Recht-
sinvarianz von (K xM) gilt K — po und wiederum wegen Linksinvarianz folgt
A= Ha. O

Definition 2.8.5 Sei — eine Relation auf K x L. Dann heifst (K, =, —) Reduk-
tionsbasis eines Kalkils (L, =1, —), falls gilt:

1. K liegt dicht in L beziiglich =y..

2. Firalle k € Kund X € L mit kK = X gilt K (=g o —o0=p) .

Ublicherweise werden Reduktionsbasen zusitzlich =5 € = und = C — erfiillen.
Dies ist fiir uns nicht wesentlich, wiirde aber die Umkehrungen der folgenden Pro-
positionen implizieren.

Proposition 2.8.6 Sei (K, =k, —) eine Reduktionsbasis von L = (L, =p, —).
Dann ist L uniform konfluent, wenn (¢~ o=g o =) C ((—o+)U =g).

Beweis. Wir nehmen an, dal A\; < XA — A, gilt. Die Dichtheit von K in L
impliziert die Existenz von k mit k = A. Fiir dieses & gilt A\; + k£ — Ay wegen der
Kalkiileigenschaft fiir £. Aus der Definition einer Reduktionsbasis folgt:

M (EpLo—o0=go=20=) Ay

Die Bedingung der Proposition impliziert nun Ay =1, Ay oder Ay (— 0 «) Ay, wozu
wir wiederum die Kalkiileigenschaft ausnutzen. O

Proposition 2.8.7 Sei (K, =k, —) eine Reduktionsbasis von L = (L, =p, —).
Dann ist L stark konfluent, wenn (<~ o =g o —=) C ((=° 0 ).

Beweis. Analog zu Proposition 2.8.6. O
Proposition 2.8.8 Sei (K, =k, —) eine Reduktionsbasis von (L, =, — ) und

(K, =k, =) eine Reduktionsbasis von (L, =p, —,). Dann vertauschen —, und
—, falls (<= 0=k 0 =) C (=50 ;).



46 KAPITEL 2. BERECHNUNGSKALKULE
Beweis. Analog zu Proposition 2.8.6. O

Eine analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir lokale Konfluenz. Da wir diese aller-
dings nicht bendtigen, formulieren wir sie nicht explizit.

Proposition 2.8.9 Sei (K, =k, —) eine Reduktionsbasis von L = (L, =p, —).
Dann st X irreduzibel in L, falls ein k existiert mit k = A und k irreduzibel in
(E[{ e} ;)) ZSt

Beweis. Offensichtlich. O

Trotz seiner Einfachheit wird uns dieses Kriterium erlauben, die Irreduzibilitat von
Ausdriicken in allen betrachteten Kalkiilen zu entscheiden.



Kapitel 3

Uniform nebenliaufige
Berechnung

Wir stellen den 6-Kalkiil und eine Variante des d-Kalkiils mit Anullierung vor und
untersuchen beide im Hinblick auf Konfluenz und Uniformitat. Auf technischer
Seite geben wir Definitions- und Reduktionsbasen an und beweisen alle behaupteten
Konfluenz und Uniformitatseigenschaften. Ferner weisen wir die Gleichwertigkeit
des 4-Kalkiils und seiner Variante im Hinblick auf Terminierung und Komplexitét
nach.

3.1 Der i-Kalkiil

Wir setzen einen unendlichen Vorrat an Variablen voraus. Diese denotieren wir mit
x,y, z, u, v, w, r, s und t. Mit T bezeichnen wir eine endliche Folge von Varia-
blen und mit V(Z) die Menge der in T enthaltenen Variablen. Fiir die Komposition
zweier Folgen T und gy schreiben wir T 4. Desweiteren fassen wir Variablen frei als
einelementige Folgen auf, was zum Beispiel £ 7 definiert. Wir nennen eine Folge li-
near, falls ihre Komponenten paarweise verschieden sind. Spater werden wir analoge
Notationen fiir Folgen iiber anderen syntaktischen Kategorien benutzen.

Mit A bezeichnen wir die Menge aller Ausdriicken £, F' und (G, die wir in Abbildung

3.1 definieren.

In voller Schonheit sind §-Ausdriicke vollstandig geklammert. Wir schreiben diese
Klammern aber nur optional und vereinbaren, daf} Abstraktion und Deklaration
hohere Prioritat als Komposition besitzen. Zum Beispiel gelten z:5/FE A F =
(x:gy/E)NF und JaEANF = (zE)AF.

Eine benannte Abstraktion z:y/F besteht aus einer Variablen x und einer Ab-

47
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E.F.G = zy/E Abstraktion
xy Applikation
=y Gleichung
ENF Komposition
da K Deklaration
T Null!

Abbildung 3.1: Ausdriicke

straktion §/ F, wobei wir = als Referenz auf §/ F interpretieren. Die Variablen in
7 nennen wir formale Argumente und £ Rumpf der Abstraktion. Der Rumpf wird
beziiglich der formalen Argumente abstrahiert. Die Metavariable A steht im fol-
genden stets fiir eine Abstraktion y/ E. Zum Beispiel kiirzen wir 2:5/E mit x: A
ab, wobei A fiir §/ E steht.

Die Variable x einer Applikation 4 fungiert als Referenz auf eine zu applizierende
Abstraktion, die Variablen § dienen als aktuelle Argumente. Fiir eine Folge von De-
klarationen dy ...Jdy, E schreiben wir abkiirzend dyE, wobei g fiir y; ...y, steht.
Desweiteren bendtigen wir eine feinkérnige Schreibweise fiir simultanes Abstrahie-
ren in Analogie zum Deklarieren. Dazu schreiben wir ©A abkiirzend fiir (uy)/ F,

falls A fiir y/ E steht.

Die Variablenbinder des é-Kalkiils sind Abstraktionen und Deklarationen. Aus-
driicke der Form zA und dz E sind Variablenbinder fiir x mit Skopus A bzw. E.
Eine Variable z heifit gebunden in F, falls ein Variablenbinder fiir z in E exi-
stiert. Eine Variable = heifit frei in F, falls es ein Auftreten von = in £ gibt, das
nicht im Skopus eines Variablenbinders fiir = liegt. Mit BY(F) bezeichnen wir die
Menge der in F gebundenen Variablen und mit FV(F) die Menge der in F frei-
en Variablen. Die Menge aller Variablen in E denotieren wir mit V(FE), so da8
V(E)=FV(E)UBYV(F) gilt.

Eine Kongruenz = auf A ist eine Aquivalenzrelation auf A, die in beliebigen Kon-
texten angewendet werden darf. Wir fordern also, daf jede Kongruenz die folgenden
Regeln erfiillt:

EFE=F E=F E=F E=F
deF =3z F EANG=FANG GANE=GAF vy /b =2y /F

Die erste Regel ist zum Beispiel so zu lesen, daf} fiir alle z, £ und F, die der
Voraussetzung £ = F geniigen, die Konklusion dz £ = dz F' gilt.

!Die Null T ist in dieser Formulierung des é-Kalkiils iiberfliissig. Wir werden sie allerdings
beim Rechnen mit Pridnexnormalformen in Abschnitt 3.4 bendtigen. Auch im Zusammenhang
mit Annullierung in Abschnitt 3.3 ist es von Vorteil, eine Identitdt beziiglich Komposition zur
Verfiigung zu haben.



3.1. DER §-KALKUL 49

Unter einer Substitution o verstehen wir eine Abbildung von Variablen auf Varia-
blen! Zum Beispiel steht der Operator [y/z] fiir diejenige Substitution, die x auf
y abbildet, und alle anderen Variablen auf sich selbst. Wir schreiben yo fiir die
elementweise Anwendung von o auf y und FEo fiir die homomorphe Anwendung
einer Substitution o auf F:

(z=y)o = o(z)=0(y), To = T,
(z:A)oc = o(x): Ao, (y/E)o = yo/Eo,
(zy)o = o(x)yo (EANF)o = EoAFo,
(J2FE)o = do(z)Eo.
Wir definieren die strukturelle Kongruenz = als kleinste Kongruenz auf A, die die

Axiome und Regeln in Abbildung 3.2 erfiillt, wobei wir unter Axiomen Regeln ohne
Voraussetzungen (und ohne Querstrich) verstehen.

() JeFE = JyFly/z] falls y ¢ V(F)
urA = uyAly/z] falls y ¢ V(A)
(ACT) (EANF)NG = EAN(FAG)
ENF = FAE
EANT = F

(Ezxch) dzdyFE = JydzFE
(Scope) FxEANF = Fx(EANF) falls o ¢ FVY(F)

Abbildung 3.2: Strukturelle Kongruenz

Die strukturelle Kongruenz formalisiert die iiblichen Eigenschaften von Variablen-
bindern und paralleler Komposition: Das Axiom (a) beschreibt die konsistente
Umbenennung gebundener Variablen. Wegen (ACI) ist Komposition A beziiglich
= assoziativ und kommutativ, und T die Identitat beziiglich Komposition. Dekla-
rationen konnen beziiglich = frei vertauscht werden (Exch) (”"Exchange”) und der
Skopus von deklarierten Variablen ist beweglich (Scope).

Der simultane Substitutionsoperator [y/Z] verallgemeinert den Operator [y/z]. Er
ist fiir alle gleichlangen Folgen § und Z definiert, falls Z linear ist. Gelten § =
Y1...yp und T = zy...x,, dann bildet [g/Z] jeweils z; auf y; ab, und alle anderen
Variablen auf sich selbst. Bei allen Anwendungen von [§/Z] setzen wir implizit seine
Definiertheit voraus.

Die Reduktion — ist die kleinste bindre Relation auf A, die die Axiome und Regeln
in Abbildung 3.3 erfiillt.

Applikation (A) fithrt Prozeduraufrufe aus, wobei eine Kopie des Prozedurrumpfes
angelegt und formale durch aktuelle Argumente ersetzt werden. Elimination (F)
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(A) xy/EANzZ — x:y/E A E[z/y) falls V(2) N BY(E) = {)

(E) Jydz(z=y AN FE) — JyEy/z] falls x #yund y ¢ BY(F)

E - F E— F
(Comp)  TrasFAG (Deel) oS ToF
(Congr) = FE, Ey =+ Fy =5

El —>F1

Abbildung 3.3: Reduktion

macht lokale Variablen gleich, indem sie Gleichungen zwischen lokalen Variablen
elaboriert. Dadurch werden Referenzketten zwischen Abstraktion und Applikation
verkiirzt. Reduktion ist unterhalb von Deklaration (Decl) und Komposition (Comp)
erlaubt, aber nicht in Riimpfen von Abstraktionen. Wegen (Congr) ist Reduktion
invariant unter Kongruenz.

Es ist bemerkenswert, dal wir keine weiteren Mechanismen zur Simplifikation von
Gleichungen benétigen. Insbesondere stort es nicht, daff wir triviale Gleichungen
x = nicht entfernen kénnen und dafl Gleichungen mit globalen Variablen keinerlei
Effekt haben. Wichtig ist jedoch, dal wir das folgende symmetrische Eliminations-
axiom ableiten kénnen, obwohl wir Gleichungen beziiglich = nicht als symmetrisch
vorausgesetzt haben:

JyIz(z=y A F) — JaF[z/y] fallsz #yund z ¢ BY(FE).

Im Gegensatz zu (E) wird hier y und nicht etwa z eliminiert. Zur Ableitung von
diesem Axiom verwenden wir (E), («) und (Congr); wir setzen x # y und z ¢
BY(FE) voraus und beschaffen uns eine frische Variable z:

JyFz(z=y A FE) = FzFz(z=2z A Flz/y]) a-Umbenennung von y zu z
— JzF[z/y][z/x] Elimination
= deEz/y|[z/z][z/z] a-Umbenennung von z zu x
= dzE[z/y] Substitutionsgleichungen

Da Gleichungen ausschliefllich durch Elimination beeinflult werden, verhalten sie
sich absolut symmetrisch. Dies erlaubt den Datenfluf in Abhéngigkeit von der
Berechnungsdynamik zu beschreiben, was wir zur Darstellung der Kontrolle von
nicht-strikter funktionaler Berechnung benétigen. Auch Ein- und Ausgabeargu-
mente lassen sich im §-Kalkiil im allgemein nicht statisch determinieren, wie wir
an einem Beispiel in Abschnitt 3.2 illustrieren werden.

Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Eliminationsaxiom (E) unterscheidet sich tech-
nisch wesentlich von demjenigen des y-Kalkiils in der Darstellung von [Smo94c].
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Denn dort wird das Axiom
Jz(z=y A FE) = Ely/z] fallsz #yund z¢ BY(F)

verwendet, wobei y nicht als lokal vorausgesetzt ist. Wie wir bereits gesehen haben,
ist die Deklaration von y aber notwendig, um die Symmetrie von Gleichungen
in Bezug auf Elimination sicherzustellen. In der Tat wiirde sogar Konfluenz bei
Verwendung des alternativen Axioms verloren gehen, wenn man Symmetrie von
Gleichungen nicht explizit fordert. Denn dann liefie sich Jy(z1 =y A 22 =y) zu
x1 = 9 und zu x9 = x; reduzieren. Aus diesem Grund sind Gleichungen im -
Kalkiil beziiglich Kongruenz als symmetrisch vorausgesetzt. Fiir die detaillierten
Beweise in dieser Arbeit wiirde Elimination im Stile des v-Kalkiils einen erheblichen
Mehraufwand bedeuten.

Wir haben nun den Reduktionsmechanismus des d-Kalkiils vollstandig beschrieben,
aber seine Definition noch nicht abgeschlossen.

Proposition 3.1.1 Das Tripel (A, =, —) ist ein Kalkiil.

Beweis. Die Giiltigkeit der Regel (Congr) ist aquivalent zur Kalkiileigenschaft. O

Wir beschreiben im folgenden die Vermeidung von Inkonsistenzen, was fiir die
Konfluenz des §-Kalkiils notwendig ist. Dazu verwenden wir die Sprechweise, daf} x
in z: A an A gebunden wird gleichbedeutend dazu, dafl = in z: A eine Referenz auf
A ist. Konfluenz kann fiir solche Ausdriicke verloren gehen, in denen eine Variable
an verschiedene Auftreten von Abstraktionen gebunden ist, denn dann hat eine
Applikation dieser Variable die freie Auswahl mit welcher Abstraktion sie reduziert.

Wir nennen einen Ausdruck inkonsistent, falls er einen Teilausdruck der Form
ANz A

enthilt? und konsistent anderenfalls. Ein Ausdruck E heifit zulassig ("admissible”),
falls diejenigen F' konsistent sind, fiir die 7 mit 37 E —* F existiert®. Zuléassigkeit
schliefit somit alle Ausdriicke aus, die durch wiederholte Anwendung von struktu-
reller Kongruenz, Reduktion oder Abschlufl unter Deklaration inkonsistent werden
kénnen. Die Menge aller zulissigen Ausdiicke bezeichnen wir mit A9,

Es ist plausibel, daf} die Zulassigkeit von beliebigen Ausdriicken unentscheidbar ist,
denn die Zulassigkeit eines Ausdruckes ist abhangig von der Dynamik eines Turing-
vollsténdigen Systems. Dies ist nicht weiter hinderlich, da wir die Zuléssigkeit fiir
alle Ausdriicke unseres Interesses nachweisen konnen, was wir in Abschnitt 4.3 auch
tun werden.

2Replikation im Stile des m-Kalkiils [Mil91], des x-Kalkiils [Smo94c] oder des friihen Oz-Kalkiils

[Smo94a] wiirden bei der Definition von Inkonsistenz Probleme verursachen.
3Per Definition in Abschnitt 2.4 ist —* die kleinste transitive Relation, die — und = enthalt.
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Proposition 3.1.2 FEin Ausdruck E ist zuldssig genau dann, wenn dx E zuldssig
ist. Ist By N\ By zuldssig, dann sind auch By und Ey zuldssig.

Beweis. Folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Zuléssigkeit ist nicht abgeschlossen unter Komposition und auch nicht unter dem
Bilden von Teilausdriicken. So ist zum Beispiel der Ausdruck z:y/FE zulassig, selbst
wenn [/ unzuléssig ist.

Proposition 3.1.3 Die Menge aller zuldssigen Ausdriicke A ist abgeschlossen
unter struktureller Kongruenz und Reduktion.

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von £ = F und £ — F. O

Definition 3.1.4 Die Finschrinkung von (A, =, =) auf zulissige Ausdriicke
heift 5-Kalkiil, in Symbolen § = (A, =, —).

Aus den Propositionen 3.1.3 und 2.5.1 folgt, dafl der d-Kalkiil ein Kalkiil im Sinne
von Definition 2.2.1 ist.

An dieser Stelle ist es instruktiv den ¢-Kalkiil mit dem ~-Kalkiil [Smo94c] und
dem p-Kalkiil [NS94] zu vergleichen. Im Gegensatz zu ¢ unterscheiden v und p
statisch zwischen Variablen und Namen. Jede Abstraktion in 4 oder p ist mit
einem eindeutigen Namen versehen ist. Bei dynamischer Erzeugung einer neuen
Abstraktion wird stets auch ein neuer Name erzeugt.

Technisch werden diese Effekte in 4 und p realisiert, indem syntaktisch ausschlief-
lich Abstraktionen der Form a: A zulassen werden, wobei a einen Namen denotiert
und nicht etwa eine Variable. Ein Ausdruck der Form z: A ist dann lediglich eine
Abkiirzungen fiir Ja(x = a A a: A). Eine Inkonsistenz fithrt zu einer Gleichung der
Form a = b mit verschiedenen Namen a und b. Technisch wird dieser Effekt durch
(a)-Umbenennung von Namen ermdoglicht:

Jz(z: ANz A) = Fe(Fa(z=aANaA)ANTa(z=a A a: A"))
=, de(da(z=aANa A)ATb(z=bAb:A"))
= dedadb(z=aANz=bANa:ANbA)
—g Jadblb=aANa:ANDA)

Die Verwendung von a-Umbenennung zur dynamischen Erzeugung neuer Namen

wurde auch in [PS93, Ode94] vorgeschlagen.

Wir formulieren nun die Uniformitédts- und Konfluenzeigenschaften des §-Kalkiils.
Dank unserer Vorarbeit iiber Berechnungskalkiile in Kapitel 2 kénnen wir den Be-
weis dieser Eigenschaften auf den Nachweis von drei Vertauschungseigenschaften
reduzieren, die in Satz 3.1.7 zusammengefafit sind.
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Satz 3.1.5 Der 6-Kalkiil ist uniform konfluent.

Daraus folgt insbesondere die Uniformitat des LangenmaBes Is des ¢-Kalkiils
(Satz 2.3.1). Es gelten allerdings noch weitere Uniformitatseigenschaften, namlich
beziiglich des A-LangenmaBes /£, das Applikationsschritte in Ableitungen (E;); zahlt
(vergleiche Kapitel 2.6).

Satz 3.1.6 Das Lingenmaf s und das A-Léingenmaf 1§ des §-Kalkiils sind uni-
form, d.h. sie stimmen fiir alle Berechnungen eines festen Ausdruckes iberein.

Die Satze 3.1.5 und 3.1.6 sind Konsequenzen des folgenden Satzes 3.1.7, in dem wir
feinere Eigenschaften von Applikation und Elimination explizit formulieren, die wir
allerdings erst spater beweisen werden.

Im folgenden werden wir Axiome frei als bindre Relationen auf A auffassen, wo-
bei wir das Relationssymbol des Axioms ignorieren. Zum Beispiel interpretieren
wir das Axiom (Exch), also Jx3Jy £ = Jy3a F, als Relation aller Paare der Form
(FzFy F, JyFz E).

Desweiteren definieren wir —5 fiir beliebige bindre Relationen R auf A als klein-
ste bindre Relation, die R enthalt und (Congr), (Decl) und (Comp) erfiillt. Die
Relation —p erlaubt also die Anwendung von R unterhalb von Deklaration und
Komposition und ist invariant unter struktureller Kongruenz. Insbesondere haben
wir somit die Relationen —, und — definiert, so da} — = (—, U —5) gilt.

Satz 3.1.7 1. Der Kalkiil (A", =, —,) ist uniform konfluent.
2. Der Kalkil (A, =, —g) ist uniform konfluent und terminierend.

3. Die Relationen — und —, vertauschen.

Alle behaupteten Vertauschungsaussagen in diesem Satz werden wir in Abschnitt
3.5 beweisen, wozu wir die Basen aus Abschnitt 3.4 verwenden werden. Die Ter-
minierung von — ist offensichtlich; denn jeder Eliminationsschritt verkleinert die
Masse eines Ausdrucks echt um eine Gleichung und eine Deklaration. Dabei ist zu
beachten, dafl die Masse von Ausdriicken invariant unter struktureller Kongruenz
ist.

Beweis der Sidtze 3.1.5 und 3.1.6. Der 4-Kalkiil ist die Vereinigung von
(A% = —.) und (A%, =, —,). Nach Satz 3.1.7 sind beide Kalkiile uniform kon-
fluent und ihre Reduktionen vertauschen. Wir kénnen also Proposition 2.5.3 an-
wenden, woraus die uniforme Konfluenz des 6-Kalkiils, d.h. Satz 3.1.5, folgt. Die
Uniformitat des LangenmafBes folgt aus Satz 2.3.1 und uniformer Konfluenz. Des-
weiteren ist (—,, —) eine Zerlegung auf A%. Somit folgt die Uniformitét des
A-Langenmafes aus Satz 2.6.2 und wir haben Satz 3.1.6 gezeigt. O
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3.2 Beispiele

Wir illustrieren den 6-Kalkiil anhand einiger Beispiele. Diese weisen auf syntakti-
sche Feinheiten hin, zeigen das Abarbeiten von Referenzketten durch Elimination,
illustrieren ungerichteten Datenflufl, stellen Baume dar und diskutieren Inkonsi-
stenzen.

Im folgenden sei Id stets die é-Identitat yz/z =y. In unserem ersten Beispiel
applizieren wir Id auf sich selbst?.

JuIv(u: Id AN v Id AN uvout) —, Fuiv(u:ld Av:ld A out =v)
= Jv(out=v Av:ld) A Juu:Id

Dies zeigt zwei syntaktische Feinheiten. Erstens kénnen wir nicht alle Gleichun-
gen zwischen Variablen entfernen, solange globale Variablen im Spiel sind. Dies
ist im Beispiel nicht wesentlich, da eine Elimination von v keine weiteren Applika-
tionsschritte ermoglichen wiirde. Gleiches gilt fiir alle anderen Beispiele in dieser

Arbeit.

Der zweite Effekt ist, dal lokale Abstraktionen zuriickbleiben, die den Fortgang
der Berechnung nicht mehr beeinflussen kénnen. Dies mag fiir konkrete Beispiele
lastig sein, ist allerdings nicht wesentlich fiir Terminierung und Komplexitat, wie
wir in Abschnitt 3.3 zeigen werden.

Das néchste Beispiel zeigt, wie Elimination Ketten von lokalen Referenzen verkiirzt
und weist im Vergleich zu allen vorangehenden Beispielen einen anderen Datenflufl
auf. Wir wenden die -Identitat auf out an und legen das Resultat dieser Appli-
kation durch y fest, welches iiber eine Referenzkette an die J-Identitat gebunden
ist.

JeTyFz(e:ldANe=yANy=zAzouty) —5 FeIz(z:IdANzx=2zA zoulz)
—g Jz(z: Id A zout z)
—, Jz(z: Id A z = out)

In diesem Fall fungiert das erste Argument als Ausgabe und das zweite als Eingabe.

Nun wollen wir Baume im é-Kalkiil darstellen, was wir in Analogie zu bekannten
Kodierungen von Datenstrukturen im A-Kalkiil [Bar90] tun. Als Beispiel beschrei-
ben wir das folgende Bild im §-Kalkiil:

4Beziiglich der Einbettung des strikten A-Kalkiils entspricht dies der Berechnung von out =11,
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Tree =

Dazu stellen wir uns den Baum als funktionale Prozedur vor, die einen Selektor
einliest und den selektierten Unterbaum ausgibt.

Als Selektoren verwenden wir die folgenden beiden Abstraktionen First und
Second®:

ryz/z=x und ryz/z=y.

Den Baum T'ree im obigen Bild beschreiben wir nun durch folgende Abstraktion:
selval/sely zval .

In einem passenden Kontext kénnen wir nun sowohl ”lesend” als auch ”schreibend”
auf die Unterbdume von Tree zugreifen. Um diese Aussage formal zu erfassen
fithren wir neue Metasyntax fiir Kontexte ein, die wir auch in den folgenden Ka-
piteln benotigen werden. Unter einem Kontext T' verstehen wir einen d-Ausdruck
mit einem Loch e; Mit T'[E] bezeichnen wir denjenigen Ausdruck, der durch tex-
tuelle Ersetzung des Loches in T' durch E entsteht. Wir sagen, dafl £ — F im
Kontext T gilt, falls T[E] — T[F]. Fiir eine ausfiihrliche Definition verweisen wir
auf Abschnitt 5.2.2.

Im Zusammenhang mit der Darstellung unseres Baumes T'ree interessieren wir uns
fiir den folgenden Kontext, den wir T' nennen:

Jtreedy3 firstIsecond(tree: Tree A first: First A second: Second A e) .

Nun kénnen wir zeigen, wie wir mit Unterbdume von T'ree rechnen kénnen. Dazu
betrachten wir die folgende Reduktion im Kontext 7"

Jid(id: Id A tree firstid A tree first out)
—, Jid(id: Id A firstyzid A tree first out)
—, did(id: Id N id =y A tree first out) ”schreibend”
—p y: Id A tree first out
—4 y Id A firstyzout
—4 y:ldANout=y "lesend”

Die ersten beiden Applikationen binden y an Id, die nachfolgenden binden out an
die von y referierte Abstraktion, also ebenfalls an I'd. Wir héatten die Reihenfolge

SIm A-Kalkiil wiirden wir analog First = Az.\y. z und Second = Az.\y. y verwenden.
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der Zugriffe aber auch ebensogut vertauschen kénnen. Konsistenz bleibt deshalb
erhalten, weil wir nur einmal ”schreibend” auf y zugreifen. Ein weiterer schreiben-
der Zugriff konnte zur Inkonsistenz fithren und zwar dann, wenn dadurch y an eine
andere Abstraktion oder ein anderes Auftreten von /d gebunden wird.

Im ~-Kalkiil [Smo94c] lassen sich sogar "Records” mit ”Adjunktion” darstellen,
wobei Namen als Schliissel dienen. Dazu ist ein Konditional notwendig, das nicht
nur auf die Gleichheit, sondern auch auf die Verschiedenheit von Namen testen
kann. Erstaunlicherweise konnen wir im é-Kalkiil auch ohne Namen einen sinnvollen
Test auf Verschiedenheit formulieren. Dazu ist es hinreichend ein Konditional mit
folgenden Reduktionsregeln zu erlauben:

if t =xthen Felse Fiiiu - F
v ANy ANIfer=ythen Felse Fii - FAxz: ANy A

Die Regel fiir den else-Fall macht Sinn, da Zulassigkeit im Kontext von z: A A y: A’
sicherstellt, dafl * und y niemals gleichgesetzt werden kénnen. Auch die uniforme
Konfluenz des ¢-Kalkiils wiirde durch Konditionale nicht beeintrachtigt.

3.3 Annullierung

Bisher haben wir uns bei der Darstellung des d-Kalkiils ausschlieBlich um Kom-
plexitdt und Terminierung gekiimmert. Nun fragen wir nach dem bendétigten Spei-
cherplatz. Eine geeignete Abschédtzung liefert die maximale Gréfie eines Ausdruckes
der betrachteten Berechnung. Dies ist jedoch nicht realistisch, da wir im J-Kalkiil
lokale Abstraktionen nicht entfernen kénnen, aber der entsprechende Speicherplatz
in konkreten Systemen durch Speicherbereinigung (” Garbage Collection”) wieder-
verwendet werden kann.

Aus diesem Grund schlagen wir eine Erweiterung der Reduktion des ¢-Kalkiils um
Annullierung® (G) vor, wobei wir §: A als Abkiirzung fiir eine endliche Komposition
von Abstraktionen verwenden und T fiir die leere Komposition:

(@)  Fzg:A = T Afalls V(y) CV(T) und V(Z) £ 0.

Insbesondere erlaubt diese Regel, iiberfliissige Deklarationen wegzuwerfen. Denn
unter der Bedingung V(z) N FV(FE) = () konnen wir folgendermaBen annullieren:

zFE = dz3(TAFE) = (ATT)ANE =5 TAE = E.

Annullierung wird auch im Oz-Kalkiil [Smo94a, Smo94b| verwendet, namlich zur
Realisierung von tiefen Wéchtern ("deep Guards”). Tiefe Wachter beschreiben

(@) steht fiir ”Garbage Collection”.
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die Reduktionbedingung eines relationalen Konditionals durch eine beliebige, von
der AuBenwelt enkapsulierte Berechnung. Auch in [AFM*95] wird Annullierung
vorgeschlagen. Dort dient sie dazu, Ausdriicke wegzuwerfen, die bei nicht-strikter
funktionaler Berechnung nicht benétigt werden.

Wir beginnen nun mit dem Nachweis, dafi Annullierung (G) im Falle des §-Kalkiils
Terminierung nicht beeinfluft und auch Komplexitat und Uniformitét in einem
geeigneten Sinne erhalten bleiben. Dazu miissen wir natiirlich zuerst sicherstellen,
da Annullierung keine neuen Inkonsistenzen erzeugt.

Proposition 3.3.1 Die Relation — erhdlt Zuldssigkett.

Zum Beweis wollen wir die leider relativ schwachen Abschlufleigenschaften von
Zulassigkeit verwenden, die wir in den Propositionen 3.1.2 und 3.1.3 formuliert
haben. Der Leser kann sich davon tiberzeugen, dafl eine naive Induktion iiber Her-
leitungen von E —, F an der Regel (Comp) scheitert. Das folgende Lemma 15st
dieses Problem.

Lemma 3.3.2 Sei E zulissig und gelte £ —, F. Dann existieren Z, By und Fy
mit £ = EIE(El N Fl), E1 el T und EIZFl = F.

Beweis. Mit Induktion {iber Herleitungen von F — F. O

Beweis von Proposition 3.3.1. Sei F zuléssig, gelte £ —. F und seien Z,
FE; und F; wie in Lemma 3.3.2. Da F zuléssig ist, ist auch 3zZ(F; A F}) zuléssig
(Proposition 3.1.3). Wegen Proposition 3.1.2 sind Fy; A Fy, Fi, und 3z Fy zulassig.
Wiederum nach Proposition 3.1.3 folgt die Zulassigkeit von F. O

Satz 3.3.3 1. Der Kalkil (A, =, —,) ist stark konfluent und terminierend.
2. Die Relation — vertauscht mit —, und —.

3. Schritte in — erhalten Irreduzibilitit beziglich —, und —p.

Die Vertauschungseigenschaften der beiden ersten Teile beweisen wir in Abschnitt
3.5. Finen Beweis des dritten Teils skizzieren wir am Ende von Abschnitt 3.4. Die
Terminierung von —, ist offensichtlich, da jede Anwendung von —, die Masse von
Ausdriicken zumindest um eine Deklaration verkleinert.

Als §-Kalkiil mit Annullierung bezeichnen wir §' = (A, =, (—, U —5 U —=)).
Das A-LangenmaB [4 zahlt Applikationsschritte in Ableitungen von ¢'; das AE-
LangenmaB /£ zahlt Applikations- und Eliminationsschritte.
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Satz 3.3.4 Der §-Kalkil mit Annullierung ' ist konfluent und die Komplexitdts-
mafe 13 und I5F sind uniform. Eingeschrinkt auf Berechnungen des §-Kalkiils gilt
14 =14 und I = 14F.

Beweis. Der 6-Kalkiil mit Annullierung ist die Vereinigung von drei konfluenten
Kalkiilen, deren Reduktionen paarweise vertauschen (Satz 3.3.3 und Satz 3.1.7).
Somit folgt die Konfluenz von ¢’ aus dem Lemma von Hindley-Rosen, d.h. Propo-
sition 2.5.4.

Aus Proposition 3.3.1 und den Sétzen 3.3.3 und 3.1.7 folgt, daB (—,, (=5 U —=¢))
und ((—4 U —g), —¢) Zerlegungen auf A% sind. Somit konnen wir die Uniformitét
von [£ und von [£#¥ aus Satz 2.6.2 schliefien.

Die Gleichheit l5 = lg%E erhalten wir aus Satz 2.7.5, wobei wir dessen Parameter wie
folgt festsetzen, also folgende Zerlegungen in Reduktion und Kontrolle betrachten:

(K, =) = (A =), - = (=4 U—=g),

r
—)C = s _>d = —>G .

Die erste Voraussetzung von Satz 2.7.5 folgt unmittelbar aus Satz 3.3.3 Teil 3 und
die zweite gilt trivialerweise.

Zum Nachweis von [{ = [ verwenden wir wiederum Satz 2.7.5. Diesmal setzen wir
die Parameter folgendermafen:

(‘[(7 E) = (Aad) 5)7 - = _>A7

r

Cc

Die zweite Voraussetzung von Satz 2.7.5 ist wiederum trivial. Die erste fordert, dafl
(=5 U =) die Irreduzibilitat beziiglich (—, U —j) erhilt. Dies ist dquivalent
dazu, dal — die Irreduzibilitat von (—, U —) erhalt, was wiederum von Satz
3.3.3 Teil 3 sichergestellt wird. O

3.4 Basen des §-Kalkiils

In diesem Abschnitt definieren wir Definitions- und Reduktionsbasen des ¢-Kalkiils,
die wir zum Nachweis der behaupteten Vertauschungseigenschaften bendtigen. Die
Beweise der in diesem Abschnitt behaupteten Aussagen werden wir in Kapitel
5 fithren. Dadurch faktorisieren wir unsere Konfluenzbeweise, so dafl wir lang-
wierige und technisch unangenehme Betrachtungen im Zusammenhang mit a-
standardisierten Pranexnormalformen auslagern kénnen. Der Leser kann sich aber
bei Bedarf von deren Vollstandigkeit tiberzeugen.

Wir vereinbaren zuerst eine Sammlung an Notationen fiir spezielle binére Relatio-
nen auf Ausdriicken. Sei R eine bindre Relation auf A. Dann bezeichnen wir mit
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=g die kleinste Kongruenz auf A, die R enthélt. So ist zum Beispiel =, die kleinste
Kongruenz, die das Axiom («) enthéalt. Desweiteren gilt = = =, Ac7U Ezchu Scope -
Die Relation —5 ist die kleinste bindre Relation, die R enthélt und die Regeln
(Decl), (Comp) und (Comp') erfiillt:

! EF = F
(Comp) GRS GAT
Somit erlaubt —5 die Anwendung von R unterhalb von Deklaration und Kompo-
sition. Die zu (Comp) symmetrische Regel (Comp') ist erforderlich, da Symmetrie
der Komposition hier nicht durch Abschlufl unter struktureller Kongruenz sicher-

gestellt wird. Dies ist gerade der Unterschied zwischen —5 und —5.

Ein Ausdruck F heifit a-standardisiert, falls zu keiner Variable in £ mehrere Va-
riablenbinder in E existieren, und fiir alle Teilausdriicke F' von F die Mengen
der gebundenen und freien Variablen von F' disjunkt sind. Die Menge der a-
standardisierten Ausdriicke bezeichnen wir mit A®. Die Relation = ist die kleinste
bindre Relation auf A, die gebundene Variablen unter Einfithrung frischer Varia-
blen umbenennt; jede solche Umbenennung ist natiirlich konsistent. So gilt zum
Beispiel z:y/dzz=2x =, z:y/32'2' =z genau dann, wenn 2z’ verschieden von z,
y und z ist. Desweiteren definieren wir die Kongruenz =; durch:

=1 = =ACIUEzchUScope -

Die Beweise fiir alle folgenden Sétze dieses Abschnittes werden wir in Kapitel 5
erbringen.

Satz 3.4.1 Das Tripel (A%, (=1 U =)*) ist eine Definitionsbasis von (A, =). Fin-
geschrinkt auf A x A* vertauscht =% mit = und stimmt mit *< iiberein.

Aus diesem Satz lassen sich einige Definitionsbasen des §-Kalkiil durch Vereini-
gung und Einschrinkung ableiten, da A%? abgeschlossen unter =; und = ist. So
ist (A*N A% (=; U =,)") eine Definitionsbasis des §-Kalkiils. Wegen der Vertau-
schungseigenschaften gilt aulerdem:

(=1U2) = (Z102) = (2105€) = ((€o=) = (2Lo=).

Satz 3.4.2 Das Tripel (A*, =1, =) ist eine Reduktionsbasis von (A, =, —p),
das Tripel (A%, =1, =) ist eine Reduktionsbasis von (A, =, —,) und das Tripel
(A*, =1, ) ist eine Reduktionsbasis von (A, =, —¢).
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Aus diesem Satz lassen sich Reduktionsbasen fiir den §-Kalkiil mit und ohne Annul-
lierung ableiten: Das Tripel (A* N A%, =, (=5 U —,)) ist eine Reduktionsbasis

von §, und (A* N A%, =, (55 U =, U =) ist eine Reduktionsbasis von ¢

Im néchsten Schritt definieren wir Pranexnormalformen (PNFs) von Ausdriicken
in A, und stellen darauf basierende Definitions- und Reduktionsbasen vor. Eine
PNF ist ein Ausdruck in A, in dem alle Deklarationen so weit wie moglich nach
auen bewegt sind (Scope). Die formale Definition ist in Abbildung 3.4 gegeben,
in Rekursion mit der Definition von zwei weiteren Klassen von Ausdriicken, Mo-
lekiil und chemische Lésungen (diese Bezeichnungen verwenden wir motiviert durch

[BBYO]).

B = x2:y/D | zy |z=y Molekiile
C == T|B|CAC Chemische Losungen
D == C|3zD PNFs

Abbildung 3.4: PNFs

Ein Molekiil ist eine Abstraktion iiber einer PNF, eine Applikation oder eine Glei-
chung. Eine chemische Losung ist eine moglicherweise leere Komposition von Mo-
lekiilen oder Nullen und eine PNF besteht aus einem Préfix von Deklarationen und
einer chemischen Lésung.

Eine Normalform ist eine a-standardisierte PNF. Die Menge aller Normalformen

bezeichnen wir mit A*/. In Abbildung 3.5 definieren wir drei Relationen — A —E,

und = auf AM A, fiir Applikation, Elimination und Annullierung auf Normal-
formen. Wir verwenden andere Pfeile fiir diese Relationen, da sie nicht invariant
unter Komposition sind und wir ihre Invarianz unter Deklaration nicht explizit
fordern.

Ju(x:g/FANzz NE) =, Fu(xe:g/F A F[Z[g] A\ E)
Judz(z=y AN E) =g, Jub[y/z] falls y € V()

Judz(g: ANE) =g, JuE  falls V()N FV(E)=0,V(y) CV(T)
und V(T) # 0

Abbildung 3.5: Reduktion auf Normalformen

Desweiteren definieren wir die Kongruenz =5 auf A durch =2 = =acr0Ezch-
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Satz 3.4.3 Das Tripel (A, (=5 U =,)%) ist eine Definitionsbasis von (A, =).
FEingeschrinkt auf A™ x AM vertauscht =% mit = und stimmt mit *< iiberein.

Da A" abgeschlossen unter =, und =, ist, ist (A N A (=, U =,)*) eine De-
finitionsbasis des d-Kalkiils. Desweiteren gilt eingeschrankt auf zuldssige Normal-
formen:

Satz 3.4.4 Das Tripel (A", =;, =, ) ist eine Reduktionsbasis von (A, =, —,),
das Tripel (A", =5, =) ist eine Reduktionsbasis von (A, =, =), und das Tripel
(A", =,, 2,) ist eine Reduktionsbasis von (A, =, —).

Daraus konnen wir Reduktionsbasen fiir § und ¢ ableiten: Das Tripel
(AM A" =,, (2g, U =y,)) ist eine Reduktionsbasis des §-Kalkiils und das Tri-
pel (A NA", =,, (25, U =4, U =,)) eine Reduktionsbasis des §-Kalkiils mit
Annullierung.

Als Anwendung der Reduktionsbasen aus Satz 3.4.4 und von Proposition 2.8.9
kénnen wir nun Reduzierbarkeit im d-Kalkiil entscheiden: Sei F ein §-Ausdruck
und F' eine Normalform mit £ = F. Dann FE ist genau dann reduzierbar beziiglich
— 4, wenn [’ beziiglich (=; o —,,) reduzierbar ist. Die analogen Aussagen fiir
Elimination und Annullierung gelten ebenfalls.

Betrachten wir zum Beispiel den Ausdruck E = z:y/T A Jzzy, wobei zyz linear
ist, und F mit:

F = 3z(xy/T Azy).

Dann ist I eine Normalform mit &/ = F'. Irreduzibilitat von F beziiglich (=; 0 =)

und (=; 0o =) ist leicht zu zeigen. Dazu niitzen wir aus, daf§ sich die Kongruenz-
klasse von F in =, mit einem Paar von Multimengen identifizieren 1aBt”, die aus
Variablendeklarationen bzw. Molekiilen bestehen. Der Ausdruck F' ist irreduzibel
beziiglich (=; 0 —p,), da die Molekiile von F' keine Gleichung enthalten und irre-
duzibel beziiglich (=2 o —,,), da unter den Molekiilen von F' keine Abstraktion
und Applikation mit der gleichen Referenz existieren.

Mit einem dhnlichen Argument kénnen wir auch Satz 3.3.3 Teil 3 beweisen, namlich,
dafl die Relation — Irreduzibilitat beziiglich —, und —5 erhalt.

"Diese Tatsache werden wir in Abschnitt 3.5.1 formalisieren.
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3.5 Beweils der uniformen Konfluenz

Wir wollen nun die uniforme Konfluenz des ¢-Kalkiils mit und ohne Annullierung
nachweisen. Dazu miissen wir Satz 3.1.7 und Satz 3.3.3 zeigen. Als wesentliches
Hilfsmittel verwenden wie die auf Normalformen basierenden Reduktionsbasen von

Satz 3.4.4.

3.5.1 Vorbereitungen

Um die Details des eigentlichen Beweises zu rechtfertigen, ben6tigen wir einfache
Eigenschaften von Substitutionen und eine formale Analyse von =; als Multimen-
genrelation. Die folgenden Eigenschaften sind offensichtlich und kénnen vorerst
iibersprungen und bei Bedarf gelesen werden.

Analyse von =; auf Normalformen.

Intuitiv kénnen wir die Kongruenzklassen einer Normalform modulo =, als Paar,
bestehend aus Préfix von Deklarationen und einer chemischen Lésung auffassen.
Die Aquivalenzklasse einer chemischen Losung modulo =, ist eine Multimenge
von Molekiilen und die Aquivalenzklasse eines Prifixes in =, ist eine Menge von
Variablen. Denn wegen a-Standardisierung kommen in Prafixen von Normalformen
Variablen nicht mehrfach vor.

Um diese Intuitionen zu formalisieren, definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ auf
chemischen Losungen, sowie eine analoge Aquivalenzrelation ~ auf Prifixen, de-
ren Klassen sich auch formal wie Multimengen behandeln lassen. Wir zeigen, wie
sich das Rechnen mit =, auf das Rechnen mit diesen beiden Aquivalenzrelationen
zuriickfithren 1a8t, wodurch wir im folgenden mit =, exakt im Sinne unserer Intui-
tion umgehen kénnen. Der Konfluenzbeweis sollte fiir einen versierten Leser auch
dann verstehbar sein, wenn er die formalen Details dieses vorbereitenden Abschnit-
tes iberspringt.

Wir definieren ~ auf chemischen Losungen als kleinste Aquivalenzrelation, die

(ACI) enthéalt und die folgenden Regeln erfiillt:

D =9 D' Bl 7 Bg
2:y/D ~ x:y /D' CAB ~CA B,

Somit 1aft ~ Anwendungen von (ACI) in beliebigen Positionen zu, aber Anwen-
dungen von =, nur in Rimpfen von Abstraktionen. Auf Préfixen definieren wir
3% ~ dy durch 3T =g, dyT.
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Proposition 3.5.1 Fir alle chemischen Lésungen Cy und Cy gilt:

Beweis. Die Implikation von rechts nach links folgt mit Induktion iiber Herleitun-
gen von 377 T =gz, 373 T. Die Implikation von links nach rechts kénnen wir mit
Induktion iiber Herleitungen von d77Cy =; dJ73C5 nachweisen. Wir spielen zu-
erst den Fall fiir das Axiom der Reflexivitat, £ =, F, durch. Falls £ = 377 und
E = dz;C;, dann folgt aus der Definition einer chemischen Lésung 77 = 73 und
C1 = C,. Da beide Varianten von ~ Aquivalenzrelationen sind, folgt 377 ~ 373,
sowie ) ~ Cs.

Wir betrachten nun das Axiom £ A T =3 E. Dann gilt £ A T = dz;(C; und
E = d73C5. Aus der ersten Gleichung folgt, dafl 7 die leere Folge sein mufl und
E N T = Cy gilt. Durch Einsetzen der zweiten Gleichung erhalten wir dz3C5 A
T = (1. Da 'y eine chemische Losung ist, mufl auch die Folge 73 leer sein und
Cy N T = () gelten. Daraus folgt 377 &~ 373 und C;y ~ (.

Die Betrachtungen fiir die Assoziativitdt und Kommutativitdt von A, sowie fiir
die Symmetrie von Aquivalenzrelationen sind einfach. Im Fall der der Tran31t1V1tat
benotigen wir, daBl die Menge aller PNFs unter =, abgeschlossen ist. Die Argu-
mentationen fiir die Regeln einer Kongruenz sind einfach. O

Nun wollen wir zeigen, dafl wir mit Kongruenzklassen von chemischen Losungen
modulo &~ wie mit einer Multimenge von Molekiilen rechnen kénnen. Um technische
Schwierigkeiten mit der Null T zu lésen, definieren wir & als kleinste Aquivalenz-
relation auf chemischen Losungen, die die beiden Regeln von & erfiillt und das
Axiom (AC) fiir Assoziativitdt und Kommutativitat enthalt.

(AC) (Cl A Cz) A 03 [ Cl A (CQ N 03) Cl A 02 ~ 02 A Cl
Die Relationen /&~ und & unterscheiden sich also durch die Giiltigkeit des Axioms
EANT = T.

Unter einer Komposition von Molekiilen verstehen wir eine chemische Losung, die
durch
C = B|CAC

erzeugt wird, also eine chemische Lésung, in der T nicht vorkommt.

Lemma 3.5.2 Fingeschrinkt auf Kompositionen von Molekiilen stimmen =~ und
~2, uberein.

Beweis. Die Inklusion =~; C ~ gilt offensichtlich fiir alle chemischen Losungen.
Wir skizzieren nun den Beweis der umgekehrten Inklusion, eingeschréankt auf Kom-
positionen von Molekiilen. Es ist einfach eine Funktion Filter zu definieren, die
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chemische Losungen auf Kompositionen von Molekiilen oder T abbildet, indem sie
alle iiberfliissigen Nullen streicht, und Filter(T) = T setzt. Dann lafit sich mit
Induktion iiber Herleitungen von C; &~ (5 fiir alle chemische Lésungen 7y, O
zeigen:

1. Aus Cy = Oy folgt Filter(Cy) =y Filter(Cy).
Mit struktureller Induktion iiber Kompositionen von Molekiilen erhalten wir:
2. Ist C eine Komposition von Molekiilen, dann gilt C' = Filter(C).

Sind nun Cy und Cy Kompositionen von Molekiilen mit Cy ~ (5, dann folgt:

Cy = Filter(Cy) =y Filter(Cy) = Cy. 0

Lemma 3.5.3 Fs gilt B ~ x:5/D genau dann, wenn D' existiert mit B = x:y5/D’
und D =5 D',

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von B = x:7/D laBt sich das Lemma
fiir ~ anstelle von & zeigen, was nach Lemma 3.5.2 hinreichend ist. O

Lemma 3.5.4 Ist By eine Gleichung oder eine Applikation, dann gilt By = By
genau dann, wenn By = Bs.

Beweis. Die analoge Aussage fiir &~; anstelle von & folgt mit Induktion iiber
Herleitungen von B; ~; B, und dies ist wegen Lemma 3.5.2 hinreichend. O

Lemma 3.5.5 Fliir jedes C qilt C' = T oder es existieren By,..., B, mit ' =
BiAN...NB,.

Beweis. Mit struktureller Induktion iiber C. O

Lemma 3.5.6 Falls By A ...\ B, ~ B{ A ...\ B! ,dann gilt n = m und
es existiert eine Bijektion 0 : {1,...,n} — {L,...,n} mit Bys ~ B! fir alle
1< <n.

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von By A ... A B, =~y B A...\ B!,

1aBt sich die Behauptung fiir as; anstelle von ~ zeigen und dies ist nach Lemma
3.5.2 hinreichend. Im Induktionsbeweis ist die Verwendung von ~; anstelle von ~
wesentlich fiir den Fall der Transitivitat. O
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Lemma 3.5.7 C; AC = Cy AC st dquivalent zu Cy = C,.

Beweis. Die Implikation von rechts nach links folgt aus Lemma 3.5.5 angewendet
auf C' und der zweiten Regel in der Definition von ~. Fiir die Implikation von links
nach rechts reicht es wegen Lemma 3.5.5 zu zeigen, dafl aus By A ... A B,_1 A
B, ~ BiAN...ANB! | ANB! und B, ~ B! die Beziehung Bi A ... A B,_; =~
By A ... A B! _, folgt. Wir nehmen also By A ... A B,_1 A B, =~ B AN...A
B!, AN B/, und B, ~ B! an. Nach Lemma 3.5.6 gilt n = m und es gibt eine
Bijektion 6 : {1,...,n} — {l,...,n} mit By, ~ Bj. Sei 7 diejenige Bijektion

auf {1,...,n}, die n und 6(n) vertauscht und alle anderen Werte unverandert
laBt. Dann ist 8’ = 0 o 7 (zuerst 6, dann 7) eine Bijektion mit #'(n) = n und mit
Byi(iy = Bj. Insbesondere ist die Einschrankung von 6" auf {1,...,n} eine Bijektion

und somit folgt:
BiAN...ANBoy & Bygy N A By = BiA L AB;

Letztendlich zeigen wir, dafl sich Kongruenzklassen von Préfixen von Normalformen
beziiglich &~ wie Mengen verhalten.

Lemma 3.5.8 Sind T und g linear, dann gilt 3T ~ 3y genau dann, wenn V(T) =

V(y).

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von 32 T =g,., 3§ T bzw. mit Induktion
tiber die Anzahl der Elemente von V(7). O

Substitutionen.

Wir wollen zunéchst die Notwendigkeit von Nebenbedingungen iiber gebundene
Variablen im Kontext von Substitution formal begriinden.

Sei o stets eine Substitution, d.h. eine Abbildung von Variablen auf Variablen.

Dann definieren wir den Definitionsbereich D(¢) und den Bildbereich R(o) durch:
Do) = {z | o(z) # z} und R(c) = {o(z) | x € D(o)}.

Die folgenden beiden Lemmata begriinden die Nebenbedingungen an gebundene

Variablen in (E), (A) und («) formal:

Lemma 3.5.9 D([y/z]) C V(Z) und R([y/z]) C V().
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Beweis. Folgt direkt aus den Definitionen. O

Im folgenden schreiben wir Vo fiir die elementweise Anwendung von o auf eine
Menge von Variablen V.

Lemma 3.5.10 Sind R(c) und BV(E) disjunkt, dann gilt FV(Eo) = FV(E)o.

Beweis. Mit struktureller Induktion iiber E. O

Nun notieren wir drei Gleichungen fiir Substitutionsoperatoren [y/z] und [7/Z],
die wir unter anderem fiir unsere Konfluenzbeweise héufig anwenden werden. Wir
machen darauf aufmerksam, dafl o o ¢’ auch hier fiir "o vor ¢'” steht.

Lemma 3.5.11 FEs gilt [Z/y|o[w'/w] = [w'/w]o[Z[w'[/w]/g[w' /w]], falls w' ¢ V(7).

Beweis. Beide Substitutionen bilden Variablen, die nicht in V(ww'y) liegen, auf
sich selbst ab. Im folgenden bezeichnen wir mit o stets die Substitution:

o = [Z[w'/w]/ylw'/w].

Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit w # w’ an, denn anderenfalls
stimmen beide Substitutionen mit [Z/y] iiberein. Betrachten wir nun die Variable

w':

wWz/yl=w" und Ww[w'/w]=w", daw' ¢ V(7).

w'w' /w] =w und o(w')=w", denn wegen w # w' gilt w ¢ V(g[w'/w]).
Sei weiterhin ¥ = (y1,...,yn) und Z = (z1,..., 2,). Betrachten wir nun ein beliebi-
ges yi:

yilZ/9] = = und - z[w'/w] = ziw'/w]

il fu) = '] wnd oyl fu]) = = o).
Letztendlich kommen wir zur Variablen w. Wir konnen w ¢ V(y) annehmen, da wir

bereits wissen, dal beide betrachteten Substitutionen fiir alle y; iibereinstimmen.
Dann gilt:

w[z/y] = w und  wlw'/w] =w',
ww'/w] =w" und o(w)=w", da glw'/w] =7 und w' ¢ V(7). 0

Lemma 3.5.12 Fs gilt [Z/g|o[w'/w] = [w'/w]o[Z[w'/w] /7], falls V(7) und {w' w}
disjunkt sind.
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Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 3.5.11, wegen glw'/w] = 7. O

Lemma 3.5.13 Aus y ¢ {w',w} und (z # w oder z = w') folgt [z/y] o [w'/w] =

[w'[w] o [2/y].
Beweis. Durch Einsetzen in Lemma 3.5.12. O

Wir werden im Konfluenzbeweis zwei Eigenschaften iiber Substitutionsinvarianz
bendtigen.

Definition 3.5.14 Fine bindre Relation R auf A heifit invariant unter Substitution,
falls fir alle (E, F) € R und y ¢ BY(FE)UBY(F) auch (E[y/z], Fly/z]) € R gilt.

Diesen Begriff werden wir in Abschnitt 5.2.4 erneut benétigen und dann ausfiihr-
licher untersuchen.

Lemma 3.5.15 Fine Relation R ist invariant unter Substitution, wenn fir alle
(E, F) € R auch (Fly/z], Fly/Z]) € R gilt, falls V(y) und BY(FE)UBY(F) disjunkt

sind.

Beweis. Jeder Operator [Z/7] 148t sich als endliche Komposition von Substitionen
[2/y] darstellen. Ist z eine frische Variable, dann gilt zum Beispiel [(y, z)/(z, y)]

= [z/e]ofzfy]o[y/a] O

Lemma 3.5.16 Die Relation =~ auf chemischen Lésungen ist invariant unter Sub-
stitution.

Beweis. Mit Induktion iiber Ableitungen von C; ~ (. Dazu bendtigen wir die
Invarianz von =, unter Substitution, die in Proposition 5.2.13 gezeigt wird und
sich auch an dieser Stelle ohne zusétzliche Schwierigkeiten zeigen liefle. O

3.5.2 Kritische Paare

Wir beweisen nun die Vertauschungsaussagen von Satz 3.1.7 und Satz 3.3.3. Da-
bei verwenden wir Definitionsbasen von Satz 3.4.4, was durch die Propositionen
2.8.6, 2.8.7 und 2.8.8 gerechtfertigt wird. Dank dieser Vorbereitungen kénnen wir
uns hier auf den paarweisen Vergleich von Applikation (A), Elimination (E) und
Annullierung (G) zuriickziehen.
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Lemma 3.5.17 (Applikation-Applikation) Seien Dy, D, zulissige Normalfor-

men und (G, Gy Ausdricke mit G A/; Dy =y Dy —,, Gy. Dann gilt
entweder G = Gy oder es exvistiert G mit G; —, G 4, Gy .

Beweis. Nach Voraussetzung des Lemmas und der Definition von —, haben D,
D, GGy und (G, die folgenden Formen:

Dy = Fu(zpn /AN ANEY) =y, Jug(evy/Fu AN FUZT A By = Gy
Dy = Fup(regz/Fa Nz AN Ey) =, TFug(ze:iz/Fa AN B[R/ T2) A FBy) = Gy
Aus Dy =2 D, und Proposition 3.5.1 folgt dann:

Ju; ~ Jug, g /[Fi NI AN By & a2 [Fy AN xeza A By .
Da D; und D; PNF’s sind, sind F; und F, ebenfalls PNF’s, sowie E; und F,

chemische Loésungen.

1. Fall 2y = 25 : Aus der Zulassigkeit von Dy folgt x1:77/F1 ~ z2:73/F>; denn
anderenfalls lieBe sich die Inkonsistenz von z1:97/F; A E; mit Lemma 3.5.5
und Lemma 3.5.6 herleiten. Somit gilt nach Lemma 3.5.3 und Lemma 3.5.7:

U1 = Y2, Fy =, I, o NE = 153 AN E;.
Wir unterscheiden nun zwei Unterfalle:

(a) Im Fall z7 = z; folgt Ey ~ E; aus Lemma 3.5.7 und somit erhalten wir
mit Proposition 3.5.1:

G

(zv:gi/Fy A Fi[Z0/0] A By

duy
Juz (29:72/F2 N F3[Z2/72] N E2)

2

G

(b) Im Fall z7 # Z3 gilt x12Z7 % x1Z3 wegen Lemma 3.5.4 und somit
folgt aus Lemma 3.5.6 und Lemma 3.5.5 fiir ein geeignetes K:

El ~ .IQZ_Q/\E, E2 ~ .le_lAE
Die Behauptung erhalten wir mit Proposition 3.5.1 wie folgt:
2 Elu1(5171 y1/F1 NxaZy A Fl[Zl/yl] A E)
zi:y /By N iz /] A Bz ] A E)
Ta! y2/F2 N B[z 7] N Ey)

ur (z

s (

ur (
—4 (331 yi/Fi A iz ) A Bz /] A E)
= EIu1(fl71 /Py AN Pz /] A Rz ] A E)

G2 ==
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Die Nebenbedingungen fiir die Anwendungen von —, folgen aus o-
Standardisierung.

2. Fall 2y # z,: Fiir ein geeignetes F gilt:
E1 ~ $22%/F2/\.I‘22_2 /\E, E2 ~ 1711%/F1/\1715 ANE.
Wir kénnen die Behauptung wie folgt schlieflen:
=9 Elu_l(xzm/F2/\:ﬂgz_2 /\.I‘ljﬂ/Fl/\Fl[Z_l/E]/\E)
=, dur(z2:m/Fe N Fa[Z2/5) A 2y [Fy A Fi[z)ga] A E)
= Jui(zey /Py A Bz 0] A waip /1) N Falz/gp] A E)
G2 = Elu_g(.EQ%/FQ VAN FQ[Z_Q/IE] VAN EQ)
=9 Elu_l(;vlﬁ/Fl /\36'12_1 /\.I'2!E/F2/\F2[Z_2/!E]/\E)
=, Jur(z:yn /Fy AN FAZ /0] A 22202 [ Fy N FoZ/52) A E)

Wiederum gelten die Nebenbedingungen fiir die Anwendungen von — 4 wegen a-
Standardisierung. O

Lemma 3.5.18 (Elimination-Elimination) Seien Dy, Dy Normalformen und
G, Gy Ausdriicke mit Gy g+~ D1 = Dy —p Gy . Dann gill entweder
G1 = Gy oder es existiert G mit Gy —p G g Gy .

Beweis. Wir verzichten von nun an auf exakte Begriindungen im Umgang mit =,
und ~ und vertrauen auf die Intuition mit Multimengen. Nach Voraussetzung des
Lemmas und Definition von (E¢) haben Dy, Dy, Gy und G die folgenden Formen:

Dy = Fudz (v = A E) =g Gi = Jug By /4]

t

Dy = Fuzdzs(xa =ys A Ea) —p Gy = A Falya/ x0]

Dabei gelten die Nebenbedingungen y; € V(uy) und y, € V(uz), so dafl wegen
a-Standardisierung x; # y; und x5 # ys folgt. Die Voraussetzung Dy =5 Dy st
aquivalent zu:

Elu_lfl:ﬂl ~ EIU_QEI.I'Q, 1 =Y A E1 N To9=1Y2 A E2 .
1. Fall zy = x5 : Mit Lemma 3.5.8 und a-Standardisierung folgt Juy; ~ dJu; .

(a) Im Fall y; = y, folgt Fy ~ F>. Nach Lemma 3.5.16 ist ~ invariant unter
Substitution, so dal  FEi[yi/z1] & Ealyi/z1] gilt. Somit folgt:

Gy = JwmEify /o] =2 3mEy /] = 3w Ealys/z] = G,



70

KAPITEL 3. UNIFORM NEBENLAUFIGE BERECHNUNG

(b) Im Fall y; # y, folgt die Existenz von F mit

~
~

By

.I'lz‘yg/\E,

~
~

E2 .I‘lzyl/\E.

Hier benétigen wir die Nebenbedingungen y; € V(uy) und y, € V(uz),

die die Existenz von u mit

Juy

sicherstellen, so dafl nun die Behauptung unter Verwendung von a-

Konversion (!!) folgt:
Gy duy By [y1/ 24]

Gy Jdwz B y2/ xs)

Dieser Fall ware nicht durchgegangen, wenn die bei Elimination betei-

~
~

Judydy, ~ duy

3u3y23y1 (1 = y2 A Ely1/21])
—g 3y (Ely/x1][y2/y])
Judyz (Ely2/x1][y2/v1])

Judy1y2 (y2 = y1 A Elyz/x2))
a3y (Ey2/z1][y1/y2))
3y, (Ely2/=1)[y1 /2] [y2/v1])
a3y (Ey2/z1][y2/11])

ligten Variablen y; und y; global sein diirften.

2. Fall zy # x5 : Wir erhalten:

Jm a3,
Ey

~
~
~
~

.I?QZyQAE,

Ju;
Es

Elﬂflxl,
1 =Y ANE.

R

(a) Im Fall 2y # yo und 5 # y; gilt:

Gy duy B[y /z1] =
—g

Gy = Ju;z Ealyz/xs)

Judzy (zo=y2 A E
Ju(Ey:/21][y2/ =]

[y1/21])
)
Judzy (21 = y1 A Elyz/x2]))
H‘U(E[yﬂx?][yl/xl]g

Fu(Ely/x1][y2/ x2] Lemma 3.5.13

(b) Im Fall 2; = y5 und x5 # y; erhalten wir:

Gy Juy Ey [y /4]

Gy Juz Eslya/ 2]

3U3$2($2 =Y ANE

[y1/z1])
W (Ely:/x1][y1/22))
[

Judzy(zy =y A Elzy/2q])
Ju(Elz1/xa)[yi/x1])
Ju(Elyr/z2][y1/z1])
Ju(Ey:/z:1][y1/x2)) Lemma. 3.5.13
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(c¢) Der Fall z; # y, und x5 = y; ist symmetrisch zum vorangehenden.

(d) Fiir den Fall 1 = y2 und x5 = y; verwenden wir eine frische Variable z:

G = 3nEilyi/z] = F03yi(yi =yi A Elyi/a1])
=, Judz(z=2z A Elyi/z1][z/v1])
= Judz(z=z A E[z/x1][z/11])
Gy = JuzBslys/xs] =2 Fudai(xy =21 A Elz1/11])
=, Judz(z=2z A FElz1/wn][z/z1])
= dudz(z=z A E[z/y][z/21])
= dudz(z=z A E[z/x1][z/11])
Beide Gleichungen zwischen Substitutionen, die wir verwendet haben,
sind durch Lemma 3.5.13 gerechtfertigt.

O

Lemma 3.5.19 (Applikation-Elimination) Seien Dy, Dy Normalformen und
Gy, Gy Ausdriicke mit Gy 4~ Dy =3 Dy —p Gy . Dann existiert G' mit
Gl —E G A G2 .

Beweis. Nach Voraussetzung des Lemmas und den Definitionen von (A¢) und (E;)
haben Dy, D,, G; und (G, die Bauart:

Dy = Juwdzi(z1=y1 A Fy) -5, duy By [yi/z1] = Gy
D2 = Elu_g(l'z'%/Fg A 3622_2 A Eg) ;\A HU_Q(IQ%/FQ A FZ[Z/%] A Eg) = G2

Dabei gilt y1 € V(ur) U{x1}. Die Voraussetzung Dy =, Dy impliziert Ju;de;, ~
Ju; , sowie die Existenz eines £ mit:
EQ%JZl:yl/\E, E1 %.ﬁz%/Fz/\l?Z_g/\E
Die Existenz von GG folgt nun aus den folgenden beiden Rechnungen:
Gy Juy Eq[y1 /4]

Fuar (zofys /21 G2 [ Folyr/21] A zalyi/21] Blyi /2i] A Elyi/21])
4 Ju(@a[yr/2]: 2/ Falyr /2] A Falyi/aa][(Z2[ys/21]) /52] A Elyi/24])

=9 Elu_lflxl(xl =Y A .I'Q:%/F2) A FZ[Z_Q/?E] A E)

—pg 3 (@2lyi /]2 /By /a] A B[z 3]y /e A Elyi/ai])

Die Ergebnisse von beiden Rechnungen stimmen iiberein; denn wegen Lemma

3.5.12 gilt:

1 U

Z2/72] o [yr/wa] = [y1/@] o [(Z2lyr/2:])/72] -
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Die Voraussetzung fiir dessen Anwendung, namlich V(7) disjunkt zu {y;, z,}, folgt
aus a-Standardisierung. O

Lemma 3.5.20 (Elimination-Annullierung) Seien Dy, Dy Normalformen und

G, Gy Ausdriicke mit Gy p~ Dy = Dy —q, Gy . Dann existiert G mit

Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas und den Definitionen von (FE¢) und

(Gy) folgt, daBl Dy, Dy, G4 und G5 folgende Struktur haben:
Dy = FJu3xi (x4 =% A Ey) —&, duy By [yi/z1] = Gy
D2 = Elu_gflx_g(ﬁ A2 VAN Eg) ;Gt HU/_Q(EQ) = G2
Wegen der Nebenbedingungen der Axiome kénnen wir desweiteren
nweVm), V(@) SV(@m), V@NnFV(E)=0

annehmen. Aus a-Standardisierung folgt z; # y; und wegen Dy =5 D, existiert £
mit:

Elu_lflajl %EIU_QEI.I?_Q, Elw%A_Q/\E, Egz.lflzyl/\E
Daraus erhalten wir {z1,y1} C FV(E3), {z1,y1} N V(T2) =0 und {z1,y:1} C V(u3).

Desweiteren existieren vy und v3 mit du; ~ Jv7dy; und du; =~ dvzdz,dy;,. Dann
gilt auch Jv;7 ~ dvydz;.

Gy = JuEify /=] = 303372V Azlyr /2] A Ely1/24])
—q 03y Elys/24]

Gy = Juz(F;) = Fdz 3yi(zi =y A E)

—E El’UQElylE[yl/JCl]

Um die Anwendbarkeit von = sicherzustellen, miissen wir V(73)NFV(E[y;/x1])=
() nachweisen. Wegen der Lemmata 3.5.10 und 3.5.9 gilt:

FV(Elyi/z1]) = FV(E)yi/z1] © FY(E)U{n} € FV(E,).
Daraus folgt die gesuchte Bedingung, denn V(73) N F(E,) = () ist vorausgesetzt. O
Lemma 3.5.21 (Applikation-Annullierung) Seien Dy, Dy Normalformen und

Gy, Gy Ausdricke mit Gy 4, ~ Dy =, Dy —g;, Gy . Dann existiert G mit
Gl —a G A G2 .
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Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas und den Definitionen von (A¢) und

(Gy) folgt, daBl Dy, Dy, G und G; folgendermaBen aussehen:

Dy = Fw(ecyi/FiANez A EY) =y, Jw(zey /BN B[z A ED) = Gy
Dy = 3wIn(yz A A E) 2, dmE, = Gy

Desweiteren setzt die Annullierung folgende Nebenbedingungen voraus:
V(R) CV(72), V(@) NFV(E,)=10.
Aus der Voraussetzung D; =, D, erhalten wir:
Ju; ~ Fuzdz; zi /[Fi ANz z ANBy = i Ay A By .
Aus den Nebenbedingungen kénnen wir nun die Existenz von E schlieflen, welches
Ey ~ zp:yi/Fi Aoz ANE B, ~ 73 A, ANE

erfiilllt. Das Lemma folgt nun aus den folgenden beiden Rechnungen:

Gy = Jui(evy/FiA Bz A B
=, Juzd7T:2 (U3 A2 A vy /L A FilZ i A E)
e Jdug(xvy/Fi AN Filz/g A F)

G2 == Elu_gEz

=9 EIU_Q(.ﬁlm/Fl A T1zZ1 A E)
=, Jduz(xvy/Fi AN Fi[z/gi A E)

Die Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit von — 148t sich wiederum leicht nach-
rechnen. O

Lemma 3.5.22 (Annullierung-Annullierung) Seien D, Dy Normalformen
und Gy, Gy Ausdricke mit G, g+~ Dy = Dy —¢, Gi. Dann existiert

Beweis. Aus der Voraussetzung des Lemmas und den Definitionen von (E;) und

(Gy) folgt, daBl Dy, Dy, G1 und (i3 folgende Struktur haben:

D, = EIuTEIJ:T(E:E/\EI) =g, Ju bk = Gy
D2 = Elu_gElv_g(y_g AQ/\EQ) ;Gt ElngEg = G2

Wir werden im folgenden mehrfach die Disjunktheit von Mengen K und L benéti-
gen und schreiben dann abkiirzend K || L anstelle von K N L = (). Aus den
Nebenbedingungen fiir die obigen Reduktionen erhalten wir:

V() € V(E), V(@) || FY(E),
V() € V(T), V(T) || FV(E).
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Aus der Voraussetzung Dy =5 D, folgt die Existenz einer ganzen Sammlung von
Préfixen und Ausdriicken, sowie eine Sammlung von ~ Beziehungen, die wir durch

folgende Abbildung darstellen:

Zum Beispiel gilt dJuy ~ Ju1dur; und du; ~ Jui;3d717. Dies erlaubt uns wie folgt
zu reduzieren:

G1 = Elu_1E1 =9 Elu_HElu_lg(E 171 VAN E12) ;)2; HEEH

GQ Elu_QEz =9 Elu_llflcc_ll(m A12 A Elg) ;EG HUTEH

Um die beiden —¢, zu rechtfertigen, miissen wir die folgenden Bedingungen nach-
rechnen:

C V(un), V(u) | FV(Fw),

C V@), V@) || FV(E).
Wir zeigen zuerst V(Z) C V(uy3). Dies konnen wir aus den folgenden Abschatzungen
schlieflen:
V() C FV(E) | V(@) = V(En)UV(En)
V() € V() < V() = V() UV(in)

Die Bedingung V(u13) |

V(FE3) erhalten wir nun aus:

Ny

FV(Er) FV(Ey) || V(7)) = V(un)UV(Tn).

Die Beweise von V(y12) € V(Z11) und V(711) || FV(FE12) sind symmetrisch:

V(yz) € FV(E:) | V(7z) = V(uz)UV(Tn)
Vyz) € V() C V(@) = V(En)UV(in)
FV(Ewn) € FV(Ey) | V(@) = V(@Fa)U V(i)



Kapitel 4

Funktionale Berechnung

Strikte funktionale Berechnung wird iiblicherweise durch den strikten A-Kalkiil
modelliert und nicht-strikte funktionale Berechnung durch den nicht-strikten A-
Kalkiil [Win93]. Wir wiederholen die Definition dieser beiden Kalkiilen, sowie eine
wohlbekannte Einbettung des nicht-strikten in den strikten A-Kalkiil [DH92, Plo75].
Weiterhin betten wir beide A-Kalkiile in den 4-Kalkiil ein, wobei wir [Smo94c]
folgen. Die origindren Beitrage dieses Kapitels sind von technischer Natur, aber
keineswegs langweilig.

o Wir zeigen, daf} die aus den Einbettungen der beiden A-Kalkiile stammenden
Ausdriicke von A zuléssig sind, wodurch wir Inkonsistenzen bei Reduktion
von diesen Ausdriicken statisch ausschlieflen.

o Wir beweisen die Addquatheit der Einbettung des strikten A-Kalkiils in den
d-Kalkiil beziiglich Komplexitat und Terminierung. Dazu kombinieren wir
Robin Milners Technik fiir explizite Substitutionen [Mil92] mit uniformer
Konfluenz (Satz 2.7.4)).

Den Beweis fiir die Adédquatheit der Einbettung des nicht-strikten A-Kalkiils in den
0-Kalkiil bleiben wir hier schuldig. Zum Zeitpunkt der Abgabe der Arbeit war dem
Autor jedoch ein Beweis bekannt. Dieser kombiniert wiederum die Werkzeuge aus
Kapitel 2 mit Robin Milner’s Technik fiir explizite Substitutionen und verwendet
desweiteren eine Idee, die unabhéngig fiir die Beweise in [AFM™95] benétigt und
gefunden wurde.

4.1 Strikte funktionale Berechnung

Wir beginnen mit der Definition des strikten A-Kalkiils ("eager A-calculus”), der ein
geeignetes Komplexitatsmodell fiir strikte funktionale Berechnung im Stile von ML

75
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[HMMS6], Lisp [WHS81] und Scheme [CR91] ist. A-Ausdriicke M, N sind Variablen,
Abstraktionen oder Applikationen, deren abstrakte Syntax wohlbekannt ist.

VW = e M
M,N == 2|V |MN

Eine Abstaktion Az.M besteht aus einem formalen Argument z und Rumpf M
und eine Applikation M N aus Funktion M und Argument N. Die Menge aller
A-Ausdriicke bezeichnen wir mit A.

Gebundene Variablen werden als formale Argumente von Abstraktionen eingefiihrt.
Die Menge aller freien bzw. gebundenen Variablen in M denotieren wir mit FV(M)
und BY(M). Ein A-Ausdruck heifit geschlossen (”closed”), falls er keine freien Varia-
blen enthélt. Nur geschlossene A-Ausdriicke entsprechen funktionalen Programmen.
Die Menge aller geschlossenen A-Ausdriicke bezeichnen wir mit A,

Eine Kongruenz auf M-Ausdriicken ist eine Aquivalenzrelation, die in beliebigen
Kontexten angewendet werden darf. Wir definieren die strukturelle Kongruenz =
als kleinste Kongruenz auf A-Ausdriicken, die konsistentes Umbenennen gebundener
Variablen erméglicht.

Im Kontext des A-Kalkiil verstehen wir unter einer Substitution eine Abbildung von
Variablen auf Terme. Der Operator [N/z] steht fiir diejenige Substitution, die
auf NV abbildet und alle anderen Variablen auf sich selbst. Wie iiblich schreiben wir
M[N/z] fir die Anwendung dieses Operators auf M.

Die Reduktion —_ des strikten A-Kalkiils ist die kleinste binére Relation auf A, die
die Axiome und Regeln in Abbildung 4.1 erfiillt.

(B.) (e M)V =, M[V/a] falls FV(V) N BY(M) = {

M —, M (Arg) N =, N’
MN =, M'N "9 MN S, MN

Afl = M2 A{Q —, N2 N2 = N1
M1 — N1

(Func)

(Congr)

Abbildung 4.1: Reduktion des strikten A-Kalkiils

Als strikten A-Kalkiil bezeichnen wir das Tripel A, = (A, =, —,).

Reduktion in Abstraktionen ist nicht zugelassen. Es ist leicht zu zeigen, dafl Ab-
straktionen die einzigen beziiglich —_ irreduziblen geschlossenen A-Ausdriicke sind.
Eine strikte Berechnung eines A-Ausdruckes terminiert also mit einer Abstraktion
oder tiberhaupt nicht.
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Die Reduktion des strikten A-Kalkiils —, verwendet nur eine eingeschrankte Form
des Operators [N/z], namlich [V/z] in (Be). Dieser ist harmlos im Hinblick auf Kom-
plexitat. Denn Abstraktionen sind irreduzibel, so daff die Anwendung von [V/z] auf
eine beliebigen Ausdruck M keine Berechnung verdoppeln kann. Funktionale Ar-
gumente werden im strikten A-Kalkiil héchstens einmal ausgewertet, da sie vor
Applikation berechnet sein miissen. Steht zum Beispiel [ fiir die A-Identitéat Az.x
und Copy fiir Az.zz, so wird die Berechnung von 71 bei Reduktion von Copy (11)
geteilt:
Copy (II) —, Copyl —, Il —, I.

Die Konfluenz des strikten A-Kalkiils und die Tatsache, dafl Terminierung im strik-
ten A-Kalkiil unabhéngig von der Berechnungsreihenfolge ist, sind wohlbekannt und
lassen sich mit Hilfe von uniformer Konfluenz beweisen.

Satz 4.1.1 Der strikte A\-Kalkil ist uniform konfluent.

Beweis. Mit Induktion iiber die Struktur von A-Ausdriicken, (die durch a-
Umbenennung erhalten bleibt). Da Variablen und Abstraktionen irreduzibel sind,
reicht es aus, verschiedene Reduktionsschritte auf Applikationen zusammen-
zufithren. Wir betrachte dazu die Situation M; <« MN — M,. LaBt sich (Be)
direkt auf M N oder eine kongruente Variante anwenden, dann sind M und N Ab-
straktionen und somit irreduzibel. In diesem Fall sind beide Reduktionsschritte bis
auf a-Umbenennung identisch und es gilt M; = M,.

Werden beide —,-Schritte innerhalb von der Funktion M ausgefiihrt, folgt die Be-
hauptung aus der Induktionsvoraussetzung und Regel (Func). Reduzieren beide
—.-Schritte das Argument N, so folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraus-
setzung und Regel (Arg). Es verbleibt der Fall, daB jeweils ein —_-Schritt in M und
einer in N lokalisiert ist. Dann gilt entwender M —, M’ und N —, N', My = M'N
und Mg = MN' oder der symmetrische Fall, in dem Ml und Mg die Rollen tau-
schen. Die Behauptung folgt nun wegen M; = M'N — M'N’' « MN' = M,.
O

4.1.1 Der strikte M\-Kalkiil im §-Kalkiil

Wir betten nun den strikten A-Kalkiil in den §-Kalkiil ein, so dafi Komplexitat
fiir geschlossene A-Ausdriicke erhalten bleibt. Die Einbettung beruht im wesentli-
chen in der Benennung aller Unterausdriicke eines A-Ausdruckes, wobei funktionale
Schachtelung durch Deklaration und Komposition aufgelost wird.

Formal definieren wir benannte A-Ausdriicke als Paare bestehend aus einer Variablen
z und einem A-Ausdruck N und denotieren solche Paare durch x = N. Wir machen
darauf aufmerksam, dafl =y sowohl fiir einen benannten A-Ausdruck, als auch fiir
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einen d-Ausdruck steht. In Abbildung 4.2 definieren wir eine Relation = zwischen
benannten A-Ausdriicken und A.

= A\y.M ryz/E =y ==y
y=M = F =N = F
x=MN = dJydz(EANF Ayzz)

falls zyz linear und V(2yz) disjunkt zu FY(MN)

Abbildung 4.2: Einbettung des strikten A-Kalkiils

Im allgemeinen kann es zu festem = und M mehrere £ geben, fiir die x =M = F
gilt. Dies liegt an der Einfiihrung von neuen lokaler Variablen und ist der Grund
dafiir, daBl wir benannte A-Ausdriicke nicht direkt als Ausdriicke von A definieren.

Proposition 4.1.2 Falls M = N,u=M = F undu=N = F, dann folgt E = F.

Beweis. Einfach mit Induktion iiber Ableitungen von M = N. Der Fall M = M
kann mit Induktion iiber die Struktur von M gezeigt werden. O

Somit kénnen wir benannte A-Ausdriicke u =M bis auf strukturelle Kongruenz als
Elemente von A auffassen.

Proposition 4.1.3 Alle Ausdriicke der Form u = M sind zuldssig.
Den Beweis fithren wir in Abschnitt 4.3.

Satz 4.1.4 (Adaquatheit) Sei M geschlossen. Dann stimmt die Anzahl der (e )-
Schritte in strikten Berechnungen von M mit der Anzahl von (A)-Schritten in
Berechnungen von u= M tiberein.

Fiir den Beweis verweisen wir auf Abschnitt 4.4. Fiir die Liangenmafle der beiden
Kalkiile bedeutet dies, dafy I, (M) = [#(M) fiir alle M € A gilt. Dies wiederum
ist dquivalent dazu, daB fiir alle u die Einbettung ®, : (A, =, —.) — § mit
®,(M) = (u= M) adiquat beziiglich der Lingenmafle /,_, und [ ist.

Korollar 4.1.5 Sei M geschlossen. Dann terminiert M genau dann im strikten
M-Kalkil, wenn v = M im §-Kalkil terminiert.
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Beweis. Wegen der Uniformitat von [ (Satz 3.1.6) terminiert u = M im §-Kalkiil
genau dann, wenn [s(u = M) < co. Da — terminiert und wegen der Uniformitat
von s und [£ (Satz 3.1.6) ist Is(u = M) < co dquivalent zu [£(u= M) < co. Wegen
Satz 4.1.4 ist dies wiederum gleichbedeutend mit [ (M) < oo. Und da auch der
strikte A\-Kalkiil uniform (Satz 4.1.1) ist, ist letzteres dquivalent zur Terminierung
von M. O

Wir illustrieren die Adaquatheitsaussage, indem wir eine Berechnung von uw =
Copy (I1) im é-Kalkiil mit A-Lange drei vorstellen.

u= Copy (1) Jy13z1(yr = Copy N z1 =11 A yy 21 u)

(=40 =) dzi(u=2z121 A 2y =11)
= dz(Jysdzs(ys=21 A z3 =21 Ayszzu) A zy = 11)
—p Jdz1(Fzs(zs=21 A zrz3u) Az = 11)
—g dz(ziziu ANz =11)

(—=40—=g) Fzi(zrziuATzg(za=1T N 21 = 24))
—g Jza(zazau N zg=1)

(
(
(
dzi(zrziu A yaTFza(ya =T AN za=1 AN yazaz1))
(
(
—4 Ja(u=za N za=1)

Wir machen darauf aufmerksam, daf} dieses Beispiel genau den gleichen Verdopp-
lunkseffekt aufzeigt wie Square (2+*3) in der Einleitung. Ferner kénnen wir auch
am Beispiel von Copy (1) sehen, dal Reduktion im J-Kalkiil flexibler ist, als
im strikten A-Kalkiil. Denn in der zweiten Zeile der voranstehenden Berechnung
gibt es zwei reduzierbare Applikationen. Im Gegensatz dazu ist die Reduktion von
Copy (I1) im strikten A-Kalkiil deterministisch festgelegt, weil dieser funktionale
Argumente stets vor Applikation auswertet.

4.2 Nicht-strikte funktionale Berechnung

Nicht-strikte funktionale Berechnung wird zum Beispiel von den Programmier-
sprachen Haskell [HWA*90], Miranda [Tur85], Id [Nik91] und Concurrent Clean
[EHN*93]| realisiert. Der nicht-strikte A-Kalkiil ist ein Terminierungsmodell von
nicht-strikter funktionaler Berechnung, aber kein Komplexitatsmodell.

Im folgenden wiederholen wir zuerst die Definition des nicht-strikten A-Kalkiils
("lazy A-calculus”) und betten ihn anschlieend in den strikten A-Kalkiil und in
den 0-Kalkiil ein. Die erste Einbettung erhélt Terminierung und Komplexitat und
die zweite nur Terminierung. Dies liegt daran, dafl die Einbettung in den J-Kalkiil
"Sharing” einfiithrt, so da} die Berechnung von mehrfach benétigten funktionalen
Argumenten geteilt wird. Dies macht den ¢-Kalkiil zu einem Komplexitatsmodell
fiir nicht-strikte funktionale Berechnung.
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Die Ausdriicke und die Kongruenz des nicht-strikten und des strikten A-Kalkiils
stimmen iiberein. Nicht-strikte Reduktion —, definieren wir in Abbildung 4.3. Als
nicht-strikten A-Kalkiil bezeichnen wir das Tripel A\, = (A, =, —).

(8) (Ae.M)N —, M[N/z] falls FV(N)NBV(M) =10

, M —, M’
(Fune) 3= 3w
Mi=M, M, N, N, =N
(Congry Mi=M: Moo No= N,

Abbildung 4.3: Reduktion des nicht-strikten A-Kalkiils

Durch Anwendung von —; werden funktionale Argumente, die nicht benétigt wer-
den, weggeworfen. Dies geschieht zum Beispiel in (Az.y) Bomb —; y, falls  und
y verschieden sind. Hier finden wir das Beispiel einer konstanten Funktion Const
aus der Einleitung wieder. Das Wegwerfen von Argumenten ist dafiir verantwort-
lich, daf} sich das Terminierungsverhalten des strikten und nicht-strikten A-Kalkiils
unterscheiden.

Mehrfach bendtigte funktionale Argumente werden im nicht-strikten A-Kalkiil
mehrfach ausgewertet, wie unser Standardbeispiel zeigt:

Copy (IT) =, (IT)(IT) —, T(IT) — IT — I.

Aus diesem Grund ist der nicht-strikte A-Kalkiil nicht zur Modellierung der Kom-
plexitat von nicht-strikter Berechnung geeignet. Dennoch hat der nicht-strikte A-
Kalkiil die typischen Eigenschaften eines Berechnungskalkiils.

Satz 4.2.1 Der nicht-strikte A\-Kalkil ist uniform konfluent.

Beweis. Jeder Ausdruck M erlaubt im nicht-strikten A-Kalkiil hochstens eine An-
wendung von (3). Reduziert M nach N; und N3, so miissen Ny und N, identisch
bis auf a-Konversion sein. O

4.2.1 Der nicht-strikte im strikten \-Kalkiil

Wir zeigen nun, wie sich das Terminierungsverhalten von nicht-strikter Berechnung
im strikten A-Kalkiil darstellen 1a8t. Bevor wir den allgemeinen Fall angehen, il-
lustrieren wir dies am Beispiel eines funktionalen Konditionals. Dieses fassen wir
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als dreistellige Funktion auf, die als Argumente eine boolsche Bedingung B, einen
then-Zweig M und einen else-Zweig N entgegennimmt.

if Bool then M else N fi ,

Die Bedingung wollen wir strikt berechnen und die Zweige nicht-strikt, also nur bei
nur Bedarf. Die Idee fiir die Kodierung der Konditionals ist die Berechnung von
M und N zu verzogern, indem wir iiber diese abstrahieren und dann bei Bedarf
applizieren.

Sei V eine beliebige Abstraktion, die wir zum Anstoflen von verzogerten Berechnung
verwenden werden und _ stets eine frische Variable. Dann definieren wir nicht-
strikte Wahrheitswerte True und False durch:

True = dx.\y. a2V und False = Az )\y.yV.

Diese selektieren also nicht nur eines ihrer Argumente, sondern stofien auch dessen
Berechnung an. Dann leistet die folgende Kodierung das Gewiinschte:

if Bool then M else N fi = (Bool (A_.M)) (A_.N)

Nun gibt es genau die folgenden Ableitungen, in denen jeweils nur der benétigte
Zweig des Konditionals berechnet wird:

if Truethen Melse Nfi —, (Ay.(A_.M)V)(A_.N)
- (A_M)V
—, M
if Falsethen M else Nfi —% (Ay.yV)(A_.N)
- (A_.N)V
—. N

Diese Idee wird zum Beispiel zur Implementierung von delay und force in Scheme
[CR91] verwendet. Auch die Einbettung des nicht-strikten in den strikten A-Kalkiil
in Abbildung 4.4 basiert genau auf der gleichen Idee. Dabei steht wiederum jedes
Auftreten von _ fiir eine frische Variable und V fiir eine beliebige Abstraktion.

= M [M]=M'  [N]N'
Nz MV [MN] = X (MV)V

M
[ = ¢ Tl

Abbildung 4.4: Einbettung von A; in A,

Alle Ausdriicke der Form [M] sind irreduzibel, enthalten aber eine verzogerte Be-
rechnung von M, die durch Applikation angestoBen werden kann.
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Wir formulieren nun die Adaquatheit dieser Einbettung beziiglich Terminierung.
Wie bereits vorher behauptet gilt sogar Adaquatheit beziiglich Komplexitéat. Dazu
miiflten wir aber ein geeignetes r-Langenmaf} definieren, worauf wir an dieser Stelle
verzichten wollen.

Satz 4.2.2 (Adaquatheit) Sei V eine beliebige Abstraktion und M geschlossen.
Dann terminiert die nicht-strikte Berechnung von M genau dann, wenn die strikte

Berechnung von [M]V terminiert.  Dabei gilt [, (M) < 1, ([M]V).

Der Beweis des Satzes 1ait mit Hilfe von Satz 2.7.5 fithren. Die Idee dabei ist, solche
(Be-Schritte auszublenden, die lediglich fiir die nicht-strikte Kontrolle verantwortlich
sind, um Adéaquatheit beziiglich Komplexitiat nachzuweisen. Obwohl der Beweis nur
etwa zwel bis drei Seiten umfaft, fiithren wir ihn hier nicht aus.

4.2.2 Der nicht-strikte \-Kalkiil im /-Kalkiil

Im ¢-Kalkiil 148t sich bedarfsgesteuerte Berechnung mit dem richtigen Komple-
xitdts- und Terminierungsverhalten darstellen. Wir illustrieren dies zuerst anhand
eines funktionalen Konditionals bevor wir den allgemeinen Fall behandeln. Dieses
stellen wir als vierstellige relationale Prozedur dar, welche sich wie eine dreistellige
funktionale Prozedur verhalt, die strikt im ersten und nicht-strikt in den beiden
anderen Argumenten ist.

out = (if bool then I'1 else (I7T) I fi) .

Sobald bool in einem imagindren Kontext an True gebunden wird, soll der then-
Zweig Il berechnet werden. Eine Bindung von bool an False soll zur Auswertung

des else-Zweiges (I1) I fiihren.

Auch fiir dieses Beispiel sind Kontexte hilfreich. Unter einem Kontext T verstehen
wir wiederum einen §-Ausdruck mit einem Loch e. Der Ausdruck T[E] entsteht
durch textuelles Ersetzen von e in 7' durch E. Es gilt £ — F' im Kontext T genau
dann, wenn T[E] — T[F]. Fiir eine formal vollstandige Definition von Kontexten
verweisen wir auf Abschnitt 5.2.2.

Zur Darstellung des Konditionals im d-Kalkiil verfeinern wir die Idee, die wir bereits
zur Darstellung im strikten A-Kalkiil verwendet haben. Wiederum stellen wir die
Zweige des Konditionals als verzogerte Ausdriicke dar, deren Berechnung bei Bedarf
angestoflen werden kann. Dazu assoziieren wir mit jedem der Zweige eine eigene
logische Variable. Die Zweige selbst stellen wir so dar, dafl sie auf die Bindung der
assoziierten logischen Variable an eine strikte A-Identitédt I warten. Im Gegensatz
zur Darstellung im strikten A-Kalkiil suspendieren nicht benétigte Zweige auf ewig
und werden nicht explizit weggeworfen.
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Zur Kodierung des then-Zweiges I definieren wir einen Ausdruck y-s=11, der die
Berechnung von y =11 anstoft, sobald s im Kontext an die A-Identitat I gebunden
wird:
y-s=11 = FJu/Fv(u=TANv=1Asuu ANu'vy)
Wir fordern dabei, daf alle auftretenden Variablen paarweise verschieden sind. Dies
stellt sicher, da y-s=11 suspendiert und daff durch Reduktion keine Inkonsistenzen
auftreten. In einem Kontext der Form Js(s=1 A e A E) mit einem beliebigen £
gilt dann:
y-s=11 —, FuivIv(u=IANv=INu=uAu'vy)

—g Juv(u=IAv=1ANuvy)

=, JuFv(u=TANv=1ANy=v)

—e dv(y=vAv=1)

Mit der gleichen Technik konnen wir auch z - ¢ = (I1) I als verzogerten Ausdruck
definieren, der eine Berechnung von y = (/1) I anstoBt, sobald ¢ an die A-Identitét
I gebunden wird.

Weiterhin benétigen wir boolsche Werte T'rue und False, die nicht nur einen Zweig
selektieren, sondern auch dessen Berechnung anstofien. Zu diesem Zweck erhalten
True auch False als Eingabeargumente nicht nur Referenzen auf die Zweige, son-
dern auch Referenzen auf die assoziierten logischen Variablen. Bei Bedarf eines
Zweiges binden sie die zugehorige logische Variable an die A-Identitét. In Kontex-
ten der Form Jr(r=1 A e A E) leisten die folgenden Definitionen von True und
False das Gewiinschte:

ysztout/(out=y Ns=r)

ysztout/(out=zANt=r)

Die gesuchte Darstellung des Konditionals hat nun die folgende Form:

out = (if bool then I else (I1) I i
= dsItdyIz(boolysztout Ny-s=I11Nz-t=(II)])

In Kontexten T}, und T}, der folgenden Bauart

Tirue = Fbooldr(r=1 N bool: True A\ o N\ E)
Tarse = Fbooldr(r =1 N bool: False N o N\ E)

reduziert das Konditional wie gewiinscht. Zum Beispiel erhalten wir im Kontext von
Tirue die folgende Berechnung, wobei wir Dead abkiirzend fiiv 323t (z -t = (I1) 1)

schreiben.

out = (if bool then I else (I1) I fi)
—4 dsHIyIz(out=yANs=rAy-s=I1IANz-t=(I])])
—g Jylout=y Ay-r=1I)A Dead
—* Jylout=y A Fv(y=vAv=1I)) A Dead
—g Jv(out=v Av=1I)A Dead
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Wir kommen nun zur Einbettung des nicht-strikten A-Kalkiils im -Kalkiil. Dazu
kodieren nicht-strikte Prozeduren analog zu T'rue und False im voranstehenden
Beispiel stets so, daB sie nicht nur ihr Resultat berechnen sondern auch die Berech-
nung der Argumente anstoflen, die sie bendtigen. Wird ein Argument mehrfach
angefordert, dann wird die mit ihm assoziierte logische Variable mehrfach gebun-
den. Wir stellen Konsistenz dadurch sicher, dafl wir solche logischen Variablen stets
an dasselbe Auftreten einer A-Identitat binden.

Zur Definition der Einbettung von A; in § bendtigen wir erweiterte A-Ausdriicke, die
wir wiederum mit M und N bezeichnen.

M,N 2= z-r|z| X M| MN

Unter einem benannten verzégerten A-Ausdruck z - r = M verstehen wir formal ein
Tripel bestehend aus zwei Variablen z und r und einem erweiterten A-Ausdruck
M. In Abbildung 4.5 definieren wir eine Relation = zwischen solchen Tripeln und
Ausdriicken von A.

Tr=y-8 = x=yNs=7 Tor=y = v=y
z-r=Mly-s/y] = E | B
y-r M = FE z.5=N = F

x-r=MN _E dy
falls w = zyy'zrs linear und V(w) disjunkt zu FY(MN).

LLl

y'IsAz(EANFAryy Ay zse)

Abbildung 4.5:  Einbettung von A; nach §

Wir machen darauf aufmerksam, dafl wir zur Darstellung des Konditionals nicht alle
auftretenden Funktionen nicht-strikt iibersetzt haben. Aus diesem Grund stimmen
die dort verwendeten Ausdriicke y - s = I1 und z -t = (II) I nicht vollstandig mit
Ausdiicken des Ubersetzungsschemas iiberein.

Proposition 4.2.3 Falls M = N, z-r=M = FE und x-r=N = F, dann folgt
E=F.

Beweis. Wie im strikten Fall mit Induktion iiber Ableitungen von M = N. Der
Fall M = M kann mit Induktion iiber die Struktur von M gezeigt werden. O

Proposition 4.2.4 Fir alle M istr =1 AN x-r= M zuldssig.
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Den Beweis fithren wir in Abschnitt 4.3. Der kritische Punkt ist dabei, daf} as-
soziierte logische Variablen mehrfach gebunden werden kénnen. Dies kénnen wir
an folgendem Beispiel beobachten, in dem Copy wiederum fiir Ay.yy steht. Bei
Applikation von z im Kontext von

dr(r=IANxz-r=Copy A e)

wird y zweimal angefordert und somit die zu y assoziierte logische Variable zweimal
gebunden.

Eingebettete Ausdriicke enthalten sowohl zweistellige als auch dreistellige Abstrak-
tionen und Applikationen. Die zweistelligen dienen dabei ausschlieflich zur Kon-
trolle, also zur Applikation der strikten A-Identitdt. Im folgenden bezeichnen wir
Applikationen von dreistelligen Abstraktionen mit —,, und Applikationen von
zweistelligen Abstraktionen mit —, . Mit 13 bezeichnen wir das As-Langenmaf,
das nur Applikationen von dreistelligen Abstraktionen z&hlt.

Vermutung 4.2.5 (Adéquatheit) Sei M geschlossen. Dann terminiert M im
nicht-strikten A-Kalkil genau dann, wenn 3Ir(r=1 Az -r= M) im -Kalkil ter-
miniert. Das As-Lingenmaf ist uniform und erfillt I3 (3Ir(r=IT A z-r=M)) <
[ (M).

Somit ist Komplexitdt von nicht-strikter Berechnung im é-Kalkiil auf keinen Fall
schlechter als im nicht-strikten A-Kalkiil. Ein analoges Resultat wird fiir den soge-
nannten ”Call-By-Need” A\-Kalkiil in [AFM*95] gezeigt. Dieser Kalkiil verwendet
let-Ausdriicke zur Darstellung von Referenzen und beschreibt nicht-strikte Kontrol-
le durch Auszeichnung spezieller Kontexte (”Evalulation Contexts”). Vermutlich
gilt selbiges Resultat auch fiir den Kalkiil in [Lau93].

Wir rechnen nun ein typisches Beispiel durch, nédmlich die Applikation von
Copy (I1), in dem durch Einbettung Komplexitat echt verbessert wird. Allerdings
sind die Kosten fiir Kontrollschritte relativ hoch. Dieses Beispiel zeigt ein inherentes
Problem von nicht-strikter Berechnung, namlich dafl man fiir nicht-strikte Kontrol-
le im Vergleich zu strikter Kontrolle einen Effizienzverlust in Kauf nehmen mu#.
Haufig wird versucht dieses Problem durch Striktheitsanlyse zu umgehen [CC77].

dr(r=1Aout-r=Copy (II))
—4, Ar(r=1A3ds; Iy dzy(yr-r=Copy A z1- 81 =11 A yy 21 51 out))
—4, 3Asidy Tz Ar(r=IAy-r=Copy AN z1-sy =11 A
out -r=_(z1-51) (21 -51))
—e dAsydzmdr(r=I1 Az sy =11 Nout-r=1(z1-81) (21 81))

Als Zwischenberechnung reduzieren wir nun out - r = (21 - $1) (21 - $1) im Kontext
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von dsydzydr(r=1I ANz -s; =11 A e):

out - r={(z1-51) (21" 81)
—y, 3523yp3za(y2-r =21 51 A 29+ Sy =21+ 51 A\ Yz 23 Sy 0ut)
= dsydyeTza(ya=2z1 Ar =381 A zg =21 A $2= 81 A Y2 22 $3 out)
—5 r=s1 Nziz1s10ut \ sp =5

Nun wollen s; im Gesamtausdruck einschlieflich Kontext eliminieren und z; -
s1 = II berechnen. Dazu reduzieren wir Js;(r =31 A z; - sy = I1) im Kontext von
dzyTIr(r=1 NeAziz1810ut A sy =81):

dsy(r=s1 A zy-8=11)
—p 2z or=11I
—4 ElSQElyQElZQ(yQ r=1A 29t S = I A Yg 29 S9 Zl)
— 4, dsoFyeTza(ya - r=1T N zy-s9=1 AN z1 -1 =123 35)
—e  JseTdza(za-s2 =T ANz1 =23 A1 =83)
—y zr=1

2

Nun fithren wir die Berechnung im vollstandigen Kontext fort und applizieren z;.

dsi3zAr(r=1 A z1-r =1 A z1 21 570ut A 31 =351)
—y, dsidzTr(r=IAzi-r=IAoul-r=z -5 A s =s51)
= dsidznIr(r=IANzi-r=1Nout =z Ar=35 A 81 =81)
=5 dxIr(r=1ANz-r=INout=z Ar=r)

In der Tat ist out nun an die nicht-strikte A-Identitdt gebunden. Dazu haben wir
insgesamt drei (Ag)-Schritte bendtigt, genauso viele, wie (3)-Schritte in strikten
Berechnungen von Copy (I1).

4.3 Inkonsistenzen

Wir zeigen nun, daf§ 0-Ausdriicke der Form 2 =M und x-r =M stets zuléssig sind.
Dadurch beweisen wir die Propositionen 4.1.3 und 4.2.4.

Wir stellen zwei Zulassigkeitstests vor, die wir auch in einem einzigen kombinieren
kénnten. Der erste Test ist hinreichend fiir Ausdriicke x = M aus der Einbettung
des strikten A-Kalkiils und der zweite fiir Ausdriicke = - r = M aus der Einbettung
des nicht-strikten A-Kalkiils.

Der erste Test stellt sicher, dafl alle auftretenden Variablen hochstens einmal ge-
bunden werden konnen. Der zweite Test unterscheidet statisch zwei Klassen von
Variablen: Variablen der ersten Klasse diirfen héchstens einmal gebunden werden.
Variablen der zweiten Klasse diirfen mehrfach gebunden werden, aber nur an ein
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festes Auftreten einer A-Identitat. Variablen der ersten Klasse haben wir in dieser
Arbeit durchgéngig mit x, y, z, u, v, w bezeichnet und Variablen der zweiten Klas-
se mit r, s,t. Die beiden Tests konnten kombiniert werden, indem man die Klasse
einer Variablen rat, anstatt Klassen durch durch Argumentpositionen festzulegen.

Der strikte M-Kalkiil

Bei der Ubersetzung des strikten A-Kalkiils werden ausschlieBlich zweistellige Ab-
straktionen verwendet. Das erste Argument dient zur Eingabe und das zweite zur
Ausgabe. Desweiteren werden Gleichungen gerichtet eingesetzt, so daf nur die Va-
riablen, die links in Gleichungen stehen, gebunden werden kénnen.

Diese Beobachtungen fiihrt zu folgendem Zulassigkeitsbegiff: Ein Ausdruck F heifit
e-zulassig, wenn eine Menge P von Variablen existiert, so dafl ein Urteil der Form
P b E mit den Regeln in Abbildung 4.6 herleitbar ist.

{z} B 2yz {z} b=y 0T
P> FE P> FE
{z} b ayz/E falls P C {z} P\{z} > dzE

P1 DEl P2 DE2
PLUP, > Ey A E,

falls PPN P, =10

Abbildung 4.6: e-Zuléssigkeit

Es ist einfach nachzurechnen, daf} fiir alle Ausdriicke £ héchstens eine Menge P
existiert mit P > FE. Falls ein solches P existiert, nennen wir P die Menge der in
E produzierten Variablen und bezeichnen sie mit P(F).

Lemma 4.3.1 Die in E produzierten Variablen sind frei in E, d.h. P(FE) C
FV(E).

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von P > F. O
Proposition 4.3.2 Alle Ausdricke x = M sind e-zulidssig mit P(x = M) = {x}.
Beweis. Mit Induktion {iber Herleitungen von z = M = E. O

Lemma 4.3.3 Ist F e-zuldssig, dann sind dx F und alle Teilausdricke von F e-
zuldssig.
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Beweis. Mit struktureller Induktion iiber F. O

Lemma 4.3.4 e-Zuldssigkeit ist invariant unter struktureller Kongruenz und Re-

duktion. Falls F zulissig und E —* F, dann gilt P(F) C P(E).
Den Beweis dieses Lemmas werden wir in Kiirze fithren.
Lemma 4.3.5 e-zuldssige Ausdriicke sind konsistent.

Beweis. Wegen Lemma 4.3.3 reicht es zu zeigen, dafi Ausdriicke der Form z: A A
x: A’ nicht e-zulassig sind. Dazu nehmen wir an, dafl eine Herleitung eines Urteils
P > z: A A x: A existiert. Diese mufl von der Regel fiir Kompositon abstammen,
welche die Herleitbarkeit von Urteilen der Form {z} b 2: A und {2z} > x: A’
voraussetzt. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Nebenbedingung der Komposi-
tionsregel steht. O

Proposition 4.3.6 e-zuldssige Ausdricke sind zuldssig.

Beweis. Sei nun F ein e-zulassiger Ausdruck und 7 eine Folge von Variablen. Wir
miissen die Konsistenz aller F' zeigen fiir die 3z F —* F' gilt. Wegen Lemma 4.3.3
ist dx E e-zulassig und somit wegen Lemma 4.3.4 auch F'. Wegen Lemma 4.3.5 ist
F auch konsistent. O

Beweis von Satz 4.1.3. Ausdriicke der Form @ = M sind e-zuléssig nach Propo-
sition 4.3.2, so dafl aus Proposition 4.3.6 Zuléssigkeit folgt. O

Zur Vervollstandigung des Beweises zeigen wir nun Lemma 4.3.4, das sich auf fol-
gende Aussage zuriickfithren 1aft.

Lemma 4.3.7 Sei E e-zuldssig und y ¢ BY(E). Falls y ¢ P(E) oder x ¢ P(E),

dann ist Ely/x] e-zuldssig mit
P(Ely/«]) = P(E)ly/z].

Beweis. Mit Induktion iiber die Struktur von Ausdriicken E. Wir betrachten nur
den schwierigsten Fall, die Regel fiir eine Komposition £ = E; A E;. Dazu bemer-
ken wir zuerst, daf} sich e-Zulassigkeit und die Freiheitsbedingung auf die Teilaus-
driicke Fy und F; vererben (Lemma 4.3.3). Wegen der Nebenbedingung der Regel
fiir Komposition ist P(F1) U P(FE,) eine disjunkte Zerlegung von P(F), d.h.:

P(E) = P(E)UP(E) und P(E)NP(E) = 0 (4.1)
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Die Induktionsvoraussetzung angewendet auf F; und FE, stellt die e-Zulassigkeit
von Fi[y/x] und Fs[y/z] sicher, also auch:

P(Erly/z]) = P(Er)ly/z]  und  P(Eqly/x]) = P(E2)ly/x] (4.2)

Daraus folgt die nachstehende Disjunktheitseigenschaft, wie wir gleich ausfithren
werden.

P(E)ly/=]NP(E2)ly/x] = 0 (4.3)

Dies ist im Fall = ¢ P(FE) trivial; anderenfalls gilt € P(E) und nach Vorausset-
zung des Lemmas y ¢ P(FE). Wegen der obigen Zerlegung (4.1) konnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit @ € P(F;) und « ¢ P(F,) annehmen. Dann folgt
Formel (4.3) aus

P(E1)ly/x] = (P(E))\{z})U{y} und P(E3)[y/z] =P(E).
Unter Verwendung von (4.3) und (4.2) erhalten wir die e-Zulassigkeit von F[y/x]

wie folgt:
P(Ely/x])

[y/x] A Ealy/z])

[y/z]) UP(Ealy/z])
Ny/x] UP(Ey)[y/x]
Bl

P
P
Pl

By
By
By
(P(E1) UP(E,))y/z]

= P(E)ly/z] 0

Beweis von Lemma 4.3.4. Wir fiihren hier lediglich die Aussage iiber Reduk-
tion aus und tberlassen diejenige fiir die strukturelle Kongruenz dem Leser. Den
Nachweis fithren wir mit Induktion iiber Herleitungen von £ — F. Wir fiithren
jedoch auch hier nur die schwierigsten Falle aus, die Axiome fiir Elimination (F)

und Applikation (A).

Im Falle von (E) setzen wir die e-Zulassigkeit von Jzdy(z =y A E) und y ¢
BY(FE) voraus und miissen die e-Zulassigkeit fiir Jy E[y/x] nachweisen. Nun gilt
r ¢ P(F), so dal wir Lemma 4.3.7 anwenden konnen, woraus die e-Zulassigkeit
von Ely/x] und P(E[y/z]) = P(E)[y/x] folgt. Dann ist auch JyE[y/z| e-zuldssig
und es gilt:

PQByEly/z]) = P(E)y/2]\{y} = P(E)\{z,y} = P(F2Ty(z=y A E)).

Im Falle von (A) setzen wir die e-Zulassigkeit von z:yz/E A zuv und die Ne-
benbedingungen {u,v} N BV(E) = () und y # z voraus. Dann zeigen wir, daf
r:yz/E N Eluv/yz] e-zuldssig ist und hochstens x und v produziert.
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Wir kénnen annehmen, dafl v und z verschieden sind, da sich dies durch Umbe-
nennug von z erreichen lafit. Diese Annahme stellt Fluv/yz] = Flu/y][v/z] sicher,
wodurch wir simultane Substitutionen eliminieren kénnen.

Aus der e-Zuldssigkeitsregel fiir Abstraktionen folgt P(FE) C {z} und somit y ¢
P(FE). Nun kénnen wir Lemma 4.3.7 anwenden und erhalten die e-Zulassigkeit
von Elu/y] mit P(E[u/y]) = P(E)[u/y] = P(E). Im Fall v # z gilt v ¢ P(F),
so daB} wir Lemma 4.3.7 erneut einsetzen koénnen. Daraus folgt die e-Zuldssigkeit
von Elufy]lv/z] mit P(E[u/y]lv/z]) = P(E)[v/z] € {v}. Im Fall v = 2z gilt
FElu/yllv/z] = FElu/y] und somit P(E[u/y|[v/z]) C {v}. Folglich ist z:yz/E A
FElu/y]lv/z] e-zulassig mit P(z:yz/E A Elu/y|[v/z]) C {z,v}. O

Der nicht-strikte A-Kalkiil

Wir beschreiben nun einen Zuléssigkeitstest, der fiir benannte verzogerte -
Ausdriicke z-r= M hinreichend ist.

Seien tt und ff die boolschen Wahrheitswerte true und false mit Konjunktion
A und Disjunktion V. Wir nennen einen Ausdruck F |-zulassig, falls zwei Varia-
blenmengen P und 7" und ein boolscher Wert B existieren, so dafl ein Urteil der
Form (P, T, B) > E mit den Regeln in Abbildung 4.7 herleitbar ist. Die Menge
P enthélt die Variablen der ersten Klasse in E, also solche die héchstens einmal
gebunden werden diirfen. Die Menge' T enthilt die Variablen der zweiten Klasse in
E. Diese kénnen mehrfach gebunden werden, aber stets an dasselbe Auftreten einer
A-Identitét. Ist ein Urteil (P, T, B) > E herleitbar, dann gilt B = tt genau dann,
wenn eine Variablen aus T'in E an eine A-Identitiat I gebunden ist. Bindungen von
Variablen der zweiten Klasse in Riimpfen von Abstraktionen sind nicht gestattet.

Lemma 4.3.8 Fir alle herleitbaren Urteile (P, T, B) > FE sind P und T' disjunkt.
Beweis. Mit Induktion {iber Herleitungen von Urteilen (P, T, B) > F. a

Proposition 4.3.9 Alle Ausdriicke der From E = r=I1 AN z-r=M sind l-zuldssig
mit ({z}, {r}, tt) > F.

Beweis. Mit Induktion iiber die Definition von z-r = M koénnen wir fiir alle z und

M zeigen, daB Urteile der Form ({x}, {r}, f{) > z-r = M herleitbar sind. O

Lemma 4.3.10 Ist F [-zuldssig, dann sind dx E und alle Teilausdriicke von E
[-zuldssig.

T steht fiir ”Trigger”, denn {iber die Variablen in dieser Menge kénnen wir verzégerte Be-
rechnungen anstofien.
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({Z}’ {T}’ﬂ) >aryrz (@, {T}’ tt) >riyz/z=y (@, ®7ﬁ) > T
({z}, 0, ) b=y (@, {r,s}, ) > r=s

(P, T,f) > E e .
({z}, T\ {r}, ) > 2yrz/E falls P C {z}
(P.T,B) > E falls 2 ¢ T (P,T,B) > E falls r ¢ P

(P\{z},T,B) b daF

(Pl,Tl, Bl) |>E1 (PQ,TQ, BZ) |>E2 falls leP2:®7 BIABQZﬂ;
(P1UP2,T1UT2,B1\/B2) |>E1/\E2 leTQZ(DUHdPQQle(D

(P, T\{r}, B) b Irk

Abbildung 4.7: 1-Zuléssigkeit

Beweis. Mit Induktion {iber die Struktur von F. O
Lemma 4.3.11 [-Zuldssigkeit ist abgeschlossen unter Kongruenz und Reduktion.

Beweis. Der Fall der Kongruenz ist einfach. Im Falle der Reduktion gibt es zwei
Arten von Substitutionen: Entweder sind beide beteiligten Variablen in 7" oder
nicht. Der erste Fall ist einfach, da die Kompositionsregel als Nebenbedingung nicht
die Disjunktheit von 7T} und T fordert. Der Nachweis des zweiten Falls verlauft
analog zum Beweis fiir e-Zulassigkeit. O

Lemma 4.3.12 [-zuldssige Ausdriicke sind konsistent.

Beweis. Wegen Lemma 4.3.10 reicht es zu zeigen, dafl x: A; A x: Ay nicht l-zuléssig
ist. Dazu fithren wir die Annahme zum Widerspruch, dafl ein Urteil der Form
(P, T, B) > x: A; A x: Ay herleitbar ist. Die letzte verwendete Regel zur Herlei-
tung muf} die Regel fiir Komposition sein. Somit gibt es Herleitungen der Bauart

(Pl, Tl, Bl) > x: Al und (PQ, T2’ BQ) > z: Ag.

Wir betrachten zuerst den Fall x € T. Wegen T' = T7 U T, gilt dann x € T} oder
x € Ty. Aus Symmetriegriinden kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
x € Ty annehmen. Nach Lemma 4.3.8 sind 7} und P; disjunkt und wegen der
Nebenbedingung der Kompositionsregel auch T} und P,. Daraus folgt ¢ P; und
x ¢ Py. Somit miissen die Herleitungen fiir die Urteile (P, Ty, B1) b x: Ay und
(P, Tz, By) > x: Ay beide das Axiom fiir zweistellige Abstraktionen verwendet
haben. Daraus folgt dann By = By = tt im Widerspruch zu By A By = ff.

Im zweiten Fall gilt ¢ T'. Dann kann weder das Urteil (P, Ty, By) > x: Ay noch
das Urteil (P, Ty, By) b x: Ay vom Axiom fiir zweistellige Abstraktionen abstam-
men. Sie miissen also beide aus der Regel fiir dreistellige Abstraktionen hergeleitet
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worden sein. Daraus folgt x € P, und z € P, im Widerspruch zur Disjunktheit von
Py und P,, einer Nebenbedingung der Regel fiir dreistellige Abstraktionen. O

Proposition 4.3.13 [-zuldssige Ausdricke sind zuldssig.

Beweis. Folgt wie zum Fall der e-Zulassigkeit unmittelbar, hier jedoch unter Ver-
wendung der Lemmata 4.3.10, 4.3.11 und 4.3.12. g

Beweis von Proposition 4.2.4. Ausdriicke der Form r =1 A z - r = M sind

l-zulédssig nach Proposition 4.3.9, so dafl aus Proposition 4.3.13 Zuléssigkeit folgt.
O

4.4 Adiaquatheitsbeweise

Wir stellen im folgenden den Adaquatheitsbeweis fiir die Einbettung des strikten
A-Kalkiils in den §-Kalkiil vor, wodurch wir Satz 4.1.4 beweisen. Den Nachweis der
Korrektheit der Einbettung des nicht-strikten A-Kalkiils (Vermutung 4.2.5) bleiben
wir schuldig.

Die Idee des Beweises ist, Milners Technik basierend auf explizite Substitutionen
[Mil92] mit Uniformitat zu kombinieren. Alle Ideen die wir im Bezug auf Unifor-
mitat bendtigen, haben wir bereits in Kapitel 2 herausfaktorisiert. Insbesondere
machen wir Gebrauch von Lagensimulationen indem wir Satz 2.7.4 verwenden.

Wir betrachten im folgenden die durch u parametrisierten Einbettungen &, des

strikten A-Kalkiils in den §-Kalkiil:
o, (M) = u=M.

Wir motivieren zuerst an einem Beispiel, wie eine Langensimulation fiir ®, aussehen
konnte. Dazu stellen wir die Symmetrie zwischen einer Berechnung von Copy (17)
im strikten A-Kalkiil und der analogen Berechnung im ¢-Kalkiil heraus. Im Falle
des strikten A-Kalkiils machen wir Substitutionen explizit:

Copy (I1) —, (Copywvi) [I/ui][I/v1]
= (v1v1) [Copy/ug][1 /ui][1/v1]
= v1 [Copy/us][I [ui][I [vi]

Durch explizite Substitutionen konnen wir also Kopieren und Annullieren (G) von
Abstraktionen beschreiben. Fiir die analoge Berechnung im §-Kalkiil iibernehmen
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Kontexte die Rolle von expliziten Substitutionen.

uw=Copy (II) —, Ti[u=Copywv]
T1 = Elulfl'vl(o VAN U1 = I A v = I)
—4 Tl [TZ [EI‘UQ(‘LL = 09U9 N\ vy = ’Ul)]l]l
Ty = Juz (@ A uy = Copy)
—>E~ Tl |[T2 I[’Ul U1 u]l]]
_>A Tl |[T2 |[u = ‘Ul]I]

Eine genauso exakte Symmetrie 148t sich bei der Berechnung von (Firstl) I beob-
achten, wobei First wiederum fiir Az.\y. x steht.

(First I) I —, ((Ay.vy) I) [First/ui][I/v1]
—. vy [Ay.vrJug [ vg][Farst Juy] [T/ v4]

Wiederum entsprechen Kontexte im Falle von 6 expliziten Substitutionen fiir A..

uw=(FirstI) I —, Ti[u=(Ay.v1)I]
Ty = FusFvi (@ A ug = First Nvy =1)
_>A Tl[Tzlu = ‘UI]HI
Ty = JuzFva(@ A ug = Ay.vy A vy =1)

Zur Formalisierung dieser Symmetrie bendtigen wir eine passende Notation fiir
explizite Substitutionen und miissen deren Zusammenhang zu Kontexten erfassen.
Dazu definieren wir die Anwendung des sequentiellen Substitutionsoperator (V /o)
auf M durch

M(T[5) = M[Vijor]. Vo]

falls ¥ = (vy, ..., v,) und V = (V4, ..., V,). Desweiteren benétigen wir spezielle
Kontexte T__y;, die wir wie folgt definieren:

T._v = F(v=V Ne).

Nun koppeln wir explizite Substitution mit den passenden Kontexten; wir nennen

(N, V, ©) eine u-Darstellung von (M, E), falls gilt:
1. M= N({V/%)und E = T,_y[u= N].
2. FY(N) C V(v) und fiir alle 1 < i < n gilt FV(V;) C {vig1,..., 00}
3. Die Folge u ist linear und die Mengen V(u@) und BY(NV) sind disjunkt.

In diesem Fall sind alle Substitutionen in N(V /o) konsistent, der Ausdruck
N(V /v) geschlossen und u die einzige freie Variable in T;_y[u = N].
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Definition 4.4.1 Fir alle u definieren wir die Relation S, C A x A als Menge
aller Paare (M, E) fir die eine u-Darstellung (N, V, ©) existiert.

Proposition 4.4.2 Fir alle u ist S, eine Lingensimulation von ®,,, wobei wir @,
als Einbettung von (A%, =, —,) nach (A%, =, £>A) auffassen.

Beweisanfang. S, enthilt alle Paare der Form (M, u = M) mit M € A, wobei
wir fiir 7 und V die leeren Sequenzen einsetzen.

Die erste Eigenschaft (LS1) einer Langensimulation ist einfach nachzuweisen. Ist
M irreduzibel in —_, dann ist M eine Abstraktion, da M als geschlossen voraus-
gesetzt ist. In diesem Fall ist u = M eine Abstraktion; desweiteren ist o = V' eine
Folge von Abstraktionen. Dann sind alle £ mit (M, F) € S, irreduzibel beziiglich
(=5 U —,), also auch in £>A. Denn Applikation (A) 1aBit sich nicht auf eine Kom-
position von Abstraktionen anwenden und Elimination (E) miifite die Gleichung
u = v verwenden, aber v ist global. Dies 1iBt sich formal durch Ubergang zu Nor-
malformen zeigen, also mit Hilfe von Satz 3.4.4 und Proposition 2.8.9.

Ohne weitere Vorbereitungen kénnen wir nun Eigenschaft (LS2) einer Langensi-
mulation fiir S, noch nicht nachweisen. Diese formulieren wir in der folgenden
Proposition 4.4.3 explizit. O

Zur Vervollstindigung des Beweises von Proposition 4.4.2 miissen wir noch die
nachstehende Proposition nachweisen, was wir einigen Vorbereitungen bewerkstel-
ligen werden.

Proposition 4.4.3 Firalleu, M, M', E mit (M, E) € S, und M —_, M' existiert
E' mit (M',E") e S, und E5, E'.

Als erstes Hilfsmittel benotigen wir eine Figenschaft des sequentiellen Substi-
tutionsoperators. Dazu sei (N, V, ©) eine u-Darstellung, © = (vy,...,v,) und
V = (W,...,V,). Fiir z € V() bezeichnen wir mit V, die eindeutig bestimmte
Abstraktion V; mit v; = z und 1 <1 < n.

Lemma 4.4.4 [st (N, V, ) eine u-Darstellung, = € V(9), und y eine beliebige
Variable, dann gilt N[z/y|(V/v) = N[V,/y}(V/v) .

Beweis. Nach Definition einer Darstellung gilt FV(V;) C {vit1,...,v,} fiir alle ¢.
Daraus erhalten wir fiir beliebige 7 und M:

M[Vi/v](V/v) = M(V /%),
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denn die Substitutionen [V} /vq] ... [Vi/v;] haben keinen Effekt auf V;. Durch zwei-
malige Anwendung dieser Eigenschaft folgt das Lemma:

Nlz/yl(V/v) = N[z/y][V2/v-(V/7)
= N[V2/yl[Va/v.](V /)
= N[V./y(V/7v) O

Als néchstes bendtigen wir Eigenschaften von Reduktion in Kontexten 7T7_y. Diese
hédngen insbesondere davon ab, daf keine der in 7T_;; deklarierten Variablen, also
keine Variablen aus v eliminiert wird. Diese Notwendigkeit erfassen wir formal,
indem wir eine Relation —%~" definieren, die Elimination im Kontext von 7._g
geeignet einschrankt.

Als leichte Verallgemeinerung von & = V betrachten wir nun eine beliebige Kom-
position von benannten Abstraktionen ¥: A und definieren die Relation —%4 wie

folgt:

falls  # y, y € V(vw)

Foda(z=y A F) S5t FoFly/el 2 BY(F)

Eleg E2 —)%_Z F2 FQEFl
E1 —)%A F1

Die Deklarationen 3w sind notwendig damit die Relation —%Z abgeschlossen unter
Deklaration ist.

Lemma 4.4.5 Die Relation —%Z ist invariant unter Komposition, Deklaration
und Kongruenz.

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von —%Z. Fiir den Nachweis der Inva-
rianz unter Komposition benétigen wir die Einschrankung im Vergleich zur Elimi-
nation im Kontext 77 7. O

Lemma 4.4.6 Wenn E —34 F, dann gilt T, 5[F] =5 Ts.5[F] -
Beweis. Mit Induktion tiber Herleitungen von —%Z. O

Zur Applikation im Kontext v: A definieren wir —>”3A:Z ohne spezielle Einschrankun-
gen:

E =54 F  gdw.  T,4[E] =, T,z[F].

Dann gilt die folgende Aussage in Analogie zu Lemma 4.4.5 mit Applikation anstelle
von Elimination.
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Lemma 4.4.7 Die Relation —ﬁz ist invariant unter Komposition, Deklaration
und Kongruenz.

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von —%4. O

Da wir eigentlich nur Applikationsschritte zdhlen wollen, ben6tigen wir ein Analo-
gon zur Relation E>A = (=% o =4 o —5) fiir Reduktion im Kontext von T} 5.

) ) . Es7
7Zu diesem Zweck definieren wir —>”A'A durch:
E:7 e -7 =7
EZ = (=570 =57 o(5F))

Diese zusammengesetzte Relation ererbt die Eigenschaften ihrer Komponenten, die
wie in den voranstehenden Lemmata notiert haben.

Lemma 4.4.8 Die Relation E)Z:Z ist invariant unter Komposition, Deklaration
und Kongruenz.

Beweis. Durch Kombination von Lemma 4.4.5 und Lemma 4.4.7. O

Lemma 4.4.9 Wenn F, 552 Fy | dann Ty £[F] 2, T.[F].

v

Beweis. Die analoge Aussage fiir Elimination gilt wegen Lemma 4.4.6 und fiir
Applikation per Definition. a

Wir formulieren und beweisen nun die zentrale Invariante, auf der unser Adaquat-
heitsbeweis basiert.

Lemma 4.4.10 (Die Invariante) Sei M geschlossen, M —_ M' und (N, V, ©
eine u-Darstellung von (M, Ty_y[u= N]). Dann existiert ein Tripel (N', W, @)
mit folgenden Figenschaften:

1Lu=N 5=V 7__—[u=N].
2. M' = N (W /w)(V/v).
3. Die Folge uwv ist linear, FV(N') C V(wv) und FV(W) C V().

Bevor wir die Invariante nachweisen, zeigen wir, dal diese die bendtigte zweite
Eigenschaft einer Langensimulation fiir @, impliziert.

Beweis von Proposition 4.4.3. Gelte (M, F) € S, und M —, M'. Dann
sind M und M’ geschlossen und es existiert eine u-Darstellung (N, V, &) von
(M, T__y[u = NJ), so daBl wir Lemma 4.4.10 anwenden koénnen. Dieses sichert die
Existenz eines Tripels (N, W, w) mit folgenden Eigenschaften zu:
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Lu=N 5=V 1__—[u=N].
2. M' = N'(W/w){V/v).
3. Die Folge uwv ist linear, FY(N') C V(wv) und FY(W) C V().

Durch geeignete Umbennung von gebundenen Variablen in W finden wir W', so
daB (N', wv, W'V) eine u-Darstellung von (M', E') mit E' = T.__yw[u= N]
ist, und somit (M’, E') € S, gilt.

Letztendlich miissen wir nachweisen, dafl E £>A E' erfiillt ist. Dies folgt aus der
ersten der obigen Eigenschaften in Kombination mit den Lemmata 4.4.9 und 4.4.8:

E =T _glu=N] 5, T._o[T._wlu=N]] = E.

v

O

Beweis von Lemma 4.4.10. Mit Induktion {iber Herleitungen von M —_, M’.
Wir koénnen ausschlieBen, dal N eine Variable oder eine Abstraktion ist, denn
anderenfalls ist M eine Abstraktion und somit irreduzibel. Also sind N und M
Applikationen der Form N = NNy, M = M{M,, My = Ni(V /%) und M, =
N,y(V /%). Insbesondere ist (Ny, V, ) eine u-Darstellung von (My, T;_y[u = Ny])
und (N,, V, ) eine u-Darstellung von (My, T,_z[u= Ns]).

v=

1. Fall Die betrachtete Herleitung von M —, M’ stammt von (Congr) ab:

M=M M —, M M = M’
M —_M

Die Behauptung folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung angewendet auf
M — M, der Tnvarianz von —. unter Kongruenz und der Definition einer
u- Darstellung

2. Fall Die letzte Regel der Herleitung von M —_ M’ ist (Func):

M1 —. M{
M = M1M2 —, M{M2 = M’

Ist u; eine frische Variable, dann existiert nach Induktionsvoraussetzung ein
Tripel (N7, W, w) mit folgenden Eigenschaften:
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(c) Die Folge u;wv ist linear, FV(N]) C V(wv) und FY(W) C V().

Wir kénnen ohne Einschrankung u ¢ V(w) annehmen, was sich anderenfalls
durch a-Umbenenung von Variablen in @ erreichbar ist. Wir setzen nun N’ =

N{N, und zeigen das Lemma mit (N', W, w).

Nach Definition der Einbettung gilt mit einer weiteren frischen Variablen u,
u=N = El'ulfl'ug (ul = Nl N ug = Ng N uq ug u)

Die 1. Eigenschaft des Lemmas konnen wir aus (2a) und Lemma 4.4.8 ablei-
ten:

u=N Eﬁzv FuyFuy (Fw(uy = N Aw=W) A ug = Ny A ujuyu)
3w (Fuy Fua (uy = N} A ug = Ny A ugugu) Aw=W)
Jw(u= N{Ny A w=W)

Toowlu=N']

Eigenschaft 2. im Lemma erhalten wir aus (2b) und der Disjunktheit von

V(w) und FV(N,):

M’ = M! M,

o~

Il
<
=
T —
B
<
~—
\C/I

Die 3. Eigenschaft des Lemmas ist eine Konsequenz aus (2¢) und u ¢ V().

3. Fall Ist (Arg) die zuletzt angewendete Regel, dann kénnen wir analog zum

vorangehenden Fall schlieflen.

. Fall Es verbleibt die Betrachtung des Axioms (e ), also der Fall

M = ZW1M2 = ()‘ylMl) ZWZ _>ﬁe MI[ZWZ/yl] = M/,

wobei M, eine Abstraktion ist und die Mengen FV(M,) und BV(ZWl) disjunkt

sind.

(a) Seien nun Ny und N, Variablen, etwa Ny = z; und Ny = z3. Dann gilt
My = 2(V /%) und My = 2,(V /v). Wegen {2, 20} C V() existieren V,,
und V,, mit der Eigenschaft von Lemma 4.4.4, so dafl M; die folgende
Darstellung besitzt:

My = z(V/7) = ala/al(V/0) = «alVi/a)(V/5) = Vi, (V/©)
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Andererseitws Wissen~ wir A~/[1 = )\yl.ﬂzfl und somit existiert Nl, so daf
V., = Ay1.Ny und My = Ni(V/v). Nach Definition der Einbettung gilt

mit frischen Variablen yi, u; und u,:

21 =V::«1
u = N1N2

2y Yy fyr = N,
JuyTug(uy =21 A ug = 22 A ug ug ur) .

Dies ermoglich die folgende Ableitung:
U= N1N2 (—)%z‘_,)* Z1 22U —)ﬂsz U= Nl[Zg/‘yl] .

Nun definieren wir N’ = Ny[z,/y1] und @ und W als leere Sequenzen.
Dann erfiillt das Tripel (N’, W, w) die Eigenschaften des Lemmas. 1.
haben wir bereits gezeigt, 3. ist trivial und 2. folgt aus y; ¢ V(7), was

wegen y; € BY(V) gilt:

N'(@/ W)V /o) = Filea/y)(V/7)
NV /8 [22(V /) i)
Ml[M2/y1]

M/

Die folgenden Félle sind alle analog zu dem hiermit gezeigten.

Sei nun N; eine Abstraktion und N, eine Variable. Dann gilt M; =
Ni(V/®) und es gibt eine Variable z; mit z; = Ny und My = z,(V /).
Wegen z; € V(0) existiert V,, mit der Eigenschaft von Lemma 4.4.4, so
da} M, die folgende Darstellung besitzt:

My = z2(V/0) = z1lz/2)(V/0) = z[V,/2)(V/0) = V,(V/7)

I§t M, = )\yl.Ml, dann existiert ]\71 mit Ny = )\yl.Nl und Ml =
Ni(V/®). Nach Definition der Einbettung gilt mit frischen Variablen

Yy, uq und uy:

U1 = N1
U = N1N2

uyL Yy /yr = N,
Elulflug(ul = N1 A Ug = Z9 N U1 Uy u) .

Wir kénnen wie folgt reduzieren:

u = N1N2 —)ﬂE:‘_, Elul (ul = Nl N Uy z9 ’U)

ST B = N A= Wil

Wir definieren nun N’ = N]_[ZQ/yl], sowie W = (N;) und @ = (uy).
Dann erfiillt das Tripel (N’, W, w) die behaupteten Eigenschaften. Die
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1. haben wir bereits gezeigt, die 3. ist trivial und die 2. folgt aus y; ¢
V(7), was wegen y; € BY(V) gilt:

N'(@/W)(V/v) = Nilza/y][Ni/u](V/5) X
= Nizn/yl(V/v)  dau ¢ FY(Niz)
= Ni(V/0)[22AV/7) /1]
= Mi[Mz/yi]
= M

Jetzt betrachten wir den Fall, dafl Ny ist eine Variable und N, eine
Abstraktion ist. Dann gilt My = No(V /T) und es gibt eine Variable
z; mit Ny = z; und My = z(V /7). Wegen 2z, € V() existiert die
Abstraktion V,, mit den Eigenschaften von Lemma 4.4.4, so dafl M; die
folgende Darstellung besitzt:

My = 2(V/v) = zla/zal(V/v) = alV.,/a)(V/e) = V.,(V/o)

I§t M, = )\yl.Ml, dann existiert Nl mit V,, = /\yl.Nl und Ml =
Ni(V/®). Nach Definition der Einbettung gilt mit frischen Variablen
Yy, g und us:

2y /yi = N,
Elulflug(ul =Zz1 A Ug = N2 N U1 Uy U) .

Z1 :‘/;1 =
u=N1N2 =

Wir kénnen nun wie folgt reduzieren:

U = N1 N2 —>’UE=
—%

EI‘MQ(UQ = N2 A Z1 U2 U)
EI‘LLQ(UQ = N2 ANu= Nl[uz/yl])

<l =<l

Wir definieren nun N’ = Ny[uy/y1], sowie @ = (ug) und W = (N,).
Dann erfiillt das Tripel (N’, W, @) die behaupteten Eigenschaften: Die
1. haben wir bereits gezeigt, die 3. ist trivial und die 2. folgt aus y; ¢
V(v), was wegen y; € BV(V) gilt:

N(@/ W)V /5) = Nifua/y:][No/us)(V [ 5) .
Ni[Nofyn(V /D) daus ¢ Ny
= N(V/0)[NoV /0)/yi]
= Mi[My/y]
= M

Seien Ny und N; Abstraktionen. Dann gilt M; = N1<V/ o) und My =
Ny(V /). Ist My = Ay, Ml, dann existiert y; und N; mit Ny = Ay;. N,
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und M; = Ny(V/©). Nach Definition der Einbettung gilt mit frischen

Variablen y{, uy und us:

21 = N1
u = N1N2

2y Yy /Y = N )
ElulElug(ul = N1 VAN Uy = N2 VAN U1 U2 u) .

Nun kénnen wir folgendermaflen reduzieren:

u= N1N2 —)ﬂA:V ElulElug(ul = N1 N ug = N2 Nu= Nl[‘UQ/yl])

Wir definieren N’ = Nl[uQ/yl], sowie W = (uy,uy) und W = (Ny, Ny).
Dann erfiillt das Tripel (N’, W, @) die Eigenschaften des Lemmas: Die
1. haben wir bereits gezeigt, die 3. ist trivial und die 2. folgt aus y; ¢
V(©), was wegen y; € BY(V) gilt, und wegen u; # uy und uy, uy ¢ Ny

N (@ /W)(V/v) = Nifuz/yi][Ni/ua][No/ua2)(V /)
= M[N/u[(V/D)
Ni(V [ 0)[No{V [ 0) [ ]
Mi[M: /y:]
M ]
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Kapitel 5

Basen des §-Kalkiils

In Abschnitt 3.4 haben wir Definitions- und Reduktionsbasen fiir den §-Kalkiil an-
gegeben, die wir zum Beweis von uniformer Konfluenz ausgeniitzt haben. In diesem
Abschnitt werden wir nun die Korrektheit der angegeben Basen beweisen. Wir be-
ginnen mit einer Zusammenstellung von Notationen und betrachten anschliefend
a-standardisierte Ausdriicke und Normalformen. Besonderen Wert legen wir auf
die Vollstandigkeit unserer Definitionen und Beweise.

5.1 Notationen

Um die Lesbarkeit zu erhéhen geben wir zuerst einen Uberblick iiber Notationen
fiir bindre Relationen auf A. Die meisten von diesen haben wir bereits in Kapitel
3 eingefiihrt.

Sei R eine beliebige binédre Relation auf A. Die Relation — ist die kleinste Relati-
on, die R enthélt und die Regeln (Decl), (Comp) und (Congr) erfiillt. Wir erinneren
daran, daf} diese Regeln die folgende Gestalt haben:

E—=F E—=F
(Decl) ES T (Abstr) +5/F = 2 /F
F, = FE. Fy = I Fy = F,
(Congr) 1 2 Ef—>F12 2 1
’ E—F , E — F
(Comp) T AGSTAG (Comp) A E = GAF

Die Relation =g ist die kleinste Kongruenz, die R enthilt, also die kleinste Aqui-
valenzrelation, die R enthélt und die Regeln (Decl), (Comp), (Comp') und (Abstr)
erfiillt. Die folgenden Abkiirzungen fiir spezielle Kongruenzen sind bereits aus Ka-
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pitel 3 bekannt:

= = ={a,Scope,Ezch,ACI} , =1 = ={Scope,Ezch,ACI} , =2 = Z={Ezch,ACI} -

Die Relation —j ist die kleinste bindre Relation auf A, die R enthélt und die
Regeln (Decl), (Comp) und (Comp') erfiillt. Die Relation = ist die kleinste binare
Relation auf A, die R enthélt und die Regeln (Decl), (Comp), (Comp’) und (Abstr)

erfillt. Aus Symmetriegriinden bezeichnen wir mit —5 die Relation R selbst.

Proposition 5.1.1 Seien Ry und Ry zwei bindre Relationen auf A. Dann gilt

ERIURQ = (ERI U ERQ) 9 leLJRQ = (le U j]%2) ?
_>R1UR2 = (_>R1 U _>R2) ) 4.RlU.RQ = (ARl U 4.Rz) -
Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir —p g, = (—g, U —g,). Die anderen

Fille sind analog. Die links stehende Relation —p g, enthélt R, (bzw. Rz) und

erfiillt (Decl), (Comp) und (Comp'). Da =y (bzw. =5 ) minimal mit diesen Ei-
genschaften ist, folgt:

_>R1UR2 2 —>R1 und —>R1UR2 2 —>R1 9

also auch —p g 2 (;Rl U ;>R2). Die rechts stehende Relation (%Rl U ;>R2)
enthélt RyUR, und erfiillt (Decl), (Comp) und (Comp'), wie sich leicht nachrechnen

laBt. Nun ist —p g, die kleinste Relation mit diesen Eigenschaften, woraus die

Inklusion =g g, € (=g, U—p,) folgt. O

Proposition 5.1.2 Fir jede bindre Relation R auf A gilt —p = (= o0 >z 0 =).
Beweis. Ahnlich zum Beweis von Proposition 5.1.1. Die Implikation —p 2 (=

o —p 0 =) ist trivial. Die umgekehrte Implikation folgt aus der Minimalitét von
—p. m

5.2 Basen durch a-Standardisierung

Wir beweisen nun die Korrektheit der Sétze 3.4.1 und 3.4.2. Diese geben
Definitions- und Reduktionsbasen des ¢-Kalkiils basierend auf a-Standardisierung
an.
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5.2.1 «a-Standarisierung

Ein Ausdruck E heifit a-standardisiert, falls fiir keine Variable mehrere Variablen-
binder in F existieren und keine Variable in E sowohl freie als auch gebundene
Aufteten besitzt. Formal definieren wir die Menge A* aller a-standarisierten Aus-
driicke als kleinste Menge mit den Eigenschaften in Abbildung 5.1.

T e A” Ty € A” r=y €A
F e A — .. e
T/E e falls V(y) und BY(F) disjunkt und g linear
—AEA falls 2N BY(A) =) L8 falls o ¢ BY(E)

E EEA;’\ - EFAg A* s BY(FE) und V(F) sowie BY(F) und V(F) disjunkt

Abbildung 5.1: a-Standardisierung

Proposition 5.2.1 Fir alle E existiert F' in A* mit E = F. Also liegt A* in A
beziiglich = dicht.

Beweis. Mit Induktion iiber die Struktur von FE. O

Wir notieren zwei einfache, aber wichtige Eigenschaften im Zusammenhang mit
a-Standardisierung’.

Lemma 5.2.2 Im Fall E =, F haben E und F dieselben freien und gebundenen
Variablen, also BY(E) = BY(F) und FY(E) = FV(F).

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von F = F. O
Lemma 5.2.3 = erhdlt a-Standardisierung.

Beweis. Wir miissen unter der Voraussetzung £ € A und F =, F zeigen, daB F' €
A* gilt. Dies kénnen wir mit Induktion iiber Herleitungen von £ =; F nachweisen,
was ziemlich langweilig ist.

Fiir die Regel (Comp) nehmen wir £ = EA GG und F = F A G und E € A” an.

EElF
ENG = FNG

1Beide Eigenschaften wiirden verloren gehen, wenn wir wie im 7-Kalkiil 32T = T zulassen
wiirden [Mil91].
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Aus € A* folgt E € A* und somit gilt F € A® nach Induktionsannahme. Wir
haben also bisher die folgenden Eigenschaften nachgewiesen:

DWEAGEN, 2E=F, 3)FecA.

Wir miissen nun F' A G € A* zeigen, was aquivalent zur Giiltigkeit der folgenden
Eigenschaften ist:

HWFeA, BGeA, 6)BYF)NVG) =0, 7)BVGE)NVF)=0.
Formel 3) ist gleich 4). Formel 1) impliziert 5) sowie die Eigenschaften:
6)BV(E)YNV(G)=0 und  7)BV(G)NV(E) = 0.
Wegen Lemma 5.2.2 und 2) haben F und E die gleichen freien und gebundenen

Variablen, so dafl 6’) und 7’) dquivalent zu 6) bzw. 7) sind. O

5.2.2 Kontexte

Wir definieren Kontexte als erweiterte Ausdriicke, die moglicherweise ein Loch
enthalten. Wir unterscheiden (starke) Kontexte S und schwache Kontexte 7" durch
folgende Definition:

S = e| S| SAE|EANS|E]|xyg/S
T 2= | 2T |TANE|EANT|E

Dabei ist e ein Platzhalter. Wir definieren Substitutionen S;[S;], die den Platzhal-
ter @ in S; durch S; ersetzen, homomorph iiber die Struktur von S:

o[S:] = S 32 S1[S] = F2 5[5
(51 VAN E)|[52]| == 51[52] VAN E (E VAN Sl)I[SQ]I == E VAN Sll[SQ]I
E[S:] = E (z:g/S1)[52] = @:y/5i[%]

Proposition 5.2.4 Sei R eine bindre Relation auf A.

1. Es gilt E =5 F genau dann, wenn ein starker Kontext S und Ausdricke F,
und Fy existieren mit £ = S[F,], £y =5 Fy und F = S[Fy].

2. Es qilt E —p F' genau dann, wenn ein schwacher Kontext T und Ausdriicke
FEy und Fy existieren mit £ = T[Fy], By =5 Fy und F = T[F].
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Beweis. Mit Induktion iiber die Definition von starken und schwachen Kontexten
S und T bzw. mit Induktion iber Ableitungen von F =5, F und E —, F. O

Die meisten Begriffe und Notationen verallgemeinern sich von Ausdriicken auf Kon-
texte. Zum Beispiel konnen wir FV(e) = BY(e) = ) definieren. Etwas unange-
nehmer ist die Ubertragung der biniren Relationen —p, —p und =5. Denn diese
Relationen sind nicht abgeschlossen auf der Menge alle Kontexte, sonderen er-
zeugen erweiterte Kontexte der Form e[y/Z]. Wir wollen diesen Effekt aber nicht
ausbuchstabieren, sondern werden frei mit erweiterten Kontexten rechnen.

Lemma 5.2.5 Seien Sy, Sy, © und y beliebig. Dann gelten:
L (SilSDly/] = (Sily/z])[Saly/=]]-
2. FV(S51[S2]) = FV(S1) UFV(S,).
3. BY(S51[S:]) = BY(S51) UBY(S,).

Beweis. Mit Induktion iiber die Struktur von S;. Wir betrachten hier nur die erste
Eigenschaft im Fall 5; = e:

(efy/aD[Si[y/2]] = Sily/x]ly/z]
= Sy/z] 0
= (o[S1])y/=]

Von hierab werden wir Kontexte und Ausdriicke nur falls notwendig explizit unter-
scheiden und beide mit den Metavariablen F, F' und G denotieren. Wir erlauben

also Kontexte oder Ausdriicke der Form Fi[FE;] oder Ei[F;[FEs]].

5.2.3 Die Relation =, und Nachweis der Basen

Kontexte erlauben eine einfache und formale Definition der Relation = . Diese
Relation beschreibt diejenige Finschrankung von =, durch deren Anwendung stets
neue gebundene Variable eingefithrt werden:

G = E[3zF] =, E[QyFly/]] falls y ¢ V(G)
G = Elu:vzA] =, Elu:vyAly/z]] falls y ¢ V(G)

Nun formulieren wir von Eigenschaften von a-Umbennung, die hinreichend fiir alle
Manipulationen in dieser Arbeit sind.
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Proposition 5.2.6 (Die Details iiber a-Umbennung)

1.

o

> e

Den

Es gill =, C (2% 0 1<),
Aus E€ AN, FEANund E2_F folgt E /& F.
Die Menge A ist abgeschlossen unter =_.

Die Relation Zé vertauscht mit = und =,.

Beweis dieser Proposition werden wir in Abschnitt 5.2.4 fithren. Als

nachstes zeigen wir, dafl sich aus Proposition 5.2.6 die Korrektheit der auf a-

Standardisierung basierenden Definitionsbasen folgern 14f}t.

Beweis von Satz 3.4.1.

1.

Die Relationen =% und =; vertauschen eingeschrinkt auf A% x A*:

Nach Teil 4 von Proposition 5.2.6 vertauschen =* und =; auf A x A. Da
die Menge A* abgeschlossen unter =_ und =, ist (Proposition 5.2.6 Teil 3

und Lemma 5.2.3), folgt die Vertauschungseigenschaft auch eingeschrankt auf
A x A,

Eingeschrankt auf A* x A* gilt :s>:E C Zé :

Dies folgt mit Induktion iiber die Anzahl der Schritte in =7%. Dazu benétigen
wir die Teile 2 und 3 von Proposition 5.2.6.

Das Paar (A%, (=1 U =_)*) ist eine Definitionsbasis von (A, =):

Nach Proposition 5.2.1 liegt A* dicht in A beziiglich =. Wir miissen also zei-
gen, daf} die Relationen (=; U =_)* und = eingeschriinkt auf A* x A” iiber-
einstimmen. Die Inklusion =|prxae 2 (= U :s>a)*|Aaan gilt offensichtlich.
Der Trick zum Nachweis der umgekehrten Implikation besteht in der Verwen-
dung der Identitét:

== (=10=.)".

Denn beide Relationen sind Kongruenzen, die alle Axiome von = enthalten,
und minimal mit dieser Eigenschaft. Nach Definition der reflexiven transitiven
Hiille reicht es nun aus,

(Z10=a)"jpaxae C (=1 U :s>oz)*|A°‘><A°‘

fir alle n > 0 nachzuweisen. Dies lafit sich mit Induktion tiber n und unter
Verwendung von allen Teilen von Proposition 5.2.6 bewerkstelligen. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir £, F' € A* und n > 0 mit

E(=10=)" F
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an. Dann gibt es G € Amit F (=, 0=,) G und G (=, 0 =,)"! F. Wegen
Teil 1 von Proposition 5.2.6 existiert G' € A mit

E(Eloé’é) G/ zé G.

Im Fall n = 1 gilt G' *< G = F. Wie bereits gezeigt folgt daraus G/ =% F
und somit die Behauptung. Sei nun n > 1. Nach Teil 4 von Proposition 5.2.6
vertauschen =; und =_, so daB wir netterweise

G'(z=10=,)""' F

schlieflen kénnen, wozu wir n > 1 benétigen. Aus £ € A%, Lemma 5.2.3 und
Teil 3 von Proposition folgt G € A*. Wegen G, ' € A* kénnen wir nun die
Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten G’ (=; U =_)* F', also auch

E(51U23>a)*F. O

Nun verwenden wir die bewiesene Definitionsbasis aus Satz 3.4.1 zum Nachweis der
Reduktionsbasis von Satz 3.4.2.

Proposition 5.2.7 Aus E€ A°, F€ A und E=F folgt E (=10 *&) F.

Beweis. Seien F € A” und F' € A mit £ = F. Wegen Proposition 5.2.1 existiert
Gy € A" mit £ = GGy =, F. Nach Teil 1 von Proposition 5.2.6 existiert (75 mit
G é’; (G5 ;é F. Aus Teil 3 von Proposition 5.2.6 folgt Go € A”. Nach Satz
3.4.1 ist das Paar (A%, (=; U =,)*) eine Definitionsbasis von (A, =), so daf wir
Gy (=1 U éa)* E schlieffen konnen. Nun vertauschen =; und éa nach Teil 4
von Proposition 5.2.6, woraus FE (=; o %<) (7 folgt. Somit gilt die Behauptung
E(=10%&) F. O

Proposition 5.2.8 Sei R eine der Relationen, die zu einem der Aziom (A), (F)
oder (G) korrespondiert. Dann gilt (%<& o =) C (g0 5&) .

Der Beweis ist langlich und wird in Abschnitt 5.2.4 gefiihrt.

Beweis von Satz 3.4.2. Sei R eine der Relationen (A), (E) oder (G). Wir
miissen zeigen, dafl (A%, =;, —3) eine Reduktionsbasis von (A, =, —5) ist. Dazu
nehmen wir £ € A* und £ —p F an:

E —p F dann FE (=o0—p0=) F Proposition 5.1.1
dann E (=10 %& 0 3p0=) F Proposition 5.2.7

dann E (=10 —opo0%&s0=) F Proposition 5.2.8
E( —

dann
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5.2.4 Beweise der Details beziiglich =

Wir fiihren nun die Beweise der Proposition 5.2.6 und 5.2.8, miissen also etliche
Vertauschungseigenschaften fiir = zeigen. Dazu passen wir die Theorie der Ter-
mersetzungsysteme [DJ90] fiir unsere Zwecke an.

Lagebeziehungen von Teilausdriicken.

Seien R; und R, bindre Relationen auf A. Dann betrachten wir die folgende Situa-
tion:

Fy p& E=p F.
Wir sagen, daBl R, oberhalb von R, angewendet wird, falls £y, E,, E3, ] und E)

mit folgenden Figenschaften existieren:

E = E[E[E]],
Ey p“~ FEy und FEs3 —p FE;,
= E[E[Es]],
F, = E|E[FE;]].

Die Situation von Anwendung von R; oberhalb R, veranschaulichen wir in Abbil-

dung 5.2.

AN

Abbildung 5.2: F = F,[F;[FEs]]

Die Relation R; wird unterhalb von R, angewendet, falls R, oberhalb von R; an-
gewendet wird. Die Relationen R; und R, werden in gleicher Position angewendet,
falls Fy, Fy, F{, F) und E} mit den folgenden Eigenschaften existieren:

E == El |[E2]| )
Eé Rlll E2 :\RQ Eé’ bl
ko= E[E],

F2 - E1 I[Eg]l .
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Die Relationen R; und R, werden in nebeneinander angewendet, wenn F,, Fy, Es,
E} und E} mit folgenden Eigenschaften existieren:

E = E[FE; A E5],
Ey, p+~ F, und FE3 —p Fi,
F, = E[E, A K,
F2 == El |[E2 A Eé] .

Nebeneinanderliegendende Positionen werden in Abbildung 5.3 veranschaulicht?.

EA EA /A

Abblldung 5.3: k= El [E2 A Eg]l

Lemma 5.2.9 In der Situation Fy p < E =p Fy, wird Ry oberhalb oder un-
terhalb von Ry angewendet oder aber Ry und Ry werden in gleicher Position oder
nebeneneinander angewendet.

Beweis. Mit struktureller Induktion iiber £ unter Verwendung von Proposition
5.2.4. O

Beweise der Vertauschungseigenschaften von = .

Wir weisen nun Vertauschungseigenschaften von =_ nach, indem wir jeweils alle
moglichen Lagebeziehungen untersuchen. Dabei miissen wir insbesondere mit Sub-
stitutionsoperatoren [z/y] oder [Z/y] und Nebenbedingungen der Art z ¢ BV(F)

’In unserer Definition von nebeneinanderliegenden Positionen niitzen wir aus, dafl Ausdriicke
Terme sind, die nur einen einzigen mehrstelligen Konstruktor enthalten, ndmlich den Kompositi-
onskonstruktor A. Dennoch 148t sich unsere Definitionsmethode auch fiir Termersetzungssysteme
mit beliebiger Signatur anwenden. In diesem Fall liegen zwei Positionen nebeneinander, wenn ein
mehrstelliger Konstruktor f in der Signatur existiert, der sich analog zu A in der obigen Definition
verhilt. Dies zeigt, daf sich Kontexte als interessante Alternative zu Pfaden [DJ90] anbieten. Die
Idee zur Definition von nebeneinanderliegenden Positionen mithilfe von Kontexten verdanke ich
Martin Miiller.
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zurecht kommen. Dazu verwenden wir den Begriff der Substitutionsinvarianz aus
Definition 3.5.14 in Kombination mit dem Begriff der Sicherheit, den wir nun de-
finieren.

Definition 5.2.10 Fine bindre Relation R auf Ausdriicken heifit sicher, wenn sie
von links nach rechts angewendet keine neuen freien oder gebundenen Variablen
erzeugt, also wenn mit (E, F') € R auch BY(F) C BV(FE) und FV(F) C FV(F)
gelten.

Proposition 5.2.11 Sei R sicher und gelte Fy p&= E = Fy, wobei R und ()
nebeneinander angewendet werden. Dann existiert G mit Fy éa G p&= E;. Das

gleiche Resultat gilt auch fir —p anstelle von =p.

Beweis. Per Definition existieren Fy, Ey, F3, Ej und F. mit folgenden Eigenschaf-
ten:

E = EE; N\ E3],
FEy p~= FE; und FE3 =, Ef,
Fy = FE[Fy N FE5],
F, = FE[FE;NFE].

Setzen wir G = Ei[E} A E}], dann gilt Fy =_ G wegen der Sicherheit von R und
G p& F; trivialerweise. O

Proposition 5.2.12 Sei R sicher und invariant unter Substitution und gelte
Fy p= E =, F,, wobei (a) oberhalb von R anwendet wird. Dann existiert G

mit Fy = G p& E,. Das gleiche Resultat gilt auch fiir = anstelle von =p.

Beweis. Wir fithren nur den Fall fiir a-Umbenennung von deklarierten Varialben
mittels = aus. Nach Definition existieren Fy, F,, Es, B}, E4 x, y mit folgenden
Eigenschaften:

1) = Fy[Jz B[ Es]]

FEs gz~ FE, und dzky, =, JyFEiy/x]
= E[BzEu[E]

By, = E[(FyEly/z])[Es]]

y £ V(E)

Aus der Sicherheit von R folgt V(FEL) C V(FEs3), also y ¢ V(F;) und somit auch:

=, E[By(ElE)y/e]] = G
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Dadurch haben wir einen Kandidaten G gefunden. Aus der Invarianz unter Sub-
stitution von R folgt F3ly/x] =5 Ei[y/z]. Nun konnen wir die Behauptung folgen-
dermaflen schliefien:

F, = FE|(JyElly/x

Alle anderen Fille lassen sich &hnlich nachweisen oder treten gar nicht auf, da —p
nur in schwachen Kontexten angewendet werden darf. O

Wir erinnern daran, dafl wir Axiome auch frei als bindre Relationen auffassen in-
dem wir das Relationszeichen des Axioms ignorieren. Dadurch iibertragen sich die
Begriffe Sicherheit und Substitutionsinvarianz auf Axiome.

Proposition 5.2.13 1. Alle Aziomen der strukturellen Kongruenz und Reduk-
tion des §-Kalkiils inklusive Annullierung sind invariant unter Substitution.

2. Sei R invariant unter Substitution. Dann sind auch =g, R™', =5 und =g
invariant unter Substitution.

3. Die Relationen —,, —5 und — sind sicher, aber deren Inverse nicht. Die
Aziome (ACI), (Exch) und (Scope) sind sicher, genauso wie thre Inversen®.
Das Aziom («) ist nicht sicher.

Beweis.

1. Die Nachweise sind aufwendig und laufen auf Substitutionsgleichungen hin-
aus, die wir bereits in Abschnitt 3.5.1 nachgewiesen haben.

(a) Fall (A): Sei £ —, F und [w'/w)] eine Substitution mit v’ ¢ BY(FE).
Dann haben F und F' die folgenden Formen:

E = zy/GAzu,
F = x:y/G A Glu/y).
3Das Axioms 3z T = T ist nicht sicher. Dies ist der Grund weshalb wir dieses Axiom im

Gegensatz zu neueren Darstellungen des m-Kalkiils [Mil91] nicht zur strukturellen Kongruenz
hinzunehmen
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Aus der Nebenbedingung von (A) folgt V(u) N BY(G) = (). Die Behaup-

tung erhalten wir wie folgt:

Blw'/u]

Die Nebenbedingung von (A) vererbt sich, da w’ in £ nicht gebunden
vorkommt. Desweiteren haben wir die folgende Substitutionsgleichung
verwendet, die durch Lemma 3.5.11 gerechtfertigt wird:

[w'/w] o [ulw'fw]/y[w'/w]] = [u/y]o [w'/w].
Die Voraussetzung dieses Lemmas w' ¢ V(y) folgt aus w' ¢ BY(FE).
Fall (E): Wir setzen nun £ —5 F und eine Substitution [w’/w] mit

w' ¢ B(F) voraus. Dann haben F und F' die folgenden Formen:

E = Fzdylz=y NG,
F = FyGly/a].

Aus den Nebenbedingungen von (E) folgt © # y und = ¢ B(G). Wir

kénnen nun wie folgt schliefen:

Elw'/w] = 3F23y(zfw'/w] = y[w'/w] A Glw'/w])
o (Gl fullyle ) fa ]

= 3y(Cly /o) o)

=  Flw'/w]

Die Nebenbedingungen vereben sich erneut wegen w' ¢ BYV(FE). Die
Substitutionsgleichung

[w' fwllylw' fw]falw'fw]] = [y/]lw/w]

wird wiederum durch Lemma 3.5.11 gerechtfertigt.

Fall («): Wir betrachten wiederum nur die Umbennung von deklara-

tierten Variablen. Dazu nehmen wir £ =, F' und w' ¢ BY(E)U BV(F)

an, wobei £ und F' die folgenden Formen haben:

E = dzG,
F o= Jy(Gly/z]).
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Als der Nebenbedingung von («) erhalten wir wir y ¢ V().
Elw'/w] = EI;C[ "w]Glw' [w]
—o Fy[w'/w]Glw' [w]ly[w' [w]/zw fw]
= Jylw'/w]Gly/z][w'/w]

(JyGly/a])w'fw]
= Flu'fw]

Die Nebenbedingung fiir («) vererbt sich wegen w’ ¢ BV(FE)U BV(F).
Die Substitutionsgleichung

[w'/wllylw'/w]/zlw'/w] = [y/z][w'/w]

wird wiederum durch Lemma 3.5.11 gerechtfertigt.

(d) Alle anderen Fille sind analog oder einfacher, da sie keine Substitutionen

benutzen.

2. Dieser Teil ist einfach. Die Relation R~! ist invariant unter Substitution, weil
die Definition von Substitutionsinvarianz symmetrisch ist.

3. Die positiven Aussagen sind einfach. Nur im Falle von (Scope) miissen wir auf

Nebenbedingungen achten. Ein Gegenbeispiel zur Sicherheit von < liefert:

rvy/T 4~ zy/T ANzy . O

Beweis von Proposition 5.2.8. Sei R eine der Relationen (A), (E) oder (G).
Dann miissen wir die folgende Eigenschaft zeigen:
(250 =5) € (Drois).

Diese ist dquivalent zu der nachstehenden, wie sich mit Induktion {iber die Anzahl
der Schritte in %< nachweisen lat:

(a0 =) C (2ro0e).
Zum Beweis dieser Eigenschaft betrachten wir die Situtation:
F, & FE S Fy.

Nach Lemma 5.2.9 gibt es genau vier mégliche Lagebeziehungen fiir die Anwendun-
gen von R und (a). Werden R und («) nebeneinander angewendet, dann existiert
nach Proposition 5.2.11 und Proposition 5.2.13 ein G mit:

F 5y G & F.

[}
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Gleiches gilt wegen der Proposition 5.2.12 und 5.2.13, falls (a) oberhalb von R
angewendet wird.

Nun betrachten wir den Fall, dal R und («) in der gleichen Position angewendet
werden. Im Fall R = (A) ist dies ausgeschlossen, da der oberste Konstruktor eines
Ausdruckes, auf den (A) anwendbar ist, der Kompositionskonstruktor A ist. Im
Fall R = (F) existieren z, y, z, Fy und F, mit:

E = Ei[F23y(z=y A )],
Fy o= E[3(Qy(z=y A Ez))[z/z])],
Fy = E[FyEsfy/z]].

Dabei gilt z ¢ V(FE), x # y und y ¢ BY(FE,). Die Behauptung Fi(=y o <) F,
folgt aus:

Foo= BE:((Gu(e=y A B))/al)]
= Ei[F3z3y(z =y A Fafz/2])] day#a
=g i3y (Eaz/z][y/z])] da z # z und z ¢ BY(FE,)
= ?1[33/(&[3//50])] da z ¢ FV(Es)

Gleiche Positionen von Annullierung (G) und («) sind genauso einfach.

Wir betrachten nun den Fall, daf§ (o) unterhalb von R angewendet wird. Wiederum
beginnen wir mit Applikation, also mit R = (A).

1. Fall () wird im Rumpf der applizierten Abstraktion angewendet: Dann exi-
stieren Fy, Fy F}, x und § mit folgenden Eigenschaften:

E = FEi[xy/E: A zu]

Fy = Eieg/ESN ]

By, = Eie:g/Ey A Ealu/yl]
E, =, E

Ist w diejenige Variable, die bei Umbenennung in F, eingefithrt wird, dann
gilt w ¢ V(E). Aus V(u) N BY(E;) = () folgt wegen BV(E}) C BY(E;) U{w'}
auch V(u) N BY(FE}) = 0, so dal wir wie folgt applizieren kénnen:

Fy ;A El[xy/Eg/\Eé[U/y]]l = G.

Wegen Substitionsinvarianz von («) (Proposition 5.2.13) folgt Fs[u/y] =,
Fi[u/y]. Nun kénnen wir wie folgt schliefien:

Fy, =, Ei\lx:y/FE} N Exlu/y)]

o Eilz:y/E; N Eilu/yl]
= @
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2. Fall () wird auf ein formales Argumenten der beteiligten Abstraktion ange-
wendet: Dann haben wir folgende Situation vorliegen:

E Er[x:oyw /By A zu'y'w'],
Fy = Ei[v:vzw]z/y]/Ea]z/y] A zu'y'w'],
Fy = Ei[z:vyw/Ey A Ex[u'y'v'/uyv]] .

Desweiteren gilt z ¢ V(F) und tyw ist linear. Somit ist auch vzw linear und
es gilt W[z/y] = w. Nun folgt:
Fy =y Eizw2w/Eylz/y] A E2[Z_/y][_ y'w' /)
=  Fi|e:020/Fsz/y] N Ex[u'y'w /Eyw
Fy =, Ei[evzw(z/y]/Ealz/y] N Ealu'y''[uyD]]

Die Betrachtungen fiir (o) unterhalb von (E) oder (G) fithren wir hier nicht aus.
Sie verlaufen ahnlich zu denjenigen fiir (A). O

Als letze Vorbereitung zum Beweis von Proposition 5.2.6 notieren wir das folgende
Lemma:

Lemma 5.2.14 =_ ist konfluent.

Beweis. Mit struktureller Induktion iiber Ausdriicke. Es ist bemerkenswert, daf}
=_ nicht stark konfluent ist, wie man an folgenden Beispiel sieht, in dem wir z
und u als verschieden voraussetzen:

drduu =u aé dedzz == :S>a Juidzz ==z .

Beweis von Proposition 5.2.6.
1. Esgilt =, C (2 0 1<)
Die Relation =, ist die kleinste Relation die folgende Regeln erfiillt:

E=. F BeF E=,F E=F
EEO&F EEOAF EEQF

Wir zeigen die Behauptung mit Induktion iiber Herleitungen von £ =, F
beziiglich dieser Regeln. Wir nehmen also £ =, F' an. Im Falle der ersten
Regel liegt dann die folgende Situation vor:

E = Ei[FxFEs] =, Fi3yEsly/z]] = F
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und y ¢ V(Fs). Ist u eine frische Variable dann gilt:
E =, E[FuE)u/z]] = Ei[FuFsly/z)[u/y] & F .

Somit haben wir £ (=, o &) F gezeigt. Der Beweis fiir die zweite Regel
ist symmetrisch. Fiir die dritte Regel nehmen wir £ =, £’ und E’' =, F an.
Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir:

E(2Xo0f&o2r 0 &) F.

Nach Lemma 5.2.14 ist = konfluent, woraus E(=* o *<) F folgt.

. Aus E=_ Fund F € A" folgt £ & F:

Dies 148t sich unmittelbar aus der folgenden Eigenschaft ableiten, da zwei
Ausdriicke F und F' mit E =_ F verschieden sein miissen.

Wenn E € A” und E =_ F dann gilt £ <& F oder £ = F.

Dies laBit sich mit Induktion iiber Herleitungen von E =_ F' nachweisen. Sei
also /' € A* mit £ = F'. Dann liegt die folgende Situation vor:

E = EilE],
Fo= E[E],
B, =, E..

Wir betrachten nun lediglich den Fall, dafl eine deklarierte Variabele umbe-
nannt wird. Dann gilt

E2 = EI.I?Eg,
Ey = Jyksly/a].

Auflerdem wissen wir y ¢ V(F3). Wir kénnen y # = annehmen, da anderen-
falls £ = F gilt. Aus F € A* folgt « ¢ BY(F3). Daraus und wegen = # y
folgt = ¢ V(Fs[y/z]) und somit gilt auch:

FEy, = JyEsly/z] =, FaEsly/z][z/y] = FzF3 = F,.

(e

Aus E € A erhalten wir @ ¢ V(F;) und somit folgt = ¢ V(Fi[F}]), d.h.
x ¢ V(F). Deshalb gilt sogar:

F = EII[EQ] :s>a EI[E2]| = E .
In Analogie zu Lemma 5.2.3 ist einfach zu zeigen, dafi = a-Standardisierung
erhilt. Der Beweis von (%< o0 =;) C (=; o <) ist dhnlich zu demjenigen
von Proposition 5.2.8. O
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5.3 Basen durch Pranexnormalformen

In diesem Abschnitt beweisen wir die Korrektheit von der Satze 3.4.3 und 3.4.4 aus
Abschnitt 3.4. Diese geben Definitions- und Reduktionsbhasen des -Kalkiils an, die
auf a-standardisierten Préanexnormalformen (PNFs) aufgebaut sind.

5.3.1 Definitionsbasen

Abbildung 5.4 wiederholt die Definition von Pranexnormalformen (PNFs) aus
Kapitel 3.4. Desweiteren erinnern wir daran, dafl eine Normalform eine a-
standardisierte PNF ist und daB wir die Menge aller Normalformen mit A* deno-

tieren.
B = x2:y/D | zy |z=y Molekiile
C == T|B|CAC Chemische Lésungen
D C | =D PNFs
Abbildung 5.4: PNF's
In Abbildung 5.5 definieren wir eine Funktion [ _] : A* — A* | die a-standardisierte

Ausdriicke auf ihre Normalform abbildet. Diese Normalform wird berechnet, indem
alle Deklarationen so weit wie moglich nach auflen geschoben werden. Da wir a-
standardisierte Ausdriicke voraussetzen, ist Kapern von Variablen ausgeschlossen.

M =T le=y = 2=y [@:5/E] = 2:7/[F]
[xy] = 2§ [B3zE] = 3z[E] %gi]A:JiizC%a%—i](aaAﬁc%

Abbildung 5.5: Berechnung von Normalformen

Offensichtlich existiert zu jedem E ein eindeutig bestimmtes F' mit [F] = F und
somit ist [ _] eine wohldefinierte Funktion.

Lemma 5.3.1 Fir alle F ist [E] eine PNF.
Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von [F] = F. O
Lemma 5.3.2 Fir alle PNFs E gilt [E] = F.

Beweis. Mit Induktion iiber die Struktur von PNFs. O
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Lemma 5.3.3 =, und = erhalten PNFs und somit auch Normalformen.

Beweis. Mit Induktion iiber Herleitungen von £ =, F' beziehungsweise F =_ F.
O

Lemma 5.3.4 Fir alle E € A* gilt E =, [E].

Beweis. Mit struktureller Induktion iiber F zeigen wir, daf} fiir alle F' mit [E] = F
auch F/ =, F gilt. Der Beweis ist einfach und deshalb spielen wir nur den Fall einer
Komposition durch. Dazu sei E = E; A E3 und es gelte £ € A*. Wir kénnen nur
eine einzige Regel anwenden, um [E] = F herzuleiten:

[El] - EI:E'_lcl [E2] - EI:E'_QCZ
[El VAN EQ] == Elx_lEI;r_g(Cl VAN Cg)

Dann gilt F = dz;373(Cy A C3). Aus der Induktionsannahme angewendet auf
E; und E; erhalten wir 1) £y =; 377Cy und 2) FE; =; 37;C,. Wir schliefien die
Behauptung wie folgt:

ErNEy, = (37C1) A (F7304) wegen 1) und 2)

=Scope 321 (C1 A T3C5) da V(z1) N FY(372C4) = 0
=4cr  JT1((T2C3) A Cy)

=Scope E|.17_1§|.17_2(02 A 01) da V({E_Q) N fV(C1) =0
=401 AT (C1 A Cy)
= r

Dies beweist E; A Ey =1 F' unter der Annahme, dafl die Randbedingungen fiir die
obigen Anwendung von (Scope) erfiillt sind. Wir miissen also V(z1)NFV(I72C3) =
) und V(z3)NFY(Ci) = tberprifen. Die Formeln 1) und 2) kombiniert mit
Lemma 5.2.2 implizieren:

FY(E) = FV(3#Ch), BY(E,) = BY(37:Ch),
FV(Ey) = FV(I53Cs), BY(E,) = BY(37;C).

Wegen a-Standardisierung gilt FV(FE; A FEy) N BY(FE; A E3) = 0. Die bendtigen

Bedingungen erhalten wir wie folgt:

FV([@73C3) = FV(E2) C© FV(ELA Ey),

V(1) C BY(3TCy) = BY(E) C BV(E A By,

BV(E5) C BV(IEC) = BV(E,) C BV(E, A Fs),
FV(C) C FYEEC) = FV(E) C FV(EAE). o

Proposition 5.3.5 (Skopus) Aus E =, F folgt [E] =, [F].
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Beweis. Wir miissen [E] =, [G] unter der Annahme E =, G nachweisen. Dies
tun wir mit Induktion tiber Herleitungen von £ =; (G, wobei wir wiederum nur die
interessantesten Félle durchspielen.

Wir beginnen mit einer der beiden Regeln fiir Komposition. Dazu sei E = E; A G

und F'=F AG.
El ElF
El/\Gzl FANG

Wir miissen nun [F; A G] =, [F' A (] zeigen. Aus der Induktionsannahme folgt
[F1] =5 [F]. Wegen Lemma 5.3.1 gibt es chemische Losungen €y, Cy und C mit

[B1] = FzCy [F] = 350, [G] = JaC

[u—

Durch zweifach Anwendung von Proposition 3.5.1 und mit Lemma 3.5.7 erhalten
wir die Aquivalenz der folgenden Zeilen:

[F1 NG| =5 [FAG]
gdw. 3737 (Ch AN C) = F7337(C A C)
gdw. 7737 ~ J73d7 und C1ANC ~ CyANC

gdw. dz; ~ dzs; und Cy; =~ O
gdW EI.I'_lcl =9 EIJJ_202
gdw. (K] =5 [F]

Die letzte Zeile folgt aus der Induktionsvoraussetzung und somit haben wir die
erste gezeigt. O

Beweis von Satz 3.4.3. Der zentrale Behauptung des Satzes ist, daf}
(A" (=3 U =_)*) eine Definitionshasis von (A, =) ist. Wir zeigen zuerst, dafl
A dicht A beziiglich = liegt. Nach Satz 3.4.1 liegt A* dicht in A beziiglich =.
Zu einem beliebigen F € A existiert somit F' € A* mit £ = F. Nach Lemma 5.3.1
ist [F] eine PNF und somit gilt [F] € A"/. Nach Lemma 5.3.4 folgt F' =; [F] und
somit gilt £ = [F].

Desweiteren miissen wir nachweisen, daB die Einschrankungen von = und (=,
U =_)* auf Normalformen iibereinstimmen. Dazu seinen E, F € A* mit F = F.
Nach Satz 3.4.1 existiert G € A mit £ =; G %< F.Wegen Lemma 5.3.3 ist ¢
eine Normalform. Aus Proposition 5.3.5 folgt [E] = [G]. Unter Verwendung von
Lemma 5.3.2 erhalten wir:

E=1[E =[Gl =G &F. O

[}

5.3.2 Reduktionsbasen

In Abbildung 5.6 wiederholen wir die Definition der Relationen —, , =5 und — .
Diese sind hinreichend fiir Reduktion auf Normalformen im Sinne von Satz 3.4.4,
den wir nun beweisen werden.
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(A,) Fu(x:g/FANxzZ NE) =4, Fu(x:y/F ANFZ/G)NE)

(Ey) Judz(z=yAE) = JuEy/z] falls y € V(u)

t

(Gy) FuIz(TANE) =g, FuE  falls V(Z)NFV(E) =0, V(y) C V()
und V(T) # ()

Abbildung 5.6: Reduktion auf Normalformen

Wir interessieren uns fiir die Einschrankungen der Axiome (A¢), (E¢) und (Gy) auf
A % A. Aus diesem Grunde bendtigen wir keine Nebenbedingungen, die Kapern
von Variablen vermeiden. Desweiteren folgt im Falle von (E¢) die Bedingung = # y
aus y € V(u) und a-Standardisierung. Letzendlich merken wir an, daff —,, weder
a-Standardisierung noch PNFs erhalt.

.. . . .2 2 _
Fiir eine Relation R, auf A*/ x A definieren wir =g, durch = = (=;0 =5, 0 =).

Proposition 5.3.6 Seien £ € A*, F' € A und R eine der Relationen (A), (E)
oder (G). Falls E =p F gilt, dann auch [F] iRt F.

Bevor wir mit dem Beweis dieser Proposition beginnen, zeigen wir, daf wir da-
mit die auf Normalformen basierenden Reduktionsbasen aus Satz 3.4.4 als korrekt
beweisen konnen.

Beweis von Satz 3.4.4. Wegen Satz 3.4.3 liegt A* dicht in A bzg. =. Wir
miissen also lediglich die zweite Bedingung einer Reduktionsbasis iiberpriifen.

Sei R eine der Relationen (A), (E) oder (G). Wir miissen fiir alle £ € A® und
F e A, die E =5 F erfilllen, F ARt F zeigen. Seien also £ € A* und F € A
mit F —p F. Nach Satz 3.4.2 existieren Ey, Fi € A* mit:

EElEl;RFlEF.

Aus Lemma 5.3.5 folgt [F] =5 [F1] und aus Proposition 5.3.6 [F] AR; Fy. Mit

diesen Eigenschaften und unter Verwendung von Lemma 5.3.2 erhalten wir:

E =[F = [B)] 25, F, = F. O

Wir wenden uns nun dem Beweis von Proposition 5.3.6 zu. Dazu bendtigen wir drei
neue Begriffe und eine Sammlung von Lemmata. Seien R eine bindre Relation auf
A und R; eine Relation auf A" x A. Das (R, R;) heiBt geeignet, wenn es folgende
Eigenschaft erfiillt:

Falls £ = F und £ € A*, dann [F] E\Rt F .
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Wir nennen R, vertraglich mit Komposition, wenn fiir alle £, F' und G gilt:

2

[F)] iRt F und E A G € A" implizieren [EANG|] =5 FAG.

Die Relation R; heifit schwach vertraglich mit Komposition, wenn fiir alle @, v, (',
Cy und F' gilt:

Aus FuCy 2, F und V(@) N FV(Cy) =0 folgt
53a(Cy A Cy) 2, F5(F A Cy).

Lemma 5.3.7 Sei (R, R;) ein geeignetes Paar und Ry vertrdglich mit Komposition
und wnvariant unter Deklaration. Dann implizieren £ —p F und E € A” auch
(5] 2, F.

Beweis. Mit Indukton {iber Herleitungen von £ —, F. Fiir den Induktionsanfang
verwenden wir, daf§ das Paar (R, R;) geeigent ist. Die Betrachtungen fiir die Regel
(Decl) sind einfach. Im Falle von Kompositon miissen wir vorsichtig sein, denn die
Argumente fiir die Regeln (Comp) und (Comp’) sind nicht ganz symmetrisch. Dies
siecht man am leichtesten an der Regel (Comp’):

E S, F
GAE S, GAF

Dabei gilt G A E € A®. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir [F] iRt F.

die Vertraglichkeit mit Komposition von R; impliziert [E A (] iRt F N G Wegen

[ENANG] = [GAFE]Jund FAG= G A F erhalten wir daraus [G A F] i\Rt GAF.
|

Lemma 5.3.8 Die Relationen (Ay), (Et) und (Gy) sind invariant unter Deklara-
tion.

Beweis. Offensichtlich. O

Lemma 5.3.9 FEine bindre Relation R, auf N x A ist vertriglich mit Komposi-
tion, falls R; schwach vertrdglich mit Komposition und sicher ist.

Beweis. Wir nehmen £ A (¢ € A” und [E] ARt F an und zeigen [E A G E\Rt FA
(i zeigen. Nach Definition gibt es E und F mit:

[B] =, E =y F

Il
ki
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Wegen der Lemmata 5.3.1 und 5.3.3 sind £ und [é] PNFs und besitzen also Dar-

stellungen:

E = 3uC, und [G] = 35C,.
Aus E A G e A folgt V() N FV(Cy) = 0, so daB wir die schwache Vertraglichkeit

von R; mit Komposition ausniitzen kénnen:
ou(Cy A Cy) 2p, Fo(F A Cy).

Als nichstes leiten wir die Eigenschaft [E A G] 3\Rt FAG her:

[EAG] = Fu3o(Cy A Cy)
=Exzch 353&(01 A Cz)
L TO(F ACy)
=ACT H‘U(CQ A F)
=5eope (FVC2) A F da V()N FV(F) =10
=ACI F A [G]
= FAG Lemma 5.3.4

Die bendtigte Nebenbedingung V(: (F) =0 folgt aus £ A G € A* und der

Sicherheit von R;:

=
D
\ﬁ
<

FY(E) = FV(E),
BY(3I5C,) = BY(G]) = BY(G).

Um gesuchte Behauptung sicherzustellen reicht es nun aus, die folgende Eigenschaft
nachzuweisen:

[EANG] =, [ENG].
Aus der Idempotenz der Funktion [ -] (Lemma 5.3.2) folgt:

NG = [[B]AC].
Somit ist die zu zeigende Eigenschaft dquivalent zu der nachstehenden:
[E]AG] =, [EANG].

Wegen [E] =, F konnen wir diese Beziehung durch das allgemeinere Lemma 5.3.10
sicherstellen. O

Lemma 5.3.10 Aus E1 =1 E2 fOlgt [El A F] =9 [Ez A F]
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Beweis. Wegen Proposition 5.3.5 und F; = E, gilt [E;] =3 [F>]. Nun sind [E],
[E,] und [F] nach Proposition 5.3.1 PNFs und haben somit Darstellungen:

[Ei] = 3w Cy,  [By]=3mC,,  [F]=30C.
Aus einer Anwendung von Proposition 3.5.1 folgt dann:
Juy ~ Juz und Ci~Cy,

so dafl wir Ju;30 =~ Juz;dv und C; A C = Cy A C schlieBen konnen. Ein weitere
Anwendung von Proposition 3.5.1 in umgekehrter Richtung ergibt:

[Er A F] = 3udo(Ci AC) =5 JugIo(Cy AC) = [Ex A F.
Lemma 5.3.11 Die Relationen (A¢), (Et) und (Gy) sind sicher.
Beweis. Einfach. O

Lemma 5.3.12 Das Paar (A, A;) ist geeignet.

Beweis. Wir setzen £ € A* und € A mit der folgenden Eigenschaft voraus:
E = 2y/EANzz =, 2:5/EANE[Z/y = F
Aus Lemma 5.3.4 erhalten wir [E] =; E. Nun ist =; invariant unter Substitution

(Proposition 5.2.13), so dal auch [F][Z/y] =1 F[z/y] gilt. Die Behauptung erhalten
wir nun wie folgt:

[E] = xy/[E] A
=ACT y/[ ]/\JZZ AT
~4, Z7!7/[ INENZ/YI AT
RN
= F O

Lemma 5.3.13 Die Paare (E, F;) und (G, G;) sind geeignet.
Beweis. Uberlassen wir dem Leser. a

Lemma 5.3.14 Die Relation (Ay) ist schwach vertrdglich mit Komposition.
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Beweis. Seien u, 7, Cy, C; und F gegeben mit 3uCy =4, F und V(u)NFV(Cy) = 0.
Nach Definition von (A;) existieren z, g, Z, £y und Fs:

JuCy = Ju(z:g/Ey ANz AN Ey) =, Fu(z:g/Ey N EZ/G) N Ey) = F.

Die Behauptung kénnen wir nun wie folgt schlieflen:

Fo3u(Cy A Cy) =acr FoFu(z:y/Er Axz A (Ey A Cy))
—,,  3odu(x:yg/Ey N Ev[Z/7] A (B2 A Cq))
=4cr IvFu((x:7/E1 A Ei[Z/Y) A E2) A Cs)
EScope EIE(EI (5337/E1 A El[z/y] A Ez) A Cz)

= Jo(F ACy)

Fiir die Anwendung von =geope verwenden wir die Bedingung V() N FV(C3) = 0.
O

Lemma 5.3.15 Die Relationen (E¢) und (Gy) sind schwach vertrdglich mit Kom-
position.

Beweis. Uberlassen wir wiederum dem Leser. O

Beweis von Proposition 5.3.6. Durch Kombination der Lemmata 5.3.7 bis
5.3.15. O
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1z FE, Deklarationsfolge, 48 T, falsch, 91 ) )
z =y, Gleichung, 15, 48 B; A By, Konjunktion, 91
E N F, Komposition, 8, 15, 48 t¢, wahr, 91
T, Null, 48 Einbettung
1z, Prifix, 62 ®, 39
A-Ausdruck d,, 92
M, N, 10, 76
Ax. M, Abstraktion, 6, 10, 76 Folge
M N, Applikation, 10, 76 beliebig
erweitert (k4):, 30, 31
z - r Paar, 84 endlich
(Ko, .., Kkn)oder (k;)™, 30, 31
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(ACI), ass. komm, id, 48
(o), a-Umbenennung, 48 Gleichheit

142



SYMBOLVERZEICHNIS

=, metalogisch, 10
Inkonsistenz, 16

Kalkiil
K, L, 30
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