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Kapitel 1

Einfiithrung

1.1 Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Beschreibung eines Algorithmus zur Be-
stimmung der Punktanzahl einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper
der Charakteristik grofier als drei.

Die Gruppe der Punkte einer elliptischen Kurve iiber einem Kérper K ist die Menge
aller Losungen einer Gleichung der Form y2 = 234+ az +0b iber dem Korper K. Dabei
sind beide Kurvenkoeffizienten @ und b ebenfalls Elemente aus K. (Wir werden diese
Begriffe in einem folgenden Kapitel noch genauer definieren.)

Das Problem der Bestimmung der Ordnung dieser Punktgruppe fiir endliche Koérper
hat in den letzten Jahren nicht nur fiir Zahlentheoretiker, sondern auch fiir Krypto-
graphen grofle Bedeutung erlangt. In der Literatur wurden die Punktgruppen ellip-
tischer Kurven iiber endlichen Koérpern mehrmals zur Konstruktion von Public Key
Kryptosystemen vorgeschlagen (siehe u.a. [Ko86] und [Mi86]). Die Sicherheit solcher
Kryptosysteme basiert auf der Schwierigkeit des sogenannten diskreten Logarithmus-
problems in der Punktgruppe einer elliptischen Kurve. Zur Lésung dieses Problems
sind zur Zeit nur fiir spezielle elliptische Kurven (sogenannte supersingulére Kurven)
Algorithmen mit subexponentieller Laufzeit bekannt [Me93, Abschnitt 5]. Der beste
Algorithmus zur Bestimmung diskreter Logarithmen fiir eine beliebige elliptische
Kurve iiber einem endlichen Kérper ist der Algorithmus von Pohlig und Hellman
[PoHe78], dessen Komplexitit proportional zu der Quadratwurzel des gréfiten Prim-
faktors der Gruppenordnung der zugrundeliegenden elliptischen Kurve ist. Damit ist
es eine notwendige Voraussetzung fiir die Sicherheit eines Public Key Kryptosystems
basierend auf elliptischen Kurven, daff die Ordnung der Punktgruppe der Kurve
mindestens einen ,grofilen” Primfaktor besitzt. Um diese Voraussetzung testen zu
kénnen, mufl man in der Lage sein, diese Gruppenordnung zu berechnen.

Ein Algorithmus zur Bestimmung der Gruppenordnung einer elliptischen Kurve
iiber einem endlichen Korper ist der Babystep-Giantstep Algorithmus von Shanks.
Dies ist ein Algorithmus, der fiir jede endliche abelsche Gruppe benutzt werden
kann, um die Gruppenordnung zu bestimmen (fiir den Fall elliptischer Kurven siehe
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z.B. [Mii91]). Die Laufzeit dieses Algorithmus ist proportional zu der vierten Wur-
zel aus der Anzahl der Elemente im zugrundeliegenden endlichen Kérper, so dafi
dieser Algorithmus in der Praxis nur fiir ,kleine* Kérper (mit Elementanzahl bis
zu ~ 10%%) angewandt werden kann. René Schoof hat 1985 in [Sc85] einen weite-
ren Algorithmus vorgestellt, der das Problem in Polynomzeit 16st. Im Gegensatz
zu diesem theoretischen Resultat ist der Algorithmus in der Praxis wegen enormer
Laufzeiten nur bedingt einsetzbar. Im Rahmen meiner Diplomarbeit [Mii91] wurde
eine Kombination der Algorithmen von Schoof und Shanks entwickelt und imple-
mentiert, mit der es moglich ist, Gruppenordnungen iiber Primkoérpern mit bis zu
1042 Elementen in einigen Tagen zu bestimmen. Oliver Atkin entwickelte 1988 einen
neuen Algorithmus fiir Primkoérper, mit dem die Gruppenordnung einer Kurve iiber
einem Primkérper mit 65-stelliger Charakteristik berechnet werden konnte [At88].
Durch Kombination der Ideen von Schoof und Atkin konnten Oliver Atkin und ich
1992 die Ordnung einer elliptischen Kurve iiber einem Primkérper mit ungefihr 107°
Elementen ausrechnen. Noam Elkies [El] hatte in der Zwischenzeit eine weitere Ver-
besserung theoretisch beschrieben. Diese Verbesserung wurde von Oliver Atkin in
einen praktischen Algorithmus fiir grofie Primkérper umgeformt [At92]. In der vor-
liegenden Arbeit werden die beiden letztgenannten Algorithmen theoretisch genau
untersucht und beschrieben. Dabei werden die bisher nur fiir Primkérper bekannten
Algorithmen auf beliebige endliche Kérper ,,gentigend grofier” Charakteristik verall-
gemeinert. Weiterhin wird die Korrektheit all dieser Algorithmen bewiesen. In der
Praxis haben sich diese Algorithmen als sehr effizient erwiesen, denn mit Hilfe einer
in Saarbriicken erfolgten Implementierung ([Le94], [Ma94]) konnte die Gruppenord-
nung einer elliptischen Kurve iiber einem Primkdrper mit 375-stelliger Charakteristik
berechnet werden (siehe dazu [LMMS94]). Unser bisheriger Rekord (Weltrekord bis
26. Januar 1995) ist die Bestimmung der Gruppenordnung einer elliptischen Kur-
ve liber einem Primkoérper mit 425-stelliger Charakteristik, der ebenfalls mit Hilfe
unserer Implementierung erfolgte (siche Abschnitt 10.4).

1.2 Gliederung der Arbeit

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden einige Bezeichnungen vereinbart, die in
den folgenden Kapiteln nicht mehr explizit eingefiithrt werden.

Kapitel 2 beschiftigt sich ausfiihrlich mit den Grundlagen elliptischer Kurven. Zuerst
werden die in diesem Zusammenhang wichtigen Begriffe eingefithrt. Anschlieflend
werden einige einfache Tatsachen bewiesen, die im weiteren Verlauf der Arbeit hiufi-
ger benutzt werden.

In Kapitel 3 geben wir an, wie wir Information iiber die gesuchte Gruppenordnung
gewinnen koénnen, wenn wir den Zerfillungstyp eines speziellen Polynoms kennen.
Die Bestimmung dieses Zerfillungstyps wird anschliefend auf das Verhalten spe-
zieller Untergruppen der Punktgruppe sowie auf die Untersuchung sogenannter j-
Invarianten geeigneter elliptischer Kurven reduziert.

In Kapitel 4 beschreiben wir die theoretischen Grundlagen sogenannter ,modula-
rer“ Polynome. Mit Hilfe dieser Polynome kénnen wir die in Kapitel 3 beschriebene
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Untersuchung der speziellen j-Invarianten durchfithren. Modulare Polynome unter-
suchen wir zuerst fiir den Kérper der komplexen Zahlen und fithren danach den Fall
der endlichen Kérper auf den komplexen Fall zuriick. Anschlielend untersuchen wir
spezielle Eigenschaften dieser Polynome, insbesondere auch die Galoisgruppe die-
ser Polynome. Im letzten Abschnitt von Kapitel 4 beschreiben wir die theoretischen
Grundlagen sogenannter ,,dquivalenter Polynome. Aquivalente Polynome kénnen in
unserer Anwendung an Stelle von modularen Polynomen verwendet werden und sind
in der Praxis viel leichter zu berechnen als diese.

In Kapitel 5 beschreiben wir Algorithmen zur Bestimmung solcher dquivalenter Po-
lynome. Dabei stellen wir zwei verschiedene Typen vor. In beiden Fillen geben wir
zuerst einige Figenschaften dieser Polynome an und beschreiben dann, wie wir diese
Eigenschaften benutzen kénnen, um die Polynome zu berechnen. Im abschlieenden
Abschnitt dieses Kapitels beschreiben wir eine Implementierung dieser Algorithmen
und geben einige praktische Erfahrungen und Laufzeiten an.

In den Kapiteln 6 und 7 beschreiben wir eine Variante des Algorithmus von Elkies
fiir endliche Koérper. Dazu leiten wir den Algorithmus zuerst fiir den Koérper der kom-
plexen Zahlen her und zeigen dann, wie sich dieser Algorithmus auf endliche Kérper
ibertragt. Kapitel 6 behandelt dabei den Fall des komplexen Kérpers und gibt den
theoretischen Hintergrund an. Im folgenden Kapitel 7 werden diese Formeln dann
auf endliche Kérper iibertragen und es wird gezeigt, wie wir damit Information iiber
die Gruppenordnung einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper gewin-
nen konnen. Auflerdem beschreiben wir unsere Implementierung dieses Algorithmus
fiir endliche Primkorper sowie Laufzeitresultate, die wir mit dieser Implementierung
erzielt haben.

In Kapitel 8 wird eine Erweiterung des Algorithmus von Schoof beschrieben. Dabei
werden Ideen aus den vorhergehenden Kapiteln benutzt, um einen Algorithmus zur
Bestimmung der Gruppenordnung modulo kleiner Primzahlpotenzen herzuleiten.

In Kapitel 9 wird untersucht, wie wir fiir elliptische Kurven mit speziellen Eigen-
schaften die Gruppenordnungen bestimmen koénnen. Fiir solche elliptische Kurven
sind die in den vorherigen Kapiteln beschriebenen Algorithmen nicht anwendbar.

In Kapitel 10 beschreiben wir einen auf der Babystep-Giantstep Idee basierenden
Algorithmus, mit dem wir aus einer Menge von vielen Moglichkeiten die gesuchte
Gruppenordnung effizient bestimmen kénnen. Anschlieflend fassen wir alle bisher
beschriebenen Teilalgorithmen zusammen und erhalten so einen ,,Gesamtalgorith-
mus“, der das vorgegebene Problem 16st. Zum Abschlufl des Kapitels beschreiben
wir einige praktische Aspekte unserer Implementierung und geben praktische Lauf-
zeiten an. Insbesondere beschreiben wir die Berechnungen der vier grofiten bisher
von uns bestimmten Gruppenordnungen.

Im letzten Kapitel der Arbeit beschreiben wir einen Algorithmus, der fiir eine gege-
bene ,,wahrscheinliche* Gruppenordnung beweist, dafl diese korrekt ist. Dieser Kor-
rektheitsbeweis ist notwendig, denn theoretisch kénnen wir nicht beweisen, daf} der
vorgestellte Algorithmus immer genau die Gruppenordnung bestimmt. In der Praxis
ist allerdings noch kein Beispiel aufgetreten, in dem dies nicht der Fall war.
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1.3 Bezeichnungen

Wir verwenden folgende Symbole zur Bezeichnung von Zahlbereichen:

Menge der natiirlichen Zahlen (ohne Null),
Menge der ganzen Zahlen,

Menge der rationalen Zahlen,

Menge der reellen Zahlen,

Menge der komplexen Zahlen,

q endlicher Kérper mit ¢ = p? Elementen,

q algebraischer Abschluf} des Kérpers IF,.

HFONZ

HE e

Weiterhin vereinbaren wir die folgenden Bezeichnungen, die wihrend der ganzen
Arbeit beibehalten werden:

D Charakteristik des Kérpers IF,, p > 3,
q Elementanzahl des zugrundeliegenden Koérpers IFy,
l ungerade Primzahl ungleich p,

IF, endlicher Kérper mit ! Elementen (2 7ZZ/17Z),
#G  Anzahl der Elemente der Menge G,

J(z) Imaginirteil der komplexen Zahl z.

Wir werden die folgenden Gruppen bendtigen. Da wir allerdings nicht genauer auf
Eigenschaften dieser Gruppen eingehen werden, geben wir hier nur ihre Definition
an (Eigenschaften und eine genaue Untersuchung dieser Gruppen findet man bei-
spielsweise in [Hu67, Seite 177{f]):

PSLy(TF,) :{(Z Z)e]F,M; ad—bc:l}/{:t((l) ?)}
PGLy(TF)) :{(‘Z Z)E]F,M; ad—bc;éo}/{(g 2);66113,*},

Sn Gruppe der Permutationen auf n Elementen,

An Gruppe der alternierenden Permutationen in 5,.

In der ganzen Arbeit markieren wir das Ende von Beweisen durch das Zeichen W .
Diese Regel wird nur unterbrochen, wenn innerhalb eines Beweises ein Hilfslem-
ma formuliert wird. Beweise fiir solche Hilfslemmata werden mit dem Zeichen O
beendet.

Zur Darstellung von Algorithmen verwenden wir eine modifizierte Form der von
Nassi und Shneiderman [NaSh73] eingefithrten Struktogramme (Nassi-Shneiderman-
Diagramme). In diesen Diagrammen wird der Ablauf der Algorithmen durch die
Aneinanderreihung und Verschachtelung einzelner sogenannter Strukturblécke dar-
gestellt. Da diese Struktogramme selbsterkldrend sind, verzichten wir hier auf eine
weitere Beschreibung.



Kapitel 2

Grundlegende Definitionen und
Eigenschaften

In diesem Kapitel werden wir die grundlegenden mathematischen Begriffe einfiihren,
die wir bei der Beschreibung des in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus ben6ti-
gen werden. Im ersten Abschnitt werden wir den Begriff einer elliptischen Kurve
definieren. Anschliefend werden Abbildungen zwischen solchen Kurven eingefiihrt,
bevor wir uns mit einer speziellen Abbildung genauer beschiftigen. Diese spezielle
Abbildung besitzt eine fundamentale Bedeutung fiir das Problem der Bestimmung
der Ordnung einer elliptischen Kurve, denn fast alle bekannten Algorithmen zur
Losung dieses Problems benutzen Eigenschaften dieser Abbildung. Einige Eigen-
schaften dieser Abbildung werden deshalb in den abschlielenden Abschnitten dieses
Kapitels vorgestellt.

In der ganzen Arbeit machen wir die Voraussetzung, daff IF, der endliche Kérper
mit ¢ = p? Elementen und Charakteristik p > 3 ist.

2.1 Elliptische Kurven iiber endlichen Koérpern

Zuerst definieren wir den grundlegenden Begriff der ganzen Arbeit, eine elliptische
Kurve.

Definition 2.1 Sei K ein Kdrper mit Charakteristik ungleich zwei und drei. Unter
einer elliptischen Kurve E iiber dem Korper K verstehen wir ein Paar (a,b) €
K? mit der Eigenschaft 4 a3+ 2752 # 0.

Fijr einen Erweiterungskorper K von K definieren wir die Menge aller K-ratio-
nalen Punkte von E als

EK) = {(@yek?;y’=a"+ac+d} U {0}, (2.1)

wobei O ein idealisierter® Punkt ist.
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Wir schreiben im folgenden fiir eine iiber dem Kérper K definierte elliptische Kurve
E auch kiirzer E/ K. Auf der Menge der K-rationalen Punkte einer elliptischen Kurve
E = (a,b) kénnen wir auf die folgende Weise eine Verkniipfung definieren, die als
Addition bezeichnet wird:

o Fiir jeden Punkt P € E(K)git P+ O = O+ P = P.

o Zu einem Punkt O # P = (z,y) € E(K) definieren wir als negativen Punkt

—P = (z,—y) € E(K).
e Fiir Punkte P; und P, mit P, = —P, wird die Summe als P, + P, := O
definiert.

o Fiir Punkte Py = (z1,11) # O und P; = (23,y2) # O mit Py # — P, wird die
Summe gegeben als Py + P, = (23, y3), wobei

3 = —x1 — a2 + )\2
Y3 = -y + A (21 — z3)
mit

A= AT R s p 4P
1 — Ty
3 2

A= 2t P =P,

2y

Dann erhalten wir den folgenden Satz (siehe [Si85, Prop. 2.2, Seite 55]):

Satz 2.2 Sei E eine elliptische Kurve iber K und K ein Erweiterungskdrper von
K. Dann bildet die Menge der K-rationalen Punkte von E mit dieser Verknipfung
eine additive abelsche Gruppe mit Nullelement O.

Bemerkung 2.3 Betrachten wir elliptische Kurven iiber dem Ko&rper der reellen
Zahlen, so besitzt die Addition zweier Punkte eine geometrische Bedeutung. Diese
Bedeutung wird in der folgenden Abbildung 2.1 verdeutlicht. Dort betrachten wir
die elliptische Kurve E = (—10,10) sowie die Punkte P = (-3,v/13),Q = (1,-1)
und H ~ (—2.209736791, —4.615989934).

Das Thema dieser Arbeit besteht darin, fiir einen beliebigen endlichen Koérper IF,
der Charakteristik p > 3 und eine beliebige elliptische Kurve iiber diesem Koérper
die Ordnung der Punktgruppe E(IF,), d.h. die Anzahl der IF-rationalen Punkte, zu
berechnen. Diese Anzahl ist sicherlich endlich, denn offensichtlich gibt es maximal
q? viele Paare in IFE, da I, nur ¢ Elemente besitzt. In [Si85, Th. 1.1, Seite 131]
finden wir das folgende Resultat iber die Gréflenordnung der Gruppenordnung.
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Elliptische Kurven iiber endlichen Kérpern

2.1

10+

10+

Abbildung 2.1: Elliptische Kurve iiber IR, Punktaddition
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Satz 2.4 (Satz von Hasse)
Sei E eine elliptische Kurve tiber dem endlichen Kérper IF,. Dann gilt fir die Ord-
nung der Punktgruppe der IF,-rationalen Punkte

[#E(E)-q-1| < 24
d.h.

¢+1-2/q < H#EIF,) < q+1+2\/4. (2.2)

Aus diesem Satz folgt, daBl die Anzahl der IF,-rationalen Punkte einer iiber dem
endlichen Korper IF, definierten elliptischen Kurve E ungefihr gleich der Anzahl
der Elemente des Kérpers IF, ist. Ist die Anzahl der Elemente in dem zugrundelie-
genden Korper IFy ,klein®, so kann man mit einfachen Zéhlalgorithmen die Ordnung
der Punktgruppe E(IF,) bestimmen [Mii91]. Wir stellen in dieser Arbeit einen Algo-
rithmus zur Lésung dieses Problems vor, der auch fir ,grofie” endliche Kérper hin-
reichend grofler Charakteristik in der Praxis anwendbar ist. Um die Theorie dieses
Algorithmus zu verstehen, beschreiben wir im folgenden Abschnitt einige Grundla-
gen iiber Abbildungen zwischen Punktgruppen elliptischer Kurven.

2.2 Rationale Funktionen und Isogenien

In diesem Abschnitt beschreiben wir Abbildungen zwischen Punktgruppen ellipti-
scher Kurven. Diese Abbildungen stehen in enger Beziehung zu rationalen Funktio-
nen. Zuerst geben wir deshalb die Definition von rationalen Funktionen auf einer
elliptischen Kurve E an, bevor wir spezielle Abbildungen definieren. Sei im weiteren
in diesem Abschnitt E = (a,b) eine elliptische Kurve iiber dem Kérper IF,.

Definition 2.5 Ein Polynom auf E ist ein Element aus dem Ring

Fy[X,Y]/(Y? - X* —a X - b).

Der Ring aller Polynome auf E wird mit IF,[E] bezeichnet. Falls ein Polynom auf
E sogar aus dem Ring K[X,Y] / (Y2 - X3 —aX —b) fiir einen Erweiterungskérper
K wvon IF, ist, so sagen wir, daf$ das Polynom auf E diber K definiert ist.

Definition 2.6 Der Koérper der rationalen Funktionen auf E ist der Quo-
tientenkdérper von TF,[E); wir bezeichnen ihn mit I (E). Eine rationale Funktion
auf E ist dber einem Erweiterungskérper K von ¥, definiert, falls Vertreter f/g
mit f,g € K[E] existieren.
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Fiir solche rationalen Funktionen kénnen wir wie tiblich den Begriff einer Nullstelle
oder eines Pols definieren. Weiterhin kénnen wir rationale Funktionen auf E an
Punkten P von E auf die offensichtliche Art und Weise auswerten, wenn P kein
Pol der rationalen Funktion ist. Ist P ein Pol einer rationalen Funktion r auf F,
so setzen wir 7(P) = oo. Dann kénnen wir den Begriff der Isogenie zwischen zwei
elliptischen Kurven definieren.

Definition 2.7 Seien E = (a,b) und E' = (a',V’) elliptische Kurven. Eine nicht-
konstante Isogenie von E nach E' ist ein Paar (r,s) von rationalen Funktionen
auf E mit den Eigenschaften s* = 13 4+ a'r + b und (r(0), s(0)) = O'. Wir sagen,
daf$ die Isogenie iber dem Kérper IV, definiert ist, falls sowohl v als auch s rationale
Funktionen auf E diber IF, sind. Zwei elliptische Kurven heifen isogen, falls es eine
nichtkonstante Isogenie zwischen thnen gibt.

Bemerkung 2.8 Zusitzlich zu nichtkonstanten Isogenien gibt es noch die Abbil-
dung, die alle Punkte von E auf den Nullpunkt von E’ abbildet. Diese Abbildung
wird als konstante Isogenie (oder Nullisogenie) bezeichnet. Im folgenden wird bei
Benutzung von Isogenien immer angenommen, daf} sie nicht die Nullisogenie sind.

Wir wissen schon, dafl die Menge aller Punkte auf einer elliptischen Kurve eine
Gruppe bildet. Isogenien sind dann genau Homomorphismen der Punktgruppe und
umgekehrt, wie in [ChR090, Th. 2.2, Seite 8] gezeigt wird.

In den folgenden Abschnitten werden wir hidufig zu einer gegebenen Isogenie eine
»Umkehrung®, die sogenannte duale Isogenie, verwenden. Diese fithren wir im fol-
genden Satz aus [Si85, Th. 6.1, Seite 84] ein.

Satz 2.9 Sei ¢ : E — E' eine nichtkonstante Isogenie zwischen den elliptischen
Kurven E und E'. Dann existiert eine zu ¢ duale Isogenie ¢ : E' — E und eine
eindeutig bestimmte positive Zahl m € IN mit

gﬁo;b = m.

Bemerkung 2.10 Wir kénnen eine ganze Zahl m auch als eine Isogenie von E

nach E interpretieren, die jeden Punkt P € E(IF,) auf den Punkt m - P abbildet.
Sprechen wir also von einer Isogenie m, so ist dies in dieser Weise zu interpretieren.

Zu einer gegebenen Isogenie ¥ bezeichnet man eine Zahl m wie aus Satz 2.9 auch als
Grad der Isogenie 9. Der Grad einer Isogenie besitzt eine algebraische Bedeutung,
auf die wir aber nicht eingehen werden, weil wir sie nicht benutzen. Fiir n&here
Informationen beachte man [Si85].

Wie in der Gruppentheorie iiblich, nennt man eine Isogenie von E auf sich selbst auch
einen Endomorphismus. Alle iiber dem algebraischen Abschlufi T, definierten
Endomorphismen einer elliptischen Kurve E bilden einen Ring, den wir im folgenden
mit Enqu(E ) bezeichnen. In dem folgenden Abschnitt werden wir uns genauer mit
einem speziellen Endomorphismus beschiftigen, der in der gesamten Arbeit eine
gewichtige Bedeutung besitzt.
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2.3 Der Frobenius-Endomorphismus

Ein spezieller Endomorphismus der Punktgruppe einer elliptischen Kurve besitzt
eine besonders grofle Bedeutung bei der Bestimmung der Gruppenordnung dieser
Punktgruppe. Diesen Endomorphismus werden wir zuerst vorstellen. Danach werden
wir Eigenschaften dieses Endomorphismus beschreiben, die wir in den folgenden
Kapiteln verwenden werden.

Definition 2.11 Sei E eine elliptische Kurve iber dem endlichen Korper IF,. Dann
ist der Frobenius-Endomorphismus zu E die folgende Abbildung:

oy: EF, — EF,)
(z,y) —— (2%,99).

Bemerkung 2.12 Wir kénnen leicht zeigen, dafl diese Abbildung wirklich ein En-
domorphismus ist. Die Homomorphie-Eigenschaft wird dabei dadurch deutlich, daf§

die elliptische Kurve E und damit die Addition in E(IF,) iiber dem Koérper IF,
definiert sind und Elemente aus IF, die Gleichung X9 = X erfiillen.

Der Frobenius-Endomorphismus besitzt eine enge Beziehung zur Gruppenordnung
von E(IF,), die wir im folgenden Satz angeben.

Satz 2.13 Sei E eine elliptische Kurve iber IV, und sei # E(IF,) = ¢+1—c. Dann
erfillt der Frobenius-Endomorphismus im Endomorphismenring EILqu(E) von E
die Gleichung

3% —cdp+q = 0. (2.3)
Beweis: [ChRo88, Th. 12.16, Seite 71] |

Bemerkung 2.14 Die Zahl ¢ aus Satz 2.13 nennen wir auch die Spur des Fro-
benius-Endomorphismus. Kennen wir zu gegebener elliptischer Kurve E/IF, die
Spur ¢ des zugehorigen Frobenius-Endomorphismus, so kennen wir offensichtlich
auch die Ordnung der Gruppe der IF,-rationalen Punkte von E.

Der Frobenius-Endomorphismus gibt uns weiterhin die Moglichkeit, fiir eine gegebe-
ne elliptische Kurve E/IF, aus der Ordnung der Punktgruppe E(IF,) die Ordnung
der Punktgruppen E(IF ;) fiir Erweiterungskérper IF ; von IF, zu bestimmen. Diese
Ordnungen kénnen wir mit Hilfe der folgenden rekursiven Formel berechnen.

Satz 2.15 Sei E eine elliptische Kurve tiber IF, und sei die Ordnung der Punkt-
gruppe von E iber dem Erweiterungskérper I ; fir j > 1 gegeben als

#E(IF,;) = ¢ +1- c;.
Setzen wir ¢cg = 2, so gilt fiir j > 1 die Rekursionsformel

Ci+1 = C1-Cj—(q-Cj1q.
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Beweis: Sei @ der Frobenius-Endomorphismus fiir E/IF,. Fassen wir E als iiber
IF,; definiert auf, so wird der zugehérige Frobenius-Endomorphismus fiir den Erwei-
terungskérper E(TF,;) gegeben als ®7,. Aus [Si85, Th. 6.2 (b), Seite 86] folgt, daf
der zu @7, duale Endomorphismus (:T?% ist, wobei &5 der duale Endomorphismus zu
® ist. Nun beachten wir, dafl ¢;11 = @]EH + i)]EH ist (dies folgt aus dem Beweis
zu [ChRo88, Th. 12.16, Seite 71]) und erhalten dann fiir j > 1
= R

= (2p+®p)o (B + Op) — (Bpo y + By o $p)

= C1'Cj—(@EO‘iE)O(‘I’JE_l-I-‘i?E_l)

= C1-Cyj—q-Cj1q.
Bei dieser Umformung wird noch benutzt, dafl der Grad des Frobenius-Endomor-
phismus ¢ ist. |

Also kénnen wir fiir eine elliptische Kurve E iiber dem Koérper IF,, die Ordnungen der
Punktgruppen E(IF,;) leicht berechnen, wenn wir die Ordnung von E(IF;) und damit
¢1 kennen. Im folgenden werden wir daher nur noch dieses Problem untersuchen.

Der Frobenius-Endomorphismus besitzt noch eine weitere wichtige Eigenschaft. Oft
ist es von Interesse, den minimalen Erweiterungskérper von IF, zu finden, iiber dem
eine Isogenie definiert ist. Ein Kriterium, um diesen Erweiterungsgrad zu bestimmen,
liefert das folgende Lemma.

Lemma 2.16 Seien E, E' zwei elliptische Kurven iber dem Koérper IF, und seien
®p, Pp die zugehdrigen Frobenius-Endomorphismen. Dann gilt fiir jede Isogenie 1
von E nach E’

o diber IFa definiert = Ypodt = 3%,04.

Beweis: Jede Isogenie ist nach Definition ein Paar rationaler Funktionen auf E. Sei
zuerst P(X,Y) = («(X,Y),v(X,Y)) iiber IF a definiert, d.h. die beiden rationalen
Funktionen u und v auf E sind iiber IF 4 definiert. Dann gilt
Podh(XY) = (XY
= (XY, o(X7 YY)
(u(X, V)", o(X,Y)7)
= &4 0y(X,Y).

Dabei wurde benutzt, daf fiir jede rationale Funktion f(X,Y) € TF,(X,Y) genau
dann f(X,Y) € IFo(X,Y) ist, wenn
FXY)Y = f(xe Y

gilt. Da E iiber dem Grundkérper IF, definiert ist, gilt diese Eigenschaft sicherlich
auch fiir rationale Funktionen auf E. Die umgekehrte Richtung der Behauptung folgt
direkt aus dem gleichen Grund. |
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2.4 Supersingulére elliptische Kurven

Wir haben in Abschnitt 2.2 schon den Endomorphismenring Endﬁq(E ) fiir eine gege-
bene elliptische Kurve E/IF, definiert. In diesem Abschnitt werden wir diesen Ring
genauer untersuchen und damit eine Einteilung elliptischer Kurven in verschiedene
Klassen erhalten. Wir geben zuerst die Struktur dieses Rings an.

Satz 2.17 Der Endomorphismenring einer elliptischen Kurve tiber einem endlichen
Korper IF, ist entweder eine Ordnung eines imagindrquadratischen Zahlkérpers oder
eine Ordnung ewner Quaternionenalgebra.

Beweis: [Si85, Cor. 9.4, Seite 102] |

Je nach Art des Endomorphismenrings unterscheidet man dann die beiden folgenden
Klassen von elliptischen Kurven.

Definition 2.18 Fine elliptische Kurve E heiffit supersingular, falls Enqu(E) ei-
ne Ordnung in einer Quaternionenalgebra ist. Ansonsten heifst die elliptische Kurve
ordinar.

Supersinguldre Kurven werden spiter bei der Beschreibung unseres Algorithmus
eine besondere Rolle spielen. Inshesondere benétigen wir einen Test, um eine ge-
gebene elliptische Kurve auf Supersingularitit iiberpriifen zu koénnen. Um spiter
die Korrektheit eines solchen Tests begriinden zu koénnen, stellen wir die folgende
Eigenschaften von supersinguliren Kurven vor.

Proposition 2.19 Se: E eine elliptische Kurve tber dem Korper I, der Charak-
teristik p > 3 und sei #E(IFy) = ¢+ 1 — c¢. Dann gilt

E supersinguldr = ¢ = 0 mod p.

Beweis: Wir gehen analog zum Beweis von Satz 4.1(a) in [Si85, Seite 140] vor. Sei
&g der Frobenius-Endomorphismus zu E. Nach Satz 3.1(a)(ii) in [Si85, Seitel37] gilt
dann, dal F genau dann supersingulér ist, wenn der zu @5 duale Endomorphismus
dp inseparabel ist (die Bedeutung des Begriffs ,inseparabel“ kann man an derselben
Stelle nachlesen). Falls die Gruppenordnung von E(IF,) gleich ¢+ 1 — ¢ ist, so erfiillt
der Frobenius-Endomorphismus die Gleichung

@% —c®p+q = 0,
und damit wird der zu ®5 duale Endomorphismus gegeben als
‘:I?E = c¢— Pp.

Die Separabilititseigenschaften von Endomorphismen dieser Gestalt sind aber be-
kannt: ein Endomorphismus m + n &g ist genau dann inseparabel, wenn die Cha-
rakteristik p des endlichen Kérpers IF, m teilt (vgl. [Si85, Cor. 5.5, Seite 83]). Damit
ist in unserem Fall 5 genau dann inseparabel und damit E supersinguldr, wenn
¢ = 0 mod p ist. |
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Wir werden im néchsten Kapitel noch ein Resultat iiber die Gestalt der Endomor-
phismenringe zweier isogener elliptischer Kurven benétigen. Dazu geben wir das
folgende Lemma an.

Lemma 2.20 Seien E, E' elliptische Kurven iber dem Korper Iy und sei E or-
dindr. Sei weiterhin 1 eine Isogenie von E nach E' mit der Eigenschaft, dafi die
Ordnung des Kerns von b und q teilerfremd sind. Dann ist E' ebenfalls ordindr.

Beweis: Sei p die Charakteristik des Koérpers IF,. Nach Satz 3.1 aus [Si85, Seite
137] gibt es genau dann einen Punkt P der Ordnung p in E(F,), wenn E ordinir
ist. Dieser Punkt kann wegen ggT(# ker ¢, ¢) = 1 kein Element des Kerns der Iso-
genie 1 sein. Wire P ein Element des Kerns, so wire die von ihm erzeugte Gruppe
eine Untergruppe des Kernes von ¢ der Ordnung p. Also wiirde p die Ordnung des
Kernes von ¢ teilen und obiger gréfiter gemeinsamer Teiler wire nicht eins. Da p

eine Primzahl ist, ist damit ¢(P) ein Punkt der Ordnung p in E'(IF,), d.h. E' ist

ebenfalls ordinir. [ |

2.5 Isomorphe elliptische Kurven

In dem abschlieBenden Abschnitt dieses Kapitels werden wir uns noch mit einem
weiteren wichtigen Thema in der Theorie der elliptischen Kurven beschéftigen,
mit Isomorphismen der Punktgruppe. Insbesondere werden wir uns mit iber dem
Grundkérper definierten Isomorphismen befassen.

Satz 2.21 Sei E = (a,b) eine elliptische Kurve dber IF, und sei u € TZ. Dann

ist die Punktgruppe E'(IF,) der elliptischen Kurve E' = (u*a,u®b) isomorph zur

Punktgruppe E(IF,). Die Isomorphie wird gegeben durch die Abbildung
E(F,) — E'(E,)

(z,y) — (dPz,u’y).
Beweis: [Si85, Prop. 1.4, Seite 50] |

Ein Kriterium, wie man feststellen kann, ob zwei gegebene elliptische Kurven iso-
morph sind, 148t sich leicht beschreiben. Dazu bendtigen wir die folgende Definition.

Definition 2.22 Sei E = (a,b) eine elliptische Kurve. Dann definieren wir die
j-Invariante zu FE als

4 q3
(E = 1728 ————— .
i(E) 28 o
Diese j-Invariante ist eine Invariante der Isomorphieklasse, d.h. der Klasse aller
elliptischer Kurven, die iiber dem algebraischen Abschluf} Tq isomorph sind. Dies
wird in folgenden Satz gezeigt [Si85, Prop. 1.4 (b), Seite 50]:
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Satz 2.23 Zwei elliptische Kurven E und E' sind genau dann dber I, isomorph,
wenn sie die gleiche j-Invariante besitzen.

Wir werden nun noch spezielle Isomorphismen untersuchen, die ,,schéne“ Eigenschaf-
ten haben, was die Ordnung der beiden Punktgruppen angeht. Dies wird in einem
spateren Kapitel dazu benutzt werden, einen Algorithmus zum Beweis der Korrekt-
heit einer berechneten ,,wahrscheinlichen Gruppenordnung vorzustellen.

Lemma 2.24 Sei E = (a,b) eine elliptische Kurve iber dem Kérper I, und sei
#E(TF,) = ¢+ 1 —c. Sei weiterhin d kein Quadrat in ;. Dann gilt fiir die Ordnung
der Punktgruppe der zu E isomorphen elliptischen Kurve E' = (d?* a,d®b)

#E'(F,) = q+l+ec

Beweis: Die Isomorphie der elliptischen Kurven E und E’ folgt direkt aus Satz
2.21, wenn wir u € Tz als eine Quadratwurzel aus d wihlen. Nun zum Beweis der
Behauptung iiber die Ordnungen der beiden Punktgruppen. Sei fiir € IF,

1 z Quadrat in IFy,
X(Q?) = 0 z =0,
—1 =z kein Quadrat in IFy.

Dann erkennt man durch Abzihlen leicht, daB fiir die Gruppenordnung # E(IF,) die
Formel

#E(IF,) = 1+Z(X($3+ax+b)+1) = q+1+ZX($3+ax+b)
z€IF, z€IF,

gilt. Dazu betrachten wir einfach den Wert jedes Summanden und erkennen direkt,
daB dieser Wert gerade die Anzahl der Punkte aus E(IF,) mit 2-Koordinate z angibt.

Ein Element 2 € IF} ist genau dann ein Quadrat, wenn 2(@=1/2 = 1 ist. Damit
ist y sogar multiplikativ, d.h. es gilt x(z - y) = x(z) - x(y). Da mit d auch d> ein
Nichtquadrat ist und damit x(d®) = —1 gilt, erhalten wir fiir die Gruppenordnung
der isomorphen Kurve E’

#E'(F,) = g+1+ Z x(z* +ad®z +bd®)

z€F,

= g+1+ E X(d3333—|—ad3ac+bd3)
d-z€lF,

= ¢+1+ ) x(d)-x(z® +az+b)
z€lF,

= g+1- ) x(z®+az+b),
z€F,

und damit ist die Spur des Frobenius-Endomorphismus zu E’ genau die negative
Spur des Frobenius-Endomorphismus zu FE. Dabei wurde bei den Umformungen
benutzt, daB fiir ein Element d € IF; die Menge {d - z; z € TF,} = IF, ist. |
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Damit haben wir alle notwendigen Grundlagen und Definitionen aus der Theorie
der elliptischen Kurven angegeben. Im folgenden Kapitel werden wir zeigen, wie wir
Information iiber die Gruppenordnung einer elliptischen Kurve iiber einem endli-
chen Kérper bestimmen kénnen. Dabei werden die in diesem Kapitel angegebenen
Grundlagen benutzt werden.



Kapitel 3

Informationen tiiber die Spur
des Frobenius-Endomorphismus

Wir haben im vorherigen Kapitel schon gesehen, daf der Frobenius-Endomorphismus
zu einer elliptischen Kurve eine enge Beziehung zu dem Problem der Bestimmung der
Ordnung der Punktgruppe dieser Kurve besitzt. In diesem Kapitel werden wir ein
Verfahren beschreiben, wie wir Information iiber die Spur des Frobenius-Endomor-
phismus gewinnen kénnen. Dies liefert dann mit Hilfe von Satz 2.13 auch Information
iber die Gruppenordnung der zugrundeliegenden elliptischen Kurve. Insbesondere
sind wir dabei an der Bestimmung moglicher Werte fiir die Spur des Frobenius-
Endomorphismus modulo kleiner ungerader Primzahlen [ interessiert.

Sei dazu wihrend des gesamten Kapitels [ eine ungerade, von der Charakteristik p
des Korpers IF, verschiedene Primzahl.

3.1 Die Spur von ®z modulo /

In diesem Abschnitt werden wir herleiten, wie wir eine Liste von mdglichen Werten
fiir die Spur ¢ des Frobenius-Endomorphismus modulo [ erhalten, wenn wir den
Zerfillungstyp des Polynoms X2 — ¢ X 4+ ¢ modulo [ kennen. Damit erhalten wir eine
Reduktion auf ein neues Problem, mit dem wir uns in den weiteren Abschnitten
genauer beschiftigen werden.

Der Frobenius-Endomorphismus @z erfiillt die in Satz 2.13 angegebene Gleichung
L —c®p+q = 0

im Endomorphismenring Enqu(E). Um Aussagen iiber die Spur ¢ modulo / machen

zu koénnen, betrachten wir diese Gleichung fiir eine Untergruppe von E(IF,;). Diese

Untergruppe ist die Gruppe aller Punkte in E(IF,;) mit Exponent [, d.h. die Gruppe

El] = {PeEB(W,); i P=0}
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Diese Gruppe wird als [-Torsionsgruppe bezeichnet. Wir kennen einige Eigenschaf-
ten dieser Untergruppe, insbesondere ist die Struktur dieser Gruppe bekannt:

Satz 3.1 Ist! teilerfremd zu q, so gilt E[l] 2 F; x TFy.
Beweis: [Si85, Cor. 6.4.b, Seite 89] |

Wir betrachten im folgenden die Einschrinkung des Frobenius-Endomorphismus &g
zu E auf die [-Torsionsgruppe E[l]; aus Griinden der Uberschaubarkeit nennen wir
diesen Endomorphismus weiterhin ®z. Als Einschrdnkung des ,,normalen Frobenius-
Endomorphismus® erfiillt g sicherlich ebenfalls die Gleichung aus Satz 2.13. Da die
Einschrinkung nur fiir Punkte der Ordnung ! definiert ist, kénnen wir die beiden
wZahlen“ ¢ und ¢ modulo ! reduzieren, denn fiir Punkte @ € E[l] gilt k- Q =
k' - @ genau dann, wenn k = k' mod [ ist. Damit erfiillt die Einschrinkung sogar die
Gleichung

3% -cdp+qg = O, (3.1)

wobei ¢, § die kleinsten positiven Reste von ¢ bzw. ¢ modulo [ sind. Nach Satz 3.1
kénnen wir E[l] als 2-dimensionalen IF;-Modul auffassen. Dann ist das Polynom

f(X) = X’-eX+7 € FX]

ein Vielfaches des Minimalpolynoms von ®z. Nach [Si85, Prop. 2.3, Seite 134] ist
f(X) sogar das charakteristische Polynom von ®g. Betrachten wir dann das Mini-
malpolynom von ®g, so gibt es zwei mégliche Fille:

1. das Minimalpolynom von ®g besitzt Grad 1,

2. das Minimalpolynom von &g besitzt Grad 2 und ist damit gleich dem charak-
teristischen Polynom f(X).

Untersuchen wir im folgenden, welche Auswirkungen diese beiden Fille auf mogliche
Werte fiir ¢ haben. Falls das Minimalpolynom Grad eins besitzt, mufl das charakte-
ristische Polynom f(X) als

fX) = (X-a)

zerfallen. Diese Gleichung liefert direkt mogliche Werte fiir € mod [: durch Koeffizi-
entenvergleich erhalten wir die Gleichungen

[ = 2-a modl,

q = a? mod I.

Daraus folgt durch einfaches Umrechnen, dafl
¢ = +2-,/¢g modl

gilt, wobei /g eine Quadratwurzel modulo / von § ist. Damit kénnen wir in Fall 1
genau 2 mogliche Werte fiir ¢ bestimmen.
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Behandeln wir nun den zweiten Fall, dafl das Minimalpolynom gleich dem charakte-
ristischen Polynom ist. Wir nehmen an, daff a, § die beiden Nullstellen des Polynoms
f(X) in seinem Zerfallungskérper sind, d.h. es gilt

fX) = (X-a)-(X-p)

Dabei sind wegen des Grades von f(X) entweder beide Nullstellen Elemente des
Grundkérpers IF; oder aber Elemente des quadratischen Erweiterungskorpers .
Wir gehen nun wie im ersten Fall vor und fiithren einen Koeffizientenvergleich durch.
Dann erhalten wir die Gleichungen (in dem jeweiligen Kérper IF; bzw. IFj2)

a+p = C,
a-fp = q.
Aus diesen zwei Gleichungen erhalten wir
T = a4qg-al.

Offensichtlich reicht dies nicht aus, um @ eindeutig zu bestimmen. Nehmen wir daher
an, wir wiiten die Ordnung d des Elements a-37! in IF; bzw. Fj2. Dann ist a-87! =
(4, wobei (4 ein Element der Ordnung d im jeweiligen Korper ist. Damit erhalten

wir die neue Gleichung

o = 7-(a

Kombinieren wir beide Gleichungen, so erhalten wir eine Gleichung fiir ¢ als

c o= (G+1)-ya- ¢t

Leider kennen wir das Element (4 nicht. Bestimmen wir aber alle Elemente der
Ordnung d in dem jeweiligen Korper und verwenden wir alle diese Elemente in dieser
Gleichung, so erhalten wir moégliche Werte fiir ¢. Insbesondere ist der korrekte Wert
von ¢ in der Menge aller solcher Losungen enthalten. Wir haben also Information
iiber € bestimmt. Da es genau ¢(d) viele Elemente der Ordnung d in dem jeweiligen
Korper gibt und da inverse Elemente dieselben Moglichkeiten fiir € liefern, erhalten
wir insgesamt genau ¢(d) viele Moglichkeiten fiir €. Dabei sei ¢ die Eulersche -
Funktion. Wir schitzen diese Anzahl in dem folgenden Lemma ab.

Lemma 3.2 Falls f(X) diber I} zerfillt, so erhalten wir mit dieser Vorgehensweise
mazimal I_Tl — 1 viele mégliche Werte fiir ¢; ist f(X) irreduzibel iber Iy, so ist die

Anzahl der moglichen Werte maximal HTI - 1.

Beweis: Zuerst zu dem Fall, dafl f(X) iiber dem Kérper IF; zerfillt. Dann ist
a - (37! ein Element von IF;. Damit muf die Ordnung d dieses Elements ein Teiler
von [ — 1 sein. Da [ ungerade ist, tritt die maximale Anzahl von Mdglichkeiten genau
dann auf, wenn (I — 1)/2 eine Primzahl und d gleich I — 1 ist. Berechnen wir ¢(d)
fiir diesen Fall, so erhalten wir den ersten Teil des Lemmas.
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Sei f(X) nun irreduzibel iiber IF; und «, 8 die beiden Nullstellen iiber IFp. Da 3
die zu a konjugierte Nullstelle ist, gilt 3 = a!. Damit ist

a-70 = ol

Die Ordnung dieses Elements mufl die Gruppenordnung von IF},, also 2 — 1 teilen.
Genauer muf} die Ordnung d des Elements « - 371 sogar [ + 1 teilen, denn aus

@) = @) =

folgt (1 — 1)d teilt 2 — 1 bzw. d teilt [ 4+ 1. Die obere Schranke fiir die Anzahl der
Moglichkeiten ergibt sich dann wie im ersten Fall. |

Damit kénnen wir Informationen iiber die Spur des Frobenius-Endomorphismus be-
stimmen, wenn wir wissen, wie das Polynom f(X) zerfillt. Leider kennen wir dieses
Polynom f(X) allerdings nicht. Im folgenden Abschnitt werden wir daher untersu-
chen, wie wir den Zerfillungstyp dieses Polynoms auf die Untersuchung bestimmter
Untergruppen der I-Torsionsgruppe reduzieren kénnen.

3.2 Das Verhalten von [-Gruppen unter g

Zur Losung des gerade gestellten Problems betrachten wir das Verhalten bestimmter
Untergruppen der I-Torsionsgruppe bei Anwendung des eingeschrinkten Frobenius-
Endomorphismus. Diese Untergruppen werden wir im folgenden /-Gruppen nennen
(obwohl dieser Begriff in der Algebra eine etwas andere Bedeutung besitzt). Fiir uns

ist eine [-Gruppe eine Untergruppe von E(IF,) der exakten Ordnung /. Offensicht-
lich ist jede I-Gruppe sogar eine Untergruppe der [-Torsionsgruppe E[l].

Wir haben im vorherigen Abschnitt verschiedene Fille unterschieden, wie das Po-
lynom f(X) = X? — ¢X + @ zerfallen kann. Fiir diese Fille untersuchen wir nun,
welche Auswirkungen dies auf das Verhalten von [-Gruppen unter dem Frobenius-
Endomorphismus hat. Wir sagen, daf} eine [-Gruppe C invariant unter einem En-
domorphismus x ist, wenn k(C) C C ist. Ist x nicht der Nullendomorphismus, so
gilt wegen der Primalitdt von ! sogar x(C) = C.

Nehmen wir zuerst an, dafl das charakteristische Polynom f(X) von ®p als f(X) =
(X — a)? mod [ zerfillt. Dann ist a als Nullstelle des charakteristischen Polynoms
ein Eigenwert von ®5. Es kénnen nun zwei mogliche Unterfille auftreten, wenn wir
den Eigenraum betrachten:

1.1 Die Dimension des Eigenraums ist zwei, d.h. der Eigenraum ist E[I]. Dann
sind alle Elemente in E[l] Eigenvektoren und daher sind alle /-Gruppen von
E[l] invariant unter ®p.

Wir haben in Abschnitt 3.1 gesehen, dafi wir damit wissen, daf ¢ = +2, /¢ mod
l ist. Wie wir in dem folgenden Lemma zeigen, kénnen wir in diesem speziellen
Fall sogar zwei mogliche Werte fiir ¢ modulo /2 bestimmen.
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1.2

Lemma 3.3 Seit 0 < a < [ gegeben, so daf fir alle l-Torsionspunkte  gilt
®p(Q) = a- Q. Dann gilt sogar ¢ = a + ga~! mod 2.

Beweis: Sei P ein beliebiger /2-Torsionspunkt. Dann ist [ - P ein [-Torsions-
punkt und damit gilt ®g(l- P) = a-1- P, wobei a wie im Lemma gegeben
wird. Somit ist /- (2g(P) — a- P) = O und wir erhalten ®g(P)=a-P + 7T,

wobei T ein [-Torsionspunkt ist. Hieraus folgt

O =  ®5(P)—cP®g(P)+q-P
= az-P—}—Qa-T—c(a-P—}—T)—}—q-P
= (> —ca+q)-P.

Dabei beachte man, dal 2o = ¢ mod [ ist und daf sich daher die beiden Sum-
manden 2a - T und ¢ - T ausléschen. Damit folgt

c = oz-l—q-oz_1 mod [2. [

Damit erhalten wir in diesem Fall zwei mégliche Werte fiir ¢ mod 12, denn —
wie wir schon gesehen haben — gibt es nur zwei Moglichkeiten fiir a, ndmlich
die beiden Quadratwurzeln modulo [ aus gq.

Die Dimension des Eigenraums ist eins. Sei P; ein Erzeuger des Eigenraums
und P, ein beliebiger [-Torsionspunkt, der nicht in dem Eigenraum liegt. Dann
existiert r € IF] mit

p(P) = a-P und Pp(P) = r-Pi4a-Py,

denn das charakteristische Polynom von ®g besitzt die doppelte Nullstelle o
und daher miissen die beiden Diagonalelemente der zugehérigen Abbildungs-
matrix a sein. Um die minimale Potenz des Frobenius-Endomorphismus zu
bestimmen, unter der die von P, erzeugte [-Gruppe invariant ist, formulieren
wir das folgende Lemma.

Lemma 3.4 Firi € IN gilt in dieser Situation <I>’;E(P2) =i-alr-PitaPy.

Beweis: Der Beweis geschieht durch Induktion. Der Fall 7 = 1 ist offensicht-
lich, sei die Behauptung daher fiir alle ¢ < k bewiesen. Dann gilt

(P

|

&
=

&

B(P2))
-ak_l-r-P1+ak-P2)

MLor ®p(P) + of - 3p(Py)

Fr Pi4+a® (r-Pi4a-P)
1)-ak-'r-P1+ozk+1-P2. [
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Bestimmen wir damit die minimale Zahl i > 0, fiir die ®%(P;) € (Py) ist, so
erhalten wir aus 7-a*~1 .7 = 0 mod [ direkt ¢ = [. Also ist die minimale Potenz
von ®g, unter der die I-Gruppe (P;) invariant ist, [. Leicht zeigt man, dafl
dies auch fiir alle anderen von (P;) verschiedenen /-Gruppen gilt. Damit gibt
es genau eine unter ® g invariante [-Gruppe und die minimale Potenz von ¢,
unter der alle von (P;) verschiedenen [-Gruppen invariant sind, ist /.

Anschlieflend untersuchen wir den Fall 2 aus Abschnitt 3.1, dafl das Minimalpolynom
von ®p gleich dem charakteristischen Polynom f(X) ist. Seien wiederum o # § die
Nullstellen von f(X) in seinem Zerfillungskorper, also f(X) = (X — a) - (X = f).

Wir unterscheiden zwei Fille:

2.1

2.2

Seien «, § € IF;. Dann bilden die beiden zugehérigen Eigenvektoren Py und P,
eine Basis des IF;-Moduls E[l] (die Eigenwerte a und § sind verschieden) und
es gilt

‘I)E(Pl) = - P1 und ‘I)E(PQ) = ﬂ . Pz.
Damit gibt es mindestens zwei unter ®p invariante [-Gruppen, ndmlich die
von Py bzw. Py erzeugten [-Gruppen. Sei nun @) der Erzeuger einer beliebigen

weiteren [-Gruppe, und sei etwa @ = x1 - Py + x2 - P> mit 1 - 2 Z 0 mod [.
Dann gilt fir ¢ > 1

Q) = @%(wl. Py +x2-P2)
z1 - ®p(P1) + 22 - Rp(Py)
= .’L‘1'at'P1-|-.’L'2'ﬂZ'P2.

Ist ¢ gleich der Ordnung d von a - =1 in FF}, so gilt a? = $¢ und damit
insbesondere

@dE(Q) = &d'(.fl'Pl—}-Q?Q'PQ) = &d'Q.

Also ist die von @) erzeugte [-Gruppe invariant unter @dE, wobei d die Ordnung
von a - 371 ist. Weiterhin erkennen wir durch die folgende Beobachtung, dafl
fiir keine Zahl 0 < ¢ < d die von @ erzeugte [-Gruppe invariant unter @% ist.
Wiire dies der Fall, so gidbe es eine Zahl 0 < k < [ mit

k'$1'P1+k'$2'P2 = ]{IQ = @ZE(Q) = Qi'aﬁl'P1+ﬁi'$2'P2.

Damit erhalten wir o = kmod ! und $° = k mod [, was offensichtlich ein
Widerspruch dazu ist, dafl d die Ordnung von a - 371 ist. Also sind in diesem
Fall genau zwei [-Gruppen invariant unter ¢r und die minimale Potenz von
®p, unter der alle anderen I-Gruppen invariant sind, ist genau die Ordnung
von a - 37! in der multiplikativen Gruppe TF;.

Sei f(X) irreduzibel in TF; und seien a und 3 = ol die beiden Nullstellen in

Fj2. In diesem Fall kann keine [-Gruppe invariant unter ®g sein, denn sonst
gibe es einen Eigenwert in IF;, und f(X) miifite eine Nullstelle in IF; besitzen.
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Den reduzierten Frobenius-Endomorphismus fassen wir nun als Endomorphis-
mus von IF; x IF; auf. Wir betten IF; x IF; wie iiblich in die Gruppe Fp2 x IFj2
ein. Durch Bestimmung der Abbildungsmatrix von ®p angewandt auf die Ba-
sis {(1,0),(0,1)} von IF; x IF; kénnen wir &5 auf IFp x IFp2 fortsetzen. Da
die beiden Eigenwerte dieser Abbildung Elemente von IF;» sind, gibt es zwei
Eigenvektoren in IFp2 X IFp2, etwa vy, vy, die eine Basis von Fpp X Fp2 bilden.
Sei dann v ein Erzeuger einer beliebigen [-Gruppe und sei

Vo= 210+ 290y mit zq,29 € Fpe.

Wenden wir nun Potenzen des fortgesetzten Endomorphismus &5 auf v an, so
erhalten wir

Bp(v) = o ®p(w) + a2 Bz
= 371'042'21+$2'ﬂl'22-
Nehmen wir wieder an, da d der minimale Exponent ist, so daff ¢(v) = k- v

mit einem Element £ € IF}; ist, so ergibt sich ein System von zwei Bedingungen.
Losen wir dies, so mufl d die minimale Zahl mit

ad — ﬁd

in IF}, sein, d.h. d ist die Ordnung von a - 87! in IF},. Weiterhin gilt wegen
B =a! (B ist die zu a konjugierte Nullstelle) fiir das Element k

k — /Bd — Oéld — k’l,

d.h. es gilt sogar k € IF]. Damit ist die minimale Potenz von ®g, unter der die
von () erzeugte [-Gruppe invariant ist, genau gleich der Ordnung von a - 371
in IF>. Da wir () nicht genauer spezifiziert hatten, gilt dies fiir alle [-Gruppen.
Aus § = o kénnen wir noch eine Bedingung an d herleiten. Es gilt

(a -ﬁ_l)d — a(l_l)'d - 1

und (1 — 1) - d muB damit ein Teiler der Gruppenordnung #F} = 1> — 1 =
(I—=1)-(I+1) sein. Also ist d ein Teiler von [ + 1.

Damit sind wir in der Lage, eine genaue Klassifizierung der méglichen Wirkungen

des Frobenius-Endomorphismus auf [-Gruppen vorzunehmen. Mit den im vorheri-
gen Abschnitt 3.1 vorgestellten Ergebnissen liefert der folgende Satz direkt auch

Information iber ¢ mod !.

Satz 3.5 Sei E eine elliptische Kurve dber IF, und | € Pyy,1 # p. Sei ® die
FEinschrinkung des Frobenius-Endomorphismus auf die I-Torsionsgruppe E[l]. Dann

gilt fiir das charakteristische Polynom f(X) von ®g

1. f(X)=(X —a)? <= entweder alle I-Gruppen sind invariant unter ®g

oder genau eine I-Gruppe ist invariant unter ® g und die minimale Potenz von
&, unter der alle anderen [-Gruppen invariant sind, ist .
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2.1 f(X)=(X-a)-(X-8)mita,B€F,ord(a-f71)=d>1 <= genau
zwet 1-Gruppen sind invariant unter ®; die minimale Potenz von ®p, unter
der alle anderen l-Gruppen invariant sind, ist d.

22 f(X)=(X-a)- (X —a)ymita € Fp — Fy, ord(a'™!) = d < die
minimale Potenz von ®g, unter der alle I-Gruppen invariant sind, ist d; keine
[-Gruppe ist unter einer kleineren Potenz von ®g invariant.

Beweis: Die Behauptung, wie aus dem Zerfillungstyp von f(X) das Verhalten
von &5 auf den I-Gruppen folgt, haben wir gerade gezeigt. Um die andere Richtung
der Behauptung zu zeigen, beachte man nur, daf§ alle auftretenden Moglichkeiten
fiir Wirkungen von &g auf I-Gruppen eindeutig einem bestimmten Zerféllungstyp
zugeordnet werden kénnen. Man beachte etwa nur, wieviele unter ®g invariante
I-Gruppen es jeweils gibt. |

Damit hat sich das Problem der Bestimmung des Zerfallungstyps des charakteristi-
schen Polynoms des eingeschrinkten Frobenius-Endomorphismus @5 darauf redu-
ziert, festzustellen, wie sich die I-Gruppen unter Potenzen des Frobenius-Endomor-
phismus ¢ verhalten. Wir werden im néchsten Abschnitt eine Verbindung zwischen
diesen Fragen und Isogenien bestimmter elliptischer Kurven herstellen.

3.3 [-Gruppen und Isogenien

Wir miissen nun das Verhalten aller [-Gruppen von E(IF,) bei Anwendung von Po-
tenzen des Frobenius-Endomorphismus untersuchen. Dieses Problem ist allerdings
immer noch sehr ,,unhandlich“, so daf} wir eine weitere Reduktion durchfiihren wer-
den. Dazu vergleichen wir das Verhalten der /[-Gruppen mit den j-Invarianten be-
stimmter zu F isogener Kurven. Bevor wir allerdings darauf ndher eingehen, bestim-
men wir in dem folgenden Lemma die Anzahl der [-Gruppen.

Lemma 3.6 Sind ! und q teilerfremd, so gibt es in E(IF,) genau | + 1 verschiedene
I-Gruppen.

Beweis: Wir haben schon gesehen, daf} jede I-Gruppe eine Untergruppe der I-
Torsiongruppe ist. Sei also { Py, P,} eine Basis von E[l]. Dann werden alle [-Gruppen
gegeben als

C;i = {m-(Ph+i-P);m=0,...,1-1} fir ¢=0,...,1-1,
C; = {m-Pyym=0,...,1—1}.

Offensichtlich ist jede Menge C; eine [-Gruppe. Leicht erkennen wir auflerdem, dafl
sich im Schnitt zweier [-Gruppen nur das Element O befindet. Damit miissen dies
alle I-Gruppen sein, denn die Ordnung der Vereinigung aller dieser C; ist /2 und
damit gleich der Ordnung der I-Torsionsgruppe E[l] (vgl. Satz 3.1). |
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Wir wollen nun untersuchen, wie die Verbindung zwischen Isogenien und solchen
[-Gruppen aussieht. Als Basis dazu dient die folgende Proposition aus [Si85, Prop.
4.12, Seite 78|.

Proposition 3.7 Sei E eine elliptische Kurve und C eine endliche Untergruppe
von E. Dann gibt es eine (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmite elliptische Kurve

E/C und eine Isogenie ¢ : E — E/C mit Kern(vy) = C.

Aus [Ve7l] und [El] erhalten wir sogar die genaue Gestalt der elliptischen Kurve
E/C und der Isogenie 9. Sei etwa ¢(P) = (2'(P),y'(P)) und E/C gegeben durch
(a’,0"). Dann gilt mit den Koordinatenfunktionen z(P), y(P) von E = (a,b)

K = w(P)E Y [P Q) - 2(Q)],

P)+ > [9y(P+Q)—-y(Q)],

QeC
Q#O

a' = a—5- E [ —I—CL],

QeC
Q#0

Vo= b=T-3 [52%Q)+3 a-2(Q)+2b).
QecC
Q#0

y'(P)

Zu einer gegebenen Untergruppe C von E(TF,) ist damit die elliptische Kurve E/C
bis auf Isomorphie iiber dem algebraischen Abschlufl eindeutig definiert. Analog
definieren wir j/C als die j-Invariante dieser elliptischen Kurve E/C. Wir wollen
nun untersuchen, wie das Verhalten von zyklischen Untergruppen C unter Potenzen
des Frobenius-Endomorphismus und die j-Invarianten der zugehorigen Kurven E/C
zusammenhingen. Dazu beachten wir den folgenden Satz.

Satz 3.8 Sei E eine elliptische Kurve dber IF, und C eine zyklische Untergruppe
von E(IF,). Dann gilt

min{ie N; $3(C)CC} > min{ieN; Jj/C € Fy i}

Beweis: Sei also C = (H) eine zyklische Untergruppe von E(IF,) und d die minima-
le Potenz von &g, so daffi 4(C) C C gilt. Wir miissen zeigen, daff dann j/C € IF 4
gilt.

Uberpriifen wir dazu fiir die im AnschluB an Proposition 3.7 angegebene elliptische
Kurve E/C = (a’,b'), ob sie iiber dem Korper IF 4 definiert ist. Wir zeigen dies fiir
a', der Beweis fiir i’ € IF 2 lduft analog. Sei dazu ® der Frobenius-Automorphismus
fiir den endlichen Kérper IF,, d.h. der Endomorphismus von IFy, der jedes Element
x auf 27 abbildet. Dann gilt aufgrund der Formel fiir o

oa) = @(a-5-3 [3-2%(Q)+a])
QecC
Q#0
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= ®a)-5- ) [3-29:%(Q)) + 2U(a)]
QecC

a—5- 3 [3-2X(BH(Q)) +a]
056

= a-5-) [3-2%(Q")+a]
5o

= a.
Dabei beachte man, daff 9(22(Q)) = 22(®%(Q)) gilt, was man direkt aus der Defini-
tion der Abbildungen ® und ® g erkennt. Weiterhin wurde benutzt, daf die elliptische
Kurve F und damit a und b iiber dem Kérper IF, definiert sind.
Damit ist die elliptische Kurve E/C = (d’,b') iiber IF o definiert und somit gilt
insbesondere j/C € IF q. [

Die umgekehrte Ungleichung in diesem Satz gilt im allgemeinen nicht. Wir werden
aber im folgenden Satz 3.10 zeigen, daf} die Umkehrung fiir eine spezielle Klasse
von elliptischen Kurven doch gilt. Bevor wir dies beweisen kénnen, miissen wir in
folgendem Satz die nétigen Voraussetzungen schaffen.

Satz 3.9 Seien E,E' nicht supersingulire elliptische Kurven iiber dem endlichen
Kérper I, die iber einem Erweiterungskirper IF a isogen sind. Weiterhin gebe es
keine diber IF, definierte Isogenie von E zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante
gleich 0 oder 1728. Dann gibt es eine zu E' isomorphe elliptische Kurve E"[IF,, so
daf E sogar iber IF, isogen zu E" ist.

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir das folgende Kriterium von Tate

[Ta66, Th. 1, (c1),(c2)]:

Fiir jeden Erweiterungskérper IF q sind zwei iiber IF, definierte elliptische Kurven
E,E' genau dann IF 4-isogen, wenn die charakteristischen Polynome von $¢ und
34, gleich sind.

Da E und E’ nicht supersingulir sind, bilden die jeweiligen Endomorphismenrin-
ge R bzw. R’ eine Ordnung in einem imagindrquadratischen Zahlkorper. Seien die
charakteristischen Polynome der beiden Frobenius-Endomorphismen gegeben als

fEX) = X-m)-X-m) uwd fp(X) = (X-m) (X-m),

wobei 7y € R und 7w, € R’ gilt. Dabei kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
daB @5 (bzw. ®g/) der algebraischen Zahl w1 (bzw. 72) entspricht. Wegen der Or-
dinaritét von E ist offensichtlich Q(m) = Q(7¢), denn 7 erfiillt das ganzzahlige
Polynom fg(X) vom Grad 2. Aus der Voraussetzung des Satzes wissen wir, da§ E
und E' iiber IF 4 isogen sind und dafi damit die charakteristischen Polynome von
3% und ®%, gleich sind. Diese werden gegeben als

gp(X) = (X-rf) (X-7)) = (X-m) (X-73) = gm(X).
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Damit kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, daf 7§ = 7 ist. Somit gilt
Q(m) = Q(rf) = Qrf) = Q).

Weiterhin folgt 71 = 72 -w, wobei w eine d-te Einheitswurzel in der Maximalordnung
von Q () ist. Dann gibt es aber nur wenige Méoglichkeiten fiir w (vgl. [Wei63, Prop.
6.3.1, Seite 238]):

1. w = 1: In diesem Fall ist alles klar, denn aus 71 = my folgt, dafl die charakte-
ristischen Polynome fr(X) und fg/(X) gleich sind und damit ist E’ selbst
IF,-isogen zu E.

2. w = —1: Dann ist m; = —73 und damit gilt 7 + 71 = —(7m2 + T2). Wir wissen
aber mit Lemma 2.24, da} es eine zu E’ isogene Kurve E” iiber IF,, gibt, deren
Spur des Frobenius-Endomorphismus gerade die negative Spur des Frobenius-
Endomorphismus zu E’ ist. Damit aber sind E” und E IF,-isogen.

3. w e {£i} und Q(m1) = Q(¢):
4. w €{E£(ECT mit 2+ (+1=0 und Q(m) = Q(+v/-3):

Behandeln wir die beiden verbleibenden Fille 3. und 4. zusammen. Deuring hat in
[Dedl] gezeigt, daf es eine elliptische Kurve E/IFq gibt, deren Endomorphismen-
ring isomorph zu dem Ganzheitsring O des entsprechenden imagindrquadratischen
Zahlkorpers Q(i) bzw. Q(y/—3) ist und deren Frobenius-Endomorphismus auf mq
abgebildet wird. Die Automorphismengruppe von E ist grofer als {£1}, denn jedes
Element der Norm 1 in O besitzt als Urbild einen Automorphismus. Daher muf}
J(E) € {0,1728} gelten [Si85, Th. 10.1, Seite 103]. AuBerdem sind die charakteri-
stischen Polynome der Frobenius-Endomorphismen zu E und E gleich (fiir beide
elliptischen Kurven wird der Frobenius-Endomorphismus auf 71 abgebildet). Damit
ist £ IF,-isogen zu E, also zu einer Kurve mit j-Invariante 1728 bzw. 0. Dies ist aber
ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, und somit kénnen beide Fille 3. und 4.
nicht auftreten. |

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir nun endlich das angestrebte Resultat dieses Ab-
schnitts formulieren.

Satz 3.10 Sei E eine nicht supersinguldre elliptische Kurve diber IFy, die nicht IF -
isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante 0 oder 1728 ist und C eine
zyklische Untergruppe von E(IF,), deren Ordnung teilerfremd zu q ist. Dann gilt

min{:€ IN; j/C€F,;} > min{ic N; $%.(C) C C}.

Beweis: Sei j/C € IF ¢ und d minimal mit dieser Eigenschaft. Dann kénnen wir
mit Proposition 1.4 (c) aus [Si85, Seite 50] annehmen, dal E/C schon iiber IF 4
definiert ist (ansonsten wenden wir einen Isomorphismus an). Weiterhin konnen wir
mit Lemma 2.20 und dem vorherigen Satz 3.9 annehmen, dafi es eine iiber T q
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definierte Isogenie von E/C nach E gibt. Sei ¢» : E — E/C ,die Isogenie* mit
Kern C aus Proposition 3.7 und A : E/C — E diese iiber IF 4 definierte Isogenie.
Zum Beweis des Satzes gentigt es zu zeigen, daf} ¢ iiber IF 4 definiert ist. Dann gilt
ndmlich mit Lemma 2.16, dafl

(I)dE/C oY = Yodf
ist. Damit gilt fiir einen beliebigen Punkt @ € C
$o®h(Q) = o) = ¥e0) = O

und 4(Q) muB ein Element des Kernes von 1 sein, d.h. es gilt ¢(C) C C.

Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir die folgende Abbildung;:

A Homﬁq(E,E/C) — Endﬁq(E)

w —— Aow.

Diese Abbildung ist sicherlich wohldefiniert, es gilt sogar das folgende Lemma.
Lemma 8.11 Die Abbildung A ist injektiv.

Beweis (Lemma): Sei der Grad der (nichtkonstanten) Isogenie A gleich s. Dann
gibt es wegen Satz 2.9 eine zu A duale Isogenie A E— E/C mit Ao\ = s. Nehmen
wir nun an, die beiden Elemente k1,ky € Hoqu(E,E /C) hitten dasselbe Bild
unter der Abbildung A. Dann gilt offensichtlich auch

Ao(Aoky) = Ao(Xoky).
Damit erhalten wir aber
K108 = SO0K| = SOKy = KgO0S.

Als Endomorphismus ist die Abbildung s surjektiv (siehe [ChRo88, Prop. 10.10,
Seite 52]) und damit mufl kK; = k3 gelten, d.h. A ist injektiv. O

Betrachten wir nun das Bild der Elemente )0 ®¢ und @dE/C o) aus Hoqu(E, E/C)
unter der Abbildung A. Es gilt dann nach Definition von A

Apo®F) = Aogodf,  und  A®Fco0¢) = Aodf 0.

Da die Isogenie A iiber IF a definiert ist, gilt mit Lemma 2.16 $L o= Ao (I)dE/C'
Also erhalten wir
¥hodod = Aodf o

Da FE nicht supersingulér ist, ist der Endomorphismenring von E isomorph zu einer
Ordnung in einem imaginidrquadratischen Zahlkérper, also insbesondere abelsch.
Damit gilt mit (Ao ) € Enqu(E)

3Lo(Aot) = (Aow)odd
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und damit
Apodh) = (Aog)odf = ®ho(Aod) = Ao df o = A(BF 0 00).

Wegen der Injektivitit von A folgt daraus die Gleichheit von v o ¢ und (I)dE/C 0.
Damit aber ist nach Lemma 2.16 ¢ iiber IF ¢ definiert, und der Beweis des Satzes
ist beendet. |

Durch Kombination der Ergebnisse der Sdtze 3.8 und 3.10 erhalten wir das Haupt-
resultat dieses Abschnitts, das wir in folgendem Korollar formulieren.

Korollar 3.12 Ist E eine nicht supersinguldre elliptische Kurve tiber IV, die nicht
IF,-isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante 0 oder 1728 ist, so gilt fir

jede zyklische Untergruppe C von E(IF,), deren Ordnung teilerfremd zu q ist,
min{i € N; j/CeF,;} = min{iecN; d4(C)CC}.

Bemerkung 3.13 Wir sollten beachten, daf§ dieses Korollar auch fiir Gruppen C
der Ordnung 2 gilt (dazu beachte man einfach, daff wir in den S&tzen 3.8, 3.9 und
3.10 nie verwendet haben, dafl die Ordnung der Untergruppe C ungerade sein soll).
Weiterhin ist die Voraussetzung, dafi £ nicht IF,-isogen zu einer elliptischen Kurve
mit j-Invariante 0 oder 1728 ist, fiir die Korrektheit des Korollars absolut erforder-

lich.

Betrachten wir zum Beispiel die elliptische Kurve
E:y? = 22-b

mit j(E) = 0, wobei b € T, keine 3-te Potenz in dem zugrundeliegenden endlichen
Korper IF, ist. Weiterhin nehmen wir ¢ = 1 mod 3 an, so dafl E nicht supersingulir
ist (vgl. [Si85, Bsp. 4.4, Seite 143]). In E(IF,) gibt es keinen Punkt der Ordnung 2,
denn die z-Koordinate eines solchen Punktes wiire eine Nullstelle von X3 — b. Seien
die drei 2-Gruppen gegeben als Cq, Cy und Cs. Dann kénnen wir ohne Einschridnkung
annehmen, dafl

®p(C1) = Cy ep(Cy) = Cs und dp(Cs) = €

gilt, denn der Frobenius-Endomorphismus bildet nie Punkte ungleich O auf den
Nullpunkt ab und ®5(C;) = C; wiirde bedeuten, daf es einen Zweitorsionspunkt in
der Punktgruppe E(IF,) gibt. Seien ; die Isogenien von E nach E/C; fir i = 1,2, 3.
Dann betrachten wir fiir (¢,7) € {(1,2),(2,3),(3,1)} die folgende Abbildung

E/Ci(Tq) —_ E/Cj(Fq)
(@) — ¥i(2r(Q)),

wobei @ ein Punkt in E(IF,) ist. Die Isogenien ¢; sind surjektiv, deswegen kénnen
wir die Urbilder obiger Abbildung in dieser Form schreiben. Man zeigt dann durch
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Nachrechnen, daf dies ein Isomorphismus zwischen E/C;(IF,) und E/C;(IF,) ist

(und damit insbesondere wohldefiniert ist). Also gilt
jlCi = j/C: = j/Cs.
Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, daf§ das Polynom
9(X) = (X —j/C1)- (X =j/C2)- (X = j/C5)

iiber IF, definiert ist. Damit erkennen wir durch Koeflizientenvergleich, dafl j/C; €
IF,,» = 1,2,3 ist und wir haben ein Beispiel konstruiert, in dem die Aussage aus
Satz 3.10 nicht gilt. Alle j-Invarianten j/C; befinden sich im Grundkérper IF, (Er-
weiterungsgrad 1); die minimale Potenz von @z, unter der eine beliebige 2-Gruppe
invariant ist, ist aber drei. Allerdings ist in diesem Fall auch die Voraussetzung des
Satzes 3.10 nicht erfiillt, denn die j-Invariante von FE ist selbst schon Null, womit £
insbesondere auch IF,-isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante 0 ist.

Weiterhin sollte man beachten, daf die Bedingung, daf§ £ nicht IF ;-isogen zu einer el-
liptischen Kurve mit j-Invariante 0 oder 1728 ist, nicht bedeutet, daf} die j-Invariante
von E schon 0 oder 1728 ist. Als Beispiel wihle man IF, = 7Z2/43Z. Dann gilt fiir
die beiden elliptischen Kurven E = (2,2) und E’ = (0,1), daBl ihre Punktgruppen
iiber IF, beide 36 Elemente enthalten und daf es damit eine IF,-Isogenie zwischen
beiden Kurven gibt, jedoch ist j(E) = 35 sicherlich ungleich 0 oder 1728.

Im folgenden nehmen wir deswegen an, dafl E eine nicht supersingulire elliptische
Kurve ist, die auch nicht IF,-isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante 0
oder 1728 ist. Einen Algorithmus zur Uberpriifung dieser Bedingungen werden wir in
Kapitel 9 angeben. Insbesondere werden wir fiir diese ,,ungiinstigen® Fille zeigen, wie
wir direkt die Gruppenordnung #E(IF,) berechnen kénnen. Die Ergebnisse dieses
Kapitels zusammenfassend, ergibt sich dann folgende Tabelle 3.1 (siehe Seite 34).

Wir suchen nun eine Moglichkeit, mit Hilfe eines (sogenannten modularen) Poly-
noms festzustellen, in welchem Erweiterungskoérper von IF, sich die j-Invarianten
j/C fiir die [-Gruppen C befinden. Diese Information liefert mit Hilfe von Korol-
lar 3.12 dann genau die Information iiber das Verhalten der I-Gruppen unter Po-
tenzen des Frobenius-Endomorphismus, woraus wieder Information iiber die Spur
des Frobenius-Endomorphismus modulo ! gewonnen werden kann. In dem folgenden
Kapitel behandeln wir zunédchst die theoretischen Grundlagen und Eigenschaften
modularer Polynome. Anschlieflend beschreiben wir eine Methode, andere ,geeig-
nete* Polynome (sogenannte dquivalente Polynome) zu bestimmen. Die praktische
Berechnung solcher Polynome werden wir in Kapitel 5 genau abhandeln.
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3. Informationen iiber die Spur des Frobenius-Endomorphismus

Tabelle 3.1: Verhalten von I-Gruppen und Méglichkeiten fiir ¢ mod !

Verhalten von [-Gruppen

Méglichkeiten fiir ¢ mod !

alle I-Gruppen invariant unter &g

¢c = a+qatmodl?

wobei a? = gmod [, 0 < a < I.

eine [-Gruppe invariant unter ® g,

alle anderen invariant unter <I>lE

¢ = 2amodl,

wobei a? = ¢ mod I.

zwei [-Gruppen invariant unter ¢ g,

alle anderen unter ¢ (d minimal)

c = (Cat+1)y/g¢; modl,
wobei (4 € IF; mit ord((q) = d.

. . d
alle [-Gruppen invariant unter ®%

(d minimal)

c = (G+D/a¢t,

wobei (4 € IFj2 mit ord({y) = d.




Kapitel 4

Modulare und aquivalente
Polynome

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dafl wir das Zerlegungsverhalten des cha-
rakteristischen Polynoms des eingeschrédnkten Frobenius-Endomorphismus ¢ einer
elliptischen Kurve E/IF, zuriickfithren kénnen auf die Bestimmung von minimalen
Korpererweiterungen von IFy, in denen sich spezielle j-Invarianten befinden. Die
Bestimmung dieses Erweiterungsgrades kann mit Hilfe von sogenannten modula-
ren Polynomen geschehen. In diesem Kapitel werden wir diese Polynome einfiihren
und einige Eigenschaften dieser Polynome beschreiben. Anschliefend werden wir die
Grundlagen fiir sogenannte dquivalente Polynome angeben, die in dem Algorithmus
anstelle der modularen Polynome verwendet werden kénnen. Im folgenden Kapitel
werden wir dann die Berechnung solcher dquivalenter Polynome beschreiben.

4.1 Elliptische Kurven iiber C

Wir werden uns in diesem Abschnitt zuerst mit elliptischen Kurven iiber dem Koérper
der komplexen Zahlen beschiftigen. Fiir diesen Kérper werden wir modulare Poly-
nome herleiten. Im Anschlufl daran werden wir eine Vorgehensweise angeben, wie
wir damit geeignete Polynome fiir endliche Kérper bestimmen kénnen.

Elliptische Kurven iiber den komplexen Zahlen stehen in einer engen Beziehung zu
zweidimensionalen Gittern in C. Wir definieren nun zuerst den Begriff Gitter, bevor
wir diesen Zusammenhang erliutern.

Definition 4.1 FEin zweidimensionales Gitter L in C ist eine Teilmenge
L = Zwl + sz
von C mit wy,wy € C*, § (z—f) > 0.

Dann besteht der folgende Zusammenhang zwischen solchen Gittern und elliptischen
Kurven iiber den komplexen Zahlen.
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Satz 4.2 Sei L ein zweidimensionales Gitter in C. Dann ¢ibt es eine elliptische
Kurve E/C, so daf ein Isomorphismus zwischen C/L und der Punktgruppe E(C)
eristiert.

Beweis: Zum Beweis kombiniere man [Si85, Prop. 3.6 (b), Seite 158] mit den
Isomorphieformeln aus [Si85, Seite 46ff]. |

Wir kénnen damit viele Probleme fiir elliptische Kurven iiber den komplexen Zah-
len auf entsprechende Probleme in der Menge aller zweidimensionalen Gitter in C
iiberfithren. Daher macht es Sinn, sich mit der Frage zu beschiftigen, wie sich Iso-
morphien von elliptischen Kurven iiber C auf Gitter auswirken. Dies ist ebenfalls
wohlbekannt, es gilt ndmlich die folgende Proposition aus [Si85, Cor. 4.1.1, Seite
161].

Proposition 4.3 Seien E1 und E; elliptische Kurven iber C und Ly bzw. Lo Gitter,
so daf E;{(C)= C/L; (i =1,2). Genau dann ist Ey isomorph zu E,, wenn es eine
komplexe Zahl o € C* mit Ly = a - Ly gibt. Solche Gitter heiffen dquivalent.

Aufgrund dieser Proposition kénnen wir uns im folgenden auf Gitter der Gestalt
L = Z+7Zr

mit (7) > 0 beschrinken. Zu jedem Gitter kénnen wir eine komplexe Zahl j(L) de-
finieren, die sogenannte j-Invariante des Gitters L (vgl. [La87, Seite 39ff]). Ahnlich
zu elliptischen Kurven iiber endlichen Koérpern ist die j-Invariante eine Invariante
der Isomorphieklassen von elliptischen Kurven iiber C:

Satz 4.4 Zwei Gitter L1 und Ly sind genau dann dquivalent und damit die zu-
gehorigen elliptischen Kurven isomorph, wenn j(L1) = j(Lz) gilt.

Da zu jedem Gitter ein dquivalentes Gitter der Gestalt ZZ + 7ZZ 7 existiert, konnen
wir diese j-Invariante auch als Funktion j(7) fiir komplexe Zahlen 7 mit positivem
Imaginirteil auffassen. Bevor wir fiir elliptische Kurven iiber den komplexen Zahlen
ein modulares Polynom herleiten, ben6tigen wir einige spezielle Eigenschaften dieser
Funktion j(7), die wir im folgenden Abschnitt angeben.

4.2 Modulfunktionen

Wir haben im vorherigen Abschnitt zu einem Gitter L = 7ZZ + Z 7 die zugehorige
j-Invariante j(7) eingefiihrt. In diesem Abschnitt wollen wir Eigenschaften dieser
Funktion untersuchen. Dazu definieren wir zuerst einige notwendige Begriffe:
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Definition 4.5 Die (homogene) Modulgruppe wird gegeben als die Menge
T o= {Mez®?; det(M)=1}.

a b

FEine Matrix M = (
c d

) € T induziert eine gebrochen rationale Transfor-

mation:

CU{x} — CU{xx}
ar + b
cr+d
Wir schreiben die Matriz M auch kiirzer als M = (a, b; ¢, d).

T — M(r) =

Bemerkung 4.6 Dabei sollen die ,iiblichen“ Rechenregeln fiir das Rechnen mit oo

gelten, d.h. 7 = oo wird abgebildet auf lim,_, z:j_'s

Die in Definition 4.5 angegebene Abbildung 7 +— M (1) 148t sich auch auf beliebige
Matrizen M’ € 7Z?*? mit Determinante ungleich Null verallgemeinern. Wir sagen
dann, dafl wir auf 7 die Transformation M’ anwenden. Ist M € T, so sprechen wir
auch von unimodularen Transformationen.

Weiterhin beachten wir, daf§ fiir zwei Transformationen My, M, die folgende Re-
chenregel gilt: es ist My (My(7)) = (Mj - M3)(7). Diese Regel beweist man durch
einfaches Nachrechnen.

Sei im folgenden H die obere Halbebene von C, d.h. die Menge aller komplexen
Zahlen mit positivem Imaginidrteil und H* = H U Q U {oo}. Wir untersuchen nun
das Verhalten komplex-wertiger Funktionen bei Anwendung unimodularer Transfor-
mationen.

Definition 4.7 Eine Funktion f : H* — C U {00} heifst Modulfunktion, wenn
sie die folgenden Bedingungen erfillt:

1. f ist meromorph auf H.
2. Fir alle M € T und fir alle T € H* gilt f(M (7)) = f(7).
8. Es existieren Zahlen a > 0, ko € 7ZZ und eine Folge (by)72,, komplezer Zahlen,
so daf8 fir alle T mit (1) > a gilt
f(r)y = Z by, - exp(27iT)E.
k=kq

Fiir die j-Invariante j(7) gilt dann der folgende wichtige Satz [Sc74, Th. 8, Seite 36]:

Satz 4.8 Die Menge aller Modulfunktionen bildet einen Kdérper Kr und es gilt
K = ¢(j(n).

Diese Bedeutung der j-Invariante j(7) wird in den folgenden Abschnitten eine wich-
tige Rolle spielen, wenn wir Eigenschaften der sogenannten modularen Polynome
untersuchen. Diese Polynome werden im folgenden Abschnitt eingefiihrt.
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4.3 Modulare Polynome

Wir werden in diesem Abschnitt Polynome fir den Korper der komplexen Zahlen
und fiir endliche Koérper vorstellen, mit deren Hilfe wir die in der Einleitung dieses
Kapitels gestellte Aufgabe 16sen kénnen. Wir beginnen dabei mit dem Koérper der
komplexen Zahlen als Grundkérper und leiten daraus diese Polynome iiber endlichen
Korpern ab.

Sei im folgenden L = 7ZZ + 7L T ein gegebenes Gitter, E eine elliptische Kurve iiber
den komplexen Zahlen, so dafi E(C) = C/L ist und [ eine ungerade Primzahl. Wir
betrachten dann die j-Invariante j(7) = j(E) als komplexwertige Funktion und
wenden auf sie die folgenden Transformationen an:

a, = (37) fir 0< n <I—1, (4.1)

o = ((1)(1)) (4.2)

Damit kénnen wir das folgende Polynom definieren.

Definition 4.9 Fir eine ungerade Primzahl | definieren wir mit den Transforma-
tionen a,, (0 < n < 1) aus (4.1), (4.2) das I-te modulare Polynom iiber C
als

a(X) = II(X-i(an(r)).

n=0

Diese Polynome sind in der Literatur genau untersucht worden. Eine wichtige Eigen-
schaft des I-ten modularen Polynoms ®;(X) ist, dal ®;(X) iiber dem Ring ZZ[j(7)]
definiert ist [La87, Th. 3, Seite 55]. Genauer folgt aus [Sc74, Lemma 2, Seite 143],
daf} es ganze Zahlen a, ) € Z gibt, so daf} fiir das Polynom

I+1 I+1

X,Y) = DD ap-X"-YF

r=0k=0

die Gleichung
a(X) = &(X,j(r)

gilt. Damit kénnen wir im folgenden das I-te modulare Polynom als Polynom ei-
ner Variablen mit Koeffizienten aus dem Ring ZZ[j(7)] oder als Polynom in zwei
Variablen mit Koeffizienten aus 7ZZ auffassen. Wir werden im weiteren die jeweils
glinstigste der beiden Darstellungen verwenden und mit ®; bezeichnen.

Das I-te modulare Polynom besitzt fiir elliptische Kurven iiber den komplexen Zahlen
die gewiinschte Beziehung zu Isogenien. Dies wird aus folgendem Satz deutlich [La87,

Th. 5, Seite 59]:
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Satz 4.10 Seien E,E' zwei elliptische Kurven iiber C und | € IPsy. Genau dann
existiert eine Isogenie von E nach E' mit zyklischem Kern der Ordnung l, wenn
J(E') eine Nullstelle von @l(X,j(E)) 1st.

Damit ist das im vorherigen Kapitel gestellte Problem, Information iiber die j-
Invarianten von zu einer gegebenen elliptischen Kurve F [l-isogenen Kurven zu finden,
fiir den Fall des komplexen Grundkérpers gelést. Das modulare Polynom ®;(X, j(E))
besitzt als Nullstellen die j-Invarianten von Kurven E/C fiir I-Gruppen C. Wir
interessieren uns nun fiir ein modulares Polynom im Falle der endlichen Kérper. Um
die Berechnung solcher Polynome zu beschreiben, bendtigen wir noch eine zweite
Méglichkeit, die j-Invarianten der zu E [-isogenen Kurven zu bestimmen. Diese
Invarianten kann man nach [Ve71] bzw. [El] sogar explizit ausrechnen, wie wir im
Anschlufl an Proposition 3.7 schon beschrieben hatten. Dort erhielten wir folgendes
Resultat:

Sei E = (a,b) eine elliptische Kurve iiber einem Kérper K der Charakteristik un-
gleich 2,3, und sei C' eine Untergruppe von E(K). Dann wird die Kurve E/C =
(a’,b") gegeben durch die Gleichungen

a = a—=5-) [3w2(P)-|—a], (4.3)

Pec
P#0

Vo= b-7-3 [52%P)+3aa(P)+2b]. (4.4)
PeC
P#0O
Zusidtzlich zu diesen Formeln werden wir im folgenden noch sogenannte Divisions-
polynome benutzen, die wir nun definieren.

Definition 4.11 Fir eine elliptische Kurve E = (a,b) tiber einem Korper K der
Charakteristik ungleich 2,3 und n > —1 definieren wir das n-te Divisionspolynom
¥y € K[X,Y] zu E durch folgende Formeln:

« bu(X,Y) = -1,
. ¢0(‘X7Y) =0,
. X, Y)=1,

i

o y(X,Y)=2Y,
Y3(X,Y)=3X*+6a-X24+12b- X — d?,
(X, Y)=4Y - (X +5a-X*+200- X2 -5a2- X2 —4ab- X — 82 — a3),

o Uon(X,Y) = LB (1 0(X,Y) - GRLL(X,Y) = Gana(X,Y) - 24, (X))
fir n > 3,

o G2041(X,Y) = Una(X,Y) 03X, Y) = 03,4 (X,Y) - dua(X,Y) fiirn > 2,
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Die in dieser Definition angegebene Eigenschaft ¢, € K[X,Y] lifit sich sehr leicht
mit Induktion zeigen. Im folgenden werden wir diese Polynome als Polynome auf
E betrachten. Dann kann man ebenfalls durch Induktion zeigen, dafl fiir ungerade
Zahlen n in ¢,(X,Y) € K[E] keine Y-Terme auftreten. Eine andere Beschreibung
dieser Polynome wird durch folgende Gleichung aus [ChRo88, Seite 42] gegeben. Es
gilt

XYy = n2 I (X -a(p)).

PeE[n]-{0}

Damit werden alle Nullstellen des n-ten Divisionspolynoms genau durch die verschie-
denen z-Koordinaten von nichttrivialen n-Torsionspunkten gegeben. Durch Grad-
betrachtungen kann man leicht zeigen, daf§ das n-te Divisionspolynom ein Polynom
minimalen Grades mit dieser Eigenschaft ist (vgl. [ChRo88, Seite 42]). Zusitzlich
werden wir in den folgenden Kapiteln noch hiufig die im ndchsten Satz beschriebene
Eigenschaft solcher Polynome bendtigen (vgl. [Sc85]).

Satz 4.12 Sein € IN und P = (z,y) € E(K) ein Punkt der elliptischen Kurve E
tiber einem Korper K der Charakteristik ungleich 2,3 mit n- P # O. Dann gilt

copo [y Yrt Cnn YngaYpiy Va2
)2 ’ dy-p3 '
n y n

Dabei fasse man Py immer als Yr(x,y) auf.

Somit kénnen wir Vielfache eines Punktes mit Hilfe der Divisionspolynome berech-
nen. Diese Figenschaften werden wir nun benutzen, um im folgenden Satz die Berech-
nung von modularen Polynomen tiber endlichen Koérpern der Charakteristik gréfier
drei zu beschreiben. Dabei bezeichnen wir im folgenden Satz mit E eine elliptische
Kurve iiber einem Korper der Charakteristik p und mit E eine elliptische Kurve
iiber einem beliebigen Kérper (analog fiir alle anderen Symbole).

Satz 4.13 SeiF, ein Korper der Charakteristikp > 3, E eine elliptische Kurve iiber
IF, und l € Py teilerfremd zu q. Sei ®;(X,Y) = &;(X,Y) mod p, wobei ®;(X,Y)
das I-te modulare Polynom iiber C ist. Sind die elliptischen Kurven E/C; fir die
I-Gruppen C;, 1 < i < 1+ 1, von E(TF,) nicht isomorph, so werden die Nullstellen
von ®;(X,j(E)) € F,[X] gegeben durch die j-Invarianten j/C;, 1 <i <1+ 1.

Beweis: Sei E = (a,b) eine elliptische Kurve iiber einem beliebigen Korper K
der Charakteristik ungleich 2,3. Wir werden zuerst zeigen, daf§ wir eine rationale
Funktion j(A,B,X) € Z(A, B, X) finden kénnen, so daf wir fiir eine I-Gruppe C
von E(K) die j-Invariante j/C erhalten, indem wir j(A4, B, X) an der Stelle (a, b, z1)
auswerten. Dabei sei 21 die z-Koordinate eines beliebigen nichttrivialen Punktes in

C.

Sicherlich kénnen wir die j-Invariante einer elliptischen Kurve als rationale Funktion
iber Z in den Unbestimmten A und B auffassen. Mit Hilfe der Divisionspolynome
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(vgl. Satz 4.12) kénnen wir die 2-Koordinate jedes Vielfachen eines ,formalen“ Punk-
tes (X,Y) als rationale Funktion iiber Z( A, B, X ) bestimmen. Inshesondere kénnen
wir so (I — 1) viele solche rationale Funktionen aus ZZ(A, B, X ) finden, die die z-
Koordinaten der Punkte j - (X,Y) fiir j = 1,...,1 — 1 ,darstellen®. Damit folgt aus
(4.3) und (4.4), daB auch die j-Invariante j/C formal als rationale Funktion iiber
Z(A, B, X)) aufgefafit werden kann. Werten wir diese Funktion an der Stelle (a, b, z1)
aus, so erhalten wir den Wert von j/C. Im folgenden bezeichnen wir die rationale

Funktion fiir j/C mit j(A, B, X).

Sei nun K = C. Dann betrachten wir mit dem I-ten modularen Polynom iiber C die
folgende rationale Funktion

I+1 141
o1 (j(4,B,X),j(4,B)) = I3 @ i(4,B,X) - j(A, B

r=0k=0

aus Z(A, B, X). Wir multiplizieren diese Funktion mit dem Hauptnenner und er-
halten so ein Polynom H(X) € ZJ[A, B, X]. Werten wir dieses Polynom an den
Koordinaten (a,b) einer elliptischen Kurve E aus, so sind die z-Koordinaten der
nichttrivialen /-Torsionspunkte wegen Satz 4.10 Nullstellen des dann entstehenden
Polynoms aus Z[a, b, X]. Das I-te Divisionspolynom /(X)) ist nach Definition ein
Polynom minimalen Grades in Z[a, b, X, das als Nullstellen alle 2-Koordinaten von
[-Torsionspunkten von E(C) besitzt. Damit mufl ¢;(X) ein Teiler von H(X) sein,
etwa

H(X)

(X))

Man beachte, dafl diese Gleichung fiir alle elliptischen Kurven iiber C und damit fiir
alle komplexen Zahlen @ und b mit 4a> + 276% # 0 gilt. Da der fiihrende Koeffizient
von ¥y(X) [l ist, konnen wir die Gleichung

G(X)

GX)-4(X) = H(X)

sogar als Polynomgleichung iiber dem Ring Z[A, B, %] auffassen.

Wir betrachten nun die kanonische Reduktionsabbildung ~ : Z[A, B, }] — IF,[A, B].
Man beachte, daff dabei [ modulo p invertierbar ist, da p und [ teilerfremd sind. Sei
E = (@,b) eine elliptische Kurve iiber TF,, so daffi nach Voraussetzung die Kurven
E/C fiir die I-Gruppen C von E(TF,) nicht isomorph sind. Dann koénnen wir fiir
alle z-Koordinaten T von echten [-Torsionspunkten von E(IF,) die mit obiger Ab-
bildung reduzierten rationalen Funktionen j(4, B,X) € F,(A, B, X) an der Stelle
(@,b,7) auswerten, denn die j-Invarianten j/C fiir [-Gruppen C von E(TF,) existie-
ren. Insbesondere ist (@, b, Z) keine Polstelle von j(A, B, X ). Wir wenden dann obige
Abbildung auf ®;(j(A, B,X),j(A, B)) an und werten (A, B) an (@,b) aus. Die re-
duzierte rationale Funktion ®;(j(@,b, X),j(a,b)) besitzt als Nullstellen zumindest
die z-Koordinaten von [-Torsionspunkten in E(TF,). Dazu beachte man, daff die
reduzierte rationale Funktion ®; an der Stelle X = x; keinen Pol hat, da alle j-
Invarianten j/C nach Voraussetzung existieren. Dann kénnen wir direkt die obige
Konstruktion iibernehmen, wobei wir benutzen, daff die Reduktionsabbildung das
[-te Divisionspolynom fiir £ in das [-te Divisionspolynom fiir E abbildet. Werten wir
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fiir alle diese Nullstellen (die z-Koordinaten von nichttrivialen /-Torsionspunkten)
die Funktion j(@,b, X) aus, so erhalten wir die [ 4+ 1 verschiedenen j-Invarianten
7/C; fiir die I-Gruppen C;, 1 < i < [+ 1, von E(FF,). Damit besitzt das Polynom
(X, j(E)) zumindestens die Nullstellen j/C; fiir 1 < i <+ 1. Aus Gradgriinden
sind dies sogar alle Nullstellen (nach Voraussetzung sind alle j-Invarianten j/C;
verschieden) und der Satz ist bewiesen. |

Damit miissen wir noch zeigen, wann die Voraussetzungen dieses Satzes 4.13 erfiillt
sind. Aus dem folgenden Lemma folgt, dafl dies immer dann der Fall ist, wenn
die Voraussetzungen aus Korollar 3.12 zutreffen. Diese Voraussetzungen werden im
Algorithmus iberpriift werden.

Lemma 4.14 Sei E eine ordindre elliptische Kurve tiber Iy mit j-Invariante un-
gleich 0 oder 1728 und [ teilerfremd zu q. Dann sind alle elliptischen Kurven E/C;

fir die I-Gruppen C;, 1 < i <1+ 1 von E(IF,) nicht isomorph.

Beweis: Nehmen wir an, die Voraussetzungen des Lemmas wiren erfiillt, aber es
gibe zwei verschiedene I-Gruppen C, und Cj, so daf} die elliptischen Kurven E/C,
und E/C; isomorph sind. Seien 9, und ¢, die Isogenien mit Kern C,,C; und x der
Isomorphismus zwischen E/C, und E/Cj, so dafl die Situation folgendermaflen ist:

v, E — E/C,

l K
s E — E/C,.

Sei 1/;5 die zu v, duale Isogenie. Dann sind die beiden Abbildungen 1,/}5 o 1 und
50 (ko1,) Elemente des Endomorphismenrings Enqu(E) von E. Weiterhin ist der
Grad beider Endomorphismen genau /? [Si85, Th. 6.2, Seite 86]. Damit kénnen sich
diese beiden Endomorphismen nur durch einen Endomorphismus vom Grad 1, also
einen Automorphismus, unterscheiden. Weil nach Voraussetzung die j-Invariante
von E ungleich 0 oder 1728 ist und die Automorphismengruppe von E daher trivial
ist [Si85, Th. 10.1, Seite 103], kann dieser Automorphismus nur +id sein. Also gilt

ﬂsono% = j:gzsoqr/)s = 4.

Wenden wir auf beiden Seiten s an, so erhalten wir folgende Gleichheit von Isoge-
nien von E nach E/C;

Ysotsok0th, = lokot, = kotyol = thyol

Sei nun P € E(IF,) ein Punkt, fir den [ - P € C, — {O} gilt (beachte, daB so ein
Punkt existiert). Dann gilt wegen C, # C;

kotyp(I-P) = O und o, (xl-P) # O.

Dies ist ein Widerspruch, so dafl die Annahme falsch und damit das Lemma bewiesen

ist. [ |
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In den folgenden Abschnitten werden wir uns genauer mit Eigenschaften modu-
larer Polynome beschiftigen. Dazu betrachten wir zuerst wieder den komplexen
Grundkoérper und transformieren diese Ergebnisse dann fiir den Fall eines endlichen
Korpers.

4.4 Die Galoisgruppe modularer Polynome iiber den
komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt wollen wir fiir eine ungerade Primzahl [ die Galoisgruppe des I-
ten modularen Polynoms fir die komplexen Zahlen iiber bestimmten transzendenten
Erweiterungen der rationalen Zahlen untersuchen. Daraus werden wir im folgenden
Abschnitt Eigenschaften des I-ten modularen Polynoms tiber einem endlichen Koérper
bestimmen. Um die Galoisgruppe von ®;(X) zu bestimmen, beachten wir, daf das
modulare Polynom ein Spezialfall einer viel allgemeineren Gleichung ist.

Definition 4.15 Sei f(7) eine nichtkonstante Modulfunktion und sei My die Menge
aller Matrizen aus Z**? mit Determinante I. Dann heifst

Qs (X) = TI(X - flai(r) € Kr[X]

2

die Transformationsgleichung der Ordnung ! zu f(7). Dabei sei {o;} ein Ver-

tretersystem der Menge M, / T.

Damit wird deutlich, daf das [-te modulare Polynom genau die Transformations-
gleichung der Ordnung [ fiir die Modulfunktion j(7) ist. Dazu beachte man nur, daf}
mit [La87, Seite 52] die Matrizen a; aus (4.1),(4.2) fiir eine Primzahl [ ein Vertre-
tersystem fiir M; /T bilden. Wir geben im folgenden Satz eine Eigenschaft solcher
Transformationsgleichungen an, die wir i weiteren noch bendétigen werden.

Satz 4.16 Sei QIJ(T)(X) wie in Definition 4.15 eine Transformationsgleichung der
Ordnung [ fir eine Modulfunktion f(7). Dann ist Qq y-(X) irreduzibel in Kr[X],
also insbesondere besitzt Qp ¢(-(X) keine doppelte Nullstellen.

Beweis: [Sc74, Th. 14, Seite 141]. |

Bereits Weber hat sich genauer mit der Galoisgruppe solcher Gleichungen iiber spe-
ziellen Erweiterungen der rationalen Zahlen beschéftigt. Dabei hat er das folgende
Resultat erhalten [We08, Seite 287-289]:

Satz 4.17 Die Galoisgruppe einer Transformationsgleichung der Ordnung | € PP,
iber dem Kérper ©(j(1)) ist PGLy(IFy). Ist der Grundkérper jedoch

@ (4.0 1),

so ist die Galoisgruppe PSLy(IF)).
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In der Galoistheorie stellt man Galoisgruppen auch hiufig als Untergruppen von
Permutationsgruppen dar. Wir wollen im folgenden Satz die Untergruppe von Siyq
charakterisieren, die wir in den gerade vorgestellten Féllen erhalten.

Satz 4.18 Seil € IPw,. Dann gilt:

1. PSLy(IFy) ist isomorph zu einer Untergruppe von Apyq.

2. In der zu PGLy(IF) isomorphen Untergruppe von Siy1 gibt es ungerade Per-
mutationen.

Beweis: Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, benutzen wir folgende spezielle
Eigenschaften der alternierenden Gruppe und der Gruppe PSLo(TF;):

1. Es gilt nach [Hu67, Satz 6.14, Seite183] PSLy(IF3) = A,.

2. Fiirl > 3ist PSLy(IF) einfach, d.h. sie besitzt nur triviale Normalteiler [Hu67,
Satz 6.13, Seite 182].

3. Fiir [ > 1 ist A; ein Normalteiler von Sj.

4. Sei G eine Gruppe und N, U Untergruppen von G. Zusdtzlich sei N Normaltei-
ler von G. Dann ist N N U Normalteiler von U (2. Isomorphiesatz, vgl. [Hu67,
Satz 3.12, Seite 17]).

Sei PSLy(IF;) isomorph zu der Untergruppe H von Sp;;. Wir wenden nun den zweiten
Isomorphiesatz an mit U = H, N = A;41 und G = Sp41. Dann liefert der Satz, dafl
H N Ajyq ein Normalteiler von H ist. Nach der zweiten Bemerkung und wegen
0o.E. 1> 3ist H = PSLy(IF;) einfach und daher gibt es nur zwei Méglichkeiten:

(a) A;p1 N H = H, d.h. H ist schon Untergruppe von Azyq,

(b) Ajy1 N H = {idi41}, wobei idj4q die identische Permutation ist.

Koénnen wir den Fall (b) ausschlielen, so ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
Nehmen wir an, Fall (b) liege vor, d.h. in H gibt es keine gerade Transformation
aufler der Identitdt. Dann beachte man

e Angenommen, H enthilt eine ungerade Permutation 7, die nicht zu sich selbst
invers ist. Damit ist sicherlich auch die gerade, nicht identische Permutation
mom € H, ein Widerspruch zu (b).

e Angenommen, H enthilt eine ungerade Permutation, die zu sich selbst invers
ist. Enthdlt H eine andere solche Permutation, so muf} es eine ungerade Per-
mutation geben, die nicht zu sich selbst invers ist (nimmt man an, dies gibe
es nicht, so existiert ein nichttrivialer Normalteiler von H ). Damit ergibt sich
entweder ein Widerspruch zu (b) oder es gilt |H| < 2.
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Da H isomorph ist zu PSLy(IF;), besitzen beide Gruppen dieselbe Ordnung. Nun
gilt aber mit [Hu67, Hilfssatz 6.2, Seite 178]

1-(I*-1
Damit kann (b) nicht zutreffen und H muf eine Untergruppe von A;;; sein, d.h. die

erste Behauptung ist bewiesen.

Zum Beweis der zweiten Behauptung wenden wir ein vollkommen anderes Vorge-
hen an. Diesmal untersuchen wir das Verhalten der Nullstellen bei einer speziellen
Transformation der Galoisgruppe. Sei @ ¢()(X) die Transformationsgleichung fiir
eine Modulfunktion f(7) und sei die Galoisgruppe von @ (-)(X) PGL2(TF:). Be-

trachten wir nun die spezielle Transformation

m 0
o= (1)

aus PGLy(IF;), wobei m ein Erzeuger von IF] ist. Diese Transformation bildet
ab auf 7/ = M(7) = m - 7. Damit erhalten wir die transformierten Nullstellen von
Q1,4(r)(X) als (seien dabei o; die Transformationen aus (4.1), (4.2))

f(M(ao(r))) = flao(m),
fM(au(r)) = fla(r),
f(M(ai(7)) = flaim(r)) firi=1,...,1-1

Da f(r) eine Modulfunktion ist, gilt f(7) = f(7 4+ 1). Damit kénnen wir den Index
¢ der Transformationen «; sicherlich modulo I reduzieren, d.h. wir erhalten

flaim()) = f(@immodi(T')).

Da m # 1 ist, werden genau zwei Nullstellen der Transformationsgleichung festge-
halten. Um zu zeigen, dafl die Anwendung dieser Transformation einer ungeraden
Permutation der Nullstellen entspricht, betrachten wir einen solchen Zyklus, wie die
Nullstellen transformiert werden:

flai(7)) = fl@immoat(T)) = -+ = f(@mimoai(T)) = flai(T)).

Damit ist die Linge dieses Zykus genau k, wobei k = [ —1 die Ordnung von m in IFj
ist. Damit ist k& insbesondere gerade. Ein Zyklus der Linge k kann in ein Produkt
von k — 1 Transpositionen zerlegt werden (vgl. Lemma 4.25). Also entspricht diese
Transformation einem Produkt von [ — 2 Transpositionen und ist damit ungerade.

Mit Hilfe dieser Resultate werden wir in den folgenden beiden Abschnitten die Ga-
loisgruppe von modularen Polynomen iiber endlichen Koérpern untersuchen.
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4.5 Die Galoisgruppe modularer Polynome iiber end-
lichen Koérpern

Wir wollen in diesem Abschnitt die Beziehung zwischen der Galoisgruppe modularer
Polynome iiber den komplexen Zahlen und endlichen Kérpern untersuchen. Da das
modulare Polynom fiir einen Kérper der Charakteristik p nach Satz 4.13 aus dem
modularen Polynom tiber den komplexen Zahlen durch Reduktion der Koeffizien-
ten modulo p berechnet werden kann, betrachten wir in dem folgenden Satz dieses
Problem allgemein.

Satz 4.19 Seien l,p € Py, | # p, R ein Integrititsbereich, so daff Z[j(7)] C R,
und Q der Quotientenkorper von R. Seien weiterhin J € IE‘;d und ewn Homomor-
phismus

T R — Fu

gegeben, der @ € Z auf T = x mod p und j(7) auf J abbildet. Seien ein Polynom
f(X) € R[X] sowie das Bild f(X) € IF,a[X] unter dieser Abbildung ohne mehrfache
Nullstellen.

Dann ist bei passender Anordnung der Nullstellen die Galoisgruppe von f(X) tiber

IF,a eine Untergruppe der Galoisgruppe von f(X) dber Q.

Beweis: Wir iibertragen einen Beweis aus [Wa71, Seite 202] auf die hier spezi-
ell gegebene Situation. Seien 3y, ..., 53, die Nullstellen des Polynoms f(X) in dem
Zerfallungskorper von f(X ). Dann bilden wir mit Hilfe der Unbekannten wuy,. .., u,
den Ausdruck

6 = U1ﬁ1+...+unﬁn.

Wenden wir auf (uq,...,u,) alle Permutationen s € S, an, so kénnen wir das
Polynom

F(z,u) = ][] (z - 5(0))

SES,

bestimmen. Dieses Polynom ist eine symmetrische Funktion der Nullstellen 3y,...,
Br und damit iiber R[z,u] definiert. Wir zerlegen dieses Polynom nun iiber Q[z, u]

in irreduzible Faktoren:
F(z,u) = F(zu)-...- F.(z,u).

Die Permutationen aus 5,, die einen Faktor (z.B. Fy(z,u)) in sich selbst iiberfiihren,
bilden gerade die Galoisgruppe des Polynoms f(X) iiber Q (vgl. [Wa71, Seite 202]).
Die Zerlegung von F(z,u) in irreduzible Faktoren iiber Q kann ganzrational in
R[z,u] geschehen, wenn wir F(z,u) mit einer Einheit aus Q[z,u] multiplizieren.
Diese Einheit konnen wir gerade als Produkt aller auftretenden Nenner in der Zer-
legung wéhlen. Dabei &ndert sich die Galoisgruppe nicht. Nun kénnen wir den an-
gegebenen Homomorphismus auf diese Faktorisierung von F(z,u) anwenden. Damit
wird Fy(z,u) auf ein Polynom Fy(z,u) € IF [z, u] abgebildet. Die Galoisgruppe von
F(X) iiber IF o entspricht dann genau der Menge aller Permutationen, die die iiber



4.5 Die Galoisgruppe modularer Polynome iiber endlichen Kérpern 47

IF [z, u] irreduziblen Faktoren von Fi(z,u) wieder in sich selbst abbilden, d.h. ins-
besondere wird auch Fj(z,u) durch eine solche Permutation wieder in sich selbst
abgebildet. Damit aber ist eine solche Permutation auch ein Element der Galois-
gruppe von f(X) iiber Q. |

Wir werden bei der Beschreibung des Algorithmus Polynome verwenden, die densel-
ben Zerfallungskérper wie das I-te modulare Polynom iiber den komplexen Zahlen
besitzen, die aber ,einfacher” zu berechnen sind als dieses Polynom. Wir formulieren
daher zuerst ein Lemma, das wir spédter bei der Begriindung der Korrektheit dieser
Vorgehensweise benutzen miissen.

Lemma 4.20 Seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Satz 4.19. Wer-
terhin besitze ein Polynom g(X) € R[X] denselben Zerfillungskérper wie f(X).
Dann sind die Galoisgruppen von f(X) und g(X) dber IF,a gleich und g(X) besitzt
ebenfalls keine doppelte Nullstellen.

Beweis: Seien {81,...,0,}, {81,...,0,,} die Nullstellen von f(X) bzw. g(X). Da
¢g(X)und f(X) denselben Zerfillungskdrper besitzen, gibt es insbesondere einen Iso-
morphismus zwischen Q(81,...,,) und Q(3],...,3,), der Q festlift. Dann kénnen
wir die komplette Konstruktion aus dem Beweis zu Satz 4.19 mit Hilfe dieses Iso-
morphismus iibertragen. |

In dem folgenden Lemma werden wir eine Beziehung zwischen der Faktorisierung
eines Polynoms iiber einem endlichen Koérper und der Galoisgruppe dieses Polynoms
herstellen.

Lemma 4.21 Angenommen, das Polynom f(X) € IF 4[X] zerfdllt dber IF ,a als

fX) = AE)-... filX)
(X)

und sei dabei d; = deg(f; ) fir 1 < i < k. Dann wird nach passender Anord-
nung der Nullstellen von f(X) die Galoisgruppe von f(X) diber IF,a erzeugt von der
Permutation

(1...d1)o((di4+1)...(d1+dg))o...o((di+ ...+ dr—1+1)...(d1 + ...+ dp)).

Beweis: Die Galoisgruppe von f(X) iiber IFa ist zyklisch, da IF,a endlich ist
(vgl. [WaT1, Seite 203ff]). Sei

s = (1...j)o((ji+1)...52)0...

die die Galoisgruppe von f(X) iiber IF,a erzeugende Permutation. Die Transiti-
vitdtsgebiete der Galoisgruppe (d.h. die Teilmengen der Nullstellen, die durch die
Galoisgruppe in sich abgebildet werden) entsprechen genau den iiber s irredu-
ziblen Faktoren f;(X) von f(X). Damit besitzt f(X) einen irreduziblen Faktor vom
Grad jq, einen weiteren vom Grad j; — j; und so weiter. Nach entsprechender An-
ordnung der Nullstellen von f(X) folgt die Behauptung des Lemmas. |
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Wir sprechen im folgenden auch von dem Zerfallungstyp des Polynoms f(X) iiber
IF,a. Darunter verstehen wir die ,Lénge” der einzelnen Zyklen in einer die Galois-
gruppe erzeugenden Permutation (nach Grofle geordnet). Zerfillt f(X) also wie
in Lemma 4.21, so besitzt dieses Polynom den Zerfallungstyp (dydy ... dg_1dy),
d.h. wir erhalten den Zerfillungstyp als die Grade der iiber I 4 irreduziblen Fakto-
ren von f(X). Beachte, dal wir aus der Kenntnis des Zerfillungstyps eines Polynoms

f(X) Information iiber eine die Galoisgruppe erzeugende Permutation erhalten.

Korollar 4.22 Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 4.20. Dann besitzen f(X)
und g(X ) dber T ,a denselben Zerfillungstyp.

Wir beachten, daf die Bestimmung des Zerfillungstyps von ®;(X,j(E)) ausreicht,
um die in Kapitel 3 gestellte Aufgabe, Information iiber die j-Invarianten j/C fiir
I-Gruppen C zu bestimmen, zu 16sen. Dazu bemerke man, daf j/C € TF,a genau
dann gilt, wenn j/C Nullstelle eines irreduziblen Polynoms vom Grad d ist. Wie wir
in Kapitel 3 gezeigt haben, muf} der Zerfillungstyps von ®;(X,j(E)) damit eine der
folgenden Formen besitzen:

—

l)7

1...1),
11d...d), d> 1,

(
(
(
(d...d), d>1.

Somit bildet das gerade formulierte Korollar 4.22 die Grundlage dafiir, dafl wir an
Stelle des reduzierten [-ten modularen Polynoms auch sogenannte ,dquivalente“ Po-
lynome verwenden kénnen, wenn diese denselben Zerfillungstyp wie ®;(X,j(E))
besitzen. Bevor wir die theoretischen Grundlagen fiir solche Polynome angeben,
beschiftigen wir uns im folgenden Abschnitt mit mdoglichen Werten fiir d in den
beiden letzten erwdhnten Méoglichkeiten fiir Zerfillungstypen.

4.6 Einschrinkung moéglicher Zerfillungstypen

Wir haben in den bisherigen Abschnitten keine Aussage iiber die Gestalt der Galois-
gruppe des [-ten modularen Polynoms iiber den komplexen Zahlen benutzt. Diese
Galoisgruppe ist aber mit Hilfe von Satz 4.17 bekannt. Wir werden in diesem Ab-
schnitt beschreiben, welche zusitzlichen Informationen iiber mogliche Zerfillungs-
typen des reduzierten /-ten modularen Polynoms wir durch die Kenntnis dieser Ga-
loisgruppe erhalten und wie wir dies im Algorithmus benutzen kénnen.

Bevor wir den wichtigen Satz dieses Abschnitts beweisen, der im Algorithmus spéiter
eine Rolle spielen wird, ben&tigen wir noch ein Lemma.

Lemma 4.23 Seien l,p € P, teilerfremd. Genau dann ist (—1)(1_1)/2 -1 ein Qua-
drat modulo p, wenn p ein Quadrat modulo | ist.
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Beweis: Der Beweis folgt direkt aus dem quadratischen Reziprozititsgesetz fiir das
Legendre-Symbol. |

Schliellich konnen wir den Hauptsatz dieses Abschnitts formulieren und beweisen.
Anschlieflend werden wir die praktischen Auswirkungen dieses Satzes fiir einen Al-
gorithmus angeben.

Satz 4.24 Sei F eine ordindre elliptische Kurve mit j-Invariante ungleich 0 und
1728 und p ungleich |. Genau dann ist eine die Galoisgruppe von ®;(X,j(E)) tiber

IF o erzeugende Permutation gerade, wenn p ein Quadrat modulo [ ist.

Beweis: Wir definieren zu dem I-ten modularen Polynom ®;(X, j(7)) wie in [Hu74,
Def. 4.4, Seite 270] den Wert

A= JI (8:-8),

1<i<g<n

wobei f1,..., 3, die Nullstellen von ®;(X, (7)) in dem Zerfillungskdrper sind. Be-
achte, daf§ die Diskriminante von ®;(X,j(7)) durch A? gegeben wird. Nach [Hu74,
Prop. 4.5, Seite 271] entspricht fiir ein Polynom f(X) € K[X]ein Element o der Ga-
loisgruppe von f(X) iiber K genau dann einer geraden Permutation, wenn o(A) = A
gilt. Aus Satz 4.18 und der Definition der Galoisgruppe eines Polynoms folgt dann

A€ Q <j(7-), (_1)<l—1>/2.z> md A ¢ Q(j(r)).

Da das modulare Polynom ®;(X, (7)) iiber dem Ring Z[j(7),/(=1)(=1/2.]] de-
finiert ist, folgt aus [C093, Lemma 3.3.4, Seite 118] sogar

A € Z[j(r),\/(—l)(l—l)ﬂ-l] und  A? € Z[j(r)].

Sei nun ¢ € T, gegeben, so daB ¢? = (=1)=1/2 . [ mod p ist. Analog zu Satz
4.19 kénnen wir eine Reduktionsabbildung von Z[j(7),/(—1)(=1/2 . [] nach IF ,a(¢)

konstruieren, die Ain A € IF,4(¢) abbildet (beachte, dafl alle Voraussetzungen dieses
Satzes erfiillt sind). Dann gilt nach Konstruktion

A = JI (5-35)

1<i<3<n

mit den Nullstellen 3;,..., 3, von &;(X,j(E)) (im zugehorigen Zerfillungskdrper).
Mit [Hu74, Cor. 4.6, Seite 271] erhalten wir nun das folgende Kriterium, dafi die
Galoisgruppe von &;(X, j(E)) iiber IFa genau dann eine Untergruppe der alternie-
renden Gruppe ist, wenn A € IF a gilt.

Falls p ein Quadrat modulo [ ist, so folgt mit Lemma 4.23 IF,a(¢) = IF,a und damit
ist die Galoisgruppe von &;(X, j(E)) iiber IF . eine Untergruppe der alternierenden
Gruppe.
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Sei nun p kein Quadrat modulo / und damit IF,q(() eine quadratische Erweiterung
von IF,¢. Da das reduzierte /-te modulare Polynom &;(X,;j(E)) keine doppelten
Nullstellen besitzt (vgl. Lemma 4.14), gilt offensichtlich A # 0. Damit folgt aus
A? € Z[j(7)], daB

A € Fa(() und A ¢ T

Damit enthélt die Galoisgruppe von &;(X,j(E)) eine ungerade Permutation; insbhe-
sondere ist damit eine die Galoisgruppe erzeugende Permutation ungerade. |

Damit haben wir ein einfach zu entscheidendes Kriterium angegeben, wie wir be-
stimmte Zerfillungstypen des reduzierten [-ten modularen Polynoms &;(X,j(E))
iber IF,a ausschlieffen kénnen. Nach Korollar 4.22 iibertrigt sich dieses Kriteri-
um natiirlich auch direkt auf die sogenannten ,4dquivalenten* Polynome. Bevor wir
praktische Auswirkungen dieses Satzes beschreiben, benétigen wir noch folgendes
Lemma.

Lemma 4.25 FEin Zykel der Linge d > 1 kann in ein Produkt von d — 1 Transpo-
sitionen zerlegt werden.

Beweis: Sei der Zykel der Linge d gegeben als (i172...74). Dann finden wir im
Beweis zu [Hu74, Cor. 6.5, Seite 48] die Formel

(i172...%a) = (t1iq)(i1%d-1) - . -(4172),
woraus durch einfaches Abzihlen die Behauptung des Lemmas folgt. |

Wir haben in Kapitel 3 gesehen, dafi die j-Invarianten j/C fiir alle I-Gruppen C
von E(TF,) und damit die Nullstellen des Polynoms ®;(X,;(E)) nur in bestimmten
Korpern liegen koénnen. Damit gibt es wegen Korollar 3.12 und Tabelle 3.1 nur
bestimmte moégliche Zerfillungstypen fiir das reduzierte [-te modulare Polynom,
ndmlich

o (1...1),

(1),

o (11d...d) mit d > 1,
(

d...d)mit d > 1.

Wir interessieren uns im folgenden nur fiir die beiden speziellen Zerfdllungstypen
(11d...d) und (d...d) und wollen weitere Einschrinkungen fiir mégliche Werte
von d bestimmen. Dazu beachten wir, dafl ein Zykel der Linge 1 sicherlich in ein
Produkt zweier Transpositionen zerlegt werden kann (z.B. (i) = (¢1)(17)).

Nehmen wir an, das I-te modulare Polynom ®;(X,j(E)) zerfalle als (11d...d).
Dann mufl d ein Teiler von [ — 1 sein. Weiterhin kann nach Lemma 4.25 die dem
Zerfallungstyp (11d...d) entsprechende Permutation in ein Produkt von

-1
2424 (d-1) ——

Transpositionen zerlegt werden. Damit erhalten wir aus Satz 4.24
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e Falls p ein Quadrat modulo [ ist, so ist (d — 1) - I_Tl gerade.
e Falls p kein Quadrat modulo [ ist, so ist (d — 1) - I_Tl ungerade.

Ist der Zerfallungstyp des reduzierten I-ten modularen Polynoms (d...d), so ist
die Anzahl der Transpositionen, in die wir die entsprechende Permutation zerlegen
konnen, (d — 1) - B und wir erhalten in diesem Fall

o Falls p ein Quadrat modulo [ ist, so ist (d — 1) - B gerade.

e Falls p kein Quadrat modulo [ ist, so ist (d —1)- l%l ungerade.

Wir haben damit beschrieben, wie wir mit dem modularen Polynom die im vorheri-
gen Kapitel gewiinschte Information iiber spezielle j-Invarianten berechnen kénnen.
Die Berechnung dieser modularen Polynome stellt sich in der Praxis aber als sehr
zeitaufwendig heraus. Wir verwenden in der Praxis daher andere, besser zu berech-
nende sogenannte ,dquivalente“ Polynome. Dies sind iiber ZZ[j(7)] definierte Poly-
nome, die den gleichen Zerfillungskorper wie das I-te modulare Polynom besitzen.
Damit besitzt nach Korollar 4.22 die Reduktion solcher dquivalenter Polynome den-
selben Zerfallungstyp wie das [-te reduzierte modulare Polynom. Die Berechnung
dquivalenter Polynome werden wir im folgenden Kapitel beschreiben; die theore-
tischen Grundlagen zur Bestimmung dieser Polynome geben wir im néchsten Ab-
schnitt an.

4.7 Aquivalente Polynome

Untersuchen wir zuerst, warum die Berechnung der modularen Polynome in der
Praxis lange dauert. Fiir das [-te modulare Polynom ®;(X,Y") iiber den komplexen
Zahlen gilt mit Satz 16 aus [Sc74, Seite 144], daf} es als

I+1 I+1
@,(X,Y) = ¥ (Zbr,s_}rs).){r
r=0 s=0

mit Koeffizienten b, ; € 7ZZ dargestellt werden kann. Damit ist der Grad der Koeffizi-
entenpolynome (in Y') genau [ 4+ 1. Dies fithrt dazu, dafl wir bei Anwendung der im
nichsten Kapitel beschriebenen Methoden zur Berechnung dieses Polynoms Fourier-
reihenentwicklungen mit sehr grofler Genauigkeit ausrechnen miissen, was natiirlich
zeitaufwendig ist. Wir werden im folgenden die theoretischen Grundlagen vorstel-
len, wie wir ein Polynom finden kénnen, das alle Voraussetzungen aus Lemma 4.20
und Korollar 4.22 erfiillt und das daher an Stelle des modularen Polynoms verwen-
det werden kann. Bei solchen sogenannten ,,dquivalenten“ Polynomen wird der Grad
der Koeflizientenpolynome maximal (I — 1)/2 sein.

Wir haben in Satz 4.8 schon den Kérper Kr aller Modulfunktionen eingefiithrt. Da
das modulare Polynom iiber diesem Ko&rper definiert ist, ist

Kr[X]/®(X, j(r)) (4.5)
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ein endlicher Erweiterungskorper von Kr. Wir wollen zuerst untersuchen, wie wir
diesen Erweiterungskorper genauer spezifizieren kénnen. Dazu benétigen wir folgen-
de Definition (vgl. [Sc74, Seite 104 ff]).

Definition 4.26 Sei T'y eine Untergruppe mit endlichem Index in T und —1I € Ty.
FEine auf H* definierte Funktion f(7) heift Modulfunktion fur T'y, wenn gilt

1. f ist meromorph auf H,
2. fir alle S € Ty und alle T € H* gilt f(S(7)) = f(7),

3. es existieren Zahlen kg € ZL, k € IN, a > 0, eine Folge (bk)zozko komplexer
Zahlen und eine Matriz A € T, so daf fir alle T mit S(A(7)) > a gilt

flr) = ibk-exp<2%i-z4(r)>k.

k=kg

Man kann leicht zeigen, dafl die Menge aller solcher Funktionen einen Kérper bildet;
diesen Korper bezeichnen wir mit Kt,. Wir betrachten nun die folgende spezielle
Untergruppe von T

Definition 4.27 Wir definieren die folgende Untergruppe von T

Lo(l) = {(Z Z)EP;CEOmOdl}.

Man beachte, dafi die Untergruppe T'y(!) alle Voraussetzungen an I'y aus Definition
4.26 erfiillt (der Index von I'g(!) in I' ist nach [Sc74, Seite 99] 1 + 1).

Eine wichtige Rolle wird im folgenden die Invarianzgruppe von Funktionen spielen.
Die Invarianzgruppe einer Funktion ist die Menge aller Transformationen aus T,
unter denen die Funktion invariant ist. Wir untersuchen nun die Invarianzgruppe
der speziellen Funktion j(I7).

Lemma 4.28 Sei f(7) eine Modulfunktion. Dann ist die Invarianzgruppe der Funk-
tion f(IT) genau To(l).

Beweis: Als Modulfunktion ist f(7) invariant unter Transformationen aus I'. Dann
folgt aus Lemma 1 aus [AtLe70], daff mit

I 0
a = 0 1

die Invarianzgruppe der Funktion f(ay(7)) = f(Ir) gegeben wird als ;' -T -y NT.
Sei also eine beliebige Transformation A € I' gegeben. Offensichtlich gilt dann

oo = (P23 (58) = (2%) o
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Ist also al_l ‘A-aq € T, soist ist diese Matrix insbesondere sogar in I'g(7). Damit ist die
Invarianzgruppe der Funktion f(I7) eine Untergruppe von I'g(l). Weiterhin kénnen
wir zu einer gegebenen Matrix A’ € Ty([) leicht eine Matrix A € T ausrechnen, so
daff oy A- oy = A’ ist (vgl. (4.6)). Damit gilt a; ' -T -y N T = To() und das
Lemina ist bewiesen. |

Dann koénnen wir den Erweiterungskérper aus (4.5) mit Hilfe des folgenden Satzes
genauer spezifizieren (siehe [Sc74, Th. 5, Seite 129]).

Satz 4.29 Ist f(7) eine Funktion mit Invarianzgruppe Iy und besitzt Iy endlichen
Indez in T, so gilt

I([f = _Kr(f(T)).
Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 4.30 FEs st

KF[X]/<I>1(X,j(r)) > Krp = Kr(i(n).

Beweis: Wir benutzen, daf j(I7) eine Nullstelle des I-ten modularen Polynoms ist
und daf die Invarianzgruppe von j(I7) nach Lemma 4.28 genau I'g(I) ist. Da der
Index von T'g(!) in T’ endlich ist, kénnen wir dann Satz 4.29 anwenden. |

Die Idee zur Bestimmung eines zum [-ten modularen Polynoms dquivalenten Po-
lynoms ist nun, daff wir eine andere geeignete Funktion mit Invarianzgruppe T'g(])
verwenden und das Minimalpolynom dieser Funktion berechnen. Dieses Minimal-
polynom erzeugt dann ebenfalls den Korper K ) und ist ein Kandidat fiir ein
dquivalentes Polynom. Wir werden im folgenden zeigen, dafl diese Vorgehensweise
wirklich erfolgreich ist. Dazu formulieren wir die folgenden Sitze.

Satz 4.31 Sei f(7) eine Funktion mit Invarianzgruppe To(l) und seien die folgenden
Transformationen gegeben:

0 -1 . . 10
S, = (l n) fir 0<n<l und Sy = (0 1).

Dann st das Polynom

!
GiX) = TI(X-7(5a(r) € Er[X]

n=0

irreduzibel.
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Beweis: Zuerst beachten wir, daf der Index von I'g(/) in I' endlich ist und daf
damit aus Satz 4.29

Kroqy = Kr(f(7))
folgt. Wenn wir zeigen kénnen, da$ fiir die angegebenen Matrizen 5, gilt

l
r = U To(l) - Sy,
n=0
so folgt die Behauptung des Satzes aus [Sc74, Satz 1, Seite 128]. Dazu miissen wir
zeigen, daf} jede Matrix A € T’ dargestellt werden kann als B - 5, fiir ein 0 < v <1
und eine Matrix B € Ty({). Sei dazu A = (d/,¥’; ¢/,d") € T. Ohne Einschrinkung
kénnen wir annehmen, dafl A ¢ T'g(!) gilt und daff damit ¢ #Z 0 mod [ ist. Wir
miissen nun eine Matrix B € T'g(/) und ein 0 < v < [ bestimmen, so daf A = B- 5,
gilt. Betrachte dazu den Ansatz

a b _ a by (0 -1
cd d - c d 1 v )
N—— ——’
=BEFO(l)

Durch dquivalente Umformungen erhalten wir daraus

a b B a b (0 -1 - B av—-0b d
¢ d o ¢ d 1 v o dv—-d ¢ |

Da ¢ = 0 mod [ sein soll (B € Ty(l)), erhalten wir die folgende Gleichung zur Be-
stimmung von v:
¢ v=d modl.

Daraus kénnen wir wegen ¢’ #Z 0 mod ! den Wert von v bestimmen. Dann lassen sich
die anderen Eintrdge der Matrix B leicht aus den Gleichungen

a=dv-V, b=d, d=¢

c =cdv—-d ,

?

bestimmen. Durch Nachrechnen erhalten wir det(B) = 1 und damit B € T'g(!) und
der Satz ist bewiesen. |

Wir werden im folgenden Kapitel zeigen, daf fiir speziell gewidhlte Funktionen f(7)
dieses Polynom G(X) iiber dem Ring ZZ[j(7)] definiert ist. Dann kénnen wir auf die-
ses Polynom die Reduktionsabbildung aus Satz 4.19 anwenden. Da das [-te modulare
Polynom iiber den komplexen Zahlen und iiber endlichen Koérpern keine doppelte
Nullstellen besitzt (Satz 4.16, Lemma 4.14), kénnen wir aus Korollar 4.22 folgern,
daf} die Reduktion des Polynoms Gj(X) denselben Zerfillungstyp besitzt wie das
reduzierte [-te modulare Polynom, wenn wir gezeigt haben, dafi G;(X) denselben
Zerfallungskorper besitzt wie ®;(X). Dies wird im folgenden Satz untersucht.

Satz 4.32 Der Zerfillungskirper des Polynoms Gi(X) € Kr[X] aus Satz 4.81 ist

Kr«), wobet
* _ . — a 0
i = {SEF,S_<O a)modl}.
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Beweis: Der Beweis des Satzes orientiert sich stark an der in [Sc74, Seite 148]
beschriebenen Bestimmung des Zerfiallungskérpers von ®;(X ). Wir untersuchen die
Invarianzgruppen der Nullstellen f(.S,(7)) des Polynoms G;(X ). Dazu benutzen wir
folgende Aussage aus dem Buch von Schoeneberg (siehe [Sc74, Th. 2, Seite 128]):

Falls K, = Kr(f(7)) ist, so gilt Kg-1.r,0).5 = Kr(f(5(7))).

Damit muf die Invarianzgruppe von f(S,(7))) fiir festes n gerade S;1-To(1)- S,
sein. Nach Satz 4.29 gilt ndmlich fiir diese Invarianzgruppe I von f(S,(7))

Kr = Er(f(5:(7)) = Kgirs,

und damit folgt I = S;1 - To(l) - S,, (benutze dazu, daf beide Gruppen denselben
Index in T besitzen [Sc74, Th. 14, Seite 123]). Diese Invarianzgruppe 1afit sich auch
noch auf andere Weise schreiben. Wir benutzen dazu die Notation wie in [Sc74, Seite
132 ff] und definieren fiir eine Matrix a der Determinante [

I, = {A€T;a-A-a"tecT}
Dann gilt mit der Matrix a; = (1,0; 0,1)

Lo, = To().

Nun verwenden wir die Formel I'g.o.5, = 51_1 Ty - Sy fiir alle S, 51 € T [Sc74, Seite
132] und erhalten so

I = S§1.To) S,
St Ty, - Sn
| D
= I'7.0;-8ns

wobei T = (0,1; —1,0) ist. Durch Ausrechnen erhalten wir a,, = T- - S,, mit a,, wie
in (4.1),(4.2) (Seite 38). Damit ist die Invarianzgruppe der Funktion f(S,(7)) genau
Iy, . Nun kénnen wir die Herleitung des Zerfidllungskorpers des I-ten modularen Po-
lynoms aus [Sc74, Seite 146] direkt iibertragen und erhalten so den Zerfillungskorper

von Gi(X) als Krap). |
Somit 148t sich leicht das folgende Korollar formulieren:

Korollar 4.33 Ist das Polynom Gi(X) dber ZL[j(T)] definiert, so besitzt das Bild
unter der Reduktionsabbildung aus Satz 4.19 denselben Zerfillungstyp wie das redu-
zierte l-te modulare Polynom.

Beweis: Man beachte, dafl der Zerfillungskorper des [-ten modularen Polynoms
ebenfalls K+ ist [Sc74, Th. 18, Seite 148] und wende dann Korollar 4.22 an. W
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Damit haben wir in der Theorie beschrieben, wie wir d4quivalente Polynome erhalten,
die wir an Stelle der modularen Polynome verwenden koénnen und die uns dieselbe
Information liefern. In dem folgenden Kapitel werden wir auf die praktische Berech-
nung solcher Polynome eingehen. Durch geeignete Wahl von Funktionen f(7) mit
Invarianzgruppe I'o(!) kdnnen wir dabei sicherstellen, daff das zugehorige dquivalente
Polynom Koeffizienten aus ZZ[j(7)] besitzt. Analog zu modularen Polynomen kénnen
diese dquivalenten Polynome aber auch als Polynome in zwei Variablen iiber dem
Ring 7 aufgefaBfit werden. Im folgenden Kapitel werden wir geeignete Funktionen
f(7) vorstellen und verschiedene Algorithmen angeben, um daraus die Polynome
Gi1(X,Y) als Polynom in zwei Unbestimmten zu bestimmen.



Kapitel 5

Berechnung Aquivalenter
Polynome

Wir haben im letzten Kapitel die theoretischen Grundlagen zur Berechnung so-
genannter dquivalenter Polynome angegeben. Diese Polynome besitzen in unserem
Fall denselben Zerfillungstyp wie das modulare Polynom und kénnen daher anstelle
der modularen Polynomen verwendet werden, um Informationen iiber die Gruppen-
ordnung einer elliptischen Kurve modulo ungerader Primzahlen [ zu berechnen. In
diesem Kapitel werden wir beschreiben, wie wir diese dquivalenten Polynome berech-
nen kénnen. Dabei werden alle Berechnungen iiber den ganzen Zahlen durchgefiihrt
werden. In den ersten beiden Abschnitten geben wir einen allgemein fiir jede ungera-
de Primzahl [ giiltigen Algorithmus an. Anschliefend untersuchen wir Verfahren, die
nur fiir spezielle Werte von [ korrekt sind, bevor wir im letzten Abschnitt praktische
Aspekte diskutieren.

5.1 Eine Modulfunktion fiir T'y(!)

Nach Satz 4.31 kénnen wir ein zum modularen Polynom dquivalentes Polynom mit
Hilfe einer Funktion f(7)mit Invarianzgruppe I'o(7) bestimmen. In diesem Abschnitt
geben wir eine solche Funktion an, fiir die das zugehérige dquivalente Polynom (als
Polynom in zwei Unbestimmten) iiber den ganzen Zahlen definiert ist und zeigen
einige Eigenschaften dieser Funktion. Diese Eigenschaften werden wir im folgenden
Abschnitt zur Herleitung eines Algorithmus zur Bestimmung des zugehorigen dqui-
valenten Polynoms verwenden. Eine Grundlage zur Bestimmung einer Funktion mit
Invarianzgruppe T'(!) liefert die sogenannte Dedekindsche n-Funktion (zur Konver-
genz des unendlichen Produkts vgl. [Ap90, Seite 47 ff.]).

Definition 5.1 Die Dedekindsche n-Funktion wird gegeben als
o) = @1 (-4,
n=1

wobei ¢r = exp(2miT) ist.
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Bei der Berechnung eines dquivalenten Polynoms, wie wir sie im folgenden Abschnitt
vorstellen, werden wir Rechnungen mit Fourierreihenentwicklung in der Variablen
¢r von geeigneten Funktionen benutzen. Die Fourierreihenentwicklung fiir die Dede-
kindsche n-Funktion 148t sich mit Hilfe einer einfachen Formel berechnen, wie schon
in [We08, Seite 112] gezeigt wurde.

Satz 5.2 Die Dedekindsche n-Funktion besitzt die Fourierreihenentwicklung
n(r) = ¢/ (1 + 3= (g2 g q?(3”+1)/2)) :
n=1

Im folgenden werden wir sehr hiufig das Verhalten dieser Funktion bei Anwendung

unimodularer Transformationen benétigen. Dieses Verhalten wurde wiederum von
Weber genau untersucht [We08, Seite 113, 126 (15), 130]; wir geben hier das Ergebnis
an.

Satz 5.3 Fiir ganze Zahlen a,b,c,d € ZZ mit ad — be = 1 gilt

)7<CZT+b> — G'W'T/(TL
ct+d

wobei € eine 24-te komplexe Finheitswurzel ist. Genauer ergeben sich fir € die For-

meln (dabei sei (=) das Jacobi-Symbol)

d ungerade, positiv: € = <§> A=D/2 Lexp <71T—22 [d(b—¢) — (d* — 1)ac]> .
.. d .(1_0)/2 71'7; 2
¢ ungerade, positiv: € = |—| -1 rexp | 7o [c(la+d)—(c"=1)bd—3]]).
c

Damit gilt insbesondere

77(_—1) = V=i (7).

Man beachte, dafl die beiden Fille zur Bestimmung der Einheitswurzel e alle Mog-
lichkeiten erfassen, denn wir kénnen immer ohne Einschrinkung annehmen, daf} die
Zahlen d bzw. ¢ positiv sind. Mit Hilfe dieser Dedekindschen 7-Funktion wollen wir
nun eine Funktion mit Invarianzgruppe I'g(!) bestimmen. Dazu setzen wir

o - ()"

wobei s € IN minimal gewdhlt ist, so daf§ v = 5'(;1) eine positive ganze Zahl ist.

In den folgenden beiden Lemmata werden wir zeigen, dafl diese Funktion dann die
gewiinschten Eigenschaften besitzt.




5.1 Eine Modulfunktion fiir T'o(l) 59

Lemma 5.4 Die in (5.1) definierte Funktion f(7) ist eine Funktion mit Invarianz-
gruppe To(1).

Beweis: Im ersten Teil des Beweises zeigen wir, daf} fiir eine beliebige unimodu-
lare Transformation V' = (a,b;cl,d) € T'o(l) die Funktion f(7) invariant unter der
Transformation V ist. Durch Einsetzen und Ausrechnen mit Hilfe der Formeln aus

Satz 5.3 erhalten wir
( (l( ‘(’(i )))>

fV(r)
l (clr+d
) (Hazy

clr+d
( €1 -/ (e)T+d-n(T) )28
e -Ve(lr)+ d-n(lT)
= f(r).

Dabei haben wir die Formeln aus Satz 5.3 benutzt, um (e;/€3)%* zu berechnen.
Nehmen wir etwa an, dafl d ungerade und positiv ist. Dann erhalten wir

2 () - =72 exp(ri/12- [d(b — ) — (d2 ~ V)acl))\
<g> (§) - ild=1/2 . exp(mi/12 - [d(bl — ¢) — (d? — 1)ac])

() e o)

- exp <¥ comi - [d(b+ )+ (d® - 1)ac]>
= 1.

Dabei beachte man fiir die letzte Umformung, daf s(I — 1) ein Vielfaches von 12
ist und daf} das Argument der Exponentialfunktion damit ein Vielfaches von 27
ist. Den zweiten moglichen Fall ¢ ungerade, positiv¢ kann man vollkommen analog
berechnen.

Im folgenden Lemma 5.5 werden wir die Gleichung

() - fisr)

zeigen. Damit besitzen die beiden Funktionen f(7) und f ( ) dieselbe Invarianz-

gruppe. Aus dem Beweis zu Lemma 1 aus [AtLe70] folgt fiir die Invarianzgruppe

von f (;—:)

B 0 1/1 0 -1
Iz = (—1 0 )If(’)(l 0 ) nr
Rechnen wir die rechte Seite dieser Gleichung aus und beachten die Gleichheit der
beiden Invarianzgruppen, so folgt direkt, dafl die Invarianzgruppe von f(7) genau

To(1) ist. |
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Damit haben wir eine Funktion mit Invarianzgruppe ['o(7) gefunden. Wir werden im
folgenden Lemma einige Eigenschaften der Funktion f(7) angeben, die wir bei der
Beschreibung der Ideen des Algorithmus zur Bestimmung des zugehérigen Polynoms
verwenden werden.

Lemma 5.5 Fir die in (5.1) definierte Funktion f(t) gilt

o Die Fourierreihenentwicklung von f(7) hat die Gestalt

f(T) = Z an'qz-la

n=-—v

wobet a, € 7 und a_, = 1 gilt.
o Es qult f (—%) = #

Beweis: Die erste Behauptung folgt offensichtlich aus der Definition der Funktion
f(7) und der Fourierentwicklung der n-Funktion (vgl. Satz 5.2). Dabei sollte man
noch beachten, dafl bei Division zweier Fourierreihenentwicklungen mit ganzen Koef-
fizienten, wobei der Divisor zusétzlich noch ,niedrigsten” Koeffizienten eins besitzt,
die Ergebnisreihe wiederum ganze Koeffizienten besitzt. Die zweite Behauptung des
Lemmas erhalten wir durch folgende kleine Rechnung

) - )
V=ilr - y(I7)

) (m-nm)

_ . <7Z7((ITT))) 2s
fésf)' |

(vgl. Satz 5.3)

Im folgenden Abschnitt werden wir neben der Funktion f(7) aus (5.1) auch noch
die Funktion ps

g(r = - 5.2

O = 5:2)

benutzen. Offensichtlich ist g(7) ebenfalls eine Funktion mit Invarianzgruppe T'o(1).
Weiterhin folgt aus Lemma 5.5 direkt die Gleichung

g(;—:) = f(r).

Da der minimale Koeffizient der Fourierreihenentwicklung von f(7) eins ist, sind
auch alle Koeffizienten der Fourierreihenentwicklung von ¢(7) ganze Zahlen.

Im folgenden wollen wir ein dquivalentes Polynom G;(X) wie in Satz 4.31 beschrie-
ben mit Hilfe dieser Funktion ¢(7) bestimmen. Die Berechnung dieses Polynoms wird
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durch Rechnungen mit Fourierreihenentwicklungen der beiden Funktionen f(7) und
j(7) geschehen. Dabei kénnen wir diese (unendlich langen) Entwicklungen natiirlich
nur mit endlicher Genauigkeit berechnen. Wir sagen im folgenden, daf§ wir die Fou-
rierreihenentwicklung einer Funktion f(7) mit Genauigkeit m € IN kennen,
falls wir die ,ersten“ m Koeffizienten der Fourierreihenentwicklung von f(7) ken-
nen, d.h. wird die Fourierreihenentwicklung von f(7) wie in Lemma 5.5 gegeben, so
kennen wir die Koeffizienten a_,,...,a_yym—1.

Um im folgenden Abschnitt mit der Fourierreihenentwicklung von j(7) rechnen zu
kénnen, miissen wir diese Entwicklung bestimmen. Wiederum kann dies mit Hilfe
der Fourierreihenentwicklung der 7-Funktion geschehen. Analog zu [We08, Seite 114]
definieren wir dazu die 2. Webersche Funktion als

- _n(27)
£l7) V2

Dann erhalten wir damit die Fourierentwicklung von j(7) mit Hilfe des folgenden
Satzes aus [We08, Seite 179].

Satz 5.6 Es gilt
iy = U+167
74(7)
Damit kénnen wir sowohl die Fourierreihenentwicklung der Funktion f(7) als auch
j(7) berechnen. Diese Entwicklungen werden wir im folgenden Abschnitt in einem
Algorithmus verwenden, um ein zu der Funktion g(7) aus (5.2) ,,gehérendes“ dqui-
valentes Polynom G;(X) zu berechnen.

5.2 Berechnung eines dquivalenten Polynoms zu g(7)

Seien im folgenden die Funktionen f(7) aus (5.1) und g(7) aus (5.2) mit Invarianz-
gruppe I'g(l) gegeben. Dann kénnen wir wie in Satz 4.31 beschrieben mit Hilfe von
g(7) ein Polynom Gi(X) € Kr[X] bestimmen, das den Korper Kt erzeugt. Wir
werden in diesem Abschunitt ein Verfahren angeben, wie wir dieses Polynom Gi(X)
berechnen kénnen. Es existieren Koeffizienten a,  und eine Zahl x € IN, so daf§

I+1 K
G(X) = Y (Z " -j(r)k) SXT
r=0 \k=0
Aus der folgenden Gleichung (5.4) folgt direkt, daff alle Koeffizienten ganze Zahlen
sind, denn die Fourierreihenentwicklung von j(I7)¥ - f(7)" beginnt fiir jedes Paar
(r,k) mit dem Koeffizienten eins und besitzt nur ganze Koeffizienten. Den Wert
von k werden wir in dem folgenden Lemma 5.7 herleiten; er hingt nur von der
verwendeten Funktion ¢g(7) ab. Da ¢(7) eine Nullstelle von Gj(X) ist, gilt folgende

Gleichung
I+1 &

Yo ank-j()Fg(r) = 0. (5.3)

r=0k=0
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Auf diese Gleichung wenden wir die Transformation (0, —1; 7,0) an. Wegen den Glei-
chungen g(—1/i7) = f(r) und j(—1/I7) = j(I7) (j(7) ist eine Modulfunktion) er-
halten wir mit denselben Koeffizienten a, j wie in (5.3) die folgende neue Beziehung
I+1 &
oD ank - j(In)f(r)yr = 0. (5.4)

r=0k=0

Wir betrachten die Wirkung der folgenden Transformationen auf Gleichung (5.4):

[ n .. 0 -1
V, = (0 l) fir 0<n<l-1 und Vi o= (12 0 )-(5-5)

Wenn wir das Verhalten der Funktionen f(7) und j(I7) unter diesen Transformatio-
nen bestimmen, so erhalten wir fiir 0 <n <[ -1

o) = () < ) = )
) = o) - a6

) = ) - ) -
#(vitr) (%) - 75

Definieren wir fiir 0 < r <[+ 1 die Funktionen

und

o) = a0, (5.6)
k=0

so sind alle s,(7), 0 < r < [+1, offensichtlich invariant unter allen Transformationen
V., 0 < n <. Betrachten wir also das Polynom

I+1

WX) = D s(r) X7, (5.7)

r=0

so werden alle Nullstellen dieses Polynom nach obigen Bemerkungen durch die Funk-
tionen f(V,(7)) fiir 0 < n <[ gegeben. Offensichtlich kénnen wir aber bei Kenntnis
des Polynoms h(X ) durch Koeffizientenvergleich in (5.6) leicht die gewiinschten Ko-
effizienten a,  berechnen. Bevor wir diese Beobachtung ausnutzen, um einen Algo-
rithmus zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten a, j anzugeben, untersuchen wir
in folgendem Lemma den Wert von k.

Lemma 5.7 In (5.3) und (5.4) gilt k = v.
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Beweis: Wir kennen die Nullstellen des Polynoms h(X) aus (5.7) und mit (5.6)
die Darstellung der Koeffizienten von h(X) als Polynom in j(I7). Damit fingt die
Fourierentwicklung von s,(7) mit einem Term mit g¢.-Exponenten —x! an. Die-
se Koeffienten werden aber andererseits als elementarsymmetrische Funktionen der
Nullstellen gegeben. Die ¢--Entwicklungen der Nullstellen f(V,,(7)) fiir 0 < n <1
besitzen die folgenden minimalen ¢,-Exponenten (beachte, daff die zugehorigen Ko-
effizienten ungleich null, aber nicht eins sind):

o vfir0<n<l,

o lvfirn=1.

Untersuchen wir mit dieser Beobachtung die Fourierreihenentwicklungen der ele-
mentarsymmetrischen Funktionen der Nullstellen, so erkennen wir leicht, dafl die
Fourierentwicklung des Koeffizient s;(7) von X! in A(X) mit dem ,kleinsten® ¢,-
Exponenten beginnt. Dieser Exponent ist aber genau —lwv, so dafl x = v gewihlt
werden kann. |

Ein Verfahren zur Bestimmung eines normierten Polynoms mit gegebenen Nullstel-
len liefert der Satz von Newton [Wa71, Seite 99 ff]. Nach Definition ist das Polynom
G1(X) und damit auch A(X) normiert. Also ist der Satz von Newton anwendbar,
um h(X) auszurechnen. Sei dazu h(X) wie beschrieben gegeben als

MX) = X+ s1(7) - Xty 4 sp41(7) - X0

Zur Bestimmung der Koeffizienten s, (7) mit Hilfe des Satzes von Newton benétigen
wir die r-ten Potenzsummen der Nullstellen, d.h. fiir 0 < r <14 1 die Werte

() = :Lz;zf <T+ %)T + (%)T

Setzen wir so(7) = 1, so konnen wir dann die Werte von s,(7) fir 1 < r < 1+1
sukzessive mit Hilfe der Formel

s(r) = (_1)T.Zr:(—l)m_l.cm(r)-sr_m(T) (5.8)

T

m=1

berechnen. Dabei sollte man beachten, daf die Division durch r nicht zur Bildung
von rationalen Koeffizienten fithren kann.

Also bendtigen wir nun noch eine Methode, um fiir unsere spezielle Funktion f(7)
schnell Fourierreihenentwicklungen der Potenzsummen ¢,(7) zu berechnen. Dazu
teilen wir diese Potenzsumme in zwei Teile auf. Sei

-1 n\" 15 r
() = f(r—}——) +< ) .
r;) ) f(lr)
N —’
=c7‘,l (T) =Cr,2 (T)
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Dann 1iBt sich die Bestimmung der Entwicklung von ¢, 2(7) leicht durchfithren. Dazu
benutzen wir nur die diinn besetzte Reihenentwicklung fiir f(I7). Zur Berechnung
von ¢, 1(7) nehmen wir an, daf§ wir die Fourierreihenentwicklung der Funktion f(7)"

als .
o)y = ¢ lz ay - qi]
v=0

kennen. Dann erhalten wir daraus
n\" . > .
f(T-I—T) = exp(—27rz(7'-|— n/l)vl) : Lz:%al,-exp (27?’6(T-|—fb/l)l/)]
—or __ (—2minor
- e (.

e 5 (27rin1/>]
Y ay g -exp
l
o | v 2min (v — or
- S ()
v=0

v=0
Damit erhalten wir fiir ¢, 1(7) die folgende Gleichung

aa(r) = Tlgf <T+ %)T
=1 s min(v—or
_ T;Jq;ur . LX:% ay, - ¢~ - exp <#)]

R = 2rin(v — or)
= q; " Z a, - ¢ - Z exp |\ ——;— | (5.9)
v=0 n=0

=,

Rechnen wir den Wert von [, aus, so miissen wir zwei mogliche Félle unterscheiden:

v —or = 0mod [: Sei etwa (v — vr)/l = d. Dann erhalten wir

-1 -1
I, = Eexp(Zm'nd) = Zl = 1l
n=0 n=0

v —or Z 0mod [: Wir beachten, daff fir alle 0 < n < [ — 1 die komplexe Zahl
exp (2m’@> eine [-te Einheitswurzel in C, d.h. eine Nullstelle der Glei-
chung X! —1 = 0in C, ist. Es sind dies sogar alle Lésungen, denn man erkennt
leicht, daf} alle diese Zahlen verschieden sind. Wiederum durch Anwendung der

Newtonschen Regel erhalten wir dann, dafl die Summe aller Nullstellen von
X! — 1 der Koeffizient von X!~!, also Null ist. Damit gilt in diesem Fall

L, = 0.

Damit kénnen wir mit Hilfe von (5.9) auch die Fourierreihenentwicklung von ¢, 1(7)
mit vorgegebener Genauigkeit berechnen, wenn wir die Fourierreihenentwicklung von
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f(7)" mit geniigend grofer Genauigkeit kennen. Man beachte, daff es ein Vorteil des
hier beschriebenen Verfahrens ist, daf} iiberwiegend Operationen auf diinn besetzten
Fourierreihenentwicklungen angewandt werden. Die Bestimmung der Potenzen f(7)"
sind die einzigen Operationen mit dicht besetzten Fourierreihenentwicklungen. Die
daraus berechnete Fourierreihe ¢, 1(7) ist nach Konstruktion diinn besetzt und damit
ist sogar ¢,(7) diinn besetzt. Es ist leicht ersichtlich, daB sich diese Eigenschaft dann
auf alle anderen benutzten Fourierreihen fortpflanzt.

Untersuchen wir nun noch, welche Genauigkeit wir verwenden miissen, um die Koef-
fizienten von Gi(X) eindeutig bestimmen zu kénnen. Dazu beachte man, dafl die Ge-
nauigkeit der Summe oder des Produktes zweier Fourierreihenentwicklungen genau
das Minimum der beiden Genauigkeiten der Summanden ist. Betrachten wir daher
einen beliebigen Koeffizienten s,(7) aus (5.6). Offensichtlich kénnen wir die Poly-
nomkoeffizienten a,j eindeutig bestimmen, wenn wir alle Koeffizienten von nicht-
positiven g,-Potenzen in den Fourierreihenentwicklungen j(lr)k fir 0 < k < v ken-
nen (beachte: Lemma 5.7 liefert £ = v). Damit miissen wir j(I7) mit Genauigkeit
l v kennen. Verwenden wir diese Genauigkeit auch fiir alle anderen Fourierreihenent-
wicklungen, so folgt aus obigen Bemerkungen iiber die Anderung der Genauigkeit
bei Operationen, dafl wir fiir alle auftretenden Fourierreihenentwicklungen immer
alle Koeffizienten von nicht-negativen ¢,-Potenzen genau kennen. Daher wihlen wir
als Genauigkeit, mit der wir alle Fourierreihenentwicklungen berechnen, genau /.
Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus zur Berechnung des dquivalenten
Polynoms G;(X,Y) fiir die gegebene Funktion ¢(7):

Algorithmus 5.8 [Bestimmung von Gi(X,Y) fiir Funktion ¢(7)]

Eingabe:  Fourierreihenentwicklungen fiir f(7) und j(I7) mit Genauigkeit [ v.
Ausgabe: Polynomkoeffizienten a,  fir 0 <r <I4+1, 0 <k < v.

—
~—

Setze ajqy1 4 « 0 fiir 1 <k < v und ajq41 « 1.

-~

Setze ¢, () « ¢, 1(7) + ho(7).
Berechne s,(7) mit Formel (5.8).

o¢]

Setze so(7) «— 1, he(7) « 1, ho(T) « 1. 2)
FOR r=1,...,1+1 3)
Berechne hy(7) « hy(7)- f(7). [* hi(T) = f(r)" */ 4)
Berechne ¢, 1(7) mit Formel (5.9) aus k(7). )
Berechne hy(7) — ha(7) - (757 ) - J* ha(7) = ca(7) */ 6)

)

)

)

AAAAAAAAA
Ut

o)

Bestimme aj41—,k fir 0 < k < v mit Formel (5.6).

Bei der Implementierung dieses Algorithmus kann man den folgenden Trick aus-
nutzen: aus der Definition der Koeffizienten s,(7) aus (5.6) folgt, daf wir zur Be-
stimmung der Polynomkoeffizienten a,j nur die Koeffizienten aller nicht-positiven
¢--Potenzen in der Reihenentwicklung von s,(7) benétigen. Aus (5.8) folgt direkt,
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daf wir dann die Fourierreihenentwicklungen der Potenzsummen ¢,(7) bis zum Ko-
effizienten von ¢& einschlieBlich exakt kennen miissen. Der minimale ¢,-Koeffizient
der Funktion ¢, 3(7) ist aber nur fiir » = 0 und r = 1 kleiner als diese Schranke; fiir
alle anderen Werte von r ist der minimale ¢.-Exponent echt gréfler als [v. Daher
konnen wir uns die Berechnung der Funktionen ¢, o(7) fiir » > 1 sparen. In obigem
Algorithmus kann daher die Berechnung von hy(7) in den Schritten (2), (6) und (7)
fiir 7 > 1 unterbleiben.

5.3 Funktionen invariant unter Transformationen aus
I5(0)

Wir haben in Abschnitt 5.1 eine Funktion vorgestellt, mit der wir fiir jede ungerade
Primzahl [ ein zum modularen Polynom &dquivalentes Polynom berechnen kénmnen.
Der Grad dieser Polynome in der zweiten Variable Y war nach Lemma 5.7 v = ﬂi_Tll,
wobei s die kleinste natiirliche Zahl ist, so dafl v € IN gilt. Dieser Grad v ist fiir
Primzahlen I = —1 mod 12 aber (I — 1)/2. Wir werden deshalb in diesem Abschnitt
beschreiben, wie wir fiir eine feste ungerade Primzahl [ > 3 ,bessere” Funktionen
bestimmen kénnen. Der Nachteil bei der Benutzung solcher Funktionen ist der, daf§
fiir jede ungerade Primzahl [ > 3 diese Funktion explizit berechnet werden muf,

d.h. wir haben keine fiir jedes [ giiltige Formel fiir solche Funktionen.

Wir definieren die folgende Menge von Transformationen

) = L) U (? ‘01)-ro<1>-

Wir wollen nun mit Hilfe der Dedekindschen 7-Funktion Funktionen bestimmen,
die unter allen Transformationen aus I'j(/) invariant sind. Die Invarianzgruppe einer
solchen Funktion ist ebenfalls T'g(/) (die Invarianzgruppe besteht nach Definition
nur aus unimodularen Transformationen, unter denen eine Funktion invariant ist).
Damit kénnen wir aus Satz 4.31 wiederum folgern, dafl ein mit Hilfe einer solchen
Funktion berechnetes dquivalentes Polynom an Stelle des [-ten modularen Polynoms
verwendet werden kann.

Sei ab sofort I > 3 und a(7) die spezielle Funktion

a(t) = n(r)-n(r). (5.10)

Sei im folgenden s die kleinste positive Zahl, so daff 24 ein Teiler von s - (I + 1) ist.
Wir werden mit Hilfe von a(7) eine unter allen Transformationen aus I'fj(!) invariante
Funktion A(7) bestimmen. Ein wichtiger Hinweis auf die dazu n6tige Vorgehensweise
liefert folgendes Lemma aus [AtLe70, Lemma 16].

Lemma 5.9 Angenommen A(T) ist eine formale Potenzreihe mit ganzen positiven
Potenzen von qr und A(sT) ist invariant unter Transformationen aus T'g(ls). Dann
ist A(T) invariant unter allen Transformationen aus T'o(1).
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Wir untersuchen daher nun, wie sich die Funktion a(s7) aus (5.10) bei Anwendungen
von Transformationen aus I'g(ls) verhilt.

Lemma 5.10 Fir eine Transformation V = (a,b;cls,d) € To(ls) gilt
a(V(sr)) = e€(a,b,c,d)-(clsT+d)- a(sr),

wobei € = €(a,b, c,d) gegeben wird durch

(é) 01 exp (_112FZC (I+1)- [d +a(d? - 1)]), falls d ungerade, positiv.

@) e 1)/2 L exp (%C (1+1) [a + dD, falls ¢ ungerade, positiv.

Beweis: Fiir die Transformation V wie im Lemma gegeben benutzen wir die For-
meln aus Satz 5.3 und erhalten so

Q(V(sr)) = n(s . V(T)) . n(ls . V(T))
asT + bs alst + bls
- n(clsr+d>.n<clsr+d>
= e(a,bye,d)-(clst+d)-n(st)-n(lsT)
= €la,b,e,d)-(clsT+d) - a(sT).

Den Wert von €(a, b, c,d) berechnen wir dabei ebenfalls mit den Formeln aus Satz
5.3. Ist d ungerade und ohne Einschrinkung positiv, so erhalten wir

o <%l> _ <§> e (%(z +1)- [bds — ed — ac(d? - 1)])

_ <é) L exp (‘1—gic(z+1)- (a4 a(a-1)]).

Dabei wurde bei der Umformung ausgenutzt, dafi 24 ein Teiler von s (I+1)ist und
daff daher exp({3s(l 4+ 1)) = 1 gilt. Die Bestimmung von e fiir den Fall, daf§ ¢
ungerade und positiv ist, erfolgt auf dieselbe Weise. |

Wir werden in der folgenden Definition einen Operator vorstellen, mit dessen Hilfe es
moglich ist, eine gegebene komplexwertige Funktion ,leicht“ zu verdndern. Diesen
Operator werden wir dann anschlieflend auf die hier verwendete Funktion a(sr)
anwenden.

Definition 5.11 Seien eine Primzahl r und die Transformationen

B 1 g . -~ r 0
H;, = (07‘) 0<y<r und H, = (0 1)

gegeben. Dann definieren wir fir eine Funktion f(7) den r-ten Hecke-Operator

auf f(7) als

|
—

T

S F(E) + F(HA).

0

==

T,(f(r) =

b
Il
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Wir wenden spezielle Hecke-Operatoren auf die Funktion «(7) aus (5.10) an. Auf
diese Weise werden wir Funktionen A(7) erhalten, so dafi A(s7) invariant unter
Transformationen aus I'g(ls) ist. Eine Funktion aus dieser Menge, bei der alle Expo-
nenten in der ¢--Entwicklung ganze Zahlen sind, ist nach Lemma 5.9 eine Funktion,
die sogar unter allen Transformationen aus I'g(!) invariant ist. Wir beschreiben in
dem folgenden Satz die Menge der Hecke-Operatoren, die wir verwenden konnen.

Satz 5.12 Sei a(T) wie in (5.10) gegeben. Sei weiterhin r eine ungerade Primzahl
ungleich 1, so dafi v ein Quadrat modulo | und s ein Teiler von r — 1 ist. Wir
definieren die Funktion A(T) als

T,(o(r))
")

Dann ist die Funktion A(sT) invariant unter allen Transformationen aus To(ls).

A(7) (5.11)

Beweis: Der Beweis dieses Satzes wird mit Hilfe einer Reihe von Lemmata gesche-
hen. Seien wéhrend des ganzen Beweises die Voraussetzungen des Satzes erfiillt; sei
eine Transformation V' € T'y(sl) wie in Lemma 5.10 und die Transformationen H;
aus Definition 5.11 gegeben. Dann formulieren wir zuerst folgendes Lemma.

Lemma 5.13 Es ¢ibt eine Permutation 7 € 5,41, so daff es fir alle 0 < k < r eine
Matriz Vi € To(ls) gibt mit

H 'V = Vi Hy.

Beweis (Lemma): Die Existenzaussage des Lemmas wird in [Ap90, Th. 6.9, Seite
124] bewiesen. Die Behauptung V' € T'y(sl) folgt direkt aus der Konstruktion der
Matrix V' in dem zugehorigen Beweis. Die Tatsache, dafl auf der rechten Seite obi-
ger Gleichung alle Matrizen Hy auftreten, folgt durch Berechnen aller zugehérigen
Matrizen. O

Damit kénnen wir die folgende Umrechnung fiir den ,Z&hler* der Funktion A(s7)
durchfiihren, wenn wir eine Transformation V' € T'y(ls) darauf anwenden:

—
%
>—*

T, (a(.sV(T))) = o pa als Hy(V (7 ) -I—a(sH (V(T))>
= %-TZEQ s(Hy-V)(r )+Q(S(HT'V)(T))
k=0

a

I
i

ﬂ?r
Il
Ho

s (1)) +a(s (V] Haop)(7))

o
(
(=
o

=N | e

alsVy ’ )-I—a(sV’( (T)(T))).

b
Il
=
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Da die Funktion «(7) mit Hilfe der n-Funktion definiert ist, folgt aus Satz 5.3, daf
bei Anwendung von Transformationen V) auf 7, = Hy(x)(7) 24-te Einheitswurzeln e
entstehen. Andererseits entstehen solche Einheitswurzeln auch bei der Anwendung
von V auf 7 in a(s7). Wir untersuchen im folgenden Lemma, wie diese Einheitswur-
zeln zusammenhingen.

Lemma 5.14 Seien ¢;,,1 = 1,2, die Finheitswurzeln, die wir bei Anwendung der
Transformation V| auf 1, bzw. V auf 7 erhalten. Dann gilt Z—; =1.

Beweis (Lemma): Zum Beweis des Lemmas miissen wir zu gegebenem V alle
moglichen Matrizen V) ausrechnen und zu diesen Transformationen die zugehérigen
Einheitswurzeln berechnen. Wir rechnen dies hier an einem Beispiel vor; alle anderen
Fille kann man analog berechnen. Sei etwa k£ = r und V wie iiblich gegeben. Dann
erhalten wir V; als die Matrix

X b ) falls ¢ = 0 mod 7,
v cs/r d
o ar b— fa
( cs (d—clsf)/r ) , falls ¢ Z 0 mod r.

Dabei sei im zweiten Fall f so gewidhlt, dafl d — ¢lsf durch r teilbar ist. Nun miissen
wir alle moglichen Fille, die wir in Satz 5.3 angegeben haben, untersuchen. Nehmen
wir etwa an, d wire ungerade und ohne Einschrinkung positiv. Dann kénnen wir z—;
im Fall ¢ = 0 mod r mit Hilfe der Formeln aus Satz 5.3 und Lemma 5.10 ausrechnen
und erhalten so

(&) i exp (SE(+ 1) [2 4 (a2 1) %))

& B (é) .id—l.exp(—lgi(l_l_l). [Cd‘|‘(d2—l)ac])
—  exp (%(l+1)-(r—1).Cd-l'(di_l)ac)
= 1.

Dabei wird benutzt, daBl r ein Teiler von ¢ ist, daBl s r — 1 teilt und damit 24 ein
Teiler von (I41)(r—1)ist. Der zweite mogliche Fall fiir V! geht vollkommen analog,
wenn (d — clsf)/r ungerade ist. Untersuchen wir daher die Méglichkeit, daff dieser
Wert gerade ist. Dann muf} ¢ls ungerade sein, denn sonst wire die Determinante
von V! gerade. Damit kénnen wir die zweite Moglichkeit fiir den Multiplikator in
Lemma 5.10 anwenden und erhalten so (setze dabei d' = (d — clsf)/r)

0 (£) - i=e0/2 exp (e (14 1) (ar + &)
€2 (%) cg—e(l+1)/2 L exp (’1"—;0(1 +1)(a + d))
r g ,

= 1.
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Dabei wird ausgenutzt, daf 24 ein Teiler von (I+1)(1—7)und s (I+1) ist. Zusétzlich
setzt man noch die Definition von d’ ein. Alle anderen Félle fiir Matrizen V) kann

man analog untersuchen. In allen Fillen erhilt man dann % =1. O

Damit haben wir gezeigt, daff bei Anwendung einer Transformation V' € T'g(sl) auf
die Funktion A(s7) immer nur der Multiplikator eins entsteht. Um zu zeigen, daf
A(sT) invariant unter diesen Transformationen ist, miissen wir noch untersuchen,
wie sich der Zihler von A(7) unter solchen Transformationen verhilt.

Lemma 5.15 Sei €5 der Multiplikator, den wir bei Anwendung einer Transforma-
tion V' wie oben auf a(t) erhalten. Dann gilt

LT (a(s V() = (st +d) T (a(sr)).

€2

Beweis (Lemma): Die Aussage iiber den Multiplikator haben wir schon im letzten
Lemma bewiesen. Die zweite Behauptung des Lemmas wird in [Ap90, Th. 6.10,
Seite 125] bewiesen. Der dort angegebene Beweis kann direkt auf unsere Situation
iibertragen werden. O

Setzen wir alle diese Lemmata zusammen, so erhalten wir die Aussage des Satzes,
denn wir berechnen

T, (a(s V(7))
A (5 V(T)) = TV
T, (a(s V(1))
€2 - (clsT+ d) - a(sT)
T, (a(sr))
a(sT)

= A(s7). ]

Wir werden im folgenden zeigen, daf eine solche Funktion A(7) auch invariant unter
der Transformation (0,—1;7,0)ist. Auf die gleiche Weise wie in Lemma 5.4 kénnen
wir dann zeigen, dafl A(7) nicht invariant unter einer unimodularen Transformation,
die kein Element von T'y(!) ist, sein kann. Aus dem Satz 5.24 (siehe Seite 74) wird fol-
gen, daf} alle solche Funktionen A(7) eine Fourierreihenentwicklung mit ,,ganzen® ¢,-
Exponenten besitzen. Damit haben wir eine Methode gefunden, um Funktionen zu
bestimmen, die invariant unter Transformationen aus I'g(!) sind. Aus Lemma 5.9
folgt dann direkt das folgende Korollar:

Korollar 5.16 Die Funktion A(T) wie in Satz 5.12 ist invariant unter allen Trans-
formationen aus T'o(1).
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Damit haben wir durch verschiedene Wahl des Parameters r aus Satz 5.12 die
Méglichkeit, verschiedene geeignete Funktionen A(7) zu berechnen. Die Fourierrei-
henentwicklungen dieser Funktionen besitzen unter Umstdnden auch verschiedene
minimale Anfangspotenzen von ¢,.

Untersuchen wir noch das Verhalten solcher Funktionen unter einer weiteren schon

betrachteten Transformation, ndmlich 7 — ;—Tl Dabei sollen alle Voraussetzungen

an 7, die wir in Satz 5.12 gemacht haben, weiterhin erfiillt sein.

Satz 5.17 Falls | > 3 ein Quadrat modulo v ist, so ist die in Satz 5.12 definierte
Funktion A(T) invariant unter der Transformation (0,—1;1,0).

Beweis: Der Beweis geschieht wiederum mit Hilfe verschiedener Lemmata.

Lemma 5.18 Fiir alle ganzen Zahlen z,y,z,w mit Pzw — lzy = [ gibt es eine
Matriz V € Ty(1), so daf8 gilt

0 -1 _ v, lx vy .

I 0 lz lw
Beweis (Lemma): Durch Vergleich der Determinanten der Matrizen (0, —1;7,0)
und (lz,y;lz,lw) erkennen wir direkt, daB eine solche Matrix V' Determinante 1

haben mufl. Setzen wir nun V allgemein an als (a,b;¢,d) und betrachten wir fiir

beliebige Zahlen [z, y, Iz und lw folgende Gleichung:

v-l. 0 -1 _ le vy
[ 0 lz lw |’

Hieraus erhalten wir durch Berechnung der ,linken“ Seite eine Menge von Gleichun-
gen und daraus die Eintrdge von V als ¢ = 2, b = —z, ¢ = lw und d = —y. Damit
gilt V € T'y(1) und dieses Lemma ist bewiesen. O

Lemma 5.19 Se: r eine ungerade Primzahl. Fir jede Primzahll > 3, die ein Qua-
drat modulo r ist, gibt es eine Matriz Wi = (lz,y; 1z, lw) wie in Lemma 5.18, so daf
x=w, z=2rs und y = 0 mod r gilt.

Beweis (Lemma): Zum Beweis dieses Lemmas benutzen wir, dafl unter den gege-
benen Voraussetzungen die Zahlen / und 2 r?s teilerfremd sind. Damit gibt es ganze
Zahlen z1 und z9, so daf gilt

z1-(27%8) + 29+l = 1.

Da [ ein Quadrat modulo r und verschieden von r ist, folgt aus Hensels Lemma,
daB [ sogar ein Quadrat modulo r? ist (beachte auch r > 2). Betrachten wir alle
Moéglichkeiten fiir / mod 24 und die zugehorigen Werte s, so wird direkt deutlich,
dafl immer [ = 1 mod s gilt und daf§ damit [ auch immer ein Quadrat modulo s ist.
Insgesamt ist [ also sogar ein Quadrat modulo 2r%s. Damit ist auch 2, ein Quadrat
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modulo 27%s und es gibt Zahlen y;,yp € Z mit x3 = yf + y3 - (2r%s). Setzen wir dies
in obige Gleichung ein, so erhalten wir

yi 42 (e +ly) = 1 bawe  yf P42l (e +ly) = L

Wihlen wir die Eintrige der Matrix W; dann als ¢ = w = y1, 2 = 2rs und y =
—r(x1 4 ly2), so sind offensichtlich alle Bedingungen erfiillt. O

Sei im folgenden die Matrix W; wie in Lemma 5.19 gegeben. Mit Lemma 5.18 gibt
es eine Matrix V' € Ty(I), so daB

0 -1
= /-
(17) - vw

gilt. Da A(7) invariant unter Transformationen aus I'g(!) ist, konnen wir das Ver-
halten der Funktion A(7) unter 7 — 71 durch Untersuchung des Verhaltens bei
Anwendung der Transformation W bestimmen, denn es gilt

AC—:) = a(vomry) = A(win).

Dies untersuchen wir mit Hilfe der folgenden Lemmata, in denen wir alle in A(7)
vorkommenden ,, Teilfunktionen“ unter dieser Transformation W; betrachten.

Lemma 5.20 Fir die Funktion a(t) = n(7)n(IT) gilt

a(W/l(T)) = <§> L o <7Ti (14+1) wy/l2) NI (z1 4 w) - a(T).

Beweis (Lemma): Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen mit Hilfe der Formeln
aus Satz 5.3 (Seite 58). Dabei beachte man, daff bei der angegebenen Wahl von W;
z gerade und kongruent zu 0 mod s ist. Damit liefern alle Terme mit z (I +1) in dem
Argument der Exponentialfunktion Vielfache von 27¢ und fallen damit weg. O

Lemma 5.21 Fir a(7) = n(7)n(lT) und die Transformation H, aus Definition 5.11
gilt
a(H,(Wi(7))) a(H(7))

oWi(r)) —  alr)

Beweis (Lemma): Durch Ausrechnen erhalten wir die Gleichung

B lx ry
He-W = ( lz/r 1w ) Hy,

—_——
=W/

wobei W/ eine iiber ZZ definierte Matrix der Determinante / ist. Damit miissen wir
fiir den Zidhler der gegebenen Funktion das Verhalten unter der Transformation W/
untersuchen, denn es gilt

ao(H(Wi(7))) = a((H, - W)(r)) = a((W]-H,)(7)) = a(W{(H())).



5.3 Funktionen invariant unter Transformationen aus I'§(]) 73

Rechnen wir dies wiederum mit den Formeln aus Satz 5.3 aus, so erhalten wir
Q(Wl/(HT(T))> = Vi (27 4+ w) - a(H,{r)),

wobei wir fiir die Einheitswurzel e, erhalten
€ = <#> D21 g (m' (I+1wr y/l2>.

Aus Lemma 5.20 kennen wir das Verhalten der Funktion a(7) unter der Transfor-
mation W;. Setzen wir beide Ergebnisse zusammen, so erhalten wir das Resultat des
Lemmas. Dabei heben sich die Einheitswurzeln aus Z&hler und Nenner genau weg,
denn r ist ein Quadrat modulo [ und s ein Teiler von r — 1, so daf§ das Argument
der Exponentialfunktion ein Vielfaches von 27¢ ist. O

Lemma 5.22 Fir alle Transformationen Hy mit 0 < k < r aus Definition 5.11 ¢ilt
a(Hy(Wi(r))) _  alHy(71))

a(Wi(r)) a(T)

Beweis (Lemma): Wir zeigen die Behauptung fiir beliebiges, aber festes k aus der
vorgegebenen Menge. Ahnlich zum Beweis zu Lemma 5.20 untersuchen wir zuerst
das Verhalten des Zihlers. Dazu benutzen wir die Gleichung (Beweis wiederum durch
Nachrechnen)

1 k lz gy B (z+kz) (y—K4z)/r 1 k
0 r /) \ Iz lw N rlz I(w— kz) Yo »r |-

1A
=W,

Wegen der Bedingungen an die Koeffizienten der Matrix W; folgt direkt, daf§ W}’
eine Matrix mit ganzzahligen Eintriagen ist (beachte y = 2 = 0 mod r). Analog zum
Beweis des vorherigen Lemmas 5.21 erhalten wir a( Hy(Wi(7))) = a(W}'(Hk(7))) und
miissen daher untersuchen, wie sich die Funktion a(7) unter der Transformation W}’
verhdlt, was wiederum mit den Formeln aus Satz 5.3 geschieht. Der interessante
Teil dabei ist die Bestimmung der Konstanten e€,; alles andere lduft analog zum
vorherigen Beweis ab. Rechnen wir diese Konstante aus, so erhalten wir:

€, = (;) U2 ey (7ri(l + Dw (y/r) /12).

Dabei benutzen wir wiederum die spezielle Wahl der Transformation Wj, insbeson-
dere die Eigenschaften y = 0 mod » und z = 0 mod rs. Durch Zusammensetzen
dieses Ergebnisses mit Lemma 5.20 erhalten wir das Resultat dieses Lemmas. O

Durch Zusammensetzen all dieser Lemmata erhalten wir das Resultat des Satzes auf

die folgende Art und Weise:

T, (a(Wi(7)))

AWO) = )
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B E‘ga(ﬂk(ﬂﬁ(r))) . a( H,(Wi(T)))

roiz e(Wi(r)) a(Wi(r))
= % . rz_:l a(fl[é_(;)) + a(i[(,f;’)) (vgl. Lemma 5.21 und 5.22)
k=0
= A(T). |

Damit haben wir eine Methode gefunden, wie wir eine Funktion bestimmen kénnen,
die invariant unter allen Transformationen aus I'jj(]) ist. Durch Zusammensetzen von
Korollar 5.16 und Satz 5.17 erhalten wir dann den folgenden Satz:

Satz 5.28 Sei | eine Primzahl gréfer drei, s € IN minimal, so daff s- (I +1) =
0 mod 24 und r eine ungerade Primzahl, die folgende Bedingungen erfillt:

o s teiltr —1,
o 1 ist ein Quadrat modulo I,

o [ ist ein Quadrat modulo r.

Dann ist die Funktion
T, (n(r) - n(ir))
n(r)-n(lr)

invariant unter allen Transformationen aus I'§(1). Die Invarianzgruppe dieser Funk-

tion st To(1).

Alr) =

Um diesen Satz benutzen zu kénnen, miissen wir eine Formel angeben, wie wir bei
gegebener Fourierreihenentwicklung der angegebenen Funktion a(7) die Fourierrei-
henentwicklung der Funktion 7,(a(7)) fiir eine Zahl r bestimmen konnen. Dann
kénnen wir die Funktion A(7) (genauer: die Fourierreihenentwicklung dieser Funkti-
on mit gewisser Genauigkeit) leicht bestimmen, denn mit Satz 5.2 ist es moglich, die
Fourierreihenentwicklung der Funktion 7(7)-7(I7) auszurechnen. Eine solche Formel
geben wir in folgendem Satz an.

Satz 5.24 Sei eine Funktion a(7) durch die folgende Fourierreihenentwicklung ge-
geben (mit 0.E. ggT(z,5)=1)

a(t) = exp <27ri7'§> > ajexp (27ri7')j.
7=0

Dann kénnen wir fir eine Primzahl v, die die Voraussetzungen aus Satz 5.28 erfiillt,
die Fourierreihenentwicklung der Funktion T,(a(T)) mit Hilfe der Formel (5.12) be-
stimmen.
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Beweis: Zum Beweis des Satzes betrachten wir

r—1

— sT+ ks
Tr(a(sr)) = %-§a< j: )-l—a('rsr).

Koénnen wir die Entwicklung von 7,(a(s7)) als Fourierreihe in ¢, bestimmen, so
erhalten wir daraus die Fourierreihenentwicklung fiir 7,(a(7)), indem wir s7 durch
T ersetzen. Wird a(7) durch die Fourierreihenentwicklung aus dem Satz gegeben, so
gilt offensichtlich

a(st) = i a; exp (27rir (js+ z))

=0

Die Fourierreihenentwicklung von a(rs7) ist hieraus direkt ersichtlich; wenden wir
uns daher den ,ersten r“ Summanden in der Definition des Hecke-Operators zu.
Durch Ausrechnen erhalten wir dafiir

r—1 r—1
% Y a <ST + ks) = l . Z [exp <27ri7(87- + ,ks)z)
¢ k=0 , r k=0 rs
Za] exp (27”'](57— * 5)>
7=0
1 00 r—1 +
= = : 2
; Za] Z_:exp<m (5—|—z)>
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Jje+z=0modr

Dabei kénnen wir die letzte Umformung dhnlich zur Herleitung der Funktion ¢, 1(7)
auf Seite 63 begriinden. Die Exponentialfunktion exp(27ik(js+ 2)/r) ist genau fiir
Zahlen 7 mit js + z = 0 mod r eins; ansonsten kénnen wir die Summe dieser r-ten
Einheitswurzeln ausrechnen und erhalten dafiir den Wert null. Damit ergibt sich
insgesamt

T, (a(sr)) = Z l# exp <27TZ.TM> + Zaj exp (27ri7'(j5 + z)'r).
j=0 7=0

Jje+z=0modr

In dieser Gleichung wollen wir st durch 7 ersetzen. Dazu beachten wir, daff (js +
z)/r = (js+ z)r = z mod s gilt (beachte die Bedingung an r aus Satz 5.23).
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Damit erhalten wir die Fourierreihenentwicklung von T,(a(7)) als

Tr(a(T)> = exp <27ri7'§>- i l':j exp (2ﬂi7w) n

S

=0
Jje+z=0modr

iaj exp (27ri7'(jr + @))] . (5.12)

7=0
|

Damit haben wir alle Voraussetzungen geschaffen, um fir Primzahlen [ > 3, fiir
die die Voraussetzungen aus Satz 5.23 erfiillbar sind, Funktionen zu berechnen, die
invariant unter allen Transformationen aus I'(!) sind und die Invarianzgruppe I'o(1)
besitzen. Wir bestimmen eine geeignete Primzahl r, wenden die gerade angegebene
Formel an und bestimmen so die Fourierreihenentwicklung fiir A(7). Die Fourier-
reihenentwicklung dieser Funktion ist eventuell noch nicht iiber den ganzen Zahlen
definiert, doch folgt aus Satz 5.24, dafl nach Multiplikation mit dem Skalar r die
Fourierentwicklung der Funktion A(7) sicher ganze Koeffizienten besitzt.
Weiterhin sollte man beachten, dafl wir solche Funktionen A(7) auch noch anders
bestimmen koénnen. Gibt es zwei verschiedene geeignete Zahlen r; und rq, so daf die
Fourierreihenentwicklungen fiir T, (a(7)) und 7),(a(7)) mit derselben Potenz von
¢- beginnen, so kénnen wir A(7) auch als

A(T) — TTl(a(T)l(_T)TTz(a(T))

wihlen. Man kann aus den angegebenen Beweisen dann leicht erkennen, daf§ diese
Funktion ebenfalls invariant unter Transformationen aus I'f(7) ist.

Im folgenden Abschnitt werden wir uns nun damit beschiftigen, fiir eine solche
Funktion das zugehorige dquivalente Polynom zu bestimmen.

5.4 Berechnung eines dquivalenten Polynoms zu A(7)

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie wir bei Kenntnis einer unter Transfor-
mationen aus I'f(/) invarianten Funktion A(7) wie im letzten Abschnitt beschrieben
ein zum modularen Polynom &quivalentes Polynom G;(X) = Gi(X, j(7)) bestimmen
konnen. Dabel nehmen wir an, dafl A(7) die folgende Fourierentwicklung

mit ganzen Koeffizienten b, € Z besitzt (dabei ist nicht notwendig b_, = 1). Wir
wollen nun Polynomkoeffizienten a, ; bestimmen, so dafl gilt

+1 &

Gi(A(),i() = YD a-i(r)f A = 0. (5.13)

r=0k=0
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Den Wert von k werden wir im folgenden Lemma 5.25 bestimmen. Aus den im folgen-
den Abschnitt 5.5 hergeleiteten Ideen und dem dort angegebenen Algorithmus 5.28
folgt direkt, daf§ die Polynomkoeffizienten a,  ganze Zahlen sind, wenn die Fourier-
reihenentwicklung von A(7) nur ganze Koeffizienten besitzt. Auf die Gleichung (5.13)
wenden wir nun die Transformation (0, —1;7,0) an. Wegen der Invarianz der Funk-
tion A(7) unter dieser Transformation und wegen der Gleichung j(—1/(i7)) = j(i7)

erhalten wir dann
I+1 &

> apk gt Ay = 0. (5.14)

r=0k=0
Diese beiden Gleichungen werden wir im folgenden verwenden, um die Koeffizienten
a, . zu bestimmen. Zuerst geben wir allerdings in dem folgenden Lemma den Wert
VOLL K al.

Lemma 5.25 In (5.13) und (5.14) ist k = 2v.

Beweis: Wir simulieren den Beweis zu Lemma 5.7. Wir wenden auf Gleichung
(5.14) die Transformationen V,, fiir 0 < n <! wie in (5.5) auf Seite 62 an. Dort haben
wir gesehen, daf} die Funktion j(I7) invariant unter allen diesen Transformationen
ist. Betrachten wir, wie die Funktion A(7) transformiert wird, so erhalten wir fiir

0<n<l ) I ) "
Am) = a(F) = a(r+g)

A(Vi(r)) = A<%> = A(ir).

Damit kennen wir alle Nullstellen des Polynoms

I+1 K
MX) = Z(Zar,k-j(“)k)-X’";

r=0 \k=0

und fiir n =1

es sind dies gerade die Funktionen A(V,,(7)) fiir 0 < n <. Die ¢,-Entwicklungen der
Koeffizienten von h(X) erhalten wir mit Hilfe des Satzes von Newton, angewandt
auf die Fourierreihenentwicklungen der Nullstellen. Daher untersuchen wir den mi-
nimalen Exponenten von ¢, in diesen Fourierreihenentwicklungen und erhalten dann

o —vfir0<n<l,
o —[vfirn=1.

Untersuchen wir mit dieser Beobachtung die Fourierentwicklungen der elementar-
symmetrischen Funktionen der Nullstellen, so erkennen wir leicht, dafy die Fourier-
entwicklung des Koeffizienten von X°in h(X ) mit minimalem ¢,-Exponenten (unter
allen Koeffizienten) beginnt. Diesen ,Startexponenten® kénnen wir leicht ausrechnen
als

-1
—ZU—ZU = =2l
n=0

Damit folgt aus der Definition von h(X), dal K = 2v gewidhlt werden kann. |
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Wir geben nun einen Algorithmus zur Bestimmung des dquivalenten Polynoms
Gi1(X,Y) fiir eine solche Funktion A(7) an. Prinzipiell kénnen wir dabei vorgehen
wie bei der Berechnung des Polynoms zugehérig zur Funktion ¢(7) aus (5.2). Dies
hat aber den Nachteil, dal die Fourierreihenentwicklung fiir A(/7)* mit minimalem
Exponent —klv beginnt. Damit ist die maximale Genauigkeit, die wir verwenden
miissen, um alle Polynomkoeffizienten genau berechnen zu kénnen, mindestens 1%,
Dies fiihrt in der Praxis zu enormen Laufzeiten, die iiberwiegend bei der Bestim-
mung der Potenzsummen der Nullstellen des Polynoms Gi(X, j(I7)) entstehen. Um
diese Laufzeiten zu reduzieren, wenden wir den folgenden Trick an, der dazu fiihrt,
da mit kleinerer Genauigkeit gerechnet werden kann.

Wir schreiben das Polynom Gj(X) in der folgenden Art und Weise:

-1

Gx) = [ <X—A<T+%)) (X - a(n).

n=0

Dann kénnen wir die Koeffizienten des Polynoms H(X) als Fourierreihenentwick-
lungen in ¢, mit Hilfe des Satzes von Newton ausrechnen. Daraus kénnen wir durch
eine Multiplikation die Fourierreihenentwicklungen der Koeffizienten des Polynoms
Gi(X) bestimmen. Der Vorteil dieses Verfahrens ist es, dal wir — wie auf Seite 64 be-
schrieben — die Potenzsummen der Nullstellen von H(X) bestimmen kénnen, wenn
wir die Fourierreihenentwicklung fiir A(7)* kennen. Der dabei auftretende minimale
¢r-Exponent ist —lv. Zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten a,j wie in (5.13)
reicht es aus, die Fourierreihenentwicklungen der Koeflizienten von Gj(X) bis zum
Koeffizienten von ¢° exakt zu kennen. Da der minimale Koeffizient von A(I7) genau
—lv ist, folgt direkt, dafl wir die Fourierreihenentwicklung der Potenzen von A(T)
nur mit Genauigkeit 2/v kennen miissen. Diese Genauigkeit ist deutlich geringer als
die Genauigkeit, die wir bei dem Analogon zu dem in Abschnitt 5.2 vorgestellten
Algorithmus benttigen wiirden. Ein weiterer Vorteil dieses Verfahrens ist es, daf die
benutzten Fourierreihenentwicklungen iiberwiegend diinn besetzt sind. Insbesonde-
re sind auch die Koeffizienten von H(X) diinn besetzte Fourierreihenentwicklungen.
Damit kann die Multiplikation von H(X ) mit dem Polynom X — A(I7) durch Mul-
tiplikationen diinner Reihenentwicklungen geschehen. Anschlieffend berechnen wir
aus den Koeffizienten von Gj(X), dargestellt als Fourierreihenentwicklungen, durch
einen Koeflizientenvergleich mit Potenzen von j(I7) die gesuchten Polynomkoeffizi-



5.5 Bestimmung dquivalenter Polynome modulo p 79

enten a, . Damit ergibt sich der folgende Algorithmus:

Algorithmus 5.26 [Bestimmung von G;(X,Y) fiir A(7)]

Eingabe:  Fourierreihenentwicklungen fiir A(7), j(I7) mit Genauigkeit 2 /v.
Ausgabe: Koeffizienten a, j aus (5.13).

Setze app «— 0 fiir 0 < k<141, 0<k < 2vund 410 < 1. (1)

Setze s{(7) < 1 und h(7) « 1. (2)

FOR r=1,...,1 (3)
(4)
(

Berechne h(7) « h(7) - A(7). /¥ h(r)=A(T)" */

Berechne ¢,(7) mit (5.9) aus (7).  /* r-te Potenzsumme der
Nullst. von H(X) */

Berechne s/(7) mit Formel (5.8). /* Koeff. von X!="in H(X)*/ (6)

Setze s,(7) — sL(t)—s._,(7)- A(lT). /* Koeffizient von (7)
XH1=rin Gy(X) */

Bestimme ajq1_rp fiir 0 < k < 20 aus s,(7) durch Koeffizienten-  (8)
vergleich mit Potenzen von j(I7).

Setze sp41(7) « — sj(7) - A(lT). (9)

Bestimme ag x fiir 0 < k& < 2v aus s;41(7) durch Koeffizientenvergleich  (10)
mit Potenzen von j(I7).

5.5 Bestimmung dquivalenter Polynome modulo p

Wir haben in den Abschnitten 5.2 und 5.4 beschrieben, wie wir sowohl fiir die unter
Transformationen aus I'g(/) invariante Funktion g(7) (vgl. (5.2)) als auch fiir die
unter Transformationen aus I'fj(!) invariante Funktion A(7) (vgl. Satz 5.12) ein zu-
gehoriges dquivalentes Polynom Gi(X,Y) aus Z[ X, Y] bestimmen kénnen. In beiden
Algorithmen 5.8 und 5.26 wird das dquivalente Polynom iiber den ganzen Zahlen
bestimmt. Wie wir in Kapitel 4 gezeigt haben, benttigen wir die Koeffizienten der
dquivalenten Polynome jedoch nur modulo der Charakteristik p. In diesem Abschnitt
beschreiben wir auf den vorherigen Abschnitten aufbauende Verfahren zur Losung
dieser Aufgabe; im folgenden Abschnitt werden wir unsere praktische Implementie-
rung beschreiben und einige Laufzeiten angeben.

Offensichtlich miissen wir zur Bestimmung von G;(X,Y) mod p die Fourierreihen-
entwicklungen aller benutzten Funktionen ebenfalls nur modulo p kennen. Leicht
erkennen wir, dafl wir die Basisoperationen von Fourierreihenentwicklungen mit gan-
zen Koeffizienten direkt modulo p tibertragen kénnen, wenn wir sicherstellen, daf}
bei der Division der ,,minimale“ Koeffizient des Divisors invertierbar modulo p ist.
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Betrachten wir alle Divisionen, die zur Berechnung der Funktionen f(7) bzw. A(7)
notwendig sind, so ist leicht ersichtlich, daf} alle Divisoren den minimalen Koeffizi-
enten Eins besitzen und damit die Voraussetzungen erfiillen. Damit kénnen wir alle
verwendeten Fourierreihenentwicklungen in den Algorithmen 5.8 bzw. 5.26 direkt
modulo p berechnen.

Untersuchen wir, wo es noch Probleme bei der Reduktion aller Schritte der Algorith-
men 5.8 bzw. 5.26 modulo p geben kénnte, so erkennen wir leicht, daf§ der Satz von
Newton zu einer Schwierigkeit fithrt. Wie aus Formel (5.8) ersichtlich, mufl dabei
durch r geteilt werden, wobei 7 aus der Menge {1,...,l+ 1} gewihlt wird. Dies ist
natiirlich fir p <1 nicht immer méglich. Fiir Moduln p > ! kann es hingegen keine
Schwierigkeiten geben; wir kénnen zur Berechnung von Gj(X,Y’) mod p alle Schritte
in den Algorithmen 5.8 bzw. 5.26 modulo p durchfiithren.

Daher betrachten wir im folgenden die Situation p < I. Wir geben im folgenden zwei
Algorithmen an, mit denen wir fiir die Funktion ¢(7) aus (5.2) bzw. fiir die Funk-
tion A(7) aus Abschnitt 5.3 das zugehorige dquivalente Polynom Gi(X,Y’) mod p
berechnen konnen, falls p < [ ist. Wir kénnen nach obigen Bemerkungen davon
ausgehen, daf§ wir in beiden Fillen Fourierreihenentwicklungen modulo p mit einer
gewissen Genauigkeit fiir alle verwendeten Funktionen kennen. Bei beiden Algo-
rithmen werden wir durch einen geschickten simultanen Koeffizientenvergleich die
Polynomkoeffizienten bestimmen.

Betrachten wir zuerst die Situation fiir die Funktion ¢g(7) aus (5.2). Da das Polynom
G1(X,Y) normiert sein soll, gilt als erstes 41, = 0 fiir 1 <k < v und aj410 = 1.
Wir wollen die Koeffizienten a,j des Polynoms Gi(X,Y) durch einen Koeffizienten-
vergleich bestimmen. Dazu subtrahieren wir in (5.4) alle Reihenentwicklungen, die
mit schon bekannten Koeflizienten a,j multipliziert werden. Dann versuchen wir
damit, einen weiteren (bisher unbekannten) Polynomkoeffizienten zu bestimmen, in-
dem wir Startexponenten und Startkoeflizienten auf beiden Seiten vergleichen. Um
zu zeigen, dafl wir so alle Polynomkoeffizienten eindeutig bestimmen kénnen, un-
tersuchen wir in (5.4), wie grof} der Startexponent der Fourierreihenentwicklung fiir
Gk (1) ist, die mit dem Koeffizienten a,; multipliziert wird. Dabei erhalten
wir —rv —kl. Untersuchen wir nun, wann fiir zwei Paare (71, k1) und (79, k2) die Fou-
rierreihenentwicklungen j(I7)% - f(7)" fiir j = 1,2 mit demselbem ¢,-Exponenten
anfangen. Dazu betrachten wir den Exponenten modulo ! und erhalten so als not-
wendige Bedingung
rn = 19 modl.

Durch Testen der wenigen verbleibenden Moglichkeiten erhalten wir folgende beiden
Konfliktpaare

{t+1,0,,0}  wd {1,000}

Da wir den Koeffizienten ajy;9 = 1 kennen, ergibt sich hieraus direkt a;, = —1
(beachte dazu, daf die Fourierreihenentwicklungen j(I7)*- f(7)" den minimalen Ko-
effizienten eins haben). Zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten a;o bzw. ag,
untersuchen wir analog den Startexponenten von j(7)*-g(7)" in (5.3). Dabei erhal-
ten wir rv — k. Damit tritt der Startexponent —v der Fourierreihe, die in (5.3) mit
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ag ., multipliziert wird, nur einmal als Startexponent einer Fourierreihe j(7)* - g(7)"
auf und ist auferdem minimal. Also ist ap, = 0 und damit kénnen wir auch a;q
exakt bestimmen. Mit dieser kleinen Beobachtung folgt direkt, dafl wir mit Hilfe
eines Koeffizientenvergleichs in (5.4) alle Polynomkoffizienten eindeutig bestimmen
kénnen.

Zur Bestimmung der benotigten Prézision fiir die verwendeten Fourierreihenentwick-
lungen beachten wir wieder, dafl wir in allen Reihenentwicklungen alle Koeffizienten
von nicht-positiven ¢,.-Potenzen exakt kennen miissen. Daraus folgt direkt, dafl wir
auch in diesem Algorithmus mit Prizision [v rechnen kénnen, ohne dafl dabei ein
Fehler durch zu kleine Prizision auftritt.

Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus zur Bestimmung des dquivalenten
Polynoms G;(X,Y ) modulo einer Primzahl p < [, in dem wir die beiden Hilfsfunktio-
nen Mminegp Und mingyefs benutzen. Diese beiden Funktionen liefern den minimalen
¢--Exponenten bzw. den zugehorigen Koeffizienten einer Fourierreihenentwicklung:

Algorithmus 5.27 [Bestimmung von G;(X,Y’) modulo p < fiir g(7) aus (5.2)]

Eingabe:  Fourierreihenentwicklungen fir f(7) und j(I7) modulo p mit Genau-
igkeit lv.

Ausgabe: Koeffizienten a,j mod p des zugehorigen Polynoms Gi(X,Y) fiir
0<r<I+1,0<Ek <.

Setze a,p — 0fir 0 <r <141, 0<k <.

(

Setze ajy10 ¢ 1, a1, « — 1 und (1) — j(IT)"- f(r) — f(r)*. (2)

WHILE minep(h(1)) <0 (3)

IF minegp(h(1))=1v (4)

THEN | Setze aro < minceess(h(7)). (5)

Setze h(7) « h(T) — aro - f(7)". (6)

ELSE | Berechne Zahlen 0 < r <[,0 <k < wvmit —(rv+kl)= (7)
MiNezp((T)).

Setze ay g «— Mincoef(R(T)). (8)

Setze h(7) « h(T) — arg - j(IT)E - f(7)". (9)

Man sollte beachten, dafl v immer kleiner als % und damit invertierbar modulo [ ist
und dafl man in Schritt (7) damit ein Paar (r, k) leicht durch Division mit Rest von
Minezp(h(7)) und ! bestimmen kann.

Wenden wir uns nun der Berechnung des dquivalenten Polynoms G;(X,Y) modulo
einer Primzahl p < [ fiir eine Funktion A(7) wie in Abschnitt 5.3 zu. Wiederum
wollen wir die Polynomkoeffizienten durch einen simultanen Koeffizientenvergleich
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bestimmen. In diesem Fall miissen wir dazu die beiden schon in Abschnitt 5.4 ange-

gebenen Formeln
I+1 2w

Sk J(0F AT =0 (5.15)
r=0k=0

und
I+1 2v

SN ae-jin)k-Ar) = 0 (5.16)
r=0 k=0
verwenden. Wegen der Normierung gilt zuerst wiederum a;410 = 1 und aj41 4 = 0
fiir 1 < k& < 2v. Untersuchen wir fiir beide Gleichungen (5.15) und (5.16), wie der
minimale ¢.-Exponent der Fourierreihenentwicklung ist, die mit dem Koeffizienten
a, r multipliziert wird, so erhalten wir

e in (5.15) —rv — k,

e in (5.16) —rv — kl.

Wir suchen nun fiir diese beiden Gleichungen den minimalen Exponenten, fir den
es zwei verschiedene Paare (7, k) und (', k') gibt, so daB a, bzw. a,/  mit Fou-
rierreihenentwicklungen mit diesem Startexponenten multipliziert werden. Sicherlich
miissen Polynomkoeffizienten a, i, die mit einer Fourierreihe multipliziert werden, die
einen Anfangsexponenten kleiner als den so bestimmten Exponenten haben, gleich
Null sein. Aus (5.15) erhalten wir so notwendigerweise a; = 0 fiir v < k < 2v und

MiNcoet f (A(T)l+1> + a1 - MiNcoes f (A(T)l> + @i-1,20 - MANcoe f (A(T)l_l) = 0.

Dabei beachte man, daf der Startkoeffizient der Fourierreihenentwicklung fiir j(7)
eins ist. Weiterhin kénnen in (5.16) nur dann zwei verschiedene Paare (r,%) und
(r', k") existieren, die mit einer Fourierreihenentwicklung mit derselben Anfangspo-
tenz multipliziert werden, wenn r = ' mod [ gilt. Damit bleiben als mogliche solche
Werte fiir 7 nur noch r = 14+ 1 und r = [. Aus aj43 = 0 fiir 1 <k < 2v und
arr = 0 fiir v < k < 2v erhalten wir dann den minimalen Startexponenten in (5.16),
den zwei verschiedene Fourierreihenentwicklungen besitzen, als —2v! (kritisches Paar
(I,v) und (0,2v)). Da der Startexponent der Fourierreihenentwicklung zu a;_j 3, in
(5.16) kleiner als dieser kritische Exponent ist, folgt a;_1 2, = 0 und damit aus obiger
Gleichung

—MiNcoef f (A(T)l+1) .
o = Mifcoes s (A(T)!) = mineoers (A7)

Betrachten wir damit wieder die Gleichung (5.16), so erhalten wir

Al * MiNcoef f (A(T)l> + a2 =0 und so 0,20 = MiNcoef f (A(T)l+1) .

Wir haben schon gesehen, dafi es nur fiir » € {0,/} zwei verschiedene Paare geben
kann, so daB a, x in (5.16) nicht eindeutig bestimmt wird. Ansonsten kénnen wir a, g
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immer eindeutig bestimmen, wenn wir uns die bisher schon berechneten Fourierrei-
hen, multipliziert mit den entsprechenden a, k, in einer Hilfsvariable (in dem unteren
Algorithmus hy(7)) merken. Parallel merken wir uns in einer Hilfsvariable hy(7), wie
die analog berechneten Teilergebnisse in (5.15) sind. Fiir die Konfliktpaare a7 und
ag k4o fiir 0 < k < v benutzen wir dann diese Hilfsfunktion k(7). Damit erhalten
wir ay g, denn dieser Koeffizient wird in (5.15) mit einer Fourierreihenentwicklung
mit im Vergleich zu ag 4, kleineren Exponenten multipliziert. Dabei treten keine
Zweideutigkeiten auf, denn man sollte beachten, dafl wir die Koeffizienten aj_1 g+
schon vorher berechnet haben, wie man bei Untersuchung der entsprechenden Grade
erkennen kann.

Zur Bestimmung der benttigten Prizision gelten dieselben Bemerkungen wie in
Algorithmus 5.27. Damit erhalten wir in diesem Fall die untere Schranke 2lv fiir die
Prézision. Somit ergibt sich der folgende Algorithmus:

Algorithmus 5.28 [Bestimmung G;(X,Y) modulo p < [ fiir A(7)]

Eingabe:  Fourierreihenentwicklungen fiir A(7), j(7), j(I7) mod p mit Genauig-
keit 27v.

Ausgabe: Koeffizienten a,j mod p fiir zugehoriges Polynom Gi(X,Y") fiir
0<r<I+1,0<LEk <L 20.

Setze app « 0 fiiralle 0 <r <141, 0<Fk < 20. (1)

Setze aj41,0 «— 1, a1y — — mincoess(A(7)) und (2)
ag.20 — mincoeff(A(T)l"'l).

Setze hi(7) — — ar, j(7)° - A(T) — ag 2, ()% — A(T)H1

(

Setze ho(T) — — a1, j(IT)° - A(T)! — ag2, j(IT)? — A(T)H1, (4)

WHILE minegp(ha(7)) <0 (5)

Bestimme (r,k) € {0,...,1} x {0,...,20} mit —rv — kKl = (6)
MiNegp(ha(T)).

IF r=0oderr=1 (7)

THEN | Setze s « k mod v. (8)

Setze a5 — mincoeff(hl(T))/mincoeﬁ(A(T))l. (9)

Setze ag sty — MiNcoesf(ha(T)) — ars. (10)

Setze hi(7) « hi(7) —aps - j(17)° - A(T)! — ag 530 - 5(7)*F0. (11)

Setze hy(T) « ha(T) —ars-5(I7)* - A(T) — ag 510 - 5 (I7)*F0. (12)
(13)
(14)
(

ELSE | Setze ayk — mincoess(h2(7))/mincocss(A(T)"). 13
Setze hy(7) « hi(T) — ar g - j(T)F - A(T)". 14
Setze ho(T) « ho(T) — @y - j(IT)F - A(T)". 15)

Bei der Implementierung dieses Algorithmus kann man noch einige praktische Ver-
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besserungen einbauen. Es ist aus der Formulierung des Algorithmus offensichtlich,
da} wir die Fourierreihe hy(7), mit deren Hilfe wir alle schon berechneten Teilfou-
rierreihen in (5.15) aufsammeln, nicht mehr bendtigen, wenn wir alle Koeffizienten
ay ; berechnet haben. Daher kann man sich die Berechnung von hq(7) in diesem Fall
sparei.

5.6 Beschreibung unserer Implementierung

In dem letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir eine Implementierung der
beschriebenen Algorithmen vorstellen. Diese Implementierung wird ausfiihrlich in
[Le94] erldutert. Alle in diesem Abschnitt angegebenen Laufzeiten wurden auf Rech-

nern vom Typ SPARC ELC (ca. 20 MiPS) mit 16 MegaByte Hauptspeicher berech-
net.

Wir berechnen dquivalente Polynome iiber den ganzen Zahlen einmal in einer Vor-
berechnung und speichern sie dann auf Platte. Wir haben so fiir alle Primzahlen
I < 850 ein dquivalentes Polynom berechnet und gespeichert; der bendtigte Speicher-
platzbedarf dafiir ist ungefihr 140 MegaByte. Fithrt man die Berechnungen iiber Z
durch (wie in den Abschnitten 5.2 und 5.4 angegeben), so sind sehr zeitaufwendige
Rechnungen mit sehr grofien Zahlen notwendig. So besitzt zum Beispiel Ggag(X,Y)
Koeffizienten mit ungefdhr 640 Dezimalstellen. Wir wenden daher zur Berechnung
der Polynome die folgende Strategie an:

1. bestimme Gi(X,Y’) modulo verschiedener Primzahlen p; > 1,1 =1,...,w,

2. kombiniere die in Schritt 1 erhaltenen Teilergebnisse mit Hilfe des Chinesischen
Restsatzes.

Dabei werden die Primzahlen p; so gewihlt, dafl sie in einem Computerwort (d.h. 32
Bit) gespeichert werden konnen und daff es modulo p; moglich ist, die schuelle Fou-
riertransformation (FFT) als Multiplikationsmethode fiir Fourierreihenentwicklun-
gen zu benutzen. Genauer wihlen wir die Primzahlen p; aus technischen Griinden
kleiner als 2%6 (dies wird bei der vorhandenen FFT-Implementierung vorausgesetzt).
Damit kénnen viele Rechnungen mit in der Praxis sehr viel schnellerer einfacher
Prézision durchgefiihrt werden. Der Vorteil der FFT-Methode gegeniiber der ,,Stan-
dardmethode“ zur Multiplikation wird durch die folgende Tabelle 5.1 deutlich.

Die Anzahl w der benétigten Primzahlen p; wird nicht genau vorgegeben; wir kom-
binieren nach jeder Teilberechnung das Ergebnis modulo p; aus Schritt 1 mit dem
bisher schon bekannten Gesamtergebnis. Andert sich das Gesamtergebnis dabei, so
bestimmen wir eine neue geeignete 26-Bit Primzahl p; und fahren fort; ansonsten
nehmen wir an, daf} wir das gesuchte dquivalente Polynom iiber Z berechnet haben.
Die , Korrektheit* dieses Polynoms wird anschlieflend durch einige Berechnungen
von Gruppenordnungen von elliptischen Kurven, fiir die wir die Ordnung bereits
kennen, iiberpriift. Tritt dabei kein Fehler auf, so sind wir ,sicher*, dafl das Po-
lynom korrekt ist und speichern es ab. Dieses Verfahren hat in der Praxis bisher
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Tabelle 5.1: Vergleich Standardmultiplikationsalgorithmus < FFT-Methode:

es wird die Zeit fiir eine Multiplikation einer Fourierreihenentwicklung der angege-
benen Prizision modulo einer 26-Bit Primzahl angegeben.

Prizision Standard FFT | FFT / Std.
1000 1.5 sec | 0.3 sec | 20.00%
2000 6.5 sec | 0.7 sec| 10.78 %
4000 264 sec | 1.5 sec 5.68 %

8000 || 1 min 45.0 sec | 3.2 sec 0.03 %

16000 || 7 min 10.0 sec | 6.8 sec 0.01 %

noch zu keinem Fehler gefiihrt, beschleunigt den Algorithmus aber wesentlich, denn
theoretische Schranken fiir die Anzahl der benétigten Primzahlen sind sehr schlecht.

Einige Tricks beschleunigen die Berechnungen in den Algorithmen 5.8 bzw. 5.26 noch
zusétzlich. Wir geben diese Tricks hier fiir Algorithmus 5.8 an; fiir Algorithmus 5.26
verwenden wir analoge Techniken.

1. Esist sehr sinnvoll, die Eigenschaft der diinnen Besetzung von Reihenentwick-
lungen auszunutzen. Dazu haben wir zwei verschiedene Computerarithmetiken
fiir Fourierreihenentwicklungen implementiert (dicht besetzt, diinn besetzt)
und benutzen jeweils die optimale Version.

2. Zur Bestimmung der Reihen ¢,(7) im Satz von Newton (vgl. (5.8)) benstigen
wir die Potenzen f(7)" fiir 1 < r <[4 1. Alle diese Potenzen kénnen sukzes-
sive mit Hilfe jeweils einer Multiplikation berechnet werden. Da allerdings die
Quadrierung von Fourierreihenentwicklungen billiger ist als die Multiplikation,
berechnen wir alle diese Potenzen mit Hilfe von Quadrierungen. Dabei wird die
Berechnungsreihenfolge etwas verdndert, so dafl wir die Ergebnisse speichern
miissen, um sie im Satz von Newton anwenden zu kénnen. Genauer berechnen
wir die Potenzen in der folgenden Reihenfolge:

fr) = f(0)? = f()' = o= f(D)F

= 1P = 5 ((F02+ £0) = 10 = £0) = P

N —

Man beachte, daBl wir bei der Berechnung von f(7)* die Reihenentwicklun-
gen fiir f(7)% und f(7)* schon kennen. Dieser Trick fithrt zu einer deutlichen
Laufzeitreduktion, wie Tabelle 5.2 zeigt.
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Tabelle 5.2: Tabellenberechnung mit sukzessiver Multiplikation < Quadrierungen

l sukzessiv | Quadr. Trick || Quadr. / sukz.

53 16,7 sec 11,5 sec 68,8 %
101 | 146,17 sec 99,5 sec 68,1 %
151 | 221,0 sec 151,6 sec 68,6 %
211 | 680,3 sec 462.,7 sec 68,0 %
283 | 1887,7 sec 1287.9 sec 68,2 %

3. Bei der Berechnung der elementarsymmetrischen Funktionen in (5.8) werden
viele Multiplikationen von Reihenentwicklungen ben&tigt. Deshalb bestimmen
wir nach Berechnung einer Reihe s,(7) deren Darstellung durch Potenzen von
F(IT)¥ (vgl. (5.6)). Berechnen wir dann ¢,,(7) - j(I7)¥, so speichern wir diese
Reihenentwicklung; sie kann im Laufe des Algorithmus mehrmals verwendet
werden. Dieser Trick reduziert die Anzahl der Multiplikationen in (5.8) von

%(12 + 1) auf lv.

Folgende Tabelle 5.3 zeigt die Aufteilung der Laufzeit auf die zwei wichtigen Phasen
in Algorithmus 5.8. Wir geben gleichzeitig die Anzahl der 26-Bit Primzahlen an, die
wir zur Berechnung der dquivalenten Polynome iiber 7ZZ bendtigt haben.

Tabelle 5.3: Laufzeitaufteilung in Algorithmus 5.8

I | f(1)-Potenzen | Koeff.vergleich || Anzahl 26-Bit Pz.
53 11,5 sec 1,5 sec 16

101 99,5 sec 15,3 sec 32

151 151,6 sec 33,3 sec 35

211 462,7 sec 115,0 sec 52

283 1287.9 sec 356,8 sec 72

Das Problem bei der Berechnung fquivalenter Polynome mit Hilfe der Funktion f(7)
aus (5.1) ist die schnell wachsende Genauigkeit, die fiir in der Berechnung benutz-
te Fourierreihenentwicklungen benétigt wird. Die Genauigkeit betrigt fiir [ = 307
schon 15657; fiir I = 503 schon 126 253 und fiir / = 719 sogar 258 121. Im Vergleich
dazu betrigt die Genauigkeit, die wir bei Berechnung des dquivalenten Polynoms fiir
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Tabelle 5.4: Vergleich Algorithmus 5.28 < Algorithmus 5.26

In Algorithmus 5.28 wird ein simultaner Koeffizientenvergleich benutzt; Algorithmus
5.26 verwendet ein auf dem Satz von Newton basierendes Verfahren. Wir geben
jeweils die Laufzeit zur Bestimmung der dquivalenten Polynome modulo einer 26-
Bit Primzahl an.

simmultaner Newton-Methode

l Koeff. Vergleich

307 53 min 16 1min
401 1 h 44 min 25 min
503 3 h 31 min 58  min

599 7 h 50 min|1 h 26 min

719117 h 00 min |3 h 49 min

eine Funktion A(7) wie in Abschnitt 5.3 bendtigen, fiir [ = 307 nur 6 140, fiir [ = 503
dann 10060 und fiir / = 719 nur 21 570. Betrachten wir daher noch Laufzeiten zur
Berechnung dieser dquivalenten Polynome. Wir haben in den vorherigen Abschnit-
ten zwei Algorithmen zur Berechnung solcher dquivalenter Polynome beschrieben:
Algorithmus 5.26 (basierend auf der ,,Newton-Methode“) und Algorithmus 5.28 (,,si-
multaner Koeffizientenvergleich®). Beide Algorithmen wurden implementiert. In der
Tabelle 5.4 werden Laufzeiten beider Algorithmen zur Bestimmung dquivalenter Po-
lynome modulo einer 26-Bit Primzahl angegeben.

Die in Tabelle 5.4 angegebenen Laufzeiten sind Laufzeiten zur Berechnung dquivalen-
ter Polynome modulo einer 26-Bit Primzahl. Zur Berechnung der Polynome iiber den
ganzen Zahlen sind fiir grofle Werte von [ allerdings ,,viele“ solche 26-Bit Primzahlen
notig, beispielsweise war fiir [ = 829 die Anzahl der benutzten 26-Bit Primzahlen 86.
Daraus wird schon deutlich, daf trotz aller Tricks bei der Berechnung &quivalenter
Polynome fiir Primzahlen [ > 500 enorme Laufzeiten entstehen. Daher verteilen wir
die Berechnung iiber ein Netz von Workstations, indem wir dquivalente Polynome
modulo verschiedener 26-Bit Primzahlen verteilt auf verschiedenen Rechnern be-
rechnen. Damit war es in ungefihr 28 Stunden Real-Zeit méglich, Ggog(X,Y) iiber
ZZ 7u berechnen. Die dabei benédtigte Gesamtlaufzeit betrug 827 Stunden bzw. 689
MiPS Tage. Hieraus wird klar, da} die am Anfang dieses Abschnitts vorgestellte
Strategie der Speicherung einmal berechneter dquivalenter Polynome sinnvoll ist.

Damit haben wir zwei Moglichkeiten vorgestellt, 4quivalente Polynome zu berech-
nen. Mit Hilfe dieser Polynome kénnen wir wie beschrieben Information iiber die
Gruppenordnung einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen K&érper bestimmen.
Dabei erhalten wir in der Regel allerdings immer mehrere Werte fiir die Gruppenord-
nung modulo einer ungeraden Primzahl [. In den folgenden beiden Kapiteln stellen
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wir einen Algorithmus vor, mit dem es manchmal mdéglich ist, die Gruppenordnung
einer elliptischen Kurve sogar exakt modulo einer ungeraden Primzahl [ zu bestim-
men.



Kapitel 6

Der Algorithmus von Elkies
iiber den komplexen Zahlen

Mit den bisher beschriebenen Ideen kénnen wir fiir eine elliptische Kurve iiber ei-
nem endlichen Kérper der Charakteristik grofler drei Information iber die Grup-
penordnung modulo kleiner ungerader Primzahlen [ bestimmen. Dabei erhalten wir
im allgemeinen allerdings nicht den exakten Wert der Gruppenordnung modulo /.
Schoof hat in [Sc85] beschrieben, wie man die Spur exakt modulo ! bestimmen kann.
Allerdings ist dieser Algorithmus in der Praxis nicht gut anwendbar, denn es wird
dabei mit Polynomen von ungefihr quadratischem Grad (in /) gerechnet. Elkies zeigt
in [El], wie man ,manchmal“ die Gruppenordnung modulo ! auch mit Hilfe von Po-
lynomrechnungen von Polynomen mit Grad (I — 1)/2 bestimmen kann. In diesem
Kapitel werden wir eine Variante dieser Idee von Atkin beschreiben. Dabei werden
zuerst alle Formeln fiir elliptische Kurven iiber den komplexen Zahlen hergeleitet.
Im folgenden Kapitel werden wir diese Formeln benutzen, um dasselbe Problem fiir
elliptische Kurven tiber endlichen Koérpern geniigend grofier Charakteristik zu 16sen.

6.1 Gitter und elliptische Kurven

Sei im folgenden L ein zweidimensionales Gitter in C. Bei den Betrachtungen dieses
Kapitels werden wir hiufig die folgenden beiden Funktionen zu Gittern benutzen.

Definition 6.1 Die Weierstrass-p-Funktion und die Weierstrass-(-Funktion
zu einem Gitter L sind definiert als

1

i+ Y (o)

KJ(Z,L) =

IS

(L) = > (Z_w+%+§>.
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Wir werden hiufig die abkiirzende Schreibweise p(z) anstelle von p(z, L) verwenden,
wenn das zugehorige Gitter klar ist.

Wir haben in Kapitel 4 schon gesehen, dafi es einen Isomorphismus zwischen C/L
und elliptischen Kurven iiber den komplexen Zahlen gibt. Sei also E eine elliptische
Kurve iiber C, so daf fiir das Gitter L die Gruppe C/L isomorph zu E(C) ist. Dann
kénnen wir mit Hilfe der Koeffizienten der elliptischen Kurve E eine Fourierreihen-
entwicklung fiir die Funktionen p(z, L) und ((z, L) bestimmen (siche [ChCoRo, Seite
8] und [La87, Seite 240]).

Lemma 6.2 Sei E = (a,b) eine elliptische Kurve iber € wnd L ein Gitter, so
daff E(C) = C/L gilt. Dann besitzen die Weierstrass-p- und (-Funktion zu L die

folgenden Fourierentwicklungen

1 [e.o]
p(va) = 2 + ch'zzkv
z k=1
1 00 22k+1
L = - -
¢z L) P AT
wobei fiir die Koeffizienten cy, ¢ilt
k—2
a b 3
= _ = _ = . . —1— i k > 3.
Cl 57 C2 77 Ck (k—2)(2k’+3) };Ch Ck 1 h fur iy

Weiterhin werden wir in den folgenden Abschnitten sogenannte Eisenstein-Reihen
benutzen, um einen Algorithmus zur Bestimmung eines Teilers eines Divisionspoly-
noms herzuleiten. Diese Reihen sind folgendermaflen definiert.

Definition 6.3 Sei 7 € H gegeben. Dann definieren wir die folgenden (normali-
sierten) Eisenstein-Reihen

Ey(7) = 1-24. Zal(n)-qf,
n=1
E4(T) = 14240 ) os(n) - ¢,
n=1
>
Eg(r) = 1-504-Y os(n)-q},
n=1

wobei ox(n) = X4, d* ist.

Wie sich zeigt, besitzen auch diese Funktionen eine enge Beziehung zu komplexen
elliptischen Kurven und damit auch zu Gittern. Das folgenden Lemma gibt eine
Beziehung zwischen Koeffizienten komplexer elliptischer Kurven und diesen norma-
lisierten Eisenstein-Reihen an (vgl. [Ap90, Seite 11 ff]).
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Lemma 6.4 Sei A\ = @ und E = (a,b) eine elliptische Kurve iber C, so daf
E(C) =2 C/L fir ein Gitter L = ZLX+ ZLA 1. Dann gilt « = —3 E4(7) und b =
-2 Eg(T).

Sei im folgenden A = 371_@ fest und sei ein Gitter L = Z A+ 7Z A 7 vorgegeben. Kennen
wir fiir die durch dieses Gitter vorgegebene Zahl 7 den Wert von E4(7) und Eg(7), so
kennen wir mit Hilfe des gerade angegebenen Lemmas auch die Kurvenkoeffizienten
einer komplexen elliptischen Kurve E mit E(C) =2 C/L und damit mit Lemma
6.2 alle Koeffizienten ¢, der Fourierentwicklung der zugehérigen p-Funktion p(z, L).
Andererseits gibt es zu vorgegebener Kurve E auch ein Gitter in dieser Gestalt
und wir kennen dann die Werte von E4(7) und Eg(7) fiir die durch dieses Gitter
bestimmte komplexe Zahl 7.

Wir werden im folgenden Abschnitt bei der Herleitung der gesuchten Formeln noch
einen weiteren Wert Py(L) zu dem Gitter L bendtigen:

(I-1)/2 ,
P(L) = 0 <n7/\L> . (6.1)

n=1
Wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, handelt es sich bei diesemm Wert
um die Summe der z-Koordinaten speziell gewihlter [-Torsionspunkte von E(C).
In Lemma 6.5 stellen wir auch fiir diesen Wert eine Beziehung zu normalisierten
Eisenstein-Reihen her.

Lemma 6.5 Sei das Gitter L = 7Z X + 7ZZ A T vorgegeben. Dann gilt
[

P(I) = -3 (Balr) 1+ Bo(ir)).
Beweis: Aus [El, Seite 33] erhalten wir die folgende Fourierentwicklung fiir P;(L)
I(1-1 >
pin = iy s,

n=1
wobei 0] (n) die Summe aller zu [ teilerfremden Teiler von n ist. Wir versuchen, die

dabei auftretende unendliche Summe anders darzustellen. Dazu beachten wir die
folgende ,, Aufteilung” von oq(n) fiir festes n € IN:

o1(n) = ood+ >, d = oi(m)+ D d

dln dln dln
ggT(d,l)=1 ggT(d,1)>1 ggT(d,1)>1

Durch Einsetzen dieser Gleichung erhalten wir

[oe) [oe)

oin)gr = Y. |oam)gk - > dqf
= = ggT(drl)M
= Zal(n)qf—Z(l-qufl)
n=1 n=1 d|n
= Zal(n)qf—l-ZUl(n)-qﬁ_.
= n=1

—

n
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Aus Definition 6.3 folgt

i l—EQ(T)
Mo = 52
ot 24

Setzen wir dies in die gerade berechnete Formel ein und fassen dann zusammen, so
erhalten wir das Ergebnis des Lemmas. |

Wir benétigen noch einige weitere Beziehungen zwischen normalisierten Eisenstein-
Reihen und anderen komplexwertigen Funktionen, die eine Beziehung zu elliptischen
Kurven haben. Wir geben alle benutzten Formeln hier an; man findet sie zum Bei-
spiel in [Si85] und bei Ramanujan (siehe [Ral6] oder [Se71, Th. 4 (ii), Seite 78]):

Ei(r) - E3(7)

Alr) = — (6.2)
iy = 0 (6.3
j(r)—1728 = ig((:)) (6.4)
Ey(r) = i((:)) (6.5)
R R
B - el e
12.E)(r) =  E}(r) - Eyr) (6.8)
o = “HOED (6.9
f)__Es() (6.10)
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6.2 Bestimmung eines Teilers des /-ten Divisionspoly-
noms fiir komplexe elliptische Kurven

Im Algorithmus von Schoof wird die Gruppenordnung modulo [/ durch Polynom-
rechnungen modulo des [-ten Divisionspolynoms (siehe Definition 4.11 (Seite 39))
berechnet. Die Idee von Elkies war es, diese Rechnungen durch Rechnungen modulo
eines Teilers des [-ten Divisionspolynoms zu ersetzen. In diesem Abschnitt werden
wir angeben, wie man fiir elliptische Kurven iiber den komplexen Zahlen solche Teiler
bestimmen kann.

Seien ein Gitter L = ZZ A+7ZZ )\ 7 und eine komplexe elliptische Kurve Emit E = C/L
vorgegeben. Wir wollen ein Polynom f¢(X) vom Grad d := (I—1)/2 bestimmen, wel-
ches ein Teiler des [-ten Divisionspolynoms ist (d.h. dessen Nullstellen 2-Koordinaten
von [-Torsionspunkten sind). Dazu beachten wir, dafl nach [Si85, Prop. 5.4, Seite 163]
die zur [-Torsionsgruppe isomorphe Gruppe in C/L die Gruppe

1

TL/L
ist. Das Polynom fc(X) soll als Nullstellen genau die verschiedenen z-Koordinaten
von Punkten der [-Gruppe {'r %; —d<r<d,r# 0} (des Gitters) haben, d.h. wir

erhalten .
e = f(ro(20)

r=1
Dabei beachte man, dafl die zu einer Zahl z € C/L korrespondierende z-Koordinate
genau ¢(z, L)ist [Si85, Kapitel 6] und daB p(z, L) = p(—=z, L) gilt (aus der Definition
direkt ersichtlich). Offensichtlich ist dieses Polynom f¢ (X ) dann ein Teiler des I-ten
Divisionspolynoms zu E.

Zur Herleitung eines Algorithmus zur Bestimmung dieses Polynoms fo(X') definieren
wir das folgende, im Vergleich zu dem Startgitter L etwas verdnderte Gitter
- A

Wir vergleichen die Weierstrass-(-Funktion zu L mit der ¢-Funktion zu dem Start-
gitter L. Dann liefert Formel (XXI-3) aus [TaMo72, Seite 224]

d
~ 2rA
Q@L):(@Jﬁ+§:§<n+7—J>+ZzHum (6.11)
T:#—Od
wobel .
— 2n A
2n(n) = Yo(L)

n=1

ist. Da fiir eine Primzahl [ die Zahlen —d, ..., —1,1,...,d ein komplettes Restsystem

aller modulo [ invertierbarer Zahlen bilden und da die p-Funktion eine elliptische
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Funktion ist (d.h. es gilt fira € L p(z+4a,L) = p(z,L)), konnen wir diese Summe

auch als
d nA
n=—d,n#0

schreiben. Nun nutzen wir p(z, L) = p(—2, L) aus und erhalten so wie in (6.1) schon
angegeben

P(L) = né 0 <"T’\L) :

In [La87, Seite 240] finden wir die Gleichung ((z + A, L) = ((z, L) + n()) fiir eine
Konstante n(A), fiir die zusétzlich gilt »(—A) = —n(A). Damit kénnen wir in (6.11)
in der Summe ( (z + @, L) ersetzen durch ¢ (z + %, L). Um (6.11) noch weiter zu

vereinfachen, bendtigen wir eine weitere Eigenschaft der (-Funktion, das sogenannte
Additionsgesetz fiir die (-Funktion [TaMo72, Bd. ITI, Seite 42, 396]:

¢ 1) F ¢a,L)
2 (p(z,L) - p(a, 1))

Addieren wir also ((z + a, L) und ((z — a, L), so erhalten wir mit Hilfe des Additi-
onsgesetzes

((zxa,L) = ((2L)*((a, L)+

(2 L)
p(va) - p(a,L)'

((z+a,L) + ((z—a,L) = 2((21I) +

Setzen wir diese Gleichung in (6.11) ein und formen dann um, so erhalten wir

d

(D) = D)+ Z;<c<z+-%i,L>4-g<z-%?,L>) 22 Py(L)

d

‘ '(2,L)
- (=D + 2¢(z L)+ p + 2:P(L
(1) Z(( ) p(va)_p(%L)) ()
(2, L)

= (204 1)) + Y

’ + 2ZP1(L)
o1 -0 (1)

In diese letzte Gleichung wollen wir nun die aus Lemma 6.2 bekannten Fourier-
reihenentwicklungen der (-Funktion einsetzen. Seien dazu ¢ und éx, k=1,...,00
die Koeffizienten der Fourierentwicklung von ((z, L) bzw. ((z, L). Dann erhalten wir
durch Einsetzen

o'(z,L) _ 11 S (e — Lex) - z —22P(L). (6.12)
r=1 KJ(Z,L)_ p(%,L) ¥ k=1 2k
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Aus dieser Gleichung wollen wir nun auf einfache Art und Weise das gewiinschte
Polynom fe(X) bestimmen. Seien die Koeffizienten dieses Polynoms folgendermafien
vorgegeben:

fe) = XX tw = I1(x-o(Sh2)).

r=1

Damit wird die Bedeutung von (6.12) schon deutlicher. Integrieren wir (6.12) und
exponentieren wir die dann entstehende Gleichung, so wird der Term auf der linken
Seite der Gleichung (6.12)

ﬁ (Bo(z,L) - p (Z_AL» . dhogenan  fo(p(z L)),

r=1

Damit erhalten wir so mit einer geeigneten Konstanten D die Gleichung

fe(p(z 1)) = (6.13)

. (ZOO (=) Gy (L)2*
D-z7" -exp lep — ¢g) - —P(L)z*]).
= (2k 4+ 1)(2k 4+ 2)
Dann ist die Idee zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten ag_1, ..., aq folgender-

maBen: wir entwickeln die linke und rechte Seite dieser Gleichung (6.13) als Reihe in
z und bestimmen dann durch einen Koeffizientenvergleich der ,minimalen“ z-Potenz
beider Seiten die Polynomkoeffizienten. Zur Bestimmung der Reihenentwicklung der
rechte Seite von (6.13) benutzen wir die bekannte Fourierentwicklung der Exponen-
tialfunktion. Dann erhalten wir

1-1 > I Z 242 2
Dt _ &) _ P(L -
2o kz::l( k= C) (2k + 1)(2k + 2) 1(L) 2

0o (T3 (lek — k) - i — Py(L) 22)
D.zl—l,z( =l ) EEECER) (5)2) (6.14)

r=0

Betrachten wir in (6.13) auf beiden Seiten den Term mit der minimalen Potenz von
z, so konnen wir leicht D bestimmen; wir erhalten so D = 1. Damit kénnen wir fiir
die rechte Seite von (6.13) eine Fourierentwicklung der Form

00
Zl_l i Z dr i 221'
r=0

berechnen, wenn wir die Werte ¢, ¢ und P;(L) kennen. Die Berechnung der Koef-
fizienten ¢y ist nach Lemma 6.2 leicht moglich; mit Hilfe desselben Lemmas kénnen
wir auch die Werte ¢ bestimmen, wenn wir die Kurvenkoeffizienten der elliptischen
Kurve E/C fiir die hier speziell gewihlte [-Gruppe C kennen. Durch Koeffizien-
tenvergleich in Gleichung (6.13) kénnen wir dann alle Koeffizienten des Polynoms

fc(X) berechnen.
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In den folgenden beiden Abschnitten werden wir beschreiben, wie wir fiir die beiden
in Kapitel 5 vorgestellten dquivalenten Polynome die jetzt noch gesuchten Werte
(d.h. Py(L) und die Koeffizienten der elliptischen Kurve E/C fiir die speziell vorge-
gebene [-Gruppe C) bestimmen kénnen.

6.3 Bestimmung von £/C und P;(L) mit Hilfe des dqui-
valenten Polynoms aus Abschnitt 5.2

Wir werden in diesemn Abschnitt zeigen, wie wir mit Hilfe einer Nullstelle des in Ab-
schnitt 5.2 vorgestellten dquivalenten Polynoms Gj( X, j(7)) die im letzten Abschnitt
gesuchten Werte E/C und P;(L) bestimmen kénnen.

6.3.1 Benutzung eines zu L dquivalenten Gitters

Wir haben im vorherigen Abschnitt beschrieben, wie wir bei Kenntnis der Kurven-
koeffizienten einer elliptischen Kurve E, die isomorph zu €/L mit L = ZZ % +ZAT
ist, und des Wertes Py(L) iiber den komplexen Zahlen einen Teiler des [-ten Divisi-
onspolynoms vom Grad (I — 1)/2 bestimmen kénnen. Zur Herleitung von Formeln
zur Bestimmung dieser Werte benutzen wir aus technischen Griinden das folgende
zu L iquivalente Gitter

L = ZTANX+TZMNT

Wir werden nun zuerst zeigen, wie wir aus den Koeffizienten einer elliptischen Kur-
ve E, fiir die £ Cc/ L gilt, die Koeffizienten der elliptischen Kurve E bestimmen
kénnen. Aus diesen Kurvenkoordinaten kénnen wir dann mit Lemma 6.2 die Koef-
fizienten der Fourierreihenentwicklung von ((z, L) bestimmen.

Lemma 6.6 Angenommen, die Gitter L und L besitzen die gerade angegebene Ge-
stalt und E = (a,b) und E = (a,b) sind die zugehorigen elliptischen Kurven. Dann
gilt

a=1"a und b=100
Beweis: Der Beweis folgt durch einfache Umrechnungen (vgl. [Ap90, Th. 1.18,
Seite 20ff]). |

Mit Hilfe der Lemmata 6.4 und 6.2 kénnen wir damit die Koeffizienten @ und b
und so die Fourierreihenentwicklung der Funktion o(z, L) bestimmen, wenn wir den
Wert der Eisenstein-Reihen E4(I7) und Eg(I7) kennen. Beachte, dafi 7 bei Vorgabe
einer elliptischen Kurve E eine durch das zugehorige Gitter L eindeutig bestimmte
komplexe Zahl ist. Weiterhin werden wir eine Methode angeben, wie wir den Wert
der Funktion

E3(t) = E(t)—1-Ey(lr) (6.15)

bestimmen kénnen. Dann liefert Lemma 6.5 auch den Wert von Pj(L) und wir
kénnen die im vorherigen Abschnitt beschriebene Vorgehensweise anwenden, um
iiber den komplexen Zahlen einen Teiler des [-ten Divisionspolynoms zu bestimmen.
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6.3.2 Einige Hilfsmittel

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dafl wir das zum [/-ten modularen Polynom
dquivalente Polynom Gi(X,Y’) mit Hilfe der Funktion

= r mi T = ﬂ v
a0 = oo A0 = ()

berechnet haben (vgl. die Abschnitte 5.1, 5.2). Dabei war s die kleinste natiirliche
Zahl, so daf 12 ein Teiler von s - (I — 1) ist. Wir leiten nun Beziehungen zwischen

diesen beiden Funktionen und normalisierten Eisenstein-Reihen her, mit denen wir
bei Kenntnis des Wertes von g(7) die Werte von E4(I7), Eg(I7) und E}(7) bestimmen
kénnen. Bei der Herleitung dieser Beziehungen werden wir 6fter die Ableitung einer
Funktion nach der Variablen 7 bené&tigen; dabei kennzeichnen wir die Ableitung wie
iiblich mit einem ' (d.h. f'(7) ist die Ableitung der Funktion f(7) nach der Variablen
).

Lemma 6.7 FEs gilt

12f(r) _ -124'(7)
s+ f(7) s-g(7)
Beweis: Zuerst beachte man, dafi aus der Definition der Funktion ¢(7) folgt
Jr) ) ) —f(0)
9(7) I*- f3(r) f(r)
Damit miissen wir nur noch den ersten Teil der Behauptung zeigen. Leiten wir dazu
die Funktion f(7) ab, so erhalten wir

N (i) =1 n(r)n'(I7)
2 <77(l7')> n?(lr) '

E3(7)

fi(7)

Beachten wir nun, daf}

A(r) = (@m)2y*(r) und damit Al(r) = 2402m)295(r)-9'(1)
gilt [Ap90, Th. 3.3, Seite 51], so folgt aus Gleichung (6.5)
/ !
Ey(r) = 24 n(r) und analog Ey(lr)y = 24 n(ir)

n(r)

Zum Beweis des Lemmas miissen wir nun zeigen, daf
/ _ S ) —1-
fr) = 5 f)- (Bar) — 1 Bo(ir))

gilt. Wir rechnen dazu die rechte Seite dieser Behauptung aus:

2 50) (Bar) — 1 Buim)) = 25 (’7(7)))28-("/(T)—z-"/(”))

\n(ir n(t) n(ir)
(DN (i) = 1 (Im)n(7)
<?7(ZT)> < n*(lr) > '

Durch Vergleich dieser Gleichung mit der berechneten Ableitung der Funktion f(7)
folgt die Behauptung des Lemmas. |
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Aus der speziellen Gestalt der Funktion g(7) ergibt sich noch eine weitere schone
Eigenschaft. Wir kénnen bei Kenntnis des Wertes von g(7) ndmlich sogar den Wert
von A(I1) leicht ausrechnen, wie das folgende Lemma angibt.

Lemma 6.8 FEs gilt

A(r)
A(lr) = iyl
Beweis: Wiederum benutzen wir die Gleichungen A(I7) = (27)2n?4(ir) und

A(r) = (2m)25?%(7) und rechnen mit Hilfe der Definition der Funktion f(7) die
rechte Seite der Behauptung aus. Dann erhalten wir

A(r) _ )12 n(lt) % 12/8_724 .
f(r)12/s - (27) ((U(ﬂ) ) 17(T)

R s
A(lT). ]

Bemerkung 6.9 Wir sollten beachten, daf 15—2 immer eine ganze Zahl ist. Wir hat-
ten ndmlich s als die kleinste positive Zahl gew#hlt, so dafl 12 ein Teiler von s-(1—1)
ist. Offensichtlich gilt dann 1 < s < 12. Da [ immer eine ungerade Primzahl ist,
folgt sogar 1 < s < 6. Damit wére der einzige kritische Fall s = 5. Dann gilt
5(1—1) = 0 mod 12 und, da 5 invertierbar ist modulo 12, sogar

{—1 = 0imod12.

Damit kann die Wahl s = 5 nicht vorkommen.

Nun kennen wir alle benotigten Informationen, um die Vorgehensweise zur Berech-
nung von E4(I7), Eg(I7) und E3(7) anzugeben. Wir nehmen an, daff wir die Werte

Ey(1), Eo(r), j(r), A(r), g(r), f(r), A(lr) und j'(r)

kennen. Dabei erhalten wir ¢g(7) als eine Nullstelle des Polynoms G;(X, j(7)); alle
anderen Werte kénnen wir direkt mit Hilfe der obigen Formeln (6.3), (6.2), (6.9) und
Lemma 6.8 berechnen. In den folgenden Abschnitten leiten wir Beziehungen zwischen
diesen Funktionen her, mit denen wir die gesuchten Werte bestimmen konnen.

6.3.3 Berechnung von Ej(7)

Sei im folgenden Gi(X,Y) € Z[X,Y] das zu ¢(7) ,,gehorende® dquivalente Polynom,
fiir das gilt

Gi(g9(r).i(r) = o.
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Leiten wir diese Gleichung nach 7 ab, so erhalten wir durch Anwendung der Ket-
tenregel

91+ (X)) (0. () +57)- (FLGHEY) ) 0(r). () = 0. (6.10)

Hierbei ist %‘\,Gl(X,Y) die partielle Ableitung von Gj(X,Y) nach der ersten Va-
riablen X und %GI(X,Y) die partielle Ableitung von Gi(X,Y’) nach der zweiten
Variablen Y. Um diese Gleichung dazu zu benutzen, den Wert von E3(7) zu berech-

nen, definieren wir zuerst folgende Funktionen

DF() = o) (GO0 (o). 307

und

i) = 30 (FGUET)) (9(7), ()

Mit Hilfe dieser Funktionen kénnen wir eine Formel fiir E3(7) herleiten als

Eir) = g pr (6.17)

Zum Beweis der Korrektheit dieser Gleichung formen wir die Formel aus Lemma 6.7
mit Hilfe von (6.16) und (6.10) um:

—124'(7)

s-g(7)

12 '(r) - g(r) - DJ(r)
s-j(r)-g(r)- DF(7)
—12 Eg(1)- DJ(T)
s-E4(1)-DF(1)

Eyr) =

6.3.4 Berechnung von Ey(I7)

Wir kénnen damit im weiteren davon ausgehen, dafl wir den Wert von E3(7) be-
rechnet haben. In diesem Abschnitt leiten wir Beziehungen her, um zusitzlich den
Wert E4(I7) berechnen zu kénnen. Dazu setzen wir

EG(T)

B O )

(6.18)
Wiederum beachte man, dafl wir den Wert von Eo(7) berechnen konnen. Um eine
erste Gleichung herzuleiten, die wir anschlieflend zur Bestimmung von E4(I7) be-
nutzen werden, leiten wir diese Funktion nach 7 ab, dividieren durch Ey(7) und
erhalten so

Eyr) _ Ei(r)- Ealr) - Bi(r) = Bo(r) - [E5(r) - By(r) + B§'(7) - Ea(7)]

Fo() E5(r) - Ea(r) - Eol7) - (6:19)
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Hierin konnen wir Ej(7) und E§(7) mit Hilfe von Formel (6.6) bzw. (6.7) ersetzen.
Die Ableitung von E;(7) kénnen wir leicht aus der Definition von E}(7) ausrechnen,
wir erhalten sie als

Ej'(r) = Ey(r)-1* Eylr).

Diese Identititen setzen wir in Gleichung (6.19) ein. Nach Multiplizieren mit dem
Nenner erhalten wir dann die neue Gleichung

‘Ej(1)- Ea(r)- Eo(r) = 27" Ej(r)- Ea(7)- [Ba(7) - Bo(r) — Ei(7)]

—37" - EBj(r) - Bo(7) - [Ea(7) - Ba(r) — Eo(7)]
—Ea(r)- Eo(7) - [Ej(r) - I* - Ej(I7)|.

In dieser Gleichung kénnen wir mit Hilfe von Formel (6.8) die beiden Werte E(7)
bzw. E}(IT) ersetzen und anschlieend durch E4(7)- Eg(7) teilen. Dann erhalten wir

Ei(r) E6(T)]

B0 B = 2B Bt - 0| <07 B3l [Bat - T

Eo(T)

—127" [B3(r) - Ba(r)| + 127112 - [E3(ir) - Eo(i7)].

Damit haben wir einen Ausdruck erhalten, der E4(I7) enthilt. Formen wir diesen
Ausdruck um, so erhalten wir folgende Gleichung zur Berechnung von E4(I7)

: N Y - (O e - (Ca Y -G
PE(ir) = Eyr)— Ei(r) lleO(T)JFGEG(T) 4E4(T)]

+2 E;(7) - Ea(T) — EZZ(T) + 12 E22(l7').

Nun ersetzen wir in der zweiten Zeile dieser Gleichung E3(7) durch seine Definition;
dies ergibt dann

2 E3(r) Ba(r) — E3(r) + P E3(ir) = 2(Bs(r) =1 Ea(ir)) - Ea(7)
—E(r) +1* E5(Ir)
= E3(1)—21Ey(7)- Ey(IT) + I? E3(IT)

= E3(r).

Durch Einsetzen erhalten wir dann eine erste ,brauchbare* Gleichung zur Berech-
nung des Wertes von E4(I7) als

2 Ey(ir) = Eu(r)— E3(r)- [12207) 16 Eilr) 4B} | E*(r). (6.20)

In dieser Gleichung kennen wir alle Werte (oder kénnen sie leicht berechnen) bis
auf E/(7). Wir benotigen daher noch eine zweite Gleichung, mit deren Hilfe wir
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E{(7) bestimmen kénnen. Um eine solche Gleichung herzuleiten, schreiben wir die
Gleichung fiir E5(7) aus (6.17) etwas anders als

2 EG(T)
s Eq(1)- E3(71)
—_——————

=FEy(r)

DF(r) + DJI(r) = . (6.21)

Wir erhalten damit den Wert von E{(7), wenn wir diese Gleichung ableiten. Dazu
benstigen wir allerdings die Ableitungen von DF(7) und DJ(7), die wir aus ihrer
Definition berechnen kénnen als

DF'(r) = 4'(r)- (%G;(XJ)) (9(1),45(7))

+9(r) - [910)- (G0 ) (). 5(7)
+'0) - (G ) o). 5]
Analog berechnen wir die Ableitung DJ'() aus der Definition von D.J() als
r(r) = ) (FFGEY)) (o). ()
+i(0)- [0 (2601 ) (9. 5()

+g'(7) - (%GI(X,Y)) (g(T),j(T))] :

Wiederum sollte man beachten, dafl wir diese beiden Werte ausrechnen kénnen. Wir
kennen ndmlich j'(7) mit Hilfe von Formel (6.10) und kénnen ¢'(7) mit Lemma 6.7
aus E3(7) berechnen. Zusitzlich miissen wir das Polynom G(X,Y’) nur noch zweimal
partiell ableiten, was auch einfach berechenbar ist. Als Ableitung von (6.21) erhalten
wir dann

DF'(T)-I—lS—z-[E()(T)-DJ(T)-I—EO(T)-DJ’(T)] _—

Damit kénnen wir durch Einsetzen aus dieser Gleichung den Wert von E{(7) be-
rechnen. Diesen Wert E/(7) setzen wir dann in (6.20) ein und bestimmen damit den

Wert von E4(IT).

6.3.5 Berechnung von Fg(I7)

Leider konnen wir nicht dieselbe Formel benutzen, um auch Eg(I7) zu berechnen.
Wir kénnen jedoch mit den nun zur Verfiigung stehenden Informationen

s = S0
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ausrechnen (Formel (6.3)). Dann verwenden wir eine weitere in Kapitel 5 bewiesene
Eigenschaft des dqivalenten Polynoms. Wir haben dort in (5.4) gezeigt, dafl sogar

Gi(f(r),iir)) = 0
gilt. Leiten wir diese Gleichung nach 7 ab, so erhalten wir

£ (2G0T ) (0, ) + 150 - (G T)) (), 17) = .

Hieraus konnen wir nach einer Umformung den Wert von j'(I7) berechnen, da wir
mit g(7) auch f(7) kennen und damit den Wert f'(7) aus Ej(7) berechnen kénnen.
Dann wenden wir (6.10) an und erhalten daraus

Ey(ir) - (i)

Eg(lr) = - JT'(zT

Damit haben wir fiir das in Abschnitt 5.2 eingefiihrte &quivalente Polynom gezeigt,
wie wir bei Kenntnis von E4(7) und Eg(7) die Werte von E4(I7), Eg(I7) und E3(7)
bestimmen konnen. Daraus kénnen wir mit Hilfe der Lemmata 6.4 und 6.6 die
Koeffizienten der Kurve E und den Wert von Py (L) bestimmen. Die Kenntnis dieser
Werte wurde in Abschnitt 6.2 vorausgesetzt, als wir eine Methode zur Bestimmung
eines Teilers des [-ten Divisionspolynoms angegeben haben. Im folgenden Abschnitt
werden wir dasselbe Problem fiir das in den Abschnitten 5.3 und 5.4 eingefiihrte
dquivalente Polynom Gj(X) (basierend auf einer Funktion A(7), invariant unter
Transformationen aus I'{(1)) 1osen.

6.4 Bestimmung von £/C und P;(L) mit Hilfe des dqui-
valenten Polynoms aus Abschnitt 5.4

Sei in diesem Abschuitt das dquivalente Polynom Gi(X,Y) mit Hilfe einer Funk-
tion A(7), die invariant unter Transformationen aus I'G(1) ist, berechnet (wie in
Abschnitt 5.4 beschrieben). Diese Funktion hat keinen direkten Zusammenhang zur
Dedekindschen n-Funktion mehr, so dafl wir eine etwas andere Vorgehensweise zur
Bestimmung der Werte von E3(7), E4(I7) und Eg(I7) verwenden miissen. Wir gehen
wieder davon aus, dafl wir E4(7) und Es(7) kennen. Auferdem kennen wir den Wert
von A(7) als Nullstelle von Gi(X, j(7)). Wir leiten im folgenden wiederum Bezie-
hungen zwischen den verwendeten Funktionen her, um so die gesuchten Werte zu
bestimmen.

6.4.1 Berechnung von E4(I7) und Es(I7)

Wie wir auf Seite 76 in (5.13) und (5.14) gezeigt haben, gelten fiir ein mit Hilfe einer
solchen Funktion A(7) berechnetes dquivalentes Polynom G;(X,Y) € Z[X,Y] die
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beiden Gleichungen
Gi(A(r).i(n) = 0 wmd  G(A(n).i(n) = 0 (6.22)

Wir werden im folgenden Beziehungen zwischen den Funktionen E4(7), E¢(7), 7(7)
und j(I7) herleiten. Mit Hilfe dieser Beziehungen kénnen wir dann unter Kenntnis
der Werte dieser Funktionen fiir das aktuelle Gitter die gewiinschten Funktionswerte
E3(7), E4(l7) und Eg(l7) ausrechnen. Diese Vorgehensweise hat den Nachteil, daf
wir fiir gegebene Eingabekurve zwar die Werte E4(7) und Eg(7) und damit j(7)
kennen, nicht aber den Wert von j(I7). Da wir A(7) kennen, kénnen wir das folgende
Polynom

Gi(A(r),Y)

Y —j(7)
betrachten. Der Wert von j(I7)ist dann eine Nullstelle dieses Polynoms. Wir kénnen
dann fiir alle Nullstellen von H(Y'), also alle ,vermeintlichen“ Werte von j(I7), mit
Hilfe der folgenden Formeln ,vermeintliche“ Werte Ej(7), E4(I7) und Eg(IT) be-
stimmen. Mit diesen Werten kénnen wir mit den in Abschnitt 6.2 beschriebenen
Ideen ein Polynom von Grad (I — 1)/2 bestimmen. Dann kénnen wir testen, ob wir

so wirklich einen Teiler des [-ten Divisionspolynoms bestimmt haben, indem wir das
[-te Divisionspolynom modulo des ,vermeintlichen®“ Teilers berechnen. Damit finden

H(Y)

wir mit Sicherheit einen solchen Teiler, da j(I7) nach Konstruktion eine Nullstelle
von H(Y) ist.

Zur Herleitung von Beziehungen zwischen allen verwendeten Funktionen definieren
wir wieder die folgenden Hilfswerte

DR = (FEGOLY)) (A7) 4(r)
und p
D) = (G} (A5

Nun gehen wir &hnlich vor wie in Abschnitt 6.3 und leiten die Gleichungen aus
(6.22) ab. Dann erhalten wir

A(r)-DF(1)+j'(r)-DJy(r) = 0. (6.23)

Da wir j'(7) mit Hilfe von Formel (6.9) berechnen koénnen, kénnen wir durch Um-
formung von Gleichung (6.23) mit folgender Formel den Wert von A’(7) berechnen:

—j'(7) - DJy(7)
_DFl(T)

Al(r) =

Anschlieflend leiten wir die Gleichung G;(A(7),j(I7)) = 0 ab und erhalten so

A(r) - DFEy(7)+1-5'(Ir)-DJy(t) = 0, (6.24)
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wobel DFy(7) bzw. D.Jy(7) der Wert der partiellen Ableitung von Gj(X,Y) nach X
bzw. Y, ausgewertet an der Stelle (A(7),j(I7)),ist. Damit kénnen wir den Wert von
j'(I7) ausrechnen:

—A'(t)- DF.

j/(lT) — (T) 2(T)
[- DJz(T)

Hiermit haben wir die Berechnung von E4(I7) und Eg(I7) schon fast erledigt. Aus
der Formel (6.10) und den Formeln (6.3) und (6.4) wissen wir

J'(IT) _ _ Es(I7) 1nd J(r) _ E3(ir)
J(ir) Eq(l7) j(r)— 1728 E2(Ir)’

Damit ergibt sich die folgende Formel zur Berechnung von E4(I7)

Eir) = —4U7) .(j'(lT))z _ j"(I7)

Jr)=1728 \ j(ir) (j(Ir)—1728) - j(IT)

Danach konnen wir durch Einsetzen des gerade berechneten Wertes von E4(I7) auch
leicht den Wert von Eg(I7) berechnen. Damit verbleibt also nur noch die Berechnung

von E3(7).

6.4.2 Berechnung von Ej(7)

Zur Herleitung einer Formel zur Bestimmung von E3(7) leiten wir die beiden Glei-
chungen aus (6.22) zweimal ab. Dazu definieren wir fiir (z1,y;) = (A(7),j(7)) und
(z2,92) = (A(7), j(IT)) folgende weitere Hilfswerte (i = 1,2)

DFFy(r) = (WGI XY ) ) ) (i, ),
DJJ(t) = <ﬁ ) ) ) (@i, 93),
DFJ, (1) = (ddeYGl X, )) (zi,9i) = <dYa;XGl(X,Y)> (24, 95)-

Dann erhalten wir die beiden neuen Gleichungen
A'(r)-DF(r) + j"(r)- DJi(r) + A'(r)- [4'(r)  DFFi(7) + j'(r)  DFJi(r)]
+ /() - [A(7)- DFJ (1) + j'()- DJJy(7)] = 0, (6.25)

A"(1) - DFy(1) + 17 j"(It) - DJy(7)

+ A'(1) - [A(7) - DFFy(7) + 1-j'(It)- DFJ5(7)]

+1-53'(Ir)- [A(r) - DFJy(r) + 1-5'(I7)- DI Jy(7)] = 0. (6.26)
Diese beiden Gleichungen (6.25) und (6.26) enthalten die zweiten Ableitungen der

Funktionen A(7), j(7) und j(I7). Um den Wert von E3(7) berechnen zu kénnen,
bendtigen wir daher eine Beziehung zwischen j”(7) und Eq(7). Diese kénnen wir
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herleiten, indem wir Gleichung (6.9) ableiten und anschliefend die Formeln (6.5),
(6.6) und (6.7) benutzen. Dann erhalten wir

A'(r) - E3(r) - Eo(r) = A(r) - (2 Ea(r) - Ei(7) - Eo(r) + E}(r) - E{(7))

j//(T) = AQ(T)

1 , 2
= 57 (Bar) - B) - Bolr) = S Bulr) - Eol) - (Balr) - Eulr) = Bl )

_% Ez(r) . <E2(T) : EG(T) - EE(T))>

—Ey(1) - E3(7) - Bs(7)

= 6 A7) * A(7)
_ E2(T)6'j/(7) i 2E4§TA)('£(§(T) 4 j(7) '2E4(T). (6.27)

Mit einer analogen Rechnung erhalten wir die folgende Gleichung fiir j”(I7)

j”(lT) — E2(ZT)6'j/(lT) + 2E4(3[2('lf)€25(l7_) + j(lT) '2E4(ZT)_ (6.28)

Damit kénnen wir durch einfache Rechnungen den Wert von E3(7) bestimmen, wenn
wir den Wert von » »
3"(r) _,3"7)

j(r) (i)

kennen. Dividieren wir ndmlich Gleichung (6.27) durch j'(7), so erhalten wir

(6.29)

i) _ Bar) | 2Bu(r)-Be(r) | j(r) Ba(r)
3'(7) 6 3A(T) - j'(7) 25'(1)
Analog erhalten wir aus (6.28)
J"(lT) _ Ey(It)  2E4(Ir)-E1r)  j(ir)- E4(l7)
J'(iT) 6 3A(lT) - j'(IT) 25'(lr)
Damit gilt
j//(T) B lj//(lT) _
j'(r) ')
U (pin) 1 paie) 4 2B BT () B)
g (B0~ L Bn) + S0 5 )

=B3(7)

~1. [2 Ey(l7)- E§(Ir) | j(I7)- Eq(l7)
3A(IT) - j'(IT) 2 j/(ir)




106 6. Der Algorithmus von Elkies iiber den komplexen Zahlen

Durch eine einfache Umformung erhalten wir hieraus den Wert von E3(7). Damit
verbleibt die Bestimmung des Wertes aus (6.29). Alle anderen Funktionswerte, die in
dieser Gleichung vorkommen, sind zu diesem Zeitpunkt bekannt. Aus (6.23) erhalten
wir nach einer einfachen Umformung die Gleichung
A7)
DJl T) = ; . DFl T).
( J'(r) |

Setzen wir diese Gleichung in (6.25) ein, so kénnen wir durch Zusammenfassen und
Ausrechnen offensichtlich den Wert von

A'(r) )
()~ )

berechnen. Auf dieselbe Art kénnen wir aus (6.24) die Gleichung

Wi(r) =

—A'(7)
= ——~=-DF,
-DJ2(T) l . ]/(ZT) 2(7-)

folgern. Durch Einsetzen in (6.26) und Zusammenfassen erhalten wir daraus den
Wert von n iy

W - AW

A(r) - g'(Ir)

Durch einfache Kombination dieser beiden Resultate erhalten wir den gesuchten
Wert aus (6.29) als

j(r) ')
Somit sind wir in der Lage, auch den Wert von E3(7) zu berechnen. Damit haben
wir auch fiir diese Art von dquivalentem Polynom gezeigt, wie wir die Werte von
E4(I1), E¢(l7) und E3(7) bestimmen kénnen.

N A W3
(

Damit haben wir beschrieben, wie wir fiir den Koérper der komplexen Zahlen Teiler
des [-ten Divisionspolynoms vom Grad (I — 1)/2 bestimmen kénnen. Im folgenden
Kapitel werden wir untersuchen, ob wir diese Formeln auf endliche Korper tibertra-
gen koénnen. Fiir endliche Korper ,geniigend grofier” Charakteristik werden wir so
einen Algorithmus erhalten, um die Spur des Frobenius-Endomorphismus modulo
einer ungeraden Primzahl [ exakt zu berechnen.



Kapitel 7

Der Algorithmus von Elkies fiir
endliche Korper

Der schon im vorherigen Kapitel erwihnte Algorithmus von Schoof [Sc85] bestimmt
fiir Primzahlen [ die Gruppenordnung einer elliptischen Kurve modulo I. Wegen der
dabei auftretenden grofien Polynomgrade von ~ (1> —1)/2 ist dieser Algorithmus in
der Praxis nur schlecht einsetzbar. Wir haben im letzten Kapitel beschrieben, wie
wir fiir den Korper der komplexen Zahlen Polynome vom Grad (I — 1)/2 berechnen
kénnen, die Teiler des I-ten Divisionspolynoms sind. In diesem Kapitel werden wir
zuerst beschreiben, unter welchen Voraussetzungen solche Polynome fiir endliche
Korper existieren. Danach werden wir angeben, wann wir die im vorherigen Kapi-
tel angegebenen Formeln auf endliche Koérper iibertragen kénnen. Im abschlieenden
Kapitel beschreiben wir einen Algorithmus, wie wir mit Hilfe eines solchen Polynoms
die Spur des Frobenius-Endomorphismus modulo [ exakt berechnen kénnen. Aufler-
dem beschreiben wir einige Aspekte unserer Implementierung und geben praktische
Laufzeiten an.

7.1 Existenz eines Teilers des [-ten Divisionspolynoms
vom Grad (I —1)/2

Sei im folgenden E eine elliptische Kurve iiber dem endlichen Kérper IFy der Cha-
rakteristik p. Das [-te Divisionspolynom zu E kann nach den in Kapitel 4 gemachten
Bemerkungen auch auf folgende Art und Weise geschrieben werden:

wX) = 1 JI  (X-a(P) e Flx].
+PcE[l]-{0}

Sei C' eine beliebige [-Gruppe von E(IF,). Wir betrachten dann in Analogie zum
vorherigen Kapitel das folgende ,,zu C gehorende“ Polynom

fo(X) = [I (x-am). (7.1)

+PeC—{0}
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Dieses Polynom ist nach Definition sicherlich ein Teiler des [-ten Divisionspolynoms
vom Grad (I — 1)/2. Wir untersuchen nun, wann dieses Polynom fo(X) iiber IF,
definiert ist.

Ist die [-Gruppe C invariant unter ® g, so wird fo(X) bei Anwendung des Frobenius-
Automorphismus fiir den endlichen Koérper IF, in sich selbst iiberfiihrt, denn alle
Nullstellen von fo(X) sind z-Koordinaten von Punkten aus C und diese werden
unter &5 in Punkte aus C abgebildet. Damit ist in diesem Fall das Polynom f(X)
iiber IF, definiert.

Nehmen wir an, C ist nicht unter ®g invariant. Falls dann fo(X) iiber IF, definiert
wire, so wiirde der Frobenius-Automorphismus fiir IF, die Nullstellen von fo(X)
aufeinander abbilden. Insbesondere wiirde damit die z-Koordinate eines beliebigen
Punktes aus C auf die z-Koordinate eines anderen Punktes aus C abgebildet wer-
den. Da es zu fester z-Koordinate nur zwei mogliche y-Koordinaten gibt und beide
zugehorigen Punkte Elemente der [-Gruppe C sind, wire dann die /-Gruppe C in-
variant unter ®g; ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

Damit gibt es genau dann ein solches iiber IF, definiertes Polynom fo(X), wenn die
zugehorige [-Gruppe C invariant unter ® g ist. Die Existenz einer solchen I-Gruppe
kénnen wir mit Hilfe der dquivalenten Polynome leicht iiberpriifen. Nach Korollar
3.12 und Satz 4.13 gibt es eine solche I-Gruppe genau dann, wenn das zugehorige
dquivalente Polynom fiir £ mindestens eine Nullstelle in IF, besitzt.

7.2 Ubertragung der Formeln fiir komplexe Zahlen auf
endliche Koérper

Wir haben im letzten Kapitel 6 Formeln hergeleitet, wie wir fiir elliptische Kurven
iiber den komplexen Zahlen einen Teiler des [-ten Divisionspolynoms vom Grad
(I — 1)/2 bestimmen koénnen. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie wir diese
Formeln auf endliche Kérper IFy hinreichend grofier Charakteristik p iibertragen
koénnen, um einen solchen Teiler iiber IF, zu bestimmen. Dabei sollen exakt dieselben
Formeln wie in Kapitel 6 verwendet werden; nun aber als Formeln iiber dem Korper
IF, angesehen werden.

Wir nehmen im folgenden an, daf die schon in Korollar 3.12 (Seite 32) gestellten
Voraussetzungen an F erfiillt sind, d.h. E ist nicht supersingulir und es existiert
keine iiber IF, definierte Isogenie von E zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante 0
oder 1728. Dies wird im Gesamtalgorithmus, den wir in Kapitel 10 vorstellen werden,
im ersten Schritt iiberpriift werden. Desweiteren setzen wir voraus, dafl wir eine
Nullstelle des reduzierten dquivalenten Polynoms Gi(X,j(E))in IF, kennen (beachte
die Existenz einer solchen Nullstelle). Sei C' die zu dieser Nullstelle ,,gehérende” unter
& invariante [-Gruppe. Zuerst untersuchen wir das Problem der Bestimmung der
Koeffizienten von E/C und des zweithéchsten Koeffizienten P; des Polynoms f(X)
(vgl. Abschuitt 6.2).
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Satz 7.1 Sei E eine ordindre elliptische Kurve dber dem endlichen Korper ¥, mit
Charakteristik p > 1, die nicht IF ;-isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-Invariante
0 oder 1728 ist. Sei g € IF, eine Nullstelle von Gi(X,j(E)) € F,[X] fir das dqui-
valente Polynom Gi(X,Y) aus Abschnitt 5.2. Dann kénnen wir durch Ubertragung
der Formeln aus Abschnitt 6.3 mazimal zwei Méglichkeiten fir das Tripel (E/C, Py)

bestimmen, wobei C eine unter ® g invariante l-Gruppe von E(IF,) ist.

Beweis: Wir fassen alle in Abschnitt 6.3 angegebenen Formeln als rationale For-
meln iiber den ganzen Zahlen in den Variablen a, b und g = g(7) auf. Anschlieflend
untersuchen wir alle diese Formeln unter Anwendung der kanonischen Reduktions-
abbildung ~ : Zi(a,b,g9) — IF,(a,b,g). Im folgenden bezeichnen wir die reduzierte
Formeln als A (fir A(7)) und A® (fir A(I7)) etc. .

Wir miissen zuerst zeigen, daf} kein Fehler auftritt, wenn wir die reduzierten Formeln
an der Stelle (@, b,g) auswerten. Dabei sei E = (@, b) € IFg die vorgegebene elliptische
Kurve. Dazu beachten wir die folgenden Eigenschaften:

1. E ist nach Voraussetzung nicht IF,-isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-
Invariante 0 oder 1728, d.h. insbesondere ist damit j(E) ungleich 0 und 1728
und somit @ - b # 0. Daraus erhalten wir direkt die Eigenschaft E4 - Eg # 0.
Aus der Voraussetzung und Lemma 4.20 folgt weiterhin g # 0.

2. Anhand der Formeln von Seite 92 erkennen wir dann, daf auch /- A-A®) #0
ist.

3. Wegen Lemma 4.14 besitzt das [-te modulare Polynom und somit auch das
dquivalente Polynom keine doppelte Nullstelle, so dafl die partielle Ableitung
nach X, ausgewertet an der Stelle (g, j(E)) (d.h. DF), ungleich Null ist. Dazu
beachten wir noch, daf§ das dquivalente Polynom den Grad [+ 1 in X hat und
auferdem normiert ist, so daf§ der héchste Koeffizient der partiellen Ableitung
nach X sicherlich nicht Null modulo p ist.

Damit erkennt man leicht, daf} sich alle Rechnungen aus Abschnitt 6.3 direkt iiber-
tragen lassen, wenn der Wert von DJ # 0 ist. Bei allen Rechnungen kann dann kein
Fehler durch Division durch Null auftreten. Somit wird genau ein Tripel (E/C, Py)
bestimmt.

Ist DJ = 0, so erhalten wir aus (6.17) direkt E5 = 0. Nun wenden wir Formel (6.20)
an und erhalten so Eil) =1["?.E,. Da wir mit A und der Nullstelle § mit Hilfe von
Lemma 6.8 den Wert A() berechnen kénnen, reicht dies aus, um mit Formel (6.2)
das Quadrat von Eél) zu bestimmen. Damit haben wir genau zwel moégliche Werte
fiir Eél). Insgesamt ergeben sich also in diesem Fall maximal zwei mogliche Tripel
(E/C, Py).

Um zu zeigen, daf die mit Hilfe der reduzierten Formeln berechneten Werte diesel-
be Bedeutung besitzen wie im Fall des komplexen Koérpers, benutzen wir dieselbe

Technik wie im Beweis von Satz 4.13. Im Falle des komplexen Korpers kénnen wir
die Kurve E/C und damit auch die j-Invariante j/C als rationale Funktion iiber
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Z(a,b, g) auffassen. Diese rationale Funktion reduzieren wir mit obiger Reduktions-
abbildung. Beachten wir, daf} j/C eine Nullstelle des [-ten modularen Polynoms iiber
C ist, so ergibt sich hieraus, daf} die reduzierten rationalen Funktionen eine Nullstel-
le des reduzierten [-ten modularen Polynoms liefern, d.h. wir erhalten mit Hilfe der
reduzierten Formeln ebenfalls eine j-Invariante j/C. Damit liefern die reduzierten
Formeln im Falle des endlichen Korpers die Koeffizienten einer elliptischen Kurve
E/C fiir eine unter &g invariante [-Gruppe C (beachte, dafl die Nullstelle g € IF,
liegt). Auch P; besitzt fiir komplexe und endliche Korper dieselbe Bedeutung. In
beiden Féllen ist Py genau der zweithéchste Koeffizient des Polynoms fo(X). Der
zweithéchste Koeffizient von fo(X) ist genau die Summe aller verschiedenen z-
Koordinaten der nichttrivialen Punkte der I-Gruppe C. Fassen wir diese wieder als
rationale Funktion auf und reduzieren wir dann diese Funktion, so folgt die Aussage,

dal Py in beiden Fillen dieselbe Bedeutung besitzt. |

Bemerkung 7.2 Wir sollten beachten, dafl der Fall D.J = 0 in der Praxis auftreten
kann. Als Beispiel wihlen wir p = 65537 und die elliptische Kurve E = (1,33965)
iiber IF),. Diese Kurve besitzt Gruppenordnung #E(IF,) = 65592 (d.h. ¢ = —54);
die Voraussetzungen an die Kurve sind damit erfiillt. Fiir [ = 19 besitzt das zu-
gehorige dquivalente Polynom den Zerfillungstyp (1199); es gibt also zwei unter
& invariante [-Gruppen. Die zugehorigen Nullstellen des dquivalenten Polynoms
sind g1 = 24273 und g2 = 1616. Wahlen wir die Nullstelle gq, so ergibt sich der Wert
DJ = 0. Dann erhalten wir zwei Méoglichkeiten fiir (E/C, Py). Wéhlen wir dagegen
als Nullstelle g, so ist DJ = 6974 und die Berechnung verliuft ohne Probleme.
Insgesamt erhalten wir dann den korrekten Wert ¢ = 3 mod 19.

Bemerkung 7.2 legt schon eine alternative Strategie zum Umgang mit dem Fall
DJ = 0 dar. Tritt dieser Fall auf, so konnen wir zuerst eine weitere Nullstelle des
dquivalenten Polynoms G;(X, j(E))in IF, benutzen (falls eine solche existiert) und
testen, ob wir damit (E/C, Py) eindeutig bestimmen kénnen.

Damit kénnen wir den folgenden Algorithmus angeben, der die Formeln aus Ab-
schnitt 6.3 auf endliche Koérper iibertrdgt. Die Ausgabe dieses Algorithmus ist in
der Form wie in Abschnitt 6.2 verlangt. Den dort vorgestellten Algorithmus zur Be-
stimmung eines Teilers des [-ten Divisionspolynoms iibertragen wir in Algorithmus
7.8; dort werden wir die Ausgabe des nun vorzustellenden Algorithmus als Eingabe
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verwenden.

Algorithmus 7.3 [Bestimmung von @, b analog zu Abschnitt 6.3]

Eingabe: elliptische Kurve E = (a,b) € IFZ, Nullstelle g € IF, von Gi(X, j(E)),
s € IN (vgl. Abschnitte 5.1, 5.2). )
Ausgabe: Menge moglicher Werte fiir (E/C, Py) = (a,b, Py).

Berechne Eqy « —371-a, Bg — — 2710, A 172871 - (E} — EZ) und (1)
A(l) ]2 A 912/5-

Berechne DF und DJ (analog zu Seite 99).

IF DJ=0 /* Spezialfall */

THEN | Setze E{) — 1= . Eyund @ — — 314 E{".
Berechne ;) (Ei”)5 . <A(l)> o

RETURN { (a, +2.16.,/(j00 - 1728) - AO), 0)}

w
~—

AAAA,_\,_\AA
(]
R B

ELSE | Berechne Ej « —(12/s)-Eg-DJ -(Ey- DF)~L. 7)
Berechne Eg « Eg - (E4- E3)~. 8)
Berechne ¢’ — — (s/12)- E; -gund j' « — E?-Eg-A7L, 9)
Berechne DF’ und DJ’ (analog zu Seite 101). (10)
Berechne E} « ((—s/12)- DF' — Eq-DJ')- DJ~!. (11)
Berechne Eil) —12. (E4 — E;-[12E}-E;'+6E?-E;' — (12)

4 g B7'] + (E5)?).
Berechne j()  (E{)". (A0) 7. (13)
Berechne f « I*- g~ und f'« (s/12)- E} - f. (14)
Berechne DF, « (%GI(X,Y)) (f,j(l)) und (15)

DI — (#G(X,Y)) (£,50).
Berechne jO' — —1='. f/. DF,-DJ;".

—1

16

Berechne Eél) — - Eil) O (j(l))
Setze a — —3-14-E£l), be— —2-16-Eél) und Py « —1-271. E3.
RETURN {(@ b, P}

17
18
19

(16)
(17)
(18)
(19)

Man beachte, dafl es sich bei der Quadratwurzel in Schritt (6) natiirlich um eine
Wurzel in IF, handelt. Eine &hnliche Aussage wie in Satz 7.1 kénnen wir auch fiir
das dquivalente Polynom zu der in Abschnitt 5.3 eingefithrten Funktion A(7) formu-
lieren. Dazu untersuchen wir die iiber den komplexen Zahlen gefundenen Formeln
aus Abschnitt 6.4. Wir verwenden dabei dieselbe Bezeichnungsweise wie im Beweis
zum vorherigen Satz.
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Satz 7.4 Sei E eine ordindre elliptische Kurve dber einem endlichen Kérper TF,
mit Charakteristik p > [, die nicht I y-isogen zu einer elliptischen Kurve mit j-
Invariante 0 oder 1728 ist. Sei A € T, eine Nullstelle von Gi(X,j(E)) € IFy[X]
fir das dquivalente Polynom Gi(X,Y) aus Abschnitt 5.4. Ist DJy # 0, so erhalten
wir durch Ubertragung der Formeln aus Abschnitt 6.4 eine Menge von Méglichkeiten,
fir (E/C, Py). Ein Element dieser Menge besteht tatsdchlich aus den Koeffizienten
einer Kurve E/C fir eine unter ®g invarianten l-Gruppe C und der Summe Py
aller verschiedenen x-Koordinaten von nichttrivialen Punkten aus C.

Beweis: Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis zu Satz 7.1; insbesondere verwenden
wir dieselbe Bezeichnungsweise wie in diesem Beweis. Wir untersuchen dann, ob wir
die reduzierten Formeln immer ohne Fehler an der Stelle (@, b, A) auswerten kénnen

(sei dazu E = (@,b)):

1. Nach Voraussetzung gilt, da die Koeffizienten @ und b der Kurve E beide
ungleich Null sind. Damit sind auch E4; und Eg nicht Null.

2. Da die elliptische Kurve E nicht IF,-isogen zu einer Kurve mit j-Invariante
0 oder 1728 ist, besitzt das dquivalente Polynom Gi(X,j(E)) wegen Lemma
4.14 keine doppelte Nullstelle. Damit ist DF; # 0 und DF, # 0. Nach Vor-

aussetzung ist auferdem auch D.J; ungleich Null.

Damit kénnen wir aus (6.24) folgern, daf§ A’, j(l)/ und D.J; nicht Null sind. Also sind

Eil) und Eél) berechenbar und es kann bei dieser Berechnung kein Fehler auftreten.
Dabei beachte man, daB die Méglichkeiten ;& = 0 oder %) = 1728 nach Voraus-
setzung nicht auftreten kénnen (und damit natiirlich auch nicht bei der ,zufélligen
Wahl von j®) beriicksichtigt werden). Wegen A’ # 0 sind auch die Formeln (6.25)
und (6.26) anwendbar, um die Werte Wy und W, auszurechnen. Dabei kann bei der
Berechnung von Ej ebenfalls kein Fehler auftreten, denn alle Werte im Nenner sind
ungleich Null, wie man leicht sieht.

Die Tatsache, daf die mit Hilfe der reduzierten Formeln berechneten Werte dieselbe
Bedeutung besitzen wie im komplexen Fall (falls wir den Wert j() als j-Invariante
einer elliptischen Kurve E/C fiir eine [-Gruppe C von E korrekt gew#hlt haben),
kann mit derselben Technik wie im Beweis zu Satz 7.1 gezeigt werden (betrachte
wieder rationale Funktionen). Die letzte Aussage des Satzes folgt direkt aus der
angewandten Vorgehensweise. |

Bemerkung 7.5 Auch in diesem Fall ist die Voraussetzung, dafl D.J; # 0 sein mu$,
notwendig. Als Beispiel betrachte man diesmal die elliptische Kurve E = (1,22476)
iber dem Primkorper Fgss37. Diese Kurve besitzt Gruppenordnung 65294 und erfiillt
die Voraussetzungen an die elliptische Kurve. Der Zerfallungstyp des 53-ten dquiva-
lenten Polynoms ist (153), die Nullstelle in Fg5537 ist A = 6627. Fiir diesen Wert von
A besitzt das dquivalente Polynom Gs3(A4,Y) € Fgss37[Y] die doppelte Nullstelle
J(E) = 41621, so daB fiir diese Kurve D.J; = 0 gilt. Damit scheitert in diesem Fall
die Berechnung.
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Somit kénnen wir auch fiir diese dquivalente Polynome die Formeln aus Abschnitt
6.4 iibertragen, wenn D.J; # 0 ist. Im Gegensatz zu Algorithmus 7.3 erhalten wir
in diesem Fall eine Liste von Méglichkeiten fiir @,b und Py (wie in Abschnitt 6.4
schon erwihnt). Alle diese méglichen Werte werden als Eingabe von Algorithmus 7.8
verwendet werden. Dort wird mit Hilfe dieser Werte ein Polynom vom Grad (I—1)/2
bestimmt und dann tberpriift, ob dies ein Teiler des [-ten Divisionspolynoms ist.
Wir erhalten dann den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 7.6 [Bestimmung von i, b analog zu Abschnitt 6.4]

Eingabe: elliptische Kurve E = (a,b) € ]FZ, Nullstelle A € IF, des reduzierten
dquivalenten Polynoms Gi(X,j(E)) (wie in Abschnitt 5.4).
Ausgabe: Menge von Méglichkeiten fiir (E/C, Py) = (a, b, Py).

Bestimme alle Nullstellen ji,...j5x € F, von Gi(4,Y)/(Y — j(E)) € (1)
IF,[Y].

Setze By« —371-a, BEge— — 2710, A 172871 . (E} — E?) und (2)
j/<— —EZ-EG'A_I.

Bestimme DFy, D.J; und A’ (vgl. Seite 103). (3)
Bestimme DFFy, DJJ;, DF.J; (vgl. Seite 104). (4)
Setze L — (. (5)
FOR s=1,....k (6)
IF j, =0 oder j, = 1728 (7)
THEN | Fahre mit FOR-Schleife fort. (8)
Setze ) — j,. /* alle Rechnungen nun mit Nullstelle j, */  (9)
Bestimme DF,, D.J; und j(l)/ (analog zu (6.24)). (10)
Bestimme Eil) — (j(l)/y : ((j(l) —1728) -j(l)> " uad (11)
EY — _ 0 gD, (j(l))_l ,
Berechne DFF;, D.J.Jy, DFJ; (vgl. Seite 104). (12)
Bestimme Wy und W; mit Formel (6.25) und (6.26). (13)
Bestimme Ej «— 6 - (W, — W;) —4E4- E2-(A-j))7" — (14)
3j-Ey-5"141- [4 . (Eél))Q : (A(1)>_1 . (j(l)'>_1 +
350 0. (j0)™
Setze L— LU{(-3-1"-B{),—2.1°- ), —1.271 . E3) }. (15)
RETURN L. (16)

Mit Hilfe der letzten beiden S&tze haben wir Algorithmen beschrieben, um mogli-
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che Werte @,b und P; analog zu den Abschnitten 6.3 und 6.4 zu bestimmen. Nun
beschreiben wir, wie wir daraus wirklich ein Polynom fo(X) € IFy[X] vom Grad
(I —1)/2 bestimmen kénnen, das ein Teiler des I-ten Divisionspolynoms ist. In Ab-
schnitt 6.2 haben wir beschrieben, wie wir ein solches Polynom iiber den komplexen
Zahlen bestimmen konnen. In dem folgenden Satz werden wir auch diese Formeln
auf den Fall endlicher Korper iibertragen.

Satz 7.7 Angenommen, wir kennen fir eine elliptische Kurve E[IF, die Werte
(E/C, Py) € IF;;’, wobei C eine unter ®p invariante I-Gruppe von E(F,) und Py
die Summe aller verschiedenen x-Koordinaten von nichttrivialen Punkten aus C ist.
Ist die Charakteristik p von I gréfer als I, so kénnen die Formeln aus Abschnitt
6.2 modulo p reduziert werden. Insbesondere ist es mit Hilfe dieser Formeln moglich,
einen Teiler fo(X) € IF,[X] des I-ten Divisionspolynoms vom Grad (I —1)/2 zu be-
stimmen.

Beweis: Zuerst beachte man, daf§ wir zur Bestimmung der Koeffizienten des Po-
lynoms fo(X) wie in Abschnitt 6.2 beschrieben die unendlichen Summen nur mit
endlicher Prizision berechnen miissen. Betrachten wir die linke Seite fo(p(z, L)) von
Gleichung (6.13), so wird ersichtlich, dafl wir die Polynomkoeffizienten aq4_1,...,ag
von fc(X) bestimmen kénnen, wenn wir alle auftretenden Fourierreihenentwick-
lungen bis zum Koeffizienten von 2° einschlieflich exakt kennen. Damit miissen
wir in den Summen aus (6.14) nur die Summenglieder fiir 1 < k£ < (I — 3)/2 und
0 < r < (I—1)/2 berechnen. Offensichtlich kénnen wir dann die Koeffizienten des
Polynoms fc(X) dhnlich zum Beweis von Satz 4.13 als rationale Funktionen mit
den Variablen a,b,@,b und P; auffassen. Dabei beachte man, daB sich mit Lemma
6.2 auch die Koeffizienten ¢ bzw. é, als rationale Funktion in a,b bzw. @, b schrei-
ben lassen. Weiterhin beachte man, daf§ diese rationalen Funktionen die spezielle
Gestalt besitzen, daff nur ganze Zahlen im Nenner sind. Wir untersuchen nun die
dabei auftretenden Nenner. Offensichtlich gilt fiir die Nenner, die durch die Entwick-
lung der Exponentialfunktion in (6.14) auftreten, daff diese als Potenzprodukte von
Primzahlen kleiner als (I — 1)/2 geschrieben werden kénnen (beachte die Grenze fiir
r). Genauso erkennt man, daf auch die auftretenden Nenner (2k + 1)(2k + 2) fiir
die vorgegebenen Werte von k nur Primteiler kleiner I — 1 besitzt. Durch Induktion
iiber den Index kann man schlieilich auch leicht zeigen, daf} in der Darstellung des
Koeffizienten cj als rationale Funktion im Nenner ein Primzahlpotenzprodukt aus
Primzahlen < (2k + 3) auftritt, welches fiir die vorgegebenen Méglichkeiten fiir k
nur Primzahlen < [ enthilt. Damit erhalten wir insgesamt, dafl die beschriebenen
rationalen Funktionen nur Nenner besitzen, die ein Potenzprodukt von Primzahlen
< I sind. Man beachte, dal damit die Nenner insbesondere auch modulo p inver-
tierbar sind, denn p war gréfier als [ vorausgesetzt. Damit kann bei der Reduktion
des in Abschnitt 6.2 beschriebenen Koeflizientenvergleichs modulo p und Auswer-
tung der dann entstehenden Formeln an den durch die Eingabe E bzw. (E/C, Py)
vorgegebenen Stellen kein Fehler auftreten.

Da iiber den komplexen Zahlen fo(X) ein Teiler des [-ten Divisionspolynoms (X))
ist, erhalten wir

a(X) = fo(X)-h(X).
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Diese Gleichung gilt im Ring der rationalen Funktionen mit den Variablen «, b, @,
b, P;. Nach obigen Ausfiihrungen kénnen wir diese Gleichung modulo der Charakte-
ristik p des endlichen Korpers IF, reduzieren. Dabei bilden wir das I-te Divisionspo-
lynom iiber € in das I-te Divisionspolynom iiber IF,[a,b] und fo(X)in ein Polynom
iiber IF,,[a, b, a, b, Py] ab, das ein Teiler des I-ten Divisionspolynoms ist. Werten wir
dieses Polynom an den vorgegebenen Stellen aus, so erhalten wir einen Teiler des

[-ten Divisionspolynoms, womit die Behauptung des Satzes gezeigt ist. |

Damit haben wir gezeigt, dafl wir die in Kapitel 6 gefundenen Formeln auf endliche
Korper ibertragen kénnen, wenn die Charakteristik des endlichen Koérpers grofier
als [ ist. Dies ist in der Praxis sehr hiufig der Fall; inshesondere dann, wenn man die
Gruppenordnung elliptischer Kurven iiber groflen Primkoérpern bestimmen méchte.
Wir erhalten dann den folgenden Algorithmus, bei dem wir voraussetzen, dafl er als
Eingabe genau die Ausgabe der Algorithmen 7.3 bzw. 7.6 erhilt.
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Algorithmus 7.8 [ Bestimmung von fo(X)]

Eingabe: elliptische Kurve E = (a,b), Menge von Tripeln (d,b, P;) (vgl. Aus-
gabe von Algorithmus 7.3 bzw. 7.6).

Ausgabe: Polynom fo(X) = X4+ agq - X'+ ... +a-X +ao € F,[X]
(Teiler des I-ten Divisionspolynoms).

Setze d — (I — 1)/2 und aq « 1.
FOR k=1,...,(1-3)/2

(

(
Berechne ¢ aus @, b mit Lemma 6.2. (
Setze wpy(2) « 1/2% + Zg;f)/z e - 2. /¥ o(2) mit Priz. 1 -3 %/ (
FOR v=2,...,d (5)

(
(
(
(

Berechne wp,(z) « wpy,_1(z) - wpi(z) /* p(2)” mit Préz. [ -3 */

FOR Jedes Tripel (d,b, Py) aus der Eingabe
FOR k=1,...,(1-3)/2

Berechne ¢, aus @, b mit Lemma 6.2.

Setze h(z) « 21 . E£l;()1)/2(r!)—1 : (10)

(E}E;l:_la)/z(l cen— @) - (2k + 1)(2k +2))122kH2 _ py 22> '

FOR v=d—1,...,0 (11)
Setze h(z) « h(2) — ayt1 - Wpy41(2). (12)
Bestimme a,, < mingeezf(h(2)). (13)

Setze fC(X)<—Xd-|—ad_1-Xd_l-l—...-l—al-X-l—ao. (14)

IF ¢(X,Y) = 0mod fc(X) /* als Funktion in IF,[E] */ (15)

THEN | RETURN  fo(X). (16)

Damit haben wir in diesem Abschnitt gezeigt, wie wir fiir den Fall, dafl die Charak-
teristik p des Korpers IF, grofier als die Primzahl [ ist, ein Polynom fo(X) € IFy[X]
vom Grade (I —1)/2 bestimmen kénnen, das das [-te Divisionspolynom teilt. Im fol-
genden Abschnitt werden wir einen Algorithmus beschreiben, wie wir unter Benut-
zung von fo(X) die Spur des Frobenius-Endomorphismus einer elliptischen Kurve
iiber dem endlichen Kérper IF, modulo der Primzahl [ exakt bestimmen kénnen.

7.3 Die Berechnung von ¢ mod !

Wir haben in dem vorherigen Abschnitt beschrieben, wie wir ein Polynom feo(X) €
IF,[X] bestimmen konnen, dessen Nullstellen alle verschiedenen z-Koordinaten von



7.3 Die Berechnung von ¢ mod !/ 117

Punkten (ungleich O) einer unter ®g invarianten /-Gruppe C sind. Damit existiert
eine Zahl 1 < a < [, so daB fiir alle Punkte P € C gilt

&p(P) = a-P.

In diesem Abschnitt werden wir einen Algorithmus angeben, mit dem wir die-
se Zahl « bestimmen koénnen. Damit kennen wir auch die Spur ¢ des Frobenius-
Endomorphismus modulo I, denn wie wir in Kapitel 3 beschrieben haben, ist das
Polynom X — o € IF;[X] ein Teiler (iiber IF;) des charakteristischen Polynoms
X? —¢X +q € IF[X] des auf E[l] eingeschrinkten Frobenius-Endomorphismus
® . Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann direkt den Wert von ¢ mod [ als

c = a—}—q-a_l mod /.

Zur Berechnung der Zahl a benutzen wir eine zum Algorithmus von Schoof [Sc85]
analoge Idee. Wir transformieren die Gleichung ®z(P) = a - P im Endomorphis-
menring von C in Polynomgleichungen. Dabei kénnen wir den maximal auftretenden
Polynomgrad durch (I — 1)/2 beschridnken, wie wir sehen werden. Fiir diese Trans-
formation benutzen wir die Divisionspolynome, die wir in Definition 4.11 (Seite 39)
schon eingefiihrt haben. Wir betrachten dabei Divisionspolynome immer als Polyno-
me auf E (reduzieren also alle Y2-Terme mit Hilfe der rechten Seite X3+ aX + b der
Kurvengleichung). Durch Induktion kann man dann leicht zeigen, daB fiir ungerades
n das ,reduzierte“ n-te Divisionspolynom in IFy[X] und fiir gerades n in Y - IF,[X]
liegt.

Die Divisionspolynome besitzen wegen Satz 4.12 (Seite 40) die Eigenschaft, daf
wir mit ihrer Hilfe die speziellen Endomorphismen a € 7 in Polynomgleichungen

transformieren kénnen. Es gilt fiir n € IN und einen Punkt P = (z,y) € E(F,) mit
n - P # O (interpretiere dabei ¢y als ¢¥(z,y))

Un1 - Uny1 Vng2- Yoy — Pz - ¢772z+1
n-P=|az- , .
b2 4y- by

Die Idee des nun vorzustellenden Algorithmus ist dann folgendermafien: wir setzen
einen Punkt P € C aus der unter &g invarianten [-Gruppe C allgemein an als
(X,Y). Dann konnen wir mit Hilfe von Satz 4.12 alle Vielfache « - P als rationale
Funktion in X,Y schreiben. Da wir auch ®5(X,Y") als Polynom ausdriicken kénnen
(trivialerweise nach Definition von @), 1Bt sich die Gleichung ®g(P) = a- P durch
Vergleich zweier Polynome (nach Multiplikation mit dem Hauptnenner) iiberpriifen.
Da wir die Gleichung ®z(P) = a- P nur fiir Punkte P aus der speziellen I-Gruppe C
untersuchen und da die z-Koordinaten solcher Punkte Nullstellen von fo(X) sind,
koénnen wir alle Polynomgleichungen modulo fo(X') reduzieren, so daf alle auftre-
tenden Polynome maximal Grad (I — 1)/2 besitzen. Damit wird der Algorithmus in
der Praxis gut anwendbar, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden.

Wir leiten jetzt den sich aus dieser Idee ergebenden Algorithmus her. Zuerst be-
stimmen wir fiir einen allgemeinen Punkt P = (X,Y) € C die Polynomgleichung
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fiir ®p(P) als

(Xq mod fo(X), Y? mod fC(X)) =
(Xq mod fo(X), Y - (X3 + aX + 5)7Y/2 mod fC(X))

Offensichtlich ist der Wert von o nur modulo [ bestimmt. Da wir fiir einen beliebigen
Punkt (X,Y) den negativen Punkt leicht als (X, —Y") erhalten, wihlen wir als Rest-
system modulo [ die absolut kleinsten Reste. Dann bestimmen wir iterativ fiir alle
a==41,42,...,4(l—1)/2 mit Hilfe der Formeln aus Satz 4.12 die Punkte a-(X,Y)
und testen, ob nach Multiplikation mit dem Nenner Gleichheit modulo fo(X) be-
steht. Ist dies sowohl fiir die z- als auch fiir die y-Koordinate der Fall, so haben wir
a und damit ¢ mod ! gefunden. Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 7.9 [Berechnung von ¢ mod /]

Eingabe: elliptische Kurve E = (a,b) € F?, fo(X) € IF4[X] wie beschrieben.
Ausgabe: c¢mod]l.

FOR n=—1TO (I +3)/2

(1)
Berechne ¢,(X,Y) mod fc(X) mit Formeln aus Definition 4.11.  (2)
Berechne [,(X) — X?mod fo(X). (3)
Berechne 1,(X,Y) « Y - (X3 + aX + )@ D/2 mod fo(X) . (4)

(5)
(6)
(7)

FOR a=1TO (I-1)/2 5
re(X,Y) © X - G2(X,Y) = a1 (X,¥) - dass(X,Y) mod fo(X). (6
IF 1(X) vi(X,Y)=r.(X, )mod fo(X) /*z-Koord. gleich*/ (7
THEN | ry(X,Y) o fusa(X,¥) - 621 (X,Y) )

Yama(X,Y) - 02 1y (X, ) mod fo(X),

IF 4Y -1,(X, )-¢§(X,Y) = r,(X,Y) mod fo(X) (9)
/* ®g = +a ¥/

THEN | RETURN ¢ = a+¢-a ! modl. (10)

IF 4Y - 1,(X,Y) - ¢3(X,Y) = —ry(X,Y) mod fe(X) (11)
[ b = —a ¥

THEN | RETURN ¢ = —a—¢-a ! modl. (12)

Man beachte, daff in den Schritten (6) bis (11) dieses Algorithmus alle verwendeten
Polynome als Polynome auf E aufgefafit werden. Innerhalb des Algorithmus wer-
den die Polynome [,(X) bzw. [,(X,Y’) dazu benutzt, die Polynome X? mod f(X)
bzw. Y? mod fc(X) zwischenzuspeichern. Der Glelchheltstest fiir die z-Koordinate
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findet dann in Schritt (7) statt; in (9) testen wir bei erfolgreichem a-Test den Fall
+a,in (11) den Fall —a.

Wir haben bisher immer Wert darauf gelegt, dafl wir ¢ nur modulo ungerader

Primzahlen berechnen. Es ist jedoch auch auf elementare Art und Weise moglich,
#E(IF,) mod 2 zu berechnen [Mii91].

7.4 Beschreibung unserer Implementierung

In diesem Abschnitt beschreiben wir praktische Erfahrungen, die mit einer Imple-
mentierung des Algorithmus fiir endliche Primkoérper IF,, erzielt wurden. Eine genaue
Beschreibung dieser Implementierung findet man in [Ma94]. Alle in diesem Abschnitt
angegebenen Laufzeiten wurden auf einem SPARC ELC Rechner mit 16 MegaByte
Hauptspeicher berechnet.

Bei der Bestimmung des Polynoms f¢(X) finden Berechnungen mit den dicht be-
setzten Fourierreihenentwicklungen fiir p*(z, L), 1 < i < [+1 statt (vgl. Algorithmus
7.8). Dabei benutzen wir analog zu Abschnitt 5.6 eine Fourierreihenarithmetik, die
zur Multiplikation eine Variante von FFT benutzt. Dabei fithren wir eine Multiplika-
tion zweier Reihenentwicklungen modulo p folgendermaflen durch: wir fassen beide
Multiplikanten als Reihenentwicklungen iiber ZZ auf, reduzieren diese modulo einer
26-Bit Primzahl p; und multiplizieren diese reduzierten Entwicklungen mit FFT (da-
bei werden die Primzahlen p; natiirlich speziell gew&hlt, so daf} die Benutzung von
FFT modulo p; moéglich ist). Haben wir das Ergebnis fiir ,geniigend viele* 26-Bit
Primzahlen p; berechnet, so kombinieren wir die Resultate mit Hilfe des Chinesi-
schen Restsatzes und reduzieren die Koeffizienten des Gesamtergebnisses modulo
der Charakteristik p des Korpers IF,. Man beachte, daf in diesem Fall die Anzahl
der bendtigten 26-Bit Primzahlen vorher berechnet werden kann. Stellt man bei-
spielsweise die Restklassen modulo p durch absolut kleinste Vertreter dar, so erhélt
man eine obere Schranke fiir die Koeffizienten im Ergebnis (iiber ZZ, nicht modulo
p reduziert) als (p — 1)? - (obere Schranke fiir Prézision der Reihenentwicklungen ).

Bei der Berechnung der Potenzen p(z, L)' benutzen wir wiederum den Quadrie-
rungstrick, den wir schon in Abschnitt 5.6 beschrieben haben. Allerdings kénnen
wir aus Speicherplatzgriinden nicht alle Potenzen von p(z,L) im Speicher halten.
Daher berechnen (und speichern) wir nur die Potenzen p(z, L) fir 1 < < [+ 1]
und p(z, L)VIFILI fiir 1 < j < [+ 1]. Aus diesen Reihenentwicklungen kénnen

wir dann jede gesuchte Potenz von g(z, L) mit einer Multiplikation ausrechnen.

Betrachten wir zuerst in Tabelle 7.1, wie lange die Berechnung der Kurve E/C und
des Wertes Py mit den Algorithmen 7.3 bzw. 7.6 dauert. Anschliefend beschreiben
wir in Tabelle 7.2, wie sich bei der Berechnung des gesuchten Polynoms fo(X) mit
Algorithmus 7.8 die Laufzeit auf die einzelnen Phasen aufteilt.

Wenden wir uns nun Algorithmus 7.9, d.h. der Bestimmung des Eigenwertes «, zu.
In der Praxis reicht es hiufig aus, in der Gleichung ®z(P) = a - P nicht beide
Koordinaten zu testen, sondern sich auf die y-Koordinate zu beschrianken. Dies hat
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Tabelle 7.1: Bestimmung von (E/C, P;) mit Algorithmus 7.3 bzw. 7.6.

Angegeben werden die Anzahl der Dezimalstellen der Charakteristik p, der Wert
von I, der Typ des dquivalenten Polynoms (1 fiir Polynom aus Abschnitt 5.2, 2
fiir Polynom aus Abschnitt 5.4) und die Laufzeit zur jeweiligen Berechnung von

(E/C, Py).

‘ dd(p) ‘ 1 ‘ Typ ‘ Laufzeit
100 | 53 1 2  sec
97 1 2  sec
157 1 6 sec
199 1 25 sec
200 | 103 2 44  sec
193 1 22 sec
307 2 8 min 9 sec
401 2 8 min 52 sec
300 | 101 1 33  sec
317 2 32 min 53 sec
421 2 42 min 6 sec
523 2 50 min 15 sec
375 | 103 2 3 min 28 sec
223 1 3 min 19 sec
503 2 38 min 31 sec
839 2 1 h 16 min

den Vorteil, daB man die Berechnung von [,(X) = X9 mod f¢(X) sparen kann
(beachte, daff die zeitaufwendigsten Schritte in Algorithmus 7.9 die Potenzierungen
in den Schritten (3), (4) sind, vgl. dazu Tabelle 7.3). Da die 2z-Koordinaten von P
und — P gleich sind, reicht es offensichtlich nicht aus, nur z-Koordinaten zu testen.

Finden wir bei den Tests der y-Koordinaten in Schritt (9) bzw. (11) nur fiir einen
Wert a € {£1,...,+(I — 1)/2} Gleichheit, so ist die Spur ¢ modulo [ eindeutig be-
stimmt. Dies bedeutet aber, daff alle Moglichkeiten fiir o getestet werden miifiten.
In der Praxis ist allerdings der erste gefundene Wert von «, der Gleichheit ergibt,
smmer“ der gesuchte Eigenwert. Deshalb nehmen wir in unserer Implementierung
schon bei dem ersten gefundenen Wert fiir a mit Gleichheit an, daf§ wir den Ei-
genwert und damit ¢ mod ! gefunden haben. War dieser Wert falsch (was in der
Praxis bei uns noch nie vorgekommen ist), so wird bei der Bestimmung der Grup-
penordnung mit dem in Kapitel 10 angegebenen Verfahren keine Lésung gefunden
und damit festgestellt, dafl wir durch diese ,,Cutting Corners* Methode einen Fehler
produziert haben.

Die in Algorithmus 7.9 angegebene Methode, alle Moglichkeiten fiir a zu testen,
fiihrt unter Umsténden zu vielen ,unnétigen” Tests. Haben wir die erste Phase des
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Tabelle 7.2: Aufteilung der Laufzeit in Algorithmus 7.8.

Angegeben werden die Anzahl der Dezimalstellen der Charakteristik p, der Wert von
[, Bestimmung der rechten Seite (Schritte (8) - (10) in Algorithmus 7.8), Bestim-
mung der p-Potenzen wie beschrieben und der Koeflizientenvergleich (dabei wird
zusdtzlich die aktuell benétigte p(z, L)-Potenz aus der Tabelleninformation berech-
net). Man beachte, dafl manchmal die Berechnung fiir kleine Werte [ linger dauert
als fiir groflere Werte von /. Dies wird verursacht, wenn in Algorithmus 7.8 mehrere
Eingaben getestet werden miissen, bis das Polynom fo(X) korrekt berechnet ist

(vgl. Schritt (15)).

H dd(p) ‘ ) H rechte Seite p-Potenzen Koeff.vgl.
100 53 6 sec 1 sec 4  sec
97 22 sec 4 sec 16 sec
157 1 min 11 sec 12 sec 55  sec
199 1 min 38 sec 15  sec 1 min 22 sec
200 | 103 2 min 32 sec 21 sec 1 min 14 sec
193 3 min 33 sec 33 sec 2 min 50 sec
307 || 13 min 16 sec min 28 sec 9 min 30 sec
401 || 19 min 6 sec min 54 sec | 14 min 17 sec
300 | 101 1 min 35 sec 20 sec 1 min 12 sec
317 1 h 11  min 7 min 46 sec |5l min 11 sec
421 || 34 min 59 sec 3 min 25 sec |26 min 33 sec
523 1 h 8 min 6 min 23 sec | 53 min 59 sec
375 | 103 5 min 42 sec 46 sec 2 min 53 sec
223 || 10 min 2  sec 1 min 29 sec 8 min 5 sec
503 1 h 28 min| 8 min 5 sec 1 h 9 min
839 3 h 5 min | 13 min 17 sec| 2 h 32 min

Algorithmus durchlaufen, so kennen wir einige mégliche Werte fiir ¢ mod [ und damit
auch einige mogliche Werte fiir . Daher benutzen wir in unserer Implementierung
die folgenden zwei Strategien, um den Wert von o wirklich zu finden (vgl. [Ma94]):

1. Erhalten wir nach der Bestimmung des Zerfillungstyps des [-ten dquivalenten
Polynoms ,,viele“ Moglichkeiten fiir ¢ mod ! und damit fir «, so verwenden
wir die in Algorithmus 7.9 angegebene Strategie und testen mit Hilfe der Di-
visionspolynome sukzessive alle Moglichkeiten fiir a. Diese Methode besitzt
gegeniiber der im folgenden beschriebenen Methode einen Laufzeitvorteil, al-
lerdings auch den Nachteil eines gréfleren Speicherplatzbedarfs. Zur effizienten
Benutzung der Divisionspolynome miissen diese alle vorberechnet und gespei-
chert werden. Der dabei benttigte Hauptspeicherbedarf betrigt fiir [ =~ 800
und p ~ 1080 ungefihr 48 MegaByte, was auf vielen Rechnern nicht zur

Verfiigung steht.
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2. Erhalten wir in der ersten Phase ,wenige* Moglichkeiten fiir a (oder wird der
Speicherplatzbedarf bei der ersten Methode zu grofl), so speichern wir uns
verschiedene Punkte ¢ - (X,Y") als rationale Funktion aus IF,(E) und versu-
chen dann, mit Hilfe moglichst weniger Punktadditionen die moglichen Werte
fiir a zu testen. Dazu beachte man, daff man Punktadditionen als rationale
Funktionen ausdriicken kann (vgl. Satz 4.12). Mit dieser Strategie sinkt der
Speicherplatzbedarf fiir obige Werte von [ und p auf 6.4 MegaByte, allerdings
steigt die Laufzeit.

In der folgenden Tabelle 7.3 vergleichen wir fiir einige Beispiele Laufzeiten fiir beide
Strategien. Dabei wird deutlich, dafl fiir grofle Werte von [ das Finden des Eigen-
wertes a sehr aufwendig wird. Daher stellt sich die Frage, ob es nicht eine bessere
Strategie zum Finden des Eigenwertes gibt. Dabei sind folgende neue Strategien,
die in unserer Implementierung noch nicht verwendet werden (aber zur Probe schon
implementiert wurden), denkbar:

3. Man kann versuchen, mit Hilfe von X? mod fo(X) einen Teiler von fo(X) zu
finden und dann alle Rechnungen modulo dieses Teilers durchfithren (beachte
das folgende Kapitel 8 zur Existenz eines solchen Teilers).

4. Man kann mit Hilfe einer Babystep-Giantstep Strategie alle Moglichkeiten fiir
a testen. Dabeil muf man allerdings die rationalen Funktionen fir o-(X,Y) in
Polynome modulo f¢(X) umwandeln, indem man die Nenner modulo fo(X)
invertiert.

5. Man kann mit Hilfe einer Babystep-Giantstep Strategie und Betrachtung der
xz-Koordinaten einen Kandidaten fir o bestimmen. Danach versucht man,
einen Faktor des Polynoms fo(X) zu finden (vgl. Kapitel 8) und dann modulo
dieses Faktors den korrekten Wert von a zu bestimmen. Diese letzte Variante
erscheint sehr aussichtsreich fiir die Praxis zu sein, ist aber noch nicht aus-
reichend in der Praxis untersucht. Erste Experimente deuten an, daf} ab etwa
I > 500 diese Variante zu einer Verbesserung fithren konnte.

Damit haben wir beschrieben, wie wir die Ideen von Elkies auf endliche Kérper
ibertragen kénnen, wenn die Charakteristik des endlichen Kérpers hinreichend grofl
ist. Auflerdem haben wir praktische Erfahrungen angegeben, die wir mit unserer
Implementierung gesammelt haben. In dem folgenden Kapitel werden wir aufbau-
end auf diesen Ideen beschreiben, wie wir fiir kleine Primzahlen [ die Spur des
Frobenius-Endomorphismus einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper
sogar modulo Primzahlpotenzen I* bestimmen konnen.
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Tabelle 7.3: Laufzeiten der Algorithmen zum Finden des Eigenwertes a.

Angegeben sind die Anzahl der Dezimalstellen von p, der Wert von [, Zeiten zum
Finden des Eigenwertes mit Hilfe von Divisionspolynomen (siehe 1.) und rationalen
Funktionen (siehe 2.) und die Zeit, die benétigt wird zur Berechnung von Y mod

fo(X).

H dd(p) ‘ l H Divisionspolynome rat. Funktionen ‘ Y? mod fo(X) ‘
100 53 3 sec 9 sec 1 min 28 sec
97 2 min 34 sec 2 min 9 sec
157 2 min 40 sec 4 min 42 sec 4 min 11 sec
199 6 min 9 sec 9 min 44 sec 4 min 35 sec
200 | 103 29  sec 1 min 8 sec | 11 min 36 sec

193 || 14 min 16 sec | 18 min 42 sec |23 min 21 sec
307 || 45 min 59 sec 1 h 2 min | 42 min 58 sec
401 || 57 min 25 sec |46 min 41 sec |49 min 42 sec

300 | 101 1 min 48 sec 3 min 16 sec 33 min
317 1 h 16 min 1 h 53 min 1 h 55 min
421 20 min 35 min| 2 h 21 min
523 2 h 31 min | 3 h 36 min| 3 h 37 min
375 | 103 9 min 14 min 55 min
223 8 min 17 min | 2 h 1 min

503 5 h 26 min 7 h 39 min | 4 h 34 min
839 || 19 h 59 min | 23 h 19 min 8 h 10 min




Kapitel 8

Benutzung von
Primzahlpotenzen

In diesem Kapitel beschreiben wir eine Erweiterung des bisher vorgestellten Algo-
rithmus, mit der wir die Gruppenordnung einer elliptischen Kurve iiber einem end-
lichen Kérper der Charakteristik grofler drei modulo Potenzen ,kleiner” ungerader
Primzahlen bestimmen kénnen. Dabei werden dhnlich wie bei den bisher vorgestell-
ten Algorithmen Polynomrechnungen modulo eines Teilers von Divisionspolynomen
durchgefiihrt. Wir beschreiben im ersten Abschnitt die Bestimmung eines solchen
Teilers und gehen anschliefend darauf ein, wie wir damit den Wert der Spur des
Frobenius-Endomorphismus der elliptischen Kurve modulo der verwendeten Prim-
zahlpotenz bestimmen kénnen.

8.1 Bestimmung von Teilern von Divisionspolynomen

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Methode, wie wir einen Teiler eines ge-
eigneten Divisionspolynoms bestimmen kénnen. Wir unterscheiden dabei die zwei
folgenden Fille.

8.1.1 Der Elkies-Fall

Im sogenannten Elkies-Fall machen wir die folgende Annahme: wir kennen fiir ei-
ne ungerade Primzahlpotenz I* eine Zahl 0 < a < [I* und eine Menge von [’
Torsionspunkten { Py, ..., P}, so daB fiir alle 1 < j < k gilt

&p(P)) = a-Pj

Weiterhin nehmen wir an, dafl wir ein Polynom f(X) € IF,[X] kennen, dessen Null-
stellen die verschiedenen z-Koordinaten aller Punkte P;, 1 < j < k, sind (beachte:
damit teilt f(X) das I'-te Divisionspolynom). Wir beachten, da wir fiir eine Prim-
zahl [ < p diese Voraussetzungen erfiillen kénnen, indem wir a als einen Eigenwert
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von &g und f(X) als das Polynom fo(X) fiir die unter &g invariante zugehori-
ge [-Gruppe C (siehe Abschnitt 7.1) wihlen. Fiir Primzahlpotenzen werden diese
Voraussetzungen aus der iterativen Vorgehensweise folgen.

Sei d im folgenden die Ordnung von « in (Z/I'Z)*. Aus ggT(l,q) = 1 folgt dabei
direkt, daB o teilerfremd zu I* ist. Dann gilt fiir alle 1 < j < k

34(P,) = o'-P;, = P,

Ubertragen wir diese Gleichung wie iiblich in Polynomgleichungen, so erhalten wir
aus der Gleichung fiir die z-Koordinaten

X" = X mod f(X).

Da es modulo Primzahlpotenzen nur zwei Quadratwurzeln aus Eins gibt, folgt fiir
gerade Ordnung d sogar

o%(Fy) = -B b X" = X mod f(X).

Setzen wir also

z d/2, falls d gerade, (8.1)
d, falls d ungerade,
so folgt
X -X = 0 mod f(X).

Damit zerféllt f(X) iiber dem Korper IF, in Polynome vom Grad d'. Sei im folgenden
g(X) ein Teiler von f(X)vom Grad d’. Dabei beachte man, dafl nach Voraussetzung
¢(X) dann sogar ein Teiler des I'-ten Divisionspolynoms ist. Wir wollen mit Hilfe
von g(X) einen Teiler des I'*'-ten Divisionspolynoms bestimmen. Die Grundlage
dazu bildet das folgende Lemma.

Lemma 8.1 Sei g(X) = Y% a; - X* € F[X] ein Teiler des l'-ten Divisionspo-
lynoms und sei W(X) = X - P} X,Y) — _1(X,Y) - 111(X,Y) € Fy[E], wobei
¥;(X,Y) das j-te Divisionspolynom ist. Dann ist das Polynom

h(X)

dl
- _ C2d'y i a - i 1 2(d'=1) /<
§(xX) = g(—w(m)) #EY) = P WX 4 CIXY) € FofE]

ein Teiler des I't'-ten Divisionspolynom vom Grad d' - 12.

Beweis: Zuerst beachte man, dafl wir alle benutzten Polynome als Polynome auf
E auffassen und daff daher A(X) und g(X) wirklich nur von einer Variablen X
abhdngen. Durch eine Division mit Rest folgt dann direkt, dafl die Polynome §(X)
und ¥(X,Y) als Funktionen auf E teilerfremd sind (beachte dabei die Teilerfremd-
heit verschiedener Divisionspolynome).

Damit besitzt das Polynom §(X ) dieselben Nullstellen wie die rationale Funktion

h(X)
I (wﬂx,m) ’
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die wir aus §(X) durch Division durch zblzd,(X, Y') erhalten. Also gilt fiir jede Nullstel-
le 7 von G(X), daBl h(Z)/¢}(&) eine Nullstelle von g(X ) und damit die z-Koordinate
eines [*-Torsionspunktes ist. Nach Satz 4.12 wird fiir einen beliebigen Punkt (X,Y)
die z-Koordinate des Punktes /- (X,Y) gegeben durch A(X)/¢}(X.,Y), so daB da-
mit # die z-Koordinate eines Punktes P ist, fiir den [ - P ein I'-Torsionspunkt ist.
Damit ist P selber ein /*'-Torsionspunkt und alle Nullstellen von §(X) sind -
Koordinaten von ['*!-Torsionspunkten. Also ist §(X) insbesondere ein Teiler des
["+1-ten Divisionspolynoms.

Die Aussage iiber den Grad des Polynoms §(X ) erhalten wir, indem wir in einer
einfachen Gradrechnung den maximal auftretenden Polynomgrad in der Sumine aus-
rechnen. |

Damit haben wir beschrieben, wie wir ein Polynom berechnen kénnen, dessen Null-
stellen z-Koordinaten von [*t1-Torsionspunkten sind. Durch Induktion iiber ¢ kann
man leicht zeigen, daff die Nullstellen von §(X) z-Koordinaten von ,echten® [+
Torsionspunkten sind (d.h. die entsprechenden Punkte sind keine l’-—Torsionspunkte)7
falls alle Nullstellen von g(X) z-Koordinaten ,echter* /!-Torsionspunkte waren. Wir
werden im folgenden Lemma die theoretische Voraussetzung dafiir angeben, wie wir
mit Hilfe dieser Polynome die Spur des Frobenius-Endomorphismus modulo Prim-
zahlpotenzen berechnen kénnen.

Lemma 8.2 Seien die beiden Eigenwerte des charakteristischen Polynoms des Fro-
benius-Endomorphismus fir die Primzahl | verschieden. Dann gilt in obiger Situation
fir alle Punkte Q, deren x-Koordinate eine Nullstelle von §(X) ist, die Gleichung
Pp(Q)=a-Q, wobei & = amod I* und 0 < & < I'*t1 ist.

Beweis: Sei @ ein Punkt, der die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt. Aus dem
Beweis zu Lemma 8.1 folgt, daf die z-Koordinate von P =1 - eine Nullstelle von
g(X) ist und dafl damit ®5(P) = a - P gilt. Nehmen wir an, es wire @ = o/ +r-I".
Dann gilt
a-1-Q = a-P = dgP) = d5(1-Q) = do-1-Q.

Da Q ein I*t1-Torsionspunkt ist, folgt hieraus a = a’ mod I°.

Nehmen wir nun an, es gibe zwei verschiedene Punkte @1 und @5, die die Vor-
aussetzungen des Lemmas erfiillen und fiir die ®g(Q;) = (a + r; - I!) - Q; mit
r1 #Z ro mod [ gilt. Dann besitzt das charakteristische Polynom X2 — ¢ X + ¢ des
Frobenius-Endomorphismus modulo [i+1 die beiden Nullstellen a + r; It. Modulo !
sind beide Nullstellen aber gleich, so dafl dies im Widerspruch zu der Vorausset-
zung steht, dafl die beiden Nullstellen modulo ! verschieden sein sollen. Die Gréflen-

beschrinkung fiir & folgt direkt, da nach Lemma 8.1 alle ,geeigneten® Punkte @
I*+1_Torsionspunkte sind. |

Wir werden bei der Beschreibung eines Algorithmus zur Bestimmung von ¢ mod [*+!
im Elkies-Fall genauer darauf eingehen, welche Auswirkungen die Voraussetzung
hat, dal beide Eigenwerte modulo [ verschieden sind. Im folgenden Unterabschnitt
beschreiben wir zuerst die Bestimmung eines geeigneten Polynoms §(X) fiir den Fall,
daf} der Frobenius-Endomorphismus keine unter @ invariante I-Gruppe besitzt.
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8.1.2 Der Atkin-Fall

Wir nehmen in diesem Unterabschnitt an, dafl es keine [-Gruppe gibt, die invariant
unter dem Frobenius-Endomorphismus ®g ist. Wir haben in Kapitel 3 bewiesen,
daf das I-te modulare Polynom in diesem Fall in irreduzible Faktoren vom Grad
d zerfillt. Dabei ist d die kleinste positive Zahl, so daf eine beliebige I-Gruppe
invariant unter <I>dE ist. Damit gibt es fiir jede I-Gruppe C eine Zahl 1 < k < [, so
daB fiir jeden Punkt P € C gilt ®%(P) = k - P. Offensichtlich folgt hieraus

g™ py = p

Sei f(X) analog zum Elkies-Fall ein Polynom, dessen Nullstellen durch verschiedene
z-Koordinaten von I*-Torsionspunkten gegeben werden, die invariant unter ®¢ sind.
Fiir den Fall 7 = 1 (d.h. fiir eine ungerade Primzahl ) konnen wir nach obigen Be-
merkungen f(X) = ¢y(X,Y) € IF,[E] und d= d-ord(k) wihlen. Leider kennen wir &
und damit die Ordnung von k nicht; es ist aber leicht moglich, alle Moglichkeiten fiir
ord(k) durchzuprobieren. Bestimmen wir dann d’ aus d analog zu (8.1), so erhalten
wir durch Ubertragung der Gleichung von Punkten in eine Polynomgleichung bei
Betrachtung der z-Koordinate

dl

X1 = X mod f(X).

Damit existiert auch in diesem Fall ein Teiler g(X) von f(X) vom Grad d'. Analog
zu Lemma 8.1 kénnen wir damit ein Polynom §(X) bestimmen, das dann ein Teiler
des I'*'-ten Divisionspolynoms ist. Mit Hilfe dieses Polynoms und dem im folgenden
Abschnitt vorgestellten Algorithmus kénnen wir dann ¢ mod I**! bestimmen.

Um dieses Verfahren iterieren zu kénnen, miissen wir zeigen, dafl auch das Polynom
§(X) wieder zerfillt. Dazu formulieren wir das folgende Lemma.

Lemma 8.3 Sei P ein unter @% invarianter I'- Torsionspunkt, d > 0 minimal mit
dieser Figenschaft und @ ein Punkt, so daff | - @ = P ist. Dann ist die kleinste
Potenz des Frobenius-Endomorphismus, unter der () invariant ist, entweder d oder

d-l.
Beweis: Offensichtlich gilt
L-85(Q) = @R(P) = P = 1-Q

Damit ist ®4 %(Q) = Q + T;, wobei T; ein I-Torsionspunkt ist. Ist 7} = O, so ist

Q) invariant unter <I>dE, ansonsten zeigt man leicht durch Induktion, daf§ A d(Q)
Q@ + 7 - T; gilt. Hiermit folgt die Behauptung des Lemmas.

Mit Hilfe dieses Lemmas und den gerade vorgestellten Ideen folgt dann, daf das
Polynom §(X) selbst wieder mindestens einen Teiler vom Grad d’ oder d’ -1 besitzt.
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Finden wir einen solchen Teiler, so kénnen wir das Verfahren iterieren, um Teiler
“gréBerer” Divisionspolynome zu bestimmen.

Damit haben wir fiir beide mogliche Félle ein Verfahren beschrieben, wie wir ge-
eignete Teiler von Divisionspolynomen bestimmen kénnen. Im folgenden Abschnitt

werden wir beschreiben, wie wir unter Kenntnis eines solchen Teilers §(X ) den Wert
der Gruppenordnung modulo /**! bestimmen koénnen.

8.2 Bestimmung der Spur modulo /'*!

Wir werden in diesem Abschnitt beschreiben, wie wir die Spur ¢ des Frobenius-
Endomorphismus modulo I'*! bestimmen koénnen. Dabei setzen wir voraus, daf
wir Polynome g(X) und §(X) sowie Zahlen @ mod I* bzw. ¢ mod ! wie im letzten
Abschnitt beschrieben kennen. Analog zu Abschnitt 8.1 unterscheiden wir wieder
zwei Fille.

8.2.1 Der Elkies-Fall

Wir machen in diesemn Abschnitt dieselben Voraussetzungen wie in Abschnitt 8.1.1,
insbesondere kennen wir also den Wert von a. Wir haben dort in Lemma 8.2 schon
gezeigt, daff fiir Punkte P, deren z-Koordinate eine Nullstelle von §(X) ist, die
Gleichung ®(P) = a-P gilt, wobei @ = a mod I* ist. Wihlen wir 0 < & < I't!, soist
& eindeutig bestimmt, wenn die beiden Eigenwerte des Frobenius-Endomorphismus
modulo der Primzahl [ verschieden sind. Ist dies nicht der Fall, so kann es maximal
zwei verschiedene Werte fiir & geben.

Zur Bestimmung eines Wertes fiir & setzen wir @ an als @ = a + k - I* mit einer
unbekannten Zahl 0 < k < [. Dann transformieren wir wie gewohnt die Gleichung
$p(P)=a-P = (a+k-1')- Pin Polynomgleichungen modulo §(X). Damit miissen
wir testen, fiir welche Zahl 0 < k < {

(@%y") = (a+k-T) (2,9

fiir Punkte (2,y) mit §(z) = 0 erfiillt ist. Sind die beiden Eigenwerte modulo [
verschieden, so gibt es fiir alle solche Punkte nur eine Zahl £ und daher kénnen wir
testen, ob die Kongruenz

(XY = (a+4k-1'-(X,Y) mod §(X) (8.2)

gilt. Im anderen Fall kann es sein, daf§ diese Kongruenz modulo eines Teilers von
§(X), aber nicht modulo §(X) gilt. Dies stellen wir fest, indem wir beide Seiten
modulo §(X) berechnen und dann den ggT von §(X ) und der Differenz beider Seiten
dieser Gleichung bestimmen. Besitzt dieser ggT einen Grad grofier Null, so haben
wir einen moéglichen Wert fiir & gefunden. Durch Umformung der Gleichung

X*—cX+q = (X-a) (X-0) mod '



8.2 Bestimmung der Spur modulo [i+! 129

fiir das charakteristische Polynom des Frobenius-Endomorphismus koénnen wir mit
& auch den Wert von ¢ mod I**! als ¢ = & + q- &~ 1 mod I**! berechnen.

Bei der Implementierung des Algorithmus kénnen wir uns darauf beschrinken, die
z-Koordinaten der Polynomgleichung (8.2) zu iiberpriifen. Da a nicht von [ geteilt
wird (ggT(l,¢q) = 1) und ! ungerade vorausgesetzt wird, gilt fiir verschiedene Zahlen
0 < J1,J2 <l immer

a+ j1 e £ t(a+7z- li) mod ‘11,

Deshalb kénnen wir nur mit Hilfe eines Tests der z-Koordinaten den Wert & ein-
deutig bestimmen. Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus, um unter den
gegebenen Voraussetzungen die Spur des Frobenius-Endomorphismus modulo 741
exakt zu berechnen:

Algorithmus 8.4 [Bestimmung von ¢ mod I'*! im Elkies-Fall]

Eingabe:  Polynom f(X) und a mod /' wie beschrieben.
Ausgabe: ¢ mod I,

Bestimme d « ord(a) mod I’ und daraus d’ wie in (8.1). (1)
Bestimme einen Faktor g(X) von f(X) vom Grad d'. (2)
Bestimme §(X ) wie in Lemma 8.1. (3)
Berechne z¢(X) = X?mod §(X). (4)
FOR k=0,...,1—-1 (5)
Setze & « a + k - ['. (6)
Setze 2(X) «— X - ¥a(X,Y) —¢a—1(X,Y) - ¥a41(X,Y) mod g(X). (7)
Setze h(X) — gaT (2g(X) - ¥2(X,Y) - 2(X), §(X)). (8)
IF deg(h(X))>0 (9)
THEN |RETURN ¢ = a+¢-a ! mod I*th, (10)

Man beachte, dafl man sich zur Iterierung dieses Verfahrens den gefundenen Wert
& mod ['*t! und das Polynom %(X) merken muB. Diese Werte dienen bei der fol-
genden Iteration als neue Eingabe. In der Praxis ist dieses Verfahren nur selten
iterierbar, denn der Wert von d’ und damit der Grad des Polynoms §(X ) wichst im
allgemeinen schnell an. Dennoch ist es hiufig méglich, zumindest fiir kleine Primzah-
len bis 19 die Spur modulo des Quadrats der verwendeten Primzahl auszurechnen.
Couveignes und Morain haben in [CoMo094] allerdings ein Verfahren vorgestellt, wie
man die Spur ¢ modulo Potenzen von Primzahlen auch mit Hilfe von Polynomen
noch kleineren Grades bestimmen kann. Dabei hingt der Grad der verwendeten
Polynome aber ebenfalls von der Ordnung des Eigenwertes o ab, so daf} fiir diese
Variante &hnliche Probleme wie bei dem hier beschriebenen Algorithmus auftreten.
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8.2.2 Der Atkin-Fall

In diesem Fall gehen wir analog zum Schoof- Algorithmus vor. Wir nehmen wiederum
an, daf wir ein Polynom f(X) und den Wert von ¢ mod [’ kennen. Dann berechnen
wir daraus §(X ) wie in Lemma 8.1 beschrieben. Fiir alle I'*!-Torsionspunkte gilt im
Endomorphismenring die folgende Gleichung (setze dabei ¢ = ¢ mod I*+1):

L +q¢ = c¢-Pp. (8.3)
Da wir 0 < ¢/ < I* mit ¢/ = ¢mod [* schon kennen, miissen wir die Menge {c/ +
E-I') k=0,...,1 -1} von moglichen Werten fiir ¢ modulo I**! testen. Dazu iiber-

priifen wir diese Gleichung nur fiir /**!-Torsionspunkte, deren z-Koordinate Null-
stelle von §(X) ist. Da diese Punkte nach Konstruktion von §(X) alle ,echte* /i+1-
Torsionspunkte (d.h. keine I*-Torsionspunkte) sind, kénnen wir damit ¢ mod /**+?
eindeutig bestimmen. Wie iiblich formen wir fiir diesen Test die Gleichung (8.3) in
Polynomgleichungen modulo g(X) um. Die sich dann ergebenden Gleichungen ha-
ben wir ausfiihrlich in [Mii91] ausgerechnet und geben sie daher hier nur an. Dabei
sei ¥, das j-te Divisionspolynom (zur Abkiirzung lassen wir im folgenden das Ar-
gument (X,Y) weg) als Polynom auf E betrachtet und ¢’ der kleinste positive Rest
von ¢ mod I**'. Analog zu Abschnitt 8.2.1 kénnen wir uns auch in diesem Fall auf
das Uberpriifen der z-Koordinaten beschrinken, falls ¢ # 0 mod I* ist. Wollen wir
fiir eine Zahl 0 < t < I**! mit ¢ # 0 mod I testen, ob ¢ = ¢t mod I'*! gilt, so miissen
wir die folgende Gleichung iiberpriifen:

((%,_1 g1 — UL (X7 4 X4 X)) B 4 a) 2

+ ¥, '¢g+1 - 3° '¢2' = 0 mod g(X).
Dabei seien o und J folgendermaflen gewihlt:
| . 2 . B
a = Ph (Vgpa 0oy — bga Bl — 4(X° 4 aX + 0TI 03 ) mod §(X),
B = 4Y -ty ((A - X‘12) A -¢q,+1) mod §(X). (8.4)

Ist ¢ = 0 mod I*, so miissen wir auch die y-Koordinate der Gleichung im Endomor-
phismenring iiberpriifen. Beachte, dal wir dabei den Fall ¢ = 0 mod I**! mit einer
speziellen Formel testen miissen. Dies konnen wir tun, indem wir iiberpriifen, ob

-q2 e ~ 4
(X7 = X) 92+ Yg1 g1 = 0 mod §(X)

gilt. Fiir alle anderen Zahlen 0 < ¢ < I**!, die von I* geteilt werden, miissen wir
zusitzlich zu obigem Test der z-Koordinaten auch noch die folgende Formel fiir die
y-Koordinate iiberpriifen:

4Y (X34 aX + )02 (X7 4 X) - g — g r - Ggrgr) 0 B2 -
Y (X% 4 aX +0) @1/ 83 Yh—a®- ¢2,) _

q

B 9b (Y2 ¥y — Y2 i)’ = 0 mod G(X).  (8.5)
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Bei der Implementierung dieser Formel sollte man beachten, dafl wir ein Polynom
h(X) € TF,[X] leicht mit Hilfe der folgenden Formel zur g¢-ten Potenz erheben
kénnen:

KXY = h(X9) mod §(X).

Auflerdem kann man verschiedene Teile dieser Formel vorberechnen, so dafl diese
nicht mehr fiir alle Werte ¢ neu berechnet werden miissen (siche [Mii91]). Damit
erhalten wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 8.5 [Bestimmung von ¢ mod I'*' im Atkin-Fall]

Eingabe: elliptische Kurve E = (a,b), Polynom f(X), d und kleinsten pos.
Rest ¢/ = ¢ mod I* wie beschrieben.
Ausgabe: ¢mod I't!,

Bestimme d’ aus d mit (8.1). (1)
Bestimme einen Faktor g(X) von f(X) vom Grad d'. (2)
Bestimme §(X ) mit Lemma 8.1. (3)
Berechne z¢(X) = X9 mod §(X) und 2¢2(X) = X mod §(X). (4)
Berechne o und § wie in (8.4). (5)
Berechme H — (91 - ys1 — 0 (2a2(X) 2 X) 1+ X)) 3°  (6)

+ a) mod §(X).

IF ¢/=0und (2¢2(X)—X)- L/)Z, + g1 Ygr41 = 0 mod G(X) (7)
THEN | RETURN ¢ = 0 mod /it (8)
FOR k=0,...,1-1 (9)

Setze t « ' + k- I'. (10)

IF Kl-y7+ ¢y ¢,y - B2 0% = 0 mod §(X) /*a-Test erfiillt*/ (11)

THEN |IF ¢/ #0 /*c¢Z0mod ' */ (
THEN | RETURN ¢ =t mod /'t (
ELSE | /* Teste y-Koordinate */. (14)
(
(

IF Formel (8.5) erfiillt
THEN | RETURN c=k-I" mod [*t1,

Auch in diesem Fall kann das Verfahren iteriert werden, wenn man zusitzlich zu
¢ mod I'** auch noch das Polynom (X)) zuriickgibt. Dann liefert Lemma 8.3, daf
das Polynom §(X) entweder einen Teiler vom Grad d’ oder d’ - [ besitzt. Zur prak-
tischen Anwendung dieses Algorithmus gelten dieselben Bemerkungen wie bei der
Bestimmung der Spur modulo Primzahlpotenzen im Elkies-Fall.



Kapitel 9

Untersuchung der Spezialfille

Wir haben bei der Beschreibung der Theorie in Kapitel 3 zwei Voraussetzungen
an die elliptische Kurve E/IF, gestellt, die erfiillt sein miissen, um mit Hilfe von
modularen (bzw. dquivalenten) Polynomen Information iiber die Gruppenordnung
#E(IF,) bestimmen zu kénnen. Insbesondere mufiten wir in Korollar 3.12 vorausset-
zen, daf§ E nicht supersinguldr und nicht IF-isogen zu einer elliptischen Kurve mit
j-Invariante 0 oder 1728 ist. Wir werden in diesem Kapitel Algorithmen beschreiben,
mit denen wir diese Voraussetzungen testen kénnen. Sind die Voraussetzungen aus
Korollar 3.12 nicht erfiillt, so wird bei diesem Test ein ,wahrscheinlicher” Kandi-
dat fiir die Ordnung der Gruppe E(IF,) bestimmt. In dem ersten Abschnitt werden
wir uns besonders um die Supersingularitdt kiimmern; anschliefend wird die zweite
Bedingung, die Existenz spezieller Isogenien, untersucht werden.

9.1 Test auf Supersingularitét

Wir wollen fiir eine gegebene elliptische Kurve E/IF, iiberpriifen, ob E supersin-
guldr oder ordindr ist und dabei wollen wir, falls E supersingulir ist, direkt die
wwahrscheinliche Gruppenordnung“ von E(IF,) bestimmen. Dabei bedeutet ,,wahr-
scheinliche Gruppenordnung®, daf} fiir ,,mehrere* zufillig gewihlte Punkte aus der
Punktgruppe E(IF,) diese wahrscheinliche Gruppenordnung ein Vielfaches der je-
weiligen Punktordnung ist. In der Praxis ist eine solche Zahl ,immer“ die gesuchte
Gruppenordnung. Wir werden in Kapitel 11 einen Algorithmus vorstellen, mit dem
wir die Korrektheit einer solchen wahrscheinlichen Gruppenordnung beweisen oder
widerlegen kénnen. Der vorzustellende Test auf Supersingularitit basiert auf dem
Satz von Waterhouse [Wa69, Th. 4.1, Seite 536]:

Satz 9.1 (Satz von Waterhouse)

Sei E eine elliptische Kurve dber dem endlichen Kérper IFpa. Dann gilt fir die
Gruppenordnung # E(FF ,a) = pt+1—c mit |e| < 2\/pd, wobei ¢ eine der folgenden
Bedingungen erfillt:

1. ggT(e,p) =1,
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2. ¢ = £2\/pd, falls d gerade,
3. ¢ = £/p?, falls d gerade und p = 2 mod 3,
4. ¢ = £pl /2 falls d ungerade und p = 2,3,

5. ¢ =0, falls d ungerade oder d gerade und p = 3 mod 4.

In diesem Satz finden wir eine Liste von moglichen Ordnungen von Punktgruppen
elliptischer Kurven iiber dem endlichen Korper IF . Diese Liste kénnen wir fiir su-
persinguldre Kurven stark einschrinken, denn wir wissen aus Proposition 2.19, dafl
eine elliptische Kurve E genau dann supersingulir ist, wenn ¢ = 0 mod p gilt (da-
bei sei ¢ die Spur des Frobenius-Endomorphismus wie in Satz 9.1). Damit gilt fiir
supersingulire elliptische Kurven ggT(¢,p) = p und Fall 1 in Satz 9.1 kann nicht
auftreten. Weiterhin beschiftigen wir uns in dieser Arbeit nur mit Kérpern der Cha-
rakteristik grofer drei und somit kann auch Fall 4 nicht auftreten. Damit verbleiben
nur fiinf Méglichkeiten (die Fille 2, 3 und 5) fiir die Gruppenordnung von E(IF,),
falls E supersinguldr sein sollte. Diese iiberpriifen wir, indem wir fiir einen zufilli-
gen Punkt ) € E(IF,) und den sich aus Satz 9.1 ergebenden Kandidaten m fiir die
Gruppenordnung das Vielfache m -  berechnen. Ist m die Gruppenordnung von
E(IF,), so muf nach dem Satz von Lagrange m-@Q = O gelten. Ist also m-Q # O, so
wissen wir mit Sicherheit, dafi m nicht die Gruppenordnung von E(IF,) sein kann.
Haben wir alle sich aus dem Satz von Waterhouse ergebenden moglichen Werte so
mit negativem Resultat iiberpriift, so kann E nicht supersingulir sein. Finden wir
allerdings einen Wert m mit m - @ = O, so haben wir ein Vielfaches der Ordnung
von ¢ in dem Loésungsintervall und damit einen Kandidaten fiir die Gruppenord-
nung gefunden. Diesen Kandidaten tiiberpriifen wir dann mit Hilfe weiterer zufillig
gewdhlter Punkte. Durch Kombination dieser beiden Ideen erhalten wir den auf der
folgenden Seite angegebenen Algorithmus 9.2 zum Test auf Supersingularitit.

In Schritt (1) dieses Algorithmus wird die zufillige Wahl eines Punktes aus E(IF,)
benotigt. Dies kann leicht mit Hilfe des folgenden probabilistischen Algorithmus
geschehen: wir wihlen ein Element z € IF, zufillig und testen, ob 2® 4+ az + b ein
Quadrat in IF, ist. Bei positivem Test bestimmen wir eine Quadratwurzel y € IF,
aus 2® + az + b. Dann ist (z,y) ein zufilliger Punkt der Punktgruppe E(TF,). Der
Quadrattest kann mit Hilfe des im Beweis zu Lemina 2.24 angegebenen Kriteriums
geschehen; zum Wurzelziehen kann man einen probabilistischen Algorithmus von
Shanks (siehe [Mii91]) verwenden.
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Algorithmus 9.2 [Test auf Supersingularitit]

Eingabe: elliptische Kurve E iiber Korper IF q.
Ausgabe: ,E ordindr” oder ,wahrscheinliche Ordnung® von E(IF,a).

Wihle zufillig Punkt @ € E(IF ). (1)
IF d ungerade oder (d gerade und p = 3 mod 4) (2)
THEN | Setze m « p? + 1. (3)
IF m-Q=0 (4)

THEN | Uberpriife m durch weitere zufillige Punkte, gef. (5)

RETURN ,wahrsch. Ordnung® p? + 1.

IF d gerade (6)
THEN | FORALL ¢ € {£p¥/?, +2p¥/?} (7)
Setze m « p? + 1 — c. (8)

IF m-Q=0 (9)

THEN | Uberpriife m durch weitere zufillige Punkte, ggf. (10)

RETURN ,,wahrsch. Ordnung “ m.
RETURN ,, E ordindr” . (11)

Damit wissen wir, wie wir fiir eine gegebene elliptische Kurve E/IF, iiberpriifen
kénnen, ob E supersinguldr ist und fiir supersinguldre elliptische Kurven kénnen
wir direkt einen wahrscheinlichen Kandidaten fiir die Gruppenordnung # E(IF,) be-
rechnen. In dem folgenden Abschnitt beschiftigen wir uns nun mit dem Test der
zweiten Voraussetzung aus Korollar 3.12.

9.2 Isogenie zu Kurven der j-Invariante 0 oder 1728

In diesem Abschnitt wollen wir einen Algorithmus entwickeln, der iberpriift, ob
eine ordindre, iiber I, definierte elliptische Kurve E IF,-isogen zu einer elliptischen
Kurve mit j-Invariante 0 oder 1728 ist. Existiert eine solche Isogenie, so wollen wir
wiederum einen ,wahrscheinlichen“ Kandidaten fiir die Gruppenordnung #E(IF,)
bestimmen.

Angenommen, E ist IF-isogen zu einer elliptischen Kurve E’' mit j(E’) € {0,1728}.
Dann muf auch die elliptische Kurve E’ iiber IF, definiert sein. Damit wissen wir aus
dem schon im Beweis zu Satz 3.10 benutzten Kriterium von Tate (Seite 30), dafl eine
solche IF,-Isogenie zwischen E und E’ genau dann existiert, wenn die Ordnungen
der Punktgruppen der beiden Kurven iiber IF, gleich sind. Damit kénnen wir den
Existenz-Test fiir eine solche Isogenie auf die Uberpriifung , weniger Gruppenord-
nungen reduzieren. Dabei handelt es sich um alle Gruppenordnungen, die Punkt-
gruppen von elliptischen Kurven mit j-Invariante 0 oder 1728 besitzen kénnen. Alle
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diese moglichen Gruppenordnungen m iiberpriifen wir wie in Algorithmus 9.2, indem
wir fiir einen zufilligen Punkt @ € E(IF,) testen, ob m-Q = O ist. Ist dies nicht der
Fall, so kann m nicht die Gruppenordnung sein; ansonsten ist m ein ,wahrscheinli-
cher Kandidat fiir die Gruppenordnung und wir iiberpriifen dies mit Hilfe mehrerer
zufilliger Punkte bzw. versuchen, dies mit Algorithmus 11.2 zu beweisen.

Damit verbleibt noch das Problem, wie wir alle méglichen Ordnungen von Punkt-
gruppen von elliptischen Kurven mit j-Invariante 0 oder 1728 bestimmen kénnen.
Beide Méglichkeiten fiir die j-Invariante werden wir in den folgenden Abschnitten
untersuchen.

9.2.1 j-Invariante O

Wir zeigen zuerst, wie wir alle Ordnungen von Punktgruppen von elliptischen Kur-
ven E' mit j-Invariante 0 bestimmen kénnen. Der Endomorphismenring der or-
diniren elliptischen Kurven mit j-Invariante 0 ist Z[w], wobei w? + w + 1 = 0 ist,
d.h. der Ganzheitsring von Q(1/—3). Dies folgt aus der Tatsache, daf} solche Kurven
nach [Si85, Th10.1, Seite 103] genau 6 Automorphismen besitzen und dafl Z|w] die
einzige Maximalordnung eines imaginidrquadratischen Zahlkérpers mit sechs Einhei-
ten ist. Genauer kénnen wir sogar die folgende Fallunterscheidung treffen:

1. Falls p = 2mod 3, dann ist die elliptische Kurve E’ : y? = 23 + 1 mit j-
Invariante 0 supersinguldr (vgl. [Si85, Bsp. 4.4, Seite 143]). Damit sind alle
elliptischen Kurven mit j-Invariante 0 supersingulir, denn isomorphe Kurven
besitzen denselbem Endomorphismenring. Demnach wurde die Gruppenord-
nung von E schon im Test auf Supersingularitdt iberpriift und wir miissen
diesen Fall nicht weiter untersuchen.

2. Sei nun p = 1 mod 3 und E’ eine elliptische Kurve mit j-Invariante 0. Dann
wird der Frobenius-Endomorphismus ®z fiir E’ iiber IF, auf ein Element 7
in Zw] = Enqu(E' ) mit Norm ¢ abgebildet. Weiterhin gilt fiir die Gruppen-
ordnung

#E(Fy) = 1-(7+7)+q¢
Kennen wir also alle Elemente der Norm ¢ in ZZ[w], so kénnen wir alle mogli-
chen Gruppenordnungen von elliptischen Kurven iiber IF, mit j-Invariante 0
berechnen.

Angenomimen, wir kennen ein Element 7 der Norm ¢ in Z[w]. Alle anderen
Elemente von Z[w] mit Norm ¢ konnen sich von 7 nur um ein Element mit
Norm 1 (d.h. eine Einheit) unterscheiden. Damit kennen wir mit einem Element
der Norm ¢ sogar alle Elemente von Z[w] mit Norm ¢ und somit alle mogli-
chen Ordnungen von Punktgruppen von elliptischen Kurven mit j-Invariante
0, denn die Einheitengruppe von Z[w] ist wohlbekannt als

Zw]* = {£1,+w,+0?}.
Wir betrachten nun zuerst mégliche Gruppenordnungen fiir elliptische Kurven mit

j-Invariante 1728, bevor wir einen Algorithmus zur Bestimmung eines Elements der
Norm ¢ angeben.
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9.2.2 j-Invariante 1728

Die Bestimmung der Ordnungen der Punktgruppen iiber IF, von elliptischen Kurven
der j-Invariante 1728 lduft vollkommen analog. Deshalb geben wir nur kurz den

Ablauf an:

1. Falls p = 3 mod 4, so ist die elliptische Kurve E’: y? = 234 2 mit j-Invariante
1728 supersinguldr [Si85, Bsp. 4.5, Seite 144]. Damit sind in diesem Fall al-
le elliptischen Kurven mit j-Invariante 1728 supersinguldr, so dafl mogliche
Gruppenordnungen schon in Algorithmus 9.2 iberpriift wurden.

2. Sei p = 1 mod 4. Die Endomorphismenringe von ordindren elliptischen Kur-
ven mit j-Invariante 1728 sind isomorph zu dem Ganzheitsring ZZ[i] von Q(%)
(vgl. [Si85, Th. 10.1, Seite 103]). Aus einem Element 7 der Norm ¢ in ZZ[i]
erhalten wir wiederum alle Elemente der Norm ¢ in ZZ[¢], indem wir 7 mit al-
len Einheiten aus Z[i]* = {+1, £¢} multiplizieren. Damit kennen wir auch alle

moglichen Ordnungen von E'(TF,) fiir elliptische Kurven E’ mit j-Invariante
1728.

Im n&chsten Abschnitt beschreiben wir einen Algorithmus fiir das noch ausstehende
Problem der Bestimmung eines Elementes der Norm ¢ in den Maximalordnungen
Z[i] bzw. ZL[w]. Danach kénnen wir dann den Algorithmus formulieren, mit dem
wir alle moglichen Ordnungen von elliptischen Kurven mit j-Invariante 0 oder 1728
iiberpriifen und so die zweite Voraussetzung in Korollar 3.12 sicherstellen kénnen.

9.2.3 Bestimmung von Elementen der Norm ¢

Wir beschreiben in diesem Abschnitt einen Algorithmus, wie wir in dem Ganzheits-
ring O des algebraischen Zahlkdrpers Q(v/—4) = Q(7) bzw. Q(y/=3) ein Ele-
ment der Norm ¢ = p? bestimmen kénnen. Dieser Algorithmus wird ausfiihrlich
in [BuMii92, Seite 18ff] beschrieben; wir geben hier daher nur die zum Verstind-
nis notwendigen Grundlagen der algebraischen Zahlentheorie an. Dabei kénnen wir
ohne Einschrinkung voraussetzen, daB d ungerade ist, denn ansonsten ist p?/2 ein
gewiinschtes Element.

Sei also D € {—4,-3}, K = Q(v/D) und Ok die Maximalordnung von K. Ein
invertierbares Ideal A von Ok ist eine Teilmenge von K der Form

b+¢5)

(9.1)

A = a-(ﬂa—}—ﬂ 5

mit @« € K*, a,b € 7ZZ, a > 0, ¢ = b24_aD € 7ZZ und ggT(a,b,c) = 1. Man sollte

beachten, daf§ die Maximalordnung Ok von K ebenfalls ein invertierbares Ideal ist,
ndmlich

D++D
Or = Z+E—;¥:.
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Dann definieren wir auf folgende Weise eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
invertierbaren Ideale von K:

A~B << A=+v-B mitye K"
Damit wird die Menge aller invertierbaren Ideale von K in verschiedene Aquivalenz-
klassen eingeteilt. Wir werden die Aquivalenzklasse des Ideals A aus (9.1) durch das
Tripel (a,b,c) darstellen. Ein weiterer wichtiger Begriff ist der eines reduzierten
Ideals. Ein Ideal (a,b, c) heifit reduziert, wenn gilt
o] <a<ec und b>0 falls |b| = a oder a = c.

Man kann zeigen, daf es in jeder Aquivalenzklasse genau ein reduziertes Ideal gibt,
so dafl wir das reduzierte Ideal einer Aquivalenzklasse als Vertreter dieser Aquiva-
lenzklasse auffassen koénnen. Folgender Algorithmus berechnet zu einem gegebenen
Ideal (a',b',c") ein Element v € K*, so daff v - (a’, ', ¢') reduziert ist.

Algorithmus 9.3 [Reduktion eines Ideals]

Eingabe: Ideal A = (d/,V', ('), Korper K.
Ausgabe: 7 € K* und reduziertes Ideal (a,b,¢c)=7-A .

Setze v «— 1, (a,b,c) « (a', V', ). (1)
Reduziere b modulo 2a, so daf |b| < @ und passe ¢ entsprechend (2)
an.

BREAKIF [b]<a < c. (3)
Setze v « 7 - b+2\0/5 und (a,b,¢) < (¢, —b,a). (4)

IF b < 0 und entweder a = —b oder a = ¢ (5)

THEN |IF a=c¢ (6)

THEN | Setze v « v - b+2\(;5' (7)
Setze (a,b,c) < (a,—b,c). (8)

Wir zeigen nun zuerst, daf es genau dann ein Element in O mit Norm p? gibt,
wenn es auch ein Element in O mit Norm p gibt. Sei zuerst 7 € Ok ein Element
mit Norm p. Offensichtlich ist dann ¢
nun an, daf in der Maximalordnung ein Element mit Norm p? existiert. Fiir ein

D+VD

2

ein Element mit Norm p?. Nehmen wir daher

beliebiges Element 7 = z 4y € Ok konnen wir folgende Formel fiir die Norm

dieses Elementes bestimmen:
D 2 2
N(r) = (:E + yT) - (g) D. 9.2)

Gibt es also ein Element der Norm p?, so muBl D ein Quadrat modulo 4p? und — da
d ungerade ist — auch modulo p sein. Wir geben nun einen Algorithmus an, wie wir
dann ein Element mit Norm p bestimmen konnen.
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Dazu definieren wir die Norm eines Ideals A = o - (Za + 77 @) als

N(A) = [N(a)|-a

Finden wir damit ein Hauptideal (also ein Ideal der Form - Ok) der Norm p und
gilt dabei 3 € Ok, so ist § ein Element in Ox mit Norm p (fir D < 0 ist wegen
(9.2) die Norm von Elementen der Maximalordnung immer nichtnegativ). Sei nun

das Ideal

b++D

2

P = ZLp+Z

gegeben, wobei b € Z so gewihlt ist, daf 4p ein Teiler von b* — D ist (dies ist nach
obiger Bemerkung méglich). Dann ist P ein Ideal der Norm p. Wir berechnen nun
mit Algorithmus 9.3 zu den beiden Idealen P und Og das zugehérige reduzierte
Ideal. Dabei beachte man, dafl wegen [Wei63, Prop. 6.4.2, Seite 243] beide Korper
Q(7) und Q(+/-3) Klassenzahl eins besitzen und daf beide reduzierten Ideale gleich
sind. Mit Algorithmus 9.3 erhalten wir auch Elemente yp € K* und v¢, € K*, so
daf} gilt

Hieraus folgt aber

P = TOx * A/’El ) O[&"

und ™ = Yo, - 75" ist ein Element des Korpers mit Norm p. Damit miissen wir
nur noch iberpriifen, ob 7 sogar ein Element der Maximalordnung ist. Wegen der
Primalitdt von p kann es weiterhin nur zwei Ideale mit Norm p geben, so dafl dieser
Algorithmus genau dann ein Element der Maximalordnung mit Norm p berechnet,
wenn ein solches Element existiert. Zusammenfassend erhalten wir den folgenden
Algorithmus:
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Algorithmus 9.4 [Element mit Norm ¢]

Eingabe:  Zahlkérper Q(v/D) mit D € {-3, -4}, ¢ = p?.
Ausgabe: 7€ Ok mit N(7)= pd oder ,Element mit Norm ¢ existiert nicht® .

IF d gerade (1)
THEN | RETURN p?/2. (2)
IF (2)#1 (3)
THEN | RETURN ,Element mit Norm ¢ existiert nicht“ . (4)
ELSE | Bestimme b € Z mit > = D mod 4p. (5)
Setze P « (p, b, 624_pD). (6)
Berechne yp mit yp - P reduziert.  (Algorithmus 9.3) (7)
Setze O « (1, D, D24_D). (8)
Berechne v, mit yo, - O reduziert.  (Algorithmus 9.3) (9)
Setze T — Yo, - Vp - (10)
IF 7¢¢c Ok (11)
THEN | RETURN r4. (12)
ELSE | RETURN ,Element mit Norm ¢ existiert nicht* . (13)

Wir haben noch nicht beschrieben, wie wir eine geeignete Zahl b in Schritt (5) finden.
Dazu bestimmen wir mit Hilfe des RESSOL-Algorithmus eine Quadratwurzel mo-
dulo p aus D. Da D nach Voraussetzung entweder kongruent null oder eins modulo 4
ist, konnen wir daraus leicht eine Lésung modulo 4p bestimmen. Diese Teilalgorith-
men verwenden wir in dem folgenden Abschnitt, um einen Algorithmus zum Test
der zweiten Voraussetzung zu formulieren.

9.2.4 Ein Algorithmus zum Test der zweiten Voraussetzung

Damit haben wir alle Voraussetzungen geschaffen, um den folgenden Algorithmus zu
formulieren, mit dessen Hilfe wir die zweite Voraussetzung aus Korollar 3.12 iiber-
priifen kénnen. Der Algorithmus ergibt sich direkt aus den in den beiden vorherigen
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Abschnitten vorgestellten Ideen.

Algorithmus 9.5 [Gruppenordnungen fiir Kurven mit j-Invariante 0, 1728]

Eingabe: nicht supersingulire elliptische Kurve E/F,, ¢ = p.
Ausgabe: ,nicht IF -isogen zu Kurve E’ mit j(E') € {0,1728}* oder ,wahi-
scheinliche Ordnung® von E(IF,).

Wihle zufillig @ € E(IF,). (1)
IF p=1mod4 (2)
THEN | Wende Algorithmus 9.4 mit Eingabe (D = —4, ¢) an. (3)
IF Algorithmus 9.4 liefert Element 7 mit Norm ¢ (4)
THEN | FORALL z € {+r, +i -7} (5)
Setze m «— ¢+ 1— (x + 7). (6)
IF m-Q=0 (7)
THEN | Uberpriife m durch ,mehrere* zufillige  (8)

Punkte, ggf. RETURN ,wahrsch. Ord-

nung® m.

IF p=1mod3 (9)
THEN | Wende Algorithmus 9.4 mit Eingabe (D = -3, ¢) an. (10)
IF Algorithmus 9.4 liefert Element 7 mit Norm ¢ (11)
THEN | FORALL y € {£r, tw-7,+w? 7} (12)
Setze n — ¢+ 1—(y+ 7). (13)
IF n-Q=0 (14)
THEN | Uberpriife n durch ,mehrere zufillige (15)

Punkte, ggf. RETURN ,wahrsch. Ord-

nung® n.

RETURN ,nicht IF,-isogen zu Kurve E’ mit j(E') € {0,1728}*. (16)

Damit haben wir alle in Kapitel 3 gestellten Voraussetzungen behandelt. Wir kénnen
daher im folgenden davon ausgehen, daf diese Voraussetzungen erfiillt sind. Die
in diesem Kapitel vorgestellten Teilalgorithmen werden bei der Beschreibung des
Gesamtalgorithmus 10.5 in Kapitel 10 in einem ersten Schritt verwendet werden,
um die in Kapitel 3 gemachten Voraussetzungen sicherzustellen.



Kapitel 10

Der komplette Algorithmus

In diesem Kapitel beschreiben wir einen Algorithmus zur Bestimmung der Punktan-
zahl einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper der Charakteristik gréfler
drei. Dabei verwenden wir die in den vorhergehenden Kapiteln entwickelten Teilal-
gorithmen als Unterprogramme. Mit diesen Algorithmen kénnen wir in einer ersten
Phase des Algorithmus Information iiber die Gruppenordnung bestimmen, ndmlich
mogliche Werte fiir die Gruppenordnung modulo ,kleiner* Primzahlen oder Prim-
zahlpotenzen. Im ersten Abschnitt setzen wir die bisher schon angegebenen Teilal-
gorithmen zusammen und erhalten so die erste Phase des Algorithmus. Im zweiten
Abschnitt dieses Kapitels geben wir einen Algorithmus an, mit dem wir aus dieser
Information einen sehr wahrscheinlichen Kandidaten fiir die Gruppenordnung be-
rechnen kénnen. Bei diesem Algorithmus wird es sich um eine Variante des schon in
[Mii91] vorgestellten Babystep-Giantstep Algorithmus handeln. Anschlieflend kom-
binieren wir alle vorgestellten Teilalgorithmen und erhalten so eine Beschreibung des
gesamten Algorithmus zur Losung des vorgegebenen Problems. Im letzten Abschnitt
dieses Kapitels geben wir einige Hinweise zur Implementierung des Algorithmus so-
wie praktische Beispiele mit Laufzeitergebnissen an.

10.1 Die erste Phase

Im ersten Abschnitt kombinieren wir die in den vorherigen Kapiteln vorgestellten
Ideen und Teilalgorithmen. Wir stellen so einen Algorithmus vor, mit dem wir fiir
eine ungerade, von der Charakteristik p des Korpers IF, verschiedene Primzahl [
Information iiber die Gruppenordnung # E(IF,) mod [ berechnen kénnen. Dabei un-
terscheiden wir die Félle, dafl die Primzahl [ grofler oder kleiner als die Charakteristik
p des Korpers IFy ist.

Die Grundstruktur des Algorithmus ist folgendermaflen: zuerst wird ein zum [-ten
modularen Polynom Aquivalentes Polynom G;(X,Y) € IF,[X,Y] (wie in Kapitel 5
beschrieben) bestimmt. An der Anzahl der Nullstellen des Polynoms Gi(X,j(E)) €
IF,[X] iiber IF, kénnen wir mit Hilfe von Satz 4.13 und Korollar 3.12 feststellen,
ob es eine unter dem Frobenius-Endomorphismus invariante [-Gruppe gibt. Ist dies
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nicht der Fall, so bestimmen wir den Zerfillungstyp von Gi(X,j(E)) und erhalten
so eine Menge von méglichen Werten fiir ¢ mod [ (beachte dazu Tabelle 3.1). Gibt
es hingegen eine unter ¢ invariante [-Gruppe, so kénnen wir — falls p > [ ist — ein
Polynom fc(X) vom Grad (I — 1)/2 (wie in Kapitel 6 beschrieben) berechnen und
damit den Wert von ¢ mod [ exakt bestimmen.

Wir verwenden im folgenden bei der Angabe des Algorithmus immer nur zum mo-
dularen Polynom dquivalente Polynome, wie wir sie in den Abschnitten 5.1 und 5.2
beschrieben haben. In Klammern geben wir die entsprechenden Algorithmen bei
Verwendung der dquivalenten Polynome aus den Abschnitten 5.3 bzw. 5.4 an. Zur
besseren Ubersichtlichkeit verwenden wir innerhalb des Algorithmus einen Subal-
gorithmus, in dem wir alle Félle behandeln, in denen wir nur partielle Information
iiber ¢ mod [ erhalten. Diesen Subalgorithmus werden wir direkt anschlieflend be-
schreiben.

Algorithmus 10.1 [Information {iber ¢ mod []

Eingabe: ordinire elliptische Kurve E/IF,, nicht IF,-isogen zu ellipt. Kurve
mit j-Invariante 0 oder 1728, ungerade Primzahl [ # p.
Ausgabe: Menge von Méglichkeiten fiir ¢ mod [.

IF I>p (1)

THEN | Bestimme dquivalentes Polynom G;(X,Y) € IF,[X,Y] mit Al-  (2)
gorithmus 5.8 (Algorithmus 5.26).

ELSE | Bestimme dquivalentes Polynom G;(X,Y) € IF,[X,Y] mit Al-  (3)
gorithmus 5.27 (Algorithmus 5.28).

Berechne j(E) und setze Gj(X) — Gi(X, j(E)). (
Berechne dy « deg (ggT(Xq - X, GZ(X))). /* Anzahl Nullst. in IF,*/  (
IF dy>1undp>I (6
THEN | Bestimme eine Nullstelle von GI(X). (
a, (

()
~—

~—

Bestimme mégliche Werte fiir (&,b, P;) mit Algorithmus 7.3
(Algorithmus 7.6).

Bestimme Polynom fo(X) € IFo[X] mit Algorithmus 7.8. (9)
Bestimme ¢ mod [ mit Algorithmus 7.9. (10)
RETURN  {cmod}. (11)
ELSE |Setze Gi(X) < Gi(X)/ geT(X9 - X, Gi(X)). (12)
RETURN Ausgabe von Algorithmus 10.2. (13)

Anschlieflend beschreiben wir den Teilalgorithmus, den wir zur Bestimmung partiel-
ler Information anwenden werden. Dabei miissen wir die in Tabelle 3.1 angegebenen
verschiedenen Fille unterscheiden, weswegen der Algorithmus etwas uniibersichtlich
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erscheint. Auflerdem kénnen wir wie in Abschnitt 4.6 beschrieben durch die Untersu-
chung des Legendre-Symbols (773) einige mogliche Zerféllungstypen des dquivalenten
Polynoms ausschliefien.

Algorithmus 10.2 [Partielle Information|

Eingabe: d; und G;(X) wie in Algorithmus 10.1.
Ausgabe: Menge von Méglichkeiten fiir ¢ mod [.

IF dy=1 /* Zerf. typ (11) */ (
THEN | RETURN {42 /g mod [}. (
IF dy=1+1 /* Zerf. typ (1...1) */ (
THEN | Setze a « /g mod . (4
(
(
(
(

RETURN {+(a + ¢ -a~1) mod I?}.
Setze dyest — deg(él(X)).
F(f) =1

THEN | FORALL d mit d|d,es und (d —1) - dr;“ gerade, in aufstei-
gender Reihenfolge

Bmmbmdgﬁwhg@gﬂXf—ﬂﬁé%XD. (9)

IF dy>0unddy =2  /* Zerf. typ (11d...d) */ (10)

THEN | RETURN (11)
{0 e ey, oraen) = af.

IF dy>0unddy =0 /* Zerf. typ (d...d) */ (12)

THEN | RETURN (13)
{@+ D) VaGh e T, ora(eo) = daf.

ELSE | FORALL d mit d|dyest und (d — 1) - 22t ungerade, in auf-  (14)

steigender Reihenfolge |

Berechne dy — deg (ggT(X9" - X, Gy(X)). (15)

IF dy>0und dy =2  /* Zerf. typ (11d...d) */ (16)

THEN | RETURN (17)
{Gr ) aG T e w o) = dl.

IF dy>0unddy =0  /* Zerf. typ (d...d) */ (18)

THEN | RETURN (19)
{(Cd+1)' a¢ CdEIFl%OTd(Cd):d}-

Bei der Beschreibung des Algorithmus fasse man alle Quadratwurzeln natiirlich als
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Quadratwurzeln modulo [ auf. Diese Quadratwurzeln kann man entweder mit dem
schon erwihnten probabilistischen Algorithmus von Shanks (vgl. [Mii91]) oder durch
Ausprobieren bestimmen (beachte, daff [ im allgemeinen klein ist).

Damit haben wir Teilalgorithmen beschrieben, wie wir Information tiber die Spur
¢ des Frobenius-Endomorphismus einer elliptischen Kurve modulo Primzahlen [ be-
stimmen koénnen. Im folgenden Abschnitt beschiftigen wir uns damit, wie wir unter
Kenntnis von ,,geniigend” Information daraus die Ordnung der Punktgruppe bestim-
men kénnen.

10.2 Kombination der berechneten Information

Sei E eine elliptische Kurve iiber einem endlichen Koérper IF,, fiir die wir mogli-
che Werte fiir die Spur ¢ des Frobenius-Endomorphismus @5 modulo Primzahlen
bzw. Primzahlpotenzen [; fiir ¢ = 0,...,k kennen. Dabei nehmen wir weiterhin an,

daf} das Produkt aller Moduln /; grofler als die Gréfle des Hasse-Intervalls ist, d.h.

k
H l; > 4\/6.
=0

Wir werden in diesem Abschnitt einen Algorithmus vorstellen, wie wir aus diesen
Informationen einen Kandidaten fiir die Gruppenordnung von E(IF,) bestimmen
konnen. In der Praxis ist dieser Kandidat ,,immer“ die gesuchte Gruppenordnung.

Sei mg das Produkt aller Moduln /;, fiir die wir ¢ mod I; exakt kennen. Mit Hilfe
des Chinesischen Restsatzes kénnen wir eine Zahl ¢3 € {0,..., m3 — 1} bestimmen,
so daf} ¢ = ¢3 mod mg gilt. Alle weiteren Moduln /; werden auf zwei Mengen Lq, Lo
aufgeteilt. Aus der Liste der moglichen Werte fiir ¢ modulo der Elemente in L
bestimmen wir mit dem Chinesischen Restsatz die Menge C; aller méglichen Werte
fiir ¢ modulo dem Produkt m aller Primzahlen (bzw. Primzahlpotenzen) in Ly. Auf
analoge Weise berechnen wir aus der Menge Ly eine Zahl my und eine Menge Cy
von moglichen Werten fiir ¢ mod my. Dabei werden Ly und Ly so gewdhlt, dafl die
Mengen Cy und Cy ungefihr gleich viele Elemente enthalten, insbesondere soll keine
der Mengen C;,i = 1,2 leer sein (d.h. m; > 1 fiir 7 = 1,2). Dann gilt

e ¢ = ¢; mod mq, wobei ¢; € Cy,
e ¢ = ¢y mod mg, wobei ¢y € Cy,
e ¢ = c3mod ms.

Man beachte, dafl wir die Mengen Cy und C3 berechnen koénnen, aber die Werte
von ¢; und ¢y nicht kennen. Die Elemente der Mengen C;,¢ = 1,2 sind modulo m;
eindeutig bestimmt, so dafl wir davon ausgehen koénnen, daf alle Mengenelemente
verschieden modulo m; sind. Dann existieren ganze Zahlen r; € ZZ, « = 1,2, so daf}
sich die Spur ¢ des Frobenius-Endomorphismus ®g in der folgenden Art und Weise
schreiben 148t:

¢c = cz+mg-(mira+mar). (10.1)
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Die Existenz einer solchen Darstellung folgt direkt aus dem Chinesischen Restsatz.
Andererseits folgt wegen des Restverhaltens der Spur c¢ fiir die Zahlen r;

r1 = (¢1 — ¢3) (my m3)_1 mod my und ry = (c2 — ¢3) (1 m3)_1 mod my.

Leider kennen wir die Zahlen ¢; und ¢y nicht, aber wir kennen jeweils eine Menge von
Méglichkeiten (ndmlich C;, ¢ = 1,2),in denen sich ¢; bzw. ¢3 befindet. Damit kénnen
wir mit Hilfe dieser Formel fiir alle Elemente ¢; , € C;, ¢ = 1,2 korrespondierende
Zahlen r; s bestimmen und dann alle Kombinationsmoglichkeiten durchtesten, bis
wir die korrekten Zahlen rq, ry aus (10.1) gefunden haben. Wir bestimmen also fiir
1< s <#Cq baw. 1 < s < #Cy Zahlen

T1,s = (€1,6 — €3) (M2 m3)_1 mod my und res = (25— €3) (M m3)_1 mod ms.
(10.2)

Das Testen aller Moglichkeiten in (10.1) fithren wir dann geschickt mit einer Baby-
step-Giantstep Strategie durch. Dazu miissen wir festlegen, welches Vertretersystem
wir fiir die Restklassen c3, ¢; s und ¢y ; wihlen. Nehmen wir dazu an, dafl wir fiir ¢3
den kleinsten positiven Rest und fiir die Restklassen 7 s die absolut kleinsten Reste
gewdhlt haben; es gilt also fiir alle 1 < s < #C4

0 < ¢3 < m3 und [_?IJ < 1 < [%J

Dann erhalten wir die folgende Gréflenabschitzung fiir die Zahl ry aus (10.1).
Lemma 10.3 In dieser Situation gilt |ra] < meo.

Beweis: Wir formen Gleichung (10.1) um und erhalten so

Cc—C,
e T MaT 1
9 = _— = (6—63—‘m2m37‘1).
ma mq ms

Wegen der Bedingung an das Produkt aller verwendeten Moduln gilt |¢] < 2,/g <
(my mgmg)/2. Unter Verwendung der Abschitzung fiir ¢, und ¢3 erhalten wir
daraus

my 1 my
r < 4=+
Ir2 > T T
Hieraus folgt die Behauptung des Lemmas, denn 7, muf eine ganze Zahl sein. W

Die Idee zur Bestimmung der Zahlen ¢; und ¢y ist nun folgendermafien: fiir einen
zufilligen Punkt P € E(IF,) gilt wegen des Satzes von Lagrange (beachte #E(IF,) =

¢+1-c)
(¢+1)-P = ¢-P = (03-|—'m3-(m1r2-|—mz'r1))-P.
Durch Umformung dieser Gleichung erhalten wir

(¢g+1—¢3)-P—rymgmg-P = rymymg-P.
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Damit berechnen wir mit Formel (10.2) alle Zahlen 7, fiir 1 < s < #Cy als absolut
kleinsten Vertreter modulo mq und berechnen dann damit alle Punkte

(¢g+1—c3)-P—rysmgmg- P.

Diese Punkte speichern wir zusammen mit dem entsprechenden Zahlen r; ; in einer
Tabelle ab. Diesen ersten Teil des Algorithmus nennen wir die Babystep-Phase.
Anschlieflend berechnen wir mit (10.2) alle Restklassen 7y 4 fiir 1 < s < #C5. Dabei
wihlen wir als vollstindiges Restsystem modulo my die Menge {—my,...,—1} und
stellen alle Restklassen ry , in diesem Restsystem dar. Fiir alle diese ,,Zahlen* ry ,
berechnen wir dann die Punkte

r,s My mg3 - P und (ro,s + mg)mymg-P = rysmqyms- P+ mqymymg- P

(bzw. zusétzlich noch my mgmg - P fiir 735 = —my) und testen, ob einer dieser
beiden (drei) Punkte in der in der Babystep-Phase berechneten Tabelle vorkommt.
Nach obigem Lemma 10.3 reicht es aus, nur diese beiden (bzw. drei) Zahlen aus der
Restklasse ry 5 zu testen. Finden wir einen Punkt, der schon in der in der Babystep-
Phase berechneten Tabelle vorkomint, so kennen wir Zahlen ] und r}, fiir die gilt

(¢+1—c3—rimagmz)-P = rhmyms-P

(beachte, daB in der Babystep-Tabelle die entsprechende Zahl 7y, mit abgespei-
chert wird). Damit kennen wir ein Vielfaches der Ordnung des Punktes P in dem
durch den Satz von Hasse vorgegebenen Intervall. Wie in [Mii91] schon gezeigt, ist
es fiir einen zufilligen Punkt im allgemeinen sehr wahrscheinlich, daf§ die Ordnung
dieses Punktes grofier als 4, /g ist. In diesem Fall muf} das berechnete Vielfache der
Punkteordnung genau die gesuchte Gruppenordnung von E(IF,) sein. Probabilistisch
kénnen wir dies durch Wahl ,einiger” weiterer zufilliger Punkte iiberpriifen. Schei-
tert einer dieser Tests, so wissen wir, dafl die berechnete Zahl nicht die Gruppen-
ordnung ist, und wir kénnen versuchen, durch Faktorisierung der Zahl die Ordnung
von P und so einen Teiler der Gruppenordnung #E(IF,) zu bestimmen. Anson-
sten kennen wir einen ,,wahrscheinlichen“ Kandidaten fiir die Gruppenordnung. Wir
werden in Kapitel 11 einen Algorithmus angeben, mit dem wir die Korrektheit einer
solchen ,,wahrscheinlichen“ Gruppenordnung beweisen kénnen. In der Praxis war es
bei unserer Implementierung allerdings immer der Fall, daf eine solche ,,wahrschein-
liche* Gruppenordnung auch die exakte Gruppenordnung von E(IF,) war.

Wir schreiben diese Ideen nun in Form eines Algorithmus auf. Alle in dieser Beschrei-
bung verwendeten Symbole sollen dieselbe Bedeutung wie bei dieser Beschreibung
der Idee besitzen, insbesondere soll das Produkt mj mgms grofer als 4,/q sein.
In dem Algorithmus wird wie schon in fritheren Algorithmen ein zufilliger Punkt
gewéihlt. Dies kann mit folgendem schon in [Mii91] beschriebenen Algorithmus ge-
schehen: wihle = € IF, zufillig und teste, ob 2> + az + b ein Quadrat in IF, ist. In
diesem Fall bestimmen wir eine Quadratwurzel y aus diesem Wert und erhalten einen
zufilligen Punkt P € E(IF,) als (z,y); ansonsten wihlen wir ein anderes zufilliges
Element z € IF, und wiederholen das Verfahren. Das Testen auf ein Quadrat kann
mit dem in Lemma 2.24 (Seite 18) angegebenen Kriterium erfolgen, zur Bestimmung
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einer Quadratwurzel konnen wir den Ressol-Algorithmus von Shanks (siehe [Mii91])
verwenden.

Algorithmus 10.4 [Kombination der partiellen Informationen]

Eingabe: elliptische Kurve E/IF,, Mengen C; moglicher Werte fiir ¢ mod m;,
(i = 1,2) wie beschrieben, ¢3 € {0,...,mz — 1} mit ¢ = ¢35 mod ms.
Ausgabe: ,wahrscheinliche* Gruppenordnung # E(IF,).

Wihle zufillig P € E(IF,). (1)
Setze Qo —(¢+ 1 —c3) - P, Q1 —(mam3) - P, Qz (mims3)- P, (2)
Q3 — (mymgms)- P, h 0.

FORALL z € C, (3)
Setze | = (2 — ¢3) (mam3)™! mod my mit [=5] < rf < [Zr]. (4)
Berechne H « Qg — r} - Q1 und speichere (H,r}) in einer Tabelle.  (5)

FORALL y€ C, (6)
Setze 1, = (y — ¢3) (mym3)™! mod my mit —my < 1 < 0. (7)
IF 7}, = —my und (@3, ') existiert in Tabelle (8)
THEN | Setze h + ¢+ 1 — c3 — ' mgm3 + mq my ma3. (9)
Berechne Punkte Hy « 75 - Q2 und Hy «— 1y - Q2 + Q3. (10)
IF Eintrag (Hy, ') existiert in Tabelle (11)
THEN | Setze h « ¢+ 1 — c3 — ' mgmz — vl my ms. (12)
IF Eintrag (Ha,r') existiert in Tabelle (13)
THEN | Setze h «— g+ 1 — ¢3 — r"'mgms — (15 + mz) mq ms. (14)
IF h-P'= O fir ,mehrere“ zufillige Punkte P’ € E(IF,) (15)
THEN | RETURN ,wahrsch. Gruppenordnung® h. (16)
ELSE | Faktorisiere h. (17)

Bestimme Ordnung von P durch Ausprobieren aller (18)
Teiler.
Veridndere c3, m3 entsprechend und beginne wieder in (1). (19)

Offensichtlich muf§ der Algorithmus bei korrekter Eingabe terminieren, denn alle
Kombinationen der sich aus den Mengen C7 und C5 ergebenden Werte werden durch-
probiert, so dafy mit Sicherheit auch die beiden ,korrekten* Zahlen ry und r, getestet
werden. Fiir diese Zahlen terminiert der Algorithmus dann in Schritt (14). Fiir die
Laufzeit des Algorithmus ist die Grofle der beiden Mengen C7 und C; bestimmend,
denn schlimmstenfalls miissen wir ungefihr #Ci + 2 #C; viele Punktadditionen
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durchfiihren. In der Praxis sollte man daher — falls es der zur Verfiigung stehen-
de Hauptspeicher zuldfit — beide Mengen ungefihr gleich grofl wihlen. Wir werden
zum Abschluf dieses Kapitels einige praktische Ergebnisse unserer Implementierung
dieses Algorithmus angeben.

10.3 Der Gesamtalgorithmus

Kombinieren wir alle diese Teilalgorithmen, so erhalten wir den folgenden Gesamtal-
gorithmus, der das in dieser Arbeit behandelte Problem der Bestimmung der Grup-
penordnung einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper der Charakteristik
grofer drei 16st:

Algorithmus 10.5 [Gesamtalgorithmus]

Eingabe: elliptische Kurve E = (a,b) iiber IF,,.
Ausgabe: ,wahrscheinliche® Gruppenordnung # E(IF,).

IF E supersinguldr (Test mit Algorithmus 9.2) (1)

THEN | RETURN  ,wahrscheinliche* Gruppenordnung (Ausgabe (2)
von Algorithmus 9.2).

IF E IF,isogen zu Kurve mit j-Inv. 0, 1728 (Algorithmus 9.5) (3)

THEN | RETURN ,wahrscheinliche* Ordnung (Ausgabe von Algo- (4)
rithmus 9.5).

Initialisiere Menge C' aller bisherigen Moglichkeiten und Produkt m  (5)
aller Moduln.

Setze [ «— 3. (6)
Berechne Information iiber ¢ mod ! mit Algorithmus 10.1. (7)
Bestimme neue Menge C (Chinesischer Restsatz). (8)
Setze m < m - [, | — néchste Primzahl. (9)

UNTIL m > 4,/q. (10)

Berechne Mengen Cq, Cy und mq, mg, ms (vgl. Abschnitt 10.2). (11)

Wende Babystep-Giantstep Algorithmus 10.4 an. (12)

RETURN ,wahrscheinliche Gruppenordnung als Ausgabe von Algo- (13)

rithmus 10.4.

Wir haben uns bei dieser Beschreibung auf die Bestimmung von Information iiber
die Gruppenordnung modulo Primzahlen beschrinkt. Wie wir in Kapitel 8 gezeigt
haben, kénnen wir unter Umstinden auch Information iiber die Gruppenordnung
modulo Potenzen von Primzahlen bestimmen. Dies ist in der Praxis allerdings nur
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selten der Fall, da die in den Algorithmen 8.4 bzw. 8.5 verwendeten Polynome in
der Regel einen Grad besitzen, der fiir praktische Berechnungen zu grof ist. Den-
noch kann man Algorithmus 10.5 leicht modifizieren, so dafl auch Potenzen von
Primzahlen benutzt werden kénnen.

10.4 Implementierung und praktische Erfolge

In diesem Abschnitt werden wir die Beschreibung unserer Implementierung fiir
Primkoérper aus den Abschnitten 5.6 und 7.4 fortsetzen. Auflerdem werden wir einige
mit dieser Implementierung berechnete Gruppenordnungen angeben, darunter auch
den zur Zeit bestehenden ,,Weltrekord*, die Ordnung einer elliptischen Kurve iiber
einem Primkoérper mit 425-stelliger Charakteristik. Eine ausfiihrliche Beschreibung

der Implementierung mit vielen weiteren praktischen Beispielen findet man in [Le94]
und [Ma94].

Da in den beschriebenen Algorithmen iiberwiegend Operationen mit Polynomen
iiber IF), stattfinden, ist es sehr wichtig, eine sehr effiziente Polynomarithmetik zu
verwenden. Die von uns benutzte Arithmetik verwendet zur Multiplikation von Poly-
nomen eine Variante der FFT-Methode (analog zu der Beschreibung der Arithmetik
fiir Fourierreihenentwicklungen aus Abschnitt 7.4). Dies hat sich bei unseren Rech-
nungen als absolut notwendig erwiesen (betrachte etwa nur die enormen Laufzeiten
zur Berechnung von Y” mod f¢(X ) aus Tabelle 7.3). Eine genaue Beschreibung die-
ser Arithmetik findet man in [Sh95]. Dort findet man auch bessere Algorithmen
zur Bestimmung des Zerfillungstyps eines Polynoms, die wir in Algorithmus 10.2
(Bestimmung partieller Information mit Hilfe der Idee von Atkin) verwenden.

Fiir grofie Primzahlen [ (z.B. I > 500) haben wir mit unserer praktischen Imple-
mentierung festgestellt, dafl es nicht sinnvoll ist, den exakten Zerfillungstyp des
[-ten dquivalenten Polynoms zu bestimmen. Wir berechnen nur noch die Anzahl der
Nullstellen des dquivalenten Polynoms in IF),, so dafl wir wissen, ob eine unter ®g
invariante [-Gruppe existiert oder nicht. Existiert eine solche Gruppe, so kénnen
wir mit Hilfe des in Kapitel 7 geschilderten Verfahrens die Spur modulo [ exakt
ausrechnen. Dabei wirkt sich die Laufzeitzunahme durch die gréfiere Anzahl von
Moglichkeiten fiir den gesuchten Eigenwert nicht so stark aus wie die Bestimmung
des exakten Zerfillungstyps des [-ten dquivalenten Polynoms. Existiert andererseits
keine unter ® g invariante /-Gruppe und ist der Zerfillungstyps des I-ten dquivalen-
ten Polynoms (dd...d), so erhalten wir mit Tabelle 3.1 ¢(d) viele Moglichkeiten
fiir ¢ mod I. Fiir grofle Werte von [ ist diese Anzahl oft auch ,sehr grof“, so daf
wir nur wenig neue Information erhalten. In der Praxis ist es daher sinnvoller, eine
neue Primzahl I’ zu testen und zu hoffen, daff eine unter ® invariante !I’-Gruppe
existiert.

Heuristisch kann man annehmen, daf etwa fiir jede zweite Primzahl [ eine unter &g
invariante I-Gruppe in E(TF,) existiert. Damit kénnen wir fiir ungefihr jede zweite
Primzahl [ die Gruppenordnung modulo [ exakt berechnen. Nach unseren prakti-
schen Erfahrungen stimmt diese Annahme mit der Praxis iiberein. Dies gewinnt an
Bedeutung, denn die Abbruchbedingung aus Algorithmus 10.5 (Schritt (11)) muf
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in der Praxis gedndert werden. Bricht man die Repeat-until Schleife in Schritt (11)
schon dann ab, wenn das Produkt der verwendeten Moduln grofier als 4,/ ist, so
ist in der Regel die Anzahl der zu testenden Mo&glichkeiten fiir die Gruppenordnung
sehr grof8. Daher berechnen wir fiir weitere, noch nicht benutzte ungerade Primzah-
len [ Information iiber die Gruppenordnung modulo [ und verindern die Mengen C;
(vgl. Algorithmus 10.4) so, daff sie moglichst klein sind, das Produkt aller verwen-
deten Moduln aber gréfier als 4,/p bleibt (siehe [Ma94]).

In der Tabelle 10.1 (Seite 154) geben wir einige Laufzeiten fiir verschieden grofie
Charakteristiken p an. Auflerdem beschreiben wir die Aufteilung der Laufzeiten auf
die zwei wichtigen Teilbereiche des Algorithmus, die (unter Umsténden nicht exakte)
Bestimmung des Zerféllungstyps und die exakte Bestimmung der Spur modulo /.

Auch bei der Implementierung des Babystep-Giantstep Algorithmus 10.4 konnten
einige praktische Verbesserungen erreicht werden. So kann man die Berechnung
der verschiedenen Punkte in der Babystep- und der Giantstep-Phase mit Hilfe ver-
schiedener Tabellen zusdtzlich beschleunigen. Auflerdem kann man durch ,paralle-
le“ Punktaddition eine Beschleunigung erreichen (siche dazu [LMMS94]). Das Pro-
blem des Suchens in der in der Babystep-Phase berechneten Tabelle 16sen wir, indem
wir die Tabelle nach ihrer Berechnung mit Quicksort sortieren, so daff wir mit bindrer
Suche in der Giantstep-Phase suchen kénnen. Eine weitere Verbesserung ergibt sich,
wenn man die in der Tabelle berechneten Punkte nicht komplett abspeichert, son-
dern nur z.B. ein Computerwort abspeichert. Diese auf Hashing basierende Vorge-
hensweise fiihrt zu deutlich kleineren Tabellen (den bendtigten Hauptspeicherbedarf
betreffend). Alle diese Ideen sind in [Ma94] genauer beschrieben. Allerdings haben
diese Verbesserungen fiir grofie Charakteristiken keinen signifikanten Einflufl auf die
Gesamtlaufzeit, wie wir im folgenden sehen werden.

Mit dieser Implementierung wurde der bis Ende Januar 1995 bestehende Weltre-
kord erzielt. Dabei handelt es sich um die Berechnung der Gruppenordnung der
elliptischen Kurve

E: 4> = &%+ 9051969z + 11081969

iiber dem Primkoérper mit Charakteristik p = 10%?* + 627. Dies ist der kleinste
Primkérper mit 425-stelliger Charakteristik. Dabei berechneten wir die Gruppen-
ordnung als #E(FF,) = p+ 1 — ¢ mit

c = 10793502839718403815979271169687038261967\
60664599955731756043543084975529708148014)\
44768761076367447678284535514166255149888\
46356196947357006953718076948334276006825\
51695403149525327725859334052832782036232\
32712243.

Diese Gruppenordnung konnte mit dem im folgenden Kapitel vorzustellenden Al-
gorithmus 11.2 leicht als korrekt bewiesen werden, denn die Gruppenordnung kann
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schnell als
#E(F,) = 2?-3-47%.61-352201-p391

faktorisiert werden. Zur Berechnung dieser Gruppenordnung war eine Gesamtlauf-
zeit von 3064 Stunden notwendig. Aus diesen enormen Rechenzeiten wird deutlich,
daf} die Gruppenordnung elliptischer Kurven iber solch grofien Korpern nur mit
Hilfe einer verteilten Implementierung iiber ein Netz von Workstations berechnet
werden kann, wenn man akzeptable Real-Zeiten erwartet. Dazu werden verschiede-

ne Primzahlen [ auf einem Netz von Workstations verteilt und dort parallel berechnet
(ndheres dazu siehe in [Ma94] und [LMMS94]).

Im folgenden geben wir noch einige Details zu den vier gréfiten von uns bisher
berechneten Gruppenordnungen an. Dabei haben wir die Ordnung einer elliptischen
Kurve tiber dem kleinsten Primkérper mit 303, 375, 400 bzw. 425 Dezimalstellen
berechnet. Wir erhielten bei diesen Berechnungen die folgenden Daten (seien dabei
Elkies-Primzahlen solche Primzahlen [, fiir die wir ¢ mod ! exakt berechnen kénnen).
Man sollte beachten, dafl sich durch Verbesserungen im Programm die Laufzeiten
fiir 375-stellige und 400-stellige Charakteristik nicht sehr unterscheiden.

303-stellige Charakteristik

p=10%24399, E = (90569,110869)

o #E(IF,) =p+1— ¢ mit

c = - 7839209985339525998205342636192001225627161313312\
2869297894663589532006315185687534745683930174776\
4183674824929429267442210123370831327609232244115\
6548 .

127 verschiedene Primzahlen [ < 787 benutzt, davon 55 Elkies-Primzahlen
(43.3%)

Uberpriifung von 7 - 10% Méglichkeiten mit Algorithmus 10.4: 40 min

Laufzeit zur Berechnung der Zerfillungstypen: 911 Stunden (759 MiPS Tage)

Laufzeit zur Berechnung der Spuren: 421 Stunden (351 MiPS Tage)

Gesamtlaufzeit: 1332 Stunden (1110 MiPS Tage)

375-stellige Charakteristik

p=103*4+169, E = (9051969,11081969)

o #E(IF,) =p+1— ¢ mit
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c = 66515880622942259450404201980659722700703805586159\
21954875689416574608874172702047221235742840908900\
76694286008710131839030508234600082299764940462429\
8517744129349701163422706189949782368 .

137 verschiedene Primzahlen I < 839 benutzt, davon 70 Elkies-Primzahlen
(51.1%)

Laufzeit des Babystep-Giantstep Algorithmus 10.4: 2 min

Laufzeit zur Berechnung der Zerfillungstypen: 1295 Stunden (1080 MiP$S Ta-
ge)
Laufzeit zur Berechnung der Spuren: 821 Stunden (685 MiPS Tage)

Gesamtlaufzeit: 2117 Stunden (1765 MiPS Tage)

400-stellige Charakteristik

p =103+ 1311, E = (9051969,11081969)

#E(IF,) =p+1— cmit

c = - 4083595752328558737767459320158969017048131048884887\
9553392632493348404227523700811458430087253806736424\
2227373953687144369309802275224752866743076345067096\
83630637811753438678288722190241065357968015.

145 verschiedene Primzahlen [ < 857 benutzt, davon 73 Elkies-Primzahlen
(50.3%)

Uberpriifung von 15360 Moglichkeiten mit Algorithmus 10.4: 30 min

Laufzeit zur Berechnung der Zerfillungstypen: 1339 Stunden (1116 MiPS Ta-
ge)
Laufzeit zur Berechnung der Spuren: 893 Stunden (744 MiPS Tage)

Gesamtlaufzeit: 2232 Stunden (1860 MiPS Tage)

425-stellige Charakteristik

p= 101214627, E = (9051969,11081969)

#E(IF,) =p+1— cmit
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c = 1079350283971840381597927116968703826196760664599955731\
7560435430849755297081480144476876107636744767828453551\
4166255149888463561969473570069537180769483342760068255\
169540314952532772585933405283278203623232712243.

151 verschiedene Primzahlen [ < 983 benutzt, davon 77 Elkies-Primzahlen
(51.0%)

Uberpriifung von 5 - 10 Méglichkeiten mit Algorithmus 10.4: 30 min

Laufzeit zur Berechnung der Zerfillungstypen: 1736 Stunden (1447 MiPS Ta-
ge)
Laufzeit zur Berechnung der Spuren: 1326 Stunden (1105 MiPS Tage)

Gesamtlaufzeit: 3062 Stunden (2552 MiPS Tage)

Dieses letzte Beispiel verdeutlicht die Notwendigkeit und Niitzlichkeit einer verteilten
Implementierung des Algorithmus. Die Berechnung konnte auf einem Netz von 50
Workstations SPARC ELC in ungefihr einer Woche Real-Zeit berechnet werden.

Damit haben wir unsere Implementierung von Algorithmus 10.5 beschrieben. Die
angegebene Laufzeiten machen deutlich, dafl dieser Algorithmus auch in der Praxis
sehr gut anwendbar ist. Im folgenden Kapitel werden wir zum Abschluf} dieser Arbeit
einen Algorithmus beschreiben, mit dem wir die Korrektheit einer vorgegebenen
,wahrscheinlichen“ Gruppenordnung beweisen kénnen.
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Tabelle 10.1: Laufzeiten von Algorithmus 10.5

Angegeben wird die Anzahl der Dezimalstellen der Charakteristik p (p ist da-
bei die kleinste Primzahl mit dieser Dezimalstellenanzahl), die Gesamtlaufzeit
zur Bestimmung der Gruppenordnung #E(IF,) fir die elliptische Kurve E =
(9051969, 11081969) sowie der Laufzeitanteil, der zur (partiellen) Bestimmung des
Zerfallungstyps der dquivalenten Polynome bzw. zur Bestimmung der Spur modulo
[ (vgl. Kapitel 7) benotigt wird. Die Zeiten wurden auf einem Rechner mit SPARC
ELC-Prozessor berechnet. Beachte, daf} die Bestimmung des Zerfallungstyps immer
ungefihr 60 % der Gesamtlaufzeit ben6tigt.

H dd(p) H Gesamtlaufzeit Zerfallungstyp Spurberechnung H
10 2  sec 2 sec < 1 sec
20 21  sec 13 sec 8 sec
30 1 min 33 sec 53 sec 40 sec
40 4 min 24 sec 3 min 24 sec 1 min 0 sec

50 20 min 43 sec 14 min 27 sec 6 min 16 sec
60 33 min 51 sec 21 min 30 sec 12 min 21 sec
70 53 min 43 sec 31 min 45 sec 21 min 37 sec

80 1 h 41 min 1 2  min 38 min 14 sec
90 2 h 36 min 1 45 min 50 min 48 sec
100 6 h 38 min 4 13 min 2 h 19 min
110 6 h 14  min 4 17 min 1 h 55 min
120 11 h 4 min 6 42 min 4 h 21 min
130 12 h 59 min 8 20 min 4 h 38 min
140 27 h 46 min | 19 35 min 8 h 8 1min

150 29 h 10 min 17
175 80 h 31 min | 54
200 || 147 h 48 min | 88
2251190 h 42 min | 123
250 || 328 h 2 min | 200
275 || 469 h 36 min | 252

51 min 11 h 17  min
13 min| 26 h 15 min
16 min | 59 h 27 min
1 min| 67 h 36 min
30 min | 127 h 24  min
2 min | 217 h 23 min

sE e R e R R e e e B




Kapitel 11

Verifikation der
Gruppenordnung

Der Algorithmus, den wir in dem vorigen Kapitel vorgestellt haben, berechnet einen
wwahrscheinlichen“ Kandidaten fiir die Ordnung der Punktgruppe E(IF,) fiir eine
gegebene elliptische Kurve E iiber dem endlichen Ké&rper IF,. In der Praxis war
es ,immer* so, daf§ dieser ,wahrscheinliche* Kandidat auch der korrekte Wert der
Gruppenordnung war. Oft m6chte man aber auch einen Beweis dafiir haben, daf
diese vermeintliche Ordnung wirklich die korrekte Gruppenordnung ist. In diesem
Kapitel stellen wir einen Algorithmus vor, der einen solchen Beweis liefert. Der
erste Abschnitt beschéftigt sich mit der Beschreibung der dem Algorithmus zugrun-
deliegenden Idee. Anschlieflend formulieren wir den Algorithmus und beweisen die
Terminierung des Algorithmus.

11.1 Beschreibung der Idee

Sei Ej eine elliptische Kurve iiber dem endlichen Kérper IF,, fiir die wir den , wahr-
scheinlichen* Wert e; = ¢ 4+ 1 — ¢ fiir die Gruppenordnung # E;(IF,) kennen. Dabei
bedeutet ,,wahrscheinlich“, dafi wir fiir mehrere zufillige Punkte P € E4(IF,) iiber-
prift haben, dafl e; - P = O gilt. Wir wollen nun beweisen, daf} diese Zahl e; wirklich
die korrekte Gruppenordnung von E;(IF,) ist. Dabei kénnen wir voraussetzen, daf
e1 in dem durch den Satz von Hasse (Satz 2.4) vorgegebenen Losungsintervall liegt.
Zuerst nutzen wir aus, dafl wir — unter der Annahme, dafl #E;(IF,) = e; korrekt ist
— mit Hilfe von Lemma 2.24 eine elliptische Kurve E;3/IF, kennen, die die Ordnung
#Ey(TF,;) = ¢+1+c¢ = ey besitzt. Wir bestimmen dann eine Teilfaktorisierung dieser
beiden Zahlen e; und e;. Nehmen wir etwa an, wir kennen alle Teiler von e; und ey
kleiner als eine vorgegebene Schranke B, etwa

er. = firw und e2 = fa-us,

wobei f; (¢ = 1,2) komplett faktorisierte Potenzprodukte von Primzahlen kleiner
als B und u; (i = 1,2) der verbleibende Rest (d.h. Potenzprodukte von Primzahlen
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grofer als B oder Eins) sind. Diese Teilfaktorisierungen konnen wir beispielsweise
durch Probedivision berechnen.

Wir bestimmen dann zu beiden elliptischen Kurven E; und E; jeweils eine Unter-
gruppe der Ordnung f] - u} (i = 1,2), wobei f/ ein (bekannter) Teiler von f; und u}
ein (unbekannter) Teiler von w; ist. Zur Bestimmung solcher Untergruppen wihlen
wir zufillig Punkte Py € Ei(IF,) und P, € Ey(IF,) und betrachten die von diesen
Punkten erzeugte Untergruppe. Dabei sollten wir zuerst natiirlich iberpriifen, ob
(¢g+1—¢)- Py =0Obzw. (¢+1+4¢)- P, = O (auf den jeweiligen Kurven) erfiillt
ist. Ist dies nicht der Fall, dann haben wir sicherlich bewiesen, dafl unsere Eingabe
e1 nicht die korrekte Gruppenordnung war. Folgendes Lemma liefert ein einfaches
Kriterium zur Bestimmung der Ordnung der so erzeugten Untergruppen.

Lemma 11.1 Sei P € E(IF,) ein beliebiger Punkt der elliptischen Kurve E und sei
fir ein Vielfaches der Ordnung von P eine Foktorisierung f - u bekannt, wobei f
ein Potenzprodukt von bekannten Primzahlen kleiner als eine Schranke B und u der
verbleibende Rest ist. Sei die Ordnung des Punktes P gegeben als ord(P) = f'- 4/,
wobei f' ein Teiler von f und u' ein Teiler von u ist. Dann gilt fir die Ordnung des
Punktes ¢) = u- P

od(@) = f.

Beweis: Sei etwa u = o' -u” und f = f'- f”. Offensichtlich gilt dann
f/_Q — f/"LL'P — f’-u’-u"-P — ull_(f/_u/_P) — O

und damit ist die Ordnung von @ ein Teiler von f'.

Nehmen wir an, dafl ord(Q) = f ein echter Teiler von f ist. Dann betrachten wir
den Punkt H = f-u'- P. Die Ordnung von H muf} ein Teiler von u” sein, denn nach
unserer Annahme gilt

W' -H =u"-(f-u/-P)=f-u-P=FfQ = 0.

Da H nicht der Nullpunkt ist (beachte die Ordnung von P), mufl «” > 1 sein. Falls
w = 1 war, haben wir damit einen Widerspruch erreicht. Nehmen wir daher an, u
ist echt grofer als Eins. Dann gilt

(- (@) rovr o

Dies ist aber ein Widerspruch, denn alle Primteiler von (f’/f) > 1 sind kleiner und
alle Primteiler von u” > 1 gréfler als B; beide Zahlen sind jedoch Vielfache der
Ordnung von H. Damit kann die Ordnung von @ kein echter Teiler von f’ sein und
das Lemma ist bewiesen. |

Sei die Ordnung der beiden Punkte nun ord(P;) = f/ - ul, wobei f!, u} die iiblichen

Bedingungen erfiillen sollen. Da wir die komplette Faktorisierung der Zahlen f; ken-
nen, kénnen wir mit Hilfe dieses Lemmas die Zahl f/ berechnen. Dazu bestimmen
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wir die Ordnung der Punkte w; - P;, (i = 1,2), indem wir durch Ausprobieren den
kleinsten Teiler f! von f; mit f!-u,;-P; = O bestimmen. Genauso einfach kénnen wir
iiberpriifen, ob die unbekannten Werte ) gréfier als Eins sind. Diese sind ndmlich
genau dann gréfler als Eins, wenn f! - P; # O ist.

Sei die korrekte Gruppenordnung von E; gegeben als #E;(IF,) = ¢+ 1 — C und
damit die korrekte Ordnung des Twists #EQ(IF(I) = ¢+ 14 C. Dann ist die Ordnung
ord(P;) = f! - u; von P; sicherlich ein Teiler von |C' — ¢|. Wir beachten, daff dies fiir
beide elliptische Kurven F; und FE; gilt. Damit wissen wir, dafl sogar

keV(fi-ui, f-wy) = keV(fi, f5) - keV(uy, u3) (11.1)

ein Teiler von |C — ¢| ist. Falls u} und u) teilerfremd sind, ist sogar
keV(f1, f2) - w1 - up

ein Teiler von |C — ¢|. Die Teilerfremdheit von u} und «} 1ift sich durch folgende
Uberlegungen hiufig feststellen. Wir wissen, daB die Zahlen u! Teiler von e; sind
und nur Primfaktoren grofler als B besitzen. Insbesondere ist u) damit ein Teiler
von e;/ f;. Damit ist der grofite gemeinsame Teiler der beiden Zahlen u{ und u} ein

Teiler von
€1 €2
¢ = e (2.
AR
Insbesondere folgt aus d = 1 die Teilerfremdheit von u} und u}. Ist d > 1, so kénnen
wir den grofiten gemeinsamen Teiler von u} und u), nach oben durch d abschétzen.
Damit gilt fiir u; > 1, (i = 1,2) in jedem Fall

! ! 2
uf - ub B

! !
= — > —.
ke V(v uz) geT(uj,uy) = d

Schitzen wir damit das kleinste gemeinsame Vielfache aus (11.1) ab, so erhalten wir
kgV(fi, f3)- %2 falls uf, uf > 1.

keV(F - ul, fh-ub) > { keV(fi,f2) - B falls «j = 1 fiir genau ein 7 € {1,2}.
keV(f1, f3) falls wf = u) = 1.

Schitzen wir die Differenz |C — ¢| nach oben ab, so erhalten wir aus dem Satz von
Hasse

C—d < 4/

Ist also die untere Abschétzung fiir kgV(f{ - ul, f5 - uy) echt grofer als 4, /g, so muf
|C — ¢| gleich Null sein, d.h. unsere Eingabe muf} die korrekte Gruppenordnung sein.
Ansonsten konnen wir neue Punkte P; wihlen oder den Parameter B vergroflern
und damit e; und ey weiter faktorisieren.

Im folgenden Abschnitt werden wir diese Ideen in Form eines Algorithmus auf-
schreiben. Die Korrektheit des Algorithmus folgt dann direkt aus den bis jetzt be-
schriebenen Tatsachen, wenn wir zeigen kénnen, daf§ der Algorithmus mit Sicherheit
terminiert. Diese Frage werden wir in Abschnitt 11.3 untersuchen.
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11.2 Beschreibung eines Algorithmus zur Verifikation

Mit den im vorigen Abschnitt beschriebenen Ideen formulieren wir den folgenden
Algorithmus, der die Korrektheit einer ,wahrscheinlichen“ Gruppenordnung einer
elliptischen Kurve beweist.

Algorithmus 11.2 [Korrektheit einer ,,wahrscheinlichen* Ordnung]

Eingabe: elliptische Kurve E; = (a,b) € IFZ, ,2wahrscheinliche* Ordnung e; =
¢+ 1—cvon E(IF,) im Losungsintervall.

Ausgabe: ey korrekte Gruppenordnung” oder ,eq nicht korrekte Gruppenord-

nung® .
Wiihle d « Nichtquadrat in IF}. (1)
Setze Ey « (d* - a,d®-b) und ez « ¢+ 1+ c. (2)
Wihle Faktorisierungsschranke B. (3)
Berechne Teilfaktorisierung €; = f; - u; mit f; = [[;<pep ' und (4)

u; = €/ fi (i=1,2).

Wihle zufillig Punkte Py € E1(IF,) und P, € Ey(IF,).

IF e-Pi#Qoderey- P, # 0

THEN | RETURN ,e; nicht korrekte Gruppenordnung® .

Bestimme f/ = ord(u;-P;), (i = 1,2) durch Ausprobieren aller
Teiler von f;.

IF keV(fl, f) > 4y (9)

THEN | RETURN .,.e; korrekte Gruppenordnung® . (10)

IF f!-P; # O fiir genau ein ¢ € {1,2} und kgV(f{, f3)- B > (11)
44

THEN | RETURN ,e; korrekte Gruppenordnung® . (12)
Berechne d — ggT(e1/f1, 2/ 1)- (13)

IF fl-Pi# 0O fiiri=1,2 und kgV(f], f3) - B- > 4/q (14)

THEN | RETURN ,¢; korrekte Gruppenordnung® . (15)

UNTIL Vorbestimmte Anzahl von Versuchen negativ. (16)
Vergrofiere B. (17)
UNTIL FOREVER (18)

In der Praxis liefert dieser Algorithmus in der Regel schon mit den ersten zufillig
gewdhlten Punkten einen Beweis der Korrektheit der vermeintlichen Gruppenord-
nung, wenn wir eine der beiden Gruppenordnungen komplett faktorisieren kénnen.
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Den laufzeitmifBig dominierenden Teil stellt dabei die Berechnung der Teilfaktorisie-
rungen in Schritt (4) dar. Fiir sehr grofie Korper ist es allerdings héufig nicht mehr
moglich, eine der beiden vermeintlichen Ordnungen e; ganz zu faktorisieren bzw. die
dazu benétigten Schranken B sind sehr grof, so daf es nicht mehr mdéglich ist, geeig-
nete Teilfaktorisierungen zu bestimmen. Wir haben in Abschnitt 7.4 schon darauf
hingewiesen, dafl wir in der Praxis bei der Berechnung von ¢ mod [ fiir Elkies Prim-
zahlen ! stoppen, wenn wir den ersten ,,moglichen“ Eigenwert gefunden haben. Wir
kénnen nun obiges Beweisverfahren noch etwas verbessern, wenn wir gleichzeitig die
Korrektheit dieser Spur ¢ mod ! beweisen. Dann ist offensichtlich |C — ¢| = 0 mod [
(sowohl die wahrscheinliche Spur ¢ als auch die richtige Spur C besitzen modulo
I den gleichen Rest) und damit kénnen wir das kleinste gemeinsame Vielfache aus
(11.1) mit ! multiplizieren. Fithren wir dies fiir ,,gentigend* viele Elkies-Primzahlen
durch, so wird es auch so moglich, die Gruppenordnung zu beweisen.

Der Beweis der Korrektheit der Spur modulo I geschieht auf dieselbe Weise wie in
Abschnitt 7.3 beschrieben. Zuerst miissen wir testen, ob das berechnete Polynom
fo(X) wirklich ein Teiler des I-ten Divisionspolynoms ist, d.h. wir berechnen das
I-te Divisionspolynom modulo fo(X). Anschliefend testen wir fiir alle moglichen
Werte a, ob ®5(X,Y) = a-(X,Y) mod fo(X)ist (vgl. Abschnitt 7.3). Erhalten wir
dabei nur fiir einen Wert von a eine Ubereinstimmung, so haben wir die Korrektheit
der Spur des Frobenius-Endomorphismus modulo ! bewiesen.

Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, dafl der Algorithmus auch theoretisch

terminieren mufl, wenn wir den letzten Schritt, d.h. den Korrektheitsbeweis fiir
¢ mod ! nicht durchfiihren.

11.3 Terminierung des Algorithmus

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob obiger Algorithmus 11.2 immer
mit der richtigen Ausgabe terminiert. Die Terminierung hingt sicherlich davon ab,
ob die Wahl der zufilligen Punkte in Schritt (5) ,gute“ Punkte geliefert hat. Wir
werden noch angeben, welche Punkte ,,gute” Punkte sind.

In der Hauptschleife von Algorithmus 11.2 wird die Faktorisierungsschranke B immer
weiter vergroflert. Deshalb erhalten wir nach endlich vielen Iterationen die komplet-
te Faktorisierung von e; und ey. Dann kénnen wir die exakte Ordnung der beiden
gewdhlten Punkte auf den jeweiligen Kurven berechnen. Die Ordnung von Punkten
héngt eng mit dem Isomorphietyp der zugrundeliegenden elliptischen Kurve zusam-
men. Der folgende Satz von Riick [Rii87] beschreibt diesen Typ.

Satz 11.3 (Satz von Riick)
Falls die Ordnung N, der I¥,-rationalen Punkte E(IF,) die Primfaktorzerlequng

N, = [I™
lelP
besitzt, so besitzt die Gruppe E(IF,) den Isomorphietyp
E¥,) = Z/pPLe P (L/INELG L"),
l#p
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wobel

1. oy =1/2, falls Ng = ¢+ 14 2,/q,

2. 0 < g < min{max;>o{l/|(¢— 1)}, (/2] }, sonst.

Seien nun die elliptischen Kurven E;, (i = 1,2) gegeben wie in Abschnitt 11.1 und
sei ihr Typ
EZ(IFq) = Z/mzﬂ ) Z/nlﬂ, (’L = 1,2)

wobei n; ein Teiler von ¢ — 1 und von m; ist. Dann terminiert Algorithmus 11.2 mit
Sicherheit mit der korrekten Antwort, wenn mindestens einer der beiden Werte m;
grofier als 4,/q ist. In diesem Fall existieren auf einer der beiden Kurven Punkte der

Ordnung grofler 4,/q und damit ist bei Wahl eines solchen Punktes kgV( f] -}, f3 -
uy) > 4,/4.

Nehmen wir daher nun an, beide Zahlen m; wiren kleiner als 4,/q. Dann folgt aus
n; < m; und #E;(Fy) > (/g — 1)%, daB immer

mi > Ji-1 (i=1,2)

gelten mufBl. Da n; (i = 1,2) ein Teiler von ¢ — 1 ist, gilt mit #E4(IF,) =¢+1-C
und #E3(F,) = ¢+ 14 C, daB ny auch C — 2 und ny auch C + 2 teilen muf.
Durch Kombination beider Aussagen erhalten wir ggT(ny,n2) < 4. Angenommen,
wir wihlen dann auf beiden Kurven einen Punkt der Ordnung n;. Dann gilt

niomy o (@+1-C)-(g+1+C) _ (¢+1)"—16¢
ggT(ni,n2) ~ 4my my B 64 ¢ .

kgv(nla n2) =

Fiir ¢ > 65564 ist diese untere Abschitzung fiir kgV(ny, ny) echt gréfler als 4, /g und
damit terminiert der Algorithmus fiir solche ¢ mit Sicherheit.

Damit haben wir gezeigt, dafl unter der Voraussetzung, dafl die Eingabe ey die kor-
rekte Ordnung der Gruppe E;(IF,) ist, der Algorithmus mit der exakten Antwort
terminiert. Leicht kann man sich auch iiberlegen, dafl bei Eingabe eines falschen
Wertes e (d.h. falls e; nicht die korrekte Gruppenordnung # Eq(IF,) ist) und Wahl
eines ,guten* Punktes der Test in Schritt (6) zur Ausgabe ,e; nicht korrekt* fiihrt:
offensichtlich fithrt Schritt (6) zu dieser Ausgabe, wenn die Ordnung eines der
gewidhlten Punkte P; gréfler als 4,/q ist. Nehmen wir also an, daf beide Zahlen
m; < 4,/q, 1 = 1,2 sind und daf damit

¢+1¥C _ (Va-1)
m; - 4\/6
gilt. Weiterhin nehmen wir an, dafl wir zwei Punkte mit Ordnung n;, ¢ = 1,2 gewihlt

haben. War der Test des Punktes Py in Schritt (6) von Algorithmus 11.2 erfolgreich,
so gibt es eine ganze Zahl r mit

n; =

€1 = Q+1_C+7‘n1 1lIld da,mlt |C—C| = |fr|-/n/1.
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Aus der oberen Schranke fiir |[C — ¢| folgt durch Ausrechnen leicht 1 < |r| < 53.
Nach Konstruktion gilt dann e = ¢+ 1+ C — r - ny;. Nehmen wir an, der Test in
Schritt (6) wire auch fiir den Punkt P, erfolgreich, so muBl ny ein Teiler von 7 - ny
sein. Aus ggT(ny,ny) < 4 erhalten wir hieraus fiir ¢ > 45794 einen Widerspruch zur
oberen Abschitzung fiir r.

Damit haben wir gezeigt, dafl der Algorithmus 11.2 zur Verifikation einer ,wahr-
scheinlichen“ Gruppenordnung sicherlich fiir ¢ > 65564 mit der korrekten Antwort
terminiert. Alle Gruppenordnungen von elliptischen Kurven iiber kleineren Kérpern
kann man mit einem einfachen, auf der Formel aus dem Beweis zu Lemma 2.24
basierenden Zidhlalgorithmus direkt beweisen.

Somit haben wir alle Ziele dieser Arbeit erreicht. Wir haben in den Kapiteln 2 bis 9
Grundlagen und Teilalgorithmen zur Lésung des gegebenen Problems der Bestim-
mung der Gruppenordnung einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Koérper
der Charakteristik grofler drei vorgestellt. Diese Teilalgorithmen haben wir in Kapi-
tel 10 zu dem Gesamtalgorithmus 10.5 zusammengefafit. Dies ist der fundamentale
Algorithmus, der unser gegebenes Problem 16st. In diesem letzten Kapitel haben
wir schliellich noch einen Algorithmus zur Verifikation einer gegebenen Gruppen-
ordnung hergeleitet.

Aus den geschilderten praktischen Beispielen wird deutlich, daf§ dieser Algorithmus
fiir grofle Primkoérper sehr gut anwendbar ist. Eine noch offene interessante Fra-
ge ist es, das praktische Verhalten des Algorithmus fiir endliche Korper, die keine
Primkérper sind, zu untersuchen. Von praktischem Interesse ist weiterhin die Uber-
tragung des Algorithmus auf endliche Korper kleiner Charakteristik, inshesondere
auf Kérper der Charakteristik 2. Dabei sind die in den Kapiteln 3 und 4 beschriebe-
nen Resultate sehr leicht zu iibertragen. Couveignes hat einen ersten Algorithmus
beschrieben, wie man auch die in den Kapiteln 6 und 7 geschilderten Algorithmen
in Koérpern der Charakteristik 2 anwenden kann. Das praktische Verhalten dieses
Algorithmus ist allerdings noch nicht intensiv erforscht worden. Dennoch sieht es so
aus, daf} schon in wenigen Jahren das Problem der Bestimmung der Gruppenord-
nung einer elliptischen Kurve iiber einem beliebigen endlichen Kérper in der Praxis
zufriedenstellend gelst sein wird.
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