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Kapitel 1

Einleitung

Die Entwicklung von Softwaresystemen, die in der Lage sind, nicht nur Routine, sondern auch an-
spruchsvolle Aufgaben zu bewadltigen, ist nach wie vor ein Ziel einiger Teilbereiche der Informatik
und der Kinstlichen Intelligenz. Zu diesen anspruchsvollen Aufgaben gehort die Programmsyn-
these, die sich die Automatisierung der Programmierung zum Ziel gesetzt hat. Was genau unter
Programmsynthese zu verstehen ist, 18Rt sich mit den folgenden Sdtzen zusammenfassen:

The design and implementation of correct software meeting given requirements con-
tinues to be most relevant, practical, and scientifically challenging problem. There are
many lines of research directed towards solving this problem. Automatic programing
is one among those. It is the study of techniques for generating executable code from
information which may be fragmentary and may only indirectly specify the target
behavior.

The field is based on the idea that ultimately we need to engage the machine itself in
the process of programming machines, since only machines offer the important pro-
perty needed for this task which is the ability to work without making mistakes. The
“Automatic” in the name does not necessarily refer to a full automation of program-
ming, but rather to a considerably higher degree of automation than in other lines of
software production pursued by the literature.

Alan Biermann

Die automatische Unterstiitzung der Programmentwicklung einerseits und die Sicherstellung der
Korrektheit der erstellten Programme andererseits sind die wichtigsten Charakteristika der Pro-
grammsynthese. Bei zunehmend internationalem Wettbewerb und wegen der Erschlieung neuer
Anwendungsgebiete gewinnt die Korrektheit von Software immer mehr an Bedeutung. Bei der for-
malen Softwareentwicklung besteht der Weg von der Spezifikation bis zum lauffahigen Programm
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aus kleinen, mathematisch préazisen Beweisschritten, so daB eine maschinelle Unterstiitzung unab-
dingbar ist. Es sollen so viele Schritte wie mdglich automatisch ablaufen, so daf? der Bediener nur
noch eingreift, wenn dies nétig ist.

Die vorliegende Arbeit hat die Automatisierung der Softwareentwicklung zum Gegenstand. Sie
beschrankt sich auf einen einfachen Formalismus und zeigt, wie sich Programme in diesem For-
malismus systematisch - also automatisierbar - generieren lassen. Damit sind uns Synthesen ein-
facher Programme gelungen, die bis in die allerletzten Details automatisiert werden konnen.

Wir stellen (1) ein Inferenzsystem vor, das uns ermdglicht, die Gultigkeit von Existenzformeln im
initialen Modell einer Menge bedingter Gleichungen nachzuweisen. Es ist wohl bekannt, daR aus
einem konstruktiven Beweis einer Existenzaussage ein Programm zur Berechnung des als existent
nachgewiesenen Objekts extrahiert werden kann. Es wird (2) ein Verfahren prasentiert, mit dem
Existenzsétze in bestimmten Féllen widerlegt werden kénnen. AnschlieBend daran fiihren wir (3)
einen Algorithmus zur Extraktion algorithmischer Definitionen fiir Skolemfunktionen ein.

Zu (1): In unserem Ansatz wird Programmsynthese in erster Linie als ein Beweisproblem auf-
gefalRt (deduktive Programmsynthese). Ausgehend von Existenzaussagen, die man als formale
Spezifikationen von Programmen ansehen kann, werden rekursive Programme generiert. Dabei
wird die Pradikatenlogik erster Stufe sowohl als Spezifikation als auch als Programmiersprache
verwendet.

Zur Représentation von Datenstrukturen und Programmen wird der Begriff der kanonischen er-
weiterten konstruktiven Spezifikationen (KEKS) eingefiihrt. In diesen werden die Eigenschaften
der Datenstrukturen und Programme definiert. Eine wichtige Eigenschaft der KEKS ist, daB sie
durch initiale Konstruktoralgebren gedeutet werden kdnnen. Auf dieser formalen Basis wird ein
Verfahren entwickelt, mit dem man die Giiltigkeit einer Existenzformel im initialen Modell einer
KEKS nachweisen kann. Das Verfahren beruht auf Test-sets und einem Vereinfachungsmechanis-
mus.

Test-sets stellen eine Beschreibung des initialen Modells einer KEKS dar. Sie eignen sich beson-
ders fur die Automatisierung von Induktionsschemata und fiir die Widerlegung von Formeln.

Die Grundidee des Vereinfachungsmechanismus besteht darin, Funktionsdefinitionen und bereits
bewiesene Lemmata solange auf eine zu beweisende Formel anzuwenden, bis man eine Tautologie
oder eine (bzgl. einer vorgegebenen noetherschen Ordnung) kleinere Instanz der zu beweisenden
Aussage erhdlt. Dieser letzte Schritt entspricht der Anwendung einer Induktionshypothese bei
einem klassischen Beweis durch Induktion.

Zur Automatisierung des Induktionsprinzips sind zwei Ansétze aus der Literatur bekannt: die ex-
plizite und die implizite Induktionsmethode. Letztere wird auch induktionslose Induktion genannt.
Die Induktionsmethode, welche in dieser Arbeit verwendet wird, vereint die Vorteile der beiden
erwahnten Methoden. Zum einen werden, wie bei der impliziten Induktionsbeweismethode, Lem-
mata automatisch generiert, so daf® in vielen Féllen die Suche nach passenden Lemmata in Form



von Generalisierungen entféllt. Zum anderen hangt die Korrektheit des Verfahrens nicht mit der
Konvergenz der betrachteten Axiommenge zusammen. Gleichungen, die nicht als Regeln gerichtet
werden konnen, lassen sich in bestimmen Féllen anwenden, ohne die Terminierung des Verfahrens
zu geféhrden. Der Grund dafiir ist, daB wir eine Erweiterung der klassischen Termersetzung ver-
wenden, bei der bedingte Gleichungen, die nicht orientiert werden kdnnen, und die in der Pramisse
einer zu beweisenden Implikationsformel enthaltenen Gleichungen in den Termersetzungsvorgang
miteinbezogen werden. Aullerdem ist zu jeder KEKS ein terminierendes Termersetzungssystem
assoziiert, dessen Terminierungsordnung als Induktionsordnung fiir einen Beweis gewahlt wer-
den kann, falls der Benutzer keine vorgibt. Ein solcher Fall wiirde der von Reddy in [RED89]
vorgeschlagenen Termersetzungsinduktion (engl. Term Rewriting Induction) entsprechen.

Zu (2): Von entscheidender Bedeutung fiir jedes Beweisverfahren ist es, moglichst friih Inkonsi-
stenzen erkennen zu konnen. Somit kdnnen zum einen Fehler in der Beschreibung einer zu be-
weisenden Aussage gefunden und entfernt werden. Zum anderen wird der Suchraum erheblich
dadurch reduziert, dal Sackgassen bzw. Irrwege, die oftmals unendlich lang sind, vermieden wer-
den. In dieser Arbeit wird ein Verfahren eingefiihrt, das Existenzaussagen in bestimmten Fallen
widerlegt.

Zu (3): Ausgehend von den Beweisen, die mittels des Inferenzsystems geflihrt wurden, generiert
unser Extraktionsalgorithmus rekursive Programme zur Berechnung des als existent nachgewie-
senen Objekts. Eine wichtige Rolle bei der Extraktion spielen einerseits die Markierungen der
bewiesenen Formeln, in denen alle auf sie im Laufe des Beweises angewandten Substitutionen
protokolliert werden. Andererseits bestimmt die letzte Inferenzregel, die auf einer Formel ange-
wandt wurde, bevor sie als bewiesen gilt, die Form der vom Algorithmus erzeugten definierenden
Gleichung. Die Anwendung der Induktionshypothese im Beweis entspricht z.B. einem rekursiven
Aufruf des zu synthetisierenden Programms.

Die neu generierten Programme stellen nicht nur Ldsungen fir das gestellte Problem dar, sondern
kdnnen auch als Erweiterung des Wissens, das in einem Synthesesystem bereits vorhanden ist,
angesehen werden. Geeignetes Wissen zu benutzen, ist fiir ein Programmsynthesesystem von zen-
traler Bedeutung. Je mehr Wissen (in Form von Funktionsdefinitionen und Lemmata) ein System
uber die in der Problemspezifikation betrachtete Domane verfiigt, desto einfacher und tbersichtli-
cher werden die Beweise und die aus ihnen extrahierten Programme.

Die vorliegende Arbeit ist in 11 Kapitel unterteilt.
Im zweiten Kapitel werden die logischen und algebraischen Grundlagen der Arbeit detailliert vor-
gestellt.

Daran anschlielend werden im dritten Kapitel sowohl unbedingte als auch bedingte Termerset-
zungssysteme, die in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielen, eingefiihrt.

Kapitel 4 enthélt die formale Definition der kanonischen erweiterten konstruktiven Spezifika-
tionen. Syntax, Semantik und einige Eigenschaften der KEKS werden gezeigt.



4 Kapitd 1. Einleitung

Im Kapitel 5 wird eine Mdglichkeit zur Beschreibung des initialen Modells einer KEKS préasen-
tiert. Danach wird eine Methode zur Konstruktion von Test-sets beschrieben.

Ein allgemeiner Uberblick iiber das Induktionsprinzip und die Programmsynthese wird in den
Kapiteln 6 und 7 gegeben.

Ausgehend von dieser formalen Basis wird im Kapitel 8 zuerst ein informaler Uberblick iiber unse-
re induktive Beweismethode fiir eine Klasse von Existenzformeln gegeben. AnschlieRend stellen
wir das Inferenzsystem vor, mit dem sich die Giiltigkeit von Existenzformeln im initialen Mo-
dell einer KEKS nachweisen laRt. Wir zeigen die Korrektheit des Inferenzsystems und behandlen
einige Beispiele.

Bevor der Algorithmus zur Extraktion von Programmen aus Beweisen prasentiert, und seine Kor-
rektheit im Kapitel 10 bewiesen wird, fihren wir im Kapitel 9 ein Widerlegungsverfahren fir
Existenzformeln ein.

Im letzten Kapitel schlieBen wir mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf Forschungs-
arbeiten ab, die auf unseren Ergebnissen aufbauen konnten.



Kapitel 2

Logische und algebraische Grundlagen

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Begriffe und Techniken einflihren, die spater
flr unterschiedliche Anwendungen instanziiert und verfeinert werden. Wir orientieren uns dabei
an den formalen Begriffen der Pradikatenlogik erster Stufe, wie sie in [LS87] und [LEW96] dar-
gestellt wurden. Die im weiteren in diesem Kapitel verwendeten Grundbegriffe stammen aus klas-
sischen Arbeiten, wie etwa [DER85], [BUR69], [HUH82], [KR90] und werden hier ausfihrlich
vorgestellt.

2.1 Signaturen

Definition 1 (Signaturen) Eine Signatur ist ein Paar (S, £2), wobei die Elemente von S Sorten und
die von €2 Operationszeichen genannt werden. Jedes Operationszeichen ist ein (k + 2)-Tupel

n:81 X...X S — S,

wobei s1,...,5, € Sund k > 0; n ist der Operationsname und n : s1 X ... X s — s Seine
Stelligkeit. Die Sorten sq,..., s, werden Argumentsorten und s Zielsorte genannt. Falls & = 0,
wird die Operation n :— s Konstante genannt.

Fir eine Signatur ¥ = (.9, Q) definieren wir den Begriff X-Algebra.
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2.2 Algebren

Eine Algebra ordnet einer Signatur eine Bedeutung zu, indem sie zu jeder Sorte eine Datenmenge
und zu jeder Operation eine totale Funktion assoziiert.

Definition 2 (Algebra) Sei & = (S, Q) eine Signatur. Eine 2-Algebra A besteht aus:

e einer Menge A(s) fur jede Sorte s € S, die Trdgermenge von A der Sorte s genannt wird,
und

e einer totalen Funktion
A(n:sy X ... X s —s): A(s1) X ... x A(sg) = A(s)
fir jede Operation (n: s1 X ... x s = 8) € Q,k > 0.

Notation: Alg(X) ist die Klasse aller X-Algebren

2.3 Homomor phismen

Definition 3 (Homomorphismen) Seien ¥ = (.5, £2) eine Signatur und A, B X-Algebren. Ein
Y-Homomorphismus von A nach B ist eine Familie h = (hs)s € S von Funktionen:

hs : A(s) = B(s),

so daR fiir jede Operation w € 2, w = (n : s1 X ... X s — $),k > 0 die folgende Bedingung
gilt:

hs(A(w)(a1, .- -, ax)) = B(w)(hs; (a1), - - -, hsy (ar)) ()

fiir alle (0,1,... ,ak) € A(Sl) X ... X A(Sk)

(*) wird Homomorphiebedingung von A fur w genannt.
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2.4 Initiale Algebra

Definition 4 (Initiale Algebra) Sei C C Alg(X) eine Klasse von X-Algebren fiir eine Signatur 3.
Eine Algebra A € C istinitial in C, falls es fiir jede Algebra B € C genau einen Homomorphismus
von A nach B gibt.

Ein Epimorphismus A ist ein surjektiver Homomorphismus, d.h. jedes
hs: A(s) — B(s)

ist surjektiv.
Ein Monomorphismus (bzw. Isomorphismus) ist ein injektiver (bzw. bijektiver) Homomorphis-
mus.

Definition 5 Zwei Algebren A, B heilien isomorph, wenn es einen Isomorphismus von A nach
B gibt.

Notation: A, B € Alg(X), A ~ B < A, B isomorph

2.5 Variablen und Terme

Definition 6 (Variablen) Eine Variablenfamilie fir eine Signatur & = (S, Q) ist eine Familie V' =
(Vs)ses von Mengen von Variablensymbolen, die jeweils paarweise und zu den Operationsnamen
disjunkt sind. Ein Element von V5, s € S wird Variable der Sorte s genannt.

Definition 7 (Syntax von Termen) Seien ¥ = (S, Q) eine Signatur und X eine Variablenmenge
fur 3. Wir definieren die Familie Tx:(X) = (Tx(x),s)ses durch simultane Induktion:

o X C TE(X),S;

o falls n :— s eine Operation in Q ist, dann ist n € Tx(x) s;

o fallsn:sy x...x — s,k > 1eine Operation in Qund t; € Tx(x),s;, 1 <4 < k, dann ist

n(t1 e ,tk) € TE(X),s-

Falls t € Ty (x),, dann nennt man s die Sorte von ¢. Falls t € Tx(X), dann ist Var(t) die
Menge der Variablen, die in ¢ enthalten sind. Ein Term ohne Variable wird Grundterm genannt.
Wir schreiben Ty, = (T 5)scs, Wobei T ; die Menge aller Grundterme der Sorte s ist.
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Definition 8 (Belegung) Seien ¥ = (S,2) eine Signatur, X eine Variablenmenge und A eine
Y-Algebra. Eine Belegung fiir X ist eine Familie & = (a5)ses von Funktionen:

as: Xs — A(s).

Definition 9 (Semantik von Termen) Seien ¥ = (S,Q) und « : X — A eine Belegung. Der
Wert A(c)(t) eines Termes ¢ € Tx(X) fur o und A wird durch Induktion tber die Struktur von ¢
definiert:
o Fallst =z € X, dann A(a)(t) = as(z);
o fallst =n und w = (n:— s) € Q,dann A(a)(t) = A(w);
o fallst =n(ty,...,tx)uUndw = (n:s1 X ... x 8 = 8) €Q, k>1, t; € Ty(x),55
1< i <k, dann Aa)(t) = Aw)(A()(t),. -, A(e)(tr)):

Um formal mit Teiltermen eines Termes umgehen zu konnen, geben wir eine andere Definition
von Termen. Terme kdnnen namlich als Baume, die iber den Symbolen einer Signatur und einer
Variablenmenge konstruiert sind, definiert werden.

Definition 10 (Baum) Seien N die Menge der endlichen Folgen von natiirlichen Zahlen, ¢ die
leere Folge und - die Konkatenation auf Folgen. Seien ¥ = (S, 2) eine Signatur, X eine Varia-
blenmenge, t eine Funktion von N+ nach Q U X und Dom(t) ihr Definitionsbereich. ¢ ist genau
dann ein Baum, wenn:

e ¢ € Dom(t);

e m-i € Dom(t) & m € Dom(t),1 <i < s, wobei s die Stelligkeit von ¢(m) ist.

Der Definitionsbereich Dom (t) eines Baumes wird Menge aller Stellen in ¢ genannt. Die Elemente
von Dom(t) sind die Knoten des Baumes:

d t|6 =1,

° f(tl, . atn)|i-m = ti|m: falls 1 <i<n und m € Dom(t).
Definition 11 (Tiefe eines Baumes) Die Tiefe eines Baumes ¢ wird induktiv definiert:

e Falls ¢ eine Konstante oder eine Variable ist, dann ist T'iefe(t) = 0;
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e fallst = f(t1,...,t,), dannist Tiefe(t) = 1 + max(Tiefe(ty), ..., Tiefe(ty)).

Definition 12 (Gleichung) Sei ¥ = (S,Q) eine Signatur und X eine Variablenmenge. Eine
(32, X)-Gleichung hat die Form:

VXt =ty mit t1,10 € TE(Y),S und Y C X.

Definition 13 (Bedingte Gleichung) Sei ¥ = (S, Q) eine Signatur und X eine Variablenmenge.
Eine (X, X')-bedingte Gleichung hat die Form:

VXt =ui Ao ANt =up = tgyr1 = Uk, kK >0, ti,’u,iETE(X)’si,lgiSk-l-l

2.6 Erzeugte Algebren

Definition 14 (Erzeugte Algebren) Seien X = (.S, 2) eine Signatur, A eine X-Algebra und Q. C
Q2 eine Menge von Operationen, Konstruktoren gennant. Eine Algebra A ist:

e erzeugt durch die Konstruktoren in €, falls es fir jede Sorte s € S und Tréger a € A(s)
einen Grundterm ¢ € Tx, , gibt, mita = A(%);

e erzeugt, falls sie durch © erzeugt ist.

Per Definition ist jeder Trdger in einer erzeugten Algebra durch einen Grundterm darstellbar (no
Junk). Um Eigenschaften der Tréger einer erzeugten Algebra zu beweisen, kann man demnach
Induktion Uber die Grundterme verwenden. Diese zusatzliche Eigenschaft erhoht die Attraktivitat
der erzeugten Algebren.

Definition 15 (Frei erzeugte Algebren) Seien ¥ = (S, ) eine Signatur, A eine X-Algebra und
Q. C Q eine Konstruktormenge. Eine Algebra ist dann:

e frei erzeugt durch €, falls es fir jede Sorte s € S und flr jeden Tréger a € A(s) genau
einen Grundterm ¢ € Ty, gibt, so daB a = A(%);

o frei erzeugt, falls sie durch €2 frei erzeugt ist.
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2.7 Formen

Definition 16 (Syntax von Formeln) Fir jede Signatur ¥ = (.S, 2) wird die Menge der Formeln
PL(X) wie folgt definiert:

e Falls X eine Variablenmenge fir X ist, s eine Sorte in S und ¢,u € Ty(x),s, dann istt = u
eine Formel;

o falls ¢1, ¢ Formeln sind, dann ist ¢1 A ¢ eine Formel;

o falls ¢ eine Formel ist, dann ist (—¢) eine Formel;

e falls s € S, x eine Variable der Sorte s, ¢ eine Formel, dann ist (Vz : s.¢) eine Formel.

Die folgenden Abkirzungen sind Kklassisch: ¢+, ¢, ¢3 sind beliebige Formeln und ¢ ist eine feste
aber nicht naher spezifizierte Formel:

o 1V o fir (=((=g1) A (—¢h2)));

o 1= ¢ flr ((=¢1) V ¢2);

o ¢1 & P fir (41 = o) A (d2 = 1));

e (Jx: s.9) fur (=(Vz : s.(—¢)));

o (Vxy:81,...,2 : sg-¢) fur (Vo1 : s1.(... (Vg : sk.0))...);
o (Fzy:s81,...,2k : sk.¢) fUr Bzy : 51.(-.. Gz 2 8.0)) . .);
o T flr (¢ & ¢);

o F fur (=T).

Definition 17 (Universum) Ein Universum ¢/ fiir eine Signatur 3 ist eine unter Isomorphismus
abgeschlossene Klasse von X-Algebren.

Definition 18 (Semantik von Formeln) Seien X eine Signatur und A eine X-Algebra. Der Wert
einer Formel ¢ € PL(X) fir eine Belegung « : X — A, wobei X die freien Variablen von ¢
enthalt, ist durch Induktion {ber die Struktur von ¢ definiert:

o A(a)(t = u) = true genau dann, wenn A(a)(t) = A(a)(u);

o A(a)(¢1 A ¢2) = true genau dann, wenn (A(a)(¢1) = true und A(a)(p2) = true);
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o A(a)(—¢) = true genau dann, wenn A(«a)(¢) = false;
o A(a)(Vz : s.¢) = true genau dann, wenn (A(ala/z])(¢) = true firalle a € A(s)),

wobei flr eine Funktion f : A — B die Funktion f[b/a] : AU {a} — B U {b} wie folgt definiert
ist:
b fallsc=a

f[b/a'](c) = { f(C) sonst
fir alle c € AU {a}.

Definition 19 (Gliltigkeitsrelation) Sei 3 eine Signatur. Die Gultigkeitsrelation der Pradikatenlo-
gik erster Stufe wird wie folgt definiert:

A Ex ¢ genau dann, wenn (A(«)(¢) = true) fiir alle Belegungen a : frei(¢) — A

fir jede 3-Algebra A und jede Formel ¢ € PL(X), wobei frei(¢) fur alle freien Variablen in ¢
steht.

2.8 Modéele und logische Folgerungen

Definition 20 (Modell) Seien L eine Logik, X eine Signatur und ® C L(X) eine Formelmenge.

e Eine X-Algebra A ist ein Modell von @, falls A |= ¢ fir alle ¢ € ®.
e Sei U/ ein X-Universum. Die Klasse aller Algebren von ¢/, die Modelle von ® sind, wird mit
Mody 5 (®) bezeichnet.

Definition 21 (Substitution) Seien ¥ = (.S, Q) eine Signatur und X, Y zwei X-Variablenmengen.
Eine Familie o = (0s)ses Von Funktionen

Og Xs — TE(Y),S
wird Substitution o : X — Tx(Y") genannt.

Falls Y leer ist, dann ist o eine Grundsubstitution. Dom (o) (bzw. I'mg(o)) ist der Definitionsbe-
reich (bzw. Bildbereich) von o.

Die Anwendung der Substitution o : X — Tx(Y) auf t € Tx(X) ergibt einen Term o(t) €
T (Y'), der induktiv definiert ist:
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e Fallst = z,z € X, dann o(t) = o5(x);
o falls ¢t = n, wobein :— s € Q,dann o(t) = ¢;
e fallst = n(tl,...,tk),wobei n:8 X8 —=>s€N k>1 und t; € TE(z),sial <1<k,

dann

o(t) =n(o(t1),...,o(tg))-

Definition 22 (Logische Folgerung) Seien X eine Signatur, ¢ eine Formel in PL(X) und
® C PL(X). Die Formel ¢ ist eine logische Folgerung von @, falls A = ¢ fir jede Algebra
A € Modyx(®). Man schreibt: @ |= ¢.

2.9 Quotientenalgebra

Definition 23 (Kongruenzrelation) Sei X = (5, (2) eine Signatur und A € Alg(X). Eine Kongru-
enzrelation auf A ist eine Familie Q@ = (Q;)ses von Aquivalenzrelationen @, auf A(s), s € S, so
dal3 die folgende Bedingung gilt:

Furallew = (n:s1 x... x s, — s) € Q, k> 0undalle a;,a € A(s;), 1 <i <ngilt:
falls a; Qs; a}, 1 <i <k;
dann A(w)(ai,...,ax)QsA(w)(al,...,a}).

Die obige Eigenschaft nennt man Substitutionseigenschaft.

Definition 24 (Quotientenalgebra) Seien X = (S, Q) eine Signatur, A eine X-Algebra und
Q@ = (Qs)ses eine Kongruenzrelation auf A. Die Quotientenalgebra von A bzgl. @ ist die
Y-Algebra A/Q definiert durch:

o A/Q(s) = {[alg,|la € A(S)}, firalles € S;
e A/Q(w)([a1lqy,s---»laklq,,) = [A(w)(a1,...,ax)]q,, furallew = (n: sy X ...s5 =

s) €N, k>1.

Man sagt: A/Q erhélt man durch Faktorisierung von A durch @, welche eine rein semantische
Operation ist. Die Signatur wird dadurch nicht verandert.

Wir fiihren nun Algebren ein, deren Tragermengen aus der Menge aller Grundterme der entspre-
chenden Sorte bestehen.
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Definition 25 (Termalgebra) Die Termalgebra fiir die Signatur ¥ = (S, ) und die Variablen-
menge X ist die Algebra T'(X), die wie folgt definiert ist:

D) (w)(t1,...,tk) = nlt,...,tx), furjedesw = (n:s1 X ... X s = s) € Q,
st €T(X)(s;), 1 <i<k.

Wir definieren nun die Kongruenzrelation einer Klasse von Algebren.

Definition 26 (Kongruenzrelation einer Algebraklasse) Seien ¥ = (.S, 2) eine Signatur und C C
Alg(X) eine Klasse von 2-Algebren. Die Kongruenzrelation der Klasse C ist eine Familie
=c= (=c,s)ses von Relationen auf T, definiert durch:

=c.s= {(t,u) € Tx,; x T 4| A(t) = A(u) fir jede A € C}

Definition 27 (Quotiententermalgebra) Sei C C Alg(X) eine nicht-leere Klasse von 2-Algebren.
Die Quotiententermalgebra der Klasse C ist die 3-Algebra T'(3, C) definiert durch:

T(S,0) = T(T) /=

c*

2.10 Matching und Unifi kation

Bevor wir uns der Vorstellung von Termersetzungssystemen widmen, fiihren wir in diesem Ab-
schnitt zwei Begriffe ein, die bei der Anwendung von Regeln und bei der Umwandlung eines
Regelsystems in ein dquivalentes konvergentes System eine fundamentale Rolle spielen.

2.10.1 Matching

Ein Term ¢ ist mit einer Regel [ — r reduzierbar, falls es eine Stelle « in ¢ und eine Substitution
(einen Match) o gibt, so daf |, = o(I). Die Suche nach einer Stelle » und nach einem Match o
gehort also unmittelbar zu der Ausfiihrung eines Reduktionsschritts.

Definition 28 (Matching) Die Substitution o heiflt Match von s auf ¢, falls o(s) = ¢ gilt. Das
Problem, einen Match zu finden, heit Matching-Problem.
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2.10.2 Unifi kation

Zwei Terme s und ¢ sind unifizierbar, falls es eine Substitution o gibt, die s und ¢ gleichmacht.

Definition 29 (Unifikation) Seien s und ¢ zwei Terme. Falls es eine Substitution o gibt, so daf
o(s) = o(t), dann heilen s, t unifizierbar und o Unifikator von s und t.



Kapitel 3

Termersetzungssysteme

Termersetzungssysteme sind ein wichtiges Hilfsmittel zur automatisierten Behandlung von Gleich-
heitsaxiomen, da sie das Rechnen in (bedingten) gleichungsdefinierten Algebren ermdglichen. Sie
finden deshalb im Bereich der algebraischen Spezifikationen, der funktionalen Programmierung
und des automatischen Theorembeweisens Verwendung. Termersetzungssysteme dienen weiter
zur Beschreibung von ADT’s, genauer zur Angabe von ausfiihrbaren Spezifikationen.

Termersetzungssysteme basieren auf der Idee, Terme durch Anwendung von gerichteten Glei-
chungen in Normalformen zu uberfiihren. Die Semantik eines Termersetzungssystems ist dann
wohldefiniert, wenn alle Terme zu Normalformen reduzierbar sind (Terminierung) und das Ergeb-
nis der Berechnung nicht von der Wahl der Regeln abhédngt, die zur Reduktion benutzt werden
(Konfluenz).

Fir Termersetzungssysteme, die konfluent und terminierend sind, ist die Termreduktion eine kon-
sistente und vollstdndige Inferenzregel, da alle logischen Folgerungen durch die Berechnung von
Normalformen herleitbar sind [HUHOB80].

Wegen des engen Zusammenhangs von Ersetzungsregeln und Gleichungen werden Termerset-
zungssysteme fir eine breite Klasse von Problemen eingesetzt. Hierzu gehéren u.a. die Unifi-
kation in Gleichungstheorien [FAY79], [SIE89], das Wortproblem in der universellen Algebra
[KB70], die Ausfiihrung algebraischer Spezifikationen [MUS80B], induktive Beweise fiir Daten-
typen [MUS80A], [HUH82], die Programmsynthese [DER85], sowie Theorembeweise in ver-
schiedenen Logikkalkdlen.

Das urspriingliche Ziel bei der Betrachtung von Termersetzungssystemen war die Beschréankung
der Anwendbarkeit von Gleichungen, bei denen die Vollstdndigkeit erhalten bleiben sollte. Um die
Expressivitat der Termersetzungssysteme zu erhéhen, wurden die bedingten Termersetzungssys-

teme eingefiihrt [KAP84]. Die semantische Fundierung bedingter Termersetzungssysteme beruht
auf einem verallgemeinerten Reduktionsbegriff. Die Termersetzung ist an zusétzliche Bedingun-

15
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gen gebunden, die als Pramissen von Regeln formuliert werden und die solche Terme bestimmen,
die reduzierbar sind. Eine bedingte Regel kann nur dann angewandt werden, wenn ihre Pramisse
geeignet auswertet werden kann. Das Hauptproblem bei der Anwendung von bedingten Termer-
setzungssystemen ist die rekursive Auswertung der Pramissen. Konfluenz und Terminierung eines
bedingten Termersetzungssystems garantieren nicht die Terminierung der rekursiven Auswertung
der Pramissen [KAP84]. Wir werden in dieser Arbeit nur bedingte Termersetzungssysteme be-
trachten, bei denen die rekursive Auswertung der Prdmissen terminiert.

Ein bedingtes Termersetzungssystem ist eine Menge von bedingten Gleichungen, bei der jede
bedingte Regel als eine universell quantifizierte Hornklausel mit der Gleichheit als einziges Pradi-
katssymbol gesehen werden kann. Bevor wir bedingte Termersetzungssysteme formal definieren,
fihren wir zunéchst die (klassischen) unbedingten Termersetzungssysteme und einige ihrer grund-
legenden Eigenschaften ein, die wir spater verwenden werden.

3.1 Unbedingte Ter mer setzungssysteme

Definition 30 (Partielle Ordnung) Eine bindre Relation > auf einer Menge M heil3t partielle Ord-
nung, falls sie reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv ist. Fir den strikten Anteil > von > gilt:
x > y genau dann, wenn z > y und = # y.

Definition 31 (Termersetzungsregel, Termersetzungssystem, Termersetzungsrelation) Sei ¥ =
(S, ) eine Signatur und X eine X-Variablenmenge.

e Eine Regel ist ein Paar (I,7) mitl,r € Ty(x)s s € S, 1 ¢ Xund Var(r) C Var(l); wir
schreiben [ — r;

o Ein Termersetzungssystem R ist eine Menge von Regeln;

e Ein Termersetzungssystem definiert eine Relation — g auf 7% (X):

t — g s genau dann, wenn es eine Regel [ — r € R, eine Substitution ¢ und eine Stelle u
in ¢ gibt, so dali :

tly = o(l) und s = tlu « o(r)].

Ein Term ¢ heift linear, wenn jede Variable in Var(t) nur einmal in ¢ vorkommt. Man schreibt
#(z, t) fur die Anzahl der Vorkommen von z in ¢. Eine Regel [ — r ist linear, falls { linear ist. Ein
Termersetzungssystem R ist dann linear, wenn alle Regeln in R linear sind. Eine Stelle w in ¢ heilt
strikt, falls ¢|,, keine Variable ist. Eine Sorte s heif3t finitér, falls die Menge der Grundterme der
Sorte s endlich ist sonst infinitar. Ein Term ¢ heift finitdr (bzw. infinitér), falls seine Sorte finitar
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(bzw. infinitdr) ist. Die Tiefe eines Termersetzungssystems R ist das Maximum der Tiefen aller
linken Seiten von R. Die strikte Tiefe von R ist analog definiert.

Die Relation <> g, (bzw. —>£, —, &) ist der symmetrische (bzw. transitive, transitive-reflexive,
symmetrisch-transitiv-reflexive) Abschlufl von — g.

Ein Term ¢ heil3t reduzierbar oder reduzibel, falls es einen Term s gibt, so dall ¢ — g s, sonst ist ¢
irreduzibel. s heiBt eine Normalform zu ¢, falls ¢ —7% s und s irreduzibel ist. ¢ | g steht dann fur
die Normalform von ¢.

Definition 32 (Terminierende Relation) Eine partielle Ordnung > auf M heil3t terminierend oder
noethersch, wenn es keine unendliche absteigende Kette ¢4 > ¢; > ... gibt.

Definition 33 (Stabile Relation) Eine Relation P auf T (X) heif3t stabil, wenn fir alle Substitu-
tionen o gilt:

Falls s P ¢, dann o(s) P o(t).

Sie heillt monoton , wenn fiir alle Terme ¢ und Stellen « in ¢ gilt:

Falls s1 P so dann t[u < s1] P t[u < s3].
Definition 34 Ein Termersetzungssystem ist terminierend, wenn — g terminierend ist.

Definition 35 (Reduktionsordnung) Eine noethersche partielle Ordnung heif3t Reduktionsordnung,
falls sie stabil und monoton ist.

Die Umwandlung einer Menge von Gleichungen in ein Termersetzungssystem gefahrdet die Voll-
standigkeit des darauf aufbauenden Verfahrens (z.B. Deduktionsverfahren), falls gewisse Bedin-
gungen nicht erfillt sind. Die Vollstandigkeit 143t sich sicherstellen, falls das nach der Umwand-
lung erhaltene Termersetzungssystem terminierend und konfluent ist. Ein Termersetzungssystem
ist konfluent, wenn alle divergierenden Reduktionen wieder zusammengefiihrt werden kénnen.
Mit einem konfluenten Termersetzungssystem kann von jedem Term s aus hdchstens ein irredu-
zibler Term erreicht werden.

Definition 36 (Konfluenz) Eine Relation — hei8t konfluent, wenn fiir alle Terme s,t1, %o mit
s —* t1 und s —* t9 ein Term ¢ existiert, so dall t; —* tund to —* ¢.

Definition 37 (Lokale Konfluenz) Eine Relation — heif8t lokal konfluent, falls fiir alle Terme
s,t1,to Mit s — 1 und s — 9 ein Term ¢ existiert, so dafl ¢; —* ¢t und to —* ¢.
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Der Unterschied zwischen (globaler) und (lokaler) Konfluenz liegt darin, da man bei der lokalen
Konfluenz Terme betrachtet, die aus s durch genau einen Schritt erreichbar sind. Jede konflu-
ente Relation ist selbstverstdndlich auch lokal konfluent. Fiir terminierende Relationen gilt auch
die Umkehrung, so daB dort nur die lokale Konfluenz sichergestellt werden muf3, um eine kon-
vergente (terminierende und konfluente) Relation zu erhalten. Ein Termersetzungssystem heif3t
grundkonfluent bzw. grundterminierend, wenn die Einschrankung von — auf Tx x Tx konfluent
bzw. terminierend ist.

Definition 38 (Kritische Paare) Seien g1 — d1, g2 — d2 zwei (nicht notwendigerweise verschie-
dene) Regeln aus einem Termersetzungssystem R. Falls es eine Substitution o und eine strikte
Stelle w von g; (also g1, ist keine Variable) gibt, so daf g; |, und go durch ¢ unifizierbar sind.
Dann wird das Paar (o(d1), o(g1[u < o(g2)])), kritisches Paar zu den beiden Regeln genannt.

Ein kritisches Paar (p, g) heif8t konfluent, falls es einen Term ¢ gibt, so da p — ¢ und ¢ — t.

Satz 1 Ein Termersetzungssystem ist genau dann lokal konfluent, wenn alle seine kritischen Paare
konfluent sind.

Die Konfluenz garantiert die Eindeutigkeit von Normalformen, wéhrend die Terminierung deren
Existenz gewdhrleistet.

3.2 Bedingte Termer setzungssysteme

Eine Menge bedingter Gleichungen auf Terme induziert eine Kongruenz. Zwei Terme sind dann
aquivalent, falls man durch eine Folge von Ersetzungen von einem Term zu einem anderen (ber-
gehen kann. Dabei ist eine Ersetzung nur erlaubt, wenn die Giiltigkeit der assoziierten Pramissen
rekursiv gezeigt werden kann. Wir werden in diesem Abschnitt die Eigenschaften der Konfluenz
und der Terminierung auf bedingte Termersetzungssysteme verallgemeinern.

Das Konzept der bedingten Termersetzung wurde von Kaplan [KAP84] [KAP85] eingefiihrt und
spater durch Jouannaud und Waldmann [JW86] erweitert. Die in den Regeln vorkommenden Be-
dingungen werden hier nicht auf Formeln beschrankt, die nur Funktionen enthalten, die auf tiefe-
ren Ebenen bzgl. einer vorgegebenen Hierarchie definiert wurden [DRO84], [PE82], [ZR85]. Wir
verlangen hier, daf3 die linke und rechte Seite jeder Gleichung in der Prédmisse einer Ersetzungs-
regel (bzgl. einer abfallenden Ordnung: siehe Definition 41) kleiner als die linke Seite der Kon-
klusion sind. Diese Einschrankung ist hinreichend, um sowohl die Terminierung und als auch die
Entscheidbarkeit der Reduktionsrelation zu garantieren.

Definition 39 (Bedingte Regel) Sei X = (S, ) eine Signatur und X eine Variablenmenge. Eine
bedingte Regel ist eine bedingte Gleichung, deren Konklusion gerichtet ist:
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t1=81N...Ntp, =8, =ty = S0
Weiter gilt: Viar(sg) C Var(te) und fur 1 <i < n,Var(t;), Var(s;) C Var(t).
Die Regeln enthalten keine Extra-Variablen; d.h. jede Variable, die in einer Regel vorkommt,

kommt auch in der linken Seite der Konklusion der Regel vor.

Um dem Begriff der bedingten Termersetzung eine Semantik zuzuordnen, soll dem in den Pramis-
sen vorkommenden Gleichheitssymbol eine feste Interpretation gegeben werden. Es bieten sich
u.a. folgende Mdglichkeiten an:

1. = wird als « (der symmetrische und transitive Abschluf von —) interpretiert;

2. = wird als | (wobei s | ¢ genau dann, wenn es ein w gibt, so dal s —* w und t —* w)
interpretiert;

3. = wird als = (wobei = fiir die syntaktische Gleichheit steht) interpretiert.

In dieser Arbeit werden wir nur bedingte Termersetzungssysteme betrachten, bei denen das Gleich-
heitssymbol in den Pramissen als Relation verstanden wird, die genau die Terme in Beziehung
setzt, die auf einen gemeinsamen Term reduzierbar sind (Moglichkeit 2 oben). Fiir ein bedingtes
Termersetzungssystem R werden die Ersetzungsrelation (—) und die Zusammenfiihrungsrelation
({) wie folgt definiert:

Definition 40 (Bedingte Termersetzungsrelation) Seit1 = s1 A ... A t, = 8, = tog — Sg eine
bedingte Regel in R (wir schreiben im folgenden in den Pramissen = anstelle von ). Sei ¢ ein
Term, und w eine Stelle in ¢. Wir schreiben:

tlo(to)] = r tlu < a(so)],
falls es eine Substitution o gibt, so daf fur alle ¢ € [1,...,n] ein d; existiert mit:
o(ti) =% di und o(s;) =% d;.

—, ist der reflexive und symmetrische Abschlul} von — g.

Die Auswertung der Pramissen wird rekursiv auf Termersetzung zurlickgefiihrt, was zur Folge ha-
ben kann, dall man in eine Endlosschleife gerat. Die Terminierung bedingter Termersetzungssys-
teme ist also schwieriger zu beweisen als die Terminierung unbedingter Termersetzungssysteme.
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Neben dem Beweis, dal? es keine unendliche Termersetzungssequenz gibt, muRl man zusétzlich be-
weisen, dal die Auswertung der Pramissen keine unendlichen rekursiven Aufrufe enthalt. Um die
Terminierung bedingter Termersetzungssysteme zu garantieren, missen noch einige Restriktionen
gemacht werden. Es gibt in der literatur folgende Einschréankungen, die sowohl die Terminierung,
als auch die Entscheidbarkeit der Reduktionsrelation eines bedingten Termersetzungssystems ga-
rantieren. Sie unterscheiden sich in der Art der verwendeten noetherschen Ordnung:

1. Die rechte und die linke Seite jeder Gleichung in der Pramisse jeder bedingten Regel und die
rechte Seite der Konklusion miissen bzgl. einer gegebenen Simplifikationsordnung kleiner
als die linke Seite der Konklusion sein (Simplifizierende Systeme: siehe [KAP85]).

2. Die rechte und die linke Seite jeder Gleichung in der Pramisse jeder bedingten Regel miissen
bzgl. einer Reduktionsordnung kleiner als die linke Seite der Konklusion sein. Die Reduk-
tionsordnung enthalt dabei den transitiven Abschlu3 der Ersetzungsrelation des betrachteten
Termersetzungssystems (Reduktive Systeme: siehe [JW86]).

3. Die rechte und die linke Seite jeder Gleichung in der Pramisse jeder bedingten Regel mussen
bzgl. einer noetherschen Ordnung < Kleiner als die linke Seite der Konklusion sein, wobei
< den irreflexiv-transitiven AbschluR der Ersetzungsrelation entdhlt, und die Teiltermeigen-
schaft besitzt (Abfallende oder Decreasing systems: siehe [DOS87]).

Sowohl die simplifizierenden als auch die reduktiven Systeme sind Spezialfélle der abfallenden
Systeme. Simplifizierende Systeme haben per Definition die Teiltermeigenschaft. Fir reduktive
Systeme gilt: weil die Teiltermeigenschaft wegen der Monotonie und der Wohlfundiertheit nicht
verletzt werden kann, IaRt sich jede monotone noethersche Ordnung mit der Teiltermeigenschaft
zu einer noetherschen Ordnung erweitern.

Definition 41 (Abfallende Termersetzungssysteme) Ein bedingtes Termersetzungssystem R ist
abfallend, falls es eine noethersche Erweiterung < der Teiltermordnung < gibt, so daR < den
irreflexiv-transitiven Abschlu® — 7 der Ersetzungsrelation von R enthlt und

o(l) >o(s1),-.-,0(ty)

fiir jede Substitution o und jede Regel sy = t1 A... As, = t, = | — rin R, wobei <« wie folgt
definiert ist: s < ¢, falls s ein Teilterm von ¢ ist.
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Satz 2 (Dershowitz, Okada, Sivakumar) Falls ein bedingtes Termersetzungssystem R abfallend
ist, dann hat es folgende Eigenschaften:

1. R ist terminierend.

2. Folgende Relationen sind entscheidbar: —, —>j§, sl t, tlg (d.h.isttreduzibel?).

Analog zur Terminierung ist auch der Beweis der Konfluenz bedingter Termersetzungssysteme
komplexer als beim unbedingten Fall. Die bekannten, auf kritischen Paaren basierenden hinrei-
chenden Kriterien greifen nicht mehr bei bedingten Termersetzungssystemen. Das Kritische-Paar-
Lemma gilt fur bedingte Termersetzungssysteme nicht mehr ohne neue Restriktionen. Es gibt
namlich terminierende bedingte Termersetzungssysteme mit konfluenten kritischen Paaren, die
nicht lokal konfluent [DOS87] sind. Fiir abfallende Termersetzungssysteme gilt aber das Kritische-
Paar-Lemma. Die bedingten Termersetzungssysteme, die wir in dieser Arbeit betrachten werden,
sind trivialerweise konfluent, da sie abfallend sind und per Definition (siehe erweiterte konstrukti-
ve Spezifikationen) keine kritischen Paare zulassen.

Definition 42 (Kritische Paare) Seien 71 : ¢1 = s1 — t1 und 7o : o = so — to ZWei
bedingte Regeln aus R. Falls es eine Substitution ¢ gibt und eine Stelle u von s; existiert, so
daB o(s1|u) = o(s2), dann ist die folgende bedingte Gleichung:

(1) No(p2) : o(s1u + s2]) = o(t1)
ein kritisches Paar der Regeln r1 und r,.

Ein kritisches Paar ¢ = d = s = t ist loshar (oder feasible), falls es eine Substitution ¢ gibt,
so daR o(c) | o(d). Es heifdt trivial, falls s und ¢ identisch sind. Es ist zusammenfihrbar (oder
joinable), falls fur alle Substitutionen o, fiir die o(c) | o(d) gilt, auch o(s) | o(¢) gilt. Ein
bedingtes Termersetzungssystem R heif3t nicht-Uberlappend, falls es weder triviale noch lésbare
kritische Paare besitzt.

Satz 3 (Dershowitz, Okada, Sivakumar) Ein abfallendes Termersetzungssystem R ist konfluent,
falls seine lésbaren kritischen Paare zusammenfiihrbar sind.

Wir werden in den kommenden Kapiteln lediglich nicht-lberlappende Regelsysteme betrachten.
Wie bei noetherschen unbedingten Termersetzungssystemen sind auch nicht-tberlappende beding-
te Termersetzungssysteme konfluent, falls sie terminierend sind.

Wir definieren nun einen weiteren, auf dem Termersetzungsgebiet sehr verbreiteten Begriff, der
durch den Wunsch, das Wortproblem zu lésen, motiviert ist.
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Definition 43 (Church-Rosser-Eigenschaft) Ein bedingtes Termersetzungssystem R besitzt die
Church-Rosser-Eigenschaft, wenn fur alle Terme ¢4, t2 € Tx(X) folgendes gilt:

t1 <% t2 genau dann, wenn t; g to.

Bemerkung: Konfluenz und Church-Rosser-Eigenschaft sind dquivalente Eigenschaften.

Falls ein bedingtes Termersetzungssystem R konfluent und terminierend (konvergent) ist, dann
14Rt es sich als Entscheidungsverfahren fiir das Wortproblem in der durch R spezifizierten alge-
braischen Struktur einsetzen.



Kapitel 4

Initiale und konstruktive
Spezifikationen

Bei der Entwicklung von Programmen ist es wesentlich, darauf zu achten, daR die am Ende er-
haltenen Programme transparent, einfach zu modifizieren und fehlerfrei sind. Das Aufteilen von
groReren Softwareprodukten in kleinere Programmteile ist fiir die Erflillung der obengenannten Ei-
genschaften unabdingbar. Die Korrektheit von Programmen 18Rt sich zum Beispiel nur mit kleinen
Modulen verifizieren. Dieses Modularisierungsprinzip setzt aber eine gewisse Abstraktion voraus.
Auf hoherer Ebene abstrahiert man von Programmierdetails, und auf hochster Ebene beschaftigt
man sich lediglich mit der Problemstellung.

Eine Methode zur Realisierung der Abstraktion ist die Benutzung von Spezifikationen. Spezifika-
tionen definieren einerseits abstrakte Datentypen (kurz ADT’s) und ermdglichen es andererseits,
Eigenschaften von solchen definierten ADT’s zu beweisen. Es werden zwei Arten von Spezifi-
kationen unterschieden: die Anforderungsspezifikationen und die Designspezifikationen. Erste-
re sind im allgemeinen als polymorphe Spezifikationen definiert (d.h. sie definieren polymorphe
ADT’s), letztere sind ndher zum Programm, sind im allgemeinen monomorph und erméglichen
Rapid Prototyping. Wir fiihren nun die Methode der initialen Spezifikation mit der bedingten Glei-
chungslogik ein.

4.1 Initiale Spezifi kationen

Definition 44 (Syntax der initialen Spezifikation) Eine initiale Spezifikation in der bedingten
Gleichungslogik ist ein Paar Sp = (X, ®), bestehend aus einer Signatur 3 und aus einer Men-
ge ® C CEL(X) von bedingten Gleichungen.

23
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Definition 45 (Semantik der initialen Spezifikation) Die Semantik M (Sp) einer initialen Spezi-
fikation Sp = (X, ®) ist der monomorphe ADT M(Sp) = {A € Alg(2)|A ~ T(X, ®)}, wobei
T(X, @) die Quotiententermalgebra von Definition 27 ist.

Satz 4 (Initialitat) Sei X eine Signatur und ® C CEL(X) eine Menge von bedingten Gleichun-
gen. Es gilt: T'(X, ®) ist ein Modell von ®.

Beweis: siehe [LEW96]
Satz 5 Sei Sp = (X, @) eine initiale Spezifikation. Jede Algebra in M (Sp) istinitial in Modsx (®).

Beweis: siehe [LEW96]

Eine Algebra in M(Sp) ist nicht irgendein Modell, sondern gerade das Modell, das der Vorstel-
lung des Programmierers beim Entwerfen eines Datentypen entspricht (das intendierte Modell).

4.2 Erweiterte konstruktive Spezifi kationen

Wir betrachten nun eine Variante konstruktiver Spezifikationen, die solche in [LEW96] erweitert
und in [PAD96] als kanonische Spezifikationen bezeichnet werden. Im folgenden gehen davon
aus, dal3 es fiir jede Sorte s € S mindestens einen Grundkonstruktorterm der Sorte s gibt.

Definition 46 (Erweiterte konstruktive Spezifikationen) Eine erweiterte konstruktive Spezifika-
tion (kurz: EKS) ist ein Tripel Sp = (2,9,Q.), wobei ¥ = (S,Q) eine Signatur, ® eine
Menge bedingter Gleichungen und Q. C € eine Menge von Konstruktoren ist. Wir schreiben
Ye = (S, Q). Fur Sp gilt:

1. Jede Gleichung in @ hat die Form:
S1 :tl/\.../\sn :tn :>f(’r1,...,rk) =1,

mit (f:s1 X ... X8 —3) €Q— Qe k>0,
T3 S TEC(X),sial S 7 S k Und t,tj,Sj S TE(X),S? 1 S] S n,
wobei Var(t), Var(s;), Var(t;) C Var(f(ri,...,rg)),1 <i<n.

2. ® ist nicht Gberlappend (d.h. es gibt weder I6sbare noch triviale kritische Paare zwischen
den Gleichungen von ®).
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3. Es gibt eine noethersche Ordnung <, unter der das bedingte Termersetzungssystem, das
man erhalt, indem man die Konklusion jeder Gleichung in ® von links nach rechts richtet,
abfallend ist.

Die obige Definition schlief’t die Verwendung von Extra-Variablen in den Bedingungen aus. Dies
bedeutet, daB alle in den Bedingungen enthaltenen Variablen auch in der rechten Seite der Kon-
klusion vorkommen. Damit sind bedingte Regeln, wie etwa die Transitivitat, nicht formulierbar.
Die beiden ersten Bedingungen der Definition sind rein syntaktisch, was fur die dritte nicht gilt,
da sie die Existenz einer noetherschen Ordnung verlangt (siehe Definition 41). Sie garantiert, dal
man bei der Auswertung einer definierten Funktion nicht in eine Endlosschleife gerat. Durch die
zweite Bedingung wird gewéhrleistet, daB es fur jeden Term ¢ = f(t1,...,%) € T»(X) und
ti € Ty (x),1 <1 < k hochstens eine Gleichung in @ gibt, die auf ¢ anwendbar ist. Die Bedeu-
tung der zweiten Bedingung wird bei der Betrachtung des zu ® assoziierten Termersetzungssy-
stems deutlicher.

Beispiel 1 Sei Sp = (X, ®, Q) mit den Konstruktoren true, false, 0, s, nil und cons,
Y = ({bool,nat,list}, {true :— bool, false :— bool, 0 :— nat, s : nat — nat, nil :—
list, cons : nat x list — list, eq : nat x nat — bool, del : nat x list — list}) und

® = { eq(0,0) = true;
eq(0,s(z)) = false;
eq(s(z),0) = false;
del(z,nil) = nil;
eq(z,y) = true = del(x, cons(y,m)) = m;
eq(z,y) = false = del(x,cons(y,m)) = cons(y,del(z,m))}

Sp ist konfluent, da die linken Seiten der Regeln in Sp nicht tberlappend sind (weder lésbare
noch triviale kritische Paare). Betrachtet man nun die rekursive Pfadordnung <,,, mit folgender
Ordnung auf den Funktionssymbolen: true < false < 0 < s < nil < cons < eq < del.
So sind fir alle Regeln in @ die Bedingungen 1-3 der Definition 46 erfiillt. Demnach ist Sp eine
EKS.

Bemerkung: Unter rekursiver Pfadordnung (bzw. lexikographischer Pfadordnung) verstehen wir
im folgenden die Ubliche Definition mit der folgenden zusétzlichen Bedingung:

t >ppo  (DZW. T > z), falls z € Var(t), z #1t.

Die durch die zusatzliche Bedingung erhaltene Ordnung ist dann eine Reduktionsordnung (siehe
[AVE95]).
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Definition 47 Das zu einer EKS B assoziierte Termersetzungssystem R ist das Termersetzungs-
system, das man erhélt, indem man die Konklusionen der bedingten Gleichungen in B von links
nach rechts richtet.

Das zu einer EKS assoziierte Termersetzungssystem ist per Definition abfallend und demnach
terminierend. Es ist auch konfluent, da es wegen der zweiten Bedingung keine kritischen Paare
zwischen den Regeln gibt.

Die in dieser Arbeit eingeflinrten EKS unterscheiden sich von den konstruktiven Spezifikationen
(kurz: KS), die in [LEW96] vorgestellt wurden in folgenden Punkten:

e EKS enthalten bedingte Gleichungen, wahrend KS per Definition nur Gleichungen erlau-
ben;

e EKS miussen nicht nur lineare Gleichungen enthalten, wahrend die Definition von KS die
Linearitét der Gleichungen fordert;

e EKS miissen nicht hinreichend vollstandig sein, wahrend KS hinreichend vollstandig sind.

Es ist also offensichtlich, daR EKS allgemeiner und expressiver als die klassischen konstruktiven
Spezifikationen sind. Mit EKS lassen sich ADT’s in einer sehr einfachen und natiirlichen Weise
spezifizieren.

Da wir aber in dieser Arbeit nur totale Funktionen betrachten wollen, fligen wir eine zusétzliche
Bedingung zu der Definition der EKS hinzu.

Definition 48 (Hinreichende \ollstdndigkeit) Sei Sp eine EKS=(%, ®, €2.). Eine definierte Funk-
tion f € Q — Q. heilit hinreichend vollstdndig bzgl. den Konstruktoren in €2, falls es fiir jeden
Grundterm f(¢1,...,t,) und ¢; € T, 1 < i < neinen Term ¢ € Ty, gibt, so daf :

f(tla"' 7tn) _>*R t:
wobei R das Termersetzungssystem ist, das zu ® assoziiert ist.
Bemerkung: Die obige Definition der Vollstandigkeit ist operationell und unterscheidet sich im
allgemeinen von dem ublichen Vollstandigkeitsbegriff. Die zwei Begriffe sind erst dann dquiva-

lent, wenn die Konfluenz und die Terminierung des betrachteten Termersetzungssystems garantiert
sind.

4.2.1 Kanonische erweiterte konstruktive Spezifi kationen

Definition 49 (Kanonische erweiterte konstruktive Spezifikationen, kurz: KEKS) Eine EKS heift
kanonisch, falls alle definierten Funktionen in ® hinreichend vollstandig sind.
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Beispiel 2 Die EKS von Beispiel 1, erweitert mit der folgenden bedingten Gleichung:

eq(s(z), s(y)) = eq(z,y),

ist eine KEKS, da die Funktionen eq und del durch die neue Gleichung hinreichend vollsténdig
geworden sind.

Neben der Terminierung und der Eindeutigkeit ist auch die Vollstandigkeit (Erfassung aller mogli-
chen Eingabewerte) der definierten Funktionen in einem KEKS nun gewdhrleistet. Diese drei
Eigenschaften zusammen erfassen den gewohnlichen Begriff der Totalitdt von Funktionen. Wir
werden im nachsten Abschnitt hinreichende Kriterien vorstellen, die KEKS bzw. ihre assoziierten
Termersetzungssysteme auf solche Eigenschaften tberpriifen.

Bemerkung: Jede KEKS definiert genau einen Interpreter fiir alle in ihr definierten Funktionen
(Algorithmen). Grundterme, etwa ¢, werden durch den Interpreter dadurch ausgewertet, dai? alle
in ¢ enthaltenen Funktionen auf ihre ausgewerteten Argumente angewendet werden. Dieser Pro-
zel wird solange fortgesetzt, bis keine Auswertung mehr mdoglich ist. Wegen der Terminierung,
der Konfluenz und der hinreichenden Volistandigkeit der KEKS ist das Ergebnis einer solchen
Auswertung immer ein eindeutiger Konstruktorgrundterm.

Definition 50 (Semantik der KEKS) Sei Sp = (X, ®,2.) eine KEKS mit ¥ = (5,Q) und X, =
(S, ). Die Semantik M (Sp) von Sp ist der monomorphe ADT M(Sp) = {A € Alg(%)|A
C'}, wobei C die folgende 3-Algebra ist:

1R

1. C(s) =T, , fur jede Sorte s € S

2. C(w) =nfir jedesw = (n:— s) € Q;

3. C(w)(wi,...,wg) =n(wi,...,wg) furjedesw = (n:s1 X ... x = 5) € Q,
k > 17w’i € TEC,S¢71 < 1 < ka

4. C(w)(wi,...,wg) = NF(n(wy,...,wg)) filrw=(n:s1x...x = 3s) € Q—9Q,,
kE>0und w; € T, ,,1 < i < k, wobei NF(n(wi,...,wg)) die Normalform von
n(wl,...,wk) ist.

Satz 6 Die obige Definition der Semantik von KEKS ist konsistent.

Beweis: Jede Funktion C(w) hat einen eindeutigen Wert fur gegebene Argumente und dieser
Wert ist ein Konstruktorterm. Dies gilt trivialerweise, da die Spezifikation (bzw. das assoziierte
Termersetzungssystem) konvergent und hinreichend vollstandig ist.
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Hilfssatz: Fir alle Grundterme ¢ € Ty, qilt: C(t) = NF(t).

Beweis: Sei < die noethersche Ordnung in der Definition der KEKS.

1. t=nmit(n:—s) € Q..Dannist C(t) =t = NF(t).
2. t:f(tl,...,tk) mitw = (f:31 X ... XSk—>S) € Qe k> 1,1 ETg,si,l <i<k.
Dann gilt:

C(t) = C(w)(C(t1),. .., C(tr))
= f(NF(t1),...,NF(tx)) wegen Ind. Ann. (da ¢; < t) und Konfluenz von R.

3.t = f(tr,... tg) Mitw = (f:81 X...x 8 —=38) €QX=0,k>0,t; € Ts 5,1 <i <k
Dann gilt:

)(C(t1),...,Cltr))

=C(w)(NF(t1),...,NF(tx)) Ind. Ann.,dat; <t
(f(NF(t1),...,NF(ty))) Definition von C
(f(t1,...,t5)) da R konfluent.

Satz 7 Die kanonische Algebra C' einer KEKS Sp = (%, @, £2,) ist ein Modell von &.

Beweis: Sei C' die kanonische Algebra der Spezifikation Sp. Seiry = ri A ... A7 = 1] =
f(t1...,t,) = t eine beliebige bedingte Gleichung aus ®. Zu zeigen ist, fir alle Belegungen
o:X — C:falls C(o)(r1) = C(o)(r}), 1 < i <1qgilt, dann:

Clo)(f(t1;---5ta)) = C(o)(?)
Annahme: C(o)(r1) = C(o(r})) gilt fur eine beliebige Belegung o : X — C.
Da C erzeugt ist, geniigt es zu zeigen (siehe [LEW96], Seite 57), dal
C(r)(f(ts,- .-, tn)) = C(7) (1),
wobei 7 : X — T eine beliebige Grundsubstitution ist. Wahle nun « : X — Ty, mit a(z) =

C(1(z)),Vz € X.Esqgilt C(7(r)) = C(a(r)) fir jeden Term r € Tx(X) (siehe [LEW96], Seite
156). Insbesondere gilt dann:
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C(a(f(tla s ,tn)))

( ,
NF(f(a(t1),--.,a(t,))) Definition von C
NF(f(a(t)), da f(a(t1),...,a(ty)) =s «(t) und R konfluent
C(a(t)) wegen obigem Hilfssatz

Satz 8 Sei Sp = (X, @, .) eine KEKS. Die kanonische Algebra C'ist initial in Mod(®).

Beweis: Siehe [LEW96], Seite 158.



Kapitel 5

Test-sets

Das Beweissystem, das wir in dieser Arbeit vorstellen werden, beruht auf Test-sets [KNZ86],
[KR90],[BR95], die im wesentlichen eine Beschreibung des initialen Modells einer Menge von
Gleichungen darstellen. Ein Test-set fur ein terminierendes Termersetzungssystem R ist mit an-
deren Worten eine endliche Menge von irreduziblen Termen, die die Menge aller bzgl. R irre-
duziblen Grundterme erfalt. Test-sets eignen sich besonders fiir die automatische Generierung
von Induktionsschemata bei Induktionsbeweisen. Sie werden auch eingesetzt, um Eigenschaften
von Termersetzungssystemen (z.B. hinreichende Vollstandigkeit) zu beweisen. Eine Besonderheit
der Test-sets ist, daB sie die Widerlegung der Giiltigkeit von Klauseln im initialen Modell einer
bedingten Gleichungsmenge ermdglichen.

Fir Gleichungstheorien gibt es effiziente Methoden zur Berechnung von Test-sets [KOU90], [HK88].
Die Berechnung von Test-sets fiir bedingte Gleichungstheorien erfordert aber induktives Bewei-
sen und ist demnach im allgemeinen unentscheidbar. Unter bestimmten Voraussetzungen gibt es
dennoch effiziente Methoden zur Konstruktion von Test-sets flir bedingte Gleichungstheorien. In
dieser Arbeit werden wir die Ergebnisse von [KR90] bzgl. der Berechnung von Test-sets iberneh-
men. Der entsprechende Algorithmus ist im SPIKE-System [BOU94] implementiert.

Definition 51 (Schranke eines Termersetzungssystems) Sei R ein bedingtes Termersetzungssys-
tem. Die Schranke D(R) von R ist wie folgt definiert:

D(R) = Tiefe(R) — 1 falls S-Tiefe(R) < Tiefe(R) und R ist left-linear
| Tiefe(R) sonst,

wobei S — Tiefe(R) das Maximum aller Tiefen der strikten Stellen der linken Seiten der Kon-
klusionen der Gleichungen in R ist.

Definition 52 (Test-set) Sei R ein bedingtes Termersetzungssystem. Ein Test-set T fiir R ist eine
endliche Menge von R-irreduziblen Termen, fiir die gilt:

30
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1. Fur jeden R-irreduziblen Grundterm s gibt es einen Term ¢ € T' und eine Grundsubstitution
0,50 daB o(t) = s.

2. Jeder Term in T enthélt nur Variablen, die ab Tiefe d > D(R) vorkommen und infinitér
sind.

Mit der ersten Eigenschaft 1&Bt sich die Giltigkeit von Formeln durch Induktion auf dem Bereich
der irreduziblen Terme statt auf der Menge aller Terme nachweisen. Sie garantiert die Vollstandig-
keit der Erfassung aller irreduziblen Terme durch die Test-sets. Im Gegensatz dazu ist die letzte
Bedingung fir die Korrektheit des Test-set-Induktionsprinzips irrelevant. Sie wird aber benétigt,
um Inkonsistenzen von Klauseln zu entdecken, und spielt bei der Widerlegung der Giiltigkeit von
universell quantifizierten Formeln durch Konstruktion von Gegenbeispielen eine wichtige Rolle.

5.1 DieKonstruktion von Test-sets

Wir stellen eine Methode zur Berechnung von Test-sets vor, die von E. Kounalis und M. Rusino-
witch in [KR90] erstmals eingefiihrt wurde. Die Methode basiert auf der Ableitung eines Struk-
turbaums flir jede definierte Funktion in der Spezifikation.

Definition 53 (Strukturbaum) Sei C = {c(z1,...,zy)|c ist Konstruktor}. Ein Strukturbaum B
fir eine definierte Funktion f ist ein Baum, dessen Knoten Terme sind und dessen Wurzel f(z1, ...
ist. Die S6hne eines Knotens & erhadlt man, indem man eine Variable in & durch ein Element aus
C ersetzt.

Es geht nun darum, einen Strukturbaum zu konstruieren, aus dessen Bléttern man ein Test-set
extrahieren kann. Die folgenden zwei Definitionen legen diejenigen Knoten fest, die expandiert
werden, sowie diejenigen Variablen, die durch Konstruktorterme ersetzt werden.

Definition 54 (Erweiterbarkeit) Ein Term ¢ ist an der Stelle u bezuglich eines bedingten Termer-
setzungssystems R erweiterbar, falls ¢|, eine Variable der Sorte s ist und entweder s finitér ist,
oder es eine Regel ¢ = I — r € R gibt, so dal |, strikt ist oder eine Variable, die mehrmals in
[ vorkommt. Ein Term ¢ ist dann erweiterbar beziiglich R, falls ¢ an einigen Stellen u erweiterbar
ist.

Zn)

Definition 55 (Pseudo-reduzibel) Sei R ein bedingtes Termersetzungssystem. Ein Term ¢ ist pseudo-

reduzibel durch R, falls es eine Menge von Regeln {c; = 1 — 71,...,¢cn, = I — 7}
in R gibt und es Stellen uy,...,u, in ¢t gibt, so daB t|,, = o1(l1),.--,tu, = on(ln) und
o1(c1) A ... A ogn(l,) eine induktive Folgerung (siehe S. 37) von R ist.
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Ein Strukturbaum B heil’t vollstandig, falls jedes Blatt in B entweder pseudo-reduzibel oder nicht
erweiterbar ist. Ausgehend von der Wurzel f(z1, ..., zy) wird der Baum an erweiterbaren Knoten
solange expandiert, bis alle Blatter pseudo-reduzibel sind. Die Blatter des Baumes erfassen dann
alle moglichen Argumente der Funktion f.

Satz 9 (Kounalis, Rusinowitch) Sei R eine Menge von bedingten Regeln. Falls es fir alle definier-
ten Funktionen f einen vollstandigen Strukturbaum gibt, dessen Blatter pseudo-reduzibel sind,
dann IaRt sich ein Test-set fiir R wie folgt konstruieren.

Sei T die Menge aller Argumente der Blatter aller vollstéandigen Strukturbaume, die man durch
das obige Verfahren fiir alle definierten Funktionen konstruiert hat. Dann ist die folgende Teilmen-
ge T, von T, fur die gilt:

1. Jedes Element in T4 hat eine Instanz in T%;

2. kein Element in T hat eine andere Instanz in Ty (aufer sich selbst),
ein Test-set fur R.

Die erste Bedingung garantiert die Vollstandigkeit der berechneten Test-sets, wéhrend die zweite
dessen Minimalitat gewahrleistet. Diese vorgestellte Methode zur Konstruktion von Strukturbdum-
en kann auch dazu dienen, die hinreichende Vollstandigkeit von Funktionen zu Uberpriifen. Das
Verfahren [aBt sich leicht erweitern, um nicht hinreichend vollstandig definierte Funktionen zu
vervollstandigen. Test-sets und hinreichende Vollstandigkeit eines Termersetzungssystems hangen
sehr stark zusammen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 10 (Naren, Zhang86) Ein Termersetzungssystem R ist genau dann hinreichend vollsténdig,
wenn keine definierte Funktion in einem Test-set von R vorkommt.

Es gibt eine einfache Methode zur Berechnung von Test-sets, wenn alle Funktionen hinreichend
vollstandig definiert sind.

Satz 11 Sei R ein bedingtes Termersetzungssystem. Falls alle Funktionen hinreichend vollstandig
uber freie Konstruktoren definiert sind, dann ist die Menge aller Terme ¢, fr die gilt:

1 teTs, (x);

2. Tiefe(t) < D(R);

3. alle in ¢ vorkommenden infinitaren Variablen, kommen nur in Tiefe D(R) vor,
ein Test-set fur R.
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add(x, y) div2(x)

add(x,0)  add(x, s(y)) div2(0) div2(s(x))

/N

div2(s(0))  div2(s(s(x)))

Abbildung 5.1: Strukturbaum fiir add und div2

Beispiel 3 Wir betrachten die natirlichen Zahlen, definiert durch die Konstruktoren 0 und s. Wir
definieren die Addition add und die ganzzahlige Division durch 2 div2 ohne Rest:

Y = ({nat}, Q) mit
Q ={0:— nat, s: nat — nat, add : nat x nat — nat, div2 : nat — nat}

Betrachte die Spezifikation Sp = (X, ®) und das zu ® assoziierte Termersetzungssystem R:

R = {add(z,0) — 0; add(z, s(y)) — s(add(z,y)); div2(0) — 0; div2(s(0)) — 0;
div2(s(s(x))) — s(div2(z))}.

Wir konstruieren die Strukturbdume fiir die definierten Funktionen add und div2:

Alle Blatter sind pseudo-reduzibel: ein Test-set fir R ist die Menge T = {0, s(0), s(s(z))}. Die
Menge M = {0, s(z)} kann nicht als Test-set gewahlt werden, da sie die erste Bedingung von
Satz 9 nicht erfiillt. s(0) hat ndmlich keine Instanz in M. Die zweite Bedingung der Test-sets wére
dadurch verletzt, daf die Tiefe der Variable z in s(z) Kleiner ist als D(R) = 2.

Wir werden Test-sets verwenden, um Induktionsschemata automatisch zu generieren. Diese In-
duktionsschemata werden fiir eine gegebene Theorie einmal berechnet im Gegensatz zu Indukti-
onsbeweisern, wie etwa Ngthm [BOY79] oder INKA [BIHW86], wo sie bei jedem Beweis neu
berechnet werden, je nach dem welche Funktionssymbole in den zu beweisenden Aussagen vor-
kommen. Solche Systeme verwenden Heuristiken, die sich an Rekursionsschemata der in der zu
beweisenden Formel vorkommenden rekursiven Funktionen orientieren. Diese so generierten In-
duktionsschemata kénnen sich aber wahrend des Beweises als ungeeignet entpuppen. Test-sets
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dagegen hangen nicht unbedingt mit den Rekursionsschemata von Funktionen zusammen, die in
einer zu beweisenden Aussage vorkommen. Ein kurzer Vergleich mit anderen Systemen wird am
Ende dieser Arbeit durchgefihrt.

Ein entscheidender Aspekt bei der Wahl der Test-sets fiir die Generierung von Induktionsschemata
war, da man mit ihnen die Gultigkeit von Klauseln im initialen Modell einer Menge bedingter
Gleichungen widerlegen kann, falls das assoziierte Termersetzungssystem grundkonvergent ist.
Das hat zur Folge, daB der Suchraum erheblich reduziert und die Effizienz des Beweisers dadurch
erhéht wird.
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Induktion als Beweismittel

Induktion ist eine grundlegende Beweistechnik, die in vielen Bereichen der Informatik und der
Kunstlichen Intelligenz, insbesondere aber in der Verifikation, Transformation und Synthese von
Programmen, Anwendung findet. Zur Automatisierung des Induktionsprinzips wurden zwei Ansétze
in der Literatur vorgeschlagen: die explizite und die implizite Induktion. Letztere wird auch induk-
tionslose Induktion genannt. Nach einer kurzen Vorstellung des Induktionsprinzips sollen die \Vor-
und Nachteile der jeweiligen Ansétze zur Automatisierung der Induktion dargestellt werden.

6.1 DasPrinzip der Induktion

Viele Eigenschaften abstrakter Datentypen lassen sich durch eine Menge (bedingter) Gleichungen
axiomatisieren. Dennoch kann es vorkommen, dal unendlich viele Eigenschaften eines ADT’s
nicht aus einer endlichen Menge von (bedingten) Gleichungen logisch folgen. Um solche Eigen-
schaften, die nur in speziellen Modellen (erzeugten Modellen, initialem Modell oder Konstruktor-
modell) giiltig sind, zu beweisen, mufl man das Induktionsaxiom anwenden. Leider ist das Induk-
tionsaxiom in der Pradikatenlogik erster Stufe wegen der Allquantifizierung lber Préadikaten (Ei-
genschaften) nicht formulierbar. Die Aufhahme beliebig vieler Instanzen I des Induktionsaxioms
in die betrachtete Axiommenge stellt einen zufriedenstellenden Ausweg dar. Eine Instanz wird
dadurch erhalten, da man die allquantifizierte Eigenschaft durch eine feste pradikatenlogische
Formel ersetzt. Man verzichtet also auf eine gewisse Ausdruckskraft zugunsten eines effektiveren
Beweisbegriffs. Die Situation lalt sich am besten am Beispiel der natiirlichen Zahlen illustrieren,
die durch die Peano-Axiome und das Induktionsaxiom eindeutig charakterisiert werden [PEA89].
Das Induktionsaxiom Iy = VP[P(0) A Vz[P(z) = P(s(z))] = VzP(z)] ist in der PL1 nicht
formulierbar. I wird demnach durch eine unendliche Menge I approximiert. Nach dem Goedel-
schen Unvollstandigkeitssatz ist diese Beschreibung der natlrlichen Zahlen nicht mehr eindeutig.
Es gibt ndmlich im initialen Modell giiltige Aussagen lber naturliche Zahlen, die mit der vorge-
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schlagenen Axiomatisierung nicht ableitbar sind.

6.2 Explizite Induktion

Bei diesem Ansatz wird das Induktionsprinzip in einer offensichtlicheren Weise zum Beweis von
Aussagen benutzt.

6.2.1 Schrittweise Induktion

Die schrittweise Induktion ist ein sehr wichtiges Beweisprinzip, um Eigenschaften tber natiirliche
Zahlen zu beweisen. Sie stitzt sich auf die Definition der natiirlichen Zahlen und geht davon aus,
daR eine Eigenschaft P fir alle natiirlichen Zahlen wie folgt nachgewiesen werden kann:

1. Pqiltfirn =0;

2. falls P fiir eine natiirliche Zahl n gilt, dann gilt P fiir n + 1.

Die schrittweise Induktion ist nicht nur auf die natuirlichen Zahlen beschrankt, sondern laRt sich
auf Datenstrukturen wie z.B. Baume, Listen und Mengen verallgemeinern. Ein Schritt kann dann
als der Ubergang eines Objekts zum strukturell direkten Nachfolger gesehen werden. Dieses In-
duktionsprinzip wurde von Burstall in [BUR69] vorgeschlagen. Wenn es aber um den Beweis
von Eigenschaften von Funktionen geht, die nicht uber Konstruktoren definiert sind, scheitert die
strukturelle Induktion. Ein Paradebeispiel ist der Beweis der Kommutativitat der Funktion, die
nach dem Euklidischen Algorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler (ggt) von zwei naturlichen
Zahlen berechnet. In diesem Fall braucht man ein allgemeineres Induktionsprinzip.

6.2.2 Noethersche Induktion

Das oben vorgestellte Induktionsprinzip 1Rt sich zum Prinzip der noetherschen Induktion ver-
allgemeinern. Nach diesem Induktionsprinzip gilt eine Eigenschaft P fiir alle Elemente x einer
wohlfundierten Menge M (mit der noetherschen Ordnung <), wenn

VeeM: (Vye M,y <z = P(y)) = P(z).

Diese Definition erlaubt es, nicht nur auf die Giiltigkeit des direkten Vorgéangers, sondern auch auf
die Gultigkeit der Eigenschaft P aller beziiglich einer gegebenen noetherschen Ordnung kleineren
Elemente zuriickzugreifen. In der Informatik werden verschiedene Varianten dieses Induktions-
prinzips verwendet. Die noethersche Induktion auf Terme, auch Terminduktion genannt, ist eine
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dieser Varianten, die sich auf die Struktur der Terme stiitzt.

Terminduktion

Induktive Folgerungen sind diejenigen Formeln, die in speziellen Modellen giiltig sind. Diese Mo-
delle sind je nach Wahl entweder alle erzeugten Modelle oder das initiale Modell einer Axiommen-
ge. Die Gliltigkeit einer Formel in allen erzeugten Modellen unterscheidet sich im allgemeinen von
der im initialen Modell [PAD88]. Wenn es sich um eine Gleichung handelt, ist die Giiltigkeit im
initialen mit der in allen erzeugten Modellen dquivalent. Aus Vereinfachungsgriinden betrachten
wir nur Gleichungen fiir den Rest dieses Abschnitts.

Satz 12 Sei Sp = (X, E) eine Gleichungsspezifikation, < eine wohlfundierte Ordnung auf Tu-
peln von Grundtermen und P eine Gleichung. P[z] ist dann eine induktive Folgerung von E, wenn
fur alle Tupel von Grundtermen (t1,...,%,)

EU{P[s1,---,8n] | (s1,---,8n) K (t1,.. - tn)} F Plt1, ..., ts)
wobei t; € Tx, 1 <14 < nund I die Ableitbarkeit des Kalkiils der Gleichungslogik ist.

Die grofte Schwierigkeit bei der Automatisierung der Terminduktion liegt in der unbeschrankten
Zahl der zu betrachtenden Grundterme. Deshalb versucht man, sie durch Terme aus einer endli-
chen Menge zu ersetzen.

Test-set-Induktion

Hier werden die in der zu beweisenden Aussage vorkommenden Variablen durch Elemente ei-
nes vorher berechneten Test-sets ersetzt. Induktion durch Test-sets 1aRt sich nur anwenden, wenn
die betrachtete (bedingte) Gleichungsmenge in ein terminierendes Termersetzungssystem trans-
formiert werden kann.

Satz 13 Sei Sp = (%, E) eine Gleichungsspezifikation, < eine stabile noethersche Ordnung auf
Tx(X), P eine Gleichung, R das zu E assoziierte Termersetzungssystem und 7" ein Test-set fur R.
P ist eine induktive Folgerung von E, falls fiir alle ¢ € T folgendes gilt:

EU{P[u]|u <t} F P[t],

wobei u € T5(X).
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Falls man beim Test-set-Induktionsprinzip fir < die Terminierungsordnung des Termersetzungs-
systems wahlt, erhdlt man die von Reddy in [RED89] vorgeschlagene Term Rewriting Induktion .
Es ist offensichtlich, daf die strukturelle Induktion auch ein Spezialfall der Test-set-Induktion ist.
Falls die Test-sets nur aus freien Konstruktoren bestehen und als noethersche Ordnung die Teil-
termordnung gewahlt wird, reduziert sich die Test-set-Induktion auf die strukturelle Induktion.
Verwendet man im obigen Satz Cover-sets [BEN96], [ZKK88], [BACS88] statt Test-sets, erhalt
man das Cover-set-Induktionsprinzip. Cover-sets sind allgemeiner als Test-sets, dementsprechend
ist das auf Cover-sets basierende Induktionsprinzip ebenfalls allgemeiner. Das Problem bei der
Benutzung von Cover-sets liegt bei ihrer automatischen Generierung. Cover-sets kénnen nur auto-
matisch aus Funktionsdefinitionen (a la Boyer-Moore oder wie in INKA) generiert werden, wenn
diese vollstandig definiert sind.

6.3 Implizite Induktion

Die zentrale Idee bei einem impliziten Induktionsbeweis basiert im wesentlichen auf einer Konsi-
stenziiberprifung zweier Gleichungsmengen. Diese Beweismethode verzichtet auf eine explizite
Verwendung des Induktionsaxioms und wird deshalb induktionslose Induktion genannt. Sie geht
davon aus, daf die betrachtete Axiommenge Hilbert-Post-vollstandig und konsistent ist. Nach der
Konsistenz-Methode der First-Order-Logik ist eine Axiommenge E Hilbert-Post-vollsténdig, falls
sich jede mit E konsistente Formel B von E ableiten 1aRt. Demnach kann man zeigen, dal E + B,
indem man zeigt, dal E U { B} vollstdndig ist (sie enthélt keine Formel der Form ¢ A —¢). In der
Gleichungslogik ist dieses Beweisprinzip attraktiver, weil sich dort Konsistenz einfacher nach-
weisen laRt. Eine Gleichungsmenge wird in der Gleichungslogik als konsistent im algebraischen
Sinne genau dann definiert, wenn sie kein triviales Modell besitzt. In der logischen Sicht ist eine
Gleichungsmenge E konsistent, falls ihre induktive Theorie keine Gleichungen der Form z = y
enthélt, wobei x und y Variablen sind. Es ergibt sich dann folgende Alternative zum Giiltigkeits-
nachweis einer Gleichung e im initialen Modell einer Gleichungsmenge E:

e ist eine induktive Folgerung von E, falls E U {e} konsistent ist.

Da die Konsistenz aus der algebraischen Sicht schwer nachzuweisen ist, wurden in mehreren Va-
rianten der induktionslosen Induktion starker hinreichende Kriterien fiir Konsistenz verwendet.
Der erste Vorschlag kam von Musser [MUS80A]. Seine Methode setzt voraus, dall neben der
hinreichenden \Vollstandigkeit der definierten Funktionen, das Gleichheitspradikat zu jeder Sorte
der Signatur gehort. Inkonsistenzen, in diesem Fall Gleichungen der Form true = false, werden
dann durch eine zu Knuth-Bendix analogen Prozedur entdeckt, vorausgesetzt, daR das zu der Glei-
chungsmenge assoziierte Termersetzungssystem konvergent ist. Die Methode wurde dann spéter
durch Huet und Hullot [HUH82] verfeinert, indem die Bedingung der expliziten Axiomatisie-
rung der Gleichheit fallengelassen wurde und Inkonsistenzen auf Gleichungen zwischen Grund-
konstruktortermen reduziert wurden. Danach wurde die Methode u.a. von Dershowitz [DER82],
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Jouannaud und Kounalis [JK86], Fribourg [FRI86], Narendran und Zhang [KNZ86] und Bach-
mair [BAC88] erweitert. Alle Varianten unterschieden sich in den hinreichenden Kriterien, die
sie flr Konsistenz festlegen. In der von Bachmair vorgeschlagenen Prozedur [BAC88] ist es sogar
maoglich, mit Gleichungen umzugehen, die nicht in Termersetzungsregeln umzuwandeln sind (z.B.
die Kommutativitat der Addition).

Beispiel 4 (Huet, Hullot) Betrachte die folgende Spezifikation Sp = (X, ®) von Listen mit den
Konstruktoren nil und cons:

¥ = ({ list },2) mit

Q = {nil :— list,cons : el X list — list,append : list x list — list,rev : list — list} und

& = {append(nil,z) =z ; (1)
append(cons(z,y), z) = cons(z,append(y, z)); (2)
rev(nil) = nil; (3)
rev(cons(z,y)) = append(rev(y), cons(z,nil)); (4) }

 erflillt das Definitionsprinzip von Huet und Hullot, d.h. die Konstruktoren in @ sind frei, und &
ist hinreichend vollsténdig. Sei R das zu ® assoziierte Termersetzungssystem. R ist terminierend
(wéhle die RPO mit folgender Prazedenz: nil < cons < append < rev) und konfluent.

Wir zeigen durch induktionslose Induktion, daB rev(rev(z)) = z (5) eine induktive Folgerung
von @ ist. Zu zeigen ist: Der Knuth-Bendix-Algorithmus gestartet mit ® U {rev(rev(z))}, termi-
niert erfolgreich. Es entstehen folgende neue Regeln durch die Vervollstandigung:
rev(append(rev(z), cons(y,nil))) — cons(y,z) (6)

rev(append(x, cons(y,nil))) — cons(y,rev(z)) (7)

Der Algorithmus terminiert und liefert ein konvergentes Termersetzungssystem bestehend aus den
Regeln (1), (2), (3), (4), (5) und (7). rev(rev(z)) = x ist also eine induktive Folgerung von &.

6.4 Kurzer Vergleich beider Ansatze

Das Prinzip der impliziten Induktion wird von manchen Autoren als Konsistenz-Methode bezeich-
net und nicht als reine induktive Methode betrachtet. Diese Kritik war fir die Anhénger der im-
pliziten Induktion nicht ohne weiteres zu akzeptieren. Deshalb wurden nach der Veroffentlichung
von [GG88], einige Artikeln [RED89], [BRH94] geschrieben mit dem Ziel, die impliziten Metho-
de als induktive Methode zu rechtfertigen und die Vorteile dieser Methode hervorzuheben. Reddy
zeigte in [RED89], daR die auf der Knuth-Bendix-Vervollstandigungsprozedur basierenden induk-
tiven Beweisprozeduren tatsachlich induktive Beweise (im Sinne von Term Rewriting Induktion)
liefern. Laut Bronsard [BRH94] liegt der Unterschied zwischen den beiden Methoden nur darin,
dal3 die in der impliziten Induktion verwendete noethersche Ordnung in dem Deduktionsmechanis-
mus (hier Termersetzung) beinhaltet ist. Sie wére demnach als noethersche Induktion tiber Terme
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zu betrachten. Damit wére eine Unterscheidung der beiden Methoden Uberfllissig. Wir glauben
trotzdem, dal? es in dieser Arbeit angebracht ist, folgende Bemerkungen anzubringen:

e Die Terminierungsordnung des zu einer Gleichungstheorie assoziierten Termersetzungssys-
tems ist die wichtigste Komponente der impliziten Induktionsmethode, da die Korrekt-
heit des Knuth-Bendix-Algorithmus darauf basiert. Bei der expliziten Methode dagegen
héngt die Korrektheit der Methode nicht mit der Terminierungseigenschaft der betrachteten
Axiommenge zusammen. Ihre Effektivitat ist wohl aber mit der gewéhlten Termersetzungs-
strategie verbunden [BEN96], [DOS93]. Die Einschrankung der fiir die implizite Indukti-
onsmethode bendtigten fundierten Ordnung auf die Terminierungsordnung des Termerset-
zungssystems verlangt selbstverstandlich ihren Tribut: Beweise, die eine andere Ordnung
als die Terminierungsordnung brauchen, kdnnen mit der impliziten Induktionsmethode nicht
erfolgreich durchgefiihrt werden. In solchen Féllen wiirde man zuerst zeigen missen, dal3
das Termersetzungssystem mit der neuen Ordnung terminiert (bzw. daR beide Ordnungen
kompatibel sind), und erst dann kann ein neuer Versuch gestartet werden. Dieser Schwach-
punkt der induktionslosen Induktion wurde in [BACB88] teilweise behoben, dort aber wird
die Methode vom Autor selbst nicht als induktionslose Induktion sondern als Beweis durch
Konsistenz bezeichnet.

e Im Gegensatz zu der expliziten Methode verhdlt sich die implizite Methode nicht monoton.
D.h. der Beweis, daB eine Gleichung e eine induktive Folgerung von E ist, ist nicht mehr mit
Hilfe der Methode zu wiederholen, wenn man eine neue Gleichung e; in E hinzufligt, und
zwar dann, wenn sich EU{e1 } nicht als konvergentes Termersetzungssystem transformieren
lant.

e Der grofRe Vorteil der auf Vervollstandigung basierenden Induktionsmethode besteht dar-
in, daB sie gegenseitige Induktion (mutual induction) in einer einfachen Weise ermdoglicht.
Unter einem gegenseitigen Induktionsbeweis ist ein Induktionsbeweis einer Eigenschaft P
zu verstehen, bei dem man ein Lemma L ben6tigt, dessen Beweis aber wiederum die Ei-
genschaft E verlangt. Die Suche nach passenden Lemmata in Form von Generalisierungen
entféllt dadurch, daR die Methode der induktionslosen Induktion bis zu einem gewissen
Grad ohne Generalisierungen auskommt.

e Ein anderer erwdhnenswerter Vorteil der impliziten Methode ist, da man Induktionshypo-
thesen als Regeln verwenden kann, ohne Uiberpriifen zu miissen, ob sie bzgl. der verwende-
ten Ordnung Kleiner als die zu beweisenden Formeln sind.

e Mit der impliziten Methode durchgefiihrte Beweise sind im allgemeinen kiirzer als die
mit der expliziten Induktion. In [BR95] wurde der Gilbreath-card-trick-Satz mit nur zwei
Hilfssdtzen gezeigt, wahrend klassische, auf expliziter Induktion basierende Systeme, wie
etwa COQ, Ngthm oder RRL, zwischen 15 und 20 Zwischenlemmata bendtigten.

o Beweise mit der klassischen Induktionsmethode sind tbersichtlicher und einfacher nachzu-
vollziehen. Die Schwierigkeit bei der expliziten Methode bleibt aber das Finden einer fur
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einen Beweis geeigneten noetherschen Ordnung.

e Die Auswahl der verwendeten noetherschen Ordnung tendiert bei induktionsloser Induktion

mehr zu syntaktischen Ordnungen, bei den Beweisen mit expliziter Induktion mehr zu se-
mantischen Ordnungen.
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Programmsynthese

Die Entwicklung von Softwaresystemen, die in der Lage sind, nicht nur Routine, sondern auch
anspruchsvolle Aufgaben zu bewiltigen, war und ist nach wie vor ein Ziel einiger Teilbereiche der
Informatik und der Kinstlichen Intelligenz. Programmsynthese ist eine dieser anspruchsvollen
Aufgaben, die sich die Automatisierung der Programmierung zum Ziel gesetzt hat. Was genau
unter Programmsynthese zu verstehen ist, 14t sich mit den folgenden Sétzen zusammenfassen:

The design and implementation of correct software meeting given requirements con-
tinues to be most relevant, practical, and scientifically challenging problem. There are
many lines of research directed towards solving this problem. Automatic program-
ming is one among those. It is the study of techniques for generating executable code
from information which may be fragmentary and may only indirectly specify the tar-
get behavior.

The field is based on the idea that ultimately we need to engage the machine itself in
the process of programming machines, since only machines offer the important pro-
perty needed for this task which is the ability to work without making mistakes. The
“Automatic” in the name does not necessarily refer to a full automation of program-
ming but rather to a considerably higher degree of automation than in other lines of
software production pursued by the literature.

Alan Biermann

Die automatische Unterstlitzung der Programmentwicklung einerseits und die Sicherstellung der
Korrektheit der erstellten Programme andererseits sind die wichtigsten Charakteristika der Pro-
grammsynthese. Bei zunehmend internationalem Wettbewerb und wegen der ErschlieBung neuer
Anwendungsgebiete gewinnt die Korrektheit von Software immer stérkere Bedeutung. Bei der for-
malen Softwareentwicklung besteht der Weg von der Spezifikation bis zum laufféahigen Programm
aus kleinen, mathematisch prézisen Beweisschritten, deshalb ist eine maschinelle Unterstiitzung

42
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unabdingbar. Es sollen so viele Schritte wie mdglich automatisch ablaufen, so dal3 der Bediener
nur noch eingreift, wenn dies notig ist.

Nach etwa zwanzig Jahren intensiver Forschung haben sich im Bereich der Programmsynthese
zwei formale Methodologien durchgesetzt: die induktive und die deduktionsbasierte Programm-
synthese.

7.1 Induktive Programmsynthese

Ansétze zur induktiven Programmsynthese gehen tblicherweise von einer Menge von Beispie-
len aus, die die gewiinschte Ein-Ausgabe-Relation des zu synthetisierenden Programms darstellen
sollen. Das gewiinschte Programm laft sich dann aus den Beispielen nach einer Reihe von Ver-
allgemeinerungen inferieren. Induktive Programmsynthese ist ein Bereich eines Teilgebiets der
Kinstlichen Intelligenz, Maschinelles Lernen (Machine Learning) genannt, das sich mit der Au-
tomatisierung des Lernens beschéftigt. Es gibt in der Literatur eine Reihe von Ansétzen zur in-
duktiven Programmsynthese [MUG92], [SUMT77], [BIG83], [WYS87]. Wir werden uns in dieser
Arbeit mit einem deduktionsbasierten Ansatz zur Programmsynthese beschaftigen.

7.2 Deduktionsbasierte Programmsynthese

Bei der deduktionsbasierten Programmsynthese wird eine formale Spezifikation vorgegeben, die
die Ein-Ausgabe-Relation des gewiinschten Programms beschreibt. Ausgehend von der Spezifi-
kation werden logische oder Transformationsregeln solange angewandt, bis man ein Programm
erhélt. Die Ansdtze der deduktionsbasierten Programmsynthese unterscheiden sich im allgemei-
nen qualitativ durch die Eigenschaften der festgelegten Ziel- und Spezifikationssprachen einerseits
und durch die Art der wahrend der Synthese angewandten Regeln anderseits.

7.2.1 Synthese durch Transformation

Aus einer formalen Spezifikation wird ein Programm schrittweise durch Anwendung korrektheits-
erhaltender Transformationsregeln konstruiert. Die Anwendbarkeit der Regeln muf3 noch bei eini-
gen Schritten bewiesen werden. Systeme, die auf diesem Ansatz basieren, stellen dem Benutzer
eine Menge Transformationsregeln zur Verfligung, aus der die geeigneten Regeln wahrend der
Programmentwicklung auswahlt und instanziiert werden. Die ersten Transformationen einer Pro-
grammkonstruktion bringen die initiale Problemspezifikation in eine angebrachte Form, wéhrend
die letzten dazu dienen, Teile des Programms zusammenzufiigen. Transformationen ermdglichen
es, Probleme auf kleinere Teilprobleme zuriickzufiihren, Teile zusammenzufiigen, Iterationen oder
Rekursionen einzufiihren etc. Eine niitzliche Charakteristik dieses Ansatzes ist die Tatsache, dal
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viele Informationen in einen einzigen Schritt eingebettet werden kénnen. Systeme, die auf diesem
Ansatz basieren, findet man in [BRO83], [BUR77], [PAR90], [HOF93] und [BIB84].

7.2.2 Konstruktive Programmsynthese

Hier wird ein Programm aus einem (hinreichend) konstruktiven Beweis seiner formalen Spezifika-
tion gewonnen. Bei diesem Ansatz lauft die Erstellung des Programms Hand in Hand mit dessen
Verifikation ab. Die Spezifikation des Programms wird dabei durch eine Formel einer vorgegebe-
nen Logik ausgedriickt. In [MAW84] wird die formale Spezifikation des gewiinschten Programms
als Existenzformel formuliert (oder kann als solche interpretiert werden), und die Beweise werden
durch eine zweidimensionale Struktur, deduktive Tabelle genannt, dargestellt. Resolutionsbasierte
Techniken und Termersetzung werden angewandt, um Beweise durchzufiihren. In den letzten Jah-
ren hat sich dieser Ansatz bei den auf konstruktiven Typtheorien basierenden Systemen [DOW],
[LP92], [MAG92], [CONB8E6] stark verbreitet. Die in diesen Typtheorien enthaltenen Logiken sind
konstruktiv. Deshalb sind Beweise in solchen Typtheorien ebenfalls konstruktiv und bestehen aus
einem logischen und einem algorithmischen Teil. Aus dem algorithmischen Teil eines solchen Be-
weises laRt sich dann das gewiinschte Programm problemlos automatisch extrahieren. Die Struktur
des Beweises spiegelt sich in dem aus ihm synthetisierten Programm wider; man spricht von Dua-
litdt zwischen Beweisteilen und korrespondierenden Programmteilen. Zum Beispiel hangt die Art
der Induktion, die man im Beweis angewandt hat, sehr stark mit der Rekursion im extrahierten
Programm zusammen.

Da viele natirliche und intuitive Beweisschritte nicht konstruktiv sind (z.B. Satz vom ausgeschlos-
senen Dritten), ware es zu einschrénkend, nur konstruktive Logiken zu betrachten. Es geniigt,
Beweise in einer klassischen Logik durchzufiihren und nur solche Beweisschritte konstruktiv ein-
zuschranken, die fur die spatere Programmextraktion relevant sind.

Es gibt auch Mischformen, die sowohl zu den induktiven als auch zu den deduktiven Ansatzen
gehdren. Die schema-orientierte Synthese von D. Smith [SMI85] ist eine davon. Man kann aber
auch die Methoden zur Programmsynthese anders kategorisieren. In [DOS93] wurden sie als
Vorwarts- und Rickwaértssynthese Klassifiziert. Methoden, wie die Fold-Unfold-Strategie von Bur-
stall und Darlington [BUR77] und die Synthese durch Vervollstandigung [DER87], [RED88],
gehdren demnach zur Vorwartssynthese. Dort werden alle relevanten logischen Folgerungen der
Programmspezifikation und der Axiomatisierung der betrachteten Theorie generiert. Aus diesen
logischen Folgerungen werden dann, diejenigen herausgefiltert, die das gewiinschte Programm
darstellen soll. Zur Riickwaértssynthese zahlen dann unter anderem die Methode von Manna und
Waldinger, die das induktive Folgern in den deduktiven Prozel integriert.

Obwohl Programmsynthese seit Jahren ein intensiv bearbeitetes Forschungsgebiet ist, sind wir der
Meinung, dal} man dieses Gebiet mit Konzepten, wie automatischer Lemmagenerierung und/oder
Widerlegung von Spezifikationsformeln bereichern kann. Wir werden uns in dieser Arbeit mit kon-
struktiver Programmsynthese beschéftigen. Es wird eine Methode zur Widerlegung von Spezifika-
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tionen prasentiert, die es moglich macht, fehlerhaften oder inkonsistenten Programm-Beschreibungen
auf die Spur zu kommen und den grofRen Suchraum bei der Ldsungsfindung erheblich zu reduzie-
ren. Durch die automatische Generierung von Zwischenlemmata werden in unserem Synthese-
system viele direkte Eingriffe des Benutzers nicht mehr notwendig, um Beweise erfolgreich ab-
zuschlieBen. Die Fahigkeit eines Systems, den Benutzer von aufwendigen Aufgaben zu entlasten
und ihm dennoch bei entscheidenden Situationen die Mdglichkeit zu geben einzugreifen, zeichnet
die Leistungsfahigkeit eines Beweissystems aus.

In dieser Arbeit werden wir uns auf die Automatisierung der konstruktiven Programmsynthese
konzentrieren. Die Methode beruht auf Test-sets und einfachen algebraischen \ereinfachungen.
Unser erstes Ziel dabei ist, zum einen einen hohen Automatisierungsgrad zu erreichen, zum ande-
ren aber auch eine Interaktivitat zuzulassen, falls es nétig ist oder der Benutzer es wiinscht (z.B.
bei der Wahl der zu benutzenden noetherschen Ordnung).



Kapitel 8

Induktive Beweise fur eine Klasse von
Existenzformeln

Wir stellen nun unseren Ansatz zum induktiven Beweisen von Existenzformeln vor. Unsere Be-
weismethode beruht auf Test-sets (endliche Beschreibung des initialen Modells) und auf einfachen
algebraischen Vereinfachungen [KR90]. Die Grundidee des Vereinfachungsmechanismus besteht
darin, Funktionsdefinitionen und bereits bewiesene Lemmata solange auf die Problemspezifikation
anzuwenden, bis man eine beziiglich einer vorgegebenen noetherschen Ordnung Kleinere Instanz
der zu beweisenden Aussage erhélt. Dieser letzte Schritt entspricht der Anwendung der Indukti-
onshypothese bei einem klassischen Induktionsbeweis.

Unter Problemspezifikation oder Spezifikationsklausel verstehen wir, die Beschreibung des Pro-
gramms, das wir synthetisieren wollen. Bei der deduktiven Programmsynthese wird sie tblicher-
weise durch eine Formel der Prédikatenlogik erster Stufe dargestellt und hat im allgemeinen die
Form:

Vz 3y R(z, y) (*)

Diese Formel besagt, daR fir alle Eingaben z eine Ausgabe y existiert, die die Eingabe-Ausgabe-
Relation R(z,y) erflllt.

Wir werden in dieser Arbeit eine eingeschrankte Variante von (*) betrachten, die zwar weniger ex-
pressiv, aber viel einfacher zu handhaben ist. Wegen der speziellen Form der Formeln, die wir als
Problemspezifikationen zulassen werden, kdnnen wir fiir solche maligeschneiderte Regeln (z.B.
Termersetzung mit Pradmissen, siehe Definition 59) und einen einfachen induktiven Folgerbarkeits-
begriff einfihren. Auerdem 14t sich die Giiltigkeit bei solchen Spezifikationsklauseln leichter
widerlegen als bei Formeln wie (*), deren Ungiiltigkeit im initialen Modell einer bedingten Glei-
chungsspezifikation nur bei seltenen trivialen Fallen nachzuweisen ist.
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Definition 56 (Spezifikationsklausel) Eine Spezifikationsklausel K ist eine Formel der Form:
vwla"',xkayla"'ayl ¢$ V...V, kal7n > 0(**)1

wobei ¢ eine Konjunktion von Gleichungen und negierten Gleichungen ist, und die ®;, 1 <i<mn
Konjunktionen von Gleichungen sind. Wir schreiben Varall bzw. Varez fir {z1,...,zx} bzw.

{y1,---w} .

Eine Spezifikationsklausel 18Rt sich wie folgt interpretieren:

Unter der Annahme, dal die Formel ¢ erfillt ist, kann die Disjunktion der Sukzedenzformeln
®; (Konjunktion von Gleichungen) abgeleitet werden. Eine solche Spezifikationsklausel wird im
Kontext einer kanonischen erweiterten konstruktiven Spezifikation (KEKS) gegeben. Falls der
Gultigkeitsnachweis einer Spezifikationsklausel im initialen Modell einer KEKS hinreichend kon-
struktiv geflihrt wird, beinhaltet er gentigend Informationen dartiber, wie man das spezifizierte
Programm automatisch generieren kann. Diese Informationen werden die Basis fiir unseren Algo-
rithmus zur Extraktion von Programmen aus Beweisen sein.

Beispiel 5 Betrachte die folgende KEKS Sp = (%, ®,Q,) mit den Konstruktoren 0, s, true und
false.

¥ = ({bool,nat}, {+ : nat X nat — nat,* : nat X nat — nat, <: nat x nat — bool})

® = { true :— bool;
false :— bool;
(x < 0) = false;
(0 < s(z)) = true;
s(z) <s(ly) =z <wy;
O+z=uz;
s(z) +y=s(z+y);
Oxz=0;
s(z)xy=z*xy+y}

Die folgende Klausel stellt dann eine Spezifikation der euklidischen Division dar, die Quotient
und Rest zweier natiirlichen Zahlen bestimmt.

Ve,ydq,r ~(y=0)=>z=y*xq+71A(r <y) =true

Spezifikationsklauseln sind allgemeiner als Hornklauseln (falls diese die Gleichheit als einziges
Pradikat enthalten), da sie Disjunktion von Zielen in der Konklusionen erlauben und mehrere
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positive Literale enthalten koénnen.
Zur Erinnerung: Ein Ziel ist eine Konjunktion von Gleichungen.

Logische Folgerungen einer Menge von Formeln @ sind diejenigen Formeln, die in allen Modellen
von & gliltig sind (siehe Definition 22). Induktive Folgerungen sind dagegen jene Formeln, die in
speziellen Modellen von ®, wie etwa in allen erzeugten Modellen oder im initialen Modell, gliltig
sind. Fir Gleichungen ist die Gdltigkeit in allen erzeugten Modellen mit der im initialen Modell
aquivalent. Fir Spezifikationsklauseln fallen die beiden Giiltigkeitsbegriffe jedoch auseinander
(siehe [PAD88]). Uns interessieren in dieser Arbeit Spezifikationsklauseln, die im initialen Modell
einer KEKS giiltig sind. Die Wahl des initialen Modells als Semantik einer KEKS Sp entspricht
dem Wunsch, den durch Sp definierten Datentyp bis auf Isomorphie eindeutig zu charakterisieren.
Andererseits féllt dann das Beweisen von Eigenschaften in solchen Datentypen mit dem induktiven
Beweisen zusammen.

Wegen den in einer Spezifikationsklausel enthaltenen Pramissen miissen wir zwischen zwei mégli-
chen Definitionen der induktiven Folgerbarkeit von Spezifikationsklauseln beziglich einer KEKS
wiéhlen. Die erste besagt, dal eine Spezifikationsklausel

K=VYzy, ..., 2nY1, - s Ym ¢ => @1 V...V Oy,

eine induktive Folgerung einer KEKS Sp ist, falls es fiir alle Grundsubstitutionen o, Grundsubsti-
tutionen 7, und 79 gibt, so daf :

SpU (m(a(¢))) = n2(®i), fireinz <1,

wobei 7z (z) = o(z) fir alle x € Dom(o), n2(z) = n1(z) fur alle z € Dom(n,), Dom(o) C X,
Dom(m) CY und Dom(ne) C X UY.

Diese Definition féallt mit der Giltigkeit von K in allen erzeugten Modellen von Sp zusammen,
wahrend die folgende, die wir in dieser Arbeit betrachten werden, mit der Gultigkeit im initialen
Modell von Sp dquivalent ist.

Definition 57 (Induktive Folgerbarkeit einer KEKS) Sei X eine Signatur und Sp eine KEKS. Eine
Spezifikationsklausel K der Form:

VEi,. ., Zp3Y1, oo Ym ¢ = 1 V...V Py

ist eine induktive Folgerung von Sp, falls es fiir alle Grundsubstitutionen ¢, Grundsubstitutionen
71 und s gibt, so dafd :

(Sp = m(a(¢))) impliziert (Sp = n2(®;)) fureins <1,



49

wobei n2(z) = o(z) fir alle z € Dom(o), n2(z) = n1 () fir alle z € Dom(n;), Dom(o) C X,
Dom(m) CY und Dom(ne) C X UY. Man schreibt dann: Sp |=inq K.

Beispiel 6 Die folgenden Spezifikationsklauseln sind induktive Folgerungen der KEKS in Bei-
spiel 4.

Vz,ydzz=y+2zVy=c+=z2
Ve,ydz,re=zxz+rAr < z+z+ s(0)
Ve,ydg,r =(y=0)=> z=y*xq+rAr<y

Satz 14 Eine Spezifikationsklausel K ist genau dann eine induktive Folgerung einer KEKS Sp,
wenn sie im initialen Modell von Sp giiltig ist.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 4.3.3 in [PAD88].

Wegen der speziellen Form der Spezifikationsklauseln ist es mdéglich, fiir sie maRgeschneiderte
Termersetzungsrelationen zu entwickeln. Wir werden die in Kapitel 3 (Termersetzungssysteme)
eingefiihrte Termersetzungsrelation so erweitern, daB wir beim Uberpriifen der Pramissen einer
auf eine Spezifikationsklausel K anzuwendenden bedingten Regel, Lemmata und die Pramissen
von K (als Implikationsformel betrachtet) ebenfalls anwenden. Wir werden weiterhin die beding-
ten Gleichungen ® einer KEKS in zwei disjunkte Mengen unterteilen: die Menge der definieren-
den Gleichungen, die dazu dienen, neue Funktionen zu definieren, und die Menge der Lemmata
(induktive Folgerungen), die zusétzliches Wissen uber die betrachtete Theorie darstellen. Diese
zweite Menge kann (bedingte) Gleichungen enthalten, die nicht als Regeln zu richten sind (z.B.
Kommutativitat der Addition). Sie werden aber nur angewandt, wenn sichergestellt wird, dal die
aus der Anwendung der Gleichung resultierende Klausel beziiglich der betrachteten noetherschen
Ordnung Kleiner ist als diejenige vor der Anwendung. Diese Art der Termersetzung nennt man
geordnete Termersetzung [BADP89], [DOS93] und erlaubt es, Terme zu reduzieren, bei denen die
konventionell bedingte Termersetzung wegen der Terminierungsbedingung scheitert.

Die Termersetzungsrelation, die wir jetzt einflihren, ist eine Kombination von kontextueller Ter-
mersetzung [ZHA93] und geordneter Termersetzung. Sie unterscheidet sich von der in [BR95]
dadurch, dal wir bei der Reduktion einer Spezifikationsklausel nur bereits bewiesene Lemmata
anwenden. Kontextuelle Termersetzung ist eine Erweiterung der klassisch bedingten Termerset-
zung und wurde von mehreren Autoren [ZHA93], [REM82], [GAN87], [ZKK88] untersucht. Wir
orientieren uns hier an der von H. Zhang in [ZHA93] eingefiihrten Definition. Die Grundidee,
die hinter der kontextuellen Termersetzung steckt, ist die Reduktion eines Terms mit Hilfe eines
Termersetzungssystems und einer Menge von Gleichungen, die nicht als Regeln gerichtet werden
konnen. Die Gleichungsmenge wird Kontext des zu reduzierenden Terms genannt. Bei einer Spe-
zifikationsklausel, etwa K, 4Rt sich z.B. die Menge der Gleichungen (auBBer der, in der der zu
reduzierende Term vorkommt), die als Prdmissen in K vorkommen, als Kontext betrachten.
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Wir fiihren nun einige Begriffe ein, die wir fiir die Definition der geordneten kontextuellen Ter-
mersetzung verwenden werden.

Definition 58 (fokussierte Gleichung) Sei K = (a1 = 1) A ... A (ap = bp) = (ap41 =

but1 Ao Abniitr = bngi4r) VeV (@nitarit = bngitr A - Al iirtiip = Ontilirtidp),
n,r,l,p > 0 eine Spezifikationsklausel, wobei (a; = b;) fir —a; = b; steht, falls e = — und fur
a; = b;, falls e = +, 7 < n. Dann heif3t:

e eine fokussierte Gleichung (bzw. negierte Gleichung), die Gleichung (a; = b;)¢, 1 < i <
n+ 1+ r+ 1+ p, deren Teilterm £ man mit einem Termersetzungssystem reduzieren will;

o ein Kontext fur die fokussierte Gleichung (bzw. negierte Gleichung) (a; = b;)¢, i < n+
1+ r 41+ p, die Menge Pram(K, 1) definiert durch:

Prim(K,i) = {(a; = b)) | e=+,1 <j <nA i £ j}

Die skolemisierte Klausel K von K erhdlt man, indem man alle in K vorkommenden Variablen
durch neue Konstanten ersetzt.

Bemerkung: Jede Ordnung auf Terme I&Rt sich zu einer Ordnung auf Terme mit neuen Konstanten
erweitern.

Definition 59 (geordnete kontextuelle Termersetzung) Sei Sp = (3, ®1 U $9,2,) eine KEKS
und @4, eine moglicherweise leere Menge bedingter Gleichungen. Sei R das zu &, assoziierte und
unter < abfallende Termersetzungssystem. Sei

K = (a1 = bl)e/\. . ./\(an = bn)€ = (an+1 =bptiN. . Napti14r = bn_|_1_|_7-)V. . .V(an+1+r+l =
bt1+r+i Ao A Gnitrtidp = batigriitp), ny1yl,p >0

eine Spezifikationsklausel und K ihr skolemisiertes Gegenstiick. Dann gilt:

a; n—)ﬁféﬂ ai fureini,1<i<n+1+4+r+1+p,

falls entweder

= _ T . !.
® @i 2 prim(R i) % und a; > a;;

e oder es eine Stelle u in a;, eine Substitution o und eine bedingte Regel ¢; = di A ... Acy, =
dm = s — tin RodereinLemmac; =dy A... A ¢y, = dp, = s =t in &y gibt, so dald :

1. a; = a;[u < o(s)] und a} = a;[u + o(t)];
2. Vk € [1...m]a; > o(ck),a; > o(dg) und a; > a}, falls das Lemma in &5 angewandt
wird;
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3. Vk € [1...m] Jvg, wg, so daB o(cy) r—)}{;’;} vk, o(dg) r—>*R[gf;] wy, und

Uk ~ Prim(K,i) Wi

wobei =, ... % ;) die Kongruenzrelation ist, die durch die Pramissen Pram(K, i) induziert wird.

Die zweite Bedingung steht fiir den Fall, daf eine bedingte Gleichung, die nicht als Regel gerichtet
werden kann, angewandt wird. Sie wird von den Termersetzungsregeln aus R trivialerweise erfiillt,
sorgt aber dafiir, dal der nach der Ersetzung mit Hilfe der Gleichung erhaltene Term beziiglich
der gegebenen noetherschen Ordnung kleiner wird als der Term zuvor. Damit kdnnen permutative
Gleichungen angewandt werden, ohne die Terminierung der Termersetzungsrelation zu gefahrden.
Der erste Fall der Definition ermdglicht es, Pramissen der zu beweisenden Spezifikationsklausel
K bei der Vereinfachung von K in Betracht zu ziehen.

Die nach einem geordneten kontextuellen Termersetzungsschritt erhaltene Klausel ist offensicht-
lich kleiner (bzgl. folgender Ordnung auf Klauseln) als die initiale Klausel vor der Regelanwen-
dung. Betrachte dazu jede Gleichung ¢ = s (bzw. negierte Gleichung) in einer Klausel als Multiset
{s,t} von Termen und jede Klausel K als Multiset von Gleichungen (also als Multiset von Mul-
tisets von Termen). Sei nun < die Terminierungsordnung von R, dann ist die Multiseterweiterung
< von < eine Ordnung auf Gleichungen [DM79]. Die zweifache Multiseterweiterung < x von
< ist dann eine Ordnung auf Klauseln. Da < noethersch ist, sind auch <, <k noethersch. Aus
der Definition der geordneten kontextuellen Termersetzung geht dann hervor:

a > d, fallsa |—>§[¢2] al.
Nach der obigen noetherschen Ordnung auf Klauseln gilt dann auch:

Kla] <k Kla],

wobei K[a'] die Klausel ist, die man aus K durch Ersetzung von a an einer beliebigen Stelle u
durch o’ erhdlt.

Wir schreiben:
K|a] l—)ﬁ%] Kld'] falls a '_>§[‘1>] a.

Beispiel 7 Sei Sp = (3, &1 U @4, Q) die folgende KEKS mit den Konstruktoren 0 und s.

¥ = ({nat}, {0 :— nat, s : nat — nat})

O ={0+z =z
s(z) +y=s(z+y)} und
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Sy ={z+y=y+z}

Sei R das zu & assoziierte Termersetzungssystem und Ipo die lexikographische Ordnung, die wie
folgt definiert ist:

t= f(t1,- -y tm) >ipo 9(S1,---,8n) = s genau dann, wenn

o entweder t; >, s flreing, i =1,...,m;
e oder f > g in der Prazedenzordnung und ¢ >, s; firalle 7,1 <i <mn;

e oder f =g (m=mn), (ti,-..,tm) >>ipo (S1,---,5m) Und t >, t;, fiiralle i, 1 <4 < m,

wobei > eine Prdzedenz auf X ist und >>,, die (links-rechts) lexikographische Erweiterung von
> ist.

Betrachte nun die lexikographische Pfadordnung, die durch die folgende Prézedenz < induziert
wird: 0 < s < + <. R terminiert trivialerweise unter <;,, (rechts-links). Sei nun die folgende
Spezifikationsklausel gegeben:

K=Vriyz=z+y=>z+s(zr+y)=s(z+x)

K &Rt sich durch geordnete kontextuelle Termersetzung zeigen. Da s(z+y)+z <jpo z+s(z+y),
kdnnen wir die Gleichung in ®5 anwenden und erhalten:

Vedyz=z+y=s(z+y) +z=s(z+zx);
Ve Iyz=xz+y= s(zx+y+x)=s(z+ z) durch die zweite Regel in ®;
Vedyz=2+y=s(c+z)=s(r+2)daT+ 7 —z_z4y ZUnd s(z + ) <o s(z +y + x).

Damit ist K bewiesen, was uns ohne geordnete kontextuelle Termersetzung nicht gelungen ware.

Beim Versuch eine Spezifikationsklausel durch ein bedingtes Termersetzungssystem zu vereinfa-
chen, kann es passieren, daf sich keine Regel anwenden 143t, obwohl Teilterme der zu beweisen-
den Klausel K Instanzen der linken Seiten einiger bedingter Regeln aus R bilden. Dies ist der Fall,
wenn die Pramissen der entsprechenden Regeln nicht erflllt sind. In einer solchen Situation kann
man aber trotzdem die zu beweisende Klausel mit Hilfe der Regeln auf einfachere Teilformeln
zurlickfuhren, vorausgesetzt, die Disjunktion der Pramissen der in Frage kommenden Regeln bil-
det eine vollstdndige Fallunterscheidung. Jede dieser Teilformeln erhdlt man aus K, indem man
die in K vorkommende Instanz der linken Seite der bedingten Regeln durch die entsprechende
rechte Seite ersetzt. Als Zusatzbedingung werden dann die Pramissen der angewandten Regeln
in die Pramissen der neu erhaltenen Klauseln eingefiigt. Diese Termersetzungstechnik, die wir
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im folgenden als Fallunterscheidung bezeichnen werden, spielt beim automatischen Beweisen mit
bedingten Termersetzungssystemen eine wichtige Rolle. Varianten dieser Technik wurden in der
Literatur von mehreren Autoren in [BRH94], [KR90], [BL93], [BR95] vorgestellt.

Definition 60 (Fallunterscheidung) Seien ¢; = I; — 7;, 1 < i < n Regeln eines zu ei-
ner KEKS Sp assoziierten Termersetzungssystems R und K eine Spezifikationsklausel. Falls es
Substitutionen o; und Stellen u; in K gibt, so dafl

K|y, = 0i(li), R Eing (01(¢1) V... Von(¢yn)) und Var(K|,,) C Varall(K), 1 <i<n
dann
Fallunterscheidung(K) = {oi(¢i) = Ku; < oi(ri)] | 1 <i <n},
wobei [=;,4 flr die induktive Folgerbarkeit im initialen Modell von Sp steht.

Beispiel 8 Wir betrachten wieder die KEKS aus Beispiel 2 sowie die folgende Spezifikationsklau-
sel:

K =Vmy : list,a1,x : nat 31y : list. del(x, cons(ar, my)) = ls.

Dann ist K’ = Fallunterscheidung(K)

K — Vmy : list,aq, 2 : nat Iy : list eq(z,a1) = true = my = lo
| Vmy :list,ar,z i nat 3o 2 list eq(x,a1) = false = cons(ay,del(x,m1)) = la,

da R Eing (V2,01 eq(z,a1) = true V eq(z,a1) = false) trivialerweise erflllt ist und
Var(del(x,cons(a1,m1))) C Varall(K).
Bemerkung: Die Disjunktion der Pramissen der Regeln, die fir eine Fallunterscheidung in Frage

kommen, ist wiederum eine Spezifikationsklausel. Die induktive Folgerbarkeit solcher Formeln
beziiglich der betrachteten KEKS kann demnach innerhalb unseres Systems bewiesen werden.

8.1 Induktionsvariablen

Beim induktiven Beweisen, sei es von Hand oder automatisch, ist die Wahl der Variablen, tber
die man induziert, von entscheidender Bedeutung. Da eine Spezifikationsklausel in der Regel nur
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einige allquantifizierte Variablen enthélt, konnte man meinen, daB der Suchraum in dieser Hinsicht
nicht sehr groR ware, so dal man ohne weiteres alle Moglichkeiten durchspielen konnte. Dies ist
aber leider nicht der Fall, wie die folgende Uberlegung deutlich illustriert.

Sei Sp eine KEKS, R das zu Sp assoziierte Termersetzungssystem, T ein Test-set fiir R und K
eine zu beweisende Spezifikationsklausel. Mit unserer Beweismethode, die wir im néachsten Ab-
schnitt ausfiihrlich vorstellen, werden die allquantifizierten Variablen in K mit den Elementen
von T' der entsprechenden Sorten zuerst instanziiert. Ausgehend von den so erhaltenen Lemma-
ta wird dann ein VereinfachungsprozeR gestartet und angewandt, bis man auf Tautologien oder
auf beziiglich einer stabilen und noetherschen Ordnung kleineren Instanzen der zu beweisenden
Formeln kommt. Sei nun n; die Anzahl der allquantifizierten Variablen in K der Sorte s; und
m; die Anzahl der Elemente von T' der Sorte s;. Dann entstehen mit einer naiven Methode, die
darauf basiert, alle in K vorkommenden allquantifizierten Variablen als Induktionsvariablen zu
betrachten, [[j_; m;" zu beweisende Lemmata, wobei = die Anzahl der Sorten der in K auf-
tretenden allquantifizierten Variablen ist. Diese Zahl kann schon bei einfachen Beispielen unan-
nehmbar grofl3 sein, so daB bei den meisten automatischen Beweissystemen [BOY79], [BOU94],
[BIHW86] Heuristiken eingesetzt werden, die ausgehend von den in der zu beweisenden Formel
vorkommenden Funktionen die Induktionsvariablen bestimmen. Die Idee, die hinter diesen Ver-
fahren steckt, beruht darauf, daB Induktionsvariablen als jene Variablen betrachtet werden, die nur
in Teiltermen vorkommen, die erst nach einer Instanziierung dieser Variablen durch die Regeln
des betrachteten Termersetzungssystems zu reduzieren sind. Mit dem Einsatz solcher Heuristiken
fuir die Bestimmung der Induktionsvariablen wird die Zahl der zu beweisenden Formelinstanzen
drastisch reduziert.

Definition 61 (Induktionsvariablen) Sei Sp eine KEKS, R das zu Sp assoziierte Termersetzungs-
system und K eine Spezifikationsklausel. Die Menge der induktiven Variablen von K Indvar(K)
ist die kleinste Teilmenge der allquantifizierten Variablen von K, so daf :

o falls z die linke bzw. die rechte Seite einer Gleichung in K (etwa z = s, s € Tx(z)) bildet,
dann z € Indvar(k);

e falls x in einem strikten Teilterm ¢ von K an der Stelle w vorkommt und es eine Regel
¢ =1 — r € Rgibt, sodal ¢ und [ unifizierbar sind und

— entweder wu ist strikt in {;
— oder [[, ist nicht-linear;
— oder l|y, € (Ui1..n){Indvar(a;), Indvar(b;)}),

dann z € Indvar(K).

Die obige Definition ist eine leicht verdnderte Version der in SPIKE [BOU94] implementierten
Definition von Induktionsvariablen.
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Notation: Wir schreiben Subind(K) fiir die Menge aller Substitutionen, die Induktionsvariablen
von K in das betrachtete Test-set 7" abbilden.

Beispiel 9 Wir betrachten die natiirlichen Zahlen, definiert durch die Konstruktoren 0 und s.

Y = ({nat}, Q) mit
Q ={0:— nat, s : nat — nat,+ : nat x nat — nat}

Betrachte die fogende KEKS Sp = (X, @, Q) und das zu & assoziierte Termersetzungssystem R:
R={z+0—>z; z+s(y) > s(z+y)}

Wir wahlen T = {0, s(x)} als Test-set fur R. Sei nun die folgende Spezifikationsklausel K zu
beweisen:

V1,290,253 32 1 + (z2 + 23) = 2+ 23

Wenn wir alle Moglichkeiten durchgespielt hatten, wiirden die 8 folgenden zu beweisenden Lem-
mata entstehen:

3z04+04+0=2+0

Vi 32 0 + 0 + s(zf) = z + s(zh)

Vo, 320+ s(zy) +0=2+40

Vb, 2 3z 0 + s(z) + s(zh) = z + s(zh)

Vzi 3z s(z)) +0+0=2+40

Vi, b 3z s(xh) + 0+ s(zh) = z + s(zh)
Vzi, zh 3z s(z]) + s(zh) +0 =240

Vi, xh, o 3z s(2)) + s(xh) + s(z) = z + s(zh)

Nach dem obigen Verfahren sind nun nur folgende 2 Lemmata zu beweisen, da nur z3 als Induk-
tionsvariable in Frage kommt:

V1,203 2z21+220+0=2+4+0
V1, xe, 25 32 21 + 2o + s(xh) = 2 + s(zh)
Beispiel 10 Betrachten wir nun das Beispiel 3, erweitert mit der Funktion rest2, die wie folgt

definiert ist:

div2(z) + div2(z) = x = rest2(z) = 0;
s(div2(z) + div2(z)) = z = rest2(z) = s(0).

Sei nun die folgende zu beweisende Formel ®:

Vz 3y rest2(z) =y V rest2(z) = s(y).
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Es ist offensichtlich, dal hier z als Induktionsvariable gewéhlt werden muB, denn durch die letzte
Bedingung der obigen Definition fiir Induktionsvariablen 143t sich z als Induktionsvariable festle-
gen, da Indvar(®) = Indvar(div2(z))) = {z}.

Es kann dennoch vorkommen, dal’ keine der Bedingungen in der obigen Definition fur Indukti-
onsvariablen greifen. In einem solch seltenen Fall wahlen wir alle allquantifizierten Variablen als
Induktionsvariablen.

Wihrend eines Gltigkeitsbeweises einer Spezifikationsklausel K im initialen Modell einer KEKS
(bzw. wiéhrend eines Beweises einer existenziell quantifizierten Formel durch Induktion) spielt
nicht nur die Wahl der Induktionsvariablen eine wichtige Rolle, sondern auch die der zu instan-
ziierenden Existenzvariablen. Eine gute Wahl dieser Variablen, die mit den Elementen des be-
trachteten Test-sets ersetzt werden, gefolgt von simplen algebraischen Vereinfachungen (Termer-
setzungen, Lemmaanwendungen) kann rasch zu einer Reduktion der zu beweisenden Formel auf
eine Tautologie oder auf eine bzgl. einer vorgegebenen stabilen noetherschen Ordnung kleinere
Instanz von K fiihren.

Die waéhrend eines Beweises zu instanziierenden Variablen werden bei unserer Beweismethode
jene existenziell quantifizierten Variablen sein, die die Definition 61 erfiillen. Induktionsvariablen
und die in einem Beweis zu instanziierenden existenziell quantifizierten Variablen werden dem-
nach nach denselben Kriterien bestimmt.

Definition 62 (Zu instanziierende Existenzvariable) Eine existenziell quantifizierte Variable wird
eine zu instanziierende Existenzvariable genannt, falls sie eine der Bedingungen in Definition 61
erfullt.

Notation: Wir schreiben Subex(K) filr die Menge aller Substitutionen, die die zu instanziierenden
Existenzvariablen von K in das betrachtete Test-set 7" abbilden.

8.2 Informaler Uberblick unserer Beweismethode

In Kapitel 6 haben wir die beiden wichtigsten Ansétze zur Automatisierung der Induktion kennen-
gelernt. Beide Ansatze zeigten einige Schwéchen: Zum einen erfordert die explizite Methode das
Auffinden von zum Erfolg fiihrenden Induktionshypothesen und Lemmata, zum anderen verlangen
Beweise durch Konsistenz im allgemeinen entweder die Konvergenz oder die Grundkonvergenz
des Termersetzungssystems bestehend aus der initialen Axiommenge und der zu beweisenden
Formel (i.a. Gleichung). In den letzten Jahren wurde ein neuer Ansatz vorgeschlagen, der die
Starken der expliziten Methode und die des Beweisens durch Konsistenz in sich vereinigt [KR90],
[KRU90], [RED89], [BR95]. Das System SPIKE [BOU94] basiert auf dieser Kombination der
expliziten und impliziten Induktion.
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Wir werden in dieser Arbeit eine auf Test-sets basierende Induktionsmethode kennenlernen, bei
der Test-sets und damit verfeinerte Induktionsschemata automatisch generiert werden. Diese Me-
thode kann als Erweiterung der auf Test-sets basierenden Beweismethoden angesehen werden, da
sie Existenzquantoren in Formeln zulaRt.

8.2.1 Vorgehensweise

\Vorgegeben sind:

e eine KEKS Sp;
e eine zu beweisende Spezifikationsklausel K;

e eine stabile und auf Grundterme noethersche Ordnung < (optional: siehe untere Bemer-
kung) und ihre Multiseterweiterung <.

1. Aus dem zu Sp assoziierten Termersetzungssystem R wird zuerst ein Test-set berechnet
(Da Sp vollstandig ist und die Konstruktoren frei sind, 18Rt sich ein Test-set fiir R leicht
berechnen: siehe Satz 11);

2. die Induktionsvariablen und die zu instanziierenden Existenzvariablen in K werden be-
stimmt;

3. die Induktionsvariablen werden dann durch die Elemente des Test-sets der entsprechen-
den Sorten ersetzt, wodurch eine Menge von Instanzen der initialen Spezifikationsklausel
entsteht. Jede dieser Instanzen wird mit allen mdglichen Kombinationen der Elemente des
Test-sets fiir die zu instanziierenden Variablen expandiert. Jede dieser so entstandenen For-
melmengen, etwa M, wird mit Hilfe des Termersetzungssystems und der Lemmata solange
vereinfacht, bis man auf eine Tautologie (Fall a) oder auf eine Formelmenge Ms kommt, die
von einer Instanz von K subsumiert wird, die bzgl. < kleiner als M5 ist (Fall b). Dieser letz-
te Fall entspricht der Anwendung der Induktionshypothese bei einem klassischen Beweis
durch Induktion. Falls keiner der Falle (a) und (b) auftritt, wird A7 als neue zu beweisende
Spezifikationsklausel betrachtet, und der Prozel wiederholt.

Bemerkung: Die Vorgabe einer noetherschen Ordnung ist optional. Falls der Benutzer keine Ord-
nung vorgibt, wird automatisch die Terminierungsordnung des Termersetzungssystems R gewdhit.
Das zu Sp assoziierte Termersetzungssystem R ist auf jeden Fall terminierend, da Sp eine KEKS
ist. Wir gehen davon aus, daB diese Terminierungsordnung dem System bekannt ist.

Wir stellen nun zwei einfache Beispiele vor, um die Beweismethode zu illustrieren.
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Beispiel 11 Betrachte die folgende KEKS Sp = (%, @, ©2.) mit den Konstruktoren 0, s, true und
false, wobei

= ({bool,nat},{0 :— nat; s : nat — nat; true :— bool; false :— bool; + : nat x nat —
nat; >: nat X nat — bool})

und @ ={z+0 — z;
z + s(y) = s(z +v);
0> s(z) = false;
xz >0 = true;
s(z) > s(y) =z >y}

Sei nun die folgende Spezifikationsklausel K zu beweisen:

Ve,ydzx>y=true=>zcz=z2z+1y

Gemal Definition 61 sind sowohl z als auch y als Induktionsvariablen zu betrachten. GemaR
Definition 62 brauchen wir z wahrend des Beweises nicht zu instanziieren.

Als Ordnung wahlen wir die Anzahlordnung (count ordering) auf den natirlichen Zahlen.

Als Test-set betrachten wir die Menge T' = {0, s(z), true, false}.

Es gibt dann fiir x und y die folgenden 4 Test-set-Substitutionen:

{(@ 0,y < 0), (x40, y < s(y')), (z < s(z'),y < 0), (z + s(z'),y + s(y))}

Folgende Instanzen von K sind demnach zu beweisen:

1. dz 0>0=true=0=2+0;

2.Vy' Jz 0> s(y) =true=0= 2+ s(y');
3.vz' Tz s(z’) > 0=true = s(z') = z+0;
ANL Y3z s(x') > s(y') = true = s(z') = 2z + s(y')

Sie lassen sich mit Hilfe des zu ® assoziierten Termersetzungssystems R und wegen der Freiheit
der Konstruktoren in Sp zu folgenden Formeln vereinfachen:

1.1 Jz true = true = 0 = z;

21Vy 3z false =true = 0=s(z +7v');
31Ve Tz true =true = s(z') = z;
417", y3z o' >y =true=2' =2+
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1.1, 2.1 und 3.1 sind Tautologien, wéhrend 4.1 eine Instanz von K ist, die kleiner als 4 ist, da
(2',y'") < (s(z'),s(y")), wobei <« die Multiseterweiterung der Anzahlordnung ist.

Damit ist die Giiltigkeit von K im initialen Modell von Sp gezeigt.

Im allgemeinen werden mehrere Schleifen bendtigt, um einen Beweis abzuschlieRen, wie das
folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 12 Gegeben sei nun folgende KEKS Sp = (2, &, U &5, Q) mit

Y = ({nat,bool},{0 :— nat, s : nat — nat, true :— bool, false :— bool, even : nat —
bool, odd : nat — bool});

Q. =40, s, true, false};

O ={z+0=uz;
z+5(y) = s(z +y);
even(0) = true;
even(s(z)) = odd(x);

(s(
even(x) = true = odd(z) = false;
even(z) = false = odd(z) = true}

und @y ={z+y=y+z;
even(s(s(z))) = even(z)}

Sei nun die folgende Spezifikationsklausel K zu beweisen:
Ve Jyeven(z) =true=z=y+y

e Gemal Definitionen 61 und 62 ist z als Induktionsvariable und y als zu instanziierende
Variable zu wéhlen;

e als Ordnung wéhlen wir die lexikographische Pfadordnung <, (von rechts nach links) mit
folgender Prézedenz 0 < s < true < false < even < odd,

e Wir wahlen wie im letzten Beispiel das Test-set T' = {0, s(x), true, false}

Es sind nun folgende Instanzen von K zu beweisen:

1. Jy  even(0) = true = 0 =y + y;
2.Va' 3y even(s(')) = true = s(z') =y +y
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Die Existenzvariable y wird jetzt durch 0 bzw. s(y’) ersetzt, und wir erhalten folgende Instanzen:

11 even(0) = true = 0=0+0;

1.2 Jy'  even(0) = true = 0 = s(y') + s(v');
2.1Vt even(s(z')) = true = s(z') =0+ 0;
22Vz" Jy'  even(s(z')) = true = s(z') = s(y') + s(v').

Da 1.1 eine Tautologie ist, haben wir einen Wert fiir y gefunden, wenn z gleich 0 ist. Es soll nun
ein Wert fiir y gefunden werden, wenn sich z als s(z') darstellen IaRt.

2.1 flihrt zu einer Sackgasse, und wird nicht weiter betrachtet. Auf 2.2 wenden wir wieder unsere
Beweismethode an. Daraus entstehen folgende Formeln:

2.2.1 3y even(s(0)) = true = s(0) = s(y') + s(v/');
2.2.2Vz" Fy' even(s(s(z"))) = true = s(s(z")) = s(y') + s(y')

2.2.1 1aRt sich zu einer Tautologie vereinfachen, da even(s(0)) —7} false. Bei 2.2.2 wird die
Existenzvariable y' durch 0 bzw. s(y") ersetzt, und wir erhalten:

2.2.2.1Vz" even(s(s(z"))) = true = s(s(z")) = s(0) + s(0);
2.2.22Vz" 3" even(s(s(z"))) = true = s(s(z")) = s(s(y")) + s(s(y")).

2.2.2.1 fuihrt zu einer Sackgasse, wéhrend 2.2.2.2 sich wie folgt vereinfachen lait:

V"3 y" even(z") = true = s(z') = s(s(y")) + s(y"”) wegen der Gleichung in &, und der
Freiheit der Konstruktoren;

zudem gilt:

V"3 y" even(z") = true = s(z") = s(y") + s(s(y")) wegen der Kommutativitdt von + und
weil s(y") + s(s(y")) <ipo s(s(y”)) + s(y");

daraus folgt:

*)Vz" 3 y" even(z") = true = z" = s(y") + s(y") wegen der zweiten Regel der Addition und
wegen der Freiheit der Konstruktoren.

Aber (*) ist eine Instanz von K, die kleiner ist als 2.2.2. Damit ist die Giiltigkeit von K im initialen
Modell von Sp bewiesen.

Bemerkung: Im obigen Beispiel wurde die Kommutativitdt der Addition in den Beweis mit ein-
bezogen. Dies war nur moglich, weil unsere Methode geordnete Termersetzung zulaRt.

Fakt: Wie bei der impliziten Beweismethode gibt es auch bei unserer Methode keine Hierarchie
zwischen den zu beweisenden Formeln. Im letzten Beispiel wurde z.B. die Formel K mit Hilfe



8.2. Informaler Uberblick unserer Beweismethode 61

eines Zwischenlemmas bewiesen, dessen Beweis wiederum die urspriingliche Formel K bendtigte
(mutual induction). Das flir den Beweis bendtigte Zwischenlemma wurde ohne Eingriff des Benut-
zers generiert und bewiesen. Ein Vorteil der impliziten Beweismethode ist, daf sie gerade solche
Beweise zul&Rt.

Im letzten Beispiel sind aus der Formel 1 (bzw. 2) die Unterfélle 1.1 und 1.2 (bzw. 2.1 und 2.2) da-
durch entstanden, dal3 die Existenzvariable y durch die Elemente aus dem Test-set 7' = {0, s(y')}
ersetzt wurde. Der Nachweis der Guiltigkeit eines Unterfalls 1.1 oder 1.2 (bzw 2.1 oder 2.2) genligt,
um die Gliltigkeit der Formel 1. (bzw. 2.) nachzuweisen. Dies ist aber nur mdglich, wenn keine
Fallunterscheidung fiir den weiteren Verlauf des Beweises notwendig ist. Falls eine Fallunterschei-
dung unumganglich ist, 1Bt sich eine Instanz einer Spezifikationsklausel K im allgemeinen nicht
getrennt von den anderen beweisen, wohl aber die Disjunktion jener Instanzen von K, die aus K
nach Ersetzen der Existenzvariablen durch den Elementen des betrachteten Test-sets entstehen.
Letztere kann wiederum in eine Spezifikationsklausel umgeformt werden (siehe unten), falls in
den Prdmissen von K keine Existenzvariablen vorkommen. Wahrend dieser Transformation wer-
den die zu beweisenden Formeln mit den Substitutionen markiert, die auf sie angewandt worden
sind. Durch die Markierung lait sich im Beweis spater feststellen, welche Instanzen der zu bewei-
senden Formel als Induktionsannahme angewandt werden kdnnen. Sie hat auBerdem die weitere
Eigenschaft, die Konstruktivitdt der Beweise zu verdeutlichen. Diese Markierungen spielen des-
halb eine Schlusselrolle bei der Extraktion von Programmen aus Beweisen (siehe Kapitel 10).
Wir unterscheiden zwei Arten von Markierungen: Die duBeren Markierungen, in denen die auf
die Induktionsvariablen bereits angewandten Substitutionen gespeichert werden und die inneren
Markierungen, die jene Substitutionen festhalten, die auf die Existenzvariablen angewandt worden
sind. Sie werden bei jeder Initialisierung neuer Induktionsschritte aktualisiert, indem man die die
alten mit den neuen angewandten Substitutionen Uberschreibt.

Definition 63 (Umformung expandierter Klauseln in Spezifikationsklauselform)
SeiK=<7>:VXAY ¢p=> <11 >: P V...V <1y >: D, eine Spezifikationsklausel, fiir
die gilt: Var(¢) NY = 0. Seien o, n;, 1 < 4 < [ Substitutionen, fiir die gilt: Dom(c) C X,
Dom(n;) CY und I'mg(n;) N Img(n;) = 0 fiir i # j. Dann ist

Norm(Vi_y ni(0(K))) = <o > :VX'IY" 0(¢) = <1 > (m(o(®1)) V... Vi (o(Dy,))) V
v > (m(a(@1) V... V(o(®@,))),

wobei X’ = (X\Dom(c))uVar(Img(c))und Y’ = (Y'\(UL_, Dom(n;)))U(Ut_, Var(Img(n;))).

Fiir eine Spezifikationsklausel K wird dann Norm(\/:_, ni(c(K))) die mit o und n;, 1 < i <1
expandierte Instanz von K genannt, wobei [ die Anzahl der Test-set-Substitutionen fiir die zu in-
stanziierenden Existenzvariablen in K ist. Die Pramisse ¢ der expandierten Instanz von K wird
der Ubersichtlichkeitshalber nicht markiert, zumal alle wahrend eines Beweises benétigte Infor-
mationen Uber die angewandten Substitutionen in ihrer duleren Markierung enthalten sind.
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Eine Spezifikationsklausel K laRt sich mit allen Test-set-Substitutionen »;, ¢ > 1 fiir ihre zu in-
stanziierenden Existenzvariablen in eine Spezifikationsklausel K &quivalent expandieren, indem
man die Disjunktion jener Instanzen von K bildet, die aus K durch Anwendung der 7); entstehen.

Satz 15 Sei Sp eine KEKS, R das zu Sp assoziierte Termersetzungssystem und 7' ein Test-set fiir
R. Seien weiterhin K =VX3Y ¢ = &, V...V &, eine Spezifikationsklausel und n;, 1 < i <1
die Test-set-Substitutionen fiir die zu instanziierenden Existenzvariablen. Falls Var(¢) N Y = 0,
dann gilt:

Sp Eind K < Sp Eina Norm(Vi_; ni(K)).

Beweis: Norm(Vi_, 7;(K)) = VXAV = i (®1) V...V (®p) V... Vi (B1) V... Vi (By,)
Weil Var(¢)NY = @ giltauch: (*) Sp Eing Norm(V'_, n:(K)) < Fiir alle Grundsubstitutionen
o gibt es eine Grundsubstitution 7 sowie s und j, 1 <i <n, 1 < j < n, so daf gilt:

(Sp = a(¢)) impliziert (Sp = (7(1:(®;)))) und 7(z) = o(z) fur alle z € Dom(o).

(**) Sp Eina K < Fir alle Grundsubstitutionen 7, gibt es eine Grundsubstitution 72 und ein
k, 1 <k < n,sodaB gilt:

(Sp = m1(¢)) impliziert (Sp = 12(Pk)) und 1o(z) = 71 (z) fur alle z € Dom(ry).

we= .
Annahme: Sp = 71(¢).
Zu zeigen ist: Sp = 12(®k), 1 < k <nund mo(z) = 71 () fur alle z € Dom(my).

Wihle dazu in (**) 7o = 7 on; und k = j.
Da Sp |= 11(¢), giltauch Sp |= 7(n;(®;)) und 7(z) = 71 (z) fur alle z € Dom(71) (wegen (*)
und der Annahme). Weiterhin gilt 7 o n;(z) = 7 (z) flr alle z € Dom(r;), da Dom(n;) C Y.

= .
Annahme: Sp = o(¢).
Zu zeigen ist: Sp = (7(n;(®4))) und 7(z) = o(z) fir alle z € Dom(o).

Da Dom(ms) C XUY und XNY = 0, gibtes 75 und 7', so dak 7, = 75075 und Dom(7}) C X
und Dom(ry) C Y. Es genigt 7 in (**) als irreduzible Grundsubstitution zu betrachten, da R
terminierend und hinreichend vollstandig ist. Demnach sind auch 75 und 7 irreduzible Grundsub-
stitutionen. Gemal Definition 52 gibt es dann eine Test-set-Substition ¢ und eine Grundsubstituti-
on ~y, so daB 7' = v o §. Wahle dann in (*) 7 = 7, 07, n; = d und j = k. Wegen der Annahme
und weil Dom(y) C Y und Var(¢) NY = 0, gilt auch 7(z) = 15 0o y(z) = m5(z) = o(z) fur
alle z € Dom(o).
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Beispiel 13 Die Klauseln 1.1 und 1.2 bzw. 2.1 und 2.2 aus Beispiel 12 werden nun durch die obige
Transformation in die folgenden Klauseln tberfiihrt:

<x<+0>:3y even(0) =true = (K (y < 0)>:0=0+4+0) V(< (y<+s(y'))>:0=
s(y') + s(y')) bzw.

<x <+ s(x')>:Va' Iy even(s(z')) =true = (< (y < 0)>:s(z') =0+0) V

(< (y < s(Y) >:s(z') = s(y) + s(¢)).

Bemerkung: Bei der Umformung einer bereits markierten Spezifikationsklausel (dies kann bei
Formeln vorkommen, die durch geschachtelte Induktion bewiesen werden) wird die alte Markie-
rung durch die aktuelle (siehe Definition 63) ersetzt. Die neu umgeformte Formel wird dann als
neue zu beweisende Spezifikationsklausel betrachtet, und nur die auf diese Klausel angewandten
Test-Set-Substitutionen sind fiir den Nachweis ihrer Giiltigkeit relevant. Bei der Extraktion rekur-
siver Programme aus einem solchen Beweis bedeutet dieser Schritt die Einfiihrung einer neuen
Funktion, die vom initialen zu extrahierenden Programm aufgerufen wird.

Fir alle expandierte Instanzen einer Spezifikationsklauseln K gilt die folgende Distributivregel.

Satz 16 Sei K = VX3Y¢p = ®; V...V @, eine Spezifikationsklausel und o, n;, 1 < i <
Substitutionen mit den Eigenschaften: Dom(o) C X und Dom(n;) C Y, 1 <1 <[. Dann gilt:

a(Norm(Vi—y 7;(C))) = Norm(Vi—y ni(o(C))).

Beweis: Trivial.

8.3 EineBeweisprozedur fur kanonische erweitertekonstr uktive Spe-
zifi kationen

Wir fiihren nun eine Beweisprozedur fiir den Giltigkeitsnachweis von Spezifikationsklauseln bzgl.
kanonischer erweiterter konstruktiver Spezifikationen ein, mit anderen Worten: Mit der Prozedur
wird die Gultigkeit einer Existenzformel im initialen Modell einer Menge bedingter Gleichungen
bewiesen. Der hier verwendete Formalismus verallgemeinert diejenigen, die in [BAC88], [RED89]
und [BR95] bereits eingefiihrt wurden.

Sei Sp eine KEKS, K eine Spezifikationsklausel, R das zu Sp assoziierte Termersetzungssystem,
d, eine moglicherweise leere Menge bereits bewiesener Lemmata in Sp und < eine stabile auf
Grundterme noethersche Ordnung. Wir schreiben <« fiir die Multiseterweiterung von <. Da <
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noethersch ist, ist auch <« noethersch [DM79]. Unsere Beweisprozedur konstruiert und verandert
zwei Klauselmengen K und H, wobei K die zu beweisenden Spezifikationsklauseln enthélt und
H die Klauseln enthélt, deren Instanzen (falls diese bzgl. < Kkleiner als die aktuelle zu beweisende
Formel sind) als Induktionshypothesen angewandt werden kénnen. Da das zu Sp assoziierte Term-
ersetzungssystem R und die Menge ®5 wahrend eines Beweises unverandert bleiben, werden sie
als globale Komponenten betrachtet und kommen deshalb explizit in den Regeln der Prozedur
nicht vor.

Um die Regeln des Systems so einfach wie mdglich zu halten, werden nur die Regeln markiert, de-
ren Anwendbarkeit von den in den Markierungen enthaltenen Informationen abhéangt. Die Regeln
unseres Systems sind in vier Gruppen eingeteilt, ndmlich:

I. Regeln fiir Lemmagenerierung:

Diese Gruppe besteht aus zwei Regeln, die ausgehend von einer zu beweisenden Spezifikations-
klausel neue Lemmata generieren und Induktionsschritte initialisieren.

I1. Regeln fur Klauselreduktion:

Neben der kontextuell geordneten Reduktion von Spezifikationsklauseln (siehe Definition 58) wird
hier u.a. die Freiheit der Konstruktoren ausgenutzt, um die in den zu beweisenden Spezifikations-
klauseln enthaltenen Gleichungen zu vereinfachen oder zu eliminieren.

I11. Regeln fur Klauseleliminierung:

Mit den Regeln dieser Gruppe werden Tautologien sowie von Induktionshypothesen subsumierte
oder redundante Spezifikationsklauseln eliminiert.

IV. Regeln fur Klauselzerlegung:

Eine zu beweisende Spezifikationsklausel kann unter bestimmten Voraussetzungen in mehrere
Teilklauseln aufgeteilt werden. Das urspriinglich komplexere Beweisproblem 1&8t sich dann durch
die Regeln dieser Gruppe auf kleinere Teilprobleme zuriickfihren.

Im folgenden werden diese vier Gruppen von Regeln vorgestellt und einige Erlduterungen dazu
gegeben.
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Gruppe I: Regeln fur Lemmagenerierung

Kl U (U,C,), HU{C}
Klu{C}, H

expand_1

Falls C =< 7 >: VX3Y¢p =< y1 > &1 V...V < 4, >: &, und Var(p) NY = (), dann
Cy = {Norm(Vi_, 7:(c(C)))} fir alle o € Subind(C) und 7; € Subex(C), wobei [ = §Subex(C).

KlU (U,Cy), HU{C
expand_2 K(l U {(,Z}, H{ }

Falls C =< 7 >: VX3Y¢ =< 7 >: & V...V < v, > &, und Var(¢) NY = (), dann
Co ={< 0> VXY o (ni(¢)) = (< ni > 0(ni(P1))) V...V (< n >: a(ni(Py)))} fir alle
o € Subind(C), wobei n; € Subez(C) furein i, 1 <3 < fSubex(C),

X'= (X \ Dom(o) UVar(Img(c)) und Y’ = (Y \ Dom(n;)) U Var(Img(n;)).

Gruppe Il: Regeln fur Klauselreduktion

o Klu{C'},H
simplify KIU{CH H

falls C' = g, C.

itive decomposition At AChH H
positive decomposition  Z-r e 77

falls es ein u gibt, so dak C|, = ki(t1,---,tn) = k1(s1,.-.,8,), Wobei k1 ein Konstruktor ist
und C" = Clu + A=y (ti = s5)]-



66 Kapitel 8. Induktive Beweise f ur eine Klasse von Existenzformeln

negative decomposition Ki ;J{Z(LLJJ":{I(;S ’2’ H,

falls C =VX3Y(ki(s1,...,50) = ki(t1,---,tn)) A= &1 V...V &, k; ein Konstruktor ist
und C; IVXHY—!(S,'Zti)AQS:}(I'lV...V(I)l.

!
delete_trivial_eq %

falls C =VX3Y ¢ = ((s =t) Ap) V&1 V...V P, wobei 7 eine nicht leere Konjunktion von
Gleichungen ist und,

entweder s und ¢ syntaktisch gleich sind

oder ¢ = s =t A ¢; und,

C'=VXIY =9 VP V...VD,

Kl u{C'}, H
delete_redundanteq-1 77 {C}, H”

falsC =<0 > VX3Y(s=t)*ANp=P1V...VP und

entweder e = —, s = k1(s1,...,8n), t = ka(t1,--.,tm) und k1, ko verschiedene Konstruktoren sind
oder e = —, s € Var(t), s # t und ¢ ein Konstruktorterm ist

oder e = + und s, t syntaktisch gleich sind

odere =+, s€ X, z ¢ Var(t) (*)

und C' =< a@oo >: VXY a(¢) = a(®1 V...V &), wobei a : s — t, falls (*) eintritt und die
leere Substitution sonst.

Klu{C'}, H
delete_redundant.eq-2 777 {C}, H"

falls C =VX3IYp = (s=tAYp) VP V...V P, &;, 1 <3 <[ eine nicht-leere Konjunktion
von Gleichungen ist, und

entweder s € Var(C), s € Var(t), s # t und ¢ ein Konstruktorterm ist

oder s = k1(s1,...,8n), t = ka(t1,...,tm) und k1, ko verschiedene Konstruktoren sind
undC’:VXEIYqS:><I>1V...V<I>l.
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!
delete_explicit_eq %

fallsC =VX3Yop = (<> y=tAP)V®V...vOundy €Y, y & Var(t), y € Var(y),
i nicht leerund C' =VX3Y¢p = (K aon>: a(yh)) VO V...V &, wobeia: y — t.

Gruppe I11: Regeln fur Klauseleliminierung

delete_tautology %

falls C eine Tautologie ist.

Kl H

delete_explicit_clause ®KTU {C}, &

falls C =<0 >: VXY p=2<n>: (y=t) VO V... VP, y € Y und Var(t) C X.

Kl H

delete_redundant_clause Klu{CY, H’

falls C =VX3Y (s =t)*ANp=> P V...V P und
entweder e = — und s, ¢ syntaktisch gleich sind,
oder e = +, s = k1(s1,...,8n), t = ka(t1,-..,tm) Und k1, ko verschiedene Konstruktoren sind,
oder e = +, s € Var(C), s € Var(t), s # t und t ein Konstruktorterm ist,
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. K, H
subsumptlon_l m,

falls es ein h € H und eine Substitution 7 gibt, so dall C' mit 7 durch h subsumiert wird: D.h.
C=<o>VXWVYPAPp=2<m > (PuuV...VP,) V...V <1 > (P V... VD),

7(h) = VX'IY'¢dp = (P, V...V Py) AR, 7 € {1,...,1}, wobei X' C X, Y' C Y,
7| tndvar(n) < o, R eine Konjunktion von Gleichungen ist und fur alle y € Varez(h), 7(y) =
n;j(y) oder 7(y) € Var(n;(y)), 1 <j <L

Gruppe 1V: Regeln fur Klauselzerlegung

!
case_simplify %

falls C! = Fallunterscheidung(C).

. . KlU{Cl,CQ},H
binary_split KIU{CLH

falls C =VX3Y ¢ = (s=tAY) VR, s #t, (Var(s) UVar(t)) NY = 0, R nicht leer und
Ci=VX3AY A (s=1t) = (s=tAy) VR,
Cy =VX3Y ¢ A=(s=t) = R.
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Klu {C{,Cs}, H
Klu{C}, H

subsumption_2

falls C =< o >:VXIYPAp1 = (K m >: P1) V (< >: P) V&,
es ein h € H und Substitutionen 7 und 7 gibt, so dal h = ¢ = P A Ry, P; = 11(P),
Py = 15(P) AR, ¢1 = 71(¢2), 71| ndvar(n) = T2l indvar(n) U 71| rngvar(n)y < o,
es eine nicht leere Menge J={y|yeVarex(h) und 7 (y)#n1(y) oder 7 (y)¢Var(ni(y))} gibt,
es eine Substitution -y (0.B.d.A die allgemeinste) gibt, so daR (71 (y)) = y(72(y)) flr alle
y € Varex(h) gilt, wobei Dom(vy) CY und
Cl=<o>NXIY PN p1A (Ay;er V(1Y) ="2(y;)) = <m>: Pi[1i(y;) ¢ T2(y;)|V<mp>: PV ©
Cy =<0 > VXIYPA 1 A=(Ay,es(V(11(y5)) = 12(y5))) =<m > PV <> P Ve

Erlauterungen zu Gruppe I:

expand_1: Diese Regel ist das Herzstlick unserer Beweisprozedur: Sie generiert neue Lemma-
ta und initialisiert Induktionsschritte. Fir eine zu beweisende Spezifikationsklausel C' bildet und
markiert sie alle ihrer mit den Test-set-Substitutionen fiir die Induktionsvariablen und mit den Test-
set-Substitutionen flir die Existenzvariablen expandierten Instanzen (siehe Definition 63). Danach
konnen die expandierten Instanzen von C' entweder durch Vereinfachungsregeln z.B. einen kon-
textuellen geordneten Termersetzungsschritt oder eine Fallunterscheidung reduziert. Letztere ist
nur dann moglich, wenn die Disjunktion der Bedingungen einiger Termersetzungsregeln aus R
aus der betrachteten KEKS Sp induktiv folgt. Die so expandierten Spezifikationsklauseln werden
dann in die Menge K1 der noch zu beweisenden Klauseln und die initiale Spezifikationsklausel
C in die Menge H der Induktionshypothesen aufgenommen. Jede Instanz einer Klausel in H, die
bzgl. der vorgegebenen noetherschen Ordnung Kkleiner als die aktuelle zu beweisende Klausel ist,
kann dann spéter als Induktionshypothese angewandt werden. expand_1 Iait sich allerdings nicht
auf Spezifikationsklauseln anwenden, die Existenzvariable in den Pradmissen enthalten. Der Grund
dafiir liegt darin, dal® expandierte Instanzen solcher Klauseln im allgemeinen keine Spezifikations-
klauseln mehr sind, da sich ihre Pramisse nicht als Konjunktion von Gleichungen (bzw. negierten
Gleichungen) darstellen 18Rt. In einem solchen Fall wird expand_2 angewandt.

expand_2: Falls Existenzvariablen in der Pramisse einer Spezifikationsklausel vorkommen, wird



70 Kapitel 8. Induktive Beweise f ur eine Klasse von Existenzformeln

(aus dem oben genannten Grund) fiir jede Test-set-Substitution fiir die Induktionsvariablen ledig-
lich eine Test-set-Substitution fiir die Existenzvariablen betrachtet. Der Ubersichtlichkeit halber
werden in den Beispielen nur diejenigen Substitutionen angewandt, die zum Erfolg fiihren. Ana-
log zu expand_1 generiert expand_2 neue Lemmata und initialisiert Induktionsschritte.

Erlauterungen zu Gruppe Il

simplify vereinfacht eine Klausel C' mit Hilfe einer Regel des Termersetzungssystems R oder mit
Hilfe eines bereits bewiesenen Lemmas.

positive decomposition: Eine Dekomposition einer Gleichung e = k(t1,...,t,) = k(s1,..., Sn)
in einer Spezifikationsklausel C 1Bt sich immer dann durchfiihren, wenn k ein Konstruktor ist.
In diesem Fall wird die Gleichung e in C mittels eines Dekompositionsschrittes durch die n Glei-
chungen

t1281
tlzsn

ersetzt.

negative decomposition: Wie bei der obigen Regel wird hier ein Dekompositionsschritt aus-
gefiihrt, falls in der Pramisse der zu beweisenden Spezifikationsklausel ein Ausdruck der Form
—(k(t1,...,tn) = k(s1,--.,sp)) enthalten ist, wobei & ein Konstruktor ist.

delete_trivial_eq: Hier werden triviale Gleichungen in der Konklusion einer Spezifikationsklausel
C geldscht.

delete_redundant_eq_1: Diese Regel ermdglicht, neben der Streichung von Konstruktor-clash-
Gleichungen in der Pramisse einer Spezifikationsklausel auch die Eliminierung jener Gleichungen,
deren linke (bzw. rechte) Seite eine Variable ist und in deren rechter (bzw. linker) Seite enthalten
ist (occur-check). Zudem werden triviale Gleichungen wie etwa ¢t = ¢, in der Prdmisse einer Klau-
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sel geldscht.

delete_redundant_eq-2: Analog zu der obigen Regel. Allerdings werden hier redundante Glei-
chungen in der Konklusion einer Klausel eliminiert.

delete_explicit_eq: Die explizite Gleichung e = z = ¢ in C wird geldscht, und alle Vorkommen
der Variable z in der Teilklausel mit der gleichen Markierung wie e werden durch ihren expliziten
Wert ¢ ersetzt.

Erlauterungen zu Gruppe 111

delete_tautology: Falls C eine Tautologie ist, wird sie durch diese Regel aus der Menge der zu
beweisenden Spezifikationsklauseln entfernt.

delete_explicit_clause: Spezifikationsklauseln in expliziter Form sind trivialerweise wahr, da eine
Ersetzung alle Vorkommen von z in v durch ¢ zu einer Tautologie fiihrt.

delete_redundant_clause: Redundante Spezifikationsklauseln werden aus der Menge der zu be-
weisenden Klauseln entfernt.

subsumption_1: Diese Regel entspricht der Anwendung einer Induktionshypothese bei einem tra-
ditionellen Beweis durch Induktion. Jede Instanz, etwa 7(h), einer Klausel h in H, die bzgl. der
Multiseterweiterung < von < kleiner als die Instanz o(h) ist, darf als Induktionshypothese an-
gewandt werden, vorausgesetzt o ist die Markierung der aktuellen zu beweisenden Spezifikati-
onsklausel C' (also die bei dem Induktionsschritt auf die Induktionsvariablen angewandte Sub-
stitution) und A subsumiert die Klausel C' mit der Substitution 7. Die Uberpriifung der kleiner-
Beziehung fur eine Hypothese 7(h) und des Induktionsschrittes o (h), durch den C erzeugt wur-
de, geschieht durch einen Vergleich der Substitutionen 7 und o, allerdings beschrankt auf die
Menge Indvar(h) der Induktionsvariablen von h. Die noethersche Ordnung < muR dabei nicht
unbedingt mit der Terminierungsordnung des Termersetzungssystems R Ubereinstimmen. Der Be-
nutzer kann jede beliebige stabile und auf Grundterme noethersche Ordnung vorgeben. Ansonsten
wird die Terminierungsordnung des zu Sp assoziierten Termersetzungssystems defaultméRig vom
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System gewadhlt. Die gewahlte Ordnung wird dann der Terminierungsordnung der Funktion ent-
sprechen, die bei der Programmsynthese spéter generiert wird.

Erlauterungen zu Gruppe IV

case_simplify: Die Klausel C' wird mit Hilfe einiger Regeln aus dem Termersetzungssystem R
in Teilklauseln aufgeteilt, vorausgesetzt die Disjunktion der Pramissen der Ersetzungsregeln folgt
induktiv aus Sp.

binary_split: Hier werden Zusatzforderungen an Terme, die nur allquantifizierte Variablen ent-
halten, in die Pramisse der Spezifikationsklausel eingefuigt. Auf diese Weise kann eine Klausel
so modifiziert werden, dall weitere Auswertungen durchgefiihrt werden koénnen. Die ldee dabei
ist, eine Klausel C bzgl. einer Gleichung s = ¢ in zwei Teilklauseln C; = s = t = C und
Cy = —(s = t) = C aufzuteilen, wobei die Gleichung s = ¢ als Sukzedenzformel in der Konklu-
sion von C enthalten ist. Zur Erinnerung: Falls C = VX3Y¢ = &, V...V ®,, dann ist ¢ das
Antezedenz und jedes ®;, 1 < i < n eine Sukzedenzformel von C. Um zu verhindern, daf} die
Regel immer wieder angewandt wird, verlangen wir, dal s und ¢ nur allquantifizierte Variablen
enthalten und daR R nicht leer ist. Diese Regel kann als Schnittregel angesehen werden.

subsumption_2: In einigen Fallen kann eine Induktionshypothese nur dann auf eine Spezifikati-
onsklausel C' angewandt werden, wenn Zusatzbedingungen erfillt sind. Die Klausel C wird bzgl.
dieser Zusatzforderungen in zwei Teilklauseln aufgeteilt. In der ersten wird davon ausgegangen,
dal3 die Zusatzbedingungen gelten, so dal? die Induktionshypothese angewandt werden kann. Da-
mit ist auch die Gultigkeit der ersten Teilklausel trivialerweise nachgewiesen. Die zweite Teilklau-
sel erhédlt man, indem man die Zusatzbedingungen negiert und sie in die Prdmisse von C' einfligt.
Diese Regel ermdglicht es, dall wir spater bei der Programmsynthese rekursive Programme gene-
rieren kdnnen, die rekursive Aufrufe in ihrer Bedingung enthalten. Sie ist mit der Resolutionsregel
bei Manna und Waldinder [MAW84] vergleichbar.

8.4 Korrektheit der Beweisprozedur

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir ein Verfahren zum Giiltigkeitsnachweis von Spezifi-
kationsklauseln im initialen Modell einer KEKS eingefiihrt. Das Verfahren, dargestellt durch das
Inferenzsystem I, konstruiert und verdndert zwei Klauselmengen K1 und H, wobei KI bzw. H
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die zu beweisenden Spezifikationsklauseln bzw. die Induktionshypothesen enthalten. Der Uber-
gang von einem Beweiszustand (K, H;) zu einem Beweiszustand (Kly, Ho) durch die Anwen-
dung einer Regel unseres Inferenzsystems I bezeichnen wir im folgenden als Ableitungsschritt
und schreiben:

(Kly, Hy) by (Klg, Ho)
Statt -, schreiben wir im folgenden .

Definition 64 (Ableitung) Eine I-Ableitung (K1, H1) b (Klo, Hy) ... - (K, Hy) F ... ist
eine moglicherweise unendliche Folge von Ableitungsschritten. Wir schreiben H* fiir die reflexiv-
transitive Hille von .

Wir flihren nun einige Begriffe ein, die fiir den Korrektheitsbeweis unseres Beweissystems ei-
ne zentrale Rolle spielen werden. Im folgenden steht GI(K) flir die Menge aller irreduziblen
Grundsubstitutionen, deren Definitionsbereiche in der Menge der allquantifizierten Variablen von
K enthalten sind und deren Bildbereiche nur irreduzible Grundterme enthalten: d.h. GI(K) =
{6 | Img(6) C Tx, und Dom(0) C Varall(K)}.

Definition 65 (Induktiver Beweiszustand) Ein Beweiszustand (K1, H) heift induktiv (bzgl. einer
KEKS Sp und einer stabilen auf Grundtermen noetherschen Ordnung <), falls fiir alle Spezifika-
tionsklauseln < v >: k € Kl und 8 € GI(k) folgendes gilt:

(VT < 8o, h€ HSpEina 7(h)) = Sp Fina 0(k),

wobei < die Multiseterweiterung von < ist.

Die Intention, die dieser Definition zugrunde liegt, ist, die Anwendung jeder Instanz einer Klau-
sel k (wahrend eines Beweises einer anderen Instanz von k) als Induktionshypothese zuzulassen,
solange sie (bzgl. <) kleiner als die zu beweisende Instanz ist. Die Uberpriifung dieser Kleiner-
Beziehung fiir eine Induktionshypothese A und eine zu beweisende Spezifikationsklausel geschieht
durch den Vergleich der auf h angewandten Substitutionen 7 und der Komposition der in der Mar-
kierung von k gespeicherten Substitution v mit der aktuellen auf £ angewandten Substitution 6.
Wihrend eines Beweises einer Klausel & stellt die in ihrer Markierung gespeicherte Substituti-
on eine obere Schranke fiir die zuldssigen Induktionshypothesen dar. Ahnliche Definitionen fiir
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induktive Beweiszustdande findet man u.a. auch in [AM95], [FRA94] und [BEC93].

Eine zentrale Eigenschaft unseres Inferenzsystems I ist seine induktive Monotonie®, die wie folgt
definiert ist.

Definition 66 (Induktive Monotonie) Ein Inferenzsystem I ist induktiv monoton (bzgl. Sp), falls
fur alle Beweiszustdnde (K, H) folgendes gilt:

(Kly, Hy) ist induktiv, falls (K, Hy) - (Kly, Ho) und (Kly, Ho) induktiv ist.

Hinter den beiden obigen Definitionen steckt folgende Idee: Offensichtlich ist (K1, #) genau dann
induktiv bzgl. einer KEKS Sp, wenn alle in K enthaltenen Spezifikationsklauseln induktive Fol-
gerungen von Sp sind. Zudem ist ((, H) trivialerweise induktiv. Um nun zu zeigen, dafl (K, )
induktiv ist, genligt es, eine Ableitung (K,0) = (Ko, Ho) + (ki,Hi) & ... F (Kp, Hy) zu be-
rechnen, wobei K,, = (). Aus der induktiven Monotonie des Inferenzsystems I ( siehe Satz 18)
und aus der Tatsache, da® (@, H,,) induktiv ist, folgt dann, daf (K, () induktiv ist. Was wiederum
bedeutet, dal alle in K enthaltene Formeln induktive Folgerungen von Sp sind.

Bevor wir zeigen, daB das Inferenzsystem I induktiv monoton ist, beschreiben nun einige Lem-
mata noch wichtige Eigenschaften induktiver Folgerungen einer KEKS.

Bemerkung: Der Ubersichtlichkeit halber werden wir 0.B.d.A bei allen weiteren Beweisen in
dieser Arbeit nur Spezifikationsklauseln betrachten, die keine Existenzvariablen in ihrer Pramisse
enthalten.

Satz 17 Sei K = VX3Y ¢ = &, V...V P, eine Spezifikationsklausel und Sp eine KEKS. Die
folgenden Aussagen sind &quivalent:
2. Yo, Sp Eing 0(K), wobei o Test-set-Substitutionen sind, fiir die gilt: Dom(c) C X.

3. Sp Fina K.

Beweis: Wir zeigen ,,1. = 2. = 3. = 1.“

“1.=25):

! Der Ausdruck induktive Monotonie bzw. induktiv Monoton wurde hier gew ahlt, weil wir keine ad aquatdJberset-
zung des im Englischen verwendeten Begriffs inductively sound, gefunden haben
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1. bedeutet, dal3 es fiir alle Grundsubstitutionen o4 eine Grundsubstitution 7, und eini, 1 <1i <1
gibt, so dai

(Sp = 01(6(4))) = (Sp |= 71(0(®:))),

wobei 71 (z) = o1 () fur alle z € Dom(oy).

2. bedeutet, daR es fiir alle Grundsubstitutionen o4 eine Grundsubstitution 5 und ein j, 1 < j <1
gibt, so daf3

(Sp |= 02(0(¢))) = (Sp I= 12(0(®5))),

wobei 72 (x) = o9(z) fir alle z € Dom(o2).

Annahme: Sp = o2(0(9)).

Zu zeigen ist: Es gibt ein 75 und ein j, 1 < j <, s0 dak Sp = m2(c(®;)) und m2(z) = oo(z) fir
alle z € Dom(o3). Da Sp konvergent und hinreichend vollsténdig ist, genugt es, o als irreduzible
Grundsubstitution zu betrachten. Es gibt dann immer eine irreduzible Grundsubstitution -, so dal
v(z) = oo(z) fur alle x € Dom(oz) und v o o eine irreduzible Grundsubstitution ist. Aus der
Annahme folgt dann, da Sp |= o2(y(o(¢))). Daraus und aus 1. folgt, daB es eine Substitution 7;
und ein i, 1 < i <[ gibt, so dal Sp = 11 (y(c(®;))) und 71 (z) = oo(z) fir alle z € Dom(o2).
Waihle nun 7 = 1oy und j = 4. Es qilt: Fur alle z € Dom(o2) 12(x) = o2(x), da i (z) = o2(x)
und y(z) = o2(x) fur alle z € Dom(o2)

“2. = 3.5):

3. bedeutet dal} es fir alle Grundsubstitutionen o3 eine Grundsubstitution 75 und einm, 1 < m <
[ gibt, so dal}

(Sp = 03(4)) = (Sp = 73(Bm)),

wobei 73(z) = o3(z) fur alle z € Dom(o3).

Annahme: Sp = o3(¢).

Es geniigt o3 als irreduzible Grundsubstitution zu betrachten, da Sp konvergent und hinreichend
vollstandig ist. Es gibt dann eine Test-set-Substitution o4 und eine irreduzible Grundsubstitution
o5, S0 dall o3 = o5 o g4 (siehe Definition 52). Wegen 2. existiert eine Substitution 7o und ein
J, 1 < j <l sodaB Sp = m(04(®;)), wobei mo(z) = o5(z) fiir alle z € Dom(os). Wihle
nun 73 = 79 0 o4 UNd m = j. Zu zeigen bleibt, daB 73(x) = o3(z) fur alle z € o3(x): d.h.
To(04(z)) = o5(04(x)) fur alle z € Dom(os o o3). Letzteres gilt aber trivialerweise, da (wegen
2.) 7o(x) = o5(x) fir alle x € Dom(os).

(“3. = 1.9);
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Annahme: Sp = 01(0(9)).

Zu zeigen ist: Es gibt eine Grundsubstitution 71 und ein 4, i« < i < [, so daB Sp = 71(0(®;))
und 71 (z) = o1(z) fir alle z € Dom(o1). Wegen der 3. und der Annahme gibt es ein 75 und ein
m, 1 <m <1,s0daB Sp = 73(®,) und m3(x) = o1(6(z)), fur alle z € Dom(o; o 8). Wihle
71 = o1 und i = m. Daraus folgt sofort die Behauptung.

a

Aus Definition 65 und aus Satz 17 lassen sich nun folgende Eigenschaften fiir Beweiszustande
ableiten.

Korollar 1 Finale Beweiszusténde sind induktiv; d.h.: (@, H) ist induktiv.

Korollar 2 Initiale Beweiszustande sind genau dann induktiv bzgl. Sp, wenn alle ihre zu bewei-
senden Spezifikationsklauseln induktive Folgerungen von Sp sind; d.h.

(K1,0) ist induktiv < Sp [=ing k, furalle k € K.

Theorem 1 (Induktive Monotonie) Sei Sp eine KEKS. Das Inferenzsystem I ist bzgl. Sp induktiv
monoton.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch eine Fallunterscheidung tiber alle Regeln des Inferenzsy-
stems I; d.h. fiir jede Regel r von | wird gezeigt, daB3 , falls wir durch die Regel » von einem
Beweiszustand (K,, H) zu einem Beweiszustand (K, Ho) lbergehen und (Ko, Hs) induktiv
ist, dann auch (K1, Hy) induktiv ist.

Fall 1.) expand_1:

Unter der Voraussetzung, dal (K1U(U,C,), HU{C}) induktiv ist, zeigen wir, dal (KIU{C}, H)
induktiv ist (d.h.V < v >: k € KIU{C},0 € GI(k)(NT < 8o~y,h € H. Sp |=ina 7(h)) =
Sp Eind 0(k)).

Annahme: Fiir ein beliebiges < v >: k € KI U {C} und 8 € GI(k) gelte: (V7 < §oy,h €
H. Sp Izind T(h))

Zu zeigen ist: Sp Einq 0(k).

Wir betrachten zwei Fille:

a) Es gelte: (V7 < @ 0. Sp |=ina 7(C)).
Aus a) und der Annahme folgt, daB8 (*) (Vr < @ o~y,h € HU{C}. Sp Eing 7(h)) gilt.
al) ke Kl
Aus (*) und der Induktivitét von (KU (U,C,), H U {C?}) folgt, daB Sp =inq 0(k)
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gilt.

ak=C
Aus (*) und der Induktivitét von (KU (U,C,), H U {C?}) folgt, daB
Sp =ing O(Norm(Vi_, n;(a(C))))) fiir alle o € Subind gilt. Nach Satz 16 gilt
dann Sp Eina Norm(V'_, 7;(8(c(C)))). Daraus und aus Satz 15 folgt, daB
Sp Eing 0(c(C)) qilt. Da @ € GI(k), gibt es eine Test-set-Substitution o und eine
irreduzible Grundsubstitution 61, so dal 8 = #,04. Also gilt insbesondere fiir o1,
daB Sp Fina 01(01(C)) gilt: D.h. Sp =ina 6(C).

b) Es gibt 7,7 < 6 o y und Sp ~ing 7(C).

Betrachte ein minimales =~ mit der obigen Eigenschaft: d.h. Vry < 7. Sp Eia m1(C). Aus
der Annahme und aus b) folgt, daB (V1 < 7,h € H U {C}. Sp Eing m1(h)) gilt. Da aber
(KIlU(U,C,), HU{C?}) induktiv ist, gilt nun insbesondere fiir 7: V&' € Kl U (U,Cy). Sp Eind
7(k"). Analog zu der Uberlegung in a.2) folgt aber, daR Sp =;,4 7(C) gilt, was ein Widerspruch
zu der Annahme b) ist.

Fall 2.) expand_2: analog zu expand_1.

Fall 3.) simplify:

Unter der Voraussetzung, da8 (KIU{C"}, H) induktiv ist, zeigen wir, dal (K7 U {C}, H) induktiv
ist(d.h.V <y >: ke KIU{C},0 € GI(k)(VT < Bo~y, h € H. Sp l=ina 7(h)) = Sp =ina 0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU{C} und § € GI(k) gelte: (V7 < oy, h € H.
Sp ):ind T(h))

a)k € Kl
Wegen der Annahme und weil (K U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp ;.4 6(k).
b)k=C
Aus C + ge, C' folgt, daf es eine Regel ¢ = I —€ R oder ein Lemma ¢ = | = r € &y,
eine Substitution « und ein w gibt, so dal C|,, = «(l), Sp E a(¢) und C' = Cla(r)],.
Daraus folgt (wegen der Annahme und weil (K7 U {C’'}, H) induktiv ist), da
Sp Eind 0|varau(cry(C') gilt und demzufolge auch Sp [=ing 0(Cla(r)]u) = 6(C),
da Varall(C') C Dom(#). Zudem gilt: Sp =ing 0(a(l)) = 6(a(r)),dad =1 —€ R
bzw. ¢ = | = r € ®,. Also gilt auch: Sp Einq 0(Cla(l)],) = 0(C).
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Fall 4.) positive decomposition:

Unter der Voraussetzung, da (KIU{C"}, H) induktiv ist, zeigen wir, dal (KI1U{C'}, H) induktiv
ist(dh.V<y>keKIU{C},0 € GI(k)(NT €< O@ory, h€ H. Sp =ing 7(h)) = Sp Fina
0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € Kl U {C} und 8 € GI(k) gelte: (Vr < Bo~y, h €
H. Sp Izind T(h'))

a)k e Kl
Wegen der Annahme und weil (K U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =nq 6(k).
b)k=C
Seinun C =VX3Y¢p = O[K(s1,.--,8,) = Ki(t1,.--,tn)]u (der Fall, bei dem u
in ¢ vorkommt ist analog). Aus der Annahme und weil (K1 U {C"}, H) induktiv ist,
folgt, daB Sp [=ing 0(C"). D.h. fir alle Grundsubstitutionen o gibt es dann eine
Grundsubstitution 7, so dal (Sp = o(6(¢))) = (Sp = n(0(®[Ai:(si = t;i)]s))) und
n(z) = o(z) fur alle z € Dom(o). Daaus Sp = Aj—;(s; = t;) folgt, dal
Sp = Ki(s1,...,8n) = Ki(t1,...,t,) gilt, gibt es dann fiir alle Grundsubstitutionen
o eine Grundsubstitution 7, so dal3
(Sp Ea(0(¢) = (Sp En(O(P[K1(s1,-..,5n) = Ki(t1,...,tn)]u))) gilt und n(z) =
o(z) fir alle z € Dom(o). D.h. Sp Einq 6(C).

Fall 5.) negative decomposition:

Unter der Voraussetzung, dal (KU (U,{C;}), H) induktiv ist, zeigen wir, daB (KU {C}, H)
induktiv ist (d.h. V < v >: k € KIU{C},0 € GI(k)(N1 < 8o, h € H. Sp =ing 7(h)) =

Sp Fina 0(K)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KI U {C} und 8§ € GI(k) gelte: (V7 < Bo~y, h €
H. Sp Izind T(h))

a)k e Ki

Wegen der Annahme und weil (K1 U (Ul,{C;}), H) induktiv ist, gilt dann: Sp =4 6(k).
b)k=C

Aus der Annahme und weil (K1 U (U~,{C;}), H) induktiv ist, folgt, da® fiir alle 4,

1 <4 < n Sp Eing 0(C;) dgilt, d.h. (*) Fur alle Grundsubstitutionen gibt es eine

Grundsubstitution n und ein j, 1 < j <{,sodal (Sp = ~(c(8(si = ti))) ANo(6(4))) =

(Sp = n(6(®;4))) undn(z) = o(z) firalle z € Dom (o). Fallsnun Sp |= =(o(8(K1(s1,...,8n) =

Ki(t1,---,tn)))) A (o(0(®))) fur ein o gilt, dann muB es ein , 1 < 7 < n geben, so dal

Sp = —(a(0(s; = t;))) A o(0(¢)) gilt. Aus (*) folgt dann, daB esein 5, 1 < j <lund
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ein n gibt, so daB Sp = n(6(®;)) und n(z) = o(z) fir alle z € Dom(o). Also gilt:
Sp |:ind 0(0)

Fall 6.) delete_trivial_eq:

Unter der Voraussetzung, da (KIU{C"}, H) induktiv ist, zeigen wir, dal (KI1U{C'}, H) induktiv
ist(d.h.V <y > ke KIU{C},0 € GI(k)(NT < 0oy, h € H. Sp =ing 7(h)) = Sp Eind
o(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € Kl U {C} und 8 € GI(k) gelte: (Vr < Bo~y, h €
H. Sp Izind T(h))

a)k e Ki
Wegen der Annahme und weil (K7 U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=;,q4 0(k).
byk=C
Wegen der Annahme und weil (KIU{C"}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =ina 0]y aran(cr)(C)
und demnach Sp inq 0(C"), da Varall(C') C Dom(0).
D.h. Fir alle Grundsubstitutionen o gibt eine Grundsubstitution 7, so dafi3
(Sp E 0(0(¢) = (Sp = n(@(p vV &1V ...V &))) gilt und n(z) = o(x) fir alle
x € Dom(o). Aber da Sp = n(0(t = t)) trivialerweise gilt, gibt es auch fir alle
Grundsubstitution ¢ eine Grundsubstitution 7, so daf
(Sp = 0(0(¢))) = (Sp En(0((t =) AV &1 V...V &))) giltund n(z) = o(x)
bzw. (Sp = o(@(s =t AN ¢))) = (Sp En(@((s=t) APV P V...V P;))) giltund
n(z) = o(z) fir alle z € Dom(o). Also gilt Sp =inq 6(C).

Fall 7.) delete_redundant_eq_1:

Unter der Voraussetzung, dal (K{U{C"}, H) induktiv ist, zeigen wir, da (KIU{C'}, H) induktiv
ist(dh.V<y>keKIU{C}0 € GI(k)(NT < @0, h€ H.Sp =ing 7(h)) = Sp Fina
0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 6 € GI(k) gelte: (Vr < foy, h €
H. Sp Fina 7(h)).

a)k € Kl
Wegen der Annahme und weil (K1 U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp Einq 6(k).
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b)k=C
Wegen der Annahme und weil (K1U{C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp Finq 0y arau(c)(C')
und demnach auch Sp ;g 6(C"), da Varall(C') C Dom(6).
D.h. (*) Fur alle Grundsubstitutionen ¢ gibt eine Grundsubstitution », so dal
(Sp =o(0(¢)) = (Sp En@pV @1 V...V &))) gilt und n(z) = o(x) fir alle
x € Dom(o).
Betrachte nun (s = t)¢:
bl)e=—,t=Ki(t1,...,tn), s = Ko(s1,...,85) und K1, K, sind zwei verschie-
dene Konstruktoren.
Wegen der Freiheit der Konstruktoren gilt Sp = —(K1(t1,-..,tn) = Ko(s1,--.,5m))
und demnach gilt Sp = o(0(—(K1(t1,---,tn) = Ka(s1,---,8m)))) flr alle Grund-
substitutionen o und 6. Aus (*) folgt nun, dal? es fiir alle Grundsubstitutionen
o eine Grundsubstitution 7 gibt, so dal
(Sp = (0(0(=(K1(t1;-- - tn) = Ka(s1,---,5m)))) A (0(4)))) = (Sp = n(0(ypV
&, V...V ®))) giltund n(z) = o(x) fur alle z € Dom(o).
D.h. Sp Eing 6(C) gilt.
b.2)e = —, s € Var(t) und ¢ ist ein Konstruktorterm.
Da ¢ ein Konstruktorterm ist, s eine Variable, die in ¢ vorkommt und s # ¢, gilt
Sp = (s = t) und demnach gilt Sp = o(0(—(s = t))) fiir alle Substitutionen o
und 6. Aus (*) folgt dann, daR es fiir alle Grundsubstitutionen o eine Grundsub-
stitution n gibt, so dal
(Sp = a(0(~(s =1))) Aa(6(#))) = (Sp En(@(yp V@1 V...V &p))) giltund
n(z) = o(z) fur alle z € Dom(c). D.h. Sp |=inq 0(C) qilt.
h.3)e = + und s, t sind syntaktisch gleich.
Es gilt Sp = s = ¢ und demnach Sp = o(0(s = t)), da s und ¢ syntaktisch
gleich sind. Aus (*) folgt nun, dal3 es fiir alle Grundsubstitutionen ¢ eine Grund-
substitution 7 gibt, so dai3
(Sp = o(0(s =1)) ANo(0(¢))) = (Sp En(0(¥ V@1V ...V &))) giltund.
n(z) = o(z) fur alle z € Dom(c). D.h. Sp Einq 0(C) gilt.

Fall 8.) delete_redundant_eq_2:

Unter der Voraussetzung, dal (K{U{C"}, H) induktiv ist, zeigen wir, dal (KIU{C'}, H) induktiv
ist(d.h.V<y>keKIU{C},0€ GI(k)(VT < Bo~, h € H. Sp |=ina 7(h)) = Sp Find
0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 0 € GI(k) gelte: (Vr < fovy, h €
H. Sp Izind T(h))
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a) k € Kl
Wegen der Annahme und weil (K7 U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=;,4 (k).

byk=C
Wegen der Annahme und weil (KIU{C"}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =ina 0]y arau(cr) (C')
und demnach Sp =;nq 0(C"), da Varall(C') C Dom(0).
D.h. (*) Fur alle Grundsubstitutionen ¢ gibt eine Grundsubstitution », so dal
(Sp =o(0(¢)) = (Sp En@pV @1 V...V &))) gilt und n(z) = o(x) firalle
x € Dom(o).
Betrachte nun die Terme s und ¢:
b.1)s € Var(t), s # t und ¢ ist ein Konstruktorterm.
Falls fur eine Grundsubstitution o, Sp |= o(0(¢)), dann gibt es nach (*) eine
Substitution 7, so daB Sp = n(0(xp vV &1 V...V &;)) gilt. Demnach gilt auch
SplEnl@((s=t)Ap VO V...V P)), daSp F~n(0(s =t)) trivialerweise fiir
alle Substitutionen 7 und @ gilt. Also gilt Sp = 6(C).
b.2)s = Ki(t1,...,tn), s = Ko(s1,...,8m,) und Ki, K, sind zwei verschiedene
Konstruktoren.
Analog zu b.1)

Fall 9.) delete_explicit_eq:

Unter der Voraussetzung, dal (K!U{C"}, H) induktiv ist, zeigen wir, da (K1U{C'}, H) induktiv
ist(d.h.V<y>keKIU{C},0€ GI(k)(VT < 0o, h € H. Sp |Fina 7(h)) = Sp Find
0(k))-

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 6 € GI(k) gelte: (Vr < foy, h €
H. Sp Izind T(h))

a) ke Kl

Wegen der Annahme und weil (K1 U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =nq 6(k).
b)k=C

Wegen der Annahme und weil (K U {C'}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =;,.4 6(C").

D.h. (*) Fur alle Grundsubstitutionen o gibt es eine Grundsubstitution n; und ein 4,

1 <i <l s0daB (Sp = 0(0(¢))) = (Sp = m(6(c())) V m(6(2:)))) und n(z) = o ()

fur alle z € Dom(o).

Falls nun Sp |= 1 (0(®;)) gilt, dann gilt auch Sp =1 (0((y =t A ) V&1 V...V I))).

Daraus folgt, daB Sp =inq 0(C). Falls aber Sp = 11 (6(a(v)))) gilt, dann gilt auch

Sp = m(0(a(0((y = tA)))), dabd(aly = tA)) = 0(a(0(y = tAY))) (weil  Dom(6)N
Dom(a) = (). Daraus folgt, daB es fiir alle Grundsubstitutionen o eine
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Grundsubstitution 7, o 8 o « gibt, so dal (Sp = o(8(¢4))) = (Sp = m (0(a(0((y =
t A1)))))) gilt. Daraus folgt, daB Sp =inq 0(C) qilt.

Fall 10.) delete_tautology:

Unter der Voraussetzung, daB (K1, H) induktiv ist, zeigen wir, daB (KI U {C}, H) induktiv ist
(dh.V<y>:keKIU{C},0 € GI(k)(VT € 0oy, h € H.Sp Eing T(h)) = Sp Fina 0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU{C} und 0 € GI(k) gelte: (V7 < @o~y, h €
H. Sp Fina 7(h)).

a)k e Ki
Wegen der Annahme und weil (K, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =;nq 0(k).
b)k=C
Da C eine Tautologie ist, ist auch 6(C) eine Tautologie. Daraus folgt, dal8 Sp =4 0(C) gilt.

Fall 11.) delete_explicit_clause:

Unter der Voraussetzung, daB (K1, H) induktiv ist, zeigen wir, daB (KI U {C}, H) induktiv ist
(dh.V<y>:keKIU{C},0 € GI(k)(VT < 0oy, h € H.Sp =ing T(h)) = Sp Fina 0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU{C} und 0 € GI(k) und vy gelte: (V7 < fovy, h €
H. Sp IZmd T(h’))

a) k € Kl
Wegen der Annahme und weil (K1, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=;.q 0(k).

byk=C
Fir alle o, so da® Sp = o(¢) gilt, wéhle eine Grundsubstitution 71, so dal 7, o « eine
Grundsubstitution ist, wobei « : y « ¢ und n1(a(z)) = o(z) fir alle z inDom(o). D.h.
Sp Eing C und inshesondere dann fiir 6 gilt nach Satz 17 Sp =inq 0(C).

Fall 12.) delete_redundant_clause:

Unter der Voraussetzung, daB (K, H) induktiv ist, zeigen wir, daB (K! U {C}, H) induktiv ist
(dh.V<y>:keKIU{C},0 € GI(k)(VT < 0oy, h € H.Sp Eing T(h)) = Sp Fina 0(k)).
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Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 6 € GI(k) gelte: (Vr < foy, h €
H. Sp Fina 7(h)).

a)k e Ki
Wegen der Annahme und weil (K1, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=inq 0(k).
b)k=C
Betrachte den Ausdruck (s = t)¢

b.1)Falls e = —, s und ¢ syntaktisch gleich sind.
Dann gilt Sp (£ —(s = t) und demnach auch Sp =g VX'IY - (0(s) = 0(t))A
0(4) = 0(¢p1 V...V ®)). D.h. Sp =4nq 0(C).

b2)Fallse =+, s = Kl(sl, ceey SS), t= Kg(tl, . ,tm) und K;, Ko zwei ver-
schiedene Konstruktoren sind.
Analog zu b.1).

b.3) Fallse = +, s € Var(t), s # t und ¢ ein Konstruktorterm ist.
Analog zu b.1).

b.4)Fallse =+, s € Var(C), s ¢ Var(t)undeseini, 1 <13 <[ gibt, so dal
a(®;) eine Tautologie ist, wobei « : s — .
Fir alle Grundsubstitutionen ¢, so da Sp = o(s = t) A ¢), wéhle eine Grund-
substitution 7, so daB8 n o « eine Grundsubstitution ist und o(z) = n(a(z)) =
o(z) fir alle z € Dom(c). Da a(®;) eine Tautologie ist, gibt es fur alle Grund-
substitutionen o eine Grundsubstitution 7 o «, so daf}
(Sp=o(s=tA¢)) = (Sp = (n(a(@1 V...V &)))) und n(a(z)) = o(x)
fir alle z € Dom(o) gilt. D.h. Sp [=inq C und insbesondere fiir 6 gilt nach
Satz 17: Sp Eing 0(C).

Fall 13.) subsumption_1:

Unter der Voraussetzung, daB (K, H) induktiv ist, zeigen wir, daB (KI U {C}, H) induktiv ist
(dh.V<y>:keKIU{C},0 € GI(k)(VT < 0oy, h € H.Sp Eing T(h)) = Sp Eina 0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 6 € GI(k) gelte: (V7 < foy, h €
H. Sp Izind T(h))

a) ke Kl
Wegen der Annahme und weil (K1, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=inq 0(k).
b)k=C
Es gilt 7| rndvar(ny < o und demnach 0(7| rpgvar(n)) < 0(0), da < stabil ist.
Wegen der Annahme gilt nun: Sp =ina 0(7| rnavar(n) (h)). Daraus folgt, dal Sp inq 6(C).
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Fall 14.) case_simplify:

Unter der Voraussetzung, daB8 (K1U C’, H) induktiv ist, zeigen wir, dal (K1 U{C'}, H) induktiv
ist (dh.V <y > ke KIU{C}0 € GI(k)(Vr < 0o, h € H.Sp Eing (1)) = Sp Eind
o(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € Kl U {C} und 8 € GI(k) gelte: (Vr < Bo~y, h €
H. Sp Izind T(h'))

a)k e Kl
Wegen der Annahme und weil (K U C’, H) induktiv ist, gilt dann: Sp =4 0(k).

b)k=C

Falls es eine Menge von Regeln P; = [; — r; € R, 1 < i < n, Substitutionen o3, einige Vorkom-
men w; in C gibt, so daB C|,,, = o;(l;) und Sp [=ina Viz1 0i(P;) gelten, dann ergibt die Anwen-
dung der Fallunterscheidungsregel auf C' die Klauselmenge C' = {0;(P;) = Clu; < oi(ri)]}.
Es gibt dann ein v, 1 < v < n, so dak Sp = 6(o,(P,)). Zudem gilt auch Sp = 6(oy(l,)) =
0(oy(ry)), da P, = I, — 7, eine Regel aus R ist. Aus der Annahme und aus der Induktivitét von
(Klu ', H) folgt nun, daB Sp =ing 0(0y(Py)) = 0(Cluy < (04(ry))]) gilt. Daraus folgt, dal
Sp = 0(Cloy(ly)]u)- D.h. Sp FEing 0(C).

Fall 15.) binary_split:

Unter der Voraussetzung, daB (K1 U {C1,Cs}, H) induktiv ist, zeigen wir, da (Kl U {C}, H)
induktiv ist (d.h.V < v >: k € KIU{C},0 € GI(k)(VT < 0oy, h € H. Sp Fina 7(h)) =

Sp Find 0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 6 € GI(k) gelte: (Vr < foy, h €
H. Sp Fina 7(h)).

a)k e Kl
Wegen der Annahme und weil (K1 U {C1,Cy}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=inq 6(k).

b)k=C

Es gilt Sp |= a(0(s = t)) V —(c(6(s = t))) fir alle Grundsubstitutionen . Falls nun Sp =
o(0(s = t)) fir eine Grundsubstitution o gilt, dann gibt es (wegen der Annahme und weil
Sp =ina 0(C1)) eine Grundsubstitution 7, so daB (Sp = o(6(¢))) = (Sp = n(8(v¥ V R)))
gilt. Insbesondere gilt dann auch Sp = n(o((s =t A ) V R)). D.h. Sp =4 0(C) gilt. Sonst
falls Sp = —(a(8(s = t))) gilt, dann gibt es (wegen der Annahme und weil Sp =4 0(C2)) eine
Grundsubstitution 7, so daB (Sp = o(8(¢))) = (Sp = n(8(R))) gilt. Insbesondere gilt dann
auch Sp =n(0((s =t Ay) V R)). D.h. Sp Eing 0(C) qilt.

Fall 16.) subsumption_2:
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Unter der Voraussetzung, dal (K1 U {C{,C5}, H) induktiv ist, zeigen wir, daf (Kl U {C}, H)
induktiv ist (d.h.V <y >: k € KIU{C},0 € GI(k)(VT < 8oy, h € H. Sp Ejna 7(h)) =
Sp Einda 0(k)).

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 6 € GI(k) gelte: (V7 < foy, h €
H. Sp Izind T(h))

a)k € Kl

Wegen der Annahme und weil (K1 U {C1, C5}, H) induktiv ist, gilt dann: Sp [=ina 0(k).
b)k=C
Analog zu subsumption_1 und binary_split.

a

Nun kdnnen wir die induktive Korrektheit unserer Beweisprozedur beweisen. Aus der induktiven
Korrektheit des Inferenzsystems I folgt dann seine Korrektheit. Dadurch, da3 T induktiv monoton
ist und, daR finale Beweiszustande (Korollar 1) induktiv sind, wird die Induktivitat von initialen
Beweiszustanden gewahrleistet. Letztere bedeutet, dal alle in in den initialen Beweiszustanden
enthaltenen Spezifikationsklauseln induktive Folgerungen der betrachteten KEKS sind (Korollar
2).

Ausgehend von einer Spezifikationsklauselmenge Ky wird eine I-Ableitung (Kly, Ho) F ... F
(Kl,, Hy,) ausgefuhrt. Erfullt die Ableitung die folgende Bedingung, so sind alle in K, enthalte-
nen Spezifikationsklauseln induktive Folgerungen der betrachteten KEKS Sp.

Theorem 2 (Induktive Korrektheit) Sei Sp eine KEKS und Kl eine Spezifikationsklauselmenge.
Fur alle I-Ableitungen (Ko, Ho) ™ (0, Hy41) gilt:

(Klg, Hp) ist induktiv und falls, Hy = (), dann sind alle k¥ € Kl induktive Folgerungen von Sp.
Also ist I induktiv korrekt.

Beweis: Durch Induktion Uber die Lange der I-Ableitungen.

l.n=1
D.h. (Kly, Hy) + (0, Hy). Aus Korollar 1 und Theorem 1 folgt, daB (Ko, Hy) induktiv ist.
Falls Hy = (), dann folgt aus Korollar 2 der zweite Teil der Behauptung.

2. n>1
Nach der Induktionsannahme gilt die Behauptung fiir (Kiy, Hy) F* ! (@, H,y1). D.h.
(K11, Hy) ist induktiv. Da I induktiv monoton ist (Theorem 1) und (Ko, Hy) - (K1, Hy),
ist auch (Ko, Hp) induktiv. Falls Hy = @, gilt wegen Korollar 2 die Behauptung.
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Vielmehr sind alle in einer T-Ableitung zu beweisende Spezifikationsklauseln induktive Folgerun-
gen von Sp. Diese kann man als Zwischenlemmata betrachten, die ohne Eingriff des Benutzers
vom System automatisch generiert werden.

Satz 18 In einer I-Ableitung (K1, ) =™ (@, Hp11) sind alle k € U K; induktive Folgerungen
von Sp.

Beweis:

l.i=1
Aus Korollar 2 folgt sofort die Behauptung.

2. 1> 1.
Aus der Induktionsannahme folgt, daB alle (*) k& € Uj;l Kl; induktive Folgerungen von Sp
sind. Da (0, Hy,+1) induktiv ist und I induktiv monoton ist, muB auch (K1;, H;) induktiv
sein. Zudem gilt, da H; C U3} K1;. Aus (*) folgt nun, daB alle h € H; induktive Folge-
rungen von Sp sind. Daraus und aus der Induktivitdt von (K1;, H;) folgt, daf alle k € KlI;
induktive Folgerungen von Sp sind.

8.5 EinigeBeispiele

Um unsere Beweismethode zu illustrieren, soll nun das Inferenzsystem I an einigen einfachen
Beispielen vorgeflihrt werden. Die ersten drei Beispiele behandeln die natiirlichen Zahlen und zei-
gen, wie einfach, kurz und Ubersichtlich die Beweise sind, die mit Hilfe unserer Beweismethode
gefiihrt werden. Die drei darauf folgenden in diesem Abschnitt haben Sequenzen von natirlichen
Zahlen zum Gegenstand und zeigen vor allem noch einmal ausfiihrlich den Ablauf der Beweise,
die mit dem Inferenzsystem I generiert werden. Nach der Einfiihrung einer neuen Subsumptions-
regel werden noch zwei weitere Beipiele behandelt, die die Bedeutung dieser Regel veranschauli-
chen. Die meisten in dieser Arbeit ausgewahlten Beispiele sind aus der Literatur entnommen und
haben in erster Linie einen didaktischen Hintergrund.

Beispiel 14 Die positive Differenz zweier natirlicher Zahlen

Sei Sp die folgende KEKS bestehend aus den Konstruktoren 0 und s und den beiden folgenden
Gleichungen, die die Addition beschreiben:
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O ={z+0=uz;
z+s(y) =s(z+y)}

Sei nun K die folgende Spezifikationsklausel zu beweisen:
Ve,ydzz=z4+yVy=z+z

Als Induktionsordnung wahlen wir die Anzahlordnung, als Test-set die Menge {0, s(z)} und als
Induktionsvariablen werden z und y gemaR Definition 61 festgelegt. Demnach sind die folgenden
vier Substitutionspaare zu betrachten: {(z + 0,y < 0),(z + 0,y < s(v')), (z + s(z'),y +
0), (z < s(z'),y + s(y'))}. Nach der Anwendung von expand_1 auf K erhalten wir folgende
zu beweisende Spezifikationsklauseln:

D<x+0,y«<0>:320=24+0V0=2+0;

QD <x+0,y<+sy)>: VW 3Iz0=2+s(y)Vsy)=2+0;
B)<x+s(x),y« 0>:Ve'Izs(z)=2+0V0=2z+ s(z');

@) <x+sX),y«sy)>: Ve',y Izs(z') =2+ s() Vs(y) =z + s(z).

Die ersten drei Spezifikationsklauseln werden durch die Anwendung der Regeln simplify
und delete_explicit_clause aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernt. Die vierte &3t
sich zuerst mit simplify wie folgt vereinfachen:

<x<+sx),y «s(y)>: Va',y Iz s(z') =s(z +¢) Vs(¥) = s(z + 2').
Danach erhalten wir durch eine zweifache Anwendung der Regel positive decomposition:
<x+s),y+sly)>: Ve, Iz’ =z+y'Vy =2+ 12

SchlieRlich IaRt sich die obige Klausel durch Anwendung der Regel subsumption_1 aus der Men-
ge der zu beweisenden Spezifikationsklauseln entfernen, da (z',vy') < (s(z'), s(y')) gilt. Nach
Theorem 2 ist dann K eine induktive Folgerung von Sp.

a

Das Beispiel, das wir jetzt betrachten werden, ist eine Variante von der bereits im Beispiel 12 ein-
geflihrten KEKS. Es soll zeigen, wie sich eine addquate Wahl eines Test-sets auf den Beweisablauf
auswirkt. Im Gegensatz zu Beispiel 12 wird diesmal nur eine Schleife bendtigt, um den Beweis
abzuschlieflen.

Beispiel 15 Division einer geraden Zahl durch 2

Sei Sp; die KEKS aus dem vorangegangenen Beispiel, erweitert um die folgenden Konstruktoren
T, F der Sorte Bool, die folgenden bedingten Gleichungen und die Kommutativitat der Addition
als zusatzliches Lemma:
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& ={ev(0) =T,
ev(s(0)) = F;
ev(s(s(z))) = ev(z);
ev(z) =T = odd(z) = F;
ev(z) = F = odd(z) =T}

Sy={z+y=y+z}

Sei nun die folgende Spezifikationsklausel K zu beweisen:
Vedyev(z) =T =>z=y+y

e Gemal Definition 61 bzw. 62 ist z als Induktionsvariable und y als zu instanziierende Exi-
stenzvariable zu wahlen.

e Als noethersche Ordnung wahlen wir die lexikographische Pfadordnung (von links nach
rechts) mit folgender Prézedenz 0 < s < F < T < ev < odd.

e GemaR Satz 9 bzw. 11 wird T' = {0, s(0), s(s(z)), T, F'} als Test-set festgelegt.

Auf K wird nun expand_1 angewandt und wir erhalten die folgenden zu beweisenden Spezifika-
tionsklauseln:
<x4+0>:Wew(0)=T=<y<+0>:0=0+0V<y<+s(0)>:0=s(0)+s(0)V
<y = s(s(y') >: 0=s(s(y) + s(s(y')) (1)
<x+s0)>:3Fev(s(0)=T=<y«<0>:50)=0+0V
<y < 8(0) >:5(0) = s(0) + s(0)V <y < s(s(y)) >:5(0) = s(s(y)) + s(s(y')) @)
< x « s(s(x ))> Vz' Fy ev(s(s(z') =T = <y + 0>:5(s(z')) =0+0V

(0

) >:s(s(2")) = s(0) +5(0) V <y = s(s(y")) > : 5(s(z')) = s(s(v)) + s(s(y') )

(1) 1&Rt sich mit den Regeln simplify und delete_tautology aus der Menge der zu beweisenden
Klauseln entfernen.

<y<s

(2) wird durch die Anwendung der Regeln simplify und delete_redundant_clause weggeldscht.
(3) ergibt die folgende Klausel nach dreimaliger Anwendung der Regel simplify:

3l<x+s(s(X)>: V' ev(s)) =T = <y<+ 0>:5(s(z')) =0V<y<+s(0)>:
s(s(z")) = 5(0) + 5(0) V <y = s(s(y")) > : s(s(z")) = s(s(s(y)) + s(y'))-

simplify laRt sich auf 3.1 noch zweimal mal anwenden: zuerst weil s(y')+s(s(y")) <ipo s(s(y')+
s(y") gilt, und dann durch die zweite Gleichung der Addition. Wir erhalten:
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32<xs(s(x))>: VW ev(z') =T = <y <+ 0> :5s(s(z')) =0V <y« s(0) >:
s(s(z')) = s(0) + s(0) V <y < s(s(y")) > : s(s(z)) = s(s(s(y’) + s(¢/))).

Eine zweimalige Anwendung von positive decomposition auf 3.2 ergibt dann:

33<xs(s(x))>: V"W ev(z') =T = <y+ 0> :5s(s(z')) =0V<y <« s(0) >:
s(s(@')) = s(0) + s(0) V <y «s(s(y") >: 2" = s(y) + s(¥/).

3.3 1aRt sich mit der Regel subsumption_1 aus der Menge der zu beweisenden Spezifikationsklau-
seln entfernen, da z <, s(s(z')) gilt.

Nach Theorem 2 ist demnach K eine induktive Folgerung von Sp;.

Der Einfachheit halber zeigen wir die nachsten Beispiele ohne Markierungen, die wahrend des
Gultigkeitsnachweises einer Spezifikationsklausel im initialen Modell einer KEKS lediglich beim
Versuch, eine Induktionshypothese anzuwenden, eine wesentliche Rolle spielen. Um aber spater
Programme aus einem Beweis extrahieren zu konnen, miissen alle wahrend des Beweises relevan-
ten angewandten Substitutionen protokolliert werden.

Beispiel 16 Division einer natiirlichen Zahl durch 2

Das folgende Beispiel ist eine Verallgemeinerung des vorangegangenen Beispiels. Es soll aber zei-
gen, daB unsere Beweismethode es ermdglicht, Beweise durch gegenseitige Induktion automatisch
zu fuhren. Dazu betrachten wir die folgende KEKS Komnat bestehend aus den Konstruktoren 0
und s und den folgenden Gleichungsmengen &, und &,:

O ={z+0=u;
z+s(y) = s(z +y)}

O ={r+y=y+z}

Sei nun K die folgende Spezifikationsklausel zu beweisen:
Vedyz=y+yVz=s(y+vy)

Als Induktionsordnung wahlen wir die lexikographische Pfadordnung (von links nach rechts) mit
der Prézedenz 0 < s < +. Die Menge {0, s(z)} wird als Test-set und z (bzw. y) als Induktions-
variable (bzw. zu instanziierende Existenzvariable) festgelegt.
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Nach der Anwendung von expand_1 auf K sind folgende Spezifikationsklauseln zu beweisen:
' (0=0+0V0==s(0+0)) Vv (0=s(y)+s()V0=s(sy)+s(y)) (1)
Vz' 3y’ (s(2') =0+ 0V s(z') = s(0+0)) v (s(z') = s(y) + s(y) V s(z) = s(s(¥) + s(¢/))) (2

(1) ist eine Tautologie (nach Anwendung von simplify) und kann mit der Regel delete_tautology
aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernt werden.

(2) wird mit den Regeln simplify, delete_redundant_eq_2 und positive decomposition zu der
folgenden Klausel vereinfacht:

V! Iy ' =0V (2 =s(y) +y' V' =sy) +s(y)), (2.1)
die mit der Regel binary_split in die folgenden Klauseln tiberfiihrt wird:

V' dy' ' =0=2" =0V (2’ =s(¢) +v' V' =s(y) + s(v')) (2.1.1)
Vo' 3y’ —(z' =0) = 2’ = s(y) +y' V' = s(y') + s(v') (2.1.2)

(2.1.1) ist eine Tautologie und wird mit der Regel delete_tautology aus der Menge der zu bewei-
senden Klauseln entfernt.

Auf (2.1.2) wird wieder expand_1 angewandt, und wir erhalten die beiden folgenden zu bewei-
senden Spezifikationsklauseln:

Fy" =(0=0) = (0=5(0) V0 =5(0) +5(0)) v (0 = s(s(y")) + s(y")V
0=s(s(y")) + (S(y’))) (2121)
V2" Y S(s(@") = 0) = (s(z”) = s(0) V s(a") = 5(0) + 5(0)) V (s(2") = s(s(4")) + s(")V
s(z") = s(s(y")) + s(s(y"))) (2122)

Die erste der beiden obigen Klauseln kann mit delete_redundant_clause entfernt werden, die
zweite 4Rt sich mit simplify, delete_redundant_eq_1 und positive decomposition wie folgt ver-
einfachen:

vz 3y" (2" = 0V 2" = 5(0)) V (s(z") = s(s(y")) + s(y") V2" = s(s(y")) + s(3")),

die wegen der Kommutativitat der Addition und s(y"”) + s(s(y") <ipo s(s(y")) + s(y”)) mit
simplify wie folgt transformiert werden kann:

vz 3y" (2" = 0V 2" = 5(0)) V (s(z") = s(y") + s(s(y")) V2" = s(y") + s(s(y"))).

Die obige Klausel 1&8t sich dann mit den Regeln simplify und positive decomposition in die
folgende Spezifikationsklausel umwandeln:

V! 3y (2" = 0V & = 5(0)) V (" = s(y") + () V2" = s(s(y") + s(u))),

die mit subsumption_1 aus der Menge der zu beweisenden Spezifikationsklauseln entfernt werden
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kann, da sie von einer bzgl. <;,, kleineren Instanz von (2) subsumiert wird.

Nach Theorem 1 ist damit die Gultigkeit von K im initialen Modell von Komnat bewiesen.

Beispiel 17 Zerlegung einer Liste: Variante |

Wir zeigen, dal? jede nicht leere Liste in zwei Listen zerlegt werden kann, wobei die erste Liste aus
allen Elementen der initialen Liste auBer des letzten und die zweite nur aus dem letzten besteht.
Die spater aus diesem Beweis extrahierten Programme entsprechen den Funktionen butlast und
last in Common Lisp.

Sei Sp,, die folgende KEKS bestehend aus den Konstruktoren n:l und cons und der Funktion app,
die die Konkatenation zweier Listen beschreibt:

& ={app(nil,l) =1,
app(cons(a,m),l) = cons(a,app(m,l))}

Sei nun K die folgende Spezifikationsklausel zu beweisen:
Viy @ list Jlg 2 list,x = el =(l; = nil) = 11 = app(ly, cons(z,nil)).

Als Induktionsordnung wahlen wir die rekursive Pfadordnung mit der Prazedenz nil < cons <
app, als Test-set die Menge {nil, cons(a1,m1)} und als Induktionsvariable bzw. zu instanziieren-
de Existenzvariable die Liste I; bzw. I5. Nach der Anwendung von expand_1 auf K erhalten wir
folgende zu beweisende Spezifikationsklauseln:

Imeg : list, z,az : el =(nil = nil) = nil = app(nil, cons(x,nil))V
nil = app(cons(az, m2), cons(z,nil)) (1);

Vmy : list,aq : el Imy : list, z, a9 : el =(cons(ay,my) = nil) =
cons(a1,m1) = app(nil, cons(x,nil)) V cons(a1, m1) = app(cons(az, mz),cons(z,nil)) (2).

(1) 1aBt sich mit simplify und delete_redundant_clause aus der Menge der zu beweisenden Klau-
seln entfernen. Die Spezifikationsklausel (2) kann man mit den Regeln delete_redundant_eq_1
und simplify wie folgt vereinfachen:

Vmy : list,ay : el 3mg : list,z,a9 : el cons(a;,m1) = cons(z,nil) V cons(ai,m;) =
cons(az, app(ma, cons(z, xil))) (2.1)

Nach zweimaliger Anwendung der Regel positive decomposition, gefolgt von einer Anwendung
der Regel, binary_split erhalten wir nun die beiden folgenden Klauseln:
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Vmy : list,aq el 3my : list,xz,az : el (my =nil) = (a1 =z Ami =nil) V(e =axAmy =
app(ma, cons(z,nil))) (2.1.1)

Vmy : list,aq 2 el 3my : list,x, a9 : el =(my = nil) = a1 = ag Amy = app(me, cons(x,nil))
2.1.2)

Schlieflich laBt sich (2.2.1) mit den Regeln delete_explicit_eq und delete tautology aus der Men-
ge der zu beweisenden Klauseln entfernen. Die Spezifikationsklausel (2.1.2) kann man mit der
Regel delete_explicit_eq zunéchst, wie folgt, vereinfachen:

Vmy : list 3z : el =(my = nil) = my = app(me, cons(z,nil))

Die obige Spezifikationsklausel ist eine Instanz von K und kann mit der Regel subsumption_1
entfernt werden, da mq <y, cons(ai,m,) trivialerweise gilt. Damit ist nach Theorem 2 die
Gultigkeit der Spezifikationsklausel K im initialen Modell von Sps bewiesen.

Das néchste Beispiel stellt einen Glltigkeitsnachweis einer Spezifikationsklausel dar, die besagt,
dall man jede nicht leere Liste in zwei kleinere Listen aufteilen kann, wobei die Lange der ersten
kleiner oder gleich der der urspriinglichen Liste ist. Mit anderen Worten wird die initiale Liste der
Lénge [ in ihr Préfix, dessen L&nge etwa n, vorgegeben ist und in ihr Suffix, dessen Lange [ — n
ist, zerlegt.

Beispiel 18 Zerlegung einer Liste: Variante 1l

Sei Sps die folgende KEKS, bestehend aus den Konstruktoren 0, s, nil, cons, T, F' und den fol-
genden Funktionen:

O ={z+0=u;
z +5(y) = s(z +y);
0<z="T,;

o~
Q
S
Q
o~
>
—_
S
Py
~
~
I
=

length(cons(a,m)) = s(length(m)) }
Sei K die folgende Spezifikation zu beweisen:

Vi : list,n : nat 3,13 : list n < length(l1) = l1 = app(l2,l3) Alength(le) = n
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Als Induktionsordnung wéhlen wir die lexikographische Pfadordnung mit der Prdzedenz 0 < s <
nil < cons < T < F < < < app < length, als Test-set die Menge {0, s(x), nil, cons(a, m)}
und als Induktionsvariablen bzw. zu instanziierende Existenzvariablen {1 und n bzw. I5. Nach der
Anwendung der Regel expand_1 auf K erhalten wir folgende zu beweisende Spezifikationsklau-
seln:

g, l3 : list,as : el 0 < length(nil) = (nil = app(nil,l3) A length(nil) = 0) V (nil =
app(cons(az,m2),l3)) Alength(cons(az,ms)) = 0) (1)

Vn' : mat Ima,l3 : list,as : el s(n') < length(nil) = (nil = app(nil,l3) A length(nil) =
s(n')) V (nil = app(cons(az, m2),13) Alength(cons(az, m2)) = s(n’)) )

Vmy : list,aq : el,n' : nat Imog,l3 : list,ag : el 0 < length(cons(ai,m1)) =
(cons(a1,m1) = app(nil,l3) A length(nil) = 0) V (cons(a1,m1) = app(cons(az, mg),l3)A
length(cons(az,m32)) = 0) (3)

Vmy : list,aq : el,n' : nat Imo,ls : list,ag : el s(n') < length(cons(ai,m1)) =
(cons(a1,m1) = app(nil,l3) Alength(nil) = s(n'))V(cons(ai, m1) = app(cons(az, msa),l3)A
length(cons(az,m2)) = s(n')) 4)

(1) kann man nach mehrmaliger Anwendung der Regeln simplify, delete_redundant_eq_2 und
delete_explicit_clause aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernen:

(2) ist eine redundante Spezifikationsklausel, da ihre Pramisse einen Widerspruch enthalt, und
kann mit der Regel delete_redundant_clause entfernt werden.

(3) laRt sich mit den Regeln simplify, delete_redundant_eq_1 und delete_redundant_eq 2, wie
folgt, vereinfachen:

(3.1) Vmy : list,aq : el 3 cons(ar, my) =3,

die mit der Regel delete_explicit_clause aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernt
werden kann.

(4) kann man nach Anwendung der Regeln simplify, delete_redundant_eq_2 und positive de-
composition in folgende Klausel tberfiihren:

Vmy : list,ay : el,n' : nat Img,l3 : list,ay : el n' < length(mi) = a1 = as A'm; =

Die obige Klausel 14t sich weiter mit der Regel delete_explicit_eq zu der folgenden Spezifikati-
onsklausel vereinfachen:

Vg : list,n' : nat Imo, I3 : list n' < length(m1) = m1 = app(ma,l3) A length(ms) = 7/,

welche eine Instanz der urspriinglichen Spezifikationsklausel (4) ist und kann mit der Regel sub-
sumption_1 aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernt werden, damy >y, cons(ai,m;)
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gilt. Nach Theorem 2 ist dann K eine induktive Folgerung von Sps.

Bevor wir weitere Beispiele vorstellen, fiihren wir eine zusétzliche Variante der Subsumptions-
regel ein. Die Subsumptionsregel, wie sie bereits vorgestellt worden ist, kann als ein syntaktisch
leicht erkennbarer Spezialfall der Implikation angesehen werden. Sie laRt sich etwas erweitern,
indem man die subsumierte und die subsumierende Klausel nicht nur auf syntaktische Gleichheit
sondern auf Implikation in der betrachteten Theorie Uberprift. Wir werden allerdings in der neu-
en Variante nur bestimmte Spezifikationsklauseln in Betracht ziehen. Der Grund dafir ist, dafl
wir die Gultigkeitstiberpriifung der durch die Implikation gebildeten Klausel von unserem System
weiterhin durchfiihren lassen méchten. Mit anderen Worten: wir werden sicherstellen, daR die neu
gebildete Klausel wieder eine Spezifikationsklausel ist. Auf diese Einschrankung kénnte man ver-
zichten, wiirde man die Glltigkeit der Implikation durch ein anderes Beweissystem uberpriifen
lassen. Aufgrund dieser Einschrankung ist die neue Subsumptionsregel keine Verallgemeinerung
sondern eine Ergdnzung der Regel subsumption_1. Sie entspricht im Gegensatz dazu der Anwen-
dung der Induktionshypothese bei einem klassischen Beweis durch (implizite) Induktion.

. Klu{Ci}, H
subsumption_3 KIU{C}, B

falls C =<0 >:VX3Y 1 Apg =< m > P V...V < > (RIAR) V...V <1y >: Py
und es eine Substitution 7 und ein A € H gibt, so dal 7(h) = VX'3Y'¢$; = Ry A R3, wobei
R1, Ry, Rgnichtleere Konjunktionen von Gleichungen sind, X' C X, Y’ C Y, 7|1napar(n) < o,
fir alle y € Varex(h),(y) = ni(y) oder 7(y) € Var(n;(y)) und

Ci=<o> VXY A AR3 =<m > P V...V<1 > RoV...V< 1 > Dy

Die Induktionsannahme 7(h) in der obigen Regel impliziert die zu beweisende Spezifikationsklau-
sel C in einer KEKS Sp, falls die Klausel C1 eine induktive Folgerung von Sp ist. Dabei muR die
Sukzedenzformel & von 7(h) eine Konjunktion von Gleichungen sein, damit die Klausel C; vom
System behandelt werden kann. Um die Anwendbarkeit der Regel einzuschrénken, wird einerseits
verlangt, dafl mindestens eine Gleichung sowohl in der zu beweisenden Spezifikationsklausel C
als auch in der betrachteten Induktionsannahme vorkommt. Andererseits mufl die Prémisse der
gewdhlten Induktionsannahme in der Pramisse der zu beweisenden Klausel C enthalten sein. Die
neu gebildete Klausel C; wird somit automatisch vom System generiert und kann als neues Lem-
ma betrachtet werden, das flir den weiteren Verlauf eines Beweises ben6tigt wird.
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Wir miissen nun zeigen, dal’ die neue Regel die induktive Monotonie des Inferenzsystems I nicht
zerstort, d.h. Theorem 1 trotz Hinzunahme der neuen Regel in I weiterhin gilt.

Beweis: Unter der Voraussetzung, daB8 (KIU{C}, H) induktiv ist, zeigen wir, daB (KIU{C}, H)
induktiv ist (d.h.V < v >: k € KIU{C},0 € GI(k)(VT < 0oy, h € H. Sp Fina 7(h)) =
Sp |:ind O(k))

Annahme: Fir ein beliebiges < v >: k € KIU {C} und 8 € GI(k) gelte: (Vr < foy, h €
H. Sp Fina 7(h)).

a)k e Ki
Wegen der Annahme und weil (K1, H) induktiv ist, gilt dann: Sp |=inq 0(k).

byk=C
Es gilt 7| rndvar(ny < o Und demnach 6(7| rpgvar(n)) < 0(0), da < stabil ist. Wegen der
Annahme gilt aber auch Sp Find 0(7|rmavar(n)(h)) (*)- Falls es nun eine Grundsubstitu-
tion o gibt, so dal Sp = o1(6(¢1 A ¢2)) gilt, dann gibt es wegen (*) eine Grundsub-
stitution 7, so dal Sp = n(8(R1 A R3)) (**) und n(z) = o1(z) fur alle z € Dom(o1) gilt.
Wegen der Annahme und der Induktivitdt von (K7 U {C1}) gilt aber auch Sp =;nq 0(C1).
Also gibt es (wegen (**)) flir n eine Grundsubstitution n; (weil Sp = n(8(¢1 A 2 A R3))),
so daB Sp |=n1(6(®;)) fureini, 1 <i <noder Sp = n1(0(R1 A Rz)) und n1(z) = n(x)
furalle z € Dom(n).Danun n(z) = o1(x) fir alle z € Dom(o1) gilt, ist auch 1 (z) = o1(z)
fir alle z € Dom/(o1). Fur alle Grundsubstitutionen o, fiir die Sp = 01(0(¢1 A ¢2))
gilt, gibt es dann eine Grundsubstitution 7;, so da Sp = 71 (6(®;)), 7 € {1,...,n} oder
Sp Em(6(R1 A Rg)) und 1 (z) = o1 (z) fur alle z € Dom(o1), d.h. Sp Eing 6(Ch).

a

Die néchsten zwei Beispiele sollen die Bedeutung der neu eingefiihrten Subsumptionsregel (sub-
sumption_3) illustrieren. Das erste behandelt die euklidische Division, wahrend das zweite die
Wurzelziehung nattrlicher Zahlen zum Gegenstand hat.

Der Ubersichtlichkeit halber werden in den nichsten Beweisen nur die Pfade betrachtet, die zum
Erfolg fihren.

Beispiel 19 Euklidische Division

Gegeben sei die folgende KEKS Spy = (2, ® U @9, £2,), bestehend aus den Konstruktoren 0, s
flir nat, T, F flr Bool, den Funktionen:

d={z+0=uz;
T+ s(y) = s(z +y);
z*x0=0;
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und der folgenden Gleichung, die die Kommutativitdt der Addition ausdriickt:
O ={r+y=y+z}

Wir zeigen, daB die folgende Spezifikationsklausel K
Ve,y3g,r-(y=0)=>z=yxq+r Ar<y=T

eine induktive Folgerung von Spy ist.

Dazu wahlen wir die lexikographische Ordnung (von links nach rechts) mit der Prdzedenz 0 <
s < (<) < + < xals Induktionsordnung, die Menge {0, s(z)} als Test-set und z, y (bzw. g, )
als Induktionsvariablen (bzw. zu instanziierende Existenzvariablen).

Folgende Spezifikationsklauseln werden durch die Anwendung von der Induktionsregel expand_1
erzeugt:

LVYy =(s(y)=0)=0=s(y)*0+0AN0<s(y)=T

2.Vz',y' 3¢, ", " =(s(y’) = 0) = (s(z') = s(y) 0+ s(r') As(r!) < s(y)=T) Vv
(s(z') =s()*xs(d) +0 ANO<s(y)=T)V
(s(z') = s(y') * s(¢") + s(r") As(r") <s(y') =T)

3.3¢,¢",r",r"=(0=0)= (0=0%0+0) V(0 =0%0+s(r")) V(0= 0xs(q") +0) V
(0=0xs(qg") +s(r"))

4.¥z' 3¢, ¢",r',r"=(0=0) = (s(z') =0x0+0) V (s(z') =00+ s(r'))V
(s(z) = 0% s(q") +0) V (s(a') = 0 5(q") + s(r"))

Die Spezifikationsklauseln 3. und 4. sind redundante Klauseln, da ihre Pramissen Widerspriiche
enthalten und kdnnen mit delete_redundant_clause entfernt werden.

1. 1aBt sich mit delete_redundant_eq_1, simplify und delete_tautology aus der Menge der zu
beweisenden Spezifikationsklauseln entfernen, wahrend die Spezifikationsklausel 2. unter Ver-
wendung der Kommutativitét der Addition (da s(r') + 0 <;p, 0 + s(r')) zuerst mit simplify und
dann mit positive decomposition, simplify und delete_redundant_eq_2 zu der folgenden Klausel
vereinfacht wird:

21N,y 3, ¢, ~(sy') = 0) > (& <y =T)V (&' = s(/) * ¢ +1/) V
(o = s(y/) (") + 7 A 7 <y =T)
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Aus 2.1 entstehen durch die Anwendung von subsumption_2 zwei Klauseln:

21192/ 3¢, ¢, ~(s(s) =) A (" =3/) > (&' <y =T)V (&' = s(¢/) % ¢ +7") V
(' = s(y/) * s(¢") + 7" AT <yf =)

20249/ 3¢, " 1" ~(s(y') =) A=(" =¢/) = (! <o/ =T) V (' = (/) * ¢ +9/) V
(' = s(y/) + s(a") + 1" AT <yf =)

2.1.1 1aRt sich mit subsumption_1 aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernen, da
die Klausel Vz',y" 3¢', 7" =(s(y') = 0) = 2’ = s(y') x ¢ + r” eine kleinere Instanz der zu
beweisenden Klausel 2. ist und kann deshalb als Induktionsannahme angewandt werden.

Die Anwendung der neuen Subsumptionsregel subsumption_3 auf 2.1.2, gefolgt mit der von de-
lete_redundant_eq-1 liefert dann:

Ve, 3", A = ) A G <) =T) 5 (& <y =T)V (@ = sl) e g +1)V
(,rll < yl — T),

welche mit expand_2 direkt aus der Menge der zu beweisenden Klauseln zu entfernen ist. Damit
ist die Spezifikationsklausel K nach Theorem 2 eine induktive Folgerung von Spy.
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Das néchste Beispiel berechnet die Wurzel einer natirlichen Zahl.

Beispiel 20 Wurzel einer natiirlichen Zahl

Wir betrachten noch einmal die KEKS Sp4 aus dem letzten Beispiel, wobei die Gleichung ®- hier
durch @/, ersetzt wird. ®/, driickt die Kommutativitdt der Multiplikation aus.

O, ={rz+xy=yx*z}

Sei nun die folgende Spezifikationsklausel zu beweisen:
VeIw,rz=wsxw+r A r<s(w+ w)

Als Induktionsordnung wahlen wir die lexikographische Ordnung (von links nach rechts) mit der
Prézedenz 0 < s < + < . Die Menge {0, s(z)} wird als Test-set und z (bzw. w und r) als
Induktionsvariable (bzw. zu instanziierende Existenzvariablen) festgelegt.

Die Anwendung der Induktionsregel expand_1 auf K liefert folgende Klauseln:
1.0=0x04+0A0<s(0+0)

2.Vz' Fu' w7 (s(z') = s(w') * s(w') + 0A0 < s(s(w') + s(w')))V
(s(2') = ") * s(w") + (") A s(¢") < s(s(w”) + 5(u"))

1. ist eine Tautologie und kann mit delete_tautology aus der Menge der zu beweisenden Klau-
seln entfernt werden. Die zweite Klausel 4Bt sich mit simplify, delete_trivial eq und positive
decomposition wie folgt vereinfachen:

21Vz' ', w", " (o' = s(w') xw' +w') V(2" = s(w”) x s(w") + 7" A" < s(w”) + s(w")).

Daw' * s(w') <jpo s(w') *w gilt, kann hier durch simplify die Kommutativitét der Multiplikation
ausgenutzt werden. Wir erhalten dann die folgende Klausel:

211V I, w" r" (2 = w' xs(w') +w') V(2" = s(w”) xs(w") +r" A" < s(w") + s(w")).
Ein weiterer Termersetzungsschritt mit simplify auf 2.1.1 ergibt:

2111V ' w" v (2 = w'xw' +w' ') V(e = s(w”)ks(w”)+r" ArT < s(w")+s(w")).
Aus 2.1.1.1 entstehen durch die Anwendung von subsumption_2 die folgenden Klauseln:

21111V Fu' " " (r" = s(w”) + s(w")) = (2 = w' xw' + ")V
(' = s(w") x s(w") + 7" A " < s(w") + s(w"))

21112V F',w” v =(r" = s(w”) + s(w")) = (2 =w' xw +w' +w') Vv
(' = s(w") x s(w") + 7" A " < s(w") + s(w"))
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2.1.1.1.1 188t sich mit subsumption_1 aus der Menge der zu beweisenden Klauseln entfernen, da
Vz!' ', 'z’ = w' * w' + r” eine kleinere Instanz der zu beweisenden Klausel 2. ist, und kann
deshalb als Induktionsannahme angewandt werden.

Auf 2.1.1.1.2 wird nun subsumption_3 angewandt, und wir erhalten die folgende Klausel:

Vo' 3w, w”, " (" = s(w”) + s(w")) Ar' < s(s(w”) + s(w")) = (2 = v xw +w' + ')V
(r" < s(w") + s(w")),

die mit expand_2 direkt aus der Menge der zu beweisenden Klauseln zu entfernen ist.

Nach Theorem 2 folgt dann K induktiv aus der obigen KEKS.



Kapitel 9

Ein Widerlegungsverfahren f ur
Spezifikationsklauseln

Beim Gililtigkeitsnachweis einer Spezifikationsklausel im initialen Modell einer KEKS ist es von
entscheidender Bedeutung, daf maglichst friih Inkonsistenzen erkannt werden. Somit kénnen zum
einen Fehler in der Beschreibung des zu synthetisierenden Programms gefunden und entfernt wer-
den. Zum anderen wird der Suchraum erheblich dadurch reduziert, dal? Irrwege bzw. Sackgassen,
die oftmals unendlich lang sind, vermieden werden.

Wir stellen nun ein Verfahren vor, mit man die Giiltigkeit einer Spezifikationsklausel im initialen
Modell einer KEKS (in bestimmten Féllen) widerlegen kann. Dadurch, dal3 unser Verfahren auf
Test-sets basiert, die betrachteten KEKS konvergent und hinreichend vollstdndig sind und nur freie
Konstruktoren enthalten, kdnnen wir mehr Formeln widerlegen, als die in der Literatur bereits
existierenden Methoden (siehe [BRK95], [BOU97], [CK94] und [PAD96]) in der Lage sind.

Wir fiihren zuerst einige Begriffe ein, die wir in diesem Abschnitt bendtigen werden.

Ein Term ¢ ist irreduzibel bzgl. eines bedingten Termersetzungssystems R, falls keine Regel aus R
auf ¢ anwendbar ist. Dies kann aus zweierlei Griinden passieren: Entweder gibt es keinen Match
von der linken Seite einer Regel aus R auf einen Teilterm von ¢ oder es gibt zwar einen Match,
aber die Pramisse der betreffenden Regeln sind nicht erfullt. Wir werden im folgenden den ersten
Fall betrachten.

Definition 67 (Stark irreduzible Terme) Sei Sp eine KEKS und R das zu Sp assoziierte Termer-
setzungssystem. Ein Term ¢ ist bzgl. R stark irreduzibel, falls er keinen Teilterm an einer strikten
Stelle enthélt, der eine Instanz der linken Seite einer Regel aus R darstellt.

Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es irreduzible Terme, die nicht stark irreduzibel sind.

100
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Beispiel 21 Gegeben sei das folgende Termersetzungssystem:

R ={f(z,z) = 0;
x>y = f(z,y) = s(z);
y>z= f(z,y) >z}

Dann ist der Term f(z,y) zwar irreduzibel, aber nicht stark irreduzibel.

Zur Uberpriifung der Losbarkeit bzw. Unifizierbarkeit zweier Terme unter einer nicht leeren Theo-
rie gibt es ein syntaktisches Kriterium, das auf dem Check der fiihrenden Funktionssymbole beider
Terme basiert.

Definition 68 (Kompatible Funktionssymbole) Sei Sp = (2, ®,.) eine KEKS und R das zu
Sp assoziierte Termersetzungssystem. Die Kompabilitatsrelation wird fiir alle Funktionssymbole
fs g € XU Q. wie folgt definiert:

fPg < esgibteine Regel ¢ = f(...) — ¢t € R, wobei ¢ = g(...) oder ¢ eine Variable ist.
P ist die reflexive transitive Hille von P.

Gerade die Funktionssymbole, die nicht in der obigen Relation stehen, werden uns besonders
interessieren.

Definition 69 (Kollisionspaare) Sei Sp = (2, ®,Q,) eine KEKS und R das zu Sp assoziierte
Termersetzungssystem. Die Funktionssymbole f, g € X U €. bilden ein Kollisionspaar bzgl. Sp,
falls es kein Funktionssymbol s € ¥ U Q. gibt, so daB f P*s und gP*s.

Satz 19 Die Terme f(...) und g(...) sind unter Sp nicht unifizierbar, falls f und g ein Kolli-
sionspaar bzgl. Sp bilden.

Beweis: Angenommen die beiden Terme » = f(...) und ¢ = g(...) sind mit o unifizierbar
und £, g bilden ein Kollisionspaar. Fir alle Grundsubstitutionen 7 gilt dann: Sp = 7(o(r)) =
7(o(t)). Da Sp hinreichend vollstandig und konvergent ist, gibt es dann einen irreduziblen Term
s=h(...),sodal 7(o(r)) =% sund 7(co(t)) =% s. Also gilt auch: fP*h und gP*h, da fir alle
Terme t; = f(...) und ty = g(...) gilt: t; =% to = fP*g. Was ein Widerspruch dazu ist, daB f
und g ein Kollisionspaar bzgl. Sp bilden.

a

Bemerkung: Zwei verschiedene Konstruktoren bilden immer ein Kollisionspaar, da sie in jeder
KEKS frei sind.
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Ausgehend von den obigen Definitionen kdnnen wir nun in bestimmten Fallen feststellen, wann ei-
ne Spezifikationsklausel bzgl. einer KEKS inkonsistent ist. Dabei beschranken wir uns, um die No-
tation einfach zu halten, auf Spezifikationsklauseln, die keine Existenzvariablen in ihrer Pramisse
enthalten. Die folgende Definition 4Rt sich aber fur Spezifikationsklauseln, in deren Pramisse
Existenzvariablen enthalten sind, leicht modifizieren.

Definition 70 (Inkonsistente Spezifikationsklauseln) Sei K = VX3Y¢ = &1 V... V &, eine
Spezifikationsklausel, fiir die Var(¢) N Y = ( gilt. K heiflt bzgl. einer KEKS Sp inkonsistent,
falls es eine Test-set-Substitution o mit Dom(c) C X gibt, so dal Sp = o(¢) und es fiir jedes
i, 1 <14 < leine Gleichung s =t € ®; gibt, so dal

e entweder s = f(...)und ¢t = g(...) und f und g ein Kollisionspaar bilden,

o oder flr alle Test-set-Substitutionen n, fir die n(z) = o(z) fir z € Dom(o) gilt, n(s) und
n(t) stark irreduzibel und nicht (Robinson)-unifizierbar sind.

Unter der Robinson-Unifikation verstehen wir die Unifikation in der leeren Theorie, d.h. die syn-
taktische Unifikation zweier Terme.

Theorem 3 Sei Sp eine KEKS und K eine Spezifikationsklausel. Es gilt: Sp [=,q K, falls K
bzgl. Sp inkonsistent ist.

Bevor wir den Beweis von Theorem 3 angeben, werden wir zuesrt folgende Hilfssatze beweisen.

Satz 20 Seien ¢ ein Term, R ein bedingtes Termersetzungssystem und ¢ eine Test-set-Substitution
fur die in ¢ vorkommenden Variablen. Falls o(t) bzgl. R stark irreduzibel ist, dann gibt es eine
Substitution 7, so daf 7(o(¢)) ein stark irreduzibler Grundterm ist.

Beweis: siehe [BRI5].

Satz 21 Seien t ein Term, R das zu einer KEKS Sp assoziierte Termersetzungssystem, o1 eine
Test-set-Substitution fuir die in ¢ vorkommenden Variablen und o9 eine irreduzible Grundsubstitu-
tion. Falls o1 (¢) bzgl. R stark irreduzibel ist, dann ist o2(o1(t)) bzgl. R stark irreduzibel.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dal falls o1 (t) stark irreduzibel ist, dann ist ¢ ein Konstruktorterm.
Dazu nehmen wir an, daB ¢ ein Funktionssymbol f enthélt. Also ¢ hat einen Teilterm der Form
f(t1,...,t,), wobei t; € Tx .(z),1 < i < n. Nach Satz 20 gibt es eine Substitution 7, so daB
7(0o1(t)) ein stark irreduzibler Grundterm ist. Was ein Widerspruch zu der Vollstandigkeit von Sp
ist. Also ist ¢ ein Konstruktorterm. Daraus und weil I'mg(o+) und Img(o2) nur aus Konstruktorter-
men bestehen, folgt, dak o2 (o1 (¢)) ein Konstruktorterm und wegen der Freiheit der Konstruktoren
stark irreduzibel.
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a

Beweis von Theorem 3: Falls K = VX3Y¢ = ®; V...V ®; inkonsistent bzgl. Sp ist, gibt
es eine Test-set-Substitution o, so daB Sp = o(¢) und fur alle 3, 1 < 7 < n und Test-set-
Substitutionen 7, eine Gleichung s = t € ®;, so dal Sp = n(s = t), wobei n(z) = o(z) flr
alle z € Dom(o). Also gibt es eine irreduzible Grundsubstitution o, so daB Sp = og(o(¢))
(da Sp hinreichend vollstandig und konvergent ist, geniigt es nur irreduzible Grundsubstitutionen
zu betrachten). Falls nun die fiihrenden Funktionssymbole von ¢ und s ein Kollisionspaar bilden,
dann gilt nach Satz 19: Sp [~ n(s) = n(t) fir alle Substitutionen n und insbesondere fir alle
Grundsubstitutionen 7, . Falls der zweite Fall eintritt, dann gilt: (s) und n(¢) sind fiir alle Test-set-
Substitutionen 7 stark irreduzibel und nicht (Robinson-)unifizierbar. Fir eine beliebige irreduzible
Gundsubstitution 77, gibt es eine Test-set-Substitution 7, und eine irreduzible Grundsubstitution
7o, SO dal n1 = ng o n2. Nach Satz 21 sind nun ny(n2(s)) und no(n2(t)) stark irreduzibel, da n2(s)
und 72(¢) nach der Behauptung (K ist inkonsistent) stark irreduzibel sind. Zudem gilt, daB 72(s)
und 72 (¢) ununifizierbar sind. Insbesondere gilt dann: 7y (n2(s)) # 1o (n2(t)).

Damit haben wir gezeigt, daf es eine Grundsubstitution, etwa oy = ogoo gibt, so dal Sp = o1(¢)
und n;(s), n1(¢) fir alle Grundsubstitutionen 7; irreduzibel und syntaktisch verschieden sind.
Daraus folgt, daB Sp = n1(s) = n1(¢) gilt, da das zu Sp assoziierte Termersetzungssystem
konvergent ist.

Definition 71 (Widerlegungskorrektheit) Sei Sp eine KEKS und I ein Inferenzsystem. | heift
wiederlegungskorrekt, falls fir alle Ableitungsschritte (K1;, H;) - (Kl; 1, H;+1) folgendes gilt:

Sp =ina (K1; U H;) impliziert Sp =ina (Klig1 U Hiq1).

Intuitiv stellt die Widerlegungskorrektheit eines Inferenzsystems eine Garantie dafiir dar, daf3 bei
einem Ableitungsschritt keine inkonsistente Klausel generiert werden.

Wir zeigen nun, daB das Inferenzsystem I, das man erhélt, wenn man aus I die Regel expand_2
herausnimmt, widerlegungskorrekt ist.

Satz 22 Das Inferenzsystem I ist widerlegungskorrekt.

Beweis: Wir flihren den Beweis durch eine Fallunterscheidung (ber alle Regeln des Inferenzsy-
stems I; d.h. fiir jede Regel r von I wird gezeigt, daf? , falls wir durch r von einem Beweiszustand
(Kly, Hy) zu einem Beweiszustand (Kl,, Hs) Ubergehen, dann gilt:

Sp Eing (Klw U Hy) impliziert Sp =g (Kl2 U Ha)
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1. expand_1:
Falls Sp Fing (KL U{C} U H) gilt und expand_1 auf C angewandt wird, dann tUbergehen
wir zu dem Beweiszustand (K U (U,C,), H U C).
Zu zeigen ist: Sp Fing (KIU{C} U (U,Cy) U H).
Seinun K € (KIU{C} U (UsCy) U H) beliebig:

(@) K € (KIU{C} U H)). Dann gilt die Behauptung.

(b) K € (U,C,). Dann gibt es eine Test-set-Substitution 7 flr die allquantifizierten Va-
riablen und Test-set-Substitutionen 7;, 1 < 4 < [ flr die Existenzvariablen von C,
so daR K = Norm(Vi_, 7(n;(C))). Aus der Annahme folgt, daRk Sp =g C und
nach Satz 15 gilt dann Sp |=inq Norm(Vi_, 7;(C)). GeméR Satz 17.2 gilt : Sp Eing
o(Norm(Vi_, 7;(C))) fiir alle Test-set-Substitutionen o fiir die allquantifizierten Va-
riablen und insbesondere fiir 7 gilt dann auch Sp =g 7(Norm(Vi_, 7:(C))). Aus
Satz 16 folgt schlieBlich, daB Sp =ing Norm(véz1 7(n:(C))), d.h.: Sp Eina K.

2. simplify:
Annahme: Sp =g (KIU{C} U H)
Zu zeigen ist: Sp Fing (K1 U{C'} U H), wobei C' — gie,) C'.

(@) K € (Kl U H), dann gilt die Behauptung.

(b) K = C'. Aus der Annahme folgt, daB Sp |=ina C. Auf C wurde entweder ein be-
reits bewiesenes Lemma oder eine Termersetzungsregel angewandt. Daraus folgt, dai3
Sp Eing C' gilt.

3. positive decomposition:
Annahme: Sp Einq (KIU{C} U H)
Zu zeigen ist: Sp Fing (KIU{C'}UH), wobei 0.B.d.A.C =VX3Y ¢ = kyi(t1,...,tn) =
kl(sl,...,sn) AP V...VD,.

(@) K € (KlU H), dann gilt die Behauptung.

(b) K =C', wobei C' =VX3Y¢ = (Al=i(ti = si)) NP1 V...V ®,. Aus der Annahme
folgt, dal Sp [=ing C, d.h.: Fur alle Grundsubstitutionen , fiir die Sp = 7(¢) gilt,
gibt es eine Grundsubstitution 7, so dal Sp = n(k1(t1,-..,tn) = ki1(s1,---,8n) A
&, V...V ®d,). Da R konvergent ist und die Konstruktoren frei sind, gilt auch Sp |=
n(t;) = n(s;) furalle i, 1 < ¢ < n. Also gilt Sp Fing VXIY ¢ = (Ajn1(ti =
$i))ANPLV...VD,.

4. negative decomposition: Analog zu positive decomposition.

5. delete_trivial_eq, delete_redundant_eq-1, delete_redundant_eq_2, delete_explicit_eq: tri-
vial.

6. delete_tautology, delete_explicit_clause, delete_redundant_clause, subsumption_1: Die
Behauptung folgt direkt aus der Annahme.
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7.

8.

10.

case_simplify:
Annahme: Sp Einq (KIU{C} U H)
Zu zeigen ist: Sp =g (K1 U C'U H), wobei C' = Fallunter scheidung(C).

(@) K € (Kl U H), dann gilt die Behauptung.

(b) K € C'. Dann gibt es eine Menge ¢; = I; — r; € R, 1 < i < n von Termer-
setzungsregeln, Substitutionen o;, Vorkommen w; in C, so dak C|,, = o;(l;) und
Sp Find Vieq0i(¢i). Also ist C' = {oi(¢i) = Clu; < oi(r;)]}. ES muB dann ein
J, 1 < j <ngeben, sodal K = oj(¢p;) = Clu; — o;(r;)]. Falls es nun eine Grund-
substitution 7 gibt, so daB Sp = 7(o;(®;)), dann gilt Sp |= 7(0;(l;)) = T(0j(r;)),
da ¢; = I; = r; € R. Zudem gilt Sp |= 7(Clu; < oj(r;)]), da Sp [=ing C aus der
Annahme folgt. Insbesondere gilt dann Sp = 7(C). Fir alle Grundsubstitutionen ,
fur die Sp IZ T(Gj(¢j)) ) gllt auch Sp ‘: T(C[u]' — aj(rj)]). D.h.: Sp Izind K.

binary_split:

Annahme: Sp Einq (KIU{C} U H), wobei C =VX3Yp= (s=tA9Yp)VR

Zu zeigen ist: Sp Fing (KIU {C1,Co} U H), wobei C; = VXIAYPA (s =t) = (s =
tAp)VRUNd Co =VXIYHA (s =1t) = R.

(@) K € (Kl U H), dann gilt die Behauptung.

(b) K € {C1,C>}. Dawegen der Annahme Sp =4 C gilt, gibt es fiir alle Grundsubsti-
tutionen o, fiir die Sp = o(¢) gilt, eine Grundsubstitution 7, so dall n(s = tA¢)V R).
Falls nun Sp = o(¢), dann gilt auch Sp =g Ci. Falls Sp = —(o(¢)), dann gilt
Sp FEind C2

subsumption_2: Analog zu binary_split.

subsumption_3:

Annahme: Sp E=ing (KIU{C} U H), wobei C =< ¢ >: VX3Yh1 Apg = &1 V...V
Ri{ANRyV...VO,

Zu zeigen ist: Sp FEing (KIU{C1} U H), wobei Cy =< o >: VX3Y¢1 A 2 A Ry =
& V...VRyV...V®,

(@) K € (KIU H), dann gilt die Behauptung.

(b) K = C;. Falls es eine Grundsubstitution -+ gibt, so da Sp = v($1 A ¢2 A R3), dann
gilt trivialerweise auch Sp = v(¢$1 A ¢2). Aus der Annahme folgt, daB8 Sp =ina C.
Also gibt es eine Grundsubstitution , sodal Sp = n(®1 V...VRi ARy V... d,)
gilt. Insbesondere gilt dann auch Sp = n(®1 V...VRy V... ®,), dh.: Sp Fina K.
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Bemerkung: Die Regel expand_2 initialisiert Induktionsschritte, indem sie fiir die Existenzvaria-
blen nur eine Test-set-Substitution betrachtet, welche vom System oder vom Benutzer aus mehre-
ren Kandidaten ausgewdhlt werden kann. Es kann durchaus vorkommen, dal? die gewéhlte Substi-
tution ungeeignet und damit die generierte Klausel inkonsistent bzgl. der betrachteten KEKS ist.
Aus diesem Grunde kann nur die Widerlegungskorrektheit des Inferenzsystems I; gewahrleistet
werden.

Zu dem Inferenzsystem I; fiigen wir nun die folgende Regel hinzu:

. Disproof
disproof Klu {C}, H'

falls C inkonsistent ist.

Theorem 4 Sei Sp eine KEKS und A = (Kly,0) - (Kly, Hy) | ... eine I;-Ableitung. Falls A
mit der Anwendung der Regel disproof endet, dann gilt: Sp [~inq Klo.

Beweis: Da die Regel disproof angewandt worden ist, mul es eine Klausel k£ € KI; geben, die
inkonsistent bzgl. Sp ist und nach Theorem 3 keine induktive Folgerung von Sp ist. Aus der
Widerlegungskorrektheit von I; folgt dann die Behauptung.

a

Beispiel 22 Sei Sp4 die KEKS vom Beispiel 19 und die folgende zu beweisende Spezifikations-
klausel:

K=Vz,ydgqrx=y*xq+r Nr<y

Nach der Anwendung von expand_1 erhalten wir u.a. die folgende klausel:

Vo'oy' ¢, ¢" ' " (s(2') =0x04+0A0<0=T)V (s(z') =00+ s(r')As(r') <0=T)
V(s(z') =0xs(q") +0A0<0=T)V (s(z') =0x*s(q") + s(r") As(r") < 0=T),

welche sich mit simplify wie folgt vereinfachen laRt:

™ VL', 3¢, ¢ " (s(x') = O0OANF =T)V (s(z') =0+ s(r') ANF =T)V (s(z') =
0xs(¢YANF=T)V (s(z')=0xs(¢") +s(r")ANF =T)

(*) ist inkonsistent, da F' und T ein Kollisionspaar bilden. Nach Thoerem 4 gilt dann: Sp ~inq K.

Bemerkung: Die Spezifikationsklausel K vom obigen Beispiel unterscheidet sich von der vom
Beispiel 19 dadurch, daB hier die Pramisse —(y = 0) weggelassen worden ist. Wie das Beispiel
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19 aber zeigt ist K mit der Prdmisse eine induktive Folgerung von Spy. Falls die Prdmisse nicht
erfullt ist (d.h. falls (y=0)), lassen sich aus K inkonsistente Klauseln ableiten. Mit dieser Infor-
mation kann man also die initiale Spezifikationsklausel K entsprechend &ndern und einen neuen
Beweis starten.

Manche inkonsistente Spezifikationsklauseln lassen sich durch unser Widerlegungsverfahren di-
rekt abfangen, wahrend bei anderen mehrere Schleifen ben6tigt werden. Unter einer Schleife ver-
stehen wir jede neue Initialisierung eines Induktionsschritts. Wegen der Widerlegungskorrektheit
des Inferenzsystems I ist aber gewdhrleistet, dal die initiale zu beweisende Spezifikationsklau-
sen in solchen Féllen auch inkonsistent ist. Die beiden nachsten Beispiele behandlen die oben
erwdhnten Félle.

Beispiel 23 Gegeben sei die folgende KEKS Sp; = (X, @, €2,.), bestehend aus den Konstruktoren
0, s flr nat, T, F fur Bool, den Funktionen:

b={z+0=uz;
z+ s(y) = s(z+vy);
s(z) +y=s(z+y);

04+ z=uz;
z*x0=0;
O*xx =0;

zxs(y)=z*xy+ux;
s(z)xy=z*xy+y;
r<0=F;

und der folgenden Spezifikationsklausel:
K =Vz Iy null(z *y) = s(z +v)

Gemal Definition 69 bilden null und s ein Kollisionspaar. Nach Definition 70 bzw. Theorem 3 ist
dann K inkonsistent bzgl. Sps bzw. keine induktive Folgerung von Sps.

Beispiel 24 Gegeben sei wie oben die KEKS Sps und die folgende Spezifikationsklausel:

K=Vzriyzxy=z+y
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Nach einer Anwendung der Regel expand_1 auf K erhalten wir u.a. folgende zu beweisende
Klausel:

Vz' Jy' (s(z') 0 = s(z') + 0) V (s(z') * s(y) = s(z’) + s(v')),

welche sich mit simplify, positive decomposition und delete_redundant_eq_2 wie folgt verein-
fachen IaRt:

Vo' ' ' xy' + 2’ + o = s(2' + ).

Auf (*) wird nochmal expand_1 angewandt, woraus u.a. folgende Klausel entsteht:

Fy" (0x0+0+0=3s(0+0)V (0x*s(y")+0+s(y") =s(0+s(y"))).

Weitere Vereinfachungen, namlich mit simplify, positive decomposition und delete_redundant_eq_2
ergeben dann:

(**) " " = s(y").

(**) ist gemaR Definition 70 inkonsistent, weil n(y") und n(s(y")) fir alle Test-set-Substitutionen
7 stark irreduzibel und nicht unifizierfar sind. Nach Theorem 3 ist (**) keine induktive Folgerung
von Sps. Aus Theorem 4 folgt dann sofort, da K keine induktive Folgerung von Sps ist.

Wir haben nach zwei Schleifen eine Substitution o : z — s(0) gefunden, fiir die es keine Subs-
titution 7 fur die Variable y gibt, so daB Sps; = 7n(o(K)) gilt. Die Substitution o ist somit ein
Gegenbeispiel dafiir, daR K eine induktive Folgerung von Sps ist.

Ein wichtiger Aspekt bei der Widerlegung einer Spezifikationsklausel ist die Benutzung von Test-
sets, wie sie in Definition 52 eingefiihrt wurden. Falls die zweite Bedingung der Definition nicht
erflllt ist, d.h. falls Cover-sets [ZKK88] statt Test-sets betrachtet werden, ist die Korrektheit des
Widerlegungsverfahrens nicht mehr gewéhrleistet.

Beispiel 25 Gegeben sei die folgende KEKS Spg = (%, @, Q.), bestehend aus den Konstruktoren
0, s fiir nat, T, F fur Bool, den Funktionen:

d={z+0=uz;
T+ s(y) = s(z+y);
ev(0) =T,
ev(s(0)) = F;
ev(s(s(z))) = ev(z)}

und die folgende Spezifikationsklausel:

K=Vzev(r) =T V ev(z) =F
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K ist trivialerweise eine induktive Folgerung von Spg. Wahle nun die Menge M = {0, s(z)} als
Test-set. Aus der Anwendung von expand_1 auf K ensteht u.a. die folgende Klausel:

V' ev(s(z')) =TV ev(s(z')) = F,

die nach Definition 70 inkonsistent ist, weil ev(s(z')), T und F stark irreduzibel und unifizierbar
sind. Damit wére auch K keine induktive Folgerung von Spg, was offensichtlich inkorrekt ist. Der
Grund dafiir ist, daB M die zweite Bedingung der Test-set Definition nicht erfiillt und damit ein
Cover-set und kein Test-set ist. Mit der Menge M; = {0, s(0), s(s(x))} als Test-set 1&Rt sich aber
K als induktive Folgerung von Spg sofort beweisen.



Kapitel 10

Ein Algorithmus zur Extraktion von
Programmen aus Beweisen

In der deduktiven Programmsynthese werden formale Spezifikationen gesuchter Programme als
Existenzformeln aufgefalt. Aus einem konstruktiven Beweis einer solchen Formel 146t sich ein
Programm zur Berechnung des als existent nachgewiesenen Objekts extrahieren. Diese Art der
Programmierung wird von Bates und Constable in [BAT85] als “very high level Programming”
bezeichnet. Dadurch daf man den bewahrten mathematisch-logischen Formalismus als Program-
miersprache benutzt, werden nachtrdgliche Korrektheitsbeweise der erstellten Programme Uber-
flussig.

Wir wollen nun ein Verfahren vorstellen, das ausgehend von einem Beweis einer Existenzformel
ein rekursives Programm automatisch generiert, das eine Losung des mit der Existenzaussage for-
mulierten Problems darstellt. Als Grundlage der automatischen Programmextraktion werden jene
Beweise dienen, die mit Hilfe des in dieser Arbeit bereits vorgestellten Inferenzsystems I gefiihrt
wurden. Das folgende Beispiel soll die Vorgehensweise illustrieren, bevor wir das eigentliche Ver-
fahren présentieren.

Beispiel 26 Im Beispiel 14 wurde die Giiltigkeit folgender Formel nachgewiesen:
K=Vz,ydzz=2+y Vy=z+uz,

welche besagt, dal die positive Differenz etwa dif f (z,y), zweier beliebigen natiirlichen Zahlen
immer existiert. Wegen der hinreichenden Vollstandigkeit der Betrachteten Spezifikationen kann
jedes Paar natiirlicher Zahlen durch ein Paar (a, b) irreduzibler Grundterme dargestellt werden.
Um das spezifizierte Programm zu generieren, brauchen wir dann nur eine Menge von Regeln, die
den Wert von (a, b) berechnen. Folgende Paare (Test-set-Substitutionen) sind dabei zu betrachten:

110
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(0,0),(0,s(y")), (s(z"),0) und (s(z'),s(y')). Falls man nun die Induktionsvariablen z bzw. y
durch die Werte der ersten bzw. zweiten Komponente der obigen Paare ersetzt, lalt sich K bei den
ersten drei Fallen zu Formeln vereinfachen, bei denen der Wert von z explizit wird: (z = 0, bzw.
z = s(y') bzw. z = s(z')). Daraus kdnnen folgende Regeln abgeleitet werden:

diff(0,0) =0

dif f(0,s(y')) = s(y') und

dif £(0,s(z")) = s(')

Falls = bzw. y die Werte s(z') bzw. s(y') annehmen, kann die Spezifikationsklausel K wie folgt
vereinfacht werden:

K'=Vz'y Fz2'=2+y" Vy=2+12"

Aus K' folgt, daB z = dif f(z',4') und daraus entsteht dann die Regel: dif f(s(z'), s(y")) =
dif f(z',y"). Damit I&Rt sich die positive Differenz zweier natiirlichen Zahlen durch die folgende
Regeln definieren:

Eine wichtige Rolle in unserem Verfahren zur Programmextraktion werden die Markierungen der
beweisenen Spezifikationsklauseln (siehe Kapitel 10) spielen, in denen alle auf sie im Laufe des
Beweises angewandten Substitutionen protokolliert werden. Besonders wichtig ist die letzte Infe-
renzregel, die auf eine Klausel angewandt wird, bevor sie als bewiesen gilt oder wieder expandiert
wird. Folgende Inferenzregeln werden bei der Programmextraktion betrachtet:

delete_tautologie, delete_explicit_clause, delete_redundant_clause, subsumption_1, subsump-
tion_3, expand_1 und expand_2.

10.1 Der Extraktionsalgorithmus

Sei Speine KEKSund K =Vz1,...,2,3Y1,-- -, Ym ¢ = P1 V...V &; eine Spezifika-
tionsklausel, deren Giiltigkeit im initialen Modell von Sp mit Hilfe des Inferenzsystems I nach-
gewiesen wurde. Wir werden Programme fur die Skolemfunktionen f,., 1 < j < m, generieren,
die die Spezifikationsklausel K erfiillen. Dazu betrachten wir alle aus K stammenden Klauseln,
die aus der Menge der zu beweisenden Klauseln zu entfernen bzw. zu expandieren sind:

K'=<o>:Vzl,...,2p3,.. .,y pt AN =< >: ®) V...V <y >: D

wobei ¢ eine moglicherweise leere Konjunktion von Gleichungen (bzw. negierten Gleichungen)
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ist, die durch Anwendung der Regeln binary_split, case_simplify oder subsumption_2 entstanden
ist. Folgende Félle sind dann zu betrachten:

1. Die Regel delete_tautology wird auf K’ angewandt, dann gibt es ein4, 1 < 4 < k, so daR
<o >:Vxy, ...,z Y, Y b1 A o =< m; > @) eine Tautologie ist. Folgende Regel
wird dann fir jedes j, 1 < j < m generiert:

) miyy) falls Var(n;(y;)) € Var(o(zi,...,zy))
b2 = fyj (o(z1,...y20)) = { G(ni(yj)) sonst,
wobei G(n;(y;)) eine beliebige Grundinstanz von 7;(y;) ist. Wir betrachten die Grund-
instanz von 7;(y;), um zu gewdhrleisten, daR Funktionen und keine Relationen generiert
werden.

2. delete_explicit_clause wird auf K’ angewandt, dann gibt es ein i, 1 < i < k, so daR
d; =y, = t. Flr jedes j, 1 < j < m wird dann folgende Regel erzeugt:

_ ) v(mi(ys) falls Var(v(ni(y;))) C Var(o(z1,-..,2s))
e (J(xl’m’xn))_{ égy(;gIZ(yj))) sonst, T '

wobei v : y, — t und G(y(n;(y;))) eine beliebige Grundinstanz von ~y(n;(y;)) ist.

3. delete_redundant_clause wird auf K’ angewandt. Dann enthdlt entweder ¢; oder ¢ einen
Widerspruch (z.B ¢ oder ¢, enthdlt eine negierte Gleichung der Form —(¢ = t)). Falls @,
einen Widerspruch enthélt, dann wird keine Regel generiert. Sonst wird fur jedes j, 1 <
j < m die folgende Regel erzeugt:

2= fy;(0(z1,...,20)) = 5,
wobei s ein beliebiger irreduzibler Grundterm der Sorte von y; ist.

4. Falls subsumption_1 auf K’ angewandt wird, dann gibtesein h € H,eini, 1 <i < kund
ein 7 < g,s0daB 7(h) = VX'IY'p =< n; >: &) A R, wobei X' C {z},...z;,}, Y' C
{y1,-..,y.} und R eine mdglicherweise leere Konjunktion von Gleichungen ist. Folgende
Regel wird dann fir jedes j, 1 < j < m generiert:

¢12 = fyj(o-(xla' .. axn)) = T1

wobei ¢ bzw. T' entstehen, indem man in ¢ bzw. n;(y;) alle Vorkommen von 7(y,,), 1 <
u < mdurch f, (7(z1,...,z,)) ersetzt.

5. subsumption_3 wird auf K’ angewandt. Dieser Fall ist analog zum Fall 4 (siehe Begriindung
weiter unten).
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6. Falls expand_1 bzw. (expand_2) auf K’ angewandt wird, dann wird fiir jedes j, 1 < j < m
ein neues Funktionssymbol etwa g, eingefuhrt und folgende Regeln generiert:

¢2 = fyj(O'(II?l,...,.’L'n)) = gyj(.’Ell,...,.’L';))

und der ProzeR wird mit der Spezifikationsklausel K’ als neue Eingabe wiederholt.

10.2 Erlauterungen zu dem Extraktionsalgorithmus

Fall 1.: Dieser Fall ist trivial und entspricht sowohl im Beweis einer Existenzformel als auch in
der Funktionsdefinition einem Basisfall. Dabei ist ¢ eine moglicherweise leere Konjunktion von
Gleichungen, die wéhrend des Beweises als Zusatzbedingung in die entsprechende Spezifikations-
klausel eingefiigt worden ist. Diese Gleichungen bzw. negierten Gleichungen entstehen nach einer
Anwendung der Regeln binary_split, case_simplify oder subsumption_2. Man kann sie deshalb
nach jeder Anwendung dieser Regeln markieren, um sie von den anderen Gleichungen in der
Pramisse einer Klausel unterscheiden zu konnen. Die Bedeutung dieser Unterscheidung wird im
Fall 3. deutlich.

Fall 2.: Analog zu Fall 1.

Fall 3.: Im Laufe eines Beweises mit Hilfe des Inferenzsystems I konnen Fallunterscheidungen
mit den Regeln binary_split, case_simplify oder subsumption_2 durchgefiihrt werden. Sie sind
dann zwar vollstandig, kénnen aber tberfliissige Unterfélle beinhalten. Einen solchen Fall hat man
zum Beispiel, wenn man die Regel case_simplify anwendet, obwohl simplify an derselben Stelle
anwendbar ist. Bei der Programmgenerierung wird flir einen solchen Fall keine Regel generiert.
Der Vollstandigskeit halber wird dagegen eine Regel erzeugt, falls die nicht markierte Pramisse
einer Klausel einen Widerspruch enthdlt. Wir wollen ndmlich nur totale Funktionen extrahieren,
deshalb mussen wir alle moglichen Eingabewerte betrachten. Da der Wert der Funktion an der
Stelle, an der die Pramisse falsifiziert wird, fir die Spezifikationsklausel ohnehin irrelevant ist,
konnen wir fur ihn einen beliebigen irreduziblen Grundterm wéhlen.

Fall 4.: Der Induktionsfall im Beweis entspricht der Rekursionfall bei der Programmextraktion.
Auf der rechten Seite der synthetisierten Funktion (mdglicherweise auch in der Prédmisse) ist ein
rekursiver Aufruf der Funktion, deren Argumente bzgl. einer vorgegebenen noetherschen Ordnung
kleiner als die in der linken Seite sind.

Fall 5.: Analog zum obigen Fall. Der Unterschied liegt aber darin, da mit der Regel subsump-
tion_3 ein Lemma generiert wird, das die Anwendung einer Induktionshypothese ermdéglicht. Der
Teil des Beweises nach der Anwendung der Regel ist fiir die zu synthetisierenden Funktion ir-
relevant, da er ausschlieflich fiir die Gltigkeit des generierten Lemmas dient. Bei der Synthese
eines Programms ist der Effekt der Anwendung der beiden Regeln auf das zu extrahierende Objekt
gleich.
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Fall 6.: Obwohl wir an der Extraktion einzelner Funktionen interessiert sind, kann es vorkommen,
daB durch die Generierung von Zwischenlemmata auch Hilfsfunktionen extrahiert werden. Jedes-
mal, wenn wahrend eines Beweises eine Spezifikationsklausel K generiert wird, auf die keine
Regel auBer expand_1 bzw. expand_2 anwendbar ist, wird K als neue zu beweisende Spezifikati-
onsklausel betrachtet. Dieser Schritt entspricht bei der Programmextraktion der Generierung bzw.
Einfuhrung einer neuen Funktion.

10.3 Korrektheit der Extraktionsprozedur

Nun soll gezeigt werden, daB das im Abschnitt 10.1 eingefiihrte Verfahren garantiert, daf jede ge-
nerierte Funktion terminierend, konfluent, total und die vorgegebene Spezifikationsklausel erfillt.
Dazu betrachten solche Funktionsdefinitionen, die der folgenden Variablenbedingung genligen.

Definition 72 (Variablenbedingung) Eine durch das Extraktionsverfahren generierte Funktion f
erflllt die Variablenbedingung, falls fiir alle definierenden Gleichungen
¢ = f(z1,...,2,) =t von f folgendes gilt:

Var(¢) C{z1,...,zn} und Var(t) C {z1,...,zn}.

In bestimmten Féllen lassen sich generierte Funktionen so modifizieren, daB sie die obige Va-
riablenbedingung erfiillen. Durch das Weglassen von Gleichungen (bzw. negierten Gleichungen)

in der Pramisse |4kt sich etwa eine definierende Gleichung ¢ A (r = s) = f(z1,...,2,) =t
in¢ = f(xi1,...,z,) = t Uberfihren, falls in Var(r = s) Variablen vorkommen, die we-
der in {z1,...,z,} noch in Var(t) enthalten sind. Genauso kann man eine definierende Glei-
chung ¢ A (y = s) = flz1,...,zn) = tino(¢d) = f(z1,...,2z,) = o(t) umwandeln,
falls y eine Variable ist, die in ¢ aber nicht in {z1,...,z,} vorkommt, wobei ¢ : y — s und
Var(s) C {z1,...,z,}. Die nach der Anwendung der beiden Regeln erhaltenen Funktionen sind

offensichtlich induktive Folgerungen der urspriinglichlichen und demnach dquivalent.

Theorem 5 (Korrektheit der Extraktionsprozedur) Sei Sp = (X, ¥) eine KEKS,

K =Vzi,...,2, Jy1,. .., ym © eine Spezifikationsklausel und f,;, 1 < j < m, Funktionen, die
mit der Extraktionsprozedur generiert wurden. Falls alle definierenden Gleichungen von f,. die
Variablenbedingung erfillen, dann sind die f,,, 1 < j < m terminierend, konfluent, total und es
gilt:

Sp' Eina Va1, ... @0 @y;/ fy; (@1, .-, 20)],

wobei Sp’ = (XUX ¢, TU¥ ) und X bzw. ¥ ; die Menge aller neu generierten Funktionssymbole
bzw. Regeln sind.
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Beweis:

1. Terminierung: Da die generierten Funktionen rekursiv definierte Algorithmen sind, muf}
gezeigt werden, daf die Argumente der rekursiven Aufrufe kleiner als die zugehorigen Ein-
gaben sind. Alle definierenden Gleichungen haben die folgende Form:

¢ = flo(xy,...,2y)) = t.

Falls ein rekursiver Aufruf in ¢ enthalten ist, dann wurde die Regel im Fall 4. bzw. 5 des
Algorithmus generiert. In ¢ kann aber demnach nur einen Aufruf von f mit dem Argument
7(z1,-..,zy,) enthalten sein, wobei 7 bzgl der vorgegebenen noetherschen Ordnung Kkleiner
als o ist. Falls nun in ¢ ein rekursiver Aufruf vorkommt, miissen wir zwei Félle betrachten.
Wird in @ die Funktion f aufgerufen, dann sind ihre Argumente auch bzgl. der Ordnung
kleiner als die zugehdrigen Eingaben. Wird aber in ® eine andere zu synthetisierende Funk-
tion g aufgerufen, dann haben wir eine verschrénkte Rekursion. Die Terminierung der Funk-
tion IaBt sich hier zeigen, indem man die verschrénkt rekursiven Funktionen identifiziert.
Das bedeutet, daRR die Aufrufe der Funktion g in der Pramisse von f als rekursive Aufrufe
von f und umgekehrt betrachtet werden (siehe [GIE96]). Dieser Fall ist also analog zum
ersten. In allen Féllen sind die Argumente der rekursiven Aufrufe kleiner als die Eingaben.
Daraus folgt, daB die generierten Funktionen terminieren.

2. Konfluenz: Wegen der Vollstandigkeit der Fallunterscheidungen, die durch die Regeln bi-
nary_split, case_simplify und subsumption_2 im Laufe eines Beweises geflihrt wurden,
schliessen sich die Pramissen der generierten Funktionen bei Uberlappungen der linken
Seiten gegenseitig aus. Daraus folgt, daf3 die generierten Funktionen nicht-iiberlappend sind
(d.h. es gibt weder triviale noch ldshare kritische Paare zwischen den definierenden Glei-
chungen). Zudem erfiillen die definierenden Gleichungen die Variablenbedingung und sind
nach 1. terminierend. Daraus folgt, daf sie konfluent sind (siehe [KAP85] und [JW86]).

3. Totalitat: Wir missen zeigen, daB jeder Grundterm f(¢1,. .., t,) reduzibel ist, wobei f eine
generierte Funktion und ¢4, .. . ,t, Grundterme aus 7% sind. Da Sp hinreichend vollstandig
und konvergent ist, geniigt es, jedes ¢;, 1 < i < n als irreduziblen Grundterm zu betrachten.
Demnach gibt es eine Test-set-Substitution - und eine irreduzible Grundsubstitution 7, so
dal 7(y(z1,...,2n)) = (t1 ..., t,). Alsoist f(t1,-..,t,) eine Instanz von mindes-
tens einer linken Seite einer definierenden Gleichungen von f. Wegen der Vollstandigkeit
der Fallunterscheidungen, die durch die Regeln binary_split, case_simplify und subsump-
tion_2 im Laufe eines Beweises gefuhrt wurden, gilt aber Sp’ |=ing V-1 ¢; fir alle defi-
nierenden Gleichungen:

o= f(y(z1...,2n) =t

or = fy(z1 .. cyp)) =ty
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Also gibtesein j, j € {1,...,r},so dak Sp' = 7(y(¢;)). Daraus folgt, daB f(t1,...,%,)
reduzibel ist.

Aus 1., 2. und 3. folgt nun, daBR die generierten Funktionen hinreichend vollstandig sind
(siehe [MOSRY]). Da ¥ und s bedingte Konstruktorsysteme sind und X ; keine neuen Kon-
struktorsymbole enthalt, ist die Anreicherung Sp’ von Sp vollstandig, konsistent und dem-
nach persistent (sieche [MID92]). Mit anderen Wortern: Durch die Anreicherung werden
weder zusatzliche Tréger erzeugt noch welche identifiziert, die es in Sp nicht waren.

. Korrektheit der generierten Programme: Nun zeigen wir, dal3 die generierten Program-
me auch die vorgegebene Spezifikationsklausel K = Vz3y & erfillen. Um die Notatio-
nen dbersichtlich zu halten, beweisen wir die Aussage fiir Spezifikationsklauseln, die nur
eine allquantifizierte und eine existenzquantifizierte Variable enthalt. Da Sp’ hinreichend
vollstédndig und konvergent ist, geniigt es zu zeigen, daB fur alle irreduziblen Grundterme s
folgendes gilt:

Sp' |= ®lz/s,y/f(s)]

Wir fuhren den Beweis per Induktion (ber die vorgegebene noethersche Ordnung auf die
Grundterme. Da Sp' hinreichend vollstandig und konvergent ist, gibt es eine Test-set-Substi-
tution 7 und eine irreduzible Grundsubstitution o, so dall o(7(z)) = s. Also missen
wir zeigen, da Sp’ | ®[z/o(7(x)),y/f(o(r(x)))]. Es gilt Sp =g K und demnach
Sy’ Eina K, da Sp’ eine persistente Erweiterung von Sp ist. Nach Satz 17 gilt aber
auch Sp’' Eing v(K) fir alle Test-set-Substitutionen -, fir die gilt Dom(y) = z. Al-
so gilt inshbesondere fiir die Test-set-Substitution 7: Sp’ =g 7(K). Wir betrachten nun
alle aus 7(K') stammenden Klauseln, die aus der Menge der zu beweisenden Klauseln ent-
fernt worden sind. Wie in dem Extraktionsalgorithmus sind diejenigen Spezifikationsklau-
seln relevant, auf die die Inferenzsregeln delete_tautologie, delete_explicit_clause, dele-
te_redundant_clause, subsumption_l, subsumption_3, expand_1 und expand_2 ange-
wandt worden sind. Sie lassen sich alle wie folgt schreiben:

Ki =<t>:1Va, ... 2, 3y, U Qi NGy =<niy > @ VoV <y > @y, 1< < E,
wobei die ¢;’s aus der Anwendung einer der Regeln binary_split, subsumption_ 2 und ca-
se_simplify entstanden sind und bilden demnach eine vollstandige Fallunterscheidung, d.h.:
Sp Fina VF_1 ¢, Es gibt also ein j, 5 € {1...k}, so daB Sp |= o (7(¢;)). Auf K; wurde
eine der folgenden Regeln angewandt:

(a) delete_tautologie: Dann ist
Kj=<71>:V2y,...,2p Y|, ..., yp ¢j A =< mj, >: @, fireinu e {1,...,1}
eine Tautologie. Daraus folgt, dak Sp’ |= ®[z/o(7(x)),y/o(n;,)] gilt. GemaR dem
Extraktionsalgoritmus wurde folgende Regel generiert:

/ _ » falls Var( 'u( )) gVa'r(T(x))
¢j=>f(7(w))—{g(%i o eVt
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Also gilt Sp' |= @[z /o (7(x)),y/f(o(7(2)))].

(b) delete_explicit_clause: Dann gibt es ein v € {1,...,l} und einv € {1,...,p},
so daB ®;, = y, = t. Daraus folgt, da® Sp' = ®[z/o(7(z)),y/o(v(n;,))] gilt,
wobei v : y, — t. Zudem wurde die folgende Regel von dem Extraktionsalgorithmus
generiert:

: _ [ i) falls Var(y(ns, () € Var(r(a))
qu:»f(T(x))—{g(";(ni)) sonst,

Also gilt auch Sp’ = ®[z/o(7(z)),y/ f(o(T(x)))].
(c) delete_redundant_clause: Falls ¢3. einen Widerspruch enthélt, dann gibt es nichts zu
zeigen. Sonst ist K; eine Tautologie und der Beweis ist analog zu Fall 1.

(d) subsumption_1: Es gibt also ein h € H, 71 < 7 und einu, € {1,...,1}, so dak K;
durch

mi(h) = Vi, ..., a3y, .y by =< nj, > @5, AR

subsumiert wird. Also laRt sich @[z /o (7(z)), y/o(n;, (y))] in endlich vielen Schritten
durch das Inferenzsystem I zu

B[z/o(ri(x),y/o(T1(y))] *)
reduzieren. Zudem wurde durch den Extraktionsalgorithmus die folgende Regel er-
zeugt:

¢; = f(r(z)) =T, (**)

wobei ¢;- bzw. T' entstanden sind, indem alle Vorkommen von 7;(y) in cI)} bzw n;,
durch f(m1(z)) ersetzt wurden. Also 18Rt sich ®[z/o(7(z)),y/f(o(T(z)))] mit (**)
zu ¢[z/o(7(z)),y/o(T)] vereinfachen, welche sich (wegen (*)) zu
S[z/o(m1(x)),y/f(o(r1(y)))] reduzieren 188t. Danun o (71 (z)) < o(7(z)) gilt, folgt
aus der Induktionsannahme, da Sp' = ®[z/o(71(x)), y/ f(o(1(y)))] gilt. Denmach
giltauch Sp’ |= ®[z/o(7(x)),y/f(o(7(2)))]-

(e) subsumptiom_3: Analog zu (d).

(f) expand_1 bzw. expand_2: Analog zu (d).

Im Laufe eines Beweises mit dem Inferenzsystem I werden durch die Anwendung der Regeln
binary_split, case_simplify und subsumption_2 negierte Gleichungen in den Prdmissen der zu
beweisenden Spezifikationsklauseln eingefiigt. Diese negierten Gleichungen kommen dann auch
in den Pramissen der mit Hilfe der Extraktionsprozedur generierten Funktionen vor. Kanonische
erweiterte konstruktive Spezifikationen enthalten gemal Definition 46 keine negierten Gleichun-
gen in ihren Prdmissen. Um eine KEKS mit neu generierten Funktionen zu erweitern, missen also
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die negierten Gleichungen entfernt werden. Eine Mdglichkeit hierfiir wére eine neue Funktion eq
und eine neue Sorte mit den Konstruktoren TRU E und FFALSE in die Spezifikation einzufthren.
Jede Gleichung s = ¢ kann dann durch die Gleichung eq(s,t) = TRU E und jede negierte Glei-
chung —(s = t) durch die Gleichung eq(s,t) = FALSE ersetzt werden. Die bindren Funktionen
eqs sollen dann vollstandig ber s definiert sein, wobei s die Sorte eines Terms ist, der als rechte
(bzw. linke) Seite einer Gleichung (bzw. negierte Gleichung) in der Pramisse der neu generierten
Funktionen vorkommt. Der folgende Satz garantiert, daf die neu erhaltene KEKS eine persistente
Erweiterung der alten Spezifikation ist.

Satz 23 (Okada). Sei R ein bedingtes Termersetzungssystem und R* ihre oben erwéhnte Erwei-
terung. Seien s und ¢ zwei Terme, in denen die neuen Funktionen eq,, TRU E und FALSE nicht
enthalten sind. Dann gilt

R'Fsl|lte RFEslt,
wobei “F”’ die Ableitbarkeitsrelation ist.

In dem obigen Satz wurde angenommen, dafl die Funktionen eq, und die Konstruktoren TRU E
bzw. FALSE in R nicht vorkommen. Falls dies nicht der Fall ist, kann man sie in R* anders
Bezeichnen.

Beweis: (siehe [OKAS8T]).

10.4 Bespiee

Aus den Beweisen vom Abschnitt 8.5 werden nun mit Hilfe der Extraktionsprozedur rekursive
Programme generiert. Die Markierung der bewiesenen Klauseln wird eine Schldsselrolle bei der
automatischen Programmextraktion spielen. Sie enthalt alle Substitutionen, die im Laufe eines
Beweises auf die Spezifikationsklauseln angewandt worden sind. Eine Spezifikationsklausel gilt
(trivialerweise) als bewiesen, falls sie aus der Menge der zu beweisenden Klauseln direkt entfernt
werden kann. Dies ist aber nur dann méglich, wenn eine Regel aus der Gruppe 111 des Inferenzssys-
tems (Regeln fiir Klauseleliminierung) auf sie angewandt wird. Je nachdem welche Regel aus die-
ser Gruppe angewandt wurde, erzeugt der Extraktionsalgorithmus eine definierende Gleichung fiir
die zu extrahierende Funktion. Wir werden demnach in den folgenden Beispielen nur die Klauseln
betrachten, die entweder zu entfernen, oder wieder zu expandieren sind. Letzteres kann eintret-
ten, falls keine andere Regel des Systems ausser expand_1 bzw. expand_2 auf eine Klausel K
anwendbar ist. In diesem Fall wird K als neu zu beweisende Spezifikationsklausel betrachtet und
der Algorithmus generiert automatisch Funktionen, die die neue Spezifikation erfiillen.

Beispiel 27 Positive Differenz zweier natiirlicher Zahlen
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Im Beispiel 14 war die folgende Spezifikationsklausel vorgegeben:
Ve,ydzzx=z4+yVy=z+z

Wir wollen die Funktion Dif f generieren, so daf fiir alle natirlichen Zahlen z und y die Glei-

chung dif f(z,y) = z gilt.

Auf folgende Klauseln wurde eine Regel aus der Gruppe 111 angewandt:

UD<x+0,y+<0>:320=2vz=0

QD <x+0,y<+sy)>: VWAz0=2+sy)Vs(y) ==

B)<x+sxX),y« 0>: Vz'dzs(z) =2V 0=2z+s(z)

@) <x+s),ysly)>: Vo'yIza' =z+y' Vy =2+

Auf die drei ersten Klauseln wurde die Regel delete_explicit_clause angewandt. GemaR der Ex-
traktionsprozedur (Fall b.) werden die folgenden definierenden Gleichungen generiert:

Diff(0,0) =
Dif£(0, S(y’)) s(y")
Dif f(s(z"),0) = s(z').

Auf (4) wurde die Regel subsumption_1 angewandt und nach dem vierten Fall des Extraktionsal-
gorithmus wird folgende Gleichung erzeugt:

Dif f(s(z'),s(y)) = Dif f(z',9/).

Damit ist die gesuchte Funktion Dif f vollstandig definiert. Nach Theorem 5 ist sie terminierend,
nicht Uberlappend, total und erfiillt die obige Spezifikation.

Beispiel 28 Division einer geraden Zahl durch 2

Aus dem Beweis der Spezifikationsklausel
Vz Jyeven(z) =T =>z=y+y

entnehmen wir die folgenden Klauseln, auf die eine Inferenzregel der Gruppe 11l angewandt wur-
de.

D<x+0>: W<y« 0>:0=0V<y<+s(0)>:0=s5(0)+s(0)v<y «+ s(s(y’)) >:
0=s(s(y)) + s(s())

Q<x+s0)>:FT=F=><y<+ 0>:50)=0V<y+ s(0)>:s(0) =s(0)+s(0)
V <y < s(s(y)) >:5(0) = s(s()) + s(s(y))
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B)<x+s(s(x')) >:Vr'3y even(z') =T = <y + 0> :5(s(z')) =0V <y <+ s(0) >:
=0V <y« s(s(y)) >:a"=s()+s()

Auf (1) wurde die Regel delete_tautology, auf (2) die Regel delete_redundant_clause und auf (3)
subsumption_1 angewandt. Gemal Fall (a), (c) und (d) des Extraktionsalgorithmus werden die
folgenden definierenden Gleichungen fiir die Funktion div 2 generiert:

dive(0) = 0;
diva(s(0)) = 0;
dive(s(s(z')) = s(divay(z')).

Die Funktion div, erfiillt nach Theorem 5 die obige Spezifikationsklausel. Sie ist nach demselben
Theorem terminierend, nicht tiberlappend und total.

In dem néchsten Beispiel soll eine Funktion generiert werden, die die Division einer natiirlichen
Zahl durch 2 berechnet. Die generierte Funktion ist deshalb interessant, weil sie eine negierte Glei-
chung in ihrer Prémisse enthélt. Da die kanonischen erweiterten konstruktiven Spezifikationen, die
wir hier betrachten, nur Gleichungen in ihren Pramissen enthalten, soll die generierte Funktion so
transformiert werden, daf? diese Form auch eingehalten wird.

Beispiel 29 Gegeben war die folgende Spezifikationsklausel
Ve, Jyz=y+y V z=s(y +v).

Der Beweis, daB die obige Klausel die KEKS Komnat erfillt, wurde im Beispiel 16 gefiihrt.
Daraus entnehmen wir die folgenden Klauseln, die aus der Menge der zu beweisenden Klauseln
entfernt worden sind:

D<x+0>:T<y<+0>:0=0

@ <x+sx)>: VeI 2’ =0=><y+0>:2' =0V<y«sy)>: (' =s@)+
y'va =s@y)+s))

B)<xs(x') >:V2'Fy =(2' =0) = <y« s(y') >: (' = s(y)+y' V' = s(v)+s(v')).

Auf (1) und (2) wurde dann die Regel delete_tautology angewandt und der Extraktionsalgorithmus
generiert dann fiir die Funktion divj die Regeln:

divh(0) = 0;
z' = 0= divy(s(z')) = 0.

Auf (3) wurde die Regel expand_1 angewandt, und der Extraktionsalgorithmus fiihrt dann ein
neues Funktionssymbol, etwa g, ein, und die folgende definierende Gleichung wird erzeugt:
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=(z' = 0) = divh(s(z")) = g(z').

Die Spezifikationsklausel (3) wurde expandiert und aus den folgenden Klauseln wird die neue
Funktion g generiert:

Bl <x'+0>:3 -(0=0 =<y «<0>: (0=
<y' < s(y") >: (0=s(s(y") +s(y) VO =s(s(y")) +

(382 <x' +s(x")>:Vz"FY'<y - 0>:(z" =0V 2" = s(0)
s(y") +s(y") va" = s(s(y") + s(v"))).

Aus diesen beiden Klauseln erzeugt der Extraktionsalgorithmus die folgenden definierenden Glei-
chungen:

g(0) = 0;
g9(s(z")) = s(divy(z")).

Obwohl wir lediglich die Funktion div/, extrahieren wollten, hat die automatische Generierung
von Lemmata zur Folge, daR eine weitere Funktion ndmlich g, extrahiert wurde. Aus dem Beweis
der obigen Spezifikation wurden schlieflich folgende Regeln generiert:

divty(0) = 0;

' = 0= divi(s(z')) = 0;

=(a' = 0) = divy(s(z')) = g(z)
g(0) =0;

g9(s(z")) = s(divy(z")).

Die negierte Gleichung in der obigen Definition laRt sich entfernen, indem man eine neue Sorte
Bool mit den Konstruktoren TRU E und FALSE, die folgende bindre Funktion eq

eq(0,0) =TRUE;
eq(0,s(z) = FALSE,
eq(s(z),0) = FALSE;

eq(s(z), s(y)) = eq(z,y).

einfihrt und die Gleichung 2’ = 0 bzw. negierte Gleichung —(z’ = 0) in der Definition von
divh, durch eq(z’,0) = TRUE bzw. eq(z',0) = FALSE ersetzt. Die durch die Transformation
erweiterte KEKS ist dann nach Satz 23 eine persitente Erweiterung von komnat.

Beispiel 30 Zerlegung einer Liste: Variante |

Aus dem Beweis der Spezifikationsklausel (siehe Beispiel 17)
Vi13lo, x —(l1 = nil) = 11 = app(la, cons(z, nil))

wollen wir nun die Funktionen bustlast und last extrahieren. Dazu betrachten wir die folgenden
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Spezifikationsklauseln, die im Laufe des Beweises aus der Menge der zu beweisenden Klauseln
entfernt worden sind:

(1) < 1j < nil > : Img, ag,z ~(nil = nil) = < lp < nil > : nil = app(nil, cons(x,nil)) V
< lg < cons(az, m2) > : nil = app(cons(az, ms), cons(z,nil))

(2) <l + cons(al,ml) > : Vmy,a13dmo, a0, (m1 = ml) = <lg« nil,x<+a; > :
my = nil V < la < cons(az, my) > : a; = as A my = app(ma, cons(x,nil))

(3) <11<—cons(a1,m1)>:Vm1, alEImg, a2, T —1(m1 = m'l):><12<—cons(az, mz), ag < a;>:
my = app(ma, cons(z,nil))

Aus (1), (2) und (3) generiert nun der Extraktionsalgorithmus die folgenden definierenden Glei-
chungen:

butlast(nil) = nil;
my = nil = butlast(cons(ai, m1)) = nil;
—(m1 = nil) = butlast(cons(ai,m1)) = cons(a1, butlast(m1));

last(nil) = c;
my = nil = last(cons(ai,m1)) = aq;
—(my = nil) = last(cons(a1,m1)) = last(m,),

wobei c ein beliebiger irreduzibler Grundterm der Sorte el ist. Wie im letzten Beispiel 18Rt hier sich
auch die obige Definition der Funktionen last bzw. butlast so modifizieren, dal keine negierte
Gleichung in ihrer Pramisse vorkommt.

Analog zu dem letzten generiert der Extraktionsalgoritmus in dem folgenden Beispiel zwei Funk-
tionen. Die erste liefert die n ersten und die zweite die [ — n letzten Elemente einer vorgegebenen
Liste der Léange [.

Beispiel 31 Die folgende Spezifikationsklausel ist im Beispiel 18 bewiesen worden:
Viy : list,n : nat Jla,l3 : list n < length(l1) = l1 = app(la,l3) Alength(lz) = n.

Aus den Klauseln

(1) <1y < nilin < 0> : 33 : list< lg < nil > : nil =3

(2) <1j « nilbn + s(n’) > :Vn' : nat A3 s(n') <0 = <1y + nil >:nil =13 A0 = s(n)
(3) < lj « cons(aj,my),n < 0 > :Vmy :list,a; : el A3 < lg < nil > : cons(a;,m1) =3

(4) <1y « cons(ay,my),n < s(n’) > :Vmy : list,n' : nat Img,l3 : list n’ < length(m) =
< lp + cons(az, ma) > : my = app(ma,l3) Alength(msg) = n'
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generiert der Extraktionsalgorithmus die folgenden Funktionen Prafiz und Suf fiz, so dal
Prafiz(ly,n) = Iy und Suf fiz(l1,n) = I3

Prafiz(nil,0) = nil;

Prafiz(nil, s(n')) = nil;

Prafiz(cons(a,m1),0) = nil;
Prifiz(cons(a1,m1),s(n')) = cons(ay, Prafiz(my,n'))
Suf fix(nil,0) = nil;

Suf fiz(nil,0) = nil;

Suf fiz(cons(ai,m1),0) = cons(ar,m1);

Suf fiz(cons(ai, m1),s(n')) = Suf fiz(mq,n')

In den néchsten Beispielen werden rekursive Programme fiir die Division mit Rest zweier natlrli-
chen Zahlen und fiir die Wurzelziehung einer natiirlichen Zahl generiert.

Beispiel 32 Euklidische Division

Die Gultigkeit der Spezifikationsklausel
Ve,yIg,r —=(y=0)=>z=y*xq+r Nr<y=T
im initialen Modell der KEKS sp4 wurde bereits im Beispiel 19 bewiesen. Fiir den Extraktionsal-
gorithmus sind folgende Klauseln aus dem Beweis von Bedeutung:
D <x+0,y+s(y)>:Vy<q+0,r«<0>:0=0

(2) <x + s(x'),y < s(y')>:Ve', ¢/ 3¢, ¢", 7" =(s(v) = OA(r" =¢') =<q + O,r + s(r’)>
(' <y =T)v< q«s(q),r « 0>:(z' =s(y)*x¢'"+r")V< q < s(q@"),r + s(r") >:
(o) (@ 4 7 A < 31 = T)

() <x « s(x'),y « s(y')>:Vz', 9/ 3¢, ¢", " = (s(y')= 0)A=(r"=y')=><q < O,r + s(r')>:
(@' <y =T)v< q<+s(q),r < 0>: (' =s(y)*x¢'+r")V < q < s(q"),r + s(x") >:
(@' = s) +5(a") + " A1 <yf =)

@) <x+0,y+0>:3¢,4", 7, 7" =-(0=0)=><q+0,r+<0>:0=0A0<0=T
V< q+s(q),r<0>:0=0A0<0V<q+ 0,r«s(r")>:0=s(r")As(r") <0

(B) <x « s(x'),y « 0>:V2' 3¢, ¢", 7', 7"-(0 = 0)=><q « 0,r + 0>:5(") =0AN0<0=T
Da (4) und (5) redundante Klauseln sind, generiert der Algorithmus folgende Regeln:

div(0,0) = 0;
div(s(z"),0) = 0;
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rest(0,0) = 0;
rest(s(z'),0) = 0.

Die Klausel (1) ist eine Tautologie. Daraus extrahiert der Algorithmus folgende Regeln:
div(0,s(y")) = 0 und
rest(0,s(y")) = 0.

Auf (2) bzw. (3) wurden die Regeln subsumption_1 bzw. subpsumtiom_3 angewandt. Gemal
der Extraktionsprozedur (Fall (d) bzw. (e)) werden dann die folgende definierenden Gleichungen
erzeugt.

)) =y = div(s(z'),s(y))
s(y') =y) = div(s(z'), s(y')) = div(z’, s(y))
) =

rest(z', s(y'
—(rest(z', s

!/

rest(z',s(y")) = y' = rest(s(z'), s(y")) = 0;

~(rest(z’,5(y')) = ¢') = rest(s(@), s(y) = s(rest(a’, s(¢/)))

Fir die Funktionen div bzw. rest fur die gilt: div(z,y) = g bzw. rest(x,y) = r wurden folgende
Gleichungen automatisch generiert:

div(0,0) = 0;
div(s(z"),0) = 0;
div(0,s(y")) = 0;
y')) =y = div(s(z), s(y)) = s(div(z’, s(y')));

rest(z’, s( ) =
—(rest(z’,s(y")) = ') = div(s(z'), s(y')) = div(z’, s(y"))

rest(0,0) = 0;

rest(s(z'),0) =0

rest(0,s(y")) = 0;

rest(z',s(y')) =y = rest(s(z'),s(y)) =

~(rest(a’,s(y")) =y') = rest(s(z’), s(y )) = s(rest(«, s(y')))

Diese Funktionen lassen sich wie im Beispiel 29 so umwandeln, dall keine negierte Gleichung
mehr in ihrer Pramisse vorkommen. Nach Theorem 5 sind sie terminierend, nicht Uberlappend,
total und erfillen die vorgegebene Spezifikationsklausel.

Beispiel 33 Wurzel einer natiirlichen Zahl

Aus dem Beweis der folgenden Spezifikationsklausel (siehe Beispiel 20)
VeJw,rz=wrw+r Ar < s(w+ w)

werden analog zu dem Division-Beispiel die folgenden Funktionen wurzel und rest, fur die
wurzel(xz) = w bzw. rest(z) = r gilt, automatisch generiert:
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wurzel(0) =

rest(z') = wu rzel( ")+ wurzel(z') = wurzel(s(z')) = s(wurzel(z'));
—(rest(z') = wurzel(z') + wurzel(z')) = wurzel(s(z')) = wurzel (z')
rest(0) = 0;

rest(z') = wurzel(z') + wurzel(z') = rest(s(z')) = 0;
—(rest(z') = wurzel(z") + wurzel(z')) = rest(s(z')) = s(rest(z')).

Nach Theorem 5 sind wurzel und rest terminierend, nicht tiberlappend, total und erfiillen die
vorgegebene Spezifikation.



Kapitel 11

Zusammenfassung und
Schlufzbemerkungen

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren vorgestellt, mit dem man rekursiv definierte Algorithmen aus
Gultigkeitsbeweisen von Existenzformeln extrahieren kann. Das Verfahren beschrénkt sich auf
einen einfachen Formalismus und basiert auf Test-sets und einem \ereinfachungsmechanismus.
Termersetzungen und logische Simplifikationen bilden den Kern dieses Vereinfachungsmechanis-
mus, wahrend Test-sets eine Beschreibung des initialen Modells einer Axiommenge darstellen.
Mit anderen Worten: Ein Test-set ist eine endliche Menge irreduzibler Terme, mit der jeder ir-
reduzible Grundterm (als Instanz eines ihrer Elemente) dargestellt werden kann. Wir verwenden
Test-sets fiir die Konstruktion von Induktionsschemata einerseits und fiir die Widerlegung von
Existenzformeln anderseits. Der Vereinfachungsmechanismus und die Initialisierung von Indukti-
onsschritten sind mittels eines Inferenzsystems formalisiert. Dartiber hinaus wurde ein Verfahren
zur Extraktion rekursiv definierter Algorithmen aus den mit Hilfe des Inferenzsystems gefiihrten
Beweisen entwickelt. Die Korrektheit des Inferenzsystems und des Extraktionsalgorithmus ga-
rantieren, daR die synthetisierten Algorithmen bzgl. ihrer Spezifikationen korrekt sind. Zusétzlich
wurde ein weiteres Verfahren eingefiirt, mit dem man bestimmte fehlerhafte Problemspezifikatio-
nen widerlegen kann. Der Ubersichtlichkeit halber wurden in dieser Arbeit relativ kleine Beispiele
behandelt. Um die verwendete Methode aber auf die Praxis tbertragen zu kdnnen, miil3te eine ge-
waltige Menge an Wissen, das ein Mensch durch seine Programmiertdtigkeit gesammelt hat, in
einem System vorhanden sein. Uberlegungen, wie ein solches Wissen in ein System integriert
und effizient benutzt werden kann, wurden fiir unseren Ansatz der Programmsynthese noch nicht
gefihrt.

Der vorgestellte Programmsyntheseansatz hat folgende Vorteile:

e Inunserem Ansatz werden die zu beweisenden Existenzformeln nicht skolemisiert. Dadurch
entféllt eine teuere Operation, die Beweise werden Ubersichtlicher, und die Signaturen der
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betrachteten konstruktiven Spezifikationen bleiben unverédndert.

e Lemmata bzw. Hilfssatze kénnen beim Beweis einer Existenzformel automatisch generiert
werden. Dadurch lait sich die Synthese einfacher Programme bis in die allerletzten Details
automatisieren.

e Induktionshypothesen werden am Anfang eines Beweises nicht explizit angegeben. Jede
Instanz einer zu beweisenden Formel kann als Induktionshypothese verwendet werden, vor-
ausgesetzt, sie ist bzgl. der Induktionsordnung kleiner als die aktuelle zu beweisende For-
mel.

e Fehlerhafte Spezifikationen von Funktionen kdnnen durch die Verwendung der Test-sets
erkannt und entfernt werden. Dadurch wird der Suchraum reduziert, und die Komplexitat
der Beweise verkleinert.

o Neben der Korrektheit der generierten Funktionen bzgl. ihrer Spezifikationen sind ihre Tota-
litdt, Konfluenz und Terminierung gewéhrleistet, vorausgesetzt, eine zusétzliche Variablen-
bedingung ist erfullt.

e Gleichungen, die in der Pramisse einer zu beweisenden Formel enthalten sind, und solche,
die nicht als Regeln gerichtet werden konnen (z.B. Kommutativitdt der Addition) werden,
ohne die Terminierung des Verfahrens zu gefahrden, in den Termersetzungsvorgang mitein-
bezogen.

Kurzer Vergleich mit anderen Ansatzen bzw. Systemen:

In der Literatur sind diverse Zusammenfassungen und Vergleiche von Programmsyntheseansétzen
zu finden (siehe z.B. [BIG83], [NEU92], [DOS93] ), Daher sollen hier nur ausgewdhlte Ansatze
bzw. Systeme kurz mit unserem Ansatz verglichen werden.

INKA

In dem Induktionsbeweiser INKA wurde ein Syntheseverfahren (siehe [BIU86]) integriert, das
als Systemkomponente zum Beweis von Existenzaussagen dient. Obwohl dort der Aspekt der
automatischen Softwareentwicklung im Hintergrund steht, ermdglicht das Synthesesystem die au-
tomatische Generierung einfacher Programme. Im Ansatz von S. Biundo wird eine zu beweisende
Existenzformel zuerst skolemisiert, dann werden darauf Transformationsregeln wiederholt ange-
wandt, bis eine Formelmenge entsteht, die sich in eine Menge von Definitionsformeln fiir die
Skolemfunktionen und eine Menge von Restformeln zerlegen lait. Die Restformeln missen im
AnschluB an den Syntheseprozel? noch bewiesen werden, um sicherzustellen, dal die generier-
ten Programme ihre Spezifikationen erfiillen. Die Wahl des in einem Beweis zu verwendenden
Induktionsaxioms beruht auf der Form der Funktionsdefinitionen, die in der Theoriespezifikation
vorkommen. Diese Wahl ist der erste Schritt zum Beweis einer Existenzformel. Die verwendete
Induktion ist dort explizit.
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Z. Manna & R. Waldinger

Der klassiche Ansatz der deduktiven Programmsynthese ist der von Z. Manna und R. Waldinder
(sieche [MAW84]). Dort wird ein Resolutionsbeweiser eingesetzt, um Programme zu generieren.
Ahnlich zu unserem Ansatz entstehen die Programme durch Substitutionen, die wahrend des Be-
weises auf die zu beweisende Formel angewandt wurden. Die Beweise und die Programmextrak-
tion werden aber dort simultan gefihrt.

LEMMA

Der von J. Chazarain und E. Kounalis verfolgte Ansatz (siehe [CK94]) ist analog zu unserem.
Dort werden allerdings nur Gleichungstheorien betrachtet, so daf nur rekursive Programme in
Form von Gleichungen generiert werden kdnnen.

Coq, Nuprl, LEGO

Diese Beweissysteme (sieche [DOW], [CON86] und [LP92]) basieren auf konstruktiven Logiken
und eignen sich deshalb auch fiir die Synthese von Programmen. Die Aufgaben, die dort dem Be-
nutzer obliegen, sind meist langwierig. Extraktionsalgorithmen wurden in diesen Systemen bereits
integriert, aber Verfahren zum Beweisen von Existenzformeln wurden bis dato nicht automatisiert.

Mdogliche Erweiterungen:

Die folgenden Punkte stellen nur einen Teil aller mdglichen Erweiterungen dar. Die Vorschldge
werden deshalb an dieser Stelle nur kurz dargestellt.

e Es ware winschenswert, die in dieser Arbeit betrachteten konstruktiven Spezifikationen
so zu erweitern, dafl negierte Gleichungen in der Pradmisse von Funktionsdefinitionen vor-
kommen konnen. Eine weitere sinnvolle Erweiterung waére, nicht freie Konstruktoren ein-
zufiihren und definierte Funktionen in den formalen Argumenten von Funktionsdefinitionen
zuzulassen. Dadurch wdre die Représentation von Programmen und Datenstrukturen we-
sentlich einfacher.

e Die Sukzedenzformel einer zu beweisenden Existenzformel sollte eine beliebige quantor-
freie Formel der Prédikatenlogik erster Stufe sein. Damit kdnnte man mehr Funktionen spe-
zifizeren und groRere Beispiele behandeln.

e Anstelle von Test-sets ware die Verwendung von Cover-sets, wie sie in [ZKK88] und in
[BEN96] eingefiihrt wurden, von Vorteil. Dadurch ware die Generierung allgemein rekursi-
ver Funktionen maglich.

e Eine zusatzliche Erweiterung ware Rippling [HUT89],[BUN93] anstelle der klassischen
Termersetzung einzusetzen, um die Umformung eines Induktionsschlusses besser zu steu-
ern.
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Summary

In this thesis we presented a method for extracting recursive defined algorithms from existentially
quantified formulas, being based on a simple formalism, test sets and a simplification strategy.
Term rewriting and logical simplification represent the core of that simplification strategy and test
sets the description of the initial model of a set of axioms. In other words, a test set is a finite
set of irreducible terms, allowing every irreducible ground term to be instanciated with one of its
elements. On the one hand, we use test sets to build induction schemes and, on the other hand,
to disprove existentially quantified formulas. The simplificaton strategy and the initialization of
induction steps are formalized by means of an inference system. Futhermore, we developed a pro-
cedure for extracting recursive defined algorithms from the proofs carried out by means of the
inference system. The correctness of both the inference system and the extraction algorithm gua-
rantees the correctness of the synthesized algorithms with respect to their specifications. Besides,
another procedure for disproving certain incorrect existentially quantified formulas was introdu-
ced. For the sake of clarity, we delt with relatively small examples. In order to put our method into
practice an enormous amount of knowlegde acquired in programming would be required as part of
the system considered. As for our approach of program synthesis, is has not yet been considered
how to integrate such knowledge in a system and how to use it efficiently.

The advantages of the approach presented here are as follows:

e By not skolemizing the existentially quantified formulas we can dispense with a costly ope-
ration, the proofs gain in clarity and the signatures of the constructive specifications remain
unchanged.

e When proving an existantially quantified formula, lemmas can be automatically be genera-
ted. Thereby, the automatic synthesis of simple programs is facilitated to the utmost.

e There are no explicit induction hypotheses at the outset of a proof. Every instance of a
formula to be proved can be used as an induction hypothesis on condition that it is smaller
than the formula being proved with respect to the induction ordering.

o With the application of test sets allowing to detect and to remove incorrect specifications of
functions, the search space is limited and the complexity of the proofs reduced.
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e Besides the correctness of the generated functions with respect to their specifications, their
totality, confluence and termination are equally guaranteed, assuming that an additional syn-
tactical condition is met.

e Equations that are either part of the premiss of a formula to be proved or that cannot be
transformed into rules (for example, commutativity of addition) can be included in a term
rewriting process without jeopardizing the termination of the proof process.

Brief comparison with other approaches and systems respectively

As there is a vast amount of literature, summaries and comparisons of approaches to program
synthesis (see [BIG83], [NEU92], [DOS93]) we will limit the following comparison to a selected
range of approaches.

INKA

The induction prover INKA was integrated with a method of program synthesis which is used as
a component to prove existentially quantified formulas. Even though automatic software develop-
ment is not in the foreground the process of synthesis allows to automatically generate simple pro-
gramms. In S. Biundo’s approach (see [BIU86]) the existentially quantified formula to be proved
is first skolemized. Then, transformation rules are repetitively applied to it until a set of formulas
is generated that can be split up into a set of defined formulas for the skolem function and a set
of rest formulas. Subsequent to the process of synthesis the rest formulas have yet to be proved in
order to ensure that the generated programs fulfill their specifications. The choice of the adequate
induction axiom is based on the form of the defining functions occurring in the theory specifica-
tion. Choosing the appropriate induction axiom is the first step towards proving an existentially
quantified formula.

Z. Manna & R. Waldinger

The classic approach of deductive program synthesis based on a resolution prover was developed
by Z. Manna and R. Waldinger (see [MAW84]). Similar to our approach, the programs result from
applying substitutions to the formulas to be proved but with the proofs and the extraction of the
programs carried out simultaneously.

LEMMA

J. Chazarain and E. Kounalis’ approach (see [CK94]) is analogous to ours generating, however,
recursive programs in form of equations only as a result of merely considering equational theories.

Coq, Nuprl, LEGO

These proof systems (see [DOW], [CON86] and [LP92]) are based on constructive logics and as
a consequence suitable for the synthesis of programs, yet, with the tasks of the user being mostly
time-consuming. Extraction algorithms have already been integrated with these systems whereas
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the methods of proving existentially quantified formulas have not been transformed into automatic
processes yet.

Possible improvements and generalizations

As there is considerable potential for generalizing our approach the following suggestions only
represent brief and concise descriptions of possible ideas.

e |t is desirable that the constructive specifications delt with in this thesis should be gene-
ralized in a way that would allow the use of negated equations in the premiss of defined
functions.

e To introduce constructors that are not free and to allow of defined functions as formal ar-
guments of other defined functions would mean yet another sensible generalization which
would facilitate the representation of programs and data structures to a considerable extent.

e With the conclusion of an existentially quantified formula to be a non-restricted quantifier-
free formula of the first order predicate logic, a large amount of functions could be specified
and, futhermore, larger examples considered.

e The application of cover sets instead of test sets as introduced in [ZKK88] and in [BEN96]
would have the advantage of facilitating the generation of generally recursive functions.

e The application of Rippling (see [HUT89] and [BUN93]) instead of classic term rewriting
would mean a further possibility to improve the control when transforming the conclusion
of an induction proof.
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