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Kurzzusammenfassung

Die interaktive Handhabung starrer Korper in virtuellen Welten erfordert die Simulati-
on eines Objektverhaltens, welches physikalisch plausibel und intuitiv korrekt ist. Andern-
falls wére eine solche Simulation fir praktische Anwendungen ungeeignet. Physikalisch
plausibles Verhalten impliziert, daB die aus Objektkollisionen resultierenden Bewegungs-
beschrankungen im Rahmen der Bewegungssimulation beriicksichtigt werden.

Dieser Beitrag stellt ein Verfahren zur Simulation interaktiv bewegter Objekte mit
Hinderniskontakten vor, bei welchem alle Kontaktsituationen durch eine minimale Men-
ge automatisch bestimmter Punktkontakte reprasentiert werden. Die daraus abgeleiteten
Bewegungsbeschrankungen dienen als Randbedingungen fiir die Simulation der Objekt-
bewegungen.

Die vorgeschlagene Vorgehensweise erlaubt auch die Nachbildung von Reibungseffek-
ten. Die Approximationseigenschaften dieser Nachbildung werden sowohl durch theoreti-
sche als auch durch empirische Untersuchungen diskutiert.

Short Summary

The interactive manipulation of rigid bodies in virtual environments requires the si-
mulation of an object behaviour, which is physically plausible and intuitively correct.
Otherwise such a simulation would be useless for practical applications. Physically plau-
sible behaviour implies that motion restrictions due to object collisions are taken into
account during the motion simulation.

This contribution presents a method for the motion simulation of interactively con-
trolled objects with obstacle contacts, representing any contact situation by a minimal
set of automatically determined point contacts. The motion restrictions derived from this
set are the basis for the simulation of object motions.

The proposed method also allows the simulation of friction effects, the approximation
properties of which are discussed on the basis of both a theoretical and an empirical
analysis.
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1 Einfithrung

1.1 Direkte Interaktion von Menschen in virtuellen Umgebun-
gen

Durch die rasante Entwicklung immer leistungsfahigerer Computergrafiksysteme riickt
die realistische Visualisierung und Echtzeitanimation auch komplexerer computersimu-
lierter Umgebungen in greifbare Néhe. Die Darstellung synthetischer Umgebungen wurde
zundchst vorwiegend in Fahr- und Flugsimulatoren sowie zur Architekturvisualisierung
eingesetzt. Dabei spielte vorwiegend die Navigation in synthetischen Umgebungen eine
Rolle. Mit dem Begriff der 'virtuellen Realitdt’ (VR) verbindet man, zuséitzlich zur im-
mersiven Echtzeitvisualisierung, insbesondere auch die Echtzeitsimulation virtueller Um-
gebungen, und die Moglichkeit, als Anwender direkt in solche Umgebungen einzutauchen,
und mit ihnen realistisch zu interagieren. Die neuen Méglichkeiten solcher interaktiver VR-
Simulationen wurden zuerst von der Spieleindustrie aufgegriffen. Mittlerweile wird jedoch
das Potential interaktiver VR-Techniken auch fiir industrielle Anwendungen zunehmend
erkannt. Das Anwendungsspektrum industrieller VR-Anwendungen mit direkter Interakti-
on zwischen Anwender und virtuellen Umgebungen reicht von Ergonomieuntersuchungen,
Montagesimulationen und Telemanipulation bis hin zu Ausbildungs- und Trainingssyste-
men.

Bei all diesen VR-Anwendungen steht stets der Mensch im Mittelpunkt. Er bleibt
kein unbeteiligter Beobachter der simulierten Ablaufe, sondern greift gestaltend in das
Geschehen ein. Er ergreift Objekte, benutzt diese als Werkzeuge zur Durchfithrung von
Arbeitsschritten in simulierten Arbeitsumgebungen, er betétigt Schalter und andere Be-
dienelemente, liest Instrumente ab, und reagiert auf Ereignisse in der virtuellen Welt.

Solche VR-Anwendungen sind jedoch nur dann von praktischer Bedeutung, wenn die
virtuellen Umgebungen hinreichend gut mit den realen Vorbildern tibereinstimmen. Der
Benutzer muf} idealerweise mit der virtuellen Welt intuitiv und entsprechend seiner All-
tagserfahrung interagieren konnen. Dies erfordert einerseits, mit simulierten Objekten
moglichst genauso umgehen zu kénnen wie dies in der realen Situation der Fall wire.
Umgekehrt miissen sich die Elemente der virtuellen Umgebung intuitiv richtig und phy-
sikalisch glaubwiirdig verhalten, und entsprechend vorhersaghar auf die Aktionen des
Benutzers reagieren.

Die direkte Interaktion von Menschen in virtuellen Umgebungen erfordert daher die
Nachbildung der Merkmale realer Umgebungen, die fiir die jeweilige Anwendung eine
wesentliche Rolle spielen. Die klassische Repréasentation virtueller Szenarien beschrankt
sich auf die Beschreibung der Objektgeometrien und aller sonstigen zur Visualisierung
erforderlichen Merkmale. Physikalische Eigenschaften realer Objekte werden dabei nicht
automatisch beriicksichtigt, sondern miissen gesondert simuliert werden. Zu den wesent-
lichen physikalischen Merkmalen gehéren grundlegende mechanische Eigenschaften fester
Korper, die sich beispielsweise normalerweise nicht gegenseitig durchdringen kénnen, und
die der Massentrigheit und der Schwerkraft unterworfen sind. Innerhalb von interakti-
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ven VR-Anwendungen miissen solche Simulationen physikalischer Eigenschaften densel-
ben Echtzeitanforderungen geniigen, wie dies fiir die Visualisierung und die Interaktions-
komponenten des VR-Systems gilt.

Die Benutzerschnittstelle zwischen der materiellen, realen Welt des Benutzers und der
rein synthetischen, immateriellen virtuellen Welt kann bei interaktiven VR-Anwendungen
verschieden ausgeprégt sein. Um intuitive Handhabungssimulationen zu erméglichen, wer-
den beispielsweise zur Steuerung von Bewegungsablaufen haufig Datenhandschuhe einge-
setzt. Diese erlauben zwar dem Anwender die Eingabe von Bewegungsdaten, machen ihm
jedoch keine Reaktionskrifte aus der virtuellen Welt erfahrbar. Hierzu wiren geeignete
haptische Benutzerschnittstellen erforderlich, die derzeit jedoch noch nicht in akzeptabler
Form zur Verfiigung stehen.

Das Fehlen solcher Kraftriickkopplungsmechanismen beeintrachtigt nicht nur den sub-
jektiven Eindruck des Benutzers von der Realitétstreue virtueller Umgebungen. Ohne die
unmittelbare Wahrnehmung von Reaktionskréften ist mit dem Datenhandschuh auch eine
korrekte Objekthandhabung kaum moglich, da Bewegungseinschrankungen durch Hinder-
niskontakte von der kontrollierenden Hand nicht beriicksichtigt werden kénnen.

Es ist daher erforderlich, ein intuitiv richtiges, physikalisch glaubwiirdiges Objekt-
verhalten durch geeignete Simulationsverfahren innerhalb der virtuellen Umgebung zu
realisieren. Fine solche Funktionalitdt steht bei den derzeit verfiigharen kommerziellen
oder universitdren VR-Simulationssystemen bisher nicht zur Verfiigung. Die Entwicklung
dieser Funktionalitat ist Gegenstand dieser Arbeit.

1.2 Industrielle Anwendungsfille

Bei der Entwicklung industrieller Produkte miissen zahlreiche Entwurfsentscheidungen
bereits in einer sehr frithen Phase des Produktentwicklungszyklus getroffen werden. Dies
betrifft Fragen der Benutzbarkeit und Funktionalitat, der mechanischen Konstruktion, der
Planung von Produktions- und Montageeinrichtungen, sowie der Wartung und Instand-
setzung. Traditionell stiitzt sich dieser Entscheidungsprozel auf die Darstellungsmaglich-
keiten von Konstruktionswerkzeugen wie CAD-Systemen, auf Funktionsmodelle in ver-
schiedenen MafBstdben, sowie auf Erfahrungswerte aus fritheren Entwurfsprozessen. Im
Gegensatz hierzu zeigen sich Entscheidungsfehler und hieraus resultierende Probleme lei-
der erst zu sehr viel spateren Zeitpunkten, wihrend der Produktion, bei der Benutzung,
oder gar erst bei der Wartung des Produktes. Die dann erforderlichen Korrekturmafinah-
men sind zeitaufwendig und teuer.

Eine frithzeitige Erkennung und Korrektur solcher Fehler bereits wiahrend der Kon-
struktionsphase setzt jedoch voraus, dafl die in spiateren Phasen erforderlichen Ablaufe bis
hin zur Handhabung durch den Kunden unter weitgehend realistischen Bedingungen ge-
testet werden konnen. Die technische Funktion selbst ist dabei weniger problematisch als
Fragen der Interaktion zwischen dem Menschen und dem technischen Produkt. Die Ein-
beziehung des menschlichen Monteurs, Anwenders, oder Wartungsmechanikers ist jedoch
mit den traditionellen Entwurfstechniken kaum moglich.

Simulationen in virtuellen Umgebungen bieten neue Moglichkeiten zu Losung dieser
Problematik. Schon in sehr frithen Entwurfsphasen, wenn erste Konstruktionsdaten im
Rechner vorliegen, konnen diese Datensatze im Rahmen virtueller Umgebungen darge-
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stellt und interaktiv getestet werden. Dabei kann sich neben der Geometrie und dem
aufleren Erscheinungsbild auch die Funktion des Produktes in der Simulation widerspie-
geln, so daf} potentielle Probleme bei der Handhabung ebenfalls entdeckt werden kénnen.

Die folgenden Abschnitte stellen einige mégliche industrielle Anwendungsfélle der In-
teraktion menschlicher Benutzer mit virtuellen Umgebungen dar.

Ergonomieuntersuchungen

Sowohl die Nutzbarkeit eines Produktes, als auch die Kundenzufriedenheit wird wesent-
lich mitbestimmt durch die Ergonomie eines Produktes, d.h. die Frage ob die Bedienung
einfach und intuitiv ist, und ob sie keine unbequemen oder ermiidenden Korperhaltun-
gen erfordert. Solche Fragestellungen lassen sich mit virtuellen Prototypen bereits in sehr
frithen Phasen der Produktentwicklung verifizieren, indem die typischen Handgriffe und
Bewegungsabliufe bei der Bedienung in unmittelbarer Interaktion mit einer synthetischen
Umgebung weitgehend realistisch nachvollzogen werden.

Montagesimulation

Auch bei der Montagesimulation gibt es zundchst einen ergonomischen Aspekt, und die
dabei angesprochenen Punkte gelten natiirlich auch fiir Arbeitsvorgédnge bei der Montage
oder der Wartung. Ein zweiter Aspekt betrifft die generelle Durchfithrbarkeit einzelner
Arbeitsschritte. Oft miissen bei der Montage Teile auf engem Raum montiert werden, und
es kann schwierig oder gar unmaglich sein, sie einzubauen, da andere Komponenten den
Weg oder die Sicht versperren. Diese Problematik tritt besonders auch bei Reparaturen
auf. Wird es erforderlich, nur der Zuganglichkeit wegen andere Komponenten ebenfalls
zu demontieren, erhohen sich Reparaturzeiten und Kosten entsprechend. Der Vorteil, sol-
che Schwierigkeiten durch Simulationen in virtuellen Umgebungen frithzeitig zu erkennen
und zu vermeiden, liegt auf der Hand. Ein weiteres Anwendungsfeld stellt die Planung
geeigneter Finbaupfade fir komplexe Montagesituationen dar, die fiir die automatisierte
Montage mit Handhabungsautomaten erforderlich ist.

Tele-Manipulation

In einer Reithe von Situationen kann ein Bedienablauf nur tiber ferngesteuerte Roboter
durchgefiithrt werden (z.B. unbemannte Raumstation, Telemedizin, etc.). Betragt die Si-
gnallaufzeit fiir Steuer- und Videosignale hierbei jedoch mehr als wenige 100ms, ist eine
direkte Fernbedienung des Roboters durch den Anwender nicht mehr intuitiv méglich. In
solchen Fillen kann der Benutzer in eine virtuelle Kopie des entfernten Arbeitsplatzes
versetzt werden, und in dieser ohne stérende Verzogerungen arbeiten. Die durchgefiithrten
Aktionen werden dann vom Roboter vor Ort entsprechend verzégert nachvollzogen.

Training

Training unter realen Bedingungen kann sehr gefahrlich und sehr teuer sein (man denke
an die Ausbildung von Chirurgen oder Piloten). In anderen Beispielen ist die Trainings-
umgebung noch nicht real verfiighar, z.B. bei der Ausbildung von Montagepersonal fiir



4 1 EINFUHRUNG

neuentwickelte Produkte. Training in simulierten Umgebungen hat in solchen Féllen viele
Vorteile. Es ist nicht nur weniger kostenintensiv und auch sicherer, sondern oftmals auch
effizienter. Kritische Situationen, welche speziell trainiert werden sollen, kénnen kontrol-
liert eingespielt und dabei individuell auf die Bediirfnisse und Fahigkeiten des Auszubil-
denden zugeschnitten werden.

1.3 Vorarbeiten und eigene Beitrige

Die Simulation der Kinematik und Dynamik starrer Korper mit Kontaktbedingungen
ist ein Themengebiet, welches bereits von zahlreichen Autoren behandelt wurde. Frithe
Beitrédge lieferten Lotstedt [30] mit grundlegenden Ergebnissen zur Reibungssimulation,
Cai und Roth [10], und Hahn [22] mit Ergebnissen zur Dynamiksimulation und zur Mo-
dellierung von Kontakten. Eine fundierte Untersuchung der Bewegungssimulation starrer
Korper mit Kontakten wurde von Baraff im Rahmen seiner Dissertation [1] vorgelegt,
und er trug seitdem weiter wesentlich zur Weiterentwicklung dieses Themengebietes bei
([3, 4]). Cremer, Stewart, und Vanécek [16, 46] verwenden in ihren Simulationssyste-
men Newton und Isaac ebenso wie Baraff einen Ansatz mit Kontaktkriaften zur Losung
kontinuierlicher Bewegungsgleichungen. Im Gegensatz dazu schlugen Mirtich und Canny
[34] ein impulsbasiertes Verfahren vor. Hierbei wird jede Wechselwirkung zwischen sich
berithrenden Koérpern durch eine Vielzahl sogenannter Mikrokollisionen erreicht.

Weitere Formulierungen von kontaktbedingten Bewegungsbeschrankungen finden sich
in einer Reihe von Arbeiten [2, 4, 10, 33, 42]. Dabei werden neben Ansatzen mit Kon-
taktkraften auch das Prinzip des geringsten Widerstandes nach Gauss oder Gradienten-
abstiegsverfahren in Verbindung mit Potentialfeldern vorgeschlagen.

Baralff stellt in [4] fest, daB unabhéngig von diesen Variationen bei allen Ansatzen
zur Dynamiksimulation mit Bewegungsbeschrankungen eine grundsatzliche Entscheidung
getroffen werden muf: Entweder werden die Beschrankungen dadurch modelliert, dafl
die verbleibenden Bewegungsmoglichkeiten durch eine reduzierte Anzahl von Koordina-
ten beschrieben werden. Oder die Einhaltung der Bewegungsbeschrankungen wird durch
die Einfithrung von Zwangskriften sichergestellt. Bei kontaktbedingten Bewegungsbe-
schrankungen entsprechen diese Zwangskrifte gerade den Kontaktkréaften. Baraff disku-
tiert das Fur und Wider dieser beiden Alternativen. Bei der Simulation von Objektbe-
wegungen mit physikalischen Effekten wie Reibung, Schwerkraft und Massentragheit hat
der Ansatz basierend auf Kontaktkraften entscheidende Vorteile. Auch wir werden einen
solchen Ansatz wéhlen.

Zur Losung der Bewegungsgleichungen mit Kontaktbedingungen, und zur Bestimmung
der hierfiir erforderlichen Kontaktkrifte werden von den meisten Autoren [1, 4, 18, 44, 45]
Randbedingungen fiir die Kontaktbeschleunigung in Richtung der Berithrnormalen aufge-
stellt. Die resultierenden Ungleichungssysteme nehmen meist die Form eines sogenannten
linearen Komplementaritatsproblems (LCP) an [15], zu dessen Lésung vorwiegend der
Lemke-Algorithmus [27] herangezogen wird.

Die Formulierung der Bewegungsbeschrankungen auf der Ebene von lokalen Kontakt-
beschleunigungen fithrt auf die gesuchten Zwangskrifte, aus denen sich die globale Be-
schleunigung des gesamten starren Korpers ergibt. Die resultierende Objektbewegung er-
gibt sich hieraus durch numerische Integration der Bewegungsgleichungen. In praktischen
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Realisierungen wird die Bewegungssimulation in zeitdiskreten Schritten durchgefithrt. Da-
her ergeben sich bei der numerischen Integration der Bewegungsgleichungen kleine Unge-
nauigkeiten, die sich im Laufe der Simulation akkumulieren, und zu einer zunehmenden
Verletzung der Kontaktbedingungen fithren kénnen.

Der in dieser Arbeit eingeschlagene Weg vermeidet diese Problematik, indem die Be-
wegungsbeschrankungen nicht auf der Ebene von Kontaktbeschleunigungen, sondern di-
rekt fiir die Kontaktabstidnde formuliert werden. Auch bei der zeitdiskreten Losung der
Bewegungsgleichungen werden durch diesen Ansatz die Kontaktbedingungen stets stabil
eingehalten. Im Gegensatz zur klassischen Vorgehensweise erhdlt man bei diesem Ver-
fahren jedoch kein LCP, sondern ein nichtlineares Komplementaritatsproblem (NCP) zur
Bestimmung der Zwangskrafte, welches nicht mehr mit dem Lemke-Algorithmus gelost
werden kann.

In der Literatur zur Bewegungssimulation mit Kontaktbedingungen spielen NCPs kei-
ne grofle Rolle. In Verbindung mit Reibungsproblemen werden NCP-Ansétze zwar erwéhnt
[45, 39], dann jedoch wieder auf ein LLCP zuriickgefithrt, meist unter Annahme gewisser
Einschrankungen.

Die Losung von Komplementaritdtsproblemen wird in einer grofien Anzahl von Ver-
offentlichungen aus dem technischen Bereich, der Mathematik, und nicht zuletzt auch
aus den Wirtschaftswissenschaften behandelt [18]. Gem&B den Arbeiten von Mangasarian
[31], Fischer [19] sowie Kanzow und Kleinmichel [23, 24, 25, 26] lassen sich LCP’s wie
NCP’s durch geeignete Operatoren auf nichtlineare Gleichungssysteme zuriickfithren und
mit Newton-dhnlichen Verfahren iterativ 16sen.

Die Literatur aus dem Bereich Robotik, obwohl thematisch verwandt, ist fiir unser Pro-
blem weniger ergiebig, da dort andere Fragestellungen dominieren. Wahrend wir interaktiv
Bewegungen vorgeben, und bei Kollisionen und Kontakten die resultierende Bewegung zu
bestimmen suchen, sind in der Robotik Fragen der Bewegungsplanung, der Bewegungs-
steuerung und der Kollisionsvermeidung von groflerer Bedeutung. Kontaktprobleme tre-
ten in der Robotik insbesondere bei Greif- und Fiigeoperationen auf. Mogliche Konflikte
zwischen Bewegungsvorgaben und realen Kontaktrestriktionen werden vorwiegend durch
hierfiir vorgesehene elastische Elemente in der Greifmechanik ausgeglichen.

Der Frage der Représentation von Kontaktsituationen zwischen zwei oder mehreren
sich beriihrenden Korpern wird in der einschliagigen Literatur nur wenig Aufmerksamkeit
geschenkt. Die meisten Autoren gehen von einer gegebenen Menge von Punktkontakten
aus, und konzentrieren sich auf die Behandlung der resultierenden Kontaktbedingungen
und Bewegungsgleichungen. Wie sich die in einer gegebenen Kontaktsituation vorliegen-
den punktférmigen, linienhaften und flachenhaften Kontaktregionen auf eine addquate
Menge von Punktkontakten abbilden lassen, wird dagegen kaum diskutiert.

Baraff beschreibt in [5] ein Verfahren, nach welchem alle Punktkontakte in die Si-
mulation mit einbezogen werden, welche im Rahmen der Kollisionserkennung registriert
werden. Bei der von Barafl beschriebenen Vorgehensweise kénnen zahlreiche redundante
Punktkontakte auftreten, welche keinen Beitrag zur Losung des Problems leisten, sondern
nur den numerischen Aufwand erhdhen.

Eine ausfiihrliche Analyse von Kontaktsituationen fiir physikbasierte Simulationen
wird von Bouma und Vanécek [8] dargestellt. Dabei werden die Kontaktregionen zwi-
schen zwei polygonalen Kérpern durch eine volle mengentheoretische Schnittbildung der
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Objekthiillen ermittelt. Aus den so gewonnenen Kontaktregionen wird anschlieBend eine
endliche Anzahl von Punktkontakten gewonnen. GemésB [8] betragt die Komplexitat dieser
Aufgabe O(N?), wobei N die Anzahl der Eckpunkte, Kanten und Flichen beider Objekte
bezeichne. Der numerische Aufwand hierfiir kann bei komplexen Objektgeometrien daher
sehr grofl werden.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren beschrieben, welches eine solche auf-
wendige Analyse vermeidet. Es bestimmt automatisch eine kanonische, nichtredundante
Menge von Punktkontakten zur Reprasentation der jeweils aktuell vorliegenden Kontakt-
konfiguration, und pafit diese Menge dynamisch den wechselnden Kontaktverhéltnissen
an. Dabei basiert die Auswahl neuer Kontaktpunkte auf Daten, welche im Rahmen der
Kollisionserkennung ermittelt werden. Fine geschickte Strategie bei der Auswertung dieser
Daten vermeidet dabei das Auftreten redundanter Kontaktpunkte. Hierdurch minimiert
sich der numerische Aufwand bei der Aufstellung und Losung der Bewegungsgleichungen
mit Bewegungsbeschrankungen. Zudem wird diese Losung eindeutig, da keine unterbe-
stimmten Gleichungssysteme auftreten.

Die Thematik der Kollisionserkennung wird in dieser Arbeit nur insoweit gestreift, als
sie zur Beschreibung des Aufbaus von Kontaktbedingungen erforderlich ist. Auf Details
zur effizienten Detektion von Kollisionen und zur Bestimmung von Kollisionszeitpunkten
werden wir daher nicht eingehen. Eine gute Darstellung des Stands der Technik auf diesem
Gebiet stammt von Gottschalk, Lin, und Manocha96 [21]. Theoretische Untersuchungen
zur numerischen Komplexitat der durchzufiihrenden Kollisionstests finden sich in der
Dissertation von Schomer [41]. Die zur Realisierung der Kontaktsimulation verwendeten
Kollisionserkennungsmodule werden ausfiihrlich von Eckstein [17] beschrieben.

Zur Beschreibung von Reibung in physikbasierten Simulationen wird gemeinhin das
Coulomb’sche Reibungsgesetz zugrundegelegt [1, 34, 44, 45]. Im Falle der Gleitreibung
stehen dabei die Betrage der Normalkraftkomponenten und der tangentialen Reibungs-
kraftkomponenten in einem festen Verhialtnis zueinander, welches durch den Reibungsko-
effizienten bestimmt wird. Im Falle der Haftreibung bestehen fiir die Komponenten der
Kontaktkrafte zusédtzliche Freiheitsgrade. Dadurch kénnen bereits in einfachen Mehrkon-
taktproblemen starrer Kérper unterbestimmte Konfigurationen auftreten.

In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Verfahren beschrieben, welches Haftreibung
nicht wie in der klassischen Vorgehensweise (z.B. [45]) als Attribut der jeweils gegebe-
nen Kontaktpunkte behandelt, sondern durch zusatzliche Kontaktpunkte realisiert. Die
Bewegungsbeschrankungen, die sich durch die entsprechenden zusétzlichen Kontaktbe-
dingungen ergeben, unterbinden dabei die tangentiale Gleithewegung. Diese zusitzlichen
Kontaktpunkte werden dynamisch, und nur soweit sie zur Einhaltung der Haftreibungs-
bedingungen erforderlich sind, automatisch definiert und auch wieder eliminiert. Dadurch
werden bei Kontaktsituationen mit Haftreibung unterbestimmte Problemstellungen ver-
mieden.

Die Substitution von Flachenkontakten durch wenige Punktkontakte fithrt im rei-
bungsfreien Fall zu einem kinematisch korrekten Bewegungsverhalten der simulierten Ob-
jekte. Im Falle der Gleitreibung muf jedoch gesondert untersucht werden, inwieweit sich
die die Eigenschaften flachiger Gleitreibung durch die Reibung an wenigen Punktkontak-
ten approximieren lassen. Da sich Flachenkontakte durch eine ausreichend grofie Anzahl
von Punktkontakten beliebig approximieren lassen, kann mit entsprechendem numeri-
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schem Aufwand auch flachige Reibung approximativ simuliert werden. Eine Bewertung
des resultierenden Bewegungsverhaltens bei der Nachbildung von Flachenreibung durch
eine geringe Anzahl von Reibungspunkten findet sich in der Literatur jedoch nicht.

Die Literatur aus dem Bereich der physikbasierten Bewegungssimulation starrer Kor-
per beschrankt sich in diesem Zusammenhang auf die Beschreibung von Reibungseffekten
an punktféormigen Kontakten. Auf dem Gebiet der Robotik finden sich zahlreiche Un-
tersuchungen zur Mechanik flachiger Gleitreibung. Die Arbeiten von Lynch und Mason
(28, 29, 32] behandeln das Bewegungsverhalten realer Objekte, welche von Roboterma-
nipulatoren auf einer ebenen Grundflache entlanggeschoben werden. Neben theoretischen
Untersuchungen werden dort auch experimentelle Anordnungen beschrieben, die der em-
pirischen Bestimmung von Reibungsparametern aus dem gemessenen Bewegungsverhal-
ten der Versuchsobjekte dienen. Eine vergleichende Bewertung des Bewegungsverhaltens
von Objekten in Abhédngigkeit von der Geometrie der Reibregionen findet jedoch auch
dort nicht statt. Da wir uns in der vorliegenden Arbeit mit der Kontaktsimulation unter
Verwendung der geringstmoglichen Anzahl von Kontaktpunkten befassen, ist diese Fra-
gestellung von besonderer Relevanz, und wird sowohl theoretisch als auch experimentell
untersucht.

Die in dieser Arbeit sowie in [9] beschriebenen Verfahren zur Simulation interaktiv be-
wegter Objekte mit Hinderniskontakten wurden implementiert und in die von der Daimler-
Benz Forschung entwickelte Virtual-Reality-Umgebung DBView integriert. Alternativ zu
DBView existieren eine Reihe kommerzieller Systeme zur Simulation virtueller Welten.!
Die meisten dieser Systeme verfiigen tiber Mechanismen zur statischen Kollisionserken-
nung, und koénnen daher Objektdurchdringungen feststellen. Die erkannten Kollisionen
werden dem Benutzer dabei jedoch lediglich durch visuelle beziehungsweise akustische
Riickmeldungen angezeigt, oder die betroffenen Objekte verharren in der letzten kolli-
sionsfreien Position. Ein realistisches Objektverhalten durch die Simulation kontaktbe-
dingter Bewegungsbeschrankungen wurde bisher von keinem der verfiigbaren Systeme
unterstiitzt. Diese Funktionalitit, iber die DBView nun verfiigt, stellt daher einen si-
gnifikanten Fortschritt dar. Sie erweitert die Einsatzmoglichkeiten von VR-Systemen fiir
industrielle Anwendungen wesentlich.

1.4 Uberblick iiber diese Arbeit

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Simulation interaktiv bewegter Korper, deren Be-
wegungsmoglichkeiten durch Kontakte zwischen diesen Kérpern oder durch Kontakte mit
feststehenden Hindernissen eingeschrankt sind. Um interaktive Anwendungen zu ermégli-
chen, soll diese Simulation in Echtzeit erfolgen.

Als Basis fir die mathematische Beschreibung der hierfiir benétigten Verfahren be-
faBlt sich Kapitel 2 mit den geometrischen und mathematischen Repréasentationen der
betrachteten Objekte und der aus diesen Objekten gebildeten Szenen.

Werden in interaktiven Anwendungen vom Benutzer Bewegungsvorgaben spezifiziert,
welche wegen kontaktbedingter Bewegungsbeschrankungen von den simulierten Objekten

'Beispielhaft seien erwihnt die Virtuelle Werkstatt™ von Tecoplan, OXYGENT™ von Prosolvia-
Clarus, dVise™ von Division Inc., VEGATM von Paradigm, REALAX™™ von Media Systems, und
World ToolKit™ von Sense§.



N 1 EINFUHRUNG

nicht vollzogen werden kénnen, so muf fiir die betroffenen Objekte eine Ersatzbewegung
gefunden werden, welche die Bewegungsbeschrankungen respektiert, die externen Bewe-
gungsvorgaben jedoch so gut wie moglich berticksichtigt. Kapitel 3 befafit sich zunéchst
mit verschiedenen Représentationsformen von kontaktbedingten Bewegungsbeschrankun-
gen, und beschreibt dann den im weiteren Fortgang verwendeten physikalisch orientierten
Ansatz zur Bewegungssimulation. Im Gegensatz zu den meisten in der Literatur beschrie-
benen Vorgehensweisen schlagen wir eine spezielle Formulierung vor, welche die Kontakt-
bedingungen nicht als Randbedingung fiir die Objektbeschleunigung formuliert, sondern
als Randbedingung fiir die Raumlage der beteiligten Objekte, und dadurch die stabile
Einhaltung dieser Kontaktbedingungen im Laufe der Simulation sicherstellt. Diese neue
Vorgehensweise verlangt allerdings auch besondere Verfahren zur numerischen Losung der
Bewegungsgleichungen, auf die gesondert in Kapitel 6 eingegangen wird.

Die Beriicksichtigung von Kontaktbedingungen bei der Bewegungssimulation erfor-
dert natiirlich auch eine mathematische Beschreibung der vorkommenden Kontaktsitua-
tionen (Kapitel 4). Wir schlagen hierzu ein Verfahren vor, welches alle Kontaktsituationen
durch eine geringstmégliche Anzahl von Punktkontakten darstellt. Hierdurch wird nicht
nur die Ordnung der resultierenden Gleichungssysteme minimiert. Durch redundanzfreie
Punktkontaktkonfigurationen sind die Kontaktkréfte auch eindeutig bestimmbar, was der
numerischen Stabilitat der Losungsverfahren zugute kommt.

Ein automatisches Verfahren zur Gewinnung eines solchen minimalen Satzes von
Punktkontakten wird in Kapitel 5 beschrieben. Dieses Verfahren hat den Vorteil, daf
es ohne eine aufwendige Analyse der jeweiligen geometrischen Kontaktregionen (Flachen-
kontakte, Linienkontakte und Punktkontakte) zwischen zwei sich berithrenden Kérpern
auskommt. Stattdessen werden die benétigten Kontaktpunkte direkt aus den Ergebnissen
der Kollisionserkennung abgeleitet. Desweiteren beschreibt dieses Kapitel detailliert die
Anderung von Kontaktsituationen durch die neue Entstehung von Kontakten, durch sich
losende Kontakte, sowie durch direkte Kontaktiibergénge.

In Kapitel 6 wird nun das numerische Verfahren zur Losung der Bewegungsgleichun-
gen mit Kontaktbedingungen vorgestellt. Zunachst wird der Aufbau der Gleichungen noch
einmal zusammengefafit, deren Elemente in den vorangegangenen Kapiteln im Einzelnen
beschrieben wurden. Man erhalt hierbei ein sogenanntes nichtlineares Komplementaritéts-
problem (NCP) zur Bestimmung der an den Punktkontakten wirkenden Kontaktkrafte.
Dieses wird mit Hilfe eines speziellen Operators auf ein nichtlineares Gleichungssystem
zuriickgefithrt, welches durch effiziente iterative Verfahren wie den Newton-Algorithmus
gelost werden kann.

Die Erganzung des bisher beschriebenen Simulationsverfahrens um Reibungseffekte ist
der Gegenstand von Kapitel 7. Hierbei wird nicht nur Gleitreibung, sondern auch Haft-
reibung behandelt. Letztere wird, abweichend von der in der Literatur iiblichen Darstel-
lungsweise, durch kinematische Zwangsbedingungen realisiert. Dadurch ist es moglich, das
beschriebene Verfahren zur Simulation von kontaktbedingten Bewegungsbeschrankungen
auch hierfiir einzusetzen. Ein weiterer Schwerpunkt dieses Kapitels ist der Vergleich dieser
auf wenigen Punktkontakten basierenden Reibungssimulation mit den realen Verhéltnis-
sen flaichiger Reibungskontakte.

Die Einbindung der beschriebenen Verfahren zur Bewegungssimulation in ein System
zur Realisierung virtueller Welten sowie die Benutzerschnittstelle zur interaktiven Ein-
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fluBnahme eines Benutzers auf die darin enthaltenen simulierten Objekte diskutieren wir
in Kapitel 9.

SchlieBlich gehen wir in Kapitel 10 auf verschiedene Simulationsbeispiele ein und enden
mit einer Zusammenfassung und dem Ausblick auf mogliche Erganzungen dieser Arbeit.
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2 Geometrische und mathematische Reprisentatio-
nen

Bevor wir uns mit der Simulation des Bewegungsverhaltens und der kollisionsbedingten
Bewegungsbeschrankungen interaktiv gesteuerter Korper befassen, ist es erforderlich, auf
die mathematischen und geometrischen Reprisentationen der simulierten Objekte einzu-
gehen.

Was in der Realitdt als beriihrbares, ergreifbares und beweghares Objekt vorliegt,
mit dem wir auf intuitive Weise Handhabungsabldufe durchfiihren, erfordert in compu-
tersimulierten Umgebungen entsprechende Reprasentationen und Mechanismen, welche
wesentliche Eigenschaften dieser Objekte widerspiegeln, und dem Benutzer ein moglichst
ebenso intuitives Interagieren erlauben.

Neben der zunichst abstrakten Reprisentation der simulierten Objekte als solche er-
fordert eine entsprechende Simulationsumgebung einerseits, dafi der Anwender direkt in
die synthetische Welt eingreifen kann, und ithm andererseits die Reaktion der simulierten

Objekte auf seine Handlungen ohne Verzégerung mitgeteilt wird (Abb. 1).

Visualisierung
Rechner-

repréasen-
Anwender tation der
simulierten
Bewegungs- Umgebung
steuerung

Abbildung 1: Die Interaktion zwischen dem Anwender und der simulier-

ten Umgebung.

Diese Riickmeldung erfolgt vorwiegend durch Echtzeit-Visualisierung der virtuellen
Welt. Die hierfiir verwendeten Hochleistungsgraphiksysteme bedingen ihrerseits ebenfalls
geeignete Datenstrukturen zur Objekt- und Szenenreprasentation.

2.1 Objektbeschreibungen

Bei der Simulation der Bewegung und des Kontaktverhaltensphysikalischer Kérper wollen
wir uns im Rahmen dieser Arbeit aufstarre Objekte beschiinken. Auch wenn reale starre
Objekte stetsein geringes Maf} an Elastizitat aufweisen, so sind die auftretenden Verfor-
mungen in der Praxis meist so gering, daf} sie bei der geometrischen Objektbeschreibung
vernachldssigt werden lkonnen.

Die Geometrie der betrachteten Kérper sei durch die dulere Hiille beschrieben, wel-
che als Polyeder repiasentiert sei. Da sich jede Objektform durch ein Polyeder beliebig
genau approximieren laf3t, stellt dies in der Praxis keine wesentliche Einschiankung dar.
Polyedrische Geometrien haben einerseits den Vorteil, daf} sie sich mathematisch einfach
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beschreiben und handhaben lassen. Andererseits entsprechen sie genau den Oberflichen-
beschreibungen, welche von modernen Computergraphik-Systemen effizient visualisiert
werden konnen.

Die Hiille eines Polyeders setzt sich aus polygonalen ebenen konvexen? Flichen zu-
sammen, welche an gemeinsamen Kanten und Eckpunkten aneinanderstofen. Die Ob-
jekthilllen lassen sich also durch die geometrischen Grundelemente Fliache, Kante und
Ecke darstellen. Diese Flemente seien als abgeschlossene Punktmengen definiert, so daf
eine Objektkante der Schnittmenge der beiden angrenzenden polygonalen Flachenelemen-
te entspricht, und ebenso ein Eckpunkt die Schnittmenge aller angrenzenden Fléchen
darstellt. Diese Eigenschaft wird spéater fiir die Behandlung spezieller Kontaktsituationen
bedeutsam sein.

Abbildung 2: Die Beschreibungselemente eines Flachenelementes F'.

Jeder Eckpunkt A; eines polyedrischen Objektes O; werde durch seine Koordinaten
a; € R® in einem objektgebundenen Koordinatensystem OKS; beschrieben. Da sowohl
die Kanten als auch die Flachen von O; auf diese Eckpunkte zuriickgefithrt werden, ist
auch die Objektgeometrie durch die Eckpunktkoordinaten innerhalb dieses lokalen Koor-
dinatensystems definiert.

Eine Objektkante By wird eindeutig durch ihre beiden Endpunkte b1 und bg beschrie-
ben, sowie durch den resultierenden Richtungsvektor Gy = bg b1

Ein Flichenelement F der Objekthiille ist gegeben durch die Ebene E: AaTx = ng
mit dem nach auBen gerichteten Normalenvektor n € R?, sowie durch die & Eckpunkte
ay,as,...,4a;, welche von auBen betrachtet (d.h. von der Seite der Ebene, in welche die
Normale weist) gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind (vgl. Abb. 2). Das Innere des
Flachenelementes stellt dam it die Menge aller Punkte der Ebene x € E dar, fiir die gilt

\V/Z' : (fl X (ﬁﬂ_l — flz))T(X — éz) 2 0.

Durch den Bezug auf ein lokales Koordinatensystem ist diese Geometriebeschreibung un-
abhéngig von der jeweiligen Anordnung des Objektes innerhalb einer Gesamtszene.
Neben der Geometriebeschreibung bedarf es auch der Repréasentation einiger phy-

sikalischer Eigenschaften. Zur Aufstellung der Bewegungsglei chungen in Abschnitt 3.4

?Nichtkonvexe Hiillflichen lassen sich stets in konvexe Teile zerlegen
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benotigen wir insbesondere die Masse m des Objektes, die Lage des Schwerpunktes § in
Objektkoordinaten, sowie den Trigheitstensor I € IR**®. Bei topologisch konsistenten Be-
schreibungen der Objekthiille, die frei von Lochern und Selbstdurchdringungen ist, lassen
sich diese GroBen unter Verwendung von Annahmen tiber die Verteilung der Massendichte
(z.B. homogene Dichteverteilung) direkt aus den Geometriedaten bestimmen. Ansonsten
konnen auch Werte aus anderen Quellen, z.B. aus den Konstruktionsdaten eines Bauteiles,
eingesetzt werden.

Desweiteren sind zur Simulation von Reibungseffekten (siehe Kapitel 7) die Reibungs-
koeffizienten vorzugeben.

Die zur Visualisierung eines Objektes erforderlichen Merkmale, wie Farben oder Ober-
flichenbeschaffenheit gehtéren ebenfalls zur Objektbeschreibung, spielen aber bei der ei-
gentlichen Simulation keine Rolle.

2.2 Szenenbeschreibungen

Zur Beschreibung ganzer Szenen, und insbesondere der Lagebeziehungen verschiedener
darin enthaltener Einzelkorper, dient ein gemeinsames Bezugskoordinatensystem, das
Weltkoordinatensystem WKS. Die absolute Lage eines Objektes O; im Raum wird nun
durch eine Transformation T°" zwischen OKS; und WKS beschrieben. Die Koordina-

ten X € IR? eines Objektpunktes im System OKS; werden damit auf die entsprechenden
Koordinaten x € IR® im WKS abgebildet durch die Beziehung

Die Transformation T°" setzt sich aus einem Translationvektor t € IR® und einer
Rotationsmatrix R € IR**? zusammen. Damit erhialt man die einfache Transformations-

vorschrift
x=Rx+t. (1)

Obwohl Rotationsmatrizen in der Anwendung sehr einfach sind, ist ihre Bestimmung
eher unhandlich, da die darin enthaltenen drei freien Parameter (ndmlich die drei Ro-
tationswinkel) auf die 9 Matrixelemente verschmiert sind und somit einen hohen Grad
an Redundanz enthalten. Zur Spezifikation von Rotationen bietet sich alternativ eine
Beschreibung durch die Rotationsachse r und den Rotationswinkel ¢ an. Eine besonders
geschickte Darstellung erlauben hierbei die Hamiltonschen Quaternionen q = (qo,q) € R*

Qe = (cosf rsin£>.
r,p 27 9

Insbesondere entspricht die Verkettung mehrerer Rotationen der Multiplikation der
zugehorigen Quaternionen. Details zur Arithmetik mit Quaternionen sind im Anhang A
zusammengestellt.

Die zu (1) aquivalente Transformationsvorschrift fiir
Quaternions q = (o, q) lautet

mit der Zuordnung

TPW mit den Komponenten des

. _ 2a"%a+ (@ — a’)% + 2g0(q X X)
95 + o

+ t. (2)
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Objekt 1 Objekt 2
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Abbildung 3: Zwei lokale Objektkoordinatensysteme OKS; und OKS,,
und ihr Bezug zum globalen Weltkoordinatensystem WKS.

2.3 Verwendete mathematische Darstellungsformen

SchlieBlich geben wir noch Schriftstilkonventionen sowie die Notation physikalischer Gro-
Ben an, die wir in dieser Arbeit verwenden.

Schriftstilkonventionen
t | Kleinbuchstabe Skalar, Index
a | Kleinbuchstabe fett Vektor in Weltkoordinaten
a | Kleinbuchstabe fett mit Dach | Vektor in Objektkoordinaten
C | GroBbuchstabe fett Matrix
q | fraktur fett Quaternion
Hilfsvariable

0 | Nullvektor, Nullmatrix
E, | n X n Einheitsmatrix
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Notation physikalischer Variablen

f, F | Kraftvektor
v | Geschwindigkeitsvektor
w, w | Winkelgeschwindigkeit

Drehmoment

verallgemeinerte Koordinaten (vergl. 3.2.1)
verallgemeinerter Geschwindigkeitsvektor (vergl. 3.2.2)
Masse

verallgemeinerte Massenmatrix (vergl. 3.2.2)
Tragheitstensor

Zeit

Beschleunigungsvektor

Impulsvektor

Reibungskoeffizient

To e =<3 04
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3 Bewegungssimulation bei interaktiver Handhabung
in virtuellen Welten

3.1 Elemente interaktiver Handhabung in virtuellen Welten

Die Simulation virtueller Realitaten (VR) unterscheidet sich von reinen Computergrafi-
kanwendungen vor allem dadurch, dafl virtuelle Welten dem Benutzer nicht nur realistisch
dargestellt werden, sondern dafl der Benutzer selbst aktiv in die virtuelle Welt eingreift
und direkt mit ihr interagiert. Direkte Interaktion bedeutet hier, dal es dem Benutzer
moglich wird, in der virtuellen Welt enthaltene Objekte mit Hilfe geeigneter Schnittstellen
zu ergreifen, sie umherzubewegen, sie als Werkzeuge zu benutzen und damit realistische
Handhabungsvorginge durchzuspielen. Damit dies moglich wird, sind verschiedene Vor-
aussetzungen erforderlich.

Zunéchst miissen dem Benutzer Instrumente zur Verbindung seiner physikalischen
Realitdt mit der ja nur als Computerrepriasentation vorliegenden virtuellen Welt zur
Verfiigung stehen. Hierzu gehoren insbesonders Eingabegerite, mit welchen virtuelle Ob-
jekte ausgewidhlt und die Bewegungen dieser Objekte innerhalb der virtuellen Welt intuitiv
gesteuert werden konnen. Realistische Simulationen erfordern weiterhin, da virtuelle Ob-
jekte gewissen GesetzmaéaBigkeiten gehorchen wie ihre realen Vorbilder. Hierzu gehoren die
grundlegenden physikalischen Eigenschaften massiver Korper, sich im Falle einer Kollision
nicht zu durchdringen, sondern stattdessen Ausweichbewegungen zu vollziehen, aneinan-
der entlang zu gleiten, oder die Bewegung zu stoppen.

Fiir die Simulation interaktiver Handhabung bedeutet dies, daBl entweder die vom Be-
nutzer spezifizierte Bewegung eines virtuellen Gegenstandes bei Kontakten innerhalb der
virtuellen Welt modifiziert werden muf, oder aber die anderen an dem Kontakt beteiligten
Objekte entsprechend ausweichen. Die Bestimmung eines realistischen, den physikalischen
GesetzmaBigkeiten nahekommenden Bewegungsverhaltens in solchen Kontaktsituationen
ist der eigentliche Gegenstand dieser Arbeit.

3.2 Reprisentation von Bewegungsbeschrinkungen

Die Raumlage eines starren Korpers ist im allgemeinen durch 6 Freiheitsgrade der Bewe-
gung gekennzeichnet, und laBt sich entsprechend durch 6 Parameter bzw. 6 Koordinaten
beschreiben. Der zugehorige Parameterraum wird auch als Konfigurationsraum bezeich-
net. Bei Vorliegen von Bewegungsbeschrankungen, z.B. aufgrund von Hinderniskontakten,
ist die Anzahl der Bewegungsfreiheitsgrade entsprechend reduziert auf m < 6. Dies kann
nun dadurch repréasentiert werden, daf} ein reduzierter Satz von m Koordinaten aufgestellt
wird, welcher genau die verbleibenden Bewegungsmoglichkeiten beschreibt. So lassen sich
beispielsweise die moglichen Raumlagen, die ein Wagen einer Achterbahn annehmen kann,
durch einen einzigen Bahnparameter eindeutig beschreiben, obwohl seine Bahn keineswegs
geradlinig verlduft. Eine alternative Darstellung besteht darin, zwar alle 6 Koordinaten
beizubehalten, jedoch die zulassigen Wertebereiche, z.B. durch die Einfithrung von Kon-
taktbedingungen, entsprechend einzuschranken. Wir wollen diese beiden Ansitze nun ver-
gleichen.
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3.2.1 Ansatz mit reduzierten Koordinaten

Die Raumlage eines starren Korpers sei Bewegungsbeschrankungen unterworfen, so daf
ihm noch m < 6 Bewegungsfreiheitsgrade verbleiben. Dazu sei ein passender Satz von
m Bewegungskoordinaten definiert, welcher die Bewegungsmaoglichkeiten des Objektes
vollstandig beschreibt. Diesem Parametersatz entspricht ein m-dimensionaler Unterraum
L des allgemeinen, 6-dimensionalen Konfigurationsraumes €2, d.h. L C Q. Abb. 4 illustriert
diesen Zusammenhang aus Darstellungsgriinden anhand eines Beispieles niedrigerer Di-
mension. Hier spannt der Parametersatz [z, y, z] den allgemeinen Konfigurationsraum auf.
Der reduzierte Parametersatz [u,v] spannt den Konfigurationsraum eines Objektes mit
Bewegungsbeschrankungen auf, d.h. jede zulassige Objektlage 148t sich durch einen Vektor
[u, v] eindeutig beschreiben.

Abbildung 4: Beispiel fiir reduzierte Koordinaten: Der allgemeine Kon-
figurationsraum werde durch die Koordinaten [z,y, z] aufgespannt. Thm
entspricht die unbeschrankte Objektbewegung. Kommen Bewegungsbe-
schrankungen hinzu, wird der Konfigurationsraum auf einen Unterraum
geringerer Dimension reduziert. In diesem Beispiel wird der reduzierte
Konfigurationsraum durch die Koordinaten [u, v] aufgespannt.

Zur mathematischen Beschreibung des Ansatzes mit reduzierten Koordinaten bezeich-
ne der Vektor q € IR® die Koordinaten im allgemeinen Konfigurationsraum, wihrend
r € R, m < 6 die reduzierten Koordinaten enthalte, welche den Unterraum [ parame-
trisieren.

Wegen L C € gibt es eine eindeutige Beziehung zwischen q und r,

q=F(r).

Eine zulassige Bewegung innerhalb von L 148t sich in beiden Koordinatensystemen
lokal jeweils durch die zeitliche Ableitung darstellen. Die Beziehung zwischen diesen Ab-
leitungen lautet
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wobei

J= aF(I‘) c IR,me
or
die Jakobi-Matrix von F(r) darstellt.
An dieser Stelle wenden wir uns dem Problem zu, fiir eine vorgegebene Sollbewegung
u = q eine resultierende Bewegung u’ zu bestimmen, welche den vorliegenden Bewegungs-
beschrankungen Rechnung tragt, welche also die Bedingung

u =Jr (3)

erfiillt.

Der Vektor 1 laBt sich allerdings nicht iiber © = J~'q bestimmen, da J € R®*™
nicht quadratisch, und somit auch nicht invertierbar ist. Die physikalische Interpretation
dieses Zusammenhangs liegt darin, dafl die Losung dieses Problems ohne weitere Rand-
bedingungen nicht eindeutig ist. Eine Naherungslosung erhilt man iiber die sogenannte
Pseudoinverse

3= (313)7 3",
durch
u = Jr
= JJ'u
-1
= J(373) I (4)
Diese Losung minimiert das quadratische Fehlerfunktional
B = (q-J¢) (- Ji)
= (u-u)" (u-u). (5)
Die resultierende Bewegung u’ ist allerdings nur lokal korrekt, da sie anschaulich ei-
ner Projektion der Bewegungsvorgabe u auf eine Tangentialebene des reduzierten Kon-
figurationsraumes entspricht ®. Die Bewegung wihrend eines betrachteten Zeitintervalls
[t,t + At] sollte daher im reduzierten Koordinatensystem integriert werden, um eine Feh-

lerakkumulation und damit ein Abdriften zu vermeiden. Die Objektlage q'*2!
des betrachteten Zeitintervalls bestimmt sich dann zu

am Ende

q ™ = F(r' + At J').

3Im Beispiel der Abb. 4 wiirde es sich um eine Tangentialebene an die gekriimmte und durch [u,v]
parametrisierte Flache handeln
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Gemessen an der numerischen Komplexitat erscheint dieses Verfahren, welches in je-
dem Simulationsintervall lediglich die Losung eines linearen Gleichungssystems der Ord-
nung m erfordert, zundchst attraktiv im Vergleich zu den iterativen Verfahren, die in
Abschnitt 6 dargestellt werden.

Tatséachlich versteckt sich der groBere Anteil des erforderlichen numerischen Aufwands
jedoch in der Aufstellung der Funktion F, die den Zusammenhang zwischen den reduzier-
ten Koordinaten r und den allgemeinen Koordinaten g beschreibt. Denn nur in einfachen
Situationen laBt sich die einem gegebenen Parametervektor r entsprechende Objektla-
ge q = F(r) geschlossen bestimmen, im allgemeinen Fall ist auch hierzu ein iteratives
Néherungsverfahren erforderlich.

Abbildung 5: Die Lage des Quaders A ist durch vier Punkt-Fliche-
Kontakte sowie eine Parametrisierung durch die lokalen Flachenkoordi-
naten (u,v) eindeutig festgelegt. Diese Lageparameter sind in Weltkoor-
dinaten nicht mehr geschlossen darstellbar.

Ein Beispiel hierfiir zeigt Abb. 5. Die Bewegung des Quaders A wird durch vier Hin-
dernisflachen eingeschrankt, welche der Quader mit vier seiner Ecken beriihrt. Die ver-
bleibenden 2 Bewegungsfreiheitsgrade werden durch die Position der Ecke P, innerhalb
der Flache F; mit Hilfe der lokalen Koordinaten (u,v) parameterisiert. Fiir einen gegebe-
nen Parametersatz (u*,v*) gibt es bei Einhaltung der vier Kontakte genau eine mogliche
Raumlage des Quaders, die sich allerdings nur mit Hilfe numerischer Naherungsverfahren
bestimmen laft.

Ein weiterer Nachteil dieses Verfahrens besteht darin, dafl es rein geometrisch defi-
niert ist, und keine physikalischen Gréen wie beispielsweise Kréfte oder trige Masse
beriicksichtigt. Dadurch ist nicht offensichtlich, wie in der Simulation physikalische Effek-
te, beispielsweise Reibung oder Tragheitseffekte, realisiert werden kénnten.
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3.2.2 Ansatz mit Kontaktbedingungen und Kontaktkréaften

Dieser klassische Ansatz, der in der Literatur auch als Lagrange-Ansatz bezeichnet wird
[4], beruht auf der Einfithrung von Zwangskriften, welche die Beriicksichtigung der Bewe-
gungsbeschrankungen sicherstellen. Werden die Bewegungsbeschrankungen durch Hinder-
niskontakte verursacht, so handelt es sich bei den Zwangskraften um die an den Beriihr-
punkten wirkenden Kontaktkrafte. Die Bewegung eines starren Koérpers wird durch die
insgesamt auf ihn wirkenden Krifte bestimmt. Fiir den reibungsfreien Fall wirken die
Kontaktkrafte jeweils in Richtung der Bertihrnormalen.

Zur mathematischen Beschreibung dieses Ansatzes definieren wir zunéchst den ver-
allgemeinerten Geschwindigkeitsvektor u sowie die Matrix C der Kontaktgeometrie wie

folgt:

T
W [ v ] RS (6)
w
C = [ n; ns n; c RGXk_ (7)
r{ Xny rop Xnyg ... Iy XnNg

Hierbei bezeichnen u € IR? und we R? die translatorische und rotatorische Geschwin-
digkeit, n; € IR?,i = 1...k die Normalenvektoren der Beriithrebenen an den & Kontakt-

punkten, und r; € R®,7 = 1...k die Vektoren vom Massenschwerpunkt des betrachteten
Objektes zu den Kontaktpunkten (vgl. Abb. 6).

P

Abbildung 6: Bezeichnungen der Kontaktgeometrie.
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Da die Richtungen n; der Kontaktkrifte f; = fin; bereits in der Matrix C reprisen-
tiert sind, kénnen wir die Betriige dieser Kréfte zu einem Vektor £ = (f1... fx)" € IR*
zusammenfassen.

SchlieBlich definieren wir die verallgemeinerte Massenmatrix M

mE3 0

MZ[OI

] c ]RGXG

wobei m € IR die Masse, und I € IR**® den Trigheitstensor bezeichnen.
Mit diesen Definitionen 18t sich die Objektbewegung kompakt darstellen als

i=M"Cf +a". (8)

Dabei seien in a® sowohl die Wirkungen von Kreiselkriften als auch von allen sonstigen ex-
ternen Kraften zusammengefafit. An den Kontaktpunkten, welche die Bewegungsmoglich-
keiten einschrénken, darf in Richtung der Beriihrnormalen keine Bewegung stattfinden.
Unter Verwendung der Kontaktgeometrie C entspricht dies der Bedingung CTu = 0.
Damit diese Bedingung bei bestehendem Kontakt aufrechterhalten wird, mufl an den
Kontaktpunkten auch die Beschleunigung in Richtung der Bertihrnormalen verschwin-
den, d.h. CTu = 0. Hieraus folgt nun die Bestimmungsgleichung fiir die Kontaktkrifte
f

0=C"™™M"'Cf + CTa". (9)

Durch Einsetzen in (8) ergibt sich die Objektbeschleunigung, und durch zeitliche Integra-
tion schlieBlich die gesuchte Objektbewegung.

Bei der numerischen Behandlung dieser Vorgehensweise stellt sich die Formulierung
CTa = 0 der Kontaktbedingung jedoch als problematisch heraus. Bei der zeitdiskreten
numerischen Integration von (8) akkumulieren sich kleine Fehler, was ohne weitere Mafl-
nahmen dazu fiihrt, da die Beriihrbedingungen an den Kontaktpunkten im Laufe der
Simulation nicht stabil eingehalten werden.

Um diese Unzulanglichkeit zu vermeiden, wahlen wir eine in Abschnitt 3.4 beschriebe-
ne Vorgehensweise, welche die exakte Einhaltung der Kontaktbedingungen wahrend der
zeitlichen Integration der Bewegungsgleichungen erzwingt.

3.2.3 Kontaktkrifte oder Kontaktimpulse?

Bei der Bewegungssimulation mit Objektberiihrungen lassen sich zwei Situationen unter-
scheiden, bei denen jeweils die Durchdringung der beteiligten Objekte verhindert werden
mufl. Die erste Situation tritt bei einer Kollision genau im Kollisionszeitpunkt auf, wenn
die beiden Objekte sich gerade beriihren, sich an der Kontaktstelle aber noch aufeinan-
der zubewegen. In diesem Fall kann die Durchdringung nur durch einen Kontaktimpuls
Ap = Atf = mAv verhindert werden, der die erforderliche Geschwindigkeitséanderung
bewirkt. Die Zeitspanne At > 0 wird hierbei als sehr kurz angenommen, ohne jedoch ganz
zu verschwinden, da eine unendlich grofle Kontaktkraft f nicht auftreten kann.

Die zweite Situation betrifft einen bereits andauernden Kontakt, bei der die Rela-
tivgeschwindigkeit in Richtung der Kontaktnormalen gleich null ist. In diesem Fall wird
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kein Impuls ausgetauscht, und es wirkt lediglich die zur Aufrechterhaltung des Kontaktes
erforderliche Kontaktkraft.

Der impulsbasierte Ansatz von Mirtich und Canny [35] setzt nun auch in diesem
zweiten Fall zur Kontaktsimulation Impulse ein. Anstelle einer kontinuierlich wirkenden
Kontaktkraft wirken dann viele kurz hintereinander auftretende Mikrokollisionen mit ent-
sprechenden Impulsen, und die am Kontakt beteiligten Objekte vibrieren unmerklich ge-
geneinander. Die aufwendige Simulation dieser andauernden mikroskopischen Bewegung
auch bei scheinbar ruhenden Gegenstinden hat allerdings den Vorteil einer einheitlichen
Behandlung von Kollisionen und bereits bestehenden Kontakten.

Es stellt sich nun die Frage, ob eine solche einheitlichen Behandlung auch mit aus-
schlieBlicher Verwendung von Kontaktkraften denkbar ist. Bei einer zeitdiskreten Bewe-
gungssimulation ist eine solche Vorgehensweise nicht nur méglich, sondern bietet sich
geradezu an. Fiir die Dauer At eines Simulationsschrittes wird dabei jeweils eine konstan-
te Kontaktkraft angesetzt, die im Falle eines andauernden Kontaktes der kontinuierlichen
Kontaktkraft entspricht. Die Wirkung dieser Kraft {iber das Zeitintervall hinweg ent-
spricht aber gleichzeitig auch der Wirkung eines Impulses p = Atf. Setzt man nun die
Wirkungsdauer eines bei einer Kollision erforderlichen Kontaktimpulses gleich einem Si-
mulationsschritt, so gehen beide Sichtweisen ineinander tiber, und eine Unterscheidung ist
nicht mehr nétig.

Abb. 7 vergleicht den prinzipiellen zeitlichen Verlauf der Kontaktkraft bei einer Kol-
lision mit anschliefend fortdauerndem Kontakt (a) mit dem entsprechenden Verlauf bei
einheitlicher Behandlung mit Kontaktimpulsen (b) sowie mit Kontaktkréften in einer
zeitdiskreten Bewegungssimulation (c).

3.3 Bewegungsbeschrinkungen bei interaktiven Handhabungs-
simulationen

Die Bewegung eines physikalischen Korpers folgt gemafl den Gesetzen der Mechanik den
auf den Korper wirkenden Kriften und Momenten. Wird die Bewegung eines solcher
Korpers interaktiv (z.B. durch die Hand eines Benutzers) gesteuert, so tragen hierzu
auch die Kréfte und Momente bei, die durch die Handhabung auf den Kérper iibert-
ragen werden. Umgekehrt wirken Reaktionskrafte vom gegriffenen Objekt auf die Hand
zuriick, wenn dieses beispielsweise gegen ein Hindernis sto8t, und schranken dessen Bewe-
gungsmoglichkeiten ebenfalls ein. Dieser in der physikalischen Welt selbstverstandliche Zu-
sammenhang stellt beil der Simulation von Handhabungsablaufen in virtuellen Umgebun-
gen eine Schwierigkeit dar, wenn keine Kraftwechselwirkung zwischen der physikalischen
Welt des Benutzers und der virtuellen Welt existiert. Bei der interaktiven Manipulation
von Gegenstanden in virtuellen Umgebungen soll die Bewegung eines manuell kontrol-
lierten Objektes moglichst genau der Hand des Benutzers folgen. Bestehen in der virtu-
ellen Welt jedoch Bewegungsbeschrankungen, z.B. aufgrund von Hinderniskollisionen, so
wirken diese ohne Kraftriickkopplung nicht auf die Hand des Benutzer zuriick, und die
Bewegungsmoglichkeiten der Hand werden nicht entsprechend eingeschrankt. Folgt das
gesteuerte virtuelle Objekt nun weiterhin der Bewegungsvorgabe durch die reale Hand,
so werden die innerhalb der virtuellen Welt erforderlichen Bewegungsbeschrankungen bei
der Objektbewegung nicht beriicksichtigt.
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Abbildung 7: Zeitlicher Verlauf der Kontaktkraft bei einer Kollision
(a) kontinuierlicher Verlauf, (b) mit Kontaktimpulsen, (¢) mit zeitdis-
kreten Kontaktkréften.

Eine sinnvolle Simulation virtueller Umgebungen ist jedoch nur méglich, wenn das
Verhalten der simulierten Objekte weitgehend dem entsprechender physikalischer Objek-
te entspricht. Dies bedeutet insbesondere, dafl sich massive Korper nicht durchdringen
diirfen, und kollisionsbedingte Bewegungsbeschrankungen einzuhalten sind.

Die Bewegungssimulation bei interaktiver Handhabung in virtuellen Welten mufl daher
in der Lage sein, aus der Bewegungsvorgabe durch die reale Hand des Benutzers zusammen
mit den Randbedingungen innerhalb der virtuellen Umgebung eine glaubhafte, intuitiv
nachvollziehbare, und vom Benutzer aufgrund seiner alltdglichen Erfahrung vorhersaghare
Bewegung des gesteuerten Objektes zu bestimmen.

3.3.1 Beschreibung als Minimierungsaufgabe mit Randbedingungen

Gegeben sei ein Kérper, welcher an & Kontaktpunkten mit festen Hindernissen in Beriih-
rung steht, und fiir den eine Sollbewegung vorgegeben sei, die sich aufgrund der Kontakte
nicht realisieren laBt. Gesucht ist eine Ersatzbewegung, welche die Kontaktbedingungen
beriicksichtigt. Ein moglicher Ansatz zur Losung dieser Aufgabe ist die Formulierung
einer geeigneten Abstandsfunktion, welche unter gegebenen Randbedingungen minimiert
werden soll.

Zur mathematischen Beschreibung dieser Minimierungsaufgabe verwenden wir wieder
den in Abschnitt 3.2.2 definierten verallgemeinerten Geschwindigkeitsvektor u € IR® und
die Matrix C € R%** der Kontaktgeometrie gemaB Gln. (6) und (7).
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Weiterhin bezeichne u’ € IR® die gesuchte Ersatzbewegung des Objektes und u die
vom Benutzer interaktiv vorgegebene Sollbewegung. Zur Bestimmung von u’ wahlen wir
ein quadratisches Fehlermafl £ der Form

= %(u' _ WG — ), (10)

welches unter Einhaltung der £ Kontaktbedingungen minimiert werden soll. Dabei be-
zeichnet G eine Diagonalmatrix, welche durch eine geeignete Gewichtung der Komponen-
ten von v und w eventuelle Skalierungseffekte kompensiert *.

Die Kontaktbedingungen lassen sich darstellen durch die Beziehung

C™u' =o0. (11)

Anschaulich bedeutet dies, daff die Normalkomponenten der Kontaktgeschwindigkeiten
verschwinden sollen.

Zur Bestimmung einer Geschwindigkeit u’, welche E(u’) minimiert, wahlen wir den
Ansatz der Lagrange-Multiplikatoren, formulieren die Bedingung

0
ou’

(E(u')—)\TCTu') =0

und erhalten nach einigen Umformungen und unter Verwendung von (11) den Vektor
der Lagrange-Multiplikatoren A:

Gu'—u)-CAx=0

u=u+G'CX (12)
Clv'=C’u+C'G'CA=0
A=-(c"e'c)” CTu. (13)

Nach Einsetzen von (13) in (12) erhdlt man schlieBlich die gesuchte Geschwindigkeit

u'’:

v =u-Gclc’aic]” ¢l (14)

3.3.2 Physikalisch orientierter Ansatz

Alternativ zu dieser abstrakten Vorgehensweise 1Bt sich diesselbe Aufgabe auch in einer
eher physikalisch motivierten Weise beschreiben. Dazu fithren wir an den Kontaktpunkten
Kriéfte ein, welche die Kontaktbedingungen aufrechterhalten sollen. Wir beschranken uns
im Moment auf den reibungsfreien Fall, so dafi die Kontaktkréfte jeweils in Richtung der
Berithrnormalen n; wirken. Die Betrige der Kontaktkréfte seien wieder zu einem Vektor
f € IR zusammengefaBt.

4FEine Mafstabsinderung beriihrt nur die translatorischen Geschwindigkeitskomponenten v, nicht aber
die Winkelgeschwindigkeit w. Um das Fehlermafl unabhéngig von einem Skalierungsfaktor s zu machen,

. E; O .
muf} G proportional zu [ 0 s°E, ] sein.
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Um eine kompakte Beschreibung zu erhalten, verwenden wir erneut die Matrix C der
Kontaktgeometrie, sowie die verallgemeinerte Massenmatrix M € IR®*® gemaf Gl. (8).

Die extern vorgegebene Sollbewegung werde wieder durch den verallgemeinerten Ge-
schwindigkeitsvektor u bezeichnet und die gesuchte resultierende Bewegung durch u'’.

Mit diesen Definitionen erhdlt man unter Vernachliassigung der Kreiselkrafte die Be-
wegungsgleichung

u =u+ AtM~ICT. (15)

Da die Form von (15) genau derjenigen von (12) enspricht, erhalt man analog zu oben

das Ergebnis
W =u-M'c[c"™M'c|” CTu. (16)

Ein Vergleich zwischen (14) und (16) ergibt, daf beide Ergebnisse identisch sind, wenn
man die Gewichtungsmatrix G mit der Massenmatrix M identifiziert. Der physikalische
Ansatz realisiert also genau die geforderte Minimierung des verwendeten Abstandsmasses.
Um die Plausibilitdt dieses Ergebnis zu untermauern, priiffen wir noch, ob die Massenma-
trix auch die geforderten Eigenschaften der Gewichtungsmatrix G besitzt.

Die Komponenten [;;,2,7 = 1...3 des Tragheitstensors I bestimmen sich zu [;; =
[ z;x; dm. Bei einer Skalierung der Geometrie mit dem Faktor s sind diese Komponenten
1%

alle proportional zu ms?. Damit hat M genau die zur Kompensation von Skalierungsef-
fekten erforderliche Struktur.

Ein weiterer Vergleich von (15) und (12) ergibt, dafl die Kontaktkrafte At f gerade den
Lagrange-Multiplikatoren A entsprechen. Verfahren, bei welchen Bewegungsbeschrankun-
gen durch Kontaktkrafte realisiert sind, werden daher in der Literatur (z.B.[4]) auch als
Lagrange-Ansiitze bezeichnet ®.

3.4 Bewegungssimulation mit Stabilisierung der Kontaktbedin-
gungen

Die Fehlerakkumulation bei der in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen klassischen Vorgehens-
weise zur Simulation eingeschrankter Objektbewegungen rithrt daher, dafl die Randbe-
dingungen fiir die Objektbeschleunigung formuliert werden, und nicht fiir die Objektpo-
sition. Das nun vorgestellte Verfahren unterscheidet sich hiervon wesentlich dadurch, daf§
die Randbedingungen der Bewegungsbeschrankungen unmittelbar fiir die Objektposition
formuliert werden, und somit keiner Fehlerakkumulation unterworfen sind.

5Baraff und Mattikalli diskutieren in [2] eine verwandte Fragestellung. Sie vergleichen drei Méglichkei-
ten, die initiale Bewegungsrichtung eines zu Beginn ruhenden Objektes zu bestimmen, welches sich unter
dem Einflufl der Schwerkraft entlang gegebener Kontaktflichen zu bewegen beginnt. Die erste Formulie-
rung bestimmt die initiale Beschleunigung aus den Gewichtskraften und den wirkenden Kontaktkréften,
die durch ein quadratisches Programm bestimmt werden. Der zweite Ansatz beruht auf Gauss’ Prinzip des
geringsten Widerstandes. Der dritte Ansatz betrachtet das Schwerefeld als Potentialfunktion und unter-
stellt, dafl Objekte dem steilsten Gradienten dieses Potentials abwirts folgen. Alle drei Vorgehensweisen
fiihren zum selben Resultat.
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Um dies zu ermoglichen, zerlegen wir die Ausgangsgleichung (8) zunachst in ihre Kom-
ponenten, und erhalten die bekannten Newton-Euler-Gleichungen fiir die Bewegung eines
starren Korpers:

k

> fi (17)

1
m i=1

k
w = I (Zrixfi—wxlw). (18)

=1

Dabei bezeichnen f; die wirkenden aufleren Krifte, r; die Vektoren vom Massenschwer-
punkt des betrachteten Korpers zu den Punkten, an denen die Krafte ansetzen, m die Mas-
se des Korpers und I seinen Tréigheitstensor. Im folgenden nehmen wir zur Vereinfachung
der Darstellung an, daf} auf den Korper als duflere Krifte nur eine Anzahl von k& Kon-
taktkraften wirke. Andere dulere Krifte, wie z.B. die Schwerkraft, lassen sich problemlos
hinzufiigen, spielen aber fiir die weitere Diskussion zur Bestimmung der Kontaktkrafte in
diesem Abschnitt keine Rolle.

Die Raumlage des Korpers ergibt sich durch zeitliche Integration der Gleichungen (17)
und (18) sowie aus den Beziehungen

c = v (19)
1

wobei der Verschiebungsvektor ¢ den Ort und das Quaternion q die Orientierung in Welt-
koordinaten beschreiben. Die Darstellung von Rotationen durch Quaternionen ist im An-
hang A genauer beschrieben. Dort findet sich auch eine Herleitung des Quaternionenpro-
duktes w - g in der Gleichung (20).

Um diese Bewegungsgleichungen numerisch integrieren zu kénnen, diskretisieren wir
sie, und erhalten die Differenzengleichungen

1 k
Vt+At = Vt + At E Z qul’lzt (21>
=1
i=1

In den Gln. (21) und (22) bezeichnen n; die Kraftrichtungen, und f; die Betrige der
Krifte. Die Integration erfolgt dabei iiber das Zeitintervall [¢, ¢ + At].

Die Diskretisierung von (23) und (24) fithrt auf die folgenden Beziehungen fiir die
Objektposition:

ct-l—At — ct +At Vt-}-At (23)

1
g = a A0, W) g (24)

#+4% yu einem Quaternion dar. Da

jedem Quaternion q eine Rotationsmatrix R(q) eindeutig zugeordnet ist (vgl. Anhang A),

Dabei stellt (0, w!*2!) die Verallgemeinerung von w



26 3 BEWEGUNGSSIMULATION

158t sich Gleichung (24) alternativ auch mit Rotationsmatrizen wie folgt formulieren:
R(") = R(I, JA1w'*4) R(q)
oder ur
R = R(1, SA1w*) R, (25)

Man beachte, daB bei der Diskretisierung fiir (21) und (22) Vorwértsdifferentiation,
dagegen fiir (23) und (24) bzw. (25) Riickwértsdifferentiation gewéhlt wurde. Dadurch ist
es moglich, (21) in (23) und (22) in (25) direkt einzusetzen. Insgesamt erhilt man damit
ein Gleichungssystem fiir die Position ¢/*2" und die Orientierung R'*2? des Korpers am
Ende des Zeitintervalles At als Funktion der unbekannten Kontaktkréfte £ = (f;... fx)T.

Die Kontaktbedingungen lassen sich damit, wie gefordert, fiir die Raumlage des Kor-
pers formulieren, anstatt fiir dessen Geschwindigkeit oder Beschleunigung. Die Kontakt-
bedingungen ¢;,© = 1...k beziehen sich dabei direkt auf die Kontaktabsténde w;, wie sie
in Kapitel 4.5 dargestellt werden, und nehmen die allgemeine Form

w; = (R %) =0, i=1...k (26)

an. Setzt man die Bewegungsgleichungen in diese Kontaktbedingungen ein, und fafit diese
zu einem Vektor g zusammen, so erhdlt man schliefllich ein nichtlineares Gleichungssystem

gf)=0, g:R* =R (27)

zur Bestimmung der Kontaktkrifte f.
In den folgenden Kapiteln 4 und 5 wird diese Beziehung erweitert werden auf ein
Gleichungssystem der Form

g(fy>0, f>0, g'f=0.

In Kapitel 6 wird auf die Losung dieses Systems detailliert eingegangen. Durch die
dargestellte spezielle Formulierung wird dabei erreicht, dafl die Einhaltung der Kontakt-
bedingungen im Laufe der Simulation stets gewédhrleistet ist.

3.5 Erweiterung auf mehrere bewegliche Objekte

Die vorangegangenen Darstellungen beschréankten sich auf den Fall eines einzelnen beweg-
lichen Objektes, welches mit feststehenden Hindernissen in Kontakt steht und dadurch
in seiner Bewegungfreiheit eingeschrankt ist. Wir betrachten nun die Erweiterung dieser
Situation, indem wir mehrere bewegliche Objekte in Betracht ziehen, welche sich insbheson-
dere auch gegenseitig berithren kénnen. Dieser Fall ist fiir viele praktische Anwendungen
von grofler Bedeutung. Man denke beispielsweise an die Simulation eines interaktiv gefiihr-
ten Werkzeuges, welches auf bewegliche Werkstiicke einwirkt (z.B. Schraubenzieher und

Schraube).
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Solange die beweglichen Objekte sich nicht gegenseitig berithren, sondern jeweils nur
feststehende Hindernisse, 148t sich die eingeschrankte Bewegung jedes Objektes unabhén-
gig betrachten. Es geniigt in diesem Fall, die oben beschriebene Vorgehensweise auf jedes
der Objekte anzuwenden. Der numerische Aufwand ist dabei direkt proportional zur An-
zahl der beweglichen Objekte.

Wenn sich bewegliche Objekte auch gegenseitig beriihren, schranken sie ihre Bewe-
gungsmoglichkeiten wechselseitig ein, und kénnen daher nicht mehr unabhéngig betrach-
tet werden. Wir bezeichnen eine Menge von beweglichen Objekten, welche entweder direkt
oder iiber andere bewegliche Objekte miteinander in Kontakt stehen, als Kontaktcluster

(vel. Abb. 8).

Abbildung 8: Darstellung der zur Beschreibung eines Kontaktclusters
verwendeten Grofen (siehe Text).

Zur Beschreibung der Simulation eines Kontaktclusters aus n Objekten mit insgesamt
k Kontakten verallgemeinern wir einige der eingefithrten Grofien wie folgt.
Die Matrix der Kontaktgeometrien C € IR®"** hat nun die Form

L J
X3 X3
ch =
0...0 I’IT- (rz-jxnij)T 0...0 1’1}; (I‘janji)T 0...0

vy

Dabei bezeichnet r;; den Vektor vom Schwerpunkt ¢; des Kérpers ¢ zum Kontaktpunkt
zwischen den Koérpern ¢ und 5 und n;; = —nj; steht fiir die Normale der Kontaktebene
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zwischen diesen beiden Korpern. Jeder Spaltenvektor von C hat im Falle eines Kontaktes
zwischen den Kérpern i und j je einen Eintrag der Form [n”, (rxn)”]" mit Indices (i7)
und (jz), oder aber im Falle eines Kontaktes zwischen Korper ¢ und einem feststehenden
Hindernis nur einen solchen Eintrag mit Index .

Weiterhin sei u € IR®” der Vektor der verallgemeinerten Geschwindigkeiten

u! = [vi,wi, .., Vi, wa]”
und M € R®"*%" die verallgemeinerte Massenmatrix
[ mE 0]
I
M =
my,E
0 L |

Mit f € IR* sei der Vektor der Kontaktkrifte bezeichnet und mit a® der Vektor der
externen Beschleunigungen,
(a)" =g, —I7'wi x Lwy,...,g —I7'w, x Lw,]"
Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kénnen wir die Bewegungsgleichung (8) fiir das Mehr-

koérperproblem unverandert formulieren:
u=M"Cf +a".

Die Diskretisierung des Gleichungssystems und die Aufstellung des nichtlinearen Glei-
chungssystems zur Bestimmung der Kontaktkrifte geschieht ganz analog zu der fiir ein
einzelnes bewegtes Objekt beschriebenen Vorgehensweise. Man erhélt auch hier ein Sy-
stem

g(f)=0,g: R" = R",

welches iterativ zu losen ist.

Identifikation von Kontaktclustern

Die Korper, welche zu einem gemeinsamen Kontaktcluster gehoren, lassen sich effizient
mit einem Verfahren zur Bestimmung von Zusammenhangsgraphen bestimmen ([13]). Alle
in Frage kommenden Objekte stellen dabei die Knoten des Graphen dar, und alle Kon-
taktpunkte entsprechen den Kanten des Graphen. Gesucht sind nun diejenigen Gruppen
von Knoten, welche direkt oder indirekt iber Kanten miteinander in Verbindung stehen.

Wir verwenden hierzu eine depth-first Strategie (vgl. untenstehenden Pseudocode).
Jeder Knoten durchlauft dabei die Stadien unbekannt, bekannt und fertig. Zu Beginn sind
alle Knoten unbekannt. Ausgehend von einem Startknoten K; werden alle mit diesem
tiber eine Kante verbundenen adjazenten Knoten K; € Adj[K;] untersucht. Wird dabei
ein noch unbekannter Knoten entdeckt, so wird dieser in den Zustand bekannt versetzt, und
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die depth-first-Suche wird rekursiv bei K; fortgesetzt. Hat ein Knoten keine adjazenten
unbekannten Knoten mehr, so geht er in den Status fertig {iber, und die Suche kehrt
zur nachsthoheren Rekursionsebene zuriick. Wahrend des Suchprozesses werden alle neu
entdeckten Cluster-Elemente in eine Cluster-Liste aufgenommen. Ein Kontaktcluster ist
vollstandig identifiziert, wenn der Startknoten K; in den Zustand fertig iibergeht.

Anschliessend wird der gesamte Graph erneut nach unbekannten Knoten durchsucht.
Wird ein solcher entdeckt, dient er als Startknoten zur Identifikation eines weiteren Kon-
taktclusters. Die Analse wird solange fortgesetzt, bis sich alle Knoten des Graphen im
Zustand fertig befinden.

clusterAnalyse {
for each K; {
status[K;] = unbekannt
}

for each K; {
if (status[K;] == unbekannt) {
initClusterList()
depthFirstSearch (Kj;)
processClusterList()

depthFirstSearch (K;) {

addToClusterList( K;)

status[K;] = bekannt

for each K; € Adj[K;] {
if (status[K;] == unbekannt) {

depthFirstSearch (A

}

}

status[K;] = fertig
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4 Beschreibung von Kontakten zwischen Objekten

4.1 Allgemeines

Aufgrund der polyhedralen Gestalt der betrachteten Kérper lassen sich alle Kontaktsi-
tuationen zwischen zwei solchen Kérpern auf die 9 Kontaktarten zuriickfithren, welche
sich durch die Kombination der 3 Geometrieelemente Ecke, Kante und Flache ergeben.
Diese Kombinationen lassen sich, wie in Tabelle 1 dargestellt, durch die Dimension der
zugehorigen Kontaktregionen klassifizieren.

Dimension der Kontaktregionen

Flache | Kante | Ecke
Flache 2 1 0
Kante 1 0 (0)
Ecke 0 (0) (0)

Tabelle 1: Klassifikation der Kontaktpaare nach der
Dimension der zugehorigen Kontaktregionen. Die mit
Klammern markierten degenerierten Kontaktpaare wer-
den im Text ndher erlautert.

Neben der Dimension der Kontaktregion 1a8t sich jedem Kontaktpaar auch eine Kon-
taktnormale n sowie die zugehorige Berithrebene zuordnen, welche die betrachteten Ob-
jekte im Bereich der Kontaktregion separiert. Wenn an einem Kontaktpaar eine Fliche
beteiligt ist, fallt die Kontaktnormale mit der Flachennormale zusammen (Abb. 9a). Im
Falle eines Kante-Kante-Kontaktes (Abb. 9b) bestimmt sich die Kontaktnormale aus den
beiden Kantenrichtungen uq, u; durch n = u; xu,. In den verbleibenden Fillen, welche in
Tabelle 1 durch Klammern markiert sind, ist zunéchst keine eindeutige Kontaktnormale
angebbar.

Um eine einheitliche Vorgehensweise zur Beriicksichtigung von Kontakten im Rah-
men der Bewegungssimulation zu ermoglichen, zeigen wir in den folgenden Abschnitten
zundchst, daB sich alle in Tabelle 1 aufgefiihrten Kontakttypen durch die Punktférmigen
Kontaktarten Ecke-Fliache bzw. Fliche-Ecke und Kante-Kante substituieren lassen.

4.2 Substitution von Linien- und Fliachenkontakten durch Punkt-
kontakte

Eine linienhafte Kontaktregion entsteht bei der Berithrung einer Kante K eines Objektes
O; mit einer konvexen Fliche F, eines weiteren Objektes Oy (Abb.10a) als Schnittmenge
S = K; N Fy. Seien a; und a, zwei verschiedene Punkte in K7, und die Flache F; liege in
der Ebene E : nLx = dp. Damit sind die Aussagen

ngal—dE:()/\ngag—dE:O
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a) b)
Abbildung 9: Bei einem Punkt-Flache-Kontakt ist die Bertihrnormale
durch die Normale der Kontaktebene definiert (a). Bei einem Kante-
Kante-Kontakt steht die Bertihrnormale n orthogonal zu den beiden
Kantenrichtungen u; und u, (b).
und

ng(al +AMag—a;))—dg =0 VYie[0,1]

aquivalent. Hieraus folgt, daB S genau dann eine linienhafte Kontaktregion darstellt, wenn
es zwei verschiedene Punkte a;, a; € K7 gibt, fur die gilt a;,a; € F,. Ein Linienkontakt
kann somit durch zwei Punktkontakte substituiert werden, welche innerhalb der Kontakt-
region liegen, ohne daB sich an der Kinematik der beteiligten Polyeder etwas dndert (Abb.
10b).

Eine analoge Uberlegung 148t sich fiir einen flichenhaften Kontakt (Abb. 10c) an-
stellen, und man erhélt das Ergebnis, daf} ein solcher Kontakt durch drei Punktkontakte
ersetzbar ist, welche innerhalb der flichigen Kontaktregion liegen (Abb. 10d).

Dieses Frgebnis ist sowohl intuitiv nachvollziehbar, als auch physikalisch nicht un-
verniinftig, wenn man beriicksichtigt, dafl bei realen Objekten vollkommen ebene Fléachen
und vollkommen gerade Kanten nicht zu erwarten sind. Diese idealisierten Strukturen sind
das Frgebnis der Formapproximation durch Polyeder, durch welche mikroskopische Unre-
gelméaBigkeiten der duleren Gestalt unterdriickt werden. Solche Rauhigkeiten fithren dazu,
dafl auch bei realen starren Objekten keine wirklichen Linienkontakte oder Flachenkon-
takte auftreten, sondern stattdessen eine beschrankte Anzahl von Punktkontakten (vgl.
Abb. 11).

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Kontaktpunkte zur Repréasentation der
betrachteten Kontaktregionen herangezogen werden sollen. Streng mathematisch spielt
es keine Rolle, welche drei verschiedenen Punkte einer Kontaktflache bzw. welche zwei
verschiedenen Punkte eines linienhaften Kontaktsegments ausgewéhlt werden. Liegen die
Kontaktpunkte jedoch sehr nahe beieinander, so fithren kleine numerische Ungenauig-
keiten bei der Bestimmung des Kontaktabstandes zu einem relativ grofen Winkelfehler
zwischen den sich beriihrenden Korpern (vgl. Abb. 23). In diesem Sinne ist beispielsweise
die Konfiguration in Abb. 12b derjenigen in Abb. 12a vorzuziehen.
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Objekt A Objekt A
3
1
P . Fa a .
Objekt B Objekt B
a) b)
Objekt A Objekt A
P =4
2 /%"
P
1 P,
Objekt B Objekt B
c) d)

Abbildung 10: Ein Ecke-Flache-Kontakt des Liniensegmentes K (a)
ist dquivalent zu zwei Punkt-Flache-Kontakten bei a; und a; (b). Ana-
log kann ein Flache-Flache-Kontakt F (¢) durch drei Punkt-Flache-
Kontakte ersetzt werden (d).

L o ) e o

Abbildung 11: Bei realen Objekten existieren aufgrund der Feinstruk-
tur der Materialien keine perfekt ebenen Flachen und keine perfekt
geraden Kanten. Unter der Annahme starrer Objekte ist die Realisie-
rung von Flachenkontakten und Linienkontakten durch jeweils wenige
Punktkontakte auch physikalisch plausibel.

Bei einem Linienkontakt bietet es sich daher unmittelbar an, die beiden Randpunkte
der Kontaktregion als Kontaktpunkte zu wahlen. In diesem Zusammenhang betrachten
wir verschiedene Konfigurationen von Linienkontakten naher. In Abb. 13a sind die drei
moglichen Fille dargestellt, welche bei einem Kante-Flache-Kontakt auftreten kénnen.
Hierbei sind die Kontaktsegmente jeweils fett markiert. Da die Endpunkte einer Objekt-
kante gleichzeitig auch Eckpunkte des Polyeders sind, ist offensichtlich, dafl die Rand-
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Abbildung 12: Ein Flache-Flache-Kontakt 1a8t sich durch drei nicht
kollineare Punkt-Fliche-Kontakte nachbilden. Liegen diese sehr nahe
beieinander (a), so konnen numerische Ungenauigkeitendie Stabilitat
der Kontaktsimulation beeintrachtigen. Besser wire beispielsweise die

Anordnung (b).

punkte der Kontaktsegmente stets mit Ecke-Flache-Kontakten (a,b,c) oder Kante-Kante-
Kontakten (d,e,f) zusammenfallen.

b//C
a) /d % b)

Abbildung 13: Links: Realisierung eines Kante-Flache-Kontaktes
durch Punkt-Kontakte (bei a,b,c als Punkt-Fliche-Kontakt, bei d.e,f
als Kante-Kante-Kontakt). Die Kontaktregionen sind fett markiert.
Rechts: Realisierung eines Flache-Flache-Kontaktes durch Punkt-
Kontakte (bei a,ce als Punkt-Fliche-Kontakt, bei b,d als Kante-
Kante-Kontakt). Die Kontaktregion st schattiert dargestellt.

Im Falle eines Flichenkontaktes gelten @hnliche Uberlegungen. Zunichst 1iBt sich
leicht zeigen, dafl die Schnittmengezweier konvexer Polygone ebenfalls ein konvexes Poly-
gon darstellt. Dies gilt somit auch fiir die Kontaktregion eines Fhchenkontaktes. Wie sich
aus Abb. 13b ersehen laBt, fallen die Eckpunkte der schattiert dargestellten polygonalen
Kontaktregion wiederumentweder mit Ecke-Fliche-Kontakten (a,c.e) oder Kante-Kante-
Kontakten (b,d) zusammen.

Handelt es sich bei der Kontaktfliche um ein Dreieck, so stellen dessen Eckpunkte
diejenigen Punkte mit dem gréfiten gegenseitigen Abgand dar und sind somit optimal ak
Punktkontakte zur Substitution des Flachenkontaktes geeignet. Wird die Kontaktfliche
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von mehr als drei Kanten begrenzt, so sind die Eckpunkte dieses Polygons zumindest gute
Kandidaten zur Auswahl der drei benttigten Punktkontakte.

Zusammenfassend 1aBt sich feststellen, dafl sich sowohl Linienkontakte als auch Fla-
chenkontakte durch Punktkontakte ersetzen lassen. Dabei sind die Eckpunkte der jeweili-
gen Kontaktregion als Kontaktpunkte besonders gut geeignet. Diese Punkte fallen jeweils
genau mit den an der Kontaktregion beteiligten Ecke-Flache-Kontakten und Kante-Kante-
Kontakten zusammen.

In diesem Zusammenhang ist entscheidend, daf} die verfigharen Verfahren zur Fest-
stellung von Kollisionen zwischen polyhedralen Korpern gerade auf die Erkennung von
Ecke-Flache-Kontakten und Kante-Kante-Kontakten zugeschnitten sind, und somit genau
die von uns benétigten Kontaktelemente bereitstellen. Hierauf wird bei der Diskussion der
Entstehung neuer Punktkontakte in Kapitel 5.2 noch néher eingegangen.

4.3 Substitution von degenerierten Kontakten durch Punktkon-
takte

Als degeneriert bezeichnen wir im folgenden die Kontakttypen Ecke-Ecke und Ecke-Kante.
Diese Fille, welche in Tabelle 1 durch Werte in Klammern markiert sind, unterscheiden
sich von den restlichen (reguldren) Kontakttypen durch folgende Merkmale:

o Fiir sie ist keine eindeutige Kontaktebene bzw. Kontaktnormale definiert

¢ Eine Relativbewegung am Kontaktpunkt kann entweder gar nicht (bei Ecke-Ecke)
oder nur in einer einzigen Richtung (bei Ecke-Kante) erfolgen, ohne dafi der Kontakt
sich 16st oder in einen anderen Kontakttyp (z.B. Ecke-Fliache oder Kante-Kante)
iibergeht. Bei den reguliren Kontaktenarten stehen fiir die tangentiale Kontaktge-
schwindigkeit beide Dimensionen der Kontaktebene zur Verfiigung.

Insbesondere der erste Punkt ist fiir die Definition von Kontaktkraften, denen auch
eine Richtung zugeordnet werden muf} , problematisch. Eine von Bouma und Vanécek
[7] vorgeschlagene Losung geht davon aus, daB die degenerierten Kontaktarten aus re-
guldren Kontaktarten heraus entstehen und iibernehmen im Sinne zeitlicher Kohérenz
die Kontaktnormale dieses zeitlich vorausgehenden Kontaktes auch fiir den degenerierten
Kontakt. Dieser Vorschlag geht in die richtige Richtung. Es erscheint aber konsequenter,
die Situationen Ecke-Ecke und Ecke-Kante gar nicht als eigenstédndige Kontaktarten zu
reprasentieren, sondern grundséitzlich durch reguldare Punktkontakte zu ersetzen.

Dies 148t sich aufgrund der gewdhlten Topologie auch formal gut begriinden. Es wurde
bereits in Abschnitt 2.1 dargestellt, dafl die Flachen und Kanten der betrachteten polyhe-
dralen Objekthiillen als abgeschlossene Punktmengen definiert sind. Damit kann ein Ecke-
Ecke-Kontakt gleichermaflen als eine der Kontaktarten Ecke-Flache oder Kante-Kante in-
terpretiert werden. Analog kann ein Ecke-Kante-Kontakt als Ecke-Flache-Kontakt oder
Kante-Kante-Kontakt aufgefaBt werden (siehe Abb. 14,15).

Welche der genannten Alternativen jeweils zum Zuge kommt, ergibt sich automatisch
aus der jeweiligen Vorgeschichte des Kontaktes, und damit letztlich aus den néheren
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LLy

Abbildung 14: Ein Ecke-Flache- Kontakt ) und seine degenerierten
Fille Ecke-Kante (b) und Ecke-Ecke (

38

Abbildung 15: Ein Kante-Kante-Kontakt (a) und seine degenerierten
Fille Ecke-Kante (b) und Ecke-Ecke (c).

Umsténden bei der Entstehung des Kontaktes, z.B. aufgrund einer Kollision.?

In Abb. 14 wandert ein Ecke-Flache-Kontakt (14a) zu einer Kante (14b) oder Ecke
(14c) der Kontaktflache. In Abb. 15 wandert ein Kante-Kante-Kontakt (15a) zunéchst zu
einem Endpunkt einer der Kanten (15b), und schliefilich auch noch zu einem Endpunkt
der zweiten beteiligten Kante (15¢). Die beiden Ecke-Kante-Konfigurationen (14b,15b)
und die beiden Ecke-Ecke-Konfigurationen (14c,15¢) sind aufgrund ihrer Vorgeschichte
jeweils eindeutig als Ecke-Flache-Kontakt beziehungsweise als Kante-Kante-Kontakt re-
prasentiert.

Die zur Représentation degenerierter Kontaktarten durch reguldre Punktkontakte be-
notigte Anzahl von Kontaktpunkten hiangt davon ab, ob an der Kontaktsituation konvexe
und/oder konkave Ecken und Kanten beteiligt sind. Stellvertretend sei dies am Beispiel
des Kontaktes zwischen der Ecke F eines Korpers und der Kante K eines weiteren Korpers
diskutiert. Ist die durch die Flachen F; und F, gebildete Kante K konvex, so wird die
Situation durch einen einzigen reguldaren Punktkontakt beschrieben, wie in Abb. 16a dar-
gestellt. Die Ecke F kann nicht mit F, kollidieren, solange der Kontakt mit F; bestehen
bleibt.

6Bei Kollisionen werden, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, genau die in Betracht kommenden Punkt-
kontaktarten Ecke-Fliche und Kante-Kante registriert.
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a)

A
y

Abbildung 16: Ein Ecke-Kante-Kontakt wird im konvexen Fall
durch einen Punkt-Flache-Kontakt realisiert, im konkaven Fall (b)
durch zwei Punkt-Flache-Kontakte.

b)

Handelt es sich jedoch um eine konkave Kante (vgl. Abb. 16b), so kann K durchaus
mit Fy kollidieren, solange der Kontakt mit F; bestehen bleibt. Die Situation Ecke-Kante
wird in diesem Fall also durch zwei reguldre Punktkontakte beschrieben. In der Situation
konvexe Ecke - konkave Ecke sind entsprechend sogar drei Punktkontakte erforderlich.

Die Behandlung aller anderen Varianten degenerierter Kontaktsituationen geschieht
vollkommen analog. In Abb. 17 sind alle Fille zusammengestellt:

o Konvexe Ecke - konvexe Ecke (Abb. 17a)

o Konvexe Ecke - konkave Ecke (Abb. 17h)

o Konvexe Ecke - konvexe Kante (Abb. 17¢)

o Konvexe Ecke - konkave Kante (Abb. 17d)

o Konvexe Kante - konvexkonkave Fcke (Abb. 17¢)

o Konvexkonkave Fcke - konvexkonkave Ecke (Abb. 17f)

Tabelle 2 gibt einen Uberblick iiber die Zuordnung zwischen degenerierten Kontaktsi-
tuationen und den dazu aquivalenten Konfigurationen regulidrer Punktkontakte.

Es sollte betont werden, dafl in all diesen Féllen keinerlei spezielle Mechanismen der
Sonderbehandlung benétigt werden.
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d)

Abbildung 17: Degenerierte Kontaktfille. Ein Ecke-Ecke-Kontakt kann ersetzt
werden durch einen (a) oder drei (b) Ecke-Flache-Kontakte, oder durch vier
Kante-Kante-Kontakte (f). Ein Ecke-Kante-Kontakt kann ersetzt werden durch
einen (c) oder zwei (d) Ecke-Fliche-Kontakte, oder durch zwei Kante-Kante-
Kontakte (e). Die an den Kontakten beteiligten Ecken sind durch Punkte mar-
kiert, die beteiligten Kanten sind fett dargestellt, und die beteiligten Fliachen
schattiert.
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Kontaktkonfiguration Abb. | Ersatz durch dquivalente
Punktkontakte

Ecke — Flache 14a | EF

Kante — Kante 15a | KK

Flache — Kante 10a,b | 2 Punktkontakte (EF oder KK)

Flache — Flache 10c,d | 3 Punktkontakte (EF oder KK)

konvexe Ecke — konvexe Ecke 17a | EF, KK

konvexe Ecke — konkave Ecke 17b | EF + EF + EF
konvexe Ecke — konvexe Kante | 17¢ | EF, KK

konvexe FEcke — konkave Kante | 17d | EF + EF
Sattelpunkt — konvexe Kante 17¢ | KK + KK
Sattelpunkt — Sattelpunkt 17f | KK + KK + KK

Tabelle 2: Reprasentation der verschiedenen Kontaktkonfigurationen durch
Punktkontakte. Die Abkiirzungen in der rechten Spalte bedeuten: EF = Ecke
— Flache, KK = Kante — Kante.

4.4 Mimimale Punktkontaktkonfigurationen

Wir betrachten zunédchst den Zusammenhang zwischen gewissen Kontaktsituationen und
dem damit verbundenen Verlust an Bewegungsfreiheitsgraden der beteiligten Objekte.

Ein unbeschrankt bewegliches starres Objekt hat bekanntlich 6 Freiheitsgrade. Be-
steht ein Punktkontakt mit einem feststehenden Hindernis, so reduziert sich diese Zahl
auf 5. Bei einem Linienkontakt (oder dquivalent 2 Punktkontakten) verbleiben noch 4
Freiheitsgrade, und bei einem Flachenkontakt (oder dquivalent 3 nicht kollinearen Punkt-
kontakten) verbleiben 3 Freiheitsgrade. Offensichtlich reduziert in diesen Beispielen jeder
nicht-redundante Punktkontakt die Anzahl der verbleibenden Bewegungsfreiheitsgrade
um 1. Als redundante Punktkontakte bezeichnen wir dabei solche, welche hinzugefiigt
oder entfernt werden kénnen, ohne die Bewegungsmaoglichkeiten der an dem Kontakt be-
teiligten Objekte zu verandern.

Dieser Zusammenhang zwischen der Anzahl nicht-redundanter Punktkontakte und
der Anzahl der durch diese Kontakte entfernter Bewegungsfreiheitsgrade gilt allgemein.
Er spiegelt sich auch in der mathematischen Behandlung der Kontaktsimulation wie folgt
wider.

Die allgemeine Bewegung eines starren Korpers wird durch 6 unabhéngige Bewegungs-
parameter, die zu einem Vektor x = (z1,...,7¢)" zusammengefaBt seien, beschrieben. Je-
dem (nicht-redundanten) Punktkontakt des Korpers entspricht eine skalare Bedingungs-
gleichung g(x) = 0 fiir diese Parameter, welche die Anzahl der unabhéngigen Bewegungs-
parameter jeweils um 1 reduziert. Redundanten Punktkontakten entsprechen dabei linear
abhéngige Bedingungsgleichungen.

Bestehen fiir einen Kérper 6 linear unabhéngige Bedingungen, dann liegen alle Bewe-
gungsparameter fest, d.h. die Raumlage des Objektes ist vollkommen bestimmt.

Aus diesen Zusammenhéngen kann man entnehmen, daf} es zur Beschreibung der Ki-
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nematik eines starren Korpers mit kontaktbedingten Bewegungsbeschrankungen ausreicht
eine minimale, nicht-redundante Konfiguration von Punktkontakten zu formulieren. Uber
einen solchen minimalen (kanonischen) Satz hinausgehende Punktkontakte leisten keinen
Beitrag zur Kontakt- und Bewegungssimulation. Sie bldhen lediglich die zu behandeln-
den Gleichungssysteme auf, was einerseits zu Laufzeiterh6hungen fithrt, und andererseits
deren eindeutige Losbarkeit beeintriachtigen kann. Wir streben daher an, redundante Kon-
taktkonfigurationen zu vermeiden. Wie dies im Rahmen der Entstehung neuer Kontakte
gewahrleistet werden kann, wird in Abschnitt 5.5 diskutiert.

Wie bereits erwahnt, lassen sich linienhafte oder flichige Kontakte jeweils durch meh-
rere Punktkontakte substituieren. Im Sinne einer minimalen Punktkontaktkonfigurati-
on ist es jedoch nicht ausreichend, jeden Linienkontakt durch 2 Punktkontakte und je-

den Flachenkontakt durch 3 Kontaktpunkte zu ersetzen. Dies sei an folgendem Beispiel
erlautert (Abb. 18).

Object A ‘

Object B

Abbildung 18: Der Keil A hat zwei Flachenkontaktemit Objekt B. Je-
der der Flachenkontakte kann bis zu 3 Freiheitsgrade entfernen. Beide
zusammen entfernen in diesem Fall jedoch nur 5 Freiheitsgrade.

Die beiden Objekte A und B beriihren sich an zwei Flachenkontakten. Jeder dieser
Flachenkontakte wiirde, isoliert betrachtet, dem System der beiden Kérper drei Bewe-
gungsfreiheitsgrade entziehen. Gemeinsam reduzieren beide Fliachenkontakte die Anzahl
der Freiheitsgradejedoch nur um 5, denn es verbleibt ja noch eine eindimensionale Bewe-
gungsmoglichkeit entlang der gemeinsamen Kante. Entsprechend dand auch nur 5 Punkt-
kontakte erforderlich, um diese Konfiguration zu repriasentieren.

Das in Abschnitt 5.5 beschriebene Verfahren bestimmt automatisch jeweils nur ge-

nau die zur Erzwingung einer Bewegungsbheschrankung minimal erforderliche Anzahl von
Punktkontakten.

4.5 Formulierung der Kontaktbedingungen fiir Punktkontakte

Gegeben seien zwei polyedrische Korper, die sich an einem oder an mehreren Kontakt-
punkten bertiithren. Die Raumlage jedes der Kérper wird durch die jeweilige Transformati-
on zwischen seinem lokalen Objektkoordinatensystemund dem beiden Objekten gemein-
samen Weltkoordinatersystem bestimmt. Diese Transformationen definieren somit auch
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die Raumlage der an den Punktkontakten unmittelbar beteiligten Flachen, Kanten und
Eckpunkten.

Die Beriihrbedingungen an jedem Kontaktpunkt lassen sich entweder als Schnittbe-
dingung eines Punktes mit einer Ebene (Ecke-Fliache-Kontakt) oder aber als Schnitt-
bedingung zweier Geraden (Kante-Kante-Kontakt) in Weltkoordinaten formulieren. Bei
gegebenen Objektgeometrien der sich bertthrenden starren Korper lassen sich somit aus
diesen Beriihrbedingungen jeweils Randbedingungen fiir die Raumlagen dieser Korper
ableiten. Dies wollen wir nun fiir die beiden genannten elementaren Punktkontaktarten

durchfiithren.

4.5.1 Kontakt zwischen Ecke und Fliche

Ein Ecke-Flache-Kontakt werde gebildet durch den Eckpunkt a eines Objektes O und eine
Fliche des Objektes O,, welche in der Ebene n7x = g liegt. Die in Objektkoordinaten
gegebenen Groflen a, n, ng werden in das Weltkoordinatensystem transformiert durch die
Beziehungen

A A A T
a=Rja+cy, n = R;n, ng = ng + ¢, n,

wobei R; € IR*® und ¢; € IR® die jeweiligen Rotationsmatritzen und Verschiebungsvek-
toren der beiden Transformationen bezeichnen.

Die Bertuhrnormale eines Ecke-Flache-Kontaktes wird durch die Flachennormale n
bestimmt, und der Kontaktabstand w ergibt sich zu

w = ﬁTRg‘(Rlé +c — CQ) - ’&0. (28)
Die Kontaktbedingung lautet damit
w = 0. (29)

4.5.2 Kontakt zwischen zwei Kanten

Eine zu Objekt O; gehorende Kante mit den Endpunkten a; und f)l stehe in Kontakt mit
einer zu Objekt Oy gehdrenden Kante mit den Endpunkten &, und b,. Diese in Objekt-
koordinaten gegebenen Endpunkte werden in das Weltkoordinatensystem transformiert
durch die Beziehungen

a, = R;a; + ¢, b; = R;b; + ¢;, (30)

wobei die jeweiligen Objekttransformationen wiederum durch R;, ¢; beschrieben seien.
Die Berithrnormale n eines Kante-Kante-Kontaktes wird durch die beiden Kantenori-
entierungen bestimmt:

n = RI(BI — él) X Rz(f)z — éz) (31)

Denkt man sich die beiden Kanten eingebettet in zwei parallele, zu n orthogonale
Ebenen, so entspricht der Abstand dieser Ebenen gerade dem Kontaktabstand. Dieser
laBt sich bestimmen durch

nT(a1 —ay)

wo o= T (32)
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Aus der Berithrbedingung w = 0 folgt aus G1.(32) zusammen mit (30) und (31) die
entsprechende Randbedingung fiir die Objekttransformationen.

Es soll noch bemerkt werden, dafl diese Bestimmung des Kontaktabstandes beziiglich
des Vorzeichens von w nicht eindeutig ist, da die Orientierung der Berithrnormalen gemaf}
GL.(31) ebenfalls nicht eindeutig ist. In Verbindung mit der Bedingung w = 0 ist diese
Mehrdeutigkeit zunachst bedeutungslos. Im nachsten Abschnitt wird die Auflésung dieser
Mehrdeutigkeit beschrieben, da dort das Vorzeichen des Kontaktabstandes eine wesentli-
che Rolle spielen wird.

4.5.3 Verallgemeinerte Formulierung

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch die Funktion des Kontaktabstandes fiir allge-
meine Kontaktgeometrien an. Dazu betrachten wir zwei Objekte O7 und O, welche sich
in den Punkten

a; = Ria; + ¢y, a, = Rya; + ¢
beriihren. Die Berithrnormale sei n, |n| = 1. Damit bestimmt sich der Kontaktabstand zu
w = nT(Rlél + C1 — Rgég — CQ), (33)

wobei zu beachten ist, daf} die Berithrnormale n im Allgemeinen eine Funktion der Ob-
jektbewegungen ist. Dies 1aBt sich anhand der Herleitung der Beziehung (28) aus (33)
darstellen. Die am Punkt-Flache-Kontakt beteiligte Fliache gehore dabei zu Objekt O;.
In diesem Fall ist die Berithrnormale gegeben durch n = Ryh, und somit n? = ATRI.
Damit erhalten wir

w = A'R, (R4 + ¢ — Ryay — cy)
= flTRg‘(Rlél +cy — C2) — ﬁTRg‘RQﬁQ
= ﬁTRzT(Rlél +c¢ —cy) — n’a,
= flTRg‘(Rlél +cy — C2) — fL().

Der letzte Schritt ergibt sich daraus, dafi der Punkt &, in der Kontaktflache liegt, und
somit die Ebenengleichung h7x = 7 erfiillen mu8.

4.6 Unilaterale Kontaktbedingungen

Die Einschrankung der Bewegungsmoglichkeiten eines starren Kérpers durch Hindernis-
kontakte beruht physikalisch auf den an der Kontaktregion wirkenden Kontaktkraften.
Abgesehen von Adhésionseffekten konnen diese Kontaktkréfte nur abstoflend wirken, nie-
mals anziehend. Entsprechend miissen die Kontaktbedingungen, die wir eben als skalare
Bedingungsgleichungen fir die Objekttransformationen hergeleitet haben, eigentlich als
Ungleichungen formuliert werden.

Zur Bestimmung dieser Ungleichungen ist es zundchst erforderlich, eine Konvention
beziiglich des Vorzeichens des Abstandes w zwischen zwei Objekten zu treffen. Wir legen
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daher fest, daf} ein negativer Kontaktabstand die Durchdringung zweier Korper kenn-
zeichne. Fiir unilaterale Kontaktbedingungen mufl daher gelten

w > 0.

Die im letzten Abschnitt dargestellten Kontaktbedingungen legen den Kontaktabstand
zundchst nur betragsmafig fest. Fiir unilaterale Kontaktbedingungen mufl der Kontaktab-
stand jedoch auch vorzeichenrichtig bestimmt werden. Hierzu stellen wir nachfolgend zwei

Moglichkeiten dar.

Herleitung der Normalenrichtung durch Auswertung topologischer Informati-
on

Liegt fiir die betrachteten Kérper eine topologisch konsistente Geometriebeschreibung vor,
dann bilden die zu einem Kérper gehorigen Flachenelemente eine geschlossene Hiille, die
das Objektinnere eindeutig vom ObjektauBleren unterscheidet. In diesem Fall kann somit
auch jedem Flachenelement eine eindeutig orientierte Normale zugeordnet werden, die
iiblicherweise zum ObjektdufBeren hin gerichtet ist. Da die Objekthiille in sich geschlossen
ist, kann zudem jeder Objektkante ein Paar angrenzender Flachenelemente zugeordnet
werden. Die Auswertung der Flachennormalen erlaubt nun die eindeutige Bestimmung der
Bertihrnormalen an den auftretenden Kontaktpunkten, und damit die vorzeichenrichtige
Bestimmung des Kontaktabstandes.

Da im Falle eines Ecke-Flache-Kontaktes die Berithrnormale eindeutig durch die Ori-
entierung der zugehorigen Flachennormale festgelegt ist, kann Gleichung (29) mit obiger
Vorzeichenkonvention unmittelbar als Ungleichung umformuliert werden:

ﬁTRg(Rlé +c — Cg) — ﬁo Z 0. (34)

Im Falle des Kante-Kante-Kontaktes liegen die Dinge komplizierter, da zwei Kanten
keine Normalenorientierung unmittelbar zugeordnet ist. Die Bestimmungsgleichung (31)
der Kontaktnormale legt die Richtung der Normale nur bis auf das Vorzeichen fest. Zur
Herleitung der unilateralen Kontaktbedingung zwischen zwei Kanten mufl daher weitere
Information iiber die Kontaktgeometrie einflieflen.

Seien ¢; und ey zwei Kanten mit den Endpunkten a;, b; und a,, b,.

Zur Bestimmung des gerichteten Abstandes zwischen e; und e; sollen nun neben diesen
Kanten selbst auch die jeweils angrenzenden Flachensegmente f; und f/ (vgl. Abb. 19)
beriicksichtigt werden. Hierzu fithren wir die Normalenvektoren ny, und n’; dieser Flichen
ein, sowie die Vektoren

n, = ng X (bZ —ai)

2

n, = (b;—a;) xn’.

€

Ein Kontakt zwischen e; und e; kann nur bestehen, wenn beide Kanten konvex sind,
d.h. wenn

det[bi — ai,nfl.,n}l.] > 0.
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Abbildung 19: Notation fir eine Kante e; und die angrenzenden

Flachen f;, f!.

k3

Die Beriihrebene H separiert die Keile, welche zu den Kanten ¢ und e; gehoren (vgl.

Abb. 20). Die Normale n der Ebene H bestimmt sich zu
n = (bl — al> X (bg — ag>.

Abbildung 20: Die Beriihrebene H separiert die Keile, welche zu den

Kanten e; und ey gehoren.

Um entscheiden zu kénnen, auf welcher Seite von H die Flachensegmente f; und f!
liegen, definieren wir die Orientierungsparameter s; und s,
s;=n"n, si=n"n’.
die positiv werden, wenn die Normale n in Richtung des jeweiligen Flachensegments f;
und f! zeigt.
Mit diesen Groflen kann nun der gerichtete Abstand w zwischen den Kanten e; und
e bestimmt werden durch

nT(a1 —ay)

w = sign(s; + s7) \

|
die zugehorige unilaterale Kontaktbedingung lautet entsprechend

T —
sign(sl—l—s'l)% > 0.
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Herleitung der Normalenrichtung durch Auswertung der Kollisionsdaten

In praktischen Anwendungen stehen haufig keine topologisch konsistenten Geometriebe-
schreibungen mit geschlossenen Objekthiillen zur Verfiigung. Zwischen benachbarten Fla-
chenelementen treten oft spaltférmige Locher in der Objekthiille auf, so dafl die Hiille to-
pologisch nicht geschlossen ist. Diinne Bleche werden oft nur einwandig modelliert, so daf§
eine Unterscheidung zwischen dem Objektinneren und dem ObjektéduBeren nicht méglich
ist. Um auch in diesen Féllen zu vorzeichenrichtigen Bestimmungen des Kontaktabstandes
zu kommen, kann also auf die Flachennormalen nicht zuriickgegriffen werden. Die Aus-
wertung der Daten, welche bei der Kollisionserkennung anfallen, erlaubt jedoch ebenfalls
die eindeutige Orientierung der Beriihrnormalen.

Eine erkannte Kollision geht stets mit einem Vorzeichenwechsel des Kontaktabstandes
einher. Da davon ausgegangen werden kann, daf die an der Kollision beteiligten Objekte
vor der Kollision durchdringungsfrei waren, mufl der vorzeichenrichtige Kontaktabstand
zu Beginn des Zeitintervalles, in dem die Kollision erkannt wurde, positiv sein. Ergibt die
Auswertung der Beziehungen (28) beziehungsweise (32) zu diesem Zeitpunkt einen ne-
gativen Kontaktabstand, so muf} die zugrundeliegende Bertihrnormale gespiegelt werden.
Auf diese Weise erhélt man auch bei topologisch inkonsistenten Geometriebeschreibungen
vorzeichenrichtige unilaterale Kontaktbedingungen.
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5 Anderungen von Kontaktsituationen

Jede Kontaktsituation zwischen zwei polygonalen Kérpern kann durch eine endliche Men-
ge K von Punktkontakten beschrieben werden, wie in Kapitel 4 dargestellt wurde. Andert
sich durch Objektbewegungen die Kontaktsituation, so muB auch der zu ihrer Beschrei-
bung erforderliche Satz von Punktkontakten entsprechend angepaBt werden. Solche Ande-
rungen der Kontaktsituation erfolgen stets dann, wenn

e aufgrund einer Kollision ein neuer Kontaktpunkt entsteht.

o ein Kontaktpunkt sich 16st. Da die betrachteten Objektgeometrien als Polyeder an-
genommen sind, gibt es hierbei zwei verschiedene, unterschiedlich zu handhabende
Faille, die Abloésung in Richtung der Berithrnormalen und die tangentiale Ablosung
parallel zur Beriithrebene.

e ein Kontaktiibergang an Flachengrenzen oder Kantengrenzen erfolgt. Hierbei wird
ein bestehender Punktkontakt durch einen neuen Punktkontakt ersetzt.

Diese Ereignisse sind beispielhaft in Abb. 21 schematisch dargestellt. In Abb. 21b
und c entstehen die Kontakte k; und k; durch Kollisionen zwischen den Objekten A
und B. In Abb. 21d erfolgt der Kontaktiibergang von k; in k3, in Abb. 21f ein weiterer
Kontaktiibergang von ky in k4. Der Kontakt k3 16st sich in Richtung der Berithrnormale
(vgl. Abb. 21g), wogegen sich der Kontakt k4 parallel zur Beriithrebene 16st (vgl. Abb.
21h).

Die in Abschnitt 4.4 aufgestellte Forderung nach minimalen Punktkontaktkonfigura-
tionen muB natiirlich inshesonders bei Anderungen der Kontaktsituation beriicksichtigt
werden. Bei allen Anderungen der Punktkontaktmenge K miissen redundante Kontakt-
punkte vermieden werden. In Abschnitt 5.1 wird eine Vorgehensweise erldutert, wie dies
sichergestellt werden kann.

Die weiteren Abschnitte dieses Kapitels diskutieren die Auffindung neuer Kontakte,
die Ablésung von Kontakten, sowie Kontaktiitbergénge im Detail.

5.1 Bestimmung einer nicht-redundanten Menge von Punktkon-
takten

Bouma und Vanécek geben in [8] an, dafl zur Analyse der Kontaktsituation zwischen zwei
polygonalen Koérpern eine volle mengentheoretische Schnittbildung zur Bestimmung der
Kontaktregionen erforderlich sei. Aus der Analyse dieser Kontaktregionen lasse sich an-
schlieBend die zu ihrer Reprasentation ausreichende endliche Menge von Punktkontakten
gewinnen. GemaB [8] betrigt die Komplexitét dieser Aufgabe O(N?), wobei N die Anzahl
der Eckpunkte, Kanten und Flachen beider Objekte bezeichne. Der numerische Aufwand
hierfiir kann bei komplexen Objektgeometrien daher sehr grofl werden.

Diese Betrachtung geht von einer statischen Sichtweise aus, und beriicksichtigt nicht
die Entstehungsgeschichte der jeweiligen Kontaktsituation. Zieht man diese mit in Be-
tracht, so wird eine sehr viel effizientere Vorgehensweise maéglich. Die Grundidee hierbei
ist die folgende.
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b)

d)

~
-

Abbildung 21: Verschiedene Phasen einer sich mehrfach verdndernden
Kontaktsituation zwischen den Objekten A und B. Die jeweils beste-
henden Kontakte sind durch schwarze Punkte, die Kontaktkréfte sind
durch Pfeile markiert.

Die fritheste Berithrung zwischen zwei kollidierenden polygonalen Koérpern findet, von
Sonderfallen abgesehen, an einem einzelnen Beriihrpunkt statt (der Fall, da die frithe-
ste Bertihrung an mehreren Punkten exakt gleichzeitig geschieht, wird in Abschnitt 5.2.3
betrachtet). Um die Durchdringung zu verhindern, muf§ an diesem Kontaktpunkt eine aus-
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reichend groBe Kontaktkraft angesetzt werden. Wir betrachten nun das Auftreten einer
solchen Kollision selbst als Nachweis dafiir, da} der aus ihr resultierende Kontaktpunkt
notwendig, und somit nicht redundant ist. Umgekehrt formuliert wére ein redundanter
neuer Punktkontakt dadurch gekennzeichnet, dafl er keinen zusitzlichen Einflufl auf die
Bewegungsmoglichkeiten der betrachteten Objekte hat, da die erforderlichen Bewegungs-
beschrankungen bereits von anderen Kontaktpunkten bewirkt werden. Aufgrund eben
dieser Bewegungsbeschriankungen kénnte an dem redundanten Kontaktpunkt zwar der
Abstand zwischen den betrachteten Objekten gleich Null sein, es kénnte jedoch keine
Kollision mit Objektdurchdringung stattfinden.

Dieser Mechanismus funktioniert allerdings nur dann, wenn nicht mehrere neue Kon-
taktpunkte gleichzeitig hinzugenommen werden. Andernfalls wire nur einer dieser neuen
Kontaktpunkte sicher nicht-redundant, fiir alle iibrigen Punkte kénnte Redundanz nicht
ausgeschlossen werden. Von mehreren exakt gleichzeitig auftretenden Bertthrpunkten kann
jedoch schon aufgrund geringer numerischer Ungenauigkeiten bei der Bestimmung der
Kollisionszeitpunkte kaum ausgegangen werden. Daher liegt es nahe, in diesem Falle
einen der anscheinend gleichzeitig auftretenden Beriithrpunkte als neuen Kontaktpunkt
auszuwahlen. Dabei kann einer der Punkte entweder zuféllig ausgewahlt werden, oder
gemaf einem geeignet erscheinenden Auswahlkriterium. In der vorliegenden Implementie-
rung wird in solchen Fillen der als erstes registrierte Punkt ausgewahlt. Waren weitere
dieser Punkte ebenfalls nicht-redundant, so werden sie bei darauffolgenden Kollisionen in
Erscheinung treten.

Dieser Zusammenhang soll anhand eines konkreten Beispiels veranschaulicht werden.
Dazu betrachten wir einen Tisch mit vier exakt gleich langen Beinen, welcher bereits
mit zwei Beinen Kontakt zur ebenen Grundfliche hat und nun mit den restlichen Bei-
nen aufsetzt (Abb. 22a). Da im Rahmen der Kollisionserkennung nur hichstens ein neuer
Punktkontakt registriert wird, steht der Tisch anschlieend auf dreien der vier Beine,
wahrend das vierte Bein mit Abstand 0, aber ohne registrierten Kontakt iber der Grund-
fliche 'schwebt’ (Abb. 22b). Solange diese drei Beine ihren Kontakt beibehalten, kann der
Tisch nicht kippen, und das vierte Bein kann nicht um das fiir eine Kollision erforderliche
Maf in die Grundflache eintauchen.

Ausgehend von einer redundanzfreien (eventuell auch leeren) Punktkontaktmenge kon-
nen aufgrund dieser Uberlegungen nur nicht-redundante Punktkontakte hinzukommen, so
dafBl die Menge insgesamt redundanzfrei bleibt. Losen sich einer oder mehrere der Punkt-
kontakte wieder, so wird die reduzierte Punktkontaktmenge selbstverstiandlich ebenfalls
redundanzfrei sein.

5.1.1 Schutzabstéinde zur Vermeidung redundanter Punktkontakte

Die Losung der in Kapitel 3.4 aufgestellten Gleichungssysteme zur Bewegungssimulation
sorgt fiir die Einhaltung der vorgegebenen Kontaktbedingungen und verhindert Objekt-
durchdringungen an den Kontaktpunkten. Die hierbei eingesetzten iterativen Verfahren
liefern jedoch keine mathematisch exakten Losungen, sondern nur sehr gute Naherungen
mit einem kleinen Restfehler. Anschaulich bedeutet dies, dafl der Kontaktabstand an je-
dem der Kontaktpunkte nicht stets exakt gleich Null ist, sondern im Laufe der Simulation
geringfiigig um Null schwankt. Daher wiirden auch an bereits etablierten Kontakten unter
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Abbildung 22: (a) Der Tisch A beriihrt die Unterlage B in den Kon-
taktpunkten bei P, und P,. (b) Die Kollisionen bei P; und P, erfolgen
zwar theoretisch zeitgleich, es wird jedoch zunachst nur ein neuer Kon-
taktpunkt bei Ps; zugelassen. Solange die drei Kontaktpunkte bei Py,
P, und P; bestehen, kann das vierte Tischbein nicht in die Unterlage
eindringen.

Umsténden haufig neue Kollisionen registriert. Ein Beispiel hierfiir zeigt Abb. 23a. Ein
Flachenkontakt zwischen den beiden Objekten A und B werde durch drei Punktkontakte
an den zu Objekt A gehorenden Eckpunkten P;, P, und Ps représentiert. In einer gemein-
samen Ebene mit diesen Punkten liegen weitere Eckpunke der zu A gehérenden Flache Fjy.
All diese Eckpunkte kollidieren aufgrund der erwdhnten numerischen Ungenauigkeiten re-
gelmiBig mit der zu B gehorenden Fliche Fig, obwohl dies gemaf den obigen Uberlegungen
zur Vermeidung redundanter Kontaktpunkte nicht der Fall sein dirfte (Abb. 23b).

Diese Problematik wird vermieden, wenn die Kontaktbedingungen an den einzelnen
Kontaktpunkten so modifiziert werden, dafl ein geringer Sicherheitsabstand e, an den
Kontaktstellen eingehalten wird. Zwei eigentlich in Kontakt stehende Objekte bertihren
sich dann nicht mehr tatsachlich, sondern halten einen geringen Abstand zueinander ein
(Abb. 23c¢). Die hierfiir erforderlichen Kontaktbedingungen lauten w = ¢, anstelle w =
0, wobei sich der Kontaktabstand w gemif den Gleichungen (28) beziehungsweise (32)
bestimmt.

Der Betrag von ¢, sollte um mindestens eine Groflenordnung grofer sein als die numeri-
sche Ungenauigkeit bei der Einhaltung des Kontaktabstandes, um redundante Kollisionen
auch an abseits liegenden Objektpunkten zu vermeiden (vgl. Py in Abb. 23c¢).

5.2 Neue Kontakte aufgrund von Kollisionen

Nach jedem Simulationsschritt muf} gepriift werden, ob zwischen zwei oder mehreren Ob-
jekten in der Szene Kollisionen aufgetreten sind, d.h. ob die Objekthiillen der betrachteten
Objekte beginnen, sich zu durchdringen. In diesem Fall darf die Bewegung zunachst nur
bis zu jenem Zeitpunkt der urspriinglich berechneten Bahn folgen, an dem die Durch-
dringung beginnen wiirde. Ab diesem Zeitpunkt mufl der neue Kontakt und die hieraus
resultierende zusitzliche Bewegungsbeschrankung fiir die weitere Bewegungssimulation
beriicksichtigt werden.
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b)

Abbildung 23: Schutzabdand zur Vermeidung redundanter Punkfon-
takte. (a) Der Flachenkontakt zwischen Prisma A und der Unterlage
B wird durch die drei Punktkontakte P;, P, und P; reprasentiert.
(b) Durch numerische Ungenauigkeitenbei der Bestimmung des Kon-
taktabstandes kommt es ohne einen Schutzabstand zu Kollisionen an
redundanten Kontaktpunkten. (¢) Durch den Schutzabstand werden
redundante Kontaktpunktevermieden.

Als Kollisionen bezeichnen wir dabei nicht nur den Fall der ersten Beriihrung zwischen
zweil Korpern. Auch wenn zwei Objekte, die sich bereits in Kontakt befinden, an einer
weiteren Stelle aufeinanderprallen (wie beispielsweise ky in Abb. 21¢), soll diesals Kollision
behandelt werden.

Im Einzelnen sind nach dem Auftreten einer Kollision folgende Schritte notwendig:
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1. Bestimmung des frithesten Kollisionszeitpunktes ¢.. Die simulierte Bewegung der an
der Kollision direkt oder indirekt beteiligten Objekte ist nur bis zu diesem Zeitpunkt
t. gliltig. Ab diesem Zeitpunkt mufl der neu entstandene Kontakt mit beriicksichtigt
werden.

2. Bestimmung der Raumlage zum Zeitpunkt ¢. aller beteiligten Objekte, inshesondere
aber diejenige der beiden an der Kollision unmittelbar beteiligten Objekte.

3. Analyse der Merkmale der neuen Kontaktsituation und Hinzunahme der neuen Kon-

taktbedingung in die Menge K.

Bevor wir auf diese Punkte ndher eingehen, zunéichst einige Bemerkungen zur Kol-
lisionserkennung selbst. Unter Kollisionserkennung wird meist die sogenannte statische
Kollisionserkennung verstanden, welche lediglich priift, ob die Schnittmenge zweier Ob-
jekte leer ist. Hierzu wird untersucht, ob sich die Hillen der betrachteten Objekte in einer
gegebenen Lage schneiden. Die demgegentiber erweiterte Fragestellung der dynamischen
Kollisionserkennung lautet, in welcher Objektlage und mit welchen Teilen der Objekto-
berflache der fritheste Kontakt zwischen den kollidierenden Korpern auftrat. Da im Falle
polyedrischer Korper die Oberflachengeometrien durch Flachen, Kanten und Ecken re-
prasentiert werden, sind Intersektionstests zwischen diesen Elementen erforderlich. Dabei
ist es ausreichend, die Kontaktfialle Ecke-Flache bzw. Flache-Ecke und Kante-Kante zu
berticksichtigen (vgl. [41]). Im Falle einer Kollision ist die neu entstandene Kontaktregi-
on damit stets punktformig, was fiir die weitere Kontaktsimulation sehr vorteilhaft ist.
Die Problematik der Intersektionstests liegt weniger in ihrer Durchfithrung an sich, als in
der zu bewiltigenden numerischen Komplexitat, die ndherungsweise quadratisch mit der
Komplexitat der Einzelgeometrien (gemessen in der Anzahl N von Flachen, Kanten, und
Ecken) wiichst”. Um auch bei grofen N noch effiziente Verfahren zu erméoglichen, werden
haufig schnelle Vortests mit einfachen Hiillkérpern (beispielsweise Quadern oder Kugeln)
durchgefiihrt.

Obgleich eine effiziente Kollisionserkennung fiir die Kontaktsimulation eine wichtige
Voraussetzung darstellt, wollen wir Verfahren und Algorithmen hierfiir im folgenden nicht
weiter vertiefen, sondern ein ausreichend effizientes Verfahren zur Kollisionserkennung als
verfiighar annehmen. Allerdings ist es notwendig, einige hierbei auftretende Probleme
sowie gewisse Anforderungen an ein Kollisionserkennungsmodul zu erértern, welche fiir
die Behandlung des Themas Kontaktsimulation relevant sind.

5.2.1 Bemerkungen zur Bestimmung des Kollisionszeitpunktes

Wir betrachten eine Kollision zwischen zwei bewegten Polyedern in einem Zeitintervall
[t1,13]. Der Kollisionszeitpunkt ¢. € [t1, ;] entspricht dem Zeitpunkt der frithesten Beriih-
rung zwischen einem Ecke-Flache-Paar oder einem Kante-Kante-Paar der beiden betrach-
teten Kérper. Zur Bestimmung von ¢, ist es erforderlich, alle Ecke-Flache-Kollisionen und
alle Kante-Kante-Kollisionen innerhalb des betrachteten Zeitraumes zu bestimmen, und
daraus die fritheste dieser Kollisionen zu ermitteln.

“In Schémer [41] wird gezeigt, daB fiir die Fille rein translatorischer Bewegung sowie rein rotatorischer
Bewegung Verfahren zur Kollisionserkennung mit der Komplexitit N8/5 existieren.
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Fir jedes Ecke-Flache-Paar und jedes Kante-Kante-Paar kann der zeitliche Verlauf des
Abstandes in Form einer vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion d(t) beschrieben werden.
Die Nullstellen dieser Abstandsfunktionen entsprechen dann den jeweiligen Kollisionszeit-
punkten.

as
d(ty)

ty | ty t

d(tz)

Abbildung 24: Wird der Kollisionszeitpunkt mit Hilfe einer linearen
Approximation an den tatsachlichen Verlauf der Abstandsfunktion
d(t) ermittelt, so kann der so bestimmte Zeitpunkt ¢* vom korrekten
Wert ¢, abweichen.

Der genaue Verlauf der Abstandsfunktion d(t) ist dem Kollisionserkennungsmodul
jedoch nicht unmittelbar bekannt. Im Rahmen der Bewegungssimulation werden die Ob-
jektlagen zu diskreten Zeitpunkten explizit bestimmt und dem Kollisionserkennungsmo-
dul mitgeteilt. Die Abstandsfunktion d(¢) kann daher zunéchst ebenfalls nur zu diesen
Zeitpunkten ausgewertet werden. Damit kann vom Kollisionserkennungsmodul zwar ein
Vorzeichenwechsel von d(t) innerhalb des Zeitintervalles [t;,1,] festgestellt werden, nicht
jedoch der exakte Zeitpunkt des Nulldurchganges, der dem Kollisionszeitpunkt entspricht.
Zur Behandlung dieser Problematik stellt das verwendete Kollisionserkennungsmodul ver-
schiedene Moglichkeiten zur Interpolation beziehungsweise Approximation des Kollisions-
zeitpunktes zur Verfiigung.

Die einfachste Vorgehensweise besteht darin, den unbekannten Verlauf von d(t) linear
zwischen den bekannten Stiitzpunkten d(;) und d(t2) zu interpolieren. Damit erhalt man
eine gute Approximation an den tatsédchlichen Kollisionszeitpunkt, wenn der Verlauf von
d(t) naherungsweise eine lineare Funktion darstellt. Dies ist jedoch nur dann der Fall,
wenn die relative Rotationsbewegung der betrachteten Kérper im jeweiligen Zeitintervall
hinreichend klein ist.

Im Allgemeinen weicht die lineare Interpolation jedoch vom tatsachlichen Verlauf von
d(t) ab, und erlaubt somit nur eine approximative Bestimmung des Kollisionszeitpunktes
t.. Dieser Fall ist in Abb. 24 dargestellt. Der mit der linearen Interpolation bestimmte
Zeitpunkt t* weicht in diesem Beispiel vom tatsachlichen Wert {. ab. Eine solche un-
genaue Bestimmung des Kollisionszeitpunktes kann dazu fithren, da im Rahmen der



52 5 ANDERUNGEN VON KONTAKTSITUATIONEN

Kontaktsimulation Objektdurchdringungen auftreten. Dies kann insbesondere dann ge-
schehen, wenn félschlicherweise ein zu groBer Wert fiir ¢. bestimmt wird, so daf sich die
kollidierenden Polyeder zu diesem Zeitpunkt bereits durchdringen (vgl. Abb. 26b).

Eine bessere Approximation des Kollisionszeitpunktes wird méglich, wenn von der Be-
wegungssimulation zusétzliche Daten iber den Verlauf der Objektbewegungen zur Verfi-
gung gestellt werden konnen, so daB sich zusitzliche Werte von d(t) bestimmen lassen.
Das verwendete Kollisionserkennungsmodul bietet hierfiir mehrere Moglichkeiten:

e Quadratische Interpolation unter Verwendung einer weiteren Stiitzstelle zwischen 4
und 5.

e Aquidistante Abtastung unter Verwendung einer vorgebbaren Anzahl weiterer Stiitz-
stellen zwischen t; und t,.

e Intervallschachtelung mit Regula Falsi (vgl. Abb. 25).

Die beiden letztgenannten Verfahren erlauben eine beliebig genaue Approximation
des Kollisionszeitpunktes. Da die Intervallschachtelung mit Regula Falsi jedoch in aller
Regel die Auswertung einer sehr viel kleineren Anzahl von Stiitzstellen erfordert als die
aquidistante Abtastung, bis ein vorgegebener Approximationsfehler unterschritten wird,
ist diesem Verfahren der Vorzug zu geben.

d4
d(ty)

d(ty)

Abbildung 25: Tterative Approximation des Kollisionszeitpunktes .
mit der Regula falsi. Die gekriimmte Linie entspricht dem tatsachli-
chen Verlauf der Abstandsfunktion d(¢) im Intervall [¢q,,].

Auch bei diesen verbesserten Approximationen bleibt der ermittelte Kollisionszeit-
punkt jedoch mit einem Restfehler behaftet, was zu Objektdurchdringungen fithren kénn-
te. Dieser Problematik kann durch die bereits beschriebene Einfithrung eines Schutzab-
standes wie folgt begegnet werden. Zur Erkennung einer Kollision wird, wie bereits be-
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schrieben, der Vorzeichenwechsel der Abstandsfunktion d(t) herangezogen. Als Kollisions-
zeitpunkt ¢5 wird nun allerdings nicht der Zeitpunkt ¢. dieses Nulldurchganges verwendet,
sondern ein geringfiigig fritherer Zeitpunkt, ¢, = . — t.. Dieser wird so bestimmt, daf} die
beteiligten Geometrien noch einen geringen Abstand, eben den erwédhnten Schutzabstand,
voneinander haben. Bleibt der Restfehler bei der Bestimmung des Kollisionszeitpunktes
kleiner als t., so kann es zu keiner Objektdurchdringung kommen, sondern lediglich zu
einer Unterschreitung des Sicherheitsabstandes zwischen den Objekten.

Da die Bestimmung von ¢. nicht mit hoher Genauigkeit erfolgen muf} , geniigt es
hierfiir eine lineare Interpolation zwischen #; und ¢. heranzuziehen. Es muf} allerdings
sichergestellt werden, daB ¢, > ¢; bleibt. Somit erhdlt man folgende Beziehungen zur
Bestimmung von {:

1 (tc - tl)gs
) |d(t.) —d(t1)]’
ts = max ({1, —t.).

5.2.2 Die sichere Erkennung aller neuen Kontakte

Im Falle einer Kollision zwischen zwei Korpern ist es zur Vermeidung von Durchdringun-
gen erforderlich, den frithesten Kontaktpunkt sicher zu erkennen. Im vorigen Abschnitt
haben wir als eine wesentliche Voraussetzung hierfiir die moglichst genaue Bestimmung der
Kollisionszeitpunkte bei den einzelnen Basiskollisionstests (Ecke-Flache-Tests und Kante-
Kante-Tests) diskutiert. Dabei diente die Detektion eines Vorzeichenwechsels der jeweili-
gen Abstandsfunktion d(t) zwischen ¢; und ¢, als Kriterium zur Erkennung einer Kollision,
d.h. d(t1)d(t2) < 0. Dieses Kriterium ist allerdings nicht hinreichend zur sicheren Erken-
nung aller Kollisionen, da d(t) zwei Nulldurchgénge besitzen kénnte. In diesen Fillen ist
d(ty)d(t) > 0. Anschaulich bedeutet dies, daBf zwei Kérper zu Beginn und am Ende ei-
nes betrachteten Zeitintervalls durchdringungsfrei sind, sich jedoch dazwischen kurzzeitig
durchdringen (vgl. Abb. 26¢).

Eine Moglichkeit zur Erkennung solcher Kollisionen besteht darin, die Abstandsfunk-
tion an weiteren Stellen im Inneren des Zeitintervalles auszuwerten. Das zur Verfiigung
stehende Kollisionserkennungsmodul bietet hierfiir den Modus der dquidistanten Abta-
stung der Abstandsfunktion an. Durch eine ausreichend dichte Abtastung kann somit
auch in diesem Fall eine Kollision sicher erkannt werden. Dies ist allerdings mit einem
entsprechenden eventuell unnétig hohen numerischen Aufwand verbunden.

Um diesen Aufwand so gering wie moglich zu halten, benétigen wir ein Entscheidungs-
kriterium, welches uns anzeigt, ob die Abstandsfunktion zwischen zwei Stellen gleichen
Vorzeichens iiberhaupt eine Nullstelle haben kann. Ist dies der Fall, so teilen wir das
Intervall in zwei Hélften. Hat die Abstandsfunktion in der Mitte des Intervalls dasselbe
Vorzeichen wie an den Intervallgrenzen, so setzen wir das Verfahren rekursiv fiir beide In-
tervallhalften fort. Das Verfahren bricht ab, wenn fiir alle Teilintervalle aufgrund des noch
zu besprechenden Entscheidungskriteriums ein Vorzeichenwechsel ausgeschlossen werden
kann, oder aber wenn ein solcher Vorzeichenwechsel erkannt wird.

Zur Erlauterung des Entscheidungskriteriums betrachten wir Abb. 27. Das Mafl h
bezeichnet die maximale Abweichung zwischen dem Verlauf der tatsdchlichen Abstands-
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t=ty t=t, t=t, t=tq

Abbildung 26: (a) Bei korrekter Bestimmung des Kollisionszeitpunk-
tes t. werden Objektdurchdringungen sicher vermieden. Die hierzu ein-
gefithrten Punktkontakte sind durch Pfeile markiert. (b) Wird der Kol-
lisionszeitpunkt zu spat bestimmt, so kénnen Durchdringungen auftre-
ten, wie hier bei P, dargestellt. (¢) Liegen bei ¢t = ¢; und bei t = ¢,
keine Durchdringungen vor, so konnte doch dazwischen eine Kollision
stattfinden (gestrichelter Pfeil), die jedoch bei linearer Approximation
der Trajektorie (durchgezogener Pfeil) unbemerkt bleibt. (d) Die Si-
tuation in (¢) kann zu unerwiinschten Durchdringungen fiithren, wenn
wahrend des Intervalles an anderer Stelle eine Kollision stattfindet.

funktion d(¢) und der linearen Interpolation d(t). Gegeben sei nun eine obere Schranke
h > h dieser maximalen Abweichung. Damit kann eine Nullstelle von d(¢) im Intervall
[t1, 2] nur auftreten, wenn entweder d(;) < h oder d(ty) < h. Da wir den genauen Verlauf
der Abstandsfunktion d(¢) nicht kennen, konnen wir den Wert von h nicht unmittelbar
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bestimmen, und miissen daher eine Abschatzung h heranziehen.

g4 d(t1)

d(ty)

dA d(tl)

d(tm) i)
‘oo

tq tm ty, t

Abbildung 27: Die maximale Abweichung h zwischen der Abstands-
funktion d(¢) und ihrer linearen Approximation dient als Kriterium
fiir eine mogliche Kollision im Intervall [t, 5], wenn d(y) und d(t)
vorzeichengleich sind. Wegen h > d(t;) erfolgt in diesem Beispiel eine
Intervallhalbierung. In denresultierenden Teilintervallensind die ent-
sprechenden Abweichungen klein genug (b1, < d(ty,), by < d(12)),
so daf eine Kollision ausgeschlossen werden kann.
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Abschéatzung der maximalen Abweichung h

Zur Abschétzung der maximalen Abweichung £ bestimmen wir zunichst die lineare Ap-

proximation d(t) der tatsdchlichen Abstandsfunktion d(t) bezogen auf die Endpunkte des
Zeitintervalls [ty t5]:

- t—1
d(t) = d(t,) + :
ty — 14

(d(l2) = d(t1)). (35)

GeméB den Bewegungsgleichungen (21) ... (25) 1a8t sich die Objektposition zu jedem
Zeitpunkt ¢ € [ty,15] eindeutig bestimmen, und hieraus in Verbindung mit der Kontakt-
geometrie (vgl. Gleichungen (28), (32), (33)) ein Kontaktabstand d(t¢) berechnen. Wir
nehmen hierzu vereinfachend an, dafl die Kontaktkrafte fiir die Dauer des betrachteten
kurzen Zeitintervalls als ndherungsweise konstant angenommen werden kénnen.

Zur Bestimmung von h betrachten wir zunichst die mogliche Abweichung Ad(t) =
d(t) — d(t) am Fall eines Punkt-Fliche-Kontaktes.

Zur Auswertung der Kontaktabstandsfunktion (vgl. Gleichung (28))

d(t) = ATREY (1) (Ri(1)a + ¢, (1) — ea(1)) — g
leiten wir aus (25) und (80) sowie mit At = ¢ — ¢; die Beziehung

R(1) = R(L jAlw)-R(h)

(1 — iAthQ) E + IAww! + Atw* R 36
= . t
1+ %At%ﬂ () (36)

her. Dabei entspricht w* der Matrix
0 —w3 Wy
w* = w3 0 —wr
—Ww9 Wi 0

und es gilt allgemein [w*]x = w x x. Wir nehmen die Lange des Zeitintervalls At als
hinreichend kurz an, so daB wir G1.(36) approximieren kénnen durch

1
Rt + Al) = [E + Atw” + §At2 (wa — wQE)] -R(ty). (37)
Mit
1
n'RI(1) = aTRI(t)-R(1, —5Atw))

1
= l’lT . R(], —5At&)2)
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und der Abkiirzung ry = Ry (¢1)a ergibt sich damit der approximative Kontaktabstand
T X 1
d(t) = n" (B~ (t—t)w} + 5t —t)’ (waw] — wiE)) -
1
[(E—I—( h —|—§(t—t 1)’ (wlwl —le))
+eq(ty) —ea(th) + (t = ty)(vi — Vz)] — g
d(t1> = nT [I'l + Cl(t1> - Cg(t1>] - TALo.
Bei der Auswertung dieses Ausdrucks vernachlissigen wir alle Terme mit (¢ —¢;)? oder
hoherer Ordnung.

Die uns interessierende Grofie Ad(t) = d(t) — J(t) erhalten wir hieraus durch Einsetzen
und wenige Umformungen zu

Ad(t) = d(t) —d(t) -

L ld(1a) — d(1)

%(t — 1) (ty — t)n” [(w]QE - wlwlT> Ty

+ (W;E — UJ2UJ§) . (I'l + Cl(tl) — Cg(tl)) + 2(.«)2 X ((.4.71 Xry+ vy — V2):|.

2

Der Betrag dieses Terms 148t sich approximativ nach oben abschiatzen mit

1
Ad] < Gt =t)(t2 = 1) [w] - [ra] + @ ey + () = ealt)
+ 20w ] fws| - e |+ 2lws] - (vl + [va])]

wobei ry und ry = ry + ¢(¢1) — c2(t1) die Vektoren vom jeweiligen Rotationszentrum der
beiden Objekte zum Eckpunkt A bezeichnen (vgl. Abb. 28).

Wie zu erwarten, sind sowohl Ad(#1) = 0 als auch Ad(t;) = 0. Offensichtlich erhalt
man die groBten Betréige von Ad(t) bei ¢ & L(11 + 13). Die maximale Differenz zwischen
der Abstandsfunktion d(¢) und ihrer linearen Approximation d(¢) 148t sich fiir den Punkt-
Flache-Kontakt somit approximieren durch

|Ad(t)] < %AtQ [wQT;”” + wiry ™+ 20w | - wa M 4 2]wa| - ([va| + |V2|)] , (38)
wenn %" = max; |a;| den maximalen Abstand aller Eckpunkte vom Zentrum des lokalen
Koordinatensystems von Objekt 1 bezeichnet, und r7*** den entsprechenden maximalen
Eckpunktabstand bei Objekt 2. Die Unqymme‘rrle dieser Formel ist auf die ebenfalls un-
symmetrische Beziehung (28) zuriickzufiihren.

Die im Ausdruck (38) enthaltenen Terme der Form éAtQUJ?T und éAthv lassen sich
auch anschaulich gut nachvollziehen. Der maximale Abstand A zwischen Sehne und Bogen
eines Kreissegmentes mit dem Winkel Afw und dem Radius r bestimmt sich zu A =
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Objekt 1

: 0,
Objekt 2

Abbildung 28: Erkuterung derin Gleichung (38) verwendeten Grofien

ry und ro.

r — rcos(:Atw). Ersetzt man fiir kleine Argumentwerte die Winkelfunktion durch ihre
Reihenentwicklung bis zum quadratischen Term, cosz ~ 1 — %xQ, so ergibt sich mit

1
h = r—rcos(;.uAt)

171 2
r—r(l——(—wAt))
2\2

1
~ —APWr
8

&

gerade ein Ausdruck der fraglichen Form. Berticksichtigt man weiter den Zusammenhang
v = wr fir die Bahngeschwindigkeit entlang des Bogens, so erhédlt man entsprechend
h = AP0,

Mit GI1.(38) haben wir fiir den Fall des Ecke-Flache-Kontaktes eine Abschitzung der
im Zeitpunkt ¢¥ zu erwartenden Abweichung zwischen der Abstandsfunktion d(¢) und
ihrer linearen Approximation d(t) gewonnen, welche nur von den Objektdimensionen und
den Betriagen der Objektgeschwindigkeiten abhéngt.

Eine entsprechende Beziehung soll nun auch fiir den Fall des Kante-Kante-Kontaktes
hergeleitet werden. Hiezu gehen wir von GI.(32) aus. Die Orientierung der Beriithrnormale
n hangt sowohl von der Rotation Ry als auch von der Rotation R, ab. Wir approximieren
den zeitlichen Verlauf n(¢) durch eine gleichméaBige Rotationsbewegung wie folgt:

n(t) = Ra()h
1
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~ R(, %Atwn)n(tl).

Mit (37) und den Abkiirzungen ry = Ry (41)a; sowie ry = Ry(41)a, erhilt man somit
den approximativen Kontaktabstand

dt) = w0 (B~ (- )l + (= 1)? (] WiE)) -
l(E—I—(t—t])w]X + %(t—tl) (wlwl —le)>
<E +(t —t)wy + %(f — 1) (w2w2 - wQE)>

+ei(ty) —ex(t) + (t—t)(vh — Vz)]
d(ty) = n"(t))[r1 +ei(t) —ry — ea(t1)] .

Erneut vernachléssigen wir bei der Auswertung dieses Ausdrucks alle Terme mit (¢ —
th)? oder hoherer Ordnung und erhalten wir hieraus die uns interessierende Gréfe Ad() =
d(t) — d(t) durch Einsetzen und wenige Umformungen zu

t—1
o — 11

Ad(t) = d(t) = d(t) — - [d(tz) — d(t,)]

4

1
5(7% —ty)(ty — t)nT(tl) [(w%E — wlwlT) ‘T — (ng — wszT) Ty
+ (wiE — wnwf) “(r1 +ei(tr) —ry — ca(th))

+ 2wn><w1><r1—2wn><w2><r2+2wn><(vl—vg)}.

Der Betrag dieses Terms 148t sich approximativ nach oben abschatzen mit

1
AR < (= 1)t = 0)[h ]+ @ e 2 e e () = 1 = (6
2wl (@i 1] + wal[r2]) + 2lewn] - ([val + Iva])]

An dieser Stelle schdtzen wir nun die Rotationsgeschwindigkeit |w,| der Kontaktnor-
male nach oben ab durch

jwn| < wn| + |wsl (39)

und erhalten den G1.(38) entsprechenden Ausdruck fiir den Kante-Kante-Kontakt zu

1
Ad(D)] < AP 4 Wiy o+ (w4 |wa]) [d(1)

+ 2(lwr] + wal) - (Jwi |7 + |wa 7™ + [l + [va)] . (40)
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Vergleicht man den Aufbau der Beziehungen (32) und (33), so erkennt man, dafl wir
mit (40) zugleich den allgemeinen Fall gelost haben, wenn die Abschitzung (39) gilt. Ein
Vergleich mit (38) bestétigt, daBl der Fall des Ecke-Flache-Kontaktes mit (40) ebenfalls
abgedeckt ist.

Diese Beziehung verifizieren wir nun empirisch, indem wir eine Stichprobe stochastisch
erzeugter Kollisionen betrachten, und die im jeweiligen Kollisionszeitpunkt ¢% gemessenen
Abweichungen Ad(t) mit dem gemaB Gl. (40) berechneten Wert in Beziehung setzen. In
Abb. 29 sind die resultierenden Quotienten [Ad()]

h(t
Erwartungsgemaf sind alle in dieser Stichprobe enthaltenen Werte betragsmaBig kleiner

als 1.

einer solchen Stichprobe dargestellt.

Initial contact distances
2 T T T T T T T T

Kollision ¢

&

relative dist _err

- 2 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
n collision

Abbildung 29: Darstellung des Quotienten JAT%%M fiir eine Stichprobe

stochastisch erzeugter Kollisionen.

5.2.3 Zur Eindeutigkeit der Kontaktpunktbestimmung

Wie bereits dargestellt, werden zur Erkennung von Kollisionen viele Intersektionstests
zwischen einzelnen geometrischen Elementen (Flachen, Kanten oder Ecken) durchgefiihrt.
Entscheidend fiir das Resultat ist die fritheste der dabei erkannten Kollisionen. Wie ist
nun der Fall zu behandeln, daf} der fritheste Kontakt an mehreren Stellen exakt gleichzei-
tig eintritt? Zunéachst ist festzustellen, dafl aufgrund der bereits erwédhnten numerischen
Ungenauigkeiten (vgl. Abschnitt 5.2.1) von einer exakten Gleichheit mehrerer Kollisions-
zeitpunkte nicht zuverlédssig gesprochen werden kann. Wenn aber nicht entschieden werden
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kann, ob mehrere Kollisionen exakt gleichzeitig stattfinden, so ist es auch sinnlos, mehr als
einen Kontaktpunkt als Ort der frithesten Kollision zu registrieren. Sollten tatsdchlich fiir
mehrere Kontaktpunkte identische Kollisionszeitpunkte bestimmt werden, so ist es aus-
reichend, einen davon als den frithesten Kontaktpunkt auszuwahlen. Dies kann entweder
zufillig geschehen (etwa abhéngig von der Reihenfolge der verschiedenen Intersektions-
tests), oder nach einem sonstigen Kriterium (ein solches ist jedoch nicht offensichtlich).

Es soll noch daran erinnert werden, dafl es auch aus der Perspektive der Kontakt-
simulation sehr vorteilhaft sein kann, im Rahmen der Kollisionserkennung jeweils nur
héchstens einen neuen Punktkontakt wiahrend eines Simulationsschrittes zu registrieren.
Dies wurde in Abschnitt 5.1 erlautert.

5.3 Kontaktablésung

Die mathematischen Formulierungen der beiden elementaren Kontaktarten Ecke-Flache
und Kante-Kante beinhalten jeweils zwei Kontaktbedingungen, die gleichzeitig erfillt sein
miissen:

1. Beriihrbedingung
Der Kontakt muf§ die Bertihrbedingung fiir die iibergeordneten Punktmengen (d.h.
die Kontaktbedingung Punkt-Ebene bzw. Gerade-Gerade, vgl. Gln. (28, 32) erfiillen.

2. Segmentbedingung
Der Kontaktpunkt mufl innerhalb der am Kontakt beteiligten Flachensegmente bzw.
Kantensegmente liegen (Gln. 44, 45).

Diesen kombinierten Bedingungen entsprechen jeweils zwei unterschiedlich zu hand-
habende Formen der Kontaktablésung, namlich

1. die Ablésung in Richtung der Berithrnormale.

2. die Ablésung durch Verlassen des beriihrten Kantensegmentes oder Flachensegmen-

tes parallel zur Berithrebene (Abb. 31).

Wihrend eines Simulationsintervalls miissen beide Kontaktbedingungen eines jeden
Kontaktes gepriift werden. Ist fiir einen Punktkontakt mindestens eine der Bedingungen
nicht mehr erfiillt, wird dieser Kontakt eliminiert, und die zugehoérige Randbedingung aus
dem System der Bewegungsgleichungen entfernt.

5.3.1 Kontaktablésung in Normalenrichtung

Anhand welcher Kriterien 148t sich nun entscheiden, ob ein Kontakt sich in Richtung der
Beriithrnormalen ablost? Zunéchst gilt, dafl die resultierende Bewegung eines Korpers sich
aus allen auf ihn wirkenden Kriften ergibt. Hierzu zahlen bei Vorliegen kontaktbedingter
Bewegungsbeschrankungen auch die an den Kontaktstellen wirkenden Kréfte, zusdtzlich
zu allen sonstigen dufleren Kriften, wie z.B. der Schwerkraft.

Ob ein Kontakt sich 16st, ergibt sich aus der Gesamtbewegung der beiden beteiligten
Objekte, und hangt somit auch von allen auf diese Objekte wirkenden Kraften ab.

Diese Zusammenhéange werden im Folgenden fiir zwei verschiedene Formulierungen der
Kontaktbedingungen dargestellt.
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Behandlung mit bilateralen Kontaktbedingungen

Eine einfache Méglichkeit zur Simulation von Kontakten stellt die Aufstellung bilate-
raler Bewegungseinschrankungen dar, obwohl die Kontaktbedingungen ihrer Natur nach
eigentlich unilaterale Beschrankungen darstellen. Der grofle Vorteil bilateraler Kontaktbe-
dingungen liegt darin, daf} sie durch Gleichungssysteme darstellbar sind, wihrend unilate-
rale Kontaktbedingungen durch Ungleichungssysteme beschrieben werden, deren Losung
wesentlich aufwendiger ist. Diesen Vorteil erkauft man sich jedoch mit dem Nachteil,
daB an den Kontakten negative (d.h. anziehende) Kontaktkrifte auftreten konnen, was
physikalisch bei Vernachlidssigung von Adhésionseffekten nicht der Fall ist. Ohne weitere
MafBnahmen wiirden solche bilateralen Kontakte sich nicht mehr 16sen, was absolut unrea-
listisch ware. Allerdings 148t sich gerade das Auftreten negativer Kontaktkrifte als Indiz
dafiir ansehen, daB sich ein Kontakt 16sen muf. Die Nachbildung unilateraler Kontakte
durch bilaterale Kontaktbedingungen besteht also darin, Kontakte stets dann zu lésen,
wenn negative Kontaktkrafte auftreten. Da die Kontaktkrafte beim Losen des Systems
der bedingten Bewegungsgleichungen als Zwischenergebnis anfallen, ist der zusétzliche
Aufwand zur Entscheidung tber sich 16sende Kontakte minimal. Aufgrund der kurzei-
tig (maximal ein Simulationsintervall) wirkenden negativen Kontaktkrafte ergeben sich
jedoch auch gewisse storende Effekte.

Dies soll das folgende Beispiel veranschaulichen. Bei der in Abb. 30 dargestellten Situa-
tion preft zum Zeitpunkt ¢; das interaktiv kontrollierte Objekt A ein zweites bewegliches
Objekt B gegen das feststehende Hindernis C. Es besteht je ein Kontaktpunkt zwischen
A und B sowie zwischen B und C. Zum Zeitpunkt ¢, kehrt sich die Bewegungstendenz von
Objekt A um. Da die bilateralen Kontaktbedingungen zunéchst jedoch noch giiltig sind,
wird der Kontakt an beiden Beriithrpunkten aufrechterhalten, allerdings jeweils mit nega-
tiven Kontaktkréaften. Aufgrund dieser Tatsache werden nun beide Kontaktbedingungen
eliminiert. Zum Zeitpunkt ¢3 kann sich Objekt A nun frei von Objekt B losen. Objekt B
selbst verbleibt nach wie vor in Ruhe, da keine Krifte darauf wirken.

In diesem Fall ist das resultierende Bewegungsverhalten aller beteiligten Objekte kor-
rekt. Die kurzzeitig wirkenden negativen Kontaktkrafte fithren zu einer Verzogerung der
Ablosebewegung um ein Simulationsintervall (in der GroBenordnung von 10ms), was
auBerlich kaum bemerkbar ist. Allerdings kann es in vergleichbaren Situationen geschehen,
daB aufgrund negativer Kontaktkrafte Kontakte gelost werden, welche eigentlich beste-
hen bleiben sollten. Man denke an einen Stapel aufeinander geschichteter Quader, welche
durch die Schwerkraft aufeinandergedriickt werden (¢ = ¢;). Nun wird der oberste, inter-
aktiv kontrollierte Quader ruckartig nach oben gezogen. Wie bei einer gespannten Kette
nehmen nun alle Kontaktkrafte zwischen den Quadern negative Werte an, und die Kon-
takte losen sich (¢ = t;). Tatsachlich bewegt sich anschlieBend nur der oberste Quader
nach oben weg. Die Kontakte zwischen allen anderen Quadern miissen sich, wegen der
wirkenden Schwerkraft, wieder neu aufbauen. Dieser Ablauf wirkt zwar duBerlich ebenfalls
korrekt. Da in jedem Simulationsintervall jedoch nur ein neuer Kontaktpunkt hinzukom-
men kann (vgl. Abschnitt 5.1), vergehen unter Umstanden zahlreiche Intervalle, bis alle
Kontaktpunkte wieder hergestellt sind.
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t=t,

t=t,

t=ty c
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Abbildung 30: Beispiel einer Kontaktablésung mit bilateralen Kon-
taktbedingungen.

Behandlung mit unilateralen Kontaktbedingungen

Die physikalisch korrekte Formulierung von unilateralen Kontaktbedingungen 1at sich
als sogenanntes lineares Komplementaritatsproblem darstellen. Die in der Literatur (z.B.
3, 44]) vorherrschende Beschreibung beruht auf folgenden Uberlegungen.

Analog zu Gleichung (8) beschreibe a = M~!Cf + a.,; den Einflul der Kontakt-
krafte f auf die Objektbeschleunigung. Die Normalkomponenten der Kontaktbeschleuni-
gung a; = CTa sind positiv, wenn sich Kontakte zu I6sen beginnen, und negativ, wenn
sich die einander berithrenden Objekte zu durchdringen beginnen. Daher lautet die zu-
gehorige Kontaktbedingung a; > 0. Fiir die Kontaktkrifte gilt gleichermafien £ > 0. Da
an einem sich losenden Kontakt die Kontaktkraft verschwindet, und bei positiver Kontakt-
kraft an einem bestehenden Kontakt die Normalkomponente der Kontaktbeschleunigung
verschwindet, gilt fiir f und a, zusitzlich die Komplementarititsbedingung a’f = 0.
Insgesamt erhilt man damit die Bedingungen

a; >0, f>0, alf=0. (41)

Zusammen mit der linearen Beziehung zwischen f und aj,
a, = CTM™'Cf+ C"a,,,, (42)

stellt die Bestimmung von f und a, ein lineares Komplementaritatsproblem (LCP, siehe

auch [14, 15]) dar. Zur Losung dieses LLCP wird haufig der dem Simplex-Algorithmus
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verwandte Lemke-Algorithmus [27] herangezogen, dessen Konvergenz unter den gegebenen
Bedingungen (A = C"M~'C ist zumindest positiv semi-definit) gesichert ist.

Dieses Verfahren hat allerdings den Nachteil, dafl es nicht auf einer unmittelbaren
Randbedingung fiir die Objektlage basiert, sondern auf einer Randbedingung fiir die Ob-
jektbeschleunigung. Im Laufe der Simulation ist daher mit der Akkumulation von In-
tegrationsfehlern zu rechnen, was zu einem zunehmenden Abdriften von der korrekten
Beriihrsituation fithren kann. In Abschnitt 3.4 wurde eine Vorgehensweise zur Stabilisie-
rung der Kontaktbedingungen dargestellt, die solche Driftprobleme vermeidet, indem sie
die Kontaktbedingungen direkt auf die Kontaktabstande w = g(f), g : R" — IR" bezieht.
Die Funktion g(f) ist jedoch nichtlinear in f, so daB sich die zugehérigen Komplementa-
ritdtsbedingungen (vgl. Gl. (41))

w > 0, f>0, wif=0 (43)
nicht mehr mit dem Lemke-Algorithmus oder anderen Verfahren 16sen lassen, welche fiir
den linearen Fall konzipiert sind. Ein Verfahren zur numerische Losung des nichtlinearen
Komplementaritatsproblems (43) wird in Kapitel 6 vorgestellt.

5.3.2 Tangentiale Kontaktabl6ésung

Die mathematische Formulierung der Kontaktbedingungen in Abschnitt 4.5 entspricht ei-
gentlich den Bedingungen fiir einen Punkt-Ebene-Schnitt beziechungsweise fiir den Schnitt
zweier Geraden. Die an einem Kontakt beteiligten Flachen und Kanten sind jedoch nicht
unendlich ausgedehnt, sondern stellen endliche Ebenensegmente beziehungsweise Gera-
densegmente dar. Verlafit ein Kontaktpunkt nun das jeweilige Ebenensegment oder Gera-
densegment, so 16st sich dieser Kontakt entweder, oder er geht unmittelbar in einen neuen
Kontakt mit einem angrenzenden Kontaktelement iiber (siche Abschnitt 5.4).

Wir betrachten nun die Segmentbedingungen fiir eine solche tangentiale Kontaktab-
16sung.

Segmentbedingungen eines Punkt-Flache-Kontaktes

Ein Punkt-Flache-Kontakt werde durch den Punkt P und das in der Ebene S liegende
Flachensegment F' gebildet. GeméB den Bezeichnungen in Abb. 2 entspricht das Innere
der Flache F' der Menge aller Punkte x € .5, fiir die gilt

V,: (nx (a1 —a;) (x—a;) >0. (44)

Verletzt der Kontaktpunkt P diese Bedingung, so liegt er auferhalb des Flachenseg-
mentes, und der Kontakt zwischen P und F lost sich (vgl. Abb. 31).

Segmentbedingungen eines Kante-Kante-Kontaktes

Ein Kante-Kante-Kontakt werde gebildet durch zwei Kanten mit den Endpunkten a;, by
beziehungsweise ay, by. Der Schnittpunkt der beiden Geraden, in welche diese Kanten
eingebettet sind, ergibt sich aus der Schnittbedingung
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Object B

Abbildung 31: Der Punkt-Flache-Kontakt zwischen der Ecke P und
dem Flachensegment ' C S 16st sich, wenn P entlang der Ebene S
gleitet, und dabei das Flachensegment verlaft.

a; + A(by —ay) = as + Az(by — ay).

Wenn sich die Geraden schneiden, so hat dieses Gleichungssystem die Lésungen

(b —ay)"(n x (a; —ay))

/\1 - n? )
\ o (bl — al)T(n X (a2 — al))
2 = 2 .

Der so berechnete Schnittpunkt liegt aber nur dann im Inneren beider Kantensegmen-
te, wenn die folgenden Segmentbedingungen erfiillt sind:

0<M<1T A 0<X<I. (45)

Andernfalls schneiden sich die beiden Geradensegmente nicht, und der Kante-Kante-
Kontakt 16st sich.

5.4 Kontaktiiberginge

Wir betrachten zwei sich berithrende Objekte A und B, welche aneinander entlang glei-
ten (Abb. 32). Der zu Objekt A gehorende Punkt P bildet zunichst einen Ecke-Flache-
Kontakt mit der zu Objekt B gehorenden Flache Fy. Im Laufe der Gleitbewegung wechselt
der Kontaktpunkt auf die zu F} benachbarte Objektflaiche F; iiber. Die Gestaltung dieses
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Object B

a) b)

Abbildung 32: Ubergang des Kontaktes zwischen Eckpunkt P und
Flache F} auf den Kontakt zwischen P und F,. Im konvexen Fall
(a) 16st sich der Kontakt wahrend des Uberganges vollkommen. Im

konkaven Fall (b) bertihrt P wahrend des Uberganges zeitweilig beide
Fléchen.

Kontaktiibergangs hangt nun davon ab, ob die den Flidchen F} und F; gemeinsame Kante
F konvex oder konkav ist.

Ist £ konvex (Abb. 32a), 16st sich P zuerst von F; aufgrund einer Verletzung der
Segmentbedingung, bevor mch einer Kollision mit F, ein neuer Kontakt entstehen kann.
Kurzzeitig besteht also keine Verbindung zwischen dem Punkt P und Objekt B.

Ist £ dagegen konkav (Abb. 32b), so kollidiert P mit der Flache F,, wihrend der
Kontakt mit F} noch besteht. Zu diesem Zeitpunkt bestehen damit zwei Ecke-Flache-
Kontakte zwischen P und Objekt B. Wenn sich die Gleitbewegung zwschen den beiden
Korpern in der urspriinglichen Richtung fortsetzt, so 16st sich P von der Flache F; und
gleitet entlang F weiter.

Diese Ablaufe wurden hier am Beispiel eines Fcke-Flache-Kontaktes dargesellt, der
in einen neuen Ecke-Fliche-Kontakt iibergeht. Ganz analoge Abldufe treten beim Kon-
taktibergang an Kante-Kante-Kontakten auf. Zudem kann bei einem Kontaktiibergang
ein Ecke-Flache-Kontakt ineinen Kante-Kante-Kontakt tibergehen und umgekehrt (Abb.
33).

Bei allen diesen Abldufen entsteht der neue Kontaktpunktjeweils aufgrund einer Kolli-
sion. Es sind jedoch auch flieBende Kontaktibergiange moglich, bei denen keine Kollisionen
auftreten.

Flielende Kontaktiibergénge

Neue Kontakte entstehen typischerweise aufgrund von lokalen Kollisionen. Dabei wird
die Objektbewegung im Kollisionszeitpunkt unterbrochen und eine neue Kontaktbedin-
gung in die Liste der Bewegungsbeschrankungen aufgenommen. Anschliefend wird die
Bewegungssimulation mit diesen erweiterten Randbedingungen fortgesetzt. Der in Ab-
schnitt 5.1 beschriebene Mechanismus zur Erzwingung minimaler Punktkontaktkonfigu-
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Abbildung 33: Kontaktiibergang zwischen einem Punkt-Flache-
Kontakt und einem Kante-Kante-Kontakt.

rationen erfordert jedoch, dafl in jedem Simulationsintervall nur héchstens eine neue Kol-
lision beriicksichtigt werden kann. Zwischen zwei Kollisionsvorgdngen mufl daher jeweils
mindestens ein Simulationsschritt durchgefithrt werden, welcher die iterative Losung ei-
nes Gleichungssystems und somit einen gewissen Zeitaufwand erfordert. Treten nun viele
Kollisionen in rascher Folge auf, so steigt der Simulationsaufwand, und die Simulation
wird insgesamt verlangsamt.

Bei Kontaktiitbergéingen kann jedoch in bestimmten Fallen der neue Kontakt auch
ohne eine Kollision realisiert werden. Dies sei anhand von Abb. 34 erldutert. Ein Eck-
punkt P von Objekt A gleite entlang einer Flache F; von Objekt B, unter Einhaltung
des in Abschnitt 5.1.1 beschriebenen Schlupfabstandes ;. Am Ende des Simulationsin-
tervalles [ty, 5] liegt P auBerhalb des Flachensegmentes I}, und dieser Kontakt 16st sich.
Gleichzeitig liege P innerhalb des Flachensegmentes F;. Fin flieBender Kontaktiibergang
wird nun dadurch realisiert, da} der alte Kontakt mit F; unmittelbar durch den neuen
Kontakt zwischen P und Fj ersetzt wird, ohne eine Kollision zwischen diesen Elementen
abzuwarten.

Dieser Mechanismus greift jedoch nur dann, wenn P zum Zeitpunkt ¢, einen Abstand
0 < d(ty) < 2e5 von der Flache Fy hat (vgl. Abb. 34). Bei negativen Werten von d(i2)
tritt bereits bei t. < {5 eine Kollision auf. Bei Werten von d(t3) > 2¢, wird kein flieBender
Kontaktiibergang durchgefiihrt, da bei grofien Werten von d(t5) ein spaterer Kontakt zwi-
schen P und F, zunehmend unwahrscheinlich wird. Insgesamt beschréanken sich flielende
Kontaktiibergidnge im wesentlichen auf solche Situationen, bei denen die betrachteten
benachbarten Flachen Fi und F, nur geringfiigig verschiedene Orientierungen besitzen.

5.5 Entstehung von Gleichgewichtslagen

Gegeben sei die Anordnung in Abb. 35a, ein Prisma A, dessen Flachenkontakt mit der
Unterlage B durch drei Punktkontakte an den Ecken Py, P, und Pj5 realisiert ist. Aufler
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Abbildung 34: FlieBender Kontaktiibergang zwischen zwei Punkt-
Flache-Kontakten

den Kontaktkraften wirke auf A nur die Gewichtskraft, die im Schwerpunkt S ansetzt.
Zwar definieren die drei Punktkontakte eindeutig die parallele Lageder sich bertihren-
den Flichensegmente. Da an ihnen keine negativen (anziehenden) Kontaktkafte wirken
konnen, der LotfuBpunkt des Schverpunkts S jedoch auBerhalb des Dreiecks (P; P, Ps)
liegt, st die Anordnungstatisch nicht stabil.

Dies hat zur Folge, daB sich der Kontakt bei P, 16st, und Objekt A um die Achse P, Ps
kippt, bis es bei dem Eckpunkt P, mit Objekt B kollidiert. Diese Situation ist in Abb.
35b dargestellt. Durch den Sicherheitsabstand e, der an den Kontaktpunkten eingehalten
wird, sind die Objekte in dieser Lage leicht gegeneinander geneigt (der Neigungswinkel
ist in der Abbildung stark tibertrieben dargestellt). Fiir den neuen Kontaktpunkt bei Py
gilt ebenfalls der Kontaktabstand e, so dafl die Objekte anschlieend wieder parallel
ausgerichtet sind (Abb. 35¢).
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b)

c)

_____ '
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Abbildung 35: Kontaktwechsel zur Erzielung von Gleichgewichtslagen.
(a) Das in instabiler Lage befindliche Objekt A 16st sich am Kontakt-
punkt P; von der Unterlage B. (b) Die Objekte A und B kollidieren
bei P, miteinander. (¢) Der neue Punktkontakt bei Py stellt die stabile
Gleichgewichtslage her.

Geht nun die Schwerpunktsachse durch das Dreieck der Kontaktpunkte, so ist eine
Gleichgewichtslage erreicht. Andernfalls wechselt die Kontaktpunktkonfiguration erneut,
bis sich das Gleichgewicht einstellt (vgl. Abb. 36). Dieser Mechanismus, der hier am Bei-
spiel der wirkenden Schwerkraft dargestellt wurde, funktioniert selbstverstandlich ebenso,
wenn andere externe Kréfte auf die sich beriihrenden Objekte wirken. Generell entwickelt
sich die Anordnung der Kontaktpunkte so, daf ein statisches beziehungsweise dynamisches
Gleichgewicht aufgebaut wird.

Abschlielend soll noch auf ein interessantes Merkmal dieses Mechanismus eingegan-
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Ps Ps Ps

a) b) c)

Abbildung 36: (a) Die polygonale Kontaktregion wirdzundchst durch
die drei Kontaktpunkte B, P, und P; reprasentiert. Nun greift eine
externe Kraft an, deren Kraftlinie durch den Punkt S geht. (b) Durch
eine geringfiigige Kippbewegung umdie Achse P, Py 16st sich der Kon-
taktpunkt P;, und ein neuer Kontaktpunkt entsteht bei P;. Da S nicht
im Dreieck (P, Ps, Py) liegt, ist diese Situation ebenfalls instabil. (c)
Durch eine erneute Kippbewegung 16st sich der Kontaktpunkt P,, und
ein neuer Kontaktpunkt entsteht bei Ps. Da S im Dreieck (Ps, Py, Ps)
liegt ist diese Situation stabil.

gen werden. Wie aus Abb. 35b ersichtlich ist, entsteht der neue Kontaktpunkt genau an
jenem Eckpunkt der Grundfliche des Prismas, welcher den groBten senkrechten Abstand
von der Kippachse Py Ps hat. Dadurch besitzt das neue Kontaktpunktdreieck, bezogen auf
die Basis P, Py, die maximal mogliche Flache. Dies kommt der numerischen Stabilitat der
Kontaktsimulation zugute (vgl. hierzu Abb. 12). Die Flache des von den Kontaktpunk-
ten gebildeten Dreiecks wird durch diesen Mechanismus jedoch nicht unbedingt global
maximiert. Das flichengréfite Kontaktpunktdreieck in Abb. 36¢ wire (P, Py, Ps).

5.6 Zusammenfassung

Die Anpassung der Kontaktbedingungen an Verdnderungen der Kontaktsituation fassen
wir noch einmal anhand des Struktogrammes in Abb. 37 zusammen.

Wir gehen aus von einer simulierten Objektbewegung, welche sich durch die itera-
tive Losung der Bewegungsgleichungen unter Berticksichtigung der aktuell bestehenden
Bewegungsrestriktionen ergibt. Nachdem fiir alle beweglichen Objekte auf diese Weise
eine neue Lage bestimmt wurde, priift ein externes Modul zur Kollisionserkennung, ob im
letzten Bewegungsschritt Kollisionen aufgetreten sind. Werden Kollisionen registriert, so
liefert das Kollisionserkennungsmodul auch approximative Kollisionszeitpunkte ¢* hierfiir.
Die Kollisionszeitpunkte werden dabei durch lineare Interpolation des Kontaktabstandes
zwischen Beginn und Ende des Simulationsintervalles approximiert. Unter Verwendung
der Bewegungsgleichungen (21,22) kann ¢* mit Hilfe der Regula Falsi iterativ verbessert
werden. Die simulierte Objektbewegung wird im Kollisionsfall nur bis zum derart be-
stimmten Kollisionszeitpunkt durchgefithrt, und der neue Kontaktpunkt in die Liste der
Kontaktbedingungen aufgenommen.

Die resultierende neue Objektlage wird schlieBlich daraufhin gepriift, ob sich beste-
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Abbildung 37: Struktogramm zur Anpassung der Kontaktbedingungen
an Veranderungender Kontaktsituation.

hende Kontakte gelést haben, oder ob Kontaktiberginge stattfanden. Auch solche Ande-
rungen der Kontaktstuation werden inder Liste der Kontakthedingungen bericksichtigt.
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6 Numerische Losung des Gleichungssystems

Bevor wir auf die Losung des Gleichungssystems zur Simulation kontaktbedingter Bewe-
gungseinschrankungen genauer eingehen, fassen wir zuachst noch einmal zusammen, aus
welchen in fritheren Kapiteln beschriebenen Bestandteilen sich dieses Gleichungssystem
zusammensetzt.

In Abschnitt 3.4 haben wir die allgemeinen Bewegungsgleichungen aufgestellt, gemaf8
denen sich ein simuliertes Objekt unter dem Einfluf} externer Krafte wiahrend eines Zeitin-
tervalls [¢, ¢+ At] bewegt. Man erhilt dabei ein Gleichungssystem fiir die Position ¢'T2(f)
und die Orientierung R'*2(f) des Kérpers am Ende des Zeitintervalles At als Funktionen
der unbekannten Kontaktkrifte f = (f ... f,)". Die Komponenten von f stellen dabei die
Betrage der n Kontaktkrafte dar, wahrend sich die Kraftrichtungen aus der zum Zeitpunkt
t bekannten Kontaktgeometrie ergeben.

In Abschnitt 4.5 wurde der Kontaktabstand w an einem Punktkontakt als Funktion
der Raumlagen der beteiligten Koérper hergeleitet (Gln. (28),(32)), der sich allgemein dar-
stellen 146t als w'*4 = g(Ry(f), ¢1(f), Ra(f), co(f)), oder kurz w'+2! = g(f). Aufgrund des
Rotationsanteils der Bewegungen ist die Funktion g nichtlinear in den Kraftkomponenten
f.

Fiir ein System von Korpern, welche sich an insgesamt n Kontaktpunkten bertihren,
erhalt man somit n Kontaktbedingungen der Form

witA = g:(f) =0, 1=1...n,
oder, kompakt zusammengefafit, w4’ = g(f) = 0,g : R" — R".

Da wir die Kontakte als unilaterale Bewegungsbeschrankungen betrachten, gelten an
den n Kontaktpunkten nun die in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen Komplementaritatsbe-
dingungen

w; >0, Jiz 0,  wf;=0, i=1...n,
beziehungsweise in der kompakten Vektorschreibweise
) w'f = 0. (46)

Die Ungleichungen sind dabei komponentenweise zu verstehen.

Wegen der nichtlinearen Beziehung w'*2! = g(f) stellt Gleichung (46) ein sogenann-
tes nichtlineares Komplementaritatsproblem (nonlinear complementarity problem, NCP)
zur Bestimmung der GréBen wit2! und f dar. Die aus der Loésung dieses NCP resultie-
renden Kontaktkrafte werden schliefllich wieder in die Bewegungsgleichungen eingesetzt,
woraus sich die Bewegungsgréflen und Objektlagen der beteiligten Objekte am Ende des
betrachteten Zeitintervalls ¢ + At ergeben.

6.1 Die L6ésung des nichtlinearen Komplementarititsproblems

Ein nichtlineares Komplementaritatsproblem (NCP) der Form

x>0, Fx)>0 x"F(x)=0
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kann mit Hilfe eines Operators ¥ : R" — IR" auf ein nichtlineares Gleichungssystem
zuriickgefithrt werden, wenn gilt

¥(x")=0 <= x* >0, F(x*)>0, X*TF(X*) = 0.

Da W(x*) = 0 ein gewdhnliches nichtlineares Gleichungssystem darstellt, kann es mit
dem Newton-Verfahren oder verwandten Ansdtzen gelost werden. Diese Vorgehenswei-
se zur Behandlung eines NCP geht auf Mangasarian [31] zuriick. Seitdem wurden von
verschiedenen Autoren Varianten zur Wahl von W vorgeschlagen. Eine gute Ubersichts-

darstellung findet sich in [25, 26].

NCP-Funktionen

Nach Kanzow und Kleinmichel [23] ist die Klasse der NCP-Funktionen p(a,b) : R*> = R
definiert durch die Eigenschaft

e(a,b) =0 — a>0, b>0, ab=0. (47)

Diese Funktionen transformieren ein 1-dimensionales Komplementaritatsproblem in ei-
ne aquivalente nichtlineare skalare Gleichung, welche beispielsweise mit dem Newton-
Verfahren gelost werden kann.

Besonders giinstige Eigenschaften bei der Lésung dieser nichtlinearen Gleichung erge-
ben sich bei Verwendung der folgenden NCP-Funktion, die auch als Fischer-Funktion [19]

bezeichnet wird:

¢(a,b) =va%+ b2 —a—b. (48)

Die Eigenschaft (47) dieser Funktion 148t sich leicht verifizieren anhand der 9 Fille,
die sich durch die Kombination von a >0, a=0, a<0mitb>0, b=0, b<0
ergeben.

Lésung des Gleichungssystems mit dem Newton-Verfahren

Mit dieser Hilfsfunktion definiert man nun den Operator Fy : R*" — IR*" wie folgt:

f,w

Rt = (50 ) (19)
wobel

®(f,w) = (p(f1,w1),.. "w(fmwn»T'

Die Werte (f*, w*) 16sen also genau dann das obige NCP, wenn gilt F (f*, w*) = 0.
Das Gleichungssystem F,(f, w) = 0 ist vom Grad 2n. Wie in [25] dargestellt 148t sich die
Losung dieses Systems jedoch auf die Losung eines Gleichungssystems vom Grade n redu-
zieren, da die n Komponenten von w letztlich keine unabhéngigen Variablen darstellen.

Mit der Jakobi-Matrix
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OFy i & [ o8 (fk —E; ]
" wh) = of

atw) ) T | e ) e (e wh)

1aBt sich der Newton-Ansatz

JOF AfF
a(f’:jv) (fkvwk) ( AwF ) = _F@(fkvwk>

umformen in das System

8_(1) k ok 8_(1) k ka_g Y Apk koo k 8_<I> koo k k k
(af(f,w)+aw(f,w)af(f) Af* = —d)(f,w)—aw(f,w)(g(f)—w)
(50)

Awt = 98 (giyap ) — wh 51
who= e ()AL 4 g(f7) — w. (51)

Zur Bestimmung von Af* aus (50) ist also ein lineares Gleichungssystem vom Grade
n zu l6sen, wihrend sich Aw* im AnschluB daran durch direktes Einsetzen von Af* in
Gleichung (51) ergibt.

Die Iteration

£ = fF A

Wk-l—l — Wk—|-AWk

wird schlieBlich solange fortgesetzt, bis || ®(f*, w*)|| einen vorgebbaren Schwellwert unter-
schreitet.

Bemerkungen zur Implementierung

Die Jacobi-Matrix % wird in der vorliegenden Implementierung nicht analytisch be-

stimmt, sondern mit finiten Differenzen numerisch approximiert (siehe [38]). Der Diffe-
(z;)

. . aF;
rentialquotient — =%
xr

w angenahert, wobei h einen sehr kleinen Wert annimmt.

an der Stelle z; = ¢ wird dabei durch den Differenzenquotienten

Die zur Durchfithrung eines Iterationsschrittes erforderliche Losung eines linearen Glei-
chungssystems wurde effizient mit Hilfe von Standardbibliotheken (siehe [38]) realisiert.
Zur Gewinnung des Abbruchkriteriums wurde anstelle der Norm

(5w = JZW(ff“,wf:“)

die Summe der Betrige der Komponenten von ®(f*, w*) bewertet. Die Tteration wird
abgebrochen, wenn die Bedingung

o lp(ffwh)] < e
=1

erfiillt ist. Als Wert fiir & wurde 1076 gewihlt.
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6.2 Laufzeitverhalten

Der numerische Aufwand zur Durchfiihrung eines Iterationsschritts hingt im wesentlichen
vom Grad n des zu l6senden linearen Gleichungssystem ab, und somit von der Anzahl n der
Kontaktpunkte in einem Kontaktcluster. Die zur Losung des gesamten NCP erforderliche
Laufzeit hangt auBler von n auch ganz wesentlich ab von der Wahl der Startwerte fiir die
Iteration, sowie von der konkreten Konfiguration der Kontaktpunkte. Letztere entscheidet
itber die tatsidchliche Konvergenzgeschwindigkeit, und somit auch iiber die erforderliche
Anzahl von Iterationsschritten. Dieser Einflufl der jeweiligen Kontaktsituation 148t sich
nur schwer analytisch erfassen, und soll daher empirisch untersucht werden.

Dazu wurde eine spezielle Versuchsanordnung gewéhlt, bei der die Bewegung mehrerer
sich bertihrender Objekte stochastisch gesteuert wurde. Konkret wurden zwei polygonale
Korper mit zuféllig bestimmten externen Kréaften und Drehmomenten beaufschlagt. Der
Erwartungswert der Kréfte war dabei jedoch ungleich Null, so daf§ dadurch eine bevor-
zugte Bewegungsrichtung erzeugt wurde. Die Bewegungstendenz wurde so gewéhlt, dafl
sich alle Objekte in Richtung einer konkaven Hindernisecke bewegten und dort gegenein-
anderstieflen (siehe Abb. 38). Durch die zufillige Variation der Kréfte und Drehmomente
stellte sich kein stationdrer Zustand ein. Stattdessen ergab sich der fiir unsere Fragestel-
lung angestrebte standige Wechsel der Kontaktsituationen.

Abbildung 38: Versuchsanordnung zur Bestimmung des Laufzeitver-
haltens.

Die zur Aufstellung und Lésung des NCP wahrend einer Mefireihe bendtigten Rechen-
zeiten ® wurden zusammen mit der jeweiligen Anzahl von Kontaktpunkten registriert, und
sind in Abb. 39 dargestellt.

Man erkennt, daf} die Laufzeiten fiir eine gegebene Anzahl von Kontaktpunkten stark
schwanken, dies spiegelt die unterschiedliche Konvergenzrate bei verschiedenen Kontakt-

8auf einer SGI O? mit Prozessor R10000 bei 150 MHz
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Abbildung 39: Darstellung der zur Losung des NCP bestimmten Lauf-
zeiten, in Abhéngigkeit von der Ordnung des Gleichungssystems, die
mit der Anzahl der Kontaktpunkte iibereinstimmt.

situationen wider. Die mittleren Laufzeiten liegen bis n = 8 unter 6ms, die Maximalwerte
unter 10ms. Diese Werte liegen somit in einem Bereich, der Echtzeitanwendungen zulafit.

6.3 Gewinnung von Startwerten fiir die Newton-Iteration

Das Newton-Verfahren weist in der Néhe einer Lésung quadratische Konvergenz auf. Die
Anzahl der erforderlichen ITterationen ist daher um so kleiner, je naher der Startwert
an einer Losung des Gleichungssystems liegt. Fiir die eben beschriebene Newton-Iteration
zur Bestimmung der Kontaktkrifte sollen nun verschiedene Moglichkeiten zur Gewinnung
passender Startwerte diskutiert werden.

1. Initialisierung mit Null
Wenn keine qualifizierte Pradiktion der zu erwartenden Kontaktkrafte vorliegt, bie-
tet es sich an, die Newton-Iteration mit Null zu initialisieren.

2. Initialisierung mit den zuletzt bestimmten Kontaktkriften
Dieser Vorgehensweise liegt die Annahme zugrunde, dafl sich die Krifteverhéltnisse
zwischen aufeinanderfolgenden Simulationsintervallen nur unwesentlich andern. Die-
se Annahme ist plausibel, solange sich die Konfiguration der Kontaktpunkte nicht
wesentlich (beispielsweise durch eine Kollision) andert.
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3. Initialisierung mit linearer Approximation
Unter der idealisierenden Annahme, daf} alle bestehenden Kontaktpunkte wihrend
des aktuellen Simulationsintervalls erhalten bleiben, kann Gleichung (42) zur Ge-
winnung einer Schiatzung der Kontaktkrifte verwendet werden. Wegen der Kontakt-
bedingung a; = 0 fithrt dies auf ein lineares Gleichungssystem der Form

C'"M™'Cf + CTa,,; =0
zur naherungsweisen Bestimmung von f.

4. Initialisierung mit LCP
GemaB Gleichung (41) kann die Bestimmung der Kontaktkrafte auch als lineares
Komplementaritatsproblem (LCP) formuliert werden, wenn dies auch mit gewis-
sen Nachteilen verbunden ist (vgl. Abschnitt 5.3.1). Die Losung dieses LCP liefert
ebenfalls Kontaktkrifte, die zur Initialisierung der Newton-Iteration herangezogen
werden konnen.

Zur Bewertung und zum Vergleich dieser Varianten ziehen wir die Auswertung einer
groBen Anzahl von Simulationsschritten heran, die unter zufillig gewédhlten Randbedin-
gungen mit verschiedenen Kontaktkonfigurationen und externen Kréften durchgefithrt
wurden. Dabei wurden sowohl die jeweils erforderliche Anzahl von Iterationsschritten als
auch die zur Losung des NCP erforderliche Rechenzeit festgehalten. Die Ergebnisse sind
in den Diagrammen Abb. 40 und 41 jeweils in Abhédngigkeit von der Ordnung des Glei-
chungssystems dargestellt.

Der Abb. 40 entnehmen wir wie erwartet, daf die benétigte Anzahl der Iterationen
um so kleiner wird, je ndher die initialen Kraftwerte an der Lésung des Gleichungssystems
liegen. Die Vermutung, dal die Kraftwerte des jeweils vorherigen Simulationsintervalls ei-
ne bessere Pradiktion darstellen als die Initialisierung mit Null, bestatigt sich. Allerdings
wird die Pradiktion noch besser, wenn die Verhiltnisse des jeweils aktuellen Simulati-
onsintervalls mitberiicksichtigt werden, und in Form einer linearen Approximation oder
durch die Losung eines LCP zur Bestimmung der Startwerte herangezogen werden.

Bei einem Vergleich der betrachteten Verfahren zur Startwertgewinnung ist allerdings
nicht nur der mégliche Zeitgewinn bei der Newton-Iteration selbst von Bedeutung, sondern
auch der zur Gewinnung dieser Startwerte zusétzlich erforderliche Zeitaufwand. Insbeson-
dere bei den beiden letzten Verfahren kann dieser Zeitaufwand nicht mehr vernachléssigt
werden. In Abb. 41 sind daher die im Rahmen der Stichprobe im Mittel benétigten Re-
chenzeiten zur iterativen Losung des NCP zuziiglich des Zeitaufwandes zur jeweiligen
Gewinnung der Startwerte aufgetragen. Dabei féllt auf, daBl die mittleren Rechenzeiten
sich bei den betrachteten Pradiktionsverfahren nur wenig unterscheiden. Der groflere Re-
chenzeitaufwand der Pradiktion durch lineare Approximation oder durch Lésung eines
LCP bringt insgesamt betrachtet keinen signifikanten Vorteil gegeniiber der Verwendung
der Kréfte des vergangenen Simulationsintervalls.

6.4 Bemerkungen zur Konvergenz des NCP

Damit das Newton-Verfahren bei der Losung des nichtlinearen Gleichungssystems F,(f) =
0 konvergiert, darf die Jacobi-Matrix von F,(f) an einer Losungsstelle f = f* des NCP
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Abbildung 40: Darstellung der zur Losung des NCP erforderlichen An-
zahl von Iterationen, welche bei einer Simulationsstichprobe ermittelt
wurden. Die Werte sind in Abhéngigkeit von der Ordnung des Glei-
chungssystems dargestellt.

nicht singular sein. Kanzow [24] zeigt, daB diese Bedingung unter folgenden Voraussetzung
erfiillt ist:

1. g(f) ist in einer Umgebung von f* differenzierbar, und die Ableitung ist dort Lip-
schitz-stetig.

2. Die Jacobi-Matrix von g(f) ist an der Stelle f* nicht singular.

3. Die strikte Komplementaritatsbedingung f +w > 0 ist erfiillt, d.h. an einem beste-
henden Kontaktpunkt verschwindet die Kontaktkraft nicht.

Voraussetzung 1 ist erfiillt, wie sich anhand der Herleitung von g(f) in Abschnitt
3.4 leicht nachpriifen 148t. Dies ist auch physikalisch plausibel, da bei massebehafteten
Korpern eine endliche Anderung des Kontaktabstandes nur durch eine nicht-verschwin-
dende Anderung der Kontaktkrifte erzielt werden kann. Die Voraussetzungen 2 und 3
sind erfiillt, wenn die Kontaktbedingungen nicht redundant sind. Die in Abschnitt 5 dar-
gestellten Mechanismen zur Verwaltung der Kontaktpunkte vermeiden redundante Kon-
taktpunktkonfigurationen. Daher sollten die Kontaktkrifte in der Regel eindeutig be-
stimmbar sein. Die vorgestellten empirischen Ergebnisse zeigen die rasche Konvergenz
des Verfahrens und bestatigen dies ebenfalls.
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mttlere Sinulationszeiten (ohne Kollisionserkennung) auf R10000 / 150MHz

10 T T T T T T T
Initialisierung: mt Null —
| etzte Kraefte ———
LGS -----
LCP -
8 - -
6 - -
g
4 | |
2 - -
0 IM‘ 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl der Kont akt punkte

Abbildung 41: Darstellung der zur Losung des NCP bendétigten Lauf-
zeit, welche bei einer Simulationsstichprobe ermittelt wurde. Die Wer-
te sind in Abhéngigkeit von der Ordnung des Gleichungssystems dar-
gestellt.

Dennoch sind Situationen méglich, in denen das Verfahren nicht oder nur sehr langsam
konvergiert. Solche Fille konnen auftreten, wenn der Startwert der Iteration zu weit von
der Losung entfernt ist.

Ein Beispiel hierfiir ist in Abb. 42 dargestellt, bei dem sich Objekt A in eine keilférmi-
ge Offnung von Objekt B hineinbewegt. Dabei gleite Objekt A entlang der Fliche F,
von Objekt B, unter Einhaltung des Sicherheitsabstandes 5. Aufgrund des kleinen Win-
kels zwischen den Flachen Fy und F, dringt Objekt A bereits sehr viel frither in das
Sicherheitsintervall der Flache F} ein, bevor eine Kollision an dieser Stelle auftreten kann.
Nach einer solchen Kollision zwischen Eckpunkt P und Fliache F; (Abb. 42b) fordert die
neu entstandene Kontaktbedingung die Finhaltung des Sicherheitsabstandes 5 auch an
diesem Kontakt. Dies kann nur dadurch erreicht werden, dafi Objekt A um die Strecke
h nach links bewegt. Bei einem sehr kleinen Winkel zwischen F; und F, kann A sehr
grofl werden, und Objekt A miiite sichtbar nach links springen, was allerdings keinem
physikalisch plausiblen Objektverhalten entspréche.

Tatséchlich konvergiert das iterative Losungsverfahren zur Bestimmung der Kontakt-
krafte in solchen Féllen nur sehr langsam oder gar nicht. Nach einer vorgegebenen Ma-
ximalzahl von Iterationen wird das Verfahren daher abgebrochen, und die beteiligten
Objekte werden in die vorhergehende Situation zuriickversetzt (Abb. 42a). Diese Vorge-
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hensweise fithrt zu einem physikalisch plausiblen Objektverhalten, welches sich im darge-
stellten Beispiel als Verklemmung umschreiben 1a8t.

ObjektA | T T T T ——

ObjektA | ————

b)

Abbildung 42: Das Objekt A dringt in eine keilfsrmige Offnung von
Objekt B ein (a), und kollidiert schlieBlich mit diesem (b). Wenn das
Verfahren zur Bestimmung der Kontaktkréfte in dieser Situation nicht

konvergiert, so kehrt die Simulation zuriick zum letzten konsistenten
Zustand (a).
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7 Reibungseffekte

Die bei der Simulation von Kontakten zwischen virtuellen Objekten auftretenden Kontakt-
krafte beschrankten sich in der bisherigen Darstellung ausschlieflich auf die in Richtung
der jeweiligen Kontaktnormalen wirkenden Krifte. Ubersetzt in physikalische Begriffe
wurde damit lediglich der reibungsfreie Fall behandelt. In praktischen Anwendungssze-
narien sind jedoch reibungsbehaftete Kontakte die Regel und miissen daher im Rahmen
einer realistischen Kontaktsimulation beriicksichtigt werden. Hierzu miissen die an den
Kontaktstellen wirkenden Krifte um tangentiale Komponenten erginzt werden.

In den folgenden Abschnitten wird die Erweiterung der Kontaktsimulation um Rei-
bungseffekte beschrieben. Dabei werden die beiden Reibungsarten der Gleitreibung und
der Haftreibung ihrer unterschiedlichen Eigenschaften wegen getrennt behandelt.

7.1 Simulation von Gleitreibung

Die physikalische Beschreibung der Gleitreibung zwischen festen Kérpern wird héufig in
drei zentrale empirische GesetzmaBigkeiten gefaBt, die auch als Coulomb’sches Reibungs-
gesetz bezeichnet werden:

e Die Gleitreibungskraft fr ist der tangentialen Relativbewegung vz der beteiligten
Korper stets entgegengerichtet. Thr Betrag ist proportional zum Betrag fy der zu-
gehorigen Normalkraft.

e Die Gleitreibungskraft ist unabhéngig von der Flache der Kontaktregion.

o Die Gleitreibungskraft ist unabhéngig vom Betrag der Gleitgeschwindigkeit, solange
die Bewegung nicht zur Ruhe kommt.

Die entsprechende mathematische Formulierung dieses Reibungsgesetzes lautet also
— (52)

wobei der Reibungskoeffizient p die Proportionalitatskonstante zwischen Reibungskraft
und Normalkraft bezeichnet.

Diese Darstellung ist zunachst nur fiir punktférmige Kontaktregionen vollstandig. Fla-
chenhafte Kontakte lassen sich jedoch als Menge vieler Punktkontakte auffassen, fiir die
jeweils lokal das obige Reibungsgesetz gilt.

Da bei der Simulation von Kontaktsituationen auch rotatorische Gleithewegungen auf-
treten konnen, ist die lokale Tangentialgeschwindigkeit an den verschiedenen Reibungs-
punkten als ortsabhéngig verschieden anzunehmen. Zudem muf} beriicksichtigt werden,
daBl zwischen den beteiligten Koérpern nicht nur Kontaktkrafte, sondern auch Momente
ausgetauscht werden konnen, so daf die lokalen Normalkrifte ebenfalls ortsabhéngig sind.

Die explizite Beriicksichtigung einer groien Anzahl ortsabhéngig verschiedener lokaler
Kontaktkrafte innerhalb einer Kontaktfliche im Rahmen der bisher beschriebenen Vor-

gehensweise zur Kontaktsimulation erscheint aus verschiedenen Griinden fragwiirdig:
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e Das verwendete Kontaktmodell beruht auf einer minimalen Anzahl von Punktkon-
takten. Nur fiir diese Kontaktpunkte werden Kontaktkrafte bestimmt.

e Selbst wenn eine grofle Anzahl von Kontaktkraften innerhalb einer Kontaktflache
realisiert werden kénnte, wére das resultierende Kréftesystem unter Voraussetzung
starrer Korper statisch und dynamisch unterbestimmt und somit redundant.

e Wiirden geniigend viele Randbedingungen zur Verfiigung stehen, wire das resultie-
rende Gleichungssystem sehr umfangreich und entsprechend aufwendig zu 16sen.

Wir behalten daher die Strategie bei, redundante Kontaktpunkte zu vermeiden, und
beschranken uns bei der Modellierung von Reibungseffekten auf diesselben wenigen Punkt-
kontakte, welche zur Befriedigung der kinematischen Kontaktbedingungen erforderlich
sind.

In welchem Mafle durch diese Vorgehensweise das Reibungsverhalten der Kontaktsimu-
lation von den realen Verhaltnissen abweicht, wird gesondert in Abschnitt 8.3 untersucht.

Im folgenden beschreiben wir, wie das Coulomb’sche Reibungsgesetz in die bisher
beschriebene Vorgehensweise zur Kontaktsimulation eingearbeitet werden kann. ITm rei-
bungsfreien Fall wurde die Richtung jeder Kontaktkraft f; durch die Kontaktnormale n;
vorgegeben. Mit Hilfe der kinematischen Kontaktbedingungen wurden jeweils die Betrage
fi der Kontaktkréafte bestimmt. Nun kommen zu den Normalkriften fy, additiv die Rei-
bungskrifte fz, hinzu (vgl. Abb.43):

f. = fn, +1r,
v
= [in; — ,ufz'—z
Vil
v
= qu (1’17; — U ‘ ) .
Vil
) Vi : Vi
Object A — Object A —
n
T Pi| Pi
: A fr :
Object B ' Object B
fi
a) fn b)

Abbildung 43: Die Normalkraft fy, und die tangentiale Reibungskraft
fr, konnen durch eine geneigte resultierende Rebungskraft f; ersetzt
werden.

Bei der Bestimmung der Betrige der Kontaktkréafte kann nun in den Gleichungen (21)
und (22) jeweilsdie resultierende Kraftrichtung n; — ,u|:,'—?| anstelle der Kontaktnormale n;
eingesetzt werden.
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Bestimmung der Richtung der Gleitreibungskraft

GemafB dem Coulomb’schen Reibungsgesetz ist die Gleitreibungskraft stets der relativen
Kontaktgeschwindigkeit entgegengerichtet. Wie bereits in Abschnitt 3.4 soll die Kontakt-
geometrie zu Beginn des betrachteten Simulationsintervalls zugrunde gelegt werden. Diese
Vorgehensweise entspricht der in den Gleichungen (21) und (22) verwendeten Vorwérts-
differentiation. Daher bestimmen wir auch nun die relative Kontaktgeschwindigkeit v} des
i-ten Kontaktes am Anfang des Zeitintervalles zu

t t t £ t t £
V, = V;+Ww; XTI —Vy—Wwy XTI,

7.2 Simulation von Haftreibung

Tritt an einer Kontaktstelle zwischen zwei starren Koérpern keine tangentiale Gleitbewe-
gung auf, haften sie also aneinander, so muf} eine orthogonal zur Kontaktnormale wir-
kende Widerstandskraft iiberwunden werden, bevor eine Gleitbewegung einsetzen kann.
Diese Widerstandskraft wird als Haftreibungskraft bezeichnet. Im Gegensatz zur Glei-
treibungskraft ist sie nicht proportional zur Normalkraft an der Beriihrstelle, sondern
gerade so grofl, dafl eine Gleitbewegung verhindert wird, bis ein Grenzwert, die maximale
Haftreibungskraft, iiberschritten wird. Dieser Grenzwert allerdings ist proportional zur
Normalkraft, so daB insgesamt gilt f,ps < pthasefn, wobei typischerweise figieir < flhafe

Da die Haftreibungskraft in keinem festen Verhidltnis zur Normalkraft steht, sind die
beiden tangentialen Komponenten dieser Kraft als zusdtzliche variable Kréfte zu behan-
deln. Zur vollsténdigen Bestimmung der Kontaktkréfte bei Haftreibung sind also an jedem
Kontaktpunkt neben dem Betrag der Normalkraft zusétzlich die zwei Komponenten der
Reibungskraft zu bestimmen. Es ist leicht einzusehen, dafl die Haftreibungskrifte bei
mehreren Kontaktpunkten zwischen zwei als starr angenommenen Korpern nicht eindeu-
tig bestimmbar sind, selbst wenn die Normalkréfte eindeutig bestimmt sind.

Bestehen zwischen zwei Korpern beispielsweise drei nicht-redundante Kontaktpunk-
te, so verbleiben fiir eine Gleitbewegung noch 6 — 3 = 3 Freiheitsgrade. Sollen diese
durch Haftreibungskréfte blockiert werden, so sind genau drei nicht-redundante zusétzli-
che Kréfte eindeutig bestimmbar. An jedem der drei Kontaktpunkte wirken jedoch zwei
tangentiale Kraftkomponenten, insgesamt also 6 Stiick.

Zur Loésung solch unterbestimmter Problemstellungen stehen verschiedene mathema-
tische Methoden bereit, wie zum Beispiel Singular Value Decomposition (SVD, [38]).
Um den zusdtzlichen numerischen Aufwand solcher Verfahren zu vermeiden, ziehen wir
jedoch eine Vorgehensweise vor, welche das Auftreten redundanter Kontaktkrafte verhin-
dert und eine eindeutige Losung ermoglicht. Zudem treffen die in der Literatur ([1, 35, 45]
u.a.) vorgestellten Verfahren meist die vereinfachende und nicht zutreffende Annahme
Pgleit = fhase. Der im folgenden dargestellte Ansatz zur Realisierung von Haftreibung
bedarf dieser Vereinfachung nicht.

7.2.1 Haftreibung als kinematische Zwangsbedingung

Im Gegensatz zur Gleitreibung, die einer Tangentialbewegung zwar entgegenwirkt, sie
aber nicht verhindert, blockiert die Haftreibung jede tangentiale Relativbewegung, solan-
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ge die maximale Haftreibungskraft nicht uberschritten wird. Die Haftreibung erzwingt
also die Einhaltung einer kinematischen Zwangsbedingung, und dhnelt darin der in Nor-
malenrichtung wirkenden Kontaktkraft, welche die Durchdringung der sich berithrenden
Korper an der Kontaktstelle verhindert.

Dieser Vergleich ist durchaus auch physikalisch motiviert: man kann sich die Haft-
reibung als durch mikroskopisch kleine Rauhigkeiten an den Beriihrflichen verursacht
vorstellen, an denen die beiden Korper sich verhaken. Die Haftreibungskraft stellt sich
damit als Kontaktkraft zur Befriedigung von zuséatzlichen Kontaktbedingungen dar.

Gemaf dieser Sichtweise fiigt sich die Realisierung von Haftreibung als kinematische
Zwangsbedingung nahtlos in das bereits beschriebene Konzept zur Kontaktsimulation ein.
Erforderlich ist hierzu lediglich die Einfiihrung von geeigneten Gleithindernissen an den
Kontaktpunkten, die fiir die zusdtzlichen tangentialen Kontaktkrafte sorgen.

7.2.2 Realisierung der Haftreibung an Punkt-Fliche-Kontakten

Ein Punkt-Flache-Kontakt sei gegeben durch den zu Objekt 1 gehérenden Punkt P, der
die zu Objekt 2 gehorende Fliache F' im Punkt B beriihrt. Geht dieser Kontakt in Haftrei-
bung tiber (vgl. Abschnitt 7.3), so werden an Objekt 2 zusatzliche Hilfsflachen definiert,
welche jeweils orthogonal zu F' stehen und in sehr geringem Abstand rings um B ange-
ordnet sind (Abb. 44). Diese Hilfsflichen sind nur fiir den Punkt P kollisionssensitiv.

Bewegen sich die beteiligten Objekte tangential zueinander, so kollidiert P sofort mit
einer dieser Hilfsflichen, und es entsteht eine neue Kontaktbedingung, welche eine weitere
Gleitbewegung von P relativ zu F' unterbindet.

Ein solcher Hilfskontakt wird in der Simulation als unilateraler, reibungsfreier Punkt-
kontakt realisiert und wird entsprechend wieder gelost, wenn die Kontaktkraft verschwin-
det.

Der Raum zwischen den vier Hilfsflichen erlaubt dem Kontaktpunkt P ein geringes
Spiel, welches aber wegen der geringen Distanzen zwischen den Hilfsflachen nicht sichtbar
wird. Dieser Spielraum ist jedoch erforderlich, damit sich solche Hilfskontakte bei Bedarf
auch wieder 16sen und gegebenenfalls an einer der anderen Hilfsflichen neu entstehen
kénnen.

Ein solcher Hilfskontakt entsteht jedoch nur aufgrund einer Kollision des Punktes P
mit einer der Hilfsflichen. Eine solche Kollision wiederum kann nur eintreten, wenn die
entsprechende Bewegung nicht bereits durch andere Zwangsbedingungen blockiert war.
Dadurch wird sichergestellt, dafl keine redundanten Hilfskontakte entstehen, ganz ent-
sprechend wie dies auch fiir regulire Kontaktbedingungen gilt. Dieser Mechanismus zur
Vermeidung redundanter Kontaktkonfigurationen wurde bereits in Abschnitt 5.1 beschrie-
ben.

Diese Vorgehensweise sei anhand eines einfachen zweidimensionalen Beispieles illu-
striert (vgl. Abb 45). Fiir einen schridg an einer Wand lehnenden Stab lassen sich drei ki-
nematische Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, und somit drei nicht-redundante Kraft-
komponenten bestimmen. An den beiden Kontaktstellen gibt es jeweils eine Normalkraft
und eine Haftreibungskraft (vgl. Abb. 45a). Diese 4 Krifte lassen sich somit ohne weitere
Randbedingungen nicht eindeutig bestimmen. Mit der Einfithrung von Hilfskontakten zur
Realisierung der Haftreibung stellt sich diesselbe Anordnung beispielsweise wie in Abb.
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Abbildung 44: Realisierung der Haftreibung an einem Punkt-Flache-
Kontakt: Die Gleitbewegung des Punktes P entlang der Kontaktflache
F wird durch vier Hilfsflachen verhindert, die im Abstand d um den
Kontaktpunkt B herum angeordnet sind. Links sind die beiden am
Kontakt beteiligten Elemente separat dargestellt, rechts nachdem P
mit einer der Hilfsflichen kollidiert ist.

fn

2

Abbildung 45: Die vier auf den schrag an einer Wand lehnenden Stab
wirkenden Kraftkomponenten (fn,, fr,, fn,, fr,) lassen sich bei Haft-
reibung ohne weitere Annahmen nicht eindeutig bestimmen (links).
Durch die Wirkung eines der im Text beschriebenen Hilfskontakte er-
gibt sich eine kinematisch eindeutig bestimmte Situation (rechts).
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45b dar. Die Redundanz wird vermieden, da bereits eine der beiden Tangentialkrafte
ausreicht, um die Gleitbewegung zu blockieren.

Es soll noch bemerkt werden, dafl durch diese Realisierung der Haftreibung den am
Kontakt beteiligten Korpern nur genau die erforderlichen Bewegungsfreiheitsgrade ge-
nommen werden. Dies zeigt sich am Beispiel einer Bleistiftspitze, an deren Kontakt zur
Unterlage Haftreibung herrsche. Dadurch bleiben die Rotationsméglichkeiten des Bleistif-
tes um seine Spitze, in der Simulation wie in der Realitat, vollkommen erhalten.

7.2.3 Realisierung der Haftreibung an Kante-Kante-Kontakten

Die Realisierung der Haftreibung an Kante-Kante-Kontakten folgt demselben Prinzip wie
eben fiir Punkt-Flache-Kontakte beschrieben. Der Unterschied besteht lediglich in der
besonderen Anordnung der zur Nachbildung der Haftreibung erforderlichen Hilfsflachen.

Da diese Hilfsflichen eine tangentiale Gleitbewegung blockieren sollen, miissen sie je-
weils senkrecht zur Bertihrebene orientiert werden. Im Falle eines Punkt-Flache-Kontaktes
werden sie daher senkrecht zu der Flache I’ angeordnet und sind fest mit ihr verbunden
solange die Haftreibung an diesem Kontaktpunkt fortbesteht. Iin Falle eines Kante-Kante-
Kontaktes ergibt sich die Beriihrebene aus beiden beteiligten Kantenrichtungen, entspre-
chend miissen je zwei der Hilfsflachen so mit jeder der beiden Kanten verbunden werden,
daf} die Hilfsflichen orthogonal zur jeweiligen Kantenrichtung stehen.

Der Kante-Kante-Kontakt sei gegeben durch die zu Objekt 1 gehorende Kante K mit
dem Punkt Pp, sowie durch die zu Objekt 2 gehorende Kante Ky mit dem Punkt P,. Py
und P, fallen im Kontaktpunkt zusammen. Geht dieser Kontakt in Haftreibung iiber, so
werden gemafl Abb. 46 die zu K orthogonalen Hilfsflachen Fy; und Fi5 beiderseits von
Py angeordnet, sowie die zu Ky orthogonalen Hilfsflichen Fy; und Fy; beiderseits von P.

Gleitbewegungen zwischen den beteiligten Kanten werden nun blockiert durch Kolli-
sionen von P; mit einer der Flachen Fy; oder Fyy, beziehungsweise durch Kollisionen von
P, mit Fy; oder Fiy. Auch in diesem Fall bleibt durch den geringen Abstand zwischen je-
dem Flachenpaar ein unmerklicher Spielraum bestehen, so dafl auch hier der Mechanismus
zur Vermeidung redundanter Kontaktsituationen greifen kann.

7.3 Realisierung des Ubergangs zwischen Gleiten und Haften

Kommt die Gleitbewegung zwischen zwei sich berithrenden Kérpern zum Stillstand, so
geht die Gleitreibung in Haftreibung tiber. In einem zeitdiskreten System zur Kontaktsi-
mulation sind die Kontaktgeschwindigkeiten jedoch nur zu diskreten Zeitpunkten explizit
bekannt, und in der Regel erfolgt der Ubergang von Gleitreibung in Haftreibung zwischen
zweil solchen Zeitpunkten. Dies hat zur Konsequenz, dafl die Gleitreibungskraft, deren
Richtung sich aus der Gleitgeschwindigkeit v(t1) zu Beginn des betreffenden Zeitinter-
valls ergibt, iiber das ganze Zeitintervall hinweg wirkt, und somit auch {iber den Zeitpunkt
t* hinaus, an dem die Gleitbewegung eigentlich zum Stillstand kommen miite (vgl. Abb.
47). Die Gleitreibungskraft, die eigentlich nur bremsend wirken sollte, beschleunigt nun
die Bewegung entgegen der urspriinglichen Richtung bis zum Ende des Simulationsin-
tervalls ¢y auf die Geschwindigkeit vg(ty), die Bewegung schwingt gewissermafien iiber.
Entsprechend dem Wechsel der Bewegungsrichtung andert sich damit auch die Richtung
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der Gleitreibungskraft fiir das folgende Zeitintervall [t2, ¢5]. Es besteht nun die Moglichkeit,
daB sich derselbe Vorgang mit alternierenden Bewegungsrichtungen wiederholt, und das
System ins Schwingen kommt. Da dabei zu keinem der diskreten Zeitpunkte die Gleitge-
schwindigkeit gleich null wird, wiirde der Ubergang zur Haftreibung auf diese Weise nicht

erfolgen.

Ko Ky

a) Ky b) \

P

Fo
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21 \*E’z
NG ||

Abbildung 46: Realisierung der Haftreibung an einem Kante-Kante-
Kontakt: Jeder der beiden Kanten K, und K, sind je zwei Hilfsflachen
zugeordnet (links separat dargestellt, rechts oben in der Kontaktsi-
tuation). Eine Gleitbewegung wird dadurch unterbunden, da P; mit
einer der Flachen Fy; oder Fy, kollidiert, bzw. P, mit Fy; oder Fiy

(rechts unten).

Um dies zu vermeiden, lassen wir den Ubergang zur Haftreibung stets dann erfolgen,
wenn sich die Richtung der Gleitbewegung umkehrt, d.h. wenn vg(t)Tve(t + At) < 0.
Diese Vorgehensweise ist in Abb. 48 dargestellt. Um auch den Fall der schleichenden
Anniherung der Gleitgeschwindigkeit an Null abzudecken, erfolgt der Ubergang zur Haft-
reibung weiterhin ebenfalls dann, wenn eine Mindestgeschwindigkeit v,,;, unterschritten
wird, d.h. wenn |vg(t + At)| < vgin.

Besteht zwischen zwei Kérpern eine linienhafte oder flachenhafte Kontaktregion, so
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Abbildung 47: In zeitdiskreten Simulationen kann die Reibungskraft
iiber das Ende der Gleitbewegung bei ¢t = ¢* hinaus wirken, und be-
schleunigt dann das Objekt in Gegenrichtung. Dadurch kann das Sy-

stem ins Schwingen kommen.

wechselt stets die gesamte Kontaktregion gemeinsam zwischen Gleiten und Haften ?. Eine
solche Kontaktregion wird geméaf unserem Kontaktmodell durch zwei beziehungsweise
drei Punktkontakte repriasentiert. Diese Kontakte miissen entsprechend auch gemeinsam
zwischen Gleiten und Haften wechseln.

Aus diesem Grunde wechseln in der realisierten Implementierung stets alle Punktkon-
takte zwischen zwei Kérpern gemeinsam zwischen Gleiten und Haften '°.

9Bei einer Gleithewegung mit Rotationskomponente kann an einem einzelnen Punkt der Kontaktregion
die Gleitgeschwindigkeit gleich null sein. Da der Beitrag eines solchen Punktes verglichen mit der gesamten
Kontaktregion infinitesimal klein ist, muf} dieser Fall nicht gesondert beriicksichtigt werden.

10Djese Vorgehensweise ist auch dann gerechtfertigt, wenn mehrere Punktkontakte zwischen zwei
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Abbildung 48: Kehrt sich die lokale Gleitgeschwindigkeitsrichtung
durch die iber £ = t* hinaus wirkende Gleitreibungskraft um, so erfolgt
der Ubergang in Haftreibung. Durch die Einfiihrung von zusétzlichen
kinematischen Zwangsbedingungen wird eine weitere Gleitbewegung
unterbunden, solange Haftreibung herrscht.

Umgekehrt geht die Haftreibung wieder in Gleitreibung iiber, wenn der Betrag der
Haftreibungskraft den Maximalwert erreicht,d.h. wenn fi, 5 > pipa s fv. Bestehen mehrere
Kontaktpunkte zwischen zwei Korpern, so stellt sich die Frage, wie diese Bedingung nun

angewandt werden mu8.

Korpern keine linienhafte oder flichenhafte Kontaktregion représentieren, wie zum Beispiel beim Kontakt
zwischen den Beinen eines Tisches mit dem Fuflboden. Das resultierende Objektverhalten bleibt auch in
solchen Féllen realistisch, solange nicht zwingend erwartet wird, dafl ein Teil der Punktkontakte haftet
und andere gleiten. Dies ist nur in Ausnahmesituationen der Fall, beispielsweise bei einem Zirkel, dessen
Nadel haften mufl wéahrend die Graphitspitze gleitet.
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Da redundante Haftreibungskrafte vermieden werden, sind nicht alle Richtungskom-
ponenten der Haftreibungskraft an jedem Kontaktpunkt vertreten, an einem der Kon-
taktpunkte eventuell sogar gar keine (vgl. Abb. 49). Der Ubergang zwischen Haften und
Gleiten kann daher fiir diese Kontaktpunkte nicht isoliert entschieden werden. Da zudem
alle Punktkontakte zwischen zwei Korpern ihren Zustand gemeinsam wechseln, bietet es
sich an, die obige Bedingung fiir einen Kontaktpunkt auf N Kontaktpunkte wie folgt zu
erweitern:

N N
S fragte = fhage y -

Dabei entspricht fi, s, der resultierenden Haftreibungskraft am ¢-ten Kontaktpunkt.

Abbildung 49: Eine ebene Gleitbewegung hat 3 Bewegungsfreiheits-
grade. Die Realisierung der Haftreibung durch kinematische Zwangs-
bedingungen erfordert also genau drei Zwangskrifte, die zuséatzlich an
den drei Kontaktpunkten ansetzen. An jedem Kontaktpunkt konnen
bis zu zwei solche Krifte ansetzen (P ), eventuell aber auch keine ( Ps).
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8 Die Eigenschaften der Approximation von ebenen
Flachenkontakten durch Punktkontakte

8.1 Physikalische Merkmale realer Flichenkontakte

Wir wollen uns bei den folgenden Betrachtungen auf die Merkmale von ebenen Flachen-
kontakten zwischen starren Kérpern beschrianken, da wir uns im Rahmen der Kontaktsi-
mulation ebenfalls nur mit starren Kérpern befassen. Die Beschrankung auf ebene Kon-
taktflachen ist durch die von uns verwendete polyhedrale Geometriebeschreibung moti-
viert.

Bei der Betrachtung realer Flachenkontakte zwischen starren Korpern auf der mikro-
skopischen Ebene stellt man zum einen fest, daf} feste Korper, welche makroskopisch als
starr erscheinen (d.h. nicht offensichtlich plastisch oder elastisch sind), auf der mikroskopi-
schen Ebene stets eine gewisse Elastizitat aufweisen. Desweiteren besitzt jede Oberfliche
eines festen Korpers, auch wenn sie makroskopisch als glatt erscheint, auf mikroskopischer
Ebene eine Oberflachenrauhigkeit, die sich alleine schon durch die atomare Struktur des
jeweiligen Materials ergibt.

Dadurch folgt, daf flichenhafte Kontakte im mathematisch strengen Sinne gar nicht
existieren, sondern stets durch eine mehr oder minder grofie Anzahl von Punktkontak-
ten gebildet werden. Die Anzahl und die geometrische Anordnung dieser Punktkontakte
hangen stark ab von der Mikrostruktur der beteiligten Oberflaichen, von der Elastizitat der
jeweiligen Materialien, sowie von dem an der Kontaktflache herrschenden Flachendruck.
Insbesondere der letzte Faktor hat sich in jiingeren Ergebnissen der Nanotribologie'!
als interessant herausgestellt. Der ndherungsweise lineare Zusammenhang zwischen Glei-
treibungskraft und Normalkraft ist bereits lange bekannt, und wird allgemein als Cou-
lomb’sches Reibungsgesetz bezeichnet!®. Erst in jiingerer Zeit wurde der physikalische
Hintergrund dieses Gesetzes naher beleuchtet [43]. Dabei wurde festgestellt, da die Glei-
treibungskraft eines Punktkontaktes unabhéngig von der wirkenden Normalkraft ist. Mit
zunehmender Normalkraft nimmt jedoch aufgrund der Mikroelastizitat die Anzahl der
Kontaktpunkte zu, und damit auch die insgesamt wirkende Gleitreibungskraft. Die Anzahl
und die geometrische Verteilung der im Verlaufe einer Gleithewegung jeweils bestehenden
Punktkontakte kann als stochastischer Prozef} aufgefait werden. Das makroskopische Ob-
jektverhalten ergibt sich dann durch die Integration der Beitriage der zeitlich variierenden
mikroskopischen punktférmigen Reibungskontakte.

8.1.1 Modellierung realer Flachenkontakte

Als Basis zur Bewertung unseres Ansatzes der Beschreibung von Flachenkontakten durch
wenige Punktkontakte im Vergleich zu realen Flachenkontakten benotigen wir eine Mo-
dellierung der realen Verhéltnisse.

'Die Nanotribologie befafit sich mit den Ursachen der Reibung und des Gleitwiderstandes auf atomarer
Ebene.

12Dieses Reibungsgesetz wurde bereits von Leonardo da Vinci (1452-1519) formuliert, und unabhéngig
davon im 17. Jahrhundert von Guillaume Amontons (1663-1806).
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Wir unterstellen, die Anzahl der Punktkontakte im realen Fall sei ausreichend grof3
und gleichméfig verteilt, so dafl der makroskopische Effekt aufgrund der sich stochastisch
andernden raumlichen Verteilung vernachlassigt werden kann. Dann ist es zuldssig, reale
Flachenkontakte durch eine gleichmifBig verteilte, gleichbleibende Anordnung einer festen,
ausreichend groflen Anzahl von Punktkontakten zu modellieren. Die Punktkontaktdichte
wird so gewdhlt, daBl eine weitere Erhéhung das resultierende makroskopische Verhalten

T

nicht mehr nennenswert beeinflufit.

<

Abbildung 50: Versuchsanordnung zur Bewertung verschiedener An-
zahlen von zufillig angeordneten Punktkontakten als Approximation
eines flichigen Reibungskontaktes. Der prismenféormige Korper wird
von einer externen Kraft konstanter Richtung angeschoben, die an
einem festen Punkt des Korpers ansetzt.

Zur Klarung dieser Fragestellung betrachten wir prismatische Kérper mit ebener
Grundflache, die auf einer ebenen Unterlage ruhen, und durch eine horizontal wirken-
de externe konstante Kraft in Bewegung gesetzt werden. Diese Situation ist in Abb. 50
dargestellt. Innerhalb der polygonalen Auflagefliche des Prismas ordnen wir eine zufillig
verteilte Menge von Punktkontakten an. In einer Serie von Experimenten simulieren wir
nun das Bewegungsverhalten der Prismen fiir zunehmend dichtere Punktkontaktvertei-
lungen. Als Anzahl der Kontaktpunkte wahlen wir dabei 10, 30, 100, 300, 1000 und 3000.
Als Vergleichskriterium fiir das Bewegungsverhalten verwenden wir den zeitlichen Verlauf
des Rotationswinkels und den zeitlichen Verlauf der Bewegung des Schwerpunktes der
Prismen bei nichtzentralem Anschieben, wie es schematisch in Abb. 66 dargestellt ist.
Der zeitliche Verlauf des Rotationswinkels und die Bahn des Schwerpunktes sind in den
Diagrammen 52 und 53 dargestellt. Es 1a8t sich feststellen, dafl das Bewegungsverhalten
bei zunehmender Dichte der Kontaktpunkte rasch konvergiert, und sich bereits ab 100
Punktkontakten keine erkennbaren Verdnderungen mehr zeigen. Entsprechende Untersu-
chungen mit verschiedenen Geometrien der Auflagefliche liefern vergleichbare Ergebnis-
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se. Hierzu werden als Testkorper Prismen gewéhlt, deren polygonale Grundflachen durch
einen Zufallsprozess erzeugt wurden. Dazu wurde zunéchst die Anzahl ny der Kanten der
jeweiligen Grundfliche festgelegt. Dann wurden die Koordinaten des i-ten Eckpunktes wie
folgt bestimmt:

r;, = random(0,1)
21
r;, = T;CO8
ng
. 2m
Yy, = Tr;s8m .
ng

Ein Beispiel fiir die derart erzeugten Geometrien zeigt Abb. 51.

Abbildung 51: Beispiel fiir die Geometrie der Grundflache eines Pris-
mas, welches mit dem im Text beschriebenen Verfahren zufillig er-
zeugt wurde.

Neben der geometrischen Verteilung der Kontaktpunkte spielt auch die Verteilung
der Normalkrafte auf die einzelnen Punktkontakte eine Rolle fiir das makroskopische
Reibungsverhalten. Insbesondere kann nicht angenommen werden, diese Verteilung (und
damit der Flachendruck) sei in der gesamten Kontaktfliche konstant.

Formal 148t sich dies damit begriinden, dafl ein Flachenkontakt einer dreiwertigen
kinematischen Lagebedingung entspricht, welche durch die wirkenden Kontaktkrafte er-
zwungen wird. Daher muf} die Verteilung der Normalkrifte mindestens drei unabhangi-
ge Variablen besitzen. Im Falle der minimalen Anzahl von genau drei Kontaktpunkten
entsprechen diese Variablen gerade den drei Kontaktkraften selbst. Anschaulich ist dies
ebenfalls einsichtig, da die Kontaktkrafte neben der pauschalen Normalkraft auch Mo-
mente zwischen den sich berithrenden Korpern realisieren miissen, um den Kontakt ohne
Durchdringungen aufrecht zu erhalten.
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Abbildung 52: Vergleich der Rotationshewegungen eines exzentrisch
angeschobenen Korpers bei Variation der Punktkontaktdichte. Ab 100
Kontaktpunkten ergeben sich nur noch geringe Variationen der resul-
tierenden Bewegung.

Fiir eine exakte Bestimmung der Verteilung der Normalkrafte miite das Flastizitéts-
verhalten der beteiligten Materialien genau beriicksichtigt werden, was jedoch den Rah-
men unserer Untersuchung sprengen wiirde. Daher beschrianken wir uns darauf, fiir die
Verteilung der Normalkréfte innerhalb der Kontaktregion eine systematische Gesetzméafig-
keit anzunehmen. Beschreibt man die Lage eines Kontaktpunktes in einem ebenen ortho-
gonalen Koordinatensystem durch die Koordinaten (u,v), so stellen wir die auf diesen

Kontaktpunkt entfallende Normalkraft fy(u,v) dar als

In(u,v) = fo+ fr(u)+ fr,(v). (53)

Die zugrundegelegten Funktionen fy, und f,, wahlen wir dabei wie folgt:

U

5
bl

- - |0)°

Palu) = A
—_ )\’U

wobei die Koordinaten u und v normiert werden auf die Dimensionen w4z, Vynae des
umschreibenden Rechteckes der polygonalen Kontaktregion, d.h.

u

A

u =

bl
umax
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Abbildung 53: Vergleich der Bewegungsbahnen des Schwerpunktes ei-
nes exzentrisch angeschobenen Kérpers bei Variation der Punktkon-
taktdichte. Es sind nur sehr geringe Abweichungen von der geradlini-
gen Bewegung zu beobachten.

v

Umar

Der Parameter s € (—1,00) legt die Nichtlinearitat des jeweiligen Funktionsverlaufes
fest. Dieser Verlauf ist in Abb. 54 fiir einige Werte von s aufgetragen.

Die 3 Parameter fy, Ay, A, in Gleichung (53) miissen sich aus den kinematischen und
dynamischen Kontaktbedingungen des Flachenkontaktes ergeben. Hierzu werden an drei
der Kontaktpunkte die iiblichen Kontaktbedingungen formuliert. Zur Einhaltung dieser
Kontaktbedingungen werden nun aber nicht speziell die an diesen Punkten wirkenden
Kontaktkrafte angesetzt, sondern die gesamte durch fy, A, A, parametrisierte Menge von
Kontaktkraften (vgl. Abb. 56). Bei der Losung des Gleichungssystems zur Bestimmung
dieser Kontaktkréafte dienen die drei Parameter fy, A, A, als Unbekannte. Die Kontakt-
krafte selbst folgen daraus gemaf Gleichung (53). Dabei ergeben sich vergleichbare Er-

gebnisse weitgehend unabhangig von Variationen des Parameters s (siche Abb. 55).

Die kinematischen Eigenschaften und die Reibungseigenschaften realer Flachenkon-
takte, die wie eben dargestellt modelliert werden, sollen nun in den folgenden beiden
Abschnitten mit den Eigenschaften unseres Modelles mit weniger (im konkreten Fall drei-
er) Punktkontakte verglichen werden.
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Abbildung 54: Der Verlauf der Funktionen f, fiir einige Werte des Para-
meters s, welcher die Nichtlinearitat der Funktion bestimmt. Der Para-
meter u ist normiert auf die Abmessungen des umschreibenden Rechtecks
der polygonalen Kontaktregion.

8.2 Vergleich der kinematischen Eigenschaften

Die kinematischen Kontaktbedingungen eines Flachenkontaktes werden bereits durch drei
geeignet angeordnete, inshbesondere nicht kollineare, Punktkontakte exakt représentiert.
Um dies zu zeigen, formulieren wir zunédchst folgenden Hilfssatz:

Gegebenen sei eine von einem beliebigen Polygon berandete ebene Kontaktflache, in-
nerhalb deren n Punktkontaktkrifte mit nichtnegativer Normalkomponente f;,2 =1,...n
wirken. Diese Normalkréfte lassen sich durch eine einzige Normalkraft ersetzen, die an
geeigneter Stelle innerhalb der ebenen konvexen Hiille der Kontaktfliche angreift.

Beweis:

Sollte die Kontaktfliche nichtkonvex sein, so ersetzen wir sie durch ihre konvexe Hiille.
In den dadurch hinzugenommenen Flachenanteilen wirken natiirlich keine weiteren Kon-
taktkrifte. In der Kontaktebene wéhlen wir ein orthogonales Koordinatensystem (u,v).
Die Behauptung lautet damit, es existiere ein Koordinatenpaar (u*,v*) im Inneren der

Flache und eine Normalkraft ¢, so dafl gilt:

fi (54)

1

g =

n

k3
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Abbildung 55: Vergleich der Rotationsbewegungen eines exzentrisch an-
geschobenen Korpers bei Variation des Parameters s. Die Simulationen
wurden mit jeweils 100 stochastisch gewahlten Kontaktpunkten und einer
relativen Exzentrizitdt der anschiebenden Kraft von 0.5 durchgefiihrt.

Abbildung 56: Links: Beispiel eines Prismas mit zuféllig erzeugter Grund-
flichengeometrie. Rechts: Beispiel einer nichtlinearen Verteilung der Be-
trage der Kontaktkrafte gemaB Gl. (53). Der Wert des Verteilungspara-

meters betriagt in diesem Beispiel s = 2.0.



98 8 APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN

u'g = Zn:mf? (55)

vtg = Y wifi, (56)
=1

wobei Gl.(54) die Kraftbedingung und Gln.(55,56) die Momentenbedingungen darstellen.

Durch Auflésen nach «* und v* folgt unmittelbar

u* _ Z:L:l Tj’ifi

Liz Uifi 57
Yo fi (57)

* Z:L:l lUifZ.
; iz Vili. 58
ST, (58)

Die Koordinaten (u*, v*) stellen also das gewichtete Mittel der jeweiligen Kontaktpunk-
te (u;, v;) dar, und liegen somit im Innern der konvexen Hiille der Kontaktflache. Es ist nun
leicht zu zeigen, dafl es drei Normalkrifte g; an den Kontaktpunkten (u;,v;),7 = 1,...3
im Innern der konvexen Hiille der Kontaktflache gibt, fiir die gilt

3
g = > i
=1
3
u'g = ) ujg;
=1

3
7 * —_— 7 . .
vg = v;g;,
i=1

sofern das durch die Punkte (u;,v;) bestimmte Dreieck den Punkt (u*,v*) einschliefit.
Diese drei Punktkontaktkrafte sind somit ebenfalls Aquivalent zu den Punktkontaktkraften
fi.

Es bleibt noch zu zeigen, daf die drei Kontaktpunkte so gewahlt werden konnen, dafl

sie nicht nur im Inneren der konvexen Hiille der Kontaktflache liegen, sondern in Innern

der Kontaktflache selbst.

Um dies zu zeigen stellen wir fest, daf} alle Eckpunkte der konvexen Hiille auch Eck-
punkte der Kontaktfliche darstellen. Zerlegt man das Polygon der konvexen Hiille in
Dreiecke, so liegt der Punkt (u*,v*) in genau einem dieser Dreiecke (siehe Abb. 57). Die
Eckpunkte dieses Dreiecks erfiillen alle Forderungen an die gesuchten Punkte (u;,v;), 7 =

1,..3.

Wir haben also gezeigt, daB die kinematischen Randbedingungen eines ebenen Flachen-
kontaktes durch drei geeignet gewédhlte Punktkontaktkréafte ebenso gewahrleistet werden
kénnen wie durch die vielen Kontaktkrafte des realen Flachenkontaktes.
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‘A

Abbildung 57: Eine konkave polygonale Kontaktregion (schattiert) und
ihre konvexe Hiille, P* bezeichnet den stets im Inneren der konvexen
Hiille befindlichen Ansatzpunkt der resultierenden Kontaktkraft. Aus
den Eckpunkten der polygonalen Kontaktregion lassen sich stets drei
Eckpunkte S;,7 = 1,...3 so auswéhlen, da P* im Inneren des dadurch
definierten Dreicks liegt.

8.3 Approximation der Reibungseigenschaften

8.3.1 Theoretischer Vergleich der Reibung bei flichiger und punktueller Auf-
lage

Allgemeines

Wir betrachten im folgenden einen Kérper, der mit einer ebenen Fliache auf einer horizon-
talen ebenen Unterlage aufliegt und sich entlang dieser bewegt. Zur Beschreibung dieser
Bewegung und der auftretenden Krafte und Momente wahlen wir das Koordinatensystem
so, daBl die xz-Ebene mit der Beriithrebene zusammenfallt, und die y-Achse zum betrach-
teten Zeitpunkt durch den Schwerpunkt des bewegten Korpers geht (Abb. 58). Auf den
Korper witke die Gewichtskraft G = [0, — f,, 0]1. Die Bewegung des Korpers zum betrach-
teten Zeitpunkt wird beschrieben durch die Translation v und die Rotation w relativ zur
Unterlage:

v = [Ua:a 0, UZ]Ta

w = [0,w,,0]".

An den Beriihrstellen zwischen dem bewegten Korper und der Unterlage treten Rei-
bungskrifte auf, die sich zu einer resultierenden Reibungskraft und einem resultierenden
Reibmoment summieren, und wesentlich auf das Bewegungsverhalten des Korpers Ein-
fluB nehmen. Wir wollen nun untersuchen, inwieweit dieser Einflul von der Geometrie
der Beriihrstellen abhangt, insbesondere davon, ob eine flichenhaft verteilte Reibregion

vorliegt (Abb. 58) oder diskrete Auflagepunkte (Abb. 59).
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y
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z

Abbildung 58: Koordinatensystem. Die ebene Beriihrfliche (grau
schattiert) liegt in der xz-Ebene, die y-Achse geht durch den Schwer-

punkt S des bewegten Korpers.

Abbildung 59: Diskrete Punktkontakte mit Ortsvektor r; und Normal-
kraft f;.

Den Beitrag dfr zur Reibungskraft eines Flachenelements dA an der Stelle x =
[2,y, 2]" bei Gleitreibung werde gemaB dem Reibungsmodell nach Coulomb beschrieben

als

v(x)

[v(x)|

wobei v(x) die lokale Geschwindigkeit des bewegten Korpers relativ zur Unterlage be-
zeichnet, und der Gleitreibungskoeffizient y in der gesamten Beriihrfliche gleich sei.
Daraus resultieren die Kraft Fr und das Moment Mg durch Reibung;:

de(X) = —u pA(X)dA,

RN
FR = ﬂ!|v(x)|pA( )dA, (59)
= — r X V(X) X
Mp = /i! |V(X)|pA( )dA (60)

Die x- und z-Komponenten von Mp sind stets Null.
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Die Normalkrifte der Auflagefliche bewirken ebenfalls einen Beitrag zu der Kraft und
dem Moment welche insgesamt auf den Kérper wirken:

Fy = / pa(x)dA,

My = X X é,pa(x)dA,

B —

wobei &, = [0,1,0]” den Einheitsvektor in Richtung der y-Achse bezeichnet. Die y-Kom-
ponente von My ist stets Null.

Zusitzlich lassen wir noch eine externe Kraft F.,; = [f,,0, f.]7 zu, die horizontal am
Punkt r = [r,, 1y, T‘Z]T ansetzt, und ein zusatzliches Moment r x F..; hervorruft. Damit
der Korper die Unterlage nicht verldBt muf fiir die resultierende Kraft F = [F,, F,,, F,]T =
Fr+Fny+F.;: und das resultierende Moment M = [M,., M,, MZ]T =Mp+Mpy+rxF.,
gelten:

F,=0 M,=0 M.=0, (61)

Beriihren sich der bewegte Kérper und die ebene Auflagefliche nur in einer Anzahl N
diskreter Punkte, so gehen die Intergrale (59) und (60) in diskrete Summen iber:

N
\Z
Fr = —pn )y, mfia (62)
=1 2
N
V;
MR = —u ZI'Z' X mﬂ (63)
=1 2
(64)

Rein translatorische Bewegung

Nun betrachten wir den Fall rein translatorischer Bewegung, bei der die lokale Geschwin-
digkeit v = [v,, 0, v.]"
zur Bewegungsrichtung angeschoben, d.h. es gelte f.r, = f.r, und fyv, = f,v,. Anschau-
lich bedeutet dies, daf§ die Kraftlinie von F.,; die y-Achse schneidet.

Die Komponenten des resultierenden Momentes M ergeben sich damit zu

iiberall gleich ist. Der Kérper werde durch F.,; zentral und parallel

M, = —/sz(x) dA+r,f. (65)
U

M, = m A/(:cvz — 20, )pa(x) dA (66)

M, = /pr(X) dA =1, fo. (67)

Setzt man (61), (65) und (67) in (66) ein, so ergibt sich fiir M,

M, = %(Mx Ve + M, v,) = 0.
v
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Aus den Bedingungen M, = M, = 0 folgt damit unmittelbar, daB auch das Moment
um die y-Achse M, verschwindet. Solange kein zusétzliches &ueres Moment angreift bleibt
damit die Bewegung rein translatorisch. Dies gilt unabhédngig von der Geometrie der Auf-
lagefliche, und somit auch fiir diskrete Stiitzpunkte, unabhiangig von deren geometrischer
Anordnung.

Mason [32] zeigt, daB bei rein translatorischer Bewegung sich die iiber die Kontakt-
flache verteilten Reibungskréfte durch eine einzige resultierende Punktkraft ersetzen las-
sen, welche in der Projektion des Schwerpunktes auf die Beriihrebene angreift. Dies
bestéatigt unser Ergebnis, da diese resultierende Reibungskraft somit kein Moment um
die y-Achse erzeugt.

Bewegung mit rotatorischen Komponenten

Jede nicht rein translatorische Objektbewegung in der xz-Ebene 148t sich zu einem gegebe-
nen Zeitpunkt als Rotation um eine zur y-Achse parallele Achse darstellen, welche durch
ein Rotationszentrum p, = [p.s,0,p..]T geht. Dieses ergibt sich aus den Bedingungen
v+ w X p,=0und wp, =0 zu

pr = (68)

jw|?

Der Fall reiner Translation, d.h. w = 0, kann hierbei als Grenzfall einer Rotation mit
unendlichem Rotationsradius betrachtet werden.

Wir beschranken uns im folgenden auf das ebene Problem, so dafl die Momente M,
und M. nicht weiter betrachtet werden. Desweiteren sollen die Bewegungen quasi-statisch
verlaufen, so dafl Tragheitskrafte vernachlassigbar sind. Der Flachendruck p4(x) mufi nicht
iiberall in der Beriihrfliche gleich sein, die Resultierende der Normalkrafte mufl jedoch
aus statischen Griinden auf den Schwerpunkt zeigen, d.h. es gilt

/XpA(X)dA = [55,0,5,] = 0. (69)

Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich gemaf [28] die resultierende Reibungskraft
Fr und das resultierende Reibungsmoment M, beziiglich des Rotationszentrums p, zu

~ X —Pr —
Fr = —psgn(wy)é, x P pa(x)dA, (70)
4 |X_pr|
M, - —Msgn(wy)éy/|x—p,|pA(x)dA. (71)
A

Ahnlich wie die Wirkung der Gravitation auf einen raumlich ausgedehnten Kérper
durch eine dquivalente Gewichtskraft beschrieben werden kann, die punktuell im Schwer-
punkt angreift, so kénnen auch die auf die Beriihrfliche verteilten Reibungskrifte durch
eine dquivalente Ersatzkraft Fr dargestellt werden, welche entlang einer Wirkungslinie L
wirkt (sieche Abb. 60). Entsprechend muf} eine externe Kraft F.,;, = —Fp entlang dieser
Kraftlinie angreifen, um genau diese Rotationsbewegung auszulésen.
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Abbildung 60: Das effektive Reibzentrum p.gs. Die resultierende Rei-
bungskraft Fr entlang der Kraftlinie L durch p.ss erzeugt dasselbe
Reibmoment beziiglich des Rotationszentrums p, wie die Reibungs-
krafte in der Beriihrflache.

An welchem Punkt p.ss € L die Kraft Fr ansetzt, spielt dabei keine Rolle. Wir
wéhlen daher einen fiir die weitere Diskussion geschickten Punkt so, daBl p.;s und p,
kollinear sind. Da die Kraft Fr beziiglich des Rotationszentrums p, das Reibmoment Mg
hervorrufen soll, gelten also die Beziehungen

(Pess —pr) xFr = M, (72)
APr = Desy, (73)

wobei offensichtlich A < 1 gelten muf.
Setzt man (73) in (72) ein, so folgen daraus die Beziehungen

(A—l)pr XFR = MT

1=\l |p. x Fr| = [M,|
M,
non = M
|pr><FR|
M, |
~ |p.|-|Fg

Mit der Dreiecksungleichung

X — Pr - VMPr
/ P (x)dA g/ P a(x) dA:/pA(x)dA:fg
4 |X_p7“| 4 |X_p7“| A
folgt aus (70) die Ungleichung
Fr| < pfy. (74)

Desweiteren folgt mit den Dreiecksungleichungen

[ bt >
A

/(x— P )pa(x) dA

A
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> /XPA<X> dA — /prpA(X> dA
A A
2 |0 - prfg|
> |p:| fy
aus Gleichung (71) die Ungleichung
IMg| = plpr|fs- (75)

Damit ergibt sich schlieilich die Beziehung

N|pr|fg

|p7“|:ufg
A <0, (77)

Y —1 (76)

welche aussagt, daB das Rotationszentrum p, und der Schwerpunkt S in derselben Halb-
ebene bezogen auf die Kraftlinie L liegen (vgl. Abb. 60). Eine externe Kraft F.,, = —Fp
erzeugt somit beziiglich des Schwerpunktes S ein Drehmoment, dessen Orientierung der
Rotation mit w entspricht. Wéahrend bei zentralem Anschieben also eine Bewegung ohne
Rotationskomponente erfolgt, ergibt sich bei nichtzentralem Anschieben eine Drehbewe-
gung der zu erwartenden Orientierung. Das Entscheidende an diesem Ergebnis fiir unsere
Fragestellung ist, dafl diese Aussage unabhingig von der Geometrie der Kontaktregion
gilt, und somit auch fiir den Fall einzelner Punktkontakte.

Rotation um den Schwerpunkt

SchlieBlich wollen wir die auftretenden Reibungskréfte und Reibungsmomente bei der
ebenen Rotation um den Schwerpunkt betrachten. Analog zu (70, 71) erhélt man mit
pr =0:

X X
Fr = —psgn(w,)é, x /mpA(X)dA, (78)
A
M, = —psgn(w,) [ Ixlpatx)da. (79)
A
Im flachigen Fall kénnen wir konstanten Flachendruck ps = f—g annehmen, und erhalten
s / x| dA,

wobei A den Flacheninhalt der Auflagefliche bezeichnet. Wir bestimmen dieses Integral
nun allgemein fiir ein Dreieck gemafl Abb. 61. Beliebig geformte Auflageflichen kénnen
durch solche Dreiecke zusammengesetzt bzw. approximiert werden:
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L mz
2 -
M, = —Mm]gQ//\/;cz—l—z?d:ndz
z2=0 =0

L
= _'u'ri]lr; / %,22 [m\/m2—|—1+1n<m—|—\/m2—|—1)} dz
ln(m-l—\/m2-|—1)
- .

2=0

L
= _MfggleQ’l'l'l'

Bei diskreten Auflagepunkten anstelle flichiger Berithrung bestimmt sich M, zu

N
M, = —u Zfz %]
=1

Z
|
|
é;%; |
|
mL:

Abbildung 61: Das Integral iiber beliebige Polygone 1a8t sich durch
Summation der (positiven oder negativen) Beitrdge mehrerer recht-
winkliger Dreiecke wie dem schattiert markierten zusammensetzen.

Wir vergleichen nun die Reibmomente M, bei flichiger Berithrung mit denjenigen bei
diskreten Auflagepunkten fiir verschiedene Geometrien. Als Beispiele wiahlen wir gleich-
seitige N-Ecke mit Umkreisradius R als Beriihrflachen. Die diskreten Auflagepunkte legen
wir jeweils auf Eckpunkte der Grundflache, und erhalten das Reibmoment M, zu

N
M, = —p Zsz
=1

N
= —uRY_f
i=1
= —pfy R

Das Reibmoment M, bei diskreten Auflagepunkten mit gleichen Schwerpunktabstan-
den ist also unabhéingig sowohl von der Anzahl N der Auflagepunkte als auch von deren
genauer Lage!



106 8 APPROXIMATIONSEIGENSCHAFTEN

Im Fall flachiger Bertihrung sind einige Werte in der folgenden Tabelle dargestellt:

Form der Grundflache M,

gleichseitiges Dreieck | —0.460 uf, R
Quadrat —0.541 puf, R
gleichseitiges Sechseck | —0.608 uf, R
Kreis —0.667 nf, R

Man erkennt, dal das Reibmoment in diesen Beispielen mit peripheren Punktkontak-
ten im radialen Abstand R etwa um den Faktor 2 zu grofl ausfillt, verglichen mit der
physikalisch korrekteren Behandlung in Form von Flachenkontakten.

Fiir die genannten Beispiele verschwindet bei konstantem Flachendruck die resultie-
rende Reibungskraft Fp aus Symmetriegriinden. Im Falle diskreter Auflagepunkte erhal-
ten wir aus Gleichung (78) unter Beriicksichtigung von (69) dasselbe Ergebnis, wenn alle
Stiitzpunkte auf einem Kreis um den Ursprung liegen. Diese Voraussetzung ist gegeben,
wenn die Stiitzpunkte auf beliebigen Eckpunkten eines gleichseitigen N-Ecks liegen.

Zusammenfassung

Insgesamt zeigen die obigen Ergebnisse, daf} sich durch die Annahme peripherer punktfér-
miger Berithrung mit Reibung in der Ebene im wesentlichen ein intuitiv richtiges Bewe-
gungsverhalten ergeben sollte. Durch die periphere Lage der Beriihrpunkte ergeben sich
im Vergleich mit idealer homogener Flachenberithrung zu grofle Reibmomente, was z.B.
beim nichtzentralen Anschieben in einer zu geringen Rotationsbewegung resultiert. Die
Rotationsrichtung bleibt jedoch stets richtig.

8.3.2 Experimenteller Vergleich

Wie sich aus den theoretischen Untersuchungen ergibt, weichen die Reibungseigenschaf-
ten einer Kontaktregion, die durch wenige Punktkontakte modelliert ist, von denen einer
flachig modellierten Kontaktregion ab. Sollen Flachenkontakte durch solche Punktkontak-
te approximiert werden, so ist eine Bewertung dieser Abweichung erforderlich. Die theo-
retischen Ergebnisse aus Abschnitt 8.3.1 lassen vermuten, dafl das globale Bewegungsver-
halten durch eine solche Approximation lediglich quantitativ abweicht, jedoch qualitativ
unverdndert, und somit intuitiv glaubwiirdig bleibt. Da die dort gewonnenen Ergebnis-
se nur punktuell spezifische Bewegungssituationen vergleichen, kann daraus noch keine
fundierte Aussage iiber das Bewegungsverhalten entlang ausgedehnter Bewegungsbahnen
abgeleitet werden. In diesem Abschnitt soll daher das resultierende Bewegungsverhalten
verschiedener Approximationen flichiger Kontaktregionen durch Punktkontakte anhand
von Bewegungssimulationen bewertet werden. Dabei wird insbesondere der Einflufl von
Anzahl und Anordnung der Punktkontakte auf das Bewegungsverhalten untersucht.

Als Testumgebung zur Untersuchung dieser Fragen verwenden wir Variationen der
bereits in Abschnitt 8.1.1 beschriebenen Anordnung. Das Prisma wird von einer konstan-
ten Kraft beschleunigt, die jeweils an einer festen Stelle des Prismas ansetzt, und nur
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geringfligig starker ist als die gesamte Gleitreibungskraft bei rein translatorischer Bewe-
gung. Dadurch wirken sich Tragheitskrafte nur sehr wenig aus, und das Bewegungsverhal-
ten wird im wesentlichen durch die Reibungsverhéltnisse bestimmt. Als Referenzmodell
zur Nachbildung des idealisierten flichenhaften Kontaktes wihlen wir, gemafl den Frgeb-
nissen von Abschnitt 8.1.1, eine zufillig tiber die Auflagefliche verteilte Anordnung von
100 Kontaktpunkten.

Mit ganz dhnlichen Versuchsanordnungen wurde von Lynch [29] das Reibungsverhalten
von Objekten untersucht, die durch eine punktformige externe Kraft in eine ebene Gleit-
bewegung versetzt wurden. Ziel der dort beschriebenen Experimente war es, aus dem re-
sultierenden Bewegungsverhalten verschiedene Reibungsparameter (Reibungskoeffizient,
geometrische Anordnung von Auflagepunkten) zu rekonstuieren. Die uns interessierende
Frage, inwieweit das Bewegungsverhalten davon abhéngt, ob die Reibregionen flachig oder
durch wenige Punktkontakte modelliert werden, wurde von Lynch jedoch nicht betrachtet.

Zentrales Anschieben mit stochastisch verteilten Kontaktpunkten

Die erste Serie von Experimenten untersucht die Frage, ob sich ein zentral angeschobener
Korper bei verschiedenen Kontaktkonfigurationen geradlinig und rein translatorisch fort-
bewegt, oder ob er seitlich abdriftet. Die Versuchsanordnung und das theoretisch erwartete
Verhalten sind in Abb. 62 schematisch dargestellt.
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>

Abbildung 62: Prinzipielle Darstellung verschiedener Phasen der Be-

wegung eines Objektes bei zentralem Anschieben.

Es sollte noch bemerkt werden, dafl der gewédhlte Ansatzpunkt der externen Kraft
hinter dem Schwerpunkt liegt, so dal bereits die geringste seitliche Abweichung des Pris-
mas von der geradlinigen Bahn infolge einer Rotation zu einem zuséatzlichen Drehmoment
fithrt, welches diese Rotation zunehmend verstarkt. Diese Anordnung reagiert somit sehr
empfindlich auch auf kleinste Abweichungen vom idealen Bewegungsverlauf.

Wir interessieren uns besonders fiir das Bewegungsverhalten bei verschiedenen un-
symmetrischen Anordnungen von jeweils drei Kontaktpunkten. Dazu wahlen wir die drei
Kontaktpunkte jeweils zufallig innerhalb der rechteckigen Auflagefliche des Prismas. Als
einzige Randbedingung fordern wir, daf} der Lotfuflpunkt S des Kérperschwerpunktes auf
die Berithrebene im Inneren des durch die drei Kontaktpunkte gebildeten Dreieckes liegt
(vgl. Abb. 63).
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Abbildung 63: Approximation einer Kontaktfliche (schattiert darge-
stellt) durch drei Punktkontakte (Pq, Py, P3). Der EinfluB dieser Ap-
proximation auf das Reibungsverhalten kann anhand von zuféllig in-
nerhalb der Kontaktregion gewahlten Kontaktpunkttripeln untersucht
werden. Zur Gewahrleistung des statischen Gleichgewichts miissen die
Kontaktpunkte allerdings so gewdhlt werden, dafl der Lotfulpunkt §
des Schwerpunktes im Inneren des Dreieckes (Py, Py, P3) liegt.

Die experimentellen Ergebnisse bestdtigen die theoretischen Resultate vollkommen.
In allen Féllen bleibt die Bewegung des Objektes zunéchst vollkommen geradlinig, auch
wenn die Anordnung der Punktkontakte stark unsymmetrisch ist. Erst nach mehreren
hundert Simulationsintervallen (je 10ms) haben sich kleinste numerische Fehler soweit
akkumuliert, daBl eine sichtbare Abweichung von der Ideallinie erkennbar wird (vgl. Abb.
64). Das Referenzmodell mit 100 Kontaktpunkten zeigt selbstverstandlich ebenfalls dieses
Verhalten. Die Bahn des Schwerpunktes weicht in beiden Fallen nur minimal voneinander
ab (vgl. Abb. 65).

Aus dem bei zentralem Anschieben rein translatorischen Bewegungsverhalten verschie-
dener Prismen mit allen zufillig gewdhlten Kontaktpunkttripeln 148t sich schlieen, daf
dieses Verhalten allgemein gilt, und insbesondere auch fiir alle im Rahmen der Kontakt-
simulation auftretenden minimalen Punktkontaktkonfigurationen zu erwarten ist.
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Abbildung 64: Beispielhafter Verlauf des Rotationswinkels der Bewegung eines
zentral angeschobenen Korpers bei ebener Gleitbewegung. Verglichen wird der
Verlauf bei drei Punktkontakten mit dem Verlauf bei vielen Kontakten, welche
den Fall flichiger Reibung approximieren.
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Abbildung 65: Die translatorische Bewegung des Kérperschwerpunktes der in
Abb. 64 beschriebenen Bewegung.
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Nichtzentrales Anschieben

Tritt an einem Flachenkontakt eine Gleitbewegung mit rotatorischer Bewegungskompo-
nente auf, so zeigen die theoretischen Ergebnisse, dafl die an der Kontaktfliche wirken-
den Reibmomente sich bei verschiedenen Anordnungen der Kontaktpunkte unterscheiden.
Liegen die wirksamen Kontaktpunkte stets am Rande der Kontaktregion, so sind groflere
Reibmomente zu erwarten als bei gleichméBiger Verteilung innerhalb dieser Region. Um-
gekehrt erwarten wir, dafl bei vorgegebenen externen Kriften und Momenten die rota-
torische Bewegungskomponente mit randstandigen Punktkontaktkonfigurationen stérker
gedampft wird als bei gleichméBiger Verteilung in der Flache.

Um dies zu priifen wahlen wir eine dhnliche Versuchsanordnung wie im letzten Ab-
schnitt beschrieben und setzen die externe Kraft jedoch seitlich versetzt an, so dafl eine
Gleitbewegung mit translatorischen und rotatorischen Bewegungskomponenten einsetzt

(sieche Abb. 66).
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Abbildung 66: Prinzipielle Darstellung verschiedener Phasen der Be-
wegung eines Korpers bei nichtzentralem Anschieben.

Mit dieser Anordnung vergleichen wir nun das resultierende Bewegungsverhalten bei
verschiedenen Punktkontaktkonfigurationen. Wir sind uns dabei bewuft, dafl mit solchen
Simulationen die Vielfalt moglicher Bewegungsablaufe keinesfalls erschopfend untersucht
und verglichen werden kann. Die gewéhlte Anordnung erscheint jedoch reprasentativ zur
Bewertung des AusmafBles der auftretenden Abweichungen zwischen realen Flachenkon-
takten und deren Approximation durch minimale Punktkontaktkonfigurationen.

In Abb. 67 ist der zeitliche Verlauf des Rotationswinkels relativ zur Ausgangslage
fiir einen typischen Bewegungsablauf gemafl Abb. 66 dargestellt. Dabei zeigt die durch-
gezogene Linie den Verlauf, wenn die flichige Reibung durch viele (100) Punktkontakte
approximiert wird. Die durchbrochene Linie zeigt den entsprechenden Verlauf bei Verwen-
dung von nur drei Punktkontakten, die an Eckpunkten des Prismas liegen.

Beide Kurven zeigen prinzipiell denselben Ablauf. Durch die exzentrisch angreifen-
de externe Kraft wird das Objekt translatorisch und rotatorisch beschleunigt. Durch die
Massentragheit dreht sich der Korper bis zu einem maximalen Winkel, und pendelt sich
dann auf den Drehwinkel ein, bei dem die externe Kraft kein Drehmoment beziiglich des
Schwerpunktes erzeugt. Der genaue Verlauf héangt bei einer gegebenen Punktkontaktkonfi-
guration vorwiegend vom Betrag der externen Kraft, von der Exzentritiat des Kraftansatz-
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Abbildung 67: Beispielhafter Verlauf des Rotationswinkels der Bewegung eines
exzentrisch angeschobenen Korpers bei ebener Gleithewegung. Verglichen wird
der Verlauf bei drei Punktkontakten mit dem Verlauf bei vielen Kontakten, welche
den Fall flichiger Reibung approximieren.

punktes, sowie vom Gleitreibungskoeffizienten ab. Der qualitative Verlauf bleibt jedoch
stets gleich.

Die Unterschiede zwischen den beiden dargestellten Kurven liegen vorwiegend in der
Amplitude der Schwingbewegung. Bei wenigen Punktkontakten, die alle am Rand der
Auflagefliche angeordnet sind, verlduft die Rotationsbewegung stiarker gedampft, da die
Reibungskréfte ein im Mittel gréferes bremsendes Drehmoment erzeugen als bei flaichiger
Reibung. Dies entspricht genau den theoretischen Ergebnissen aus Abschnitt 8.3.1.

Neben dem Verlauf der Rotation soll auch die translatorische Bewegung des Korpers
bei beiden Kontaktmodellen verglichen werden. In Abb. 68 sind jeweils die Trajektorien
des Korperschwerpunktes fiir die selben Bedingungen wie in Abb. 67 aufgetragen. Es
ist zu erkennen, daf} abgesehen von der ersten Beschleunigungsphase die translatorische
Bewegung in beiden Féllen genau in Richtung der externen Antriebskraft erfolgt. Auch
dies entspricht dem erwarteten Ergebnis.

Das unterschiedliche Bewegungsverhalten soll nun durch Variation der Anordnung der
Punktkontakte sowie der Exzentrizitdat des Kraftansatzpunktes weiter untersucht werden.
Wie im letzten Abschnitt bestimmen wir auch hier fiir jeden Versuchslauf drei zufillig
angeordnete Punktkontakte, und simulieren die Bewegung bei exzentrischem Anschie-
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Abbildung 68: Die translatorische Bewegung des Korperschwerpunktes der in
Abb. 67 beschriebenen Bewegung.

ben. Um zu einer iibersichtlichen Darstellung der Ergebnisse zu kommen, wahlen wir als
Kenngrofle das Maximum des Rotationswinkels, welches nach der ersten Beschleunigungs-
phase erreicht wird. Diese Kenngrofe ist in Abb. 69 in Abhangigkeit von der Exzentrizitat
des Kraftansatzpunktes dargestellt. Dabei bedeutet der Exzentrizitatswert 1, dafl die an-
schiebende Kraft am duflersten Rand des Korpers angreift, und ein Wert von 0 entspricht
zentralem Anschieben. Die Exzentrizitdtswerte sind dabeil normiert auf die halben Sei-
tenldngen des umschreibenden Rechtecks der polygonalen Kontaktregion. Zusétzlich zu
diesen stochastisch gewahlten Kontaktpunkttripeln wurden der Fall flaichiger Reibung,
sowie der Fall dreier randstandiger Punktkontakte ebenfalls mit aufgetragen.

Das Resultat dieser experimentellen Untersuchung bestéatigt die Ergebnisse der theore-
tischen Betrachtungen. Da bei den randstandigen Punktkontakten die grofiten Reibradien
und somit die groBten Reibmomente wirken, wird bei ihnen die Rotationshewegung am
starksten gehemmt. Dies duflert sich darin, da die beobachteten maximalen Winkel am
kleinsten ausfallen, und zwar unabhéngig von der jeweiligen Exzentrizitat des Kraftansatz-
punktes. Werden jeweils drei Punktkontakte zuféllig gewéhlt, so variiert die auftretende
Rotationsbewegung deutlich, entsprechend der Variation der jeweiligen Reibradien. Diese
Falle bilden in Abb. 69 ein Band oberhalb der Winkelwerte randstandiger Kontaktpunk-
te. Der Fall flichiger Reibung, der in diesem Experiment durch jeweils 100 zuféllig in
der Kontaktregion angeordnete Punktkontakte approximiert wurde, weist stets kleinere
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Reibmomente auf als der Fall randstandiger Punktkontakte, entsprechend ergeben sich
groBere Rotationswinkel. Die hierbei beobachteten Werte liegen im mittleren Bereich des
Bandes, welches von stochastisch gewédhlten Kontaktpunkttripeln belegt wird.

Aus Abb. 69 ergibt sich, dal bei kleineren Exzentrizitiaten eine stiarkere Rotations-
bewegung erfolgt. Dieses Phanomen 148t sich wie folgt erkldren. Die anschiebende Kraft
bewirkt nicht nur die Drehbewegung des betrachteten Korpers, sondern beschleunigt die-
sen auch translatorisch. Bei kleineren Exzentrizitaten des Kraftansatzpunktes ergibt sich
zunachst ein kleineres Drehmoment, so dafl der translatorische Anteil der Gesamtbewe-
gung groBer ausfallt. Wir betrachten nun die Reibungskrafte innerhalb der Kontaktebene
als zweidimensionales Kraftfeld. Bei reiner Rotation ist dieses Kraftfeld konzentrisch, und
bewirkt ein hohes Drehmoment. Bei einer Zunahme des translatorischen Bewegungsan-
teils nimmt die Kriimmung der Feldlinien ab, das Feld wird zunehmend homogen, und das
resultierende Reibmoment nimmt ab. Genau dies geschieht also bei kleineren Exzentri-
zitaten des Kraftansatzpunktes, und daher wird in diesen Fallen die Rotationshewegung
weniger abgebremst.
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Abbildung 69: Darstellung des maximalen Rotationswinkels der Be-
wegung von exzentrisch angeschobenen Korpern als Kenngrofie zum
Vergleich verschiedener Kontaktkonfigurationen (zur Diskussion siehe

Text) .
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9 Beschreibung des Simulationssystems

Die Implementierung der in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Verfahren zur
Bewegungssimulation mit Hinderniskontakten bildet eines der Module eines Systems zur
Realisierung von Anwendungen in simulierten Umgebungen. In den folgenden Abschnitten
soll nun sowohl dieses Modul zur Bewegungssimulation selbst, als auch seine Einbindung
in das Gesamtsystem dargestellt werden.

9.1 Die VR-Plattform DBView

Am Forschungsinstitut der Daimler-Benz AG in Ulm wurde im Verlauf mehrerer Jahre
DBView, eine universelle Plattform fiir Anwendungen virtueller Realitat (VR) entwickelt.
Es handelt sich bei DBView um ein modulares Softwaresystem, welches eine Vielzahl
verschiedenster Funktionalitdten umfafit, die zur Realisierung konkreter Anwendungen
bedarfsgerecht konfiguriert werden kénnen. Zu den verfiigharen Bestandteilen gehoren

o Verfahren zur Gestaltung virtueller Umgebungen

Schnittstellen zur Interaktion des Benutzers mit virtuellen Komponenten

o Verfahren zur 3D-Meftechnik

die Ansteuerung verschiedenster Visualisierungseinrichtungen
e Methoden zur Animation virtueller Objekte mit automatischen Bewegungsablaufen

e Verfahren zur Physiksimulation

Die jiingst entwickelten Verfahren zur Physiksimulation, zu denen neben der in der
vorliegenden Arbeit behandelten Bewegungssimulation auch Module zur schnellen Kolli-
sionserkennung (Eckstein [17]) und zur Dynamiksimulation (Sauer [39]) gehoren, tragen
wesentlich dazu bei, simulierte Umgebungen mit realistischen Verhaltensweisen zu unter-
legen. Um die Einbindung solcher Module in das Gesamtsystem zu veranschaulichen, soll
nun kurz auf die Architektur von DBView eingegangen werden.

9.1.1 Die Architektur von DBView

Der Kern von DBView setzt auf einem hierarchischen Szenengraphen auf, welcher die Be-
standteile einer virtuellen Umgebung reprasentiert. Hierzu zdhlen zunéchst die Beschrei-
bungen der Geometrie aller Szenenobjekte, sowie deren Farben und Oberflicheneigen-
schaften. Ein weiterer wesentlicher Bestandteil sind Objekttransformationen, welche die
Anordnung einzelner Objekte innerhalb der Szene und die Objektbewegung ermdglichen.
Auf alle Bestandteile des Szenengraphen kann programmtechnisch zugegriffen werden. Auf
diese Weise kann auch die Bewegungssimulation Einflul auf die Transformation interaktiv
kontrollierter Szenenobjekte nehmen. Die Verwaltung des Szenengraphen beruht auf der
Software-Bibliothek Openlnventor [47], welche wiederum auf der standartisierten Gra-
phikbibliothek OpenGL [37] aufsetzt. Diese Bibliotheken stellen auch Basismechanismen
zur Visualisierung virtueller Umgebungen bereit.
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Der Ablauf von VR-Simulationen in DB View wird durch Auslésen von Software-Events
gesteuert. Insbesondere 16st auch jede Benutzereingabe solche Events aus, welche in einer
Eventqueue gesammelt werden. DBView arbeitet diese Events schlieBlich in einer zentralen
Hauptschleife ab.

Eingehende Events 16sen in der Regel Aktionen aus, welche Einflufl auf den Szenen-
graphen nehmen. Dies kann ein Wechsel des Beobachterstandortes innerhalb der Szene
sein, eine Objektbewegung oder eine sonstige Manipulation von Eigenschaften eines Sze-
nenobjektes. Weitere Ausloser von Anderungen des Szenengraphen erzeugt die Anima-
tionssteuerung, welche vordefinierte Abldufe, insbesondere Bewegungsablaufe, realisiert.
Sind alle anstehenden Events beriicksichtigt worden, wird die Szene aus der Perspektive
simulierter Kameras abgebildet und schliefilich dem Anwender auf dem Bildschirm oder
einer sonstigen Visualisierungseinrichtung dargestellt.

Uber verschiedene Eingabegeriite ist es einem Benutzer nun moglich, Bewegungsvor-
gaben fiir virtuelle Objekte zu spezifizieren. In der einfachsten Variante werden diese im
Rahmen der erwdhnten Eventabarbeitung direkt umgesetzt. Dabei folgen die manipulier-
ten Objekte exakt den vorgegebenen Bewegungsbahnen, indem die Lagetransformationen
dieser Objekte im Szenengraphen entsprechend verdndert werden.

9.1.2 Die Einbindung der Bewegungssimulation

Diese einfache Vorgehensweise beriicksichtigt jedoch nicht Randbedingungen, welche aus
den Merkmalen und Verhaltensweisen realer Objekte ableitbar sind. Hierzu gehort insbe-
sondere die Eigenschaft massiver Objekte, sich nicht gegenseitig zu durchdringen, sondern
im Falle einer Berithrung eine Ausweichbewegung zu vollziehen, oder die Bewegung ganz
zu beenden. Solche Verhaltensweisen erfordern also die Bestimmung einer neuen Objekt-
bewegung, wenn die urspriinglich vorgesehene Bewegung mit den physikalischen Rand-
bedingungen nicht vereinbar ist. Innerhalb von DBView stellt die Bewegungssimulation
daher ein Filter dar, welches unzulédssige Bewegungsvorgaben korrigiert.

Die Bewegungssimulation wirkt jedoch nicht nur auf Szenenobjekte, welche unmit-
telbar vom Benutzer gesteuert werden. Haufig tritt der Fall auf, daB ein vom Benut-
zer kontrolliertes Szenenobjekt auf weitere Szenenobjekte einwirkt, und deren Bewegung
ebenfalls beeinfluit. Diese Funktionalitat wurde im Rahmen der gemeinsamen Simulation
von Kontaktclustern in Abschnitt 3.5 behandelt.

Eine weitere Funktionalitiat stellt schlieBlich die physikalisch korrekte Simulation der
Eigendynamik bewegter Szenenobjekte dar. Mit diesem Themenfeld wollen wir uns je-
doch hier nicht weiter befassen, sondern gehen nun auf die Struktur des Modules zur
Bewegungssimulation mit Hinderniskontakten néher ein.

9.2 Das Modul zur Bewegungssimulation mit Hinderniskontak-
ten

Die Bewegungssimulation unter Berticksichtigung von Hinderniskontakten und anderen
Bewegungseinschrankungen 148t sich als Filter auffassen, welches die aktuelle Ist-Bewe-
gung von simulierten Objekten sowie eine extern vorgegebene Sollbewegung als Fingangs-
groflen akzeptiert, und daraus eine neue Ist-Bewegung bestimmt (Abb. 70).



9.2 Das Modul zur Bewegungssimulation mit Hinderniskontakten 117

O

interaktive Eingabe von
Bewegungsparametern

Soll-Bewegung

Szenengraph
< Objekt-
Bewegungs- geometrie
rechnung
——— .
mit Kontakt-
bedingungen < Objekt-
bewegung
Liste der simulierte
Kontakt- Bewegung
bedingungen
neue Ist-
Bewegung
Auswertung
der Kollisions-
daten und
Bewegungs- Kollisions-
>
korrektur erkennung

Bewegungssimulation

Abbildung 70: Struktur der Bewegungssimulation mit Hinderniskon-
takten und deren Schnittstellen zum umgebenden System.

Dabei wird zunédchst aus der alten Ist-Bewegung, der vorgebenen Soll-Bewegung und
den aktuell registrierten Kontaktbedingungen eine neue simulierte Bewegung bestimmt.
In einem zweiten Schritt wird diese Bewegung nun durch Aufruf eines externen Modules
daraufhin untersucht, ob diese Bewegung im betrachteten Zeitintervall zu Kollisionen
fiithrt. Tst dies nicht der Fall, so kann die simulierte Bewegung direkt als neue Ist-Bewegung
tibernommen werden. Tritt dagegen eine neue Kollision zum Zeitpunkt ¢, € [t, 1+ At] auf,
so wird die neue simulierte Bewegung nur bis zu diesem Zeitpunkt ¢. durchgefiihrt. Die
hierbei eingenommene Objektlage wird nun als neue Ist-Position iibernommen. Schlielich
wird die Menge der Kontaktbedingungen den aktuellen Verhéltnissen angepaft.

Der erste dieser beiden Schritte, die eigentliche Bewegungssimulation, ist in Abb. 71
noch einmal detaillierter dargestellt.

Zunachst werden, unter Beriicksichtigung der Massentragheit des betrachteten Objek-
tes, als HilfsgroBen die erforderlichen externen Krifte F..; und Momente M.,; bestimmt,
welche die aktuelle Ist-Bewegung in die extern vorgegebene Sollbewegung tiberfithren. Aus
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Abbildung 71: Struktur des Teilmodules zur Bewegungsrechnung mit
Kontaktbedingungen.

der Liste der bestehenden Kontaktbedingungen werden mittels einer Zusammenhangs-
analyse des Kontaktgraphen die bestehenden Kontaktcluster gebildet. Ebenfalls aus der
Liste der bestehenden Kontaktbedingungen werden unter Beriicksichtigung der Objekt-
geometrien und der aktuellen Objekttransformationen die aktuellen Kontaktgeometrien
berechnet. Hierbei werden gegebenenfalls auch die zur Reibungssimulation erforderlichen
Modifikationen der Kraftrichtungen an den Kontaktpunkten vorgenommen. Basierend
auf der Analyse der Kontaktcluster und der Kontaktgeometrien wird nun fiir jedes der
Kontaktcluster das Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten Kontaktkrifte
aufgestellt. Die zur iterativen Losung dieses Gleichungssystems erforderlichen Startwerte
werden gemaf einer der in Abschnitt 6.3 diskutierten Vorgehensweisen bestimmt. Damit
sind nun alle Voraussetzungen erfiillt, um mit diesem Gleichungssystem, welches die Form
eines nichtlinearen Komplementaritatsproblems (NCP) annimmt, die neuen Bewegungs-
grofen fiir die Objekte des betrachteten Kontaktclusters zu bestimmen.
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9.3 Interaktionsschnittstellen

Die interaktive Eingabe der Sollbewegung zur Steuerung simulierter Objekte erfordert ein
Eingabegerit, welches die Benutzeraktionen in Bewegungsparameter umsetzt, die dann
von der Bewegungssimulation verwertet werden kénnen. Da bei der Manipulation simu-
lierter Objekte 6 Freiheitsgrade zu spezifizieren sind, ist zur intuitiven Bewegungssteue-
rung ein Interface mit ebenfalls 6 Freiheitsgraden erforderlich. Als solche Eingabegerite
sind sowohl Kraftsensoren (beispielsweise SpaceMouse oder SpaceBall) geeignet, als auch
Bewegungssensoren (wie beispielsweise mit Datenhandschuhen). Beide Alternativen un-
terscheiden sich jedoch wesentlich, sowohl hinsichtlich der Handhabungsweise als auch
hinsichtlich der Versorgung der Bewegungssimulation mit Eingabeparametern.

9.3.1 Interaktion durch Kraftsensoren

Die Eingabe von Bewegungsparametern iitber Kraftsensoren erfolgt dadurch, dafi der Be-
nutzer einen etwa handtellergroBen Steuerknopf ergreift und auf diesen Kréfte und Mo-
mente ausiibt. Der Steuerknopf gibt dabei nur minimal nach (wenige Millimeter und
Winkelgrade). Die aufgebrachten Krifte und Momente werden von Sensoren gemessen
und stehen als Parameter fiir die Simulation zur Verfiigung.

Zunachst bietet es sich an, diese Kraftparameter unmittelbar als externe Krafte in
der Bewegungssimulation einzusetzen. Dadurch wiirde der Zwischenschritt entfallen, ei-
ne Sollbewegung explizit zu spezifizieren. Stattdessen wiirden die externen Krifte direkt
zur Modifikation der jeweiligen Ist-Bewegung verwendet. Diese Vorgehensweise erlaubt
somit zwar eine sehr direkte Steuerung der Objektbeschleunigung. Sie ist jedoch weni-
ger geeignet, prazise Objektgeschwindigkeiten und Objektpositionen zu definieren. Mit
unmittelbarer Kraftsteuerung ist es beispielsweise schwierig, ein sich bewegendes Objekt
ganz zur Ruhe zu bringen. Noch schwieriger wird es, ein gesteuertes Objekt prazise an
eine Zielposition zu bewegen und dort zur Ruhe zu bringen.

Eine sehr viel einfacher zu bedienende Interaktionsschnittstelle ergibt sich, wenn die
gemessenen Kraftwerte als Geschwindigkeiten, und die gemessenen Momente als Winkel-
geschwindigkeiten interpretiert werden. Diese Werte fliefen dann direkt als Sollbewegung
in die Simulation ein (vgl. Abb 70). Wird der Steuerknopf losgelassen, kommt das kon-
trollierte Objekt sofort zur Ruhe.

Die prazise Navigation mit diesem Interaktionsparadigma hat sich bereits in vielen All-
tagssituationen bewéhrt, beispielsweise bei der Steuerung von Fahrzeugen im Straflenver-
kehr. Auch hier werden die auf Gaspedal und Lenkrad ausgetibten Krifte beziehungsweise
Auslenkungen in Geschwindigkeiten umgesetzt.

9.3.2 Interaktion durch Bewegungssensoren

Die Eingabe von Bewegungsparametern tiber Bewegungssensoren entspricht weitgehend
unserer Alltagserfahrung. Hierbei wird durch geeignete Verfahren der 3D-Mefitechnik die
rdumliche Lage und Orientierung der Hand des Benutzers gemessen, meist in Verbin-
dung mit einem Datenhandschuh. Auf diese Weise kann die Sollbewegung eines interaktiv
gesteuerten Objektes unmittelbar und intuitiv vorgegeben werden.
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Zunachst erscheint dieses Interaktionsparadigma ideal zur Manipulation simulierter
Objekte. Es ist jedoch zu beachten, dal die Bewegung der menschlichen Hand durch
einen Regelmechanismus kontrolliert wird, welcher nicht ausschlielich positionsbasiert ist,
sondern auch kraftbasiert. Dies sollen zwei Beispiele illustrieren. Das erste Beispiel besteht
in der Erfahrung, dafl die menschliche Hand kaum vollkommen ruhig gehalten werden
kann, ohne sich an einem feststehenden Objekt anzulehnen. Als zweites Beispiel betrachten
wir die in Abb. 72 dargestellte Situation. Ein stabformiges Objekt A (beispielsweise ein
Bleistift) werde an einem Ende gehalten, und dort mit einer externen Kraft F.,; und
einem externen Moment M.,; beaufschlagt. Am anderen Ende gleite der Stab entlang
einer feststehenden Flache eines zweiten Objektes B. Die préazise Steuerung des Stabes
durch die menschliche Hand wird wesentlich mitbedingt durch die Reaktionskraft Fj,
welche von der Flache auf den Stab zuriick wirkt.

Mext

N

Fext

Objekt A

Objekt B

Abbildung 72: Steuerkrifte F.,; und M.,; und die Reaktionskraft Fj

bei der interaktiven Objektmanipulation mit Hinderniskontakten.

Im Falle interaktiver Simulationen stehen praktikable Mechanismen zur Kraftriick-
wirkung von der simulierten Umgebung auf die steuernde Hand derzeit jedoch nicht zur
Verfiigung. Beriihrt der Stab die festehende Fliache im Verlaufe einer Bewegungssimula-
tion, so verhindern die in dieser Arbeit beschriebenen Simulationsmechanismen zwar die
Durchdringung von Stab und Flache. Die stenernde reale Hand erfahrt die in der Simulati-
on bestehenden Bewegungsheschrankungen ohne Kraftriickwirkungsmechanismen jedoch
nicht unmittelbar, und kann sich unbeschréankt weiterbewegen. In dieser Situation kénnen
daher Diskrepanzen zwischen realer Handbewegung und simulierter Objektbewegung auf-
treten.
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10 Anwendungsbeispiele

Die in der bisherigen Darstellung beschriebenen Verfahren zur Simulation interaktiv be-
wegter Objekte mit Hinderniskontakten sollen nun noch anhand einiger Beispielanwen-
dungen illustriert werden. Dabei werden auch spezifische Aspekte beleuchtet, die im je-
weiligen Beispiel besonders hervortreten.

10.1 Beispiel 1: Flugzeug

Abbildung 73: Beispiel 1: Flugzeug.

Bei der in Abb. 73 dargestellten Beispielanwendung handelt es sich um ein Flugzeug-
modell, welches mit einem Kraftsensor in allen 6 Bewegungsfreiheitsgraden interaktiv
gesteuert werden kann. Dieses Flugzeugmodell kann nun interaktiv auf dem Modell ei-
ner Rollbahn aufgesetzt werden, ohne mit einem seiner Teile darin einzutauchen. Dieses
Beispiel zeigt die Wirkungsweise der vorgestellten Verfahren sehr deutlich. Insbesondere
spiegeln die eingeblendeten Kraftpfeile die jeweils auftretenden Kontaktkréfte und Rei-
bungskrafte wieder.

Dieses Flugzeugbeispiel wurde vielfach von ungeiibten Benutzern erfolgreich getestet.
Es zeigte sich, dafl die interaktive Handhabung simulierter Objekte mit Hinderniskon-
takten in der realisierten Weise auch ohne Ubung sofort gelingt, und von den Testperso-
nen als einfach handhabbar und sehr intuitiv empfunden wird. Da die durchzufiihrende
Handhabungsaufgabe keine besondere Geschicklichkeit erfordert, kommt auch die fehlende
Kraftriickkopplung hierbei nicht zum Tragen.
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10.2 Beispiel 2: Autoradio

Abbildung 74: Beispiel 2: Radioeinbau.

In diesem zweiten Beispiel besteht die interaktive Handhabungsaufgabe darin, mit dem
Datenhandschuh das virtuelle Modell eines Autoradios zu ergreifen, und in den dafiir vor-
gesehenen Schacht in der Mittelkonsole eines simulierten Fahrzeuginnenraums einzusetzen
(sieche Abb. 74). Dazu wird in der virtuellen Szene ein synthetisches Handmodell verwandst,
welches die Bewegungen des Datenhandschuhes einschliefilich der Fingerstellungen nach-
vollzieht. Das Ergreifen des Radios erfolgt dabei durch eine einfache Gestenerkennung.
Wenn die Spitzen von Daumen und Zeigefinger des Datenhandschuhes sich beriihren,
wéhrend sie die Oberfliche des Radios schneiden, wird die Bewegung des Radios an die
Handbewegung gekoppelt. Losen sich die Spitzen von Daumen und Zeigefinger wieder
voneinander, so 16st sich auch das gegriffene Objekt wieder von der Hand.

Die Aufgabe, das Radio in den Schacht einzufiithren, ist wesentlich anspruchsvoller,
als die im ersten Beispiel beschriebene Handhabung des Flugzeuges. Da das Radio nur
unwesentlich kleiner ist als die Schachtéffnung, mufl es zum Einfithren ziemlich prazi-
se positioniert werden. Wird das Radio verkantet, kollidiert eine der hinteren Kanten
mit der Schachtéffnung, und das Radio vollzieht als Ausweichbewegung eine seitliche
Kippbewegung. Da dem Benutzer keine unmittelbare Kraftriickkopplung zur Verfiigung
steht, ist er bei der Handhabung ausschliefllich auf die visuelle Darstellung der Objektbe-
wegung und eventuell eingeblendete Indikatoren (Kontaktkraftpfeile) angewiesen. Dieses
Fehlen der aus der Alltagserfahrung vertrauten haptischen Wahrnehmung erschwert die
Durchfithrung der Einbauaufgabe.
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10.3 Beispiel 3: Schraube

Abbildung 75: Beispiel 3: Schraube und Mutter.

Das in Abb. 75 dargestellte dritte Anwendungsbeispiel besteht aus einer Schraube, wel-
che in eine Gewindebohrung eingefithrt wird. Dieses Beispiel demonstriert die Robust-
heit des Verfahrens zur automatischen Bestimmung einer nichtredundanten Anzahl von
Punktkontakten, sowie zur Simulation der verbleibenden Bewegungsfreiheitsgrade auch
in komplexen geometrischen Anordnungen. Zwischen den Gewindegangen von Innen- und
AuBengewinde besteht nur wenig Spielraum, so daf} bei der interaktiv gesteuerten Schraub-
bewegung standig neue Kontakte entstehen, und andere sich wieder 1osen. Durch die
RegelmaBigkeit der Gewindegeometrie treten typischerweise an sehr vielen Stellen gleich-
zeitig Kollisionen auf, unter denen die jeweils fritheste Kollision identifiziert werden muf
. Die beschriebenen Mechanismen zur Bestimmung und Verwaltung von Kontaktpunkten
bewiéltigen auch solche anspruchsvolle Szenarien stabil. Bei der interaktiven Steuerung
der Schraubbewegung verkanten Schraube und Mutter héufig, und es treten sehr viele
verschiedene Kontaktkonfigurationen und Kréfteverteilungen auf. Das beschriebene itera-
tive Verfahren zur Losung des NCP und damit zur Bestimmung der Kontaktkrafte kon-
vergiert bis auf Ausnahmefille sehr gut. Konvergenzprobleme wurden nur bei extremen
Bewegungsvorgaben beobachtet (siehe hierzu Abschnitt 6.4).

Stellt man Schraubenachse und Mutter senkrecht und iiberldaBt die Schraube einer si-
mulierten Schwerkraftwirkung, wihrend die Mutter rdumlich fixiert wird, so zentriert sich
die Schraube selbstéandig zur Mutter und gleitet bei einem geeignet gewahlten Reibungsko-
effizienten in einer Rotationshewegung langsam nach unten. Dieses Ergebnis unterstreicht
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das resultierende physikalisch glaubwiirdige Verhalten der realisierten Bewegungssimula-
tion mit Hinderniskontakten.

Dieses Schraubenbeispiel stellt ebenfalls einen guten Test fiir die Effizienz des verwen-
deten Kollisionserkennungsmoduls dar. Durch die Verzahnung der beteiligten Kérper und
die geringen Abstédnde zwischen den Gewindegangen lassen sich mit groben Hiillkérpern
praktisch keine Kollisionen ausschlieBen. Erst in den tieferen (detaillierteren) Hierarchie-
ebenen wirken sich die schnellen Hiillkorpertests positiv aus.

10.4 Beispiel 4: Lampenwechsel

Abbildung 76: Beispiel 4: Simulation des Ausbaus einer Glithbirne

aus dem Scheinwerfer eines Pkw mit dem Datenhandschuh.

Dieses letzte Beispiel zeigt einen typischen Anwendungsfall aus der industriellen Praxis.
Bei der Konstruktion eines neuen Produktes strebt man an, Arbeitsschritte der Montage
und Wartung moglichst frithzeitig durch Montagesimulationen durchzuspielen, um de-
ren Durchfithrbarkeit und ergonomische Fragestellungen zu evaluieren. Abb. 76 zeigt den
vorderen Bereich eines Pkw-Motorraums. Die Handhabungsaufgabe in diesem Beispiel be-
steht darin, die Glithbirne des Fahrscheinwerfers auszuwechseln. Wie aus der Abbildung
ersichtlich ist, besteht zwischen dem Scheinwerfergehduse und anderen Baugruppen des
Motorraumes nur ein geringer Freiraum zur Handhabung und Montage der Gliihbirne.
Aus diesem Grunde ist es erforderlich, die Durchfiihrbarkeit des Lampenwechsels durch
eine Einbausimulation zu verifizieren.
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13 was sich ins-

Die Szene zeichnet sich durch eine hohe geometrische Komplexitét aus
besondere auf die Rechenzeiten der Kollisionserkennung auswirkt. Aufgrund der effizienten
Techniken des verwendeten Kollisionserkennungsmodules bleiben jedoch die resultieren-
den Simulationszeiten in einem Bereich, der interaktive Einbauuntersuchungen zuléft. Die
gemessenen Rechenzeiten fiir ein Simulationsintervall bewegen sich im Bereich von 1ms
bis einige 100ms. Die konkreten Werte sind in starkem Mafle davon abhangig, welche Soll-
bewegungen interaktiv vorgegeben werden, und wie nahe sich die Glithbirne an anderen
Szenenobjekten entlangbewegt.

Aufgrund der vorliegenden Anordnung der verschiedenen Baugruppen ist die die Ziel-
position der Glithbirne im Scheinwerfer kaum direkt einzusehen. Um Handhabungsaufga-
ben in solchen Situationen realistisch simulieren zu kénnen, waren Verfahren zur hapti-
schen Rickkopplung besonders wiinschenswert. Solange solche nicht zur Verfiigung stehen,
bleibt nur der Weg, fehlende Kraftriickkopplung durch zusdtzliche visuelle Informationen
zu kompensieren, indem beispielsweise verdeckende Objekte halbtransparent dargestellt
werden.

13Die Szene besteht aus 16 kollisionssensitiven Objekten mit insgesamt etwa 62000 Flichen, 186000
Kanten, und 39000 Eckpunkten.
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11 Zusammenfassung und Ausblick

Die beschriebenen Verfahren zur Bewegungssimulation mit Hinderniskontakten und ihre
Implementierung im Rahmen der VR-Plattform DBView erlauben eine intuitiv richti-
ge und physikalisch glaubwiirdige interaktive Handhabung virtueller Objekte in simu-
lierten Umgebungen. Durch die spezielle Formulierung der Kontaktbedingungen werden
die Kontaktabsténde an den Beriihrstellen stabil eingehalten. Durch die automatische
Bestimmung kanonischer Punktkontaktkonfigurationen zur Nachbildung beliebiger Kon-
taktsituationen wird eine effiziente Realisierung der Bewegungssimulation errreicht. Der
kraftbasierte Ansatz ermoglicht ebenfalls die Nachbildung von Reibungseffekten. Sowohl
Gleitreibung als auch Haftreibung wurden im Rahmen der Kontaktsimulation realisiert.

Die Beschreibung aller Kontaktsituationen durch eine minimale Anzahl von Punkt-
kontakten erlaubt die im Rahmen der numerischen Genauigkeit exakte Finhaltung der
kinematischen Kontaktbedingungen. Ein Vergleich der Reibungseigenschaften von realen
Flachenkontakten mit den Eigenschaften der vorgestellten Substitution durch Punktkon-
takte wurde sowohl anhand theoretischer Betrachtungen als auch empirisch durchgefiihrt.
Dabei zeigte sich, daB die Reibungssimulation mit wenigen Punktkontakten zwar bei Ro-
tationsbewegungen typischerweise zu grofie Reibmomente aufweist, und somit der Ro-
tationsanteil von reibungsbehafteten Gleitbewegungen starker abgebremst wird als diese
bei realen Flachenkontakten der Fall ware. Das resultierende Bewegungsverhalten bleibt
jedoch qualitativ stets richtig, und somit auch intuitiv glaubwiirdig.

Die Echtzeitfahigkeit des vorgestellten Verfahrens héngt zunichst von der Anzahl der
gleichzeitig zu beriicksichtigenden Anzahl von Punktkontakten ab. Auf einer kleineren
Workstation kénnen Simulationen mit 10 Punktkontakten in unter 10 ms pro Simula-
tionsschritt durchgefiihrt werden. Somit kénnen sicher mindestens drei sich gegenseitig
bertihrende Objekte in Echtzeit simuliert werden. Eine andere mogliche Einschrankung
der Echtzeitfahigkeit ergibt sich aus dem zur Kollisionserkennung erforderlichen nume-
rischen Aufwand, der wesentlich von der Komplexitéit der beteiligten Objektgeometrien
bestimmt wird.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ausschlieilich kontaktbedingte Bewegungseinschran-
kungen in Betracht gezogen. In speziellen Anwendungen kommen auch Situationen vor,
welche zwar im engeren Sinne auch kontaktbedingte Bewegungseinschrankungen darstel-
len, die sich jedoch effizienter durch spezifische Bewegungsbedingungen realisieren lassen.
Hierzu gehéren beispielsweise der Fall einer Schublade, die sich entlang ihrer Fithrung
bewegt, oder der Fall einer Schraube, welche sich in einer Gewindebohrung bewegt. Ganz
allgemein fallen auch alle Arten von Gelenken und Scharnieren in diese Kategorie. Solche
spezifischen Bewegungsbeschrankungen stellen eine mégliche Erweiterung der allgemeinen
kontaktbedingten Bewegungsbeschrankungen dar. Zu ihrer Realisierung ist die Formulie-
rung entsprechender Randbedingungen fiir die Losung der Bewegungsgleichungen erfor-
derlich. Da der bisher realisierte Ansatz bereits ein System individueller Kontaktbedin-
gungen vorsieht, stellt eine solche Erweiterung voraussichtlich kein wesentliches Problem

dar.
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Eine weitere Art von Bewegungseinschrankungen gehen auf anwendungsspezifische
Anforderungen zuriick. So kénnte beispielsweise die Bewegung eines interaktiv gesteuerten
Behilters so eingeschrankt werden, daf er nicht irrtiimlich gekippt werden kann. Auf diese
Weise konnen selbst bei interaktiven Handhabungssimulationen anwendungsspezifische
Randbedingungen umgesetzt werden. Auch solche Bewegungseinschrankungen lassen sich
vermutlich ohne wesentliche Schwierigkeiten integrieren.

Die vorgestellte Bewegungssimulation bewirkt die Finhaltung vorgegebener Kontakt-
bedingungen durch Einsatz geeigneter Zwangskréfte, ndmlich durch die an den Beriihr-
stellen wirkenden Kontaktkrifte. Diese Krafte werden zunédchst nur als interne Hilfs-
groflen bendétigt, um das resultierende Bewegungsverhalten der betrachteten Korper zu
bestimmen. Diese Krifte sind jedoch durchaus auch als wesentliche Voraussetzung zur
Ansteuerung von Kraftriickkopplungseinrichtungen zu betrachten. Die derzeit am haufig-
sten verwendeten Interaktionsgerdte zur Objektmanipulation in virtuellen Umgebungen,
Datenhandschuh und SpaceMouse, bieten keine Moglichkeiten, Reaktionskrafte innerhalb
der Simulation dem Anwender erfahrbar zu machen. Fine solche Kraftriickkopplung wére
fiir Handhabungssimulationen jedoch von grofler Bedeutung, da sie die intuitiven Kon-
trollmoglichkeiten wesentlich verbessern wiirde. Derzeit stehen allerdings noch kaum ak-
zeptable Kraftriickkopplungssysteme zur Verfiigung. Die Schwierigkeiten hierbei liegen
vorwiegend bei der Realisierung des mechanischen Aufbaus. Es existieren allerdings be-
reits prototypische Gerite, die alle 6 Kraftdimensionen (3 Kréfte und 3 Drehmomente)
bereitstellen. Das in dieser Arbeit dargestellte Verfahren zur Bewegungssimulation mit
Kontaktkraften stellt gerade diese Krafte und Momente zur Verfiigung, welche zur An-
steuerung eines Kraftriickkopplungssystems benotigt werden. Die Anbindung eines solchen
Interaktionsinterfaces an das bisherige Simulationssystem stellt daher die konsequente
Fortfiihrung des bisher beschrittenen Weges dar.
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A Beschreibung von Rotationen mit Quaternionen

Zur Beschreibung von Rotationen werden hiiufig Rotationsmatrizen R € IR**® verwendet,
da sie sehr einfach angewandt werden koénnen. Die Rotation eines Vektors wird dabei
durch eine Matrizenmultiplikation realisiert. Fiir die Bestimmung einer Rotation sind diese
Matrizen eher unhandlich, da sie die drei Bewegungsfreiheitsgrade der Rotation auf neun
Zahlenwerte verteilen. Fine sehr viel intuitivere und kompaktere Beschreibungsmoglichkeit
fiir Rotationen bieten die sogenannten Quaternionen q = (qo,q) € IR*, welche explizit die
Rotationsachse r € IR?, [r| = 1 und den Rotationswinkel ¢ beschreiben:

I = <cos g, sin §r> .
In diesem Abschnitt stellen wir wesentliche Eigenschaften und Rechenvorschriften fir
(Quaternionen dar, insoweit als sie zum Verstandnis dieser Arbeit beitragen.
Die Addition, Multiplikation, und Konjugierung von Quaternionen sind wie folgt de-
finiert:

(CZ(), ) (bo, ) = (ao —|— b(), a + b)
(ag,a) - (bo,b) = (aobo —a"b,aoh + bpa +a x b)

*

(ap,a)” = (ap,—a).

Man beachte, dafl die Multiplikation nicht kommutativ ist.

Die Norm eines Quaternions ist gegeben durch |q| = /qq*, und die Inverse erhalt man

~! = q*/|q|*>. Bei Verwendung von Einheitsquaternionen |q| = 1 vereinfacht sich

dies zu der Beziehung q=! = q*.

Die folgenden Darstellungsformen der Rotation eines Vektors x — x sind dquivalent:

durch q

x = R(q)x
x = q-(0,%)-q"
. - 2(1 xq + (g2 — q?)%X + 2qo(q % X)

%+ o’
Die Beziehungen zwischen R(q) und (go, q) lauten
(%6 — a*)E + 299" + 2409

R(s) = . (30

1
go = arccos (5 (Rig+Ros+Rs3 — 1))
q = (2 sin 99)_1 (RB,Q —Roz, Riz—R31, Ry — R1,2)T .

Desweiteren gelten die folgenden arithmetischen Regeln:
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(a-6)" = b*-a
(a-b)-¢c = a-(b-¢).
Zur Herleitung der zeitlichen Ableitung einer Rotation in Quaternionenschreibweise,

q, definieren wir die Rotation als Zeitfunktion iiber das Quaternionenprodukt q(¢) =
q.(t) - q(0), wobei - =] die Rotationsachse bezeichne, sowie |w| die Winkelgeschwindigkeit:

a(t) = ( th nu> 0
0 = (el 2 o) g

Daraus ergibt sich die Zeitableitung bei ¢t = 0 zu q(0) = ( ) —) - q(0), oder kurz

2

1

] = -—w-q.
q 2q

Gegeben seien die Orientierung q' eines Korpers zu Beginn eines Zeitintervalls, und
die Orientierung q‘*2! an dessen Ende. Die entsprechende mittlere Winkelgeschwindigkeit
w erhalten wir gem&B (24) aus der Beziehung

1
qt+At _ qt + §At (O,w) . qt+At_

Nach einer Multiplikation von rechts mit (q"*2%)* erhalten wir daraus

1 — qt X (qt-l-At)*

Weitere Details zur Herleitung und Arithmetik von Quaternionen finden sich in [20].
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