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Einleitung

sJeder Kreditsuchende erhélt den Kredit, den er vertrigt® (Auskunft eines Kreditsach-
bearbeiters, so zitiert in [Bagus], Seite 15), ,,Schwache sollen mehr zahlen“ (Uberschrift
eines Artikels in der Saarbriicker Zeitung vom 23.10.01, in dem es um die neuen Richt-
linien zur Eigenkapitalunterlegung von Krediten an Unternehmen geht, genannt Basel
I1.), ,Im Kern geht es darum, die Kapitalanforderung an Banken stéirker als bisher vom
okonomischen Risiko abhéngig zu machen ...“(Artikel zu Basel II, siehe [Bundesbank1],
Seite 15).

Im alltdglichen Leben, in Zeitungsartikeln oder auch in wissenschaftlichen Veroffentli-
chungen wird man oft mit solchen vagen, unprézisen Auferungen konfrontiert. Die obigen
Aussagen bzw. Regeln klingen an sich sehr einfach und plausibel, sind aber in der Praxis
nur schwer adédquat zu realisieren. Es gibt keinen allgemein anerkannten, ,,richtigen® Weg
die Grenzen der ,Vertriglichkeit® fiir einen Kreditsuchenden festzulegen. Begriffe wie
,schwach® bzw. ,mehr zahlen“ lassen viele Interpretationen zu. Auch ein Begriff wie
,Okonomisches Risiko* ist nicht klar definiert.

Bei statistischen Untersuchungen sind Fehler, Unsicherheiten und Ungenauigkeiten in der
Regel nicht zu vermeiden. ,,Ein Blick auf irgendwelche 6konomischen Daten lehrt, daf} in
fast jeder wirtschaftsstatistischen Reihe MeBfehler auftreten (siehe [Schonfeld], Band 2,
Seite 106). In der mathematischen Statistik wird versucht diese Fehler zu kontrollieren

bzw. die zugrunde liegende Unschérfe addquat zu modellieren.

Grundsatzlich unterscheidet man drei Typen von Unschérfe, die verschiedene Arten von

Fehlern hervorrufen konnen:

e Von epistemischer Unschiérfe spricht man dann, wenn der Gegenstand der Unter-



suchung bzw. das Untersuchungsmerkmal zwar exakt ist, aber nicht exakt beobacht-
bar ist. Eine plastische Vorstellung ist die einer Milchglasscheibe, die den darunter
befindlichen Gegenstand unscharf erscheinen ldsst. Oft wird auch von Wahrneh-
mungsunschérfe gesprochen und der daraus resultierende Fehler als Erhebungs-
fehler bezeichnet. Ein klassisches Beispiel fiir diese Art von Unschérfe sind Mess-
gerite, die iiblicherweise mit einer gewissen Toleranzangabe versehen sind. Es gibt
dann zwar einen unbekannten wahren Wert fiir die zu messende Grofle, das Mess-
gerit liefert als Ergebnis aber nur ein Intervall, in dem der wahre Wert liegt. Bei
statistischen Erhebungen konnen beispielsweise Ubertragungsfehler oder bewusst

falsche Antworten Ursachen von epistemischer Unschérfe sein.

Physikalische Unschirfe liegt dann vor, wenn der Gegenstand der Untersuchung
in sich unscharf ist. Vorstellen kann man sich beispielsweise einen Tintenklecks auf
einem Stiick Loschpapier, bei dem keine klaren Grenzen zu erkennen sind und somit
nur schwer festzulegen ist, wo der Klecks anfingt bzw. aufhort. Auch der Begriff
der , Vertriaglichkeit* eines Kredits ist nicht klar definiert. Die Frage ist dann, wie
ein solcher Begriff oder ein solches Merkmal addquat modelliert werden kann. Es
ist beispielsweise fraglich, ob der Begriff ,, Kreditwiirdigkeit* durch eine 0-1-Variable
(,1¢ entspricht ,kreditwiirdig®, ,,0¢ entspricht ,nicht kreditwiirdig®) addquat mo-
delliert wird oder ob andere Modellierungen sinnvoller sind bzw. dem beabsichtigten
Untersuchungsziel eher entsprechen. Beriicksichtigt man die vorhandene physikali-
sche Unschérfe nicht oder nur teilweise, kann der sogenannte Adiquationsfehler

entstehen.

Der dritte Typ von Unschirfe ist die sogenannte stochastische Unschirfe. Sie
tritt beispielsweise auf, wenn bei statistischen Untersuchungen keine Vollerhebung
durchgefiihrt wird, sondern nur eine Teilgesamtheit untersucht wird. Der dadurch
entstehende Fehler wird als zufélliger Fehler bezeichnet. Charakteristisch fiir die-
sen Typ Unschérfe ist, dass die interessierenden Phdnomene zwar prizise definiert
sind und prinzipiell exakt anzugeben sind, iiber ihr Auftreten jedoch Ungewissheit

herrscht.



In der klassischen mathematischen Statistik wird die stochastische Unschéirfe bzw. der
zufillige Fehler dadurch beriicksichtigt, dass die zu messenden Gréfien als Zufallsvariablen
modelliert werden. Bei Teilerhebungen wird die Zufallsvariable beispielsweise durch den
gewihlten Auswahlmechanismus festgelegt. Physikalische Unschérfe, und die daraus ent-
stehende Adaquationsproblematik, wird in der klassischen Statistik vollig vernachléssigt,
da eine Modellierung durch Zufallsvariablen nicht sinnvoll ist. Auch im Falle epistemi-
scher Unschérfe, und damit auch beim Erhebungsfehler, ist es zumindest fraglich, ob eine
Modellierung mittels Zufallsvariablen verniinftig ist. Unschérfe, die durch Zufallsvaria-
blen nicht addquat modelliert werden kann, wird im Folgenden als nichtstochastische
Unschérfe bezeichnet.

Die Vorstellung der verschiedenen Unschérfe- und Fehlertypen erfolgte hier nur beschrei-
bend und anhand von Beispielen. Eine ausfiihrliche Darstellung mit mathematisch exak-
ten Definitionen findet sich bei Krétschmer (sieche [Kritschmer2001-2], Kapitel 1.3). Eine
Analyse der Fehlerursachen wird auch von Schneeweiff und Mittag vorgenommen (siehe

[Schneeweifl/Mittag], Einleitung).

Eine Méoglichkeit der Modellierung nichtstochastischer Unschirfe, stellen die 1965 von
[Zadeh] vorgestellten Fuzzy-Mengen dar. Grundlegende Idee dabei ist die Erweiterung des
klassischen Mengenbegriffs. Ist A eine Teilmenge der nichtleeren Grundmenge Q2 (A C ),
so kann man von jedem Element w aus 2 (w € Q) feststellen, ob es zu A gehort (w € A)
oder nicht (w ¢ A). Diese Tatsache kann man auch durch die sogenannte charakteristi-
sche Funktion (oder Indikatorfunktion) der Menge A beschreiben, die jedem w €  eins
zuordnet, wenn w € A und null, wenn w ¢ A. Zadeh’s Idee war es, dieses ,entweder
oder®, die ,null oder eins“-Sichtweise abzuschwichen und als Funktionswerte der soge-
nannten Zugehorigkeitsfunktion einer (Fuzzy-)Menge A auch Werte zwischen null und
eins zuzulassen. Interpretiert wird dieser Funktionswert dann als der Zugehorigkeitsgrad

des Elements w € Q zur, jetzt als unscharf (engl. fuzzy) bezeichneten, Menge A.

Die Theorie der Fuzzy-Mengen wurde zunichst kaum beachtet. Aber seit der erfolg-
reichen Anwendung der Fuzzy-Mengentheorie bei der Prozessregelung eines Kraftwerks

(siche [Altrock], Seite 7) kam es zu einer Vielzahl von technischen Anwendungen, so



zum Beispiel in Waschmaschinen, Videokameras und Staubsaugern (siehe [Biewer], Seite
371) und einer grofien Anzahl von theoretischen Versffentlichungen. Auch im Bereich der
Wirtschaftswissenschaften wurde der Einsatz von Fuzzy-Mengen untersucht. So zum Bei-
spiel bei der Kreditwiirdigkeitspriifung (siehe [Bagus]), bei der Produktionsplanung (siehe
[Nietsch et al.]) oder einer Vielzahl anderer Bereiche (siehe Fuzzy-Entscheidungsmodelle
und Fuzzy-Optimierungsmodelle bei [Rommelfanger1994]).

Der Einsatz von Fuzzy-Methoden erfolgte auch schon bald in der Statistik, um nichtsto-
chastische Unschérfe in die Untersuchungen mit einzubeziehen. Durch die Definition von
Fuzzy-Zufallsvariablen wurde es moglich stochastische und nichtstochastische Unschérfe
zu kombinieren. Eine griindliche Fundierung einer Statistik mit Fuzzy-Mengen erfolgte
durch Kriatschmer (siehe [Kritschmer2001-2] oder [Kréitschmer2001-1]), der einen ein-
heitlichen Begriff von Fuzzy-Zufallsvariablen vorstellte und die sogenannten Fundamen-
talsitze der Statistik (Starkes Gesetz der Groflen Zahlen, Zentraler Grenzwertsatz, Satz
von Glivenko-Cantelli) auf Fuzzy-Zufallsvariablen iibertrug (siehe [Kratschmer2001-2],
Kapitel 4.5 oder [Kritschmer2002-1]).

Ein wichtiges Teilgebiet der Okonometrie und der Statistik ist die Regressionsanalyse.
Dort wird versucht, Zusammenhénge zwischen verschiedenen O0konomischen Variablen
nachzuweisen. Dabei wird die Abhéngigkeit einer Variablen, der sogenannten abhingigen
Variablen, von verschiedenen anderen Variablen, den sogenannten unabhingigen Varia-
blen, untersucht. Beispielsweise wird die Abhéingigkeit des privaten Konsums vom ver-
fiigbaren Einkommen (siehe [Schonfeld], Band 1, Seite 2ff) oder die Abhéngigkeit der
Kreditwiirdigkeit eines Kunden vom verfiigharen Einkommen, der Héhe des Kredits und
anderen Einflussfaktoren (siehe [Fahrmeir], Seite 238ff) analysiert. Oft wird dabei ein
linearer Zusammenhang unterstellt. Das liegt zum einen daran, dass viele nichtlineare
Modelle durch geeignete Transformationen linearisiert werden kénnen bzw. im relevanten
oder interessierenden Bereich zumindest ndherungsweise linear sind. Zum anderen haben
lineare Modelle ,gute“ mathematische Eigenschaften und machen viele Methoden erst

rechenbar.

Auch bei linearen Regressionsmodellen wurde die Verwendung von Fuzzy-Mengen un-



tersucht und es kam zu vielen Verdffentlichungen zu diesem Themenbereich. Zunéchst
lassen sich die in der Literatur vorgestellten Fuzzy-Regressionsmodelle in deterministi-
sche Modelle (d.h. ohne die Verwendung von Zufallsvariablen) und stochastische Modelle

unterteilen:

e deterministische Fuzzy-Regressionsmodelle

— Losung eines Minimierungsproblems mit Nebenbedingungen, sogenannte pos-

sibilistische Methoden (siehe [Tanaka et al.], [Savic/Pedrycz]),

— Erweiterung von Schitzern mit ,verniinftigen“ Eigenschaften auf Fuzzy-Men-
gen mittels des Erweiterungsprinzips von Zadeh (siehe Definition und Satz

1.2.2) (siehe [Viertl], [Kruse/Meyer|, [Korner/Nither]),

— Verwendung eines Kleinst-Quadrate-Ansatzes mit einer geeigneten Metrik (sie-

he [Diamond/Kloeden]),

e stochastische Fuzzy-Regressionsmodelle in der Form

- EY=X3,
Verwendung eines Kleinst-Quadrate-Schétzers (KQ-Schétzers)

min d(y, )?é)

BERM

mit einer Metrik d (siehe [Kritschmer2001-2] oder [Kréitschmer2003-3)),

~-EY=1X53,
ebenfalls Verwendung eines KQ-Schiitzers (siehe [K6rner/Néther|, [Petry]).

In diesen Arbeiten wurden auch stochastische Eigenschaften der Schétzer, wie Er-

wartungstreue oder Konsistenz, untersucht.

Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Ansiitze und nihere Erlduterungen findet man bei

Petry (siehe [Petry], Kapitel 7 und Seite 99).

! Zur Definition von Fuzzy-Regressionsmodellen in dieser Form siehe Definition 3.2.1.



Hauptziel dieser Arbeit ist die Vorstellung eines linearen Fuzzy-Regressionsmodells, die
Herleitung eines Schétzverfahrens zur Schiatzung des unbekannten Parametervektors und
der Nachweis statistischer Eigenschaften des verwendeten Schitzers fiir eine moglichst
allgemeine Klasse von Fuzzy-Mengen. Daher kommen die angegebenen deterministischen
Ansétze nicht in Frage. Eine weitere wichtige Frage ist, welche der beteiligten Grofien
als fuzzy angenommen werden. In dieser Arbeit wird das Modell von [K6rner/Néther| be-
nutzt und damit ein lineares Fuzzy-Regressionsmodell mit fuzzy abhéngigen Variablen und
fuzzy Parametern. Zur Schitzung des unbekannten Parameters wird ein Kleinst-Quadrate-
Ansatz verfolgt, wie auch von [K6rner/Néther| und [Petry| vorgeschlagen. [Kérner /Néther]
und [Korner 1997-1] konnten jedoch keine statistischen Eigenschaften ihres KQ-Schitzers
nachweisen. [Petry| zeigte in seinem Modell die schwache Konsistenz des KQ-Schitzers.

In dieser Arbeit wird die starke Konsistenz des vorgestellten KQ-Schétzers fiir ein Regres-
sionsmodell mit moglichst allgemeinen Fuzzy-Mengen nachgewiesen und damit werden die
Ergebnisse von [Petry] verallgemeinert. [Kriatschmer2001-2] zeigte ein dhnliches Resultat,
allerdings fiir ein anderes Modell mit unscharfen abhéingigen und unabhingigen Variablen

sowie scharfen Parametern.

In der statistischen Literatur werden auch andere Moglichkeiten untersucht, Unschérfe
bzw. Mess- und Erhebungsfehler in die Modellierung mit einzubeziehen. Die sogenann-
ten ,Fehler in den Variablen“-Modelle (siehe [Hiibler|, Kapitel 14, [Schonfeld], Band 2,
Kapitel 11 oder [Schneewei3/Mittag]) sind jedoch nicht geeignet zur Modellierung nicht-
stochastischer Unschérfe. Dort wird Unsicherheit bzw. Unschérfe immer mit klassischen

Zufallsvariablen modelliert, was nicht immer adaquat ist.

In dieser Arbeit wird das verwendete Fuzzy-Regressionsmodell am Beispiel der Kre-
ditwiirdigkeitspriifung illustriert. In der Literatur wurde der Einsatz von Fuzzy-Methoden
in der Kreditwiirdigkeitspriifung bereits diskutiert (siehe [Bagus|, [Rommelfanger1993]).
Allerdings wurden dort vor allem Regelsysteme eingesetzt. Aufgrund der Verwendung rein
deterministischer Modelle und Methoden ist der Nachweis statistischer Eigenschaften dort

nur begrenzt moglich. Deshalb werden diese Ansétze in der Arbeit nicht weiter verfolgt.



Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 1 Fuzzy-Mengen werden zunichst Fuzzy-Mengen als Erweiterung von klas-
sischen Mengen eingefiihrt. Auflerdem werden einige Hilfsmittel aus der Fuzzy-Mengen-
theorie bereitgestellt. Dazu gehoren insbesondere die sogenannten a-Schnitte einer Fuzzy-
Menge, die fiir die nachfolgenden Kapitel von enormer Bedeutung sind. Kapitel 1.2 dient
der Einfilhrung mathematischer Strukturen auf Riumen von Fuzzy-Mengen. Zunéchst
wird dabei das Erweiterungsprinzip von Zadeh angegeben, das eine Moglichkeit bietet,
Abbildungen auf Fuzzy-Mengen zu iibertragen. Mittels des Erweiterungsprinzips werden
Addition und Skalarmultiplikation auf Fuzzy-Mengen iiber R* (k € N) definiert und so-
mit wird eine lineare Struktur eingefiihrt. Der Raum der betrachteten Fuzzy-Mengen iiber
R¥ wird etwas eingeschriinkt und auf diesem Raum werden Metriken definiert. Grundge-
danke dabei ist immer, dass im scharfen Fall die bekannten Ergebnisse erhalten werden
und somit die Theorie der Fuzzy-Mengen eine echte Verallgemeinerung der klassischen

Mengentheorie darstellt.

In Kapitel 2 Fuzzy-Zufallsvariablen wird der Begriff der Zufallsvariable auf Fuzzy-
Mengen-wertige Abbildungen iibertragen und somit die Grundlage fiir eine Wahrschein-
lichkeitstheorie fiir Fuzzy-Mengen gelegt. Fuzzy-Zufallsvariablen werden als messbare Ab-
bildungen definiert, was zunichst die Einfiihrung einer o-Algebra auf dem Raum der
betrachteten Fuzzy-Mengen erfordert. In Kapitel 2.2 und Kapitel 2.3 werden die be-
kannten Kenngréflen von Zufallsvariablen, Erwartungswert und Varianz, auf den Fall von

Fuzzy-Zufallsvariablen iibertragen.

Kapitel 3 Ein lineares Fuzzy-Regressionsmodell dient der Definition des in der
Arbeit untersuchten linearen Regressionsmodells. Dazu wird in Kapitel 3.1 das klas-
sische lineare Regressionsmodell der Okonometrie vorgestellt und werden einige Eigen-
schaften angegeben. In Kapitel 3.2 wird das lineare Fuzzy-Regressionsmodell mit fuzzy
abhéngigen Variablen und fuzzy Parametern definiert. Das Modell stellt eine Verallge-
meinerung des klassischen Regressionmodells dar und ermdglicht es, stochastische und
nichtstochastische Unschérfe in die Untersuchungen mit einzubeziehen. Da die Modelle

am Beispiel der Kreditwiirdigkeitspriifung erldutert werden, wird das klassische lineare Re-



gressionsmodell in Kapitel 3.3 auf den Fall qualitativer abhéngiger Variablen iibertragen
und der Spezialfall der sogenannten Logit-Modelle vorgestellt. Dariiber hinaus wird eine
mogliche Anwendung von Fuzzy-Regressionsmodellen als Verallgemeinerung von Logit-
Modellen diskutiert. In Kapitel 3.4 wird das Identifikationsproblem der Okonometrie
erlautert. Dieses Problem stellt sich, wenn man anhand des empirischen Befunds nicht
auf den unbekannten wahren Parameter zuriickschlieflen kann. Es zeigt sich, dass die
Bedingungen, die im scharfen Fall die Identifikation des Parameters gewihrleisten im
Fuzzy-Fall nicht mehr ausreichen und eine zusétzliche Bedingung gefordert werden muss.
In den nachfolgenden Abschnitten werden dann nur noch identifizierbare Parameter be-
trachtet. In Kapitel 3.5 werden schliellich einige Eigenschaften der Regressionsfunktion

angegeben, die im weiteren Verlauf der Arbeit benotigt werden.

In Kapitel 4 Die Kleinst-Quadrate-Schitzung wird eine Methode vorgestellt, den
unbekannten Parameter im linearen Fuzzy-Regressionsmodell anhand einer empirischen
Beobachtung zu schitzen. Dazu wird in Kapitel 4.1 die bekannte Kleinst-Quadrate-
Schitzung (KQ-Schétzung) fiir das klassische lineare Regressionmodell vorgestellt und
werden wichtige statistische Giiteeigenschaften des KQ-Schitzers angegeben. In Kapitel
4.2 wird der KQ-Schétzer aus dem klassischen Regressionsmodell zunéchst mittels des
Erweiterungprinzips von Zadeh auf den Fuzzy-Fall iibertragen. Es stellt sich jedoch her-
aus, dass der erweiterte Schétzer i.A. weder seine statistischen noch seine geometrischen
Eigenschaften beibehélt. Deshalb wird in der Arbeit ein direkter KQ-Ansatz untersucht.
Der KQ-Schétzer wird als die eindeutige Losung eines Minimierungsproblems definiert
und nachgewiesen, dass dadurch tatsichlich ein Schétzer, also eine messbare Abbildung,

definiert wird.

Statistische Eigenschaften des in Kapitel 4 vorgestellten Schiitzers werden in Kapitel 5
Die starke Konsistenz des Kleinst-Quadrate-Schitzers untersucht. Gezeigt wird
die starke Konsistenz des KQ-Schétzers im linearen Fuzzy-Regressionsmodell, d.h. die
fast sichere Konvergenz der Folge von KQ-Schitzfunktionen gegen den wahren Parame-
tervektor. Umgangssprachlich bedeutet dies, dass der vorgestellte Schétzer unter ,opti-

malen“ Bedingungen moglichst ,gute” Ergebnisse liefern soll. In Kapitel 5.1 werden



dazu Bedingungen hergeleitet, unter denen der klassische KQ-Schétzer stark konsistent
ist und die sich auf das vorgestellte lineare Fuzzy-Regressionsmodell iibertragen lassen. In
Kapitel 5.2 erfolgt dann der Nachweis der starken Konsistenz des KQ-Schétzers im li-
nearen Fuzzy-Regressionsmodell und damit eine statistische Absicherung der vorgestellten

Schitzmethode.

Abschlieflend erfolgt in Kapitel 6 Fazit und Ausblick eine Zusammenfassung und
Diskussion der Ergebnisse der Arbeit. Des Weiteren werden einige ungeklirte Fragen und

Probleme angegeben, die noch weiterer Forschung bediirfen.

In Anhang A Hilfsmittel aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und Anhang B
Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis und der Topologie sind fiir die Arbeit

notwendige Definitionen und Sétze zusammengestellt.
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Kapitel 1
Fuzzy-Mengen

In diesem Kapitel werden die fiir die Arbeit notwendigen Definitionen und Sitze aus der
Theorie der Fuzzy-Mengen bereitgestellt. Dabei werden Fuzzy-Mengen als Verallgemeine-
rung der klassischen Mengen eingefiihrt. Die Ausfiihrungen orientieren sich hauptséchlich
an [Kritschmer2001-2] und [Steinmetz2003-1]. Fiir die Beweise der angegebenen Sétze
wird auf die Literatur verwiesen.

In Kapitel 1.1 wird der Begriff der Fuzzy-Menge definiert und an Beispielen erldutert.
Dariiber hinaus werden einige wichtige Kenngréfien von Fuzzy-Mengen angegeben. Zum
Abschluss des Abschnitts werden noch einige spezielle Fuzzy-Mengen vorgestellt.
Kapitel 1.2 dient der Einfiihrung mathematischer Operationen auf Ridumen von Fuzzy-
Mengen. Mittels des sogenannten Erweiterungsprinzips von Zadeh werden Abbildungen
wie Addition und Skalarmultiplikation auf Fuzzy-Mengen iibertragen. Des Weiteren wird
eine Klasse von Metriken auf Rdumen von Fuzzy-Mengen definiert. Grundlegend fiir die-
sen Abschnitt und auch fiir die gesamte Arbeit ist es, Fuzzy-Mengen als Verallgemeinerung
klassischer Mengen darzustellen. Ziel ist es, bei Anwendung der vorgestellten Operatio-
nen auf den Spezialfall von klassischen Mengen, die fiir klassische Mengen bekannten

Ergebnisse zu erhalten.
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1.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden, ausgehend vom klassischen Mengenbegriff, Fuzzy-Mengen
definiert und einige Eigenschaften erldutert. ,,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von
bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu
einem Ganzen ...“ ([Cantor], so zitiert in [Petry], Seite 6). Diese etwas vage Beschreibung

induziert zu einer Teilmenge A einer nichtleeren Grundmenge €2 eine Abbildung
pa:Q—{0,1} mit
1 @ wed

0 @ we¢A

es wird also einem Element w € {2 die Zahl eins zugeordnet, falls w in der Menge A ist,

W —

andernfalls wird die Zahl null zugeordnet. Diese Abbildung wird als Indikatorfunktion
oder charakteristische Funktion der Menge A bezeichnet.

Definition 1.1.1

Gegeben seien die Menge Q # & und die Teilmenge A € P(Q). Man bezeichnet die
Abbildung

HA : Q — {0, 1}
mit
1 : weA
pa(w) =
0 @ wé¢A

als Indikatorfunktion (charakteristische Funktion) von A bzgl. Q). Q heifit Grund-
menge (Universalmenge, U-Menge). (siehe [Steinmetz2003-1], Seite 1, Definition
1.1.2)

Bemerkung 1.1.2
.1 Im Folgenden werden klassische Mengen auch als scharfe Mengen bezeichnet. Die

Grundmenge ) # @ wird stets als scharfe Menge vorausgesetzt.

.2 Die Indikatorfunktion einer Menge A € B(2) bzgl. einer U-Menge Q) # @& wird auch

mit 1, bezeichnet.
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An den folgenden Beispielen werden die in dieser Arbeit auftretenden Begriffe illustriert.

Beispiel 1.1.3 (Kreditwiirdigkeitspriifung, Credit Scoring)

Die Grundmenge ) sei die Menge der (potentiellen) Kreditkunden' einer Bank. Anhand
von an jedem Kunden erhobenen Merkmalen soll die Kreditwiirdigkeit dieser Kunden
gepriift werden, d.h. ob die Riickzahlung des Kredits ordnungsgeméf; abgewickelt werden
kann oder ob es zu Verzigerungen bei der Ratenzahlung oder gar zum Kreditausfall
kommen konnte.? Zunichst werden als mogliche Entscheidungen nur die Alternativen
Lkreditwiirdig” oder ,nicht kreditwiirdig®“ betrachtet. Die Menge K C () bestehe aus

allen Kunden der Bank, die kreditwiirdig sind, also
K ={w € Q | w ist kreditwiirdig} .

Alternativ kann K durch die folgende Abbildung beschrieben werden:

MK - Q — {0, 1}
mit
1 : w kreditwiirdig
pr (W) == . . .
0 : w nicht kreditwiirdig
Damit gilt

K={weQ|px(w)=1}.

(Ausfiihrlichere Beschreibungen zur Kreditwiirdigkeitspriifung finden sich beispielsweise

bei [Fahrmeir], Seite 334f.)

Eine etwas andere Idee wird im nachfolgenden Beispiel verfolgt.
Beispiel 1.1.4 (Zinssatz)
In Verdffentlichungen oder Zeitungsartikeln zur Kreditwiirdigkeitspriifung finden sich oft

Formulierungen wie ,,Schwache sollen mehr zahlen“?3 (Saarbriicker Zeitung vom 23.10.01).

! Dabei wird im Folgenden nicht zwischen Privatkunden, Unternehmen, Zentralstaaten und -banken
und (anderen) Banken unterschieden und der Begriff Kunde in allen Fillen benutzt (fiir nihere
Erlduterungen, siehe [IWK-Studie], Seite 013).

2 Fiir eine genaue Ausfalldefinition siehe [Bundesbank2], Seite 52, Baseler Ausfalldefinition.

3 Streng genommen geht es in diesem Artikel nur um Kredite an Unternehmen, dies ist jedoch fiir
das Beispiel nicht entscheidend.
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Die Idee dabei ist es, héhere Risiken durch héhere Zinsen auszugleichen. Im oben genann-
ten Zeitungsartikel zu Basel IT wird formuliert ,Unternehmen mit schwacher Bonitét*
miissen hohere Zinsen zahlen“.> Was sollen jedoch ,héhere®,  mittlere“ oder ,niedri-
ge“ Zinsen sein? Fin ,mittlerer” Zinssatz fiir einen Kredit kénnte zur Zeit z.B. zwischen

6% und 8% liegen. Auch in diesem Fall liegt zu einer Grundmenge
Q) = {Menge der mdéglichen Zinssétze in %} = R

eine Abbildung ji,,z vor:
Umz : R — {0,1}

1 : z€]16,8
Pz (T) =
0 : sonst

(die Menge der ,mittleren® Zinssétze werde mit mZ bezeichnet).

Festzuhalten ist, dass man jede Teilmenge A der Grundmenge (2 mit ihrer charakteri-
stischen Funktion j4 identifizieren kann und umgekehrt. Weiterhin sind sich A und der

Graph der Abbildung p4 eineindeutig zugeordnet. Es gilt also der folgende Satz.

Definition und Satz 1.1.5

Gegeben seien die Notationen und Voraussetzungen aus Definition 1.1.1.

.1 Die Abbildung
®:PQ) = {0,137, A pa

ist bijektiv.% Zwischen A und j4 besteht der Zusammenhang

A={weQ|palw)=1}.

* Die Begriffe Bonitiit bzw. Kreditwiirdigkeit werden in dieser Arbeit, wie auch in der Literatur,
synonym verwendet.

® Nihere Erlduterungen zu den, schon in der Einleitung erwéihnten, neuen Richtlinien zur Eigenka-
pitalunterlegung von Krediten (Basel II) finden sich bei [Wolf].

6 Das Symbol {0,1}* bezeichnet die Menge aller Abbildungen von Q — {0,1}, also
{0,132 :={f: Q- {0,1}}.
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.2 Die Abbildung
¢ PEY) = 2 x{0,1}, A {(w, pa(w)) [w e Q}
ist injektiv. Durch jede der Teilmengen
7 :={(w,z) |weQxe{01}, (wzr)#(W,2)=>w#} CQx{0,1}
ist eindeutig eine Teilmenge
{lweQ](w1)e 7}
von € festgelegt. {(w, pa(w)) | w € Q} wird als Graph der Abbildung 14 bezeichnet.

(vgl. [Steinmetz2003-1], Seite 1, Satz 1.1.1 und Seite 2, Folgerung 1.1.5)

In vielen Fillen ist jedoch die Beschrinkung auf scharfe Mengen nicht gewiinscht. Die
scharfe Trennung in ,gehort zur Menge“ bzw. ,gehort nicht zur Menge®“ erscheint oft
zu drastisch und sehr willkiirlich. So wurde in Beispiel 1.1.3 (Kreditwiirdigkeitspriifung)
festgelegt, dass es nur die Alternativen , kreditwiirdig“ oder ,,nicht kreditwiirdig® gibt. Es
ist jedoch fragwiirdig, ob durch diese Festlegung die urspriingliche Modellierungsabsicht
adédquat widergespiegelt wird. Im Unternehmensrating bzw. bei der Bonitédtsbeurteilung
von Unternehmen werden mehr als zwei mogliche Bewertungsalternativen festgelegt, bei-
spielsweise Abstufungen von AAA iiber AA bis D bei der Ratingagentur Standard &
Poor’s (siehe [Wolf], Seite 16ff). Dabei dienen Ratingverfahren der Ermittlung des Kredi-
trisikos einzelner Kunden. Mithilfe unterschiedlicher Methoden werden den betreffenden
Kunden Risikokennzahlen zugewiesen, die den Grad der Kreditwiirdigkeit anzeigen (siehe
[Bundesbank3], Seite 62). Der Bezug zu den Beispielen Kreditwiirdigkeitspriifung (Beispiel
1.1.3) und Zinssatz (Beispiel 1.1.4) ist damit hergestellt. Unternehmen, die eine schlechte
Bonitéatsbeurteilung erhalten, miissen zur Absicherung der héheren Risiken hohere Kre-
ditzinsen zahlen (vgl. [Wolf], Seite 16ff). Wolf formuliert: ,Die Kreditkonditionen der

Unternehmen orientieren sich in Zukunft an deren Zugehorigkeit zu einer bestimmten
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Risikoklasse (Bonitétsklasse)“ und ,Die Ausfallwahrscheinlichkeiten ... fiihren zu Zins-
zuschlidgen, die genau mit den erwarteten Ausfillen der betreffenden Risikoklasse korre-
spondieren®(siehe [Wolf], Seite 35).

Aber auch wenn mehr Abstufungen eingefiihrt werden, bleibt das grundsétzliche Problem,
dass ein Unternehmen in genau eine Rating-Klasse eingestuft wird. Knappe Entscheidun-
gen werden nicht widergespiegelt und eine Quantifizierung bzw. Abstufung innerhalb einer
Klasse findet nicht statt.

Auch in Beispiel 1.1.4 (Zinssatz) erscheint es sehr willkiirlich, warum ein Zinssatz von
6% ein ,mittlerer Zinssatz sein soll, ein Zinssatz von 5,99% jedoch nicht. Ebenso ist ein
Zinssatz von 4% genauso wie 5,99% nicht ,,mittel* und es gibt keine Moglichkeit, den
Abstand von der Grenze 6% zu quantifizieren.

Wiinschenswert wire in all diesen Féllen eine Flexibilisierung bzw. eine Abschwichung
der scharfen Modellierung. Eine mégliche Art der Flexibilisierung erreicht man durch die
von Zadeh entwickelte Theorie der Fuzzy-Mengen. Sein Ziel war es ein ... Geriist zu
entwerfen, das eine natiirliche Moglichkeit zur Verfiigung stellt, Probleme zu behandeln,
in denen die Quelle von Unsicherheit die Abwesenheit von scharf definierten Kriterien
ist“ (siehe [Zadeh], Seite 339, so zitiert in [Petry|, Seite 6). Seine Idee bestand darin,
nicht nur 0 und 1 als Funktionswerte der charakteristischen Funktion g4 einer Menge A
zuzulassen, sondern auch Werte zwischen 0 und 1. Somit gelangt man zur Definition einer
Fuzzy-Menge.

Definition 1.1.6

Es seien §2 # & eine U-Menge und

p:Q—[0,1]

eine Abbildung. Man bezeichnet

A= {(w, pw)) w e Q}

als Fuzzy-Menge (unscharfe Menge, F-Menge) in Q2 mit der Zugehérigkeitsfunk-
tion

g = fh.
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e 7(w) heifit der Zugehorigkeitsgrad von w € € zur Fuzzy-Menge A. Weiterhin wird die
Menge aller Fuzzy-Mengen in Q2 mit FB(Q) bezeichnet, man nennt sie Fuzzy-Potenz-
menge von (). (siehe [Steinmetz2003-1], Seite 3, Definition 1.1.6, Definition 1.1.9)

Bemerkung 1.1.7
Es sei Q) # & eine U-Menge.

.1 Jede scharfe Menge A € PB(2) mit der Indikatorfunktion
pa:Q—{0,1}
kann wegen {0,1} C [0, 1] als Fuzzy-Menge in Q aufgefasst werden.

.2 Die Fuzzy-Potenzmenge F P(Q2) ist eine scharfe Menge.

(siehe [Steinmetz2003-1], Seite 3, Bemerkung 1.1.10)
¢

Eine mogliche flexiblere Modellierung des Begriffs , Kreditwiirdigkeit in Beispiel 1.1.3
wire also, im Gegensatz zur scharfen Modellierung, eine Fuzzy-Menge, pz : Q — [0, 1],
zu verwenden, wobei /17 (w) den Grad der Kreditwiirdigkeit des Kunden w € €2 bezeichnet.
Der Unterschied zwischen scharfen und unscharfen Mengen ist in den folgenden Abbildun-
gen nochmals verdeutlicht. In Abbildung 1.1 symbolisiert die schwarze Ellipse die scharfe
Menge K € PB(€2) und es ist deutlich zu erkennen, ob ein Element w € Q zu K gehort
oder nicht, also ob w € K oder w ¢ K gilt.

Abbildung 1.1: scharfe Menge K € B(£2)
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In Abbildung 1.2 ist die unscharfe Menge K € FP(Q2) symbolisiert. In diesem Fall ist
nicht immer genau erkennbar, ob ein Element w € ) zur unscharfen Menge K gehort,

oder nicht.

Abbildung 1.2: unscharfe Menge K € FB(Q)

In Beispiel 1.1.4 wére fiir den Begriff ,mittlerer Zinssatz eine Fuzzy-Menge der Form

((—5,5
: 5,0 <z <6
0,5 o=t
1 652 <8
— R—=10,1], p—(r)=
R0 =
T
0,5 =%
0 : sonst
denkbar (siehe Abbildung 1.3).
Mz (2)
1_
[ [
55 6 8§ 85 T .
Zinssatz in %

Abbildung 1.3: Fuzzy-Menge , mittlerer Zinssatz

Die Festlegung einer solchen Fuzzy-Menge ist natiirlich ebenfalls sehr willkiirlich, aber man

hat durch die Modellierung mittels Fuzzy-Mengen die Mdglichkeit, den Ubergang zwischen
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,gehort zur Menge“ und ,,gehort nicht zur Menge* flieBender zu gestalten. Dariiber hinaus
wurde die Uberlegung, dass 5,99% eher ein ,mittlerer Zinssatz ist als 5,6% durch die
Festlegung j1~(5,99) > p—(5, 6) beriicksichtigt. Somit ist eine Quantifizierung moglich,

die im scharfen Fall nicht (oder nur sehr schwer) moglich ist.

Im Folgenden werden einige Kenngréfien von Fuzzy-Mengen zusammengestellt.
Dabei sind insbesondere die Elemente von €2 von Bedeutung, die einen Zugehérigkeitsgrad
> bzw. > a € [0,1] haben. Sie erméglichen eine sogenannte horizontale Darstellung von

Fuzzy-Mengen.

Definition 1.1.8
Es seien Q # @ eine U-Menge und A € FPB(Q2) eine F-Menge mit der Zugehdirigkeits-
funktion 5 . Fiir alle o € [0, 1] heifit

A= {w e Q| uz(w) > o}

a-Schnitt,

A= {we Q| pzw) > a}

scharfer a-Schnitt (strenger a-Schnitt),

supp A := {w € Q | pi(w) >0}
Trager von A.
A heifit normal, wenn gilt
Jwe: pzw) =1.

Die Menge aller normalen Fuzzy-Mengen in ) wird mit F"°(Q) bezeichnet. (a-Schnitte
werden in der Fuzzy-Mengen-Literatur auch als schwache a-Schnitte bezeichnet.) (siehe

[Steinmetz2003-1], Seite 5f, Definition 1.1.11, Definition 1.1.12)
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Bemerkung 1.1.9
Aze ynd A> (a € [0,1]) sind scharfe Mengen.
¢

Eine wichtige Aussage ist die Tatsache, dass bei Kenntnis aller a-Schnitte die Zugehorig-
keitsfunktion einer Fuzzy-Menge festgelegt ist.

Satz 1.1.10

Es seien Q0 #+ @ eine U-Menge und A € FR(Q?) eine F-Menge mit der Zugehdrigkeits-

funktion 1 3. Dann gelten die sogenannten Darstellungsformeln:

1
piw) = sup min{a, pgsa(w)}
0<a<1
= SUp @ 5. (w)
0<a<1
= sup{a €]0,1[|w € A2}, Yw e Q,
2
piw) = sup min{a, pgsa(w)}
0<a<1
= SUp Q- fiisa(w)
0<a<1
= sup{a €l0,1]|w e 4>}, Yw €,

dabei sei sup @ 1= 0. 7

(siehe [Steinmetz2003-1], Seite 6, Satz 1.1.14 und [Krétschmer2001-2], Seite 63, Satz 2.1.8)
¢

Beweis: siehe [Steinmetz2003-1], Seite 6 und [Kritschmer2001-2], Seite 63

Es werden jedoch nicht alle a-Schnitte benotigt, um eine Fuzzy-Menge eindeutig zu cha-
rakterisieren, es geniigen ,fast“ alle a-Schnitte.

Satz 1.1.11

Es seien A C ]0,1] eine in [0,1] dichte Teilmenge, Q! # @ eine U-Menge und A eine

F-Menge in ) mit Zugehdrigkeitsfunktion 3. Dann gilt

pi(w) =sup{a € A|we A2} =sup{a € A |w e 47}, Vw e Q,

" Diese Festlegung ist sinnvoll, da 5 : Q — [0, 1].
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dabei sei sup @ := 0.® (siehe [Kritschmer2001-1], Seite 3 oder [Krétschmer2001-2], Seite
63, Satz 2.1.8)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 63

In dieser Arbeit werden hauptsichlich Fuzzy-Mengen in R¥ (k € N)  betrachtet. Fiir
diese Fuzzy-Mengen werden in der folgenden Definition noch einige Begriffe festgelegt.
Definition 1.1.12

Es sei k € N. Eine Fuzzy-Menge in R¥ heifit

.1 konvex genau dann, wenn ihre positiven a-Schnitte ® konvexe Teilmengen von R¥

sind,

.2 kompakt genau dann, wenn ihre positiven a-Schnitte kompakte Teilmengen von

R* sind,

.3 gleichmiflig beschrinkt genau dann, wenn ihr Tréger eine beschrankte Teilmenge

von RF ist.

Die Menge aller Fuzzy-Mengen in R¥ wird mit F B(RF) bezeichnet. Die Menge der kon-
vexen Fuzzy-Mengen in R¥ wird mit F.,(RF), die der kompakten mit F.(RF) und die der
gleichmiifig beschrinkten mit F*(R¥) bezeichnet. Mit F*° (R*) wird die Menge der norma-

len, konvexen und kompakten Fuzzy-Mengen in R¥ bezeichnet. (siehe [Kritschmer2001-2),
Seite 67, Definition 2.1.13)

Bemerkung 1.1.13

Im Folgenden wird bei der Verwendung des Symbols R¥ immer k € N vorausgesetzt.

8 vgl. Satz 1.1.10
% dh. a €]0,1]
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Die Menge R* kann man in FB3(R¥) einbetten, indem man fiir 2 € R* die Indikatorfunk-

tion 1z} von {x} als Zugehorigkeitsfunktion der Fuzzy-Menge verwendet.
Definition 1.1.14
Die Abbildung
U : R — FPR(RY)
V(z) =~ {(y 1w [y €R"}

heifit Standardeinbettung von R* in FB(R*). Analog wird der Begriff Standardeinbet-
tung auch fiir die Einbettung in Fo,(RF), F™(RF), F.(R*), F*(RF) und F°

o (R) verwen-
det.'® (vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 255)

¢

Im Folgenden werden spezielle Klassen von Fuzzy-Mengen in R vorgestellt. Dazu wird

zunéchst der Begriff der Referenzfunktion benétigt.

Definition 1.1.15

FEine linksseitig stetige, monoton fallende Funktion
L:[0,00[ — [0,1]
mit
1 L(0) =1,
2 L(x) <1, Vo >0,
3 lim L(z) =0

Tr—00

heifit Referenzfunktion.!' (siehe [Petry], Seite 7, Definition 2.5)

19 Der Nachweis, dass die durch 15,y beschriebene Fuzzy-Menge in Feo(RY), F*(R¥), F.(RY), FP°(RY)
und Fio.(R) liegt, ist ohne Schwierigkeiten méoglich.

coc

11 Referenzfunktionen werden in der Literatur auch allgemeiner definiert, siehe beispielsweise
[Steinmetz2003-1], Seite 38f, Definition 1.6.12.
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Beispiel 1.1.16 (Referenzfunktionen)

Die folgenden Funktionen sind Referenzfunktionen:

1 Ly :[0,00] — [0, 1] mit

L1($) = 1{0}($): 0 ' . R
:sons

A\

Abbildung 1.4: Referenzfunktion L,

.2 Ly : [0,00] — [0, 1] mit

1l—2z : 0<z<1
Ly(z) := max{0,1 —x} =

Abbildung 1.5: Referenzfunktion L,
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.3 L3 :[0,00] — [0,1] mit Ly(z) :==e " .

L3 (III)

2

Abbildung 1.6: Referenzfunktion L3

Referenzfunktionen sind niitzliche Hilfsmittel zur Darstellung spezieller Fuzzy-Mengen,

den sogenannten L R-Intervallen bzw. LR-Zahlen.

Definition 1.1.17

Eine Fuzzy-Menge A€eF P(R) mit Zugehorigkeitsfunktion 15 heifit

.1 Fuzzy-Intervall vom LR-Typ (LR-Fuzzy-Intervall) genau dann, wenn Refe-
renzfunktionen L, R : [0,00[ — [0,1] und My, Mg, I, r € R, M, < Mg, 1 >0,r >0

existieren mit

i)

"

und man schreibt

ML—I
[

)

A= (MLa MR) la T)LR .

.2 Fuzzy-Zahl vom LR-Typ (LR-Fuzzy-Zahl) genau dann, wenn Referenzfunktio-

nen L, R :[0,00[— [0,1] und M, I, r € R, | >0, r > 0 existieren mit

1)

<

( _
L<Q> <M
1 xr=M :
— M
R<x > x> M
r
\




und man schreibt

A: (M,Z,T)LR .

.3 Gilt L = R und | = r, so spricht man von symmetrischen L[L-Intervallen bzw.

symmetrischen L [L-Zahlen.

(vgl. [Steinmetz2003-1], Seite 38f, Definition 1.6.12, Definition 1.6.13)
¢

Man erhilt eine weitere Klasse von Fuzzy-Mengen, die sogenannten trapezformigen bzw.
dreiecksformigen Fuzzy-Mengen, wenn man L und R speziell als lineare Funktionen (z.B.
L = R = L, aus Beispiel 1.1.16) wihlt.

Definition 1.1.18

Eine Fuzzy-Menge A€eF P(R) mit Zugehorigkeitsfunktion 13 heifit

.1 Fuzzy-Intervall in Trapezgestalt (trapezférmige Fuzzy-Menge) genau dann,

wenn My, Mg, [, r € R, M, < Mg, [ > 0, r > 0 existieren mit

rw My —1<z<M;,1>0
1 : My <2< Mg
—(z) = ¢ ;
pz(r) (MRtr)—$ Mp<az<Mg+r r>0
| 0 : sonst

und man schreibt

A = (ML,MR,Z,T)Q .

.2 Fuzzy-Zahl in Dreiecksgestalt (dreiecksférmige Fuzzy-Menge) genau dann,

wenn M, [, r € R, [ > 0, r > 0 existieren mit

w M—1<z<M >0
) 1 x=M
Hi\T) =
’ (M+:)_x M<x<M+r, r>0
\ 0 :  sonst
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In einem solchen Fall soll abkiirzend

AV:: (M,Z,T)A

geschrieben werden.

.3 Gilt | = r, so spricht man von symmetrischen Trapezzahlen bzw. symmetri-

schen Dreieckszahlen.

(vgl. [Kréitschmer2001-2], Seite 60, Definition 2.1.4)

Bemerkung 1.1.19
.1 Die Bezeichnungen trapezformige Fuzzy-Menge bzw. dreiecksférmige Fuzzy-Menge
begriinden sich durch die Gestalt des Graphen der Zugehérigkeitsfunktion fiir den
Falll > 0 und r > 0. In diesem Fall schlieBBt der Graph der Zugehdrigkeitsfunktion

mit der x-Achse ein Trapez bzw. ein Dreieck ein.

.2 Der Fall r = 0 und | = 0 wird mit in der Definition aufgefiihrt, um Intervalle und
reelle Einpunktmengen als ,entartete” trapez- bzw. dreiecksformige Fuzzy-Mengen

darstellen zu konnen. So kann man das scharfe Intervall [6, 8] schreiben als
(6,8,0,0)A
oder mit L := L, aus Beispiel 1.1.16
(6,8,1,1),z, -
Eine Einpunktmenge {x} C R Iisst sich darstellen als
(2,0,0) A
oder mit L := L, aus Beispiel 1.1.16

(.CU, 1, 1)L1L1 .

.3 Trapezférmige und dreieckstérmige Fuzzy-Mengen haben aufgrund ihrer angeneh-
men mathematischen Eigenschaften (siehe auch Kapitel 1.2, Satz 1.2.8) in der An-
wendung groBe Bedeutung erlangt.
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Beispiel 1.1.20

Die Fuzzy-Menge ,mittlerer® Zinssatz mZ (siehe Abbildung 1.3) ist eine trapezférmige

m7z = (6,82 1)
2'2)

mZ ist auch eine (symmetrische) Fuzzy-Menge vom LL-Typ und es gilt

— 11
ms = <6,8,—,—> ,
2°2),.1,

mit L := Lo aus Beispiel 1.1.16.

Fuzzy-Menge und es gilt

Die a-Schnitte von trapezférmigen Fuzzy-Mengen kann man ohne Schwierigkeiten bestim-
men.

Beispiel 1.1.21 (a-Schnitte von trapezférmigen Fuzzy-Mengen)

Es sei A = (M, Mg,l,7)~ eine trapezfomige Fuzzy-Menge. Dann gilt fiir o € [0, 1]:

e R a=0
M, —(1—-a),Mg+(1—a)r] : a>0
und
A’>a (%) o=

My — (1 —a)l, Mg+ (1 —a)r[ : a<l1
(siehe [Kratschmer2001-2], Seite 62, Beispiel 2.1.7)

Beispiel 1.1.22

Aus Beispiel 1.1.21 folgt sofort, dass trapezformige Fuzzy-Mengen normale, konvexe, kom-
pakte und gleichméBig beschrinkte Fuzzy-Mengen in R sind. Dies gilt insbesondere fiir
die Fuzzy-Menge mZ (siehe Abbildung 1.3).
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1.2 Mathematische Strukturen auf Raumen von
Fuzzy-Mengen

Im folgenden Abschnitt sollen mathematische Operationen wie Addition, Skalarmultipli-
kation und Metriken auf Ridume von Fuzzy-Mengen iibertragen werden. Ziel dabei ist es,
im Spezialfall von scharfen Mengen bzw. bei Anwendung dieser Operationen auf Teilmen-
gen von RF die dort bekannten Ergebnisse zu erhalten. In diesem Fall ist die Ubertragung
mathematischer Operationen auf Fuzzy-Mengen eine Verallgemeinerung der iiblichen Ope-
rationen. Zunichst wird die in der Literatur bereits etablierte lineare Struktur auf B(IRF)
vorgestellt, die sogenannten Minkowski-Operationen.

Definition und Satz 1.2.1

Es seien A, B C R* und A € R. Durch

o : A= oderB=go
A®B =

{z+ylzeAyecB} : sonst

und
@ : A=0
AOA =
{\z |z e A} : sonst

werden Abbildungen ® : B(RF) x P(R*) — P(RF), die Minkowski-Addition auf P(RF),
und MO : P(R*) — P(R*), die Minkowski-Skalarmutiplikation auf B(R*), definiert.
(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 98, Satz und Definition 3.1.2 oder [Rockafellar/Wets],
Seite 24)

¢

Eine Ubertragung mathematischer Operationen auf Fuzzy-Mengen kann sich an diesen

Operationen orientieren, indem man die a-Schnitte der Fuzzy-Mengen betrachtet.

1.2.1 Das Erweiterungsprinzip

Gesucht wird eine Erweiterung einer Abbildung

f:x...xQ,—=Q (n € N)
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auf Fuzzy-Mengen, also eine Abbildung

FFPQ) x ... x FP(Q,) — FPR(Q) .
Dies geschieht durch das Erweiterungsprinzip von Zadeh.

Definition und Satz 1.2.2 (Erweiterungsprinzip von Zadeh)

Es seien Q # @,...,Q, # & (n € N) und Q2 # @ U-Mengen und
f: Qi x...xQ,—Q
eine Abbildung. Dann ist zu F-Mengen
A € FP(Q), ..., A, € FR(Q,)
mit Zugehorigkeitsfunktionen
pg, = [0,1],...,ugn :Q, = [0,1],
d.h. (Ay,... A,) € FP(Q) x ... x FR(Q,) ,

i, i W) = sup min{pz, (wi),. . px, (@)} (sup@:=0)"

= s minfrg (@), (@)
(wl,...,wn)eﬂl X.o.XQp
f(wlr“’wn):w

die Zugehorigkeitsfunktion

.....

einer Fuzzy-Menge f(Ay, ..., A,) € FP(Q) und somit eine Abbildung

FiFEBQ) x ... x FB(Q,) — FR(Q)

gegeben. Man sagt, f : {2y X...x8Q, — € sei nach dem Erweiterungsprinzip von Zadeh
zu fFP(Qy) x ... x FP(Q,) — FP(Q) erweitert worden. (vgl. [Steinmetz2003-1], Seite
30, Satz und Definition 1.5.4 und Seite 33f, Satz und Definition 1.5.10)

12 ygl. Satz 1.1.10
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Im Folgenden werden noch einige Eigenschaften der erweiterten Abbildung festgehalten.
Satz 1.2.3

Gegeben seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Definition und Satz 1.2.2.
Dann gilt fiir o € [0, 1]:

1 F(AL . AP = {flwn. . wn) |wr € A2, w, € A2}
= fATx ... x A>9)
= (A, A9

2 [F(AL .., A)]ZY D (AT x ... x A2%)
= f(AZ%,... A29)

(siehe [Steinmetz2003-1], Seite 33, Satz 1.5.11)

Beweis: siehe [Steinmetz2003-1], Seite 34f

Satz 1.2.4

Es seien (Q,d), (Q,d;) (i = 1,...,n, n € N) metrische Riume. A; sei eine Fuzzy-Menge
in Q; mit kompakten a-Schnitten fiiri = 1,...,n und « € ]0,1]. Das Kartesische Produkt
von 4 X ... xS, werde mit der Produkttopologie (siehe Anhang B, Definition B.2) bzgl.
der durch die Metriken d; induzierten Topologien (siehe Anhang B, Definition B.1) verse-
hen. Es sei f eine bzgl. dieser Produkttopologie sowie der durch die Metrik d induzierten

Topologie stetige Abbildung von €y X ... x Q, nach Q. Dann gilt fiir « €0, 1]:
[F(AL . A)]Z = FIAZY x .. x AZ%) = f(A79, ... AZ9).

(siehe [Kratschmer2001-2], Seite 102, Satz 1.3.5)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 102f
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1.2.2 Addition und Saklarmultiplikation

In diesem Abschnitt werden speziell Addition und Skalarmultiplikation in R*¥ mittels
des Erweiterungsprinzips auf FS3(R¥) iibertragen. Im Spezialfall von scharfen Mengen
(d.h. Teilmengen von R¥) erhiilt man, wie gewiinscht, die in Definition 1.2.1 vorgestellten
Minkowski-Operationen.

Zunichst wird noch die Fuzzy-Null eingefiihrt, die sich spéter als das neutrale Element
der Addition erweisen wird.

Definition 1.2.5

Die Fuzzy-Menge 0 mit der Zugehérigkeitsfunktion

I+ z=0

:U’ﬁ : Rk — [0, 1], /j@(g) = 1{9}(1‘) =
0 : sonst

heifit Fuzzy-Null in R*. Im Fall k = 1 wird statt 0 auch 0 geschrieben.
(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 104, Definition 3.2.1)

Definition und Satz 1.2.6
Es seien Z, B e FP(R*) Fuzzy-Mengen mit den Zugehérigkeitsfunktionen p i bzw. ug
und A € R. Dann werden durch
pi@, p(z) = sup min{pz(y), nz(2)}
y, 2€RF

y+z=x

und

o, 5(z) = sup pz(y) =
AOF A yeR* AL sup ug(g)ﬂg(g) S A=0

Ay=z z€eR*

Zugehdrigkeitsfunktionen von Fuzzy-Mengen pzg 5 bzw. pyo, 1 in R¥ definiert. Somit

erhélt man die Abbildungen
®p : FR(RY) x FP(RF) — FP(RY), (A, B) — A®p B,
die Addition auf FR(R*) und
AOp : FP(RF) — FP(RF), A AOp A,
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die Skalarmultiplikation mit \ auf FB(R*). (siche [Kritschmer2001-2], Seite 104, Satz
und Definition 3.2.2)

Bemerkung 1.2.7
Ohne Schwierigkeiten lédsst sich nachweisen, dass sich im Spezialfall von scharfen Mengen,

d.h. Z, B C R*, die Minkowski-Operationen aus Definition 1.2.1 ergeben.

Fiir die in Kapitel 1.2 vorgestellten Fuzzy-Mengen vom LR-Typ und natiirlich insbeson-
dere fiir trapezformige Fuzzy-Mengen ergeben sich sehr einfache Rechenformeln.
Satz 1.2.8
Es seien A = (Ar, Ag,la,74) LR und B = (Br, Br,lp,75)r Fuzzy-Mengen vom LR-Typ.
Dann gilt

A®r B = (A + By, Ap + Br,la + g, 74 +75) 1R

()\AL,)\AR,)\ZA;)\TA)LR A>0
MO A =1 (A Ay, ~Ara,~Na)rr © A<0
ﬁ :A=0

und speziell fiir A= (AL, Ag,la,74)~ und B = (Br, Br,lp,7B) A

A®p B = (A + By, Ag + Br,la+lp, 74 +78)A

AL, AR Ay M)A 2 A >0
AOp A=< (AAp, Ay, ~Ara,~Na)a : A<0
ﬁ :A=0
(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 105 und [Petry], Seite 19, Satz 2.32)
¢
Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 105 und [Petry], Seite 20ff
[

Im nachfolgenden Satz werden noch einige wichtige Eigenschaften der Addition und Skla-
ramultiplikation zusammengestellt.

Satz 1.2.9
Es bezeichne 0 die Fuzzy-Null in RF. Fiir Fuzzy-Mengen A, B, C € FR(RF) und Skalare

A, € R gilt
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3 A®p B = Bop A,

4 (\)Op A = \Op(poF A),

5 A\Op(A®p B) = (A\Op A) ®p(\Op B),
6 10p A=A,

.7 es gilt nicht immer (A + p) Op A = (\Op A) @p(u0p A),

8 A+p)Op A = (AOp A)®p(OF A), falls A eine konvexe Fuzzy-Menge in RF ist und
A > 0 gilt,

9 A®p B # 0, falls A>® oder B>® nicht einelementig fiir ein o € [0, 1] ist.

(siehe [Kratschmer2001-2], Seite 107f, Satz 3.2.4)

Beweis: siche [Kritschmer2001-2], Seite 107

Bemerkung 1.2.10
Aus .7 und .9 des Satzes 1.2.9 folgt, dass FSB(R¥) keinen Vektorraum iiber R bildet, da
es i.A. kein additives Inverses zu einer Fuzzy-Menge Ae FP(R*) gibt. Insbesondere gilt

A@p(—10p A) £ 0, falls A> nicht einelementig fiir ein o € [0, 1] ist.

(vgl. [Petry], Seite 27, Bemerkung 2.36.1)
¢

no

o (R*) (bzw. eine Teilmenge dieses Raums)

Im Folgenden wird hauptséchlich der Raum F
verwendet. Auf diesem Raum sind die Abbildungen ®r und O wohldefiniert, und die

Eigenschaften aus Satz 1.2.9 bleiben erhalten.

32



Satz 1.2.11
Die Abbildungen

®p : F2° (R"), (A,B)— A®pB

coc

(R*) x Fio (R*) — Fio

coc coc

Op : F° (R¥), A—XopAd (AER)

coc

(RF) — Fro

coc

sind wohldefiniert und erfiillen die Eigenschaften .1-.9 aus Satz 1.2.9. Weiterhin gilt fiir
A,B e F™ (R¥), A € R und a €0, 1]

coc

(Aep B)>® = A>*@B>°

(AOp A)Z® = N0 AZ®

(vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 108, Satz 3.2.5 und Seite 110, Satz 3.2.7)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 110

Bemerkung 1.2.12
Die Aussagen aus Satz 1.2.11 gelten auch allgemeiner (siehe [Kridtschmer2001-2], Seite
108, Satz 3.2.5 und Seite 110, Satz 3.2.7).

1.2.3 Metriken auf F*°

coc

(RY)

Ziel dieses Abschnitts ist die Vorstellung einer Metrik auf F22 (RF), dem Raum aller
normalen, konvexen und kompakten Fuzzy-Mengen in R¥.!* Metriken auf Fuzzy-Mengen
werden in der Literatur vielfiltig diskutiert. Uberblicke iiber die verschiedenen Metriken
finden sich in [Diamond/Kloeden], Kapitel 7 oder in [Kriatschmer2001-2], Kapitel 3.4 und
Kapitel 3.6.

In dieser Arbeit wird nur eine Klasse von Metriken vorgestellt und eine bestimmte Me-

trik daraus verwendet. Eine Begriindung fiir die Verwendung gerade dieser Metrik wird

13 Der Raum muss noch etwas eingeschriinkt werden, siehe Definition 1.2.22.

33



an der entsprechenden Stelle gegeben (siehe Bemerkung 2.3.7). Auch hier wird wieder
die Idee verfolgt, fiir scharfe Mengen bereits bekannte Metriken auf Fuzzy-Mengen zu
iibertragen, in dem man die a-Schnitte der Fuzzy-Mengen betrachtet. Zunéchst erfolgt
die Charakterisierung einer nichtleeren, konvexen und kompakten Menge A C R¥ durch
ihre Stiitzfunktion.

Definition 1.2.13

Es sei A # @ eine beschrinkte Teilmenge des R¥. Durch

sa(z) =supz'z, VzeRF
2EA

wird eine Abbildung s, : R¥ — R definiert, die sogenannte Stiitzfunktion von A. (siehe

[Kritschmer2001-2], Seite 128, Satz und Definition 3.5.1)

Nachfolgend werden einige Figenschaften von Stiitzfunktionen zusammengestellt.

Satz 1.2.14

Es seien K, L. C RF nichtleere, konvexe und kompakte Teilmengen des R¥ und )\ € R.
Dann gilt fiir die Stiitzfunktionen von K und L

1 sk # sp, falls K # L,

2 SKk®rL = Sk + 5,

3 )\SK DA Z 0
0 S\OK = ’
_)\S(fl)GK . )\ < 0

AK={zeR|VyeR : z'y <sg(y)}

(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 128f, Lemma 3.5.2)

Beweis: Fiir .2 bis .4 siehe [Rockafellar/Wets|, Seite 317, Seite 494, .1 folgt aus .4

[ |
Eine weitere wichtige Eigenschaft der Stiitzfunktion einer nichtleeren, konvexen und kom-
pakten Teilmenge des R¥ ist, dass man nur ihre Einschrinkung auf die Einheitssphire zu

kennen braucht, um die Stiitzfunktion auf R¥ zu rekonstruieren.
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Lemma 1.2.15

Es bezeichne K} (RF) die Menge der nichtleeren, kompakten und konvexen Teilmen-
gen des R* und S*°! die Einheitssphéire bzgl. der euklidischen Norm || - || auf R¥. Zu
K,L € K5 (RF) werden ihre Stiitzfunktionen durch sy bzw. s; gekennzeichnet. Sind K
und L verschieden, so gilt das auch fiir die Einschrinkungen s | S*=! und sy, | S*=! der

Stiitzfunktionen auf S*~'. Weiterhin gilt

sxe(@) = Izl sx (ﬁ) Ve £0.

(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 136, Lemma 3.6.4)
¢

Beweis: Fiir Teil 1 siehe [Kritschmer2001-2], Seite 126, Teil 2 folgt aus Lemma 1.2.14.3
|

Beispiel 1.2.16 (Beispiele fiir Stiitzfunktionen)
.1 Esseiy € R¥. Dann gilt s{g}(g) =2'y, Vx € Shk-1,

2 Essei K € KE(R) = {[a,b] | a, b € R, a < b}, S® = {1,-1}. Mit K = [ay,by] gilt
sg(l) =max K =b;, sg(—1)=-minK = —aqa, .
(vgl. [Krédtschmer2001-2], Seite 138, [Kérner 1997-1], Seite 8)

Im néchsten Schritt wird die Definition der Stiitzfunktion auf F¢;,

(RF) iibertragen, indem
man die Stiitzfunktion fiir die jeweiligen a-Schnitte bestimmt. Die Eigenschaften aus
Lemma 1.2.14 lassen sich direkt auf Stiitzfunktionen von Fuzzy-Mengen iibertragen.
Definition und Satz 1.2.17

Es sei A € F*°

coc

a € ]0,1]. Dann ist die Abbildung s : [0,1] x R¥ — R, definiert durch

(R¥) eine Fuzzy-Menge. si». bezeichne die Stiitzfunktion von Az fiir

Spel) © aeo,1]
silo,z) = ) . ,
D oa=

wohldefiniert und heift die Stiitzfunktion von A. (vgl. [Kriitschmer2001-2], Seite 130,
Satz und Definition 3.5.3)
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Satz 1.2.18
Es seien A, B € F™ (R¥) und A € R. Dann gilt fiir die Stiitzfunktionen

coc
1 55 # 55, fa]lsg% g,
.2 SAV@FE = SA“—FSE,

As g :A>0
.3 S/\Opg: 9

_)‘8(—1)®FZ D A<O0
4 sz(-,z) ist eine monoton fallende Abbildung fiir z € RF.

(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 130, Satz 3.5.4)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 131, Anwendung von Lemma 1.2.14

Satz 1.2.19
Es sei s 7 die Stiitzfunktion einer Fuzzy-Menge A € F™ (RF). Dann gilt

1 si(a,-) ist stetig fiir o € [0,1],
.2 sz(-,z) ist linksseitig stetig fiir x € RF.

(siehe [Kratschmer2001-2], Seite 133, Satz 3.5.6)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 133

Nach der Definition der Stiitzfunktion einer Fuzzy-Menge A € F™ (RF) wird eine Klasse

von Metriken auf KF (RF) vorgestellt und diese anschlieend auf F2° (R¥) iibertragen.

Verwendet wird dabei die Einschrinkung der Stiitzfunktion auf die Einheitssphére.
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Definition und Satz 1.2.20
Es seien S* ! die Einheitssphiire bzgl. der euklidischen Norm || - || auf R¥ und X\5"™" das
normierte Lebesgue-Borel-Maf} auf S¥~1 (sieche Anhang A, Definition und Satz A.2). Dann

wird zu jeder reellen Zahl p > 1 durch

0p(K, L) = </ |8K—3L|pd)\5kl>p, K,L € KL(R)
Sk—1
eine Metrik auf KT, (R¥), der Menge der nichtleeren, kompakten und konvexen Teilmengen

des RF | definiert, die sogenannte L,-Metrik. (sieche [Kritschmer2001-2], Seite 138, Satz
und Definition 3.6.6)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 138

Beispiel 1.2.21
Im Fallk = 1ist S° = {~1,1} und A¥"({~1}) = \¥"({1}) = 1. (siehe [Kriitschmer2001-2],
Seite 137).

Nach der Definition einer Metrik auf KT (RF) wird diese Metrik auf F29

coc

(R¥) {ibertragen.

Dazu wird zunéchst Fro (RF) in L,-Réume eingebettet.

Definition und Satz 1.2.22

Es gelten die Bezeichnungen aus Definition und Satz 1.2.20.

Fiir p € [1,00[ sei Fio (R¥) C Fio(R*) die Menge aller Fuzzy-Mengen in Fgo (RF),
deren Stiitzfunktionen, eingeschriinkt auf [0,1] x S¥=1, p-fach \' ® A"~ -integrierbar sind.
Dabei bezeichnet X' @ \5" ™" das ProduktmaB aus dem Lebesgue-Borel-MaB \' auf [0, 1]
und A", Weiterhin sei L,([0,1] x S¥=') der L,-Raum auf [0,1] x S¥=" und < f > die

Aquivalenzklasse aller f € L,([0,1]x S*="), die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden

(siehe Anhang B, Definition und Satz B.5). Die Abbildung

ano (Rk) . FHO (Rk) — Lp([(), 1] X Skil), jFDO (Rk)(g) = SA' | [0, 1] X Skil >

cocp CoCp cocp

heift die Standardeinbettung von FLo. (RF) in L,([0, 1] x S¥=') und erfiillt die folgen-

cocp

den FEigenschaften
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.1 jF[C](())Cp(Rk) ist injektiv,

2 rgg, ) (A®r B) = fogg, ) (A) + Jrgg,, 9 (B), VA, B € Fig, (RY),

cocp

.3

-~ )\ ] no AV N )\ > 0 —~
]Fggcp(Rk)()\QF A) = jFCocp(Rk)( ) _ -_ : \V/A E FHO

) cocp(H{k) .
_)‘jFEQCp(Rk)((_l)OFA) D A<0

(siche [Kratschmer2001-2], Seite 477, Satz und Definition H.3)

¢
Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 477
[
Die Abbildungen ®p und O sind auch im Raum F. (R*) wohldefiniert.
Satz 1.2.23
Die Abbildungen
Or : F20,,(RY) x F5, (R) — 2 (RY), (A, B) > Aoy B
Op : F20 (RF) - F2o (R), A= Xopd (AER)
sind wohldefiniert und erfiillen die Figenschaften .1-.9 aus Satz 1.2.9.
(vgl. [Kritschmer2003-1], Seite 6)
¢
Beweis: siehe [Kritschmer2003-1], Seite 6 bzw. [Kritschmer2001-2], Seite 110.
[

Als Metrik auf F29, (R¥) wird nun die L,-Norm der Einbettung verwendet.

cocp

Definition und Satz 1.2.24
Es sei p € [1,00[ und || - ||, bezeichne die L,-Norm im L,-Raum L,([0,1] x S*=') (siehe
Anhang B, Definition und Satz B.5). Durch

@ (A) = jeno@ey(B)],, VA, B € F9 (R

cocp cocp

po(A, B) = [|jing

cocp
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wird eine Metrik auf Fio (RF), die sogenannte L,-Metrik auf F-o (R¥) definiert. Die

cocp cocp

von p, erzeugte Topologie wird mit 7, bezeichnet. (siehe [Kritschmer2002-2], Proposition

and Definition 2.2 oder [Kritschmer2001-2], Seite 477)

Beweis: siche [Kritschmer2002-2], Seite 360

Die in Definition und Satz 1.2.24 definierte Metrik ist eine direkte Ubertragung der L,-
Metrik auf I (RF) (siehe Definition und Satz 1.2.20) auf F22 (R¥). Es wird nimlich

cocp

iiber die &,-Abstéinde der a-Schnitte (o € ]0,1]) integriert. Zu A, B € Fio., (RF) wird die

Abbildung « — (6,(A>*, B>*))? bzgl. des Lebesque-Borel-Mafes auf [0, 1] integriert.

Lemma 1.2.25

Es gelten die Voraussetzungen aus Definition und Satz 1.2.24. Dann gilt

o~ ~ o~ o~ 1 ~ ~
pp(A, B)P — / (Sp(Aza, BZa)p do = lim 5P(A2a, BZa)p dov

10,1] p—0* /g

(vgl. [Kritschmer2002-2], Lemma 2.3 oder [Krédtschmer2001-2], Seite 473, Satz und Defi-

nition H.1)

¢
Beweis:
Die Aussage folgt aus den Definitionen von p, und o,,.

[

Eine wichtige Eigenschaft dieser Metrik ist, dass (FLo. (RF), p,) vollstéindig und separabel

cocp
ist.
Satz 1.2.26
(F2o_(RF), p,) ist vollstindig und separabel fiir p € [1,00[ (siehe [Kritschmer2002-2],

cocp

Theorem 3.2).
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Beweis: siehe [Kritschmer2002-2], Section 5
|

In den folgenden Kapiteln wird der Spezialfall p = 2,k = 1 verwendet. In diesem Fall

kann die Metrik wie folgt bestimmt werden.

Lemma 1.2.27

Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Definition und Satz 1.2.20 und

1.2.24. Im Spezialtall p = 2, k = 1 gilt mit

min A2* : o €]0,1] ~
li(a) == —sz(a, —1) = , A €FgnR)
0 : a=20
und
max A : « €]0,1]
ri(e) :=sz(a,1) = ) Ae Floe (R)
0 : a=20

(vgl. Definition der Randlinienfunktionen in Definition 2.1.5)

p2(A,B)? = ||jpuo®)(A) — jrne,r)(B)]]3

= / ER —sB|2dA1®)\SO
0,1]x SO

= //|3Aau sz, u))* duda
50

- / J(AZ B2 da = | 6,(A2° B>)? da
0 10,1]
1 2 2
= 3 i ((L5(e) = l5(0)* + (rz(e) — rz(@))?) da .
¢
Beweis:
Der Beweis folgt aus den Definitionen von po, jpre (w), 7, M@ A und [7 bzw. 7.
[ |
Lemma 1.2.28
Es gelten die Voraussetzungen aus Definition und Satz 1.2.24. Dann gilt
VA, B € FIo,(R), VAeR: ()\OFA AOp ) |A| pg(A B)
¢
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Beweis:
Fiir A > 0 folgt die Aussage aus .3 von Satz 1.2.18.

Fiir A < 0 verwendet man ebenfalls .3 von Satz 1.2.18 und beachtet, dass
Va€10,1]:  (—1)O [min A>® max A”%] = [~ max A”%, — min A”°]

und damit

S(—1yop il 1) = s3(a, —1)
bzw.

S 1yop il —1) = sz(a, 1)

gilt. (vgl. [Krétschmer2003-1], Seite 6)

Nachfolgend einige Beispiele fiir die p,-Metrik.
Beispiel 1.2.29 (Beispiele fiir p,-Metrik)
.1 Es sei y, z € R" und ¥ die Standardeinbettung von R* in Fio,(R*). Dann gilt

p2(¥(2), ¥(y)) = ||z — yl|, dabei bezeichnet || - || die euklidische Norm auf R".
.2 Es seien [a,b],[c,d] C R. Dann gilt

p2 ([0, 8], [e,d])* = 5 ((a = ¢)* + (b~ d)?) .

Do =

.3 Bs seien A =[A,a,a],, und B = [B,b,b],;. Dann gilt
po(A,B)’ = (A= B)’ +1(a—b)’
mit

- /01<L-1(a>>2da; L) = | P z e acl ]

0 : o=

(vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 141, [Kérner 1997-1], Seite 17f)
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Satz 1.2.30
Der Raum (F75.,(R), pa) ist bzgl. {®p, \Op | A > 0}, {+, A- | A > 0} isometrisch isomorph
zu einer abgeschlossenen und konvexen Teilmenge des Hilbertraums Lo([0,1] x S?) (siehe

Anhang B, Definition und Satz B.5, Satz B.6), ndmlich der Menge

{irmae (D) | A€ Frou®)] -

Beweis:
Isomorphie und Isometrie folgen aus den Eigenschaften von jpno ), die Abgeschlossenheit
folgt aus Satz 1.2.26.

Zu zeigen bleib nur noch die Konvexitidt: Wegen

(AOp A)®r((1 — \)Op B) € F™®

coc2

(R) VA€ l0,1], VA, B € F*°(R)

coc2

(siehe Satz 1.2.23) gilt

Asi+ (1= A)s5 = 5,0, H@r(1-2Op B) € Uris.®(C) | C € Fiu(R)} .

1.2.4 Addition, Skalarmultiplikation und Metrik auf Fyo,(R)"

coc2

In Kapitel 3 werden bei der Untersuchung des dort vorgestellten Regressionsmodells Ad-
R)" (n,T € N)
benotigt. Zunichst wird eine Metrik auf Foo, (R)™ definiert. Dazu wird Foo, (R)” mit der

coc2 coc2

dition, Skalarmultiplikation und eine Metrik auf Fio,(R)” und F.,
Produkttopologie bzgl. 7,, (siche Anhang B, Definition B.2) versehen. Die Standardein-
bettung jpno ) von Fioo(R) nach Ly([0,1] x S°) (siehe Anhang B, Definition und Satz
B.5) wird ausgedehnt zur Abbildung

nggc2(R)n : F?SCZ(R)H — LZ([OJ 1] X SO)n, (Ala SR An) = (]Fggc2(R) (Al)a S ;]Fggcz(R)(An)) :

Das n-fache kartesische Produkt Ly ([0, 1] x S°)" wird, wie in der Funktionalanalysis iiblich

(siehe [Mathieu], Seite 219), zu einem Hilbertraum mit Norm

- o = Lo(10,1] x SO = R, (< fi > < fu>) o | DI < fi> B
=1
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die sogenannte direkte Summe von (Ly([0,1] x S°), ||+ ||2). Damit erhilt man iiber die

Standardeinbettung jpno ()= eine Metrik auf Fio.,(R)".

Definition und Satz 1.2.31
Es sei n € N. Die Abbildung

o+ P B = La((0,1] % 87, (Auy, A) o Gy (A1) - i ()

coc2

ist injektiv und wird als Standardeinbettung von F2°,(R)" in Ly([0, 1] x S°)" bezeich-

coc2

net. Durch

pon (At A, (Bry o Ba)) i= ey (A, A) = e an (Brs - Bl

coc2 coc2

= Zm(ﬁuEi)Z
=1

fiir 211,. PN }In, j§17- cey j§n, € Foo

coc2

(R) wird eine Metrik auf Fpo

coc2

(R)™ definiert, die die
Produkttopologie bzgl. T,, induziert. (siehe [Kritschmer2001-2], Seite 262, Satz und De-
finition 5.2.1'*)

Beweis:
Die Behauptungen folgen aus den Eigenschaften von jpro () und der Tatsache, dass po
eine Metrik auf Foo ., (R) ist.

coc2

Bemerkung 1.2.32
Im Folgenden wird bei der Verwendung der Symbole Fio,(R)" und Fho

coc2 coc2 (R)T immer

n,T € N vorausgesetzt.

4 Dort allerdings fiir Fuzzy-Mengen mit beschriinktem Triger definiert. Die Ubertragung auf
Fio.o(R) ist problemlos.
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Die lineare Struktur auf F7o.,

(R) 148t sich ohne Schwierigkeiten auf Fgo

coc2

(R)™ iibertragen.
Definition und Satz 1.2.33
.1 Die Abbildungen ®}. : Foy

coc2

(R)" x Feoeo (R)" — FEG,

coc2

(R)™ mit

OL((Ay, ..., Ay, (By,...,By) = (Ai,...,A)&(By,...,By)

= (211()F‘j§1,.. .,zqqlC)F‘lgn)

und AO} : FLY

coc2

(R)™ — Foo

coc2

(R)", A € R mit

AOR((Ary. .y A)) = AO(AL,..., Ay)
= (;XC)p‘éai,. ..,,X()p‘gln)

sind wohldefiniert und die FEigenschaften von ®r und Op aus Satz 1.2.9 lassen sich

direkt auf &} und O} iibertragen. @ heifit die Addition auf Fio,(R)" und O} die

coc2
Skalarmultiplikation mit A\ auf Foo,(R)".

coc2

.2 Die Standardeinbettung jpno  (gy» von Fio,(R)™ in Lo([0, 1] x S°)™ erfiillt die Eigen-

coc2

schaften:

(a) fiir (A1,...,A,),(By,...,By) € F(R)" gilt

coc2
Jene @y (A, .., A)&(B, ..., By)) =

Jrnae (A1, -y A)) + g

coc2 coc2

(R)n((j§17--- ,Zgn)),

(b) fiir (A,..., A,) € F™

coc2

(R)™ und A > 0 gilt

Jeno @y AOR(AL, ..., An) = Aoy (A1 - ., An)) -

coc2

(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 263, Satz und Definition 5.2.2)

Beweis:
Die Behauptungen folgen aus den Eigenschaften von ®gr, AOp und jpro () und der
Definition von &%, AOp und jpro  (g)n.
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Kapitel 2
Fuzzy-Zufallsvariablen

In diesem Kapitel wird eine Moglichkeit vorgestellt stochastische und nichtstochastische
Unschirfe zu verbinden. Wie bereits in der Einleitung erldutert, stellt die klassische ma-
thematische Statistik bewihrte Hilfsmittel bereit, stochastische Unschérfe (Unsicherheit)
addquat zu modellieren. Dies geschieht durch die Einfiihrung des Zufallsvariablenbe-
griffs. Ein- oder mehrdimensionale Zufallsvariablen sind Abbildungen YV : Q — RF eines
Wahrscheinlichkeitsraums (€2, F,P) in den R, die sich durch eine sogenannte Messbar-
keitsbedingung auszeichnen (siehe Definition 2.1.1).! Die in der Einleitung vorgestellten
nichtstochastischen Unschérfetypen (physikalische Unschérfe und Teile der epistemischen
Unschiirfe) lassen sich durch Zufallsvariablen nicht adiquat modellieren und wurden des-
halb in der klassischen Statistik kaum beriicksichtigt, obwohl unzweifelhaft ist, dass sie
auftreten (konnen).

Eine Moglichkeit, nichtstochastische Unschérfe in die Untersuchung einzubeziehen, sind
die in Kapitel 1 vorgestellten Fuzzy-Mengen. Gesucht ist also ein Zufallsvariablenbe-
griff fiir Ergebnisse in Form von Fuzzy-Mengen und damit eine Erweiterung des klas-
sischen Zufallsvariablenbegriffs, der es ermdoglicht stochastische und nichtstochastische
Unschirfe zu kombinieren. Verschiedene Fuzzy-Zufallsvariablen-Begriffe wurden erstmals
von [Kwakernaak] und [Puri/Ralescu| vorgestellt. Eine Vereinheitlichung der verschiede-

nen Begriffe erfolgte durch Kritschmer (siehe [Kritschmer2001-1], [Kréitschmer2001-2]

! Die benstigten Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie finden sich in jedem Lehrbuch zur
Statistik, siche z.B. [Bauer], [Steinmetz2003-1] oder [Steinmetz2003-3].
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und [Kriatschmer2003-1]), dessen Ansatz auch in dieser Arbeit Verwendung findet.

In Kapitel 2.1 wird eine Fuzzy-Zufallsvariable als messbare Abbildung von einer Grund-
menge © in die Menge Fio,(R¥) definiert. Dazu bendtigt man zuniichst eine geeignete
o-Algebra in F20., (RF).

In den Kapiteln 2.2 und 2.3 werden ein Erwartungswertbegriff und ein Varianzbegriff
fiir Fuzzy-Zufallsvariablen eingefiihrt. Dabei orientiert man sich an Begriffen, die in der
Literatur bereits etabliert sind, nimlich dem Aumann-Erwartungswert fiir zuféllige kom-
pakte Mengen (siehe Anhang A, Definition und Satz A.5) und dem Fréchet-Prinzip zur

Definition eines Erwartungswerts und einer Varianz in einem metrischen Raum (7, d).

2.1 Definition von Fuzzy-Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt erfolgt die Ubertragung des klassischen Zufallsvariablenbegriffs auf
Fuzzy-Mengen. Zunichst die Definition einer klassischen (scharfen) Zufallsvariablen.
Definition und Satz 2.1.1

Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung

V:0 - RF

mit
(VBeB,) (Y 'BeF) (Forderung der Messbarkeit)

heiBt k-dimensionale Zufallsvariable iiber (2, F, P). Dabei bezeichnet By die Borel-
o-Algebra auf R¥. Durch das Bildmafi Qy von P unter Y,

(VBEB,) (QyB:=PY'B),

ist ein Wahrscheinlichkeitsma8l Qy : By — R gegeben und (R, B, Qy) ist ein Wahrschein-
lichkeitsraum. Man bezeichnet Qy als (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung der Zufalls-
variablen Y. (siehe [Steinmetz2003-3], Seite 1, Satz und Definition 1.1.2 und [Bauer],
Definition 3.2, Seite 15)
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Erste Ansétze nichtstochastische Unschérfe in der Statistik zu etablieren sind die soge-
nannten zufilligen kompakten Mengen (siehe Anhang A, Definition A.3). In diesem Fall
wird eine o-Algebra auf K (RF), der Menge der nichtleeren, kompakten und konvexen

Teilmengen des R¥ definiert und werden messbare Abbildungen
Y Q= K5 (R

betrachtet. Diese Abbildungen werden dann als zuféllige kompakte Mengen bezeichnet
(sieche Anhang A, Definition A.3). Um diesen Messbarkeitsbegriff auf Abbildungen

Y :Q — F°

coc2

(R)

zu iibertragen, muss zuniichst eine geeignete o-Algebra auf Fio,(RF) hergeleitet werden.

coc2

Dazu werden in Analogie zum {iblichen Vorgehen die a-Schnitte der Fuzzy-Mengen be-

trachtet, die fiir den Fall F2°,(RF) konvex und kompakt sind, und die o-Algebra von

coc2

K (RF) wird auf den Fuzzy-Fall iibertragen. Die entscheidende Idee dabei ist, nicht
alle a-Schnitte (a € ]0,1]), sondern nur ,fast alle a-Schnitte zu betrachten, namlich
a €]0,1] N Q. Diese a-Schnitte legen die Fuzzy-Menge eindeutig fest, siehe Satz 1.1.11.
Dann wird die Topologie auf Kf (RF) (siehe Anhang A, Definition A.3 und Anhang B,
Definition B.1) auf das abzihlbare Produkt KF (RF)I%UNQ ynd schlieBlich auf FLo,(R)

coc2

iibertragen, die sogenannte Produkttopologie. Die o-Algebra auf F2°.,(R¥F) wird dann

coc2

durch diese Produkttopologie erzeugt (siche Anhang A, Definition A.1 und Anhang B,
Definition B.2).

Definition und Satz 2.1.2
Es bezeichne 7p,, die Produkttopologie auf K (RF)I%U"Q bzgl. der p, Metrik. Weiterhin
sei die Abbildung 7 : F'%,(RF) — Kk (RF)OINQ definiert durch 7(A) == (A2%)ae j01100-

coc2
Dann wird durch

(RE) 1= {W_I(G) |G € Tpp2}

7}:n0

coc2

(R¥) definiert, die sogenannte Produkttopologie auf F"°

coc2(H§k)‘
Die durch 7pno ey erzeugte o-Algebra wird mit B, . (Fr°,(R*)) bezeichnet und es
coe coc2

eine Topologie auf Fi;.,
gilt
BTFno (R (Feoe2 (Rk ) = Bsz (Feoc (Rk ) -

coc
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(vgl. [Kritschmer2003-1], Proposition and Definition 2, Theorem 1)

Beweis: siehe [Kritschmer2003-1], Seite 10

Nach der Festlegung einer geeigneten o-Algebra kann die Definition einer Fuzzy-Zufalls-

variablen als messbare Abbildung von 2 nach F2°.,(RF) erfolgen.

coc2

Definition 2.1.3
Eine Abbildung Y : Q — F"_(RF) heift Fuzzy-Zufallsvariable iiber einem Wah-

coc2
scheinlichkeitsraum (Q, F,P) genau dann, wenn sie F-B;, (Fioo(RF))-messbar ist, d.h.

coc2

(VB € B, (Fia(R"))) (Y 'BeF).

Die Verteilung Q) einer Fuzzy-Zufallsvariablen Y iiber (Q, F,P) wird als das Bildma£
von P unter der Abbildung Y definiert. (vgl. [Kriitschmer2003-1], Definition 1)

¢

Die Definition einer Fuzzy-Zufallsvariablen in Definition 2.1.3 ist dquivalent zu der Defi-
nition einer Fuzzy-Zufallsvariablen von [Puri/Ralescu] und im Fall £ = 1 zu der Definition

von [Kwakernaak].

Definition und Satz 2.1.4
Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung Y :Q — F™

w0 o(R) heifit
Puri/Ralescu-Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F, P) genau dann, wenn die a-Schnitt-
Abbildungen

Y2 Q= KL (R, w e V(w)>®

fiir alle « € ]0,1] zuféllige kompakte Mengen sind (siehe Anhang A, Definition A.3).
Es gilt: Y ist eine Fuzzy-Zufallsvariable genau dann, wenn Y eine Puri/Ralescu-Fuzzy-
Zufallsvariable ist.

(vgl. [Kritschmer2001-1], Definition 4.2, Theorem 4.3 oder [Krédtschmer2001-2], Seite 174,
Definition 4.2.4, Seite 176, Hauptsatz 4.2.8)
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Beweis: siehe [Kritschmer2001-1] oder [Kréitschmer2001-2], Seite 176f

Definition und Satz 2.1.5
Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung Y :Q — F™

e o(R) heift
Kwakernaak-Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P) genau dann, wenn die Randlini-
enfunktionen

Q- R, we minY (w)>®
re Q= R, w— maxY(w)>®

reellwertige Zufallsvariablen iiber (€, F,P) sind fiir alle o € ]0,1]. Es gilt: Y ist eine
Fuzzy-Zufallsvariable genau dann, wenn Y eine Kwakernaak-Fuzzy-Zufallsvariable ist.
(vgl. [Kritschmer2001-1], Definition 4.4, Proposition 4.5, [Krédtschmer2001-2], Seite 173,
Definition 4.2.2, Seite 176, Hauptsatz 4.2.8 oder [Kruse/Meyer], Seite 65 und Lemma 7.6)

Beweis: siche [Kritschmer2001-1] oder [Kréitschmer2001-2], Seite 176f

Fuzzy-Zufallsvariablen verallgemeinern den Begriff von reellwertigen Zufallsvariablen, d.h.

man kann reellwertige Zufallsvariablen als Fuzzy-Zufallsvariablen auffassen.

Beispiel 2.1.6

Es sei Y eine reellwertige Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).
Zu w € ) bezeichne 1y () die Indikatorfunktion von {Y (w)}. Dann ist die Abbildung
Y : Q — F* (R), definiert durch

coc2

Y(w) = {(z, lywy(2)) | z € R},

eine Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P). (vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 177, Beispiel
1.2.9).
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Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 177

Sind die Bildpunkte von Fuzzy-Zufallsvariablen Fuzzy-Mengen in Trapez-Gestalt, kann
man deren spezielle Darstellung (vgl. Definition 1.1.18) ausnutzen, um auch fiir die Fuzzy-

Zufallsvariablen eine suggestive Darstellungsart zu finden.

Beispiel 2.1.7

Esseien Y : Q =R, Y5: Q =R, Y3:Q — [0,00[ und Y} : Q — [0, 00] Zufallsvariablen
iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit Vi (w) < Y3(w), Vw € Q. Dann ist die
Abbildung Y : Q — F*_,(R), definiert durch

coc2

Y(w) = [Y1(w), Y2 (), Ya(w), Yi(w)]a
eine Fuzzy-Zufallsvariable tiber (2, F,P). (vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 178, Beispiel
4.2.10 oder [Petry], Seite 30f, Beispiel 3.5)

Beweis: vgl. [Kriatschmer2001-2], Seite 178 oder [Petry], Seite 31.

Wie in Abschnitt 1.2.4 erfolgt auch hier die Ubertragung auf Fuzzy-Zufallsvariablen mit
Werten in F22,(R)™ und Fio, (R)”.

coc2 coc2

Definition 2.1.8

Es bezeichne B;, (Fio,(R)") die n-fache Produkt-o-Algebra von B, (Fo.(R)). Eine Ab-

coc2 coc2
bildung
Yi=(V1,...,Y,) : Q= F (R)",w i (Vi(w), ..., Vo(w))
heiBt Fio.o(R)"-wertige Fuzzy-Zufallsvariable iiber einen Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, F,P) genau dann, wenn die Abbildungen Yi,..., Y, jeweils Fuzzy-Zufallsvariablen

coc2

len Y iiber (Q, F,P) wird das BildmaB von P unter der Abbildung Y definiert. (vgl.
[Kritschmer2001-2], Seite 173, Definition 4.2.1)

iber (Q2,F,P) sind. Als Verteilung Qg einer FiJ,(R)"-wertigen Fuzzy-Zufallsvariab-
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2.2 Der Aumann-Erwartungswert von Fuzzy-Zufalls-

variablen

An dieser Stelle wird ein Erwartungswert fiir Fuzzy-Zufallsvariablen definiert. Da eine
Abbildung Y : Q — F*°,(R*) genau dann eine Fuzzy-Zufallsvariable ist, wenn die -
Schnitt-Abbildungen

Y200 = KERN) ,w— Y(w)2*, a€]o,1]

KF (RF)-wertige zufiillige kompakte Mengen sind (sieche Definition und Satz 2.1.4) wird
der von Aumann eingefiihrte Integralbegriff fiir zufillige kompakte Mengen (siehe Anhang

A, Satz und Definition A.5) auf Fuzzy-Zufallsvariablen iibertragen.

Definition 2.2.1
Eine Fuzzy-Zufallsvariable Y :Q— F

no o(RF) iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, F,P) heiit integrierbar genau dann, wenn

P2 (Y,Q)

P-integrierbar ist. (vgl. [Kriatschmer2003-3], Theorem 6.2) ¢

Definition und Satz 2.2.2
EsseiY : Q) — Fu°

o »(R¥) eine integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber einem Wahrschein-

lichkeitsraum (2, F, P). Dann existiert eine eindeutig bestimmte Fuzzy-Menge

BV € Pty (R)
mit
Va €10,1] : (E'V)2e = EA(Y>9) 2
E'Y heift der Aumannn-Erwartungswert von Y. (vgl. [Kritschmer2001-2], Seite
189ff oder [Kritschmer2003-3], Proposition and Definition 4.1)

2 Die Definition von E# findet sich in Anhang A, Definition A.5.
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Bemerkung 2.2.3

In [Kratschmer2003-3] werden verschiedene Integrierbarkeitsbegriffe fiir Fuzzy-Zufallsva-
riablen diskutiert. In Theorem 6.2 wird gezeigt, dass aus der Integrierbarkeit von Y die
Existenz von E'Y € F™® (R*) folgt.

coc2

¢

Die Eigenschaft der Linearitit des Erwartungswerts bleibt auch fiir den Aumann-Erwar-
tungswert von Fuzzy-Zufallsvariablen erhalten.

Satz 2.2.4

Es seien 37, Y, und Ys integrierbare Fuzzy-Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlich-

keitsraum (2, F,P). Dann gilt

.1 171®F 172 ist eine integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P) mit
~A ~ ~ ~A~ ~A~
B'(ViopTs) =B ViepE Vs,

2 \OpY ist eine integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber (Q2, F,P) mit

~A ~ ~ A~
IE (,X()p‘}/) ::Z,XCDF‘IE }/ y \fA S H@ .

(vgl. [Krédtschmer2003-1], Proposition 5 oder [Krdtschmer2001-2], Seite 191, Satz 4.3.5)
¢

Beweis:

Der Beweis folgt aus den Eigenschaften des Aumann-Erwartungswerts von zufélligen kom-

pakten Mengen (siehe [Kréitschmer2003-1], Seite 13 oder [Kritschmer2001-2], Seite 191).
[

Ist der Aumann-Erwartungswert einer Fuzzy-Zufallsvariablen Y : Q — F™°_(R) eine reelle

coc2
Einpunktmenge {z} C R, so ist die Fuzzy-Zufallsvariable Y P-fast sicher eine reellwertige

Zufallsvariable.
Beispiel 2.2.5
Es sei 1{4y die Indikatorfunktion von {z} C R. Weiterhin sei Y eine integrierbare Fuzzy-

Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit
~ A~
B'Y = {(t, 14y(1)) | t € R}
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fiir r € R. Dann existiert eine P-integrierbare reellwertige Zufallsvariable Y iiber (2, F, P)
mit
1A F, PA=1, YuecA: Y(w) = {{t1ywy®)]|teR}
~ A~
(siehe [Kritschmer2001-2], Seite 193, Beispiel 4.3.8)

Beweis: siehe [Kritschmer2001-2], Seite 193

[
Der Aumann-Erwartungswert der Fuzzy-Zufallsvariablen aus Beispiel 2.1.7 ist ohne Schwie-
rigkeiten zu bestimmen.
Beispiel 2.2.6
Esseien Y : Q - R Y5 : Q - R Y;: Q — [0,00] und Yy : Q@ — [0, 00 P-integrierbare

Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit
Yi(w) < Ya(w), Vw € Q.

Dann ist die Abbildung Y0 F

coc2

(R), definiert durch

Y(w) = NWw), Ya(w), Y3(w), Ya(w))~
eine P-integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P) mit
E'Y = (EV},EV3, EV3, EVi)A .
(vgl. [Petry], Seite 33, Beispiel 3.10 oder [Kratschmer2001-2], Beispiel 4.3.10, Seite 196).

Beweis: vgl. [Petry], Seite 33 oder [Kratschmer2001-2], Seite 196
|

Zum Abschluss dieses Abschnittes erfolgt die Ubertragung des Erwartungswertbegriffs
auf Fo°

coc2

(R)™-wertige Fuzzy-Zufallsvariablen.

Definition 2.2.7

Eine F*,(R)"-wertige Fuzzy-Zufallsvariable Y := (Yi,...,Y,) iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P) heifit integrierbar genau dann, wenn Yi,..., Y, integrierbar sind.
Dann heifit

E'Y =E'(V,,....V.) = (E"",... BV
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Aumann-Erwartungswert von Y := (V;,...,Y,). (siche [Kritschmer2001-2], Seite
190, Definition 4.3.4)

2.3 Die Fréchet-Varianz von Fuzzy-Zufallsvariablen

Im folgenden Abschnitt wird ein Varianzbegriff fiir Fuzzy-Zufallsvariablen eingefiihrt. Der
in der Literatur favorisierte Begriff beruht auf einer Arbeit von [Fréchet], der fiir Zufalls-
variablen mit Werten in metrischen Rdumen einen Erwartungswert- und einen Varianzbe-
griff formulierte. Grundlegende Idee ist die Verwendung der folgenden Eigenschaft von Er-
wartungswert und Varianz reellwertiger Zufallsvariablen. Ist Y eine 2-fach P-integrierbare
reellwertige Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), so ist der Er-
wartungswert E'Y die eindeutige Losung des Minimierungsproblems

min E(Y —#)> = E(Y —EY)?

teR

(siehe [Kriatschmer2001-2], Seite 247, Lemma 4.9.1). Diese Eigenschaft wird auf Zufalls-
variablen mit Werten in metrischen Rdumen iibertragen.

Definition 2.3.1

Es seien (Z,d) ein metrischer Raum mit induzierter Topologie 7, (siehe Anhang B, De-
finition B.1) und Y : Q — Z eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F,P), also eine F — B,,-messbare Abbildung (siche Anhang A, Definition A.1). Wei-
terhin sei d(Y, z) 2-fach P-integrierbar fiir alle z € Z. Existiert ein zy in Z mit

Ed(Y,z)?> =minEd(Y, 2)? ,

ze€Z

so heifit migEd(Y, z)? die Fréchet-Varianz von Y. (siche [Kritschmer2001-2], Seite
ze

248, Definition 4.9.2)
¢

Zunichst wird der Begriff der 2-fachen Integrierbarkeit auf Fuzzy-Zufallsvariablen iiber-

tragen.
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Definition 2.3.2
Eine Fuzzy-Zufallsvariable Y Qv

coo(R) tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, F,P) heiBt quadratisch integrierbar genau dann, wenn

P2 (Ya 0)

2-fach P-integrierbar ist. (siehe [Krédtschmer2003-2], Seite 7)
¢

Im Fall F"°

coc2

(R)-wertiger Fuzzy-Zufallsvariablen bedeutet Definition 2.3.1, dass eine Lo-

sung des Minimierungsproblems

~ min p2(1/7/4)
AR (R)

bestimmt werden muss. Korner (siche [K6rner 1997-2], Theorem 1) konnte nachweisen,

~A
dass der Aumann-Erwartungswert E Y die eindeutige Losung dieses Minimierungspro-

blems ist.
Satz 2.3.3
Essei YV : Q — Floo(R) eine quadratisch integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber einem

Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P). Dann sind auch die Abbildungen
P2 (}77 Z) (1Z S Ff:lgc2 (R))

~ A~
quadratisch integrierbar und der Aumann-Erwartungswert E Y ist die eindeutig bestimm-

te Fuzzy-Menge in Fro ,(R) mit

coc2

~ ~A~

Ep(Y,E'Y)2= min Ep(Y,A)>.
A€Fre (R)

coc2

(vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 249, Satz 4.9.3 oder [Kérner 1997-2], Theorem 1)

Beweis: sieche [Korner 1997-2], Seite 85
[ |
Aufgrund von Satz 2.3.3 erhilt man die folgende Definition der Varianz einer Fuzzy-

Zufallsvariablen.
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Definition 2.3.4
Esseiy : Q — F™©

coc2

Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Dann heift

(R) eine quadratisch integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber einem

— ~ =A=.,
Var YV :=Ep(Y,E Y)

die Fréchet-Varianz von Y. (siche [Kritschmer2001-2], Seite 249, Definition 4.9.4)
¢

Die Fréchet-Varianz einer Fuzzy-Zufallsvariablen bewahrt bekannte Eigenschaften der Va-

rianz reellwertiger Zufallsvariablen.

Satz 2.3.5

no
coc2

Es seien 17, 371, Yy quadratisch integrierbare Fro . (R)-wertige Fuzzy-Zufallsvariablen iiber

einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Dann gilt
1 \OpY ist eine quadratisch integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P) mit
—F - o F
Var (AOrY) = A*Var (Y), VAeER,
2 Z@F Y ist eine quadratisch integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P) mit
—~F, ~ ~_ —~TF ~ ~
Var (A®rY)=Var (Y), VAecFL,(R),

.3 Y, ®r Y, ist eine quadratisch integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable iiber (2, F,P) mit

~—F ~ ~ —F ~ —F ~ - _
Var (Y1®rY3) = Var (Y})+ Var (Y3), fallsY; und Y; unabhéngig sind.

(vgl. [Korner 1997-2], Theorem 2)

Beweis: siehe [Korner 1997-2|, Seite 86

Bemerkung 2.3.6

Der Begriff der Unabhéngigkeit von Fuzzy-Zufallsvariablen muss nicht gesondert definiert
werden, da der Unabhéngigkeitsbegriff auch fiir allgemeine Zufallsvariablen Y : () — Q
definiert ist (siehe Anhang A, Satz A.6).
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Bemerkung 2.3.7

Zum Abschluss des Kapitels Fuzzy-Zufallsvariablen erfolgt noch eine Begriindung fiir
die Verwendung der ps-Metrik. Krédtschmer gelang es die Fundamentalsdtze der Stati-
stik (Starkes Gesetz der GroBen Zahlen, Zentraler Grenzwertsatz, Satz von Glivenko-
Cantelli) auf Fuzzy-Zufallsvariablen zu iibertragen (siehe [Kritschmer2001-2], Kapitel 4.5
oder [Krétschmer2002-1]). Die in dieser Arbeit verwendete p,-Metrik bendtigt die gering-
sten Annahmen zum Nachweis dieser Sdtze. Damit ergibt sich ein Grund fiir die Verwen-

dung dieser Metrik (siehe [Kritschmer2001-2], Seite 220, Bemerkung 4.5.6).
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Kapitel 3
Ein lineares Fuzzy-Regressionsmodell

In der Okonometrie wird bei der Verwendung von klassischen Regressionsmodellen an-
genommen, dass die beobachteten Daten scharf sind. Es ist jedoch unbestritten, dass
diese Annahme oft zu idealistisch ist. ,,Ein Blick auf irgendwelche 6konomischen Da-
ten lehrt, dal in fast jeder wirtschaftsstatistischen Reihe Meffehler auftreten“ (siehe
[Schonfeld], Band 2, Seite 106). Hinzu kommt, dass viele der in 6konomischen Fragestel-
lungen verwendeten Begriffe, wie etwa ,, Kreditwiirdigkeit“ oder ,, Erwerbstétigkeit* (siehe
[Krétschmer2001-2], Seite 85f) vom Charakter her vage oder unscharf sind und es nicht
immer sinnvoll, ist diese Tatsache zu vernachlissigen. Ausfiihrliche Analysen der Fehler-
ursachen finden sich bei Schneeweify und Mittag (siehe [Schneeweifl/Mittag], Einleitung).
Ein Versuch, diese Probleme zu bewiltigen, sind die sogenannten ,, Fehler in den Variablen-
Modelle“ (siehe [Schneeweifl/Mittag], [Hiibler], Kapitel 14 oder [Schonfeld], Band 2, Kapi-
tel 11). Dort werden Messfehler bzw. die zugrunde liegende Unschirfe jedoch mit Zufalls-
variablen modelliert. Eine Einbeziehung nichtstochastischer Unschérfe, wie beispielsweise
die angesprochene Addquationsproblematik, findet nicht statt. Das Verwenden von Da-
ten in Form von Fuzzy-Mengen stellt ein Moglichkeit dar nichtstochastische Unschérfe
bzw. Vagheit in Regressionsmodelle zu integrieren. Schon bald nach der Einfiihrung der
Fuzzy-Mengen durch Zadeh wurde versucht, diese neuen Methoden auf statistische und
okonometrische Fragestellungen anzuwenden. So kam es 1982 zur Vorstellung von Fuzzy-
Regressionsmodellen durch [Tanaka et al.]. Seitdem wurden eine Vielzahl von Beitrigen

zu diesem Themenkreis vertffentlicht, die in sehr verschiedene Richtungen gehen und un-
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terschiedliche Fragestellungen bearbeiten (siehe [Tanaka et al.], [Savic/Pedrycz], [Viertl],
[Diamond /Kloeden], [Kruse/Meyer|), [Kritschmer2001-2]), [Kérner/Néther] und [Petry]).
Ein Uberblick iiber die unterschiedlichen Ansitze findet sich bei Petry (siehe [Petry],
Kapitel 7 und Seite 99). Eine erste Frage, die sich stellt, ist, welche der in Regressi-
onsmodellen beteiligten Variablen als fuzzy angenommen werden. In dieser Arbeit wird
angenommen, dass die abhingigen Variablen und die Regressionsparameter fuzzy sind.
Diese Modelle wurden auch von [Tanaka et al.], [Kérner/Néther], [Petry], [Diamond| und
[Diamond /Kloeden| untersucht.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein stochastisches Fuzzy-Regressionsmodell vorzustellen und
damit die Einbeziehung stochastischer und nichtstochastischer Unschérfe in die Model-
lierung. Weiterhin soll eine Schitzmethode erarbeitet und auf statistische Eigenschaf-
ten untersucht werden. Daher sind die deterministischen Modelle und Methoden von
[Tanaka et al.], [Diamond] und [Diamond/Kloeden] fiir diese Fragestellung nicht geeig-
net. Korner und Néther (siehe [Néther|, [Korner 1997-1] und [Ko6rner/Néther]) stellten
erstmals Fuzzy-Regressionsmodelle vor, bei denen die abhéingige Variable als Fuzzy-Zu-
fallsvariable modelliert wurde und entwickelten Schitzmethoden fiir den unbekannten
(fuzzy) Parametervektor. Sie zeigten zunichst, dass die, mit Hilfe des Erweiterungsprin-
zips von Zadeh (siehe Definition und Satz 1.2.2) erweiterten, ,optimalen* klassischen
Schéitzer im Allgemeinen nicht ihre statistischen Eigenschaften beibehalten. Hier ging es
insbesondere um Erwartungstreue und Effizienz, also die bekannte BLUE-Eigenschaft!
des Kleinst-Quadrate-Schétzers in klassischen (scharfen) Regressionsmodellen (siehe Satz
4.1.4 oder [Steinmetz2002], Seite 189, Satz 10.3.3). Sie kamen daher zum Schluss, dass ein
direkter Kleinst-Quadrate-Ansatz sinnvoller sei (siche [Korner/Nither], Seite 109). Ein
Nachweis statistischer Eigenschaften des verwendeten KQ-Schitzers unterblieb jedoch.
Statistische Eigenschaften fiir seinen KQ-Schétzer konnte Petry nachweisen. Er zeigte die
schwache Konsistenz seines Schitzers im Falle symmetrischer LL-Zahlen (siehe [Petry],

Seite 77, Satz 6.16).

I Best Linear Unbiased Estimator, also bester, linearer, unverzerrter Schitzer
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In dieser Arbeit wird das Modell von [Koérner/Néther| betrachtet und damit ein stocha-
stisches Fuzzy-Regressionsmodell mit unscharfen abhéngigen Variablen und unscharfen
Parametern, mit moglichst allgemeinen Fuzzy-Mengen. Zur Schétzung des unbekannten
Parametervektors wird ein KQ-Schéitzer vorgeschlagen. Neben Existenz und Eindeutigkeit
wird die starke Konsistenz des vorgestellten KQ-Schétzers nachgewiesen (siehe Kapitel 4
und 5). Auch Krétschmer (siehe [Kritschmer2001-2], Seite 283, Hauptsatz 5.4.4) gelang
dies. Er verwendete jedoch ein anderes Modell mit scharfen Parametern, unscharfen Re-
gressoren und unscharfen Regressanden.

In Kapitel 3.1 wird zunéchst das klassische lineare Regressionsmodell vorgestellt und ei-
ne formal dquivalente Darstellung von Regressionsmodellen angegeben. Diese dquivalente
Darstellung von Regressionsmodellen wird in Kapitel 3.2 zur Definition des in dieser
Arbeit untersuchten linearen Fuzzy-Regressionsmodells verwendet. Kapitel 3.3 dient der
Ubertragung klassischer Regressionsmodelle auf qualitative bzw. kategoriale abhingige
Variablen und einer moglichen Anwendung des vorgestellten Fuzzy-Regressionsmodells
als Verallgemeinerung dieser Modelle. Kapitel 3.4 beschiftigt sich mit dem fundamen-
talen Identifikationsproblem der Okonometrie. Es wird gezeigt, dass die iibliche Iden-
tifizierbarkeitsbedingung bei klassischen (scharfen) Regressionsmodellen, d.h. voller Spal-
tenrang der Regressionsmatrix X, nicht ausreicht und eine zusétzliche Forderung gestellt
werden muss. In Kapitel 3.5 werden fiir den weiteren Verlauf der Arbeit niitzliche Eigen-

schaften der Regressionsfunktion bereitgestellt.

3.1 Das klassische lineare Regressionsmodell

Zentraler Gegenstand der Okonometrie ist die Untersuchung von Zusammenhingen zwi-
schen 6konomischen Variablen. Héngt beispielsweise der gesamtwirtschaftliche Konsum
einer Volkswirtschaft allein vom verfiigharen Einkommen ab, wie die Keynes’sche Kon-
sumhypothese unterstellt? Oder gibt es im Beispiel der Kreditwiirdigkeitspriifung (sie-
he Beispiel 1.1.3) einen signifikanten Einfluss der Hohe des Kredits auf die Einstufung
eines Kunden als ,kreditwiirdig“? Eine Moglichkeit, solche Fragestellungen zu untersu-

chen, sind Regressionsmodelle. Dort wird die Abhéngigkeit einer Variablen von einer oder
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mehreren anderen Variablen untersucht. Im Beispiel der Kreditwiirdigkeitspriifung ist
die sogenannte abhéngige Variable die ,Kreditwiirdigkeit® des Kunden, die von Varia-
blen wie ,Hohe des Kredits®, ,Laufzeit des Kredits®, ,,Hohe des verfiigharen Einkom-
mens“, den sogenannten unabhéngigen Variablen abhéngt (genauere Erlduterungen des
Kreditwiirdigkeitsbeispiels finden sich bei [Fahrmeir], Seite 334f). Fragestellungen sind
dann beispielsweise, welche der betrachteten unabhingigen Variablen einen signifikanten
Einfluss auf die abhéingige Variable haben, wie dieser Einfluss aussieht oder ob es eventuell
gar keine nachweisbaren Zusammenhinge gibt.

Eine wichtige Grundannahme ist dabei in vielen Féllen die Linearitidt der verwendeten
Modelle. Viele nichtlineare Modelle in der Okonometrie lassen sich durch geeignete Trans-
formationen linearisieren oder sind im interessierenden bzw. relevanten Bereich zumindest
ndherungsweise linear.

Ein Standardbeispiel fiir lineare Regressionsmodelle ist die bereits erwihnte Keynes’sche
Konsumhypothese (sieche [Schonfeld], Band 1, Seite 2ff). Hier wird unterstellt, dass der
gesamtwirtschaftliche Konsum C' einer Volkswirtschaft allein vom disponiblen Einkommen

7 abhingt. Der einfachste lineare Erkldrungsansatz hat dann die Form

OZBU_FBIZa ﬁUaﬁlERa

dabei bezeichnet [, den einkommensunabhingigen Konsum (,autonomer Konsum*®) und
[y die marginale Konsumneigung. Konfrontiert man dieses Modell jedoch mit empirischen
Daten, d.h. man beobachtet Konsum und Einkommen zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ 2
und erhilt damit Daten (Cy, 7Z;) (t = 1,...,7, T € N), so stellt sich heraus, dass der
vermutete lineare Ansatz bei mehr als drei Beobachtungen i.A. nicht mehr einzuhalten ist.
Erklirt werden kann die Diskrepanz zwischen dem linearen Modell und den empirischen
Daten dadurch, dass zwar ein linearer Zusammenhang zwischen C' und Z besteht, der
aber iiberlappt wird durch eine Vielzahl anderer (beobachtbarer und unbeobachtbarer)
Effekte (,Storeffekte®), die einzeln nicht signifikant sind, aber in ihrer Gesamtheit einen

Einfluss haben. Deshalb erweitert man das Modell um eine stochastische Komponente,

2 In 6konomischen Untersuchungen werden Daten oft zu verschiedenen Zeitpunkten erhoben. Aus
diesem Grund hat sich der Index ¢ als Laufindex etabliert, auch wenn es sich nicht um Zeitpunkte
handelt.
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die diese Einfliisse als Zufallsvariable modelliert, und somit lésst sich der lineare Ansatz
aufrecht erhalten. Eine wichtige Forderung an die sogenannte Storvariable ist, dass sie
nur die ,nicht systematischen® Einfliisse aufnehmen soll. Damit gelangt man zur iiblichen

Definition (klassischer) linearer Regressionsmodelle.

Definition 3.1.1
Es seien n, T € N, z;; e R (t € {1,...,T}, i € {1,...,n}) und Y,..., Yy reellwertige

Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).
(Vo |te{l,..., T} ie{l,...,n}}

heift lineares Regressionsmodell (LRM) genau dann, wenn ein unbekannter Vektor

B:=(f1,...,5,)" € R* und unbeobachtbare Zufallsvariablen Uy, ..., Ur existieren mit
Vie{l,....T}: Yi=> Buwi+U=X.B+U;.
i=1

Y; (t=1,...,T) heiflen die abhéingigen Variablen (Regressanden), x;; (t=1,...,T,
i = 1,...,n) die unabhingigen Variablen (Regressoren), [ der Regressionspa-
rametervektor und Ui,...,Ur die Stérvariablen (Storgrofien). Verwendet man die

iibliche Matrixschreibweise, d.h.

Yr Ur 1 - TTn 5n

so wird das Modell geschrieben als
Y=X5+U.

Die (T x n)-Matrix X wird als Regressionsmatrix (Regressionsfunktion) des Re-
gressionsmodells bezeichnet. Liegen Realisationen y und X vor, bezeichnet man (y, X)
als Beobachtungswertmatrix. Das Modell wird als klassisch bezeichnet, wenn die

folgenden Annahmen erfiillt sind. Fiir jede Realisation X € R"*" und jedes B eR" gilt:

Al ElU)=0
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A2 EUU')=0¢%* mito?>0.3
Fiir die beobachtete Realisation X gilt:
A3 rgX =n.

Ist ein Spaltenvektor der Matrix X der Einsvektor, 0.B.d.A. gelte x;; =1 (t =1,...,T),
so heifit das Modell inhomogen, andernfalls homogen. (vgl. [Kridtschmer2001-2], Seite
46, Definition 1.4.1, [Steinmetz2002], Seite 178, Definition 10.1.2 bzw. [Steinmetz2003-2],
Seite 33f, Definition 3.1.1)

¢

Die folgende Darstellung linearer Regressionsmodelle ist dquivalent zur der in Definition
3.1.1 mit Annahme Al. In dieser Darstellung wird versucht ohne Stérgrofien auszukom-

men. Es wird gefordert, dass
Ve {l,....T}: EY, =) By
i=1

gilt. Durch diesen Ansatz wird der Aspekt, dass der Zusammenhang zwischen abhéngigen
und unabhéngigen Variablen nur ,im Mittel“ giiltig ist, stirker betont. Der folgende Satz
besagt, dass die beiden Darstellungen dquivalent sind.
Satz 3.1.2
.1 Fiir jedes lineare Regressionsmodell mit EU, =0 (t =1,...,T) bzw. EU =0 (d.h.
mit Al aus Definition 3.1.1) gilt

vte{l,...,T}: EY, = > By
i=1

bzw. EY = Xé.

2 Esseienn, T € N, x; e R (t € {1,...,T},i € {1,...,n}) und Y7,..., Y reell-
wertige Zufallsvariablen. Weiterhin existiere ein unbekannter Vektor

BIZ (51,...,Bn)l € R* mit

Vie{l,...,T}: EY, =) Bizy.
i=1

3 Dabei bezeichnet I die T' x T-Einheitsmatrix.
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Dann wird durch

(Vo |te{l,..., T} ie{l,...,n}}

ein lineares Regressionsmodell (LRM) definiert und es existieren Zufallsvariablen U,

mit BU, =0 (t=1,...,T) bzw. EU = 0 mit
Vie{l,....T}: Yi=> Bau+U.
=1

(vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 47 bzw. [Steinmetz2002], Seite 180, Satz 10.1.3)

¢
Beweis:
siehe [Steinmetz2002], Seite 180
SeiU: =Y —EY . Dannist Y = Xﬁ + U ein LRM mit Al geméfl Definition 3.1.1.

[ |

Bemerkung 3.1.3
Im Folgenden wird das Regressionsmodell aus Definition 3.1.1 auch als scharfes (bzw.

klassisches) Regressionsmodell bezeichnet.

¢

Die Darstellung in Satz 3.1.2.2 wird zur Definition des in dieser Arbeit untersuchten

Fuzzy-Regressionsmodells benutzt.

3.2 Das lineare Fuzzy-Regressionsmodell

In diesem Abschnitt wird das in der Arbeit untersuchte lineare Fuzzy-Regressionsmodell
vorgestellt. Angenommen wird, dass die betrachtete abhingige Variable Y sich nicht
durch eine scharfe Zufallsvariable addquat modellieren ldsst, da eine nichtstochastische
Unschérfe (physikalische oder epistemische Unschiirfe, siehe Einleitung) vorliegt. Im Bei-
spiel der Kreditwiirdigkeitspriifung ist es sehr unbefriedigend als Bewertung nur ,kre-

ditwiirdig*“ oder ,nicht kreditwiirdig“ zuzulassen. Diese scharfe Trennung ist oft nicht
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flexibel genug (vgl. Beispiel 1.1.3 und Seite 14f). Eine erste Aufweichung oder Flexibi-
lisierung des Entscheidungsprozesses erfolgt bei der Unternehmensbewertung, also der
Priifung der Kreditwiirdigkeit von Unternehmen, dadurch, dass mehr als zwei Rating-
ergebnisse moglich sind, z.B. AAA, AA, ..., D. Die Kreditwiirdigkeit (Bonit#it) eines
Unternehmens wird durch die unterschiedlichen Ratingkategorien beurteilt und danach
ein ,addquater” Zinssatz festgesetzt. In den Richtlinien zur Eigenkapitalunterlegung von
Krediten (Basel II) ist vorgesehen, diese detaillierte Bewertung der Unternehmen (inter-
ne Bewertung durch die Bank, externe Bewertung durch Ratingagenturen, siehe [Wolf],
Seite 15) dahingehend zu verwenden, um fiir verschieden ,gut“ bewertete Unternehmen
unterschiedlich hohe Eigenkapitalunterlegungen festzusetzen. Schlechter bewertete Un-
ternehmen miissen dann die hoheren Kreditrisiken (und damit die héhere bendtigte Ei-
genkapitalunterlegung des Kredits) durch hohere Kreditzinsen bezahlen (geméf dem Zitat
»Schwache sollen mehr zahlen* aus der Einleitung). Aber auch die Aufweichung durch ver-
schiedene Ratingkategorien kann nicht immer befriedigen. Gerade bei knappen Entschei-
dungen fiir eine Ratingklasse wird durch die Verwendung scharfer Klassengrenzen eventu-
ell eine Sicherheit vorgetiduscht, die das Datenmaterial nicht hergibt. Ein wiinschenswerter
Ansatz wire es also, die abhéingige Variable Y als Fuzzy-Zufallsvariable zu modellieren,
um die Unschérfe (Vagheit) eines Begriffs wie , Kreditwiirdigkeit“ in den Entscheidungs-
prozess zu integrieren. Zunichst kénnte man versuchen ein lineares Regressionsmodell der

Form

zugrunde zu legen. Es wird also weiterhin angenommen, dass die unabhéngigen Variablen
scharf sind. Im Beispiel des Credit Scoring ist dies nicht unplausibel. Die unabhingigen
Variablen wie etwa Kredithohe, Kreditdauer oder speziell bei Unternehmen Eigenkapital-
quote, Return on Investment, Cashflow (siehe [Wolf], Seite 86, Seite 103, Seite 124) sind
in der Regel scharf bzw. es werden scharfe Daten erhoben. Der Ansatz EAE = X3 geht
aber nicht weit genug und ist keine wirkliche Flexibilisierung, da die Zufallsvariable Y in
EAE = X3 P-fast sicher scharf ist (siche Beispiel 2.2.5). Um also eine ,echte” unscharfe
abhéngige Variable mit scharfen unabhingigen Variablen modellieren zu kénnen, muss

der unbekannte Parametervektor zwangslaufig fuzzy sein. Damit erhélt man das folgende
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lineare Fuzzy-Regressionsmodell.
Definition 3.2.1
Esseienn, T €N, z; e R (te{l,...,T}, ie{l,...,n}) und Y := (Yi,...,Ys) eine

no
coc2

integrierbare F2°.,(R)" -wertige Fuzzy-Zufallsvariable.

{ﬁ, xti|t€{1,...,T},z’€{1,...,n}}

heifit lineares Fuzzy-Regressionsmodell mit fuzzy Parametern und fuzzy abhén-

gigen Variablen (LFRM) genau dann, wenn ein unbekannter Vektor

B:= (B, .- ) € Froea(R)"

existiert mit
~ A~ ~ ~
Vte{la"'aT}:E th = (xtIOFBI)GBF---®F(xtn®F5n)

=: (51 OF xtl) @F e ®F(gn GF l‘m)

= )(;. C)p‘i?

Y, (t =1,...,T) heiflen die abhiingigen Variablen (Regressanden), z;; (t=1,...,T,
i=1,...,n) die unabhiingigen Variablen (Regressoren), E der Regressionspara-

metervektor und die (T x n)-Matrix X = (24) =17
i=1,...,n

X(): Feo (R)"

coc2

(R)* — Foo

coc2
B = X(B):=(X1.0rf,..., X}, Or B)

die Regressionsfunktion (Regressionsmatrix) des Fuzzy-Regressionsmodells. Ver-

wendet man die Matrixschreibweise lautet das Modell

~ A~ ~

E'Y = X(B).

Liegen Realisationen y und X vor, bezeichnet man (y, X) als Beobachtungswertma-

trix.

Bemerkung 3.2.2
Im Folgenden bezeichne ¥ : R — Fi0,(R) die Standard-Einbettung von R in FL ,(R),

coc2 coc2

d.h. ¥(x) besitze die Indikatorfunktion von 1,y von {x} als Zugehorigkeitsfunktion (siehe
Definition 1.1.14).
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.1 Es seien z; € R (t € {1,...,T},7 € {1,...,n}) und U,,...,Ur integrierbare

~ A~ ~

Fuzzy-Zufallsvariablen tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) mit E U, =0
(t=1,...,T). Dann wird durch

Y, = ((510r 21) @ . .. ®p (B OF 1)) ®p U,

ein LFRM
{ﬁ, xti|t€{1,...,T},i€{1,...,n}}

definiert. Damit scheint
Vie{l,...,T}: Y,:=((Bi0pzn)®p ...0p(3yOF z1n)) ®p U,

eine andere plausible Méglichkeit zu sein, LEFRM zu modellieren.
Analog zu Kréatschmer (siehe [Kriatschmer2001-2], Seite 255f) gilt aber auch hier,

dass in diesem Fall P-fast sicher ein Regressionsmodell der Form
Vie{l,....,T}Y: Y= ((510rz1)®p ... 08B Op t1n)) @ ¥ o U,

vorliegt, wobei Uy, . . ., Ur P-integrierbare reellwertige Zufallsvariablen iiber (2, F, P)
mit EU, = 0 (t = 1,...,T) bezeichnen. Damit wiirde sich die Unschérfe der
abhéngigen Variablen nur durch die Unschérfe der Regressionsparameter erkléren.
FEin solch enger Zusammenhang wird aber méglicherweise als zu unflexibel empfun-

den, sodass bei der Definition eine allgemeinere Form gewahlt wurde.

.2 Es sei
(Vo |te{l,..., T} ie{l,...,n}}

ein lineares Regressionsmodell (siehe Definition 3.1.1) mit EU; =0 (t = 1,...,T).
Dann ist

(WoY,zy|tell,...,TY,ic{l,...,n}}}

ein LFRM mit Parameterrestriktion E € R*. LFRM stellen somit eine Verallgemei-

nerung der bekannten scharfen Regressionsmodelle dar.
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3.3 Logit-Modelle

In diesem Abschnitt geht es darum, das in Kapitel 3.1 vorgestellte klassische Regressions-
modell auf qualitative bzw. kategoriale abhiingige Variablen zu iibertragen, wie beispiels-
weise die Variable , Kreditwiirdigkeit® aus Beispiel 1.1.3. Weiterhin wird eine mdogliche
Anwendung von Fuzzy-Regressionsmodellen mit unscharfen abhéngigen Variablen als Er-
weiterung klassischer Regressionsmodelle mit qualitativen abhingigen Variablen vorge-
stellt.

Zunichst wird jedoch das klassische Regressionsmodell auf den Fall qualitativer abhéngi-
ger Variablen iibertragen. Solche Modelle sind die in der Literatur behandelten Logit- bzw.
Probitmodelle und allgemeiner die kategorialen Regressionsmodelle. Im einfachsten Fall
liegt die abhéingige Variable als binére (dichotome, 0-1) Variable vor. Im Beispiel der Kre-
ditwiirdigkeitspriifung ist das Ziel herauszufinden, ob (potentielle) Kunden kreditwiirdig
sind oder nicht.* Angenommen, es werden 7' (T' € N) Kunden in die Untersuchung einbe-
zogen und die abhéngige Variable , Kreditwiirdigkeit“ wird als binédre Zufallsvariable iiber

einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) modelliert, also

1 : Kunde ¢t kreditwiirdig
V;: Q—{0,1}, Yi(w):= (t=1,...,7).
0 : Kunde ¢ nicht kreditwiirdig

Ein erster Versuch ist, das lineare Modell aus Definition 3.1.2 anzusetzen:
vie{l,....,.T}: Y, =X, +U;, EU=0.

Da die Zufallsvariable Y; eine 0-1-Variable ist, gilt aulerdem Y; ~ B(1, p;) mit unbekann-
tem p, € [0,1] (t=1,...,T). Also folgt

BY,=P{V, =1} =p, = X..3 .

Als Erwartungswert der abhéngigen Variablen ergibt sich also die Wahrscheinlichkeit, dass
Y; den Wert 1 annimmt. Daraus resultiert jedoch ein Problem, weil Xj 3 i.A. nicht auf

das Intervall [0, 1] beschrinkt ist.

* Diese sehr einschriinkende Klassifizierung wird im weiteren Verlauf des Abschnitts abgeschwiicht,
wie auch schon in Kapitel 1 erldutert.

68



Da p; eine Wahrscheinlichkeit darstellt, muss also X/, auf das Intervall [0,1] einge-
schrinkt werden. Um dies zu erreichen, wird entweder Xj, oder p; entsprechend trans-
formiert und somit ein nichtlineares Modell benutzt. Dazu kénnen prinzipiell alle Funk-
tionen F': R — [0,1] (zur Transformation von X/, 3) verwendet werden. Eine Mdéglichkeit
ist die logistische Verteilung, die zu den sogenannten Logit-Modellen fiihrt.?

Definition und Satz 3.3.1

Die Zufallsvariable Y geniigt der logistischen Verteilung, wenn fiir ihre Verteilungs-

funktion gilt

1
Fy(t) = Tt

Weiterhin ist EY = 0 und fiir die Umkehrfunktion gilt

teR.

G(t) = F,'(t)=1In (%) : te€]o,1].

(vgl. [Judge et al.], Seite 787 oder [Fahrmeir], Seite 219f)

Damit erh&lt man die folgende Definition von Logit-Modellen.
Definition 3.3.2
Esseienn, T €N, z; e R (te{l,...,T},ie€{l,...,n}) und Y3, ...,Yr beobachtbare

Zufallsvariablen mit den Trigerpunkten 0 und 1. Weiterhin bezeichne

1

die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung.
{}/;7 Tti | te {L"')T}a i € {laan}}

heit Logit-Modell genau dann, wenn ein unbekannter Vektor 3 := (py,...,[5,) € R*

existiert mit

Vie{l,....T}:EY,=F (Zﬁixn) = F(X},5) .
i=1

(vgl. [Judge et al.], Seite 790 oder [Fahrmeir], Seite 218)

® Andere Moglichkeiten finden sich bei [Cramer], Seite 14f oder [Fahrmeir], Seite 219f. Insbesondere
fithrt die Verwendung der Normalverteilung zu den sogenannten Probit-Modellen.
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Bemerkung 3.3.3
Das Logit-Modell schreibt man auch oft mit der Umkehrfunktion

t
in der Form

T = XL

Vted{l,...,T}:In
{ L — B

(vgl. [Fahrmeir|, Seite 218ff)
¢

In der Literatur existieren unterschiedliche Ansétze zur Schéitzung des unbekannten Para-
metervektors [ in Logit-Modellen. Die gebréuchlichste Methode ist die Maximum-Likeli-
hood-Schitzung (siehe [Cramer]|, Seite 18ff oder [Judge et al.], Seite 791ff). Diese Methode
ldsst sich jedoch nicht ohne weiteres auf Fuzzy-Regressionsmodelle iibertragen, da iiber
die Verteilung von Fuzzy-Zufallsvariablen noch sehr wenig bekannt ist. Daher wird diese
Methode an dieser Stelle nicht vorgestellt. Eine andere Methode, Schétzungen fiir 5 zu
erhalten, ist die Methode der Kleinsten Quadrate, die auch auf Fuzzy-Regressionsmodelle
iibertragbar ist (siehe Kapitel 4.1 und 4.2). Um diese Methode anwenden zu kénnen, muss
das Logit-Modell modifiziert werden. Die abhingigen Variablen im Logit-Modell sind die
pe (t = 1,...,T), die natiirlich unbekannt sind. Treten jedoch die Beobachtungen der
abhingigen Variablen mehrfach auf (Faustregel mindestens 5), kann man die p; durch die
jeweiligen relativen Haufigkeiten der 1 schétzen (siehe [Fahrmeir|, Seite 218). Man erhélt
dann das folgende Modell.

Bemerkung 3.3.4

Gegeben seien fiir jedes X|, N; Beobachtungen von Y; (Y; binér), etwa
ygl),...,ygm), t=1,...,T.

Eine Schitzung der abhingigen Variablen p, ist

1 N

_ (9) _

= E t=1,...,7T.
t thZIyt ) ) )

)

=
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Man erhélt dann als Regressionsansatz

~

Vte{l,....T}: Eln—2—=X.5.

1 —p

(vgl. [Fahrmeir] Seite 218)

Bemerkung 3.3.5
.1 Der in Bemerkung 3.3.4 angegebene Regressionsansatz gilt jedoch nur approxima-
tiv (siehe [Judge et al.], Seite 790). Er resultiert aus der Tatsache, dass die relative
Héiufigkeit p, unter bestimmten Voraussetzungen eine erwartungstreue und (stark)

konsistente Schétzung fiir p; ist (siehe [Judge et al.], Seite 789). [Zellner/Lee] benutz-

ten eine Taylor-Entwicklung von In , um aus dem urspriinglichen Logit-Modell

— Dt
das Modell in Bemerkung 3.3.4 zu entwickeln.

.2 Verwendet man die Maximum-Likelihood-Methode zur Schéitzung von 3, bendtigt
man nicht den (approximativen) Regressionsansatz aus Bemerkung 3.3.4. Man erhélt
(ausgehend von Definition 3.3.2) ein nichtlineares System von Gleichungen zur Be-
stimmung des ML-Schéitzwerts. Dieses nichtlineare System lafit sich nicht explizit

I6sen und man muss ein Ndherungsverfahren verwenden (siehe [Fahrmeir], Seite 269f

oder [Cramer], Seite 19f).

.3 Die Verwendung von Logit-Modellen (oder auch Probit-Modellen) erscheint nach
den bisherigen Ausfiihrungen sehr willkiirlich. Man kann sich diese Modelle jedoch
aus der mikroékonomischen Konsumtheorie (,Nutzenmaximierung®) herleiten und
somit plausibel machen (siehe [Judge et al.], Seite 786f).

¢

Der Ansatz in Bemerkung 3.3.4 ist nur dann sinnvoll, wenn fiir jedes X/, mehrere Beobach-
tungen vorliegen. Sind die X-Variablen diskret und liegen zu jeder Merkmalskombination
geniigend Beobachtungen vor, kann das Modell aus Bemerkung 3.3.4 angesetzt werden.
t =1,...,T bezeichnet in diesem Fall die verschiedenen Merkmalskombinationen. Bei ste-
tigen X-Variablen kann es, und wird in der Praxis wohl auch immer, vorkommen, dass fiir

jedes X/, nur eine Beobachtung vorliegt und somit der Ansatz nicht mehr sinnvoll ist. Als
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Ausweg werden Klassen mit ,,dhnlichen“ Kunden gebildet oder die stetigen Variablen wer-
den in Klassen (Kategorien) unterteilt. Dann wird fiir jede Klasse die relative Hiufigkeit
pr geschiitzt.® Es wird also die binfire abhiingige Variable , Kreditwiirdigkeit* (siehe Ab-
bildung 3.1, schwarz entspricht ,kreditwiirdig“ und damit Y;(w) = 1, weil entspricht
,nicht kreditwiirdig und damit Y;(w) = 0) durch Schétzungen der relativen Haufigkeit
ersetzt und somit erfolgt eine Klasseneinteilung, die durch die verschiedenen Graustufen

in Abbildung 3.2 symbolisiert wird.

Abbildung 3.1: binédre Variable , Kreditwiirdigkeit

Abbildung 3.2: Klasseneinteilung mittels der relativen Haufigkeiten

6 Das Problem, dass man dabei unter Umstiinden 0 oder 1 als Schiitzung fiir p; erhilt, wird in der
Literatur nur am Rande erwihnt. Computerprogramme rechnen in einem solchen Fall mit %, wobei
mit R die Anzahl der Kategorien der abhingigen Variablen bezeichnet wird, siche [Fahrmeir], Seite

226.
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Bemerkung 3.3.6

In diesem Abschnitt wurden nur Logit-Modelle fiir binire abhéngige Variablen konstruiert.
Eine Ubertragung fiir den Fall mehrerer Kategorien bei der abhingigen Variablen ist
jedoch problemlos méglich (siehe [Fahrmeir], Seite 221ff). Auch dort wird bei Anwendung
der KQ-Methode fiir jede einzelne Kategorie die relative Hiufigkeit als abhédngige Variable

verwendet.

¢

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird eine mogliche Anwendung des in Kapitel 3.2. vor-
gestellten linearen Fuzzy-Regressionsmodell als Verallgemeinerung kategorialer Regressi-
onsmodelle diskutiert. Modelliert man eine Variable wie , Kreditwiirdigkeit® als Fuzzy-
Zufallsvariable, kann man das Problem der Klasseneinteilung bei der unabhéngigen Va-
riablen umgehen sowie das Problem der Kategorienanzahl bei der abhiingigen Variablen
vermeiden. Damit ergibt sich ein wesentlich flexiblerer Modellansatz.

Betrachtet man die Konstruktion der abhéngigen Variablen in Bemerkung 3.3.4, so erfor-
dert diese Konstruktion, im Falle stetiger unabhingiger Variablen, eine Klasseneinteilung.
Diese Klasseneinteilung ist oft nicht vorgegeben und damit willkiirlich. Man wird sich in
irgendeiner Weise bemiihen ,,dhnliche” Kunden in eine Klasse einzuteilen. Fraglich bleibt
dabei die Anzahl der Klassen. Hinzu kommt, dass die Kategorienanzahl der abhidngigen
Variablen keineswegs in natiirlicher Weise vorgegeben ist und der Konkretisierung bedarf,
so verwenden beispielsweise die Ratingagenturen Standard & Poor’s und Moody’s unter-
schiedliche Kategorisierungen beim Unternehmensrating. Konstruiert man die abhéngige

Variable ,Kreditwiirdigkeit“ jedoch als Zufallsvariable

Y;: Q —10,1]

iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) (siehe Abbildung 3.3, die kontinuierliche
Aufhellung von schwarz nach weifl veranschaulicht die kontinuierliche Abnahme der ,,Kre-
ditwiirdigkeit*) und interpretiert Y;(w) als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Kunde ¢ kre-
ditwiirdig ist, erreicht man zunéchst, dass keine feste Kategorienanzahl zur Modellierung

der abhéngigen Variablen festgelegt werden muss.
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Abbildung 3.3: Fuzzy-Menge ,, Kreditwiirdigkeit

Die Forderung jedoch, eine exakte Wahrscheinlichkeit von beispielsweise genau 3% oder
4% angeben zu konnen erscheint mitunter schwierig. Dariiber hinaus muss es nicht unbe-
dingt sinnvoll sein, den Kunden in genau eine ,, Wahrscheinlichkeitsklasse® einzuordnen.
Denkbar wére auch die Einordnung in mehrere Klassen, mit eventuell unterschiedlichen
Zugehorigkeitsgraden. In Abbildung 3.3 ist es beispielsweise schwierig, eine exakte ,, Grau-
stufe“ festzulegen.

Modelliert man die abhéngige Variable jedoch als unscharfe Zufallsvariable, d.h.

Y, : Q= F,(R),

coc2

und interpretiert s, (z) (z € R) als ,unscharfe* Wahrscheinlichkeit” dafiir, dass Kunde
t kreditwiirdig ist bzw. als Zugehorigkeitsgrad des Kunden ¢ zur Klasse der Personen,
die mit Wahrscheinlichkeit 2% kreditwiirdig sind, braucht man keine feste Klassenan-
zahl vorzugeben und man muss den Kunden auch nicht in genau eine Klasse einordnen.
Damit kann man auch Formulierungen, wie z.B. Kunde ¢ ist mit ,,ungefihr 50%*“ Wahr-
scheinlichkeit kreditwiirdig oder Kunde ¢ ist mit Wahrscheinlichkeit ,,zwischen 50% und
60%“ kreditwiirdig in die Modellierung einbeziehen. So werden beispielsweise Arbeiten
unternommen, um ,,Bandbreiten von Ausfallwahrscheinlichkeiten ... als Basis fiir die Zu-

ordnung zu einzelnen Gewichtungsklassen®“ zu ermitteln (siehe [Bundesbank1], Seite 18).

" Der Begriff unscharfer Wahrscheinlichkeiten wird in [Hohle] formalisiert, siehe auch [Yager] oder
[Dubois/Prade], Seite 143f.

8 Gewichtungsklassen sind dabei Klassen von Kunden mit gleicher Bonitét, die einen bestimmten
Risikozuschlag zahlen miissen, siehe [Bundesbank1], Seite 20.
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Damit erhélt man als ,,Fuzzy-Logit-Modell“ das Modell

~A

Vte{l,...,T}: E GY,)=X.5"°

und damit ein Regressionsmodell wie in Definition 3.2.1 (G :]0,1[— R ist dabei die in
Definition und Satz 3.3.1 definierte Funktion und G(Y;) wird mittels des Erweitungsprin-
zips, siehe Definition und Satz 1.2.2 gebildet).

In diesem Modell wird die abhéngige Variable als Wahrscheinlichkeit dafiir interpretiert,
dass Kunde ¢ kreditwiirdig ist. Diese Interpretation wird auch von Wolf verwendet (siehe
[Wolf], Seite 39). Dort wird fiir jede Ratingklasse eine Ausfallwahrscheinlichkeit festge-
legt und daraus eine Risikoprdmie berechnet, also ein héherer oder niedrigerer Zinssatz
fiir den jeweiligen Kredit. Wolf verwendet jedoch scharfe Klasseneinteilungen und scharfe
Wabhrscheinlichkeiten. Da auch im Fuzzy-Modell scharfe Einteilungen moglich sind, kann
das vorgestellte Fuzzy-Logit-Modell als Verallgemeinerung kategorialer Regressionsmodel-
le angesehen werden. Problematisch ist dabei die Festlegung der Zugehorigkeitsfunktion
15, () fiir den Kunden ¢. Eine Moglichkeit ist die Festlegung durch einen Kreditexperten.
Dadurch entsteht wiederum eine Willkiir, die jedoch auch im scharfen Fall vorkommt.
Der zustindige Kreditsachbearbeiter kann die ,Einstufung korrigieren, falls ihm Infor-
mationen vorliegen, die vom modellgestiitzten Ratingsystem nicht oder nur unzureichend
beriicksichtigt werden (siehe [Bundesbank3], Seite 63). Zudem ist die Modellierung einer

Variablen immer mit einer gewissen Willkiir verbunden.

Bemerkung 3.3.7

In Abschnitt 3.2 und in den folgenden Kapiteln wird bei den Fuzzy-Regressionsmodellen
auf die durchgefiihrte Transformation G :]0,1[— R verzichtet, um die Darstellung mdg-
lichst iibersichtlich zu halten. Dies ist jedoch ohne Schwierigkeiten mdglich, da als neue

abhiingige Variable G(Y;) verwendet werden kann.

9 mit der Einschrinkung supp Y; (w) C 10, 1[, wegen der Transformation F bzw. G in Definition 3.3.2
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3.4 Die Identifizierbarkeit des Regressionsparameter-

vektors im LFRM

In diesem Abschnitt wird das Identifikationsproblem der Okonometrie diskutiert. Dieses
Problem entsteht, wenn fiir eine Zufallsvariable mit parametrischer Verteilungsannahme
(siehe Definition 3.4.1 oder [Steinmetz2003-3], Seite 17, Vereinbarung 2.3.4) zwei oder
mehr verschiedene Parameter zur gleichen Verteilung der Zufallsvariablen fiihren. Die-
se Parameter sind somit empirisch nicht zu unterscheiden und es gibt keine Moglichkeit
auf den ,wahren® Parameter zuriickzuschliefen (vgl. [Kritschmer2003-2], Seite 11). In
einem solchen Fall sind die Parameter nicht ,identifizierbar® . Bei linearen Regressions-
modellen bedeutet dies, dass zwei (oder mehr) verschiedene Parametervektoren dieselbe
Verteilung der abhingigen Variablen Y bzw. z induzieren. In klassischen linearen Re-
gressionsmodellen (siehe Definition 3.1.1) ist dies durch die Annahmen Al (EU = 0)
und A3 (rg X = n) ausgeschlossen (siehe [Steinmetz2003-2|, Seite 36, Satz 3.2.6) (bzw.
bei Definition iiber EY | siehe Satz 3.1.2, geniigt A3). In diesem Abschnitt geht es dar-
um, das Identifikationsproblem fiir das LFRM zu untersuchen und Bedingungen fiir die
Identifizierbarkeit des Parametervektors in LFRM herzuleiten. Zunéchst jedoch sollen die
Verteilungsannahme genauer spezifiziert und der Begriff der Parametrisierung definiert
werden. Zu einer Verteilungsannahme W also einer Menge von Wahrscheinlichkeitsmafien

iiber B, (Feo

m o(R)T), verwendet man als Parametrisierung eine Abbildung

[ Flon®)" = BW)\ {o}.

Diese Abbildung soll W ganz ausschopfen, d.h.

U r=w.

BEF G2 (R)™

(R)" ein P € W existieren mit Eﬁi — X(B) und umge-

Weiterhin soll zu jedem E e ke

coc2

kehrt zu jedem P € W ein E e F

coc2

(R)™ mit Eﬁz = X(E) Eine, eventuell einelementige

Teilmenge, von W wird also durch einen Parameter g ,charakterisiert“. Somit gelangt

man zur folgenden Definition.
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Definition 3.4.1

Es sei
{fft, xti|t€{1,...,T},ie{l,...,n}}

ein LFRM mit Regressionsfunktion X . Eine Menge W von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen iiber B,, (Fio,

coc2

Y = (371, o }N/T)’ bezeichnet, falls eine Abbildung

(R)T) wird als Verteilungsannahme fiir die Verteilung von

[ Foe®)" = BW)\ {7}

existiert mit

U r@=w

BEFRS,(R)™

coc2

und

P eT(f) «— EaY = X(3)

fiir alle g € Fioo(R)™ und P € W. Eﬁz bezeichnet dabei den Aumann-Erwartungswert
vonY = (171, e ?T)’, wenn P die Verteilung von Y ist. Die Abbildung T" heifit Parame-
trisierung von W mit Verteilungsparameter E (vgl. [Kratschmer2003-2], Definition
2.2)

¢

Nach Festlegung der Verteilungsannahme wird jetzt der Begriff der Identifizierbarkeit ein-
gefiihrt. Dies bedeutet, dass verschiedene Parametervektoren g nicht zur selben Verteilung

der abhéngigen Variablen Y fiihren sollen.

Definition 3.4.2

Es sei
{fq, xti|t€{1,...,T},ie{l,...,n}}

ein LFRM mit Regressionsfunktion X und W bezeichne die Verteilungsannahme zu
Yy = (371, e }N/T)’ mit Verteilungsparameter g und Parametrisierung I.
Dann heifit E identifizierbar, falls I'(y) NT'() = @ fiir alle ¥ # 1 € Fg,,

o (R)™. (siehe
[Kréitschmer2003-2], Definition 2.3)
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Krétschmer (siehe [Kriatschmer2003-2], Proposition 2.4 oder [Kritschmer2001-2], Seite
260, Satz 5.1.2) zeigte, dass in seinem Modell die Injektivitit der Regressionsfunktion eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Identifizierbarkeit des Parametervektors
ist. Diese Aussage gilt auch hier und auch fiir klassische lineare Regressionsmodelle.
Satz 3.4.3

FEs sei

{fq, xti|t€{1,...,T},ie{l,...,n}}

ein LFRM mit Regressionsfunktion X und W bezeichne die Verteilungsannahme zu
Yy = (}71, e ?T)’ mit Verteilungsparameter g und Parametrisierung I'. Dann ist g iden-

tifizierbar genau dann, wenn X injektiv ist.

Beweis:

=" g sei identifizierbar. Seien aulerdem 7, 1 € Fio,(R)" mit 7 # 7. I'(y) und I'(7)

coc2

sind nach Voraussetzung nichtleer und fiir P € W gilt:

~ ~A~ ~

~ A~
PeT(n) <= EpY = X(7)).
Da E identifizierbar ist, sind I'(y) und I'(7) disjunkt, also X (7) # X (77) und damit

ist X injektiv.

coc2

»&=" X sei injektiv. Weiterhin seien 7, 77 € Fi0»(R)" mit 7 # 7 und P5 € ['(3). Dann
folgt aus der Injektivitéit von X

Ep.Y = X(3) # X (1),

d.h. P53 ¢ I'(n), also ['(7) N T'(n) = 2.

In scharfen linearen Regressionsmodellen ist die Injektivitat von X dquivalent dazu, dass

X vollen Spaltenrang hat, also rg X = n (siehe [Steinmetz2003-2], Seite 36, Satz 3.2.6).
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In LFRM ist dies nicht mehr richtig. Petry (siehe [Petry], Seite 70) gibt ein Gegenbeispiel
fiir symmetrische Dreieckszahlen an. Aber auch bei Intervallen stimmt die Aussage nicht

mehr.

Beispiel 3.4.4

.1 Gegeben seien

1 1 ~ [072] ~ [_173]
X = Y= =

~ [_274
X() =X{) =
—2, 4]
und damit ist X nicht injektiv.
.2 Gegeben seien
1 1 ~ (2,2,2) 0 ~ (2,1,1)n
X = Y = = 10
1 -1 0,1,1)~ 0,2,2) 0
Dann gilt rg X = 2 und 7y # 1), aber
~ (27 373)A
X@) =Xx(@) =
(27 373)A

und damit ist X ebenfalls nicht injektiv. (vgl. [Petry], Seite 70, Beispiel 6.8)

Petry (siehe [Petry], Seite 71, Satz 6.10) zeigte auch, dass in seinem Fall eine zusitzliche
Forderung an X gestellt werden muss, damit X injektiv ist (bzw. dquivalent E iden-

tifizierbar ist). Dies gilt auch im allgemeineren Fall, wenn Parametervektoren aus Fro., (R)™

betrachtet werden.
Satz 3.4.5

Ty @ Ty >0 Ty @ Ty <0 .
my; == . Ny = ,t=1,....,T,+=1,...,n.
0 : sonst 0 : sonst

10" Zur Definition von Fuzzy-Zahlen in Dreiecksgestalt siehe Definition 1.1.18.
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M N
Fiir die (2T x 2n)-Matrix S mit S := gilt:
N M

S'S ist genau dann regulér, wenn

rg X =rg|X|=n.

Dabei bezeichnet S’ die transponierte Matrix zu S und | X | := (|zy|), _,

.....

.2 Die Abbildung

X F?(())c2 (R)n - FIII(())CQ (R)T
B m X(P)
in Definition 3.2.1 ist genau dann injektiv, wenn
rg X =rg|X[=n,
wobei |X| = (|l‘ti|)t=1,...,T .
Beweis:
Zu .1:
Zunéchst gilt
M N M N
X=M+N,|X|=M-N, "= und S'S=1| _ _ |,
N M N M

wobei M = M'M + N'N, N = M'N + N'M und M + N = X'X, M — N = |X['|X].
Damit folgt

S'S st regulir < M — Nund M + N sind beide regulir
< |X[|X] und X'X sind beide regulir
— rg(|X[|X])=n und rg(X'X)=n
<~ rg|X|=n und rgX =n (%) .

(vgl. [Friedmann et al.], Theorem 1) und .1 ist gezeigt.
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Zu .2:
Es sei 7 = (V1,...,7n)" € Feoea(R)" und damit 7; € Fioo(R) (i = 1,...,n).
Es gilt
Vae]0,1]: 37" = [z (a), rs, ()],
mit
l5.(a) == min 7%, r5, (@) := max77* (i =1,...,n, a €]0,1])
(vgl. Definition der Randlinienfunktionen, Definition 2.1.5)

Weiterhin sei

V(@) = (G, (@), - (@), 5, (@), - 5, (@) (@ €]0,1])

n(a) mit n € Feoo(R)™ sei analog definiert.

coc2

Die (I' x n)-Matrizen M = (my),_, . und die Matrix S seien

i=1,..., n i=1,..., n

definiert wie in .1. Dann gilt

T O = (my +ny) 077 M
~>a
my Oy 1 x> 0
ntiOA’YJZ—ZQ Dox <0
= (myO37")®(n,; 0777

[mtil’%(a) + ntir%(a)a mtir%(a) + ntil’%(a)] (a S ]Ov 1])

Es folgt
(20 O 1) ®p ... ®p (210 O 7))~ = (20 OV ®...®(24,072%) (a €]0,1]) 12
= [a,b]
mit
a:= i(mtil%(a) + iy, (@) b= i(mtir%(a) +ngls (@) (o €]0,1)).
=1 i=1

1 siehe Definition der Minkowski-Operationen in Definition und Satz 1.2.1

n
12 Anwendung von Satz 1.2.4 auf f : R* = R, f(ai,...,a,) = Y. zya;
i=1
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Also

X(y) = X(1n) <= VYa €]0,1] Sy(a)= Sn(a)

Nun zum Beweis von .2 des Satzes.
[44
”<:

Sei rg X =rg|X| = n, also S'S regulir (mit .1).

(*)

X=X = Vac]0,1 Sy(a)= Sn(a)

— Vae€l0,1] S'Sy(a)=

= Va€l0,1] y(a)=rn(a)

= 1=1
Also ist die Abbildung X injektiv.
y= "
Die Abbildung

X Fra®)" — Foo®)"
B = X(B)
sei injektiv.
Gezeigt wird zunéchst rg S = 2n.
Es sei
Uy
Up,
S =0 (u5,z€R, i=1,
21
Zn
zio ou <z 0
und a; ;== u;, ¢; : =0, b; := , d; =
U; Uy > % U; — 25

Vi = lai b)) P, = i, di), (i =1,...,n).

13 d.h. ; bezeichnet die durch [a;, b;] definierte Fuzzy-Menge in R
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Dann gilt

U1 aq C1
Up, ap, Cn
0=3S — S =5

21 by dy

Zn by, d,
M M

— X : =X : (siehe (%))

Yn Tn

= Vi=1,...,n 3 =17 (X injektiv)
— szl,,n a; = ¢;, b; = d;

= Vi=1,...,n u; =0, 2=0

Also gilt: rg S = 2n = S'S regulir = rg X =rg|X| =n (mit .1).

Also ist X injektiv genau dann, wenn rg X = n und rg | X| = n gilt. Die Injektivitéit von
X ist jedoch dquivalent mit der Identifizierbarkeit von E .

Damit lisst sich die Uberpriifung der Identifizierbarkeit des Parametervektors E auf die
Untersuchung der Ringe von X und |X| zuriickfiihren. Im Folgenden werden nur solche

Modelle betrachtet, bei denen g identifizierbar ist, also rg X = rg|X| = n gilt.
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3.5 Eigenschaften der Regressionsfunktion im LFRM

In den néchsten beiden Sdtzen werden fiir die folgenden Abschnitte notwendige Eigen-
schaften der Regressionsfunktion X im LFRM angegeben. Die Abbildung X ist linear
und Lipschitz-stetig. Ist X injektiv, so existiert ihre Umkehrabbildung X~ die ebenfalls
linear und Lipschitz-stetig ist.
Satz 3.5.1

.1 Die Abbildung (Regressionsfunktion)

X:Ff:lgd(R)n — FESCZ(R)T
Bom X(@),

in Definition 3.2.1 ist linear, d.h.

X (A0 Y) @ (10p 1) = (A0p X (7)) @ (1OF X (1),

V)‘a M € Ra via i € FESCZ(R)H .

.2 Es sei rg X = rg|X| = n (X ist also injektiv). X~ : X (Fio,(R)") — Fooo(R)"
bezeichne die Abbildung mit
XT(X(@) =7, V7 € Fu(R)"
Dann ist X~ linear, d.h.
X ((ASF ) OF (u0h D)) = (A0} X () @ (10 X~ (D)),
YA nER, VI, 7 € X (Fion(R)").
¢
Beweis:
Zu .1:

Benutzt man die Identititen aus Satz 1.2.9, die Definition von O} und &} und die

Definition von X ist die Aussage leicht nachzuweisen.
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Zu .2:
Folgt direkt aus der Linearitdt und Injektivitéit von X:

Es seien U, 7 € X (Feoe2(R)™). Dann existieren eindeutig bestimmte 7, 17 € Fto ., (R)" mit
X() = v, X () = v und es gilt
X~ ((\SF D) ef(uoi) ) = X~ ((AOF X(7) @ (nS X (i)
= X (X ((\OL7)@F(nOED))
= (AOp7) @ (nOR1)
= (AGR X (2))&r(p0r X ()
|
Satz 3.5.2
.1 Jede Regressionsfunktion X : Fio,(R)" — Fro,(R)” in einem LFRM ist Lipschitz-

stetig bzgl. por und py,, d.h. es existiert L € [0, 0o mit

pQ,T(X( ) (77)) < Lp? n(fy’ ~) \V/’Y, n € FcocZ(R)
und minimaler Lipschitz-Konstante
[1X|| = sup { p2,r (X (7), X () | 7> 1 € Feoea(R)", p2n(7. 1) = 1} € [0500].

Es gilt sogar || X || € 10, 00[ , falls X nichtkonstant ist.

.2 Es sei X : F"°

coc2

LFRM, d.h. rg X =rg|X|=n und

® - o

wo(R)T eine injektive Regressionsfunktion in einem

X7 X (Fioea(R)") = Fgeo (R)"

bezeichne die Abbildung aus Satz 3.5.1.2. Dann ist X~ Lipschitz-stetig bzgl. psr

und ps,,, d.h. es existiert L € ]0, co[ mit

P2 n(fy’A/) < Lp? T( ( ) (77)) \V/’Y, 77 € FcocZ(R)

und minimaler Lipschitz-Konstante
X 2= sup { pon (X (2), X~ (@) | 8, € X (FIu(R)"), por(d,2) = 1} € 10500
¢
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Beweis:
zu .1:

Es seien 7 = (71,..., V)" € Fioo(R)" und 17 = (11,...,7)" € Fion(R)".

pr(X(@), X@) = > (XE) (X@):)"

T 1
— Z/ |8(X@)t(a,u) — S(X(ﬁ))t(a,u)|2du da

T 1
2 14
= E S n Q,U) — Sn a,u)|” duda
tl/o 50| .letiOF:?i( ’ ) Z:lxn-OFﬁi( ! )|
- 1= 1=

T 1 n n
- Z/ /SO |Zsmti0p%(aau) - ZsmtiOFﬁi(a’u)F du do
t=1 70

=1 =1

T 1 n
- Z/0 /SO | Z(SmtiQF%(aau) - SmtiQFﬁi(&,u))Pduda
t=1 i=1

T 1 n 2
< S [ [ S leul s () = s ()| duda

t=1 70 /5% [i=

(Dreiecksungleichung und vgl. Lemma 1.2.28 mit Beweis)
<

T 1 n n
S [ [ S el 3 e ) = s w)) P duda
=170 J8% j=1

(Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

- XT:Z |$ti|2§;/01 /S |(s5, (v, u) — s (v, u)) |* duda

t=1 =1
n T n
= ZZW“ZZW(%,%)Z
i=1 t=1 j=1
=L
- LpZ,n(ia@Z

Damit ist X Lipschitz-stetig und ||X || € [0, o0 .

W S 20 7 = (201 O 1) ®OF . .. Op (T4n OF Vi)
i=1
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Zu zeigen bleibt, dass ||X|| die minimale Lipschitz-Konstante ist. Fiir 7 # 7 gilt:

p2,r(X (%), X (7)) ( 1 T~ 1 T )
L2 (R X (), ———— oL X (i
1 - 1 -
() (o)
? ( pon(3,m) T+ pon(3,7) T
< |IX]],

und daher ist || X || eine Lipschitz-Konstante.
Fiir £ > 0 existieren (gemaf der Definition von [|X||) 7, § € Fion(R)™ mit py,(7,7) =1

coc2

und
p2,r(X(7), X(0) > [|X|] — e = ([ X[| = &)pon(3, 1) -

Also ist ||X|| — ¢ keine Lipschitz-Konstante und ||X|| ist somit die kleinste Lipschitz-
Konstante.
Ist X nichtkonstant, so existieren 7 # 7 mit X (7) # X (1), 7, 7 € Fio(R)". Weiterhin
gilt

0 < por(X(3), X () < [|X]|p2n(3,7) = 0, falls || X]| =0,

und daraus ergibt sich ein Widerspruch. Also gilt || X|| € ]0,00[ , falls X nichtkonstant

ist.
Zu .2:
Es seien 7 = (71,...,7)" € Faoee(R)" und 17 = (71, ..., 7n)" € Fioea (R)™. Die Matrizen S,
M, N seien definiert wie in Satz 3.4.5.2. Weiterhin sei
l5.(a) == min 7%, r5 (@) := max 7% (i=1,...,n, a €]0,1]),
~>«
e
|| el
7
l5,(0) =7%,(0) :== 0 und
lﬁl((y) rﬁl((x)
l3(a) = : , m5(a) = : (€ 0,1]).
5, () 5. (@)
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Es gilt

2
1 L Iy

p2([l1, 1], [l2, m2])* = 592,2 (( ) ; ( >) , Viylyr,ra €R L <y, lp < P
r T2

(siehe Beispiel 1.2.29.1 und .2). Auflerdem sei

> 200l ri] = (210l 1)) @... @ (2, O[ln, 7)) i, liyri ER I <1y (i=1,...,n)
=1

und

X, 09°% = (zn 07 @...® (1, 077%)  (t=1,....,T,a €10,1]).

p2,n(ia@2 = ZPZ(%;@V
i=1

- "1 l%(a) lﬁi(a) 2
= 5P2,2 , do
Z/ 2f (( m(a)) (m(a) )>

l% (a) l7~71 (a)

DN | =

/1 I, (@) Iy, (@)
P2.2n ) do
0

T3 (a) U (a)

5. () 7, (@)

Sy (H ( 5 ) (5185 ( 0 )) "

Lo [ (o) o)\
Rk S, o (S ( ry(a) ) o ( rz(a) )) .

(l(s"S)7'8"]] = sup{(5"S)"'S'a | a € R, |lallz =1} )

IN

15 Fiir @, b € R™ entspricht p2 ,(a,b) dem euklidischen Abstand ||a — b||,.
Im Beweis sei p2.n(a,)? := (pa.n(a,b))’.
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() (Mlz(a) + Nrz(a)):
\ (Nig(a) + Mry(a)),

( Mt',lj(a) = thil%(a) , Nt',rj(a) = Zntir%(a) , USW.)

= LZ/O P2 (Zx&@[l%(a),r%(a))],thiO[Zﬁi(a),rﬁi(a))O do

T 1

= LZ/ P2 (X{,sza,X{,Oﬁzo‘)Qda
t=1 70

= Lpor(X(3), X (7))

Die anderen Aussagen werden analog zu .1 bewiesen.
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Kapitel 4
Die Kleinst-Quadrate-Schatzung

In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt, den unbekannten Parametervektor E in
einem LFRM
{ﬁ, wa|te{l,... T}, ic {1,...,n}}

mit injektiver Regressionsfunktion X, auf Basis einer Beobachtung
g = (gla s agT)l € Fggc2(R)T

zu schitzen. Die Methode ist eine Verallgemeinerung der Kleinst-Quadrate-Schéitzung

(KQ-Schétzung) in scharfen Regressionsmodellen.

Zunichst wird dazu in Kapitel 4.1 die KQ-Methode fiir scharfe Regressionsmodelle vorge-
stellt, und es werden Giiteeigenschaften des KQ-Schitzers angegeben. Die KQ-Methode
zeichnet sich durch ihre geometrischen und stochastischen Eigenschaften aus. In klas-
sischen Regressionsmodellen ist der KQ-Schitzer BLUE (Satz von Gauf-Markov, Satz
4.1.4), also bester (effizienter) Schétzer in der Klasse aller linearen, erwartungstreuen
Schitzer.

In Kapitel 4.2 wird zunéchst versucht den klassischen KQ-Schétzer mittels des Erweite-
rungsprinzips von Zadeh auf LFRM zu erweitern. Es zeigt sich jedoch, wie auch schon
von Korner und Néther (siehe [Korner/Nather], Seite 106ff) und Petry (siehe [Petry], Sei-
te 73ff) festgestellt, dass der erweiterte KQ-Schétzer i.A. weder seine stochastischen noch

seine geometrischen Eigenschaften beibehilt (siehe Beispiel 4.2.2 und Satz 4.2.3). Deshalb
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wird in dieser Arbeit ein direkter Kleinst-Quadrate-Ansatz verfolgt. Der KQ-Schatzwert
im LFRM wird definiert als die eindeutige Losung eines Minimierungsproblems und es
wird nachgewiesen, dass dadurch tatséichlich eine Schitzung, also eine messbare Abbil-

dung definiert wird.

4.1 Die Kleinst-Quadrate-Schitzung im LRM

Im Folgenden wird das in der Okonometrie iibliche Verfahren vorgestellt, in klassischen Re-
gressionsmodellen zu einer Schitzung B\ des unbekannten Parametervektors zu gelangen.
Die zugrunde liegende Idee ist dabei zunédchst geometrischen Ursprungs. Man gibt sich ein
Kriterium vor, dass die Abweichung der Beobachtungen y von den , geschitzten® Werten

~

Y= XB misst und bestimmt denjenigen Parametervektor B, als ,,Schiitzung“! fiir den

unbekannten Parametervektor 3, der diese Abweichung minimiert.

Definition 4.1.1

Gegeben sei das lineare Regressionsmodell
Y=X+U

mit der Beobachtungswertmatrix (y, X). Eine Lésung B(g) € R™ des Minimierungspro-

blems

min(y — X7)'(y - X7) (4.1)

bezeichnet man als Kleinst-Quadrate-Lésung (KQ-Losung). Zu B(g) heifit

u=y—XB(y)
der Vektor der KQ-Residuen. (vgl. [Steinmetz2003-2], Seite 35, Definition 3.2.1 oder

[Steinmetz2002], Seite 181, Definition 10.2.1)
¢

Zunichst bleibt festzuhalten, dass das Minimierungsproblem (4.1) in Definition 4.1.1 ein-
deutig l6sbar ist, falls rg X = n gilt. Die Losung erh&lt man durch Losung eines linearen

Gleichungssystems.

! Das Wort Schitzung steht hier (noch) in Anfiihrungszeichen, da dieser Ansatz ohne Statistik und
Zufallsvariablen moglich ist und somit keine Schitzung im statistischen Sinne durchgefiihrt wird.
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Definition und Satz 4.1.2

Gegeben seien das lineare Regressionsmodell
Y=Xp+U

und die Beobachtungswertmatrix (y, X') mit rg X = n. Dann ist das Minimierungspro-
blem (4.1) in Definition 4.1.1 eindeutig l6sbar und die KQ-Ldésung B(g) ist Losung der

sogenannten Normalgleichungen

X'XB = X'y

und es gilt

')

(y) = (X'X)"'X"y.
In diesem Fall wird die Abbildung
B:R" - Ry~ By = (X'X) "Xy
als Kleinst-Quadrate-Schitzfunktion (KQ-Schitzfunktion, Kleinst-Quadrate-
Schitzer, KQ-Schiitzer) bezeichnet und E(g) als KQ-Schitzwert.
i =XB(y)

heit der nach der KQ-Methode geschétzte y-Vektor (vgl. [Steinmetz2003-1], Seite
181, Definition 10.2.1, Satz 10.2.2)

Beweis: siehe [Schonfeld], Band 1, Seite 30ff

Bemerkung 4.1.3
.1 Auch die Abbildung B(Y) = B oY wird als KQ-Schitzfunktion (KQ-Schitzer)
bezeichnet.
.2 Geometrisch bedeutet die Berechnung von E, denjenigen Parametervektor zu be-
T T

stimmen, der die Summe der quadrierten Residuen Y u? = (y; — §;)* minimiert.
i=1 =1
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.3 Die Festlegung auf die quadratische Abweichung ist dabei zunéchst willkiirlich, legi-
timiert sich aber durch ,verniinftige“ statistische Figenschaften des so bestimmten

Schiéitzers (siehe Satz 4.1.4, Satz von Gauf-Markov).

Im folgenden Satz werden wichtige Figenschaften des KQ-Schétzers angegeben.

Satz 4.1.4 (Gauf3-Markov)

Gegeben seien das lineare Regressionsmodell
Y=Xp+U

und die Beobachtungswertmatrix (y, X) mit

rgX =n, EU=0, e

Dann ist der KQ-Schétzer
B(Y) = (X'X) XY

bester in Y linearer erwartungstreuer Schétzer fiir 3 (engl. Abkiirzung BLUE fiir Best
Linear Unbiased Estimator). (siehe [Steinmetz2002], Seite 189, Satz 10.3.3)

Beweis: siehe [Schonfeld], Band 1, Seite 62

Auf eine weitere Eigenschaft des KQ-Schétzers, namlich die starke Konsistenz, wird in

Kapitel 5 eingegangen (siehe Satz 5.1.1).

4.2 Die Kleinst-Quadrate-Schitzung im LFRM

In diesem Abschnitt wird ein Schétzverfahren zur Schitzung des unbekannten Parame-
tervektors g im LFRM entwickelt. Dazu wird zunéchst der klassische KQ-Schétzer aus
Kapitel 4.1 mit Hilfe des Erweiterungsprinzips von Zadeh auf den Fuzzy-Fall iibertragen.

Dies fiihrt jedoch zu unbrauchbaren Ergebnissen. Es werden weder die geometrischen
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(siehe [Petry], Seite 73) noch die statistischen (siehe Satz 4.2.3) Eigenschaften erhalten.
Aus diesen Griinden wird in dieser Arbeit ein direkter Kleinst-Quadrate-Ansatz verfolgt,
wobei die Erwartungstreue auch im KQ-Fall noch offen ist.

Zunichst werden jedoch das Beispiel von Petry und die Untersuchungen von Kérner und
Niéther diskutiert.

Beispiel 4.2.1

Gegeben sei das LFRM

mit Beobachtungswertmatrix (y, X') und rg X = n. Wendet man das Erweiterungsprinzip
von Zadeh auf den KQ Schétzer aus Definition und Satz 4.1. 2 an, so erg1bt s1ch die
Schéitzfunktion B (Bl, ey E n) und der unscharfe Schétzwert 6(“) (ﬁl(“) ﬁ )

mit

Ei : Fno

coc2

(R)" — Fee

coc2

y = B(A) B(:) (i=1,...,n)

(R)

mit Zugehorigkeitsfunktion

ME(@ (Z) = Sllp min {Mgl (y1)7 ] MﬂT (yT)} 72
o yeR :z=¢(X'X)"'X"y
d.h.
B=2p) mitZ:=(X'X)"'X",
Dabei sei

Z(Y) = (Z1.0rY,---, Zp Or )
(vgl. Definition von X(g) in Definition 3.2.1).
Die Wohldefiniertheit der Abbildung Z bzw. E folgt aus der Anwendung des Erweite-
rungsprinzips (siehe Satz 1.2.2) auf die Abbildungen

Zy:RC=R y—=Zy (t=1,...,T).

Die Messbarkeit folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit der Abbildung 7 (vgl. Satz 3.5.2). (siehe
[Petry], Seite 73, Beispiel 6.12)

2 Dabei bezeichnet e; den i-ten Einheitsvektor.
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Beispiel 4.2.2
Im Folgenden sei n = 2. Liegen im scharfen Fall die Beobachtungen auf einer Geraden
y =01+ P,

so liefert der KQ-Schétzer als Schéitzwert gerade (31 und [3, (siehe [Petry], Seite 73). Diese
wiinschenswerte geometrische Eigenschaft hat der erweiterte KQ-Schéitzer aus Beispiel
4.2.1 jedoch nicht. Hierzu ein Beispiel mit symmetrischen Fuzzy-Dreieckszahlen und ein

Beispiel mit Intervallen.
.1 Es sei T' = 2 und die Beobachtungen
(T11, 01, 91) = (1,1,(2,2,2) o) und (w91, 792, 92) = (1,2,(3,3,3)4)
gegeben. Dann ergibt sich als erweiterter KQ-Schétzwert
5
By (1,5,5)

obwohl die Beobachtungen auf einer ,,Fuzzy-Geraden*“

Z(y) = (X'X)"'X'(g) =

v=(1,1,1),®p((1,1,1) . Op x) 3
liegen (siehe [Petry], Seite 74).
.2 Es sei T' = 2 und die Beobachtungen
(211, 201,71) = (1,1,[0,2]) und (21, 222,92) = (1,2,]0,3])
gegeben. Dann ergibt sich als erweiterter KQ-Schétzwert
El [3,4]
B, 2, 3]

obwohl die Beobachtungen auf einer ,,Fuzzy-Geraden“
y=10,1]®r([0,1]0p z) = [0,1]®(]0,1]Ox)

liegen.

3 Dabei sei AOpz :=zOp A, z € R, A € FPB(RF), vgl. Definition und Satz 1.2.6.
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An diesen Beispielen erkennt man, dass die geometrischen Eigenschaften des klassischen
KQ-Schétzers i.A. nicht erhalten bleiben. Liegen die gegebenen Daten auf einer ,,Fuzzy-
Geraden*
y=5 ®F(EQOF z)

so werden mittels des erweiterten KQ-Schétzers aus Beispiel 4.2.1 51 und 52 i.A. nicht
errechnet. Diese wiinschenswerte Eigenschaft des klassischen KQ-Schétzers geht also ver-
loren.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass i.A. auch die Erwartungstreue des KQ-Schétzers
nicht erhalten bleibt und somit auch keine BLUE-Eigenschaften zu erwarten sind. Dazu

der Satz von Korner und Néather.

Satz 4.2.3

Fiir das LFRM

B'Y = X(5)

gibt es i.A. keinen linearen erwartungstreuen Schiitzer der Form B = C(Y) * mit einer

(T x n)-Matrix C, d.h. es existieren X = (x4;),_, ., derart, dass EAC(z) £ X (B) fiir

E € F2° ,(R)". (vgl. [Korner/Néther], Proposition 2)

¢
Beweis: siehe [Korner/Nither|, Seite 107

|

Der in Beispiel 4.2.1 vorgestellte Schétzer kann damit, da er linear in y bzw. i ist, i.A.
nicht erwartungstreu sein.

Nither (siehe [Néther|, Abschnitt 5) schligt daher eine abgeschwichte Form von Er-
wartungstreue vor, um eine ,abgeschwichte“ BLUE-Theorie zu entwickeln, allerdings
nur im Falle symmetrischer Dreieckszahlen. Kérner (siehe [Korner 1997-1], Seite 64f)
geht zum Nachweis statistischer Eigenschaften (BLUE-Eigenschaften) zu einem ande-
ren Modell iiber, der Bezug zum urspriinglichen Modell ist jedoch fraglich (siehe auch

[Korner/Néther|, Seite 107ff).

* vgl. Definition von X () in Definition 3.2.1, Wohldefiniertheit und Messbarkeit folgen mit densel-
ben Argumenten wie in Beispiel 4.2.1
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Da in dieser Arbeit das in Definition 3.2.1 vorgestellte Regressionsmodell untersucht
werden soll, werden diese Ansétze nicht weiter verfolgt. Ziel bleibt der Vorschlag eines
Schétzers fiir einen moglichst allgemeinen Fall, d.h. mo6glichst allgemeine Fuzzy-Mengen
bei abhéngiger Variable und Parametervektor, und der Nachweis stochastischer Eigen-
schaften dieses Schéitzers. Vorgestellt wird ein Schétzer als Losung eines Minimierungspro-
blems, analog zu Definition 4.1.1, wodurch die gewiinschten geometrischen Eigenschaften
trivialerweise erfiillt sind. Auch Kérner und Néther stellen fest, dass ,,. .. ein direkter KQ-
Ansatz ... sinnvoller erscheint“ (siehe [Korner/Néther], Seite 109f). Korner entwickelte
explizite Rechenformeln fiir den Fall von LR-Zahlen (siehe [Korner/Nither], Abschnitt
5.2, Theorem 2 oder [Korner 1997-1], Seite 69ff). Ein Nachweis statistischer Eigenschaften
unterbleibt dort jedoch.

Zunichst erfolgt die Definition des in dieser Arbeit untersuchten Schétzers.

Definition 4.2.4

Es sei
{ﬁ, xti|t€{1,...,T},i€{1,...,n}}

ein LFRM (siehe Definition 3.2.1) mit injektiver Regressionsfunktion X .

1 Zu einer Realisation J = (71,...,Jr) € Feoe(R)" von Y = (V4,...,Yy) heifit
der Vektor g(@ genau dann eine Losung nach der Methode der Kleinsten-

Quadrate, wenn

pa,r(y, X (E@)) = min {p2,7(%, X (7)) | 7 € Fioea(R)" } (4.2)
gilt.

.2 Eine Abbildung

~

E:Fno

coc2

(R — Feo

coc2

(R)"

heiBt genau dann Kleinst-Quadrate-Schitzfunktion (KQ-Schitzfunktion,

Kleinst-Quadrate-Schitzer, KQ-Schitzer) fiir E , wenn fiir jede Realisation
y € Fion®)", der Wert B(@ eine Losung nach der Methode der Kleinsten-Quadrate

coc2

ist und B eine B, (Fiowo(®))-B,, (Fioy(R)")-messbare Abbildung ist.
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.3 Zu einer Realisation § € Fowy(R)" wird der Vektor g(@ ein Kleinst-Quadrate-

coc2

Schitzwert fiir ﬁ genannt, falls eine Kleinst-Quadrate-Schétzfunktion B fiir g
existiert mit g(@ = B(@

Bemerkung 4.2.5
Auch die Abbildung B(Y) := B oY wird als Kleinst-Quadrate-Schitzer bezeichnet.

¢

Im néchsten Satz wird festgehalten, dass das Minimierungsproblem (4.2) in Definition
4.2.4.1 eine eindeutige Losung besitzt.

Satz 4.2.6

Es gelten die Notationen und Voraussetzungen aus Definition 4.2.4. Dann ist das Mini-

mierungsproblem (4.2) in Definition 4.2.4.1 eindeutig Idsbar.

Beweis:

1 Es sei jpnogyr die Standard-Einbettung von Fgoe, (R)T in Ly([0, 1] x S°)T. Aufgrund

coc2

der Eigenschaften von jpno gy, der Konvexitédt von
{ jrno iy (A) | A € Fggc2(R)} (siehe Satz 1.2.30)
und der Linearitdt von X ist es leicht zu sehen, dass

{pne, @m0 X(3) [ 7 € Figeo (R)"}

0002

eine konvexe Teilmenge von Lo ([0,1] x S°)7 ist.

.2 Da (Foos(R), p2) vollsténdig ist, gilt dies auch fiir (Fyo,(R)", p2.,). Aus Satz 3.5.2.2
folgt
[|pne, )7 (X (D)) = Jene,@yr (X(@D)r = p2,r(X(3), X (1))

P20 (7, 1) )

> , V7, € Fon(R)™, (%)
X ?
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wobei || X || die minimale Lipschitz-Konstante von X, der Umkehrabbildung von

X, bezeichnet.

Es sei (< fr >)r (k € N) eine konvergente Folge in

{]F‘C‘g’c2 T 0 X( ) | y € Fcoc2(R) } :

Aufgrund der Injektivitdt von jpno (myr und X existieren eindeutig bestimmte
(i, )e € Fis(R)" mit

< fr >= ez, © X (11,) -
(Dabei bezeichnet ﬁk das k-te Folgenglied und nicht die k-te Koordinate des Vektors

n.) Wegen (x) ist 77, eine Cauchyfolge in (Fio,(R)", p2,n), die einen Grenzwert in

(FESCZ(R)na pQ,TL) bezeichnet mit 77 € FCOCZ(R)na besitzt. Aus

| < fie > =dpme,@yr 0 X(@ )l = e, © X (1) = Jre,myr 0 X (107)]]2

IN

X e,y (77,,) = drne, @y (1) 2m
(Satz 3.5.2.1)

folgt, dass der Grenzwert von (< fj, >)i in

{]FIC‘(‘))C )T © X( ) | vy € FCOCZ(R) }

liegt, diese Menge also eine abgeschlossene Teilmenge von Lo([0, 1] x S ist.

Mit .1 und .2 ist
{jFCOCQ )) | ’y E F?OOCQ (R)n}

also eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge des Hilbert-Raums Lo ([0, 1]x S°)T. Wegen

Satz B.4 (siehe Anhang B) existiert also ein eindeutiges

<f>€ {JFggcz )TOX( )|7€Fcoc2(R) }7

dass das Minimierungsproblem

| <g>—<f>|2r — min, 9= Jrmo w7 (Y), Y € Froy(R)”

coc? g coc2
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16st. Aufgrund der Injektivitét von X und jgse myr und da jpao g7 isometrisch bzgl. py 1
und || - ||2,7 ist, ist der Satz gezeigt.

Korner und Nither (siehe [Korner/Néther], Seite 112) benutzen dieses Resultat ebenfalls,
ohne aber zu erwihnen, dass die Eigenschaften von X und X~ sowie die Eigenschaften
von jpro (gyr zum Beweis benotigt werden.

Im néchsten Schritt wird die Existenz einer Kleinst-Quadrate-Schatzfunktion, also die Exi-
stenz einer messbaren Abbildung, nachgewiesen und gezeigt, dass die Kleinst-Quadrate-

Losung tatsdchlich einen Schéitzwert fiir den unbekannten Parametervektor E darstellt.

Satz 4.2.7
Gegeben seien die Notationen und Voraussetzungen aus Definition 4.2.4. Dann existiert

genau eine messbare Abbildung

B:FI,(R)T - Fiu(R)"
B@ ~ 5@
mit
poa(@ X (@) = min {por(@ X(3) |7 € Frou(®R)"} |

d.h. g(@ ist ein Kleinst-Quadrate-Schétzwert fiir E und B ist eine Kleinst-Quadrate-
Schétzfunktion fiir E :

Beweis:
.1 Die Wohldefiniertheit der Abbildung B folgt direkt aus Satz 4.2.6.

.2 Zu zeigen bleibt die Messbarkeit von B: Dazu wird das Measurable Selection Theo-
rem (MST) (siche Anhang A, Satz A.7) benutzt. Es sei

f:FY

coc2

(R)" x Feo

coc2

(R — R
(ga i) = —pP2,T (ga X(i)) .
Zunichst werden die Voraussetzungen des MST {iberpriift.
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° (FHO

coc2

da (Fgo

coc2

oder [Kritschmer2002-2|, Theorem 3.2) und damit ebenso (Fi.,(R)", 7,, ).

(R)", 7,,,) ist ein polnischer Raum (siche Anhang B, Definition B.3),
(R), 7,,) vollstindig metrisierbar und separabel ist (siehe Satz 1.2.26

o Ve, (R)T 3B €F,(R)" mit

coc2 coc2

-~

[G@B) = -pa@XE)
= —min{pr(y, X(7)) |7 € Froea (R)" }
= sup {—pQ,T@a X@)) | i € FESCQ(R)TL}

= (7 Fooea(R)")
e Essei f die Abbildung

f:Fe

coc2

(R)T % Fno

coc2

(R)* — R

@7 = —pr(y, X(7) -

Dann ist die Abbildung

f(7) = =p2r (- X(3))

stetig bzgl. 7,, . und damit B;, _(Fie.,(R)")-B messbar.”

coc2

Die Abbildung
f@.)=—=por(y-)oX

ist stetig bzgl. 75, (siehe Satz 3.5.2.1).

Also kann man das MST anwenden.

L : no
Damit existiert eine B, (Fio

(R)T)-B%,n (F° ,(R)™)-messbare Abbildung

coc2

P : 1?2802
o7 (7,2(7) = F(7,217) = f(7 Foe@®")
= Ssup {f(ga i) | i S FESCZ(R)TL}

= —min{p7r(7, X)) |7 € Froea(R)" } .

(R — F

coc2

(R)" mit

5 B bezeichnet die Borel-o-Algebra iiber R.
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Da das Minimierungsproblem (4.2) in Definition 4.2.4.1 eindeutig losbar ist, gilt

3(3) = B = 5@

und der Satz ist bewiesen.

Der Nachweis statistischer Eigenschaften des vorgestellten KQ-Schétzers erfolgt im néchs-

ten Kapitel.
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Kapitel 5

Die starke Konsistenz des

Kleinst-Quadrate-Schitzers

In diesem Abschnitt wird eine statistische Absicherung des in Kapitel 4 vorgestellten
Kleinst-Quadrate-Schéitzers im LFRM vorgenommen. Grundgedanke dabei ist, dass der
Schétzer unter ,,optimalen® Bedingungen ,,gute” Ergebnisse liefern soll. Gezeigt wird die
starke Konsistenz des KQ-Schétzers, also die P-fast sichere Konvergenz der Folge von
KQ-Schétzfunktionen gegen den unbekannten Parametervektor E . (Starke) Konsistenz ist
eine asymptotische Eigenschaft, das bedeutet, dass beliebig grofie Beobachtungsumfinge
betrachtet werden (also 7" — oo). Eine wiinschenswerte Eigenschaft eines Schétzers ist
dann, dass in einem solchen Fall der Schitzer beliebig ,,gut“ bzw. beliebig ,,genau* sein soll.
Schitzer, die diese Eigenschaft nicht haben, sind wenig sinnvoll. Deshalb wird im Falle von
(starker) Konsistenz auch von einer ,minimalen statistischen Absicherung gesprochen
(siehe [Kriatschmer2001-2], Seite 277). Petry (siehe [Petry], Seite 77, Satz 6.16) zeigte in
seiner Arbeit die schwache Konsistenz (siehe Anhang A, Definition A.10) des KQ-Schét-
zers in seinem Modell, d.h. fiir den Fall symmetrischer LL-Zahlen.

In Kapitel 5.1. wird zunéchst der Fall scharfer Regressionsmodelle untersucht und werden
Voraussetzungen angegeben, unter denen der scharfe KQ-Schétzer stark konsistent ist. In
Kapitel 5.2 werden diese Voraussetzungen auf den Fuzzy-Fall iibertragen und wird die

starke Konsistenz des KQ-Schétzers im LFRM nachgewiesen.
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5.1 Die starke Konsistenz des KQ-Schéitzers im LRM

In diesem Abschnitt werden hinreichende Bedingungen angegeben, die die starke Konsi-
stenz des KQ-Schitzers im LRM sichern. Ein sehr allgemeines Ergebnis findet sich bei
[Lai et al.] (siehe Anhang A, Satz A.8). Leider ldsst sich mit den dort vorgestellten Bedin-
gungen die starke Konsistenz des KQ-Schétzers im LFRM nicht nachweisen. Im folgenden
Lemma werden Bedingungen angegeben, die iibertragbar auf LFRM sind.

Lemma 5.1.1

.1 Es bezeichnen || - ||, || - ||z die euklidischen Normen auf R* bzw. R”. Weiterhin sei
ry € R (t €N, i€ {l,...,n}) derart, dass die (T' x n)-Matrix Xp = (z;) =17 fiir

eine beliebige natiirliche Zahl T' ab einem T, € N vollen Spaltenrang besitze. Es sei
Xr():R" =R, o Xra
die zu X7 gehdrige lineare Abbildung und fiir T' > Ty, bezeichne
X7 Xr(R") - R?

die Abbildung mit
X7 (Xr(a)) =a, VYaeR".

Ist ((To + T)||X7|[*)r mit
|X7 ] = sup {||X7 (b) = X7 (O)]n | b, c € Xo(R"), ||b—cllr = 1} (T > Ty)

ein beschrinkte Folge in R, so ist die Regressionsbedingung (R) in Satz A.8 (siehe
Anhang A) erfiillt.

.2 Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichungen wie in .1 und es sei
| Xl := sup {[|X7 allr | € R, [lall, =1} -
Existiert eine positiv definite Matrix n X n-Matrix M mit
. 1 ,
2 e =M

wobei der Grenzwert komponentenweise berechnet wird, so sind

1 _
(Fl1el) T T2
T

beschrédnkte Folgen in R.
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.3 Ist (Uy); eine Folge unabhéngiger reellwertiger Zufallsvariablen iiber einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,P) mit EU, = 0 (t € N), deren entsprechende Folge
Var(U,), ihrer Varianzen beschréinkt ist, so existiert zu jeder Folge (c;); reeller Zah-

o0
len mit Y ¢? < oo ein A € F, P A =1, sodass
i=1

o0

Z Uy (w)

t=1
eine konvergente Reihe fiir w € A ist und damit ist Bedingung (S) aus Satz A.8
(siche Anhang A) erfiillt.
(vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 278ff, Lemma 5.4.2, Lemma 5.4.3)

Beweis:
zu .1 und .2:
siehe [Kritschmer2001-2], Seite 278ff

Es gilt:

® ECtUtZO (tEN),

o STE(elh)? < o .

t=1
o0
Die P-fast sichere Konvergenz von Y ¢,U; folgt dann aus einem Kriterium fiir die fast

=1
sichere Konvergenz unendlicher Reihen (siehe Anhang A, Satz A.9).

Bemerkung 5.1.2

Die Annahme, dass eine positiv definite Matrix n X n-Matrix M existiert mit

1
lim —=X7Xp =M,

T—o00

ist eine in der 6konometrischen Literatur iibliche Bedingung zum Nachweis der schwachen

Konsistenz von KQ-Schétzfunktionen (vgl. [Kriatschmer2001-2], Seite 279).
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Der folgende Satz stellt Bedingungen zusammen, aus denen die starke Konsistenz des
KQ-Schétzers im LRM folgt und die sich auf LFRM iibertragen lassen.

Satz 5.1.3

Es sei (Y};); eine Folge stochastisch unabhéngiger 2-fach P-integrierbarer reellwertiger Zu-

fallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (S, F,P) mit Varianz VarY; fiir alle

teN. FirT > T, (Ty € N) sei
{}/;7 IL’ti|t€{].,...,T},iE{].,...,TL}}

ein LRM mit Regressionsparametervektor f € R" und EU; = 0 (t € N). Fiir die Regres-

sionsmatrix X gelte rg Xo = n fiir alle T > 'T,. Weiterhin sei
| X7[| := sup {[| X7 al[r [ 2 € R*, [al, =1}
und
|X7 || = sup {[| X7 (0) = X7 (c)||n [ byc € Xp(R"), |[o—cllr =1} (T >Tp) .

Sind

(VarYy)e, ((To + D[ X711, <||X7T||2>T

~

beschréinkte Folgen in R, so existiert zu jeder Folge (B(Y1,...,Yr,ir))r von Kleinst-
Quadrate-Schétzfunktionen fiir 3 ein A € 7, P A =1 mit

VBER, Ywe A: lim B(Yi(w),...,Yr(w)) =3.

T—00

Beweis:

Folgt sofort mit Anwendung von Satz A.8 (siehe Anhang A) und Lemma 5.1.1.
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5.2 Die starke Konsistenz des KQ-Schitzers im LFRM

In diesem Abschnitt wird die starke Konsistenz des KQ-Schétzers im LFRM, also die
P-fast sichere Konvergenz einer Folge von KQ-Schétzfunktionen gegen den unbekannten
Parametervektor E nachgewiesen. Dabei werden die Bedingungen aus Satz 5.1.3 auf LFRM

iibertragen.

Satz 5.2.1

Es sei (?t)t eine Folge stochastisch unabhéngiger quadratisch-integrierbarer F7o.,(R)-

wertiger Fuzzy-Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit Fréchet

Varianz Var Y, fiir allet € N. Fiir T > Ty (Tp € N) sei

{fft, xti|t€{1,...,T},ie{l,...,n}}

no

voo(R)™, injektiver Regressionsfunktion

ein LFRM mit Regressionsparametervektor E eF
Xt und der Abbildung
X7 Xp (F2

coc2

(R)") - Fis

coc2

(R)"

aus Satz 3.5.1.2. || X¢|| und || X5 || bezeichnen die minimalen Lipschitz-Konstanten von

Xr und X .. Sind

V' (@i, (55

~

beschréinkte Folgen in R, so existiert zu jeder Folge (B(Yi,...,Yr47))r von Kleinst-
Quadrate-Schétzfunktionen fiir E ein Ae F,PA=1mit

VB € Fr,(R)", Yw € A lim BTi(w), ..., Vr(w)) = 5.

coc2 T 500 ~

Beweis:

Es sei E e F

coc2

-~

(R)" der wahre Parametervektor und (B(Y1, ..., Yn.7))r eine Folge von
Kleinst-Quadrate-Schitzern fiir g Es bezeichne jpno (g)r die Standardeinbettung von
F2oL(R)T in Ly([0,1] x S°)T und (- | )97 das Standardskalarprodukt auf Lo ([0, 1] x S°)T,
welches die Norm || - ||o,r induziert (vgl. [Mathieu], Seite 219).
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Mit Yy o= (Vi,...,Y7), w € Q, 7 € F™

coc2

(R)™ gilt

i (Vpl) Xr ()Y = par (V) Xr(B)? + Sr(w) + mpnr (Xr(B), Xr(3))?,

wobei

S1(w) = 7 (Jeasr V(@) = e (Xr(B)) | vz (Xr(8)) = s (Xr(D))

coc2 coc2 coc2 coc2

2,7

Gezeigt wird zunéchst:
Falls pyp, (E, y) =6 (6 > 0), dann existiert ein A € F, P A =1, so dass fiir alle w € A ein

T, > T, € N existiert mit

o (V). X (D) > por (V) Xr(B)? fir T> T,

1
! (Xr(8), Xr(3))? > L1 (B,7)* (Satz 3.5.2.2, T > Tp)
P2\ AT T\Y Z = 572,00, alz 9.0.4.2, 0
T TXp[PP ==
~ ,
n Y X
> Pon’ ) (ﬁ 1) (¢ :=max < sup T|| X+ ||2 || ll )
C TEN N 71

T>Ty T>T0
.2 Gezeigt wird:
JAe F,PA=1,YweA: lim Sp(w)=0.

T—o00

Es bezeichne (- | )2 das Standardsklarprodukt in Ly([0,1] x S?) (siche Anhang B,
Definition und Satz B.5, Satz B.6). Die Folge

(2,000 () | gy (X2 (B)) = v (Xr (D))

erfiillt das starke Gesetz der grofien Zahlen in der Version von Hoffman-Jorgensen

(sieche Anhang A, Satz A.11) mit

~ _ 1
r= laq = 277 = O-QCp?,n(ﬁal)Zast = ; (t S N)

und

e = (g (B0 | g (X (B)0) = g (X))
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Dies wird zunéchst iiberpriift. Es gilt:

~ ~A~ ~ _
E‘(JF @ (Vr) = g (B Yr) |deng o (X1(B)) = vz (Xr(D))

coc2 coc2 - 2,T

T
= E (Z (JF?&z( (V) — JFR, (R )(E Y) | Jrne, (= (XT(ﬁ) ) —nggc2(R)(XT@)t))2>
t=1
T
= AL ~ _
= Var) (JFzgczt ) (Y1) = g, ) (B YY) [ s, ) (X1(B)1) = Jrss, e >(XT(1)t))2
t=1

(mit Satz A.12, siehe Anhang A)

~AS ~
= Z\/ar (]Fno Yt — Jeme,®E Y | Jrne k) (XT(B) ) = I, ® )(XT(Z)t))

2

2

= ZE<]F‘C‘(§’CQ (V2) = gz (B 2) | im0 (X (Be) — Ggoce )(XT(i)t))

2

< ZE (pg Y, E Yt) pg(XT(ﬁ)t,XT( )t) ) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
o~ F ~ ~ 9
= ZVar Y p2(X7(B), X1(7)1)
=1

~ o F~
< || X7|]*p2n(8,7)? (0 :=sup Var Y;, Satz 3.5.2)

- teN

- T
< To’cpan(B,7)? < ’yTZ p (¢ definiert in .1)
t=1

Damit kann man also das stake Gesetz der groflen Zahlen von Hoffman-Jorgensen anwen-

den. Aus

coc2 coc2

= ~A- . ~ _
(]Fno (R)T(ZT(W)) - JFggCQ(R)T(E Yo | JFggCQ(R)T(XT(é)) — Jno (R)T(XT(Z)))ZT

A _
=) (JFz&Q( J(Vi(w)) = eno @) (BT YD) | Jeno ) (Xr(B)s) — ]FggCQ(R)(XT(’y)t)>2

folgt

= ~As . ~ . -
(JFHO (R)T(ZT(W)) - JFggc (R )T(E Yo | JFggc2(R)T(XT(@ — JEne (R)T(XT('Y)))

coc2 coc2 - 2,T

=0

!
T1—1>To10 T

<= lim Sr(w)=0.

T—00
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Angenommen pgm(g,i) >0(60>0).SeiAeF,PA=1, mit Vw € A:

lim Sr(w)=0.

T—o00

Sei w € A fest. Wegen Tlirn Sr(w)=0,3T; > T € N, sodass
—00

_p2,n( Ji)Z

Qe

ST(W) >

Y

und

2o (V@) Xr @Y = e (V) Xr(B) + S1(0) + o (Xr(B), Xr(3))?
> porlTa() el - 2B 2D
= %pQ,T(gT(w)aXT(@)z'

Aus

-~

i (V1(0), Xr(BEr(w)))’ < mpar (V4(w), Xr(B))”  (Definition von B)

folgt dann aber
P2,n (@E(iﬂ@)) <4.

Damit ist der Satz bewiesen.

Mit Satz 5.2.1 wurde somit eine statistische Absicherung der in Kapitel 4 vorgeschlagenen

Schiatzmethode erreicht.
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Kapitel 6

Fazit und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Vorstellung eines linearen Fuzzy-Regressionsmodells, die Her-

leitung eines Schitzverfahrens und die statistische Absicherung des Schatzverfahrens.

Dazu wurden in den ersten beiden Kapiteln die bend&tigten Grundlagen bereitgestellt.
In Kapitel 1 erfolgte die Definition von Fuzzy-Mengen als Verallgemeinerung klassischer
Mengen. Fuzzy-Mengen bieten die Moglichkeit nichtstochastische Unschirfe, die in der
klassischen Statistik weitgehend vernachlissigt wurde, in die Modellbildung mit einzu-
beziehen. In Kapitel 2 wurde durch die Definition von Fuzzy-Zufallsvariablen nichtsto-
chastische Unschérfe und stochastische Unschérfe kombiniert. Wichtige Kenngréfien von
Zufallsvariablen, ndmlich Erwartungswert und Varianz, wurden auf den Fall von Fuzzy-
Zufallsvariablen {ibertragen.

In Kapitel 3 wurde das in der Arbeit untersuchte Fuzzy-Regressionmodell vorgestellt. Da-
bei war zunéchst die Frage zu kldren, welche der beteiligten Groflen als fuzzy angenommen
wurden. Am Beispiel , Kreditwiirdigkeit* wurde erldutert, dass eine scharfe Modellierung
der abhéngigen Variablen nicht immer adédquat ist. Somit wurde die abhéngige Varia-
ble als fuzzy angenommen. Gleichzeitig wurde die abhéingige Variable als Zufallsvariable
modelliert. Dies diente zum einen dazu, die Tatsache zu modellieren, dass der vermu-
tete lineare Zusammenhang nur ,im Mittel“ giiltig ist. Zum anderen war nur so eine
statistische Absicherung des vorgeschlagenen Schéitzverfahrens moglich. Im vorgestellten

Modell wurde weiterhin angenommen, dass die unabhéingigen Variablen als scharf anzuse-
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hen sind. Bei der Kreditwiirdigkeitspriifung ist dies nicht unplausibel, da zumeist scharfe
Daten abgefragt werden. Nimmt man jedoch an, dass die abhingige Variable eine ,,ech-
te“ Fuzzy-Zufallsvariable ist und die unabhéngigen Variablen scharf sind, so folgt daraus
zwangsliufig, dass die unbekannten Regressionsparameter fuzzy sein miissen. Somit er-
gab sich ein lineares Fuzzy-Regressionsmodell mit fuzzy abhéngigen Variablen und fuzzy
Parametern. Ein wichtiges Ergebnis war die Herleitung von Bedingungen, die die Iden-
tifizierbarkeit des Parametervektors im vorgestellten linearen Fuzzy-Regressionsmodell
gewdhrleisten.

Kapitel 4 diente der Vorstellung eines Schétzverfahrens zur Schéitzung des unbekannten
Parametervektors. Idee war dabei die Verwendung eines Kleinst-Quadrate-Ansatzes. Mit-
tels der in Kapitel 1 vorgestellten Metrik wurde ein Minimierungsproblem aufgestellt. We-
sentliche Ergebnisse des Kapitels waren, dass das Minimierungsproblem eindeutig l6sbar
ist und dass durch die Losung des Minimierungsproblems eine Schétzfunktion fiir den un-
bekannten fuzzy Parametervektor definiert wird. Der so definierte Schéitzer wurde dann
als Kleinst-Quadrate-Schétzer bezeichnet.

In Kapitel 5 wurde dann eine statistische Absicherung des in Kapitel 4 vorgestellten
Kleinst-Quadrate-Schéitzers vorgenommen. Es wurde gezeigt, dass der KQ-Schétzer un-
ter ,optimalen“ Bedingungen beliebig , gute“ Ergebnisse liefert. Nachgewiesen wurde die
starke Konsistenz, also die P-fast sichere Konvergenz der Folge von KQ-Schéitzfunktionen
gegen den unbekannten wahren Parametervektor.

Somit wurde in der Arbeit ein Regressionsmodell vorgestellt, das im Vergleich zu klas-
sischen scharfen Regressionsmodellen eine flexiblere Modellierung zuldsst. Ebenso wurde

eine statistische Absicherung der vorgestellten Schitzmethode vorgenommen.

Allerdings ergeben sich auch Probleme und Schwierigkeiten, die im Folgenden erldutert
werden und weiterer Untersuchungen bediirfen.

Hauptproblem bei der Anwendung von Fuzzy-Methoden ist die Interpretation der ver-
wendeten Fuzzy-Mengen und die Ermittlung der Zugehorigkeitsfunktion. So gibt es zur
Zeit noch keine allgemein anerkannte Interpretation eines Zugehorigkeitsgrads und so-
mit ist auch die Festlegung der Zugehorigkeitsfunktion ungeklédrt. Darin liegt also eine

gewisse Willkiir. Im Beispiel der Kreditwiirdigkeitspriifung wurde die abhéngige Varia-
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ble Y;(w) als unscharfe Wahrscheinlichkeit dafiir interpretiert, dass Kunde ¢ kreditwiirdig
ist. Problematisch ist in diesem Fall die Festlegung dieser Wahrscheinlichkeit. Lasst man
beispielsweise einen Experten diese Wahrscheinlichkeit festlegen, so gibt man diesem Ex-
perten eine sehr grofle Freiheit und die Festlegung ist unter Umsténden sehr subjektiv.
Auch die Festlegung durch mehrere Experten &ndert nichts an einer gewissen Willkiir.
Notwendig sind also allgemein anerkannte und vor allem nachvollziehbare Festlegungen
der Zugehorigkeitsgrade. Das Vertrauen auf Expertenmeinungen kommt jedoch auch im
scharfen Fall vor. So kann der Kreditspezialist die Krediteinstufung korrigieren, falls ihm
Informationen vorliegen, die vom modellgestiitzten Ratingsystem nicht oder nur unzurei-
chend beriicksichtigt werden (siehe [Bundesbank3], Seite 63). Dariiber hinaus liegt auch
im scharfen Fall bei der Modellierung der verschiedenen Variablen eine gewisse Willkiir
vor. Eine allgemein anerkannte ,richtige* Modellierung wird es in den meisten Féllen
nicht geben.

Eng mit diesem Problemkreis verbunden ist die Interpretation bzw. der Umgang mit dem
unscharfen Ergebnis bei einer Kreditwiirdigkeitsentscheidung. Gefordert ist ndmlich im
Endeffekt eine scharfe Entscheidung fiir einen Zinssatz oder dhnliches. Dazu miissen geeig-
nete Defuzzyfikationsalgorithmen, d.h. wie aus einem unscharfen Ergebnis ein scharfes Er-
gebnis entsteht, untersucht werden (siehe [Kahlert/Frank], Seite 89ff oder [Kruse/Meyer],
Seite 173). Dies kann aber nur fiir den speziellen Anwendungsfall sinnvoll untersucht wer-
den und ist deshalb nicht Thema dieser Arbeit. Eventuell kann ein sehr ,,unscharfes®, sehr
,ungenaues“ Ergebnis als Warnsignal dafiir gedeutet werden, dass genauere Untersuchun-
gen vorgenommen werden miissen.

Eine weitere Schwierigkeit ist, dass fiir das Minimierungsproblem in Kapitel 4 keine expli-
zite Losung angegeben werden konnte. Explizite Losungen existieren nur in Spezialfillen.
Inwieweit diese Spezialfille fiir die Praxis ausreichen oder ob gute Nidherungsverfahren zur
Losung des Minimierungsproblems entwickelt werden konnen, sollte Gegenstand weiterer
Forschungen sein.

In Kapitel 5 konnten nur asymptotische Eigenschaften nachgewiesen werden. Der Nach-
weis von statistischen Eigenschaften bei endlichen Stichprobenumféingen, wie beispielswei-

se Erwartungstreue, unterblieb. Auch dies ist ein interessanter Ansatzpunkt fiir weitere
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Forschungen. Zusitzlich zu den Ergebnissen in Kapitel 5, wire eine Abschidtzung der
Konvergenzgeschwindigkeit der Folge von KQ-Schitzfunktionen wiinschenswert, wie von
Krétschmer (siehe [Kriatschmer2001-2], Kapitel 5.5) in seinem Modell vorgenommen.

Kritschmer (siehe [Kritschmer2001-2], Kapitel 6.4) gelang es auch die Grenzverteilung
seines KQ-Schétzers zu bestimmen. Dieses Ergebnis ben6tigt man zur Entwicklung von
statistischen Tests. Deshalb wire auch die Bestimmung der Grenzverteilung des in dieser
Arbeit vorgestellten KQ-Schéitzers notwendig, um somit auf Basis dieser Grenzverteilung

asymptotische Tests zu entwickeln.
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Anhang A

Hilfsmittel aus der

Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition A.1

Es sei (Z,T) ein topologischer Raum. Dann heifit die durch T erzeugte o-Algebra B.(Z)
in Z die Borel-o-Algebra von (7, 7). Jede Menge B € B,(Z) wird Borel-Teilmenge
von 7 (bzgl. T) genannt. (siehe [Kréatschmer2001-2], Seite 432, Definition E.1.1)

Definition und Satz A.2

Die Einheitssphéiire S¥=! bzgl. der euklidischen Norm || - || auf R¥ sei versehen mit der
Teilraumtopologie g« 1 bzgl. der Standardtopologie auf R*. Mit B(S*~') werde die Borel-
o-Algebra in S*~! bezeichnet, die durch Tgx—1 erzeugt wird (siehe Definition A.1). Wei-
terhin werde das Lebesgue-Borel-Maf auf R¥ durch \*" und die Gamma-Funktion durch

[’ gekennzeichnet. Dann ist die Abbildung
@ : B(S* 1) = By,

mit
U a0A : A#o
B(A) :={ ac] , VAeB(S¥h
g A=0

wohldefiniert, und durch

A TBSFY S R, A kr(?AR’“(@(A))

212
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ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl gegeben, das sogenannte normierte Lebesgue-Borel-

Maf3 auf S*!. (siehe [Kritschmer2001-2], Seite 137, Satz und Definition 3.6.5)

Definition A.3
Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Hausdorfl-Metrik di auf K} (R¥) sei
definiert durch

dg(K, L) := max < sup inf ||z — y||,sup inf ||y — z ,
n(K, L) {EUQQELH_ yll QGEW(HQ _|I}

wobei || - || die euklidische Norm auf R* bezeichnet. Eine Abbildung Y : Q — K& (RF)
heifit KL (RF)-wertige zufillige kompakte Menge iiber (Q,F,P), wenn YV F —
B, (K& (RF)) messbar ist. Dabei bezeichnet B, (Kf,(R))) die von dy erzeugte Borel-
o-Algebra auf K (R¥). Als Verteilung Qy einer zufilligen kompakten Menge Y iiber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) wird das Bildmaf§ von P unter Y definiert. (vgl.
[Kritschmer2001-2], Seite 1591, Definition 4.1.2)

Definition A.4
Es sei Y eine KL (RF)-wertige zufillige kompakte Menge iiber einem Wahrscheinlich-
keitsraum (9, F,P). Eine Rf-wertige Zufallsvariable Y iiber (2, F,P) heifit messbarer
Selektor von Y, falls

Vw € Q:Y(w) €Y(w).

Ist ein messbarer Selektor von Y P-integrierbar, so wird er integrierbarer Selektor von

Y genannt. (vgl [Kritschmer2001-2], Seite 164, Definition 4.1.7)

Definition und Satz A.5
Es seien Y eine integrierbare beschrinkte K (RF)-wertige zufillige kompakte Menge iiber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) und E4Y sei die Menge, die alle Erwartungs-

wertvektoren EY aller integrierbaren Selektoren Y von Y enthilt. Dann gilt

EYY € K5 (RY).
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EAY heifit der Aumann-Erwartungswert von Y. Dabei heifit eine K (R¥)-wertige
zufillige kompakte Menge Y iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) integrier-
bar beschridnkt genau dann, wenn eine P-integrierbare reellwertige Abbildung g auf €2

existiert mit

Vw € Q:du(Y(w)),{0}) < g(w).

(siehe [Kratschmer2001-2], Seite 165, Definition 4.1.9 und Seite 166, Satz und Definition
4.1.10)

Definition A.6
Eine Familie (Y;);cr von Zufallsvariablen (deren Wertebereiche von i abhéingig sein kénnen)
iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) heifit unabhingig, wenn die Familie der

von ihnen erzeugten o-Algebren unabhéngig ist. (siehe [Bauer], Seite 48, Definition 7.1)

¢
Satz A.7 (Measurable Selection Theorem)
Es seien (Y, 7) ein polnischer Raum (siche Anhang B, Definition B.3), (X, F) ein Messraum
und

f: X xY — R eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften

x — f(x,y) ist F-B-messbar fiir alley € Y,

y +—  f(x,y) ist stetig auf Y fiir allex € X .
Dann existiert eine F-B,'-messbare Abbildung ¥ : X — Y mit
f(z,¥(x)) = f(x,Y), Vee X,
falls fiir jedes x € X ein y € Y existiert mit
fle,y) = f(2,Y) =sup{f(z,y) |y €Y} .

(siehe [Pfanzagl], Theorem 6.7.22)

L siehe Definition A.1
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Satz A.8
Es seien x;; € R(t € Nyi € {1,...,n},n € N) und (Y3);, (U); Folgen reellwertiger

Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), sodass
Y;:Zle‘tz_FUt (t:]_,,T)
i=1

ein LRM bezeichne mit EU, = 0 (¢t € N), dessen Regressionsmatrix X vollen Spaltenrang

fiir alle natiirlichen Zahlen T" ab einem Ty € N besitze. Weiterhin gelte:

(R) Jim dE =0, wobei d%; das i-te Hauptdiagonalelement von (X7, X1) ', i € {1,...,n}
—00

bezeichnet.

(S) Zu jeder Folge reeller Zahlen (c;); mit Y ¢ < oo existiere ein B € F, PB = 1,
t=1

oo
sodass Y ¢;Uy(w) eine konvergente Reihe fiir w € B ist.
t=1

Dann existiert ein A € F, P A = 1, sodass fiir jede Folge B(Yl(w), o, Ypr(w))r von
KQ-Schéitzfunktionen fiir 3 folgt

VBER", Ywe A: lim B(Y,(w),...,Yr(w))r=5.

T—o00

(siehe [Lai et al.], Theoreml oder [Kriatschmer2001-2], Seite 278, Satz 5.4.1)

Satz A.9
FEine Folge (U;); unabhéngiger reellwertiger Zufallsvariablen geniige den Bedingungen

EU=0(teN) ud » E(U,)’<oo.

t=1
Dann konvergiert die Reihe ) U, fast sicher. (siehe [Bauer], Seite 111, Korollar 14.3)
=1

Definition A.10

Es seien W = {Qy | ¥ € ©} eine parametrische Verteilungsannahme zu einer Zufalls-
variable Y und v : © — R eine Abbildung. Die Menge aller Stichprobenrealisationen
(x1,...,2,) einer Stichprobe (X1,...,X,) zu'Y wird als Stichprobenraum X bezeichnet.
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Eine Folge (0y,),, mit 6, : X — (©) von Schétzfunktionen heifit schwach konsistente
Folge von Schitzfunktionen fiir v(J), wenn gilt

lim P{|6, —y(¥)| >} =0, Ve>0,VdeO
n—o0
und man schreibt
plim §,, = v(9), Vi € O.
n—r0o0
(vgl. [Steinmetz2003-3], Seite 25, Definition 3.3.3 und Seite 17, dort allerdings mit Kon-

sistenz bezeichnet).

Satz A.11

Es seien q eine positive reelle Zahl, (Y,,), eine Folge unabhéngiger q-fach P-integrierbarer
reellwertiger Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und (uy)n
sei eine Folge reeller Zahlen. Weiterhin existieren nichtnegative Zahlen v, s, (n € N) und

r € [0, q| mit

n

Z(Yt — uy)

t=1
o0
E " ls; < 0.
t=1

Dann existiert ein A € F, P A =1 mit

q n
E S’yn’"Zst (n € N)
=1

n

o1
Vwe A: TLILIEOEZ(}Q(w)—ut)ZO.

t=1

(siche [Hoffman-Jorgensen], 4.10 oder [Kratschmer2001-2], Seite 425f, Satz D.6.2)

Satz A.12
Es bezeichne O die Fuzzy-Null in R, jeno () die Standard-FEinbettung von Fio,(R) in
L5([0,1] x $°) und Y :  — F™°

w0 5(R) eine quadratisch integrierbare Fuzzy-Zufallsvariable

iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Dann gilt

coc2

. = . Az
V< f>eLy([0,1] x S : E(]FE&Q(R)OY|< f >)2: (ano ®ETY) < f >)2 :

wobei (- | -)o das euklidische Skalarprodukt auf Ly([0, 1] x S°) bezeichne, welches die Norm
|| - ||2 induziert. (vgl. [Krdtschmer2001-2], Seite 197, Satz 4.3.11)
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Anhang B

Hilfsmittel aus der

Funktionalanalysis und der Topologie

Definition B.1

Es sei (Z,d) ein metrischer Raum. Fiir ¢ > 0, z € Z bezeichne
Ullz) :={ e Z|d(z,7) <¢e}
den offenen Ball um 2z mit Radius ¢ bzgl. d. Die Topologie 7, mit der Menge
{UX2) | e >0,2€ Z}

als Basis heifit die durch d induzierte Topologie. (vgl. [Kritschmer2001-2], Seite 352,
Definition A.2.2)

Definition B.2
Es sei (Z;)ier eine Familie nichtleerer Mengen Z; mit nichtleerer Indexmenge I. Zu i € I
sei eine Topologie 1; auf Z; definiert und m; bezeichne die Projektion des Kartesischen
Produktes Z.>€<I Z; auf den Faktor Z;. Die Topologie TX Z auf Z.>€<I Z; mit Subbasis
el
{r;"(G;) |i€l,G; e}
wird die Produkttopologie bzgl. (7;);c; genannt. ( Z.>€<I Zi,’/"X Z) heiit der topolo-

)

i€l
gische Produktraum von ((Z;,7;))ic;. Stimmen alle topologischen Riume (Z;, ;) mit
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einem topologischen Raum (Z, ) iiberein, so wird mit Z1 := ‘>e<1 Z; der topologische Pro-
duktraum bezeichnet und von 741 als der Produkttopologie bzgl. T gesprochen. (siehe

[Kritschmer2001-2], Seite 361, Definition A.4.1 oder [Engelking], Seite 77)

Definition B.3
Ein topologischer Raum (Z, 1) heifit Polnischer Raum genau dann, wenn er separabel
und vollstindig metrisierbar ist. (siehe [Kréitschmer2001-2], Seite 354, Definition A.2.10)

¢
Satz B.4

Seien (H, ||-||) ein Hilbert-Raum mit der durch ||-|| induzierten Topologie 7)., und K eine
nichtleere, bzgl. 7., abgeschlossene, konvexe Teilmenge von H. Dann existiert zu x € H
genau ein k € K mit

— k|| = min ||z — y]| .
[lz = k|l = min ||z — y]]

(siehe [Berberian], Theorem 42.3 oder [Krédtschmer2001-2], Seite 386, Satz C.2.5)

Definition und Satz B.5
Fiir 1 < p < oo sei L,(Q2, F,v) die Menge aller reellwertigen, p-fach v-integrierbaren
Abbildungen auf dem MaBraum (2, F,v) mit 0 < v(Q2) < co. Durch

frg=dINeF,v(N)=0 YweQ\N: f(w) =gw)
wird eine Aquivalenzrelation auf £,(S2, F,v) definiert mit den Aquivalenzklassen
<f>={9€L,(QFv)|f~g}
fiir f € L,(Q2, F,v). Die Menge
Ly(Q, F,v) =={< f > f € L,(QF,v)}
heifit der L,-Raum iiber (2, F,v). Durch
<f>+<g>=<f+g>

und

AL fo>=< A\f >
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werden eine Addition und Skalarmultiplikation mit A € R auf L,(Q2, F,v) definiert, die
L,(Q, F,v) zu einem R-Vektorraum machen. Weiterhin ist die Abbildung

1l Lp(, Fov) =R < f>— (/Q|f|pdz/>p

wohldefiniert und erfiillt die Eigenschaften einer Norm. Sie heifit die L,-Norm auf
L,(Q, F,v) (siehe [Kritschmer2001-2], Seite 390, Satz und Definition C.4.6)

Satz B.6
(Lo (2, F,v), || - ||2) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(<f>|<g>)2::/ﬂfgd1/,

welches || - ||2 induziert. (siehe [Berberian], Seite 164 oder [Kréitschmer2001-2], Seite 391,
Satz C.4.9)

122



Literaturverzeichnis

[Altrock]

[Aumann]

[Bagus]

[Bauer|

[Berberian]

[Biewer]

[Bundesbank1]

[Bundesbank?2]

ArLTROCK C.V., Fuzzy-Logic, Band 1 Technologie, R. Oldenbourg
Verlag, Miinchen, Wien, 1995.

AUMANN R.J., Integrals of Set-Valued Functions, Journal of Ma-
thematical Analysis and Applications 12, 1965, Seite 1-12.

Bagus T., Wissensbasierte Bonititsanalyse im Firmenkunden-
geschift der Kreditinstitute, Verlag Peter Lang GmbH, Frankfurt
am Main, 1992.

BAUER H., Wahrscheinlichkeitstheorie, Walter de Gruyter, Berlin,
New York, 4. Auflage, 1991.

BERBERIAN S.K., Lectures in Functional Analysis and Operator

Theory, Springer, New York et al., 1974.
BIEWER B., Fuzzy-Methoden, Springer, Berlin, Heidelberg, 1997.

OHNE VERFASSER, Die neue Baseler Figenkapitalvereinbarung (Ba-
sel IT), Deutsche Bundesbank Monatsbericht April 2001, Seite 15-
44, http://www.bundesbank.de (21.01.2004).

OHNE VERFASSER, Neue Mindestanforderung an das Kredit-
geschdft, Deutsche Bundesbank Monatsbericht Januar 2003, Seite
45-58, http://www.bundesbank.de (21.01.2004).

123



[Bundesbank3]

[Cantor]

[Cramer]

[Diamond]

[Diamond /Kloeden]

[Dubois/Prade]

[Engelking]

[Fahrmeir]

[Fréchet]

[Friedmann et al.]

[Hohle]

OHNE VERFASSER, Validierungsansdtze fir interne Ratingsysteme,
Deutsche Bundesbank Monatsbericht September 2003, Seite 61-74,
http://www.bundesbank.de (21.01.2004).

CANTOR G., Gesammelte Abhandlungen mathematischen und phi-

losophischen Inhalts, Olms, Hildesheim, 1962.

CRAMER J.S., The Logit Model: An Introduction For FEconomists,
Edward Arnold, London, New York, 1991 .

DIAMOND P., Least Squares And Mazimum Likelihood Regressi-
on For Fuzzy Linear Models, in: J. Kacprzyk, M. Medrizzi (eds.),
Fuzzy Regression Analysis, Omnitech, Warsaw and Physica-Verlag,
Heidelberg, 1992, Seite 137-151.

DiaMoND P., KLOEDEN P., Metric Spaces of Fuzzy Sets: Theory

and Applications, World Scientific, Singapore et al., 1994.

DuBois D., PRADE H., Fuzzy Sets and Systems: Theory and Ap-
plications, Academic Press, New York et al., 1980.

ENGELKING R., General Topology, Heldermann, Berlin, 1989.

FAHRMEIER L., HAMERLE A., (EDS.), Multivariate statistische

Verfahren, Walter de Gruyter, Berlin, New York, 1984.

FRECHET M., Les éléments aléatoires de nature quelconque dans
un espace distancié, Annales de L’Institut Henri Poincaré, Volume

X, Paris, 1984, Seite 215-310.

FrRIEDMANN M., MING M., KANDEL A., Fuzzy linear systems,

Fuzzy Sets and Systems, 96, 1998, Seite 201-209.

HOHLE U., Mafle auf unscharfen Mengen, Zeitschrift fiir Wahr-
scheinlichkeitstheorie und verwandte Gebiete, 36, 1976, Seite 179-
188.

124



[Hoffman-Jorgensen] HOFFMANN-JORGENSEN J., Probability With A View Towards Sta-

[Hiibler]

[TWK-Studie]

[Judge et al.]

[Kahlert /Frank]

[Korner 1997-1]

[Korner 1997-2]

[Korner/Néther]

[Krétschmer2001-1]

[Krétschmer2001-2]

tistics Vol. I, Chapman and Hall, New York, London, 1994.

HUBLER O., Okonometrie, Gustav Fischer Verlag, Stuttgart, New
York, 1989.

GROMER S., EVERLING O., Rating als Herausforderung fir Mit-
telstand und Banken, Basel IT und seine Auswirkungen, IWK-Stude
02 / 2001, Miinchen, 2001.

JUDGE G.G., CARTER HILL R., GRIFFITHS W.E., LUTKEPOHL

H., LEe T., Introduktion to the theory and practice of econometrics,

Second edition, John Wiley & Sons, New York et al., 1988.

KAHLERT J., FRANK H., Fuzzy Logik und Fuzzy Control, Vieweg,

Braunschweig, Wiesbaden, 1994.

KORNER R., Linear Models with Random Fuzzy Variables, Disser-
tation an der Fakultit Mathematik und Informatik der Technischen

Universitit Bergakademie Freiberg, 1997.

KORNER R., On the variance of fuzzy random variables, Fuzzy Sets

and Systems, 92, 1997, Seite 83-93.

KORNER R., NATHER W., Linear regression with random fuzzy
variables: extended classical estimates, best linear estimates, least

squares estimates, Information Sciences 109, 1998, Seite 95-118.

KRATSCHMER V., A unified approach to fuzzy-random wvariables,

Fuzzy Sets and Systems, 123, 2001, Seite 1-9.

KRATSCHMER V., Induktive Statistik auf Basis unscharfer Mefs-
konzepte am Beispiel linearer Regressionsmodelle, Habilitations-
schrift an der Rechts- und Wirtschaftswissenschaftlichen Fakultit

der Universitit des Saarlandes, Saarbriicken, 2001.

125



[Krétschmer2002-1]

[Krétschmer2002-2]

[Krétschmer2003-1]

[Krétschmer2003-2]

[Krétschmer2003-3]

[Kruse/Meyer]

[Kwakernaak|

[Lai et al.]

[Mathieu]

[Néther]

[Nietsch et al.]

KRATSCHMER V., Limit theorems for fuzzy-random variables, Fuz-

zy Sets and Systems, 126, 2002, Seite 253-263.

KRATSCHMER V., Some complete metrics on spaces of fuzzy sub-

sets, Fuzzy Sets and Systems, 130, 2002, Seite 357-365.

KRATSCHMER V., Probability theory in fuzzy sample spaces, er-

scheint in Metrika.

KRATSCHMER V., Least Squares estimation in linear regression

models with vaque concepts, eingereicht bei Fuzzy Sets and Systems.

KRATSCHMER V., Integrals of random fuzzy sets, eingereicht bei

TEST.

Kruse R., MEYER K.D., Statistics with Vague Data, Reidel,
Dordrecht et al., 1987.

KwAKERNAAK H., Fuzzy Random Variables I, Information

Sciences, Volume 15, 1978, Seite 1-29.

Lar T.L., RoBBins H., WErI C.Z., Strong Consistency of Least
Squares Estimates in Multiple Regression II, Journal of Multivariate

Analysis 9, Seite 343-361.

MATHIEU M., Funktionalanalysis, Spektrum, Heidelberg, Berlin,
1998.

NATHER W., Linear statistical inference for Random Fuzzy Data,

Satistics 29, 1997, Seite 221-240.

NieTscH T., RAUTENSTRAUCH C., REHFELDT M., ROSE-
MANN M., Turowskl K., Ansdtze fir die Verbesserung von
PPS-Systemen durch Fuzzy-Logik, Arbeitsberichte des Instituts
fiir Wirtschaftsinformatik der Westfilischen Wilhelms-Universitit

126



[Petry]

[Pfanzagl]

[Puri/Ralescu]

[Rockafellar/ Wets]

[Rommelfanger1993]

[Rommelfanger1994|

[Savic/Pedrycz]

[Schonfeld]

[Schneeweify/ Mittag]

[Steinmetz2002]

Miinster, Arbeitsbericht Nr. 23, 1993, http://www.wi.uni-
muenster.de/inst/arbber/ (21.01.2004).

PETRY N., Lineare Fuzzy-Regression, Dissertation an der Rechts-
und Wirtschaftswissenschaftlichen Fakultdt der Universitit des

Saarlandes, Saarbriicken, 1998.

PranzAGL J., Parametric Statistical Theory, Walter de Gruyter,

Berlin, New York, 1994.

Purt M.L., RALEscU D., Fuzzy Random Variables, Journal of
Mathematical Analysis Applications, Volume 114, 1986, Seite 409-
422.

RockAFELLAR R.T., WETS J.B., Varitiational Analysis, Sprin-

ger, Berlin, Heidelberg, 1998.

ROMMELFANGER H., Fuzzy-Logik basierte Verarbeitung von Ezper-

tenregeln, OR Spektrum, Band 15, Heft 1, 1993, Seite 31-42.

ROMMELFANGER H., Fuzzy-Decision Support-Systeme; Entschei-

den bei Unschdrfe, Springer, Berlin et al., 1994.

Savic D.A., PEDRYCcZ W., Fuzzy linear regression models: con-
struction and evaluation, in: J. Kacprzyk, M. Medrizzi (eds.), Fuzzy
Regression Analysis, Omnitech, Warsaw and Physica-Verlag, Hei-
delberg, 1992, Seite 91-100.

SCHONFELD P., Methoden der Okonometrie Band 1 und Band 2,

Verlag Franz Vahlen GmbH, Berlin und Frankfurt a.M., 1969.

SCHNEEWEISS H., MirTAG H.J., Linerare Modelle mit fehlerbe-

hafteten Daten, Physica-Verlag, Heidelberg, Wien, 1986.

STEINMETZ V., Kompaktskript zu den Vorlesungen Grundzige

der Statistik A und B, Universitit des Saarlandes, Saarbriicken,

127



[Steinmetz2003-1]

[Steinmetz2003-2]

[Steinmetz2003-3]

[Tanaka et al.]

[Yager]

[Viert]]

[Wolf]

[Zadeh]

[Zellner /Lee]

WS 2002/2003, http://www.uni-saarland.de/fakl/fr12/steinmetz/
(21.01.2004).

STEINMETZ V., Kompaktskript zur Vorlesung Fuzzy-Methoden,
Universitdt des Saarlandes, Saarbriicken, WS 2003/2004,
http://www.uni-saarland.de/fakl/fr12/steinmetz/ (21.01.2004).

STEINMETZ V., Kompaktskript zur Vorlesung Statistische Ana-
lyseverfahren, Universitdt des Saarlandes, Saarbriicken, SS 2003,

http://www.uni-saarland.de/fak1/fr12/steinmetz/ (21.01.2004).

STEINMETZ V., Kompaktskript zur Vorlesung Schlieffende Sta-
tistik, Universitit des Saarlandes, Saarbriicken, WS 2003/2004,
http://www.uni-saarland.de/fakl/fr12/steinmetz/ (21.01.2004).

TANAKA H., UEGIMA S., AsAl K., Linear regression analysis with
fuzzy model, ITEEE Trans. Systems Man Cybernet 12, 1982, Seite
903-907.

YAGER R.R., A note on Probabilities of Fuzzy Events, Information

Sciences 18, 1979, Seite 113-129.

VIERTL R., Statistical Methods for Non-Precise DATA, CRC Press,
New York et al., 1996.

WouLr J., Basel II, Kreditrating als Chance, Metropolitan Verlag,
Berlin, Regensburg, 2003.

ZADEH L.A., Fuzzy Sets, Information and Control, Volume 8, 1965,
Seite 338-353.

ZELLNER A., LEE T.H., Joint estimation of relationships involving

discrete random variables, Econometrica 33, 1965, Seite 382-394.

128



