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Kapitel 1

Einleitung

Ablaufplanungsprobleme treten in allen Wissensgebieten und in allen Lebensbereichen
auf und bestehen im wesentlichen darin, eine endliche Menge von Auftrégen einer
endlichen Anzahl von Prozessoren so zuzuordnen, dafl unter Einhaltung zu beachtender

Nebenbedingungen bestimmte Optimierungsziele moglichst gut erreicht werden.

In der vorliegenden Arbeit werden die beiden klassischen Ablaufplanungsprobleme
F2 | pmin | Chpee und P | pmin | Cpe, betrachtet, deren Optimierungsziel jeweils
in der Minimierung der Planlédnge, d.h. in der Minimierung des maximalen Fertig-
stellungszeitpunkts eines Auftrags (Cp,q.) besteht. Die Auftrige stehen zu Beginn zur
Bearbeitung bereit und unterliegen keinen Vorrangbeziehungen. Priemptionen (pmitn)
sind in der Hinsicht zuléssig, dal Auftrége zu jedem beliebigen Zeitpunkt unterbrochen
und auf demselben oder einem anderen Prozessor sofort oder zu einem spiteren Zeit-
punkt ohne Zeitstrafe weiterbearbeitet werden kénnen. Bei den Prozessoren handelt
es sich zum einen um spezialisierte Prozessoren (Flowshop mit zwei Prozessoren, F'2)

und zum anderen um parallele, identisch qualifizierte Prozessoren (P).

Zur Losung der beiden Probleme F2 | pmin | Cpop und P | pmin | Cpep konnen
die in den 50er Jahren verdffentlichten Algorithmen von Johnson [Joh54] und von
McNaughton [McN59] verwendet werden. Der Algorithmus von Johnson wurde ur-

spriinglich zur Losung von F2 || Cpe, erstellt, 16st aber auch das Problem F2 | pmin |
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Crnaz optimal [GS78|. Die Algorithmen von Johnson und von McNaughton erzeugen
in jeweils (in der Anzahl der zu verplanenden Auftrige) polynomialer Zeit optimale
Losungen. Nachdem eine grundlegende Analyse und eine komplexitatstheoretische Ein-
ordnung der beiden Probleme mit der Entwicklung der Komplexitétstheorie in den 70er
Jahren moglich wurde, gewinnen in letzter Zeit immer mehr aus der Praxis motivierte
Fragestellungen an Bedeutung. Zwei dieser Fragestellungen werden in der vorliegenden

Arbeit aufgegriffen und analysiert.

Zum einen wird sowohl fiir das Problem F2 | pmtn | Cp,q, als auch fiir das Problem
P | pmtn | Cyqr davon ausgegangen, dafl alle Prozessoren wihrend des gesamten Pla-
nungszeitraums kontinuierlich fiir produktive Tétigkeiten zur Verfiigung stehen. Diese
Annahme ist allerdings bei real auftretenden Ablaufplanungsproblemen haufig nicht
gerechtfertigt. Beispielsweise fallen Maschinen wegen moglicher Defekte oder wegen
Wartungsarbeiten aus, und Arbeiter stehen wegen Krankheit oder Urlaubstagen nicht
zur Verfiigung. Héufig tritt in praktischen Anwendungen auch das Problem auf, dafl
zwei Mengen von Auftrigen bearbeitet werden sollen, von denen die Auftrige der
einen Menge festen Zeitintervallen zugeordnet sind und die Auftrige der anderen Men-
ge in den verbleibenden freien Prozessorintervallen verplant werden sollen. Eine solche
Konstellation entsteht beispielsweise aufgrund von Vorbelegungen bestimmter Zeitin-
tervalle einzelner Prozessoren. So besteht ein Ziel der vorliegenden Arbeit darin, die
beiden Ablaufplanungsprobleme F2 | pmtn | Cpup und P | pmin | Cpeq hinsichtlich

beschrinkter Verfiigbarkeit der Prozessoren zu untersuchen.

Zum anderen sind die beiden Probleme F2 | pmin | Cpep und P | pmin | Cpas SO
formuliert, dafl zu ihrer Losung Ablaufpldne mit einer beliebigen Anzahl von Priemp-
tionen zugelassen sind. Dabei wird vorausgesetzt, dafl mit einer Priemption keine
oder lediglich vernachldssigbar geringe zeitlichen Kosten (wie beispielsweise Transport-
oder Riistkosten) auftreten. Nichtsdestotrotz entstehen in praktischen Anwendun-
gen Kosten wie Lagerhaltungskosten oder Kosten fiir zusétzliche Produktionsfaktoren
(z.B. menschliche Arbeitskrifte, Maschinen, Werkstoffe, Energie), die bendtigt wer-

den, wenn ein Auftrag von einem Prozessor genommen und auf einen anderen Prozes-



sor wieder aufgesetzt wird. Weitere Argumente fiir eine moglichst geringe Anzahl von
Praemptionen sind, dafl in eine laufende Produktion weniger haufig eingegriffen wird,
dal die Auftrige seltener transportiert werden miissen, die Prozessoren seltener zur
Bearbeitung eines anderen Auftrags hergerichtet (z.B. gereinigt) werden miissen und
daB die neben den Prozessoren zur Bearbeitung der Auftrige benétigten Betriebsmittel
seltener gewechselt werden miissen. Generell vereinfacht sich die Produktionsplanung,
wenn wenige Praemptionen zugelassen sind, und in der Regel hat eine geringe Anzahl
von Priaemptionen auch Qualitéitsverbesserungen zur Folge. So besteht ein weiteres
Ziel darin, die beiden Ablaufplanungsprobleme F2 | pmitn | Cpop und P | pmin | Croy

hinsichtlich einer beschrinkten Anzahl von Priaemptionen zu untersuchen.

Zusammenfassend werden in der vorliegenden Arbeit zwei Ziele verfolgt (vgl. Abb. 1.1):

e Zum einen werden die Probleme F2 | pmin | Cp,4, und P | pmin | Cyg, hinsicht-

lich beschrinkter Verfiigbarkeit der Prozessoren (NC') untersucht.

e Zum anderen werden die Probleme F2 | pmtn | Cpap und P | pmin | Chas

hinsichtlich einer beschrinkten Anzahl 7 der Priemptionen (i-pmtn) untersucht.

F2 |pmtn | Cmax P |pmln | Cmax
Beschrinkt
eschraniie F2,NC|pmtn|C,,, P,NC|pmtn|C,,,.

Verfiigbarkeit
der Prozessoren
Beschrinkte . g

F2 | l—pmtn | Cmax P | l—pmtn | Cmax
Anzahl i
der Priemptionen

Abbildung 1.1: Ubersicht iber die in der Arbeit untersuchten Ablaufplanungsprobleme

Gliederung der Arbeit: Neben einer Einordnung der Produktions- und Ablaufpla-
nung in das betriebswirtschaftliche Umfeld erfolgt in Kapitel 2 eine Beschreibung der
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den weiteren Ausfiihrungen zugrundeliegenden Ablaufplanungsmodelle. Zusétzlich wer-
den grundlegende Begriffe aus der Theorie der Berechenbarkeit, soweit sie in der Arbeit
zur Modellanalyse und zur komplexitétstheoretischen Einordnung von Ablaufplanungs-

problemen benétigt werden, vorgestellt.

Kapitel 3 behandelt die beiden Probleme F2 | pmtn | Cyuqp und P | pmin | Cpep hin-
sichtlich beschrinkt verfiigbarer Prozessoren. Wéhrend das Problem F2 | pmtn | Cpoq
mit dem Algorithmus von Johnson in polynomialer Zeit optimal gelést werden kann,
wird zur Losung des gleichen Problems mit beschrinkt verfiigbaren Prozessoren ein
exponentieller Zeitaufwand bendtigt. Heuristische Losungsansitze (Breit [Bre00] und
Kubiak et al. [KBFBS02]) zeigen, dafl auch das Problem mit beschrinkt verfiigbaren
Prozessoren iiblicherweise optimal gelost wird, wenn die Auftrige in der durch den
Johnson-Algorithmus ermittelten Reihenfolge eingeplant werden. In Kapitel 3.1 wird
daher der Frage nachgegangen, unter welchen Bedingungen eine Johnson-Reihenfolge
zur Losung von F2 | pmitn | Cpe, optimal bleibt, wenn die beiden Prozessoren be-
schrinkt verfiigbar sind. Darauf aufbauend wird ein Algorithmus entwickelt, der fiir
beliebige Probleminstanzen von F2, NC' | pmin | Cp,e, in polynomialer Zeit feststellt,
ob eine fiir das Problem F2 | pmin | Cy,q, optimale Johnson-Reihenfolge auch im Falle
beschrankt verfiigbarer Prozessoren optimal bleibt. Das vorgestellte Verfahren erlaubt
erstmalig die Losung grofer Probleminstanzen des Problems F2, NC | pmtn | Cpop
mit bis zu 10000 Auftrdgen und 1000 Nichtverfiigbarkeitsintervallen.

In Abschnitt 3.2 werden aus der Literatur bekannte Algorithmen zur Lésung von
P,NC | pmitn | Cypqy untersucht. In Abhéngigkeit von dem Zeitpunkt, zu dem ein
Algorithmus Informationen iiber die exakten Verfiigbarkeiten der Prozessoren erhilt,
werden die drei Fille offline, nearly-online und online unterschieden. Sind die Prozes-
sorverfiigbarkeiten im voraus bekannt, spricht man vom offiine setting. Kennt man je-
weils den néichsten Zeitpunkt, zu dem sich die Verfiigbarkeiten der Prozessoren dndern,
spricht man vom nearly-online setting. Kann zu jedem beliebigen Zeitpunkt ein Pro-
zessor ausfallen oder wieder eingesetzt werden, spricht man vom online setting. Drei

Algorithmen, die die jeweiligen Planungssituationen beriicksichtigen, werden verglei-



chend untersucht. Ziel war eine Vereinheitlichung der Darstellung, eine detaillierte und
vergleichende Ausarbeitung der Algorithmen und eine Analyse der im worst-case er-
zeugten Anzahl der Praemptionen des nearly-online Algorithmus. Weiterhin wurde die
bislang unbewiesene Vermutung untersucht, ob es stets beziiglich der Planlénge opti-
male Online-Algorithmen gibt, falls die Anzahl der Prozessoren kleiner als die Anzahl

der Auftriage ist.

In Kapitel 4 werden die beiden Probleme F2 | pmtn | Cper und P | pmin | Chas
hinsichtlich einer beschrankten Anzahl von Priemptionen untersucht. In Abschnitt 4.1
wird das Problem F'2 | i-pmtn | Cp,q, kurz angesprochen. Da der Johnson-Algorithmus
sowohl das Problem F2 | pmtn | C,q, als auch das Problem F2 || Cy,4, in polynomialer

Zeit, optimal 16st, gilt das gleiche fiir das Problem F2 | i-pmin | Cp,y fiir alle ¢ > 0.

Abschnitt 4.2 behandelt das Problem P | i-pmitn | Cy,q.- Es ist bekannt, dafi optimale
nichtpriemptive Pléne (i=0 erlaubte Pridemptionen) gegeniiber optimalen priemptiven
Plinen (m — 1 oder mehr erlaubte Priemptionen) eine Giitegarantie von C™ < (2 —
2/(m~+1))CP.  besitzen [HLI2]. Zuniichst wird gezeigt, daB fiir mit Hilfe der LPT-Regel
erstellte Ablaufpline die gleiche Giite garantiert werden kann. Daran anschlieflend
wird das Problem untersucht, wie sich die Planldngen optimaler i-praemptiver Pline,
in denen die Anzahl der Priemptionen auf maximal ¢ beschrinkt ist, zu Planldngen
optimaler pridemptiver Pldne verhalten. Ziel war es, eine obere Schranke anzugeben,
die eine Aussage dariiber trifft, um wieviel schlechter im worst-case die Planldngen
optimaler i-praemptiver Plane im Vergleich zu Planldngen optimaler praemptiver Pline

sein kénnen. Es wird bewiesen, dal C%?" < (2—2/(m/(i +1)+1))CP.

mazx mazx firi<m-—1

und CP° = CP'fiir 1 > m scharfe obere Schranken darstellen.

Schliefllich erfolgt in Kapitel 5 eine Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Ausblick

auf weitere Forschungsmoglichkeiten.
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Kapitel 2

Grundlagen

Aus betriebswirtschaftlicher Sicht ist die Ablaufplanung Teil der Produktionsplanung.
Eine entsprechende Einordnung wird in Abschnitt 2.1 vorgenommen. Daran anschlie-
Bend erfolgt in Abschnitt 2.2 eine Beschreibung des den weiteren Ausfiihrungen zu-
grundeliegenden Entscheidungsmodells. Schliefilich werden in Abschnitt 2.3 grundle-
gende Begriffe zur Modellanalyse und zur komplexitétstheoretischen Einordnung von
Ablaufplanungsproblemen beschrieben. Zur Produktions- und Ablaufplanung sind eine
Vielzahl von Publikationen erschienen. Grundlegende Einfiihrungen sind [BEPSWO01],
[Bru01], [Pin01], [Neu96|, [TSS94], [Hoi93|, [KS93|, [GGR92|, [Fre82], [Bak74] und
[CMM67].

2.1 Produktions- und Ablaufplanung

Okonomischer Zweck aller wirtschaftlicher Bemiihungen ist die Produktion von Giitern
und Dienstleistungen. Unter Produktion versteht man den zielgerichteten Einsatz von
Sachgiitern und Dienstleistungen (Input, Produktionsfaktoren) zur Transformation in

andere (wertgesteigerte) Sachgiiter und Dienstleistungen (Qutput, Produkte).

Zu den Produktionsfaktoren (Einsatzfaktoren) werden iiblicherweise nicht die dispo-
sitiven Faktoren, die alle Tatigkeiten zur Planung, Steuerung und Uberwachung von

Prozessen beinhalten, gezdhlt. Bei den Produktionsfaktoren wird zwischen Nutzungs-
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faktoren und Verbrauchsfaktoren unterschieden (vgl. Tab. 2.1).

Arbeit | Betriebsmittel | Zusatzfaktoren Werkstoffe | Energie
(-skriifte)
Grundstiicke | Fremde Dienst- | Rohstoffe Strom
Gebaude leistungen Vorprodukte | Wasser
Maschinen Infrastruktur Hilfsstoffe Gas
Patente Umwelt Betriebsstoffe
Lizenzen
Information
Nutzungsfaktoren ‘ Verbrauchsfaktoren

Tabelle 2.1: Produktionsfaktoren ([Hoi93], Abb. 3 auf S. 4)

Nutzungsfaktoren (Arbeitskrifte und Betriebsmittel) stellen ihr Leistungsvermdgen
langfristig zur Verfiigung. Verbrauchsfaktoren (Werkstoffe, Energie) werden bei ih-
rem Einsatz im Produktionsprozef§ sofort verbraucht und stehen danach nicht mehr
zur Verfiigung. Neben diesen Produktionsfaktoren treten noch Zusatzfaktoren auf, zu
denen man beispielsweise fremdbezogene Dienstleistungen (z.B. von Banken und Versi-
cherungen), begleitende Infrastruktur oder auch die Beanspruchung der Umwelt zéhlen
kann. Eine Einordnung der Produktion in den gesamten betrieblichen Kreislauf zeigt

Abb. 2.1.

Produktion vollzieht sich nicht beliebig, sondern planvoll, dem 6konomischen Prinzip
folgend. In der Produktionsplanung werden geeignete organisatorische Einheiten ge-
bildet und ihr Zusammenwirken geregelt. Traditionell wird die Produktionsplanung
nach zeitlichen Gesichtspunkten in lang-, mittel- und kurzfristige Produktionsplanung

unterschieden (vgl. hier und im folgenden [Sch02]).

Die langfristige Produktionsplanung (Prozefiplanung) umfafit Entscheidungen, die auf
der Typebene von Prozessen zu treffen sind. Den Prozefityp erhilt man dabei durch

eine allgemeine Beschreibung des Prozesses.

Langfristige (strategische) Entscheidungen beziehen sich auf die Vorgabe globaler Rah-

menbedingungen und umfassen unter anderem die Festlegung des Produktionspro-
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Abbildung 2.1: Betrieblicher Kreislauf ([KS93] Erster Teil, Abschnitt 2.1)

gramms, die langfristige Bereitstellung der bendtigten Produktionsfaktoren und Uber-

legungen zu ihrem wirtschaftlichen Einsatz.

Mittel- und kurzfristige Produktionsplanung (Auftragsplanung) erfolgen auf der Aus-
pragungsebene von Prozessen. Die Auspriagung eines Prozesses ist dabei die Realisie-

rung eines Prozesses im Rahmen einer Anwendung.

Mittelfristige (taktische) Entscheidungen beziehen sich auf die grobe Festlegung der
Produktionsstruktur, der zu beriicksichtigenden Mengen bzw. Termine und der zur
Ausfithrung benétigten Ressourcen. Das Ergebnis 148t Spielraum fiir die kurzfristige

Produktionsplanung.

Kurzfristige (operative) Entscheidungen beziehen sich im Detail auf die Nutzung der
vorhandenen Prozessoren und zusitzlicher Ressourcen. Schnittstelle zur taktischen
Ebene ist die Freigabe der Auftréige aus zeitlicher Sicht. Zur operativen Auftragspla-

nung gehoren die Systeminitialisierung, der Systembetrieb und die Systemiiberwachung.

Die Systeminitialisierung hat die Aufgabe, die Arbeitssysteme so einzurichten, dafl

alle Verrichtungen eines Auftrags ausgefiihrt werden kénnen (Auftragsbildung). Aus-
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gehend von der Auftragsbildung sind die verfiigharen Prozessoren zu gruppieren und

ihre Funktionalitét ist festzulegen.

Ausgangspunkt des Systembetriebs sind die Ergebnisse der Systeminitialisierung. Vor
der Einschleusung der Auftréige miissen die Reihenfolge, in der die Auftrige das System
betreten, und die Zeitpunkte, zu denen die Auftrige in das System eintreten, festgelegt
werden. Routenwahl bedeutet, aus einer Menge moglicher Prozessoren einen fiir den
nichsten Bearbeitungsschritt auszuwéihlen. Die Prozessorbelegung hat die Aufgabe,
die Reihenfolge der Bearbeitung der Auftrige durch den jeweiligen Prozessor festzu-
legen und dariiber hinaus Bearbeitungsbeginn und -ende jeder Verrichtung zeitlich zu

fixieren.

Mit Hilfe der Systemiberwachung wird der geplante Zustand des Systems sténdig mit
dem aktuellen Zustand des Systems verglichen (Betriebsdatenerfassung und Soll-Ist-

Vergleich).

Tabelle 2.2 fafit die Aufgaben der kurzfristigen Produktionsplanung zusammen.

Systeminitialisierung Systembetrieb Systemiiberwachung
Auftragsbildung Einschleusung Betriebsdatenerfassung
Prozessorengruppierung | Routenwahl Soll-Ist-Vergleich
Funktionszuordnung Prozessorbelegung

Tabelle 2.2: Aufgaben der kurzfristigen Produktionsplanung

Auf operativer Ebene erfolgt eine Trennung von Offline Planung und Online Steuerung.
Die Systeminitialisierung ist Bestandteil der Offline Planung und die Systemiiberwa-
chung ist Bestandteil der Online Steuerung. Der Systembetrieb ist sowohl Gegenstand
der Offline Planung als auch der Online Steuerung (vgl. Abb. 2.2).

Bindeglied zwischen Systeminitialisierung, -betrieb und -iiberwachung ist die Ablauf-

planung, d.h. die zeitliche Zuordnung von Auftrégen zu Prozessoren.
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System- System- System-
initialisierung betrieb iberwachung
Offline Planung Online Steuerung

Abbildung 2.2: Offline Planung und Online Steuerung

Ein Ablaufplanungsproblem ist ein kombinatorisches Optimierungsproblem, das durch
das Vorhandensein einer Alternativenmenge gekennzeichnet ist, aus der ein rational
handelnder Entscheidungstriger eine Auswahl treffen mufl. Ein Entscheidungstriger
handelt dann rational, wenn er ein gesetztes Ziel bzw. einen zukiinftigen, gegeniiber
dem gegenwértigen im allgemeinen verdnderten, erstrebenswerten Zustand, zu errei-

chen sucht (vgl. [DK96], S. 15).

Ablaufplanungsprobleme kénnen aus deterministischer und aus stochastischer Sicht
formuliert werden. Ein Problem ist deterministisch, wenn jeder Problemparameter mit
Wahrscheinlichkeit 1 eintritt. Der deterministische Aspekt einer Problemmodellierung
weist den Nachteil auf, dafl durch eventuelle Stérungen des Systems, mogliche Nachar-
beiten oder sonstige unvorhersehbare Ereignisse die deterministische Problemformulie-
rung durch stochastische Aspekte iiberlagert werden kann. In stochastischen Problemen

erfolgt die Beschreibung der Parameter durch Verteilungsfunktionen.

Die hier betrachteten Ablaufplanungsprobleme sind sowohl statischer als auch dynami-
scher Natur, da die Problemdaten entweder gleich bleiben oder sich auch im Zeitverlauf

dndern konnen.

Grundsitzlich wird angenommen, dafl in einem Ablaufplanungsproblem n Auftrige
Ji, Ja, ..., J, auf m Prozessoren P, P, ..., P, so zu verplanen sind, dafl bestimmte
Optimierungsziele unter Einhaltung zu beachtender Nebenbedingungen méglichst gut
erreicht werden. Der Einfachheit halber schreibt man héiufig anstelle von Auftrag J;
lediglich Auftrag j. Ebenso schreibt man héufig anstelle von Prozessor P; lediglich

Prozessor 1.
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Ergebnis der Ablaufplanung ist bei unseren Betrachtungen immer ein Ablaufplan, der
héufig als Gantt-Chart dargestellt wird. In Abb. 2.3 werden fiinf Auftrige Ji,...,Js

auf drei Prozessoren P, P>, P; verplant.

Pl J3 JS
P2 JZ J3
P, J, J,
x x x I >
0 1 2 3 4 5 6 t

Abbildung 2.3: Gantt-Chart

Ablaufpléne kénnen als Systeme aufgefait werden. Ein System (zum Systembegriff
vergleiche [Sch99]) 148t sich beschreiben durch eine Menge von Elementen sowie eine
Menge von Relationen, die die Beziehungen der Elemente angibt und eine Teilmenge
des kartesischen Produkts der Basismenge der Elemente ist. Eine Klassifikation von Sy-
stemen unterscheidet natiirliche und kiinstliche, statische und dynamische, geschlossene
und offene sowie deterministische und stochastische Systeme. Ein Ablaufplan kann als
ein kiinstliches System, das sowohl statisch als auch dynamisch, geschlossen oder offen
und deterministisch oder stochastisch sein kann, aufgefait werden. Input sind Auf-
trage, Prozessoren, Nebenbedingungen und Optimierungsziele. Output ist bei den in
der vorliegenden Arbeit betrachteten Ablaufplinen ein Gantt-Chart. Systemelemente
sind Input und Output, Systembeziehungen sind im Gantt-Chart dargestellt. Die Sy-
stemgrenze ist der Anwendungsbereich, Systemziel ist die Erstellung eines, beziiglich
der Optimierungsziele, optimalen Ablaufplans unter Beriicksichtigung der einzuhalten-

den Nebenbedingungen.
Ein Ablaufplan heifit zuldssig, wenn keine Nebenbedingung verletzt wird. Ein zuldssiger
Ablaufplan erfiillt die beiden folgenden Bedingungen:

1. Ein Prozessor kann zu einem bestimmten Zeitpunkt nur einen Auftrag bearbeiten.

2. Ein Auftrag kann zu einem bestimmten Zeitpunkt nur von einem Prozessor be-

arbeitet werden.
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Ein zuléssiger Ablaufplan heifit unverzégert, wenn kein Prozessor Leerzeiten hat, ob-
wohl ein Auftrag bearbeitet werden konnte. Unverzogerte Ablaufpline haben keine
unerzwungenen Leerzeiten. Optimale priaemptive Ablaufpline sind stets unverzogert.
Alle im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachteten Ablaufplanungsprobleme haben
optimale Losungen, die unverzogert sind. Ein zuldssiger Ablaufplan heifit semiaktiv,
wenn kein Auftrag frither fertiggestellt werden kann, ohne daf} die Bearbeitungsreihen-

folge auf einem der zur Verfiigung stehenden Prozessoren geindert wird.

Im néchsten Abschnitt wird das den weiteren Ausfiihrungen zugrundeliegende Modell

definiert.

2.2 Modelldefinition

Basierend auf einer Notation von Graham et al. [GLLRK79] schlagen Blazewicz et al.
[BEPSWO01] ein Klassifizierungsschema fiir Ablaufplanungsprobleme vor, das auch in
der vorliegenden Arbeit verwendet wird. Darin werden Ablaufplanungsprobleme durch

ein Tripel a | B | v beschrieben, wobei

e « die Prozessoren,
e 3 die Auftrdge und

e v die Zielkriterien

beschreiben. Im folgenden werden zum einen die Parameter vorgestellt, die im weiteren

Verlauf der Arbeit benétigt werden, zum anderen wird die Notation erweitert.

2.2.1 Prozessoren

Das erste Feld o = «ajas beschreibt die Prozessoren. Ein Prozessor kann dabei ei-
ne benotigte Maschine, aber auch benétigtes Personal, Raum, Material, Energie, ein

Transportmittel oder ein bestimmtes Werkzeug sein.
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2.2.1.1 Das Feld oy

oy beschreibt die Art der Prozessoren. Wir betrachten zwei grundlegende Mehrprozes-

sormodelle:

o = F2:

Zum einen werden spezialisierte Prozessoren vom Typ Zwei-Prozessoren-Flow-Shop be-
trachtet. Alle Auftrage durchlaufen dabei die beiden Prozessoren in der gleichen Rei-
henfolge (Reihenfertigung). Die Auftrige fliefien sozusagen von Prozessor zu Prozessor.

Dazu wird jeder Auftrag in zwei Verrichtungen zerlegt, die von den beiden Prozessoren

nacheinander bearbeitet werden miissen (vgl. Abb. 2.4).

P, Jy J

P, Jy I

t
Abbildung 2.4: Beuspiel fir einen Zwei-Prozessoren-Flow-Shop

Bei Warenprozessen findet man Flow Shops in der Flielband-, Transferstrafien- und in
der Reihenfertigung, bei Informationsprozessen in der seriellen Workflow-Verarbeitung.
Voraussetzung fiir eine Prozeforganisation als Flow Shop sind mittel- bis langfri-
stig stabile ProzeBausprigungen. Ein Nachteil liegt in der mangelnden Flexibilitit
(vgl. [Sch02], S. 12ff.).

ap = P

Neben spezialisierten Prozessoren werden parallele, identisch qualifizierte Prozessoren
betrachtet. Jeder Auftrag J; kann von jedem der Prozessoren mit der gleichen Ge-
schwindigkeit bearbeitet werden. Im Gantt-Chart in Abb. 2.3 werden drei parallele,
identisch qualifizierte Prozessoren dargestellt. Das abstrakte Modell paralleler, iden-
tisch qualifizierter Prozessoren ist auf viele reale Anwendungen iibertragbar. Beispiele
aus der industriellen Fertigung sind ein Maschinenpark mit mehreren identisch quali-
fizierten Maschinen oder eine Gruppe von identisch qualifizierten Arbeitern. Weitere
Anwendungen in flexiblen Fertigungssystemen werden in [BFHS88] und in [CS90] be-

schrieben.
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2.2.1.2 Das Feld ay

o beschreibt die Art der Nichtverfiigharkeitsintervalle der Prozessoren und besteht
aus lediglich einem Eintrag as = N C’It,, wobei mit ¢ der Zeitpunkt, zu dem ein Algo-
rithmus Informationen iiber die Verfiigbarkeiten der Prozessoren erhilt und mit p das

Verfiigbarkeitsmuster der Prozessoren bezeichnet wird.

Generell sind, in Abhéngigkeit von der zeitlichen Kenntnis der Verfiighbarkeiten der

Prozessoren, die folgenden Planungssituationen zu unterschieden:

1. t = offline

Die Verfiigbarkeiten aller Prozessoren sind im voraus bekannt.

2. t = nearly-online
Héufig ist der nédchste Zeitpunkt, zu dem sich die Anzahl der verfiigharen Pro-
zessoren dndert, bekannt. Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn ein Prozessor
(beispielsweise eine Maschine) gewartet werden soll, oder wenn ein Prozessor
nach einer Reparatur wieder zur Verfiigung steht. Geht man davon aus, dafl die
Menge der verfiigbaren Prozessoren in der Zeit bis zur Wartung des Prozessors
bzw. bis zum Wiedereinsatz desselben gleich bleibt, so hat man eine Vorausschau

von einem Zeitintervall.

3. t = online
Zu jedem beliebigen Zeitpunkt kann ein Prozessor ausfallen oder wieder eingesetzt

werden. Lediglich die aktuell verfiigbaren Prozessoren sind bekannt.

In [Sch84] und in [LS95] werden verschiedene Verfiigbarkeitsmuster von Prozessoren

besprochen.

1. p = const (constant pattern, konstantes Muster)

In diesem Fall stehen alle Prozessoren kontinuierlich zur Verfiigung.

2. p = zz (zigzag pattern, zick-zack Muster)

In diesem Fall stehen stets entweder ¢ oder ¢ — 1 Prozessoren zur Verfiigung.
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3. p = inc (increasing pattern, zunehmendes Muster)
In diesem Fall gilt: mg 1 > myg,1 < k£ < S — 1, mit S=Anzahl der Zeitpunkte,
zu denen sich die Menge der verfiigharen Prozessoren dndert, und m; < m die
Anzahl der Prozessoren (hochstens m) in einem Intervall, in dem sich die Menge

der verfiigbaren Prozessoren nicht &ndert (Systemintervall).

4. p = dec (decreasing pattern, abnehmendes Muster)

In diesem Fall gilt: my s < my, 1 <k< S —1

5. p = sc (staircase pattern, Treppenmuster)
In diesem Fall kann ein Prozessor P; in einem bestimmten Systemintervall nur

dann verfiigbar sein, wenn auch Prozessor P;,; verfiighar ist (vgl. Abb. 2.5).

P, 7
P 2 7.

t

Abbildung 2.5: Treppenmuster

Liegt ein Treppenmuster vor, so gilt PC] < PC;_; und PC; < PC;_, fiir alle
1 < % < m, wobei mit PC;] die Linge des r-ten Verfiigbarkeitsintervalls auf

Prozessor P; bezeichnet wird.

6. p =0 oder p = win (beliebiges Muster)

In diesem Fall stellen die Prozessoren ein beliebiges Verfiighbarkeitsmuster dar.

2.2.2 Auftriage

Das zweite Feld 8 € {0, pmin,i-pmin} beschreibt die Eigenschaften der Auftrige. ()

bezeichnet ein leeres Symbol, das man bei der Problemklassifikation weglift.

Ablaufplanungsprobleme kénnen hinsichtlich der Zuléssigkeit von Praemptionen un-
terschieden werden in solche Probleme, die keine Praemptionen zulassen und in solche,

die Praemptionen erlauben. Die Art und Weise, wie dabei auf eine Préemption reagiert
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wird, kann unterschiedlich geregelt sein. Beispielsweise kann angenommen werden, daf
ein Auftrag nach einer Priemption wieder von vorne bearbeitet werden muf} oder nur
mit einer Zeitstrafe weiterbearbeitet werden darf (non-resumable, semi-resumable). Im
allgemeinen und auch in der vorliegenden Arbeit wird davon ausgegangen, daf ein

Auftrag zu jedem beliebigen Zeitpunkt unterbrochen werden darf und

e sofort oder zu einem spéteren Zeitpunkt
e auf dem gleichen oder einem anderen Prozessor

e ohne Zeitstrafe

weiterbearbeitet werden kann (resumable).

Mit i-praemptiven Plinen werden Ablaufpline bezeichnet, in denen maximal ¢ Praemp-
tionen zugelassen sind (Notation: 8 = i-pmitn). Pléne, in denen beliebig viele Praemp-
tionen zugelassen sind, heiflen praéemptive Pline (Notation: 5 = pmtn). Pline, in denen

keine Priemptionen zugelassen sind, heifien nichtpriemptive Pline (Notation: 8 = ().

2.2.3 Zielkriterien

Das dritte Feld v beschreibt die Zielfunktion bzw. das Planungs- oder auch Optimie-
rungsziel. Bei den hier betrachteten Ablaufplanungsproblemen bildet eine Zielfunktion
z eine Alternativenmenge X in die Menge der rationalen Zahlen ab. Die Alterna-
tivenmenge X ist endlich und besteht hierbei in allen zuléssigen Ablaufpldnen. Die
Zielfunktion z ist zu minimieren, insofern ist das Optimierungsziel ein Minimierungs-
ziel. Eine Alternative z* € X mit dem Zielfunktionswert z(z*) erreicht das gesteckte
Optimierungsziel, wenn keine andere Alternative ' € X existiert, die zu einem niedri-
geren Zielfunktionswert als z(z*) fiihrt. Alle Alternativen 2’ € X mit dieser Eigenschaft
stellen optimale Lésungen dar und werden zu einer optimalen Losungsmenge X* zu-

sammengefaflt. Es gilt

X*:={2* € X | es existiert kein 2’ € X mit z(z') < 2(z*)}.
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Zusammen mit einer Minimierungsvorschrift bilden die Alternativenmenge X und die

Zielfunktion z ein elementares deterministisches Entscheidungsmodell
min{z(z) |z € X}.

Da hier lediglich eine Zielfunktion verwendet wird, spricht man auch von einem skalaren
Entscheidungsmodell. Mufl ein Entscheidungstriger eine Entscheidung auf der Basis
unterschiedlicher Ziele treffen, liegt hiufig ein Zielkonflikt vor, der Gegenstand der
Darstellung und Analyse vektorieller Entscheidungsmodelle ist (vgl. [DK96], Kapitel 1
und 2).

Als Optimierungsziel wird in der vorliegenden Arbeit die Minimierung der Planlidnge
bzw. die Minimierung des Fertigstellungszeitpunkts des Auftrags, der zuletzt fertigge-
stellt wird, betrachtet. Die Planlénge stellt zugleich die Zeitspanne dar, in der sémtliche
Auftriage im betrachteten Planungshorizont abgeschlossen sind. Fiir die Planlénge Ciq5
gilt

Cmaz = max Cj
j=1,...,n

Die Minimierung der Planlédnge ist eine reguldre Zielfunktion, da die Planlénge eine
in den Fertigstellungszeitpunkten C;,j = 1,...,n, der Auftrige monoton wachsende

Funktion ist.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Modell betrachtet, in dem der Fertigstellungszeit-
punkt eines Auftrags die Summe aus ablaufbedingten Wartezeiten vor und zwischen Be-
arbeitungen und aus seiner Bearbeitungszeit ist. Riist-, Kontroll- und Transportzeiten
mit den damit verbundenen Wartezeiten entfallen bzw. sind vernachlissigbar gering.
In diesem Falle ist der Fertigstellungszeitpunkt eines Auftrages gleich der Durchlauf-
zeit des Auftrages. Bei der Bemessung der Durchlaufzeit eines Auftrags werden in der
allgemeinsten Form sdmtliche Arbeitsvorginge, die zur Erledigung des betreffenden

Auftrags zu verrichten sind, beriicksichtigt (vgl. Abb. 2.6).

Eine kleine Planldnge bedeutet iiberlicherweise eine hohe Auslastung des Arbeitssy-

stems. Allerdings sind durchlaufzeitbedingte Zielfunktionen und auf Kostenminimie-
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Ablaufbedingte | Riist-| Bearbei- | Ablaufbedingte | Kontroll- | Ablaufbedingte | Transport-
Wartezeit zeit | tungs- Wartezeit zeit Wartezeit zeit
vor zeit vor vor
Belegung Kontrolle Transport
Belegungszeit

Abbildung 2.6: Durchlaufzeitkomponenten ([GGR92], Abb. 20 auf S. 142)

rung ausgerichtete Zielfunktionen wie Kapitalbindungs- oder auch Lagerhaltungsko-
sten nicht notwendigerweise dquivalente Zielfunktionen. So steht das zur Bearbeitung
der Auftrage bendtigte Kapital nicht notwendigerweise bereits zu Beginn des Pla-
nungszeitraumes bereit. Umgekehrt erfolgt auch die Freisetzung des gebundenen Kapi-
tals nicht notwendigerweise erst nach Bearbeitung sémtlicher Auftrige. Bei gegebener
Betriebsbereitschaft der Prozessoren fallen die mit diesen Prozessoren verbundenen
Bereitschafts- bzw. Dispositionskosten unabhéingig von der jeweiligen Kapazitiatsaus-
lastung in konstanter Hohe an. Ein Einflul der Kapazititsauslastung auf Opportu-
nitdtskosten in Form entgangener Gewinne besteht nur dann, wenn zusétzliche Auf-
trige zur Bearbeitung vorliegen und die freien Kapazitdten genutzt werden kénnen

(vgl. [GGR92], S. 190).

2.3 Modellanalyse

Grundlegende Einfithrungen in die Theorie der Berechenbarkeit stellen [PS98], [Pap93],
[GJ79] und [Kar72] dar. An dieser Stelle werden die wichtigsten Ergebnisse, soweit
sie im weiteren Verlauf der Arbeit bendétigt werden, zusammenfassend dargestellt. Ab-
laufplanungsprobleme sind kombinatorische Optimierungsprobleme (I, A), wobei I eine
Probleminstanz und A eine Problemlosung derart ist, dal der Wert einer bestimmten
Zielfunktion optimiert wird. Ein Algorithmus ist ein Verfahren, das so prizise formu-
liert ist, dafl es von einem mechanisch oder elektronisch arbeitenden Gerét durchgefiihrt
werden kann. Der Name Algorithmus leitet sich aus dem Namen des persisch-arabischen

Mathematikers Ibn Misa Al-Chwérismi ab, der im 9. Jahrhundert ein Buch iiber die
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»,Regeln der Wiedereinsetzung und Reduktion® schrieb. Ein Algorithmus realisiert ei-
ne berechenbare Funktion. Funktionen, die nicht berechenbar sind, kénnen nicht durch
Algorithmen und somit auch nicht durch Programme einer Rechenanlage beschrieben
werden. Die Komplezitdt eines Algorithmus ist der zu seiner Ausfithrung erforderliche
Aufwand an Betriebsmitteln wie Rechenzeit oder Speicherplatz (Rechenaufwand) in-
nerhalb eines bestimmten Berechnungsmodells. Der Rechenaufwand wird dabei in der
Regel in Abhéngigkeit von den Eingabewerten, meist in Abhéngigkeit von der Einga-
belinge gemessen. Hier und im folgenden wird angenommen, daf} eine Probleminstanz
I so kodiert ist, dal die Eingabelinge k£ nicht exponentiell im Vergleich zu anderen
moglichen Kodierungen wéchst. Die Laufzeit eines Algorithmus ist die Anzahl der Re-
chenschritte, die bei seiner Durchfiihrung fiir eine bestimmte Eingabe gemacht werden.
Die worst-case Laufzeit ist die schlechtest mogliche Laufzeit eines Algorithmus fiir ei-
ne Eingabe einer bestimmten Linge. Bei der Untersuchung der worst-case Laufzeit
greift man also fiir jede Eingabeldnge £ diejenige Eingabe heraus, fiir die der Algo-
rithmus die ldngste Laufzeit bendtigt. Alle in der vorliegenden Arbeit vorgenommenen

Laufzeitabschédtzungen sind worst-case Abschiatzungen.

Definition 2.1 Mit O(g(k)) wird die Klasse aller Funktionen f bezeichnet mit der
Figenschaft: 3¢ > 0 und Jky > 0, so daff Vk > ng gilt: f(k) < cg(k).

Ein Algorithmus hat polynomiale Laufzeit O(g(k), wenn die Anzahl der elementaren
Rechenschritte, die der Algorithmus ausfiihrt, fiir alle Eingabelidngen & ein Polynom in
k ist, die Funktion g also ein Polynom ist. Entsprechend spricht man von exponentieller
Laufzeit, wenn die Anzahl der elementaren Rechenschritte des Algorithmus exponentiell

mit der Eingabeldnge k£ wichst.

Die beiden Forderungen an einen Algorithmus, einerseits moglichst wenig Speicherplatz
zu verbrauchen und andererseits eine moglichst geringe Laufzeit zu besitzen, sind nicht
immer gleichzeitig zu erfiillen. Im allgemeinen konkurrieren diese beiden Forderungen

sogar miteinander ( Time-space-trade-off).
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Das zu einem Optimierungsproblem gehtérende Entscheidungsproblem beantwortet die
Frage, ob ein bestimmter Zielfunktionswert erreichbar oder nicht erreichbar ist. Das
Entscheidungsproblem liefert als Antwort also lediglich ja oder nein und ist daher
nicht schwieriger als das zugehérige Optimierungsproblem zu l6sen. Wenn das Ent-
scheidungsproblem aber schon schwierig ist, dann ist das Optimierungsproblem auch

schwierig.

Zur komplexititstheoretischen Einordnung der untersuchten Ablaufplanungsprobleme

werden folgende Definitionen 2.2 und 2.3 benétigt.

Definition 2.2 Die Klasse P besteht aus allen Entscheidungsproblemen, die von einer
Deterministischen Turing-Maschine (einem Computer) in (in der Eingabelinge) poly-
nomialer Zeit gelost werden konnen. Die Klasse NP besteht aus allen Entscheidungs-
problemen, die von einer Nichtdeterministischen Turing-Maschine in (in der Finga-

belinge) polynomialer Zeit geldst werden kdénnen.

Es ist leicht zu sehen, dafi P C NP. Offen ist die Frage, ob auch NP C P und damit
P = NP gilt. Es wird angenommen, daf} dies nicht der Fall ist, ein Beweis dafiir konnte

bis jetzt aber noch nicht erbracht werden.

Definition 2.3 Ein Problem I1 ist polynomial transformierbar auf ein Problem II',
wenn aus einem Polynomialzeitalgorithmus fir I1' auch ein Polynomialzeitalgorithmus
fur 11 erzeugt werden kann. Wenn also kein Polynomialzeitalgorithmus fir 11 existiert,
existiert auch kein Polynomialzeitalgorithmus fiir II'. Genauer gilt: Sei X ein Alphabet,
und Ly, Ly C X* seien Sprachen. Ly ist polynomial auf Ly transformierbar, wenn es
einen polynomial-zeitbeschrinkten Algorithmus gibt, der eine Funktion f : X* — X*

berechnet, fir die gilt:
w € Ly dann und nur dann, wenn f(w) € Lo

fir alle w € X*. Fir Probleme anstelle von Sprachen wird die Transformierbarkeit

analog definiert. Ein Entscheidungsproblem heifft NP-vollstindig, wenn
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1. IIe NP

2. Fiir jedes Problem II' € NP gilt: TI' ist polynomial transformierbar auf IT

Einige NP-vollstindigen Entscheidungsprobleme lassen sich in pseudo-polynomialer
Zeit 16sen, wenn die Eingabe unir kodiert wird. Probleme, fiir die kein in der Lénge der
unir kodierten Eingabe polynomialer Algorithmus existiert, heiflen undr NP-vollstindig

oder auch NP-vollstindig im strengen Sinne.

Ein grundlegendes NP-vollstindiges Problem ist PARTITION, das wie folgt formuliert
werden kann: Gegeben seien positive ganze Zahlen aq,... ,a; und b = (1/2) 2221 a;.
Frage: Gibt es zwei disjunkte Teilmengen S; und S, so daB$ ), 5 a; = cq, a5 =7
Ein grundlegendes im strengen Sinne NP-vollstindiges Problem ist 3-PARTITION, das
wie folgt formuliert werden kann: Gegeben seien positive ganze Zahlen a, ... , a3 und
b= (1/t) Z;’il a; mit b/4 < a; < b/2,j = 1,...,3t. Frage: Gibt es zwei disjunkte
Teilmengen S; und S, so dafl Zjesl a; = ZjESz a; = b? Gibt es t paarweise disjunkte
Teilmengen Si,Ss, ... ,S;, so daf Zjesl a; = Zj652 aj=...= Zjest a; =b?

Ein Optimierungsproblem nennt man NP-schwer, wenn sein entsprechendes Entschei-
dungsproblem NP-vollstindig ist. Um zu zeigen, dafl ein Optimierungsproblem NP-

schwer ist, kann man zum Beispiel wie folgt vorgehen (Beweis durch Restriktion):

1. Zeige, dafl das zu dem Optimierungsproblem zugehérige Entscheidungsproblem
zur Klasse NP gehort.
2. Zeige, dafi PARTITION ein Spezialfall des zu dem Optimierungsproblem zu-

gehorigen Entscheidungsproblem ist.

Entsprechend kann man vorgehen, wenn gezeigt werden soll, da} ein Problem NP-

schwer im strengen Sinne ist (dabei wird PARTITION durch 3-PARTITION ersetzt).

Nicht fiir jedes Ablaufplanungsproblem ist ein Algorithmus bekannt, der das Problem
in polynomialer Zeit optimal 16st. Ist man bei praktischen Anwendungen gezwungen,

Losungsalgorithmen fiir NP-schwere Ablaufplanungsprobleme zu entwickeln, so behilft
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man sich hiufig mit Heuristiken, da exakte Algorithmen wegen der exponentiellen

Laufzeit kaum eingesetzt werden konnen.

Von Approzimierungsalgorithmen spricht man, wenn man fiir eine Heuristik eine Gfite-
garantie beziiglich der optimalen Losung angeben kann. Eine Giitegarantie fiir einen
Approximationsalgorithmus A zur Losung eines Ablaufplanungsproblems ist eine Aus-
sage dariiber, wie der Algorithmus A im ungiinstigsten Fall gegeniiber einem optimalen
Algorithmus abschneidet. Ist das Optimierungsziel ein Minimierungsziel, so lautet die
Aussage: Fiir alle Probleminstanzen I gilt: A(I) < Ra(I) - OPT(I), wobei A(I) der
Zielfunktionswert ist, der mit dem Algorithmus A gefunden wurde und OPT(I) der
minimale Zielfunktionswert ist. Ziel ist, den kleinstmdglichen Faktor » = min{R(/)}
zu bestimmen, d.h. die bestmégliche Giitegarantie. Die Frage, ob nicht eventuell noch
bessere Giitegarantien (Schranken) erreicht werden konnen, kann man beantworten,
indem man Probleminstanzen angibt, fiir die der Algorithmus die Giitegarantie genau

erreicht.

Fiir einige NP-schwere Probleme existiert ein polynomiales Approrimationsschema, wel-
ches eine Menge von Algorithmen {A.} ist, so daf fiir jedes € > 0 ein Polynomialzeital-
gorithmus A, mit Giitegarantie 7 = (1 + ¢) existiert. Dabei kann die Laufzeit von {A.}
zusitzlich zur Eingabeldnge auch noch von e abhéingen. Wenn die Laufzeit polynomial
in der Eingabelénge und in 1/€ ist, heifit die Menge der Approximationsalgorithmen ein
vollstindiges polynomiales Approximationsschema. Fiir im strengen Sinne NP-schwere
Probleme kann gezeigt werden, dafl kein vollstdndig polynomiales Approximationssche-

ma, existiert, es sei denn P = NP.
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Kapitel 3

Beschrinkte Verfiigbarkeit der

Prozessoren

In klassischen Modellen der Ablaufplanung wird davon ausgegangen, dafl alle Pro-
zessoren wahrend des gesamten Planungszeitraums kontinuierlich zur Verfiigung ste-
hen. Diese Annahme ist allerdings hiufig nicht gerechtfertigt. Durch zufillige Ausfille,
Wartung, Reparatur oder sonstige Ereignisse koénnen die Prozessoren lediglich in be-
stimmten Zeitintervallen zur Bearbeitung von Auftrigen bereitstehen. Im vorliegenden
Kapitel wird dieses Problem aufgegriffen und fiir spezialisierte Prozessoren (Flowshop
mit zwei Prozessoren) sowie fiir parallele, identisch qualifizierte Prozessoren unter-
sucht. Beschriankungen der Verfiigbarkeit der Prozessoren treten beispielsweise auf
Grund von Vorbelegungen der Prozessoren aus vorhergehenden Planungsintervallen
oder auf Grund von plé6tzlich auftretenden Prozessorausfillen und damit verbundenen
Wartungsarbeiten auf. Beschrinkt verfiigbare Prozessoren kénnen als partiell erneuer-
bare Ressourcen betrachtet werden (vgl. [Zim01]). Weitere Anwendungsbeispiele, die
eine Untersuchung von Ablaufplanungsproblemen mit beschrinkt verfiigbaren Prozes-

soren rechtfertigen, findet man u.a. in [Sch00] und in [SS98].

In Abschnitt 3.1 wird ein Ablaufplanungsproblem in einem Flowshop mit zwei Prozes-
soren hinsichtlich beschrinkter Verfiigbarkeit der Prozessoren untersucht. Sind beide

Prozessoren wihrend des gesamten Planungshorizonts verfiigbar, 148t sich das Problem
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mit Hilfe des Algorithmus von Johnson [Joh54] ohne Priaemptionen und (beziiglich der
Planléinge) optimal 16sen (Abschnitt 3.1.1). Der Algorithmus erzeugt eine Permutation
der Auftrige (Johnson-Permutation) und verplant die Auftrige in dieser Reihenfolge
auf die beiden Prozessoren. In [GS78| wird gezeigt, dafl eine Johnson-Permutation, die
das Problem F2 || Cy,4, optimal 16st, auch das Problem F2 | pmtn | Cyqy optimal 16st.
Eine Johnson-Permutation ist nicht mehr notwendigerweise optimal, wenn die Pro-
zessoren nicht kontinuierlich zur Verfiigung stehen. Der obere Teil der Abb. 3.1 zeigt
eine Einplanung der Auftriige in der Johnson-Permutation (./;, Jo, J3). Im unteren Teil
werden die Auftriige in einer optimalen Reihenfolge (J3, Jo, J1) eingeplant. Das Nicht-
verfiigbarkeitsintervall [4, 6] auf Prozessor P; ist schraffiert dargestellt. Die Intervalle,

in denen Auftrige eingeplant sind, sind hellgrau hinterlegt.

P, Ji Jr J3

T 1 T | 1 1 1 T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Y

~

p, J3 J> Ji
T T I I I I I I I I I T T >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 ¢

Abbildung 3.1: Mit dem Algorithmus von Johnson erzeugter nicht optimaler

Plan, wenn die Prozessoren nicht kontinuierlich zur Verfiigung stehen.

Experimente haben gezeigt, dal Johnson-Permutationen hiufig auch im Falle be-
schrinkt verfiigbarer Prozessoren optimal bleiben (vgl. Breit [Bre00] und Kubiak et
al. [KBFBSO01]). In den Abschnitten 3.1.2 bis 3.1.4 (vgl. Braun et al. [BLSS02] und
[BSS00]) wird daher der Frage nachgegangen, ob man auf Grund einer Information
iiber die Lage der Nichtverfiigbarkeitsintervalle eine Aussage dariiber treffen kann,
unter welchen hinreichenden Bedingungen eine Johnson-Permutation auch im Falle
beschrinkt verfiigbarer Prozessoren optimal bleibt. Genauer wird eine Stabiulititsana-
lyse fiir mit Hilfe des Algorithmus von Johnson erstellte Ablaufpliane fiir das Pro-

blem F2, NC°Fine | pmtn | Cpes durchgefiihrt. Basierend auf diesen Ergebnissen
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wird ein Algorithmus, der (fiir Probleminstanzen von F2 | pmtn | Cpey) optimale
Johnson-Permutationen daraufhin iiberpriift, ob sie auch fiir Probleminstanzen von
F2,NC | pmtn | Cpae (mit ansonsten gleichen Eingabedaten) optimal bleiben, ent-
worfen. Die Leistungsfihigkeit des Algorithmus wurde fiir eine grofle Anzahl von Te-
stinstanzen iiberpriift. Abschnitt 3.1.4 beinhaltet eine Diskussion der erhaltenen Er-

gebnisse.

Liegt ein konstantes Verfiigbarkeitsmuster der Prozessoren vor, kann das Problem
P,NCT™e | pmitn | Chpap mit dem Algorithmus von McNaughton [McN59] in (in
der Anzahl der Auftréige) polynomialer Zeit und beziiglich der Planldnge optimal
gelost werden (Abschnitt 3.2.1). Der Algorithmus von McNaughton ist nicht mehr
notwendigerweise optimal, wenn beliebige Verfiigbarkeitsmuster der Prozessoren vor-
liegen, da dann méglicherweise nicht zuléssige Plédne erzeugt werden. Im linken Teil der

Abb. 3.2 ist ein nicht zuldssiger Plan abgebildet, im rechten Teil ein zuldssiger. Das

Nichtverfiigbarkeitsintervall auf Prozessor P, ist schraffiert dargestellt.

P Ji b Py Ji
P, J P, 5

t t

Abbildung 3.2: Mit dem Algorithmus von McNaughton erzeugter nicht zuldssi-

ger Plan, wenn die Prozessoren nicht kontinuierlich zur Verfiigung stehen.

In Abhéngigkeit von den Zeitpunkten, zu denen ein Algorithmus Informationen iiber die
Verfiigharkeitsintervalle der einzelnen Prozessoren erhélt, werden in den Abschnitten

3.2.2 bis 3.2.4 aus der Literatur bekannte Algorithmen fiir die Probleme

o P, NCBine | pmin | Crras
° P, Ncnearly-online | pmtn | Cma:c

e P, NC™"e | pmitn | Crran
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in einer vereinheitlichten Notation beschrieben. Dariiberhinaus erfolgt jeweils eine Ana-
lyse der worst-case Laufzeiten und der Anzahl der im worst-case erzeugten Priemptio-
nen. In Abschnitt 3.1.4 wird zusétzlich die Vermutung untersucht, ob es stets beziiglich
der Planlénge optimale Online-Algorithmen gibt, falls die Anzahl der Prozessoren klei-

ner als die Anzahl der Auftrige ist.

3.1 F2,NC | pmtn | Chae

Das Problem F2, NC | pmin | Cpap 188t sich wie folgt beschreiben. Es sollen n Auf-
trage Ji, ..., J, auf zwei parallelen, identisch qualifizierten Prozessoren P, P, so ver-
plant werden, dafl die Planldnge C};,,; minimiert wird. Dabei besteht jeder Auftrag J;
aus zwei Verrichtungen 7} ; und 75, mit nichtnegativen Bearbeitungszeiten p; ; und
P2j,7 € {1,...,n}. Wenn eine Verrichtung unterbrochen wird, darf sie zum gleichen
oder zu einem spéteren Zeitpunkt auf demselben oder auf dem anderen Prozessor ohne
Zeitstrafe weiterbearbeitet werden. Die Prozessoren kénnen in bestimmten Zeitinter-

vallen nicht zur Verfiigung stehen.

Verwandte Ergebnisse

Stehen beide Prozessoren kontinuierlich zur Verfiigung, 148t sich das Problem F2, NC'|
pmin | Cpe, optimal mit dem Algorithmus von Johnson [Joh54] 16sen. Das gleiche
Problem mit nicht kontinuierlich verfiigbaren Prozessoren wurde erstmals von Lee
[Lee97] aufgegriffen. In zahlreichen weiteren Artikeln wird dieses Problem seitdem un-
tersucht (vgl. Schmidt [Sch00], Kapitel 5 und 6). Lee [Lee97] zeigt, dal das Problem
F2 NC | pmtn | Cpar NP-schwer ist, selbst wenn nur ein Nichtverfiigbarkeitsinter-
vall auftritt. Dazu schrankt er das allgemeine Problem auf das Problem mit nur einem
Nichtverfiigbarkeitsintervall auf dem ersten Prozessor ein und zeigt, daf} dieses Problem
PARTITION als Spezialfall enthélt. Dariiberhinaus gibt er ein pseudopolynomiales Dy-
namisches Programm an, das das Problem mit nur einem Nichtverfiigbarkeitsintervall

optimal 16st. Weiter beschreibt Lee eine Heuristik, die fiir das Problem mit nur einem
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Nichtverfiigbarkeitsintervall einen Plan erzeugt, der hochstens (3/2)-mal so lang ist wie
ein optimaler Plan, wenn sich das Nichtverfiigbarkeitsintervall auf dem ersten Prozes-
sor befindet. Befindet sich das Nichtverfiigharkeitsintervall auf dem zweiten Prozessor,
gibt Lee eine Heuristik an, die hochstens (4/3)-mal so lange Pline erzeugt wie die
von einem optimalen Verfahren erzeugten Pliane. Cheng und Wang [CWO00] zeigen, dafl
die Schranke von (3/2) fiir die Situation, daf sich ein Nichtverfiigbarkeitsintervall auf
dem ersten Prozessor befindet, scharf ist. Fiir das Problem mit beliebig vielen Nicht-
verfiigbarkeitsintervallen und den Spezialfall, daf} ein Nichtverfiigbarkeitsintervall auf
einem Prozessor unmittelbar gefolgt wird von einem Nichtverfiigbarkeitsintervall auf
dem anderen Prozessor, geben Cheng und Wang in demselben Artikel eine Heuristik

an, die das Problem mit einer worst-case Schranke von (5/3) 16st.

Kubiak et al. [KBFBS02] zeigen, dafl das Problem NP-schwer im strengen Sinne
wird, wenn auf beiden Prozessoren beliebig viele Nichtverfiigbarkeitsintervalle auftreten
kénnen, und geben einen Branch-And-Bound-Algorithmus an. Breit [Bre00] und Kubi-
ak et al. [KBFBS01] untersuchen die Leistungsfihigkeit verschiedener Heuristiken zur
Losung des Problems F2, NC | pmtn | Cper(mit maximal zehn Nichtverfiigbarkeits-
intervallen). Resultat ist, daf§ innerhalb der Zeitschranke von 1000 Sekunden fast alle
einfachen Probleminstanzen optimal gelost werden, aber lediglich 41% der schweren

Probleminstanzen.

Sotskov [Sot91] untersucht fiir ein Jobshop-Problem mit m > 2 Prozessoren den Ein-
flufl moglicher Verdnderungen der Bearbeitungszeiten der Auftrige auf die Optimalitét
eines Ablaufplans. Dabei bezeichnet er mit dem Begriff Stabilititsradius die groftmogli-
chen Verdnderungen der Bearbeitungszeiten der Auftrige, so dal ein gegebener opti-
maler Ablaufplan optimal bleibt. Lai und Sotskov [LS99] und Sotskova [Sot01] un-
tersuchen Jobshop-Probleme, in denen u.a. die Bearbeitungszeiten der Verrichtungen
zwischen einer unteren und einer oberen Schranke variieren konnen. Kravchenko et al.
geben in [KSW95] notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dafi ein Ab-
laufplan fiir einen Jobshop einen unendlich groflen Stabilitdtsradius hat. Im gleichen

Artikel wird auch gezeigt, dafi es keine Pldne mit unendlich groflem Stabilitédtsradi-
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us fiir das Flowshop-Problem mit mehr als zwei Prozessoren und mit mehr als zwei

zu verplanenden Auftrigen geben kann. Sotskov et al. [SSW97] zeigen, dal optimale

Ablaufpléne beziiglich hinreichend kleinen Verdnderungen der Bearbeitungszeiten der

Auftrage stabil sind.

Verwendete Notation

In dem vorliegenden Kapitel wird die in Tab. 3.1 zusammengefafite Notation verwendet.

Dabei wird 4 zur Indizierung der Prozessoren (i € {1,2}) und j zur Indizierung der

Auftrige (j € {1,...,n}) benutzt.

Bearbeitungszeit von Verrichtung T; ; von Auftrag j auf Prozessor ¢
Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle auf Prozessor i

Gesamtanzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle: w = wy + wo

k-tes Nichtverfiigbarkeitsintervall auf Prozessor 4

Startzeitpunkt des k-ten Nichtverfiigbarkeitsintervalls auf Prozessor ¢
Endzeitpunkt des k-ten Nichtverfiigbarkeitsintervalls auf Prozessor ¢
Lénge des k-ten Nichtverfiigbarkeitsintervalls auf Prozessor i,

h(Nix) := f(Nik) — s(Ni k)

maximal mogliche Verldngerung der Bearbeitungszeit von Auftrag j auf
Prozessor 4, so daf eine Johnson-Permutation unveréindert bleibt
Stabilitatsradius einer Johnson-Permutation auf Prozessor ¢

frithester Startzeitpunkt eines Auftrags auf Prozessor ¢

spitester Fertigstellungszeitpunkt eines Auftrags auf Prozessor i in einem
semiaktiven Ablaufplan

wegen Nichtverfiigbarkeitsintervallen maximal mégliche Verlingerung der
Bearbeitungszeit von Auftrag j auf Prozessor ¢

Verlidngerungsradius der Bearbeitungszeiten auf Prozessor ¢
Startzeitpunkt der Verrichtung 7; ; in dem durch die Permutation o
definierten semiaktiven Ablaufplan

Fertigstellungszeitpunkt der Verrichtung 7T; ; in dem durch die Permutation o

definierten semiaktiven Ablaufplan

Tabelle 3.1: Notation (Flowshop-Problem)
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Fiir das Problem F2, NCeffine | pmitn | Cpee wird angenommen, dafl alle Nicht-
verfiigbarkeitsintervalle im voraus bekannt sind. Prozessor P; ist nicht verfiighar vom
Zeitpunkt s(NN; ) bis zum Zeitpunkt f(N;x) = s(Nix) + h(Nigk), £ € {1,2,...,w;}.
Verrichtung 7; ;, mit deren Bearbeitung vor dem Zeitpunkt s(V; ) begonnen wurde
und deren Bearbeitung zum Zeitpunkt s(/V;j) noch nicht abgeschlossen wurde, wird
fir h(N; ) Zeiteinheiten unterbrochen. Danach wird die Bearbeitung vom Zeitpunkt

f(Nig) = s(Nix) + h(N; ) an wieder aufgenommen.

Im n&chsten Abschnitt wird der Algorithmus von Johnson beschrieben, der urspriing-
lich fiir das Problem F2 || Cpey formuliert wurde. Gonzales und Sahni [GS78] haben
allerdings gezeigt, dafi der Johnson-Algorithmus auch das Problem F2 | pmitn | Cpap

optimal 16st.

3.1.1 F2|pmin | Cpe (Algorithmus von Johnson)

Das Problem F2 | pmtn | Cpep gehort zu den klassischen Ablaufplanungsproblemen.
Ein Algorithmus zur Losung des Problems ist der von Johnson [Joh54] verdffentlichte
Algorithmus 3.1, der ohne Priemptionen auskommt. Ist also die Anzahl der Nicht-
verfiigbarkeitsintervalle w = 0, kann ein beziiglich der Planléinge optimaler Ablaufplan

fiir das Problem F2, NC' | pmtn | Cyqp mit Algorithmus 3.1 wie folgt erstellt werden:

Algorithmus 3.1: Algorithmus von Johnson

begin

1. Teile die Menge der Auftrige in zwei Teilmengen wie folgt:
S1 := Menge der Auftrige mit p1; < po j;
S := Menge der Auftrige mit py; > po j;

2. Verplane die Auftrige aus der Menge S in nichtfallender (SPT) Reihenfolge
ihrer Bearbeitungszeiten p j;

3. Verplane die Auftrige aus der Menge S5 in nichtsteigender (LPT) Reihenfolge
ihrer Bearbeitungszeiten po ;;

end;
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Die mit Algorithmus 3.1 umgeordnete Auftragsmenge wird als Johnson-Permutation
oder auch Johnson-Reihenfolge o bezeichnet. Satz 3.1 trifft eine Aussage tiber Laufzeit

und Korrektheit des Algorithmus:

Satz 3.1 Der Algorithmus von Johnson erzeugt fir die Probleme F2 | pmin | Cpaz
und F2 || Cpay in Zeit O(nlogn) einen zuldssigen und beziglich der Planlinge opti-

malen Ablaufplan.

Beweis: Der Beweis fiir F'2 || Cpqy erfolgt in [Johb4], Theorem 1 auf S. 63. Daf
ein beliebiger priemptiver Plan zur Losung des Problems F2 || Cy,y, immer in einen
nichtpraemptiven Plan mit der gleichen Planldnge transformiert werden kann, folgt aus

[GS78], Lemma 3 auf S. 40ff. . O

Mit Praemptionen kann also keine Verbesserung beziiglich der Planlinge erreicht wer-
den. Daher haben gleiche Instanzen der Probleme F2 | pmin | Cpup und F2 || Chon
die gleiche durch Algorithmus 3.1 ermittelte optimale Lésung. Folgendes Beispiel ver-

deutlicht die Vorgehensweise von Algorithmus 3.1.

Beispiel: Drei Auftrige Ji, Js, J3, die aus jeweils zwei Verrichtungen T;; bestehen,
sollen in einem Flowshop mit zwei Prozessoren P; und P, so verplant werden, daf
die Planlinge minimiert wird. Die Verrichtungen haben folgende Bearbeitungszeiten

(vgl. Tab. 3.2):

P P,
Tiimit pi g =3|Ty; mit po; =5

T172 mit p1,2 =4 TQ,Q mit p2,2 =1
Ti3 mit py 3 =7 |13 mit po3 =2

Tabelle 3.2: Bearbeitungszeiten der Verrichtungen fiir das Beispielproblem

In Abb. 3.3 ist ein von Algorithmus 3.1 ermittelter optimaler Ablaufplan, in dem die
Auftrige in der Johnson-Reihenfolge o = (Ji, J3, J5) eingeplant werden, abgebildet. O

P, Ji J3 J

P2 Jl J3 J2
T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 !

Abbildung 3.3: Optimale Johnson-Permutation o fir das Beispielproblem
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Eine Johnson-Permutation o ist optimal, wenn beide Prozessoren P; und P, wihrend
des Planungshorizonts kontinuierlich zur Verfiigung stehen, d.h. fiir das Problem F'2 |
pmin | Cpae- In den beiden néchsten Abschnitten werden hinreichende Bedingungen
dafiir anzugeben, dafi o auch fiir das Problem F2, NC°%"¢ | pmtn | Cpnee optimal
ist, d.h. fiir den Fall, daf} die beiden Prozessoren in w > 1 Intervallen nicht verfiigbar
sind und ansonsten die gleichen Eingabedaten wie fiir das Problem F2 | pmtn | Cyop

vorliegen. Das obige Beispielproblem wird dazu wie folgt erweitert:

Beispiel: Wir betrachten die in Tab. 3.2 beschriebene Probleminstanz mit einer Aus-

nahme: Bei ansonsten gleichen Eingabedaten treten nun auf beiden Prozessoren P; und

P, Nichtverfiigbarkeitsintervalle auf (vgl. Abb. 3.4). O
Nl,l N1,2 N1,3 N1,4 NI,S
2 7 727 72 7 A
P2
0 1 é é 4 g é I7 ;3 9 10 lll 1I2 1I3 14 15 1I6 1I7 1I8 1I9 2;) 21 22 2I3 211 2I5 2I6 2I7 t
N, N, N, 5 Ny,
Abbildung 3.4: Beispielproblem mit w=9 Nichtverfiigbarkeitsintervallen Ny1,..., Nis

und NZ,I: c. ’N274

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie die Werte 7r; ;, pi,d; ;,0i,s; und ¢;
(vgl. Tab. 3.1) fiir unser Beispiel berechnet werden kénnen. Dabei wird sich herausstel-
len, daf§ der Ablaufplan, der die Auftriige in der Johnson-Reihenfolge o = (.J1, J3, Jo)
einplant, optimal bleibt, wenn die Prozessoren (wie abgebildet) nicht kontinuierlich zur

Verfiigung stehen.

3.1.2 Stabilitidts- und Verlidngerungsradien

Die Idee fiir eine Stabilitdtsanalyse einer Johnson-Permutation o besteht im wesentli-
chen darin, ein Nichtverfiigbarkeitsintervall V; ; auf Prozessor P; als einen zusétzlichen
Teil der Bearbeitungszeit der Verrichtung 7; ; anzusehen, wenn die Bearbeitung von 7j ;
durch das Nichtverfiigbarkeitsintervall /V; ; unterbrochen wird. Zunéchst wird gezeigt,

wie der Stabilitdtsradius p; von Prozessor ¢ = 1,2 berechnet wird. p; ist die kleinste



34 Beschrinkte Verfiigbarkeit der Prozessoren

aller maximal moglichen Verldngerungen r; ; von Bearbeitungszeiten von Auftrégen j
auf Prozessor ¢, so daf eine Johnson-Permutation gleich bleibt. Dann wird gezeigt, wie
der Verlingerungsradius §; von Prozessor ¢ = 1,2 berechnet wird. ¢; ist die grofite aller
durch Nichtverfiigbarkeitsintervalle verursachten maximal moglichen Verldngerungen
d; ; von Bearbeitungszeiten von Auftrigen auf Prozessor i. Eine Johnson-Permutation

o bleibt dann optimal, wenn gilt:

fiir Auftrige j = 1,2,... ,n und Prozessoren ¢+ = 1, 2.

3.1.2.1 Stabilititsradius fiir Johnson-Reihenfolge

Zur allgemeinen Definition des Begriffs Stabilitdtsradius eines optimalen Ablaufplans
sei auf Sotskov [Sot91] verwiesen. Mit Stabilititsradius bezeichnet Sotskov die maximal
moglichen Verdnderungen der Bearbeitungszeiten der Verrichtungen, so dafl ein gege-
bener optimaler Ablaufplan optimal bleibt. Die folgende Definition 3.1 unterscheidet

sich davon in zwei Punkten:

1. Zum einen wird in Definition 3.1 angenommen, dafl die Bearbeitungszeiten der
Verrichtungen sich aufgrund von Nichtverfiigbarkeitsintervallen nur erh6hen, aber

nie verringern koénnen.

2. Zum anderen wird in Definition 3.1 die Optimalitit einer Permutation aufler acht
gelassen. Es geht nur darum, festzustellen, ob eine bestimmte Permutation nach
Verldngerungen einzelner Bearbeitungszeiten noch eine Johnson-Permutation
bleibt oder nicht. Zu beachten ist, dafl die Optimalitét einer Permutation ¢ nicht
impliziert, dal o eine Johnson-Permutation ist. Das gilt insbesondere auch fiir

die Probleme F2 | pmin | Cpap und F2 || Cprgq.

Definition 3.1 Der Stabilititsradius p; einer Johnson-Permutation o auf Prozessor
P; ist wie folgt definiert: p; ist das Minimum aller mazimal mdglichen Verlingerungen

1i,j von Verrichtungen T; ; auf Prozessoren P;, i € {1,2},5 € {1,2,...,n}, so daf eine
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Permutation o eine Johnson-Permutation fir die modifizierten Bearbeitungszeiten ist.

Die Polyeder
Di={2 = (i1, Ti2, .., Tin) :Dij < Tij < pij+rijt €{1,2},7€{1,2,...,n}}

im Raum IR™ von nichitnegativen, n-dimensionalen reellen Vektoren heiflen Stabilitits-

polyeder der Johnson-Permutation.

Stabilitdtspolyeder I'; definieren alle maximalen Verldngerungen von Bearbeitungszei-
ten von Verrichtungen 7; ; auf Prozessor P;, so dafl eine gegebene Permutation ¢ von
n Auftrégen eine Johnson-Permutation bleibt. Lemma 3.1 trifft eine Aussage iiber die

Laufzeit zur Berechnung der Stabilitdtspolyeder und der Stabilitéitsradien:

Lemma 3.1 Die Stabilititsradien p; und die Stabilititspolyeder T';,i € {1,2}, kénnen

mit einem Zeitaufwand von O(n) berechnet werden.

Beweis: Sei o eine Johnson-Permutation von n Auftragen. O.B.d.A. nehmen wir an,
daB gilt: o = (J1,Jo, ..., Jn). Weiter nehmen wir an, dal die ersten k& Auftrige zur
Menge S gehoren und daf die restlichen n — k Auftrége zur Menge Sy gehoren. Es gilt
also S; ={1,2,... ,k} und Sy, = {k+1,k+2,... ,n}. Zur Berechnung von r; ; werden

zwei Fille unterschieden: Entweder gehort Auftrag j zur Menge S; oder zur Menge S,.

Im Falle, dafl j zur Menge S; gehort, gilt die Ungleichung p; ; < p, ;, und die maximal
moglichen Verldngerungen r;; sind jeweils das Minimum zweier Werte a; ; und by ;.
a1; = paj — p1,; stellt den maximalen Wert dar, den man zur Bearbeitungszeit p; ;

addieren kann, so dafl Auftrag j in der Menge S; verbleibt. Der Wert

DP1j+1 — P1js j:1,2,... ,k—l,
bl,j =

m’ j:k7

stellt den maximal moglichen Wert dar, den man zur Bearbeitungszeit p ; hinzuaddie-

ren kann, so dafl die SPT-Reihenfolge innerhalb der Menge S; erhalten bleibt.

Ahnliche Argumente gelten fiir den Fall, daB j zur Menge S, gehért, d.h. wenn die

Ungleichung p; ; > po ; erfiillt ist. Jede Berechnung eines Wertes r; ; kann in konstanter
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Zeit erfolgen, so daf8 die Stabilitétspolyeder I'; und die Stabilitétsradien p;,i € {1, 2},

in Zeit O(n) berechnet werden kénnen. O

Beispiel: In Tab. 3.3 sind die Resultate der Berechnungen fiir die in Tab. 3.2 und
Abb. 3.4 beschriebene Instanz des Problems F2, NC°fftine | pmin | Cyrqeq abgebildet.

P, P,
pri=3|rp=min{2,00} =2 | | ps1 =5 |re; =00
pr2=4|rz2=00 P22 =1|r9=min{3,1} =1
p13=7|T13=00 P23 =2 | re3 =min{5,00} =5

pr=2 p2 =1

Tabelle 3.3: Stabilitdtsradien

Falls also keine Bearbeitungszeit einer von Prozessor P; zu bearbeitenden Verrichtung
um mehr als zwei Zeiteinheiten und falls keine Bearbeitungszeit einer von Prozessor P
zu bearbeitenden Verrichtung um mehr als eine Zeiteinheit verlingert wird, bleibt die

Permutation o = (Ji, Js, J2) eine Johnson-Permutation. a

3.1.2.2 Verlidngerungsradius

Falls die Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle w=0 ist, werden alle Verrichtungen
T; ; ohne Priemptionen bearbeitet und die Lénge des Intervalls, in dem T ; bearbeitet
wird, ist gleich p; ;. Falls w > 1, kann die Belegungszeit, d.h. die Differenz zwischen
Bearbeitungsende und Startzeitpunkt einer Verrichtung 7;; durch ein oder mehrere

Nichtverfiigbarkeitsintervalle verldngert werden.
Beispiel: Die Belegungszeit der Verrichtungen 77 ; und 7}, der Permutation o =

(J1, Js, J2) werden durch Nichtverfiigbarkeitsintervalle verldangert (vgl. Abb. 3.5). O

Im folgenden wird gezeigt, wie die durch Nichtverfiigbarkeitsintervalle maximal mogli-

chen Verlingerungen der Belegungszeiten der Verrichtungen (unabhéngig von ei-
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Nl.l NI.Z N1.3 Nl.4 Nl.S
P2 ‘]1 ‘]3 ‘]2
i i T T T T T T T T T T T T T >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 t
N2,] N2,2 NZ,} NZ,4

Abbildung 3.5: Verlingerung von Belegungszeiten durch beschrinkt verfigbare Prozes-

soremn

nem konkreten Ablaufplan) bestimmt werden kénnen. Zunéchst werden die Begriffe

Verlingerungsradius und Verlingerungspolytop definiert.

Definition 3.2 Der Verlingerungsradius §; der Verrichtungen auf Prozessor P; ist wie
folgt definiert: 6; ist das Mazimum aller moglichen Verlingerungen d; ; von Belegungs-
zetten von Verrichtungen T; ;, die durch Nichtverfigbarkeitsintervalle auf ProzessorP;,

i€ {1,2},5€{1,...,n}, verursacht werden kénnen. Die Polytope
Aj={r=(Ti1,%i2,--- ,Tin)  Pij < Tij < pij+dij}

im Raum IR™ der nichtnegativen n-dimensionalen reellen Vektoren heiflen Verlinge-

rungspolytope der Verrichtungen.

Die Verlédngerungsradien geben den maximalen Wert an, um den das Bearbeitungs-
ende einer Verrichtung durch ein oder mehrere Nichtverfiigbarkeitsintervalle verzogert
werden kann. Lemma 3.2 trifft eine Aussage iiber die Laufzeit zur Berechnung der

Verldngerungspolytope und der Verldngerungsradien:

Lemma 3.2 Verlingerungsradien 6; und Verlingerungspolytope A;, i € {1,2}, kénnen

in Zeit O(w? + n log n) berechnet werden.
Beweis: Wir zeigen zunéchst, wie 4; und A; berechnet werden kénnen. Dazu berechnen
wir die Summen D, und E; (fiir alle l =1,... ,w,) wie folgt:

Die Summe D; der Lingen von 1 < [ < w; aufeinanderfolgenden Nichtverfiigharkeits-

intervallen auf Prozessor P; betrégt maximal
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a+l—1
Dl—wIIIil—a}Xl{Z thk }

Die Summen E; werden wie folgt berechnet: Zu den Nichtverfiigbarkeitsintervallen
werden jeweils die entsprechenden Verfiigharkeitsintervalle auf Prozessor P; bestimmt.
Mit A, j wird das k-te Verfiigbarkeitsintervall auf Prozessor P, bezeichnet. Mit s(A ),
f(A1x) und h(A;x) werden Startzeitpunkt, Endzeitpunkt und Lénge des Intervalls
A, bezeichnet. O.B.d.A. nehmen wir an, da8 s(N;;) > 0 ist. Wenn s(N;;) = 0 ist,
konnen wir den friihest méglichen Startzeitpunkt s; = 0 auf Prozessor P, durch s; =
f(Ny,1) ersetzen. Die optimale Permutation bleibt die gleiche. Daher gilt s(A4;) = 0,
f(A11) = s(Ny1) und h(A11) = f(A11) — s(411) > 0. Fir £ = 2,3,...,w gilt
s(Ark) = f(Nig-1), f(Are) = s(Nik) und h(Ae) = f(Are) — s(Are) > 0.

Ey wird auf Ey := 0 gesetzt und die Summe E; der Langen von [ aufeinanderfolgenden

Verfiigbarkeitsintervallen A; j, wird wie folgt berechnet:

w11 a+l-1
E, = InlIl Z h(Ak,1)
Diese Berechnungen bendtigen Zeit O(w?).

Mit Hilfe der Werte D, und E; fiir [ = 1,...,w; kann nun die maximal mégliche
Verlédngerung der Belegungszeit einer Verrichtung 77 ; bestimmt werden. Um Verrich-
tung T} ; zu bearbeiten, werden hochstens & Verfiigbarkeitsintervalle benutzt, wenn
Ey_1 < p1; < Eg. Diese k Verfiigbarkeitsintervalle héingen mit & Nichtverfiigbarkeits-
intervallen zusammen. Daher wird die Belegungszeit von Verrichtung 77 ; um héchstens

Dy, verlidngert.

Ahnliche Argumente gelten fiir Prozessor P,. Insgesamt wurde gezeigt, dafi die Be-
rechnung der Verlingerung jedes Auftrags Zeit O(w + nlogn) kostet. Zur Berechnung
der Verlangerungsradien §; und der Verldngerungspolytope A; wird also insgesamt Zeit

O(w* + nlogn) bendtigt. 0
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Beispiel: In Tab. 3.4 sind die Resultate der Berechnungen fiir die in Tab. 3.2 und
Abb. 3.4 beschriebene Instanz des Problems F'2, NC°Fin¢ | pmtn | C,q. abgebildet. Zu
beachten ist, dal aus Berechnungen, die spéter in Lemma 3.3 beschrieben werden, folgt,
daB} die letztmdglichen Fertigstellungszeitpunkte eines Auftrags ¢; = 18 auf Prozessor

P, und ¢y = 27 auf Prozessor P, betragen.

P b,
D11 = 3 d1,1 =2 P21 = 5 d2,1 =2

Do =4 d1,2 =3 Poo =1 d2,2 =1
P3=7|di3=3]| |po3=2|dyz=1
01 =3 by = 2

Tabelle 3.4: Verlingerungsradien

In Abb. 3.6 ist das Verldngerungspolytop A; der Verrichtungen auf Prozessor P; ab-
gebildet.

Pip A

pl | J J J J 1 ]

Abbildung 3.6: Verlingerungspolytop der Verrichtungen auf Prozessor Py

Der Punkt pl wird bestimmt durch die in Tab. 3.2 vorgegebenen Bearbeitungszeiten
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p1,; der Auftrige j € {1,2,3} auf Prozessor P,. Resultat der Berechnungen ist zusam-
menfassend, dafi das Bearbeitungsende einer Verrichtung auf Prozessor P; (P,) durch
Nichtverfiigharkeitsintervalle um nicht mehr als um drei (zwei) Zeiteinheiten verzogert

werden kann. O

Mit Hilfe von Lemma 3.1 und Lemma 3.2 wird nun folgender Satz 3.2 bewiesen:

Satz 3.2 Eine fir das Problem F2 | pmin | Cpqy definierte Johnson-Permutation o
bleibt optimal fiir das Problem F2, NC°0re | pmin | Cprae, falls

di,j < 7ij, fir i € {1,2} und j € {1,2, ... ,n}. (31)

Der Test von Bedingung (3.1) kostet Zeit O(w? + nlogn).

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Sei 7 eine Permutation der n Auftrige

mit

fiir das Problem F2, NC°0ne | pmtn, | C,pep. Wir definieren eine Modifikation (Px) des

Problems mit den folgenden Bearbeitungszeiten

) Cig(7) = sig(7) + h(Nig), falls ein Ny; existiert mit f(Ng;) = si5(7),
P = Ci;(T) —si (1), sonst.
Aus Definition 3.2 folgt, daf} gilt: p;; < p;; + di;. Aus Definition 3.1 und den Un-
gleichungen (3.1) folgt, daf die Permutation ¢ eine Johnson-Permutation fiir Problem
(Px) bleibt. Solange aber fiir Problem (Px) die Anzahl der Nichtverfiigharkeitsinterval-
le w = 0 ist, bleibt die Johnson-Permutation o optimal. Daher gilt C,4.(0) < Cpaz(7),
was ein Widerspruch zu Ungleichung (3.2) ist. Der Zeitaufwand zur Berechnung der

Werte r;; und d;; aus Lemma 3.1 und Lemma 3.2 bestimmt den Zeitaufwand, der

erforderlich ist, um die Ungleichungen (3.1) zu testen. O
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Beispiel: Durch Vergleichen der Eintrége der Tabellen 3.3 und 3.4 sieht man, dafl
die Ungleichungen (3.1) von Satz 3.2 alle erfiillt sind. Die fiir die Probleminstanz des
Problems F2 | pmtn | Cpa optimale Johnson-Permutation o = (Ji, J3, J;) 16st also
auch die Probleminstanz des Problemes F2, NC°#"¢ | pmtn | C,rap optimal, wenn die

Prozessoren (wie in Abb. 3.4 angegeben) lediglich beschrinkt verfiigbar sind. a

Im néchsten Abschnitt werden weitere hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dafl

eine Johnson-Permutation auch im Falle beschrinkt verfiigbarer Prozessoren optimal

bleibt.

3.1.3 Hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitit einer

Johnson-Permutation

In Satz 3.3 werden weitere hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitdt einer Johnson-
Permutation angegeben. Die Bedingungen basieren auf Informationen iiber die Lage der

Nichtverfiigbarkeitsintervalle und der eingeplanten Verrichtungen in einem konkreten

Ablaufplan.

Satz 3.3 Sei I eine Probleminstanz des Problems F2 | pmin | Cpar und Iy eine
Probleminstanz des Problems F2,NC | pmtn | Cp,ap mit den gleichen Bearbeitungs-
zeiten wie I,. Sei o eine zur Lisung von I erstellte Johnson-Permutation und s(o)
ein Ablaufplan fir I, in dem die Auftrige in der durch o vorgegebenen Reihenfolge
eingeplant werden. Sei ferner C; ; (s(o)) der Fertigstellungszeitpunkt von Verrichtung
Tii,1 < k < n im Ablaufplan s(c). Dann wird I optimal durch o geldst, wenn es

einen Zeitpunkt t = C ;, (s(0)), 1 < k < n, im Ablaufplan s(o) gibt, so daff

(i) die k kleinsten Verrichtungen auf Prozessor P, und Nichtverfigbarkeitsintervalle

auf Prozessor Py das Intervall [0,t] komplett ausfiillen,

(ii) die n+ 1 — k kleinsten Verrichtungen auf Prozessor P, und Nichtverfigbarkeits-

intervalle auf Prozessor Py das Intervall [t,Cs ;, (s(0))] komplett ausfiillen.
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Beweis: Im Ablaufplan s(o) gibt es keine Leerzeiten auf Prozessor P, im Intervall [0, ¢]
und auf Prozessor P, im Intervall [¢, Cy j, (s(0))]. Daher kann der Wert Cyax(s(0)) nicht
durch ein Vertauschen der Auftréige innerhalb der Mengen ji,...,Jx und ji,...,jn

verringert werden.

In einem beliebigen semiaktiven Ablaufplan s gibt es auf Prozessor P; keine Leerzeiten
innerhalb des Intervalls [0, C1 j,]. Daher fiillen die Verrichtungen 7} 4, k+1 < ¢ < n, und
Nichtverfiigbarkeitsintervalle auf Prozessor P; das Intervall [¢, Cy ;, (s(0))] komplett aus.
Aus Bedingung (i7) folgt, da8 im Ablaufplan s auf Prozessor P, lediglich im Intervall
[0, t] Leerzeiten vorhanden sein konnen. Sei I(s(0)) die Gesamtlinge dieser Leerzeiten.
Wenn [(s(0)) = 0 ist, dann stellt der Ablaufplan s(o) eine optimale Losung fiir das
Problem F2, NC°Fire | pmtn | Cpep dar. Wenn I(s(o)) > 0 gilt, dann fiihrt eine

Verringerung von Crax(s(0)) = Caj, (s(0)) zu einer Verringerung von /(s(0)).

Wir betrachten jetzt einen semiaktiven Ablaufplan s(¢’), der aus dem Ablaufplan s(o)
durch einen Vertauschung eines Auftrags j,,1 <y < k mit einem Auftrag j,,k +1 <
z < n erstellt wird. Aus Bedingung (7) folgt, dafi Prozessor P;(P,) im Intervall [0, ¢]
hochstens k(k — 1) Verrichtungen vollstéindig bearbeiten kann. Aus Bedingung (i7)
folgt, dafl im Ablaufplan s(o’) die gesamte Leerzeit auf Prozessor P, im Intervall [0, ]
wenigstens [(s(o)) ist. Daher gilt: Cpax($(0)) < Chmax(s(0”)). Durch ein Vertauschen

von Auftragen kann also keine Verbesserung der Planlénge erzielt werden. a

Satz 3.3 gilt fiir beliebige Permutationen o. Insbesondere ist es nicht notwendig, dafl o

eine Johnson-Permutation ist. Das gleiche gilt fiir Korollar 3.1 und 3.2:

Korollar 3.1 Wenn die kleinste Verrichtung auf Prozessor P, und Nichtverfiigbar-
keitsintervalle auf P, das Intervall [c1;,(s(0)), 24, (s(0))] komplett ausfillen, dann
stellt der Ablaufplan s(o) eine optimale Lisung fiir das Problem F2, NC°fine | pmin |
Cornaz dar.

Korollar 3.2 Wenn p;;, := min{pi,, fir 1 <k <n} und auf Prozessor P, im Inter-
vall [c1,4,(5(0)), 2,1, (5(0))] keine Leerzeiten auftreten, dann stellt der Ablaufplan s(o)

eine optimale Lisung fiir das Problem F2, NC°Fine | pmtn | Cres dar.
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Zum Beweis von Korollar 3.1 (Korollar 3.2) ist die Beobachtung hinreichend, dafl Be-
dingungen (i) und (74) auch fiir k = n (bzw. £ = 1) gelten. Der Test der Bedingung in
Korollar 3.1 benétigt Zeit O(ws), der Test der Bedingung in Korollar 3.2 benétigt Zeit
O(wy +n).

Beispiel: In Abb. 3.5 sieht man, da8 fiir die durch Tab. 3.2 und Abb. 3.4 beschriebene
Instanz des Problems F'2, NC°Fne | nmin | Cpnee sowohl Satz 3.3 als auch Korollar 3.1

erfiillt sind. O

Die Anzahl der in Satz 3.2 und Satz 3.3 zu betrachtenden Nichtverfiigbarkeitsintervalle

kann wie folgt eingeschrinkt werden:

Lemma 3.3 Sei s(o) ein semiaktiver Ablaufplan zur Lisung einer Instanz des Pro-
blems F2,NC | pmtn | Cpap. Der frihest mogliche Startzeitpunkt s; und der spditest
mdagliche Fertigstellungszeitpunkt c; eines Auftrags auf Prozessor P; in s(o) kénnen in

Zeit O(n + w) bestimmt werden.

Beweis: Auf Prozessor P ist der frithest mogliche Startzeitpunkt eines Auftrags

51 i max f(N11), wenn s(Ny;) =0,
0, sonst.
Der spétest mogliche Fertigstellungszeitpunkt eines Auftrags auf Prozessor P; ist ¢; =
p1 +a+ b. p;,a und b konnen wie folgt bestimmt werden: p; := Y p;; und a :=
Zle h(Ny,;) mit s(Ny) < p; fiir £ maximal. b wird zunéchst auf b := 0 gesetzt, &
(maximal) wird aus der vorhergehenden Berechnung {ibernommen. b wird um A(Ny 411)
erh6ht und £ wird um 1 erhoht, solange s(NVq z41) < p1 +a+b. Die Berechnung von p;
benétigt O(n) Zeit, die Berechnung von a und b benstigt O(w) Zeit. Insgesamt kann
also der spatest mogliche Fertigstellungszeitpunkt eines Auftrags auf Prozessor P; in

Zeit O(n + w) bestimmt werden.
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Auf Prozessor P, ist der frithest mogliche Startzeitpunkt eines Auftrags das Bearbei-
tungsende der ersten Verrichtung auf P;. Sei pp, (1) die kleinste Bearbeitungszeit einer
Verrichtung, die von Prozessor P; zu bearbeiten ist und sei d := pyi(1) 4 ¢. Die Werte
c und d werden zu Beginn auf 0 gesetzt. Solange (N1 x+1) < Pmin(1) + ¢ ist, werden ¢

um h(Njg41) und £ um 1 erh6ht. Dann gilt:

f(N2g), wenn es ein Nichtverfiigbarkeitsintervall Ny gibt
So = max mit so < d und ¢y > d,

d, sonst.
Die obige Berechnung besitzt einen Zeitaufwand in Héhe von O(n + w).

Der spitest mogliche Fertigstellungszeitpunkt eines Auftrags auf Prozessor P, wird
durch die Schranke ¢y = ¢; + Y ps; + d nach oben beschrinkt. Der Wert £ ist der
grofite Index mit s(NVax) < ¢;. Der Wert d wird zunéchst auf max{f(Noy) — c1,0}
gesetzt. Solange s(Najki1) < ¢1 + > p2j + d ist, werden d um h(2, Ny;1) und k£ um 1
erhoht. Diese Berechnung erfordert ebenfalls einen Zeitaufwand in Héhe von O(n+w).

O

Beispiel: Abb. 3.7 zeigt die Ergebnisse der beschriebenen Berechnungen fiir die in
Tab. 3.2 und Abb. 3.4 beschriebene Instanz des Problems F2, NC%"¢ | pmitn | Cpoqe.

|
_>S|:0 01:]84_
Nl‘l NI,Z N1‘3 Nl,4 Nl,5
Pla 2 s ) )
Py Jy J5 5
1 1 T T T T T T T T T T T T I
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 2 t
Ny 5,= 4 Nap Nos Nog =27

Abbildung 3.7: Friihest mdgliche Startzeitpunkte und spdtest maogliche Endzeitpunkte

von Verrichtungen auf P, und P,

Der im néchsten Abschnitt formulierte Algorithmus basiert auf den in diesem und dem

vorigen Abschnitt erzielten Ergebnissen.
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3.1.4 Experimentelle Ergebnisse

Die im letzten Abschnitt beschriebene Stabilitdtsanalyse wird in Algorithmus 3.2 for-

malisiert. Um die Laufzeit so gering wie moglich zu halten, werden die verschiedenen

Bedingungen in (in der Komplexitit) aufsteigender Reihenfolge getestet.

Algorithmus 3.2: Stability Test

Input:

I := Instanz des Problems F2 || Cpqz;

I, := Instanz des Problems F2, NC | pmtn | Cpqa(bis auf die Nichtverfiigbarkeits-

intervalle gleiche Instanz wie I;);

begin

1. Berechne eine Johnson-Permutation o fiir das Problem F2 || Cpyqz;

2. if (o erfiillt Korollar 3.1) then output , Permutation o ist optimal fiir die
Instanz I, des Problems F2, NC | pmtn | Cpz; stop;

3. if (o erfiillt Korollar 3.2) then then output ,,Permutation o ist optimal fiir die
Instanz Iy des Problems F2, NC | pmitn | Cpqaz"; stop;

4. FErzeuge A < min{)\*,2¥} Johnson-Permutationen o1, 09,... ,0y;

5. for (i:=1,...,)) do

6. begin

7. Setze o := oy;

8. if (o erfiillt Korollar 3.1) then output ,Permutation o ist optimal fiir die
Instanz I des Problems F2, NC | pmtn | Cpqz”; stop;

9. if (o erfillt Korollar 3.2) then output ,Permutation o ist optimal fiir die
Instanz I, des Problems F2, NC | pmitn | Cpqz“; stop;

10. if (o erfiillt Satz 3.3) then output ,Permutation o ist optimal fiir die
Instanz Iy des Problems F2, NC | pmin | Cpqaz"; stop;

11. if (o erfiillt Satz 3.2) then output ,Permutation o ist optimal fiir die
Instanz Iy des Problems F2, NC | pmin | Cpqz; stop;

12. end;

13. output ,,Optimalitit einer der Permutationen o;,7 = 1,2,... , A, zur Lésung der

Instanz I des Problems F2, NC°#n¢ | ymin | Cyrap konnte nicht bewiesen werden®;
end;

Zeilen 5ff. werden durchgefiihrt, da es mehr als eine optimale Johnson-Reihenfolge fiir

eine Instanz des Problems F'2 || Cy,qr geben kann. Genauer gilt: Wenn k& Bearbeitungs-

zeiten auf einem Prozessor gleich sind, kann es 2* verschiedene Johnson-Permutationen

geben. In der Implementierung wurde die maximale Anzahl der betrachteten Johnson-



46 Beschrinkte Verfiigbarkeit der Prozessoren

Permutationen auf min{\* := 1024, 2¥} Johnson-Permutationen beschriinkt.

Die Ergebnisse von Lemma 3.3 wurden bei der Erzeugung der Probleminstanzen
wie folgt eingesetzt: Die Nichtverfiigbarkeitsintervalle wurden so ausgewé&hlt, daf
tatsichlich jedes der jeweils w Intervalle gezihlt wurde. Wenn also ¢; und ¢, die Bear-
beitungsenden der letzten (im Ablaufplan mit den Nichtverfiighbarkeitsintervallen) auf
Prozessor P, und P, verplanten Verrichtung sind, wurde jedes Nichtverfiigharkeitsin-
tervall entweder im Intervall [0, ¢;] auf Prozessor P; oder im Intervall [min(p, j), ¢z

auf Prozessor P, plaziert.

Der Algorithmus wurde in der Programmiersprache C implementiert. Fiir die Tests
stand ein Rechner mit einem AMD 1200 MHz Prozessor und mit 1024 MB Hauptspei-

cher zur Verfiigung.

Die experimentelle Performance-Analyse von Algorithmus 3.2 wurde fiir zwei Testset-
tings durchgefiihrt. Das erste Testsetting bestand aus Probleminstanzen, die (bis auf die
Bearbeitungs- und Nichtverfiigharkeitszeiten, die jeweils gleichverteilt aus dem Intervall
[1,1000] stammen, aber nicht notwendigerweise identisch sind) &hnlich den von Kubi-
ak et al. [ KBFBS02] betrachteten Probleminstanzen waren. Da sich herausgestellt hat,
dal Algorithmus 3.2 eine sehr geringe Laufzeit besitzt, wurden in einem weiteren Test-
setting Probleminstanzen untersucht, die weitaus mehr Auftrige und Nichtverfiigbar-
keitsintervalle beinhalten. Die Ergebnisse der Experimente werden entsprechend in den

beiden folgenden Abschnitten Kleines Testsetting und Grofles Testsetting beschrieben.

3.1.4.1 Kleines Testsetting

Zunéchst wurden Probleminstanzen aus einem &hnlich dem von Kubiak et al

[KBFBS02] betrachteten Testsetting untersucht, d.h. mit

e 5,10,15,...,100 Auftragen mit ganzzahligen Bearbeitungszeiten, die uniform im

Intervall [1,1000] verteilt sind und mit

e 1.2, 3,...,10 Nichtverfiigbarkeitsintervallen auf beiden Prozessoren mit ganzzah-

ligen Bearbeitungszeiten, die uniform im Intervall [1,1000] verteilt sind.
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In Kubiak et al. wird ein Branch-And-Bound-Algorithmus entwickelt und zur Erzeu-
gung optimaler Ablaufpline fiir Instanzen des Problems F2, NC%%¢ | pmtn | Cpap
eingesetzt. Wegen eines vorgegebenen Zeitlimits 7' := 1000 Sekunden fiir jede Instanz

konnten nicht alle Instanzen innerhalb des Zeitlimits gel6st werden.

In unseren Experimenten wurden fiir jedes Problem jeweils 10000 Probleminstanzen
erzeugt (Kubiak et al. jeweils zehn). Fiir jede Probleminstanz wurde wenigstens eine
Johnson-Permutation ¢ bestimmt, und es wurde mit Hilfe von Algorithmus 3.2 jeweils
die Frage beantwortet, ob o die (bis auf die Nichtverfiigbarkeitsintervalle) gleiche In-
stanz des Problems F?2, N(C°ffine | pmin | Cyreq optimal 16st. Dabei wurden lediglich
die in den vorigen Abschnitten beschriebenen hinreichenden Bedingungen getestet. Ins-
besondere garantiert Algorithmus 3.2 keine optimale Losung. Unsere Ergebnisse zeigen

jedoch, daf fiir die meisten Probleminstanzen die Johnson-Permutation optimal bleibt.

Die Prozentzahlen in den nachfolgenden Tabellen geben an, fiir wieviel Prozent aller
erzeugten Probleminstanzen durch Algorithmus 3.2 nachgewiesen werden konnte, daf
eine Johnson-Permutation die jeweilige Instanz des Problemes F2, NC°fre | pmitn |
Cinae optimal 16st (Prozentzahl optimal geldster Instanzen). Die Laufzeiten sind nicht
aufgefiihrt, da die Laufzeiten alle duflerst gering waren: Die maximale Laufzeit iiber
alle Probleminstanzen der Tabellen 3.5-3.9 betrug 0.000125 Sekunden und die aller
Probleminstanzen der Tabellen 3.10-3.12 betrug 0.000731 Sekunden.

Tab. 3.5 zeigt die Ergebnisse fiir die zu Beginn dieses Abschnitts beschriebenen Pro-
bleme aus dem kleinen Testsetting und entspricht dem Testsetting aus Kubiak et al..
Die Prozentzahl der gelosten Instanzen war kleiner fiir n=>5, n=10 und n=15, aber fast
gleich fiir 20 < n < 100. Der Branch-And-Bound-Algorithmus hat allerdings zum Teil
eine wesentlich grofiere Laufzeit benotigt (1000 Sekunden waren nicht hinreichend, um

einige Instanzen zu lésen).

Kubiak et al. zeigen, dafl Instanzen mit Werten p, ; = 2p; ; wesentlich schwieriger als In-
stanzen mit fiir beide Prozessoren uniform erzeugten Bearbeitungszeiten zu losen sind.

Unsere Berechnungen haben diese Vermutung fiir kleine Probleminstanzen bestétigt
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Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 742%  72.1%  72.3%  72.7%  72.3%  73.4%  741%  74.6%  75.1%  76.2%
10 87.5%  85.0%  84.6%  83.8%  83.5%  83.4%  83.5%  83.1%  844%  83.5%
15 91.1%  90.7%  90.0%  89.9%  89.6%  89.0%  88.7%  87.9%  88.5%  88.5%
20 93.4%  93.2%  925%  92.3%  921%  91.9%  91.7%  91.3%  90.8%  91.3%
25 94.5%  94.1%  94.3%  93.6%  93.3%  93.7%  93.8%  93.0%  93.2%  92.4%
30 95.1%  94.9%  95.0%  95.1% = 947%  94.5%  93.9%  94.2% = 94.0%  94.4%
35 95.5%  95.7%  95.5%  95.9% = 95.4%  95.3%  95.5%  95.4%  95.1%  94.9%
40 96.0%  96.2%  96.1%  96.3%  96.1%  96.1%  95.9%  95.8% = 95.5%  95.6%
45 96.6%  96.9%  96.6%  96.4%  96.2%  96.5%  96.3%  96.2%  96.1%  96.1%
50 97.2%  97.0%  96.8%  96.6%  96.7%  96.7%  96.9%  96.6%  96.9%  96.4%
55 97.2%  97.2%  97.2%  97.5%  96.8%  97.1%  97.2%  97.1%  96.8%  96.8%
60 97.7%  97.4%  97.6%  97.2%  97.3%  97.3%  97.2%  97.1%  97.2%  97.1%
65 97.6%  97.4%  9T.7%  97.7%  97.3%  97.3%  97.3%  97.2%  97.3%  97.4%
70 97.8%  97.5%  97.9%  98.0%  97.5%  97.9%  97.7%  972%  97.8%  97.5%
75 97.7%  98.1%  97.9%  98.2%  97.8%  97.7%  97.8%  97.6%  97.8%  97.9%
80 98.1%  98.0%  98.1%  97.9%  98.1%  98.2%  98.0%  97.9%  97.6%  97.9%
85 98.1%  98.3%  98.2%  98.2%  98.3%  98.0%  98.2%  98.1%  98.0%  98.0%
90 98.5%  98.5%  98.3%  98.2%  98.3%  97.9%  98.1%  98.3%  98.2%  98.0%
95 98.3%  98.3%  98.4%  98.2%  98.1%  98.3%  98.2%  98.3%  98.2%  98.2%
100 98.5%  98.5%  98.5%  98.5%  98.4%  98.4%  983%  98.3%  98.2%  98.3%

Tabelle 3.5: Prozentzahlen der geldsten Instanzen mit wi > 0 und wy > 0

(vgl. Tabelle 3.5 mit 3.6). Aus einem Vergleich von Tabelle 3.6 mit Tabelle 3 aus Ku-

biak et al. folgt, dafl unser Ansatz (mit Ausnahme von n = 5,10 und w < 7, in denen

der Branch-And-Bound-Algorithmus jeweils alle zehn Probleminstanzen optimal 16st,

eine ahnliche Prozentzahl erzielt.

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrage 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10
5 64.5%  50.6%  44.4%  42.1%  40.0%  38.2%  37.7%  37.8%  36.5%  36.0%
10 66.6%  54.2% = 47.4%  42.5%  40.3%  36.8%  35.6%  34.6%  33.9%  33.1%
15 68.0%  55.0%  49.2%  45.0% = 42.2%  39.1%  37.5%  35.9%  35.6% = 34.1%
20 69.4%  56.7%  50.8%  46.7%  43.9%  41.6% = 39.9%  38.6%  36.6%  35.2%
25 68.4%  58.2%  52.2%  47.8%  45.8%  42.2% = 40.2% = 39.0% = 37.4%  37.5%
30 68.8%  58.5%  52.7%  48.9%  45.4% = 44.2%  42.4%  40.9%  39.8%  38.0%
35 68.6%  58.7%  53.4%  50.0%  46.2% = 44.9% = 43.0%  41.7% = 40.3%  39.4%
40 69.7%  58.2%  52.6%  49.1%  47.2% = 451% = 43.0%  41.1%  41.8%  39.6%
45 69.9%  59.2%  53.2%  50.0%  47.6%  44.9% = 43.7% = 42.3%  41.2%  41.1%
50 70.3%  60.1%  54.5%  49.5%  47.6%  47.0%  44.5% = 44.8% = 43.3% = 41.0%
55 68.9%  59.1%  54.1%  50.5%  48.0% = 46.5% = 46.8%  43.6%  42.1% = 42.1%
60 70.0%  59.5%  53.8%  50.6%  49.2% = 47.4%  46.0% = 43.8%  43.7%  42.2%
65 70.4%  60.0%  53.7%  51.5%  49.1%  47.7% = 46.5% = 44.8%  43.4%  42.7%
70 70.1%  60.4%  54.7%  50.9% = 49.5%  48.2%  47.7%  45.5% = 43.6% = 42.6%
75 68.8%  60.7%  54.9%  51.5%  49.5% = 48.4% = 46.1% = 455% = 44.3%  43.7%
80 70.0%  60.3%  54.2%  51.5%  50.3% = 48.3%  47.0% = 45.0% = 44.4%  44.6%
85 70.8%  60.5%  55.1%  52.1%  50.4% = 48.2%  46.6% = 45.5% = 44.7%  45.0%
90 70.2%  60.8%  55.4%  52.3%  50.9%  48.0%  47.2% = 46.7% = 45.5% = 43.9%
95 71.2%  60.0%  55.5%  52.5%  51.0% = 47.7% = 47.5% = 46.5% = 45.9%  44.6%
100 70.4%  60.8%  57.2%  53.1%  50.8%  48.6%  47.1% = 46.9% = 45.9%  45.7%
Tabelle 3.6: Prozentzahlen der geldsten Instanzen mit ps; = 2p1 ;, w1 > 0 und wy > 0
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Fiir Bearbeitungs- und Nichtverfiigbarkeitszeiten aus dem Intervall

vergleichbare Ergebnisse erzielt (vgl. Tab. 3.7 und Tab. 3.8).

[0,100] wurden

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrage 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5% 75.5% 72.7% 72.3% 72.4% 73.5% 74.5% 75.2% 75.4% 76.6% 76.4%
10% 88.0% 85.9% 85.1% 85.1% 83.9% 84.6% 84.7% 84.8% 84.3% 84.7%
15% 92.0% 91.2% 90.6% 90.6% 89.9% 89.7% 89.8% 89.3% 88.9% 89.0%
20% 94.1% 93.7% 93.8% 92.7% 92.9% 93.0% 92.5% 92.2% 92.7% 92.0%
25% 95.0% 94.5% 95.0% 94.7% 94.5% 94.3% 93.8% 93.9% 94.1% 93.8%
30% 96.1% 96.0% 95.9% 95.5% 95.2% 95.2% 95.3% 94.6% 94.8% 94.9%
35% 96.5% 96.4% 96.5% 96.2% 96.4% 96.0% 96.0% 96.0% 95.8% 95.8%
40% 97.2% 97.0% 96.8% 96.7% 96.9% 96.5% 96.6% 96.3% 96.7% 96.3%
45% 97.5% 97.1% 97.4% 97.1% 97.2% 97.3% 97.2% 96.4% 96.7% 96.8%
50% 97.8% 97.6% 97.8% 97.6% 97.4% 97.4% 97.5% 97.1% 97.1% 97.3%
55% 98.1% 97.9% 97.8% 98.0% 97.8% 97.6% 97.7% 97.4% 97.4% 97.6%
60% 98.3% 98.2% 97.9% 97.6% 97.8% 97.9% 97.8% 97.8% 97.8% 97.6%
65% 98.4% 98.4% 98.2% 98.3% 98.0% 98.0% 97.7% 98.0% 97.9% 98.0%
70% 98.3% 98.4% 98.3% 98.2% 98.6% 98.3% 98.4% 98.2% 98.4% 98.2%
75% 98.5% 98.7% 98.4% 98.4% 98.6% 98.4% 98.4% 98.4% 98.3% 98.5%
80% 98.4% 98.8% 98.8% 98.5% 98.7% 98.7% 98.3% 98.5% 98.4% 98.4%
85% 98.6% 98.7% 98.6% 98.6% 98.7% 98.9% 98.8% 98.6% 98.7% 98.4%
90% 98.8% 98.9% 98.9% 98.6% 98.8% 98.9% 98.8% 98.7% 98.7% 98.8%
95% 99.0% 98.9% 98.9% 99.0% 98.9% 98.9% 98.8% 98.9% 98.9% 99.0%
100% 99.0% 98.9% 98.8% 98.8% 98.9% 98.9% 98.7% 99.0% 98.8% 98.8%

Tabelle 3.7: Prozentzahlen der gelosten Instanzen mit wy > 0 und wo
dem Intervall [1,100]

> 0, Werte aus

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5% 64.9% 51.5% 45.8% 43.2% 40.2% 38.8% 38.9% 37.8% 37.2% 36.4%
10% 67.6% 55.6% 48.4% 44.3% 41.4% 39.2% 38.7% 36.6% 35.5% 34.8%
15% 69.7% 58.3% 51.8% 49.0% 45.4% 43.5% 40.8% 39.8% 37.7% 37.5%
20% 71.0% 60.9% 55.0% 51.4% 48.7% 46.0% 44.4% 42.3% 41.0% 39.5%
25% 72.7% 62.4% 57.4% 53.4% 50.2% 48.1% 47.0% 45.1% 44.3% 43.0%
30% 74.5% 64.4% 58.9% 55.4% 52.7% 50.0% 49.6% 47.9% 47.5% 45.3%
35% 74.8% 66.8% 61.9% 57.6% 55.8% 53.6% 52.4% 51.1% 49.4% 47.5%
40% 75.9% 68.3% 64.1% 59.6% 57.7% 55.8% 55.4% 53.5% 51.9% 50.2%
45% 76.5% 68.9% 66.1% 62.3% 59.4% 58.0% 56.9% 56.1% 55.2% 52.6%
50% 78.2% 71.2% 66.7% 64.5% 62.0% 59.8% 60.0% 57.5% 57.0% 56.2%
55% 78.9% 73.2% 68.5% 66.2% 63.0% 62.6% 60.8% 60.8% 59.5% 58.3%
60% 81.2% 74.4% 70.5% 68.5% 66.3% 64.4% 63.3% 62.0% 61.6% 60.5%
65% 82.2% 75.6% 72.3% 70.1% 68.1% 66.9% 65.8% 64.1% 63.2% 61.5%
70% 83.3% 77.4% 74.7% 71.2% 69.6% 69.5% 67.1% 66.4% 65.1% 65.6%
5% 85.0% 78.6% 75.5% 73.7% 71.9% 70.5% 69.7% 68.7% 67.7% 67.3%
80% 85.0% 79.9% 77.0% 75.0% 74.0% 72.4% 70.2% 70.2% 69.6% 68.6%
85% 86.4% 81.2% 78.6% 76.4% 75.3% 73.5% 73.0% 72.5% 70.6% 70.7%
90% 86.9% 82.2% 79.9% 78.3% 77.4% 75.6% 74.6% 74.1% 72.8% 72.3%
95% 88.1% 83.9% 81.3% 79.5% 78.6% 77.2% 76.3% 75.0% 74.7% 74.6%
100% 89.2% 84.4% 82.5% 80.6% 79.1% 78.4% 77.4% 76.8% 76.6% 75.9%

Tabelle 3.8: Prozentzahlen der geldsten Instanzen mit ps; = 2py 5, w1 > 0 und we > 0,
Werte aus dem Intervall [1,100]
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Neben dem Fall, daf} auf beiden Prozessoren Nichtverfiigbarkeitsintervalle auftreten
(wy; > 0 und we > 0), wurden die Fille getestet, in denen auf einem der beiden Prozes-
soren keine Nichtverfiigbarkeitsintervalle vorkommen (w;=0 oder wy=0). Theoretisch
scheint der Fall mit w; = 0 schwieriger als der Fall w, = 0, da Nichtverfiighbarkeitsin-
tervalle auf P, Leerzeiten auf P, hervorrufen kénnen (wéhrend das Gegenteil nicht der
Fall ist). Die von uns durchgefiihrten Tests (vgl. Tab. 3.9 mit w = w; und Tab. 3.10 mit
w = ws) haben allerdings ergeben, daf die beiden Probleme etwa gleich schwer sind.

Nur fiir n = 5,10 wurden im Fall w = w; schlechtere Ergebnisse als im Fall w = w,

erzielt.
Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 71.4% 67.4% 67.0% 69.0% 69.6% 71.0% 72.5% 73.7% 73.8% 76.4%
10 86.2% 83.3% 82.2% 80.9% 81.2% 81.0% 81.2% 82.6% 81.6% 82.2%
15 91.2% 89.7% 89.5% 88.1% 87.7% 87.6% 87.1% 87.1% 88.0% 88.1%
20 93.0% 92.9% 92.0% 91.7% 90.6% 90.7% 90.5% 90.0% 90.5% 90.2%
25 94.1% 93.8% 93.8% 93.1% 92.8% 92.8% 92.5% 92.2% 92.4% 92.1%
30 95.1% 94.9% 94.2% 95.2% 94.7% 94.1% 94.2% 93.8% 93.9% 93.5%
35 96.1% 95.8% 95.5% 95.3% 94.9% 94.4% 95.1% 94.7% 94.3% 94.3%
40 96.5% 96.1% 95.8% 95.8% 95.9% 95.5% 95.2% 95.6% 95.1% 95.2%
45 97.0% 96.6% 96.4% 96.5% 96.1% 96.2% 95.7% 95.9% 95.9% 95.9%
50 96.9% 96.6% 96.4% 96.7% 96.9% 96.7% 96.5% 96.5% 96.5% 96.2%
55 97.4% 97.2% 96.7% 96.9% 96.9% 97.1% 97.0% 97.0% 96.8% 96.6%
60 97.5% 97.7% 97.2% 97.0% 97.3% 97.0% 97.1% 96.8% 97.1% 97.0%
65 97.9% 97.5% 97.5% 97.6% 97.6% 97.3% 97.4% 97.3% 97.2% 97.2%
70 97.5% 97.7% 98.0% 97.9% 97.8% 97.5% 97.6% 97.1% 97.5% 97.8%
75 97.9% 98.0% 97.9% 97.8% 97.7% 97.8% 97.8% 97.6% 97.5% 97.7%
80 98.2% 98.4% 98.0% 98.0% 98.0% 97.6% 97.8% 97.5% 97.8% 97.7%
85 98.2% 98.2% 98.3% 97.8% 98.0% 98.1% 98.1% 97.7% 97.9% 97.8%
90 98.3% 98.1% 98.4% 98.0% 98.2% 98.3% 98.2% 98.0% 98.2% 97.7%
95 98.5% 98.4% 98.4% 98.2% 98.3% 98.3% 98.1% 97.9% 98.3% 98.1%
100 98.4% 98.3% 98.3% 98.4% 98.5% 98.4% 98.4% 98.2% 98.1% 98.3%

Tabelle 3.9: Prozentzahlen der gelésten Instanzen mit w = w,

Die schwierigsten Probleme (mit den meisten negativen Antworten) fiir Algorithmus
3.2 stellte die Kombination der beiden oben genannten Schwierigkeiten dar. Tab. 3.11
zeigt die Ergebnisse fiir Probleme mit w = w; und p,; = 2p; ;. Dabei wurden die
schlechtesten Ergebnisse fiir eine kleine Anzahl (n=>5, n=10, n=15 und n=20) von
Auftrigen und eine grofie Anzahl von Nichtverfiigharkeitsintervallen erzielt (vgl. rechte
obere Ecke in Tab. 3.11). Zur Losung von Probleminstanzen mit py; = 2p;; und

w = w; > n ist Algorithmus 3.2 also schlecht geeignet.
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Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle

Auftréige 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 76.7%  75.0%  745%  752%  76.6%  77.3%  77.9%  77.6%  79.6%  80.3%
10 87.9%  86.4%  85.2%  84.4%  83.1%  83.7%  85.0%  84.5%  85.4%  85.6%
15 91.7%  91.1%  90.4%  88.9%  89.5%  88.9%  89.2%  88.9%  89.2%  88.9%
20 93.6%  92.6%  92.9% = 92.2%  925%  91.5%  91.7%  91.0% = 90.4%  90.5%
25 94.5%  94.5%  94.3%  93.5%  93.7%  92.9%  92.6%  93.2%  92.7%  92.6%
30 95.3%  95.0%  94.6% = 945%  94.0%  94.1% = 94.4%  94.0% = 94.0%  93.7%
35 96.0%  958%  95.9%  95.7%  95.3%  95.4%  94.8%  94.5% = 94.7%  94.8%
40 96.3%  96.4%  95.9%  95.8%  95.8%  96.2%  95.5%  96.0%  95.8%  95.4%
45 96.5%  96.8%  96.5% = 96.5%  96.0% = 96.4%  96.2%  96.0%  95.7%  96.0%
50 97.2%  96.8%  96.8%  96.7%  96.6%  96.8%  96.8%  96.5% = 96.4%  96.0%
55 97.1%  97.4%  97.3%  97.2%  97.0%  96.9%  96.5%  96.8% = 96.6%  96.8%
60 97.4%  97.4%  97.5%  97.5%  96.9%  97.1%  97.0%  96.9% = 97.0%  96.8%
65 97.5%  97.7%  97.5%  97.5%  97.4%  97.3%  97.2%  97.4%  97.5%  96.8%
70 98.0%  98.0%  97.9%  97.7%  98.0%  97.7%  97.6%  97.4%  97.8%  97.5%
75 98.1%  98.0%  97.8%  97.7%  97.7%  97.8%  97.8%  97.8%  97.8%  97.9%
80 98.2%  98.2%  98.2%  98.0%  98.1%  97.9%  97.9%  97.8%  97.6%  97.6%
85 98.1%  98.3%  98.2%  98.2%  98.0%  97.8%  98.1%  98.1%  97.9%  98.1%
90 98.4%  98.2%  98.3%  98.1%  98.3%  98.2%  98.0%  98.1%  98.2%  98.0%
95 98.6%  98.4%  98.3%  98.4%  98.1%  98.2%  98.3%  98.2%  98.0%  97.8%
100 98.3%  98.3%  98.7%  98.5%  98.4%  98.2%  98.2%  98.2%  98.3%  98.2%

Tabelle 3.10: Prozentzahlen der gelosten Instanzen mit w = wq

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle

Auftrige 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 274%  162%  9.5% 5.0% 3.0% 1.4% 0.7% 05%  02% 0.1%
10 33.0%  261%  208%  153%  114%  7.5% 5.3% 3.0% 1.9% 0.8%
15 35.0%  31.6%  27.8%  23.3%  19.6%  16.1%  13.8%  10.7%  8.2% 6.1%
20 36.2%  34.0%  29.9%  27.1%  26.6%  23.0%  20.3% 17.6%  152%  13.3%
25 36.9%  35.4%  32.5%  30.3%  28.2%  25.9%  24.2%  21.9%  19.6%  17.9%
30 38.4%  358%  33.7%  32.9%  30.2%  29.0%  26.6%  25.6% = 23.8%  22.6%
35 38.4%  359%  35.6%  32.9%  31.9%  30.7%  30.0% 27.1% = 26.2%  24.8%
40 38.9%  37.5%  35.6%  33.9%  33.0%  31.8%  30.7%  29.7%  28.7%  26.8%
45 38.9%  38.0%  36.1%  36.1%  34.0%  32.9%  32.9%  30.5% = 29.9%  27.5%
50 39.5%  38.4%  36.5%  36.3%  35.1%  34.4%  33.1%  31.8%  30.7%  30.1%
55 39.5%  38.7%  37.5%  36.8%  36.0%  34.7%  33.8%  33.2%  33.1%  30.7%
60 40.7%  38.6%  37.9%  37.3%  36.8%  34.8%  33.8%  34.1%  32.8%  31.7%
65 40.7%  39.6%  38.8%  37.4%  36.9%  36.6%  35.7%  34.2%  33.3%  32.6%
70 39.8%  40.6%  39.2%  38.0%  37.7%  36.5%  36.3%  34.4%  34.6%  33.7%
75 41.2%  39.7%  39.3%  38.0%  38.4%  36.7%  36.6%  35.6%  35.0%  34.2%
80 40.6%  39.9%  40.4%  39.2%  38.7%  37.5%  36.6%  36.1%  36.1%  35.9%
85 41.5%  401%  40.2%  39.4%  38.0%  38.7%  37.4%  36.6%  35.5%  34.6%
90 41.2%  39.6%  40.4%  39.5%  39.4%  384%  37.2%  37.4%  37.1%  37.0%
95 41.6%  40.6%  40.2%  40.2%  38.9%  38.8%  37.9%  38.3%  35.8%  36.6%
100 41.3%  40.6%  40.0%  39.3%  39.3%  39.3%  38.2%  38.5%  37.8%  36.5%

Tabelle 3.11: Prozentzahlen der gelésten Instanzen mit ps; = 2p1 ; und w = wy
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Die besten Resultate wurde fiir Probleme mit w = w, und py ; = 2p, ; erzielt: Alle zwei

Millionen Probleminstanzen wurden optimal gelost (vgl. Tab. 3.12).

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
10 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
15 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
20 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
25 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
30 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
35 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
40 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
45 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
50 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
55 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
60 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
65 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
70 100.0% 100.0% 100.0%  100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
75 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
80 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
85 100.0% 100.0% 100.0%  100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
90 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
95 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%
100 100.0% 100.0% 100.0%  100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%

Tabelle 3.12: Prozentzahlen der geldsten Instanzen mit ps ; = 2p1 ; und w = wy

3.1.4.2 Grofles Testsetting

Aufgrund der sehr geringen Laufzeit von Algorithmus 3.2 wurde ein Testsetting mit

grofleren Probleminstanzen (als die im vorigen Abschnitt betrachteten) formuliert:

e 1000,2000,...,10000 Auftrige mit ganzzahligen Bearbeitungszeiten, die uniform
aus dem Intervall [1,1000] verteilt sind,

e 10,100,500,1000 Nichtverfiigbarkeitsintervallen mit ganzzahligen Léingen, die

uniform im Intervall [1,1000] verteilt sind.

Die Ergebnisse der Experimente sind in Tab. 3.13-3.18 angegeben. Je gréfier die Anzahl
der Auftrige und die Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle ist, desto grofer ist die

Anzahl der gelésten Probleminstanzen.
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Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 10 | 100 | 500 | 1000
1000 99.9% (0.008 s) | 100.0% (0.008 s) 99.9% (0.010 s) 99.8% (0.027 s)
2000 100.0% (0.029 s) | 100.0% (0.029 s) | 100.0% (0.031s) | 100.0% (0.037 s)
3000 100.0% (0.065 s) | 100.0% (0.065 s) 99.8% (0.101 s) | 100.0% (0.073 s)
4000 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.118 s) | 100.0% (0.123 s)
5000 100.0% (0.180 s) | 100.0% (0.180 s) | 100.0% (0.182s) | 100.0% (0.188 s)
6000 100.0% (0.259 s) | 100.0% (0.259 s) | 100.0% (0.261 s) | 100.0% (0.266 s)
7000 100.0% (0.352 s) | 100.0% (0.352's) | 100.0% (0.354 s) | 100.0% (0.359 s)
8000 100.0% (0.459 s) | 100.0% (0.459 s) | 100.0% (0.461 s) | 100.0% (0.466 s)
9000 100.0% (0.580 s) | 100.0% (0.580 s) | 100.0% (0.582 s) | 100.0% (0.588 s)
10000 100.0% (0.715s) | 100.0% (0.716 s) | 100.0% (0.717 s) | 100.0% (0.723 s)

Tabelle 3.13: Durchschnittliche Prozentzahlen und Laufzeiten der
gelasten Instanzen mit wy; > 0 und wy > 0

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 10 | 100 | 500 | 1000
1000 100.0% (0.008 s) 99.9% (0.008 s) 99.3% (0.020 s) 99.8% (0.073 s)
2000 100.0% (0.029 s) | 100.0% (0.029 s) | 100.0% (0.032 s) | 100.0% (0.041 s)
3000 99.9% (0.067 s) | 100.0% (0.066 s) | 100.0% (0.068 s) | 100.0% (0.077 s)
4000 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.119 s) | 100.0% (0.127 s)
5000 100.0% (0.180 s) 99.9% (0.187 s) | 100.0% (0.183 s) | 100.0% (0.191 s)
6000 100.0% (0.259 s) | 100.0% (0.259 s) | 100.0% (0.262 s) | 100.0% (0.270 s)
7000 100.0% (0.352 s) | 100.0% (0.352's) | 100.0% (0.354 s) | 100.0% (0.363 s)
8000 100.0% (0.459 s) | 100.0% (0.459 s) | 100.0% (0.461 s) | 100.0% (0.470 s)
9000 100.0% (0.580 s) | 100.0% (0.580 s) | 100.0% (0.583 s) | 100.0% (0.591 s)
10000 100.0% (0.716 ) | 100.0% (0.716 s) | 100.0% (0.719 s) | 100.0% (0.727 s)

Tabelle 3.14: Durchschnittliche Prozentzahlen wund Laufzeiten der
gelosten Instanzen mit w = wq

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftrige 10 | 100 | 500 | 1000
1000 99.8% (0.008 s) | 99.9% (0.008 s) | 99.7% (0.017 s) | 100.0% (0.019 s)
2000 99.9% (0.030s) | 99.8% (0.031s) | 99.8% (0.041s) | 100.0% (0.041 s)
3000 99.9% (0.070 s) | 100.0% (0.065 s) | 100.0% (0.068 s) | 100.0% (0.077 s)
4000 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.118 s) | 100.0% (0.127 s)
5000 100.0% (0.180 s) | 100.0% (0.180 s) | 100.0% (0.183 s) | 100.0% (0.191 s)
6000 100.0% (0.259 s) | 100.0% (0.259 s) | 100.0% (0.262 s) | 100.0% (0.270 s)
7000 100.0% (0.351 s) | 100.0% (0-352's) | 100.0% (0.354 s) | 100.0% (0.363 s)
8000 100.0% (0.459 s) | 100.0% (0.459 s) | 100.0% (0.461 s) | 100.0% (0.470 s)
9000 100.0% (0.580 s) | 100.0% (0.580 s) | 100.0% (0.583 s) | 100.0% (0.591 s)
10000 100.0% (0.715 s) | 100.0% (0.716 s) | 100.0% (0.719 s) | 100.0% (0.727 s)

Tabelle 3.15: Durchschnittliche Prozentzahlen und

gelosten Instanzen mit w = w;

Laufzeiten der
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Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle
Auftriige 10 | 100 | 500 | 1000
1000 80.5% (0.032 s) 75.9% (0.036 s) 60.3% (0.175 s) 48.9% (1.329 s)
2000 95.4% (0.074 s) 92.3% (0.084 s) 85.1% (0.155 s) 73.5% (0.802 s)
3000 99.2% (0.137 s) 97.6% (0.147 s) 90.4% (0.233 s) 85.4% (0.602 s)
4000 99.3% (0.238 s) 98.9% (0.245 s) 93.4% (0.338 s) 88.0% (0.696 s)
5000 99.9% (0.359 s) 99.5% (0.368 s) 96.2% (0.454 s) 91.7% (0.752 s)
6000 100.0% (0.514 s) | 99.6% (0.526 s) | 95.6% (0.664s) | 91.3% (0.984 s)
7000 99.9% (0.703 s) 99.3% (0.728 s) 96.6% (0.853 s) 92.1% (1.221 s)
8000 100.0% (0.912 s) 99.6% (0.934 s) 97.1% (1.081 s) 93.4% (1.444 s)
9000 99.9% (1.168 s) 99.3% (1.210 s) 98.3% (1.286 s) 93.9% (1.740 s)
10000 100.0% (1.447 s) 99.7% (1.472 s) 97.4% (1.678 s) 93.0% (2.209 s)

Tabelle 3.16: Durchschnittliche Prozentzahlen und Laufzeiten der

geldsten Instanzen mit ps; = 2p; j, w1 > 0 und wy > 0

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle

Auftrige 10 | 100 | 500 | 1000
1000 79.4% (0.032 s) 69.6% (0.042 s) 37.4% (0.457 s) 0.3% (4.968 s)
2000 95.0% (0.075 s) 89.7% (0.093 s) 69.5% (0.352 s) 46.6% (2.856 s)
3000 99.1% (0.136 s) 96.2% (0.158 s) 83.5% (0.360 s) 66.1% (2.054 s)
4000 99.4% (0.237 s) 98.6% (0.248 s) 86.5% (0.498 s) 72.8% (1.937 s)
5000 99.7% (0.363 s) 98.3% (0.393 s) 89.0% (0.661 s) 79.6% (1.797 s)
6000 99.8% (0.520 s) 97.8% (0.581 s) 90.8% (0.854 s) 83.2% (1.858 s)
7000 99.9% (0.703 s) 98.1% (0.778 s) 92.7% (1.049 s) 83.0% (2.246 s)
8000 99.8% (0.923 s) 99.3% (0.950 s) 92.8% (1.350 s) 87.8% (2.181 s)
9000 100.0% (1.161 s) 99.1% (1.224 s) 93.5% (1.653 s) 89.0% (2.469 s)
10000 99.9% (1.455 s) 99.1% (1.524 s) 94.5% (1.956 s) 89.3% (2.899 s)

Tabelle 3.17: Durchschnittliche Prozentzahlen und Laufzeiten der
geldsten Instanzen mit py; = 2py;, W = wy

Anzahl der Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle

Auftrige 10 | 100 | 500 | 1000
1000 100.0% (0.008 s) 99.9% (0.008 s) 99.3% (0.020 s) 99.8% (0.073 s)
2000 100.0% (0.029 s) 100.0% (0.029 s) 100.0% (0.032 s) 100.0% (0.041 s)
3000 99.9% (0.067 s) 100.0% (0.066 s) 100.0% (0.068 s) 100.0% (0.077 s)
4000 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.116 s) | 100.0% (0.119s) | 100.0% (0.127 s)
5000 100.0% (0.180 s) 99.9% (0.187 s) 100.0% (0.183 s) 100.0% (0.191 s)
6000 100.0% (0.259 s) 100.0% (0.259 s) 100.0% (0.262 s) 100.0% (0.270 s)
7000 100.0% (0.352 s) 100.0% (0.352 s) 100.0% (0.354 s) 100.0% (0.363 s)
8000 100.0% (0.459 s) 100.0% (0.459 s) 100.0% (0.461 s) 100.0% (0.470 s)
9000 100.0% (0.580 s) 100.0% (0.580 s) 100.0% (0.583 s) 100.0% (0.591 s)
10000 100.0% (0.716 s) 100.0% (0.716 s) 100.0% (0.719 s) 100.0% (0.727 s)

Tabelle 3.18: Durchschnittliche Prozentzahlen und Laufzeiten der gelosten

Instanzen mit py ; = 2p;1 5, W = Wy
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Fiir jedes der untersuchten Probleme hat sich die Anzahl der gelosten Probleminstanzen
iiblicherweise erhoht mit einer Abnahme der Differenz n — w. In den durchgefiihrten
Experimenten hat sich die Schwierigkeit der betrachteten Probleme wie folgt darge-

stellt:

(P25 = 2p1,)&(w = w2)] = [(w1 > 0)&(w2 > 0)] = [(w = w2)] = [(w = wi)] =

(P25 = 2p15)&(w1 > 0)&(w > 0)] = [(p2; = 2p15)&(w = wy)].

Die schlechtesten Ergebnisse wurden fiir Probleme mit ps ; = 2p; ; und w = w; erzielt,

die besten fiir Probleme mit p, ; = 2p; ; und w = ws.
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3.2 P,NC | pmin | Cinac

Das Problem P, NC' | pmtn | Cpa 188t sich wie folgt beschreiben: Es sollen n Auftrige
J1, ..., J, mit nichtnegativen Bearbeitungszeiten py, ... , p, auf m parallelen, identisch
qualifizierten Prozessoren P, ..., P, so verplant werden, daf} die Planlinge C,,,, mi-
nimiert wird. Wenn ein Auftrag unterbrochen wird, darf er zum gleichen oder zu einem
spateren Zeitpunkt auf demselben oder auf einem anderen Prozessor ohne Zeitstrafe
weiterbearbeitet werden. Die Prozessoren kénnen Nichtverfiigbarkeitsintervalle haben,

die dem Ablaufplaner entweder offiine, nearly-online oder erst online bekannt sind.

Verwandte Ergebnisse

Liegt ein konstantes Verfiigbarkeitsmuster der Prozessoren vor, so 148t sich das Problem

P,NC2Ime | bimin | Cpee optimal mit dem Algorithmus von McNaughton [McN59)

const

16sen.

Kellerer [Kel98| gibt einen dualen Approximationsalgorithmus an, der das Problem

P,NCne | pmin | Cpee mit einer Giitegarantie von CEET < (5/4)C"2" 16st. Lee

mc max maxr

[Lee91] und Lee et al. [LHT00] beweisen, daf§ die LPT-Regel eine Giitegarantie von
CLPT < (3/2 —1/2m)C™" und daB eine modifizierte MLPT-Regel eine Giitegarantie

max mazx

von CMLPT < (4/3)C™" besitzen. He [He98] gibt fiir die LPT-Regel eine Giitegarantie

mazx max

von CEPT < (3/2 —1/(2m — 2))C™"  fiir k = 1 und von CLET < (3/2 — 1/2m)Cr®.

fiir £k > 2 an. Dabei bezeichnet er mit k£ die Anzahl der Auftrige auf dem Prozessor,

auf dem der Auftrag, der die Planléinge bestimmt, verplant wird.

Lee [Lee96] untersucht fiir das Problem P, NCT¢ | pmin | Cpw den Spezialfall,
dal jeder Prozessor nur ein Nichtverfiigbarkeitsintervall hat und dafl ein Prozessor
wahrend des gesamten Planungshorizonts verfiigbar ist. Er nimmt weiter an, dafl in
dem Fall, dafl ein Auftrag durch ein Nichtverfiigbarkeitsintervall unterbrochen wird,
derselbe Auftrag auf demselben Prozessor weiterbearbeitet werden muf}, wenn dieser

wieder verfiigbar ist. Ein Auftrag darf also nur durch ein Nichtverfiigbarkeitsinter-

vall unterbrochen werden (task preemption, t-pmin). Lee zeigt, dafl die LPT-Regel, die
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die Auftrdge in nicht steigender Reihenfolge ihrer Bearbeitungsdauern auf den jeweils
néichsten freien Prozessor verteilt, beziiglich der Planldnge beliebig schlechte Pléne

erzeugen kann (vgl. Abb. 3.8, das Nichtverfiigbarkeitsintervall auf P, ist schraffiert).

L 1 t

\

Obeliebig groB

Abbildung 3.8: LPT mit task-preemption erzeugt beliebig schlechte Pline

Modifiziert man die LPT-Regel allerdings so, dal der néichste Auftrag aus der nicht-
steigend sortierten Liste der Auftrige so verplant wird, dafl das Bearbeitungsende
dieses Auftrags kleinstmdglich ist, erhilt man als Giitegarantie CLET? < (3/2 —

maxr

1/(2m))CLPmin wwobei CLET? die mit der modifizierten LPT-Regel erzielte Planléinge

max max

ist und CLP™™" die unter den erwiihnten Nebenbedingungen optimale Planléinge ist.
Einen Uberblick iiber weitere Ergebnisse mit beschriinkt verfiigharen, parallelen, iden-

tischen Prozessoren gibt Schmidt [Sch00].

Verwendete Notation

Im weiteren wird die in Tab. 3.19 angefiihrte Notation verwendet. Dabei wird 7 zur
Indizierung der Prozessoren (i € {1,...,m}) und j zur Indizierung der Auftrige
(7 € {1,...,n}) benutzt.  ppae = max{pi,p2,Ps,--.,Pn} sei die maximale Bear-
beitungszeit und ) p; := > 7, p; die Summe der Bearbeitungszeiten der Auftrige.
Ein Intervall [B], F]), in dem Prozessor P, permanent verfiighar ist, heift ein Pro-
zessorintervall. Genauer ist [Bl, F]) das r-te Prozessorintervall von Prozessor P;. Die
Bearbeitungskapazitit (processing capacity) des Intervalls [Bf, F") wird mit PC] be-
zeichnet und betrigt PC} := F] —B]. ) ==Y ", N (i) ist die Gesamtzahl an Prozesso-
rintervallen, wobei N (i) die Anzahl der Prozessorintervalle von Prozessor P; darstellt.

Es gilt 0 < r < N(i). PC; ist die Bearbeitungskapazitéit von Prozessor P; und be-
tragt PC; = Zi\’:(zl) PC?. Es wird angenommen, dafl es hochstens S € IN Zeitpunkte
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Dj Bearbeitungszeit von Auftrag J;

Prmag maximale Bearbeitungszeit eines Auftrags, pmagz := max{p1,... ,pn}
oD Summe der Bearbeitungszeiten der Auftrége, > p; := Z?Zl Dj

B! Startzeitpunkt des r-ten Verfiigbarkeitsintervalls auf Prozessor P;
F; Endzeitpunkt des r-ten Verfiigbarkeitsintervalls auf Prozessor F;

[B],F]) r-tes Prozessorintervall (Verfiigbarkeitsintervall) auf Prozessor P;

PCY Bearbeitungskapazitéit des r-ten Prozessorintervalls auf Prozessor P;,
PC] .= F] — B}

N(i) Gesamtanzahl der Prozessorintervalle auf Prozessor P,

PC; Bearbeitungskapazitit von Prozessor P;, PC; := Z,{V:(zl) PC:

Q Gesamtanzahl der Prozessorintervalle, Q := Y /" | N(7)

17} Zeitpunkt, zu dem sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren #ndert

Sy, k-tes Systemintervall, S := [tk, tx11)

) Linge eines Systemintervalls Sk, § := tx411 — tk

S Gesamtanzahl der Systemintervalle

my Anzahl der im k-ten Systemintervall verfiigbaren Prozessoren

Tabelle 3.19: Notation (Problem mit parallelen, identisch qualifiz. Prozessoren)

t1,t,... ,ts gibt, zu denen sich die Menge der verfiigharen Prozessoren (das Prozessor-
system) dndert. Ein Intervall [tx, tx11) heiit Systemintervall. Zu beachten ist, dafl ein
Systemintervall [tx, tx41) nicht notwendigerweise einem Prozessorintervall B}, F]) ent-
spricht. § := tg,1 —t ist die Linge eines Systemintervalls, g1 wird zur Vereinfachung
der Notation auf co gesetzt. my, 1 < k < S, ist die Anzahl der verfiigharen Prozesso-
ren im k-ten Systemintervall. m; kann mdoglicherweise 0 sein, so dafl in hochstens S

Systemintervallen Prozessoren verfiigbar sind.

Zur Bestimmung des Verhiltnisses zwischen der Anzahl S der Systemintervalle und der
Anzahl @ der Prozessorintervalle kann man folgende Uberlegungen anstellen. Gegeben
seien () = mh,h > 1, Prozessorintervalle. Jedes Prozessorintervall hat einen Beginn-
und einen Endzeitpunkt (eventuell ist der Endzeitpunkt oo). @) Prozessorintervalle
haben also 2@) Beginn- und Endzeitpunkte. (a) Wieviele Systemintervalle S koénnen
bei gegebener Anzahl ) von Prozessorintervallen hochstens auftreten? Je mehr der 2¢Q)

Beginn- und Endzeitpunkte der Prozessorintervalle verschieden sind, desto hiufiger



3.2 PNC | pmtn | Cpax 59

dndert sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren und desto mehr Systemintervalle
gibt es. Wenn alle 2() Beginn- und Endzeitpunkte aller Prozessorintervalle verschieden

sind, dndert sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren 2Q)-mal (vgl. Abb. 3.9).

P, N(1)=h I
P _ | O=hm

2 N2)=h Prozessor-
: oo : intervalle
P, N(m-1)=h —
P, Nem)=h |

t
Abbildung 3.9: Es gibt hochstens 2Q + 1 Systemintervalle (S — 1 < 2Q)

Wenn zu Beginn keine Prozessoren zur Verfiigung stehen, gibt es ein zusétzliches Sy-
stemintervall. Also gibt es hiochstens S < 2Q) + 1 Systemintervalle. (b) Wieviele Sy-
stemintervalle S konnen bei gegebener Anzahl ) von Prozessorintervallen wenigstens
auftreten? Je weniger der 2¢) Beginn- und Endzeitpunkte der Prozessorintervalle ver-
schieden sind, desto weniger hiufig dndert sich die Menge der verfiigharen Prozessoren,
desto weniger Systemintervalle gibt es. Von den insgesamt 2() Beginn- und Endzeit-
punkten aller Prozessorintervalle konnen hochstens 2Q)/m Beginn- und Endzeitpunkte
gleich sein. In diesem Fall éindert sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren (2Q/m)-
mal (vgl. Abb. 3.10). Wenn alle Endzeitpunkte der jeweils letzten Prozessorintervalle
eines Prozessors oo sind, gibt es ein Systemintervall weniger. Also gibt es wenigstens

S > 2@Q/m — 1 Systemintervalle.

P N=h —
P _ | O=hm

2 N@)=h Prozessor-
: ves : intervalle
P, Nim-1)=h —
P, Nm)=h |

t
Abbildung 3.10: Es gibt wenigstens 2Q /m — 1 Systemintervalle (2Q < (S + 1)m)
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Die Uberlegungen fiihren zu Ungleichung (3.3):

S—1<2Q < (S+1)m. (3.3)

Sind die Verfiigbarkeiten der Prozessoren beschrénkt, so mufl dariiber Buch gefiihrt
werden, d.h. ein Algorithmus mufl Informationen dariiber erhalten, welche Prozesso-
ren wann verfiigbar sind. Im offline setting erhilt ein Algorithmus die Verfiigbarkeiten
aller Prozessoren zu Beginn als Eingabe, kann also sein Vorgehen danach ausrich-
ten. Anders ist der Fall im online setting und im (nearly-)online setting. Vereinba-
rungsgeméf erhilt ein Online-Algorithmus seine Eingabe mit der Zeit und mufl auch
nach und nach seine Ausgabe erzeugen. Also erhilt ein Online-Algorithmus immer
dann, wenn sich Verfiigbarkeiten von Prozessoren dndern, einen weiteren Teil der Ge-
samteingabe. Im nearly-online setting erhilt der Algorithmus zusétzlich noch jeweils
den Zeitpunkt als Fingabe, zu dem sich das n#ichste mal die Verfiigbarkeiten der Pro-
zessoren dndern. Eine mogliche Vorgehensweise zur Verwaltung der Eingabe wird im
folgenden beschrieben. Die Verfiigharkeiten werden jeweils als Vektor (t;, t;11,m;, M;)
abgespeichert mit m; := Anzahl der verfiigbaren Prozessoren zum Zeitpunkt ¢; und
M; := Menge der verfiigharen Prozessoren zum Zeitpunkt ¢;. Beispielsweise bedeutet
(12,17, 3,{ P», Py, P5}), daB die drei Prozessoren P,, P, und Ps; vom Zeitpunkt 12 bis
zum Zeitpunkt 17 zur Verfiigung stehen. Mit Hilfe dieser Konstruktion braucht kein
Algorithmus zusétzliche Informationen einzuholen. Immer wenn sich die Verfiigbarkeit
dndert, bekommt der Algorithmus einen neuen Vektor als Eingabe. Im offline setting
erhilt ein Algorithmus alle Vektoren gleich zu Beginn als Eingabe, im nearly-online und
im online setting zu Beginn jedes Systemintervalls. Im online setting entfillt jeweils

der néchste Zeitpunkt ;1.

Beispiel: Abb. 3.11 zeigt einen Ablauf fiir Updates der Prozessorverfiigharkeiten. Es
gibt S=3 Zeitpunkte t;=0, t,=5 und ¢3=10, zu denen sich die Menge der verfiigbaren
Prozessoren éndert und S=3 Systemintervalle [0,5),[5,10) und [10,00). Zum Zeit-
punkt ¢;=0 stehen die m;=4 Prozessoren P, P, P5, P, zur Verfiigung, zum Zeit-

punkt to=>5 die mo=2 Prozessoren P;, P, und zum Zeitpunkt t3=10 die m3=4 Pro-
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m1:4 m2:2 I’I13:4

n 000

T T
0 1 2 3 4 5

T T
7 8 9 10 11 t
4 t ty

Abbildung 3.11: Update der Prozessorverfigbarkeiten

zessoren Py, Py, P;, Py. Der Offline-Algorithmus erhilt die gesamte Eingabe vor dem
Start in der Form (¢;,t;11, ms;, M;), also (0,5,4,{Py, P», P3, P1}), (5,10,2,{ P, P»}),
(10, 00,{P1, Py, P5, P,}). Der Nearly-Online-Algorithmus erhélt zum Zeitpunkt ¢; je-
weils einen Vektor (t;,t;11, m;, M;). Der Online-Algorithmus erhélt zum Zeitpunkt ¢;

jeweils einen Vektor (t;, —, m;, M;). O

3.2.1 P |pmin | Cpey (Algorithmus von McNaughton)

Das Problem P | pmin | Cpaz gehort zu den klassischen Ablaufplanungsproblemen. Ein
Algorithmus zur Losung des Problems wurde von McNaughton [McN59| veréffentlicht.
Dieser erzeugt auch optimale Lésungen fiir das Problem P, NCT¢ | ymin | Cruga,
in dem die Prozessoren ein konstantes Verfiigbarkeitsmuster besitzen. Zur Erzeugung

eines optimalen praemptiven Ablaufplans benutzt McNaughton zwei untere Schranken

beziiglich der optimalen priemptiven Planlinge C?,,:

Z?:l Dj

m

cr

max

(3.4)

Cr . > pj fiir alle Auftriige j (3.5)

maxr

Die beiden Schranken besagen, dafi die Planlinge eines zuléssigen Ablaufplans wenig-
stens so lang ist wie die durchschnittliche Last der Prozessoren (3.4) und wie die Linge

eines beliebigen Auftrags (3.5).
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Es gilt also

* p

m

Algorithmus 3.3 berechnet CP.  und verplant die Auftriige in beliebiger Reihenfolge

max

mit der Wrap-Around-Regel.

Algorithmus 3.3: Algorithmus von McNaughton

begin

1. Berechne Cﬁ:aw = max{ (Z?Zl P5)/M , Pmag } und setze i := 1;

2. Waihle einen beliebigen Auftrag und verplane den zum Zeitpunkt 0 auf F; ;

3. Wihle einen beliebigen noch nicht verplanten Auftrag und verplane den so frith
wie moglich auf P; ;

4. Wiederhole den Schritt in Zeile 3 solange bis alle Auftrige verplant wurden oder
bis die Last von P; grofler als Cﬁ:m ist;

5. Verplane die Last, die iiber den Wert C’f;:ax hinausgeht, auf dem néchsten
Prozessor Py ;

6. Setze 7 := 14+ 1 und gehe zu Zeile 3;

end;

Im allgemeinen gibt es mehrere beziiglich der Planlénge optimale Ablaufplane fiir eine
Instanz des Problems CP._ . Eine Aussage iiber Korrektheit, Laufzeit und Anzahl der

Préaemptionen, die von Algorithmus 3.3 im worst-case erzeugt werden, trifft Satz 3.4:

Satz 3.4 Der Algorithmus von McNaughton erzeugt fir das Problem P | pmin | Cpax
mit einem Zeitaufwand von O(n) einen zulissigen und beziglich der Planlinge optima-

len Ablaufplan mit hochstens m — 1 Prdaemptionen.

Beweis: Die Auftrige werden in beliebiger Reihenfolge verplant. Von einem Auftrag

j werden entweder 0 < ¢t < CP_ Zeiteinheiten auf Prozessor P, oder 0 < t < CP.

max 7 maxr

Zeiteinheiten auf Prozessor P, und C?_—t Zeiteinheiten auf Prozessor P;,; verplant. Es

max

gibt héchstens m CP,

P . Zeiteinheiten zu verplanen. Daher wird jeder Auftrag verplant.
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Da C?, —t > p;—t fiir jedes beliebige ¢, wird ein Auftrag zu jedem beliebigen Zeitpunkt
auf hochstens einem Prozessor bearbeitet. Die Anzahl der unterbrochenen Auftrige ist

demnach héchstens m — 1. Die Berechnung von C?;  kostet Zeit O(n). Danach werden

max
die Auftrige der Reihe nach verplant, so daf§ sich insgesamt eine Laufzeit von O(n)

ergibt. O

In den néchsten Abschnitten werden die Fille betrachtet, in denen die Prozessoren

nicht kontinuierlich zur Verfiigung stehen.

3.2.2 Offline

Schmidt [Sch84] beschreibt einen Algorithmus Stair, der einen zuléssigen Plan fiir das
Problem P, NC%Jine | pmitn | Cphae erzeugt, wenn die Prozessoren ein Treppenmuster
bilden. Zur Lésung des Problems mit beliebigem Verfiigharkeitsmuster der Prozessoren

kann Algorithmus 3.4 ausgefiihrt werden.

Algorithmus 3.4: Offline

1. Erzeuge aus dem vorgegebenen beliebigen Verfiigbarkeitsmuster ein Treppenmuster
(Algorithmus Reorder);
2. Bestimme Chuy;

@

Bestimme die Prozessorkapazititen PCj; fir:=1,... ,m;
4. Fiihre Algorithmus Stair aus;

Der Kern des Algorithmus ist Zeile 4, in dem der Algorithmus Stair ausgefiihrt wird
(vgl. Algorithmus 3.5).

Stair verplant jeden Auftrag J; auf hochstens zwei Prozessoren P, und P, mit Hilfe
von fiinf Regeln. P, und P, sind so gewahlt, dafy die Prozessorkapazitéit von Py nicht
kleiner ist als p; und die Prozessorkapazitét von P, kleiner ist als p;. ¢%, #% und ¢¢ stellen
die Bearbeitungskapazitéit von Prozessor Py in den Intervallen [BL, BY], [BY, F;" "] und

[FIN(Z), Fliv(k)] dar. Es gilt also PCy = ¢¢ + ¢? + ¢5.
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Algorithmus 3.5: Stair

begin

1. Sortiere die m grofiten Auftriage in nicht steigender Reihenfolge;

2. for (j:=1,...,n) do

3. begin

4. if (j <m and p; > min;{ PC;}) then

5. begin

6 Finde Prozessor P, mit PC; = max;{PC; | PC; < p;} und
finde Prozessor P, mit PCy = min;{ PC; | PC; > p;};

7. if (PCk = pj) then

8. call Regel 1;

9. else

10. begin

11. Berechne ¢%, qSZ, s

12. if (p; — PC; > max{¢, ¢f,}) then

13. if (p; — ¢} > min{¢f, 6¢}) then

14. call Regel 2;

15. else

16. call Regel 3;

17. else

18. call Regel 4;

19. end;

20. end;

21. else

22. call Regel 5;

23. end;

end;

Die fiinf Regeln, nach denen einzuplanen ist, werden in [Sch84] auf S. 156 ff. beschrie-
ben. Im folgenden werden die Regeln an einem Beispiel dargestellt. Die Nichtverfiigbar-
keitsintervalle der Prozessoren sind schraffiert, verplante Zeitintervalle sind jeweils hell-

grau hinterlegt.

Beispiel: Eine der Regeln 1-4 wird angewendet, wenn 1 < j < m, p; > min;{ PC;} und
falls fiir zwei Prozessoren P, und P, (k,l € {1,...,m}) gilt: PCy = min;{ PC; | PC; >
p;} und PC); = max;{PC; | PC; < p;}. Regel 5 wird aufgerufen, wenn m < j < n oder
p; < min;{ PC;}. Im folgenden wird fiir jede der fiinf Regeln ein Beispiel angegeben.
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Falls J; exakt auf P paft, d.h. falls p; = PCj, wird Regel 1 angewendet:

e Fiille P, komplett mit J;.

Okf=2 O,f=5 0kf=3
) _
P A 0 W00

Abbildung 3.12: Regel 1 (p; = 10)

Falls J; nicht auf P, und max{¢¢,¢$} paBt und der Rest von J; nicht auf ¢% paft,
d.h. falls p; — PC; > max{¢¢, #;} und p; —¢? > min{e{, ¢5}, wird Regel 2 angewendet:

e Falls ¢f < ¢, fiille Py von links nach rechts (ansonsten von rechts nach links).

Ok=2 04=5 0k=3

A 7007 V00>

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ¢

Abbildung 3.13: Regel 2 (pj =9)

Falls J; nicht auf P, und max{¢¢, ¢¢} paBt und der Rest von J; auf ¢ paft, d.h. falls
pj — PC; > max{¢?, ¢¢} und p; — ¢& < min{@?, ¢¢}, wird Regel 3 angewendet:

e Fiille P, in den Intervallen von P,.
o Falls ¢f < ¢, fiille P, von links nach rechts (ansonsten von rechts nach links).

e Verschiebe die nach ¢ (im Falle ¢f < ¢f vor t) verplanten Zeiteinheiten von J;
von Py, auf P,. ¢ ist dabei der Zeitpunkt bis zu dem (im Falle ¢¢ < ¢¢ nach dem)
Auftrag J; kontinuierlich auf Prozessor P, verplant wird (Intervalle, in denen P

nicht verfiigbar ist, sind nicht beriicksichtigt).
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Of=2 O =5 Ok =3
P, 7 PC,=10
nZ % G % Z?’ PC/=2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 't

Abbildung 3.14: Regel 3 (pj =6)
Falls J; auf P, und max{¢{, #}} paft, wird Regel 4 angewendet:

e Fiille P, komplett.

e Falls ¢f < ¢, fiille Py, von rechts nach links (ansonsten von links nach rechts).

Ok=2 Ok=5 0k=3
Pk / PCk:lO
P,/ / % / 7 PCi1=2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ¢

Abbildung 3.15: Regel 4 (pj =5)

In allen anderen Féllen wird nach Regel 5 verplant:

e Verplane die Auftrége in beliebiger Reihenfolge in den verbliebenen freien Be-
arbeitungsintervallen von links nach rechts ein. Beginne mit Prozessor P, und

wechsle zu einem Prozessor F;, ¢ < [ nur dann, wenn der Prozessor P;; vollstindig

belegt ist.
Ok=2 04=5 0k=3
7 7
Pk// / PC,=10
Py / % / / /) // PC,=
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ¢

Abbildung 3.16: Regel 5 (pj =2)
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Im Anschluf} an jede der Regeln 1-4 werden die Prozessoren P;, und P, jeweils zu einem
wirtuellen Prozessor Py verbunden, der in den verbleibenden freien Verfiigbarkeitsin-

tervallen der urspriinglichen Prozessoren Pj und P, verfiigbar ist. O

Eine Aussage iiber Korrektheit, Laufzeit und Anzahl der Priemptionen, die von Algo-

rithmus 3.5 im worst-case erzeugt werden, trifft Satz 3.5:

Satz 3.5 Der Algorithmus Offline erzeugt fiir das Problem P, NC°Fire | pmin | Cpuas
mit einem Zeitaufwand von O(Sm + n + mlogm) einen zuldssigen und beziglich der
Planlinge optimalen Ablaufplan mit héchstens Zf;ll myg + (Q — 1) = O(Sm) Priemp-

tionen.

Der Beweis erfolgt mittels der drei folgenden Lemmas.

Lemma 3.4 Der Algorithmus Offline erzeugt fiir das Problem P, NC°F#ne | pmin |

Chnaz €inen zuldssigen und beziiglich der Planldinge optimalen Ablaufplan.

Beweis: Die Korrektheit von Algorithmus 3.5 folgt aus dem Korrektheitsbeweis von
Stair [Sch84], S. 157 ff. Darin wird gezeigt, dafl Stair einen zuléissigen Plan dann und

nur dann erzeugt, wenn die folgenden m Bedingungen erfiillt sind:
k k
Y op; < Y PC; Plk=1,...,m—1)
j=1 i=1

ij < ZPC@- P(m)
j=1 i=1

mit p; > py > ... > p, und PC; > PCy > ... > PC,,.

Wenn Offline terminiert, wurden alle Auftrige eingeplant. Aus den fiinf Regeln, nach
denen die Auftrige eingeplant werden, ist ersichtlich, dafl kein Auftrag so eingeplant
wird, dafl er gleichzeitig von zwei Prozessoren bearbeitet wird. Die Bestimmung von

ce.

P . erfolgt so, dal das Gesamtautkommen an Bearbeitungszeit, das eingeplant wird,

nicht groer als die verfiigbare Kapazitit ist. Wenn C?

D . Minimal ist, folgt daraus die

Optimalitat. O
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Die Laufzeit ergibt sich aus den einzelnen Schritten des Algorithmus wie folgt:

Lemma 3.5 Der Algorithmus Offiine besitzt eine Laufzeit von O(n+ Sm + mlogm).

Die einzelnen Schritte des Algorithmus besitzen jeweils folgende Laufzeiten:

1. Die Laufzeit zur Umwandlung eines beliebigen Verfigbarkeitsmusters in ein Trep-

penmuster betrigt O(Sm).

2. Die Laufzeit zur Berechnung von CP, _ betrigt O(n + Sm).

mazx

3. Die Laufzeit zur Bestimmung der PC;,i = 1,... ,m, betrigt O(Sm).

4. Die Laufzeit von Stair betrigt O(n+mlogm) unter der Annahme, daf die Sum-
men der Bearbeitungskapazititen PC; fiir jeden Prozessor P; bekannt sind und

daf8 als Verfiigbarkeitsmuster der Prozessoren ein Treppenmuster vorliegt.

Beweis:

1. [SS98], S. 798.

2. folgt aus dem Algorithmus zur Berechnung unterer Schranken fiir C2__in [SS98],

S. 805 ff.

3. folgt aus der Beobachtung, dafl zur Bestimmung der PC; alle ) Prozessorinter-
valle betrachtet werden miissen. Mit Ungleichung (3.3) auf S. 60 ergibt sich ein
Zeitaufwand in Héhe von O(Q) = O(Sm).

4. [Sch84], S. 161. O

Eine Aussage iiber die Anzahl der erzeugten Pridemptionen trifft folgendes Lemma:

Lemma 3.6 Der Algorithmus Offline erzeugt nicht mehr als Z,f;ll m, + (@ —1) =

O(Sm) Prdemptionen.

Beweis: Nach der Umordnung der Prozessoren in ein Treppenmuster besteht ein zu-
sammengesetzter Prozessor P/;1 < i < m, aus maximal S Prozessorenstiicken. Im
ungiinstigsten Fall erhilt man Zf;ll my < Sm Priemptionen durch Prozessorenwech-

sel auf zusammengesetzten Prozessoren. Hinzu kommen maximal ) — 1 Pridemptionen
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durch den Algorithmus Stair, da jeder Auftrag auf héchstens zwei Prozessoren verplant
wird (vgl. [Sch84], S. 160). Mit 2Q < (S + 1) m (vgl. Ungleichung (3.3) auf S. 60)

ergeben sich so insgesamt maximal O(Sm) Priemptionen. a

Folgendes Beispiel verdeutlicht, dafi die Schranke scharf ist:

Beispiel: Es sollen vier Auftriage Ji, Jo, J3, J; mit Beearbeitungszeiten von p;=7, po=4,

ps=4 und p,=3 Zeiteinheiten mit dem Algorithmus Offline verplant werden.

m;=4 m,=2 ms=4
P'1 I T ' J |" g |" ' Jy 0-1=4-1=3
sz J | Unter-
' 1 brechungen
P 3 ‘]2 (Stair)
P4' J3
P | 4
| | |
Pl ‘]4 DFLS—I m;=3
P, J, J; W/ A A zusitzliche
P3 Jl J2 — Jl 5 Unter-
brechungen
P 4 ‘]2 (Reorder)
P; 4
T T T T T
7=0 1 =2 3 4 5 =6 7 8 t

Abbildung 3.17: Offline erzeugt im worst-case Z,f:_ll my, + (Q — 1) Praemptionen

In unserem Beispiel gibt es S=3 Systemintervalle, d.h. S=3 Zeitpunkte t;=0, t,=2
und t3=6, zu denen sich die Menge der verfiigharen Prozessoren dndert. Im ersten
Systemintervall ist lediglich P; verfiigbar, im zweiten sind P, und P; verfiigbar und im
dritten sind Py, P, Py und Ps verfiigbar. Nach der Umordnung der Prozessoren in ein

Treppenmuster (Reorder), der Bestimmung von C?, =8 und der Prozessorkapazitiiten

PC}=8, PC}=6, PC}{=2 und PC}=2, kbnnen die Auftrige mit dem Algorithmus Stair
auf die Prozessoren verplant werden. Im Beispiel wird die worst-case-Schranke erreicht:
Die Anzahl der Priemptionen betrigt (Zf;ll my) + (Q — 1) = 6 (vgl. Abb. 3.17, die

Priemptionen sind durch Pfeile markiert). O
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3.2.3 Nearly-Online

Liu und Sanlaville geben in [LS95] einen Algorithmus fiir das nearly-online setting an,
der die Auftrige mit Hilfe der LPT-Regel verplant. Der Algorithmus erzeugt optimale
Pline fiir beliebige Verfiigbarkeitsmuster. Albers und Schmidt beschreiben in [AS01]
einen Algorithmus Lookahead (vgl. Algorithmus 3.6), der auf der gleichen Idee basiert

wie der von Liu und Sanlaville.

Algorithmus 3.6: Lookahead

begin

1. t:=0;

2. for (j:=1,...,n)dor; :=pj;

3. while (es gibt noch Auftrige mit positiver Restbearbeitungszeit) do
4. begin

5. t' := nichster Zeitpunkt, zu dem sich die Menge der verfiigbaren

Prozessoren verdndert; § := ¢/ — ¢;

(=)

mgq := Anzahl der im Intervall [t,¢ + §) verfiigharen Prozessoren;
7. for (j:=1,...,n) do

Bestimme T := ZZ:]- max{0,ry — (r; — ¢) (Algorithmus 3.7);
8. j=1

9. while (j <n and T; < m,0 and r; > §) do
10. begin
11. Verplane § Zeiteinheiten von J; in [t, 1 + 0);
12. Tji=1;—0; Mg :=mg—1; j:=j+1;
13. end;
14. if (j <n) then
15. begin
16. Berechne das grofite €, € < min{d,r;}, so daB
ZZ:]- max{0,7, — (r; — €)} < myd (Algorithmus 3.8);
17. for (k:=14,... ,n) do

Verplane mit McNaughtons Algorithmus max{0,ry — (r; —€)}
Zeiteinheiten von J in [t,t 4 ) und setze ry := min{ry,r; — €};

18 end;
19 t:=1
20. end;

end;

Die Algorithmen 3.7 und 3.8, die von Albers und Schmidt nicht beschrieben werden,



3.2 PNC | pmtn | Cpax 71

kénnen wie folgt formuliert werden:

Algorithmus 3.7: Berechnung aller Tj

begin

1. lp:=0;

2. for (j:=1,...,n) do

3. begin

4 k:=1;1+1;

5 while ((ry — (r; —0)) >0)do k:=k +1;
6 l; == k;

7. end;

8. Tp:=9;

9. for (j:=0,...,n—1)do

. l;
Tjp1 =Ty =6+ (I = 5)(rj = rje1) + 5 11 (rk — (rjn — 0));
end;

Algorithmus 3.8: Berechnung von €

begin

1. Ujk—1]:=0;

2. for (k:=j,...,n) do Uj[k] :=Ujlk — 1] + € — (r; — 1);
3. for (k:=mn,...,j) do

4. begin

5. Berechne € mit Uj;[k] = m,0;

6. if (¢ > (r; —r)) then goto 8;

7. end;

8. if (e > r;) then € :=r1y;

end;

Lookahead sortiert die Auftriige in nichtaufsteigender Reihenfolge (LPT) und verplant
in jedem Systemintervall Teile von Auftrigen, so dal moglichst viel von den léngeren
Auftrigen verplant wird, ohne dafl die LPT-Reihenfolge der Auftrige verindert wird.
In Zeile 9 von Algorithmus 3.6 wird fiir einen Auftrag J; untersucht, ob es moglich
ist, & Zeiteinheiten von ihm einzuplanen, ohne daf} die Invariante 1 > ro > ... > 1,
verletzt wird. Dazu muf eine Summe 7; := Y ;_, max{0,7x — (r; — 0)} berechnet

werden. T} gibt an, wieviel Bearbeitungskapazitdt in dem aktuellen Systemintervall
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vorhanden sein muf}, so dafl nach Einplanung von § Zeiteinheiten von Auftrag J; noch
geniigend Bearbeitungskapazitit iibrig bleibt, um Teile von allen anderen Auftrigen
so einzuplanen, dafl die Invariante erhalten bleibt. Die Summen 7} in Zeile 9 werden
mit Algorithmus 3.7 berechnet. Zur Berechnung von 7} wird zunéchst der grofite Auf-
tragsindex /; bestimmt, so daf r;; — (r; — ) > 0. [;; 148t sich leicht aus I; berechnen,
indem man, startend bei k£ := [;, solange durch die Terme ry — (r;41 — &) geht, bis
r, — (rj31 — ) > 0. Die Berechnung von € in Zeile 16 von Algorithmus 3.6 erfolgt mit
Algorithmus 3.8. Zu beachten ist, daf§ man zur Berechnung von € folgendes iiberpriifen
muf: 1. € > (r; — i), da € grofer oder gleich r; — 7 sein muf, wenn der £-te Term in
der Summe sein soll. 2. € < r;, da man nicht mehr Last als vorhanden ist verplanen

kann.

Das folgende Beispiel illustriert die Vorgehensweise von Algorithmus 3.6.

Beispiel: Es sollen n=6 Auftrige J;, j=1,...,6 mit den Bearbeitungsdauern p;=14,
12, 7, 5, 3, 1 auf den m=4 Prozessoren P;, 1 = 1,...,4 so eingeplant werden, dafl
die Planldnge minimiert wird. Praemptionen der Auftrige sind erlaubt, beziiglich der
Verfiigbarkeiten der Prozessoren kennt man allerdings lediglich den néchsten Zeitpunkt
', zu dem sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren éndert, also das jeweils néchste
Systemintervall [¢,t'). Zu Beginn stehen alle m,=4 Prozessoren genau =5 Zeiteinheiten

zur Verfiigung. Abb. 3.18 zeigt die Ausgangssituation.

Ji m;=4
v P,
Js P, 9
J4 P °
3
Js
Jg Py
01 2 3 4 5 6 7 8 91011 1213 14 ¢ 1 2 3 4 t

Abbildung 3.18: Beispiel fir Lookahead: Erstes Systemintervall

Nach Initialisierung von ¢ und der r; geht Algorithmus 3.6 wie folgt vor:
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3. while (es gibt noch Auftrige mit positiver Restbearbeitungszeit) do

4. begin

5. t' := 5 = niichster Zeitpunkt, zu dem sich die Menge der verfiigbaren
Prozessoren verindert; d :=t —t =15 — 0 = 5;

6. mg := 4 = Anzahl der im Intervall [t,t + 0) verfiigbaren Prozessoren;

Da zu Beginn alle Auftriige eine positive Restbearbeitungszeit haben, wird ¢’ auf den
néchsten Zeitpunkt, zu dem sich die Menge der verfiigharen Prozessoren éndert, gesetzt
und ¢ und m, bestimmt. In Zeile 7 werden daraufthin mit Algorithmus 3.7 die Summen
T; berechnet. In unserem Beispiel ist [; = 2,3,5,6, —, —(j = 1,...,6) (zu beachten ist,
daf} die Berechnung von [; nur im Falle r; > § erfolgt). Weiter werden I := ¢ := 0 und
Ty := 6 = 5 gesetzt. In Tab. 3.20 ist die Berechnung aller T}, 7 = 1,... ,n, schematisch
dargestellt. Dabei bedeutet (a, b) := max{a, b}.

k j=1 =2 J=3 J=4 J=5 J=6
O.rg-Cr) [ @ re-0) | OGOy [ ©r-0 D) | O -G | 0,7 ()

1 (0, 14-(14-5)) =5

2 [,12(14-5)=3 | (0, 12-(12-5)) = 5

3 |©, 7-a4-5=0 O, 7-(12-5)=0

—

0, 7-(7-5)=5

4 |, 5-q4a5)=0 |, 5-12-5)=0

—
(=)

, 5«(7-5)=3 | (0, 5«(5-5)=5

5 @, 3a4-5)=0 |0, 3-(12-5)=0

—

0, 3(7-5)=1 | (0, 3(5-5)=3 -

6 (0, 1-(14-5))=0 | (0, 1-(12-5))=0

—

0, 1(7-5)=0 g0, 1-(5-5)=1 - -
 E————
;00 <l

Tabelle 3.20: Berechnung der Summen T;
Beispielsweise ergibt sich Ty aus 77 wie folgt:

L, =1
—6 (dunkelgrau schraffierte Flidche bei j =1 und k = 1)
+(l; — j)(rj — rj41) (hellgrau schraffierte Fliche)
li+1 - .
+ Zk:lj+1(rk — (rj41 — 0)) (dunkelgrau schraffierte Fliche bei j = 2 und

k= 3)

= 8-54+2+0="5.
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Nach Berechnung der T; werden die Auftrége der Reihe nach eingeplant. Beispielsweise

geht Algorithmus 3.6 bei der Einplanung von J;—; wie folgt vor:

9. while ((j =1) < (6 =n) and

(T1 = 8) < (20 = m,0) and

(r1 =14) > (5=14)) do
10. begin
11. Verplane (6 = 5) Zeiteinheiten von J; in [¢,t + §) = [0, 5);
12. ri=r1—0=14-5=9;, mg:=my—1=3; j:=5+1=2;
13. end;

Fiir Auftrag J; wird untersucht, ob es moglich ist, § Zeiteinheiten von ihm einzuplanen,
ohne daf die Invariante r; > 79 > ... > r, verletzt wird. Da alle Bedingungen in Zeile
9 erfiillt sind, werden von Algorithmus 3.6 in Zeile 11 6 = 5 Zeiteinheiten von J; auf
Prozessor P, eingeplant, und in Zeile 12 werden 71, m, und j aktualisiert. Ahnliche
Berechnungen werden fiir die Auftrége J;—y, J;—3 und J;—4 durchgefiihrt (vgl. Abb. 3.19-
3.22).

J; m =4

JZ Pl Jl

J4 L]
P3

Js| | T,=8

Js N Py

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 ¢ 1 2 3 4 t

=0 =5

J, m; =4

‘]2 Pl Jl

J P, J, (?

J4 P °
3

Js| T,=5

Jy L 1 Py

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 ¢ 1 2 3 4 t

=0 r=5

Abbildung 3.20: Einplanung auf Prozessor P,
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J, m;=4
J2 Pl Jl
I3 P, J, 9
J4 L]
J. P3 J3
51— T,=9 P
L]6 T T 1 4
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ¢ 1 2 3 4 t
=0 r=5

Abbildung 3.21: Finplanung auf Prozessor P

J; m; =4

']2 PI ‘]1

J3 P, J, ?

J4 [ ]

J. P3 J3

ShHE— 7,=9

J6 T 4| T P4 ?

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1213 14 ¢ 2 3 4 t

=0 =5

Abbildung 3.22: Finplanung auf Prozessor P,

Wihrend alle Bedingungen in Zeile 9 von Algorithmus 3.6 fiir j=1, =2 und j=3 erfiillt
sind, ist fiir j=4 die Bedingung 7, < m,6 nicht erfiillt. Es ist nicht méglich, 6 = 5
Zeiteinheiten von Auftrag J;—, einzuplanen, ohne die Invariante ry > ry > ... > 1,
zu verletzen, da T,=9 Zeiteinheiten benotigt wiirden, um die Invariante einzuhal-
ten, aber lediglich m, - § = 5 Zeiteinheiten zur Verfiigung stehen. Daher wird mit
Algorithmus 3.8 berechnet, wieviele Zeiteinheiten von Auftrag J;—, maximal ver-
plant werden diirfen, so dafl noch geniigend Restkapazitéit iibrig bleibt, um die In-
variante einzuhalten. Algorithmus 3.8 berechnet das grofite ¢ < min{d,r4}, so da8
222(6]-:4) max{0,r, — (r4 — €)} < m,6. Nach Durchlaufen der Schleife in Zeile 2 von

Algorithmus 3.8 gilt in unserem Beispiel:

k 4 5 6
Ujlk] | le—0|2e—2|3e—6

In der darauffolgenden Schleife ergibt sich ¢ = 11/3 fiir k = n = 6, was aber nicht
grofier oder gleich 7j—4 — 74,—¢ = 4 ist. Dann erhélt man € = 3.5 fiir k = 5, was grofler

oder gleich ;4 — rp—¢ = 2 ist. Also hat man ¢ = 3.5 gefunden.
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Nun werden in Zeile 17 von Algorithmus 3.6 von den verbleibenden Auftrigen
Je, kb =4,...,6 jeweils max{0, 7, — (r4 — €)} Zeiteinheiten mit dem Algorithmus von
McNaughton eingeplant. In unserem Beispiel also 3.5 Zeiteinheiten von Auftrag 4, 1.5
Zeiteinheiten von Auftrag 5 und 0 Zeiteinheiten von Auftrag 6. Abb. 3.23 zeigt die

Situation nach der Einplanung der Auftrige 4 und 5 auf Prozessor P;.

J] m1—4
J2 Pl Jl
J3 P, J, t?
& | P J *
VAN 3 s
Jg P, g |
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 ¢ o2 3 4 /

Abbildung 3.23: Situation nach FEinplanung der Auftrige im 1. Systemintervall

In Zeile 12 wird schliefflich noch ¢ auf ¢ = 5 gesetzt. Damit ist das erste Systemin-
tervall vollstindig verplant und der Algorithmus springt zuriick in Zeile 3. Ahnlich ist
die Vorgehensweise im zweiten Systemintervall [5,15]. Der gesamte Ablaufplan ist in

Abb. 3.24 abgebildet.

Py Ji Ji
Pz Jz Jz | J3
Py g3 Iy | Js |J6 |
Py J4 Js
1 T 1 LA A AN A R E B B >
0 5 10 15 t

Abbildung 3.24: Situation nach Einplanung aller Auftraige

Der Algorithmus terminiert, weil alle Auftrige verplant wurden und die Restbearbei-

tungszeiten 0 sind. O

Satz 3.6 enthilt eine Aussage iiber Korrektheit, Laufzeit und Anzahl der Praemptionen,

die von Algorithmus Lookahead im worst-case erzeugt werden.
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Satz 3.6 Der Algorithmus Lookahead erzeugt fiir das Problem P, NC°Fine | pmin |
Cinae mit einem Zeitaufwand von O(Sn + nlogn) einen zuldssigen und beziglich der
Planlinge optimalen Ablaufplan mit hichstens S o—) my + (S —1)(n —1) + (m — 1) =
O(Sm + Sn) Priemptionen.

Die Korrektheit von Satz 3.6 ergibt sich aus den folgenden Lemmas 3.7-3.9.

Lemma 3.7 Lookahead erzeugt fiir das Problem P, NCm™ery-ontine | nmin | Crrap €inen

zuldssigen und beziiglich der Planlinge optimalen Ablaufplan.

Beweis: [AS01], S. 92 und Theorem 2 auf S. 93. O

Im Lemma 3.8 wird die Laufzeit von Lookahead abgeschitzt. Dabei werden die Pro-

zessorenupdates als Teil der Eingabe betrachtet.

Lemma 3.8 Der Algorithmus Lookahead besitzt eine Laufzeit von O(Sn + nlogn).

Beweis: Zu Beginn werden die Auftriige in nichtsteigender Reihenfolge sortiert (Zeit-
aufwand: O(nlogn)). In S Systemintervallen werden dann die Auftrige verplant. Dabei
wird die Laufzeit durch die Berechnung der 7; und des jeweiligen € bestimmt. Geht
man naiv vor, so erhélt man zur Berechnung von 7} eine Laufzeit von O(n). Mit der
direkten Berechnung von 7j fiir einen zu verplanenden Auftrag J; kime man so auf
eine Laufzeit von O(n?) fiir die Berechnung aller Summen 7},j5 = 1,...,n. Anstatt
jedes T}11 neu zu berechnen, berechnet man 7}, aus 7; mit Algorithmus 3.7. Die Vor-
berechnung der [; dauert Zeit O(n), da ;41 > r; auch ;1 > [; impliziert. Zu beachten
ist, daf} /; nur im Falle r; > ¢ berechnet wird. Dabei ist [; der jeweils grofite Index &
mit ry — (r;41 —9) > 0. Da jedes T} in konstanter Zeit aus 7 berechnet werden kann,
ergibt sich ein Zeitbedarf zur Berechnung aller Summen 7} in Héhe von O(n). Die Be-
rechnung des grofiten ¢, € < min{d, r;}, so da » 3} max{0, 7, —(r; —€)} < m,d, erfolgt
mit Algorithmus 3.8 in Zeit O(n). Die Einplanung der Auftriige in S Systemintervallen

erfolgt also nach der anfinglichen Sortierung in Zeit O(Sn). O
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In [ASO1] wird keine Aussage iiber die Anzahl der Priemptionen, die Lookahead im

worst-case erzeugt, getroffen. Lemma 3.9 analysiert die Anzahl der Praemptionen.

Lemma 3.9 Der Algorithmus Lookahead erzeugt héchstens Zle(mk -1)+(S-1)n=
O(Sm + Sn) Priemptionen.

Beweis: Im ungiinstigsten Fall werden in jedem der maximal S Systemintervalle Teile
von jedem der n Auftrige mit dem Algorithmus von McNaughton verplant (Zizl(mk -
1) Priemptionen). Werden in S —1 Intervallen jeweils alle n Auftrige weiterbearbeitet,
so erzeugt der Algorithmus Lookahead insgesamt maximal Y35, (my — 1) + (S —1)n =

Zf;ll mg+ (S —1)(n—1)+ (m —1) = O(Sm + Sn) Priemptionen. O

Folgendes Beispiel zeigt, dafl die angegebene worst-case Schranke bzgl. der Anzahl der

Priaemptionen scharf ist.

Beispiel: Fiinf Auftrige Ji,... ,Js; mit Bearbeitungszeiten von je acht Zeiteinheiten
sollen mit dem Algorithmus Lookahead verplant werden. Zu S=3 Zeitpunkten (¢;=0,
to=>5 und t3=10) éndert sich die Menge der verfiigharen Prozessoren, d.h. es gibt S = 3
Systemintervalle [0, 5), [5,10) und [10, 00). Im ersten Intervall sind m; = 4, im zweiten

my = 2 und im dritten sind m3=4 Prozessoren verfiigbar (vgl. Abb. 3.25).

m;=4 my=2 my=4
P, Ji 72 . Ji i J, <_,]3 B Jy J,
P, J, il J3 73 il J4 i Js <_Jz <_Js
el 5 [ L — A A
Pl U *% L[ s
=0 1 2 304 45 607 8 9 =10 11 12 t

105 115 12.5

Abbildung 3.25: Praemptionen von Lookahead

Lookahead verplant in jedem der S=3 Systemintervalle Teile aller n=5 Auftrige mit
dem Algorithmus von McNaughton. Im zweiten und im dritten Intervall werden jeweils
alle n=>5 Auftréige weiterbearbeitet. Die Anzahl der Priemptionen betriigt (S — 1)n +
Zle(mk —1) =10+ (34 1+ 3) = 17. Das Beispiel zeigt, dafi die worst-case Schranke

erreicht werden kann. O
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3.2.4 Omnline

Online-Algorithmen zur Losung des Problems P, NC°™n¢ | pmtn | C,,,, kennen nur die
aktuell verfiigbaren Prozessoren. Beziiglich der Planldnge optimale Online-Algorithmen
lassen sich immer dann erzeugen, wenn entweder nur ein Prozessor zur Verfiigung steht
(m = 1) oder wenn nur ein Auftrag zu bearbeiten ist (n = 1). Theorem 1 auf S. 3 in

[AS01] besagt:

No online algorithm can, in general, construct optimal schedules.

In Abschnitt 3.2.4.1 wird zun#chst gezeigt, dafl der Beweis nur fiir Instanzen mit
m = n und n > 2 gilt. Die sich daran anschlielende Frage, ob stets optimale Online-
Algorithmen fiir den iiblichen Fall m < n erstellt werden kénnen, wird im Anschluf}
untersucht. Dabei wird gezeigt, dal es Probleminstanzen mit m > 3 und n > 2 gibt,
fiir die kein optimaler Online-Algorithmus erstellt werden kann. Daran anschlieflend
wird in Abschnitt 3.2.4.2 der Algorithmus Online(e) von Albers und Schmidt [AS01]
beschrieben, der Ablaufpldne mit einem maximalen Fehler von € erstellt. Im folgenden
wird mit C°7  die beste durch einen Offfine-Algorithmus erreichbare Planlinge und

mit C7" . die beste durch einen Online-Algorithmus erreichbare Planldnge bezeichnet.

3.2.4.1 Giite von Online-Algorithmen

Lemma 3.10 Fiir bestimmte Probleminstanzen I von P, NC' | pmtn | Cpap mit m =n
und n > 2 gibt es keinen Online-Algorithmus ON mit C°" (I) = C°Z (I).

Beweis: Der Beweis aus [ASO1|, Theorem 1, wird hier ausgefiihrt. Zum Zeitpunkt 0
steht nur einer der m Prozessoren zur Verfiigung. Alle n Auftrige haben eine Bearbei-
tungszeit von 1 Zeiteinheit. Es wird angenommen, dal m = n gilt. Zum Zeitpunkt 0
beginnt ein optimaler Algorithmus ON mit der Bearbeitung von Auftrag J;. Sei ¢’ der

erste Zeitpunkt, zu dem ON die Bearbeitung von J; das erste mal unterbricht oder zu
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dem ON die Bearbeitung von J; abschlieft. Zum Zeitpunkt ¢’ werden alle Prozessoren

verfiigbar (vgl. Abb. 3.26).

A P, J;

J, P,

J; Py

Jn—l m-l

Jn P”’ >
0 1 0 t t

Abbildung 3.26: Problemstellung 1

Fiir den von ON erzeugten Plan gilt Co" > t' + 1, da zum Zeitpunkt ¢’ noch keiner
der Auftrige Ji, k # i bearbeitet wurde. Genauer gilt: Bis zum Zeitpunkt ¢’ wird nur
Auftrag J; bearbeitet. Nach dem Zeitpunkt ¢’ werden die Auftrige mit dem Algorithmus

von McNaughton [McN59] verplant und man erhélt als Planldnge:

n
Coe = t'—i—max{h , max{rj,lgjgn}}
m
—
= t'+max{n , 1}
m
> ' +1. (3.6)

Ein optimaler Offline-Algorithmus teilt das Intervall von 0 bis ¢’ zu gleichen Teilen
unter allen n Auftrigen auf. Nach dem Zeitpunkt ¢ werden die Auftrige mit dem
Algorithmus von McNaughton [McN59] verplant und man erhélt als Planlénge:

n
cor - = t'—l—max{% : max{rj,lgjgn}}

, n—t '
= { 4+ max , 1—=
m n
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!/
n,';l/t ,m S n
!/
% . m>n
\
< t'4+1lfirm>n (3.8)
68
< Cpr, firm > n.
zu (3.7): oL >nt PESm > m
zu (3.8): C0 < '+ 1 gilt nur fiir m > n, da:
, m<n—1,t'<1<n , <1
Fall m < n: C2 =t/ + =t > 4oL > 41

! ,t’O
Fall m > n: C°0 :t’—l—%:t’-i—l—% 2 '+ 1.

max
O
Beispiel: m=2 Prozessoren stehen zur Bearbeitung von n=2 Auftriagen J;, J, bereit.
J1 und J; haben jeweils eine Bearbeitungszeit von einer Zeiteinheit. Zu Beginn steht
lediglich Prozessor P; zur Verfiigung. Nach t'=2 Zeiteinheiten sind beide Prozessoren

verfiigbar (vgl. Abb. 3.27). Der Online-Algorithmus erzielt eine Planldnge von C2% =

max
P, Jy J
P,
f T T »
0 0.5 r=1 L5 v =2 t
Pl J) Jy
P, J,
1 T »
0 0.5 r=1 C¥r=1s 2

Abbildung 3.27: C°* > C°0  fiir m > n

max maxr

t'+1 = 141 = 2 Zeiteinheiten. Ein optimaler Offline-Algorithmus erzielt eine Planlédnge
von CoF =1 +1—(¢'/n) =1+1— (1/2) = 1.5 Zeiteinheiten.

max
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Der Beweis gilt nicht, wenn m < n gilt. Folgendes Beispiel verdeutlicht dies. m = 2
Prozessoren stehen zur Bearbeitung von n = 4 Auftriagen Jy,...,Js bereit. Alle Auf-
trige haben eine Bearbeitungszeit von 1 Zeiteinheit. Zu Beginn steht lediglich Pro-
zessor P, zur Verfiigung. Nach ¢ = 1 Zeiteinheiten sind alle Prozessoren verfiighar

(vgl. Abb. 3.28).

P, Jy Js J3
P, J3 Jy
f T »
0 0,5 r=1 1,5 2 cP =25 t
Po\J |5 ||, J, J,
P, A J,
f T T >
0 0,5 r=1 1,5 2 Co=25 t

Abbildung 3.28: Co» = CF  fiirm <n

max max

Der Online-Algorithmus erzielt eine Planléinge von C2* = t' + (n —t')/m = 1 +

(4 —1)/2 = 2.5 Zeiteinheiten. Ein optimaler Offline-Algorithmus erzielt ebenfalls eine
Planléinge von C0 =1+ (n—t')/m =1+ (4 — 1)/2 = 2.5 Zeiteinheiten. O

mazx

Da der Fall m > n ein Spezialfall ist, kann man sich fragen, ob fiir den allgemeine-
ren Fall, dafl weniger Prozessoren als Auftrige zur Verfiigung stehen, stets optimale
Online-Algorithmen formuliert werden konnen. Das folgende Lemma 3.11 beweist das

Gegenteil.

Lemma 3.11 Fiir bestimmte Probleminstanzen I von P, NC' | pmin | Cpaz mit m > 3

und n > 2 gibt es keinen Online-Algorithmus ON mit CS" . (I) = CF ().

Beweis: Zum Zeitpunkt 0 steht nur einer der m Prozessoren zur Verfiigung. Zwei

Auftrige (J; und J3) haben eine Bearbeitungszeit von n Zeiteinheiten, die restlichen
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n — 2 Auftrige Js, ... ,J, haben eine Bearbeitungszeit von einer Zeiteinheit. Es wird
angenommen, dal m > 3 und n > 2 gilt. Zum Zeitpunkt 0 beginnt ein optimaler
Algorithmus ON mit der Bearbeitung von Auftrag J;. Sei ¢’ der erste Zeitpunkt, zu dem
ON die Bearbeitung von J; das erste mal unterbricht oder zu dem ON die Bearbeitung
von J; abschlieBt. Zum Zeitpunkt ¢’ werden alle Prozessoren verfiigbar (vgl. Abb. 3.29).

Jl o ol

J, Py

J; | Py

Jn—l E m-1

u]n : m »
0 1 n 0 r t

Abbildung 3.29: Problemstellung 11

Fiir den von ON erzeugten Plan gilt C°" = t' + n, da zum Zeitpunkt ¢’ wenigstens
einer der beiden Auftrage J; oder J, noch nicht bearbeitet wurde. Genauer gilt: Bis
zum Zeitpunkt ¢’ wird nur Auftrag J; bearbeitet. Nach dem Zeitpunkt ¢' werden die
Auftrige mit dem Algorithmus von McNaughton [McN59] verplant und man erhélt als

Planlénge:

Tj

n
com t'—i—max{gzj;1 , max{rj,lgjgn}}
m

max

2 -2t
= t'—l—max{ nt(n-2 -1 : n}
m

> ' +n. (3.9)

Ein optimaler Offline-Algorithmus teilt das Intervall von 0 bis ¢’ zu gleichen Teilen
unter den beiden ersten Auftrigen J; und Jy auf. Nach dem Zeitpunkt ¢’ werden die
Auftrige mit dem Algorithmus von McNaughton [McN59] verplant und man erhélt als

Planlénge:
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"
cor - = ¢4 max{zjr;; 2 max{r;,1<j < n}}
_ _ !
= t'+max{2n+(n 2) -t : n—t—}
m 2
3n—(t'+2 t
= t'+max{ n-(t'+2) , ——}
m 2
)
3n — (tl + 2) om—4
m M2+ 5
= t'+ (3.10)
!
n— % ,m > 2+ =2
\
< t'+nfirm>3 (3.11)
(3.9) on  poe
< Ccpn fir m > 3.

. 3n—=(t'+2) t 3In—t'—2 __ 6n—2¢'—4 __ 4n—-2t'+42n—4 __ 2n—4
Zu (310) m >n 2 = m < 2n—t')/2 — 2n—t' 2n—t! =2+ 2n—t!

zu (3.11): CF < '+ n gilt fiir alle m > 3, da:

max

’ m>3 ’ ,
Fall m < 2+ 2074 0off = ¢ 4 302002 T2y n02) —yry gy U2

on—¢ * ~'maz 3 3
t'>0
< t+n
Fallm>2+ 24 0o = ¢ yn— "2 ¢4
all m > s O0 = n—3 n. 5
Beispiel: m=3 Prozessoren stehen zur Bearbeitung von n=10 Auftrigen Ji,..., Jio

zur Verfiigung. J; und J, haben jeweils eine Bearbeitungszeit von n = 10 Zeiteinheiten,

alle anderen n — 2 Auftrige haben jeweils eine Bearbeitungszeit von 1 Zeiteinheit. Zu

Beginn steht lediglich Prozessor P; zur Verfiigung. Nach ¢’ = 2 Zeiteinheiten sind alle

Prozessoren verfiigbar (vgl. Abb. 3.30). Der Online-Algorithmus erzielt eine Planléinge

von C'. = t' +n = 2+ 10 = 12 Zeiteinheiten. Ein optimaler Offfine-Algorithmus
"

erzielt eine Planlinge von C%4 =t 4 n — 5 = 2410 — 1 = 11 Zeiteinheiten. O

max
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Pl Jl Jz

P, J Jy | Jy

P3 JS ‘]6 ‘]7 JS ‘]9 JIO
0 | t’:'2 4 6 8 | 1(|) | c,jjg’l\_:lz t'

Pl Jl Jz ‘ Jz

Py J J

Py Jo| Is| s | Jr| Js| o |0 o
0 | t’='2 4 6 8 1(|) C‘I’FF=1I1 ;

max

Abbildung 3.30: C°" < C7  fiirm =3 und n =10, ¢’ =2

max max

3.2.4.2 Der Algorithmus Online(e)

Zur Losung des Problems P, NC™"¢ | pmin | Cyuee geben Albers und Schmidt in
[ASO1] einen Algorithmus Online(e) an (vgl. Algorithmus 3.8).

Algorithmus 3.8: Online(e)

begin

1. t:=0;d=¢/n?

2. for (j:=1,...,n)dor; :=pj

3. while (es gibt noch Auftrige mit positiver Restbearbeitungszeit) do

4. begin

5. my := Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ verfiigbaren Prozessoren;

6 ny := Anzahl der Auftrige mit positiver Restbearbeitungszeit;

7 S := Menge der min{my,ny} Auftrige mit den groBten Restbearbeitungszeiten;
8 Verplane die Auftrige J;,j € S auf den verfiigbaren Prozessoren;

9 if (Menge der verfiigbaren Prozessoren dndert sich zu einem Zeitpunkt

t+4,8 <d)

10 then

11. Setze r;j := max{0,r; — '} fir j € S; t : =t + ¢';
12. else
13. Setze rj := max{0,r; — ¢} fiir j € S; t :=t +;
14. end;

end;

Algorithmus 3.8 erstellt Ablaufpline mit einer Planlinge von C°7 + ¢ fiir beliebi-

max
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ges € > 0, wenn zu jedem Zeitpunkt wenigstens ein Prozessor verfiigbar ist Dazu be-
stimmt der Algorithmus jeweils zu einem Zeitpunkt ¢, die m; Auftrige mit den grofiten
Restbearbeitungszeiten und verplant sie auf den verfiigharen Prozessoren im Intervall
[ty, tx + ). Andert sich zu einem Zeitpunkt t, + ¢',6’ < § die Menge der verfiigbaren
Prozessoren, unterbricht Online(e) die Bearbeitung der Auftrige und berechnet einen
neuen Plan fiir die néichsten § Zeiteinheiten. Ansonsten berechnet Online(e) erst zum

Zeitpunkt ¢ + 0 einen neuen Teilplan (vgl. Abb. 3.31).

P, .
P, Jb
P m-1 J ¢
O O t

P, Ja
P, Jb
P m-1 J c
Pm

O 0 t

Abbildung 3.31: Online-Algorithmus

Im oberen Teil der Abb. 3.31 kénnen alle ausgewéhlten Auftrige § Zeiteinheiten ver-
plant werden, da sich in diesem Zeitraum die Menge der verfiighbaren Prozessoren nicht
verdindert. Anders ist die Situation im unteren Teil der Abbildung. Dort fillt nach

d' < § Zeiteinheiten Prozessor P; aus und Prozessor P, wird verfiigbar.

Korrektheit, Laufzeit und Anzahl der Praemptionen, die von Algorithmus 3.8 im worst-
case erzeugt werden, werden in folgendem Satz 3.7 bestimmt und mit Hilfe der Lemmas

3.12-3.14 bewiesen:
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Satz 3.7 Sei § = en? die Intervallinge, in der der Algorithmus Online(e) versucht,
die Auftrige einzuplanen. Online(e) erzeugt fiir das Problem P, NC°™" | pmin | Cpnae
mit einem Zeitaufwand von O(Smlogn + (payy/0)nlogn) einen zuldssigen Ablaufplan
mit einer Planlinge von hichstens C% + e und mit héchstens Zf;ll My + (Pavg/0)1 =

max

O(Sm + (Pavg/d)n) Priemptionen.

Lemma 3.12 Der Algorithmus Online(e) erzeugt fiir das Problem P, NC°Fire | pmin |
Crnaz €inen zuldssigen und beziiglich der Planlinge fast optimalen Ablaufplan mit einer

Planlinge von hichstens C0_ 4+ e.

max

Beweis: [AS01], Theorem 3 auf S. 98-99. O

Lemma 3.13 Der Algorithmus Online(e) besitzt eine Laufzeit von O(Smlogn +
(Pavg/0)nlogn).

Beweis: [AS01], S. 95, mit payy = Y. p;/n und § = en®. Da angenommen wird, daf
ein Algorithmus die Informationen iiber die Verfiigbarkeiten als zusétzliche Eingabe

erhilt, entfallen Update-Zeiten. O

Lemma 3.14 Der Algorithmus Online(e) erzeugt hichstens S 5—, my + |32 p;/6] =
O(Sm + (Pavg/d)n) Priemptionen.

Beweis: In [AS01], S. 95, wird angemerkt, dal Online(e) S _! me+(320_ pi)n®e,d =
¢/n? Priemptionen erzeugt. Aus der Analyse des Algorithmus ergibt sich, dal e = dn?
gilt, wobei § die Linge der Intervalle ist, in denen Online(e) die Auftrige jeweils
verplant. Mit pe,, := die durchschnittliche Bearbeitungszeit aller Auftrége, ergeben
sich O(Sm + /pavg/d)n) Priaemptionen. Die Auftrige werden jeweils in Blocken von §
Zeiteinheiten verplant, es sei denn, dafl sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren
andert. Wenn alle Anderungen der Menge der verfiigbaren Prozessoren nach jeweils
einem Vielfachen von § Zeiteinheiten erfolgen, erhdlt man genau |)_ p;/6| Priemp-

tionen. Im anderen Fall erhilt man zusitzliche Priemptionen. Wenn alle Anderungen
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der Menge der verfiigbaren Prozessoren zu Zeiten erfolgen, dafi alle Auftrige zusétz-
lich unterbrochen werden miissen, kommen Z,f;ll my, Praemptionen hinzu. In diesem
Fall werden allerdings immer auch Teile von Auftrigen verplant. Daher wird ange-
nommen, dafl ein Wechsel der Prozessorverfiigbarkeiten lediglich oz > 0 Zeiteinheiten
nach einer kompletten Einplanung von Auftrigen iiber § Zeiteinheiten erfolgt. Die
dazu bendtigte Prozessorkapazitdt kann bei hinreichend kleinem « vernachléssigt wer-
den. Auflerdem wird angenommen, dafl kein Auftrag vor dem letzten Systemintervall
fertig wird, im letzten Systemintervall also noch § Zeiteinheiten zur Verplanung der
Reste aller Auftrige bendtigt werden. So wird sichergestellt, dafl in den Systeminter-
vallen [t1,t2),...,(ts_1,ts] echte Priemptionen geziahlt werden. Die dazu benotigte
Prozessorkapazitdt kann bei hinreichend kleinem § vernachléssigt werden. Mit ) p; =
> j—1Pj = Pavgn erhilt man so maximal Z,f;ll my + | D_pi/0] = O(Sm + (Pave/d)1)

O

Priaemptionen.
Folgendes Beispiel verdeutlicht, dafi die Schranke scharf ist:

Beispiel: Es sollen fiinf Auftriage Jy, Jo, Js, Jy, J5 mit Bearbeitungszeiten von je 4.03
Zeiteinheiten mit dem Algorithmus Online(e) verplant werden. Es gibt S = 5 Zeit-
punkte t; = 0,15 = 2.01,t3 = 4.02,%, = 6.03 und t3 = 8.04, zu denen sich die Men-
ge der verfiigbaren Prozessoren éndert, und es gibt S = 5 Systemintervalle [0,2.01),
[2.01,4.02), [4.02,6.03), [6.03,8.04) und [8.04, c0). Im ersten, dritten und fiinften Inter-
vall sind m; = m3 = ms = 3 Prozessoren verfiigbar, im zweiten und vierten Intervall

sind my = my = 2 Prozessoren verfiigbar (vgl. Abb. 3.32). Der Algorithmus Online(e)

m,=3 m,=2 m;=3 my=2 ms=3
0 O O 0 0 O O Oy O
€ e e e
P, Ji 1 Ji J, Ji J, Ji YA A
le— e e
P, J, J, J, J, J, J, J, VA VADA
= =
P J; J; J; Js J; .
2 4.01 6.02 8.03 8.06 t
t,=0 ,=2.01 = 4.02 t,=6.03 t=8.04

Abbildung 3.32: Prdiemptionen von Online(e)
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versucht jeweils, 6 = 2 Zeiteinheiten der Auftrige mit der groiten Restbearbeitungs-
zeit zu verplanen. Andert sich die Menge der verfiigbaren Prozessoren, wird ein neuer
Teilplan erzeugt. Ein Wechsel der Prozessorverfiigharkeiten erfolgt im Beispiel ledig-
lich @ = 0.01 Zeiteinheiten nach einer kompletten Einplanung von Auftrigen iiber
0 Zeiteinheiten. Im letzten Systemintervall werden noch S = 0.02 Zeiteinheiten zur
Verplanung der Reste aller Auftrige benétigt. Die Anzahl der Priemptionen betragt
|P/5|+> 2=} my = 20. Das Beispiel zeigt, da$§ die worst-case Schranke erreicht werden

kann. O

Im vorliegenden Kapitel wurden die beiden klassischen Ablaufplanungsprobleme
P | pmtn | Cpar und F2 | pmin | Cpee hinsichtlich beschriankt verfiigbarer Prozes-
soren untersucht. Das nichste Kapitel beschéftigt sich mit dem Problem, die beiden
klassischen Ablaufplanungsprobleme in der Hinsicht zu erweitern, daf lediglich Ablauf-

pléne mit einer beschrankten Anzahl von Praemptionen zugelassen sind.
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Kapitel 4

Beschrinkte Anzahl der

Priemptionen

In der Theorie der Ablaufplanung spricht man von prdemtiven Ablaufplinen (lat.
prae+emere = etwas (weg-)nehmen, bevor es jemand anderes tut), wenn der Ablauf-
planer das Recht hat, einem Prozessor die Bearbeitung eines Auftrags zu jedem belie-
bigen Zeitpunkt zu entziehen und den Rest des Auftrags sofort oder zu einem spéte-
ren Zeitpunkt auf demselben oder auf einem anderen Prozessor einzuplanen. Eine Be-
schrinkung der Anzahl der Priemptionen ist aus mehreren Griinden sinnvoll. Wenn
auch keine direkten zeitlichen Kosten (beispielsweise Riistkosten) mit einer Priaemption
verbunden sind, so entstehen doch Kosten fiir zusétzliche Betriebsmittel, die benotigt
werden, um einen Auftrag von einem Prozessor zu nehmen, zwischenzulagern und
wieder auf einem anderen Prozessor aufzusetzen. Neben diesen Kosten spielen Qua-
litdtsverbesserungen, weniger Eingriffe in eine laufende Produktion und generell eine
vereinfachte Produktionsplanung eine Rolle, wenn Ablaufpline mit moglichst wenig

Priemptionen erstellt werden sollen.

In Abschnitt 4.1 wird ein Ablaufplanungsproblem in einem Flowshop mit zwei Prozes-
soren hinsichtlich einer beschréinkten Anzahl der Prdemptionen untersucht. Es ist klar,
dafl das Problem F'2 | i-pmitn | Cpqs fiir alle ¢ > 0 stets eine optimale Losung besitzt,
da das Problem F2 || Cy4; mit Hilfe des Johnson-Algorithmus (vgl. Abschnitt 3.1.1)
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in polynomialer Zeit optimal gelést werden kann und Prdemptionen keinen Vorteil

bringen (vgl. [GST78]).

In Abschnitt 4.2 wird ein Ablaufplanungsproblem mit parallelen, identisch qualifizier-
ten Prozessoren hinsichtlich einer Beschriankung der Anzahl der Priemptionen un-
tersucht. Sind ¢ = m — 1 oder mehr Priemptionen zugelassen, kann das Problem
P | i-pmin | Cpepe mit dem Verfahren von McNaughton (vgl. Abschnitt 3.2.1) in po-
lynomialer Zeit optimal gelost werden. Sind keine (i = 0) Pridemptionen zugelassen,
ist man zur Losung des Problems P | i-pmtn | Cy4 auf Approximationsalgorithmen
angewiesen, da das Problem mit ¢ = 0 NP-schwer fiir bereits m = 2 Prozessoren ist
(Restriktion auf PARTITION [Kar72]). In Abschnitt 4.2.1 werden die beiden Appro-
ximationsalgorithmen von Graham (List Scheduling und LPT-Regel) vorgestellt und
gezeigt, da LPT eine Giitegarantie von 2—2/(m+1) beziiglich der optimalen priemp-

tiven Planlénge besitzt.

In Abschnitt 4.2.2 wird die Linge von optimalen pridemptiven und ¢-priemptiven Ab-
laufplénen verglichen und die folgende grundlegende Frage beantwortet: Um wieviel,
beziiglich der Planlinge, besser kénnen optimale prdemptive Plidne im Vergleich zu
optimalen i-praemptiven Pldnen sein? Oder, genauer, was ist fiir alle Instanzen I die
kleinste obere Schranke fiir den Quotienten C®. (I)/CP. (I), wobei C*" und CP, .

die optimalen i-praemptiven und die optimalen praemptiven Planldngen bezeichnen.

4.1 F2 | i-pmin | Cpay

Das Problem F2 | i-pmtn | Cpe,e 188t sich wie folgt beschreiben. Es sollen n Auf-
trage Ji, ..., J, auf zwei parallelen, identisch qualifizierten Prozessoren P, P, so ver-
plant werden, dafl die Planlédnge C},,; minimiert wird. Dabei besteht jeder Auftrag J;
aus zwei Verrichtungen 7} ; und 75, mit nichtnegativen Bearbeitungszeiten p; ; und
P2j,7 € {1,...,n}. Wenn eine Verrichtung unterbrochen wird, darf sie zum gleichen
oder zu einem spiteren Zeitpunkt auf demselben oder auf einem anderen Prozessor oh-
ne Zeitstrafe weiterbearbeitet werden. Ein i-priaemptiver Ablaufplan enthélt hochstens

1 Priemptionen.
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Satz 4.1 Fir alle Instanzen I der Ablaufplanungsprobleme F2 | i-pmtn | Chaz,
F2,NC | pmin | Cpaz und F2 | pmin | Cpee gilt beziglich der optimalen Planlingen
stets:

Cip* :Cnp* :Cp*

max max mazx-

Beweis: Aus [Joh54], Theorem 1, S. 63, folgt, dafi das Problem F2 || C,,, optimal
durch nichtpraemptive Pline gelost wird. In [GS78], Lemma 3, S. 40-41, wird gezeigt,
da8 eine Johnson-Permutation, die das Problem F2 || C,,., optimal 16st, auch das

Problem F2 | pmin | Cppqeq optimal 16st. a

4.2 P | i-pmitn | Cpee

Das Problem P | i-pmin | Cyq, 188t sich wie folgt beschreiben. Es sollen n Auftrige
Ji, ..., J, mit nichtnegativen Bearbeitungszeiten pq, ... , p, auf m parallelen, identisch
qualifizierten Prozessoren P, ... , P, so verplant werden, daf} die Planldnge C,,,, mi-
nimiert wird. Wenn ein Auftrag unterbrochen wird, darf er zum gleichen oder zu einem
spateren Zeitpunkt auf demselben oder auf einem anderen Prozessor ohne Zeitstrafe
weiterbearbeitet werden. Ein i-praemptiver Ablaufplan enthélt hochstens ¢ Priemptio-

nen. O.B.d.A. sind Prédemptionen nur auf den Prozessoren P, ..., P, zuldssig.

Verwandte Ergebnisse

Priemptive und nichtpriemptive Ablaufplanungsalgorithmen zur Lésung des Pro-
blems, n Auftrage auf m parallelen, identisch qualifizierten Prozessoren so zu verplanen,
daB die Planldnge minimiert wird, gehoéren zu den am besten untersuchten Ablaufpla-

nungsalgorithmen (vgl. [BEPSWO01], [GJ79], [Cof76], [UNI76]).

Mit dem Verfahren von McNaughton [McN59], vgl. Abschnitt 3.2.1, lassen sich optimale
priemptive Pline in (in der Anzahl der Auftriige) polynomialer Zeit erzeugen. Das
entsprechende nichtpraemptive Problem ist NP-schwer fiir m = 2 Prozessoren [Kar72]

und sogar NP-schwer im strengen Sinne fiir beliebig viele Prozessoren [GJ79).
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Approximationsalgorithmen liefern mit moderatem Rechenaufwand brauchbare Ergeb-
nisse beziiglich der Losungsgiite. Graham zeigt in [Gra66|, da§ List Scheduling, in der
die Auftriage der Reihe nach so verplant werden, dafl immer der Prozessor, der gerade
die wenigste Last hat, neu belegt wird, eine Lésungsgiite von 2 — 1/m besitzt. Werden
die Auftrage nach dem Verplanen mit List Scheduling paarweise solange vertauscht, bis
keine Verbesserung der Planlinge mehr méglich ist, zeigen Graham et al. [GLLRK79],
daf} die Schranke sich lediglich auf 2 — 2/(m + 1) verbessert. Der Approximationsalgo-
rithmus LPT-Regel, in dem die Auftrdge in nichtsteigender Reihenfolge ihrer Bearbei-
tungszeiten verplant werden, erreicht eine Schranke von 4/3 —1/3m [Gra69]. Goldberg
und Shapiro [GS01] zeigen, dafl neben LPT auch die Algorithmen Best Fit, First Fit,
Random Fit und Greedy zu einer Klasse von Algorithmen gehéren, die alle die Schranke

von 4/3 — 1/3m erreichen.

Diese worst-case Ergebnisse sind jedoch pessimistisch und nicht aussagekréftig
beziiglich der Giite der beiden Approximationsalgorithmen in der Praxis. Achugbue
und Chin [AC81]| untersuchen die Giite von List Scheduling in Abhéngigkeit von
P = Pmaz/Pmin. Fir p < 2 ist die Schranke 3/2 fiir m = 2,3 und 5/3 — 1/(3|m/2])
fir m > 4. Fir p < 2 ist die Schranke 5/3 fiir m = 3,4, 17/10 fiir m = 5 und
2—1/(3|m/2]) fiir m > 4.

Unter der Annahme, dafl die Bearbeitungszeiten p; unabhéngige, identisch verteilte
nichtnegative Zufallsvariablen sind, die aus einer uniformen Verteilung aus (0, 1] gezo-
gen werden, zeigen Coffman et al. [CFL84], daf die LPT-Regel asymptotisch optimal
ist. Dariiberhinaus zeigen Frenk und Rinnooy Kan [FRK87|, dal die LPT-Regel fast
sicher optimal ist, falls die p; eine Verteilungsfunktion mit endlichem Mittelwert besit-

zen. Kedia [Ked70] kommt zum gleichen Resultat auf Grund von Simulationsstudien.

Ibarra und Kim [IK77] untersuchen die Giite von LPT in Abhingigkeit von p =
Prmaz/Pmin- Sie zeigen, daB fiir p < n/2(m—1) gilt: CEET < ((1+2(m—1)/n)C™" . Al-
lerdings ist diese Schranke asymptotisch nicht besser als die von Graham (vgl. [CS90]).
Dobson [Dob84] zeigt, daf} fiir Bearbeitungszeiten aus dem Intervall [0, (1/k)CT® ] gilt:

CEPT < ((k+3)/(k+2))Cr?. . Kao und Elsayed [KE88] zeigen, daf§ fiir Bearbeitungs-

max max-*
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zeiten p; < (m/(m — 1))p; 1 fiir i = 2,... ,n gilt: CLPT < (1 + (m —1)/n)C™

maxr max-*

Coffman und Sethi [CS76] verallgemeinern die Graham-Schranke in der Hinsicht, daf
die Anzahl k£ der Auftrége, die auf dem die Planléinge bestimmenden Prozessor verplant
werden, beriicksichtigt wird. Sie zeigen, daf gilt: CEPT < (1+1/k —1/km)C"" . Chen

[Che93] zeigt, daB genauer gilt: CEPT = O™ fiir k = 1, CLPT < 4/3 —1/3(m — 1)

max max max

fir k = 2 und CEPT < (1 +1/k — 1/km)C™  fiir k > 3. Blocher und Chand [BC91]

verbessern die Coffman/Sethi-Schranke, indem sie zusétzlich die Lange des mit LPT

erzeugten Plans bei der Schrankenberechnung beriicksichtigen.

Greenberg [Gre72] stellt eine Heuristik vor, die auf der LPT-Regel basiert. Coffman et
al. [CGJ78] geben einen Algorithmus MULTIFIT an, der Bin Packing in Verbindung
mit bindrer Suche benutzt. Sie zeigen dafl MULTIFIT eine Giitegarantie von 1.22 be-
sitzt. Friesen [Fri84] verbessert die Schranke auf 1.20 + (1/2)%, wobei k die Anzahl der
Iterationen der bindren Suche ist. Yue [Yue90] verbessert die Schranke auf 13/11. Lee
und Massey [LM88] geben einen Algorithmus COMBINE an, der LPT und MULTIFIT
verbindet. Sie zeigen, dafl die Schranke von COMBINE niemals schlechter ist als die
von MULTIFIT. Elmaghraby und Elimam [EE80] geben einen Algorithmus KOMP an,
der auf einer Losung des Rucksackproblems beruht, und zeigen, dafl KOMP beziiglich
ihres Testsettings bessere Resultate als LPT und MULTIFIT liefert, allerdings mit
einem grofleren Rechenaufwand. Hochbaum und Shmoys [HS87] geben ein polynomia-
les Approximationsschema, d.h. einen (1 + €) Approximationsalgorithmus an, der das
Problem fiir jedes beliebige € > 0 16st. Dabei erhalten sie Algorithmen mit einer Giite
von schlechtestenfalls 7/6. Da P || Cy,q, €in im strengen Sinne NP-schweres Problem

ist [GJ79], gibt es kein vollstdndig polynomiales Approximationsschema, es sei denn

P=NP.

Fiir ein gegebenes System von Auftrigen mit Vorrangbeziehungen hat Liu in [Liu72]
die Behauptung aufgestellt, das Verhéltnis der optimalen nichtprdemptiven Planldnge
zur optimalen priemptiven Planlinge betrage 2 — 2/(m + 1). Coffman und Garey
[CG93| haben die Vermutung von Liu fiir ein System mit lediglich zwei Prozessoren

bewiesen. Hong und Leung [HL92] haben die Korrektheit der Schranke sowohl fiir Unit
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Execution Time (UET) als auch fiir baumartig strukturierte Vorrangbeziehungen der
Auftrige bewiesen. Aus ihrem Beweis folgt die Giiltigkeit der 2 — 2/(m + 1)-Schranke
fiir Auftriige ohne Vorrangbeziehungen und damit fiir C"*° < (2 —2/(m + 1))CP,

mazx mazx-*

Im néchsten Abschnitt werden die beiden fiir die weiteren Ausfiihrungen grundlegenden
Ergebnisse von Graham zur Erstellung optimaler nichtpraemptiver Pléane fiir Instanzen
des Problems P || Cyqy vorgestellt. Dariiberhinaus erfolgt eine Analyse der Giitegaran-
tie von mit Hilfe der LPT-Regel erstellten Plidnen gegeniiber optimalen priemptiven

Pléanen.

4.2.1 Keine Priemptionen

Wenn man das Problem P || C,,q, betrachtet, ist intuitiv klar, da§ die Planlinge dann
minimal ist, wenn jeder Prozessor die gleiche Last hat. Ein einfacher und schneller
Algorithmus, der versucht, die Last mdglichst gleichméfig auf die Prozessoren zu ver-
teilen, ist List Scheduling. Dazu werden die Auftrige in beliebiger Reihenfolge in einer
Liste angeordnet und der Reihe nach auf dem jeweils ersten verfiigbaren Prozessor

eingeplant (vgl. Algorithmus 4.1).

Algorithmus 4.1: List Scheduling

begin

1. for (i:=1,...,m) do F; := 0;

2. Finde den Prozessor P; mit dem kleinsten Bearbeitungsende F;;

3. Verplane den néchsten Auftrag J; aus der Liste auf Prozessor P; im Intervall
[F;, F; + pj] und setze F; := F; + pj;

end;

In Lemma 4.1 wird eine Aussage beziiglich der Laufzeit von Algorithmus 4.1 getroffen,
und in Lemma 4.2 wird die Giitegarantie von List Scheduling zu optimalen nicht-

praemptiven Plinen angegeben.
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Lemma 4.1 Die Laufzeit von List Scheduling betrigt O(n).

Beweis: Von m Prozessoren P, ..., P, mufl man sich jeweils die aktuelle Last F;,7 =

1 ,m merken. Als einzige Operationen werden ExtractMin() und Insert(F;)

PICIE

benotigt. Wird als Datenstruktur ein Fibonacci Heap benutzt, ergeben sich jeweils

Kosten O(1) und Gesamtkosten in Hohe von O(n). O

Lemma 4.2 Sei CL5  die durch den Algorithmus List Scheduling erzeugte Planlinge.

max

Dann gilt beziiglich der Giite von CL5  im Vergleich zur Planlinge C™®  optimaler

maxr max

nichtpriemptiver Abpaufpline:

CLS < (2—1/m)C"®

mazx max-*

Beweis: [Gra66], Theorem 1 auf S. 1570ff. O

Folgendes Beispiel zeigt, daf die in Lemma 4.2 angegebene Schranke CLY <
(2- %) Cre” scharf ist:

mazx

Beispiel: n Auftréige sollen auf m Prozessoren bearbeitet werden mit n = 2m — 1 und
folgenden Bearbeitungszeiten: p; = m—1fiir1 <j <m-—1,p; =1fiirm < j <2m-2,
p; = m fir j =2m — 1 (vgl. Abb. 4.1).

Pl Pl
P, P,
P m-1 P m-1
P m > P m | >
0 m t 0 m-1 2m-1 t
(a) (b)

Abbildung 4.1: Optimaler nichtprdemptiver vs. mit List Scheduling erstellter
Ablaufplan



98 Beschrinkte Anzahl der Priemptionen

Alle verplanten Auftrige sind hellgrau gekennzeichnet, der Auftrag Ji, der die
Planléinge bestimmt, ist zusétzlich schraffiert. In Abb. (a) werden die Auftrige opti-
mal nichtpriemptiv verplant, und in Abb. (b) werden die Auftrige mit List Scheduling
verplant. Der optimale nichtpraemptive Ablaufplan hat Linge m, wohingegen der mit

List Scheduling erzeugte Ablaufplan Linge 2m — 1 hat. Insgesamt ergibt sich

cLe,  2m—1 P
G m m’

|

In Abb. 4.1(b) sieht man, da8 der schlechteste Fall auftritt, weil der lingste Auftrag
als letzter verplant wird. Werden die Auftrige vorher in nichtaufsteigender Reihenfolge

ihrer Bearbeitungszeiten sortiert, wird genau dieser Fall vermieden (vgl. Algorithmus

4.2).

Algorithmus 4.2: LPT

begin

1. Sortiere die Auftrige in LPT Reihenfolge, d.h. in nichtaufsteigender Reihenfolge
ihrer Bearbeitungszeiten;

2. Wende Algorithmus List Scheduling auf die umgeordnete Auftragsmenge an;

end;

In den beiden folgenden Lemmas werden Laufzeit und Giite von LPT abgeschétzt:

Lemma 4.3 Die Laufzeit von LPT betrigt O(nlogn).

Beweis: Im Vergleich zu List Scheduling wird als einzige zusétzliche Operation die

Sortierung von n Auftrigen (Zeit O(nlogn)) benotigt. !

CLPT

Lemma 4.4 Sei C,).,

die durch den Algorithmus LPT erzeugte Planlinge. Dann gilt

CLPT

LPT im Vergleich zur Planlinge C™  optimaler nichtpriemp-

beziiglich der Giite von mag

tiver Abpaufpline:
CEPT < (4/3 —1/3m)C™"

max max-
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Beweis: [Gra69|, Theorem 2 auf S. 421 ff. O

Um zu zeigen, daB die Schranke CEPT < (% — ;1) Cre scharf ist, betrachten wir

folgendes Beispiel.

Beispiel: n Auftrige sollen auf m Prozessoren bearbeitet werden mit n = 2m — 1 und
folgenden Bearbeitungszeiten: py;_1 = pa; = 2m — j fiir 1 < j < m, popy1 = m (vgl.

Abb. 4.2).

P, P, %

p, P,

P 3 P 3

P m-2 P m-2

Pm-l P m-1

P m — > P m T >
0 m 2m 3m t 0 3m-1 4m-1 t

(a) (b)

Abbildung 4.2: Optimaler nichtpriemptiver vs. mit LPT erstellter Ablaufplan

Der Auftrag Ji, der die Planldnge bestimmt, ist jeweils schraffiert. In Abb. 4.2(a)
werden die Auftrige nichtpriemptiv optimal verplant und in Abb. 4.2(b) mit Hilfe der
LPT-Regel. Der optimale nichtpridemptive Ablaufplan hat Linge 4m — 1, wohingegen
der mit LPT erzeugte Ablaufplan Linge 3m hat. Insgesamt ergibt sich

CLPT  4m—-1 4 1

c T 3m 3 3m’

|

Die Giitegarantie von LPT zu optimalen nichtprdemptiven Plénen ist also bekannt. In
Satz 4.2 wird gezeigt, dafl das Verhiltnis der Léinge eines mit LPT erzeugten Ablauf-
plans zur Lénge eines optimalen praemptiven Ablaufplans nach oben durch 2—2/(m-+1)

beschrankt ist.



100 Beschrinkte Anzahl der Priemptionen

Satz 4.2 Sei CLPT die durch den Algorithmus LPT erzeugte Planlinge. Dann gilt

max

CLPT

o optimaler prdaemptiver

im Vergleich zur Planlinge CP,

beziiglich der Giite von mag

Abpaufpline:

2 X
Ol < (2 - m) Chae-

Beweis: Sei Ji der Auftrag, der die Planldnge des mit der LPT-Regel erzeugten Planes
bestimmt. Wir beginnen mit zwei Beobachtungen. Die erste Beobachtung folgt direkt

aus [McN59] und liefert untere Schranken fiir C?,__ (vgl. Abschnitt 3.2.1):

max

m

Zweite Beobachtung: Kein Prozessor kann vor s, verfiigbar sein, da sonst die Planldnge
durch Verschieben von J, kleiner wiirde oder gleich bliebe (vgl. Abb. 4.3, J ist schraf-
fiert).

N

A\

~

Sk

Abbildung 4.3: sy ist nie grifer als (3. p;,j # k) /m

Daher gilt
ijaj 7é k

m

s <

*

Falls p, < (m/(m + 1))CP?,.., gilt fiir die Planlinge des mit Hilfe der LPT-Regel er-

stellten Ablaufplans:

LPT
Craz = Sk+ Dk

> D — Dk

IN

+ Pk
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Falls py > (m/(m +1))C?,

Y. p; N
m

CPos +

max

(1+
<1+

m

m

*

Q.

2 gilt:

Pk

D

Pk

pr(m+1)

brm

Pk

Sk

<1 — i) cr
m
+ 1)

(-5)n
(w1)

*

CP

max

+1_2 *
W) Caz

2 x
(2= ) e

v

Sk

Da der Plan mit Hilfe der LPT-Regel erzeugt wird, ist s; nur dann kleiner als py, falls

s = 0 ist. Daher gilt

CLPT — Cp*

max

mazx’

falls pr, > (m/(m + 1))CE

|

mazx-*
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Um zu zeigen, daf§ die Schranke CELPT < (2 — 2/(m + 1))CP’ scharf ist, betrachten

maxr max

wir folgendes Beispiel:

Beispiel: n Auftrige sollen auf m Prozessoren bearbeitet werden mit n = m + 1 und

pj=c¢j=1,...,n (vgl. Abb. 4.4).

P, P,
P, P,
P m-1 P m-1
P / > P I >
0 c c(mtl)/m t 0 c 2c t
(a) (b)

Abbildung 4.4: Optimaler priemptiver vs. optimaler mit LPT erzeugter Ab-
laufplan fir m + 1 Auftrdge der Ldingen c
Der Auftrag J; mit C, = CP st jeweils grau markiert. In Abb. (a) werden die
Auftrige mit McNaughtons Algorithmus optimal priemptiv verplant, und in Abb. (b)
werden die Auftrage mit der LPT-Regel verplant. Der optimale praemptive Ablaufplan
hat Linge c¢(m-+1i+1)/m, wohingegen der mit LPT erzeugte Ablaufplan Linge 2¢ hat.
Insgesamt ergibt sich

cLr 2c 2m

Chue  clm+1)/m  m+1

4.2.2 Beschrinkte Anzahl der Priemptionen

Intuitiv ist klar, da} ein optimaler pramptiver Plan im allgemeinen kiirzer ist als ein

optimaler nichtpriemptiver Plan (vgl. Abb. 4.5 aus [Set76]).
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Pl 4 |4 20 U
Py L] % S P 5 >
I " I T "
01 2 3 4 0 1 2 3 4

(a) (b)
Abbildung 4.5: Priemptiver (a) und nichtpriemptiver (b) Ablaufplan fir drei Auftrige

Aus [McN59| folgt, daB, falls i=m-1 oder mehr Préemptionen zugelassen sind, stets
beziiglich der Planlinge optimale Ablaufpline erstellt werden kénnen. Es gilt also

C,L'p* — Cp*

max mazx’

fiir alle 7 > m—1. Daher wird im folgenden lediglich der Fall 0 <7 < m—1
untersucht und gezeigt, daf in diesem Fall C*?" < (2 —2/(m/(i +1) +1))CP,. . gilt.

max

Satz 4.3 Sei S ein optimaler i-praemptiver Ablaufplan mit Planlinge C,  und 0 <
1 < m—1 die mazrimale Anzahl zugelassener Priaemptionen. Dann gilt fiir alle Instanzen

des Problems P | i-pmin | Cyap

0:711];1 < (2 - %) C’rI;:az'
() +1

Beweis: Falls p;, > > p;/m ist, gilt C*. = CP,

P P .z» da ein Ablaufplan nicht kiirzer sein

kann als pg. Daher wird im folgenden angenommen, da8 py < > p;/m gilt. In Lemma
4.5 wird gezeigt, dal es in einem optimalen i-prdemptiven Ablaufplan S stets einen
Auftrag J, mit Bearbeitungszeit p, und Bearbeitungsende Cy = C?. gibt, der nicht
unterbrochen wird. O.B.d.A. wird angenommen, daf§ Auftrag J; entweder auf Prozessor
Py, oder auf Prozessor P, bearbeitet wird (vgl. Abb. 4.6). Die Bearbeitung von Jj
beginnt zum Zeitpunkt s und endet zum Zeitpunkt Cy. Zu beachten ist, daf lediglich

auf den Prozessoren P, ..., P11 Priemptionen erlaubt sind.

In Lemma 4.6 wird gezeigt, dafl der Startzeitpunkt von Auftrag J; nicht grofler ist
als (D p; — (i + 1)pg)/m. In Lemma 4.7 und in Lemma 4.8 wird gezeigt, daff im
Falle p, < (m/(m + i+ 1))C?, . und p;, > (m/(m + i+ 1))CE .
cw < (2-2/(m/(i+1)+1))CP.

max max

die Ungleichung
erfiillt ist. O

Im folgenden werden die in Satz 4.2 bendtigten Lemmas 4.5-4.8 bewiesen.
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P, Py
P, Py
P i+1 V P i+l
Py : | ; Pz V %
Pm-l i | i P m-1 i | E
P, ; | P, | ;
Sk C= Cmg:* t Sk C= Cmfll..l:* t

Abbildung 4.6: Praemptionen sind o0.B.d.A. lediglich auf den i Prozessoren P, ... , P4
erlaubt. Auftrag Jy,, der die Planlinge C.  bestimmt, wird o.B.d.A. entweder auf Pro-

zessor Pii1 oder auf Prozessor P;io bearbeitet. Die Bearbeitung von Jy beginnt zum

Zeitpunkt s, und endet zum Zeitpunkt Cy,.

Lemma 4.5 Sei Ji, ein Auftrag mit Bearbeitungszeit py, < > p;j/m und Bearbeitungs-
ende Cy, = C®  mit 0 < i <m — 1 die mazimal mdgliche Anzahl von Priemptionen.

Es gibt immer einen optimalen i-praemptiven Plan S, in dem Jy nicht unterbrochen

wird.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dal aus einem i-
praemptiven Ablaufplan S, in dem J, unterbrochen wird, stets ein Ablaufplan S’ mit
der gleichen Planlinge und der zusidtzlichen Eigenschaft, daf} J, nicht unterbrochen
ist, erzeugt werden kann. Da ein Auftrag hochstens einmal unterbrochen wird und da
Praemptionen lediglich auf den ¢ Prozessoren P, ... , P;;; erlaubt sind, mufl der erste
Teil von Ji, auf einem der Prozessoren P, ..., P;y; bearbeitet werden (0.B.d.A. auf
Prozessor P,). Da auf den letzten m — (i + 1) Prozessoren P o, ... , P, nur nichtunter-
brochene Auftrige verplant werden, mufl der zweite Teil von J; auf einem der ersten
i+1 Prozessoren Pi, ..., P;y; (0.B.d.A. auf Prozessor P;.1) bearbeitet werden. S’ kann

dann aus S wie folgt erstellt werden (vgl. Abb. 4.7):

e Verschiebe den auf Prozessor P, verplanten Teil von J; unmittelbar vor den auf

Prozessor P;.; verplanten Teil von Jj.
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e Verplane die verbleibende Last der ersten ¢+ 1 Prozessoren mit dem Algorithmus

von McNaughton.

g ==

v

s s Cc=C t
Abbildung 4.7: In einem optimalen Ablaufplan S g¢ibt es stets einen Auftrag

Jy, der nicht unterbrochen wird.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:
1. Das Bearbeitungsende der Prozessoren Py, ... , P11 bleibt bei héchstens C, und
es werden hochstens ¢ Praemptionen erzeugt.

2. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P;,o,..., P, bleiben unverédndert.

S’ erzeugt also die gleiche Planldnge wie S und der Auftrag Ji, der die Planlinge

bestimmt, ist nicht unterbrochen. O

Lemma 4.6 Sei Ji, ein Auftrag mit Bearbeitungszeit py, < > p;j/m und Bearbeitungs-
ende C, = CP° mit 0 < i < m — 1 die mazimal mégliche Anzahl von Priemptionen.

max

Dann gilt fir den Startzeitpunkt s von Jy
s < (Yo — i+ i) /m

Beweis: In Lemma 4.5 wurde gezeigt, dafl J; in einem optimalen i-priemptiven Ab-

laufplan S nicht unterbrochen wird. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: In einem optimalen i-prdemptiven Ablaufplan S wird J; auf einem der ersten

i + 1 Prozessoren Py, ..., P;1 (0.B.d.A. auf Prozessor P, 1) bearbeitet.
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Zunichst wird gezeigt, dafl in einem optimalen i-priemptiven Ablaufplan S die Last
der ersten i + 1 Prozessoren Pi, ..., P;;; mindestens (i + 1)C} betrigt. Der Beweis
erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dafi aus einem i-priaemptiven Ablaufplan
S, in dem die Last der ersten i + 1 Prozessoren P, ..., Py kleiner ist als (i + 1)Cy,
ein Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge erzeugt werden kann. S’ kann aus S
wie folgt erstellt werden (0.B.d.A. sei P, ein Prozessor mit einem Bearbeitungsende

F, < Cj, vgl. Abb. 4.8):

e Verplane die Last der ersten i + 1 Prozessoren mit dem Algorithmus von

-

McNaughton.

S S, c, G t
Abbildung 4.8: Fall 1: Last der ersten i + 1 Prozessoren ist wenig-

stens (i + 1)C, wenn Jy auf Py verplant wird.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Gesamtlast der Prozessoren Pi,... , P;;; bleibt unverdndert. Da es erlaubt
ist, diese Last mit dem Algorithmus von McNaughton zu verplanen und da es
keinen Auftrag J; gibt mit p; = C, st das Bearbeitungsende der Prozes-

soren Py,...,P;;; von Ablaufplan S’ kleiner als das Bearbeitungsende C} von

Ablaufplan S und es werden hochstens ¢ Priemptionen erzeugt.

2. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P;ys, ..., P, bleiben unverindert.
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Daher kann man einen Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge als die durch den
Ablaufplan S erzeugte Planlinge Cj erstellen und es ist bewiesen, dafi die Last der

ersten i + 1 Prozessoren wenigstens (i + 1)Cy betrégt.

Im folgenden wird gezeigt, dafl in einem optimalen i-préaemptiven Ablaufplan S die Last
der letzten m — (i + 1) Prozessoren P;.9,... , P, wenigstens (m — (i + 1))s, betrigt.
Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dafl aus einem i-pridemptiven
Ablaufplan S, in dem die Last der letzten m — (i + 1) Prozessoren P, ... , Py, kleiner
ist als (m — (i +1))sy, ein Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planléinge erzeugt werden
kann. S’ kann aus S wie folgt erstellt werden (0.B.d.A. sei P, ein Prozessor mit einem

Bearbeitungsende F, < s, vgl. Abb. 4.9):

e Verschiebe J; von Prozessor P;,; auf Prozessor P,,.

e Verplane die verbleibende Last der ersten ¢+ 1 Prozessoren mit dem Algorithmus

von McNaughton.

3 i
P, |

7

Pi+2

—
n Y *—// :

S’ S, c, C, t
Abbildung 4.9: Fall 1: Last der letzten m — (i + 1) Prozessoren ist

wenigstens m — (i + 1)sg, wenn Jy auf Py verplant wird.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Last der ersten ¢ + 1 Prozessoren Pi,..., P;.; vermindert sich um p;. Da

es erlaubt ist, diese Last mit dem Algorithmus von McNaughton zu verplanen
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und da es keinen Auftrag J; gibt mit p; = C%. . ist das Bearbeitungsende der

max?

Prozessoren P, ..., P;;1 von Ablaufplan S’ kleiner als das Bearbeitungsende Cj

von Ablaufplan S und es werden hochstens ¢ Praemptionen erzeugt.
2. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren Py, ..., P, bleiben unverindert.

3. Das Bearbeitungsende von Prozessor P, ist kleiner als C}, da wegen F,, < si

gilt Fy, 4+ pr < S + pr.

Daher kann man einen Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlénge als die durch den
Ablaufplan S erzeugte Planlinge Cy erstellen und es ist bewiesen, dafl die Last der
letzten m — (i + 1) Prozessoren wenigstens (m — (i + 1))s, betrigt. Insgesamt ergibt

sich
dYopi > (+1D)C + (m—(i+1)s
> (i+D(sp+pr) + (m—(0G+1))s
= (Z+1)pk+m5k

oder dquivalent

Yop;—(i+1)pg

IN

Sk

Fall 2: In einem optimalen i-priemptiven Ablaufplan S wird J; auf einem den letzten

m — (i + 1) Prozessoren P yo, ..., P, (0.B.d.A. auf Prozessor P, ;,) bearbeitet.

Zunichst wird gezeigt, dafl in einem optimalen i-priemptiven Ablaufplan S die Last
der ersten i+ 1 Prozessoren Py, ..., P;;1 mindestens (i+ 1)Cy — py betrigt. Der Beweis
erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dafi aus einem i-priaemptiven Ablaufplan
S, in dem die Last der ersten i+ 1 Prozessoren P, ... , P,y kleiner ist als (i4+1)Cy — py,
ein Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge erzeugt werden kann. S’ kann aus S
wie folgt erstellt werden (0.B.d.A. sei P;;; ein Prozessor mit einem Bearbeitungsende

F < Cr — pg, Vg]. Abb. 4.10):
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VN

1 1 1
1 1 1
1 1 1
T T T
1 1 1
m-1 1 1 i
T T T
1 1 1
1 1 1
1 1 1

slk C’,: Cl’k t
Abbildung 4.10: Fall 2: Last der ersten i+ 1 Prozessoren ist wenig-

stens (i + 1)Cy — px, wenn Ji, auf P;yo verplant wird.
e Verschiebe Ji von Prozessor P, auf Prozessor P;,;.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P4, ... , P; bleiben unveridndert.

2. Das Bearbeitungsende von Prozessor P;.; ist kleiner als C}, da wegen F;.; <
Cr — pi gilt Fipy + pp < Gy

3. Das Bearbeitungsende von Prozessor P, s vermindert sich um py.

4. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P;.3, ..., P, bleiben unveréindert.

Daher kann man einen Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planldnge als die durch den
Ablaufplan S erzeugte Planlinge C erstellen und es ist bewiesen, dafl die Last der

ersten ¢ + 1 Prozessoren wenigstens (i + 1)Cy — py betrégt.

Im folgenden wird gezeigt, daf§ in einem optimalen i-pridemptiven Ablaufplan S die Last
der letzten m— (i+1) Prozessoren P;.o,... , P, wenigstens (m— (i+1))sg+px betrigt.
Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dafl aus einem i-priemptiven
Ablaufplan S, in dem die Last der letzten m — (i + 1) Prozessoren P, ... , Py, kleiner
ist als (m — (i + 1))sg + px, ein Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge erzeugt
werden kann. S’ kann aus S wie folgt erstellt werden (0.B.d.A. sei P, ein Prozessor

mit einem Bearbeitungsende F, < sg, vgl. Abb. 4.11):
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e Verschiebe J; von Prozessor P;, o auf Prozessor P,,.

P
P,

Pi+1
Pi+2

P, 7/ ,

Sk c, C, t

Abbildung 4.11: Fall 2: Last der letzten m — (i + 1) Prozessoren ist

wenigstens m — (i + 1)sg + px, wenn Ji, auf P;o verplant wird.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:
1. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P4,... , P, ; bleiben unverdndert.
2. Das Bearbeitungsende von Prozessor P, vermindert sich um py.

Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P;,3, ..., P, _1 bleiben unverindert.

=W

Das Bearbeitungsende von Prozessor P, ist kleiner als C}, da wegen F,, < si
gilt F, + pr < si + D

Daher kann man einen Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge als die durch den
Ablaufplan S erzeugte Planlinge C) erstellen und es ist bewiesen, dafl die Last der
letzten m — (i + 1) Prozessoren wenigstens (m — (i + 1))sy + pg. betriigt. Insgesamt

ergibt sich
Yoo > (+1)Ch—pe +  (m—(i+1))sp+p
= (i—l—l)(sk +pk) —pr  + (m— (i+1))3k + Pk

= (i+ 1)pg + msy,

oder dquivalent

2.pi— i+ 1)pk.

Sk<
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Lemma 4.7 Sei S ein optimaler i-priemptiver Ablaufplan mit Planlinge C®.  und
0 <i<m—1 die maximale Anzahl zugelassener Priemptionen. Sei Jy, ein Auftrag

mit Bearbeitungsende Cy = C™. und mit Bearbeitungszeit py, < > p;/m und

max

pe < Chy <7m ) (4.1)

m+i1+1

Dann gilt fir alle Instanzen des Problems P | i-pmitn | Cpap

o ¥ 2 %
Comaz < (2 — W) Chaz

Beweis: Aus Lemma 4.5 folgt, dafl Auftrag Ji nicht unterbrochen wird. Daher gilt fiir

die Planldnge C} des optimalen i-priaemptiven Ablaufplans

in*
Criaz = Skt Dk

Mit dem Ergebnis von Lemma 4.6 folgt

N (i1
o < > p; 751 )pk+pk

ij+m—(i+1)
m m

Pk

McNaughtons Schranke (3.4) und Annahme (4.1) fithren schliefllich zu

sk * m_(i+1) m *
Cg{am S Crpnaz+ m m + (i—{—l) gmm
o m+(i+1)+m—(i+1) o
- m_+_(7;_+_1) mazx

2m y
S e e
() e
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Lemma 4.8 Sei S ein optimaler i-priemptiver Ablaufplan mit Planlinge C®.  und
0 < i< m—1 die maximale Anzahl zugelassener Prdiemptionen. Sei Jy ein Auftrag

mit Bearbeitungsende Cy = C'P" und mit Bearbeitungszeit py, < > p;/m und

max

e > CP <L> . (4.2)

m+i1+1

Dann gilt fir alle Instanzen des Problems P | i-pmin | Cpoq

. % 2 *
Comaz < (2 - W) Chaz

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dal aus einem i-
priemptiven Ablaufplan S, der eine Planlinge C. > (2 —2/(m/(i + 1) + 1))CP.,.

hat, ein Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge erzeugt werden kann.

Zunichst wird gezeigt, dafl unter der Annahme C. > (2 —2/(m/(i + 1) +1))CP. .

stets ein Prozessor mit einem Bearbeitungsende von héchstens (m/(m + i + 1))CP,.

existiert. Wenn es keinen Prozessor gibe mit einem Bearbeitungsende von héchstens

(m/(m+i+1))CP ., miifite gelten:

*

S > (0CE + - 40) () O

m-+i+1

m *

. 2 - . »
> (i+1) (2 — W) cr.. + (m—(i+1)) (m) C? .

i+1

: 2m+2(i+1) —2(i+1) m .
= 1 C?
G+ )( m+i+1 m+i+1 maz T

m-+1+1

m =G+ 1) () Ol

= (26+1)+m—(i+1)) (L> cr
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Das wire ein Widerspruch zur Schranke von McNaughton (3.4). Daher gibt es im Falle
C® > (2—2/(m/(i+1)+1))CP . stets einen Prozessor mit einem Bearbeitungsende

maxr maxr

von héchstens (m/(m+i+1))CE,

mazx-”

O.B.d.A. sei dies Prozessor P,, mit Bearbeitungs-
ende F,,, und fiir F,, gilt wegen F,,, < (m/(m +i+1))CP,

max

< pg. Wir unterscheiden

zwel Fille:

Fall 1: In einem optimalen i-prdemptiven Ablaufplan S wird J; auf einem der ersten

i+ 1 Prozessoren Py, ..., P, (0.B.d.A. auf Prozessor P,,1) bearbeitet.

Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dafl aus einem i-priaemptiven

Ablaufplan S unter der Annahme C?. > (2—2/(m/(i+1)+1))CE,

max max

ein Ablaufplan
S’ mit einer kleineren Planlinge erzeugt werden kann. S’ kann aus S wie folgt erstellt

werden (vgl. Abb. 4.12):

e Vertausche J; mit den Auftriagen, die auf Prozessor P,, verplant werden.

P
P,

Pi+1
Pi+2

]
/
pd

\ 4

(m/(m+i+1)) C**

max

S C, t
Abbildung 4.12: Fall 1: Es gibt einen besseren Ablaufplan als S,

wenn Jy auf P, 1 verplant wird.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Last der ersten ¢ + 1 Prozessoren Pi,...,F;;; vermindert sich um p; —

F,, > 0, da F,,, < pg. Da es erlaubt ist, diese Last mit dem Algorithmus von
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McNaughton zu verplanen und da es keinen Auftrag J; gibt mit p; = C® _ist das
Bearbeitungsende der Prozessoren Py, ... , P,y von Ablaufplan S’ kleiner als das
Bearbeitungsende Cj von Ablaufplan S und es werden hochstens 7 Praemptionen

erzeugt.
2. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren P s, ..., P, bleiben unverédndert.

3. Das Bearbeitungsende von Prozessor P, ist p, < Ck.

Daher kann man einen Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge als die durch den

Ablaufplan S erzeugte Planldnge Cy erstellen und somit kann S nicht optimal sein.

Fall 2: In einem optimalen i-pridemptiven Ablaufplan S wird J; auf einem der letzten

m — (i + 1) Prozessoren P, ..., P, (0.B.d.A. auf Prozessor P,,5) bearbeitet.

Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Es wird gezeigt, dafl aus einem i-pridemptiven

Ablaufplan S unter der Annahme C?, > (2—2/(m/(i+1) +1))CP,

maxr maxr

ein Ablaufplan
S’ mit einer kleineren Planlinge erzeugt werden kann. S’ kann aus S wie folgt erstellt

werden (vgl. Abb. 4.13):

e Vertausche J; mit den Auftrigen, die auf Prozessor P,, verplant werden.

P,
Py

Pi+l
Pi+2

/

)
-

\ 4

(m/(m+i+1)) C**

max

Sy C, t

Abbildung 4.13: Fall 2: Es gibt einen besseren Ablaufplan als S,

wenn Ji auf P;yo verplant wird.

Resultat ist ein Ablaufplan S’ mit den folgenden Eigenschaften:



4.2 P | i-pmin | Cpae 115

1. Die Bearbeitungsenden der Prozessoren Py, ..., P;;; bleiben unverindert.
2. Das Bearbeitungsende von Prozessor P, ist si + F;,, < Cy, da F,,, < p.

3. Das Bearbeitungsende von Prozessor P,, ist pp < Cj.

Daher kann man einen Ablaufplan S’ mit einer kleineren Planlinge als die durch den

Ablaufplan S erzeugte Planlidnge Cj erstellen und somit kann S nicht optimal sein. O

Um zu zeigen, daB§ die Schranke C. < (2—2/(m/(i+1)+1))CP,

max P . Scharf ist, betrachten

wir folgendies Beispiel:

Beispiel: n Auftrige sollen auf m Prozessoren bearbeitet werden mit n = m—+:¢+1 und
pj =¢,j = 1,...,n. Der optimale i-prdemptive Ablaufplan hat Linge 2¢, wohingegen
der optimale priemptive Ablaufplan Linge c¢(m + ¢ + 1)/m hat (vgl. Abb. 4.14). Die
Auftriige J; mit Cy = CP.__ bzw. C), = C’ sind jeweils schraffiert. In Abb. 4.14(a)

werden die Auftrige mit McNaughtons Algorithmus verplant. In Abb. 4.14(b) und (c)

sind optimale ¢-priaemptive Pldne abgebildet.

Pl Pl | Pl |
Pe P ||
Py Py %
Pi+3 Pi+3
Plﬂ W : > PI11 : > Pm : >
0 ¢ c(m+itl)/m t 0 c 2c t 0 c 2c t
(a) (b) (©)

Abbildung 4.14: Optimaler priemptiver und i-praemptive Ablaufpline fir m + i+ 1
Auftrige der Lingen c

Im Abb. 4.14(b) wird Auftrag J; von einem der ersten i Prozessoren Po,..., P

(0.B.d.A. von P;,1), auf denen Praemptionen erlaubt sind, bearbeitet. Im Abb. 4.14(c)
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wird Auftrag J; von einem der letzten m — (i + 1) Prozessoren Pjio,...,P,
(0.B.d.A. von P;;5), auf denen keine Praemptionen erlaubt sind, bearbeitet. In bei-
den Fillen und muf ein Prozessor existieren, der zwei Auftréige ohne Unterbrechung

bearbeitet. Insgesamt ergibt sich

C:ﬁ;z 2c 2m
* - A = - = 2 — .
Chiw cm+i+1)/m m+(i+1) () +1



Kapitel 5

Zusammenfassung der Ergebnisse

Klassische Modelle der Theorie der Ablaufplanung sind gerade ihrer Abstraktheit we-
gen auf viele aus der Praxis motivierte Fragestellungen anwendbar, decken allerdings
nicht jede Fragestellung ab. So wird in klassischen Modellen gewthnlich davon ausge-
gangen, daf} alle Prozessoren wihrend des gesamten Planungszeitraums kontinuierlich
fiir produktive Téatigkeiten zur Verfiigung stehen. Diese Annahme ist allerdings bei
real auftretenden Ablaufplanungsproblemen héufig nicht gerechtfertigt. Beispielsweise
fallen Maschinen wegen mdglicher Defekte oder wegen Wartungsarbeiten aus, und Ar-
beiter stehen wegen Krankheit oder Urlaubstagen nicht zur Verfiigung. Zum anderen
sind viele klassische Modelle der Ablaufplanung so formuliert, dal zu ihrer Losung Ab-
laufpléne mit einer beliebigen Anzahl von Prdemptionen zugelassen sind. Dabei wird
vorausgesetzt, dafl mit einer Priemption keine oder lediglich vernachléssigbar gerin-
ge zeitlichen Kosten auftreten. Nichtsdestotrotz entstehen in praktischen Anwendun-
gen Kosten wie Lagerhaltungskosten oder Kosten fiir zusédtzliche Produktionsfaktoren
(z.B. menschliche Arbeitskrifte, Maschinen, Werkstoffe, Energie), die ben6tigt werden,
wenn ein Auftrag von einem Prozessor genommen und auf einen anderen Prozessor wie-

der aufgesetzt wird.

So bestanden die beiden Ziele der vorliegenden Arbeit darin, die beiden klassischen
Ablaufplanungsprobleme F2 | pmin | Cpee und P | pmin | Cpue, hinsichtlich Be-

schrankungen der Verfiigbarkeit der Prozessoren und hinsichtlich Beschriankungen der
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Zusammenfassung der Ergebnisse

Anzahl der zugelassenen Priaemptionen zu untersuchen. Dabei wurden im wesentlichen

folgende Ergebnisse erzielt (vgl. Abb. 5.1).

F2|pmtn|C,

max

P|pmin|C,

nax

Beschrankte
Verfiigbarkeit

der Prozessoren

Kapitel 3.1
F2,NC|pmtn | C,,,,

Kapitel 3.2
P,NC|pmtn|C,,,

* Algorithmus, der die Optimalitét
von Johnson-Permutationen im
Falle beschrénkt verfiigbarer
Prozessoren testet

* Worst-case-Analyse der Laufzeiten
und der Anzahl der Priemptionen
der Algorithmen Offline, Nearly-
Online, Online in einer vereinheit-
lichten Notation

Beschrinkte
Anzahl i

der Praemptionen

Kapitel 4.1
F2|i-pmtn | C,

max

Kapitel 4.2
P|i-pmtn|C

max

* Gilitegarantie von i-praemptiven
Pldnen zu Eréiemptiven Plénen:
cr =c?

max max

* Gilitegarantie von LPT-Plénen zu
praemptiven Plinen:

Cl < (2-2/(m+1)) Chy,

max —

« Giitegarantie von i-praemptiven
Plénen zu praemptiven Plinen:

CET < (2 - 2/(ml(i+1)+1)) CP-

max —

Abbildung 5.1: Ubersicht iber die in der Arbeit erzielten Ergebnisse

5.1 Beschrinkte Verfiigbarkeit der Prozessoren

In Abschnitt 3.1 wurde ein Algorithmus entwickelt, der durch Uberpriifung hinreichen-
der Bedingungen feststellen kann, ob eine fiir eine Probleminstanz von F2 | pmin |
Ciaz optimale Johnson-Permutation auch im Falle beschrinkt verfiigbarer Prozesso-

ren optimal bleibt.

Dazu wurde gezeigt, wie Stabilitdtsradien p; mit einem Zeitaufwand von O(n) und
wie Verzigerungsradien §; mit einem Zeitaufwand von O(w? 4+ nlogn) berechnet wer-
den koénnen. Hierbei bezeichnen n die Anzahl der Auftrége, w die Anzahl der Nicht-

verfiigbarkeitsintervalle und p; das Minimum {iber alle maximal moglichen Verldnge-
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rungen r; ; von Auftrag J; auf Prozessor P;, so daf} eine Permutation der Auftrége die
Johnson-Eigenschaft behélt. §; bezeichnet das Maximum aller méglichen durch Nicht-
verfiigbarkeitsintervalle verursachten Verldngerungen d; ; von Auftrag .J; auf Prozessor
P;. Es wurde gezeigt, daf} eine Johnson-Permutation optimal bleibt, solange d; ; < r; ;

fiir alle 7 € {1,2} und j € {1,2,... ,n}.

Anschlieflend wurden weitere hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dafl eine
Johnson-Permutation auch im Falle nicht kontinuierlich verfiigharer Prozessoren opti-
mal bleibt. Dazu wurde die Tatsache verwendet, daf} es keine beziiglich der Planlénge
besseren Pline geben kann, wenn auf Prozessor P; die k (auf P;) kleinsten Auftrige
das Intervall [0, ] komplett ausfiillen und wenn auf Prozessor P, die (auf P,) kleinsten
n+1—k Auftrige das Intervall [t, cmax] komplett ausfiillen. cmax bezeichnet dabei das
Bearbeitungsende eines mit Hilfe einer Johnson-Permutation erzeugten Ablaufplanes

fiir eine Instanz des Problems F2, NC°%%e | pmin | Cruge-

Basierend auf diesen Ergebnissen wurde der Algorithmus Stability Test erstellt und
implementiert (vgl. http://data.itm.uni-sb.de/ ob/html/f2.html). Es wurde ge-
zeigt, dal Stability Test in (in der Anzahl n der Auftriige und in der Anzahl w der
Nichtverfiigharkeitsintervalle) polynomialer Zeit 1duft, und es wurde eine experimen-
telle Performance-Analyse des Algorithmus durchgefiihrt. Dabei hat sich herausgestellt,
dafl die von Algorithmus Stability Test durchgefiihrte Stabilitdtsanalyse sowohl geeig-
net ist fiir kleine Testsettings (n < 100 und w < 10) als auch insbesondere fiir grofle
Testsettings (1000 < n < 10000 und 10 < w < 1000). Ein Vorteil des entwickelten Al-
gorithmus besteht darin, dal auch die grofien Probleminstanzen schnell gelést werden
kénnen. So betrug die maximale Laufzeit fiir eine Probleminstanz mit 10000 Auftrigen
und 1000 Nichtverfiigbarkeitsintervallen (mit Bearbeitungszeiten und Intervallingen
aus dem Intervall [1,1000]) 2.899 Sekunden. Im Vergleich dazu sind mit dem Branch-
And-Bound Verfahren aus Kubiak et al. [KBFBS02] lediglich Probleminstanzen mit
maximal 100 Auftriigen und 10 Nichtverfiigharkeitsintervallen (mit Bearbeitungszeiten
und Intervallingen aus dem Intervall [1,1000]) gelost worden (mit einer Zeitschranke

von 1000 Sekunden). Die Begrenzung der Anzahl der betrachteten Nichtverfiigharkeits-
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intervalle rithrt daher, dafl die Laufzeit des Verfahrens exponentiell mit der Anzahl der

Nichtverfiigbarkeitsintervalle wichst.

Fiir die meisten der zufillig generierten Probleminstanzen hat der Algorithmus fest-
gestellt, daf} eine fiir eine Probleminstanz des Problems F2 | pmtn | Cpap optimale
Johnson-Permutation auch die (bis auf die Nichtverfiigbarkeitsintervalle) gleiche Pro-
bleminstanz des Problems F2, NC | pmtn | Cy,q, optimal 16st. Die einzige Ausnahme
waren Klassen von Probleminstanzen, in denen die Bearbeitungszeiten auf dem ersten
Prozessor doppelt so grofl waren wie die auf dem zweiten Prozessor, die Anzahl der
Auftrige kleiner als die Anzahl der Nichtverfiigbarkeitsintervalle waren und der zweite
Prozessor kontinuierlich verfiigbar war. Fiir eine solche Klasse von Probleminstanzen

miissen andere hinreichende Optimalitdtsbedingungen entwickelt werden.

Die in Abschnitt 3.1 entwickelte Stabilititsanalyse kann ebenso fiir andere Ablauf-
planungsprobleme mit beschréinkter Verfiigbarkeit der Prozessoren benutzt werden,
wenn das Problem mit kontinuierlich verfiigbaren Prozessoren durch Prioritédtsregeln
wie SPT, LPT, usw. gelost werden kann. Ebenso konnen die erzielten Resultate fiir
ein online setting beschrinkter Prozessorverfiigbarkeiten benutzt werden, in denen es
keine Informationen iiber die genaue Lage der Nichtverfiigbarkeitsintervalle gibt, aber

die Werte d, j, bzw. 6;,7 € {1,2},7 € {1,... ,n} a priori bekannt sind.

In Abschnitt 3.2 wurden aus der Literatur bekannte Algorithmen zur Losung von
P,NC | pmin | Cypqe mit beschrinkt verfiigbaren parallelen Prozessoren untersucht.
In Abhéngigkeit von dem Zeitpunkt, zu dem ein Algorithmus Informationen iiber die
exakten Verfiigbarkeiten der Prozessoren erhélt, werden die drei Fille offline-setting,
nearly-online-setting und online-setting unterschieden. Drei Algorithmen, die die je-
weiligen Planungssituationen beriicksichtigen, wurden vergleichend untersucht. Neben
einer Vereinheitlichung der Darstellung, einer detaillierten und vergleichenden Ausar-
beitung der Algorithmen und einer Analyse der im worst-case erzeugten Anzahl der
Priaemptionen des Nearly-Online-Algorithmus, wurde die Vermutung untersucht, ob es

stets beziiglich der Planldnge optimale Online-Algorithmen gibt, falls die Anzahl der
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Prozessoren kleiner als die Anzahl der Auftrige ist.

Es wurde gezeigt, dafl im worst-case in jeder der drei Planungssituationen wenig-
stens M = Z,‘j;ll my = O(Sm) Priemptionen auf Grund von wechselnden Prozes-
sorverfiigbarkeiten erzeugt werden. In den beiden Tabellen 5.1 und 5.2 werden die
erzielten Ergebnisse zusammengefafit. n bezeichnet dabei die Anzahl der Auftrige, m
die Anzahl der Prozessoren und S die Anzahl der Systemintervalle, d.h. die Anzahl der
Zeitpunkte, zu denen sich die Menge der verfiigharen Prozessoren (das Prozessorsy-
stem) dndert. () ist die Anzahl der Prozessorintervalle, d.h der Intervalle, in denen ein
Prozessor verfiigbar ist. pg,, ist die durchschnittliche Bearbeitungszeit eines Auftrags

und § = en? ist die Schrittweite des Online(e) Algorithmus, der eine Planliinge von

maximal C}, . + € erzeugt.
Muster Planungssituation | Algorithmus | Laufzeit
konstant || beliebig McNaughton | O(n)
beliebig | Offline Offtine O(Sm+n+ mlogm)
Nearly-Online Lookahead | O(Sn+ nlogn)
Online Online O(Smlogn + (Payg/d)nlogn)

Tabelle 5.1: P, NC' | pmtn | Cyor (Laufzeit)

Muster Planungssituation | Algorithmus | Priemptionen
konstant || beliebig McNaughton | m —1 =
O(m)
beliebig || Offline Offtine M+Q-1=
O(Sm)
Nearly-Online Lookahead M+(S-1)(n-1)+(m—-1) =
O(Sm + Sn)
Online Online M + (Pavg/O)n =
O(Sm + (Pavg/6)n)

Tabelle 5.2: P, NC' | pmtn | Cpeq (Prdemptionen)

Bei der Analyse der Laufzeiten sieht man, dal der Offline-Algorithmus auch im Fal-
le S = 1 auf Grund der Sortierung der Auftrige Zeit O(n + mlogm) benétigt, also
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langsamer ist als der Algorithmus von McNaughton. So kann das Ziel weiterer Un-
tersuchungen darin bestehen, einen Offline-Algorithmus mit Laufzeit O(Sm + n) zu

entwickeln.

Analysiert man die Anzahl der im worst-case verursachten Préemptionen, bestétigt
sich die Vermutung, daf} fiir weniger Informationen beziiglich der Verfiigbarkeiten der
Prozessoren mit mehr Praemptionen bezahlt werden mufl. Umgekehrt sieht man aber
auch, dafl unter der Voraussetzung, dal (pey,/0) < S gilt, der Online-Algorithmus im
worst-case weniger Praemptionen erzeugt als der Nearly-Online-Algorithmus. Der Term
(Pang/0) ist dann sehr klein, wenn die durchschnittliche Bearbeitungszeit sehr klein ist

oder wenn ¢ sehr grof ist, man also mit einem groen Fehler ¢ = dn? einverstanden ist.

Die Vermutung, dafl es stets beziiglich der Planlinge optimale Online-Algorithmen
gibt, falls die Anzahl der Prozessoren kleiner als die Anzahl der Auftrige ist, wurde
widerlegt, indem gezeigt wurde, dal es Probleminstanzen von P, NC | pmin | Cpas
mit m > 3 Prozessoren und n > 2 Auftrdgen gibt, fiir die keine optimalen Online-
Algorithmen erstellt werden konnen. Offen bleibt die Frage, ob es fiir den Fall m = 2

und n > 2 stets optimale Online-Algorithmen gibt.

5.2 Beschrinkte Anzahl der Priemptionen

Das Problem F2 | i-pmin | Cp,q, kann mit Hilfe des Algorithmus von Johnson ohne
Priemptionen optimal gelost werden. Abschnitt 4.1 enthélt das entsprechende Ergeb-

nis.

In Abschnitt 4.2 wurde gezeigt, dafl das Verhéltnis optimaler i-praemptiver Planldngen
durch C*" < (2 —2/(m/(i +1) +

C¥" zu optimalen priemptiven Planlingen CP, P

max

1))ce

mazx

nach oben beschrénkt ist. Im grau hinterlegten Bereich in Abb. 5.2 befinden
sich alle moglichen Kombinationen von (ganzzahligen) Praemptionen und (rationalen)

Planldngen. Dariiberhinaus wurde gezeigt, dal mit der LPT-Regel erzeugte Pline die



5.2 Beschrinkte Anzahl der Priemptionen 123
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Abbildung 5.2: i-priaemptive vs. priemptive Ablaufpline

gleiche Giitegarantie (mit ¢ = 0) haben. Mit Hilfe eines worst-case Beispiels wurde

gezeigt, dafl die Schranken scharf sind.

Die Resultate von Abschnitt 4.2 kénnen als Basis fiir weitergehende Untersuchungen
beziiglich des Problems der Minimierung von Prdaemptionen dienen. Dabei sollen zwei

Ziele verfolgt werden:

e Minimierung der Planlinge (Zeitziel) und

e Minimierung der Anzahl der Priemptionen (Kostenziel).

Da hier zwei Ziele (Zeit- und Kostenziel) optimiert werden sollen, spricht man
von einem Bicriterion Scheduling-Problem ([VWB82]). Solche Probleme lassen sich
grundsétzlich 16sen, indem man fiir ein Kriterium (hard criterion) einen Schwellenwert
einfiihrt, der nicht {iberschritten werden darf , und versucht, das andere Kriterium (soft

criterion) zu optimieren. Entsprechend kann man zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: Als zusétzliche Eingabe erhalten die Algorithmen eine maximal erlaubte Anzahl
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1 von Pridemptionen, und das Ziel besteht darin, Pline zu erzeugen, die den beiden

folgenden Kriterien geniigen:

1. Die Anzahl der Priemptionen betrigt maximal ;.

2. Die Planlénge wird minimiert.

Wenn ¢ > m — 1, kann ein beziiglich der Planldnge optimaler Ablaufplan mit dem
Algorithmus von McNaughton erstellt werden. Jedoch wird das Problem fiir jeden

Wert von 7 zwischen 0 und m — 2 NP-schwer.

Fall 2: Als zusétzliche Eingabe erhalten die Algorithmen eine maximal erlaubte

Callowed

aowet Das Ziel besteht darin, Plédne zu erzeugen, die den beiden folgenden

Planlénge
Kriterien geniigen:

Callowed

1. Die Planlénge betrdgt maximal C},%

2. Die Anzahl der Praemptionen wird minimiert.

Wenn (dlowed - Cp”

max max?

Callowed Z 92 _ (2/(m + ]_))Cp*

max max

kann kein zuldssiger Ablaufplan existieren. Eine Planléinge
kann mit Hilfe eines mit der LPT-Regel erstellten Ab-
laufplanes ohne Praemptionen erreicht werden (vgl. Satz 4.2). Jedoch wird das Problem

fiir jeden Wert zwischen diesen beiden Werten NP-schwer.

Beide Probleme sind verwandt mit den NP-schweren Problemen PARTI-
TION wund SUBSET SUM, sind in ihrer Komplexitit aber noch schwie-
riger. Fir m=2 kann ein Algorithmus, der auf Dynamischer Program-
mierung beruht und das PARTITION-Problem 16st, entwickelt werden
(vgl. http://data.itm.uni-sb.de/ ob/html/min.html). Ein anderer Ansatz

besteht darin, Heuristiken zu entwickeln, die auf der LPT-Regel basieren.
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