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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden effiziente Verfahren zur Finite-Elemente-Simulation para-
metrischer Wirbelstromprobleme vorgestellt. Grundlegend fiir die présentierten Al-
gorithmen ist die projektionsbasierte Modellordnungsreduktion.

Als Analyseverfahren wird die AV-A-Formulierung gewéhlt. Eine Kombination mit
Homogenisierungstechniken ermdglicht die Modellierung von Litzendraht durch dqui-
valente Materialien. Diese werden auf mikroskopischer Ebene errechnet und sind vom
makroskopischen Problem entkoppelt.

Zur Erfiillung von Syntheseaufgaben wie der Berechnung von Antwortflachen dienen
parametrische Verfahren. Kénnen die Geometrieparameter iiber topologieerhaltende
Netzverzerrung abgebildet werden, wird der Einsatz von Matrixinterpolation zur Re-
konstruktion einer affinen Parametrierung und Verwendung einer parameterabhéngi-
gen Projektionsbasis vorgeschlagen. Zur Modellierung von Starrkérperbewegungen
wird ein reduziertes Modell einer gekoppelten Finite-Elemente-Randelement-Formu-
lierung hergeleitet.

Die Arbeit wird abgerundet durch zwei Ansétze nichtlinearer Ordnungsreduktion,
welche in der Lage sind, Séattigungseffekte in magnetischen Materialien zu berticksich-
tigen. Wahrend ein Ansatz auf Kernel-Methoden aus dem Bereich des statistischen
Lernens basiert, arbeitet die zweite Methode mit algebraischen Umformungen, um
Reduktionstechniken fiir affine Systeme nutzen zu kénnen.
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Abstract

The subject of this thesis is the efficient finite-element simulation of parametric eddy
current problems. To this aim, projection-based model-order reduction methods are
employed.

The AV-A formulation is chosen as analysis tool. A combination with homogeniza-
tion techniques allows for the modeling of litz wire by means of equivalent materials.
These are calculated on a microscopic level and are decoupled from the macroscopic
problem.

Synthesis tasks are tackled by parametric methods. If the geometrical parameters
can be treated with topology-preserving mesh morphing algorithms, it is sugges-
ted to employ matrix interpolation to reconstruct an affine parametrization, and to
use a parameter-dependent projection basis. To deal with rigid body movements,
a reduced-order model of a coupled finite-element boundary-element formulation is
presented.

The thesis is completed by two approaches to nonlinear order reduction that are ca-
pable of modeling saturation effects in magnetic materials. The first approach draws
from kernel methods which stem from the area of statistical learning. In contrast,
the second approach uses algebraic transformations to rewrite the model in a form
suitable for reduction techniques for affine systems.
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Kapitel 1

Einleitung

Numerische Simulationsverfahren auf der Ebene der elektromagnetischen Felder sind
ein etablierter Bestandteil des Entwicklungsprozesses elektronischer Bauteile, weil
kaum ein modernes Bauelement aufgrund seiner Komplexitdat noch eine analytische
Beschreibung zuldsst. Die Simulationen dienen dazu, zeit- und kostenintensive Ver-
suche zu minimieren, und unterstiitzen Entwickler sowohl bei Analyse- als auch bei
Syntheseaufgaben. Zur Charakterisierung induktiv dominierter Bauteile bei niedri-
gen Frequenzen ist die quasistationdre Naherung der Maxwellgleichungen, auch Wir-
belstromformulierung genannt, eine zweckméfige Vereinfachung. Sie dient zur Mo-
dellierung von elektrischen Maschinen, Transformatoren und Spulen, die in Schalt-
netzteilen, induktiven Kochfeldern oder bei der kontaktlosen Energielibertragung
zum Einsatz kommen.

Die computergestiitzten Simulationsverfahren lassen sich nach Art der zugrunde lie-
genden Gleichungen in Differenzialgleichungs- und Integralgleichungsverfahren ein-
teilen. Letztere beruhen auf einer Diskretisierung der Quellen der elektromagneti-
schen Felder und deren Fundamentallosungen [BTW84|, |[CK13|. Oftmals miissen
daher nur Oberflichen diskretisiert werden; die Felder konnen iiber die Fundamen-
tallosungen im gesamten Raum rekonstruiert werden. Die Behandlung inhomogener
oder nichtlinearer Materialien ist allerdings problematisch. Integralgleichungsverfah-
ren fiihren auf voll besetzte, lineare Gleichungssysteme, weshalb die Systemmatrizen
fiir Modelle mit einer hohen Anzahl an Unbekannten nicht explizit gebildet werden
konnen. Der Einsatz spezieller Verfahren, welche die Wirkung von Matrix-Vektor-
Produkten effizient realisieren, ist in diesem Fall unumgénglich. Hier sind die Fast
Multipole Method |[Rok85|, die Adaptive Cross Approximation [Beb00] und hierar-
chische Matrizen [Hac99| zu nennen.

Differenzialgleichungsverfahren diskretisieren die elektromagnetischen Felder im Vo-
lumen und koénnen daher prinzipbedingt nur auf beschrankten Gebieten arbeiten.
Folglich muss das asymptotische Verhalten der Felder nédherungsweise beriicksich-
tigt werden iiber Ansétze wie absorbierende oder asymptotische Randbedingungen



2 Einleitung

[CK97|. Wichtige Vertreter der Differenzialgleichungsverfahren sind die Methode
der finiten Differenzen [Yee66|, [THO05|, die finite Integrationstechnik [Wei96| und
die Methode der finiten Elemente (FE) [SF08|. Die FE-Methode sticht dabei durch
ihre Vielseitigkeit hervor: Wegen der Verwendung unstrukturierter Netze konnen
komplizierte Geometrien sowie inhomogene und nichtlineare Materialien leicht ein-
bezogen werden; zusétzlich sind Verfahren hoherer Ordnung einfach zu konstruieren.
Im Gegensatz zu Integralgleichungsverfahren ergeben sich hier schwach besetzte Glei-
chungssysteme. Um die Vorteile von Integral- sowie Differenzialgleichungsverfahren
zu nutzen, konnen diese miteinander gekoppelt werden, beispielsweise durch die
finite-element boundary-element method (dt. FE-Randelementmethode, FE-BE-Me-
thode) [BTW84].

Induktive Bauelemente verwenden zur Senkung der Wirbelstromverluste haufig Lit-
zendraht, der aus vielen gegeneinander isolierten und miteinander verseilten Ein-
zeldrahten besteht. Aufgrund dieser komplexen Mikrostruktur ist dessen Bertick-
sichtigung in Computermodellen nicht oder nur unter hohem Aufwand méoglich. Zur
Abhilfe wurden Homogenisierungsverfahren vorgeschlagen mit dem Ziel, die Draht-
struktur durch einen homogenen Korper mit kiinstlichen Materialeigenschaften zu
ersetzen, welcher auf makroskopischer Ebene ndherungsweise das gleiche Verhalten
wie die tatséchliche Mikrostruktur zeigt [Bos94|, [Sul01], [GDO05].

Die in dieser Arbeit auftretenden Probleme werden aus den genannten Griinden mit
der FE- oder der FE-BE-Methode behandelt. Die resultierenden Gleichungssysteme
besitzen oftmals einige Hunderttausend bis zu mehreren Millionen an Unbekann-
ten. Zu ihrer Losung stehen leistungsfihige direkte [SG11] und iterative Verfahren
[HFDEO03|, [SPLL12| zur Verfiigung. Damit kénnen die Modelle fiir eine fixe Geome-
trie auf einem modernen Desktoprechner in vertretbarem Zeitaufwand ausgewertet
werden. Im Rahmen einer Produktentwicklung muss allerdings iiblicherweise eine
Reihe von Designparametern oder verschiedenen geometrischen Konfigurationen be-
riicksichtigt werden. Bei der Charakterisierung der entsprechenden parametrischen
Modelle iiber einen weiten Parameterbereich oder bei Syntheseaufgaben wie Desi-
gnoptimierung fallen eine Vielzahl an Modellauswertungen an, was in einem {iber-
méfig hohen Rechenaufwand resultiert. Eine vielversprechende Alternative bieten
Methoden der Modellordnungsreduktion (MOR). Ihr Ziel ist es, die Ubertragungs-
funktion der zugrunde liegenden Modelle in einem gewissen Giiltigkeitsbereich durch
ein schnell zu l6sendes reduziertes Modell (ROM) zu ersetzen. Bei der projektions-
basierten MOR geschieht dies durch Projektion der Ausgangsgleichungen in einen
geeigneten niedrigdimensionalen Unterraum. Dadurch kann nicht nur die Losung
des Originalmodells rekonstruiert werden, sondern es kénnen auch oftmals wichtige
Systemeigenschaften bewahrt werden [FBDE11].

Einen Spezialfall parametrischer Systeme stellt die affine Parametrierung dar, wie sie
beispielsweise bei FE-Modellen von Bauteilen mit variabler Betriebsfrequenz oder va-
riablen Materialeigenschaften vorkommt [BSFDE14|. Wichtige Vertreter der projek-
tionsbasierten MOR fiir diese Klasse von Systemen sind Einpunktverfahren [SLLO03|,



[FDE10], Mehrpunktverfahren [SLLO02|, [AIRRM09] und auf Singuldrwertzerlegung
(SVD) basierende Verfahren [KV02|, [PS05]. Bei den genannten Publikationen han-
delt es sich um Gesamtbereichsverfahren, welche einen einzigen, fiir alle Parameter-
werte giiltigen Unterraum erzeugen. Sie sind sehr effizient fiir eine geringe Anzahl von
Parametern, fithren aber fiir eine grofse Anzahl an Parametern auf verhéltnismafig
hochdimensionale und dementsprechend ineffiziente reduzierte Modelle. Daher wur-
den fiir Systeme mit vielen Parametern Teilbereichsverfahren vorgeschlagen [AF08|,
[LE09], [B5], die bei vergleichbarer Genauigkeit eine deutlich geringere Dimension
besitzen.

Auf nicht-affine parametrische Systeme, wie sie beispielsweise bei der Simulation
von Bauteilen mit verédnderlicher Geometrie vorkommen, ist projektionsbasierte
MOR nicht ohne Weiteres effizient anwendbar. Tatséchlich ist der erste Schritt ei-
nes MOR-Prozesses fiir nicht-affine Systeme iiblicherweise, durch Interpolation oder
Approximation das Problem auf die Ordnungsreduktion affiner Modelle zuriickzu-
fithren. Als Beispiel ist [DEF(09| zu nennen, worin geometrische Parameter iiber
topologieerhaltende FE-Netzverzerrung und Interpolation der resultierenden Matri-
zen einbezogen werden. Auch nichtlineare Systeme weisen im Allgemeinen keine
affine Struktur auf. Etablierte nichtlineare MOR~Verfahren erzeugen ein affines Mo-
dell durch Approximation [RW03], [PAOS03]|, [GMNPO07]| oder Umformulierung der
Gleichungen [Gu09].

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind auf MOR beruhende effiziente Verfah-
ren fiir verschiedene Klassen parametrischer Wirbelstromprobleme. Als notwendige
Grundlagen fiihrt Kapitel 2 die quasistationdren Maxwellgleichungen ein und gibt
einen Uberblick iiber die FE-Methode und MOR-Verfahren fiir affine Systeme. Bis
einschlieflich Kapitel 6 werden Modelle mit mit linearen, zeitinvarianten Materialei-
genschaften betrachtet, weshalb sich eine Beschreibung im Frequenzbereich anbietet.
In Kapitel 3 wird eine FE-Wirbelstrom-Formulierung vorgestellt, welche in dreidi-
mensionalen Gebieten stromfiihrende Strukturen mit oder ohne Beriicksichtigung
von Wirbelstromen modellieren kann. Als Anregung kann sowohl eine Klemmen-
spannung als auch ein Klemmenstrom vorgegeben werden. Die Modelle beruhen auf
einer fixen geometrischen Konfiguration und sind in der Frequenz polynomiell para-
metriert. Zur effizienten Auswertung wird ein Frequenzbereichsverfahren basierend
auf bekannten MOR-Methoden angegeben.

In Kapitel 4 wird ein neues Homogenisierungsverfahren zur Berticksichtigung von
Litzendrahten in FE-Modellen vorgestellt, um in einem weiteren Schritt ein schnel-
les Frequenzbereichsverfahren fiir Bauteile mit Litzendréahten herzuleiten. Es basiert
auf den MOR-~-Methoden aus Kapitel 3.

Kapitel 5 prasentiert ein parametrisches MOR-Verfahren fiir Modelle mit affinen und
nicht-affinen Parametern. Als Erweiterung des Teilbereichsverfahrens aus [Burl4]
und [B5| kénnen neben nicht-affinen Systemmatrizen auch nicht-affine Eingangs-
und Ausgangsfunktionale behandelt werden. Geometrische Parameter werden dabei
iiber topologieerhaltende Netzverzerrung abgebildet. Als konkrete Anwendung wird
die Simulation von Spulen mit Litzendrahten und variablem Aufbau vorgestellt.
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Werden Modelle mit Starrkérperbewegungen als Parametern betrachtet, ist Netz-
verzerrung nur bedingt zur Modellierung geeignet. Daher wird in Kapitel 6 ein FE-
BE-Modell hergeleitet, das ebenfalls die Homogenisierung aus Kapitel 4 beinhaltet
und beliebige Starrkorperbewegungen zulésst. Eine neue Eichung ermdglicht die di-
rekte Faktorisierung der symmetrischen Kopplung nach [Ost02]. Um ein effizientes
MOR-Verfahren zu konstruieren, wird im Gegensatz zu bisherigen FE-BE-MOR-
Kombinationen [ARFLO08| die nicht-affine Parametrierung der BE-Matrizen mithilfe
der Methode der empirischen Interpolation (EI) affin gendhert [BMNPO04], wodurch
sich unter anderem Vorteile bei der Fehlerquantifizierung und der Effizienz ergeben.
Alle vorgestellten Algorithmen wurden in Computerprogrammen umgesetzt und mit
numerischen Beispielen aus dem Bereich der kontaktlosen Energielibertragung hin-
sichtlich ihrer Leistungsfiahigkeit untersucht.

Kapitel 7 behandelt nichtlineare Wirbelstromprobleme mit Sattigungseffekten im
Zeitbereich. Aufbauend auf einer geeigneten FE-Formulierung werden zwei Ansétze
zur nichtlinearen MOR gegeben. Das erste Verfahren beruht auf Kernel-Methoden
zur Approximation der Nichtlinearitat [PAOS03|, wihrend das zweite Verfahren die
Gleichungen zu einem quadratisch-bilinearen System umformt [Gu09|, sodass ohne
Approximationsschritt ein effizientes ROM erstellt werden kann. Die Qualitéit beider
Anséatze wird anhand numerischer Beispiele bewertet.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden verschiedene mathematische Grundlagen vorgestellt, wel-
che zur Konstruktion der numerischen Methoden dieser Arbeit benotigt werden.
Abschnitt 2.1 fiihrt die quasistationdren Maxwell-Gleichungen als die den Diskre-
tisierungsverfahren zugrunde liegenden Differenzialgleichungen ein. Abschnitt 2.2
legt die Grundziige der FE-Methode dar. Im Speziellen werden Ansatzfunktionen
zur Diskretisierung verschiedener Klassen von Vektorfeldern eingefiihrt. Schliefslich
werden in Abschnitt 2.3 zwei Verfahren zur Modellordnungsreduktion fiir affin pa-
rametrierte Systeme prasentiert. Diese dienen als Grundbaustein zur Konstruktion
schneller FE-Loser, welche den Kern der Arbeit bilden.

2.1 Maxwell-Gleichungen und quasistationare Na-
herung

Der klassische Elektromagnetismus wird beschrieben durch die Maxwell-Gleichungen
[Str10, Kapitel 1]. Sie lauten

rot H = %D—FJ, (2.1a)
0
= —— 2.1
rot £ atB, (2.1b)
divD = p, (2.1c)
divB = 0. (2.1d)

Dabei bezeichnet ‘H die magnetisch Erregung, D die elektrische Flussdichte, J die
elektrische Stromdichte, £ die elektrische Feldstarke, B die magnetische Flussdichte
und p die Raumladungsdichte. Die Felder werden zueinander in Beziehung gesetzt
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durch Konstitutivgleichungen, welche die makroskopischen Eigenschaften von Mate-
rie modellieren. Es gilt

B=pH = popH, (2.2a)
D =eFE = ¢, £, (2.2b)
J=af. (2.2¢)

Darin ist g der magnetische Permeabilitdtstensor, welcher als Produkt der Vaku-
umpermeabilitit o und des relativen magnetischen Permeabilitétstensors p, ge-
schrieben werden kann. In gleicher Weise kann der elektrische Permittivititstensor
€ als Produkt der Vakuumpermittivitat ¢y und des relativen elektrischen Permitti-
vititstensors &, wiedergegeben werden. Die Variable o steht fiir den elektrischen
Leitfihigkeitstensor. Gleichung (2.2a) wird oft auch mit Reluktivititen formuliert:
Die Gréke v = p~! bezeichnet den Reluktivititstensor, vy = pg! die Vakuumreluk-
tivitat und_gr = p, ' den relativen Reluktivitétstensor.

In dieser Arbeit wird ein wichtiger Spezialfall der Maxwell-Gleichungen behandelt,
die sogenannten Wirbelstromprobleme oder quasistationdren Magnetfeldprobleme
|[RV10, Kapitel 1]. Diese beruhen auf zwei Annahmen:

1. Die elektromagnetische Wellenldnge A ist viel grofier als die charakteristische
Lange L der betrachteten Strukturen,

A>L, (2.3)
sodass keine Wellenphénomene auftreten.

2. Verschiebungsstrome sind vernachléssighar gegeniiber Leitungsstromen,
'p|<|7] 2.4)
ot ’ '

sodass die elektrische Flussdichte in (2.1a) vernachlissigt werden kann.

Als Konsequenz ist (2.1c) von den restlichen Gleichungen entkoppelt; es gelten die
quasistationdren Maxwell-Gleichungen

rotH =J, (2.5a)
rot € = —%B, (2.5b)
divB = 0. (2.5¢)

Zusétzlich werden in der vorliegenden Arbeit nur reziproke magnetische Materialien
und hinsichtlich der elektrischen Leitfahigkeit isotrope Materialien betrachtet. In die-
sem Fall ist der Permeabilitéatstensor eine symmetrisch positiv definite Grofse und die
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Differenzialdarstellung des ohmschen Gesetzes (2.2¢) kann mit einer skalarwertigen
Leitfahigkeit formuliert werden. Die Konstitutivgleichungen fiir das Wirbelstrompro-
blem lauten

B=pH =pop,H mit p = HT und a:THa: >0 Va #0, (2.6a)
J =o€ mit o > 0. B (2.6b)

Weiterhin folgt durch Bilden der Divergenz von (2.9a) die quasistationdre Kontinui-
tatsgleichung

divJ = 0. (2.7)

Diese kann physikalisch so interpretiert werden, dass keine Raumladungen akkumu-
liert werden konnen, sondern Strome immer quellenfrei sind.

Aufer in Kapitel 7 werden in dieser Arbeit lineare, zeitinvariante Materialien vor-
ausgesetzt. Damit kénnen die Maxwell-Gleichungen in den Frequenzbereich trans-
formiert werden, wodurch Zeitableitungen nach

0
mit der imaginiren Einheit j2 = —1 und der Kreisfrequenz w algebraisiert werden.
Aus (2.5) folgt
rot H = J, (2.9a)
rot B = —jwB, (2.9b)
div B =0, (2.9¢)

mit den Phasoren fiir die magnetische Erregung, die elektrische Stromdichte, die
elektrische Feldstiarke und die magnetische Flussdichte H, J, E und B. Die Kon-
stitutivgleichungen sind nach wie vor durch (2.6) gegeben. Ferner gilt (2.7) mit dem
Phasor J.

2.2 Die Methode der finiten Elemente

Die FE-Methode ist ein Verfahren zur numerischen Losung partieller Differenzial-
gleichungen (DGL) [SF08], [Mon08]. Knapp lautet das prinzipielle Vorgehen:

e Bestimmung einer schwachen Form der zugrunde liegenden DGL.

e Definition eines FE-Netzes, das die Geometrie des Feldgebietes {2 mittels ein-
facher geometrischer Elemente, der finiten Elemente, approximiert.
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e Wahl eines endlich-dimensionalen Funktionenraums fiir die gesuchte Gréfse x,
wodurch die schwache Form der DGL als Gleichungssystem darstellbar wird.
Die Wahl erfolgt iiber die Festlegung von FE-Ansatzfunktionen w; als Basis,
sodass

x = Z[X]iwi (2.10)
mit dem FE-Losungsvektor x. Die Schreibweise |-]; bezeichnet den entsprechen-
den Eintrag eines Vektors und [-];; einen Matrixeintrag. Konkret sind die An-
satzfunktionen auf finiten Elementen definierte stiickweise Polynome, sodass

sich diinne besetzte Gleichungssysteme mit leicht zu bestimmenden Koeffizi-
enten ergeben.

Im Rahmen dieser Arbeit werden geradlinige Tetraeder als finite Elemente verwen-
det. Die mit den Maxwell-Gleichungen verkniipften Funktionenrdume implizieren
verschiedene Klassen von Ansatzfunktionen, auf welche folgend eingegangen wird.
Details zu den Funktionenrdumen sind in [Mon08, Kapitel 3| und [BC01| nachzule-
sen.

2.2.1 Skalare Ansatzfunktionen

Skalare Ansatzfunktionen sind geeignet zur Diskretisierung stetiger Skalarfelder aus
dem Raum H!. Hierzu z#hlt beispielsweise das elektrische Skalarpotenzial. Die An-
satzfunktionen bilden eine Basis eines finit-dimensionalen Teilraums

Ve HE (2.11)

wobei p den Polynomgrad der Ansatzfunktionen beschreibt. In dieser Arbeit werden
hierarchische Funktionen nach [Ing06] verwendet, fiir welche eine Zerlegung

Yhil p=1
h,p __ )’ )
V - {Vh,pl D Vh,p’ P > 1 (212>

existiert. Aufgrund der Assoziierung skalarer Ansatzfunktionen erster Ordnung mit
den Knoten des FE-Netzes werden diese auch Knotenelemente genannt.

2.2.2 Rotationskonforme Ansatzfunktionen

Rotationskonforme Ansatzfunktionen (engl. edge elements) sind geeignet zur Diskre-
tisierung von Vektorfeldern aus H(rot) wie beispielsweise des magnetischen Vektor-
potenzials. Konkret bilden sie die Basis eines finit-dimensionalen Raumes

WP C H(rot). (2.13)
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Die verwendeten Funktionen nach [Ing06| erlauben eine Zerlegung

A)h,1
hp _ )_/V " _ b= 17
W {Wh»pl & W @ grad Ve, p > 1, (2.14)

wobei WHP fiir p > 1 nur Funktionen mit nicht verschwindender Rotation umfasst.
Es ist zu erkennen, dass fiir p > 1 die Gradienten der skalaren Ansatzfunktionen
explizit in WP enthalten sind, fiir p = 1 gilt

{gradV"'} = {W"'} G (2.15)
mit dem diskreten Gradientenoperator [ZC06, S. 51]:

+1, Kante ¢ zeigt auf Knoten j,
|Gl;; =1 —1, Kante i zeigt von Knoten j weg, (2.16)
0, sonst.

Um die Notation iibersichtich zu halten, soll G auch fiir p > 1 den diskreten Gradi-
entenoperator bezeichnen, welcher analog auf W"? wirkt und explizite Gradienten
der skalaren Ansatzfunktionen liefert. Er entsteht aus (2.16) durch Anhéngen ent-
sprechender Einheitsmatrizen [Joc14].

Zur Diskretisierung rotationskonformer Vektorfelder auf Oberflichen von Volumina
im Rahmen der Randelementmethode in Kapitel 6 werden Ansatzfunktionen aus

Wit C Hlé(rot) (2.17)

_1
benotigt. So wie ein Element des H | 2 (rot) aus H(rot) durch Bildung der Tangenti-
alspur hervorgeht [BCO1]|, werden die Elemente des W%) gewahlt zu

WI(T) = {wop|wap =7 x (w]y x ) mit w e WY (218)

fiir eine Oberflache I mit Normalenvektor 7.

2.2.3 Divergenzkonforme Ansatzfunktionen

Diese Ansatzfunktionen werden zur Diskretisierung von Elementen des H(div) wie
beispielsweise der magnetischen Flussdichte verwendet. Im Rahmen dieser Arbeit
werden nur Ansatzfunktionen fiir divergenzkonforme Vektorfelder auf Oberflichen
von Korpern benotigt, namlich zur Diskretisierung der Oberflachenstromdichte in
Kapitel 6. Nach [ZC06, S. 23] wird der Ansatzraum D) fiir eine Oberfliche mit
Normalenvektor n konstruiert mittels

{Dir} =nx {wi}. (2.19)
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Mit (2.14) und (2.18) ergibt sich eine zu rotationskonformen Ansatzfunktionen ana-
loge Darstellung

Dhy — Dy, p=l (2.20)
DT\ DE @ DL @ rot AV, p > 1,

wobei DI fiir p > 1 nur Funktionen mit nicht verschwindender Divergenz enthélt.
Es ist zu erkennen, dass fiir p > 1 die Rotationen der skalaren Ansatzfunktionen
in Normalenrichtung explizit in D%’ einbegriffen sind. Fiir p = 1 entsprechen die
divergenzkonformen Ansatzfunktionen bis auf Skalierungen den Rao-Wilton-Glis-
son-Ansatzfunktionen [RWG82]. Im Sinne einer Loop-Star-Zerlegung [Vec99] kénnen
divergenzfreie Loop-Funktionen konstruiert werden,

{rotav™1} = {Dj} L., (2.21)
mit der Zyklenmatrix
1,  Kante ¢ zeigt von Knoten j weg,
[L];; = ¢ —1, Kante i zeigt zu Knoten j hin, (2.22)
0, sonst.

Um die Notation iibersichtlich zu halten, wird auch fiir p > 1 die Matrix, welche
D%’ auf divergenzfreie Ansatzfunktionen abbildet, mit L bezeichnet. Sie entsteht
aus (2.22) und 1-Eintrdgen so, dass die expliziten Rotationen der skalaren Ansatz-
funktionen in Normalenrichtung ausgewiahlt werden. Dadurch wird der Ansatzraum
DIPO fiir oberflachendivergenzfreie Vektorfelder konstruiert,

_1
D C H, * (divr 0) mit {Dggﬂ} - {Dgg} L. (2.23)

2.3 Modellordnungsreduktion fiir affin parametrier-
te Modelle

Die Auswertung der in dieser Arbeit betrachteten FE-Modelle erfordert die Losung
von Gleichungssystemen einer hohen Dimension N. In dem Fall, dass die Modelle
fiir eine Vielzahl parametrischer Konfigurationen ausgewertet werden miissen, bietet
sich die Verwendung projektionsbasierter Modellordnungsreduktion an. Diese Klasse
von Verfahren projiziert das urspriingliche FE-Modell, im Folgenden Ausgangs- oder
volles Modell genannt, in einen geeigneten Unterraum niedriger Dimension n < N.
Geeignet bedeutet dabei, dass die Systemantwort in dem Unterraum die Systemant-
wort des Ausgangsmodells approximiert. Das so entstandene ROM lésst sich in der
Regel um Grofenordnungen schneller auswerten als das volle Modell. Ein grofier
Vorteil der Ordnungsreduktion ist, dass die Dimension des Unterraums nur von der
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Komplexitét des zugrunde liegenden physikalischen Modells abhéngt, nicht aber von
der Feinheit der Diskretisierung, die sich in N widerspiegelt.

Projektionsbasierte MOR-Verfahren fiir lineare, affin parametrierte Systeme lassen
sich grob in zwei Klassen unterteilen: Einpunktverfahren arbeiten an einem Ent-
wicklungspunkt im Parameterraum und bewahren dort eine Ubereinstimmung der
Ubertragungsfunktion bzw. -matrix des Ausgangsmodells und deren Ableitungen bis
zu einer bestimmten Ordnung mit der des ROMs. Aus diesem Grund werden sol-
che Verfahren als momentenabgleichend bezeichnet. Der Momentenabgleich wurde
bei frithen Varianten explizit durchgefithrt [PR90], moderne Algorithmen gleichen
implizit iiber Krylov-Unterraumverfahren ab [SLL03|, [BS05]. Einpunktverfahren
sind besonders attraktiv in Kombination mit direkten Losern, da in jedem Schritt
des Algorithmus aufer Matrix-Vektor-Multiplikationen die Wirkung der inversen
Systemmatrix im Entwicklungspunkt benotigt wird. Steht eine Faktorisierung der
Systemmatrix zur Verfiigung, beschréinkt sich der numerische Aufwand auf Vor- und
Riickeinsetzen [Far07].

Mehrpunktverfahren arbeiten im Gegensatz dazu mit einer Menge an Entwicklungs-
punkten |[GGvD96|, [SLL02|. Es existieren Ansétze, welche an jedem Entwicklungs-
punkt einen Momentenabgleich héherer Ordnung erreichen, aber Mehrpunktverfah-
ren niedrigster Ordnung, bei denen nur die Ubertragungsfunktion selbst an den
Entwicklungspunkten {ibereinstimmt, zeichnen sich durch eine grofse numerische Ro-
bustheit aus [Gri97]. Oftmals wird hierfiir der Begriff Reduced Basis Method (RBM,
dt. Methode der reduzierten Basis) gebraucht [PR0O6], [d{IRRMO09]. Diese Verfah-
ren eignen sich gut in Kombination mit adaptiven Prozessen, welche basierend auf
einem Fehlerindikator neue Entwicklungspunkte fiir das ROM wahlen, bis eine vor-
gegebene Fehlertoleranz eingehalten wird [SLL02|, [SFDE09]|. Bei der Verwendung
von direkten Losern ist der Aufwand zur ROM-Generierung bei Mehrpunktverfah-
ren hoher, weil fiir jeden Entwicklungspunkt eine Faktorisierung der Systemmatrix
benotigt wird. Dafiir weisen die reduzierten Modelle bei vorgegebener Genauigkeit
eine niedrigere Dimension auf als Einpunkt-ROMs.

Bevor die eigentlichen MOR-Verfahren eingefiihrt werden, muss der Begriff der affi-
nen Parametrierung gekléart werden.

Definition 2.1 (Affin parametrierte Sesquilinearform, siehe [PR06, Kapitel 1.2.5]).

Fine vom Parameter p € RP abhdngige Sesquilinearform A(p)(u,v) wird als affin
parametriert bezeichnet, wenn sie sich darstellen ldsst als

A(p)(wv) = 3 0:(p)Ai(u,v) (2.24)

mit skalarwertigen Funktionen 0;(p) : R? — C und parameterunabhingigen Sesqui-
linearformen A;(u,v). Formel (2.24) gilt analog fiir Linearformen.
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Definition 2.2 (Affin parametrierte Matrix, siehe [Som15]). FEine vom Parameter
p € R? abhiingige Matriz A(p) € CN*N wird als affin parametriert bezeichnet, wenn
sie sich darstellen ldsst als

A(p) = Z 0:(p) A, (2.25)

mit skalarwertigen Funktionen 6;(p) : R? — C und parameterunabhdngigen Matri-
zen A;. Ist die Matrixz aus der Diskretisierung einer Sesquilinearform hervorgegan-
gen, so soll sowohl M als auch die Komplezitit zum Auswerten der 0;(p) unabhdingig
von N sein. Formel (2.25) gilt analog fiir Vektoren.

Bemerkung. Prinzipiell kann jede Matriz als Summe (2.25) geschrieben werden.
Wenn sie jedoch aus der Diskretisierung einer nicht-affinen Sesquilinearform resul-
tiert, so ist die in Definition 2.2 geforderte Unabhdngigkeit der Darstellung von N
verletzt.

2.3.1 Einpunktverfahren

Fiir momentenabgleichende Einpunktverfahren (EP-Verfahren) ist eine polynomiel-
le Modellparametrierung Voraussetzung, welche einen Spezialfall der affinen Para-
metrierung darstellt. Das Vorgehen wird erldutert anhand eines in s polynomiell
parametrierten MIMO-Systems (engl. multiple-input multiple-output) nach

(Z siAZ-) x(s) = (Z skBk> u(s), (2.26a)

y(s) = (Z lel> x(s) (2.26Db)

mit A; € CVV B, e V", C; € C™*N, x € CN und u,y € C". Die Ubertragungs-
funktion H(s) des Systems ist definiert durch
y(s) = H(s)u(s). (2.27)

Die Koeffizienten der Entwicklung von H(s) in eine Taylor-Reihe um den Punkt s,

H(s) — Zz—ll d"H(s)

ds? (s = 5o’

S=S0

= Z M. (s0) (s — so)i

(2.28)

werden als Momente M, (sg) bezeichnet.
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Definition 2.3 (Polynomielles ROM). FEin projektionsbasiertes reduziertes Modell
des Ausgangsmodells (2.26) ist gegeben durch

(Z siAi> x(s) = (Z sk]:%k> u(s), (2.29a)

y(s) = (Z slél) x(s) (2.29b)

mit den reduzierten Grofien

A, =WHAV, (2.30a)
B, = WABy, (2.30b)
C,=CV (2.30c)

und den Projektionsmatrizen W,V € CN*" n < N.

Die Schreibweise (-)? steht fiir die komplex konjugierte, transponierte GroRe. Aus
der Projektion folgt, dass sich der Losungsvektor des vollen Modells ndherungsweise
rekonstruieren lasst mittels

x(s) = Vx(s). (2.31)

Definition 2.4 (Einpunktverfahren). Fin Einpunkt-Ordnungsreduktionsverfahren
konstruiert ein reduziertes Modell nach Definition 2.3 durch Wahl der Projektions-
matrizen derart, dass

q min(M;,i—1)
span UXi X;:=A,' B - Z A X, C span'V, (2.32)
=0 m=1
min(M;,i—1)

q
span U Z:|Z; = A" | CF — Z ARZ, .. C span W. (2.33)
=0 m=1

Die Zahl q wird als Ordnung des Verfahrens bezeichnet.

Satz 2.1. Fin mittels eines EP-Verfahrens nach Definition 2.4 konstruiertes re-
duziertes Modell stimmt in den Momenten M;(0), i € {0,...,2q + 1} mit dem
Ausgangsmodell (2.26) dberein. Wird in dem zugrunde liegenden System die Varia-
blensubstitution

S5 — S (2.34)

durchgefiihrt, stimmt das ROM in den Momenten M;(so), i € {0,...,2¢ + 1} um
den Entwicklungspunkt so mit dem Ausgangsmodell tiiberein.



14 Grundlagen

Beweis. Siehe [Far07]. O

Die tatséchliche, numerisch robuste Konstruktion der Projektionsmatrizen ist in
der Literatur beschrieben [Far07], [FDE10]. Es ist zu beachten, dass auch im Falle
schwach besetzter Ausgangsmatrizen A; die reduzierten Matrizen A; voll sind.

Fiir Systeme mit Durchgriff kénnen nach Definition 2.4 ebenfalls reduzierte Modelle
erstellt werden, indem dieser unveréndert im ROM {ibernommen wird. Dadurch geht
er nicht in die Konstruktion der Projektionsmatrizen ein. Auferdem ist die Zahl der
Systemein- und Ausgénge r tiblicherweise klein gegeniiber N, wodurch der Durchgriff
vom numerischen Aufwand her nicht ins Gewicht fallt.

Als fiir Wirbelstromprobleme wichtigen Spezialfall von (2.26) wird ein Originalmo-
dell

(i siAi> x(s) = Bu(s), (2.35a)
y(s) = C(s)x(s) + D(s)u(s) (2.35Db)

mit komplex-symmetrischen Matrizen A; = AT betrachtet, fiir das die Zeilen von
C durch Skalierung der Spalten von B hervorgehen. Dabei soll entweder

[Clwy = salBly mit ¢, € C (2.36a)
oder
[Clay = Bl (2.36)
gelten.

Lemma 2.2. Fin mittels eines EP-Verfahrens nach Definition 2.4 konstruiertes
reduziertes Modell fir das System (2.35) mit dem Entwicklungspunkt s ist mo-
mentenabgleichend fiir M;(so), i € {0,...,2q + 1} fiir die Wahl W = V mit der
komplexen Konjugation U

Beweis. Wie bereits erwiahnt, hat D keinen Einfluss auf den Momentenabgleich.
Werden die Projektionsmatrizen nach Definition 2.4 gewahlt, gilt aufgrund der Vor-
aussetzungen (2.36) die Gleichheit

span’V = span W. (2.37)

Nach [Far07, Lemma 6.27] ist es ausreichend, aus (2.35) konstruierbare SISO-Sys-
teme (engl. single-input single-output) zu betrachten. Die Momente eines solchen
Teilsystems, das aus Spalte k von B und Zeile [ von C gebildet wird,

(2 siAi> x(s) = bu(s), (2.38a)

: y(s) = c(s)x(s), (2.38b)
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seien im Fall (2.36b) mit 7; bezeichnet; hier gilt Satz 2.1. Im Fall (2.36a) fiihrt
Ableiten von (2.38b) und Vergleich mit m; auf die Momente m; nach

mgy = 0, (2.39a)
m; = M1 fir 7« > 0. (2.39Db)
Damit gilt Satz 2.1 fir i € {1,...,2q + 2}. ]

2.3.2 Mehrpunktverfahren

Diese Verfahrensklasse wird erlautert fiir ein im Sinne von Definition 2.2 in einem
Parametervektor p € R? affines MIMO-System

<2§MMAJX®%=<§)%@H%>umx (2.40a)

y(p) = (Zl Q(P)Cl) x(p) (2.40D)

mit A; € CVN, B, € ¢V, C, € N, x € CY und u,y € C". Systeme nach
(2.40) werden als affine Ausgangs- oder Originalmodelle bezeichnet.

Im Gegensatz zu EP-Verfahren wihlen Mehrpunktverfahren (MP-Verfahren) eine
Menge an Entwicklungspunkten

S={p1,.---,Ps} (2.41)

an denen Momente des reduzierten Modells mit denen des Ausgangsmodells ab-
geglichen werden. Bei der numerisch robusten RBM werden Mehrpunktverfahren
niedrigster Ordnung betrachtet, welche nur die Momente

M, (p) mit p € S (2.42)

abgleichen. Zur Definition der Momente im Mehrparameterfall siehe beispielsweise
|[Far07, Definition 6.1].

Definition 2.5 (Affines ROM). Ein projektionsbasiertes reduziertes Modell von
(2.40) ist gegeben durch

(Z ei(p)Ai) x(p) = (i 19k(p)]§k> u(p), (2.43a)
k=0

=0

y(p) (i <z<p>éz) %(p) (2.43b)

=0
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mit den reduzierten Gréfien

A, =WHAV, (2.44a)
B = W/By, (2.44b)
C=CV (2.44c¢)

und den Projektionsmatrizen W,V € CNX" n < N.

Definition 2.6 (Mehrpunktverfahren). Ein Mehrpunkt-Ordnungsreduktionsverfah-
ren niedrigster Ordnung konstruiert ein reduziertes Modell nach Definition 2.5 durch
Wahl der Projektionsmatrizen derart, dass

span ¢ X(p) := (Z Qi(p)Ai) (i ﬁk(p)Bk) peP , CspanV, (2.45)

span ¢ Z(p) := (2 Hi(p)AZ-) (i gl(p)Cl> peP, CspanW. (2.46)
i=0 1=0

Satz 2.3. Ein mittels eines MP-Verfahrens nach Definition 2.6 konstruiertes redu-
ziertes Modell stimmt in den Momenten My(p) fir p € S mit dem Ausgangsmodell
(2.40) dberein.

Bewets. Da die Momente auch im affinen Fall tiber eine Taylor-Entwicklung analog
(2.28) gegeben sind, entsprechen die Momente nullter Ordnung der Ubertragungs-
funktion des Systems

My(p) = (i<l<p>cz) (Z @(p)Az-) (Zkﬂk<p>3k>
= (i §1(P)Cz) X(p).

=0

(2.47)

Die Wahl der Basis V erlaubt eine Darstellung mittels einer reduzierten Matrix X,
sodass

X(p) = VX(p) fir p € S, (2.48)
was mit der Wahl (2.44¢) den Beweis komplettiert. O
Ein Nachteil dieser Verfahren ist, dass beim Einsatz direkter Loser fiir jeden Entwick-

lungspunkt die Faktorisierung einer Matrix der Dimension N nétig ist, weshalb die
Berechnungszeit zur Generierung eines reduzierten Modells tendenziell hoher ist als
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bei Einpunktverfahren. Allerdings ist fiir das Verfahren niedrigster Ordnung nach
Definition 2.6 keine Kenntnis der Ableitungen der affinen Funktionen nétig, was
breitere Anwendungsmoglichkeiten als fiir Einpunktverfahren eréffnet. Dies ist vor
allem im Hinblick auf die in Kapitel 5 und 6 behandelten parametrischen Modelle
von grofem Vorteil.

Ahnlich wie bei EP-Verfahren kann durch Einsatz von Galerkin-Projektion, das heift
W = V, oder durch transponierte Projektion wie fiir (2.35) mittels W = V der
Aufwand zur expliziten Konstruktion von W nach Definition 2.6 gespart werden.
Satz 2.3 behalt weiterhin Giiltigkeit, solange die reduzierten Systemmatrizen regulir
sind.

2.3.3 Effizienz der reduzierten Modelle

Auch wenn eine Losung der ROM-Gleichungen deutlich schneller berechnet ist als ei-
ne Losung des entsprechenden Ausgangsmodells, soll anhand der numerischen Kom-
plexitat des gesamten MOR-Prozesses fiir diese Arbeit ein genauer Begriff der Effi-
zienz definiert werden. Denn die Einschrénkung auf affine Modelle (2.40) ist keine
prinzipielle Voraussetzung, um Mehrpunktverfahren &hnlich Definition 2.6 anwenden
zu konnen, aber entscheidend wie die Effizienz.

Insbesondere im nichtlinearen Kontext wurden Verfahren fiir nicht-affine Systeme

A(p)x(p) = b(p), (2.49)

die mit reduzierten Modellen der Form
W A(p)VX(p) = Wb(p) (2.50)

arbeiten, publiziert [SLO4|, [SI13]. Die erzielten Zeitgewinne fallen dabei viel nied-
riger aus als fiir affine Modelle, teilweise ist der MOR-Prozess sogar teurer als das
Losen des Ausgangsmodells.

Entscheidend fiir die Effizienz ist, dass bei bekannter Projektionsmatrix die redu-
zierten Matrizen (2.30) oder (2.44) nur einmalig berechnet werden. Danach miissen
zur Auswertung der ROMs lediglich die n-dimensionalen Systeme (2.29) oder (2.43)
assembliert und gelost werden, wohingegen im Fall (2.50) die Assemblierung der
vollen Matrix A(p) sowie der Projektionsschritt fiir jeden Parameterwert durchzu-
fithren sind. Diese Eigenschaft affiner Systeme wird oftmals fiir eine offline-online-
Zerlegung |[PR0O6, Kapitel 3.3] ausgenutzt. Der offline-Schritt umfasst Operationen
mit N-dimensionalen Grofen des Ausgangsmodells wie gegebenenfalls die Generie-
rung eines affinen Ausgangsmodells, die Erstellung der Projektionsmatrizen und den
Projektionsschritt. Im online-Schritt erfolgt die Auswertung des Modells fiir alle Pa-
rameterwerte, es wird nur noch mit reduzierten Grofen gearbeitet. Auch wenn nicht
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immer eine strikte offline-online-Zerlegung durchfithrbar ist, wie beispielsweise fiir
Algorithmus 7.2 aus Kapitel 7, ist eine Unabhéngigkeit zwischen ROM-Generierung
und -Auswertung die Grundlage fiir ein effizientes Verfahren.

Definition 2.7 (Effizientes ROM). Ein reduziertes Modell wird als effizient bezeich-
net, wenn zur Auswertung fir P parametrischen Konfigurationen aufler einer von
P unabhdingigen Anzahl an Operationen der Komplexitit des vollen Modells N nur
Operationen mit reduzierten Grofien der Dimension n nétig sind.

Lemma 2.4. Affine und polynomielle reduzierte Modelle der Form (2.43) bzw. (2.29)
basierend auf affinen Gréffen nach Definition 2.2 sind effizient im Sinne von Defini-
tion 2.7. Damit ist garantiert, dass asymptotisch fiir viele Modellauswertungen eine
Zeitersparnis erreicht wird.
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Kapitel 3

Numerische Berechnung

quasistationarer Magnetfelder mit
der Methode der finiten Elemente

Die FE-Methode ist aufgrund ihrer Vielseitigkeit ein haufig eingesetztes Simula-
tionswerkzeug fiir quasistationdre Magnetfelder: Es konnen komplexe Geometrien
sowie inhomogene und nichtlineare Materialien beriicksichtigt werden. Daher sind
im Laufe der Zeit eine Vielzahl unterschiedlicher FE-Formulierungen entwickelt wor-
den. Die ersten Veroffentlichungen behandelten nur das magnetostatische Problem
in zwei Dimensionen (2D) [SC70], spéter folgte eine Erweiterung auf quasitationéire
Magnetfelder [SH72| in 2D. Von Interesse fiir die vorliegende Arbeit sind Formulie-
rungen, welche allgemeine, dreidimensionale (3D) Wirbelstromprobleme behandeln.
Die ersten Arbeiten hierzu sind in den frithen 1980er-Jahren entstanden und unter-
scheiden sich in den Feldgrofsen, welche diskretisiert werden. Zu nennen sind For-
mulierungen in H [BV82|, in E [May83] und im magnetischen Vektorpotenzial A
[Mor82|. Zusitzlich existieren Formulierungen in einem Stromdichte-Vektorpotenzi-
al und magnetischen Skalarpotenzial (T'V) [Car77], [RE83| sowie im magnetischen
Vektorpotenzial und elektrischen Skalarpotenzial (AV) [BHST82.

Unterschiede in den Formulierungen betreffen nicht nur topologische Einschrankun-
gen hinsichtlich der Geometrie, sondern auch den Aufwand zur Realisierung strom-
bzw. spannungsangeregter Leiterstrukturen [UNW*92|, [BBPWO00|, [BPBT04|. Um
moglichst alle Problemstellungen abdecken zu konnen, existieren Kopplungen der
unterschiedlichen Formulierungen in vielen Kombinationen, siche hierzu die Uber-
sichtsartikel [BPR95| und [Bir99).

In dieser Arbeit wird eine AV-A-Formulierung verwendet, welche in leitenden Berei-
chen mit dem magnetischen Vektorpotenzial und dem elektrischen Skalarpotenzial
sowie in nichtleitenden Bereichen nur mit dem magnetischen Vektorpotenzial ar-
beitet. Diese Formulierung bietet den Vorteil, dass das Vektorpotenzial auf dem
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gesamten Feldgebiet definiert ist und keine Kopplung verschiedener Formulierungen
oder Gebiete nétig ist. Zusétzlich ist die Behandlung nicht einfach zusammenhén-
gender Leiter, wie beispielsweise ringformiger Leiter zur Modellierung von Spulen,
im Gegensatz zur T'W-Methode unkompliziert. Des Weiteren kann eine Vielzahl an
Ansteuerungsmoglichkeiten fiir Leiter realisiert werden [Rod83|, [LR88|, [DHL99|,
[HSO05].

Die Formulierung selbst ist Gegenstand von Abschnitt 3.1, wihrend die Anregung
detailliert in Abschnitt 3.2 behandelt wird. Schliefslich wird in Abschnitt 3.3 ein
schnelles Frequenzbereichsverfahren fiir Wirbelstromprobleme basierend auf MOR
nach Abschnitt 2.3 vorgestellt. Numerische Beispiele demonstrieren die Leistungsfé-
higkeit der prasentierten Methoden.

3.1 Dreidimensionale Wirbelstromprobleme

Zunichst soll aus den quasistationdren Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich
(2.9) die AV-A-Formulierung als Ausgangs-DGL fiir die FE-Methode hergeleitet
werden.

Wird die magnetische Flussdichte iiber ein magnetisches Vektorpotenzial A ausge-
driickt, sodass

B =10t A, (3.1)

dann ist die Divergenzfreiheit der Flussdichte (2.9¢) per Konstruktion erfiillt. Strome
werden in zwei Anteile aufgespalten

J=Je+ Jimp, (3.2)

wobei Jiy, eingepréagte Strome (engl. imprinted currents) bezeichnet, die zur Anre-
gung dienen, und J, Wirbelstrome (engl. eddy currents) als Reaktionsstrome. Die
Wirbelstrome gehorchen dem ohmschen Gesetz (2.6b). Einsetzen von (3.1) in (2.9b)
ergibt

rot (E + jwA) = 0. (3.3)

Aus der Tatsache, dass Gradienten in einfach zusammenhingenden Gebieten den
Nullraum des Rotationsoperators bilden, lasst sich ein elektrisches Skalarpotenzial

gradp .= — (E + jwA) (3.4)
einfihren. Damit lautet die elektrische Feldstarke als Ausdruck der Potenziale

E =—jwA — grad ¢. (3.5)
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des Feldgebiets (2.

Mit (3.1) und (2.6a) lautet das ampéresche Gesetz
rotg_lrotA =Je+ Jimp. (3.6)
Zusammenfassen von (2.6b), (3.5) und (3.6) fiihrt auf die gesuchte DGL
rot g_l rot A + jwo A + o grad ¢ = Jimp. (3.7)
Die Kontinuitétsgleichung (2.7) wird mit (2.6b) und (3.5) zu
div (jwo A + o grad ¢) = div J iy, (3.8)

alternativ folgt sie direkt durch Divergenzbildung von (3.7). Trotz der linearen Ab-
héngigkeit von (3.7) und (3.8) wird im Hinblick auf folgende Diskretisierung und
Eichung die AV-A-Formulierung in der Literatur haufig notiert als

rot ' rot A + jwo A + o grad ¢ = Jiy fir o > 0, (3.9a)
N div (jwo A + o grad ¢) = div Jimp fir o > 0, (3.9b)
rot g~ 1ot A = Jimp fir o = 0. (3.9¢)

3.1.1 Randwertproblem und schwache Form

Betrachtet wird ein einfach zusammenhéangendes Feldgebiet €2, welches schematisch
in Abbildung 3.1 dargestellt ist. In ihm enthalten sind Gebiete €, C €2, die passive
Leiter mit o > 0 modellieren, und Gebiete 2. C €2, welche angeregte Leiterstruk-
turen modellieren. Daher sind eingepriagte Strome nur in 2. erlaubt, eine néhere
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Erlduterung findet in Abschnitt 3.2 statt. Ferner wird vorausgesetzt, dass leitfé-
hige Gebiete sich nicht bis zum Rand von {2 erstrecken, weil dieser Fall in den
betrachteten Beispielen nicht auftritt. Es handelt sich nicht um eine prinzipielle Ein-
schrankung der AV-A-Formulierung, wiirde aber eine gesonderte Betrachtung der
Randbedingungen und Anregungen erfordern. Der Rand 02 mit nach aufen zeigen-
dem Normalenvektor n zerféllt in die disjunkten Teilrdnder I'4, I'y und ['ppc.

Das zu (3.9) gehorige Randwertproblem (RWP) lautet

rot Hil rot A + jwo A + o grad ¢ = Jimp in Q, (3.10a)
div (jwo A + o grad ) = div Jimp in Q, (3.10Db)
nxA=0 auf I'y4, (3.10¢)
nx H=nxH, auf I'g, (3.10d)

1
rot A x ér = ——ér X (A X ér) auf FABC, (3108)

r

wobei (3.10b) aus (3.10a) durch Divergenzbildung folgt. Die Randbedingung auf
dem Dirichletrand I' 4 entspricht einer verschwindenden Normalkomponente der ma-
gnetischen Flussdichte

n-B=n-rotA=div(n x A) =0 (3.11)

und erzwingt daher, dass die Flusslinien der Flussdichte I"4 nicht iiberqueren kon-
nen. Ist I'y = 0N, missen sich wegen (2.9¢) alle Flusslinien in €2 schliefen. Es
gibt keine direkte physikalische Entsprechung zu dieser Randbedingung, sie kann
aber zum Modellieren von Symmetrien verwendet werden. Die Randbedingung auf
dem Neumannrand 'y entspricht physikalisch der Vorgabe einer Flachenstromdich-
te, die einen entsprechenden Sprung H in der Tangentialkomponente von H ver-
ursacht. Die Robinrandbedingung auf I'apc (engl. asymptotic boundary condition,
ABC) beriicksichtigt nidherungsweise den Ubergang zum freien Raum, daher soll
p(Capc) = po gelten. Die Randbedingung basiert auf dem Wilcox-Expansionstheo-
rem [Wil56], einer Reihendarstellung des Feldes in Kugelkoordinaten mit Radius
r und Einheitsvektor in radialer Richtung e,. Wird diese nach dem ersten Glied
abgebrochen, folgt die ABC erster Ordnung [BSLM91|, [CK97].

Da das RWP (3.10) im Allgemeinen keine klassische Losung besitzt, wird mithilfe des
Verfahrens der gewichteten Residuen [Jinl0, Kapitel 9] eine schwache Formulierung
hergeleitet. Sie lautet: Finde A € H(rot,2) und ¢ € H'(Q. UQ,), sodass

r

—1
/rotw-;flrotAdQ—f— / MLw-ﬁx(Axﬁ) dF—i—jw/'w-aAdQ
Q

Q IN=Te) (3.12a)
+/w~agradgon:/w~Jimde+/Hs xn-wdl,
Q Q Iy
jw/gradv‘aAdQ—i—/gradv~agrad<pd§2: —/vdiinmde, (3.12b)

Q Q Q
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fiir alle w € H(rot, Q) und v € H'(Q. U Q).

Beweis. Zunéchst wird (3.10a) mit Funktionen w € H(rot, §2) getestet, was auf

/'w.rotﬂ_lrotAdQ—f—jw/w.aAdQ—l—/w.agrad(de:/w.Jimde
Q Q Q Q

(3.13)
fithrt. Mit der Vektoridentitét
div(u X v) =v-rotu —u - rotv (3.14)
und dem gaufischen Integralsatz angewandt auf den ersten Term folgt
/rotw -E_lrotAdQ+/H_1rotA X w - ﬁdI‘+jw/'w -0 AdQ)
“ “ (3.15)

i
+/w-agradg0dQ:/w-Jimde.
Q Q

Aufspalten des Randintegrals in die I' 4, I'y und I'spc zugeordneten Teilrander und
Einsetzen von (3.10c) und (3.10d) fithrt auf

/rotw-u_lrotAdQ—/pglrotAx'h-wdF%—jw/w-aAdQ
Q

Q I'aBc

(3.16)
+/w~agradgpd§2 = /'w~Jimde+/Hs xn-wdl.
Q Q Tu
Zuletzt wird in der ABC (3.10e) die Néherung n ~ é, verwendet,
1
rotAxﬁ,:—;'fzx (Axmn), (3.17)

wodurch im Diskreten nur noch dem Rand I'papc zugeordnete Ansatzfunktionen in
das Integral mit eingehen.

Gleichung (3.10b) verschwindet in isolierenden Bereichen mit o = 0. Daher wird sie
mit Funktionen v € H'(Q, U Q,) getestet,

jw/vdivaAdQ—l—/vdivagradgon = /vdiinmp dQ. (3.18)

Q Q Q

Ausnutzen der Vektoridentitat

div (uv) = udivo + v - gradu (3.19)
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ergibt

—jw/gradv -0 AdQ — /gradv cograd pdf) = /vdiv Jimp dS2. (3.20)
) Q )

Randintegrale liefern keinen Beitrag zu (3.20), wenn keine leitfdhigen Gebiete an-
grenzend an 02 zugelassen sind. m

3.1.2 Finite-Elemente-Formulierung

Auf die FE-Methode wurde knapp in Abschnitt 2.2 eingegangen, ausfiihrliche Be-
schreibungen und Anwendungen auf Wirbelstromprobleme finden sich in der Litera-
tur [SF96[, |ZC06] und [RV10]. Zur Diskretisierung der schwachen AV-A-Formulie-
rung (3.12) werden das Vektorpotenzial und das Skalarpotenzial dargestellt als

A= Z[XA]kwk mit w, € W', (3.21)
k

o= [xv]evk mit v, € VP, (3.22)
k

Im Sinne eines Bubnov-Galerkin-Ansatzes [SF08, Kapitel 2| werden die Testfunk-
tionen gleich den Ansatzfunktionen gewihlt, also ebenfalls aus WP bzw. VP, was
auf symmetrische FE-Matrizen fiihrt. Generell werden in dieser Arbeit symmetrische
Formulierungen angestrebt, denn zum einen kann die Symmetrie zur effizienten Spei-
cherung und Losung der Gleichungssysteme ausgenutzt werden [TB97, Kapitel 23|.
Zum anderen ermoglichen oder vereinfachen symmetrische Formulierungen den Be-
weis wichtiger Systemeigenschaften wie beispielsweise Passivitit [vdS06|, [FBDE11],
[Far13].

Aus (3.12) folgt das FE-Gleichungssystem

(S" + jwT" +Z") xa + Mjyxy = ba + by, (3.23a)
JwMy 4xa + Myyx, = by, (3.23b)
mit

[S"];; = /rot w; - p~ ' rotw; dQ, (3.24a)

Q

Q

e
(2], = / w; - n x (w; x n) dl, (3.24c)
r
FaBc

My i = /wi - o grad v; d€2, (3.24d)
0
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[MY 4lij = /gfadvi ow; dfl, (3.24e)
Q
Myvy]i; = /grad v; - o grad v; A€, (3.24f)
Q
[bA]z = /wz : Jimp an (324g)
Q
I
[bV]z = — / Vi div Jimp dQ, . (3241)
Q

Das Superskript u steht dabei fiir ungeeichte Formulierung, denn das Gleichungssys-
tem (3.23) ist konsistent, aber singulér. Die Singularitét kann wie folgt charakteri-
siert werden: In leitfdhigen Bereichen geht (3.10b) aus (3.10a) durch Divergenzbil-
dung hervor, was sich auf die schwache Form iibertragt. In nichtleitenden Bereichen
ist (3.12a) wegen des nichttrivialen Nullraums des Rotationsoperators fir alle Gra-
dientenfelder erfiillt. Damit besteht der Nullraum von (3.23) aus Funktionen

A = gradv mit v € VP(Q). (3.25)

Im Hinblick auf effiziente Generierung reduzierter Modelle wird jedoch eine direk-
te Losung der Gleichungen angestrebt. Dieses Ziel kann mithilfe der im néchsten
Abschnitt vorgestellten Baumeichung erreicht werden.

Baumeichung

So wie im Kontinuierlichen die Quellen div A im Rahmen einer Eichung vorgege-
ben werden konnen, existieren im Diskreten verschiedene Eichungen, um aus (3.23)
ein regulédres Gleichungssystem mit derselben physikalischen Losung abzuleiten. In
[Mor90] und [RV10] wird mit Penality-Termen gearbeitet, die jedoch zum einen
einen Einfluss auf die numerischen Eigenschaften der Gleichungen haben, und zum
anderen nicht zu einer Reduktion der Anzahl der Unbekannten fithren. Auch eine
diskrete Coulomb-Eichung tiber Lagrange-Multiplikatoren [Rod83|, [DEPLO00] elimi-
niert keine Unbekannten, sondern fiihrt zusétzliche Ansatzfunktionen aus V*? fiir
die Multiplikatoren ein. Daher wird in dieser Arbeit eine Nullbaumeichung nach
[AR88], [AR90] durchgefiihrt. Letztere basiert auf einer Eliminierung reiner Gradi-
entenfelder (3.25) aus den Test- und Ansatzfunktionen aus W"? in dem Sinne, dass
mit den verbleibenden Funktionen nur noch Felder mit nicht verschwindender Ro-
tation dargestellt werden kénnen. Durch die diskrete Sequenzeigenschaft (2.15) ist
die Eichung einfach zu realisieren.
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C— ———> Tanc

Tz 1 a

Abbildung 3.2: FE-Netz mit Baumkanten in rot. Das Modell besitzt
Dirichlet-Randbedingungen am unteren Rand, asymptotische Randbedingungen am
oberen Rand und Neumann-Randbedingungen an den Seiten.

An der Zerlegung (2.14) der Ansatzfunktionenrdume ist zu erkennen, dass reine
Gradienten hoherer Ordnung p > 1 explizit durch Entfernen der entsprechenden
Funktionen aus den Gleichungen ausgeschlossen werden koénnen. Die Gradienten
fir p = 1 lassen sich iiber (2.15) darstellen; diese Gleichung besitzt keine Losung
mehr, wenn ein Spannbaum in das FE-Netz gelegt wird und alle mit Baumkanten
assoziierten Ansatzfunktionen eliminiert werden [ARSS|.

Definition 3.1 (Baum, nach [Bos98, Definition 5.1|). Ein Baum ist eine Menge S
von Kanten des FE-Netzes, sodass die Menge aller aus ihnen zu bildenden Ketten
K(S) keinen Zyklus aufler dem Null-Zyklus enthilt.

Definition 3.2 (Spannbaum, nach [Bos98, Definition 5.2|). Ein Baum ist ein Spann-
baum, wenn es keinen strikt grifferen Baum gibt, der ersteren enthdlt.

In dieser Arbeit wird der Kruskal-Algorithmus zur Konstruktion eines minimalen
Spannbaums verwendet [CLRSO01, Kapitel 23]. Soweit nicht anders angegeben, ist
im Folgenden immer ein Spannbaum gemeint, wenn das Wort Baum verwendet wird.
Insgesamt besteht die Eichung also nur aus der Elimination bestimmter Ansatzfunk-
tionen.

Die Auswirkungen der Randbedingungen von (3.10) auf die Konstruktion des Baums
miissen gesondert betrachtet werden, da dieser Fall in [AR90] nicht behandelt wurde.
Die Dirichlet-Randbedingungen (3.10c) sind erfiillt, wenn die Freiheitsgrade aller zu
I'4 gehoriger Kanten durch Zuordnung zum Baum entfernt werden. Damit dieser mit
dem restlichen FE-Netz kompatibel ist, werden alle Knoten auf dem Dirichletrand
zu einem Superknoten zusammengefasst, also als ein einziger Knoten betrachtet,
sodass nur eine Baumkante mit I'4 verbunden ist. Der Rand I'y bedarf keiner ge-
sonderten Behandlung. Auf dem Robinrand gilt Gleichung (3.17), deren Herleitung
implizit auf einer Coulomb-Eichung basiert [BSLM91]|, weshalb das Vektorpotenzial
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auf ['ygc nicht baumgeeicht werden darf. Dies wird erreicht durch Zusammenfas-
sen der Knoten auf dem Robinrand zu einem Superknoten, ohne dem Baum Kan-
ten hinzuzufiigen. Auch in diesem Fall ist nur eine Baumkante aus dem Feldgebiet
mit ['agc verbunden. Zusétzlich sind die expliziten Gradienten hoherer Ordnung
grad V"P(I'zpc) mit zu beriicksichtigen. Insgesamt ist der Baum fiir ein schemati-
sches zweidimensionales FE-Netz in Abbildung 3.2 dargestellt.

Was das Skalarpotenzial ¢ betrifft, so gehen nur dessen Gradienten in (3.23) ein,
weshalb die Wahl

= const. (3.26)

im Nullraum von (3.23) liegt. Konstante Funktionen kénnen nicht mehr dargestellt
werden, wenn fiir jeden zusammenhdngenden Teil von Q. U 2, eine einem Knoten
zugeordnete Unbekannte gestrichen wird.

Fiir das nullbaumgeeichte FE-Gleichungssystem schreiben wir

S+ jwT + jwZ MAVi| |:XA} _ |:bA—|—bH:| (3 27)
JwMy 4 Myvy | |xv by |’ '
wobei alle Matrizen iiber die in (3.24) definierten Matrizen durch Streichen der ent-
sprechenden Zeilen und Spalten entstehen. Die Systemmatrix von (3.27) ist regulér
und somit mit direkten, auf Matrixfaktorisierung basierenden Verfahren losbar. Die
Steifigkeitsmatrix S ist komplex-symmetrisch und hat vollen Rang, fiir reelles p
ist S sogar symmetrisch positiv definit. Die Steifigkeitsmatrix des Skalarpotenzials
My ist symmetrisch positiv definit, die Massenmatrix T und ABC-Matrix Z sind

symmetrisch positiv semidefinit, weiterhin ist

My = M{ . (3.28)

Symmetrisierung

Wie zu Beginn von Abschnitt 3.1.2 bereits angesprochen, wird eine symmetrische
Systemmatrix angestrebt, was in (3.27) nicht der Fall ist. Falls w = 0, weist das
System jedoch eine Block-Dreieckstruktur auf und kann in einem zweistufigen Pro-
zess iiber die Faktorisierung der symmetrischen Diagonalblocke gelost werden. Falls
w > 0, wird nach [CKPD82] die Variablensubstitution

1
Vi.i=— (3.29)
Jw
vorgenommen, was auf das komplex-symmetrische Gleichungssystem
bs+b H‘|

by (3.30)

(Ao + jwAy)x = {

mit den Abkiirzungen

Ay = {g 8] , (3.31a)
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(a) Torusformiger Leiter €. (b) Einfach zusammenhéingender Leiter
Q. durch Schnitt bei I'..

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung eines angeregten Leiters ()..

T+7Z Myy
A, = 3.31b
! |:MVA Iwvv] ( )
_ X4
X = L‘V} (3.31c)

fiihrt.

3.2 Modellierung aktiver Leiterstrukturen

Bislang wurden keine Aussagen iiber den eingeprégten Strom Jiy,, getroffen, und dar-
iiber, wie aktive Leiterstrukturen durch Vorgabe einer Klemmenspannung oder eines
Klemmenstroms angeregt werden kénnen. Als Systemausgang soll im Fall der Stro-
manregung die Klemmenspannung dienen und umgekehrt. Zur Erlauterung dient
beispielhaft der in Abbildung 3.3(a) dargestellte Leiter 2. mit Querschnittsflache
I'. und nach aufen zeigendem Normalenvektor n.. Die Richtung des Stromflusses
sel mit e, bezeichnet. Aufgrund der Divergenzfreiheit der Stromdichte (2.7) diir-
fen Leiter keine Klemmenflachen im Feldgebiet ) besitzen, sondern es kénnen nur
Leiter mit Klemmenfldchen auf dem Rand 0f2 oder in sich geschlossene Leiter mo-
delliert werden. Nach den Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1.1 wird nur der Fall
geschlossener Leiter betrachtet.

3.2.1 Stromanregung fiir Strukturen ohne Wirbelstrome

In manchen Féllen ist es nicht notig oder nicht erwiinscht, Wirbelstrome in angereg-
ten Leitern zu berticksichtigen. Dazu zahlen
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e Massive Leiter, bei denen die Eindringtiefe der Felder wesentlich grofer als
der Querschnitt ist, und die Stromdichte damit in sehr guter Naherung der
stationdren Stromdichte entspricht.

e Komplizierte Leitungsstrukturen mit vernachlédssigbaren Wirbelstromen und
makroskopisch nédherungsweise homogener Stromdichte (in der Literatur meist
als stranded conductor bezeichnet).

In beiden Féllen wird in den Leitern eine eingepragte Stromdichte Jy,, vorgegeben,
gleichzeitig wird die elektrische Leitfahigkeit o = 0 gesetzt. Dadurch entspricht die
Stromdichte im Leiter fiir alle Frequenzen der vorgegebenen Stromdichte, allerdings
erzeugt der Leiter ohne zusétzliche Mafsnahmen keinerlei ohmsche Verluste. Zur
Abhilfe wird eine Serienimpedanz Z. eingefiihrt, der beispielsweise im Fall niedriger
Frequenzen der Gleichstromwiderstand zugewiesen werden kann.

Fiir die eingepriagte Stromdichte werden im Folgenden drei verschiedene Berech-
nungsarten vorgestellt.

Stromdichte-Vektorpotenzial

Gegeben ist ein Leiter €2. nach Abbildung 3.3(a) mit elektrischer Leitfahigkeit oip,.
Wird Jiyp errechnet iiber ein Stromdichte-Vektorpotenzial T, sodass

10t T' = Jimp, (3.32)

dann ist die Kontinuitatsgleichung (2.7) in starker Form erfiillt. Dieses Vorgehen
findet beispielsweise in [BPRT93|, [LLEAA96] und [ZC06] Anwendung. Mit (2.6b)
und der Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes im stationédren Fall

1ot Eipp = 0 (3.33)
folgt die Differenzialgleichung zur Bestimmung von T' zu
rot ai’mlp rotT =0 in Q. (3.34)

Um Randbedingungen fiir (3.34) zu erhalten, wird ausgenutzt, dass aus (3.32) und
(2.9a) die Gleichheit der Wirbel folgt,

rot T = rot H. (3.35)

Dies motiviert, nach [BP07| einen Linien-Einheitsstrom entlang eines geschlossenen
Kantenzuges des FE-Netzes innerhalb von €2, zu definieren, welcher ein durch das
Gesetz von Biot-Savart [Strl10, S. 232] zu errechnendes Quellfeld H s hervorruft. Es
soll gelten

T=H, auf 0f).. (3.36)
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Die effiziente numerische Auswertung des Gesetzes von Biot-Savart ist in [HHO02]
beschrieben. Das Stromdichte-Vektorpotenzial wird mit rotationskonformen Ansatz-
funktionen approximiert

T =) [thw mit wy, € WHP(Q,). (3.37)
k

Ein Galerkin-Ansatz fithrt auf das FE-Gleichungssystem zu dessen Bestimmung
S,t =0, (3.38)
[t]x bekannt fir [t]x mit 0. assoziiert, (3.39)

mit
[Solij = /rot w; - oy rot w; dQ. (3.40)
Qe

Analog zu (3.23) ist (3.38) singulér aufgrund des nichttrivialen Nullraums des Rotati-
onsoperators, aber konsistent. Eine Baumeichung ist moglich, wird aber im Rahmen
dieser Arbeit nicht durchgefiihrt, weil es sich nur um ein Hilfsproblem handelt. Statt-
dessen wird der iterative BICG-Loser [TB97, Kapitel 39| von MATLAB verwendet.

Es bleibt, die Koeffizienten der Ansatzfunktionen [t]; zu bestimmen, welche mit dem
Rand des Leiters 0f2. assoziiert sind. Rotationskonforme Ansatzfunktionen erster
Ordnung besitzen eine Kantenspannung von

/ wl™ - ds = 0y, (3.41)

Kante

mit dem Kronecker-Delta ;. Daher lassen sich diese Koeflizienten bestimmen durch
das Integral

6= = / H,. ds. (3.42)
Kante k

Die Ansatzfunktionen hoéherer Ordnung besitzen keine solche geometrische Inter-
pretation mehr, weswegen vorgeschlagen wird, die restlichen Koeffizienten durch
L2-Projektion von H, auf WP (99Q,) zu bestimmen. Dazu ist das Gleichungssystem

TL 77! = h — T4 '] (3.43)
zu losen mit
[Tgw]z] = / n X (wf>1 X ’fl) . ’u)?:q dF, (344)
0Qec
h]; = / nx (W xn) - H,dl. (3.45)

Qe
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Der Gleichstromwiderstand des Leiters lésst sich {iber die ohmsche Verlustleistung
berechnen mittels

5 I ;1

RgC = J2

/ Jimp * Bimp A2 = / rot T - o1 rot T A2 = t7'S, t. (3.46)
QC Qc

Es sei erwahnt, dass bei auf Differenzialgeometrie basierenden Simulationsverfahren
T als ein Element des dualen Komplexes auch auf diesem diskretisiert wird [Ton01].
Konventionelle FE-Formulierungen arbeiten hingegen mit nur einem Netz, was einer
Diskretisierung aller Grofen auf dem primalen Komplex entspricht. Dieses Vorgehen
lésst sich dennoch motivieren, denn erstens kann das FE-Netz im differenzialgeome-
trischen Kontext als nicht-konforme Diskretisierung des dualen Komplexes aufgefasst
werden [BGO6|. Zweitens ist das Integral (3.24g) mit der Wahl der Ansatzfunktionen
(3.37) und der Sequenzeigenschaft der Ansatzfunktionenrdume [Bos98, S. 134] im
Sinne eines LL2-Skalarprodukts wohldefiniert. Die Konsistenz der FE-Formulierung
(3.23) liegt in (3.32) begriindet und ist in [ZC06, Kapitel 3| gezeigt.

Elektrisches Skalarpotenzial

Ausgangspunkt ist ebenfalls ein massiver Leiter {2, nach Abbildung 3.3(a) mit elek-
trischer Leitfahigkeit oy,,. Das ohmsche Gesetz (2.6b) und die Wirbelfreiheit des
elektrischen Feldes im statischen Fall

rot E =0 fir w=20 (3.47)

motivieren die Bestimmung der Stromdichte {iber ein elektrisches Skalarpotenzial ¢
zu

Jimp = _Uimp grad §Z§, (348)

siehe beispielsweise [[H06]. Im Gegensatz zum Stromdichte-Vektorpotenzial ist ¢ ein
Element des primalen Komplexes [Ton01|, der im Diskreten dem bereits vorhandenen
FE-Netz entspricht. Uber (3.48) kénnen keine Stréme in Leitern dargestellt werden,
deren erste Betti-Zahl ungleich Null ist, weil zur Darstellung rotationsfreier Funk-
tionen (3.47) in 2. auker Gradienten Elemente der ersten Homologiegruppe néotig
wiren |[Bos98, Kapitel 5|. Daher wird der Leiter entlang einer Querschnittsflache T
aufgetrennt, sodass ein einfach zusammenhéngendes Gebiet Q). mit Kontaktflsichen
I'f und T', entsteht, siche Abbildung 3.3(b). Zur Bestimmung dieser Schnittfldche
existieren automatische Algorithmen [DST10]. Die DGL zur Bestimmung des Ska-
larpotenzials folgt aus (2.7) zu

— div oymp grad ¢ = 0 in Q.. (3.49)
Approximation des Skalarpotenzials mit skalaren Ansatzfunktionen

¢ = [flsvk mit v, € V'P(Q,) (3.50)
k
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und Galerkin-Testen fithrt auf ein FE-Problem

Syt =0, (3.51a)
¢=1 auf T, (3.51Db)
¢ =0 auf I'_, (3.51c)

mit
[Selij = /grad V; - Oimp grad v; d€2. (3.52)
Qc

Die Randbedingungen entsprechen der Anregung mit einer Einheitsspannung. Mit
(3.51a) ist ¢ schwach divergenzfrei in ()., aber nicht notwendigerweise schwach di-
vergenzfrei in €)., denn durch das Auftrennen des Leiters ist im Allgemeinen

/gradv - Oimp grad ¢ dQ # 0 fiir v € V"P(€,) und vlp # 0. (3.53)

Qe

Numerische Experimente in Abschnitt 3.4 zeigen keinen groften Einfluss dieses Um-
stands.

Der Gleichstromwiderstand des Leiters folgt {iber die ohmsche Verlustleistung zu

-1 P _
(R%C) = =t /grad¢ o grad ¢dQ) = f7S,f. (3.54)

Qe

Homogene Stromdichte

Die Geometrie mancher physikalischer Leiteranordnungen, z. B. die von Spulen mit
sehr vielen Windungen oder Dréhten mit einer komplexen Mikrostruktur wie die
in Kapitel 4 behandelten Litzendréihte, kann nicht oder nur unter sehr hohem Auf-
wand modelliert werden. Ist die mikroskopische Stromverteilung nicht von Interesse,
kann eine homogene, mittlere Stromdichte vorgegeben werden [LR88|. In diesem Fall
repréasentiert ). die gesamte Leiteranordnung, beispielsweise das Wicklungsfenster
einer Spule, was eine deutliche Vereinfachung zur tatsdchlichen Geometrie darstellt.
Fiir eine Spule mit Klemmenstrom I, N,, Windungen, einer Querschnittsflache I',,
und Stromrichtung e, gilt

Nu

Jimp = IEGT.

(3.55)

Im Gegensatz zur Berechnung der Stromdichte fiir massive Leiter muss e, analytisch
vorgegeben werden.
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Systembeschreibung

Mit bekannter Stromdichte als Systemeingang von (3.30) wird auferdem ein Aus-
druck fiir die resultierende Klemmenspannung U benoétigt. Leistungsbetrachtungen
fithren auf die in [LR88|, [HS05| angegebene Formel

U= jw / A Ty dQ+ 2,1 (3.56)

Qe

mit der Stromdichte eines Einheitsstroms J imp-

Gegeben seien ng stromgesteuerte Leiter ohne Wirbelstrome €2 mit Serienimpe-
danzen Z!, indiziert durch i € {1,...,n¢c}. Die in diesem Abschnitt vorgestellten
Methoden erlauben die Berechnung der Stromdichten von Klemmenstrémen I° nach

Jo=J T (3.57)

imp imp

Angelehnt an (3.24g) und (3.56) werden Vektoren

bk = / wy - i, dQ (3.58)
Qi

definiert. Gleichung (3.241) entfillt fiir diese Art der Anregung wegen o = 0 in Q’.
Damit lautet das gesuchte FE-Gleichungssystem

(Ao + jWAl) X = Bcig7 (359&)
uc = jwBix + Zeic, (3.59b)

mit den Matrizen nach (3.31) und

Be — Rﬁ . bglc}, (3.60a)
io=[1" ... 17]", (3.60b)
ue = [0 ... Ure]’ (3.60c)
Zo = diag (2} ... Zre]. (3.60d)

3.2.2 Spannungsanregung fiir Strukturen ohne Wirbelstrome

Das Vorgehen fiir die Spannungsanregung verlduft im Wesentlichen analog zu Ab-
schnitt 3.2.1 und wird daher nur knapp erlautert. Betrachtet werden ny spannungs-
gesteuerte Leiter Q% mit ¢ € {1,...,ny} mit den gleichen Konventionen fiir Stréme,
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Spannungen, Serienimpedanzen und (3.58) wie in Abschnitt 3.2.1. Die Spannung
kann vorgegeben werden, indem (3.56) fiir jeden Leiter als zusétzliche Gleichung
mit unbekannten Strémen in das Modell aufgenommen wird. Die FE-Gleichungen

lauten
AO + jWAl _BV X . 0
g R Rl e
iv=1[0 Iy] [X] , (3.61D)
1y
mit den Matrizen nach Abschnitt 3.1.2, der Einheitsmatrix I, € R™V*™ und
L A
BV_{O 0}, (3.62a)
= [1' . )T (3.62b)
u, = [U' .Ut (3.62c)
Zy =diag [Z} ... ZM]. (3.62d)

Es ist zu erkennen, dass die Systemmatrix in (3.61) nicht symmetrisch ist, doch
analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.1.2 hilft auch hier eine Skalierung nach [LR88|.
FEine Formulierung in den negativen Ladungen

av = — (jw) iy (3.63)
fiihrt auf das symmetrische Gleichungssystem
AO 0 . A1 BV X . 0
(o =B 5]) ] = ] 55
iv = —jw[0 Iy] Lﬂ . (3.64b)

3.2.3 Stromanregung fiir Strukturen mit Wirbelstromen

Zur Realisierung stromgesteuerter Leiter mit Wirbelstromen existieren verschiedene
Ansétze: Das Aufstellen von Strom-Bilanzgleichungen iiber I'. resultiert in unsym-
metrischen Formulierungen [KJP*04]. Die in dieser Arbeit favorisierte symmetri-
sche Methode basiert auf einer Idee aus [DHL99|, worin ein Quellen-Skalarpotenzial
eingefithrt wird, das einen Sprung iiber dem Querschnitt I'. aufweist. Mathema-
tisch detailliertere Erlduterungen sind [HS05] zu entnehmen. In bisherigen Publi-
kationen kommt dem tblichen Skalarpotenzial ¢ aus (3.4) die Rolle des konstan-
ten Quellen-Skalarpotenzials zu. Damit entspricht die Formulierung im Leiter aber
der A*-Formulierung, welche sowohl beim iterativen als auch beim direkten Losen
schlechtere numerische Eigenschaften aufweist [FNO96|, [Bir99]. Es wird daher vor-
geschlagen, zusétzlich zu ¢ bzw. V' ein Quellen-Skalarpotenzial einzufiihren.
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r- I'f
—_— —
80020\ <900=0
<
—
wo =1

Abbildung 3.4: Quellen-Skalarpotenzial g auf schematischem FE-Netz eines Leiters.

Werden im massiven Leiter {2, nach Abbildung 3.3(a) Wirbelstrome zugelassen mit-
tels positiver Leitfahigkeit o > 0, ist die Vorgabe von J,, fiir eine Stromanregung
nicht zielfithrend, denn zusétzlich zu dem eingepragten Strom stellen sich diesem ent-
gegenwirkende Wirbelstrome ein, sodass der tatsdchliche Klemmenstrom unbekannt
ist. Alternativ wird ein Quellen-Skalarpotenzial ¢ eingefiihrt mit

Jimp = 0 Eimp = —0 grad ¢y, (3.65)

dem die Rolle einer Klemmenspannung zukommt. Fiir stetige Skalarfelder v ver-
schwindet die Spannung

U= fgradv- de, =0, (3.66)

weil der Weg ¢ entlang der Stromrichtung e, in €2, geschlossen ist. Aus diesem Grund
wird g nach Abbildung 3.4 so definiert, dass es einen Sprung in einer Querschnitts-
flache I'. des Leiters aufweist,

volp- =0, (3.67)

S00|F;r =1

(@)
o
N

Daraus ergibt sich eine eingepriagte Spannung von

U= j{grad o - de; = 1. (3.69)

c

Im Hinblick auf eine einfache Implementierung und diinn besetzte FE-Matrizen wird
nach [DHL99| nur den Ansatzfunktionen von g, die mit Knoten auf I't assoziiert
sind, der Wert Eins zugewiesen. Fiir den Klemmenstrom gilt in diesem Fall

]:/J-dl":—/J-gradgoon

te e (3.70)

= /ijA -grad pg + jwgrad V - o grad g + grad ¢ - o grad g dS2.

Qe



36 Numerische Berechnung quasistationarer Magnetfelder

Eine Betrachtung der Scheinleistung S mit
S:UI*:/ij-H*+E-J*dQ:g00|mu[*, (3.71)

Q

motiviert die Interpretation der Festlegung (3.65) mit (3.68) als Anregung mit einer
Einheitsspannung.

Beweis. Die komplex konjugierte Gesamtscheinleistung berechnet sich zu

S5* :/—ij*-HJrE*-JdQ
Q
= / —jwrot A - H’l rot A + (JwA* + jwgrad V* + grad ¢j)
J £
-0 (—jwA — jwgrad V — grad ¢g) dQ2 (3.72)
= /—jw (rot A" - p~ ' rot A+ jwA* - 0 (A+grad V) — A* - grad ¢)
J £
— jwgrad V* - o (jwA + jwgrad V + grad ¢y)
—grad g - 0 (JwA + jwgrad V + grad ¢g) d€2.
Einsetzen von (3.12a) und (3.12b) fiihrt auf

S* = / —grad ¢ - 0 (JwA + jwgrad V + grad ¢g) dQ (3.10) @olps I- (3.73)
Q
O
Damit lautet ein FE-Gleichungssystem mit einem stromgesteuerten Leiter
S —|—ij +ij jwMAV —bA XA 0
jwMVA jwl\/[vv —bV Xy | = 0 I, (374&)
—jwb] —jwb®, d U 1
XA
U=[0 0 1] |xv|, (3.74D)
U
mit den in (3.24) eingefithrten Grofen und
[bal; = — /wi - grad oo dS2, (3.75a)
Qe
[by]; = — / 0; div J i, Q2 = — / grad v; - o grad g dS2, (3.75b)
Qe Qe
d= /grad @ - o grad g d€2. (3.75¢)

Qe



Modellierung aktiver Leiterstrukturen 37

In aller Regel ist eine Formulierung fiir eine Spule mit mehreren in Serie geschalteten
Windungen i € {1,...,n,} gewiinscht, sodass die Klemmenstrome gleich sind und
die Klemmenspannung sich als Summe aller Teil-Klemmenspannungen U’ ergibt.
Unter Verwendung von (3.31) lauten die gesuchten Gleichungen

[A0+ jwA, Bcs} {X} _ [10 } I (3.76a)

jwBLg  Des) [t nw
_ T X
U=1[0 17 ] {uw} , (3.76Db)
mit

A b, ... b
BC’S = — |:b§ o b?/“’:| , (377&)
Des = diag [d* ... d™ ], (3.77b)
u, = [0 .. U]t (3.77c)
L, =[1 ... 1" eRr™. (3.77d)

Analog zu den bisher betrachteten Anregungsfillen werden ncs Spulen mit je n!,
seriell geschalteten Windungen betrachtet. Gleichzeitig wird durch das Umskalieren
des Quellen-Skalarpotenzials

Vo = (jw) " o (3.78)

eine Symmetrisierung des Gleichungssystems erreicht. Zusammenfassend lautet das
FE-Gleichungssystem

(L el me]) o] = e (575
Ucs = jw [0 1:(95} |:uw},{CS:| g (3.79b)
mit
Bos = [BlLg ... B, (3.80a)
Des = Mé‘s ]j,?cs], (3.80b)
U, c5 = (tjw)fl [uy” ... uﬁCS’T]T, (3.80c)
los = :18%0 - 1ngcs] . (3.80d)
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3.2.4 Spannungsanregung fiir Strukturen mit Wirbelstromen

Zuletzt werden angeregte Leiter mit Wirbelstromen betrachtet, bei denen eine Klem-
menspannung vorgegeben wird. Betrachtungen #dhnlich zum vorangehenden Ab-
schnitt ergeben fiir nys Spulen mit je n!, in Serie geschalteten Leitern

Ay 00 A, Bys 0 X 0
0 0 0| +jw|B{g Dys 1yg u,vs| =1 0 | uys, (3.81a)
0 00 0 1yg O qvs Iys
X
ivs =—jw [0 0 Iys] [uwvs|, (3.81b)
qvs

mit den Definitionen von Byg, Dyg, 1ys und u,,ys analog zu (3.80), der >, n’ -
dimensionalen Einheitsmatrix Iy, ¢ und

T

avs = — (jw) [ ... I"vs] (3.82)

3.2.5 Impedanzformulierung

Die in diesem Kapitel vorgestellten vier Anregungsarten kénnen problemlos in einer
einzigen Simulation miteinander kombiniert werden, inklusive der Neumann-Randbe-
dingungen in Form von by. Da diese Formulierung keine prinzipiell neue Erkenntnis
bringt, wird auf die sehr uniibersichtliche Darstellung verzichtet. Nur ein wichtiger
Spezialfall, die sogenannte Impedanzformulierung, die als Systemausgang die Impe-
danzmatrix liefert, wird prasentiert. Die Impedanzmatrix Z eines Mehrleitersystems,
mit Klemmenspannungen und -strémen in Vektoren u bzw. i zusammengefasst, ist
definiert durch

u = Zi, (3.83)

siehe [Poz98, S. 192|. Sie ist eine wichtige Kenngrofe bei der Charakterisierung
linearer Niederfrequenzprobleme. Weitere Kenngréfsen sind die Induktivitdtsmatrix
L und die Widerstandsmatrix R, gegeben durch

L= (jw) 'ImZ, (3.84)
R = ReZ, (3.85)

sowie die induktiven Kopplungsfaktoren nach [Pau90, S. 257|,

kij = ———2 (3.86)
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Wie aus (3.83) ersichtlich, wird die Impedanzformulierung erhalten durch Kombi-
nation stromgesteuerter Spulen nach den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.3 und Wahl
kanonischer Einheitsvektoren

ei=[0... 1 .0 (3.87)

Eintrag ¢

als Systemeingang. Inhomogene Neumann-Randbedingungen miissen aufgrund der
Linearitit der Gleichungen nicht berticksichtigt werden. Es ergibt sich unter Zusam-
menfassen der FE-Gleichungen und der Netzwerkgleichungen

Ao O . A1 BCS’ X o BC 0 ‘
<[ 0 0} o [Bgs DCSD |}hu,CSj| B { 0 105] e (3.88a)
. Bg O X ZC O
oo =7v [ 0 155} [uw,cs} * [ 0 O} C (3.88b)

mit den in den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.3 definierten Grofien.

3.3 Schnelle Frequenzgangsberechnungen quasista-
tionarer Magnetfelder

Mithilfe der in diesem Kapitel vorgestellten Methoden ist eine Charakterisierung
elektromagnetischer Strukturen unter quasistationdren Verhéltnissen im Frequenz-
bereich moglich. Die Auswertung der Modelle erfordert pro Frequenzpunkt die Lo-
sung eines hochdimensionalen, schwach besetzten Gleichungssystems. Auch wenn
einzelne Auswertungen mit vertretbarem numerischen Aufwand verbunden sind, ist
die Berechnung breitbandiger Frequenzgéinge um ein Vielfaches zeitaufwendiger.

Wie in Abschnitt 2.3 dargelegt, konnen die hohen numerischen Kosten durch Anwen-
dung von MOR verringert werden. FE-Formulierungen basierend auf den vier Anre-
gungsarten und deren Kombinationen weisen die Struktur (2.40), genauer (2.35) auf,
sodass die in Abschnitt 2.3 préasentierten MOR-Verfahren eingesetzt werden kénnen.
Generell wird vorgeschlagen, die Projektion nur auf die FE-Gleichungen anzuwen-
den und nicht auf zusétzliche Netzwerkgleichungen, wie sie beispielsweise in (3.88)
vorhanden sind. So bleiben im Sinne einer strukturerhaltenden Ordnungsreduktion
|[Fre04] die (skalierten) Stromen und Spannungen zugeordneten Unbekannten mit
ihren physikalischen Bedeutungen im reduzierten Modell erhalten. Die Dimension
des ROMs wird dadurch nur marginal erhéht, weil die Anzahl der Leiter stets viel
kleiner als N ist.
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Am Beispiel der Impedanzformulierung (3.88) werden die Gleichungen ausformuliert.
Ein reduziertes Modell ist gegeben durch

o el B[
+Jjw | = e;, 3.89a
(|: 0 01 J |:BgS Decs Uy.Ccs 0 1lcs ( )
~ [BL o0 % Zc 0
mit
Ay =VTAV, (3.90a)
A =VTAV, (3.90b)
Bcs = V'Bes, (3.90c)
Be = VIBe. (3.90d)

Die Projektionsmatrix V. € CV*" mit n < N kann dabei durch ein EP-Verfahren
nach Definition 2.4 oder ein MP-Verfahren nach Definition 2.6 bestimmt werden.
Wie bereits in den Grundlagen angesprochen, sind die reduzierten Matrizen (3.90)
im Gegensatz zu den Matrizen des vollen Modells (3.88) voll besetzt, aber von kleiner
Dimension, sodass die Losung von (3.89) um Grofenordnungen schneller berechnet
ist als die Losung des Ausgangsmodells. Fiir den Fall, dass ein Einpunktverfahren
verwendet wird, gilt Lemma 2.2 zum Momentenabgleich. Das ROM ist effizient im
Sinne von Definition 2.7.

Ein Punkt, der bisher nicht diskutiert wurde, betrifft die Genauigkeit des ROMs.
Diese kann bei EP-Verfahren iiber die Ordnung des Momentenabgleichs ¢ und bei
MP-Verfahren iiber die Anzahl der Entwicklungspunkte beeinflusst werden. Beide
schlagen sich in der ROM-Dimension nieder. Da a priori nicht bekannt ist, wie grof$
das ROM fiir eine gegebene Genauigkeit sein muss, kommen oft auf Fehlerschétzern
oder -indikatoren beruhende adaptive Verfahren zum Einsatz [PRO06|, [SFDE09].
Ein leicht zu berechnender Fehlerindikator ist die Norm des relativen Residuums r
beziiglich des vollen Modells [dIRRMO09|, die fiir (3.89) wie folgt lautet:

Ay 0 . | A1 Bes Vx Be 0
+ Jw — e;
<{ 0 0] ’ {Bgs Dcs| ) [uwcs 0 1cs
Be O
{ 0 103} ©i
Von Vorteil an diesem Indikator ist die Moglichkeit, ihn ausschliefslich tiber Grofen
des reduzierten Modells zu berechnen [KFK*11], sodass auch adaptive Verfahren
effizient im Sinne von Definition 2.7 sind. In der vorliegenden Arbeit wird fiir MP-
Verfahren Algorithmus 3.1 angewandt. Es handelt sich um ein Greedy-Verfahren,

welches in der Praxis fiir nicht-resonante Strukturen exponentielle Konvergenz auf-
weist [KFK*11].

7’—H

2 (3.91)

2
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Algorithmus 3.1 Adaptives Mehrpunktverfahren mit Greedy-Strategie

Eingabe: Ausgangsmodell ¥, Parametermenge {pi}L,, Fehlerschranke ¢
Ausgabe: Reduziertes Modell X

begin
Lose ¥(p;) nach x
Initialisiere Projektionsmatrix V.= QR(x)
repeat
Berechne ROM ¥ mittels V
fori=1...P do
Lise %(p;) nach X;
Berechne relatives Residuum r; beziiglich ¥(p;)
end for
Parameter mit maximalem Fehler m = arg MaxX7;

if r,, > € then
Lose X(py,) nach x
Aktualisiere Projektionsmatrix V < QR([Vx])
end if
until r,,, <e
end

3.4 Numerische Ergebnisse

Die Simulation aller prasentierten numerischen Beispiele basiert auf Prototyp-Im-
plementierungen in der Software MathWorks MATLAB. Version R2011b kommt auf
einem Intel Core i5-4670K zum Einsatz und Version R2014a auf einem Intel Core
i7-2600K.

Stromfiihrender Torus

Zum Vergleich der drei in Abschnitt 3.2.1 vorgestellten Arten zur Berechnung der
eingepriagten Stromdichte wird ein stromfiihrender Torus nach Abbildung 3.5 be-
trachtet. Er befindet sich zentriert in einer Box von 10 mm Kantenlénge mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die Materialeigenschaften entsprechen denen
des Vakuums. In Tabelle 3.1 sind jeweils die Induktivitdt L sowie der Gleichstrom-
widerstand R fiir verschiedene Ordnungen p der Ansatzfunktionen dargestellt. Die
eingepragte Stromdichte wird iiber das Stromdichte-Vektorpotenzial T' oder das elek-
trische Skalarpotenzial ¢ berechnet oder mittels e, analytisch vorgegeben. Sowohl
Berechnung iiber T als auch iiber ¢ liefert ab p = 2 Werte fiir R und L, welche einen
relativen Unterschied u von weniger als 0.3% aufweisen,

u=|z" —a?| /|27 mit z € {R, L}. (3.92)
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Abbildung 3.5: Stromfiihrender Torus mit Radien r, = 3 mm und 7; = 1 mm.

p Anzahl der Unbekannten Jiy,, tiber R in m{ L innH

T 0,60654  4,2942

1 25.051 [0) 0,60033  4,2624
analyt. 0,58284  3,9931

T 0,60549  4,5227

2 129.965 0] 0,60407  4,5214
analyt. 0,58284  4,2153

T 0,60444  4,5302

3 369.557 0] 0,60412  4,5295

analyt.  0,58284  4,2218

Tabelle 3.1: Simulationsergebnisse fiir stromfithrenden Torus.

Beide Methoden sind daher gleichermafsen geeignet. Die stérker abweichenden Werte
bei der analytischen Vorgabe von J,, sind iiber den Geometrie-Approximationsfeh-
ler des Torus zu erkldren, wie durch numerische Tests bestéatigt wird.

Spule mit Skineffekt

Um die schnelle Frequenzgangsberechnung zu demonstrieren, wird eine rotationssym-
metrische Spule #1 nach Abbildung 3.6 betrachtet. Der Ferrit besitzt eine relative
Permeabilitat von p, = 450 und keine elektrische Leitfahigkeit, fiir die 20 Windun-
gen der Spule gilt y, = 1 und o = 3-10” S/m. Die Induktivitit L und der Widerstand
R der Spule sind in Abbildung 3.7 tiber der Frequenz f = [1 Hz; 100 kHz| darge-
stellt. Wie zu erwarten sinkt die Induktivitdt durch den Skineffekt in den Leitern
iiber der Frequenz, wihrend der Widerstand ansteigt.

Zusitzlich zur konventionellen Berechnung mit der Impedanzformulierung (3.88)
wird ein EP-ROM der Ordnung ¢ = 12 um den Entwicklungspunkt f = 10 kHz
erstellt und mittels Algorithmus 3.1 ein MP-ROM mit Fehlertoleranz ¢ = 107%.
Optisch ist in Abbildung 3.7 eine gute Ubereinstimmung zwischen den ROMs und
dem vollen Modell zu erkennen. Abbildung 3.8 stellt den relativen Fehler in der
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|
Abbildung 3.6: Querschnitt durch Spule #1 mit Ferritplatte und 20 Windungen,
ri =11,1 mm, r, = 22,1 mm, ry = 23,5 mm, h =1 mm, £ = 1,01 mm und @ = 0,1 mm.
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Abbildung 3.7: Kenngrofen der Spule iiber der Frequenz f.
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Abbildung 3.8: Relativer Fehler in der Impedanz fiir EP- und MP-ROMs.
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Volles Modell* EP-ROM MP-ROM

Anzahl Unbekannte 1.464.416 33 28

davon FE-Unbekannte 1.464.396 13 8
Modellgenerierung in s 81,9 486 3026
Losung pro Frequenzpunkt in s 358 3,50-107* 2,83-1074
Auswertungen pro s 2,79-1073 2860 3528

Rechnung auf einem Intel Core i5-4670K CPU mit 3.4 GHz und 32 GB RAM.
¢ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.

Tabelle 3.2: Simulationszeiten fiir Spule #1.

Impedanz e mit Bezug auf die Impedanz des vollen Modells Z,¢ quantitativ dar,
_ ’Z - Zref‘
|Zref|

Das Fehlerniveau liegt im Bereich des numerischen Rauschens, folglich entsteht kein
relevanter Genauigkeitsverlust durch den Einsatz eines ROMs.

(3.93)

Schlieklich gibt Tabelle 3.2 eine Ubersicht iiber die Rechenzeiten. Die Modellgenerie-
rung umfasst fiir das volle Modell die Assemblierung der Grofen in (3.88), wihrend
fiir die reduzierten Modelle die Erstellung einer Projektionsmatrix und der Projek-
tionsschritt ebenfalls inbegriffen sind. Durch die Windungen der Spule enthélt das
Modell 20 Freiheitsgrade u,, cs laut (3.88), die nicht von der Ordnungsreduktion be-
einflusst werden. Losungs- oder Auswertungszeiten umfassen in der gesamten Arbeit
sowohl die Dauer zum Berechnen des Losungsvektors als auch des Systemausgangs.
Fiir affine Modelle wie (2.40) wird zusétzlich die Zeit zur Berechnung der Koeffizi-
enten und Bildung der Summen mitberiicksichtigt. Die Ergebnisse entsprechen den
Voraussagen aus Abschnitt 2.3. Wahrend das EP-ROM schneller generiert ist, weil
nur eine Faktorisierung der Systemmatrix benotigt wird, ist das MP-ROM kleiner
bei etwas hoherer Genauigkeit laut Abbildung 3.8. Das EP-ROM amortisiert sich ab
zwei Auswertungen, das MP-ROM ab neun Auswertungen. Bei beiden ROMs liegt
die Rechengeschwindigkeit um einen Faktor von mehr als einer Million iiber der des
vollen Modells.

3.5 Fazit

Mit der AV-A-Wirbelstromformulierung koénnen Leiter allgemeiner Geometrie si-
muliert werden. MOR-Verfahren fiir affine Systeme sind unmittelbar anwendbar,
um eine schnelle Auswertung der Frequenzginge der Klemmenstrome- und Span-
nungen zu ermoglichen. Der Ordnungsreduktionsfehler kann bis weit unterhalb zu
erwartender Diskretisierungsfehler verringert werden, wobei die ROM-Dimensionen
typischerweise kleiner sind als bei Modellen resonanter elektromagnetischer Struk-
turen [ZC06].
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Kapitel 4

Numerische Charakterisierung von
Litzendrahten mittels
Homogenisierung

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Simulationsverfahren fiir quasistationdre Ma-
gnetfelder aus dem vorangehenden Kapitel 3 ist die Charakterisierung induktiver
Bauelemente in elektronischen Schaltungen. Durch den in vielen Bereichen der Elek-
tronik herrschenden Trend zur Miniaturisierung steigen die Betriebsfrequenzen der
Schaltungen. Mit der Frequenz steigen aber auch durch Wirbelstrome verursachte
Verluste. Als Gegenmafnahme wird tiblicherweise Litzendraht statt massivem Draht
verbaut. Dieser besteht aus vielen diinnen, gegeneinander isolierten und miteinan-
der verseilten Einzeldréhten, den sogenannten Litzen. Durch die Verseilung wird ein
naherungsweise gleicher Strom in jeder Litze erreicht, gleichzeitig sind die Wirbel-
stromverluste durch den diinnen Litzenquerschnitt deutlich schwécher ausgepragt.
Litzendraht kommt beispielsweise in Spulen fiir die kontaktlose Energielibertragung
[B4], in induktiven Kochfeldern [AABT06] und in verlustarmen Spulen fiir Schalt-
netzteile zum KEinsatz. Auch wenn die prasentierten Verfahren fiir allgemeine, aus
Litzendraht bestehende Bauteile giiltig sind, wird der einfachen Darstellung halber
die Terminologie auf Spulen angepasst.

Fiir die konventionelle Feldsimulation ergeben sich durch die komplexe Mikrostruk-
tur von Litzendrahten zwei Probleme:

e Im Allgemeinen wird es nicht mdglich sein, ein CAD-Modell und daraus ein
geeignetes FE-Netz zu erzeugen.

e Selbst wenn ein FE-Netz existiert, wird dieses durch seine Komplexitat auf
Gleichungssysteme so hoher Dimension fiihren, dass deren Losung nicht zweck-
makig ist.
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Daher wurden erste Aussagen iiber die Verluste in aus Litzendraht gefertigten Spu-
len mittels analytischer Modelle getroffen [BL40|, [Dow66|, [Fer90|, [Fer94]. Die ge-
nannten Ansétze sind allerdings nur fiir spezielle Geometrien giiltig, zusétzlich ist
die Genauigkeit der Formeln teilweise unbefriedigend. Um Litzendriahte dennoch ef-
fektiv bei numerischen Simulationen beriicksichtigen zu kénnen, haben sich neben
heuristischen Verfahren [Sul01| vor allem Homogenisierungsverfahren durchgesetzt.

Homogenisierung bedeutet, statt des tatsédchlichen Problems ein einfacheres Ersatz-
problem zu berechnen, dessen Losung in dem komplexen Koérper ndherungsweise ei-
nem makroskopischen Mittelwert entspricht [ERRB97|. Die Grundidee besagt, dass
sich die Felder innerhalb der Mikrostruktur zerlegen lassen in einen &rtlich schnell
schwingenden Teil, welcher ausschliefslich auf mikroskopischer Ebene behandelt wird,
und einen langsam schwingenden Teil, der auf der makroskopischen Ebene simuliert
wird: Die Litzenstruktur wird durch eine echt periodische Kristallstruktur approxi-
miert, welche vollstédndig durch eine Kristall-Einheitszelle, also auf mikroskopischer
Ebene, bestimmt ist. Die FE-Simulation solch einer Einheitszelle liefert einen aqui-
valenten magnetischen Permeabilitdtstensor und eine konzentrierte Serienimpedanz
[PKLO03|. In dem makroskopischen Modell wird das gesamte Wicklungsfenster durch
einen homogenen Block ersetzt, welchem die dquivalente Permeabilitat zugewiesen
wird. Damit ist das makroskopische Modell geometrisch so weit vereinfacht, dass
Simulationsverfahren aus Kapitel 3 angewendet werden kdnnen.

Homogenisierungsverfahren im Frequenzbereich existieren fiir das gesamte System
der Maxwell-Gleichungen [Bos94|, [ERRB97| und speziell fiir Wirbelstromproble-
me [PKLO03|, [GD05], [MPC*08], [MCGT10]. Ansétze fiir Homogenisierung im Zeit-
bereich sind in [GSDO07|, [SDGO§| zu finden. Unterschiede liegen in der Art, die
Einheitszelle zu modellieren, und darin, ob zweidimensionale oder dreidimensionale
Zellen gerechnet werden. Wiahrend [Bos94] und [ERRB97| periodische Randbedin-
gungen fiir 3D-Zellen vorgeben, werden in den anderen Arbeiten Symmetrien der
Einheitszelle ausgenutzt, um konventionelle Randbedingungen zu nutzen.

In Abschnitt 4.2 der vorliegenden Arbeit wird ein quasistationires 2D-Zellenpro-
blem &hnlich [MCG*10] vorgestellt, allerdings mit periodischen Randbedingungen,
sodass die Einheitszelle keine bestimmte Symmetrie aufweisen muss. Dazu wird in
Abschnitt 4.1 zunéchst eine Formulierung fiir 2D-Wirbelstromprobleme eingefiihrt.
Die Extraktion der makroskopischen Materialparameter wird in Abschnitt 4.3 be-
handelt. Abschnitt 4.4 zeigt am Beispiel der Impedanzformulierung (3.88), wie ho-
mogenisierte Spulen in 3D-FE-Formulierungen zu bertiicksichtigen sind. Schliefslich
werden auch die schnellen Frequenzbereichsverfahren aus Kapitel 3 in Abschnitt 4.5

um homogenisierte Strukturen erweitert. Die Ausfiihrungen dieses Kapitels orientie-
ren sich an [A4].
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T

Abbildung 4.1: Zweidimensionales planares Feldgebiet T'.

4.1 Zweidimensionale planare Probleme

Geometrien mit vernachlissigharen Anderungen entlang einer Koordinatenachse,
die hier ohne Beschriankung der Allgemeinheit mit der z-Achse mit Einheitsvektor
e. identifiziert wird, konnen durch einen Separationsansatz als zweidimensionale
planare Probleme behandelt werden. Dies vereinfacht sowohl den Modellierungs- als
auch den Rechenaufwand, denn es muss nur noch eine Querschnittsebene z = const.
diskretisiert werden. Aufserdem ist ein Einkomponentenvektorpotenzial

A= Ae, mit A € H' (4.1)
ausreichend zur Beschreibung der Felder.

Es wird eine FE-Formulierung nach [WC82| fiir ein Feldgebiet I' nach Abbildung
4.1 verwendet. Der Einfachheit halber werden nur ein einzelner angeregter Leiter
I'. und Dirichletrander sy betrachtet. Aufserdem werden isotrope Materialien mit
skalarer Permeabilitdt p und Leitfahigkeit o vorausgesetzt. Das RWP lautet

é.-rot u trot Ae, — jwoA —oxU =0 in T, (4.2a)
J-e,=—jwocA+ ol in [, (4.2b)
A=0 auf s4. (4.2¢)

Darin bezeichnet U’ den Spannungsabfall pro Langeneinheit tiber dem Leiter I'. und
X dessen charakteristische Funktion. Multiplikation mit Testfunktionen v € H(T)
und Integration iiber I' fithrt auf die schwache Form

/rot ve, - u 'rot Ae, dI' + /UO‘A dI' — /UO' dr'’ = 0, (4.3a)
r r r.
[= —jw/JA dr + (R)"'v’ (4.3)
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mit dem Klemmenstrom I und dem Gleichstromwiderstand pro Léngeneinheit

R = (/adF) B (4.4)

Ie

Diskretisierung des Vektorpotenzials mit Knotenelementen

A= "[x]pon mit v, € VP (I) (4.5)
k

und Wahl gleicher Testfunktionen im Sinne eines Galerkin-Ansatzes ergibt das FE-
Gleichungssystem

g Sl

gl o) Tl
mit
[Soplij = /rot vie, -t rotvje, dr, (4.7a)
T
[TzD]ij = /UiUUj dr, (4-7b)
T
8] = /UiU drI. (4.7¢)

Ie

Bemerkung. Analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.1.2 wird das Gleichungssystem
(4.6) symmetrisch durch Formulierung in einer modifizierten Spannung U'/jw. Um
weitere Formeln tibersichtlich zu halten, wird fir planare Probleme auf eine Umfor-
mulierung verzichtet, denn Rechen- und Speicheraufwand fallen bei den betrachteten
Modellen nicht ins Gewicht.

4.2 Das Zellenproblem

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine FE-Formulierung zur mikroskopischen Beschrei-
bung von Litzendrahten herzuleiten. Es wird angenommen, dass der Kriimmungs-
radius und die Schlaglinge des Litzendrahtes wesentlich gréfser sind als der Litzen-
durchmesser, aufserdem sei die Anzahl der Litzen sehr groft. Damit verhélt sich eine
einzelne Litze ndherungsweise wie ein gerader Leiter in einem planaren, periodischen
Kristallgitter identischer Leiter. Folglich ist die Modellierung einer 2D-Einheitszelle,
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or,/ T:po

or’

Abbildung 4.2: Feldgebiet einer Einheitszelle I' mit Rand oT" = |J 9Ty, T

welche einen Leiterquerschnitt enthélt, ausreichend zur Beschreibung der Leiter-
struktur.

Betrachtet wird dazu ein Feldgebiet I' nach Abbildung 4.2 mit isotropen Materialei-
genschaften p und o. In dem Feldgebiet befindet sich ein angeregter Leiter I', C I
mit 0 > 0. Der Rand OI" zerfillt in paarweise gegeniiberliegende Teilrénder OI'; und
oI}, die dquivalente Fliachen im Kristallgitter représentieren. Der Einfachheit halber
soll der Koordinatenursprung im geometrischen Schwerpunkt des Feldgebiets liegen.

Nach [Bos94|, [ERRB97| werden die elektromagnetischen Felder zerlegt in einen zell-
periodischen Anteil mit verschwindendem Mittelwert und in Restfelder, welche mit
den makroskopischen Feldern identifiziert werden. Der Ausdruck zellperiodisch be-
deutet, dass die Felder invariant gegen Translationen entlang der Basisvektoren des
Kristallgitters sind, also dass die Felder auf dquivalenten Kristallflichen identisch
sind. Fiir eine planare, magnetoquasistatische Berechnung sind nur das (Einkompo-
nenten-) Vektorpotenzial und die magnetische Flussdichte von Interesse. Wir zerlegen
A in den zellperiodischen Anteil a und das Restfeld A,, sowie B in den zellperiodi-
schen Anteil b und den makroskopischen Anteil B,, nach

B-—b+B,, (4.8)
A=a+ Apn. (4.9)

Es wird gefordert, dass auch fiir die makroskopischen Felder die Bestimmungsglei-
chung

rot A,,e, = B,, (4.10)

gilt. Damit fithrt eine Taylorentwicklung niedrigster Ordnung auf den Ansatz

B,, = B,e, + Bye, mit B,, B, = const., (4.11)
T
A, =B, x |y| = Byy — Byz. (4.12)

0
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Aufgrund der Lage des Koordinatenursprungs ist der Mittelwert des so definierten
makroskopischen Vektorpotenzials A,, iiber die Einheitszelle Null. Es wird keine
zusatzliche Konstante mitberiicksichtigt, da diese die physikalischen Felder nicht
andern wiirde. Fiir a gelten die periodischen Randbedingungen

a’ar; = algr, - (4.13)

Aus Gleichung (4.13) folgt jedoch keine Aussage iiber den Mittelwert von a. Uber
eine Variante des gaufischen Satzes

/rot aé,dl’ = fads (4.14)

r or

folgt fiir den Mittelwert der zellperiodischen magnetischen Flussdichte

F/deF:Zi <8F/iads+/ads’) = 0. (4.15)

ar,

Die Integrale 16schen sich paarweise aus wegen (4.13) und ds = —ds’. Gleichung
(4.15) untermauert, dass B,, tatsachlich die makroskopische magnetische Flussdich-
te reprasentiert.

Ausgangspunkt fiir das Zellenproblem ist das 2D-planare RWP (4.2). Eine Formu-
lierung im zellperiodischen Vektorpotenzial a ergibt sich durch Einsetzen von (4.9)
und Beriicksichtigen der periodischen Randbedingungen zu

e, -rot ' rotae, + jwoa — oxU' = —jwo (Byy — Byx), (4.16a)
I = —jw/a (a+ B,y — Byzx) dI' + (R’)‘1 U, (4.16b)

re
@|aF; = alr, - (4.16c)

Das RWP (4.16) ist nicht eindeutig losbar, denn jedes Tupel (ag, Uj) der Form

ag = const.(I"), (4.17a)
U = jwag (4.17b)
16st die homogenen Gleichungen B, = B, = I = 0. Anschaulich folgen diese Lo-
sungen aus der bereits angesprochenen Unbestimmtheit des Mittelwerts von a. Um

eine eindeutige Losung zu garantieren, muss der durch (4.17) aufgespanne Nullraum
ausgeschlossen werden, indem ein Mittelwert vorgegeben wird. Die Festlegung

/ adl =0 (4.18)

r

ist konsistent mit der Interpretation von A,, als makroskopisches Vektorpotenzial.
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4.2.1 Schwache Form und FE-Gleichungssystem

Eine schwache Form der Differenzialgleichung (4.16a) folgt durch Testen mit Funk-
tionen v € H'(T') zu

/rotvéz-u_lrotaézdf—i-jw/vaadf—/vadFU/—l—/\/vdF

8 : e : (4.19)
= jw/va (Byx — B,y) dr.
T

Darin ist (4.18) iiber einen Lagrange-Multiplikator A realisiert. Randintegrale treten
nicht auf, weil periodische Randbedingungen (4.16¢) gelten miissen. Approximation
von a durch eine endliche Anzahl Ansatzfunktionen

a= Z[x]kvk mit vy, € VP (4.20)
k

und Galerkin-Testen fiihrt auf ein FE-Gleichungssystem der Form
A.x.=B.b, (4.21)

mit den Matrizen

[Sop + jwTop  —8s v
A= | —jug, (B)' o, (4.22a)
i vl 0 0
-_ngy ]wgz 0
B, = | jwC, —jwC, 1|, (4.22b)
0 0 0
[ x
x.= (U], (4.22¢)
| A
b.=[B, B, I]". (4.22d)
Die darin auftretenden Grofen sind definiert in (4.7) und
g, = /crvip dr mit p € {z,y}, (4.23a)
T
C, = /ap dr mit p € {z,y}, (4.23Db)

V)i = / vy dT. (4.23¢)
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4.2.2 Periodische Randbedingungen

Es wird angenommen, dass das FE-Netz konform ist, also dass zu jedem Knoten
und jeder Kante auf OI'; entsprechende Knoten und Kanten auf JOI'; existieren. Die
Wahl des Ansatzfunktionenraumes V*? und die Randbedingungen (4.16¢) implizie-
ren, dass die Koeffizienten von Ansatzfunktionen, welche einander entsprechenden
Netzentitaten zugeordnet sind, gleich sein miissen. Formal kann der Losungsvektor
X, in (4.21) daher {iber einen reduzierten Losungsvektor x, und eine Prolongations-
matrix P nach

x. = Px, (4.24)

dargestellt werden. Es seien ¢ und ¢ + 1 die Indizes zweier einander entsprechenden
Ansatzfunktionen in x.. Wenn j der zugehorige Index im reduzierten Vektor x, ist,
dann lautet die entsprechende Spalte der Prolongationsmatrix

Py = (4.25)

1+1

O = = O

Das Zellenproblem unter Einbeziehung der periodischen Randbedingungen lautet
damit

PTA Px, = P'B.b.. (4.26)

4.3 Extraktion der makroskopischen Materialpara-
meter

In diesem Abschnitt wird dargelegt, wie aus dem Zellenproblem Daten zur makrosko-
pischen Beschreibung einer aus Litzendraht bestehenden Leiterstruktur gewonnen
werden kénnen. Konkret miissen die Wirbelstromverluste im Makromodell abgebil-
det werden, bei dem klassischer Weise eine Unterscheidung zwischen Skineffekt und
Proximityeffekt getroffen wird [Dix88|. Der Skineffekt in einem Leiter wird durch
die Leitungsstrome selbst verursacht, wohingegen der Proximityeffekt durch eine
aufsere magnetische Flussdichte induziert wird. Fiir das weitere Vorgehen wird vor-
ausgesetzt, dass die elektromagnetischen Reaktionsfelder beider Effekte zueinander
leistungs-orthogonal stehen. Diese Bedingung ist fiir Leiter I'., welche eine Symme-
trieachse aufweisen, erfiillt [Fer90], was in vielen praktischen Anwendungen der Fall
ist. Die Orthogonalitdt erlaubt die getrennte Betrachtung beider Effekte, was in
[PKLO03|, [GD05| ausgenutzt wurde.
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4.3.1 Proximityeffekt

Der Proximityeffekt wird abgebildet durch Anregung des Zellenproblems mit (B,,, #
0,1 = 0). Zunéchst sei angenommen, dass sich das Zellenproblem isotrop hinsichtlich
des Proximityeffekts verhélt, dass also die Richtung von B,, keinen Einfluss auf die
Verluste hat. Wie in [MLPP98] vorgeschlagen, kénnen die Verluste mittels einer
komplexwertigen magnetischen Reluktivitat

Um =V, + jui (4.27)

im makroskopischen Modell berticksichtigt werden. Diese wird errechnet durch aqui-
valente Scheinleistungen [GDO05|: Die Scheinleistungsdichte aufgrund einer magneti-
schen Flussdichte B, ergibt sich im makroskopischen Modell zu

1
sm =5 (wp + jwr,) | Bml*. (4.28)

Im Zellenproblem hingegen wird eine Scheinleistung von

E =é.[xU - jw(a+ By — Byz)], (4.29)
B =rotae, + B, (4.30)
1
s=3 [E-orrarssy [BowBy ar (4.31)
I I

umgesetzt. Da die Dimensionen des Zellenproblems als sehr klein im Vergleich zur
makroskopischen Skala angenommen werden, kann die mittlere Scheinleistungsdichte

S

5= —
I

(4.32)

mit (4.28) gleichgesetzt werden. Daraus folgt die dquivalente Reluktivitét

,  2ImS
Wl

s 2ReS
v, = ST

(4.33a)

(4.33b)

Mit einer FE-Losung des Zellenproblems (4.26) und unter Voraussetzung reeller
Materialeigenschaften lautet die Scheinleistung

X g Sop — jwTap 2o h, —~h, x 1"
g Jw|U gg (jwR)™ Cy —Cs U’
2 | B, h, C, (V) — jwCyy  —jwCyy B,
B, —h? —C, —jwClyy (vy — jwCyp| | B
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mit den Grofen aus (4.7), (4.23) und
/ 0 —u;dl’ mit p € {z,y}, (4.35a)
opqdl’ mit p,q € {z,y}, (4.35D)

vdr. (4.35¢)

Nun kann auf die Annahme der Isotropie verzichtet werden. Als Konsequenz ergibt
sich statt (4.27) ein Reluktivitatstensor

Vi =V, + jU, (4.36)

dessen Komponenten aus Anregung des Zellenproblems in zwei orthogonale Rich-
tungen B,,; sowie B,,» und Auswertung von Formel (4.34) folgen. Die Matrix
in (4.34) ist komplex-symmetrisch und damit diagonalisierbar [Ber09, Proposition
3.1.6]. Folglich existiert fiir v,, ein Hauptachsensystem, in dem der Tensor Diagonal-
gestalt annimmt. Fiir die Berechnung sei auf die Literatur verwiesen [TB97, Kapitel
24 f.], im Hauptachsensystem gilt die Darstellung

& AT 5 AT
gm = Vm,1€5€; + Vm,2€¢€4 (437)

mit skalaren v,,; und v,, » und den Hauptachsenrichtungen e, und e;.

Der Ubersichtlichkeit halber wird weiter mit einer skalaren Reluktivitit (4.27) ge-
rechnet, die Beriicksichtigung von (4.36) ist trivial. Es bleibt, die Reluktivitit in
e.-Richtung zu bestimmen. Die aus einer makroskopischen Flussdichte in dieser
Richtung zu erwartenden Proximity-Verluste sind aufgrund der Litzengeometrie ver-
nachléssigbar [PASGO7|. Werden keine Wirbelstrome in der xy-Ebene zugelassen,
ergibt sich die Reluktivitit v, als gewichteter Mittelwert

7/
v, =— [ vdl. (4.38)
oy

Im dreidimensionalen Makromodell ist die Orientierung der Litzendrahte eine Funk-
tion des Ortes, denn die Dréahte zeigen im Mittel in die Stromrichtung €, aus (3.55).
Mit einer orthonormalen Basis (€&,, &, €;) lautet der Reluktivititstensor

Vi (€561 + €8] ) + e el (4.39)

T

1S
I
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4.3.2 Skineffekt

Der Skineffekt wird abgebildet durch Anregung des Zellenproblems mit (B, =
0,1 # 0). Ahnlich dem Vorgehen in [ERRB97|, [MCG*10| kénnte eine dquivalen-
te Leitfahigkeit fiir das makroskopische Problem definiert werden. Dieses Vorgehen
wiirde aber erfordern, dass die Elementarzellen auch im Makromodell gegeneinan-
der isoliert werden, weil sich sonst ein unphysikalischer Skineffekt auf der Skala
der gesamten Leiterstruktur ausbilden kénnte [MCGT10|. Damit werden aber die
geometrischen Vereinfachungen durch die Homogenisierung weitestgehend zunichte
gemacht.

Als Alternative wird wie in [PKLO03| iiber Leistungsbetrachtungen analog Abschnitt
4.3.1 eine konzentrierte Impedanz definiert, welche dem Leiter im makroskopischen
Modell in Serie geschaltet wird. Die Methode wird durch die Tatsache motiviert,
dass der Skineffekt von den extern induzierten elektromagnetischen Feldern im Lei-
ter und damit von dem FE-Modell unabhéngig ist. Aufferdem ist die Scheinleistung
im Zellenproblem genau wie die einer Impedanz proportional zum Betragsquadrat
des Stroms. Aus einer FE-Losung des Zellenproblems (4.26) bestimmt sich die Schein-
leistung zu

ur

S 4.40
. (4.40)
und damit die Serienimpedanz Z!,, pro Langeneinheit fiir eine Litze zu
25
b= 4.41
skin |[’2 ( )

4.4 Das makroskopische FE-Modell

Die prasentierte Methodik erlaubt die FE-Simulation aus Litzendraht bestehender
Spulen, indem die Geometrie durch einen homogenen Block vereinfacht wird und
Verluste iiber dquivalente Materialien abgebildet werden. Die Anregung der Spu-
len auf FE-Ebene geschieht durch eine homogene Stromdichte nach Abschnitt 3.2.1
und erlaubt die Ansteuerung mittels eines Klemmenstroms oder mittels einer Klem-
menspannung, siche Abschnitt 3.2. Das Vorgehen wird am Beispiel stromgesteuerter
Leiter erlautert.

Gegeben seien ne homogenisierte Spulen, welche durch den Index h identifiziert
werden. Jede bestehe aus N, Wicklungen eines Litzendrahts mit n, Einzellitzen
und Elementarzelle I'j,. Die mittlere Drahtlange sei L;, und das Wicklungsfenster der
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sase
8000 -

I
R~

Abbildung 4.3: Homogenisierungsprozess anhand des Wicklungsfensters einer Spule.
Links: Tatsdchlicher Draht mit n; Litzen. Mitte: Wicklungsfenster mit Ny,
homogenisierten Windungen mit v und Luft mit 1y. Rechts: Homogenisiertes
Wicklungsfenster mit skalierter Reluktivitét V.

Spulen €2, C Q Teil des Feldgebiets 2 aus Abschnitt 3.1. Ihre Skineffekt-Impedanz
lautet mit (4.41):

N,

np

Sie wird als Serienimpedanz Z. in (3.56) verwendet.

Fiir den Referenzquerschnitt Aj, auf den sich der dquivalente Reluktivitdtstensor
vy, nach (4.39) bezieht, gilt

Ah = nhNh |Fh| . (443)

Durch nicht-ideale Packung der Litzen im Draht sowie Lufteinschliisse bedingt durch
quadratische Packung und gegebenenfalls Umspinnung der Dréahte im Wicklungsfens-

ter ist der tatsdchliche Spulenquerschnitt A, in der Regel grofer, es lasst sich ein
Fiillfaktor

fn== (4.44)
definieren. Mit der Vakuumreluktivitét Vo = vol3 kann v, umskaliert werden zu

Uy = fuun + (1= fu)ro. (4.45)

Der Prozess ist schematisch in Abbildung 4.3 dargestellt.

Ausgangspunkt der FE-Formulierung ist (3.59). Der Einfluss der Homogenisierung
und damit der dquivalenten Reluktivitdaten auf das FE-System soll verdeutlicht wer-
den. Dazu werden die Gleichungen (4.45) und (4.39) in die Definition der im FE-
System vorkommenden Steifigkeitsmatrix S nach (3.24a) eingesetzt; von der Bau-
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meichung betroffene Ansatzfunktionen seien bereits eliminiert. Es ergibt sich eine
Aufspaltung

no
S=Sy+> vSh (4.46)
h=1
[Solij = / rotw; - p~ ' rot w
AUy,
. (4.47)
+ Z/rot w; - [(1 = fa)vo + furle el] rotw; dQ,
h=1g,
[Shlij = /rot w; - fi (ésésT + ététT) rot w; d€2. (4.48)
Qp

Damit lautet die FE-Formulierung fiir n¢ stromgesteuerte Spulen mit Litzendriahten
unter expliziter Angabe der Frequenzabhéngigkeit

ne
(AO + jwA; + Z V&(M)Ah> x(w) = Beig, (4.49a)
i=1
uc = jwBix(w) + diag Z, (w)ic, (4.49b)
mit den in (3.60) eingefithrten Grofen, A, nach (3.31b) und
_[Se 0
_Sh 0
Ay = {o 0] . (4.50b)

Die Impedanzformulierung unter zusétzlicher Einbeziehung stromgesteuerter Spu-
len aus massiven Leitern nach Abschnitt 3.2.3 ist aus (4.49) und (3.88) leicht zu
konstruieren.

4.5 Schnelle Frequenzgangsberechnungen fiir Spu-
len mit Litzendrahten

Mit bekanntem Aufbau der FE-Modelle zur Simulation von Spulen mit Litzendréh-
ten stellt sich die Frage nach Mdéglichkeiten, den Frequenzgang schnell auszuwerten.
Prinzipiell kommen dafiir genau wie fiir die FE-Modelle aus Kapitel 3 die MOR-Ver-
fahren aus Abschnitt 2.3 in Frage.

Das volle Modell (4.49) weist eine affine Struktur enstprechend (2.40) mit der Kreis-
frequenz w als Parameter auf. Die affinen Funktionen kénnen mit den aus dem Zel-
lenproblem zu bestimmenden #dquivalenten Reluktivitdten und Serienimpedanzen
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identifiziert werden. Damit sind Mehrpunkt-MOR-Verfahren unmittelbar anwend-
bar. Wegen der schnellen ROM-Generierung ist auch die Anwendung von Einpunkt-
verfahren wiinschenswert, aber die dafiir notwendige polynomielle Parametrierung
des Ausgangsmodells (4.49) ist nicht gegeben. Der Grund liegt in der impliziten Fre-
quenzabhiingigkeit von /", die aus der FE-Losung des Zellenproblems folgt. Doch
die dem Zellenproblem zugrunde liegende Diffusionsgleichung legt nahe, dass der Fre-
quenzgang der Reluktivitdt ndherungsweise eine klassische Debye-Relaxation [Bal89,
S. 83| aufweist, welche gegeben ist durch

Vgtat — Voo

. 4.51
1+ jwr ( )

VDebye = Voo +

Darin beschreiben v, und v, die Grenzwerte der Reluktivitat fir w — 0 bzw.
w — o0, und 7 ist die Relaxations-Zeitkonstante. Es wird vorgeschlagen, Tripel
(vh o v 7,) diber einen least-squares-fit an v” (w) in einem vorgegebenen Frequenz-
intervall [Win; Wmax| zu bestimmen. Die Qualitat der daraus resultierenden Appro-
ximation (4.51) wird in Abschnitt 4.6 anhand numerischer Beispiele gezeigt.

Einsetzen von (4.51) in (4.49a) fiihrt auf

L I/h —I/h’
Al + jwA —stat "0 A = B.i 4.52
< 0o T Jw 1+hz::11+jwm h)x ic, (4.52)
mit
nc
Af=Ag+ ) VLA, (4.53)
h=1

Die gewiinschte polynomielle Parametrierung der Zustandsgleichung des Modells
folgt aus (4.52) durch Multiplikation mit dem Hauptnenner

nc

[T+ jwn) (4.54)

zu
nc nc nc
H (1+ jwr;) (A + jwAq) + Z H (Vo — V) (1 + jwr;) Aj | x = Bdc,
i=1 h=1 ;;}L
(4.55a)
uc = jwBlx + diag 7, (w)ic. (4.55b)

Das Modell (4.55) wird ausschlieflich zur Generierung der Projektionsmatrix ver-
wendet, aber als Ausgangsmodell fiir die Ordnungsreduktion dient weiterhin (4.49),
denn
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e Gleichung (4.55a) stellt nur eine Approximation an (4.49a) dar und

e das exakte Modell (4.49) weist eine einfachere Struktur hinsichtlich der Anzahl
der vorkommenden Matrizen auf.

Mit diesen Ergebnissen lautet ein ROM fiir ne stromgesteuerte Spulen mit Litzen-
dréhten

nc
(Ao + jWAl -+ Z V&(W)Ah> X = Bcic, (456&)

=1
uc = jwBLx + diag Z,(w)ic, (4.56b)

mit

Ay =VTAV, (4.57a)
A =VTAV, (4.57b)
A, =VTA,V, (4.57¢)
Bc = VB¢, (4.57d)

Die Projektionsmatrix V. € CV*™ mit n < N kann dabei iiber ein MP-Verfahren
nach Definition 2.6 oder ein EP-Verfahren fiir (4.55) nach Definition 2.4 generiert
werden. Aus der Notwendigkeit, im ROM fiir jeden Frequenzpunkt das Zellenpro-
blem zu 16sen, um " (w) zu bestimmen, ergibt sich kein Nachteil im Vergleich zu
einem aus (4.55) generierten ROM. Denn das Zellenproblem muss ohnehin aufgestellt
werden, um Zp,(w) zu errechnen. Aus der Bestimmung der Skineffekt-Impedanz liegt
cine Faktorisierung der Matrix in (4.26) vor. Damit liegt der rechnerische Mehrauf-
wand der exakten Bestimmung von v (w) im Vergleich zur Debye-Niherung bei
einem Vor- und Riickeinsetzen fiir (4.26). Dabei handelt es sich um ein aus einer
unkomplizierten 2D-Struktur abgeleitetes FE-Gleichungssystem kleiner Dimension,

sodass die numerischen Kosten insgesamt nicht ins Gewicht fallen.

Ein ROM fiir die Impedanzformulierung kann vo6llig analog konstruiert werden.

Bemerkung. Fulls eine FE-Simulation mit homogenisierten, spannungsgesteuer-
ten Spulen nach Abschnitt 3.2.2 durchgefiihrt wird, sind die Impedanzen Z, Teil der
Systemmatriz und nicht mehr Teil des Durchgriffs. Um ein Einpunktverfahren fir
diesen Typ der Simulation herzuleiten, miissen auch die Verldufe Z,(w) mit geeig-
neten Funktionen approximiert werden. In dem Fall kann es zweckmdifig sein, das
ROM aus der polynomiellen Approximation zu generieren, und im online-Schritt
vollkommen auf die Auswertung von Zellenproblemen zu verzichten.
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Abbildung 4.4: Aquivalente Permeabilitit aus dem Zellenproblem und nach einem
Debye-Fit mit zugehorigem relativem Fehler.

4.6 Numerische Ergebnisse

Hexagonal gepackter Litzendraht

Um das Zellenproblem und die Extraktion der makroskopischen Materialparameter
zu demonstrieren, wird ein runder Litzendraht mit einem Durchmesser von 80 pum
und einer Leitfihigkeit von o = 5.8-107 S/m in einer hexagonalen Packung betrach-
tet. Daraus ergibt sich eine hexagonale Einheitszelle nach Abbildung 4.2, deren
Fliche aus der Packungsdichte der Litzen von p = 11663/cm? folgt. Damit betriigt
die Kantenlénge a der Zelle etwa

2
a=———~ 57,4 pum. 4.58
35 ft (4.58)
Das FE-Modell der Einheitszelle hat fiir Ansatzfunktionen zweiter Ordnung 290
Unbekannte, sodass der Autor die Anwendung von MOR auf das Zellenproblem als
irrelevant betrachtet.

Abbildung 4.4 zeigt die relative dquivalente Permeabilitat i, ,, welche sich aus der
dquivalenten Reluktivitét (4.27) berechnet zu

V! = pofim.r = po (' — ju'") . (4.59)

Zusétzlich ist ein Debye-Fit nach (4.51) eingezeichnet, Abbildung 4.4(b) stellt den re-
lativen Fehler des Fits grafisch dar. Zu Demonstrationszwecken sind Frequenzen bis
10 MHz simuliert, typische Anwendungen bewegen sich aber unterhalb von 1 MHz.
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Abbildung 4.5: Real- und Imaginérteil der Skineffekt-Impedanz pro Langeneinheit.
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Abbildung 4.6: Querschnitt durch Spule #2 mit Ferritplatte und 20 Windungen,
ri = 11,1 mm, rq, = 22,1 mm, 7y = 23,5 mm, h, = 2,3 mm, hy = 1 mm und a = 0.1 mm.

Dort betrigt der relative Fehler des Fits weniger als 0.12 %. Die Skineffekt-Impe-
danz pro Léngeneinheit 7/, nach (4.41) ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Der Betrag der
Impedanz liegt bei 10 MHz weniger als 6 % iiber dem Gleichstromwiderstand, wes-
halb zu vermuten ist, dass die Verluste eines aus dem gewéhlten Draht bestehenden
Makromodells durch den Proximity-Effekt dominiert werden.

Homogenisierte Spule

Eine Aussage iiber die Genauigkeit der Homogenisierungverfahren kann anhand der
Spule #2 nach Abbildung 4.6 getroffen werden. Zum einen erlaubt die rotations-
symmetrische Struktur den Vergleich gegen ein 2D-Modell, in welchem die Litzen-
struktur explizit modelliert ist, zum anderen liegen fiir die gezeigte Spule Messda-
ten vor. Der Litzendraht besteht aus 105 Litzen entsprechend dem vorangehenden
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Abbildung 4.7: Frequenzgang der Spule #2, Vergleich zwischen homogenisiertem
3D-FE-Modell, achsensymmetrischem 2D-FE-Modell und Messwerten.

numerischen Beispiel, der Ferrit besitzt eine relative Permeabilitat p, = 450 und

o=08S/m.

Abbildung 4.7 zeigt die Induktivitdt L und den Serienwiderstand R = Re(Z) der
Spule je als Ergebnis der homogenisierten Simulation (4.49) und der rotationssym-
metrischen 2D-Simulation im Frequenzband

f € [1 kHz; 10 MHz]. (4.60)

Messwerte liegen fiir den Bereich f € [10 kHz; 3 MHz] vor. Die Messung der In-
duktivitét zeigt ab etwa 1 MHz einen starken Anstieg, der mit der ersten Eigenreso-
nanz der Spule zusammenhéngt. Die quasistationdren Maxwell-Gleichungen vermo-
gen diesen Effekt nicht abzubilden, weshalb bei den Simulationskurven kein Anstieg
beobachtet werden kann. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass typische Betriebs-
frequenzen von Spulen wie #2 unterhalb von 1 MHz liegen; in diesem Bereich liefert
das Wirbelstrommodell sowohl fiir R als auch fiir L unter Beriicksichtigung von
Fertigungstoleranzen hinreichend genaue Voraussagen.

Vergleicht man die 2D-Simulation mit der homogenisierten Simulation, so weichen
die Induktivitdten bei gleichem qualitativen Verhalten rund 2% voneinander ab.
Dieser Versatz kann iiber die unterschiedlichen Diskretisierungen erklart werden,
denn fiir kleine Frequenzen nahert sich die Induktivitdt dem statischen Grenzfall,
der von der eingeprigten Stromdichte und nicht von den Homogenisierungsmetho-
den bestimmt wird. In Abbildung 4.8(a) sind die relativen Fehler zwischen beiden
Simulationen dargestellt. Die Widerstidnde weichen bis zu 10% voneinander ab, was
aber durch absolute Wertdnderungen von drei Grofsenordnungen im betrachteten
Frequenzband und durch deutlich bessere Ubereinstimmung fiir kleinere Frequenzen
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Abbildung 4.8: Relative Fehler des homogenisierten 3D-FE-Modells.

Volles Modell® MP-ROM
Dimension 76.946 4
Homogenisierung 2,63 s 2,63 s
Modellgenerierung - 16,8 s
Auswertung 401 Frequenzpunkte 1540 s 0,299 s

Simulation auf einem Intel Core i7-2600K CPU mit 3.4 GHz und 16 GB RAM.
¢ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.

Tabelle 4.1: Simulationsdaten fiir volles und reduziertes Modell.

relativiert wird. Zusammenfassend weichen beide Simulationen etwa gleich stark
von den Messungen ab beziehungsweise sind unter Beriicksichtigung von Fertigungs-
toleranzen hinreichend genau, was den Einsatz der Homogenisierungsverfahren fiir

Litzendrahte validiert.

Schlieklich sollen die Modelldaten und Simulationszeiten betrachtet werden. Fiir
Ansatzfunktionen zweiter Ordnung hat das homogenisierte FE-Modell etwa 77.000
Unbekannte und ist damit bereits deutlich kleiner als das FE-Modell der dhnlichen
Spule #1 aus Abschnitt 3.4, bei der die 20 Windungen separat modelliert werden
miissen. Das Frequenzband (4.60) wird mit 401 Punkten diskretisiert. Der gesam-
te Homogenisierungsprozess, also die Bestimmung von pu! (w) und Z,(w) in (4.49),
nimmt dafiir 2,63 s in Anspruch. Die Simulation des vollen FE-Modells dauert rund
26 min, aber die einfache Form der Systemantwort laut Abbildung 4.7 legt nahe,
dass die Auswertung iiber MOR deutlich zu beschleunigen ist. Mithilfe des adapti-
ven Algorithmus 3.1 wird ein MP-ROM erstellt, die Fehlerschranke e = 10~* fiihrt
auf die ROM-Dimension 4. Tatséchlich zeigt Abbildung 4.8(b), dass bereits dieses
sehr kleine ROM die Impedanz, von numerischem Rauschen abgesehen, reprodu-
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\

(a) Querschnitt durch Spulenaufbau. (b) Anordnung der Transmitter mit
Dimensionen in mm.

Abbildung 4.9: Aufbau des Energieiibertragungs-Systems.

ziert, wahrend die Modellauswertung um einen Faktor von etwa 5000 schneller ist.
Detaillierte Simulationsdaten sind Tabelle 4.1 zu entnehmen.

Kontaktloses Energieiibertragungs-System

Als letztes numerisches Beispiel dieses Kapitels soll die Anwendung auf ein kom-
plexeres, aus fiinf Spulen bestehendes kontaktloses Energieiibertragungs-System ge-
zeigt werden. Das Modell dient gleichzeitig als Beispiel fiir die parametrische MOR
aus Kapitel 5. Es besteht aus vier Transmitterspulen nach Abbildung 4.9(a) mit
re = 14,25 mm, r; = 5,25 mm und h, = 0,6 mm sowie aus einer Empfangerspu-
le nach Abbildung 4.9(a) mit r, = 16,25 mm, r; = 9,75 mm und h, = 1,5 mm.
Die Transmitterspulen sind in den Mittelpunkten der vier Hexagone TX1 bis T X}
laut Abbildung 4.9(b) angeordnet, als fiinfte Spule befindet sich die Empfingerspu-
le im Abstand von 4 mm iiber den Transmittern, ihr Mittelpunkt liegt zwischen
den Mittelpunkten von TX7 und TX4. Unterhalb der Transmitter befindet sich
im Abstand von 0,5 mm eine Ferritplatte der Dicke 2 mm mit u, = 2200 und
o = 0,1 S/m; direkt darunter liegt eine Metallplatte der Dicke 1 mm mit pu, = 1
und 0 = 5,8-107 S/m. Der Aufbau der Litzendrihte ist in Tabelle 4.2 beschrieben,
die Transmitter verwenden Draht #1 und der Empfanger Draht #2. Es wird der
Frequenzbereich f = [1 kHz; 300 kHz| betrachtet.
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Draht #1  Draht #2
Litzendurchmesser 80 pm 30 pm
Fiillfaktor 11663/cm? 75917 /cm?
Litzen pro Draht 24 240

Tabelle 4.2: Drahteigenschaften.
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Abbildung 4.10: Kenngrofen mit vollem Modell und EP-ROM der Dimension 30.
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Abbildung 4.11: Relative Fehler in Eintrdgen der Impedanzmatrix fiir verschiedene
ROM-Dimensionen.
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Volles Modell® EP-ROM
Dimension 129.134 30
Homogenisierung 5,32 s 9,32 s
Modellgenerierung - 26,1 s
Auswertung 101 Frequenzpunkte 1150 s 0,136 s

Simulation auf einem Intel Core i7-2600K CPU mit 3.4 GHz und 16 GB RAM.
@ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.

Tabelle 4.3: Simulationsdaten fiir das Energielibertragungs-System.

Fiir das System wird nach Abschnitt 4.5 ein Einpunkt-ROM mit Entwicklungspunkt
f = 10 kHz und Ordnung des Momentenabgleichs ¢ = 5 erstellt, was einer Dimension
von 30 entspricht. Abbildung 4.10 zeigt sowohl die Eigeninduktivitdt des Empfan-
gers als auch die Koppelwiderstinde TX2 zu Empfanger und TX2 zu TX5 iiber
der Frequenz. Optisch ist eine gute Ubereinstimmung bei allen Gréfen zu sehen.
Quantitativ sind in Abbildung 4.11 relative Fehler e nach (3.93) in verschiedenen
Eintragen der Impedanzmatrix dargestellt. Es ist gut zu sehen, dass das ROM um
den Entwicklungspunkt konvergiert ist, das heifst, die Impedanzen werden bis auf
numerisches Rauschen reproduziert. Fiir Frequenzen, welche weiter vom Entwick-
lungspunkt entfernt sind, ist der relative Fehler entsprechend grofser. Mit steigender
Ordnung des Momentenabgleichs und damit steigender ROM-Dimension verringert
sich der Fehler und der Konvergenzbereich vergréfert sich. Da der Fehler aber fiir
das ROM der Dimension 30 bereits fiir die meisten Frequenzen unterhalb von 1074
liegt, wird dieses ROM als hinreichend genau zur Charakterisierung des Systems
angesehen. Tabelle 4.3 gibt einen Uberblick iiber die Simulationszeiten.

4.7 Fazit

Homogenisierungsverfahren kénnen Litzendraht anhand einer mikroskopischen Ein-
heitszelle charakterisieren. Die energetische Entkopplung von Skin- und Proximity-
effekt erlaubt die Extraktion dquivalenter Materialparameter und damit die FE-Si-
mulation von Strukturen mit Litzendraht. Messungen zeigen, dass die Methodik fiir
systemrelevante Frequenzen im Rahmen von Fertigungstoleranzen genaue Voraus-
sagen liefert. Analog zu Kapitel 3 sind kleine reduzierte Modelle in der Lage, den
Frequenzgang der FE-Modelle mit im Vergleich zum Diskretisierungsfehler hoher
Genauigkeit zu approximieren.
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Kapitel 5

Modellordnungsreduktion fiir
Wirbelstromprobleme variabler
Geometrie

Die in Kapitel 3 und 4 vorgestellten Verfahren sind fiir eine bekannte, feste Modell-
geometrie formuliert und ermdoglichen eine schnelle Simulation der Frequenzginge.
Bei der computergestiitzten Produktentwicklung sind sie somit fiir die Analyse be-
stehender Bauteile oder einzelner Designs geeignet. Im Rahmen eines Entwicklungs-
prozesses sind aber oft auch Synthesewerkzeuge gewiinscht, welche Optimierungs-
aufgaben erfiillen oder Antwortflachen iiber geometrische Designparameter erstellen
sollen. Dazu miissen die Computermodelle nicht nur an mehreren Frequenzpunkten,
sondern auch an einer Vielzahl geometrischer Konfigurationen ausgewertet werden.
Fiir die Praxistauglichkeit ist es zudem obligatorisch, dass die Rechnungen schnell
durchzufiihren sind. Folglich kommen die bisher betrachteten MOR-Methoden nicht
in Frage, weil die Modelle fiir jede Konfiguration neu erstellt werden miissten.

Abhilfe schaffen Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion (PMOR),
ein detaillierter Uberblick ist in [Burl4] gegeben. In dieser Arbeit werden auf Pro-
jektion basierende Ansétze betrachtet, bei welchen grundsétzlich zwischen Gesamt-
bereichs- und Teilbereichsverfahren unterschieden werden kann. Gesamtbereichsver-
fahren erstellen ein einziges, im gesamten Parameterraum giiltiges Modell durch
Projektion in einen konstanten Unterraum. Hierzu zahlen beispielsweise [PS05| und
[FDE10]. Ein Nachteil solcher Verfahren ist, dass der Unterraum sowohl mit der An-
zahl der Parameter als auch mit der Grofe einzelner Parameterintervalle in seiner Di-
mension stark ansteigt. Dieser Effekt lasst sich dadurch erklédren, dass der Unterraum
alle Anderungen der Ubertragungseigenschaften des Modells mit den Parametern ab-
bilden kénnen muss. Mit steigender Dimension sinkt aber die Rechengeschwindigkeit
des parametrischen reduzierten Modells (PROM) bis zur Unbrauchbarkeit.
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Im Gegensatz dazu arbeiten Teilbereichsverfahren mit der Interpolation mehrerer,
an verschiedenen Stiitzstellen im Parameterraum erzeugter ROMs [LE09], [PMEL10]
oder mit explizit parameterabhéngigen Unterrdumen |[AFO08]|, [Son13|, wodurch die
Dimension der entstehenden reduzierten Modelle nahezu von der Anzahl der Parame-
ter entkoppelt wird. Die Verfahren mit parameterabhéingigem Unterraum zeichnen
sich dabei durch einen besonders niedrigen Fehler aus. Zu dieser Klasse zahlt auch
das im Rahmen der Dissertation [Burl4| hervorgegangene Verfahren.

Eine konkrete Anwendung fiir PMOR-Methoden ist die Charakterisierung verschie-
dener Designvariationen von Spulen: In Kombination mit der Homogenisierung aus
Kapitel 4 ist das Ziel, sowohl den Wicklungsaufbau der Spule {iber Windungszahl
oder -position als auch den verwendeten Draht zu variieren. Dies schldgt sich in
parametrischen Systemmatrizen sowie Ein- und Ausgangsfunktionalen der FE-Mo-
delle nieder. Die PMOR-Methode aus [Burl4| unterliegt jedoch der Einschriankung
auf konstante Ein- und Ausgangsfunktionale. In der vorliegenden Arbeit soll diese
Einschrankung auf intuitive Weise behoben werden.

5.1 Rekonstruktion einer affinen Parametrierung

Fiir die Erlauterungen dieses Abschnitts sei
pePCR? (5.1)

ein Vektor geometrischer Parameter und P ein hyperkubisches Gebiet. Zuséatzlich sei
s € § C C? ein Parametervektor derart, dass die betrachteten Modelle fiir p = const.
affin in s parametriert sind. Dem Vektor s kommt fiir die Modelle aus Kapitel 4 die
Rolle der Frequenz und der Materialeigenschaften zu.

Auch im Kontext parametrischer MOR ist eine affine Form der Ausgangsmodelle
(2.40) Voraussetzung fiir ein effizientes ROM nach Definition 2.7. Mit tiblichen Ver-
fahren erzeugte FE-Modelle basieren allerdings auf separat an den verschiedenen
Parameterpunkten erstellten FE-Netzen, die sich hinsichtlich der Netztopologie und
damit auch hinsichtlich der Anzahl der Unbekannten und der Besetzungsstruktur
der FE-Matrizen unterscheiden. Daher wird in [DEF09] vorgeschlagen, ein parame-
terabhéngiges Netz M(p) mit konstanter Topologie zu erstellen, bei welchem die
Knotenpositionen stetig von p abhéngen. Zur Realisierung solcher Netze kommen
Verzerrungsalgorithmen zum Einsatz [Bur08], [WV12], bei einfachen Geometrieén-
derungen koénnen die Knotenpositionen {iber analytische Formeln angepasst werden.

Aus M(p) kann zwar eine affine Darstellung der FE-Matrizen abgeleitet werden,
doch aufgrund der Komplexitdat dieses Vorgehens und der daraus resultierenden
hohen Anzahl an affinen Koeffizienten erweist es sich als zweckméfig, die Parame-
trierung als implizit anzunehmen und eine affine Approximation zu erzeugen. Dies
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geschieht nach [DEF09|, [BFDE13| durch Interpolation der Matrizen mit multiva-
riaten Polynomen.

Gegeben sei ein Ausgangsmodell der Form

(Z 9i<S)Ai(p)> x(s,p) = (Z ﬁk(S)Bk(p)> u(p), (5.2a)

y(s,p) = (Z §z(S)Cl(P)> x(s,p). (5.2b)

=1

Die Matrizen A;(p) werden mit geeigneten Interpolationsfunktionen I';, : P — R
und Koeffizienten A;,, approximiert, sodass

Mp,

Ai(p) = Ai(p) == D Tw(p)Aim. (5.3)

m=1

Die gleichen Funktionen I',, fithren damit auch zur Interpolation der Eingangs- und
Ausgangsmatrizen

By (p) ~ Bi(p) := i L0 (P)Brm, (5.4)
Ci(p) ~ Ci(p) == Y, T'm(p)Cum. (5.5)

Werden die I'), so gewdhlt, dass an den Punkten p; € Q C P die Interpolationsbe-
dingung

gilt, dann muss kein zusétzliches Interpolationsproblem gelost werden. Stattdessen
entsprechen die Koeffizienten in (5.3) bis (5.5) den FE-Grofsen, die an den durch Q

gegebenen Konfigurationen ausgewertet sind. Einsetzen der interpolierten Grofen
in (5.2) fithrt auf das im Sinne von Definition 2.2 affine Ausgangsmodell

(Z e@-<s>Ai<p>> X(s,p) = (Z m<s>f3k<p>> u(p), (5.7a)

y(s,p) = (i cz(S)Cz(p)> x(s, p)- (5.7b)



70 Modellordnungsreduktion fiir Wirbelstromprobleme variabler Geometrie

5.2 Parametrische Ordnungsreduktion mit parame-
terabhangigen Unterraumen

Die folgenden Ausfiihrungen orientieren sich an den zitierten Originalarbeiten und
[Burl14|. Die Konstruktion der Projektionsmatrix wird in [B5| beschrieben. Ausgangs-
punkt ist ein Tensorgitter G C P mit Interpolationspunkten p;. Aus diesem Grund
wird vorausgesetzt, dass P eine hyperkubische Parameterdoméne ist. An den In-
terpolationspunkten werden Projektionsmatrizen V; € CV*" zur Beschreibung des
Verhaltens von (5.7) iiber s fiir p = p; € G erstellt. Mithilfe von Interpolationsfunk-
tionen

Q:P—R mit Q;(pr) = dik (5.8)

wird die parameterabhéngige Projektionsmatrix berechnet:

V(p) = Z Qi(p) ViV V.D;.. (5.9)

Sie ergibt sich als Interpolation von Projektionen einer Referenzbasis V. auf den
von V; aufgespannten Raum. Diagonalmatrizen

[Diclin = VI Veerlls" (5.10)
mit Einheitsvektoren e, nach (3.87) skalieren die Projektionsmatrix derart, dass

V(p;) unitér ist. An V. wird die Anforderung gestellt, dass die Projektionen auf V;
immer Matrizen vollen Ranges liefern,

rank V,VIV,=n Vi, (5.11)

damit ein PROM mit regulérer Systemmatrix entsteht. Ein entsprechendes Vorgehen
kann zur Konstruktion von Testmatrizen W (p) verwendet werden.

Ein PROM von (5.7) unter Verwendung parameterabhéngiger Projektionsmatrizen
(5.9) ist gegeben durch

(2 Zm ZQZ(S)Fm(p)Qw(p) v(p)Aimwv) )~((S, p) =
( i Z ﬁk(s)rm(p)Qw(p)Bkmw> u(p)>

y(s,p) = Z Zgl(s)Qv(p)clmv> X(s, p)- (5.12b)

@)

(5.12a)
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mit
Ay = DI WEW,WIEA, .V, VIVD,,, (5.13a)
Binw = DE WIW,WIB, ., (5.13b)
élmv - Cl,vaVfVch,o (5130)

sowie Referenzbasen V. und W.. Es ist effizient im Sinne von Definition 2.7, weil die
reduzierten Grofen (5.13) nur einmal berechnet werden miissen. Zur Generierung
der Projektionsmatrizen V; und W; beziiglich s an den Stiitzstellen p; ist nach
Voraussetzung ein Mehrpunktverfahren nach Definition 2.6 geeignet. Fiir den Fall,
dass das Ausgangsmodell (5.2) mit p = const. sogar polynomiell in s parametriert
ist, sind auch Einpunktverfahren nach Definition 2.4 anwendbar.

In [Burl4] ist ein Algorithmus zur adaptiven Konstruktion des Gitters G gegeben,
zur Interpolation der Projektionsmatrizen werden multilineare Hutfunktionen (2;
gewihlt [B5|. Die Konstruktion der Geometrie-Interpolationsfunktionen I, ist in
[BSEDE14] dargelegt. Da ohnehin eine hyperkubische Parameterdoméne gefordert
ist, werden Lagrange-Polynome zweiter Ordnung fiir I';,, gewéhlt. Ein Algorithmus
zur Konstruktion von Q als adaptive Verfeinerung des Interpolationsgitters der Pro-
jektionsmatrizen G ist ebenfalls in [Burl4| gegeben. Die Referenzbasen werden aus
der Menge der Projektionsmatrizen ausgewéahlt, sofern dadurch (5.11) erfiillt ist.

5.3 Anwendung auf Wirbelstromprobleme

Als Anwendung des in diesem Kapitel vorgestellten Rahmenwerks wird das FE-Mo-
dell (4.49) von Spulen mit Litzendrahten unter Einbeziehung geometrischer Parame-
ter (5.1) vorgestellt. Das Ausgangsmodell lautet

(AO( )+ jwAi(p) + Z v (w, p)Ap( )> x = Be(p)ic, (5.14a)
uc = jwBL(p)x + dlag Zh( ,P)ic (5.14b)

mit den in (4.50) definierten Matrizen. Die dquivalenten Materialgrofen v (w, p)
und diag Zj,(w, p) sind nur von denjenigen Eintrégen von p abhéngig, die den physi-
kalischen Aufbau der Litzendrihte derart beeinflussen, dass das zugrunde liegende
Zellenproblem sich @andert. Auch bei den FE-Matrizen kann die Parameterabhéngig-
keit eingegrenzt werden, denn entsprechend [B4] gehen Lagednderungen von Spulen
nur in die Matrizen Ay(p) und A;(p) ein. Parameter, die das Wicklungsfenster der
Spulen dndern, haben hingegen Auswirkungen auf alle FE-Grofsen.
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Durch Einsatz von Geometrieinterpolation (5.3) bis (5.5) an Stiitzstellen p,, kann

ein reduziertes Modell erstellt werden. Die Konstruktion der Projektionsmatrizen
V; € CV*" folgt dem Vorgehen in Abschnitt 4.5. Das PROM lautet damit

Ax = (Zm > Fm(p)Qw(p)Bmw> i, (5.15a)

m=1 w

uc = jw (i > rm(p)Qw(p)B§w> X + diag Zy(w, p)ic, (5.15b)

m=1 w

M nc
A= 3 ) (@)(p) (A + AT + 3 vk (w0, p)AT ) (5.150)
=1

m=1 w,v
und die zugehorigen reduzierten Grofsen berechnen sich zu

A?wv = Dw,cVZVwV;TuA:Jc (pm)VUV;Z;VCDUvC fir = {0’ 1’ h}’ (516&)
Byw = Duw VIV, VIBo(p,n). (5.16b)

Der Speicheraufwand des ROMs reduziert sich durch die Symmetrie der Ausgangs-
matrizen, weil

A — (D, VIV, VIAL(p, ) V,VIV.D,.)" = AT, (5.17)

5.4 Numerische Ergebnisse

Kontaktloses Energieiibertragungs-System

Als erstes Beispiel wird das kontaktlose Energieilibertragungs-System aus Kapitel 4
betrachtet. Die Geometrie der Referenzkonfiguration ist in Abschnitt 4.6 beschrie-
ben. Die Position der Empfangerspule sei nun verénderlich, indem ihr Mittelpunkt
bei konstantem Abstand von d = 4 mm entlang einer geraden Linie vom Mittel-
punkt von TX1 bis zum Mittelpunkt von TX/ variieren kann, beschrieben durch
den Geometrieparameter ¢. Da nur die Position der Spulen beeinflusst wird, ist nur
die Systemmatrix von (5.14), nicht aber B¢ parameterabhéngig. Zusammen mit der
Frequenz f lauten die Systemparameter

f € [1; 300] kHz, (5.18a)
t € [—14,3; 14,3] mm. (5.18Db)

Das parametrische FE-Modell wird realisiert iiber ein von t abhéngiges FE-Netz
durch analytische Anpassung der Knotenpositionen ausgehend von dem Referenz-
Netz fiir t = 0. Ein Vergleich der Impedanzmatrix Z..., der iiber Netzverzerrung
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(a) Kopplungsfaktoren bei f = 300 kHz. (b) Relative Fehler PROM zu vollem Modell.

Abbildung 5.1: Induktive Kopplungsfaktoren k; der Transmitterspulen zur
Empfangerspule basierend auf PROM und zugehorige Fehler iiber ¢.

generierten FE-Losung mit der Impedanzmatrix Z,., basierend auf einer Neuvernet-
zung ergibt bei (f = 300 kHz, ¢t = 14,3 mm) einen relativen Fehler von

||Zverz - Zneu||2
< 1%. 5.19
Zol: (>19)

Damit wird das FE-Netz unter Beriicksichtigung der Diskretisierungsfeinheit als ge-
eignet flir die Ordnungsreduktion eingestuft. Zur Konstruktion eines PROMs wird
der adaptive Algorithmus aus [Burl4, Kapitel 5| verwendet. Die Fehlertoleranzen be-
tragen e/, = e/l = 1073 fiir die Konstruktion des Unterraum-Interpolationsgitters G
bzw. des System-Interpolationsgitters Q. Die Projektionsmatrizen werden iiber ein
Einpunktverfahren nach Abschnitt 4.5 generiert. Die ROM-Dimension wird dabei
auf den festen Wert n = 30 gesetzt, weil dieser sich in Abschnitt 4.6 als ausrei-
chend fiir die Beschreibung des Systemverhaltens iiber der Frequenz erwiesen hat.
Es ergeben sich |Q| = 35 Interpolationspunkte fiir die Geometrie nach (5.3) unter
Verwendung von Lagrange-Polynomen zweiter Ordnung. Die Projektionsmatrizen
(5.9) werden stiickweise linear interpoliert mit |G| = 18 Interpolationspunkten.

Das PROM wird an 101 x 101 = 10.201 dquidistant im Parameterraum verteilten
Punkten ausgewertet. Da die Variationen der Systemantwort mit der Frequenz ver-
héltnismékig gering sind, werden in Abbildung 5.1(a) die Kopplungsfaktoren k; bis
k4 der Transmitter TX71 bis TX/ zum Empfanger iber dem Geometrieparameter ¢
fiir eine feste Frequenz f = 300 kHz dargestellt. Die Graphen von k; und k4 sind wie
das zugrunde liegende Modell symmetrisch zu ¢t = 0, wobei die Kopplungsfaktoren
ihr Maximum erreichen, wenn sich der Empfianger iiber den entsprechenden Trans-
mittern befindet. Die Spulen TX2 und TX& weisen das Maximum bei ¢t = 0 auf,
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volles FE-Modell* PROM

Generierung 31,2 s 3100 s
davon Erzeugung der V; - 1745 s
davon Erzeugung der Modelle (5.14) 3128 1247 s
Simulation an 10.201 Punkten 62 h® 3,71 s
davon Homogenisierung 1,95 s 1,95 s

Simulation auf einem Intel Core i7-2600K CPU mit 3.4 GHz und 16 GB RAM.
@ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.
b Extrapoliert.

Tabelle 5.1: Simulationszeiten fiir das Energieiibertragungs-System.

wobei die Kopplung fiir T X2 etwas hoher liegt, da sich die Spule ndher am Empfan-
ger befindet. Abbildung 5.1(b) zeigt relative Fehler des PROMs im Vergleich zum
vollen, auf Netzverzerrung basierenden Modell. Die Fehler enthalten also Anteile aus
der Geometrieinterpolation und Anteile aus der Ordnungsreduktion. Dennoch liegt
der Fehler stets unter 4-10~%, was in oder unterhalb der Gréfienordnung zu erwarten-
der Diskretisierungsfehler der FE-Methode liegt. Gleichzeitig sind die Unterschiede
im vollen Modell unter Verwendung verschiedener FE-Netze (5.19) grofer, was die
Grenzen des Prinzips der Netzverzerrung aufzeigt.

In Tabelle 5.1 sind Simulationszeiten fiir das Energieiibertragungs-System gegeben.
Unter dem vollen Modell ist dabei das auf Netzverzerrung basierende Ausgangsmo-
dell zu verstehen; hier umfasst die Generierungszeit die Verzerrung des Referenz-
netzes sowie die Erstellung der Systemmatrizen fiir einen Parameterpunkt. Bedingt
durch die Prototyp-Implementierung entfallen rund 40% der Generierungszeit fiir
das PROM auf IO-Operationen der Festplatte. Es ist zu erkennen, dass die gesamte
Prozesskette des PROM weniger als eine Stunde in Anspruch nimmt, wiahrend das
volle Modell bereits mehrere Tage fiir die Auswertung bendétigen wiirde. Dies unter-
streicht die ZweckméRigkeit der parametrischen Ordnungsreduktion. Gleichzeitig ist
zu sehen, dass die Homogenisierung nur einen verschwindenden Teil der gesamten
Simulationszeit ausmacht.

Gekoppeltes Spulenpaar mit variablem Aufbau

Zur Demonstration parameterabhéngiger B¢ in (5.15) wird ein aus Litzendraht
gewickeltes Spulenpaar mit Topfkernen betrachtet. Die Einzelspulen sind nach Ab-
bildung 5.2 aufgebaut, wobei die Groke der Wicklungsfenster aus den je identischen
elektrischen Eigenschaften der Spulen folgt. Beide Spulen liegen sich im Abstand
von 4 mm von der Oberfliche der Kerne aus gemessen gegeniiber. Zwischen den
Symmetrieachsen ist ein Versatz von 2 mm, sodass es sich um eine echt dreidimen-
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Abbildung 5.2: Querschnitt durch rotationssymmetrische Spule mit Topfkern. Fiir den
Topfkern gelten die Make d; = 17,7 mm, d, = 35,4 mm, d. = 40 mm, h; = 2 mm und
he = 5 mm sowie die Materialeigenschaften p, = 3000 und o = 0 S/m. Weiterhin ist
ap, = 0.4 mm und a, = 0.1 mm.

sionale Struktur handelt. Die Parameter sind die Windungszahl N,,, die Anzahl der
Litzen pro Draht n,,, der Litzendurchmesser d und die Betriebsfrequenz f nach

€ [8; 12], (5.20a)
€ [30; 80, (5.20D)
€ [60; 100] pm, (5.20¢)
€ [100; 200] kHz. (5.20d)

Der Einfachheit halber werden fiir die Modellierung alle Parameter als reelle Zahlen
angesehen.

Zunéachst wird der Aufbau des Wicklungsfensters erlautert. Der Litzendraht besteht
aus Kupferlitzen mit x4, = 1 und o = 5.8 - 107 S/m sowie einer nichtmagnetischen
Isolationsschicht. Um das Zellenproblem aufzustellen, wird aufer d die Fliache der
Einheitszelle A, bendtigt, die niherungsweise proportional zu d? sein sollte. In An-
lehnung an Herstellerdaten [Ele| wird sie {iber einen quadratischen Fit

A, =1,1432-d*+1,6547-10° m-d — 1,1482 - 10719 m? (5.21)
berechnet. Daraus folgt die Flache A, eines Drahtstranges zu
Ag = nyA,. (5.22)

Der Draht ist mit nichtmagnetischer Isolation der Dicke r, = 50 pm umsponnen und
auf Windungsebene mit quadratischer Packung zu einer zweilagigen Spule gewickelt.
Damit lauten die Breite b und Hohe h des Wicklungsfensters

N

h =24/ —Ad + 27, (5.24)
T
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Volles Modell® PROM

Dimension 459.966 8
Generierung 100 s 51,7 h
davon Erzeugung der V; - 17,6 h
davon Erzeugung der Modelle (5.14) 100 s 272 h
Simulation an 6.765.201 Punkten 42.2 a° 3,98 h
davon Homogenisierung 21,1 s 21,1 s
Einzelne Auswertung 197 s 2,1 ms

Simulation auf einem Intel Core i7-2600K CPU mit 3.4 GHz und 16 GB RAM.
¢ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.
b Extrapoliert.

Tabelle 5.2: Simulationszeiten fiir das Spulenpaar mit Topfkern.

Grundlage fiir weitere Betrachtungen ist ein FE-Modell der Spulen, welches fiir An-
satzfunktionen zweiter Ordnung rund 460.000 Freiheitsgrade besitzt. Daraus wird
mithilfe des adaptiven Algorithmus aus [Burl4, Kapitel 5| mit ef, = el = 1073
ein PROM erstellt. Die Projektionsmatrizen werden iiber den MP-Algorithmus 3.1
generiert; deren Dimension wird dabei auf 8 fixiert. Die Wahl der verhaltnisméafig
kleinen ROM-Dimension lésst sich durch die geringen zu erwartenden Variationen
der Impedanz mit der Frequenz erkldren, siche dazu auch die numerischen Beispiele
aus Kapitel 4 und das Verhalten des Litzendrahtes im hier betrachteten Frequenzbe-
reich. Der Modellfehler wird somit hauptséichlich durch die Geometrieinterpolation
verursacht und bewegt sich aufgrund der Wahl der Fehlerindikatoren ey, in der
gleichen Grofsenordnung wie im vorherigen numerischen Beispiel. Auf eine weitere
Diskussion der Fehler wird an dieser Stelle verzichtet.

Jeder Parameter wird mit 51 dquidistant verteilten Punkten diskretisiert, sodass das
PROM an 51* = 6.765.201 Punkten ausgewertet wird. Dabei ist zu beachten, dass
das Zellenproblem zur Charakterisierung des Litzendrahtes nach (5.21) nur von d
und f abhingt und somit nur an 512 Punkten auszuwerten ist. Die Parameter N,
und n,, beeinflussen ausschlieflich die Skalierung der dquivalenten Permeabilitdten
und Impedanzen. An den Simulationszeiten fiir das PROM laut Tabelle 5.2 ist zu
erkennen, dass der Homogenisierungs-Schritt nicht ins Gewicht fallt. Auch wenn die
Modellgenerierung tiber zwei Tage in Anspruch nimmt, ist die Zeit sinnvoll inves-
tiert. Denn eine Auswertung des vollen FE-Modells kommt mit einer geschétzten
Simulationsdauer von iiber 40 Jahren nicht in Frage.

Zuletzt werden die Ergebnisse des PROMs betrachtet. Die Abbildungen 5.3 bis 5.5
zeigen Schnitte durch die Antwortfliche des PROMs, wobei jeweils die Frequenz
f = 150 kHz gewihlt wird, weil Anderungen der Impedanz iiber der Frequenz ver-
héltnisméfig gering ausfallen. Abbildung 5.3 zeigt die Eigeninduktivitat der Primér-
spule in Abhéngigkeit der Windungszahl und der Litzen pro Draht fiir d = 60 pm.
Wiéhrend die Induktivitdt mit der Windungszahl stark ansteigt, ist ein leichter Ab-
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Abbildung 5.4: Widerstand der Primérspule fiir f=150 kHz und N,, = 10.
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Abbildung 5.5: Kopplungsfaktor fiir f=150 kHz und n,, = 80.

fall iiber der Litzenzahl zu beobachten, weil die Einzeldrdhte dicker werden und
die Windungen damit nicht mehr so dicht gepackt sind. In Abbildung 5.4 werden
bei N,, = 10 der Litzendurchmesser und die Litzenzahl variiert, der Widerstand
der Primérspule ist dargestellt. Hohe Widerstandswerte ergeben sich fiir kleines d
und kleines n,,. Schlieklich wird in Abbildung 5.5 der induktive Kopplungsfaktor k
abgebildet fiir n,, = 80 und variables V,, und d. Die grofkere Kopplung bei grofser
Windungszahl und grofsem Litzendurchmesser ist dadurch zu erklaren, dass fiir diese
Parameterwerte das Wicklungsfenster starker ausgefiillt ist und sich somit grofere
Anteile der Spulen beziiglich der gemeinsamen Achse geometrisch iiberlappen.

5.5 Fazit

Das in diesem Kapitel vorgestellte Rahmenwerk erlaubt die Ordnungsreduktion von
Systemen mit affinen und geometrischen nicht-affinen Parametern. Eine affine Para-
metrierung wird durch Interpolation der Systemgrofsen iiber der Geometrie approxi-
miert. Anschliefende MOR mit variabler Projektionsmatrix ermoglicht die effiziente
Behandlung von Systemen selbst mit vielen Parametern. Die numerischen Ergeb-
nisse zeigen, dass auf diese Weise breitbandige Charakterisierungen von Systemen
durchgefiihrt werden konnen, welche mit konventionellen Methoden unrealistisch
lange Rechenzeiten benotigen wiirden. Einschrénkungen ergeben sich durch die hy-
perkubischen Parameterdoménen und die Grenzen der FE-Netzverzerrung.
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Kapitel 6

Modellordnungsreduktion fiir
Wirbelstromprobleme mit
Starrkorperbewegungen

Gegenstand dieses Kapitels sind, wie bereits in Kapitel 5, parametrische MOR-Ver-
fahren, wie sie bei Syntheseprozessen der technischen Produktentwicklung benétigt
werden. Konkret werden als geometrische Parameter die wichtige Klasse der Starr-
korperbewegungen betrachtet. Eine mogliche Anwendung im Kontext von Wirbel-
stromproblemen liegt in der Charakterisierung induktiv gekoppelter Systeme mit
variablen Spulenpositionen. Wie sich im vorangehenden Kapitel gezeigt hat, ist die
dort verwendete Methode der Netzverzerrung zwar gut geeignet, um Bauteile va-
riabler Geometrie zu modellieren, kommt jedoch nur bedingt in Frage, um Starr-
korperbewegungen abzubilden. Wahrend translatorische Bewegungen bei zu grofen
Verzerrungen auf eine schlechte Elementqualitdt und damit eine schlechte Qualitat
der FE-Losung fiihren, sind rotatorische Bewegungen meist iiberhaupt nicht iiber
diesen Ansatz zu realisieren.

Im Gegensatz dazu ist die Randelementmethode prinzipbedingt gut geeignet da-
zu, parametrierte Ausgangsmodelle mit Starrkorperbewegungen zu erstellen. Denn
iiblicherweise miissen nur die Oberflichen von Korpern diskretisiert werden, ihre
lageabhéngigen Wechselwirkungen untereinander werden durch die Fundamentallo-
sungsformeln automatisch abgebildet. Um sowohl komplexe Geometrien und Mate-
rialeigenschaften als auch Starrkérperbewegungen beriicksichtigen zu kénnen, bietet
sich daher die Verwendung der gekoppelten FE-BE-Methode an [BTW84, Kapitel
13]. Altere Ansitze fiir FE-BE-Wirbelstromprobleme [KFLR97| basieren auf der Me-
thode der Punktkollokation [Jin10, Kapitel 10|, um den BE-Teil zu diskretisieren.
Die resultierenden Systemmatrizen sind jedoch unsymmetrisch mit den in dieser
Arbeit bereits erwdhnten Nachteilen. Eine symmetrische FE-BE-Wirbelstromformu-
lierung wurde erstmals in [Hip02| fir die E-Feld-Formulierung vorgestellt, in [Ost02]
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und [HOO05| finden sich Anpassungen auf die A-Formulierung. Letztere Methoden
sind damit ohne Probleme an die AV-A-Formulierung aus Kapitel 3 zu koppeln.

Zur Auswertung von FE-BE-Modellen ist die Losung eines linearen Gleichungssys-
tems hoher Dimension notwendig. Die Systemmatrix setzt sich dabei zusammen aus
mit der Volumendiskretisierung verkniipften, schwach besetzten FE-Matrizen und
mit der Oberflachendiskretisierung verkniipften, vollen BE-Matrizen. Selbst unter
Verwendung schneller BE-Techniken wie in [Rok85|, [Hac99] ist der Zeitaufwand fiir
die Losung an einem Punkt im Parameterraum zu hoch, um brauchbare Syntheseme-
thoden zu konstruieren. Genau wie in den vorangehenden Kapiteln ist somit das Ziel
dieser Arbeit, den numerischen Aufwand mithilfe eines effizienten MOR-Verfahrens
zu verringern. Der wesentliche Unterschied zu bisher betrachteten Systemen liegt in
der Art der Parameterabhéngigkeit. Wiahrend die FE-Matrizen beziiglich Starrkor-
perbewegungen konstant bleiben, &ndern sich die BE-Matrizen trotz unverandertem
Netz aufgrund der Fundamentallosung; die Parametrierung ist dabei nicht-affin. Fiir
die Generierung eines effizienten PROMs ist daher die Uberfiihrung des Systems in
eine affine Form obligatorisch.

Bisherige MOR-Verfahren fiir gekoppelte FE-BE-Systeme interpolieren die parame-
terabhéngigen BE-Matrizen [ARFLOS|, [JPHL11]. Nachteilig an Interpolationen ist
zum einen, dass ihre Konvergenz nicht gesichert und eine Quantifizierung des Inter-
polationsfehlers nur schwer moglich ist. Zum anderen wird die einfache Form der
zugrunde liegenden Fundamentallosung nicht ausgenutzt, sodass zu erwartende Ap-
proximationen dieser Verfahren eine unnoétig hohe Komplexitat aufweisen. In der vor-
liegenden Arbeit wird daher die Methode der empirischen Interpolation [BMNP04]
auf die greensche Funktion angewendet, um eine affine Parametrierung der BE-Ma-
trizen zu erreichen. Dieses Vorgehen wurde in [FHMS11]| fiir die EFIE (engl. electrical
field integral equation) vorgeschlagen. Das resultierende affine Modell ist zugénglich
fiir iibliche Methoden der parametrischen Ordnungsreduktion.

Abschnitt 6.1 befasst sich mit der Herleitung der symmetrischen FE-BE-Wirbel-
stromformulierung. Im Hinblick auf eine direkte Losung der Gleichungssysteme wird
eine neue Eichung vorgestellt. Das fiir eine fixe Geometrie giiltige Modell wird in
Abschnitt 6.2 auf parametrische Modelle mit Starrkérperbewegungen erweitert. In
Abschnitt 6.3 wird die affine Approximation der BE-Matrizen vorgestellt, womit in
Abschnitt 6.4 ein effizientes PROM basierend auf einem Mehrpunktverfahren nach
Abschnitt 2.3.2 konstruiert wird. Auch die in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren
werden anhand numerischer Beispiele in Abschnitt 6.5 validiert.
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Abbildung 6.1: Schematische Darstellung eines Feldgebiets 2 fiir die
Randelementmethode.

6.1 Kopplung der Methode der finiten Elemente
und der Randelementmethode

In diesem Abschnitt wird eine Galerkin-BE-Formulierung vorgestellt und es wird
dargelegt, wie diese symmetrisch mit der FE-Formulierung aus Kapitel 3 gekoppelt
werden kann. Betrachtet wird dazu ein Gebiet 0, C R?, dem die physikalische
Bedeutung des Aufsenraums um diskretisierte Strukturen zukommt. Es umschliefst
nach Innen hin das Feldgebiet (2, welches mit der FE-Methode behandelte Struktu-
ren reprasentiert. Das Feldgebiet habe den Rand OI' und den aus €) heraus zeigenden
Einheits-Normalenvektor n, sieche Abbildung 6.1. Es wird angenommen, dass ) eine
Vereinigung disjunkter, einfach zusammenhéngender Lipschitz-Polyeder Q; darstellt,

Q=J mit ; N Q; = 0 fiir i # 7, (6.1)

wobei die einzelnen Doménen iiber die Randelementmethode miteinander gekoppelt
werden sollen. Die Behandlung nicht einfach zusammenhéngender Teilgebiete stellt
kein prinzipielles Problem dar; sie kann durch globale Ansatzfunktionen erfolgen
[Hip02|, worauf aber im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingegangen wird.

Nach aufsen hin ist €2, unbeschrénkt, was durch den Rand I', angedeutet ist. In €,
sind keine eingepréigten Strome erlaubt und die Materialeigenschaften entsprechen
denen des Vakuums. Die folgenden Herleitungen basieren auf Groéflen ausgewertet
an Quellpunkten y und Aufpunkten x, welche der Ubersicht halber als

fe = f(z), (6.2)
Jy = f(y) 6



82 Ordnungsreduktion fiir Modelle mit Starrkérperbewegungen

geschrieben werden. Ausgangspunkt ist eine Stratton-Chu-Formel fiir das magneti-
sche Vektorpotenzial [Str10, S. 253|, [CK13, Theorem 6.1]: Fiir € 02 gilt

1
§Ax :rotx/G(w,y)ﬁ,y x A, dl,

[2/9]

(6.4)
— /G(w,y)roty A, x n,dl, — gradx/G(az y)A, -n,dl,
o0 o0

mit der greenschen Funktion des Laplace-Operators

Gla.y) = (6.5)
T = .
VT ey
und der Notation

AS = }1112% A(y + hn). (6.6)

Um eine symmetrische Form der FE-BE-Kopplung zu erhalten, werden aus (6.4) die
Calderon-Identitdten [SS11, Kapitel 3.6] in schwacher Form abgeleitet. Calderon-
Identitdten bilden die Dirichlet- und die Neumannspur einer Grofe auf sich selbst
ab und werden daher auch als Calderéon-Projektor bezeichnet. Die gesuchten Formeln
lauten

_%<K7w>ag = i N (A, w) + B(K, w), (6.72)

_%Qﬁgm:_3u¢®+mﬁuaxy (6.7b)

mit den Bilinearformen

A(K,N) = //K‘Ammmadm, (6.8)
89 99

NA w) = //rot A, -n,G(z,y) ot w, - n, dl, dl',, (6.8b)
90 90

// oG, y) —— K, w, —grad, G(z,y) - w, K, -n,dl',dl',, (6.8c)
00 50

und dem Skalarprodukt (-, -),q-
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Beweis. Die Dirichletspur berechnet sich fiir Lipschitz-Polyeder durch Bilden der
Tangentialkomponenten

1
éﬁm X (Ay X Ny) =N, X rotm/G(a:,y)'fLy x A,dl, x n,
0
— Ny X /G(m,y) roty, A, X n,dl'y X n, (6.9)
Q

—gradnm/G(a:,y)A;~ﬁy dr,.
o9

_1
Gleichung (6.9) ist im Raum H , *(rotr, 0€2) formuliert [Hip02, Theorem 3.2]. Um

eine symmetrische Formulierung im Sinne eines Galerkin-Ansatzes zu erhalten, wird
_1

die schwache Form durch Testen mit Funktionen A € #, * (divp 0,09) erreicht. Es

ist allerdings zu beachten, dass dieser Raum nur ein Teilraum des Dualraums von

7-[1% (rotp, 0) ist, ndmlich

Hf(divr 0,89)}* _ {w S 'Hl%(rotp,aﬁ) (w, gradpu),, =0 Yu € H%(aﬁ)} ,
(6.10)

Darin bezeichnet grad; den Oberflichengradienten mit
gradpu =n x (gradu x n). (6.11)

Diese Tatsache ist wichtig fiir die in Abschnitt 6.1.3 vorgestellte Eichung des FE-
Gleichungssystems. Testen von (6.9) ergibt

1
§/A-AdF:/rotx/G(:v,y)ﬁy x A, dl, - A, dTl',
o

) 09 (6.12)

— //G(w,y) rot, A, X n, dl', - A, dT',.
89 0

Dabei liefert der dritte Term der rechten Seite von (6.9) keinen Beitrag wegen

/ gradpu - Adl' = / udivp Adl' = 0. (6.13)
o9 o9

Gleichung (6.13) definiert die Oberflachendivergenz divy. Mit der elektrischen Ober-
flachenstromdichte

K =y 'tot A x n € H[%(din 0,00Q) (6.14)
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und der Vektoridentitat
Vi X (uyvy) = —vy, X Vi, (6.15)
folgt

—/A Adl' = — //nyxA)xgradG(wy))\dFdF
90 90 (6.16)

— ,uo//G(a:,y)Ky - Apdly, dl.

o2 00

Die gewiinschte Form der Gleichungen ergibt sich durch Ausnutzung der Grassmann-
Identitét

ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w (6.17)

zu

/A Adl = //grad G(z,y) - Ayn, - A, dl', dl,

00 99
0G(x,y)
// — A, -\ dlN,dI, (6.18)
09 99
—MO//G(w,y)Ky-)\xdFdex.
09 00

Die Neumannspur entspricht physikalisch der magnetischen Erregung, die entspre-
chende Formel lautet daher

1 . . .

5 rot A x n =rot,rot, [ G(xz,y)n, x A,dl'y x n,

00 (6.19)
- rotz/G(a:,y) rot, A, x n, dI'y x 1.
a0

Die schwache Form folgt durch Bilden des Skalarprodukts mit Testfunktionen w €
1
H, ?(rot, 082) zu

1
5/rotA><ﬂ~wdF:/rotzrotx/G(:c,y)ﬁ,yxAdeyxﬁx-wzdl“x

o0 o0 a0 (6.20)
—/rotgg/G(m,y)roty Ay xn,dl'y x n, - w,dl,.

o0 o0
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Einsetzen der Oberfldchenstromdichte (6.14) auf der linken Seite und in dem zweiten
Term der rechten Seite und Anwendung von [CK83, Formel 2.86| auf den ersten
Ausdruck der rechten Seite ergibt

1
§,u0/K ~wdl :/gradx/G(w,y) divp (ny, x A,) dI'y x ny - w, dl',
o9 o9

— uo/rotx/G(a:,y)Ky dl'y x n, - w, dl',.
o0 80

(6.21)

Mit den Summanden wird aus Platzgriinden getrennt weitergerechnet. Fiir den ers-
ten Term wird ausgenutzt, dass

divp (n x A) = —n 10t A (6.22)

laut [CK13, Formel 6.43]. In Kombination mit (3.14) lisst sich schreiben

grad, / G(z,y)rot A, -n,dl'y x n, - w,
o0

(19 rot, /G(a:, y)rot A, -n,dlyn, | - w, (6.23)

Q
8.19) /G(az, y)rot A, - n, dl', rot, w, - n,.
B
Der zweite Ausdruck der rechten Seite von (6.21) lisst sich mittels (6.15) und (6.17)

umformen zu

rot, /G(az,y)Ky dl'y x n, - w, = /(Ky x grad, G(x,y)) x n, - w, dl',

o9 o9
0G (. y) ) (6.24)
- 6—15,Ky cw, dly + [ grad, G(z,y) - w, K, - n, dl,.
00 Y 9
Daraus folgt die gewiinschte Form der Neumannspur
/K wdl =y, // (x,y)rot A, - n,rot, w, - n, dl, dl',
0 09
0G(x y
/ T on, v dry dl' (6.25)
09 09
- //gradx Glz,y) w,K, n,dl',dl;.
09 00



86 Ordnungsreduktion fiir Modelle mit Starrkérperbewegungen

6.1.1 FE-Formulierung

Die schwachen Calderén-Identitéten (6.7) ermoglichen iiber den Term auf der linken
Seite von (6.7a) unmittelbar eine Kopplung an die AV-A-Formulierung fiir Wirbel-
stromprobleme aus Abschnitt 3.1.2. Diskretisierung iiber eine endliche Anzahl an
Ansatzfunktionen nach

A=) [Ralpwy mit wy, € Wi (6.26)
k
K =) [xxlh mit A, € Dop? (6.27)
k
fithrt auf
1
—§FXK = 1y 'N% 4 + Bxp, (6.28a)
1
—§FT>‘<A = B x4 + oAxx, (6.28b)
// - J%T' Lprdr, (6.292)
99 90
//I‘Ot Wy y - nym rot Wiz - ’n/$ dF de, (629b)
89 00
// ]}y . wm — y;wg . wi,x/\m . ’fLI dFy de, (629C)
4w |m A | — y|
89 00

Die Ansatzfunktionen fiir A in (6.26) entsprechen genau den Tangentialkomponen-
ten der Ansatzfunktionen fiir A in (3.21) wegen (2.18). Somit brauchen fiir eine
FE-BE-Kopplung zur Diskretisierung von A keine zusétzlichen Unbekannten x4
eingefithrt zu werden, sondern der Koeffizientenvektor x4 einer gekoppelten For-
mulierung entspricht dem einer reinen FE-Formulierung. Ansatzfunktionen auf der
Oberfliche werden mit entsprechenden Ansatzfunktionen aus W"P(Q) identifiziert
und die BE-Matrixeintrage an den entsprechenden Indizes der 3D-Ansatzfunktionen
im Vektor x4 einsortiert.

Einsetzen der Oberflachenstromdichte (6.14) in den Oberflichenterm der schwachen
FE-Formulierung (3.15),

/rotw-H_lrotAdQ—/K-wdF+jw/w-aAdQ

Q o9 Q (6.30)
+/w~agradgde:/w~Jimde,
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zeigt, dass dieser im Diskreten Fxj entspricht. Die gekoppelte FE-BE-Formulierung
ergibt sich, indem 1/2-Fxx durch (6.28a) ersetzt wird. Mit den Matrizen aus (3.24)
und (6.29) lautet sie

S+ jwT" 4 pg'N*  jwMY, —1F*+B"| [xa b
jqu‘L/A jwMVV 0 Xy | = bv . (631)
—3F "+ BT 0 — oA XK 0

Das Gleichungssystem (6.31) ist konsistent und damit iterativ 16sbar, aber aus den in
Abschnitt 3.1.2 beschriebenen Griinden singulér. Das Superskript © an den Matrizen
deutet an, dass es sich um eine ungeeichte Formulierung handelt. Eine konventionelle
Baumeichung ist nicht moglich, weil sie auf einer Eliminierung reiner Gradienten-
felder basiert, aber die Représentationsformel (6.4) eine Coulomb-Eichung von A
auf der Oberfliche voraussetzt. Eine alternative Eichung wird in Abschnitt 6.1.3
besprochen.

6.1.2 Erstellung der BE-Matrizen

Die Erstellung der verwendeten FE-Matrizen wurde nicht detailliert, da diese mit
iiblichen Verfahren der numerischen Integration [SSD04, Kapitel 4] oder Master-
matrizen [SF96, Anhang 3| trivial ist. Im Gegensatz dazu ergeben sich bei den
BE-Matrizen Schwierigkeiten, weshalb im Folgenden explizit auf die Assemblierung
eingegangen wird.

Zur Berechnung der in (6.29) auftauchenden Doppelintegrale miissen ebenjene Inte-
grale mit je einem finiten Element als Integrationsgebiet ausgewertet werden. Durch
die greensche Funktion im Integranden kann dieser je nach geometrischer Lage der
Elemente zueinander singuldr werden und eine Auswertung der Integrale mit den
konventionellen Methoden ist nicht mehr moglich. Man unterscheidet die folgenden
Integralarten:

e Reguldr. Sowohl das Integral als auch der Integrand weisen keine Singularitdten
auf. Eine Berechnung ist mit konventioneller numerischer Integration méglich.
Dabei wird das Integral durch gewichtete Summation des Integranden an den
sogenannten Integrationspunkten x; approximiert nach

JECTIED e (6.32)

mit den Gewichten w;. In dieser Arbeit wird die Gauk-Quadratur verwendet
mit Integrationspunkten nach [SSDO04, Kapitel 4] fiir Linien, Dreiecke und
Quadrate.
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Abbildung 6.2: Transformation eines beliebigen finiten Elements auf das
Referenzelement A,.

e Schwach singuldar. Obwohl der Wert des Integrals regular ist, ist sein Inte-

grand singulédr. Im Allgemeinen kann das Integral daher nicht mittels Gaufs-
Quadratur ausgewertet werden. Alternativ konnen die Integrale analytisch be-
rechnet werden [Ost02|, was jedoch die Flexibilitdt hinsichtlich der Wahl der
Ansatzfunktionen einschrankt. Es existieren auch angepasste numerische Qua-
draturschemen [BTW84, Appendix A|, [Krel4, Kapitel 12|, [HRHR97|, die ver-
fiigharen tabellierten Integrationspunkte schrinken aber die Approximations-
genauigkeit ein. Dies ist vor allem im Hinblick auf Ansatzfunktionen hoherer
Ordnungen kritisch zu sehen. In der vorliegenden Arbeit werden daher Me-
thoden verwendet, welche semi-analytische Transformationen des Integranden
auf regulére Integrale durchfithren [Duf82], [GGKO04|. Diese Ansétze bieten im
Vergleich hochste Flexibilitat und Wiederverwendbarkeit. Nachteilig ist die ho-
here numerische Komplexitéit und damit verbundene Laufzeit der Programme,
welche aber fiir eine Prototyp-Implementierung nachrangig bewertet wird.

Stark singuldr. Sowohl der Integrand als auch das Integral sind singulér, eine
Integration ist nur noch im Sinne eines Cauchy-Hauptwertes moglich [SS11, S.
294]. Auch fiir diesen Typ Integral existieren speziell angepasste Integrations-
punkte [Kut75|, auf Koordinatentransformation basierende, semi-analytische
Verfahren [GG90|, [GGKO04] und komplett analytische Ansétze [Gra93|. Die in
dieser Arbeit vorkommenden Integrale sind jedoch hochstens schwach singulér.

Alle Integrationen werden zuriickgefiihrt auf Integrationen iiber ein Referenzelement
A nach Abbildung 6.2. Mit dem Positionsvektor des Referenzknotens  im globalen

Koordinatensystem, den lokalen Koordinaten (£,7) und Jacobimatrizen J € R

3x2

lauten die affinen Abbildungen

o -
x=|22| =7, +J, [ *} ) (6.33a)
n
_xg_
A ¢
y=|p| =r,+7J, { } : (6.33b)
Y3 7
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Abbildung 6.3: Duffy-Transformation.

Die Ansatzfunktionen transformieren sich dabei nach

w=J"Tw fitr w € WP, (6.34a)
I 5 . h

A= 5T fiir X € D, (6.34D)

n=J"e, (6.34c)

auf Ansatzfunktionen im Referenzelement, welche durch Uberstriche gekennzeichnet
sind, siehe [Pet05, Kapitel 5| und [Mon08, S. 78 f]. Um die Inverse der Jacobimatrizen
berechnen zu koénnen, wird nach [Pet05, Kapitel 5| zu J ein Einheitsvektor, der
senkrecht zu den ersten beiden Spalten steht, als dritte Spalte hinzugenommen.

Die Matrix A

Zunichst werden die Elementbeitrige der Matrix A berechnet. Mit (6.33) und (6.34)
setzt sich (6.29a) zusammen aus Beitrégen in lokalen Koordinaten

1 <T < |detJ.||detJ,]|
A" = — X JTI XL yLdr, dr,. .
//47T|w—y| LYy 7 detJ, detJ, 7 (6.35)

Es werden zwei Falle je nach Lage von A, und A, zueinander unterschieden.

Gleiche Elemente: Falls A, und A, das gleiche Element beschreiben, ist das in-
nere Integral fiir jeden Wert von @ schwach singulér. Die in dieser Arbeit verwendete
Dufty-Transformation geht von einem Dreieck nach Abbildung 6.3 aus, bei dem die
Singularitdt im Punkt (1,0) liegt. Mittels der Koordinatentransformation

= (1-&)w, (6.36a)
dp = (1-¢&)dw (6.36Db)

wird das Integrationsgebiet in ein Quadrat 0 < & < 1, 0 < w < 1 iiberfiihrt, was
die Singularitat im Integranden behebt.
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1 ¢

Abbildung 6.4: Aufspaltung eines finiten Elements um eine Singularitét und
Transformation auf neue Referenzelemente.

Das &ufsere Integral in (6.35) iiber A, kann mittels Gauk-Quadratur berechnet wer-
den. Folglich ergibt sich fiir jeden Integrationspunkt (£*,7*) eine Situation nach
Abbildung 6.4: Das Element A, kann in drei Dreiecke unterteilt werden, bei denen
die Singularitdt in einer Ecke auftritt. Mittels affiner Transformationen

!

E,} =d; + Vi Lﬂ mit k € {I,II,II1} (6.37)
werden die Dreiecke in (&', 7')-Koordinaten kompatibel zur Duffy-Transformation
iiberfiihrt. Damit kann Aij ausgewertet werden durch die Summe iiber drei Beitrage

7

det J,| |det J,|
A = ;| ‘ Yodr,. :
/Z U detJ, det J, (6.38)

Am Beispiel von AJ; wird die Duffy-Transformation (6.36) gezeigt. Es ergibt sich

1 1-¢
1
Agj:/ /)\lyJZJ N oy et Vil dry’ d¢’
&=0n'=0 m |JV7 [ / 1
-1
1
/ /AWJZJ Ao T |det V| (1 — &) dwdg  (6.39)
=00 “’V’ [_w<1 - f’>] ‘
1 1
— 23T N 1 det V| dw d¢’
- 1,yYy Y TN, 1 |e I‘wga
£/=0 w=0 4m | IV [_wH

was mittels Gaul-Quadratur iiber ein Referenzquadrat integriert werden kann.

Ungleiche Elemente Hierzu zéhlen der Fall gemeinsamer Kanten, der Fall ge-
meinsamer Knoten und der Fall rdumlich getrennter Elemente. Im Fall rdumlich
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getrennter Elemente wird die greensche Funktion niemals singulédr, da « # y fiir
alle moglichen Werte von  und y. Die Gauk-Quadratur kann ohne Einschrankun-
gen verwendet werden. Im Fall eines gemeinsamen Knotens oder einer gemeinsamen
Kante wird die greensche Funktion singuldr, wenn @ sich genau auf diesem Knoten
oder dieser Kante befindet. Die verwendeten Integrationspunkte liegen jedoch alle
innerhalb des Referenzdreiecks, daher kann die Singularitéit nicht auftreten. Nume-
rische Experimente zeigen, dass Gauf-Quadratur hier keine wesentlich ungenaueren
Ergebnisse liefert als im Fall rdaumlich getrennter Elemente.

Die Matrix N

Die Berechnung der Elementbeitrage fiir die Matrix N, welche sich in lokalen Koor-
dinaten aus Beitragen

. |det J,| [det J,|
N = b, . (ot w,,)" &, 214y, dr, (640
K //47r]w—y\ rot ;)" €; (1ot ) “detJ, detJ, Y (6.40)

Ay Ay

zusammensetzt, verlauft im Wesentlichen analog zu dem Vorgehen fiir A. Im Fall
gleicher Elemente erfolgt entsprechend (6.38) eine Aufspaltung

11
det J,| |det J,|
N = k’ Z Y1 dr,. 6.41
K /Z I det J, det J, ( )

Es gilt am Beispiel von Dreieck I die Formel

11
1

w[

N = (rot ;)" &, (rotw;,)" e, |det V| dwde’. (6.42)

g=0w=0 4m

Die Matrix B

Die Berechnung folgt einem anderen Schema, da nicht die greensche Funktion selbst,
sondern ihr Gradient im Integranden steht. In lokalen Koordinaten entsteht B durch
Beitréage

//AT 2) wl 3,7, 3 98l 5 ary ar,
47r|:v—y| det J,

Iy s ldetd,)
J J by det J,| dT",, dT",.
// Mu_y, A gt et ],

As Ay

(6.43)
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Abbildung 6.5: Zwei Dreiecke mit gemeinsamer Kante in £-Richtung. Transformation
von (£, n) auf Polarkoordinaten (p, #) zur Umgehung der Singularitéit bei & = £*.

Gleiche Elemente Im Prinzip wire das Integral durch die 1/r%-Singularitit stark
singulér. Bei den in dieser Arbeit verwendeten ebenen finiten Elementen ist aber

grad, G(z,y) L n, Ve, y, (6.44)
Ay, Ln, Vo, y (6.45)

erfiillt, sodass diese Elementbeitrige verschwinden.

Gemeinsame Kante Der innere Integrand kann singulér werden, falls & auf der
gemeinsamen Kante liegt. Obwohl die Integrationspunkte im Inneren des Referenz-
dreiecks liegen und damit wie fiir die Matrizen A und N dieser Fall nicht exakt
auftritt, liefert die Gauf-Quadratur unzureichend genaue Ergebnisse. Zur Abhil-
fe wird eine Koordinatentransformation basierend auf dem Vorgehen in [GGKO04]
durchgefiihrt.

Die Elemente seien wie in Abbildung 6.5 so orientiert, dass £ und £* die gemeinsame
Kante beschreiben. Da die Singularitdt nur an der Stelle £ = £* auftreten kann,
wird das innere Integral in Polarkoordinaten um diesen Punkt umgeschrieben. Die
Integration zerfallt damit in zwei Teildreiecke, wie in Abbildung 6.5 angedeutet. Mit
der Transformationsvorschrift

£—& = pcosh, (6.46a)
n = psiné (6.46b)
und der Abkiirzung
< |detJ
c=wl I TN et Tyl et g, (6.47)

Y det Jy
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wird der erste Term aus (6.43) zu

1=¢* 6,

B, = / / /+/ /éT%cpdpdﬁdn der. (6.48)

&*=0n*=0 16=0 61 P

Die Integralgrenzen lauten

0, = — arctan (51 ) + T, (6.49)
V2(1-¢)
0< —_ 7 fir0 <6 6.50
ps 28.1n(34 —9) o b ( )
0<p<— ¢ fur 0 > 0. (6.51)
cos

Die Singularitéit kann nun identifiziert werden mit dem Punkt
p=n"=0. (6.52)
Nach erneuter Transformation in Polarkoordinaten (A, ¢) um diesen Punkt

p=Acosp, (6.53a)
n* = Asing (6.53b)

ist die Singularitdt nur noch von einer Variable A = 0 abhéngig. Vertauschen der
Integrationsreihenfolge von 6 und n* in (6.48) ergibt

/ 9/0 / / / / AT4ﬂ|my—_y|3) eA® cospdAdpddde” (6.54)

Ex= 6=601

mit den Integrationsgrenzen

1-¢

= arctan ———— 6.55
1 = arctan max p(0)’ (6.55)
0
0< A < maxel) fiir ¢ < @1, (6.56)
oS
1 — ¢ )
0< A< — fiir ¢ > . (6.57)
sin

Bei einer Situation nach Abbildung 6.5 unterliegen die Koordinatentransformationen
(6.33) den Bedingungen

<
8
|
<
<
—~ —~
P o
ot
oo
&

x]ll = J11,
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Damit kann der Nenner der Fundamentallosung explizit in A ausgedriickt werden
mittels

&* pcosf + &
i EE e

(Jz]12 Ji [Jyl12 (6.59)
= [(Jzloz| sing — | Jog | cosBcosp — [[Tylaz| sinfcosg | A, '
[J ]

)32 J31 [Jy]32

Einsetzen von (6.59) in (6.54) ergibt einen reguldren Ausdruck fiir die Berech-
nung der Elementmatrix, der iiber mehrfache Anwendung der eindimensionalen
Gaufk-Quadratur berechnet werden kann:

I —

=0 [0=0 0=61 p=

Gleiches Vorgehen ergibt fiir den zweiten Term aus (6.43) den Ausdruck

/ / / / / Dipds CQCosgodAdgpdé’df*, (6.61)
2 4 |31’

&= 0=0,
t
O I | Ajy|je §y| \det J,,| . (6.62)

Keine gemeinsame Kante Hierzu zéhlen der Fall eines gemeinsamen Knotens
und der Fall rdumlich getrennter Elemente. Die rdaumlich getrennten Elemente fiih-
ren auf regulére Integrale. Der Fall eines gemeinsamen Knotens fithrt zu einer Sin-
gularitat, falls « = y sich genau auf diesem Knoten befinden. Eine Koordinaten-
transformation dhnlich wie die hier fiir den Fall der gemeinsamen Kante gezeigte ist
moglich, siehe [GGKO04] fiir gemeinsamen Knoten, aber unnétig aufgrund der hohen
Genauigkeit konventioneller Gau-Quadratur.

6.1.3 Eichung des FE-BE-Systems

Im Hinblick auf die Anwendung von Ordnungsreduktionsalgorithmen wird eine di-
rekte Losung der FE-BE-Formulierung (6.31) angestrebt. Wie bereits angesprochen,
setzt die zugrunde liegende Reprasentationsformel eine Coulomb-Eichung div A = 0
auf 0f) voraus, welche fiir das gesamte FE-Gebiet {iber Lagrange-Multiplikatoren
realisiert werden kann [Rod83|. Damit erhéht sich die Anzahl der Freiheitsgrade im
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\ N

AN

Abbildung 6.6: Zweidimensionales FE-Netz fiir Q; mit vorgeschlagener gekoppelter
Eichung. Baumkanten sind in rot dargestellt, farbige Knoten markieren
Lagrange-Multiplikatoren ~; erster Ordnung.

Gegensatz zur Baumeichung um das Doppelte der Dimension von V?(Q2). Um eine
moglichst geringe Anzahl an Unbekannten fiir das geeichte System zu erhalten, wird
daher vorgeschlagen, eine Coulomb-Eichung an der Grenzschicht zu 02 mit einer
Baumeichung im Volumen von €2 zu koppeln.

Zunachst wird nur der Fall linearer Ansatzfunktionen p = 1 und ein einfach zu-
sammenhangendes Teilgebiet Q; betrachtet. Zur Realisierung der Eichung auf der
Oberflache werden alle N, Knoten auf 8@1- zu einem Superknoten zusammengefasst.
Der verbleibende Baum besitzt dann nur noch eine Kante, welche aus dem Volumen
auf den Randknoten K zeigt, siche Abbildung 6.6. Er hat somit /Ny — 1 Kanten we-
niger als der vollstdndige Baum, was bedeutet, dass die FE-Gleichungen einen Null-
raum ebenjener Dimension aufweisen. Durch die spezielle Wahl des Baums kann der
Raum W2 (9€);) vollstéindig von A dargestellt werden, entsprechend der Forderung
(6.26), dass die BE-Ansatzfunktionen im Raum der FE-Ansatzfunktionen enthalten
sein sollen.

Uber den diskreten Gradientenoperator kénnen die Gradienten

W = {w e grad V1 ()] w|, = 0} (6.63)

dargestellt werden, wegen des Rotationsoperators in der Steifigkeitsmatrix und N
stellt W gerade den Nullraum des FE-BE-Systems dar. Es ist aber

{'w|8@i "w c W} = grad V51 (09), (6.64)

denn durch die Gradientenbildung liegen alle konstanten Felder im Nullraum von
grad V) (9€;). Der Ausschluss einer Ansatzfunktion durch die Baumkante zu K
eliminiert diesen Nullraum.

Motiviert durch (6.64) wird die Eichbedingung
divp A = 0 auf 0% (6.65)



96 Ordnungsreduktion fiir Modelle mit Starrkérperbewegungen

vorgegeben. Wegen (6.10) ist sie mit der BE-Formulierung konsistent und wegen

w ist mit Baumkante, die B
Supp {'w"w = grady u} supp {'w nicht zu K zeigt, assoziiert } =0 (6.66)
mit der Baumeichung im Volumen. Wére (6.66) verletzt, gibe es Ansatzfunktionen,
fir die beide Eichbedingungen gleichzeitig gelten wiirden. Gleichung (6.65) wird
entsprechend dem Rangdefizit des FE-BE-Systems iiber Lagrange-Multiplikatoren

Ve = [Xp]k0s mit 0, € Vi () (6.67)
realisiert.

Bemerkung. Es mag naheliegen, statt (6.65) in einer Randschicht um o)y die
Coulomb-FEichung div A = 0 mittels Lagrange-Multiplikatoren aus V() zu for-
dern. Doch dadurch wird die Bedingung (6.66) verletzt.

Fir Ansatzfunktionen hoherer Ordnung werden nur diejenigen Funktionen aus
grad V7 (€);), die mit Kanten oder Flichen auf 9€); assoziiert sind, zu den An-
satzfunktionen fiir A hinzugefiigt. Damit konnen alle BE-Ansatzfunktionen (6.26)
dargestellt werden. Zu den Lagrange-Multiplikatoren wird der Raum Vi (9€);) hin-
zugenommen; beide Rdume besitzen die gleiche Dimension. Die Beriicksichtigung
des gesamten FE-Gebietes €2 folgt durch separate Konstruktion der beschriebenen
Eichung fiir jedes Teilgebiet €.

Die gemischt geeichte FE-BE-Formulierung lautet

oS + jwueT + N jwpeMuy D —%F + Bl | x4 b
jw oMY jw oM 0 0 X b
J M]ODT VA J Hoo vV X 0 X; — 1g Ov (6.68)
—%FT + BT 0 0 —A X 0

Die Matrizen S, T, M4y, My4, N, B und F gehen aus den ungeeichten Matri-
zen durch Streichen der zu Baumkanten gehorenden Ansatzfunktionen hervor, die
Lagrange-Multiplikatoren werden iiber

[2}9]

eingebracht. Zur besseren Konditionierung ist das System in
X = poXK (6.70)

formuliert. Uber die Wahl der rechten Seite entsprechend Abschnitt 3.2 oder Kapitel
4 kénnen strom- und spannungsgesteuerte Spulen mit oder ohne Litzendradhten als
Anregung fiir das System verwendet werden.
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6.2 Parametrisches FE-BE-Modell

Gleichung (6.68) fiir eine geometrische Konfiguration wird in diesem Abschnitt fiir
Systeme mit Starrkérperbewegungen formuliert. Die Bewegungen seien beschrieben
durch einen Parametervektor p € P C RP, dessen Eintrdge Rotationen oder Ver-
schiebungen einzelner, mittels finiter Elemente modellierter, starrer Korper beschrei-
ben. Die Kérper werden dabei mit den Teilgebieten €); aus Abschnitt 6.1 identifiziert.
Sowohl das auf (6.68) basierende Ausgangsmodell als auch das vorgeschlagene Rah-
menwerk zur parametrischen MOR konnen vollstdndig beschrieben werden anhand
zweier FE-Teilgebiete Q) und Qg, die separat von p beeinflusst werden.

Zur Erstellung der BE-Matrizen (6.29) sei eine Referenzkonfiguration der Positions-
vektoren fiir beide Gebiete € 23 und y € {23 bekannt. Dann gilt mit orthogonalen
Rotationsmatrizen R mit det R = 1 und Translationsvektoren ¢ der Zusammenhang

z(p) = R.(p)x + t.(p) fiir € Q, (6.71)
y(p) = Ry(p)y + t,(p) fiir y € Q. (6.72)

Ferner seien J, und J y die Jacobimatrizen der Referenzkonfiguration. Mit den Jaco-
bimatrizen der parameterabhéngigen Konfiguration

J.(p) = Ru(p)J., det J,(p) = det J, (6.73)
J,(p) =R, (p)J,, det J,(p) = det J,, (6.74)

sind alle Grofsen zur Assemblierung der Matrizen nach Abschnitt 6.1.2 bekannt.

Um die Parameterabhéngigkeit genauer einzugrenzen, werden die Unbekannten um-
sortiert entsprechend der ihnen zugeordneten Teilgebiete nach

Xq = [xﬁl’T ng,T}T’ (6.75)

X = [X%LT Xﬁz’T}T, (6.76)

was eine analoge Aufteilung der A und K zugeordneten Matrizen ermdglicht. Alle
FE-Matrizen sind konstant hinsichtlich der Starrkérperbewegungen, weil die absolu-
te Lage der Gebiete Q; die Matrixeintréage nicht beeinflusst. Bei den BE-Matrizen
sind wegen des gleichen Arguments nur Blécke von p abhéngig, welche zwischen
verschiedenen Gebieten koppeln. Wird die Gebietszugehorgkeit durch Subskripte
angedeutet, lasst sich schreiben

x — | R 0 mit X € {S,F}, (6.77a)
0 Xao
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[ Noy Nmz(P)]

N = 6.77b
_N£12(P) Nao2 ( )
[ Bon Bmz(p)]

B = 6.77
Bo2i(p)  Baa (6.77c)
[ Aon Amz(p)}

A = . 6.77d
_A£12(p) Aqa ( )

Unter Verwendung dieser Grofen ergibt sich die kompakte Beschreibung des para-
metrischen FE-BE-Systems

AT 4 AT £ AT D) AP ATO)] ] o] o
AT AP (D) AP+ AP [XK] L0 '
mit
Xp = [xgl’T x93 T X}G}T, (6.79a)
br = o [bh L 0], (6.79D)
_|:,UOS(211‘|“N§211 0 0 D
FF _ 0 poSa22 + Nago
AT — . 0 ol (6.79¢)
i D7 0 0
[ T My, O
A = [Mys Myy 0], (6.79d)
0 0 o0
[ |:_%F911 + Ban 1 0 }
AFB 0 0—§F922+BQ22 ’ (6.79¢)
i 0
A 0
BB _ |Aou
Ag = { 0 Amj’ (6.79f)
{ 0 NowP)|
FF _ Nng(P) 0
AlT(p) = 0 E (6.79g)
i 0 0 0
—{ 0 Bmz(P)}
AlP(p) = | B 0 (6.79h)
i 0
0 Aqi2(p) :
ABB :[ 12 } 6.79i
P (p) Agu(p) 0 ( )

Die Durchfithrung einer parametrischen Simulation basierend auf der Systembe-
schreibung (6.78) erfordert unabhéngig von einmalig zu berechnenden Grofen fiir
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jeden Wert von p die Assemblierung der BE-Koppelmatrizen A} (p), A;P(p) und
ADP(p) sowie die Losung des hochdimensionalen Gleichungssystems (6.78). Wie in
der Einleitung zu diesem Kapitel erlautert, ist die Auswertung fiir eine Vielzahl
verschiedener Parameterwerte unpraktikabel aufgrund des Zeitaufwandes.

Auch die Anwendung von MOR auf das System (6.78) ist ohne weitere Mafknah-
men ineffizient, denn die Parametrierung der BE-Matrizen ist durch die greensche
Funktion

PN 1
Cplye) = G 00 = R e n ) Ry L]

nicht-affin, vergleiche Abschnitt 2.3.3. Es wird daher vorgeschlagen, ein effizientes
ROM basierend auf einer im néchsten Abschnitt vorgestellten affinen Naherung von
(6.80) zu generieren.

6.3 Rahmenwerk zur Rekonstruktion einer affinen
Parametrierung

Das Ziel ist, eine affine Darstellung der BE-Matrizen nach Definition 2.2 herzuleiten.
Die Methoden der polynomiellen Matrixinterpolation aus Kapitel 5 werden nicht
eingesetzt, weil

e keine Einschrinkung auf hyperkubische Parameterbereiche gelten soll,

e aufgrund der 1/r-Struktur der greenschen Funktion eine unnétig hohe Anzahl
matrixwertiger Koeflizienten und damit verbundener Speicheraufwand zu er-
warten ist,

e es schwierig ist, Aussagen iiber den Interpolationsfehler zu treffen.

Stattdessen wird die EI-Methode aus [BMNPO04] eingesetzt, um die greensche Funk-
tion (6.80) affin im Bezug auf p zu approximieren. In [FHMS11] wird dieses Vorge-
hen genutzt, um die Streuformulierung der EFIE hinsichtlich der Frequenz und der
Beobachtungsrichtung zu variieren, in [GHS12| wird zusétzlich die Geometrie der
Streukorper mittels Skalierungen berticksichtigt. Generell werden die BE-Matrizen
nicht direkt approximiert, weil die einfache Struktur der greenschen Funktion sich
in einer geringen Anzahl an Summanden der Approximation (2.25) widerspiegelt,
die Berechnung der parameterabhéngigen Funktionen besonders einfach und folglich
schnell ist und die affine Form sich auf die Matrizen iibertragt. Aufserdem bietet die
EI die M6glichkeit, Fehlerschranken zu konstruieren. Im Gegensatz zu den Verfahren
aus der Literatur wird in der vorliegenden Arbeit die Approximation hinsichtlich all-
gemeiner Starrkorperbewegungen durchgefiihrt, zusétzlich wird die EI erstmals fiir
die Ordnungsreduktion einer FE-BE-Kopplung eingesetzt.
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6.3.1 Methode der empirischen Interpolation

Die EI-Methode ist ein Verfahren zur Approximation einer von einem Parameter
p € P C R? abhiingigen Funktion f(-,p) € IL?, sodass

F6.p) = J6p) = D S pla (051

mit Basisfunktionen q; € I.? und Stiitzstellen r;, an welchen die Interpolationseigen-
schaft

f(ri,p) = f(ri,p) fiir i € {1,..., M.} (6.82)
gilt. Die EI-Methode wurde in [BMNPO04]| vorgeschlagen, detailliertere Erlauterun-
gen sind in [GMNPO07| gegeben. Es handelt sich um einen Greedy-Algorithmus, von
dem unter Voraussetzung glatter Parameterabhéngigkeit von f exponentielle Kon-
vergenz zu erwarten ist [MNPPO09|. In dieser Arbeit werden nur Funktionen mit
einer finiten Anzahl an Auswertungspunkten x € CV betrachtet. Der Parameter-
raum wird iiber eine dichte Abtastung {u,,}> _; = Pp C P mit einer finiten Anzahl
P an Parameterwerten dargestellt.

Die Basisfunktionen werden anschaulich wie folgt konstruiert: Eine erste Approxi-
mation wird durch Wahl eines Vertreters f(x, p,)/f(r1, ) als Basisfunktion q,
welche an der Stiitzstelle r; interpolierend ist, gewonnen. Die Approximation wird
verbessert durch Hinzunahme weiterer Basisfunktionen q; und zugehorigen Stiitz-
stellen r;, die sich je aus der grofsten Fehlerfunktion zwischen urspriinglicher und
approximierter Funktion berechnen,

qi = f(x,p) — Ji(x’ p)((]}l — 'O}ifl) mit || f — f||; maximal. (6.83)
fri,p) = f(ri,p)(@r - .- Qi)

Die genaue Methodik ist in Algorithmus 6.1 beschrieben. Durch den Greedy-Schritt

ist der maximale Approximationsfehler iiber alle Parameter aus Pp bekannt, was

einen guten Fehlerindikator fiir den tatséchlichen maximalen Fehler fiir p € P dar-

stellt. Daher wird der Approximationsfehler als Abbruchkriterium des Algorithmus

genutzt.

Die Interpolationseigenschaft bedingt bei bekannten Basisfunktionen q; die Kon-
struktionsvorschrift der EI-Approximation

[Bli; = [al. (6.84)
ai f(rh p)

B| :|= : ; (6.85)
M. f(TMe’ p)

f(x,p) = Ze Q.- (6.86)
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Algorithmus 6.1 Empirische Interpolation

Eingabe: Funktion f, Auswertungspunkte x,
Parametermenge Pp = {,,}7 _;, Fehlerschranke ¢

Ausgabe: Interpolationsordnung M., Basisfunktionen Q = [q; - .. qa.],
Interpolationspunkte {r;}<

begin

M, =1 // Initialisiere Algorithmus mit einer Basisfunktion
P = argmaxuep, || f(x, 1)z

r1 = arg maxp, | f(x, p)|

Q= f(x,p)/f(r1,p)
B=1

e=€e+1
while e > ¢ do // Neue Basisfunktionen, solange Fehler zu grofs
form=1...P do /| Berechne Interpolationsfehler

Blay...ay " = [f(r1, py,) - f(ran, m,)]0 /) Lose Gleichungssystem

fx,pm,,) = Qlay ...an]|" /] EI-Approximation der Ordnung M,
9%, ) = F(x, ) = F(x, ) // Fehlerfunktion
em = [lg(%, p)ll2/11f (%, )12 // Relativer Fehler
end for
e = max,, €m, /| Mazimaler Fehler
if e > € then // Fiige neue Basisfunktion hinzu
M, <+ M,+1

p = argmaxyep, [[9(x, p)|2
rv, = argmaxp, | f(x, p)|
Q < [Q,9(x,p)/9(rm.,P)]
Bli; = [Ql¢, ) fiiri,5 € {1,..., M.}  // Definiere Interpolationsmatriz
end if
end while

Q<+~ QB! /| Umskalierung der Basis
end
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Da die Interpolationsmatrix B konstant ist, kann die Basis umskaliert werden mittels

[q1...am]=Qi-..qu.] B, (6.87)

sodass der numerische Aufwand zur Auswertung der Approximation (6.81) nur noch
in der Bestimmung von M, Funktionswerten der urspriinglichen Funktion f liegt
[SFDE15].

6.3.2 Anwendung auf parametrische FE-BE-Systeme

Zur Bestimmung der parameterabhéngigen BE-Matrizen in (6.79) werden sowohl die
Funktion G(&,y,p) laut (6.80) als auch ihr Gradient bend&tigt, wobei als Auswer-
tungspunkte alle moglichen Paarungen an Quadraturpunkten & € O und Yy € Q,
zu beriicksichtigen sind. Die Anzahl der Quadraturpunkte sowie ihre Lage relativ zu
Q1 bzw. 5 ist konstant beziiglich p, weshalb die EI-Methode aus Abschnitt 6.3.1
zur affinen Approximation geeignet ist. Es sei

M.

G(&,9,p) ~ G(& =Y G(@m, Yy D) [n]- (6.88)

m=1

Darin bezeichnet wie im vorherigen Abschnitt q,, die Basisvektoren, welche mit-
tels Algorithmus 6.1 bestimmt werden, und [-] den zur Paarung (&, ¥y) gehérenden
Eintrag des Vektors. An den Interpolationspunkten x,, und y,, muss G(@,, y,,, P)
mittels (6.80) ausgewertet werden.

Eine affine Darstellung der Matrix Nqjo folgt durch Einsetzen von (6.88) in (6.29)
bzw. (6.40) zu

NQIQ Z G mma Ymr P Nq (689>
det J, || det
://[%]éfrotwi,yéZTrotwj%| et J] | de Jy'dr dr,.  (6.90)
AT det Jz det J,

Die Approximation der Matrix Agie mit (6.35),

. det J,| | det J, |
[Aqusli & A ITI N, | = L£.dr, dry, 6.91
ezl / / Y PIRiyly detd, det], (6.91)

o0 90

erfordert aufgrund der Rotationsmatrizen in

A

J'3, = JIRI (p)R.(p)J, (6.92)
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eine weitere Aufspaltung. Es gilt
Rg(p)Rx(p) = Z Rij(p)éiéjT- (6.93)

Bemerkung. Als Produkt zweier Rotationsmatrizen sind nur drei linear unabhdn-
gige Summanden nétig, was im Rahmen der verwendeten Prototyp-Implementierung
nicht ausgenutzt wird.

Einsetzen in (6.91) liefert die gesuchte Gleichung

M, 3
Aon(p) =D > G(m, Y, P)Ru(P)AL,, (6.94)
=1 kie1
o T. s o< |detd,||detd,]
A7 = A5 Teery N, et sl qr, dr,. 6.95
[ mkl]] S [q ] iyvy CkCl J, deth detJ ( )

Fiir die Matrix Bgis werden, wie in (6.43) zu sehen, die Komponenten des vektor-
wertigen Ausdrucks J,* (y — x) /47 | — y|® bendtigt und iiber drei skalarwertige
EI-Funktionen A genéhert,

e, - 3;12{52)1(;; 2) ~ A(%,9,p nﬁvz(w%,y%p)[qfn], (6.96)
e, Iz 11:;7;"15"; %)~ R, (%.9.p Z Wbl (697)
. 3 BT R Z% LRl (699)
(T, y,p) =€ - jglel(p) grad, G(x,y,p) mit t € {z,y, 2} (6.99)

Auch hier se1 M die Approximationsordnung, z’) , yﬁn) seien die Interpolations-

punkte und g} dle Basisvektoren. Einsetzen in (6.43) ergibt

BQI2 z] //|: wz?:a:‘]r_l‘]yxjyy

o0 90
(6.100)

y
9,p) | e7ININ, ‘jetjy‘m tJ,|dr, dT,.

A
_ T A ’
0 etd,

1,x
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Ausnutzung der Orthogonalitidt der Rotationsmatrizen und Verwendung von (6.93)
fithrt auf

3
Bon(p) = Z R (p {Z V=@ Yoy P) Bl

k=1
v (6.101)

+ Z ’Yx(wzv ygﬂ p)B;Xnkl + Z 'Vy(wgu yfw? p)Bgzkl )

m=1

< |detJy]

| det 3, |dr, dT,, (6.102)
00 99 det J,
- ~ — |detJ
By = — [ [ ohedanieri el 3,5, S0 e ar, ar.. (6103
a0 80 det J,
N - det J
Bl - [ [olealeli 3,8, Jy'\d €3, AT, dT. (6.104)
’ et J,
o0 00

Das Vorgehen zur Bestimmung von Bgs; (p) verlauft analog mit denselben EI-Funk-
tionen und Basismatrizen B2, Bikl sowie B ... Damit sind affine Darstellungen
im Sinne von Definition 2.2 fiir alle BE-Matrizen bekannt und Ersetzen der Matrizen
(6.79g) bis (6.791) in (6.78) ergibt das Ausgangsmodell

M, -
AG" +jwAlT + 3 GOAYT, A"+ AP(p) N b
m=1 Fl _ |br
FB,T | XFBT BB, % o BB L‘/K} - {0}
AO Tt Ap ’ (p) AO + kgl Rkl(p) Zl G( )Aq mkl
(6.105)
Die verwendenten Grofen sind definiert in (6.79) und
0 N¢
AFF _ [NgﬁT 0 } - (6.106a)
gm 0 0o ol . a
0 0 0
) 3
"(6) = 3 Fulp [z% vl PIATE,
= (6.106b)
Mg
+ Z ’)/2 m7 ym? Afn]?cla + Z 7@/ m? ym? )Amklﬁ )
m=1
70 Bk
AFB Blu 0 :
mklt — 0 mit ¢ € {Oé>ﬁ>7}7 (6106C)

0
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0 Al
BB mkl

6.4 Parametrische Ordnungsreduktion

Das gekoppelte FE-BE-Modell (6.105) weist die Form (2.40) auf, sodass ein effizien-
tes reduziertes Modell erstellt werden kann. Zur Generierung der Projektionsmatrix
V € CV*" mit n < N ist das Mehrpunktverfahren nach Definition 2.6 geeignet. Es
wird jedoch vorgeschlagen, nicht direkt den Projektionsschritt durchzufiihren wie
bei den bisher betrachteten reduzierten Modellen, sondern die natiirliche Trennung
in FE- und BE-Unbekannte mittels strukturerhaltender Projektion beizubehalten.
Dies wird erreicht durch Aufspaltung der Projektionsmatrix in entsprechende Blocke
und durch Orthogonalisierung dieser, sodass sich eine Projektionsmatrix

VF 0 Nx2n
{ . VB} eC (6.107)

ergibt. Als Nachteil ist die doppelte ROM-Dimension zu nennen. es kénnen aber
Vorteile hinsichtlich der numerischen Stabilitdt und der Konvergenz der reduzierten
Modelle entstehen, siehe hierzu das numerische Beispiel in Abschnitt 6.5.

Ein strukturerhaltend reduziertes FE-BE-Modell unter Verwendung der Projektions-
matrix (6.107) ist gegeben durch

~ ~ Me ~ ~ =
AT+ jwATT + 30 G()ALT, AP +AJP(p) . -
m=1 ¢ XF bg
AFBT | AFBT A BB ’ S BB k] [0
A7 + AP (P) Ag® + >0 Ru(p) Z ()Aqul
kl=1 m=1
(6.108)
mit
AP = VLAYV, (6.109a)
AT = VLAYV, (6.109b)
AL =VLAD Vi, (6.109c¢)
INGE V?AFBVB, (6.109d)
3
= Z le |: Z IYZ m» ym7 Afn]?cly
=t (6.109e)

Mg
+ Z ’796 m7 ymv Agﬁgza + Z Vy(wrﬁn’ yfw? p)Arljz]?clﬁ )

m=1
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Al = VEALL Vs, (6.100f)
AP = VLAPPV, (6.109g)
Ar = VEAS Vs, (6.109h)
br = Vibg. (6.109i)

Hochdimensionale Modelle

Wie bereits in der Einleitung angesprochen, ist eine explizite Darstellung der vol-
len BE-Matrizen fiir hochdimensionale Modelle wegen des hohen Speicheraufwandes
nicht moglich. Fiir ein praktikables BE-Rahmenwerk miissen speichereffiziente Ver-
fahren zur impliziten Bildung von Matrix-Vektor-Produkten zum Einsatz kommen,
welche im Rahmen dieser Arbeit nicht umgesetzt werden. Mogliche Alternativen
sind hierarchische Matrizen [Hac99| und eine entsprechende Modifikation der Fast
Multipole Method [OSWO06], beide bedingen eine iterative Losung der Ausgangsmo-
delle. Der Autor schldgt daher vor, im Rahmen der ROM-Generierung alle Losungen
des vollen Modells unter Einsatz der speichereffizienten Verfahren zu berechnen. Das
resultierende ROM unterscheidet sich in seinen Eigenschaften nicht von ROMs basie-
rend auf konventionell gelosten niedrigdimensionalen Ausgangsmodellen und kann
wie iiblich direkt gelost werden.

6.5 Numerische Ergebnisse

Kontaktloses Energieiibertragungs-System

Zur Validierung der FE-BE-Formulierung (6.78) wird das kontaktlose Energieiiber-
tragungs-System aus Abschnitt 5.4 simuliert. Die vier Transmitterspulen werden da-
zu als ein Gebiet {4 aufgefasst und vernetzt, die Empfangerspule wird als separates
Gebiet €y vernetzt. Dadurch stellt ihre Position ¢ aus (5.18b) einen Starrkorper-Pa-
rameter dar, wie er durch die parametrische Formulierung dieses Kapitels behandelt
werden kann.

Abbildung 6.7 zeigt im Vergleich die Kopplungsfaktoren bei Berechnung iiber das
FE-Modell mit Netzverzerrung und iiber (6.78). In Abbildung 6.7(a) ist zu sehen,
dass beide Methoden qualitativ das gleiche Ergebnis liefern. Die Unterschiede sind in
Abbildung 6.7(b) quantifiziert, dabei ist fiir ko und k3 der relative Fehler dargestellt
und fiir k; und k4 aufgrund des Nulldurchgangs der absolute Fehler. Wie zu sehen,
werden die Unterschiede fiir betragsgrofses ¢ grofer, was durch den Einfluss von
Elementen schlechter Qualitéit als Ergebnis der Netzverzerrung zu begriinden ist.
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Abbildung 6.7: Betrag der induktiven Kopplungsfaktoren im Vergleich zwischen
FE-Losung (k1 bis £4) und FE-BE-Losung (k1 bis ky).

Die FE-BE-Formulierung leidet nicht unter diesem Nachteil und kann prinzipbedingt
auch grofe Parameterbereiche fiir £ mit gleichbleibender Genauigkeit abdecken.

System mit frei drehbarer Sekundarspule

Die MOR-Methodik wird anhand eines Beispiels demonstriert, das nicht iiber ein ver-
zerrtes FE-Netz dargestellt werden kann. Die Transmitter-Konfiguration des Ener-
gieiibertragungs-System aus Abschnitt 5.4 dient abermals als erstes Gebiet Qy, sie
wird an die Spule #1 mit Ferritplatte nach Abschnitt 3.4 gekoppelt. Der Einfachheit
halber werden nur die Transmitter TX2 und TX/ sowie Spule #1 betrachtet. Als
Systemparameter dienen neben der Frequenz f die Position ¢ entsprechend (5.18b)
und der Winkel a der Sekundérspule mit

f € [1 Hz; 100 kHz], (6.110a)
t € [0; 14,3] mm, (6.110Db)
a € [0; 90)°, (6.110¢)

sieche Abbildung 6.8. Der Drehpunkt liegt auf der Symmetrieachse der Spule #1 auf
der transmitterseitigen Oberfliche ihres Wicklungsfensters, sein Abstand von der
Oberflache der Transmitter betrigt konstante 30 mm.

Von der Struktur wird ein FE-BE-Modell erstellt, es besitzt etwa 275.000 Freiheits-
grade unter Verwendung von Ansatzfunktionen erster Ordnung. Da nicht nur die
Losung dieses Modells, sondern auch die Assemblierung der parameterabhidngigen
BE-Matrizen zeitaufwendig ist, soll nach der Theorie dieses Kapitels ein effizientes
reduziertes Modell erstellt werden. Zunéchst sind, wie in Abschnitt 6.3 erlautert, die
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Abbildung 6.9: Konvergenzraten bei der ROM-Erstellung.

greensche Funktion und ihr Gradient mit der EI-Methode zu approximieren. Das re-
sultierende affine, aber hochdimensionale Modell wird im Folgenden als EI-Modell
bezeichnet. Wird die numerische Integration der BE-Matrixeintrage mit Gauf-Qua-
dratur vierter Ordnung durchgefiihrt, so sind auf 9€2; 3396 Integrationspunkte zu
beriicksichtigen, und auf 0§2, 2988 Integrationspunkte. Die Fehlerschranke in Algo-
rithmus 6.1 sei € = 3 - 1073, die Parameter werden mit (¢, a)=(21,91) dquidistant
verteilten Punkten diskretisiert. Abbildung 6.9(a) zeigt die Konvergenz der vier
Funktionen G, A,, Ay und A,. Den theoretischen Voraussagen entsprechend kon-
vergieren die Funktionen je exponentiell, wobei die Gradientenanteile schwieriger zu
approximieren sind und etwa doppelt so viele Basisfunktionen benétigen.

Fiir das EI-Modell wird mittels Algorithmus 3.1 ein MP-ROM erstellt, als Diskre-
tisierung von (6.110) werden 6 x 11 x 19 Punkte gewéhlt, die logarithmisch in f
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Volles Modell® ROM

Dimension 273.458 232
davon K zugeordnet 034 106
davon A|,, zugeordnet 1596 -
Modellgenerierung - 10,8 d
davon EI 8,05 d°
davon Berechnung von V 2,72d
Simulationsdauer (749.521 Punkte) 390 d° 227h
ein Parameterpunkt 449 s 10,9 ms

Simulation auf einem Intel Core 15-4670K CPU mit 3.4 GHz und 32 GB RAM.
@ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.
b Zeit fiir Fehlerschranke e = 1073.

¢ Extrapoliert.

Tabelle 6.1: Simulationsdaten fiir das System mit frei drehbarer Sekundéarspule.

und linear in den geometrischen Parametern verteilt sind. Auch dieser Schritt weist
entsprechend der Theorie bis zum Erreichen der Fehlerschranke ¢ = 1072 exponen-
tielle Konvergenz auf, sieche Abbildung 6.9(b). Durch die vorgeschlagene Projektion
erhélt das ROM die Blockstruktur des Ausgangsmodells, von den 232 Unbekannten
sind 20 den Windungsspannungen der Empfangerspule u,, ¢s aus (3.89) zugeordnet
und je 106 xp und X aus (6.108). Zusétzlich ist in Abbildung 6.9(b) die Konver-
genz fiir konventionelle, nicht strukturerhaltende Projektion dargestellt. Das Residu-
um nimmt durchschnittlich etwa gleich schnell ab, der Verlauf ist jedoch insgesamt
deutlich unregelméfiger. Weil keine Aufspaltung der Projektionsmatrix erfolgt, ist
zum FErreichen der vorgegebenen Fehlerschranke etwa die doppelte Rechenzeit no-
tig. Somit ist die Strukturerhaltung nicht nur im Hinblick auf Systemeigenschaften,
sondern auch der Effizienz wegen sinnvoll. Eine detaillierte Zusammenfassung der
Modelldimensionen und Rechenzeiten ist in Tabelle 6.1 gegeben.

Um das System mit dem ROM zu charakterisieren, wird eine feine Diskretisierung
von (6.110) mit 101 x 41 x 181 = 749.521 Punkten gewéhlt. Die gesamte Simulati-
onsdauer betréigt hierfiir 2,27 h und ist damit um einen Faktor von 4000 schneller
als eine Rechnung mit dem konventionellen Modell (6.78). Damit ist klar, dass der
Aufwand zur ROM-Generierung sinnvoll investiert ist. Schliefslich werden die Si-
mulationsergebnisse betrachtet. In Abbildung 6.10(a) ist die Eigeninduktivitit von
TX2iiber o aufgetragen. Bei t = 0 mm ist ein Anstieg mit o zu beobachten, weil die
Ferritplatte der Empfangerspule durch die Drehung nidher an 7X2 gebracht wird.
Fiir t = 14,3 mm liegt die Empféngerspule nicht mehr direkt iiber T'X2, weshalb
der Kurvenverlauf etwas anders aussieht. Steigende Frequenz hat keinen Einfluss auf
das qualitative Verhalten, senkt die Induktivitit aber betragsméfig ab. Die verschie-
denen Approximationsqualititen des ROMs kénnen anhand von Abbildung 6.10(b)
untersucht werden. Im Vergleich zum Ausgangsmodell hat das ROM einen relativen
Fehler unterhalb von 10™*, was im Hinblick auf die Genauigkeit des FE-BE-Modells
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Abbildung 6.10: Eigeninduktivitat Lo von T X2 an verschiedenen Parameterpunkten
und relative Fehler zu EI- und vollem Modell.
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Abbildung 6.11: Koppelwiderstand Ry5 = Re[Z]45 von TX4 zur Empféngerspule und
relative Fehler.

mehr als ausreichend ist. Der Vergleich zwischen dem EI-Modell und dem vollen
Modell zeigt, dass der Fehler hauptsichlich durch die affine Approximation der BE-
Matrizen hervorgerufen wird. Denn das ROM approximiert das EI-Modell mit einer
Genauigkeit im Bereich von 10~7. Somit ist die Fehlertoleranz bei der EI zu sen-
ken, um ein genaueres reduziertes Modell zu erhalten. Es féllt auf, dass das ROM
sowohl fiir o = 0° als auch fiir a = 90° das volle Modell numerisch exakt reprodu-
ziert. Dies kann dadurch begriindet werden, dass an beiden Parameterpunkten alle
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EI-Approximationen eine Stiitzstelle haben und die zugehorigen vollen Losungen
von Algorithmus 3.1 zur Konstruktion der Projektionsmatrix verwendet wurden.

Abbildung 6.11 zeigt den Koppelwiderstand zwischen TX/ und #1 iiber der Fre-
quenz. Die geometrischen Parameter haben einen deutlichen Einfluss auf den quali-
tativen Verlauf. Wie zu erwarten, liegen die relativen Fehler laut Abbildung 6.11(b)
fiir eine Koppelgrofe hoher als fiir eine Selbstwirkung, aber immer noch in einer
tolerierbaren Hohe. An den niedrigen Fehlerwerten bei f € {1,10,100} kHz ist die
Frequenzdiskretisierung bei der Generierung der Projektionsmatrix zu erkennen.

Fiir die Kopplungsfaktoren ks und k4 sind in Abbildung 6.12 beziehungsweise Ab-
bildung 6.13 Antwortflichen iiber den gesamten geometrischen Parameterbereich
gezeigt. Betragsmafig liegen die Kopplungen im einstelligen Prozentbereich. Durch
die Drehung der Empféngerspule um bis zu 90° ist das Verhalten von ky und k4 iiber
den geometrischen Parametern komplex; es gibt jeweils Vorzeichenwechsel, also ei-
ne Umkehr der Richtung der induzierten Spannung. Dennoch ist zu sehen, dass das
ROM die Systemantwort des Ausgangsmodells mit geringem Fehler nachbilden kann.
Analog zu den Ergebnissen zu Loy sinken die Betrdge der Kopplungsfaktoren mit
steigender Frequenz und der Fehler wird hauptséchlich durch die EI hervorgerufen.
Denn der Fehler zwischen dem ROM und dem EI-Modell je laut Unterabbildungen
(e) und (f) liegt etwa drei bis vier Grofenordnungen unter dem Fehler zum vollen
Modell laut Unterabbildungen (c) und (d).

6.6 Fazit

Starrkorperbewegungen als wichtige Unterklasse geometrischer Parameter konnen
prinzipbedingt gut mit parametrischen FE-BE-Modellen simuliert werden. In die-
sem Kapitel wird ein Rahmenwerk zur zweistufigen Konstruktion eines effizienten
reduzierten Modells fiir solche Systeme vorgestellt. Der erste Schritt umfasst eine
affine Approximation der BE-Matrizen mit der EI-Methode. Dies erlaubt in einem
zweiten Schritt die Anwendung strukturerhaltender Ordnungsreduktion mit einem
Mehrpunktverfahren. Der Einsatz des vorgeschlagenen Verfahrens ermoglicht pa-
rametrische Simulationen mit einer Vielzahl an Konfigurationen, die mithilfe kon-
ventioneller Techniken zu zeitaufwendig waren. Dabei liegt der entstehende Fehler
der reduzierten Modelle im Bereich oder unterhalb des Diskretisierungsfehlers der
Ausgangsmodelle. Ausschlaggebend fiir den Fehler ist der Schritt der affinen Appro-
ximation. Da beide Schritte der ROM-Erstellung auf Greedy-Verfahren basieren, ist
eine gezielte Beeinflussung der Fehlerniveaus moglich.
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Abbildung 6.12: Induktiver Kopplungsfaktor ke zwischen TX2 und Empfianger.
Auswertung iiber ROM und zugehérige Fehler.
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Abbildung 6.13: Induktiver Kopplungsfaktor k4 zwischen TXj und Empfanger.
Auswertung {iber ROM und zugehorige Fehler.
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Kapitel 7

Verfahren zur schnellen Berechnung
nichtlinearer Wirbelstromprobleme

Nichtlinearitaten spielen eine wesentliche Rolle bei physikalischen Prozessen, im Rah-
men des Elektromagnetismus ist das Verhalten von Halbleiterbauteilen oder magne-
tischen Materialien ein wichtiges Beispiel. Daher ist die Modellierung und Simulation
nichtlinearer Systeme von Interesse, auch hier wird wegen ihrer Vielseitigkeit haufig
die FE-Methode angewandt [ZT00].

Zur Auswertung eines nichtlinearen FE-Modells im Zeitbereich kommen iterative
Verfahren wie das Newton-Verfahren [NWO06, Kapitel 11| zum Einsatz, welche fiir
jede Iteration die Losung eines diinn besetzten, linearen Gleichungssystems erfor-
dern. Damit liegt der numerische Aufwand hoher als bei vergleichbaren linearen
Systemen, was einen Bedarf an effizienten Algorithmen fiir den computergestiitzten
Designprozess motiviert. Doch wihrend MOR-Methoden fiir lineare Systeme, wie
sie in den vorangegangenen Kapiteln verwendet werden, allgemein bereits auf einem
hohen Stand der Technik sind, hat sich noch kein nichtlinearer MOR-Algorithmus
als vielseitig anwendbar erwiesen.

Die in dieser Arbeit betrachteten nichtlinearen Systeme weisen eine Deskriptorstruk-
tur der Form

Ei—? = f(x) + Bu, (7.1a)
y = Cx (7.1b)

auf, oder mit nichtlinearer Systemmatrix geschrieben

(A(x) + E%) x = Bu, (7.2a)

y = Cx, (7.2b)
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wobei A(x) nicht-affin ist im Sinne von Definition 2.2. Aus der Literatur bekannte
Ansétze zur nichtlinearen MOR, die fiir Systeme (7.1) geeignet sind, lassen sich grob
in zwei Klassen einteilen:

Affine Approximation der Nichtlinearitat
Ahnlich der Rekonstruktion einer affinen Parametrierung bei der PMOR versu-
chen diese Verfahren, die Matrix A(x) durch einen Ausdruck der Form (2.25)
zu ersetzen. Hier sind drei Verfahren zu nennen. Die Trajectory Piecewise Li-
nearization (dt. trajektorienbasierte, stiickweise Linearisierung, TPWL) ersetzt
die nichtlineare Systemmatrix durch eine gewichtete Superposition linearisierter
Systemmatrizen [RW03|, [RW06]. Anwendungen auf Wirbelstromprobleme sind
in [QCO04], [ARFLO08| oder [B11] zu finden.
Auch die in Kapitel 6 verwendete EI [BMNPO04] ist fiir nichtlineare MOR geeignet
[CS10]. Im Kontext von Magnetostatik ist die Publikation [HC14]| zu nennen, eine
Anwendung auf magnetoquasistatische Probleme ist dem Autor nicht bekannt.
Schlieflich wurde in [PAOS03] vorgeschlagen, aus dem Bereich des statistischen
Lernens stammende Kernel-Methoden [SS02| zur affinen Approximation heran-
zuziehen. Ergebnisse wurden sowohl fiir parametrische [Zhu09] als auch fiir nicht-
lineare Modelle publiziert [WH12|, [WKH12].

Umformulierung der Nichtlinearitét
Ein Ansatz zur Ordnungsreduktion nichtlinearer Systeme, der ohne Approxi-

mationen arbeitet, wurde in [Gu09| vorgestellt, weitere Details sind [Gull] zu
entnehmen. Die Kernidee liegt darin, die nichtlinearen Gleichungen durch das
Einfiihren zusétzlicher Unbekannter und unter Zuhilfenahme einfacher analyti-
scher Funktionen so umzuformulieren, dass die resultierenden Gleichungen hochs-
tens quadratische Polynome in den Unbekannten sind. Diese Technik wurde ur-
spriinglich im Kontext globaler Optimierungsverfahren entwickelt [McC76]. An-
wendungen auf FE-Modelle fiir Warmeleitung oder Wirbelstromprobleme sind

in [Cod13], [Cod15] zu finden.

Bemerkung. Jedes nichtlineare System der Form (7.2) kann als parametrisches
System aufgefasst werden, wobei der Parametervektor mit dem Zustandsvektor x
2u identifizieren ist. Damit sind prinzipiell PMOR-Methoden zur Ordnungsreduk-
tion michtlinearer Systeme geeignet, es gibt jedoch zwei wesentliche Unterschiede.
Erstens sind PMOR-Methoden meist nur fir eine geringe Anzahl an Parametern
effizient, wohingegen die Anzahl der nichtlinearen Gleichungen entsprechend der FE-
Diskretisierung in der Groflenordnung von Millionen liegen kann. Zweitens ist die
Parameterdomdne P a priori bekannt, was beispielsweise fiir Greedy-Methoden wie
die in Abschnitt 6.3.1 vorgestellte EI-Methode ausgenutzt wird. Die Komponenten
von x konnen im Allgemeinen jedoch jeden Wert [x]; € C annehmen.

In den folgenden Abschnitten 7.1 und 7.2 wird eine FE-Formulierung des nichtlinea-
ren Wirbelstromproblems hergeleitet und mit der Proper Orthogonal Decomposition
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Abbildung 7.1: Schematische BH-Kennlinie mit Séttigung.

(POD) eine Methode zur Generierung einer Projektionsmatrix fiir nichtlineare Syste-
me vorgestellt. Gegenstand von Abschnitt 7.3 ist ein MOR-Verfahren basierend auf
Kernel-Methoden, welche in der Literatur bisher nicht fiir Wirbelstromprobleme ein-
gesetzt wurden. Den Abschluss dieser Arbeit bildet Abschnitt 7.4, worin der Ansatz
der Umformulierung der Nichtlinearitédt verfolgt wird. Die Art der Umformulierung
unterscheidet sich dabei wesentlich von [Cod15]|, wodurch eine hohere Allgemeinheit
hinsichtlich der Zeitintegration zu erwarten ist.

7.1 Nichtlinearitaten bei Wirbelstromproblemen

Das Auftreten von Nichtlinearitdten bei Wirbelstromproblemen liegt meist in dem
Verhalten magnetischer Materialien begriindet. Zum Einen sind Hystereseeffekte zu
nennen [Ber98, Kapitel 1|. Unter diesem Begriff versteht man die Abhéngigkeit der
magnetischen Flussdichte B nicht nur von der momentanen magnetischen Erregung
H(t = to), sondern auch von deren zeitlichem Verlauf H(t < ty), weshalb haufig
der Begriff des Materialgeddchtnisses gebraucht wird. Ausgeprigte Hysteresen tre-
ten beispielsweise bei hartmagnetischen Materialien, wie sie in Permanentmagneten
verwendet werden, auf. Verfahren zur numerischen Simulation sind in der Literatur

zu finden [Sai01], [QCO7].

Zum Anderen treten Sattigungseffekte auf [Mor01, Kapitel 6, welche zu BH-Kennli-
nien dhnlich der in Abbildung 7.1 dargestellten fiihren. Fiir kleine magnetische Erre-
gungen ist der Zusammenhang zwischen B und ‘H nahezu linear und kann tiber eine
konstante Permeabilitdt oder Reluktivitiat approximiert werden, wie in den vorange-
henden Kapiteln geschehen. Fiir hohe magnetische Erregungen flacht die Kennlinie
ab, im Grenzfall entspricht die Steigung der Kurve nur noch der Vakuumpermeabi-
litdt po. Sattigungsphdnomene héngen mit der Ausrichtung permanenter magneti-
scher Dipole im Material zusammen und treten daher auch bei weichmagnetischen
Ferriten mit vernachléssigbarer Hysterese auf [Mor01, Kapitel 9]. Um Materialkos-
ten zu sparen, werden beim Design technischer Produkte wie elektrischer Maschinen
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oder Transformatoren Séttigungseffekte zu einem gewissen Grad in Kauf genommen.
Daher ist ihre Berticksichtigung bei numerischen Simulationsverfahren essentiell zur
Beschreibung solcher Bauteile und ungleich wichtiger als die Beriicksichtigung von
Hysteresephédnomenen. Entsprechende Verfahren werden in [Cha70], [ACM™92| oder
[SF96, Kapitel 5| vorgestellt.

Aus den erlauterten Griinden werden in der vorliegenden Arbeit ausschlieflich Ma-
terialien mit vernachlassigbarer Hysterese betrachtet. Folglich sind die behandelten
Modelle zeitinvariant. Zusatzlich werden isotrope Materialien vorausgesetzt, sodass
die Sattigungseffekte iiber einen skalaren Zusammenhang zwischen H und B mo-
delliert werden konnen. Diese Annahmen sind fiir die Beschreibung nichtlinearer
Effekte in Ferriten geeignet, wie sie beispielsweise zur Feldfithrung bei Spulen zum
Einsatz kommen. Fiir das Materialgesetz (2.6a) lasst sich somit schreiben

H = v(|B|)B mit vy > v(|B]) > 0. (7.3)

Weiterhin muss fiir eine eindeutige Losbarkeit des Wirbelstrommodells die Monoto-
nie der Kennlinie

H(BY)| > |H(B,)] fiir B, > Bs (7.4)

gelten. In der praktischen Anwendung ist die Reluktivitét nicht als analytische Funk-
tion bekannt, sondern es liegen Messdaten der Betridge der magnetischen Erregung
und der magnetischen Flussdichte als Paare (9,,,B,,), m € {1,..., M} vor. Um
daraus eine Funktion v zu konstruieren, die (7.4) erfiillt, wird in [RKKO02| vorge-
schlagen, eine Spline-Approximation [Rei67] zu verwenden. Diese beschreibt den
Verlauf von ‘H als stiickweise kubisches Polynom

B
B
mit Polynomen dritten Grades P2 . Im Hinblick auf die Methodik in Abschnitt 7.4
wird in der vorliegenden Arbeit die Reluktivitét direkt iiber Splines gendhert mittels

v(|BJ) = P3(1B)) fiir B, < |B] < By, (7.6)

H(B|) = P..(1B]) fiir By, < [B] < By (7.5)

7.1.1 Finite-Elemente-Formulierung

Unter Verwendung von (2.5) mit (7.6) lassen sich FE-Modelle fiir Wirbelstromproble-
me herleiten. Analog zum Vorgehen in Kapitel 3 wird eine AV-A-Formulierung im
magnetischen Vektorpotenzial A und im elektrischen Skalarpotenzial ¢ eingesetzt.
Fiir das Feldgebiet Q) gelten bis auf die Nichtlinearitdten die gleichen Anforderun-
gen wie in Abschnitt 3.1.1. Die Bestimmungsgleichungen (3.1) und (3.4) lauten im
Zeitbereich

rot A = B, (7.7)

grad p = — (8 + %A) : (7.8)
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Die Diskretisierung beider Potenziale erfolgt nach (3.21) und (3.22) zu

A = Z[XA]k:wk mlt Wi S Wh,p’
k

o= Z[xv]kvk mit v, € VP
k

Als nichtlineare Entsprechung zur baumgeeichten AV-A-Formulierung (3.27) ergibt

sich
({S(XAg i 1\1\/4133} * [MTVA 8} %) L’iﬁ] = [bAJVbH] . (19)

Die darin auftretenden Grofsen sind in (3.24) definiert. Im Gegensatz zum linearen
Fall wird auf eine Symmetrisierung verzichtet, damit keine Einschrankungen an die
Zeitdiskretisierung gestellt werden miissen. Die Nichtlinearitéit beschrankt sich auf
die Steifigkeitsmatrix S, weil nur darin die Reluktivitét eingeht iiber

[S(x4)lij = /rot w; - V(|| rot A||2) rot w,; Q. (7.10)

Q

7.2 Proper Orthogonal Decomposition

Es stellt sich die Frage nach geeigneten Verfahren, um fiir nichtlineare Modelle (7.1)
und im Speziellen fiir (7.9) eine Projektionsmatrix zur Ordnungsreduktion zu kon-
struieren. Einpunktverfahren sind im Allgemeinen ungeeignet, weil das Verhalten
eines nichtlinearen Systems nicht iiber das Verhalten an einem einzelnen Arbeits-
punkt charakterisiert werden kann. Bei klassischen Mehrpunktverfahren muss eine
geeignete Auswahl an Expansionspunkten getroffen werden, denn eine dichte Ab-
tastung des gesamten Parameterraums zur Anwendung von Greedy-Verfahren wie
Algorithmus 3.1 ist wegen des hohen numerischen Aufwands nicht zielfithrend. Eine
Alternative ist durch die POD gegeben [KV02], [CS10].

Die POD benétigt eine Menge an Losungen (auch Snapshots) des nichtlinearen Mo-
dells {x;}7_,, welche in der sogenannten Snapshot-Matrix

X =[x, ... xg] € RV (7.11)

zusammengefasst werden. Es wird vorausgesetzt, dass span X ein geeigneter Unter-
raum zur Konstruktion eines ROMs ist, daher werden oft Trainingssimulationen des
nichtlinearen Ausgangsmodells zur Generierung der Snapshots durchgefithrt. Im Ge-
gensatz zu klassischen Mehrpunktverfahren ist S verhaltnisméafig grofs, zuséatzlich
kénnen die x; (fast) linear abhéngig sein, sodass eine Orthogonalisierung von X aus
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Griinden der Effizienz ungeeignet als Projektionsmatrix ist. Stattdessen wird eine
reduzierte SVD berechnet

X = USW7’ mit U € RV*9, (7.12)

und es werden nur die ersten n < S Spalten von U, die zu den gréftten Singuldrwerten
gehoren, zur Konstruktion der Projektionsmatrix

V = [Ulg1m) (7.13)

verwendet. Durch die SVD stellt V die beste n-dimensionale Approximation an
span X in der 2-Norm dar [TB97, Kapitel 5|. Anstelle einer SVD sind auch Gree-
dy-Verfahren zur Bestimmung einer Projektionsmatrix aus X moglich [Wirl3|. Die
wesentliche Unsicherheit der POD liegt in der Wahl geeigneter Snapshots.

Bemerkung. Da kein Momentenabgleich hoherer Ordnung tiber eine spezielle Wahl
der Testmatriz angestrebt wird, wird die Ordnungsreduktion tblicherweise mittels

Galerkin-Projektion (W =V in (2.44)) durchgefiihrt.

7.3 Ordnungsreduktion unter Verwendung von Ker-
nel-Methoden

Kernel-Methoden bezeichnen eine Klasse von Verfahren des maschinellen Lernens,
die auf der Verwendung von Kernel-Funktionen beruhen [SS02]. Auch wenn Appro-
ximation oder Interpolation nichtlinearer Funktionen durch eine Basis von Kernel-
Funktionen mittels konventioneller Techniken wie orthogonaler Projektion oder der
Methode der kleinsten Quadrate méglich ist [WH13], wird in dieser Arbeit die expli-
zit fiir maschinelles Lernen entwickelte Support-Vector-Regression (SVR) verwendet.
Die SVR approximiert reellwertige Funktionen basierend auf einer Menge bekannter
Funktionswerte. Die Ausfithrungen dieses Abschnitts orientieren sich an [B9].

7.3.1 v-Support-Vector-Regression

Gegeben seien eine reellwertige Funktion f : RY — R und 7 Funktionswerte an
Stiitzstellen {t;}]_,, sodass

f(t) =u furt € {1,...,T}. (7.14)

Die v-SVR nach [SS02, Kapitel 9| konstruiert daraus eine Approximation der Form

M
f(x) ~ (o, — am) K(x,t,) +b mit M <T. (7.15)

m=1



Ordnungsreduktion unter Verwendung von Kernel-Methoden 121

Darin bezeichnen «,,, o, und b reelle Koeffizienten und K eine Kernel-Funktion. Die
Koeffizienten in (7.15) ergeben sich als Losung des Optimierungsproblems: Finde

T T

max (of — o)y — % Z (af —an) (o — ag) K(te, ts) (7.16a)

at,af €R
t=1 t,s=1

unter den Bedingungen

T
> (af =) =0, (7.16b)
t=1
C
ay, a; € 0; T]’ (7.16¢)
T
> lap +a) <vC, (7.16d)

t=1

fiir gegebenes C' > 0 und v € [0; 1]. Der Parameter C' ist eine Regularisierungskon-
stante und v kontrolliert die Genauigkeit der Approximation, wobei kleinere Werte
fiir eine ungenauere Approximation, aber auch fir weniger Stiitzstellen M stehen
(durch Paare o = oy = 0). Aus der Losung des Optimierungsproblems folgt b fiir
einen beliebigen bekannten Punkt (7.14) zu

M
C
b=y — ;a;[{(tt,tm) falls 0 < o, < T (7.17a)
z C
oder b = y; + Z am K (te, t,) falls 0 < oy, < i (7.17b)

m=1

Kernel-Funktionen K(x,y) : RY x RY — R sind ein abstraktes Ahnlichkeitsmaf
zwischen x und y, eine detaillierte Beschreibung ist in [SS02, Kapitel9] zu finden.
Zu einer wichtigen Unterklasse der Kernel-Funktionen zéhlen die radialen Basisfunk-
tionen [Buh00], deren Funktionsargument auf einem Skalarprodukt der Form

K(xy) = K(|x-yl3) (7.18)

beruht, was vorteilhaft fiir den MOR-Prozess ist. Denn mit einer orthonormalen
Projektionsmatrix V und reduzierten Grofen

x = Vx mit x € span 'V, (7.19)
y =Vy mit y € span 'V, (7.20)

lassen sich Kernel nach (7.18) rein iiber Grofen des ROMs auswerten mittels

e — yll2 = lIx = ¥ll2- (7.21)
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Zu radialen Basisfunktionen zdhlen auch die in der vorliegenden Arbeit gewéhlten
gauftschen Kernel

_uli2
K'(x,y) = exp (—M) mit v > 0, (7.22)
f)/

und rationalen Kernel

1

K'(x,y) =
e+ coflx —

mit ¢g, ca, c3 > 0. (7.23)

5

Beide Kernel gehen asymptotisch gegen Null fiir ||x — y|[2 — oo, was sich auf die
SVR-Approximation iibertragt. Im Kontext nichtlinearer MOR bedeutet dies, dass
die Approximation der Matrix A (x) aus (7.2) sich einer durch b aus (7.15) gegebenen
Konstanten annéhert, wenn der Zustand sich von den Stiitzstellen entfernt. Durch
den schnellen Abfall der Exponentialfunktion in (7.22) tritt dieser Fall bereits nahe
der Stiitzstellen ein, was die Approximationsqualitdt negativ beeinflusst. Folglich
ist die Verwendung eines renormalisierten Nadaraya-Watson-Kernels (NW-Kernel)

sinnvoll [PAOS03],

> K, t) K. )
K(x,y) = m=l . (7.24)

(2 woctn)) (£ K06)

m=1 m=1

Das Bilden der Summe der Kernel {iber alle Stiitzstellen zeigt, dass NW-Kernel eine
Partitionierung der Eins darstellen,

Y K(xty) =1. (7.25)

7.3.2 Anwendung auf Wirbelstromprobleme

Zur Losung des nichtlinearen FE-Wirbelstromproblems (7.9) kommen iiblicherweise
implizite Zeitschrittverfahren zum Einsatz, weil diese absolut stabil sind [SB00, Ka-
pitel 7]. Zusétzlich ist die Massenmatrix T singulér, falls nichtleitende Bereiche im
Feldgebiet enthalten sind, was den Einsatz impliziter Verfahren obligatorisch macht.
Denn Auflésen der durch Nullzeilen von T entstehenden algebraischen Nebenbedin-
gungen wiirde auf ein voll besetztes Gleichungssystem hoher Dimension fiithren. Fiir
implizite Verfahren muss die Matrix S(x4) approximiert werden. Die hohe Anzahl
an Unbekannten des vollen Modells und die daraus resultierende Anzahl an Nicht-
null-Eintrédgen in S(x4) motivieren jedoch, die Approximation nicht wie bei der
TPWL auf dem vollen Modell, sondern auf reduzierten Matrizen durchzufiihren.
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Die Ordnungsreduktion wird mittels POD nach Abschnitt 7.2 durchgefiihrt. Es wird
der Einsatz strukturerhaltender Projektion vorgeschlagen [Fre04|, um auch im ROM
eine Trennung in lineare und nichtlineare Gleichungen zu erhalten. Anderenfalls wé-
ren die ROM-Gleichungen Linearkombinationen linearer und nichtlinearer Gleichun-
gen des vollen Modells, sodass es bei der SVR zu einer unerwiinschten Abhéingigkeit
der zu lernenden Funktion von linearen Zustédnden gébe.

Eine Zerlegung des Feldgebiets € in nichtlineare (Subskript n) und lineare (Sub-
skript [) Materialbereiche fithrt auf eine entsprechende Aufteilung der Unbekannten
und der Steifigkeitsmatrix

X4 = {Xn] , (7.26)
S(x4) = {Sm@‘n) Snl] , (7.27)

sowie der Snapshotmatrix X in zwei Blocke X,, und X;. Entsprechend (7.12) und
(7.13) lassen sich aus den Blécken zwei Projektionsmatrizen V,, € R¥*™ und V; €
RN*™ hilden. Die Dimensionen N,, und NN, entsprechen der Anzahl der nichtlinearen
beziehungsweise linearen Gleichungen des vollen Modells und n,, und n; der Anzahl
der nichtlinearen beziehungsweise linearen ROM-Gleichungen. Der Ubersichtlichkeit
halber sei im Folgenden angenommen, dass S = S,,,, gilt. Galerkin-Projektion mit
V,, und V; fihrt auf das ROM

S(%,) +7Z Myy T 0] d) [x, b,
- - — )|t = |5 7.28
<|: 0 My v * sz 0| dt Xq by ( )
mit
S(x,) = VIS(V,%,)V,, (7.29a)
Z=VIzV,, (7.29hb)
My = VIM 4V, (7.29¢)
Myy = VIMy V), (7.29d)
T=VITV,, (7.29)
b, = VI (by 4 by), (7.29f)
by = VIby. (7.29g)

Unm ein effizientes ROM zu erhalten, wird S(V,x,,) durch eine SVR-Approximation

~

S(V,.x,) ~ S(x,) (7.30)

ersetzt. Als Stiitzstellen t, in (7.14) wird die Projektion einer Teilmenge {t,}. , der
Snapshots X,, verwendet,

t, = VI, fiir t € {1,...,T}, (7.31)
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%‘ 0 02 03 033 0,35 0,375 1
v ‘190 200 209 447 1340 4300 4,98-10°

Tabelle 7.1: Datenpunkte fiir BH-Kennlinie.

damit (7.21) n&herungsweise im Sinne der SVD (7.12) gewéhrleistet ist. Kompo-
nentenweise Anwendung der SVR ergibt den im Sinne von Definition 2.2 affinen
Ausdruck

[S(inﬂzy = Z Ciim K (X, Em) + byj. (7.32)

m=1

Unter Ausnutzung der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix und damit auch von S miis-
sen nur (n? + n,)/2 SVR-Approximationen berechnet werden.

7.3.3 Numerische Ergebnisse

Ausgangsmodell

Als Beispiel wird ein Transformator mit zwei Spulen und Ferritkern betrachtet,
seine Geometrie ist in Abbildung 7.2 beschrieben. Die Struktur ist willkiirlich so
gewahlt, damit eine dreidimensionale Modellierung notwendig ist; zusatzlich soll
der schrige Kern den Kopplungsfaktor zwischen den Spulen im Falle der Sattigung
starker beeinflussen. Die runde Primérspule hat N, = 20 Windungen und wird
ohne Wirbelstrome nach Abschnitt 3.2.2 modelliert, ihre eingepréigte Stromdichte
wird analytisch mittels (3.55) vorgegeben. Die Sekundérspule hingegen besteht aus
einem massiven Leiter mit ¢ = 10 Qm. Der Ferritkern ist nicht leitfihig; seine
BH-Kennlinie wird tiber Splines (7.6) mit Daten nach Tabelle 7.1 dargestellt.

Um in den folgenden Beispielen vergleichbare Ergebnisse zu erhalten, wird stets eine
gleiche Ansteuerung des Trafos vorgegeben: Die Primérspule P wird mit einer Span-
nung U(t) gespeist und die Sekundérspule S ist kurzgeschlossen. Als Systemausgang
dienen beide Klemmenstrome. Es sei

—
U(t) = { Uy fiir t < 500 ms,

0 fiir £ > 500 ms, (7.33)

wobei die Signale Uy € {9; 9,5; 10,5; 11} V als Trainings-Trajektorien fiir die MOR
dienen und Uy = 10 V als Testsignal betrachtet wird. Die Zeitintegration wird tiber
ein implizites Euler-Verfahren realisiert [SB00, S. 174 f.|. Dazu wird das Intervall

t €[0; 1] ms (7.34)

mit 1000 dquidistant verteilten Zeitschritten diskretisiert.
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(a) Dreidimensionale Ansicht.
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(b) Frontansicht im Querschnitt. (c) Draufsicht.

Abbildung 7.2: Skizze des Transformators mit Dimensionsangaben in mm.

Es wird ein FE-Modell der Struktur mit Ansatzfunktionen zweiter Ordnung und
107.471 Freiheitsgraden erstellt, wovon 3516 Freiheitsgrade dem nichtlinearen Mate-
rialbereich zugeordnet sind. Als Referenz ist das Testsignal des vollen Modells (7.9)
in Abbildung 7.3 dargestellt, als Vergleich sind aufterdem die Stréme bei linearer
Rechnung mit v(|B|) = v(0) gezeigt. Wie zu erkennen, unterscheiden sich die linea-
re und nichtlineare Rechnung stark voneinander, was den Einsatz der nichtlinearen
Verfahren dieses Kapitels motiviert.

Generierung der reduzierten Modelle

Die Konstruktion der Projektionsmatrizen V,, und V; laut Abschnitt 7.3.2 erfolgt
mittels POD aus den 4000 Snapshots der Trainings-Trajektorien. Abbildung 7.4
zeigt die relative Grofe der Singuldrwerte [X];/[2]1; fiir den linearen und den nicht-
linearen Teil des Modells. Es ist zu sehen, dass die Singuldrwerte des linearen Teils
schnell abfallen, was nahelegt, dass wie bei den Beispielen der vorangehenden Ka-
pitel eine verhaltnisméafig kleine ROM-Dimension ausreichend ist. Der nichtlineare
Bereich hingegen zeigt ein deutlich komplexeres Verhalten, was sich in langsamer
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Abbildung 7.3: Referenz fiir Stromverlauf, volles Modell mit linearer und nichtlinearer
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Abbildung 7.4: Relative Grofe der Singuldrwerte.

abfallenden Singuldrwerten widerspiegelt. Konkret wird die Dimension der Projek-
tionsmatrizen iiber die relative Grofte der Singulérwerte gewahlt,

[2]ui
S > e, (7.35)

fiir den nichtlinearen Teil fithrt € = 10~ auf n,, = 41 und fiir den linearen Teil fiihrt
e = 107" auf n; = 30.

Der néchste Schritt des MOR-Prozesses umfasst die Auswahl der Stiitzstellen (7.14)
fiir die SVR. Es ist sinnvoll, nur einen Teil der Snapshots auszuwéhlen, weil zum
einen viele Snapshots redundante Informationen liefern, zum anderen eine kleine
Anzahl an Stiitzstellen sich in einer kleinen Anzahl an Koeffizienten M in (7.32)



Ordnungsreduktion unter Verwendung von Kernel-Methoden 127

und damit einer schnellen ROM-Auswertung niederschliagt. Das Problem dhnelt der
Wahl der Linearisierungspunkte bei der TPWL. Aus der Literatur sind mehrere
heuristische Verfahren bekannt, siche beispielsweise [RWO06]. In der vorliegenden
Arbeit werden die Stiitzstellen mit einem Greedy-Algorithmus nach der grofiten
Entfernung im reduzierten Zustandsraum gewihlt, sieche Algorithmus 7.1.

Algorithmus 7.1 Wahl der Stiitzstellen

Eingabe: Reduzierte Snapshotmatrix VX = {x;}¥ |, Anzahl Stiitzstellen T
Ausgabe: Menge von Indizes gewéahlter Snapshots 7

begin
for i=1...N do /| Berechne Distanzmatriz
for j=1...N do
[Dli; = [I%i = %5l
end for
end for
Wihle ersten Snapshot 7 = {1}
for i=2...T do
for j=1...N do
[d]; = min[D]7 /| Kleinster gegenseitiger Abstand
end for

Fiige Index grofter Distanz hinzu 7 < arg max[d];
j

end for
end

Auswertung der reduzierten Modelle

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der ROM-Simulationen dargelegt. Es ist
zu erwarten, dass der Verlauf des Sekundérstroms schwieriger zu approximieren ist,
weil er einen reinen Induktionsstrom darstellt und weil die Modellierung der Sekun-
dérspule Wirbelstrome beriicksichtigt. Daher kann sein Verlauf als Qualitdtsmaf der
MOR-Verfahren herangezogen werden.

Um den Stand der Technik abzubilden, wird zusétzlich zu dem in dieser Arbeit vor-
geschlagenen SVR-Verfahren die TPWL-Methode verwendet. Die Linearisierungs-
punkte werden ebenfalls mittels Algorithmus 7.1 gewéhlt, als Gewichtungsfunktio-
nen dienen entsprechend [RWO03| normierte Gauk-Funktionen (7.22). Der Parameter
v = 0.1 sorgt fiir einen schnellen Abfall der Gewichte, sodass das reduzierte Modell
fast immer ausschlieflich von der Linearisierung um die nachstgelegene Stiitzstelle
beeinflusst wird. Abbildung 7.5 zeigt die Klemmenstréme im Vergleich zwischen dem
vollen Modell und TPWL-ROMs. Wie in Abbildung 7.5(a) zu sehen, wird der Strom-
verlauf bei Wahl von 7" = 18 Linearisierungspunkten qualitativ gut abgebildet. Es
handelt sich jedoch nicht um ein konvergentes Verfahren. Denn wie auf der Detail-
ansicht Abbildung 7.5(b) zu erkennen, ist die Approximationsqualitét fiir 7' = 50
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Abbildung 7.5: Vergleich zwischen TPWL-Methdode und vollem Modell.

Linearisierungspunkte deutlich schlechter. Generell treten bei der TPWL-Methode
unphysikalische Spitzen in den Stromverldufen auf; diese sind durch schnelle Ande-
rungen in den Gewichtungsfunktionen zu erkléren. So kann sich von einem Zeitschritt
auf den néchsten das linearisierte Modell, das das ROM beeinflusst, &ndern.

Das SVR-basierte Verfahren wird anhand zweier ROMs mit NW-Kernels der Funk-
tionen (7.22) und (7.23) demonstriert. In beiden Féllen werden T' = 50 Stiitzstellen
gewahlt um die SVR-Approximation zu errechnen. Das Gaufk-Kernel-ROM verwen-
det v = 0,2 und C = 400 in (7.16) und v = 2 in (7.22); Abbildung 7.6 zeigt die
Ergebnisse. Die qualitative Ubereinstimmung laut Abbildung 7.6(a) wird durch den
Ausschnitt in Abbildung 7.6(b) besser gezeigt. Im Gegensatz zur TPWL sind die
Stromverlaufe des ROMs leicht oszillierend, aber glatt. Eine Erklarung hierfiir liegt
in der Wahl von v, denn der deutlich grofere Wert im Vergleich zur TPWL hat
zur Folge, dass mehrere Stiitzstellen das ROM-Verhalten an einem Punkt im Zu-
standsraum beeinflussen. Unter Verwendung des rationalen NW-Kernels fallen die
Gewichtsfunktionen noch langsamer ab als beim Gaufs-Kernel. Fiir die Ergebnisse
wird v = 0,2 und C = 600 in (7.16) gewdhlt sowie ¢; = 1,2 und ¢ = ¢3 = 1
in (7.23). Die Approximationsqualitét ist bei gleichem qualitativen Verhalten etwas
besser als bei Verwendung des Gaufs-Kernels, wie in Abbildung 7.7 zu sehen.

Eine quantitative Analyse der Fehler geben Abbildung 7.8 fiir den Priméarstrom und
Tabelle 7.2 fiir den Sekundérstrom. Insgesamt wird die Approximationsqualitiat der
SVR-ROMs als etwas besser eingestuft als die der TPWL, die Methodik ist damit
geeignet, um schnell qualitative Simulationsergebnisse zu liefern. Numerische Tests
zeigen, dass die Fehler nicht durch die Projektion, sondern durch die Approximation
der Nichtlinearitdt dominiert werden. Da das Fehlerniveau iiber zu erwartenden
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Abbildung 7.6: Vergleich zwischen ROM mit NW-Gaufs-Kernel und vollem Modell.
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Abbildung 7.7: Vergleich zwischen ROM mit rationalem NW-Kernel und vollem
Modell.
SVR Gauk SVR Rational TPWL 18 LP. TPWL 50 LP.
Max. Fehler 0,6066 0,3703 1.5854 2,9381
Mittlerer Fehler 0,1095 0,0857 0.0602 0.2757

Tabelle 7.2: Absolute Fehler im Sekundérstrom in A, Vergleich zwischen SVR-ROMs
mit NW-Gaufs-Kernel und rationalem NW-Kernel sowie TPWL-ROMs mit 18 und 50
Linearisierungspunkten.
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Abbildung 7.8: Relative Fehler im Primérstrom, Vergleich zwischen SVR-ROMs mit
NW-Gaufs-Kernel und rationalem NW-Kernel sowie TPWL-ROMs mit 18 und 50
Linearisierungspunkten. Der Ubersicht halber wird der maximale Fehler iiber je 20
Zeitschritte dargestellt.

volles Modell® SVR-ROM TPWL-ROM

Trainings-Trajektorien - 14,3 h 14,3 h
Generierung Projektionsmatrix - 290 s 290 s
Auswahl Linearisierungspunkte - 12,0 s 12,0 s
SVR - 109 s -
Simulation 3,59 h 294 s 6,6 s

Rechnung auf einem Intel Core i7-2600K CPU mit 3.4 GHz und 16 GB RAM.
@ Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung.

Tabelle 7.3: Simulationszeiten fiir Transformator.

Diskretisierungsfehlern liegt, ist eine Verbesserung der Methodik wiinschenswert. Ein
weiterer Nachteil der Verfahren liegt in den freien Parametern der Kernel-Funktionen
und der SVR. Es ist nicht a priori klar, welche Wahl auf bestmogliche Ergebnisse
fithrt. Hier zeigen numerische Experimente bei SVR-ROMs eine hohere Robustheit
gegen Parameterdnderungen als bei TPWL-ROMs.

Abschliefsend werden die Rechenzeiten des SVR-ROMs mit rationalem Kernel und
des TPWL-ROMs mit 18 Linearisierungspunkten einander gegeniibergestellt, siehe
Tabelle 7.3. Da die hohere Genauigkeit des SVR-ROMs an einer groferen Zahl an
Termen fiir die Approximation der Nichtlinearitét liegt, ist ersichtlich, dass die Aus-
wertung etwas mehr Zeit in Anspruch nimmt. Obwohl die Simulation selbst durch die
MOR deutlich beschleunigt wird, rechnen sich trajektorienbasierte Verfahren nur,
wenn viele Simulationen durchzufiihren sind. Anderenfalls iibersteigt der Aufwand
zur Generierung der Trainingsdaten den Aufwand zur Losung des vollen Modells.
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7.4 Ordnungsreduktion unter Verwendung quadra-
tisch-bilinearer Systeme

Dem Vorgehen in [Gu09] entsprechend ist es das Ziel dieses Abschnitts, aus (7.1a)
ein System quadratisch-bilinearer differenzial-algebraischer (QBDA) Gleichungen

E%X = Ax + Hx ® x + Bu, (7.36a)
y =Cx (7.36b)

abzuleiten, iiber den Tensor dritter Stufe H wird der quadratische Anteil abgebil-
det. Aus dem System (7.36) kann analog dem Vorgehen bei linearen Systemen ein
projektionsbasiertes ROM gebildet werden. Sei V. € RY*" die Projektionsmatrix,
dann lautet das ROM

- d N - -

E—% = Ax+ HX® X + Bu, (7.37a)

y = Cx (7.37b)

mit den reduzierten Grofen

E=V'EV, (7.38a)

A =VTAV, (7.38b)

H=V'HV®V, (7.38c¢)

B = V"B, (7.384d)

C=CV. (7.38¢)

Da nur die konstanten reduzierten Grofen (7.38) zur Auswertung des ROMs bend-
tigt werden, ist ersichtlich, dass es effizient im Sinne von Definition 2.7 ist. Auch
wenn das QBDA-ROM als nichtlineares System immer noch iterativ gelost werden
muss, liegt ein Vorteil der hochstens quadratischen Terme in der besonders einfachen
Form, die das Newton-Verfahren annimmt: Es miissen keine zusétzlichen Ableitun-
gen berechnet werden, sondern die Suchrichtung p aus [NWO06, Algorithmus 11.1]
bestimmt sich zu

p=2Hx+A-E—. (7.39)

7.4.1 Eine QBDA-Formulierung fiir das Wirbelstromproblem

In diesem Abschnitt soll die nichtlineare FE-Wirbelstromformulierung (7.9) so um-
geformt werden, dass sie sich als QBDA-System (7.36) schreiben ldsst. Zu diesem
Zweck wird vorgeschlagen, die Reluktivitat als zusédtzliche Unbekannte einzufiihren
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und (7.9) um geeignete Gleichungen zu deren Ermittlung zu erweitern. Das hier
vorgestellte Verfahren unterscheidet sich von [Cod15| in der Approximation der Re-
luktivitat, weshalb es auch auf magnetostatische Probleme anwendbar ist.

Formel (7.10) zur Bestimmung der Eintrége der Steifigkeitsmatrix wird, wie in Ab-
schnitt 6.1.2 beschrieben, iiber Gauf-Quadratur ausgewertet. Wird also ein Vektor
v € RN® eingefiihrt, welcher als Komponenten die Reluktivititen v(||rot A(r;)||2)
an jedem Integrationspunkt r;, i € {1,..., Ng} im nichtlinearen Materialbereich
enthilt, kann die Steifigkeitsmatrix S in (7.9) durch einen Tensor dritter Stufe S
ersetzt werden, sodass

S =Sv. (7.40)

Identifiziert man Hx ® x aus (7.36a) mit Sv ® x4 aus (7.9), ist zu sehen, dass die
FE-Formulierung bereits eine QBDA-Struktur aufweist und nur noch um Bestim-
mungsgleichungen fiir v ergénzt werden muss.

Wie erldutert, folgt v fiir ein skalares Argument B konventionell aus Splines (7.6),
das QBDA-Rahmenwerk erfordert jedoch eine geschlossene Form der Gleichungen.
Diese kann durch gewichtete Superposition der P2 geschehen,

v(B) = i sm(B)P2 (7.41)

m=1

wobei die Gewichtungsfunktionen s,, moglichst gute stetige Approximationen an
entsprechend verschobene Rechteckfunktionen sein sollten, fiir die (7.41) exakt den
Splines entspricht. Eine geeignete Funktion ist die algebraische Sigmoid-Funktion

KB
S(B) = (7.42)
VI +A4(KB)
mit Steilheit K, die limp, o ¢(B) = —% und limp o s(B) = % erfiillt, siehe

[MMMRY6|. Einsetzen in (7.41) und Verwendung einer expliziten Darstellung fiir
die Polynome mit Koeffizienten c¢;,, ergibt

M-1

v(B) = Z ($m(B) = 8m11(B)) (c3mB® + com B + cimB + com) (7.43)
51 = ;n/: 21 (7.44)
mzw fir2<m<M -1, (7.45)

= —1/2. (7.46)

Die Wurzel im Nenner von (7.42) ist im Sinne des QBDA-Rahmenwerks iiber 3,
abgebildet,

52 =1+4K*(B —B,,)* fir 2<m < M — 1. (7.47)
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Die Gleichungen (7.43) bis (7.47) sind bereits rational in den Unbekannten. Bevor die
Umformung zu QBDA-Gleichungen gezeigt wird, ist zu kliaren, wie der Betrag der
magnetischen Flussdichte als Argument der Reluktivitatsfunktion realisiert wird.

Durch den kompakten Triager der FE-Ansatzfunktionen ergibt sich A(r;) und ent-
sprechend rot A(r;) als gewichtete Superposition nur derjenigen Ansatzfunktionen,
die dem finiten Element, welches r; enthilt, zugeordnet sind. Es gilt

rot A(r;) = Z rot w(r;)[xal- (7.48)

keFE(r;)

Das Betragsquadrat der Flussdichte lasst sich somit als quadratische Form mit einer
kleinen Elementmatrix R,; schreiben,

| rot A7) |5 = [xa]'Ri[x4] =: B2, (7.49)

mit den entsprechenden Eintrdgen des Losungsvektors [x4]. Beispielsweise ist fiir
Ansatzfunktionen erster Ordnung R,; € R*¢.

Die endgiiltige QBDA-Formulierung ergibt sich durch Kombination von Gleichungen
(7.9), (7.40) und fiir jeden Integrationspunkt r; Gleichungen (7.43) bis (7.47) und
(7.49). Es sind noch zusétzliche Variablen

D; := B} (7.51)

notig, um Polynome héheren Grades auf quadratische Ausdriicke zu iiberfithren. Das
QBDA-Wirbelstrommodell lautet

d .
TEXA =—-Svr®xs—7Zxs— Mayxy +ba+ by, (752&)
d
MVAEXA = —MVVxV -+ bV (752b)

und fiir ¢ € {1,..., R}:

? = [xa]"Ri[x4], (7.52¢)

E; = [xa]"Ri[x4], (7.52d)

D; = BiE;, (7.52¢)
M-1

Wi =) (smi — Sme1) (csmDs + com By + 1 Bi + Com) | (7.52f)
m=1

s=1/2, (7.52g)

SmiSmi = K(B; —By,) fir2<m<M-—1, (7.52h)

s = —1/2, (7.52i)

§2 =1+4K* (B, —B,,)° fiir 2 <m < M — 1. (7.52))



134 Schnelle Berechnung nichtlinearer Wirbelstromprobleme

Die Gleichungen (7.52) sind von der abstrakten Form (7.36), weshalb projektionsba-
sierte MOR darauf anwendbar ist. Genau wie die FE-Matrizen ist auch der Tensor
H diinn besetzt in dem Sinne, dass die Anzahl seiner Eintrége linear mit der An-
zahl der Unbekannten skaliert, sodass der Speicheraufwand fiir (7.52) in der gleichen
Grofenordnung wie fiir die konventionelle Formulierung (7.9) liegt.

Als Nachteil des vorgestellten Rahmenwerks ist zu nennen, dass die Gleichungen
nicht eindeutig losbar sind. Sowohl (7.52¢) als auch (7.52j) lassen —B; bzw. —3,,;
als unerwiinschte Losung zu. Eine Behebung dieses Nachteils ist Gegenstand aktu-
eller Forschung, beim derzeitigen Stand des Verfahrens muss der Startwert fiir das
Newton-Verfahren stets so gewdhlt werden, dass er im Konvergenzbereich um die
physikalisch korrekte Losung liegt. Dies kann im Kontext von Zeitschrittverfahren
durch Wahl eines geniigend kleinen Zeitschritts erreicht werden.

7.4.2 Ein adaptives Verfahren

Nun da eine QBDA-Formulierung des Wirbelstromproblems vorliegt, ist zur Kon-
struktion eines ROMs nach (7.37) nur noch die Bestimmung einer Projektionsmatrix
notig. Die quadratische Modellstruktur ermdglicht neben der POD auch den Ein-
satz momentenabgleichender Mehrpunktverfahren [Gull|, [BB15], die Frage nach
geeigneten Snapshots oder Entwicklungspunkten bleibt jedoch bestehen. Aus die-
sem Grund wird ein POD-basiertes adaptives Verfahren vorgeschlagen, das ausge-
hend von einer Initiallosung des vollen Modells (7.52) ein ROM konstruiert. Die
Simulation wird mit dem ROM durchgefiihrt und iiber einen Fehlerindikator wird
entschieden, ob und wann die ROM-Losung zu ungenau wird. In diesem Fall wird
die Projektionsbasis iiber erneute Losung des vollen Modells erweitert und die Simu-
lation mit dem neuen ROM fortgesetzt. Details sind Algorithmus 7.2 zu entnehmen.

Ein Vorteil der QBDA-Formulierung im Vergleich zu approximationsbasierten nicht-
linearen MOR-Verfahren liegt in der Verfiigbarkeit der Norm des relativen Residu-
ums

A-E4)Vx+HVx® Vx+B
. I i) VX X ® VX + Bul), (7.53)
|Bul,

als Fehlerindikator e in Algorithmus 7.2, wie sie auch fiir lineare Systeme verwendet
wird [dIRRMO09]. Dies ist nur moglich, weil das Ausgangsmodell (7.36) exakt ist und
nicht auf einer Approximation der Nichtlinearitdt beruht. Zusétzlich ist es moglich,
die Norm allein mit Grofen des reduzierten Modells zu berechnen, sodass die Effizi-
enz der ROM-Simulation auch mit Auswertung des Residuums bewahrt bleibt. Die
Berechnungsvorschrift wird in Abschnitt 7.4.4 erlautert.
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Algorithmus 7.2 Adaptive QBDA-MOR

Eingabe: Ausgangsmodell ¥, Eingangssignal u(t), Fehlerschranke e
Ausgabge: Ausgangssignal y(t)

begin
Setze Zeitschritt t = 1
Lése Y nach Zustand x und Ausgang y fiir Zeitschritt ¢
Initialisiere Snapshot-Matrix X = x
Generiere ROM ¥ mittels X
repeat
t+—t+1
Lése ¥ nach Zustand % und Ausgang y fiir Zeitschritt ¢
Berechne Fehlerindikator e
if e > € then
Lose ¥ nach Zustand x und Ausgang y fiir Zeitschritt ¢
Erweitere Snapshot-Matrix X «+ [Xx]
Generiere ROM ¥ mittels X
end if
until Simulation komplett
end

7.4.3 Bestimmung der Projektionsmatrix

Zur ROM-Generierung in Algorithmus 7.2 muss aus X eine Projektionsmatrix be-
rechnet werden. Das QBDA-Wirbelstrommodell setzt sich mit den FE-Gleichungen
(7.52a) sowie (7.52b) und den Gleichungen (7.52¢) bis (7.52f), (7.52h) und (7.52j) aus
sieben verschiedene Typen von Gleichungen zusammen. Um eine numerisch robuste
Projektionsmatrix zu erhalten, wird daher abermals strukturerhaltende Projektion
angewandt, welche aus der Snapshotmatrix X Block-Projektionsmatrizen fiir die sie-
ben Gleichungstypen erstellt. Der verwendete POD-Algorithmus ist als Algorithmus
7.3 beschrieben.

Algorithmus 7.3 Projektionsmatrix iiber POD

Eingabe: Snapshotmatrix X, SVD-Toleranz e
Ausgabe: Projektionsmatrix V

for i=1...7 do
Entnehme Block-Snapshotmatrix Y aus X fiir Gleichungstyp ¢
Berechne SVD USW? =Y
Teilprojektionsmatrix V; = [U](. 1.5 mit [X]ss > € und [E]g41641 < €
Sortiere V; in Gesamt-Projektionsmatrix V ein

end for
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Algorithmus 7.4 Aktualisierung des ROMs

Eingabe: Projektionsmatrix V € RV*" zugeordnetes ROM nach (7.37),

neuer Snapshot x € RV

Ausgabe: n + 1-dimensionales ROM nach (7.37)

begin
Bilde neuen orthogonalen Basisvektor [Vv] = QR([Vx])
Fiir alle ROM-Vektoren setze b < [v];b}
.. . x A VTAv
Fiir alle ROM-Matrizen setze A < |:VT AV T Av}
H VIHV ®@ v

Fiir ROM-Tensor setze ﬂl:n,j,k = {

und Hn+1,j,k —

end

vIHV®V vIHV®v
viIHv®V vIHv®v

VIHv®V VIHv®v

|

|

Wird das ROM ¥ aus Algorithmus 7.2 neu konstruiert, hat sich die Snapshotma-
trix nur um eine Spalte gedndert. Die numerischen Kosten setzen sich aber aus
sieben SVDs und den Projektionen (7.38) zusammen. Eine numerisch giinstigere
Alternative bildet in diesem Fall eine Aktualisierung der Projektionsmatrix und des
ROMs nach Algorithmus 7.4 fiir alle sieben Gleichungsblécke. In der Praxis kann eine
Kombination aus beiden Verfahren verwendet werden, siehe hierzu das numerische

Beispiel aus Abschnitt 7.4.6.

7.4.4 Effiziente Residuenberechnung

Die Berechnung erfolgt iiber das Quadrat der Norm des Residuums zu

P =u"Rou+ u'R1x + X"Rox + X' R3x ® X

+ %X xRx 2%+ u'Rsx @ X,
wobei die konstanten Grofien
R, = BB,
R, = B” (A — Ei> V,
dt
. a\" d
R, = V7T (A — EE) <A — E&> V,

dt
Ri=V®VH®HV®V,

. a\7’
R; = V7T <A—E—) HV eV,

(7.54)

(7.55a)

(7.55b)
(7.55¢)

(7.55d)

(7.55¢)
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R; =B'HV®V (7.55f)

nur ein Mal berechnet werden miissen. Die Grofse f{4 e R nxn gls voller Tensor
vierter Stufe kann auch fiir kleine n sehr speicherintensiv sein, daher wird vorge-
schlagen, an dieser Stelle nicht auf reinen n-dimensionalen Grofen zu operieren.
Stattdessen wird unter Ausnutzung der Symmetrie von Ry der Tensor dritter Stufe

R, = HV @ V € R¥xmxn (7.56)

definiert, sodass
h:=R.X ® X, (7.57)
h'h =% ® XR,X ® X. (7.58)

Weil der zugrunde liegende Tensor H diinn besetzt ist, kann die Anzahl der Nicht-
Null-Eintrige von Ry deutlich kleiner sein als die der Nicht-Null-Eintréige von Ry.

7.4.5 Implementierung von Tensorprodukten

Tensoren hoherer Stufe treten selten in FE-Simulationen auf, daher soll die rechnerge-
stiitzte Umsetzung der Tensoralgebra kurz beschrieben werden. Tensor-Matrix-Mul-
tiplikationen wie beispielsweise der Projektionsschritt (7.38c) konnen effizient mit
einem Computer berechnet werden, weil jeder Tensor als Matrix dargestellt werden
kann. Dieser Umstand ist in [BB15] unter dem Begriff matricization (dt. Matrixdar-
stellung) beschrieben. Fiir H € RM*N*V existiert die Zuordnung

. =7 2
[H] (48G-18) = [H]ix mit H € RV Y, (7.59)

Unter Verwendung solcher Matrixdarstellungen wird die Tensor-Matrix-Multiplika-
tion (7.38¢c) realisiert mittels

W =HV € RV, (7.60)

[X] (j+n(mod(i,N)~1),1(i—1)/N]+1) [W];; mit X € RV™N, (7.61)
Y =XV e R, (7.62)

2] ((-1ynperongony) = Y mit Z € RV, (7.63)
H=V"Z e R (7.64)

Darin bezeichnet mod(a, b) den ganzzahligen Rest der Division a/b und |-] die Ab-

rundung. Die Groke H ist eine Matrixdarstellung des reduzierten Tensors H aus
(7.37a),

Flige = H] (o) (7.65)
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Abbildung 7.9: Reluktivitét iiber Splines (7.6) und als gewichtete Superposition (7.52f).

Uber dieses Vorgehen kénnen fiir sparse Tensoren effiziente sparse Matrixformate zur
Speicherung und fiir Tensorprodukte Routinen fiir sparse Matrixprodukte verwendet
werden.

7.4.6 Numerische Ergebnisse

Als numerisches Beispiel wird abermals der Transformator aus Abschnitt 7.3.3 be-
trachtet. Es wird ein FE-Modell mit Ansatzfunktionen erster Ordnung erstellt, wel-
ches 21.300 Freiheitsgrade hat. Davon sind 898 dem nichtlinearen Materialbereich
zugeordnet. Als Testsignal wird wie im Beispiel zur SVR-MOR der Wert Uy = 10 V
gewahlt, siche Abbildung 7.3.

Zunéchst wird die Bestimmung der Reluktivitéit mittels (7.52f) validiert, denn diese
Gleichung stellt nur eine Approximation an (7.6) dar. Abbildung 7.9(a) zeigt die
Reluktivitat fiir Datenpunkte nach Tabelle 7.1 unter Verwendung beider Gleichun-
gen, wobei K = 100 in (7.52h) und (7.52j) gilt. Der relative Fehler nach Abbildung
7.9(b) ist mit etwa 3% bei B = 0 am grokten und fallt fiir steigende magnetische
Flussdichte ab. Es ist moglich, die Approximationsgiite durch Erhéhung von K zu
verbessern, aber bei iiblichen Toleranzen der Reluktivitat von bis zu 25% wird dies
als unnotig erachtet.

Somit kann ein QBDA-Modell aus dem FE-Modell erstellt werden. Aus den sieben
Datenpunkten der BH-Kurve folgen sechs Summanden in (7.52f) und ebensoviele
Gleichungen (7.52g) bis (7.52j) werden pro Integrationspunkt benétigt. Damit entste-
hen insgesamt 14 zusétzliche Gleichugen pro Integrationspunkt, was im FE-Modell
bei 590 Integrationspunkten auf 8260 Gleichungen fiihrt. Das volle QBDA-Modell
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Algorithmus 7.5 Kombinierte Generierung der Projektionsmatrix
Eingabe: ROM-Dimension n, Schwellwert 7.«
Ausgabe: Strategie fiir Projektionsmatrix

if n < ng.x then

Verwende Aktualisierungs-Strategie Algorithmus 7.4
else

Verwende Neugenerierung Algorithmus 7.3

Erhohe npax
end if

hat also insgesamt N = 29.560 Gleichungen, muss aber niemals faktorisiert werden,
weil Losungen des vollen Modells stets konventionell gewonnen werden kénnen. Die
Losungen fiir die zusétzlichen Gleichungen konnen aus der konventionellen Losung
rekonstruiert werden. Auch der Speicheraufwand des QBDA-Modells liegt nur unwe-
sentlich hoher, denn der N-dimensionale Tensor dritter Stufe hat weniger als 105.000
Nicht-Null-Eintrage.

Zur Simulation wird der adaptive Algorithmus 7.2 verwendet mit der Norm des re-
lativen Residuums (7.53) als Fehlerindikator und der Fehlerschranke ¢ = 3 - 1073,
Die Projektionsmatrix fiir das ROM kann {iber die in Abschnitt 7.4.3 prasentierten
Algorithmen neu erstellt oder aktualisiert werden. Da die Aktualisierung numerisch
giinstiger ist, sollte sie so oft wie moglich verwendet werden. Genau wie bei den tra-
jektorienbasierten ROMs sind viele Snapshots aber nahezu linear abhéngig, sodass
irgendwann die ROM-Dimension unnétig grofs wird. Daher wird eine Kombinati-
on der Algorithmen vorgeschlagen, welche schematisch als Algorithmus 7.5 gegeben
ist. Es wird n.. = 50 gewéhlt, und bei jeder Neugenerierung der Projektionsma-
trix wird npax <= Nmax + D0 gesetzt. Die SVD-Toleranz in Algorithmus 7.3 betragt
e =105,

Die Simulationsergebnisse sind in Abbildung 7.10 dargestellt, Abbildung 7.10(b) gibt
den gleichen Detailausschnitt wie Abbildung 7.7(b) wieder. Neben der qualitativen
Ubereinstimmung ist bereits eine deutlich bessere quantitative Ubereinstimmung zu
sehen im Vergleich zu Verfahren, welche die Nichtlinearitdt approximieren. Die re-
lativen Fehler des QBDA-ROMs sind in Abbildung 7.11 gezeigt, hohe Fehler in den
ersten Zeitschritten sind durch das anfangs sehr kleine ROM und durch Strome nahe
Null zu erklaren. Im Vergleich zu Abbildung 7.8 fillt auf, dass der Primérstrom um
etwa eine Grofenordnung besser approximiert wird, der maximale Fehler nach den
ersten zehn Zeitschritten betrigt 5,02 - 1074, Der hohe relative Fehler im Sekundér-
strom bei etwa t = 0, 5 ms liegt am Nulldurchgang des Stroms; nach den ersten zehn
Zeitschritten betrigt der maximale Fehler ansonsten 7,70 - 1073, Auch im Vergleich
zu Tabelle 7.2 sind der maximale absolute Fehler mit 0, 3206 A und der mittlere Feh-
ler mit 0, 0240 A deutlich geringer. Zusétzlich sind in Abbildung 7.11 die Zeitschritte
eingetragen, in denen der Fehlerindikator die Toleranz iiberschreitet und das volle
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Abbildung 7.11: Relative Fehler des QBDA-ROMSs und Zeitschritte, in denen das volle
Modell gelost wird.

Modell gelést wird. Wie zu erwarten, steigt der Fehler tendenziell bis zu solch einem
Punkt an und fallt danach nochmals ab. Die Betrdage aller Fehler an Punkten, an
denen das Ausgangsmodell gelost wird, liegen etwa in der gleichen Grofenordnung,
was den Einsatz des relativen Residuums als Fehlerindikator validiert.

Abschliefsend sollen die Simulationszeiten betrachtet werden, Tabelle 7.4 gibt einen
Uberblick. Wihrend der Berechnung des Testsignals muss 34 Mal das volle Modell
gelost werden, trotzdem liegt die gesamte Simulationsdauer um einen Faktor von
11 unter der einer konventionellen Simulation. Mehr als 75% der Zeit entfallen auf
die adaptive Anpassung des ROMs. Fiir anschliefende Simulationen wird diese Zeit
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volles Modell adaptives ROM

Dimension 21.300 194
Volle Losungen 1000 34
Simulationsdauer 2140 s 189 s
davon ROM-Generierung - 484 s
davon Losung des Ausgangsmodells 2140 s 93,7 s

Rechnung auf einem Intel Core i7-2600K CPU mit 3.4 GHz und 16 GB RAM,
Intel MKL 11.1 PARDISO zur Faktorisierung und
Tensor Toolbox [BK07] fiir sparse Tensoren.

@ nach Abschluss der Simulation.

Tabelle 7.4: Simulationsdaten fiir das QBDA-ROM.

geringer ausfallen, weil das ROM bereits entsprechend trainiert ist. Dennoch lohnt
sich der Einsatz der QBDA-MOR bereits fiir eine einzelne Simulation, was einen
grofen Vorteil gegeniiber trajektorienbasierten Verfahren darstellt.

7.5 Fazit

Mit dem SVR-Kernel-Verfahren und dem QBDA-Verfahren werden zwei neue An-
séitze fiir die Modellordnungsreduktion nichtlinearer Wirbelstromprobleme gegeben.
Wiéhrend die SVR-MOR, welche die Nichtlinearitat approximiert und von Trainings-
simulationen abhédngt, eine leichte Verbesserung zum TPWL-Verfahren darstellt,
bringt der Einsatz der QBDA-MOR grofte Vorteile. Die Fehler liegen niedriger als
bei Verfahren, die die Nichtlinearitéit approximieren, und es sind keine Trainingssi-
mulationen notig. Damit entféllt nicht nur die Notwendigkeit, das zu untersuchende
System a priori zu charakterisieren, sondern es ergibt sich bereits bei einer einzigen
Simulation eine Zeitersparnis.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Das Kernstiick der vorliegenden Arbeit ist die Herleitung effizienter Verfahren zur
FE-Simulation parametrischer Wirbelstromprobleme. Grundlegend fiir die préasen-
tierten Algorithmen ist die projektionsbasierte Modellordnungsreduktion.

In Kapitel 3 wird mit der AV-A-Formulierung eine konventionelle FE-Wirbelstrom-
formulierung aufgegriffen, die sich durch ihre Flexibilitdat hinsichtlich der Leitergeo-
metrie und der Anregungsarten auszeichnet. Es wird eine Baumeichung durchge-
fiihrt, sodass sich im Hinblick auf die nachfolgenden MOR-Prozesse ein symmetri-
sches, reguldres Gleichungssystem ergibt. Diese algebraischen Eigenschaften lassen
sich auch zum Beweis von Systemeigenschaften nutzen.

Auf dem konventionellen Modell aufbauend wird ein reduziertes Modell zur schnellen
Charakterisierung von Systemen im Frequenzbereich angegeben; die Anwendbarkeit
wird durch Homogenisierungsverfahren in Kapitel 4 auf Strukturen mit Litzendrah-
ten erweitert. Numerische Beispiele zeigen, dass der Fehler der Homogenisierung im
Bereich der Fertigungstoleranzen liegt. Die reduzierten Modelle entsprechen in ihrer
Genauigkeit den vollen FE-Modellen und sind dabei um Grofenordnungen schneller
auszuwerten. Zusétzlich dienen die vollen Modelle als Ausgangspunkt fiir effiziente
parametrische Simulationen.

Kapitel 5 betrachtet eine Klasse von parametrischen Systemen, welche iiber to-
pologieerhaltende Netzverzerrung abgebildet werden konnen. Fiir solche Systeme
wird ein parametrisches Teilbereichs-MOR-Rahmenwerk als Erweiterung der Arbeit
[Burl4] vorgestellt. Interpolation der geometrieabhéngigen FE-Matrizen rekonstru-
iert eine affine Parameterabhéngigkeit, was effiziente Projektion in einen parame-
terabhdngigen Unterraum erlaubt. Die reduzierte Basis ergibt sich als Projektion
einer Referenzbasis auf einen anhand eines Tensorgitters interpolierten Unterraum.
Am Beispiel einer Spule mit variablem Aufbau und Litzendraht wird gezeigt, dass
mit dem ROM parametrische Studien moglich sind, fiir die konventionelle Modelle
mehrere Jahre an Rechenzeit benotigen wiirden.

Starrkorperbewegungen als Systemparameter konnen prinzipbedingt gut iiber eine
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FE-BE-Kopplung simuliert werden. Es wird vorgeschlagen, die nicht-affinen BE-Ma-
trizen mit der EI-Methode zu beschreiben. Dadurch kénnen adaptive MP-MOR-AI-
gorithmen zur Konstruktion eines effizienten reduzierten Modells herangezogen wer-
den. Der Fehler der reduzierten Modelle wird hauptséchlich durch die EI beeinflusst.
Numerische Beispiele zeigen, dass die Methodik nicht nur eine Alternative zur MOR
iiber Netzverzerrung darstellt, sondern auch Parameter behandeln kann, die nicht
iiber Netzverzerrung abgebildet werden konnen.

In Kapitel 7 werden zwei neue MOR-Verfahren fiir nichtlineare Wirbelstromproble-
me vorgestellt. Das Kernel-Verfahren approximiert die reduzierte Systemmatrix mit
der »-SVR, sodass implizite Zeitschrittverfahren eingesetzt werden konnen. Die nu-
merischen Ergebnisse zeigen hinsichtlich der Approximationsgenauigkeit jedoch nur
kleine Vorteile im Vergleich zum Stand der Technik, der in dieser Arbeit {iber die
TPWL-Methode abgebildet ist. Der grofste Vorteil des Kernel-Verfahrens liegt in der
hoheren Robustheit gegeniiber Schwankungen in den freien Parametern der Gewich-
tungsfunktionen.

Das zweite Vefahren liefert deutlich vielversprechendere Ergebnisse, weil es die Nicht-
linearitat nicht approximiert, sondern nur als QBDA-Gleichungen umformuliert. Ne-
ben dem QBDA-Ausgangsmodell wird ein adaptives MOR-Verfahren mit der Norm
des relativen Residuums als Fehlerindikator vorgestellt. Ein numerisches Beispiel
demonstriert die den approximierenden Verfahren iiberlegene Genauigkeit. Zuséatz-
lich entfallen Trainingssimulationen, sodass bereits fiir eine einzelne Simulation eine
Zeitersparnis im Vergleich zu konventioneller Rechnung erzielt werden kann.

Ankniipfungspunkte fiir weitere Untersuchungen

e Die Symmetrie der betrachteten FE- und FE-BE-Frequenzbereichsverfahren
stellt eine deutliche Vereinfachung fiir den Beweis von Systemeigenschaften wie
Passivitat und Stabilitdt im Ausgangsmodell und auch fiir deren Bewahrung
durch die strukturerhaltende MOR dar. Der tatsidchliche Nachweis ist noch
zu erbringen. Eine elegante Moglichkeit dazu besteht in der Uberfithrung der
Systeme in port-hamiltonsche Form, welche auch eine systematische Kopplung
an weitere physikalische Doménen zulésst [vdS06].

e Die Extraktion der dquivalenten Materialdaten bei der Homogenisierung erfor-
dert die energetische Orthogonalitdt von Skin- und Proximityeffekt, wohinge-
gen das Zellenproblem dieser Einschrankung nicht unterliegt. Es ist zu untersu-
chen, inwiefern fiir allgemeine Zellen- und Leitergeometrien eine dquivalente,
makroskopische Beschreibung von Litzendraht moglich ist.

e Die Anwendbarkeit der PMOR aus Kapitel 5 beschrénkt sich prinzipiell nicht
auf Wirbelstromprobleme. Im Hochfrequenzfall stellen Strukturen mit parame-
trierten Wellenleiter-Toren eine interessante Problemklasse dar, die ebenfalls
parameterabhéngige Ein- und Ausgangsfunktionale aufweist.
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e Sowohl iiber Netzverzerrung parametrierte Systeme als auch die BE-Kopplung
gehen von einer konstanten Topologie des Ausgangsmodells aus. Dies ist oft-
mals, aber nicht immer gegeben. Eine sich dndernde Topologie erfordert eine
Erweiterung der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden.

e Schnelle BE-Loser besitzen das Potenzial, die Anwendbarkeit der MOR fiir
FE-BE-Systeme auf Modelle mit einer hohen Anzahl an BE-Unbekannten aus-
zudehnen, fiir welche eine explizite Generierung der Matrizen nicht moglich
ist. Zudem legt die Verwendung der EI nahe, eine beweisbare Fehlerschranke
fiir die ROMs herzuleiten.

e Die QBDA-MOR befindet sich als neues Verfahren noch in einem experimen-
tellen Stadium. Die hier vorgestellte Formulierung sollte so angepasst werden,
dass die Gleichungen eindeutig losbar sind. Zusétzlich wire eine a priori ermit-
telbare Projektionsmatrix zur Konstruktion eines offline-online-Algorithmus
wiinschenswert. Dazu muss die Wahl von Entwicklungspunkten oder Snap-
shots automatisiert werden.
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