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Kurzfassung

Wiéhrend fiir durch gewdhnliche Differentialgleichungen beschriebene Systeme eine
Vielzahl an bekannten Verfahren zur Parameteridentifikation zur Verfiigung stehen,
basieren jene fiir Systeme unendlicher Dimension (wie Transportprozesse oder Lei-
tungsprobleme) héufig auf endlichdimensionalen Ersatzmodellen. Der hier vorgestellte
algebraische Zugang kommt ohne derartige Approximationen aus und ist in diesem
Sinne exakt. Er nutzt neben der Laplace-Transformation mit dem Ritt-Algorithmus
und dem Buchberger-Algorithmus zur Berechnung von Grobner-Basen Methoden der
kommutativen und Differentialalgebra, um eine einfache polynomiale Gleichung als Be-
ziehung zwischen konzentrierten Messsignalen und den unbekannten Systemparametern
herzuleiten. Letztlich erfordert die Berechnung der Parameter lediglich die Auswertung
von Faltungsprodukten der Trajektorien gemessener Gréfien. In der Arbeit wird neben
einem allgemeinen Algorithmus zur Identifikation der Parameter in partiellen Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ein entsprechendes Vorgehen fiir spezielle
Gleichungen mit ortsabhéingigen Koeffizienten diskutiert. Unterstiitzt sowohl durch Si-
mulationsergebnisse als auch durch eine Messung illustrieren zahlreiche Fallstudien die
Anwendung der algebraischen Methode zur Parameteridentifikation auch auf weitere
Systemklassen wie beispielsweise fraktionale Systeme.

Abstract

While a wide range of methods of identification is known for finite-dimensional sys-
tems, this is not the case for systems of infinite dimension (such as transmission or
diffusion processes). As a result, most methods rely on finite-dimensional approxima-
tions. In contrast, the algebraic approach presented here is an exact method that does
not require any approximations. It derives simple polynomial equations relating the
concentrated measurements and the unknown parameters by using the Laplace trans-
form and applying methods of commutative and differential algebra such as the Ritt
algorithm and the Buchberger algorithm for computing Grébner bases. In the end, the
identification of parameters requires only the calculation of convolution products of
measurement signals. In addition to presenting the general identification procedure for
partial differential equations with constant coefficients, this thesis discusses an equi-
valent approach for partial differential equations with spatially dependent coefficients.
Reviewing a manifold of case studies, simulation results and experimental data serve to
illustrate the identification method. They also show the applicability of the algebraic
approach to a broader spectrum of systems such as fractional systems.






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

2 Herleitung von Identifikationsgleichungen fiir lineare partielle Diffe-

rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 7
2.1 Problemstellung . . . . . . . ..o 9
2.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung am Beispiel einer schwingenden
Saite . . . .. 10
2.3 Herleitung von Messgleichungen . . . . . . . .. ... ... ... .... 11
2.4 Aufstellen des Eliminationsproblems . . . . . . . . ... ... .. ... 13
2.5 Herleitung einer Identifikationsgleichung . . . . . . . .. ... ... .. 16
2.6 Identifizierbarkeit . . . . . . . ... oo 21
2.7 Anmerkung zum Fall inhomogener Anfangsbedingungen . . . . . . . . . 24
3 Parameteridentifikation 27
3.1 Erzeugen neuer Gleichungen . . . . . . .. ... ... ... ... .. .. 27
3.2 Algebraische Identifikation der Parameter . . . . . . . . . . . ... ... 29
3.2.1 Uberparametrierung ........................ 29
3.2.2  Polynomiale Probleme . . . . . . . ... ... .. ... ..., 31
3.2.3 Anmerkung zur Berechnung der Parameter . . . . . . . . .. .. 34
3.3 Strukturierte und unstrukturierte Storungen der Messsignale . . . . . . 34
3.4 Aspekte der Implementierung . . . . . ... ..o 35
3.4.1 Diskretisierung . . . . . . ..o 36
3.4.2 Asymptotische Approximation der Faltungsprodukte . . . . .. 36
3.5 Alternative, nicht-approximative Identifikationsmethoden in der Literatur 38
3.5.1 Ein Zugang fiir Totzeitsysteme mittels Distributionen . . . . . . 38
3.5.2 Identifikation auf der Basis einer Messgleichung . . . . . . . .. 39

4 Fallstudien fiir lineare partielle Differentialgleichungen mit konstan-

ten Koeffizienten 41
4.1 Ein Transportproblem . . . . . . .. .. ... ... ... 41
4.1.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung . . . . . . . . .. . .. 42

4.1.2 Simulationsergebnisse und asymptotische Approximation der Fal-
tungsprodukte . . . .. ..o 43
4.1.3 Storung der Messsignale . . . . . .. ..o 45



il

INHALTSVERZEICHNIS

4.2 Eine elektrische Leitung . . . . . . . . . .. ... L. 46
4.2.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung . . . . . . . . . .. .. 47
4.2.2  Simulations- und Messergebnisse . . . . .. ... ... ... 49
4.2.3 Eine gestorte elektrische Leitung . . . . . . . .. ... ... .. 50

4.3 Ein Euler-Bernoulli-Balken . . . . . . . . ... ..o 0000 54

Algebraische Identifikation fiir lineare partielle Differentialgleichun-

gen mit ortsabhingigen Koeffizienten 59
5.1 Ein schweres Seil . . . . . . . ..o 59
5.1.1 Modell und Losung . . . . . . . .. ... oo 60

5.1.2 Fall 1: Identifikation im Fall ohne Last und ohne Kelvin-Voigt-
Dampfung . . . . . . .. L 61

5.1.3 Fall 2: Identifikation im Fall mit Last und ohne Kelvin-Voigt-
Dampfung . . . . . . . ..o 64

5.1.4 Fall 3: Identifikation im Fall ohne Last und mit Kelvin-Voigt-
Dampfung . . . . . . ... 68
5.2 Eine ringférmige, elastische Platte . . . . . . . .. .. ... .. ... .. 69
5.3 Allgemeine Beobachtungen und weitere Beispiele . . . . . . . . .. . .. 72

Anwendung der algebraischen Identifikation auf weitere Systemklas-

sen 75
6.1 Eine hydraulische Leitung . . . . . . ... ... .. ... ... ... .. 75
6.1.1 Mathematisches Modell . . . . . . . ... ... ... ... ... 76
6.1.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung . . . . . . .. . .. .. 7
6.1.3 Simulationsergebnisse . . . . . . . ... oL 79
6.2 Lineare fraktionale Systeme . . . . . . . . . .. ... ... ... .. .. 80
6.2.1 Mathematische und systemtheoretische Grundlagen . . . . . . . 83
6.2.2 Ein System mit einer fraktionalen Ableitung . . . . . . . .. .. 84

6.2.3 Allgemeine Bemerkungen zur Identifikation von Parameter in
Systemen endlicher Dimension mit fraktionalen Zeitableitungen — 89
6.2.4 Ein System unendlicher Dimension mit einer fraktionalen Zeita-

bleitung . . . . .. ..o 90

6.3 Endlichdimensionale Systeme unbekannter Ordnung . . . . . . . . . .. 92
6.3.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung . . . . . . . . . .. .. 92
6.3.2 Losungen der Identifikationsgleichung . . . . . . . . ... .. .. 94
6.3.3 Beispiele . . . . ... 95

6.4 Bemerkung zu nichtlinearen Systemen . . . . . .. ... ... ... .. 98
6.5 Bemerkung zu ortlich mehrdimensionalen Systemen . . . . . . . .. .. 99
Zusammenfassung und Ausblick 101
Mathematischer Hintergrund 105
A.1 Laplace-Transformation . . . . .. . . .. ... .. .. ... ...... 105

A.2 Kommutative Algebra . . . . . . . . ... .. 106



INHALTSVERZEICHNIS iii

A2.1 Grébner-Basen . . . . . ... ... 107
A.2.2 Buchberger-Algorithmus . . . . . ... ... ... ... ..... 108
A.2.3 Charakteristische Mengen . . . . . . . ... .. ... ... .. 109
A.3 Differentialalgebra . . . . . . ..o o 109
A.3.1 Ritt-Algorithmus und charakteristische Mengen . . . . . . . .. 110
A.4 FEigenschaften der Bessel-Funktionen . . . . ... ... ... ... ... 110

B Alternative Herleitung der Differentialgleichungen der Fundamental-
l6sungen beziiglich der komplexen Verédnderlichen der Laplace-Trans-

formation 113
B.1 Fallunterscheidung in Abhéngigkeit der Vielfachheit der Eigenwerte . . 114
B.2 Allgemeine Herleitung . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 117

B.3 Schweres Seil als Beispiel fiir ein System mit ortsabhéingigen Koeffizienten120

Literaturverzeichnis 123



v

INHALTSVERZEICHNIS




Kapitel 1
Einleitung

In vielen technischen Systemen héngen die Systemgréfien nicht nur von der Zeit son-
dern auch von einer Ortsvariable ab; beispielsweise die Temperaturverteilung bei ther-
mischen Prozessen, elastische Strukturverformungen in der Mechanik oder die Diffusion
und der Transport von Medien. Die mathematische Beschreibung derartiger dynami-
scher Prozesse fiihrt auf partielle Differentialgleichungen (Dgln.), die im systemtheo-
retischen Kontext als Systeme mit verteilten Parametern oder Systeme unendlicher
Dimension bezeichnet werden. Kiinftig wird eine wachsende Zahl technologischer Pro-
zesse eine Beriicksichtigung der Ortsabhingigkeit der Systemgrofien in den sich stel-
lenden Regelungsaufgaben erfordern, um unter anderem Anforderungen an Dynamik,
Prézision oder Leichtbau gerecht zu werden.

In den letzten zwei Jahrzehnten wurden beispielsweise im Rahmen des flachheitsba-
sierten Entwurfs oder des sogenannten Backsteppings leistungsfiahige Methoden sowohl
fiir die Steuerung als auch fiir die Regelung derartiger Systeme entwickelt [Rud03a,
Rud03b, KS08]. Die Anwendung der modellbasierten Verfahren setzt dabei die Kennt-
nis eines die Regelstrecke hinreichend gut beschreibenden mathematischen Modells
voraus. Wahrend die Struktur der Modelle aus einer physikalischen Modellbildung her-
vorgeht, miissen deren Parameter oft experimentell bestimmt werden.

Mit wenigen Ausnahmen basieren bekannte Methoden zur Identifikation von Para-
metern in linearen Systemen unendlicher Dimension auf endlichdimensionalen Ersatz-
modellen — vgl. exemplarisch [GR95, CB02] sowie [PG76, Kub77] fiir eine ausfiihrliche,
wenn auch nicht ganz aktuelle Ubersicht — nicht zuletzt, da fiir letztere Klasse eine Viel-
zahl an Methoden zur Parameteridentifikation zur Verfiigung stehen [Lju87]. Geeignete
Ersatzmodelle werden beispielsweise durch eine Diskretisierung der Ortsvariable oder
eine modale Entwicklung der Losung gewonnen. Die Notwendigkeit einer Approxima-
tion unterscheidet die meisten anderen Identifikationsmethoden vom hier vorgestellten
algebraischen Ansatz, der sich einer Integraltransformation zur Algebraisierung bzgl.
der Ortsvariable bedient und damit die Charakterisierung der Methode als algebraisch
motiviert.

Die Idee der Verwendung einer Integraltransformation im Rahmen der Parameter-
identifikation geht auf [Shi54] im Zusammenhang mit Systemen endlicher Dimension
in Form einer Eingangs-Ausgangs-Gleichung zuriick. Dabei dienen harmonische Funk-
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tionen als Integralkern, um Ableitungen der bekannten Eingangs- und Ausgangssignale
zu vermeiden. Ein entsprechender Ansatz findet sich in [PG66] fiir Systeme unendlicher
Dimension, setzt jedoch die nur schwer realisierbare Kenntnis von verteilten Messgrofien
voraus. Die Messung ortsabhingiger Grofien wird auch in [DR94, BSDR97, OB00] fiir
die Identifikation der Parameter ortlich verteilter Systeme angenommen, wodurch die
Einsatzmoglichkeiten dieser Verfahren wesentlich eingeschrankt werden.

Basierend auf [Shi54] kam in [FSR03] mit der Laplace-Transformation eine spezielle
Integraltransformation zum Einsatz (siehe auch [SRGRCRLJ14]). Der zunéchst nur fiir
lineare gewoOhnliche Differentialgleichungen vorgestellte Ansatz konnte schon wenige
Jahre spéter auf lineare Totzeitsysteme [BRF06, BRF09] iibertragen werden. Zeitgleich
gelang in [RW07] die Erweiterung auf die Identifikation von Parametern fiir lineare
ortlich eindimensionale partielle Dgln. (erster und) zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten aus konzentrierten Messsignalen.

Im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall treten bei der Laplace-Transforma-
tion von Totzeitsystemen spezielle (transzendente) Operatoren auf, beispielsweise der
Totzeitoperator e~7%; die Gleichungen sind nicht mehr algebraisch in den Parametern.
Um dennoch die Parameter in den in s transzendenten Funktionen identifizieren zu
konnen, wird die Kenntnis jener Dgln. genutzt, denen die Funktionen bzgl. der kom-
plexen Verénderlichen s der Laplace-Transformation geniigen. Dadurch ergeben sich
Gleichungen, die im Zeitbereich einfach zu interpretieren sind. Letztlich miissen zur
Berechnung der Parameter lediglich Faltungsprodukte der Messsignale ausgewertet
werden. Erschwerend kommt jedoch hinzu, dass die zu identifizierenden Parameter
in polynomialer Form auftreten, wohingegen die Gleichungen im endlichdimensionalen
Fall linear in diesen waren.

Zur Veranschaulichung des algebraischen Identifikationszugangs wird das einfache
Totzeitsystem aus [RWO07] aufgegriffen. Setzt man darin b = 1, so gilt

y(t) = ay(t) + u(t — 1) (1.1)

mit dem um die unbekannte Totzeit 7 > 0 verzogerten Eingang u. Fiir die Messgrofien
u und y, auf Basis derer die Systemparameter a und 7 zu identifizieren sind, werden
homogene Anfangsbedingungen

y(0) =0, uw(t) =0, tel-1,0]
angenommen. Dann folgt durch Laplace-Transformation von (1.1)
(s —a)y =ue ", (1.2)

wobei ¢y und 4 die Transformierten von y und w bezeichnen. Diese Gleichung lésst
sich zwar nach der unbekannten Totzeit 7 auflosen, eine Riicktransformation in den
Zeitbereich ist nach der Umformung nicht moglich.

7S mit

(% +T) e =0

Da der Totzeitoperator e~



einer (bekannten) Dgl. bzgl. der komplexen Verénderlichen s der Laplace-Transformati-
on geniigt, wird es im Folgenden mdoglich sein, eine im Parameter algebraische Gleichung
zu ermitteln. Die Anwendung des entsprechenden Differentialoperators j—s + 7 auf die
nach dem Totzeitoperator aufgeloste Gleichung (1.2) ermdéglicht dessen Elimination:

(£4) 6y

ds U

Nach elementaren Umformungen ergibt sich daraus
(1—as V) (ag —a'9) +a tag = —7(1 — as™)ag, (1.3)

mit &/ = 92 der Ableitung nach s. Im Gegensatz zu (1.2) ist (1.3) algebraisch in den
Parametern.

Da in (1.3) keine positiven Potenzen der komplexen Verénderlichen s auftreten,
werden bei der Riicktransformation in den Zeitbereich Zeitableitungen der Messgrofien
v und y vermieden!, und es gilt

¢ ¢ ¢
a/ 71(0) d0+a7/ U2(0) do + 1y2(t) = 71 (t) —I—/ ya(0) do (1.4)
0 0 0
mit
U =tuxy —ux*ty
Yo=uxy

und der identischen Abbildung ¢ : ¢ +— ¢. Da die Gl. (1.4) algebraisch (und nicht
transzendent) in den zu identifizierenden Parametern a und 7 ist, lassen sich diese mit
Hilfe bekannter Methoden aus [Lju87] oder entsprechend [BRF06, RW07] identifizieren,
d.h., aus den Faltungsprodukten der Messsignale berechnen.

Da das Totzeitsystem (1.1) dquivalent als Kopplung einer gewohnlichen Dgl.

y(t) = ay(t) +w(l,1)

und einer partiellen Dgl.
14
d,w(z,t) + —0,w(z,t) =0, z€[0,4,t>0
T

mit der Randbedingung w(0,¢) = u(t) und der homogenen Anfangsbedingung w(z,0) =
0 dargestellt werden kann, liegt eine Ubertragung des algebraischen Zugangs auf par-
tielle Dgln. nahe, wie in [RWO07] fiir solche erster und zweiter Ordnung geschehen. Die
Grundidee der algebraischen Identifikation besteht dabei darin, zunéchst einen Zu-
sammenhang zwischen (mindestens) zwei konzentrierten Messgroen herzuleiten, um
auf diese Weise eine Art Eingangs-Ausgangs-Gleichung fiir das unendlichdimensionale
System zu gewinnen. Durch (teilweise umfangreiche) Umformungen und Manipulatio-
nen dieser Beziehung ergeben sich in den zu identifizierenden Parametern polynomiale

LGgf. lisst sich das stets durch die (wiederholte) Multiplikation von (1.3) mit s~! sicherstellen.
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Gleichungen, deren Koeflizienten sich als einfache Faltungsprodukte der Messsignale
darstellen, sogenannte Identifikationsgleichungen.

Die in dieser Arbeit vorgestellte algebraische Methode verallgemeinert den Ansatz
aus [RWO07] auf lineare 6rtlich eindimensionale partielle Dgln. beliebiger Ordnung mit
konstanten Koeffizienten und zumindest exemplarisch auf solche mit ortsabhéngigen
Koeffizienten [GKRW12a, GKRW12b, GKRW12c|. Dariiber hinaus werden Potentiale
der Erweiterung auf weitere Systemklassen wie beispielsweise lineare fraktionale Sys-
teme [GR12, GR13] und 6rtlich zweidimensionale Systeme [GRS12a, GRS12b, SGR13]
aufgezeigt. Der Identifikationsalgorithmus ermoglicht dabei insbesondere die Identi-
fikation jener Systemparameter, die keiner oder nur schwer einer direkten Messung
zuganglich sind, und normalerweise aufwendig experimentell bestimmt werden miissen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Im Anschluss an diese Ein-
leitung wird in Kapitel 2 die Herleitung von Identifikationsgleichungen allgemein fiir
lineare partielle Dgln. mit konstanten Koeffizienten dargestellt. Ausgehend von der
Laplace-Transformierten des partiellen Differentialgleichungssystems werden aus der
Losung der resultierenden gewohnlichen Dgln. Beziehungen zwischen den konzentrier-
ten Messgrofien ermittelt. In diesen sogenannten Messgleichungen treten in s transzen-
dente Funktionen auf. Fiir deren Elimination mit Hilfe des Ritt-Algorithmus der Diffe-
rentialalgebra kommen jene Dgln. zum Einsatz, denen die transzendenten Funktionen
bzgl. s geniigen, und die im Kapitel systematisch hergeleitet werden. Als Ergebnis er-
geben sich in den unbekannten Parametern polynomiale Identifikationsgleichungen. In
Kapitel 2 wird zudem die Frage der Identifizierbarkeit der Systemparameter diskutiert.

Basierend auf einer Identifikationsgleichung widmet sich Kapitel 3 schwerpunkt-
méBig der Losung des zugehorigen polynomialen Parameterproblems. Dafiir werden
neben dem Zugang der Uberparametrierung aus [RW07] weitere Ansitze zur Losung
der polynomialen Gleichungen angegeben, die vom Ritt-Algorithmus und vom Buch-
berger-Algorithmus (der kommutativen Algebra) Gebrauch machen. Das Kapitel gibt
auBerdem Hinweise zur systematischen Unterdriickung von Stérungen der Messsigna-
le im Zusammenhang mit der algebraischen Identifikation, sowie zur Implementierung
der Identifikationsalgorithmen. Dariiber hinaus erfolgt ein Vergleich des algebraischen
Zugangs mit verwandten Identifikationsmethoden.

Die theoretischen Ergebnisse aus den Kapiteln 2 und 3 finden in Kapitel 4 An-
wendung auf typische Beispiele partieller Dgln., wobei sowohl simulative als auch ex-
perimentelle Untersuchungen die Leistungsfdhigkeit der algebraischen Identifikations-
methode unterstreichen. Mit einer Transportgleichung, einer elektrischen Leitung und
einem Euler-Bernoulli-Balken dienen dabei Systeme zunehmender Ordnung (bzgl. der
Ortsvariable) und Komplexitét als Fallstudien.

In Kapitel 5 wird die Methode zumindest exemplarisch auf Systeme erweitert, die
durch lineare partielle Dgln. mit ortsabhéngigen Koeffizienten beschrieben werden. Die
Herleitung von Beziehungen zwischen den Messgrofien gestaltet sich dabei insofern
anspruchsvoller als im Fall konstanter Koeffizienten, als dass die Losung von Dgln. mit
ortsabhéngigen Koeffizienten im Allgemeinen nicht-trivial ist. Mit dem schweren Seil
und einer ringférmigen Platte werden Beispiele mit bekannter Losung diskutiert. Sie



illustrieren, dass der algebraische Zugang fiir diese Systemklasse im Wesentlichen mit
jenem fiir die Systeme in Kapitel 2 {ibereinstimmt.

Kapitel 6 fasst schlieSlich diverse Anwendungen der algebraischen Identifikation auf
weitere Systemklassen zusammen. Mit einer hydraulischen Leitung wird der Zugang
zundchst auf ein ortlich zweidimensionales System angewandt. Es wird an Beispielen
illustriert, dass sich in fraktionalen Systemen sowohl deren nicht-ganzzahlige Ablei-
tungsordnungen (bzgl. der Zeit) algebraisch identifizieren lassen als auch die iibrigen
Systemparameter. In Verallgemeinerung dessen wird gezeigt, dass sich die Ordnung
gewohnlicher Dgln. in Form von Eingangs-Ausgangs-Gleichungen ohne Eingangsablei-
tungen eindeutig aus den Verldufen von Eingang und Ausgang berechnen lédsst. Ab-
schliefende Bemerkungen zu nichtlinearen und o6rtlich mehrdimensionalen partiellen
Dgln. geben einen ersten Ausblick in Bezug auf Erweiterungen des algebraischen Zu-
gangs und schlieBen somit direkt an die Zusammenfassung in Kapitel 7 an.
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Kapitel 2

Herleitung von
Identifikationsgleichungen fiir
lineare partielle
Differentialgleichungen mit
konstanten Koeflizienten

Die systematische Herleitung einer sogenannten Identifikationsgleichung fiir lineare
partielle Dgln. mit konstanten Koeffizienten, wie im Folgenden beschrieben und in
Ansétzen im Rahmen von [GKRW12c| préisentiert, stellt ein wesentliches Ergebnis die-
ser Arbeit dar. Eine Identifikationsgleichung stellt dabei die konzentrierten Messgrofien
des Systems in Relation mit dessen Parametern. Auf der Basis dieser exakten Bezie-
hung, fiir deren Herleitung keinerlei Approximationen des zugrunde liegenden unend-
lichdimensionalen Systems erforderlich sind, lassen sich die Parameter ermitteln.

Der in Abbildung 2.1 schematisch dargestellte Algorithmus zur algebraischen Iden-
tifikation der Systemparameter lasst sich grob in vier Schritte unterteilen:

1.) die Uberfiihrung der partiellen Dgln. in gewchnliche unter Verwendung der La-
place-Transformation,

2.) das Herstellen von Zusammenhéngen zwischen den konzentrierten MessgroBen,
sog. Messgleichungen, ausgehend von der Losung des Randwertproblems,

3.) die Herleitung von Identifikationsgleichungen durch Elimination der transzen-
denten Funktionen in den Messgleichungen (mit Hilfe des Ritt-Algorithmus),

4.) die Identifikation der Parameter basierend auf den Identifikationsgleichungen
(s. Kapitel 3).

Der erste Schritt motiviert die Bezeichnung der Identifikationsmethode als algebraisch,
da durch die Laplace-Transformation eine Algebraisierung bzgl. der Zeit erfolgt. Die
Namensgebung geht auf den Aufsatz in [FSR03] zuriick, worin der algebraische Ansatz



Herleitung von Identifikationsgleichungen fiir lineare partielle

8 Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
System System
partielle Differentialgleichungen (im Ort z) gewdhnliche
(in Ort z und Zeit t) . . .
- . Differentialgleichungen
in Gl (2.1a) Laplace-TraEnsformation
T >

homogene Rand- : transformierte

Anfangs- bedingungen : Rand-
bedingungen in GL (2.1b) : bedingungen

Losung des
Randwertproblems
Abschnitt 2.3

konzentrierte Messgrofien
in Gl (2.1c)

Messgleichungen

Beziehungen zwischen Messgrofien
in Gl (2.13)

Elimination der
transzendenten Funktionen

Abschnitte 2.4 und 2.5

inverse
Laplace-Transformation Identifikationsgleichungen

- : (polynomial in Systemparametern)
: in GL (2.3)

Identifikation :
(Losung des Parameterproblems) . Umformungen
Kapitel 3 .

Abbildung 2.1: Vereinfachte schematische Darstellung der Vorgehensweise bei der algebrai-
schen Identifikation von Parametern.

fiir gewohnliche Dgln. vorgeschlagen wurde. Durch die Laplace-Transformation gehen
diese gewohnlichen Gln. in algebraische iiber, wobei die anschlieend auf dieser Basis
durchgefiithrten Operationen — insbesondere die algebraische Ableitung j—s nach der
komplexen Veridnderlichen s der Laplace-Transformation — zur Extraktion bzw. zur
Berechnung der Systemparameter rein algebraischer Natur sind.

Im Folgenden wird zunéchst die Problemstellung fiir die Identifikation in Form der
betrachteten Systemklasse und der verfiigharen Messgrofien formuliert. Einem exem-
plarischen Ansatz zur Losung dieses Problems schliefit sich ein systematischer Algo-
rithmus zur Herleitung von Identifikationsgleichungen in den Abschnitten 2.3-2.5 an,
der im Wesentlichen den zuvor aufgefiihrten ersten drei Phasen der algebraischen Iden-
tifikation entspricht. Abschliefend finden sich Bemerkungen zur Identifizierbarkeit der
Parameter sowie zum Fall inhomogener Anfangsbedingungen fiir die partiellen Dgln.,
die sonst als homogen angenommen werden. Die eigentliche Berechnung und damit
Identifikation der Systemparameter erfolgt auf der Basis der Identifikationsgleichung
und wird in Kapitel 3 behandelt.
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2.1 Problemstellung

Betrachtet werden Systeme, deren verteilte Grolen wy, ..., w, sowohl vom Ort z als
auch von der Zeit t abhéngen. Das mathematische Modell des 6rtlich eindimensionalen
Systems besteht aus ¢ homogenen, linear unabhéngigen partiellen Dgln.

a B
Z Z 2‘1: i j kot OF P wy(z,t) = 0, 1=1,...,q (2.1a)

j=0 k=0 (=1

mit konstanten Koeffizienten a; ¢, homogenen Anfangsbedingungen und geeigneten

Randbedingungen
a B 7 q g d¥
k, N _ o _ . _ —
Z: Z Z: Z bijkesm 00 L wi(2m, ) = Z Z Ci,k,eﬁw(t% i=1,...,a, (2.1b)
§=0 k=0 m=0 ¢=1 k=0 7=1

worin v; konzentrierte GroBen — beispielsweise Stelleingriffe — bezeichnen. Uber ent-
sprechende Beziehungen

™

- T

B v q

Z Zzbi,j,k,m,éafaiwé Zm,t chzkedtk +3/l a<t>

j=0 k=0 m=0 ¢=1 k=0 /=1

i=a+1,...,a+ N, (2.1c)

sind N konzentrierte Messgrélen y; definiert, die im Gegensatz zu den ebenfalls kon-
zentrierten Groflen vy bekannt sind. Wird eine der Gréien 97 ebenfalls gemessen oder ist
aufgrund ihres Charakters als eine Stellgréfie bekannt, so 1asst sich dieser Sachverhalt
tiber eine entsprechende Gl. der Form (2.1c) beriicksichtigen.
Die Aufgabe besteht in der Bestimmung der Systemparameter a; jx.¢, b; j k.m.e; Ci g7 €
R, zumindest sofern méglich, aus den konzentrierten Messgrofien y = (y1,...,yn)T.
Man beachte, dass aufgrund der homogenen Anfangsbedingungen mindestens N = 2
Signale gemessen werden miissen, da — im Wesentlichen — fiir eine Identifikation der
Systemparameter die Reaktion des Systems auf eine bekannte Anregung vorhanden
sein muss. Allgemein gelte
N>1+r. (2.2)

Die Losung dieser Aufgabe soll auf dem Ansatz aus [RWO07] aufsetzen, um unter
Verwendung der Laplace-Transformation eine als Identifikationsgleichung bezeichnete
Beziehung

F(s7.0,9.9.94",---)=0 (2.3)
herzuleiten. Die ggf. vektorielle Funktion F' sei polynomial in all ihren Argumenten,
also dem Reziproken der komplexen Verédnderlichen s der Laplace-Transformation, dem
Parametervektor @ als Untermenge der Systemparameter sowie den MessgroBen ¢y und
einer endlichen Anzahl deren Ableitungen nach s. So ergibt sich aus der Darstellung
von F'im Zeitbereich ein polynomiales Problem in den zu identifizierenden Parametern
0, das als Grundlage fiir die Identifikation in Kapitel 3 dient.
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M w(z,t)

Ye(t)

} — 2

0 14

Abbildung 2.2: Schwingende Saite mit Punktmasse.

Definition 2.1 (Identifikationsgleichung). Eine Identifikationsgleichung ist eine Glei-
chung der Form (2.3), in der die Funktion F' polynomial in all ihren Argumenten ist.
Als Identifikationsgleichung wird zudem die zugehdrige Darstellung L7{F} = 0 im
Zeitbereich bezeichnet.

2.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung am
Beispiel einer schwingenden Saite

Betrachtet wird die ebene Bewegung einer schwingenden Saite der Lénge ¢, an deren
einem Ende sich ein als Punktmasse modellierter Korper befindet und deren anderes
Ende frei beweglich ist (vgl. Abb. 2.2). Die Anderung der Auslenkung w der Saite wird
durch die Wellengleichung

O*w(z,t) — p?0?w(z,t) =0 (2.4a)
und die Randbedingungen
mofw(0,t) = 0 w(0, ), w(l,t) = y(t) (2.4b)

beschrieben, wobei p den Kehrwert der Ausbreitungsgeschwindigkeit bezeichnet und
m den Quotienten der Masse am Ende der Saite und der Zugspannung in der Saite.
Als Messgrofien steht neben gy, die Auslenkung der Last zur Verfiigung:

yO(t) = w(07t>’ y@(t) = w(&t)' (2'4C)

Zunéchst wird eine Beziehung zwischen den Messgrofien (2.4c) bendtigt. Aus der
Laplace-Transformierten!

d*

dz?

von (2.4a) mit w = L{w} erhélt man fiir homogene Anfangsbedingungen die Losung

(2) — p?s*w(z) = 0

1 1 dw
B(2) = (7 + e (0) 4+ 5 (e e 7)== (0) (2.5)

lygl. Abschnitt A.1
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in Abhéngigkeit der Randwerte bei z = 0. Unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen (2.4b) und der Definition der Messsignale (2.4c) ergibt sich daraus

Uo = i(ms + 1) o et — i(ms — 1)ijo e Mt (2.6)
Man erkennt, dass die zu identifizierenden Parameter als Argumente der transzenden-
ten Fundamentallosungen auftreten, weshalb (2.6) nicht direkt nach diesen aufgelost
werden kann.

In dem Bestreben, die beiden Exponentialfunktionen e*** und e #** zu eliminieren,
wird diese Beziehung zwischen den beiden Messsignalen nach s abgeleitet. Zusammen
mit (2.6) erhélt man auf diese Weise ein Gleichungssystem, das nach den Exponenti-
alfunktionen aufgel6st werden kann:

T Im2s? — 12 — m% m?s? — 2 —m \ g

e_usgz—ﬁm,us—l;ﬂ—m@+ ms + Je '
(m2s2 —Ilp2 —m 5o Im2s2 —1Ilp2—m \ 9o/

st Lmps =l —m gy ms — i (%)'

Diese Ausdriicke werden in der zweiten Ableitung von (2.6) nach s ersetzt. Das fithrt
mit

(m 4 €®) (G597 — 200960, + 2(90)°0e — G096 0e) — Cp* (3m + Lu® — m>Ls®) G5 de
—m?C (s> (G597 — 200909, + 2(90)*9e — Godo9e) + 25(9obGe — 959,) + 2059¢) = 0,
(2.7)

auf eine Gleichung, die polynomial ist in den (transformierten) Messgrofien g und g,
sowie deren erster und zweiter Ableitung nach s, den Parametern ¢, m und p sowie der
komplexen Verédnderlichen s selbst. Folglich ist eine Interpretation im Zeitbereich sehr
einfach, insbesondere nachdem (2.7) mit s~2 multipliziert wurde, um Ableitungen der
Messgroflen nach der Zeit zu vermeiden. Auf die Frage, welche der drei Parameter sich
daraus tatséchlich ermitteln lassen wird spéter eingegangen.

2.3 Herleitung von Messgleichungen

Zur Herleitung von Messgleichungen als Zusammenhéngen zwischen den (transformier-
ten) Messgroflen in gy = L{y} wird fiir die Laplace-Transformation von (2.1a) eine
Darstellung erster Ordnung eingefiihrt:

%(2) = Az(z),  AeR(s)™", (2.8)

mit &(z) € R™. Dabei bezeichnet n die Ordnung des Gleichungssystems (2.1a) bzgl.
des Ortes z. Im Gegensatz zu den Betrachtungen in [KW13], die in grofien Teilen
mit jenen in diesem Abschnitt iibereinstimmen, sind hier die Eintrédge der Matrix A
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rational und nicht polynomial? in s. Die zu (2.8) gehérenden Laplace-transformierten
Randbedingungen (2.1b) und der Definitionen (2.1c) der Messsignale kénnen in der
Form

-
> Bua(zm) + C10 =0 (2.9a)
m=0

'Y A A
> Bup(zn) + Cod = § (2.9D)
m=0

angegeben werden, mit © = (01,...,9,)7 und in s polynomialen Matrizen Bml €

R[s]"*", B € R[s]N*", Oy € R[s|"*", Cy € R[s]V*".
In der allgemeinen Lsung
x(z) = @(2):&(0) (2.10)

von (2.8) bezeichnet ®(z) = e4* die Matrix-Exponentialfunktion. Setzt man die Losung
in (2.9) ein, so ergibt sich die in s und den Eintrédgen von ®(z,,) polynomiale Block-
matrix P € R HN)X(n4r) iy

( o B (z) q) (ﬁz@) _ (0> (2.11)
B 2 D(2m) Co v Y
N /\“’_/

p €

wobei R einen Polynomring in den Eintrigen von Ci>(zm), m = 0,...,7 iber dem
Ring R[s] der Polynome in der komplexen Veranderlichen der Laplace-Transformation
bezeichnet. Aufgrund der Annahme N > 1+ 7 (vgl. (2.2)) weist P mehr Zeilen als
Spalten auf. Daher existiert

U= (D) = (D D2) g e reexeen) g, € RN-Ix
Us Usp Usp

mit einer linksteilerfremden Matrix 0272 derart, dass

. P
b6 — ( )
O(N—r)x (n+N)

bzw.
P& = U,y (2.12a)
0= Ussiy (2.12D)

gilt. Da R kein Bézout-Ring ist [Zer00], kann eine linksteilerfremde Matrix (7272 zwar
nicht immer zu einer unimodularen Matrix U ergénzt werden, auf die Bedeutung der

2Durch eine Einschrinkung auf polynomiale Eintrige lieBe sich mit der Darstellung erster Ordnung
nicht allgemein die Laplace-Transformation von (2.1a) darstellen (vgl. z.B. die normierte Wellenglei-
chung mit Kelvin-Voigt-Dampfung (z.B. [CLLI8]): w,.: + w.. = we).
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Multiplikation mit einer nicht unimodularen Matrix U, durch die (2.11) und (2.12)
nicht dquivalent wére, wird hier jedoch nicht weiter eingegangen (vgl. [KW13] fiir eine
vergleichbare Diskussion).

Wiéhrend (2.12a) im Wesentlichen den Anfangswert @(0) und die unbekannten
Groflen in v in Abhéngigkeit von ¢ definiert, liegt mit (2.12b) eine Beziehung zwischen
den Messsignalen vor. Diese im Folgenden als Messgleichungen bezeichneten N — r
Beziehungen lassen sich in der Form

Diy=0, DeRW*N (2.13)

angeben®. Die Gleichung ist damit polynomial in den Messgréfien 4, der komplexen
Verdnderlichen s sowie den Eintrigen ¢; ;(z,,) = el ®(z,,)e; von ®(z,,), mit e; dem
Einheitsvektor mit einer Eins in der j-ten Zeile.

Definition 2.2 (Messgleichung). FEine Messgleichung ist eine Gleichung der Form
(2.13), in der die Eintrige der Matrix D polynomial in all ihren Argumenten sind.

Da die transzendenten Funktionen ngS”(zm) nichtlinear von den zu identifizieren-
den Parametern abhéngen, muss als néchstes geklédrt werden, wie sich diese aus den
Messgleichungen extrahieren lassen. In dieser Arbeit soll dafiir im sich anschlieSenden
Abschnitt gezeigt werden, dass die Matrix-Exponentialfunktion ® einer Dgl. bzgl. s
geniigt und sich deren Eintrige QZ;” daher systematisch aus (2.13) eliminieren lassen.

2.4 Aufstellen des Eliminationsproblems

Wie aus der Herleitung einer Identifikationsgleichung fiir die schwingende Saite hervor-
geht, besteht eine wesentliche Aufgabe in der Elimination der dem Fundamentalsystem
von (2.8) entsprechenden transzendenten Funktionen in der Losung (2.10). Moglich ist
dies stets unter Beriicksichtigung jener Dgln., denen diese Funktionen bzgl. s geniigen.
Fiir eine systematische Herleitung der Dgln. wird von der Darstellung erster Ord-
nung in (2.8) ausgegangen. Die zu A gehorende Matrix-Exponentialfunktion lédsst sich
unter Verwendung der Matrix V der Eigen- und Hauptvektoren von A und der Jordan-
Matrix J in der Form ) )
D(z) = e = Vel V! (2.14)

darstellen.
Um aus der Ableitung von (2.14) nach s,

A

d'(2) = Vel U1 4 V(ejz)'f/_l + Vejz(V_l)’, (2.15)

eine autonome Dgl. in ® zu erhalten, macht man sich zu Nutze, dass einerseits VoV 4
(V-1)'V = 0 aufgrund der Regularitit von V gilt und andererseits fiir jede quadratische

3Im Kontext der Grobner-Basen (vgl. Abschnitt A.2) lassen sich derartige Beziehungen unter Ver-
wendung des Buchberger-Algorithmus fiir ein aus den Gleichungen von (2.11) definiertes Ideal berech-
nen.
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Matrix M mit analytischen Eintriigen in s [Sni64, Wil67]
1

(&MY — / oV e-TIN g
0

Damit folgt fiir (2.15)

A

. o o S
(I)/<Z) — _‘A/'(‘A/fl)lvervfl + V/ eTJZJ/ze(lfT)JZdval N Ve(]ZVflv,Vfl
0

bzw. unter Beriicksichtigung der Definition (2.14) von P

A ~ A

1 2 A 2 A A A
P'(z) = -V () +V / 2] 2eTE gy — o) V'V L
0

Die Diagonalmatrix J' und die Block-Diagonalmatrix ™% kommutieren aufgrund ihrer
speziellen Struktur. Damit fithrt das erneute Einsetzen von (2.14) auf die gesuchte
Matrix-Dgl.

A A

O'(2) = Wo(2) + 2(AW + A’ — WA)D(2) — & ()W (2.16)
mit W = V'V-1.

Basierend auf [RW07] ist im Anhang B.2 eine alternative Herleitung des Differenti-
algleichungssystems bzgl. s fiir die Fundamentallosungen angegeben (vgl. (B.16)). Die
Herleitung geht zur Vereinfachung der Darstellung von einer skalaren verteilten Grofle
w in (2.1a) aus, also ¢ = 1. Da in jeder Darstellung erster Ordnung wie in (2.8) (fiir
die Laplace-Transformierte von (2.1a)) die Matrix A entsprechend

FE 0 -+ 0

L 0 F . A

TAT = ? . T eR(s)™" (2.17)
. . . 0
0 -~ 0 F,

transformiert werden kann [Ber09, Theorem 5.2.3], mit Matrizen

0 1 o --- 0

>

S
I
o

0 e e 0
—fio —fix o o —fimn
in Frobenius-Form, stellt diese Vereinfachung keinerlei Beschrankung der Allgemeinheit
dar. Tatsichlich ist eine Uberfiihrung von (2.16) auf die Form (B.16) moglich.

Dafiir wird von ¢ = 1 und 4 = F} ausgegangen. Da die Matrix A und ihr Expo-

nential kommutieren, lassen sich die n? Gln. fiir die n? Eintréige von ® in (2.16) und
die n? Gln. in

A A

Ad(z) = d(2)A (2.18)
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zu n linear unabhéngigen Gln. fiir n Komponenten von ® vereinfachen. Aufgrund der
Frobenius-Form von A, konnen wegen (2.18) alle Komponenten von ® in Abhéngigkeit
jener n der ersten Zeile dargestellt werden:

~

o} —81<I>
$Z+1:¢1A:¢?AZ, 7::]_,...777/_1.

Als Ergebnis ldsst sich (2.16) in der Form

P(L,2)¢y(2) =0 (2.19)

darstellen, mit der quadratischen Polynommatrix P( ,2) € R(s)[L, 2]™". Da der
Vektor S in (B.16) der ersten Zeile qbl von entsprlcht sind beide Darstellungen
dquivalent, also bis auf die Multiplikation mit einer unimodularen Matrix von links
identisch.

Fiir die im folgenden Abschnitt beschriebene systematisch Elimination der Eintréige
¢i.j(zm) der Fundamentalmatrix aus den Messgleichungen (2.13) kann folglich entwe-
der auf die Matrix-Dgl. (2.16) zuriickgegriffen werden — unter Beriicksichtigung der
Kommutativitit (2.18) — oder auf eine dquivalente Polynommatrix-Darstellung (2.19).
Damit die Elimination auf eine in s bzw. s~! polynomiale Identifikationsgleichung (2.3)
fithrt (und somit eine einfache Interpretation im Zeitbereich zulésst), miissen die der
Elimination zugrunde liegenden Gleichungen die gleiche Polynomialitdt aufweisen.

Die Messgleichungen (2.13) sind offensichtlich polynomial in s sowie den Eintrégen
(;Aﬁw(zm) Gleiches gilt fiir die in Anhang B.2 hergeleitete Polynommatrix. Hingegen
werden in (2.16) aufgrund der Abhéngigkeit von den Eigen- und Hauptvektoren in
V die Eintréage der Matrizen 144 allgemein irrationale Funktionen von s sein. Aus der
Transformation (2.17) iiber R(s) in Block-Frobenius-Form wird jedoch klar, dass sich
in Verallgemeinerung des Falls ¢ = 1 in Anhang B.2 fiir jede (n x n)-Matrix (iD(z) = oA
unter Beriicksichtigung von (2.18) eine Polynommatrix-Darstellung der Form (2.19)
fiir n Komponenten der Fundamentalmatrix angeben lésst. Folglich existiert fiir jedes
System (2.1a) partieller Dgln. mit Randbedingungen (2.1b) und konzentrierten Mess-
grofen eine in s bzw. s polynomiale Identifikationsgleichung (2.3).

Beispiel 4.1 (Schwingende Saite (Aufstellen des Eliminationsproblems))
Fiir die Laplace-Transformierte von (2.4a) kann eine Darstellung

di N A
E(z) = Az(z) = <M282 O> x(2)
i y7

mit & = (0, 52)" angegeben werden. Deren Lésung fihrt unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen (2.4b) auf die Messgleichung

g = el d(0) ( QSA ) (2.20)
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als Beziehung zwischen den Messsignalen in (2.4c). Die Matriz- Exponentialfunktion

A

O(0) gentigt entsprechend (2.16) der Matriz-Dgl.

bet einer Wahl von

‘/Tms —‘/Tms 0 —yms
Beriicksichtigt man die Kommutativitit von A und ihrem Matriz- Exponential, also
0 1\ [(d11(6) 1l hia(0) dra(l 0o 1\ . .
$11(0) 1200\ _ ?1,1( ) 9?1,2( ) v _$0)A
$2,1(0)  P22(f) ps= 0

i?s* 0 ¢A52,1(€) ¢22,2(€)
lassen sich die vier Dgl. fir die vier Komponenten von o auf jene zwei reduzieren,
die in der Messgleichung (2.20) auftreten und fir die Elimination aus dieser bendtigt

Ad(0) = (

werden:

€2A5/1,1(£> = s 51,2(5) (2.21a)
~ /-~ R
B2 = “b1all) b1 (0) (221h)

2.5 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Den Ausgangspunkt fiir die systematische Elimination der transzendenten Funktionen
¢i.j(zm) aus den Messgleichungen (2.13) stellen die Dgln. (2.16) sowie die Kommu-
tativitdt entsprechend (2.18) dar. Da sich diese Gleichungen alternativ als ein (ggf.
reduziertes) in ¢;(zy) lineares Gleichungssystem der Form (2.19) schreiben lassen,
wie im vorangegangenen Abschnitt 2.4 gezeigt, wird hier von dieser Polynommatrix-
Darstellung ausgegangen.

Definiert man mit

gAb:{ngSi’j(zm)M,j:l,...,n Am=0,...,7}

die Menge aller zu eliminierenden Funktionen, dann lassen sich (2.19) sowie ggf. weitere
polynomiale Gleichungen in 1) als multivariate differential-algebraische Gleichungen der
Form

/ _

fils, g, 0,9 P ,....0)=0, i=1,....0 (2.22)

angeben, mit der Menge 6 = {{a; s}, {bijrim}. {cizi}} der Systemparameter aus
(2.1). Im Folgenden werden die differentiellen Polynome f; vereinfachend als

fi(svil}?{baé)? izl?"wa
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geschrieben. Die unbekannten, konstanten Systemparameter 8 hingen im Gegensatz
zu den zu eliminierenden Groflen in v:/) und den bekannten Messgréfien y nicht von s
ab, d.h. ' = 0.

Die Elimination von 17) lésst sich systematisch durch eine verallgemeinerte Polynom-
division (fiir differentielle Polynome) bewerkstelligen [LG94]. Man macht sich leicht
klar, dass durch die Giiltigkeit von (2.22) ebenfalls all jene Gleichungen erfiillt sind,
die durch Ableiten nach s sowie Addition, Skalierung und Multiplikation der f; daraus
hervorgehen, beispielsweise

%fl(‘g?@’{paé) + (0_1 + 52 - 23)4)]02(57@717)79)]03(57@7'&7 é) = 0.

So lassen sich durch geeignete Kombination der f; sukzessive Gleichungen gewinnen,
in denen die Elemente von 1:/) nicht mehr auftreten.

Sei R(s){s, v, 12), 6} cin differentieller Polynomring iiber dem differentiellen Korper
R(s) der rationalen Ausdriicke in der komplexen Verdnderlichen s der Laplace-Trans-
formation mit reellen Koeffizienten und der Ableitung <4 (vgl. Abschnitt A.3). Dann
erzeugt die Menge der differentiellen Polynome f; € R(s){y,v,0}, i = 1,...,0 ein
differentielles Ideal* I = [fy,..., f,]. Vergleichbar mit dem Buchberger-Algorithmus
lassen sich mit dem Ritt-Algorithmus sogenannte charakteristische Mengen fiir eine
Monomordnung bestimmen [Rit50, Kol73]. Da hier die Gréflen in 1 zu eliminieren

sind, wird

v>0>79 (2.23)
definiert®, wobei fiir die Ableitungsordnung --- > 2" > 2’ > z gilt (entsprechend
(A4)).

Mit der Monomordnung (2.23) ergibt sich durch Nullsetzen der charakteristischen
Mengen A; des differentiellen Ideals I ein Gleichungssystem (vgl. Abschnitt A.3.1)

Ai(s,9) =0 (2.24a)
Az(5,0,9) =0 (2.24b)
A3(s,0,01,9) =0 (2.24¢)
Ay(s,0,41,1n,9) =0 (2.24d)

Sollten differentielle Polynome A; existieren, so kann anhand deren zugehdoriger Dar-
stellungen im Zeitbereich gepriift werden, ob konkrete, gegebene Trajektorien ¢ — y(t)
die Gleichung £7'{A;} = 0 erfiillen. Dies liefert einen Anhaltspunkt dafiir, ob ein
Systemmodell (2.1) ein reales System mit den Messsignalen y hinreichend gut abbildet

“Es wird (ohne wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit) angenommen, dass alle differentiellen
Ideale in dieser Arbeit Primideale sind. Insbesondere fiir das im folgenden Abschnitt definierte spezielle
Ideal I'* priift man leicht, dass dieses prim ist.

5Wihrend simtliche theoretischen Betrachtungen fiir eine beliebige Monomordnung gelten, wird
in allen Beispielen in dieser Arbeit stets mit der lexikografischen Monomordnung gearbeitet, sofern
nicht gegenteilig spezifiziert (siche Definition A.2).
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und damit eine Identifikation der Parameter @ moglich ist. Noch wesentlicher sind die
Polynome A,, die unmittelbar auf Identifikationsgleichungen der Form (2.3) bzw.

F(s71,0,9)=0 (2.25)

fiithren. Die Abhéngigkeit von s—*

soll dabei hervorheben, dass es sich um einen in
s~! polynomialen Ausdruck handelt. Fiir die iiber dem differentiellen Kérper R(s)

definierten differentiellen Polynome kann eine solche Darstellung stets gefunden werden.

Bemerkung 5.1 (Komplexitit der Elimination): Die Gleichungen in (2.19) sind linear
in den zu eliminierenden Grofien 1?b Gleiches gilt folglich fiir die Menge der differenti-
ellen Polynome f;, von denen I erzeugt wird. Im Zusammenhang mit der Elimination
der 1?) konnte man wn diesem Fall von linearer Eliminierbarkeit sprechen.

Hingegen existieren allgemeiner auch polynomiale Abhdngigkeitsbeziehungen zwi-
schen den 1m Wesentlichen den Fundamentallésungen einer gewdhnlichen Dgl. ent-
sprechenden Grdifien 12) So qult fiir die Fundamentalmatriz & der (ortsunabhdingigen)
Matriz A in der Darstellung (2.8) erster Ordnung stets die Liouvillesche Formel (vgl.
[BSMMI01])

det &(z) = eSpur(A), (2.26)

Man erkennt unmittelbar, dass der Term auf der linken Seite dieser Gleichung nicht
linear in ggi’j(zm) bzw. 7:/) 1st. Es wird stark vermutet, dass diese und vergleichbare
Abhdngigkeitsbeziechungen nicht aus den Polynomen in (2.19) hervorgehen, also nicht
wm Ideal I liegen. Damit ist I nicht identisch zu einem Ideal, das det CTD(Z) — eSpur(4)
enthdlt.

Die Eliminierbarkeit ist bei Beriicksichtigung dieser polynomialen Beziehung nicht
linear. Folglich steigt die Komplexitit ber der Berechnung der charakteristischen Men-
gen (2.24) betrdchtlich. Wie insbesondere das Beispiel der elektrischen Leitung in Ab-
schnitt 4.2 zeigt, kann es im Rahmen der Identifikation dennoch von Vorteil sein, der-

artige polynomiale Abhdngigkeitsbeziehungen zu berticksichtigen.

Auf der Basis der Identifikationsgleichungen (2.25) stellt sich nunmehr die Frage,
ob sich simtliche Systemparameter @ aus beliebigen Trajektorien der Messsignale y
bestimmen lassen. Fiir die Beantwortung dieser Frage soll im folgenden Abschnitt wei-
terhin mit der Représentation (2.25) der Identifikationsgleichung im Bildbereich der
Laplace-Transformation gearbeitet werden, auch wenn eine analoge Betrachtung im
Zeitbereich moglich und im Zusammenhang mit den Trajektorien der Messsignale mit-
unter naheliegender wére.

Beispiel 5.2 (Schwingende Saite (Identifikationsgleichungen))

Dass eine mit Hilfe des Ritt-Algorithmus ermittelte Identifikationsgleichung abhdngig
von den der Elimination zu Grunde gelegten Polynome f; bzw. dem zugehorigen diffe-
rentiellen Ideal ist, kann leicht am Beispiel der schwingenden Saite erkannt werden.



2.5. Herleitung einer Identifikationsgleichung 19

Mit y = ¢11(0), Y1 = d12(C) ergeben sich aus (2.20) und (2.21)

fr = — pPlsiy (2.27a)
fa = sty =ty + ¢y (2.27b)
3 = G¢ — 1o — ms*Pagy (2.27¢)
fo=1F — p?s™)5 — 1, (2.27d)

wobei man mit fy die trigonometrische Identitdit
- 2 - 2
(011(2))" = 1*s(012(2))" =1

aus der Liouvilleschen Formel det® = eSPurd) = 1 findet. Abhdngig von der Defini-
tion des Ideals ergeben sich daraus unterschiedliche Beziehungen als Grundlagen fiir
Identifikationsgleichungen® :

L= [f1, f2, f3] : Fy = tm?p?s°hy = 0

L= (fafo fil: Fam st (ms — ) (ms + ) (2558 + 1247) b = 0
I=[fi.fa fil 0 Fy=CmPu's® (ms — p) (ms + p) (9 = do) (G + o) b = 0
Iy =[f1, fo, f3, fal = Fu= Cm*’s?hy = 0

mit

by = (m+ i) (9557 — 290909, + 2(50)*5e — Jodo9e) — Cp® (3m + Lp? — m*s?) G
—m?l (52 (3333?2/ - 2@0@6@2 + 2(%)21% - ?)0%’@@) + 25(1)0@61% - @8@2) + 2@8@@)
(2.28a)

by = CPms* g — 20m° %G5 + p® ((90)°97 — 200969¢9% + 95.(90)°)
+ 0 (2m 4 Lp?) (9o — 9092 ) +m*Cp?s® (9597 — 205)
—m® (s* ((90)*97 — 290969e0e + 95(90)*) + 25 (90Y09% — Tobede) — Jo + Uobi) -
(2.28b)
Fiir nicht verschwindende Systemparameter werden 131 =0 und 132 =0 von I}, =0 und
Fy = 0 impliziert. Man erkennt, dass by = 0 mit der in (2.7) hergeleiteten Gleichung
tbereinstimmt. Im Vergleich zu Fy und Fy weisen Fy und F3 eine griffere Losungsmenge
an Systemparametern auf, die die zugehorigen Gleichungen fiir gegebene Messsignale
erfillen.
Das Beispiel unterstreicht die Beobachtung aus Bemerkung 5.1. Die Ideale I, I3, 14,
i denen das nichtlineare Polynom f, enthalten ist, weisen im Vergleich zu I charak-
teristische Mengen bzw. eine Identifikationsgleichung héherer Komplexitit auf.

Beispiel 5.3 (Schwingende Saite (Definition der zu eliminierenden Funktionen))
Welcher Zusammenhang zwischen der Definition der zu eliminierenden Funktionen

6 Aufgrund der umfangreichen symbolischen Berechnungen werden hier lediglich die As(s,8,9) = 0
entsprechenden Gleichungen angegeben. Eine schrittweise Herleitung der charakteristischen Mengen
kann am Beispiel des Transportbandes in Abschnitt 4.1.1 nachvollzogen werden.
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(bzw. des zugehdorigen Ideals) und einer aus deren Elimination resultierenden Identi-
fikationsgleichung besteht, soll erneut am Beispiel der schwingenden Saite untersucht
werden. Der Finfachheit halber seien die Messgriffen

dw

=

gl = uA](O)a QQ = UA](E), g3
bekannt.
In einem ersten Ansatz zur Herleitung einer Identifikationsgleichung wird das Fun-
damentalsystem

31(2) = eM*?, S’Q(Z) = e M

gewdhlt bzw. entsprechende Funktionen definiert. Folglich lisst sich die Losung in Ab-
hingigkeit der Randwerte bei z = £, also der bekannten Randgréfien, als

~ A A~ A ~ N N ~

ih(z) = ; (L) + SQ(Z)&“)Q;SS MSQ(@%(@) (2.29)

darstellen, woraus unmittelbar die Messgleichung als Beziehung zwischen 11, U2 und
ys folgt. Fir die vier zu eliminierenden Funktionen 1[11 = 31(0); 1/;2 = Sz(O), zﬂg =
S1(0), 1y = S5(0) ergibt sich aus der Messgleichung und den Dgln. der v; bzgl. s das
Gleichungssystem

2siy = ps(Vaths + 1)z + (Vaths — 1ida) i, (2.30a)
U =0, Uy =0, by = pbibs, by = —plihy. (2.30b)

Basierend auf der Losung (2.29) empfiehlt sich die alternative Definition der Funk-
tionen

die ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. Erneut stellt man fest, dass die Funktionen
Y1 = T1(0) und 1o = T5(0) in der resultierenden Messgleichung einem Differentialglei-
chungssystem zweiter Ordnung gentigen. Demnach miissen sie aus dem Gleichungssys-
tem

91 = V192 + Va3, Y = s, A AL (2.31)
eliminiert werden.

Mit Hilfe des Ritt-Algorithmus erqibt sich fiir ein auf der Basis von (2.31) definiertes
differentielles Ideal

Iy = [§1 — Uiy — Vals, V] — Uiy, sy — L1y + 1)
eine Identifikationsgleichung

FQ(H? ga Qla g27 g3) = 07
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wobei auf die Angabe der Abhdingigkeit von den Ableitungen der y; nach s verzichtet
wurde. Hingegen weist eine entsprechende Identifikationsgleichung basierend auf (2.30)
mat

I = [2usin — ps(aths + V1pa)Go — (hoths — U10a)fis, ths — plabs, tu + pliba, 7, 1f4)
die faktorisierte Form

Fl(/'l’7 ga Qlag27g3) = (fl(/%&gla39273)3»2(]?2(/%67 @1;3}2;3)3))3(F2(H7 87 g17g27g3))2 =0

auf, mit Ey als einem der Faktoren. Da weder fl noch fg im Ideal Iy enthalten sind,
folgen fi # 0 und f # 0.

Das Beispiel macht deutlich, dass die Komplexitit einer Identifikationsgleichung
stark mit der Definition des Ideals verkniipft ist, aus dessen charakteristischen Mengen
sie hervorgeht.

2.6 Identifizierbarkeit

Zunéchst macht man sich anhand des einfachen Beispiels
11 + Y2 + c3ys =0 (2.32)

mit nicht verschwindenden Parametern klar, dass ausgehend von dieser Identifikations-
gleichung lediglich zwei Quotienten der drei Parameter bestimmt werden konnen, z.B.
ca/c1 und c¢3/cq, da die Gleichung nicht normiert ist. Wird das Beispiel durch Setzen
von g = g3 leicht modifiziert, so sind ¢ und c3 nicht mehr unterscheidbar. Folglich
lasst sich nur noch ein Parameter % bestimmen.

Im ersten Schritt ist daher zu priifen, welche Systemparameter oder Funktionen
von Systemparametern identifizierbar sind. Es bezeichne dafiir p einen Spaltenvektor
mit allen in der Identifikationsgleichung (2.25) auftretenden Monomen der Systempa-
rameter @ und Y7 einen Zeilenvektor mit den auftretenden Monomen in s~ sowie den
Messgroflen ¢y und deren Ableitungen nach s derart, dass die Identifikationsgleichung

als

Y'Mp=Y"U 'Hp =0
geschrieben werden kann. Dann ist M eine Matrix mit reellen Eintrdgen, die stets
in Zeilen-Echelon-Form H = UM transformiert werden kann [Mey00]. Durch diese
Transformation folgen aus Hp bzw. genauer nach Skalierung mit beispielsweise dem

ersten Eintrag dieses Vektors die identifizierbaren Koeffizienten &; und mit Y7 U~ die
zugehorigen Faktoren als differentielle Polynome h; derart, dass (2.25) in

0=ho(s™ ', §) + Zdi(é)hi(s‘l, ) (2.33)

iibergeht, mit Rang M = n, + 1. Ahnlich wie im Beispiel (2.32) sind auf der Basis
dieser in @; affinen Identifikationsgleichung lediglich die in den Systemparametern 6
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rationalen Funktionen @; identifizierbar”. Da (2.33) ausgehend von einem spezifischen
Ideal hergeleitet wird, hangt die Eigenschaft der Identifizierbarkeit von der Definition
eines Ideal ab.

Die Menge der differentiellen Polynomen (vgl. (2.22)), die aus den Messgleichungen
(2.13), den Dgln. (2.16) sowie der Kommutativitéitsbeziehung (2.18) hervorgehen, er-
zeugt ein spezielles differentielles (Prim-)Ideal I*. Fiir dieses ldsst sich stets mindestens
eine Gleichung der Form (2.33) herleiten.

Definition 2.3 (Algebraische Identifizierbarkeit). Fir das differentielle Ideal I* wer-
den die Funktionen &; der Parameter 0 in (2.33) als algebraisch identifizierbar bezeich-
net.

Die Definition der algebraische Identifizierbarkeit beschréankt sich damit auf spezi-
elle Ideale. Deren Erzeugende sind linear in {p und dessen Ableitungen nach s sind,
sofern gleiches fiir die Messgleichungen (2.13) gilt. Es wird stark vermutet, dass keine
polynomiale Abhéngigkeitsbeziehung — wie beispielsweise (2.26) — zwischen ib derart
existiert, dass ausgehend von einem zugehérigen Ideal Parameter identifizierbar sind,
die dies zuvor nicht waren. Die algebraische Identifizierbarkeit ist damit eine Eigen-
schaft des Systems (2.8)—(2.9) (bzw. (2.1)). Sie ist unabhéingig von (speziellen) fiir die
Identifikation verwendeten Trajektorien der Messsignale.

Tatséchlich macht man sich erneut anhand des einfachen Beispiels (2.32) leicht
klar, dass aus speziellen Trajektorien ¢ — y(t) nicht alle algebraisch identifizierbaren
Parameter ermittelt werden kénnen. Fiir den Fall einer verschwindenden Trajektorie
t — y2(t) = 0 ldsst sich lediglich ¢3/c¢; bestimmen. Der Quotient ¢y/c; kann jedoch fir
jede andere Trajektorie von yy ermittelt werden. Identifizierbarkeit héngt demnach —
anders als die algebraische Identifizierbarkeit — von den Trajektorien der Messsignale
ab.

Dieses Beispiel unterstreicht, dass eine unzureichende Erregung des Systems (2.1a)
mit den Randbedingungen (2.1b) bzw. spezielle Trajektorien der Messgrofien eine Iden-
tifikation gewisser Systemparameter verhindern kénnen, obwohl diese algebraisch iden-
tifizierbar sind. Im Folgenden wird daher stets von einer hinreichenden Erregung (engl.
persistence of excitation) ausgegangen. Fiir eine mathematisch exakte Definition dieser
Eigenschaft wird auf [LG94] verwiesen.

Definition 2.4 (Hinreichende Erregung). Die Trajektorien t — y(t) eines Systems
(2.1) werden als hinreichend erregend bezeichnet, wenn sich auf ihrer Basis die ratio-
nalen Funktionen a;, i = 1,...,n, in (2.33) identifizieren lassen.

"Fiir das am Anfang des Abschnitts diskutierte Beispiel ¢4 + co93 + c383 = 0 erkennt man aus

C1
r /10 0
Y 'Mp= (i 9s) (O ] 1) <02)7

C3

dass M in diesem Fall bereits in Zeilen-Echelon-Form vorliegt. Folglich lidsst sich die Gleichung als

71+ ags =0 mit @ = 62;“‘3 darstellen.
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Wie genau die Berechnung und damit die Identifikation der &; erfolgt, wird spéter
erortert. Zunichst soll jedoch untersucht werden, welche der Systemparameter @ iiber-
haupt aus a; berechnet werden kénnen.

Beispiel 6.1 (Schwingende Saite (Algebraisch identifizierbare Parameter))
Fiir die schwingende Saite wurden mit (2.28) zwei Identifikationsgleichungen hergeleitet
(von den positiven Potenzen von s abgesehen). Diese gingen aus den charakteristischen

Mengen von vier unterschiedlich definierten differentiellen Idealen Iy, ..., 14 hervor, die
jeweils aus Kombinationen der vier die betrachtete schwingende Saite beschreibenden
differentiellen Polynome f1,..., f1 erzeugt wurden.

Entsprechend (2.33) lisst sich die erste Identifikationsgleichung by = 0 in (2.28)
beispielsweise als

A 2 A
0=yt ML B b, (2.34)
{m? m2
\ ~~ g ~~
aq a2 a3

darstellen, mit

ho = — (9097 — 200960; + 2(00)* e — GodigBe) — 25~ (Godiohe — G002) — 25930 (2.35a)
hy = s~2(959] — 200863, + 2(6)*9e — G Je) (2.35b)
hy = —s 2924, (2.35¢)
hy = 930 (2.35d)

In den drei algebraisch identifizierbaren Koeffizienten &y, aws, ag treten mit m, ¢ und
p samtliche Systemparameter auf (vgl. Definition 2.3). Dass man diese dennoch nicht

alle aus den &; bestimmen kann, wird durch die Substitution 0; = m/u, 0y = pl in
(2.34) deutlich:

O+ 05 0
L0 4 2030, 4 Oa)hg + 625, (2.36)

0=h
o Tz, T

Dass lediglich 6, und 0y algebraisch identifizierbar sind, wird bereits anhand der dzf
ferentiellen Polynome fi, ..., fy in (2.27) deutlich. Nach einer Substitution wQ = ,usz
lassen sich diese ausschlieﬂlzch in Abhdngigkeit der Parametern 01 und 0y darstellen.
Diese Beobachtung unterstiitzt die Vermutung, dass die algebraische Identifizierbarkeit
unabhdngig von in 1:0 polynomialen Abhdngigkeitsbeziehungen ist.

Entsprechend verifiziert man auch anhand der zweiten Identifikationsgleichung by =
0 in (2.28), also

0= ho + ?m? hy + 0(2m + (u?) hy + m—2
S~~~ —— \NJ/ ~~ S~~~

a1 a2 as a4 as
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hy = s72(200 — 9397)

ha = s (9397 — 90)

hs = s~ (90(00)* + (50)°07 — 200009¢5,) — 25~ (Godels — God57) — s~ (o — 9097
/34 =252 Aé

iLS - _@617
dass aus dieser tatsdchlich nur 601 und 0y identifizierbar sind:
0 = ho + 0202hy + 05(20, + 05)hy + 0*hs + 030,y + 0102 hs. (2.38)

Das Beispiel illustriert, dass die Eigenschaft der algebraischen Identifizierbarkeit der
Parameter einer Identifikationsgleichung sich bereits anhand der ein Ideal erzeugenden
Polynome erkennen ldsst.

Basierend auf der exemplarischen Betrachtung anhand der schwingenden Saite wird

mit @ eine Menge mit der minimalen Anzahl an Elementen 6; = ¢;(€) als Funktion der
Systemparameter derart definiert, dass entsprechend (2.33)

0=ho(s™,9)+ Y cu(@)hi(s™",9) (2.39)
i=1
gilt. Fiir (2.25) folgt
F(s71,0,9) =0.

Die Menge 6 umfasst damit die algebraisch identifizierbaren Parameter, deren Kar-
dinalitdt ny nicht grofer als n, sein kann, da anderenfalls keine minimale Anzahl an
Elementen 6; definiert wére.

2.7 Anmerkung zum Fall inhomogener Anfangsbe-
dingungen

Beim dem hier verfolgten algebraischen Zugang zur Parameteridentifikation von par-
tiellen Dgln. treten in den Laplace-Transformierten der partiellen Dgln. (2.1a) stets
die Anfangsprofile der verteilten Gréflen auf, wobei sie im Unterschied zur Behandlung
gewohnlicher Dgln. in [FSR03] nicht allgemein eliminiert werden kénnen. Das stellt eine
wesentliche Einschrinkung des algebraischen Zugangs dar, da durch Nullsetzen der An-
fangsbedingungen im inhomogenen Fall das Identifikationsergebnis erheblich verfilscht
wird. Dies kann fiir einfache Beispiele rechnerisch und fiir aufwéandigere Systeme simu-
lativ bestatigt werden.
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Sind die Anfangsbedingungen fiir die verteilten Groflen in (2.1a) inhomogen, so ist
die zugehorige bzgl. der Zeit algebraisierte Gl. im Gegensatz zu (2.10) nicht autonom.
Ihre Losung kann in der Form

&(2) = O(z — 29)&(20) + / &(z — 0)H(0) do.
20

angegeben werden, wobei die Anfangsbedingungen durch die nicht weiter spezifizierte
vektorielle Funktion H Beriicksichtigung finden. Zwar gilt weiterhin die Dgl. (2.16)
bzgl. s fiir die Fundamentalmatrix ®, der Verlust der Polynomialitét der Losung z —
&(2) fithrt jedoch dazu, dass die Elimination von ® nicht fiir beliebige, unspezifizierte
Anfangsbedingungen moglich ist, wie das Beispiel einer einfachen Transportgleichung
unterstreicht.

Beispiel 7.1 (Transportgleichung)
Als Lésung der Laplace-Transformierten einer einfachen Transportgleichung 0, w +
ad,w = 0 mit Transportgeschwindigkeit % ergibt sich

A

W(z) = W(2)P(z — 20) + a/z O(z — o)wy(o) do,

20

mit dem Anfangsprofil wo(z) = w(z,0), wobei die Fundamentallésung ®(z) = e~

der Dql. @D’(z) = —az@(z) gentigt. Durch Ableitung der Lésung nach s und partielle
Integration folgt

W' (2) = (W' (20) — alz — 20)(20)) (2 — 2) — a® / / d(z — o)wo(o) do dr.

Man erkennt, dass sich in Gegenwart einer nicht weiter spezifizierten Funktion wy
die Fundamentallosung ® nicht durch Kombination der Losung z — w(z) und ihrer
Ableitungen nach s eliminieren ldsst.

Moglich wird die Elimination, wenn die inhomogenen Anfangsbedingungen in dem
Sinn bekannt sind, dass sie einer linearen Dgl. bekannter Ordnung bzgl. z mit ggf.
unbekannten Parametern geniigen, wobei die unbekannten Parameter entweder identi-
fiziert oder algebraisch eliminiert werden kénnen. Diese Voraussetzung wird nicht nur
durch in z polynomiale Approximationen der Anfangsprofile erfiillt, sondern insbeson-
dere auch fiir stationire Losungen von (2.1a), die in vielen Fillen als Ausgangspunkt
von Messungen vorliegen.

Da die Parameteridentifikation in Gegenwart inhomogener Anfangsbedingungen mit
der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode schnell sehr komplex wird, wie ein einfa-
ches Beispiel in [RW07] unterstreicht, soll hier nicht weiter auf diesen Fall eingegangen
werden. Stattdessen sei auf den in [KW13] im Rahmen der algebraischen Identifikation
wieder aufgegriffenen Optimierungsansatz verwiesen, bei dem auf die Elimination der
Fundamentallosungen verzichtet und stattdessen die Parameter der Messgleichungen
(2.13) im Zeitbereich durch numerische Optimierung dieser Losung bestimmt werden.
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Dariiber hinaus sei auf den Ansatz in [BRF07b] und [Bell0] fiir lineare Totzeitsys-
teme verwiesen, bei dem durch Faltung mit nahezu verschwindenden Funktionen die
Anfangsbedingungen naherungsweise eliminiert werden. Eine Verallgemeinerung dieses
Ansatzes auf die hier betrachtete Systemklasse scheint jedoch nicht moglich.



Kapitel 3
Parameteridentifikation

Nachdem in Kapitel 2 ausgehend von einem System partieller Dgln. mit zugehorigen
Randbedingungen und homogenen Anfangsbedingungen mit (2.33) eine einfache, po-
lynomiale Beziehung in den konzentrierten Messsignalen und den zu identifizierenden
Parametern hergeleitet wurde, stellt sich nunmehr die Frage, wie die Parameter 6; auf
der Grundlage dieser Gleichung

=1

zu berechnen sind. Da die Identifikationsgleichung (3.1) im Allgemeinen unterbestimmt
sowohl bzgl. @ als auch bzgl. a ist, werden zur Losung des Parameterproblems weitere
Gleichungen benétigt.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden daher zunéchst weitere Gleichungen
auf der Basis von (3.1) erzeugt. Fiir die Losung des resultierenden Gleichungssystems
kommen anschlielend in Abschnitt 3.2 vier verschiedene Ansétze zum Einsatz, die in
Abbildung 3.1 schematisch dargestellt sind. Dariiber hinaus widmet sich Abschnitt 3.3
dem Einfluss von Messstorungen auf die Identifikation. Bevor in Abschnitt 3.5 eine
kurzer Vergleich des algebraischen Zugangs mit verwandten Identifikationsmethoden
erfolgt, sind in Abschnitt 3.4 wichtige Aspekte im Zusammenhang mit der Implemen-
tierung der Identifikationsalgorithmen zusammengefasst.

3.1 Erzeugen neuer Gleichungen

Fiir die Berechnung der Parameter 6; auf der Basis der Identifikationsgleichung (2.39)
kann auf Grundideen der algebraischen Identifikation aus [FSRO3] fiir Systeme mit
konzentrierten Parametern zuriickgegriffen werden, also solcher, die durch gewéhnliche
lineare Dgln. beschrieben werden.

In [FSRO3] wurde dafiir mit negativen Potenzen von s multipliziert, was einer Inte-
gration der Identifikationsgleichung im Zeitbereich gleichkommt und bei einer hinrei-
chenden Erregung auf unabhéngige Gleichungen fiihrt. In dieser Arbeit soll der Zugang
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der vier in dieser Arbeit diskutierten Vorgehens-
weisen zur Berechnung der Parameter 6 auf der Basis einer (unterbestimmten) Identifikati-
onsgleichung, wobei hier der vierte, der untere Ansatz bevorzugt wird.

aus [Mbo09] verfolgt werden, bei dem sich durch Anwendung eines Differentialoperators

d a
DY) = 50— beN 3.2
s s ds ’ a,b € Ny ( )
auf (3.1) im Zeitbereich neue Gleichungen
0=n""(t) + Y ai(O)h"(1) (3.3)
i=1

mit Dot

B (1) = —(é — )1)' /0 (t — 7)1y (7) dT

generieren lassen. Hierbei besteht ein enger Zusammenhang mit der Methode der kleins-
ten Quadrate und es kann gezeigt werden, dass beide im Grenziibergang — bei Be-
trachtung einer gegen Unendlich gehenden Anzahl von Gleichungen des Typs (3.3) —
identisch sind (siehe [Mbo09] oder auch [Kniil5])).

Alternativ lassen sich unabhéngige Gleichungen durch Anwendung des Dampfungs-
satzes der Laplace-Transformation (vgl. (A.1)) generieren, also durch die Anwendung
der Abbildung s +— s+ a auf Gl. (3.1). Die Wahl des Parameters a € R richtet sich
nach dem Spektrum der Funktionen h;, mit denen im Zeitbereich die Exponential-
funktion ¢ — e~ multipliziert wird. Dieser Ansatz wurde beispielsweise in [BRF07a]



3.2. Algebraische Identifikation der Parameter 29

fiir Totzeitsysteme verfolgt und wird in Abschnitt 3.5.1 in einer exemplarischen Ge-
geniiberstellung der Methode aus [BRF07a] und der in dieser Arbeit vorgestellten Iden-
tifikationsmethode néher erldutert. Zudem besteht ein enger Zusammenhang zum An-
satz in Abschnitt 3.4.2 zur Reduktion des numerischen Aufwands bei der Berechnung
von Faltungsprodukten.

3.2 Algebraische Identifikation der Parameter

Im Gegensatz zu den endlichdimensionalen Systemen sind die Identifikationsgleichun-
gen zumeist auch dann nichtlinear in den zu identifizierenden Parametern 6; (vgl. z.B.
Gln. (2.36) und (2.38)), wenn die zugrunde liegenden partiellen Dgln. und Randbedin-
gungen linear in diesen Parametern sind.

Fiir die Berechnung der 6; kommen unterschiedliche Zugénge in Frage. Auf zwei
Ansiitze, die im Zusammenhang mit den Fallstudien in den folgenden Abschnitten
Anwendung finden, soll hier kurz eingegangen werden:

e Losung eines linearen Gleichungssystems durch Uberparametrierung,

e Losung polynomialer Probleme unter Zuhilfenahme von Grobner-Basen und cha-
rakteristischen Mengen.

3.2.1 Uberparametrierung

Bei der in [RW07] vorgeschlagenen Uberparametrierung werden die Ausdriicke «;(8) in
der Identifikationsgleichung (3.1) trotz ihrer polynomialen Abhéngigkeit bedingt durch
0 als voneinander unabhéngig aufgefasst (siehe auch [GRS12a]). Fiir die Formulierung
eines in ihnen linearen, nicht unterbestimmten Gleichungssystems werden mindestens
ne, Gleichungen benotigt.

Unter Verwendung von N > n > n, Gleichungen vom Typ (3.3) ldsst sich ein
iiberparametriertes, in

a(8) = (a1(0),...,a,, ()"

lineares Gleichungssystem

mit

h§a1,b1) . hgihbl) h(()al,bl)
h§a27b2) . thaa27b2) h(()ambz)

M(t) = ‘ ‘ und b(t) = ' (3.4)
hganybn) . h%a(;nybn) h(()an,bn)

aufstellen. Damit die Zeilen von M paarweise unterschiedlich sind, muss |a; — a;| +
|b; — b;| # 0 fiir alle 4,5 = 1,...,n gelten. Eine besonders gute Kondition® fiir M kann

'Eine Matrix M verfiigt iiber eine gute Kondition, falls das Produkt || M| || M || der Normen von
M und der Pseudo-Inversen M+ von M niiherungsweise eins betriigt [Mey00].
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fiir
ai+bz~:aj+bj, i,jzl,...,n (35)

erreicht werden [Mbo09].
Fiir eine hinreichende Erregung (vgl. Definition 2.4) sind die Spalten von M(t)
linear unabhéingig und die Matrix hat vollen Rang. Dann minimiert der Vektor

8= a(8) = —(MT()M(t)) " M"(t)b(t) (3.6)

das Quadrat des Residuums M (t)a(0) + b(t) [Bjo96]. Auf der Grundlage von «(0)
lassen sich anschliefend mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus die gesuchten Parameter
0; ermitteln.

Ausgehend von den in den Parametern 6; rationalen, aber allgemein nicht polyno-
mialen, Funktionen «; mit o;(0) = §; wird ein Ideal

Ty = (fy denom ay (0) — numer o (6), . . ., B, denom v, (0) — numer o, (0))
im Polynomring R[3y, ..., B, 01, -, 0, definiert?. Fiir die Monomordnung
Opyg >--->01>p6,, > >0

liefert der Buchberger-Algorithmus eine Grobner-Basis

Fy(B) =0 (3.7a)
Fi(B,6:1) =0 (3.7b)
F.,(B,601,...,0,,) : 0. (3.7¢)

Wegen ny < n,, also da die Anzahl ny der Parameter 6; aufgrund deren Definition
in Abschnitt 2.6 nie die Anzahl n, der Funktionen in diesen Parametern iibersteigt,
existieren alle Polynome F;, ¢ = 1,...,ny. Damit lassen sich mit Hilfe von (3.6) die
Gleichungen (3.7) sukzessive nach den (algebraisch) identifizierbaren Parametern 6;
auflosen. Man beachte, dass die Abhéngigkeitsbeziechungen in Fy nur fir ny < n,
existieren.

Der bisher beschriebene Zugang ist zwar fiir einfache Beispiele mit einer geringen
Differenz ng—ny als Grad der Uberparametrierung praktikabel (vgl. die Totzeitsysteme
in [BRF06, RW07], die hydraulische Leitung in [SGR13] oder die schwingende Saite in
Beispiel 6.1), fiir umfangreichere Probleme ist die durch Uberparametrierung entste-
hende Matrix M in (3.4) allerdings héufig schlecht konditioniert [RW07, GKRW12b].
Als eine mogliche Losung dieses Problems wurde in [GKRW12b] am Beispiel eines
schweren Seil mit Last ein Ansatz beschrieben, der unter Beriicksichtigung der nur von
den (iiberparametrierten) Koeffizienten «;(0) = f; abhingenden Gleichungen (3.7a)
den Nullraum der numerisch schlecht konditionierten Matrix M eingeschrankt. Auf
diese Weise konnten die gesuchten Parameter #; bestimmt werden.

2Es bezeichnen numer z = z; den Zahler und denom = x5 den Nenner einer rationalen Funktion
T = x1/%a.
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3.2.2 Polynomiale Probleme

Die Identifikationsgleichung (3.1) ist rational, ihr Zahler polynomial in jedem der Para-
meter ;. Es liegt daher der Wunsch nahe, jedes 6; als Losung einer in diesem Parame-
ter polynomialen Gleichung zu bestimmen, die ausschlief§lich von den bekannten Mess-
groBen y abhingt. Ahnlich wie in (3.7) im Zusammenhang mit der Uberparametrierung
kann dafiir erneut von Eliminationsalgorithmen fiir polynomiale Probleme Gebrauch
gemacht werden.

Definiert wird ein differentielles Ideal

]~9 = [numer(ilo + 2?21 ai(e)ﬁi), Cil—il, e dzze]

~

mit Ableitung 4 im differentiellen Polynomring R(s){h1, ..., hn,,01,...,0,,} basie-
rend auf dem Zéhler der Identifikationsgleichung (3.1) und der Tatsache, dass die Pa-
rameter #; konstant sind. Aus der Ordnung

A~

Opg > >0 >hyp, > >hy

ergeben sich unter Verwendung des Ritt-Algorithmus fiir das Ideal I, differentielle

Polynome
Ag(hg, ... hn) =0 (3.8a)
Ai(ho, ... hn,,0,) =0 (3.8b)
Any(hoy . b 01, ... ,0,,) =0 (3.8¢)

als charakteristische Mengen. Sofern A, existiert, kénnen konkrete Trajektorien ¢ —»
y(t) in die Gleichung £7'{Ay} = 0 eingesetzt werden. In Abhingigkeit des resultieren-
den Gleichungsfehlers kann auf diese Weise eine Aussage dariiber getroffen werden, ob
sich die Trajektorien fiir die Identifikation der Parameter 6; unter Verwendung der A;,
1 =1,...,np eignen.

Die inverse Laplace-Transformierte von (3.8b) liefert eine in #; polynomiale Glei-
chung mit bekannten, von den Messsignalen abhéngenden Koeffizienten. Deren Losun-
gen lassen sich zumindest numerisch leicht berechnen und kénnen anschlieend bei der
Losung von E‘l{fb} = 0 verwendet werden, der in fy polynomialen Gleichung. So
lassen sich sukzessive alle Parameter 6; aus dem zugehorigen Polynom A; identifizie-
ren. Dass tatsiichlich alle A;, i = 1,...,ny existieren, folgt aus der Definition einer
minimalen Anzahl von Parametern 6; (vgl. Abschnitt 2.6).

Ein Nachteil dieses Identifikationsansatzes besteht darin, dass in (3.8) im Gegensatz
zu (3.1) Produkte der h; sowie deren Ableitungen nach s auftreten. Im Zeitbereich re-
sultiert das in einer wesentlichen Steigerung der Anzahl der in den Faltungsprodukten
zu faltenden Faktoren und in diesem Zuge einer Erh6hung des numerischen Rechen-
aufwandes. Dem kann entgegengewirkt werden, indem die zuvor im Bildbereich der
Laplace-Transformation durchgefiihrten Betrachtungen auf dquivalente Art und Weise
in den Zeitbereich {ibertragen werden.
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Dafiir wird basierend auf der inversen Laplace-Transformation des Zéhlers der Iden-
tifikationsgleichung (3.1) und der Tatsache, dass die Parameter 6; konstant sind, ein
differentielles Ideal

Iy = [numer(ho + 3.0, a;(0)h;), 42 .. deng]

YTat v Tt

mit Ableitung % im differentiellen Polynomring R(s){h1, ..., hn,, 01, ..., 0y, } definiert.
Erneut sei daran erinnert, dass die Funktionen h; aufgrund ihrer Abhéngigkeit von den
Messgroflen y bekannt sind. Aus der Ordnung

Opy >+ >0 >hy, >-->Mh

ergibt sich fiir das differentielle Ideal I,

A()(h(),...,hna) =0 9&)
Al(ho,...7hna,61> =0 39b)
Ang(hoy oy iy 0150, 0,) = 0. (3.9¢)

Fiir die Berechnung der Parameter 6; — wie im Zusammenhang mit (3.8) beschrieben
— miissen zwar lediglich (einfache) Produkte der Faltungsprodukte in h; ausgewertet
werden, allerdings treten Zeitableitungen der h; und damit der Messgroflen auf. Zwar
wird vermutet, dass die Ableitungen durch Integration der Gln. (3.9) aufgrund der
homogenen Anfangsbedingungen stets eliminiert werden kénnen, dennoch hat sich ein
dritter Ansatz als besonders geeignet erwiesen, der die Vorteile aus der Elimination der
f; im Bildbereich und jener im Zeitbereich kombiniert.

Dafiir werden zunéchst ny > ny Gleichungen vom Typ (3.3) auf Basis einer Identi-
fikationsgleichung (3.1) generiert:

£ =h7 @)+ Y a@)n ) =0, j=1,... 0.

Mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus lésst sich fiir ein auf diesen Gleichungen defi-

niertes Ideal® Zy = (f1,..., fn,) eine Grobner-Basis
(a1,b1) (@nybny)
FO(hO ,...7hna ) :0 (3.10&)
B (RS it gy — o (3.10b)
(a1,b1) (an g bny) —
Fo, (B gl g g,y =0, (3.10¢)

ermitteln. Wie im Fall von Iy sind fiir die Berechnung der Parameter 6; lediglich Pro-
dukte von Faltungsprodukten auszuwerten.

Qn b .
3Das Ideal wird im Polynomring R[hff“’bl)7 R hsil’bl), ce h;a s f), 01,...,0n,] definiert.
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Da T, im Gegensatz zu Iy kein differentielles Ideal ist, treten in den Gleichungen
keine Ableitungen der Messsignale auf. Dieser Ansatz mit der Grobner-Basis (3.10)
wird daher im Folgenden favorisiert.

Bemerkung 2.1 (Losungen einer polynomialen Gleichung): Im Zusammenhang mit
der Lésung der in 0; polynomialen Gleichung stellt sich die Frage, welche deren Nullstel-
len dem gesuchten, tatsdchlichen Systemparameter entspricht. Auch wenn diese Frage
bisher nicht allgemein beantwortet werden konnte, wurde anhand zahlreicher Simula-
tionsstudien beobachtet, dass ebenso wie in dem Beispiel am Ende dieses Abschnitts
stets nur eine der Nullstelle zeitlich konstant ist. Da samtliche Systemparameter als
zeitunabhdngig angesetzt wurden, muss diese Losung der gesuchten entsprechen. Zu-
dem besteht stets die Moglichkeit, entsprechend Abschnitt 3.1 neue Gleichungen aus
der in 0; polynomialen Gleichung zu generieren und durch Kombination der Gleichun-
gen ein lineares bzw. affines Parameterproblem herzuleiten. Beispielsweise folgt durch
Anwendung von Differentialoperator D) und D% (entsprechend (3.2)) auf eine
quadratische Gleichung
0 = ho + 0hy + 6%hy
und Kombination der resultierenden Ausdriicke in eine in 0 affine Gleichung

0= iL(()a1,b1)iLga2,b2) _ ﬁgm,bl)ﬁ(()az,bz) + e(ﬁgal,bl)héaz,bz) - ilga1,b1)hga2,b2)).

Auch auf diese Weise werden die sich tber die Zeit dndernden Ldsungen eliminiert.
(Fir eine vergleichbare Fragestellung und umfangreichere allgemeingiiltige Diskussion
wird auf Abschnitt 6.3 verwiesen.)

Beispiel 2.2 (Schwingende Saite (Losungen einer polynomialen Gleichung))

Fiir die schwingende Saite mit Masse werde angenommen, dass die Linge ¢ und der
Kehrwert p der Ausbreitungsgeschwindigkeit bekannt sind, also lediglich m auf Basis
der Auslenkungen der Enden der Saite zu identifizieren ist. In diesem Fall kann die
Identifikationsgleichung (2.34) als Polynom zweiten Grades in dem gesuchten Parame-
ter dargestellt werden,

0 = m2(Cho + Cp*hs) + m(hy 4 31212hy) + by + 12pthy (3.11)

wobei m durch eine neue Grofle m ersetzt wurde, um die Losungen der Gleichung von
dem tatsdchlichen Systemparameter unterscheiden zu kénnen. Zur Untersuchung der
Nullstellen wird die Messgleichung (2.6) als Beziehung zwischen den Messgrifen g,
und §jo in (3.11) bzw. in die Definition der h; in (2.35) eingesetzt:

O(m — Mgy (e (0p® + tinps + M) + e (Eu® — Cmps +m)) = 0.
Die Nullstellen dieser in m quadratischen Gleichung liegen bei

CpP (et + ety } — {m {1261, (0) } :

me qm, ’ 7 h
{ Cps(erst — emmst) — enst — emmst (p?s?gr2(0) — Pra(f)
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Ebenso wie aus der entsprechenden Léisungsmenge von (2.37) erkennt man, dass die
einzig nicht von s abhdingende und damit konstante Losung m = m ist. Fine entspre-
chende Beobachtung kann fir die Lange ¢ gemacht werden, wenn m und p als bekannt
vorausgesetzt werden.

3.2.3 Anmerkung zur Berechnung der Parameter

In der vorliegenden Arbeit werden die Gleichungen zur Berechnung der Parameter
(z.B. (3.4) oder (3.10)) zu jedem Zeitpunkt gelost. Damit ergeben sich zeitabhéngige
Schéitzwerte fiir die konstanten Parameter 6. Da eine Abweichung zwischen den Schétz-
werten und den tatséichlichen Systemparametern ausschliefSlich den in den Abschnitten
3.3 und 3.4 beschriebenen Effekten von Messstorungen und der Diskretisierung bei der
Implementierung geschuldet sind — Identifizierbarkeit und ein ideales Modell voraus-
gesetzt — und der Schitzwert nach hinreichend langer Zeit dem tatséchlichen Wert
entspricht, wird im Folgenden zumeist nicht symbolisch zwischen einem Schéatzwert fiir
0 und 0 selbst unterschieden. Ein Parameter gilt als identifiziert, wenn ein Schéatzwert
tiber die Zeit (ndherungsweise) konstant ist.

Alternativ zu einer punktweisen Losung der Bestimmungsgleichungen (3.4) und
(3.10) lasst sich ein einziger Schitzwert durch Minimierung des Gleichungsfehlers iiber
ein Zeitintervall [0, 7] gewinnen (z.B. [Bel10]). So folgt beispielsweise aus der L2-Norm
von (3.6) der zeitunabhéngige Vektor

a(6) = /0 [T 0y0) " M7 @bt

Diese Berechnung umgeht die bei der punktweisen Losung auftretenden Singularitéten,
die einer (punktweise) schlechten Kondition von M geschuldet sind. Auch wenn dies
hier keine Anwendung findet, macht man sich leicht klar, dass sich auf entsprechende
Weise eine gleitende Mittelwertbildung bei der Berechnung der Parameter realisieren
léasst.

3.3 Strukturierte und unstrukturierte Stérungen
der Messsignale

Im Rahmen der Parameteridentifikation auf der Basis von Messsignalen y ist zu beach-
ten, dass ein nominales Nutzsignal (in realen Messungen) fast immer von ungewollten
Storungen iiberlagert wird. In [FSR03, SRGRCRLJ14] illustrieren Beispiele endlicher
Dimension, dass strukturierte Stérungen wie beispielsweise ein konstanter Versatz oder
harmonische Signalanteile unbekannter Amplitude bei der algebraischen Identifikation
ebenso unterdriickt werden kénnen wie Gausssches weifles Rauschen (vgl. [F1i06] fiir ei-
nen mathematischen Hintergrund). Diese Ergebnisse lassen sich direkt auf die in dieser
Arbeit betrachteten Systeme unendlicher Dimension iibertragen. Da jedoch strukturier-
te Storungen die Komplexitét einer Identifikationsgleichung erheblich erhohen, wird die
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Grundidee der Elimination lediglich am Beispiel der Transportgleichung in Abschnitt
4.1.3 veranschaulicht.

Im Gegensatz dazu wird Gausssches weifles Rauschen, das in dieser Arbeit oftmals
abkiirzend nur als Rauschen bezeichnet wird, in nahezu allen Simulationsstudien zur
Validierung der Robustheit der Algorithmen dienen. Das Signal-Rausch-Verhiltnis?
(SNR) stellt dabei ein Ma$ fiir die Stérung dar und ist fiir ein Signal y = g+n : [0,7] —
R als das Verhéltnis des quadratischen Mittels von Nutzsignal ¥ und Rauschanteil n
definiert [Sch91]:

Ty 2
£)2 dt
SNRyp = 201log,o SNR = 20logy, M
fo n(t))? dt

Das weifle Rauschen einzelner Messsignale ist stets unkorreliert. Wegen

t t
lim [ n(o)do =0 = lim [ o*n(oc)do =0, keZ (3.12)
t—o0 0 t—o0 0
und folglich
t t
. k BERT k—
tliglo ) o*y(o) do = tllglo i o*y(o)do, ke

lasst sich dieses mittelwertfreie Rauschen durch Integration einer Identifikationsglei-
chung (3.3) unterdriicken. Da die Koeffizienten hl(a’b) Summen von Faltungsprodukten
der Messsignale darstellen, muss entsprechend der Anzahl der zu faltenden Faktoren
integriert werden, z.B.

/Ot /Og(yl *12)(7) dr do = /Ot(Yl *1)(0) do = /;(yl £ Y2)(0) do = (Y1 = Ya)(1).

mit Y;(t) =[5 yi(o)do, i = 1,2.

3.4 Aspekte der Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zahlreiche Fallstudien theoretisch und simulativ un-
tersucht (vgl. u.a. Kapitel 4). Die teilweise umfangreichen symbolischen Berechnungen
erforderten die Zuhilfenahme von Computer-Algebra-Systemen. Sémtliche Algorithmen
wurden allgemein und somit leicht auf andere Beispiele iibertragbar in Maple® imple-
mentiert. Die Routinen ermdoglichen einerseits die halbautomatische Herleitung einer
Identifikationsgleichung (2.25) und andererseits die vollautomatische Erkennung der al-
gebraisch identifizierbaren Parameter sowie die Uberfithrung in die Struktur (2.3). Fiir
den Buchberger-Algorithmus wurde auf das Maple®-Paket Groebner zuriickgegriffen,
fiir den Ritt-Algorithmus auf CharSets in der Version 2.2 (2003) von Dongming Wang
[Wan95].

In Maple® wird zudem MATLAB®-Code fiir die zeitoptimale Berechnung der h; in
der Identifikationsgleichung (2.3) erzeugt, der sich direkt in eine vorhandene Umgebung

4engl. signal-to-noise ratio
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fiir die Identifikation der Parameter (z.B. durch Uberparametrierung) einbinden ldsst.
Auf zwei im Zusammenhang mit der Implementierung der Identifikationsalgorithmen
wesentliche Aspekte wird im Folgenden kurz eingegangen.

3.4.1 Diskretisierung

Fiir die numerische Umsetzung der Identifikationsalgorithmen in den Abschnitten 3.2.1
und 3.2.2; also insbesondere der Identifikationsgleichungen (3.3), muss von der zeit-
kontinuierlichen Darstellung zu einer zeitdiskreten iibergegangen werden. Das betrifft
insbesondere die Integration und die Faltung. Seien dafiir f,, g. : [0,00) — C zeitkon-
tinuierliche Funktionen, die (im Rahmen einer Messung) mit einer festen Schrittweite
T abgetastet werden. Fiir die resultierenden (zeitdiskreten) Folgen f; und g4 gilt dann

falkl = [e(KT),  galk] = go(KT), k€ No

mit t = nT.
Die (einseitge) Faltung

fc*gc /fct_Tgc ) t20
geht unter Verwendung der Trapezregel in die zeitdiskrete Faltung

(fa* ga)[n TZfdn_ galk ——(fd[] 4l0] — fa[0]ga[n]) (3.13)

mit limy_,o(fq * ga)[n] = (f. * gc)(t) iiber. Entsprechend werden bei der numerischen
Implementierung im Folgenden sdmtliche Integrale mit Hilfe der Trapezregel approxi-
miert:

)_l

n—

/Ot fo(r)dr ~ g(fd[k] + falk +1]).

0

e
Il

3.4.2 Asymptotische Approximation der Faltungsprodukte

Die Anzahl der arithmetischen Operationen zur Berechnung eines Faltungsprodukts
zweier gleichlanger Signale steigt quadratisch mit deren Linge n, also O(n?), wobei O
das Landau-Symbol bezeichnet. Insbesondere bei einer Online-Identifikation kann das
schnell zu Problemen fiihren.

Zwar ldsst sich der numerische Aufwand bei der Berechnung der Faltungsproduk-
ten iiber die schnelle Fourier-Transformation® mit O(nlogn) erheblich reduzieren (z.B.
[BSMMIO01]), er steigt jedoch weiterhin nichtlinear mit der Lénge der Signale. Ein
Ausweg besteht in einer Approximation der Faltungsprodukte (z.B. [Woi07, Definiti-
on 2.12]), durch die der Rechenaufwand auf O(n) sinkt. Von einer solchen Approximati-
on wurde auch in [RW10] im Zusammenhang mit der Identifikation der Parameter eines

Sengl. fast Fourier transform (FFT)
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Wiérmetauschers Gebrauch gemacht. Dabei wird eine Identifikationsgleichung mit einer

—ot multipliziert®, deren Parameter o relativ zur Amplitude

Exponentialfunktion ¢t — e
der Messungen hinreichend klein gewéhlt werden muss [Kniil5]. Durch anschlieBende
Integration geht das Faltungsprodukt asymptotisch fiir ¢ — oo in ein Produkt der
integrierten Faktoren iiber.

Als Beweis wird ein Faltungsprodukt u x y zweier Funktionen wu,y : [0,00) — C mit

—at

einer abklingenden Exponentialfunktion ¢ — e~**, o > 0 multipliziert und iiber [0, ]

integriert. Dann gilt fiir den Grenzwert ¢ — oo entsprechend der Definition der Faltung

¢
I'=1lm [ e*(uxy)(o)do = lim / / y(lo —T1)e " “drdo

t—o0 0 t—o00

= hm/ / u*(T)y* (o — 1) dr do,
t—=oo fo Jo

mit u*(t) = u(t)e™ ", y*(t) = y(t)e~**. Spaltet man das innere Integral auf zwei Inter-
valle [0,¢] und [o, ¢] auf,

[ = lim Ot [/Otua(f)ya(a—T)dT—/atua(T)ya(a—T)dT do,

t—00

so wird deutlich, dass jener Anteil iiber [o,t] aufgrund der linksseitig beschrinkten
Tréger von v und y identisch Null ist. Mit Hilfe des Satzes von Fubini kann die Reihen-
folge der Integration vertauscht und zu uneigentlichen Integralen iibergegangen werden,
die Existenz der Integrale vorausgesetzt [Heu92]:

I= / / (0 —7)dodr.
Dann folgt

I:/Oooua(T)/oooya(t—T)dadT:/Oooua(T)dT/oooya(a)dcr

und es ist bewiesen, dass die Faltung zweier Funktionen «® und y® mit linksseitig be-
schrianktem Tréger und exponentiell beschrianktem Wachstum asymptotisch dem Pro-
dukt von deren Integralen entspricht.

Die auf der Basis einer derart approximierten Identifikationsgleichung identifizier-
ten Parameter konvergieren (lediglich) fiir grofle Zeiten gegen den tatséchlichen Wert;
hingegen war die Identifikation bei Berechnung der Faltungsprodukte zuvor theoretisch
nahezu unmittelbar moglich.

Eine Schwierigkeit besteht in der Wahl des Parameters «. Zwar muss er hinrei-
chend klein gewéhlt werden, um in Abhéngigkeit der Amplitude der Messsignale die
Existenz der Integrale zu gewahrleisten, allerdings fiihren vergleichsweise kleine Werte
a auf eine langsame Konvergenz der Schitzwerte. Umgekehrt resultieren grofie Wer-
te « in einer starke Dampfung der Signale, was aufgrund der fiir die partiellen Dgln.
vorausgesetzten homogenen Anfangsbedingungen insbesondere im Zusammenhang mit
signifikanten Totzeiten eine Identifikation verhindern kann.

6Das entspricht der Abbildung s — s + « (vgl. Abschnitt 3.1).
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3.5 Alternative, nicht-approximative Identifika-
tionsmethoden in der Literatur

Die in dieser Arbeit vorgestellte algebraische Methode steht in engem Zusammenhang
zu zwei alternativen, ebenfalls nicht-approximativen Identifikationsmethoden fiir linea-
re Systeme mit verteilten Parameter. Eine erste Methode in Abschnitt 3.5.1 ist zwar
auf Totzeitsysteme beschréinkt — die alternativ durch Transportgleichungen als partielle
Dgln. erster Ordnung mit geeigneten Randbedingungen beschrieben werden kénnen —
stimmt fiir diese jedoch mit der algebraischen Methode iiberein. Der Zugang in Ab-
schnitt 3.5.2 unterliegt keiner derartigen Beschriankung der Systemklasse.

3.5.1 Ein Zugang fiir Totzeitsysteme mittels Distributionen

Die Multiplikation von Messgroflen mit unbeschrankten Funktionen — genauer Polyno-
men — wie sie in den Identifikationsgleichungen (vgl. (3.1)) aufgrund deren Herleitung in
Kapitel 2 durch Ableitung nach s im Bildbereich auftreten, fithrt zu einer Verstérkung
von Rauschen und reduziert die Robustheit der Parameteridentifikation gegeniiber Ein-
fliissen vernachlassigter dynamischer Effekte [BRF07a]. Um dies zu vermeiden, wird in
[BRFO07a] fiir die Klasse der Totzeitsysteme vorgeschlagen, die Messgrofen stattdessen
mit (bekannten) Exponentialfunktionen zu multiplizieren (vgl. Démpfungssatz (A.1)
der Laplace-Transformation). Anstelle der Laplace-Transformation wird dabei direkt
im Zeitbereich mit Distributionen gearbeitet. Auch wenn dieser Zugang nicht auf alle
Systeme der Form (2.1a) anwendbar ist, soll er hier kurz am Beispiel eines verzogerten
Integrators

y(t) =u(t — 1) = (0, % u)(t) (3.14)

- /0 t 5, (0)u(t — o) do

aus [BRF07a] mit dem unbekannten und zu identifizierenden Parameter 7 dargestellt
und in Beziehung zu dem hier diskutierten Vorgehen gesetzt werden. Es wird von
homogenen Anfangsbedingungen ausgegangen.

Die Multiplikation der Systemgleichung (3.14) mit der Exponentialfunktion n(t) =
e~ 7" mit bekanntem ~ > 0 fiihrt auf eine Beziehung, in der der gesuchte Parameter 7
nicht mehr nur im Argument des Eingangs u auftritt:

n()y(t) = n(t) (0 *u)(t) = e 77 (0- * (nu)) (t) (3.15)

= e_”/o d-(o)n(t —o)u(t — o) do.

Die Faltung von (3.14) mit e nu und (3.15) mit w fithrt nach dem Gleichsetzen beider
Ausdriicke auf

e () % § = u % (ng). (3.16)
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Zur Vermeidung von Ableitungen der Messgréfien u und y wird abschliefend integriert
und nach dem gesuchten Parameter aufgelost:

o () (@) 49 [y (wx () (o) do (3.17)

((nu) * y)(t)

Simulationsergebnisse fiir die Identifikation von 7 in [BRF07a] belegen eine Robustheit

gegeniiber Rauschen. Dabei scheint die Wahl des Dampfungsparameters v ebenso wie
in Abschnitt 3.4.2 zumindest von den Signalen u und y selbst sowie deren Signal-
Rausch-Verhéltnisse abzuhédngen.

Alternativ zur Anwendung der Distributionentheorie ldsst sich (3.17) auch unter
Verwendung der Laplace-Transformation herleiten. Entsprechend des Dampfungssatzes
(A.1) der Laplace-Transformation entspricht die Multiplikation der Systemgleichung
(3.14) mit einer Exponentialfunktion e™* in (3.15) der Laplace-Transformierten von
(3.14) mit s — s+

(s+7)9(s +7) = e T a(s + 7).

Durch Kombination der bei s sowie s 4 v ausgewerteten Laplace-Transformierten lésst
sich e™™ eliminieren, was auf die Laplace-Transformierte von (3.16) fiihrt:

se” (s +7)9(s) = (s +7)4(s + v)i(s).

Demnach unterscheiden sich die Zugénge in Abschnitt 2.5 und [BRF07a] methodisch
mafgeblich dadurch, dass fiir ersteren linear unabhéngige Gleichungen durch Ableitung
nach s gewonnen werden, wihrend letzterer diese durch Auswertung fiir unterschiedli-
che Argumente s erreicht.

Es wird vermutet, dass der Zugang aus [BRF07a| (zumindest) auf solche Systeme
der Form (2.8) angewandt werden kann, fiir die sémtliche Eigenwerte der Systemmatrix
A proportional zur komplexen Verdnderlichen s der Laplace-Transformation sind, also
Systeme mit konzentrierten und speziellen verteilten Totzeiten.

3.5.2 Identifikation auf der Basis einer Messgleichung

Der Ansatz in [KW13, Kniil5] setzt auf den Messgleichungen (2.13) auf, wobei anstelle
der Elimination der darin auftretenden Fundamentallésungen gzg” die Beziehung zwi-
schen den Messsignalen in den Zeitbereich zuriick transformiert wird. Beispielsweise
ergibt sich zwischen zwei Messsignalen y; und y, qualitativ

0=01(0) xy; — 02(0) * yo

mit (Ultra-)Distributionen O; und Oy (vgl. [KW13]). Diese Bezichung ist im Allge-
meinen nichtlinear in den gesuchten Parametern @ und kann neben Totzeiten und
Préadiktionen auch Ableitungen der Messsignale enthalten. Letztere machen eine Regu-
larisierung der Messsignale durch die Projektion auf ein Orthogonalsystem erforderlich
(vgl. [Kniil5]). Wie in der vergleichbaren Methode in [CWGT1] besteht die Grundidee
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darin, die gesuchten Parameter durch die keineswegs triviale Minimierung des Glei-

chungsfehlers
e(+,0) = 01(0) xy1 — O2(0) x y2

zu ermitteln.

Der komplexen numerischen Berechnung steht der Vorteil gegeniiber, dass dieser
Ansatz problemlos mit inhomogenen Anfangsbedingungen klarkommt (vgl. Abschnitt
2.7).



Kapitel 4

Fallstudien fiir lineare partielle
Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt wird die zuvor dargestellte Methoden zur Parameteridentifikation
auf typische lineare partielle Dgln. mit konstanten Koeffizienten angewandt. Beginnend
mit dem einfachsten Beispiel einer Transportgleichung wird mit einer elektrischen Lei-
tung eine Wellengleichung mit Déampfung diskutiert. Als Beispiel fiir eine partielle Dgl.
vierter Ordnung bzgl. des Ortes dient schliefSlich ein Euler-Bernoulli-Balken. Zumeist
stehen Simulationdaten zur Illustration der Ergebnisse zur Verfiigung. Fiir Ergebnisse
zur algebraischen Identifikation eines Warmeleitungsproblems wird auf [RW07, RW08a]
verwiesen, fiir einen Wérmetauscher auf [RW10].

4.1 Ein Transportproblem

Bei dem in Abb. 4.1 skizzierten Transportprozess wird ein Gut mit konstanter Ge-
schwindigkeit v auf einem Band der Lange ¢ befordert. Die Hohe des Guts w(z, 1)
héngt sowohl vom Ort z € [0, /] als auch von der Zeit t ab und geniigt der Transport-
gleichung

vo,w(z,t) + d,w(z,t) = 0. (4.1)
Mit
yO(t> = w(ov t)? y€<t) = w(€, t) (42)

stehen zwei konzentrierte Messgrofien zur Verfiigung, die jeweils die Hohe des Guts an
den Enden bezeichnen, grundsétzlich aber an jeder beliebigen Stelle auf dem Intervall
[0, ¢] positioniert sein kénnen. Im Zusammenhang mit der Losung der Transportglei-
chung kann die Beziehung zur Definition von y, dabei als Randbedingung interpretiert
werden. Fiir die Identifikation der unbekannten Parameter ¢ und v spielt dies jedoch
keine Rolle.
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Yo(t) ye(t)

Abbildung 4.1: Skizze eines Transportbandes mit Sensorik.

4.1.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Zunéchst wird die Laplace-Transformierte von (4.1) bei homogenen Anfangsbedingun-
gen ermittelt, also ausgehend von einem leeren Transportband!. Sie kann als

dz S .
() =——i() (4.3)

v

_ s
v

mit & = w dargestellt werden. Die Fundamentallosung ®(z) = e
chend (2.16) der Dgl. bzgl. s

* geniigt entspre-

b'(z) = —Sfi)(z), (4.4)

was sich in diesem Fall fiir die Exponentialfunktion leicht verifizieren léasst. Zudem
ergibt sich aus der Losung von (4.3) die Messgleichung

Je = ®(0)go (4.5)

als Beziehung zwischen den Hohen des Transportguts bei z = 0 und bei z = /.

Zur Herleitung einer Identifikationsgleichung mit Hilfe des Ritt-Algorithmus und
den charakteristischen Mengen (vgl. Abschnitt A.3.1) definiert man basierend auf (4.4)
und (4.5) mit 1) = ®(¢) das differentielle Ideal

I =[fi, fo] = [vd' + £, 5o — o).

Wegen (2.23) mit ¥ > 9, > o miissen f; und fo derart durch Multiplikation, Addition
und Ableitung kombiniert werden, dass ¢ nicht mehr auftritt. Da die Ordnung bzgl.
¢ des Leitterms LT(f;) = ¢ groBer ist als jene von LT(f;) = —tfjo, wird f, nach s
abgeleitet. Das zugehorige S-Polynom

~

S(fv f2) = oy — o) — vy =: fs

weist bzgl. 1) die Ordnung null und den Grad eins auf. Folglich ergibt sich mit

S(f2, f3) = L9oGe + v(GoYy — UoUe)

1Zumindest jedoch muss das Gut eine bekannte konstante Hohe wy iiber der gesamten Linge des

Bandes aufweisen, also z — w(z,0) = wq eine stationire Losung von (4.1) sein.
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ein von 1& unabhingiges Polynom?, und durch Nullsetzen die Identifikationsgleichung
Gode + v(Jody — Yobie) = 0, (4.6)

die in diesem einfachen Fall auch durch Einsetzen von ®(¢) aus (4.5) in (4.4) hergeleitet
werden hétte konnen.

Aus (4.6) ist zu erkennen, dass sich aus den Messsignalen lediglich der Quotient
aus der Linge ¢ des Transportbandes (bzw. dem Abstand der Messpunkte) und der
Transportgeschwindigkeit v identifizieren lésst, also die Totzeit

L yox (tye) — (tyo) * e
v Yo * Ye

T=0=

fir — (yo * ye)(£) # 0. (4.7)

Entsprechend hétten die Polynome im Ideal I bereits in Abhéngigkeit von 7 anstelle
von v und ¢ formuliert werden kénnen.

4.1.2 Simulationsergebnisse und asymptotische Approximati-
on der Faltungsprodukte

Exemplarische Simulationstrajektorien fiir yo und y, sowie die aus (4.7) identifizierte
Totzeit mit 7 = 2 s konnen Abbildung 4.2 entnommen werden. Aufgrund der homoge-
nen Anfangsbedingungen y,(t) = 0, t € [0,2] s ist eine Identifikation erst fir ¢ > 2 s
moglich. Grundséatzlich kann die Totzeit aus den gegebenen (ungestorten) Trajekto-
rien dieses Totzeitsystems natiirlich direkt als jener Zeitpunkt abgelesen werden, fiir
den y,(t) # 0 gilt. Die Simulation unterstreicht jedoch, dass, sobald der Parameter fiir
t > 2 s identifizierbar ist, mit der vorgeschlagenen Methode der berechnete Parameter
exakt mit dem tatsédchlichen Parameter iibereinstimmt.

Im Gegensatz dazu lasst sich aus den durch mittelwertfreies Rauschen iiberlagerten
Trajektorien der Messsignale® in Abbildung 4.3 nicht unmittelbar die Totzeit als zeit-
licher Versatz zwischen yo und y, ablesen. Fiir die Identifikation von 7 wurde (4.7) zur
Glattung des Schétzwerts einfach integriert. Trotz eines signifikanten Signal-Rausch-
Verhéltnisses von 5 dB weist der auf der Basis dieser Signale identifizierte Schiatzwert
fiir die Totzeit einen relativen Fehler von weniger als einem Prozent bzgl. 7 auf.

Auch wenn es sich bei dem betrachteten Transportband um ein sehr einfaches Iden-
tifikationsproblem handelt, wurde zum Vergleich mit (4.7) die asymptotische Approxi-
mation der Faltungsprodukte nach Abschnitt 3.4.2 auf (4.7) angewandt:

_ fo yO dT fo Uye - f(f Tyo dT fo yé dU
t—00 fo y&(7) dr fo y¥ (o) do

Die zugehorigen, aus den zuvor in Abbildung 4.2a verwendeten Trajektorien berechne-

ten GroBen y§(t) = e yo(t) und y@(t) = e *y,(t) (bei einer Wahl von o = 1.5 1/s)

sowie der Schétzwert fiir die Totzeit sind in Abbildung 4.4 dargestellt. Es ist zu erken-

(4.8)

nen, dass der auf Basis von (4.8) berechnete Schitzwert tatsdchlich fiir grofie Zeiten

2Die charakteristischen Mengen sind A1 (9o, 9¢) = S(f2, f3) und Az (go, Je, 1[1) = fo.
3Die nominalen Zeitverldufe von g und g, ohne Rauschen entsprechen jenen in Abbildung 4.2a.
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Abbildung 4.2: Identifikation von 7 mittels (4.7): (a) Trajektorien von yo (blau) und y, (griin),
(b) geschitzte Totzeit (blau) und tatséchliche Totzeit (griin).
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Zeit tins
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Abbildung 4.3: Identifikation von 7 in Gegenwart von Rauschen mittels der einfach integrier-
ten Gleichung (4.7) zur Glattung des Schitzwerts: (a) verrauschte Trajektorien von yo (blau)
und yy (griin), (b) geschitzte Totzeit (blau) und tatsichliche Totzeit (griin).
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Abbildung 4.4: Asymptotische Identifikation von 7 mittels (4.8): (a) Trajektorien von yg
(blau) und yg* (griin), (b) geschétzte Totzeit (blau) und tatséchliche Totzeit (griin).

2.5

5

Totzeit 7 in s

Totzeit 7 in s

o
S
o
[

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 I 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10

5 5
Zeit tin s Zeit tins

(a) (b)

Abbildung 4.5: Asymptotische Identifikation von 7 mittels (4.8): Vergleich zwischen der
geschétzten Totzeit (blau) und der tatsédchliche Totzeit (griin) bei einer Wahl von @ = 1.5 1/s
in (a) und o =3 /s in (b).

gegen die Totzeit 7 = 2 s konvergiert. In diesem Zusammenhang sei jedoch auf die
im Vergleich zu yy und y, deutlich kleineren Amplituden von y§ und yy* hingewiesen,
die bereits nach kurzer Zeit ndherungsweise Null sind und damit die Identifikation der
Totzeit erschweren.

Besonders gut wird die bereits in Abschnitt 3.4.2 angedeutete Problematik bei der
Wahl von « in Gegenwart von Rauschen deutlich. Bereits ein Signal-Rausch-Verhéltnis
von 60 dB fiihrt in diesem Beispiel dazu, dass die Totzeit zwar fiir o = 1.5 1/s korrekt
identifiziert wird, nicht aber fiir die doppelte Dampfung o = 3 1/s (vgl. Abbildung 4.5).

4.1.3 Storung der Messsignale

Am Beispiel des Transportbandes soll exemplarisch dargestellt werden, wie sich struk-
turierte und unstrukturierte Stérungen von Messsignalen bei der algebraischen Identi-
fikation berticksichtigen und auf diese Weise unterdriicken lassen (vgl. Abschnitt 3.3).
Dafiir seien die Messgrofie yo aus (4.2) durch Gausssches weifles Rauschen t +— n(t)
iiberlagert, jene bei z = ¢ durch einen unbekannten konstanten Anteil ~:

W(0) =go—h,  (0) = ge— .



Fallstudien fiir lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten
46 Koeflizienten

Aus der Losung von (4.3) folgt damit die Messgleichung

Da der Parameter v unbekannt ist, konnte er ebenfalls algebraisch identifiziert werden
[SRGRCRLJ14]. Hier soll stattdessen genutzt werden, dass die strukturierte Stérung
mit j—ss% = 0 einer Dgl. bzgl. s geniigt und sich durch Anwendung des entsprechen-
den Differentialoperators auf die Messgleichung aus dieser eliminieren lédsst. Unter
Beriicksichtigung der Dgl. (4.4) fiir die Exponentialfunktion (iD(f) ergibt sich mit

0 = sgy + G + P(0) (s0(90 — 1) — s(Gy — 7') — Go + 1) (4.9)

(und 0 = 7) eine von v unabhéngige Beziehung.
Aus (4.9) liisst sich durch Elimination von ®(¢) eine in 6 quadratische Gleichung

0 = ho + 0hy + 0%hy
mit
ho = — (st = 200) (o — ) — (°57 — 20e) (G — 7) + (59, + 9e) (G5 — 2")
hy = (s*9; — 200) (9o — 1) — 25(s9, + ) (9 — 1)
ha = s(sty + 9e)(Jo — 1)
herleiten. Da entsprechend (3.12) fiir das Rauschen 3*1% = 0 gilt, k € Z, folgt durch
Multiplikation mit s~ die Identifikationsgleichung
0 = ho + Oy + 6%y
mit
o = =2l — 257 50) — s G — 2570) + 57 GG+ 5 )
hy = s Go(0) — 25~ 20e) — 25~ "G (G5 + s~ Ge)
ha = s 'Go(§, + s~ 00).
Da jedes o in den le mit negativen Potenzen von s multipliziert ist, folgt, dass in einer
zugehorigen Darstellung im Zeitbereich die verrauschte Messung 3y nur in integrierter

Form auftritt, wodurch der mittelwertfreie Rauschanteil unterdriickt wird. Auf die
Angabe von Simulationsergebnissen wird an dieser Stelle verzichtet.

4.2 Eine elektrische Leitung

Die als homogen betrachtete zweiadrige elektrische Leitung in Form eines Koaxialkabels
weise liber die Liange ¢ konstante Werte fiir den Widerstandsbelag R, den Leitwertbe-
lag G, den Kapazititsbelag C' und den Induktivitdtsbelag L auf (vgl. Abb. 4.6). Die
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Abbildung 4.6: Skizze einer zweiadrigen elektrischen Leitung.

Anderung der Spannung u(z,t) und des Stroms i(z,t) iiber dem Ort z € [0,¢] und der
Zeit t wird durch die Telegraphengleichungen
0,i(z,t) + Cou(z,t) + Gu(z,t) =
Ou(z,t) + Lo,i(z,t) + Ri(z,t)

(4.10a)
(4.10Db)

0
0
beschrieben. Da fiir die sich anschlielende Identifikation der Leitungsbeldge von der
Messung sdmtlicher Randgréfien?

w(t) = u(0,8),  wlt) =ull,t), () =i(0,8), i) =i(l,t)  (4.11)

ausgegangen wird, werden etwaige (zusétzliche) Randbedingungen nicht benotigt. Viel-
mehr spiegeln sie sich bereits in (4.11) wider. Das Modell wird durch homogene An-
fangsbedingungen vervollsténdigt.

4.2.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Fiir die Herleitung einer Identifikationsgleichung wird unter Beriicksichtigung der Ho-
mogenitit der Anfangsbedingungen die Laplace-Transformation auf die Telegraphen-
gleichungen angewandt und die Losung des daraus hervorgehenden gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungssystems berechnet:

M(z) _ Cosh(fz) —sinh(f’z) :A(O)
Zi(2) —sinh(I'z)  cosh(I'z) / \ Zi(0)

. . R+ sL
I'=/(R+sL)(G+ sC), Z_’/GHO'

Aus der Losung bei z = £ ergibt sich eine Beziehung zwischen den Messgrofien in (4.11),

>

mit

die nach den hyperbolischen Funktionen

10Ty — Ugly

g — Z%(s)i

L gl — Z%(s)iol
cosh(I'z) = i Z3(s)
0 0

: sinh(I'z) =

4Man beachte, dass die Leitung grundsitzlich eine Linge grofer als ¢ aufweisen darf. Es wird
lediglich davon ausgegangen, dass an zwei beliebigen Stellen des Kabels die Spannung zwischen Innen-
und Auflenleiter sowie der Strom im Innenleiter gemessen werden.



Fallstudien fiir lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten
48 Koeflizienten

aufgelost werden kann, falls die Leitung nicht reflexionsfrei abgeschlossen ist®. Durch
Einsetzen dieser Ausdriicke in die hyperbolische Identitét

cosh?(I'z) — sinh?(I'z) = 1
ergibt sich die Identifikationsgleichung
(Gs™ +C) (02 —u2) — (Rs '+ L)(12 —2) = 0. (4.12)

In dieser sind lediglich drei Quotienten der Leitungsbeldge identifizierbar. Eine Division
durch den Kapazitidtsbelag C' fithrt auf eine normierte Gleichung und ermdoglicht im
Zeitbereich beispielsweise aus

Iy I -U; L/C Up
[1 Ig —U2 R/C == Ul (413)
L I, —-Uy) \G/C U,

mit Uy(t) = [ Up_r(7) dr, I(t) = [3 La(7) dr, k € {1,2,3} und

Uy = uyg * uy — ug * ug, Iy =ig*x iy — ig * 1
die Identifikation der Impedanz \/g sowie des Widerstandsbelags R und des Leitwert-

belags GG, die Kenntnis von C' vorausgesetzt.
Das gleiche Ergebnis (4.12) ldsst sich auch systematisch entsprechend der Elimina-
tion in Kapitel 2 herleiten. Dafiir wird eine Darstellung

de 0 —(Cs+G)\ .
yz)—Aw(z)—(_(mR) ! >w<z>

erster Ordnung mit & = (7,4)” fiir die Laplace-Transformierte von (4.10) eingefiihrt,
wobei sich die Beziehung

~

(Z ) — b(0) (;(; ) (4.14a)

zwischen den Messgrofien ergibt. Das Matrix-Exponential ®(¢) = e’ geniigt der Dgl.

0 0 0 1 (2CLs+CR+GL)¢
2 2 2 LstR 2
(I)’(E) = @(é) <O 1_ CR-GL ) - (l (2CLs+CR+GL)¢ 1 CRjGL ) (I)(é) (414b)
2 (Ls+R)(Cs+G) 2 Cs+G 2 (Ls+R)(Cs+G)
und kommutiert mit A selbst:
DA = AD(0). (4.14c)

Fiir die Wronski-Determinante von A gilt die Formel von Liouville [BSMMI01]

det ®(¢) = 1. (4.14d)

5Bei angepasster Leitungsimpedanz am Rand breiten sich die Wellen nur in einer Richtung mit
a(z) = £Zi(z) aus.
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Abbildung 4.7: Aufbau zur Messung (bzw. Berechnung) der Spannungen und Stréme am
Koaxialkabel RG 59/B/U.

Aus (4.14) lasst sich ®(¢) bzw. lassen sich die vier Eintriige der Matrix leicht elimi-
nieren. Die bereits zuvor ermittelte Identifikationsgleichung (4.12) geht dabei aus den
charakteristischen Mengen eines basierend auf (4.14a), (4.14c) und (4.14d) definierten
differentiellen Ideals I = [fi, ..., f5] mit

fi =i — ¢11()io — dr2(0)do

f2 - ﬁ/f - QBZ,I (6)50 - &272(6)110

fa = d1.1(6) — das(0)

fi=(Ls + R)p12(0) — (Cs + G) a1 (¢)
f5 - &1,1(€)$2,2(€) - ¢21,2(€)¢22,1(€) - 1

hervor.

Es sei bemerkt, dass die Lange ¢ nicht als Parameter in den Polynomen fi,..., f5
des Ideals I auftritt. Folglich gilt gleiches fiir die aus den charakteristischen Mengen von
I hervorgehende Identifikationsgleichung (4.12), und die Lénge ist nicht identifizierbar.
Uber die algebraische Identifizierbarkeit kann auf der Basis von I jedoch keine Aussage
getroffen, da sich diese Eigenschaft aus dem speziellen Ideal I* entsprechend Definition
2.3 ableitet. Hier stellt man fest, dass zwar nicht die Lénge ¢ selbst, wohl aber ein
skalierter Parameter L¢ algebraisch identifizierbar ist. Falls ¢ bzw. L¢ geschétzt werden
soll, muss der Ritt-Algorithmus auf ein Ideal I = [fi,..., fs] angewandt werden, das
zumindest eine der vier skalaren Gln. in (4.14b) enthélt, z.B.

fo = 2(Ls + R)$, 1 (£) + £(2CLs + CR + GL)d} , (1).

4.2.2 Simulations- und Messergebnisse

Zur Untersuchung der praktischen Anwendbarkeit wurden Messungen an einem Ko-
axialkabel durchgefiihrt. An einem 50 m langen Koaxialkabel vom Typ RG 59/B/U
mit den in Tabelle 4.1 angegebenen, fiir die Identifikation wesentlichen Parametern
wurden dafiir jeweils zwei Spannungen an den Enden des Kabels gemessen (vgl. Mess-
aufbau in Abb. 4.7), auf Basis derer sich die als Messsignale definierten Groflen in
(4.11) berechnen lassen.

Von einem stationdren Regime ausgehend wurde die elektrische Leitung zum Zwecke
der Parameteridentifikation mit einer Rechteckschwingung der Frequenz 1333 kHz an-
geregt und die in Abb. 4.8 dargestellten Messsignale mit 1250 MHz abgetastet. Fiir die
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Parameter Wert Einheit
Lange ¢ 50 m
Wellenwiderstand Impedanz % 7H+3 Q
Kapazitiatsbelag C' 67 PF/m

Tabelle 4.1: Parameter des Koaxialkabels RG 59/B/U laut Datenblatt.

Berechnung der Leitungsparameter entsprechend (4.13) ergaben sich unter Verwendung

des Kapazitatsbelags C' aus Tabelle 4.1 Schétzwerte fiir \/g7 R und G, wie Abb. 4.9
zu entnehmen ist, wobei die Gleichung (4.13) hier achtfach zusétzlich integriert wurde,
um den Einfluss des Rauschens zu reduzieren. Es ist zu erkennen, dass sich zumindest
fiir die Leitungsimpedanz und den Widerstandsbelag konstante und damit (eigentlich)
vertrauenswiirdige Werte ergeben. Die Leitungsimpedanz liegt jedoch auflerhalb des
im Datenblatt angegebenen Bereichs und auch der Widerstandsbelag scheint zu hoch.
Fiir den Leitwertbelag kann kein konstanter Wert identifiziert werden. Der driftende
Schitzwert deutet an dieser Stelle auf eine geringe Sensitivitédt des Systemverhaltens
bzgl. einer Variation des Leitwertbelags hin.

Aus diesen Griinden wurde eine Simulation auf Basis der identifizierten Parameter
durchgefiihrt, mit den arithmetischen Mittelwerten

L
VAE=T186Q R=053%  G=06kn (4.15)

der letzten 100 Schéatzwerte eines jeden Parameters. Fiir die Simulation, in der die Tra-
jektorien von Spannung und Strom bei z = 0 fiir ein gegebenes Paar entsprechender
Trajektorien bei z = ¢ aus der Losung der Telegraphengleichung (4.10) exakt berech-
net werden, wurde die Lange ¢ der Leitung und der Kapazitédtsbelag C als bekannt
angenommen. Fiir die Validierung diente der Ausschnitt einer Messung, bei der das
Koaxialkabel mit einer Frequenz von 1750 kHz angeregt und mit 2500 MHz abgetastet
wurde. Der Vergleich zwischen den gemessenen und den auf Basis der identifizierten
Leitungsparameter simulierten Trajektorien von ug und 7y in Abb. 4.10 zeigt eine sehr
gute Ubereinstimmung sowohl in den (quasi-)stationiren Bereichen als auch in den
dynamischen. Die Simulation validiert damit die identifizierten Parameter in (4.15),
auch wenn diese von den Nominalwerten des Datenblatts abweichen.

4.2.3 Eine gestorte elektrische Leitung

Ein weiteres interessantes Anwendungsgebiet der algebraischen Identifikationsmethode
eroffnet sich in der Detektion und Lokalisierung von Stérungen. Fiir die elektrische
Leitung soll diese Moglichkeit am Beispiel einer defekten Isolierung zwischen Innen-
und Auflenleiter eines Koaxialkabels kurz skizziert werden. Zur Vereinfachung der sich
anschlieenden Berechnungen sei die Leitung als verlustfrei angenommen, sodass in
den Telegraphengleichungen (4.10) R = G = 0 gilt. Eine entsprechende elektrische
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Abbildung 4.8: Trajektorien der Messsignale: Spannungen wuy (blau) und wy (griin) in (a),

Strome g (blau) und 4, (griin) in (b).
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Abbildung 4.10: Vergleich zwischen gemessenen (blau) und auf Basis der identifizierten Lei-

tungsparameter simulierten Trajektorien (griin) von Spannung und Strom bei z = /.
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Leitung der Gesamtlédnge ¢ lasst sich abschnittsweise, getrennt durch den unbekannten
Ort z = {y der Storung durch die partiellen Dgln.

0.i1(z,t) + COuy(z,t) = 0, 0,u1(2,t) + LOyii(2,t)
0,ia(z,t) + COus(z,t) = 0, O us(z,t) + Lo,is(2,t) =

0, 2 €[0,4y) (4.16a)
0, z € (lo, 0] (4.16D)

modellieren. Die beiden Segmente sind iiber die Randbedingungen

Uy (Eo, t) = U9 (f(), t) (417&)
i1<€0, t) = 7:2(60, t) + G£0U2(€07 t) (417b)

an der Storstelle gekoppelt, wobei der unbekannte Leitwert Gy, im ungestorten Fall
gegen Null geht. Erneut sind die Anfangsbedingungen homogen.

In Folge der vorangegangenen Betrachtungen, also der Identifikation im ungestorten
Fall, wird davon ausgegangen, dass bis auf den Leitwert Gy, und die Position /¢,

samtliche Leitungsparameter bekannt sind, insbesondere die Impedanz \/g , der Ka-
pazitatsbelags C' und die Lange ¢. Zur Identifikation der Storstelle stehen weiterhin
die Messungen von Spannung und Strom bei z = 0 und z = ¢ entsprechend (4.11) zur
Verfiigung.

Analog zum ungestorten Fall wird aus der Laplace-Transformierten von (4.16) un-
ter Beriicksichtigung der Kopplungsbedingungen die Losung des Randwertproblems
berechnet, aus dem sich mit

Uy cosh (I'(¢ — £y)) —sinh( (0= ty)) 1 0
(Z%) - <—smh( 00— £o))  cosh (D( — &) ) (—GgOZ 1)
cosh(I'¢)  —sinh(I'¢) o
' (— sinh(I'¢)  cosh(I'¢) ) (Zi())
eine Beziehung zwischen den vier Messgrofien ergibt, mit I =sVLC, Z = \/% Die
erste und zweite Ableitung dieser Gleichung nach s erméoglicht die Elimination der

Fundamentallosungen in Form der vier hyperbolischen Funktionen und fiithrt auf eine
Identifikationsgleichung der Form

ho + Lohy + (2hy = 0, (4.18)

wobei die Grofien h; polynomial sind in den Messgrofien (und deren Ableitungen nach
s) sowie den Parametern Z, C' und /.

Das elektrische Netzwerk (4.16), (4.17) wurde tiber die Methode der Charakteristi-
ken simuliert, wobei fiir beide Leitungssegmente eine Impedanz von Z = 75 ) und ein
Kapazitatsbelag von C' = 67 PF/m gew#hlt wurden. Als Anregung fiir die 100 m lange
Leitung mit einer Storstelle in Form des Leitwerts G = 1 mS bei ¢y = 17 m diente ein
periodisches Signal mit der Frequenz 3400 kHz. Die zugehoérigen mit einer Frequenz
von 1990 MHz abgetasteten Trajektorien der vier Randgrofien ug, e, i, i¢ sowie der
Schétzwert fiir ¢y konnen Abb. 4.11 entnommen werden, wobei fiir letzteren nur die
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Abbildung 4.11: Simulationsergebnisse zur Lokalisierung einer Storstelle auf einer elektrischen
Leitung: ug (blau) und wuy (griin) in (a), ip (blau) und 4, (griin) in (b), einzig fiir t > 1 us
zeitlich konstante Losung von (4.18) als Schétzwert fiir £y in (c).

(nach hinreichend langer Zeit) konstante der zwei Losungen von (4.18) dargestellt ist.
Man erkennt, dass wegen u,(t) = i,(t) = 0 fiir ¢ € [0,0.5] ps eine Identifikation erst
fiir ¢ > 0.5 pus moglich ist, anschlieBend jedoch der Schétzwert nahezu unmittelbar mit
dem tatsichlichen Systemparameter exakt iibereinstimmt.

Dass nur im Fall einer Storstelle die Identifikationsgleichung (4.18) deren Position
als Losung liefert, konnte anhand weiterer Simulationen einer ungestorten Leitung ve-
rifiziert werden. In diesem Fall entspricht die (einzig) zeitlich konstante Losung von
(4.18) der Leitungslénge /.

4.3 Ein Euler-Bernoulli-Balken

Betrachtet wird ein einseitig eingespannter Euler-Bernoulli-Balken der Lénge L > 0,
dessen Auslenkung w(z,t) der partiellen Dgl.

EI0w(z,t) + Apd?w(z,t) = 0 (4.19)

geniigt. Es bezeichnen die konstanten Parameter £, I, A und p den Elastizitdtsmodul,
das (relevante) Flachentragheitsmoment, die Querschnittsfliche und die flichenbezoge-
ne Dichte des homogenen Balkens. Im Beispiel werden Randbedingungen

w(0,t) =0,  Jw(0,t)=0,  Pw(L,t)=0,  FPw(L,t)=F(t) (4.20)
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betrachtet. Fiir die Identifikation des einzigen in (4.19) auftretenden Parameters o =

% unter Verwendung der Messgroen F'(t) und y(t) = w(L,t) wird von homogenen

Anfangsbedingungen ausgegangen.
Basierend auf einer Darstellung

i (4.21)

IS

I
o O O =
o O = O
S = O O

erster Ordnung mit & = (b, 42, ‘227?, %)T fir die Laplace-Transformierte von (4.19)

liisst sich entsprechend (2.16) eine Dgl. fiir die Matrix-Exponentialfunktion & (z) = e/
bzgl. s angeben:

£ 0 0 0 0 0 0

. Loz 0. . 0 —= 0 0
P'(2) = 25 2s d(2) + d(2 2 , 4.22
(2) A EORS Ol PRI (4.22)

—a% 0 0 2 0 0 =

wobei fiir die Matrix V der Eigenvektoren und die Jordan-Matrix J als

1 1 1 1
- (—as?)i —j(—as?)1  j(—as?)i  —(—as?)i
V - i 2\ L i 2\ 1 i 2\ L . 2\ L
(—as?)2 (—as?)z (—as®)z  (—as?)z
(—as’)i  j(—as?)i  —j(—as?)i —(—as?)i
(—as?)i 0 0 0
i 0 —j(—as?)i 0 0
N 0 0 j(—as?)i 0
0 0 0 —(—as?)i

gewahlt wurden.

Die Messgleichung als Beziehung zwischen F und y lasst sich ausgehend von der
Losung @(z) = (L — 2)&(L) mit

(L) + (L~ 2) 55 (1)

~ ~ du ~ d*i
(2) = dra(L = ) (L) + bra(L = 2) (L) + dralL = 2)

unter Beriicksichtigung der Randbedingungen (4.20) ermitteln:
a?s2(025%3% (L) + ¢12(L)o1.a(L)) 5 = (aP5*h1 1 (L)bra(L) + 1 5(L)dra(L)) F. (4.23)

Die Herleitung einer Identifikationsgleichung erfordert die Elimination der vier Fun-
damentallosungen ¢, ; mit Hilfe von (4.22). Eine solche Gleichung ldsst mit Hilfe des
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Ritt-Algorithmus fiir das differentielle Ideal T = [f1, f2, f3, f4, f5] mit

fi =20 — asLiy (4.24a)
fo = 25U + Uy + Lty (4.24D)
f3 = 250 + 245 + Lty (4.24c¢)
fa = 250, + 31y + Ly (4.24d)
fs = a’s” (042821% + 1521/;4)?) - (04232%122 + @3&4)F (4.24e)

~

ermitteln, wobei sich die Beziehungen fi, ..., fi fiir die Ableitungen von 1); = ¢14(L)
nach s aus (4.22) unter Beriicksichtigung von Ad = A ergeben.

Da es aufgrund der symbolischen Komplexitédt des Problems bisher nicht moglich
war, unter Verwendung des Maple®-Pakets CharSets die charakteristischen Mengen
fiir I zu ermitteln, soll ein alternativer Zugang zur Elimination der 1&2 verfolgt werden.
Motiviert durch die in der Messgleichung auftretenden Produkte 2/;11% werden mit

1;1 = wi 1;2 = wlw% 1;3 = wlw?n 2;4 = ¢1¢4; 255 = wgv
VY6 = Pais, V7 = Paify, Vs =13, Yo = P31y

neun neue Funktionen definiert. Von den n(n+1)/2 = 10 unterschiedlichen Kombinatio-
nen ¢;1;, mit n = 4 der Dimension von A, entfallt dabei 1o wegen — 20 +1)s —as?ehyg =
0. Dieser Sachverhalt wird auch auf der Basis der Fundamentallosungen von (4.21) er-
sichtlich, da die multiplikative Kombination der vier trigonometrischen und hyperboli-
schen Funktionen aufgrund der jeweiligen Identitédtsbeziehungen auf acht unabhéngige
Produkte und eine Konstante fiithrt. Im Gegensatz zu (4.24) sind die daraus hervorge-
henden Ausdriicke

fi = 2527/1 — 2aLs2zZ4

fo= 25@ + L7Zl + 122 - OZL521;7

fs= 257;;, + L7Zz + 123 - CYL52729

fi = 250 + 3Lbs + 3¢by + Lis

fs = 23223 + 2Ly + 205

Jo = 25155 + Libs + L + 31hs

Jo =25l + Lipy + L + 417

Js = 2504 + 2Laps + dahs

fg = 281/7{) + Ll/_)7 + L'Lﬁg + 5'(59

fio = a®s? (062521/_11 + 1;7)@ - (04252152 + 159)1%
linear in 1/1 Auch fiir das Ideal [fi,..., fio] konnten mit dem CharSets-Paket nicht

die charakteristischen Mengen ermittelt werden. Da fiir die Identifikation aber nicht
alle diese Mengen benottigt werden, sondern lediglich jene, die sich im letzten Schritt
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des Eliminationsalgorithmus ergibt, soll an diesem Beispiel eine alternative Herleitung
einer Identifikationsgleichung beschrieben werden. R
Aufgrund der Linearitit der Messgleichung (4.23) bzgl. ;, kann diese als

~

<a4s4Q —a22F 0 0 0 0 a%s*) 0 —F)v,b:O

mit 17) = (121, o ,%)T geschrieben werden. Dann ergibt sich daraus durch k-faches
Ableiten, k = 0,...,8 ein homogenes Gleichungssystem

Mip =0

mit einer quadratischen Matrix M, deren Eintrdge polynomial im Parameter «, der
komplexen Verdnderlichen s der Laplace-Transformation sowie den Messgrofien 7, F
und deren Ableitung nach s sind. Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Elemente
von v muss M singulir sein. Die Determinante von M fiihrt damit auf eine Identi-
fikationsgleichung (nach Multiplikation mit s7%, k € N derart, dass keine positiven
Potenzen der komplexen Verénderlichen mehr auftreten):

s7®det M = 0. (4.25)

Da in der Identifikationsgleichung (4.25) neunfache Produkte der MessgroBen F', § und
deren Ableitungen nach s auftreten — entsprechend der rechenintensiven Faltung von
jeweils neun Faktoren im Zeitbereich — wurde dieses Ergebnis bisher noch nicht weiter
simulativ untersucht®.

SFiir erste Simulationsstudien lisst sich die Komplexitit der Identifikationsgleichung erheblich
durch die Hinzunahme weiterer Messgrofien vereinfachen, insbesondere bei Messung samtlicher Grofien
an einem Rand, z.B.

dw d*w d3w
I . N

Yo = UA/(O)a 0= ’LD(L), U2 = 7( ), Yys = (L), Yg = E

s = (L)
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Kapitel 5

Algebraische Identifikation fiir
lineare partielle
Differentialgleichungen mit
ortsabhingigen Koeffizienten

Die Herleitung von Beziehungen zwischen den Messgroflen fiir Systeme mit ortsabhén-
gigen Koeffizienten erfolgt analog zum Fall konstanter Koeffizienten in Kapitel 2. Die
zur Vereinfachung dieser Beziehungen erforderlichen algebraischen Umformungen sind
jedoch wesentlich anspruchsvoller. Wéhrend es fiir lineare partielle Dgln. mit konstan-
ten Koeffizienten moglich war, einen durchgehenden Algorithmus fiir die vorgeschlage-
ne algebraische Parameteridentifikation anzugeben, ergibt sich im Fall ortsabhéngiger
Koeffizienten insbesondere bei der Losungsberechnung ein natiirlicher, fundamenta-
ler Unterschied. Fiir die Systeme, die sich fiir letztere Klasse im Bildbereich ergeben,
ist es im Allgemeinen nicht-trivial ein Fundamentalsystem zu konstruieren [Heu95].
Da die Kenntnis der Losung fiir diese Art der Parameteridentifikation notwendig ist,
beschrankt sich dieser Abschnitt auf die Untersuchung von Beispielen mit bekannter
Losung. Die Bestimmung der Parameter basierend auf einer Identifikationsgleichung
unterscheidet sich nicht vom Fall mit konstanten Koeffizienten.

Zunéchst soll ein schweres Seil in unterschiedlichen Konfigurationen einen intuitiven
Zugang fiir die Identifikation von Parametern in Systemen mit ortsabhéngigen Koeffi-
zienten geben (vgl. [GKRW12a, GKRW12b, GKRW12c¢]), bevor weitere, teils abstrakte

Beispiele gewisse Muster und Systematiken aufzeigen.

5.1 Ein schweres Seil

Das Modell des schweren Seils stellt im regelungstechnischen Kontext ein klassisches
Beispiel fiir ein System dar, dessen Dynamik durch eine partielle Dgl. mit ortsabhéngi-
gen Koeffizienten beschrieben wird (siehe z.B. [DNC00, PRO1]).



Algebraische Identifikation fiir lineare partielle Differentialgleichungen mit
60 ortsabhéngigen Koeffizienten

oyl

Abbildung 5.1: Skizze des schweres Seils mit Last.

5.1.1 Modell und Loésung

Hier wird ein homogenes Seil der Lénge ¢ mit konstanter Querschnittsfliche und der
Liniendichte p betrachtet, das sich im Schwerefeld der Erde bewegt (vgl. Skizze in
Abbildung 5.1). Im Unterschied zu klassischen Betrachtungen wird durch den Propor-
tionalitdtsfaktor € eine durch [Ban92] motivierte Kelvin-Voigt-Dampfung modelliert,
durch die den Reibungseffekten im Inneren des Seils Rechnung getragen werden soll.
Mit der krummlinigen Koordinate z entlang des Seils bezeichnet w(z,t) die horizontale
Position eines Punktes relativ zu einer festen vertikalen Referenz zum Zeitpunkt . Am
unteren Ende des Seils, bei z = 0, kann eine punktférmige Last der Masse m befestigt
sein. Fiir kleine Auslenkungen wird das dynamische Verhalten durch

e(Pwy), + (Pw,), — pwy =0, z2€l0,0], t>0 (5.1)

beschrieben, wobei P(z) = g(pz + m) die Kraft im Seil und g die Erdbeschleunigung
bezeichnen.

Das obere Ende des Seils ist an einem horizontal beweglichen Wagen der Masse M
befestigt, an dem parallel zur Bewegungsrichtung eine Kraft F' angreift. Die horizontale
Position w({,t) = y,(t) des Wagens geniigt der Bewegungsgleichung

P(0) (sw. (0, t) + w. (0, 1)) + Mwy(0,t) = F(t). (5.2a)
Entsprechend fithrt eine Kréftebilanz am unteren Seilende auf
P(0) (ewz4(0, ) + w.(0,t)) — mwy(0,t) = 0. (5.2b)

Neben diesen beiden Randbedingungen wird das Modell durch homogene Anfangsbe-
dingungen
w(z,0) =0, wi(z,0) =0
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vervollstandigt.

Analog zu den Betrachtungen in Kapitel 2 wird in einem ersten Schritt (5.1) mit
Hilfe der Laplace-Transformation in eine gewohnliche Dgl. mit ortsabhéngigen Koeffi-
zienten iiberfiihrt:

d*i du
g(1+es) ((pz + m)d—;;](z) + pd—ZU(z)) — ps*i(z) = 0. (5.3)

Die fiir den Fall mit Kelvin-Voigt-Dampfung modifizierte klassische Koordinatentrans-
formation (vgl. [PRO1])

iy PR, [ pztm
r=1) p(l+es) 2 gp(1+es) (5.4)

tiberfithrt anschlieend (5.3) in die modifizierte Bessel-Gleichung nullter Ordnung:

d*w dw
2”2 = R — 220 =
T (x) +a o (x) — z*w(x) = 0.

In deren bekannter Losung
w(l‘) = éllo(x) + égKo(I)

fiir x # 0, bzw. A A ) A
w(z) = Cilo(f(2)) + CoKo(f(2)) (5.5)

in den urspriinglichen Koordinaten, bezeichnen Iy und K, die modifizierten Bessel-
Funktionen nullter Ordnung und erster bzw. zweiter Art. Die Operatoren C’l und C’g
héngen von den Randbedingungen ab, auf die anschliefend in den konkreten Fallstudien
eingegangen wird.

5.1.2 Fall 1: Identifikation im Fall ohne Last und ohne Kelvin-
Voigt-Dampfung

Im einfachsten, mit ¢ = 0 reibungsfreien Fall, wie auch in [GKRW12a] und [GKRW12b]
betrachtet, hingt bei z = 0 keine Last am Seil, d.h. m = 0. So ergibt sich durch
Auswertung der Lésung (5.5) am unteren Seilende! Cy = 0; die Randbedingung (5.2b)

wird trivial. Allerdings folgt aus (5.5) unmittelbar w,(0,t) = 0, sodass das System
durch

gz%(z) + g%(z) — s%(2) =0 (5.6a)
P(f)z—f(@ + Ms*i(l) = F (5.6b)
w.(0) =0 (5.6¢)

beschrieben wird.

! Anderenfalls wiire die Auslenkung «(0) unendlich grof.
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Es wird angenommen, dass die Kraft /' unbekannt ist und stattdessen die horizon-
tale Position an beiden Enden gemessen wird, d.h. die Randgréfien

Da somit die Position des Wagens bekannt ist, wird der Identifikationsalgorithmus un-
abhéngig von der zugehérigen Randbedingung (5.6b) sein, womit weder die Linienichte
p noch die Masse M des Wagens unter diesen Voraussetzungen algebraisch identifizier-
bar sind?. Durch Auswertung der Definitionen von g und ¢, im Losungsansatz (5.5)
wird aus der Messgleichung

Yo = Io(0s)70 (5.7)

ersichtlich, dass lediglich der zur Vereinfachung der Notation eingefiihrte Parameter

o=2,/"
g

algebraisch identifizierbar ist, also bei bekannter Erdbeschleunigung die Seillénge ¢.
Eine Identifikationsgleichung leitet sich durch Anwendung des Ritt-Algorithmus auf
das sich aus (5.7) sowie den Dgln. fiir ¢y = Iy(0s) und ¢ = I1(0s) (vgl. Anhang A.4)

zusammensetzende Gleichungssystem
Ye = 1o
1% = 9122
sy = 051 — 1y
her:
o (G097 — Gobe) + (s~ o — 205) (e — Tobe) = *GoTioTe-
Daraus ergibt sich fiir die Identifikation der Linge

4 4 Ydenom (t) ’

im Zeitbereich (falls ygenom(t) # 0) mit

(= (5.8)

Ynum (1) = (Vo * vo * T201) () — (vo * t2vg * v1)(t) — 2(Fvg * vg * tvy) (1)
t
+ 2(tvg * tug * v1)(t) + / (Vg * tvg * v1 — Vg * vg * tvy) (o) do
0
ydenom(t) - (UO * Vg * Ul)(t)y

wobei ¢t : t + t erneut die identische Abbildung bezeichnet. Der Parameter kann
offensichtlich aus beliebigen Trajektorien der Messgrofien, also bei beliebiger Bewegung
des Seils, ermittelt werden, solange Ygenom(t) # 0 gilt.

2Steht die Kraft I anstelle einer der anderen Messgréfien 3o und y, zur Verfiigung (oder zusétzlich
zu diesen), so ldsst sich (bei Kenntnis von g) zusétzlich zur Linge ¢ des Seils zumindest ein Verhéltnis
der Masse M des Wagens und der Liniendichte p des Seils identifizieren.
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Abbildung 5.2: Identifikation der Seilldnge: (a) Auslenkung yp vom unteren Seilende (blau)
und y, vom oberen Ende (griin), (b) mit (5.8) berechnete Seilléinge (blau) im Vergleich mit
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der tatsichlichen Lange (griin).
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Abbildung 5.3: Identifikation der Seillinge in Gegenwart von mittelwertfreiem Rauschen: (a)
Auslenkung yo vom unteren Seilende (blau) und y, vom oberen Ende (griin), (b) mit (5.8)
berechnete Seillinge (blau) im Vergleich mit der tatséchlichen Léange (griin).

Zur Verifikation von (5.8) wurde die Losung von (5.1) bzw. die inverse Laplace-
Transformierte von (5.7) simuliert (vgl. z.B. [PRO1]). Die Ergebnisse in Abb. 5.2 lassen
klar erkennen, dass aufgrund der homogenen Anfangsbedingungen mit yo(t) = 0, t €
[0,2] s eine Identifikation erst fiir ¢ > 4 s moglich ist. Dass die tatsdchliche fiir die
Simulation verwendete Seillange von ¢ = 10 m nicht unmittelbar fiir ¢ = 4 s identifiziert
wird, ist numerischen Fehlern bei der Integration und Faltung der mit einer Schrittweite
von 5 ms abgetasteten Messsignale geschuldet.

Zur Priifung der Robustheit der Identifikation wurden den Trajektorien vom obe-
ren und unteren Seilende weifles Rauschen mit einem Signal-Rausch-Verhéltnis von
35 dB iiberlagert. Die zugehorige identifizierte Seilléinge ist in Abb. 5.3 dargestellt. Im
Gegensatz zum rauschfreien Fall kam hierfiir eine Simulation des Seils durch modale
Approximation (mit den ersten 20 Moden) zum Einsatz, um auch auf diese Weise die
Robustheit in der Berechnung von ¢ zu testen. Zwar wére fiir die in der Simulation
gewéahlten und mit einer Schrittweite von 5 ms abgetasteten Trajektorien von gy, und
ye¢ theoretisch eine Identifikation der Seillange fiir t > 9 s moglich, aufgrund des Rau-
schens, der modalen Approximation und erneut numerischer Fehler gelingt dies aber
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erst ab t ~ 15 s. Wahrend im Fall ohne Rauschen der Schiatzwert identisch mit der
tatsdchlichen Lénge ¢ war, ist hier eine leichte Oszillation mit der Frequenz der Schwin-
gung des unteren Seilendes zu erkennen. Der Fehler bei der Identifikation liegt jedoch
deutlich unterhalb von einem Prozent.

5.1.3 Fall 2: Identifikation im Fall mit Last und ohne Kelvin-
Voigt-Dampfung

Ist am unteren Ende des reibungsfreien Seils mit € = 0 eine Last der Masse m befestigt
(vgl. [GKRW12a, GKRW12b]), so ergibt sich aus (5.1) und (5.2) das Randwertproblem

o0z +m) T2 () 4 gp 2 (2) — psti(z) = 0 (5.92)
P(K)Z—f(é) + Ms*i(l) = F (5.9b)
P(O)Z_f(o) — ms*(0) = 0. (5.9¢)

Wie im Fall ohne Last wird angenommen, dass die Kraft F' unbekannt ist und statt-
dessen die horizontale Positionen beider Seilenden gemessen werden:

go =w(0),  go=w(l).
Ausgehend von der allgemeinen Losung (5.5) fiir (5.9a) mit f(z) = 2s %/f", die sich

alternativ unter Berticksichtigung der Identitdt (A.10) als

0(2) = [L(F(2) K (F(0)) + Ko(7(2) 1 (F(0))] £(0) 0 (0)

. J/

-~

51 (2)
+¥[fo<f<z>>f<o<f<o>> — Kol F(2) 1l F(0))] ﬁf(j) 0 (510
5202)

in Abhéngigkeit der Randwerte von w bei z = 0 darstellen l&sst, ergibt sich die Mess-
gleichung

e = [To(F(0) K1 (F(0)) + Ko(F(0) 1 (f(0)) ] F(0)3

+ [0 Ko (70)) = Ko(F(0) b (f(0))]

als Beziehung zwischen den beiden Messgrofien.
Zur Herleitung einer Identifikationsgleichung miissen die acht einem Differential-
gleichungssystem achter Ordnung bzgl. s geniigenden Bessel-Funktionen

b =1(£(0),  do=L(F0),  dy=K(f(0), =K (f(0))
U5 = IO(]E<€))7 s = h(f(g))a by = Ko(f(g)% Uy = K, (f(g))
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aus (5.11) eliminiert werden. Erneut lassen sich dafiir die Dgln. aus Anhang A.4 nutzen.
Aquivalent zu der Betrachtung fiir die schwingende Saite in Beispiel 5.3 ist das auf diese
Weise formulierte Eliminationsproblem mit der Messgleichung

f2(0)
2

Je = (st + o) f(0)go + (stbs — hrefy) Yo

und einem Differentialgleichungssystem achter Ordnung bzgl. s fiir 1@1, e ,1/;8 unnotig
komplex. Vielmehr sollte beriicksichtigt werden, dass die Fundamentallosungen Sy und
Sy in (5.10) ebenfalls Dgln. zweiter Ordnung sowohl bzgl. z als auch s erfiillen. Die
Definition neuer Gréfien

= W(f(0)Ko(F(0)) = Ko(£(0) Io(£(0)) (5.12a)
> = (To(F(0) K (f0) + Ko (F(0) 1 (f(0)) ) £(0) (5.12b)
Ty = (L (F(0) K (F(0) = K1 (F(0) L (£(0))) F(0) f(0) (5.12)
Ty = (L (J(0) Ko (F(0)) + K (f(0) Io(f0)) ) F(0) (5.12d)

fithrt auf besonders schéne Differentialgleichungen bzgl. s:

ST = Ty + Ty (5.13a)
sTh = — f2(0)Ty + T (5.13b)
sT5 = f2(0)Ty — f2(0)Ty (5.13¢)
sT) = f2(0) Ty — Ts. (5.13d)

Eine alternative Herleitung dieser Dgln., die nicht explizit von der Kenntnis der Lésung
Gebrauch macht, findet sich in Anhang B.3. Zusammen mit der Messgleichung (5.11)
ergibt sich das differentielle Ideal I = [f1, f2, f3, f4, f5] mit

fi = e — Totlo — 25°0, Tho

fa :sT1’+T2—T4

fy = sT + 4520, Ty — T

fi= 8Ty — 45%(0) + 02) T + 450, T}
fs = T} — 45%(0y + 0,)Ty + T,

wobei mit 8 = (0,60;) = (ﬁ, ﬁ) bereits die beiden algebraisch identifizierbaren Pa-
rameter ersetzt wurden3. Unter Verwendung des Ritt-Algorithmus ergibt sich nach

Elimination der 7} die Identifikationsgleichung

0 = ho + 01hy + Oshy + 02hs + 03hy + 0,055 (5.14)

3Ebenso wie im Fall ohne Last mit dem Quotient ¢/g hingt in Gegenwart einer Last die Losung
des Systems, also das dynamische Verhalten, lediglich von den Parametern 6; und 6, als Funktionen
der Systemparameter m, p, g und ¢ ab.
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Auf die Angabe der etwas ldnglichen Ausdriicke h; wird an dieser Stelle verzichtet.
Wesentlich ist, dass fiir ihre Berechnung im Zeitbereich Faltungsprodukte mit fiinf
Faktoren auszuwerten sind.

Im Gegensatz zur Losung des Parameterproblems in (5.14) durch Uberparametrie-
rung wie in [GKRW12a, GKRW12b] soll hier alternativ ein Zugang aus Abschnitt 3.2.2
verfolgt werden, der unter dem Hintergrund der in der vorliegenden Arbeit verwende-
ten Methoden der Differentialalgebra natiirlicher erscheint. Da die Identifikation der
beiden Parameter #; und #; mindestens zwei Gleichungen erfordert, werden Differen-
tialoperatoren DY) und D@22 entsprechend (3.2) auf (5.14) angewandt, wodurch
sich im Zeitbereich das Gleichungssystem

0 = him ) g plet) g pmt) 4 g2plmt) y g3plent) o g gople ) (5.15a)
0 = him) 4 g ple2b) o g p{rae) 4 g2pleba) y g3plaaba) o g g plazba) (5 15])

ergibt. Da die Gleichungen affin in 6; sind, lasst sich dieser Parameter durch Linear-
kombination beider eliminieren. Aus dem resultierenden Polynom

0 = ho + O3hy + O5hy + 033 + O3hy (5.16)

vierten Grades mit

ho = h{t P pleab2) _ planbuplazb2) (5.17a)
hy — hgal,bl)hgag,bg) B hgal,bl)hgag,bz) B héal,bl)héag,bg) " héal,bl)héaz,bg) (5.17b)
hy — hgahbl)héag,bg) B h:())al,bl)hgaz,bz) B h§a1,b1)héa2,bg) n héal,bl)hgag,bg) (5.17¢)
hy = h§a1,bl)hia2,b2) B hflal,bl)hgaz,bz) B hga1,b1)héa27bg) " héal,bl)h:())ag,bg) (5.17d)
hy = R plazbe) _ panbo) pe2,b2) (5.17¢)

ergeben sich vier Schitzwerte fiir 65, auf Basis derer sich mit (5.15a) (oder (5.15b)) ein
zugehoriger Wert
h(()al,bl) + 92hga1,b1) + eghgal’bl) + eghial,bl)

hgal,bl) +92héa1,b1)

berechnen lasst.

Eine zur Verifikation von (5.16) und (5.18) durchgefiihrte Simulation des schwe-
ren Seils mit Last (durch modale Approximation) verwendet die in Tabelle 5.1 dar-
gestellten Parameter, sowie die entsprechend (3.5) einfachste Wahl (aq,b1) = (1,0),
(ag,by) = (0,1). Die Ergebnisse fiir eine Uberfithrung des oberen Seilendes zwischen
zwei Positionen bei Oszillation des unteren Seilendes in der Endposition finden sich in
Abbildung 5.4. Aus den vier Losungen von (5.16) und zugehérigen Schitzwerten ent-
sprechend (5.18) ist zu erkennen, dass genau eine der Nullstellen iiber die Zeit konstant
ist. (Da lediglich die Realteile der vier Losungen abgebildet sind, kénnen an einigen
Stellen Bifurkationen der Losungen beobachtet werden.) Die (konstanten) Schétzwerte
fiir #; und 6, stimmen fiir t > 8 s trotz der modalen Approximation des System durch le-
diglich 10 Moden mit den tatsédchlichen Systemparametern iiberein, von Singularitdten
abgesehen.
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Parameter Wert Einheit

Seillénge ¢ 2 m

Last m 5 kg

Liniendichte p 3 ke/m
Kelvin-Voigt-Dampfung e 0 s

Erdbeschleunigung g 9.81 m/g2
Schrittweite 0.01 s
Anzahl Moden 10 -

Tabelle 5.1: Simulationsparameter.

2 AR
2 (VU

Auslenkung des Seils in m

"2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zeit t in s
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Abbildung 5.4: Schweres Seil mit Last: (a) Trajektorien der Auslenkung yo (blau) und
ye (griin), (b-c) aus (5.16) und (5.18) berechnete Parameter (blau) im Vergleich zu den
tatsichlichen Werten (griin).
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5.1.4 Fall 3: Identifikation im Fall ohne Last und mit Kelvin-
Voigt-Dampfung

Das schwere Seil mit Kelvin-Voigt-Dampfung entsprechend (5.1) ist ein Beispiel fiir eine
Dgl., deren hochste Ableitung sich als Mischableitung nach dem Ort z und der Zeit ¢
darstellt?. Fiir den Fall ohne Last ergibt sich aus (5.1) und (5.2) das Randwertproblem

g(1+¢€s) (pz%(z) + p%(z)) — ps*i(z) =0 (5.19a)
PO)(1+ as)fl—f(@ + Msti(e) = F (5.19b)
%(O) =0, (5.19¢)

wobei die Bedingung an den Gradienten bei z = 0 wie im Fall ohne Reibung in Ab-
schnitt 5.1.2 erneut aus der Forderung einer endlichen Auslenkung w(0) folgt.

Fiir dieses System wurden in [GKRW12¢] die Dampfung ¢ und die Seilldnge ¢ aus
der Kenntnis der Position ¢ + w(¢,t) und des Gradienten ¢ — w,(¢,t), der aufgrund
der linearisierten Betrachtung kleiner Auslenkungen dem Winkel bei z = ¢ entspricht,
identifiziert. Im Gegensatz dazu dienen hier die Auslenkungen

Jo=w(0),  ge=w(l)

als Messgrofien, wie bereits in den vorangegangenen Fallstudien. Aus der allgemeinen
Losung (5.5) ergibt sich fiir das Randwertproblem (5.19) die Beziehung

je = To(f(0)) o (5.20)

zwischen den beiden Messgrofien, wobei f (¢) entsprechend der Koordinatentransfor-
mation (5.4) als

n 1
0) =284 | ——
J(6) =2 g(1+es)
definiert ist.

Da die modifizierte Bessel-Funktion I einer Dgl. zweiter Ordnung geniigt, lasst sich
diese leicht aus der Messgleichung eliminieren und damit eine Identifikationsgleichung

0 = ho + Oshy + O1hy + 010503 + 02hy + 020305 + 03hg + 030507 + 0 hs (5.21)

fir die Parameter (61,6,) = (e, é) herleiten. Wie im Fall mit Last und ohne Démpfung
ist diese Identifikationsgleichung affin in 6,. Entsprechend lésst sich aus dem durch
Anwendung von Differentialoperatoren Dg‘“’bl) und Dg‘”’bg) resultierenden Gleichungs-
system eine in #; polynomiale Gleichung siebten Grades der Form

0= ho+ 01hy + 02hg + O3hs + 0T hy + 03hs + he + 07 hy (5.22)

4Dessen Laplace-Transformierte motiviert folglich die Wahl von A € R(s)"*" (und nicht A €
R[s]™*™) in (2.8) im Kontext partieller Dgln. mit konstanten Koeffizienten.
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Parameter Wert Einheit

Seillinge ¢ 10 m

Last m 0 kg

Liniendichte p 5 ke/m
Kelvin-Voigt-Dampfung ¢ | 0.1 s

Erdbeschleunigung ¢ 9.81 m/g2
Schrittweite 0.01 S
Anzahl Moden 30 -

Tabelle 5.2: Simulationsparameter.

gewinnen, wobei auf eine Angabe der h; in Abhingigkeit von iéahbl) und ﬁ§a2’b2) wie
in (5.17) verzichtet wird. Zu jeder der Nullstellen als Schétzwerte fiir 6; ergibt sich ein
zugehoriger Wert fiir 6, aus (5.21).

Erneut erfolgte eine Verifikation der Identifikation von ¢, und 6, auf Basis von (5.21)
anhand von Simulationsstudien. Exemplarisch sind die Ergebnisse fiir eine Simulati-
on des schweren Seils mit Kelvin-Voigt-Dampfung (durch modale Approximation) mit
den Parametern in Tabelle 5.2 sowie (a1, b1) = (1,0), (ag,b2) = (0,1) in Abbildung 5.5
dargestellt. Von den sieben Nullstellen von (5.22) ist dabei nur eine zeitlich konstant.
Dariiber hinaus ist aus den abgebildeten Ausschnitten zu erkennen, dass lediglich eine
der sieben Nullstellen von (5.22) positiv ist. Die Auswahl der dem (positiven) System-
parameter entsprechenden Nullstelle ist damit sehr einfach. Beide Parameter werden
nahezu exakt richtig identifiziert.

Auf die Identifikation der Dampfung € in Gegenwart einer angehéngten Last wurde
kurz in [GKRW12c¢] eingegangen. Da das Vorgehen fiir die Identifikation der System-
parameter sich lediglich in der symbolischen Komplexitéit von den bisher betrachteten
Fillen unterscheidet, wird auf diese Konstellation nicht weiter eingegangen.

5.2 Eine ringférmige, elastische Platte

Ein weiteres Beispiel fiir ein System mit ortsabhéngigen Koeffizienten ist eine diinne
elastische Platte, wie in Abb. 5.6 schematisch skizziert. Die diinne ringférmige Platte
mit Innenradius r; und Auflenradius r, weist eine im Vergleich zu ihrem Durchmes-
ser vernachlissighbare Hohe h auf. Entsprechend der Betrachtung in [WRO04] sei die
vertikale Auslenkung w(r,¢) der Platte am Ort r zum Zeitpunkt ¢ unabhéngig vom
(Azimuth-)Winkel der Platte, wodurch das System zu einem ortlich eindimensionales
Problem wird®. Da die Betrachtung auf kleine Auslenkungen beschrinkt ist, entspricht
w(r,t) zugleich dem Winkel zwischen der Platte und der Vertikalen. Die sich aus der
Kirchhoffschen Gleichung unter Vernachlissigung der rotatorischen Tréagheit ergebende

5Fiir umfangreichere Betrachtung zum Modell und dessen Herleitung sei auf die verwandten Ar-
beiten [RW06] und [RW08b] und die darin angegebenen Referenzen verwiesen.
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Abbildung 5.5: Schweres Seil mit Kelvin-Voigt-Ddmpfung: (a) Trajektorien der Auslenkung
yo (blau) und y (griin), (b-c) basierend auf (5.21) berechnete Parameter (blau) im Vergleich
zu den tatséchlichen Werten (griin).



5.2. Eine ringférmige, elastische Platte 71

Ta T 0

Abbildung 5.6: Schematisches Darstellung des Schnitts einer ringférmigen, elastischen Platte.

partielle Dgl.

A*w + 207w = 0, A= %@(r@r) (5.23)

fiir die Auslenkung w der Platte kann als Analogon zum Euler-Bernoulli-Balken in
Abschnitt 4.3 angesehen werden. Es bezeichnet 3% = p_g das Verhéltnis aus Dichte
p, Hohe h und Steifigkeit D der Platte. Fiir die innen fest eingespannte Platte, an
deren duflerem Rand iiber einen Stelleingriff u sowohl ein Moment als auch eine Kraft
eingepriagt werden, ergeben sich die Randbedingungen aus [WRO04]

w(r;,t) =0 (5.24a)

O.w(r;,t) =0 (5.24b)

Aw(rq,t) — (1 — U)%@Tw(ra, t) = knu(t) (5.24¢)
0, Aw(rq,t) = kpu(t), (5.24d)

mit der Poissonzahl v und den Proportionalitétsfaktoren k,,, k.

Man erkennt leicht, dass sich der Differentialoperator in (5.23) mit
A%+ 528152 = (A +jBo)(A - jBo,)

in zwei Bessel-Operatoren (vgl. schweres Seil in Abschnitt 5.1) faktorisieren lésst. Ent-
sprechend bilden die Bessel-Funktionen

ein Fundamentalsystem fiir die durch Laplace-Transformation aus (5.23) hervorgehende
gewohnliche Dgl. und geniigen jeweils autonomen Dgln. zweiter Ordnung bzgl. s (vgl.
Anhang A.4). Da gleiches fiir die Fundamentallésungen ¢ 5, k=1,...,4 in

~ ~ d N d2 ~ R d3 ~
W(r) = dra(r = r)i(rs) + ra(r =) = (1) + dra(r =) T (1) + dralr —r) = (r)
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gelten muss, erhélt man das Differentialgleichungssystem

o, 0 1 0 0 0 0 0 0 7
(e V1
77% 0 _1 0 0 52(7”24*7"12) 0 _ 52(75:257"@'2) B27"i3 &2
@Eé 0 0 0 1 0 0 0 0 s

- r2—r? r r24r2 r24r? r2—r? 2rds2 -
,lvbil _ 47”1-521 - ? - 47“%_522 _% 47%_521 0 ( - Z)L(r?l_f = rz‘%S ¢4
! o 0 0 0 0 1 0 0o ||

_? r2—r2 r2—3r2 r; r24-5r2 3 r2—p2 1 _5
77Z_)6 452 * 0 47“1-321 - ?1 - 47“2.2 32Z s 2r2.3 ss T s 77Z_)6
YL 0 0 0 0 0 0 0 1 (I

W r2—r? r24-3r2 s r2—r? 2 7
77Z)8 0 0 452 - 0 - 47"1-521 - ? 27*.255 s 1/}8

(5.27)

mit o1 = ¢217k, k=1,...,4, wobei zur Vereinfachung der Darstellung auf die Angabe
des Arguments r — r; von Yy, verzichtet wurde.

Fiir die Identifikation der Parameter 3, r;, 74, v, ky, und k; des Systems — Iden-
tifizierbarkeit vorausgesetzt — werden mit der Laplace-Transformierten von (5.24) die
Randwerte in der Losung (5.26) bestimmt. Basierend auf der Messung des Stellein-
griffs & und der Auslenkung w(r,) am &ufleren Rand der Platte ergibt sich daraus
eine polynomiale GIl. in den Messgrofien, den Systemparametern und zﬁk = Yp(ry —13),
k=1,...,8:

0= ((1271/;2 - 1&51/}4)%7’@'3 - (21/;51&8 + @6@7)%% + 21&8&7% + (1/}4% + 1&5&6)%7’1‘2)/’%@
(( A51723 —¢7T$1)Ta + (1;57;8 —1;6@7)(7/— 1))7“1‘3 - (@37&7 +7;52))7”i2 +212? - 37&5&7%’)%) kru
(

~

1/;1124 - 1221#3)7‘(17’1'3 + (1;41&6 - 1&8&2)(7/ —1)r®+ ((21[11'@8 - 21/;71&2)% +31/A}81$6(V - 1))7%'
+ (Wats — Dido)rar? — (s + ) — D = 2030 — 1)

Auf die in diesem Fall umfangreiche Elimination der i, unter Verwendung von (5.27)
wird nicht weiter eingegangen.

5.3 Allgemeine Beobachtungen und weitere Bei-
spiele

Die betrachteten Beispiele des schweren Seils (mit und ohne Last) sowie der ringfoérmi-
gen, elastischen Platte werfen eine fiir die Herleitung einer Identifikationsgleichung
wichtige Frage auf: Wie lassen sich die Dgln. herleiten, denen die Fundamentallosungen
bzgl. der komplexen Verédnderlichen s der Laplace-Transformation geniigen? Wesentlich
ist dabei insbesondere die Ordnung derartiger Dgln. Anhand der Beispiele wurde be-
obachtet, dass die Fundamentallosungen sowohl fiir das schwere Seil als System zweiter
Ordnung bzgl. z als auch fiir die ringférmige Platte mit der doppelten Ordnung (bzgl. 2)
jeweils Dgln. zweiter Ordnung bzgl. s geniigen. Als Ursache erkennt man, dass sich der
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Differentialoperator (5.25) der Platte in zwei Differentialoperatoren zweiter Ordnung
bzgl. z faktorisieren lasst.

Mit der Frage der Faktorisierung von Differentialoperatoren haben sich bereits
G. Frobenius, E. Landau und G. Mammana zu Beginn des 20. Jahrhunderts beschéftigt.
Exemplarisch sei hier auf die Arbeiten [Ber07] und [Fak99] verweisen, die zudem eine
umfangreiche Liste weiterfiihrender Referenzen zum Thema enthalten. Hier soll an-
hand zweier (abstrakter) gewohnlicher Dgln. die Bedeutung im Zusammenhang mit
der vorgestellten Identifikationsmethode hervorgehoben werden.

Fiir die Dgl.

. R
ﬁ(Z) +2CL Sz %

dritter Ordnung (vgl. [Kam48, Gl. (3.15)]) ist mit den speziellen Losungen

(2) + 2a®s%210(z) = 0 (5.28)

JA12/4(}L\/§CL822), j1/4(}1\/5@322)[%1/4@\/%%2), IA(%M(}L\/ﬁaszz)

ein Fundamentalsystem bekannt. Da der zur Dgl. gehorende Differentialoperator ir-
reduzibel ist [Fak99], geniigen die Fundamentallosungen zwar (5.28) aber keiner Dgl.
niedrigerer Ordnung. Ebenso stellt man nach einigen Umformungen fest, dass sie ebenso
jeweils eine Dgl. dritter Ordnung bzgl. s erfiillen, jedoch keine Dgl. niedrigerer Ordnung.
Folglich ergébe sich fiir die drei Fundamentallésungen ein Differentialgleichungssystem
neunter Ordnung, mit Hilfe dessen sich die Fundamentallosungen aus einer etwaigen
Messgleichung im Rahmen der Parameteridentifikation eliminieren lieflen.
In einem zweiten Beispiel wird die Dgl.
2 A

4+ DY) — (5)() = 0 (5.29)
zweiter Ordnung in Abhéangigkeit des Polynomgrads N € Ny untersucht, deren Funda-
mentallosung hypergeometrische Funktionen sind [Kam48]. Insbesondere ergeben sich

N=0: el )= e /()= (5.30a)
N=1: Ve +1L(2f(s)Vz+ 1), Vz+ 1K (2f(s)Vz+1) (5.30b)
N=2:  (oq1)ser (z 4 1) (5.30¢)
N=3: Vz+1L(3D), Ve 1K (24) (5.30d)
N =4 (z+ 1) sinh (%), (z+ 1) cosh (ﬁfl)) (5.30e)

Die Fundamentallosungen fiir N € {0, 2,4} unterscheiden sich wesentlich von jenen fiir
N € {1,3}. Sie geniigen Dgln. erster Ordnung bzgl. z mit ortsabhéingigen (komplexen)
Koeffizienten, wohingegen die speziellen Losungen im Fall N € {1,3} nur derartige
Dgln. zweiter Ordnung erfiillen. Entsprechend ist der Differentialoperator in (5.29)
irreduzibel fiir die betrachteten ungeradzahligen Grade und lésst sich faktorisieren fiir

N =0 als
LR Lii . f@ﬂ in ¥ f(s)] ,
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flir N =2 als

2

(z + 1)2% — (f(5))* = {(z + 1)% - % + ¢tanh (¢1n(z + 1))}

. l(z + 1)% — % — ¢tanh (¢In(z + 1))}

(1+4(f(s))?

5 und fir N =4 als

mit ¢ =

2

D g~ 0P = [+ 1P =2 =14 56| [+ 124 -2 - 1= 760
wobei der Fall N = 0 auf den hier weniger interessanten Fall einer Gleichung mit
konstanten Koeffizienten fiihrt.

Ebenso wie bei allen bisher betrachteten Systemen sowohl mit konstanten als auch
mit ortsabhédngigen Koeffizienten verifiziert man fiir (5.30) leicht, dass die Dgln., denen
die Fundamentallésungen bzgl. z und s geniigen, jeweils die gleiche Ordnung aufwei-
sen. Daher wird vermutet, dass die minimale Ordnung einer Dgl., der eine Fundamen-
tallosung bzgl. s geniigt, mit der Ordnung des zugehorigen Faktors des faktorisierten
Differentialoperators iibereinstimmt.

Im Rahmen der algebraischen Identifikation und der notwendigen Elimination der
Fundamentallosungen aus einer Messgleichung ist damit die Ordnung der Dgln. der
Fundamentallosungen bzgl. der komplexen Verédnderlichen s der Laplace-Transforma-
tion bekannt. Folglich kénnen Aussagen iiber die Komplexitit und Struktur einer als
Ergebnis der Elimination hervorgehenden Identifikationsgleichung sowie insbesondere
die minimale Anzahl der zu faltenden Faktoren getroffen werden (vgl. beispielsweise
den Euler-Bernoulli-Balken in Abschnitt 4.3).



Kapitel 6

Anwendung der algebraischen
Identifikation auf weitere
Systemklassen

Uber die linearen eindimensionalen partiellen Dgln. mit konstanten und ortsabhingigen
Koeffizienten hinaus fasst dieses Kapitel diverse Anwendungen der algebraischen Iden-
tifikation auf weitere Systemklassen zusammen. Mit einer hydraulischen Leitung wird
der Zugang zunédchst auf ein oOrtlich zweidimensionales System angewandt. Es wird
an Beispielen illustriert, dass sich in fraktionalen Systemen sowohl deren nicht-ganz-
zahlige Ableitungsordnungen (bzgl. der Zeit) algebraisch identifizieren lassen als auch
die iibrigen Systemparameter. In Verallgemeinerung dessen wird gezeigt, dass sich die
Ordnung gewohnlicher Dgln. in Form von Eingangs-Ausgangs-Gleichungen ohne Ein-
gangsableitungen eindeutig aus den Verldufen von Eingang und Ausgang berechnen
lasst. AbschlieBende Bemerkungen zu nichtlinearen und 6rtlich mehrdimensionalen par-
tiellen Dgln. sind eher als Ausblick zu verstehen.

6.1 Eine hydraulische Leitung

Die Besonderheit der hier betrachteten hydraulischen Leitung, bei der eine Fliissigkeit
in einem zylindrischen Rohr stromt, besteht darin, dass ihr Modell zunéchst ortlich
zweidimensionale partielle Dgln. enthélt. Die Ausnutzung von Symmetrien und die Dar-
stellung in speziellen (und fiir die Untersuchung vorteilhaften) Systemgrofien ermoglicht
jedoch die Uberfithrung auf ein (eindimensionales) Randwertproblem, das jedoch im
Unterschied zur Darstellung erster Ordnung in (2.8) irrationale Faktoren in s aufweist.
Dennoch wird es auch hier moglich sein, durch Elimination der irrationalen Ausdriicke
eine in s polynomiale Identifikationsgleichung herzuleiten.

Dieser Abschnitt betrachtet die Identifikation fiir ein Leitungsmodell mit frequenz-
abhingiger Reibung und folgt dabei im Wesentlichen [GRS12a], bzw. der ihr zu Grunde
liegenden Arbeit [GRS12b]. Dariiber hinaus findet sich in [SGR13] eine Gegeniiber-
stellung der Identifikation der Parameter dreier Modelle fiir eine hydraulische Leitung,
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Abbildung 6.1: Skizze einer hydraulischen Leitung.

einschlieBlich jenem mit frequenzabhéngiger Reibung, die deren transientes Verhalten
jeweils unterschiedlich genau abbilden.

6.1.1 Mathematisches Modell

Das hier fiir die in Abb. 6.1 skizzierte hydraulische Leitung verwendete Modell mit
frequenzabhéngiger Reibung geht auf [DO64] zuriick. Es geht von der Annahme aus,
dass die Wand des Rohrs starr ist und seine kreisférmige Schnittflache einen konstanten
Radius R aufweist. Dariiber hinaus wird angenommen, dass die Stromung im Rohr
laminar ist und jegliche konvektiven Komponenten aufgrund der kleinen Mach-Zahl
vernachlassigt werden kénnen. Fiir eine umfangreichere Modellierung sowie Diskussion
und Bewertung der verschiedenen Annahmen wird auf [DO64] und [SD86] verwiesen.
Unter Ausnutzung von Rohrsymmetrien ergeben sich fiir die Stromungsgeschwin-
digkeiten u(r, z,t) und w(r, z,t) in axialer bzw. radialer Richtung sowie den iiber den
Querschnitt des Rohrs konstanten Druck p(z,t) die Impulsbilanz in axialer Richtung

0.p(z,t) + <8t —v0? — ;@) pu(r,z,t) =0 (6.1a)
sowie die Massenbilanz
1 1
?0,5]9(2, )+ (; + 6r> w(r, z,t) + 0,u(r,z,t) =0 (6.1b)

mit der radialen Koordinate r € [0, R], der axialen Koordinate z € [0, L] und der
Zeit t > 0. Die konstanten Parameter K, p und v bezeichnen den Kompressionsmodul
der Fliissigkeit, dessen Dichte und kinematische Viskositiat. Es sei bemerkt, dass die
Impulsbilanz in radialer Richtung wegen u > w vernachléssigt werden konnte, ebenso
wie die Energiegleichung aufgrund der nur geringen Fluktuationen der Temperatur.

Ausgehend von einem stationdren Stromungszustand bei ¢ = 0, also homogenen
Anfangsbedingungen fiir die als Abweichungen von stationdren Werten definierten ver-
teilten GroBen, ergibt die Laplace-Transformation von (6.1)

(af + %ar - f) alr 2) = =92y (6.22)

v :p_ydz

%ﬁ(z) + G - 8T> w(r, z) + 90,1(r,z) = 0. (6.2b)
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In diesen weiterhin partiellen Dgln. erkennt man in (6.2a) einen auf 4 bzgl. der radialen
Koordinate wirkenden Bessel-Operator. Unter der Annahme einer verschwindenden
Geschwindigkeit am Leitungsrand r = R, d.h. u(R, z) = 0, und der Forderung einer
endlichen Losung in der Mitte des Rohrs, korrespondierend zu 0,u(0,z) = 0, folgt
daraus die Losung [DOG64]

i(r, 2) = (M - 1) Ldby (6.3)
Io(R\/%) ps dz
Nachdem damit die Stromungsgeschwindigkeit in axialer Richtung als Funktion des
Druckgradienten vorliegt, treten nur noch Ableitungen der radialen Komponente w
bzgl. r auf. Aufgrund der Rohrsymmetrie entfallen diese jedoch, wenn zu einer Dar-
stellung mit Volumenstrémen anstelle von Stromungsgeschwindigkeiten iibergegangen
wird.
Da die Messung des Volumenstroms

q(z,t) = /OR /O27r u(r, z,t) rdeodr

technisch einfacher ist als jene des Geschwindigkeitsprofils des Fluids iiber den gesamten
Querschnitt des Rohres, ldsst sich eine fiir die folgende Identifikation vorteilhaftere

Systembeschreibung
dp p Do (RV3)
i) = — v A4
)=~ i (6.42)
dq TR?
E(z) = —3719(2) (6.4b)

fir (6.3) und (6.2b) durch Integration dieser Gln. iiber die radiale Koordinate unter
Beriicksichtigung von w(R, z) = 0 angeben. Somit liegt (aufgrund der angenommenen

Symmetrien) ein System gewohnlicher Dgln. fiir die 6rtlich zweidimensionalen partiel-
len Dgln. (6.1) vor.

6.1.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen liegt mit (6.4) ein System vor, dessen Ko-
effizienten irrational in s sind. Es wird daher vermutet, dass ein analoges Vorgehen zu
Kapitel 2 auf eine Gleichung mit irrationalen Ausdriicken fiihrt.

Fiir die Identifikation der Leitungsparameter wird davon ausgegangen, dass samtli-
che Randwerte, also der Druck und der Volumenstrom bei z = 0 und z = L, gemessen
werden':

Die Identifikation ist damit unabhéngig von spezifischen Randbedingungen, weshalb
auf sie im Zusammenhang mit der Herleitung des Randwertproblems (6.4) nicht weiter

In [GRS12a] ist die Identifikation fiir jenen Fall betrachtet, dass lediglich die Driicke p(0) und
p(L) zur Verfiigung stehen, aber keine Messung des Volumenstroms.
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eingegangen wurde. Dariiber hinaus wird angenommen, dass die Leitungsgeometrie,
also die Liange L und der Radius R bekannt sind. Als unbekannte und (sofern moglich)
zu identifizierende Parameter verbleiben die Dichte p, der Kompressionsmodul K und
die Viskositét v.

Aus der Losung

(?Ez) ) _ ( co'sh(flz) —sinh{fz)) (? 0) ) (6.6)
Zq(z) —sinh(I'z)  cosh(I'z) Zq(0)

\/7 Z:\/P_K 1o (R\/g)
K\ I ( R\/f R\ I (R\/%)

ergibt sich unmittelbar eine Beziehung zwischen den vier Messgrofien in (6.5). Anstelle

> I/~

von (6.4) mit

der Ableitung dieser Gln. nach s werden zur Erhaltung von Symmetrien die hyperbo-
lischen Funktionen unter Verwendung der hyperbolischen Identitét

(cosh(fz))2 — (sinh(fz))2 =1

(analog zur elektrischen Leitung in Abschnitt 4.2) eliminiert. Man beobachtet, dass
(6.6) nur dann nach den hyperbolischen Funktionen aufgelost werden kann, wenn
pA(z2) — Z 24%(2) # 0 gilt, wovon im Folgenden ohne wesentliche Einschréinkungen der
Allgemeinheit ausgegangen wird. Die Annahme ist erfiillt, wenn die Leitung nicht re-
flexionsfrei abgeschlossen ist, da sich bei angepasster Leitungsimpedanz am Rand die
Wellen in nur eine Richtung mit p(z) = +Z¢(z) ausbreiten. So folgt aus der hyperbo-

lischen Identitat
K Iy (R
(A2 AZ) P 0 ( \/_) ( A2) _ 0, (67)

ERREA T

Pr — Py
C

wobei Z die charakteristische Leitungsimpedanz bezeichnet.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen treten in (6.7) mit ¢, einem
Quotient modifizierter Bessel-Funktionen, weiterhin in s irrationale Ausdriicke auf.
Macht man sich jedoch zu Nutze, dass ( mit der Riccati-Gl.

43—C + s(? —(28+4—>C+S—0

einer in é (und seiner Ableitung) polynomialen Dgl. geniigt, folgt durch Einsetzen von
(6.7) die Identifikationsgleichung

0= ho+ Zthy + 23%152 + Z2hy (6.8)
mit

~ ~ ~ ~ ~ A A A A ~ A A

ho=P =@  h=APQ-PQ-sPQ),  hs=-2PQ
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Abbildung 6.2: Simulationsmodell fiir die hydraulische Leitung.

und P = P2 — P2, Q = ¢? — 2. Die Identifikationsgleichung ist polynomial in den
(algebraisch) identifizierbaren Parametern §; = Z2 und 6, = v/R?. Bei bekanntem
Radius R sind damit sowohl die Viskositéat v als auch mit der Leitungsimpedanz 7, das
Produkt aus Dichte p und Kompressionsmodul K aus den Trajektorien der Randgrofien
(6.5) identifizierbar.

Fiir die Bestimmung der Parameter #; und 6y aus (6.8) wurden n = 6 Gln. der
Form

0 = hi™ (1) + 20 (1) + 0,005 (1) + 0,15 (1)

entsprechend Abschnitt 3.1 generiert und das resultierende Gleichungssystem durch
Uberparametrierung gelost?.

6.1.3 Simulationsergebnisse

Zur Validierung von (6.8) wurden mit Hilfe der hydroLib-Toolbox Simulationen mit
MATLAB® /Simulink® durchgefiihrt. Die Toolbox von [Man12] stellt dabei ein Modell
der betrachteten hydraulischen Leitung basierend auf der Zielke-Suzuki-Simulationsme-
thode zur Verfiigung [Zie66, STS91]. Das in Abb. 6.2 dargestellte Simulationssystem
wird von einer Quelle mit dem konstanten Volumenstrom g¢; angesteuert, das durch
ein als PT-Glied modelliertes 3-2-Wege-Ventil mit einer Schaltzeit von 20 ms mit der
Leitung verbunden ist. Weitere Simulationsparameter finden sich in Tabelle 6.1.

Durch das SchlieSen des Ventils erfahren der Volumenstrom und der Druck im
Rohr zum Zeitpunkt ¢ = 0.1 s eine Anregung aus ihrem stationdren Regime. Die
zugehorigen Trajektorien der vier Messgrofien (zuziiglich des stationdren Anfangswer-
tes) sowie die darauf basierend berechneten Schétzwerte fiir den Kompressionsmodul
K und die Viskositdt v konnen Abb. 6.3 entnommen werden. Man erkennt, dass die
Schétzwerte fiir die Parameter nahezu unmittelbar ab ¢ = 0.4 s mit den tatsdchlichen
Werten iibereinstimmen. Eine frithere Identifikation ist aufgrund der vierfachen Fal-
tung in (6.8) nicht moglich, da das Ventil fiir 0 < ¢ < 0.1 s geschlossen ist und somit
po(t) = pr(t) = qo(t) = qr(t) = 0 auf diesem Intervall gilt.

2Im Wesentlichen wurden (a;,b;) = (6—1i,6+1),i = 1,...,6 gewihlt, um einerseits (5.2) zu erfiillen
und andererseits durch die mindestens siebenfache Integration der h; eine hohe Unterdriickung von
weiflem Rauschen zu erreichen.
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Parameter Wert Einheit

Léange L 20 m

Radius R 7.5-1073 m

Eigenwerte des Ventils 70m(—1 £ j5) st
kinematische Viskositat v 34-107° m? /s
Dichte p 860 ke /m3
Kompressionsmodul K 1.4-10° N/m2
Volumenstrom g 20 V/min
nominaler Volumenstrom durch Blende 20 V/min
nominaler Druckabfall {iber Blende 15 bar
Tankdruck pr 15 bar

Totvolumina Vg, V; 1 |

Tabelle 6.1: Simulationsparameter.

Da in einer experimentellen Umgebung die betrachteten Messsignale meist durch
einen nicht geringen Rauschanteil gestort sind, wird den nominalen Messsignalen in
einer zweiten Simulation mittelwertfreies weifles Rauschen mit einem Signal-Rausch-
Verhiltnis von 35 dB hinzugefiigt. In Abb. 6.4 ist zu erkennen, dass trotz der negativen
Wirkung der signifikanten Rauschamplitude sehr passable Schétzwerte fiir die Parame-
ter erzielt werden kénnen. Dass im Vergleich zum rauschfreien Fall die Schétzwerte
bereits fiir t > 0.2 s zur Verfiigung stehen, begriindet sich durch das frithere Schlieffen
des Ventils.

6.2 Lineare fraktionale Systeme

Fraktionale Systeme, also solche mit nicht-ganzzahligen Ableitungsordnungen® (im hie-
sigen Kontext nach der Zeit), haben in den letzten Jahren verstirkt Interesse auf sich
gezogen, insbesondere fiir die Modellierung von visko-elastischen Materialien (z.B. Po-
lymeren) und Batterien. Wéhrend die meisten dieser Modelle empirischer Natur sind
und ihre Validierung (lediglich) durch eine Identifikation der im Vergleich zu einem An-
satz mit ganzzahligen Ableitungen wenigen Modellparameter erfolgt, existieren auch
Beispiele fraktionaler Systeme, die aus einer physikalisch basierten Modellbildung her-
vorgehen. Eine der ersten mathematischen Modellierungen findet sich in [TB84], wo
die Losung einer Diffusionsgleichung fiir ein Newtonsches Fluid auf halboffenem Gebiet
auf ein fraktionales System der Ordnung 1/2 fiihrt.

Im Folgenden werden zunéchst einige einfithrende Bemerkungen zu Definitionen
fraktionaler Ableitungen angegeben, die anschlieffend fiir die algebraische Identifika-

3Die Bezeichnung fraktional ist historisch begriindet. Eine fraktionale Ableitung kann allgemeiner
reeller oder sogar komplexer Ordnung sein.
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(b) Trajektorien der Volumenstréome ¢y (blau, durchgezogen) und ¢ (rot, gestrichelt) —
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(c) Schétzwerte fiir den Kompressionsmodul K (blau) und die Viskositdt v (rot).

Abbildung 6.3: Identifikation basierend auf simulierten Trajektorien.
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(c) Schétzwerte fiir den Kompressionsmodul K (blau) und die Viskositdt v (rot).

Abbildung 6.4: Identifikation basierend auf simulierten und von mittelwertfreiem weilen Rau-
schen iiberlagerten Trajektorien.
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tion der Ableitungsordnung und der iibrigen Systemparameter benotigt werden. Der
vorgestellte Ansatz, der sowohl fiir ein Beispiel mit konzentrierten als auch fiir eines mit
verteilten Parametern diskutiert wird, ist das einzige bekannte parametrische Verfah-
ren, das ohne Approximation des fraktionalen Systems auskommend die Identifikation
samtlicher Systemparameter einschliefllich der Ableitungsordnung ermoglicht [GR12,
GR13]. Als Beispiele fiir alternative, wenn auch nicht gleichwertige, Verfahren seien
die fraktionale Zustandsvariablenfilterung (eng. state variable filter) aus [COPBO01] ge-
nannt, das die Kenntnis der Ordnung voraussetzt, die Approximation der fraktionalen
Ableitung durch FEM in [SG02] oder die auf einer modalen Approximation basierende
Frequenzgangmethode in [KLO09]. Ein ausfiihrlicherer Uberblick iiber Identifikations-
methoden findet sich in [MVNOOT7].

6.2.1 Mathematische und systemtheoretische Grundlagen

Die mathematischen Definitionen und systemtheoretischen Grundlagen in diesem Ab-
schnitt entstammen den Biichern [Pod99] und [OS74] sowie dem einfiihrenden Aufsatz
[GMO7].

Die am weitesten verbreitete der zahlreichen Definitionen fiir fraktionale Ablei-
tungen geht auf B. Riemann und J. Liouville zuriick und wird ihnen zu Ehren als
Riemann-Liouville-Definition bezeichnet. Ausgangspunkt ist das (linksseitige) fraktio-
nale Integral, das als natiirliche Erweiterung der n-fachen Integration einer Funktion
f basierend auf der Cauchy-Formel

/Ot /001.../0""1 F(0n) dowdon_r -~ doy = P(1n> /Ot (t_f(:))l_n o onen

mit der Gamma-Funktion I', als

JOf(t) = 1>/0t( IO 0 s

IN(e! t— 7))«

fiir reelle Integrationsordnungen 0 < o € R definiert ist?. Aus der Forderung, dass die
fraktionale Ableitung Dy* der linksinverse Operator von J;* sein soll, also D¢ Ji f = f,
folgt die Riemann-Liouville-Definition

1 dl/ t
Ry R
0

t — O-)a—i—l—u

Dif(t) = (6.9a)

— f(t), oa=v

mit der Ableitungsordnung a € (v — 1,v|, v € N. Eine alternative Definition wurde
von M. Caputo eingefiihrt:

(6.9b)

4TIm Gegensatz zu allgemeineren Definitionen wurde die untere Integrationsgrenze zu Null gewihlt
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Die mathematischen Bestimmungsgleichungen machen deutlich, dass die fraktionale
Ableitung einer Funktion zu einem Zeitpunkt ¢ von Funktionswerten auf dem Inter-
vall [0,¢) abhéngt. Dieser globalere Charakter, der sich wesentlich von herkémmlichen,
ganzzahligen Ableitungen unterscheidet, bei denen die Ableitung an einem Punkt ledig-
lich von benachbarten Punkten abhéngt, hat dazu gefiihrt, dass fraktionalen Systemen
eine Art ,,Gedéchtnis“ zugeschrieben wird, was sie nicht nur fiir die Modellierung von
Polymeren und Batterien als besonders geeignet erscheinen léasst. Die die Systeme be-
schreibenden Gln. sind Funktional-Differentialgleichungen.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Riemann-Liouville-Ableitung und der
Caputo-Ableitung besteht in der Definition zugehoriger Anfangsbedingungen. Hier wird
auf die klassische Definition nach [OS74] zuriickgegriffen, auch wenn Ergebnisse in den
letzten Jahren (z.B. [LHO8, TMSO12]) zeigen, dass diese die Anfangsbedingungen nicht
allgemein hinreichend gut beriicksichtigen. (Eine Erweiterung der algebraischen Iden-
tifikation auf die aus diesen neuen Erkenntnissen hervorgehenden Definitionen ist noch
zu untersuchen.) So gelten fir die Laplace-Transformierten von (6.9a) und (6.9b)

v—1

DYf = |s2f = DFEJFef(0)s* 7k, v-l<a<wyveN (6.10a)
L k=0
B v—1

Def = |s*f — f(k)(())sa_l_k] : v—1l<a<py,veN,  (6.10b)
L k=0

wobei J/ % f(0) der rechtsseitige Grenzwert von J; ¢ f(t) fiir ¢t — 0 ist. Fiir homogene
Anfangsbedingungen sind beide offensichtlich identisch.

6.2.2 Ein System mit einer fraktionalen Ableitung
Als Beispiel fiir ein System mit fraktionaler Zeitableitung dient das empirische Modell
o(t) = Epe(t) + E1Dje(t), a € (0,1) (6.11)

eines visko-elastischen Materials (z.B. [Bag83]), das oftmals aufgrund der drei es be-
schreibenden Parameter Ej, F; und « als verallgemeinertes 3-Parameter-Voigt-Modell
bezeichnet wird. Darin ergibt sich die Spannung o aus der Superposition eines elasti-
schen Anteils Fye und eines visko-elastischen Anteils, der von der fraktionalen Ablei-
tung der Ordnung « der Dehnung ¢ abhéngt. Fiir die Identifikation der drei Parameter
wird angenommen, dass die Trajektorien der Messsignale der Spannung ¢ und der
Dehnung ¢ bekannt sind.

Wird zunéchst von homogenen Anfangsbedingungen ausgegangen, so lautet die
Laplace-Transformierte von (6.11)

& = Eoé + By s°¢. (6.12)

Um eine in « polynomiale Gl. zu erhalten, wird nach s abgeleitet und durch Kombi-
nation mit (6.12) s* eliminiert. Die resultierende Identifikationsgleichung

(& + as'é)(6 — Egé) = £(6' — Eoé) (6.13)
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ist polynomial in s7!, den Parametern Ey und o sowie den Messsignalen und ihren
Ableitungen nach s. Soll lediglich die Systemordnung « identifiziert werden, so kann
durch Kombination von (6.13) und dessen Ableitung nach s der Parameter Fy eliminiert
werden:

Al ANl

as té(é6’ — E'6) = (s7'é — 2¢) (86" — €'6) + é(é6" — €"5).

Die Interpretation dieser in « affinen Gleichung im Zeitbereich ist direkt méglich und
erfordert keinerlei fraktionale Ableitungen oder Integrale.

1

Alternativ ergibt sich aus der Darstellung von (6.13) und der mit s~' multiplizierten

Gl. im Zeitbereich ein in « und aFy lineares Gleichungssystem:

( —fot(e*a)(T)dT fOt(E*E)(T)dT ) ( a )
—fot(t—T)(s*a)(T) dr fot(t—T)(s*s)(T) dr aky
(exto —texo)(t)

= (fg(ﬁ*fo—fe*a)(ﬂ d7-> ., (6.14)

in dem die Mehrfachintegrale mittels partieller Integration durch Einfachintegrale dar-
gestellt wurden. Erneut bezeichnet ¢ : ¢ — ¢ die identische Abbildung. Da die Determi-
nante der Matrix in (6.14) fiir alle nicht verschwindenden Signale t — o (t) und ¢ — €(t)
regulér ist — mit der Ausnahme einzelner singuldrer Punkte — lassen sich Schétzwerte
fiir Fy und a gewinnen. Basierend darauf lidsst sich der verbleibende Parameter FE;
unmittelbar aus (6.11) berechnen:

fot o(r)dr — Ey f(f e(7) dT‘

E —
' JEee(t)

(6.15)

Fiir die zur Validierung der Ergebnisse erforderliche Simulation des Systems (6.11),
d.h. zur Generierung der Trajektorien der Messsignale, wurde die fraktionale Ableitung
D¢ entsprechend des FEM-Ansatzes aus [SG02] approximiert:

— N—-1
t
DEf(t) ~ (N) > A f(t k) (6.16)
k=0
mit N € N der Anzahl der Stiitzstellen und
I'(k+ «) E—1+a
T () (k + 1) k g

Der Ansatz basiert dabei auf der Griinwald-Letnikov-Definition der fraktionalen Ablei-
tung, die insbesondere im Zusammenhang mit der diskreten Approximation der Ablei-
tung hilfreich ist und fiir eine grofie Klasse an Funktionen mit der Riemann-Liouville-
Definition iibereinstimmt [SG02].

Die fur die Simulation gewéhlten Parameter Ey = 814 kKN/m2 F; = 73.1 s*kN/p2
und « = 0.528 wurden [Bag83] entnommen und beschreiben Butadien-Kautschuk. Die
Trajektorien in Abb. 6.5 ergaben sich fiir eine relativ geringe Schrittweite von 107° s,
um eine moglichst gute Approximation des fraktionalen Systems zu gewéhrleisten. Fiir
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Abbildung 6.6: Unter Verwendung von (6.14) und (6.15) identifizierte Parameter (blau) im
Vergleich zum tatséchlichen Wert (griin).

die Identifikation der drei Systemparameter unter Verwendung von (6.14) und (6.15),
wobei das fiir die Berechnung von E; bendtigte fraktionale Integral mittels (6.16) mit
JI7f = D@71 f genidhert wurde, wurde hingegen nur jeder hundertste simulierte Wert
verwendet; es wurde also mit der Schrittweite von 107 s gearbeitet. Die in Abb. 6.6 zu
beobachtende (nur) asymptotische Konvergenz der Schitzwerte gegen den tatséchlichen
Wert im Modell ist hauptséchlich der Approximation der fraktionalen Ableitung bei
der Generierung der Messsignale geschuldet und kann durch weitere Reduktion der
Schrittweite in der Simulation erheblich verbessert werden.

Zum Vergleich mit den nominellen Ergebnissen wurde die Identifikation unter Ver-
wendung von durch mittelwertfreies weiles Rauschen iiberlagerten Messsignalen durch-
gefithrt, mit einem Signal-Rausch-Verhéltnis von 37 dB. Wie zuvor in anderen Beispie-
len beobachtet werden konnte, konvergieren die Schétzwerte im gestorten Fall erst
spater gegen den tatséchlichen Wert. Um dem entgegenzuwirken, wurde in diesem Fall
die Schrittweite auf 2-10~* s reduziert. Die entsprechenden Trajektorien von Spannung
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o und Dehnung ¢ kénnen Abb. 6.7 entnommen werden. Bei der Berechnung von a und
Ey entsprechend (6.14) wurde dieses Gleichungssystem zudem ein weiteres Mal inte-
griert, um den Einfluss des mittelwertfreien Rauschens besser unterdriicken zu kénnen
und damit eine Glattung der Schéatzwerte zu erreichen. Die Abweichungen der identifi-
zierten Parameter von deren tatséchlichen Werten liegen unterhalb von einem Prozent.
Wie aus Abb. 6.8 zu erkennen ist, weist lediglich der Schétzwert fiir F; eine signifikan-
te Rauschamplitude auf, die der Berechnungsvorschrift (6.15) unter Verwendung der
verrauschten Messsignale geschuldet ist.

Als néchstes soll noch der Fall inhomogener Anfangsbedingungen entsprechend der
Definitionen in (6.10) kurz theoretisch untersucht werden.

Riemann-Liouville-Definition

Fiir nicht-verschwindende Anfangswerte folgt aus der Laplace-Transformation der Sys-
temgleichung (6.11) entsprechend (6.16)

& = Eoé + Ey (5% — J7£(0)), (6.17)

da fiir die Ordnung « € (0,1) gilt. Die unbekannte und nur schwer interpretierbare
Anfangsbedingung .J;}~*2(0) kann entweder eliminiert oder zusitzlich zu den drei Sys-
temparametern identifiziert werden. Fiir letzteren Ansatz lasst sich, ebenso wie im Fall
homogener Anfangsbedingungen, s* mit Hilfe von (6.17) und dessen Ableitung

6" = Eoé’ + Ey (¢ + as™é)s” (6.18)
nach s eliminieren:
(& +as™'é) (6 + E1J,e(0) — Eé) = (6" — Epé’).

Alternativ zu dieser Identifikationsgleichung, mit der sich letztlich Schatzwerte fiir «,
Ey, und EJ! *<(0) sowie unter Beriicksichtigung von (6.17) fiir F; gewinnen lassen,
lasst sich auf Basis der ersten Ableitung der Laplace-Transformierten (6.17) nach s eine
von der Anfangsbedingung unabhingige Identifikationsgleichung herleiten, da .J;}~*(0)
in (6.18) nicht mehr auftritt. Die Elimination von s* unter Verwendung von (6.18) und
seiner Ableitung nach s fithrt auf die gesuchte Identifikationsgleichung:

(é” +2as71¢ +ala — 1)8—25) (6" — Eoé") = (&' + as™18) (6" — Exé").

Caputo-Definition

Die Herangehensweise dndert sich leicht, wenn in der Systemgleichung (6.11) die frak-
tionale Ableitung D& nach Riemann und Liouville durch jene nach Caputo, also “D¢,
ersetzt wird. Aus der korrespondierenden Laplace-Transformierten

6 = Epé + B (s%¢ — 2(0)s* ) (6.19)

ist zu erkennen, dass der Anfangswert £(0) im Unterschied zur vorangegangenen Be-
trachtung nicht einfach durch Ableiten nach s entfillt. Vielmehr kann dieser leicht
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Abbildung 6.8: Unter Verwendung des integrierten Gleichungssystems (6.14) und (6.15) iden-
tifizierte Parameter (blau) im Vergleich zum tatsédchlichen Wert (griin).
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interpretierbare Wert aufgrund der Kenntnis des Messsignals ¢t +— £(t) als bekannt
angenommen werden. Dann ergibt sich eine Identifikationsgleichung durch geeignete
Kombination von (6.19) und seiner Ableitung

6' = Eoe' + Fy (s*(€' + as™'é) — (e — 1)s7'e(0)s* ) (6.20)
nach s derart, dass s* nicht mehr auftritt:
(6'¢ —6€') = (e(0)(1 — a)s ? + as™'€) (6 — Eoé) +e(0)s (6" — Eoé).

Ob auf Basis dieser Gleichung der eigentlich bekannte Wert fiir £(0) einfach eingesetzt
oder zusammen mit den iibrigen Parametern identifiziert wird, wird letztlich durch ei-
nen konkreten Anwendungsfall bestimmt. Soll die Identifikationsgleichung ausdriicklich
unabhéngig von einem ggf. durch Rauschen iiberlagerten Anfangswert des Messsignals

-1

sein, so ldsst sich beispielsweise durch Addition der mit (1 — «)s™ multiplizierten

Gl. (6.19) zu deren mit s multiplizierten Ableitung (6.20) die von £(0) unabhéngige
Beziehung
(1— )6+ s6’' = Ey(1 — a)é + Egsé’ + E15°(€ + s&')

gewinnen. Davon ausgehend lésst sich durch Ableiten nach s abermals s eliminieren,
und es folgt letztlich die Identifikationsgleichung

58" — 5" + s (6" — 678) + s72(2 — ) (6€ — 6'8)

= —as (28 +5718)(6' — Eoé') + s (&" + asT'E + (a — 1)s7%€) (6 — Epé)

in den Parametern a und FEj.

6.2.3 Allgemeine Bemerkungen zur Identifikation von Para-
meter in Systemen endlicher Dimension mit fraktiona-
len Zeitableitungen

Basierend auf ersten Erkenntnissen aus [GR13] soll das grundsétzliche Vorgehen fiir
die Identifikation der Parameter in fraktionalen Systemen skizziert werden. Auf ei-
ne detaillierte Beschreibung der allgemeinen Herangehensweise wird an dieser Stelle
verzichtet, da insbesondere Fragen der algebraischen Identifizierbarkeit bisher nicht
endgiiltig geklart werden konnten.

Ausgangspunkt ist eine Eingangs-Ausgangs-Gleichung

(@0 + @ D + -+ + @, Df) y(t) = (bo + by D™ + -+ + by, DI ™) u(t)  (6.21)

mit den Messsignalen v und y. Zumindest einige der Koeffizienten a; € R, 1 =10,...,n
und b; € R, i = 0,...,m sowie der nicht zwangslaufig fraktionalen® Ableitungsordnun-
gen a; € Ry, i =1,...,n+ m seien unbekannt und sollen daher ausschliellich unter

Verwendung der Messsignale identifiziert werden.

Svgl. Abschnitt 6.3
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In der Laplace-Transformierten

(@0 + @1 5™ + -+ + 8ns™) § = (Bo + bps™ " + -+ + bps™m) @

+ 2": cis' !+ ZT: ZV: ;8 's%  (6.22)
i=1

j=0 i=1
g NS
vV Vv

@ (1D

von (6.21) sind mit (I) strukturell die Anfangsbedingungen nach Riemann und Liouville

berticksichtigt, mit (II) jene nach Caputo, wobei je nach Wahl der ¢;, ¢;; nur eine oder
keine der Mengen an Anfangswerten zum Tragen kommen.

Analog zum 3-Parameter-Voigt-Modell lassen sich zunéchst die unbekannten An-
fangsbedingungen durch mehrfaches Ableiten nach s und geeignete Linearkombination
dieser Gleichungen eliminieren, um auf diese Weise die Anzahl der zu identifizieren-
den Parameter zu reduzieren. AnschlieBend wird durch sukzessives Ableiten der re-
sultierenden Gleichung nach s ein Gleichungssystem erstellt, das die Elimination der
unbekannten Potenzen s%, ¢ = 1,...,n + m der komplexen Verinderlichen erlaubt.
Als Ergebnis verbleibt eine Gleichung, die nach Multiplikation mit s~*, &k hinreichend
gro, polynomial in 57!, den Messgréfien @ und § und deren Ableitungen nach s sowie
den unbekannten Ableitungsordnungen o; und ggf. den Koeffizienten a;, b; ist, also ei-
ne Identifikationsgleichung. Die Frage, ob sich auf Basis dieser Identifikationsgleichung
tatséchlich sdmtliche unbekannten Systemparameter identifizieren lassen, bleibt bisher
allgemein unbeantwortet.

Bemerkung 2.1 (Systeme mit verteilten fraktionalen Ableitungen): Systeme mit ver-
teilten fraktionalen Ableitungen wurden erstmals von M. Caputo in dem Gedanken
vorgeschlagen, ein lineares zeitinvariantes System basierend auf einem beobachteten
Fingangs-Ausgangs- Verhalten und einem konstruierten Frequenzgang zu modellieren
[JCP12]. Die Definition einer solchen verteilten fraktionalen Ableitung ergibt sich da-
bei als Verallgemeinerung von (6.9a) zu

DI f(1) = / " g(0) D () dor,

M
mit der Gewichtsfunktion [y1,72] 2 a — g(a). Im Rahmen der Identifikation lassen
sich die Parameter auch in derartigen Systemen bestimmen, sofern eine Struktur der
Gewichtsfunktion bekannt ist, also beispielsweise ein Polynom bekannten Grades in «,
das g auf dem ggf. unbekannten Intervall [y,72] beschreibt. Die Koeffizienten des Po-
lynoms, die Intervallgrenzen, sowie weitere Systemparameter kénnen algebraisch iden-
tifiziert werden.

6.2.4 Ein System unendlicher Dimension mit einer fraktiona-
len Zeitableitung

Fraktionale (wie auch ganzzahlige) Ableitungsordnungen bzgl. der Zeit lassen sich
ebenfalls in linearen partiellen Dgln. mit der algebraischen Methode identifizieren.
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Wiéhrend auf einen allgemeinen Formalismus an dieser Stelle verzichtet werden soll,
wird die grundsétzliche Vorgehensweise am Beispiel einer Diffusions-Wellen-Gleichung
(z.B. [Pod99))

v 0%w(z,t) = Dw(z,t), a € (0,2] (6.23)

deutlich, die fiir @ = 1 eine Diffusionsgleichung mit Diffusionskoeffizient v? ist, fiir
a = 2 eine Wellengleichung mit Ausbreitungsgeschwindigkeit v und insbesondere fiir
Werte o € (1, 2) eine Mischform beider. Motiviert wird diese Systemgleichung beispiels-
weise durch Phédnomene in der Signaliibertragung auf langen Leitungen unbekannter
Charakteristik, fiir die aufgrund ihrer Ausdehnung angenommen werden kann, dass
ein Rand im Unendlichen liegt, d.h. sich ein halboffenes Gebiet fiir die Ortsvariable z
ergibt. Die Wahl einer fraktionalen Ordnung fiir die Zeitableitung spiegelt dabei erneut
den Gedanken wider, ein empirisches Modell mit wenigen Parametern fiir die Beschrei-
bung komplexer dynamischer Verhalten zu verwenden. Im Gegensatz zu den Systemen
in Abschnitt 6.2.3 ist jedoch keine physikalisch fundierte mathematische Modellbildung
bekannt, die auf das Modell (6.23) fiihrt.

Fiir die Identifikation von o wird die notwendige Annahme homogener Anfangs-
bedingungen getroffen, wobei es in diesem Kontext irrelevant ist, ob es sich abhéngig
von « um eine oder zwei Anfangsbedingungen handelt. Als Messsignale stehen die
konzentrierten Grofien

w(0,t) = u(t), w(L,t) = y(t) (6.24a)

zur Verfiigung, wobei u als Signaleintrag auf die Leitung und damit als eine (von zwei)
Randbedingungen fiir (6.23) interpretiert werden kann. Damit eine beschrinkte Losung

fiir w auf dem halboffenen Gebiet z € [0, 00) existiert, folgt als zweite Bedingung
lim w(z,t) = 0. (6.24b)

Z—00
Aus der Laplace-Transformierten

2 A
220
dz?

der Systemgleichung (6.23) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (6.24) eine Bezie-

(2) = s“w(z), a € (0,2]

hung
~ ~ L a/2
g =tuexp| ——s (6.25)
v

zwischen den beiden Messsignalen. Die darin auftretende Exponentialfunktion geniigt
einer Dgl. erster Ordnung bzgl. s. Folglich ergibt sich aus der Kombination von (6.25)
und seiner ersten Ableitung nach s

L
G0 — §'t = %—sflsmga. (6.26)
v

Der gesuchte Parameter « tritt hierin noch als Exponent der komplexen Verdnderlichen
auf. Erneut lasst sich aus (6.26) und seiner ersten Ableitung nach s der betreffende Term
s%/2 eliminieren. Mit

~9 ~ Al

G2 — s —ad") — (5 — 5795 — 93") = S5~ gada — gi)
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erhélt man eine Identifikationsgleichung, die affin in der zu bestimmenden Ableitungs-
ordnung « ist. Fiir die Berechnung der Ordnung miissen im Zeitbereich lediglich Fal-
tungsprodukte (mit jeweils vier Faktoren) der konzentrierten Messsignale ausgewertet
werden. Es sei bemerkt, dass sich ausgehend von einem Schétzwert fiir v in einem
zweiten Schritt auch der Quotient L/v auf Basis von (6.26) identifizieren lésst.

6.3 Endlichdimensionale Systeme unbekannter
Ordnung

Ausgehend von den Ergebnissen in Abschnitt 6.2 ist es offensichtlich, dass eine Iden-
tifikation der Systemordnung nicht nur fiir fraktionale sondern auch fiir ganzzahlige
Ableitungsordnungen moglich ist. Aus diesem Grund soll hier die Identifikation fiir
endlichdimensionale Systeme der Form

n

> ay(t) =ult),  a,#0,neNg (6.27)
i=0
diskutiert werden, wobei sowohl die Systemparameter a;, ¢ = 0, ..., n als auch die Sys-

temordnung n unbekannt sind. Eine Bemerkung zu Systemen mit Eingangsableitungen
u"), j € N findet sich am Ende dieses Abschnitts. Auf die Ermittlung der Ordnung
einer partiellen Dgl. bzgl. der Zeit wird nicht explizit eingegangen, da es sich um eine
analoge Betrachtung zu Abschnitt 6.2.4 handelt.

Neben den Signalen u und y ist fiir die Identifikation lediglich eine obere Schranke
N > n fiir die Ordnung verfiigbar. Es wird davon ausgegangen, dass keine Dgl. der
Form (6.27) mit einer Ordnung 7 < n existiert, die von den Trajektorien ¢ +— wu(t)
und ¢ — y(t) erfiillt wird. Andernfalls wére es aufgrund der unzureichenden Anregung
lediglich moglich, 7 und nicht die tatséchliche Systemordnung zu identifizieren. Zudem
beschrankt sich dieser Abschnitt der Einfachheit halber auf homogene Anfangsbedin-
gungen, auch wenn dies keine notwendige Voraussetzung ist.

6.3.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung

In einem ersten Schritt wird fiir die Laplace-Transformierte von (6.27)

ZozisZ ="+ ap_1S" o FasFag=—- =2 (6.28)
i=0 Y
ein struktureller Ansatz
al @
Z Qg i T =y +y 18+t a, s N == =% (6.29)
’ Yy
1=0

gewahlt. Wegen N > n lasst sich damit stets fiir geeignete, ggf. verschwindende, Para-
meter «; das tatsidchliche System mit den Koeffizienten a; abbilden.
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Um eine polynomiale Gl. in dem zu identifizierenden Parameter o zu erhalten, soll
durch Ableitung von (6.29) nach s die unbekannte Potenz s7 eliminiert werden. Dafiir
lassen sich (6.29) und seine erste Ableitung nach s? auflésen und gleichsetzen. Die
resultierende GI. ist polynomial in der Ordnung ¢ und den Systemparametern ;. Fiir
die in jedem Fall unbekannten a; — ansonsten wire unmittelbar die Ordnung bekannt —
ergibt sich im Allgemeinen ein komplexes polynomiales Identifikationsproblem, weshalb
stattdessen eine von den Parametern unabhéngige Identifikationsgleichung hergeleitet
werden soll. Dafiir wird (6.29) als linear in den unbekannten und zu eliminierenden
Faktoren o;s® aufgefasst und k-fach, k = 1,..., N nach s abgeleitet:

k)—ZaJ 50Tk aiz_—z Zaa Zsf"lkl_[cr—z—]
N
:Zaa_is"_i_kZS(k‘,j)(a—i)j:Z (k,7) Za—z g8k,
=0 =0 j=

=0

(6.30)

Es bezeichnen S(k, j) die Stirling-Zahlen erster Art® [AS64, S. 824].
Aus den Ableitungen der Ordnungen 0, ..., N von Z ergibt sich ein Gleichungssys-
tem fiir o;s%, das sich in der faktorisierten Darstellung

diag(1,s*,...,s M TVs=x (6.31)

mit Vektoren der Lange N + 1

8% T
Qy_18° 1 z’
s = . ) T = .
aU—NSU_N i,(N)
angeben lésst. Es sind
1 0 0
0 1
T = (S(ZJ))i:o ..... N;j=0,..N S(2,1) 1
: : . . 0
0 S(N,1) .-+ S(N,N—-1) 1

SDie Stirling-Zahlen erster Art sind die Koeffizienten des Polynoms in o

N-1 N

[[(e-=> sSW,id

1=0 1=0
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eine Stirling-Matrix mit den Stirling-Zahlen erster Art [LT02] und

1 1 . 1

o o—1 o—2 oc— N

V:()‘3">Z=o ..... N;j=0,..N o (U_1>2 (0_2)2 (U—N)2
oV (c—-1DN (e—-2)NV ... (60— N)V

eine Vandermonde-Matrix mit \; = (¢ — j) [Ber09, Fact 5.16.3].
Aufgrund der Regularitdt der Matrizen mit det 7 = 1 und

detV= T[] (v—-XN)= [[ (G—i)ez\{o}

0<i<j<N 0<i<j<N

(vgl. [Ber09, Fact 5.16.3]) lasst sich (6.31) nach den unbekannten Potenzen in s auflésen.
Unter Verwendung der (N + 1)-ten Ableitung von Z entsprechend (6.30) folgt daraus

N+1 N
0= (~1) (N j 1) S0 [0 — k). (6.32)

1=0 k=i

Beriicksichtigt man, dass es sich bei  um den Quotienten aus Eingang 4 und Ausgang 3
handelt, so fithrt das Nullsetzen des Zahlers von (6.32) auf eine Identifikationsgleichung
fiir die Systemordnung:

N+1 7 . (i—3) N
N +1\ . v (1 11

O ~_N—-1 AN+2 j : < + )SZ § (;) ﬁ(]) (§> (0‘ — k) (633)
j=0 k=i

1

Diese ist polynomial in o, s~ sowie den Messgréfien @ und y und deren Ableitungen

nach s.

6.3.2 Losungen der Identifikationsgleichung

Offensichtlich handelt es sich bei der Identifikationsgleichung (6.33) um eine in dem
gesuchten Parameter o polynomiale Gleichung. Auch wenn die numerische Losung,
d.h. die Berechnung der Nullstellen, keine grofie Schwierigkeit darstellt, so stellt sich
die Frage nach der Bedeutung der N + 1 Loésungen, bzw. wie und ob sich die gesuchte
Systemordnung eindeutig daraus ermitteln lésst.

Zur Klarung dieser Problematik wird & entsprechend der (tatsdchlichen) System-
gleichung (6.28) in die Gl. (6.32) eingesetzt, die die gleichen Nullstellen wie die Iden-
tifikationsgleichung (6.33) aufweist. Da es sich um ein System der Ordnung n handelt,

gilt £("*1) =0, und es folgt
N N n—1
N+1\ . .
0=T[o -0 > (-1 ( ’ )sa@w o . (6.34)
k=n i=0 k=i

-~ -~

o) (1)
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Man erkennt, dass die Gleichung N —n + 1 Nullstellen in (I) aufweist, die nicht von s
abhéngen, also im Zeitbereich auf konstante, ganzzahlige Losungen fiir ¢ fithren. Die
kleinste Nullstelle entspricht dabei genau der gesuchten Systemordnung n. Dass es sich
ebenso bei allen anderen ganzzahligen Werten n 4+ 1,n + 2,..., N bis einschlieflich
der oberen Schranke N um Nullstellen handelt, ist dem Ansatz (6.29) geschuldet. Bei-
spielsweise wire im Ansatz fiir 0 = n der Koeffizient o, verschieden von Null und fiir
o =n+ 1 identisch Null.

Die verbleibenden n Nullstellen von (6.34) héngen explizit von s ab, korrespondie-
renden also im Zeitbereich zu nicht-konstanten Losungen. Dass in (II) keine weiteren
nicht von s abhédngenden Nullstellen enthalten sind, wird bei Betrachtung der Ableitung
von (IT) nach der komplexen Verénderlichen erkennbar, da eine nicht von s abhéngende
Nullstelle von (IT) auch eine Losung der Ableitung sein miisste. Entsprechendes gilt fiir
die n-te Ableitung von 0 = (II), die sich mit der Leibniz-Regel zu

o= ) Mo -wg (s e

ergibt, bzw. wegen d%j(si) =0 fiir j >4+ 1 und 2*Y =0 als

i <N+1) H@—k)(?)z'!:%(")If(”)ﬁ(a—n—k

=0 k=i

geschrieben werden kann. (Eine weitere Ableitung nach s wiirde auf 0 = 0 fiihren
und damit keine Aussagekraft aufweisen.) Da die Nullstellen 0 = N +4,i =1,...,n
dieser n-ten Ableitung von (II) keine Losungen der Identifikationsgleichung (6.32) sein
konnen (vgl. (6.29)), ist gezeigt, dass die einzigen nicht von s abhéngenden Losungen
bei 0 = i, ¢ = n,..., N liegen. Somit entspricht tatséchlich die kleinste konstante
Losung der Identifikationsgleichung (6.33) der gesuchten Systemordnung o = n.

6.3.3 Beispiele

Exemplarisch sei der Fall betrachtet, dass (ausgehend von homogenen Anfangswerten)
Trajektorien ¢ +— wu(t) und ¢t — y(¢) fiir ein System der Form (6.27) mit maximaler
Ordnung N = 3 vorliegen. Entsprechend (6.29) wird fiir die Identifikation der System-
ordnung der strukturelle Ansatz

(8" + g 187+ g 98" 2+ ay_358" ) =10

gewihlt. Die Elimination der vier unbekannten Potenzen s, s7~!, s°72 und s°~2 unter

Verwendung der Ableitung des Ansatzes nach s fiihrt auf eine Identifikationsgleichung
der Form
0'4h4+0'3h3+0'2h2+0'h1 +h0 = 0, (635)

wobei die bekannten Groflen h;, die Faltungsprodukte von fiinf Faktoren enthalten,
eindeutig durch (6.35) definiert sind.
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Exemplarisch wurden die vier Losungen der polynomialen Gl. (6.35) auf Basis si-
mulierter Trajektorien fiir den Eingang u der drei Systeme

y(t) + y(t) = bu(t) (6.36a)
(1) 4 5009(t) = u(t) (6.36D)
=3y (t) — 29(t) + y(t) = Su(t) (6.36¢)

mit jeweils identisch gewéhlter Trajektorie fiir den Ausgang y untersucht. Sie kénnen
den Abbildungen 6.9-6.11 entnommen werden. Die farbliche Kennzeichnung der iden-
tifizierten Werte fiir o basiert auf einer Sortierung der Losungen nach ihrer Gréfle zu
jedem Zeitpunkt ¢. Man beachte, dass zu Beginn die identifizierte Systemordnung (wie
auch die anderen Losungen der polynomialen Gl. (6.35)) fiir einige wenige Zeitschrit-
te nicht konstant sind. Dies ist numerischen Problemen im Zusammenhang mit der
Faltung und Integration der Signale geschuldet.

Sowohl fiir das stabile System (6.36a) als auch fiir das instabile System (6.36¢) er-
kennt man, dass die kleinste konstante Losung o der tatséchlichen Systemordnung n
entspricht. Fiir das System zweiter Ordnung (6.36b) ergibt sich aufgrund dessen inte-
grierenden Verhaltens eine nicht-konstante Losung o < n, die (aufgrund der Stabilitét
des Systems) gegen Eins konvergiert. Die kleinste konstante Losung entspricht auch
hier der Systemordnung n.

Bemerkung 3.1 (Rauschen und Stérungen): In den Simulationen wurden weder den
Messsignalen tberlagertes mittelwertfreies Rauschen noch strukturierte Stérungen wie
ein konstanter Versatz aufy oder u betrachtet. Wihrend letzteres bei bekannter Struk-
tur grundsdatzlich bericksichtigt werden kann (vgl. [FSR03]), fihrt der Einfluss von
mittelwertfreiem Rauschen — auch nach Filterung — auf eine asymptotische Niherung
der Nullstellen von (1) in (6.34) an ihre eigentlich konstanten Werte. Damit wird die
Auswahl der richtigen Lésung o = n der Identifikationsgleichung (6.33) insbesondere
fir stabile Systeme erheblich erschwert. (Stabile Systeme (vgl. Abb. 6.10) verfigen im
Gegensatz zu instabilen Systemen (vgl. Abb. 6.9) ggf. iber Losungen o, die gegen einen
Wert konvergieren, der kleiner ist als die Systemordnung n.)

Bemerkung 3.2 (Systeme mit Eingangsableitungen): Treten in Verallgemeinerung
von (6.27) Ableitungen des Eingangs u auf, also

n m

D ay(t) =Y bu(t),  ay#0,by, #0, n,m e N, (6.37)

i=0 =0

so lassen sich auch bei Kenntnis von oberen Schranken fir die Ordnungen n bzgl. des
Ausgangs und m bzgl. des Eingangs diese Ordnungen nicht eindeutig aus den Trajek-
torien t — u(t) und t — u(t) identifizieren. Vielmehr lisst sich lediglich die Differenz-
ordnung n —m ermitteln, da dquivalent zu einer Identifikation der Koeffizienten a;, b;
eine Normierung der Systemgleichung erforderlich ist, eine Normierung, die in (6.27)
wegen m = 1 gegeben war. Bei der im Gegensatz zum Fall ohne Fingangsableitungen
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Abbildung 6.9: System erster Ordnung (6.36a): (a) Trajektorien von Eingang u (blau) und
Ausgang y (griin), (b) Losungen ¢ von (6.35).
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Abbildung 6.10: System zweiter Ordnung (6.36b): (a) Trajektorien von Eingang u (blau) und
Ausgang y (griin), (b) Losungen o von (6.35).
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Abbildung 6.11: System dritter Ordnung (6.36¢): (a) Trajektorien von Eingang u (blau) und
Ausgang y (griin), (b) Losungen o von (6.35).
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deutlich umfangreicheren Identifikation der Differenzordnung von (6.37) ist es dabei
ggf. vorteilhaft, gleichzeitig zumindest einige der Parameter a;, b; zu schétzen. Weitere
Anmerkungen zu Systemen mit Fingangsableitungen lassen sich aus Abschnitt 6.2.3
bzw. [GR13] (im Zusammenhang mit fraktionalen Systemen) ableiten.

6.4 Bemerkung zu nichtlinearen Systemen

Im Allgemeinen lésst sich die vorgeschlagene Identifikationsmethode nicht auf nicht-
lineare partielle Dgln. anwenden, da die bendtigte Losung fiir die verteilten Grofien
nicht immer bekannt oder eindeutig ist. Dennoch existieren Spezialfille (mit bekannter
Losung), in denen eine Identifikation der Systemparameter moglich ist. Als Beispiel
dafiir diene das Transportproblem

(w(z,t))27

mit den konstanten Parametern a und c. Fiir homogene Anfangsbedingungen” lautet

o, w(z,t) + cow(z,t) = (6.38)

dessen Losung

w(z,t) = {’/3@2 + (w(0,t — cz))g, t > cz.

Ausgehend von Messgrofien w(0,t) = yo(t) und w(l,t) = y(t) erkennt man, dass es
sich bei der Lésung um ein lineares Totzeitsystem bzgl. 7o = y5 und ; = y3 handelt:

y1(t) = 3a + yo(t — ¢), t>c.

Eine Identifikation der Parameter a und c ist ausgehend von dieser Beziehung mit der
algebraischen Methode trotz der Nichtlinearitdt in (6.38) direkt moglich.
Begriinden lisst sich diese Beobachtung durch die Aquivalenz von (6.38) iiber die

3

(nichtlineare) Transformation w = w? zur linearen partiellen Dgl.

0,w(z,t) + cO,w(z,t) = 3a.

Die Identifikation der Parameter a und c setzt auf der Losung der aus der Laplace-
Transformation hervorgehenden inhomogenen Dgl. — mit unbekannter Inhomogenitét
3a — und der daraus resultierenden Beziehung

= —Ccs A 3a

yp=e yo—E(e_cs—l)

zwischen den bekannten Gréfien ¢y und #/; als Funktionen der Messgréfien auf. Einfache
Ableitung nach s und Elimination der Exponentialfunktion e~ liefert die Identifika-
tionsgleichung

FYoth —3acs (Yo + 1) —c(Youn — Goy1) +9as ™ +3as™> (g — ¥y + 25~ (Yo + 1)) = 0.

"Diese Annahme ist fiir das System (6.38) insofern fragwiirdig, als z + w(z,0) = 0 keine Losung der
partiellen Dgl. darstellt. Die Annahme homogener Anfangsbedingungen soll dennoch aufrecht erhalten
werden, da es sich um ein akademisches Beispiel zur Illustration anderweitiger, davon unabhingiger
Aspekte handelt.
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Das Beispiel motiviert die Vermutung, dass sich die Parameter all jener nichtlinea-
ren partiellen Dgln. ebenfalls mit der algebraischen Methode identifizieren lassen, die
tiber eine Transformation (mit bekannten Parametern) der verteilten GroBe dquivalent
zu einer linearen partiellen Dgl. sind.

6.5 Bemerkung zu o6rtlich mehrdimensionalen Sys-

temen

Mit der hydraulischen Leitung wurde in Abschnitt 6.1 grundsétzlich bereits ein 6rtlich
zweidimensionales System betrachtet. Allerdings ergab sich unter Beriicksichtigung der
Rohrsymmetrien und durch die Darstellung in Driicken und Volumenstrémen in (6.4)
ein ortlich eindimensionales Randwertproblem. Anhand eines Beispiels soll hier viel-
mehr ein Ansatz illustriert werden, der auch ohne derart begiinstigende Umsténde die
Identifikation von Parametern mehrdimensionaler Probleme ermdoglicht.

Als Beispiel diene das zweidimensionale Transportproblem

O, w(w,y,t) + ad,w(z,y,t) + Bo,w(x,y,t) =0 (6.39)

in den Ortskoordinaten = € [0, L,] und y € [0, L,| sowie der Zeit ¢ > 0, mit konstanten
Parametern «, 8 > 0 und der homogenen Anfangsbedingung w(z,y,0) = 0. Das Profil
des Randes bei z = 0 sei entsprechend

w(0,y,t) = p(y,1)

vorgegeben. Die Losung des zugehorigen Randwertproblems lautet dann

w(z,y,t) = oy — ax,t — fz), t> px, (y—az) €0,L,]

bzw.
w(x,y) = e TGy — ax) (6.40)

fiir dessen Laplace-Transformierte.

Da die den Rand bei x = 0 beschreibende Funktion ¢ aufgrund ihres verteilten
Charakters unbekannt ist, miissen konzentrierte Messgrofien derart gewihlt werden,
dass sich ¢ eliminieren lasst. Man erkennt, dass dies bei einer Wahl von

i=u(l,a)=e73(0),  §»=w(0,0)=(0)
moglich ist und auf die einfache Totzeitgleichung

—Bsn

71 =e "

fithrt. Nach Elimination der Exponentialfunktionen léasst sich daraus § mit Hilfe von 1,
und ), identifizieren. Die Identifikation von [ setzt jedoch die Kenntnis von « voraus,
da sich g; abhéngig von diesem Parameter definiert. (Analog ist eine Identifikation von
a bei Kenntnis von § ausgehend von w(zx,0,t) = ¢ (x,t) moglich.)
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Letztlich wird bei dieser Betrachtung ausgenutzt, dass beide konzentrierte Messun-
gen auf einer Charakteristik der 6rtlich zweidimensionalen partiellen Dgl. (6.39) liegen.
Entlang dieser Charakteristik reduziert sich das Problem auf eine 6rtlich eindimensio-
nale partielle Dgl. [CH66], wodurch erneut die Methoden aus Kapitel 2 Anwendung
finden. Die Transformation der Koordinaten in die charakteristischen Richtungen setzt
dabei ggf. die Kenntnis eines Teils der Systemparameter voraus.



Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein algebraischer Zugang zur Identifikation von Parametern in
linearen Systemen unendlicher Dimension mit konzentrierten Messgroflen untersucht.
Ausgehend von dem algebraischen Zugang in [RWO07] fiir Totzeitsysteme und lineare
partielle Dgln. zweiter Ordnung gelang die Verallgemeinerung der Methode auf partielle
Dgln. beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Fiir ein System partieller Dgln.
mit geeigneten Randbedingungen und Messgréfien konnte als eines der zentralen Ergeb-
nisse ein Algorithmus fiir die Herleitung von Identifikationsgleichungen als polynomiale
Gleichungen in den unbekannten Parametern mit Koeffizienten, die ausschliefSlich von
den Messgroflen abhéngen, angegeben werden. Dieser nutzt neben der Laplace-Trans-
formation Methoden der Differentialalgebra wie den Ritt-Algorithmus, um ausgehend
von der Losung des Randwertproblems im Bildbereich die transzendenten Funktionen
der komplexen Verédnderlichen der Laplace-Transformation zu eliminieren. Der Ritt-
Algorithmus sowie der Buchberger-Algorithmus zur Ermittlung einer Grobner-Basis
wurden zudem im Zusammenhang mit der Berechnung der Parameter auf der Basis
der polynomialen Identifikationsgleichungen eingesetzt.

Da eine dquivalente Vorgehensweise fiir lineare partielle Dgln. mit ortsabhéngigen
Koeffizienten die Kenntnis der Losung des zugehorigen Randwertproblems voraussetzt,
konnte nur unter dieser Annahme der algebraische Zugang zur Identifikation auf diese
Systemklasse erweitert werden. Wéahrend die wesentlichen Schritte zur Herleitung einer
Identifikationsgleichung identisch zum Fall konstanter Koeffizienten sind, gestalteten
sich die erforderlichen algebraischen Umformungen zur Elimination der transzendenten
Funktionen wesentlich anspruchsvoller.

Die Verwendung der Losung (des Randwertproblems) und der Verzicht auf jegliche
Approximationen des unendlichdimensionalen Systems unterscheidet die algebraische
Methode wesentlich von anderen Ansétzen zur Identifikation der Parameter ¢rtlich ver-
teilter Systeme. So stellt eine Identifikationsgleichung eine exakte Beziehung zwischen
den Systemparametern und den konzentrierten Messgrofien dar. Eine Approximation
wird lediglich fiir die zeitdiskrete Implementierung der Algorithmen erforderlich. Als
Abgrenzung von anderen Identifikationsanséitzen liele sich die algebraische Methode
in Analogie zur Regelung von Systemen mit verteilten Parametern als late-lumping
charakterisieren.
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Eine wenn auch hiufig erfiillte Restriktion der Methode besteht in der Forderung
nach homogenen Anfangsbedingungen. Aber auch der hohe symbolische Rechenauf-
wands bei der zur Herleitung von Identifikationsgleichungen eingesetzten Berechnung
der charakteristischen Mengen mit dem Ritt-Algorithmus stellt fiir komplexere Syste-
me ein Problem dar. Wihrend sich die Mengen formal stets angeben lassen und ihre
Existenz gesichert ist, scheitern vorhandene Rechenprogramme schnell an der symbo-
lischen Komplexitdt. Im Zusammenhang mit dem Euler-Bernoulli-Balken wurde daher
ein alternativer Ansatz vorgeschlagen, der auf die Berechnung der charakteristischen
Mengen verzichten kann, bisher jedoch nicht durchgehend systematisch formuliert wer-
den konnte.

In Erweiterung der linearen partiellen Dgln. konnten im vorangegangenen Kapitel
zahlreiche Moglichkeiten der Anwendung der untersuchten Ansétze auf weitere Klassen
von Systemen gezeigt werden. Mit fraktionalen Systemen, d.h. Systemen mit nicht-
ganzzahligen Ableitungsordnungen, gelang eine Ubertragung auf eine Systemklasse,
die in den letzten Jahren stark an Bedeutung gewonnen hat. Im Gegensatz zu anderen
Ansétzen war es moglich, die fraktionalen Ableitungsordnungen und die Systemparame-
ter sowohl in gewohnlichen als auch in partiellen (Funktional-)Differentialgleichungen
zu identifizieren. Als Verallgemeinerung der Identifikation nicht-ganzzahliger Ablei-
tungsordnungen konnte fiir gewohnliche Dgln. in Form von Eingangs-Ausgangs-Glei-
chungen ohne Eingangsableitungen gezeigt werden, dass sich deren Ordnung eindeutig
aus den gemessenen Verlaufen von Eingang und Ausgangs berechnen lésst.

Schliellich erméglichte die Ausnutzung von Symmetrien der betrachteten hydrau-
lischen Leitung die Anwendung des algebraischen Zugangs auf eine partielle Dgl. mit
zwei Verdnderlichen im Ort. Das Beispiel der elektrischen Leitung mit Storstelle, in
dem die Storung als eine Randbedingung gekoppelter Telegraphengleichungen model-
liert wurde, illustrierte zudem die Anwendbarkeit des Zugangs auf den Bereich der Feh-
lerdetektion und Fehlerlokalisierung im Zusammenhang mit partiellen Dgln. Da diese
Bereiche fiir Systeme mit verteilten Parametern bisher wenig erforscht sind, sollte die
algebraische Methode auch in diesem Kontext weiterentwickelt werden.

Die zahlreichen Simulationsstudien sowie die experimentelle Untersuchung eines
Koaxialkabels (insbesondere in Gegenwart von Gaussschem weiflen Rauschen) unter-
streichen das grofle Potential der algebraischen Identifikation. In Hinblick auf die prak-
tische Anwendbarkeit des Zugangs bleiben jedoch einige numerische und experimentelle
Aspekte offen:

e Wie genau wirkt sich die Diskretisierung der Faltungsprodukte und der Integrale
auf die Identifikation aus? Die Frage steht in engem Zusammenhang mit der
Wahl der Abtastrate der Messsignale (bzw. der Schrittweite in Simulationen).
Eine geringere Abtastfrequenz scheint dazu zu fiithren, dass sich ein Parameter
langsamer dem zugehorigen tatsédchlichen Wert nidhert und erst spéter identifiziert
werden kann.

e Kann dhnlich wie fiir die endlichdimensionalen Systeme unbekannter Ordnung in
Abschnitt 6.3 gezeigt werden, dass eine in einem zu identifizierenden Parameter
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polynomiale Gleichung stets nur eine zeitlich konstante Losung aufweist? Dies ist
Voraussetzung fiir die Auswahl der richtigen, dem tatséichlichen Systemparameter
entsprechenden Losung der Gleichung. Dabei ist zu kldren, was insbesondere in
Gegenwart von weiflem Rauschen als konstant bezeichnet werden kann.

e Welche Trajektorien der Messgrofien eignen sich besonders gut fiir die Identifikati-
on der Systemparameter? In Simulationen wurde héufig beobachtet, dass Signale
mit Nulldurchgéngen bei der Berechnung der Parameter zu Singularitéten fithren
und sich grundsatzlich weniger gut fiir die Identifikation eignen.

e Warum lassen sich manche Systemparameter schneller und besser identifizieren
als andere und (wie) kann dem entgegengewirkt werden? Beispielsweise konnte
bei der elektrischen Leitung die Impedanz schneller bestimmt werden als der
Widerstandsbelag und der Leitwertbelag. Hier besteht ein Zusammenhang zur
Sensitivitit der Systemlosung bzgl. der jeweiligen Parameter.

e Inwiefern ist die algebraische Methode robust gegeniiber Modellunbestimmthei-
ten? Erste Ergebnisse bei der experimentellen Identifikation der Lange eines
schweren Seils entsprechend Abschnitt 5.1.2 deuten darauf hin, dass diese trotz
der sichtbaren Dampfung bei der Seilschwingung auch ohne Beriicksichtigung von
Reibung im Seil identifiziert werden kann. Eine mathematische Analyse steht je-
doch aus.

Die Kldarung zumindest eines Teils all dieser offenen Fragen ist Voraussetzung fiir den
Erfolg weiterer praktischer Untersuchungen. Bis dahin steht zumindest ein theoretisch
méchtiger und in dieser Form einzigartiger Ansatz zur Identifikation von Parametern
ortlich verteilter Systeme zur Verfiigung.
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Anhang A

Mathematischer Hintergrund

Dieser Anhang fasst wesentliche mathematische Definitionen und Sétze der Laplace-
Transformation sowie der kommutativen Algebra und Differentialalgebra zusammen,
die in der vorliegenden Arbeit genutzt werden.

A.1 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation und wird fiir eine Funktion
f:R— Cmit f(t) =0, t <0 durch

F(s)=L{f}(s) = /000 f(t)e*"dt, seC

definiert [Doe70], sofern das Integral existiert!. Fiir die inverse Laplace-Transformation

LHEE) =5 [ T e (s ds = (1)

B % —joo

auch als Riicktransformation in den Zeitbereich bezeichnet, gilt L~{L{f}} = f.
Zu den wesentlichen Eigenschaften der Laplace-Transformation gehort die Bezie-
hung

sF(s) = /000 sf(t)e ' dt = /000 %(t)e_“ dt — [f(t)e_ﬂ;o = E{%}(s) + £(0),

wobei insbesondere im Fall eines homogenen Anfangswertes f(0) = 0 der Ableitungs-
operator % bei der Transformation lediglich durch die komplexe Verénderliche s der

Tn der vorliegenden Arbeit dient die Laplace-Transformation lediglich als ein die Darstellung ver-
einfachendes Hilfsmittel. Grundsitzlich kénnte auf sie verzichtet werden. Daher wird auf die Frage
der Existenz der Laplace-Transformierten F' als Bild von f nicht weiter eingegangen, sondern diese im
Folgenden stets vorausgesetzt. Ebenfalls im Kontext der algebraischen Parameteridentifikation kam in
[RWO07] die Operatorenrechnung nach Mikusinski zum Einsatz [Mik83], die im Wesentlichen mit den
Betrachtungen im Zusammenhang mit der Laplace-Transformation {ibereinstimmt, aber auf Existenz-
forderungen fiir die Integraltransformation verzichten kann. Um die vorgestellte Identifikationsmetho-
de leichter zuginglich zu halten, wird dennoch mit der allgemein bekannten Laplace-Transformation
gearbeitet.
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Laplace-Transformation ersetzt wird. Fiir die Ableitung nach s gilt

= [ s = =iy

mit der identischen Abbildung ¢ : t — t.
Fiir die Verschiebung s — s + a im Bildbereich ergibt sich

F(s+a) / F()e G0t dt = £{e™ f}(s), a€C. (A1)

Der Faltungssatz besagt, dass die Laplace-Transformation der Faltung zweier Funktio-
nen f,g: R — C dem Produkt deren Laplace-Transformierter entspricht:

L{f g} =L{f}L{g}.

Man zeigt mit Hilfe der Definition der Faltung, durch Vertauschung der Integrations-
reihenfolge und Transformation der Integrationsvariable, dass

L{f % g}(s) //f (0 — 1) * dr do

_ /0 f(r)e / g(o — 1)e=* do dr
_ /0 " e /0 " gla)e= davdr = F(5)G(s)

gilt.

Im Folgenden gilt grundsitzlich f = f(s). Dabei kann f sowohl die Laplace-
Transformierte von f bezeichnen als auch eine beliebige Funktion der komplexen Ver-
danderlichen s der Laplace-Transformation. Die leichte mathematische Unkorrektheit
wird fiir eine iibersichtlichere Darstellung der Abhéngigkeit eines Ausdrucks von s
in Kauf genommen. Die jeweilige Bedeutung ergibt sich stets aus dem Kontext. Mit
f/ df wird die Ableitung einer Funktion nach s gekennzeichnet.

A.2 Kommutative Algebra

Eine (endliche) Linearkombination

pi(T1, ... x,) = Zaaxa, Ao, €k, a; € Ny (A.2)
[0
von Monomen z% = zi" --- 25" mit dem Totalgrad « ist ein Polynom in den Unbe-
stimmten z1, .. ., z, mit Koeffizienten a,, aus dem Korper k. Es bezeichnet k[z1, . .., x,]
die Menge aller Polynome in x4, ..., z, mit Koeffizienten aus k.

Definition A.1 (Ideal [CLO97]). Eine Untermenge T C k[xy,...,x,| wird als Ideal
bezeichnet, wenn die folgenden Figenschaften erfillt sind:

(i) 0 € Z,
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(i1) falls f,g € Z, dann f+g € Z,
(111) falls f € Z und h € klxy,...,x,], dann hf € T.

Falls fi,...,fs € kl[z1,...,2,], dann ist (f1,..., fn) ein Ideal von k[zi,...,x,]
und wird als von fi, ..., fs erzeugt bezeichnet. Entsprechend dem Hilbertschen Basis-
satz verfiigt jedes Ideal Z C k[zy,...,x,] iiber eine endliche Anzahl von Generatoren
[CLO97], d.h. Z = (g1, . ..,gs) fiir Generatoren gy,...,gs € L.

Ein bedeutendes Erzeugendensystem ist die sogenannte Grobner-Basis [CLO97]. Sie
lasst sich systematisch mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus berechnen, der den fiir
univariate Polynome bekannten Euklidischen Divisionsalgorithmus verallgemeinert.

A.2.1 Grobner-Basen

Bevor iiber einen Divisionsalgorithmus fiir die Polynome (A.2) tiber k[zq,...,x,] ge-
sprochen werden kann, muss eine Monomordnung festgelegt werden. Wahrend die Ord-
nung fiir Polynome mit n = 1 in einer Variable (ohne explizite Nennung) stets

I e A |
lautet, ergeben sich fiir multivariate Polynome zusétzliche Freiheitsgrade.

Definition A.2 (Auswahl von Monomordnungen [For91, CLO97]). Es seien o =
(a1,...,an) und B = (br,...,B,) Elemente aus Ny mit Totalgraden o = Y 1" | «;
und |B] =321, Bi.

(i) Fir die lexikografische Ordnung gilt
a>plexﬁ 4 dj: Oéj>ﬁj, Vi<j:oa;=p.
Es ist 2% > pex 2P, falls o > plex B

(i1) Fir die Totalgradordnung oder graduierte lexikografische Ordnung gilt

g & ol =18 Vv (lel =18 A a>ped).
Es ist 1% >gex ¥, falls @ > gex -

Die Monomordnungen lassen sich auf Polynome aus k[z1, ..., x,] anwenden, indem
die Terme der Polynome in eindeutiger Weise geordnet werden.

Ihre Bezeichnung verdankt die lexikografische Ordnung dem starken Zusammen-
hang mit der alphabetischen Reihenfolge, da oftmals z, y und z anstelle von 1, x5 und
x3 verwendet werden. Beispielweise gelten zy? > ey y22* und a3y?2? > jox 23y%2 oder
auch nerven >pex nervig. Im Gegensatz dazu ergibt sich fiir die Totalgradordnung

YP 2t > gex xy?, aber weiterhin ay?z? > g6 2%y?2 und nerven >gex nervig.
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B. Buchberger begriindet 1965 in seiner Dissertation [Buc65] die Theorie der Grob-
ner-Basen?. Sie stellen ein endliches Erzeugendensystem dar, das eine besonders ein-
fache Losung des Idealzugehorigkeitsproblems zulésst, also der Frage, ob ein Poly-
nom zu einem Ideal gehort. Ein Polynom f € k[zq,...,z,] gehort zu einem Ideal
Z={f1,.--,fs) Ck[xq,...,2,] im gleichen Polynomring, d.h. f € Z, falls

f=aifi +-+asfs, a; € klxy, ...,z i=1,...,s.

Es bezeichne LT(f) den Leitterm eines Polynoms f, d.h. das bzgl. einer Monom-
ordnung grofite (oder fithrende) Monom mit seinem zugehorigen Koeffizienten.

Definition A.3 (Grobner-Basis [CLO97]). Fir eine feste Monomordnung wird eine
endliche Menge G = {g1,...,9s} eines Ideals T als Gribner-Basis bezeichnet, falls fiir
jedes Element f € T\{0} ein g; existiert, dessen Leitterm den Leitterm von f teilt:

LT(f) = aLT(g;), a € klxy, ..., z,)

Das bedeutet, dass eine Menge G C Z dann und nur dann eine Grobner-Basis von
7 ist, wenn der Leitterm eines jeden Elements aus Z durch einen der LT(g;) teilbar ist.
Fiir eine besonders anschauliche, kompakte Einfiihrung in die Theorie der Grébner-
Basen sei auf [For92] verwiesen.

A.2.2 Buchberger-Algorithmus

Der erstmals in [Buc65] vorgeschlagene Buchberger-Algorithmus ist ein Verfahren zur
Berechnung einer Grébner-Basis fiir ein Ideal in einem Polynomring. Dabei wird eine
Menge an Generatoren um weitere Polynome aus dem Ideal erweitert. Der Buchberger-
Algorithmus kann dabei als Verallgemeinerung des Gaussschen Eliminationsverfahrens
und des Euklidischen Divisionsalgorithmus angesehen werden, da er in Spezialfillen
dquivalent zu einem der beiden ist.

Definition A.4 (Rest). Es bezeichnet TF den Rest der Division eines Polynoms f
durch ein geordnetes Tupel F' = (f1,..., fs):

—F
f:a1f1+"'+a'sfs+f )
mit Polynomen aq, ..., as.

Definition A.5 (S-Polynom). Das S-Polynom zweier Polynome f und g ist definiert
kgV(LT(f), LT kgV(LT(f), LT
S(f.g) =" (LT(f), LT(g)) ,  kgVILT(f) (9))9’
LT(f) LT(g)

wobei kgV(LT(f), L1(g)) das kleinste gemeinsame Vielfache von LT(f) und LT(g) be-
zeichnet.

als

2Die Bezeichnung geht auf seinen Doktorvater W. Grébner zuriick.
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Sei Z = (f1,...,fs) # {0} ein Ideal in einem Polynomring k[xy,...,x,]. Dann
lasst sich eine Grobner-Basis algorithmisch in einer endlichen Anzahl an Schritten
konstruieren. Als Ausgangspunkt dient dem Algorithmus F' = (f,..., fs). Im ersten
Schritt wird G = F initialisiert. Dann werden fiir jedes Paar {p,q}, p # ¢ aus G das
S-Polynom o = S(p,q) und der Rest » = “ bzgl. G berechnet. Im Fall » # 0 wird
der Rest der Menge G = G U {r} hinzugefiigt, wobei wegen p,q,r € G stets G C T
gilt. Diese Schritte werden so lange wiederholt, bis keine neuen Elemente mehr zu
G hinzukommen. Das Ergebnis G = (g1,...,¢:) ist eine Grobner-Basis des Ideals Z,
mit der FEigenschaft F' C G. Ein Beweis dafiir, dass der Algorithmus tatséchlich nach
endlich vielen Iterationen terminiert, kann beispielsweise in [CLO97] gefunden werden.

A.2.3 Charakteristische Mengen

Charakteristischen Mengen sind ein von Joseph F. Ritt in [Rit50] eingefiihrtes und von
Wen-Tsun Wu in [Wu86] weiter entwickeltes konstruktives Hilfsmittel fiir die Verall-
gemeinerung des Gaussschen Eliminationsverfahrens auf multivariate Polynome. Als
Alternative zur Theorie der Grébner-Basen® zeichnen sich die charakteristischen Men-
gen durch die geringere Komplexitdt in der Berechnung aus [For91]. Im Gegensatz
zu Grobner-Basen bilden sie jedoch nicht allgemein ein Erzeugendensystem [Kol73].
Dariiber hinaus besteht ein noch gréferer Nachteil darin, dass charakteristische Men-
gen nur fiir Primideale berechnet werden kénnen, also fiir solche, fiir die aus ab € 7
entweder a € Z oder b € Z folgt [For91].

Fiir eine Monomordnung x,, > --- > x; lassen sich charakteristische Mengen als
Polynome

A1<I1),A2($1,ZE2),...7An($1,...,In) (AS)

angeben, wobei der Grad von A; bzgl. x; grofler ist als die Grade von A;,1, ..., A, bzgl.
x;. Man beachte, dass eine charakteristische Menge fiir ein Ideal iiber k[z1, ..., z,]| nicht
mehr als n Elemente enthalten kann [For91]. Die mit dem Buchberger-Algorithmus
verwandte Berechnung der trianguldren Struktur (A.3) soll hier nicht weiter diskutiert
werden. Es wird auf die angegebene Literatur verwiesen.

A.3 Differentialalgebra

Die (gewohnliche) Differentialalgebra verallgemeinert im vorliegenden Kontext die kom-
mutative Algebra aus Abschnitt A.2 durch die Hinzunahme einer einzigen Ableitung
(vgl. [Rit50, Kol73] als Standardwerke der Differentialalgebra und [For91, LG94, DF91]
im Rahmen der Identifikation).

3Das Konzept der charakteristischen Mengen ist vollkommen unabhiingig von jenem der Grébner-
Basen, auch wenn letztere zu deren Berechnung verwendet werden kénnen [For91]. Aus diesem Grund
werden die charakteristischen Mengen mit unter auch als Pseudo-Grobner-Basen bezeichnet (z.B.
[Blu0g]).
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Definition A.6 (Ableitung [Kol73]). Eine Ableitung ist ein Operator 0 : R — R
derart, dass alle Elemente a,b € R eines kommutativen Rings R mit Einselement die
Figenschaften

d(a+b) = da + 0Ob, d(ab) = (Ja)b + a(0b)
erfiillen.

Ein Ring mit einer einzigen, gewohnlichen Ableitung 0 wird als differentieller Ring
bezeichnet, ein Koérper mit entsprechender Ableitung 0 : k — k als differentieller

Korper.
Sei k{x1,...,x,} ein differentieller Polynomring, der die Menge aller differentiellen
Polynome in den Unbestimmten xy,...,z, mit Koeffizienten aus dem differentiellen

Korper k£ umfasst. Dann wird das in k{z,...,z,} durch eine Menge F' = {fi,..., fs}
differentieller Polynome f,. .., f, erzeugte differentielle Ideal mit I = [F] bezeichnet.

A.3.1 Ritt-Algorithmus und charakteristische Mengen

Wie in [LG94] soll auch hier im Kontext der Parameteridentifikation die Betrachtung
auf Primideale beschrankt werden — dies stellt hier keine (echte) Einschrénkung dar.
Auch wenn diese Idealeigenschaft nie gezeigt wird, priift man leicht fiir alle in dieser
Arbeit auftretenden differentiellen Ideale, dass diese prim sind. Insbesondere gilt das
fiir das in Abschnitt 2.6 definierte spezielle Ideal I*.

Der Ritt-Algorithmus ermittelt fiir eine Menge differentieller Polynome basierend
auf einer Monomordnung die charakteristischen Mengen [Rit50, Kol73]. Fiir die dif-
ferentiellen Polynome definieren sich Monomordnungen entsprechend Definition A.2,
wobei fiir x,, > --- > x; stets

o> 0%, > 0xy > Ty > > 0% > 0y > 1 (A.4)

gelte. Die charakteristischen Mengen eines differentiellen Ideals I mit der Ordnung
(A.4) lassen sich entsprechend (A.3) in der Form

Al(zl)aAQ(x17$2)v s aAn(xb s 7xn)

darstellen, wobei die Leitterme der differentiellen Polynome A; von 0-Ableitungen von
x; abhédngen. Im Unterschied zu Abschnitt A.2.3 miissen zur Berechnung der charak-
teristischen Mengen die Elemente f1, ..., fs eines differentiellen Ideals mit 0 abgeleitet
werden.

A.4 Eigenschaften der Bessel-Funktionen

Die folgenden Eigenschaften der Bessel-Funktionen sind [AS64] entnommen.
Die Bessel-Funktionen erster Art geniigen den Dgln.

() = —(a) (A.5a)
%(:ﬁ) — Jo(z) — iJl(x), (A.5b)
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jene zweiter Art den Dgln.
dY;
“0 @) = ~Yi(a) (A.6a)
dY; 1
@) = Yolw) - Vi(a). (A.6D)
Als Wronski-Determinante fiir die Bessel-Funktionen ergibt sich
2
H(@)Yo(@) = Yilw)Jolw) = — £ 0. (A7)
Die modifizierten Bessel-Funktionen erster Art geniigen den Dgln.
dl
d—;(x) = I1(z) (A.8a)
dl 1
d—;(x) = Io(x) — ;h(x), (A.8b)
jene zweiter Art den Dgln.
dK,
d—xo(:c) — —Ki(z) (A.9a)
dK 1
d—xl(g;) = —Ko(z) = —Ki(x). (A.9b)
Als Wronski-Determinante fiir die modifizierten Bessel-Funktionen ergibt sich
1
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Anhang B

Alternative Herleitung der
Differentialgleichungen der
Fundamentallosungen beziiglich der
komplexen Verdnderlichen der
Laplace-Transformation

In [RWO07] wurden am Beispiel einer partiellen Dgl. zweiter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten zwei Methoden zur Herleitung der Dgln. der Fundamentallésungen
bzgl. s des zugehorigen Randwertproblems vorgeschlagen, die als Grundlage fiir de-
ren Elimination zur Herleitung einer Identifikationsgleichung dienen. Wéhrend der als
yindirekte Methode* bezeichnete Ansatz im Grundgedanken der systematischen Her-
leitung in Abschnitt 2.4 entspricht, wird bei der ,,direkten Methode® die partielle Dgl.
unter Verwendung zweidimensionaler Operatorenrechnung nach Mikusinski [Mik83] in
eine algebraische tiberfithrt und algebraischen Manipulationen unterzogen.

Der in [RWO07] erhoffte Vorteil der letzteren Methode, keine explizite Kenntnis der
Losung zu benotigen, stellte sich leider als Trugschluss heraus. Wie in Abschnitt B.1
dargestellt, wird bei der Herleitung der Dgln. fiir die Fundamentallésungen vielmehr
eine Fallunterscheidung in Abhéngigkeit der geometrischen Vielfachheit der Eigen-
werte des Randwertproblems notwendig. Eine leicht modifizierte Herangehensweise
ermoglicht dennoch eine Verallgemeinerung des Ansatzes auf Gln. héherer Ordnung
(vgl. Abschnitt B.2).

Der Vollstandigkeit halber findet sich zudem in Abschnitt B.3 die Herleitung der
Dgln. der Fundamentallosungen fiir das schwere Seil, also einer partiellen Dgl. mit
ortsabhéngigen Koeffizienten, unter Verwendung der ,,direkten Methode*.

Fiir die folgenden mathematischen Betrachtungen wird anstelle der Mikusinski-
Operatoren von der wiederholten Anwendung der Laplace-Transformation sowohl bzgl.
der Zeit t als auch des Ortes z Gebrauch gemacht. Es sei zudem bemerkt, dass grund-
sétzlich auf die Laplace-Transformation bzgl. z und die damit verbundene Algebraisie-
rung des Randwertproblems hétte verzichtet werden kénnen, da offensichtlich dquiva-
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lente Rechenoperationen fiir die zugehorigen gewohnlichen Dgl. existieren. Dennoch
wurde sie zur besseren Vergleichbarkeit mit [RW07] beibehalten.

B.1 Fallunterscheidung in Abhingigkeit der Viel-
fachheit der Eigenwerte

Entsprechend [RW07] wird die aus einer partiellen Dgl. zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten durch Laplace-Transformation resultierende gewohnliche Dgl.

 d* ~ dw s

LQW(Z) + Lla(z) + Low(z) =0 (B.1)
mit Lo, L1, Ly € R[s], Ly # 0 betrachtet (unter der Annahme homogener Anfangsbe-
dingungen), deren Losung in der Form

- ., dw

0(2) = Si(2)0(0) + () 22 (0) (5.2)

geschrieben werden kann. Erneute Laplace-Transformation von (B.1) bzgl. des Ortes z
fithrt dann auf die algebraische Gl.

. d .
— LQE(O) — (sz + Ll)UJ(O) = 0,

S»

£ﬁ2p2 + Llp + [A/())/
L

mit w = L.{w}(p) = Jo - w(z)e P dz. Setzt man darin die Transformierte der Losung

(B.2) ein, so folgt, dass die Fundamentallésungen 5'1, S, den Beziehungen

Lgl = [Azl +pIA/2, (B3a)
LSy = Ly (B.3b)

geniigen. Um Dgln. fiir SZ-, t = 1,2 bzgl. s herzuleiten, miissen — grob gesprochen —
(B.3) nach s und p abgeleitet und derart miteinander kombiniert werden, dass keine
Potenzen von p mehr auftreten, die bei der inversen Transformation £ zu Ableitungen
nach dem Ort z fithren wiirden. Der auf @ angewandte Operator L als Polynom in p
soll dabei zunéchst nicht aufgelost werden, sondern letztlich durch einfache Division
eliminiert werden.

Es folgt durch Subtraktion der mit p+ Ly /L, multiplizierten Gleichung (B.3b) von
(B.3a) und Division durch L

2 2 f, 2
pSQ = Sl - A—l»S’Q (B4a)
Ly

Somit gilt
LS2 = (pQEQ +p[:1 + [:0)32 = pi2g1 + i/ogz = Ez,
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und es folgt

A i 2
pS =1-— EO S (B.4b)

2

Durch Ableiten von (B.3) nach p und s ergeben sich unter Verwendung von (B.4) zur
rekursiven Substitution der Produkte von pké’i, k=1,2,1=1,2

L(ngl + gg) = —[Azlgl + 2i0§2 (B5a)
LD,Sy = —2LyS5; + 115, (B.5b)
2 L 2L Li .\
LS| = (LQTO - Lg) S — = (Lg =t L’1> S, (B.5¢)
2 L2 2

2 D R N Lo ., Ly, L .

LSy = (L=t —Lh ) Sy + | D22 — L — 2 (2 =1 | ] S, (B.5d)
Ly Ly Ly Ly

mit D, der Ableitung nach p. Zudem wurden nicht von S; abhéngende Summanden
ebenfalls mit Hilfe der Beziehungen (B.4) ersetzt, die als Gleichungssystem fiir p® und
p! aufgefasst werden kénnen:

1 =
1=L—295

2

1 A 2 L
p=L— |8 -8=].
Ly Ly

In [RWO07] werden (B.5a) und (B.5b) nach §1 und §2 aufgelost:

§ . Lz1<DpS1 + gg) — 2z0ng2
1= = =
Aloly — 12
A 2£2(Dp‘§1 + 5’2) — flepgg
Sy =L — - .
ALoLy — L2

Man erkennt jedoch, dass dies nur fiir 4LoLs — I:% # 0 moglich ist, also unter der An-
nahme unterschiedlicher Eigenwerte von (B.1). In diesem Fall konnen diese Ausdriicke
in (B.5¢) und (B.5d) eingesetzt und die so entstehenden Gleichungen durch L dividiert
werden:

A

A A Aol A ~ L ~ ~ N N ~ N
(4LoLy — 12)S! = (Lgﬁ—o - Lg) <L1(Dp51 Sy — 2L0Dp52>
2
I . I N N 2 2 R 2
_ io (L;Tl - L’1> <2L2(Dp51 +5y) — LleSQ>
2 2

Lo o Lo L o(D, 81+ $) — D, 8
+<L;£0_Lg—é<g;—Lg)) <2L2(Dp31+52)—L1Dp52>-
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Durch Anwendung der inversen Laplace-Transformation bzgl. des Ortes ergeben sich
daraus die gesuchten Dgln. fiir g,(z), i = 1,2 bzgl. s, auf deren Angabe hier verzichtet
wird.

Im Fall eines doppelten Eigenwerts sind die rechten Seiten der vier Gln. in (B.5)
jeweils Vielfache voneinander, weshalb nicht nach Sy und S, aufgelost werden kann.
Das Gleichungssystem (B.5) vereinfacht sich also zu

L (ngl + gg) == _f/lgl + 2£0§2 (B6a)
2 El ~ A ~ A
LD,S, = — (—L181 + 2L082> (B.6b)
2L,
A /
2, Lo A A A A
LS =27 (—L151 ¥ 2L052> (B.6¢)
1
iy (L)
LS, =220 (—ilél " 2i0S2> . (B.6d)
Lo \ Ly

Die lineare Abhéngigkeit kann als

(1 + z2ﬁLO> Sy(2) = 251(2)

1

dargestellt werden und korrespondiert zu den Fundamentallésungen 5’1(2) = oM 4
Aze= und gz(z) = ze™* mit A\ = %, die sich im Fall eines doppelten Eigenwerts
ergeben.

Paarweises Gleichsetzen in (]3.6), bzw. allgemeiner Transformation der rechtsseiti-

gen Matrix vor dem Vektor mit S; und S in Zeilen-Echelon-Form [Mey00] und Division
der letzten drei Gln. durch L fithrt auf

2 2 f; 2
0=D,5 + S, — QE—ODPSQ
1

A

g - <%) (Dy51+55)

1

also durch inverse Laplace-Transformation £ erneut auf Dgln. fiir S”z(z), t=1,2 bzgl.
s. Man beobachtet, dass es sich hier — im Unterschied zum Fall einfacher Eigenwerte —
lediglich um ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung bzgl. s handelt, da die drei
Gln. R(s)[£, z]-linear abhéingig sind. Eine dquivalente Darstellung ist beispielsweise mit

—Zz 14 2zL0 &

) NS (‘?1(2)> —0 (B.7)
4y 2Z(f§’> —2(#1’) S5(2)

gefunden. Dennoch lassen sich unter Verwendung dieser Gln. die Fundamentallésungen

aus einer Messgleichung (2.20) eliminieren.
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B.2 Allgemeine Herleitung

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Herleitung lédsst sich auf partielle
(bzw. durch Laplace-Transformation resultierende gewthnliche) Differentialgleichungs-
systeme beliebiger Ordnung systematisch anwenden. Da jedes System gekoppelter Dgln.
in ¢ Groflen durch Transformation in ¢ autonome Dgln. aufgespaltet werden kann
(vgl. (2.17) bzw. [Ber09, Theorem 5.2.3]), beschrénkt sich die folgende allgemeine Her-
leitung auf eine (skalare) Dgl. n-ter Ordnung. Zudem dient diese Betrachtung im We-
sentlichen als alternative Herleitung der Dgln. (2.16) fiir die Fundamentallésungen bzgl.
s und zeigt, dass ein reduziertes Differentialgleichungssystems fiir n Gréfen rational in
s ist.

Die Laplace-Transformierte einer partiellen Dgl. n-ter Ordnung bzgl. des Ortes z
kann fiir homogene Anfangsbedingungen in der Form

Ziidz—ﬁ.’(z) =0 (B.8)

mit L, # 0 angegeben werden, mit polynomialen Koeffizienten L e R[s]. Thre Losung
lasst sich in Abhéngigkeit der Randwerte bei z = 0 als

ZS Sy (5.9

darstellen, wobei die n Ansatzfunktionen S; ein Fundamentalsystem bilden.
Die Anwendung von £, auf (B.8) fiithrt auf eine algebraische Gleichung. Zusam-
men mit (B.9) ergeben sich aus der Forderung, dass fiir eine allgemeine Giiltigkeit

der Gleichung die Faktoren vor den Anfangswerten Cflzw (0) verschwinden miissen, die

Beziehungen
n

LS, =Y Lyt i=1,...,n, (B.10)
k=1

>>

<.

mit L =37, Lyp® und L, # 0. Durch paarweises Gleichsetzen der Gleichungen fiir i
und 7 — 1 beginnend fiir ¢ = n entsprechend

~
A ~

(Lot + Enp)LSy = LoLS,
( n— 1+an)L'§n72

~
~

(I:an + inflp + znp2>LSn

leiten sich nach Division durch L und rekursives Ersetzen der Potenzen von p die
folgenden Beziehungen zwischen den Fundamentallosungen ab:

A 2 f,i_ A 2
pSl = Sifl — A_ISny 1= 17 e, SO =1 (Bll)

Diese Gleichungen koénnen direkt als Dgln. erster Ordnung bzgl. z fiir die Operator-
funktionen S;(z) interpretiert werden. Um die Dgln. der Operatorenfunktionen in s
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herzuleiten, werden des Weiteren jene Gleichungen benétigt, die sich durch Ableiten

von (B.10) nach p einerseits’,

n

k=i+1

L(D,S;) =

Z kLip"

und nach s andererseits,

n

ZL/ k— Z_Z‘E;p

k=1 k=0

ergeben.
Aus der vektoriellen Darstellung von (B.10)

~
~ A A A

Sy Ly - Ly Ly

Jo

éﬂ 0o --- 0 L,
Wy

1=1,...,n,

(B.12)

(B.13)

(B.14)

erkennt man, dass aufgrund der Regularitit von M, nach den Potenzen von p aufgelost
werden kann. Unter Verwendung von (B.11), in vektorieller Darstellung

0 «v . 0 —1Lo

2 i A
Sl 1 .. : _h Sl
S, i i ) L Sy
Pl . =10 °-. S : B aa
2 0 Ln-s A
S 0 0 1 Ll | \Sh
NS Ln J
Er

0 1 pnfl
0 .
: D
0 1

lassen sich in einem ersten Schritt die Produkte p*S; in den zu (B.12) und (B.13)

korrespondierenden Beziehungen

2 0 (n—1)L, 2Ly Ly
D,5, . _ R
X 2L3
L DPSQ — .

2 : (n—1)L,
D,S, 0 0
é{ ﬁ;l ﬁé Afl !

L S5 I 5 :
: : ST p
S 0 --- 0 L 1

'Es bezeichnet weiterhin D,, die Ableitung nach p.

n—1
=D kL
p k=1
1
S

. Sy
= Lt |
k=0 :

S
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ersetzen. In den resultierenden 2n Gln. werden anschlieBend die Potenzen von p mit
Hilfe von (B.14) ersetzt:

N O f/n fzg fzg N N
D,S; i S1 Sh
A 3 A n A
D,S - S S,
L 2 M| = = S RLe(ED |
: 2 : L, 2 U < | 2
DpSn O . 0 Sn Ml Sn
(B.15a)
S Sy
Sy “, S
L7 == L@ |
f = :
S i, S,
(B.15b)

Die gesuchten Dgln. fiir die Fundamentallosungen S, bzgl. s ergeben sich beispiels-
weise durch Transformation der Matrix (M7, MI)T auf Zeilen-Echelon Form

M O -
TpTy, ( M1> = *
’ 0 0 1i =« x
O(2n—m)><m O(2n—m)><(n—m)

mit m < n, wobei Tp eine Permutationsmatrix und 77, € R(s)2"*?" eine untere Drei-
ecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale bezeichnen. Entsprechend ergibt sich bei An-
wendung der Transformation TpT;, auf (B.15) und Division der letzten (2n—m)-Zeilen
(mit einer Null auf der rechten Seite) durch L eine Darstellung

Sy
A I,D, + NLM_l S

(On-myxm L2a—m) TrTr ( Lo, ) e
S

Nach Anwendung der inversen Laplace-Transformation £ ! und Streichen der in jedem
Fall n — m iiber R(s)[%, z] linear abhéngigen Gln. ergibt sich

~

P(L.2)S=0 (B.16)
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mit der quadratischen Polynommatrix P(- 4 2) € R(s)[L, 2" und S dem Vektor mit
den n Fundamentallésungen S; aus dem Losungsansatz (B.9).

Um die transzendenten Funktionen S; aus den Messgleichungen (2.13) mit Hilfe von
(B.16) eliminieren zu kénnen, muss P vollen Rang n aufweisen. Dass diese Forderung
ebenso wie beim System zweiter Ordnung in Abschnitt B.1 (vgl. bspw. (B.7)) allgemein
erfiillt ist, kann unter Annahme des Gegenteils gezeigt werden: Wére P singuldr und
damit (B.16) nicht autonom, so wire die Losung s +— S nicht eindeutig festgelegt.
Vielmehr wiren die Trajektorien von n — Rangp GroBen frei, was jedoch in Wider-
spruch zu den iiber den Losungsansatz (B.9) eindeutig bestimmten Trajektorien der
Fundamentallosungen steht.

B.3 Schweres Seil als Beispiel fiir ein System mit
ortsabhingigen Koeffizienten

Die ,direkte Methode* aus [RW07] lasst sich auch auf partielle Dgln. mit ortsabhéngi-
gen Koeflizienten iibertragen. Hier sollen daher am Beispiel des schweren Seils ohne
Dampfung, also mit € = 0, die Dgln. (5.13) der Hilfsoperatoren T, i=1,...,4 bzgl s
hergeleitet werden.

Dafiir wird auf die Systemgleichung (5.1) die Laplace-Transformation zunéchst bzgl.
der Zeit ¢t (mit homogenen Anfangsbedingungen) und anschlieflend bzgl. des Ortes z

angewandt:
) . di )
(9p°(m = pDy) = gpp = ps*) i — mg——(0) — mgpi(0) = 0.
I
Ausgehend von der allgemeinen Losung
. A . ., dw
w(z) = S1(z)w(0) + SQ(Z)%(O) (B.17)

des Randwertproblems geniigen die Operatoren S; und S5 den Gln.

LS, = mgp (B.18a)
LSy = my. (B.18b)
Entsprechend der vorangegangenen Betrachtung fiir partielle Dgln. mit konstanten

Koeffizienten, lassen sich auch hier Rekursionsbeziehungen fiir die Potenzen von p
angeben:

2gp(m — pr)S 29p51 + gpsS/ + 2ps? SQ + 2mg (B.19a)
2p(m — ,on)é = 2m51 + 2,052 + psS (B.19b)
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Deren Herleitung ist jedoch nicht trivial. So folgt (B.19b) aus der Kombination der von
(B.18) abgeleiteten Gln.

pLSy = L(pS,) + gpp>Sy = LS, (B.20a)
pL(DySs) = L(pDySa) + gpp* DySs = —(29p*(m — pD,) — gpp) S (B.20D)
(LS,) = LS, — 2psSy = 0. (B.20c)

Ersetzt man in der gewichteten Summe von (B.20a) multipliziert mit —m und (B.20b)
multipliziert mit p das Monom p? unter Verwendung von L und anschlieBend alle
Ausdriicke ohne den Differentialoperator L mit Hilfe von (B.20c), so verbleibt eine
Gl., auf die L. angewandt wird. Dies impliziert (B.19b). Eine analoge Betrachtung fiir

S, fithrt unter Beriicksichtigung von
Lmg = mg’p* — mg®pp — mgps® = mg®p” — gpLS; — ps’LS,

auf (B.19a).
Die sich durch Ableitung von (B.18) nach s und p ergebenden sechs Gln.

D,(LS;) = (2gp(m — pD,) — pg) S+ L(D,S) = LS,

D,(LS5) = (2gp(m — pD,) — pg) S + L(D,S:) = 0
(LS,) = —2psS; + LS, = 0, i=1,2
(LS))" = —2p5; — dpsS! + L& = 0, i=1,2

ermoglichen es gemeinsam mit (B.18) selbst, die Ausdriicke in (B.19) derart zu ersetzen,
dass der Differentialoperator L ausgeklammert werden kann, was

9537 + (45” + 9)S1 + 4s(1+ D)1 = 0
pgsSy + g(4m + p)Sy + 4psD,Sy = 0

impliziert. Aus der Anwendung der inversen Laplace-Transformation bzgl. p folgt das
Differentialgleichungssystem

gsS + (45> + ¢)S) + 4s(1 — 2)8, =0
pgsSY + g(4m + p) S, — 4pszSy = 0

zweiter Ordnung, das mit 5'1 = Tg, 5'2 = %’”Tl geméf der Definition von 5’1, Sz in
(B.17) und T3, T} in (5.12) dquivalent zu jenem in (5.13) ist.
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