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KURZDARSTELLUNG

In Teil i dieser Arbeit wird die Dynamik eines aktiven pola-
ren Fluids in einer planaren Taylor-Couette Geometrie analy-
siert. Das Konzept des ,aktiven polaren Fluids” ermoglicht eine
Kontinuumsbeschreibung einer Vielzahl von biologischen Sys-
temen unter besonderer Bertiicksichtigung gebrochener raumli-
cher Symmetrien und der intrinsischen , Aktivitdt” dieser Sys-
teme, wobei wir unter letzterem die Fahigkeit verstehen, chemi-

sche in mechanische Energie umzuwandeln.

Wir untersuchen die Dynamik eines solchen Fluids in einer pla-
naren Taylor-Couette Geometrie, einer ebenen Flache die durch
konzentrische Zylinder begrenzt wird. Wir finden in Abhén-
gigkeit von der Aktivitdt des Systems eine Vielzahl spontaner
Stromungsmuster insbesondere auch in Abwesenheit externer
Drehmomente. Weiterhin stellen wir fest, dass das Fluid ein ma-
kroskopisches Drehmoment erzeugen kann, und somit als Mo-

tor interpretiert werden kann.

In Teil ii analysieren wir die Migration von CD8" T-Zellen und
Nattirlichen Killerzellen (NK-Zellen), zweier essentieller Kom-
ponenten der menschlichen Immunabwehr. Die zugrundelie-
genden in-vitro Experimente wurden von Mitarbeitern der Ar-
beitsgruppe Markus Hoth (Lehrstuhl fiir Biophysik, Universitat
des Saarlandes) durchgefiihrt. Von besonderem Interesse sind
dabei die Geschwindigkeit sowie die Persistenz der Bewegungs-
richtung der Zellen. Wir modellieren die Bewegung der Zellen
als persistenten Random Walk mit Ruhezeiten und vergleichen

dies mit alternativen Modellen.
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ABSTRACT

In part i of this thesis, we analyze the dynamics of an active
polar fluid in a planar Taylor-Couette geometry. The concept of
»active polar fluids” enables us to mathematically describe a lar-
ge class of biological systems while considering broken spatial
symmetries as well as intrinsic ,activity”, which is the ability

to transform chemical into mechanical energy.

We study the dynamics of such a fluid in a planar Taylor-
Couette geometry, i.e. a planar space bounded by two concent-
ric cylinders. Depending on the system’s activity we find sever-
al classes of spontaneous flow patterns, even in the absence of
external torques. Furthermore we find that the fluid can create

a macroscopic torque and thus can be regarded as a motor.

In part ii, we analyze the migration of CD8" T-cells as well as
natural killer cells (NK-cells), which are essential components
of the human immune response. The in-vitro experiments ha-
ve been performed by members of the group of Markus Hoth
(Biophysics, Saarland University). We are specially interested in
the velocities as well as the persistence of direction of the cells’
motion. We model the motion as persistent random walks with

resting phases and compare this model to alternative ones.
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Teil 1

INSTABILITATEN AKTIVER POLARER
FLUIDE IN DER
TAYLOR-COUETTE-GEOMETRIE






Das Studium der Natur
fithrt zur Gottheit.

Karl Julius Weber

EINLEITUNG

Die Erforschung belebter Materie mit den Methoden der Physik
hat eine mehrere Jahrhunderte lange Tradition, wenn auch der
Begriff ,Biophysik” erst im Laufe des 20. Jahrhunderts breitere

Verwendung erfuhr.

Als ein frithes bekanntes Beispiel kann man den Arzt und
Forscher Luigi Galvani (1737-1798) nennen, der Experimente
an Froschschenkeln durchfiihrte, bei denen er (unwissentlich)
einen Stromkreis aus dem Froschschenkel, einem Kupfer- und
einem Eisenelement herstellte, was zur Kontraktion der Mus-
keln im Schenkel fiihrte [1].

Thomas Young (1773-1829) erforschte neben seinen Studien
im Bereich der Elastizititslehre und der Agyptologie auch die
Funktion des menschlichen Auges und ergriindete dabei so-
wohl die Funktionsweise der Augenlinse als auch die Wellenna-
tur des Lichts. Weiterhin postulierte er, dass im Auge 3 verschie-
denartige Rezeptoren existieren, die auf Licht unterschiedlicher

Wellenldnge reagierten [2].

Diese Dreifarben-Hypothese wurde schliefSlich bestétigt von Her-
mann von Helmholtz (1821-1894), zu dessen Forschungs-
schwerpunkten neben der Physik des Sehens und Horens auch
die Reiziibertragung in Nervenzellen und die Aerodynamik
fliegender Lebewesen gehorte. Weiterhin entwickelte er im Rah-
men von Studien iiber Garungs- und Zerfallsprozessen sowie
die Warmeproduktion in Lebewesen die heute gebrduchliche
Formulierung der Energieerhaltung [2].

Die Entwicklung neuer experimenteller Methoden, insbesonde-

re verbesserter optischer Darstellungsmittel, ermoglichte es im
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Laufe der Zeit, immer kleinere Strukturen zu erforschen, begin-
nend mit der Beobachtung individueller Zellen bis hin zu den
molekularen Grundbausteinen des Lebens wie beispielsweise

der DNS oder einzelnen Proteinen.

Die erste Beobachtung — und damit die Entdeckung — einer
lebenden Zelle gelang 1670 dem Kaufmann Antoni van Leeu-
wenhoek (1632-1723) mit einem selbstgebauten Mikroskop. Ob-
wohl der Begriff der ,Zelle” erstmals von Robert Hooke (1635-
1703) verwendet wurde, dauerte es noch bis zur Entwicklung
der Zelltheorie durch Theodor Schwann [3] und Matthias Schlei-
den [4, 5] in den spédten 30er Jahren des 19. Jahrhunderts, bis
die Existenz der Zelle als kleinste lebende Struktur weithin an-

erkannt wurde [2, 6].

Die erste detaillierte Beschreibung des Zellkerns erfolgte 1833
durch Robert Brown. Walther Flemming beschrieb 1879 das Ver-

halten der Chromosomen bei der Zellteilung [6].

Die Wellenldnge des sichtbaren Lichts erlaubt es nicht, Objek-
te zu unterscheiden, deren Abstand weniger als 0.2um betragt.
Carl Zeiss konstruierte 1886 Linsen, die diese theoretisch maxi-
male Auflosung erreichten, allerdings mussten hierzu die Zel-
len zunéchst prapariert werden. Die detaillierte Abbildung le-
bender Zellen wurde erst 1930/1932 mit der Entwicklung des
Differential-Interferenz-Kontrastmikroskopie beziehungsweise des
Phasenkontrastmikroskops durch Lebedeff beziehungsweise Zer-

nike ermoglicht [6].

1931 konstruierte Ernst Ruska erstmals ein Elektronenmikroskop.
Je nach verwendeter Beschleunigungsspannung konnen die
Elektronen einen Wellenldnge von ~ 0.004nm erreichen, was
eine theoretische optische Auflosung von 0.002nm ermoglicht.
Die praktisch realisierbare Auflosung bei der Untersuchung
biologischer Objekte liegt zwar lediglich bei ~ 2nm, dies stellt
jedoch eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem Lichtmikro-
skop dar und erlaubt die Beobachtung einzelner Molekiile [7, 2,
6].
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Weitere detaillierte Einblicke tiber Aufbau und Funktion von
Biomolekiilen liefert die Methode der Rontgenstrukturanalyse,
mittels derer John Kendrew 1961 die Struktur von Myoglobin

und Hamogloin ergriindete [8, 2].

Die sogenannte Fluoreszenzmikroskopie nutzt bei der Prédparati-
on spezifisch , markierte” Proteine, um deren Verteilung inner-
halb der Zelle sowie ihre Dynamik bei verschiedenen zelluldren
Prozessen zu beobachten. Mit Hilfe dieser Methode gelang es
Klaus Weber 1974 erstmals die Existenz von Aktin-Filamenten
in verschiedenen Zelltypen optisch nachzuweisen [6, 9]. Die
Rolle von Aktin-Filamenten bei der Muskelkontraktion war
zwar bereits seit 1954 bekannt, die Existenz von Aktin in Nicht-
Muskelzellen war jedoch zu jenem Zeitpunkt durchaus iiberra-

schend [10, 11, 12].

Generell ist seit der ersten Entdeckung von Aktomyosin [13]
und Tubulinfilamenten [14] das Wissen {iiber das Zytoskelett
mit seinen verschiedenen Filamenten und die Vielzahl von asso-
ziierten Motorproteinen sowie iiber deren vielfdltige Dynamik

1 so dass im Laufe der Zeit die beob-

immens angewachsen
achteten Prozesse und Modellsysteme zunehmend komplexer

wurden.

Die theoretische Physik bietet ein breites Instrumentarium zur
Analyse solcher komplexer Systeme, und trug in den vergange-
nen Jahrzehnten erheblich zum Verstandnis zelluldrer Prozesse
bei. So zeigten beispielsweise Mogilner und Oster — basierend
auf den Vorarbeiten von Peskin, Odell und Oster [16] — wie
durch Polymerisation von Aktin eine gerichtete Fortbewegung
entstehen kann [17]. Dogterom et al. modellierten die Entste-
hung von Astern aus Mikrotubuli und analysierten die Rolle
der einzelnen Teilprozesse [18]. Jiilicher und Prost berechne-
ten in [19] wie die Kooperativitdt von molekularen Motoren

zu spontaner gerichteter Bewegung fithren kann. Nédélec und

Die wichtigsten Komponenten und Funktionen des Zytoskelettes werden
wir in Kapitel 2 ausfiihrlicher besprechen. Fiir weitere Informationen zur
Geschichte der Erforschung des Zytoskelettes sei hier auf die Ubersicht [15]
verwiesen.
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Leibler erforschten in experimentellen und theoretischen Arbei-
ten [20, 21] die Interaktion zwischen Mikrotubuli und mole-
kularen Motoren. Doubrovinski und Kruse beschrieben in [22]
einen Mechanismus, der beschreibt, wie Aktinwellen in Abwe-
senheit molekularer Motoren lediglich durch Polymerisation
spontan entstehen konnen. Zumdieck et al. analysierten in [23]
das Zusammenziehen des kontraktilen Rings bei der Zelltei-
lung eines C. Elegans Embryos und konnten dadurch in guter
Ubereinstimmung die mechanische Spannung im Ring berech-
nen. Johann et al. zeigten in [24], wie durch molekulare Moto-

ren die Lange von Filamenten reguliert wird.

Diese exemplarische Aufzdhlung soll einen ersten Eindruck
iiber die Anzahl und die Vielfalt der verschiedenen zellula-
ren Systeme und Prozesse vermitteln, die mittels physikalischer
Methoden beschrieben und analysiert werden kénnen. Hier of-
fenbart sich allerdings auch eine nicht unwesentliche Proble-
matik in der physikalischen Modellierung biologischer Prozes-
se: Da jeder Zelltyp eine unterschiedliche Zusammensetzung
von Zytoskelett und assoziierten Proteinen aufweist und diese
wiederum innerhalb des Lebenszyklus einer Zelle variieren, be-
notigt man fiir jeden Zelltyp und jede Situation im Prinzip ein
spezifisches physikalisches Modell.

Ist man lediglich am Verhalten des Zytoskelettes auf grofieren
Langenskalen interessiert und nicht an den molekularen Pro-
zessen, bietet sich eine Kontinuumsbeschreibung an, bei der tiber
die molekularen Prozesse gemittelt wird, und diese nur noch
als Systemparameter in die Beschreibung eingehen. Ein solcher
Ansatz hat sich beispielsweise in der Mechanik newtonscher
Fluide bewihrt, deren zentrale Navier-Stokes-Gleichung solch
unterschiedliche Fluide wie Wasser, Luft oder Ol gleicherma-
len exakt beschreiben kann [25]. Erweiterungen dieser klas-
sischen Hydrodynamik fithren zur Stromungsmechanik nicht-
newtonscher Fluide [26] oder zur Beschreibung von Fliissigkris-
tallen [27].
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Die erste Kontinuumsbeschreibung fiir ein biologisches Fluid
wurde 2002 von Simha und Ramaswamy vorgestellt. Der Titel
des Artikels [28] lautet iibersetzt ,, Hydrodynamische Fluktatio-
nen und Instabilitdten in geordneten Suspension selbstgetrie-
bener Partikel” und spiegelt wider, dass durch die hergeleite-
ten Gleichungen Schwirme von Bakterien, Insekten und Wir-
beltieren beschrieben werden sollten. Diese Beschreibung war
wiederum inspiriert durch die Arbeit von Toner und Tu [29],
die die Bewegung von Vogelschwarmen durch kontinuierliche
Geschwindigkeits- und Dichtefelder ndherten. Simha und Ramas-
wamy erweiterten diese Beschreibung im wesentlichen durch
die Einfiihrung eines Richtungsfeldes (, director field”), wodurch
berticksichtigt wird, dass Ausrichtung und Bewegungsrichtung
voneinander verschieden sein konnen.

Erst in den folgenden Jahren realisierte man, dass das Zytoske-
lett abstrakt betrachtet sehr dhnliche Eigenschaften besitzen
kann wie schwdarmende Lebewesen, und fasst daher diese Sys-
teme unter dem Oberbegriff active matter, ,aktive Materie” zu-

sammen [30].

Liverpool und Marchetti beschrieben in [31] eine , Losung” von
Filamenten und Motoren durch kontinuierliche Felder. David
und Shelley leiteten 2008 ausgehend von der Beschreibung von
Polymeren [32] die dynamischen Gleichungen einer ,aktiven
Suspension” her [33].

Kruse et al. veroffentlichten 2004 die Gleichungen zur Beschrei-
bung eines ,aktiven polaren Fluids” 2, die sie unter Verwen-
dung grundlegender Relationen der Nichtgleichgewichtsther-
modynamik und (gebrochener) kontinuierlicher Symmetrien

hergeleitet hatten 3 [34, 35]. Eine Erweiterung auf mehrkom-

2 Genau genommen wurden die dynamischen Gleichungen eines , aktiven po-
laren Gels” hergeleitet, wobei die Verwendung des Wortes ,,Gel” statt , Fluid”
signalisieren soll, dass die Beschreibung auch elastische Effekte berticksich-
tigt. In dieser Arbeit, wie auch im Grofteil der sich auf [34, 35] beziehenden
Arbeiten anderer Autoren, werden wir ein liberddmpftes System betrach-
ten, in dem elastische Effekte keine Rolle spielen, so dass wir weiterhin von
einem ,aktiven polaren Fluid” sprechen konnen.

3 Diese Herleitung wird ausfiihrlich dargestellt in Kapitel 3.
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ponentige aktive Fluide wurde in [36] prdsentiert, wahrend die
Autoren von [37] die Beschreibung durch die Berticksichtigung
chiraler Effekte erweitern.

Die Eigenschaften eines wie in [34, 35] beschriebenen aktiven
polaren Fluids wurden in einer Anzahl von Arbeiten unter-
sucht, so befassen sich beispielsweise [38, 39] mit spontanen
Fliissen in einem aktiven Fluid in einer quasi-eindimensionale
Geometrie zwischen parallelen Platten. Die Autoren von [40]
nutzen die aktiven Fluid-Gleichungen zusammen mit einer
Diinnschichtndherung, um Fliisse im Lamellopodium zu be-
schreiben. In [41] werden die Gleichung in einer quasi-
zweidimensionalen ebenen Geometrie unter Verwendung der
,Lattice Boltzmann” Methode numerisch gelost und der Ein-
fluss von Scherkriaften untersucht. Dieselben Autoren simulie-
ren in [42] einen aktiven Tropfen, gewissermafien eine minima-
le Zelle, bestehend aus einem aktiven Gel, das durch Oberfli-
chenspannung zusammengehalten wird. Die Autoren von [43]
betrachten eine dhnliche Geometrie. Sie analysieren ein aktives
System in einer kreisformig begrenzten Flache und zeigen, dass
in diesem System spontane Zirkulation entstehen kann.

In der vorliegenden Arbeit werden wir die Stabilitdt und Dy-
namik eines aktiven Fluids in der Taylor-Couette-Geometrie,
dem Raum zwischen zwei koaxialen Zylindern, untersuchen.
Wir erwarten, dass durch diese gekriimmte Geometrie im Ver-
gleich zu den oben genannten planaren Systemen interessante
neuartige Effekte zu beobachten sind. Weiterhin ist die Taylor-
Couette-Geometrie verhidltnisméfiig einfach im Experiment zu
realisieren, so dass sich hier theoretische Vorhersage und ex-
perimentelles Ergebnis sehr gut vergleichen lassen sollten [44].
Durch diesen Vergleich liefsen sich die physikalischen Parame-
ter verschiedener aktiver polarer Fluide bestimmen, was wie-
derum zum verbesserten Verstindnis von und zu Voraussagen
tiber in-vivo-Systeme fithren kann.

Bevor wir allerdings in Kapitel 4 das Verhalten eines aktiven po-

laren Fluids in der Taylor-Couette-Geometrie untersuchen wer-



EINLEITUNG

den, definieren wir in Kapitel 2 die grundlegenden Eigenschaf-
te eines aktiven polaren Fluids und motivieren diese durch
biologische Beispiele. In Kapitel 3 werden danach die dynami-
schen Gleichungen des aktiven polaren Fluids hergeleitet.






Eine der Freuden, die man erfdhrt,
wenn man die Welt durch mathematische Augen betrachtet,
ist, dass man bestimmte Muster erkennt,

die ansonsten verborgen blieben.

Steven Strogatz

INTERPRETATION BIOLOGISCHER SYSTEME
ALS AKTIVE POLARE FLUIDE

Mit dem Begriff , Aktive Polare Fluide” [35] * beschreiben wir
konzeptionell eine Klasse von Systemen, die, wie wir in diesem
Kapitel anhand von Beispielen zeigen werden, iiber die klassi-
sche Definition eines ,Fluids” hinausreicht. Im Folgenden ge-
ben wir die drei zentralen Eigenschaften an, die alle ,aktiven
polaren Fluide” im Sinne der vorliegenden Arbeit besitzen miis-
sen.

1. Die Subeinheiten, aus denen sich das System zusammen-
setzt, sind ausreichend klein, und der Beitrag des indivi-
duellen Verhaltens der Subeinheiten an der Dynamik des
Systems ist auf der betrachteten Langenskala vernachlés-
sigbar. Dies erlaubt es uns, das System als Kontinuum zu
beschreiben, indem wir Feldvariablen einfiihren, die Mit-
telwerte der Beitrdge der einzelnen Subeinheiten angeben.
Statt beispielsweise die Orte x; und Geschwindigkeiten v;
aller Teilchen i eines Systems anzugeben, betrachten wir
nun das Geschwindigkeitsfeld

1
v(x) = ——— v;. (2.1)
@ = v,
Wir mitteln demnach die Geschwindigkeiten aller Teil-
chen in einer Umgebung dV von «. Fiihrt man diese Mit-

telung in der Praxis durch, muss man dV so wéahlen, dass

1 Die Autoren der genannten Veroffentlichungen verwenden den Begriff , Ak-
tive Polare Gele”, da sie in ihrer Beschreibung auch elastische Effekte be-
rticksichtigen. In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns dagegen aus-
schliefSlich mit nicht-elastischen Materialien.

11
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es ausreichend grofs ist, um die Beitrdge der Fluktuatio-
nen der einzelnen Teilchen aus dem Ergebnis heraus zu
mitteln, jedoch muss dV weiterhin wesentlich kleiner sein,
als die Stromungsstrukturen, die wir berechnen wollen. In
dieser Arbeit fithren wir diese Mittelung nicht tatsdchlich
durch, vielmehr soll die oben angegebene Formel dem
konzeptionellen Verstiandnis des eingefiihrten Geschwin-
digkeitsfeldes v(r) dienen.

2. Die Subeinheiten besitzen eine polare Asymmetrie, das
bedeutet, es gibt pro Subeinheit zwei voneinander unter-
scheidbare, besonders ausgezeichnete Punkte. (Sind die
beiden Punkte nicht unterscheidbar, liegt ein nematisches
Fluid vor [27].) Die Polaritit einer solchen Subeinheit kon-
nen wir somit durch einen Vektor p; beschreiben, woraus
sich wiederum im Kontinuumslimes das Polarisationsfeld

p(x) ergibt:
1
p(x) = WV—("")’M%(SZ (2.2)

3. Einige der Subeinheiten wirken als Kraftdipole, das be-
deutet, sie konnen sich und andere Einheiten selbststian-
dig fortbewegen. Hierzu benétigen sie einen Vorrat an
chemisch gespeicherter Energie, der in einem sogenann-
ten aktiven Prozess in mechanische Energie umgewandelt

wird.

Ublicherweise sind Fluss, Polarisation und Aktivitit eines sol-
chen Systems vielfdltig miteinander verkniipft (vergleiche Ka-
pitel 3), woraus eine reichhaltige Dynamik resultiert, die wir in
Kapitel 4 am Beispiel der Taylor-Couette-Geometrie studieren

werden.

In diesem Kapitel werden wir beispielhaft einige Systeme nen-
nen, die sich als aktive polare Fluide beschreiben lassen. Einen
besonderen Anteil wird dabei die Beschreibung des Zytoskelet-
tes einnehmen. Dies geschieht einerseits aus historischen Griin-

den, da das Konzept des aktiven Fluids urspriinglich eben gera-
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de entwickelt wurde, um die Dynamik des Zytoskelettes zu be-
schreiben, und andererseits, weil hier die einzelnen Teilaspekte
der Dynamik des aktiven polaren Fluids besonders anschaulich

zu erfassen sind.

2.1 ZELLE UND ZYTOSKELETT

Tierische und pflanzliche Zellen sind eukaryontisch, das heifst,
sie besitzen einen Zellkern, in dem das Erbgut der Zelle gespei-
chert ist. Einfachere Organismen wie Bakterien und Archaeen
bestehen dagegen aus prokaryontischen Zellen ohne Kern. Die
wesentlichen Bestandteile einer eukaryontischen Zelle sind (ver-
gleiche Abbildung 1, [6])

o Zellorganellen

* die Zellfliissigkeit beziehungsweise Zytosol

* das Zytoskelett

¢ die Zellmembran beziehungsweise Plasmamembran und
¢ die Zellwand (nicht in tierischen Zellen).

Zellorganellen, Zellfliissigkeit und Zytoskelett werden zusam-
menfassend als Zellplasma oder Zytoplasma bezeichnet. Dieses
wird umschlossen von der sogenannten Zellmembran oder Plas-
mamembran, die in tierischen Zellen die duflere Begrenzung von
Zellen darstellt. In Pflanzenzellen ist die Membran wiederum

von der Zellwand umschlossen.

Die Zellorganellen sind (zumeist) rdumlich abgetrennte Subein-
heiten der Zelle, die spezifische Funktionen ausiiben. Zu den
Organellen gehort auch der Zellkern, in dem sich der grofite Teil
des genetischen Materials der Zelle befindet. Weiterhin ist der
Zellkern fiir die Synthetisierung verschiedener Ribonukleinsdu-
ren verantwortlich. Eine Auflistung der {ibrigen Zellorganellen

und deren Funktionen findet sich beispielsweise in [6].

13
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Mikrotubuli
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ABBILDUNG 1: Die wesentlichen Bestandteile einer eukaryontischen
Zelle. Fett markiert sind Zellkern, Vesikel und Zentrosom sowie
Filamente und Zellmembran, die in diesem Kapitel besprochen
werden. Aus [6].

Das Volumen der Zelle, das nicht von Zellorganellen eingenom-
men wird, wird durch die sogenannte Zellfliissigkeit ausgefiillt,
die aus Wasser und darin geldsten Ionen und Molekiilen be-
steht und in der eine Vielzahl fiir die Funktion der Zelle rele-

vanter Prozesse stattfinden.

Die Zellfliissigkeit ist weiterhin durchzogen von einer Struktur
verschiedener Filamente, die dadurch das sogenannte Zytoskelett
bilden. Dieses besitzt tatsdchlich mit dem Skelett eines Wirbel-
tieres vergleichbare Eigenschaften, so ist es zum Beispiel we-
sentlich an der Formgebung und Fortbewegung der Zelle betei-
ligt. Im Gegensatz zum Skelett, ist das Zytoskelett jedoch kein
passives Gebilde mit starren Komponenten, sondern zeigt viel-
mehr eine mannigfaltige Dynamik [6, 45, 46, 2]. Es spielt eine
essentielle Rolle bei Transportprozessen innerhalb der Zelle, bei
Bewegungen und Anderungen der Form der Zelle sowie bei

der Zellteilung.

Wie bereits erwdhnt setzt sich das Zytoskelett aus verschiede-
nen fadenformigen Subeinheiten zusammen, den sogenannten

Filamenten. Oftmals werden auch die sogenannten Motorprotei-
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ne zum Zytoskelett gezdhlt, da sie wesentlich zu dessen Dyna-
mik und Funktionalitét beitragen. Nachdem wir die verschiede-
nen Filamente und deren molekularen Aufbau etwas ausfiihrli-
cher betrachtet haben, werden wir dann auf die Motorproteine
und die Dynamik, die aus dem Zusammenspiel von Filamenten

und Motoren resultiert, genauer eingehen.

2.1.1 Filamente des Zytoskeletts

Die drei Arten von Filamenten, die das Zytoskelett bilden, sind
Aktinfilamente, Mikrotubuli und Intermediirfilamente [6]. Es han-
delt sich dabei um helikale, langliche Polymere, die aus der Ver-
kettung von gleichen beziehungsweise gleichartigen Proteinen
entstehen. Der Grundbaustein der Aktinfilamente ist G-Aktin,
wiahrend Mikrotubuli aus a— und f—Tubulin Proteinen aufge-
baut sind. Bei den Intermedidrfilamenten handelt es sich um
eine ganze Klasse von Filamenten, die sehr dhnliche Strukturen
und Figenschaften besitzen, aber jeweils aus anderen Proteinen
gebildet werden. Vertreter dieser Klasse sind beispielsweise die

Keratinfilamente.

Aktinfilamente und Intermedidrfilamente bilden in der Zelle
netzwerkartige Strukturen, wobei weitere Proteine wie Filag-
grin, Plectin, Actinin oder Filamin verschiedene Arten Quer-
verbindungen zwischen den einzelnen Filamenten herstellen.
Mikrotubuli sind meist in Form einer Aster (stern- beziehungs-
weise bliitenférmig) angeordnet, in deren Zentrum sich das so-

genannte Zentrosom befindet.

Die verschiedenartigen Strukturen, die von den drei Filament-
arten gebildet werden (siehe Abbildung 2), entsprechen den
zum Teil unterschiedlichen Aufgaben, die die Filamente tiber-

nehmen.

Intermediirfilamente bilden robuste Netzwerke, die meist in der

Plasmamembran, bei manchen Typen aber auch in der Kern-
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ABBILDUNG 2: Mikroskopische Aufnahme des Zytoskeletts. An-
hand der farbigen Markierungen erkennt man deutlich die ver-
schiedenen rdumlichen Verteilungen und Strukturen der Aktinfi-
lamente (rot), Mikrotubuli ( ) und Intermediarfilamente (3¢/b)
sowie den Zellkern (blau). Aus [6].

membran lokalisiert sind und damit zur Stabilisierung der Zel-

le beitragen.

Zu den Hauptaufgaben der Mikrotubuli gehort der Transport
von Vesikeln innerhalb der Zelle. Dies geschieht mittels Motor-
proteinen, auf die wir spiter zurtickkommen werden. Weiterhin
sind die Mikrotubuli von zentraler Bedeutung fiir die Mobilitat
der Zelle als auch bei Prozessen wie der Zellteilung.

Aktinfilamente finden sich in der gesamten Zelle, besonders
stark sind sie aber nahe der Zellmembran konzentriert. Sie
sind insbesondere fiir die Formgebung der Zelle, intrazellula-
ren Transport und fiir die Fortbewegung der Zelle verantwort-
lich.

Abbildung 3 zeigt ein Aktin-Protein, sowie ein aus vielen sol-
cher Molekiilen gebildetes Aktinfilament. Das globuldre Aktin-
Molekiil hat zwei definierte unterschiedliche Enden, die man
als Plus- und Minusende oder auch als Pole bezeichnet. Bei der
Polymerisation binden sich Enden unterschiedlicher Polaritat
aneinander, wodurch auch das enstehende Aktinfilament eine
definierte Polaritat besitzt. Diese Polaritat ist eine elementare

10 pm
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Plus-Ende Aktin-Molekiil
Plus-Ende

Minus-Ende

Minus-Ende

ABBILDUNG 3: Das Aktin-Molekiil (links) und ein aus vielen solcher
Molekiile gebildete Aktin-Filament (rechts). Das Aktin-Molekiil
ist ndherungsweise kugelférmig und hat ein definiertes Plus- und
Minus-Ende. Bei der Polymerisation dieser Molekiile, binden sich
jeweils Enden unterschiedlicher Polarisation aneinander und bil-
den so das helikale Aktin-Filament, das somit ebenfalls iiber eine
definierte Polaritdt verfiigt. Aus [6].

Eigenschaft der Aktinfilamente, sie ist wesentlich fiir viele Pro-

zesse, an denen Aktinfilamente beteiligt sind.

An den Enden der Filamente kommt es stindig zu Polymeri-
sation und Depolymerisation, da sich Monomere an den En-
den durch vielfdltige Ursachen binden oder 16sen. Die Binde-
und Lose-Raten kg, und k; am Plus-Ende beziehungsweise
kon und k_;. am Minus-Ende sind im Allgemeinen unterschied-
lich, im passiven Fall gilt jedoch stets

+ —
kon _ kOl‘l

+ - 7
koff koff

so dass beide Enden mit der gleichen Rate schrumpfen oder
wachsen.

Tatsdchlich spielen in diesem Prozess jedoch zwei verschie-
dene Arten von Monomeren eine Rolle, namlich Adenosin-
triphosphat (ATP)-gebundene und Adenosindiphosphat (ADP)-
gebundene Monomere. Letztere werden im Zytosol durch

einen aktiven Prozess in erstere umgewandelt. Im Filament wer-
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den die ATP-gebundenen Monomere vorzugsweise wieder in
ADP-gebundene umgewandelt, die eine geringere Bindeaffini-
tat zu den benachbarten Molekiilen besitzen. Durch diesen Ef-
fekt erhoht sich die effekte Abloserate an einem Ende 2, und als
Resultat schrumpfen beziehungsweise wachsen die Enden des
Filaments im Allgemeinen unterschiedlich schnell [6, 47].

Die aktive Umwandlung von ADP zu ATP im Zytosol fiihrt so-
mit zu einer effektiven Verschiebung des Masseschwerpunkts
des Filaments. Ein Sonderfall hiervon ist das sogenannte Tread-
millings, bei dem ein Ende effektiv wachst, wihrend das andere
schrumpft, so dass sich das Filament wie die Kette (tread) eines

Raupenfahrzeugs fortbewegt [45].

Die Polaritat ist weiterhin von grofier Bedeutung bei der Bewe-
gung von Myosin-Proteinen entlang der Aktin-Filamente. Da
diese sich stets in Richtung des Plus-Endes bewegen, konnen
sie auf diese Weise Lasten transportieren oder Filamente bewe-
gen, weswegen sie als molekulare Motoren oder Motor-Proteine be-
zeichnet werden. Sie sollen im ndchsten Abschnitt besprochen

werden.

2.1.2 Molekulare Motoren

Molekulare Motoren sind Proteine, die mit Filamenten wechsel-
wirken und dabei durch die Hydrolyse von Adenosintriphosphat
(ATP) in Adenosindiphosphat (ADP) chemische Energie in mecha-
nische umwandeln [6]. Sie sind somit zusammen mit der oben
erlduterten aktiven Polymerisation verantwortlich fiir die Ak-
tivitit des Zytoskelettes. Man unterscheidet die Superfamilien
der Dyneine und Kinesine, die mit Mikrotubuli interagieren, so-

wie die Myosine, die mit Aktinfilamenten wechselwirken.

Auch wenn die Strukturen der einzelnen Motorproteine sich
in den Details unterscheiden, besteht der prinzipielle Aufbau

2 Per Konvention wird dieses Ende meist als Minus-Ende definiert.
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N-Terminus
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ABBILDUNG 4: Aufbau eines Motorproteins am Beispiel des Myosin-
II-Molekiils. Ein Myosin-II-Molekiil besteht aus zwei identischen
Subeinheiten, die am Schwanzende (C-Terminus) zu einer Helix
verdreht sind. Am Schwanzende konnen sich mehrere Myosine
miteinander verbinden oder es konnen dort Lasten gebunden wer-
den, die durch die Bewegung des Myosins transportiert werden.
Die zwei Kopfe konnen sich an Aktinfilamente binden und sich
an diesen entlang bewegen. Aus [6].

eines Motorproteins stets aus einer Schwanzdoméne (siehe Ab-
bildung 4), an die gegebenenfalls zu transportierende Lasten
angehdngt sind, und einer Kopfdoméne, die sich an die entspre-
chenden Filamente bindet, wo sie durch die aktive Umwand-
lung von ATP in ADP einen mechanischen Kraftdipol erzeugt
und einen ,Schritt” entlang des Filaments ausfiihrt. Der genaue
Bewegungszyklus, den ein Myosin-II-Motor bei einem solchen
,Schritt” durchlduft, ist in Abbildung 5 dargestellt.

Durch viele solcher ,Schritte” kann der Motor Lasten zu ei-
nem Ende des Filaments transportieren. Diesen Prozess darf
man sich nattirlich nicht als deterministischen Vorgang vorstel-
len, vielmehr 16sen sich Motoren oftmals zufillig von Filamen-
ten, um dann ebenso zufillig wieder an andere Filamente zu
binden, wobei im ungebundenen Zustand natiirlich auch Dif-
fusionseffekte eine Rolle spielen. Man spricht hier daher sinn-
vollerweise von Bindewahrscheinlichkeiten und durchschnittli-

chen Verweildauern der Motoren an den Filamenten.

Eine weitere wichtige Eigenschaft molekularer Motoren ist wie
bereits erwdhnt, dass sie Filamente bewegen, indem sie sie ge-
geneinander verschieben: So hat ein Myosin-Motor wie aus Ab-
bildung 4 ersichtlich, zwei Kopfsegmente, die sich beide auch

an zwei verschiedene Filamente binden konnen. Da die Kopfe
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ABBILDUNG 5: Aktive Bewegung eines Myosinmotors entlang eines

Filaments.

(1) Zunéchst ist der Kopf des Motors an das Aktin-Filament ge-
bunden. (2) Nach Aufnahme von ATP 16st sich der Kopf etwas
vom Filament. (3) Bei der Hydrolyse des ATP durchlduft der Kopf
eine Konformationsianderung, wobei er Richtung Plus-Ende des
Filaments gestreckt wird. Die Produkte der chemischen Reakti-
on, Adenosindiphosphat (ADP) und eine Phosphatgruppe, bleiben
am Kopf solange gebunden, bis (4) dieser sich wieder an das Fila-
ment bindet. Er ist dabei immer noch in gestreckter Form, aber ei-
nige Nanometer weiter in Richtung des Plus-Endes als zuvor. Bei
dieser Anbindung 16st sich die Phosphatgruppe vom Kopf, was
den sogenannten Kraft-Schlag (5) auslost, also das Zuriickkehren
des Kopfes in seine urspriingliche Konformation, wobei er den
Schwanz in Richtung des Plus-Endes des Aktin-Filaments zieht.
Nach dem Kraft-Schlag befinden sich Aktin und Myosin wieder
in Konfiguration (1), wobei sich der Myosin-Kopf jedoch um eine
Strecke (einen ,,Schritt”) nach rechts bewegt hat. Aus [6].
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sich an beiden Filamenten in Richtung des Plus-Endes bewe-
gen, gibt es, wenn beide Filamente nicht exakt parallel orien-
tiert sind, eine resultierende Kraft, die beide Filamente gegen-
einander verschiebt (siehe Abbildung 6). Auch dies ist ein sto-
chastischer Effekt, den man durch eine effektive, mittlere Kraft

beschreiben kann.

Minus-

Plus-
Ende

ABBILDUNG 6: Wechselwirkung zwischen antiparallel ausgerichte-
ten Filamenten durch Motorproteine. Das Myosin-Molekiil kann
sich mit seinen zwei Kopfen an beide Filamenten binden. Da sich
in diesem Fall beide Kopfe in Richtung des jeweiligen Plusendes
bewegen, ergibt sich eine effektive Verschiebung der beiden Fila-
mente gegeneinander, wobei sie sich jeweils in Richtung ihrer Mi-
nusenden (gemif der eingezeichneten Pfeile) bewegen. Aus [48].

2.1.3 Beispiele fiir die Dynamik des Zytoskeletts

Das Zytoskelett besitzt, wie bereits erwdhnt, eine sehr reich-
haltige Dynamik. In diesem Abschnitt wollen wir anhand ei-
niger in-vitro und in-vivo-Systeme einen ersten Einblick in die
Vielfalt der dynamischen Prozesse erhalten, in denen das Zy-
toskelett eine bedeutende Rolle spielt. (Fiir einen umfassende-
ren Uberblick sei wiederum auf die Standardwerke [6, 45, 46]

verwiesen.)

Abbildung 7 zeigt die Anordnung von Mikrotubuli in eine Le-
berepithelzelle. In generischem Zustand ist eine in erster Nahe-
rung asterférmige Struktur erkennbar, die vom Centrosom aus-
geht, an dem die Mikrotubuli-Filamente polymerisiert werden.
Durch Zugabe von Taxol werden die Mikrotubuli stabilisiert,

das bedeutet ihre Depolymerisation wird reduziert. Dadurch
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1ost sich die Asterstruktur auf und es bilden sich Cluster mit
hoher Filamentdichte.

L J
15 pm

ABBILDUNG 7: Anordnung von Mikrotubuli in eine Leberepithel-
zelle. In generischem Zustand (linke Seite) ist eine in erster Nahe-
rung asterformige Struktur erkennbar, die vom Centrosom (nicht
sichtbar) ausgeht, an dem die Mikrotubuli-Filamente polymeri-
siert werden. Durch Zugabe von Taxol werden die Mikrotubu-
li stabilisiert, das bedeutet ihre Depolymerisation wird reduziert.
Dadurch 16st sich die Asterstruktur auf und es bilden sich Cluster
mit hoher Filamentdichte (rechte Seite). Aus [6].

In Abbildung 8 sehen wir Aufnahmen aus einem sogenannten
motility assay, einem experimentellen Aufbau bestehend aus ei-
ner ebenen Fliche mit immobilisierten Myosin-Motoren und
einer hohen Dichte frei beweglicher Aktin-Filamente. Je nach
Dichte bilden sich kollektiv wandernde Cluster von Filamen-
ten, rotierende Strukturen oder fortschreitende Wellen.

In Abbildung 9 sehen wir eine mikroskopische Aufnahme so-
wie eine schematische Darstellung eines Keratocyten bei der
Fortbewegung. Das Zusammenspiel von aktiver Polymerisati-
on im vorderen Bereich und von durch Myosin-Motoren ver-
ursachter Kontraktion im hinteren Bereich der Zelle erlaubt

schnelle Bewegungen mit bis zu 10pm/min [46].

Als letztes Beispiel sei hier in Abbildung 10 die Rolle von Aktin-
und Tubulinfilamenten bei der Zellteilung aufgezeigt. Wahrend
die Mikrotubuli die sogenannte mitotische Spindel formen, die
das Erbgut der Mutterzelle zwischen den Tochterzellen aufteilt,
bilden Aktinfilamente einen kontraktilen Ring in der Mitte der
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108 sec

ABBILDUNG 8: Aufnahmen aus einem sogenannten motility assay,
einem experimentellen Aufbau bestehend aus einer ebenen Fli-
che mit immobilisierten Myosin-Motoren und einer hohen Dich-
te frei beweglicher Aktin-Filamente. Ja nach Dichte bilden (von
links oben nach rechts unten) sich kollektiv wandernde Cluster
von Filamenten, rotierende Strukturen oder fortschreitende Wel-
len. (Man beachte den abweichenden Mafistab im letzten Bild.)

Von [49].

Zelle. Dieser schniirt sich in der Folge zusammen und bewirkt
somit schliefilich die Zerteilung der Zelle.

Nach diesem Uberblick iiber Aufbau, Dynamik und Rolle des
Zytoskelettes wollen wir nun weitere biologische Systeme vor-

stellen, die sich als aktive polare Fluide beschreiben lassen.
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ABBILDUNG 9: Mikroskopische Aufnahme sowie eine schemati-
sche Darstellung eines Keratocytens aus einer Fischepidermis bei
der Fortbewegung. Schematisch dargestellt sind Aktinfilamente
(rot), Intermedidrfilamente (blau), Mikrotubuli (griin), Centrosom
( ) und Zellkern (braun) In dieser Abbildung bewegt sich die
Zelle in Richtung des unteren Randes. An der (in Bewegungs-
richtung) vorderen Kante ist das Aktin besonders stark konzen-
triert und bewegt die Zellmembran durch aktive Polymerisierung
vorwirts, die {ibrigen Komponenten verbleiben im riickwirtigen
Bereich der Zelle. Die Kontraktion der Aktinfilamente durch die
Myosin-Motoren bewirkt, dass der Keratocyt Form und Richtung
beibehilt [6].

kontraktiler Ring mitotische Spindel

ABBILDUNG 10: Teilung einer tierischen Zelle. Schematisch darge-
stellt sind die Zellmenbran (grau), Mikrotubuli und Centrosom
(griin), Aktinfilamente (magenta) und die Chromosomen (braun),
die das Erbgut der Zelle enthalten. Wahrend die Mikrotubuli die
sogenannte mitotische Spindel formen, die das Erbgut der Mutter-
zelle zwischen den Tochterzellen aufteilt, bilden Aktinfilamente
einen kontraktilen Ring in der Mitte der Zelle. Dieser schntirt sich
in der Folge zusammen und bewirkt somit schliefdlich die Zertei-
lung der Zelle. Aus [6].
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2.2.1 Zellverbinde

Zellen im Gewebe sind hdufig polarisiert, das heifst sie ha-
ben entsprechend ihrer Funktion mehrere spezialisierte Teil-
bereiche. So besitzen beispielsweise die Epithelzellen, die die
Oberflachen des tierischen Korpers bedecken Auflen- und In-
nenseiten mit sehr unterschiedlichen Eigenheiten, wie beispiels-
weise verschiedener Rezeptoren oder Beschaffenheit der Mem-
bran [6].

ABBILDUNG 11: Polaritit der Zellen im Fliigel des Drosophila-
Embryos zu zwei verschiedenen Zeitpunkten [50]. Sind anfangs
die Zellen noch in zwei verschiedene Richtungen ausgerichtet, so
richten sie sich im Zeitverlauf zunehmend an den nidchsten Nach-
barn und an der Fliigelachse aus.

Bei der embryonalen Entwicklung (Abbildung 11) und auch bei
der Wundheilung (Abbildung 12) erfolgt eine Orientierung der
Zellen, die sicher stellt, dass benachbarte Zellen stets eine dhn-
liche Polarisierung aufweisen. Der dieser Ausrichtung zugrun-
deliegende Mechanismus ist bislang nicht vollstindig verstan-
den [50], er bewirkt jedoch offenbar eine Nahordnung von Pola-
risation und Bewegungsrichtung der Zellen im Gewebe, so dass
wir ein Geschwindigkeitsfeld und ein Polarisationsfeld einfiih-
ren und das Gewebe als Kontinuum beschreiben konnen. Da

sich die einzelnen Zellen selbststindig fortbewegen konnen,
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ABBILDUNG 12: Epithelzellen wahrend der Heilung einer kiinstlich
zugeftigten ,,Wunde” [51]. Das System betrachtet die beiden Be-
reiche, in dem sich keine Zellen befinden, als Wunde und ver-
sucht sie zu schlieflen. Auch hier beobachten wir ein kollektives
Verhalten der Zellen, das zu einer Nahordnung fiihrt. Das beob-
achtete Geschwindigkeitsfeld weist wirbelférmige Strukturen auf.
Die Aufnahme entstand 4 Stunden nach dem Zufiigen der Wunde.
Die Lange des weifien Balkens betragt 50um.

lasst sich somit auch dieses System als aktives polares Fluid
betrachten.

2.2.2 Schwarmverhalten von Bakterien und Wirbeltieren

Ab einer gewissen Dichte [54] zeigen viele Lebewesen ein
Schwarmverhalten, in dem sie ihre Bewegung lokal aneinan-
der anpassen. Dies wurde beispielsweise an Bakterienkoloni-
en [52] (Abbildung 13), Schwidrmen von Fischen [53] (Abbil-
dung 14), Vogeln [55] oder Heuschrecken [56] erforscht. Auch
bei Menschen kann in gewissen Situationen ein Schwarmver-
halten beobachtet werden [57], beispielsweise wenn eine Panik
ausbricht [58].
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ABBILDUNG 13: Kollektives Verhalten einer Kolonie von Bacillus
subtilis. Benachbarte Bakterien gleichen ihre Orientierung und ih-
re Bewegungsrichtung aneinander an und bilden lokale Cluster
(farblich markiert). Aus [52].

Auch hier kdnnen wir den Schwarm als Kontinuum betrachten
und ein Geschwindigkeitsfeld sowie ein Polarisationsfeld defi-
nieren. Ob sich alle diese Systeme als aktive polare Fluide be-
schreiben lassen, sollte jedoch zunéachst kritisch hinterfragt wer-
den. Im Falle der Bakterien konnen wir erwarten, dass die Be-
schreibung als Fluid in guter Naherung zutreffend ist, und das
individuelle Fluktuationen keinen Beitrag zur grofiskaligen Dy-
namik leisten. In Wirbeltieren sind individuellere Unterschie-
de jedoch stdrker ausgeprégt, so gibt es beispielsweise soziale
Hierarchien, und manche Individuen folgen der Gruppe weni-

ger bereitwillig als andere.

Es erscheint somit naheliegend, dass die Dynamik von Grup-
pen von Wirbeltieren nur unzureichend durch ein aktives po-
lares Fluid beschrieben werden kann. Ob dies tatsdchlich der
Fall ist, und unter welchen Umstanden die Beschreibung als ak-
tives Fluid dennoch zutreffend ist, bleibt jedoch eine offene —
und sehr interessante — Frage, die leider zum gegenwartigen

Zeitpunkt noch unbeantwortet ist.

An diesem Punkt haben wir die grundlegenden Eigenschaf-

ten eines aktiven polaren Fluids definiert und Beispiele fiir das
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ABBILDUNG 14: Wirbelférmige Bewegung eines Fischschwarms. In-
terpretiert man die Korper der Fische als Vektoren, so ist diese
Abbildung nichts anderes als eine Darstellung des Polarisations-
feldes des Fischschwarms. Aus [53].

dynamische Verhalten, das aus diesen Eigenschaften resultiert,
kennengelernt. Im nédchsten Kapitel (Kapitel 3) werden wir nun
ausgehend von allgemeinen physikalischen Grundsitzen wie
Erhaltungsgrofien und (gebrochenen) Symmetrien ein System
von Gleichung herleiten, mit denen wir die Dynamik aktiver

polarer Gele mathematisch erfassen konnen.

In Kapitel 4 werden wir schliefilich jene Gleichungen im Mo-
dellsystem der Taylor-Couette-Geometrie 16sen und analysie-
ren. Wenn wir auch nicht erwarten konnen, mit diesem ein-
fachen Modellsystem alle hier vorgestellten Bewegungsmuster
reproduzieren zu konnen, so werden wir doch einen reichhal-
tigen Phasenraum vorfinden, in dem wir die grundlegenden
Effekte wie spontane Fliisse sowie wirbelformige oder rotieren-
de Stromungsmuster wie in den Abbildungen 7, 8 12 oder 14
wiedererkennen werden.



Das Gleiche lasst uns in Ruhe,
aber der Widerspruch ist es,

der uns produktiv macht.

Johann Wolfgang von Goethe

PHYSIKALISCHE BESCHREIBUNG
AKTIVER POLARER GELE

Im Folgenden leiten wir die dynamischen Gleichung eines ak-
tiven polaren Fluids her. Um eine moglichst grofie Klasse von
Systemen beschreiben zu konnen, basiert diese Herleitung auf
grundlegenden physikalischen Prinzipien wie Erhaltungsgro-
len und geometrischen Invarianzen sowie wenigen vereinfa-

chenden Annahmen.

Wir folgen dazu weitgehend der Herleitung aus [59], die eine
Erweiterung von [34] darstellt, wobei ein besonderes Augen-
merk auf die korrekte Beschreibung der Drehimpulsbilanz ge-
legt wurde. Die Charakterisierung der polaren Eigenschaften
des Fluids orientiert sich an der Beschreibung der Dynamik ne-
matischer Fluide in [27], die wiederum auf den Arbeiten von
Jerald Ericksen basiert [60, 61].

3.1 ERHALTUNGSGROSSEN

Die relevanten Erhaltungsgrofien in einem aktiven Fluid sind
Masse, Impuls und Drehimpuls. Die Massenerhaltung wird be-

schrieben durch die Kontinuitdtsgleichung

0P+ 0u(pve) =0 . (3.1)

Hierbei ist p die Dichte des Fluids und v, das Geschwin-
digkeitsfeld. Die Impulsbilanzgleichung fiir die Impulsdichte
g = pv lautet

tot __ rext

atguc - aﬁaaﬁ — Ju . (32)

29



30

PHYSIKALISCHE BESCHREIBUNG

AKTIVER POLARER GELE

Dabei beschreibt der Spannungstensor 0% den gesamten Fluss
von Impulsdichte, wihrend £ die Dichte externer Volumen-
krédfte darstellt. Die Drehimpulsbilanz schreiben wir in der

Form
atgzxﬁ - aVMttx(,;%t’y = o(j,)ét + rleEXt —Tg D?Xt . (33)

Hier bezeichnen wir mit #,, g ="a8p —Tp8u die Drehimpulsdich-
te, M den Fluss von Drehimpulsdichte und v die Dichte
externer Volumenkrifte. Der totale Drehimpulsfluss M™" setzt

sich wie folgt zusammen:

Mi%tv = ma}ﬁf — 1500 + Mgy - (3.4)

Die ersten beiden Summanden reprasentieren den Drehimpuls-
fluss, der durch Spannungen im Fluid generiert wird. Wei-
terhin konnen nematische beziehungsweise polare Wechsel-
wirkungen sowie aktive Prozesse innerhalb der Fliissigkeit
einen zuséatzlichen (nicht durch Spannungen verursachten) Dre-
himpulsfluss M erzeugen. Durch die Kombination von Glei-
chung (3.2) und (3.3) sehen wir, dass im Allgemeinen dieser
zusidtzliche Drehimpulsfluss M selbst in Abwesenheit externer

Drehmomente ™ zu einem nicht verschwindenden antisym-

metrischen Anteil des Spannungstensors (T:C%t’a = %(ai%t — o)
fiihrt: . .
a;%t’a = EB,YMQM + ETD‘fgt (3.5)

(Tatsdchlich kann man mittels einer Eichtransformation ot
und g so anpassen, dass o symmetrisch wird und die Bewe-
gungsgleichungen (3.1) bis (3.3) ihre Giiltigkeit behalten [62].
In der vorliegenden Arbeit werden wir allerdings die ge-
brauchlichere nicht-symmetrisierte Darstellung nach [27] ver-

wenden.)

Im Allgemeinen werden sich die beschriebenen Fliissigkeiten
auflerhalb des thermodynamischen Gleichgewichts befinden.

In einem ausreichend kleinen Teilgebiet konnen wir jedoch
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von einem lokalen thermischen Gleichgewicht ausgehen [63],

so dass wir eine freie Energie F mit der Dichte

f = 50t + foln pudapp) (6)
definieren konnen. Der erste Summand ist hier die kineti-
sche Energiedichte der Bewegung des Massenmittelpunktes,
der zweite gibt die freie Energiedichte im ruhenden Referenz-
system an. n = p/m ist die Teilchenzahldichte und m die mole-
kulare Masse. Die gesamte Freie Energie ist durch das Integral

F= [d%f gegeben.

Der Zugang zu den Bewegungsgleichungen ergibt sich, wenn
wir zunichst den statischen Fall g = 0 betrachten, was im
ndchsten Abschnitt geschehen wird. In Abschnitt 3.1.2 werden

wir schliefSlich Nichtgleichgewichtseffekte bertiicksichtigen.

3.1.1 Freie Energie und hydrostatische Spannung

Im statischen Fall entfallt der Beitrag der Impulsdichte g in Glei-
chung (3.6), und die Freie Energie hat die Dichte

f= fo(n, Pmalxpﬁ)' (3-.7)

Wir definieren nun das zum Polarisationsfeld konjugierte Ori-
entierungsfeld hy, = —0F/dp,, sowie das chemische Potential
i = dfo/on als konjugiertes Feld zur Teilchenzahldichte.

Die freie Energie muss invariant bei einer starren Verschiebung
des Systems entlang eines (konstanten) Vektors u sein. Es muss
daher JF = 0 fiir eine Variation mit ép, = —u,0d,p, und
on = —u,d,n gelten. Mit Hilfe dieser Bedingung identifizie-
ren wir in Anhang A.1 den hydrostatischen Spannungstensor
beziehungsweise Ericksen Spannungstensor:

e 9f
ap = (fo — un)dup — ng)aal’v (3-8)
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Es handelt sich hierbei um eine Verallgemeinerung des hy-
drostatischen Drucks fiir Fluide mit anisotropen Figenschaften.
Mit dieser Definition der Ericksen Spannung gilt die Relation
(Anhang A.1)

0p0npg = —NOxpl — hyOupy (3.9)

Weiterhin darf sich die freie Energie des Systems bei einer star-
ren Rotation des Koordinatensystems nicht dandern. Aus dieser
Invarianz leiten wir in Anhang A.1.1 den antisymmetrischen

Anteil des Ericksen Spannungstensors her:

1 1

Der Drehmomentfluss hat dabei die Form

9fo _ 9fo
a(a’rpﬁ)pa a(a'ﬂ%c)pﬁ ' G-11)

Mapy =

Im Gleichgewicht ist h = 0 und o™ = ¢° Im Allgemeinen
sind M und o' verschieden von Null, wohingegen der totale
Drehmomentfluss M™! in Abwesenheit externer Drehmomente

verschwinden muss. Gleichung (3.4) lautet in diesem Fall

0= Mg, + 1*,;6(7;;7 — 0%y - (3.12)

Die Drehmomente, die aus der Ericksen Spannung resultie-
ren heben sich also mit dem durch das Polarisationsfeld ver-
ursachten Beitrag M auf. Ein bekanntes Beispiel fiir ein Sys-
tem, in dem es endliche innere Drehmomentfliisse in einem
Gleichgewichtssystem gibt, ist das Gedankenexperiment der
magischen Spirale in einer nematischen Fliissigkeit [27, 64].
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3.1.2 Entropieproduktion und konstitutive Gleichungen

Um eine Stromung einer Fliissigkeit zu verursachen bezie-
hungsweise aufrecht zu erhalten, muss dem System Energie
zugefiihrt werden. In den hier betrachteten aktiven Fluiden ge-
schieht diese Energiezufuhr nicht nur durch dufsere Kréfte, son-
dern durch die molekulare Umwandlung von chemischer Ener-

gie in mechanische.

Der {iibliche Zugang [63] zur Beschreibung von Nichtgleich-
gewichtssystemen besteht darin, die Anteile der verschiede-
nen dynamischen Variablen des Systems an der Entropie-
produktion zu identifizieren. Durch eine Entwicklung der
Entropieproduktionsrate ® in den dynamischen Variablen erhilt
man schliefflich Zusammenhinge zwischen diesen. Insbeson-
dere gelten in linearer Ordnung die sogenannten Onsager-

Relationen [65, 63].

In einem System mit konstanter Temperatur T setzt sich die

Entropieproduktionsrate wie folgt zusammen:

TO = —F+Jp (3.13)

Hierbei ist F die zeitliche Anderung der freien Energie im Vo-
lumen und Jr sind Fliisse von freier Energie durch die Rander.
Wir beschranken uns hier auf den Fall, in dem der letzte Term
vernachlassigt werden kann (sog. strong anchoring, siehe [27]).

Mit Gleichung (3.6) schreiben wir die Dissipationsrate als

o4 [ 3 [8a8u )
TO = dt/dx[ 2p +f0(n/poc/atxpﬁ) . (314)

Genau genommen miissen an dieser Stelle die Teilchenzahlen n; der einzel-
nen Komponenten des Fluids eingehen. Eine ausfiihrliche Diskussion des
Beitrags der (zeitlichen Anderungen) der Teilchenzahlen n; zur Dissipati-
onsrate findet sich in Anhang A.2.
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In Anhang A.2 zeigen wir, dass sich die Dissipationsrate dar-

stellen ldsst als

6= [ a2 (et - otp)3gas-+ (upa-+ og3spa)h + )
(3.15)

Die aktive Eigenschaft des Fluids erscheint im letzten Summan-
den: Das System wird angetrieben durch eine Reaktion, die
einen chemischen ,, Treibstoff” in mechanische Arbeit umwan-
delt. Im Falle des Aktin-Zytoskeletts ist Adenosintriphosphat
(ATP) dieser Treibstoff. Bei dessen Hydrolyse in Adenosindi-
phosphat (ADP) und eine Phosphatgruppe (P) wird eine Ener-
giemenge frei, die sich aus der Differenz der chemischen Poten-
tiale der Produkte und Edukte ergibt:

AW = parp — HADP — HP (3.16)

Wir definieren nun den deviatorischen Spannungstensor o9 =

tot

0'°" — 0 und zerlegen ihn in einen symmetrischen Anteil

d,s tot tota

Ouf = Uap = 0gp — Opp (04p — a;’g) +pvavg ,  (3.17)

und einen antisymmetrischen

d,a tot,a

1
Oufp = Opp = Opp = -5 (happ — hgpa) (3.18)

wobei wir die Gleichungen (3.5) und (3.10) angewandt haben 2.
Die Schreibweise GSE := 0up (ohne Superskripte) fiir den sym-
metrischen Anteil des deviatorischen Spannungstensors dient
lediglich der Reduzierung von Schreibaufwand, da dieser An-
teil auf den folgenden Seiten von grofser Relevanz sein wird.

Im allgemeinsten Fall muss der Drehmomentfluss M in den Gleichun-
gen (3.5) (gesamter Fluss) und (3.10) (hydrostatischer Anteil) nicht identisch
sein. Wir betrachten hier allerdings stets strong anchoring Situationen, in de-
nen die Differenz der beiden Fliisse vernachlédssigbar klein wird [27].
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Ebenso zerlegen wir den Geschwindigkeitsgradiententensor d,vp
in einen symmetrischen Anteil, den Verzerrungsgeschwindigkeits-
tensor

1
Uyp = E(a,xvﬁ + aﬁv,x) (3.19)
und den antisymmetrischen Drehgeschwindigkeitstensor

1
Wap = E(aavﬁ —dgUy) . (3.20)

Bei Summation tiber alle « und B gilt damit (U;%t — O5p)0p0a =

OapUap — af}éa wyp. Mit 092 aus Gleichung (3.18) gilt fiir den
zweiten Summanden _Usﬁa Wap = Wyp Pp ha- Wir definieren da-
her die konvektive, korotationelle Ableitung des Polarisationsfel-

des
Dpy
Dt

= 0tpa + U’)/a’yptx +wapPp (3.21)

um Gleichung (3.15) in einer kompakteren Form zu schrei-
ben:

. D
TO = /d3x (aaﬁuaﬁ + Dptahm + rAy) . (3.22)
14

Die dynamischen Grofien der rechten Seite von Gleichung (3.22)
interpretieren wir als verallgemeinerte Fliisse beziehungsweise
als verallgemeinerte Krifte, von denen jeweils zwei konjugiert zu-

einander sind 3 :

verallgemeinerte Fliisse verallgemeinerte Krifte

deviatorische Spannung 0,4 | u,p Verzerrungsrate

Zeitableitung der Polarisation DDpt“ hy  Orientierungsfeld

Energieumsatzrate r | Ay chemische Kraft

Wenn das System nicht zu weit vom thermodynamischen

Gleichgewicht entfernt ist, konnen wir die verallgemeinerten

Wihrend sich die konjugierten Paare eindeutig aus Gleichung (3.22) erge-
ben, ist die Zuordnung Fluss/Kraft beliebig und dndert die resultierenden
Gleichungen (3.23)—-(3.25) nicht.



36

PHYSIKALISCHE BESCHREIBUNG

AKTIVER POLARER GELE

Fliisse als lineare Funktion der verallgemeinerten Krifte ange-
ben. Unter Berticksichtigung der Onsager-Relationen [65, 63] er-
halten wir die generischen konstituierenden Gleichungen fiir
ein aktives polares Fluid [35]:

v
Oup = 2NUyp + 31 (p,xhﬁ + pﬁha) + V1pyhydap  (3.23)

—0up At — CPappDi — C' Py Py OupDit

Dpy
Dt

1
= ;h(x + MpaAp — V1ppllap — T1UppPa (3-24)

r = AN+ Mpohy (3-25)
+€_5aﬁuaﬁ + CPappitap + glpzxpauﬁﬁ

Wir wollen kurz die Herleitung dieser Gleichungen skizzieren:
Im allgemeinsten Fall entwickeln wir 0, in eine lineare Funk-
tion von u,g, h, und Au. Die Summanden auf der rechten Sei-
te miissen sich bei Drehungen des Koordinatensystems ebenso
verhalten wie die Fliisse auf der linken Seite. In einem isotro-
pen System ist der einzig mogliche Zusammenhang zwischen
o und Ap daher o, = —{Apdug + ..., wohingegen ein Bei-
trag Z Ay mit einer skalaren Konstante Z nicht moglich ist. Die
rechten Seiten der obigen Gleichungen reduzieren sich im iso-
tropen Fall demnach auf die jeweils ersten Summanden sowie

die Terme mit g_éaﬁ 4.

In einem polaren Fluid existiert jedoch eine Anisotropie, die
durch das Polarisationsfeld p charakterisiert wird. Nach dem
Curieschen Prinzip muss sich diese Anisotropie in den elemen-
taren Bewegungsgleichungen wiederfinden, es muss also bei-
spielsweise ein Zusammenhang der Form 0,5 = {pappBp + ...
moglich sein. Die Anisotropie des Fluids fithrt damit zu
den vielfdltigen Kopplungstermen, die wir in den Gleichun-

gen (3.23)-(3.25) vorfinden.

Fiir die Kopplungsterme gelten die Onsagerschen Reziprozitiits-
bedingungen [65, 63]: Wenn zwischen einem Fluss [; und einer

4 Fiir einen spurfreien Tensor o verschwinden auch diese Terme.
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Kraft X; die lineare Beziehung J; = « - X; gilt, so muss fiir J;
und X; ebenso die Relation J; = +x - X; gelten, mit derselben
Proportionalitdtskonstanten x. Das positive Vorzeichen gilt hier-
bei, wenn entweder sowohl J; als auch X; unter Zeitumkehr in-
variant sind oder wenn beide bei Zeitumkehr ihr Vorzeichen
wechseln. So sind in obigen Gleichungen beispielsweise r und
pahy invariant unter Zeitumkehr (und im Umkehrschluss ha-
ben auch die Zeitableitung von p, und der Term p,Au das sel-
be Verhalten, sie @ndern ndmlich jeweils ihr Vorzeichen). Die
Kopplungskonstante lautet daher in beiden Féllen +A;. Die
mit v oder { bezeichneten Konstanten miissen dagegen mit ver-
schiedenen Vorzeichen erscheinen, da beispielsweise puhig inva-
riant bei Zeitumkehr ist, 0,5 jedoch nicht.

Nach Berticksichtigung der Reziprozitdtsbedingungen verblei-
ben 8 phdnomenologische Konstanten, die in der Praxis expe-
rimentell oder aus mikroskopischen Modellen bestimmt wer-
den miissen. Die Konstanten # und -y sind die Viskositét bezie-
hungsweise die Rotationsviskositdt und geben den Widerstand
des Fluids gegeniiber interner Reorganisation an. Die dimensi-
onslosen Konstanten v; und 7; koppeln die Anderung der Po-
larisation % an Geschwindigkeitsgradienten u im Fluid. Die
Kopplung der chemischen Kraft an die Polarisation wird durch
die Konstante A beschrieben. Schliefslich beschreiben die Koef-
fizienten ¢, {, {’ aktive Spannungen. Positive Spannungen wer-

den als expansiv, negative als kontraktil bezeichnet.

Zusammenfassend ist die Dynamik eines aktiven polaren
Fluids bestimmt durch die Bewegungsgleichungen (3.1), (3.2)
fiir die Dichte p und das Geschwindigkeitsfeld v sowie Glei-
chung (3.24) fiir die Zeitentwicklung der Polarisation p. Unter
Verwendung der Relationen (3.10), (3.5) und (3.9) schreiben wir
Gleichung (3.2) noch in eine etwas handlichere Form um:

1
018u = aﬁ (Uaﬁ — PUsUg — 5 (hsz/s - hﬁP“))

—10gt — hy0apy (3.26)
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Mittels der soeben hergeleiteten dynamischen Gleichungen
werden wir nun im ndchsten Kapitel die dynamischen Fi-
genschaften eines aktiven polaren Fluids in der sogenannten

Taylor-Couette-Geometrie erforschen.



Wer immer tut, was er schon kann,

bleibt immer das, was er schon ist.

Henry Ford

DYNAMIK EINES
AKTIVEN POLAREN FLUIDS
IN DER TAYLOR-COUETTE-GEOMETRIE

Der Taylor-Couette-Aufbau (Abbildung 15 a) ) besteht aus zwei
coaxialen Zylindern, in deren Zwischenraum das zu untersu-
chende Fluid eingeschlossen ist. In experimentellen Realisie-
rungen ist die Langs- (oder z-)Achse der Zylinder dabei {ibli-
cherweise grofs gegentiber den Radien, so dass man bei der ma-
thematischen Behandlung des Systems dieses in guter Nahe-
rung als in z-Richtung unendlich ausgedehnt oder periodisch
betrachten kann.

b)

ABBILDUNG 15: Das Taylor-Couette-System besteht aus zwei kon-
zentrisch angeordneten Zylindern mit Radien R_ und R, in de-
ren Zwischenraum sich ein Fluid befindet. Die Linge des Systems
ist tiblicherweise deutlich grofier als der Radius R, so dass man
das System in erster Ndherung als unendlich lang in z-Richtung
betrachten kann. In dieser Arbeit betrachten wir einen horizonta-
len Querschnitt durch das System und definieren ebene Polarko-
ordinaten r und 6 wie abgebildet. Im Falle konstanter Polarisation
p = 1 konnen wir p durch den Polarisationswinkel ¢ ausdriicken.
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Da das System weiterhin in azimutaler Richtung periodisch
ist, handelt es sich bei dem Taylor-Couette-Aufbau um ein
Gebilde von hoher Symmetrie, das gleichzeitig experimentell
gut realisier- und kontrollierbar ist. Es ist daher wenig iiberra-
schend, dass das Taylor-Couette-System sowohl in der klassi-
schen [66, 67, 44, 68, 69] als auch in der komplexen [7o0, 71, 72,
73] Fluiddynamik ein vielstudiertes Modellsystem darstellt.

In [27] wird der horizontale Schnitt durch das Taylor-Couette-
System genutzt, um das scheinbare Paradoxon der magischen
Spirale in einem nematischen Fluid zu diskutieren. Hierbei wird
das Direktorfeld (analog zum Polarisationsfeld) an den Zy-
lindern so vorgegeben, dass das Feld sich im Zwischenraum
kriimmen muss, wodurch scheinbar Drehmomente auf die Zy-
linder entstehen und ein perpetuum mobile in einem passiven
System entsteht. Dieses Paradoxon 10st sich freilich durch ei-
ne sorgféltige Betrachtung aller Anteile des Spannungstensors

beziehungsweise der Drehimpulsbilanz auf.

In diesem Kapitel soll dieselbe Geometrie untersucht werden:
der horizontale Schnitt durch ein Taylor-Couette-System (Ab-
bildung 15 b)) unter Vernachlédssigung von Fliissen und Polari-
sierung des Fluides in z-Richtung. Im Gegensatz zu dem passi-
ven nematischen System befindet sich das aktive Fluid im All-
gemeinen allerdings nicht im Gleichgewicht, da auf molekula-
rer Ebene standig chemische in mechanische Energie umgewan-
delt wird. Wir werden sehen, dass in dem betrachteten System
Phasen existieren, in denen diese Energie in Form eines Dreh-
momentes an einem der Zylinder auch makroskopisch wirkt,

wodurch wir das System als Motor interpretieren konnen.

Wir beginnen mit der Analyse des rotationssymmetrischen, also
quasi-eindimensionalen Systems (Abschnitt 4.1). Obwohl die-
ser Fall offensichtlich numerisch und mathematisch einfacher
zu handhaben ist als das winkelabhdngige Systems, das in Ab-
schnitt 4.2 untersucht wird, werden wir sehen, dass das Sys-

tem hdufig rotationssymmetrische Zustinde annimmt, weswe-
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gen die Diskussion des quasi-eindimensionalen Systems auch
praktisch relevante Einsichten liefert.

Im gesamten Kapitel werden weiterhin folgende (vereinfachen-
de) Annahmen gemacht: Das Fluid sei inkompressibel und die
Reynoldszahl des Systems sei niedrig, so dass der quadrati-
sche Term v,vg in der Impulsbilanzgleichung (3.26) vernachlds-
sigt werden kann. In einer weiteren Vereinfachung fixieren wir
|p| = 1, so dass wir einen Polarisationswinkel ¢(r, 0) definieren

konnen:

pr(r,0) = cos(r,0)
po(r,0) = siny(r,0)

(4.1)

Die Dynamik des Systems wird daher durch die Zeitent-
wicklung von radialem und azimutalem Geschwindigkeitsfeld
vr(r,0) und vy(r,0), chemischem Potential u(r,6) und Polarisa-
tionswinkel (7, 8) beschrieben.

4.1 DYNAMIK UND STABILITAT
DES ROTATIONSSYMMETRISCHEN SYSTEMS

Mathematisch wird das rotationssymmetrische System durch
das Verschwinden aller Ableitungen dg charakterisiert.

Hieraus ergibt sich unter Bertiicksichtigung der Inkompressibi-
litdt des Fluids eine merkliche Einschrankung der moglichen
Geschwindigkeitsfelder. Die Kontinuitdtsgleichung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld v,(r) beziehungsweise vy(r) lautet in ebe-
nen Polarkoordinaten

0= 0,0,(r) + 8909(7)r+ or(7)

(4.2)

Im Falle dp = 0 erhalten wir fiir v, die Bestimmungsglei-
chung

0==-09,(r-v(r)),

S| =
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hy = hgpr — hype
=hg cos p — h, siny
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mit der Losung v,(r) « 1/r. Wenn wir nun berticksichtigen,
dass es keinen Fluss durch die Zylinderflichen geben kann,
folgt unmittelbar v, = 0 {iberall im Fluid.

Der Ausdruck 0,4 (r) kann in dieser Beschreibung als Lagrange-
Multiplikator aufgefasst werden, durch den die r-Komponente
der Impulsbilanzgleichung (3.26) automatisch erfiillt wird. Die

Impulsbilanz fiir die 0 —Komponente liefert

h 20, h
ar (Uer - TJ_) + r@r - TJ_ =0 , (4-3)
wobei wir hy = hpp, — hypy definiert haben. Diese ist die

zum Polarisationsvektor p senkrechte Komponente des Ori-
entierungsfeldes h und verschwindet im Gleichgewicht. Im
Nichtgleichgewicht verursacht /| eine Anderung des Polarisa-
tionswinkels, um die Freie Energie zu minimieren, siehe Glei-
chung (4.9) und die darauf folgenden Erlduterungen. Die Lo-
sung obiger Differentialgleichung liefert den Zusammenhang

0pr (1) = t (4-4)

Die Konstante I' ist dabei das Drehmoment, das das aktive
Fluid auf den Zylinder austibt, wie wir mit Hilfe des Drehim-
pulsflusses (3.4) berechnen konnen: Integrieren wir den Fluss
in radialer Richtung tiber die Zylinderfldchen, erhalten wir fiir
R_ <r < Ry zunichst

/dGng‘;: /df)r (rogt(r) — Moy (r)) . (45)

Im hydrostatischen Fall verschwindet das Drehmoment I', auch
wenn die beiden Summanden auf der rechten Seite im Allge-
meinen von Null verschieden sind. Diese auf den ersten Blick
moglicherweise der Intuition widersprechende Situation wird

in [27] als magische Spirale bezeichnet. Die statischen Beitrage
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in (4.5) heben sich somit auf und es bleibt der deviatorische

Beitrag

I'=-— /d@ r2os (r) = 2o (r) . (4-6)

Aus Gleichung (3.18) wissen wir, dass Uedr = 0y, — %h 1, und

haben damit verifiziert, dass die Konstante I" in Gleichung (4.4)
wie zuvor behauptet tatsdchlich das vom Fluid ausgetibte Dreh-
moment darstellt.

Die 6r-Komponente der konstituierenden Gleichungen (3.23)
liefert dann den Zusammenhang zwischen dufierem Drehmo-
ment I', Orientierungsfeld h, Aktivitit Ay und Geschwindig-
keitsgradient ug, in einem aktiven polaren Fluid:
. T h n 1 . g .
2nug, = 2 + > 5 <hL cos 2y + hH sm21[J) + EA;{ s1r(121/J)
4.7

Um die Dynamik des rotationsinvarianten Systems zu bestim-
men, bendtigen wir neben Gleichung (4.7) noch die Zeitentwick-
lung des Polarisationswinkels ¢, die gegeben ist durch (3.24) *:

=

—sing p —Lsing +sing w9 =

cosp P +¢cosyp —cosyp wyp =

> +Acos P Ap —vysing ug,
hy
0

Projektion auf die parallele beziehungsweise rechtwinklige
Komponente liefert schlieflich 2

1 .
0= ;h\l + ug, v1 Sin 24 — MAp (4.8)
1
o1 = ;hL — ugy (V1 cos2yp —1). (4-9)
1 Wegen v, = 0 ist u,, = ugg = 0. Weiterhin ist per Konstruktion wg, = —w,¢

und wyr = wgg = 0.
2 Man bemerke, dass w,y — vy /1 = M

verschwinden.

= u,9, wenn die Ableitungen dy

+A1siny Ap —vq cos P ug,
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Zur Bestimmung von h; = —% benotigen wir noch den Pola-
risationsanteil F, der freien Energie F. Hierfiir ldsst sich keine
allgemeine Form angeben, vielmehr wird der exakte Ausdruck
von den spezifischen molekularen Eigenschaften des betrachte-
ten Fluids abhdngen. Als allgemeine Ndherung und zur besse-
ren Vergleichbarkeit mit fritheren Arbeiten wie [35, 38] verwen-
den wir den Ausdruck fiir die freie Energie bei der Distorsion
eines nematischen Fluids [27]. In einem ebenen System lautet
dieser

K+ 06K

F, = /d2x {%(divp)z + (p x rotp)?| . (4.10)

Die freie Energie erhoht sich also durch Spreizen (erster Sum-
mand) oder durch Biegen (zweiter Summand) des Polarisations-
feldes. In Polarkoordinaten mit dg = 0 und und der Bedingung
|p| = 1 schreibt sich dieser Ausdruck als Funktional des Polari-

sationswinkels ¢ (7)
F,=2 /drr X lir 2+K+5K 1ir in :
p=en 2 \Farmeosy 2 rar Sy '

woraus wir schliellich /| berechnen kénnen:

ho=-2 =2 (4.11)

! 5K 1 )
=(K + 6K cos? (1)) <¢” + ﬂ) - sin(2¢) (72 +y 2)

r

Einsetzen von (4.11) und (4.8) in (4.9) und (4.7) liefert ein ge-
koppeltes Differentialgleichungssystem fiir (7, t) und ug(r,t).
Zur Berechnung der Dynamik dieser beiden Felder miissen wir

noch deren Randbedingungen spezifizieren.

Wir nehmen nun an, dass der Polarisationswinkel 1 am Rand
jeweils vorgegeben ist. Natiirliche Randbedingungen wéren bei-

spielsweise = £7/2 (staibchenférmige Filamente orientieren
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sich parallel zur Zylinderwand) oder ¢ = 0, 7, ... (Polymeri-
sation beziehungsweise Depolymerisation an den Zylinderfla-
chen). Fiir die Randbedingungen des Geschwindigkeitsfeldes

vg sind die folgenden Félle interessant:

1. Wir geben die Geschwindigkeit v9(R_) am inneren Zy-
linder sowie das externe Drehmoment I' vor. Wir werden
in Abschnitt 4.1.1 sehen, dass sich im aktiven System ein
Geschwindigkeitsfeld mit Av = vg(R_-) — vg(R4) # 0 am
dufieren Zylinder ausbilden kann, selbst fiir den Fall, dass
das externe Drehmoment verschwindet. Der Zusammen-
hang zwischen I' und Av wird in Abschnitt 4.1.2.2 aufge-
zeigt.

2. Die Geschwindigkeit wird an beiden Zylindern vorgege-
ben, eine sogenannte No-Slip-Randbedingung. Um dies
im aktiven System zu erzwingen, muss im Allgemeinen
ein externes Drehmoment I' aufgebracht werden. (Ab-
schnitt 4.1.2.1)

4.1.1  Dynamik des Systems in Abwesenheit
externer Drehmomente

In diesem Fall ergibt sich die Stabilitit und Dynamik des Sys-
tems aus der Zeitentwicklung des Polarisationsfeldes. Wir er-
halten diese durch Elimination des Geschwindigkeitsgradien-
ten uy, aus den Gleichungen (4.7)-(4.9) und Auflésen nach 9;1:

1 vicos2yp — 1) 1
oY =|—+ (11/2 p—1) ' - hy (4.12)
T 274 (sin2y)?
vicos2p —1 %fAysinth

B 2
217 + X (sin 2¢)2

Dabei ist { = { + y11A; und h ist gegeben durch (4.11). Hat
man (r, t) bestimmt, so ergibt sich das Geschwindigkeitsfeld
vg(r,t) durch Integration von (4.7).
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Im Allgemeinen ist die Losung von Gleichung (4.12) nicht ana-
lytisch zugéanglich, wir bestimmen die Zeitentwicklung des Sys-
tems daher numerisch mittels eine Finite-Differenzen-Verfahrens.
Hierzu wird der (kontinuierliche) Raum in r—Richtung durch
diskrete Raumpunkte 71, r, ...,y gendhert, auf denen. Die
eindimensionale partielle Differentialgleichung fiir (7, t) wird
damit zu einer N-dimensionalen gewthnlichen Differentialglei-
chungen fiir die Funktionen 1 (t), 5 (t), ..., ¥n(t), die mittels
eines Runge-Kutta-Verfahrens integriert werden kann.

Die numerische Integration ergibt, dass im Falle raumlich kon-
stanter Randbedingungen das System stets in einen stabilen,
stationdren Endzustand relaxiert. Ohne Aktivitdt und dufseres
Drehmoment wird dies immer ein Zustand mit verschwinden-
dem Geschwindigkeitsgradienten uy, = 0 sein, im Falle ruhen-

der Zylinder ist also vy = 0 im gesamten Fluid.

Um ein besseres Verstidndnis der moglichen stationdren Zustéan-
de und deren Stabilitdt zu gewinnen, werden wir zunédchst zwei
spezielle rdaumlich homogene Losungen betrachten, die soge-
nannten Astern und Vortices (Abschnitt 4.1.1.1), bevor wir in
Abschnitt 4.1.1.2 das Verhalten der Losung fiir beliebige Pola-
risation am Rand betrachten.

4.1.1.1  Astern und Vortices

Homogene, stationdre Losungen von Gleichung (4.12) sind As-
tern mit ¢ = 0, 7r, ... und Vortices p = /2 im gesamten
Fluid. Fiir einen (im Allgemeinen) endlichen Wert der Aktivitat
¢ werden diese Lésungen instabil, und es entstehen neue stabi-
le Geschwindigkeitsfelder mit Av # 0. Die linearisierte Form
von Gleichung (4.12) liefert Aufschluss iiber die Stabilitdt der
Astern:

—_1)\2 Su'
s = (€08 (L Y () 100
1 —1)2\ 6p(r,t) - —1
—ok (5 ) RO e o) )
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Mit dem Separationsansatz 6y (r,t) = di(r) e’ wird dies zu
einer Bessel’schen Differentialgleichung [74] der Form

0 = (K+6K) (51p”(r,t) + M) — :l—zz&p(r,t) +K2ou(r,t)
(4.14)

mit n? = K/ (K + 6K) und

4ny (CAu(vi —1)/(2n) +5)

= -
(417 + v (11 —1)2) (K+ 6K)

Die Losungen dieser Gleichung sind Bessel-Funktionen ], und
Y, erster Art:

oP(r) =c1 Jn (kr) +c2 Yy (k1) (4.15)

Zuldssige Werte fiir k sind diejenigen, fiir die die Randbedin-
gung 6y (R_) = 61p(R4) = 0 erfullt ist. Wir suchen also Losun-
gen der Gleichung

]n (kiR_) Y, (kl‘R_) ) C1 _ 0 (4.16)
]n (klR+) Yn (klR+) (8] 0
Nichttriviale Losungen des linearen Gleichungssystems gibt es

genau dann, wenn die Determinante

Yoo (kiR ) Jn(KiR-) — Ju(kiR4) Yo (kiR -) (4.17)
verschwindet.

Fiir die relevanten Parameterwerte sind die Nullstellen k? und
damit die entsprechenden Eigenwerte s; des Systems reell [74].
Sobald ein s; positiv wird, ist die Aster-Losung instabil. Der
kritische Wert der Aktivitdt fiir Astern ist dementsprechend

durch
(47 +v(rh — 1)?)

A = —k%
é ]/l 1 2,)/(1/1_1)

(K + 6K) (4.18)
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gegeben, wobei k; die betragskleinste Nullstelle von obiger De-

terminante ist.

Im Grenzfall R_ — 0 divergiert Y, (k;R_). Fur n # 0 haben die
physikalisch sinnvollen Losungen von Gleichung (4.14) daher
die Form 6y (r) = ¢ J, (kr) . Der Ausdruck fiir die kritische Ak-
tivitdt hat weiterhin die Form (4.18), allerdings ist nun k; die
kleinste positive Nullstelle von J,(k;R. ). Das Resultat aus [35]
fir die Stabilitdt von Astern ist somit ein Spezialfall von Glei-

chung (4.18).

Durch eine vollkommen analoge Herleitung kénnen wir die kri-
tische Aktivitdt fiir Vortices herleiten: Die um g = 7t/2 liniea-

risierte Bewegungsgleichung lautet

Ao (r,t) = K (% + M) (51P”(r,t) n 5¢'(rr,t))

41
1 12\ su(r,t) - 1
+ 0K (Tr(”;’? )) 1/;52 )—CAy%&P(N) . (4.19)

Der kritische Wert der (A, der Aktivitat ist demnach bestimmt
durch die betragskleinste Nullstelle der Determinanten

Yo (iR ) Jm(iR=) = Jm (liR4 ) Ym (LR-) (4.20)

mit m? = —6K/K und

2 _4’77(§~Al¢(1/1+1)/(277) + )
(45 +7 (11 +1)2) (K+ 6K)

Wir erhalten damit

(49 +7(v1 +1)?)
2 (1/1 + 1)

A = —l% K . (4.21)

Zur Berechnung des Verhaltens des Systems jenseits der kriti-
schen Aktivitdt 10sen wir Gleichung (4.12) numerisch mithilfe
eines Shooting-Verfahrens (vergleiche [75]). Zur Stabilitdtsana-

lyse dieser Losungen wurde dann der maximale Eigenwert s
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ABBILDUNG 16: Verhalten des rotationsinvarianten Systems ohne

externes Drehmoment (T = 0) bei Variation der Aktivitat Ay mit
den Randbedingungen ¢(1) = (R) = 0. Ab einem kritischen
Wert {Au ~ 0.5 wird der Grundzustand instabil — dies wird hier
durch gestrichelte Linien markiert — und das System geht in einen
stabilen Zustand mit nichtkonstanter Polarisation und endlicher
Geschwindigkeit tiber. Die vertikale Achse gibt als Ordnungspara-
meter die Differenz Av = Tg(R) — Tg(1) der Stromungsgeschwin-
digkeiten an den Zylinderoberflichen an. Fiir Ay = 1 sind oben
links Polarisationswinkel (7) (schwarz) und Geschwindigkeits-
feld vg(7) (rot) dargestellt. Fiir noch hohere Aktivititen finden
wir weitere Bifurkationspunkte, ab denen weitere instabile Losun-
gen existieren, so wie unten rechts fiir Ay = 3 abgebildet. Je-
de neue instabile Losung weist eine zusidtzliche Nullstelle von
P(7) auf. Die entsprechenden Bifurkationspunkte sind durch Glei-
chung (4.18) gegeben, wobei k nun die hoheren Nullstellen der De-
terminanten (4.17) sind. Die Systemparameter sind R = 10,77 = 2,
kK =0und 11 = 0.
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des um diese inhomogene Losung linearisierten Systems nume-
risch ermittelt. (In Abschnitt 4.2.1 wird die Vorgehensweise bei

der Bestimmung der linearen Stabilitdt detailliert erldutert.)

In den numerischen Berechnungen entdimensionalisieren wir
stets Langen mit R_ und Zeiten mit RZ2 v/ K und Energien mit
K. Die transformierten dynamischen Variablen des Systems be-
rechnen sich demnach gemafs

¥=r/R_
f=t-K/v/R~
v=v-7-R_/K
= u-nR%/K

Die dimensionslosen Parameter des Systems lauten damit

R=R,./R_
K =0K/K

{Au = {Ap-R%2/K
Ir=r/K
7=1/vund
V1 =1

Abbildung 16 zeigt das resultierende Bifurkationsdiagramm im
Falle von Vortices. Bis zu einem endlichen Wert der Aktivitat
bleibt der ruhende, homogen polarisierte Zustand stabil. An
dem oben berechneten kritischen Wert Ay, wird er instabil,
und das System geht in einen Zustand mit nicht verschwinden-
der Geschwindigkeit am Rand tiber. Weiter rechts im Bifurkati-
onsdiagramm entstehen weitere inhomogene stationdre Losun-
gen entsprechend den Nullstellen k», k3, ... Diese sind jedoch
allesamt instabil.

Die obigen Resultate wollen wir nun auf allgemeinere Randbe-

dingungen verallgemeinern.
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4.1.1.2 Abhingigkeit des Endzustands von der Polarisation am
Rand

Bislang wurden lediglich zwei Spezialfédlle von Randbedingun-
gen behandelt, ndmlich ¢(R_) = (R4 ) = £71/2 mit Vortices
als inhomogenen Losungen oder ¢(R_) = ¢(Ry) =0, 7, ...,
entsprechend Aster-Losungen. Wir wollen dies nun verallge-
meinern auf beliebige Polarisationen ¢(R_-) = @(R;) am
Rand.

Abbildung 17 zeigt die Geschwindigkeit vg(R4) am dufleren
Zylinder als Funktion des Polarisatonswinkels (R—) = y(R4)
fiir verschiedene Werte der Aktivitit {Au. Interessanterweise
ist fiir nicht verschwindende Aktivitdt die Geschwindigkeit
vg(R4) # 0 fiir alle Fille abgesehen von Astern und Vortices.
Bemerkenswert ist weiterhin, dass selbst bei kleinen Aktivita-
ten fiir alle Polarisationswinkel, die nicht Vielfache von /2
sind, eine nichtverschwindende Stromung existiert. Die Vorga-
be eines ,unsymmetrischen” Polarisationswinkels fiihrt somit
spontan zu Musterbildung im Polarisationsfeld und diese wie-
derum zu einer makroskopisch beobachtbaren Stromung des
Fluids.

In der vorliegenden Arbeit sind wir primér interessiert am Ein-
fluss der Aktivitit, reprasentiert durch den Term {Ay, auf das
Verhalten des Systems. Fiir ein umfassenderes Verstiandnis der
Dynamik des aktiven Fluids ist es jedoch notwendig, auch die
Rolle der tiibrigen Systemparameter in der Dynamik des Sys-
tems zu verstehen, weswegen diese im folgenden Abschnitt dis-

kutiert werden sollen.

4.1.1.3 Die Bedeutung der Systemparameter

Die Rolle der Parameter K und 6K wurde bereits bei der Ein-
tithrung der freien Energie (4.10) angesprochen: K ,bestraft”
(durch eine Erhohung der bendtigten Freien Energie) ein Auf-

spreizen des Polarisationsfeldes, wahrend K + JK ein Biegen
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ABBILDUNG 17: Verhalten des freien Systems (I’ = 0) in Abhéngig-
keit von der Polarisation an den Zylinderoberflachen. Dargestellt
ist fiir verschieden Aktivititen die Differenz Av = g(R) — 7g(1)
bei Variation des Polarisationswinkels (1) = (R). Instabile Lo-
sungen sind durch gestrichelte Linien markiert. Wie auch in Ab-
bildung 16 konnen hier oberhalb einer kritischen Aktivitat zwei
stabile Losungen nebeinander existieren. Fiir noch grofsere Aktivi-
tdaten entstehen weitere instabile Losungen. Die Systemparameter
sind R=10,77 =2,k =0und v; =0.
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bestraft. K sanktioniert damit jegliche Inhomogenitit des Pola-
risationsfeldes. Der entsprechende Beitrag in h, (4.11) hat die
Gestalt 921y und bewirkt eine Relaxation von 1 in einen homo-

genen Zustand.

0K kann theoretisch Werte von —K bis co annehmen. Durch das
Vorzeichen von /K ist festgelegt, ob ein Aufspreizen (positives
Vorzeichen) oder ein Biegen (negatives Vorzeichen) des Pola-
risationsfeldes energetisch giinstiger ist. Da in einem Vortex-
Zustand keinerlei Spreizung vorliegt und der Beitrag zur freien
Energie lediglich im Biegeterm besteht, wird dieser Zustand fiir
steigende 0K energetisch immer ungiinstiger, und wir kénnen
erwarten, dass der Vortex schliefslich instabil werden wird. Das-
selbe beobachten wir im Falle von Astern fiir negative K. (Sie-
he hierzu auch Abschnitt 4.2.2.) Die kritischen Werte von 6K
sind im Allgemeinen von Null verschieden, so dass abhingig
von den {iibrigen Systemparametern Astern und Vortices glei-
chermafien stabil sein konnen. (Im Gegensatz dazu beobachten
wir fiir R_ = 0 eine scharfe Trennlinie zwischen Astern und
Vortices bei 6K = 0. [35])

Der dimensionslose Parameter v; bestimmt im Wesentlichen
die unmittelbare Wechselwirkung zwischen Polarisationsfeld
und Geschwindigkeitsfeld. Wie wir aus Gleichung (4.12) oder
auch (4.18) und (4.21) ersehen koénnen, haben sowohl Betrag
als auch das Vorzeichen von v; wesentlichen Einfluss auf die
Stabilitdt des Systems und bestimmen insbesondere das Vorzei-
chen der kritischen Aktivitat. Fiir vy = 41 verschwindet im
Aster- beziehungsweise Vortex-Zustand der Beitrag von ug, in
Gleichung (4.9). In diesem Grenzfall verhilt sich das Polarisa-
tionsfeld wie in einem passiven (nematischen) Fluid und die
Aktivitdt hat keinen Einfluss auf das kritische Verhalten. Der
Fall v; = 0 ist hingegen nicht speziell ausgezeichnet und die
dynamischen Gleichungen des Systems behalten ihre generel-
le Form. Sofern nicht anders angegeben wahlen wir in dieser
Arbeit stets v = 0.

53



54

DYNAMIK EINES AKTIVEN POLAREN FLUIDS

IN DER TAYLOR-COUETTE-GEOMETRIE

Die Viskositaten v und 5 verlangsamen die Riickkehr des Sys-
tems in den Zustand kleinster freier Energie. Damit spielen sie
gewissermafien eine dem Parameter K entgegengesetzte Rol-
le und destabilisieren das System. Dies mag insbesondere im
Falle von 7 zundchst nicht intuitiv wirken, da einfache Fluide
durch grofle Viskositdten , stabiler” werden 3. Tatsdchlich ist der
Einfluss einer hohen Viskositdt 7 — oo auf das hier beobachte-
te System jedoch eine Entkopplung von Polarisationsfeld und
Stromung des Fluids, so dass wir trotz eines ausgepragten Gra-
dienten im Polarisationsfeld nur eine verschwindende Reaktion
des Fluids beobachten. Fiir v — oo und 7 — oo verschwindet
der Beitrag von & | in Gleichung (4.12) und das System wird da-
zu tendieren, den Betrag von v1 cos2i — 1 zu minimieren. Fiir
v — 0 oder  — 0 dominiert hingegen der Beitrag von h;, und
das Polarisationsfeld wird sich wie im passiven Fall so ausrich-
ten, dass der Betrag von h; minimiert wird. Die Zustdnde des
Systems, die wir fiir endliche Parameterwerte beobachten, stel-
len gewissermaflen einen Kompromiss zwischen diesen beiden

Extremen dar.

4.1.2  Verhalten des Systems unter externen Drehmomenten

Bisher haben wir den Grenzfall betrachtet, dass das Fluid am
Rand keinerlei Kraft oder Drehmoment erfiahrt, so dass der
Fluss des Fluids an den Zylinderoberflichen allein durch inter-
ne Prozesse wie Aktivitdt und Viskositdt bestimmt wird. Dieser
Free-Slip-Randbedingung stellen wir nun in Abschnitt 4.1.2.1
den No-Slip-Fall entgegen, in dem die Geschwindigkeiten des
Fluids an den Zylinderoberflichen identisch mit der Geschwin-
digkeiten der Zylinder sind. Dieser in der Theorie der Hydro-
dynamik h&dufig untersuchte Grenzfall ist eine gute Ndherung,

falls die Rauigkeit der Zylinderoberflache grofs ist [76]. (Bei ge-

Betrachtet man beispielsweise ein newtonsches Fluid im Taylor-Couette-
System, so ist fiir ausreichend kleine Reynolds-Zahlen der Grundzustand
stabil [44]. Da die Reynolds-Zahl umgekehrt proportional zur Viskositét 7
ist, ,stabilisiert” ein hoher Wert von # somit diesen Grundzustand.
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wissen biologischen Systemen, wie beispielsweise Verbanden
von Zellen, die die Reibung mit der Zylinderoberfldache zur Fort-
bewegung nutzen konnen, erwarten wir allerdings eine Abwei-
chung von der No-Slip-Situation.)

In Abschnitt 4.1.2.2 werden wir schliefdlich den Zusammenhang
zwischen Geschwindigkeit des Fluids am Rand und angeleg-
tem Drehmoment darstellen.

4.1.2.1  No-Slip-Randbedingung

Ein passives Fluid bleibt in Ruhe, solange es nicht durch externe
Kréfte, Drehmomente oder Temperaturgradienten angetrieben
wird. Bei der Studie von passiven Fluiden im Taylor-Couette
System {tibt man tiblicherweise dieses Drehmoment aus, indem
man einen oder beide Zylinder in Drehung versetzt. In der vor-
liegenden Arbeit sind wir dagegen hauptsédchlich an der Stro-
mung interessiert, die durch die Aktivitdt des Fluids entsteht.
Wir betrachten daher den Fall, dass beide Zylinder in Ruhe
sind, so dass im Falle einer No-Slip-Randbedingung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld v(R;) = v(R_) = 0 gilt.

Wir haben gesehen, dass jenseits einer kritischen Aktivitat
am aufleren Zylinder ein nicht verschwindender Fliissigkeitss-
trom vyp(Ry) # 0 beobachtet werden kann. Um die Bedin-
gung vp(Ry) = 0 zu erfiillen, muss vom duBeren Zylinder
ein Drehmoment I' aufgebracht werden, das dem in der akti-
ven Fliissigkeit generierten Drehmoment entgegenwirkt. Dieses
konnen wir berechnen, wenn wir die Differentialgleichungen
fiir Polarisations- und Geschwindigkeitsfeld unter Berticksich-

tigung der Randbedingungen fiir v und ¢ 16sen.
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Im Falle eines endlichen externen Drehmoments lautet die Zeit-

entwicklung des Polarisationsfeldes

1 vycos2yp —1)2 1
at¢=[—+ ey - 1 -El-hl (4:22)
T 2n + A (sin2y)?
vycos2yPp — 1

. r
— CApsin 2 + —]
2n + vlz%(sinZz/J)Z 27r?

Das Geschwindigkeitsfeld gehorcht weiterhin Gleichung (4.7):

r h
2nug, = 2 + (1 — V1 €OS 21[1) TL

2
v . 5 .
—%(sm 20)? ug, + Ay sin 2¢ (4.23)

Die stationdren Zustdnde fiir das System mit No-Slip-Rand-
bedingungen erhalten wir durch simultanes Losen dieser bei-
den Gleichungen mit d;p = 0 und den Randbedingungen
v9(R_) = vyp(R4) = 0 sowie geeigneten Randbedingungen fiir
P(R+). Numerisch wird dieses Problem durch ein Shooting-
Verfahren in 2 Variablen gelost, bei dem ¢'(R_) und T so ange-
passt werden, dass vg(R4) und ¢(R.) die gewiinschten Werte

annehmen.

Das resultierende Bifurkationsdiagramm (Abbildung 18) dh-
nelt qualitativ demjenigen mit freien Randbedingungen (Ab-
bildung 16), allerdings unterscheiden sich die kritischen Werte
der Aktivitdt geringfligig. Bis zu einer kritischen Aktivitat wird
das System nach einer Storung zum Grundzustand (Aster/Vor-
tex) zurtickkehren, und das Fluid bleibt in Ruhe. Jenseits der
kritischen Aktivitat erfolgt jedoch eine spontane Symmetriebre-
chung, und es bildet sich ein neuer stationdrer Zustand mit ei-
nem Polarisationsgradienten und nicht-verschwindender Stro-
mung des Fluids. Um die Randbedingung vy = 0 an den Zy-
linderflichen zu gewdhrleisten muss in diesem Fall ein nicht
verschwindendes Drehmoment I' auf das Fluid ausgetibt wer-

den.
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ABBILDUNG 18: Verhalten des rotationsinvarianten Systems
bei Variation der Aktivitit {Au bei No-Slip Randbedingun-
gen fiir das Geschwindigkeitsfeld 7 und Polarisationswinkel
P(1) = ¢(R) = 0 an den Réndern. Ab einem kritischen Wert
{Au ~ 0.5 wird der Grundzustand instabil — dies wird hier durch
gestrichelte Linien markiert — und das System geht in einen sta-
bilen Zustand mit nichtkonstanter Polarisation und endlicher Ge-
schwindigkeit {iber. Die horizontale Achse gibt als Ordnungspa-
rameter das externe Drehmoment T an, das wirken muss, um das
Fluid an den Zylinderoberflichen zum Stillstand zu bringen. Fiir
{Ap = 1 sind oben links Polarisationswinkel ¢ (schwarz) und
Geschwindigkeitsfeld vy (rot) dargestellt. Fiir noch hohere Akti-
vitdten finden wir weitere Bifurkationspunkte, ab denen weitere
instabile Losungen existieren, so wie unten rechts fiir Ay = 3 ab-
gebildet. Jede neue instabile Losung weist eine zusatzliche Null-
stelle von (r) auf. Die Systemparameter sind R = 10, 7 = 2,
x =0und v; = 0.
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Im néchsten Abschnitt wollen wir dieses Resultat verallgemei-
nern, indem wir das externe Drehmoment variieren und die

dadurch bewirkten Fliissigkeitsstrome berechnen.

4.1.2.2  Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und externem

Drehmoment

Um die stationdre Stromung des Fluids bei gegebenem exter-
nem Drehmoment zu berechnen, 16sen wir zunéichst die Diffe-
rentialgleichung (4.22) fiir das Polarisationsfeld ¢, wobei wir
abermals d;1p = 0 setzen. Mit dem so berechneten ¢ kdnnen
wir dann Gleichung (4.23) aufintegrieren, um das Geschwindig-
keitsfeld vy(r) zu erhalten.

Abbildung 19 zeigt den Zusammenhang zwischen Geschwin-
digkeit und externem Drehmoment fiir verschiedene Werte der
Aktivitit CAp. Bereits unterhalb der kritischen Aktivitit ist der
Zusammenhang nichtlinear, die molekularen aktiven Prozes-
se im Fluid verstdrken gewissermafsen das angelegte Drehmo-
ment. Jenseits der kritischen Aktivitdt spaltet sich die Kurve
auf, und wir erhalten einen s-féormigen Zusammenhang mit
zwei dufleren stabilen Asten, die durch einen instabilen inne-
ren Ast verbunden sind. Im Allgemeinen sind somit fiir den-
selben Wert des Drehmomentes zwei verschiedene Stromungs-
muster moglich. Bemerkenswert ist weiterhin, dass das Vorzei-
chen von Drehmoment und Stromungsgeschwindigkeit auch
im Falle der stabilen Losungen unterschiedlich sein kann. (Fiir
ausreichend betragsgrofsie Drehmomente stimmen beide Vorzei-
chen jedoch stets iiberein, da die Steigung der stabilen Aste

stets positiv ist.)

Bei der Diskussion des als rotationssymmetrisch angenomme-
nen Systems stellt sich natiirlicherweise die Frage, inwiefern
die Annahme der Rotationsinvarianz praktisch gerechtfertigt
ist. Wahrend viele relevante Systeme niherungsweise eben sind

(beispielsweise Petrischalen), so dass wir mit gutem Gewissen
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ABBILDUNG 19: Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und
externem Drehmoment fiir verschiedene Werte der Aktivitat {Ap.
Bereits unterhalb der kritischen Aktivitit ist der Zusammenhang
nichtlinear, die mikroskopischen aktiven Effekte im Fluid verstar-
ken gewissermafien das angelegte Drehmoment. Jenseits der kriti-
schen Aktivitdt spaltet sich die Kurve auf, und wir erhalten einen
s-formigen Zusammenhang mit zwei dufleren stabilen Asten, die
durch einen instabilen inneren Ast verbunden sind. Im Allge-
meinen sind somit fiir denselben Wert des Drehmomentes zwei
verschiedene Stromungsmuster moglich. Nahe der Bifurkations-
punkte (= 0.55 und ~ 2.10) wird der innerste Ast, der jeweils
durch den Ursprung verlduft, zunehmend horizontal und aus die-
sem Ast wird eine s-férmige Anordnung von 3 Asten, deren mitt-
lerer nahe des Bifurkationspunktes eine negative Steigung besitzt.
Die Systemparameter sind R = 10,7 =2, x = 0und v; = 0.
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die z-Abhangigkeit vernachldssigen konnen, haben jedoch alle

dieser Systeme mindestens 2 rdumliche Freiheitsgrade.

Im folgenden Abschnitt 4.2 werden wir daher die Annahme
der Rotationsinvarianz aufgeben und das System mit voller 7-
und 0-Abhidngigkeit studieren, und in der Tat neue winkelab-
hingige Zustiande finden. Allerdings werden wir auch feststel-
len, dass fiir einen bedeutend grofien Parameterbereich die rota-
tionssymmetrischen Zustdnde weiterhin stabil sind, so dass die
im letzten Abschnitt beobachteten Zustande und Effekte weiter-

hin von Relevanz sind.

4.2 DAS WINKELABHANGIGE SYSTEM

Da wir insbesondere am Einfluss der aktiven Parameter {, {, {’
auf die Dynamik des Systems haben, setzen wir im folgenden
die nematischen Parameter v; = 7; = 0, um eine bessere Les-
barkeit der Gleichungen zu gewéhrleisten. (Der Einfluss von 14
auf die Stabilitidt des rotationssymmetrischen Systems wurde
bereits in Abschnitt 4.1.1.3 diskutiert. Auch im zweidimensio-
nalen System zeigen die Simulationen, dass die nematischen
Parameter die Dynamik zwar quantitativ, nicht jedoch qualita-
tiv beeinflussen.)

Die dynamischen Gleichungen des Systems lauten nun

v h
0= =009 =" Qoy+1) +wn+ (4-24)

1 1

0= ;89 vy + ;Ur + 0,0 = Uy + Ugp (4"25)
1o o

o:%-%-(aﬂp)m—ayy (4.26)

0— or (rPop) 0 (r*hy) dgoge  (dgp)h.  dgu

et — _|_ — _ ,
72 2712 r r r

(4.27)
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wobei die Komponenten des Spannungstensors o gegeben sind
durch die konstituierenden Gleichungen

29 e = O + QA+ 1A p (cos () (4.28)
1
21 ug, = opy + 5 1Ay sin (29) (4-29)

21 1gp = 0o + (oA + 1A p (sin (y))?

(4-30)

Die Komponenten des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors

sind u;y = 9ruty, Uy, = g = (Orug+1/rgvy —vg/1) /2
und ugy = 1/r0dgvg + v,/r, und die nichtrivialen Elemen-
te des Drehgeschwindigkeitstensors lauten w,y = —wp, =

(0, ug — 1/1dgvy +vg/7) /2.

SchliefSlich miissen wir noch die orthogonale Komponen-
te h; des Orientierungsfeldes durch die Variationsableitung
h, = —% der Freien Energie F bestimmen. Fiir den vom Po-
larisationsfeld abhidngigen Anteil F, der Freien Energie wéhlen
wir wie im eindimensionalen Fall den Ausdruck (4.10)

K, .. K+ 4K
F, = /dzx {E(dlvp)2 + T(p X rotp)zl : (4.31)

Damit berechnet sich & | zu

h =K (azw N ae_¢> K (aéw (@) <agw>>
+ ’ r r2

7’2 r
K . 28r89¢ 5 (aglp)z 1
+ > sin 24 (T — (0,9)" + - r_2>
2
+ 0K cos? (8%1/; _ af;b i 2 (arllfz (9e9) N B;IP)

Um die Gleichungen (4.24)-(4.27) numerisch zu 16sen, diskreti-
sieren wir die Fliche zwischen den Zylindern durch ein M - N
Gitter mit Ar = (R4 — R_)/M ist und A8 = 271/ N, was uns er-
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moglicht, die rdumlichen Ableitungen durch finite Differenzen

zu approximieren.

Ein Zeitschritt t — t + At der Integration setzt sich aus zwei

Arbeitsschritten zusammen:

1. Wir berechnen (t + At) = (t) + At - 9sp(t), wobei wir
9:(t) durch Diskretisierung der rechten Seite von Glei-
chung (4.24) erhalten, und v,, vy und u konstant halten.

2. Wir l6sen das lineare Gleichungssystem (4.25)-(4.27) fiir
die Variablen v,, vg und p, wobei wir nun ¥ konstant hal-

ten 4.

Zur Losung des linearen Gleichungssystems wurde der itera-
tive generalized minimal residual (GMRES) Algorithmus verwen-
det, der insbesondere fiir diinn besetzte Systeme ohne spezielle
Bandstruktur 5 sehr effizient beziiglich Speicherverbrauch und
Rechenzeit ist [77]. Der Quellcode fiir die verwendete Realisie-
rung des Algorithmus wurde von [78] tibernommen und durch
die in [79] vorgestellte Beschleunigung erweitert.

Das beschriebene Verfahren erfordert einen gewissen Rechen-
zeitaufwand. Bevor wir das Verhalten des Systems fiir verschie-
dene Parameterwerte und Anfangsbedingungen numerisch be-
rechnen, ist es daher sinnvoll, durch eine lineare Stabilitatsna-
lyse der Grundzustidnde erste Informationen tiber das kritische
Verhalten des Systems und die neuen Zustdnde jenseits der Sta-
bilitdtsgrenzen zu erhalten.

4 Streng genommen miissten beide Gleichungen simultan gelost werden, was

numerisch allerdings nur schwer zu realisieren ist. Wir verwenden daher
eine Schrittweitensteuerung fiir At, um sicherzustellen, dass die Anderung
in ¢ pro Zeitschritt ausreichend gering ist, so dass unsere Vorgehensweise
eine gute Naherung darstellt.

Tatsdchlich hat das zu losende System eine — wenn auch komplexe — regel-
maflige Block-Bandstruktur. Auf die Entwicklung eines systemspezifischen
Losungsalgorithmus wurde allerdings verzichtet, um spatere Modifikatio-
nen des Systems zu erleichtern.
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4.2.1 Lineare Stabilitit der rotationsinvarianten Losungen

Das im vorhergehenden Abschnitt verwendete Finite-Differen-
zen Verfahren ist fiir eine umfassende Untersuchung des Pa-
rameterraums nur theoretisch geeignet, da in der Praxis der
notwendige Rechenzeitaufwand viel zu hoch ist. Sind wir le-
diglich an der Stabilitdt eines Losungstyps interessiert, bietet
es sich daher an, ein um diese Losung linearisiertes System zu
analysieren. Das linearisierte System hat fiir kleine Werte der
Variablen dasselbe Verhalten wie das urspriingliche System, er-
laubt jedoch die Anwendung spezieller analytischer und nume-
rischer Verfahren, die die Handhabung der Gleichungen erheb-
lich vereinfachen beziehungsweise beschleunigen.

Wir wollen hier die Stabilitdt der rotationsinvarianten Losun-
gen (Po(r), vgo(r)) aus Abschnitt 4.1 berechnen. Dazu ersetzen
wir

= to(r) +oy(r,0,1)
(r,0,H)= 0 +060,(r,0,f)
vg(r,0,t) = vao(r) + dvy(r,0,t)
u(r,0,t)= 0 4+ ou(r,0,t)

(4-33)

Nun verwenden wir einen Separationsansatz

Sy(r,0,t) =t ¢(r,0) ,

und analog 6v,(r,0,t) = °' - v,(r,0) et cetera. Fiir die Zeitablei-

tung von 61 erhalten wir damit

0:0(r,0,t) =s el -(r,0)

st aus den linearen Glei-

Durch Division lédsst sich der Term e
chungen eliminieren, so dass wir nun ein von t unabhdngiges
Problem betrachten. Der verbleibende Reprasentant der Zeit-
abhéngigkeit des Systems ist der zeitliche Exponent s, der Auf-

schluss tiber die Stabilitdt des Systems gibt: Fiir s mit positivem
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Realteil vergrofiert sich eine Storung J¢ des Systems, wahrend
das System fiir Re(s) < 0 in den urspriinglichen Zustand rela-
xiert.

Aufgrund der Periodizitdt des Systems in 6—Richtung kénnen

wir die Variablen in diskrete Fouriermoden entwickeln:

§r0) = L gelr) - 2
0,(1,0) = Y. vnr) - ™
kO:OO
vp(r,0) = ¥ vg(r) - 2™
k=0

pr0) = ¥ pulr) -
k=0

Aufgrund der Orthogonalitdt der Fouriermoden miissen die
Felder ¢y (r), v,k(7), vgr(r) und pg(r) jeder einzelnen Mode k
die linearisierten Gleichungen bereits 16sen, unabhidngig von
den Variablen der anderen Moden. Wir haben somit die Ana-
lyse der Winkelabhédngigkeit des Systems auf eine Analyse von
diskreten Fouriermoden reduziert, die wir getrennt voneinan-
der untersuchen konnen. Wir finden im vorliegenden System,
dass die Eigenwerte der 2. Mode stets kleiner sind als die der
ersten, so dass wir unsere Untersuchung auf die 1. und die o.

(rotationssymmetrische) Mode beschranken konnen.

Durch die obigen Operationen haben wir die urspriingliche par-
tielle Differentialgleichung in diskrete Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen mit den abhingigen Variablen (r),
U (7), vgr(r) und py(r) umgewandelt. Diese komplexen Gro-
en sind Amplituden der einzelnen Moden von Storungen der
untersuchten Grundlésungen und miissen daher an den Rén-
dern R_ und R, verschwinden. Mathematisch betrachtet liegt
somit ein Randwertproblem mit vier abhdngigen und einer un-

abhdngigen Variablen vor.

Aufgrund der hohen Komplexitdt der Gleichungen sind diese
analytisch nur schwer zugénglich. Wir werden hier daher zu-

meist auf numerische Losungsmethoden zuriickgreifen. Hier-



4.2 DAS WINKELABHANGIGE SYSTEM

zu zerlegen wir i (7), v,k (7), ver(r) und ug(r) und die entspre-
chenden Gleichungen in Real- und Imaginérteil, so dass wir
ein reelles Randwertproblem mit 8 Gleichungen und 8 abhéangi-
gen Variablen erhalten. Dieses gewthnliche Randwertproblem
kann sodann mit einem sogenannten Shooting-Verfahren, wie es
in [75] beschrieben wird, gelost werden.

Im Rahmen der linearen Stabilitdtsanalyse sind wir allerdings
weniger an der Gestalt der Losung des linearen Systems inter-
essiert, als vielmehr an den zeitlichen Eigenwerten, also an den
Werten von s, fiir die das lineare System nichttriviale Losungen
besitzt. Das Problem reduziert sich dann auf das Bestimmen

der (komplexen) Nullstellen s einer Determinanten.

Um diese Vorgehensweise zu illustrieren, werden wir nun den
Fall verschwindender Aktivitdit Ay = 0 diskutieren. Die ana-
lytische Betrachtung dieses Grenzfalles liefert weiterhin erste
Einblicke in die Stabilitdt des System, und die Ergebnisse kon-
nen auflerdem genutzt werden, um numerische Resultate zu

verifizieren.

Im Falle Ay = 0 kann es keinen Fluss des Fluids geben, es ist
also v,(r) = vg(r) = 0. Gleichung (4.24) wird bei Linearisierung
um Py = 11/2 zu

rsp(r) =hy (4-34)
/
_ " lP (1’) 5Klp (7) . ‘S_K 5 2
k(v )+ £ ) LD (S D)ty
Hier haben wir w = 27k eingefiihrt und aus Griinden der

Ubersicht auf das explizite Angeben der Indices k verzichtet.
Ein Fundamentalsystem fiir das obige Differentialgleichungs-

system ist gegeben durch:

P1(r) =Jn ( —% r) (4-35)
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Hierbei sind Y, und J,, gewohnliche Besselfunktionen mit dem

(im Allgemeinen komplexwertigen) Index n? = _‘5K+w§<K+w2‘5K.

Wir suchen nun Koeffizienten c¢; und ¢, so dass ¢(r) =
c1 Y1(r) + c2 P2(r) an den Randern verschwindet:

Pp1r(R-) (R} fer) _ (O (4.36)
¥1(R1)  ¥2(Ry) c2 0

Diese Gleichung hat genau dann eine nichtriviale Losung,

wenn die Determinante der Matrix verschwindet.

Wir wollen nun den kritischen Wert 6K bestimmen, also den
betragskleinsten Wert von K, fiir den ein Eigenwert s = 0 exis-
tiert. Im Fall s = 0 haben die Fundamentallosungen eine einfa-
chere Gestalt:

_ 2 2
1 (r) = exp <+¢ 5K+%K+w oK -lnr>

— 2 2
b (1) = exp <_¢ 0K + w?K + w 51<.1m>

VK

Nichtriviale Losungen von Gleichung (4.36) existieren also ge-

nau dann, wenn

.. [ V6K — w?K — w?6K
47 - sin
VK

-ln(R_/R+)> =0 (437

Diese Bedingung ist dquivalent zu

VOK — w?K — w26K
VK

wobei 1 eine ganze Zahl ungleich 0 ist. (Das Argument im Sinus

In(R_/Ry) =nm ,

wird nur dann 0, wenn R_ = R, oder wenn der Faktor vor

dem Logarithmus verschwindet. Im letzteren Fall wére jedoch
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P1(r) = ¢a(r) = r kein Fundamentalsystem.) Hieraus erhalten
wir schliefllich das Endresultat
(> + w?) K nm

mit 0 = ————— . (4.38)

S In(R_/R3)

Das betragskleinste 6K erhalten wir fiir n = +1. Die Resulta-
te fiir w = 0 und w = 271 stimmen sehr gut mit den Ergeb-
nissen aus der numerischen Stabilitdtsanalyse (Abbildung 24)

iiberein.

Die Rechnung fiir 9 = 0 verlduft analog: Wir erhalten fiir den
kritischen Fall s = 0 die Differentialgleichung

w?P (r) K

OZ—M—F(K—F(SK)IPN(Y)——-F((S—K—FE

r2 r2 r r

)
mit den Fundamentallosungen

ll) (1/) = ex +M . lnr

=P T KT ok

ll) (1/) = ex _M . lnr
2= OP T KT oK

Nichtriviale Losungen von Gleichung (4.36) existieren, wenn

4i - sin —9K — w’K
VK + 6K

~ln(R/R+)) =0, (4.39)

was letztendlich zu folgendem Ausdruck fiir die kritische Akti-
vitat 6K fihrt:
(> + w?) K nm

mit 4 = ————— (4-40)

K=~ 1+ a2 In(R_/R4)

%-Kﬁirw:Ound—K

fir w # 0. Auch diese Resultate werden wir numerisch mit

Das betragskleinste K ist damit —

hoher Genauigkeit bestédtigen (siehe Abbildung 23).

Die numerische Berechnung der Eigenwerte s erfolgt ana-

log zu der hier vorgefiihrten Vorgehensweise, jedoch haben
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wir nun 4 Differentialgleichungen mit 4 abhdngigen kom-
plexen Variablen zu l6sen. Da wir die komplexen Anfangs-
werte ¢ (R_), ¢'(R_) und u(R_) frei wihlen konnen, exis-
tieren maximal 6 voneinander linear unabhédngige Losungen
des Differentialgleichungssystems. Wir berechnen diese Fun-

damentalldsungen, indem wir 6 linear unabhédngige Vektoren

(lp” (R-) ¢'(R-) y(R))T als freie Anfangswerte wihlen.
Zusammen mit den festen Randbedingungen ¢(R_) = 0,
v(R_) = 0 ergeben sich damit 6 Anfangswertprobleme, die
wir mittels eines Runge-Kutta-Verfahrens aufintegrieren. Die re-
sultierenden Real- und Imaginérteile von (R4), v,(R+) und
vg(R4) bilden nun eine 6 x 6—Matrix, deren Determinante
genau dann verschwindet, wenn das Gleichungssystem eine
nichttriviale Losung mit ¢(R+) = v,(R4+) = v9(R4+) = 0 hat.
Die Berechnung der Eigenwerte s des linearisierten Systems ist
damit dquivalent zur Bestimmung der Nullstellen dieser Deter-
minante. Diese Nullstellensuche erfolgt wiederum numerisch
mittels eines Intervallschachtelungsverfahrens im Falle reeller

Eigenwerte und durch ein Newton-Verfahren im komplexen
Fall.

Im folgenden Abschnitt werden wir die auf diese Weise nume-
risch ermittelten Stabilitdtsgrenzen fiir die verschiedenen Mo-
den des Systems sowie die neuen Zustdnde des Fluids jenseits
dieser Grenzen prasentieren.

4.2.2  Stabilititsgrenzen und neue Zustinde

Die Resultate der linearen Stabilitdtsanalyse und die numeri-
schen Simulationen zeigen, dass die Stabilitdt der homogenen
Grundzustiande ¢ = 0 und ¢ = +m/2 durch das Verhalten
der o. und der 1. Mode bestimmt wird. Im Allgemeinen beob-
achten wir dementsprechend 2 Arten von primédren Instabili-
taten und daraus resultierende spontane Stromungsmuster, die

wir im folgenden Abschnitt (4.2.2.1) vorstellen werden. Entfernt
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man sich weiter vom stabilen Parameterbereich des Grundzu-
stands konnen sekundire Instabilitdten auftreten, die wir in Ab-

schnitt 4.2.2.2 behandeln.

4.2.2.1  Primire Instabilititen

Abbildung 20 zeigt den grofiten Eigenwert des um den Vortex-
Grundzustand i = 71/2 linearisierten Systems in Abhdngigkeit
von der Aktivitdat (Ap fiir die 0. und die 1. Fouriermode im Fall
0K = 0. Wie wir bereits in Abschnitt 4.1 gesehen haben, wird
der Eigenwert der 0. Mode ab einem negativen Wert der Aktivi-
tat positiv, der Grundzustand wird hier also instabil. Im Gegen-
satz dazu werden die hoheren Moden fiir negative Aktivitaten
stabiler, das System geht daher in einen Zustand {iber, der wei-
terhin rotationsinvariant ist, und den wir aus Abschnitt 4.1.2.1

bereits kennen.

Die hoheren Moden erreichen ihren kritischen Punkt dagegen
fiir positive Aktivitaten. Der Betrag dieses kritischen Wertes un-
terscheidet sich von dem der 0. Mode um etwa eine Grofien-
ordnung. Jenseits dieses Wertes wird der Grundzustand insta-
bil und das System geht in einen stationdren Zustand {iber, in
dem lokalisierte Bereiche mit hohen und niedrigen Werten des
Polarisationswinkels 1 existieren (sieche Abbildung 21 und 22).
Diese Bereiche werden vom Fluid wirbelférmig umstromt.

Im Falle 6K = 0 (und weiterhin v; = 7; = 0) unterscheiden sich
die um linearisierten Gleichungen fiir den Grundzustand ¢ = 0
und ¢ = 71/2 um ein Vorzeichen vor den Termen, die die Ak-
tivitat {Au enthalten. Die kritischen Werte fiir die Stabilitat der
beiden Zustdnde sowie das Verhalten nahe der kritischen Akti-
vitdt unterscheiden sich daher lediglich durch das Vorzeichen
der Aktivitat.

Aus Abschnitt 4.2.1 wissen wir jedoch, dass die Stabilitat
des Grundzustands ebenfalls in nichtrivialer Weise von 6K

abhdangt, da dieser Parameter bestimmt, ob das System eine
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=== Ordnungsparameter I'/2
= maximaler EW der 0. Mode
05 L ~ == max. Re(EW der 1. Mode)

—-0.5 1

4 -2 0 2 4 6 8 10
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ABBILDUNG 20: Eigenwerte der rotationsinvarianten Losungen fiir

Vortex-Randbedingungen ((R+) = 71/2). Die blauen Linien ge-
ben das externe Drehmoment I'/2 als Ordnungsparameter fiir
den betrachteten Zustand an. Fiir I' = 0 betrachten wir somit den
homogenen Vortex-Grundzustand, wahrend wir mit T # 0 einen
inhomogenen Zustand mit endlicher Stromung des Fluids (wie
in Abbildung 18) betrachten. Die schwarzen Linien geben den je-
weils grofiten Eigenwert der o. (rotationsinvarianten) Mode und
die roten Linien geben den jeweils grofsten Eigenwert der 1. Mo-
de, beziehungsweise den Eigenwert der 0. Mode mit dem grofiten
Realteil an. Fiir positive Aktivitdten sind alle Eigenwerte der o.
Mode negativ, das rotationsinvariante System ist somit stets sta-
bil. Ab einem kritischen Wert {Ay ~ 7.5 wird allerdings die erste
Mode instabil und das System geht in einen Zustand wie in Ab-
bildung 21 dargestellt {iber. Ab einem negativen kritischen Wert
Ay ~ —0.6 wird der Vortex-Grundzustand instabil (gestrichel-
te Linie.) Der neue stabile inhomogene Zustand besitzt beziiglich
der 1. Mode Eigenwerte mit nichtverschwindendem Imaginarteil
(nicht abgebildet) und wachsendem Realteil, so dass wir ab einem
weiteren negativen kritischen Wert fiir Ay &~ —7 nichtstationire,
nicht-rotationsinvariante Zustiande, wie in Abbildung 27 abgebil-
det, erwarten. Die {ibrigen Systemparameter sind R = 10, 77 = 2,
x=0und 1; =0.
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ABBILDUNG 21: stationdrer nicht-rotationsinvarianter Endzustand

fir {Ap = 10 bei Vortex-Randbedingung ((R+) = 71/2). Wir er-
kennen Bereiche mit i ~ 0 und Bereiche mit i ~

~ 71, zZWischen
denen sich der Polarisationsvektor auf einer kurzen Distanz um

180° dreht. Diese Bereiche mit grofiem beziehungsweise kleinem
Polarisationswinkel verursachen um sich herum einen wirbelfor-

migen Strom des Fluids. Weitere Details dieses Zustands sind in
Abbildung 22 dargestellt.
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ABBILDUNG 22: detaillierte Darstellung von Polarisationswinkel 1,
Geschwindigkeitsfeld ¥ und chemischem Potential 7 aus Abbil-
dung 21 fiir verschiedene Winkel 0 < 6 < 71/2 im mathematisch
positiven Drehsinn. Die ersten drei Graphen sind nicht exakt sym-
metrisch beziiglich i = 77/2 beziehungsweise beztiglichv = 0, da
die Maxima und Minima des dargestellten Zustandes nicht exakt
auf den Punkten des bei der Simulation verwendeten Gitters lie-
gen. Die iibrigen Systemparameter sind R = 10,7 = 2, x = 0 und
V1 = 0.
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Vortex-Losung mit starker Biegung des Polarisationsfeldes be-
vorzugt (6K < 0) oder eine Aster-Losung mit einer hohen
Spreizung (0K > 0). Die Abbildungen 23 und 24 stellen die-
se Abhdngigkeit des kritischen Wertes von {Au und 6K fiir
Aster- beziehungsweise Vortex-Grundzustand dar. Die Nullstel-
len 6K(¢Ap = 0) stimmen hierbei sehr gut mit den analytischen
Werten aus dem letzten Abschnitt (Gleichung (4.38)) tiberein.

Fiir den Aster-Grundzustand ¢ = 0 wird das System fiir be-
tragsgrofie 6K zunehmend ,stabiler” es werden also betrags-
grofie Aktivititen benotigt, um den Zustand instabil werden zu
lassen. Fiir 0K ~ —1 ist das System dagegen fiir alle Aktivita-
ten instabil. Ein Spezialfall hierbei ist der passive Fall Ay = 0
mit dem kritischen Werte von dK, der in (4.40) berechnet wur-
de. Hierbei findet eine Neoorientierung des Polarisationsfeldes
statt, wahrend das Fluid weiterhin in Ruhe bleibt.

Im Vortex-Grundzustand wird, wie in Abschnitt 4.1.1.3 disku-
tiert, fiir grofie K das System instabiler gegeniiber Storungen
der 0. Mode. Zunichst tiberraschend erscheint die Tatsache,
dass das System fiir grofse 6K stabiler gegeniiber Storungen der
1. Mode wird. Eine mdogliche Erklarung hierfiir konnte sein,
dass eine solche Storung immer auch ein zusitzliches Verbie-
gen des Polarisationsfeldes verursacht, was wiederum durch
ein grofies K energetisch ungiinstig wird. Analog zum Aster-
Grundzustand (Abbildung 23) erwarten wir, dass es einen sehr
grofien Wert K gibt, an dem sich die Graphen der Stabilitéts-
grenzen von o. und 1. Mode schneiden so, dass der Grundzu-
stand fiir alle Aktivitdten instabil wird.
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= Stabilitdtsgrenze der 0. Mode
=== Stabilitdtsgrenze der 1. Mode

ABBILDUNG 23: Stabilitdtsbereich von Astern (¢ = 0) Abhdngigkeit
von den Parametern ¥ = §K/K und {Ap. Das System ist instabil
rechts unterhalb der schwarzen beziehungsweise links unterhalb
der roten Stabilitidtsgrenze. Wie in Abschnitt 4.1.1.3 diskutiert,
wird fiir grofle K das System instabiler, sowohl gegeniiber der
0. als auch der 1. Mode, es ist also jeweils eine dem Betrage nach
grofiere Aktivitat notig um es zu destabilisieren. Werte x < —1
sind nicht sinnvoll, da daraus folgen wiirde K + /K < 0 und da-
durch ein Biegen des Polarisationsfeldes energetisch vorteilhaft
gegeniiber einem homogenen Grundzustand wiére. Die {ibrigen
Systemparameter sind R = 10,77 = 2 und v; = 0.
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ABBILDUNG 24: Stabilititsbereich bei Vortex-Randbedingung
(¢ = m/2) in Abhingigkeit von den Parametern x = 6K/K und
{Ap. Das System ist instabil links oberhalb der schwarzen bezie-
hungsweise rechts unterhalb der roten Stabilititsgrenze Die {ibri-
gen Systemparameter sind R = 10,77 =2 und v; = 0.
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TAp
103

= kritische Aktivitit der 0. Mode
= kritische Aktivitidt der 1. Mode

10 20 30 40 50
R

ABBILDUNG 25: Betrag der kritischen Aktivitit Ay als Funk-
tion des &dufleren Radius’ R im Falle x = 0. fiur Vortex-
Randbedingungen (¢ = 7t/2). Wahrend R von 5 bis 50 variiert, dn-
dert sich die kritische Aktivitit um mehr als 4 Grofsenordnungen,
wobei fiir grofSe dufsere Radien R die Betrdge der kritischen Ak-
tivitat kleiner werden. Die {ibrigen Systemparameter sind 7 = 2,
und v; = 0.
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4.2.2.2  Sekundire Instabilititen

Wir wollen nun zuriickkehren zu dem inhomogenen, ro-
tationsinvarianten Zustand, den wir im Falle von Vortex-
Randbedingungen (¢ = 7/2) und 6K = 0 fiir kleine nega-
tive Aktivititen erhalten. Abbildung 20 zeigt die Eigenwer-
te dieses Zustandes, wenn wir die Aktivitdt weiter ins Nega-
tive steigern. Wahrend die rotationsvariante 0. Mode zuneh-
mend stabiler wird (und deren Eigenwerte weiterhin reell blei-
ben), finden wir fiir die erste Mode nun komplexe Eigenwerte,
deren Realteil anwichst, und schliefilich die rotationsinvarian-
te Losung instabil werden ldsst. Der neue Zustand ist (Abbil-
dung 26), wie der nichtverschwindende Realteil der Eigenwerte
indiziert, nicht stationédr, sondern vielmehr eine raumliche und
zeitliche Modulation des zugrundeliegenden Zustandes, siehe
Abbildung 27.
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ABBILDUNG 26: zeitlich oszillierender, ,rotierender” Endzustand
fiir Ay = —10 bei Vortex-Randbedingung (y(R.) = 7/2). Die-
ser entsteht durch eine Stérung des rotationssymmetrischen Zu-
stands und ist eine zeitlich und rdumlich oszillierende Modulati-
on desselben, siehe Abbildung 27.
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ABBILDUNG 27: Zeitentwicklung des Zustandes aus Abbildung 26.
Links oben ist als Transiente der gestdrte inhomogene rotationsin-
variante Zustand dargestellt, aus dem der neue Zustand entsteht.
Die tibrigen Abbildungen zeigen das System im Endzustand zu

verschiedenen Zeitpunkten. Die iibrigen Systemparameter sind
R=10,7=2,x=0und 1, =0.






Was nicht auf einer einzigen Manuskript-
seite zusammengefasst werden kann,
ist weder durchdacht

noch entscheidungsreif.

Dwight D. Eisenhower

ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

5.1 ZUSAMMENFASSUNG

In Kapitel 2 haben wir eine Klasse von biologischen Systemen
beschrieben, die sich aufgrund ihrer gemeinsamen Eigenschaf-
ten als aktive polare Fluide zusammenfassen lassen. Durch diesen
Namen sind auch unmittelbar die 3 charakteristischen Eigen-

schaften dieser Systeme vorgegeben:

1. In dem System werden durch mikroskopische Subeinhei-
ten, wie beispielsweise Filamente, chemische Energie in
mechanische Energie umgewandelt. Diese Art von Um-
wandlung bezeichnen wir als aktiven Prozess.

2. Die Subeinheiten besitzen mindestens zwei voneinander
unterscheidbare Merkmale, so dass wir eine Polaritit de-
finieren konnen. Polaritdit und Aktivitdt sind haufig eng

miteinander verkniipft.

3. Die Grofie der einzelnen Einheiten, aus denen sich das
System zusammensetzt muss ausreichend klein im Ver-
gleich zu den beobachteten Lingenskalen sein, und die
Dichte des Systems muss ausreichend hoch sein, so dass
wir uns in guter Naherung im hydrodynamischen Grenz-
fall befinden und das System als kontinuierliches Fluid

betrachten konnen.

In dieser Arbeit wurde die Dynamik solcher aktiven polaren

Fluide untersucht.

81



82

ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Grundlage hierfiir ist die in [34, 35] vorgestellte Beschreibung
aktiver polarer Gele, die eine Erweiterung der Theorie nemati-
scher Fliissigkristalle [27] darstellt. Im Gegensatz zu dhnlichen
Beschreibungen aktiver Materialien [33, 28, 31] basiert die zu-
grundelegende Theorie ausschliefslich auf grundlegenden phy-
sikalischen Prinzipien und Methoden wie Erhaltungsgrofien,
Nichtgleichgewichtsthermodynamik und (gebrochenen) raum-
lichen Symmetrien. In Kapitel 3 haben wir mit Hilfe dieser
Werkzeuge die in [35] prdsentierten dynamischen Gleichungen
eines aktiven polaren Fluids im Detail hergeleitet. Ein beson-
deres Augenmerk wurde hierbei auf die Herleitung der ein-
zelnen Komponenten des Spannungstensors aus Impuls- und
Drehimpulserhaltung gelegt, die wir erstmals in [59] vorgestellt
haben.

In Kapitel 4 wurde die Dynamik eines durch die in Kapitel 3
hergeleiteten Gleichungen beschriebenen Fluids in einer Geo-
metrie untersucht, die einen ebenen Schnitt durch ein Taylor-
Couette-System darstellt. Durch seine Symmetrien und die re-
lativ einfache experimentelle Realisierbarkeit ist dieses System
Inhalt vieler experimenteller und theoretischer Studien, sowohl
tiber klassische /newtonsche als auch tiber komplexe/elastische
Fluide. Hauptmotivation fiir die Wahl dieser Geometrie war so-
mit die Moglichkeit, die vorliegenden theoretischen Resultate
mit zukiinftigen experimentellen Ergebnissen tiber aktive Flui-
de in der Taylor-Couette-Geometrie vergleichen zu kénnen und
damit beispielsweise die Systemparameter fiir spezifische ak-
tive Fluide zu ermitteln. Auflerdem beobachteten wir durch
die gekriimmte Natur des Taylor-Couette-Systems neue Effek-
te, die beispielsweise in einem unendlich ausgedehnten System
wie in [35] oder zwischen zwei ebenen Platten [38] nicht auftre-

ten.

In Abschnitt 4.1 prasentierten wir die in [59] vertffentlichen Re-
sultate fiir ein aktives polares Fluid im ebenen Schnitt durch
ein Taylor-Couette-System, wobei zusdtzlich azimutale Sym-
metrie angenommen wurde. Fiir ausreichend (betragsmafig)

grofse Werte der Aktivitdt beobachteten wir inhomogene sta-
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tiondre spontane Fliisse im System, selbst in Abwesenheit ex-
terner Drehmomente. Umgekehrt wird jenseits der kritischen
Aktivitdt ein externes Drehmoment bendétigt, um das Fluid an
den Zylinderoberflachen zum Stillstand zu bringen. Wir kon-
nen daher das System als einen Motor betrachten, und haben
dessen Zusammenhang zwischen Kraft und Geschwindigkeit
ermittelt. Weiterhin wurde der Einfluss der Randbedingungen
fiir das Polarisationsfeld und der einzelnen Systemparameter

auf die Dynamik des Systems diskutiert.

In Abschnitt 4.2 wurde das gleiche System wie in Abschnitt 4.1
untersucht, jedoch wurde nun die Beschriankung auf rotations-
symmetrische Strukturen aufgehoben. Es wurde beobachtet,
dass die zuvor beobachteten rotationssymmetrischen Fliisse fiir
einen relevant groflen Parameterbereich weiterhin stabile Lo-
sungen darstellen. Fiir Aktivitdten, die etwa um einen Faktor 10
grofier sind als die kritischen Aktivitdten fiir die rotationssym-
metrischen homogenen Grundzustdnde, sehen wir jedoch eine
Reihe von neuen Zustdnden. Diese sind je nach Vorzeichen der
Aktivitdt zeitlich modulierte/rotierende sekundére Instabilita-
ten der zuvor beobachteten inhomogenen Losungen oder sta-
tiondre Wirbelstrukturen, die unmittelbar aus dem homogenen
Grundzustand entstehen. Wir finden somit lediglich durch Va-
riation der Aktivitit mindestens 4 verschiedene Losungen, die
sowohl stationdr als auch nicht-stationdr sein konnen. Weiter-
hin wurde der Einfluss der Franck-Konstanten und der System-
grofie auf die Stabilitdt des homogenen Grundzustands unter-

sucht.

5.2 AUSBLICK

Die Theorie der aktiven polaren Fluide ist in dem Moment, in
dem dieser Text verfasst wird, gerade einmal etwa 10 Jahre alt.
Es ist daher nicht verwunderlich, dass die vorliegende Arbeit
nicht nur viele Fragen beantwortet, sondern auch eine Grofizahl

neuer interessanter Fragen aufwirft. An dieser Stelle sollen drei
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Forschungsprojekte vorgeschlagen werden, die nach Meinung
des Verfassers die vorliegende Arbeit weiterfithren und neue
relevante Einblicke in die Theorie der aktiven polaren Fluide

ermoglichen werden.

5.2.1 Verbesserung der numerischen Methodik

Im Laufe der dieser Arbeit zugrundeliegenden Forschung wur-
de zunehmend klar, dass aufgrund der komplexen Gestalt der
dynamischen Gleichungen aktiver Polarer Fluide eine analyti-
sche Behandlung derselben — wenn tiberhaupt — nur in Spezial-
tallen moglich ist. Hier wird man in Zukunft somit vorwiegend

auf numerische Methoden angewiesen sein.

Im rotationssymmetrischen beziehungsweise quasi-eindimen-
sionalen System kann man die Gleichungen noch mithilfe ei-
nes Shooting-Verfahrens mit zufriedenstellender Geschwindig-
keit 16sen. Fiir grofse Aktivitdaten wird es jedoch auch hier schon
schwierig, die Konvergenz des Verfahrens sicher zu stellen.
Im zweidimensionalen Fall ist die Anwendung eines Shooting-
Verfahrens jedoch nicht mehr moglich, weshalb hier ein Finite-
Differenzen-Verfahren angewandt wurde. Dieses Verfahren ist
wiederum im Allgemeinen sehr rechenaufwindig, insbesonde-
re in der Nédhe von Stabilitdtsgrenzen und fiir hohe Aktivita-
ten. Hierdurch ist eine vollstindige Abdeckung des Parameter-

raums bislang nicht moglich gewesen.

Auch konnen wir mit einem fixierten Gitter keine Strukturen
und Effekte zuverldssig simulieren, die die Groffenordnung der
Gitterzellen besitzen. Insbesondere hat dies zur Folge, das wir
mit dem verwendeten Verfahren keine Aussage tiber mogliches
chaotisches Verhalten eines aktiven Fluids machen kénnen, da
wir numerisches Chaos nicht klar von physikalischen Effekten

unterscheiden konnen.

Eine Entwicklung neuer spezifischer numerischer Werkzeuge

beziehungsweise eine Anpassung existierender Methoden auf
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aktive Systeme erscheint daher notwendig. An dieser Stelle
kann jedoch keine Aussage dariiber gemacht werden, welcher
Art diese zukiinftigen Methode sein werden. Als aussichtsrei-
che Kandidaten erscheinen beispielsweise eine hybride ,Latti-
ce Boltzman” Methode [41], in der das Fluid als Ansammlung
von Teilchen betrachtet wird oder eine Zerlegung des Systems
in Fouriermoden in einem Galerkin-Verfahren [8o]. Vor der An-
wendung des Galerkin-Verfahrens ist allerdings eine zusatzli-
che Modifikation notwendig beziehungsweise vorteilhaft, auf

die wir im ndchsten Abschnitt eingehen werden.

5.2.2 Polarisation mit nichtkonstantem Betrag

In dieser Arbeit sind wir stets von einem konstanten Betrag
der Polarisation |p| = 1 ausgegangen, so dass wir einen Pola-
risationswinkel ¢ definieren konnten. Dies ermdglicht in ein-
fachen Geometrien eine analytische Losung des betrachteten
Problems, so beispielsweise in [34, 38, 59]. In komplexeren Geo-
metrien wie dem in Abschnitt 4.2 behandelten Taylor-Couette-
System ohne azimutale Symmetrie ist man jedoch auf numeri-
sche Verfahren angewiesen, in denen |p| = 1 kaum technische
Vorteile einbringt *. Will man dagegen beispielsweise eine Ent-
wicklung des Systems nach Fouriermoden durchfiihren, sind
die in den konstituierenden Gleichungen (3.23)—(3.25) vorkom-
menden quadratischen Terme wie p,pg wesentlich einfacher zu
handhaben als der trigonometrische Term cos ¢ sin i, der durch
Einfiihrung des Winkels 1 entsteht.

Schwerwiegender als dieser technische Aspekt ist allerdings
das physikalische Argument, dass polare Fluide im Allgemei-
nen eben nicht stets einen konstanten Betrag der Polarisati-

on aufweisen, sondern dass auch ungeordnete Zustinde mit

Durch Einfithrung des Winkels 1 statt der beiden Komponenten von p re-
duziert man zwar die Anzahl der abhédngigen Variablen des Systems, der
zeitaufwéandige Rechenschritt ist allerdings nicht die Zeitentwicklung des
Polarisationsfeldes sondern die Losung des linearen Gleichungssystems fiir
v und p.
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|p| = 0 beobachtet werden. Wir miissen daher erwarten, dass
in einem solchen System Zustidnde moglich sind, die wir mit

der Einschrankung |p| = 1 nicht reproduzieren kénnen.

Tatsachlich werden zur Zeit erste Simulationen in einer ebenen
Geometrie durchgefiihrt, in denen der Betrag |p| nicht fixiert
ist und wir stattdessen einen Strafterm S - (p? — 1)? in die Freie
Energie einfiihren, der grofs wird, sobald p stark von 1 abweicht.
Waihrend wir fiir groe Werte von S wiederum |p| ~ 1 erzwin-
gen und das zuvor beobachtete Verhalten reproduzieren, erge-
ben sich fiir kleine Werte von S neuartige Zustdnde und Insta-

bilitaten.

5.2.3 Vergleich von Theorie und Experiment

Mit dem Abschluss dieser Arbeit sind die wesentlichen Grund-
lagen fiir eine weitere experimentelle und theoretische Erfor-
schung aktiver polarer Fluide im Taylor-Couette-System und
verwandten Geometrien gelegt. Der entwickelte Code ist wei-
terhin ausreichend flexibel, so dass beispielsweise neue Rand-
bedingungen, ortsabhdngige Parameter oder zusatzliche abhan-

gige Variablen leicht realisierbar sind.

Zu diesem Zeitpunkt kann ein starker Erkenntnisgewinn durch
neue experimentelle Resultate erwartet werden. Durch eine
Uberpriifung der theoretischen Voraussagen kann ermittelt
werden, ob und in welchem Umfang verschiedene Annahmen
und Vereinfachungen wie beispielsweise |p| =~ 1 fiir spezifische
aktive Materialien erfiillt sind. Die Software kann hierzu fle-
xibel an die spezifische experimentelle Realisierung angepasst

werden.

Weiterhin ist wie oben bereits diskutiert eine vollstdandige Erfor-
schung des Parameterraums aufgrund der hohen Rechenzeit
pro Simulation und der grofien Zahl freier Systemparameter
sehr zeitaufwandig. Experimentelle Resultate konnen hier hel-

fen, den interessierenden Parameterbereich einzugrenzen, und
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somit die numerischen Untersuchungen wesentlich effektiver
durchzufiihren.

Nicht zuletzt erwarten wir von experimentellen Untersuchun-
gen aktiver polarer Fluide, insbesondere in der Taylor-Couette-
Geometrie, die Entdeckung von bislang unbekannten Struktu-
ren und Effekten. Diese werden entweder zum besseren theore-
tischen Verstandnis der Theorie der aktiven polaren Fluide bei-
tragen, oder aber wertvolle Ansatzpunkte zur Weiterentwick-
lung der Theorie liefern.
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Die freie Energie eines Teilvolumens V im statischen Fall ist
nach Gleichung (3.7) gegeben durch

F = /def = /dx3 fo(ni, py,04pp) - (A1)
14 14

Im Gegensatz zum Haupttext betrachten wir an dieser Stelle
auch explizit die Beitrdge der einzelnen Komponenten n; des
Fluids und deren chemischen Potentiale ;. Wahrend wir erwar-
ten konnen, dass fiir die hydrodynamischen Effekte das Fluid
in guter Ndherung als einkomponentig angenommen werden
kann, miissen mir im aktiven Fall die chemische Umwandlung

einer Komponente in eine andere berticksichtigen.

Eine Variation JF der freien Energie des Teilvolumens V' des
Fluids hat damit die allgemeine Gestalt

dfo 9fo
OF = /dx“o’{ i onj + —=—0p, + =—=——00 (A.2)
7 picti Ipy Py a(aﬁpv) PP

+ /(5615 fo(n;, P'y/avpﬁ)
Vv

Das erste Integral gibt die einzelnen Beitrdge der Variationen
von 1;, p, und dgp, an, wihrend das zweite Integral Variatio-
nen der Oberfliche des Fluids berticksichtigt. Mit der Identitat

hey = _% + 8/3 % erhalten wir
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0
OF = /dx3 {yi on; — hyopy + dp (a(a—fz)ém)] (A.3)
14 PPy

+ /MS fo(ni, py,04pp)
1%

A.1 DER HYDROSTATISCHE SPANNUNGSTENSOR

Wir betrachten nun eine konstante Verschiebung z — = —u

des Koordinatensystems, so dass gilt

Opy = —UaOaPy
oNn; = —uUyudyn;
0dS = +u,dS,

Setzen wir dies in Gleichung (A.3) ein und wenden den Gaufs-
schen Integralsatz an, erhalten wir fiir die Variation der freien

Energie

OF = /dx3[ — Wi UgOy 1 + Ny Uy Pry
1%

—0g <a(§l{;7) u,xa,xpy) + u,xaafo} . (Ay)

Bei einer Verschiebung des Koordinatensystem dndert sich die
freie Energie im Volumen nicht. Es muss daher stets gelten
0F = 0 und damit *

Bﬁagﬁ = —NyOupy — N Outi (A.5)
mit dem Ericksen-Spannungstensor

%)

1 Wegen dguy = 0 gilt —p; ug0an; = Ut Oupli — Ua Oy (M 17).



A.1 DER HYDROSTATISCHE SPANNUNGSTENSOR

A.1.1  Der antisymmetrische Anteil

Ahnlich lasst sich Gleichung (3.10) herleiten, wenn wir von (A.2)
ausgehen und die Invarianz der freien Energie bei einer Rota-
tion des Koordinatensystems berticksichtigen. Die Variationen

der einzelnen Beitrdge haben dann die Form

Opy = —UaOuPy + EqpabpPa

ONn; = —Undyn;
6dS =0 ,
mit Ll,x — 60(/\1/ : 6)\ T’V (: aaua — O)

Ein zur obigen Rechnung analoges Vorgehen fiihrt zu der Be-

dingung

dfo dfo
0=0)€apr § —happ+9 N o
A f”{ i 7<a(8ﬂym)pﬁ> 9(9ppy) m}
(A7)

Wir vertauschen in Gleichung (A.7) die Indizes « und f, und
addieren die entstandene Gleichung zur urspriinglichen:

0= €apA (h“p.B — hﬁptx) — E)VM,XM -2 O'E'a (A.8)
B

Hier haben wir den antisymmetrischen Anteil

1
0sp = 5 (055 = o5a) (A.9)
des Ericksen Spannungstensors (A.6) identifiziert, sowie die
Drehimpulsflussdichte
1o 9fo
Myg, = =—=—pPa — . (A.10)
g a(avpﬁ)pa a(avpa)pﬁ

Aus Gleichung (A.8) folgt unmittelbar (3.10):

ea

1 1
Tes =5 (happ — hppa) — EaWMfXﬁ'Y (A.11)
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A.2 ANDERUNG DER FREIEN ENERGIE

IM NICHTGLEICHGEWICHT

Die freie Energie eines Teilvolumens V im Nichtgleichgewicht
ist nach Gleichung (3.6) gegeben durch

F= /dx3f — /dx3 g;% + fo(ni, py, 9ypp) (A.12)
4 %

Die Zeitableitung des ersten Summanden konnen wir in Ab-
wesenheit externer Volumenkréfte & gemdfl Gleichung (3.2)
folgendermafien um schreiben:

%/d?’x% = —%/dgx a;%taﬁv“ (A.13)

Hier haben wir partiell integriert und Oberflichenterme ver-
nachldssigt sowie v, = g,/ p beriicksichtigt.

Somit geniigt uns nun die Kenntnis der Variation des zweiten

Summanden unter einer zeitlichen Translation t — ¢ + 6t :

Opa = —0ydt Oypo + Ot Otpa
on; = —v,dt dyn; + 6t on;
0dS = +v,dtdS,

Die resultierende Anderung der freien Energie dhnelt formal
Gleichung (A.3), enthélt jedoch durch die Anteile 6t 0;... zu-
satzliche Terme:
0k = /dx3 [ — U Uy Ot arﬂ’ll’ + p; 6t Om;
|4

9fo
+dg <W ot atp,x> (A.14)

9fo



A.2 ANDERUNG DER FREIEN ENERGIE

93

IM NICHTGLEICHGEWICHT

Im Gegensatz zu der konstanten Verschiebung —u, die wir zur
Herleitung des Ericksen Spannungstensors diskutiert haben, be-
trachten wir nun mit —wv Jt die Verschiebung, die durch den

Fluss v des Fluids generiert wird.

Wir nehmen nun ohne Einschriankung der Allgemeinheit an,
dass der aktive Prozess im Fluid aus der Reaktion der Kompo-
nente 1 in Komponente 2 besteht und definieren Ay = pp — g
als Differenz der chemischen Potentiale dieser Komponenten
sowie die Reaktionsrate r = din; = —0dny. Die Beitrdge o0sn;

der tibrigen Komponenten i > 2 des Fluids verschwinden.

Wir formen obigen Ausdruck unter Verwendung des Gaufi-

schen Integralsatzes sowie der Produktregel um zu
O0F) = /dx3 — 00t Y 0y — v Ap 6t

+/dx3 VOt hy Oypy — hy 6t Otpa (A.15)

/d ’

dfo
— 3 _J0 —
/dx 0,0t dg (8(85;9“) Oy Pu (5[57f0>

+/dsﬁ

(5t atpa>

Wir gehen abermals von strong anchoring aus, so dass wir den
Beitrag des (letzten) Oberflichenintegrals vernachldssigen kon-
nen. Die drei Terme, die mit dem Ausdruck v, 4t beginnen, he-

ben sich laut Gleichung (A.5)- (A.6) gegenseitig auf.

T

In der dritten Zeile identifizieren wir den Ericksen-Spannungs-
tensor (A.6). (Der ,fehlende” Term dg., yiin; dgv 6t liefert wegen

der Inkompressibilitdtsbedingung d,v, = 0 keinen Beitrag.)

= (fo— mini) 6y
o
~ 3pe) O Pe
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Damit erhalten wir fiir den Beitrag von fy an der Anderung

der Freien Energie des Teilvolumens V

5P0:/dx3 (“hadipe—rdp+0950, ) 3t . (A16)
%4

Betrachten wir statt des ortsfesten Volumens V einen materi-
ellen Punkt im Fluid, so miissen wir d;p, ersetzen durch die

substantielle Zeitableitung [25]:

Mit dem Beitrag aus Gleichung (A.13) erhalten wir schliefilich
die zeitliche Anderung der Freien Energie

dF
E e /dx3 —ha (al’plx +U'Ya’)'plx) o T’A]/l + (0"?/:8 o 01;05) aﬁ U’)/ ’
1%
(A.18)

woraus direkt Gleichung (3.15) folgt.



99% der Dinge, die man mir zuschreibt,

habe ich niemals wirklich gesagt.

Albert Einstein
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Teil 11

MIGRATIONSANALYSE
MENSCHLICHER IMMUNZELLEN






Und dort [...] lagen die Marsleute — tot! —

erwiirgt von faulnis- und krankheitserregenden Bakterien,
gegen die ihre korperliche Beschaffenheit widerstandslos war;
erwiirgt [...] von den ,niedrigsten Wesen”,

die Gott in seiner Weisheit erschaffen hat.

H. G. Wells:
Krieg der Welten

EINLEITUNG

Stoffe oder Organismen, die die biologischen Funktionen eines
anderen Organismus’ in gesundheitsschddlicher Weise beein-
flussen, bezeichnet man als , Krankheitserreger” oder , Pathoge-
ne”. Der Korper eines Menschen hat taglich mit Millionen sol-
cher Pathogene Kontakt, die in sehr unterschiedlichen Formen
auftreten konnen [81]: Viren beispielsweise bestehen im wesent-
lichen aus Erbmaterial und (in manchen Fillen) einer Schutz-
hiille. Gelangt ein Virus in eine geeignete Zelle, verdndert er
deren Stoffwechsel, um sich selbst zu replizieren. Bakterien da-
gegen sind einzellige Lebewesen, die unter anderem auch in
grofleren Wirtsorganismen leben konnen. Wahrend viele dieser
Bakterien fiir den menschlichen Kérper unschddlich oder gar
niitzlich sind — beispielsweise als Bestandteil der Darmflora —
gibt es auch eine grofie Klasse von Bakterien, die durch das Aus-
sondern von korperschadigenden Substanzen teils schwerwie-
gende Erkrankungen verursachen konnen. Weitere Beispiele
fiir Pathogene sind verschiedene Arten von Pilzen, eukaryonti-
sche Parasiten wie beispielsweise Wiirmern oder die sogenann-
ten Prionen — im wesentlichen Proteine in einer ,falschen” Kon-

formation —, auf die wir hier nicht ndher eingehen werden.

Neben diesen Pathogenen kdnnen auch mutierte kdrpereigene
Zellen einen Bedrohung fiir den menschlichen Organismus dar-
stellen. Im Normalfall wird eine Zelle, deren Erbgut zu stark
mutiert ist, ihre eigene Selbstzerstorung (Apoptose) einleiten.
Ist jedoch auch dieser Mechanismus gestort, so kann sich das
krankhafte Gewebe (der Tumor) ungehindert ausbreiten. Wird
bei diesem Wachstum gesundes Geweben zerstort spricht man
von einem ,malignem (bosartigen) Tumor” beziehungsweise

von , Krebs”.
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Im Laufe der Evolutionsgeschichte haben die hoheren Lebe-
wesen ein System von Abwehrmechanismen gegen Pathogene
und maligne Mutationen entwickelt [82]. Innerhalb dieses Im-
munsystems unterscheidet man bei Tieren zwischen der inna-
ten (angeborenen) und der adaptiven (spezifischen) Immunab-

wehr.

Die angeborene Komponente des Immunsystems umfasst ei-
ne breite Palette von Mechanismen zum Verhindern des Ein-
dringens von Erregern in den Korper sowie zu deren Bekdmp-
fung. Hierzu gehoren mechanische Barrieren wie die Haut oder
Schleimhéute, zelluldre Bestandteile wie Makrophagen oder Na-
tural Killer-Zellen (NK-Zellen, Abbildung 28) sowie Botenstof-
fe wie beispielsweise Interleukine, die zur Koordination der Im-
munreaktion beitragen. In Wirbeltieren entwickelte sich zusatz-
lich zu der innaten (unspezifischen) Abwehr auch ein adaptives
Abwehrsystem, dessen B- und T-Lymphozyten (Abbildung 29)
auf die Bekdimpfung bestimmter Krankheitserreger spezialisiert
sind. Hierzu besitzen B- und T-Zellen die Fahigkeit spezifi-
sche Antigene zu erkennen, dies sind charakteristische Merkma-
le, wie beispielsweise bestimmte Proteine, die es erlauben eine
bestimmte Art von Tumorzelle oder eine von einem bestimm-

ten Pathogen infizierte Zelle zu identifizieren.

Die angeborene Immunreaktion bildet bei einer Infektion an-
schaulich betrachtet die erste Linie der Verteidigung, da ihre
Komponenten die Krankheitserreger ohne zeitlichen Vorlauf be-
kdampfen konnen. Die auf die effektive Bekdmpfung des vorlie-
genden Erregers spezialisierten B- und T-Zellen miissen dage-
gen zundchst im Korper in ausreichender Zahl produziert wer-
den, was einige Tage dauern kann. Die Elemente der beiden
Komponenten des Immunsystems arbeiten auf vielerlei Weise
miteinander zusammen, insbesondere findet in beide Richtun-
gen ein Informationsaustausch {iiber die bereits erwdhnten Bo-
tenstoffe statt. Gleichzeitig ergdnzen sich beide Komponenten
auch in vielen Situationen. So gibt es beispielsweise Viren, die
infizierte Zellen so veriandern, dass sie von T-Zellen nicht ent-

deckt werden konnen. Gerade diese Veranderungen machen
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ABBILDUNG 28: Zwei NK-Zellen (gelb) attackieren eine Tumorzelle
(rot). Von [83].

die infizierte Zelle jedoch gerade zum Angriffsziel von NK-
Zellen [81].

Die zelluldiren Komponenten des Immunsystems, also NK-
Zellen, T-Zellen, B-Zellen et cetera, besitzen die Fahigkeit, sich
selbststindig fortzubewegen, um zu einer infizierten Zelle zu
gelangen und diese bekdmpfen zu konnen. In einem infizier-
ten Organismus ist diese Bewegung stark beeinflusst durch das
Gewebe, in dem sich die Immunzelle bewegt, sowie durch Si-
gnale anderer Elemente des Immunsystems. In dieser Arbeit
sind wir dagegen an den intrinsischen Eigenschaften der Mi-
gration von menschlichen T- und NK Zellen interessiert, also
am Verhalten der Zelle in Abwesenheit externer Einfliisse. Ei-
ne wesentliche Motivation hierfiir ist die Aussicht, aus diesen
intrinsischen Eigenschaften Riickschliisse auf intrazelluldre Vor-

gdnge zu gewinnen.

In Kapitel 7 werden wir Arbeitsschritte zur experimentellen
Aufnahme der Migrationsmuster (,, Tracks”) von der Entnahme
des Spenderblutes bis zur Verwendung der Trackingsoftware
beschreiben und beispielhaft einige dieser Tracks abbilden. Wir
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ABBILDUNG 29: Eine T-Zelle (rechts) zerstort eine Tumorzelle
(links). Von [84].

werden sehen, dass die beobachteten Zellen in der Art einer
,Zufallsbewegung” (Random Walk) migrieren. Wir werden zur
Beschreibung und weiteren Analyse der Zellen in Kapitel g das
Modell der Persistenten Random Walks verwenden, welches wir

zuvor in Kapitel 8 erldutern werden.



Ein Weg entsteht, wenn man ihn geht.

Chinesisches Sprichwort

MIGRATIONSMUSTER MENSCHLICHER NK-
UND T-ZELLEN

In dieser Arbeit analysieren wir die Migration von menschli-
chen CD8*- und NK-Zellen in einer kontrollierten in-vitro Um-
gebung. Das Experiment beginnt mit der Entnahme des Blutes
aus dem Spender und liefert schliellich sogenannte , Tracks”
der einzelnen Zellen, worunter wir jeweils einen Satz von Koor-
dinaten verstehen, der die Bewegung einer Zelle als Funktion
der Zeit darstellt.

Im folgenden Abschnitt beschreiben wir die einzelnen Schritte
der experimentellen Datengewinnung. Die Praparation der Zel-
len und die Aufnahme der Videos erfolgte hierbei durch Mit-
glieder der Arbeitsgruppe Markus Hoth des Universitatsklini-
kums Homburg. In Abschnitt 7.2 prasentieren wir beispielhaft
einige dieser Tracks und leiten hieraus erste Eigenschaften der
Zellen ab.

7.1 VON DER GEWINNUNG DER ZELLEN ZUR AUFNAH-
ME DER MIGRATIONSMUSTER

Die verwendeten NK- und CD8" T-Zellen stammen aus Voll-
blut, das von gesunden Spendern durch den Blutspendedienst
des Universitiatsklinikums Homburg entnommen wurde. Aus
dem Vollblut wurden mittels Dichtegradientzentrifugation T-
Zellen, B-Zellen und NK-Zellen, die man unter dem Begriff
PBMC (,,peripheral blood mononuclear cells”) zusammenfasst,

separiert und wie in [85] beschrieben prépariert.
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Anschlieffend wurden die PBMC durch staphylococcus enteroto-
xin A (SEA) stimuliert. Hierbei handelt es sich um ein sogenann-
tes , Super-Antigen” fiir T-Zellen. Der Wortbestandteil ,Super”
resultiert daraus, dass im Gegensatz zu einem einfachen Anti-
gen, auf das lediglich eine spezifische Art von T-Zellen reagiert,
durch SEA eine ganze Klasse von T-Zellen stimuliert werden
kann. Diese SEA-spezifischen T-Zellen wurden nach 5 Tagen
mittels des ,,Dynal® CD8 Positive Isolation Kits” des Herstel-
lers ,Invitrogen” von den iibrigen Zellen abgesondert und in
einem Ndhrmedium aufbewahrt. (Die einzelnen Arbeitsschrit-
te folgten hierbei exakt der in [86] beschriebenen Methode.)

Die Gewinnung der NK-Zellen aus den PBMC erfolgte mit Hil-
fe des ,,Dynabeads® Untouched Human NK Cells Kits” (In-
vitrogen) durch Negativisolation. Die namensgebenden Beads
(Kiigelchen) interagieren in diesem Verfahren nicht mit den NK-
Zellen selbst, sondern entfernen die iibrigen PBMC aus der Pro-
be.

Zur mikroskopischen Aufnahme der Zellmigration wurden zu-
néchst die zu verwendenden Petrischalen mit Fibronektin be-
schichtet, dass den Zellen eine gute Adhédsion und damit eine
effektive Fortbewegung ermoglicht. Nach dem Auftragen der
Zellosung auf die Petrischalen wurden sie mit Ringerlosung ab-
gespiilt, so dass lediglich gut haftende und damit zur Migrati-
on bereite Zellen auf der Schale verblieben. Die mikroskopische
Aufnahme der Migration erfolgte mit einem Zeiss Cell Obser-
ver HS mit einer Zeitauflosung von 6 Bildern (,,Frames”) pro
Minute und einer optischen Auflésung von 1.29um pro Pixel.
Die Dauer der Aufnahme war jeweils 1 Stunde, wihrend de-
rer Zellen und Petrischale auf einer konstanten Temperatur von
37°C gehalten wurden.

Die so erstellten Videos wurden mit dem Plugin ,MTrack2” [87]
fir die Bildverarbeitungssoftware ,Image]” [88, 89] analysiert.
In dem als , Tracking” bezeichnete Prozess werden aus den Vi-
deos die x- und y-Position individueller Zellen als Funktion der

Zeit generiert. Zwei Zellen aus aufeinanderfolgenden Frames
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werden hierbei als identisch eingestuft, wenn ihre Position sich
um weniger als einen zuvor festgelegten Grenzwert verdndert
hat. Falsche Zuordnungen bei diesem automatisierten Tracking
sind moglich, wenn zwei Zellen sich sehr nahe kommen. Aus
diesem Grund wurden die automatisch generierten Tracks mit-
tels eines weiteren Plugins namens ,,Speckle Tracker]” [go, 91]
manuell tiberpriift und gegebenenfalls korrigiert.

Die resultierenden korrigierten Tracks wurden schliefilich als
Tabellen im ASCII-Format gespeichert, so das sie mit einer
grofien Klasse von Datenverarbeitungssoftware weiterbearbei-
tet werden kann. Fiir die in den folgenden Kapiteln prasen-
tierten Analysen wurde die Numerik-Software ,MATLAB” ver-
wendet, deren Funktionalitdt durch eigens fiir die vorliegenden

Fragestellungen erstellte Routinen erweitert wurde.

7.2 BESCHREIBUNG UND DISKUSSION

DER EXPERIMENTELLEN MIGRATIONSMUSTER

Abbildung 30 stellt exemplarisch die wahrend eines Expe-
riments aufgenommenen Migrationsmuster menschlicher T-
Zellen dar. Auf den ersten Blick ist ersichtlich, dass diese T-
Zellen sich nicht geradlinig und auch nicht geméf3 eines spezi-
fischen Musters bewegen, sondern vielmehr eine Zufallsbewe-
gung, also einen Random Walk, vollfithren.

Weiterhin ist die Bewegung der Zelle jedoch keine ,Brown-
sche Bewegung”, bei der die Bewegungsrichtung zu einem Zeit-
punkt unabhédngig von der Bewegungsrichtung zu jedem ande-
ren Zeitpunkt ist. Vielmehr beobachten wir eine zeitliche Persis-
tenz der Bewegungsrichtung, die iiber gewisse Zeitintervalle in
einer anndhernd geradlinigen Fortbewegung resultiert.

Schliefdlich stellen wir fest, dass die beobachteten Zellen sich
nicht standig im Zustand persistenter Bewegung befinden: Bis-

weilen befinden sich die Zellen auch in einem Zustand, in dem
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ABBILDUNG 30: Exemplarische Darstellung der Migrationsmus-
ter der T-Zellen eines Experiments sowie vergroflerte Darstel-
lungen einzelner Tracks. Die lichtmikroskopische Aufnahme im
Hintergrund zeigt die Situation zu Beginn des Experiments.
Zur besseren Ubersicht ist nur die Halfte der Tracks markiert.
Die tatsdchliche Grofie des oben abgebildeten Bereichs betragt
1.8mm x 1.3mm. Die vergrofierten Tracks demonstrieren die —
auf den ersten Blick — sehr unterschiedlichen Bewegungsmuster
wie beispielsweise geradlinige Bewegung, diffusive Bewegung (er-
kennbar an Knduel-formigen Tracks) sowie Wechsel zwischen die-
sen beiden Bewegungsarten.
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sie sich nicht gerichtet fortbewegen, sondern lediglich auf klei-
nem Raum eine diffusive Bewegung ausfiihren. Da die Zelle in
diesen Phasen ihre Position im Vergleich zur persistenten Be-
wegungsphase kaum verdndern, werden wir erstere zunéchst

vereinfachend als Ruhephasen betrachten.

Eine wahrscheinliche Ursache fiir diese Persistenz ist eine star-
ke Polarisation des Zytoskelettes (vergleiche Abbildung 2.1.3)
der Zellen wihrend der Phasen geradliniger Bewegung. Ein
moglicher Mechanismus zur Erzeugung persistenter Zellbewe-
gung durch Aktinwellen wurde beispielsweise in [92] beschrie-
ben. Die Autoren zeigen mittels numerischer Simulationen, wie
durch kollektive Nukleation von Aktin Wellen entstehen kon-
nen, die eine gerichtete Bewegung der Zelle ermoglichen *.
Nach einer scheinbar zufilligen Zeitspanne verlieren die Aktin-
wellen schliefilich ihre Persistenz und die simulierte Zelle geht
in einen Zustand ungerichteter Bewegung tiber, aus dem nach
einer gewissen Zeit wiederum gerichtete Bewegung entstehen
kann.

Zur Analyse der Migration der Zellen in Kapitel 9 werden wir
diese demnach als ,Persistente Random Walker mit Ruhepha-
sen” interpretieren. Bevor wir dieses Modell in Kapitel 8 ndher
erldutern, sollen allerdings noch einige Eigenschaften der Mi-
gration der experimentellen Zellen diskutiert werden, die nicht
unmittelbar aus den Track-Daten beziehungsweise aus deren

Darstellung in Abbildung 30 ersichtlich sind.

Bei der visuellen Beobachtung der aufgenommen Videos zeigt
sich, dass der Ubergang der Zellen in die ruhende Phase nicht
immer ein intrinsischer Effekt ist. Auch Kollisionen mit anderen
Zellen und ein Haften der Zellen aneinander konnen eine an-
ndhernd immobile Bewegungsphase der Zelle erzwingen. Wei-
terhin beobachten wir, dass eine Zelle, bevor sie sich teilt, stets

in eine Ruhephase tibergeht.

Die simulierte Zelle besteht hierbei aus dem Zytoskelett sowie einer beweg-
lichen und deformierbaren Membran.
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Auch bei den persistenten Zellen miissen experimentelle Ein-
schrankungen der gewonnenen Resultate berticksichtigt wer-
den. So verlassen einige Zellen im Laufe der Messung den Be-
obachtungsbereich, so dass wir fiir grofie Zeiten keine Daten fiir
diese Zellen besitzen. Dies ist besonders haufig der Fall bei Zel-
len, die besonders schnell oder besonders persistent sind, wo-
durch die Daten fiir grofie Zeiten einen systematischen Fehler
enthalten.

Ein Entfernen der Tracks kollidierender Zellen oder solcher, die
den Beobachtungsbereich verlassen, aus dem Datensatz wiirde
ebenfalls eine systematische Manipulation der Daten verursa-
chen und ist daher keine Option.

Inwiefern man die obengenannten moglichen Verfidlschungen
der Daten beriicksichtigen muss, hingt von der vorliegenden
Fragestellung ab. Ist man beispielsweise an der Mobilitdt von T-
Zellen innerhalb des Organismus interessiert, so sind Kollisio-
nen mit anderen Zellen sehr wahrscheinlich, so dass die vorlie-
genden Daten sogar zutreffender sein konnen, als Experimente,
in denen Kollisionen ausgeschlossen werden. Mochte man da-
gegen die Persistenz der Zellbewegung durch ein mikroskopi-
sches Modell der zellinternen Vorgénge wie beispielsweise [92,
93] beschreiben, so werden Kollisionen von Zellen eine geringe-
re Persistenz der experimentellen Zellen verursachen, die durch
das interne Modell nicht erkldrt werden kann.

In der Analyse der Zellmigration in Kapitel 9 werden wir nicht
zwischen den verschiedenen Griinden fiir den Ubergang von
der Bewegungs- in die Ruhephase unterscheiden. Die Verfil-
schung der Daten fiir grofle Zeiten werden wir berticksichti-
gen, indem wir die beobachteten Zeitfenster sinnvoll einschran-

ken.



Der Zufall fithrt unsere Federn.

Marie de Sévigné

IMMUNZELLEN ALS PERSISTENTE
RANDOM-WALKER UND ALTERNATIVE
MODELLE

In diesem Kapitel werden wir das mathematische Modell vor-
stellen, das wir in 9 verwenden werden, um die experimentel-
len Daten zu analysieren. Es handelt sich dabei um eine Er-
weiterung des von Reinhold Fiirth formulierten Modells des
persistenten Random-Walkers, die wir im folgenden Abschnitt
vorstellen. In Abschnitt 8.3 werden wir alternative Modelle dis-
kutieren, insbesondere die sogenannten Lévy Walks.

8.1 IMMUNZELLEN ALS PERSISTENTE RANDOM-WALKER

Das erste stochastische Modell der Bewegung eines Einzel-
lers wurde 1920 von Reinhold Fiirth entwickelt [94]. Er erwei-
terte dabei Einsteins Arbeit zur brownschen Molekularbewe-
gung [95], indem er berticksichtigte, dass viele Organismen ei-
ne Persistenz ihrer Bewegungsrichtung aufweisen. Er beschrieb
die Bewegung von Infusorien in einer Dimension als Random
Walk auf einem Gitter, wobei der Walker jeweils mit der Wahr-
scheinlichkeit p > 1/2 einen Schritt in dieselbe Richtung macht
wie zuvor, wahrend er mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p seine
Bewegungsrichtung d@ndert. Die Wahrscheinlichkeit, k aufeinan-
derfolgende Schritte in dieselbe Richtung zu machen ist somit

exponentialverteilt:

P(k) _ pk—l — e(k—l)-lnp (8.1)
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Fiirth berechnete daraus die mittlere quadratische Verschie-
bung (mean squared displacement, MSD) eines Ensembles solcher

Organismen nach n Zeitschritten:

<r2(n)> = n(5x21 f ; - (5x22(21p_—_p1)2 (2p—1"-1) (8.2

Hierbei ist x die Distanz, die der Walker bei einem Schritt zu-
riicklegt. Wir gehen nun davon aus, dass der Walker n Schritte
in einer Zeit t = Jtn zuriicklegt, wodurch wir auch eine Ge-
schwindigkeit v = dx /46t definieren konnen. Ist 6t ausreichend
klein, so konnen wir in erster Ndherung p ~ 1 annehmen und

entwickeln obigen Ausdruck zu

2 0Pt (0ot oyt
<r (t/zst)> ST AP <e p _1) . (83)

Definieren wir nun noch 2T = 6¢/(1 — p) und D = 9T, so er-
halten wir die mittlere quadratische Verschiebung als Funktion
der Zeit in der Form [96, 97]

<r2(t)> ~ 2D (t T (1 - e—f/T)) . (8.4)

Da die Beitrage der einzelnen rdumlichen Komponenten unab-
hédngig voneinander sind, erhalten wir das Ergebnis fiir einen
d—dimensionalen Walker, indem wir obiges Ergebnis mit 4 mul-
tiplizieren. In obiger Gleichung wurden die Konstanten D, die
die Einheit einer Diffusionskonstanten besitzt, und T, die wir
im Folgenden als Persistenzeit bezeichnen werden, eingefiihrt.
Fiir t+ > T reduziert sich die Gleichung zu (r?(t)) = 2Dt,
der Walker verhilt sich fiir grofie Zeiten demnach wie ein ,ge-
wohnlicher” Random-Walker ohne Persistenz, wohingegen wir
fir t < T ndherungsweise ein ballistisches Verhalten gemafs
(r?(t)) = Dt*/T = v*#? erhalten.



8.2 ERWEITERUNGEN DES MODELLS

Umgekehrt kann man Gleichung (8.4) auch mittels der Ge-
schwindigkeitsautokorrelationsfunktion (velocity auto correlati-
on, VAC) herleiten. Diese ist definiert gemaf3

VAC(At) = (v(ty) - v(tyg + At)) . (8.5)

Identifizieren wir VAC(At) = v?e2/T1, 5o erhalten wir Glei-

chung (8.4) durch Beriicksichtigung des Zusammenhangs [98]
t t
<r2(t)> - Z/dt’ /dt” VAC(#"). (8.6)
0 0

Wir werden in Kapitel 9 sehen, dass sich bereits durch das
einfache Modell des persistenten Random-Walkers mit expo-
nentialverteilten Langen der Bewegungsphasen grundlegen-
de Eigenschaften der Dynamik der T-Zellen wie die Zeitent-
wicklung der mittleren quadratischen Verschiebung oder der
Geschwindigkeits-Autokorrelation der T-Zellen gut beschrei-
ben lassen. Wenig iiberraschend finden wir bei einer detaillier-
teren Analyse der Bewegung der Zellen jedoch auch Eigenschaf-
ten, die durch das Modell nicht reproduziert werden, so dass

Erweiterungen des Modells notwendig werden.

8.2 ERWEITERUNGEN DES MODELLS

In einer ersten Erweiterung werden wir beriicksichtigen, dass
wie in Abschnitt 7.2 beobachtet im Gegensatz zu einem persis-
tenten Random-Walker die beobachteten Zellen nicht standig
in Bewegung sind, sondern sich ebenfalls in einem Zustand be-
tinden konnen, in dem sich der Massenmittelpunkt der Zelle
in erster Naherung nicht verdndert. Wahrend dieser Phasen be-
schrankt die Dynamik der Zelle sich im wesentlichen auf ge-
ringftigige Fluktuationen. Derartige Ruhephasen konnen bei-
spielsweise eine Folge des Verlustes der Haftung der Zelle mit
dem Substrat sein [96]. Eine alternative Erklarungsmoglichkeit
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ist der Verlust der internen Polarisation innerhalb der Zelle, so
dass eine gewisse Zeit vergeht, bis sich die Zelle wieder spon-
tan polarisiert hat. Unabhingig von den mikroskopischen Ursa-
chen der Persistenz- und Ruhephase bietet es sich in einem ers-
ten Ansatz daher an, die Zeitentwicklung der Wahrscheinlich-
keiten p; und py, eine Zelle im persistent bewegten beziehungs-
weise im ruhenden Zustand anzutreffen, durch Ubergangsraten

T, 1 und Ty 1 711 beschreiben:

dp: _ _

o =TT po

d _ _

% =+Ty =Ty po (8.7)

Eine Zelle, die sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 mit Sicherheit in per-
sistenten Bewegungszustand befindet (also p; = 1 und py = 0),
ist somit mit einer Wahrscheinlichkeit p;(t) = e~*/Tt zum Zeit-
punkt f noch im selben persistenten Zustand. Analog gilt fiir
eine bei t = 0 ruhende Zelle py(t) = e~*/To.

Die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion (VAC) fiir ein
Ensemble von Zellen, das durch obige Gleichung beschrieben
wird, ergibt sich direkt aus der Wahrscheinlichkeit p; (), da die-
se beschreibt, wie lange die Zelle ihre Richtung beibehilt. Die
Bewegungsrichtung in der nidchsten Bewegungsphase ist mit
der vorherigen vollkommen unkorreliert und liefert daher kei-
nen Beitrag zur VAC. Berticksichtigt man noch, dass die Wahr-
scheinlichkeit, zum Zeitpunkt ¢y die Zelle in der Ruhephase
(v(tp) = 0) anzutreffen, gegeben ist durch % , so ergibt
sich

T
VAC(At) = TlTlTOvZ e AT (8.8)

Hieraus ergibt sich mit (8.6) und d-D = ©v?T; die mittlere
quadratische Verschiebung fiir das d-dimensionale System mit
Ruhezeiten:

<r2(t)> zzd.DTlilTO (t—T1 (1—e*f/T1)) (8.9)
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Gleichung (8.7) ist unabhédngig von der Wahl des Anfangszeit-
punkts (autonom), die Wahrscheinlichkeit p;(t) ist somit unab-
hédngig davon, wie lange vor ¢t = 0 sich das System bereits im
persistenten Zustand befand. Die Zelle verfiigt demnach {tiber
keinerlei Erinnerungsverméogen, eine Annahme die angesichts
des — im Vergleich mit mehrzelligen Organismen — einfachen
Aufbaus einer Immunzelle durchaus plausibel erscheint. Wir
werden daher im Folgenden die Persistenz- und Ruhezeiten
stets als exponentiell verteilt annehmen, wie es aus der auto-
nomen Gestalt von Gleichung (8.7) folgt.

Weiterhin berticksichtigen wir noch, dass die Geschwindig-
keit der Zellen im bewegten Zustand nicht konstant ist, son-
dern eine Verteilung besitzt, die wir ndherungsweise als
Log-Normalverteilung beschreiben wollen (vergleiche Abbil-
dung 33). (Uber die exakte Form der Verteilung werden wir

in dieser Arbeit keine Aussage machen.)

Der Algorithmus, mit dem wir die Bewegung einer Zelle sto-
chastisch simulieren werden, ist somit folgendermafien aufge-
baut:

1. Wir ziehen zur Bestimmung der Bewegungsrichtung einen

Einheitsvektor u aus einer Gleichverteilung.

2. Wir ziehen eine Zeit t; aus einer Exponentialverteilung
mit p(t;) « e~*1/T1, Daraus berechnen wir durch Runden
eine Schrittzahl ny = [t1/6t].

3. Wir fiihren ny Schritte in Richtung w aus: r(t + ny0t) =
r(t) + u - v - n16t. Dabei ziehen wir in jedem Schritt v aus
einer Log-Normalverteilung mit Mittelwert und Standard-

abweichung jeweils ;.

4. Wir ziehen eine Zeit fy aus einer Exponentialverteilung
mit p(tg) o e~*/To, Daraus berechnen wir durch Runden
eine Schrittzahl ng = [t/ 4t].

5. Nach einer Ruhephase von ng Zeitschritten kehren wir zu-
riick zu Punkt 1.
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Dieses Modell ist eine Modifikation * des in [96] entwickelten
,stick-slip”-Modells, das zwischen der Phase unterscheidet, in
der die Zelle aufgrund von Haftung am Substrat eine gerich-
tete Kraft ausiiben kann (,,stick” Phase), und der Phase in der
keine Haftung vorliegt (,,slip” Phase). Da wir hier keine Annah-
me iiber die mechanistische Ursache der Zellbewegung machen
wollen, werden wir obiges Modell im Folgenden stattdessen all-
gemein als , persistenten Random-Walker mit Ruhephasen” be-

zeichnen.

83 ALTERNATIVE MODELLE:
LEVY WALKS UND VERALLGEMEINERUNGEN

Bislang sind wir stets davon ausgegangen, dass die Zelle kei-
nerlei ,Erinnerung” besitzt, dass also zu jedem Zeitpunkt eine
konstante Wahrscheinlichkeit existiert, dass die Zelle ihre Be-
wegungsrichtung beibehélt beziehungsweise dndert. Dement-
sprechend war die Lange der Phasen persistenter Bewegung
stets exponentialverteilt mit einer Autokorrelationsfunktion
VAC(t) « e~*/T1. Es stellt sich nun jedoch die Frage, wie sich
ein System verhilt, in dem die Korrelationsfunktion fiir grofie
Werte beispielsweise einem Potenzgesetz VAC(t) o« t*~! ge-
horcht.

Aufgrund ihres Langzeitverhaltens konnen wir mittels des zen-
tralen Grenzwertsatzes [99] die infrage kommenden Verteilungs-
funktionen in zwei Klassen einteilen. Der Satz besagt, dass die
Summe Sy = YN, X; von N unabhéngigen identischen Zufalls-
groBen X; mit endlichem Erwartungswert (X) und endlicher
Varianz (X?) wiederum eine Zufallsgrofe ist, die fiir grofe N
punktweise gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswert
(Sn) = N(X) und (S%;) = N (X?) konvergiert. Da die Schritt-

zahl N proportional zur Zeit t ist, gilt also fiir alle Verteilungen

Die Autoren von [96] gehen von einer exponentialverteilten Geschwindig-
keit der Zellen aus. Fiir die in dieser Arbeit beobachteten Immunzellen ist
jedoch eine Log-Normalverteilung der Geschwindigkeiten eine bessere Na-
herung (vergleiche Abbildung 33).
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mit endlichem Erwartungswert und endlicher Varianz in fiih-

render Ordnung

<r2(t)> ot fir grofle t. (8.10)

Besitzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsgrofien Y
jedoch keine endliche Varianz, so ist der zentrale Grenzwert-
satz nicht mehr anwendbar, stattdessen wird das Verhalten ei-
ner Summe Sy = YN, Y; nun durch einen verallgemeinerten zen-
tralen Grenzwertsatz beschrieben [100], und das asymptotische
Verhalten des MSD unterscheidet sich von obiger Relation. Die
Klasse der Random Walks, deren Korrelationsfunktionen kei-
ne endliche Varianz besitzen bezeichnet man als , Lévy Walks”.
Fiir , Lévy Walks” weicht das asymptotische Verhalten im All-
gemeinen von (8.11) ab, insbesondere sind fiir grofie ¢ Beziehun-

gen der Form
<r2(t)> o t7, (8.11)

mit a > 1 moglich [101].

Wir betrachten hier Lévy Walks, in denen die Persistenzzeiten
aus einer («-)stabilen Verteilung (,(a-)stable distribution”) mit
0 < o < 2 gezogen werden. Die einzelnen Mitglieder der Fa-
milie der stabilen Verteilungen werden durch die Parameter «,
B, c und u spezifiziert [102, 100]. Wir werden hier stets sym-
metrische Verteilungen (8 = 0) mit der Symmetrieachse y = 0
betrachten. Der Parameter c skaliert die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung und der sogenannte charakteristische Exponent 0 < a < 2
bestimmt das Verhalten der Verteilung fiir betragsgrofie Wer-
te: Fiir eine stabile Verteilung mit der Dichtefunktion f(x) und
a < 2gilt?

Fx) o x| 717 far x| = o0 . (8.12)

Fiir & = 2 ist die entsprechende Zufallsgrofse normalverteilt und ist die ein-
zige stabile Verteilung mit endlicher Varianz. In diesem Spezialfall ist der
resultierende Random Walk somit kein Lévy Walk, sondern ein ,gewohnli-
cher Random Walk” mit (r?(t)) o t fiir grofe t.
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Die Autoren von [103] fithren einen ,verallgemeinerten Lévy
Walk” ein, bei dem es sich um einen Lévy Walk mit Ruhezei-
ten handelt, die ebenfalls aus einer stabilen Verteilung gezogen
werden. Wir realisieren ihn daher analog zum persistenten Ran-
dom Walk mit Ruhezeiten durch folgenden Algorithmus:

1. Wir ziehen zur Bestimmung der Bewegungsrichtung einen
Einheitsvektor u aus einer Gleichverteilung.

2. Wir ziehen eine Zeit t; aus einer stabilen Verteilung 3 mit
dem Exponenten «1. Daraus berechnen wir durch Runden
eine Schrittzahl n; = [t1/At].

3. Wir fiihren n; Schritte in Richtung w aus: r(t + n1dt) =
r(t) + u - v - n16t. Dabei ziehen wir in jedem Schritt v aus
einer Log-Normalverteilung mit Mittelwert und Standard-
abweichung jeweils vy.

4. Wir ziehen eine Zeit ty aus einer stabilen Verteilung mit
dem Exponenten «(. Daraus berechnen wir durch Runden
eine Schrittzahl ng = [to/At].

5. Nach einer Ruhephase von n( Zeitschritten kehren wir zu-

rick zu Punkt 1.

3 Die Berechnung der Zufallszahlen erfolgt hierbei gemifs dem in [102] an-
gegebenen Verfahren fiir symmetrische (8 = 0) stabile Verteilungen, wobei
die {ibrigen Parameter der Verteilung stets c = 1 und u = 0 lauten. Da die
resultierende Zufallszahl negativ sein kann, erhalten wir f; aus dem Betrag
unseres Zwischenergebnisses.
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Wie bereits erwdhnt wurde sowohl die Migration von CD8" T-
Zellen als auch die von Nattirlichen Killerzellen (NK-Zellen)
aufgenommen und getrackt. Bei den T-Zellen wurde weiterhin
die Kalzium-Konzentration der Nahrlosung variiert. Die Da-
ten der durchgefiihrten Einzelexperimente wurden schliefSlich
nach Zelltyp und Kalziumkonzentration zusammengefasst, um
grofiere Datensidtze und damit eine bessere statistische Aussa-
gekraft zu gewdhrleisten. Tabelle 1 listet die resultierenden Da-

tensdtze auf, die wir im Folgenden analysieren werden.

T-Zellen Ommol 589 Tracks
T-Zellen 0.25mmol 585 Tracks
T-Zellen 0.5mmol 1563 Tracks
T-Zellen Immol 539 Tracks
T-Zellen 2mmol 443 Tracks
NK-Zellen 0.5bmmol 896 Tracks

TABELLE 1: Auflistung der Datensitze, die in diesem Kapitel analy-
siert werden. Angegeben ist der Zelltyp, die Kalziumkonzentrati-
on der Nahrlosung sowie die Anzahl der erfassten Tracks.

In Abschnitt 9.1 werden wir diese Datensdtze mit Hilfe des im
letzten Kapitel vorgestellten Modells des persistenten Random
Walks (mit Ruhephasen) analysieren. Die Abbildungen, die wir
in diesem Kapitel exemplarisch zeigen, stammen dabei jeweils
von dem Datensatz der T-Zellen mit Immol Kalziumkonzentra-

tion der Ndhrlosung.
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9.1 ANALYSE DER EXPERIMENTELLEN DATEN
9.1.1 Mathematische Werkzeuge zur Analyse von Random Walks

In diesem Abschnitt stellen wir die mathematischen Werkzeuge
vor, mit deren Hilfe wir die experimentell gewonnenen Migra-

tionsmuster untersuchen werden.

Im vorigen Kapitel haben wir bereits den funktionellen Aus-
druck (8.4) fiir die mittlere quadratische Verschiebung (MSD)
eines persistenten Random-Walkers beziehungsweise die ana-
loge Formel (8.9) fiir den persistenten Random-Walker mit Ru-
hephasen kennengelernt. Wir werden sehen, dass wir unter mit-
hilfe des Modells des persistenten Walkers aus der Gestalt der
MSD-Kurve bereits 2 physikalische Parameter des Zellensem-

bles ermitteln konnen.

Ebenso kennen wir bereits die Geschwindigkeitsautokorrelati-
onsfunktion (velocity auto correlation, VAC):

VAC(At) = (v(ty) - v(ty + At)) (9.1)

Hierbei wird tiber alle moglichen Anfangszeiten t; gemittelt.
Unter dem Begrift , Geschwindigkeit” verstehen wir hier und
im Folgenden nicht den Grenzwert v(t) = lig})(’r(t +e€)—
r(t)) /e, der fiir einen Random-Walk nicht definiert ist, sondern
lediglich die Zufallsvariable

_r(t+6t) —r(t)

v(t) = 5 , (9.2)

deren Wert auch von der Zeitauflosung 6t = 10s unseres Ex-
periments abhiangt. Geschwindigkeitsautokorrelation und mitt-
lere quadratische Verschiebung sind keine unabhédngigen Gro-
3en, sondern hdngen tiber die Relation (8.6) miteinander zusam-
men [98]. Nichtsdestotrotz ist die Geschwindigkeitsautokorre-
lationsfunktion ein niitzliches Werkzeug, da sie unmittelbaren
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Aufschluss tiber die Persistenz einer Bewegung gibt. So hat die
Korrelationsfunktion einer brownschen Bewegung ohne Persis-
tenz im Limes At — 0 die Gestalt einer Delta-Distribution, wo-
hingegen wir fiir eine persistente Bewegung eine Korrelations-
funktion erwarten, die (mit endlicher Steigung) gegen 0 rela-

xiert.

Detailliertere Information als die mittlere quadratische Ver-
schiebung erhalten wir weiterhin, wenn wir die Haufigkeitsver-
teilung p(Ar, At) der Verschiebungen Ar nach einem Zeitinter-
vall At betrachten. Ein Nachteil dieser Methode im Vergleich zu
den zuvor genannten ist allerdings, dass wir eine wesentlich ho-
here Zahl an Datenpunkten bendtigen, um ausreichend glatte
Kurven zu erhalten.

Bevor wir mit der Analyse der experimentellen Daten beginnen,
wollen wir noch kurz einige Methoden und Konzepte zur Ana-
lyse von Random Walks diskutieren, die im Folgenden nicht

zur Anwendung kommen werden.

In [96] wird analog zur oben eingefiihrten ,Geschwindigkeit”
des Random-Walkers auch eine ,Beschleunigung” eingefiihrt,
die ein mathematisches Hilfsmittel darstellt, um persistente Be-
wegung durch einen Random Walk in kontinuierlicher Zeit (con-
tinuous time random walk) zu modellieren. Da wir hier lediglich
zeitlich diskrete Random Walks (discrete time random walks) be-
trachten werden und das Konzept der Beschleunigung auf der
Grofienordnung einer Zelle schnell in Irrefiihrungen resultie-
ren kann, werden wir in dieser Arbeit keine ,, Beschleunigung”

einfiihren.

Die Autoren von [104] nutzen den Gyrationstensor

T = ((x:(t) = (xi(t)y ) - (:(8) = (xi(E)),) )

t

beziehungsweise dessen Eigenwerte, um die ,Form” von Ran-
dom Walks zu beschreiben. Aus den Quotienten dieser Eigen-

werte kann man beispielsweise ein Maf§ fiir die Asymmetrie
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des Walks und damit der Persistenz der Bewegung berechnen.
Nach dem Ermitteln von MSD und VAC erhdlt man hieraus

jedoch keine neuen Informationen.

9.1.2 MSD, VAC und Persistenzzeiten der experimentellen Tracks

Abbildung 31 zeigt die normierte * Geschwindigkeitsautokorre-
lationsfunktion VAC(At) fiir den Beispieldatensatz. Der Graph
konvergiert (soweit er ausreichend glatt ist) monoton gegen
Null, wobei wir zwei unterschiedlich Zeitskalen beobachten
konnen, einen schnellen Abfall innerhalb 1-2 Minuten und da-
nach eine wesentlich langsamere Relaxation. Die Existenz die-
ser beiden Zeitskalen wird bei der Zellmembran haufig beob-
achtet, so beispielsweise auch in [96]. Ein moglicher Erklarungs-
ansatz hierfiir findet sich in [105], wo gezeigt wurde, dass fiir
einen persistenten Random-Walker, bei dem sich Geschwindig-
keit und Bewegungsrichtung mit unterschiedlichen Raten &n-
dern, die Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion die Sum-
me aus zwei Exponentialfunktionen ist. Tatsdchlich beobachten
wir auch bei den (wie in Abschnitt 8.2, Seite 121 beschrieben)
simulierten Zellen zwei verschiedene Zeitskalen, da wir nach je-
dem Zeitschritt 6t die Geschwindigkeit v variieren. Da die kur-
ze Zeitskala an der Grenze unserer zeitlichen Auflosung liegt,
und wir vor allem an den Charakteristika der Zellbewegung
auf grofleren Zeitskalen interessiert sind, betrachten wir im Fol-
genden lediglich das Verhalten der Geschwindigkeitsautokorre-
lationsfunktion fiir At > 2min. Zur Bestimmung der mittleren
Persistenzzeit T; nutzen wir dann einen exponentiellen Fit der

Form A - e At/T1 |

Wir wissen bereits, dass MSD und VAC iiber die Beziehung
(8.6) miteinander verkniipft sind. Dementsprechend spiegelt

< v(ty) - v(tg+ At) >

<w(ty)? >
jeweils tiber alle tp und alle Zellen gemittelt wurde. Auf diese Weise werden
schnelle Zellen stirker gewichtet als langsame beziehungsweise ruhende
Zellen.

, wobei

Die Normierung erfolgte gemafl VAC(At) =
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VAC
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ABBILDUNG 31: Exponentielle Darstellung der Geschwindigkeits-
autokorrelationsfunktion VAC(At) fiir den Beispieldatensatz
(schwarze Kurve). Wir beobachten eine schnelle Relaxation auf ei-
ner kurzen Zeitskala (At < 2min) sowie einen exponentiellen Ab-
fall im Zeitintervall 2min bis 15min. Die rote Gerade stellt einen
exponentiellen Fit mit einer Zerfallskonstante T; = 11.4min dar.

sich die Persistenz der Bewegung auch in der mittleren quadra-
tischen Verschiebung wider (Abbildung 32): solange t kleiner
als die Persistenzeit T ist, ist der Zusammenhang (r?(t)) deut-
lich nichtlinear, wohingegen wir fiir grofie Zeiten wieder einen
linearen Zusammenhang wie bei der brownschen Bewegung

beobachten.

Durch einen Fit der MSD-Kurve gemdfl Gleichung (8.4) kon- (r?(t)) =

nen wir die Persistenzzeit Ty und den Mobilitdtskoeffizienten D 4D (t—T(1—e"/ T))
unseres Zellensembles ermitteln. Ebenso konnen wir T; durch im zweidimen-
Anfitten der Geschwindigkeitsautokorrelation mit einer Expo- ~ Sionalen Fall
nentialfunktion  erhalten. Es zeigt sich jedoch (Tabelle 2), dass

die Werte fiir T;, die wir durch die beiden Methoden erhalten,

teilweise deutlich voneinander abweichen. Dies ist dadurch be-

2 Wir ignorieren hierbei die Relaxation auf der kurzen Zeitskala und fitten
den Graphen lediglich fiir t > 100s .
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ABBILDUNG 32: Mittlere quadratische Verschiebung MSD(t) =
(r*(t)) fiir den Beispieldatensatz (schwarze Kurve) und Fit mit
Fiirths Formel (8.4) (rot) und T7; = 7min. Fir t < T7 hat die Kurve
ballistischen Charakter (e v?t?), wihrend fiir ¢ >> T ein linearer
Verlauf wie bei einer brownschen Bewegung vorliegt. Die
Kurve zeigt ebenfalls einen Fit durch Fiirths Formel, hier wurde
allerdings T; = 11.4min fixiert und lediglich D variiert.

griindet, dass — wie oben dargestellt — die Persistenz der Be-
wegung lediglich fiir kleine Zeiten eine Kriimmung des MSD
Graphen verursacht, die bei einem 2-Parameter-Fit {iber langere
Zeiten nicht stark ins Gewicht fallt.

Um dies zu demonstrieren, sind in Abbildung 32 zwei Fitkur-
ven abgebildet: Im ersten Fall wurde der Verlauf der MSD-
Kurve mittels Fiirths Formel durch Anpassung der Parameter
T; und D gefittet, wobei T; = 7min als optimaler Wert ermit-
telt wurde. Die zweite Kurve zeigt ebenfalls einen Fit durch
Fiirths Formel, wobei jedoch T; = 11.4min (das Resultat aus
dem Fit des VAC) fixiert und lediglich der Parameter D ange-
passt wurde. Wir sehen, dass — insbesondere unter Berticksich-

tigung der experimentellen Fehlerbalken — beide Fitkurven ei-
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T1 VAC T1 MSD D Oe

[min] [min] [Hmz/ min] [um/ min]
T-Zellen Ommol 128+0.14 143=*£015 769+03 3.3=£0.02
T-Zellen 0.25mmol | 104 £0.10 84+£0.04 296.0+04 8.4+0.03
T-Zellen 0.5mmol | 10.3£0.06 6.8+0.07 208.5+0.5 7.8=£0.05
T-Zellen Immol 114+011 70=£0.03 2785+03 89=+0.02
T-Zellen 2mmol 108+£0.09 79=+£0.06 2389405 7.8=x0.04
NK-Zellen 64+0.02 41£0.01 1273+05 79+£0.11

TABELLE 2: Persistenzzeit T;, Mobilititskoeffizeint D und effektive
Geschwindigkeit v, = +/2D/T; der experimentellen Tracks. Die
Persistenzzeiten wurden auf zwei verschiedene Arten ermittelt, ei-
nerseits durch Fit der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion
(VAC) und durch Fit der mittleren quadratischen Verschiebung
(MSD). Die Ermittelung der Fitparameter und die Fehlerabschdt-
zung erfolgte mittels der Software ,Origin” unter Verwendung
der in [106] beschriebenen Algorithmen.

ne dhnlich gute Reproduktion des MSDs der Zellen darstellen.
Sind wir somit vor allem an der Persistenz der Bewegung inter-
essiert, ist der Fit der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunkti-
on das bessere Werkzeug, wiahrend wir den Fit der mittleren
quadratischen Verschiebung nutzen, um den Koeffizienten D,
der das Langzeitverhalten gemdf (r?(t)) ~ 4Dt bestimmt, zu

ermitteln.

9.1.3 Rubhezeiten

In Abschnitt 7.2 haben wir bereits beobachtet, dass sich die Zel-
len nicht standig persistent bewegen sondern bisweilen auch
auf kleinstem Raum eine Art diffusive oder fluktuierende Be-
wegung ausfithren, was wir in erster Ndherung als , Ruhezu-
stand” interpretieren werden. Diesen ruhenden Zustand finden
wir auch in der Verteilung der Geschwindigkeiten wieder (Ab-
bildung 33): Die Geschwindigkeiten sind ndherungsweise log-
normal verteilt mit einem Mittelwert von ~ 10pum/min. Ein An-



MIGRATIONSANALYSE
132
3 MENSCHLICHER IMMUNZELLEN

teil von ~ 2% ,bewegt” sich dagegen mit einer Geschwindig-

keit v < 0.4um/min und kann daher als ,,ruhend” betrachtet

werden.
1072
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ABBILDUNG 33: Geschwindigkeitsverteilung der experimentellen
Daten. Wir erkennen einen Anteil von ~ 2.5% von Zellen mit Ge-
schwindigkeiten v < vg = 0.4um/min, die wir als ,ruhend” be-
trachten. Dieser Anteil schrumpft bei Verkleinerung des Schwell-
wertes vg, konvergiert jedoch schliefdlich gegen ~ 1.9%.

In Abschnitt 8.2 haben wir die Geschwindigkeitsautokorrelati-
onsfunktion

T _
'VAcht)::iTq§Tgvze At/ (9:3)

sowie die Zeitentwicklung der mittleren quadratischen Ver-

schiebung

(PO) =g (-1 1=em)) o
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fiir den persistenten Random-Walker mit Ruhephasen bereits
berechnet. Da die beiden obigen Gleichungen formell mit den
Ausdriicken fiir den persistenten Random-Walker ohne Warte-
zeiten tibereinstimmen, konnen wir die experimentellen Verldu-
te fiir VAC und MSD gleichermafien reproduzieren. Informa-
tionen tiber den Wert von T fiir das betrachtete Zellensemble
erhalten wir hieraus jedoch nicht.

Mehr Information {iiber die Gestalt des Random Walks
liefert die Verteilung p(Ar, At) der Verschiebungen r =
|7(t + At) — r(t)|, die wir in Abbildung 34 fiir At = 30min so-
wohl fiir die experimentellen Tracks als auch fiir die simulierten
Zellen mit und ohne Ruhezeiten zeigen. Die Verteilungen mit
To = 0 sind mit grofser Genauigkeit gaussformig, wohingegen
die experimentelle Kurve fiir kleine und grofie Ar deutlich da-
von abweicht. Insbesondere das Verhalten fiir groffe Ar wird
wesentlich besser von der Simulation mit endlichen Ruhezeiten

To # 0 reproduziert.

Da die Qualitdt des Fits der Verschiebungen von der Ruhezeit
Tp abhdngt konnen wir diese Abhdngigkeit nutzen,um die Wer-
te von Ty sowie T; und v fiir unser Zellensemble zu ermit-
teln, indem wir die experimentellen Verteilungen p(Ar, At) fir
moglichst viele At durch simulierte Verteilungen fitten. (Die De-
tails der Erzeugung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
des Fit-Prozesses werden in Anhang B.1 erldutert.) Die Ergeb-

nisse dieser Fits sind in Tabelle 3 zusammengefasst.

Ein Aspekt der obigen Ergebnisse erscheint allerdings inkon-
sistent mit den vorherigen Beobachtungen: Mit den Werten
T7 = 11.5min und Ty = 10.4min (fiir den Beispieldatensatz
mit Immol Kalziumkonzentration) miisste jede Zelle ~ 47%
der Zeit in Ruhe sein, was so nicht beobachtet wurde. Diese
Diskrepanz ldsst sich durch eine weitere Anpassung das Mo-
dells auflosen. Hierbei berticksichtigen wir, dass in einer Zelle
existieren oftmals mehrere Zentren der Krafterzeugung existie-
ren, die unabhéngig voneinander in verschiedene Richtungen

wirken konnen.
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ABBILDUNG 34: Verteilung der Verschiebungen p(Ax) nach

At = 30min fiir die experimentellen Daten und mehrere simu-
lierte Datensitze. Die Linie zeigt den Datensatz, der fiir
At = 30min die Kurve am besten reproduziert. Die blaue Linie
reprasentiert den besten Fit durch einen persistenten Walker oh-
ne Ruhezeiten mit der gleichen Persistenzzeit wie zuvor und kann
den Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilung wesentlich schlech-
ter nachvollziehen als der griine Graph. Die rote Linie stellt den
besten Fit durch einen persistenten Random Walk ohne Ruhezei-
ten dar. Da hier die Persistenzzeit klein ist, kann dieser Fit in erster
Néaherung als gewohnliche brownsche Bewegung ohne Persistenz
aufgefasst werden.

Ein Beispiel hierbei sind die sogenannten Pseudopodien (,,Schein-
fiiichen”), die bei der sogenannten amdboiden Fortbewegung
vieler Zellen zufillig entstehen und wieder verschwinden [107].
Amoboide Fortbewegung von T-Zellen im Gewebe wurde bei-
spielsweise in [108] oder [109] beobachtet.

Wirken zu einem Zeitpunkt mehrere solcher Kraftzentren
gleichzeitig, so ist die resultierende Bewegung die Summe der
einzelnen Beitrdge. Dementsprechend interpretieren wie also
die Bewegung unserer simulierten Zelle als die Summe der

Bewegungen mehrerer voneinander unabhdngiger persistenten
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Ti Ty D (2
[min] [min] [#m*/min] [#M/min]
T-Zellen 0Ommol 12.3 125 88.9 5.4
T-Zellen 0.25mmol | 11.2 8.3 375.4 10.8
T-Zellen 0.5mmol 123 146 286.1 10.1
T-Zellen Immol 11.5 104 354.3 10.8
T-Zellen 2mmol 11.0 125 302.3 10.8
NK-Zellen 7.8 14.6 160.7 10.8

TABELLE 3: Persistenzzeit T;, Ruhezeit Ty, Mobilitdtskoeffizient D
und Geschwindigkeit vy der getrackten Zellen. Durch den in Ab-
schnitt B.2 erlduterten Algorithmus kann T; mit einer Genauigkeit
von 0.17min, Ty mit einer Genauigkeit von 0.42min und vy mit ei-
ner Genauigkeit von 0.77pm/min bestimmt werden.

Random-Walker mit Ruhezeiten (Abbildung 35). Die Zeit Ty wa-
re damit die mittlere Zeit, in der ein Kraftzentrum inaktiv ist.
Die Wahrscheinlichkeit, die Zelle im Ruhezustand anzutreffen

ware fiir N Kraftzentren damit

~(ntm) 63
PR = T+ Tp . 9.5

Fir T} = To und N = 5 wire damit pg = 047° ~ 0.02,
was in gutem Einklang mit den Beobachtungen steht. In Abbil-

dung 36 stellen wir exemplarisch einige simulierte Zellen mit
T; = 11.5min, Ty = 10.4min, vg = 10.8um/min 3 und N = 5
dar. Wir sehen, dass wir die verschiedenen Bewegungstypen
der experimentellen Tracks (Abbildung 30) reproduzieren kon-
nen. Lediglich auf kleinen Liangen- und Zeitskalen beobachten
wir in den experimentellen Daten Fluktuationen und andere Ef-
fekte, die wir mit dem verwendeten Modell nicht beschreiben

konnen.

Die effektive Geschwindigkeit vy ergibt sich nun durch die vektorielle Ad-
dition der Geschwindigkeitsvektoren der einzelnen aktiven Kraftzentren.
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ABBILDUNG 35: lllustration des Modells mit mehreren Kraftzentren.
Die modellierte Zelle besteht hier aus N = 5 Kraftzentren, die
wir jeweils als persistente Random-Walker mit Persistenzzeiten T;
und Ruhezeiten Ty beschreiben. Die schwarzen Pfeile markieren
hier Kraftzentren, die gerade aktiv sind, wahrend die weif$ mar-
kierten sich in ihrer Ruhephase befinden. Der griine Pfeil markiert
die resultierende augenblickliche Bewegungsrichtung.

ABBILDUNG 36: Tracks simulierter Zellen mit Ty = 11.5min,
Ty = 10.4min, vg = 10.8um/min und N = 5. Wir sehen, dass wir

die verschiedenen Bewegungstypen der experimentellen Tracks

(Abbildung 30, der Bildausschnitt hat dieselbe Grofie) reproduzie-
ren konnen.
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9.2 VERGLEICH MIT ALTERNATIVEN MODELLEN

Wir konnen von einem 3-Parameter-Modell sicherlich nicht er-
warten, dass es ein komplexes System wie eine Immunzelle in
all seinen Details korrekt modelliert. Es bleibt jedoch zu priifen,
ob andere Modelle die experimentellen Daten moglicherweise
besser reproduzieren. Wir werden an dieser Stelle das Modell
des persistenten Random Walks mit Ruhezeiten mit dem in
[103] vorgestellten , verallgemeinerten Lévy Walk” (generalized
Lévy walk) vergleichen (siehe Abschnitt 8.3).

Eine Standardmethode zum Vergleich mathematischer Model-
le ist das von Hirotugu Akaike vorgeschlagene Akaike Informa-
tionskriterium (,,Akaike information criterion”, AIC) [110, 111]
Dieses wiederum basiert auf dem mathematischen Konzept der
Kullback-Leibler-Divergenz [112]

frorm(s)a oo

die ein Maf fiir die ,,Abweichung” eines Modells g(x, 8) von
der ,Wirklichkeit” f(x) angibt. Hierbei sind 8 = (6, ...,0;)

die Parameter des Modells. Diesen Ausdruck kann man umfor-

men zu

[(f8(-,0) =C— [ f(x)-log (s(x 0)) dx , (07

wobei die Konstante C nicht vom Modell g abhdngt und daher
beim Modellvergleich nicht von Bedeutung ist. Eine Reihe von
Umformungen und Entwicklungen des zweiten Summanden
fiihrt schliefdlich zu dem Ausdruck 4:

AIC = —2log(L) +2k . (9.8)

4 Fiir eine ausfiithrliche Darstellung der durchaus nichttrivialen Herleitung sei
wiederum auf [111] verwiesen.
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Der arbitrdare Vorfaktor 2 wurde von Akaike aus , historischen
Griinden” (,taking historical reasons into account”) einge-
fiihrt [111], wohingegen der Ausdruck k eine asymptotische Na-
herung fiir einen komplexeren Term darstellt. (Ein allgemeine-
rer Ausdruck wurde 1976 von Ken Takeuchi angegeben [113,

111].)

Die Likelihood L£(8) eines Modell fiir einen experimentellen
Datensatz x, ..., x, ergibt sich hierbei aus der Wahrscheinlich-
keitsverteilung ¢(x, 8) des Modells mit den Modellparametern
01, ..., 0 durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten der

einzelnen Datenpunkte x;:

L£(0) = H g(x;, 0) (9:9)

Durch Maximierung dieses Ausdrucks beziiglich der Modell-
parameter 6 erhalten wir die maximale Likelihood £ unseres

Modells fiir den verwendeten Datensatz.

Zum Vergleich des persistenten Random Walks mit Ruhezeiten
mit dem ,verallgemeinerten Lévy Walk” verwenden wir das

Akaike Informationskriterium in der Form [111]

n
AIC:n-logZef‘/n +2K. (9.10)
i=1

Hierbei ist K die Anzahl der Modellparameter +2 und kann
hier ignoriert werden, da uns nur die Differenz der jeweiligen
Werte des AIC fiir die beiden Modelle interessiert und in bei-
den Féllen die Anzahl der Parameter gleich 3 ist. Die Werte der
Residuen €; erhalten wir durch das Fitten der Verteilungen der
Verschiebungen, das wir auch in Abschnitt 9.1.3 verwendet hat-
ten, um die Systemparameter zu bestimmen. Eine detaillierte-
re Beschreibung des Vorgehens, insbesondere der Bestimmung
der Residuen ¢;, findet sich in Anhang B.2.)

In Tabelle 4 vergleichen wir die Werte des Akaike Informations-
kriteriums der beiden Modelle fiir verschiedene Zellensembles.
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Wie stellen fest, dass der persistente Random Walk mit Ruhe-
zeiten in fast allen Experimenten die Daten signifikant besser
modelliert. Bei den Natiirlichen Killerzellen allerdings ist der
,verallgemeinerte Lévy Walk” das geeignetere Modell.
Tl TO 0o o1 L4} 0o AAIC
[min] [min] [um/ min] [um/ min]
T-Zellen Ommol 123 125 5.4 1.3 16 11.6 16.9
T-Zellen 0.25mmol | 11.2 8.3 108 | 0925 155 11.6 13.8
T-Zellen 0.5mmol | 12.3  14.6 101 | 0900 1.05 11.6 9.4
T-Zellen Tmmol 11.5 104 108 | 0975 195 11.6 5.1
T-Zellen 2mmol 11.0 125 10.8 0975 195 11.6 8.9
NK-Zellen 78 146 10.8 | 1.025 110 11.6 -29

TABELLE 4: Vergleich von persistentem Random Walk mit Ruhezei-
ten und , verallgemeinertem Lévy Walk” mittels des Akaike Infor-
mationskriteriums (AIC). Die Tabelle gibt jeweils den Datensatz
mit dem besten Fit an sowie die resultierende Differenz AAIC
beider Modelle. Ein positives Vorzeichen bedeutet hierbei, dass
der persistente Random Walk mit Ruhezeiten das ,bessere” Mo-
dell gemafs AIC ist. Als Daumenregel [111] ist ein Modell mit
|AAIC| > 10 abzulehnen, wihrend im Falle |AAIC| < 2 keine
endgiiltige Aussage gemacht werden sollte, welches das bessere
Modell ist (,,substantieller Support” beider Modelle).







Kein Sieger glaubt an den Zufall.

Friedrich Nietzsche

ZUSAMMENFASSUNG, DISKUSSION
UND AUSBLICK

10.1 ZUSAMMENFASSUNG UND DISKUSSION

In diesem Teil der Arbeit wurde die Migration von priméaren
menschlichen CD8* T-Zellen und Natural Killer Zellen in einem
in-vitro Experiment analysiert. Die Zellen wurden hierzu wie
in Abschnitt 7.1 beschrieben aus dem Blut gesunder Spender
gewonnen und prépariert, um schliefSlich ihre Migration auf ei-
ner ebenen Oberfliche videographisch aufzunehmen. Die auf-
genommenen Videos wurden schliefdlich mittels eines Tracking-
Algorithmus bearbeitet, um aus den Bildserien die Bewegun-

gen der einzelnen Zellen als numerische Daten zu ermitteln.

Zur Analyse der so gewonnen Daten verwendeten wir das Mo-
dell des persistenten Random-Walkers [94] beziehungsweise des
persistenten Random-Walkers mit Ruhezeiten [96]. Die ermittel-
ten (durchschnittlichen) Persistenzzeiten liegen fiir die T-Zellen
im Bereich zwischen 10.3 und 12.8 Minuten und fiir NK-Zellen
zwischen 6.4 und 7.8 Minuten. Der exakte Wert hangt dabei von
der verwendeten Methode — Fitten der Geschwindigkeitsauto-
korrelationsfunktion oder Fitten der Verschiebungen — ab, die
Abweichung ist allerdings meist kleiner als 10%. Eine beson-
ders starke Abweichung von mehr als 20% gibt es bei den NK-
Zellen, wo das Fitten mittels Geschwindigkeitsautokorrelation
einen Wert von 6.4min ergibt, wiahrend das Fitten der Verschie-
bungen die Persistenzzeit 7.8min liefert. Wir werden mogliche
Besonderheiten der NK-Zellen auf den nachsten Seiten noch-

mals aufgreifen.
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Die Experimente mit den T-Zellen wurden bei unterschiedli-
chen Kalzium-Konzentrationen der Nahrlosung durchgefiihrt.
Im Falle der Omolaren Losung waren die Zellen iiberwiegend
immobil, was als weitere Bestidtigung der essentiellen Rolle von
Kalzium bei intrazelluldren Signalprozessen [114] und insbe-
sondere bei der Aktivierung von T-Zellen [115, 116] betrachtet

werden kann.

Die iibrigen Experimente mit 0.25mmol, 0.5mmol, Immol und
2mmol Nahrlosung lieferten einander sehr dhnliche Resultate
fur die Persistenzzeiten, so dass hier kein klarer Trend zu er-
kennen ist. Die hochsten Persistenzzeiten finden sich allerdings
im Falle der , mittleren” Konzentrationen 0.5mmol und 1mmol,
was als Anzeichen fiir die Existenz eines Maximums in diesem

Bereich interpretiert werden kann.

Die ermittelten Geschwindigkeiten im bewegten Zustand lie-
gen fiir alle Zellen mit nichtverschwindender Kalziumkonzen-
tration im Bereich 10.1um/min bis 10.8um/min *. Dies ist in
guter Ubereinstimmung zu [117] wo die Geschwindigkeit von
CD8™" T-Zellen in Méusen zu 9.7 & 0.4um/min bestimmt wur-
de.

Zur Bestimmung der Ruhezeiten wurde ein Algorithmus ent-
wickelt, der die (Haufigkeitsverteilungen der) Verschiebungen
der experimentellen Migrationsmuster mit simulierten Daten
vergleicht. Die Resultate dieses Fits sind selbstkonsistent inso-
fern, dass der zweitbeste Fit — also der Fit mit dem zweitkleins-
ten Wert von ;€7 — stets durch einen Parametersatz erfolgt,
der dem optimalen Satz sehr dhnlich ist und dass der optima-
le Fit eines simulierten Datensatzes durch den Datensatz selbst
gegeben ist. Weiterhin entsprechen die auf diese Weise ermit-
telten Persistenzzeiten den durch das Fitten der Geschwindig-
keitsautokorrelationsfunktion (VAC) ermittelten Zeiten im Rah-

men der zu erwartenden Genauigkeit der beiden Fitprozesse,

Wie in Anhang B.2 beschrieben erfolgt die Parameterabschidtzung durch
Vergleich mit einem Satz von simulierten Daten. Da keine Datensitze mit
10.1pm/min< v < 10.8um/min erzeugt entspricht die Differenz zwischen
diesen beiden Werten genau der , Auflosung” unseres Verfahrens.
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wobei die durch den VAC-Fit ermittelten Werte stets niedriger
sind als die aus den Verschiebungen erhaltenen Zeiten.

Der Fit-Algorithmus wurde darauf optimiert, insbesondere die
Verteilungen der grofien Verschiebungen gut zu reproduzieren,
was durch das Modell des persistenten Random-Walkers mit
Ruhephasen auch gut gelingt. Die Verschiebungen zu kurzen
Zeiten sowie die Verteilung von kleinen Verschiebungen wird
durch das Modell jedoch nicht im Detail reproduziert, was aller-
dings auch nicht die Zielsetzung der durchgefiihrten Analysen

war.

Ein Modell kann nur in Ausnahmeféllen jedes Detail der Wirk-
lichkeit abbilden. Es ist jedoch aufschlussreich, die Machtig-
keit des Modells im Vergleich zu alternativen Modellen zu tes-
ten. FEin alternatives Modell zur Beschreibung der Migration
menschlicher CD8™ T-Zellen ist der in [103] vorgeschlagen ver-
allgemeinerte Lévy Walk. Zum Modellvergleich wurde wiederum
der Fit der Verschiebungen in Kombination mit Akaikes Infor-
mationskriterium [111] angewandt. Es zeigte sich, dass gemafs
dieses Kriteriums die T-Zellen signifikant besser durch den per-
sistenten Random-Walker modelliert wurden, wiahrend im Falle
der NK-Zellen der verallgemeinerte Lévy Walk das bessere Modell
darstellte.

Leider liegt bislang lediglich ein Datensatz zu den NK-Zellen
vor und da die Differenz |[AAIC| = 2.9 deutlich kleiner als 10 ist,
sollte hier noch keine endgiiltige Aussage tiber das geeignetste
Modell zur Beschreibung von NK-Zellen gemacht werden. Ein
weiteres Indiz dafiir, dass der persistente Random Walk mit Ru-
hezeiten ein eher ungeeignetes Modell zur Beschreibung von
NK-Zellen darstellt, ist allerdings durch die Diskrepanz zwi-
schen den ermittelten Persistenzzeiten durch den Fit der Ge-
schwindigkeitsautokorrelationsfunktion einerseits und durch
den Fit der Verschiebungen andererseits gegeben. Fiir ein , gu-
tes” Modell wiére zu erwarten, dass der Algorithmus zum Fit
der Verschiebungen Parameterabschiatzungen liefert, die den

aus der Geschwindigkeitsautokorrelationsfunktion erhaltenen

143



144

ZUSAMMENFASSUNG, DISKUSSION

UND AUSBLICK

Werten besser entsprechen. Zusammenfassend sehen wir so-
mit deutliche Hinweise darauf, dass der persistente Random
Walk mit Ruhezeiten zur Modellierung der Migration von NK-
Zellen weniger gut geeignet ist, als der , verallgemeinerte Lévy
Walk”.

10.2 AUSBLICK

Die hier analysierten Daten wurden in in-vitro Experimenten
gewonnen. Eine wichtige Fragestellung ist, wie sich die hieraus
gewonnenen Resultate im Vergleich zu in-vivo Situationen ver-
halten. Insbesondere wire es reizvoll, Migration in einem drei-

dimensionalen Gewebe zu analysieren.

Wie zuvor diskutiert haben wir gezeigt, dass sich die Migration
menschlicher T-Zellen in guter Ndherung als persistenter Ran-
dom Walk mit Ruhezeiten charakterisieren liasst, wiahrend die
bisherigen Resultate darauf hin deuten, dass NK-Zellen besser
durch einen verallgemeinerten Lévy Walk als durch einen persis-
tenten Random Walk mit Ruhezeiten beschrieben werden. Die-
ser Sachverhalt ist im Hinblick auf die mikroskopische Model-

lierung der Zellbewegung von grofier Bedeutung;:

In Kapitel 8 haben wir gesehen, dass wir einen persistenten
Random Walk mit Ruhezeiten durch ein relativ einfaches Sys-
tem von zwei Ratengleichungen beschreiben kénnen. Wir kon-
nen demnach die intrazelluldre Dynamik einer T-Zelle model-
lieren, indem wir in einer Beschreibung wie [92] die internen
Parameter so anpassen, dass die in dieser Arbeit ermittelten Per-
sistenzzeiten und Geschwindigkeiten durch das Modell repro-
duziert werden. Dies wiederum wird schliefSlich ein besseres

Verstdndnis der intrazelluldren Vorgdnge ermoglichen.

Zur Beschreibung eines Lévy Walks benoétigt man hingegen
komplexere mikroskopische Modelle, wie beispielsweise das
in [118] vorgestellte Modell, in dem das Zusammenspiel mehre-

rer exponentialverteilter Prozesse einen Gesamtprozess erzeugt,
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der gemdfs einem Potenzgesetz verteilt ist. Die genannte Arbeit
beschreibt allerdings ein System mit chemischen Gradienten.
Ein mikroskopisches Modell einer Zelle, die in Abwesenheit ex-
terner Signale einen (verallgemeinerten) Lévy Walk durchfiihrt,
steht somit noch aus und verspricht sowohl eine interessante
theoretische Problemstellung als auch eine Moglichkeit, tiefere
Einblick in die intrazelluldren Prozesse einer solchen Zelle zu

erlangen.
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FITTEN DER VERTEILUNGSFUNKTIONEN
UND MODELLVERGLEICH

B.1 BERECHNUNG DER VERTEILUNGSFUNKTIONEN

Abbildung 37 zeigt die Verteilungsfunktionen p(Ar) der Ver-
schiebungen Ax fiir verschiedene Zeiten At.

107 ¢

relative °
Haufigkeit

1072 1

—o— At = 30min
—— Af = 15min
5 —e— At = 8min M
1077 ~e— At = 4min :
101 102

Ax/um

ABBILDUNG 37: Verteilung der Verschiebungen zu verschiedenen
Zeitintervallen At fiir experimentelle und simulierte Zellen.

Zur Erstellung dieser Verteilung wurden fiir 60 Werte von At
(t =10s, t = 60s, t = 110s, ..., t = 2960s) die Verschiebungen
Ax = |x(to + At) — x(tp)| und Ay = |y(to + At) — y(to)] fiir alle
to berechnet. (Da x und y statistisch unabhédngige Grofsen sind,
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erhalten wir doppelt so viele Datenpunkte, als wenn wir ledig-
lich Ar betrachten.) Die Verschiebungen sortieren wir sodann

ihrer GrofSe nach in 100 sogenannte Bins (,,Eimer”).

Wir haben uns fiir Bins entschieden, die alle einen gleich grofien
Bereich von Ar abdecken. Eine alternative Aufteilungsmoglich-
keit hétte darin bestanden, die Grofie der Bins wie in [119] be-
schrieben logarithmisch zu verteilen oder die Anzahl der Da-
tenpunkte pro Bin konstant zu halten, wie es beispielsweise
in [103] durchgefiihrt wurde. Hierdurch erhilt man allerdings
nur wenige Bins fiir die grofien Werte von Ar. Da wir jedoch
insbesondere an der Verteilung der grofien Ar interessiert sind,
haben wir uns schliefilich fiir die konstante Grofie der Bins ent-
schieden, da so die Haufigkeiten fiir alle Werte von Ar mit zu-

friedenstellender Genauigkeit wiedergegeben werden.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(Ar, At) erhalten wir schlief3-
lich durch Normierung der Haufigkeitsverteilung so dass gilt
Y10 p(Ar;, At) =1.

B.2 FITTEN DER EXPERIMENTELLEN DATEN
DURCH SIMULIERTE VERTEILUNGEN

UND MODELLVERGLEICH

Um die Modellparameter T;, Tp und vg an die experimentel-
len Daten anzupassen, wurden pro Parametersatz 4000 Zellen
simuliert. Wie fiir die experimentellen Daten in Anhang B.1 be-
schrieben wurden auch fiir die simulierten Zellen die Vertei-
lungsfunktionen p(Ar;, At) der Verschiebungen berechnet. Um
den als realistisch erscheinenden Parameterbereich abzudecken
wurde T; im Bereich 1.67min bis 12.50min mit einer Schrittwei-
te von 0.17min, Ty im Bereich von Omin bis 16.67min mit ei-
ner Schrittweite von 0.42min und vy im Bereich von Oum /min
bis 23.22um/min mit einer Schrittweite von 0.77um/min vari-
iert.
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Da wir nicht erwarten konnen, dass die experimentellen und
die simulierten Verteilungsfunktionen perfekt {ibereinstimmen,
benotigen wir ein MafS, um die Qualitadt des Fits zu bestimmen.
Da wir insbesondere die Verteilung der grofien Verschiebungen
moglichst exakt reproduzieren wollen, haben wir als Mafs die
Summe Y, €7 der gewichteten Residuen

e(Arj, At) = (pexp(Ari, At) — psim (Ari, At)) - Ari/ (r(At)) (B.1)

gewahlt. Der Faktor Ar; stellt weiterhin sicher, dass, indem wir
die Summe der Residuen fiir ein festes At minimieren, wir au-
tomatisch auch eine gute Approximation fiir den Mittelwert
(r(At)) = Y p(Ar;, At) - Ar; erhalten. Der Faktor 1/ (r(At)) nor-
miert schliefSlich die Residuen, um zu verhindern, dass das Er-
gebnis des Fits lediglich von den Verteilungen der grofsen At
bestimmt wird.

Mit 100 Bins fiir Ar pro Zeitintervall At und 60 Werten fiir At
erhalten wir 6000 Residuen €;. Durch Minimierung der Summe
Y_; €7 erhalten wir den Satz von Parametern, der die experimen-
tellen Verteilungen fiir alle At (nach unserer Definition) mit der
grofiten Genauigkeit reproduziert.
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Die Bildung kommt nicht vom Lesen,

sondern vom Nachdenken tiber das Gelesene.

Carl Hilty
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