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Mikrostruktur und effektive Eigenschaften von dielektrischen und magnetischen
Kompositen: das inverse Problem

Kurzdarstellung: Materialen mit besonderen Eigenschaften können durch die Herstellung
von Kompositen gewonnen werden. Z.B. erlauben Polymerkomposite, bei denen Mikro- oder
Nanoteilchen in der Polymermatrix dispergiert werden, die guten mechanischen Eigenschaf-
ten des Polymers mit den dielektrischen oder den magnetischen Eigenschaften der Teilchen
zu kombinieren. Die effektiven Eigenschaften solcher heterogenen Medien hängen nicht nur
von den Komponenten und deren Konzentration ab, sondern auch von der unbekannten Mi-
krostruktur. Die Voraussage der effektiven Eigenschaften ist daher meistens unmöglich. Um-
gekeht verhindert die unbekannte Mikrostruktur eine direkte Invertierung gemessener effek-
tiver Eigenschaften, um die intrinsischen Teilcheneigenschaften zu bestimmen. Ziel dieser Ar-
beit ist es, neue Methoden zu entwickeln, um aus gemessenen effektiven Spektren einer ma-
kroskopischen Messgröße Informationen über die Komponenten eines Materials zu gewin-
nen. Dafür wurden u.a Formeln zur Invertierung effektiver Spektren hergeleitet, um exakte
untere und obere Grenzen für die Teilcheneigenschaften zu erhalten. Diese Methoden, die auf
exakten Formalismen beruhen, werden numerisch getestet und auf experimentelle Modell-
systeme angewendet.

Microstructure and effective properties of magnetic and dielectric composites: the
inverse problem

Abstract: New materials with unique properties can be obtained by combining two or more
components. For example polymer-based composite materials, in which micro- or nanopar-
ticles have been dispersed in a polymer matrix, combine the good mechanical properties of
the polymer and the dielectric or magnetic properties of the particles. The effective proper-
ties of such a heterogeneous medium depend not only on the concentration and nature of the
components, but also on the unknown microstructure. Therefore, a theoretical prediction of
the effective properties is often impossible. Conversely the unknown microstructure prevents
the direct inversion of the measured effective properties, in order to get access to the intrinsic
properties of the components. The aim of this work is to extract information about the ma-
terial’s components from measured effective spectra of a macroscopically quantity. For that
purpose formula have been derived to inverse effective dielectric and magnetic spectra. We
obtain exact lower and higher limits for the particles properties. These methods, which are
based on exact formalisms, have been numerically tested and have been applied to experi-
mental systems.
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Einleitung

Komposite, insbesondere Nanokomposite, sind vielversprechend, um neue Materialen mit
besonderen Eigenschaften herzustellen [1–5]. Im Einsatz werden oft Polymere mit Teilchen
gefüllt. Polymere lassen sich gut bearbeiten und haben gute mechanische Eigenschaften.
Die Mikro- oder Nanoteilchen können leitfähig, magnetisch usw. sein. Sie sind so gewählt,
dass sie die angestrebten Eigenschaften erfüllen können. So werden z.B. für Radar-Absorber
Materialen mit einer relativen hoch Permeabilität und hohen magnetischen Verlusten im
Mikrowellenbereich gesucht [6]. Im Rahmen der Theorie des effektiven Mediums wird dem
Kompositmaterial eine effektive Eigenschaft (z.B effektive Permittivität oder Permeabilität)
zugeordnet, solange die Inhomogenitäten (Teilchen, Agglomerate) viel kleiner als die Wel-
lenlänge sind[7]. Allerdings ist die Vorhersage der effektiven Eigenschaften des Komposits
aus den Eigenschaften der Komponenten und der Konzentration nicht möglich, sodass viele
Versuche benötigt werden, um das gewünschte Komposit zu herzustellen. Ein Grund dafür
ist die Mikrostruktur, die eine erhebliche Rolle für die effektiven Eigenschaften spielt [8].
Komposite mit gleichen Komponenten und gleicher Konzentration, aber unterschiedlichen
Mikrostrukturen (z.B. gute Dispergierung und starke Agglomerierung) können eventuell
stark unterschiedliche Eigenschaften aufweisen. Die Herstellung solcher Komposite mit
einer kontrollierten Mikrostruktur (z.B. eine gute Dispergierung der Teilchen) bleibt eine
Herausforderung, insbesondere auf der Nanometer-Skala [9]. Die Vorhersage der effektiven
Eigenschaften eines Komposits ist nicht das einzige ungelöste Problem der Theorie des
effektiven Mediums. Das sogenannte „inverse“ Problem, das in dieser Arbeit behandelt wird,
beschäftigt sich mit der umgekehrten Frage: aus den gemessenen effektiven Eigenschaften
will man auf die Komponenteneigenschaften zurückgreifen. Eine solche Fragestellung ist
wichtig, um z.B. Abweichungen der Komponenteneigenschaften von den Bulk-Eigenschaften
detektieren zu können. Dies ist insbesondere der Fall für Nanokomposite [10, 11]. Die Nano-
teilchen können andere Eigenschaften als das Volumenmaterial (Bulk) besitzen. Außerdem
können die Teilchen die Matrix global (Änderung chemischer Prozesse) oder lokal (Inter-
phasenbildung) beeinflussen. In diesem Fall ist das Komposit nicht mehr ein zwei-phasiges
System, das durch die Theorie des effektiven Mediums beschrieben werden kann.

Diese Arbeit beschäftigt sich u.a. mit folgenden Fragen:

• Wie kann man aus gemessenen effektiven, dielektrischen/magnetischen Spektren In-
formationen über die Komponenten erhalten?

• Wie kann der Einfluss der unbekannten Mikrostruktur vom Einfluss der Komponenten
getrennt werden ?

• Wie können Abweichungen vom Bulk-Verhalten oder von der Theorie des effektiven
Mediums detektiert werden?

Hierfür werden wir exakte Formalismen einsetzen. Um unsere Methoden überprüfen zu kön-
nen, werden Modellsysteme hergestellt. Zur Gliederung dieser Arbeit fassen die zwei ersten
Kapitel die benötigten Grundlagen zusammen. Das erste Kapitel beschäftigt sich mit den di-
elektrischen und magnetischen Eigenschaften von Materie. Das zweite Kapitel führt in die
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Theorie des effektiven Mediums ein. Das dritte Kapitel beschreibt ausführlich die hergestell-
ten Komposite: Magnetit- Mikro- und Nanokomposite bzw. GaAs-Komposite, die als Modell-
systeme dienen. Im vierten Kapitel beginnen die experimentellen Untersuchungen. Alle Kapi-
tel sind ähnlich gegliedert: nach einer kurzen Vorstellung des Systems und einer kurzen Moti-
vation werden neue Methoden vorgestellt, um Informationen (z.B. Teilchenpermittivität) aus
den makroskopischen Messungen zu gewinnen. Danach werden die Methoden numerisch ge-
testet und schließlich auf experimentelle Daten angewendet. Es folgt eine Zusammenfassung
der neuen Methoden und ihrer Anwendbarkeit zur Analyse reeller Systeme. Ein Teil dieser
Arbeit führte zu zwei Veröffentlichungen [12, 13], zwei anderen Veröffentlichungen sind in
Vorbereitung [14].



Kapitel 1

Dielektrische und magnetische Eigenschaften der Materie

Die dielektrischen und magnetischen Eigenschaften der Materie weisen eine tiefe Analogie
auf. Ihre theoretische Behandlung ist ähnlich. Für dielektrische und magnetische Materialen
werden mittlere Felder auf makroskopischer Ebene definiert. Sie erlauben eine Verallgemeine-
rung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum in der Materie. Sie hängen von spezifischen Grö-
ßen des Materials ab: von der Permittivität ε bzw. der Permeabilität µ.

1.1 Materie im statischen elektrischen Feld und im Wechselfeld [15, 16]

1.1.1 Im statischen elektrischen Feld

Wir betrachten einen Plattenkondensator. Er sei mit einer Ladung +Q bzw. -Q auf der oberen
bzw. unteren Platte geladen. Die Oberflächenladungsdichte κ ist dann durch κ = Q/A gege-
ben, wobei A die Fläche einer Platte ist. Der Betrag des statischen elektrischen Felds E zwi-
schen den Platten ist dann durch

E = κ

ε0
(1.1)

gegeben, wobei ε0 = 8.854·10−12 As/Vm die Vakuumspermittivität ist. Außerdem ist, nach
dem Gauss’schen Gesetz, der Betrag der dielektrischen Verschiebung D gleich der Oberflä-
chenladungsdichte:

D = κ= ε0 ·E (1.2)

Wird jetzt ein Dielektrikum zwischen die Platten eingebracht, nimmt das elektrische Feld ab.
Das Verhältnis zwischen dem elektrischen Feld nach und vor dem Einschub des Dielektrikums
ist gleich der Permittivität ε des Dielektrikums. Im Unterschied zu einem Metall, das auch
freie Ladungsträger besitzt, besitzt ein Dielektrikum nur gebundene Ladungsträger, die sich
mit dem elektrischen Feld nicht frei bewegen können. Unter dem Einfluss des elektrischen
Felds kommt es zur Ladungsverschiebung: Der Schwerpunkt der positiven Ladungen +q und
negativen Ladungen -q jedes Atoms bzw. Moleküls liegt nicht zusammen. Es entstehen Dipole
mit dem Dipolmoment p = q ·δ, wobei δ der Abstand zwischen der Ladung +q und -q ist.
Man spricht von einer Polarisation P der Materie. Diese makroskopische Größe ist die Summe
aller N Dipolmomente über das Volumen V, d.h. P = 1

V

∑N
i=1 p i . Welche Polarisationsprozesse

auftreten können, wird später diskutiert. Diese Ladungsverschiebung wird durch einen Teil
der Oberflächenladungsdichte auf den Kondensatorplatten kompensiert. Nennt man diesen
Teil κb , so gilt:

κ= (κ−κb)+κb (1.3)

κ−κb ist die Oberflächenladungsdichte der freien Ladungsträger auf den Platten, die der di-
elektrischen Verschiebung im Vakuum entspricht. Daraus folgt mit der Gl.1.3:

D = ε0 ·E+P (1.4)

Der Unterschied zwischen der Oberflächenladungsdichte der freien Ladungsträger und der
Oberflächenladungsdichte der gebundenen Ladungsträger sowie die Zusammensetzung der
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ABBILDUNG 1.1 – Einfache Skizze: Ein Dielektrikum zwischen Kondensatorplatten. Unter dem Einfluss
des elektrischen Felds wird das Dielektrikum polarisiert. Die Oberflächenladungsdichte κ ist die Summe
der Oberflächenladungsdichte der gebundenen Ladungen κb (�,�), die die Polarisation P kompensiert,
und der Oberflächenladungsdichte der freien Ladungen (+,−): κ= (κ−κb)+κb = ε0 ·E +P = D

dielektrischen Verschiebung sind in Abb. 1.1 illustriert. Die Polarisation ist proportional zum
angelegten Feld: P = ε0 ·χe ·E 1. Daraus folgt mit Gl.1.4:

ε0 ·ε ·E = D = ε0 ·E+ε0 ·χe ·E (1.5)

ε= 1+χe (1.6)

χe ist die dielektrische Suszeptibilität und ist wie die relative Permittivität ε eine dimensions-
lose und i.a. temperaturabhängige Größe, die die Wechselwirkung der Materie mit dem elek-
trischen Feld beschreibt.

1.1.2 Im elektrischen Wechselfeld

Die dielektrische Verschiebung bzw. die Polarisation kann als Antwort des Systems auf eine
Störung (Anlegen eines elektrischen Feldes) betrachtet werden. Abhängig von dem Polarisa-
tionsphänomen kann die Antwort eine bestimmte Reaktionszeit benötigen. Beim statischen
elektrischen Feld wird angenommen, dass die Polarisation immer genügend Zeit hat, sich auf-
zubauen, was beim elektrischen Wechselfeld nicht mehr unbedingt der Fall ist. In der Fol-
ge betrachten wir ein harmonisches elektrisches Wechselfeld der Form2 E = E0 ·e ıωt . Aus der
Verzögerung der Antwort resultiert eine Phasenverschiebung zwischen der dielektrischen Ver-
schiebung und dem elektrischen Feld:

D = D0 ·e ı · (ωt−φ) (1.7)

ε0 ·ε ·E0 ·e ıωt = D = D0 ·e ıωt · (cos
(
φ

) − ı · sin
(
φ

)
) (1.8)

Daraus folgt, dass, sobald es eine Phasenverschiebung zwischen der dielektrischen Verschie-
bung bzw. der Polarisation und dem elektrischen Feld gibt, die Permittivität eine komplexe
Grösse ε= ε ′− ı ε ′′ ist:

ε ′ = D0 · cos
(
φ

)
ε0 ·E0

, ε ′′ = D0 · sin
(
φ

)
ε0 ·E0

(1.9)

Der Verlustfaktor ist definiert als:

tan(φ) = ε ′′

ε ′
(1.10)

1Nichtlineare Effekte können auftreten, wenn das elektrische Feld sehr hoch ist (i.a. für E>106 V/m).
2Der Übergang zur komplexen Schreibweise vereinfacht die nächsten Berechnungen.
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Das Verhältnis D0/E0 ist frequenzabhängig und somit auch die Permittivität: ε(ω) = ε ′(ω)−
ı ε ′′(ω). Der Realteil der Permittivität ε ′ ist der Teil, der verantwortlich ist für die dielektrische
Verschiebung in Phase mit dem elektrischen Feld. Er ist ein Maß für die gespeicherte Feld-
energie im System: Die Energiedichte W , Feldenergie pro Volumen, ist durch3

W =
∫ εE

0
E · dD = 1

2
·ε0 ·ε ′ · |E |2 (D und E in Phase) (1.11)

gegeben. Der Imaginärteil ist verantwortlich für die dielektrische Verschiebung in Gegenpha-
se (Phasenverschiebung: π/2) mit dem elektrischen Feld. Er ist ein Maß für die dissipierte
Energie im System: Die Energieverlustrate, Leistung pro Volumen, ist durch4

L = ω

2π
·
∫ 2π

ω

0
E ·

∂D

∂t
·dt = 1

2
·ε0 ·ω ·ε ′′ · |E |2 (D und E gegenphasig) (1.12)

gegeben.

Bisher wurde angenommen, dass die Dielektrika keine freien Ladungsträger besitzen. Die ver-
allgemeinerte Permittivität schließt die Verluste, die aus der Bewegung der freien Ladungsträ-
ger (Joule-Gesetz) resultieren, ein5 :

ε= ε ′− ı ·

(
ε ′′di el +

σ f r ei

ε0 ·ω

)
= ε ′− ı ·ε ′′ = ε ′− ı

σ

ε0 ·ω
(1.13)

σ f r ei ist die Leitfähigkeit der freien Ladungsträger. In dieser Schreibweise unterscheidet man
nicht mehr zwischen freien und gebundenen Ladungsträger. Einer verallgemeinerten kom-
plexen Permittivität entspricht eine verallgemeinerte Leifähigkeit σ= ı ·ε0 ·ω · (ε−1).

1.1.3 Zeitabhängige Polarisation

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, ein erstes theoretisches Modell für die Frequenzabhängigkeit
der Permittivität ε(ω) abzuleiten. Dafür betrachten wir zwei Polarisationsprozesse. Der erste
Prozess P∞ ist ein „schneller“ Prozess (z.B elektronische Polarisation, siehe unten) und ant-
wortet ohne Verzögerung auf das elektrische Feld, P∞ = ε0 · (ε∞−1) ·E . Der zweite Prozess P0

(z.B. ein Orientierungsprozess von Dipolen, siehe unten) antwortet mit Verzögerung und baut
sich mit der Zeit auf, d. h. P0 und E sind außer Phase. Falls die Störung klein ist, kann die Ant-
wort des Systems als linear angenommen werden. Die gesamte Polarisation ist die Summe der
zwei Polarisationen:

P (t ) = P∞+P0(t ) (1.14)

Sei das elektrische Feld eine Stufenfunktion. Wie in Abb.1.2 illustriert, wird bei t = 0 das elek-
trische Feld eingeschaltet, die Polarisation P∞ baut sich direkt auf, während sich die Polarisa-
tion P0 mit der Zeit aufbaut. Nach genügender Zeit ist die Polarisation P maximal und erreicht
ihren statischen Wert: Ps = P0,s +P∞ = ε0 ·εs ·E . Bei t = t0 bzw. t ′ = 0 wird das elektrische Feld
ausgeschaltet: Die Polarisation P vermindert sich sofort um P∞, die Polarisation P0(t ′) klingt

3Der Plattenkondensator ist mit einer Spannungsquelle verbunden, die eine konstante Spannung Φ liefert. Der
Abstand zwischen den Platten ist l . Die infinitesimale Arbeit der Spannungsquelle, um die Ladung der Platte von
Q auf Q +dQ zu erhöhen, ist: δw =Φ ·dQ = E · l ·dQ = E · l · A ·dσ= E ·V ·dD . Allgemein δw =V ·E ·dD.

4Laut thermodynamischen Betrachtungen gilt: dU = dQ −V ·E ·dD , wobei dU bzw. dQ die infinitesimale Ände-
rung der inneren Energie bzw. der Wärmeenergie ist. Über eine Periode T = 2π

ω bleibt die innere Energie konstant.
5Die gesamte Stromdichte ist die Summe der Stromdichte der freien Ladungsträger und des Verschie-

bungsstroms der gebundenen Ladungsträgern: j = j f r ei + ∂D

∂t
= σ f r ei ·E + ε0 · (ε ′ − ı ·ε ′′di el ) · ı ·ω ·E =

ı ·ε0 ·ω ·E
(
ε ′− ı ·

(
ε ′′di el +

σ f r ei

ε0 ·ω

))
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ABBILDUNG 1.2 – Einfache Skizze: Bei Anlegen eines elektrischen Felds E(t ) ist die Polarisation die Sum-
me der instantanen Polarisation P∞ und der verzögerten Polarisation P0(t ) (siehe Text).

mit der Zeit auf den Gleichgewichtszustand ab. Es wird angenommen, dass die Rate der Pola-
risationsabnahme proportional zum zeitlichen Polarisationswert ist:

dP0(t ′)
dt

=−P0(t ′)
τ

(1.15)

τ ist die Relaxationszeit. Anders gesagt, versucht das gestörte System, wieder in den Gleichge-
wichtszustand zu kommen. Die Lösung der Differentialgleichung 1.15 ist:

P0(t ′) = ε0 · (εs −ε∞) ·E ·e−
t ′
τ (1.16)

Nach der gleichen Methode ist die Polarisationsrate nach Einschalten des elektrischen Feldes
durch

dP0(t )

dt
= 1

τ

(
P0,s −P0(t )

)
(1.17)

gegeben.
dP0(t )

dt
beschreibt die Polarisationsrate. Daraus folgt für die Zeitabhängigkeit der

Polarisation P0(t ):
P0(t ) = (εs −ε∞) ·ε0 ·E ·

(
1−e−t/τ) (1.18)

wobei angenommen wird, dass P0(t = 0) gleich null ist.

Sei E ein harmonisches Wechselfeld E = E0 ·e ıωt . Analog zu der vorherigen Berechnung gilt für
die Polarisationsrate:

dP0(t )

dt
= 1

τ

(
(εs −ε∞) ·ε0 ·E ·e ıωt −P0(t )

)
(1.19)

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung lautet:

P0(t ) = P0(t = 0) ·e−
t
τ︸ ︷︷ ︸

homogene Lösung

+ εs −ε∞
1+ ı ·ω ·τ

·ε0 ·E0 ·e ıωt︸ ︷︷ ︸
spezielle Lösung

(1.20)

Der erste Term ist vernachlässigbar, er nimmt exponentiell ab. So gilt mit der gesamten Pola-
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risation (Gl.1.14) für die dielektrische Verschiebung (Gl.1.4):

D =
(
ε∞+ εs −ε∞

1+ i ·ω ·τ

)
︸ ︷︷ ︸

ε(ω)

·ε0 ·E0 ·e ıωt (1.21)

Vergleicht man diese Gleichung mit Gl. 1.5, erhält man einen Ausdruck für die Frequenzab-
hängigkeit der Permittivität, die sogennante Debye-Funktion:

ε(ω) = ε∞+ εs −ε∞
1+ i ·ω ·τ

(1.22)

Das ist die einfachste Form eines Relaxationsprozesses. Wir kommen später auf ihre Bedeu-
tung zurück.

1.2 Polarisationsmechanismen

Wird ein elektrisches Feld angelegt, polarisiert sich die Materie. Auf der Molekularebene be-
schreibt die Polarisierbarkeitαden Mittelwert des Dipolmoments bezogen auf das lokale elek-
trische Feld6. Als Polarisationsmechanismen kann man Elektronenpolarisation, atomare Po-
larisation, Orientierungspolarisation und Grenzflächenpolarisation nennen. Die zwei letzen
sind die relevanten für diese Arbeit und werden tiefer behandelt. Die totale Polarisierbarkeit
ist die Summe alle Polarisierbarkeitstypen.

1.2.1 Elektronenpolarisation

Unter dem Einfluss des elektrischen Felds wird die Elektronenhülle gegenüber dem positiven
Atomkern aus ihrer Gleichgewichtslage leicht verschoben. Es wird ein Dipolmoment indu-
ziert. Die Coulomb-Kraft wirkt als Gegenkraft, um die Elektronenhülle wieder in ihre Gleichge-
wichtslage zu bringen. Die elektronische Polarisierbarkeit αe hängt von der Kernladungszahl
und von der Anzahl von Elektronen in der äußeren Schale der Elektronenhülle ab. Edelgasato-
me (He, Ne, Ar ...) besitzen eine kleine elektronische Polarisierbarkeit, da die äußere Schale
voll ist. Im Gegensatz dazu besitzen Atome wie (Li, Na ...), die nur ein Elektron auf der äuße-
ren Schale haben, eine höhere elektronische Polarisierbarkeit. Wegen der sehr geringen Mas-
se der Elektronen verläuft dieser Prozess sehr schnell. Die Antwortzeit beträgt typischerweise
10−15 s . Daher ist dieser Prozess nur bei sehr hohen Frequenzen beobachtbar (ν >1014 Hz,
UV-Bereich).

1.2.2 Atomare Polarisation oder Ionenpolarisation

Unter dem Einfluss des elektrischen Feldes werden die Atome bzw. Ionen eines Moleküls ge-
geneinander verschoben. Die Antwortzeit beträgt typischerweise 10−12 s. Dieser Prozess ist im
Allgemeinen im Infrarotbereich beobachtbar.

1.2.3 Orientierungspolarisation

Diese Polarisation tritt in Materie auf, die permanente Dipole besitzt. Ohne externes elektri-
sches Feld ist die Ausrichtung der Dipolmomente wegen der thermischen Bewegung in allen
Richtungen gleich verteilt. Bei Anwesenheit eines externen elektrischen Feldes versuchen die
Dipole, sich in Richtung des elektrischen Felds umzuorientieren. Dieser Prozess verlangt eine
gewisse Zeit. Die thermische Bewegung und die Trägheit der Nachbarmoleküle wirken gegen

6Das lokale elektrische Feld unterscheidet sich allgemein von dem externen elektrischen Feld.
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diese Umdrehung. Deshalb ist dieser Prozess im Gegensatz zu den letzten Polarisationspro-
zessen stark temperaturabhängig.

Als mikroskopisches Bild kann man eine doppelte Potentialmulde betrachten: ohne elektri-
sches Feld ist das Potential symmetrisch, der Dipol befindet sich zufällig in einer der beiden
Gleichgewichtslagen. Die Übergangsraten zwischen den zwei Gleichgewichtslagen sind gleich
und hängen von der Höhe der Potentialbarriere und der Temperatur ab. Beim Einschalten ei-
nes elektrischen Feldes wird das Potential verzerrt: Es gibt eine neue Gleichgewichtslage. Die
Übergangsraten (Ursprung->Neu bzw. Neu->Ursprung) ändern sich dementsprechend. Beim
Ausschalten des elektrischen Feldes wird das Potential wieder symmetrisch und das Ganze
relaxiert zur ursprünglichen Konfiguration. Dieses Ergebnis wurde vorher phänomenologisch
für die zeitabhängige Polarisation hergeleitet, wobei die „Debye“-Funktion (Gl. 1.22) einge-
führt wurde. Jedes Mal, wenn ein System auf eine Störung mit einer gewissen Zeitverzögerung
antwortet, um in einer neuen Gleichgewichtslage zu landen, spricht man von einem Relaxati-
onsprozess. Die charakteristische Zeit ist die Relaxationszeit τ.

Eine Debye-Funktion ist in Abb.1.4 dargestellt7. Der Realteil, wie vorher erwähnt, beschreibt
die Polarisation des Systems. Für ν → 0 haben die Dipole genug Zeit, sich umzuorientie-
ren, die Polarisation ist maximal, ε → εs ; für ν → ∞ können die Dipole wegen ihrer Träg-
heit dem elektrischen Feld nicht mehr folgen, die Orientierungspolarisation verschwindet,
ε → ε∞. ∆ε = εs − ε∞ ist die Relaxationsstärke. Zwischen diesen zwei extremen Fällen wird
es für die Dipole bei steigender Frequenz immer schwieriger, sich umzuorientieren: Der Re-
alteil der Permittivität sinkt. Der Imaginärteil beschreibt die Energiedissipation im System.
Für die zwei Grenzfälle ist er null. Mit steigender Frequenz nimmt er zunächst zu, bis er sein
Maximum erreicht. Das Maximum des Verlustpeaks für eine Debye Funktion liegt bei ωτ= 1.
Danach sinkt er wieder auf null. Die Feldenergie wird durch Stöße zwischen Nachbarmolekü-
len in Unordnung dissipiert. Die Debye-Funktion ist ein einfaches Modell und beschreibt nur
ideale Relaxationen, wobei die Wechselwirkung zwischen Dipolen vernachlässigt wird. Reale
Relaxationen sind üblicherweise breiter und asymmetrisch und haben oft eine Verteilung von
Relaxationszeiten. Um dies empirisch zu beschreiben, haben Havriliak und Negami [17, 18]
die folgende Funktion

ε= ε∞+ ∆ε

( 1+ (ı ·ω ·τH N )α )β
(1.23)

vorgeschlagen. α beschreibt die symmetrische Verbreiterung des Verlustpeaks, α ·β die asym-
metrische Verbreiterung, wobei 0 <α≤ 1 und 0 <αβ≤ 1 gilt (siehe Anhang A).

Bei der Relaxation polarer Gruppen (Teil eines Moleküls), ist die Temperaturabhängigkeit der
Relaxationsfrequenz i.a. Arrhenius-artig:

νT = ν∞ · exp

( −E A

kB ·T

)
(1.24)

E A ist die Aktivierungsenergie, die meistens in eV angegeben wird. Dies ist die Energie, die
benötigt wird, um die Potentialbarriere zu überwinden. kB ist die Boltzmann-Konstante, ν∞
ist die Versuchfrequenz, die eine polaren Gruppe benötigt, um diese Potentialbarriere über-
winden zu können.

1.2.4 Grenzflächenpolarisation [19–22]

Bis jetzt wurde nur die Polarisation in homogenen Materialien betrachtet. In inhomogenem
oder verunreinigtem Material kann die Trennung von positiven und negativen Ladungsträ-

7Für dieses Bild ist es kein Relaxationsprozess, sondern ein Polarisationsprozess, aber die Form bleibt gleich, siehe
unten.
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ABBILDUNG 1.3 – Einfache Skizze: MWS-Grenzflächenpolarisationsprozess in einem inhomogenen Me-
dium bestehend aus zwei Schichten senkrecht zum elektrischen Feld. Eine Schicht ist leitfähig (σ> 0), die
andere ist isolierend (σ= 0). Für Frequenzen deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz
νpol können die Ladungsträger dem elektrischen Feld folgen und akkumulieren sich an der Grenzflä-
che zwischen den beiden Materialien, so dass insgesamt das elektrische Feld in der leitfähigen Schicht
verschwindet.

ABBILDUNG 1.4 – Real- und Imaginärteil der effektiven Permittivität in Abhängigkeit der Frequenz in
einem inhomogenen Medium bestehend aus einer leitfähigen Komponente und einer isolierenden Kom-
ponente für zwei Mikrostrukturen: Serienschaltung (in schwarz) und Maxwell-Garnett (in rot). In diesen
dielektrischen Spektren ist ein „Debye“-artiger Grenzflächenpolarisationsprozess mit drei charakteristi-
schen Größen εs , ε∞ und νpol beobachtbar. Parameter: ε′1 = 2, ε′2 = 10, σ2 = 10−6 S/m, f = 0.1

gern einen zusätzlichen Beitrag zur Polarisation liefern. Man unterscheidet zwischen zwei Ef-
fekten, der sogenannten Maxwell-Wagner-Sillars(MWS)-Polarisation und der Elektrodenpola-
risation.

1.2.4.1 Grenzflächenpolarisation: Maxwell-Wagner-Sillars Polarisation [19, 21]

Die Grenzflächenpolarisation ergibt sich aus dem Unterschied der Leitfähigkeit zwischen Ma-
terialien eines inhomogenen Mediums. Ein einfaches Beispiel eines inhomogenen Medium,
wo Grenzflächenpolarisation auftritt, ist die Serienschaltung (siehe Abb. 1.3), d.h. Schichten
von zwei Materialen senkrecht zum elektrischen Feld. Es wird angenommen, dass beide Ma-
terialien eine frequenzunabhängige Permittivität ε′1 bzw. ε′2 besitzen, und dass nur das zweite
Material leitfähig mit Leitfähigkeit σ2 ist, d.h. ε2 = ε′2− ıσ2/ε0ω. Die Volumenkonzentrationen
sind f für die zweite Komponente bzw. (1− f ) für die erste Komponente. Durch Einsetzen der
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Parameter in Gl.2.8 kann die effektive Permittivität εe f f dieses inhomogenen Mediums als

εe f f = ε∞+ εs −ε∞
1+ ıωτ

(1.25)

umgeschrieben werden. τ ist die Relaxationszeit der Grenzflächenpolarisation, ε∞ (ωτÀ 1 →
εe f f = ε∞) bzw. εs (ωτ¿ 1 → εe f f = εs) sind der Hochfrequenz- Wert bzw. der quasistatische
Wert der effektiven Permittivität εe f f .

ε∞ = ε′1 ·ε′2
ε′1 · f +ε′2 · (1− f )

(1.26a)

εs =
ε′1

1− f
(1.26b)

τ= ε0 ·
ε′1 · f +ε′2 · (1− f )

σ2 · (1− f )
(1.26c)

In Abb. 1.4 ist ein solches dielektrisches Spektrum (schwarze Kurve) aufgetragen. Dieses ein-
fache Beispiel stellt die folgenden Bemerkungen klar heraus. Erstens ist Gl.1.25 ähnlich wie Gl.
1.22, die einen „Debye“-Prozess im Fall der Orientierungspolarisation beschreibt. Trotzdem
beschreiben diese Gleichungen unterschiedliche physikalische Prozesse, so dass die Parame-
ter τ,ε∞, εs in beiden Gleichungen nicht die gleiche physikalische Bedeutung haben. In einem
inhomogenen Medium kann ein „Debye“-Prozess beobachtbar sein, ohne dass die Kompo-
nenten eine dipolare Relaxation zeigen. Zweitens ist die Relaxationszeit umgekehrt propor-
tional zur Leitfähigkeit. Je größer die Leitfähigkeit ist, desto höher ist die Grenzflächenpola-
risationsfrequenz νpol (hier: νpol = 1/(2πτ)). Die Grenzflächenpolarisationsfrequenz ist per
Definition die Frequenz, bei der das Maximum des imaginären Teils liegt. Drittens hängt der
quasi-statische Wert εs laut Gl. 1.26b von der Permittivität ε′1 der nichtleitfähigen Schicht und
von der Mikrostruktur durch die Volumenkonzentration f , aber nicht von den Eigenschaften
(ε′2,σ2) der leitfähigen Schicht ab. Wie in Abb. 1.3 illustriert, können die Ladungsträger für
Frequenzen deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationfrequenz νpol (ν ¿ νpol ) dem
elektrischen Feld folgen und akkumulieren sich vorübergehend an der Grenzfläche, so dass
insgesamt das elektrische Feld in der leitfähigen Schicht verschwindet. Man sagt, dass die
Schicht vollständig polarisiert ist, d.h. |ε2| =∞ und εe f f = εs . Für Frequenzen deutlich ober-
halb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz νpol (νÀ νpol ) können die Ladungsträger dem
elektrischen Feld nicht mehr folgen und tragen zur Polarisation nicht bei, d.h. ε2 = ε′2, so dass
der Hochfrequenz-Wert ε∞ nur von der frequenzunabhängigen Permittivität ε′1,ε′2 und der
Konzentration abhängt. Dementsprechend hängt die Polarisationsstärke ∆ε = εs − ε∞ nicht
von der Leitfähigkeit der Teilchen ab. Allerdings ist zu beachten, dass dieser quasistatische
Wert und der Hochfrequenz-Wert abhängig von der Mikrostruktur sind, also von Teilchen-
form, Agglomerationsgrad usw. Nicht jede Mikrostruktur liefert die gleichen quasistatischen
und Hochfrequenz-Werte. Mit Gl.1.26a und Gl.1.26b gilt für die normierte Polarisationsstärke:

∆ε

ε ′1
= f

(1− f ) ·

(
f + ε ′2

ε ′1
· (1− f )

) (1.27)

Sie hängt also nur von dem dielektrischen Kontrast
ε ′2
ε ′1

und von der Konzentration ab. Je

größer das
ε ′2
ε ′1

-Verhältnis ist, desto kleiner ist die normierte Polarisationsstärke. In dem

Bereich zwischen den Grenzfällen (ν= 0,ν→∞) existiert eine Phasenverschiebung zwischen
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elektrischem Feld und der Antwort des Systems, so dass es zu Verlusten kommt.

Ein zweites Beispiel ist das von Maxwell/Wagner/Sillars theoretische entwickelte Mo-
dell. Maxwell entwickelt eine „mean-field“-Theorie für ein inhomogenes System, wobei
Kugeln mit Permittivität εp in einer Matrix mit Permittivität εm verteilt sind. Die Theorie
wurde dann bei Wagner, der den Einfluss von leitfähigen Komponenten eingeführt hat, bzw.
Sillars, der das Modell für Ellipsoide erweitert hat, verallgemeinert. Auch in diesem Spezialfall
sagt die Theorie einen Grenzflächenpolarisationprozess voraus. Tatsächlich liefert das Einset-
zen der gleichen Parameter (εm = ε′m und εp = ε′p − ıσp /ε0ω, f ist die Volumenkonzentration
der Teilchen) in Gl.2.11a wieder eine „Debye“-Gleichung für die effektive Permittivität:

εe f f = ε∞+ εs −ε∞
1+ ıωτ

(1.28)

Für dispergierte Kugeln gilt:

ε∞ = ε′m ·
ε′p · (1+2 f )+ 2·ε′m · (1− f )

ε′m · (2+ f )+ε′p · (1− f )
(1.29a)

εs = ε′m ·
1+2 f

1− f
(1.29b)

τ= ε0 ·
ε′m · (2+ f )+ε′p · (1− f )

(1− f ) ·σp
(1.29c)

Das dielektrische Spektrum ist wieder in Abb. 1.4 aufgetragen. Dieses Beispiel illustriert wie-
der, dass der quasi-statische Wert nur von der isolierenden Matrix und der Konzentration ab-
hängt, er aber unabhängig von der leitfähigen Komponente ist. Die Grenzflächenpolarisati-
onsfrequenz ist wieder abhängig von der Leitfähigkeit: νpol ∝ σp , die Proportionalitätskon-
stante ist kleiner als die der Serienschaltung. Deshalb ist die Abschätzung der Leitfähigkeit
der Teilchen aus der Grenzflächenpolarisationsfrequenz nur möglich, wenn man den Realteil
der Permittivität der Teilchen ε′p und die Mikrostruktur kennt. Sonst kann die Abschätzung
von σp aus der Grenzflächenpolarisationsfrequenz sehr fehlerhaft sein.
Grenzflächenpolarisationsprozesse können auch für andere Mikrostrukturen auftreten. Meis-
tens ist die effektive Permittivität nicht mehr analytisch berechenbar und auch nicht „Debye“-
artig, sondern verbreitert und asymmetrisch. Deshalb wird die empirische Formel von
Havriliak-Negami [19] üblicherweise benutzt, um experimentelle Daten zu beschreiben.

1.2.4.2 Elektrodenpolarisation

Werden die Ladungsträger an der Grenzfläche zwischen dem Material und den Elektroden
blockiert, spricht man von Elektrodenpolarisation. Dieses Phänomen kann für reines oder
verunreinigtes Material (homogen oder inhomogen) mit einer relativ hohen Leitfähigkeit auf-
treten. Üblicherweise wird das Phänomen mit einem „Doppelschicht“-Modell illustriert: Die
Trennung der Ladungsträger erfolgt auf einem sehr kleinen Abstand an der Elektrodenober-
fläche, so dass eine sehr starke Kapazität in Serie mit der Probenkapazität gemessen wird.
Dies kann z.B. durch einen schlechten elektrischen Kontakt zwischen Probe und Elektroden
oder durch Verunreinigungen verursacht werden. Die Zeitkonstante der Aufladung bzw. der
Entladung dieses Doppelschichts hängt u.a. von der Leitfähigkeit ab: Überwiegend tritt dieses
Phänomen bei tiefen Frequenzen auf. Typischerweise kann der Realteil der Permittivität für
tiefe Frequenzen so stark zunehmen, dass die dielektrische Antwort des Materials in diesem
Frequenzbereich verdeckt ist. Dieser Effekt ist noch nicht vollständig beschrieben und daher
relativ schwierig zu korrigieren. Verschiedene Methoden sind in [19] beschrieben.
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1.3 Materie im magnetischen Feld [23–27]

Die Grundfelder für den Magnetismus sind die magnetische Flussdichte B in T, die magneti-
sche Feldstärke H und die Magnetisierung M in A/m. In Analogie mit der dielektrischen Ant-
wort der Materie auf Anlegen eines elektrischen Feldes (siehe Gl.1.4 und Gl.1.5) sind die drei
Felder verbunden:

B =µ0 · (H+M) (1.30)

wobei µ0 = 4π ·10−7 Vs/Am die Vakuumspermeabilität ist. Für Diamagnete und Paramagnete
ist in erster Näherung die Magnetisierung M proportional zur magnetischen Feldstärke H; M =
χm ·H. Die dimensionslose Proportionalitätskonstante χm ist die magnetische Suszeptibilität.
Gl.1.30 kann als

µ0 ·µ ·H = B =µ0 ·H+µ0 ·χm ·H (1.31)

µ= 1+χm (1.32)

umgeschrieben werden. µ ist die relative Permeabilität.

1.3.1 Ferromagnetismus

Für Ferromagnete ist die Beziehung zwischen M und H im Allgemeinen nicht mehr linear
und hängt von der Vorgeschichte (Hysteresekurve) ab. Die Permeabilität ist dann definiert
für einen bestimmten Bereich des angelegten Feldes. Unterhalb einer kritischen Temperatur
(„Curie“-Temperatur, TC ) zeigen Ferromagnete eine spontane Magnetisierung, d. h. ohne An-
legen eines äußeren magnetischen Feldes. Oberhalb dieser Temperatur verschwindet dieses
Verhalten; Ferromagnete werden Paramagnete. Die mikroskopische Ursache ist die langreich-
weitige Wechselwirkung8 zwischen den einzelnen Spins. Es gibt also ausgerichtete Bereiche
(magnetische Domänen), in denen die magnetischen Dipole parallel ausgerichtet sind. Die-
se magnetischen Dömanen, auch Weissche Bezirke genannt, sind durch Domänenwände ge-
trennt. Die Magnetisierung ändert ihre Richtung in diesem Übergangsbereich (typischerweise
ist die Dicke der Wand von der Größenordnung 10-100nm). Die Austauschenergie ist nicht die
einzige Energie, die für die Eigenschaften der Domäne (Magnetisierungsrichtung, Form, Grö-
ße) verantwortlich ist. Andere Beiträge sind u.a. die magnetostatische Energie und die Aniso-
tropieenergie. Die magnetostatische Energie resultiert aus der endlichen Ausdehnung eines
Materials; an der Grenzfläche gibt es eine Diskontinuität der Normalkomponente der Magne-
tisierung. Die Bildung von Domänen erlaubt es, diese Energie zu verringern. In Kristallen gibt
es eventuell leichte und schwere Magnetisierungsrichtungen, d. h. die Magnetisierung richtet
sich günstigerweise nach bestimmten Kristallachsen. Die Anisotropieenergie beschreibt die-
sen Beitrag.

1.3.2 Ferrimagnetismus [23, 24]

Das magnetische Verhalten von ferrimagnetischen Substanzen oder Ferriten wurde von Louis
Neel erklärt. Beispielsweise kristallisiert Magnetit Fe3O4 (FeO −Fe2O3) in einer inversen Spi-
nellstruktur9. Eine Darstellung der komplexen Einheitszelle ist in Abb.1.5 gezeigt. Die metalli-
schen Ionen (Fe) sind in zwei Arten von Untergitter verteilt: A (Tetraeder-Untergitter in grau)
und B (Oktaeder-Untergitter in blau). In dem A-Untergitter ist das Eisenion (bivalent, in grün)

8Diese Austauschwechselwirkung wird durch die Quantenmechanik beschrieben. In der Molekularfeldnäherung
wird angenommen, dass dieses Austauschfeld BE proportional zur Magnetisierung ist, d. h. jeder Spin sieht die
mittlere Magnetisierung aller anderen Spins

9Oberhalb die Verwey-Temperatur TV = 120 K [28]
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ABBILDUNG 1.5 – Einheitszelle von Magnetit, Sauerstoff (grau), bivalentes Eisen (grün), trivalentes Ei-
sen (blau), Eisenion in Oktaederlücke (hellblauer Oktaeder), Eisenion in Tetraederlücke (grauer Tetra-
eder).Von David Schrupp generierte Schematisierung des Kristallgitter von Magnetit, erzeugt aus Daten
von [29].

von vier Sauerstoffionen (in grau) umgeben. In dem B-Untergitter ist das Eisenion (trivalent,
in blau) von sechs Sauerstoffionen (in grau) umgeben. Das Untergitterverhältnis B/A ist gleich
zwei: für ein besetztes Untergitter A sind zwei Untergitter B besetzt. Die dominierende Wech-
selwirkung ist die antiferromagnetische Kopplung zwischen der Einheitszelle A und B (Supe-
raustausch). Da die gekoppelten Untergitter unterschiedliche Momente besitzen, überwiegt
eine Magnetisierungsrichtung. Ferrite zeigen daher ferromagnetische Eigenschaften (Curie-
Temperatur, Sättigungsmagnetisierung usw.).

1.3.3 Magnetisches Verhalten in kleinen Teilchen [23, 24, 30]

Die Größe der Teilchen kann nicht unendlich verringert werden, ohne die magnetischen Ei-
genschaften der Teilchen zu verändern. Wird die Teilchengröße reduziert, geht man von ei-
nem Multidomänenzustand zu einem Einzeldömanenzustand, eventuell bis zu einem Super-
paramagnetzustand. Jeder Übergang findet bei einem kritischen Radius statt. Als kritischer
Radius ist üblicherweise eher ein Übergangsbereich angegeben. Dunlop hat 1981 eine Über-
sicht über das magnetische Verhalten von kleinen Teilchen veröffentlicht [31]. Z.B. liegt für die
Magnetite bei Raumtemperatur der kritische Durchmesser für den Übergang Multidomänen-
Einzeldomäne bei 50-60 nm und der kritische Durchmesser für den Übergang zum Superpa-
ramagneten bei 25-30 nm.

1.3.3.1 Einzeldomäneteilchen [23]

In erste Näherung sind die Teilchen Einzeldomäne-Teilchen, wenn der Teilchendurchmesser
von der Größenordnung der Wanddicke ist. Dabei wird die Reduzierung der magnetostati-
schen Energie durch die Domänenbildung nicht berücksichtigt. Vergleicht man diese Energie
mit der zur Bildung einer Domänewand benötigten Energie, erhält man einen kritischen Ra-
dius rc für kugelförmige Teilchen, der durch

rc ≈ 9·
(A ·Ku)1/2

µ0 · M 2
s

für große Ku (1.33)

gegeben ist [23]. Ku ist die uniaxiale Anisotropiekonstante, A ist die Austauschkonstante,
Ms ist die Sättigungsmagnetisierung. Diese Formel ist gültig, wenn die Anisotropiekonstante
groß genug ist, um Oberflächeneffekte zu vernachlässigen, d. h. Ku ≥ µ0M 2

s /6. Falls die Ani-
sotropie nicht stark genug ist, wird sich die Magnetisierung entlang der Teilchenoberfläche
anstatt längs leichten Achsen orientieren. Dieser Prozess erhöht den Beitrag der Austausch-
energie beträchtlich. Wird diese Energie mit der durch Domänebildung gewonnenen magne-
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tostatischen Energie verglichen, erhält man für den kritischen Radius für kugelförmige Teil-
chen die Formel [23] :

rc =
√

9· A

µ0 · M 2
s

·

(
ln

(
2·rc

a

)
−1

)
für kleine Ku (1.34)

a ist die Gitterkonstante. Die vollständigen Herleitungen für diese zwei Formeln befinden sich
in [23]. Für die Bulk-Magnetite bei Raumtemperatur, mit A = 7·10−12 J/m, Ms = 4.8·105 A/m,
a = 839.7·10−12 pm und Ku =−1.3·104 J/m3 [24]10 , erhält man circa 61 nm für den kritischen
Radius mit Gl. 1.34. Dieser Wert ist nur eine Abschätzung. In [32] waren Magnetitteilchen
mit einem Durchmesser von circa 150 nm Multidomänen, mit einem Durchmesser von cir-
ca 50 nm Einzeldomänen und mit einem Durchmesser von circa 10 nm superparamagnetisch
(s.u.).

1.3.3.2 Superparamagnetismus [23]

Wird die Teilchengröße noch kleiner, ist die magnetische Energie bei einem kritischen Radius
von der gleichen Größenordnung wie die thermische Energie (kB ·T ). Unterhalb dieses kriti-
schen Radius ist die Magnetisierung nicht mehr durch die Teilchenform oder die Teilchenani-
sotropie gegeben: Es gibt eine spontane, thermisch-aktivierte Fluktuation der Magnetisierung
zwischen zwei stabilen Zuständen (θ = 0 bzw. θ = π, θ Winkel zwischen Magnetisierungs-
vektor und leichter Achse der Magnetisierung). Dieser Prozess ist die sogenannte superpa-
ramagnetische Relaxation. Superparamagnete besitzen die Eigenschaften von Paramagneten
(zeitlichgemittelte Magnetisierung ungleich null durch Anlegen eines äußeren magnetischen
Feldes), aber das magnetische Moment ist viel höher (Superspin). Dieser superparamagneti-
sche kritische Radius beträgt circa 13 nm für die Magnetite [23, 24]. In [33] wurde als kritischer
Durchmesser dc =20 nm angegeben. Die meisten Beobachtungen von superparamagnetischen
Verhalten wurden für einen Durchmesser kleiner oder gleich 10 nm erzielt [34–37]. In [38] wa-
ren die Magnetitteilchen mit einem Durchmesser von 21 nm ferromagnetisch. Allgemein hän-
gen diese kritischen Radien (Multidomäne → Einzeldomäne → Superparamagnete) stark von
der Herstellung der Nanoteilchen ab.

1.3.4 Magnetisierungsdynamik und ferromagnetische Resonanz [24, 26, 27]

Wie die Permittivität, so ist die Permeabilität eine komplexe Größe. Für harmonische magne-
tische Felder ist der Imaginärteil der Permeabilität der Anteil der Antwort von B auf H , der
phasenverschoben ist. Damit beschreibtµ ′′ die Verluste des Systems. Als Verlustprozesse kann
man die Hystereseverluste und die Verluste, die durch die ferromagnetische Resonanz verur-
sacht werden, anführen. In einem FMR-Experiment (Ferromagnetische Resonanz) ist die Pro-
be in einem statischen magnetischen Feld H0. Dieses Magnetfeld bewirkt ein Drehmoment
auf die magnetischen Momente in dem Material, somit folgt eine Präzessionsbewegung der
magnetischen Momente um das magnetische Feld. Wird ein magnetisches Wechselfeld mit
Kreisfrequenz ω angelegt, so wird Energie absorbiert, wenn die Frequenz des Wechselfelds
gleich der Präzessionsfrequenz der magnetischen Momente ist11. Die Bewegungsgleichung
für die Magnetisierung lautet

∂M

∂t
= γ ·µ0 ·M∧Heff (1.35)

10Magnetit besitzt eine kubische magnetokristalline Anisotropie. Die leichten Kristallachsen sind <111>, die
schweren Kristallachsen sind <100>.

11In der Praxis wird die Kreisfrequenz festgehalten und die Stärke des magnetischen Wechselfelds geändert. Das
ist jedoch äquivalent
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wobei γ das gyromagnetische Verhältnis ist. He f f ist das effektive Magnetfeld. Es enthält nicht
nur das statische Feld und Wechselfeld, sondern auch innere Felder wie Demagnetisierungs-
feld und Anisotropiefeld. Für eine natürliche ferromagnetische Resonanz ist das externe sta-
tische Magnetfeld H0 null; das statische Feld ergibt sich nur aus den inneren Feldern. Die Re-
sonanzkreisfrequenz ist durchωr es = γ ·µ0 · He f f gegeben. Die Präzessionsbewegung wird mit
der Zeit gedämpft. Um dies zu berücksichtigen, wird ein zweiter Term in Gl.1.35 hinzugefügt
[39]

∂M

∂t
= γ ·µ0 ·M∧Heff −

λ

M 2
s

· M ∧ (M∧Heff) (1.36)

wobei λ eine Dämpfungskonstante ist. Diese Gleichung ist die sogenannte Landau-Liftshitz-
Gleichung. Eine Skizze der gedämpften Präzessionsbewegung befindet sich in Abb.1.6. Gilbert
hat eine andere Variante vorgeschlagen, die sogenannte Landau-Liftshitz-Gilbert-Gleichung
(LLG) [40]:

∂M

∂t
= γ ·µ0 ·M∧Heff −

α

Ms
·M∧ ∂M

∂t
(1.37)

wobei α = λ

γ · Ms
, der Gilbert-Dämpfungsparameter ist. Für kleine Dämpfungen sind Gl.1.36

und Gl.1.37 äquivalent. Für größere Dämpfungen wird üblicherweise die LLG-Gleichung an-
gewendet. Ihre Lösungen liefern die magnetische Suszeptibilität bzw. die Permeabilität. Die
Lösung hängt u.a. von der Gestalt der Probe (z. B. Berücksichtigung des Demagnetisierungs-
faktors) ab [41]. Infolgedessen muss man eventuell die tensoriellen Eigenschaften der Permea-
bilität berücksichtigen.
Eine Lösung von Gl. 1.37 für H0 = 0 und für ellipsoidförmigen Teilchen ist eine frequenzab-
hängige Teilchenpermeabilität von der Form [26, 27]:

µ(ν) = 1+ (µs −1)− ı ·ζ ·ν

1− ı · (ν/νD )− (ν/νr es)2 (1.38)

wobeiµs die statische Permeabilität ist. ζ und die Debye-Frequenz νD hängen von der Gilbert-
Dämfungskonstante ab. Die Debye-Frequenz νD liefert die Lage des Verlustpeaks (Maximum
in µ ′′) und νr es gibt die Form des Resonanzspektrums an. Für kleine Dämpfungen α¿ 1 ent-
spricht die frequenzabhängige Permeabilität einer Lorentzform:

µ(ν) = 1+ µs −1

1− ı · (ν/νD )− (ν/νr es)2 (1.39)

oder mit νD = νr es/β

µ(ν) = 1+ µs −1

1− ı ·β · (ν/νr es)− (ν/νr es)2 (1.40)

Das magnetische Spektrum von ferromagnetischen Materialen besitzt nicht unbedingt ei-
ne Lorentz-Form; insbesondere der Verlustpeak kann viel breiter sein. Verschiedene Pro-
zesse können sich überlagern: ferromagnetische Resonanz, Domänenwände-Resonanz12,
Domänenwände-Bewegung13 usw.

12Beim Anlegen eines wechselnden magnetischen Feldes oszillieren die Domänenwände um ihre Gleichgewichts-
position. Wenn die Frequenz des angelegten Feldes gleich der Resonanzfrequenz der Domänenwände ist, wird
Energie absorbiert[26, 27].

13Üblicherweise liegt dieser Prozess bei tieferen Frequenzen als die beiden anderen.
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ABBILDUNG 1.6 – Skizze der gedämpften Präzessionsbewegung der Magnetisierung um das effektive ma-
gnetische Feld He f f (siehe Gl.1.36). Das Bild stammt aus [42].



Kapitel 2

Theorie des effektiven Mediums

Die Theorie des effektiven Mediums ist fächerübergreifend und versucht, makroskopische Ei-
genschaften wie z.B. die Permittivität, die DC-Leitfähigkeit oder die magnetische Permeabili-
tät eines inhomogenen Mediums (Komposit) zu beschreiben. Der Formalismus ist ähnlich für
alle diese Größen, so dass man sich in der Folge auf die Permittivität beschränkt. Dieses Medi-
um kann als „effektiv“ bezeichnet werden, vorausgesetzt, dass die elektromagnetische Welle
die Inhomogeneitäten nicht sieht, also die Wellenlänge viel größer als die charakteristische
Größe der Inhomogenitäten ist. Das Medium ist dann auf der Skala der Wellenlänge homo-
gen. In diesem Fall wird diesem heterogenen Medium in einem über das Volumen gemittelten
Feld 〈E〉 eine „effektive“ Permittivität εe f f zugeordnet.

2.1 Definition der effektiven Permittivität εe f f [43–45]

Es gibt verschiedene, aber äquivalente theoretische Wege, um die effektive Permittivität zu de-
finieren. Einer davon basiert auf der Definition der dielektrischen Verschiebung D als lineare
Antwort des Systems auf die Störung E :

〈D〉 = εe f f · 〈E〉 (2.1)

wobei 〈〉 über das Volumen gemittelte Felder sind:

〈E〉 = 1

VGes
·
∫

E ·dV (2.2)

Für ein zwei-Phasen Komposit (z.B Phase 1: Matrix, Phase 2: Teilchen, abgekürzt als m bzw.
p) mit einem Füllfaktor f (Volumenkonzentration des Füllmaterials: f =Vp /VGes) können die
Gleichungen 2.1 und 2.2 umgeschrieben werden, um die über das Volumen Vi gemittelten
Felder 〈〉i und Permittivität εi in jeder Phase auszudrücken:

εe f f · 〈E〉 = (1− f ) ·εm · 〈E〉m + f ·εp · 〈E〉p (2.3)

〈E〉 = (1− f )〈E〉m + f · 〈E〉p (2.4)

Werden diese zwei Gleichungen kombiniert, erhält man einen Ausdruck für die effektive Per-
mittivität:

εe f f =
(1− f ) ·εm · 〈E〉m + f ·εp · 〈E〉p

(1− f )〈E〉m + f · 〈E〉p
(2.5)

εe f f =F (εm ,εp , f ,Mikrostruktur) (2.6)

und für das Verhältnis des gemittelten Felds in der Teilchenphase zu dem gemittelten Feld in
dem Komposit:

〈E〉p

〈E〉 = 1

f
·
εe f f −εm

εp −εm
(2.7)
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Die effektive Permittivität hängt also nicht nur von der Permittivität jeder Komponente (εm

und εp ) und von dem Füllfaktor f , sondern auch von den mittleren Feldern ab. Die Feldver-
teilung hängt wiederum von der Mikrostruktur und den Eigenschaften der Komponenten ab.
Deshalb ist, selbst wenn die Konzentration und die Permittivität der Komponente bekannt
sind, eine Voraussage der effektiven Permittivität ohne eine Information über die Mikrostruk-
tur (u.a. Form, Lage und Orientierung der Teilchen) nicht möglich. Je nach Mikrostruktur kann
die Berechnung der Felder beliebig kompliziert werden. Nur in einfachen Fällen ist eine ex-
akte Berechnung der effektiven Permittivität möglich. In den meisten Fällen ist die genaue
Mikrostruktur unbekannt. Deswegen werden oft Näherungsformeln, auch Mischformeln ge-
nannt, benutzt. In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Modellen, die unter verschiedenen
Annahmen hergeleitet wurden und deren Anwendbarkeit nicht immer einfach zu entschei-
den ist. In der Folge werden einige vorgestellt. Die effektive Permittivität aus den Eigenschaf-
ten der Komponenten und der Mikrostruktur des Systems vorherzusagen, ist das sogenannte
„direkte“ Problem. Die Fragestellung kann allerdings auch umgedreht werden und würde in
diesem Fall lauten: Wie kann man aus der gemessenen effektiven Permittivität Informationen
über die Komponenten bzw. über die Mikrostruktur des Systems ableiten? Mit einer solchen
Fragestellung beschäftigt sich das sogennante „inverse“ Problem [46–49].

2.2 Modellierung der effektiven Permittivität, Mischformeln, Topologie
und Grenze: Das direkte Problem[43]

2.2.1 Mischformeln, „Cermet-Aggregate“-Topologie [7, 19, 50, 51]

Die zwei einfachsten Mikrostrukturen sind Schichten von Materialen (Permittivität ε1, ε2), die
senkrecht bzw. parallel zum elektrischen Feld sind, die sogennante Serien- (harmonisches
Mittel) bzw. Parallelschaltung (arithmetisches Mittel) (siehe Abb. 2.1). Die effektive Permit-
tivität ist exakt berechenbar:

εe f f ,⊥ =
(

f

ε2
+ 1− f

ε1

)−1

(2.8)

εe f f ,∥ = f ·ε2 + (1− f ) ·ε1 (2.9)

wobei f die Volumenkonzentration von Material 2 ist: f = V2/(V1 +V2). Diese beiden Mi-
krostrukturen sind anisotrop.

Für isotrope Mikrostrukuren wird in der Literatur oft die „Cermet“-(assymetrisch) bzw. die
„Aggregate“-( symmetrisch) Topologie eingeführt [19, 43–45, 50, 52]. Eigene Simulationen
unterstützen die Unterscheidung zwischen diesen zwei Topologien [53]. In der „Aggregate-
Topologie“ (siehe Abb. 2.2, links) sind beide Phasen topologisch äquivalent, die beiden Kom-
ponenten (1 und 2) sind morphologisch nicht unterscheidbar. Nur die relative Menge ist von
Bedeutung, d.h. ein Vertauschen von ε1 und ε2 und von f und 1− f ändert die effektive Per-
mittivität nicht. Modelle, die zu einer solchen Topologie gehören, sind z.B. die Bruggeman-
Böttcher- und die Looyenga-Landau-Gleichungen. Die Looyenga-Landau Formel [54] lautet:

ε1/3
e f f = (1− f ) ·ε1/3

1 + f ·ε1/3
2 (2.10)

Modelle der „Aggregate“-Topologie werden normalerweise für kompaktes Pulver oder Poly-
merblends benutzt.

Die „Cermet“-Topologie (siehe Abb. 2.2, rechts) entspricht einer Mikrostruktur, bei der die dis-
krete zweite Phase (Teilchen oder Füller) in die kontinuierliche erste Phase (Matrix) eingebet-
tet ist. Diesmal sind beide Phasen nicht topologisch äquivalent, ein Vertauschen von εm und
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ABBILDUNG 2.1 – Einfache Skizze der Mikrostrukturen Parallelschaltung und Serienschaltung.

εp und von f und 1− f ändert die effektive Permittivität. Das ist direkt einsichtig, wenn die
diskrete Phase leitfähig ist. Nach Vertauschen der beiden Phasen perkoliert das System. Mo-
delle, die zur der „Aggregate“-Topologie gehören, sind u.a das „Maxwell-Garnett 1“-Modell
bzw. sein Inverses, das „Maxwell-Garnett 2“-Modell (siehe Abb.2.3):

εe f f ,MG1 = εm ·

(
1+ f ·

εp −εm

εm +1/3·(1− f ) · (εp −εm)

)
(2.11a)

εe f f ,MG2 = εp ·

(
1+ (1− f ) ·

εm −εp

εp +1/3· f · (εm −εp )

)
(2.11b)

Das Hanai-Bruggeman-Modell gehört auch zu dieser Topologie (siehe Abb. 2.3):

εe f f ,HB −εp

εm −εp

(
εm

εe f f ,HB

)1/3

= 1− f (2.12)

Falls die Permittivität der Teilchen unendlich ist (z. B. vollständige polarisierte leitfähige Teil-
chen), vereinfachen sich die Gleichungen 2.11a bzw. 2.12 zu:

εe f f ,MG1 = εm ·
1+2 f

1− f
(2.13)

εe f f ,HB = εm ·
1

(1− f )3 (2.14)

Dies sind die quasi-statischen Fälle des Maxwell-Garnett 1 bzw. Hanai-Bruggeman-Modell:
εe f f hängt nur von der Matrixpermittivität und von dem Füllfaktor ab. Das Maxwell-Garnett 1
bzw. das Hanai-Bruggeman-Modell gelten für monodisperse bzw. polydisperse Kugeln mit ei-
ner zufälligen räumlichen Verteilung [55]. In der Literatur werden oft experimentelle Daten
mit diesen Modellen verglichen. Meist scheitern diese Modelle allerdings an der Beschreibung
eines realen Systems aufgrund dessen komplizierter Mikrostruktur (u.a Form und Agglome-
rierungsgrad der Teilchen...).
Zusammenfassend gibt es eine Vielzahl von Modellen und es wurden nur einige als Beispiel
vorgestellt. Alle Modelle besitzen eine besondere Anwendbarkeit und sagen sehr unterschied-
liche Werte für die effektive Permittivität vorher. In Abb. 2.4 ist die effektive Permittivität in Ab-
hängigkeit von dem Füllfaktor für verschiedene Modelle und verlustfreie Komponenten auf-
getragen.

2.2.2 Exakte Grenze: Wiener- und Hashin-Shtrikman-Grenze [52, 56]

Es existieren exakte Grenzen für die effektive Permittivität. Sie sind hilfreich z. B. zur Über-
prüfung der Gültigkeit eines empirischen Modells, von Simulationsergebnissen oder experi-
mentellen Daten. Einfache Informationen über die Mikrostruktur werden benutzt, um exakte
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ABBILDUNG 2.2 – Einfache Skizze: Aggregat-(symmetrisch) (links) und Cermet-(assymetrisch) (rechts)
Topologie. Die Aggregate-Topologie beschreibt eine Mikrostruktur, in der beide Phasen topologisch äqui-
valent sind. Die Cermet-Topologie beschreibt eine Mikrostruktur, in der eine diskrete Phase, bezeichnet
als Teilchen, in eine kontinuierliche Phase, bezeichnet als Matrix, eingebettet ist. Oberes Bild angelehnt
an [19]

ABBILDUNG 2.3 – Einfache Skizze von den Mikrostrukturen, Maxwell-Garnett 1 (links), Maxwell-
Garnett 2 (mitte), Hanai-Bruggeman (rechts).

Grenzen zu bestimmen. Je genauer diese mikrostrukturelle Information ist, desto enger wer-
den diese Grenzen. Zuerst beschränken wir uns auf verlustfreie Komponenten.

Falls nur die Permittivität der Komponenten (εm , εp mit εm ≤ εp ) bekannt ist, gibt es die tri-
viale Bedingung:

εm ≤ εe f f ≤ εp (2.15)

Falls der Füllfaktor bekannt ist, gelten die „Wiener-Grenzen“. Der Wert der effektiven Permit-
tivität liegt zwischen den Werten der Serienschaltung (Gl. 2.8) und der Parallelschaltung (Gl.
2.9). Alle Modelle für beliebige Mikrostrukturen müssen dazwischen liegen, d. h.:

εe f f ,⊥ ≤ εe f f ≤ εe f f ,∥ (2.16)

Falls das System isotrop ist, verringert sich der zulässige Bereich. Die effektive Permittivität
muss zwischen den Werten des Maxwell-Garnett 1- und des Maxwell-Garnett 2-Modells lie-
gen. Das sind die sogennanten „Hashin-Shtrikman“-Grenzen[57].

εe f f ,MG1 ≤ εe f f ≤ εe f f ,MG2 (2.17)

In Abb. 2.4 sind diese Grenzen für ein verlustfreies System gezeichnet.

In dem Fall von Komponenten mit Verlusten ist die Bildung der „Wiener“- und „Hashin-
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ABBILDUNG 2.4 – Berechnete effektive Permittivität für verschiedene effektive Medium-Modelle in Ab-
hängigkeit vom Füllfaktor. Im Fall verlustfreier Komponenten sind die Serienschaltung bzw. die Paral-
lelschaltung die untere bzw. obere Grenze der effektiven Permittivität für eine beliebige Mikrostruktur
(Wiener-Grenzen). Für eine isotrope Mikrostruktur ist der erlaubte Bereich enger und begrenzt durch die
Modelle von Maxwell-Garnett 1 und 2 (Hashin-Shtrikman-Grenzen). Parameter: εm = 1,εp = 20.

ABBILDUNG 2.5 – Darstellung der Wiener-Grenzen in der komplexen Ebene (äußerer Bereich in Schwarz)
bzw. Hashin-Shtrikman-Grenzen (innerer schraffierter Bereich in Rot) für eine beliebige bzw. isotrope
Mikrostruktur. Parameter: εm = 1,εp = 20−12ı , f = 0.1

Shtrikman“-Grenzen in der komplexen Ebene aufwendiger [58–61]. Die effektive Permittivi-
tät eines beliebigen Sytems liegt in einem von Kreisbögen beschränkten Bereich [62]. Der
obere Kreisbogen erstreckt sich von εe f f ,⊥ über εe f f ,∥ bis εe f f ,p , der untere Kreisbogen von
εe f f ,m über εe f f ,⊥ bis εe f f ,∥. Falls das System isotrop ist, ist der erlaubte Bereich kleiner.
Diesmal erstreckt sich der obere Kreisbogen von εe f f ,MG1 über εe f f ,MG2 bis εe f f ,∥, der un-
tere Kreisbogen von εe f f ,⊥ über εe f f ,MG1 bis εe f f ,MG2. Exemplarisch wurden in Abb. 2.5
die „Wiener“- und „Hashin-Shtrikman“-Grenzen in der komplexen Ebene für die Parameter,
εm = 1,εp = 20−12ı , f = 0.1, dargestellt.



Kapitel 2 Theorie des effektiven Mediums 22

2.3 Invertierung der effektiven Permittivität: Das inverse Problem

Wird ein Kompositmaterial hergestellt, können die Eigenschaften der Komponenten un-
terschiedlich von den Bulk-Eigenschaften sein. Mögliche Ursachen sind u.a. Größen- oder
Oberflächen-Effekte, strukturelle Defekte der dispergierten Teilchen, die insbesondere auf
der Nanometerskala auftreten können. Außerdem kann eine chemische Änderung der Ma-
trix (z. B. Änderung des Polymernetzwerks, Grenzflächeneffekte) stattfinden. Um solche Ef-
fekte zu detektieren, ist es wichtig, aus den effektiven Eigenschaften Informationen über die
intrinsischen Eigenschaften der Komponenten zu gewinnen. Aber die meistens unbekann-
te Mikrostruktur verhindert eine einfache Invertierung der Daten. Oft werden Näherungsfor-
meln, die aus einfachen Modellen des effektiven Mediums stammen, benutzt. Wie in 1.2.4.1
erwähnt, kann diese Abschätzung sehr fehlerhaft sein. In diesem Abschnitt werden zwei For-
malismen, die für beliebige Mikrostrukturen gültig sind, vorgestellt.

2.3.1 Die Spektraldarstellung [56, 63]

Der Formalismus der Spektraldarstellung wurde von Bergman, Milton und Fuchs entwickelt.
Er beschreibt u.a. die Permittivität eines zwei-Komponenten effektiven Mediums εe f f für be-
liebige Mikrostrukturen und ist gegeben durch:

εe f f

εm
= 1+ f ·

{
C f

tε
+

∫ 1

0

g f (n)

tε+n
dn

}
wobei tε = 1

εp

εm
−1

(2.18)

Die Stärke des Formalismus besteht darin, dass er die Trennung des Einflusses der Mikrostruk-
tur, charakterisiert durch die Konstante C f und die Funktion g f (n), von dem Einfluss der Ei-
genschaften der Komponenten, charakterisiert durch tε, ermöglicht. In perkolierenden Sys-
temen ist C f die Perkolationsstärke eines unendlichen Clusters; sie hängt u.a. von der Geo-
metrie und Orientierung des Perkolationspfades ab. Hingegen beschreibt die Spektraldichte
g f (n) alle Beiträge nicht perkolierender Pfade. Zum Beispiel würde im Fall eines verdünnten
Systems von Kugeln (Depolarisierungsfaktor n = 1/3) die Spektraldichte einer Delta-Funktion
entsprechen, d.h g f (n) = δ(n −n0) wobei n0 = (1− f )/3. Im Fall eines komplizierten Systems
ist die Funktion g f (n) verbreitert und n ist eine Variable im Bereich von 0 bis 1.

Es gibt zwei Summenregeln: ∫ 1

0
g f (n) dn = 1−C f (2.19a)∫ 1

0
n · g f (n) dn = 1

3
·(1− f ) (2.19b)

Die erste Regel gilt für beliebige Mikrostrukturen und folgt aus der Normalisierung der Inte-
grale. Die zweite Regel gilt nur für isotrope Systeme. Falls die Teilchen vollständig polarisiert
sind (|εp | = ∞, d. h. tε = 0) und das System nicht perkoliert (C f = 0), vereinfacht sich Gl.2.18
zu:

εe f f

εm
= 1+ f ·

∫ 1

0

g f (n)

n
dn (2.20)

Der Formalismus der Spektraldarstellung liefert kein Mittel, um Spektraldichte ab initio zu
berechnen, so dass er nicht die effektive Permittivität vorhersagen kann. Aber er wird hilfreich,
um Informationen über das System zu gewinnen.
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2.3.2 Energetische Betrachtung [14]

Ein anderer Weg, die effektive Permittivität zu definieren, besteht darin, auf die Definition der
Energiedichte [64] züruckzugreifen:

1

2
·ε0 ·εe f f · | 〈E〉 |2 = 1

2
〈E . D〉 = 1

2
·ε0 ·

〈
ε(r)|E|2〉 (2.21)

Wie in 1.1.2 schon erwähnt, beschreibt die Energiedichte für den Fall, dass die dielektrische
Verschiebung bzw. die Polarisation in Phase mit dem elektrischen Feld ist, die gespeicherte
Feldenergie und steht in direktem Zusammenhang mit dem Realteil (ε′) der Permittivität. Sind
die beiden allerdings gegenphasig, beschreibt die Energiedichte die dissipierte Feldenergie
und steht in direktem Zusammenhang mit dem Imaginärteil (ε′′) der Permittivität. In der Folge
werden die Energiespeicherrate We f f bzw. Energieverlustrate Le f f als über die Zeit gemittelte
Energie bzw. Leistung pro Volumen V in dem Komposit eingeführt:

We f f =
1

2
·ε0 ·ε′e f f · | 〈E〉 |2 (2.22a)

Le f f =
1

2
·ε0 ·ω ·ε′′e f f · | 〈E〉 |2 (2.22b)

Ähnlich können die lokale Energiespeicherrate Wi bzw. lokale Energieverlustrate Li in jeder
Phase (i = m, p, pro Volumen Vi ) definiert werden.

Wi = 1

2
·ε0 ·ε′i ·

〈|E|2〉i (2.23a)

Li = 1

2
·ε0 ·ω ·ε′′i ·

〈|E|2〉i (2.23b)

Die Energieerhaltung erfordert, dass die gespeicherte (dissipierte) Feldenergie in dem Kom-
posit gleich der Summe der gespeicherten (dissipierten) lokalen Feldenenergien in jeder Kom-
ponente ist, also

We f f = f ·Wp + (1− f ) ·Wm (2.24a)

Le f f = f ·Lp + (1− f ) ·Lm (2.24b)

Setzt man Gl 2.22 und 2.23 in 2.24 ein, lässt sich die effektive Permittivität als:

ε′e f f =
f ·ε′p + (1− f ) ·ε′m ·

〈|E|2〉m /
〈|E|2〉p

α ·
∣∣〈E〉/〈E〉p

∣∣2 (2.25a)

ε′′e f f =
f ·ε′′p + (1− f ) ·ε′′m ·

〈|E|2〉m /
〈|E|2〉p

α ·
∣∣〈E〉/〈E〉p

∣∣2 (2.25b)

ausdrücken. Der eingeführte Parameter α ist real und definiert als:

α= |〈E〉p |2〈|E|2〉p

¹ 1 (2.26)

Falls sich die Verteilung des elektrischen Felds in der Phase „p“ räumlich nicht ändert, ist der
Parameter α gleich eins. Andernfalls ist dieser Parameter kleiner als eins. Dieser Parameter
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weist also auf die Homogenität bzw. Heterogenität der Verteilung des elektrischen Felds in der
Phase „p“ hin. Dies wird mit Hilfe einer einfachen Skizze in Abb.2.6 illustriert.

ABBILDUNG 2.6 – Einfache Skizze, um die Bedeutung des Parameters α klar herauszustellen. Falls die
räumliche Verteilung des elektrischen Felds in der Phase „p“ homogen ist, ist der Parameter α gleich eins
(links), sonst ist der Parameter kleiner als eins (rechts).

Selbst wenn die Gleichungen 2.25 keine direkte Berechnung der effektiven Permittivität erlau-
ben, da sie wieder Funktionen von der unbekannten Mikrostruktur sind, liefert ihre Kombina-
tion das folgende Ergebnis:〈|E|2〉m〈|E|2〉p

= f

1− f
·
ε′p
ε′m

·
ε′′p /ε′p −ε′′e f f /ε′e f f

ε′′e f f /ε′e f f −ε′′m/ε′m
(2.27)

Werden die Gl.2.7 und 2.27 in Gl.2.25a oder 2.25b eingesetzt, erhält man einen Ausdruck für
den Parameter α:

α= 1

f
·

∣∣∣∣εe f f −εm

εp −εm

∣∣∣∣2

·
ε ′′p −ε ′′m ·ε ′p /ε ′m

ε ′′e f f −ε ′′m ·ε ′e f f /ε ′m
(2.28)

Diese Gleichung bietet mehrere Möglichkeiten. Ist die Permittivität der Komponenten be-
kannt, kann man die Gültigkeit von gemessenen oder simulierten Daten überprüfen. Ist der
Parameter α grösser als eins, sind entweder die effektiven Permittivitäten fehlerhaftet oder
das System ist nicht exakt bekannt: falsche Volumenkonzentration oder Änderung der Eigen-
schaften der Komponenten in dem Komposit. Zweitens wird man sehen, dass im Fall von leit-
fähigen dispergierten Teilchen dieser Parameter eine Berechnung einer unteren Grenze der
Leitfähigkeit der dispergierten Teilchen erlaubt.



Kapitel 3

Komposit-Modellsysteme

Die in dieser Arbeit untersuchten Komposite sind zweiphasige Systeme, die aus in einer Poly-
mermatrix dispergierten Teilchen bestehen. Sie sind als Modellsysteme gedacht, die für neue
Methoden zur Analyse von Kompositen eingesetzt werden können: Ist es möglich, durch die
Messung makroskopischer Größen Informationen über die Mikrostruktur und die Eigenschaf-
ten der Komponenten zu gewinnen? Für jedes Modellsystem werden zuerst die Kriterien für
die Wahl dieses bestimmten Systems erklärt, danach werden die Zusammensetzung und die
Herstellung der Komposite beschrieben.

3.1 Magnetit(Fe3O4)-Mikro- und Nanokomposite

Ziel ist die Herstellung von Kompositen, deren leitfähige (und magnetische) Teilchen in dem
untersuchten Frequenzbereich vollständig polarisiert sind; dadurch spielt die Teilchenpermit-
tivität keine Rolle mehr. Die effektive Permittivität hängt letztendlich von dem Füllfaktor, der
Mikrostruktur und der Matrixpermittivität ab (siehe Gl.2.6). Die gewählten Komposite beste-
hen aus Magnetit (Fe3O4) Teilchen, die in einem Epoxydsystem (DER332 + DETA) dispergiert
sind. Zwei Teilchengrößen wurden für die Vorbereitung der Komposite benutzt: Mikroteilchen
mit einem mittleren Durchmesser kleiner als 5 µm und Nanoteilchen mit einem mittleren
Durchmesser zwischen 20 und 30 nm. Die wichtigsten Eigenschaften der Komponenten sind
in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

3.1.1 Kriterien für die Wahl der Komponenten

Diese Komposite erfüllen folgende Voraussetzungen:

• Die Eigenschaften der Matrix sind gut bekannt, insbesondere eine gute Reproduzierbar-
keit ist gewärleistet: Die Arbeitsgruppe Possart (UdS) hat eine lange Erfahrung mit die-
sem Epoxysystem [65, 66]. Die Matrix weist einen Relaxationsprozess auf, der in der Mit-
te des zugänglichen Frequenzbereichs liegt1. Außerdem sind die Matrixverluste klein, so
dass es einen guten dielektrischen Kontrast zwischen Matrix und Teilchen gibt [65].

• Die Bulkgleichstromleitfähigkeit von Magnetit ist größer als 104 S/m [67]. Die Gleich-
stromleitfähigkeit von Magnetitteilchen kann eventuell größenabhängig sein. Senna
& al [68] haben z.B. dünne Magnetit-Filme vorbereitet und haben kleinere Werte für
die Gleichstromleitfähigkeit gemessen2: für Filme mit einer Dicke von circa 1 µm bzw.
30 nm beträgt die Leitfähigkeit σ≈ 500S/m bzw. σ≈ 30S/m. Als erste Näherung gilt für
die Grenzflächenpolarisationsfrequenz3: νPol = σp

2πε0εm
. Werden der kleinste Wert für die

1Der Relaxationspeak liegt bei circa 105 Hz, siehe auch in Abb.4.3 in Kap. 4
2Van-der-Pauw Messung
3Im quasi-statischen Grenzfall gilt: |εp /εm | ≈ σp

ε0ωεm
¿ 1 (siehe Abschnitt 1.2.4.1)
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Teilchenleitfähigkeit und εm ≥ 3 eingesetzt, liegt νpol bei 1.8·1011 Hz. Bei höheren Wer-
ten wird sie zu höheren Frequenzen verschoben. In unserem gesamten Frequenzbereich
(bis 1 GHz) sind also die Magnetitteilchen vollständig polarisiert.

• Die Magnetitteilchen besitzen ferromagnetische Eigenschaften. In der Literatur findet
man eine kritische Teilchengröße, bei der dieses Verhalten verschwindet. Die Magnetit-
nanoteilchen werden superparamagnetisch (siehe Abschnitt 1.3.3).

• Der Endzustand der Komposite ist fest. Dies vereinfacht die magnetische Charakterisie-
rung der Komposite.

3.1.2 Das Epoxydsystem

Das Epoxydharz D.E.R.™332[69] ist eine Handelsmarke von The Dow Chemical Company. Es
besteht aus Monomeren einer hoch reinen Diglycidylether von Bisphenol A (DGEBA), dessen
chemische Formel in Abb.3.1 dargestellt ist. An den Enden des Moleküls befindet sich jeweils
eine Oxyrangruppe. Ausgelagert bei Raumtemperatur kann DER332 mit der Zeit partiell kris-
tallisieren. Dieser langsame Prozess ist reversibel bei Erhöhung der Temperatur; eine Tempe-
ratur von 50◦ C reicht, um die Kristallite aufzulösen. Es existiert eine Vielzahl von Härtern. Der
hier benutzte Härter ist Diethylenetriamin (DETA) [70](N- (2-Aminoethyl)-1,2-Ethandiamin),
dessen chemische Formel in Abb. 3.1 dargestellt ist. Er besitzt zwei primäre Aminogruppen
und eine sekundäre Aminogruppe. Mit diesem Härter kann die Vernetzung des Epoxydsys-
tems bei Raumtemperatur stattfinden.
Die chemischen Mechanismen, die für den Polymerisationsprozess verantwortlich sind, wur-
den in früheren Arbeiten zusammengefasst [65, 71, 72] und werden hier nur zum Überblick
erwähnt. Die Oxyranringe des DGEBA reagieren mit den primären und sekundären Amino-
gruppen des Härters, bevorzugt aber mit den primären Aminogruppen4. Der Oxyranring wird
unter Bildung eine Hydroxylgruppe (-OH) geöffnet, die primäre Aminogruppe wird zu einer
sekundären Aminogruppe 5 und es bildet sich ein Netzwerk.
Eine wichtige Größe für die Bildung des Netzwerks ist das Massenverhältnis6. In dieser Ar-
beit wird ein Massenverhältnis von 100:14 als Standard gewählt. Dieses Massenverhältnis ent-
spricht einem Überschuss an DETA7 und soll eine vollständige Umsetzung der Oxyranringe
gewährleisten.
Um eine gute Reproduzierbarkeit sicherzustellen, folgt die Herstellung des Epoxydsystems ei-
nem Herstellungprotokoll [66] der Arbeitsgruppe Possart (UdS).

3.1.3 Herstellung der Proben

Die Probenherstellung wurde in früheren Arbeiten ([73] für die Nanokomposite und [74] für
die Mikrokomposite) ausführlich beschrieben. Sie erfolgt in 3 Schritten:

1. Herstellung des Masterbatchs: Die Masterbatchs wurden von Bernd Wetzel im Rahmen
einer Kooperation mit dem Institut für Verbundswerkstoffe GmbH (IVW) in Kaiserslau-
tern hergestellt[75]. Das IVW besitzt eine lange Erfahrung in der Dispergierung von Teil-
chen in Epoxydharzen. Die Magnetitteilchen werden löffelweise bei 343.15 K zu dem

4Beide Reaktionen laufen gleichzeitig ab, die Geschwindigkeit der Reaktion der Oxyrangruppen mit den primären
Aminogruppen ist aber viel höher als mit den sekundären Aminogruppen.

5Analog wird eine sekundäre Aminogruppe zu einer tertiären Aminogruppe und steht für die Reaktion nicht mehr
zur Verfügung.

6mDER332 : mDET A
7Für den Fall, dass alle Wasserstoffe der primären und sekundären Aminogruppen reagieren, ist das stöchiometri-

sche Verhältnis 100:12.
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Harz hinzugefügt und gemischt. Mit Hilfe eines Dissolvers8 wird das Masterbatch ho-
mogenisiert. Erfahrungsgemäß ist dieser Prozess ausreichend, um eine gute Dispergie-
rung der Mikroteilchen zu erzielen. Für die Nanoteilchen wird das Masterbatch weiter
bei 343.15K eine Stunde lang mit einer Tauchmühle9 behandelt, um die Agglomerate
mechanisch zu zerstören. Vor und nach jedem Schritt wird das Masterbatch unter Vaku-
um gesetzt. Die Endvolumenkonzentration beträgt 11.5% für das Masterbatch mit den
Nanoteilchen und 15.0% für das Masterbatch mit den Mikroteilchen.

2. Verdünnung des Masterbatchs: Der ganze Prozess läuft bei 313.15 K, um die Kristalli-
sation des Harzes zu vermeiden und um die Viskosität zu verringern, so dass die Be-
arbeitung vereinfacht wird. Das ursprüngliche Masterbatch und das reine Harz werden
für eine Stunde unter Vakuum gesetzt. Die benötigte Menge von DER 332 wird zu dem
Masterbatch hinzugefügt. Das Ganze wird für 30 Minuten gemischt. Schließlich wird das
verdünnte Masterbatch eine Stunde evakuiert.

3. Vernetzung und Nachvernetzung: Letztendlich wird die benötigte Menge von DETA10

zu den verdünnten Masterbatchs hinzugefügt. Die Mischung wird fünf Minuten bei
313.15 K gerührt und dann für zwei Minuten mit Ultraschall behandelt, damit wird sie
auf Raumtemperatur abgekühlt. Bevor die Mischung in Teflonformen gefüllt wird, wird
sie für drei Minuten evakuiert, um eine Blasenbildung zu vermeiden. Sobald der Härter
hinzugefügt wird, beginnt der Polymerisationsprozess. Er läuft bei Raumtemperatur für
48 Stunden weiter. Mit der Zeit wird der Polymerisationsprozess langsamer[76], so dass
die Vernetzung nach 48 Stunden nicht vollständig ist11. Deshalb werden die Proben für
eine Stunde bei 393.15 K nachvernetzt. Nach dieser Zeit sollte die Vernetzung vollständig
sein, die Glasübergangstemperatur beträgt (404.15±3) K (DSC-Messung) [66].

Die Verdünnung des Masterbatchs mit Nanoteilchen sowie die Vernetzung (Schritt 2 und 3)
wurden von mir [73] durchgeführt. Die präparierten Volumenkonzentrationen (Füllfaktoren)
sind: 0% (reine Matrix), 2%, 4%, 6%, 8%, 10%. Die Verdünnung des Masterbatchs mit Mikro-
teilchen würde von Pauline Desclaux [74] durchgeführt. Die vorbereiteten Füllfaktoren sind:
0% (reine Matrix), 2%, 4%, 6%, 8%, 10%, 13%. Der Endzustand der dielektrischen Proben sind
zylinderförmige Scheiben mit einem Durchmesser von 13 mm und einer Dicke zwischen 1
und 2 mm. Die magnetischen Proben werden in Appendix D beschrieben.

3.2 Ga As-Komposite

Ziel ist die Präparation von Kompositen, bei denen ein Grenzflächenpolarisationsprozess in
dem untersuchten Frequenzbereich beobachtbar ist. Die Leitfähigkeit der Teilchen ist wie-
der eine entscheidende Größe. Das gewählte Komposit besteht aus Ga As-Teilchen, die durch
mechanische Zerstörung eines Wafers erhalten wurden, dispergiert in einem Epoxydsystem
(EPON 828+NMA+BDMA). Die wichtigsten Eigenschaften der Komponenten sind in Tabelle
3.2 zusammengefasst. Die chemischen Formeln sind in Abb.3.3 dargestellt.

8Der Dissolver wird für das Mischen bei hoher Scherkraft eingesetzt. Die hohen Scherkräfte werden durch eine
metallische Scheibe mit einer hohen Drehzahl erzeugt.

9Die Mischung fließt durch eine Mahlkammer mit harten Zirkon-Kugeln (Durchmesser: Φ= 1.2-1.7 mm), die die
Größe der Nanoteilchenagglomerate verkleinern sollen. Ein Schema des Aufbaus findet sich in [73] und [74] .

10Das Massenverhältnis 100:14 entspricht 1g DER332 und 149µL DETA
11Frühere Untersuchungen haben gezeigt, dass die Umsetzung des Oxyranrings nach 48 Stunden nur 70% beträgt.

Die Glasübergangstemperatur beträgt (326.15±3)K (DSC-Messung)[66].
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3.2.1 Kriterien für die Wahl der Komponenten

• Die Teilchen: Der einkristalline (100) Ga As-Wafer wurde von der Firma CrysTech GmbH
gekauft. Der angegebene spezifische Widerstand ρ ist größer als 105 Ω m, also ist die
spezifische Leitfähigkeit σ kleiner als 10−5 S/m; die angegebene Ga As-Permittivität be-
trägt 13. Die Bulk-Gleichstromleitfähigkeit wurde auch mit Hilfe einer Van-der-Pauw-
Messung experimentell bestimmt: σp =(8±1) ·10−6 S/m (für eine ausführliche Diskus-
sion siehe Abschnitt 5.2.4). Die Grenzflächenpolarisationsfrequenz wird damit im kHz-
Bereich liegen12.

• Das Epoxydsystem: Es besteht aus dem Harz EPON 828, einer Handelsmarke von Mo-
mentive Specialty Chemicals Inc und dem Härter NMA, der zu der Familie der Anhydrid-
Aushärter gehört. Der Polymerisationsprozess von EPON 828 und NMA wird durch Hin-
zufügung von BDMA katalysiert. Das Massenverhältnis EPON828:NMA:BDMA beträgt
100:94:1. Das Harz wurde freundlicherweise von der Firma Brenntag zur Verfügung ge-
stellt, der Aushärter und der Katalysator wurden von der Firma Sigma-Aldrich gekauft.
Dieses Epoxydsystem weist kleine dielektrische Verluste auf, außerdem liegt die Relaxa-
tionsfrequenz deutlich oberhalb des kHz-Frequenzbereich (siehe Abb.5.1 in Kapitel 5).
Daher wird die Relaxation des Polymers den Polarizationsprozess der Teilchen nicht ver-
stecken bzw. nicht überlagern.

3.2.2 Herstellung der Proben

Die Probenherstellung wurde von Carsten Volz durchgeführt und in seiner Diplomarbeit aus-
führlich beschrieben[77]. Sie folgt der in Referenz [78] beschriebenen Prozedur. Das GaAs-
Pulver erhält man durch mechanische Zerstörung des Wafers. Vor und nach jedem Schritt wird
das Ganze unter Vakuum gesetzt. Das Harz und die benötige Menge von NMA werden für ei-
ne halbe Stunde bei 353.15 K gemischt. Im Unterschied zu dem Epoxydsystem DER332-DETA,
bei dem der Polymerisationsprozess schon bei Raumtemperatur stattfinden kann, benötigt
der Polymerisationsprozess EPON828/NMA eine höhere Temperatur 398.15 K. Bei dieser Tem-
peratur wird die benötigte Menge des Katalysators BDMA hinzugefügt, das Ganze wird für 5
Minuten gemischt: der Polymerisationsprozess setzt ein. Dann wird die benötigte Menge von
Ga As hinzugefügt und das Ganze gemischt, bis die Mischung zähflüssig ist. Schließlich wird
sie in Teflonformen gefüllt und für drei weitere Stunden bei 398.15 K im Ofen gelassen. Bei
dieser Temperatur ist die Viskosität von EPON828/NMA sehr gering. Beim Hinzufügen des Ka-
talysators beginnt der Polymerisationsprozess, sodass die Viskosität zunimmt. Erst danach
kann das GaAs-Pulver hinzugefügt werden, um zu verhindern, dass die GaAs-Teilchen sedi-
mentieren. Anschließend wird die Dichte der hergestellten Komposite bestimmt, um den tat-
sächlichen Füllfaktor zu ermitteln. Es wurden Proben mit Volumenkonzentration von 2.5%,
4.2%, 6.1%, 8.2% und 9.2% hergestellt.

12Nach Gl.1.29c liegt die Grenzflächenpolarisationsfrequenz bei 7 kHz für eine Konzentration von 10% und eine
Matrixpermittivität von 3 (siehe auch die dielektrischen Spektren in Kapitel 5, Abb.5.1)
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Komponente DER332 DETA Fe3O4 (nano) Fe3O4 (mikro)

CAS-Nummer 1675-54-3 000111-40-0 1317-61-9
Hersteller (nano/mikro) DOW/Sigma-Aldrich DOW Sigma-Aldrich Sigma-Aldrich
Zustand (298.15 K/343.15K) kristallin/flüssig flüssig Pulver Pulver
mittlerer Durchmesser ≈ 20-30 nm ≈ 5 µm
Dichte (g/cm3) 1.16 0.95 5.10 4.95

TABELLE 3.1 – Wichtigste Eigenschaften der Komponenten der Magnetit-Mikro- und Nanokomposite.
Angabe der Lieferanten [69, 70, 79–81]

ABBILDUNG 3.1 – (Oben) Chemische Formel von Diglycidylether von Bisphenol A (DGEBA). DGEBA be-
sitzt zwei Epoxydgruppen (Oxyrangruppen). D.E.R.™332[69] ist eine Handelsmarke von The Dow Che-
mical Company ("Dow") und besteht aus Monomeren (n = 0). (Unten) Chemische Formel des Härters
Diethylenetriamin (DETA)[70].

Komponent EPON 828 NMA BDMA GaAs

CAS-Nummer 25068-38-6 25134-21-8 103-83-3 1303-00-0
Lieferant Brenntag Sigma-Aldrich Sigma-Aldrich CrysTec
Zustand (298.15 K/353.15 K) kristallin/flüssig flüssig flüssig kristallin

Dichte (g/cm3) 1.16(1) 1.23(1) 0.90(1) 5.31(2)

TABELLE 3.2 – Wichtigste Eigenschaften der Komponenten der Ga As-Komposite. Die Angabe stammen
von den Lieferanten ([82–86]) (1:293.15K, 2:298.15K).

ABBILDUNG 3.2 – Chemische Formel von Phenol, 4,4O - (1-methylethylidene) bis-polymer mit (chloro-
methyl) oxirane (Bisphenol A Epichlorohydrin based epoxy resin, EPON™828) [87, 88].

ABBILDUNG 3.3 – (Links) Chemische Formel von Methyl-5-Norbornene-2,3-Dicarboxylanhydride
(NMA). Er gehört zu der Familie der Anhydrid-Aushärter[83]. (Rechts) Chemische Formel von N-N-
Dimethylbenzylamine (BDMA), das die Polymerisation von EPON 828 und NMA katalysiert[84].
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Magnetit-Mikro- und Nanokomposite

4.1 Dielektrische Spektren und Motivation

Die dielektrische Antwort von Kompositen hängt nicht nur von den Eigenschaften der Kom-
ponenten, sondern auch von der komplexen und meistens unbekannten Mikrostruktur ab.
Die intrinsischen Eigenschaften der Komponenten können durch die Mischung geändert wer-
den: Die Teilchenzugabe kann das Polymer z.B durch eine Änderung der Polymerisation oder
durch eine chemische Reaktion beeinflussen. Diese Änderung kann auch lokal sein und tritt
dann z.B. an der Grenzfläche zwischen Matrix und Teilchen auf, so dass es eine dritte Pha-
se mit geänderten Eigenschaften gibt (Interphase). Je größer das Verhältnis von Oberfläche
zu Volumen ist, desto stärker kann dieser Prozess sein. Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine
neue Methode vorzustellen, um solche Änderungen zu detektieren und quantitativ zu analy-
sieren. Dafür wird der Formalismus der Spektraldarstellung eingesetzt, um den Einfluss der
Mikrostruktur vom Einfluss der Komponenten zu trennen. Ein Teil dieser Arbeit wurde schon
in der Diplomarbeit von Pauline Desclaux [74] vorgestellt und ist in zwei Veröffentlichungen
[12, 13] eingeflossen. Zwei Modellsysteme wurden vorbereitet:

• Mikrokomposite: Magnetitteilchen mit einem mittleren Durchmesser kleiner als 5 µm
dispergiert in einem Epoxydsystem (DER332+DETA, Massenverhältnis 100:14),

• Nanokomposite: Magnetitteilchen mit einem mittleren Durchmesser zwischen 20 nm
und 30 nm dispergiert in einem Epoxydsystem (DER332+DETA, Massenverhältnis
100:14).

Die detaillierte Beschreibung des Komposits ist in Kap. 3 zu finden. In Abb. 4.1 sind TEM1-
Aufnahmen der Mikro- und Nanokomposite für eine Konzentration von 10% gezeigt. Man
beobachtet insbesondere für die Nanokomposite eine komplizierte Mikrostruktur mit einer
nicht zufälligen Verteilung der Teilchen (Anwesenheit von Agglomeraten). Die Teilchen sind
kugelförmig.
In Abb.4.2 bzw. Abb.4.3 sind die dielektrischen Spektren bei Raumtemperatur für die Mikro-
komposite bzw. für die Nanokomposite für Konzentrationen zwischen 2% und 10% dargestellt.
Für beide Komposite sehen die dielektrischen Spektren ähnlich aus, mindestens zwei Prozesse
sind beobachtbar:

1. Die reine Matrix (schwarze Kurve) weist einen sehr breiten Relaxationsprozess über
mehr als sieben Dekaden auf. Die quasi-statische Permittivität εm,s = εm(ν → 0) und
die Hochfrequenz Permittivität εm,∞ = εm(ν → ∞) liegen außerhalb des gemessenen
Frequenzbereiches. Das Maximum des Imaginärteils liegt in dem Frequenzintervall
104 −105 Hz.

2. Werden Teilchen hinzugefügt, wird die Permittivität deutlich erhöht. Insbesondere
steigt die Relaxatorstärke ∆ε = εs − ε∞ mit steigender Teilchenkonzentration deutlich

1Transmissionselektronenmikroskopie
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ABBILDUNG 4.1 – TEM-Aufnahme von den Mikro- (links) bzw. Nanokompositen (Mitte, rechts) für ei-
ne Konzentration von 10%. Man beachte die unterschiedlichen Vergrößerungen. [Aufnahme von J.
Schmauch, UdS]

an. Oberhalb von 100 MHz gibt es eine Abweichung für manche dielektrischen Spek-
tren. Ob es ein Artefakt der Messung oder ein anderer Effekt ist, wird später erklärt.

Auf den ersten Blick entsprechen die dielektrischen Spektren den Erwartungen. Wie im Ab-
schnitt 3.1.1 erläutert, wurde dieses spezielle System gewählt, so dass wir im quasi-statischen
Fall des MWS-Prozesses sind: unterhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (ν¿ νPol ≈
1011Hz) sind die leitfähigen Teilchen (Magnetit) vollständig polarisiert2. Bei Teilchenzusatz
wird also die Permittivität erhöht. Laut der Spektraldarstellung (siehe Abschnitt 2.3.1) ist im
quasi-statischen Fall diese Zunahme der effektiven Permittivität unabhängig von der Teil-
chenpermittivität (tε = 0, siehe Gl.2.20) und nur von der Konzentration, der Mikrostruktur und
der Matrixpermittivität abhängig. Es gilt also für die normierte effektive Permittivität εe f f /εm :

εe f f

εm
= 1+ f ·

∫ 1

0

g f (n)

n
dn︸ ︷︷ ︸

h( f )=K onst ante

(4.1)

Wie vorher erwähnt, beschreibt die Spektraldichte g f (n) die Mikrostruktur für einen bestimm-
ten Füllfaktor. Falls es keine weiteren Prozesse gibt und die Teilchen vollständig polarisiert
sind, sollte die normierte effektive Permittivität reell und unabhängig von der Frequenz sein.
In Abb.4.4 bzw. Abb.4.5 sind die normierten effektiven Permittivitäten für die Mikrokomposi-
te bzw. für die Nanokomposite in Abhängigkeit von der Frequenz für die verschiedenen Kon-
zentrationen dargestellt. Für die Mikrokomposite nimmt die normierte effektive Permittivität
mit dem Füllfaktor zu und ist frequenzunabhängig. Die Genauigkeit der Messungen oder eine
leichte Änderung der Matrix könnten die kleinen Fluktuationen um diesen konstanten Wert
erklären. Auf den ersten Blick wird also die Erhöhung der Permittivität nur durch die Polarisa-
tion der Teilchen verursacht. Die Matrix hat sich durch die Mischung der zwei Komponenten
nicht geändert. Die Gleichung 4.1, die für ein zwei-phasiges System gilt, ist auf die Mikro-
komposite anwendbar (zumindest wurden bei Raumtemperatur keine Änderungen oder zu-
sätzlichen Prozesse, die das verhindern würden, beobachtet). Die Situation ist anders für die
Nanokomposite, denn ihre normierte effektive Permittivität ist frequenzabhängig. Bei zuneh-
mender Konzentration ist der Effekt deutlich stärker. Im Gegensatz zu den Mikrokompositen
ist die Gleichung 4.1 nicht mehr anwendbar auf die Nanokomposite. Entweder hat sich die
Matrix während der Mischung geändert oder es gibt einen weiteren Prozess, verursacht durch

2Die Ladungsträger können dem elektrischen Wechselfeld ohne Hinderung folgen, sie akkumulieren sich an der
Grenzfläche zwischen isolierender Matrix und Teilchen, so dass das innere Feld in den Teilchen verschwindet
(siehe Abschnitt 1.2.4.1).
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ABBILDUNG 4.2 – Real- und Imaginärteil der effektiven Permittivität von Magnetit-Mikrokompositen
für verschiedene Konzentrationen in Abhängigkeit von der Frequenz bei Raumtemperatur. Zwei Prozesse
sind beobachtbar: der Relaxationsprozess der Matrix (schwarze Kurve) und die Polarisation der leitfähi-
gen Teilchen.

die Zugabe von Teilchen, z.B. einen MWS-Prozess von Agglomeraten, die eine kleinere Leitfä-
higkeit besitzen würden.
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ABBILDUNG 4.3 – Real- und Imaginärteil der effektiven Permittivität von Magnetit-Nanokompositen für
verschiedene Konzentrationen in Abhängigkeit von der Frequenz bei Raumtemperatur. Zwei Prozesse
sind beobachtbar: der Relaxationsprozess der Matrix (schwarze Kurve) und die Polarisation der leitfä-
higen Teilchen.
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ABBILDUNG 4.4 – Absolutwert der normierten effektiven Permittivität (εe f f /εm) in Abhängigkeit von
der Frequenz für die Magnetit-Mikrokomposite bei Raumtemperatur. Die normierte effektive Permittivi-
tät nimmt bei Teilchenzugabe zu und ist nahezu frequenzunabhängig.

ABBILDUNG 4.5 – Absolutwert der normierten effektiven Permittivität (εe f f /εm) in Abhängigkeit von
der Frequenz für die Magnetit-Nanokomposite bei Raumtemperatur. Die normierte effektive Permitti-
vität nimmt bei Teilchenzugabe zu und ist deutlich frequenzabhängig. Der Betrag des Imaginärteils der
normierten effektiven Permittivität ist kleiner als 0.05.
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4.2 Temperaturabhängige dielektrische Spektren

Zur weiteren Untersuchung wurden an Matrix und Kompositen temperaturabhängige dielek-
trische Messungen durchgeführt. Damit kann man unter anderem die molekulare Dynamik
(hier dies des Polymers) verfolgen. Bei abnehmenden Temperaturen wird die Dynamik immer
langsamer: die Relaxationsfrequenz wird zu tieferen Frequenzen verschoben. Wir beginnen
mit dem Relaxationsprozess der reinen Matrix und analysieren dann die dielektrischen Spek-
tren der Mikro- und Nanokomposite.

4.2.1 Das Epoxydsystem

In Abb.4.6 sind die dielektrischen Spektren für die reine Matrix (DER332+DETA, 100:14) in dem
Temperaturbereich 173-293K deutlich unterhalb der Glasübergangstemperatur TG = 403 K
[65] dargestellt. Die Lage des Relaxationspeaks ist zu tieferen Frequenzen verschoben, der Re-
laxationsprozess der Matrix thermisch aktiviert. Nach einer Absenkung der Temperatur von
50K verlässt der Relaxationspeak den zugänglichen Frequenzbereich. Bei Raumtemtempe-
ratur können die dielektrischen Spektren gut mit einer Havriliak-Negami-Funktion gefittet
werden. Bei niedrigeren Temperaturen können die Daten nicht mehr durch eine Havriliak-
Negami-Funktion beschrieben werden. Deshalb wird die Frequenz des Relaxationspeaks
(beim Maximum im Imaginärteil) abgelesen. Der Peak ist sehr breit, so dass die Unsicher-
heit für jede Relaxationsfrequenz relativ hoch ist. Bei tiefen Frequenzen sind die Daten stark
verrauscht, so dass unterhalb von 263K die Position von νP nicht bestimmbar ist. In Abb.
4.8 ist der natürliche Logarithmus der Relaxationsfrequenz (ln(νP )) in Abhängigkeit der in-
versen Temperatur (1000/T) für den Temperaturbereich 293K-263K aufgetragen (schwarze
Punkte). Wir erhalten eine Gerade, d. h. die Temperaturabhängigkeit des Relaxationsprozes-
ses ist Arrhenius-artig (siehe Gl. 1.24). Es handelt sich um eine β-Relaxation, d. h. eine Rela-
xation einer polaren Gruppe. Aus der Steigung kann die Aktivierungsenergie berechnet wer-
den: E A = (0.84± 0.03)eV . Der Relaxationspeak ist relativ breit, so dass eine Verteilung von
Aktivierungsenergien (bzw. Relaxationszeiten) möglich ist. Dieser Wert wurde für die Matrix
bestimmt, die benutzt wurde, um die Mikrokomposite herzustellen. Für die Matrix der Nano-
komposite ist die bestimmte Aktivierungsenergie E A = (0.75± 0.03)eV . Die beiden Matrizes
sind leicht unterschiedlich. Die hier gefundenen Aktivierungsenergien ähneln denen, die für
so präparierte Epoxydsysteme in der AG Possart bestimmt wurden (z.B. (0.75±0.01) eV in[65]
3).
Um die Ursache des Relaxationsprozesses auf molekularer Ebene rein qualitativ einordnen zu
können, kommen wir auf den Polymerisationsprozess, beschrieben in Abschnitt 3.1.2, zurück.
Die Oxyranringe von DER332 reagieren mit den Aminogruppen von DETA (siehe Abb. 3.1).
DER332 besitzt zwei Oxyrangruppen, DETA zwei primäre Aminogruppen und eine sekundäre.
Daher ist das stöchiometrische molare Verhältnis NE pox y /NAmi no = 5/2 und entspricht ei-
nem Massenverhältnis von 100:12. Ein Massenverhältnis von 100:14, mit einer RT-Vernetzung
von 48 Stunden und einer Nachvernetzung bei 393K für eine Stunde sollte eine vollständige
Umsetzung der Oxyranringe gewährleisten: für die β-Relaxation scheinen sich die resultie-
renden Molekületeile mit der polaren Hydroxyl-Gruppe zu bewegen. Um diese Hypothese zu
unterstützen, wurden Epoxydsysteme mit verschiedenen Massenverhältnissen mit der glei-
chen Prozedur vorbereitet: 100:07,100:10,100:12. Um einen eventuellen Alterungseinfluss der
Matrix auszuschliessen, wurde erneut eine Probe im Massenverhältnis 100:14 hergestellt. Für
die zwei ersten Massenverhältnisse liegt DETA im Unterschuss vor, so dass nicht alle Oxyr-
anringe umgesetzt werden können: Der Relaxationsprozess, verursacht durch die Bewegung

3E A = (72.5 ± 1) kJ.mol−1 wurde umgerechnet: E A(eV) = 103 ·E A(kJ.mol−1)/(1.602·10−19 · NA), wobei NA =
6.022·1023 mol−1 die Avogadro-Zahl ist. 1 eV=1.602·10−19 J.
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dieser polaren Gruppe, sollte in den dielektrischen Spektren erscheinen, falls er im zugäng-
lichen Frequenzbereich liegt. Der andere Prozess sollte kleiner werden. Dies ist natürlich ein
sehr vereinfachtes Bild: bei Änderung des Massenverhältnisse kann die Beweglichkeit der po-
laren Gruppe sich ändern, so dass sich u.a. die Lage des Relaxationspeaks verschieben kann.
In Abb. 4.7 sind die dielektrischen Spektren für zwei Temperaturen (253K und 293K) für die
Matrizes mit verschiedenen Massenverhältnissen dargestellt. Die vollständigen temperatur-
abhängigen dielektrischen Spektren sind in Anhang A gezeigt. Für die niedrigsten Massenver-
hältnisse sind in der Tat zwei Relaxationspeaks, die sich überlagern, beobachtbar. Der erste
Peak liegt circa in der Mitte des Frequenzbereichs, der zweite ungefähr im GHz-Bereich, die
rechte Flanke davon außerhalb des Frequenzbereichs. Diese Relaxationsprozesse werden in
der Folge als β- bzw. γ-Relaxation bezeichnet (Teilbewegungen in der Reihenfolge des Auftre-
tens)4. Bei dem Massenverhältnis 100:07 ist der zweite Peak deutlich stärker; der erste Peak ist
noch zu erkennen, aber relativ schwach. Senkt man die Temperatur (siehe Kurve bei 253K
bzw. Abb. A.1, oberes Bild), beginnen die beiden Peaks, sich zu trennen. Das ist ein weite-
rer Hinweis, dass es sich um zwei Relaxationsprozesse handelt, die eine verschiedene Akti-
vierungsenergie haben. Ein Fit mit zwei Havriliak-Funktionen ist nicht möglich, da die bei-
den Relaxationspeaks nicht gleichzeitig vollständig in dem Frequenzfenster liegen. Bei einem
Massenverhältnis 100:10 sieht man also zwei Verlustpeaks (Abb. A.1, mittleres Bild). Der ers-
te Peak ist jetzt deutlich stärker geworden, der zweite Peak noch deutlich zu sehen. Für die
zwei höchsten Massenverhältnisse ist der zweite Peak bei Raumtemperatur nicht mehr er-
kennbar. Bei den temperaturabhängigen dielektrischen Sprektren ist der zweite Peak für das
Massenverhältnis 100:12 (Abb. A.1, unteres Bild) noch zu erahnen. Bei dem Massenverhält-
nis 100:14 (Abb.4.6) ist der zweite Peak zumindest so schwach, dass man ihn nicht mehr be-
obachten kann. Bei Raumtemperatur wird für die Massenverhältnisse 100:12 und 100:14 der
gesamte Peak (falls es eine Überlagerung von zwei Prozessen gibt) gefittet; damit wird die ge-
samte Relaxatorstärke erhalten. Qualitativ nimmt die Relaxationsstärke der β-Relaxation mit
dem Massenverhältnis zu, während die Relaxationsstärke der γ-Relaxation abnimmt, bis sie
nicht mehr beobachtbar ist. Die Relaxationsfrequenz für den ersten Peak scheint bei steigen-
den Massenverhältnissen zu tieferen Frequenzen verschoben zu werden. Mijovic und Zhang
[89] haben ähnliche Untersuchungen mit DER332-DETA-Epoxydsystemen durchgeführt. Das
Aushärtezeitprotokoll war unterschiedlich: 12 Stunden bei 293 K, dann 90 Minuten bei 338 K
und zum Schluss wieder 90 Minuten bei 403 K. Epoxydsysteme im stöchiometrischen Verhält-
nis, mit Unterschuss und mit Überschuss in Aminogruppen wurden hergestellt. Die Systeme
mit Unterschuss in Aminogruppen zeigen die gleiche Systematik wie vorher für die Relaxa-
tionsstärke des β- bzw. γ-Prozesses. Da der zugängliche Frequenzbereich breiter war, wurde
auch die Aktivierungsenergie für beide Prozesse bestimmt: E A.β = 60kJ/mol (0.62 eV) bzw.
E A.γ = 40kJ/mol (0.41 eV). Diese Werte scheinen unabhängig vom molaren Verhältnis zu sein,
im Unterschied zu der Glasübergangstemperatur , die davon stark abhängig ist (von 261 K für
reines DER332 bis 393 K für stoechiometrische Verhältnisse). Mijovic und Zhang haben auch
den ersten Prozess als Teilbewegung der Hydroxylgruppen identifiziert, die aus dem Endpro-
dukt der Vernetzung zwischen Epoxydgruppe und Aminogruppe entstehen. Der zweite Pro-
zess, der mit steigenden Massenverhältnissen abnimmt, wurde auch als Resultat der Bewe-
gungen der Glycidyl-Gruppen (Oxyrangruppe) interpretiert. Das dielektrische Spektrum des
reinen Harzes zeigt auch bei 213 K diese Relaxation. Hier ist zu betonen, dass∆εγ nicht bei stö-
chiometrischem Verhältnis verschwindet. Entweder ist das hergestellte Epoxydsystem im Un-
terschuss in der Aminogruppe bzw. ist die Nachvernetzung nicht vollständig oder eine andere
polare Gruppe spielt mit. Mijovic und Zhang haben auch systematisch Epoxydsysteme mit
Überschuss in Aminogruppen untersucht. Die DETA-Konzentration wurde so gewählt, dass

4Üblicherweise ist die Bezeichnung α reserviert für die kooperative Bewegung des Polymers und daher in diesem
Temperaturbereich nicht sichtbar (TG = 403K für das Epoxydsystem 100:14)
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ABBILDUNG 4.6 – Real-und Imaginärteil der Permittivität für den Epoxydsystem (100:14) in Abhängig-
keit der Frequenz in dem Temperaturbereich 213K-293K.

es zwei bis fünf Amingruppen pro Epoxydgruppe gibt 5. Dabei bleibt die Relaxationsstärke des
β-Prozess ungefähr konstant, aber die Relaxationsstärke des γ-Prozesses nimmt wieder zu, so
dass die Bewegung der Glycidyl-Gruppe nicht mehr in Betracht kommen kann. Als Kandida-
ten gibt es nun noch die primären und sekundären Amingruppen. Erstaunlicherweise wurde
die gleiche Aktivierungsenergie für den γ-Prozess wie vorher bestimmt.
Zusammenfassend ist das Bild auf molekularer Ebene noch nicht eindeutig. Aber es ist min-
destens klar, dass die dielektrischen Eigenschaften der Matrix deutlich von der Umsetzung des
Oxyranrings abhängen. Ist dieser Prozess nicht vollständig, sollte dies in den dielektrischen
Spektren sichtbar sein. Falls der γ-Prozess anwesend, aber zu schwach ist, werden die β- und
die γ-Relaxation gleichzeitig gefittet.

4.2.2 Magnetit-Komposite

Die Magnetit-Komposite wurden auch mit temperaturabhängigen dielektrischen Messungen
untersucht. Die dielektrischen Spektren der Komposite mit einem Füllfaktor von 10% befin-
den sich in Anhang A (Abb. A.2 für die Mikro- und Nanokomposite). Der natürliche Loga-

5Für zwei Amingruppen pro Epoxydgruppe würde es einem Massenverhältnis 100:24 entsprechen
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ABBILDUNG 4.7 – Imaginärteil der Permittivität für Matrizes mit unterschiedlichen Massenverhältnis-
sen in Abhängigkeit von der Frequenz bei Raumtemperatur und bei 253K.

rithmus der Relaxationsfrequenz ist in Abb. 4.8 wieder in Abhängigkeit der inversen Tempe-
ratur (1000/T) für zwei Konzentrationen (4% und 10%) dargestellt. Auch hier ergibt sich ein
Arrhenius-artiges Verhalten für die Mikro- und die Nanokomposite. Als Aktivierungenergie
wurde 0.75±0.05 eV bzw. 0.82±0.05 für die Nanokomposite bzw. für die Mikrokomposite be-
rechnet. Diese Werte entsprechen den Werten der reinen Matrix. Eine kleine systematische
Verschiebung des Maximums des Verlustpeaks zu höheren Frequenzen ist für die Nanokom-
posite bei steigenden Füllfaktoren beobachtbar. Da das dielektrische Spektrum der reinen Ma-
trix aber schon eine Halbwertsbreite von über 6 Dekaden hat, ist es nicht möglich, auf eine
Änderung der Dynamik der Polymere zurückzuschliessen. Um eine Änderung der Form des
Verlustpeaks zu detektieren, wurde der Verlustpeak für die Mikro- und die Nanokomposite
bei zwei Temperaturen (293 K und 273 K) normiert. Das Ergebnis ε ′′e f f /ε ′′max als Funktion von
ν/νmax ist in Abb.4.9 dargestellt. νmax ist hier die Frequenz, bei der das Maximum des Verlust-
peaks liegt. Bei Raumtemperatur ändert sich die Form des Verlustpeaks fast nicht. Nur für die
Mikrokomposite scheinen die normierten Kurven für νÀ νmax höher als die reine Matrix zu
sein, wobei es auch eine Messungenauigkeit im Hochfrequenzbereich sein könnte. Bei 273K
sieht man einen deutlichen Effekt für ν ≥ νmax bei den Nanokompositen, insbesondere für
die höchste Konzentration. Es könnte schon ein Hinweis darauf sein, dass es einen weiteren
Prozess gibt.
Zusammenfassend bleibt der Hauptprozess der Relaxation der Matrix durch Hinzufügung der
Teilchen unberührt. Die Aktivierungsenergie des Hauptrelaxationsprozesses hängt nicht im
erheblichen Maße von der Teilchenkonzentration ab. Bei Raumtemperatur ist keine deutli-
che Änderung der Form des Verlustpeaks erkennbar. Bei 273K liegt bei den Nanokompositen
eventuell ein zweiter Prozess vor. In der Folge wird der gesamte Peak (inklusive eines eventuell
zusätzlichen Prozesses) gefittet, d. h. man erhält eine Relaxatorstärke des Gesamtprozesses. In
Abb.4.5 war schon bei Raumtemperatur eine deutliche Frequenzabhängigkeit von εe f f /εm zu
beobachten. Wir versuchen in der Folge, diese Änderung quantitativ zu analysieren.
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ABBILDUNG 4.8 – Natürlicher Logarithmus der Relaxationsfrequenz als Funktion der inversen Tempera-
tur (1000/T) für die Nanokomposite (oben) und für die Mikrokomposite (unten). Der Relaxationprozess
der Matrix ist thermisch aktiviert. Die Temperaturabhängigkeit dieses Prozesses ist arrheniusartig (siehe
Gl.1.24), es handelt sich um eine β-Relaxation. Die Hinzufügung von Teilchen scheint die Aktivierungs-
energie der Matrix nicht zu beeinflussen.
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ABBILDUNG 4.9 – Normierte dielektrische Spektren (ε ′′e f f /ε ′′max ) in Abhängigkeit der normierten Fre-

quenz (ν/νmax ) für die Mikro- und die Nanokomposite bei Raumtemperatur und bei 273K. Während
es bei Raumtemperatur keine deutliche Formänderung des Verlustpeaks gibt, ist bei 273K für die Nano-
komposite eine Änderung der rechten Flanke des normierten Spektrums beobachtbar.
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4.3 Analyse der Stärke des Relaxationsprozesses

Wie bereits gesagt wird die effektive Permittivität durch die Hinzufügung von vollständig pola-
risierten Magnetitteilchen erhöht. In Abb.4.10 sind die normierten hochfrequenten (extrapo-
lierten) Werte der Permittivität in Abhängigkeit von der Konzentration für die Mikro- und Na-
nokomposite aufgetragen. Sie nehmen mit der Konzentration zu. Da wir im quasi-statischen
Fall sind, sind diese Verhältnisse unabhängig von der Teilchenpermittivität und hängen nur
von der Mikrostruktur und der Konzentration ab. Die Werte für die Mikrokomposite sind
deutlich höher als die der Nanokomposite, d. h. die Mikrostrukturen sind unterschiedlich.
Diese experimentellen Daten werden mit zwei theoretischen Modellen der Effektive-Medien-
Theorie verglichen: Maxwell-Garnett und Hanai-Bruggeman in ihrer quasi-statischen Form
(siehe Gl.2.13 bzw. Gl.2.14). Diese Modelle gelten für eine statistische räumliche Verteilung der
Teilchen. Das Maxwell-Garnett 1-Modell gilt für monodisperse Kugeln oder bei kleinen Kon-
zentrationen, während das Hanai-Bruggeman-Modell für polydisperse Kugeln gilt [55]. Beide
Modelle können die experimentellen Daten nicht beschreiben. Ein Blick zurück auf die TEM-
Bilder (siehe Abb.4.1) zeigt die Anwesenheit von Agglomeraten, die die Polarisation erhöhen
können. Unsere Mikro- und Nanokomposite können nicht durch einfache Effektive-Medien-
Formeln beschrieben werden. Aber wir können empirische Funktionen bestimmen, die das
Verhalten der Funktion h( f ) = (εe f f /εm)( f ) beschreiben. Für die Mikrokomposite finden wir
die Funktion h( f ) = 1/(1 − f )6 und für die Nanokomposite die Funktion h( f ) = 1/(1 − f )4.
Selbst wenn die komplizierte Mikrostruktur unbekannt ist, besitzen wir damit eine partielle
Information.
Da ε∞ 6 außerhalb des Frequenzbereichs liegt, wird er extrapoliert. Wie vorher besprochen,
ist die Funktion h( f ) im Fall der Mikrokomposite eine frequenzunabhängige Funktion (siehe
Abb.4.4). Damit haben wir einen Weg, um die Genauigkeit unserer Extrapolation zu überprü-
fen. In Abb.4.11 werden die extrapolierten Werte mit den Werten bei 1 MHz für die Mikrokom-
posite verglichen. Wir sehen, dass die extrapolierten Werte immer zu klein bestimmt werden.
Dieser Effekt nimmt mit der Konzentration zu. Dieser systematische Fehler kann mit einem
Faktor (1+f) korrigiert werden. Der quasi-statische Wert εe f f ,s wird auch extrapoliert, aber der
Vergleich mit Messungen bei tieferen Frequenzen zeigt, dass dies mit einer guten Genauigkeit
gelingt wird. Daraus folgt, dass die Relaxationsstärke ∆εe f f zu hoch eingeschätzt wird.
In der Folge berücksichtigen wir ein zweiphasiges System, also ein System bei dem Kompo-
nenteneigenschaften durch die Mischung nicht geändert werden. Es entspricht z.B den Mi-
krokompositen. Es gilt, laut Gl.4.1,

εe f f ,s = h( f ) ·εm,s (4.2)

Per Definition von εs gilt:

εe f f ,∞+∆εe f f = h( f ) · (εm,∞+∆εm) (4.3)

∆εe f f = h( f ) ·∆εm +h( f )∗εm,∞−εe f f ,∞︸ ︷︷ ︸
=0

(4.4)

Im Fall eines zweiphasigen Systems, das aus einer Matrix und vollständig polarisierten Teil-
chen besteht, ist die erwartete Relaxationstärke∆εe f f also einfach durch das Produkt von h( f )
und ∆εm gegeben.

∆εe f f = h( f ) ·∆εm (4.5)

Wir können diesen Formalismus mit den Mikrokompositen testen. Da die Funktion h( f ) (Wert

6Hochfrequenz-Wert bezüglich der Matrixrelaxation, aber quasi-statischer Wert bezüglich der Grenzflächenpola-
risation
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bei 1 MHz, siehe Abb.4.4 ) und∆εm ohne systematische Fehler bekannt sind, kann die erwarte-
te Relaxationsstärke ∆εe f f mit Gl.4.5 berechnet werden. Das Ergebnis ist in Abb.4.12 mit den
offenen Symbolen dargestellt. Diese berechenete Werte können jetzt mit den experimentell
bestimmten effektiven Relaxationsstärken verglichen werden. Aber vorher sollen diese expe-
rimentellen Daten, die zu hoch extrapoliert wurde (siehe oben), korrigiert werden. Es gilt:

∆εkor r
e f f = εs,e f f −ε∞,e f f · (1+ f ) (4.6)

Diese korrigierten Werte (geschlossene Symbole) sind in Abb.4.12 dargestellt und werden mit
den erwarteten Relaxationsstärken verglichen. Die theoretischen Werte stimmen mit den ex-
perimentellen Werten i.A. gut überein. Die Mikrokomposite sind ein reales zweiphasiges Sys-
tem.
Für die Nanokomposite wissen wir, dass Gl. 4.1 nicht gilt. Entweder hat sich die Relaxations-
stärke der Matrix durch die Mischung der Komponenten geändert oder es gibt einen weiteren
Prozess, an dem die Teilchen beteiligt sind. Zuerst fokussieren wir uns auf die erste Möglich-
keit. In diesem Fall werden sich zwei Effekte überlagen: die effektive Relaxationsstärke wird
durch die Hinzufügung von Teilchen erhöht und die intrinsiche Relaxationstärke der Matrix
hat sich geändert. Der erste Effekt kann mit Gl.4.5 berechnet werden. Die Abweichung der ex-
perimentellen Daten von der Theorie würde die Änderung der intrinsischen Relaxationstärke
der Matrix liefern. In Abb.4.13 wird die Relaxationsstärke in Abhängigkeit von der Konzentra-
tion für die Nanokomposite dargestellt. Die experimentellen Daten werden dabei mit der er-
warteten Relaxationsstärke für ein zweiphasiges System verglichen. Die experimentellen Da-
ten liegen deutlich höher als die durch die Theorie vorhergesagten Werte. Durch Hinzufügung
von Teilchen wird die Relaxationsstärke der Matrix immer größer. Es gilt:

∆εe f f ' h( f ) ·∆εm · (1+5· f )︸ ︷︷ ︸
∆εm,komp

(4.7)

Die gestrichelten Linien berücksichtigen die Korrektur der extrapolierten Daten. Unter der
Annahme, dass der systematische Fehler der extrapolierten Werte für die Nanokomposite der
gleiche wie der für die Mikrokomposite ist, wird die Funktion h( f ) durch einen Faktor (1+
f ) korrigiert. Die effektive Relaxationsstärke wird dementsprechend korrigiert. In Gl.4.7 wird
dann der Faktor (1+5· f ) durch (1+2.5· f ) ersetzt.
Dieser Formalismus gilt nur, wenn der einzige Prozess die Änderung des Relaxationprozesses
der Matrix ist. Falls im zugänglichen Frequenzbereich die Teilchen nicht vollständig polarisiert
wären, wurde Gl. 4.1 nicht mehr gelten. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies für die Einzelteil-
chen der Fall ist, ist in unserem Frequenzbereich sehr gering. Dafür müsste die Leitfähigkeit
der Magnetitnanoteilchen drastisch reduziert werden. Die zweite Möglichkeit wäre die An-
wesenheit von Agglomeraten, die einen nicht-perfekten elektrischen Kontakt häben. Solche
Agglomerate würden eine kleinere Leitfähigkeit besitzen, so dass ein Grenzflächenpolarisati-
onsprozess in dem zugänglichen Frequenzbereich auftreten könnte. Dies könnte die Ursache
für die kleine Formänderung des Verlustpeaks bei den Nanokompositen sein. Es ist aber nicht
klar, warum in diesem Fall die Nanokomposite ein anderes Verhalten als die Mikrokomposite
haben sollten. Wir konzentrieren uns in der Folge auf die erste Hypothese: eine Änderung der
Polymermatrix nach Hinzufügung von Nanoteilchen.
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ABBILDUNG 4.10 – Normierte hochfrequente Permittivität εe f f ,∞/εm,∞ in Abhängigkeit vom Füllfaktor.
Da die Teilchen vollständig polarisiert sind, ist dieses Verhältnis unabhängig von der Teilchenpermittivi-
tät. Die experimentellen Daten werden mit den Modellen von Maxwell-Garnett 1 (Gl.2.11a) und Hanai-
Bruggeman (Gl. 2.12) verglichen, die für zufällige räumliche Verteilung der Teilchen gelten. Die expe-
rimentellen Daten sind deutlich höher, als die von diesen zwei Modellen vorhergesagten. Die schwarze
bzw. die blaue Linie sind empirische Funktionen, die die experimentellen Daten für die Nanokomposite
(h( f ) = 1/(1− f )4) bzw. die Mikrokomposite (h( f ) = 1/(1− f )6) beschreiben.

ABBILDUNG 4.11 – Normalisierte hochfrequente Permittivität h = (εe f f /εm)∞ für die Mikrokomposi-
te in Abhängigkeit von der Konzentration. Für die Mikrokomposite ist dieses Verhältnis frequenzunab-
hängig und kann direkt z.B. bei 1 MHz (geschlossene Symbole) ermittelt werden. Die extrapolierten Werte
(offene Symbole) aus dem Havriliak-Negami Fit sind kleiner. Die extrapolierten Werte können mit einem
Faktor (1+ f ) korrigiert werden.
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ABBILDUNG 4.12 – Relaxationsstärke ∆εe f f für die Mikrokomposite in Abhängigkeit von dem Füllfak-
tor. Die geschlossenen Symbole sind die korrigierten experimentellen Daten (siehe Gl. 4.6); die offenen
Symbole sind die erwarteten Werte (siehe Gl.4.5).

ABBILDUNG 4.13 – Relaxationsstärke∆εe f f für die Nanokomposite in Abhängigkeit vom Füllfaktor. Die
geschlossenen Symbole sind die experimentellen Daten; die offenen Symbole sind die theoretischen Wer-
te, berechnet mit Gl.4.5. Die gestrichelten Linien berücksichtigen die Korrektur der extrapolierten Werte
(siehe Text).

4.4 Globale oder lokale Änderung der Polymermatrix

Die Nanokomposite zeigen im Gegensatz zu den Mikrokompositen eine Änderung der Rela-
xationsstärke der Matrix. Es bleibt noch unklar, ob es sich um eine lokale oder eine globale
Änderung der Matrixeigenschaften handelt. Da die dielektrischen Messungen nur eine ma-
kroskopische Information über das System liefern, können wir die beiden Fälle nicht unter-
scheiden.
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4.4.1 Größenabhängigkeit der Interphasen

Der wichtigste Unterschied zwischen Mikro- und Nanokompositen ist das riesige Verhältnis
von Oberfläche zu Volumen für die Nanokomposite im Vergleich mit den Mikrokompositen7.
Je kleiner die Teilchengröße ist, desto größer wird die angebotene Wechselwirkungfläche zwi-
schen Matrix und Teilchen sein. Deswegen könnten sich z.B. die Eigenschaften der Polymer-
matrix an der Grenzfläche zwischen Matrix und Teilchen ändern. Diese dritte Phase mit mo-
difizierten Eigenschaften wird oft als Interphase bezeichnet [10, 11]. Solche Systeme können
nicht mehr im Rahmen der Effektive-Medien-Theorie beschrieben werden. Einige Arbeiten
(siehe z.B. [90–92]), haben versucht, diese Theorie auf ein 3-phasiges-System (z.B. Matrix, Teil-
chen mit Beschichtung) zu erweitern. Es wird oft erwartet, dass für genügend kleine Teilchen
die Interphase für die dielektrischen Eigenschaften des Komposits eine immer wichtigere Rol-
le spielen werden [10, 11, 93, 94]. Um dies zu illustrieren, nehmen wir an, dass die kugelför-
migen Teilchen mit einem Durchmesser d durch eine Interphasenschicht mit einer Dicke δ
von modifiziertem Polymer umgeben werden (siehe Abb. 4.14). Im einfachsten Fall sind die
Teilchen gut dispergiert; der maximale Füllfaktor der Interphasen ist durch

fi = f ·

((
1+ 2·δ

d

)3

−1

)
(4.8)

gegeben8. Je kleiner der Teilchendurchmesser ist, desto größer wird dieser Füllfaktor. Nur
wenn die Interphasendicke größer als der Teilchendurchmesser ist (δ ≥ d), kann die Anwe-
senheit von Interphasen eine Rolle spielen. Bei hohem Füllfaktor oder bei Interphasen, die
viel größer als der Teilchendurchmesser sind, können die Interphasen die ganze Matrix ab-
decken, so dass diese die dielektrischen Eigenschaften bestimmen (siehe Abb. 4.14, linkeres
Bild). Sind die Teilchen stark agglomeriert, ist dieser Effekt schwächer (siehe Abb. 4.14, rech-
teres Bild). Die realistische Situation ist das mittlere Bild in Abb.4.14 mit einer komplizierten
Mikrostruktur von Agglomeraten und Einzelteilchen. Damit können wir auf unsere Komposi-
te zurückkommen: nur für die Nanokomposite wurde eine Änderung der Matrixeigenschaften
detektiert. Falls die Interphasen-Hypothese gilt, schätzen wir die folgende Bedingung für die
Dicke der Interphase ab: 20−30 nm ¿ δ¿ 5µm.

4.4.2 DSC-Messungen: Hinweis auf den α-Prozess

Andreas Wurm [95] aus der AG Schick in Rostock hat freundlicherweise die Nanokomposi-
te mittels DSC (Differential Scanning Microscopy) untersucht und damit den α-Prozess der
Polymermatrix. Der Einfluss durch Hinzufügen von Nanoteilchen in einer Matrix auf den α-
Prozess wird oft in der Literatur diskutiert und untersucht [94, 96–98]. Als makrokospische
Referenzgröße wird meist die Glasübergangstemperatur genommen. Diese kann entweder zu
höheren oder zu tieferen Temperaturen verschoben werden, was einer verlangsamten bzw. ei-
ner schnelleren Dynamik entspricht. Eine mögliche Erklärung ist die anziehende (TG ↗ ) bzw.
abstoßende (TG ↘ ) Wechselwirkung zwischen Matrix und Teilchen. Da wir eine vernetzte Ma-
trix haben, ist der Grad der Vernetzung auch eine wichtige Größe. Die Glasübergangstempe-
ratur und die dielektrischen Eigenschaften hängen stark vom Vernetzungsgrad ab(siehe auch
Abschnitt 4.2.1)[99–102]. Je kleiner der Vernetzungsgrad ist, desto tiefer ist die Glasübergang-
stemperatur. Das ist ein intuitives Ergebnis, da die Vernetzung die Mobilität des Polymers ver-
kleinert. Selbst wenn wir in unseren dielektrischen Spektren einen anderen Prozess (Bewe-
gung eines Molekülteils) untersuchen, kann die Bestimmung der Glasübergangstemperatur

7Sei Z = 3/R (für kugelförmige Teilchen) dieses Verhältnis, für unsere Komposite gilt ZMi kr o = 1.2·106 /m bzw.
ZN ano = 2.4·108 /m.

8 fi =Vi /VGes =Vi /Vp ∗Vp /VGes = f · (((1+2·δ)/d)3 −1)
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ABBILDUNG 4.14 – (Oben) Es wird angenommen, dass die Teilchen mit Durchmesser d von einer Schicht
mit modifizierter Polymermatrix (Interphase) der Dicke δ umgeben sind. (Unten, links) Die Teilchen sind
gut dispergiert. Das Interphasegebiet (gestrichelte Kreise) ist maximal und kann eventuell die ganze Ma-
trix abdecken. (Unten, rechts) Die Teilchen sind stark agglomeriert, der Effekt ist deutlich schwächer.
(Unten, in der Mitte) Realistische Situation als Überlagerung der beiden vorherigen Fällen.

Informationen über die Vernetzung liefern.
Die Proben wurden zweimal von Raumtemperatur auf 150 °C erhitzt. Der normalisierte Wär-
mefluss ist in Abb.4.15 (oberes Bild) als Funktion der Temperatur aufgetragen. Man beobach-
tet beim zweiten Aufheizen eine Verschiebung der Glasübergangtemperatur TG zu höheren
Temperaturen. Das könnte ein Zeichnen dafür sein, dass die Vernetzung nicht vollständig war.
Für die spezifische Wärmekapazität (unteres Bild in Abb. 4.15) wurden die Kurven normali-
siert, so dass der Anfangs- bzw. Endbereich übereinander liegen. Sie zeigen eine deutliche Ab-
nahme der Glasübergangstemperatur mit steigendem Füllfaktor. Sie fällt von TG = 118 °C für
die reine Matrix auf TG = 93 °C für einen Füllfaktor von 10%. Also scheint schon bei der reinen
Matrix die Vernetzung nicht vollständig zu sein (theoretischer Wert TG = 131 °C)9. Dieser Ef-
fekt wird bei Erhöhung der Konzentration immer stärker. Eine Probe mit einer Konzentration
von 10% wurde erneut eine Stunde lang auf 120 °C gehalten und wieder dielektrisch vermes-
sen. Es wurde keine Änderung der Relaxatorstärke bzw. der Kurvenform festgestellt. Da eine
starke Abnahme von TG mit steigenden Konzentrationen vorliegt, ist die wahrscheinlichste
Erklärung eine Änderung des Vernetzungsgrads der Polymermatrix durch Hinzufügung von
Nanoteilchen, die die vollständige Vernetzung von DER332 und DETA verhindert.

4.4.3 Mikroskopische Erklärungen für die Änderung des Vernetzungsgrads

Es bleibt noch kurz zu diskutieren, welche Mechanismen dies erklären können. Die erste Opti-
on ist ein systematischer Fehler während der Herstellung der Nanokomposite, wobei die hin-
zufügte Härtermenge zu klein wäre. Da beim Heizen der Komposite eine weitere Vernetzung
beobachtet wurde, scheinen noch nichtreagierte Aminogruppen vorhanden zu sein. Die zwei-
te Möglichkeit ist, dass die korrekte Menge Härter hinzugefügt wurde. Aber die Vernetzung ist
unvollständig und scheint nach einem bestimmten Vernetzungsgrad eingefroren zu sein. Da-
bei kann man sich auch verschiedene Mechanismen vorstellen:

9Laut Untersuchungen der AG Possart liegt die Vernetzung der Matrix vor Nachvernetzung bei 70%, die Glasüber-
gangstemperatur liegt bei 67 °C
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• Ein sterischer Effekt: die Hinzufügung von Teilchen würde die korrekte Vernetzung zwi-
schen Harz und Härter verhindern. Es gäbe Polymerbereiche, die unvernetzt bleiben
würden. Da die Größe der Nanoteilchen von der Größenordnung einer Polymerkette
ist, könnten die Nanoteilchen einen starken Effekt haben.

• Eine chemische Reaktion des Härters oder des Harzes mit den Magnetit-Teilchen: Nel-
son & Hu [93] haben T iO2-Mikro- und Nanokomposite präpariert. Die Polymerma-
trix war auch ein DGEBA-Harz mit einem Härter, der ebenfalls Aminogruppen besitzt.
Sie haben diese Komposite mit mehreren Methoden untersucht. Die Glasübergang-
stemperatur wurde durch die Hinzufügung von Nano- bzw. Mikroteilchen abgesenkt
bzw. vergrößert. Unterhalb der Glasübergangstemperatur war die Aktivierungsenergie
für die β-Relaxation nahezu unabhängig von dem untersuchten System. Mittels FTIR-
Spektroskopie (Fourier transformed infra-red) beobachten sie, dass die Vernetzung
für die Nanokomposite nicht vollständig war. Auf der Oberfläche von T iO2-Teilchen
(Mikro- und Nanoteilchen) befinden sich Hydroxyl-Gruppen (OH). Solche Hydroxyl-
Gruppen können mit dem Oxiranring unter Bildung einer Ethergruppe reagieren10. Die-
se Oxiranringe stehen damit für die Reaktion nicht mehr zur Verfügung. Durch die riesi-
ge Oberfläche von Nanoteilchen wurde die Anzahl von OH-Gruppen an der Oberfläche
von den Nanoteilchen deutlich größer als die für die Mikrokomposite und daher die
Vernetzung zwischen Härter und Harz stark beeinflusst.

• Ein Gradient des Härters: der Härter könnte sich vorzugsweise an der Oberfläche der
Nanoteilchen konzentrieren, so dass ein Teil des Härter nicht mehr für die Reaktion ste-
hen würde. Nur ein Teil der Oxirangruppen werden geöffnet, so dass die Vernetzung
unvollständig bleibt.

• Diese Vernetzung könnte auch vollständig sein, falls man das richtige Aushärtezeitpro-
tokoll wählen würde (z.B. längere Nachvernetzung, andere Temperatur). Dafür sollte die
Vernetzung des Epoxydsystems bei Anwesenheit von Teilchen systematisch untersucht
werden.

10Diese Reaktion ist auch normalerweise möglich für das Epoxydsystem ohne Hinzufügung von Teilchen. Aber sie
sollte mit einer kleineren Geschwindigkeit als der Reaktion mit den primären und sekundären Aminogruppen
laufen [65, 100].
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ABBILDUNG 4.15 – DSC-Messung für die Nanokomposite. (Oben) Temperaturgang. (Unten) Spezifische
Wärmekapazität in Abhängigkeit der Temperatur. Eine deutliche Abnahme der Glasübergangstempe-
ratur TG mit steigendem Füllfaktor ist beobachtet. [Messung Andreas Wurm. AG Schick. Universität
Rostock]
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4.5 Zusammenfassung

Mikro- und Nanokomposite, bestehend aus vollständig polarisierten Magnetit-Mikro- bzw.
Nanoteilchen dispergiert in einem Epoxydsystem, wurden dielektrisch untersucht. Eine Ana-
lyse dieser dielektrischen Spektren zeigt, dass sich der Relaxationsprozess der Matrix durch
Hinzufügung von Nanoteilchen, im Gegensatz zu den Mikroteilchen, sich ändert. Temperatu-
rabhängige Messungen zeigen keine eindeutige Änderung der Dynamik des Relaxationspro-
zesses: die Aktivierungsenergie und Form der dielektrischen Spektren bleiben durch Hinzufü-
gung von Nanoteilchen nahezu unbeeinflusst. Nur die intrinsische Relaxatorstärke der Matrix
wird größer. Mit Hilfe der Spektraldarstellung kann dieser Effekt quantifiziert werden. Bei stei-
gender Konzentration weicht die Polymermatrix immer mehr von ihren Bulk-Eigenschaften
ab. Als makroskopische Messungen erlaubt es die dielektrische Spektroskopie nicht, zwischen
einer lokalen und globalen Änderung der Polymermatrix zu unterscheiden. Aber der Vergleich
beider Systeme (Mikro- und Nanokomposite) legt nah, dass das Verhältnis von Oberfläche zu
Volumen hier eine wichtige Rolle spielen sollte. DSC-Messungen zeigen eine deutliche Abnah-
me der Glasübergangstemperatur TG der Polymermatrix bei Hinzufügung von Nanoteilchen,
was auf eine Änderung des Vernetzunggrads des Polymermatrix hinweist. Die Nanoteilchen
scheinen die korrekte Vernetzung von Harz und Härter zu verhindern. Als mikroskopische Er-
klärung wurden einige Mechanismen vorgestellt. Ein Gradient des Härters würde zu einer Än-
derung der gesamten Polymermatrix führen, eine chemische Reaktion an der Oberfläche zu
einer Änderung der Polymermatrix an der Grenzfläche zwischen Teilchen und Matrix (Inter-
phase). Ist die Dicke der Interphasenschichten oder die Konzentration der Teilchen groß ge-
nug, könnte auch dieser Effekt das ganze Matrixvolumen beeinflussen.
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GaAs Komposite

Das Ziel dieses Kapitels ist es, neue Methoden vorzustellen, die die Bestimmung der intrinsi-
schen Eigenschaften von dispergierten Teilchen (Permittivität und Leitfähigkeit) in Komposit-
materialien mit unbekannter Mikrostruktur ermöglichen. Dafür wurde ein einfaches Modell-
system vorbereitet: das Komposit besteht aus leitfähigen GaAs-Teilchen, dispergiert in einer
Polymermatrix. Die detaillierte Beschreibung des Komposits ist in Kap. 3 zu finden. Die An-
fänge dieser Arbeit wurden schon in der Diplomarbeit von Carsten Volz [77] vorgestellt. Zwei
Veröffentlichungen sind in Vorbereitung [14].

5.1 Dielektrische Spektren und Motivation

In Abb. 5.1 sind der Real- und Imaginärteil der effektiven Permittivität des GaAs-Komposites
bei Raumtemperatur in dem Frequenzbereich zwischen 20Hz und 1GHz für verschiedene Vo-
lumenkonzentrationen aufgetragen. Zwei Prozesse sind beobachtbar. Erstens ist der breite Re-
laxationsprozess der reinen Matrix (f=0%, in schwarz) im oberen Frequenzbereich sichtbar.
Der Realteil der Permittivität nimmt von dem quasi-statischen Wert εs zu dem Hochfrequenz-
Wert ε∞ (außerhalb des Frequenzbereichs) ab. Bei dem Imaginärteil der Permittivität ist nur
die linke Flanke des Relaxationspeaks in diesem Frequenzbereich gut sichtbar; die rechte
Flanke liegt meistens außerhalb des Frequenzbereichs. Das Maximum des Imaginärteils, bei
der Relaxationsfrequenz νr el , liegt oberhalb des MHz-Bereichs. Werden GaAs-Teilchen hinzu-
gefügt, tritt ein zweiter Prozess im tieferen Frequenzbereich (kHz-Bereich) auf: eine Grenzflä-
chenpolarisation. Wie in Abschnitt 1.2.4.1 erwähnt, ist die Leitfähigkeit des GaAs verantwort-
lich für dieses Phänomen. Die Ladungsträger akkumulieren an der Grenzfläche zwischen den
leitfähigen Teilchen und der isolierenden Matrix. Um die beiden Prozesse zu trennen, wird die
effektive Permittivität des Komposits normiert auf die Matrixpermittivität (komplexer Quoti-
ent). Das Ergebnis ist in Abb. 5.2 dargestellt. Die normierten dielektrischen Spektren werden
mit einem Havriliak-Negami-Modell gefittet. Der Fit und seine Ergebnisse sind im Anhang B
zusammengefasst. Die charakteristische Frequenz ist die Polarisationsfrequenz νPol und ent-
spricht der Frequenz, bei der das Maximum des Imaginärteils liegt. Deutlich unterhalb dieser
Frequenz sind die Teilchen vollständig polarisiert. Der Polarisationsbetrag der Ladungsträger

ist maximal und der Realteil der Permittivität nimmt den quasi-statischen Wert h =
(
εe f f

εm

)
s

an. Deutlich oberhalb dieser Frequenz tragen die Ladungsträger nicht zur Polarisation bei,

der Realteil der Permittivität erreicht sein Minimum beim Hochfrequenzwert e∞ =
(
εe f f

εm

)
∞. Je

höher die Teilchenkonzentration ist, desto stärker ist dieses Phänomen. Die Relaxatorstärke
∆e = h − e∞ nimmt mit der Konzentration zu. Für die höchste Konzentration an GaAs ist das
dielektrische Spektrum anders als für die anderen Konzentrationen. Man sieht eine deutli-
che Verschiebung der Polarisationsfrequenz zu niedrigen Frequenzen und eine Verbreiterung
des Polarisationspeaks, so dass entweder ein neuer Polarisationsprozess auftritt oder es ei-
ne Änderung der Mikrostruktur gibt. Dieses Phänomen ist in den gemessenen dielektrischen
Spektren bei niedrigen Frequenzen deutlich sichtbar (siehe Abb.B.1 ).
Will man Informationen über die Leitfähigkeit der GaAs-Teilchen gewinnen, ist es üblich, die



Kapitel 5 GaAs Komposite 52

ABBILDUNG 5.1 – Real-und Imaginärteil der effektiven Permittivität von GaAs/Epoxy-Kompositen in Ab-
hängigkeit von der Frequenz (Frequenzbereich: 20-109 Hz) für Füllfaktoren zwischen 0% und 9.2%. Zwei
Prozesse sind beobachtbar: der Relaxationsprozess der Matrix ( f=0%), bzw. der Maxwell-Wagner-Sillars
Polarisationsprozess (f>0%) im oberen Frequenzbereich, bzw. im unteren Frequenzbereich.(Maximum
im Imaginärteil in der Nähe von 107-108 Hz bzw. 103 Hz )

Leitfähigkeit aus der Position des Polarisationspeaks zu berechnen. In der Tat ist die Polarisa-
tionsfrequenz proportional zu der Leitfähigkeit der Teilchen νPol ∝σp . Jedoch ist die Propor-
tionalitätkonstante unterschiedlich für jede Mikrostruktur, so dass sie nur in einem idealen
Sytem bekannt ist (siehe Abschnitt 1.2.4.1). Unter der Annahme, dass die effektive Permitti-
vität durch das Modell von Maxwell-Garnett beschrieben werden kann, kann man die Leit-
fähigkeit der GaAs-Teilchen aus Gl. 1.29c (ε ′p = 13, τ und εm gefittete Parameter) berechnen.
Für die Füllfaktoren zwischen 2.5% bis 8.2% beträgt die berechnete Teilchenleitfähigkeit circa
5·10−7 S/m, für 9.2% beträgt sie 2.2·10−7 S/m. Die Frage ist natürlich, inwiefern dieses Ergeb-
nis eine gute Abschätzung für die Leitfähigkeit der GaAs-Teilchen ist. Um dieses Ergebnis zu
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ABBILDUNG 5.2 – Real- und Imaginärteil der normierten effektiven Permittivität εe f f /εm ( komplexer
Quotient der effektiven Permittivität und die reine Matrix) von GaAs/Epoxy-Kompositen in Abhängigkeit
von der Frequenz (Frequenzbereich: 20-106 Hz) für Füllfaktoren zwischen 2.5% und 9.2%

erhalten, wurden zwei Informationen verwendet: erstens wurde die räumliche Verteilung der
GaAs-Teilchen (Kugeln) als isotrop und monodispers angenommen, zweitens wurde für die
Permittivität ε ′ der Bulk-Wert (ε ′Ga As = 13) angenommen.

In Abb. 5.3 sind die normierten quasi-statischen Werte h als Funktion des Füllfaktors aufge-
tragen. Diese experimentellen Werte werden mit zwei Modellen, Maxwell-Garnett und Hanai-
Bruggeman, verglichen. Die quasi-statischen Werte sind hilfreich, weil sie unabhängig von der
Teilchenpermittivität sind und nur von dem Füllfaktor abhängen. Die Theorie sagt Werte vor-
her, die deutlich kleiner als die experimentellen sind. Das kann ein Zeichen sein, dass es keine
zufällige räumliche Verteilung der Teilchen gibt, da beide Modelle nur unter dieser Vorrausset-
zung gelten. Die Anwesenheit von Agglomeraten würde die Permittivität erhöhen. Aber es ist
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ABBILDUNG 5.3 – Normierte quasi-statische Permittivität h =
(
εe f f

εm

)
s

in Abhängigkeit des Füllfaktors

für die GaAs/Epoxy-Komposite. Die experimentellen Daten werden mit den Modellen von Maxwell-
Garnett (Gl.2.11a) und Hanai-Bruggeman (Gl.2.12) verglichen. Diese Modelle, die für zufällige räumli-
che Verteilung der Teilchen gelten, erwarten eine kleinere Permittivität als die gemessene. Eine mögliche
Ursache ist die Anwesenheit von Agglomeraten.

zumindest klar, dass die GaAs/Epoxy-Kompositen nicht durch das Maxwell-Garnett-Modell
beschrieben werden.
In Abb. 5.4 ist eine TEM-Aufnahme eines GaAs-Komposits für einen Füllfaktor von 6.1%. Auf
dieser Aufnahme kann man GaAs-Teilchen, die sehr irreguläre Formen und strukturelle De-
fekte besitzen, erkennen. Die strukturellen Defekte kommen von der groben mechanischen
Zerstoßung des GaAs-Wafers. Demnach entspricht wahrscheinlich die Permittivität der Teil-
chen nicht dem Wert der Permittivität des GaAs-Wafers, die Leitfähigkeit der Teilchen wird da-
bei auch verringert. Die GaAs-Teilchen haben eine Größe zwischen circa 1 und 5 µm. Auf den
ersten Blick sind keine Agglomerate sichtbar, aber ihre Anwesenheit kann nicht ausgeschlos-
sen werden. Aus diesen Gründen kann man sich nicht auf die oben berechnete Leitfähigkeit
verlassen. Neue Methoden sollen entwickelt werden, um eine Bestimmung der intrinsischen
Eigenschaften ohne oder mit minimaler Information über die Mikrostruktur zu ermöglichen,
sowie ohne Vorwissen über die Materialparameter. Oben wurde die Berechnung der Leitfähig-
keit vorausgesetzt, dass die Permittivität der Teilchen bekannt ist, was aber eine i.a. unrealis-
tische Situation ist.
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ABBILDUNG 5.4 – TEM-Aufnahmen eines GaAs/Epoxy-Komposits ( f = 6.1%). Man beachte die verschie-
denen Vergrößerungen. (J. Schmauch, AG Birringer, Universität des Saarlandes)

5.2 Exakte niederfrequente untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit

5.2.1 Herleitung aus energetischen Betrachtungen

In Abschnitt 2.3.2 wurde der Parameter α = |〈E〉p |2〈|E|2〉p

aus energetischen Betrachtungen her-

geleitet. Wie schon erwähnt zeigt dieser Parameter die Homogeneität bzw. Heterogeneität
der Verteilung des elektrischen Felds in der Teilchenphase an und hängt daher von der Mi-

krostruktur ab. Setzt man εp = ε ′p − ı ε ′′p = ε ′p − ı
σp

ε0ω
in Gl.2.28 ein, kann diese Gleichung als

α ·

g emessen︷ ︸︸ ︷{
f

| εe f f −εm |2 ·

(
ε ′′e f f −ε ′′m ·

ε ′e f f

ε ′m

)}
︸ ︷︷ ︸

mikrostrukturabhängig

=

Teilchen︷ ︸︸ ︷
ε ′′p −ε ′′m ·ε ′p /ε ′m

| εp −εm |2 (5.1)

umgeschrieben werden. Auf der rechten Seite der Gleichung erscheinen nur die Permittivi-
täten der Komponenten, die bekannte Permittivität der Matrix und die unbekannte der Teil-
chen. Auf der linken Seite der Gleichung gibt es zwei mikrostrukturabhängige Terme. Der erste
Term α ist a priori unbekannt, aber kleiner gleich eins, der zweite Term besteht aus gemesse-
nen Parametern. Somit ist es möglich die Teilchenpermittivität von der Mikrostruktur zu tren-
nen. Allerdings liefert diese Gleichung noch keine analytische Formel für die Leitfähigkeit. Die
rechte Seite der Gleichung wird wieder umgeschrieben:

α ·

{
f

| εe f f −εm |2 ·

(
ε ′′e f f −ε ′′m ·

ε ′e f f

ε ′m

)}
= ε0ω

σp
·

1

(1−ωt2)2 + (ωt1)2 · (1−a ·ωt1) (5.2)

wobei:

t1 =
ε0 · | ε ′p −ε ′m |

σp
(5.3a)

t2 =
ε0 ·ε ′′m
σp

(5.3b)

a = ε ′′m
ε ′m

·
ε ′p

| ε ′p −ε ′m | (5.3c)
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Um zu sehen, welche Terme vernachlässigbar sind, wird beispielweise 10−6 S/m für die Teil-
chenleitfähigkeit eingesetzt, die Polarisationsfrequenz liegt dann in der Größenordnung von
1000Hz.

• ωt2 ¿ 1. Die Matrix kann Verluste aufweisen aber keine starke Gleichstromleitfähigkeit
besitzen, die den MWS-Polarisationsprozess verstecken würde. Für ε ′′m = 0.1 liegtωt2 in
der Größenordnung 10−6 bei 1Hz und 10−3 bei 1000Hz.

• ωt1 ¿ 1. Bei 1Hz und für einen kleinen dielektrischen Kontrast | ε ′p −ε ′m |< 10 liegt ωt1

in der Größenordnung 5·10−4 bei 1Hz und 5·10−1 bei 1000Hz. Bei 1000Hz ist dieser
Term schon nicht mehr vernachlässigbar. Mit zunehmendem dielektrischen Kontrast
wird der zugängliche Frequenzbereich verkleinert. Falls die Matrix keine starken Verlus-
te besitzt, ist a < 1, so dass die gleichen Bedingungen für aωt1 ¿ 1 gelten.

Fürωt1 ¿ 1 und aωt1 ¿ 1, d.h. im allgemeinen für Frequenzen deutlich unterhalb des Polari-
sationsfrequenz, ergibt sich für die Leitfähigkeit:

σp ≥σp,mi n︸ ︷︷ ︸
α ·σp

= ε0 ·ω

f
·

 | εe f f −εm |2

ε ′′e f f −ε ′′m ·
ε ′e f f

ε ′m

 wobei α≤ 1 (5.4)

Für ν¿ νpol liefert diese Gleichung eine exakte untere Grenze für die Leitfähigkeit. Sie ist gül-
tig für jede beliebige Mikrostruktur. Außerdem sind nur die experimentell bestimmbaren di-
elektrischen Spektren des Komposits (εe f f ) und der Matrix (εm) nötig, um diese untere Grenze
σp,mi n <σp zu bestimmen. Die verbleibende Frage ist, inwieweit diese Abschätzung gut ist, da
wir zunächst nur wissen, dassα ∈ [0 : 1] gilt. Um diese Frage beantworten zu können, kommen
wir auf die Bedeutung von α zurück.

5.2.2 Bedeutung von α

Mit Hilfe von Gl. 2.28 kann man den Parameter α für eine bestimmte Mikrostruktur berech-
nen und damit Hinweise über die räumliche Feldverteilung in der Teilchenphase für die-
se Mikrostruktur erhalten. Wenn der Parameter α kleiner als eins ist, gibt es eine räumli-
che Änderung des elektrischen Felds (Amplitude, Richtung). Als Beispiel wird der Parame-
ter α für die in Abschnitt 2.2.1 vorgestellten Mikrostrukturen berechnet (2.8,2.9,2.11 und
2.12). Serienschaltung, Maxwell-Garnett 1 und Hanai-Bruggeman sind nicht-perkolierende
Mikrostrukturen, Parallelschaltung und Maxwell-Garnett 2 sind perkolierende Mikrostruktu-
ren. Als Parameter werden eine verlustfreie Matrix (εm = 2) und Teilchen mit der Permittivität
εp (ε ′p = 10,σp =10−6 S/m) gewählt, die Konzentration ist 10%. Abb.5.5 stellt die dielektrischen
Spektren, bei denen außer bei der Parallelschaltung ein Grenzflächenpolarisationsprozess mit
unterschiedlicher Stärke beobachtbar ist, dar. Im Unterschied zu den nicht-perkolierenden
Systemen, ist der Verlustpeak für die perkolierenden Systeme unsichtbar. Wegen der Gleich-
stromleitfähigkeit,σe f f = ε ′′e f f /ε0ω, divergiert der Imaginärteil der effektiven Permittivität bei
niedrigen Frequenzen, so dass der Verlustpeak versteckt ist. Aus dem Realteil der effektiven
Permittivität kann immer die Polarisationsfrequenz bestimmt werden. Als charakteristische
Frequenz nehmen wir für die nicht perkolierenden-Systeme die Grenzflächenpolarisations-
frequenz νPol und für die perkolierenden Systeme die Frequenz νg , bei der ε ′′e f f = ε ′e f f . Diese
Frequenzen sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.
Der berechnete Parameter α ist für jede Mikrostruktur als Funktion der Frequenz in Abb. 5.6
aufgetragen. Für die Serien-, Parallelschaltung und Maxwell-Garnett 1- Modelle ist der Para-
meter α, wie erwartet, gleich eins, da die elektrische Feldverteilung in der Phase „p“ (siehe
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ABBILDUNG 5.5 – Real- und Imaginärteil der effektiven Permittivität als Funktion der Frequenz für drei
nicht-perkolierende Mikrostrukturen: Serienschaltung (Schichten von Materialen senkrecht zum elek-
trischen Feld) Maxwell-Garnett 1 bzw. Hanai-Bruggeman (monodisperse bzw. polydisperse zufällige
Verteilung von Kugeln) (oberes Bild), und für zwei perkolierende Mikrostrukturen: Parallelschaltung
(Schichten von Materialen parallel zum elektrischen Feld) und Maxwell-Garnett 2 (Inverse Situation von
Maxwell-Garnett 1) (unteres Bild). Ein Grenzflächenpolarisationprozess mit unterschiedlicher Stärke ist
beobachtbar außer für die Parallelschaltung. Parameter: εm = 2,ε ′p = 10,σp =10−6 S/m, f = 0.1

Abb.2.6) homogen ist. Für die Modelle von Hanai-Bruggeman bzw. Maxwell-Garnett 2 ist der
Parameter α kleiner als eins und frequenzabhängig. Für das Maxwell-Garnett 2-Modell ist die
Feldverteilung homogen in der Matrixphase, aber nicht mehr in der Teilchenphase. Für das
Hanai-Bruggeman-Modell wird ein Teilchen nicht nur dem externen homogenen Feld aus-
gesetzt, sondern auch dem Feld, das durch die umliegenden polarisierten Teilchen erzeugt
wird, so dass α< 1 ist. Bei niedrigen Frequenzen, wo der dielektrische Kontrast zwischen der
Matrix und den leitfähigen Teilchen am größten ist, erreicht der α-Parameter sein Minimum,
αHB ≈0.9 bzw. αMG2 ≈0.7. Trotzdem ändert sich der Wert von α unterhalb der Polarisations-
frequenz im relevanten Frequenzbereich für die Berechnung der Leitfähigkeit in der Größen-
ordnung von 5%. Für diese fünf Beispiele ist der Parameter gleich oder nah an eins, so dass
die oben hergeleitete Gleichung Gl.5.4 entweder eine exakte Bestimmung oder eine gute Ab-
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ABBILDUNG 5.6 – Berechneteα= |〈E〉p |2〈|E|2〉p

-Parameter für einfache Mikrostrukturen als Funktion der Fre-

quenz. Er zeigt die Homogeneität bzw. Heterogeneität der Feldverteilung in der Teilchenphase. Für die
Serienschaltung-, Parallelschaltung- und Maxwell-Garnett 1-Modelle ist sie homogen und frequenzun-
abhängig, während sie für die Modelle von Hanai-Bruggeman und Maxwell-Garnett 2 inhomogen und
frequenzabhängig ist. Parameter: εm = 2,ε ′p = 10,σp =10−6 S/m, f = 0.1, εe f f aus Abb. 5.5 werden in

Gl 2.28 eingesetzt.

Serienschaltung MG1 HB
νPol [Hz] 1758 1226 1095

Parallelschaltung MG2
ν(ε ′′e f f = ε ′e f f )[Hz] 633 475

σe f f [S/m] 1E-7 6.90E-8

TABELLE 5.1 – Zusammenfassung der charakteristischen Frequenzen der dielektrischen Spektren bzw
der Gleichstromleitfähigkeit der perkolierende Systeme in Abb.5.5

schätzung der Leitfähigkeit der dispergierten Teilchen liefert. Dies ist möglich ohne die Ver-
wendung von zusätzlichen Informationen. Natürlich sind Mikrostrukturen vorstellbar1, bei
denen der Parameter α sehr viel kleiner als eins wird.

5.2.3 Numerischer Test

Für Frequenzen deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationfrequenz liefert Gl. 5.4 eine
untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit σp,mi n . In der Praxis ist der experimentell zugäng-
liche Frequenzbereich begrenzt, so dass man nicht immer eine Dekade entfernt von νPol mes-
sen kann. Es bleibt noch empirisch zu entscheiden, bis zu welcher Frequenz diese Gleichung
noch angewendet werden kann. Um diese Frage beantworten zu können, invertieren wir die
dielektrischen Spektren in Abb. 5.5 mit Hilfe dieser Gleichung. Das Ergebnis ist in Abb. 5.7 in
Abhängigkeit von der Frequenz aufgetragen. Als Hilfe sind die jeweiligen Positionen von νPol

1Als Beispiele kann man nennen: ein stark anisotropes System mit sehr langen Ellipsoiden, wovon nur ein ver-
nachlässigbarer Teil parallel zum elektrischen Feld ist, oder ein perkolierendes System, wobei die Matrix keine
Verluste hat, so dass sich der Parameter α auf die Perkolationsstärke C f reduziert.
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ABBILDUNG 5.7 – Berechnete untere Grenze der Teilchenleitfähigkeit (σp,mi n ≤σp ) aus der Invertierung
der dielektrischen Spektren von Abb. 5.5 für ν¿ νPol . Die Positionen der Polarisationsfrequenzen νPol

bzw. (0.1, 0.25, 0.5) νPol sind für die Modelle von Maxwell-Garnett 1, Hanai-Bruggeman und Maxwell-
Garnett 2 eingezeichnet. Deutlich unterhalb von νPol , ν≤ 0.1 νPol , ist σp,mi n frequenzunabhängig und
ist gleich (Serien- bzw. Parallelschaltung, MG1) oder kleiner als σp (MG2, HB). Nähert man sich νPol

an, weicht σp,mi n von diesem Plateauwert ab. Die Abweichung ist kleiner als 5% (gestrichelte Linie) bzw.
10% (Strich-Punkt-Linie) unterhalb 0.25 bzw. 0.5 νPol . Der Effekt ist stärker für das perkolierende System
MG2. (εm = 2, f = 0.1, εe f f aus Abb.5.5 wurden in Gl 5.4 eingesetzt).

bzw. (1/10, 1/4, 1/2) ·νPol gekennzeichnet. Im Niedrigfrequenzbereich (ν ¹ 0.1 νPol ) sind die
berechneten σp,mi n-Werte frequenzunabhängig und kleiner oder gleich σp . Dieses Ergebnis
wurde schon in Abschnitt 5.2.2 mit Hilfe des Parametersα gezeigt. In der Tat istσp,mi n =α ·σp

(α= 1 für Maxwell-Garnett 1, Serien- und Parallelschaltung,α≈ 0.9 für Hanai-Bruggeman und
α≈ 0.7 für Maxwell-Garnett 2). Wenn die Frequenz größer wird, steigt der Wert von σp,mi n an
und überschreitet letztlich σp . Das ist der Fall, selbst wenn α frequenzunabhängig ist. Es be-
deutet nur, dass die Bedingungen für die Herleitung von Gl 5.4 nicht mehr erfüllt sind. Man
unterscheidet zwei Fälle:

Nicht perkolierende Systeme: Je näher die Frequenz an νPol ist, desto größer ist die Abwei-
chung vonσp,mi n von dem Plateauwert. Unterhalb von νPol /4, bzw. νPol /2 ist die Abweichung
von σp,mi n von dem Plateauwert kleiner als 5% bzw. 10%. Das ist immer noch eine gute Ab-
schätzung. Man kann also Gl 5.4 in dem Frequenzbereich unterhalb von νPol /2 anwenden.
Oberhalb dieser Frequenz wird das Ergebnis immer fehlerhafter.

Perkolierende Systeme: Für perkolierende Systeme, die eine Gleichstromleitfähigkeitσe f f

besitzen, wurde die charakteristische Frequenz νg = σe f f /ε0ω eingeführt. Unterhalb dieser
Frequenz ist die Abweichung von σp,mi n von dem Plateauwert kleiner als 10%. Diese unte-
re Grenze für die Leitfähigkeit ist schon bekannt: falls die Matrix keine Leitfähigkeit besitzt,
vereinfacht sich die Gl. 5.4 zu σp,mi n = σe f f / f . Mit den in Tabelle 5.1 zusammengefassten
gemessenen Werten von σe f f und f = 0.1 findet man wieder σp,mi n .

Bemerkungen:

• Die Grenzen νPol /4 bzw. νPol /2 sind nur empirische Hilfe. Man sollte im Gedächtnis
behalten, dass diese Grenzen vom dielektrischen Kontrast |ε ′p − ε ′m | abhängen (siehe
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den Term ωt1 in Gl.5.3). Wählt man einen dielektrischen Kontrast gleich 5 anstatt 8, ist
die Abweichung von σp,mi n von dem Plateauwert kleiner als 1% bei νPol /2 und von der
Größenordnung von 5% bei νPol . Für einen dielektrischen Kontrast von 98 beträgt diese
Abweichung 20% bei νPol /2 und 5% bei νPol /4. Im Allgemeinen wird σp,mi n von dem
Plateauwert umso eher abweichen, je größer der dielektrische Kontrast ist.

• Dieser numerische Test wurde für eine verlustfreie Matrix durchgeführt. Das Prinzip
gilt auch für eine Matrix, die einen Relaxationsprozess in dem Frequenzbereich, wo der
Grenzflächenpolarisationsprozess auftritt, aufweist. Diese Prozesse können sich auch
überlagern. Als Grenzflächenpolarisationfrequenz nimmt man das Maximum des Ima-
ginärteils der normierten dielektrischen Spektren εe f f /εm . Solange die Verluste der Ma-
trix nicht stark sind, sollten sie keinen großen Einfluss auf den anwendbaren Frequenz-
bereich haben (siehe den Term ωt2 in Gl.5.2).

• Wird diese Gleichung auf ein reales System mit unbekannter Mikrostruktur angewendet,
muss die mögliche Frequenzabhängigkeit von σp,mi n vorsichtig interpretiert werden.
Sie bedeutet nicht unbedingt, dass die Teilchenleitfähigkeit eine Frequenzabhängigkeit
besitzt. Eine andere Erklärung ist, dass man entweder nicht weit genug von νPol entfernt
ist oder α keine Konstante ist.

• Es wird angenommen, dass die Eigenschaften der reinen Matrix sich in dem Komposit
nicht erheblich ändern.

• Auf einer logarithmischen Skala ist nur die Größenordnung der Leitfähigkeit relevant.
Eine Abschätzung der Leitfähigkeit mit 100% Fehler ist immer noch gut.

Bis jetzt wurde nur ein ideales System betrachtet. Für ein reales System sind andere Parame-
ter, u.a. die Genauigkeit der Messung (möglicher systematischer Fehler, Rauschen der Mes-
sung), zu berücksichtigen. Außerdem kann der Füllfaktor fehlerbehaftet sein. Ist die Anga-
be des Füllfaktors kleiner bzw größer als der reale Wert, wird die untere Grenze für die Teil-
chenleitfähigkeit aufwärts bzw. abwärts verschoben. Der relative Größtfehler, bedingt durch

den Füllfaktor f, ist durch
∆σp

σp
= ∆ f

f
gegeben; er kann für kleine Konzentrationen groß wer-

den. Falls es einen systematischen Fehler gibt, wird sich die untere Grenze auch verschieben.
Als Beispiel: Eine Änderung von 5% für εM1 (Abb.5.5) entspricht einer Änderung von 40% für
σp,mi n (Abb.5.7). Um den Einfluss des Rauschens der experimentellen Daten zu untersuchen,
werden dielektrische Spektren künstlich verrauscht.2 Das Ergebnis ist in Abb.5.8 aufgetragen.
Diese dielektrischen Spektren werden jetzt mit Hilfe der Gleichung 5.4 in eine untere Grenze
für die Teilchenleitfähigkeit σp,mi n,ver invertiert. Sie ist in Abb. 5.9 aufgetragen. Als Vergleich
wurde auch σp,mi n für die nicht verrauschten Kurven berechnet. Dieser Wert ist frequenzun-
abhängig. Unterhalb von 0.1 νPol schwankt σp,mi n,ver sehr stark um σp,mi n . Oberhalb dieser
Frequenz ist die Schwankung kleiner als 5%. Das ist in Gl. 5.4 schon vorhersehbar: Im Nen-
ner dieser Gleichung gibt es ε ′′e f f und ε ′′m . Beide sind bei tieferen Frequenzen sehr klein. Die
kleinste Schwankung wird einen großen Einfluss auf das Ergebnis haben. Je nach Meßmetho-
de und Frequenzbereich können solche kleinen Werte schon unterhalb der Auflösungsgrenze
liegen. In der Praxis kann man also die Gl.5.4 nur in dem Frequenzbereich anwenden, wo es
noch hinreichende große Verluste gibt (tan(δ) > (tan(δ))mi n ≥ R).

2ε ′(ν) = ε ′(ν)+R ·B(ν), ε ′′(ν) = ε ′′(ν)+R ·B(ν), B(ν) ist eine Funktion, die eine zufällige Zahl zwischen -1 und 1
liefert, R ist der Rauschparameter.
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ABBILDUNG 5.8 – Real- und Imaginärteil der Permittivität der Matrix bzw. der effektiven Permittivität
für die Mikrostruktur Maxwell-Garnett 1 als Funktion der Frequenz. Der Relaxationsprozess der Matrix
und der Polarisationsprozess überlagern sich. Die dielektrischen Spektren werden künstlich verrauscht.

Parameter: εm = ε∞+ ∆ε

1+ ıωτ
(ε∞ = 3, ∆ε = 2, τ = 1/(2000π)s), f = 0.1, ε ′p = 10, σp =10−6 S/m werden

in Gl 2.11a eingesetzt, Rauschparameter: R = 5.10−3).

ABBILDUNG 5.9 – Berechnete untere Grenze der Teilchenleitfähigkeit (σp,mi n ≤σp ) aus der Invertierung
der dielektrischen Spektren in Abb. 5.8 für ν¿ νPol . Die schwarze Kurve ist das Ergebnis für die Inver-
tierung der dielektrischen Spektren ohne Rauschen. Unterhalb von 0.1 ·νPol fluktuiert σp,mi n sehr stark
um diesen Mittelwert. (εm , f , εe f f aus Abb.5.8 wurden in Gl 5.4 eingesetzt).
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5.2.4 Anwendung auf experimentelle Daten

Diese Methode kann jetzt auf die GaAs/Epoxy-Komposite angewendet werden. Die dielektri-
schen Spektren von Abb. 5.1 werden mit Hilfe der Gl. 5.4 in einer niederfrequenten unteren
Grenze σp,mi n für die Teilchenleitfähigkeit invertiert. Das Ergebnis ist in Abb.5.10 in dem Fre-
quenzbereich unterhalb der halben Grenzflächenpolarisationfrequenz dargestellt. Für dieses
reale System ist kein Plateauwert erkennbar. Unterhalb von 0.1·νPol ist die Frequenzabhän-
gigkeit von σp,mi n sehr stark aufgrund des starken Rauschens der Kurve bei niedrigen Fre-
quenzen. Für drei Konzentrationen (f=4.2, 6.1, 8.2%) liegen die Kurven aufeinander. Das ist
ein Zeichen, dass die Analyse kohärent ist. Wie es später erläutert wird, liefert die Analyse al-
lerdings nicht unbedingt die gleichen Grenzen bei unterschiedlicher Konzentration: Je kom-
plizierter die Mikrostruktur ist, desto weiter entfernt kann die untere Grenze von dem realen
Wert sein. Dies gilt auch bei steigender Konzentration. Da die Kurve für die niedrigste Kon-
zentration ( f = 2%) deutlich unterhalb von den anderen liegt, ist wahrscheinlich eine Unsi-
cherheit in dem Füllfaktor anzunehmen. Wie bereits oben erwähnt, deutet das abweichende
dielektrische Spektrum für die höchste Konzentration ( f = 9.2%) auf eine andere Mikrostruk-
tur für diese Konzentration hin, so dass man auch eine andere untere Grenze erwarten kann
(σp,mi n =α ·σp ).
Die Bulk-Gleichstromleitfähigkeit des GaAs-Wafers wurde mit einer Van-der-Pauw Messung
bestimmt[103, 104]. Diese Methode erlaubt die Bestimmung der Gleichstromleitfähigkeit ei-
ner Probe beliebiger Geometrie3. Sie beträgt (8±1) ·10−6 S/m und stimmt mit der Angabe
des Lieferanten CrysTech, der einen spezifischen Widerstand ρ > 105Ωm angibt, überein. Die
Permittivität des GaAs-Wafers wurde auch als Funktion der Frequenz zwischen 50−106 Hz
gemessen (nicht gezeigt). Der Realteil der Permittivität ist frequenzunabhängig und beträgt
14±1. Aus dem Imaginärteil kann man den Plateauwert der Leitfähigkeit berechnen. Sie ist al-
so frequenzunabhängig und beträgt (1.5±0.5) ·10−6 S/m. Dieser Wert ist kleiner als die von der
Van-der-Pauw-Messung erhaltene Leitfähigkeit. Selbst mit der Kontaktierung der Probe sind
nicht alle Kontaktwiderstände eliminiert. Aber das zeigt uns wenigstens, dass die Leitfähigkeit
des GaAs frequenzunabhängig ist. Als realen Wert nehmen wir den Van-der-Pauw-Wert, da bei
dieser Methode Kontaktwiderstände keine Rolle spielen.
σp,mi n liegt also eine Größenordnung unterhalb des Bulk-Wertes. Dafür können wir verschie-
dene Erklärungen vorgebracht werden. Erstens kann aufgrund einer räumlichen Änderung
des elektrischen Felds in der Phase der Teilchen der Parameterα kleiner als 1 sein. Als Beispiel
kann man nennen: Wechselwirkung zwischen den Teilchen, Anwesenheit von Agglomeraten.
Außerdem können die Agglomerate eine kleinere Leitfähigkeit und eine höhere Permittivität
ε ′ als die Einzelteilchen besitzen, wenn es Kontaktwiderstände zwischen den Teilchen eines
Agglomerats gibt. Die berechnete untere Grenze für die Leitfähigkeit kommt aus einer ma-
kroskopischen Größe und ist also eine Mittelung über alle Beiträge zur Leitfähigkeit. Zweitens
entspricht die Teilchenleitfähigkeit nicht unbedingt dem Bulk-Wert des GaAs-Wafers. Durch
die mechanische Zerstoßung des Wafers können strukturelle Defekte (siehe Abb. 5.4) auftre-
ten, so dass die Leitfähigkeit reduziert wird.

5.2.5 Zusammenfassung

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Gleichung (Gl.5.4) liefert eine untere Grenze für die Teil-
chenleitfähigkeit σp,mi n = α ·σp im Niederfrequenzbereich für ν¿ νPol . Sie wurde ohne In-
formation über die Mikrostruktur hergeleitet, so dass sie für jede Mikrostruktur gilt. Da der

3Die Van-der-Pauw-Methode braucht 4 Kontaktpunkte am Rand der Probe. Der Strom fließt zwischen zwei Kon-
takten; zwischen den beiden anderen Kontakten wird die Spannung gemessen. Mit zyklischer Vertauschung wer-
den insgesamt acht Messungen durchgeführt, um den Einfluss der Geometrie (die Dicke muss schon bekannt
sein) und der Kontaktwiderstände zu eliminieren.
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ABBILDUNG 5.10 – Berechnete untere Grenze der Teilchenleitfähigkeit (σp,mi n ≤ σp ) aus der Invertie-
rung der dielektrischen Spektren in Abb. 5.1 für ν ¿ νPol . Die schwarze Kurve entspricht der Gleich-
stromleitfähigkeit des „Bulk-Wafers“ (Messung mittels einer Van der Pauw Methode). ( εm , f , εe f f aus
Abb.5.1 werden in Gl 5.4 eingesetzt).

Parameter α häufig in der Größenordnung von 1 liegt, ist sie eine gute Abschätzung für die
Teilchenleitfähigkeit. Sie ist im Niederfrequenzbereich anwendbar: im Allgemeinen unterhalb
von νPol /2, wobei aus meßtechnischen Gründen der effektive Verlustwinkel tan(δ) größer als
5·10−3 sein sollte. Eine Frequenzabhängigkeit von σp,mi n muss vorsichtig interpretiert wer-
den. Diese Gleichung kann nicht nur benutzt werden, um Kenntnis über die Eigenschaften
der Teilchen zu gewinnen. Falls die Größenordnung von σp bekannt ist, kann sie auch helfen,
dielektrische Spektren zu interpretieren: Kann ein bestimmter Verlustpeak einem Grenzflä-
chenpolarisationsprozess entsprechen? Letztendlich bedeutet ein Wert von σp,mi n deutlich
kleiner als die Bulkleitfähigkeit entweder eine Änderung der Teilchenleitfähigkeit (Größenef-
fekte, strukturelle Defekte) oder einen sehr kleinen α-Parameter (sehr inhomogene Feldver-
teilung, Agglomerate usw.).

5.3 Grenze für die Teilchenpermittivität (ε ′p ,σp) aus der
Spektraldarstellung

Bei dielektrischen Spektren von Kompositen, in denen ein Polarisationsprozess erkennbar ist,
erlaubt der in Abschnitt 2.3.1 beschriebene Formalismus der Spektraldarstellung, Informa-
tionen über die intrinsischen Eigenschaften der Teilchen zu gewinnen, solange diese nicht
perkolieren ( f < fc ). Selbst ohne oder mit minimaler Information über die Mikrostruktur (Iso-
tropie) erhält man untere und obere Grenzen für die Permittivität und die Leitfähigkeit der
Teilchen. Das Prinzip wird im Folgenden numerisch illustriert und auf experimentelle Daten
angewendet.
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5.3.1 Prinzip

5.3.1.1 Herleitung der Hauptgleichung

Diese Methode stützt sich auf die Gleichungen 5.5 der Spektraldarstellung mit ihrem quasi-
statischen Spezialfall h( f ):

εe f f

εm
= 1+ f ·

∫ 1

0

g f (n)

t +n
dn , h( f )

t=0= 1+ f ·
∫ 1

0

g f (n)

n
dn (5.5)

Werden die beiden Ausdrücke voneinander abgezogen, ergibt sich die Gleichung 5.6a. Unmit-
telbar experimentell zugänglich sind die gemessene normierte effektive Permittivität εe f f /εm

und ihr quasi-statischer Wert h( f ); unbekannt sind die Spektraldichte g f (n) und die Funktion

t = 1
εp

εm
−1

. Mittels einer Taylor-Entwicklung der Funktion F (n) = t

t +n
um den Entwicklungs-

punkt n = 1 lässt sich der Term
t

(t +1)k+1
aus dem Integral ausklammern und wir erhalten in

Gl.5.6b eine unendliche Reihe mit reellen Koeffizienten ak+1.4

εe f f

εm︸ ︷︷ ︸
g emessen

= h︸︷︷︸
QS Wert

− f ·
∫ 1

0

g f (n)

n
·

t

t +n︸ ︷︷ ︸
Taylor-Entwicklung (um n=1)

·dn (5.6a)

= h −
∞∑

k=0

(
f ·

∫ 1

0

g f (n)

n
· (1−n)k ·dn

)
︸ ︷︷ ︸

ak+1

·
t

(t +1)k+1
(5.6b)

= h −
∞∑

k=0
ak+1 ·

t

(t +1)k+1
(5.6c)

In der Folge wird die Abkürzung
εe f f

εm
:= e benutzt, so dass diese Hauptgleichung als:

h −e = t ·
∞∑

k=0

ak+1

(1+ t )k+1
(5.7)

umgeschrieben werden kann.

5.3.1.2 ak+1-Koeffizienten

Die ak+1 Koeffizienten sind reell und hängen von der Mikrostruktur ab. Mit Hilfe der Sum-
menregeln (Gl.2.19) können die drei ersten Koeffizienten ak+1(k=0,1,2) berechnet werden:

a1 = f
∫ 1

0

g f (n)

n
dn = h −1 (5.8a)

a2 = f
∫ 1

0

g f (n)

n
(1−n)dn = a1 − f (5.8b)

bei isotropen Systemen:

a3 = f
∫ 1

0

g f (n)

n
(1−n)2dn = a2 − f ·

2+ f

3
(5.8c)

4Andere Taylor-Entwicklungen der Funktion F (n) sind möglich und führen zu der Definition einer unendlichen
Reihe mit neuen Koeffizienten. Die unendliche Reihe mit den ak+1-Koeffizienten konvergiert für 1/ |1+ t | < 1
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Für die nächsten Koeffizienten (k > 2) kann man rein mathematisch eine obere und untere
Grenze angeben. Die Koeffizienten sind immer nur eine Funktion des quasi-statischen Werts
h und der Konzentration f . In der Tat kann man mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
zeigen (siehe Anhang C), dass es ak+1,mi n- bzw. ak+1,max -Koeffizienten gibt, für die allgemein
gilt:

ami n
k+1 ≤ f ·

∫ 1

0

g f (n)

n
· (1−n)k ·dn ≤ amax

k+1 (5.9)

ak+1,mi n-Koeffizienten: Die ak+1,mi n-Koeffizienten sind (Gl.C.6):

ak+2,mi n = a2 ·

(
a3

a2

)k

k ≥ 1 (5.10)

Je nachdem, ob eine beliebige oder eine isotrope Mikrostruktur, vorliegt, unterscheiden sich
die Koeffizienten von a3 aufwärts (siehe Gl. 5.8): a3,i so = h − 1− 5

3 f − 1
3 f 2 ≥ a3,bel = a2

2/a1 =
(h − 1− f )2/(h − 1). Daher ergeben sich zwei Koeffizientenreihen. Die Information über die
Isotropie erlaubt die Definition einer besseren Grenze, wie man später noch sehen wird. Die
ak+1,mi n-Koeffizienten konvergieren gegen Null, für k →∞.

ak+1,max-Koeffizienten: Die ak+1,max -Koeffizienten ergeben sich zu (Gl.C.27):

ak,max = h −1− 3 f

1− f︸ ︷︷ ︸
a∞

+ 9· f

(1− f ) · (2+ f )
·

(
2+ f

3

)k

(5.11)

Sie sind für eine isotrope Mikrostruktur definiert. Die ak+1,max -Koeffizienten konvergieren
gegen a∞. Meistens ist a∞ von null verschieden. Nur für den Maxwell-Garnett 1-Grenzfall
hM1 = 1+3 f /(1− f ) gilt a∞ = 0, obwohl lim

k→∞
f ·

∫ 1
0

g
n · (1−n)k ·dn = 0 für nicht perkolierende

Systeme gilt (g (n = 0) = 0). Es fehlen offensichtlich zusätzliche Informationen zur Mikrostruk-
tur, um bessere obere Grenzen für ak herzuleiten.

5.3.1.3 Invertierung der Hauptgleichung

Das Prinzip ist schon klar: Gl. 5.7 teilt sich in zwei Gleichungen: die erste für die minima-
len Werte der ak+1 Koeffizienten (ami n

k+1 ), die zweite für die maximalen Werte (amax
k+1 ). Auf den

quasi-statischen Wert und die normierte Permittivität kann experimentell zugegriffen werden.
Diese Gleichungen können analytisch oder numerisch, i.A. durch die Suche nach komplexen
Nullstellen, gelöst werden; damit kann t bzw. die Teilchenpermittivität εp bestimmt werden.
Die detaillierten Berechnungen sind in Anhang C zu finden.

Invertierung der Hauptgleichung für die ak+1,mi n-Koeffizienten:Für eine beliebige Mi-
krostruktur gilt a3 = a2

2/a1, d. h. a3/a2 = a2/a1. Mit den ak+1,mi n-Koeffizienten (Gl.5.10) wird
die Hauptgleichung 5.7:

h −e = a1 · t

1+ t
·

∞∑
k=0

(
a2/a1

1+ t

)k

︸ ︷︷ ︸
geometrische Reihe

(5.12)
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Die analytische Lösung5 für eine beliebige Mikrostruktur lautet:

1

t
= h −1

f
·

e −1

h −e
(5.13)

bzw. εp /εm :

εp

εm
= 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
(5.14)

Das niederfrequente Limit (ν¿ νPol , e −1 ≈ h −1)der Gl.5.13 liefert

1

t
= (h −1)2

f
·

1

h −e
(5.15)

wodurch sich eine untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit ermitteln lässt (Anhang C.4).
Das hochfrequente Limit (νÀ νPol , e → e∞) der Gl.5.14 liefert

εp

εm
= 1+ e∞−1

f
·

h −1

h −e∞
(5.16)

Diese Gleichung ist real und erlaubt es eine untere Grenze von ε ′p zu bekommen (siehe An-
hang C.4). Für eine isotrope Mikrostruktur wird die Hauptgleichung 5.7 zu

h −e = t ·

(
a1

1+ t
+ a2

(1+ t )2 ·
∞∑

k=0

(
a3/a2

1+ t

)k
)

(5.17)

Die analytische Lösung6 für eine isotrope Mikrostruktur lautet:

t =−1

2
·

(
f · (2+ f )/3

h −1− f
+ e −1− f

e −1

)
·

1−

√√√√√√√√1+
4·

f · (2+ f )/3

h −1− f
·

h −e

e −1(
f · (2+ f )/3

h −1− f
+ e −1− f

e −1

)2

 (5.18)

Das niederfrequente Limit lautet:

1

t
= 1

h −e
·

(
e −1+ (h −1− f ) · (e −1− f )

f · (2+ f )/3

)
(5.19)

Invertierung der Hauptgleichung für die ak+1,max-Koeffizienten: Mit den ak,max -
Koeffizienten (Gl.5.11) wird die Hauptgleichung 5.7 zu:

h −e = t

1+ t
·

∞∑
k=0

(
a∞

(1+ t )k
+ 3 f

(1− f )
·

(
2+ f

3
·

1

1+ t

)k
)

(5.20)

5Die geometrische Reihe konvergiert, falls
a2/a1

|1+ t | < 1,
∑∞

k=0 qk = 1

1−q
für | q |< 1

6Die geometrische Reihe konvergiert, falls
a3/a2

|1+ t | < 1.
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Diese Gleichung wurde für eine isotrope Mikrostruktur hergeleitet. Die analytische Lösung7

lautet:
1

t
= 3

1− f
·

e −1

1+ 3 f

1− f
−e

(5.21)

bzw. für εp /εm :
εp

εm
= 1+ 3

1− f
·

e −1

1+ 3 f

1− f
−e

(5.22)

oder anders ausgedrückt:
εp

εm
= 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
(5.23)

wobei hM1 der quasi-statische Wert für die Mikrostruktur Maxwell-Garnett 1, hM1 = 1+3 f /(1−
f ), ist (siehe Gl.2.13).

5.3.1.4 Fall εp /εm < 1

Für den Fall εp /εm < 1 gilt die vorherige Darlegung nur im Niederfrequenzbereich (ν¿ νPol ).
Bei höheren Frequenzen bleibt das Prinzip der Herleitung gleich. Die detaillierten Erklärun-
gen sind in Anhang C.3 zu finden. Bei höheren Frequenzen ergibt sich mittels einer Taylor-
Entwicklung der Gleichung 5.6a die Hauptgleichung:

1−e = 1

−t
·

∞∑
k=0

f ·
ck

(−t )k
(5.24)

wobei ck = f ·
∫ 1

0 g ·nk dn. Als untere Grenze für die ck gilt:

ck ≥ f ·

(
f

h −1

)k

beliebige Mikrostruktur (5.25a)

ck ≥ f ·

(
f

hM1 −1

)k

isotrope Mikrostruktur (5.25b)

Die ck,mi n-Koeffizienten konvergieren schnell gegen null. Daraus folgt für die analytische For-
mel:

εp

εm
= 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
beliebige Mikrostruktur (5.26a)

εp

εm
= 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
isotrope Mikrostruktur (5.26b)

Man beachte, dass die Gleichung 5.26a die gleiche ist wie die mit den ak,mi n,bel -Koeffizienten
hergeleitete Gleichung für εp /εm ≥ 1, und dass die Gleichung 5.26b der mit den ak,max -
Koeffizienten hergeleitete Gleichung für εp /εm ≥ 1 entspricht.

Die Hauptgleichung 5.7, wie ihre Lösungen, ist komplex. Inwieweit die Gleichungen 5.14, 5.18
und 5.22 als untere oder obere Grenze für σp und ε ′p gelten, wird in der Folge erläutert (Ab-
schnitt 5.3.2 sowie Anhang C.4).

7Die geometrische Reihe konvergiert, falls
(2+ f )/3

|1+ t | < 1.
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5.3.1.5 Zusätzliche Wege für die Herleitung von Grenzen aus der
Spektraldarstellung

Um zusätzliche Grenzen zu finden, beginnen wir wieder mit der Hauptgleichung der Spek-
traldarstellung (Gl. 5.5, siehe auch Anhang C.5). Die normierte effektive Permittivität e =
e ′− ı ·e ′′ ist durch

e −1 = f ·
∫ 1

0
g ·

1

n + t
·dn (5.27a)

bzw. mit der Definition von t = (
((εp /εm) ′−1)− ı · (εp /εm) ′′

)−1 = (a − ı ·b)−1 durch

e −1 = f ·
∫ 1

0
g ·

1

n + 1
a−ıb

·dn (5.27b)

gegeben. Werden der Imaginärteil und der Realteil getrennt, erhalten wir:

e ′−1 = f ·
∫ 1

0
g ·

a · (1+a ·n)+n ·b2

(1+a ·n)2 + (b ·n)2 ·dn (5.28a)

e ′′ = f ·
∫ 1

0
g ·

b

(1+a ·n)2 + (b ·n)2 ·dn (5.28b)

Für diese Integrale können Grenzen gefunden werden. Ist eine untere Grenze ami n =
(εp /εm) mi n mit einem anderen Verfahren bestimmt worden (s.o.), so kann man nun aus Gl.
5.28 eine untere Grenze für (εp /εm) ′′ herleiten (im Hochfrequenzbereich νÀ νPol ,e ′′ ¿ e ′).
Die Details der Herleitung befinden sich in Abschnitt C.5.

Für e∞ > 1 ergibt sich als untere Grenze für b = (εp /εm) ′′:

(
εp

εm

)
′′ ≥ ami n ·e ′′

(e ′−1)− a2
mi n · f 2

(h −1)+ f · (2ami n +a2
mi n ·d)

νÀ νpol , e∞ > 1 (5.29)

wobei d gleich 1 bzw. 1/3 für eine beliebige bzw. isotrope Mikrostruktur ist. Wie in der Fol-
ge bewiesen wird, kann ami n aus Gl. 5.14 bzw. Gl. 5.18 für eine beliebige bzw. eine isotrope
Mikrostruktur bestimmt werden.

Für e∞ < 1 ergibt sich als untere Grenze für b = (εp /εm) ′′, mit der Abkürzung x = (εp /εm) ′:

(
εp

εm

)
′′ ≥ e ′′ ·min

(
xmi n ·

1−xmi n

1−e ′ , xmax ·
1−xmax

1−e ′

)
νÀ νpol , e∞ < 1 (5.30)

Für x ≤ 1 sind xmi n und xmax immer definiert. xmi n kann aus Gl.5.26a bzw. Gl.5.26b für eine
beliebige bzw. eine isotrope Mikrostruktur bestimmt werden. xmax

8 ist durch die Serienschal-
tung gegeben:

xmax = 1− h⊥−1

f
·

(
1−e

h⊥−e

)′
(5.31)

wobei h⊥ = (1− f )−1.

8Das gleiche Ergebnis kann mit der Gleichung Gl.2.8 und εe f f ,⊥ < εe f f erhalten werden: im HF-Bereich gilt, für

e ′ < (1− f )−1: xmax = f ·e ′/(1− (1− f )e ′).
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ABBILDUNG 5.11 – Real- und Imaginärteil der normierten effektiven Permittivität (εe f f /εm) in Abhän-
gigkeit der Frequenz für die Modelle von Maxwell-Garnett 1 und Hanai-Bruggeman. Die entsprechenden
dielektrischen Spektren εe f f sind in Abb.5.5 dargestellt. Parameter: σp = 10−6 S/m,ε′p = 10,ε′m = 2, f =
0.1

5.3.2 Numerischer Test

Wir illustrieren diese Methode mit der Invertierung der in Abb.5.11 und Abb.5.12 dargestellten
normierten dielektrischen Spektren (εe f f /εm). Diese Spektren wurden für zwei Mikrostruktu-
ren: Maxwell-Garnett 1 und Hanai-Bruggeman modelliert. Als Parameter wurden eine verlust-
freie Matrix, leitfähige Teilchen und eine Konzentration von 10% gewählt:

• εp /εm > 1: εm = 2, ε ′p = 10,σp =10−6 S/m (Abb.5.11)

• εp /εm < 1: εm = 10, ε ′p = 2,σp =10−6 S/m (Abb.5.12)

Die normierten quasi-statischen Werte hMG1 bzw. hHB sind aus den dielektrischen Spektren
bestimmbar.9 e∞ ist kleiner bzw. größer als eins, falls die Matrix eine höhere bzw. kleinere
Permittivität als die Teilchen besitzt.

5.3.2.1 ak+1-Koeffizienten

Für jedes in Abb. 5.11 dargestellte normierte Spektrum (Maxwell-Garnett 1 und Hanai-
Bruggeman) können die minimalen Werte der ak+1-Koeffizienten (Gl. 5.10 mit a3,i so bzw
a3,bel für eine isotrope bzw. beliebige Mikrostruktur) und die maximalen Werte der ak+1-
Koeffizienten (Gl.5.11, gültig nur für eine isotrope Mikrostruktur) berechnet werden. Das Er-
gebnis ist in Abb.5.13 dargestellt. Die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur ist ein Spezialfall: die
ak+1,mi n- und die ak+1,max -Koeffizienten sind gleich. Für diesen Wert des quasi-statischen

Falls hM1 = 1+2 f

1− f
ist a∞ null, so dass die ak+1,max auch gegen null konvergieren. Für

die Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur liegen die ak+1,mi n-Koeffizienten für eine isotrope Mi-
krostruktur ein wenig über der einer beliebigen Mikrostruktur und konvergieren gegen Null.

9siehe auch Gl.2.13 und Gl.2.14
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ABBILDUNG 5.12 – Real- und Imaginärteil der normierten effektiven Permittivität (εe f f /εm) in Abhän-
gigkeit von der Frequenz für die Modelle von Maxwell-Garnett 1 und Hanai-Bruggeman. In diesem
Fall hat die Matrix eine höhere Permittivität als die Teilchen, so dass e∞ < 1 gilt. Parameter: σp =
10−6 S/m,ε′p = 2,ε′m = 10, f = 0.1

Die ak+1,max -Koeffizienten konvergieren gegen a∞ ungleich null. Diese Koeffizienten sind al-
so nicht optimal, d. h. zu groß gewählt, da sie nach der Definition der ak+1-Koeffizienten (Gl.
5.6b) gegen Null konvergieren sollen.

5.3.2.2 Spezialfall: Die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur

Wir fangen mit der Invertierung des dielektrischen normierten Spektrums für die Maxwell-
Garnett 1-Mikrostruktur an. Diese Mikrostruktur ist ein Spezialfall: Die ak+1-Koeffizienten
sind exakt bekannt, so dass eine exakte Invertierung der Daten möglich ist. In Abb. 5.14 ist
das Ergebnis der Dateninvertierung (ε ′p , σp ) mit der Anwendung der analytischen Gleichun-
gen 5.14, 5.18, 5.22 illustriert. Wie erwartet liefert die Invertierung des Spektrums das exakte
Ergebnis für jede analytische Formel. Dies beweist schon, dass das Prinzip korrekt ist, aber es
hilft nicht, die Anwendbarkeit dieser Methode im realen Fall zu illustrieren. Dafür kommt das
gleiche Spiel für die Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur.

5.3.2.3 Beliebige Mikrostruktur: Anwendbarkeit der Gl. 5.14

Falls keine Information über die Mikrostruktur vorhanden ist, können normierte dielektri-
schen Spektren mit Hilfe der Gleichung 5.14 invertiert werden. Als Beispiel werden die in Abb.
5.11 (e∞ = 1.188 > 1) und Abb.5.12 (e∞ = 0.893 < 1) dargestellten Spektren invertiert. Das Er-
gebnis ist in Abb. 5.15 für den Fall e∞ > 1 und Abb. 5.16 für den Fall e∞ < 1 dargestellt. Im
Unterschied zu der Invertierung des Maxwell-Garnett 1-Spektrums sind die berechneten Per-
mittivitäten ε ′p und Leitfähigkeiten σp frequenzabhängig. Es bleibt zu klären, inwieweit diese
Lösungen der Gl.5.14 eine Grenze für ε ′p und σp sind.
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ABBILDUNG 5.13 – Berechnete ak+1,mi n-Koeffizienten (Gl.5.10 mit a3,i so bzw a3,bel für eine isotrope bzw.
beliebige Mikrostruktur) und ak+1,max -Koeffizienten (Gl.5.11 ist nur für eine isotrope Mikrostruktur gül-
tig). Die ak+1,mi n-Koeffizienten konvergieren gegen Null, während die ak+1,max -Koeffizienten gegen a∞
ungleich null außer der Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur konvergieren. Außerdem liefern die untere
und obere Grenze der ak+1-Koeffizienten die gleichen Werte für die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur.
Parameter: hM1 und hHB bestimmt aus Abb.5.11, f=0.1

ABBILDUNG 5.14 – Berechnete Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) aus der Inver-
tierung der normierten dielektrischen Spektren (Maxwell-Garnett 1) in Abb.5.11 in Abhängigkeit von der
Frequenz. Die Invertierung liefert das exakte Ergebnis für jede analytische Formel. (ε ′m = 2, hM1 bestimmt
aus Abb.5.11, f=0.1, εe f f /εm aus Abb.5.11 werden in Gl.5.14, 5.18, 5.22 eingesetzt).
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Deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (ν¿ νPol): Die Teilchenleit-
fähigkeit dominiert (|εp | =∞,ε ′′p À ε ′p , |t | << 1) und die Hauptgleichung 5.7 kann zu:

1

t
= 1

h −e
·

∞∑
k=0

ak+1,mi n (5.32)

vereinfacht werden10. Der Imaginärteil dieser Gleichung ist:(
εp

εm

)′′
=

(
1

h −e

)′′
·

∞∑
k=0

ak+1,mi n (5.33)

Die ak+1,mi n-Koeffizienten (Gl.5.10) konvergieren gegen Null, so dass die Summe der ak+1,mi n

endlich ist. Gl.5.14 liefert also eine untere Grenze für die Leitfähigkeit fürν¿ νPol . Der berech-
nete Wert von σp,mi n ist also 9.03·10−7 S/m. In beiden Fällen (e∞ < 1 und e∞ > 1) ist dieser
Wert gleich. Die Teilchenpermittivität ε ′p spielt keine Rolle für die Bestimmung von σp,mi n .
Da die Leitfähigkeit mit steigender Frequenz zunehmen oder gleich bleiben muss, kann die-
ser Wert als untere Grenze fürσp für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden (graue
Linie in Abb. 5.15 und Abb. 5.16). Unterhalb von 1/10·νPol wird der Plateauwert für die Teil-
chenleitfähigkeit erreicht, oberhalb weicht die berechnete Grenze von diesem Plateauwert ab.
Bei νPol < νPol /2 ist diese Abweichung kleiner als 1%. Für reale Systeme wird dieser Effekt
stärker. Man darf die Daten also im gesamten Frequenzbereich invertieren, erhält aber nur für
νPol < νPol /2 bzw. νPol < νPol /4 eine sichere untere Grenze für σp .
Die berechneten ε ′p -Werte sind kleiner (e∞ > 1) bzw. größer (e∞ < 1) als ε ′p . Allerdings wurde
nicht bewiesen, dass diese Werte Grenzen darstellen. In der Praxis ist es nicht relevant, da der
Realteil (h −e) nie mit der benötigten Genauigkeit zugänglich ist.11

Deutlich oberhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (νÀ νPol):Die Gl.5.7 ist real12.
Gl.5.14 liefert dann eine untere Grenze für ε ′p .

εp

εm
≥ 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
für e∞ > 1 (5.34a)

εp

εm
≥ 1+ h −1

f
·

e −1

h −e︸ ︷︷ ︸
∈]0,1[

für e∞ < 1 (5.34b)

Der Beweis mittels einfacher Ungleichungen ist im Anhang C.4.1.2 zu finden. Der berechnete
Wert von ε ′p ist 9.5765 < 10 bzw. 1.7196 < 2. Da ε ′p mit absteigender Frequenz steigen oder
gleich bleiben muss, kann dieser Wert als untere Grenze für ε ′p für den gesamten Frequenzbe-
reich eingesetzt werden (graue Linie in Abb.5.15 und Abb.5.16). Diese untere Grenze ist besser
als die sich durch Parallelschaltung ergebende Grenze13: ε ′p,mi n = 2.876 < 10 bzw. ein negati-

ver Wert für den Fall e∞ < 1, d. h. die triviale Bedingung ε ′p,mi n = 1 < 2. Als Ergänzung liefert

die Serienschaltung eine obere Grenze für die Teilchenpermittivität ε ′p , falls e∞ < (1− f )−1

gilt14. Für den Fall e∞ < 1 existiert diese obere Grenze: ε ′p,max = 4.549 > 2. Das gleiche Ergeb-

101/(h −e) = 1/(h −e′︸ ︷︷ ︸
→0

+ıe′′) ≈−ı/e′′; dieser Term ist somit fast rein imaginär.

11Die vorgestellten Kurven wurden mit einer „long double“-Genauigkeit berechnet, bei einer „double“-
Genauigkeit ist schon die Berechnung bei tieferen Frequenzen problematisch.

12(h −e)′ À (h −e)′′
13Aus Gl.2.9 und εe f f < εe f f ,// folgt εp /εm > (e∞− (1− f ))/ f , d. h. die Invertierung dieser Gleichung liefert eine

untere Grenze falls e∞ > (1− f ). Für f = 0.1: e∞ > 0.9
14Falls e∞ < (1− f )−1, folgt aus Gl.2.8 und εe f f > εe f f ,⊥: εp /εm < f ·e∞/(1− (1− f )e∞). Für f = 0.1: e∞ < 1.111
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ABBILDUNG 5.15 – Berechnete Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) aus der Inver-
tierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.5.11 in Abhängigkeit von
der Frequenz. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gl.5.14. Die Invertierung liefert eine untere Grenze für
σp im Niederfrequenzbereich (ν¿ νPol ) und für ε ′p im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ). (ε ′m = 2, hHB

bestimmt aus Abb.5.11, f=0.1, die
εe f f

εm
-Werte aus Abb.5.11 wurden in Gl.5.14 eingesetzt)

nis erhält man, wenn h durch h⊥ = (1− f )−1 in Gl. 5.14 ersetzt wird. Oberhalb von 10·νPol

wird der Plateauwert für ε ′p erreicht. Für reale Systeme wird diese Grenzfrequenz zu hohen
Frequenzen verschoben.
In dem Frequenzbereich deutlich oberhalb von νPol , wo aber e ′′ 6= 0 ist, liefert die Glei-
chung 5.14 für den Fall e∞ < 1 bei gegebenen (εp /εm)mi n eine obere Grenze für σp . Um dies
zu beweisen, wird das vorherige Ergebnis für ε ′p (Gl.5.34b) benutzt und noch dazu die durch
die Energieerhaltung hergeleitete Gleichung Gl.2.28 verwendet. Die Details des Beweises sind
im Anhang C.4.1.2 zu finden. Der berechnete Wert für σp,max ist also 1.0852·10−6 S/m. Da σp

mit steigender Frequenz steigen oder gleich bleiben muss, kann dieser Wert als obere Grenze
für σp für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden (graue Linie in Abb.5.16). Analog
liefert die Gl. 5.14 für den begrenzten Fall 1 < e∞ < (1− f )−1, wenn h durch h⊥ ersetzt wird,
eine obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit. Das ist für unser Beispiel nicht der Fall.
Zusammenfassend liefert die Invertierung der normierten dielektrischen Spektren mit Hilfe
der Gleichung 5.14 eine sehr gute untere Grenze für die Teilchenpermittivität ε ′p im Hoch-
frequenzbereich und für die Teilchenleitfähigkeit σp im Niederfrequenzbereich. Das Einsch-
liessen des quasi-statischen Werts erlaubt eine deutliche Verbesserung im Vergleich mit den
sehr groben natürlichen Grenzen (Serien- und Parallelschaltung). Die berechneten Grenzen
außerhalb dieses Frequenzbereichs sollten vorsichtig behandelt werden. Es wurde nicht be-
wiesen, dass diese Werte immer als Grenze gelten. Energetische Betrachtungen zeigen, dass
in speziellen Fällen eine obere Grenze für die Leitfähigkeit durch Gleichung 5.14 gegeben ist.
Daσp,mi n nur im Niederfrequenz- undσp,max nur im Hochfrequenzbereich bestimmbar sind,
kann eine eventuelle Frequenzabhängigkeit der Leitfähigkeit i.A. so nicht nachgewiesen wer-
den. Dass dies in manchen Fällen trotzdem möglich ist, wird im Folgenden noch gezeigt. Die
Anwendbarkeit der Gleichung 5.14 als untere und obere Grenze für ε ′p undσp ist in Tabelle 5.3
zusammengefasst.

5.3.2.4 Isotrope Mikrostruktur: Anwendbarkeit der Gl. 5.18

Die Herleitung der Gl.5.18 erfolgt aus den ak,mi n-Koeffizienten für eine isotrope Mikrostruk-
tur. Die Isotropie erlaubt es, bessere Koeffizienten (d. h. größere) als für eine beliebige Mi-
krostruktur zu definieren. Das Ergebnis der Invertierung der in Abb. 5.11 dargestellten Spek-
tren (e∞ = 1.188) mit dieser Formel wird in Abb. 5.17 vorgestellt. Wie für eine beliebige Mi-
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ABBILDUNG 5.16 – Berechnete Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) aus der Inver-
tierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.5.12 in Abhängigkeit von
der Frequenz. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gl.5.26a. Die Invertierung liefert eine untere Grenze
für σp im Niederfrequenzbereich (ν¿ νPol ) und für ε ′p im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ). Sie liefert
auch eine obere Grenze für σp im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ). (ε ′m = 10, hHB bestimmt aus Abb.

5.12, f=0.1, die
εe f f

εm
-Werte aus Abb.5.12 wurden in Gl.5.26a eingesetzt).

Formel Bedingung HF(νÀ νPol )

Parallelschaltung e∞ > (1− f ) ε ′p minX

Serienschaltung
e∞ < (1− f )−1 ε ′p maxX

1 < e∞ < (1− f )−1 σp maxX

TABELLE 5.2 – Zusammenfassung der natürlichen Grenzen (Serien- und Parallelschaltung) für die Teil-
chenpermittivität im Hochfrequenzbereich für eine beliebige Mikrostruktur und die abgeleite Grenze für
die Teilchenleitfähigkeit. Erfüllen die Meßdaten die angegebenen Bedingungen, so lassen sich die ange-
gebenen intrinsischen Materialparameter ermitteln.

εp /εm = 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
beliebige Mikrostruktur

Fall: LF(ν¿ νPol ) HF(νÀ νPol )

εp /εm < 1
ε ′p extrapoliert minX
σp minX extrapoliert
σp extrapoliert maxX

εp /εm > 1
ε ′p extrapoliert minX
σp minX extrapoliert

TABELLE 5.3 – Zusammenfassung der Anwendbarkeit der Gleichung 5.14 als untere und obere Grenze für
ε ′p und σp für eine beliebige Mikrostruktur. Unter der Berücksichtigung, dass die Leitfähigkeit mit stei-
gender Frequenz nur zunehmen kann, bedeutet die Angabe „extrapoliert“, dass die im Niederfrequenz-
bereich gegebene untere Grenze als untere Grenze für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden
kann. Analog kann der Realteil der Permittivität mit steigender Frequenz nur abnehmen, sodass die
untere Grenze im Hochfrequenzbereich als untere Grenze für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt
werden kann.
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ABBILDUNG 5.17 – Berechnete Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) aus der Inver-
tierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.5.11 in Abhängigkeit von
der Frequenz. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gleichung 5.18. Die Invertierung liefert eine untere
Grenze für σp im Niederfrequenzbereich (ν¿ νPol ) und für ε ′p im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ). Die
berechneten ε ′p - undσp -Werte sind etwas besser als die unteren Grenzen für eine beliebige Mikrostruktur

(Vergleich mit den blauen Linien). ( ε ′m = 2, hHB bestimmt aus Abb.5.11, f=0.1, die
εe f f

εm
-Werte aus Abb.

5.11 wurden in Gl.5.18 eingesetzt).

Gl.5.18
isotrope Mikrostruktur

LF(ν¿ νPol ) HF(νÀ νPol )

ε ′p extrapoliert minX
σp minX extrapoliert

TABELLE 5.4 – Zusammenfassung der Anwendbarkeit der Gleichung 5.18 als untere Grenze für ε ′p und
σp für eine isotrope Mikrostruktur. Unter der Berücksichtigung, dass die Leitfähigkeit mit steigender Fre-
quenz nur zunehmen kann, bedeutet die Angabe „extrapoliert“, dass die im Niederfrequenzbereich gege-
bene untere Grenze als untere Grenze für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden kann. Analog
kann der Realteil der Permittivität mit steigender Frequenz nur abnehmen, sodass die untere Grenze im
Hochfrequenzbereich als untere Grenze für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden kann.

krostruktur liefert sie im Niederfrequenzbereich ein Minimum für die Leitfähigkeit der Teil-
chenσp,mi n,i so =9.33·10−7 S/m. Mit derselben Argumentation wie vorher kann bewiesen wer-
den: Die ak,mi n,i so-Koeffizienten konvergieren gegen null für k →∞, so dass die Summe der
ak,mi n,i so-Koeffizienten endlich ist. Im Hochfrequenzbereich liefert sie eine untere Grenze für
die Teilchenpermittivität ε ′p,mi n,i so = 9.77. Diese Werte sind etwas besser als die vorherigen

Werte σp,mi n,bel =9.03·10−7 S/m, ε ′p,mi n,bel = 9.58. Es bleibt noch offen, wie gut diese Ver-

besserung i.A. ist. Ist sie immer nur eine kleine Änderung oder kann sie für komplizierte Mi-
krostrukturen die Grenzen noch deutlich verbessern?

5.3.2.5 Isotrope Mikrostruktur: Anwendbarkeit der Gl. 5.22

Die Herleitung der Gl.5.22 erfolgt aus dem ak,max -Koeffizienten für eine isotrope Mikrostruk-
tur. Diese Gleichung wird auf die normierten dielektrischen Spektren (Abb.5.11 (e∞ > 1) und
Abb.5.12 (e∞ < 1)) angewendet. Das Ergebnis kann in Abb.5.18 bzw. Abb.5.19 gesehen werden.
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Deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (ν ¿ νPol): Im Niederfre-
quenzbereich dominiert die Teilchenleitfähigkeit (ε ′′p À ε ′p ). Wie in Abschnitt 5.3.2.3 erklärt,
ist dann für eine beliebige Mikrostruktur die Leitfähigkeit proportional zur Summe der ak,mi n-
Koeffizienten. Im Unterschied zu den ak,mi n-Koeffizienten konvergieren die ak,max nicht ge-
gen Null für k → ∞: die Summe der ak,max ist unendlich. Daher konvergiert die Summe∑∞

k=0

ak+1,max

(1+ t )k+1
nicht. Die mit der Gl. 5.22 berechnete Teilchenleitfähigkeit divergiert also im

Niederfrequenzbereich (siehe Abb. 5.18 und Abb. 5.19). Der Realteil der Teilchenpermittivität
divergiert auch. Das ist eher unkritisch, da i.A. wie vorher erwähnt ε ′p mit diesem Formalismus
im Niederfrequenzbereich nicht bestimmbar ist.

Deutlich oberhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (νÀ νPol): Die Gl. 5.7 ist re-
ell15. Gl. 5.22 ist dann eine obere (falls e∞ > 1) bzw. eine untere Grenze (falls e∞ < 1) für ε ′p :

εp

εm
≥ 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
für e∞ > 1 (5.35a)

εp

εm
≤ 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e︸ ︷︷ ︸
∈]0,1[

für e∞ < 1 (5.35b)

Der Beweis mit einfachen Ungleichungen ist im Anhang C.4.2 zu finden. Diese Grenzen exis-
tieren nur, falls hM1 − e∞ ≥ 0. Die berechneten Werte von ε ′p sind 10.58 > 10 bzw. 1.93 < 2
16 . Für den Fall e∞ < 1 gilt dieser Wert als untere Grenze für den gesamten Frequenzbereich
(graue Linie in Abb.5.19) und ist besser als der Wert, der für eine beliebige Mikrostruktur be-
rechnet wird (1.72 < 2 ). Außerdem liefert diese Gleichung in beiden Fällen, e∞ < 1 und e∞ > 1,
eine obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit, solange e ′′ 6= 0. Der Beweis findet sich in Ab-
schnitt C.4.2. Die berechneten Werte für σp,max sind 1.19·10−6 S/m für den Fall e∞ > 1 und
1.03·10−6 S/m für den Fall e∞ < 1, der besser als der mit Gl.5.14 im Abschnitt 5.3.2.3 berech-
nete Wert für σp,max = 1.09·10−6 S/m ist. Diese Werte können als obere Grenze für σp für
den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden, daσp mit fallender Frequenz nicht anstei-
gen kann). Oberhalb von 10·νPol wird der Plateauwert für σp erreicht. Für reale Systeme wird
diese Grenzfrequenz zu höheren Frequenzen verschoben. Als empirische Regel ist die untere
Grenzfrequenz diejenige, bei der e ′′ = min(1/3·e ′′

max ,2 ·10−2) ist.
Die Information über die Isotropie erlaubt eine Verbesserung bzw. eine Erweiterung der Gren-
zen für die komplexe Permittivität (ε ′p ,σp ). Insbesondere für den Fall e∞ > 1 liefert Gl.5.22 eine
obere Grenze im Hochfrequenzbereich für ε ′p und σp . Die Anwendbarkeit der Gleichung 5.22
als untere und obere Grenze für ε ′p und σp ist in Tabelle 5.5 zusammengefasst.

5.3.2.6 Frequenzabhängige Teilchenleitfähigkeit: Anwendung der Gl. 5.29

Die Gleichungen 5.14 bzw. 5.18 liefern untere Grenzen (σp,mi n) für die Teilchenleitfähigkeit im
Niederfrequenzbereich. Als Extrapolation gilt dieser Wert für den gesamten Frequenzbereich.
Die Gleichung 5.29 ist hilfreich, um im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ) diese Grenzen un-
abhängig davon zu ergänzen. Insbesondere falls die Teilchenleitfähigkeit frequenzabhängig
ist, können eventuell Gl.5.29/5.30 bessere untere Grenzen liefern. Um dies zu testen, nehmen

15(h −e)′ À (h −e)′′
16Das gleiche Ergebnis kann mit den „Hashin-Strickman“-Grenzen erhalten werden. Für eine isotrope Mikrostruk-

tur gilt, falls die Permittivitäten reell sind: εe f f ,M1 < εe f f ; aus Gl. 2.11a folgt, falls e∞ ≤ 1 + 3 f

1− f
: εp /εm ≤

(e∞−1)(1/ f · (1−1/3·(1− f ))+1

1− (e∞−1) · (1/ f ·1/3·(1− f ))
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ABBILDUNG 5.18 – Berechnete Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) aus der Inver-
tierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.5.11 in Abhängigkeit von
der Frequenz. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gl.5.22. Die Invertierung liefert eine obere Grenze für

σp und ε ′p im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol )( ε ′m = 2, hHB bestimmt aus Abb.5.11, f=0.1,
εe f f

εm
aus Abb.

5.11 wurden in Gl.5.22 eingesetzt).

ABBILDUNG 5.19 – Berechnete Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) aus der Inver-
tierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.5.12 in Abhängigkeit von
der Frequenz. Die Berechnung erfolt mit Hilfe der Gl.5.26b (gleiche wie Gl.5.22). Die Invertierung liefert
eine untere Grenze für ε ′p bzw. eine obere Grenze für σp im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol )(ε ′m = 10,

hHB bestimmt aus Abb.5.12, f=0.1,
εe f f

εm
aus Abb.5.12 wurden in Gl.5.26b (gleiche wie Gl.5.22) eingesetzt).

wir an, dass die Frequenzabhängigkeit der Teilchenleitfähigkeit einem Potenzgesetz mit dem
Exponent s (0 < s < 1) folgt:

σp (ω) =σp,0 + A ·ωs =σp,0 · (1+ (ω ·τ)s) (5.36)

σp,0 ist die Gleichstromleitfähigkeit. Dieses empirische Modell wurde von Jonscher[105] vor-
geschlagen, um die Leitfähigkeit breitbandig zu beschrieben. τ ist eine charakteristische Zeit-
konstante. Als Parameter nehmen wir τ=10−4 s, s = 0.5 und σp,0 =10−6 S/m. Wir wählen wie-

der die einfache Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur: e = εHB

εm
und e∞ > 1, um die normier-

ten dielektrischen Spektren (nicht gezeigt) zu erzeugen. Mit Hilfe der Gl. 5.29 und den ami n-
Werten (jeweils für eine beliebige und isotrope Mikrostruktur) wird die Teilchenleitfähigkeit
aus diesen Spektren berechnet. Das Ergebnis ist in Abb.5.20 dargestellt. Im Hochfrequenzbe-
reich (ν > 10νPol ) sind die berechneten unteren Grenzen σp,mi n nah (für ami n,bel , 34% Un-
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εp /εm = 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
isotrope Mikrostruktur

Fall: LF(ν¿ νPol ) HF(νÀ νPol )

εp /εm < 1
ε ′p extrapoliert minX
σp extrapoliert maxX

εp /εm > 1
ε ′p × maxX
σp extrapoliert maxX

TABELLE 5.5 – Zusammenfassung der Anwendbarkeit der Gleichung 5.22 als untere und obere Grenze für
ε ′p undσp für eine isotrope Mikrostruktur. Unter der Berücksichtigung, dass die Leitfähigkeit mit steigen-
der Frequenz nur zunehmen kann, bedeutet die Angabe „extrapoliert“, dass die im Hochfrequenzbereich
gegebene obere Grenze als obere Grenze für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden kann. Ana-
log kann der Realteil der Permittivität mit steigender Frequenz nur abnehmen, sodass die untere Grenze
im Hochfrequenzbereich als untere Grenze für den gesamten Frequenzbereich eingesetzt werden kann.

terschied) bzw. (für ami n,i so , 6% Unterschied) sehr nah an der realen Leitfähigkeit σp . Diese
Grenzen sind viel besser als die niederfrequente untere Grenze, die im Limes ν→ 0 durch Gl.
5.14 bzw. Gl. 5.18 gegeben ist17. Als Ergänzung wird im Hochfrequenzbereich auch die obere
Grenze für die Teilchenleitfähigkeit, die durch Gl.5.22 gegeben ist, dargestellt.

Analog berücksichtigen wir den Fall e∞ < 1. Die Parameter für den Test bleiben konstant, nur
die Teilchenpermittivität ist jetzt kleiner als die Matrixpermittivität. Mit Hilfe der Gl.5.30 wird
die Teilchenleitfähigkeit berechnet: das Ergebnis ist in Abb.5.21 gezeigt. Im Hochfrequenzbe-
reich (ν > 10νPol ) unterscheiden sich die unteren Grenzen für eine beliebige Mikrostruktur
und eine isotrope Mikrostruktur nicht sehr. Diese Grenzen sind besser als die niederfrequente
Grenze, die durch Gl.5.14 gegeben ist. Im Hochfrequenzbereich ist zusätzlich die obere Grenze
für die Teilchenleitfähigkeit, die durch Gl.5.25b gegeben ist, dargestellt. Bei zu tiefen Frequen-
zen sehen wir, dass die berechneten unteren Grenzen gegen null gehen. Das ist schon zu er-
warten, da diese Grenzen nur im Hochfrequenzbereich gültig sind. Es gibt noch ein Kriterium
zu finden: Ab welcher Frequenz sind diese Formeln anwendbar? Um diese Frage zu beant-
worten, wird ein zweites Beispiel betrachtet: Dieses Mal ist die gewählte Teilchenleitfähigkeit
frequenzunabhängig. Analog wie oben werden die unteren Grenzen für σp im Hochfrequenz-
bereich berechnet und in Abb.5.22 dargestellt. Oberhalb von 104 Hz wird der Plateauwert der
Teilchenleitfähigkeit erreicht. Die erhaltenen unteren Grenzen sindσp,mi n,bel =6.52·10−7 S/m
für eine beliebige Mikrostruktur und σp,mi n,i so = 8.98·10−7 S/m für eine isotrope Mikrostruk-
tur. Diese Werte sind schlechter als die durch Gl.5.14 und Gl.5.18 gegebenen unteren Grenzen.
Dieser Frequenzbereich entspricht, für die normierten dielektrischen Spektren, Verlusten e ′′,
die kleiner als ein Viertel des Werts bei νPol (e ′′ ≤ e ′′

max /4, νPol ≈ 1100 Hz) sind. Nähert man
sich von der Grenzflächenpolarisationsfrequenz, gehen die berechneten Grenzen gegen null.
Für e ′′ ≤ e ′′

max /3 weichen die berechneten Grenzen von weniger als 10% von diesem Plateau-
wert ab und sind daher immer eine gute Näherung. Wird dieses empirische Kriterium z.B. an
das vorherige Beispiel für den Fall e∞ > 1 angewendet, gelten die berechneten unteren Gren-
zen oberhalb von 4·104 Hz. Unterhalb werden diese Grenzen immer schlechter.

17Selbst wenn diese Gleichungen keine bewiesenen unteren Grenzen für die Teilchenleitfähigkeit im Hoch-
frequenzbereich bilden, scheint es, dass sie im Fall einer homogenen Feldverteilung (Hanai-Bruggeman-
Mikrostruktur) eine gute Abschätzung sind.
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ABBILDUNG 5.20 – Als Parameter wurden eine frequenzabhängige Teilchenleitfähigkeit (σp ) und ei-
ne Teilchenpermittivität (ε ′p ), die größer ist als die Matrixpermittivität (e∞ > 1), gewählt. Gl. 5.29 mit
ami n,bel (bzw. ami n,i so) liefern eine bessere untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Hochfrequenz-
bereich als die niederfrequente Grenze, die durch Gl. 5.14 für eine beliebige (bzw. gegeben durch Gl.
5.18 für eine isotrope) Mikrostruktur gegeben ist. Außerdem wurde die obere Grenze für σp , die durch
Gl. 5.22 gegeben ist, dargestellt. (e = εHB /εm , ε ′p = 10, σp = σp (ν), siehe Gl. 5.36 (τ = 1E − 4, s=0.5,

σp,0 =10−6 S/m), εm = 2, f=0.1)

ABBILDUNG 5.21 – Als Parameter wurden eine frequenzabhängige Teilchenleitfähigkeit (σp ) und eine
Teilchenpermittivität (ε ′p ), die kleiner als die Matrixpermittivität (e∞ < 1) ist, gewählt. Gl. 5.30 liefert
eine bessere untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Hochfrequenzbereich als die niederfrequente
Grenze, die durch Gl.5.14 für eine beliebige Mikrostruktur gegeben ist. Außerdem wurde die obere Grenze
für σp , die durch Gl. 5.26b gegeben ist, dargestellt. (e = εHB /εm , ε ′p = 2, σp = σp (ν), siehe Gl. 5.36 (τ =
1E −4, s = 0.5, σp,0 =10−6 S/m), εm = 10, f=0.1)
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ABBILDUNG 5.22 – Als Parameter wurden eine frequenzunabhängige Teilchenleitfähigkeit (σp ) und ei-
ne Teilchenpermittivität (ε ′p ), die größer als die Matrixpermittivität ist (e∞ > 1), gewählt. Gl. 5.29 mit
ami n,bel (bzw. ami n,i so) liefert eine untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Hochfrequenzbereich.
Oberhalb von 104 Hz erreicht die berechnete untere Grenze einen Plateauwert. (e = εHB /εm , ε ′p = 10,

σp =10−6 S/m, εm = 2, f=0.1)

5.3.2.7 Frequenzabhängige Matrixpermittivität

Bis jetzt wurde der numerische Test für eine verlustfreie Matrix durchgeführt. Der vorheri-
ge Formalismus liefert Grenzen für den Quotient εp /εm , genauer gesagt für den Real- bzw.
den Imaginärteil dieses Quotients. Ist die Matrix verlustfrei, liefert dieser Formalismus direkte
Grenzen für die Teilchenleitfähigkeit und Teilchenpermittivität. Andernfalls gibt es Kreuzter-

me, die man berücksichtigen muss. Mit der Notation εp = ε ′p−ı ·
σp

ε0ω
und εm = ε ′m−ı ·ε ′′m folgt

für den Realteil bzw. den Imaginärteil der komplexen Quotient εp /εm = (εp /εm) ′−ı · (εp /εm) ′′:

(
εp

εm

)′
=
ε ′p ·ε ′m + σp ·ε ′′

m

ε0ω

| εm |2 (5.37a)

(
εp

εm

)′′
=

σp ·ε ′
m

ε0ω
−ε ′p ·ε ′′m

| εm |2 (5.37b)

Deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (ν ¿ νPol): Im Niederfre-

quenzbereich sind die Teilchen vollständig polarisiert. Daraus folgt ε ′′m ·ε ′p ¿ σp ·ε ′
m

ε0ω
18, und

mit ε ′′m ¿ ε ′m gilt im Niederfrequenzbereich:

(
εp

εm

)′′
≈

σp ·ε ′
m

ε0ω

| εm |2 ≈ σp

ε0ω ·ε ′m
für ν¿ νPol (5.38)

Solange die Matrixpermittivität keine hohen Verluste aufweist (z.B. eine Gleichstromleitfähig-
keit) oder die Teilchenpermittivität nicht sehr groß ist, beinflusst eine nicht verlustfreie Matrix
das Ergebnis für die Teilchenleitfähigkeit im Niederfrequenzbereich nicht.

18Angenommen, es gilt σp =10−6 S/m und εm = 2, so ist dieser Term bei 1Hz (ν¿ νPol ) größer als 104.



81 5.3 Grenze für die Teilchenpermittivität (ε ′p ,σp ) aus der Spektraldarstellung

Deutlich oberhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz (νÀ νPol): Im Hochfrequenz-
bereich wird der Term ε ′′m ·σp /ε0ω

19 vernachlässigbar im Vergleich zu ε ′p ·ε ′m . Es gilt für die Gl.
5.37a: (

εp

εm

)′
≈
ε ′p ·ε ′m
| εm |2 ≈

ε ′p
ε ′m

für νÀ νPol (5.39)

Für die Teilchenleitfähigkeit beeinflussen die Verluste der Matrix, solange sie niedrig bleiben,
das Ergebnis im Hochfrequenzbereich nicht. Allerdings sind für den Imaginärteil auf den ers-
ten Blick die Kreuzterme ε ′m ·σp /ε0ω und ε ′p ·ε ′′m von der gleichen Größenordnung, so dass
die Matrixverluste nicht vernachlässigt werden können. Wird die Gleichung 5.37b für σp um-
geschrieben:

σp = ε0 ·ω

ε ′m
·

((
εp

εm

)′′
· | εm |2 +ε ′p ·ε ′′m

)
= ε0 ·ω ·ε ′′p (5.40)

sieht man direkt, dass im Fall einer verlustfreien Matrix eine obere Grenze für (εp /εm) ′′ einer
oberen Grenze für σp entspricht. Außerdem wurde Gl.5.22 als obere Grenze für (εp /εm) ′′ be-
wiesen unter die Vorraussetzung, dass wir in dem Frequenzbereich sind, wo e ′′ 20 sehr klein
aber von Null verschieden ist (d. h. e ist fast reell, siehe Abschnitt C.4.2). Mit einer nicht ver-
lustfreien Matrix gibt es eine Frequenz, bei der der Tangens des Verlustwinkels der Matrix
(tan(δ)m) größer als der der Teilchen (tan(δ)p ) (e ′′ wird sein Vorzeichen ändern) wird, so dass
die vorherige Vorraussetzung nicht mehr erfüllt ist. Es bedeudet nur, dass man mindestens
den Frequenzbereich, in dem tan(δ)m > tan(δ)p ist, abschneiden soll. Das ist in Abb.5.23 illus-
triert. Für dieses Beispiel wurde eine Matrix mit einem Relaxationsprozess (νr el oberhalb des
Frequenzbereichs) gewählt. Die Verluste der Matrix sind klein (ε ′′m < 10−1). Die Grenzflächen-
polarisationsfrequenz des Komposits νPol liegt bei circa 900 Hz. Die detaillierten Parameter
sind in der Legende von Abb. 5.23 zu finden. Dieses Beispiel ist noch zu einfach gewählt: Es
wurde angenommen, dass die Eigenschaften der reinen Matrix und der Matrix in dem Kom-
posit gleich sind. Das ist natürlich normalerweise nie der Fall. Selbst mit einer guten Repro-
duzierbarkeit der Herstellung der Proben sind die vorbereiteten Matrizen (reine und in dem
Komposit) nicht 100% gleich. Außerdem können die Teilchen einen Einfluss auf den Polymeri-
sationsprozess der Matrix haben. Der Formalismus wird jede kleine Änderung von e ′′ als Än-
derung der Teilchenleitfähigkeit interpretieren, obwohl es auch durch eine kleine Änderung
der Verluste der Matrix in dem Komposit verursacht sein könnte. Der Formalismus kann die
beiden Effekte nicht trennen. Vorsichtshalber soll man sich daher auf den Frequenzbereich
beschränken, wo die Verluste der Teilchen die Verluste der Matrix dominieren.

5.3.2.8 Anwendung der Methode auf reale Systeme

Bis jetzt wurde der Fall betrachtet, dass zumindest zwei Systemgrößen exakt bekannt sind: die
Konzentration bzw. der quasi-statische Wert. Die normierten dielektrischen Daten wurden als
rauschfrei und frei von systematischen Fehlern angesehen. In diesem Abschnitt wird unter-
sucht, was passiert, falls alle diese Größen nur mit einer bestimmten Genauigkeit bekannt
sind.

Einfluss des Füllfaktors f : der relative Fehler bedingt durch den Füllfaktor ist durch ∆ f / f
gegeben. Bei kleiner Konzentration kann dieser Fehler groß werden. Ist der angegebene Füll-
faktor kleiner bzw. größer als der reale Wert, werden die berechneten Grenzen für die Teilchen-

19Angenommen, es gilt ε ′′m = 0.1 und σp =10−6 S/m, so ist dieser Term bei 105 Hz (νÀ νPol ) von der Größenord-

nung 10−1.

20e ′′ =
ε ′′e f f ·ε ′m −ε ′e f f ·ε ′′m

ε ′2m +ε ′′2m



Kapitel 5 GaAs Komposite 82

ABBILDUNG 5.23 – (Links) Der Imaginärteil der Gl.5.22 liefert eine obere Grenze für (εp /εm) ′′ im Hoch-
frequenzbereich. Eine obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit kann in dem Frequenzbereich hergeleitet
werden, in dem tan(δm) < tan(δp ) ist. Das ist in diesem Beispiel unterhalb von 105Hz. (Rechts) Der Re-
alteil der Gl. 5.22 liefert eine obere Grenze für ε ′p im Hochfrequenzbereich. Parameter des invertierten

dielektrischen Spektrums: e = εHB /εm , ε ′p =10, σp =10−6 S/m, εm ist eine Havriliak-Negami-Funktion

(siehe Anhang A, Gl.A.1) mit ∆ε= 1.73, ε∞ = 2.11, τ=2.22 ·10−7 s, α=0.39, β=0.18, f = 0.1.

leitfähigkeit bzw. für die Teilchenpermittivität nach oben bzw. unten verschoben.

Einfluss des quasi-statischen Werts h: seine Bestimmung aus den experimentellen di-
elektrischen Spektren kann fehlerbehaftet sein. Das ist insbesondere der Fall, wenn es außer-
halb des zugänglichen Frequenzbereichs ist, so dass dieser Wert extrapoliert werden muss. Im
Hochfrequenzbereich werden die unteren (eventuell obere für σp ) berechneten Grenzen für
ε ′p verschoben. Ist der bestimmte Wert h zu groß,sind die Grenzen nach unten verschoben.
Für das vorherige Beispiel (Abb.5.15) entspricht ∆ε ′p /ε ′p ' 3% bei einem relativen Fehler be-

dingt durch h von 1% 21. Im Niederfrequenzbereich ist eine Ungenauigkeit in der Bestimmung
von h problematischer. Aufgrund des Formalismus wird versucht, aus der winzigen Differenz
h − e die Teilchenleitfähigkeit zu bestimmen. Ist h zu groß gewählt, wird die berechnete un-
tere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit divergieren und viel kleiner sein. Sie stellt zwar noch
eine untere Grenze dar, ist aber viel schwächer als vorher. Um das zu illustrieren wird die in
Abb. 5.24 vorgestellte untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit mit unterschiedlichen Wer-
te für h neu berechnet. Selbst mit einer Ungenauigkeit von 0.5% oder 1% divergiert σp,mi n .
Das ist insbesondere stark ausgeprägt in dem Frequenzbereich, in dem sich der Plateauwert
der normierten Permittivität befindet. Eine solche Änderung vonσp,mi n sollte also nicht ohne
weiteren Beweis als eine intrinsische Änderung der Permittivität interpretiert werden.

Einfluss der Genauigkeit der normierten Permittivität e sowie des Rauschens der Mes-
sung: Ist die normierte Permittivität mit einem systematischen Fehler ∆e aber rauschfrei ge-
messen, werden die unteren bzw. oberen Grenzen nach oben verschoben, falls (∆e > 0), bzw.
nach unten, falls (∆e < 0). Der Wert von h wird ähnlich verschoben werden. Es wird angenom-
men, dass ∆h/h = ∆e/e gilt. Für das vorherige Beispiel (Abb. 5.15) entspricht ∆ε ′p /ε ′p ' 35%
(Verschiebung in ε ′p : 9.58→13.25) (bzw. 7%, 9.58→10.25) bei einem relativen Fehler bedingt

21Mit der Abkürzung x = (εp /εm ) ′ gilt für den relativen Fehler bedingt durch h im Hf-Bereich:
∆x

x
=

(e −1)2 ·h ·δ

(h −e) · ( f · (h −e)+ (h −1) · (e −1))
, wobei

∆h

h
= δ.
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ABBILDUNG 5.24 – Teilchenleitfähigkeit (σp ) in Abhängigkeit von der Frequenz berechnet aus der In-
vertierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.5.11 mit der Gl.5.14 für
verschiedene Werte von h (h, h+0.5%, h+1%) . Im Niederfrequenzbereich divergiert die berechnete untere
Grenze für σp , falls h nicht den exakten Wert annimmt. Man beachte, dass für den Hochfrequenzbereich

nicht bewiesen wurde, dass Gl.5.14 eine untere Grenze für σp liefert. Parameter: ε ′m = 2, f=0.1,
εe f f

εm
aus

Abb.5.11 wurden in Gl.5.14 eingesetzt.

durch e und h von 5% (bzw. 1%). 22 Um den Einfluss des Rauschens zu untersuchen, wer-
den wie in Abschnitt 5.2.3 dielektrische Spektren künstlich verrauscht: Die normierten dielek-
trischen Spektren werden in Abb..5.25 dargestellt. Das Rauschen ist stark bei sehr tiefen Fre-
quenzen (ν < 20 Hz) und bei sehr hohen Frequenzen (ν > 5.104 Hz) und insbesondere sicht-
bar im Imaginärteil, falls e ′′ < 10−3 gilt (man beachte die logarithmische Skala). Das Ergebnis
der Invertierung der normierten dielektrischen Spektren als Grenze für σp und ε ′p ist in Abb.
5.26 dargestellt. Wie erwartet, ist das Rauschen für die Teilchenleitfähigkeit stärker als für die
Teilchenpermittivität. Unterhalb von 50 Hz bzw oberhalb von 5.104 Hz ist die sich ergebende
untere bzw. obere Grenze für σp stark verrauscht. Wegen der nicht verlustfreien Matrix ist der
Effekt stärker im Hochfrequenzbereich (siehe Abschnitt 5.3.2.7). In der Praxis sind die Daten
in den Frequenzbereichen, in denen e ′′ < 5.10−3 gilt, schlecht bzw. nicht in einer Grenze für
die Teilchenleitfähigkeit invertierbar.

5.3.2.9 Verallgemeinerung der Ergebnisse

Bis jetzt wurden für die numerischen Beispiele zwei Parametersätze gewählt: Die Teilchen-
leitfähigkeit wurde konstant gehalten, die Teilchenpermittivität entweder größer (ε ′p /ε ′m=5)
oder kleiner (ε ′p /ε ′m=0.2) als die Matrixpermittivität gewählt. Außerdem haben wir uns auf
eine spezielle Mikrostruktur (Hanai-Bruggeman) beschränkt. Jedoch ist die vorherige Diskus-
sion allgemeingültig und nicht auf diese speziellen Beispiele beschränkt. Zu den vorherigen
Beispielen liefert die Invertierung der dielektrischen Spektren Grenzen, die nah an den rea-
len Werten liegen. Was noch offen bleibt, ist die Frage, wie gut diese Grenzen im Allgemeinen

22Mit der Abkürzung x = (εp /εm ) ′ gilt für den relativen Fehler bedingt durch h und e im HF-Bereich:
∆x

x
=

δ · (h ·e −1)

(h −1) · (e −1)+ f · (h −e)
, wobei der gleiche relative Fehler für h und e eingesetzt wird:

∆h

h
= ∆e

e
= δ.
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ABBILDUNG 5.25 – Normierte dielektrische Spektren in Abhängigkeit von der Frequenz. Die dielektri-
schen Spektren wurden künstlich verrauscht. Das Rauschen ist insbesondere stark bei sehr hohen Fre-
quenzen (man beachte die logarithmische Skala für den Imaginärteil). Parameter: e = εHB ,ver /εm,ver ,
ε ′p = 10,σp =10−6 S/m, εm ist eine Debye-Funktion mit∆ε= 2, ε∞ = 3, τ=1.59 ·10−4 s, f = 0.1, Rauschen-

parameter: 10−3. (Def. siehe Fußnote auf Seite 60)

ABBILDUNG 5.26 – Teilchenpermittivität (ε ′p ) und Teilchenleitfähigkeit (σp ) in Abhängigkeit von der
Frequenz, berechnet aus der Invertierung des normierten dielektrischen Spektrums (Hanai-Bruggeman)
in Abb.5.25 mit der Gl.5.14 (bel) bzw. Gl.5.18 (iso), die eine untere Grenze für σp im Tieffrequenzbereich
(ν¿ νPol ) und für ε ′p im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ) liefert, bzw. mit der Gl. 5.22, die eine obere
Grenze für σp im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ) und für ε ′p im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ) lie-
fert. Das Ergebnis ist insbesondere bei sehr tiefen Frequenzen (ν< 50Hz) bzw. bei sehr hohen Frequenzen
(ν> 105Hz) verrauscht. Für die Leitfähigkeit überlagert sich im Hochfrequenzbereich der Effekt mit dem

Einfluss der Matrixverluste (siehe Abschnitt 5.3.2.7). Parameter: h bestimmt aus Abb.5.25, f=0.1, εm ,
εe f f

εm
aus Abb.5.25 wurden in Gl.5.14/Gl.5.18/Gl.5.22 eingesetzt.
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sind. Was passiert, wenn es einen höheren dielektrischen Kontrast oder eine unterschiedliche
Mikrostruktur gibt?

Dielektrischer Kontrast εp /εm: Es wurden die gleiche Teilchenleitfähigkeit, Konzentrati-
on und Mikrostruktur (Hanai-Bruggeman) wie vorher verwendet. Der dielektrische Kontrast
εp /εm wird zwischen zwei und 50 variiert. Die normierten dielektrischen Spektren sind in
Abb. 5.27 dargestellt. Je höher der dielektrische Kontrast ist, desto schwächer ist der MWS-
Prozess. Die Grenzflächenpolarisationsfrequenz wird zu tieferen Frequenzen verschoben 23.
Das Ergebnis der Invertierung ist in Abb. 5.28 dargestellt. Deutlich unterhalb der Grenzflä-
chenpolarisationsfrequenz spielt der dielektrische Kontrast keine Rolle, da, wie vorher ange-
deutet, die Teilchen vollständig polarisiert sind (Kurve nicht gezeigt). Die untere Grenze für die
Teilchenleitfähigkeit ist dort unabhängig vom dielektrischen Kontrast. Deutlich oberhalb der
Grenzflächenpolarisationsfrequenz sind die berechneten Grenzen abhängig von dem dielek-
trischen Kontrast. Je höher der dielektrische Kontrast ist, desto größer ist die Abweichung von
dem realen Wert. Für die untere Grenze der Teilchenpermittivität ist die Abweichung nicht
drastisch. Sie nimmt mit dem dielektrischen Kontrast steil zu für niedrige εp /εm-Werte und
erreicht dann einen Plateauwert von circa 6% (isotrope Mikrostruktur) bzw. 9% (beliebige Mi-
krostruktur) für diesen Fall bei εp /εm = 30. Für die obere Grenze ist die Abweichung ausge-
prägter: Sie nimmt mit dem dielektrischen Kontrast stark zu. Bei hohen dielektrischen Kon-
trast wird die obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit und die Teilchenpermittivität deut-
lich oberhalb des realen Werts liegen. Außer in speziellen Fällen, ist der dielektrische Kontrast
zwischen Matrix und Teilchen i.a. relativ klein, so dass man sich insbesondere für den Bereich
εp /εm ∈]0 : 10] interessiert. Die absoluten Werte sind hier natürlich u.a. abhängig von der ge-
wählten Mikrostruktur, aber das qualitative Verhalten sollte allgemein gelten.

Andere Mikrostruktur: Die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur und die Hanai-Bruggeman-
Mikrostruktur liefern relativ ähnliche dielektrische Spektren. Zum Beispiel ist der quasi-
statische Wert h bei kleinen Konzentrationen von der gleichen Größenordnung . Da die In-
vertierung der dielektrischen Spektren der Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur exakte Gren-
zen liefert, kann man erwarten, dass die Invertierung der dielektrischen Spektren der Hanai-
Bruggeman-Mikrostruktur Grenzen liefert, die relativ nah an der Realität sind. Das ist insbe-
sondere der Fall bei kleinen Konzentrationen24. Der Formalismus soll jetzt für einen höhe-
ren quasi-statischen Wert getestet werden. Dafür wird die General Effective Medium (GEM)-
Gleichung gewählt. Diese Gleichung, die von McLachlan([106, 107]) für ein Komposit mit einer
leitfähigen Komponente, die in einer Matrix mit kleinen Verluste dispergiert ist, vorgeschlagen
wurde, lautet:

f ·
ε1/t

p − A ·ε1/t
e f f

ε1/t
p + A ·ε1/t

e f f

+ (1− f ) ·
ε1/t

m − A ·ε1/t
e f f

ε1/t
m + A ·ε1/t

e f f

= 0 wobei A = 1− fc

fc
(5.41)

wobei fc der Perkolationsfüllfaktor ist. Der Exponent t ist ein empirischer Wert. Der Spezialfall
t = 1 ergibt die symmetrische Bruggeman-Gleichung. Die Gleichung ist ein empirischer Ver-
such, die Perkolationstheorie und die Effektive-Medium-Theorie auf einem breiten Bereich
von Konzentrationen zu kombinieren. Für das folgende numerische Beispiel wird t als 1 und
fc = 0.27 künstlich gewählt, ε ′p = 10, σp =10−6 S/m und f = 0.1. Die resultierenden dielektri-
schen Spektren sind in Abb. 5.29 (oberes Bild) dargestellt. Der quasi-statische Wert h = 1.56

23Wenn die Teilchen vollständig polarisiert sind, es gilt: ε ′′p (ω) À ε ′p , siehe auch Abschnitt 1.2.4.1
24Zur Erinnerung: Die exakte Invertierung der Daten ist möglich, falls die ak+1 =F (h, f ) exakt bekannt sind. Das

ist der Fall für die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur.
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Mikrostruktur ε ′p σp [10−6 S/m]
νÀ νPol ν¿ νPol νÀ νPol

min,bel min,iso max,iso min,bel min,iso max,iso

HB 9.58 9.77 10.58 0.903 0.933 1.09
GEM 8.90 9.72 14.52 0.699 0.81 2.61

TABELLE 5.6 – Berechnete untere bzw. obere Grenzen für ε ′p und σp aus der Invertierung von zwei nor-
mierten dielektrischen Spektren (1. Hanai-Bruggeman Abb.5.11, 2. GEM Abb.5.29). Detaillierte Angaben
zu der Berechnung finden sich in Abb.5.15, Abb.5.17, Abb.5.18 und Abb.5.29.

( f = 0.1) ist, wie gewünscht, viel größer als hM1 = 1.333. Das Ergebnis der Invertierung die-
ser dielektrischen Spektren ist in Abb. 5.29 dargestellt. Die berechneten unteren bzw. oberen
Grenzen für ε ′p und σp sind in Tabelle 5.6 zusammengefasst und mit den vorherigen Gren-
zen für die Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur verglichen. Die berechneten unteren Grenzen
für die „GEM“-Spektren sind kleiner als die für die Hanai-Bruggeman Mikrostruktur, bleiben
aber noch eine gute Abschätzung. Die Abweichung für die obere Grenze ist deutlich größer.
In der Tat wird für die Berechnung der oberen Grenzen nicht h sondern der quasi-statische
Wert hM1 benutzt (siehe Gl. 5.22). Ein zweites Beispiel für eine Konzentration f=0.2 näher an
der Perkolationskonzentration ist in Abb.5.30 dargestellt.

5.3.3 Illustration der Energieerhaltung

Um die vorherigen Gleichungen als untere und obere Grenze für die Teilchenpermittivität

ε ′p und die Teilchenleitfähigkeit σp zu veranschaulichen, wird der Parameter α= |〈E〉p |2〈|E|2〉p

(Gl.

2.28) wieder eingesetzt. Dieser Parameter wurde aus der Energieerhaltung hergeleitet (siehe
Abschnitt 2.3.2) und seine Bedeutung als Hinweis für die Homogenität der Feldverteilung in
Abschnitt 5.2.2 gezeigt. Mit den normierten Größen kann der Parameter α als

α= 1

f
·

| e −1 |2
| εp /εm −1 |2 ·

(
εp /εm

)′′
e ′′ (5.42)

umgeschrieben werden25. Mit x = (εp /εm)′ und y = (εp /εm)′′ wird dies dann zu:

y = 1

2·r
·
(
(x −1)2 + y2) , wobei r = | e −1 |2

2· f ·e ′′︸ ︷︷ ︸
rmi n

·
1

α︸︷︷︸
∈[0:1]

. (5.43)

Wird diese Gleichung umgeschrieben, erkennt man die Gleichung eines Kreises mit dem Mit-
telpunkt (1,r ) und dem Radius r :

(x −1)2 + (y −1)2 = r 2 (5.44)

Man beachte, dass r frequenzabhängig ist. Die Energieerhaltung bedeutet also, dass alle Werte
außerhalb des Kreises mit Radius rmi n erlaubt sind. Die Abbildung 5.31 illustriert das Prinzip.
Für die Gleichung 5.14 ist derα-Parameter gleich 126, so dass diese Gleichung (x, y)-Werte, die

25 (εp /εm )′′

e ′′ =
ε ′′p −ε ′′m ·ε ′p /ε ′m

ε ′′e f f −ε ′′m ·ε ′e f f /ε ′m
26 εp

εm
= 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
wird in Gl.5.42 eingesetzt.
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ABBILDUNG 5.27 – Normierte dielektrische Spektren (MWS-Prozess) berechnet für verschiedene dielek-
trische Kontraste (εp /εm) in Abhängigkeit von der Frequenz. Je höher der dielektrische Kontrast ist, desto
schwächer ist der MWS-Prozess. Die Grenzflächenpolarisationsfrequenz wird außerdem zu tieferen Fre-
quenzen verschoben. Parameter: εm = 2 (außer für die orangene Kurve εm = 20), f=0.1, σp =10−6 S/m
wurden in Gl.2.12 eingesetzt.

auf dem rmi n-Kreis liegen, liefert. Im Niederfrequenzbereich sind die Teilchen vollständig po-
larisiert, d. h. y →∞ und es gilt y ≥ 2rmi n laut der Energieerhaltung (siehe Abb.5.32 links). Die
Gleichung 5.14 liefert also eine untere Grenze für y (σp ). Wie erwartet, ist das Ergebnis unab-
hängig von x, falls die Frequenz tief genug ist. Das entspricht dem, was in dem numerischen
Test beobachtet wurde (siehe Abschnitt 5.3.2.3). Im Hochfrequenzbereich wird y sehr klein
(y → 0). Der interessante Bereich liegt zwischen der positiven x-Achse (falls man negative Per-
mittivitäten ausschließt) und dem Kreisumfang (siehe Abb. 5.32 rechts). Man unterscheidet
zwischen zwei Fällen:

• e∞ ≤ 1 (links von x = 1). Bei xmi n finden wir ymax auf dem Kreis.

• e∞ ≥ 1 (rechts von x = 1). Bei xmax finden wir ymax auf dem Kreis. Für eine beliebi-
ge Mikrostruktur existiert xmax nur für e∞ ≤ 1/(1− f ). Für eine isotrope Mikrostruktur
existiert der xmax -Wert nur für e∞ ≤ hM1 = (1+2 f )/(1− f ) und entspricht dem Realteil
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ABBILDUNG 5.28 – Untere und obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit und für die Teilchenpermittivi-
tät in Abhängigkeit von dem dielektrischen Kontrast. Man erhält sie aus der Invertierung der normierten
dielektrischen Spektren bei 1 MHz (νÀ νPol ) in Abb. 5.27. Je höher der dielektrische Kontrast ist, desto
größer ist die Abweichung von dem reellen Wert. (εm = 2, f = 0.1, h und die εe f f /εm- Werte bei 1 MHz aus
Abb.5.27 werden in Gl.5.14 (beliebige Mikrostruktur, oberes Bild links), Gl.5.18 (isotrope Mikrostruktur,
oberes Bild links) bzw. in Gl.5.22 (isotrope Mikrostruktur, oberes Bild rechts und unteres Bild) eingesetzt)

von Gl.5.2227. Diese Gleichung liefert Werte, die auf einem unterschiedlichen rmi n-Kreis
liegen (α= 1).

Außerdem können ymi n-Werte mit der Gleichung 5.30 bzw. 5.29 für e∞ < 1 bzw. e∞ ≥ 1 gefun-
den werden.

5.3.4 Anwendung auf experimentelle Daten

Der numerische Test hat es uns erlaubt, die Anwendbarkeit und die Beschränkung der Me-
thode zu erkennen. Natürlich waren die modellierten Systeme weit entfernt von einem realen
System, wo alle diskutierten Situationen gleichzeitig eine Rolle spielen können. Ist die Me-
thode im Fall eines reellen Sytems noch anwendbar, um die exakte Grenze für die Teilchen-
leitfähigkeit bzw. für die Teilchenpermittivität zu bestimmen? Die Messungen an den Ga As-
Kompositen werden es uns erlauben, die Anwendbarkeit der Methode auf reale Systemen zu
überprüfen und die Schwierigkeiten, die auftreten können, zu identifizieren. Zuerst wird die
ausführliche Auswertung für einen bestimmten Füllfaktor vorgestellt. Danach werden die Er-
gebnisse für die verschiedenen Füllfaktoren verglichen, um Informationen nicht nur über die
Eigenschaften der Teilchen, sondern auch über die Mikrostruktur zu gewinnen.

27 εp

εm
= 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
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ABBILDUNG 5.29 – (Links) Normierte dielektrische Spektren berechnet mit der GEM-Gleichung (Gl.5.41)
in Abhängigkeit von der Frequenz. (Unten links) Untere bzw. obere Grenze für die Teilchenpermittivität
und (Unten rechts) für die Teilchenleitfähigkeit, die aus der Invertierung der dielektrischen Spektren mit
Gl. 5.14 (beliebige Mikrostruktur) und Gl. 5.18 (isotrope Mikrostruktur) bzw. Gl. 5.22 berechnet wurden.
Parameter: εm = 2, ε ′p = 10, fc = 0.27, f=0.1, σp =10−6 S/m wurden in Gl.5.41 eingesetzt.

5.3.4.1 Ausführliche Auswertung: f=6.1%

Als Muster wird ein Ga As-Komposit mit einem Füllfaktor von 6.1% gewählt. Der Imaginärteil
der dielektrischen Messungen ist in Abb. 5.33 dargestellt. Die Grenzflächenpolarisationsfre-
quenz liegt bei circa 750 Hz.

Grenzen für ε ′p : Die Gleichungen 5.14 und 5.18 bzw. 5.22, die die untere bzw. obere Grenze
für ε ′p liefern, werden auf das normierte dielektrische Spektrum angewendet. Das Ergebnis
kann in Abb. 5.34 gesehen werden. Wie erwartet ist die Invertierung im Niederfrequenzbe-
reich nicht möglich, die berechnete Teilchenpermittivität divergiert. Im Hochfrequenzbereich
erreicht ε ′p im jedem Fall einen Plateauwert oberhalb von 107 Hz. Oberhalb von 106Hz weicht
der berechnete ε ′p von weniger als 5% von diesem Plateauwert ab und ist schon eine gute
Näherung. Diese Frequenzen sind sehr weit entfernt von der Grenzflächenpolarisationsfre-
quenz, da die rechte Seite des Verlustpeaks relativ breit ist. Wie in Abschnitt 5.3.2.7 erklärt,
spielt die Matrixpermittivität im Hochfrequenzbereich keine Rolle. Die berechneten unteren
Grenzen sind ε ′p,mi n,bel =11.5±4, ε ′p,mi n,i so=12.0±4 und ε ′p,max,i so=14.0±5 28. Die berechneten

Grenzen für ε ′p sind frequenzabhängig. Aber es bedeutet nicht unbedingt, dass die Teilchen-
permittivität frequenzabhängig ist. Man muss weit genug entfernt von der Grenzflächenpo-

28Die Fehler sind für eine Unsicherheit der Konzentration von 0.5 und einen relativen Fehler von 3% für die ge-
messenen Daten angegeben.
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ABBILDUNG 5.30 – (Oben) Normierte dielektrische Spektren berechnet mit der GEM-Gleichung (Gl.5.41)
in Abhängigkeit von der Frequenz.(Unten links) Untere bzw. obere Grenze für die Teilchenpermittivität
und (Unten rechts) für die Teilchenleitfähigkeit , die aus der Invertierung der dielektrischen Spektren mit
Gl. 5.14 (beliebige Mikrostruktur) und Gl. 5.18 (isotrope Mikrostruktur) bzw. Gl. 5.22 berechnet wurden.
Parameter: εm = 2, ε ′p = 10, fc = 0.27, f=0.2, σp =10−6 S/m wurden in Gl.5.41 eingesetzt.

ABBILDUNG 5.31 – Kreis mit dem Mittelpunkt (1,rmi n(ν)) und dem Radius rmi n(ν) = | e −1 |2
2 · f ·e ′′ . Laut der

Energieerhaltung sind alle (x,y)-Werte, die außerhalb dieses Kreis liegen (gestreifte Zone), erlaubt.
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ABBILDUNG 5.32 – Im Niederfrequenzbereich (linkes Bild) sind die Teilchen vollständig polarisiert, y →
∞, ymi n = 2rmi n . Im Hochfrequenzbereich (rechtes Bild) für den Fall e∞ ≤ 1 wird ymax bei dem xmi n-
Wert gefunden und für den e∞ ≥ 1 wird ymax bei dem xmax -Wert gefunden, insofern diese existiert (e <
1/(1− f ) für eine beliebige Mikrostruktur, e < 1+3 f /(1− f ) für eine isotrope Mikrostruktur.)

ABBILDUNG 5.33 – Imaginärteil der effektiven Permittivität (ε ′′e f f , blaue Kurve) bzw. normierten effek-

tiven Permittivität ((εe f f /εm) ′′, orange Kurve) des GaAs-Komposits mit einer Konzentration von 6.1% in
Abhängigkeit von der Frequenz. In schwarz sind die Verluste des Matrix dargestellt.
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larisationsfrequenz sein. Bei 106 Hz ist e ′′ kleiner als 2·10−3. Die untere Grenze gilt für den
ganzen Frequenzbereich, die obere Grenze nur im Hochfrequenzbereich, da ε ′p mit abneh-
mender Frequenz ansteigen kann.

Grenzen für σp : In Abb.5.35 ist das Ergebnis der Invertierung des Spektrums für die Teilchen-
leitfähigkeit dargestellt. Oben ist die Invertierung für den ganzen Frequenzbereich dargestellt,
unten sind nur die bewiesenden Grenzen gezeichnet.

• Im Niederfrequenzbereich: Die Gleichungen 5.14 und 5.18 liefern eine untere Grenze im
Niederfrequenzbereich, unterhalb von 30Hz sind die Daten zu verrauscht, um zu in-
vertieren. Außerdem ist der quasi-statische Wert h nicht exakt bestimmbar, so dass die
berechnete Leitfähigkeit unterhalb von 10 Hz divergiert. Die Invertierung im Niederfre-
quenzbereich liefert also eine untere Grenze für σp in dem Frequenzbereich zwischen
νPol /20 ≈ 35Hz und νPol /4 ≈ 163Hz (eventuell νPol /2 ≈ 325Hz). Die berechneten Gren-
zen sind frequenzabhängig. Wie vorher ist das kein Zeichen, dass die Teilchenleitfähig-
keit frequenzabhängig ist. Die untere Grenze für σp,Ga As liegt in der Größenordnung
7·10−7 −1.1·10−6 S/m und gilt für den ganzen Frequenzbereich, da σp mit zunehmen-
der Frequenz nicht sinken kann. 29

• Im Hochfrequenzbereich: Wie in Abschnitt 5.3.2.7 erläutert, wird die Invertierung der Da-
ten durchgeführt, solange die Verluste der Teilchen die dielektrische Antwort dominie-
ren. Empirisch nehmen wir als obere Grenzfrequenz die Frequenz, bei der sich in etwa
ein Plateauwert für ε ′′e f f ergibt (ν = 105 Hz, siehe Abb.5.33). Oberhalb dieser Frequenz

ist der Einfluss der Matrix zu groß. Eine kleine Änderung der Matrix wird das Ergebnis
beachtlich beeinflussen. Zusätzlich sollte noch e ′′ ≤ min(e ′′

max /3,0.02) gelten. Die Glei-
chung 5.22 liefert eine obere Grenze für σp . Das Ergebnis ist wieder frequenzabhängig
und liegt zwischen 8·10−6 −1.5·10−5 S/m30. Zusätzlich liefert Gl.5.29 eine untere Gren-
ze fürσp , das Ergebnis ist in Abb.5.36 dargestellt. Die Kurven mit den offenen Symbolen
sind die Ergebnisse, korrigiert unter der Berücksichtigung der Verluste (siehe Gl.5.40 mit
ε ′p,mi n Hochfrequenz-Grenze von Gl.5.14 bzw. 5.18). Das Ergebnis ist frequenzabhängig

und liegt zwischen 1.5·10−6 −7.5·10−6 S/m.31

Diskussion: Der theoretische Wert für die Permittivität ε ′p =13 liegt zwischen der gefundenen
Grenzen. Die berechneten Grenzen sind sehr empfindlich auf die absolut gemessenen Da-
ten, ein Fehler von 3% in den gemessenen Daten ( Kalibrierungfehler, Geometriefehler, ...) hat
schon einen starken Einfluss. Für die Teilchenleitfähigkeit beträgt der Bulk-Wert bestimmt mit
einer van der Pauw Messung 8·10−6 S/m. Im Niederfrequenzbereich liegt die berechnete un-
tere Grenze circa um einem Faktor 10 unter dem Bulk-Wert. Im Hochfrequenzbereich ist die
obere berechnete Grenze ganz nah an diesem Bulk-Wert oder oberhalb. Es könnte sein, dass
man für die untere Grenzfrequenz noch zu nah bei νPol ist. Man steht vor einem Dilemna,
da man relativ weit entfernt von νPol sein sollte (e ′′ ¿ e ′′

max ), aber gleichzeitig die Verlus-
te der Teilchen die dielektrische Antwort dominieren müssen (ε ′′p À ε ′′m). Die Schwierigkeit

29Ein Fehler von 3% bei den dielektrischen Daten (Kalibrierungsfehler, Geometriefehler...) entspricht eine Ände-
rung dieser Grenze um 2·10−7, eine fehlerhafte Angabe der Konzentration von 0.5 wird diese Grenze von circa
10−7 verschieben.

30Ein Fehler von +3% bei den dielektrischen Daten entspricht neuen Grenzen von 2·10−5 −3.5·10−5 S/m, von
−3% circa 4·10−6 −8·10−6 S/m. Eine fehlerhafte Angabe der Konzentration von 0.5 wird diese Grenze nicht er-
heblich ändern.

31Ein Fehler von +3% bei den dielektrischen Daten entspricht den neuen Grenzen 2·10−6 −1.5·10−5 S/m, von
−3% circa 3·10−6 −8·10−6 S/m. Eine fehlerhafte Angabe der Konzentration von 0.5 wird das Ergebnis fast nicht
ändern.
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ABBILDUNG 5.34 – Untere bzw. obere Grenze für die Teilchenpermittivität in Abhängigkeit der Frequenz
für ein GaAs-Komposit mit einem Füllfaktor von 6.1%: berechnet mit Gleichung 5.14 (beliebige Mi-
krostruktur, schwarze Kurve) und Gleichung 5.18 (isotrope Mikrostruktur, graue Kurve) bzw. Gleichung
5.22 (isotrope Mikrostruktur, blaue Kurve). Der Plateauwert für die Teilchenpermittivität wird oberhalb
von 107 Hz erreicht.

ist, den Frequenzbereich zu bestimmen, indem die beiden Bedingungen erfüllt sind. Für die
untere Grenze für σp sind im Hochfrequenzbereich die Werte unterhalb oder nahe des Bulk-
Werts. Sie sind höher als die im Niederfrequenzbereich berechneten Werte. Hier auch gibt es
mehrere Erklärungen: Diese Werte wurden durch zwei unabhängige Verfahren berechnet, die
nicht notwendigerweise das gleiche Ergebnis liefern. Außerdem, könnte die Teilchenleitfähig-
keit frequenzabhängig sein, im Niederfrequenzbereich könnten z.B. Widerstandkontakte eine
Rolle spielen, so dass der Wert kleiner wird. Eine ausführliche Diskussion folgt später.

5.3.4.2 Ergebnisse für alle GaAs-Komposite

Nach dem vorherigen Beispiel sind noch offene Fragen zu beantworten. Ist der Formalismus
einheitlich? Erhält man das gleiche Ergebnis, wenn man die dielektrischen Spektren für die an-
deren Füllfaktoren invertiert. Falls nicht, kann dies auf die Unsicherheit der Messungen oder
eine Änderung der Mikrostruktur oder der Eigenschaften der Proben zurückgeführt werden?

Grenzen für ε ′p : In Abb.5.37 ist die untere Grenze für die Teilchenpermittivität für alle GaAs-
Komposite dargestellt. Die Invertierung der dielektrischen Spektren mit Gl.5.18 (isotrope Mi-
krostruktur) liefert leicht höhere Werte als die Invertierung mit Gl.5.14 (beliebige Mikrostruk-
tur). Für die Konzentrationen f = 4.2%, f = 6.1% und f = 8.2% wird oberhalb von 107 Hz
der Plateauwert erreicht und die erhaltenen Grenzen liegen bei circa ε ′p,mi n ≈ 11− 12 dicht
zusammen . Für die Konzentration f = 2.5% liegt die berechnete Grenze deutlich unterhalb
der anderen (ε ′p,mi n ≈ 7). Der dielektrische Kontrast zwischen Matrix und dem Komposit ist
in diesem Fall (siehe Abb. 5.2) zu schwach, um die Daten mit einer genügenden Genauigkeit
invertieren zu können. Für die höchste Konzentration ist noch keine Plateauwert für die un-
tere Grenze erkennbar, aber die Werte liegen deutlich oberhalb der anderen. Die Invertierung
der dielektrischen Spektren mit Gl.5.22 liefert eine obere Grenze für die Teilchenpermittivität,
sie ist für alle GaAs-Kompositen in Abb.5.38 dargestellt. Das gleiche Verhalten wird auch hier
sichtbar. Die Kurven für die mittleren Konzentrationen liegen bei circa ε ′p,max = 14 zusam-
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ABBILDUNG 5.35 – Untere bzw. obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit in Abhängigkeit der Frequenz
für ein GaAs-Komposit mit einem Füllfaktor von 6.1%: berechnet mit Gleichung 5.14 (beliebige Mi-
krostruktur, schwarze Kurve) und Gleichung 5.18 (isotrope Mikrostruktur, graue Kurve) bzw. Gleichung
5.22 (isotrope Mikrostruktur, blaue Kurve). Oben sind die Ergebnisse der Invertierung für den ganzen
Frequenzbereich dargestellt. Unten sind die Grenzen in ihren gültigen Frequenzbereich (siehe Text) dar-
gestellt: im Niederfrequenzbereich wird eine untere Grenze erhalten, im Hochfrequenzbereich eine obere
Grenze.

men. Die Kurve für die kleinste Konzentration liegt deutlich darunter und circa bei dem Wert
der unteren Grenze. Das ist wieder ein Hinweis, dass der dielektrische Kontrast zu schwach ist,
um die Daten zu invertieren. Die Grenze für die höchste Konzentration liegt wieder deutlich
oberhalb der anderen.

Grenzen für σp :

• Im Niederfrequenzbereich (ν¿ νPol ): Die berechneten unteren Grenzen für σp sind
in Abhängigkeit von der Frequenz in Abb. 5.39 dargestellt. Die Invertierung der dielek-
trischen Spektren mit Gl.5.18 liefert leicht höhere Werte als die Invertierung mit Gl.5.14.
Wie vorher ist kein Plateau für die Teilchenleitfähigkeit zu erkennen, die Invertierung
liefert frequenzabhängige Werte für σp,mi n . Wie für die Teilchenpermittivität liegen
die Kurven bei Werten von circa 6·10−7 −10−6 S/m für die Konzentrationen f = 4.2%,
f = 6.1% und f = 8.2% dicht beieinander. Für die anderen Konzentrationen liegen die
Grenzen deutlich darunter. Das Spektrum für die kleinste Konzentration kann nicht mit
einer guten Genauigkeit invertiert werden. Die Grenze für die höchste Konzentration
liegt deutlich oberhalb der anderen, so dass dies auf eine kompliziertere Mikrostruktur
hinweist (siehe auch das abweichende dielektrische Spektrum Abb.5.2).

• Im Hochfrequenzbereich (ν À νPol ):Die unteren (Gl. 5.29) bzw. mit oberen Grenzen
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ABBILDUNG 5.36 – Untere bzw. obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit in Abhängigkeit der Frequenz
für ein GaAs-Komposit mit einem Füllfaktor von 6.1%: berechnet mit Gleichung 5.29 bzw. Gleichung
5.22 im Hochfrequenzbereich. Oben sind die Ergebnisse der Invertierung für den ganzen Frequenzbereich
dargestellt. Unten sind die Grenzen in ihren gültigen Frequenzbereich (siehe Text) dargestellt. Die untere
Grenzen werden mit Berücksichtigung der Verluste der Matrix laut Gl.5.40 korrigiert (offene Symbole).

(Gl.5.22) sind in Abb.5.40 bzw. Abb.5.41 dargestellt. Die untere Grenzen sind stark fre-
quenzabhängig. Sie liegen deutlich oberhalb der unteren Grenzen im Niederfrequenz-
bereich bei circa 2·10−6 −8·10−6 S/m und nah an dem Bulk-Wert. Für die oberen Gren-
zen liegen die Kurven für alle Konzentrationen (außer der kleinsten Konzentration) bei
8·10−6 −2·10−5 S/m zusammen.

Diskussion:Die Invertierung der Daten liefert einheitliche Ergebnisse für drei Konzentratio-
nen: f = 4.2%, f = 6.1% und f = 8.2%. Der Bulk-Wert für die Permittivität von GaAs ε ′p = 13
32 liegt zwischen den berechneten unteren und oberen Grenzen (εmi n ≈ 11− 12 (Abb. 5.37)
und εmax ≈ 14 (Abb. 5.38)). Die Bulk-Teilchenleitfähigkeit liegt zwischen den unteren und
oberen Grenzen. Die berechnete untere Grenze im Hochfrequenzbereich liegt deutlich ober-
halb der unteren Grenze im Niederfrequenzbereich. Die Bulk-Leitfähigkeit des GaAs-Wafers
ist frequenzunabhängig. Bei der Zerstörung des Wafers können aber strukturelle Defekte ent-
stehen, so dass die Teilchenleitfähigkeit geringer wird. Transport durch „Hopping“ würde die
Leitfähigkeit bei steigenden Frequenzen erhöhen. Falls es Agglomerate gibt, können sie ei-
ne kleinere Teilchenleitfähigkeit besitzen, insbesondere sichtbar im Niederfrequenzbereich
wo es Widerstandskontakte zwischen den Agglomerate gäbe. Allerdings sollte dies gleichzei-
tig die Teilchenpermittivität erhöhen. Der MWS Grenzflächenpolarisationsprozess wäre dann
eine Superposition der beiden Effekte (einzelne Teilchen und Agglomerate). Man könnte an-

32Angabe des Herstellers. Eine eigene Messung ergab einen Wert 14±1.
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ABBILDUNG 5.37 – Untere Grenze für die Teilchenpermittivität in Abhängigkeit der Frequenz für ver-
schiedene Füllfaktoren der GaAs-Komposite: berechnet mit Gleichung 5.14 (beliebige Mikrostruktur, ge-
schlossene Symbole) und Gleichung 5.18 (isotrope Mikrostruktur, offene Symbole). Für die Konzentratio-
nen f = 4.2%,6.1%,8.2% wird der Plateauwert für die Teilchenpermittivität oberhalb von 107 Hz erreicht,
die berechneten Grenzen liegen dicht beieinander. Für die Konzentration 2.5% ist die berechnete Grenze
deutlich kleiner. Für die Konzentration 9.2% ist selbst oberhalb von 107 Hz der Plateauwert der Teilchen-
permittivität nicht erreicht. Der absolute Wert ist höher als für die anderen Konzentrationen.

nehmen, dass dieser Effekt konzentrationsabhängig ist: je höher die Konzentration ist, desto
stärker sollte dieser Prozess sein. Aber das ist für die vier ersten Konzentrationen nicht den
Fall: die Form und die Lage des Polarisationspeaks ändert sich nicht. Außerdem konnte mit
der TEM-Aufnahme der Probe f = 6.1% die Anwesenheit von Agglomeraten nicht bewiesen
werden. Im Gegensatz dazu ist das dielektrische Spektrum für die grösste Konzentration deut-
lich verschieden und breiter. Zusätzlich sind dort die berechneten Grenzen für die Teilchen-
permittivität höher als die Bulk-Permittivität. Für die kleinste Konzentration ist keine Aussage
möglich, da der dielektrische Kontrast zu klein ist, um die Daten zu invertieren.
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ABBILDUNG 5.38 – Obere Grenze für die Teilchenpermittivität in Abhängigkeit der Frequenz für verschie-
dene Füllfaktoren der GaAs-Komposite: berechnet mit Gleichung 5.22 (isotrope Mikrostruktur). Für die
Konzentrationen f = 4.2%,6.1%,8.2% wird der Plateauwert für die Teilchenpermittivität oberhalb von
107 Hz erreicht, die berechnete Grenzen liegen zusammen. Für die Konzentration 2.5% ist die berechne-
te Grenze deutlich kleiner. Für die Konzentration 9.2% ist der absolute Wert höher als für die anderen
Konzentrationen.

ABBILDUNG 5.39 – Untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Niederfrequenzbereich für verschie-
dene Konzentrationen der GaAs-Komposite: berechnet mit Gleichung 5.14 (beliebige Mikrostruktur, ge-
schlossene Symbole) und Gleichung 5.18 (isotrope Mikrostruktur, offene Symbole).
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ABBILDUNG 5.40 – Untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Hochfrequenzbereich für verschiedene
Konzentrationen der GaAs-Komposite: berechnet mit Gleichung 5.29 (beliebige Mikrostruktur, geschlos-
sene Symbole; isotrope Mikrostruktur, offene Symbole).

ABBILDUNG 5.41 – Obere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Hochfrequenzbereich für verschiedene
Konzentrationen der GaAs-Komposite: berechnet mit Gleichung 5.22 (isotrope Mikrostruktur).

5.4 Vergleich der Formalismen und Zusammenfassung

Die vorgestellten Formalismen erlauben die Bestimmung exakter Grenzen für die intrinsi-
schen Eigenschaften von leitfähiger Teilchen, die in einer Matrix dispergiert sind, aus der Mes-
sung makroskopischer Grössen. Der erste Formalismus, der aus der Energieerhaltung (Ab-
schnitt 5.2) hergeleitet wurde, liefert eine untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Nie-
derfrequenzbereich (ν¿ νPol ). Der zweite Formalismus, der aus der Spektraldarstellung her-
geleitet wurde, liefert ebenso eine untere Grenze (die gleiche, s.u.) im Niederfrequenzbereich
und liefert im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol ): untere und obere Grenzen für Teilchenper-
mittivität und Teilchenleitfähigkeit.
In Abb.5.42 werden die unteren berechneten Grenzen σp,mi n aus der Invertierung der model-
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ABBILDUNG 5.42 – Vergleich der unteren Grenze für die Teilchenleitfähigkeit im Niederfrequenzbereich
(ν¿ νPol ) berechnet mit Gleichung 5.4 („Alpha“-Formalismus, offene Symbole) bzw. mit Gleichung 5.14
(„Spektraldarstellung“-Formalismus, geschlossene Symbole). Parameter: f=0.1, εm = 2, εe f f /εm-Werte
aus Abb.5.11 bzw. εe f f -Werte aus Abb.5.5 werden in Gl.5.14 bzw. in Gl.5.4.

lierten Spektren (Abb.5.5 bzw. Abb.5.11) für die zwei Formalismen verglichen. Für Frequenzen
deutlich unterhalb von νPol fallen die Kurven zusammen, für höheren Frequenzen weichen
die Kurven deutlich ab. Dieses Ergebnis wurde schon in Abschnitt 5.3.3 angedeutet, Gl. 5.14
entspricht der Lösung mit einem Parameter α = 1. Im Niederfrequenzbereich liefert der
Imaginärteil von Gl.5.14 eine minimale Teilchenleitfähigkeit (α= 1), die durch Gl.5.4 gegeben
ist. Gl. 5.4 gilt nur deutlich unterhalb von νPol ; wird die Frequenz erhöht, weicht sie immer
mehr ab. In Abb. 5.43 sind die unteren berechneten Grenzen σp,mi n aus der Invertierung
der dielektrischen Spektren der Ga As-Komposite für diese zwei Formalismen dargestellt.
Gl. 5.4 liefert höhere Werte als Gl. 5.14. h ist die einzige Angabe, die zwischen diesen zwei
Gleichungen unterschiedlich ist. Da dieser Wert extrapoliert wird, ist er nicht exakt bekannt,
so dass diese Gleichungen unterschiedliche Grenzen liefern. Außerdem nähert man sich
immer mehr νPol .

Zusammenfassung:

• Diese Methoden benötigen keine oder minimale Informationen über die Mikrostrukur
(Isotropie). Falls das System isotrop ist, erhält man weitere bzw. bessere Grenzen. Die
einzigen Angaben sind die gemessenen dielektrischen Spektren (inklusiv eventuell der
Bestimmung des quasi-statischen Wertes h) und die Konzentration.

• Der MWS-Grenzflächenpolarisationsprozess sollte in dem zugänglichen Frequenzbe-
reich liegen. Deutlich unterhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz ist nur eine un-
tere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit bestimmbar. Deutlich oberhalb der Grenflä-
chenpolarisationsfrequenz erhält man auch untere und obere (falls das System isotrop
ist) Grenzen für die Teilchenpermittivität und eine obere Grenze für die Teilchenleitfä-
higkeit 33. Die Invertierung der dielektrischen Spektren in Grenzen für σp ist nur mög-
lich in dem Frequenzbereich, der weit entfernt von νPol ist, aber indem die durch den
MWS-Prozess verursachten Verluste noch groß genug sind. Bei zu kleinen Verlusten ist

33Falls diese existiert.
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ABBILDUNG 5.43 – Vergleich der unteren Grenzen für die Teilchenleitfähigkeit im Niederfrequenzbe-
reich (ν ¿ νPol ) für verschiedene Konzentrationen der GaAs-Kompositen berechnet mit Gleichung
5.14 („Spektraldarstellung“-Formalismus, geschlossene Symbole) und mit Gleichung 5.4 („Alpha“-
Formalismus, offene Symbole).

die Invertierung fehlerbehaftet (Verrauscht, Bestimmung von h u.s.w.).

• Ob der Formalismus im ganzen Frequenzbereich (insbesondere in der Nähe der Grenz-
flächenpolarisationsfrequenz) die Teilcheneigenschaften wiedergeben kann, ist noch
offen. Mit der Modellierung wurde gesehen, dass diese Lösungen oft das korrekte Ver-
halten der Teilchenleitfähigkeit wiedergeben.

• Es wird angenommen, das die Matrix ihre Eigenschaften bei der Herstellung der Kompo-
site nicht ändert. Andernfalls würde dies fälschlicherweise als Änderung der Teilchen-
leitfähigkeit interpretiert.



Kapitel 6

Magnetit-Komposite: magnetische Messungen

Üblicherweise ist die Nutzung von ferromagnetischen Metallen in ihrer Bulk-Form für hoch-
frequente Anwendungen begrenzt. In der Tat liegt die Eindringtiefe des magnetischen Wech-
selfelds im GHz-Bereich in ferromagnetischen Materialen wegen ihrer hohen Leitfähigkeit im
Mikrometerbereich. Um dieses Problem zu umgehen, werden entweder dünne Filme (circa
1µm) oder magnetische Komposite hergestellt [108], wobei die Größe der magnetischen Teil-
chen im Mikrometer- oder Nanometerbereich liegt. Unsere Komposite gehören zu diesem
zweiten Beispiel. Während der Herstellung dieser Komposite war kein statisches magneti-
sches Feld angelegt, so dass angenommen werden kann, dass es keine Vorzugsrichtung gibt
(Isotropie). In diesem Kapitel werden die magnetischen Eigenschaften im Hochfrequenzbe-
reich der Mikro- und Nanokomposite untersucht. Wir modifizieren die Methode, die in Kap. 5
vorgestellt wurde, um exakte Grenzen für die intrinsische Teilchenpermeabilität aus effektiven
magnetischen Spektren zu erhalten.

6.1 Magnetische Spektren und Motivation

Die effektive Permeabilität der Magnetit-Komposite wurde zwischen 1 MHz und 18 GHz ge-
messen. Zwischen 5 MHz und 110 MHz wurde die Permeabilität mit einer Reflexionsmetho-
de (Impedanzmessung) ermittelt. Oberhalb dieses Frequenzbereichs wurden die S-Parameter
gemessen: zwischen 400 MHz bis circa 2.5 GHz wurde die Permeabilität mit einer Reflexions-
messung bestimmt1, oberhalb dieser Frequenz mit einer Reflexions-Transmissionsmessung
2. Einzelheiten über die Messmethoden befinden sich in Anhang D. In Abb. 6.1 ist die effek-
tive Permeabilität für die Nanokomposite (oberes Bild) und für die Mikrokomposite (unteres
Bild) in dem Frequenzbereich 5 MHz-110 MHz dargestellt. In beiden Fällen ist die effektive
Permeabilität frequenzunabhängig. In diesem Frequenzbereich weist die Permeabilität kei-
ne Verluste auf. Wie erwartet nimmt sie mit der Konzentration zu. Die absoluten Werte von
µe f f sind relativ nah bei eins. Das ist i.A. nicht außergewöhnlich für inhomogene Materialen,
insbesondere wenn der Füllfaktor relativ klein ist (siehe z.B. [109–111]). Höhere Permeabilitä-
ten können u.a. durch die Herstellung von dünnen Filmen erzielt werden. Allerdings wird sie
im GHz-Bereich wie für die Komposite drastisch abnehmen (siehe z.B. [26, 112]). In Abb.6.2 ist
die effektive Permeabilität bei 110 MHz in Abhängigkeit von dem Füllfaktor für die Mikro- und
die Nanokomposite aufgetragen. Die Werte für die Mikrokomposite sind etwas kleiner als die
für die Nanokomposite. Die Matrix ist unmagnetisch, sodass µe f f nur eine Funktion der Mi-
krostruktur und der Teilchenpermeabilität ist. Da die Mikrostruktur unbekannt ist, kann die
Teilchenpermeabilität µp nicht direkt ermittelt werden. Auf den ersten Blick hängt µe f f linear
von der Konzentration ab. Mit der Formel der Parallelschaltung (Gl. 2.9), die auch linear von
f abhängt, ist die berechnete Teilchenpermeabilität µp =4.35 bzw. 4.18 für die Nano- bzw. für
die Mikrokomposite. Die Parallelschaltung liefert hier wieder eine untere Grenze für die Teil-
chenpermeabilität (siehe Tabelle 5.2). Als Beispiel wird die effektive Permeabilität, berechnet

1Messung des S11-Parameters, OLS-Kalibrierung
2Bestimmung der S11- und S21- Parameter, TRL-Kalibrierung
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mit der Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur (Gl.2.12) für µp =20, 40 und 60, gezeigt und mit den
experimentellen Daten verglichen: die experimentellen Daten können auch durch diese For-
mel beschrieben werden. Die quasi-statische Funktion der Maxwell-Garnett-Formel (Gl.2.13,
µp =∞) würde auch die experimentellen Daten beschreiben (siehe Abb.6.13). Allerdings wur-
de schon durch die dielektrischen Messungen (siehe Abb.4.10) eindeutig gezeigt, dass weder
die Maxwell-Garnett- noch die Hanai-Bruggeman-Formel die Mikrostruktur der Komposite
beschreiben können. Die Präsenz von Agglomeraten wird die effektive Permeabilität erhöhen,
so dass die mit der Hanai-Bruggeman-Formel berechneten Werte für die Teilchenpermeabili-
tät zu groß sind. Mit solchen empirischen Formeln ist es unmöglich, die Teilchenpermeabili-
tät zuverlässig zu bestimmen. Außerdem haben die dielektrischen Messungen schon gezeigt,
dass die Mikrostruktur der Mikro- und Nanokomposite unterschiedlich sind (z.B. sind ihre
quasi-statischen Werte h anders, siehe Abb.4.10). Diese Information wird bisher für die Inver-
tierung der magnetischen Spektren nicht benutzt.

Als erste Abschätzung ist die natürliche ferromagnetische Resonanzfrequenz für den Bulk-
Magnetit durch ωr es = γ ·µ0 · Ha gegeben, wobei Ha die Anisotropiefeldstärke3 ist. Für eine

kubische Anisotropie wie bei Magnetit ist sie durch Ha = 4·K1

3·µ0 · Ms

4 gegeben [113]. Für den

Bulk-Magnetit mit den Werten von Abschnitt 1.3.3.1 erhält man als Resonanzfrequenz circa
1 GHz. Die Eindringstiefe5des magnetischen Felds ist bei dieser Frequenz maximal 0.2 mm,
sodass die natürliche ferromagnetische Resonanz für Bulk-Magnetit nicht beobachtbar ist. In
Abb.6.4 bzw. Abb.6.3 ist die effektive Permeabilität in dem Frequenzbereich 400 MHz-11 GHz
für die Mikro- bzw. für die Nanokomposite dargestellt. In diesem Frequenzbereich ist im Ge-
gensatz zum Bulk-Magnetit die ferromagnetische Resonanz der Magnetitteilchen beobacht-
bar. Die magnetischen Spektren für die Mikro- und die Nanokomposite sehen ähnlich aus.
Die Halbwertbreite des Verlustpeaks ist kleiner als eine Dekade. Das Maximum in µ′′

e f f liegt
bei circa 3 GHz für die Nanokomposite und scheint unabhängig von dem Füllfaktor zu sein.
Die Halbwertbreite beträgt circa 5±1 GHz. Für die Mikrokomposite ist der Verlustpeak sehr
viel breiter (Halbwertbreite von circa 10± 1 GHz), so dass die Lage des Maximums schlecht
zu finden ist. Für die Mikrokomposite wurde der Imaginärteil oberhalb von 2.5 GHz (offene
Symbole) mit einem Faktor in der Größenordnung von 1.1 6 multipliziert, so dass die Kurven
oberhalb und unterhalb dieser Frequenz zusammenpassen (Restfehler der Kalibrierung bzw.
nicht perfekte Probengeometrie, die sich je nach Meßmethode unterschiedlich auswirkt).

Im Fall einer frequenzabhängigen Permeabilität ergeben sich zwei Schwierigkeiten: erstens
die Teilchenpermeabilität aus den effektiven Mesungen zu bestimmen, zweitens das richtige
Modell zu finden, um den dynamischen Prozess zu beschreiben, wobei der erste Schritt einen
großen Einfluss auf den zweiten Schritt hat (siehe z.B. [110, 114–117]). Ein weiterer Ansatz
benutzt den Formalismus der Spektraldarstellung. Falls die Resonanz sehr stark ist, kann die
Spektraldichte, die sich dann einer δ-Funktion nähert, aus den Messungen bestimmt werden.
Damit kann die Teilcheneigenschaft bestimmt werden [118]. Im Allgemeinen ist die Spektral-
dichte aber viel komplizierter: eine Funktion mit vielen Parametern, die einen einzigen breiten
Peak beschreibt, wird z.B. in der Literatur vorgeschlagen. Diese Parameter können teilweise
durch die Konzentrationsabhängigkeit der Teilchenpermittivität auf einem breiten Konzen-
trationsbereich bestimmt werden, wobei hier wieder ein Modell vorgeschlagen wurde ([119–
122]). Für einen Überblick über das Verhalten magnetischer Komposite kann man sich auf die

3Die Anisotropiefeldstärke ist die benötigte Feldstärke, um die Magnetisierung entlang der schwierigen Richtung
zu sättigen.

4Für die Definition von K1 und Ms siehe Abschnitt 1.3.3.1.

5δ=
√

2

σ ·ω ·µ0 ·µ
, wobei σ die Leitfähigkeit ist.

6Für eine Konzentration von 4%/8%/13% wurde die Kurve mit einem Faktor 1.07/1.03/1.17 multipliziert.
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ABBILDUNG 6.1 – Realteil der effektiven Permeabilität von Magnetit-Nanokompositen (oben) bzw. Mi-
krokompositen (unten) in Abhängigkeit der Frequenz (Frequenzbereich: 5 MHz und 110 MHz) für ver-
schiedene Füllfaktoren. Die effektive Permeabilität wird durch Zugabe von Teilchen erhöht. In diesem
Frequenzbereich weist die Permeabilität keine Verluste auf. Die Permeabilität wurde mit einer Reflexi-
onsmethode gemessen.

Veröffentlichung von Rozanov & al[123] beziehen. In diesem Kapitel stellen wir eine Metho-
de vor, die die Invertierung von magnetischen Spektren erlaubt, ohne ein spezielles Modell
einzusetzen. Wir testen diese Methode an einem einfachen numerischen Beispiel. Schließlich
wird die Anwendung dieser Methode auf experimentellen Daten diskutiert.
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ABBILDUNG 6.2 – Realteil der effektiven Permeabilität bei 110 MHz für die Mikrokomposite bzw. für die
Nanokomposite in Abhängigkeit von dem Füllfaktor. Oberes Bild: Auf den ersten Blick gibt es eine lineare
Abhängigkeit zwischen der effektiven Permeabilität und dem Füllfaktor. Die Steigung für die Mikro- und
Nanokomposite ist leicht unterschiedlich. Unteres Bild: Als Beispiel ist neben den Messwerten auch die
effektive Permittivität (berechnet mit der Hanai-Bruggeman Formel (Gl.2.12)) für µp =20, 40 und 60 als
Linien gezeigt.
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ABBILDUNG 6.3 – Real- und Imaginärteil der Permeabilität von Magnetit-Nanokompositen in Abhän-
gigkeit der Frequenz (Frequenzbereich: 400 MHz-11 GHz) für verschiedene Füllfaktoren. In diesem Fre-
quenzbereich ist die ferromagnetische Resonanz der Magnetit-Nanoteilchen beobachtbar. Von 400 MHz
bis circa 2.5 GHz wurde die Permeabilität mit einer Reflexionsmethode (OLS-Kalibrierung, ohne Leer-
messung) gemessen, oberhalb wurde die Permeabilität mit einer Transmissions-Reflexionsmethode
(TRL-Kalibrierung) gemessen.
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ABBILDUNG 6.4 – Real- und Imaginärteil der Permeabilität von Magnetit-Mikrokompositne in Abhän-
gigkeit der Frequenz (Frequenzbereich: 400 MHz-11 GHz) für verschiedene Füllfaktoren. In diesem Fre-
quenzbereich ist die ferromagnetische Resonanz der Magnetit-Mikroteilchen beobachtbar. Von 400 MHz
bis circa 2.5 GHz wurde die Permeabilität mit einer Reflexionsmethode (OLS-Kalibrierung, ohne Leer-
messung) gemessen, oberhalb wurde die Permeabilität mit einer Transmissions-Reflexionsmethode
(TRL-Kalibrierung) gemessen. Der Imaginärteil im Hochfrequenzbereich wurde mit einem Faktor von
etwa 1.1 multipliziert, so dass die Kurven im Nieder- und Hochfrequenzbereich zusammenpassen.
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6.2 Grenze für die Teilchenpermeabilität µp aus der Spektraldarstellung

Gemäß der Theorie des effektiven Mediums kann die effektive Permeabilität µe f f wie die ef-
fektive Permittivität εe f f behandelt werden, sodass in den vorherigen Formalismen ε durch µ
ersetzt wird. Mit der Spektraldarstellung (2.18) lautet dann die effektive Permeabilität:

µe f f

µm
= 1+ f ·

∫ 1

0

g f (n)

tµ+n
dn (6.1)

wobei tµ = 1
µp

µm
−1

nun die magnetischen Eigenschaften charakterisiert. µp ist unbekannt,

meistens ist die Matrix unmagnetisch, so dass µm = 1 gilt. Dieselbe Spektraldichte g f (n) gilt
für die Permittivität und für die Permeabilität, solange die Mikrostruktur der dielektrischen
und magnetischen Proben gleich bleibt. Der vorherige Formalismus (siehe Abschnitt 5.3) kann
also leicht übernommen werden, um Grenzen für die Teilchenpermeabilität zu erhalten, mit
dem einzigen Unterschied, dass nun auch bei tiefen Frequenzen µp

′′ < µp
′ gilt. Die partiel-

le Information über die Mikrostruktur wird durch die dielektrischen Messungen gewonnen,
unter der Voraussetzung, dass die Teilchen leitfähig sind und die quasi-statische Permittivität
messbar ist (h = (εe f f /εm)s).

6.2.1 Prinzip

Der quasi-statische Wert h, der mit den dielektrischen Messungen bestimmbar ist, wird mit
der Definition von µe f f kombiniert:

µe f f

µm
= 1+ f ·

∫ 1

0

g f (n)

tµ+n
dn , h( f )

tε=0= 1+ f ·
∫ 1

0

g f (n)

n
dn (6.2)

µe f f

µm︸ ︷︷ ︸
g emessen

= h︸︷︷︸
diel. Messungen

− f ·
∫ 1

0

g f (n)

n
·

tµ
tµ+n︸ ︷︷ ︸

Taylor-Entwicklung (um n=1)

·dn (6.3a)

= h −
∞∑

k=0
ak+1 ·

tµ

(tµ+1)k+1
(6.3b)

Wie im Abschnitt 5.3 erhalten wir eine unendliche Reihe mit reellen ak+1- Koeffizienten7. Mit

der Abkürzung
µe f f

µm
:= m gilt:

h −m = tµ ·
∞∑

k=0

ak+1

(1+ tµ)k+1
(6.4)

Diese Gleichung ist der Hauptgleichung 5.7 ähnlich, εwurde aber durch µ ersetzt. Diese kom-
plexe Gleichung wurde analytisch für die ak+1,mi n und die ak+1,max gelöst (siehe Abschnitt
5.3.1.3). Für die ak+1,mi n-Koeffizienten lautet die Lösung für eine beliebige Mikrostruktur:

µp

µm
= 1+ h −1

f
·

m −1

h −m
(6.5)

7Die unendliche Reihe mit den ak+1-Koeffizienten konvergiert für 1/
∣∣1+ tµ

∣∣< 1
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in Analogie zu Gl.5.14. Für eine isotrope Mikrostruktur gilt, analog zu Gl.5.18:

tµ =−1

2
·

(
f · (2+ f )/3

h −1− f
+ m −1− f

m −1

)
·

1∓

√√√√√√√√1+
4·

f · (2+ f )/3

h −1− f
·

h −m

m −1(
f · (2+ f )/3

h −1− f
+ m −1− f

m −1

)2

 (6.6)

wobei ∓ die zwei möglichen Lösungen bezeichnet, von denen nur eine physikalisch relevant
ist. Es gilt das Vorzeichen − für µp /µm > 1 und + für µp /µm < 1.
Für die ak+1,max -Koeffizienten lautet die Lösung für eine isotrope Mikrostruktur, analog zu Gl.
5.22:

µp

µm
= 1+ hM1 −1

f
·

m −1

hM1 −m
(6.7)

Falls µp reell und größer als µm ist und falls hM1−m und h−m positiv sind, liefern Gl.6.5 bzw.
Gl.6.7 eine untere bzw. eine obere Grenze für µp

8. Inwieweit man Grenzen für µp
′ bzw. µp

′′

aus diesen komplexen Lösungen erhalten kann, wird nachfolgend untersucht.
Zusätzlich wurden in Abschnitt 5.3.1.5 zwei weitere Grenzen (Gl. 5.29 und Gl. 5.30) aus der
Energieerhaltung hergeleitet. Analog werden ε durch µ und e durch m ersetzt, um untere
Grenzen für die Verluste µp

′′ zu erhalten:(
µp

µm

)′′
≥ ami n ·m ′′

(m ′−1)− a2
mi n · f 2

(h −1)+ f · (2ami n +a2
mi n ·d)

für

(
µp

µm

)′
> 1 (6.8a)

(
µp

µm

)′′
≥ m ′′ ·min

(
xmi n ·

1−xmi n

1−m ′ , xmax ·
1−xmax

1−m ′

)
für

(
µp

µm

)′
< 1 (6.8b)

wobei ami n = (µp /µm) ′mi n −1 und x = (µp /µm) ′, d = 1 für eine beliebige Mikrostruktur und
d = 1/3 für eine isotrope Mikrostruktur gilt. ami n und xmi n können aus Gl.6.5 bzw. Gl.6.7 für
eine beliebige bzw. eine isotrope Mikrostruktur bestimmt werden. xmax ist durch die Serien-
schaltung (Gl.2.8) für eine beliebige Mikrostruktur gegeben, falls m < (1− f )−1.

6.2.2 Numerischer Test

6.2.2.1 Magnetische Spektren

Für den numerischen Test werden die Teilchen als ferromagnetisch gewählt. Um eine kom-
plexe Teilchenpermeabilität µp zu erhalten, wird die Lorentz-Form[123] benutzt:

µp (ν) = 1+ µs −1

1− ıβ(ν/νr es)− (ν/νr es)2 (6.9)

wobei µs die statische Permeabilität, β der Dämpfungsparameter, νr es die Resonanzfrequenz,
und ν die Frequenz sind. Der Dämpfungsparameter bestimmt Stärke und Breite der ferroma-
gnetischen Resonanz. Um dies zu illustrieren, wird die frequenzabhängige Teilchenpermeabi-
lität für verschiedene Dämpfungsparameter in Abb.6.5 dargestellt. Ein kleiner Dämpfungspa-
rameter entspricht einer starken und schmalen Resonanz. Das Maximum vonµp

′′ wird fürβ>
0 zu tieferen Frequenzen als νr es verschoben. Die effektiven magnetischen Spektren wurden

8Für ähnliche Beweise siehe Abschnitte C.4.1.2 bzw. C.4.2
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Maxwell-Garnett [M1] Hanai-Bruggeman [HB] GEM

µs 1.21 1.22 1.27
β 1.20 1.29 1.51
νr es [GHZ] 5.02 4.99 4.65

TABELLE 6.1 – Erhaltene Lorentz-Parameter der effektiven magnetischen Spektren (Abb.6.6).

für drei Mikrostrukturen, Maxwell-Garnett 1, Hanai-Bruggeman und „GEM“ modelliert (Gl.
2.11a, Gl.2.12, Gl.5.41 mit ε→ µ). Als Parameter wurde eine Konzentration von 10% und eine
nicht magnetische Matrix gewählt. Die Perkolationskonzentration für die GEM-Mikrostruktur
liegt bei 27%. Zusätzlich liegt die ferromagnetische Resonanz der Teilchen bei νr es = 3 GHz,
die Dämpfung beträgt β = 2 und die statische Teilchenpermeabilität beträgt µs = 7. Die re-
sultierenden effektiven magnetischen Spektren sind in Abb. 6.6 dargestellt. Die ferromagne-
tische Resonanz der magnetischen Teilchen ist beobachtbar. Das magnetische Spektrum für
die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur behält eine Lorentz-Form, die Parameter µs,M1, νr es,M1,
βM1 können analytisch berechnet werden9. Für unseren Fall gilt µs,M1 = 1.214, βM1 = 1.195,
νr es,M1 = 5.02GHz; das Maximum des Imaginärteils liegt also bei νr es,M1/βM1 = 4.2GHz. Das
Maximum des Imaginärteils wurde also zu höheren Frequenzen verschoben (Vergleich mit
Abb. 6.5: bei β = 2 liegt das Maximum in µp

′′ bei 1.5 GHz). Das magnetische Spektrum für
die Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur hat fast eine Lorentz-Form. Die statische effektive Per-
meabilität (µs,HB = 1.224) und der Dämpfungsparameter (βHB = 1.289) sind leicht größer als
die für die Maxwell-Garnett-Mikrostruktur, daher wird die Resonanzfrequenz νr es = 4.99 GHz
(bzw. das Maximum in µe f f

′′ bei 3.87 GHz) zu tieferen Frequenzen verschoben. Das magneti-
sche Spektrum für die GEM-Mikrostruktur kann nicht mit einer guten Genauigkeit durch die
Lorentz-Funktion beschrieben werden. Der Verlustpeak ist deutlich breiter (βGE M = 1.51) und
die Resonanzfrequenz (νr es,GE M = 4.65 GHz) wird wieder zu tieferen Frequenzen verschoben.
Fazit: Das Maximum des Verlustpeaks bzw. die Resonanzfrequenz wird zu höheren Frequen-
zen verschoben: νr es,e f f > νr es,p . Je komplizierter die Mikrostruktur ist, desto höher ist die
effektive Permeabilität und desto tiefer ist die Resonanzfrequenz (siehe Tabelle 6.1). Der Ver-
lustpeak wird auch breiter. Solche Effekte sind bei dielektrischen Spektren bekannt [9]. Durch
die Phasenverschiebung des elektrischen Feldes an der Grenzfläche eines inhomogenen Sys-
tems mit komplexer Teilchenpermittivität wird die Relaxationsfrequenz im Vergleich mit der
Bulk-Relaxationsfrequenz zu höheren Frequenzen verschoben. Eine komplizierte Mikrostruk-
tur liefert höhere Werte für die Permittivität (Real- und Imaginärteil), da die Wechselwirkung
zwischen den Teilchen immer stärker wird. Man muss hier betonen, dass dies ein reines theo-
retisches Beispiel ist, wobei insbesondere angenommen wurde, dass die effektiven magneti-
schen Spektren im Resonanzfall durch Modelle der Effektives-Medium-Theorie beschrieben
werden können. Das ist ein strittiger Punkt, auf den wir am Ende dieses Abschnitts wieder
kommen werden.

6.2.2.2 Invertierung der magnetischen Spektren

In Abb.6.7 ist das Ergebnis der Invertierung der magnetischen Spektren mit den Gleichungen
6.5 und 6.7 gezeigt. Für die Mikrostruktur Maxwell-Garnett 1 liefert die Invertierung die ex-
akte Teilchenpermeabilität, da wie in Abschnitt 5.3.2.1 schon gezeigt, die ak+1-Koeffizienten
exakt bekannt sind. Die Invertierung des magnetischen Spektrums für die Hanai-Bruggeman-
Mikrostruktur gibt auf den ersten Blick das globale Verhalten der Teilchenpermeabilität wie-

9Beim Einsetzen Gl. 6.9 in Gl. 2.11a folgt: βM1 = β√
(µs −1) · (1− f )/3+1

, νr es,M1 = νr es ·
√

(µs −1) · (1− f )/3+1

[120]
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ABBILDUNG 6.5 – Real und Imaginärteil der Teilchenpermeabilität in Abhängigkeit von der Frequenz
für verschiedene Dämpfungsparameter. Bei hohen Dämpfungen wird das Maximum in µp

′′ zu immer
tieferen Frequenzen (ν< νr es ) verschoben. Parameter: µp,s = 7,β,νr es = 3 GHz in Gl.6.9.

ABBILDUNG 6.6 – Real- und Imaginärteil der effektiven Permeabilität (µe f f ) in Abhängigkeit der Fre-
quenz für die Modelle von Maxwell-Garnett 1, Hanai-Bruggeman und „GEM“ (Gl.2.11a, Gl.2.12 und Gl.
5.41). Eine ferromagnetische Resonanz ist beobachtbar. Der Verlustpeak für die GEM-Mikrostruktur ist
breiter als die anderen. Parameter: µm = 1, µp,s = 7,β= 2,νr es = 3 GHz in Gl.6.9; f = 0.1, fc = 0.27, t = 1.

der: die Gleichungen 6.5 und 6.7 scheinen eine gute Näherung für die Teilchenpermittivität
zu sein. Deutlich unterhalb oder deutlich oberhalb des Maximums des Imaginärteils, d. h. in
dem Frequenzbereich, wo die Verluste vernachlässigbar sind, sind eigentlich Gl. 6.5 bzw. Gl.
6.7 exakte untere bzw. obere Grenzen für µp

′. Die erhaltene untere bzw. obere Grenze für µp
′

beträgt 6.62<7 bzw. 7.83>7 bei tiefen Frequenzen. Gl. 6.7 wird eine untere Grenze für µp
′ in

dem Bereich, wo µp /µm < 1 ist. Diese Ergebnisse wurden schon für die Teilchenpermittivität
in Abschnitt C.4.1.2 bzw. C.4.2 bewiesen. Außerdem werden die berechneten Teilchenpermea-
bilitäten mit einem Lorentz-Gesetz gefittet: für die Teilchenpermeabilität, die mit Gl.6.5 bzw.
Gl.6.7 berechnet wurde, erhält man als Parameter µs = 6.63, νr es = 3.15 GHz und β= 2.05 bzw.
µs = 7.82, νr es = 2.86 GHz und β= 2.26. In diesem Beispiel wurde also fast der exakte Wert für
νr es und β gefunden. Vergleicht man das magnetische Spektrum für die Hanai-Bruggeman-
Mikrostruktur mit dem magnetischen Spektrum für die Maxwell-Garnett 1-Mikrostruktur, so
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sieht man, dass die absoluten Werte für die Permeabilität unterschiedlich sind, der Verlust-
peak jedoch ungefähr bei der gleichen Frequenz liegt, so dass die Invertierung wieder cir-
ca die richtige Resonanzfrequenz für die Teilchenpermeabilität liefert. Es gibt keinen Grund,
warum dieses Ergebnis im Allgemeinen gelten sollte. Für reelle Mikrostrukturen kann die
Frequenzabhängigkeit der Teilchenpermeabilität nicht immer durch das empirische Lorentz-
Gesetz beschrieben werden (Superposition von mehreren νr es , assymetrische Verbreiterung
des Peaks... [117, 124]). Z.B. ist das Ergebnis der Invertierung der magnetischen Spektren für
die GEM-Mikrostruktur (Abb. 6.6, blaue Kurve) in Abb. 6.8 dargestellt. Gl. 6.5 bzw. Gl. 6.6 sind
hier noch eine gute Näherung für die Teilchenpermeabilität. Jedoch weicht das invertieren-
de Spektrum von einem Lorentz-Verhalten ab. Als beste Fitparameter erhält man µs = 6.01,
β= 2.09 und νr es = 3.43 GHz. Im Gegenteil gibt Gl.6.7 das Verhalten der Teilchenpermeabili-
tät nicht wieder. Der Verlustpeak ist viel breiter geworden (β= 3.56), so dass das Maximum in
µ′′

p bei sehr viel tieferen Frequenzen (570 MHz) liegt. Eine Zusammenfassung der erhaltenen
Lorentz-Parameter befindet sich in Tabelle 6.2. Zusätzlich wurden die Gleichungen 6.8a und
6.8b für die Invertierung des magnetischen Spektrums angewendet. Das Ergebnis ist in Abb.
6.10 dargestellt. Die erhaltenen unteren Grenzen für den Imaginärteil der Teilchenpermeabi-
lität sind nicht besser als die vorherigen Grenzen (Gl.6.5 und Gl.6.6, 6.7).
Da die Spektren nicht unbedingt eine Lorentz-Form besitzen, wird zusätzlich der „Gütefaktor“
Q = ν(µ′′

max )/FW M H eingeführt, wobei FWMH die Halbwertsbreite des Peaks bezeichnet, um
die Breite des Peaks abzuschätzen. Je kleiner der Gütefaktor ist, desto breiter ist der Peak.
Die Gütefaktoren für unsere Beispiele sind in Tabelle 6.3 zusammengefasst. Außerdem wird
die Änderung der Form der magnetischen Spektren qualitativ untersucht. Dafür werden die
normierten magnetischen Spektren (µ′′/µ′′

max ) in Abhängigkeit von der normierten Frequenz
(ν/ν(µ′′

max )) in Abb.6.9 dargestellt. Wie vorher gesehen, ist das normierte effektive Spektrum
für die GEM-Mikrostruktur deutlich breiter. Diese Verbreiterung spiegelt sich in den invertie-
renden Spektren wider, insbesondere im Fall einer Invertierung mit Gl.6.7.
Fazit: Diese Beispiele bestätigen, dass diese Methode exakte untere (Gl. 6.5 bzw. Gl. 6.6) und
obere Grenzen (Gl.6.7) für die Teilchenpermeabilität weit entfernt von der Resonanzfrequenz
(d. h. für µe f f reell) liefert. In dem Frequenzbereich, wo der Verlustpeak liegt, scheinen die
Gleichungen 6.5 bzw. 6.6 eine gute Abschätzung für die Teilchenpermeabilität sein. Hingegen
gibt die Gleichung 6.7 nicht unbedingt die Form des magnetischen Spektrums wieder. Je nach
Mikrostruktur liefert die Invertierung Dämpfungsparameter β, die gleich oder höher als der
wahre Wert sind. Für die Invertierung mit Gl.6.5 oder Gl.6.6 bzw. Gl.6.7 wird die Resonanzfre-
quenz zu höheren bzw. tieferen Frequenzen verschoben.

6.2.2.3 Invertierungsparameter

Die Diskussion über den Einfluss der Invertierungsparameter (h,f) und der Fehlerquellen, die
im Kapitel 5 vorgestellt wurden, gilt weitgehend für die Invertierung von magnetischen Spek-
tren. Ein Unterschied ist, dass hier h aus den dielektrischen Messungen und nicht direkt aus
den magnetischen Spektren bestimmt wird. Grundsätzlich wird die Ungenauigkeit in h grö-
ßer, da die Mikrostruktur der Proben für die dielektrischen und magnetischen Messungen
leicht unterschiedlich sein kann. Prinzipiell wird dies nur die berechneten Grenzen verschie-
ben 10. Außerdem, wie im Abschnitt 5.3.2.9 besprochen, hängen die erhaltenen Grenzen von
der Mikrostruktur ab. Je inhomogenener die Feldverteilung ist, desto breiter sind die erhalte-
nen Grenzen, d. h. desto weiter liegen obere und untere Grenzwerte auseinander. Für eine be-
stimmte Mikrostruktur kann der gleiche Effekt bei zunehmender Konzentration beobachtet
werden. Dies wird für die Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur und eine Teilchenpermeabilität

10Im Unterschied zu der Invertierung der dielektrischen Spektren im Niederfrequenzbereich, wo die winzige Dif-
ferenz h −e berechnet wird.
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Mikrostruktur µp /µm = 1+ h −1

f
·

m −1

h −m
µp /µm = 1+ hM1 −1

f
·

m −1

hM1 −m
beliebige isotrope

µs β {νr es ; ν(µ′′
max )}[GHz] µs β {νr es ; ν(µ′′

max )}[GHz]

Hanai-Bruggeman 6.62 2.05 3.15 ; 1.54 7.83 2.26 2.86 ; 1.27

GEM 6.01 2.09 3.43 ; 1.64 15.4 3.56 2.03 ; 0.57

TABELLE 6.2 – Erhaltene Parameter für die Teilchenpermeabilität aus der Lorentz-Fit der invertie-
renden magnetischen Spektren in Abb. 6.7 (Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur) bzw. Abb. 6.8 (GEM-
Mikrostruktur). Lorentz-Parameter der Modellierung: µs = 7, β= 2, νr es = 3 GHz.

Mikrostruktur µe f f Invertierung h (Gl.6.5) Invertierung hM1 (Gl.6.7)

Q = ν(µ′′
max )

FW M H

Maxwell-Garnett 0.81 0.47 0.47

Hanai-Bruggeman 0.72 0.46 0.42

GEM 0.57 0.44 0.32

TABELLE 6.3 – Gütefaktor Q = ν(µ′′
max )

FW M H
als Abschätzung der Breite der magnetischen Spektren (effektive

Spektren (Abb.6.6) und invertierende Spektren (Abb.6.7 und Abb.6.8)). FWMH ist die Halbwertsbreite des
Verlustpeaks. Je kleiner der Gütefaktor ist, desto breiter ist der Verlustpeak. Vergleiche mit Tabellen 6.1
und 6.2.

µp = 7 in Abb.6.11 illustriert: die berechneten unteren und oberen Grenzen sind in Abhängig-
keit von dem Füllfaktor dargestellt. Je größer die Konzentration ist, desto breiter sind die erhal-
tenen Grenzen. Bei einer Konzentration von 2% sind die erhaltenen Grenzen µp ∈ 6.92−7.16
(entspricht einer relativen Abweichung von 1.1% bzw. 2.3% von dem realen Wert), bei einer
Konzentration von 10% µp ∈ 6.63−7.82 (entspricht einer relativen Abweichung von 5.3% bzw.
von 11.7% von dem realen Wert). Die Verbreiterung ist bei der oberen Grenze stärker. Werden
magnetische Spektren für verschiedene Konzentrationen gemessen, so werden eventuell die
erhaltenen Grenzen unterschiedlich sein: Die größte Konzentration hat die Grenzen, die von
dem realen Wert am weitesten entfernt sind. In der Praxis ist es nicht so klar: Die Unsicher-
heit der gemessenen µe f f -Daten bzw. des quasi-statischen Werts h ist meistens größer als die
Verbreiterung der Grenzen bedingt durch die Variation der Konzentration. Schon eine kleine
Änderung in denµe f f -Daten hat einen großen Einfluss auf die berechneten Grenzen: Ein Feh-
ler von +1% wird bereits die Grenzen von 6.63 nach 7.47 bzw. von 7.82 nach 9.09 verschieben
11. Wie vorher gesehen, hängt auch die Form der invertierenden Spektren von der Mikrostruk-
tur ab, und von dem Füllfaktor. Dies wird für die Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur in Abb.6.12
illustriert. Je größer die Konzentration ist, desto breiter ist der invertierende Verlustpeak (so-
wie der effektive Verlustpeak). Die Resonanzfrequenz wird entweder zu tieferen Frequenzen
(Invertierung mit Gl.6.7) oder zu höheren Frequenzen (Invertierung mit Gl.6.5) verschoben.

11Allgemein gilt mit der Fehlerfortpflanzung:
∆µp ≤= 1/ f ·

(
1/(h −m)2 ∗ (

(m −1)2 ·∆h + (h −1)2 ·∆m
)+∆ f / f ∗ (h −1) · (m −1)/(h −m)

)
. Für den vorherigen

Fall mit einer Konzentration von 10% ist∆µp /µp = 40%, unter Annahme eines relativen Fehlers∆h/h =∆m/m =
∆ f / f = 5%
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ABBILDUNG 6.7 – Berechneter Real- bzw. Imaginärteil der Teilchenpermeabilität aus der Invertierung
des magnetischen Spektrums (Hanai-Bruggeman, Abb.6.6) in Abhängigkeit von der Frequenz. Die wahre
Permeabilität ist in schwarz dargestellt. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gleichungen Gl.6.5 (belie-
bige Mikrostruktur, grüne Kurve) bzw. Gl.6.6 (isotrope Mikrostruktur, blaue Kurve). Die Invertierung mit
diesen Gleichungen liefert untere Grenzen für µ ′

p und µ ′′
p unterhalb der Frequenz des Verlustpeaks. Zu-

sätzlich liefert dort die Invertierung mit der Gl.6.7 (isotrope Mikrostruktur, rote Kurve) eine obere Grenze
für µ ′

p und µ ′′
p . Deutlich oberhalb der Frequenz des Verlustpeaks liefert jede erwähnte Gleichung den

realen Wert der Permeabilität, da aus einem bei hohen Frequenzen gemessenen m = 1 immer µp /µm = 1
folgt. Beide Gleichungen beschreiben ziemlich gut die Frequenzabhängigkeit der Teilchenpermeabilität.
(µm = 1, hHB quasi-statischer Wert (i.A. aus den dielektrischen Messungen, hier Gl. 2.14), f=0.1, µe f f -
Werte aus Abb.6.6)
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ABBILDUNG 6.8 – Berechneter Real- bzw. Imaginärteil der Teilchenpermeabilität aus der Invertierung
des magnetischen Spektrums (GEM-Mikrostruktur, Abb.6.6) in Abhängigkeit von der Frequenz. Wie für
das vorherige Beispiel liefern, deutlich unterhalb der Frequenz des Verlustpeaks, Gl.6.5 (grüne Kurve),Gl.
6.6 (blaue Kurve) bzw. Gl. 6.7 (rote Kurve) unteren Grenzen bzw eine obere Grenze für die Teilchenper-
meabilität. Im Gegenteil zur Gl.6.7 können Gl.6.5 und Gl.6.6 die Frequenzabhängigkeit der Teilchen gut
beschreiben. (µm = 1, hHB quasi-statischer Wert, f=0.1, µe f f -Werte aus Abb.6.6).

ABBILDUNG 6.9 – Normierte magnetische Spektren (µ ′′/µ ′′
max ) in Abhängigkeit der normierten Frequenz

(ν/νµ ′′,max ). (Links) Normierte effektive Spektren für drei Mikrostrukturen: Maxwell-Garnett, Hanai-
Bruggeman und „GEM“ (Gl. 2.11a, Gl. 2.12 und Gl. 5.41). Je komplizierter die Mikrostruktur ist, desto
breiter ist der effektive Verlustpeak. (Rechts) Normierte Spektren für die Teilchenpermeabilität aus der
Invertierung der effektiven Spektren. Die Invertierung erfolgt mit Gl.6.5 (h, hellgrüne und blaue Kurven)
bzw. mit Gl. 6.7 (hM1, grüne und hellblaue Kurve). Die Invertierung ist exakt für die Maxwell-Garnett-
Mikrostruktur. Für die anderen Mikrostrukturen liefert die Invertierung breitere Spektren, insbesondere
die Invertierung mit Gl.6.7.(µm = 1, h quasi-statischer Wert,hM1 (Gl.2.13), f = 0.1, fc = 0.27)

6.2.2.4 Zusammenfassung und Beschränkungen

Mit dem gewählten numerischen Test scheint die Methode die effektiven magnetischen Spek-
tren mit einer guten Genauigkeit invertieren zu können. Exakte Grenzen können erhalten wer-
den, wenn die effektive Permeabilität reell ist. Wenn sie komplex ist, scheint Gl.6.5 das korrekte
Verhalten der Frequenzabhängigkeit der Permeabilität wiederzugeben. Gl.6.7 ist nicht immer
eine gute Näherung. Der numerische Test wurde für typische Modelle der Effektives-Medium-
Theorie durchgeführt, so dass die Ergebnisse über die Form der Spektren (Resonanzfrequenz,
Breite) nicht notwendigerweise immer gelten sollten. Außerdem wurde der Fall betrachtet,
dass es keine weiteren Verlustprozesse gibt. Meistens ist der Verlustpeak die Zusammenset-
zung von mehreren Prozessen, die noch nicht ganz verstanden sind [114, 116, 125, 126]. Un-
sere Analyse ist eine skalare Analyse und gilt unter der Voraussetzung, dass die Teilchenper-
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ABBILDUNG 6.10 – Berechneter Imaginärteil der Teilchenpermeabilität aus der Invertierung des magne-
tischen Spektrums (Hanai-Bruggeman) in Abb.6.6 in Abhängigkeit von der Frequenz. Die wahre Permea-
bilität ist schwarz dargestellt. Links: Die Berechnung erfolgt mit Hilfe der Gleichung Gl. 6.8a (beliebige
Mikrostruktur, grüne Kurve, ami n berechnet aus Gl.6.5 bzw. isotrope Mikrostruktur, blaue Kurve ami n be-
rechnet aus Gl.6.6). Die Invertierung mit dieser Gleichung liefert untere Grenzen fürµ ′

p undµ ′′
p unterhalb

der Frequenz des Verlustpeaks. Zusätzlich liefert die Invertierung mit der Gl.6.7 (isotrope Mikrostruktur,
rote Kurve) eine obere Grenze für µ ′′

p . Rechts: Deutlich oberhalb der Frequenz des Verlustpeaks erfolgt die
Rechnung mit der Gleichung 6.8b (beliebige Mikrostruktur, grüne Kurve, ami n berechnet aus Gl.6.5 bzw.
isotrope Mikrostruktur, blaue Kurve ami n berechnet aus Gl. 6.6) und liefert wieder den realen Wert der
Permeabilität. (µm = 1, hHB quasi-statischer Wert (i.A. aus den dielektrischen Messungen, hier Gl.2.14),
f=0.1, µe f f -Werte aus Abb.6.6)

ABBILDUNG 6.11 – Exakte untere bzw. obere Grenze für die Teilchenpermeabilität µp berechnet mit Gl.
6.5 / Gl.6.6 (beliebige Mikrostruktur / isotrope Mikrostruktur) bzw. Gl.6.7 (isotrope Mikrostruktur) aus der
Invertierung der magnetischen Spektren µe f f (Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur, nicht gezeigt) in Ab-
hängigkeit von dem Füllfaktor. Je größer die Konzentration ist, desto breiter sind die erhaltenen Grenzen.
Dies reflektiert die zunehmende Inhomogenität des Felds bei zunehmender Konzentration (bzw. quasi-
statischem Wert h). Parameter der magnetischen Spektren :µp = 7,µm = 1, dieµe f f -Daten sind mit Hilfe
der Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur (Gl.2.12, ε wird durch µ ersetzt) berechnet.
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ABBILDUNG 6.12 – Erhaltene Lorentz-Parameter (β, νr es ) aus einem Fit der magnetischen Spektren
(Hanai-Bruggeman, nicht gezeigt) in Abhängigkeit der Konzentration. In schwarz ist das Ergebnis für
die effektive Permeabilität dargestellt. Grün bzw. rot sind die Ergebnisse für die invertierenden Spektren
berechnet mit Gl.6.5 bzw. mit Gl.6.7. (µm = 1, µp,s = 7, β = 2, νr es = 3 GHz werden in Gl.6.9 eingesetzt.
Die µe f f -Daten sind mit Hilfe der Hanai-Bruggeman-Mikrostruktur (Gl. 2.12, ε wird durch µ ersetzt)
berechnet. h (Gl.2.14).)

meabilität bzw. die effektive Permeabilität keine Tensor-Form besitzt. Das ist im Allgemei-
nen nicht der Fall für die Permeabilität von ferromagnetischen Teilchen und die effektive
Permeabilität von solchen Kompositen in der Nähe der ferromagnetischen Resonanz [127].
Das ist insbesondere der Fall, wenn die Teilchen bzw. das Komposit in einem starken stati-
schen magnetischen Feld ausgesetzt werden/wurden. In besonderen Fällen verschwinden die
nicht-diagonalen Terme der Permeabilität [124, 127], z.B. für entmagnetisierte Teilchen oder
Teilchen, die magnetisiert sind, aber mit einer isotropen Verteilung der Magnetisierungsrich-
tung. Zumindest in diesen Fällen ist die hier vorgestellte Invertierung also möglich. Für den
allgemeinen Fall ist eine Beurteilung der Anwendbarkeit der Methode schwieriger. Theore-
tische Arbeiten mit tensoriellen Berechnungen liefern kein einheitliches Bild bezüglich der
Verschiebung der Resonanzfrequenz zwischen den intrinsischen und den effektiven magne-
tischen Spektren und der Frequenzabhängigkeit der Resonanzfrequenz. Laut der Arbeit von
Ramprecht [125] gibt es keine Frequenzverschiebung (kugelförmige Einzelteilchen). Laut der
Arbeit von Bregar[127] wird die Resonanzfrequenz verschoben. In der experimentellen Arbeit
von z. B. Viau [117] war keine Konzentrationabhängigkeit der Resonanzfrequenz beobacht-
bar, andere Messungen[26, 119, 120, 128] zeigen diese. Da die magnetischen Spektren meis-
tens auf einer logarithmischen Skala aufgetragen werden, ist diese Verschiebung oder Nicht-
Verschiebung schwer festzustellen, mindestens für einen kleinen Konzentrationsbereich.

6.3 Anwendung auf die experimentellen Daten

Nach diesem kurzen numerischen Beispiel wird der Formalismus auf die experimentellen Da-
ten angewendet.
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ABBILDUNG 6.13 – Realteil der effektiven Permeabilität bei 110 MHz für die Mikrokomposite bzw. für die

Nanokomposite in Abhängigkeit von dem Füllfaktor. Die Daten können gut mit der Funktion hM1 = 1+2 f
1− f

beschrieben werden.

6.3.1 Niedriger Frequenzbereich: 5-110 MHz

Wir beginnen mit der Invertierung der magnetischen Spektren gemessen zwischen 5 MHz und
110 MHz (Abb.6.1). Das ist der einfachste Fall, bei dem die effektive Permeabilität reell ist, d. h.
frequenzunabhängig. Um die Spektren zu invertieren, brauchen wir den quasi-statischen Wert
h = (εe f f /εm)∞, der mit den dielektrischen Messungen in Kap. 4 bestimmt wurde. Diese Funk-
tion wird durch die empirische Funktion h = 1/(1− f )7 für die Mikro- bzw. h = 1/(1− f )4 für
die Nanokompositen beschrieben (siehe Abb.4.10). In Abb.6.13 werden die gemessenen µe f f -
Werte mit der quasi-statischen Funktion hM1( f ) = (1+2 f )/(1− f ) verglichen. Diese Funktion
kann die µe f f -Werte gut beschreiben, insbesondere für die Nanokomposite. Da eine Invertie-
rung der Daten, um eine obere Grenze zu erhalten nur möglich ist, wenn hM1−m > 0 gilt, gibt
es keine bessere obere Grenze als µp <∞.

6.3.1.1 Mikrokomposite

In Abb.6.14 ist das Ergebnis der Invertierung für die Mikrokomposite gezeigt. Im linken Bild ist
die untere Grenze für die Teilchenpermeabilität, berechnet mit Gl.6.5 (beliebige Mikrostruk-
tur) und Gl. 6.6 (isotrope Mikrostruktur) in Abhängigkeit von dem Füllfaktor dargestellt. Da-
für wurden anstatt der gemessenen µe f f -Daten ein linearer Fit dieser Daten benutzt, um die
Fluktuationen der Daten zu verkleinern. Die berechneten Werte liegen zwischen circa 5 und
6 für eine beliebige bzw. zwischen 6 und 7 für eine isotrope Mikrostruktur. Die Fehlerbalken
sind für den Fall einer Unsicherheit von +5% in den gemessenen µe f f -Daten und -5% in dem
bestimmten quasi-statischen Wert h (bzw. der umgekehrten Fall) gegeben. Wie erwartet, ist
der absolute Fehler umso größer, je kleiner die Konzentration ist (die Differenz h −m wird
immer kleiner). Daher beträgt die untere Grenze für die Teilchenpermeabilität circa. 5 für ei-
ne beliebige Mikrostruktur. Da die Magnetit-Komposite eine isotrope Mikrostruktur besitzen,
kann die untere Grenze auf circa 6 leicht verbessert werden. Im rechten Bild wurde die Inver-
tierung noch einmal durchgeführt, diesesmal mit den gemessenen Spektren. Die berechneten
Grenzen liegen auch hier dicht beieinander. Wie erwartet ist das Ergebnis für die kleinste Kon-
zentration stark verrauscht, insbesondere unterhalb von 50 MHz.
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6.3.1.2 Nanokomposite

Wir folgen der gleichen Prozedur für die Nanokomposite, das Ergebnis ist in Abb.6.15 darge-
stellt. Die berechneten Grenzen (geschlossene Symbole) liegen circa zwischen 10 und 17 (bel.
Mikrostruktur) und zwischen 11 und 18 (iso. Mikrostruktur). Wie in Abschnitt 4.3 diskutiert,
ist der quasi-statische Wert für die Nanokomposite systematisch zu klein aus den dielektri-
schen Messungen extrapoliert. Die Fehlerbalken (minus) berücksichtigen diesen systemati-
schen Fehler. Die Daten werden noch einmal mit einem Korrekturfaktor des quasi-statischen
Werts hkor r ( f ) = hextr ap ( f ) · (1+ f ) invertiert. Das Ergebnis (offene Symbole) liefert deutliche
kleinere untere Grenzen: sie liegen zwischen circa 7.5 und 10 für eine beliebige Mikrostruktur
und zwischen circa 8.5 und 11 für eine isotrope Mikrostruktur. Mit Berücksichtung der Unge-
nauigkeit der Messung beträgt die untere Grenze für die Teilchenpermeabilität circa 8 unter
der Annahme, dass die Mikrostruktur isotrop ist, sonst circa 7. In Abb.6.15 rechts wurden die
gemessenen magnetischen Spektren ohne die Korrektur des quasi-statischen Werts invertiert,
um den Einfluss des Rauschens wieder zu sehen. Die Kurve für eine Konzentration von 2%
wurde nicht dargestellt, da die Kurve zu stark verrauscht ist. Die Kurven sind deutlich mehr
verrauscht, da die Differenz h −m kleiner ist als für die Mikrokomposite.

6.3.1.3 Vergleich

Die bestimmten unteren Grenzen für die Teilchenpermeabilität sind kleiner für die Mikro-
komposite als für die Nanokomposite: µMi kr o

p,mi n <µN ano
p,mi n . Die ist auch zu erwarten, da die quasi-

statischen Werte h deutlich höher für die Mikrokomposite als für die Nanokomposite sind
(siehe Abb.4.10). Also wird bei gleichen effektiven Daten die untere Grenze für die Mikrokom-
posite kleiner sein, als für die Nanokomposite12. Bisher haben wir nur die Grenzen für die Teil-
chenpermeabilität betrachtet, jetzt interessieren wir uns für die intrinsische Teilchenpermea-
bilität. Sind dieµp -Werte für die Mikro- und Nanoteilchen gleich? Ein höherer quasi-statischer
Wert h entspricht üblicherweise einer komplizierten Mikrostruktur, so dass auch eine höhe-
re effektive Teilchenpermeabilität für die Mikrokomposite zu erwarten wäre13. Das ist nicht
der Fall (siehe Abb. 6.2), so dass auch die intrinsische Teilchenpermeabilität der Mikro- und
Nanoteilchen unterschiedlich sein sollte (µp,Mi kr o < µp,N ano). Gründe dafür wären entweder
die Eindomänen- bzw. Mehrdomänenstruktur der Nano- bzw. Mikroteilchen oder ein anderer
Herstellungsprozeß, der andere magnetische Eigenschaften liefern würden.

6.3.2 Hochfrequenzbereich: 300 MHz-16 GHz

In diesem Frequenzbereich findet die ferromagnetische Resonanz statt. Die gemessene Per-
meabilität ist dann komplex. Da die Magnetit-Komposite isotrop (Magnetisierungsrichtung)
sein sollten, dürfen wir a priori eine skalare Analyse auf unsere experimentellen Daten anwen-
den. Die Proben waren weder während die Vorbereitung noch während der Messung einem
statischen Feld ausgesetzt. Man kann natürlich eine bestimmte Remanenz nicht ausschlies-
sen.

6.3.2.1 Frequenzabhängigkeit der effektiven magnetischen Spektren

Wie im Abschnitt 1.3.3.1 diskutiert sind die Nanoteilchen (Durchmesser von 20-30 nm) Einzel-
domänteilchen, die Mikroteilchen (Durchmesser kleiner als 5 µm) sind Multidomänteilchen.
Allerdings ist eine deutliche Agglomerierung der Teilchen auf den TEM-Aufnahmen (siehe
Abb. 4.1) zu erkennen, zumindest für die Nanokomposite (siehe der Agglomerate mit einem

12Aus Gl.6.5 folgt ∂µp,mi n /∂h < 0
13Für µp,N ano =µp,mi cr o folgt aus Gl.6.5, dass ∂m/∂h > 0 ist.
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ABBILDUNG 6.14 – Untere Grenze für die Teilchenpermeabilität der Mikrokomposite. Sie ist frequenz-
unabhängig. Die Berechnung erfolgt mit Gleichung 6.5 (beliebige Mikrostruktur, geschlossene Symbole)
bzw. mit Gleichung 6.6 (isotrope Mikrostruktur, offene Symbole). Links ist das Ergebnis in Abhängigkeit
des Füllfaktors dargestellt. Die µe f f -Werte wurden durch einen linearen Fit dieser Daten ersetzt. Rechts
ist das Ergebnis der Invertierung der gemessenen magnetischen Spektren (Abb.6.1, unten) dargestellt. Die
quasi-statische Funktion ist durch h( f ) = 1/(1− f )7 gegeben.

ABBILDUNG 6.15 – Untere Grenze für die Teilchenpermeabilität für die Nanokomposite. Sie ist frequenz-
unabhängig. Die Berechnung erfolgt mit Gleichung 6.5 (beliebige Mikrostruktur) bzw. mit Gleichung 6.6
(isotrope Mikrostruktur). Links ist das Ergebnis in Abhängigkeit von dem Füllfaktor dargestellt. Die
µe f f -Werte wurden durch einen linearen Fit dieser Daten ersetzt. Die quasi-statische Funktion ist durch
hextr ap ( f ) = 1/(1− f )4 (geschlossene Symbole) bzw. durch hkor r ( f ) = hextr ap ( f ) · (1+ f ) (offene Symbole)
gegeben. Rechts ist, als Beispiel für hextr ap , das Ergebnis der Invertierung der gemessenen magnetischen
Spektren (Abb.6.1, oben) für dargestellt

Durchmesser von circa 2 µm auf dem Bild in der Mitte). Es ist natürlich nicht ausgeschlos-
sen, dass die Mikrokomposite auch eine starke Agglomerierung aufweisen. Berechnet man
die Eindringstiefe bei 1 GHz bzw. 10 GHz, erhält man mit der Bulk-Leitfähigkeit von Magnetit
σ= 104 S/m und einer Teilchenpermeabilität in der Größenordnung von 10 eine Eindringtie-
fe von circa 50 µm bzw. 16 µm. Falls die reelle Teilchenpermeabilität größer ist, wird die Ein-
dringtiefe kleiner werden. Verluste verursacht durch Wirbelströme können bei den Mikrokom-
positen auftreten, eventuell auch vereinzelt bei den Nanokompositen (siehe die Agglomerate
mit einem Durchmesser im Mikrometerbereich). Dies könnte erklären, warum der Verlust-
peak so breit für die Mikrokomposite ist (im Vergleich zu den Nanokompositen), insbeson-
dere an der rechten Flanke und warum die Frequenz, bei der der Verlustpeak liegt, so schwer
festzustellen ist. Für unseren Fall scheint die Resonanzfrequenz in den effektiven Spektren zu
höheren Frequenzen verschoben zu sein (erwartete Bulk-Resonanzfrequenz bei Frequenzen
kleiner als 1 GHz, s.o.). Die gewöhnliche Erklärung ist die inhomogene Feldverteilung in der
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Probe aufgrund der strukturellen Inhomogeneität . Dadurch wird die magnetische Wechsel-
wirkung zwischen den magnetischen Teilchen verzerrt. Der Entmagnetisierungsfaktor hängt
von der Form der Teilchen und von der Mikrostruktur ab. Kleine Werte für die effektive Per-
meabilität sind auch eine übliche Konsequenz.

6.3.2.2 Invertierung der magnetischen Spektren

In Abb.6.16 ist das Ergebnis der Invertierung des magnetischen Spektrums des Nanokompo-
sits mit einer Konzentration von 10% gezeigt. Die Rechnung erfolgt mit Gl. 6.5 (beliebige Mi-
krostruktur, geschlossene Symbole) bzw. Gl.6.6 (isotrope Mikrostruktur, offene Symbole). Zum
Vergleich wird wie vorher die Berechnung für die zwei quasi-statischen Funktionen (hextr ap

in magenta und hkor r in grau) durchgeführt. Die erhaltenen Kurven sehen ähnlich aus und
besitzen keine Lorentz-Form. Der Plateauwert des Realteils im Niederfrequenzbereich sinkt
steil. Im Hochfrequenzbereich trifft der Realteil wieder den Wert eins. Für den Imaginärteil ist
ein Verlustpeak mit einer Halbwertsbreite kleiner als eine Dekade beobachtbar. Die Invertie-
rung für eine isotrope Mikrostruktur liefert in diesem Fall etwas leicht höhere absolute Werte
als die Invertierung für eine beliebige Mikrostruktur, aber die Form der Kurven ändert sich
fast nicht. Die Invertierung mit den zwei unterschiedlichen quasi-statischen Funktionen lie-
fert wie erwartet deutlich unterschiedliche absolute Werte, aber die Form der Kurven (Position
des Maximums, Breite und Steigung der linken Flanke des Verlustpeaks) wird auch geändert.
Zum Beispiel beträgt die Steigung der linken Flanke circa 1.6 für hextr ap bzw. 1.8 für hkor r

(in log-log Darstellung). Dies zeigt, dass es sich um ein Resonanzphänomen handelt (Debye-
Relaxator: Steigung ≤ 1). Das Maximum des Verlustpeaks liegt bei circa 1.1 GHz bzw. 1.3 GHz
für hextr ap bzw. hkor r , wurde also zu tieferen Frequenzen verschoben14 (aber ν(µ′′

max ) < νr es ,
s.u. für die Diskussion. Die ganze Information über die Mikrostruktur ist für die Invertierung
in h gespeichert. Das stärkere Verrauschen der Daten für hextr ap kommt nur aus der kleineren
Differenz h −m.

In Abb.6.17 bzw. Abb.6.18 ist die Invertierung für die Konzentrationen 6%, 8%, 10% mit hextr ap

bzw. hkor r dargestellt. Die Berechnung erfolgt mit Gl.6.5. Die Invertierung liefert leicht unter-
schiedliche Spektren für die verschiedenen Konzentrationen. Die Analyse scheint kohärent zu
sein. Wäre die Feldverteilung homogen, so wäre Gl.6.5 eine exakte Lösung für die Teilchenper-
meabilität. Falls die Feldverteilung relativ homogen ist, wie in Kapitel 5 diskutiert, ist sie eine
gute Näherung für die Teilchenpermeabilität.

Die ganze Prozedur wurde noch einmal für die Mikrokomposite durchgeführt. Das Ergebnis
der Invertierung für zwei Konzentrationen ist in Abb.6.19 dargestellt. Die Invertierung liefert
eine breite Resonanz bei circa 1.8 GHz, deren Frequenz νµ′′

m ax viel deutlicher zu erkennen ist
als in den gemessenen effektiven Spektren (siehe Abb.6.4). Da die Messungen für die Mikro-
komposite schlecht reproduzierbar waren, ist es auch möglich, dass dies nur ein Artefakt der
Messung ist und keine Teilcheneigenschaft.

Schließlich wurde der Gütefaktor Q als Abschätzung der Breite der magnetischen Spektren
(effektive und invertierende) der Mikro- und Nanokomposite bestimmt. Die Werte sind in Ta-
belle 6.4 und Tabelle 6.5 zusammengefasst. Wie früher erwähnt, sind die Spektren für die Mi-
krokomposite deutlich breiter als die für die Nanokomposite. Wie beim numerischen Beispiel
sind die invertierenden Spektren breiter als die effektiven Spektren für die Mikrokomposite,
wobei die Lage des Peakmaximums für die effektiven Spektren schwer zu bestimmen ist. Im
Gegensatz zu den Mikrokompositen bleibt die Breite der magnetischen Spektren für die Na-
nokomposite durch die Invertierung etwa konstant. Keine Aussage ist über das Maximum des
Verlustpeaks (bzw. die Resonanzfrequenz) möglich. Bei der Invertierung der magnetischen

14Das Maximum des Verlustpeaks liegt für die magnetischen effektiven Spektren bei circa 3 GHz
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Spektren mit Gl. 6.5 wird das Maximum µ′′
max zu höheren Frequenzen verschoben. Die Re-

sonanzfrequenz liegt im Vergleich mit µ′′
max bei höheren Frequenzen (für Lorentz-Kurve gilt

νRes = β ·ν(µ′′
max )). Da wir diesen Zusammenhang nicht kennen, können wir nicht sagen, wo

die Resonanzfrequenz liegt.

6.4 Zusammenfassung

Eine leichte Modifizierung des Formalismus, der in Kapitel 5 vorgestellt wurde, erlaubt, exak-
te Grenzen für die Teilchenpermeabilität zu bestimmen. Voraussetzung für diese Methode ist,
dass die Teilchen leitfähig sind und dass im untersuchten Frequenzbereich der quasi-statische
Wert h meßbar ist. Die benötigte Information über die Mikrostruktur wird durch die dielek-
trischen Messungen durch die Bestimmung des quasi-statischen Werts gewonnen. Falls die
Teilchenpermeabilität reell ist, ist die Invertierung der Spektren in exakte Grenzen unmittel-
bar mit den Gleichungen 6.5, 6.6, 6.7 möglich. Falls die Teilchenpermeabilität komplex ist, ist
eine exakte Invertierung mit der Gl. 6.5 möglich, wenn die Feldverteilung homogen ist. Falls
die Feldverteilung relativ homogen ist, ist Gl.6.5 eine gute Näherung für die Teilchenpermea-
bilität. Diese Methode wurde auch auf die Magnetit-Komposite angewandt. Die intrinsische
Teilchenpermeabilität der Mikroteilchen scheint kleiner als die der Nanoteilchen zu sein. Es
war nicht möglich, eine obere Grenze zu bestimmen. Das bleibt ein intrinsisches Problem, da
die Invertierung in diesem Fall nur möglich ist, falls hM1−m > 0 gilt. Für die kleinsten Konzen-
trationen war auch keine Invertierung möglich, da der magnetische Kontrast zu schwach ist,
um die Daten mit einer guten Genauigkeit zu invertieren (Rauschen usw.). Die Invertierung im
Hochfrequenzbereich liefert einen qualitativen Verlauf für die intrinsische Teilchenpermeabi-
lität. Die Resonanzfrequenz liegt bei tieferen Frequenzen als der Peak der effektiven Spektren.
Die genaue Lage kann nicht bestimmt werden. Die absoluten Werte der effektiven Permeabi-
lität sind relativ klein und die Messung solcher Werte, insbesondere im Hochfrequenzbereich,
sind aufwendig und erfordern Proben mit einer hohen geometrischen Genauigkeit.

Nanokomposite µe f f Invertierung h (Gl.6.5)

f [%] Q = ν(µ′′
max )

FW M H

6 0.64 0.62

8 0.57 0.61

10 0.61 0.63

TABELLE 6.4 – Gütefaktor Q = ν(µ′′
max )

FW M H
als Abschätzung der Breite der effektiven magnetischen Spektren

(Abb.6.3) und der invertierten Spektren (Abb.6.18) für die Nanokomposite. FWMH ist die Halbwertsbreite
des Verlustpeaks. Je kleiner der Gütefaktor ist, desto breiter ist der Verlustpeak.
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ABBILDUNG 6.16 – Invertierung der magnetischen Spektren im Hochfrequenzbereich (Abb. 6.3) für ein
Nanokomposit mit einer Konzentration von 10%. Die Berechnung erfolgt mit Gl. 6.5 (beliebige Mi-
krostruktur, geschlossene Symbole) bzw. Gl.6.6 (isotrope Mikrostruktur, offene Symbole). Sie wurde zum
Vergleich für zwei quasi-statischen Funktionen durchgeführt: hextr ap ( f ) = 1/(1− f )4 (in magenta) bzw.
hkor r ( f ) = hextr ap ( f ) · (1+ f ) (in grau).

ABBILDUNG 6.17 – Invertierung der magnetischen Spektren im Hochfrequenzbereich (Abb. 6.3) für die
Nanokomposite. Die Berechnung erfolgt mit Gl. 6.5 (beliebige Mikrostruktur).Sie wurde für die quasi-
statische Funktion hextr ap ( f ) = 1/(1− f )4 durchgeführt.

ABBILDUNG 6.18 – Invertierung der magnetischen Spektren im Hochfrequenzbereich (Abb. 6.3) für die
Nanokomposite. Die Berechnung erfolgt mit Gl. 6.5 (beliebige Mikrostruktur). Sie wurde für die quasi-
statische Funktion hkor r ( f ) = hextr ap · (1+ f ) durchgeführt.
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ABBILDUNG 6.19 – Invertierung der magnetischen Spektren im Hochfrequenzbereich (Abb. 6.4) für die
Mikrokomposite. Die Berechnung erfolgt mit Gl. 6.5 (beliebige Mikrostruktur). Sie wurde für die quasi-
statische Funktion h( f ) = 1/(1− f )7 durchgeführt.

Mikrokomposite µe f f Invertierung h (Gl.6.5)

f [%] Q = ν(µ′′
max )

FW M H

8 0.41 0.34

13 0.42 0.29

TABELLE 6.5 – Gütefaktor Q = ν(µ′′
max )

FW M H
als Abschätzung der Breite der effektiven magnetischen Spektren

(Abb.6.6) und der invertierten Spektren (Abb.6.7) für die Mikrokomposite. FWMH ist die Halbwertsbreite
des Verlustpeaks. Je kleiner der Gütefaktor ist, desto breiter ist der Verlustpeak.





Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden einige Methoden vorgestellt, um aus effektiven Spektren einer makro-
skopischen Meßgröße Informationen über die Komponenten oder die Mikrostruktur eines
Materials zu gewinnen. Dafür wurde insbesondere der Formalismus der Spektraldarstellung
(siehe Kap. 2) eingesetzt. Die betroffenen Systeme sind Komposite, wobei leitfähige Teilchen
mit einem Durchmesser kleiner als die eingesetzte Wellenlänge in einer Polymermatrix
dispergiert werden. Um diese neuen Methoden zu testen, wurden zwei Modellsysteme
präpariert (siehe Kap. 3):

Die Magnetit-, Mikro- und Nanokomposite bestehen aus Magnetit-, Mikro- (Φ < 5µm) und
Nanoteilchen (20 < Φ < 30nm), die in einer Polymermatrix (Epoxydsystem DER332+DETA)
dispergiert wurden. Wegen ihrer hohen Leitfähigkeit sind die Magnetit-Teilchen in dem
Frequenzbereich 5 Hz - 1 GHz vollständig polarisiert15. Der Relaxationsprozess der Matrix
liegt in der Mitte dieses Frequenzbereichs. Die TEM-Aufnahmen dieser Kompositen zeigen
eine komplizierte Mikrostruktur mit einer deutlichen Agglomerierung.

Die GaAs-Komposite bestehen aus GaAs-Teilchen, die aus der mechanischen Zerstörung
eines Wafers erhalten wurden, die in einer Polymermatrix (EPON828+NMA) dispergiert
wurden. Wegen der kleineren Leitfähigkeit der GaAs-Teilchen im Vergleich zu den Magnetit-
Teilchen tritt im kHz-Frequenzbereich ein Grenzflächenpolarisationsprozess auf. Der
Relaxationsprozess der Matrix liegt im MHz-Frequenzbereich, so dass die beiden Prozesse
sich nicht überlagern.

In Kapitel 4 wurden die Magnetit-, Mikro- und Nanokomposite dielektrisch untersucht.
Die dielektrischen Spektren zeigen zwei Prozesse: der reine Relaxationsprozess der Matrix
(β-Relaxation) und die Erhöhung der effektiven Permittivität durch Hinzufügen der Magnetit-
Teilchen. Im Fall vollständig polarisierter Teilchen hängt der quasi-statische Wert h 16 nur von
der Mikrostruktur ab und ist also frequenzunabhängig. Dies wurde für die Mikrokomposite,
jedoch nicht für die Nanokomposite bestätigt. Der intrinsische Relaxationsprozess der
Matrix scheint sich durch das Hinzufügen von Nanoteilchen zu ändern. Die Untersuchung
der molekularen Dynamik zeigt keine eindeutige Änderung der Aktivierungsenergie oder
der Form der dielektrischen Spektren. Nur die intrinsische Relaxatorstärke der Matrix wird
erhöht. Der Formalismus der Spektraldarstellung erlaubt es diesen Effekt zu quantifizieren.
Es ist möglich, zwischen der Erhöhung der effektiven Relaxatorstärke - verursacht durch
die Hinzufügung vollständig polarisierter Teilchen - und der Erhöhung durch die Änderung
der Relaxatorstärke zu unterscheiden. Der erste Effekt kann direkt aus den dielektrischen
Messungen bestimmt werden (siehe Gl.4.5 bzw. Gl.4.6), der Vergleich mit den experimentel-
len Daten liefert den zweiten Beitrag. Bei steigender Konzentration weicht die intrinsische
Relaxatorstärke der Matrix immer mehr von ihrem Bulk-Verhalten ab. Der größte Unterschied
zwischen den Mikro- und Nanokompositen ist das riesige Verhältnis von Oberfläche zu
Volumen der Nanokomposite im Vergleich zu den Mikrokompositen und daher die riesige

15ν¿ νPol , wobei νPol die MWS- Grenzflächenpolarisationsfrequenz ist.

16h =
(
εe f f

εm

)
∞

(siehe Gl.4.1)
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angebotene Wechselwirkungsfläche. Eine Untersuchung der α-Relaxation mittels DSC zeigt
eine deutliche Abnahme der Glasübergangstemperatur TG mit steigender Konzentration,
was auf einen modifizierten Vernetzungsgrad zwichen dem Harz (DER332) und dem Härter
(DETA) hinweist. Der dafür verantwortliche mikroskopische Mechanismus bleibt unklar.
Als mögliche Mechanismen wurden u.a. diskutiert: eine chemische Reaktion zwischen
dem Härter bzw. Harz und den Teilchen an der Oberfläche, die eine lokale Änderung der
Polymermatrix (Interphasen) bewirken würden, oder ein Konzentrationsgradient des Härters,
wobei hier die ganze Matrix beeinflusst werden könnte.

In Kapitel 5 wurden die GaAs-Komposite dielektrisch untersucht. Die normierten dielektri-
schen Spektren zeigen einen Grenzflächenpolarisationsprozess im kHz-Bereich (νPol bei cir-
ca 500 Hz). Grund dafür ist die Ansammlung von Ladungsträgern an der Grenzfläche zwi-
schen den leitfähigen Teilchen (ε ′p , σp ) und der isolierenden Matrix. Deutlich unterhalb von
νPol sind die Teilchen vollständig polarisiert (| εp |= ∞), deutlich oberhalb von νPol können
die Ladungsträger dem Feld nicht mehr folgen und tragen zur Polarisation nicht mehr bei.
Es wurden zwei Methoden vorgestellt, um exakte Grenzen für die intrinsischen Eigenschaf-
ten leitfähiger Teilchen, dispergiert in einer Polymermatrix, aus den effektiven dielektrischen
Spektren zu gewinnen. Diese Methoden sind zunächst beschränkt auf den Frequenzbereich
von ν ¿ νPol und / oder ν À νPol , indem aber gleichzeitig die Verluste der Grenzflächen-
polarisationsfrequenz noch groß genug sind, um sie aufzulösen. Beide Methoden stützen sich
auf exakte Formalismen (Energieerhaltung und die Spektraldarstellung) und gelten allgemein.
Die erste Methode liefert eine untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit σ = α ·σp (siehe Gl.

5.4) und wurde aus der Energieerhaltung hergeleitet. Dafür wurde der Parameter α= |〈E〉p |2〈|E|2〉p
eingeführt, der die Inhomogenität der Feldverteilung in der Teilchenphase beschreibt. α ist
gleich eins für eine homogene Feldverteilung, sonst kleiner als eins.αwurde beispielsweise für
mehrere Mikrostrukturen berechnet, und lag dabei immer in der Größenordnung von eins, so
dass Gl.5.4 eine gute Näherung fürσp ist. Numerische Tests zeigen, dass Gl.5.4 nur in dem Fre-
quenzbereich zwischen minimal νPol /10 und maximal νPol /2 anwendbar ist. Oberhalb dieses
Frequenzbereichs sind die Bedingungen, unter denen Gl.5.4 hergeleitet wurde, nicht mehr er-
füllt. Unterhalb ist das Rauschen zu groß, um die Daten zu invertieren. Die Invertierung der
experimentellen dielektrischen Spektren liefert vernünftige Ergebnisse, die untere Grenze für
die Teilchenleitfähigkeit liegt bei einem Faktor 10 unterhalb die Bulk-Leitfähigkeit. Daher ist
entweder die Feldverteilung sehr inhomogen (α≈ 0.1) oder die Teilchenleitfähig kleiner als im
Bulk (strukturelle Defekte, Agglomerate). Die zweite Methode benutzt die Spetraldarstellung.
Hier wurden untere und obere Grenzen für die Teilchenleitfähigkeit und für die Teilchenper-
mittivität erhalten. Dafür wurde die Gleichung für die Spektraldarstellung im allgemeinen Fall
(Gl.2.18, nicht perkolierende Systeme, e = εe f f /εm) und im Fall vollständig polarisierter Teil-
chen (Gl. 2.20, h quasi-statischer Wert) in einer unendlichen Reihe mit reellen Koeffizienten
ak kombiniert:

h −e = t ·
∞∑

k=0

ak+1

(1+ t )k+1

Die linke Seite der Gleichung ist experimentell bestimmbar, auf der rechten Seite sind die
ak -Koeffizienten, die die Mikrostruktur beschreiben, und die Funktion t−1 = εp /εm − 1, die
die Eigenschaften der Komponenten beschreibt. Nur die zwei ersten bzw. die drei ersten
ak -Koeffizienten für eine beliebige bzw. eine isotrope Mikrostruktur sind bekannt. Für die
höheren Koeffizienten wurde eine untere Grenze bestimmt – für eine beliebige und isotrope
Mikrostruktur – und eine obere Grenze für eine isotrope Mikrostruktur. Die ak -Koeffizienten
konvergieren gegen null für die untere Grenze, jedoch nicht für die obere Grenze. Damit
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wurden drei Hauptgleichungen für εp /εm hergeleitet (Gl. 5.14 ak,mi n,bel , Gl. 5.18 ak,mi n,i so

und Gl. 5.22 ak,max,i so). Diese Gleichungen sind komplex und wurden als strenge Grenzen
bis jetzt nur deutlich unterhalb und oberhalb von νPol bewiesen. Deutlich unterhalb von
νPol dominiert die Leitfähigkeit der Teilchen die dielektrische Antwort17, so dass nur eine
Grenze für die Leitfähigkeit hergeleitet werden kann. Außerdem kann nur eine untere Grenze
bestimmt werden, da die ak,max nicht gegen null konvergieren. Deutlich oberhalb von νPol

können Grenzen für die Teilchenleitfähigkeit und für die Teilchenpermittivität bestimmt
werden, wobei man zwischen den Fällen εp /εm grösser und kleiner als eins unterscheiden
muß. Für den üblichen Fall εp /εm > 1 liefern Gl. 5.14 und Gl. 5.18 eine untere Grenze für ε ′p ,
Gl. 5.22 liefert eine obere Grenze für ε ′p und σp . Für den anderen Fall liefern Gl. 5.14 und
Gl. 5.22 eine untere Grenze für ε ′p und eine obere Grenze für σp . Diese Ergebnisse wurden
theoretisch bewiesen und mit einem numerischen Test illustriert. Weitere numerische Tests
haben den Einfluss von dielektrischem Kontrast und Mikrostruktur qualitativ untersucht. Je
komplizierter die Mikrostruktur ist, je höher der dielektrische Kontrast oder die Konzentration
sind, desto breiter sind die erhaltenen Grenzen, wobei die obere Grenze immer mehr von
dem realen Wert abweichen kann. Die Anwendung auf die experimentellen Daten liefert
vernünftige Ergebnisse für die untere und obere Grenze für die Teilchenpermittivität im
Hochfrequenzbereich. Die Invertierung der Daten in Grenzen für die Teilchenleitfähigkeit ist
schwieriger zu interpretieren. Wir erhalten frequenzabhängige Grenzen, wobei es nicht klar
ist, wie man zwischen der intrinsischen Frequenzabhängigkeit der Teilchenleitfähigkeit und
der Frequenzabhängigkeit verursacht durch die Anwendung des Formalismus unterscheiden
kann.

In Kapitel 6 wurden die Magnetit-Komposite magnetisch untersucht. Die effektive Permeabi-
lität wurde in dem Frequenzbereich zwischen 10 MHz und 10 GHz ermittelt. Im GHz-Bereich
zeigen die magnetischen Spektren eine ferromagnetische Resonanz, verursacht durch die An-
wesenheit der ferromagnetischen Teilchen. Die Methode, die in Kap. 5 vorgestellt wurde, wur-
de ergänzt, um exakte Grenzen für die Teilchenpermeabilität zu erhalten. Diese Methode ist
eine skalare Analyse. Die minimale Information über die Mikrostruktur wird durch die di-
elektrischen Messungen erbracht, vorrausgesetzt, die Teilchen sind in dem zugänglichen Fre-
quenzbereich vollständig polarisiert, so dass der quasi-statische Wert bestimmbar ist. Aus die-
sen Überlegungen erfolgt eine ähnliche unendliche Reihe wie vorher

h −m = tµ ·
∞∑

k=0

ak+1

(1+ tµ)k+1

wobei m = µe f f /µm (m = µe f f für eine nicht magnetische Matrix) und t−1
µ = µp /µm −1. Drei

Hauptgleichungen werden für µp /µm hergeleitet (Gl.6.5 ak,mi n,bel , Gl.6.6 ak,mi n,i so und Gl.6.7
ak,max,i so). Im Unterschied zu dem vorherigen Fall ist die Teilchenpermeabilität ungleich un-
endlich im gesamten Frequenzbereich, d. h. dies entspricht dem dielektrischen Fall „deutlich
oberhalb der Grenzflächenpolarisationsfrequenz“. Allerdings ist das Vorzeichnen 1−µp /µm

hier relevant. Wie vorher wurden diese komplexen Gleichungen deutlich unter- und oberhalb
der Resonanzfrequenz als Grenzen bewiesen. Trotzdem zeigen numerische Tests, dass Gl.
6.5 oft eine gute Näherung für die Teilchenpermeabilität ist. Dagegen reproduziert Gl.6.7 oft
nicht das richtige Verhalten der Teilchenpermeabilität in der Nähe der Resonanzfrequenz:
die Resonanzfrequenz wird verschoben, der Resonanzpeak verbreitert. Die Anwendung
auf die experimentellen Daten liefert exakte untere Grenzen für die Teilchenpermeabilität
im Niederfrequenzbereich (1 MHz-110 MHz). Die intrinsische Teilchenpermeabilität der
Mikroteilchen ist größer als die für die Nanoteilchen. Da hM1 − m < 1, wurde keine obere

17h −e = t ·
∑∞

k=0 ak+1
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Grenze bestimmt. Die Daten wurden auch im Hochfrequenzbereich invertiert. Qualitativ
liefert die Invertierung den Verlauf für die intrinsische Teilchenpermeabilität, aber keine
quantitative Aussage über die Lage der Resonanzfrequenz.

Ein großer Vorteil dieser Methode ist, dass keine Näherungsformel angewendet werden muss.
Keine Annahme über die Mikrostruktur wurde gemacht. Die erhaltenen Grenzen gelten für je-
de Mikrostruktur. Systematisch zu untersuchen ist die Gültigkeit der hergeleiteten Gleichun-
gen in der Nähe der Grenzflächenpolarisationsfrequenz sowie der Resonanzfrequenz unter-
suchen. Ein Nachteil dieser Methode ist – insbesondere für die Bestimmung von unteren und
eventuell oberen Grenzen – dass es keinen Hinweis gibt, wie nah man am reellen Wert ist. Eine
Untersuchung der Inhomogeneität der Feldverteilung (siehe z.B der Parameter α) könnte uns
hier weiterhelfen. Eine aktuelle Masterarbeit beschäftigt sich mit einer solchen Problemen-
stellung: die Feldverteilung in effektiven Medien wird mittels eines Simulationsprogramms
(CST-Studio) numerisch berechnet. Dabei wird die Inhomogeneität der Feldverteilung unter-
sucht sowie seinen Einfluss auf die effektiven Eigenschaften bzw. auf die lokalen Eigenschaf-
ten (z.B. Anwesenheit von Heizpunkten).



Anhang A

Dielektrische Spektren von Magnetit-Kompositen

A.1 Dielektrische Spektroskopie

Die Permittivität wurde breitbandig im Frequenzbereich zwischen 5 Hz und 1 GHz mit einer
einzigen Probenzelle gemessen. Die Probe liegt zwischen zwei Kondensatorplatten. Aus der
Messung des Transmissionskoeffizients kann die Permittivität der Probe bestimmt werden.
Einzelheiten über die Messmethode finden sich in [129, 130]. Für den praktischen Einsatz
werden hier zwei Netzwerkanalysatoren mit der Probenzelle durch Koaxialleitungen verbun-
den. Der erste Netzwerkanalysator HP3577B [131] deckt den Frequenzbereich 5 Hz - 20 MHz,
der zweite Netzwerkanalysator HP8753D [132] überdeckt den restlichen Frequenzbereich
20 MHz - 1 GHz. Die Kalibrierung erfolgt in zwei Schritten: Messung eines Kurzschlusses und
danach eine leere Messung mit Hilfe eines Abstandshalters (Teflonring). Temperaturabhängi-
ge Messungen sind durch eine Stickstoff-Kühlung auch möglich. Die Steuerung erfolgt durch
das Messprogramm.

Alternativ kann die Permittivität in dem Frequenzbereich 0.01 Hz - 1 MHz durch eine Impe-
danzmessung Z = (ıωC )−1 bestimmt werden. Die Probenzelle befindet sich dabei in einem
Helium-Kryostat, wodurch tiefere Temperaturen erreicht werden können. Die Messung erfolgt
durch einen „Frequency Response Analyser SI 1255“ [133], verbunden mit einem „Dielectric
Interface 1296“ [134] der Firma Solartron. Die Kalibrierung erfolgt auf die gleiche Art und Wei-
se wie für die vorherige Methode. Das Messprogramm wird von der Firma Solartron zur Ver-
fügung gestellt. Einzelheiten befinden sich in [74].

A.2 Havriliak-Negami-Funktion:

Die Havriliak-Negami-Funktion ist eine empirische Funktion, um die Frequenzabhängigkeit
der Permittivität (Relaxationsprozess) zu beschreiben und ist durch [17–19]

ε = ε∞ + ∆ε

( 1+ (ıωτH N )α )β
(A.1)

gegeben. Der Real- bzw. der Imaginärteil der Permittivität sind durch

ε′(ω) = ε∞ + ∆ε ·r (ω) · cos
(
β ·Φ(ω)

)
(A.2a)

ε′′(ω) =∆ε ·r (ω) · sin
(
β ·Φ(ω)

)
(A.2b)

gegeben, wobei

r (ω) = (
1+2(ωτH N )α cos(απ/2) + (ωτH N )2α)−β/2

(A.2c)

Φ(ω) = arctan

(
sin(απ/2)

(ωτH N )−α+ cos(απ/2)

)
(A.2d)

gilt. ε∞ ist der Hochfrequenz-Wert der Permittivität, ∆ε die Relaxatorstärke, τH N die Relaxa-
tionszeit. α beschreibt die symmetrische Verbreiterung des Verlustpeaks, α ·β die asymmetri-
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sche Verbreiterung, wobei 0 <α und 0 <α ·β< 1 gilt. Die Relaxationsfrequenz ist dann durch

νp = 1

2πτH N
·

(
sin

(
απ

2+2β

))1/α

·

(
sin

(
αβπ

2+2β

))−1/α

(A.3)

gegeben.

A.3 Polymerisationsgrad des Epoxydsystems

ABBILDUNG A.1 – Real- und Imaginärteil der Permittivität für unterschiedliche Epoxydsysteme 100:07
(oberes Bild), 100:10 (mittleres Bild) und 100:12 (unteres Bild) in Abhängigkeit der Frequenz in dem Tem-
peraturbereich 213K-293K. Zwei Relaxationsprozesse der Matrix sind beobachtbar.
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A.4 Mikro- und Nanokomposite

ABBILDUNG A.2 – Real-und Imaginärteil der Permittivität für ein 10%-Konzentration Mikro- bzw. Na-
nokomposits in Abhängigkeit der Frequenz in dem Temperaturbereich 243K-293K.





Anhang B

Ga As Dielektrische Spektren

ABBILDUNG B.1 – Real- und Imaginärteil der normierten effektiven Permittivität εe f f /εm ( komplexer
Quotient der effektiven Permittivität und die reine Matrix) von GaAs/Epoxy Komposite in Abhängigkeit
der Frequenz (Frequenzbereich:10−2-106 Hz) für Füllfaktoren zwischen 2.5% und 9.2%. Niederfrequenz-
messung. Für die höheren Konzentrationen ist ein weiterer Prozess bzw. eine Überlagerung von verschie-
dene Prozesse im tieferen Frequenzbereich erkennbar.
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ABBILDUNG B.2 – Real- und Imaginärteil der normierten effektiven Permittivität εe f f /εm ( komplexe
Quotient der effektiven Permittivität und der reinen Matrix) von GaAs Kompositen in Abhängigkeit der
Frequenz (Frequenzbereich: 20-106 Hz) für Füllfaktoren zwischen 2.5% und 9.2%. Die grauen Kurven
sind die jeweiligen Havriliak-Negami Fit. Diese Fit Funktion kann die niederfrequenze normierte Per-
mittivität für die Konzentrationen f = 8.2% und f = 9.2% nicht beschreiben.

f (%) 2.5 4.2 6.1 8.2 9.2

∆e 0.072±0.001 0.152±0.007 0.195±0.005 0.30±0.02 0.50±0.01

e∞ 1.017±0.002 1.06±0.01 1.088±0.006 1.12±0.01 1.17±0.02

h = es 1.089±0.003 1.21±0.02 1.28±0.01 1.42±0.03 1.67±0.03

α 0.844±0.004 0.83±0.03 0.80±0.02 0.80±0.04 0.816±0.005

β 0.63±0.01 0.62±0.07 0.61±0.06 0.61±0.08 0.77±0.03

τH N [s] (3.8±0.2)E-4 (4.2±0.6)E-4 (3.6±0.5)E-4 (4.1±0.6)E-4 (8.6±1)E-4

νpol [H z] 680±40 630±120 750±130 680±140 240±40

TABELLE B.1 – Zusammenfassung der erhaltenen Fit-Parameter für die normierten Ga As dielektrischen
Spektren.



Anhang C

Spektraldarstellung

In Abschnitt 5.3.1.1 wurde die komplexe Funktion h − e

(
h :=

(
εe f f

εm

)
s

,e :=
(
εe f f

εm

))
mit Hilfe

der Spektraldarstellung als eine unendliche Reihe 1

h −e = t ·
∞∑

k=0

ak+1

(1+ t )k+1
(C.1)

geschrieben, wobei

ak+1 = f ·
∫ 1

0

g f (n)

n
· (1−n)k dn (C.2)

a1 = h −1, a2 = h −1− f , k ≥ 2 ak+1,mi n ≤ ak+1 ≤ ak+1,max

Die ak+1 sind reelle Koeffizienten, die nur von der Mikrostruktur abhängen. Nur die zwei bzw.
die drei ersten (falls die Mikrostruktur isotrop ist) Koeffizienten sind exakt bekannt. Für die
andere Koeffizienten können untere (ak,mi n) und obere (ak,max ) Grenzen gefunden werden.
Werden diese Koeffizienten in Hauptgleichung C.1 eingesetzt, können analytische Formeln für
die Funktion t = (εp /εm −1)−1 hergeleitet werden, und daher für die komplexe Permittivität
der Teilchen (ε ′p ,σp ). Dieser Anhang beschreibt rein mathematisch die Berechnung der ak,mi n

bzw. ak,max -Koeffizienten und die Invertierung der Gleichung C.1. Die Diskussion über die
Anwendbarkeit dieser Gleichungen erfolgt am Ende dieses Anhangs.

C.1 Berechnung der ak,mi n und Lösung der Gleichung C.1

C.1.1 ak,mi n-Koeffizienten

Sei F =
√

f ·g
n · (1−n)

k−1
2 und G =

√
f ·g

n · (1−n)
k+1

2 . Mit der Schwarzschen Ungleichung:

|
∫

F ·G dn|2︸ ︷︷ ︸
a2

k+1

≤
∫

|F |2 dn︸ ︷︷ ︸
ak

·
∫

|G |2 dn︸ ︷︷ ︸
ak+2

(C.3)

folgt die folgende rekursive Bedingung:

ak+2 ≥
a2

k+1

ak
wobei k = 1,2... (C.4)

1Diese Gleichung folgt aus der Taylor-Entwicklung um n = 1 der Funktion 1/(n + t ) (siehe 5.3.1.1)
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d.h.

a3 ≥
a2

2

a1
= a1 ·

(
a2

a1

)2

(C.5a)

a4 ≥
a2

3

a2
= a2 ·

(
a3

a2

)2

(C.5b)

a5 ≥
a2

4

a3
≥ a4

3

a2
2 · a3

= a2 ·

(
a3

a2

)3

(C.5c)

Also gilt für die direkte Berechnung der ak,mi n-Koeffizienten allgemein:

ak+2,mi n = a2 ·

(
a3

a2

)k

(C.6)

Ab a3 sind die Koeffizienten für eine isotrope Mikrostruktur und eine beliebige Mikrostruktur

unterschiedlich (siehe Seite 65, a3,bel = a2
2/a1 = (h −1− f )2/(h −1) und a3,i so = a2 − f · 2+ f

3 ).

C.1.2 Analytische Formel für eine beliebige Mikrostruktur

Aus Gl. C.5a folgt:
a3

a2
≥ a2

a1
(C.7)

Diese Ungleichung wird in Gl. C.6 eingesetzt, wir erhalten:

ak+1,mi n = a2 ·

(
a2

a1

)k−1

= a1 ·

(
a2

a1

)k

(C.8)

Die Hauptgleichung C.1 kann dann als:

h −e = a1 · t

1+ t
·

∞∑
k=0

(
a2/a1

1+ t

)k

︸ ︷︷ ︸
geometrische Reihe

(C.9a)

h −e = a1 · t

(1−a2/a1)+ t
(C.9b)

umgeschrieben werden. Fügt man die Definitionen a1 = h−1 und a2 = h−1− f ein, bekommen
wir eine analytische Formel für t :

1

t
= h −1

f
·

e −1

h −e
(C.10)

bzw. εp /εm :

εp

εm
= 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
(C.11)

Der quasistatische Grenzfall (ν¿ νPol , e −1 ≈ h −1) der Gl. C.10 liefert:

1

t
= (h −1)2

f
·

1

h −e
(C.12)

Der Grenzfall höher Frequenzen (νÀ νPol , e → e∞) der Gl. C.11 liefert:

εp

εm
= 1+ e∞−1

f
·

h −1

h −e∞
(C.13)
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C.1.3 Analytische Formel für eine isotrope Mikrostruktur

Für eine isotrope Mikrostruktur gilt Gl. C.7 zwar, allerdings ist a3 exakt bekannt und gleich

a3 = a1 − 5
3 f − 1

3 f 2 > a2
2

a1
. Mit Hilfe der Gleichung C.6 kann die Hauptgleichung C.1 als:

h −e = t ·

(
a1

1+ t
+ a2

(1+ t )2 ·
∞∑

k=0

(
a3/a2

1+ t

)k
)

(C.14a)

h −e = t

1+ t
·

(
a1 + a2

(1−a3/a2)+ t

)
(C.14b)

umgeschrieben werden. Diese Gleichung kann in eine quadratische Gleichung für t umge-
formt werden:

t 2 + t ·

(
1− a3

a2
+ e −1− f

e −1

)
−

(
1− a3

a2

)
·

(
h −e

e −1

)
= 0 (C.15)

Von den beiden Lösungen dieser Gleichung ist nur diejenige sinnvol, für die im NF-imit t = 0,
also:

t =−1

2
·

(
f · (2+ f )/3

h −1− f
+ e −1− f

e −1

)
·

1−

√√√√√√√√1+
4·

f · (2+ f )/3

h −1− f
·

h −e

e −1(
f · (2+ f )/3

h −1− f
+ e −1− f

e −1

)2

 (C.16)

Für das Niederfrequenz-Limit (ν¿ νPol , | h − e |→ 0,
p

1+x ≈ 1+ x
2 ) vereinfacht sich die Glei-

chung zu:
1

t
= 1

h −e
·

(
e −1+ (h −1− f ) · (e −1− f )

f · (2+ f )/3

)
(C.17)

C.2 Berechnung der ak,max und Lösung der Gleichung C.1

Für k ≥ 1:

ak+1 = f ·
∫ 1

0

g

n
· (1−n)k−1 · (1−n) ·dn (C.18a)

ak+1 = f ·
∫ 1

0

g

n
· (1−n)k−1 ·dn︸ ︷︷ ︸

ak

− f ·
∫ 1

0
g · (1−n)k−1 dn (C.18b)

C.2.1 Untere Grenze für das Integral bk := f
∫ 1

0 g (1−n)k dn

Für die zwei ersten Terme ist das Integral exakt bekannt: b0 = f , b1 = f (2+ f )/3 (bei isotro-

per Mikrostruktur). Sei F =√
f g · (1−n)

k−1
2 und G =√

f g · (1−n)
k+1

2 , aus der Schwarzschen
Ungleichung:(

f
∫ 1

0
g · (1−n)k dn

)2

︸ ︷︷ ︸
b2

k

≤
(

f
∫ 1

0
g · (1−n)k−1dn

)
︸ ︷︷ ︸

bk−1

·

(
f
∫ 1

0
g · (1−n)k+1dn

)
︸ ︷︷ ︸

bk+1

(C.19)
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folgt die folgende rekursive Bedingung:

bk+1 ≥
b2

k

bk−1
(C.20)

d.h.

b2 ≥
b2

1

b0
= f ·

(
2+ f

3

)2

(C.21a)

b3 ≥
b2

2

b1
≥ b4

1

b2
0 ·b1

= f ·

(
2+ f

3

)3

(C.21b)

b4 ≥
b2

3

b2
≥ b3

2

b2
1

≥ b4
1

b3
0

= f ·

(
2+ f

3

)4

(C.21c)

Es folgt die folgende untere Grenze für das Integral bk :

f ·

(
2+ f

3

)k

≤ f ·
∫ 1

0
g · (1−n)k dn (C.22)

C.2.2 ak,max-Koeffizienten

Aus Gl. C.18b und Gl. C.22 können die ak,max rekursiv berechnet werden:

ak+1 ≤ ak − f ·

(
2+ f

3

)k−1

(C.23)

d.h.

a1 = h −1 (C.24a)

a2 = a1 − f (C.24b)

a3 = a2 − f ·

(
2+ f

3

)
= a1 − f ·

(
1+

(
2+ f

3

))
(C.24c)

a4 ≤ a3 − f ·

(
2+ f

3

)2

= a1 − f ·

(
1+

(
2+ f

3

)
+

(
2+ f

3

)2)
(C.24d)

Also gilt für die direkte Berechnung der ak,max -Koeffizienten2:

ak+1 ≤ a1 − f ·

(
k−1∑
i=0

(
2+ f

3

)i
)

(C.25)

ak+1 ≤ a1 − f ·
1−

(
2+ f

3

)k

1− 2+ f

3

(C.26)

oder anders ausgedrückt:

ak,max = h −1− 3 f

1− f︸ ︷︷ ︸
a∞

+ 9· f

(1− f ) · (2+ f )
·

(
2+ f

3

)k

(C.27)

2∑k−1
i=0 q i = 1−qk

1−q



139 C.3 Fall εp /εm < 1:

C.2.3 Analytische Formel für eine isotrope Mikrostruktur

Mit Hilfe der Gleichung C.27 kann die Hauptgleichung C.1 als:

h −e = t

1+ t
·

( ∞∑
k=0

(
a∞

(1+ t )k
+ 3 f

(1− f )
·

(
2+ f

3
·

1

1+ t

)k
))

(C.28a)

h −e = a∞+ 9· f

1− f
·

t

1− f +3· t
(C.28b)

umgeschrieben werden. Die analytischen Formeln für t bzw. εp /εm lauten:

1

t
= 3

1− f
·

e −1

1+ 3 f

1− f
−e

(C.29)

εp

εm
= 1+ 3

1− f
·

e −1

1+ 3 f

1− f
−e

(C.30)

oder anders ausgedrückt:
εp

εm
= 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
(C.31)

wobei hM1 der quasi-statische Wert für die Mikrostruktur Maxwell-Garnett 1(hM1 = 1+3 f /(1−
f )) ist.

C.3 Fall εp /εm < 1:

Die bisherige Entwicklung gilt für den Fall εp /εm < 1 nur im Niederfrequenzbereich, wenn die
Leitfähigkeit der Teilchen dominiert und |t | < 1. Daher wird die Gl.?? als:

εe f f

εm
= h − f ·

∫ 1

0

g f (n)

n
·

1

1−x
dn (C.32)

umgeschrieben, wobei x = n/−t = (1−εp /εm) ·n. 3 Mittels einer Taylor-Entwicklung der Funk-

tion F (x) = 1

1−x
um den Entwicklungspunkt n = 0 erhalten wir:

h −e = f ·
∫ 1

0

g

n
dn︸ ︷︷ ︸

h−1

+ 1

−t
·

∞∑
k=0

f ·
∫ 1

0
g ·

nk

(−t )k
dn (C.33a)

1−e = 1

−t
·

∞∑
k=0

f ·
ck

(−t )k
(C.33b)

wobei ck = f ·
∫ 1

0 g ·nk dn.

3|x| < 1 für 0 ≤ (εp /εm )′ < 1 und (εp /εm )′′ ¿ 1 d. h. im Hochfrequenzbereich.
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C.3.1 ck,mi n-Koeffizienten

Die Koeffizienten c−1 = h−1 und c0 = f sind bekannt. Sei F =√
f g ·n

k−1
2 und G =√

f g ·n
k+1

2 ,
aus der Schwarzschen Ungleichung:(

f
∫ 1

0
g ·nk dn

)2

︸ ︷︷ ︸
c2

k

≤
(

f
∫ 1

0
g ·nk−1dn

)
︸ ︷︷ ︸

ck−1

·

(
f
∫ 1

0
g ·nk+1dn

)
︸ ︷︷ ︸

ck+1

(C.34)

folgt die folgende rekursive Bedingung:

ck+1 ≥
c2

k

ck−1
(C.35)

d. h. für eine beliebige Mikrostruktur:

c1 ≥
c2

0

c−1
= f ·

f

h −1
(C.36a)

c2 ≥
c2

1

c0
≥ f ·

(
f

h −1

)2

(C.36b)

c3 ≥
c2

2

c1
= f ·

(
f

h −1

)3

(C.36c)

Für eine isotrope Mikrostruktur gilt c1 = f ·
1− f

3
= f ·

f

hM1 −1
.

Es gilt allgemein für die ck,mi n-Koeffizienten:

ck ≥ f ·

(
f

h −1

)k

beliebige Mikrostruktur (C.37a)

ck ≥ f ·

(
f

hM1 −1

)k

isotrope Mikrostruktur (C.37b)

C.3.2 Analytische Formel für eine beliebige Mikrostruktur

Mit Hilfe der Gleichung 5.25a kann die Hauptgleichung C.33 als:

1−e = 1

−t
·

∞∑
k=0

f ·

(
f

h−1

)k

(−t )k
(C.38a)

1−e = f ·
h −1

(h −1) · (−t )− f
(C.38b)

umgeschrieben werden. Es folgt:

εp

εm
= 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
beliebige Mikrostruktur (C.39)

Man bemerke, dass diese Gleichung die gleiche wie die mit den ak,mi n,bel -Koeffizienten her-
geleite Gleichung für εp /εm ≥ 1 ist.
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C.3.3 Analytische Formel für eine isotrope Mikrostruktur

Die Herleitung des analytischen Prinzips folgt dem gleichen Prinzip wie für die beliebige Mi-
krostruktur: h wird nur durch hM1 ersetzt. Es folgt:

εp

εm
= 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
isotrope Mikrostruktur (C.40)

Man bemerke, dass diese Gleichung der mit den ak,max -Koeffizienten hergeleite Gleichung
für εp /εm ≥ 1 entspricht.

C.4 Interpretation der analytischen Formeln als Grenze für ε ′p und σp

C.4.1 beliebige Mikrostruktur Gl. C.11

C.4.1.1 ν¿ νPol

Für genügenden tiefen Frequenzen (ν¿ νPol ,|εp | = ∞) ist die Funktion t im Vergleich mit 1
vernachlässigbar, so dass die Hauptgleichung C.1 sich als:

h −e ' t ·
∞∑

k=0
ak+1 (C.41a)

1

t
= 1

h −e
·

∞∑
k=0

ak+1 (C.41b)

vereinfacht. Der Imaginärteil lautet dann:(
εp

εm

)′′
=

(
1

h −e

)′′
·

∞∑
k=0

ak+1 (C.42)

Für die ak+1,mi n-Koeffizienten konvergiert die unendliche Summe, so dass diese Gleichung
der unteren Grenze für σp (σp,mi n) entspricht.

C.4.1.2 νÀ νPol

Für genügend hohe Frequenzen (νÀ νPol ) ist die Funktion t real4. Man unterscheidet zwei
Fälle:

1. εp /εm > 1: t ∈ ]0,∞[

2. εp /εm < 1: t ∈ ]−∞,−1[, d. h. −t ∈ ]1,∞[

4d. h. ε ′p À ε ′′p
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Fall 1: Mit der realen Gleichung C.9b5 gilt:

h −e ≥ (h −1) · t

f /(h −1)+ t
(C.43a)

(h −e) ·

(
f

h −1
+ t

)
≥ (h −1) · t (C.43b)

1

t
≥ h −1

f
·

e −1

h −e
(C.43c)

εp

εm
≥ 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
(C.43d)

Fall 2: Mit der realen Gleichung C.38b gilt:

1−e︸︷︷︸
>0

≥ f ·
h −1

(h −1) · (−t )− f︸ ︷︷ ︸
>0

(C.44a)

(1−e) · ((h −1) · (−t )− f ) ≥ f · (h −1) (C.44b)

−t ≥ f ·
h −e

(1−e) · (h −1)
(C.44c)

−1

t
≤ h −1

f
·

1−e

h −e
(C.44d)

1− εp

εm
≤ h −1

f
·

1−e

h −e
(C.44e)

εp

εm
≥ 1+ h −1

f
·

e −1

h −e︸ ︷︷ ︸
∈]0,1[

(C.44f)

Zusammenfassend liefert die Gleichung C.11 immer die untere Grenze für (εp /εm) für ν À
νPol .

Andere Grenze: In dem Frequenzbereich weit entfernt von νPol , wo aber e ′′ 6= 0 ist, ent-
spricht Gl.C.39 außerdem einer oberen Grenze für σp . Um dies zu beweisen, benutzen wir die
mit der Energieerhaltung hergeleite Gleichung (Gl.2.28) Es folgt:(

εp

εm

)′′
≤ f ·e ′′

|e −1|2 ·

∣∣∣∣ εp

εm
−1

∣∣∣∣2

≤ f ·e ′′

|e −1|2 ·

∣∣∣∣ εp

εm
−1

∣∣∣∣2

max
(C.45)

Aus ε ′p À ε ′′p und 0 ≤ (εp /εm)′ ≤ 1 folgt:

∣∣∣∣ εp

εm
−1

∣∣∣∣2

max
'

∣∣∣∣( εp

εm

)′
−1

∣∣∣∣2

max︸ ︷︷ ︸∣∣(εp /εm)′mi n−1
∣∣2

(C.46a)

∣∣∣∣ εp

εm
−1

∣∣∣∣2

max
'

(
h −1

f

)2

·

∣∣∣∣ e −1

h −e

∣∣∣∣ (C.46b)

5Diese Gleichung kann auch als (h−e)/(h−1) = 1/(1+ f /(h−1) · (εp /εm −1)) umgeschrieben werden. In der Praxis
ist diese Gleichung real falls die gemessene Werte die folgende Bedingung erfüllen: (h − e)′′/(h − e)′ ¿ 1, daraus
folgt (εp /εm )′′ · f /(h −1) ¿ 1+ f /(h −1) · ((εp /εm )′−1). Diese Bedingung soll a posteriori überprüft werden.
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Die Gleichung C.45 wird:(
εp

εm

)′′
≤ f ·e ′′

|e −1|2 ·

(
h −1

f

)2

·

∣∣∣∣ e −1

h −e

∣∣∣∣2

= e ′′

f
·

(h −1)2

|h −e|2︸ ︷︷ ︸
Im(Gl.C.39)

q.e.d (C.47)

Im Hochfrequenzbereich liefert also Gl.C.39 bei gegebenen (εp /εm)′mi n eine obere Grenze für
σp (εp /εm < 1).
Die Anwendbarkeit der Gleichung C.11 als untere und obere Grenze für ε ′p und σp ist in Ta-
belle C.1 zusammengefasst.

C.4.2 isotrope Mikrostruktur Gl. C.40

Allgemein ist diese Gleichung nur in dem Frequenzbereich anwendbar, wo hM1 − e > 0. Für
genügend hohe Frequenzen (νÀ νPol ) ist die Funktion t real6. Man unterscheidet zwei Fälle:

1. εp /εm > 1: t ∈ ]0,∞[

2. εp /εm < 1: t ∈ ]−∞,−1[, d. h. −t ∈ ]1,∞[

Fall 1: Mit der realen Gleichung C.28b gilt:

h −e ≤ (h −hM1)+ 9· f

1− f
·

t

(1− f )+3t
(C.48a)

hM1 −e ≤ 9· f

1− f
·

t

(1− f )+3t
(C.48b)

(hM1 −e) ·
1− f

3
+ (hM1 −e) · t ≤ 3· f

1− f
· t (C.48c)

f ·
hM1 −e

hM1 −1
≤ (e −1) · t (C.48d)

1

t
≤ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
(C.48e)

εp

εm
≤ 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
(C.48f)

Im Hochfrequenzbereich, im Fall εp /εm > 1, liefert die Gleichung C.40 eine obere Grenze für
(εp /εm). In dem Frequenzbereich weit entfernt von νPol , wo aber e ′′ 6= 0 ist, entspricht Gl.C.40
außerdem eine obere Grenze für σp . Der Beweis benutzt wieder die mit der Energieerhaltung
hergeleite Gleichung (s.o) (Gl.2.28). Aus ε ′p À ε ′′p und (εp /εm)′ ≥ 1 folgt:

∣∣∣∣ εp

εm
−1

∣∣∣∣2

max
'

∣∣∣∣( εp

εm

)′
−1

∣∣∣∣2

max︸ ︷︷ ︸∣∣(εp /εm)′max−1
∣∣2

(C.49a)

∣∣∣∣ εp

εm
−1

∣∣∣∣2

max
'

(
hM1 −1

f

)2

·

∣∣∣∣ e −1

hM1 −e

∣∣∣∣2

(C.49b)

Die Gleichung C.45 wird:

ε ′′p ≤ ε ′′e f f ·
f

|e −1|2 ·

(
hM1 −1

f

)2

·

∣∣∣∣ e −1

hM1 −e

∣∣∣∣2

=
ε ′′e f f

f
·

(hM1 −1)2

|hM1 −e|2 q.e.d (C.50)

6d. h. ε ′p À ε ′′p
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εp /εm = 1+ h −1

f
·

e −1

h −e
(C.11) εp /εm = 1+ hM1 −1

f
·

e −1

hM1 −e
(C.40)

beliebige Mikrostruktur isotrope Mikrostruktur
LF(ν¿ νPol ) HF(νÀ νPol ) LF(ν¿ νPol ) HF(νÀ νPol )

εp /εm < 1
ε ′p × minX × minX
σp minX maxX × maxX

εp /εm > 1
ε ′p × minX × maxX
σp minX × × maxX

TABELLE C.1 – Zusammenfassung der Anwendbarkeit der Gleichungen C.11 bzw. C.40 als untere und
obere Grenze für ε ′p und σp für eine beliebige bzw. eine isotrope Mikrostruktur.

Fall 2: Im Hochfrequenzbereich, im Fall εp /εm < 1, liefert die Gleichung C.40 eine untere
Grenze für (εp /εm). Der Beweis ist der gleiche wie oben: h wird durch hM1 in Gl.C.44b ersetzt.
In dem Frequenzbereich weit entfernt von νPol , wo aber ε ′′ 6= 0 ist, entspricht Gl. C.40 eine
obere Grenze für σp . Der Beweis wurde schon in Abschnitt C.4.1.2 vorgestellt.

Die Anwendbarkeit der Gleichung C.40 als untere und obere Grenze für ε ′p und σp ist in Ta-
belle C.1 zusammengefasst.

C.5 Zusätzliche Wege für die Herleitung von Grenzen

In diesem Abschnitt werden weitere Ansätze, die die Spektraldarstellung benutzten, vorge-
stellt, um zusätzliche Grenzen für die komplexe Permittivität zu finden. Laut der Spektraldar-
stellung (Gl.5.5) ist die normierte effektive Permittivität e = e ′− ı ·e ′′ durch

e −1 = f ·
∫ 1

0
g ·

1

n + t
·dn (C.51a)

bzw. mit der Definition von t = (
(εp /εm) ′−1)− ı · (εp /εm) ′′

)−1 = (a − ı ·b)−1 durch

e −1 = f ·
∫ 1

0
g ·

1

n + 1
a−ıb

·dn (C.51b)

gegeben. Werden der Imaginärteil und der Realteil getrennt, erhalten wir:

e ′−1 = f ·
∫ 1

0
g ·

a · (1+a ·n)+n ·b2

(1+a ·n)2 + (b ·n)2 ·dn (C.52a)

e ′′ = f ·
∫ 1

0
g ·

b

(1+a ·n)2 + (b ·n)2 ·dn (C.52b)

Im Hochfrequenzbereich (νÀ νPol , so dass e ′′ ¿ e ′) lassen sich daraus direkt Grenzen für b =
(εp /εm)" ableiten. Wir berücksichtigen in der Folge nur den Fall (εp /εm) ′ > 0, d. h. a ∈]−1 : ∞[

C.5.1 Untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit e∞ ≥ 1 (a = (εp /εm) ′−1 ≥ 0)

Der Realteil (Gl.C.52a) kann als Funktion des Imaginärteils (Gl.C.52b) umgeschrieben werden:

e ′−1 = a

b

∫ 1

0

f · g ·b

(1+an)2 + (bn)2 dn︸ ︷︷ ︸
e ′′

+ (a2 +b2)
∫ 1

0

f · g ·n

(1+an)2 + (bn)2 dn︸ ︷︷ ︸
≥0

(C.53)



145 C.5 Zusätzliche Wege für die Herleitung von Grenzen

Nun mußeine bessere untere Grenze als Null für den zweiten Term dieser Gleichung gefun-

den werden. Sei F =
√

f · g · n
(1+an)2+(nb)2 und G =

√
f · g · (1+an)2+(nb)2

n . Mit der Schwarzschen

Ungleichung folgt:

|
∫

F ·G dn|2 ≤
∫

|F |2 dn ·
∫

|G |2 dn (C.54)

f 2 ≤
∫ 1

0

f · g ·n

(1+an)2 + (bn)2 dn·

(
f
∫ 1

0
g ·

1+2an +n2(a2 +b2)

n
dn

)
︸ ︷︷ ︸

f
∫ 1

0 g ·
(

1
n +2a+n(a2+b2)

)
dn

Das Integral f
∫ 1

0 g ·n ·dn ist bekannt für eine isotrope Mikrostruktur, für eine beliebige Mi-
krostruktur gilt: f

∫ 1
0 g ·n ·dn ≤ f . Um die beiden Fälle zu unterscheiden wird der Parameter

d eingefügt, wobei d gleich 1 bzw. (1-f)/3 für eine beliebige bzw. isotrope Mikrostruktur, so
dass f

∫ 1
0 g ·n ·dn ≤ f ·d gilt. Mit den Summenregeln (Gl. 2.19) und der Definition des quasi-

statischen Falls der Spektraldarstellung h ergibt sich aus Gl.C.54 die gesuchte untere Grenze:

f ·
∫ 1

0
g ·

n

(1+an)2 + (bn)2 ·dn ≥ f 2

(h −1)+2a f + (a2 +b2) · f ·d
≥ 0 (C.55)

Aus Gl.C.53 und Gl.C.55 folgt:

(e ′−1) ≥ a

b
·e ′′+ (a2 +b2) · f 2

(h −1)+ f · (2a + (a2 +b2) ·d)
(C.56)

Für Frequenzen deutlich oberhalb von νPol gilt b ¿ a und somit

(e ′−1) ≥ a

b
·e ′′+ a2 · f 2

(h −1)+ f · (2a +a2 ·d)︸ ︷︷ ︸
c

(C.57)

Für den Fall a = (εp /εm)′ − 1 ≥ 0, d. h. e∞ > 1, gilt
∂c

∂a
≥ 0, so dass Gl. C.56 bei gegebenen

((εp /εm)′−1)mi n also einer unteren Grenze für (εp /εm)′′ entspricht:

b ≥ ami n ·e ′′

(e ′−1)− a2
mi n · f 2

(h −1)+ f · (2ami n +a2
mi n ·d)

νÀ νpol (C.58)

ami n kann aus Gl. C.11 bzw. Gl. C.16 für eine beliebige bzw. eine isotrope Mikrostruktur be-
stimmt werden. (εp /εm)′′mi n kann auch direkt durch die numerische Lösung von Gl. C.56 be-
stimmt werden, wobei ami n wie zuvor eingesetzt wird.

C.5.2 Untere Grenze für die Teilchenleitfähigkeit für e∞ ≤ 1 (a ∈]−1 : 0])

In diesem Fall ist a ∈]−1 : 0]. Allgemein gilt

a · (1+a ·n)+n ·b2

(1+a ·n)2 + (b ·n)2 ≥ a

1+a ·n
(C.59a)

b

(1+a ·n)2 + (b ·n)2 ≤ b

(1+a ·n)2 (C.59b)
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Die erste Ungleichung kann durch Ausmultiplizieren bewiesen werden und gilt, falls (1 +
n · a) > 0, d. h. a > −1/n ist, was immer der Fall (n ∈ [0 : 1]) ist. Für b → 0, d. h. im Hochfre-
quenzbereich ν À νPol gilt in C.59a und C.59b sogar Gleichheit. Das Zusammenfügen der
Gleichungen C.52 und C.59 liefert die folgende Ungleichungen:

e ′′ ≤ f ·
∫ 1

0
g ·

b

(1+a ·n)2 ·dn = b

a
· f

∫ 1

0
g ·

a

(1+a ·n)2 ·dn (C.60a)

e ′−1 ≥ f ·
∫ 1

0
g ·

a

1+an
·dn (C.60b)

Wird beachtet, dass für a ≤ 0 die Ungleichung (1+ an)−2 ≤ (1+ an)−1 · (1+ a)−1 gilt, können
die Ungleichungen C.60 kombiniert werden:

e ′′ ≤ b

a · (1+a)
· f ·

∫ 1

0
g ·

a

1+a ·n
·dn ≤

C .60b
b ·

e ′−1

a · (1+a)
(C.61)

Daraus folgt:

b ≥ (−a) ·
1+a

1−e ′ ·e ′′ = e ′′ ·
1− (εp /εm)′

1−e ′ ·

(
εp

εm

)′
(C.62)

Zur Abkürzung benutzen wir x = (εp /εm) ′. Um eine Grenze für (εp /εm) ′′ zu erhalten, soll das
Minimum der konkaven Funktion (1− x) · x gesucht werden. Für x ≤ 1 sind xmi n und xmax

immer definiert. xmi n
7 entspricht dem Realteil von Gl.C.39:

xmi n = 1− h −1

f
·

(
1−e

h −e

)′
(C.63)

xmax
8 ist durch die Serienschaltung gegeben:

xmax = 1− h⊥−1

f
·

(
1−e

h⊥−e

)′
(C.64)

wobei h⊥ = (1− f )−1. Die Gleichung C.62 kann in(
εp

εm

)
′′ ≥ e ′′ ·min

(
xmi n ·

1−xmi n

1−e ′ , xmax ·
1−xmax

1−e ′

)
νÀ νpol (C.65)

umgeschrieben werden und stellt eine untere Grenze für (εp /εm)′′ dar.

7im HF-Bereich gilt: xmi n ' 1− h −1

f
·

1−e ′
h −e′

8Das gleiche Ergebnis kann mit der Gleichung Gl.2.8 erhalten werden: im HF-Bereich gilt, für e ′ < (1− f )−1: xmax =
f ·e ′/(1− (1− f )e ′).



Anhang D

Magnetische Spektroskopie: HF-Messmethoden

D.1 Vorwort [20, 135, 136]

In diesem Anhang beschäftigen wir uns mit Messmethoden, die die Bestimmung der Permea-
bilität (bzw. der Permittivität) im Hochfrequenzbereich (oberhalb von circa 1MHz) in sogen-
nanter Koaxialgeometrie erlauben. Dafür beginnen wir mit Grundlagen zur Ausbreitung einer
elektromagnetischen Welle in einem Koaxialkabel [137–140].

D.1.1 Ausbreitung einer TEM-Welle in Koaxialkabeln. Leitungstheorie

Ein Koaxialkabel besteht aus einen zentralen, zylindrischen Leiter (Seele), der von einem zwei-
ten zylindrischen Leiter (Außenleiter) umschlossen wird. Der Zwischenraum wird durch ein
Dielektrikum gefüllt. Die von uns benutzen Koaxialkabel sind für hochfrequente Anwendun-
gen konfektioniert und besitzen eine APC-7 Geometrie (APC-7-Steckverbinder): der Innen-
leiter hat einen Durchmesser von 3.04 mm, der Außenleiter hat einen inneren Durchmesser
von 7.00 mm. Das Dielektrikum ist Luft, für die mechanische Stabilität der Anordnung wurden
Teflon-Abstandshalter eingesetzt. In Abb.D.1 ist eine Skizze der Anordnung dargestellt. Unter-
halb von 18 GHz können sich für eine APC-7-Geometrie nur transversale elektromagnetische
Wellen (TEM) ausbreiten: sei die z-Richtung die Ausbreitungsrichtung, so liegen das magneti-
sche Feld (H, rote Kreise) und das elektrische Feld (E, grüne Pfeile) in der x-y Ebene senkrecht
zueinander (siehe Abb. D.1 rechts). Wie bei freien Wellen sind die TEM-Wellen in koaxialer
Geometrie ebene Wellen und von der Form1:

E = E(x,y) · exp(i ·ω · t −γ · z) H = H(x,y) · exp(i ·ω · t −γ · z) (D.1)

wobei γ die Ausbreitungskonstante in m−1 ist (γ = ı ·k = ı ·
ω

c
·
p
ε ·µ). Die Ausbreitung (u.a.

Reflexion, Transmission) von elektromagnetischen Wellen in Wellenleitern wird üblicherwei-
se mit Hilfe der Leitungstheorie behandelt. Anstatt elektrische und magnetische Felder zu be-
nutzen, werden die messbaren Größen Strom und Potential benutzt. Da die Wellenlänge klein
im Vergleich zu Leitungslänge ist, wird die Leitung ersetzt durch eine Folge von Leitungsele-
menten, deren Ersatzschaltbild in Abb. D.2 dargestellt ist: R ′ [Ω.m−1], L′[H.m−1], G ′[S.m−1]
und C ′[F.m−1] sind Widerstands-, Induktivitäts-, Leitwerts- und Kapazitätsbelag. R ′ und G ′ be-
schreiben die Verluste der Leistungslinie. Mittels diesem Ersatzschaltbild2 werden zwei wich-
tige Größen für die Signalausbreitung eingeführt: die charakteristische Impedanz Zc (d. h. das
„U/I“-Verhältnis, auch Leitungswellenimpedanz) und die Ausbreitungskonstante γ. Die cha-

1Sie sind die Lösungen der Helmholtz Gleichungen ∆E+k2 ·E = 0 und ∆H+k2 ·H = 0 wobei k = ω

c
·
p
ε ·µ der Wel-

lenvektor ist. Dieses Ergebnis kann aus den Maxwell-Gleichungen in einem homogenen, isotropen und linearen
Medium mit Permittivität ε und Permeabilität µ hergeleitet werden.

2Mit der komplexen Notation u(z, t ) =U (z) · exp(ı ·ω · t ) und i (z, t ) = I (z) · exp(ı ·ω · t ) gilt:
∂u/∂z =−R ′ · i −L′ ·∂i /∂t =−(R ′+ ı ·ω ·L′) · i und ∂i /∂z =−G ′ ·u −C ′ ·∂u/∂t =−(G ′+ ı ·ω ·C ′) ·u.
Daraus folgt für die Ausbreitung (A =U bzw. I ): ∂2 A/∂2z = γ2 · A, deren Lösungen sind: A(z) = Ai · exp(−γ · z)+
Ar · exp(γ · z). Die Impedanz Zc ist gleich das Verhältnis U i /I i =−U r /I r
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rakteristische Impedanz3 ist durch:

Zc =
√

R ′+ ı ·ω ·L′

G ′+ ı ·ω ·C ′ (D.2)

gegeben. Falls das Koaxialkabel verlustfrei (R ′ = 0, G ′ = 0) ist oder falls R ′ ¿ ωL′ bzw. G ′ ¿
ωC ′ ist, vereinfacht sich D.2 zu Zc = p

L′/C ′. Die charakteristische Impedanz hängt von dem
Material und von der Geometrie der Leitung ab. Die Ausbreitungskonstante ist dann durch:

γ=
√

(R ′+ ı ·ω ·L′) · (G ′+ ı ·ω ·C ′) (D.3)

gegeben.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo sich am Ende dieser Leitungslinie mit charakteristischen Im-
pedanz Zc eine Impedanz ZR (z = 0) befindet (siehe Abb.D.3). Wir wollen die Eingangsimpe-
danz Ze am Ort −d bestimmen. Ein Teil der Welle wird bei z = 0 reflektiert, so dass U (z) bzw.
I (z) die Summe der einfallenden Welle und der reflektierten Welle sind:

U (z) =Ui ·eγ ·z +Ur ·e−γ ·z (D.4)

I (z) = Ii ·eγ ·z + Ir ·e−γ ·z (D.5)

= Ui

Zc
·eγ ·z − Ur

Zc
·e−γ ·z (D.6)

Mit den Randbedingungen bei z = 0 ist der Reflexionskoeffizient Γ=Ur /Ui durch:

Γ= ZR −Zc

ZR +Zc
bzw.

ZR

Zc
= 1+Γ

1−Γ (D.7)

gegeben. Damit ist die Eingangsimpedanz Ze (z=-d) durch:

Ze = Zc ·
ZR +Zc · tanh(γ ·d)

Zc +ZR · tanh(γ ·d)
(D.8)

gegeben. Es gibt zwei Spezialfälle:

• Für ZR = Zc ist der Reflexionskoeffizient Γ null (Impedanzanpassung). Es gibt keine re-
flektierte Welle: Ze = Zc .

• Für ZR = 0 gibt es einen Kurzschluss am Ende der Leitungslinie. Die Welle wird vollstän-
dig reflektiert werden: der Reflexionskoeffizient Γ ist gleich minus eins, es bildet sich
eine stehende Welle. Die Eingangsimpedanz vereinfacht sich zu:

Ze = Zc · tanh(γ ·d) (D.9)

Diese Formel wird im folgenden für die Bestimmung der Permeabilität mit einer Refle-
xionsmessung angewendet.

D.1.2 Bestimmung der Permeabilität: Reflexionsmessung

Die Probe (innerer Durchmesser Φ1=3.04 mm bzw äußerer Durchmesser Φ2=7 mm, Dicke d ,
Permeabilität µ) befindet sich am Ende eine APC-7 Koaxialleitung (siehe Abb. D.4a). Die ge-

3Sie ist eine komplexe Größe. Nachfolgend wird dies nicht mehr explizit angegeben.



149 D.1 Vorwörte

ABBILDUNG D.1 – Skizze eines Koaxialkabels. Links: Der zentrale, zylindrische Leiter (Seele in blau) wird
von einem zweiten zylindrischen Leiter (Außenleiter in schwarz) umschlossen. Die elektromagnetische
Welle (TEM-Welle) breitet sich in z-Richtung aus. Rechts: Vorderansicht des Koaxialkabels in der x-y Ebe-
ne, E und H-Feldlinien.

ABBILDUNG D.2 – Ersatzschaltbild einer Koaxiallinie. R ′, L′, G ′ und C ′ sind Widerstands-, Induktivitäts-
, Leitwerts- und Kapazitätsbelag. R ′ und G ′ beschreiben die Verluste durch Ströme in den metallischen
Leitern bzw. Polarisationsänderungen im Dielektrikum.

ABBILDUNG D.3 – Leitungslinie mit Abschlussimpedanz ZR .

ABBILDUNG D.4 – a) Skizze einer Reflexionsmessung. b) Mit einer Luftspalte. c) Skizze einer
Transmissionsreflexionsmessung.
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messene charakteristische Eingansimpedanz ist durch:

Ze,g em = Zc · tanh(γ ·d) (D.10)

Ze,g em =
√

R ′+ ıωL′

G ′+ ıωC ′ · tanh(
√

(R ′+ ıωL′) · (G ′+ ıωC ′) ·d) (D.11)

gegeben. Für γ ·d ¿ 1: tanh(γ ·d) ≈ γ ·d , L′ = L/d :

Ze,g em = R + ı ·ω ·L wobei L = µ0

2π
·µ · ln

(
r2

r1

)
·d (D.12)

R ist u.a. der Kontaktwiderstand zwischen den zwei Innenleiterkontakten. Ist eine gute Repro-
duzierbarkeit des elektrischen Kontakts gewährleistet, erlaubt eine Messung der leeren Zelle
Ze,leer diesen Parameter zu eliminieren:

Ze,g em −Ze,leer = ı ·ω · (L−Lleer ) (D.13)

= ıω ·
µ0

2π
· ln

(
r2

r1

)
·d · (µ−1) (D.14)

und somit:

µ= 1+ Ze,g em −Ze,leer

ı ·ω ·
µ0

2π
· ln

(
r2

r1

)
·d

(D.15)

Wäre der Kontaktwiderstand zwischen der leeren Messung und der Messung mit der Probe
nicht reproduzierbar, würde diese Formel die Ergebnisse verfälschen, eine Änderung von R
würde als Änderung von µ interpretiert werden. Das ist insbesondere bei niedrigen Frequen-
zen der Fall, wo R nicht vernachlässigbar im Vergleich zum Term ıωL ist. Eine Messung ohne
Leermessung ist dann vorzuziehen. Falls es einen Luftspalte der Dicke dGap (siehe Abb. D.4)
gibt, gilt für die gemessene Impedanz gemäß Gl.D.12:

Ze,g em = R + ıωL ′
0 · (dGap +µ ·d) (D.16)

Nach Umformung nach µ:

µ− ı
R

ωL ′
0d

=−dGap

d
− ı

Ze,g em

ωL ′
0d

(D.17)

wobei L ′
0 = µ0

2π
· ln

(
r2

r1

)
. Es gibt also einen unbekannten Beitrag von R zu dem Imaginärteil.

Nur bei hohen Frequenzen wird der Term ıωL dominieren, so dass der Real-und der Imagi-
närteil von µ bestimmbar sind.

D.2 Magnetische Spektroskopie: HF-Messmethoden

Um die Permeabilität breitbandig zu bestimmen, werden drei Methoden eingesetzt. Im Nie-
derfrequenzbereich wird die Probe vor einem Kurzschluss angebracht. Das elektrische Feld ist
in dieser Konfiguration fast null, hingegen ist das magnetische Feld hoch, so dass wir zunächst
nur den Einfluss der Permeabilität sehen können. Wird die Frequenz noch erhöht, kann der
Einfluss der Permittivität nicht mehr vernachlässigt werden. Bei höheren Frequenzen wird
die Probe zwischen zwei APC7-Koaxialkabeln eingebracht, die Messung der S11- und S21-
Parameter (Reflexions- und Transmissionskoeffizienten) erlaubt die simultane Bestimmung
der Permittivität und der Permeabilität.
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D.2.1 Niederfrequenzbereich 1 MHZ - 110 MHz: Impedanzmessung

Zwischen circa 1 MHz und 110 MHz wird die Permeabilität mittels eines Impedanzanalysa-
tors von Agilent (Agilent 4294A) und ein Test Fixture (Meßzelle) für magnetisches Material von
Agilent (Agilent 16454A) bestimmt [141]. Die Meßzelle ist mit einem APC7-Adapter an den
Impedanzanalysator verknüpft. Die Messung erfolgt in drei bis vier Schritten:

1. Einstellung des Impedanzanalysators. Zu dieser Kategorie gehört u.a die Wahl des Fre-
quenzbereichs, der Bandbreite, der Anzahl der Messungen oder der Mittelung.

2. Anpassung des APC-7 Adapters: Definition der Kalibrierungsebene. Dieser Schritt er-
fordert die Messung von drei Kalibrierstandards: OPEN (in zwei Schritte gemessen,
Z = ∞ Ω), SHORT (Kurzschluss mit Z = 0 Ω) und LOAD (Widerstand mit Z = 50 Ω).
Die Anpassung des Adapters erfolgt in dem ganzen Frequenzbereich des Impedanzana-
lysators also von 40 Hz bis 110 MHz.

3. Verbindung der Meßzelle mit dem APC7-Adapter und Messung der komplexen Impe-
danz der leeren Messzelle Zl eer .

4. Einsetzen der Probe in die Messzelle und Messung der komplexen Impedanz der Probe
und Zelle Zpr obe .

Agilent bietet ein fertiges Programm „PERMEABI.BAS“ an, das in dem Impedanzanalysator in-
tern gespeichert ist und das die Durchführung der Messung steuert. Das Program erlaubt also
die Berechnung und die Darstellung der Permeabilität bzw. des Verlustwinkels in Abhängig-
keit der Frequenz. Die Ergebnisse sollen dann auf dem Rechner aufgerufen und gespeichert
werden. Das interne gespeicherte Programm bietet nicht die Möglichkeit an, die gemessenen
Impedanzen oder die berechneten Permeabilitäten zu speichern. Aber es ist auch möglich die
ganze Prozedur manuell oder mit dem Rechner gesteuert durchzuführen (inklusiv Speiche-
rung der gemessenen Impedanzen) und dann die Daten unabhängig davon mit der Gleichung
D.15 auszuwerten. Das heißt eine spätere Korrektur der Berechnung der Permeabilität ist dann
immer möglich.

D.2.2 Hochfrequenzbereich 300 MHZ - 18 GHz:

In diesem Frequenzbereich wurden die Messungen mit einem Netzwerkanalysator durchge-
führt. Ein Netzwerkanalysator misst Amplitude und Phase der Streuparameter (S-Parameter)
als Funktion der Frequenz. Das Prinzip ist relativ einfach: ein Signal wird auf das Messobjekt
(auch DUT genannt, für Device under Test) gesendet. Das Signal wird durch die DUT entwe-
der reflektiert oder weitergeleitet. Der Vergleich mit dem Referenzsignal liefert die S11 bzw.
S22-Parameter und die S21 bzw. S12-Parameter. Die Nummern sind die Bezeichnung der zwei
Tore (d. h. S21: Signal gesendet durch Tor 1 empfangen durch Tor 2).

D.2.2.1 Reflexionsmessung: Messung des S11-Koeffizienten

Die Messmethode ist ähnlich wie die vorherige Messung mit dem Impedanzmeter. Die Probe
wird am Ende einer Koaxialleitung und vor einem modifizierten Kurzschluss von Rosenber-
ger 4 angebracht. Für die Agilent-Messzelle wurde die Probe in die Koaxialleitung mit vergrö-
ßeten Außendurchmesser eingebracht, der elektrische Kontakt zwischen den zwei Innellei-
ter war reproduzierbar: man konnte eine Leermessung durchführen. Das ist nicht mehr den
Fall für die Messung mit dem modifizierten Kurzschluss. Für jede Probe werden Innenleiter

4Der modifizierte Kurzschluss besitzt einen speziellen Innenleiterkontakt (Tulpe).
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(Durchmesser Φ=3.04 mm, Probendicke) und Außenleiter (innerer Durchmesser Φ = 7 mm,
äußere Durchmesser Φ=9.5 mm,Probendicke) aus Messing angefertigt, und deshalb hat jede
Probe einen unterschiedlichen Kontaktwiderstand. Die Messung erfolgt also ohne Leermes-
sung. Die Proben werden an den Ränder mit Silberleitleitlack kontaktiert, so dass es keine
Luftspalte zwischen Probe und Leiter gibt. Eine OLS-Kalibrierung wird durchgeführt. Für die
Berechnung der Permeabilität wird die Gleichung D.17 benutzt, wobei die gemessene Impe-

danz Ze,g em durch den Term Zc ·
1+S11

1−S11
ersetzt wird 5 (Vergleiche mit Gl.D.7).

Diese Methode ist mindestens bis 2.5 GHz geeignet. Oberhalb dieser Frequenz sind einige
Faktoren zu berücksichtigen:

• Eine andere Prozedur für die Kalibrierung wird benötigt. Das Load-Standard ist im
Hochfrequenzbereich nicht mehr geeignet: seine Impedanz ist nicht mehr frequenzun-
abhängig wegen des Skin Effekts. Je höher die Frequenz ist, desto grösser ist die Abwei-
chung. Die technischen Daten des Open-Standards ändern sich auch, aber es ist norma-
lerweise möglich, diese Abweichung mit einer frequenzabhängigen Kapazität, gegeben
durch den Hersteller, zu korrigieren.

• In den vorherigen Methode wurde die Probe vor einem Kurzschluss angebracht, so dass
in ersten Näherung das elektrische Feld null ist und der Einfluss der Permittivität ver-
nachlässigt werden kann. Wird die Frequenz erhöht, wird die Permittivität eine Rolle
spielen: die vorherige Methode wird immer fehlerhafte Ergebnisse liefern: Die vorheri-
ge Berechnung gilt für tanh(γ ·d) ≈ γ ·d , d. h. für γ ·d ¿ 1. Bei höhen Frequenzen gilt:
γ ·d = ı ·ω/c ·

p
ε ·µ ·d . Für eine Probe mit einer Dicke von 2 mm, einer Permittivität von

5 und einer Permeabilität von 1.3 soll die Frequenz deutlich unterhalb 9.4 GHz sein.

D.2.2.2 Transmission- und Reflexionsmessung: Messung des S11-Koeffizienten und
des S21-Koeffizienten

Um diese Beschränkungen zu beheben, wird üblicherweise die untersuchte Probe zwischen
zwei APC-7 Koaxialleitungen angebracht (siehe Abb. D.4c). Ein Teil des gesendenten Signals
wird an der Grenzfläche Luft-Probe reflektiert, der andere wird übertragen bis zur zweiten
Grenzfläche Probe/Luft, wo er wieder entweder reflektiert oder transmittiert wird. Der Re-
flexionskoeffizient S11 und der Transmissionskoeffizient S21 werden gemessen. Nach einer
Methode von Nicolson und Ross ist es damit möglich die Permittivität und die Permeabilität
gleichzeitig zu bestimmen [142, 143]. Eine vollständige TRL6-Kalibrierung (Full 2 Port (Tor))
sollte durchgeführt werden. „Thru“ bezeichnet eine direkte Verbindung der Koaxialkabel, „Re-
flect“ steht für den Kurzschlussstandard: eine Kurzschlussmessung wird für jedes Tor durchge-
führt. Letzlich werden Luftleitungen mit sehr genauen Längen eingesetzt: die Phasendifferenz
zwischen zwei Luftleitungen legt den Frequenzbereich fest7. Damit ist eine vollständige Kali-
brierung des Netzwerkanalysators möglich. Die ganze Prozedur ist zeitaufwändig. Zwei TRL-
Kalibrierungssätze von Rosenberger stehen zur Verfügung. Eigenschaften und Anwendbarkeit
sind in Tabelle D.1-D.2 zusammengefasst.

5Für einen zylindrischen Kondensator ist der Kapazitätsbelag: C ′
0 = 2·π ·ε0

ln(r2/r1)
. Im Hochfrequenzbereich gilt Zc =

p
L′/C ′, so dass Zc = 1

2·π

√
µ0

ε0
· ln

(
r2

r1

)
. Für die APC7-Geometrie: Zc = 50Ω.

6Thru, Reflect,Line
7Sei ∆ϕ die minimale (20°) bzw. die maximale (160°) Phasendifferenz zwischen zwei Leitungen, so ergibt sich für

die untere bzw. obere Frequenzgrenze: f = ∆ϕ
360 · c

l wobei c die Lichtgeschwindigkeit und l die Differenzlänge der
Leitungen sind.
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Luftleitung I Luftleitung II Luftleitung III

Länge [mm] 34.010 41.509 94.013

Short Line Long Line Frequenzbereich [GHz] Min- und Maximale Phasendifferenz [°]

I II 2.499-19.4 22.5-175

II III 0.3-2.5 18.8-157.5

0 III 0.1-1.0 11.1-113

TABELLE D.1 – Länge der Leitungslinien des ersten Rosenberger Kalibrierungskits. Leitungskombinatio-
nen des ersten Rosenberger Kalibrierungskits (Luftleitungen) und ihre anwendbaren Frequenzbereiche
für die TRL-Kalibrierung.

Leitungskombinationen Differenzlänge fmi n fmax

(mm) (20 °) (GHz) (160 °) (GHz)

0/I 34.00 0.49 3.92

0/II 41.00 0.41 3.25

0/III 68.00 0.25 1.96

I/II 7.00 2.38 19.03

II/III 27.00 0.62 4.94

I/III 34.00 0.49 3.92

TABELLE D.2 – Leitungslinie des zweiten Rosenberger Kalibrierungskits und ihre anwendbaren Fre-
quenzbereiche für die TRL-Kalibrierung.

D.3 Magnetische Spektren

In Abb.D.5 sind die gemessenen magnetischen Spektren im Hochfrequenzbereich (300 MHz-
16 GHz) als Beispiele für die Nanokomposite dargestellt. Die gemessene Permeabilität ist re-
lativ klein. Man kann eine ferromagnetische Resonanz beobachten. Oben sind die mit der
Reflexionsmethode (OLS-Kalibrierung) zwischen 300 MHz und 8 GHz gemessenen Spektren
gezeigt. Selbst oberhalb von 1 GHz liefert die Methode vernünftige Spektren. Nur oberhalb von
5-6 GHz steigt der Realteil wieder und sein Wert wird größer als eins, d. h. diese Methode kann
dort nicht mehr angewandt werden. In der Mitte sind die mit der Reflexions-und Transmis-
sionsmessung gemessenen Spektren dargestellt. Die Messung wurde mit einer einzigen TRL-
Kalibrierung durchgeführt; es wurden zwei verschiedene Leitungskombinationen eingesetzt,
um den ganzen Frequenzbereich abzudecken. Man erkennt die verschiedenen Frequenzbe-
reiche an der Lücke im Realteil. Oberhalb von 10 GHz erreicht der Realteil der Permeabi-
lität den Plateauwert eins. Ganz unten werden die Spektren der beiden Methoden vergli-
chen: Unterhalb von 2 GHz weicht der Imaginärteil für die Reflexions-Transmission Messung
von der Reflexions-Messung ab. Der S11-Koeffizient ist in dieser Konfiguration (Reflexions-
Transmission) wahrscheinlich bei niedrigen Frequenzen zu klein. Oberhalb von 3 GHz wei-
chen die Realteile voneinander ab, wobei die Reflexionstransmissionsmessung diesmal ge-
nauer wird. In Kap. 6 werden die Spektren so dargestellt: Im Niedrigfrequenzbereich (bis circa
2-3 GHz) werden die Daten aus der Reflexionsmessung genommen, danach die Daten aus der
Reflexionstransmissionsmessung.
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ABBILDUNG D.5 – Real- und Imaginärteil der Permeabilität von Magnetit-Nanokompositen in Abhän-
gigkeit der Frequenz für verschiedene Füllfaktoren. Die magnetische Spektren wurden mit folgenden
Methoden gemessen: Reflexionsmessung (oben, OLS-Kalibrierung, ohne Leermessung, 300 MHz-8 GHz),
Reflexions- und Transmissionsmessung (in der Mitte, TRL-Kalibrierung, 300MHz-16GHz), Vergleich der
beiden Messungen (unten, Symbole: offen (Reflexion und Transmission), geschlossen (Reflexion)).
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