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vieles erleichtert.
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Danken möchte ich auch meinen Vorgesetzten bei der AG der Dillinger Hüttenwerke,
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und ihren Verzicht auf viel gemeinsame Freizeit maßgeblich zum Gelingen dieser
Arbeit beigetragen.

v



vi



Kurzfassung

In dieser Arbeit werden neue niederfrequenzstabile Finite-Elemente (FE ) Formulie-
rungen zur numerischen Berechnung elektromagnetischer Felder im Frequenzbereich
vorgestellt. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist eine Analyse der Niederfrequenz-
eigenschaften und -probleme der weit verbreiteten elektrischen Feldformulierung,
welche separat für den verlustlosen und verlustbehafteten Fall durchgeführt wird.

Der Hauptbeitrag der Arbeit besteht in einer Reihe neuer, niederfrequenzstabiler
Potenzialformulierungen für den verlustlosen und verlustbehafteten Fall. Die Nie-
derfrequenzeigenschaften der vorgestellten Formulierungen werden in beiden Fällen
untersucht und es wird gezeigt, dass die aus der Feldformulierung bekannten Instabi-
litäten nicht auftreten. Weiterhin wird eine geeignete Kopplung der Formulierungen
vorgestellt, welche eine niederfrequenzstabile Simulation teilweise verlustloser und
teilweise verlustbehafteter Strukturen erlaubt. Die Zuverlässigkeit und Stabilität al-
ler vorgestellten Formulierungen wird anhand numerischer Ergebnisse belegt.
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Abstract

A new class of low-frequency stable finite element (FE ) formulations for the simu-
lation of electromagnetic fields in frequency domain is presented in this thesis. The
starting point is an analysis of the low-frequency properties and problems of the
widespread electric field formulation, which is carried out separately for the lossless
and the lossy case.

The main contribution of this thesis is a new class of low-frequency stable potential-
formulations for the lossless and lossy case. In both cases, the low-frequency proper-
ties of the presented formulations are analyzed and it is shown that the low-frequency
instabilities of the field formulation are eliminated. Furthermore it is shown how the
formulations for the lossless and lossy case can be coupled to yield a formulation,
which is appropriate for the simulation of partially lossless and partially lossy struc-
tures. Numerical results are provided for each presented formulation to validate their
reliability and stability.
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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

1.1 Motivation

Aufgrund steigender Betriebsfrequenzen ist in einer Vielzahl technischer Anwendun-
gen heutzutage die Berücksichtigung elektromagnetischer Wellenphänomene erfor-
derlich. Durch die zunehmende Komplexität integrierter elektronischer Schaltungen
bei gleichzeitig immer kürzeren Produktlebenszyklen kommt der elektromagneti-
schen Feldsimulation im Rahmen der Produktentwicklung eine immer größere Be-
deutung zu, da sich mit ihrer Hilfe zeit- und kostenintensive Versuche vermeiden
oder zumindest in ihrer Anzahl reduzieren lassen. Eine analytische Berechnung der
Eigenschaften dieser integrierten Schaltungen ist im Allgemeinen wegen der komple-
xen Geometrien, Randbedingungen und Materialeigenschaften nicht möglich, sodass
numerische Näherungsverfahren eingesetzt werden müssen.

Die hierbei zum Einsatz kommenden Ansätze zur numerischen Lösung der elektro-
magnetischen Randwertprobleme lassen sich grob in Integral- und Differenzialglei-
chungsverfahren einteilen:

Die Integralgleichungsverfahren basieren auf einer Diskretisierung der Quellen der
elektromagnetischen Felder und besitzen den großen Vorteil, dass die Berücksich-
tigung unendlicher Feldgebiete, z. B. bei der Betrachtung von Abstrahlung in den
Freiraum, ohne zusätzliche Näherungen möglich ist. Da die Integralgleichungsver-
fahren auf Fundamentallösungen des zugrunde liegenden Differenzialoperators auf-
bauen, können mit dieser Klasse von Verfahren auch elektrisch sehr große Struktu-
ren behandelt werden, ohne dass numerische Dispersion [Mon08, S. 344ff] auftritt.
Weiterhin erfordern sie häufig nur die Diskretisierung von Oberflächen. Die Berück-
sichtigung nichtlinearer oder inhomogener Materialen erfordert jedoch in der Regel
auch bei diesen Verfahren eine Diskretisierung des Volumens.
Im Allgemeinen führt diese Klasse von Verfahren zu vollbesetzen linearen Glei-
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2 Einleitung und Motivation

chungssystemen, deren Erstellung und Lösung hohe Anforderungen im Hinblick
auf die Anzahl der Rechenoperationen und den benötigten Speicher stellt. Zur zu-
mindest teilweisen Behebung dieses Nachteils existieren iterative Verfahren, welche
dazu dienen, die Wirkung der Systemmatrix auf einen gegebenen Vektor effizient
und ohne die vollständige Bestimmung der Systemmatrix zur berechnen. Hierzu
zählen insbesondere schnelle Multipolmethoden (FMM, engl. fast multipole method)
[Rok85, CRW93] und ihre mehrstufigen Verallgemeinerungen [GR87, SLC97], so-
wie die adaptive cross approximation [Beb00] oder hierarchische Matrizen [Hac99].
Mit Hilfe dieser Verfahren ist es auch im Rahmen von Integralgleichungsverfahren
möglich, lineare Gleichungssysteme mit mehr als einer Milliarde Unbekannten zu
lösen [PPY+12]. Allerdings stellen diese Verfahren bei der Implementierung einen
mitunter nicht unerheblichen Mehraufwand dar.

Die zweite große Verfahrensklasse zur numerischen Simulation elektromagnetischer
Felder stellen die Differenzialgleichungsverfahren dar. Im Gegensatz zu den Integral-
gleichungsverfahren werden mit ihrer Hilfe die Felder direkt diskretisiert, was dazu
führt, dass zunächst nur endliche Feldgebiete betrachtet werden können. Es exis-
tieren jedoch unterschiedliche Ansätze, um den umgebenden Freiraum zu berück-
sichtigen: Für den statischen beziehungsweise quasi-statischen Fall sei hierzu auf den
Übersichtsartikel [CK97] verwiesen. Zur Berücksichtigung der Abstrahlung im Hoch-
frequenzfall werden insbesondere absorbierende Randbedingungen (ABC, engl. ab-
sorbing boundary conditions) [BT80, Giv91, Web99, Giv04], perfectly matched layers
(PML) [Ber94, SKLL95, CJM97] oder auch die Kopplung zu Integralgleichungsver-
fahren [LVZL05, ZVL06] eingesetzt. Zur Simulation elektromagnetischer Felder im
Zeitbereich werden hauptsächlich die Methode der Finiten Differenzen (FDTD, engl.
finite difference time domain) [Yee66] sowie die Finite Integrationstechnik (FIT )
[Wei96, CW01] verwendet. Das FDTD-Verfahren basiert auf einer direkten Approxi-
mation der Differenzialoperatoren durch Differenzenquotienten, während die FIT in
ihrer einfachsten Form mit den integralen Größen der Maxwell-Gleichungen auf zwei
zueinander dualen, orthogonalen Gittern arbeitet. Der Vorteil dieser Verfahren liegt
darin, dass sie die Verwendung expliziter Zeitschrittverfahren ermöglichen, sodass die
Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Felder ohne Faktorisierung einer Matrix
möglich ist. Ein weiterer Vorteil, der sich hieraus ergibt, ist die Tatsache, dass sich
diese Verfahren sehr gut parallelisieren lassen. Komplexe, krummlinige Geometrien
sowie inhomogenes und anisotropes Materialverhalten kann jedoch nur mit einigem
Mehraufwand berücksichtigt werden. Die Finite-Elemente-Methode (FEM ) [SF08]
wird bei elektromagnetischen Randwertproblemen hingegen zumeist im Frequenz-
bereich eingesetzt [SF96]. Zur Zeitbereichssimulation wird die FEM hauptsächlich
bei nichtlinearen Wirbelstromproblemen [BP89, BPR95] oder in Form diskontinu-
ierlicher Galerkin Verfahren eingesetzt [RH73, HW08, GWC09]. Letztere erlauben
- im Gegensatz zur normalen FEM - den Einsatz expliziter Zeitschrittverfahren mit
vertretbarem Aufwand. Der große Vorteil der FEM gegenüber den zuvor angespro-
chenen Differenzenverfahren liegt in ihrer Flexibilität im Hinblick auf die Geometrie
und inhomogene Materialeigenschaften sowie in der Tatsache, dass die Realisierung



Stand der Forschung 3

von Verfahren höherer Ordnung ohne weiteres möglich ist. Im Gegensatz zu den
Differenzenverfahren basiert die FEM auf einer Variationsformulierung des elek-
tromagnetischen Randwertproblems und nicht direkt auf einer Approximation des
zugrunde liegenden Differenzialoperators. In dieser Arbeit werden ausschließlich li-
neare und zeitinvariante Materialien betrachtet, sodass sich eine Betrachtung im
Frequenzbereich anbietet.

Bei der Beschreibung elektromagnetischer Strukturen im Frequenzbereich ist häufig
das Verhalten des betrachteten Systems über einen großen Frequenzbereich bis hin-
ab in den statischen beziehungsweise stationären Fall von Interesse. Dies ist z. B. für
Mixed-Signal -Anwendungen relevant, bei welchen integrierte Schaltungen zur Wei-
terverarbeitung analoger und digitaler Signale betrachtet werden [DV98]. Aber auch
im Hinblick auf die elektromagnetische Verträglichkeit ist die Charakterisierung in ei-
nem breiten Frequenzspektrum von Interesse. Diese breitbandige Charakterisierung
ist in der Regel sehr aufwändig, da die entsprechenden Gleichungssysteme an sehr
vielen Frequenzpunkten gelöst werden müssen. Es existieren jedoch verschiedene Me-
thoden zurModellordnungsreduktion mit denen diese breitbandige Charakterisierung
effizient durchgeführt werden kann, vgl. [Fre03, SFDE09, FHIDE08, FDE10] und die
darin jeweils referenzierte Literatur. Problematisch ist jedoch, dass viele der derzeit
verfügbaren Hochfrequenzformulierungen, hierunter insbesondere die häufig verwen-
dete elektrische Feldformulierung, unter Niederfrequenzinstabilitäten leiden, sodass
im Rahmen der zuvor erwähnten Verfahren zur Modellordnungsreduktion zum einen
der statische beziehungsweise stationäre Grenzfall als Entwicklungspunkt nicht in
Frage kommen und zum anderen auch eine Auswertung des reduzierten Modells in
diesen Fällen nicht möglich ist.

Ein weiteres Problem stellen Strukturen mit sehr großen Aspektverhältnissen dar.
Hierbei kann es vorkommen, dass für die gesamte Struktur Wellenphänomene eine
wesentliche Rolle spielen, während bei lokalen Teilstrukturen im wesentlichen sta-
tische oder stationäre Verhältnisse vorliegen. Eine im Niederfrequenzfall instabile
Formulierung führt in diesem Fall zu Problemen.

1.2 Stand der Forschung

Aktuell existieren verschiedene Ansätze, welche dazu dienen, die zuvor angesproche-
ne Niederfrequenzinstabilität zumindest in Spezialfällen zu beheben. Grundsätzlich
können diese Ansätze in drei verschiedene Gruppen eingeteilt werden:

Die Idee der LU Recombination, welche im Bereich der Integralgleichungen zur Behe-
bung der dort auftretenden Niederfrequenzinstabilität verwendet wird [KH05], wur-
de von den gleichen Autoren in [KH08] auf die FE -Formulierung der elektrischen
Feldformulierung angewendet. Bei diesem Vorgehen handelt es sich um einen rein
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algebraischen Ansatz, da versucht wird, die Stabilität der Formulierung durch Ma-
nipulation der Faktorisierung der Systemmatrix zu erreichen. Grundsätzlich wurde
in [KH08] jedoch ausschließlich der verlustlose Fall betrachtet.

Ein hierzu alternativer Ansatz, welcher auf einer Eigenwertzerlegung der relevanten
Systemmatrizen basiert, wurde in [ZJ10b, ZJ10a, ZJ10c, ZJ11] vorgestellt. Hierbei
wurden auch explizit verlustbehaftete Strukturen berücksichtigt. Damit das dort
vorgestellte Vorgehen praktikabel ist, muss es jedoch möglich sein, die Eigenwertzer-
legung des jeweiligen Problems effizient zu berechnen, was mitunter schwer realisier-
bar sein kann. Wie dieser Nachteil zumindest teilweise behoben werden kann wurde
in [ZJ12a, ZJ12b] gezeigt. All diesen Betrachtungen ist gemeinsam, dass innerhalb
der leitfähigen Bereiche bei der Eigenwertzerlegung quasi-statische Näherungen ge-
macht werden, um nicht ein echt quadratisches Eigenwertproblem lösen zu müssen.
Bei der Simulation von Strukturen mit hohen Leitfähigkeiten bei nicht allzu hohen
Frequenzen ist diese Näherung sicherlich sinnvoll. Im allgemeinsten Fall stellt sie
jedoch eine nicht zu vernachlässigende Einschränkung dar.

Die dritte Gruppe von Verfahren basiert letztlich auf einer Umformulierung des ur-
sprünglichen Problems in eine Form, in welcher die Niederfrequenzstabilität gewähr-
leistet ist. Im Wesentlichen werden hierbei Feldformulierungen in Kombination mit
Lagrange-Multiplikatoren sowie Potenzialformulierungen verwendet. Insbesondere
die in [DV98] im Rahmen der hp-adaptiven FEM vorgestellte Formulierung stellt
eine stabilisierte Feldformulierung dar. Hierauf aufbauend wurde in [SSBS10] ei-
ne alternative Formulierung vorgestellt, welche den Ansatz aus [DV98] um einen
Strafterm, ähnlich wie in [KMEK90] vorgeschlagen, erweitert. Nachteilig bei diesem
Vorgehen ist generell, dass die Rekonstruktion des magnetischen Feldes im stati-
schen beziehungsweise stationären Grenzfall aus der Lösung für das elektrische Feld
nicht beziehungsweise nur mit zusätzlichem Aufwand möglich ist.
Potenzialformulierungen stellen hierzu eine Alternative dar, welche diesen Nachteil
nicht mit sich bringen. In [DEPL99, DEPL00] wurde eine Klasse von Potenzialfor-
mulierungen für den verlustlosen Fall sowie die Zusammenhänge zwischen Potenzi-
alformulierungen und Feldformulierungen mit Lagrange-Multiplikatoren betrachtet.
Der Fall (β, γ2) = (1, 0) in [DEPL99] ergibt hierbei im Wesentlichen wieder die
Formulierung aus [DV98]. Die Wahl (β, γ2) = (k0, 1) in Kombination mit einer
Baumeichung [Cen91] wurde in [HFDE03] im Kontext hierarchischer Multigridlöser
erfolgreich angewendet. Wie die Feldformulierungen führen die zuvor angesproche-
nen Potenzialformulierungen zu komplex symmetrischen Gleichungssystemen. Eine
hiervon abweichende Potenzialformulierung, welche auch den verlustbehafteten Fall
einschließt, wurde in [HKO08] eingeführt. Hier werden unterschiedliche Ansätze für
die Potenziale im verlustfreien und verlustbehafteten Fall gemacht, um die Stabilität
der Formulierung zu gewährleisten. Die vorgestellte Formulierung hat jedoch den
Nachteil, dass das resultierende Gleichungssystem immernoch singulär und darüber
hinaus unsymmetrisch ist. Die Singularität des Gleichungssystems ist jedoch insofern
kein Problem, da gewährleistet ist, dass die rechte Seite im Bildraum der Matrix liegt
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und somit eine iterative Lösung möglich ist. Geeignete Vorkonditionierer für die ite-
rative Lösung der Gleichungssysteme aus [HKO08] wurden in [KBOH09, OBHKa10]
vorgestellt.

1.3 Aufbau dieser Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird eine neue Klasse von Potenzialformulierungen zur
Behebung der Niederfrequenzinstabilität der Feldformulierungen vorgestellt. In Ka-
pitel 2 werden die notwendigen physikalischen und mathematischen Grundlagen,
welche zur Beschreibung elektromagnetischer Felder erforderlich sind, eingeführt.
Zur Darstellung der Maxwell-Gleichungen wird ein klassischer vektoranalytischer
Ansatz gewählt. Für eine Darstellung mit Methoden der Differenzialgeometrie oder
algebraischen Topologie sei an dieser Stelle auf die Literatur, wie zum Beispiel
[Des81, TK01, HO03, GK11], verwiesen. Auf einige Aspekte, welche bei der Dis-
kretisierung der Gleichungen aus Kapitel 2 zu berücksichtigen sind, wird in Kapi-
tel 3 eingegangen. Im Anschluss hieran wird in Kapitel 4 die elektrische Feldformu-
lierung des elektromagnetischen Randwertproblems sowohl im Kontinuierlichen als
auch im Diskreten hergeleitet und ihre Niederfrequenzeigenschaften charakterisiert.
Die Betrachtungen werden hierbei für den verlustfreien Fall - Abschnitt 4.1 - und
den verlustbehafteten Fall - Abschnitt 4.2 - separat durchgeführt. Kapitel 5 ist dann
den Potenzialformulierungen im verlustfreien Fall gewidmet. Hier werden drei unter-
schiedliche Formulierungen betrachtet und auf ihr Frequenzverhalten hin untersucht.
Insbesondere wird gezeigt, dass die resultierenden linearen Gleichungssysteme - ab-
gesehen von den Resonanzfrequenzen - regulär bleiben und daher auch im statischen
Grenzfall eine direkte Lösung der Gleichungen möglich ist. Abschließend wird ein
Vergleich der vorgestellten Formulierungen durchgeführt. Im Anschluss an die Poten-
zialformulierungen im verlustfreien Fall wird in Kapitel 6 der verlustbehaftete Fall
behandelt. Wiederum werden drei unterschiedliche Potenzialformulierungen vorge-
stellt, welche die Niederfrequenzinstabilität der Feldformulierung beheben. Das Ka-
pitel schließt mit einem Vergleich der Formulierungen anhand eines Modellproblems.
In Kapitel 7 wird der gemischte Fall, das heißt Strukturen welche sowohl verlustfreie
als auch verlustbehaftete Teilgebiete besitzen, betrachtet. Um diesen behandeln zu
können, werden verschiedene Möglichkeiten aufgezeigt, wie die Formulierungen aus
Kapitel 5 und Kapitel 6 an Grenzflächen zwischen Medien zu einer Formulierung für
das Gesamtgebiet gekoppelt werden können. Die vier vorgestellten Varianten führen
dabei auf lineare Gleichungssysteme mit unterschiedlichen Eigenschaften, welche je-
doch alle im statischen Grenzfall regulär bleiben. Abschließend werden diese vier
Formulierungen anhand eines Modellproblems einander gegenübergestellt.





Kapitel 2

Mathematische und physikalische

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen und physikalischen Grundlagen erläu-
tert, welche zur Beschreibung elektromagnetischer Felder benötigt werden. In Ab-
schnitt 2.1 wird auf die Maxwell-Gleichungen, Materialbeziehungen und die Trans-
formation in den Frequenzbereich eingegangen. Abschnitt 2.2 behandelt die Über-
gangsbedingungen an Grenzflächen und in Abschnitt 2.3 werden geeignete Rand-
bedingungen vorgestellt. Die Einführung elektromagnetischer Potenziale folgt in
Abschnitt 2.4. Das Kapitel schließt mit einem kurzen Überblick über angepasste
Funktionenräume in Abschnitt 2.5.

2.1 Maxwell-Gleichungen

Die Grundlage zur mathematischen Modellierung der in dieser Arbeit betrachte-
ten elektromagnetischen Strukturen sind die Maxwell-Gleichungen [Max62, Max65,
Max73a, Max73b]. Im Rahmen der klassischen Feldtheorie ist mit ihrer Hilfe eine
Beschreibung aller elektromagnetischen Phänomene von der Elektrostatik und sta-
tionären Magnetfeldern über Wirbelstromprobleme bis hin zur Wellenausbreitung
möglich. Den folgenden Überlegungen wird ein Feldgebiet Ω mit Rand Γ = ∂Ω zu-
grunde gelegt, in welchem die Verläufe der elektromagnetischen Feldgrößen betrach-
tet werden. Beispielhaft ist ein solches Feldgebiet in Abbildung 2.1.1 dargestellt.
Auf die Bedeutung der dort aufgeführten Größen wird im Folgenden eingegangen.
Im gegebenen Feldgebiet Ω lauten die differenziellen Maxwell-Gleichungen in ihrer
allgemeinen zeitabhängigen Form, vgl. [Har01, S. 2], [Jac06, S. 3], [RC09, S. 21],

7
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Γ = ∂Ω

Ω

E , B, H, D, J , ̺ µ, ǫ, κ

Abbildung 2.1.1: Beispielhaftes Feldgebiet.

Symbol Bezeichnung SI-Einheit

E Elektrische Feldstärke V/m
H Magnetische Erregung A/m
D Elektrische Flussdichte C/m2

B Magnetische Flussdichte Wb/m2

J Elektrische Stromdichte A/m2

̺ Elektrische Raumladungsdichte C/m3

Tabelle 2.1: Elektromagnetische Feldgrößen und ihre SI-Einheiten.

[Str07, S. 1-9]

∇× E = − ∂
∂t
B, (2.1a)

∇×H = ∂
∂t
D +J , (2.1b)

∇ ·D = ̺, (2.1c)

∇ ·B = 0. (2.1d)

Hierin bezeichnet E die elektrische Feldstärke, D die elektrische Flussdichte, H die
magnetische Erregung, B die magnetische Flussdichte, J die elektrische Stromdichte
und ̺ die elektrische Raumladungsdichte. Diese Angaben sind zusammen mit den
jeweiligen physikalischen Dimensionen in Tabelle 2.1 zusammengefasst.
Die Gleichungen (2.1) werden in der angebenen Reihenfolge als Faradaysches Induk-
tionsgesetz, Ampèrescher Durchflutungssatz, elektrische Flussbilanz undmagnetische
Flussbilanz bezeichnet. Ein weiterer wichtiger Zusammenhang, die Kontinuitätsglei-
chung für die elektrische Stromdichte, lautet

∇ ·J +
∂

∂t
̺ = 0. (2.1e)

Sie kann durch Bildung der Divergenz von (2.1b) und unter Ausnutzung von (2.1c)
zusammen mit der Identität [Nol06, S. 59], [RC09, S. 625]

∇ · (∇×H) = 0 (2.2)
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aus den anderen Maxwell-Gleichungen hergeleitet werden und drückt in differenzi-
eller Form die Erhaltung der elektrischen Ladung aus. Abgesehen von der differen-
ziellen bzw. lokalen Darstellung der Maxwell-Gleichungen ist es möglich, diese in
integraler Form anzugeben. Hierzu werden (2.1a) und (2.1b) über eine Fläche A in-
nerhalb des Feldgebietes Ω integriert und anschließend der Satz von Stokes [Kön04,
S. 438] angewendet. Bei (2.1c), (2.1d) und (2.1e) erfolgt die Integration über ein
Teilvolumen V ⊂ Ω und anschließend wird der Satz von Gauß [Kön04, S. 384]
angewendet. Hiermit ergeben sich die Maxwell-Gleichungen in integraler Form:

∮

∂A

E · ds = − d

dt

∫

A

B · dΓ, (2.3a)

∮

∂A

H · ds =
d

dt

∫

A

D · dΓ+

∫

A

J · dΓ, (2.3b)

∮

∂V

D · dΓ =

∫

V

̺ dΩ, (2.3c)

∮

∂V

B · dΓ = 0, (2.3d)

∮

∂V

J · dΓ = − d

dt

∫

V

̺ dΩ. (2.3e)

Sowohl in der differenziellen als auch in der integralen Darstellung der Maxwell-
Gleichungen ist es zweckmäßig die elektrische Stromdichte J in zwei Anteile aufzu-
spalten, sodass

J = J p +J s (2.4)

gilt. Mit dem Index p bzw. s werden feldunabhängige, primäre bzw. feldabhängige,
sekundäre Quellen bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit werden als primäre Quellen
nur etwaige eingeprägte Stromdichten und als sekundäre Quellen ausschließlich Lei-
tungsströme, welche dem Ohmschen Gesetz (2.5c) genügen, betrachtet. Durch die
Maxwell-Gleichungen, egal ob in ihrer differenziellen Form (2.1) oder ihrer integra-
len Form (2.3), werden sowohl die Dynamik als auch die Erhaltungseigenschaften
des elektromagnetischen Feldes beschrieben. Für eine vollständige Charakterisie-
rung der Felder sind jedoch zusätzliche Gleichungen erforderlich, welche die Felder
untereinander in Beziehung setzen. Diese Konstitutivgleichungen dienen dazu, den
Einfluss vorhandener Materialien auf den Verlauf der Felder zu berücksichtigen und
beschreiben somit das mikroskopische Verhalten der Materie auf makroskopischer
Ebene. An dieser Stelle wird die vereinfachende Annahme gemacht, dass nur die
Feldpaare D und E , J s und E sowie B und H durch eine entsprechende Konstitu-
tivgleichung miteinander verknüpft sind. Im Allgemeinen können die Abhängigkeiten
der Felder untereinander jedoch deutlich komplexer sein, vgl. [RC09, S. 27ff]. Die
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Zusammenhänge zwischen den genannten Feldpaaren werden in der Form

D = ǫE = ǫ0ǫrE , (2.5a)

B = µH = µ0µrH, ⇔ H = νB = µ−1
0 νrB (2.5b)

J s = κE (2.5c)

angesetzt. Die Größen ǫ0, ǫr, µ0, µr, νr und κ bezeichnen in der angegebenen Rei-
henfolge die Permittivität des Vakuums, den relativen Permittivitätstensor, die Per-
meabilität des Vakuums, den relativen Permeabilitätstensor, den relativen Relukti-
vitätstensor sowie den elektrischen Leitfähigkeitstensor. Im allgemeinsten Fall sind
diese Materialtensoren sowohl vom Ort, von der betrachteten Richtung, von der Zeit
sowie von den Feldern selbst abhängig und darüber hinaus hysteresebehaftet, vgl.
[Fas05], [Hum01]. Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit jedoch ausschließlich der Fre-
quenzbereich betrachtet werden soll, wird an dieser Stelle die zusätzliche Annahme
gemacht, dass alle nichtlinearen Effekte sowie die Zeitabhängigkeit vernachlässigt
werden können. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass es sich um reziproke Materialien
handelt, was bedeutet, dass die Materialtensoren symmetrisch sind:

ǫr = ǫTr , µr = µTr , κ = κT . (2.6)

Als letzte Eigenschaft wird für den relativen Permittivitäts- und Permeabilitätsten-
sor gefordert, dass es sich um positiv definite Tensoren handelt, während für den
Leitfähigkeitstensor lediglich positiv semi-definites Verhalten gefordert wird:

E · (ǫrE) > 0, ∀E 6= 0, (2.7a)

H · (µrH) > 0, ∀H 6= 0, (2.7b)

E · (κE) ≥ 0, ∀E 6= 0. (2.7c)

Abkürzend wird hierfür im weiteren Verlauf der Arbeit die Notation

E · (ǫrE) > 0, ∀E 6= 0, ⇒ ǫr > 0 (2.8a)

beziehungsweise

E · (ǫrE) ≥ 0, ∀E 6= 0, ⇒ ǫr ≥ 0 (2.8b)

verwendet. Aufgrund der Linearität der Konstitutivgleichungen ist es möglich, die
explizite Zeitabhängigkeit der Felder zu eliminieren, indem zeitharmonische Felder
betrachtet werden. Dies entspricht der Einschränkung auf eingeschwungene Zustände
bei einer einzelnen Kreisfrequenz ω, nachdem möglicherweise vorhandene anfängliche
transiente Vorgänge abgeklungen sind. Für die Felder wird in diesem Zusammen-
hang eine Zeitabhängigkeit der Form ejωt angenommen, wobei j2 = −1 gelten soll.
Für die zugehörigen Größen im Zeitbereich ergibt sich hieraus die Darstellung

F = ℜ
{
F ejωt

}
, (2.9a)

F = ℜ
{
Fejωt

}
. (2.9b)
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Die Betrachung im Frequenzbereich hat den Nachteil, dass gewisse Einschränkungen
hinsichtlich des zulässigen Materialverhaltens gemacht werden müssen, allerdings
ergibt sich der Vorteil, dass alle auftretenden Zeitableitungen gemäß der Vorschrift

∂

∂t
◦−• jω (2.10)

algebraisiert werden können [Che89, S. 335ff], [Har01, S. 16ff]. Werden die Zusam-
menhänge (2.9) und (2.10) in die zeitabhängigen Maxwell-Gleichungen eingesetzt
und die Realteilbildung sowie der allen Termen gemeinsame Faktor ejωt unterdrückt,
so ergeben sich die zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen zusammen mit der Kon-
tinuitätsgleichung in differenzieller Form zu

∇×E = −jωB, (2.11a)

∇×H = jωD + J , (2.11b)

∇ ·D = ρ, (2.11c)

∇ ·B = 0, (2.11d)

∇ · J = −jωρ. (2.11e)

Hierin bezeichnen E, D, H , B, J und ρ die den Zeitbereichsgrößen E , D, H,
B, J und ̺ zugeordneten Phasoren im Frequenzbereich [RC09, S. 240f]. Durch
Integration von (2.11) oder durch Anwenden der Transformationsvorschriften (2.9)
und (2.10) auf (2.3) folgt die integrale Darstellung der Maxwell-Gleichungen im
Frequenzbereich:

∮

∂A

E · ds = −jω
∫

A

B · dΓ, (2.12a)

∮

∂A

H · ds = jω

∫

A

D · dΓ+

∫

A

J · dΓ, (2.12b)

∮

∂V

D · dΓ =

∫

V

ρ dΩ, (2.12c)

∮

∂V

B · dΓ = 0, (2.12d)

∮

∂V

J · dΓ = −jω
∫

V

ρ dΩ. (2.12e)

Analog zum zeitabhängigen Fall bleiben auch die Aufspaltung der Quellgrößen in
primäre und sekundäre Quellen

J = Jp + J s (2.13)
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κ2, ǫ2, µ2

κ1, ǫ1, µ1

Abbildung 2.2.1: Grenzfläche zwischen zwei Materialbereichen.

sowie die Konstitutivgleichungen

D = ǫE = ǫ0ǫrE, (2.14a)

B = µH = µ0µrH , (2.14b)

J s = κE (2.14c)

in unveränderter Form gültig. Da die Materialparameter als linear und zeitinvariant
vorausgesetzt wurden, ändern sie sich durch die hier durchgeführte Transformation
nicht. Aus diesem Grund werden für die Materialparameter die gleichen Formelzei-
chen sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich verwendet.

2.2 Übergangsbedingungen an Materialgrenzen

Um das Verhalten der elektromagnetischen Felder bei einer sprunghaften Änderung
der Materialeigenschaften zu beschreiben sind Übergangsbedingungen für die einzel-
nen Feldgrößen erforderlich. Betrachtet wird im Folgenden ein Übergang zwischen
zwei Bereichen mit unterschiedlichen Materialeigenschaften wie in Abbildung 2.2.1
dargestellt.
Als Ausgangspunkt für die Herleitung der Übergangsbedingungen dient die integra-
le Form (2.12) der Maxwell-Gleichungen. Es wird gefordert, dass diese Darstellung
auch dann ihre Gültigkeit behält, wenn die entsprechenden Flächen in (2.12a) und
(2.12b) bzw. Volumina in (2.12c), (2.12d) und (2.12e) über die Grenzfläche hinweg
gehen, siehe [RC09, S. 63ff].
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κ2, ǫ2, µ2

κ1, ǫ1, µ1

n̂12

c

Γ h→ 0

Abbildung 2.2.2: Integrationsgebiete für Übergangsbedingungen für E und H .

2.2.1 Elektrische Feldstärke und magnetische Erregung

Zur Bestimmung der Übergangsbedingungen für die elektrische Feldstärke E bzw.
die magnetische Erregung H wird in den integralen Maxwell-Gleichungen (2.12a)
bzw. (2.12b) ein Integrationsweg, wie in Abbildung 2.2.2 dargestellt, betrachtet und
anschließend der Grenzübergang h → 0 durchgeführt. Hieraus ergeben sich die Be-
dingungen [RC09, S. 62]

n̂12 × (E2 −E1) = 0, (2.15a)

n̂12 × (H2 −H1) = K, (2.15b)

wobei K eine möglicherweise vorhandene eingeprägte Flächenstromdichte darstellt,
welche rein tangential zur Grenzfläche Γ fließt. Im Falle einer verschwindenden
Flächenstromdichte K und einer Grenzfläche zwischen zwei Medien mit endlicher
Leitfähigkeit sind somit die Tangentialkomponenten von elektrischer Feldstärke E

und magnetischer Erregung H stetig, während die Normalkomponenten in beiden
Fällen Sprünge aufweisen können.

2.2.2 Flussdichten und elektrische Stromdichte

Analog zum Vorgehen im vorigen Abschnitt, wird zur Bestimmung der Übergangsbe-
dingungen für die elektrische Flussdichte D, die magnetische Flussdichte B bzw. die
elektrische Stromdichte J in den integralen Maxwell-Gleichungen (2.11c), (2.11d)
bzw. (2.11e) eine Integrationsfläche bzw. ein Integrationsvolumen, wie in Abbil-
dung 2.2.3 dargestellt, betrachtet und der Grenzübergang h → 0 durchgeführt.
Somit folgen für die Normalkomponenten der betrachteten Feldgrößen die Über-
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κ2, ǫ2, µ2

κ1, ǫ1, µ1

n̂12

h→ 0

Abbildung 2.2.3: Integrationsgebiete für Übergangsbedingungen für D, B und J .

gangsbedingungen [RC09, S. 63]

n̂12 · (D2 −D1) = σ, (2.16a)

n̂12 · (B2 −B1) = 0, (2.16b)

n̂12 · (J2 − J1) = −jωσ −∇Γ ·K, (2.16c)

wobei σ eine sich möglicherweise in der Grenzfläche ausbildende Flächenladung, K
- wie zuvor - eine Flächenstromdichte und ∇Γ ·K die Oberflächendivergenz von K

ist. Zur Definition der Oberflächendivergenz sei an dieser Stelle auf die Literatur,
wie zum Beispiel [Ned01, S. 73], verwiesen. Wird vorausgesetzt, dass die Normal-
komponente der eingeprägten Ströme Jp beim Durchqueren der Grenzfläche stetig
ist, so gilt weiterhin die Vereinfachung

n̂12 · (J s,2 − J s,1) = −jωσ −∇Γ ·K. (2.17)

2.2.3 Zusammenfassung der Übergangsbedingungen für die

Feldgrößen

Mit der zuvor gemachten Annahme hinsichtlich der Stetigkeit der Normalkomponen-
te der eingeprägten Ströme und der zusätzlichen Annahme, dass keine Flächenstrom-
dichte K entlang der Grenzfläche eingeprägt wird, ergeben sich an einer Grenzfläche
zwischen zwei Materialbereichen mit unterschiedlichen Materialparametern µ1, ǫ1,
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κ1 bzw. µ2, ǫ2, κ2 die Übergangsbedingungen [RC09, S. 66-67]

n̂12 × (E2 −E1) = 0, (2.18a)

n̂12 × (H2 −H1) = 0, (2.18b)

n̂12 · (D2 −D1) = σ, (2.18c)

n̂12 · (B2 −B1) = 0, (2.18d)

n̂12 · (J s,2 − J s,1) = −jωσ. (2.18e)

Bei der in Kapitel 7 durchgeführten Kopplung verschiedener Formulierungen an
Grenzflächen zwischen Leitern und Isolatoren spielen diese Übergangsbedingungen
eine wichtige Rolle.

2.3 Randbedingungen

Nachdem im vorigen Abschnitt 2.2 auf das Verhalten der Felder an Grenzflächen
innerhalb des Feldgebietes Ω eingegangen wurde, werden in diesem Abschnitt geeig-
nete Bedingungen auf dem Rand Γ = ∂Ω des Feldgebietes vorgestellt, welche das
Verhalten der Felder in diesem Bereich charakterisieren. Diese Randbedingungen
haben zwei Aufgaben: Zum einen sollen sie die auf dem Rand zu modellierenden
physikalischen Effekte hinreichend genau widerspiegeln, und zum anderen sollen sie
die Eindeutigkeit einer Lösung der Maxwell-Gleichungen (2.11) im Feldgebiet Ω
gewährleisten. Für die weiteren Betrachtungen wird davon ausgegangen, dass der
Rand Γ aus den komplementären Teilrändern ΓE und ΓH besteht, das heißt

Γ = ΓE ∪ ΓH , ΓE ∩ ΓH = ∅. (2.19)

Die einfachsten und zugleich am häufigsten vorkommenden Randbedingungen sind
in diesem Fall

n̂× (E × n̂) = n̂× (E0 × n̂) ⇔ E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (2.20a)

n̂× (H × n̂) = n̂× (H0 × n̂) ⇔ H × n̂ = H0 × n̂ auf ΓH , (2.20b)

wobei n̂ der äußere Normalenvektor an Γ sein soll und die Verläufe von E0 und H0

als bekannt vorausgesetzt werden. Wichtige Spezialfälle hiervon sind ihre homogenen
Entsprechungen

E × n̂ = 0 auf ΓE, (2.21a)

H × n̂ = 0 auf ΓH . (2.21b)

Die Randbedingung (2.21a) entspricht der Modellierung einer Grenzfläche zu einem
perfekten elektrischen Leiter (engl. perfect electric conductor, kurz PEC ), während
(2.21b) einer Grenzfläche zu einem perfekten magnetischen Leiter (engl. perfect mag-
netic conductor, kurz PMC ) entspricht. Erstere stellen eine Näherung für sehr gute
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elektrische Leiter, wie z. B. Kupfer, bei nicht zu hohen Frequenzen dar. Letztere
besitzen keine physikalische Entsprechung, dienen aber dazu, Symmetrien, welche
in der betrachteten Struktur möglicherweise vorhanden sind, zu berücksichtigen.
Im weiteren Verlauf der Arbeit sollen keine anderen Randbedingungen, wie zum
Beispiel Impedanz- oder Admittanzrandbedingungen, berücksichtigt werden. Trotz
ihrer praktischen Relevanz wird auf die Behandlung dieser Randbedingungen ver-
zichtet, da sie in der Regel selbst Hoch- oder Niederfrequenznäherungen darstel-
len, was im Rahmen einer Formulierung, welche beide Bereiche abdecken soll, nicht
zielführend ist.

2.4 Elektromagnetische Potenziale

In Abschnitt 2.1 wurde die Beschreibung der elektromagnetischen Felder mit Hilfe
der Feldgrößen selbst vorgestellt. Die Struktur der Maxwell-Gleichungen erlaubt
es jedoch, die Felder alternativ mit Hilfe von elektromagnetischen Potenzialen zu
beschreiben. Zur Einführung dieser Potenziale gibt es verschiedene Möglichkeiten,
vgl. [Har01, S. 99f, S. 129ff], [vB07, S. 282ff], [Str07, S. 428ff]. Im Rahmen dieser
Arbeit wird die Kombination aus einem elektrischen Skalar- und einem magnetischen
Vektorpotenzial betrachtet.

2.4.1 Elektrisches Skalar- und magnetisches Vektorpotenzial

Ausgangspunkt für die Einführung eines elektrischen Skalarpotenzials V und eines
magnetischen Vektorpotenzials A sind die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen
(2.11a) und (2.11d) in ihrer differenziellen Form

∇×E + jωB = 0, (2.22a)

∇ ·B = 0. (2.22b)

Als homogen werden diese deshalb bezeichnet, da in ihnen - im Gegensatz zu (2.11b),
(2.11c) und (2.11e) - keine eingeprägten Quellen vorkommen. Aufgrund der Identität
(2.2) kann (2.11d) zur Einführung eines magnetischen Vektorpotenzials A in der
Form

∇×A := c0B (2.23)

verwendet werden, wobei

c0 =
1√
µ0ǫ0

(2.24)
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die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist. Einsetzen von (2.23) in (2.11a) führt auf

∇× (E + jk0A) = 0, (2.25)

wobei k0 =
ω
c0

die Freiraumwellenzahl ist. Mit der weiteren Identität [Nol06, S. 59],
[RC09, S. 625]

∇×∇V = 0 (2.26)

kann der wirbelfreie Ausdruck (2.25) als Gradient einer skalaren Funktion V aufge-
fasst werden, sodass

−∇V := E + jk0A (2.27)

gilt. Insgesamt lassen sich die Feldgrößen E und B somit als

B = 1
c0
∇×A, (2.28a)

E = −∇V − jk0A (2.28b)

darstellen. Durch die Einführung der beiden Potenziale in dieser Form sind die bei-
den Maxwell-Gleichungen (2.11a) und (2.11d) automatisch erfüllt. Zur Bestimmung
der Potenziale dienen dann die verbleibenden Gleichungen (2.11b) und (2.11c) be-
ziehungsweise (2.11e).

2.4.2 Eichinvarianz der physikalischen Felder

Das Vektorpotenzial A wurde anhand (2.28a) eingeführt. Durch diese Bedingung
sind nur die Wirbel von A festgelegt. Nach dem Helmholtzschen Zerlegungssatz
[Fra03, S. 372], [Mon08, S. 65], [RC09, S. 362] ist ein Vektorfeld im gesamten Raum
R3 erst durch Angabe seiner Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt. Über die Quel-
len von A werden durch (2.28a) jedoch keinerlei Aussagen gemacht. Diesen Quellen
des Vektorpotenzials kommt im Rahmen der klassischen Feldtheorie keinerlei phy-
sikalische Bedeutung zu. Wird ein modifiziertes Vektorpotenzial Â der Form

Â = A+∇Ψ (2.29)

betrachtet, so gilt

∇× Â = ∇× (A+∇Ψ) = ∇×A+∇×∇Ψ (2.30a)

(2.26)
= ∇×A

(2.23)
= c0B, (2.30b)

das heißt, obwohl sich die beiden Vektorpotenziale unterscheiden, ist ihre Rotation
dennoch identisch, sodass sie zum gleichen physikalischen FeldB führen. Hinsichtlich
der Quellen gilt

∇ · Â = ∇ · (A+∇Ψ) = ∇ ·A+∇ · ∇Ψ = ∇ ·A+∆Ψ, (2.31)
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das heißt, solange Ψ keine harmonische Funktion [Kön04, S. 62] mit

∆Ψ = 0 in Ω (2.32)

ist, haben die beiden Vektorpotenziale A und Â unterschiedliche Quellen. Wird das
modifizierte Vektorpotenzial Â zusammen mit einem modifizierten Skalarpotenzial
V̂ in (2.28b) eingesetzt, so gilt

E = −∇V̂ − jk0Â = −∇V̂ − jk0 (A+∇Ψ) (2.33a)

= −∇
(
V̂ + jk0Ψ

)
− jk0A (2.33b)

!
= −∇V − jk0A. (2.33c)

Dies bedeutet, dass bei einer Änderung des magnetischen Vektorpotenzials wie in
(2.29) nicht nur die magnetische Flussdichte B unverändert bleibt, sondern ebenso
die elektrische Feldstärke E, sofern das elektrische Skalarpotenzial gemäß

V̂ = V − jk0Ψ (2.34)

modifiziert wird. Die so definierten Potenziale (Â, V̂ ) führen zu den gleichen physi-
kalischen Feldern (E,B) wie die Potenziale (A, V ). Eine Transformation der Form

Â = A+∇Ψ, (2.35a)

V̂ = V − jk0Ψ (2.35b)

wird als Eichtransformation [RC09, S. 364] und die Tatsache, dass diese Transfor-
mation an den physikalischen Feldern E und B nichts ändert, als Eichinvarianz
bezeichnet. Der Vorgang der Festlegung der Quellen des Vektorpotenzials durch die
Vorgabe einer Beziehung für die Quellen wird Eichung genannt. Im differenzialgeo-
metrischen Kontext wird hierauf in [KFB99] genauer eingegangen. Die Freiheiten,
welche sich durch die Eichinvarianz der Felder und die Möglichkeit, die Quellen des
Vektorpotenzials willkürlich festzulegen, ergeben, werden im Rahmen der Potenzial-
formulierungen in Kapitel 5 und Kapitel 6 genutzt, um die Niederfrequenzinstabi-
litäten der Feldformulierungen aus Kapitel 4 zu beheben.

2.5 Angepasste Funktionenräume

2.5.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt werden einige angepasste Funktionenräume vorgestellt, welche
sich im Rahmen von Variationsformulierungen und darauf aufbauenden numerischen
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Verfahren zur Beschreibung elektromagnetischer Felder anbieten, da sie die Stetig-
keitseigenschaften der Felder aus Abschnitt 2.2 sowie die Endlichkeit der elektro-
magnetischen Energie sicherstellen. Ausgangspunkt für die weiteren Betrachtungen
sind die Räume der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen und Vektorfel-
der [Red98, S. 67ff]

L2 (Ω) =
{
f (r)

∣∣∣‖f (r)‖L2(Ω) <∞
}
, (2.36a)

L
2 (Ω) =

(
L2 (Ω)

)3
=
{
F (r)

∣∣∣‖F (r)‖
L2(Ω) <∞

}
, (2.36b)

wobei ‖ · ‖L2(Ω) und ‖ · ‖L2(Ω) die durch die Skalarprodukte

(f1, f2)L2(Ω) =

∫

Ω

f ∗
2 (r) f1 (r) dΩ (2.37a)

und

(F 1,F 2)L2(Ω) =

∫

Ω

F
H
2 (r)F 1 (r) dΩ (2.37b)

induzierten Normen sind. Hierin wird mit f ∗ die konjugiert komplexe Zahl zu f
und mit F

H der hermitesche, also konjugiert komplex transponierte, Vektor zu F

bezeichnet. Mit den Skalarprodukten (2.37) handelt es sich bei (2.36) um Hilbert-
räume [For07, S. 97], [Wer05, S. 198]. Im Hinblick auf die Maxwell-Gleichungen sind
die folgenden Funktionenräume von besonderer Bedeutung:

H1 (Ω) =
{
V ∈ L2 (Ω)

∣∣∇V ∈ L
2 (Ω)

}
, (2.38a)

H (rot; Ω) =
{
E ∈ L

2 (Ω)
∣∣∇×E ∈ L

2 (Ω)
}
, (2.38b)

H (div; Ω) =
{
B ∈ L

2 (Ω)
∣∣∇ ·B ∈ L2 (Ω)

}
, (2.38c)

H0 (Ω) =
{
ρ ∈ L2 (Ω)

}
. (2.38d)

Da diese Räume bei der Beschreibung von Randwertproblemen verwendet werden
sollen, werden die Unterräume

H1 (Ω,ΓV ) =
{
V ∈ H1 (Ω) |V = 0 auf ΓV

}
, (2.39a)

H (rot; Ω,ΓE) = {E ∈ H (rot; Ω) |E × n̂ = 0 auf ΓE } , (2.39b)

H (div; Ω,ΓB) = {B ∈ H (div; Ω) |B · n̂ = 0 auf ΓB } (2.39c)

definiert. Bis auf (2.38d) sind alle Räume aus (2.38) und (2.39) bezüglich des L2-
bzw. L2-Skalarprodukts nicht vollständig und daher keine Hilberträume. Aus diesem
Grund werden die Skalarprodukte

(V1, V2)H1(Ω) = (V1, V2)L2(Ω) + (∇V1,∇V2)L2(Ω) , (2.40a)

(E1,E2)H(rot;Ω) = (E1,E2)L2(Ω) + (∇×E1,∇×E2)L2(Ω) , (2.40b)

(B1,B2)H(div;Ω) = (B1,B2)L2(Ω) + (∇ ·B1,∇ ·B2)L2(Ω) , (2.40c)

(ρ1, ρ2)H0(Ω) = (ρ1, ρ2)L2(Ω) . (2.40d)
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eingeführt, womit die Räume nach (2.38) bzw. (2.39) zu Hilberträumen werden, siehe
[Bos97, S. 128], [Mon08, Kapitel 3]. Werden Randwertproblemen mit inhomogenen
Dirichlet-Randbedingungen betrachtet, spielen die affinen Unterräume

A1 (Ω; ΓV ) =
{
V ∈ H1 (Ω) |V = V0 auf ΓV

}
, (2.41a)

A (rot; Ω; ΓE) = {E ∈ H (rot; Ω) |E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE } , (2.41b)

A (div; Ω; ΓB) = {B ∈ H (div; Ω) |B · n̂ = B0 · n̂ auf ΓB } (2.41c)

eine wichtige Rolle. Im Hinblick auf die Untersuchung unterschiedlicher Eichungen
bietet es sich weiterhin an, zusätzlich noch Räume von Funktionen mit nicht ver-
schwindender Rotation, das heißt

Hc (rot; Ω) = {A ∈ H (rot; Ω) |∇ ×A 6= 0} , (2.42a)

Hc (rot; Ω,ΓE) = {A ∈ Hc (rot; Ω) |A× n̂ = 0 auf ΓE } (2.42b)

sowie

Ac (rot; Ω; ΓE) = {A ∈ Hc (rot; Ω) |A× n̂ = A0 × n̂ auf ΓE } (2.42c)

einzuführen. Hierbei handelt sich um Quotienten-Räume, wobei jeweils zwei Elemen-
te des Raumes als äquivalent angesehen werden, sofern ihre Differenz im Nullraum
der Rotation liegt [KFB99].

2.5.2 De Rham-Komplex und exakte Sequenz

Abgesehen davon, dass die im vorigen Abschnitt genannten Hilberträume eine reich-
haltige Struktur besitzen, existiert eine Reihe von Beziehungen der Räume unter-
einander. Die Charakterisierung dieser Beziehungen zwischen den Räumen ist eng
mit den Differenzialoperatoren verbunden, welche für die jeweiligen Räume charak-
teristisch sind. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der Raum H1 (Ω,ΓE). Sofern
ΓE = ∅ gilt, hat der Gradienten-Operator einen nichttrivialen Nullraum, welcher
den im Feldgebiet Ω konstanten Funktionen entspricht, das heißt

ker {grad} =
{
V ∈ H1 (Ω) |V = const . in Ω

}
. (2.43)

Im Fall ΓE 6= ∅ ist der Nullraum des Gradienten die leere Menge. Wird andererseits
der Gradient einer Funktion V ∈ H1 (Ω,ΓE) betrachtet, so gilt

∇V ∈ H (rot; Ω,ΓE) ∀V ∈ H1 (Ω,ΓE) , (2.44a)

⇒ ∇H1 (Ω,ΓE) ⊂ H (rot; Ω,ΓE) . (2.44b)

Der Nullraum der Rotation kann in zwei Unterräume aufgespalten werden. Der erste
Unterraum ist unabhängig von der Topologie des Feldgebietes und ergibt sich aus der
Identität (2.26). Der zweite Unterraum ist, ähnlich wie im vorherigen Fall, abhängig



Angepasste Funktionenräume 21

von der Topologie des Feldgebietes und wird als erste de Rham-Kohomologiegruppe
bezeichnet und mit H1 (Ω) abgekürzt. Somit gilt für den Nullraum der Rotation die
Darstellung

ker {rot} =
{
E ∈ L

2 (Ω)
∣∣E = ∇V, V ∈ H1 (Ω,ΓE)

}
⊕H1 (Ω) . (2.45)

Bei H1 (Ω) handelt es sich um einen Quotientenraum [Sch99, S. 150], [Fra03, S. 356],
dessen Dimension von der Topologie des Feldgebietes Ω abhängig ist und als erste
Betti-Zahl β1 [Sch99, S. 152], [Fra03, S. 346] bezeichnet wird. Anschaulich entspricht
diese der Anzahl der geschlossen Schleifen in Ω, welche nicht auf einen Punkt zu-
sammengezogen werden können. Die Anzahl dieser Schleifen wiederum entspricht
gerade der Anzahl der Henkel im Feldgebiet. Besitzt das betrachtete Feldgebiet Ω
keine derartigen Henkel, so gilt

β1 = dim
(
H1 (Ω)

)
= 0 (2.46)

und der Nullraum der Rotation entspricht dem Bildraum des Gradienten, das heißt,
es gilt

ran {grad} = ker {rot}. (2.47)

Wird die Rotation eines Vektorfeldes E ∈ H (rot; Ω,ΓE) betrachtet, so liegt diese in
H (div; Ω,ΓE), und es gilt

∇×E ∈ H (div; Ω,ΓE) ∀E ∈ H (rot; Ω,ΓE) , (2.48a)

⇒ ∇×H (rot; Ω,ΓE) ⊂ H (div; Ω,ΓE) . (2.48b)

Ebenso wie die Rotation besitzt die Divergenz einen nichttrivialen Nullraum, welcher
in zwei Unterräume aufgespalten werden kann. Der von der Topologie unabhängi-
ge Unterraum ergibt sich aus der Identität (2.2) während der Topologie abhängige
Unterraum als zweite de Rham-Kohomologiegruppe bezeichnet und mit H2 (Ω) ab-
gekürzt. Für den Nullraum der Divergenz folgt hieraus die Darstellung

ker {div} =
{
B ∈ L

2 (Ω) |B = ∇×E, E ∈ H (rot; Ω,ΓE)
}
⊕H2 (Ω) . (2.49)

Die von der Topologie abhängige Dimension des H2 (Ω) wird als zweite Betti Zahl
β2 bezeichnet. Anschaulich kann β2 als Anzahl der geschlossenen Hohlräume oder
Kavitäten in Ω, welche jedoch nicht zu Ω dazu gehören, interpretiert werden. Ist Ω
frei von derartigen Kavitäten, so ist β2 = 0 und es gilt

ran {rot} = ker {div}. (2.50)

Aufgrund der Definition des H (div; Ω,ΓE) liegt die Divergenz eines Vektorfeldes
B ∈ H (div; Ω,ΓE) in H0 (Ω), sodass

∇ ·B ∈ H0 (Ω) ∀B ∈ H (div; Ω,ΓE) , (2.51)

⇒ ∇ · H (div; Ω,ΓE) ⊂ H0 (Ω) (2.52)
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H1 (Ω,ΓE)

H (rot; Ω,ΓE)

H (div; Ω,ΓE)

H0 (Ω)

{V |V = const .} falls ΓE = ∅

{∇V |V ∈ H1 (Ω,ΓE)} H1 (Ω)

{∇ ×E|E ∈ H (rot; Ω,ΓE)} H2 (Ω)

{∫
Ω
f (x) dΩ 6= 0|f (x) ∈ L2 (Ω)

}
falls ΓE = Γ

∇

∇×

∇·

Abbildung 2.5.1: De Rham-Komplex.

gilt. Falls inhomogene Randbedingungen auf ΓE vorgegeben sind oder ΓE 6= ∂Ω, das
heißt, falls nicht der komplette Rand ∂Ω des Feldgebietes ein Dirichlet-Rand ist, so
gilt für H0 (Ω) die Darstellung

H0 (Ω) = ∇ · H (div; Ω,ΓE) . (2.53)

Sofern ΓE = Γ = ∂Ω sowie

B · n̂ = 0 auf ΓE (2.54)

gilt, müssen zu ∇ ·H (div; Ω,ΓE) noch all jene Funktionen mit nicht verschwinden-
dem Mittelwert hinzugenommen werden, um ganz H0 (Ω) zu erhalten. Gilt nämlich
ΓE = ∂Ω, so folgt für ein beliebiges B ∈ H (div; Ω,ΓE)

∫

Ω

∇ ·B dΩ =

∫

∂Ω

B · n̂︸ ︷︷ ︸
=0

dΓ = 0. (2.55)

Die Zusammenhänge der Räume untereinander sind schematisch in Abbildung 2.5.1
zusammengefasst. Für die Räume untereinander gelten somit die Beziehungen

H1 (Ω,ΓE)
∇−−−→ H (rot; Ω,ΓE)

∇×−−−→ H (div; Ω,ΓE)
∇·−−−→ H0 (Ω) . (2.56)

Aufgrund der Sequenzeigenschaft der auftretenden Operatoren

ran {grad} ⊂ ker {rot}, (2.57a)

ran {rot} ⊂ ker {div} (2.57b)

wird (2.56) als de Rham-Komplex bezeichnet. Ist das betrachtete Feldgebiet Ω
darüberhinaus stetig auf einen Punkt zusammenziehbar [Boo03, S. 258ff], [Fra03,
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H1 (Ω,ΓE)

H (rot; Ω,ΓE)

H (div; Ω,ΓE)

H0 (Ω)

Maxwell-Faraday-Komplex Maxwell-Ampère-Komplex

V

A E

B 0

0

−∇

−jω

∇×

jω

∇×

∇·

H

D J

ρ 0

[ǫ]

[ν]

[κ]

−jω

∇×

∇· ∇·

jω

H (rot; Ω,ΓH)

H (div; Ω,ΓH)

H0 (Ω)

Abbildung 2.5.2: Tonti-Diagramm für die Maxwell-Gleichungen.

S. 161], [GS89, S. 106-107] und besitzt es einen zusammenhängenden Dirichlet-Rand
ΓE 6= Γ, so gilt zusätzlich

∅ = ker {grad}, (2.58a)

ran {grad} = ker {rot}, (2.58b)

ran {rot} = ker {div}, (2.58c)

ran {div} = H0 (Ω) (2.58d)

und die Räume in (2.56) bilden eine exakte Sequenz [Bos97, S. 145ff, S. 299f]. Diese
Eigenschaft besagt, dass jedes wirbelfreie Vektorfeld als Gradient eines skalaren
Feldes und jedes quellenfreie Vektorfeld als Rotation eines anderen Vektorfeldes
dargestellt werden kann, das heißt

∇×E = 0 ⇒ E = −∇V, (2.59a)

∇ ·B = 0 ⇒ B = ∇× A. (2.59b)

Insbesondere bei der Verwendung einer Potenzialdarstellung, wie in Abschnitt 2.4,
spielt diese Eigenschaft eine wesentliche Rolle. Eine weitere schematische Darstellung
der Beziehungen zwischen den Funktionenräumen und den jeweiligen Feldgrößen,
unter Berücksichtigung der Materialbeziehungen zwischen den Feldgrößen, ist in
Form eines Tonti-Diagramms [Ton01] in Abbildung 2.5.2 dargestellt. An den Pfeilen
steht jeweils die Operation, welche auf die Größe innerhalb des Kreises, von dem der
Pfeil ausgeht, angewendet werden muss. Die Größe innerhalb eines Kreises ergibt
sich dann als Summe der Größen deren Pfeile an ihr enden.
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Kapitel 3

Numerische Berechnung

elektromagnetische Felder

Nachdem in Kapitel 2 die für die folgenden Betrachtungen relevanten physikali-
schen Grundlagen vorgestellt wurden, behandelt dieses Kapitel einige Punkte, welche
bei der numerischen Berechnung elektromagnetischer Felder berücksichtigt werden
müssen. In Abschnitt 3.1 werden die Finiten Elemente (FE ) in abstrakter Form
eingeführt und auf die Diskretisierung der Funktionenräume aus Abschnitt 2.5 ein-
gegangen. In Abschnitt 3.2 werden geeignete Ansatzfunktionen vorgestellt und in
Abschnitt 3.3 einige ihrer Eigenschaften angegeben.

3.1 Finite Elemente Ansatz

Wie in Kapitel 1 erwähnt findet die FEM vielfältige Anwendung bei der numeri-
schen Simulation von Feldproblemen aus unterschiedlichsten physikalischen Gebie-
ten. Die Vorteile der FEM liegen in ihrer hohen Flexibilität im Hinblick auf die
Diskretisierung der betrachteten Strukturen, der Möglichkeit auch sehr inhomoge-
ne Materialien zu berücksichtigen sowie der vergleichsweise einfachen Umsetzbarkeit
von Näherungsmethoden höherer Ordnung. Nach [Cia78, S. 78] bzw. [Mon08, S. 101]
lautet die abstrakte Definition eines Finiten Elements

Definition 3.1 (Finites Element). Ein Finites Element ist ein Tripel {K,PK ,ΣK},
wobei

• K ein geometrisches Objekt darstellt,
• PK ein auf K definierter Raum von Funktionen ist, und
• ΣK ein Satz von linearen Funktionalen auf PK ist, welche als Freiheitsgrade

bezeichnet werden.

25
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Im Rahmen dieser Arbeit werden als geometrische Objekte K in der Definition der
Finiten Elemente geradlinige Tetraeder betrachtet. Als Raum der Ansatzfunktionen
PK für die einzelnen Elemente werden Räume skalar- und vektorwertiger Polynome
verwendet. Was bei der Konstruktion dieser Räume zu beachten ist und welche Ei-
genschaften diese haben müssen, wird in 3.1.1 dargelegt. Die konkret verwendeten
Basen der jeweiligen Räume werden in 3.2 angegeben. Werden Ansätze niedrigster
Ordnung betrachtet, so sind die Freiheitsgrade gleich den Funktionswerten in den
Tetraederknoten im Falle der skalaren Größen aus dem Raum H1 (K) beziehungs-
weise den Wegintegralen entlang der Tetraederkanten für die vektoriellen Größen
aus dem Raum H (rot;K). Für Details zur Wahl der Freiheitsgrade im Falle von
Ansätzen höherer Ordnung wird an dieser Stelle auf die Literatur, insbesondere
[Néd80, Ing06], verwiesen.

3.1.1 Ansatzräume

Wie in Abschnitt 2.5.2 gezeigt wurde, gilt für die in 2.5.1 vorgestellten Funktio-
nenräume die (exakte) Sequenzeigenschaft (2.56)

H1 (Ω)
∇−−−→ H (rot; Ω)

∇×−−−→ H (div; Ω)
∇·−−−→ H0 (Ω) = L2 (Ω) . (3.1)

Gesucht sind somit geeignete endlich dimensionale Teilräume skalar- oder vektor-
wertiger Polynome höchstens p-ten Grades Vh,p, Wh,p, Dh,p und Zh,p mit

Vh,p ⊂ H1 (Ω) , NVh,p = dimVh,p <∞, (3.2a)

Wh,p ⊂ H (rot; Ω) , NWh,p = dimWh,p <∞, (3.2b)

Dh,p ⊂ H (div; Ω) , NDh,p = dimDh,p <∞, (3.2c)

Zh,p ⊂ H0 (Ω) , NZh,p = dimZh,p <∞, (3.2d)

welche - ebenso wie die kontinuierlichen Räume - einer Sequenzeigenschaft der Form

Vh,p ∇−−−→ Wh,p ∇×−−−→ Dh,p ∇·−−−→ Zh,p (3.3)

genügen. Da es sich bei den Differenzialoperatoren in (3.3) um lineare Abbildun-
gen zwischen endlich dimensionalen Räumen handelt, können diese durch Matrizen
dargestellt werden. Welche Gestalt diese Matrizen im einzelnen besitzen wird an-
hand des Gradienten in Abschnitt 3.3.2 näher betrachtet. Außerdem wird auf die
Literatur, wie zum Beispiel [ZC06, S. 51f], verwiesen. Werden mit πh, rh, wh und
P0,h, wie in [Mon08, S. 100], die Interpolationsoperatoren von den kontinuierlichen
Funktionenräumen auf die zugeordneten diskreten Funktionenräume bezeichnet, so
wird gefordert, dass weiterhin das in Abbildung 3.1.1 dargestellte kommutative Dia-
gramm gilt. Hierdurch wird zum Ausdruck gebracht, dass die Reihenfolge von Dis-
kretisierung und Differenziation vertauscht werden kann, das heißt für V ∈ H1 (Ω),
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H1 (Ω)
∇−−−→ H (rot; Ω)

∇×−−−→ H (div; Ω)
∇·−−−→ H0 (Ω)

πh

y rh

y wh

y P0,h

y

Vh,p ∇−−−→ Wh,p ∇×−−−→ Dh,p ∇·−−−→ Zh,p

Abbildung 3.1.1: De Rham-Komplex im Diskreten.

E ∈ H (rot; Ω) und B ∈ H (div; Ω) gilt

rh (∇V ) = ∇ (πh (V )) , (3.4a)

wh (∇×E) = ∇× (rh (E)) , (3.4b)

P0,h (∇ ·B) = ∇ · (wh (B)) . (3.4c)

Diese Differenziationen sind somit im Diskreten ohne zusätzliche Näherungen und
ohne weiteren Genauigkeitsverlust mit Hilfe der diskreten Differenzialoperatoren
durchführbar.

3.2 Ansatzfunktionen

Bei den Ansatzfunktionen werden zwei verschiedene Arten von Ansätzen unterschie-
den: zum einen die interpolierenden und zum anderen die hierarchischen Ansätze.
Die interpolierenden Ansätze haben den Vorteil, dass die berechneten Koeffizienten
der Ansatzfunktionen eine direkte Interpretation besitzen, zum Beispiel als Wert
einer Feldgröße in einem bestimmten Punkt. Von Nachteil ist bei diesen Ansätzen,
dass bei einer Erhöhung des polynomiellen Grades der Ansätze alle Ansatzfunktio-
nen, auch jene niedrigerer Ordnung, angepasst werden müssen. Bei hierarchischen
Ansätzen ist das nicht der Fall. Die Koeffizienten der Ansatzfunktionen können
in diesem Fall nicht mehr direkt als Wert einer gesuchten Feldgröße interpretiert
werden, jedoch bleiben bei einer Erhöhung des polynomiellen Grades die Ansatz-
funktionen niedrigerer Ordnung unverändert. Diese Eigenschaft kann bei iterativen
Lösungsverfahren, insbesondere bei Multigrid- bzw. Multilevel-Lösern [HFDE03],
[HFDE04], [HFIDE07], [LS04] ausgenutzt werden. Bei den in dieser Arbeit ver-
wendeten Ansätzen handelt es sich um hierarchische Ansätze, welche aus [Ing06]
übernommen wurden. Auf die Wahl der Basen der einzelnen Räume wird in den fol-
genden Abschnitten eingegangen. Zur Darstellung der Ansatzfunktionen innerhalb
eines Tetraeders werden baryzentrische Koordinaten verwendet, für deren Definiti-
on an dieser Stelle auf die Literatur [Bos97, S. 74ff], [SF96, S. 127ff], [ZC06, S. 28]
verwiesen sei.
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Raum Ansatzfunktion Simplex

Ṽh,1 λi Ni

Ṽh,2 λiλj Eij

Ṽh,3 λiλj (λi − λj) Eij
λiλjλk Dijk

Ṽh,4
λiλj

(
λ2i − 3λiλj + λ2j

)
Eij

λiλjλk (λj − λk) Dijk

λiλjλk (λk − λi) Dijk

λiλjλkλl Tijkl

Ṽh,5

λiλj
(
λ3i − 6λ2iλj + 6λiλ

2
j − λ3j

)
Eij

λiλjλk
(
λ2j − 3λjλk + λ2k

)
Dijk

λiλjλk (λ
2
k − 3λkλi + λ2i ) Dijk

λiλjλk
(
λ2i − 3λiλj + λ2j

)
Dijk

λiλjλkλl (λi − λj) Tijkl
λiλjλkλl (λj − λk) Tijkl
λiλjλkλl (λk − λl) Tijkl

Tabelle 3.1: Basis des Ṽh,p für p = 1 . . . 5 nach [Ing06].

3.2.1 Basis des Vh,p

Die Verwendung einer hierarchischen Basis für den Raum der skalarwertigen An-
satzfunktionen Vh,p erlaubt eine Darstellung des Raumes in der Form

Vh,p =
{
Ṽh,1 für p = 1,

Vh,p−1 ⊕ Ṽh,p für p > 1,
(3.5)

das heißt, der Raum Vh,p ist die direkte Summe des Raumes Vh,p−1 und des in-
krementellen Raumes Ṽh,p. Die verwendeten Basen für die inkrementellen Räume
Ṽh,p, p = 1 . . . 5 sind in Tabelle 3.1 dargestellt.
Bei den durch (3.5) definierten Räumen Vh,p handelt es sich um polynomiell voll-
ständige Räume vom Grad p, das heißt, jedes im Gebiet Ω definierte Polynom p-ten
Grades kann exakt durch eine Linearkombination der Ansatzfunktionen aus Vh,p
dargestellt werden. Da per Konstruktion die Beziehung

Vh,p ⊂ H1 (Ω) (3.6)

gilt, sind Ansätze aus dem Vh,p zur Approximation von Größen aus dem H1 (Ω) ge-
eignet. Hierzu zählen insbesondere die Skalarpotenziale Ψ und V aus Abschnitt 2.4.



Ansatzfunktionen 29

3.2.2 Basis des Wh,p

Für den Fall der vektorwertigen Ansatzfunktionen wird eine ähnliche Aufspaltung
wie in Abschnitt 3.2.1 durchgeführt, sodass für den Raum Wh,p die Darstellung

Wh,p =

{
R̃h,1 für p = 1,

Wh,p−1 ⊕ R̃h,p ⊕∇Ṽh,p für p > 1
(3.7)

bzw.

Wh,p =

{
Rh,1 für p = 1,

Rh,p ⊕∇Vh,p für p > 1
(3.8)

mit

Rh,p =

{
R̃h,1 für p = 1,

Rh,p−1 ⊕ R̃h,p für p > 1
(3.9)

gilt, wobei die Basen für die Räume R̃h,p, p = 1 . . . 4 in Tabelle 3.2 gegeben sind. Bei
den durch (3.7) gegebenen Räumen handelt es sich, im Gegensatz zu (3.5), um poly-
nomiell unvollständige Räume. Ein beliebiges vektorwertiges Polynom p-ten Grades
lässt sich durch diese Basis nicht darstellen, da die Gradienten der skalaren Ansätze
(p+1)-ter Ordnung in diesem Fall noch hinzugenommen werden müssten. Jedoch ist
sowohl die gewählte Basis als auch ihre Rotation vollständig vom Grad (p− 1). Die
polynomiell vollständigen und unvollständigen Räume unterscheiden sich bei den in
dieser Arbeit vorgestellten FE -Formulierungen hinsichtlich ihres Konverenzverhal-
tens nicht, siehe [Web99]. Aus diesem Grund werden im Weiteren die polynomiell
unvollständigen Räume nach (3.7) verwendet, die eine geringere Dimension besitzen,
was wiederum die Dimension der resultierenden linearen Gleichungssysteme redu-
ziert. Da es sich beimWh,p um einen endlich dimensionalen Unterraum desH (rot; Ω)
handelt, eignen sich Linearkombinationen der Ansatzfunktionen aus dem Wh,p zur
Approximation von Größen aus dem H (rot; Ω). Hierunter fallen insbesondere die
elektrische Feldstärke E und das magnetische Vektorpotenzial A.

3.2.3 Basis des Dh,p und des Zh,p

Die Räume Dh,p und Zh,p werden in dieser Arbeit nicht verwendet und an dieser
Stelle nur der Vollständigkeit halber erwähnt. Eine mögliche Wahl für die Basen die-
ser Räume findet sich im Falle des Dh,p in [ZC06, S. 39ff] beziehungsweise im Falle
des Zh,p in [ZC06, S. 48f]. Kombinationen aus Ansätzen aus dem Dh,p und dem Zh,p

werden bei niederfrequenzstabilisierten Randintegralgleichungsverfahren [TYO05],
[QC09] eingesetzt. Hierbei werden die Dh,p-Ansätze zur Diskretisierung der Ober-
flächenstromdichte und die Zh,p-Ansätze zur Diskretisierung der Oberflächenladung
verwendet.
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Raum Ansatzfunktion Simplex

R̃h,1 λi∇λj − λj∇λi Eij

R̃h,2 3λjλk∇λi −∇ (λiλjλk) Dijk

3λkλi∇λj −∇ (λiλjλk) Dijk

R̃h,3

4λjλk (λj − λk)∇λi −∇ (λiλjλk (λj − λk)) Dijk

4λkλi (λk − λi)∇λj −∇ (λiλjλk (λk − λi)) Dijk

4λiλj (λi − λj)∇λk −∇ (λiλjλk (λi − λj)) Dijk

4λjλkλl∇λi −∇ (λiλjλkλl) Tijkl
4λkλlλi∇λj −∇ (λiλjλkλl) Tijkl
4λlλiλj∇λk −∇ (λiλjλkλl) Tijkl

R̃h,4

5λjλk
(
λ2j − 3λjλk + λ2k

)
∇λi Dijk−∇

(
λiλjλk

(
λ2j − 3λjλk + λ2k

))

5λkλi (λ
2
k − 3λkλi + λ2i )∇λj Dijk−∇ (λiλjλk (λ

2
k − 3λkλi + λ2i ))

5λiλj
(
λ2i − 3λiλj + λ2j

)
∇λk Dijk−∇

(
λiλjλk

(
λ2i − 3λiλj + λ2j

))

(6λi − λj − λk) (λj − λk)λjλk∇λi
Dijk+(6λj − λk − λi) (λk − λi)λkλi∇λj

+(6λk − λi − λj) (λi − λj)λiλj∇λk
5λjλkλl (λj − λk)∇λi −∇ (λiλjλkλl (λj − λk)) Tijkl
5λjλkλl (λk − λl)∇λi −∇ (λiλjλkλl (λk − λl)) Tijkl
5λkλlλi (λk − λl)∇λj −∇ (λiλjλkλl (λk − λl)) Tijkl
5λkλlλi (λl − λi)∇λj −∇ (λiλjλkλl (λl − λi)) Tijkl
5λlλiλj (λl − λi)∇λk −∇ (λiλjλkλl (λl − λi)) Tijkl
5λlλiλj (λi − λj)∇λk −∇ (λiλjλkλl (λi − λj)) Tijkl
5λiλjλk (λi − λj)∇λl −∇ (λiλjλkλl (λi − λj)) Tijkl
5λiλjλk (λj − λk)∇λl −∇ (λiλjλkλl (λj − λk)) Tijkl

Tabelle 3.2: Basis des R̃h,p für p = 1 . . . 4 nach [Ing06].

3.3 Eigenschaften der Ansatzfunktionen

3.3.1 Diskreter Gradienten-Operator

Wegen der in Abschnitt 2.5 gezeigten Beziehung der Funktionenräume H1 (K) und
H (rot;K)

∇H1 (K) ⊂ H (rot;K) (3.10a)

bzw. im Diskreten

∇Vh,p ⊂ Wh,p (3.10b)
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lassen sich die Gradienten der skalaren Ansatzfunktionen durch Linearkombinatio-
nen der vektoriellen Ansatzfunktionen darstellen. Aufgrund der gewählten Konstruk-
tion der Basis des Wh,p ist dies für die Ansätze höherer Ordnung, also p ≥ 2, offen-
sichtlich, da die Gradientenfelder in der entsprechenden Basis explizit berücksichtigt
werden. Im Fall der Ansätze niedrigster Ordnung, also p = 1, ist die Tatsache

∇Vh,1 ⊂ Wh,1 (3.11)

nicht offensichtlich. Mit der Matrix G ∈ RNe×Nv , wobei Ne die Anzahl der Kanten
und Nv die Anzahl der Knoten des betrachteten FE -Netzes sein sollen und weiterhin

(G)kl =





−1 falls Kante k bei Knoten l beginnt

+1 falls Kante k bei Knoten l endet

0 sonst

(3.12a)

gelten soll, können die Gradienten der skalaren Ansatzfunktionen niedrigster Ord-
nung in der Form

[
∇v1 ∇v2 . . . ∇vNv

]
=
[
e1 e2 . . . eNe

]
G (3.12b)

dargestellt werden. Die MatrixG, welche die Inzidenzmatrix der Knoten und Kanten
des FE -Netzes darstellt, kann als diskrete Form des Gradienten-Operators interpre-
tiert werden. Da die Gradienten der skalaren Ansätze höherer Ordnung explizit in
der Basis des Wh,p vorliegen, kann die Definition des Gradienten-Operators auch
direkt auf diese verallgemeinert werden. Hieraus ergibt sich die Darstellung

[
∇v1 ∇v2 . . . ∇vNV

]

=
[
e1 e2 . . . eNe

. . . eNW
∇vNv+1 . . . ∇vNV

]
G̃ (3.12c)

mit

G̃ =



G 0

0 0

0 INV−Nv


 ∈ R

NW×NV , (3.12d)

wobei In für die (n× n)-Einheitsmatrix steht. Vereinfachend wird der diskrete Gra-
dienten-Operator im Folgenden immer mit G bezeichnet und keine Unterscheidung
zwischen G und G̃ vorgenommen.

3.3.2 Baum-Kobaum-Aufspaltung

Bei der Simulation elektromagnetischer Felder finden aufgrund ihrer Einfachheit im
Diskreten die Baum-Kobaum-Aufspaltung und die damit eng verbundene Baum-
Kobaum-Eichung häufig Anwendung. Zur Definition eines Baumes eines Graphen
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Abbildung 3.3.1: Beispielhaftes 2D FE -Netz.

sei an dieser Stelle auf die Literatur, wie zum Beispiel [CLRS09, Kapitel 23], verwie-
sen. Für die weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts wird angenommen, dass das
zugrunde liegende Feldgebiet topologisch einfach ist und einen zusammenhängenden
Dirichlet-Rand besitzt. Welche Modifikationen im Falle nicht zusammenhängender
Dirichlet-Ränder zu berücksichtigen sind, findet sich zum Beispiel in [Hil06, S. 26].
Ein einfaches zwei dimensionales FE -Netz, welches den angegebenen Anforderun-
gen genügt, ist in Abbildung 3.3.1 dargestellt. Ziel der Baum-Kobaum-Aufspaltung
ist im Diskreten die Zerlegung eines gegebenen Vektorfeldes A ∈ H (rot; Ω,ΓE) in
jene Anteile mit nicht verschwindender Rotation Ac ∈ Hc (rot; Ω,ΓE) und reine
Gradientenfelder ∇Ψ ∈ ∇H1 (Ω,ΓE) gemäß

A = Ac +∇Ψ mit ∇×Ac 6= 0. (3.13)

Hierbei handelt es sich nicht um eine Helmholtz-Zerlegung, da die beiden Anteile
nicht L2-orthogonal sind und für die Anteile mit nicht verschwindender Zirkulation
in der Regel auch

∇ ·Ac 6= 0 (3.14)

gilt, das heißt Ac ist nicht quellenfrei. Da sich die Konstruktion der Ansatzräume
für p = 1 und p ≥ 2 im Hinblick auf die Hinzunahme der reinen Gradienten un-
terscheidet, werden diese beiden Fälle separat betrachtet. Für p = 1 gilt wie in
Abschnitt 3.3.1 bereits gezeigt

∇Vh,1 ⊂ Wh,1 = R̃h,1 (3.15a)

mit

dimVh,1 = NV = Nn, (3.15b)

dimWh,1 = NW = Ne, (3.15c)
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Abbildung 3.3.2: Baum-Kobaum-Aufspaltung des FE -Netzes aus Abbildung 3.3.1

wobei Nn die Anzahl der freien Knoten und Ne die Anzahl der freien Kanten des
FE -Netzes sind. Unter den gemachten Einschränkungen hinsichtlich der Topologie
existieren im Wh,1 daher

Nc = Ne −Nn (3.16)

Ansatzfunktionen, welche keine reinen Gradientenfelder sind und eine nicht ver-
schwindende Rotation besitzen. Dieser Unterraum des R̃h,1 wird im Folgenden mit
R̃h,1

c und seine Dimension mit N
R

h,1
c

bezeichnet. Für letztere gilt

N
R

h,1
c

= Ne −Nn. (3.17)

Als Basis des R̃h,1
c werden mit Hilfe der Baum-Kobaum-Aufspaltung des FE -Netzes

aus den Ne Ansatzfunktionen des R̃h,1 Nc Ansatzfunktionen ausgewählt. Zur Be-
stimmung eines Baumes wird im Rahmen dieser Arbeit der Kruskal-Algorithmus
[Kru56] verwendet. Zur Berücksichtigung von etwaigen Restriktionen bei der Kon-
struktion des Baumes sei auf [Hal61] verwiesen. Eine mögliche Baum-Kobaum-Auf-
spaltung des FE -Netzes aus Abbildung 3.3.1 ist in Abbildung 3.3.2 dargestellt, wo-
bei die Baum-Kanten als dicke schwarze Linien, die Kobaum-Kanten als gestrichel-
te schwarze Linien, die freien Knoten als ausgefüllte schwarze Punkte und die am
Dirichlet-Rand liegenden und zu einem Superknoten zusammengefassten Knoten als
weiß gefüllte Punkte dargestellt sind. Die unabhängigen Zirkulationen sind in den
einzelnen Elementen als Kreise angedeutet. Da die Anzahl der Baum-Kanten Nt

gleich der Anzahl der freien Knoten Nn ist, gilt für die Anzahl der Kobaum-Kanten

Nc = Ne −Nt = Ne −Nn = N
R

h,1
c
, (3.18)

das heißt, ihre Anzahl entspricht der Dimension des R̃h,1
c . Werden als Basis für den

R̃h,1
c die den Kobaum-Kanten zugeordneten Ansatzfunktionen verwendet, so sind
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dadurch alle linear unabhängigen Zirkulationen aber keine reinen Gradientenfelder
darstellbar. Die gesuchte Aufspaltung des Wh,1 ergibt sich daher zu

Wh,1 = R̃h,1
c ⊕∇Vh,1. (3.19)

Aufgrund der gewählten Konstruktion für die Basis des Wh,p nach [Ing06] ist die
Aufspaltung für die Ansätze höherer Ordnung p ≥ 2 direkt gegeben, sofern für den
Raum Rh,p

c die Wahl

Rh,p
c =

{
R̃h,1

c für p = 1,

Rh,p−1
c ⊕ R̃h,p sonst

(3.20)

getroffen wird. Für den Wh,p ergibt sich hieraus die Darstellung

Wh,p = Rh,p
c ⊕ Vh,p, (3.21)

womit die gewünschte Aufspaltung erreicht ist.



Kapitel 4

Elektrische Feldformulierung

Ausgehend von den in Kapitel 2 und Kapitel 3 dargestellten Grundlagen wird in
diesem Kapitel die elektrische Feldformulierung des elektromagnetischen Randwert-
problems behandelt. Da sich die Formulierungen in einigen Punkten unterscheiden,
werden der verlustlose und der verlustbehaftete Fall getrennt voneinander in Ab-
schnitt 4.1 und Abschnitt 4.2 betrachtet. Nach der Vorstellung einiger vereinfachen-
der Annahmen und des vollständigen Randwertproblems in Abschnitt 4.1.1 bezie-
hungsweise Abschnitt 4.2.1 erfolgt die Herleitung der schwachen Formulierung in Ab-
schnitt 4.1.2 beziehungsweise Abschnitt 4.2.2 und der FE -Gleichungssysteme in Ab-
schnitt 4.1.3 beziehungsweise Abschnitt 4.2.3. Abschließend wird in Abschnitt 4.1.4
beziehungsweise Abschnitt 4.2.4 auf die Niederfrequenzeigenschaften beider Formu-
lierungen eingegangen.

4.1 Verlustloser Fall

4.1.1 Annahmen und Randwertproblem

Grundlage der weiteren Betrachtungen ist die beispielhafte Geometrie aus Abbil-
dung 4.1.1, in welcher zur Vereinfachung des Problems einige Annahmen getroffen
werden:

Für den in diesem Kapitel betrachteten verlustlosen Fall wird angenommen, dass
die elektrische Leitfähigkeit im gesamten Feldgebiet Ω verschwindet, das heißt

κ = 0. (4.1)

Es wird vorausgesetzt, dass alle Randbedingungen auf dem Rand Γ = ∂Ω vom

35



36 Elektrische Feldformulierung

ΓE : E × n̂ = Et × n̂ ΓH : H × n̂ = H t × n̂

µ, ǫ > 0, κ = 0

Jp 6= 0, ρ = 0

Abbildung 4.1.1: Verlustloses Randwertproblem.

Dirichlet- oder Neumann-Typ sind, wobei gelten soll:

ΓE ∪ ΓH = Γ, (4.2)

ΓE ∩ ΓH = ∅, (4.3)

ΓE 6= ∅. (4.4)

Sofern nicht anders erwähnt, wird angenommen, dass das Feldgebiet Ω eine triviale
Topologie und einen zusammenhängenden Rand ΓE besitzt. Für die eingeprägten
Ströme Jp aus (2.13) wird vorausgesetzt, dass sie divergenzfrei sind und dass kei-
nerlei Ströme über den Rand eingeprägt werden, sodass

∇ · Jp = 0 in Ω, (4.5a)

Jp · n̂ = 0 auf Γ = ∂Ω (4.5b)

gilt. Aufgrund der gemachten Einschränkungen reduziert sich die Kontinuitätsglei-
chung (2.11e) in diesem Fall auf

ρ = 0, (4.6)

und das elektromagnetische Randwertproblem lautet

∇×E = −jωB, in Ω, (4.7a)

∇×H = jωD + Jp, in Ω, (4.7b)

∇ ·D = 0, in Ω, (4.7c)

∇ ·B = 0, in Ω, (4.7d)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.7e)

H × n̂ = H0 × n̂ auf ΓH , (4.7f)
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mit den Konstitutivgleichungen nach (2.14)

D = ǫE in Ω, (4.8a)

B = µH ⇔ H = νB in Ω. (4.8b)

Für nicht verschwindende Kreisfrequenzen ω > 0 folgen die beiden Divergenzglei-
chungen (4.7c) und (4.7d) aufgrund der Identität (2.2) aus den Rotationsgleichungen
(4.7a) und (4.7b). Mit Hilfe der Konstitutivgleichungen ist es möglich, eine der bei-
den Feldgrößen E oder H aus den beiden verbleibenden Gleichungen zu eliminieren
und eine einzelne vektorielle Gleichung für die jeweils verbliebene Größe zu erhal-
ten. Beispielhaft wird an dieser Stelle die elektrische Feldformulierung betrachtet.
Die Herleitung der magnetischen Feldformulierung erfolgt auf analoge Weise. Um
die magnetische Erregung H aus den Gleichungen zur eliminieren wird (4.7a) mit
ν multipliziert, sodass sich für H die Darstellung

H = − 1

jω
ν∇×E (4.9)

ergibt. Wird dieser Zusammenhang zusammen mit (2.14a) in den Durchflutungssatz
nach (4.7b) eingesetzt, folgt

∇×
(
− 1

jω
ν∇×E

)
= jωǫE + Jp. (4.10)

Werden die Randbedingungen nach (4.7e) und (4.7f) ebenfalls ausschließlich durch
die elektrische Feldstärke ausgedrückt, ergibt sich das Randwertproblem

∇× (ν∇×E)− ω2ǫE = −jωJp in Ω, (4.11a)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.11b)

(ν∇×E)× n̂ = −jωH0 × n̂ auf ΓH , (4.11c)

welches als elektrische Feldformulierung bezeichnet wird. Im Gegensatz zu den Max-
well-Gleichungen kommt nur noch die elektrische FeldstärkeE als unbekannte Größe
vor. Durch die Elimination der magnetischen Erregung H ergibt sich in (4.11a) zur
Bestimmung der elektrischen Feldstärke E eine partielle Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung, während die Maxwell-Gleichungen (2.11) ein System von Differenzial-
gleichungen erster Ordnung darstellen. Anstatt die elektrische Feldformulierung wie
in (4.11) in Abhängigkeit der Kreisfrequenz ω anzugeben, ist es möglich, diese mit
Hilfe der Freiraumwellenzahl k0 zu formulieren. In diesem Fall lautet die elektrische
Feldformulierung

∇× (νr∇×E)− k20ǫrE = −jk0η0Jp in Ω, (4.12a)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.12b)

(νr∇×E)× n̂ = −jk0η0H0 × n̂ auf ΓH , (4.12c)
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wobei

η0 =

√
µ0

ǫ0
(4.13)

die Feldwellenimpedanz des Vakuums ist. Im Hinblick auf eine numerische Berech-
nung der Felder ist die Umformulierung in Abhängigkeit der Wellenzahl sinnvoll, da
so die Einträge in den vorkommenden Matrizen in einer vergleichbaren Größenord-
nung liegen, was sich vorteilhaft auf die Kondition der resultierenden Gleichungssys-
teme auswirkt. Das so gegebene Randwertproblem (4.12) mit inhomogenen Dirichlet-
Randbedingungen kann aufgrund der angenommenen Linearität durch eine Aufspal-
tung der elektrischen Feldstärke der Form

E = Ed +Eh (4.14)

in ein Randwertproblem mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen für das Teil-
feld Eh transformiert werden. Hierbei wird vorausgesetzt, dass für Ed und Eh die
Zusammenhänge

Ed ∈ A (rot; Ω; ΓE) , (4.15a)

Eh ∈ H (rot; Ω,ΓE) (4.15b)

mit den jeweiligen Räumen nach (2.41) bzw. (2.39) gelten und Ed weiterhin der
Bedingung

Ed × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE (4.16)

genügt. Einsetzen der Aufspaltung (4.14) in (4.12) führt somit auf

∇× (νr∇×Eh)− k20ǫrEh = −jk0η0Jp −∇× (νr∇×Ed)

+ k20ǫrEd

in Ω, (4.17a)

Eh × n̂ = 0 auf ΓE, (4.17b)

(νr∇×Eh)× n̂ = −jk0η0H0 × n̂

− (νr∇×Ed)× n̂
auf ΓH . (4.17c)

Die inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen können somit auch über eine Modifi-
kation der eingeprägten Quellen und der Neumann-Randbedingungen berücksichtigt
werden. Aus diesem Grund wird im weiteren Verlauf nur das Randwertproblem mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen betrachtet, was der Bedingung

E0 = 0 (4.18)

entspricht, und auf den Index h zur Hervorhebung der homogenen Lösung verzichtet.
Das betrachtete Randwertproblem lautet somit

∇× (νr∇×E) + (jk0)
2 ǫrE = −jk0η0Jp in Ω, (4.19a)

E × n̂ = 0 auf ΓE, (4.19b)

(νr∇×E)× n̂ = −jk0η0H0 × n̂ auf ΓH . (4.19c)
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4.1.2 Schwache Formulierung des Randwertproblems

Das Randwertproblem (4.19) besitzt nur in Sonderfällen eine klassische Lösung. Ins-
besondere bei sprunghaften Änderungen der Materialeigenschaften an Grenzflächen
innerhalb des Feldgebietes existiert keine klassische Lösung im gesamten Feldgebiet.
Um die entsprechenden Fälle zu behandeln wird im Folgenden die schwache Form
des Randwertproblems (4.19) hergeleitet. Hierzu gibt es verschiedene Zugänge über
Variationsformulierungen, vgl. [Cen91], [SF96, S. 96], oder über die Methode der
gewichteten Residuen, vgl. [Jin02, S. 22], [ZC06, S. 92f]. Die beiden Verfahren sind
äquivalent [Bos97] und führen zu den selben Bestimmungsgleichungen für die Felder.
Der Vorteil der Methode der gewichteten Residuen im Vergleich zu den Variations-
formulierungen liegt darin, dass die Kenntnis eines geeigneten Funktionals, welches
stationär gemacht werden soll, a priori nicht erforderlich ist, weshalb sich die im
Folgenden dargestellte Vorgehensweise an dieser Methode orientiert. Hierzu wird
in (4.19) das Skalarprodukt mit einer beliebigen Testfunktion e ∈ H0 (rot; Ω,ΓE)
gebildet und anschließend über das Feldgebiet Ω integriert, was auf

∫

Ω

e · (∇× (νr∇×E)) dΩ + (jk0)
2

∫

Ω

e · (ǫrE) dΩ = −jk0η0
∫

Ω

e · Jp dΩ

(4.20)

führt. Mit der Identität

∇ · (v ×w) = w · (∇× v)− v · (∇×w) (4.21)

und dem Gaußschen Satz ergibt sich für das erste Integral in (4.20)

∫

Ω

e · (∇× (νr∇×E)) dΩ =

∮

∂Ω

((νr∇×E)× e) · n̂ dΓ

+

∫

Ω

∇ × e · (νr∇×E) dΩ. (4.22)

Einsetzen von (4.22) in (4.20) und Umsortieren der Terme führt auf die Gleichung

∫

Ω

∇× e · (νr∇×E) dΩ + (jk0)
2

∫

Ω

e · (ǫrE) dΩ =

− jk0η0

∫

Ω

e · Jp dΩ +

∮

∂Ω

((νr∇×E)× n̂) · e dΓ. (4.23)
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Gemäß (4.2) kann für das Randintegral auf der rechten Seite von (4.23) eine Auf-
spaltung in der Form

∮

∂Ω

((νr∇×E)× n̂) · e dΓ =

∫

ΓE

((νr∇×E)× n̂) · e dΓ

+

∫

ΓH

((νr∇×E)× n̂) · e dΓ (4.24)

durchgeführt werden. Aufgrund der zyklischen Vertauschbarkeit des Spatprodukts
und der Tatsache, dass e ∈ H0 (rot; Ω,ΓE) gewählt wurde, weshalb

e× n̂ = 0 auf ΓE (4.25)

gilt, folgt, dass das erste Randintegral auf der rechten Seite von (4.24) verschwin-
det. Im zweiten vorkommenden Integral kann die Randbedingung (4.19c) ausgenutzt
werden, um die unbekannte elektrische Feldstärke durch eine bekannte Größe aus-
zudrücken. Für den Beitrag durch das Randintegral folgt daher∮

∂Ω

((νr∇×E)× n̂) · e dΓ = −jk0η0
∫

ΓH

e · (H0 × n̂) dΓ. (4.26)

Zusammenfassend lautet die schwache Formulierung des Randwertproblems (4.19):
Finde E ∈ H0 (rot; Ω,ΓE), sodass für alle e ∈ H0 (rot; Ω,ΓE)

∫

Ω

∇× e · (νr∇×E) dΩ + (jk0)
2

∫

Ω

e · (ǫrE) dΩ =

− jk0η0

∫

Ω

e · Jp dΩ − jk0η0

∫

ΓH

e · (H0 × n̂) dΓ (4.27)

gilt. Hinreichende Glattheit der Materialparameter νr und ǫr sowie der elektrischen
Feldstärke E und Regularität des Randes Γ vorausgesetzt, kann gezeigt werden,
dass die Lösung von (4.27) mit der klassischen Lösung von (4.19) übereinstimmt.
Zur Motivation des Vorgehens sei hierbei auf [EEHJ96, S. 179ff] verwiesen. Um im
weiteren Verlauf die Notation etwas kompakter zu halten, werden die Bilinear- und
Linearformen

Sν (v,w) =

∫

Ω

∇×w · (ν∇× v) dΩ, (4.28a)

T ǫ (v,w) =

∫

Ω

w · (ǫv) dΩ, (4.28b)

bJ (w) = η0

∫

Ω

w · Jp dΩ, (4.28c)

bH (w) = η0

∫

ΓH

w · (H0 × n̂) dΓ (4.28d)
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eingeführt. Mit diesen kann die schwache Formulierung (4.29) in der äquivalenten
Form

Sν (E, e) + (jk0)
2 T ǫ (E, e) = −jk0bJ (e)− jk0bH (e) (4.29)

angegeben werden. Da die Materialtensoren als symmetrisch, reellwertig und positiv
definit vorausgesetzt wurden, sind die beiden Bilinearformen Sν (·, ·) bzw. Tǫ (·, ·)
ebenfalls symmetrisch und positiv semidefinit bzw. positiv definit. Die Bilinearform
Sν (·, ·) ist nur positiv semidefinit, da wegen der Identität (2.26) für den Gradienten
einer beliebigen skalaren Funktion v ∈ H1 (Ω)

Sν (∇v, ·) = 0, (4.30a)

Sν (·,∇v) = 0 (4.30b)

und somit auch

Sν (∇v,∇v) = 0 (4.30c)

gilt, auch wenn ∇v 6= 0 ist.

4.1.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Die schwache Formulierung des elektromagnetischen Randwertproblems aus Ab-
schnitt 4.1.2 dient als Ausgangspunkt für die Herleitung des FE -Gleichungssystems.
Da der Raum H0 (rot; Ω,ΓE) unendlich dimensional ist, ist auch das durch (4.27)
gegebene Problem unendlich dimensional und somit für eine numerische Lösung un-
geeignet. Aus diesem Grund wird der Raum, in welchem die elektrische Feldstärke
gesucht wird, auf den zuvor in Kapitel 3 definierten endlich dimensionalen Unter-
raum Wh,p

0 eingeschränkt. Für die elektrische Feldstärke E ergibt sich hieraus die
Darstellung

E =
∑

l

xE,lel mit el ∈ Wh,p
0 . (4.31)

Die so definierte elektrische Feldstärke E wird im Allgemeinen nicht mit der ex-
akten Lösung des Randwertproblem übereinstimmen, sodass (4.29) nicht mehr für
alle e ∈ H (rot; Ω,ΓE) erfüllt ist. Der Raum der Testfunktionen muss daher eben-
falls auf einen endlich dimensionalen Teilraum Wh,p

0 ⊂ H (rot; Ω,ΓE) eingeschränkt
werden. Im allgemeinsten Fall müssen die Räume der Ansatz- und Testfunktionen
nicht übereinstimmen, was gerade im Bereich der Integralgleichungsverfahren als
zusätzlicher Freiheitsgrad genutzt wird, wie zum Beispiel in [PRM97, S. 418] oder
[BC07], um die Eigenschaften der resultierenden Matrizen zu beeinflussen. Da in
dieser Arbeit ein Galerkin-Ansatz betrachtet wird, werden als Testfunktionen die
gleichen Funktionen gewählt wie für die Ansatzfunktionen, woraus für (4.29)

Sν (E, ek) + (jk0)
2 T ǫ (E, ek) = −jk0bJ (ek)− jk0bH (ek) ∀ ek ∈ Wh,p

0

(4.32)
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folgt. Dieser Zusammenhang kann wegen der Darstellung der elektrischen FeldstärkeE
wie in (4.31) als lineares Gleichungssystem für die Koeffizienten xE,l in der Form

(
SνEE + (jk0)

2
Tǫ
EE

)
xE = −jk0 (bE,J + bE,H) (4.33)

angegeben werden, wobei

SνEE ∈ R
NW0

×NW0 , (SνEE)kl = Sν (el, ek) =

∫

Ω

∇× ek · (νr∇× el) dΩ,

(4.34a)

Tǫ
EE ∈ R

NW0
×NW0 , (Tǫ

EE)kl = T ǫ (el, ek) =

∫

Ω

ek · (ǫrel) dΩ, (4.34b)

xE ∈ C
NW0 , (xE)k = xE,k, (4.34c)

bE,J ∈ C
NW0 , (bE,J)k = bJ (ek) = η0

∫

Ω

ek · J dΩ, (4.34d)

bE,H ∈ C
NW0 , (bE,H)k = bH (ek) = η0

∫

ΓH

ek · (H0 × n̂) dΓ (4.34e)

gelten soll. Die so definierten Matrizen SνEE und Tǫ
EE haben die gleichen Eigen-

schaften wie die Bilinearformen (4.28a) und (4.28b), aus denen sie hervorgehen.
Dies bedeutet, dass SνEE eine reelle, symmetrische, positiv semidefinite Matrix ist,
während Tǫ

EE reell, symmetrisch und positiv definit ist.

4.1.4 Eigenwertstruktur und Niederfrequenzverhalten

Die folgenden Betrachtungen orientieren sich am Vorgehen aus [DEB96, DEPL99,
DEPL00]. Es wird angenommen, dass der Dirichletrand ΓE in Nel nicht zusam-
menhängende Komponenten ΓE,i zerfällt, das heißt

ΓE =

Nel⋃

i=1

ΓE,i, (4.35)

wobei

ΓE,i ∩ ΓE,j = ∅ falls i 6= j (4.36)

gelten soll. Wird unter diesen Voraussetzungen das zu (4.33) gehörende verallgemei-
nerte Eigenwertproblem in der Form

SνEExE,i = k2E,iT
ǫ
EExE,i (4.37)



Verlustloser Fall 43

betrachtet, so gilt für die Eigenpaare
(
k2E,i,xE,i

)
aufgrund der Eigenschaften der

Matrizen SνEE und Tǫ
EE, dass

k2E,i ∈ R, xE,i ∈ R
NW0 , i = 1, . . . , NW0 , (4.38)

wobei eine Sortierung der Eigenwerte in der Form

0 ≤ k2E,1 ≤ k2E,2 ≤ · · · ≤ k2E,N (4.39)

angenommen wird. Die Eigenvektoren können so normiert werden, dass sie Tǫ
EE-

normal sind, das heißt

xTE,iT
ǫ
EExE,j = δij, (4.40)

wobei δij das Kronecker-Symbol mit

δij =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
(4.41)

darstellt. Mit der durch die Eigenvektoren xE,i gebildeten Matrix

XE =
(
xE,1|xE,2| . . . |xE,NW0

)
(4.42)

folgt für die beiden Matrizen Tǫ
EE und SνEE

XT
ET

ǫ
EEXE = INW0

, (4.43a)

XT
ES

ν
EEXE = diag{k2E,i}, (4.43b)

wobei diag{k2E,i} eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten entlang der Hauptdiago-

nalen ist. Die resultierenden Eigenpaare
(
k2E,i,xE,i

)
gehören einer der drei folgenden

Klassen an:

a) Es handelt sich um unphysikalische Quellenfelder, welche im Nullraum der
Rotation liegen, aber der Divergenz-Bedingung (4.7c) nicht genügen, sodass

∇ · ǫEa 6= 0 (4.44)

beziehungsweise in schwacher Form

∃v ∈ Vh,p0 : T ǫ (Ea,∇v) 6= 0 (4.45)

gilt. Die zu diesen Eigenwerten gehörenden Felder können durch Gradienten
skalarer Felder dargestellt werden, sodass sich im FE -Kontext aufgrund der
diskreten Sequenzeigenschaft (3.3) und der Konstruktion der Räume Vh,p0 und
Wh,p

0 für die Felder die Darstellung

Ea =

NV0∑

k=1

xV,a,k∇vk, vk ∈ Vh,p0 (4.46)
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ergibt, während der Koeffizientenvektor xE,a mit Hilfe des diskreten Gradi-
enten-Operators (3.12) in der Form

xE,a = GxV,a (4.47)

angegeben werden kann. Mit (4.46) und (4.47) lautet (4.45) in Matrixform

∃xV ∈ R
NV0 : xTVG

TTǫ
EEGxV,a 6= 0 (4.48)

beziehungsweise äquivalent hierzu

GTTǫ
EEGxV,a 6= 0. (4.49)

Die Anzahl aN dieser Art von Nulleigenwerten entspricht der Dimension des
Vh,p0 , sodass gilt:

aN = NV0 = dimVh,p0 . (4.50)

b) Neben den zuvor genannten unphysikalischen Nulleigenwerten existiert unter
den gemachten Voraussetzungen hinsichtlich des Randes eine weitere Klasse
von Nulleigenwerten k2E,b = 0. Hierbei handelt es sich um Approximationen
statischer Moden für die

T ǫ (Eb,∇v) = 0 ∀v ∈ Vh,p0 (4.51)

gilt, welche in Vh,p0 im schwachen Sinne divergenzfrei sind. Ihre Anzahl ent-
spricht der Dimension des H1 (Ω) aus (2.45) und ist um eins geringer als die
Anzahl der nicht zusammenhängenden Komponenten des Dirichlet-Randes,
das heißt

bN = dimH1 (Ω) = Nel − 1. (4.52)

c) Bei den restlichen Eigenpaaren handelt es sich um Näherungen für die physi-
kalischen Resonanzen der betrachteten Struktur mit nicht verschwindendem
Eigenwert k2E,c > 0. Für ihre Anzahl cN gilt

cN = dimWh,p
0 − dimVh,p0 − dimH1 (Ω) . (4.53)

Somit hat das verallgemeinerte Eigenwertproblem (4.37) neben den physikalischen
Nulleigenwerten eine weitere Klasse von Nulleigenwerten, deren Anzahl von der Di-
mension des Vh,p0 und somit vom gegebenen FE -Netz und dem polynomiellen Grad
der Ansatzfunktionen abhängig ist. Mit Hilfe dieser Betrachtungen können auch im
Anregungsfall (4.33) Aussagen über das Verhalten der Eigenwerte der dort auftre-
tenden Systemmatrix

MEE = SνEE + (jk0)
2
Tǫ
EE (4.54)
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für den Fall k20 > 0 gemacht werden. Wird der Rayleigh-Koeffizient dieser System-
matrix mit einem der Eigenvektoren xE,i des verallgemeinerten Eigenwertproblems
(4.37) gebildet, so gilt

ρ (xE,i) =
xTE,i

(
SνEE + (jk0)

2
Tǫ
EE

)
xE,i

xTE,ixE,i
(4.55a)

(4.37)
=

(
k2E,i − k20

) xTE,iTǫ
EExE,i

xTE,ixE,i
(4.55b)

(4.40)
=

k2E,i − k20
‖xE,i‖2

. (4.55c)

Wird das Anregungsproblem (4.33) von links mit der Matrix XT
E aus (4.43a) multi-

pliziert und außerdem die Variablentransformation

xE = XEx̃E (4.56)

durchgeführt, so gilt

XT
E

(
SνEE + (jk0)

2
Tǫ
EE

)
XEx̃E = −jk0XT

E (bE,J + bE,H) . (4.57)

Wegen (4.43) folgt für x̃E bzw. xE die Darstellung

x̃E = −jk0 diag{
1

k2E,i − k20
}XT

E (bE,J + bE,H) , (4.58a)

xE = −jk0XE diag{ 1

k2E,i − k20
}XT

E (bE,J + bE,H) (4.58b)

= −jk0
NW

,
0∑

i=1

xE,i
xTE,i (bE,J + bE,H)

k2E,i − k20
. (4.58c)

Aus dem Trägheitssatz von Sylvester [Par98, S. 11] und dem Courant-Fischer-
Theorem [Par98, S. 206] folgen für die Eigenwerte λE,i der Systemmatrix MEE des
ursprünglichen Gleichungssystems die Aussagen

sgn(λE,i) = sgn(k2E,i − k20), (4.59a)

|k2E,i − k20|τmin ≤ |λE,i| ≤ |k2E,i − k20|τmax, (4.59b)

wobei τmin den kleinsten und τmax den größten Eigenwert der symmetrischen, positiv
definiten MatrixTǫ

EE bezeichnet. Die Eigenpaare (λE,i,xE,i) der SystemmatrixMEE

können, wie zuvor beim verallgemeinerten Eigenwertproblem (4.37), in drei Klassen
unterteilt werden:

A) Hierbei handelt es sich um negative Eigenwerte λE,A < 0, welche mit den
unphysikalischen Quellenfeldern des Typs a des verallgemeinerten Eigenwert-
problems assoziiert sind. Ihre Anzahl AN entspricht ebenfalls der Dimension
des Vh,p0 , das heißt es gilt

AN = dimVh,p0 . (4.60)
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B) Die Eigenwerte dieses Typs sind ebenfalls negativ und sind mit den Eigen-
werten des Typs b des verallgemeinerten Eigenwertproblems assoziert. Für
ihre Anzahl gilt daher

BN = dimH1 (Ω) = Nel − 1. (4.61)

C) Die Eigenwerte des Typs C sind jenen des Typs c des verallgemeinerten
Eigenwertproblems zugeordnet. Ihre Anzahl CN entspricht der Anzahl der
Eigenwerte cN , sodass

CN = dimWh,p
0 − dimVh,p0 − dimH1 (Ω) (4.62)

gilt. Hinsichtlich ihres Vorzeichens unterteilen sie sich im Gegensatz zu den
beiden anderen Typen jedoch in zwei Klassen. Wird angenommen, dass

k2E,c1 ≤ k2E,c2 ≤ · · · ≤ k2E,cn ≤ k20 ≤ k2E,cn+1
≤ · · · ≤ k2E,cN (4.63)

sowie

kE,ci 6= k0, i = 1, . . . , cN , (4.64)

gilt, so folgt, dass

Cn = cn (4.65a)

Eigenwerte des Typs C negativ sind, während die restlichen

Cp = CN − Cn (4.65b)

Eigenwerte ein positives Vorzeichen haben. Ist das betrachtete Feldgebiet Ω
im Vergleich zur Wellenlänge nicht zu groß, was in praxisrelevanten Fällen
gegeben ist, so gilt Cn ≪ Cp.

Die Verteilung der positiven und negativen Eigenwerte ist für das Konvergenzverhal-
ten von iterativen Lösern von Interesse [Hil06], worauf an dieser Stelle jedoch nicht
näher eingegangen werden soll. Wichtig für die Stabilitätseigenschaften der verwen-
deten Formulierung sind jedoch die Eigenwerte der Typen A und B der System-
matrix, also gerade jene Eigenwerte welche Nulleigenwerten des verallgemeinerten
Eigenwertproblems zugeordnet sind. Wie aus (4.59b) hervorgeht, konvergieren diese
im Anregungsfall mit sinkender Wellenzahl k0 → 0 gegen Null. Jene Eigenwerte,
welche den statischen Moden entsprechen, lassen sich durch die Vorgabe geeigneter
integraler Randbedingungen entfernen, sodass diese kein Problem mehr darstellen.
Für den Fall eines magnetostatischen Randwertproblems werden die entsprechenden
integralen Randbedingungen zum Beispiel in [Bos97, S. 164] vorgestellt, wobei das
Vorgehen im Fall der vorliegenden elektrischen Feldformulierung analog ist. Als Ur-
sache für die Niederfrequenzinstabilität der elektrischen Feldformulierung verbleiben
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die Eigenwerte des Typs A. Das liegt daran, dass die Forderung nach Quellenfrei-
heit des elektrischen Feldes (4.7c) in der elektrischen Feldformulierung (4.12a) nur
in frequenzskalierter Form berücksichtigt wird, was durch Divergenzbildung unter
Ausnutzung der Identität (2.2) erkennbar ist:

∇ · [∇× (νr∇×E)]︸ ︷︷ ︸
(2.2)
= 0

−k20∇ · ǫrE = −jk0η0 ∇ · Jp︸ ︷︷ ︸
=0

⇔ k20∇ · ǫrE = 0. (4.66)

In der schwachen Form (4.27) beziehungsweise (4.29) entspricht das Bilden der Di-
vergenz dem Testen mit reinen Gradientenfeldern, das heißt

Sν (E,∇v)︸ ︷︷ ︸
(4.30)

= 0

+(jk0)
2 T ǫ (E,∇v) = −jk0 bE,J (∇v)︸ ︷︷ ︸

(4.5)
= 0

−jk0bE,H (∇v) . (4.67)

Im Grenzfall k0 → 0 verschwinden alle Terme der Gleichung und es zeigt sich, dass
jene Funktionen aus dem Nullraum der Rotation, welche den Randbedingungen
genügen, im Fall k0 = 0 keinen weiteren Bedingungen unterworfen sind. Solange
k0 6= 0 gilt, ist die Divergenzbedingung (4.7c) aufgrund der Sequenzeigenschaft
(2.56) implizit in der schwachen Form (4.27) enthalten. Im Grenzfall k0 = 0 gilt dies
jedoch nicht mehr. Insbesondere ergibt sich ausgewertet für die Nulleigenwerte von
(4.37) aus (4.59a) und (4.59b) für die den Nulleigenwerten zugeordneten Eigenwerte
λE,i des Anregungsproblems die Abschätzung

|k2E,i − k20|τmin ≤ |λE,i| ≤ |k2E,i − k20|τmax

kE,i=0⇔ −k20τmax ≤ λE,i ≤ −k20τmin.

(4.68)

Hieraus wird deutlich, dass die Eigenwerte im Fall k0 → 0 mit k20 gegen Null konver-
gieren, da τmin, τmax < ∞ gilt. Im diskreten Fall wird der gleiche Sachverhalt durch
(4.33) widergegeben. Da die Ansatzfunktionen so gewählt wurden, dass sie der dis-
kreten Sequenzeigenschaft (3.3) genügen, ist die Bedingung der Divergenzfreiheit
der Felder ebenfalls implizit im entsprechenden Gleichungssystem enthalten. Wegen
der endlichen Genauigkeit bei der Darstellung der Matrixeinträge von (4.33) kommt
es jedoch bereits bei der Betrachtung von Wellenzahlen 0 < k0 ≪ 1 m−1 aufgrund
von Auslöschung zu Schwierigkeiten. Es kann daher immer eine Wellenzahl k0 > 0
gefunden werden, sodass der mit k20 skalierte Beitrag der Matrix Tǫ

EE zur Gesamt-
systemmatrix im Rahmen der Maschinengenauigkeit nicht mehr vollständig berück-
sichtigt wird. Selbst für den Fall, dass die elektrische Feldformulierung stabilisiert
wird, zum Beispiel unter Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren zur expliziten
Berücksichtigung der Divergenzbedingung wie in [KMEK90, SSBS10], wird dadurch
das Niederfrequenzproblem nicht vollständig gelöst. Zwar ist eine Approximation der
elektrischen Feldstärke mit diesem Vorgehen im Niederfrequenzfall möglich, aber da
elektrische und magnetische Felder im verlustfreien Fall bei Betrachtung des stati-
schen Grenzfalls vollständig voneinander entkoppelt sind, ist eine Rekonstruktion
der magnetischen Felder aus den berechneten elektrischen Feldern nicht möglich.
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Abbildung 4.1.2: Verlustloser Hohlraumresonator. Die zugrunde liegende Geometrie
und das FE -Netz sind dargestellt. Für die Materialparameter wird µ = µ0, ǫ = ǫ0
und κ = 0 angenommen, auf dem Rand gilt E × n̂ = 0.

Die Bestimmung von Netzwerkparametern, welche mit der im System gespeicher-
ten magnetischen Energie zusammenhängen, wie zum Beispiel Induktivitäten, kann
somit in diesem Fall nicht durchgeführt werden.

4.1.5 Numerische Ergebnisse

Als Randwertproblem wird die Struktur aus Abbildung 4.1.2 betrachtet, welche
einen einfachen leeren Hohlraumresonator darstellt, das heißt, es gilt

µ = µ0, (4.69)

ǫ = ǫ0, (4.70)

κ = 0 (4.71)

im Feldgebiet Ω und auf dem Rand Γ = ΓE = ∂Ω

E × n̂ = 0. (4.72)

Dieses Randwertproblem hat den Vorteil, dass die Eigenwerte und -funktionen ana-
lytisch berechenbar und in der Literatur, siehe [Har01, S. 155ff], [Poz05, S. 278ff],
dokumentiert sind. Außerdem ist die Geometrie bei Verwendung geradliniger Te-
traeder im FE -Kontext exakt darstellbar, sodass sich keine zusätzlichen Fehler in
der Lösung aufgrund einer Approximation des Feldgebietes ergeben. Da das Feld-
gebiet nur einen einzigen zusammenhängenden Dirichlet-Rand besitzt, existieren
keine physikalisch sinnvollen Nulleigenwerte. In Tabelle 4.1 sind die ersten physi-
kalischen Eigenmoden aufgelistet. Die analytischen Eigenwellenzahlen ergeben sich
nach [Har01, S. 155ff] zu

γlmn = ±j
√(

lπ
a

)2
+
(
mπ
b

)2
+
(
nπ
c

)2
(4.73)
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 194.3518j 4.6 · 10−4 6.2 · 10−6 8.6 · 10−9

TE210 307.2972j 4.9 · 10−4 2.0 · 10−5 8.7 · 10−8

TE120 307.2972j 2.4 · 10−3 5.8 · 10−5 3.3 · 10−7

TM011 338.3760j 5.7 · 10−3 8.9 · 10−7 7.5 · 10−8

TE101 338.3760j 4.0 · 10−4 2.9 · 10−5 1.5 · 10−7

TM111 365.2186j 4.3 · 10−3 1.5 · 10−5 1.9 · 10−7

TE111 365.2186j 3.7 · 10−4 3.5 · 10−5 2.1 · 10−7

Tabelle 4.1: Eigenwerte der Feldformulierung im verlustlosen Fall: Analytisch be-
rechnete Eigenwerte des verlustlosen Resonators und relative Fehler der numerisch
berechneten Näherungslösungen für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

mit a = b = 0.9 in = 22.86 mm und c = 0.4 in = 10.16 mm und der relative Fehler
elmn,i wird anhand von

elmn,i =
|γlmn,i − γlmn|

|γlmn|
(4.74)

bestimmt, wobei γlmn,i der aus dem Eigenwertproblem

(
Sν + γ2lmn,iT

ǫ
)
xlmn,i = 0 (4.75)

bestimmte Eigenwert bei Verwendung von Ansätzen i-ter Ordnung ist. Wie anhand
von Tabelle 4.1 zu erkennen ist, werden die physikalischen Eigenwerte durch das
diskretisierte System sehr gut angenähert. Wie zuvor bereits diskutiert und in Ab-
bildung 4.1.3 dargestellt, ergeben sich aus der elektrischen Feldformulierung neben
den physikalisch sinnvollen Eigenwerten auch unphysikalische Nulleigenwerte. Da
das System verlustfrei ist, liegen alle Eigenwerte auf der imaginären Achse.

Abschließend ist in Abbildung 4.1.4 die Konditionszahl κ2 (A) [TB97, S. 94f] der
Systemmatrix A

A = SνEE + (jk0)
2
Tǫ
EE (4.76)

des Resonatorproblems in Abhängigkeit der Wellenzahl beziehungsweise Frequenz
dargestellt. Während die Konditionszahl im Hochfrequenzfall vergleichsweise klei-
ne Werte annimmt, zeigt sich beim Übergang k0 → 0, dass das Gleichungssystem
immer schlechter konditioniert und die Lösung daher immer anfälliger für Rundungs-
fehler wird. Die Ausbildung des Plateaus bei niedrigen Frequenzen ist hierbei auf
die Maschinengenauigkeit zurückzuführen, da die reinen Gradientenfelder niedrigs-
ter Ordnung nur implizit vorliegen und deren Berechnung daher Rundungsfehler
behaftet ist.
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Abbildung 4.1.3: Eigenwertverteilung der Feldformulierung im verlustlosen Fall: La-
ge der Eigenwerte des verlustlosen Resonators in der komplexen Ebene für Polynom-
grad p = 1. Physikalische Eigenwerte sind als schwarze Punkte und unphysikalische
Eigenwerte als graue Kreise dargestellt.
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Abbildung 4.1.4: Konditionierung der Feldformulierung im verlustlosen Fall: Fre-
quenzabhängigkeit der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix der Feldformulie-
rung für das verlustlose Resonatorproblem für Polynomgrad p = 1, 2, 3.
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ΓE : E × n̂ = E0 × n̂ ΓH : H × n̂ = H0 × n̂

µ, ǫ, κ > 0

Jp 6= 0, ρ 6= 0

Abbildung 4.2.1: Verlustbehaftetes Randwertproblem.

4.2 Verlustbehafteter Fall

Im Folgenden werden ähnliche Betrachtungen wie in Abschnitt 4.1 für den verlust-
behafteten Fall durchgeführt, um zu zeigen, dass auch in diesem Fall eine Niederfre-
quenzinstabilität der elektrischen Feldformulierung auftritt.

4.2.1 Annahmen und Randwertproblem

Im Gegensatz zum verlustlosen Fall aus Abschnitt 4.1 wird in diesem Abschnitt
angenommen, dass, wie in Abbildung 4.2.1 dargestellt, im gesamten betrachteten
Feldgebiet Ω für die elektrische Leitfähigkeit κ > 0 gilt.

Außer den durch die nicht verschwindende Leitfähigkeit verursachten Leitungsver-
lusten sollen keine weiteren Verluste auftreten, das heißt, Polarisationsverluste oder
Verluste durch Impedanzrandbedingungen werden nicht betrachtet. Die betrachte-
ten Randbedingungen sind, wie in Abschnitt 4.1, vom Dirichlet- oder Neumann-Typ,
und es gilt:

ΓE ∪ ΓH = Γ, (4.77a)

ΓE ∩ ΓH = ∅, (4.77b)

ΓE 6= ∅. (4.77c)

Ebenso wie in Abschnitt 4.1.1 wird für die eingeprägte Stromdichte Jp angenommen,
dass

∇ · Jp = 0 in Ω (4.78)
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gilt. Die Voraussetzung (4.5b) wird im verlustbehafteten Fall gelockert, sodass

Jp · n̂ = 0 auf ΓE (4.79a)

Jp · n̂ 6= 0 auf ΓH (4.79b)

erlaubt wird. Während in Abschnitt 4.1 aus der Quellenfreiheit der eingeprägten
Ströme das Verschwinden der Raumladungsdichte ρ folgt, gilt dies für das aktuell
betrachtete Problem wegen

∇ · J + jωρ
(2.13)
= ∇ · (Jp + J s) + jωρ

(4.78)
= ∇ · J s + jωρ

(2.11e)
= 0 (4.80)

nicht. Die relevanten Gleichungen für das vorliegende Randwertproblem lauten daher

∇×E = −jωB in Ω, (4.81a)

∇×H = jωD + J s + Jp in Ω, (4.81b)

∇ · J s = −jωρ in Ω, (4.81c)

∇ ·D = ρ in Ω, (4.81d)

∇ ·B = 0 in Ω, (4.81e)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.81f)

H × n̂ = H0 × n̂ auf ΓH . (4.81g)

Dabei ist zu beachten, dass (4.81c) und (4.81d) zu

∇ · J s + jω∇ ·D = 0 (4.82)

zusammengefasst werden können, was der Divergenz von (4.81b) entspricht. Die
Raumladungsdichte ρ kann im Anschluss an die Berechnung der Felder aus (4.81d)
bestimmt werden und tritt aufgrund der gemachten Annahmen nicht als unabhängi-
ge Quellgröße in den Gleichungen auf. Werden diese Zusammenhänge berücksichtigt,
so lautet das Randwertproblem

∇×E = −jωB in Ω, (4.83a)

∇×H = jωD + J s + Jp in Ω, (4.83b)

∇ · J s + jω∇ ·D = 0 in Ω, (4.83c)

∇ ·B = 0 in Ω, (4.83d)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.83e)

H × n̂ = H0 × n̂ auf ΓH , (4.83f)

zusammen mit den Konstitutivgleichungen nach (2.14)

D = ǫE in Ω, (4.84a)

H = νB in Ω, (4.84b)

J s = κE in Ω. (4.84c)
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Für nicht verschwindende Kreisfrequenzen ω > 0 gilt, analog zum verlustfreien
Fall, dass (4.83c) und (4.83d) aus (4.83b) und (4.83a) folgen. Multiplikation von
(4.83a) mit ν, Ausnutzen der Konstitutivgleichungen (2.14), anschließendes Bilden
der Rotation dieser Gleichung und Einsetzen von (4.83b) führt auf die, zu (4.83)
äquivalente, elektrische Feldformulierung in frequenzabhängiger Form:

∇× ν∇×E + jωκE − ω2ǫE = −jωJp in Ω, (4.85a)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.85b)

(ν∇×E)× n̂ = −jωH0 × n̂ auf ΓH . (4.85c)

Hierbei wurde die Darstellung von H nach (4.9) verwendet. Die zu (4.12) analoge
Formulierung von (4.85) in Abhängigkeit der Freiraumwellenzahl k0 lautet

∇× νr∇×E + jk0κrE + (jk0)
2 ǫrE = −jk0η0Jp in Ω, (4.86a)

E × n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (4.86b)

(νr∇×E)× n̂ = −jk0η0H0 × n̂ auf ΓH , (4.86c)

mit der zusätzlichen Abkürzung κr = η0κ. Bis auf den Term jk0κrE und die abwei-
chenden Annahmen bezüglich der eingeprägten Ströme ist die Formulierung iden-
tisch mit jener aus (4.12). Der Einfachheit halber wird im Folgenden angenommem,
dass

E × n̂ = 0 auf ΓE (4.87)

gilt. Die Berücksichtigung von nicht verschwindenden Randbedingungen ist jedoch
kein prinzipielles Hindernis und kann analog zum verlustfreien Fall erfolgen.

4.2.2 Schwache Formulierung des Randwertproblems

Wie im verlustlosen Fall existiert auch für das Randwertproblem (4.86) nur in Son-
derfällen eine klassische Lösung im gesamten Feldgebiet Ω. Insbesondere im Fall
einer sprunghaften Änderung der Materialeigenschaften existiert eine solche klassi-
sche Lösung im gesamten Feldgebiet nicht. Um diesen Nachteil der Formulierung
(4.86) zu beheben, wird im Folgenden eine schwache Formulierung hergeleitet. Hier-
zu wird (4.86a) mit einer beliebigen Testfunktion e ∈ H (rot; Ω,ΓE) multipliziert
und über das Feldgebiet Ω integriert:

∫

Ω

e · ∇ × (νr∇×E) dΩ + jk0

∫

Ω

e · (κrE) dΩ

+ (jk0)
2

∫

Ω

e · (ǫrE) dΩ = −jk0η0
∫

Ω

e · Jp dΩ. (4.88)
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Ein zum verlustlosen Fall analoges Vorgehen führt auf die schwache Formulierung

∫

Ω

∇× e · (νr∇×E) dΩ + jk0

∫

Ω

e · (κrE) dΩ + (jk0)
2

∫

Ω

e · (ǫrE) dΩ

= −jk0η0
∫

Ω

e · Jp dΩ − jk0η0

∫

ΓH

e · (H0 × n̂) dΓ. (4.89)

Durch die Verwendung der Bilinear- und Linearformen aus (4.28), zusammen mit
der Einführung der neuen Bilinearform

T κ (v,w) =

∫

Ω

w · (κrv) dΩ = η0

∫

Ω

w · (κv) dΩ, (4.90)

kann (4.89) kompakter als

Sν (E, e) + jk0T
κ (E, e) + (jk0)

2 T ǫ (E, e) = −jk0bE,J (e)− jk0bE,H (e)
(4.91)

dargestellt werden. Die neu eingeführte Bilinearform T κ (·, ·) ist aufgrund der An-
nahme κ > 0 in ganz Ω positiv definit und - wie anhand von (4.90) zu sehen ist -
ebenfalls symmetrisch. Die schwache Formulierung (4.91) des Randwertproblems im
verlustbehafteten Fall unterscheidet sich durch einen zusätzlichen Term, der durch
die nicht verschwindende Leitfähigkeit hervorgerufen wird, von der schwachen For-
mulierung (4.29) des verlustlosen Falls.

4.2.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Zur Bestimmung einer Näherungslösung der schwachen Formulierung und zur Her-
leitung des FE -Gleichungssystems wird

E =

NW0∑

l

xE,lel (4.92)

mit el ∈ Wh,p
0 angesetzt. Da wie im verlustlosen Fall ein Galerkin-Ansatz betrachtet

wird, werden auch die Testfunktionen auf den Wh,p
0 beschränkt, sodass sich das

lineare Gleichungssystem
[
SνEE + jk0T

κ
EE + (jk0)

2
Tǫ
EE

]
xE = −jk0 (bE,J + bE,H) (4.93)

für den unbekannten Koeffizientenvektor xE ergibt, wobei SνEE, T
ǫ
EE, xE, bE,J und

bE,H wie in (4.34) definiert sind und zusätzlich für Tκ
EE

Tκ
EE ∈ R

NW0
×NW0 , (Tκ

EE)kl = T κ (el, ek) =

∫

Ω

ek · (κrel) dΩ (4.94)
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gilt. Die resultierende Matrix ist, ebenso wie die zugehörige Bilinearform, reell, sym-
metrisch und positiv definit. Hier zeigt sich einer der wesentlichen Unterschiede zwi-
schen dem verlustfreien Fall (4.33) und dem verlustbehafteten Fall (4.93). Während
die resultierende Systemmatrix in (4.33) reell und symmetrisch ist, ist die System-
matrix im verlustbehafteten Fall komplex symmetrisch. Einen weiteren Unterschied
stellt das (4.93) zugeordnete Eigenwertproblem dar. Während es sich im verlustfrei-
en Fall um ein lineares verallgemeinertes Eigenwertproblem für die Eigenwerte k2E,i
mit symmetrisch positiv (semi-)definiten Matrizen handelt, ergibt sich im verlust-
behafteten Fall ein echt quadratisches Eigenwertproblem (QEP) für die Eigenwerte
γE,i. Im Rahmen der Betrachtungen des Niederfrequenzverhaltens der vorliegenden
Feldformulierung wird für einen Spezialfall noch näher auf die Eigenwerte dieses
Eigenwertproblems eingegangen.

4.2.4 Eigenwertstruktur und Niederfrequenzverhalten

Ebenso wie im verlustfreien Fall ist es möglich, ein entsprechendes Eigenwertproblem
zu erhalten, indem die Freiraumwellenzahl k0 in (4.93) direkt durch den gesuchten
Eigenwert kE,i und der Vektor xE,i durch den entsprechenden Eigenvektor xE,i er-
setzt werden, was auf

(
SνEE + jkE,iT

κ
EE − k2E,iT

ǫ
EE

)
xE,i = 0 (4.95)

führt. Durch einen Vergleich dieses Zusammenhangs mit der Standarddarstellung
eines QEP

(
A0 + λiA1 + λ2iA2

)
xi = 0 (4.96)

wird ersichtlich, dass bei dieser Darstellung die Eigenschaften der resultierenden
Matrizen des Eigenwertproblems ungünstig sind, da mit

λi = kE,i, (4.97a)

A0 = SνEE, (4.97b)

A1 = jTκ
EE, (4.97c)

A2 = −Tǫ
EE (4.97d)

sowohl positiv semidefinite, komplex symmetrische als auch negativ definite Ma-
trizen darin vorkommen. Eine alternative Darstellung des Eigenwertproblems kann
gewonnen werden, wenn (4.93) als Ausgangspunkt genommen wird. Im Gegensatz
zum Vorgehen bei der Herleitung des QEP (4.95) wird nicht k0 sondern der Faktor
jk0 durch den gesuchten Eigenwert γE,i ersetzt, sodass sich das (4.93) zugeordnete
Eigenwertproblem in der Form

(
SνEE + γE,iT

κ
EE + γ2E,iT

ǫ
EE

)
xE,i = 0 (4.98a)
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beziehungsweise durch Ausklammern des Eigenwerts γE,i aus den letzten beiden
Termen

[SνEE + γE,i (T
κ
EE + γE,iT

ǫ
EE)]xE,i = 0, (4.98b)

ergibt, wobei in diesem Fall alle vorkommenden Matrizen reellwertig, symmetrisch
und positiv (semi-)definit sind. Da es sich im Gegensatz zum verlustlosen Fall um
ein echt quadratisches Eigenwertproblem handelt, sind allgemeine Aussagen über
die Verteilung der Eigenwerte deutlich schwieriger zu treffen, da es in der Regel
ohne zusätzliche Annahmen nicht möglich ist, die drei vorkommenden Matrizen
simultan zu diagonalisieren. Für einen umfangreichen Überblick über die Theorie
quadratischer Eigenwertprobleme sei auf [TM01] und die dort angegebene Literatur
verwiesen. Hinsichtlich reiner Gradientenfelder als Eigenvektoren sowie der Nullei-
genwerte sind jedoch weitere Aussagen möglich, ohne dass weitere Annahmen im
Bezug auf die Eigenschaften und Struktur der Matrizen gemacht werden müssen.
Für reine Gradientenfelder gilt

SνEExE,i = 0 ⇔ xE,i ∈ kerSνEE. (4.99)

Als Eigenvektor von (4.98) muss xE,i weiterhin der Beziehung

γE,i (T
κ
EE + γE,iT

ǫ
EE)xE,i = 0 (4.100)

genügen. Hierfür gibt es die beiden Möglichkeiten

γE,i = 0 (4.101)

sowie

(Tκ
EE + γE,iT

ǫ
EE)xE,i = 0 ⇔ xE,i ∈ ker (Tκ

EE + γE,iT
ǫ
EE). (4.102)

Die beiden Varianten lassen sich in der Form

γE,i = 0 : xE,i ∈ kerSνEE (4.103a)

γE,i 6= 0 : xE,i ∈ kerSνEE ∩ ker (Tκ
EE + γE,iT

ǫ
EE) (4.103b)

darstellen. Ob Eigenwerte der zweiten Klasse existieren und wie deren Verteilung
aussieht, hängt von den Eigenschaften der Matrizen Tκ

EE und Tǫ
EE und somit von

den Eigenschaften der Materialtensoren κ und ǫ ab. Für den Spezialfall, dass für
den Leitfähigkeitstensor κ und den relativen Permittivitätstensor ǫr

κr = cǫr (4.104)

mit einer Konstanten 0 < c ∈ R gilt, ergibt sich

Tκ
EE = cTǫ

EE (4.105)
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und für die zweite Klasse von Eigenwerten aus (4.103b) folgt

γE,i = −c. (4.106)

Da diese Eigenwerte von Null verschieden sind, stellen sie im Hinblick auf die Nie-
derfrequenzeigenschaften der Formulierung kein Problem dar. Aus diesem Grund
werden sie bei den weiteren Betrachtungen außer Acht gelassen. Wie in (4.103a)
dargestellt, gilt für die Nulleigenwerte des quadratischen Eigenwertproblems (4.98)

SνEExE,i = 0. (4.107)

Die zu den Nulleigenwerten gehörenden Eigenvektoren spannen - wie im verlustlo-
sen Fall - den Nullraum der positiv semidefiniten Matrix SνEE auf. Hierbei ist eine
Einteilung in zwei Klassen möglich:

a) Die erste Klasse entspricht unphysikalischen Quellenfeldern. Diese können
durch Gradienten skalarer Felder, welche homogenen Dirichlet-Randbedin-
gungen auf ΓE genügen, dargestellt werden, sodass

Ea =

NV0∑

l=1

xa,l∇vl vl ∈ Vh,p0 (4.108)

mit NV0 = dimVh,p0 gilt. Im Bezug auf den Koeffizientenvektor ergibt sich mit
der Darstellung des diskreten Gradienten nach (3.12)

xE,a = GxV,a (4.109)

und für die Anzahl aN dieser unphysikalischen Nulleigenwerte gilt:

aN = NV0 . (4.110)

Im Gegensatz zu den physikalisch sinnvollen Nulleigenwerten genügen diese
nicht der schwachen Form der stationären Kontinuitätsgleichung

∃v ∈ Vh,p0 : T κ (Ea,∇v) 6= 0, (4.111)

was im FE -Kontext in der Form

∃xV ∈ C
NV : xTVG

TTκ
EEGxV,a 6= 0 ⇔ GTTκ

EEGxV,a 6= 0 (4.112)

angegeben werden kann. Die linke Seite von (4.112) entspricht einer diskreten
Form der Poisson-Gleichung, welcher stationäre Strömungsfelder in Leitern
genügen müssen [Leh04, S. 235ff].

b) Die zweite Klasse wird von jenen Feldern gebildet, welche im Nullraum der
Rotation liegen und gleichzeitig der Kontinuitätsgleichung genügen. Hierbei
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handelt es sich um Approximationen stationärer Strömungsfelder, sodass für
sie im Gegensatz zu den Nulleigenwerten der zuvor genannten Klasse

∀xV ∈ C
NV : xTVG

TTκ
EExE,b = 0 ⇔ GTTκxE,b = 0 (4.113)

gilt. Dieser Nullraum entspricht der ersten Kohomologie-Gruppe H1 (Ω,ΓE),
sodass die Anzahl bN dieser Nulleigenwerte wie im verlustlosen Fall der ersten
Bettizahl β1 aus Abschnitt 2.5.2 entspricht

bN = β1 = dimH1 (Ω,ΓE). (4.114)

Um qualitativ einige weitere Aussagen über das Verhalten der Eigenwerte und
-vektoren von (4.98) zu machen, wird im Folgenden der Spezialfall

κr = cǫr mit 0 < c ∈ R (4.115)

betrachtet. Für (4.98) ergibt sich hieraus die Darstellung

(
SνEE + γE,iT

κ
EE + γ2iT

ǫ
EE

)
xE,i

(4.115)
=

[
SνEE +

(
cγE,i + γ2E,i

)
Tǫ
EE

]
xE,i = 0.

(4.116)

Mit der Abkürzung

k2E,i = −
(
cγE,i + γ2E,i

)
(4.117)

folgt das gleiche verallgemeinerte Eigenwertproblem (4.37) wie im verlustlosen Fall,
und die γE,i können über

γE,i,± = − c
2
±
√
c2

4
− k2E,i (4.118)

aus den kE,i berechnet werden. Sofern kE,i 6= 0 können für die einzelnen Eigenwer-
te ähnlich wie beim RLC-Schwingkreis [Phi00, S. 730ff] drei Fälle unterschieden
werden:

a) Ist c2

4
> k2E,i ergibt sich der aperiodische Fall beziehungsweise Kriechfall,

wobei zwei rein reelle Eigenwerte vorliegen, welche aufgrund der gemachten
Annahmen beide negativ sind. Die entsprechenden Eigenwerte und Eigenvek-
toren stellen nicht oszillierende exponentiell abklingende Felder dar.

b) Gilt c2

4
= k2E,i handelt es sich um den aperiodischen Grenzfall, wobei nur ein

negativer Eigenwert − c
2
mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer

Vielfachheit 1 existiert.
c) Für c2

4
< k2E,i stellt sich der periodische Fall ein. Die beiden zugeordneten

Eigenwerte sind konjugiert komplex und besitzen einen negativen Realteil,
wodurch sich eine exponentiell gedämpfte Schwingung ergibt.
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Anhand von (4.118) werden auch die Nulleigenwerte von (4.98) sichtbar, welche der
Beziehung (4.107) genügen, da für kE,i = 0 aus (4.118) γE,i,+ = 0 folgt. Ausgehend
hiervon wird die Systemmatrix MEE des Anregungsproblems (4.93)

MEE = SνEE + jk0T
κ
EE + (jk0)

2
Tǫ
EE

(4.115)
= SνEE + jk0 (c+ jk0)T

ǫ
EE (4.119)

für den Fall k0 > 0 betrachtet. Eine Transformation von MEE mit der Matrix der
Eigenvektoren (4.42) wie in (4.57) führt auf

XT
EMEEXE = XT

E

(
SνEE + jk0T

κ
EE + (jk0)

2
Tǫ
EE

)
XE (4.120a)

= XT
E (SνEE + jk0 (c− jk0)T

ǫ
EE)XE (4.120b)

= diag{
(
k2E,i − k20 + jk0c

)
}. (4.120c)

Zwar lässt sich die Matrix MEE unter den gemachten Annahmen mit Hilfe der Ei-
genvektoren des verlustfreien Systems diagonalisieren, allerdings ist es nicht direkt
möglich, hieraus eine Aussage über das Verhalten der Eigenwerte von MEE abzu-
leiten, da XE keine orthogonale Matrix ist und es sich bei (4.120a) somit nicht um
eine Ähnlichkeitstransformation handelt. Da es sich bei MEE um eine komplex sym-
metrische Matrix handelt, sind auch die Aussagen aus dem verlustfreien Fall nicht
ohne weiteres übertragbar, da es für komplexe Matrizen keine zum Trägheitssatz von
Sylvester analoge Aussage gibt. Allerdings gilt auch im komplexen Fall für einen Ei-
genwert γE,i der Matrix MEE die Darstellung mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten

γE,i =
xHE,iMEExE,i

xHE,ixE,i
. (4.121)

Da die Matrix XE der Eigenvektoren von (4.37) vollen Rang besitzt, ist für einen
Eigenvektor xE,i von MEE eine Darstellung in der Form

xE,i = XEx̃E,i (4.122)

möglich. Für den Eigenwert γE,i folgt daher

γE,i =
x̃HE,iX

T
EMEEXEx̃E,i

x̃HE,iX
T
EXEx̃E,i

(4.123a)

=
x̃HE,iX

T
EMEEXEx̃E,i

x̃HE,ix̃E,i

xHE,iT
ǫ
EExE,i

xHE,ixE,i
(4.123b)

=
x̃HE,i diag{k2E,l − k20 + jk0c}x̃E,i

xHE,ixE,i

xHE,iT
ǫ
EExE,i

xHE,ixE,i
. (4.123c)

Wird der Eigenwert γE,i in Real- und Imaginärteil aufgespalten

x̃E,i = Re x̃E,k + j Im x̃E,i = ỹE,i + jz̃E,i, (4.124)

γE,i = Re γE,i + j Im γE,i = αE,i + jβE,i (4.125)
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und die Abkürzung

ti =
xHE,iT

ǫ
EExE,i

xHE,ixE,i
(4.126)

eingeführt, so folgen die Darstellungen

αE,i = ti
x̃HE,i diag{k2E,l − k20}x̃E,i

x̃HE,ix̃E,i
, (4.127)

βE,i = ctik0. (4.128)

Wegen (4.39) ergibt sich für den Betrag des Realteils zu der Abschätzung

ti∆k
2
E,min ≤ |αE,i| ≤ ti∆k

2
E,max. (4.129)

mit

∆k2E,min = min
kE,l

∣∣k2E,l − k20
∣∣, (4.130)

∆k2E,max = max
kE,l

∣∣k2E,l − k20
∣∣ = max

{
k2E,N − k20, k

2
0

}
. (4.131)

Für das Betragsquadrat des Eigenwerts γE,i ergibt sich hieraus die Abschätzung

((
∆k2E,min

)2
+ c2k20

)
t2i ≤ |γE,i|2 ≤

((
∆k2E,max

)2
+ c2k20

)
t2i . (4.132)

Als untere und obere Schranke für die ti in (4.132) können der kleinste und größte
Eigenwert der Matrix TEE, siehe (4.59b), angegeben werden, sodass

τmin ≤ ti ≤ τmax (4.133)

und damit für (4.132)

((
∆k2E,min

)2
+ c2k20

)
τ 2min ≤ |γE,i|2 ≤

((
∆k2E,max

)2
+ c2k20

)
τ 2max (4.134)

gilt. Im Falle kleiner Wellenzahlen k0 → 0 vereinfacht sich dieser Zusammenhang zu

(
1 + c2

)
k20τ

2
min ≤ |γE,i|2 ≤ k4E,Nτ

2
max (4.135)

beziehungsweise

c̃k0τmin ≤ |γE,i| ≤ k2E,Nτmax (4.136)

mit c̃ =
√
1 + c2. Solange k0 6= 0 gilt, folgt hieraus, dass die Systemmatrix MEE

regulär bleibt. Im Grenzfall k0 = 0 gilt nur noch

0 ≤ |γE,i| ≤ k2Nτmax (4.137)
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(a) Geometrie. (b) FE -Netz.

Abbildung 4.2.2: Resonator mit verlustbehaftetem Dielektrikum. Die zugrunde lie-
gende Geometrie und das FE -Netz sind dargestellt. Für die Materialparameter wird
µ = µ0, ǫ = 2ǫ0, κ = 1 1

Ωm
angenommen und auf dem Rand gilt E × n̂ = 0.

und ein Vergleich von (4.119) mit (4.98) zeigt, dass die Eigenwerte von MEE in die-
sem Fall mit den Eigenwerten der symmetrisch, positiv semidefiniten Matrix SνEE
zusammenfallen. Insbesondere besitzt die Matrix MEE in diesem Fall, wie bereits
gezeigt, die gleichen Nulleigenwerte und -vektoren wie das quadratische Eigenwert-
problem (4.98), sodass MEE singulär wird. Ähnlich wie im verlustlosen Fall gilt,
dass die Instabilität bei Rechnungen in exakter Arithmethik ausschließlich für die
Wahl k0 = 0 auftritt, während in allen anderen Fällen 0 < k0 ≪ 1 m−1 die Matrix
schlecht konditioniert ist, aber regulär bleibt. Bei rundungsfehlerbehafteten Rech-
nungen führen die gegen Null konvergierenden Eigenwerte dazu, dass ab einer ge-
wissen Wellenzahl ihr Beitrag nur noch fehlerhaft beziehungsweise überhaupt nicht
mehr in der Systemmatrix berücksichtigt werden kann. In der Geschwindigkeit, mit
der die Eigenwerte gegen Null konvergieren, zeigt sich ein Hauptunterschied zum
verlustlosen Fall, Während anhand von (4.59b) ersichtlich wird, dass sie im verlust-
losen Fall mit k20 gegen Null konvergieren, so konvergieren sie im verlustbehafteten
Fall - wie aus (4.136) hervorgeht - höchstens linear gegen Null. Ein Versagen der
Formulierung ist aus diesem Grund im verlustbehafteten Fall erst bei niedrigeren
Frequenzen zu erwarten als im verlustlosen Fall.

4.2.5 Numerische Ergebnisse

Als numerisches Beispiel wird das Resonatorproblem aus Abbildung 4.2.2 betrachtet.
Hierbei handelt es sich um einen Resonator, welcher mit einem verlustbehafteten
Dielektrikum gefüllt ist. Für die Materialparameter bedeutet dies

µ = µ0, (4.138)

ǫ = 2ǫ0, (4.139)

κ = 1 1
Ωm

(4.140)
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −94.1826 + 100.0798j 6.3 · 10−4 8.6 · 10−6 4.6 · 10−7

TE210 −94.1826 + 195.8199j 5.4 · 10−4 2.2 · 10−5 1.8 · 10−7

TE120 −94.1826 + 195.8199j 2.7 · 10−3 6.4 · 10−5 1.6 · 10−7

TM011 −94.1826 + 219.9518j 6.2 · 10−3 9.1 · 10−7 3.0 · 10−7

TE101 −94.1826 + 219.9518j 4.4 · 10−4 3.2 · 10−5 9.4 · 10−8

TM111 −94.1826 + 240.4620j 4.7 · 10−3 1.6 · 10−5 9.1 · 10−8

TE111 −94.1826 + 240.4620j 4.0 · 10−4 3.8 · 10−5 2.1 · 10−7

Tabelle 4.2: Eigenwerte der Feldformulierung im verlustbehafteten Fall: Analytisch
berechnete Eigenwerte des verlustbehafteten Resonators und relative Fehler der nu-
merisch berechneten Näherungslösungen für p = 1, 2, 3.

und für die Felder auf dem Rand Γ = ΓE = ∂Ω wird angenommen, dass gilt:

E × n̂ = 0. (4.141)

Da das betrachtete Randwertproblem nur einen einzigen zusammenhängenden Di-
richlet-Rand ΓE besitzt, existieren im zugeordneten Eigenwertproblem keine phy-
sikalischen Nulleigenwerte. Die analytisch berechneten Eigenwellenzahlen sowie die
relativen Fehler der numerisch berechneten Näherungen sind für p = 1, 2, 3 in Ta-
belle 4.2 aufgelistet. Die analytischen Eigenwerte ergeben sich zu

γlmn = −κη0
2ǫr

±
√(

κη0
2ǫr

)2
− 1

ǫr

((
lπ
a

)2
+
(
mπ
b

)2
+
(
nπ
c

)2)
(4.142)

mit a = b = 0.9 in = 22.86 mm und c = 0.4 in = 10.16 mm und der relative Fehler
elmn,i wird anhand von

elmn,p =
|γlmn,p − γlmn|

|γlmn|
(4.143)

bestimmt, wobei γlmn,p der aus dem diskretisieren Eigenwertproblem

(
SνEE + γlmn,pT

κ
EE + γ2lmn,pT

ǫ
EE

)
xE,lmn,p = 0 (4.144)

bestimmte Eigenwert bei Verwendung von Ansätzen p-ter Ordnung ist. Die phy-
sikalischen Eigenwerte des verlustbehafteten Eigenwertproblems werden - wie im
verlustlosen Fall - sehr gut angenähert, wie anhand von Tabelle 4.2 zu erkennen ist.
Wie in Abbildung 4.2.3 für p = 1 dargestellt ergeben sich auch im vorliegenden Fall
unphysikalische Nulleigenwerte. Abgesehen hiervon zeigt sich auch die zweite Klasse
unphysikalischer Eigenwerte nach (4.103b). Abschließend ist in Abbildung 4.2.4 die
Frequenzabhängigkeit der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix

A = SνEE + jk0T
κ
EE + (jk0)

2
Tǫ
EE (4.145)
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Abbildung 4.2.3: Eigenwertverteilung der Feldformulierung im verlustbehafteten
Fall: Lage der Eigenwerte des verlustbehafteten Resonators in der komplexen Ebene
für p = 1. Physikalische Eigenwerte sind als schwarze Punkte und unphysikalische
Eigenwerte als graue Kreise dargestellt.
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Abbildung 4.2.4: Konditionszahl für die Feldformulierung im verlustbehafteten Fall:
Frequenzabhängigkeit der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix der Feldformu-
lierung für das verlustbehaftete Resonatorproblem für p = 1, 2, 3.
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dargestellt. Das zuvor anhand von (4.136) in Abschnitt 4.2.4 beschriebene Verhalten,
dass die Niederfrequenzinstabilität im verlustbehafteten Fall erst bei niedrigeren
Frequenzen zum Tragen kommt als im verlustlosen Fall, siehe Abbildung 4.1.4, da
die Eigenwerte in Abhängigkeit von k0 langsamer gegen Null konvergieren, wird
hieraus deutlich.

4.3 Anmerkungen

Während die elektrische Feldformulierung des elektromagnetischen Randwertpro-
blems im Hochfrequenzfall eine geeignete Wahl darstellt, führt sie im Niederfre-
quenzfall zu Problemen. Wie in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt wurde, er-
geben sich im Fall der elektrischen Feldformulierung des elektromagnetischen Rand-
wertproblems im Niederfrequenzfall sowohl für verlustlose als auch verlustbehafte-
te Randwertprobleme Schwierigkeiten, die damit zusammenhängen, dass in diesem
Bereich die von den physikalisch sinnvollen Feldern zu erfüllenden Divergenzbedin-
gungen - (2.11c) im verlustlosen und (2.11e) im verlustbehafteten Fall - im Rahmen
des FE -Gleichungssystems nicht mehr korrekt berücksichtigt werden. Eine weitere
Instabilität der Feldformulierung, welche im verlustlosen und verlustbehafteten Fall
in gleicher Art und Weise auftritt und insbesondere für hp-adaptive FE -Methoden
[DV98] von Bedeutung ist, hängt eng mit der zugrunde liegenden FE -Diskretisierung
zusammen. Für den Beitrag eines einzelnen Tetraederelements Tk zu den Gesamt-
sytemmatrizen gilt die Darstellung

(SνEE)
Tk
ij =

∫

Tk

∇× ei · (νr∇× ej) dΩ, (4.146a)

(Tκ
EE)

Tk
ij = η0

∫

Tk

ei · (κej) dΩ, (4.146b)

(Tǫ
EE)

Tk
ij =

∫

Tk

ei · (ǫrej) dΩ. (4.146c)

Wird mit h die Netzweite [Mon08, S. 112] des FE -Netzes bezeichnet, so gilt für die
Ansatzfunktionen ei ∈ Wh,p

0 aus Abschnitt 3.2.2, deren Rotation sowie das Volumen
des Tetraeders volTk

‖ei‖ = O
(
h−1
)
, (4.147a)

‖∇ × ei‖ = O
(
h−2
)
, (4.147b)

volTk = O
(
h3
)
. (4.147c)
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Werden die Materialparameter als elementweise konstant angenommen folgt für die
Matrizen

| (Sij)Tk | = O
(
h−1
)
, (4.148a)

|
(
T κij
)
Tk

| = O (h) , (4.148b)

|
(
T ǫij
)
Tk

| = O (h) . (4.148c)

Da auch hier ähnlich wie bei der Frequenzabhängigkeit eine unterschiedliche Ska-
lierung der Teilmatrizen vorliegt, zeigen sich bei einer Verfeinerung des FE -Netzes
und einer damit einhergehenden Verkleinerung von h die gleichen Instabilitäten
wie im Niederfrequenzfall. Außerdem ist selbst bei Berücksichtigung der Divergenz-
Bedingungen mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren eine Rekonstruktion des mag-
netischen Feldes aus dem elektrischen Feld nicht oder nur mit einem hohen zusätzli-
chen Aufwand möglich, da elektrische und magnetische Felder im statischen Grenz-
fall voneinander entkoppelt sind. Wird alternativ zur hier untersuchten elektrischen
Feldformulierung die magnetische Feldformulierung betrachtet, zeigt sich, dass diese
die gleichen Niederfrequenzeigenschaften und -probleme besitzt, weshalb auf diese
Formulierung nicht näher eingegangen wird. Im Weiteren werden in Kapitel 5 und
Kapitel 6 verschiedene neue Potenzialformulierungen zur Beseitigung der Niederfre-
quenzinstabilität der Feldformulierung im verlustlosen und verlustbehafteten Fall
vorgestellt.
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Kapitel 5

Potenzialformulierung -

Verlustloser Fall

Um die in Abschnitt 4.1.4 aufgezeigte Niederfrequenzinstabilität der elektrischen
Feldformulierung im verlustlosen Fall zu beseitigen, werden im aktuellen Kapitel,
aufbauend auf den Überlegungen aus Abschnitt 2.4, drei unterschiedliche Poten-
zialformulierungen vorgeschlagen. In Abschnitt 5.1 werden vorab einige Annahmen
vorgestellt, welche allen weiteren Abschnitten dieses Kapitels zugrunde liegen. Im
Anschluss wird in Abschnitt 5.2 auf die ungeeichte Potenzialformulierung einge-
gangen. Um ein reguläres Gleichungssystem zu erhalten, wird im FE -Kontext eine
Baum-Kobaum-Eichung durchgeführt. Die beiden weiteren Formulierungen basie-
ren auf der Vorgabe expliziter Eichbedingungen für das Vektorpotenzial. In Ab-
schnitt 5.3 wird eine Eichung durchgeführt, welche im Folgenden als statische Ei-
chung bezeichnet wird. Das Vorgehen in Abschnitt 5.4 hingegen entspricht einer
klassischen gemischten Variationsformulierung. Abschließend erfolgt ein Vergleich
der verschiedenen Formulierungen anhand der Eigenschaften der sich ergebenden
Gleichungssysteme in Abschnitt 5.5.

5.1 Allgemeine Annahmen

Wie bei der elektrischen Feldformulierung werden auch die Potenzialformulierungen
zur Behebung der Niederfrequenzinstabilität separat für den verlustlosen und den
verlustbehafteten Fall betrachtet. Dieses Kapitel behandelt den verlustlosen Fall.
Den Betrachtungen wird ein Feldgebiet Ω wie in Abbildung 5.1.1 zugrunde gelegt.
Dieses entspricht jenem aus Abbildung 4.1.1, und auch die weiteren Annahmen, die
getroffen werden, sollen jenen der elektrischen Feldformulierung im verlustlosen Fall
entsprechen. Im Einzelnen bedeutet dies:

67
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ΓE : E × n̂ = E0 × n̂,B · n̂ = B0 · n̂

ΓH : H × n̂ = H0 × n̂,D · n̂ = D0 · n̂

µ, ǫ > 0, κ = 0

Jp 6= 0, ρ = 0

Abbildung 5.1.1: Verlustloses Randwertproblem.
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(a) Geometrie. (b) FE -Netz.

Abbildung 5.1.2: Verlustloses Randwertproblem zum Testen der Formulierungen.
Die zugrunde liegende Geometrie und das FE -Netz sind dargestellt. Für die Mate-
rialparameter wird µ = µ0, ǫ = ǫ0 und κ = 0 angenommen.

• κ = 0 in Ω,
• Γ = ∂Ω = ΓE ∪ ΓH , ΓE ∩ ΓH = ∅ und ΓE 6= ∅,
• sowie ∇ · Jp = 0 in Ω, Jp · n̂ = 0 auf Γ.

Wie zuvor auch, folgt aus der ersten und letzten Annahme zusammen mit der Konti-
nuitätsgleichung die zusätzliche Bedingung ρ = 0. Als Randwertproblem zur Bestim-
mung numerischer Ergebnisse für die einzelnen Formulierungen wird die Struktur
aus Abbildung 5.1.2 betrachtet, welche einen einfachen leeren Hohlraumresonator
darstellt, das heißt, es gilt

µ = µ0, (5.1a)

ǫ = ǫ0, (5.1b)

κ = 0 (5.1c)
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sowie

E × n̂ = 0 (5.2)

auf dem gesamten Rand Γ = ∂Ω. Dieses Randwertproblem hat den Vorteil, dass
die Eigenwerte und -funktionen analytisch berechenbar und in der Literatur, vgl.
[Har01, S. 155ff], [Poz05, S. 278ff] dokumentiert sind. Außerdem ist die Geometrie
bei Verwendung geradliniger Tetraeder im FE -Kontext exakt darstellbar, sodass
sich keine zusätzlichen Fehler, aufgrund einer Approximation des Feldgebietes, in
der Lösung ergeben.

5.2 Ungeeichte Formulierung und Baum-Kobaum-

Eichung

Auf die Vorgabe konkreter Eichbedingungen wird in Abschnitt 5.3 und 5.4 eingegan-
gen, wohingegen im vorliegenden Abschnitt zunächst die ungeeichte Potenzialformu-
lierung und das zugeordnete Randwertproblem vorgestellt werden. Hierbei wird auf
einige grundsätzliche Eigenschaften der Potenzialformulierung eingegangen, welche
die Potenzial- von der Feldformulierung unterscheiden.

5.2.1 Randwertproblem

Ausgangspunkt der ungeeichten Potenzialformulierung ist die Darstellung der Felder
durch die Potenziale nach (2.28)

E = −∇V − jk0A, (5.3a)

B = 1
c0
∇×A. (5.3b)

In [DEPL00] werden die Potenziale im verlustlosen Fall - abweichend von der in
(5.3) verwendeten Konvention - durch

E = ∇V + k0A, (5.4a)

B = j

c0
∇×A (5.4b)

eingeführt. Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass sie in weiterer Folge auf rein
reelle Gleichungssysteme führt. Ein analoges Vorgehen ist im verlustbehafteten Fall
allerdings nicht möglich, und eine Kopplung der Formulierungen, wie sie in Kapitel 7
durchgeführt wird, wird durch Unterschiede in den Konventionen unnötig erschwert.
Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit auch im verlustlosen Fall auf eine
entsprechende Skalierung wie in [DEPL00] verzichtet und der Nachteil komplexer
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Systemmatrizen, der sich mit der Wahl der Potenziale nach (5.3) ergibt, in Kauf
genommen.

Mit (5.3) sind (2.11a) und (2.11d) per Konstruktion erfüllt und Einsetzen von (2.28)
zusammen mit den Konstitutivgleichungen (2.14) und ρ = 0 in (2.11b) beziehungs-
weise (2.11c) führt auf

1
c0
∇× (ν∇×A) + jωǫ (∇V + jk0A) = Jp, (5.5a)

−∇ · [ǫ (∇V + jk0A)] = 0. (5.5b)

Ausschließlich über relative Materialgrößen und die Freiraumwellenzahl k0 ausge-
drückt, ergibt sich hieraus

∇× (νr∇×A) + jk0 [ǫr (∇V + jk0A)] = η0Jp, (5.6a)

∇ · [ǫr (∇V + jk0A)] = 0. (5.6b)

Zusammen mit den Randbedingungen lautet das vollständige Randwertproblem

∇× (νr∇×A) + jk0ǫr (∇V + jk0A) = η0Jp in Ω, (5.7a)

∇ · [ǫr (∇V + jk0A)] = 0 in Ω, (5.7b)

− (∇V + jk0A)× n̂ = E0 × n̂ auf ΓE, (5.7c)

(νr∇×A)× n̂ = η0H0 × n̂ auf ΓH . (5.7d)

Aufgrund der Annahmen aus Abschnitt 5.1 hinsichtlich der Quellgröße Jp folgt
(5.7b) für Wellenzahlen k0 > 0 durch Divergenzbildung aus (5.7a). Für k0 > 0
steht somit nur eine unabhängige vektorielle Gleichung zur Bestimmung der Größe
∇V + jk0A zur Verfügung, während (5.7a) für k0 = 0 einen Nullraum der entspre-
chenden Dimension hat. Wie bereits in Abschnitt 4.1, wird für den Rest des Kapitels
angenommen, dass

E0 × n̂ = 0 auf ΓE (5.8)

gilt. Die Berücksichtigung inhomogener Randbedingungen kann jedoch auf die glei-
che Art und Weise wie in Abschnitt 4.1 realisiert werden.

5.2.2 Schwache Formulierung

Die schwache Formulierung des Randwertproblems (5.7) ergibt sich durch Testen von
(5.7a) beziehungsweise (5.7b) mit Funktionen a ∈ H (rot; Ω,ΓE) beziehungsweise
v ∈ H1 (Ω,ΓE)
∫

Ω

a · [∇× (νr∇×A)] dΩ + jk0

∫

Ω

a · [ǫr (∇V + jk0A)] dΩ

= η0

∫

Ω

a · Jp dΩ, (5.9a)
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∫

Ω

v {∇ · [ǫr (∇V + jk0A)]} dΩ = 0. (5.9b)

Der erste Term auf der linken Seite von (5.9a) kann wie im Fall der elektrischen
Feldformulierung partiell integriert werden, sodass mit der Randbedingung (5.7d)
sowie a ∈ H (rot; Ω,ΓE)

∫

Ω

a · [∇× (νr∇×A)] dΩ = −η0
∫

ΓH

a · (H0 × n̂) dΓ

+

∫

Ω

∇× a · (νr∇×A) dΩ (5.10)

und hieraus für (5.9a)

∫

Ω

∇× a · (νr∇×A) dΩ + jk0

∫

Ω

a · [ǫr (∇V + jk0A)] dΩ

= η0

∫

Ω

a · Jp dΩ + η0

∫

ΓH

a · (H0 × n̂) dΓ (5.11)

folgt. Ein ähnliches Vorgehen ist bei (5.9b) möglich. Mit der Identität [RC09, S. 625]

∇ · (va) = ∇v · a+ v∇ · a (5.12)

und dem Satz von Gauß ergibt sich

∫

Ω

v {∇ · [ǫr (∇V + jk0A)]} dΩ

=

∫

∂Ω

v [ǫr (∇V + jk0A)] · n̂ dΓ−
∫

Ω

∇v · [ǫr (∇V + jk0A)] dΩ
!
= 0. (5.13)

Aufgrund der Wahl v ∈ H1 (Ω,ΓE) vereinfacht sich die Darstellung weiter zu

∫

Ω

∇v · [ǫr (∇V + jk0A)] dΩ = −η0c0
∫

ΓH

vD0 · n̂ dΓ. (5.14)

Die dem Randwertproblem (5.7) entsprechende schwache Form lautet somit: Finde
A ∈ H (rot; Ω,ΓE) und V ∈ H1 (Ω,ΓE), sodass für alle a ∈ H (rot; Ω,ΓE) und
v ∈ H1 (Ω,ΓE)

Sν (A,a) + (jk0)
2 T ǫ (A,a) + jk0T

ǫ (∇V,a) = bJ (a) + bH (a) , (5.15a)

jk0T
ǫ (A,∇v) + T ǫ (∇V,∇v) = −bD (v) , (5.15b)
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mit den Linear- und Bilinearformen aus (4.28) sowie der neu eingeführten Linearform

bD (v) = η0c0

∫

ΓH

vD0 · n̂ dΓ (5.16)

gilt. Da - wie in Abschnitt 2.5 erwähnt - ∇H1 (Ω,ΓE) ⊂ H (rot; Ω,ΓE) ist, gilt für
die Wahl a = ∇v für (5.15a)

Sν (A,∇v) + (jk0)
2 Tǫ (A,∇v) + jk0T

ǫ (∇V,∇v) = bJ (∇v) + bH (∇v) .
(5.17)

Der erste Term auf der linken Seite verschwindet aufgrund der Eigenschaften der
Bilinearform Sν (·, ·), ebenso der erste Term auf der rechten Seite, aufgrund der
gemachten Annahmen hinsichtlich der eingeprägten Ströme Jp, sodass

(jk0)
2 T ǫ (A,∇v) + jk0T

ǫ (∇V,∇v) = bH (∇v) (5.18)

verbleibt. Wird (5.15b) mit jk0 multipliziert und zu (5.18) hinzu addiert, folgt

−jk0bD (v) + bH (∇v) = 0
k0 6=0⇔ bD (v) =

1

jk0
bH (∇v) . (5.19)

Sofern also für k0 > 0 der Verlauf der Tangentialkomponente der magnetischen
Erregung H auf dem Rand ΓH bekannt ist, lässt sich hieraus der Verlauf der Nor-
malkomponente der elektrischen Flussdichte D auf ΓH rekonstruieren. Im statischen
Fall sind beide Größen jedoch entkoppelt und können unabhängig voneinander vor-
gegeben werden.

5.2.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Um ein endlich dimensionales lineares Gleichungssystem zu erhalten, wird - wie im
Fall der elektrischen Feldformulierung - ein Galerkin-Ansatz gewählt. Für die Felder
A und V werden Ansätze der Form

A =

NW0∑

k=1

xA,kak, ak ∈ Wh,p
0 , (5.20a)

V =

NV0∑

k=1

xV,kvk, vk ∈ Vh,p0 (5.20b)

durchgeführt, und die Testfunktionen werden auf die endlich dimensionalen Räume

a ∈ Wh,p
0 ⊂ H (rot; Ω,ΓE) , (5.21a)

v ∈ Vh,p0 ⊂ H1 (Ω,ΓE) (5.21b)
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eingeschränkt. Insgesamt folgt für (5.15) somit das diskrete Analogon

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0M

ǫ
AV

jk0M
ǫ
V A SǫV V

] [
xA
xV

]
=

[
bA,J + bA,H

−bV,D

]
(5.22a)

beziehungsweise mit (5.19)

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0M

ǫ
AV

jk0M
ǫ
V A SǫV V

]
=

[
+bA,J + bA,H

1
jk0

bV,H

]
. (5.22b)

Für die Matrizen SνAA, T
ǫ
AA und die Vektoren bA,J und bA,H gilt

SνAA = SνEE, (5.23a)

Tǫ
AA = Tǫ

EE, (5.23b)

bA,J = bE,J , (5.23c)

bA,H = bE,H , (5.23d)

mit den Matrizen aus (4.34). Zusätzlich werden die neuen Matrizen

Mǫ
AV ∈ R

NW0
×NV0 , (Mǫ

AV )kl = T ǫ (∇vl,ak) =
∫

Ω

ak · (ǫr∇vl) dΩ, (5.24a)

Mǫ
V A ∈ R

NV0
×NW0 , (Mǫ

V A)kl = T ǫ (al,∇vk) =
∫

Ω

∇vl · (ǫrak) dΩ, (5.24b)

SǫV V ∈ R
NV0

×NV0 , (SǫV V )kl = T ǫ (∇al,∇vk) =
∫

Ω

∇vl · (ǫr∇ak) dΩ (5.24c)

sowie die Vektoren

xA ∈ R
NW0 , (xA)k = xA,k, (5.24d)

xV ∈ R
NV0 , (xV )k = xV,k, (5.24e)

bV,D ∈ R
NV0 , (bV,D)k = bD (vk) = η0c0

∫

ΓH

vkD0 · n̂ dΓ, (5.24f)

bV,H ∈ R
NV0 , (bV,H)k = bH (∇vk) = η0

∫

ΓH

∇vk · (H0 × n̂) dΓ (5.24g)

eingeführt. Aufgrund der Symmetrie der Bilinearformen und der diskreten Sequenz-
eigenschaft der verwendeten Räume sowie der diskreten Darstellung des Gradien-
tenoperators gilt weiterhin

Mǫ
AV = (Mǫ

V A)
T = Tǫ

AAG = Tǫ
EEG, (5.25a)

SǫV V = GTTǫ
AAG = GTTǫ

EEG, (5.25b)

bV,H = GTbA,H = GTbE,H , (5.25c)
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sodass das Gleichungssystem (5.22) in der alternativen Form

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0T

ǫ
AAG

jk0G
TTǫ

AA GTTǫ
AAG

] [
xA
xV

]
=

[
bA,J + bA,H

−bV,D

]
(5.26a)

beziehungsweise

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0T

ǫ
AAG

jk0G
TTǫ

AA GTTǫ
AAG

] [
xA
xV

]
=

[
bA,J + bA,H
1
jk0

GTbA,H

]
(5.26b)

angegeben werden kann. Die Systemmatrix, der Vektor der Unbekannten und die
rechte Seite des Gleichungssystems werden im Folgenden mit

Ai,u =

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0T

ǫ
AAG

jk0G
TTǫ

AA GTTǫ
AAG

]
(5.27a)

xi,u =

[
xA
xV

]
(5.27b)

bi,u =

[
bA,J + bA,H

−bV,D

]
=

[
bA,J + bA,H
1
jk0

GTbA,H

]
(5.27c)

bezeichnet, wobei der obere Index i, u andeuten soll, dass es sich um die Sys-
temmatrix der ungeeichten Formulierung im verlustlosen Fall handelt (i = Isola-
tor/insulator, u = ungeeicht/ungauged). Bei der 1

jk0
-Skalierung der rechten Seite

von (5.26b) beziehungsweise (5.27c) handelt es sich nicht um eine Instabilität der
Formulierung. Hieraus ergeben sich lediglich gewisse Anforderungen, welchen die
rechte Seite genügen muss, damit das Problem auch beim Grenzübergang k0 → 0
wohl definiert bleibt und

lim
k0→0

∥∥∥∥
1

jk0
GTbA,H

∥∥∥∥ <∞ (5.28)

gilt. Da hier ausschließlich das Niederfrequenzverhalten der Felder von Interesse ist,
werden im Durchflutungssatz (2.11b)

∇×H = jωD + Jp (5.29)

für die Felder H , D und Jp die Rayleigh-Reihen [Kle65]

H =
∞∑

n=0

(jk0)
n
H

(n), (5.30a)

D =
∞∑

n=0

(jk0)
n
D

(n), (5.30b)

Jp =
∞∑

n=0

(jk0)
n
J

(n)
p (5.30c)
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eingesetzt. Ein Vergleich der Koeffizienten von (jk0)
i ergibt

(jk0)
0 : ∇×H

(0) = J
(0)
p , (5.31a)

(jk0)
1 : ∇×H

(1) = c0D
(0) + J

(1)
p , (5.31b)

...
...

(jk0)
n : ∇×H

(n) = c0D
(n−1) + J

(n)
p . (5.31c)

Da hier das Niederfrequenzverhalten von Interesse ist, wird im weiteren die Rayleigh-
Reihe nach dem linearen Term abgebrochen. Wird alternativ die Darstellung der
Felder im Frequenzbereich als Fourier-Integral verwendet, so folgt

H =

∞∫

−∞

He−jωt dt =

∞∫

−∞

H

(
∞∑

k=0

(−jωt)k
k!

)
dt

=

∞∫

−∞

H dt− jω

∞∫

−∞

tH dt+

∞∫

−∞

H

(
∞∑

k=2

(−jωt)k
k!

)
dt,

(5.32a)

D =

∞∫

−∞

De−jωt dt =

∞∫

−∞

D

(
∞∑

k=0

(−jωt)k
k!

)
dt

=

∞∫

−∞

D dt− jω

∞∫

−∞

tD dt+

∞∫

−∞

D

(
∞∑

k=2

(−jωt)k
k!

)
dt,

(5.32b)

Jp =

∞∫

−∞

J pe
−jωt dt =

∞∫

−∞

J p

(
∞∑

k=0

(−jωt)k
k!

)
dt

=

∞∫

−∞

J p dt− jω

∞∫

−∞

tJ p dt+

∞∫

−∞

J p

(
∞∑

k=2

(−jωt)k
k!

)
dt.

(5.32c)

Im Grenzfall kleiner Kreisfrequenzen ω ≪ 1 rad/s folgt hieraus aufgrund der Eigen-
schaften der Fourier-Transformation [OL05, S. 61]

H ≈
∞∫

−∞

H dt− jω

∞∫

−∞

tH dt = H|ω=0 + jω
d

dω
H

∣∣∣∣
ω=0

, (5.33a)

D ≈
∞∫

−∞

D dt− jω

∞∫

−∞

tD dt = D|ω=0 + jω
d

dω
D

∣∣∣∣
ω=0

, (5.33b)

Jp ≈
∞∫

−∞

J p dt− jω

∞∫

−∞

tJ p dt = Jp|ω=0 + jω
d

dω
Jp

∣∣∣∣
ω=0

(5.33c)
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und ein Vergleich mit den Rayleigh-Reihen zeigt

H
(0) = H|ω=0 =

∞∫

−∞

H dt, (5.34a)

H
(1) = c0

d

dω
H

∣∣∣∣
ω=0

= c0

∞∫

−∞

tH dt, (5.34b)

D
(0) = D|ω=0 =

∞∫

−∞

D dt, (5.34c)

D
(1) = c0

d

dω
D

∣∣∣∣
ω=0

= c0

∞∫

−∞

tD dt, (5.34d)

J
(0)
p = Jp|ω=0 =

∞∫

−∞

J p dt, (5.34e)

J
(1)
p = c0

d

dω
Jp

∣∣∣∣
ω=0

= c0

∞∫

−∞

tJ p dt. (5.34f)

Die rechte Seite von (5.27c) ergibt sich aus der Linearform (4.28d) durch Testen mit
reinen Gradientenfeldern

1

jk0
bH (∇v) = η0

jk0

∫

ΓH

∇v · (H0 × n̂) dΓ. (5.35)

Hinreichende Glattheit des Randes Γ vorausgesetzt, folgt durch partielle Integration

η0
jk0

∫

ΓH

∇v · (H0 × n̂) dΓ = − η0
jk0

∫

ΓH

v (∇×H0) · n̂ dΓ. (5.36)

Wird auf der rechten Seite fürH die nach dem linearen Glied abgebrochene Rayleigh-
Reihe eingesetzt folgt

− η0
jk0

∫

ΓH

v (∇×H0) · n̂ dΓ ≈ − η0
jk0

∫

ΓH

v
(
∇×H

(0)
0

)
· n̂ dΓ

− η0

∫

ΓH

v
(
∇×H

(1)
0

)
· n̂ dΓ (5.37)

und für (5.28) ergeben sich hieraus die beiden Bedingungen
∫

ΓH

v
(
∇×H

(0)
0

)
· n̂ dΓ = 0

(5.31a)⇔
∫

ΓH

vJ (0)
p · n̂ dΓ = 0 (5.38a)
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und ∣∣∣∣∣∣

∫

ΓH

v
(
∇×H

(1)
0

)
· n̂ dΓ

∣∣∣∣∣∣
<∞ (5.31b)⇔

∣∣∣∣∣∣

∫

ΓH

v
(
c0D

(0)
0 + J

(1)
p

)
· n̂ dΓ

∣∣∣∣∣∣
<∞.

(5.38b)

Aus (5.38a) ergibt sich somit eine Forderung an die eingeprägten Quellen. Da für
diese in Abschnitt 5.1 angenommen wurde, dass

Jp · n̂ = 0 auf Γ (5.39)

gilt, ergeben sich hierdurch aber keine weiteren Einschränkungen. Für die vorgege-
bene Tangentialkomponente der magnetischen Erregung wird durch die Forderung
(5.38a) sichergestellt, dass die Vorgabe verträglich mit den eingeprägten Strömen
ist. Unter Verwendung von (5.39) lautet die zweite Bedingung (5.38b)

∣∣∣∣∣∣
c0

∫

ΓH

vD
(0)
0 · n̂ dΓ

∣∣∣∣∣∣
<∞ (5.40)

was der Vorgabe einer endlichen Flächenladung auf dem Rand entspricht. Mit Hilfe
von (5.34) können die Bedingungen (5.38) weiterhin in äquivalente Bedingungen für
die Frequenzableitungen der Felder im Frequenzbereich und in Forderungen an die
zeitliche Entwicklung der Felder umformuliert werden.

5.2.4 Eigenwertstruktur und Niederfrequenzverhalten

Im Folgenden wird angenommen, dass der Dirichlet-Rand ΓE des betrachteten Feld-
gebietes Ω zusammenhängend und Ω selbst einfach zusammenhängend ist. Diese
Annahmen führen dazu, dass die erste Kohomologiegruppe H1 (Ω,ΓE) trivial ist
und daher

β1 = dimH1 (Ω,ΓE) = 0. (5.41)

Somit wird der Nullraum der Rotation ausschließlich durch reine Gradientenfelder
gebildet, sodass

ran {grad} = ker {rot}. (5.42)

Während die elektrische Feldformulierung im verlustlosen Fall auf das verallgemei-
nerte lineare Eigenwertproblem (4.37) führt, ergibt sich für die Potenzialformulie-
rung auch ohne Verluste durch die Substitution jk0 = λ in der Systemmatrix (5.27a)
ein echt quadratisches Eigenwertproblem in der Form

([
SνAA 0

0 GTTǫ
AAG

]
+ λ

[
0 Tǫ

AAG

GTTǫ
AA 0

]
+ λ2

[
Tǫ
AA 0

0 0

])[
xA
xV

]
= 0.

(5.43)
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Wird λ 6= 0 angenommen, folgt durch Multiplikation der zweiten Zeile von (5.43)
mit λ und der Variablentransformation

xV = λyV (5.44)

das modifizierte Eigenwertproblem

([
SνAA 0

0 0

]
+ λ2

[
Tǫ
AA Tǫ

AAG

GTTǫ
AA GTTǫ

AAG

])[
xA
xV

]
= 0. (5.45)

Das Eigenwertproblem (5.45) ist wiederum rein quadratisch und entspricht dem Ei-
genwertproblem der Feldformulierung (4.37). Die physikalisch sinnvollen Eigenwerte
der beiden Formulierungen sind somit identisch. Für den Fall λ → ∞ wird (5.43)
durch λ2 dividiert und die Substitution

µ =
1

λ
(5.46)

durchgeführt, womit sich

(
µ2

[
SνAA 0

0 GTTǫ
AAG

]
+ µ

[
0 Tǫ

AAG

GTTǫ
AA 0

]
+

[
Tǫ
AA 0

0 0

])[
xA
xV

]
= 0

(5.47)

ergibt. Der Fall λ→ ∞ entspricht dann µ = 0 womit sich das Eigenwertproblem zu

[
Tǫ
AA 0

0 0

] [
xA
xV

]
= 0 (5.48)

vereinfacht. Aufgrund der Regularität von Tǫ
AA folgen hieraus die Eigenvektoren

λ→ ∞ ⇔ µ→ 0 ⇒ x =

[
0

INV0

]
, (5.49)

bei welchen es sich um reine Gradientenfelder handelt. Da für die Niederfrequenzin-
stabilität die Nulleigenwerte von Interesse sind und außerdem nur reine Gradienten-
felder von der Niederfrequenzinstabilität betroffen sind, werden im Folgenden diese
beiden Fälle betrachtet. Für λ = 0 vereinfacht sich (5.43) zu

[
SνAA 0

0 GTTǫ
AAG

] [
xA
xV

]
= 0. (5.50)

Aufgrund der gemachten Annahmen hinsichtlich des Dirichlet-Randes, ist die Matrix
SǫV V = GTTǫ

AAG positiv definit, sodass xV = 0 folgt. Da die Matrix SνAA nur positiv
semidefinit ist und einen Nullraum besitzt, welcher durch reine Gradientenfelder
aufgespannt wird, folgt

xA = GxΨ (5.51)



Ungeeichte Formulierung und Baum-Kobaum-Eichung 79

für ein beliebiges xΨ. Die Anzahl der Nulleigenwerte ist daher gleich der Dimension
NV0 des Vh,p0 . Insgesamt ergibt sich hiermit für die Nulleigenwerte und -vektoren die
Darstellung

λ = 0 ⇒ XG,0 =

[
G

0

]
, (5.52)

sodass es sich bei ihnen um reine Gradientenfelder handelt. Werden ohne die An-
nahme λ = 0 reine Gradientenfelder mit

x =

[
xA
xV

]
=

[
GxΨ

xV

]
(5.53)

als mögliche Kandidaten für Eigenvektoren betrachtet, so reduziert sich (5.43) auf-
grund der Eigenschaften der Matrix SνAA im Bezug auf reine Gradientenfelder auf

([
0 0

0 GTTǫ
AAG

]
+ λ

[
0 Tǫ

AAG

GTTǫ
AA 0

]
+ λ2

[
Tǫ
AA 0

0 0

])[
GxΨ

xV

]
= 0 (5.54)

beziehungsweise nach Ausmultiplikation, Ausnutzung der Regularität von GTTǫ
AAG

sowie der Annahme λ 6= 0 weiter zu

Tǫ
AAG (λxΨ + xV ) = 0, (5.55a)

λxΨ + xV = 0. (5.55b)

Mit der Wahl

xV = −λxΨ (5.56)

sind beide Gleichungen für ein beliebiges λ erfüllt, sodass für reine Gradientenfelder
λ ein NV0-facher Eigenwert ist und sich für die zugehörigen Eigenvektoren in Matrix-
Form die Darstellung

XG,λ =

[
G

−λINV0

]
(5.57)

ergibt. Dabei entspricht jede Spalte von XG,λ einem Eigenvektor. Insbesondere fol-
gen die beiden zuvor betrachteten Fälle λ = 0 und λ → ∞ hieraus als Spezialfall.
Aufbauend auf diesen Resultaten wird für den Rest dieses Abschnittes das Eigen-
wertproblem für die Systemmatrix Ai,u

Ai,ux
i,u
k = µi,uk x

i,u
k (5.58)

betrachtet. Aus den zuvor gemachten Überlegungen folgt für

λ = jk0 (5.59)
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sowie

x
i,u
k = XG,jk0ek (5.60)

mit k = 1, . . . , NV0 die Gleichung

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0T

ǫ
AAG

jk0G
TTǫ

AA GTTǫ
AAG

] [
G

−jk0INV0

]
êk = 0 (5.61)

und somit

µi,uk = 0. (5.62)

Die Matrix Ai,u hat daher unabhängig von der betrachteten Wellenzahl einen NV0-
fachen Nulleigenwert und der zugehörige NV0-dimensionale Nullraum wird durch
reine Gradientenfelder der Form

XG,jk0 =

[
G

−jk0INV0

]
(5.63)

aufgespannt. Im Gegensatz zur elektrischen Feldformulierung ändern sich die Ei-
genschaften der Systemmatrix nicht erst beim Grenzübergang k0 → 0, sondern der
entsprechende Nullraum ist bei beliebigen Wellenzahlen vorhanden. Wird die Sys-
temmatrix Ai,u im statischen Grenzfall betrachtet, so gilt

Ai,u =

[
SνAA + (jk0)

2
Tǫ
AA jk0T

ǫ
AAG

jk0G
TTǫ

AA GTTǫ
AAG

]
k0=0
=

[
SνAA 0

0 GTTǫ
AAG

]
. (5.64)

Der obere linke Block entspricht der Systemmatrix, die sich im ungeeichten Fall in
der Magnetostatik ergibt [ZC06, S. 74ff.], während der rechte untere Block eine dis-
kretisierte Form des Laplace-Operators darstellt, was dem elektrostatischen Fall ent-
spricht [ZC06, S. 65ff.]. Die Forderung nach Quellenfreiheit im elektrostatischen Fall,
welche bei der Betrachtung der elektrischen Feldformulierung im Niederfrequenzfall
zu Problemen geführt hat, bleibt bei der ungeeichten Potenzialformulierung somit
stets erfüllt. Die darüber hinaus im statischen Fall vorliegende völlige Entkopplung
der elektrischen und magnetischen Felder wird ebenfalls erhalten und im Gegensatz
zur elektrischen Feldformulierung können im statischen Fall sowohl die elektrischen
Felder E und D als auch die magnetischen Felder H und B aus der Lösung re-
konstruiert werden. Das Vektorpotenzial A kann nach den bisherigen Betrachtungen
zwar nicht eindeutig bestimmt werden, da eine geeignete Eichung zur Festlegung sei-
ner Quellen fehlt, die aus dem Vektorpotenzial A berechnete und physikalisch rele-
vante magnetische FlussdichteB ist jedoch eindeutig festgelegt, vgl. Abschnitt 2.4.2.
Auch wenn die Systemmatrix singulär ist, sind die physikalischen Felder eindeutig
bestimmt. Durch die Singularität der Systemmatrix wird daher im Diskreten keine
Instabilität der Formulierung, sondern die Eichinvarianz der physikalischen Felder
ausgedrückt. Wird das Gleichungssystem iterativ gelöst, und liegt die rechte Sei-
te b

i,u
AV des Gleichungssystems im Bildraum der Matrix, so stellt die Singularität
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der Matrix nicht unbedingt ein Problem dar, was zum Beispiel in der Potenzialfor-
mulierung nach [HKO08] ausgenutzt wird. Für eine direkte Lösung mit Hilfe einer
geeigneten Matrixfaktorisierung ist diese Art der Formulierung jedoch ungeeignet.
Insbesondere bei iterativen Lösern, welche einen Multigrid-Vorkonditionierer ver-
wenden, ist es erforderlich, auf dem gröbsten zur Verfügung stehenden Gitter direkt
zu lösen, um die Konvergenz des gesamten Verfahrens zu beschleunigen [Hil06].
Aus diesem Grund werden in den folgenden Abschnitten unterschiedliche Formu-
lierungen vorgestellt, welche zu einer regulären Systemmatrix führen, sodass eine
Faktorisierung möglich wird.

5.2.5 Baum-Kobaum-Eichung

Zunächst wird nur der Fall betrachtet, der sich bei Verwendung von Ansatzfunktio-
nen niedrigster Ordnung, das heißt Polynomgrad p = 1, ergibt. Die diskreten Ap-
proximationen der Felder werden daher in den Räumen Vh,10 beziehungsweise Wh,1

0

gesucht. Die einfachste Möglichkeit eine Eichung des magnetischen Vektorpotenzials
zu erzielen, ist in diesem Fall die sogenannte Baum-Kobaum-Eichung - vgl. [AR88],
[AR90], [MC95] - welche auf der in Abschnitt 3.3.2 vorgestellten Baum-Kobaum-
Zerlegung des FE -Netzes aufbaut. Wegen der (exakten) Sequenzeigenschaft nach
(2.56)

∇H1 (Ω,ΓE) ⊂ H (rot; Ω,ΓE) (5.65a)

beziehungsweise ihrem diskreten Analogon nach (3.3)

∇Vh,10 ⊂ Wh,1
0 (5.65b)

gilt, wie in (2.45) dargestellt, die Zerlegung des Raums H (rot; Ω,ΓE) in die L2-
orthogonalen Komponenten

H (rot; Ω,ΓE) = ∇H1 (Ω,ΓE)⊕
(
∇H1 (Ω,ΓE)

)⊥ ⊕H1 (Ω) . (5.66)

Aufgrund der gemachten Einschränkungen hinsichtlich der Eigenschaften des Feld-
gebietes und des Randes des Feldgebietes gilt H1 (Ω) = ∅ und die verbleibende
Zerlegung entspricht der klassischen Helmholtz-Zerlegung. Es ist zwar grundsätzlich
auch im FE -Kontext möglich eine vollständige Helmholtz-Zerlegung durchzuführen,
allerdings ist diese mit großem numerischem Aufwand verbunden, da die Forde-
rung der Divergenzfreiheit der Ansatzfunktionen zu Ansatz- und Testfunktionen
führt, deren Träger deutlich vergrößert wird, was sich negativ auf die Besetzungs-
struktur der FE -Matrizen auswirkt. Um diesen Nachteil zu vermeiden, wird keine
vollständige, sondern nur eine näherungsweise Helmholtz-Zerlegung durchgeführt.
Hierbei wird das Vektorpotenzial in einen Anteil aufgespalten, welcher aus reinen
Gradientenfeldern besteht, und einen, welcher nicht verschwindende Zirkulationen
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darstellt. Insgesamt gilt also die Darstellung

A = Ac +∇Ψ, (5.67a)

wobei vorausgesetzt wird, dass

∇×Ac 6= 0 (5.67b)

erfüllt ist. Im Allgemeinen gilt bei dieser Art der Zerlegung

∇ ·Ac = 0 (5.67c)

nicht. Wesentlich ist jedoch, dass die reinen Gradientenfelder explizit vorliegen. Der
Gradientenanteil des Vektorpotenzials in (5.67a) kann auch im FE -Kontext durch
entsprechende Gradienten skalarer Ansätze dargestellt werden, sodass

∇Ψ =

NV0∑

k=1

∇ψkxΨ,k. (5.68)

Wegen der diskreten Sequenzeigenschaft (3.3) und der daraus resultierenden Dar-
stellung des diskreten Gradienten mit Hilfe der Matrix G ∈ R

NW0
×NV0 gilt weiterhin

∇Ψ =

NV0∑

k=1

∇ψkxΨ,k =
NV0∑

k=1



NW0∑

l=1

alGlk


xΨ,k =

NW0∑

l=1

al



NV0∑

k=1

GlkxΨ,k


 . (5.69)

Somit ist eine Darstellung des Gradientenanteils von (5.67a) mit Hilfe der ursprüng-
lichen Ansatzfunktionen für das Vektorpotenzial möglich. Die weiteren Betrachtun-
gen dienen dazu, auch den Anteil des Vektorpotenzials mit nicht verschwindender
Zirkulation durch die ursprüngliche Basis auszudrücken. Durch einen FE -Ansatz
dargestellt, hat das Vektorpotenzial die Form

A =

NW0∑

k=1

akxA,k, ak ∈ Wh,1
0 ∀k. (5.70)

Wird die Anzahl der nicht am Dirichlet-Rand liegenden Kanten beziehungsweise
Knoten des FE -Netzes mit NE beziehungsweise NN bezeichnet, so gelten die Zu-
sammenhänge

NV0 = dimVh,10 = NN , (5.71a)

NW0 = dimWh,1
0 = NE. (5.71b)

Mit der Baum-Kobaum-Zerlegung des FE -Netzes nach Abschnitt 3.3.2 ist weiterhin

NE = N t
E +N c

E, (5.71c)
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sowie

N t
E = NN , (5.71d)

wobei N t
E beziehungsweise N c

E der Anzahl der Baum- beziehungsweise Kobaum-
Kanten entspricht. Werden die Kanten des FE -Netzes so nummeriert, dass zunächst
die Kobaum-Kanten und anschließend die Baum-Kanten aufgelistet werden, so er-
gibt sich die FE -Darstellung des Vektorpotenzials zu

A =

NW0∑

k=1

akxA,k =

Nc
E∑

k=1

ac,kxA,c,k +

Nt
E∑

k=1

at,kxA,t,k, (5.72a)

wobei infolge der gewählten Nummerierung

ac,k = ak k = 1, . . . N c
E, (5.72b)

at,k = a(k+Nc
E)

k = 1, . . . N t
E (5.72c)

sowie

xcA,k = xA,k k = 1, . . . N c
E, (5.72d)

xtA,k = x
A,(k+Nc

E)
k = 1, . . . N t

E (5.72e)

gelten. In vektorieller Schreibweise impliziert dies für den Koeffizientenvektor xA
eine Zerlegung in der Form

xA =

[
xcA
xtA

]
. (5.73)

Da die Anzahl der Freiheitsgrade unabhängig von der konkreten Wahl der Darstel-
lung des Vektorpotenzials bleiben muss, werden nach (5.70) in der ursprünglichen
Darstellung des Vektorpotenzials gerade NW0 Freiheitsgrade benötigt. Da sich der
zuvor identifizierte Gradientenanteil (5.68) aus insgesamt NV0 Freiheitsgraden zu-
sammensetzt, verbleiben für den Anteil des Vektorpotenzials mit nicht verschwin-
dender Rotation noch

NW0 −NV0 = NE −NN = NE −N t
E = N c

E (5.74)

Freiheitsgrade. Die Zerlegung (5.67a) kann daher erreicht werden, indem zunächst
alle Koeffizienten von Ansatzfunktionen, welche den Baum-Kanten zugeordnet sind,
gleich Null gesetzt werden und anschließend für jede entfernte Baumkanten-Ansatz-
funktion der Gradient einer skalaren Funktion hinzugefügt wird. Die Baumkanten
werden gewählt, da die verbliebenen Kobaumkanten ausreichen, um jede mögliche
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Zirkulation darzustellen, siehe Abschnitt 3.3.2. Mit der Darstellung des diskreten
Gradienten nach (3.12) ergibt sich das Vektorpotenzial in der Form

A =

Nc
E∑

k=1

a
c
kx

c
A,k +

NW0∑

l=1

al



NV0∑

k=1

GlkxΨ,k


 (5.75a)

=

Nc
E∑

k=1

akxA,k +

NE∑

l=1

al

(
NN∑

k=1

GlkxΨ,k

)
(5.75b)

=

NE∑

l=1

al






Nc
E∑

k=1

ClkxA,k


+




Nt
E∑

k=1

GlkxΨ,k




 (5.75c)

mit

C =

[
INc

E

0

]
∈ R

NW0
×Nc

E . (5.75d)

Der Koeffizientenvektor xA kann demzufolge durch

xA =
[
C G

] [xA,c
xΨ

]
. (5.76)

dargestellt werden. Um die Systemmatrix des modifizierten Gleichungssystems unter
Berücksichtigung der Aufspaltung zu erhalten, kann diese Darstellung des Koeffizi-
entenvektors direkt in (5.26) eingesetzt werden. Es ist jedoch zu beachten, dass
auch die Testfunktionen entsprechend modifiziert werden müssen, damit gewähr-
leistet ist, dass auch mit Funktionen mit nichtverschwindender Rotation und reinen
Gradientenfeldern separat getestet wird. Dies lässt sich durch eine Multiplikation

der ersten Zeile von (5.26) von links mit der Matrix
[
C G

]T
erreichen, woraus für

das FE -Gleichungssystem


SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

(jk0)
2
Mǫ

ΨAc
(jk0)

2
SǫΨΨ jk0M

ǫ
ΨV

jk0M
ǫ
V Ac

jk0M
ǫ
VΨ SǫV V





xAc

xΨ

xv


 =



bAc

bΨ

bV


 (5.77)

mit den neueingeführten Matrizen

SνAcAc
= CTSνAAC, (5.78a)

Tǫ
AcAc

= CTTǫ
AAC, (5.78b)

Mǫ
AcΨ =

(
Mǫ

ΨAc

)T
= Mǫ

AcV
=
(
Mǫ

V Ac

)T
= CTTǫ

AAG, (5.78c)

SǫΨΨ = Mǫ
ΨV = Mǫ

VΨ = SǫV V = GTTǫ
AAG (5.78d)

und den Vektoren

bAc
= CTbA, (5.78e)

bΨ = GTbA (5.78f)
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folgt. Das Gleichungssystem ist in dieser Form immer noch singulär, da es sich um
eine reine Umformulierung des ursprünglichen Gleichungssystems (5.26) handelt. In
der vorliegenden Darstellung sind die zweite und die dritte Zeile linear abhängig, da
sie sich nur um einen Faktor jk0 voneinander unterscheiden. Im statischen Grenzfall
k0 → 0 gilt darüber hinaus

lim
k0→0



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

(jk0)
2
Mǫ

ΨAc
(jk0)

2
SǫΨΨ jk0M

ǫ
ΨV

jk0M
ǫ
V Ac

jk0M
ǫ
VΨ SǫV V


 =



SνAcAc

0 0

0 0 0

0 0 SǫV V


 ,

(5.79)

was für das lineare Gleichungssystem (5.77) die reduzierte Darstellung

[
SνAcAc

0

0 SǫV V

] [
xAc

xv

]
=

[
bAc

bV

]
, (5.80)

bΨ = 0 (5.81)

zur Folge hat. Der Gradientenanteil des magnetischen Vektorpotenzials ist demnach
in diesem Fall völlig unbestimmt, die elektrischen und magnetischen Felder können
allerdings nach wie vor aus den verbliebenen Größen eindeutig rekonstruiert werden.
Für die rechte Seite von (5.27) ergibt sich hieraus zusätzlich die Bedingung, dass bΨ

im statischen Grenzfall gleich Null sein muss, damit ein konsistentes Gleichungssys-
tem vorliegt. Vorausgesetzt die Bedingung

bΨ = jk0bV (5.82)

ist für alle Frequenzen erfüllt, kann ein reguläres Gleichungssystem erzeugt werden,
indem der Gradientenanteil des Vektorpotenzial in der Form

xΨ = 0 (5.83)

gewählt wird, was als Baum-Eichung [MC95] bezeichnet wird. Die entsprechenden
Unbekannten und zugehörigen Gleichungen entfallen aus dem Gleichungssystem und
es ergibt sich die reduzierte Form

Ai,tcxi,tc = bi,tc (5.84a)

mit

Ai,tc =

[
SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

jk0M
ǫ
AcV

jk0M
ǫ
V Ac

SǫV V

]
, (5.84b)

xi,tc =

[
xAc

xV

]
, (5.84c)

bi,tc =

[
bAc

bV

]
, (5.84d)
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 194.3518j 4.6 · 10−4 6.2 · 10−6 1.1 · 10−8

TE210 307.2972j 2.4 · 10−3 5.8 · 10−5 3.3 · 10−7

TE120 307.2972j 4.9 · 10−4 2.0 · 10−5 8.9 · 10−8

TM011 338.3760j 5.7 · 10−3 8.8 · 10−7 7.5 · 10−8

TE101 338.3760j 4.0 · 10−4 2.9 · 10−5 1.5 · 10−7

TM111 365.2186j 3.7 · 10−4 3.5 · 10−5 2.1 · 10−7

TE111 365.2186j 4.3 · 10−3 1.5 · 10−5 1.9 · 10−7

Tabelle 5.1: Eigenwerte im verlustlosen Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
Resonators und relative Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für
Polynomgrad p = 1, 2, 3.

wobei der obere Index tc für die Baum-Kobaum-Eichung beziehungsweise im Engli-
schen tree-cotree-gauge steht. Von Vorteil ist bei diesem Vorgehen, dass eine Baum-
Eichung auf der Grundlage rein topologischer Betrachtungen im Hinblick auf das
FE -Netz durchgeführt werden kann und nicht die Assemblierung weiterer Matrizen
benötigt wird. Nachteilig ist jedoch die Tatsache, dass die Baum-Kobaum-Zerlegung
des FE -Netzes nicht eindeutig ist und je nach Wahl des Baumes zu schlecht konditio-
nierten Systemmatrizen führen kann, vgl. [GT94], [Mun02]. Die Verallgemeinerung
dieses Vorgehens auf Ansätze höherer Ordnung stellt keine grundsätzliche Schwierig-
keit dar, solange die Basen der Ansatzräume höherer Ordnung wie in Abschnitt 3.2
aufgebaut sind. Wichtig ist hierbei, dass für die reinen Gradientenfelder höherer Ord-
nung eine explizite Basis vorliegt. Diese Gradienten höherer Ordnung können dann
- wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt - aus dem Gleichungssystem eliminiert
werden, um letztlich eine reguläre Systemmatrix zu erhalten. Das Vorgehen im Fall
höherer Ordnung wird zum Beispiel in [DEPL99] für den Fall p = 2 vorgestellt.
Da auch die Verallgemeinerung auf Ansätze noch höherer Ordnung keine weiteren
Neuerungen mit sich bringt, wird im Folgenden nicht näher darauf eingegangen.

5.2.6 Numerische Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse dieses Abschnitts beziehen sich auf die Baum-Kobaum-
Eichung und das verlustlose Randwertproblem aus Abschnitt 5.1. Die analytisch be-
stimmten physikalischen Eigenwerte sind zusammen mit den relativen Fehlern der
numerisch berechneten Näherungen für die Eigenwerte in Tabelle 5.1 für die ersten
sieben Moden und den Polynomgrad p = 1, 2, 3 dargestellt. Wie anhand von Ta-
belle 5.1 zu erkennen, werden die physikalischen Eigenwerte durch das diskretisierte
System sehr gut angenähert. In Abbildung 5.2.1 ist die Verteilung der Eigenwerte
in der komplexen Ebene dargestellt. Wie zuvor gezeigt, wird hieraus deutlich, dass
die Potenzialformulierung im verlustlosen Fall bei Verwendung der Baum-Kobaum-
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Abbildung 5.2.1: Eigenwertverteilung im verlustlosen Fall: Lage der Eigenwerte des
Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1. Physikalische Eigen-
werte sind als schwarze Punkte dargestellt.

Eichung - im Gegensatz zur elektrischen Feldformulierung - keine unphysikalischen
Nulleigenwerte besitzt.

Zur Beurteilung der Frequenzabhängigkeit der Systemmatrix A mit

A =

[
SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

jk0M
ǫ
AcV

jk0M
ǫ
V Ac

SǫV V

]
, (5.85)

ist in Abbildung 5.2.2 die Konditionszahl κ2 (A) in Abhängigkeit der Wellenzahl
dargestellt. Im Vergleich zu den Resultaten der elektrischen Feldformulierung aus
Abbildung 4.1.4 ist deutlich zu erkennen, dass sich die Konditionszahl der System-
matrix auch im Niederfrequenzfall nicht verschlechtert. Im Hochfrequenzfall liegt die
Konditionszahl der Baum-Kobaum-Eichung jedoch deutlich über jener der Feldfor-
mulierung. Insbesondere zeigt sich, dass die Konditionszahl bei höheren Frequenzen
quadratisch mit der Frequenz ansteigt, sofern keine weiteren Maßnahmen ergriffen
werden. Wird, um der Verschlechterung der Konditionszahl entgegen zu wirken, eine
Diagonalskalierung der Systemmatrix durchgeführt, sodass alle Hauptdiagonalein-
träge Betrag 1 besitzen, so kann eine deutliche Verbesserung der Konditionszahl
erzielt werden, wie in Abbildung 5.2.3 dargestellt ist. Insbesondere verschlechtert
sich die Konditionszahl nicht mehr quadratisch sondern nur noch linear mit der Fre-
quenz. Der Knick in beiden Verläufen bei f ≈ 100 GHz kommt dadurch zu Stande,
dass hier sehr dicht an einer Eigenfrequenz des Resonators ausgewertet wird.
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Abbildung 5.2.2: Konditionszahl der Systemmatrix im verlustlosen Fall: Verlauf der
Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für das Resonatorproblem in Abhängigkeit
der Frequenz für Poylnomgrad p = 1, 2, 3.
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Abbildung 5.2.3: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrix
im verlustlosen Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem
in Abhängigkeit der Frequenz für Poylnomgrad p = 1 mit und ohne Skalierung.
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5.3 Statische Eichung

Nachdem im vorigen Abschnitt die ungeeichte A-V -Potenzialformulierung und die
rein topologische Baum-Kobaum-Eichung betrachtet wurden, wird in diesem Ab-
schnitt eine explizite Eichung des Vektorpotenzials A durch Vorgabe einer geeigne-
ten Eichbedingung vorgestellt. Im Gegensatz zur Baum-Kobaum-Eichung des letzten
Abschnittes führt diese Art der Eichung jedoch nicht zu einer Reduktion der An-
zahl der Unbekannten im resultierenden FE -Gleichungssystem. Das im Folgenden
betrachtete Randwertpoblem basiert wiederum auf den in Abschnitt 5.1 gemachten
Annahmen.

5.3.1 Eichbedingung

Ausgangspunkt sind die Gleichungen der ungeeichten Potenzialformulierung nach
(5.7)

∇× (νr∇×A) + (jk0)
2 ǫrA+ jk0ǫr∇V = η0Jp, (5.86a)

jk0∇ · (ǫrA) +∇ · (ǫr∇V ) = 0. (5.86b)

Wie in Abschnitt 5.2 erläutert, ist diese Formulierung im statischen Grenzfall k0 → 0
nicht grundsätzlich instabil, da die elektrische Flussbilanz (2.11c) im Gegensatz zur
elektrischen Feldformulierung auch in diesem Fall als Gleichung erhalten bleibt. Auf-
grund der Eichinvarianz der Felder gilt für k0 > 0 jedoch, dass die zweite Gleichung
aus der ersten durch Divergenzbildung und anschließender Skalierung mit jk0 folgt,
sodass die Gleichungen in dieser Form nicht linear unabhängig sind. Um dieses Pro-
blem zu umgehen, wird eine Eichbedingung für das Vektorpotenzial A in der Form

∇ · ǫrA = 0 in Ω (5.87a)

explizit vorgegeben, was einer mit dem Materialtensor ǫ bzw. ǫr gewichteten Variante
der Coulomb-Eichung [Str07, S. 226] entspricht. Da diese Nebenbedingung frequen-
zunabhängig ist, ergeben sich durch sie keinerlei Probleme im Niederfrequenzfall.
Darüber hinaus kann die Eichbedingung in (5.7b) eingesetzt werden, sodass für das
Skalarpotenzial V die vereinfachte und ebenfalls frequenzunabhängige Beziehung

∇ · ǫr∇V = 0 in Ω (5.87b)

folgt. Da es sich bei (5.87b) gerade um die verallgemeinerte Laplace-Gleichung der
Elektrostatik handelt [RC09, S. 126],[Str07, S. 162], wird diese Art der Eichung
im Folgenden auch als statische Eichung bezeichnet. Zusammenfassend lauten die
partiellen Differenzialgleichungen, welchen die Potenziale im Falle der vorliegenden
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Eichung genügen müssen

∇× (νr∇×A) + (jk0)
2 ǫrA+ jk0ǫr∇V = η0Jp, (5.88a)

∇ · (ǫrA) = 0, (5.88b)

∇ · (ǫr∇V ) = 0, (5.88c)

woraus sich mit der Aufspaltung nach (5.67a)

∇× (νr∇×Ac) + (jk0)
2 ǫr (Ac +∇Ψ) + jk0ǫr∇V = η0Jp, (5.89a)

∇ · [ǫr (Ac +∇Ψ)] = 0, (5.89b)

∇ · (ǫr∇V ) = 0 (5.89c)

ergibt. Durch die Vorgabe von (5.89b) ist die Eichung jedoch noch nicht vollständig
festgelegt, da geeignete Randbedingungen für die Normalkomponenten von A auf
dem Rand ΓH des Feldgebietes fehlen. Für die statische Eichung werden hierzu die
Bedingungen

[ǫr (Ac +∇Ψ)] · n̂ = 0 auf ΓH , (5.90a)

(ǫr∇V ) · n̂ = −η0c0D0 · n̂ auf ΓH , (5.90b)

(5.19)
= η0

jk0
(∇×H0) · n̂ auf ΓH (5.90c)

vorgegeben. Wichtig ist hierbei, dass in (5.90c) die Normalkomponente der Rotation
(∇×H) · n̂ auf ΓH bereits durch die Kenntnis der Tangentialkomponenten H × n̂

bestimmt ist. Mit dieser Wahl der Randbedingungen ist die Eichung vollständig
festgelegt und das hieraus resultierende Randwertproblem lautet

∇× (νr∇×Ac) + (jk0)
2 ǫr (Ac +∇Ψ) + jk0ǫr∇V = η0Jp in Ω, (5.91a)

∇ · (ǫrAc) +∇ · (ǫr∇Ψ) = 0 in Ω, (5.91b)

∇ · (ǫr∇V ) = 0 in Ω (5.91c)

zusammen mit den Dirichlet-Randbedingungen

Ac × n̂ = 0 auf ΓE, (5.91d)

Ψ = const . auf ΓE, (5.91e)

V = const . auf ΓE (5.91f)

und den Neumann-Randbedingungen

(νr∇×Ac)× n̂ = η0H0 × n̂ auf ΓH , (5.91g)

[ǫr (Ac +∇Ψ)] · n̂ = 0 auf ΓH , (5.91h)

(ǫr∇V ) · n̂ = −η0c0D0 · n̂ = η0
jk0

(∇×H0) · n̂ auf ΓH . (5.91i)



Statische Eichung 91

5.3.2 Schwache Formulierung und Randwertproblem

Zur Herleitung der schwachen Formulierung werden (5.89a), (5.89b) und (5.89c) mit
Testfunktionen ac ∈ Hc (rot; Ω,ΓE), ψ ∈ H1 (Ω,ΓE) und v ∈ H1 (Ω,ΓE) multipli-
ziert und anschließend partiell integriert, was auf

Sν (Ac,ac) + (jk0)
2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac) + jk0T

ǫ (∇V,ac) = bsAc
(ac) , (5.92a)

T ǫ (Ac +∇Ψ,∇ψ) = bsΨ (ψ) , (5.92b)

T ǫ (∇V,∇v) = bsV (v) (5.92c)

mit den bereits zuvor eingeführten Linear- und Bilinearformen sowie den neuen
Linearformen

bsAc
(ac) = bJ (ac) + bH (ac) , (5.93a)

bsΨ (ψ) =

∫

ΓH

ψ [ǫr (Ac +∇Ψ)] · n̂ dΓ, (5.93b)

bsV (v) =

∫

ΓH

v (ǫr∇V ) · n̂ dΓ (5.93c)

führt. Unter Verwendung der durch die Eichung festgelegten Randbedingungen folgt

bsΨ (ψ) = 0, (5.94)

bsV (v) = −bD (v) = 1
jk0
bH (∇v) (5.95)

und hieraus für die schwache Formulierung

Sν (Ac,ac) + (jk0)
2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac) + jk0T

ǫ (∇V,ac) = bsA (ac) , (5.96a)

T ǫ (Ac +∇Ψ,∇ψ) = 0, (5.96b)

T ǫ (∇V,∇v) = bsV (v) . (5.96c)

Für den zu 1
k0

proportionalen Term der rechten Seite von (5.90c) gelten wieder-

um die Überlegungen aus Abschnitt 5.2.3, sodass hierdurch keine Instabilität der
Formulierungen hervorgerufen wird. Die äquivalente Formulierung der Randbedin-
gung mit Hilfe der elektrischen Flussdichte D0 (5.90b) entspricht der Neumann-
Randbedingung des elektrostatischen Randwertproblems [ZC06, S. 63f] und stellt
hinsichtlich der Frequenzabhängigkeit keinerlei Problem dar. Da mit den Überlegun-
gen aus Abschnitt 5.2.3 auch die Anregung mit Hilfe der magnetischen Erregung oh-
ne Niederfrequenzprobleme realisiert werden kann, wird im Folgenden ausschließlich
die Darstellung der rechten Seite - aufbauend auf (5.90c) - verwendet. Unabhängig
von den Betrachtungen aus Abschnitt 5.2.3 kann die Frequenzskalierung der rechten
Seite durch eine Variablentransformation der Form

Ṽ = jk0V (5.97)
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beseitigt werden. Hiermit ergibt sich für (5.96)

Sν (Ac,ac) + (jk0)
2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac) + jk0T

ǫ
(
∇Ṽ ,ac

)
= bsA (ac) , (5.98a)

T ǫ (Ac +∇Ψ,∇ψ) = 0, (5.98b)

T ǫ
(
∇Ṽ ,∇v

)
= bH (v) . (5.98c)

Diese Darstellung entspricht bei der Definition der Potenziale im Wesentlichen der
Konvention nach [DEPL99, Gl. (31)] für den Fall β = 1:

E =
1

jk0
∇Ṽ + jk0 (Ac +∇Ψ) . (5.99)

Das zugehörige Gleichungssystem kann problemlos gelöst werden, die Rekonstrukti-
on des elektrischen Feldes im statischen Grenzfall ist hiermit allerdings nicht möglich.

5.3.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Zur Herleitung des FE -Gleichungssystems werden die unendlich dimensionalen An-
satz- und Testräume wiederum durch endliche dimensionale Unterräume ersetzt.
Für den Anteil des Vektorpotenzials Ac, welcher über eine nicht verschwindende
Rotation verfügt, werden Ansätze aus dem Rh,p

c,0 gewählt, um das Auftreten reiner
Gradientenfelder zu verhindern. Für die beiden Skalarpotenziale Ψ und V werden
Ansätze aus dem Vh,p0 verwendet. Hiermit ergibt sich - wie in ähnlicher Form bereits
in (5.20) gezeigt - für die Potenziale die Darstellung

Ac =

NA∑

k=1

xAc,kac,k, ac,k ∈ Rh,p
c,0 , (5.100a)

Ψ =

NΨ∑

k=1

xΨ,kψk, ψk ∈ Vh,p0 , (5.100b)

V =

NV∑

k=1

xV,kvk, vk ∈ Vh,p0 . (5.100c)

Mit den entsprechenden Testfunktionen folgt das lineare Gleichungssystem zur Be-
stimmung der unbekannten Koeffizientenvektoren xAc

, xΨ und xV in der Form

Ai,sxi,s = bi,s (5.101a)
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mit

Ai,s =



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


 , (5.101b)

xi,s =



xAc

xΨ

xV


 , (5.101c)

bi,s =



bAc,H + bAc,J

0
1
jk0

bV,H


 . (5.101d)

Im Gegensatz zur Baum-Kobaum-Eichung aus Abschnitt 5.2.5 kommt es hier nicht
zu einer Reduktion der Anzahl der Unbekannten, und das resultierende lineare Glei-
chungssystem ist darüber hinaus unsymmetrisch. Der erstgenannte Punkt stellt al-
lerdings keinen direkten Nachteil dar, da in der vorgestellten Formulierung das elek-
trische Skalarpotenzial V unabhängig von den anderen Potenzialen nur mit Hilfe
der letzten Gleichung berechnet werden kann

SǫV V xV = 1
jk0

bV,H , (5.102)

⇔ xV = 1
jk0

(SǫV V )
−1

bV,H = − (SǫV V )
−1

bV,D. (5.103)

Liegt die entsprechende Lösung xV für V vor, kann das reduzierte Gleichungssystem

A
i,s
AcΨ

x
i,s
AcΨ

= b
i,s
AcΨ

(5.104a)

mit den reduzierten Größen

A
i,s
AcΨ

=

[
SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ

]
, (5.104b)

x
i,s
AcΨ

=

[
xAc

xΨ

]
, (5.104c)

b
i,s
AcΨ

=

[
bAc,H + bAc,J −Mǫ

AcV
(SǫV V )

−1
bV,H

0

]
(5.104d)

für die verbleibenden Potenziale gelöst werden. Es muss somit ein Gleichungssys-
tem mit NV und ein Gleichungssystem mit NAc

+ NΨ Unbekannten gelöst werden,
wobei im Allgemeinen NV = NΨ gilt. In der Regel ist somit der zusätzliche Auf-
wand, welcher durch das Lösen des Gleichungssystems für xV entsteht, im Vergleich
zum Aufwand der Lösung des Gleichungssystems für xAc

und xΨ vernachlässigbar.
Nachteilig bleibt der Umstand, dass es sich um ein nicht symmetrisches Gleichungs-
system handelt. Da das elektrische Skalarpotenzial V von den anderen Potenzialen
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entkoppelt ist, kann das Gleichungssystem jedoch in der Form

SǫV V xV = 1
jk0

bV,H (5.105)
[
SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ

] [
xAc

xΨ

]
=

[
bAc,H + bAc,J − jk0M

ǫ
AcV

xV
0

]

(5.106)

angegeben werden. Die Systemmatrix SǫV V des entkoppelten linearen Gleichungssys-
tems für V ist unter den gegebenen Voraussetzungen reell, symmetrisch und positiv
definit [ZC06, S. 67]. Ist die Wellenzahl k0 6= 0, so kann die Variablentransformation

xΨ =
1

jk0
yΨ (5.107)

durchgeführt werden, sodass nach Skalierung der zweiten Zeile von (5.106) mit jk0
auch hier ein symmetrisches Gleichungssystem der Gestalt

[
SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

jk0M
ǫ
AcΨ

jk0M
ǫ
ΨAc

SǫΨΨ

] [
xAc

yΨ

]
=

[
bAc,H + bAc,J − jk0M

ǫ
AcV

xV
0

]

(5.108)

vorliegt. Sofern k0 = 0 gilt, ändert sich an den Voraussetzungen zur Berechnung des
elektrischen Skalarpotenzials nichts und es gilt weiterhin (5.105). Es ist lediglich dar-
auf zu achten, dass in diesem Fall eine Formulierung der rechten Seite mit Hilfe der
elektrischen Flussdichte wie in (5.19) erforderlich ist, beziehungsweise dass die mag-
netische Erregung den am Ende von Abschnitt 5.2.3 durchgeführten Überlegungen
genügt. Aufgrund der Struktur von A

i,s
AcΨ

gilt für diese

lim
k0→0

A
i,s
AcΨ

= lim
k0→0

[
SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ

]
(5.109)

=

[
SνAcAc

0

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ

]
(5.110)

und eine entsprechende Skalierung, um ein lineares Gleichungssystem mit symmetri-
scher Systemmatrix zu erhalten, ist nicht möglich. Da es sich jedoch um eine untere
Block-Dreiecksmatrix handelt, müssen zur Bestimmung der Lösung jeweils nur die
Faktorisierungen der Diagonalblöcke berechnet werden, welche ihrerseits symme-
trisch sind.

5.3.4 Niederfrequenzverhalten und Eigenwerte

Zur Beurteilung des Niederfrequenzverhaltens der vorgestellten Formulierung wer-
den die Eigenschaften der Systemmatrix

Ai,s =



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


 (5.111)



Statische Eichung 95

in Abhängigkeit der Wellenzahl k0 sowie das dieser Matrix zugeordnete quadratische
Eigenwertproblem





SνAcAc

0 0

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


+ λi,sk



0 0 Mǫ

AcV

0 0 0

0 0 0




+
(
λi,sk
)2


Tǫ
AcAc

Mǫ
AcΨ

0

0 0 0

0 0 0







xAc,k

xΨ,k

xV,k


 = 0 (5.112)

betrachtet. Aus (5.111) ergibt sich für den statischen Grenzfall

lim
k0→0

Ai,s = lim
k0→0



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


 (5.113a)

=



SνAcAc

0 0

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


 (5.113b)

und aus der Regularität der Diagonalblöcke folgt sofort die Regularität der Gesamt-
matrix. Der linke obere Block

lim
k0→0

A
i,s
AcΨ

=

[
SνAcAc

0

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ

]
(5.114)

entspricht hierbei der Systemmatrix, welche sich auch im Falle stationärer Magnet-
felder bei Verwendung der Coulomb-Eichung [ZC06, S. 84f] ergibt. Der rechte untere
Block

lim
k0→0

A
i,s
V = SǫV V (5.115)

stellt eine diskretisierte Version der Laplace-Gleichung der Elektrostatik [ZC06,
S. 63ff] dar. Auch wenn die Niederfrequenzstabilität der Formulierung durch die
zuvor gemachten Betrachtungen bereits gewährleistet ist, werden im Folgenden das
quadratische Eigenwertproblem (5.112) sowie die Eigenwerte der wellenzahlabhängi-
gen Systemmatrix Ai,s näher untersucht. Für die Eigenvektoren von (5.112) gilt
insbesondere aufgrund der letzten Zeile von (5.112) und der Regularität von SǫV V

xV,k = 0 (5.116)

solange für den Eigenwert λi,sk die Bedingung

∣∣λi,sk
∣∣ <∞ (5.117)
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erfüllt ist. Wird dieses Ergebnis in (5.112) ausgenutzt, so reduziert sich das qua-
dratische Eigenwerproblem auf ein verallgemeinertes lineares Eigenwertproblem der
Form

([
SνAcAc

0

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ

]
+
(
λi,sk
)2
[
Tǫ
AcAc

Mǫ
AcΨ

0 0

])[
xAc,k

xΨ,k

]
= 0 (5.118)

für den Eigenwert
(
λi,sk
)2
. Hieraus kann xΨ,k mit Hilfe der zweiten Zeile von (5.118)

eliminiert werden, und es ergibt sich
(
SνAcAc

+
(
λi,sk
)2 (

Tǫ
AcAc

−Mǫ
AcΨ (SǫΨΨ)

−1
Mǫ

ΨAc

))
xAc,k = 0. (5.119)

Das ursprünglich nicht symmetrische quadratische Eigenwertproblem reduziert sich
somit auf ein verallgemeinertes, symmetrisches Eigenwertproblem. Wird weiterhin
der Fall λi,sk → ∞ untersucht, ergibt sich für den Eigenvektor xi,sk die Darstellung

x
i,s
k =



xAc,k

xΨ,k

xV,k


 =



(
Tǫ
AcAc

)−1
Mǫ

AcΨ
0

INV0
0

0 INV0



[
xΨ,k

xV,k

]
, (5.120)

wobei xΨ,k und xV,k beliebig sind.

Für die Systemmatrix Ai,s aus (5.111) wird abschließend untersucht, ob das Eigen-
wertproblem

Ai,sx
i,s
k = µi,sk x

i,s
k (5.121)

reine Gradientenfelder der Form

x
i,s
k = x

i,s
ΨV,k =




0

xΨ,k

xV,k


 (5.122)

als Eigenvektoren besitzt und wie die zugehörigen Eigenwerte in Abhängigkeit der
Wellenzahl verteilt sind. Mit (5.122) und Ai,s wie in (5.111) zerfällt (5.121) in die
drei Gleichungen

jk0M
ǫ
AcV

(jk0xΨ,k + xV,k) = 0, (5.123a)

SǫV V xΨ,k = µi,sk xΨ,k, (5.123b)

SǫV V xV,k = µi,sk xV,k, (5.123c)

wobei in den ersten beiden Gleichungen (5.78) ausgenutzt wurde. Ist k0 = 0, so
ist (5.123a) trivialerweise erfüllt und xΨ,k und xV,k können unabhängig voneinander
als Eigenvektoren der symmetrisch positiv definiten Matrix SǫV V bestimmt werden.
Sofern k0 > 0, müssen xΨ,k und xV,k zusätzlich der Bedingung

jk0xΨ,k + xV,k = 0, (5.124a)

⇔ xV,k = −jk0xΨ,k (5.124b)
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 194.3518j 4.6 · 10−4 6.2 · 10−6 1.1 · 10−8

TE210 307.2972j 4.9 · 10−4 2.0 · 10−5 8.9 · 10−8

TE120 307.2972j 2.4 · 10−3 5.8 · 10−5 3.3 · 10−7

TM011 338.3760j 5.7 · 10−3 2.9 · 10−5 1.5 · 10−7

TE101 338.3760j 4.0 · 10−4 8.8 · 10−7 7.5 · 10−8

TM111 365.2186j 4.3 · 10−3 3.5 · 10−5 2.1 · 10−7

TE111 365.2186j 3.7 · 10−4 1.5 · 10−5 1.9 · 10−7

Tabelle 5.2: Eigenwerte im verlustlosen Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
Resonators und relative Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für
Polynomgrad p = 1, 2, 3.

genügen, was eine reine Skalierung darstellt. Die Eigenwerte und -vektoren können
daher immer noch aus jenen der Matrix SǫV V bestimmt werden. Im Hinblick auf reine
Gradientenfelder verhält sich die Systemmatrix demnach wie eine positiv definite
Matrix. Die diesen Feldern zugeordneten Eigenwerte entsprechen jenen der Matrix
SǫV V und sind daher verschieden von Null.

5.3.5 Numerische Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse dieses Abschnitts orientieren sich an dem verlustlosen
Resonatorproblem aus Abschnitt 5.1. Ein Vergleich der analytisch berechneten Ei-
genwerte und der numerisch bestimmten Näherungslösungen für die ersten sieben
Moden des verlustlosen Resonators ist für die Polynomgrade p = 1, 2, 3 in Tabel-
le 5.2 aufgelistet. Hier zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den ana-
lytisch und numerisch berechneten Eigenwerten. Auch die Genauigkeit der Lösung
in Abhängigkeit der polynomiellen Ordnung entspricht jener der Feldformulierung
beziehungsweise der Baum-Kobaum-Eichung. Im Gegensatz zur Feldformulierung
besitzt die statische Eichung jedoch keine unphysikalischen Eigenwerte, wie anhand
von Abbildung 5.3.1 zu erkennen ist.

Um die Frequenzabhängigkeit der Systemmatrix A aus (5.101b)

A =



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


 (5.125)

zu charakterisieren, ist in Abbildung 5.3.2 die Konditionszahl κ2 (A) dargestellt.
Im Gegensatz zur Feldformulierung bleibt die Konditionszahl im betrachteten Fre-
quenzbereich annähernd konstant und beginnt erst bei hohen Frequenzen, aufgrund
der unterschiedlichen Frequenzskalierung der einzelnen Block-Matrizen, anzustei-



98 Potenzialformulierung - Verlustloser Fall

Realteil Re γlmn (m
−1)

Im
ag
in
är
te
il
Im

γ
lm
n
(m

−
1
)

-400 -200 0 200 400
-400

-200

0

200

400

Abbildung 5.3.1: Eigenwertverteilung im verlustlosen Fall: Lage der Eigenwerte des
Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1. Physikalische Eigen-
werte sind als schwarze Punkte dargestellt.
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Abbildung 5.3.2: Konditionszahl der Systemmatrix im verlustlosen Fall: Verlauf der
Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für das Resonatorproblem in Abhängigkeit
der Frequenz für Polynomgrad p = 1, 2, 3.
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Abbildung 5.3.3: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrix
im verlustlosen Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem
in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit und ohne Skalierung.

gen. Durch eine entsprechende Frequenzskalierung kann diesem Problem im Hoch-
frequenzfall jedoch entgegen gewirkt werden, was in Abbildung 5.3.3 dargestellt ist.
Hier verschlechtert sich die Konditionszahl zwar sobald die erste Resonanzfrequenz
überschritten wird, aber sie bleibt dennoch im Wesentlichen konstant im betrachte-
ten Frequenzbereich. Der Peak bei f ≈ 100 GHz ist auch hier durch die Auswertung
nahe an einer Eigenfrequenz des Resonators zu erklären.
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5.4 Gemischte Formulierung

Als letzte Formulierung für den verlustlosen Fall wird im vorliegenden Abschnitt
eine Alternative zur statischen Eichung aus Abschnitt 5.3 vorgestellt. Die explizite
Vorgabe einer Eichbedingung führt auch hier dazu, dass wie im Fall der statischen
Eichung aus Abschnitt 5.3 keine Reduktion der Anzahl der Unbekannten des line-
aren Gleichungssystems möglich ist. Im Gegensatz zu der vorherigen Formulierung
kann im vorliegenden Fall jedoch auch durch einen mehrstufigen Lösungsprozess die
Anzahl der Unbekannten nicht reduziert werden.

5.4.1 Eichbedingung und Randwertproblem

Ausgangspunkt sind die Differenzialgleichungen der ungeeichten Potenzialformulie-
rung (5.7)

∇× (νr∇×A) + (jk0)
2 ǫrA+ jk0ǫr∇V = −η0Jp, (5.126a)

jk0∇ · (ǫrA) +∇ · (ǫr∇V ) = 0. (5.126b)

Als zusätzliche Nebenbedingung zur Festlegung der Quellen von A wird

∇ · ǫrA = 0 (5.127)

vorgegeben, was identisch zu (5.87a) ist. Im Gegensatz zur statischen Eichung wird
diese Bedingung jedoch nicht in (5.7b) ausgenutzt, um für das Skalarpotenzial die
entsprechende Gleichung der Statik zu erhalten. Stattdessen wird (5.7b) in un-
veränderter Form übernommen. Für die Potenziale ergeben sich daher die partiellen
Differenzialgleichungen

∇× (νr∇×A) + (jk0)
2 ǫrA+ jk0ǫr∇V = −η0Jp, (5.128a)

jk0∇ · (ǫrA) +∇ · (ǫr∇V ) = 0, (5.128b)

∇ · (ǫrA) = 0, (5.128c)

woraus mit der Aufspaltung nach (5.67a)

∇× (νr∇×Ac) + (jk0)
2 (ǫrA+∇Ψ) + jk0ǫr∇V = η0Jp, (5.129a)

jk0∇ · [ǫr (Ac +∇Ψ)] +∇ · (ǫr∇V ) = 0, (5.129b)

∇ · [ǫr (Ac +∇Ψ)] = 0 (5.129c)

folgt. Vervollständigt wird die Formulierung durch die Vorgabe geeigneter Randbe-
dingungen auf dem Rand Γ des Feldgebietes. Die Vorgaben erfolgen hier analog zu
jenen im Fall der statischen Eichung

Ac × n̂ = 0 auf ΓE, (5.129d)

Ψ = const . auf ΓE, (5.129e)

V = const . auf ΓE, (5.129f)
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auf dem Dirichlet-Rand und

(νr∇×Ac)× n̂ = η0H0 × n̂ auf ΓH , (5.129g)

[ǫr (Ac +∇Ψ)] · n̂ = 0 auf ΓH , (5.129h)

(ǫr∇V ) = −η0c0D0 · n̂ = η0
jk0

(∇×H0) · n̂ auf ΓH (5.129i)

auf dem Neumann-Rand.

5.4.2 Schwache Formulierung

Zur Herleitung der schwachen Formulierung werden (5.129a), (5.129b) bzw. (5.129c)
jeweils mit Testfunktionen ac ∈ H (rot; Ω,ΓE), ψ ∈ H1 (Ω,ΓE) bzw. V ∈ H1 (Ω,ΓE)
multipliziert und über das Feldgebiet Ω integriert, sodass nach partieller Integration

Sν (Ac,ac) + (jk0)
2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac) + jk0T

ǫ (∇V,ac) = bmAc
(ac) , (5.130a)

jk0T
ǫ (Ac +∇Ψ,∇ψ) + T ǫ (∇V,∇ψ) = bmΨ (∇ψ) , (5.130b)

T ǫ (Ac +∇Ψ,∇v) = bmV (v) (5.130c)

folgt, wobei

bmAc
(ac) = bJ (ac) + bH (ac) , (5.131a)

bmΨ (∇ψ) = 1
jk0
bH (∇ψ) , (5.131b)

bmV (v) =

∫

ΓH

v [ǫr (Ac +∇Ψ)] · n̂ dΓ (5.131c)

angenommen wurde. Wegen der Randbedingung (5.129h) gilt in (5.130c) jedoch

bmV (v) = 0. (5.132)

5.4.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Einschränkung der Testfunktionen auf die endlich dimensionalen Räume

ac ∈ Rh,p
c,0 ⊂ H (rot; Ω,ΓE) , (5.133a)

ψ ∈ Vh,p0 ⊂ H1 (Ω,ΓE) (5.133b)

sowie

v ∈ Vh,p0 ⊂ H1 (Ω,ΓE) (5.133c)
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und Einsetzen der Darstellung (5.100) für die Felder Ac, Ψ und V führt auf das
unsymmetrische FE -Gleichungssystem

Ai,mxi,m = bi,m (5.134a)

mit

Ai,m =



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

jk0M
ǫ
ΨAc

jk0S
ǫ
ΨΨ SǫΨV

Mǫ
V Ac

SǫVΨ 0


 , (5.134b)

xi,m =



xAc

xΨ

xV


 , (5.134c)

bi,m =



bAc,H + bAc,J

1
jk0

bΨ,H

0


 . (5.134d)

Sofern k0 6= 0 gilt, kann durch die Variablentransformation

yΨ = jk0xΨ (5.135)

und Skalierung der dritten Zeile von (5.134b) mit jk0 die symmetrische Systemma-
trix

Ãi,m =



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

jk0M
ǫ
AcΨ

jk0M
ǫ
AcV

jk0M
ǫ
ΨAc

SǫΨΨ SǫΨV
jk0M

ǫ
V Ac

SǫVΨ 0


 (5.136a)

für den modifizierten Vektor der Unbekannten

x̃i,m =



xAc

yΨ

xV


 (5.136b)

hergeleitet werden. Die rechte Seite des Gleichungssystems bleibt hierbei unverändert.
Ist hingegen k0 = 0, so vereinfacht sich (5.134b) zu

lim
k0→0

Ai,m = lim
k0→0



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

jk0M
ǫ
ΨAc

jk0S
ǫ
ΨΨ SǫΨV

Mǫ
V Ac

SǫVΨ 0


 (5.137a)

=



SνAcAc

0 0

0 0 SǫΨV
Mǫ

V Ac
SǫVΨ 0


 . (5.137b)

Da weiterhin die Identitäten nach (5.78) gültig sind, ist (5.137a) nach Vertauschung
der zweiten und dritten Zeile identisch zur Matrix Ai,s der statischen Eichung aus
(5.113b).
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5.4.4 Frequenzverhalten der Systemmatrix

Die Niederfrequenzstabilität der in diesem Abschnitt behandelten Formulierung folgt
direkt aus der Tatsache, dass sie im statischen Grenzfall auf das gleiche lineare
Gleichungssystem wie die niederfrequenzstabile statische Eichung aus Abschnitt 5.3
führt. Unterschiede ergeben sich jedoch, sofern das dem Gleichungssystem (5.134a)
zugeordnete quadratische Eigenwertproblem





SνAcAc

0 0

0 0 SǫΨV
Mǫ

V Ac
SǫVΨ 0


+ λi,mAcΨV,k




0 0 Mǫ
AcV

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 0




+
(
λi,mAcΨV,k

)2


Tǫ
AcAc

Mǫ
AcΨ

0

0 0 0

0 0 0







xAc,k

xΨ,k

xV,k


 = 0 (5.138)

sowie die Eigenwerte der Matrix (5.134b)

Ai,mx
i,m
k = µi,mk x

i,m
k (5.139)

in Abhängigkeit der Wellenzahl betrachtet werden. Aus der letzten Zeile von (5.138)
folgt unabhängig vom Eigenwert λi,mk

xΨ,k = (SǫΨΨ)
−1

Mǫ
ΨAc

xAc,k. (5.140)

Mit (5.140), den Identitäten (5.78) und der Regularität der Matrix SǫV V folgt

xV,k = 0. (5.141)

Aus (5.140) zusammen mit (5.141) folgt daher, dass das quadratische Eigenwertpro-
blem (5.138) keine reinen Gradientenfelder als Eigenvektoren besitzt. Werden die
beiden Zusammenhänge (5.140) und (5.141) in die verbleibende Gleichung einge-
setzt, reduziert sich das ursprünglich quadratische Eigenwertproblem (5.138) - wie
im Fall der statischen Eichung - auf ein verallgemeinertes lineares Eigenwertproblem
der Form

(
SνAcAc

+
(
λi,mAcΨV,k

)2 (
Tǫ
AcAc

−Mǫ
AcΨ (SǫΨΨ)

−1
Mǫ

ΨAc

))
xAc

= 0. (5.142)

Da das Niederfrequenzverhalten ausschließlich durch reine Gradientenfelder negativ
beeinflusst wird, wird überprüft, ob das Eigenwertproblem (5.139) reine Gradien-
tenfelder

xΨV,k =




0

xΨ,k

xV,k


 (5.143)
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als Eigenvektoren besitzt. Mit dem vorgenannten Ansatz reduziert sich (5.139) zu

(jk0)
2
Mǫ

AcΨxΨ,k + jk0M
ǫ
AcV

xV,k = 0, (5.144a)

SǫΨV xV,k = µi,mAcΨV,k
xΨ,k, (5.144b)

SǫVΨxΨ,k = µi,mAcΨV,k
xV,k. (5.144c)

Im Fall k0 > 0 folgt aus (5.144a)

xV,k = −jk0xΨ,k (5.145)

und die anderen beiden Gleichungen können mit (5.78) zu

jk0SV V xΨ,k = µi,mAcΨV,k
xΨ,k,

SV V xΨ,k = jk0µ
i,m
AcΨV,k

xΨ,k

}
⇒ (jk0)

2 µi,mAcΨV,k
xΨ,k

!
= µi,mAcΨV,k

xΨ,k (5.146)

umgeformt werden. Die letzte Gleichung hat für reelle und positive k0 keine Lösun-
gen, sodass im Fall k0 > 0 keine reinen Gradientenfelder als Eigenvektoren möglich
sind. Anders verhält es sich im Fall k0 = 0, da (5.144a) keine zusätzlich Bedingung
mehr darstellt und somit (5.145) nicht mehr erfüllt sein muss. Stattdessen kann in
diesem Fall

xV,k = xΨ,k (5.147)

gewählt werden, wodurch sowohl (5.144b) als auch (5.144c) zu

SǫV V xV,k = µi,mAcΨV,k
xV,k (5.148)

werden. Wie im Fall der statischen Eichung existieren für

k0 = 0 (5.149)

reine Gradienten als Eigenvektoren und die ihnen zugeordneten Eigenwerte entspre-
chen den Eigenwerten der reellen, symmetrischen und positiv definiten Matrix SǫV V
und sind daher verschieden von null.

5.4.5 Numerische Ergebnisse

Ausgangspunkt der Betrachtungen dieses Abschnitts ist das verlustlose Resonator-
problem aus Abschnitt 5.1. Ein Vergleich der analytisch und numerisch berechneten
Eigenwerte der ersten sieben Moden des Resonators ist für Polynomgrad p = 1, 2, 3
in Tabelle 5.3 dargestellt. Wie hieran zu erkennen ist, werden die physikalischen Ei-
genwerte durch das diskretisierte System sehr gut wiedergegeben. Die zuvor gezeigte
Niederfrequenzstabilität wird anhand von Abbildung 5.4.1 deutlich. Im Gegensatz
zur Feldformulierung ergeben sich keine unpyhsikalischen Nulleigenwerte, welche das
Niederfrequenzverhalten der Formulierung negativ beeinflussen.
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 194.3518j 4.6 · 10−4 6.2 · 10−6 1.1 · 10−8

TE120 307.2972j 4.9 · 10−4 2.0 · 10−5 8.9 · 10−8

TE210 307.2972j 2.4 · 10−3 5.8 · 10−5 3.3 · 10−7

TE011 338.3760j 5.7 · 10−3 8.9 · 10−7 7.5 · 10−8

TM101 338.3760j 4.0 · 10−4 2.9 · 10−5 1.5 · 10−7

TE111 365.2186j 4.3 · 10−3 1.5 · 10−5 1.9 · 10−7

TM111 365.2186j 3.7 · 10−4 3.5 · 10−5 2.1 · 10−7

Tabelle 5.3: Eigenwerte im verlustlosen Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
Resonators und relative Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für
Polynomgrad p = 1, 2, 3.
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Abbildung 5.4.1: Eigenwertverteilung im verlustlosen Fall: Lage der Eigenwerte des
Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1. Physikalische Eigen-
werte sind als schwarze Punkte dargestellt.
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Abbildung 5.4.2: Konditionszahl der Systemmatrix im verlustlosen Fall: Verlauf der
Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für das Resonatorproblem in Abhängigkeit
der Frequenz für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

Abschließend ist zur Beurteilung des Frequenzverhaltens der Formulierung in Abbil-
dung 5.4.2 für das Resonatorproblem die Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix
A aus (5.134b)

A =



SνAcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

(jk0)
2
Mǫ

AcΨ
jk0M

ǫ
AcV

jk0M
ǫ
ΨAc

jk0S
ǫ
ΨΨ SǫΨV

Mǫ
V Ac

SǫVΨ 0


 (5.150)

in Abhängigkeit der Frequenz dargestellt. Erst bei hohen Frequenzen verschlech-
tert sich bei der betrachteten Formulierung die Konditionierung der Systemmatrix.
Über den größten Teil des betrachteten Frequenzbereichs bis hinab in den stati-
schen Grenzfall ist die Konditionszahl der Matrix jedoch annähernd konstant. Um
der Verschlechterung der Konditionierung entgegen zu wirken, kann auch in diesem
Fall eine Skalierung der Systemmatrix durchgeführt werden, was auf die Verläufe in
Abbildung 5.4.3 führt.



Gemischte Formulierung 107

Frequenz f (Hz)

K
on

d
it
io
n
sz
ah

l
κ
2
(A

)

Ohne Skalierung
Mit Skalierung

10−10 10−5 100 105 1010 1015 1020
100

1010

1020

1030

Abbildung 5.4.3: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrix
im verlustlosen Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem
in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit und ohne Skalierung.
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Polynomgrad Baum-Kobaum- Statische Gemischte
p=2 Eichung Eichung Formulierung

Unbekannte 26814 32124 32124

Nichtnulleinträge
f = 0 Hz 655050 1070791 1070791
f > 0 Hz 1229900 1645641 2061382
f = 0 Hz 2.3 · 108 2.3 · 108 2.3 · 108

Konditionszahl f = 1 fHz 2.3 · 108 2.3 · 108 2.3 · 108
κ2 (A) f = 1 Hz 2.3 · 108 2.3 · 108 2.3 · 108

f = 1 THz 1.0 · 1012 8.6 · 1012 1.0 · 1015

Tabelle 5.4: Eigenschaften der Potenzialformulierungen im verlustlosen Fall: Ver-
gleich der Anzahl der Unbekannten, der Nichtnulleinträge in den Systemmatrizen
und der Konditionszahlen der unskalierten Systemmatrizen aller drei Formulierun-
gen für Polynomgrad p = 2.

5.5 Vergleich der Formulierungen

Die drei in Abschnitt 5.2, Abschnitt 5.3 und Abschnitt 5.4 vorgestellten Formulierun-
gen beheben alle die aus der Feldformulierung bekannte Niederfrequenzinstabilität.
Sie unterscheiden sich jedoch hinsichtlich der Eigenschaften der resultierenden Sy-
stemmatrizen deutlich voneinander. Wie gezeigt wurde, führt von den drei vorgestell-
ten Formulierungen lediglich die Baum-Kobaum-Eichung aus Abschnitt 5.2 auf ein
symmetrisches Gleichungssysten. Darüber hinaus hat sie den Vorteil, auf rein topolo-
gischen Betrachtungen hinsichtlich des FE -Netzes aufzubauen und kommt mit einer,
im Vergleich zu den anderen vorgestellten Formulierungen, minimalen Anzahl an Un-
bekannten aus. Die statische Eichung kann mit geringem zusätzlichem Aufwand auf
die gleiche Anzahl an Unbekannten reduziert werden und führt außerdem im stati-
schen Grenzfall auf ein Gleichungssystem mit einer Block-Dreiecksstruktur, welche
sich ähnlich effizient faktorisieren lässt wie die Block-Diagonalstruktur der Baum-
Kobaum-Eichung. Weiterhin hat die statische Eichung den Vorteil, dass das Skalar-
potenzial V immer als elektrostatisches Potenzial interpretierbar ist. Der Nachteil
der fehlenden Symmetrie der Systemmatrix kann bei nicht verschwindender Wellen-
zahl k0 > 0 durch eine Skalierung überwunden werden. Die zuletzt in Abschnitt 5.4
betrachtete gemischte Formulierung bringt die gleichen Nachteile wie die statische
Eichung im Hinblick auf die Symmetrie der Systemmatrix und die Anzahl der Un-
bekannten mit sich. Während auch bei der gemischten Formulierung im Fall k0 > 0
durch eine Skalierung die Symmetrie wieder hergestellt werden kann, so ist es nicht
möglich die Anzahl der Unbekannten zu reduzieren.

Einige wichtige Parameter der linearen Gleichungssysteme der verschiedenen For-
mulierungen sind in Tabelle 5.4 zusammengestellt. Insbesondere im Hinblick auf die
Anzahl der Unbekannten sowie der Nichtnulleinträge in den Systemmatrizen zeigen
sich hier deutliche Unterschiede zwischen den Formulierungen. Wie bereits erwähnt,
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Abbildung 5.5.1: Vergleich der Konditionszahlen der Systemmatrizen im verlustlosen
Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrizen für das Resonatorpro-
blem und Polynomgrad p = 2 in Abhängigkeit der Frequenz.

stellt die höhere Anzahl an Unbekannten bei der statischen Eichung im Vergleich
zur Baum-Kobaum-Eichung keinen Nachteil dar, da ein zweistufiger Lösungspro-
zess, wie am Ende von Abschnitt 5.3.3 beschrieben, möglich ist. Im Fall der Baum-
Kobaum-Eichung wurde bei der Anzahl der Nichtnulleinträge in der Systemmatrix
die Symmetrie der Systemmatrix nicht berücksichtigt. Auch bei den Nichtnullein-
trägen der anderen Formulierungen wurde nicht berücksichtigt, dass bei geeigneter
Skalierung für k0 > 0 ein symmetrisches Gleichungssystem erreicht werden kann.

Ein Vergleich der Konditionszahl der Systemmatrizen für das verlustlose Resonator-
Problem aus Abbildung 5.1.2 in Abhängigkeit der Frequenz f ist in Abbildung 5.5.1
für Polynomgrad p = 2 dargestellt. Hier zeigt sich, dass das Verhalten der drei vor-
gestellten Formulierungen über einen weiten Frequenzbereich annähernd identisch
ist. Erst bei höheren Frequenzen zeigen sich leichte Vorteile bei der Baum-Kobaum-
Eichung und der statischen Eichung im Vergleich zur gemischten Formulierung. Wird
eine Diagonalskalierung der Systemmatrizen durchgeführt, um der Verschlechterung
der Konditionszahl bei höheren Frequenzen entgegen zu wirken, ergeben sich die
Verläufe aus Abbildung 5.5.2. Im Hinblick auf den Absolutwert der Konditionszahl
liegt die gemischte Formulierung in diesem Fall etwas besser als die Baum-Kobaum-
Eichung, jedoch zeigen beide Formulierungen in etwa das gleiche asymptotische Ver-
halten. Im Gegensatz dazu bleibt bei der statischen Eichung die Konditionszahl auch
bei sehr hohen Frequenzen annähernd konstant.
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Abbildung 5.5.2: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrizen
im verlustlosen Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem
in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit Diagonalskalierung.



Kapitel 6

Potenzialformulierung -

Verlustbehafteter Fall

Da die in Kapitel 5 vorgestellten Potenzialformulierungen ausschließlich für den ver-
lustlosen Fall die Niederfrequenzinstabilität der Feldformulierung beseitigen, wird
im vorliegenden Kapitel der verlustbehaftete Fall behandelt. Wie im vorigen Kapi-
tel erfolgen in Abschnitt 6.1 zunächst einige allgemeine Annahmen hinsichtlich der
betrachteten Probleme. Im Anschluss werden in Abschnitt 6.2, 6.3 und 6.4 geeignete
Formulierungen zur Behebung der Niederfrequenzinstabilität im verlustbehafteten
Fall vorgestellt. Abschließend erfolgt in Abschnitt 6.5 ein Vergleich der unterschied-
lichen Potenzialformulierungen.

6.1 Allgemein

Im vorliegenden Kapitel wird davon ausgegangen, dass alle untersuchten Strukturen
vollständig verlustbehaftet sind. Den Betrachtungen wird daher ein Feldgebiet Ω wie
in Abbildung 6.1.1 zugrunde gelegt. Dieses entspricht jenem aus Abbildung 4.2.1,
und auch die weiteren Annahmen, die getroffen werden, sollen jenen der elektrischen
Feldformulierung im verlustbehafteten Fall entsprechen. Im Einzelnen bedeutet dies:

• κ > 0 in Ω,
• Γ = ∂Ω = ΓE ∪ ΓH , ΓE ∩ ΓH = ∅ und ΓE 6= ∅,
• sowie ∇ · Jp = 0 in Ω, Jp · n̂ = 0 auf ΓE.

Im Gegensatz zum verlustlosen Fall ist am Neumann-Rand eine Normalkomponente
der eingeprägten Stromdichte somit erlaubt. Sofern sich Leitfähigkeits- und Permit-
tivitätstensor κ und ǫ nur um einen konstanten Faktor 0 < c ∈ R unterscheiden,

111
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ΓE : E × n̂ = E0 × n̂

ΓH : H × n̂ = H0 × n̂

µ, ǫ, κ > 0

Jp 6= 0, ρ 6= 0

Abbildung 6.1.1: Verlustbehaftetes Randwertproblem.

22.86 mm 22.8
6 mm

10
.1
6
m
m

(a) Geometrie. (b) FE -Netz.

Abbildung 6.1.2: Verlustbehaftetes Randwertproblem zum Testen der Formulierun-
gen. Die zugrunde liegende Geometrie und das FE -Netz sind dargestellt. Für die
Materialparameter gilt µ = µ0, ǫ = 2ǫ0, κ = 1 (Ωm)−1.

das heißt falls

κ = cǫ (6.1)

gilt, folgt aus der Quellenfreiheit der Ströme wiederum das Verschwinden der Raum-
ladungsdichte ρ, sodass in diesem Fall ρ = 0 im Feldgebiet Ω gilt. Liegt keine solche
Beziehung zwischen den Materialtensoren vor, so kann es trotz der Quellenfreiheit
der Ströme zur Ausprägung einer nicht verschwindenden Raumladung kommen. Al-
lerdings handelt es sich in diesem Fall nicht um eine eingeprägte Raumladungsdichte,
sondern um eine Folge der fließenden Ströme. Als Modellproblem zur Bestimmung
der numerischen Ergebnisse wird für alle im Folgenden vorgestellten Formulierungen
das verlustbehaftete Randwertproblem aus Abbildung 6.1.2 betrachtet. Im Hinblick
auf die Geometrie und das FE -Netz entspricht Abbildung 6.1.2 dem bereits im ver-
lustlosen Fall betrachteten Resonator nach Abbildung 5.1.2. Im Unterschied hierzu
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wird für die Materialparameter jedoch

µ = µ0, (6.2)

ǫ = 2ǫ0, (6.3)

κ = 1 1
Ωm

(6.4)

angenommen. Als Randbedingung wird vorausgesetzt, dass die Tangentialkompo-
nente der elektrischen Feldstärke auf der gesamten Oberfläche veschwindet, was

E × n̂ = 0 (6.5)

entspricht.

6.2 Ungeeichte Formulierung und Baum-Kobaum-

Eichung

Wie im verlustfreien Fall, ist die ungeeichte Potenzialformulierung der Ausgangs-
punkt der weiteren Betrachtungen, bevor in den folgenden Abschnitten 6.3 und 6.4
auf entsprechende Eichungen eingegangen wird. Mit der Betrachtung der ungeeich-
ten Formulierung wird dargelegt, wie sich die Eigenschaften der Potenzialformulie-
rung von jenen der Feldformulierung unterscheiden und wie sich die Niederfrequen-
zinstabilität der Feldformulierung im Rahmen der Potenzialformulierung ausdrückt.

6.2.1 Randwertproblem und schwache Formulierung

Auch im verlustbehafteten Fall wird für die ungeeichte Formulierung unverändert
von der Darstellung der Felder nach (2.28)

E = −∇V − jk0A, (6.6a)

B = 1
c0
∇×A (6.6b)

ausgegangen, wodurch (2.11a) und (2.11d) per Konstruktion erfüllt sind. Einsetzen
von (2.28) und (2.11c) zusammen mit den Konstitutivgleichungen (2.14) in den
Durchflutungssatz nach (2.11b) und die Kontinuitätsgleichung (2.11e) führt auf

1
c0
∇× (ν∇×A) + (κ+ jωǫ) (∇V + jk0A) = Jp, (6.7a)

∇ · [(κ+ jωǫ) (∇V + jk0A)] = 0. (6.7b)

Die zunächst unbekannte und ursprünglich in der Kontinuitätsgleichung nach (2.11e)
noch auftretende Raumladungsdichte ρ kann im Anschluss an die Bestimmung der
Potenziale aus der elektrischen Flussbilanz (2.11c) rekonstruiert werden. Wird (6.7)
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unter Verwendung der Freiraumwellenzahl k0 sowie der relativen Materialtensoren
umformuliert und weiterhin die Randbedingungen durch die Potenziale ausgedrückt,
so lauten die Differenzialgleichungen zur Bestimmung der Potenziale

∇× (νr∇×A) + (η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A) = η0Jp in Ω, (6.8a)

∇ · [(η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A)] = 0 in Ω, (6.8b)

mit den Dirichlet-Randbedingungen

A× n̂ = 0, auf ΓE, (6.8c)

V = const . auf ΓE (6.8d)

sowie den Neumann-Randbedingungen

(νr∇×A)× n̂ = η0H0 × n̂, auf ΓH , (6.8e)

[(η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A)] · n̂ = − (η0J0 + jk0D0) · n̂
= −η0 (∇×H0 − Jp) · n̂

auf ΓH . (6.8f)

Für die schwache Formulierung werden (6.8a) und (6.8b) mit Testfunktionen a ∈
H (rot; Ω,ΓE) respektive v ∈ H1 (Ω,ΓE) multipliziert und über das Feldgebiet Ω
integriert, sodass sich nach anschließender partieller Integration

∫

Ω

∇× a · (νr∇×A) dΩ +

∫

Ω

a · [(η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A)] dΩ

= η0

∫

Ω

a · Jp dΩ + η0

∫

ΓH

a · (H0 × n̂) dΓ, (6.9a)

∫

Ω

∇v · [(η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A)] dΩ

= η0

∫

Ω

∇v · Jp dΩ + η0

∫

ΓH

∇v · (H0 × n̂) dΓ (6.9b)

ergibt. Unter Verwendung der zuvor eingeführten Linear- und Bilinearformen folgt
die alternative Darstellung

Sν (A,a) + T κ (∇V + jk0A,a) + jk0T
ǫ (∇V + jk0A,a) = bJH (a) , (6.10a)

T κ (∇V + jk0A,∇v) + jk0T
ǫ (∇V + jk0A,∇v) = bJH (∇v) ,

(6.10b)

wobei zusätzlich

bJH (v) = bJ (v) + bH (v) (6.11)
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angenommen wurde. Analog zum Vorgehen in (5.19) ist eine Darstellung der rechten
Seite von (6.10b) mit Hilfe der Stromdichte J und der elektrischen FlussdichteD an-
stelle der magnetischen Erregung H möglich, worauf im Weiteren jedoch verzichtet
wird. Testen von (6.10a) mit reinen Gradientenfelder

∇a ∈ ∇H1 (Ω,ΓE) ⊂ H (rot; Ω,ΓE) (6.12)

zeigt, dass (6.10a) und (6.10b) für beliebige Frequenzen beziehungsweise Wellenzah-
len linear abhängig sind. Dies spiegelt sich in Abschnitt 6.2.2 in der Tatsache wieder,
dass eine Diskretisierung dieser Gleichung auf eine singuläre Systemmatrix führt.

6.2.2 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Um eine Näherungslösung für (6.10) zu bestimmen, werden die Testfunktionen a und
v auf die endlich dimensionalen TeilräumeWh,p

0 ⊂ H (rot; Ω,ΓE) und Vh,p0 ⊂ H1 (Ω,ΓE)
eingeschränkt und für die Potenziale die Ansätze nach (5.20)

A =

NW0∑

k=1

xA,kak, ak ∈ Wh,p
0 , (6.13a)

V =

NV0∑

k=1

xV,kvk, vk ∈ Vh,p0 (6.13b)

gewählt. Insgesamt folgt hiermit das lineare Gleichungssystem

Ac,uxc,u = bc,u (6.14a)

mit

Ac,u =

[
SνAA + jk0T

κ
AA + (jk0)

2
Tǫ
AA Mκ

AV + jk0M
ǫ
AV

jk0M
κ
V A + (jk0)

2
Mǫ

V A SκV V + jk0S
ǫ
V V

]
, (6.14b)

xc,u =

[
xA
xV

]
, (6.14c)

bc,u =

[
bA,J + bA,H
bV,J + bV,H

]
, (6.14d)

wobei die Definitionen der einzelnen Teilmatrizen jenen der elektrischen Feldformu-
lierung beziehungsweise der Potenzialformulierung im verlustfreien Fall entsprechen,
und die Matrizen

Tκ
AA = Tκ

EE, (6.15a)

Mκ
AV = (Mκ

V A)
T = Tκ

AAG = Tκ
EEG, (6.15b)

SκV V = GTTκ
AAG = GTTκ

EEG (6.15c)
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zusätzlich neu eingeführt werden. Der obere Index c, u soll andeuten, dass es sich um
den verlustbehafteten Fall (c engl. für conductor) und die ungeeichte Formulierung
(u engl. für ungauged) handelt. Insbesondere ergibt sich aus der Struktur der Ma-
trix Ac,u, dass aufgrund der diskreten (exakten) Sequenzeigenschaft (3.3) die zweite
Zeile der Matrix linear abhängig von der ersten ist. Ist das Gleichungssystem je-
doch konsistent, das heißt falls die rechte Seite im Bildraum der Systemmatrix liegt,
so kann auch in diesem Fall eine iterative Lösung des Gleichungssystems erfolgen.
Eine direkte Lösung mit Hilfe einer Matrixfaktorisierung ist jedoch nicht möglich.
Genauere Betrachtungen zur Eigenwertstruktur der Systemmatrix und zum Nie-
derfrequenzverhalten der ungeeichten Formulierung werden im folgenden Abschnitt
vorgestellt.

6.2.3 Eigenwertstruktur und Niederfrequenzverhalten

Für die folgenden Betrachtungen wird vorausgesetzt, dass der Dirichlet-Rand ΓE des
betrachteten Feldgebietes Ω einfach zusammenhängend ist, und dass das Feldgebiet
darüber hinaus topologisch einfach ist. Infolgedessen ist die erste Kohomologiegrup-
pe H1 (Ω,ΓE) trivial, und es gilt

β1 = dimH1 (Ω,ΓE) = 0. (6.16)

Der Nullraum der Rotation wird daher ausschließlich durch reine Gradientenfelder
gebildet. Das der Matrix Ac,u zugeordnete quadratische Eigenwertproblem lautet

([
SνAA Mκ

AV

0 SκV V

]
+ λc,uk

[
Tκ
AA Mǫ

AV

Mκ
V A SǫV V

]
+ (λc,uk )2

[
Tǫ
AA 0

Mǫ
V A 0

])[
xA,k
xV,k

]
= 0.

(6.17)

Wie in Abschnitt 4.2.4 erwähnt sind allgemeine Aussagen über die Eigenwerte nur
bedingt möglich. Aus diesem Grund soll im Folgenden überprüft werden, ob (6.17)
Nulleigenwerte besitzt. Mit der Annahme λc,uk = 0 vereinfacht sich (6.17) zu

[
SνAA Mκ

AV

0 SκV V

] [
xA,k
xV,k

]
= 0. (6.18)

Da SκV V reell, symmetrisch und positiv definit und infolgedessen regulär ist, muss

xV,k = 0 (6.19)

gelten. Im Gegensatz dazu ist SνAA nur reell, symmetrisch und positiv semidefinit
mit einem nichttrivialen Nullraum bestehend aus reinen Gradientenfeldern der Form

xA,k = GxΨ,k. (6.20)
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Die zu den Nulleigenwerten gehörenden Eigenvektoren von (6.17) können daher als
Linearkombinationen der Spalten der Matrix

X
u,c
G,0 =

[
G

0

]
(6.21)

dargestellt werden. Da ausschließlich die reinen Gradientenfelder im Hinblick auf die
Niederfrequenzeigenschaften problematisch sind, soll weiterhin für λc,uk 6= 0 überprüft
werden, ob (6.17) Lösungen der Form

x
c,u
k =

[
Gxψ,k
xV,k

]
(6.22)

gestattet. Mit diesem Ansatz reduziert sich (6.17) auf die beiden Gleichungen

(Mκ
AV + λc,uk Mǫ

AV ) (λ
c,u
k xΨ,k + xV,k) = 0, (6.23a)

(SκV V + λc,uk SǫV V ) (λ
c,u
k xΨ,k + xV,k) = 0, (6.23b)

welche beide durch die Wahl

xV,k = −λc,uk xΨ,k (6.24)

für beliebiges λc,uk erfüllt sind. Zu jedem beliebigen λ existiert daher für das Ei-
genwertproblem (6.17) ein Raum von reinen Gradientenfeldern als Eigenvektoren,
welcher durch die Spalten der Matrix

XG,λ =

[
G

−λINV0

]
(6.25)

aufgespannt wird. Diese Eigenschaft ist für beliebige Wellenzahlen gegeben und
ändert sich - im Gegensatz zur elektrischen Feldformulierung - nicht beim Über-
gang zum stationären Grenzfall. Wie anhand von (6.18) zu sehen ist, gilt für die
Matrix (6.14b) im stationären Grenzfall k0 → 0:

lim
k0→0

Ac,u = lim
k0→0

[
SνAA + jk0T

κ
AA + (jk0)

2
Tǫ
AA Mκ

AV + jk0M
ǫ
AV

jk0M
κ
V A + (jk0)

2
Mǫ

V A SκV V + jk0S
ǫ
V V

]
(6.26)

=

[
SνAA Mκ

AV

0 SκV V

]
. (6.27)

Der linke obere Diagonalblock entspricht wie im verlustlosen Fall der Matrix, welche
sich im Fall stationärer Magnetfelder für die ungeeichte Potenzialformulierung er-
gibt [ZC06, S. 74ff]. Der rechte untere Diagonalblock entspricht einer diskretisierten
Form der Laplace-Gleichung, welche im Fall stationärer Ströme erfüllt sein muss.
Der Nebendiagonal-Block spiegelt die Tatsache wieder, dass die elektrischen und
magnetischen Felder im verlustbehafteten Fall auch im stationären Grenzfall nicht
vollständig voneinander entkoppelt sind, da das stationäre elektrische Strömungsfeld
hierbei immer noch als Anregung für ein stationäres Magnetfeld dient.
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6.2.4 Baum-Kobaum-Eichung

Die im vorigen Abschnitt angesprochene Singularität des FE -Gleichungssystems
kann analog zum verlustlosen Fall mit Hilfe einer Baum-Kobaum-Eichung der ur-
sprünglich ungeeichten Formulierung beseitigt werden. Hierzu wird wiederum eine
Aufspaltung des magnetischen Vektorpotenzials A in reine Gradientenfelder ∇Ψ
und Felder mit nicht verschwindender Zirkulation Ac wie in (5.67a) durchgeführt

A = Ac +∇Ψ. (6.28)

Im Diskreten entspricht dies einer Darstellung des Koeffizientenvektors xA des mag-
netischen Vektorpotenzials wie in (5.76):

xA =
[
C G

] [xAc

xΨ

]
. (6.29)

Weiterhin werden auch die Testfunktionen entsprechend gewählt und in Felder mit
nicht verschwindender Zirkulation und reine Gradientenfelder aufgeteilt. Die Baum-
Kobaum-Eichung entspricht dann der Forderung xΨ = 0, sodass sich das reduzierte
Gleichungssystem

Ac,tcxc,tc = bc,tc (6.30a)

mit

Ac,tc =

[
SνAcAc

+ jk0T
κ
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

Mκ
AcV

+ jk0M
ǫ
AcV

jk0M
κ
V Ac

+ (jk0)
2
Mǫ

V Ac
SκV V + jk0S

ǫ
V V

]
, (6.30b)

xc,tc =

[
xAc

xV

]
, (6.30c)

bc,tc =

[
−bAc,H − bAc,J

−bV,H

]
(6.30d)

sowie den Teilmatrizen

SνAcAc
= CTSνEEC, (6.31a)

Tκ
AcAc

= CTTκ
EE, (6.31b)

Tǫ
AcAc

= CTTǫ
EEC, (6.31c)

Mκ
AcV

=
(
Mκ

V Ac

)T
= CTTκ

EEG, (6.31d)

Mǫ
AcV

=
(
Mǫ

V Ac

)T
= CTTǫ

EEG, (6.31e)

SκV V = GTTκ
EEG, (6.31f)

SǫV V = GTTǫ
EEG (6.31g)

ergibt. Für nicht verschwindende Wellenzahlen k0 > 0 ist die Systemmatrix dieses
Gleichungsystems regulär, und auch im Grenzfall k0 → 0 bleibt eine direkte Lösung
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −94.1826 + 100.0798j 6.3 · 10−4 8.6 · 10−6 1.5 · 10−8

TE120 −94.1826 + 195.8199j 2.7 · 10−3 6.4 · 10−5 3.6 · 10−7

TE210 −94.1826 + 195.8199j 5.4 · 10−4 2.2 · 10−5 9.8 · 10−8

TE011 −94.1826 + 219.9518j 6.2 · 10−3 9.6 · 10−7 8.2 · 10−8

TM101 −94.1826 + 219.9518j 4.4 · 10−4 3.2 · 10−5 1.6 · 10−7

TE111 −94.1826 + 240.4620j 4.7 · 10−3 3.8 · 10−5 2.3 · 10−7

TM111 −94.1826 + 240.4620j 4.0 · 10−4 1.6 · 10−5 2.0 · 10−7

Tabelle 6.1: Eigenwerte im verlustbehafteten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte
des Resonators und relative Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen
für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

weiterhin möglich, da sich für (6.30b) eine obere (2× 2)-Block-Dreieckstruktur der
Form

lim
k0→0

Ac,tc =

[
SνAcAc

Mκ
AcV

0 SκV V

]
(6.32)

ergibt. Dabei sind die beiden Diagonalblöcke reell, symmetrisch und positiv defi-
nit. Vorteilhaft an der Baum-Kobaum-Eichung ist - wie im verlustlosen Fall - die
Tatsache, dass die Anzahl der Unbekannten im Vergleich zur ungeeichten Formulie-
rung um die Anzahl der freien Knoten beziehungsweise Baumkanten reduziert ist.
Im Gegensatz zum verlustlosen Fall ergibt sich im verlustbehafteten Fall durch die
Baum-Kobaum-Eichung jedoch keine symmetrische Systemmatrix.

6.2.5 Numerische Ergebnisse

Wie auch im verlustlosen Fall beziehen sich die vorgestellten numerischen Ergebnis-
se dieses Abschnitts auf die Baum-Kobaum-Eichung und das Randwertproblem aus
Abschnitt 6.1. In Tabelle 6.1 sind die analytisch berechneten Eigenwerte der ersten
sieben Moden des verlustbehafteten Resonators sowie die relativen Fehler der nume-
risch berechneten Näherungslösungen für die Polynomgrade p = 1, 2, 3 dargestellt.
Wie im verlustlosen Fall werden auch hier die Eigenwerte sehr gut wiedergegeben.
Im Gegensatz zum verlustlosen Fall ergeben sich jedoch auch in der geeichten Po-
tenzialformulierung, die in Abschnitt 4.2.4 insbesondere in (4.103b) angesprochenen,
unphysikalischen Eigenwerte, welche nicht Null sind. Dieser Umstand ist in Abbil-
dung 6.2.1 zu erkennen. Im Vergleich zu Abbildung 4.2.3 zeigt sich jedoch, dass die
unphysikalischen Nulleigenwerte, welche die Niederfrequenzinstabilität hervorrufen
nicht mehr vorhanden sind.

Zur weiteren Beurteilung des Niederfrequenzverhaltens ist in Abbildung 6.2.2 die
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Abbildung 6.2.1: Eigenwertverteilung im verlustbehafteten Fall: Lage der Eigenwerte
des Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1. Physikalische Ei-
genwerte sind als schwarze Punkte und unphysikalische Eigenwerte als graue Kreise
dargestellt.

Frequenzabhängigkeit der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix

A =

[
SνAcAc

+ jk0T
κ
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

Mκ
AcV

+ jk0M
ǫ
AcV

jk0M
κ
V Ac

+ (jk0)
2
Mǫ

V Ac
SκV V + jk0S

ǫ
V V

]
(6.33)

dargestellt. Im Gegensatz zur elektrischen Feldformulierung im verlustbehafteten
Fall ist die Konditionzahl der Systemmatrix bis in den stationären Grenzfall hinab
endlich und über weite Teile des betrachteten Frequenzbereichs annähernd konstant.
Der Anstieg der Konditionszahl bei hohen Frequenzen ist - wie im verlustlosen Fall -
auf die unterschiedliche Frequenzskalierung der Anteile des Vektorpotenzials Ac und
des Skalarpotenzials V zurückzuführen. Wie in Abbildung 6.2.3 dargestellt, führt ei-
ne einfache Diagonalskalierung der Systemmatrix zu einer leichten Verbesserung der
Konditionierung, jedoch ändert sich das asymptotische Verhalten nicht. In abge-
schwächter Form ist auch hier der Peak bei f ≈ 100 GHz zu erkennen, der aus der
Auswertung nahe bei einer Eigenfrequenz des Resonators herrührt.
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Abbildung 6.2.2: Konditionszahl der Systemmatrix im verlustbehafteten Fall: Ver-
lauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für das Resonatorproblem in
Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1, 2, 3.
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Abbildung 6.2.3: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrix
im verlustbehafteten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für
das Resonatorproblem in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit
und ohne Skalierung.
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6.3 Stationäre Eichung

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, ist grundsätzlich auch im verlustbehafteten
Fall eine Baum-Kobaum-Eichung möglich, welche auf rein topologischen Betrachtun-
gen des FE -Netzes basiert und zu einer Reduktion der Anzahl der Unbekannten des
Gleichungssystems führt. Im Folgenden werden zwei mögliche alternative Eichungen
vorgestellt, welche die Quellen des Vektorpotenzials explizit vorgeben und dadurch
auf ein reguläres Gleichungssystem führen. In diesem Abschnitt wird eine zur sta-
tischen Eichung aus Abschnitt 5.3 analoge Eichung vorgestellt. Dem betrachteten
Randwertproblem liegen wiederum die Annahmen aus Abschnitt 6.1 zugrunde.

6.3.1 Eichbedingung und Randwertproblem

Wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wurde, folgt, aufgrund der Eichinvarianz der Felder,
ausgehend von den Gleichungen der ungeeichten Formulierung nach (??)

∇× (νr∇×A) + (η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A) = η0Jp, (6.34a)

∇ · [(η0κ+ jk0ǫr) (∇V + jk0A)] = 0 (6.34b)

im diskreten Fall kein reguläres Gleichungssystem. Eine direkte Lösung ist somit
nicht möglich und das resultierende Gleichungssystem kann bestenfalls iterativ gelöst
werden. Im Gegensatz zu (5.6) aus Kapitel 5.2 ist (6.7) jedoch auch im Fall k0 → 0
nicht vollständig entkoppelt, sondern aufgrund der zusätzlichen frequenzunabhängi-
gen Kopplung über die elektrische Leitfähigkeit bis in den stationären Grenzfall
hinab linear abhängig. Um eine eindeutige Lösung zu erhalten, wird (6.34b) in zwei
voneinander unabhängige Gleichungen in der Form

∇ · [(η0κ+ jk0ǫr)A] = 0, (6.35a)

∇ · [(η0κ+ jk0ǫr)∇V ] = 0 (6.35b)

aufgeteilt. Erstere kann hierbei wiederum als eine verallgemeinerte Coulomb-Eichung
interpretiert werden und letztere folgt durch Einsetzen von (6.35a) in die ursprüng-
liche Kontinuitätsgleichung (6.34b). Im Gegensatz zur vergleichbaren statischen Ei-
chung aus Abschnitt 5.3 ist die Eichung (6.35) nicht wellenzahlunabhängig. Sie wird
im Weiteren dennoch als stationäre Eichung bezeichnet, da sich für (6.35b) im sta-
tionären Grenzfall k0 → 0

∇ · (η0κ∇V ) = 0 (6.36)

ergibt, was der verallgemeinerten Laplace-Gleichung entspricht, der stationäre Strö-
mungsfelder in leitfähigen Gebieten genügen müssen. Zusammen mit der Aufspal-
tung (5.67a)

A = Ac +∇Ψ, (6.37)
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wobei wiederum

∇×Ac 6= 0 (6.38)

vorausgesetzt wird, lautet das vollständige Randwertproblem zur Bestimmung der
Potenziale innerhalb des Feldgebiets Ω

∇× (νr∇×Ac) + (η0κ+ jk0ǫr) [∇V + jk0 (Ac +∇Ψ)] = η0Jp, (6.39a)

∇ · {(η0κ+ jk0ǫr) [∇V + jk0 (Ac +∇Ψ)]} = 0, (6.39b)

∇ · [(η0κ+ jk0ǫr)∇V ] = 0, (6.39c)

zusammen mit den Dirichlet-Randbedingungen

Ac × n̂ = 0 auf ΓE, (6.39d)

Ψ = const . auf ΓE, (6.39e)

V = const . auf ΓE (6.39f)

und den Neumann-Randbedingungen

(νr∇×Ac)× n̂ = −η0H0 × n̂ auf ΓH , (6.39g)

[(η0κ+ jk0ǫr) (Ac +∇Ψ)] · n̂ = 0 auf ΓH , (6.39h)

[(η0κ+ jk0ǫr)∇V ] · n̂ = −η0 (∇×H0 − Jp) · n̂,
= − (η0J0 + jk0D0) · n̂

auf ΓH . (6.39i)

6.3.2 Schwache Formulierung

Multiplikation von (6.39a), (6.39b) und (6.39c) mit Testfunktionen ac, ψ und v,
wobei

ac ∈ Hc (rot; Ω,ΓE) , (6.40a)

ψ ∈ H1 (Ω,ΓE) , (6.40b)

v ∈ H1 (Ω,ΓE) (6.40c)

gilt, Integration über das Feldgebiet Ω und anschließende partielle Integration führt
auf die schwache Formulierung

Sν (Ac,ac) + jk0T
κ (Ac +∇Ψ,ac) + (jk0)

2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac)

+ T κ (∇V,ac) + jk0T
ǫ (∇V,a) = bA (ac) (6.41a)

T κ (Ac +∇Ψ,∇ψ) + jk0T
ǫ (Ac +∇Ψ,∇ψ) = 0, (6.41b)

T κ (∇V,∇v) + jk0T
ǫ (∇V,∇v) = bV (∇v) (6.41c)
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des Randwertproblems (6.39), wobei erneut die bereits zuvor verwendeten Linear-
und Bilinearformen sowie

bA (ac) = bJ (ac) + bH (ac) (6.42a)

bV (∇v) = bJ (∇v) + bH (∇v) (6.42b)

zur abkürzenden Darstellung verwendet werden. Die rechten Seiten von (6.41b) und
(6.41c) ergeben sich in der angegebenen Form, wenn in

∫

ΓH

ψ [(η0κ+ jk0ǫr) (Ac +∇Ψ)] · n̂ dΓ (6.43a)

und

∫

ΓH

v [(η0κ+ jk0ǫr)∇V ] · n̂ dΓ (6.43b)

die Randbedingungen aus (6.39h) und (6.39i) eingesetzt werden. Formal ist die vor-
gestellte stationäre Eichung äquivalent zur statischen Eichung aus Abschnitt 5.3,
sofern dort in den Eichbedingungen (5.87) der Materialtensor ǫr durch (η0κ+ jk0ǫr)
ersetzt wird. Ein Unterschied im Vergleich zum verlustlosen Fall ergibt sich aus der
Tatsache, dass bei der Betrachtung leitfähiger Gebiete eine Anregung über mag-
netische Randbedingungen auch im stationären Fall ohne weitere Forderungen an
die eingeprägte magnetische Erregung möglich ist, wie sich an der Skalierung der
rechten Seite von (6.41c) erkennen lässt. Dies liegt daran, dass die elektrischen und
magnetischen Felder im verlustbehafteten Fall auch beim Übergang zum stationären
Grenzwert k0 = 0 nicht vollständig voneinander entkoppelt sind.

6.3.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Einschränken der Testfunktionen in (6.41) auf die endlich dimensionalen Teilräume
ac ∈ Rh,p

c,0 ⊂ Hc (rot; Ω,ΓE), ψ ∈ Vh,p0 ⊂ H1 (Ω,ΓE) und v ∈ Vh,p0 ⊂ H1 (Ω,ΓE)
sowie Verwendung der Ansätze (5.20) für die Felder Ac, Ψ und V führt auf das
FE -Gleichungssystem

Ac,sxc,s = bx,s, (6.44a)
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mit

Ac,s =



A
c,s
AcAc

A
c,s
AcΨ

A
c,s
AcV

A
c,s
ΨAc

A
c,s
ΨΨ 0

0 0 A
c,s
V V


 , (6.44b)

xc,s =



xAc

xΨ

xV


 , (6.44c)

bc,s =



b
c,s
Ac

0

b
c,s
V


 (6.44d)

und den Teilmatrizen und -vektoren

A
c,s
AcAc

= SνAcAc
+ jk0T

κ
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

, (6.45a)

A
c,s
AcΨ

= jk0M
κ
AcΨ + (jk0)

2
Mǫ

AcΨ, (6.45b)

A
c,s
AcV

= Mκ
AcV

+ jk0M
ǫ
AcV

, (6.45c)

A
c,s
ΨAc

= Mκ
ΨAc

+ jk0M
ǫ
ΨAc

, (6.45d)

A
c,s
ΨΨ = SκΨΨ + jk0S

ǫ
ΨΨ, (6.45e)

A
c,s
V V = SκV V + jk0S

ǫ
V V , (6.45f)

b
c,s
Ac

= bAc,J + bAc,H , (6.45g)

b
c,s
V = bV,J + bV,H . (6.45h)

Aufgrund der angenommenen Symmetrie der Materialtensoren gilt zusätzlich

A
c,s
AcAc

=
(
A
c,s
AcAc

)T
, (6.46a)

A
c,s
AcΨ

= jk0
(
A
c,s
ΨAc

)T
, (6.46b)

A
c,s
ΨΨ = (Ac,s

ΨΨ)
T , (6.46c)

A
c,s
V V = (Ac,s

V V )
T (6.46d)

und das FE -Gleichungssystem kann in der alternativen Form



A
c,s
AcAc

jk0
(
A
c,s
ΨAc

)T
A
c,s
AcV

A
c,s
ΨAc

A
c,s
ΨΨ 0

0 0 A
c,s
V V





xAc

xΨ

xV


 =



bAc

0

bV


 (6.47)

angegeben werden. Wie anhand von (6.44b) zu erkennen ist, handelt es sich hier-
bei, wie bei der zuvor behandelten Baum-Kobaum-Eichung und der entsprechenden
statischen Eichung im verlustlosen Fall, um ein unysmmetrisches Gleichungssystem.
Nachteilig im Vergleich zur Baum-Kobaum-Eichung ist allerdings die größere An-
zahl an Unbekannten, da durch die Eichung zunächst keine Freiheitsgrade eliminiert
werden. Ähnlich wie im verlustlosen Fall ist das elektrische Skalarpotenzial V un-
abhängig von den beiden anderen Potenzialen Ac und Ψ, sodass die Lösung des
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obigen Gleichungssystems in zwei Schritten ausgeführt werden kann:

A
c,s
V V xV = b

c,s
V , (6.48a)

[
A
c,s
AcAc

jk0
(
A
c,s
ΨAc

)T
A
c,s
ΨAc

A
c,s
ΨΨ

] [
xAc

xΨ

]
=

[
b
c,s
Ac

−A
c,s
AcV

xV
0

]
. (6.48b)

Da die Dimension des Gleichungssystems (6.48a) in der Regel deutlich geringer ist,
als jene von (6.48b), wird der Rechenaufwand zur Lösung dieser beiden Gleichungs-
systeme im Wesentlichen durch die Lösung von (6.48b) bestimmt. Die Dimension
dieses Gleichungssystems ist identisch mit jener des Systems, welches sich bei der
Baum-Kobaum-Eichung ergibt, das heißt, obwohl keine der Unbekannten a priori eli-
miniert wurde, ist der Aufwand zum Bestimmen der Lösung im Fall der vorliegenden
Eichung im Wesentlichen identisch mit jenem bei der Baum-Kobaum-Eichung. Bei
nicht verschwindender Wellenzahl k0 6= 0 kann darüber hinaus die zweite Zeile von
(6.48b) mit dem Faktor jk0 skaliert werden, sodass sich in weiterer Folge eine kom-
plex symmetrische Systemmatrix ergibt. Der stationäre Grenzfall k0 = 0 wird in
Abschnitt 6.3.4 separat betrachtet.

6.3.4 Eigenwertstruktur und Frequenzverhalten

Ausgehend von der Darstellung des FE -Gleichungssystems wie in (6.44a) ergibt sich
im stationären Grenzfall k0 → 0:

lim
k0→0

Ac,s =



SAcAc

0 Mκ
AcV

Mκ
ΨAc

SκΨΨ 0

0 0 SκV V


 . (6.49)

Im zugehörigen linearen Gleichungssystem kann der mit xV assoziierte Teil wie im
Fall k0 > 0 unabhängig von den anderen Größen gelöst werden:

xV = (SκV V )
−1

b
c,s
V . (6.50)

Die Systemmatrix des verbleibenden Gleichungssystem für die unbekannten Größen
xAc

und xΨ

[
SAcAc

0

Mκ
ΨAc

SκΨΨ

] [
xAc

xΨ

]
=

[
b
c,s
A −Mκ

AcV
(SκV V )

−1
b
c,s
V

0

]
(6.51)

hat dann die Struktur einer unteren Block-Dreiecksmatrix, deren Regularität aus
der Regularität der Diagonalblöcke folgt. Insbesondere kann xAc

in diesem Fall un-
abhängig von xΨ aus der ersten Zeile in der Form

xAc
=
(
SνAcAc

)−1 (
b
c,s
Ac

−Mκ
AcV

(SκV V )
−1

b
c,s
V

)
(6.52)
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bestimmt werden. Die physikalischen Felder E und B sind hierdurch bereits ein-
deutig festglegt, da der Gradientenanteil des magnetischen Vektorpotenzials ∇Ψ im
stationären Fall auf diese keinerlei Einfluss hat, wie für k0 = 0 aus (2.28)

B = 1
c0
∇×A = 1

c0
∇×Ac, (6.53a)

E = −∇V (6.53b)

ersichtlich wird. Lediglich um die Quellen des Gesamtvektorpotenzials

A = Ac +∇Ψ (6.54)

festzulegen, ist eine Bestimmung von xΨ noch erforderlich. Im stationären Fall kann
die Berechnung der Unbekannten xAc

, xΨ und xV daher in drei Schritten erfolgen

SκV V xV = b
c,s
V , (6.55a)

SνAcAc
xAc

= b
c,s
Ac

−Mκ
AcV

xV , (6.55b)

SκΨΨxΨ = −Mκ
ΨAc

xAc
, (6.55c)

wobei auf den letzten Schritt verzichtet werden kann, sofern nur der Verlauf der
physikalischen Felder von Interesse ist. In diesem Fall ist die stationäre Eichung im
stationären Fall äquivalent zur Baum-Kobaum-Eichung aus Abschnitt 6.2.4. Im Fall
k0 > 0 ist das vorgestellte Vorgehen nicht möglich, da dann die Kopplungsmatrix

A
c,s
AcΨ

= jk0
(
A
c,s
ΨAc

)T
(6.56)

nicht verschwindet und daher xAc
und xΨ simultan bestimmt werden müssen. Ab-

schließend wird überprüft, ob das dem Gleichungssystem zugeordnete quadratische
Eigenwertproblem

(
A
c,s
0 + λc,sk A

c,s
1 + (λc,sk )2 Ac,s

2

)
x
c,s
k = 0 (6.57a)

mit den Matrizen

A
c,s
0 =



SνAcAc

0 Mκ
AcV

Mκ
ΨAc

SκΨΨ 0

0 0 SκV V


 , (6.57b)

A
c,s
1 =



Tκ
AcAc

Mκ
AcΨ

Mǫ
AcV

Mǫ
ΨAc

SǫΨΨ 0

0 0 SǫV V


 , (6.57c)

A2
c,s =



Tǫ
AcAc

Mǫ
AcΨ

0

0 0 0

0 0 0


 (6.57d)

und dem Eigenvektor

x
c,s
k =



xAc,k

xΨ,k

xV,k


 (6.57e)
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reine Gradientenfelder als Eigenvektoren besitzt. Hierzu wird der Ansatz

x
c,s
G,k =




0

xΨ,k

xV,k


 (6.58)

in (6.57) eingesetzt, was auf die drei Gleichungen

(
Mκ

AcV
+ λc,sk Mǫ

AcV

)
(λc,sk xΨ,k + xV,k) = 0, (6.59a)

(SκV V + λc,sk SǫV V )xΨ,k = 0, (6.59b)

(SκV V + λc,sk SǫV V )xV,k = 0 (6.59c)

führt. Die Vektoren xΨ,k und xV,k müssen daher Eigenvektoren des verallgemeinerten
Eigenwertproblems (6.59b) beziehungsweise (6.59c) sein. Damit darüber hinaus auch
(6.59a) erfüllt ist, muss zusätzlich

xV,k = −λc,sk xΨ,k (6.60)

gelten. Die Eigenwerte, die sich für reine Gradientenfelder ergeben, entsprechen so-
mit ebenfalls jenen des verallgemeinerten Eigenwertproblems (6.59b) beziehungswei-
se (6.59c). Aufgrund der Eigenschaften der darin vorkommenden Matrizen sind alle
Eigenwerte reell und negativ. Die den Gradientenfeldern zugeordneten Eigenwerte
stellen daher für beliebige k0 > 0 in (6.44a) kein Problem dar.

6.3.5 Numerische Ergebnisse

Die Ergebnisse dieses Kapitels beziehen sich auf das verlustbehaftete Resonatorpro-
blem aus Abschnitt 6.1. Eine Gegenüberstellung der analytisch berechneten Eigen-
werte sowie der numerisch bestimmten Näherungslösungen der ersten sieben Moden
für Polynomgrad p = 1, 2, 3 ist in Tabelle 6.2 dargestellt. Wie hieran zu erkennen
ist, ist die Übereinstimmung sehr gut. Im Gegensatz zum verlustlosen Fall ergeben
sich neben den physikalisch sinnvollen Eigenwerten weiterhin die zuvor diskutierten
unphysikalischen Eigenwerte. Deren Verteilung in der komplexen Ebene ist zusam-
men mit den physikalischen Eigenwerten in Abbildung 6.3.1 dargestellt. Auch wenn
die Formulierung unphysikalische Eigenwerte besitzt, so existieren im Gegensatz zur
elektrischen Feldformulierung jedoch - wie zuvor gezeigt - keine unphysikalischen
Nulleigenwerte, welche für eine Niederfrequenzinstabilität der Formulierung sorgen
könnten.

Um das Frequenzverhalten der Systemmatrix zu beurteilen, ist in Abbildung 6.3.2
die Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix aus (6.44b) in Abhängigkeit der Fre-
quenz dargestellt. Wie im Fall der Baum-Kobaum-Eichung zeigt sich bei der stati-
onären Eichung eine über weite Teile des betrachteten Frequenzbereichs annähernd
konstante Konditionszahl, welche erst bei höheren Frequenzen zu steigen beginnt.
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −94.1826 + 100.0798j 6.3 · 10−4 8.6 · 10−6 1.5 · 10−8

TE120 −94.1826 + 195.8199j 5.4 · 10−4 6.4 · 10−5 9.8 · 10−8

TE210 −94.1826 + 195.8199j 2.7 · 10−3 2.2 · 10−5 3.6 · 10−7

TE011 −94.1826 + 219.9518j 6.2 · 10−3 3.2 · 10−5 1.6 · 10−7

TM101 −94.1826 + 219.9518j 4.4 · 10−4 9.6 · 10−7 8.2 · 10−8

TE111 −94.1826 + 240.4620j 4.7 · 10−3 1.6 · 10−5 2.0 · 10−7

TM111 −94.1826 + 240.4620j 4.0 · 10−4 3.8 · 10−5 2.3 · 10−7

Tabelle 6.2: Eigenwerte im verlustbehafteten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte
des Resonators und relative Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen
für Polynomgrad p = 1, 2, 3.
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Abbildung 6.3.1: Eigenwertverteilung im verlustbehafteten Fall: Lage der Eigenwerte
des Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1. Physikalische Ei-
genwerte sind als schwarze Punkte und unphysikalische Eigenwerte als graue Kreise
dargestellt.
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Abbildung 6.3.2: Konditionszahl der Systemmatrix im verlustbehafteten Fall: Ver-
lauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für das Resonatorproblem in
Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

Der Grund hierfür liegt wie im Fall der Baum-Kobaum-Eichung in der unterschied-
lichen Frequenzskalierung der einzelnen Matrix-Blöcke. Durch eine geeignete Skalie-
rung kann diesem Problem jedoch entgegen gewirkt werden, wie in Abbildung 6.3.3
dargestellt. Hieraus wird ersichtlich, dass bei der stationären Eichung - im Gegen-
satz zur Baum-Kobaum-Eichung - auch bei höheren Frequenzen das Ansteigen der
Konditionszahl effektiv verhindert werden kann und sich wie im Fall der statischen
Eichung in Folge der Skalierung eine annähernd konstante Konditionszahl ergibt.
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Abbildung 6.3.3: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrix im
verlustbehafteten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem
in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit und ohne Skalierung.
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6.4 Gemischte Formulierung

Alternativ zu den in Abschnitt 6.2 und Abschnitt 6.3 vorgestellten Formulierungen
wird in diesem Abschnitt eine weitere Formulierung betrachtet werden, welche in
ihrer Struktur im Wesentlichen einer klassischen gemischten Variationsformulierung
wie in [Mon08, S. 22,26] entspricht. Die grundsätzliche Eichbedingung unterscheidet
sich nicht wesentlich von jener der stationären Eichung, jedoch hat das resultierende
Gleichungssystem eine andere Struktur und auch andere Eigenschaften.

6.4.1 Eichbedingung

Wie bereits erwähnt, bleiben der Druchflutungssatz (2.11b) und die Kontinuitäts-
gleichung (2.11e) bei den hier betrachteten verlustbehafteten Strukturen auch im
stationären Grenzfall linear abhängig voneinander, da die Kontinuitätsgleichung im-
mer durch Divergenzbildung aus dem Durchflutungssatz folgt. Wie in (6.35a) aus
Abschnitt 6.3 wird ergänzend die Eichbedingung

∇ · (η0κ+ jk0ǫr)A = ∇ · [(η0κ+ jk0ǫr) (Ac +∇Ψ)] = 0 (6.61)

zur Festlegung der Quellen des Vektorpotenzials vorgegeben. Im Gegensatz zur sta-
tionären Eichung wird diese jedoch nicht in der Kontinuitätsgleichungsgleichung
ausgenutzt, um die Gleichungen für das elektrische Skalarpotenzial V auf den Fall
der stationären Strömungsfelder zu reduzieren, sondern die Kontinuitätsgleichung
wird in ihrer unveränderten Form weiter berücksichtigt. Ergänzt um den Durchflu-
tungssatz und die Kontinuitätsgleichung lauten die Bestimmungsgleichungen für die
Potenziale innerhalb des Feldgebietes Ω somit

∇× (νr∇×Ac) + (η0κ+ jk0ǫr) [∇V + jk0 (Ac +∇Ψ)] = η0Jp in Ω,
(6.62a)

∇ · {(η0κ+ jk0ǫr) [∇V + jk0 (Ac +∇Ψ)]} = 0 in Ω,
(6.62b)

∇ · [(η0κ+ jk0ǫr) (Ac +∇Ψ)] = 0 in Ω ,
(6.62c)

zusammen mit den Dirichtlet-Randbedingungen

Ac × n̂ = 0 auf ΓE, (6.62d)

Ψ = const . auf ΓE, (6.62e)

V = const . auf ΓE (6.62f)
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sowie den Neumann-Randbedingungen

(νr∇×Ac)× n̂ = η0H0 × n̂ auf ΓH , (6.62g)

[(η0κ+ jk0ǫr) (Ac +∇Ψ)] · n̂ = 0 auf ΓH , (6.62h)

[(η0κ+ jk0ǫr)∇V ] · n̂ = −η0 (∇×H0 − Jp) · n̂
= − (η0J0 + jk0D0) · n̂

auf ΓH . (6.62i)

Die Randbedingungen zur Vervollständigung der Eichung stimmen daher mit jenen
der stationären Eichung überein.

6.4.2 Schwache Formulierung

Zur Konstruktion der schwachen Form der zuvor angegebenen partiellen Differenzial-
gleichungen für die Potenziale Ac, Ψ und V wird das Skalarprodukt der Gleichungen
(6.62a), (6.62b) und (6.62c) mit Testfunktionen ac ∈ Hc (rot; Ω,ΓE), ψ ∈ H1 (Ω,ΓE)
und v ∈ H1 (Ω,ΓE) gebildet, was nach partieller Integration und Ausnutzung der
Randbedingungen zu

Sν (Ac,ac) + jk0T
κ (Ac +∇Ψ,ac) + (jk0)

2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac)

+ T κ (∇V,ac) + jk0T
ǫ (∇V,ac) = bJ (ac) + bH (ac) (6.63a)

jk0T
κ (Ac +∇Ψ,∇ψ) + (jk0)

2 T ǫ (Ac +∇Ψ,∇ψ)
+ T κ (∇V,∇ψ) + jk0T

ǫ (∇V,∇ψ) = bJ (∇ψ) + bH (∇ψ) (6.63b)

T κ (Ac +∇Ψ,∇v) + jk0T
ǫ (Ac +∇Ψ,∇v) = 0 (6.63c)

mit den bereits zuvor eingeführten Linear- und Bilinearformen führt. Werden die
Gleichungen für das Vektorpotenzial A ohne die Aufspaltung

A = Ac +∇Ψ (6.64)

betrachtet, kann die schwache Formulierung des Randwertproblems (6.62) in der
Form

a (A,a) + b (∇V,a) = f (a) , (6.65a)

b (A,∇v) = g (v) (6.65b)

angegeben werden, wobei für die Linear- und Bilinearformen

a (w1,w2) = Sν (w1,w2) + jk0T
κ (w1,w2) + (jk0)

2 T ǫ (w1,w2) , (6.66)

b (w1,w2) = T κ (w1,w2) + jk0T
ǫ (w1,w2) , (6.67)

f (w) = −bJ (w)− bH (w) , (6.68)

g (w) = −bJ (∇w) + bH (∇w) (6.69)
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gilt. Diese Formulierung entspricht der gleichen Sattelpunktstruktur, welche sich
typischerweise bei gemischten Variationsformulierungen partieller Differenzialglei-
chungen ergibt [Mon08, S. 22], daher die Bezeichnung gemischte Formulierung. Die-
se Form der Darstellung ist insbesondere bei der Untersuchung der Existenz- und
Eindeutigkeit einer Lösung mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden hilfreich.

6.4.3 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Analog zum bisherigen Vorgehen erfolgt auch im vorliegenden Fall die Herleitung des
FE -Gleichungssystems. Hierzu werden die Testfunktionen in (6.63) auf die endlich
dimensionalen Teilräume ac,k ∈ Rh,p

c,0 , ψk ∈ Vh,p0 und vk ∈ Vh,p0 eingeschränkt und
für die Felder Ac, Ψ und V die Ansätze

Ac =

NRc,0∑

l=1

xAc,lac,l, (6.70)

Ψ =

NV0∑

l=1

xΨ,lψl, (6.71)

V =

NV0∑

l

xV,lvl (6.72)

mit ac,l ∈ Rh,p
c,0 , ψl ∈ Vh,p0 sowie vl ∈ Vh,p0 gemacht. Die Einschränkung der vektoriel-

len Ansatz- und Testfunktionen ac,k ∈ Rh,p
c,0 wird wie zuvor durchgeführt, um die im

Kontinuierlichen geforderte Bedingung ∇ ×Ac 6= 0 auch im Diskreten zu erfüllen.
Dies entspricht der bereits eingeführten Baum-Kobaum-Zerlegung des Vektorpoten-
zials. Mit diesen Annahmen lautet das FE -Gleichungssystem

Ac,mxc,m = bc,m (6.73a)

mit

Ac,m =



A
c,m
AcAc

A
c,m
AcΨ

A
c,m
AcV

A
c,m
ΨAc

A
c,m
ΨΨ A

c,m
ΨV

A
c,m
V Ac

A
c,m
VΨ 0


 , (6.73b)

xc,m =



xA
xΨ

xV


 , (6.73c)

bc,m =



b
c,m
A

b
c,m
Ψ

0


 , (6.73d)



Gemischte Formulierung 135

wobei für die einzelnen Teilmatrizen und -vektoren

A
c,m
AcAc

= SνAcAc
+ jk0T

κ
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ
AcAc

, (6.74a)

A
c,m
AcΨ

=
(
A
c,m
ΨAc

)T
= jk0M

κ
AcΨ + (jk0)

2
Mǫ

AcΨ, (6.74b)

A
c,m
AcV

=
(
A
c,m
AcV

)T
= Mκ

AcV
+ jk0M

ǫ
AcV

, (6.74c)

A
c,m
ΨΨ = jk0S

κ
ΨΨ + (jk0)

2
SǫΨΨ, (6.74d)

A
c,m
ΨV = (Ac,m

VΨ)
T = SκΨV + jk0S

ǫ
ΨV (6.74e)

sowie

b
c,m
A = bAc,J + bAc,H , (6.74f)

b
c,m
Ψ = bΨ,J + bΨ,H (6.74g)

gilt. Wichtig ist hierbei, dass in (6.74) jeweils nur die transponierte und nicht die her-
mitesche Matrix genommen wird. Hieraus folgt direkt, dass die Systemmatrix Ac,m

komplex symmetrisch ist, im Gegensatz zu den nicht symmetrischen Gesamtsystem-
matrizen im Fall der Baum-Kobaum-Eichung aus Abschnitt 6.2 oder der stationären
Eichung aus Abschnitt 6.3.

Durch den Verzicht auf die Baum-Kobaum-Aufspaltung des Vektorpotenzials kann
eine diskrete Variante von (6.65) gewonnen werden. Die Testfunktionen für das Ska-
larpotenzial werden wiederum auf den Raum Vh,p0 eingeschränkt, während für a in
(6.65) eine Einschränkung aufWh,p

0 anstelle vonRh,p
c,0 erfolgt. Wird dementsprechend

ein Ansatz für die Felder in der Form

A =

NW0∑

l=1

xA,lal, (6.75)

V =

NV0∑

l=1

xV,lvl (6.76)

mit al ∈ Wh,p
0 und vl ∈ Vh,p0 gemacht, ergibt sich die zu (6.73) äquivalente diskrete

Form von (6.65):

Ãc,mx̃c,m = b̃c,m (6.77a)

mit

Ãc,m =

[
A
c,m
AA A

c,m
AV

A
c,m
V A 0

]
, (6.77b)

x̃c,m =

[
xA
xV

]
, (6.77c)

b̃c,m =

[
b
c,m
A

0

]
. (6.77d)
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Auch hier folgt aus

A
c,m
AA = SνAA + jk0T

κ
AA + (jk0)

2
Tǫ
AA, (6.78a)

A
c,m
AV = (Ac,m

V A)
T = Tκ

AAG+ jk0T
ǫ
AAG, (6.78b)

dass es sich um eine komplex symmetrische Systemmatrix handelt. Die Äquivalenz
der beiden Darstellungen des FE -Gleichungssystems (6.73a) und (6.77) ergibt sich
aus der Baum-Kobaum-Aufspaltung des Raumes Wh,p

0 nach (3.21)

Wh,p
0 = Rh,p

c,0 ⊕Rh,p
t,0 (6.79)

und der daraus resultierenden Darstellung des Koeffizientenvektors xA gemäß (5.76)

xA =
[
I G

] [xAc

xΨ

]
. (6.80)

Diese Darstellung der gemischten Formulierung erlaubt eine zu den Betrachtungen
aus (5.2) analoge Beurteilung des Niederfrequenzverhalten, weshalb sie in weiterer
Folge in Abschnitt 6.4.4 verwendet wird. Zur effizienten numerischen Lösung solcher
Sattelpunkt-Probleme sei an dieser Stelle auf [BGL05] verwiesen.

6.4.4 Eigenwertstruktur und Niederfrequenzverhalten

Im Folgenden wird das Niederfrequenzverhalten der gemischten Formulierung an-
hand der Wirkung der Systemmatrix auf reine Gradientenfelder betrachtet. Hierzu
wird der Rayleigh-Koeffizient ρ (xG) der Matrix Ãc,m mit einem Koeffizientenvektor
xG betrachtet, für welchen

xG =

[
xA
xV

]
=

[
GxΨ

xV

]
(6.81)

gilt, sodass für ρ (xG)

ρ (xG) =
xHGÃc,mxG

xHGx
(6.82a)

=

[
GxΨ

xV

]H [
A
c,m
AA A

c,m
AV

(Ac,m
ΨV )

T
0

] [
GxΨ

xV

]

xHΨG
TGxΨ + xHV xV

(6.82b)

=

[
xΨ

xV

]H [
A
c,m
ΨΨ A

c,m
ΨV

(Ac,m
ΨV )

T
0

] [
xΨ

xV

]

xHΨG
TGxΨ + xHV xV

(6.82c)

mit den Matrizen A
c,m
ΨΨ und A

c,m
V V nach (6.74) folgt. Insbesondere gilt somit auch

A
c,m
ΨΨ = jk0A

c,m
V V . (6.83)
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Für den Nenner des Rayleigh-Koeffizienten ρ (xG) gilt stets

xHΨG
TGxΨ + xHV xV > 0 (6.84)

sofern xG 6= 0, daher genügt zur Beurteilung des Verhaltens der Matrix Ãc,m in
Bezug auf die reinen Gradientenfelder die Betrachtung der Eigenschaften der Matrix

A
c,m
G =

[
jk0A

c,m
V V A

c,m
V V

A
c,m
V V 0

]
= Â

c,m
V VB

c,m (6.85)

mit den Matrizen

Âc,m =

[
A
c,m
V V 0

0 A
c,m
V V

]
, (6.86)

Bc,m =

[
jk0INV0

INV0

INV0
0

]
. (6.87)

Aufgrund der speziellen (2× 2)-Blockstruktur der Matrix Bc,m besitzt diese nur die
beiden Eigenwerte

βc,m± =
1

2

(
jk0 ±

√
4 + (jk0)

2

)
. (6.88)

Die Lage dieser Eigenwerte in der komplexen Ebene in Abhängigkeit von k0 ist in
Abbildung 6.4.1 dargestellt. Da es sich bei Bc,m um eine komplex symmetrische und
nicht um eine hermitesche Matrix handelt, ist es nicht möglich, diese Matrix für
beliebige k0 mit Hilfe einer orthogonalen Transformation zu diagonalisieren. Aus
diesem Grund wird anstatt einer Eigenwert-Zerlegung im vorliegenden Fall eine
Schur-Zerlegung [GvL96, S. 313] von B

c,m
V V in der Form

Bc,m = Qc,mUc,m (Qc,m)H , (6.89a)

mit

(Qc,m)H Qc,m = Qc,m (Qc,m)H = I2NV0
(6.89b)

verwendet, wobei zusätzlich

(Uc,m)kl = βc,mk δkl (6.89c)

für k ≥ l mit

Bc,mβc,mk = βc,mk v
c,m
k (6.89d)

gilt. Die Existenz einer Schur-Zerlegung kann für jede quadratische Matrix gezeigt
werden [TB97, S. 187]. Grundsätzlich ist sie in der oben angegebenen Form jedoch
nicht eindeutig, da in jeder Spalte k der Matrix Qc,m ein Phasenfaktor der Form
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Realteil Re βc,m±

Im
ag
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Abbildung 6.4.1: Lage von βc,m± in der komplexen Zahlenebene

ejφk mit φk ∈ R eingefügt werden kann, ohne dass sich etwas an den Einträgen
der Hauptdiagonalen von Uc,m oder der Unitarität der Matrix Qc,m ändert [HJ99,
S.80f]. Für die Matrix Bc,m aus (6.87) lautet eine mögliche Wahl für Qc,m

Qc,m =
1√

|βc,m+ |2 + 1

[
βc,m+ INV0

INV0

INV0
−βc,m+ INV0

]
(6.90a)

=
1√

|βc,m+ |2 + 1

[
βc,m+ INV0

INV0

INV0

1
β
c,m

−

INV0

]
, (6.90b)

wobei die erste Spalte von Qc,m gerade dem zu βc,m+ gehörenden Eigenvektor ent-
spricht. Bei der letzten Umformung wurde hierbei ausgenutzt, dass für die Eigen-
werte (6.88) von Bc,m die Beziehung

βc,m+ βc,m− =
1

2

(
jk0 +

√
4 + (jk0)

2

)
1

2

(
jk0 −

√
4 + (jk0)

2

)
= −1 (6.91)

unabhängig von k0 gilt. Eine mögliche Schur-Zerlegung der Matrix Bc,m lautet daher

Bc,m =
1

|βc,m+ |2 + 1

[
βc,m+ INV0

INV0

INV0

1
β
c,m

−

INV0

]

[
βc,m+ INV0

U12INV0

0 βc,m− INV0

] [
β
c,m

+ INV0
INV0

INV0

1
β
c,m
−

INV0

]
. (6.92)



Gemischte Formulierung 139

Durch Ausmultiplizieren und Vergleichen der beiden Darstellungen der Matrix Bc,m

ergibt sich der Faktor U12 aus (6.92) zu

U12 = 1 + β
c,m

+ βc,m−

(6.88)
=

{
jk0
2

(√
4− k20 − jk0

)
k0 ≤ 2,

2 k0 > 2.
(6.93)

Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird auf das Einsetzen der konkreten Darstel-
lung (6.88) der Eigenwerte βc,m± verzichtet. Wegen der speziellen Blockstruktur der

Matrizen Â
c,m
V V und Qc,m kommutieren diese, sodass

Â
c,m
V VQ

c,m = Qc,mÂ
c,m
V V (6.94)

und daher für Ac,m
G

A
c,m
G =

1

|βc,m+ |2 + 1

[
βc,m+ INV0

INV0

INV0

1
β
c,m

−

INV0

]

[
βc,m+ A

c,m
V V

(
1 + β

c,m

+ βc,m−

)
A
c,m
V V

0 βc,m− A
c,m
V V

][
β
c,m

+ INV0
INV0

INV0

1
β
c,m
−

INV0

]
(6.95)

gilt. Die Matrix A
c,m
V V ist für beliebige k0 regulär. Der Eigenwert λk zum Eigenvektor

vk kann unter der Annahme ‖vk‖ = 1 durch

λk = vHk A
c,m
V V vk (6.96)

dargestellt werden. Da die Matrix A
c,m
V V in der Form

A
c,m
V V = SκV V + jk0S

ǫ
V V (6.97)

angegeben werden kann, folgt für den Eigenwert λk aus (6.96)

λk = vHk (SκV V + jk0S
ǫ
V V )vk = vHk S

κ
V V vk + jk0v

H
k S

ǫ
V V vk. (6.98)

Aufgrund der Voraussetzungen aus Abschnitt 6.1 sind die Matrizen SκV V und SǫV V
reell und symmetrisch positiv definit, sodass diese orthogonal diagonalisiert werden
können. Für die entsprechende Darstellung folgt

SκV V = QκDκ (Qκ)T , (6.99a)

mit

(Qκ)T Qκ = INV0
, (6.99b)

Dκ = diag{λκ1 , . . . , λκn} (6.99c)
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Re {λk}

Im {λk}

k0λ
ǫ
min

k0λ
ǫ
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λκmin λκmax

Abbildung 6.4.2: Möglicher Bereich für die Eigenwerte λk von A
c,m
V V .

und

SǫV V = QǫDǫ (Qǫ)T , (6.99d)

mit

(Qǫ)T Qǫ = INV0
, (6.99e)

Dǫ = diag{λǫ1, . . . , λǫn}. (6.99f)

Für den Eigenwert λk bedeutet dies

λk = vHk Q
κDκ (Qκ)T vk + jk0v

H
k Q

ǫDǫ (Qǫ)T vk. (6.100a)

Insbesondere können Real- und Imaginärteil von λk separat aus

Re {λk} = vHk Q
κDκ (Qκ)T vk (6.100b)

und

Im {λk} = k0v
H
k Q

ǫDκ (Qǫ)T vk (6.100c)

bestimmt werden. Aus (6.100b) und (6.100c) ergeben sich die Abschätzungen

min
k
λκk = λκmin ≤ Re {λi} ≤ λκmax = max

k
λκk, (6.101a)

k0 min
k
λǫk = k0λ

ǫ
min ≤ Im {λi} ≤ k0λ

ǫ
max = k0 max

k
λǫk. (6.101b)

Der mögliche Bereich der komplexen Zahlenebene, in welchem die Eigenwerte λk
von A

c,m
V V in Abhängigkeit der Wellenzahl k0 liegen können, ist in Abbildung 6.4.2

dargestellt. Dies bedeutet, dass die Eigenwerte λk asymptotisch gemäß
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k0 ≪ 1 m−1 : λk ≈ λκk, (6.102a)

k0 ≫ 1 m−1 : λk ≈ jk0λ
ǫ
k (6.102b)

abgeschätzt werden können. Wie anhand von Abbildung 6.4.2 und dieser Abschätzung
ersichtlich wird, ist der Bereich, in welchem der Realteil der Eigenwerte liegen kann,
von der Frequenz unabhängig und beinhaltet die Null nicht. Demnach ist Ac,m

V V für
beliebige Frequenzen regulär. Eine mögliche Singularität der Matrix A

c,m
G kann da-

her höchstens durch die Eigenwerte βc,m± hervorgerufen werden. Deren Verlauf in
der komplexen Ebene aus Abbildung 6.4.1 zeigt jedoch, dass diese für beliebiges
k0 < ∞ verschieden von Null sind. Lediglich im Grenzfall k0 → ∞ folgt βc,m+ → ∞
und βc,m− → 0. Asymptotisch gelten für die Eigenwerte βc,m± somit die Darstellungen

k0 ≪ 1 m−1 : βc,m± ≈ ±1 + jk0
2
, (6.103a)

k0 ≫ 1 m−1 : βc,m+ ≈ jk0, (6.103b)

βc,m− ≈ − 1
jk0
. (6.103c)

Aus dem asymptotischen Verhalten der Eigenwerte λk von A
c,m
V V und βc,m± von Bc,m

folgt somit das asymptotische Verhalten der Eigenwerte µc,mk,± der Produktmatrix

A
c,m
G = Â

c,m
V VB

c,m mit

k0 ≪ 1 m−1 : µc,mk,± ≈ λκk
(
±1 + jk0

2

)
, (6.104a)

k0 ≫ 1 m−1 : µc,mk,+ ≈ (jk0)
2 λǫk, (6.104b)

µc,mk,− ≈ −λǫk. (6.104c)

und hieraus die Niederfrequenzstabilität der vorgestellten Formulierung.

6.4.5 Numerische Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse dieses Abschnitts bauen auf dem verlustbehafteten Re-
sonatorproblem aus Abschnitt 6.1 auf. Eine Vergleich der analytisch berechneten
Eigenwerte und der numerischen Näherungslösung ist für die ersten sieben Moden
und Polynomgrad p = 1, 2, 3 in Tabelle 6.3 aufgeführt. Die Übereinstimmung ist für
alle sieben Moden sehr gut. Weiterhin stimmen die Genauigkeiten der numerischen
Näherungen sowie der Genauigkeitsgewinn bei Erhöhung des Polynomgrades im We-
sentlichen mit jenen der Feldformulierung überein. Die Verteilung der Eigenwerte in
der komplexen Ebene ist in Abbildung 6.4.3 dargestellt. Auch diese Formulierung
zeigt die im Rahmen der verlustbehafteten Feldformulierung diskutierten unphysika-
lischen Eigenwerte. Da es sich bei diesen jedoch nicht um Nulleigenwerte handelt, ist
die Formulierung im Gegensatz zur Feldformulierung auch im stationären Grenzfall
stabil.

Dies wird insbesondere auch durch die Frequenzabhängigkeit der Konditionszahl
κ2 (A) der Systemmatrix A aus (6.73b) belegt, die in Abbildung 6.4.4 dargestellt ist.
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −94.1826 + 100.0798j 6.3 · 10−4 8.6 · 10−6 1.5 · 10−7

TE120 −94.1826 + 195.8199j 5.4 · 10−4 2.2 · 10−5 2.1 · 10−7

TE210 −94.1826 + 195.8199j 2.7 · 10−3 6.4 · 10−5 3.3 · 10−7

TE011 −94.1826 + 219.9518j 6.2 · 10−3 9.6 · 10−7 9.4 · 10−8

TM101 −94.1826 + 219.9518j 4.4 · 10−4 3.2 · 10−5 1.3 · 10−7

TE111 −94.1826 + 240.4620j 4.7 · 10−3 1.6 · 10−5 2.0 · 10−7

TM111 −94.1826 + 240.4620j 4.0 · 10−4 3.8 · 10−5 2.2 · 10−7

Tabelle 6.3: Eigenwerte im verlustbehafteten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte
des Resonators und relative Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen
für Polynomgrad p = 1, 2, 3.
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Abbildung 6.4.3: Eigenwertverteilung im verlustbehafteten Fall: Lage der Eigenwerte
des Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1. Physikalische Ei-
genwerte sind als schwarze Punkte und unphysikalische Eigenwerte als graue Kreise
dargestellt.
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Abbildung 6.4.4: Konditionszahl der Systemmatrix im verlustbehafteten Fall: Ver-
lauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrix für das Resonatorproblem in
Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

Wie auch bei den anderen Potenzialformulierungen ist die Konditionszahl über weite
Teile des betrachteten Frequenzbereichs im Wesentlichen konstant und verschlech-
tert sich erst bei vergleichsweise hohen Frequenzen aufgrund der unterschiedlichen
Frequenzskalierung der einzelnen Blockmatrizen. Zum Teil kann auch hier durch
eine entsprechende Skalierung entgegengewirkt werden, wie in Abbildung 6.4.5 dar-
gestellt. Ähnlich zum Niederfrequenzproblem der Feldformulierung werden für sehr
hohe Frequenzen die zweite und dritte Zeile des Gleichungssystems (6.73) fast li-
near abhängig voneinander, sodass das Ansteigen der Konditionszahl nicht völlig
vermieden werden kann.

6.5 Vergleich der Formulierungen

Die drei vorgestellten Potenzialformulierungen zur Vermeidung der Niederfrequenz-
instabilität im verlustbehafteten Fall unterscheiden sich in einigen wesentlichen
Punkten voneinander. Die Baum-Kobaum-Eichung aus Abschnitt 6.2.4 führt ähn-
lich wie im verlustfreien Fall zu einer Reduktion der Anzahl der Unbekannten im zu
lösenden linearen Gleichungssystem. Nachteilig ist jedoch, dass hier im Gegensatz
zum verlustfreien Fall keine symmetrische Formulierung erreicht wird. Für nicht ver-
schwindende Frequenzen kann die Symmetrie durch eine geeignete Skalierung jedoch
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Abbildung 6.4.5: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrix im
verlustbehafteten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem
in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit und ohne Skalierung.

wieder hergestellt werden. Ähnlich verhält es sich bei der stationären Eichung aus
Abschnitt 6.3. Auch bei dieser Formulierung ergibt sich ein unsymmetrisches Glei-
chungssystem, wobei es in diesem Fall nicht möglich ist, durch eine geeignete Skalie-
rung ein symmetrisches Gleichungssystem zu erhalten. Mit Hilfe eines zweistufigen
Lösungsprozesses kann - wie schon im verlustlosen Fall - auch hier eine Reduktion
der Anzahl der Unbekannten erreicht werden. Im verbleibenden reduzierten Glei-
chungssytem kann durch eine geeignete Skalierung eine symmetrische Systemmatrix
erreicht werden. Die zuletzt vorgestellte gemischte Variationsformulierung hat den
Vorteil, dass sie direkt auf ein symmetrisches Gleichungssystem führt, jedoch ist
bei dieser Formulierung eine einfache Reduktion der Anzahl der Unbekannten durch
Elimination eines der beiden Skalarpotenziale Ψ oder V wie bei den beiden anderen
Formulierungen nicht möglich.

Eine Übersicht über einige wichtige Parameter der linearen Gleichungssysteme der
verschiedenen Formulierungen ist in Tabelle 6.4 zusammengestellt. Insbesondere im
Hinblick auf die Anzahl der Unbekannten sowie der Anzahl der Nichtnulleinträge in
den Systemmatrizen zeigen sich hier deutliche Unterschiede zwischen den Formu-
lierungen. Wie zuvor bereits erwähnt, stellt die höhere Anzahl an Unbekannten bei
der stationären Eichung im Vergleich zur Baum-Kobaum-Eichung keinen wirklichen
Nachteil dar, da ein zweistufiger Lösungsprozess, wie am Ende von Abschnitt 6.3.3
beschrieben, möglich ist. Im Fall der gemischten Formulierung wurde bei der Anzahl
der Nichtnulleinträge in der Systemmatrix die Symmetrie der Systemmatrix nicht
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Polynomgrad Baum-Kobaum- stationäre gemischte
p=2 Eichung Eichung Formulierung

Unbekannte 26814 32124 32124

Nichtnulleinträge
f = 0 Hz 942335 1358082 1358082
f > 0 Hz 1229908 1645655 2061402
f = 0 Hz 6.0 · 105 6.0 · 105 6.0 · 105

Konditionszahl f = 1 fHz 6.0 · 105 6.0 · 105 6.0 · 105
κ2 (A) f = 1 Hz 6.0 · 105 6.0 · 105 6.0 · 105

f = 1 THz 4.0 · 108 4.0 · 108 2.0 · 1011

Tabelle 6.4: Eigenschaften der Potenzialformulierungen im verlustlosen Fall: Ver-
gleich der Anzahl der Unbekannten, der Nichtnulleinträge in den Systemmatrizen
und der Konditionszahlen aller drei Formulierungen für Polynomgrad p = 2.
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Abbildung 6.5.1: Vergleich der Konditionszahlen der Systemmatrizen im verlustbe-
hafteten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrizen für das verlust-
behaftete Resonator-Problem und Polynomgrad p = 2 in Abhängigkeit der Frequenz.

berücksichtigt.

Um die Frequenzabhängigkeit der Systemmatrizen der drei Formulierungen zu ver-
gleichen, ist in Abbildung 6.5.1 für p = 2 die Konditionszahl der Systemmatrizen in
Abhängigkeit der Frequenz für den bereits zuvor betrachteten verlustbehafteten Re-
sonator aus Abbildung 6.1.2 dargestellt. Die Verschlechterung der Konditionszahlen
bei hohen Frequenzen ergibt sich wie bereits erwähnt aus den unterschiedlichen Fre-
quenzskalierungen der einzelnen Block-Matrizen. Hier zeigen sich leichte Nachteile
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Abbildung 6.5.2: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrizen
im verlustbehafteten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorpro-
blem in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit Diagonalskalierung.

der gemischten Formulierung gegenüber den beiden anderen Formulierungen, da bei
dieser die Verschlechterung der Konditionszahl des Gleichungssystems bereits früher
beginnt. Wird eine Diagonalskalierung der Systemmatrizen durchgeführt, so ergeben
sich die Verläufe nach Abbildung 6.5.2. Hier zeigen sich - wie im verlustlosen Fall
- deutliche Vorteile bei der stationären Eichung im Vergleich zu den anderen For-
mulierungen, da diese auch bei hohen Frequenzen eine im Wesentlichen konstante
Konditionszahl besitzt. Durch die Skalierung liegt die gemischte Formulierung was
den Absolutwert betrifft besser als die Baum-Kobaum-Eichung, jedoch weisen beide
Formulierungen ein sehr ähnliches asymptotisches Verhalten auf. Im Niederfrequenz-
bereich zeigen jedoch alle drei Formulierungen unabhängig ob mit oder ohne Ska-
lierung ein sehr ähnliches Verhalten und weisen keine Niederfrequenzinstabilitäten
auf.



Kapitel 7

Kopplung der Formulierungen an

Grenzflächen

7.1 Allgemeines

Bisher wurden separat der rein verlustfreie und der rein verlustbehaftete Fall be-
trachtet und für beide Fälle spezielle Formulierungen hergeleitet, welche im jeweils
anderen Fall überhaupt nicht oder nur bedingt anwendbar sind. Deshalb wird in
diesem Kapitel auf eine geeignete Kopplung der vorgestellten Formulierungen an
Grenzflächen zwischen Leitern und Nichtleitern eingegangen. Insbesondere sind an
dieser Stelle die Übergangsbedingungen für die Feldgrößen aus Abschnitt 2.2 rele-
vant, da diese erfüllt sein müssen, um das Auftreten unphysikalischer Quellen zu
vermeiden. Das prinzipielle Vorgehen wird hierbei anhand des Modellproblems aus

Ω1

µ1, ǫ1 > 0, κ1 = 0

Ω2

µ2, ǫ2, κ1 > 0

Γ12

Abbildung 7.1.1: Modellproblem für die Kopplung der Formulierungen.

147



148 Kopplung der Formulierungen an Grenzflächen

Abbildung 7.1.1 erläutert, welches aus zwei komplementären Teilgebieten mit

Ω1 ∩ Ω2 = ∅, (7.1a)

Ω1 ∪ Ω2 = Ω, (7.1b)

Ω1 ∩ Ω2 = Γ12, (7.1c)

∂Ω ∩ ∂Ω1 = Γ1, (7.1d)

∂Ω ∩ ∂Ω2 = Γ2 (7.1e)

besteht, wobei vorausgesetzt wird, dass für die Materialtensoren

ǫ =

{
ǫ1 > 0 in Ω1

ǫ2 > 0 in Ω2

, (7.2a)

µ =

{
µ1 > 0 in Ω1

µ2 > 0 in Ω2

, (7.2b)

κ =

{
κ1 = 0 in Ω1

κ2 > 0 in Ω2

(7.2c)

gilt. Im Folgenden wird angenommen, dass in den beiden betrachteten Feldgebieten
keine eingeprägten Quellen und nur homogene Randbedingungen vorliegen. Werden
die Felder im Gebiet Ω1 mit 1 und jene im Gebiet Ω2 mit 2 indiziert, so ergeben sich
aus Abschnitt 2.2 für die Potenziale auf Γ12 die Übergangsbedingungen

A1 × n̂12 = A2 × n̂12, (7.3a)

V1 = V2. (7.3b)

Wird hierbei in der ersten Gleichung die mögliche weitere Aufspaltung des Vektor-
potenzials in reine Gradientenfelder und Felder mit nicht verschwindender Rotation
berücksichtigt, so kann (7.3) zu den drei Bedingungen

Ac,1 × n̂12 = Ac,2 × n̂12, (7.4a)

Ψ1 = Ψ2, (7.4b)

V1 = V2 (7.4c)

erweitert werden. Da für die Potenziale Ac ∈ Hc (rot; Ω), Ψ ∈ H1 (Ω) und V ∈
H1 (Ω) gilt, sind diese Bedingungen generell erfüllt. Im Hinblick auf die Kombination
der unterschiedlichen Formulierungen werden im Einzelnen die Kopplung

• der Baum-Kobaum-Eichungen aus Abschnitt 5.2.5 und Abschnitt 6.2.4,
• der statischen Eichung aus Abschnitt 5.3 und der stationären Eichung aus

Abschnitt 6.3,
• der gemischten Formulierungen aus Abschnitt 5.4 und Abschnitt 6.4,
• sowie abschließend der Baum-Kobaum-Eichung aus Abschnitt 5.2.5 und der

gemischten Formulierung aus Abschnitt 6.4

betrachtet.
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(a) Geometrie. (b) FE -Netz.

Abbildung 7.2.1: Teilweise mit verlustbehaftetem Dielektrikum gefüllter Resonator:
Für die Materialeigenschaften gilt µ1 = µ0, ǫ1 = ǫ0, κ1 = 0 im weißen Bereich und
µ2 = µ0, ǫ2 = 2ǫ0, κ2 = 1 1

Ωm
im grauen Bereich.

7.2 Testprobleme

Um die verschiedenen Formulierungen vergleichen zu können, werden als nume-
rische Beispiele für alle vier betrachteten Kopplungen der zur Hälfte mit einem
verlustbehafteten Dielektrikum gefüllte Resonator aus Abbildung 7.2.1, der Plat-
tenkondensator aus Abbildung 7.2.2, das Koaxialkabel aus Abbildung 7.2.4, und
der RLC-Serienschwingkreis aus Abbildung 7.2.3 betrachtet. Diese Beispiele wer-
den deshalb zum Testen der Formulierungen herangezogen, da ein weites Spektrum
an Phänomenen mit ihrer Hilfe abgebildet werden kann.

7.2.1 Teilweise gefüllter Resonator

Der teilweise gefüllte Resonator hat den Vorteil, dass in diesem Fall eine analytische
Lösung des Problems existiert - vgl. [Bal89, S. 394ff], [Har01, S. 159ff] - wodurch
eine Überprüfung der Korrektheit der numerisch berechneten Resultate möglich ist.
Hierbei wird angenommen, dass das verlustbehaftete Dielektrikum, welches eine
Hälfte des Resonators ausfüllt, die Eigenschaften

ǫd = 2ǫ0, (7.5a)

µd = µ0, (7.5b)

κd = 1 1
Ωm

(7.5c)

besitzt, während die Materialeigenschaften der zweiten Hälfte denen des Vakuums
entsprechen. Auf dem Rand Γ = ∂Ω wird angenommen, dass überall

E × n̂ = 0 (7.6)

gilt. Die Abmessungen der Struktur sind Abbildung 7.2.1 zu entnehmen.
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Abbildung 7.2.2: Plattenkondensator mit verlustlosem Dielektrikum: Das Dielektri-
kum hat die Materialeigenschaften ǫd = 2ǫ0, µd = µ0 und κd = 0 1

Ωm
. Verluste ent-

stehen ausschließlich durch die Leitungen, welche die Materialeigenschaften ǫw = ǫ0,
µw = µ0, und κw = 106 1

Ωm
besitzen. Für die umgebende Luft werden Eigenschaften

des Vakuums (ǫa = ǫ0, µa = µ0, κa = 0 1
Ωm

) angenommen. Alle Maße sind in mm
angegeben.

7.2.2 Kondensator mit Dielektrikum

Zur Beurteilung des Niederfrequenzverhaltens der im Folgenden vorgestellten For-
mulierungen ist die Kondensator-Struktur aus Abbildung 7.2.2 sehr gut geeignet, da
hier im Niederfrequenzfall die aus der Netzwerktheorie bekannte Admittanzbezie-
hung I = jωCU zwischen Strom I und Spannung U mit der Kapazität C gilt. Die
Geometrie der Struktur ist in Abbildung 7.2.2 abgebildet. Unter Vernachlässigung
von Randeffekten entlang der Kanten der Kondensatorplatten kann die Kapazität
des Parallelplattenkondensators mit

C = 2ǫ0
A
d
≈ 2.782 pF (7.7)

angegeben werden. Bei der Berechnung der Kapazität muss darauf geachtet werden,
dass die Kondensator-Elektroden durch die Diskretisierung keine Kreise sondern
Polygone, im vorliegenden Fall 16-Ecke, darstellen. Die Anregung erfolgt durch die
Vorgabe eines konstanten Potenzials von 1 V am linken Leiter Γl, während am Ende
des rechten Leiters Γr ein konstantes Potenzial von 0 V vorgegeben wird. Die ganze
Struktur wird in eine zylindrische Umgebung eingebettet, auf deren Rand Γe ange-
nommen wird, dass die Normalkomponente der elektrischen und der magnetischen
Flussdichte verschwinden, das heißt

B · n̂ = 0 auf Γe (7.8a)

D · n̂ = 0 auf Γe. (7.8b)
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Abbildung 7.2.3: RLC-Serienschwingkreis: Die Abmessungen des Kondensators ent-
sprechen jenen aus Abbildung 7.2.2. Alle Abmessungen sind in mm angegeben. Für
die Leitungen wird ǫw = ǫ0, µw = µ0, κw = 106 1

Ωm
angenommen. Für das verlustlose

Dielektrikum des Plattenkondensators gilt ǫd = 2ǫ0, µd = µ0, κd = 0 1
Ωm

.

Diese beiden Bedingungen sind äquivalent zu

Ac × n̂ = 0 auf Γe, (7.9a)

{ǫ [−∇V − jk0 (Ac +∇Ψ)]} · n̂ = 0 auf Γe. (7.9b)

Insbesondere ergeben sich durch diese Wahl für den Fall k0 → 0 homogene Dirichlet-
Randbedingungen für das Vektorpotenzial und homogene Neumann-Randbedingun-
gen für das Skalarpotenzial auf dem Rand Γe. Diese Wahl der Bedingungen auf dem
umgebenden Rand entspricht im Wesentlichen jenen aus [HKO08].

7.2.3 RLC-Serienschwingkreis

Der RLC-Serienschwingkreis aus Abbildung 7.2.3 ist von Interesse, da hier elek-
trische und magnetische Phänomene gleichermaßen eine wichtige Rolle spielen. Die
Abmessungen des Kondensators des Schwingkreises entsprechen gerade jenen des
Kondensators aus Abbildung 7.2.2. Die Spule selbst hat eine Länge li = 15 mm,
einen Durchmesser di = 10 mm und eine Ganghöhe von hi = 3 mm. Der Durch-
messer des Spulendrahtes entspricht jenem der Zuleitungen des Kondensators. Der
Widerstand R des Schwingkreises wird nicht explizit modelliert sondern implizit
durch die Leitungen mit endlicher Leitfähigkeit zwischen Kondensator und Spule
dargestellt. Die Randbedingungen entsprechen jenen des Kondensators, das heißt,
die Anregung erfolgt über die Vorgabe eines konstanten Potenzials von 1 V am lin-
ken Leiter, während das rechte Leiterende auf 0 V gehalten wird. Ebenso wie der
Kondensator wird die Struktur in eine zylindrische Umgebung eingebettet, auf deren
Rand wie in Abschnitt 7.2.2 das Verschwinden der elektrischen und der magnetischen
Flussdichte angenommen wird.
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7.2.4 Koaxialkabel
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Abbildung 7.2.4: Stück eines Koaxialkabels: Alle Abmessungen sind in mm angege-
ben. Für das Dielektrikum zwischen Außen- und Innenleiter gilt µd = µ0, ǫd = 2.25ǫ0,
κd = 0 1

Ωm
und für den Innenleiter µc = µ0, ǫc = ǫ0, κc = 104 1

Ωm
.

Anhand des Koaxialkabels soll deutlich gemacht werden, dass die vorgestellten For-
mulierungen, obwohl zur Beseitigung einer Niederfrequenzinstabilität entworfen, auch
Wellenphänomene korrekt abbilden. Um zu kleine Eindringtiefen bei höheren Fre-
quenzen zu vermeiden, wird die Leitfähigkeit des Innenleiters κc des Koaxial-Kabels
mit 104 (Ωm)−1 geringer angenommen, als jene der Leitungen in den beiden Beispie-
len aus Abschnitt 7.2.2 und Abschnitt 7.2.3. Diese Annahme erfolgt, da die Auflösung
der geringen Eindringtiefen ansonsten sehr feine Netze in der Grenzschicht zwischen
Leiter und umgebendem Medium erfordert. Weiterhin wird angenommen, dass das
Dielektrikum aus Polyethylen besteht, woraus sich eine relative Permittivität von
ǫd,r ≈ 2.25 ergibt. Für die Rechnungen wird das Koaxialkabel am rechten Rand kurz-
geschlossen, sodass der rechte Rand sowie der Außenleiter als homogene Dirichlet-
Randbedingungen modelliert werden können. Am linken Rand wird für den Leiter
ein örtlich konstantes, zeitharmonisches Potenzial von 1 V vorgegeben, während
auf dem umgebenden Dielektrikum das Verschwinden der Normalkomponenten der
elektrischen und der magnetischen Flussdichten angenommen wird.

7.3 Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen

7.3.1 Schwache Formulierung

Ausgangspunkt zur Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen sind die jeweiligen
Gleichungen (5.15) und (6.10) der schwachen Formulierungen in den Einzelgebie-
ten. Dabei muss auf der rechten Seite jeweils das entsprechende Oberflächenintegral
über die Grenzfläche Γ12 berücksichtigt werden. Weiterhin wird für die vektoriel-



Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen 153

len Testfunktionen sowie das Vektorpotenzial vorausgesetzt, dass sie eine nicht ver-
schwindende Rotation besitzen. Somit gilt

Sν1 (Ac,1,ac,1) + (jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1,ac,1) + jk0T

ǫ1 (∇V1,ac,1) = b12H (ac,1) , (7.10a)

jk0T
ǫ1 (Ac,1,∇v1) + T ǫ1 (∇V1,∇v1) = b12H (∇v1)

jk0
(7.10b)

in Ω1 und

Sν2 (Ac,2,ac,2) + jk0T
κ2 (Ac,2,ac,2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2,ac,2)

+ T κ2 (∇V2,ac,2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,ac,2) = b21H (ac,2) , (7.11a)

jk0T
κ2 (Ac,2∇v2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2,∇v2)
+ T κ2 (∇V2,∇v2) + jk0T

ǫ2 (∇V2,∇v2) = b21H (∇v2) (7.11b)

in Ω2. Für die verwendeten Bilinear- und Linearformen gilt hierbei

Sνi (v,w) =

∫

Ωi

∇×w · (νi,r∇× v) dΩ, (7.12a)

T κi (v,w) = η0

∫

Ωi

w · (κiv) dΩ, (7.12b)

T ǫi (v,w) =

∫

Ωi

w · (ǫi,rv) dΩ, (7.12c)

bijH (w) = η0

∫

Γij

w · (H × n̂ij) dΓ. (7.12d)

Da vorausgesetzt wird, dass keine Flächenstromdiche K12 innerhalb der Grenzfläche
Γ12 vorliegt, sind dort die Tangentialkomponenten der magnetischen Erregung nach
(2.18) stetig, und mit n̂12 = −n̂21 folgt

b12H (ac,1) = −b21H (ac,2) ∀ac,1,ac,2 ∈ Hc (rot; Ω) (7.13)

sofern

ac,1 × n̂12 = ac,2 × n̂12 auf Γ12 (7.14)

gilt. Die Durchflutungssätze in den beiden Teilgebieten Ω1 und Ω2 können daher zu

Sν1 (Ac,1,ac,1) + (jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1,ac,1) + jk0T

ǫ1 (∇V1,ac,1)
+ Sν2 (Ac,2,ac,2) + jk0T

κ2 (Ac,2,ac,2) + (jk0)
2 T ǫ2 (Ac,2,ac,2)

+ T κ2 (∇V2,ac,2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,ac,2) = 0. (7.15)
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zusammengefasst werden. Für zwei Vektorfelder v,w ∈ H (rot; Ω) gilt darüber hin-
aus

Sν1 (v,w) + Sν2 (v,w) =

∫

Ω1

∇×w · (ν1,r∇× v) dΩ

+

∫

Ω2

∇×w · (ν2,r∇× v) dΩ

(7.16a)

=

∫

Ω1∪Ω2

∇×w · (ν∇× v) dΩ (7.16b)

=

∫

Ω

∇×w · (ν∇× v) dΩ = Sν (v,w) (7.16c)

und analog für die anderen Bilinearformen

T κ1 (v,w) + T κ2 (v,w) = η0

∫

Ω1

w · (κ1v) dΩ + η0

∫

Ω2

w · (κ2v) dΩ (7.17a)

= η0

∫

Ω1∪Ω2

w · (κv) dΩ = η0

∫

Ω

w · (κv) dΩ (7.17b)

= T κ (v,w) , (7.17c)

T ǫ1 (v,w) + T ǫ2 (v,w) =

∫

Ω1

w · (ǫ1,rv) dΩ +

∫

Ω2

w · (ǫ2,rv) dΩ (7.18a)

=

∫

Ω1∪Ω2

w · (ǫv) dΩ =

∫

Ω

w · (ǫv) dΩ (7.18b)

= Tǫ (v,w) . (7.18c)

Daher kann anstatt der beiden getrennten Gleichungen (7.10a) in Ω1 und (7.11a) in
Ω2 zusammen mit den Übergangsbedingungen (2.18) entlang der Grenzfläche auch

Sν (Ac,ac) + jk0T
κ (Ac,ac) + (jk0)

2 T ǫ (Ac,ac)

+ T κ (∇V,ac) + jk0T
ǫ (∇V,ac) = 0 (7.19)

in ganz Ω = Ω1 ∪ Ω2 betrachtet werden.

Anders verhält es sich bei den beiden verbleibenden Gleichungen (7.10b) und (7.11b),
da der Durchflutungssatz im verlustfreien Gebiet durch die elektrische Flussbilanz
und im verlustbehafteten Gebiet durch die Kontinuitätsgleichung ergänzt werden
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muss. In den jeweiligen Teilgebieten Ω1 und Ω2 lauten deren schwache Formulierun-
gen nach (5.15) beziehungsweise (6.10) unter Berücksichtigung des Γ12 zugeordneten
Grenzflächenterms

jk0T
ǫ1 (Ac,1,∇v1) + T ǫ1 (∇V1,∇v1) = 1

jk0
b12H (∇v1) , (7.20a)

jk0T
κ2 (Ac,2,∇v2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2,∇v2)
+ T κ2 (∇V2,∇v2) + jk0T

ǫ2 (∇V2,∇v2) = b21H (∇v2) . (7.20b)

Eine direkte Addition der Gleichungen ist in diesem Fall nicht sinnvoll, da sie unter-
schiedliche physikalische Einheiten besitzen. Eine generelle Skalierung von (7.10b)
mit jk0 führt zwar zu kompatiblen Dimensionen der Gleichungen, hat jedoch den
Nachteil, dass hierdurch im statischen Grenzfall der Beitrag des verlustfreien Gebie-
tes zum Gleichungssystem nicht mehr berücksichtigt wird und somit eine singuläre
Systemmatrix resultiert. Eine Möglichkeit zur Lösung dieses Problems besteht in
der separaten Betrachtung der unterschiedlichen Testfunktionen. Hierfür sind die
folgenden drei Fälle von Bedeutung:

• v1 ∈ H1 (Ω1) ⊂ H1 (Ω),

• v2 ∈ H1 (Ω2) ⊂ H1 (Ω),

• v12 ∈ H1 (Ω,Γ12) = {v ∈ H1 (Ω) |v 6= 0 auf Γ12}.

In den ersten beiden Fällen ist eine Kopplung der Gleichungen nicht erforderlich. Im
ersten Fall liegt der Träger der Testfunktion vollständig innerhalb des verlustlosen
Gebietes Ω1 und im zweiten Fall liegt der Träger vollständig innerhalb des verlust-
behafteten Gebietes Ω2. Infolgedessen ergeben sich keine Beiträge der Randterme
auf Γ12 und die Formulierungen der Einzelgebiete können beibehalten werden. Im
dritten Fall gibt es jedoch Beiträge, sowohl aus dem verlustfreien Gebiet Ω1 als auch
aus dem verlustbehafteten Gebiet Ω2, sodass eine geeignete Kopplung durchgeführt
werden muss. Es zeigt sich allerdings, dass in diesem Fall eine einfache Skalierung der
Gleichungen des verlustfreien Gebietes mit jk0 und eine anschließende Addition der
beiden Formulierungen möglich ist. Somit folgen für die drei Fälle die Gleichungen

jk0T
ǫ1 (Ac,1,∇v1) + T ǫ1 (∇V1,∇v1) = 0 ∀v1 ∈ H1 (Ω1) , (7.21a)

jk0T
κ2 (Ac,2,∇v2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2,∇v2)
+ T κ2 (∇V2,∇v2) + jk0T

ǫ2 (∇V2,∇v2) = 0 ∀v2 ∈ H1 (Ω1) , (7.21b)

(jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1,∇v12) + jk0T

ǫ1 (∇V1,∇v12)
+ jk0T

κ2 (Ac,2,∇v12) + (jk0)
2 T ǫ2 (Ac,2,∇v12)

+ T κ2 (∇V2,∇v12) + jk0T
ǫ2 (∇V2,∇v12) = 0 ∀v12 ∈ H1 (Ω,Γ12) .

(7.21c)



156 Kopplung der Formulierungen an Grenzflächen

In den ersten beiden Gleichungen fällt die rechte Seite weg, da die Testfunktionen
auf der Grenzfläche verschwinden, während sich die Terme der rechten Seiten in
der letzten Gleichung aufgrund entgegengesetzer Vorzeichen beim Bilden der Line-
arkombination gegenseitig aufheben. Insgesamt ergibt sich daher für das gesamte
Feldgebiet Ω die schwache Formulierung

Sν (Ac,ac) + jk0T
κ (Ac,ac) + (jk0)

2 Tǫ (Ac,ac)

+ Tκ (∇V,ac) + jk0Tǫ (∇V,ac) = 0 ∀ac ∈ Hc (rot; Ω) ,
(7.22a)

jk0T
ǫ1 (Ac,∇v1) + Tǫ1 (∇V,∇v1) = 0 ∀v1 ∈ H1 (Ω1) ,

(7.22b)

jk0T
κ2 (Ac,∇v2) + (jk0)

2 Tǫ2 (Ac,∇v2)
+ T κ2 (∇V,∇v2) + jk0T

ǫ2 (∇V,∇v2) = 0 ∀v2 ∈ H1 (Ω2) ,
(7.22c)

(jk0)
2 T ǫ1 (Ac,∇v12) + jk0T

ǫ1 (∇V,∇v12)
+ jk0T

κ2 (Ac,∇v12) + (jk0)
2 T ǫ2 (Ac,∇v12)

+ T κ2 (∇V,∇v12) + jk0T
ǫ2 (∇V,∇v12) = 0 ∀v12 ∈ H1 (Ω,Γ12) .

(7.22d)

7.3.2 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Auf der Grundlage des in Abschnitt 7.3.1 erläuterten Vorgehens wird im Folgenden
gezeigt, wie die entsprechende Kopplung für die FE -Gleichungssysteme durchgeführt
werden kann. Ausgangspunkt sind hierbei die Gleichungssysteme der Teilformulie-
rungen (5.84) und (6.30)

[
Sν1AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ1
AcAc

jk0M
ǫ1
AcV

jk0M
ǫ1
V A1

Sǫ1V V

] [
xΩ1
Ac

xΩ1
V

]
=

[
bΩ1
Ac,H

1
jk0

bΩ1
V,H

]
,

(7.23)
[
Sν2AcAc

+ jk0T
κ2
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ2
AcAc

Mκ2
AcV

+ jk0M
ǫ2
AcV

jk0M
κ2
V Ac

+ (jk0)
2
Mǫ2

V Ac
Sκ2V V + jk0S

ǫ2
V V

] [
xΩ2
Ac

xΩ2
V

]
=

[
bΩ2
Ac,H

bΩ2
V,H

]
.

(7.24)

Für die Kopplung wird imWeiteren eine Aufspaltung der Variablen in jene innerhalb
der Teilgebiete und jene am Rand von Ω1 und Ω2 durchgeführt:

xΩ1 =

[
xΩ1
Ac

xΩ1
V

]
, xΓ12 =

[
xΓ12
Ac

xΓ12
V

]
, xΩ1 =

[
xΩ1

xΓ12

]
, (7.25)

xΩ2 =

[
xΩ2
A

xΩ2
V

]
, xΓ21 =

[
xΓ21
A

xΓ21
V

]
, xΩ2 =

[
xΩ2

xΓ21

]
. (7.26)
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In der gleichen Art und Weise werden auch die Systemmatrizen und die rechten
Seiten aufgeteilt. Das Gesamtgleichungssystem kann hiermit in der Form

ÂΩx̂Ω = b̂Ω, (7.27a)

mit

ÂΩ =

[
AΩ1 0

0 AΩ2

]
, (7.27b)

x̂Ω =

[
xΩ1

xΩ2

]
, (7.27c)

b̂Ω =

[
bΩ1

bΩ2

]
(7.27d)

sowie

AΩ1 =




AΩ1
AcAc

AΩ1
AcV

AΩ1Γ12
AcAc

AΩ1Γ12
AcV

AΩ1
V Ac

AΩ1
V V AΩ1Γ12

V Ac
AΩ1Γ12
V V

AΓ12Ω1
AcAc

AΓ12Ω1
AcV

AΓ12
AcAc

AΓ12
AcV

AΓ12Ω1
V Ac

AΓ12Ω1
V V AΓ12

V Ac
AΓ12
V V


 , (7.27e)

xΩ1 =




xΩ1
Ac

xΩ1
V

xΓ12
Ac

xΓ12
V


 , (7.27f)

bΩ1 =




0

0

bΓ12
Ac,H

b
Γ12
V,H

jk0


 (7.27g)

AΩ2 =




AΩ2
AcAc

AΩ2
AcV

AΩ2Γ21
AcAc

AΩ2Γ21
AcV

AΩ2
V Ac

AΩ2
V V AΩ2Γ21

V Ac
AΩ2Γ21
V V

AΓ21Ω2
AcAc

AΓ21Ω2
AcV

AΓ21
AcAc

AΓ21
AcV

AΓ21Ω2
V Ac

AΓ21Ω2
V V AΓ21

V Ac
AΓ21
V V


 , (7.27h)

xΩ2 =




xΩ2
Ac

xΩ2
V

xΓ21
Ac

xΓ21
V


 , (7.27i)

bΩ2 =




0

0

bΓ21
Ac,H

bΓ21
V,H


 (7.27j)
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angegeben werden. Die eingangs erwähnten Stetigkeitsbedingungen für die Felder
(7.3) führen im Diskreten aufgrund der gewählten Ansätze zu

xΓ12
Ac

= xΓ21
Ac
, (7.28a)

xΓ12
V = xΓ21

V , (7.28b)

sodass der Vektor der unbekannten Koeffizienten xΩ in der Form

x̂Ω = WxΩ, (7.29)

mit

W =




INΩ1
0 0

0 INΓ12
0

0 0 INΩ2

0 INΓ12
0


 , (7.30a)

xΩ =



xΩ1

xΓ12

xΩ2


 (7.30b)

angegeben werden kann. Mit NΩ1 , NΓ12 und NΩ2 wird hierbei die jeweilige Dimen-
sion der Vektoren xΩ1 , xΓ12 und xΩ2 bezeichnet. Somit verbleibt nur der reduzierte
Koeffizientenvektor und die entsprechende Systemmatrix des FE -Gleichungssystems
ergibt sich aus der Multiplikation der ursprünglichen Systemmatrix von rechts mit
der Matrix W aus (7.30a). Um ein eindeutig lösbares Gleichungssystem mit einer
quadratischen Systemmatrix zu erhalten, wird das Gleichungssystem von links mit
der Matrix VT

V =




INΩ1
0 0

0 VΓ12 0

0 0 INΩ2

0 INΓ12
0


 , (7.31a)

mit

VΓ12 =

[
INΓ12,Ac

0

0 jk0INΓ12,V

]
(7.31b)

multipliziert, was der Bildung der in Abschnitt 7.3.1 angesprochenen Linearkombi-
nationen der Gleichungen für die Unbekannten auf der Grenzfläche entspricht. Für
die rechte Seite bΩ von (7.27a) führt dies dazu, dass die Grenzflächenbeiträge wegen

bΩ = VT b̂Ω =



INΩ1

0 0 0

0 VT
Γ12

0 INΓ12

0 0 INΩ2
0







0

bΓ12

0

bΓ21


 = 0 (7.32)
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entfallen. Für die Systemmatrix AΩ ergibt sich infolgedessen die Darstellung

AΩ = VT ÂΩW =




AΩ1 AΩ1Γ12 0

VT
Γ12

AΓ12Ω1 VT
Γ12

AΓ12 +AΓ21 AΓ21Ω2

0 AΩ2Γ21 AΩ2


 , (7.33)

xΩ = Wx̂Ω, (7.34)

bΩ = VT b̂Ω. (7.35)

Insbesondere im statischen beziehungsweise stationären Grenzfall ergibt sich, auf-
grund des Faktors jk0 in der Matrix VΓ12 nach (7.31a), dass die Unbekannten xΩ1

V

des verlustfreien Gebietes Ω1 keinen Einfluss mehr auf die Unbekannten xΓ12
V der

Grenzfläche Γ12 haben. Dies stellt jedoch keine Niederfrequenzinstabilität der kom-
binierten Formulierung dar, sondern spiegelt die Tatsache weider, dass im Grenzfall
k0 → 0 die stationären Strömungsfelder innerhalb des leitfähigen Gebietes Ω2 un-
abhängig von der nicht leitenden Umgebung bestimmt werden können. Die sich
hieraus ergebende Lösung im verlustbehafteten Gebiet kann dann als zusätzliche
Randbedingung bei der Bestimmung der Lösung im verlustfreien Gebiet verwendet
werden. Bei einer nicht verschwindenden Wellenzahl k0 > 0 sind die Felder in beiden
Gebieten jedoch über die Randterme miteinander gekoppelt.

7.3.3 Numerische Ergebnisse

Zur Beurteilung der Zuverlässigkeit der Formulierung, welche sich durch Kopplung
der Baum-Kobaum-Eichungen ergibt, werden im Folgenden die vier Beispiele aus
Abschnitt 7.2 betrachtet. Für den teilweise gefüllten Resonator wird nur das zuge-
ordnete Eigenwertproblem betrachtet, während für die anderen drei Beispiele ein
Anregungsproblem gelöst wird.

Teilweise gefüllter Resonator

Ein Vergleich der analytisch bestimmten Eigenwerte sowie der numerisch berech-
neten Eigenwerte für das Resonator-Problem ist in Tabelle 7.1 für die ersten do-
minanten Moden und p = 1, 2, 3 dargestellt. Wie im rein verlustlosen und im rein
verlustbehafteten Fall zeigt sich auch hier eine sehr gute Übereinstimmung zwischen
analytischer und numerischer Lösung. Die resultierenden relativen Fehler liegen hier-
bei in etwa in der Größenordnung, wie sie für das betrachtete Beispiel bereits in der
Literatur [GBB+96], [ZC02] angegeben sind. Wie aus Abbildung 7.3.1 hervorgeht,
treten auch bei der Kopplung der gemischten Formulierungen die im Rahmen der
Feldformulierung diskutierten unphysikalischen, rein reellen und negativen Eigen-
werte auf. Im Hinblick auf die Niederfrequenzeigenschaften stellen diese kein Pro-
blem dar, da sie alle ungleich null sind.
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −80.9938 + 137.8768j 1.5 · 10−2 1.6564 · 10−3 8.0646 · 10−5

TE120 −86.9455 + 225.1187j 4.0 · 10−4 4.7698 · 10−4 1.3291 · 10−5

TM111 −90.1138 + 236.9469j 5.0 · 10−3 6.3790 · 10−4 1.6659 · 10−5

TE101 −88.0214 + 247.8733j 7.1 · 10−3 4.6030 · 10−5 7.4168 · 10−7

TE210 −37.2556 + 264.4426j 1.5 · 10−2 1.5222 · 10−3 4.7722 · 10−5

TE111 −88.7995 + 267.3251j 5.7 · 10−3 1.0601 · 10−3 2.3509 · 10−6

TM121 −91.1661 + 290.7462j 7.8 · 10−4 3.5157 · 10−3 9.8319 · 10−6

Tabelle 7.1: Eigenwerte im gemischten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
teilweise mit einem verlustbehafteten Dielektrikum gefüllten Resonators und relative
Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

Realteil Re γlmn (m
−1)

Im
ag
in
är
te
il
Im

γ
lm
n
(m

−
1
)
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-300
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0
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Abbildung 7.3.1: Eigenwertverteilung im gemischten Fall: Lage der Eigenwerte des
teilweise gefüllten Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1.
Physikalische Eigenwerte sind als schwarze Punkte, unphysikalische Eigenwerte als
Kreise dargestellt.

Kondensator

Als erstes Anregungsproblem wird der Kondensator aus Abbildung 7.2.2 betrach-
tet. Die resultierenden Feldverläufe für die elektrische Feldstärke E, die elektrische
Stromdichte

J = κE (7.36)
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Frequenz ‖E‖
(
Vm−1

)
‖J‖

(
Am−2

)
‖B‖ (T)

1 MHz

1 kHz

1 Hz

0 Hz

Abbildung 7.3.2: Feldverläufe des Kondensator-Beispiels für die Kopplung der
Baum-Kobaum-Eichungen: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen Feldstärke
E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die Frequenzen
f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Polynomgrad p = 2.

und die magnetische Flussdichte B sind für die Frequenzen f = 1 MHz, 1 kHz, 1 Hz
sowie den statischen Grenzfall f = 0 Hz in Abbildung 7.3.2 dargestellt. Das elektri-
sche Feld ist bei den betrachteten Frequenzen im wesentlichen auf den Bereich zwi-
schen den Kondensatorplatten beschränkt. Nennenswerte Ströme und damit auch
Magnetfelder treten erst bei höheren Frequenzen auf. Hier zeigt sich im Verlauf der
elektrischen Stromdichte dann auch deutlich der Skineffekt. In Abbildung 7.3.3 ist
der Verlauf des Betrags der Admittanz

Y =
I

U
(7.37)
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Abbildung 7.3.3: Admittanz des Kondensators: Verlauf der Admittanz Y = I
U

der
Kondensator-Struktur in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1.

in Abhängigkeit der Frequenz dargestellt. Zusätzlich ist jeweils der Verlauf der Größe

YC = jωC (7.38)

mit der Kapazität C aus (7.7) zum Vergleich dargestellt. Bei höheren Frequenzen
zeigt sich grundsätzlich eine gute Übereinstimmung zwischen numerisch und analy-
tisch berechneter Kapazität. Insbesondere die lineare Abhängigkeit von der Frequenz
wird sehr gut wiedergegeben. Die Abweichungen in diesem Bereich lassen sich imWe-
sentlichen durch die Vernachlässigung von Randeffekten bei der Bestimmung von C
nach (7.7) erklären. Bei niedrigeren Frequenzen kommt es jedoch zu deutlichen Ab-
weichungen. Der Grund hierfür sind Rundungsfehler bei der Bestimmung der elektri-
schen Feldstärke. Wie anhand von Abbildung 7.3.2 zu erkennen ist, liegt der Betrag
der elektrischen Feldstärke in der Größenordnung von 103 Vm−1. Aufgrund der run-
dungsfehlerbehafteten Rechnungen liegt der Betrag der Feldstärke bei diesen niedri-
gen Frequenzen innerhalb der Zuleitung in der Größenordnung von 10−10 Vm−1. Im
Vergleich zu den maximal vorkommenden Feldstärken ist dies aus numerischer Sicht
quasi null. Zur Berechnung des Leitungsstroms werden diese Feldstärken jedoch mit
einer Leitfähigkeit κ = 106 (Ωm)−1 multipliziert, sodass sich Stromdichten von et-
wa 10−4 Am−2 ergeben. Zur Berechnung der Admittanz müssen diese Stromdichten
über den Leiterquerschnitt integriert werden, welcher ca. 10−6 m2 beträgt, sodass
hieraus insgesamt Ströme im Bereich 10−10 A folgen. Ist die Frequenz entsprechend
klein, dominieren diese reellen Fehlerströme im Vergleich zu den sehr kleinen, aber
immernoch korrekt berechneten Imaginärteilen, welche ebenfalls in Abbildung 7.3.3
zu sehen sind. Um dies weiter zu verdeutlichen, ist in Abbildung 7.3.4 noch einmal
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Abbildung 7.3.4: Einfluss der Leitfähigkeit auf die berechnete Admittanz des Kon-
densators: Verlauf der Admittanz Y = I

U
der Kondensator-Struktur für κ =

102, 104, 106 (Ωm)−1 in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1.

der Verlauf der Admittanz dargestellt, jedoch für verschiedene Werte der Leitfähig-
keit κ. Hier zeigt sich, dass mit sinkender Leitfähigkeit - und somit auch sinkender
Verstärkung - der Rundungsfehler innerhalb des leitfähigen Bereichs abnimmt. Die
numerisch bestimmte Admittanz folgt daher über einen immer breiteren Frequenz-
bereich dem erwarteten, zur Frequenz proportionalen Verlauf.

RLC-Serienschwingkreis

In Abbildung 7.3.5 sind die numerisch berechneten Feldverläufe des RLC-Schwing-
kreises für f = 1 MHz, 1 kHz, 1 Hz und den statischen Grenzfall f = 0 Hz dargestellt.
Aufgrund des Kondensators treten nennenswerte Ströme und somit auch Magnetfel-
der erst bei höheren Frequenzen auf. Im Verlauf der elektrischen Stromdichte ist der
Skineffekt gut erkennbar. Im Gegensatz zum Kondensatorbeispiel ist das Magnetfeld
im vorliegenden Fall im Wesentlichen auf das Innere der Spule beschränkt.

Koaxialkabel

Als abschließendes Beispiel wird das am rechten Ende kurzgeschlossene Koaxialka-
bel aus Abbildung 7.2.4 betrachtet. In Abbildung 7.3.6 sind die Feldverläufe für die
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Abbildung 7.3.5: Feldverläufe des RLC-Schwingkreis-Beispiels für die Kopp-
lung der Baum-Kobaum-Eichungen: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen
Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die
Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Polynomgrad p = 2.
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Abbildung 7.3.6: Feldverläufe des Koaxialkabel-Beispiels für die Kopplung
der Baum-Kobaum-Eichungen: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen
Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die
Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz, 1 GHz} und Polynomgrad p = 2.

elektrische Feldstärke, die elektrische Stromdichte und die magnetische Flussdich-
te für die Fälle f ∈ {1 GHz, 1 MHz, 1 kHz, 1 Hz} sowie den statischen Grenzfall
f = 0 Hz dargestellt. Bei f = 1 GHz zeigt sich wie erwartet die Ausbildung einer
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stehenden Welle entlang des Koaxialkabels. Aufgrund der niedriger angenommenen
Leitfähigkeit tritt der Skineffekt hier erst bei deutlich höheren Frequenzen als in den
zuvor betrachteten Beispielen auf, da bei f = 1 MHz die Eindringtiefe δ ungefähr
gleich dem Radius des Innenleiters ist.

7.4 Kopplung der statischen Eichung und der sta-

tionären Eichung

7.4.1 Schwache Formulierung

Das Vorgehen bei der Kopplung der statischen Eichung im verlustlosen Gebiet mit
der stationären Eichung im verlustbehafteten Gebiet verläuft analog zu jener der
Baum-Kobaum-Eichungen aus Abschnitt 7.3. Ausgangspunkt sind wiederum die
schwachen Formulierungen (5.96) für Ω1 und (6.41) für Ω2:

Sν1 (Ac,1,ac,1) + (jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1 +∇Ψ1,ac,1)

+ jk0T
ǫ1 (∇V1,ac,1) = bΓ12

H (ac,1) , (7.39a)

T ǫ1 (Ac,1 +∇Ψ1,∇ψ1) =
1

(jk0)
2 b

Γ12
H (∇ψ1) , (7.39b)

T ǫ1 (∇V1,∇v1) = 1
jk0
bΓ12
H (∇v1) , (7.39c)

Sν2 (Ac,2,ac,2) + jk0T
κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,ac,2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,ac,2)

+ T κ2 (∇V2,ac,2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,ac,2) = bΓ21

H (ac,2) , (7.39d)

T κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2) + jk0T
ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2) =

1
jk0
bΓ21
H (∇ψ2) , (7.39e)

T κ2 (∇V2,∇v2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,∇v2) = bΓ21

H (∇v2) . (7.39f)

Wie im vorherigen Abschnitt wird angenommen, dass keine äußeren Quellen oder
Anregungen über inhomogene Randbedingungen vorliegen, sodass die auftretenden
Randterme auf den rechten Seiten der Gleichungen ausschließlich durch die Grenz-
fläche Γ12 hervorgerufen werden. Die Stetigkeitsbedingungen für die Felder Ac, Ψ
und V auf der Grenzfläche Γ12 lauten in diesem Fall wie bereits erwähnt

Ac,1 × n̂12 = Ac,2 × n̂12, (7.40a)

Ψ1 = Ψ2, (7.40b)

V1 = V2. (7.40c)
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Diese Bedingungen folgen letztlich aus den Stetigkeitsbedingungen für die physikali-
schen Felder E und B, wobei hier zu berücksichtigen ist, dass sie auch im statischen
Grenzfall gelten müssen. Aus dieser Forderung ergeben sich die erste und die letzte
Gleichung. Die zweite folgt dann aus der Gültigkeit der Übergangsbedingungen bei
nicht verschwindenden Wellenzahlen. Wegen

n̂21 = −n̂12 (7.41)

und der Forderung nach Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen Er-
regungH an Grenzflächen in Abwesenheit von OberflächenströmenK gilt zusätzlich

bΓ12
H (ac,1) = −bΓ21

H (ac,2) ∀ac,1,ac,2 ∈ Hc (rot; Ω) , (7.42)

sofern

ac,1 × n̂12 = ac,2 × n̂12 auf Γ12 (7.43)

erfüllt ist. Der Durchflutungssatz in den beiden Teilgebieten kann daher, wie bei
der Baum-Kobaum-Eichung in Abschnitt 7.3, zu einer Gleichung für das Gesamt-
gebiet zusammengefasst werden, ohne dass Randterme, welche von der Grenzfläche
herrühren, Beiträge zur rechten Seite des Gleichungssystems liefern. Es gilt daher

Sν (Ac,ac) = Sν1 (Ac,1,ac,1) + Sν2 (Ac,2,ac,2) (7.44a)

für

Ac,1 × n̂ = Ac,2 × n̂ auf Γ12, (7.44b)

ac,1 × n̂ = ac,2 × n̂ auf Γ12. (7.44c)

Ähnlich dem Fall der Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen ergibt sich bei den
verbleibenden beiden Gleichungen das Problem, dass deren rechte Seiten eine un-
terschiedliche Skalierung in Abhängigkeit von der Wellenzahl und daher auch ab-
weichende physikalische Dimensionen aufweisen. Eine direkte Addition der beiden
Gleichungen ist daher nicht zulässig. Ein Problem stellt dies nur für jene Test- und
Ansatzfunktionen dar, deren Träger sich über die Grenzfläche hinweg erstreckt. Zur
Vermeidung dieses Problems, wird auch hier eine entsprechende Skalierung der Glei-
chungen des verlustfreien Gebietes vorgenommen, sodass anschließend eine Kopp-
lung ohne weiteres möglich ist. Für die Kopplung sind daher die drei Fälle

• ψ1, v1 ∈ H1 (Ω1) ⊂ H1 (Ω),

• ψ2, v2 ∈ H1 (Ω2) ⊂ H1 (Ω),

• ψ12, v12 ∈ H1 (Ω,Γ12) ⊂ H1 (Ω) = {f ∈ H1 (Ω) |v 6= 0 auf Γ12}



168 Kopplung der Formulierungen an Grenzflächen

zu unterscheiden, wobei in den ersten beiden Fällen der Träger der Testfunktionen
vollständig innerhalb eines der beiden Gebiete liegt und daher die Teilbereichsfor-
mulierungen ohne Modifikation zum Einsatz kommen. Eine Kopplung der Formu-
lierungen und eine damit verbundene Skalierung der Gleichungen des verlustfreien
Gebietes ist somit nicht erforderlich. Im letzten Fall, in welchem sich der Träger der
Testfunktionen über die Grenzfläche hinweg erstreckt und die Testfunktionen da-
her auf der Grenzfläche Γ12 nicht verschwinden, muss eine entsprechende Kopplung
durchgeführt werden. Eine Skalierung der Gleichungen des verlustfreien Gebietes
mit dem Faktor jk0 führt hierbei auf

jk0T
ǫ1 (Ac,1,∇ψ12) + jk0T

ǫ1 (∇Ψ1,∇ψ12) =
1
jk0
bΓ12
H (∇ψ12) , (7.45a)

jk0T
ǫ1 (∇V1,∇v12) = bΓ12

H (∇v) . (7.45b)

Ein Vergleich von (7.45) mit (6.41) zeigt, dass die Gleichungen in beiden Gebieten
nach der Skalierung die gleiche physikalische Dimension aufweisen und die rechten
Seiten zueinander kompatibel sind. Nach der Skalierung können die Gleichungen
daher zusammengefasst werden, sodass

jk0Tǫ1 (Ac,1,∇ψ12) + Tκ2 (Ac,2,∇ψ12) + jk0Tǫ2 (Ac,2,∇ψ12)

+ jk0Tǫ1 (∇Ψ1,∇ψ12) + Tκ2 (∇Ψ2,∇ψ12) + jk0Tǫ2 (∇Ψ2,∇ψ12) = 0 (7.46a)

beziehungsweise

jk0Tǫ1 (∇V1,∇v12) + Tκ2 (∇V2,∇v12) + jk0Tǫ2 (∇V2,∇v12) = 0 (7.46b)

folgt, was weiter zu

Tκ (Ac,∇ψ12) + jk0Tǫ (Ac,∇ψ12) + Tκ (∇Ψ,∇ψ12)

+ jk0Tǫ (∇Ψ,∇ψ12) = 0 (7.47a)

und
Tκ (∇V,∇v12) + jk0Tǫ (∇V,∇v12) = 0 (7.47b)

zusammengefasst werden kann. Wie anhand von (7.46b) deutlich wird, verschwindet
auch hier, wie im Fall der Baum-Kobaum-Eichung, im stationären Grenzfall k0 → 0
die Rückwirkung des elektrischen Skalarpotenzials V im verlustlosen Gebiet auf das
verlustbehaftete Gebiet. Weiterhin bleibt die ursprüngliche Eigenschaft der beiden
Teilformulierungen, dass das elektrische Skalarpotenzial grundsätzlich unabhängig
von den beiden anderen Potenzialen bestimmt werden kann, erhalten.

7.4.2 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Im diskreten Fall führt ein analoges Vorgehen zu einer gekoppelten Formulierung
für das gesamte Feldgebiet. Als Ausgangspunkt dienen die linearen Gleichungssys-
teme (5.101a) für das verlustfreie Gebiet Ω1 sowie (6.44a) für das verlustbehaftete
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Gebiet Ω2


AΩ1
AcAc

AΩ1
AcΨ

AΩ1
AcV

AΩ1
ΨAc

AΩ1
ΨΨ 0

0 0 AΩ1
V V






xΩ1
Ac

xΩ1
Ψ

xΩ1
V


 =



bΩ1
Ac

bΩ1
Ψ

bΩ1
V


 , (7.48a)



AΩ2
AcAc

AΩ2
AcΨ

AΩ2
AcV

AΩ2
ΨAc

AΩ2
ΨΨ 0

0 0 AΩ2
V V






xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V


 =



bΩ2
Ac

bΩ2
Ψ

bΩ2
V


 , (7.48b)

mit den zuvor eingeführten Teilmatrizen

AΩ1
AcAc

= Sν1AcAc
+ (jk0)

2
Tǫ1
AcAc

, (7.49a)

AΩ1
AcΨ

= (jk0)
2
Mǫ1

AcΨ
, (7.49b)

AΩ1
AcV

= jk0M
ǫ1
AcV

, (7.49c)

AΩ1
ΨAc

= Mǫ1
ΨAc

, (7.49d)

AΩ1
ΨΨ = Sǫ1ΨΨ, (7.49e)

AΩ1
V V = Sǫ1V V (7.49f)

für das verlustlose Gebiet sowie

AΩ2
AcAc

= Sν1AcAc
+ jk0T

κ2
AcAc

(jk0)
2
Tǫ1
AcAc

, (7.50a)

AΩ2
AcΨ

= jk0M
κ2
AcΨ

+ (jk0)
2
Mǫ2

AcΨ
, (7.50b)

AΩ2
AcV

= Mκ2
AcV

+ jk0M
ǫ2
AcV

, (7.50c)

AΩ2
ΨAc

= Mκ2
ΨAc

+ jk0M
ǫ2
ΨAc

, (7.50d)

AΩ2
ΨΨ = Sκ2ΨΨ + jk0S

ǫ2
ΨΨ, (7.50e)

AΩ2
V V = Sκ2V V + jk0S

ǫ2
V V (7.50f)

für das verlustbehaftete Gebiet. Im Weiteren werden die Vektoren der unbekannten
Koeffizienten wie bei der Baum-Kobaum-Eichung gemäß

xΩ1 =



xΩ1
Ac

xΩ1
Ψ

xΩ1
V


 , xΓ12 =



xΓ12
Ac

xΓ12
Ψ

xΓ12
V


 , xΩ1 =

[
xΩ1

xΓ12

]
, (7.51a)

xΩ2 =



xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V


 , xΓ21 =



xΓ21
Ac

xΓ21
Ψ

xΓ21
V


 , xΩ2 =

[
xΩ2

xΓ21

]
, (7.51b)

in die dem jeweiligen Feldgebiet und die der Grenzfläche zugeordneten Anteile auf-
gespalten. Für das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten Ko-
effizientenvektoren folgt hieraus:

ÂΩx̂Ω = b̂Ω, (7.52a)
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mit

ÂΩ =

[
AΩ1 0

0 AΩ2

]
, (7.52b)

x̂Ω =

[
xΩ1

xΩ2

]
, (7.52c)

b̂Ω =

[
bΩ1

bΩ2

]
(7.52d)

sowie

AΩ1 =




AΩ1
AcAc

AΩ1
AcΨ

AΩ1
AcV

AΩ1Γ12
AcAc

AΩ1Γ12
AcΨ

AΩ1Γ12
AcV

AΩ1
ΨAc

AΩ1
ΨΨ 0 AΩ1Γ12

ΨAc
AΩ1Γ12

ΨΨ 0

0 0 AΩ1
V V 0 0 AΩ1Γ12

V V

AΓ12Ω1
AcAc

AΓ12Ω1
AcΨ

AΓ12Ω1
AcV

AΓ12
AcAc

AΓ12
AcΨ

AΓ12
AcV

AΓ12Ω1
ΨAc

AΓ12Ω1
ΨΨ 0 AΓ12

ΨAc
AΓ12

ΨΨ 0

0 0 AΓ12Ω1
V V 0 0 AΓ12

V V



, (7.52e)

(
xΩ1

)T
=
[(
xΩ1
Ac

)T (
xΩ1
Ψ

)T (
xΩ1
V

)T (
xΓ12
Ac

)T (
xΓ12
Ψ

)T (
xΓ12
V

)T]
, (7.52f)

(
bΩ1

)T
=
[(
bΩ1
Ac

)T (
bΩ1
Ψ

)T (
bΩ1
V

)T (
bΓ12
Ac

)T (
bΓ12
Ψ

)T (
bΓ12
V

)T]
(7.52g)

und

AΩ2 =




AΩ2
AcAc

AΩ2
AcΨ

AΩ2
AcV

AΩ2Γ21
AcAc

AΩ2Γ21
AcΨ

AΩ2Γ21
AcV

AΩ2
ΨAc

AΩ2
ΨΨ 0 AΩ2Γ21

ΨAc
AΩ2Γ21

ΨΨ 0

0 0 AΩ2
V V 0 0 AΩ2Γ21

V V

AΓ21Ω2
AcAc

AΓ21Ω2
AcΨ

AΓ21Ω2
AcV

AΓ21
AcAc

AΓ21
AcΨ

AΓ21
AcV

AΓ21Ω2
ΨAc

AΓ21Ω2
ΨΨ 0 AΓ21

ΨAc
AΓ21

ΨΨ 0

0 0 AΓ21Ω2
V V 0 0 AΓ21

V V



, (7.52h)

(
xΩ2

)T
=
[(
xΩ2
Ac

)T (
xΩ2
Ψ

)T (
xΩ2
V

)T (
xΓ21
Ac

)T (
xΓ21
Ψ

)T (
xΓ21
V

)T]
, (7.52i)

(
bΩ2

)T
=
[(
bΩ2
Ac

)T (
bΩ2
Ψ

)T (
bΩ2
V

)T (
bΓ21
Ac

)T (
bΓ21
Ψ

)T (
bΓ21
V

)T]
. (7.52j)

Da für die Potenziale Ac,i, Ψi, Vi für i ∈ {1, 2}

Ac,i ∈ Rh,p
c,0 ⊂ Hc (rot; Ωi,Γ12) , (7.53)

Ψi ∈ Vh,p ⊂ H1 (Ωi,Γ12) , (7.54)

Vi ∈ Vh,p ⊂ H1 (Ωi,Γ12) (7.55)

gilt, entsprechen die Stetigkeitsanforderungen an die Felder (7.40) der Forderung
nach Gleichheit der entsprechenden Koeffizienten im Vektor der Unbekannten. Im
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Diskreten gilt somit auf Γ12:

Ac,1 × n̂12 = Ac,2 × n̂12 ⇒ xΓ12
Ac

= xΓ21
Ac
, (7.56a)

Ψ1 = Ψ2 ⇒ xΓ12
Ψ = xΓ21

Ψ , (7.56b)

V1 = V2 ⇒ xΓ12
V = xΓ21

V . (7.56c)

Der Vektor der Unbekannten x̂Ω kann mit (7.56) in der Form

x̂Ω = WxΩ (7.57a)

angegeben werden, wobei

xΩ =



xΩ1

xΓ12

xΩ2


 , (7.57b)

W =




INΩ1
0 0

0 INΓ12
0

0 0 INΩ2

0 INΓ12
0


 (7.57c)

gilt. Zur Realisierung der im Rahmen der schwachen Formulierung angesprochenen
Linearkombinationen der Gleichungen auf der Grenzfläche wird das Gleichungssys-
tem (7.52a) von links mit der Matrix VT multipliziert, wobei

V =




INΩ1
0 0

0 VΓ12 0

0 0 INΩ2

0 INΓ12
0


 , (7.58a)

mit

VΓ12 =



INΓ12,Ac

0 0

0 jk0INΓ12,Ψ
0

0 0 jk0INΓ12,V


 (7.58b)

gilt, sodass sich als zu lösendes Gleichungssystem

AΩxΩ = bΩ, (7.59a)

mit

AΩ = VT ÂΩW, (7.59b)

bΩ = VT b̂Ω (7.59c)



172 Kopplung der Formulierungen an Grenzflächen

ergibt. Die hieraus folgende Systemmatrix AΩ hat die Blockstruktur

AΩ = VT ÂΩW =




AΩ1 AΩ1Γ12 0

VT
Γ12

AΓ12Ω1 VT
Γ12

AΓ12 +AΓ21 AΓ21Ω2

0 AΩ2Γ21 AΩ2


 . (7.60)

Aufgrund der Wellenzahlabhängigkeit der Teilmatrix VΓ12 entfällt im Grenzfall
k0 → 0 der Einfluss der skalaren Unbekannten des verlustfreien Gebietes Ω1 auf die
skalaren Unbekannten der Grenzfläche Γ12 und des verlustbehafteten Gebietes Ω2.
Wie bereits vorher im Rahmen der Baum-Kobaum-Eichung erwähnt, handelt es
sich dabei nicht um eine Instabilität der Formulierung, sodass die resultierenden
Matrizen auch in diesem Grenzfall regulär bleiben. Aufgrund der Struktur der Ma-
trizen V aus (7.58a) und W aus (7.57b) sowie der Tatsache, dass die ursprüngliche

Systemmatrix ÂΩ aus (7.52a) wegen der nicht symmetrischen Formulierung in den
Teilgebieten nicht symmetrisch ist, ist auch die Systemmatrix für das Gesamtgebiet
AΩ eine unsymmetrische Matrix. Die den beiden Teilformulierungen gemeinsame
Eigenschaft, dass das elektrische Skalarpotenzial V grundsätzlich unabhängig von
den beiden anderen Potenzialen Ac und Ψ bestimmt werden kann, bleibt jedoch
auch in der gekoppelten Formulierung für das Gesamtgebiet erhalten. Zur Verdeut-
lichung werden in (7.60) ausschließlich jene Zeilen des Gleichungssystems betrachtet,
die dem Skalarpotenzial V zugeordnet sind




∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 AΩ1

V V 0 0 AΩ1Γ12
V V 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 jk0A

Γ12Ω1
V V 0 0 jk0A

Γ12
V V +AΓ21

V V 0 0 AΓ21Ω2
V V

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 AΩ2Γ21

V V 0 0 AΩ2
V V







xΩ1
Ac

xΩ1
Ψ

xΩ1
V

xΓ12
Ac

xΓ12
Ψ

xΓ12
V

xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V




=




bΩ1
Ac

bΩ1
Ψ

bΩ1
V

bΓ12
Ac

bΓ12
Ψ

bΓ12
V

bΩ2
Ac

bΩ2
Ψ

bΩ2
V




.

(7.61)

Werden hierin die Unbekannten so umsortiert, dass erst die dem Vektorpotenzial Ac

und dem Skalarpotenzial Ψ zugeordneten Unbekannten aufgelistet werden, ergibt
sich




∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 AΩ1

V V AΩ1Γ12
V V 0

0 0 0 0 0 0 jk0A
Γ12Ω1
V V jk0A

Γ12
V V +AΓ21

V V AΓ21Ω2
V V

0 0 0 0 0 0 0 AΩ2Γ21
V V AΩ2

V V







xΩ1
Ac

xΓ12
Ac

xΩ2
Ac

xΩ1
Ψ

xΓ12
Ψ

xΩ2
Ψ

xΩ1
V

xΓ12
V

xΩ2
V




=




bΩ1
Ac

bΓ12
Ac

bΩ2
Ac

bΩ1
Ψ

bΓ12
Ψ

bΩ2
Ψ

bΩ1
V

bΓ12
V

bΩ2
V




,

(7.62)
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −80.9938 + 137.8768j 1.9 · 10−3 1.2 · 10−5 5.7 · 10−7

TE120 −86.9455 + 225.1187j 4.4 · 10−3 7.7 · 10−5 4.6 · 10−7

TM111 −90.1138 + 236.9469j 1.5 · 10−4 3.1 · 10−5 3.2 · 10−7

TE101 −88.0214 + 247.8733j 6.5 · 10−3 1.4 · 10−5 1.4 · 10−7

TE210 −37.2556 + 264.4426j 2.2 · 10−3 2.4 · 10−5 1.2 · 10−6

TE111 −88.7995 + 267.3251j 5.2 · 10−3 3.6 · 10−5 3.4 · 10−7

TM121 −91.1661 + 290.7462j 1.2 · 10−3 1.4 · 10−4 1.1 · 10−6

Tabelle 7.2: Eigenwerte im gemischten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
teilweise mit einem verlustbehafteten Dielektrikum gefüllten Resonators und relative
Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

woraus folgt, dass die Unbekannten xΩ1
V , xΓ12

V und xΩ2
V unabhängig von den anderen

bestimmt werden können. Der zweistufige Lösungsprozess, der bei den Teilformulie-
rungen in Abschnitt 5.3.3 und Abschnitt 6.3.3 bereits erwähnt wurde und in welchem
zunächst die dem Skalarpotenzial V zugeordneten Unbekannten eliminiert werden,
ist somit auch in der gekoppelten Formulierung durchführbar.

7.4.3 Numerische Ergebnisse

Zur Beurteilung der Robustheit der Formulierung, welche sich durch Kopplung der
statischen und der stationären Eichung ergibt, werden im Folgenden wiederum die
vier Beispiele aus Abschnitt 7.2 betrachtet. Es werden die gleichen Rechnungen
wie im Fall der Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen in Abschnitt 7.3.3 durch-
geführt, das heißt für das Resonator-Beispiel wird ausschlielich das zugeordnete Ei-
genwertproblem und für die restlichen drei Beispiele jeweils ein Anregungsproblem
gelöst.

Teilweise gefüllter Resonator

Ein Vergleich der analytisch bestimmten Eigenwerte mit den numerisch berechne-
ten Eigenwerten des Resonator-Problems ist in Tabelle 7.1 für die ersten dominan-
ten Moden und Polynomgrad p = 1, 2, 3 dargestellt. Auch bei der Kopplung der
statischen und der stationären Eichung zeigt sich - wie im rein verlustlosen und
im rein verlustbehafteten Fall - eine sehr gute Übereinstimmung zwischen analyti-
scher und numerischer Lösung, vergleichbar mit jener bei der Kopplung der Baum-
Kobaum-Eichungen und den dort angegebenen Referenzen. In Abbildung 7.4.1 ist
die Verteilung der numerisch bestimmten Eigenwerte in der komplexen Zahlenebene
dargestellt. Auch hier ergeben sich die im Rahmen der Feldformulierung bekannten
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Abbildung 7.4.1: Eigenwertverteilung im gemischten Fall: Lage der Eigenwerte des
teilweise gefüllten Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1.
Physikalische Eigenwerte sind als schwarze Punkte, unphysikalische Eigenwerte als
Kreise dargestellt.

unphysikalischen Eigenwerte. Diese entsprechen den zuvor diskutierten reinen Gra-
dientenfeldern. Die zugeordneten Eigenwerte sind jedoch alle rein reell und negativ
und stellen daher im Hinblick auf die Niederfrequenzeigenschaften der Formulierung
kein Problem dar.

Kondensator

Die Verläufe der elektrischen Feldstärke, der elektrischen Stromdichte sowie der mag-
netischen Flussdichte, welche sich für das Kondensator-Problem aus Abbildung 7.2.2
im Fall der Kopplung der statischen und der stationären Eichung ergeben, sind in
Abbildung 7.4.2 für f = 1 MHz, 1 kHz, 1 Hz sowie den statischen Grenzfall f = 0 Hz
und Polynomgrad p = 2 dargestellt. Lediglich bei f = 1 MHz zeigen sich nennens-
werte Ströme und Magnetfelder. Auch der Skineffekt innerhalb der Zuleitungen ist
deutlich erkennbar. Für niedrigere Frequenzen liegen im Hinblick auf die Feldverläufe
im Wesentlichen statische Verhältnisse vor. In Abbildung 7.4.3 ist der Verlauf des
Betrags der Admittanz

Y =
I

U
(7.63)
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Abbildung 7.4.2: Feldverläufe des Kondensator-Beispiels für die Kopplung der sta-
tischen und der stationären Eichung: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen
Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die
Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Polynomgrad p = 2.

zusammen mit

YC = jωC (7.64)

in Abhängigkeit der Frequenz dargestellt, wobei C der Kapazität aus (7.7) ent-
spricht. Die resultierenden Verläufe entsprechen im Wesentlichen jenen, welche sich
im Rahmen der Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen ergeben haben und es zei-
gen sich auch die gleichen Abweichungen im Niederfrequenzfall. Für eine detailierte
Analyse der Ursachen dieser Abweichungen im Niederfrequenzfall wird auf den ent-
sprechenden Unterabschnitt in 7.3.3 verwiesen. Der dort als Ursache ausgemachte
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Abbildung 7.4.3: Admittanz des Kondensators: Verlauf der Admittanz Y = I
U

der
Kondensator-Struktur in Abhängigkeit der Frequenz für p = 1.

Einfluss der Leitfähigkeit κ ist in Abbildung 7.4.4 auch für die Kopplung der stati-
schen und der stationären Eichung dargestellt.

RLC-Serienschwingkreis

Die numerisch berechneten Feldverläufe für das RLC-Serienschwingkreis-Beispiel
sind in Abbildung 7.3.5 für die Frequenzen f = 1 MHz, 1 kHz, 1 Hz und den stati-
schen Grenzfall f = 0 Hz für Polynomgrad p = 2 dargestellt. Die Resultate stimmen
mit jenen der Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen überein. Auch hier zeigt sich,
dass aufgrund des Kondensators erst bei höheren Frequenzen nennenswerte Ströme
und damit auch Magnetfelder auftreten. Der Skineffekt in den Leitungen wird auch
bei der Kopplung der statischen und der stationären Eichung gut abgebildet.

Koaxialkabel

Als abschließendes Beispiel wird auch für die Kopplung der statischen und der sta-
tionären Eichung das am rechten Ende kurzgeschlossene Koaxialkabel aus Abbil-
dung 7.2.4 betrachtet. In Abbildung 7.3.6 sind die Feldverläufe für die elektrische
Feldstärke, die elektrische Stromdichte und die magnetische Flussdichte für die Fälle
f ∈ {1 GHz, 1 MHz, 1 kHz, 1 Hz} sowie den statischen Grenzfall f = 0 Hz darge-
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Abbildung 7.4.4: Einfluss der Leitfähigkeit auf die berechnete Admittanz des Kon-
densators: Verlauf der Admittanz Y = I

U
der Kondensator-Struktur für κ =

102, 104, 106 (Ωm)−1 in Abhängigkeit der Frequenz für p = 1.

stellt. Auch hier ergeben sich bis hinab in den statischen Grenzfall keine Schwie-
rigkeiten bei der Formulierung. Weiterhin wird die stehende Welle, welche sich bei
f = 1 GHz ausbildet, korrekt wiedergegeben. Wegen der deutlich niedriger angenom-
menen Leitfähigkeit tritt bei den betrachteten Frequenzen, welche kleiner als 1 GHz
sind, kein nennenswerter Skineffekt auf, sodass die resultierenden Feldverteilungen
im Wesentlichen jenen des statischen Grenzfalls entsprechen.
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Abbildung 7.4.5: Feldverläufe des RLC-Schwingkreis-Beispiels für die Kopplung der
statischen und der stationären Eichung: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen
Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die
Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Polynomgrad p = 2.
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Abbildung 7.4.6: Feldverläufe des Koaxialkabel-Beispiels für die Kopplung der sta-
tischen und der stationären Eichung: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen
Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die
Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz, 1 GHz} und Polynomgrad p = 2.
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7.5 Kopplung der gemischten Formulierungen

7.5.1 Schwache Formulierung

Die Kopplung der Teilformulierungen für den Fall der gemischten Formulierungen
verläuft, ausgehend von den schwachen Formen (5.130) und (6.63) für die einzelnen
Teilgebiete Ω1 und Ω2 mit

Sν1 (Ac,1,ac,1) + (jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1,ac,1)

+ (jk0)
2 Tǫ1 (∇Ψ1,ac,1) + jk0T

ǫ1 (∇V1,ac,1) = bΓ12
H (ac,1) , (7.65a)

jk0T
ǫ1 (Ac,1 +∇Ψ1,∇ψ1) + T ǫ1 (∇V1,∇ψ1) =

1
jk0
bΓ12
H (∇ψ1) , (7.65b)

T ǫ1 (Ac,1 +∇Ψ1,∇v1) = 1
jk0
bΓ12
H (∇v1) , (7.65c)

Sν2 (Ac,2,ac,2) + jk0T
κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,ac,2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,ac,2)

+ T κ2 (∇V2,ac,2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,ac,2) = bΓ21

H (ac,2) , (7.66a)

jk0T
κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2)

+ T κ2 (∇V2,∇ψ2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,∇ψ2) = bΓ21

H (∇ψ2) , (7.66b)

T κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇v2) + jk0T
ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇v2) = bΓ21

H (∇v2) (7.66c)

und den Stetigkeitsbedingungen (2.18), im Wesentlichen analog zu den bereits vorge-
stellten Kopplungen. Da der Durchflutungssatz in beiden Gebieten gleich angesetzt
wird, ist hier kein besonderes Vorgehen erforderlich und ein einfaches Zusammen-
fassen der Gleichungen der Teilgebiete möglich. Wegen

n̂12 = −n̂21, (7.67)

der Stetigkeit der Tangentialkomponente der magnetischen Erregung in Abwesenheit
von Flächenstromdichten auf Γ12, das heißt

H1 × n̂12 = H2 × n̂12 (7.68)

und der Wahl

ac,1,ac,2 ∈ Hc (rot; Ω) (7.69)
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folgt für die rechten Seiten der beiden Formulierungen in den Teilgebieten (5.130a)
und (6.63a)

bΓ12
H (ac,1) = −bΓ21

H (ac,2) , (7.70)

sodass sich diese beim Bilden der Summe gerade gegenseitig aufheben und die Grenz-
fläche Γ12 keinen weiteren Beitrag zu den Gleichungen liefert. Für die verbleibenden
Gleichungen werden im Hinblick auf die Testfunktionen wiederum drei Fälle unter-
schieden:

• ψ1, v1 ∈ H1 (Ω1) ⊂ H1 (Ω),
• ψ2, v2 ∈ H1 (Ω2) ⊂ H1 (Ω),
• sowie ψ12, v12 ∈ H1 (Ω,Γ12) = {f ∈ H1 (Ω) |f 6= 0 auf Γ12} ⊂ H1 (Ω).

In den ersten beiden Fällen ist keine Kopplung der beiden Formulierungen erforder-
lich, da jeweils nur eines der beiden Teilgebiete einen Beitrag liefert, da die Träger
der Testfunktionen vollständig in Ω1 oder in Ω2 liegen.. Im dritten Fall liefern jedoch
sowohl die Formulierung des verlustfreien Gebiets Ω1 als auch jene des verlustbehaf-
teten Gebiets Ω2 einen Beitrag zu den Bestimmungsgleichungen für die Potenziale.
Eine Skalierung der Gleichungen des verlustfreien Gebietes Ω1, bei welchen die Test-
funktionen auf der Grenzfläche Γ12 nicht verschwinden, mit dem Faktor jk0 führt
auf

(jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1 +∇Ψ1,∇ψ12) + jk0T

ǫ1 (∇V1,∇ψ12) = bΓ12
H (∇ψ12) , (7.71a)

jk0T
ǫ1 (Ac,1 +∇Ψ1,∇v12) = bΓ12

H (∇v12) , (7.71b)

was der Formulierung des verlustbehafteten Gebietes für den Fall

κ1 = 0 (7.72)

entspricht. Nach dieser Skalierung können daher die Gleichungen für die skalaren
Unbekannten wie im Falle des Durchflutungssatzes zusammengefasst werden und
die Grenzflächenbeiträge der beiden Teilformulierungen heben sich gegenseitig auf.

7.5.2 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Für das FE -Gleichungssystem im diskreten Fall führt das gleiche Vorgehen wie
bei den zuvor diskutierten Kopplungen zu einer geeigneten Formulierung für das
gesamte Feldgebiet Ω. Aus den Gleichungen (5.134a) für das verlustfreie Gebiet Ω1
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sowie (6.73a) für das verlustbehaftete Gebiet Ω2 folgt



AΩ1
AcAc

AΩ1
AcΨ

AΩ1
AcV

AΩ1
ΨAc

AΩ1
ΨΨ AΩ1

ΨV

AΩ1
V Ac

AΩ1
VΨ 0






xΩ1
Ac

xΩ1
Ψ

xΩ1
V


 =



bΩ1
Ac

bΩ1
Ψ

bΩ1
V


 , (7.73a)



AΩ2
AcAc

AΩ2
AcΨ

AΩ2
AcV

AΩ2
ΨAc

AΩ2
ΨΨ AΩ2

ΨV

AΩ2
V Ac

AΩ2
VΨ 0






xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V


 =



bΩ2
Ac

bΩ2
Ψ

bΩ2
V


 , (7.73b)

mit den Teilmatrizen

AΩ1
AcAc

= Sν1AcAc
+ (jk0)

2
Tǫ1
AcAc

, (7.74a)

AΩ1
AcΨ

= (jk0)
2
Mǫ1

AcΨ
, (7.74b)

AΩ1
AcV

= jk0M
ǫ1
AcV

, (7.74c)

AΩ1
ΨAc

= jk0M
ǫ1
ΨAc

, (7.74d)

AΩ1
ΨΨ = jk0S

ǫ1
ΨΨ, (7.74e)

AΩ1
ΨV = Sǫ1ΨV , (7.74f)

AΩ1
V Ac

= Mǫ1
V Ac

, (7.74g)

AΩ1
VΨ = Mǫ1

VΨ (7.74h)

im verlustlosen Teilgebiet Ω1 sowie

AΩ2
Ac,2Ac,2

= Sν2AcAc
+ jk0T

κ2
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ2
AcAc

, (7.75a)

AΩ2
Ac,2Ψ2

= jk0M
κ2
AcΨ

+ (jk0)
2
Mǫ2

AcΨ
, (7.75b)

AΩ2
Ac,2V2

= Mκ2
AcV

+ jk0M
ǫ2
AcV

, (7.75c)

AΩ2
Ψ2Ac,2

= jk0M
κ2
ΨAc

+ (jk0)
2
Mǫ2

ΨAc
, (7.75d)

AΩ2
Ψ2Ψ2

= jk0S
κ2
ΨΨ + (jk0)

2
Sǫ2ΨΨ, (7.75e)

AΩ2
Ψ2V2

= Sκ2ΨV + jk0S
ǫ2
ΨV , (7.75f)

AΩ2
V2Ac,2

= Mκ2
V Ac

+ jk0M
ǫ2
V Ac

, (7.75g)

AΩ2
V2Ψ2

= Mκ2
VΨ + jk0M

ǫ2
VΨ (7.75h)

im verlustbehafteten Teilgebiet Ω2. Wird weiterhin eine Aufteilung der Unbekannten
in jene, welche den Teilgebieten Ω1 bzw. Ω2 sowie jene, welche der Grenzfläche Γ12
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zugeordnet sind, durchgeführt, das heißt

xΩ1 =



xΩ1
Ac

xΩ1
Ψ

xΩ1
V


 , xΓ12 =



xΓ12
Ac

xΓ12
Ψ

xΓ12
V


 , xΩ1 =

[
xΩ1

xΓ12

]
, (7.76a)

xΩ2 =



xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V


 , xΓ21 =



xΓ21
Ac

xΓ21
Ψ

xΓ21
V


 , xΩ2 =

[
xΩ2

xΓ21

]
, (7.76b)

folgt die zu (7.52) analoge Darstellung für das Gesamtgebiet

ÂΩx̂Ω = b̂Ω, (7.77a)

mit

ÂΩ =

[
AΩ1 0

0 AΩ2

]
, (7.77b)

x̂Ω =

[
xΩ1

xΩ2

]
, (7.77c)

b̂Ω =

[
bΩ1

bΩ2

]
(7.77d)

sowie

AΩ1 =




AΩ1
AcAc

AΩ1
AcΨ

AΩ1
AcV

AΩ1Γ12
AcAc

AΩ1Γ12
AcΨ

AΩ1Γ12
AcV

AΩ1
ΨAc

AΩ1
ΨΨ AΩ1

ΨV AΩ1Γ12
ΨAc

AΩ1Γ12
ΨΨ AΩ1Γ12

ΨV

AΩ1
V Ac

AΩ1
VΨ 0 AΩ1Γ12

V Ac
AΩ1Γ12
VΨ 0

AΓ12Ω1
AcAc

AΓ12Ω1
AcΨ

AΓ12Ω1
AcV

AΓ12
AcAc

AΓ12
AcΨ

AΓ12
AcV

AΓ12Ω1
ΨAc

AΓ12Ω1
ΨΨ AΓ12Ω1

ΨV AΓ12
ΨAc

AΓ12
ΨΨ AΓ12

ΨV

AΓ12Ω1
V Ac

AΓ12Ω1
VΨ 0 AΓ12

V Ac
AΓ12
VΨ 0



, (7.78a)

xΩ1,T =
[
x
Ω1,T
Ac

x
Ω1,T
Ψ x

Ω1,T
V x

Γ12,T
Ac

x
Γ12,T
Ψ x

Γ12,T
V

]
, (7.78b)

bΩ1,T =
[
b
Ω1,T
Ac

b
Ω1,T
Ψ b

Ω1,T
V b

Γ12,T
Ac

b
Γ12,T
Ψ b

Γ12,T
V

]
(7.78c)

und

AΩ2 =




AΩ2
AcAc

AΩ2
AcΨ

AΩ2
AcV

AΩ2Γ21
AcAc

AΩ2Γ21
AcΨ

AΩ2Γ21
AcV
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VΨ 0

AΓ21Ω2
AcAc
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AcV
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ΨΨ AΓ21

ΨV

AΓ21Ω2
V Ac

AΓ21Ω2
VΨ 0 AΓ21

V Ac
AΓ21
VΨ 0



, (7.79a)

xΩ2,T =
[
x
Ω2,T
Ac

x
Ω2,T
Ψ x

Ω2,T
V x

Γ21,T
Ac

x
Γ21,T
Ψ x

Γ21,T
V

]
, (7.79b)

bΩ2,T =
[
b
Ω2,T
Ac

b
Ω2,T
Ψ b

Ω2,T
V b

Γ21,T
Ac

b
Γ21,T
Ψ b

Γ21,T
V

]
. (7.79c)
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Mit den Matrizen V aus (7.58a) und W aus (7.57b)

V =




INΩ1
0 0

0 VΓ12 0

0 0 INΩ2

0 INΓ12
0


 , (7.80a)

W =




INΩ1
0 0

0 INΓ12
0

0 0 INΩ2

0 INΓ12
0


 (7.80b)

ergibt sich die für das gesamte Feldgebiet Ω gültige Formulierung

AΩxΩ = bΩ, (7.81a)

mit

AΩ = VT ÂΩW, (7.81b)

bΩ = VT b̂Ω. (7.81c)

Die Systemmatrix AΩ aus (7.81b) hat die gleiche Blockstruktur wie jene aus (7.60),
welche sich im Fall der Kopplung der statischen und stationären Eichung ergibt:

AΩ = VT ÂΩW =




AΩ1 AΩ1Γ12 0

VT
Γ12

AΓ12Ω1 VT
Γ12

AΓ12 +AΓ21 AΓ21Ω2

0 AΩ2Γ21 AΩ2


 . (7.82)

Allerdings unterscheiden sich die Teilblöcke in ihrer Gestalt. Auch hier zeigt sich
wie bereits zuvor, dass die dem elektrischen Skalarpotenzial zugeordneten Unbe-
kannten des verlustbehafteten Teilgebiets Ω2 im statischen bzw. stationären Grenz-
fall k0 → 0 unabhängig von jenen des verlustfreien Teilgebiets Ω1 bestimmt werden
können. Die so erhaltene Teillösung kann anschließend als Randbedingung für das
verlustfreie Gebiet verwendet werden, um den noch fehlenden Teil der Lösung zu
bestimmen. Da die gemischte Formulierung im verlustfreien Fall zu einem nicht
symmetrischen Gleichungssystem führt, ist auch die gekoppelte Formulierung für
das gesamte Feldgebiet nicht symmetrisch. Eine Skalierung der Gleichungen für die
skalaren Unbekannten des Gebietes Ω1 mit dem Faktor jk0 führt jedoch auf ein sym-
metrisches Gleichungssystem. Wichtig ist hierbei, dass nur jene Gleichungen skaliert
werden, welche Unbekannten im Teilgebiet Ω1 entsprechen und nicht auf der Grenz-
fläche Γ12 liegen, da diese Gleichungen bereits im Rahmen der Kopplung durch die
Multiplikation mit der Matrix VT entsprechend skaliert wurden.
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −80.9938 + 137.8768j 1.9 · 10−3 1.1 · 10−5 6.1 · 10−5

TE120 −86.9455 + 225.1187j 4.3 · 10−3 7.8 · 10−5 5.2 · 10−6

TM111 −90.1138 + 236.9469j 1.5 · 10−4 3.1 · 10−5 9.7 · 10−6

TE101 −88.0214 + 247.8733j 6.5 · 10−3 1.4 · 10−5 5.4 · 10−6

TE210 −37.2556 + 264.4426j 2.2 · 10−3 2.5 · 10−5 4.5 · 10−5

TE111 −88.7995 + 267.3251j 5.2 · 10−3 3.6 · 10−5 7.1 · 10−6

TM121 −91.1661 + 290.7462j 1.2 · 10−3 1.4 · 10−4 6.3 · 10−6

Tabelle 7.3: Eigenwerte im gemischten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
teilweise mit einem verlustbehafteten Dielektrikum gefüllten Resonators und relative
Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

7.5.3 Numerische Ergebnisse

Teilweise gefüllter Resonator

Für das Eigenwertproblem des teilweise gefüllten Resonators ist ein Vergleich der
analytisch bestimmten Eigenwerte mit den numerisch berechneten Eigenwerten in
Tabelle 7.3 für die ersten dominanten Moden und p = 1, 2, 3 dargestellt. Wie im rein
verlustlosen und im rein verlustbehafteten Fall zeigt sich auch hier eine sehr gute
Übereinstimmung zwischen analytischer und numerischer Lösung. Wie aus Abbil-
dung 7.5.1 hervorgeht, ergeben sich auch in dieser Formulierung unphysikalische rein
reelle Eigenwerte, welche aber wiederum alle ungleich Null und daher im Hinblick
auf die Niederfrequenzeigenschaften der gekoppelten Formulierung unkritisch sind.

Kondensator

Für das Kondensator-Beispiel sind die numerisch berechneten Feldverläufe der elek-
trischen Feldstärke, der elektrischen Stromdichte sowie der magnetischen Flussdichte
für verschiedene Frequenzen und Polynomgrad p = 2 in Abbildung 7.5.2 dargestellt.
Rein qualitativ stimmen die erzielten Ergebnisse gut mit jenen der anderen Formu-
lierungen überein und spiegeln die relevanten physikalischen Effekte korrekt wieder.
Zur quantitativen Beurteilung der Ergebnisse ist in Abbildung 7.5.3 der Verlauf
der Admittanz der Struktur im Vergleich zur Admittanz YC = jωC in Abhängig-
keit der Frequenz dargestellt, wobei für die Kapazität C (7.7) gilt. Während bei
höheren Frequenzen eine gute Übereinstimmung vorliegt und insbesondere die line-
are Abhängigkeit zwischen Admittanz und Frequenz gut wiedergegeben wird, erge-
ben sich im Niederfrequenzfall die bereits in Abschnitt 7.3.3 diskutierten Probleme
aufgrund des Einflusses der Leitfähigkeit κ. Der Einfluss der Leitfähigkeit auf den
Verlauf der Admittanz ist gesondert noch einmal in Abbildung 7.5.4 dargestellt.
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Abbildung 7.5.1: Eigenwertverteilung im gemischten Fall: Lage der Eigenwerte des
teilweise gefüllten Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1.
Physikalische Eigenwerte sind als schwarze Punkte, unphysikalische Eigenwerte als
Kreise dargestellt.

RLC-Serienschwingkreis

In Abbildung 7.5.5 sind die Feldverläufe für das RLC-Serienschwingkreis-Beispiel
aus Abschnitt 7.2.3 für verschiedene Frequenzen bis hinab zum statischen Grenzfall
dargestellt. Die wichtigsten physikalischen Effekte, welche mit diesem Beispiel dar-
gestellt werden sollen, werden alle korrekt wiedergegeben. Insbesondere entspricht
die Feldverteilung des elektrischen Feldes im Außenraum im gesamten betrachteten
Frequenzbereich im Wesentlichen jener des statischen Grenzfalls, sodass das Feld
hauptsächlich auf den Bereich zwischen den Kondensatorplatten konzentriert ist. Die
Leitungsstromdichte und somit auch die magnetische Flussdichte sind weitgehend
gleich Null. Erst bei der höchsten betrachteten Frequenz von 1 MHz treten nen-
nenswerte Verschiebungsströme im Kondensator auf, sodass in weiterer Folge auch
Leitungsströme beobachtet werden können. An deren Verlauf wird der Skineffekt
deutlich sichtbar. Mit den Leitungsströmen nimmt auch die magnetische Flussdich-
te zu, welche - wie erwartet - im Inneren der Spule ihre höchsten Werte annimmt.
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Abbildung 7.5.2: Feldverläufe des Kondensator-Beispiels für die Kopplung der ge-
mischten Formulierungen: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen Feldstärke
E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die Frequenzen
f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Polynomgrad p = 2.

Koaxialkabel

Die durch die Kopplung der gemischten Formulierungen numerisch berechneten
Verläufe der elektrischen Feldstärke, der elektrischen Stromdichte sowie der mag-
netischen Flussdichte sind in Abbildung 7.5.6 in Abhängigkeit der Frequenz darge-
stellt. Da die Leitfähigkeit niedriger angenommen wurde als bei den beiden zuvor
betrachteten Beispielen spielt der Skineffekt erst bei deutlich höheren Frequenzen
eine Rolle. Bei f = 1 MHz liegt im Hinblick auf die Feldverläufe im Wesentlichen
eine statische Verteilung vor, während es bei f = 1 GHz zur Ausbildung einer ste-
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Abbildung 7.5.3: Admittanz des Kondensators: Verlauf der Admittanz Y = I
U

der
Kondensator-Struktur in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1.

henden Welle entlang des Koaxialkabels kommt. Auch der Skineffekt im Innenleiter
wird im letzten Fall anhand der Verteilung der Stromdichte deutlich sichtbar.
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Abbildung 7.5.4: Einfluss der Leitfähigkeit auf die berechnete Admittanz des
Kondensators: Verlauf der Admittanz Y = I

U
der Kondensator-Struktur für

κ = 102, 104, 106 (Ωm)−1 in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1.
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Abbildung 7.5.5: Feldverläufe des RLC-Schwingkreis-Beispiels für die Kopplung der
gemischten Formulierungen: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen Feldstärke
E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die Frequenzen
f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und für Polynomgrad p = 2.
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Abbildung 7.5.6: Feldverläufe des Koaxialkabel-Beispiels für die Kopplung der ge-
mischten Formulierungen: Dargestellt sind die Verläufe der elektrischen Feldstärke
E, des Leitungsstroms J sowie der magnetischen Flussdichte B für die Frequenzen
f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz, 1 GHz} und Polynomgrad p = 2.
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7.6 Kopplung der Baum-Kobaum-Eichung im ver-

lustfreien Gebiet und der gemischten Formu-

lierung im verlustbehafteten Gebiet

7.6.1 Schwache Formulierung

Als letzte in dieser Arbeit betrachete Formulierung für das Gesamtgebiet Ω wird in
diesem Abschnitt die Kopplung der Baum-Kobaum-Eichung im verlustfreien Teilge-
biet Ω1 mit der gemischten Formulierung im verlustbehafteten Gebiet Ω2 vorgestellt.
Ausgangspunkt sind, wie bereits bei den bisherigen Kopplungen, die schwachen For-
mulierungen (5.15) und (6.63) in den beiden Teilgebieten Ω1 und Ω2:

Sν1 (Ac,1,ac,1) + (jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1,ac,1) + jk0T

ǫ1 (∇V1,ac,1) = bΓ12
H (ac,1) , (7.83a)

jk0T
ǫ1 (Ac,1,∇v1) + T ǫ1 (∇V1,∇v1) = 1

jk0
bΓ12
H (∇v1) , (7.83b)

Sν2 (Ac,2,ac,2) + jk0T
κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,ac,2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,ac,2)

+ T κ2 (∇V2,ac,2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,ac,2) = bΓ21

H (ac,2) , (7.83c)

jk0T
κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2) + (jk0)

2 T ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2)

+ T κ2 (∇V2,∇ψ2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,∇ψ2) = bΓ21

H (∇ψ2) , (7.83d)

T κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇v2) + jk0T
ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇v2) = bΓ21

V (v2) , (7.83e)

wobei im Fall des verlustlosen Teilgebiets im Gegensatz zu (5.15) die Ansatz- und
Testfunktionen auf den Raum

Ac,1,ac,1 ∈ Hc (rot; Ω,ΓE) (7.84)

eingeschränkt werden. Da der Durchflutungssatz in beiden Teilgebieten angesetzt
wird, ergibt sich aufgrund der Stetigkeitsbedingungen der Felder sowie der Wahl der
Testfunktionen ac,1,ac,2 ∈ Hc (rot; Ω,ΓE) die Formulierung für das Gesamtgebiet Ω
als Summe der beiden Teilformulierungen mit

Sν (Ac,ac) + jk0T
κ (Ac +∇Ψ,ac) + (jk0)

2 T ǫ (Ac +∇Ψ,ac)

+ T κ (∇V,ac) + jk0T
ǫ (∇V,ac) = 0. (7.85)

Das Verschwinden der rechten Seite ergibt sich hierbei aus

n̂12 = −n̂21 ⇒ bΓ12
H (ac,1) = −bΓ21

H (ac,2) (7.86)
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sofern für die Testfunktionen ac,1 und ac,2 auf Γ12

ac,1 × n̂12 = ac,2 × n̂12 (7.87)

gilt. Für die noch verbleibenden Gleichungen zur Bestimmung der Skalarpotenziale
ergibt sich das Problem, dass aufgrund der Baum-Kobaum-Eichung im verlustfreien
Fall nur das Skalarpotenzial V1 angesetzt wurde, während im verlustbehafteten Teil-
gebiet zwei Potenziale Ψ2 und V2 vorliegen. Im Hinblick auf die Kopplung der Teil-
formulierungen können jedoch erneut die drei Fälle

• v1 ∈ H1 (Ω1) ⊂ H1 (Ω),
• ψ2, v2 ∈ H1 (Ω2) ⊂ H1 (Ω),
• v1, ψ2, v2 ∈ H1 (Ω,Γ12) = {f ∈ H1 (Ω) |v 6= 0 auf Γ12}.

unterschieden werden. In den ersten beiden Fällen liegt der Träger der jeweiligen
Testfunktionen vollständig innerhalb eines der beiden Gebiete, sodass eine Kopplung
der Gleichungen nicht erforderlich ist. Da im verbleibenden Fall beide Teilgebiete
einen Beitrag zu den Gleichungen liefern, muss hier eine physikalisch sinnvolle Kopp-
lung durchgeführt werden. Aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponenten der
elektrischen Feldstärke und der Tatsache, dass das elektrische Skalarpotenzial im
statischen beziehungsweise stationären Grenzfall in Abwesenheit elektrischer Dop-
pelschichten an Grenzflächen stetig ist, ergibt sich für die Skalarpotenziale auf Γ12

die Bedingung

V1 = V2 + jk0Ψ2. (7.88)

Unter der zusätzlichen Bedingung für die Testfunktionen

v1 = ψ2 auf Γ12 (7.89)

und der vorausgesetzten Stetigkeit der Tangentialkomponenten der magnetischen
Erregung folgt darüber hinaus

bΓ12
H (∇v1) = −bΓ21

H (∇ψ2) . (7.90)

Durch Skalierung der elektrischen Flussbilanz (5.15b) im verlustfreien Fall mit dem
Faktor jk0 folgt aus dieser die Kontinuitätsgleichung für das verlustfreie Gebiet,
sodass im Anschluss eine Linearkombination mit der Kontinuitätsgleichung des ver-
lustbehafteten Gebiets (6.63b) in der Form

(jk0)
2 T ǫ1 (Ac,1,∇v1) + jk0T

ǫ1 (∇V1,∇v1)
+ jk0T

κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2) + (jk0)
2 T ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇ψ2)

+ T κ2 (∇V2,∇ψ2) + jk0T
ǫ2 (∇V2,∇ψ2) = 0 (7.91)
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möglich ist. Wegen (7.90) heben sich die Randterme beim Bilden der Linearkom-
bination gegenseitig auf. Aus Gründen der Symmetrie wird weiterhin eine Linear-
kombination der unskalierten elektrischen Flussbilanz des verlustfreien Falls mit der
Eichbedingung des verlustbehafteten Teil betrachtet, sodass

jk0T
ǫ1 (Ac,1,∇v1) + T ǫ1 (∇V1,∇v1)

+ T κ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇v2) + jk0T
ǫ2 (Ac,2 +∇Ψ2,∇v2) = 1

jk0
bΓ12
H (∇v1) + bΓ21

V (v2)

(7.92)

folgt. Ohne zusätzliche Annahmen heben sich die Beiträge auf der rechten Seite an
dieser Stelle nicht auf. Allerdings besteht im Rahmen der Vorgabe der Eichbedingung
die Möglichkeit, eine entsprechende Randbedingung auf der Grenzfläche vorzugeben,
welche sicherstellt, dass die zuvor erwähnte Linearkombination der rechten Seiten
verschwindet. Im vorliegenden Fall lautet die zusätzliche Bedingung, welche der
Eichung auf Γ12 hinzugefügt werden muss,

[(η0κ2 + jk0ǫ2,r) (Ac,2 +∇Ψ2)] · n̂12 = − 1
ǫ0
D1 · n̂12 (7.93)

beziehungsweise

[(η0κ2 + jk0ǫ2,r) (Ac,2 +∇Ψ2)] · n̂12 = [ǫr,1 (∇V1 + jk0Ac,1)] · n̂. (7.94)

Diese Bedingung führt dazu, dass die Skalarpotenziale des verlustbehafteten Gebie-
tes Ω2 im statischen beziehungsweise stationären Grenzfall nicht mehr völlig un-
abhängig von jenen des verlustfreien Gebiets bestimmt werden können. Dieser Um-
stand steht im Gegensatz zu den Eigenschaften der bisher vorgestellten Formulie-
rungen. Das für das physikalische Feld E im statischen beziehungsweise stationären
Grenzfall relevante Skalarpotenzial V kann jedoch im verlustbehafteten Gebiet im-
mernoch unabhängig von den Größen des verlustfreien Gebietes bestimmt werden.
Lediglich für das im Rahmen der Eichung im verlustbehafteten Gebiet hinzuge-
kommene Potenzial Ψ besteht auch in der Statik beziehungsweise im Stationären
immernoch eine Kopplung zu den Feldern des verlustfreien Gebiets. Der große Vor-
teil der Formulierung besteht darin, dass sie - als einzige der bisher vorgestellten -
nach der Diskretisierung auf ein symmetrisches Gleichungssystem führt.

7.6.2 Finite-Elemente-Gleichungssystem

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 7.6.1 erfolgt die Herleitung der gekoppelten
Formulierung im Diskreten. Ausgangspunkt sind die diskretisierten schwachen For-
mulierungen der beiden Teilgebiete (5.84) und (6.73)

[
AΩ1
AcAc

AΩ1
AcV

AΩ1
V Ac

AΩ1
V V

][
xΩ1
Ac

xΩ1
V

]
=

[
bΩ1
Ac

bΩ1
V

]
(7.95a)
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und



AΩ2
AcAc

AΩ2
AcΨ

AΩ2
AcV

AΩ2
ΨAc

AΩ2
ΨΨ AΩ2

ΨV

AΩ2
V Ac

AΩ2
VΨ 0






xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V


 =



bΩ2
Ac

bΩ2
Ψ

bΩ2
V


 , (7.95b)

wobei für die einzelnen Teilmatrizen die Darstellungen

AΩ1
AcAc

= Sν1AcAc
+ (jk0)

2
Tǫ1
AcAc

, (7.96a)

AΩ1
AcV

= jk0M
ǫ1
AcV

, (7.96b)

AΩ1
V Ac

= jk0M
ǫ1
V Ac

, (7.96c)

AΩ1
V V = Sǫ1V V (7.96d)

im verlustlosen Teilgebiet Ω1 und

AΩ2
AcAc

= Sν2AcAc
+ jk0T

κ2
AcAc

+ (jk0)
2
Tǫ2
AcAc

, (7.97a)

AΩ2
AcΨ

= jk0M
κ2
AcΨ

+ (jk0)
2
Mǫ2

AcΨ
, (7.97b)

AΩ2
AcV

= Mκ2
AcV

+ jk0M
ǫ2
AcV

, (7.97c)

AΩ2
ΨAc

= jk0M
κ2
ΨAc

+ (jk0)
2
Mǫ2

ΨAc
, (7.97d)

AΩ2
ΨΨ = jk0S

κ2
ΨΨ + (jk0)

2
Sǫ2ΨΨ, (7.97e)

AΩ1
ΨV = Sκ2ΨV + jk0S

ǫ2
ΨV , (7.97f)

AΩ2
V Ac

= Mκ2
V Ac

+ jk0M
ǫ2
V Ac

, (7.97g)

AΩ2
VΨ = Sκ2VΨ + jk0S

ǫ2
VΨ (7.97h)

im verlustbehafteten Teilgebiet Ω2 gelten. Mit der Aufspaltung der Unbekannten in
jene im Teilgebiet Ω1 beziehungsweise Ω2 und jene auf dem Rand Γ12 beziehungs-
weise Γ21

xΩ1 =

[
xΩ1
Ac

xΩ1
V

]
, xΓ12 =

[
xΓ12
Ac

xΓ12
V

]
, xΩ1 =

[
xΩ1

xΓ12

]
, (7.98a)

xΩ2 =



xΩ2
Ac

xΩ2
Ψ

xΩ2
V


 , xΓ21 =



xΓ21
Ac

xΓ21
Ψ

xΓ21
V


 , xΩ2 =

[
xΩ2

xΓ21

]
, (7.98b)

kann das Gleichungssystem in der Form

ÂΩx̂Ω = b̂Ω, (7.99a)
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mit

ÂΩ =

[
AΩ1 0

0 AΩ2

]
, (7.99b)

x̂Ω =

[
xΩ1

xΩ2

]
, (7.99c)

b̂Ω =

[
bΩ1

bΩ2

]
(7.99d)

und

AΩ1 =




AΩ1
AcAc

AΩ1
AcV

AΩ1Γ12
AcAc

AΩ1Γ12
AcV

AΩ1
V Ac

AΩ1
V V AΩ1Γ12

V Ac
AΩ1Γ12
V V

AΓ12Ω1
AcAc

AΓ12Ω1
AcV

AΓ12
AcAc

AΓ12
AcV

AΓ12Ω1
V Ac

AΓ12Ω1
V V AΓ12

V Ac
AΓ12
V V


 , (7.100a)

xΩ1,T =
[
x
Ω1,T
Ac

x
Ω1,T
V xΓ12

Ac
x
Γ12,T
V

]
, (7.100b)

bΩ1,T =
[
b
Ω1,T
Ac

b
Ω1,T
V b

Γ12,T
Ac

b
Γ12,T
V

]
(7.100c)

sowie

AΩ2 =




AΩ2
AcAc

AΩ2
AcΨ

AΩ2
AcV

AΩ2Γ21
AcAc

AΩ2Γ21
AcΨ

A
Ω2,Γ21

AcV

AΩ2
ΨAc

AΩ2
ΨΨ AΩ2

ΨV AΩ2Γ21
ΨAc

AΩ2Γ21
ΨΨ A

Ω2,Γ21

ΨV

AΩ2
V Ac

AΩ2
VΨ 0 AΩ2Γ21

V Ac
AΩ2Γ21
VΨ 0

AΓ21Ω2
AcAc

AΓ21Ω2
AcΨ

AΓ21Ω2
AcV

AΓ21
AcAc

AΓ21
AcΨ

AΓ21
AcV

AΓ21Ω2
ΨAc

AΓ21Ω2
ΨΨ AΓ21Ω2

ΨV AΓ21
ΨAc

AΓ21
ΨΨ AΓ21

ΨV

AΓ21Ω2
V Ac

AΓ21Ω2
VΨ 0 AΓ21

V Ac
AΓ21
VΨ 0



, (7.101a)

xΩ2,T =
[
x
Ω2,T
Ac

x
Ω2,T
Ψ x

Ω2,T
V xΓ21

Ac
x
Γ21,T
Ψ x

Γ21,T
V

]
, (7.101b)

bΩ2,T =
[
b
Ω2,T
Ac

b
Ω2,T
Ψ b

Ω2,T
V b

Γ21,T
Ac

b
Γ21,T
Ψ b

Γ21,T
V

]
(7.101c)

dargestellt werden. Die Stetigkeitsbedingungen der Feldgrößen auf der Grenzfläche Γ12

führen im Diskreten zu den Bedingungen

xΓ12
Ac

= xΓ21
Ac

(7.102)

sowie

xΓ12
V = xΓ21

V + jk0x
Γ21
Ψ =

[
jk0INΓ21,Ψ

INΓ21,V

] [xΓ21
Ψ

xΓ21
V

]
. (7.103)

Mit dem neuen Vektor der Unbekannten xΩ

xΩ =



xΩ1

xΓ21

xΩ2


 (7.104)
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kann die Beziehung zwischen x̂Ω und xΩ in der Form

x̂Ω = VxΩ (7.105)

mit der Matrix V

V =




INΩ1
0 0

0 VΓ21 0

0 0 INΩ2

0 INΓ21
0


 , (7.106a)

VΓ12 =

[
INΓ21,Ac

0 0

0 jk0INΓ21,Ψ
INΓ21,V

]
(7.106b)

angegeben werden. Die im Rahmen der schwachen Formulierungen angesprochenen
Linearkombinationen der Gleichungen auf der Grenzfläche können durch eine Mul-
tiplikation des ursprünglichen Gleichungssystems (7.99a) von links mit der Matrix

VT realisiert werden, sodass sich als Gleichungssystem zur Bestimmung von xΩ

AΩxΩ = bΩ, (7.107a)

mit

AΩ = VT ÂΩV, (7.107b)

bΩ = VT b̂Ω (7.107c)

ergibt. Die Gesamtsystemmatrix AΩ besitzt infolgedessen die Blockstruktur

AΩ = VT ÂΩV =




AΩ1 AΩ1Γ12VΓ21 0

VT
Γ21

AΓ12Ω1 VT
Γ21

AΓ12VΓ21 +AΓ21 AΓ21Ω2

0 AΩ2Γ21 AΩ2


 . (7.108)

Da die Formulierungen in den beiden Teilgebieten Ω1 und Ω2 jeweils auf komplex
symmetrische Matrizen führen, genügen die Teilmatrizen den Beziehungen

AΩ1 = AΩ1,T , (7.109a)

AΩ1Γ12 = AΓ12Ω1,T , (7.109b)

AΩ2 = AΩ2,T , (7.109c)

AΩ2Γ21 = AΓ21Ω2,T , (7.109d)

woraus folgt, dass die vorgestellte Formulierung als einzige der betrachteten For-
mulierung für das Gesamtgebiet zu einer komplex symmetrischen Systemmatrix AΩ

führt. Beim Lösen des entsprechenden Gleichungssystems kann diese Eigenschaft
vorteilhaft ausgenutzt werden, vgl. [vdVM90].
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Mode γlmn
(

1
m

)
elmn,1 elmn,2 elmn,3

TE110 −80.9938 + 137.8768j 5.6 · 10−3 1.7 · 10−4 3.2 · 10−5

TE120 −86.9455 + 225.1187j 4.0 · 10−3 1.3 · 10−4 2.9 · 10−6

TM111 −90.1138 + 236.9469j 1.6 · 10−4 3.0 · 10−5 1.8 · 10−5

TE101 −88.0214 + 247.8733j 6.5 · 10−3 1.5 · 10−5 3.0 · 10−6

TE210 −37.2556 + 264.4426j 6.0 · 10−3 1.7 · 10−4 3.2 · 10−6

TE111 −88.7995 + 267.3251j 5.2 · 10−3 4.0 · 10−5 4.5 · 10−7

TM121 −91.1661 + 290.7462j 1.2 · 10−3 1.3 · 10−4 6.6 · 10−6

Tabelle 7.4: Eigenwerte im gemischten Fall: Analytisch berechnete Eigenwerte des
teilweise mit einem verlustbehafteten Dielektrikum gefüllten Resonators und relative
Fehler der numerisch berechneten Näherungslösungen für Polynomgrad p = 1, 2, 3.

7.6.3 Numerische Ergebnisse

Um die Stabilität der Formulierung zu beurteilen, werden die Beispiele aus Ab-
schnitt 7.2 betrachtet. Im Fall des Resonators wird aussschließlich das zugeordnete
Eigenwertproblem betrachtet, während für die anderen Beispiele das entsprechende
Anregungsproblem gelöst wird.

Teilweise gefüllter Resonator

In Tabelle 7.4 ist ein Vergleich der analytisch und numerisch berechneten Eigenwerte
für den teilweise gefüllten Resonator und Polynomgrad p = 1, 2, 3 dargestellt. Die
Übereinstimmung zwischen analytischer und numerischer Lösung ist wie im rein ver-
lustlosen und im rein verlustbehafteten Fall sehr gut und vergleichbar mit jener der
anderen Formulierungen. Die resultierenden relativen Fehler entsprechen größenord-
nungsmäßig jenen, welche für das gleiche Beispiel in der Literatur [GBB+96], [ZC02]
für andere Simulationsverfahren angegeben sind. Weiterhin ist in Abbildung 7.6.1 die
Verteilung der Eigenwerte in der komplexen Ebene dargestellt. Die aus der Feldfor-
mulierung bekannten unphysikalischen Eigenwerte sind deutlich zu erkennen, stellen
für die Niederfrequenzeigenschaften der Formulierung jedoch kein Problem dar, da
sie alle ungleich Null sind.

Kondensator

Für das Kondensator-Beispiel sind die Feldverläufe der elektrischen Feldstärke, der
elektrischen Stromdichte und der magnetischen Flussdichte für verschiedene Fre-
quenzen einschließlich dem statischen Grenzfall in Abbildung 7.6.2 dargestellt. Qua-
litativ geben die Ergebnisse die relevanten physikalischen Effekte korrekt wieder.
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Abbildung 7.6.1: Eigenwertverteilung im gemischten Fall: Lage der Eigenwerte des
teilweise gefüllten Resonators in der komplexen Ebene für Polynomgrad p = 1.
Physikalische Eigenwerte sind als schwarze Punkte, unphysikalische Eigenwerte als
Kreise dargestellt.

Insbesondere zeigt sich erst bei höheren Frequenzen die Ausbildung nennenswerter
Ströme sowie Magnetfelder, während das elektrische Feld über den gesamten Fre-
quenzbereich im Wesentlichen auf den Bereich zwischen den Kondensatorplatten
konzentriert ist. Weiterhin ist der Skineffekt im Verlauf der elektrischen Stromdich-
te sehr gut zu erkennen. Um auch eine quantitative Aussage über die Ergebnisse
zu machen, ist in Abbildung 7.6.3 der Verlauf des Betrags der Admittanz Y in
Abhängigkeit der Frequenz dargestellt. Zum Vergleich ist außerdem die Admittanz
eines idealen Kondensators

YC = jωC (7.110)

mit C aus (7.7) sowie der Verlauf des Imaginärteils von Y aufgetragen. Wie bei den
anderen vorgestellten Formulierungen zeigt sich bei höheren Frequenzen eine gute
Übereinstimmung zwischen numerisch und analytisch berechneter Admittanz. Ins-
besondere die lineare Abhängigkeit zwischen Admittanz und Frequenz wird gut wie-
dergegeben. Im Niederfrequenzfall ergeben sich jedoch die bereits in Abschnitt 7.3.3
diskutierten Probleme aufgrund des Einflusses der Leitfähigkeit κ. Die Auswirkung,
welche die Leitfähigkeit auf den Verlauf der Admittanz hat, ist gesondert noch ein-
mal in Abbildung 7.6.4 dargestellt.
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Abbildung 7.6.2: Feldverläufe des Kondensator-Beispiels für die Kopplung der
Baum-Kobaum-Eichung und der gemischten Formulierung: Dargestellt sind die
Verläufe der elektrischen Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magneti-
schen Flussdichte B für die Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Poly-
nomgrad p = 2.

RLC-Serienschwingkreis

Als vorletztes Beispiel wird der RLC-Schwingkreis aus Abschnitt 7.2.3 betrachtet.
Die numerisch berechneten Feldbilder für dieses Beispiel sind in Abbildung 7.6.5
für verschiedene Frequenzen dargestellt. Die dargestellten Feldverläufe entsprechen
jenen, welche mit Hilfe der anderen Formulierungen bestimmt wurden. Hieraus er-
gibt sich, dass auch die Kopplung der Baum-Kobaum-Eichung und der gemischten
Formulierung die relevanten physikalischen Effekte korrekt abbildet. Insbesonde-
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Abbildung 7.6.3: Admittanz des Kondensators: Verlauf der Admittanz Y = I
U

der
Kondensator-Struktur in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1.

re die weitgehend statische Natur der elektrischen Feldstärke im Außenraum, die
Ausprägung des Skineffekts bei höheren Frequenzen sowie die Konzentration der
magnetischen Flussdichte auf das Innere der Spule sind gut erkennbar.

Koaxialkabel

Als letztes Beispiel dient das am rechten Ende kurzgeschlossene Koaxialkabel nach
Abschnitt 7.2.4, für welches die Feldbilder der elektrischen Feldstärke, der elek-
trischen Stromdichte sowie der magnetischen Flussdichte in Abbildung 7.6.6 in
Abhängigkeit der Frequenz dargestellt sind. Die Ausbildung einer stehenden Wel-
le bei der höchsten betrachteten Frequenz f = 1 GHz und die Ausprägung des
Skineffekts werden richtig wiedergegeben. Im statischen Grenzfall werden sowohl
das elektrostatische Feld zwischen Innen- und Außenleiter als auch das stationäre
Strömungsfeld innerhalb des Innenleiters sowie das hieraus resultierende magneto-
statische Feld korrekt dargestellt.
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Abbildung 7.6.4: Einfluss der Leitfähigkeit auf die berechnete Admittanz des Kon-
densators: Verlauf der Admittanz Y = I

U
der Kondensator-Struktur für κ =

102, 104, 106 (Ωm)−1 in Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1.
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Abbildung 7.6.5: Feldverläufe des RLC-Schwingkreis-Beispiels für die Kopplung
der Baum-Kobaum-Eichung und der gemischten Formulierung: Dargestellt sind die
Verläufe der elektrischen Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magneti-
schen Flussdichte B für die Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz} und Poly-
nomgrad p = 2.
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Abbildung 7.6.6: Feldverläufe des Koaxialkabel-Beispiels für die Kopplung der
Baum-Kobaum-Eichung und der gemischten Formulierung: Dargestellt sind die
Verläufe der elektrischen Feldstärke E, des Leitungsstroms J sowie der magneti-
schen Flussdichte B für die Frequenzen f ∈ {0 Hz, 1 Hz, 1 kHz, 1 MHz, 1 GHz} und
Polynomgrad p = 2.
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7.7 Vergleich der Formulierungen

Die in den Abschnitten 7.3, 7.4, 7.5 und 7.6 vorgestellten Formulierungen zur Be-
handlung von Randwertproblemen, welche sowohl verlustfreie als auch verlustbehaf-
tete Teilgebiete beinhalten, unterscheiden sich in den Eigenschaften der resultieren-
den linearen Gleichungssysteme mitunter deutlich voneinander. Die in Abschnitt 7.3
vorgestellte Kopplung der Baum-Kobaum-Eichungen hat im Vergleich zu den an-
deren Formulierungen den Vorteil, dass sie mit einer minimalen Anzahl an Unbe-
kannten auskommt und die Eichung aufgrund rein topologischer Betrachtungen des
FE -Netzes durchgeführt werden kann. Allerdings ergibt sich ein nicht symmetrisches
Gleichungssystem, da die entsprechende Formulierung für das verlustbehaftete Ge-
biet nicht symmetrisch ist. Grundsätzlich ist im Fall einer nicht verschwindenen
Wellenzahl k0 > 0 jedoch eine Skalierung der Gleichungen möglich, welche auf ein
symmetrisches Gleichungssystem führt. In dieser Hinsicht verhält sich die in Ab-
schnitt 7.4 vorgestellte Formulierung, welche sich aus der Kopplung der statischen
und der stationären Eichung ergibt, sehr ähnlich. Diese Art der Formulierung für
das Gesamtgebiet führt zunächst zwar auf ein Gleichungssystem mit einer größeren
Anzahl an Unbekannten als die Baum-Kobaum-Eichung. Allerdings kann das Skalar-
potenzial V - wie in den Teilbereichsformulierungen - in einem ersten Lösungsschritt
unabhängig von den verbleibenden Größen Ac und Ψ bestimmt werden. Das ver-
bleibende Gleichungssystem hat dann die gleiche Dimension wie jenes, welches im
Rahmen der Baum-Kobaum-Eichung zu lösen ist und kann durch eine geeignete
Skalierung auch symmetrisiert werden. Im Fall der in Abschnitt 7.5 vorgestellten
Kopplung der gemischten Formulierungen kann ebenfalls bei nicht verschwindender
Wellenzahl k0 > 0 durch eine Skalierung der Gleichungen für die Skalarpotenziale
des verlustfreien Gebietes ein symmetrisches Gleichungssystem erreicht werden. Ei-
ne Reduktion der Anzahl der Unbekannten ist in diesem Fall jedoch nicht möglich.
Im Gegensatz zu den anderen drei Formulierungen ergibt sich bei der Kopplung
der Baum-Kobaum-Eichung mit der gemischten Formulierung nach Abschnitt 7.6
ein symmetrisches Gleichungssystem und im verlustfreien Teilgebiet wird die An-
zahl der Unbekannten genauso gering gehalten wie bei der Kopplung der Baum-
Kobaum-Eichungen. Im verlustbehafteten Gebiet muss bei dieser Formulierung ein
zusätzliches Skalarpotenzial berücksichtigt werden.

Anhand des Resonator-Beispiels aus Abschnitt 7.2.1 wird ein Vergleich der Eigen-
schaften der linearen Gleichungssysteme der vier Formulierungen durchgeführt. Die
Verläufe der Konditionszahlen der unskalierten Gesamtsystemmatrizen sind in Ab-
bildung 7.7.1 für Polynomgrad p = 2 in Abhängigkeit der Frequenz dargestellt. Hier
zeigt sich, dass das Verhalten der vier vorgestellten Formulierungen über weite Teile
des betrachteten Frequenzbereichs sehr ähnlich ist. Erst bei höheren Frequenzen zei-
gen sich leichte Nachteile bei der Kopplung der gemischten Formulierungen. Werden
hingegen die Verläufe der Konditionszahl betrachtet, die sich bei einer Diagonalska-
lierung der Systemmatrizen ergeben sich deutlichere Unterschiede zwischen den For-
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Abbildung 7.7.1: Vergleich der Konditionszahlen der Systemmatrizen im gemisch-
ten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) der Systemmatrizen für das gemischte
Resonator-Problem und Polynomgrad p = 2 in Abhängigkeit der Frequenz.

mulierungen, wie in Abbildung 7.7.2 dargestellt. Die Kopplung der Baum-Kobaum-
Eichungen, der gemischten Formulierungen sowie der Baum-Kobaum-Eichung und
der gemischten Formulierung zeigen asymptotisch im Wesentlichen das gleiche Ver-
halten. Lediglich der Absolutwert der Konditionszahl ist bei der Kopplung der ge-
mischten Formulierungen etwas geringer als bei den beiden anderen Kopplungen.
Deutliche Vorteile zeigen sich hier - wie auch im verlustfreien und verlustbehafteten
Fall - bei der Kopplung der statischen und stationären Eichung, da diese auch bei
höheren Frequenzen eine im Wesentlichen konstante Konditionszahl besitzt.

Die Daten der linearen Gleichungssysteme sind in Tabelle 7.5 aufgeführt, wobei
dort die Konditionszahlen der unskalierten Systemmatrizen aufgeführt sind. In Ta-
belle 7.5 wurde die Symmetrie der Systemmatrix im Falle der Kopplung der Baum-
Kobaum-Eichung und der gemischten Formulierung nach Abschnitt 7.6 bei der An-
zahl der zu speichernden Nichtnulleinträge in der Systemmatrix nicht berücksich-
tigt. Die geringere Anzahl an Unbekannten in den linearen Gleichungssystemen ist
grundsätzlich ein Vorteil der Formulierungen aus Abschnitt 7.3 sowie Abschnitt 7.6.
Durch einen zweistufigen Lösungsprozess kann die Formulierung aus Abschnitt 7.4
jedoch ebenfalls auf entsprechend kleinere Teilprobleme herunter gebrochen werden.
Eine solche Möglichkeit bietet sich bei der Formulierung nach Abschnitt 7.5 nicht,
sodass hier eine Reduktion der Anzahl der Unbekannten nicht möglich ist.
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Abbildung 7.7.2: Einfluss der Skalierung auf die Konditionszahl der Systemmatrizen
im gemischten Fall: Verlauf der Konditionszahl κ2 (A) für das Resonatorproblem in
Abhängigkeit der Frequenz für Polynomgrad p = 1 mit Diagonalskalierung.

Baum-
Baum- statische + gemischte Kobaum-

Polynomgrad Kobaum- stationäre Formu- Eichung +
p=2 Eichungen Eichungen lierungen gemischte

Formulierung

Unbekannte 26814 32124 32124 29513
Nichtnull- f = 0 Hz 795122 1203744 1203744 1004363

einträge von A f > 0 Hz 1229906 1645652 2061398 1657276
0 Hz 2.2 · 108 2.2 · 108 2.2 · 108 2.2 · 108

Konditions- 1 fHz 2.2 · 108 2.2 · 108 2.2 · 108 2.2 · 108
zahl κ2 (A) 1 Hz 2.2 · 108 2.2 · 108 2.2 · 108 2.2 · 108

1 THz 5.0 · 1012 1.4 · 1013 8.1 · 1015 2.0 · 1013

Tabelle 7.5: Eigenschaften der gekoppelten Formulierungen im gemischten Fall: Ver-
gleich der Anzahl der Unbekannten, der Nichtnulleinträge in den Systemmatrizen
und der Konditionszahlen der unskalierten Systemmatrizen aller vier Formulierun-
gen anhand des Resonatorbeispiels für Polynomgrad p = 2.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene niederfrequenzstabile Potenzialfor-
mulierungen zur FE -Simulation elektromagnetischer Strukturen im Frequenzbereich
vorgestellt.

In Kapitel 4 wurde das Niederfrequenzverhalten und die damit verbundene Instabi-
lität der elektrischen Feldformulierung untersucht. Auch wenn die Untersuchungen
anhand der elektrischen Feldformulierung durchgeführt wurden, gelten die Ergeb-
nisse auch für die magnetische Feldformulierung. Eine Eigenwertanalyse der Feldfor-
mulierung zeigt, dass das Versagen der Feldformulierung auf unphysikalische Eigen-
vektoren, welche reinen Gradientenfeldern entsprechen, zurückzuführen ist. Deren
zugehöriger Eigenwert konvergiert mit sinkender Frequenz gegen Null. Diese reinen
Gradientenfelder treten als Eigenvektoren auf, da bei Verwendung der elektrischen
Feldformulierung im verlustlosen Fall die elektrische Flussbilanz und im verlust-
behafteten Fall die Kontinuitätsgleichung nur implizit und in frequenzabhängiger
Form in den Gleichungen berücksichtigt werden. Bei den unphysikalischen Gradien-
tenfeldern handelt sich daher um Felder, welche der Flussbilanz beziehungsweise der
Kontinuitätsgleichung nicht genügen. Insbesondere wurde gezeigt, dass die Nieder-
frequenzinstabilität aufgrund unterschiedlicher Frequenzabhängigkeiten im verlust-
losen Fall schneller zum Versagen der Formulierung führt als im verlustbehafteten
Fall. Anhand eines numerischen Beispiels wurden die beschriebenen Eigenschaften
der Formulierung jeweils aufgezeigt.

Ausgehend von der Charakterisierung der Niederfrequenzinstabilität der Feldformu-
lierung wurde in Kapitel 5 der rein verlustlose Fall betrachtet und es wurden drei
unterschiedliche Potenzialformulierungen zur Behebung der Niederfrequenzinstabi-
lität vorgestellt. Alle drei Formulierungen basieren auf der expliziten Berücksich-
tigung der elektrischen Flussbilanz sowie der Vorgabe einer geeigneten Eichbedin-
gung, um die Niederfrequenzstabilität zu gewährleisten. Während die vorgestellte
Baum-Kobaum-Eichung bereits bekannt war, wurden die beiden anderen vorgestell-

209
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ten Formulierungen in dieser Form bisher nicht verwendet. Wie gezeigt wurde, wird
die Niederfrequenzinstabilität der Feldformulierung durch alle drei Formulierungen
beseitigt und keine der Formulierungen weist unphysikalische Nulleigenwerte in Form
reiner Gradientenfelder auf. Weiterhin wurde anhand eines numerischen Beispiels ge-
zeigt, dass die physikalischen Eigenwerte sinnvoll abgebildet werden, und dass die
Formulierungen auch im Niederfrequenzfall auf gut konditionierte Gleichungssys-
teme führen. Zum Abschluss des Kapitels wurde ein Vergleich der verschiedenen
Formulierungen im Hinblick auf die Eigenschaften der resultierenden Gleichungssys-
teme durchgeführt.

In Kapitel 6 wurde der vollständig verlustbehaftete Fall betrachtet. Hier wurden
- analog zu Kapitel 5 - ebenfalls drei neue Potenzialformulierungen zur Behebung
der Niederfrequenzinstabilität der Feldformulierung vorgestellt. Im Gegensatz zum
verlustlosen Fall wurde nicht die elektrische Flussbilanz, sondern die Kontinuitäts-
gleichung zusammen mit einer Eichbedingung in den Gleichungen berücksichtigt.
Die hieraus resultierenden Formulierungen weisen, wie gezeigt wurde, zwar weiter-
hin unphysikalische Eigenwerte in Form reiner Gradientenfelder auf, im Gegensatz
zur elektrischen Feldformulierung sind diese jedoch rein reell und ungleich null, so-
dass sie zu keiner Niederfrequenzinstabilität führen. Anhand eines numerischen Bei-
spiels wurde die Robustheit der Formulierungen nachgewiesen und gezeigt, dass die
Gleichungssysteme auch im Niederfrequenzfall gut konditioniert bleiben. Wie im
verlustlosen Fall bildet ein Vergleich der verschiedenen Formulierungen anhand der
Eigenschaften der Gleichungssysteme den Abschluss des Kapitels.

Auf den Resultaten aus Kapitel 5 und Kapitel 6 aufbauend, wurde in Kapitel 7 der
gemischte Fall mit teilweise verlustlosen und teilweise verlustbehafteten Material-
bereichen vorgestellt. Da dieser Fall durch keine der zuvor vorgestellten Formulie-
rungen abgedeckt wird, wurden durch geeignete Kopplung der Teilbereichsformulie-
rungen an Grenzflächen vier neue Formulierungen für das Gesamtgebiet vorgestellt,
welche auch im Niederfrequenzfall stabil sind. Insbesondere wurden im Rahmen
der Kopplung der Formulierungen keine zusätzlichen, einschränkenden Näherungen
durchgeführt, um die Formulierungen für das Gesamtgebiet zu erhalten. Anhand
verschiedener numerischer Beispiele wurde die Robustheit und Zuverlässigkeit der
Formulierungen vom statischen Grenzfall bis in den Hochfrequenzbereich gezeigt.
Ein Vergleich der gekoppelten Formulierungen bildet den Abschluss dieser Arbeit.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass von den vorgestellten Formulierun-
gen die statische Eichung im verlustlosen Fall, die stationäre Eichung im verlust-
behafteten Fall sowie die Kopplung dieser beiden Formulierungen im gemischten
Fall die vielversprechendsten Ergebnisse gezeigt haben. Durch einen zweistufigen
Lösungsprozess ist der Aufwand zur Lösung der linearen Gleichungssysteme bei die-
sen Formulierungen nicht wesentlich höher als bei der Feldformulierung oder der
Baum-Kobaum-Eichung. Die vergleichsweise niedrigen Konditionszahlen der Sys-
temmatrizen dieser Formulierungen auch bei hohen Frequenzen sind vor allem im
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Hinblick auf iterative Löser von großer Bedeutung, zumal sich bei diesen Formu-
lierungen aus der Block-Dreiecksstruktur der Systemmatrizen im Grenzfall k0 → 0
sehr leicht ein Vorkonditionierer für iterative Lösungsverfahren konstruieren lässt.

In der vorliegenden Arbeit wurden ausschließlich Dirichlet- und Neumann-Randbe-
dingungen betrachtet. Abstrahlungs- oder Impedanzrandbedingungen, welche in der
Praxis eine wichtige Rolle spielen, wurden bewusst nicht berücksichtigt, da diese in
der Regel selbst Näherungen für den Fall mittlerer oder hoher Frequenzen darstellen
und somit selbst zu Niederfrequenzproblemen führen können. Eine geeignete Model-
lierung dieser Effekte von der Statik bis in den Hochfrequenzfall steht noch aus. Im
Hinblick auf die verwendeten Anregungen ist insbesondere die Verwendung nieder-
frequenzstabiler Eigenmode-Löser für Wellenleiter, wie zum Beispiel in [FHDE04]
vorgestellt, von Interesse. Hier müssten weitere Untersuchungen angestellt werden,
die das Einbringen dieser Anregung in die vorgestellten Formulierungen ermöglichen.

Obwohl die vorgestellten Potenzialformulierungen die Niederfrequenzinstabilität der
elektrischen Feldformulierung vollständig beseitigen, stellen Bereiche mit sehr hohen
Leitfähigkeiten noch aus zweierlei Gründen eine Herausforderung dar. Zum einen
im Hinblick auf die FE -Netze bei hohen Frequenzen, da dann aufgrund sehr kleiner
Eindringtiefen extrem anisotrope Netze benötigt werden, was gerade bei der Verwen-
dung von Tetraedern ein Problem darstellt. Zum anderen ergeben sich im statischen
Grenzfall, wie anhand des Kondensator-Beispiels gezeigt, mitunter Schwierigkeiten
mit Rundungsfehlern aufgrund der stark unterschiedlichen Skalierung der Felder in
den Teilbereichen.

Einen alternativen Ansatz zur Behebung der Niederfrequenzinstabilität könnten
stabilisierte Zwei-Feld-Formulierungen ähnlich zu [ZC01] darstellen. Entsprechen-
de Ansätze zur Berechnung der Ausbreitungseigenschaften transversal inhomogener
Wellenleiter sind Gegenstand aktueller Forschung des Instituts. Die Vorteile die-
ses Ansatzes liegen darin, dass diese Art der Formulierung zum einen nur linear
von der Frequenz abhängt und zum anderen direkt eine Port-Hamiltonsche Struk-
tur [vdSM02] aufweist, was eine Kopplung mit anderen physikalischen Domänen in
systematischer Weise zulässt.
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7.5.5 Feldverläufe des RLC-Schwingkreis-Beispiels . . . . . . . . . . . . . . 190
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